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Περίληψη

Ένα σύνολο σημείων με k ρίζες P είναι ένα σύνολο σημείων όπου k
σημεία του r1, r2, . . ., rk ∈ P διαφοροποιούνται από τα υπόλοιπα σημεί-
α του P και αποκαλούνται ρίζες του P . Ένα γεωμετρικό γράφημα με
k ρίζες G = (P,E) είναι ένα γεωμετρικό γράφημα όπου το σύνολο των
κόμβων του, P , είναι ένα σύνολο σημείων με k ρίζες και οι ρίζες του
G είναι οι ρίζες του P . Ένα γεωμετρικό μονοπάτι Q = (q0, q1, . . . , qt)
είναι y−μονότονο αν η ακολουθία των y−συντεταγμένων των σημεί-
ων του Q, δηλαδή η ακολουθία y(q0), y(q1), . . ., y(qt), είναι μονότονη.
Ένα γεωμετρικό γράφημα με k ρίζες G = (P,E) είναι y−μονότονο με
k ρίζες αν κάθε ρίζα r ∈ P και κάθε σημείο p ∈ P \ {r} συνδέονται
με κάποιο y−μονότονο μονοπάτι. Δοθέντος ενός συνόλου σημείων
με k ρίζες P το y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα με k ρί-
ζες του P είναι το y−μονότονο συνδετικό γράφημα με k ρίζες του
P με το ελάχιστο κόστος. Το κόστος ενός γεωμετρικού γραφήμα-
τος είναι το άθροισμα των μηκών των ακμών του. Ασχολούμαστε
με το πρόβλημα της εύρεσης του y−μονότονου ελάχιστου συνδετι-
κού γραφήματος με ρίζα ενός συνόλου σημείων με ρίζα P . Χτίζοντας
πάνω σε προηγούμενα αποτελέσματα δείχνουμε ότι το y−μονότονο
ελάχιστο συνδετικό γραφήμα με ρίζα του P (i) είναι ένα δέντρο το ο-
ποίο αποκαλούμε το y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα
του P και (ii) εξάγεται σε O(|P | log2 |P |) χρόνο. Μελετάμε επίσης το
πρόβλημα της απεικόνισης ενός δέντρου με ρίζα ως ένα y−μονότονο
ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα. Αρχικά δίνουμε ένα γραμμικού
χρόνου αλγόριθμο ο οποίος απεικονίζει ένα δέντρο με ρίζα ως ένα
y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα. Πόρισμα της προη-
γούμενης πρότασης είναι ότι δεν υπάρχει σταθερά C τέτοια ώστε ο
μέγιστος βαθμός κάθε y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου
με ρίζα να είναι φραγμένος από τη C. Επιπλέον δείχνουμε ότι υπάρ-
χουν δέντρα με ρίζα για τα οποία κάθε απεικονιση στο πλέγμα ως ένα
y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα απαιτεί ένα πλέγμα
με εκθετικό εμβαδό. Δίνουμε ακόμα έναν απλό 2−προσεγγιστικό αλ-
γόριθμο για το πρόβλημα της εύρεσης του y−μονότονου ελάχιστου
συνδετικού γραφήματος με k ρίζες ενός συνόλου σημείων με k ρίζες
P . Ένα γεωμετρικό γράφημα με ρίζα G είναι ομοιόμορφα μονότονο
με ρίζα αν είναι y′−μονότονο με ρίζα για κάποιον άξονα y′. Παρέ-
χουμε έναν O(|E| log |P |) χρόνου αλγόριθμο που καθορίζει αν ένα γε-
ωμετρικό γράφημα με ρίζα G = (P,E) είναι ομοιόμορφα μονότονο με
ρίζα. Επιπρόσθετα ασχολούμαστε με το πρόβλημα της εύρεσης του
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ομοιόμορφα μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα ενός
συνόλου σημείων με ρίζα P , όπου το ομοιόμορφα μονότονο ελάχιστο
συνδετικό δέντρο με ρίζα του P είναι το ομοιόμορφα μονότονο συν-
δετικό δέντρο με ρίζα του P με το ελάχιστο κόστος. Δείχνουμε ότι
το ομοιόμορφα μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του P
εξάγεται σε O(|P |2 log |P |) χρόνο.
Ένα γεωμετρικό μονοπάτι Q = (q0, q1, . . . , qt) είναι xy−μονότονο αν

και η ακολουθία των x−συντεταγμένων των σημείων του Q, δηλα-
δή η ακολουθία x(q0), x(q1), . . ., x(qt), είναι μονότονη και η ακολου-
θία των y−συντεταγμένων των σημείων του Q, δηλαδή η ακολουθί-
α y(q0), y(q1), . . ., y(qt), είναι μονότονη. Το γεωμετρικό μονοπάτι Q
είναι 2K−μονότονο αν είναι x′y′−μονότονο για κάποιο Καρτεσιανό
Σύστημα Συντεταγμένων x′y′. Ένα γεωμετρικό γράφημα G = (P,E)
είναι 2K−μονότονο αν κάθε ζευγάρι σημείων του P συνδέεται με έ-
να 2K−μονότονο μονοπάτι. Μελετάμε το πρόβλημα της παραγωγής
2K−μονότονων συνδετικών γραφημάτων σε σύνολα σημείων σε κυρ-
τή θέση. Εξάγουμε ότι δοθέντος ενός συνόλου σημείων σε κυρτή
θέση P παράγεται ένα 2K−μονότονο συνδετικό γράφημα που έχει ως
σύνολο κόμβων το P μαζί με λιγότερο από ή ίσο με ένα Steiner σημεί-
ο (δηλαδή ένα επιπρόσθετο σημείο που δεν δίνεται ως είσοδος) και
έχει λιγότερες από ή ίσες με 4|P | − 8 ακμές. Ένα γεωμετρικό γρά-
φημα G = (P,E) λέγεται xy−μονότονο αν κάθε ζευγάρι κόμβων του
G συνδέεται με ένα xy−μονότονο μονοπάτι. Δοθέντος ενός συνόλου
σημείων P το xy−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα του P είναι
το xy−μονότονο συνδετικό γράφημα του P ελάχιστου κόστους. Με-
λετάμε το πρόβλημα της εύρεσης του xy−μονότονου ελάχιστου συν-
δετικού γραφήματος ενός συνόλου σημείων P και το πρόβλημα της
εύρεσης του xy−μονότονου συνδετικού γραφήματος με το ελάχιστο
πλήθος ακμών ενός συνόλου σημείων P . Χτίζοντας πάνω σε προη-
γούμενα αποτελέσματα εξάγουμε εύκολα ότι δοθέντος ενός συνόλου
σημείων P το xy−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα του P είναι
ίσο με το xy−μονότονο συνδετικό γράφημα με το ελάχιστο πλήθος α-
κμών του P και τα δύο αυτά είναι ίσα με το γράφημα του ορθογωνίου
επιρροής του P . Όπου το γράφημα του ορθογωνίου επιρροής ενός συ-
νόλου σημείων P είναι το γεωμετρικό γράφημα με σύνολο κόμβων το
P όπου οι κόμβοι p και q συνδέονται με ακμή αν και μόνο αν το ορθο-
γώνιο με γωνιακά σημεία τα p και q και πλευρές παράλληλες στους
άξονες του Καρτεσιανού Συστήματος Συντεταγμένων δεν περιέχει
άλλα σημεία (εκτός από τα p και q) του P . Το γεωμετρικό γράφημα
G λέγεται ομοιόμορφα 2K−μονότονο αν υπάρχει Καρτεσιανό Σύστη-
μα Συντεταγμένων x′y′ τέτοιο ώστε το G να είναι x′y′−μονότονο. Το
ομοιόμορφα 2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα ενός συνό-
λου σημείων P είναι το ομοιόμορφα 2K−μονότονο συνδετικό γράφη-
μα του P ελάχιστου κόστους. Μελετάμε επίσης το πρόβλημα της
εύρεσης του ομοιόμορφα 2K−μονότονου ελάχιστου συνδετικού γρα-
φήματος ενός συνόλου σημείων P και το πρόβλημα της εύρεσης του
ομοιόμορφα 2K−μονότονου συνδετικού γραφήματος με το ελάχιστο
πλήθος ακμών ενός συνόλου σημείων P . Σημειώνουμε ότι δοθέν-
τος ενός συνόλου σημείων P το ομοιόμορφα 2K−μονότονο ελάχιστο
συνδετικό γράφημα του P δεν ταυτίζεται πάντα με το ομοιόμορφα
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2K−μονότονο συνδετικό γράφημα με το ελάχιστο πλήθος ακμών του
P . Όμως δείχνουμε ότι και το ομοιόμορφα 2K−μονότονο ελάχιστο
συνδετικό γράφημα του P και το ομοιόμορφα 2K−μονότονο συνδετι-
κό γράφημα με το ελάχιστο πλήθος ακμών του P μπορούν να παρα-
χθούν σε O(|P |3) χρόνο. Ένα γεωμετρικό γράφημα G = (P,E) με ρίζα r
λέγεται xy−μονότονο με ρίζα αν κάθε κόμβος του G διαφορετικός α-
πό τη ρίζα συνδέεται με την r με ένα xy−μονότονο μονοπάτι. Έστω P
ένα σύνολο σημείων με ρίζα τότε το xy−μονότονο ελάχιστο συνδετι-
κό γράφημα με ρίζα του P είναι το xy−μονότονο συνδετικό γράφημα
με ρίζα του P ελάχιστου κόστους. Δείχνουμε ότι το xy−μονότονο
ελάχιστο συνδετικό γραφήμα με ρίζα του P είναι ένα δέντρο το οποί-
ο αποκαλούμε το xy−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα
του P και το οποίο εξάγεται σε O(|P | log3 |P |) χρόνο. Το γεωμετρι-
κό γράφημα με ρίζα G λέγεται ομοιόμορφα 2K−μονότονο με ρίζα αν
υπάρχει Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων x′y′ τέτοιο ώστε το G
να είναι x′y′−μονότονο με ρίζα. Παρέχουμε έναν αλγόριθμο που κα-
θορίζει αν ένα γεωμετρικό γράφημα με ρίζα G = (P,E) είναι ομοιό-
μορφα 2K−μονότονο με ρίζα σε O(|E| log |P |) χρόνο. Το ομοιόμορφα
2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα ενός συνόλου ση-
μείων με ρίζα P είναι το ομοιόμορφα 2K−μονότονο συνδετικό δέν-
τρο με ρίζα του P ελάχιστου κόστους. Δείχνουμε ότι το ομοιόμορφα
2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του P εξάγεται σε
O(|P |2 log |P |) χρόνο.
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Abstract

A point set P is k−rooted if there exist k points r1, r2, …, rk ∈ P
distinguished from the other points of P which are called the roots
of P . A geometric graph G = (P,E) is called k−rooted if P is k−rooted
and its roots are the roots of P . A geometric path Q = (q0, q1, …, qt) is
called y−monotone if the sequence of the y−coordinates of the points
of Q, i.e. the sequence y(q0), y(q1), …, y(qt), is monotone. A k−rooted
geometric graph G = (P,E) is k−rooted y−monotone if each root r ∈ P
and each point p ∈ P \ {r} are connected by a y−monotone path.
The k−rooted y−monotone minimum spanning graph of a k−rooted
point set P is the k−rooted y−monotone spanning graph of P that
has the minimum cost. The cost of a geometric graph is the sum of
the lengths of its edges. We deal with the problem of obtaining the
rooted y−monotone minimum spanning graph of a rooted point set P .
Building upon previous results we show that the rooted y−monotone
minimum spanning graph of P (i) is a tree which we call the rooted
y−monotone minimum spanning tree of P and (ii) it is obtained in
O(|P | log2 |P |) time. We also study the problem of drawing a rooted
tree as a rooted y−monotone minimum spanning tree. We initially
give a linear-time algorithm that draws a rooted tree as a rooted
y−monotone minimum spanning tree. A corollary of the previous
sentence is that there is no constant numberC such that themaximum
degree of every rooted y−monotone minimum spanning tree to be
bounded by C. We also show that there exist rooted trees for which
any grid drawing as a rooted y−monotone minimum spanning tree
requires a grid of exponential area. Additionally, we give a simple
2−approximation algorithm for the problem of producing the k−rooted
y−monotone minimum spanning graph of a k−rooted point set P . A
rooted geometric graph G = (P,E) is rooted uniform monotone if it is
rooted y′−monotone for some axis y′. We provide a O(|E| log |P |) time
algorithm that determines if a rooted geometric graph G = (P,E) is
rooted uniform monotone. Additionally we deal with the problem of
producing the rooted uniform monotone minimum spanning tree of
a rooted point set P , where the rooted uniform monotone minimum
spanning tree of P is the rooted uniform monotone spanning tree
of P that has the minimum cost. We show that the rooted uniform
monotone minimum spanning tree of P is obtained in O(|P |2 log |P |)
time.
A geometric path Q = (q0, q1, …, qt) is called xy−monotone if both
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the sequence of the x−coordinates of the points of Q, that is the
sequence x(q0), x(q1), . . ., x(qt), is monotone and the sequence of the
y−coordinates of the points of Q, that is the sequence y(q0), y(q1),
. . ., y(qt), is monotone. The geometric path Q is 2D-monotone if it is
x′y′−monotone for a Cartesian Coordinate System x′y′. A geometric
graphG = (P,E) is 2D-monotone if each pair of points of P is connected
by a 2D-monotone path. We study the problem of producing 2D-
monotone spanning graphs on convex point sets. We obtain that
given a convex point set P a 2D-monotone spanning graph that has as
node set the point set P along with less than or equal to one Steiner
point (that is an additional point which is not given as input) and has
less than or equal to 4|P | − 8 edges is produced. A geometric graph
G = (P,E) is xy−monotone if each pair of nodes of G is connected by
a xy−monotone path. The xy−monotone minimum spanning graph of
a point set P is the xy−monotone spanning graph of P that has the
minimum cost. We study the problem of producing the xy−monotone
minimum spanning graph of a point set P and the problem of producing
the xy−monotone spanning graph that has the least number of edges
of a point set P . Building upon previous results, we easily obtain that
given a point set P the xy−monotone minimum spanning graph of P is
equal to the xy−monotone spanning graph that has the least number
of edges of P and that both of them are equal to the rectangle of
influence graph of P . Where the rectangle of influence graph of a
point set P is the geometric graph with P as its node set where the
nodes p and q are connected by an edge if and only if the rectangle
with corners p and q and edges parallel to the axes of the Cartesian
Coordinate System does not include any other points (except for p and
q) of P . The geometric graph G is uniform 2D-monotone if there exists
a Cartesian Coordinate System x′y′ such that G is x′y′−monotone. The
uniform 2D-monotone minimum spanning graph of a point set P is
the uniform 2D-monotone spanning graph of P that has the minimum
cost. We also study the problem of producing the uniform 2D-monotone
minimum spanning graph of a point set P and the problem of producing
the uniform 2D-monotone spanning graph with the least number of
edges of a point set P . We note that given a point set P the uniform
2D-monotoneminimum spanning graph of P does not always coincide
with the uniform 2D-monotone spanning graph with the least number
of edges of P . But we show that both the uniform 2D-monotone
minimum spanning graph of P and the uniform 2D-monotone spanning
graph with the least number of edges of P can be obtained in O(|P |3)
time. A geometric graph G = (P,E) with root r is called rooted xy−
monotone if each node of G different from the root r is connected
with r by a xy−monotone path. Let P be a rooted point set, the
rooted xy−monotone minimum spanning graph of P is the rooted
xy−monotone spanning graph of P that has the minimum cost. We
show that the rooted xy−monotoneminimum spanning graph of P is a
tree which we call the rooted xy−monotoneminimum spanning tree of
P and which is obtained in O(|P | log3 |P |) time. The rooted geometric
graph G is rooted uniform 2D-monotone if there exists a Cartesian
Coordinate System x′y′ such that G is rooted x′y′−monotone. We



11

provide an algorithm that determines if a rooted geometric graph G =
(P,E) is rooted uniform 2D-monotone in O(|E| log |P |) time. The rooted
uniform 2D-monotone minimum spanning tree of a rooted point set
P is the rooted uniform 2D-monotone spanning tree of P that has
the minimum cost. We show that the rooted uniform 2D-monotone
minimum spanning tree of a point set P with root r is obtained in
O(|P |2 log |P |) time.
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Εισαγωγή

Η Υπολογιστική Γεωμετρία και η Απεικόνιση Γραφημάτων είναι κλά-
δοι της Επιστήμης των Υπολογιστών που ασχολούνται με γεωμετρικά
αντικείμενα. Η μεν πρώτη ασχολείται, μεταξύ άλλων, με τη μελέτη,
παραγωγή και αναγνώριση γεωμετρικών αντικειμένων [55], [19]. Η
δε Απεικόνιση Γραφημάτων ασχολείται με την οπτικοποίση οντοτή-
των ως γεωμετρικά αντικείμενα [21] και συνήθως ως γεωμετρικά
γραφήματα με μικρό εμβαδό [22].

1.1 Ευκλείδειο ελάχιστο συνδετικό δέντρο
Έστω a, b σημεία του επιπέδου. Το ab είναι το ευθύγραμμο τμήμα που
συνδέει τα a και b. Ένα γεωμετρικό γράφημα G = (P,L) είναι ένα
ζεύγος από (i) ένα σύνολο σημείων P το οποίο είναι το σύνολο των
κόμβων (ή κορυφών) του G και (ii) ένα σύνολο ευθύγραμμων τμημά-
των L που συνδέουν σημεία του P και είναι το σύνολο των ακμών
του G. Ένα γεωμετρικό μονοπάτι (p1, p2, . . . , pk) είναι ένα γεωμετρικό
γράφημα όπου το σύνολο των κόμβων είναι το {p1, p2, …, pk} και το
σύνολο των ακμών είναι το {p1p2, p2p3, …, pk−1pk}. Ένα γεωμετρι-
κό δέντρο T = (P,L) είναι ένα γεωμετρικό γράφημα όπου κάθε δύο
κόμβοι του T συνδέονται με κάποιο γεωμετρικό μονοπάτι και ισχύει
ότι |L| = |P | − 1. Το κόστος ενός γεωμετρικού γραφήματος είναι το
άθροισμα των μηκών των ακμών του.
Έστω P ένα σύνολο σημείων τότε ένα συνδετικό γράφημα του P

είναι ένα γεωμετρικό γράφημα με σύνολο κόμβων το P όπου κάθε
ζευγάρι σημείων του P συνδέεται με μονοπάτι.
ΈστωG = (V,E) ένα γράφημα τότε οι κόμβοι u και v τουG λέγονται

γειτονικοί αν υπάρχει η ακμή {u, v}. Το σύνολο γειτονικοί(u) είναι το
σύνολο των κόμβων του G που είναι γειτονικοί του u. Έστω G =
(V,E) ένα γράφημα και u ένας κόμβος του G τότε ο βαθμός του u
είναι το πλήθος των γειτονικών κόμβων του. Ο μέγιστος βαθμός του
γραφήματος G είναι ο βαθμός του κόμβου u του G με το μεγαλύτερο
πλήθος γειτονικών κόμβων.
Μια απεικόνιση ευθύγραμμων-τμημάτων D ενός γραφήματος G =

(V,E) είναι μια συνάρτηση που συσχετίζει κάθε κόμβο u ∈ V με ένα ση-
μείο του επιπέδου και κάθε ακμή {u, v} ∈ E με ένα ευθύγραμμο τμήμα
του επιπέδου που συνδέει τις εικόνες των u και v. Στην εργασία αυτή
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ασχολούμαστε μόνο με απεικονίσεις ευθύγραμμων-τμημάτων οπότε
παραλείπουμε τον όρο ευθύγραμμων-τμημάτων. Μια απεικόνιση στο
πλέγμα D ενός γραφήματος G συσχετίζει κάθε κόμβο του G με ένα
σημείο του επιπέδου με ακέραιες συντεταγμένες.
Το Ευκλείδειο Ελάχιστο Συνδετικό Δέντρο (ΕΕΣΔ), στα Αγγλικά

Euclidean Minimum Spanning Tree (EMST), ενός συνόλου σημείων P
είναι το γεωμετρικό δέντρο με σύνολο κόμβων το P που έχει το ελά-
χιστο κόστος. Οι Shamos και Hoey [60] απέδειξαν ότι το ΕΕΣΔ ενός
συνόλου σημείων P πληθικότητας n μπορεί να παραχθεί σε O(n · logn)
χρόνο. Πριν από αυτήν την ανακάλυψη, η προσέγγιση που χρησιμο-
ποιείτο για την εύρεση του ΕΕΣΔ απαιτούσε τουλάχιστον τετραγωνι-
κή πολυπλοκότητα [60].
Το ΕΕΣΔ μελετήθηκε μετέπειτα και υπό το πρίσμα της απεικόνισης

γραφημάτων [51, 25, 6]. Οι Monma και Suri [51] έδειξαν ότι δοθέν-
τος ενός συνόλου σημείων P ένα ΕΕΣΔ του P με μέγιστο βαθμό το
πολύ 5 μπορεί πάντα να βρεθεί ενώ είχαν ήδη παρατηρήσει ότι ένα
ΕΕΣΔ είναι μέγιστου βαθμού το πολύ 6 [51]. Επιπλέον, απέδειξαν ότι
ένα δέντρο με μέγιστο βαθμό το πολύ 5 μπορεί να απεικονιστεί απο-
δοτικά ως ένα ΕΕΣΔ [51]. Από την άλλη μεριά για ένα δέντρο T με
μέγιστο βαθμό 6 το πρόβλημα της απεικονίσης του T ως ένα ΕΕΣΔ
δείχτηκε από τους Eades και Whitesides [25] ότι είναι NP-hard. Ό-
σον αφορά το εμβαδό που απαιτεί η απεικόνιση ενός δέντρου T , με n
κόμβους, με μέγιστο βαθμό το πολύ 5 ως ένα ΕΕΣΔ ο αλγόριθμος των
Monma και Suri [51] παράγει μια απεικόνιση στο πλέγμα με διαστά-
σεις Θ(2n

2

)×Θ(2n
2

). Ενώ αργότερα αποδείχτηκε από τους Angelini et
al. [6] ότι υπάρχουν δέντρα με μέγιστο βαθμό το πολύ 5 για τα οποία
δεν μπορεί να παραχθεί καμμία απεικόνιση στο πλέγμα ως ΕΕΣΔ που
να έχει πολυωνυμικό εμβαδό.

1.2 y−μονότονα μονοπάτια σε γεωμετρι-
κά αντικείμενα

Έστω p ένα σημείο στο επίπεδο τότε με x(p) (y(p)) συμβολίζουμε τη
x−συντεταγμένη (y−συντεταγμένη) του p. Η ακολουθία των σημεί-
ων του επιπέδου p0, p1, . . . , pt λέγεται y−μονότονη αν η ακολουθία των
y−συντεταγμένων τους, δηλαδή η ακολουθία y(p0), y(p1), …, y(pt) εί-
ναι είτε αύξουσα ή φθίνουσα. Ένα γεωμετρικό μονοπάτι Q = (q0, q1,
…, qt) είναι y−μονότονο αν η ακολουθία των κόμβων του, δηλαδή η
ακολουθία q0, q1, …, qt είναι y−μονότονη. Αν το γεωμετρικό μονο-
πάτι Q είναι y′−μονότονο για κάποιον άξονα y′ τότε το Q καλείται
μονότονο.
Ένα κατευθυνόμενο γεωμετρικό γράφημα λέγεται ανοδικό (upward)

αν για κάθε μονοπάτι του η ακολουθία των y−συντεταγμένων των
κόμβων του μονοπατιού είναι αύξουσα. Το πρόβλημα της απεικόνι-
σης ενός κατευθυνόμενου γραφήματος ως ένα ανοδικό γράφημα έχει
ερευνηθεί εκτενώς [9, 15, 23, 28, 35, 49]. Η απεικόνιση ενός δέν-
τρου με ρίζα n κόμβων ως ένα ανοδικό δέντρο είναι ευρέως γνωστό
ότι μπορεί να γίνει σε ένα πλέγμα με O(n logn) εμβαδό [61, Κεφάλαιο
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3], [18]. Ενώ πρόσφατα ο Chan [17] απέδειξε ότι ένα δέντρο με ρίζα
n κόμβων μπορεί να απεικονιστεί ως ένα ανοδικό δέντρο σε πλέγμα
με n

√
logn(log logn)O(1) εμβαδό.

Πολύ έρευνα έχει πραγματοποιηθεί σχετικά με το πρόβλημα της
απεικόνισης ενός δέντρου με ρίζα υπό διάφορες αισθητικές συμβά-
σεις [21, Ενότητα 3.1]. Το πρόβλημα της εύρεσης μιας απεικόνισης
που ελαχιστοποιεί το εμβαδό είναι ευρέως μελετημένο [22]. Πρόσφα-
τα ο Chan [17] βελτίωσε τις απαιτήσεις του εμβαδού για διάφορους
τύπους απεικονίσεων δέντρων.
Έστω G = (P,E) ένα γεωμετρικό γράφημα. Αν κάθε p, q ∈ P συνδέ-

ονται με κάποιο y−μονότονο μονοπάτι τότε τοG λέγεται y−μονότονο.
Αν το G είναι y′−μονότονο για κάποιο άξονα y′ τότε το G καλείται
ομοιόμορφα μονότονο. Ο Angelini [5] ονόμασε τα ομοιόμορφα μονό-
τονα γραφήματα ως 1−μονότονα γραφήματα. Αν κάθε p, q ∈ P συν-
δέονται με κάποιο μονότονο μονοπάτι τότε το G καλείται μονότονο.
Τα μονότονα γραφήματα εισήχθηκαν από τους Angelini et al. [7]. Το
πρόβλημα της απεικόνισης ενός γραφήματος ως ένα μονότονο γρά-
φημα έχει ευρέως ερευνηθεί [5, 7, 8, 26, 30, 31, 32, 33, 36, 53].
Το πρόβλημα της εύρεσης ενός μονότονου (σε καθορισμένη κα-

τεύθυνση) μονοπατιού (εφόσον υπάρχει) που να συνδέει δύο δοθέντα
σημεία και να μην τέμνει κάποια δοθέντα εμπόδια λύθηκε αποδοτικά
από τους Arkin et al. [10]. Για να το καταφέρουν αυτό, οι Arkin et
al. [10] έδωσαν έναν O(|E|2) χρόνου αλγόριθμο που αποφασίζει αν σε
ένα δοθέν γεωμετρικό γράφημα G = (P,E) ένας καθορισμένος κόμ-
βος συνδέεται με όλους τους άλλους κόμβους του γραφήματος με
μονότονα μονοπάτια.
Ένα σύνολο σημείων με k ρίζες P είναι ένα σύνολο σημείων όπου

k σημεία του r1, r2, . . ., rk ∈ P διαφοροποιούνται από τα υπόλοιπα
σημεία του P και αποκαλούνται ρίζες του P . Ένα γεωμετρικό γρά-
φημα με k ρίζες G = (P,E) είναι ένα γεωμετρικό γράφημα όπου το
σύνολο των κόμβων του, P , είναι ένα σύνολο σημείων με k ρίζες και
οι ρίζες του G είναι οι ρίζες του P . Ένα γεωμετρικό γράφημα με k
ρίζες G = (P,E) είναι y−μονότονο με k ρίζες (k−rooted y−monotone)
αν κάθε ρίζα r ∈ P και κάθε σημείο p ∈ P \ {r} συνδέονται με κάποιο
y−μονότονο μονοπάτι. Ένα γεωμετρικό γράφημα με k ρίζεςG = (P,E)
είναι ομοιόμορφα μονότονο με k ρίζες (k−rooted uniform monotone)
αν είναι y′−μονότονο με k ρίζες για κάποιον άξονα y′. Ένα πολύγωνο
που είναι y−μονότονο με 2 ρίζες, όπου οι ρίζες του είναι ο χαμηλό-
τερος και ο υψηλότερος κόμβος του, μπορεί να τριγωνοποιηθεί σε
γραμμικό χρόνο [27]. Οι Preparata και Supowit [56] έδειξαν ότι δο-
θέντος ενός πολυγώνου μπορεί σε γραμμικό χρόνο να αποφασιστεί
αν υπάρχει άξονας y′ τέτοιος ώστε, αν ο χαμηλότερος και ο υψη-
λότερος κόμβος του πολυγώνου (με βάση τον άξονα y′) θεωρηθούν
ρίζες του, το πολύγωνο να είναι y′−μονότονο με 2 ρίζες. Οι Lee και
Preparata [40] προεπεξεργάστηκαν μια υποδιαίρεση S του επιπέδου
έτσι ώστε η περιοχή στην οποία ένα δοθέν σημείο ανήκει να μπορεί να
υπολογιστεί γρήγορα χρησιμοποιώντας y−μονότονα μονοπάτια. Πιο
συγκεκριμένα οι Lee και Preparata [40] (i) επέκτειναν το γεωμετρι-
κό γράφημα που περιβάλλει την υποδιαίρεση S σε ένα y−μονότονο
με 2 ρίζες γεωμετρικό γράφημα στο οποίο οι ρίζες είναι ο υψηλό-
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τερος και ο χαμηλότερος κόμβος του S και (ii) κατασκεύασαν ένα
σύνολο κατάλληλων y−μονότονων μονοπατιών από το χαμηλότερο
στον υψηλότερο κόμβο. Επιπλέον, οι Lee και Preparata [40] σημεί-
ωσαν ότι ένα γεωμετρικό γράφημα με 2 ρίζες, όπου όλοι οι κόμβοι
έχουν διαφορετικές y−συντεταγμένες, στο οποίο οι ρίζες είναι ο υ-
ψηλότερος και ο χαμηλότερος κόμβος είναι y−μονότονο με 2 ρίζες
αν και μόνο αν κάθε κόμβος διαφορετικός από τις ρίζες συνδέεται
με ακμή και με έναν κόμβο υψηλότερο από αυτόν και με έναν κόμβο
χαμηλότερο από αυτόν. Δοθέντος ενός συνόλου σημείων με k ρίζες
P το y−Μονότονο Ελάχιστο Συνδετικό Γράφημα με k ρίζες (k-rooted
y−Monotone Minimum Spanning Graph) του P , εν συντομία y−ΜΕΣΓ
με k ρίζες (k-rooted y−MMSG) του P , είναι το y−μονότονο συνδετικό
γράφημα με k ρίζες του P με το ελάχιστο κόστος. Για k = |P |, το
y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα (με |P | ρίζες) του P είναι
το y−μονότονο μονοπάτι που περνάει από όλα τα σημεία του P [48].
Το πρόβλημα του δέντρου περιορισμένων πατέρων εισήχθη από

τους Guttmann-Beck και Hassin [29]. Το πρόβλημα του δέντρου πε-
ριορισμένων πατέρων (restricted fathers tree problem) δέχεται ως
είσοδο ένα πλήρες γράφημα με ρίζα όπου κάθε ακμή έχει ένα κόστος
και κάθε κόμβος έχει μια τιμή και ο στόχος του προβλήματος είναι
να βρεθεί το συνδετικό δέντρο ελάχιστου κόστους στο οποίο η ρίζα
συνδέεται με κάθε άλλο κόμβο με ένα μονοπάτι στο οποίο οι τιμές
των κόμβων με τη σειρά που διαπερνούνται από το μονοπάτι σχημα-
τίζουν μια φθίνουσα ακολουθία. Οι Guttmann-Beck και Hassin [29]
έδειξαν ότι το πρόβλημα του δέντρου περιορισμένων πατέρων επι-
λύεται άπληστα.

1.3 Γεωμετρικά γραφήματα με xy−μονότο-
να μονοπάτια

Ένα γεωμετρικό μονοπάτι Q = (q0, q1, . . . , qt) είναι xy−μονότονο αν
και η ακολουθία των x−συντεταγμένων των σημείων του Q, δηλα-
δή η ακολουθία x(q0), x(q1), . . ., x(qt), είναι μονότονη και η ακολου-
θία των y−συντεταγμένων των σημείων του Q, δηλαδή η ακολουθί-
α y(q0), y(q1), . . ., y(qt), είναι μονότονη. Το γεωμετρικό μονοπάτι Q
είναι 2K−μονότονο αν είναι x′y′−μονότονο για κάποιο Καρτεσιανό
Σύστημα Συντεταγμένων x′y′. Ένα γεωμετρικό γράφημα G = (P,E)
είναι 2K−μονότονο αν κάθε ζευγάρι κόμβων του G συνδέεται με έ-
να 2K−μονότονο μονοπάτι. Οι Bonichon et al. [16] ονόμασαν τα
2K−μονότονα μονοπάτια (γραφήματα) ως γωνιακά-μονότονα (angle-
monotone) μονοπάτια (γραφήματα). Οι Bonichon et al. [16] έδειξαν
ότι δοθέντος ενός γεωμετρικού γραφήματος G = (P,E) μπορεί σε
O(|P | · |E|2) χρόνο να βρεθεί αν το G είναι 2K−μονότονο. Οι τρι-
γωνοποιήσεις που δεν περιέχουν αμβλείες εσωτερικές γωνίες είναι
2K−μονότονα γραφήματα [20, 44]. Υπάρχουν σύνολα σημείων για
τα οποία κανένα 2K−μονότονο συνδετικό γράφημα τους δεν είναι ε-
πίπεδο [16]. Οι Lubiw και Mondal [43] απέδειξαν ότι δοθέντος ενός
συνόλου σημείων P μπορεί να παραχθεί ένα 2K−μονότονο συνδετικό
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γράφημα του P με ασυμπτωτικά λιγότερες από τετραγωνικού πλή-
θους ακμές.
Ένα γεωμετρικό γράφημα G = (P,E) λέγεται xy−μονότονο αν κά-

θε ζευγάρι κόμβων του G συνδέεται με ένα xy−μονότονο μονοπάτι.
Το G λέγεται ομοιόμορφα 2K−μονότονο αν υπάρχει Καρτεσιανό Σύ-
στημα Συντεταγμένων x′y′ τέτοιο ώστε το G να είναι x′y′−μονότονο.
Έστω P ένα σύνολο σημείων. Το xy−Μονότονο Ελάχιστο Συνδετικό
Γράφημα του P , εν συντομία xy−ΜΕΣΓ του P , είναι το xy−μονότονο
συνδετικό γράφημα του P ελάχιστου κόστους. Παρόμοια, το Ομοιό-
μορφα 2K−Μονότονο Ελάχιστο Συνδετικό Γράφημα του P , εν συντο-
μία 2K−ΟΜΕΣΓ του P , είναι το ομοιόμορφα 2K−μονότονο συνδετικό
γράφημα του P ελάχιστου κόστους. Παρόμοιους ορισμούς έχουμε και
για γεωμετρικά γραφήματα με ρίζα. Πιο συγκεκριμένα, ένα γεωμε-
τρικό γράφημα G = (P,E) με ρίζα r λέγεται xy−μονότονο με ρίζα αν
κάθε κόμβος του G διαφορετικός από τη ρίζα συνδέεται με την r με
ένα xy−μονότονο μονοπάτι. Το G λέγεται ομοιόμορφα 2K−μονότονο
με ρίζα αν υπάρχει Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων x′y′ τέτοιο
ώστε το G να είναι x′y′−μονότονο με ρίζα. Έστω P ένα σύνολο ση-
μείων με ρίζα. Το xy−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα με ρίζα
του P είναι το xy−μονότονο συνδετικό γράφημα με ρίζα του P ελά-
χιστου κόστους. Το ομοιόμορφα 2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό
γράφημα με ρίζα του P είναι το ομοιόμορφα 2K−μονότονο συνδετι-
κό γράφημα με ρίζα του P ελάχιστου κόστους. Σε αυτήν την εργασία
ασχολούμαστε με την παραγωγή του xy−ΜΕΣΓ ενός συνόλου σημεί-
ων και του 2K−ΟΜΕΣΓ ενός συνόλου σημείων όπως και την παρα-
γωγή του xy−μονότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήματος με ρίζα
ενός συνόλου σημείων με ρίζα και του ομοιόμορφα 2K−μονότονου ε-
λάχιστου συνδετικού γραφήματος με ρίζα ενός συνόλου σημείων με
ρίζα. Επιπλέον, μελετάμε την παραγωγή του xy−μονότονου συνδετι-
κού γραφήματος με τις ελάχιστες ακμές ενός συνόλου σημείων όπως
και του ομοιόμορφα 2K−μονότονου συνδετικού γραφήματος με τις ε-
λάχιστες ακμές ενός συνόλου σημείων.
Ένα σύνολο σημείων P είναι σε κυρτή θέση αν κανένα σημείο p ∈ P

δεν είναι κυρτός συνδυασμός των υπολοίπων σημείων του P .
Μια καμπύλη C λέγεται καμπύλη αυξουσών-χορδών (increasing-

chord curve) [39, 57] αν για κάθε q1, q2, q3, q4 που συναντώνται με αυ-
τή τη σειρά στην καμπύλη το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος q1q4
είναι μεγαλύτερο από ή ίσο με το μήκος του ευθύγραμμου τμήμα-
τος q2q3. Οι Alamdari et al. [3] εισήγαγαν τα γραφήματα αυξουσών-
χορδών που είναι τα γεωμετρικά γραφήματα στα οποία κάθε ζευγάρι
κόμβων συνδέεται με ένα μονοπάτι αυξουσών-χορδών. Τα γραφή-
ματα αυξουσών-χορδών είναι εκτενώς μελετημένα [3, 11, 20, 52].
Το πρόβλημα της παραγωγής συνδετικών γραφημάτων αυξουσών-
χορδών (όπου Steiner σημεία, δηλαδή επιπρόσθετα σημεία που δεν
δίνονται ως είσοδος, μπορούν να προστεθούν) ενός συνόλου σημείων
μελετήθηκε στα [3, 20]. Η προσέγγιση που χρησιμοποιήθηκε στα [3,
20] ήταν να συνδέουν τα σημεία του δοθέντος συνόλου σημείων με
2K−μονότονα μονοπάτια καθώς όπως αποδείχθηκε από τους Alamdari
et al. [3] τα 2K−μονότονα μονοπάτια είναι και μονοπάτια αυξουσών-
χορδών. Πιο συγκεκριμένα, οι Alamdari et al. [3] επέκτειναν ένα σύ-
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νολο σημείων P σε ένα γεωμετρικό γράφημα G = (N,E) με P ⊂ N και
|N | = O(|P |), το οποίο δεν είναι κατ' ανάγκη επίπεδο, και στο οποίο
κάθε p, q ∈ P συνδέονται με ένα 2K−μονότονο μονοπάτι. Λίγο αργό-
τερα, οι Dehkordi et al. [20] απέδειξαν ότι δοθέντος ενός συνόλου
σημείων P μπορεί να βρεθεί ένα 2K−μονότονο γεωμετρικό γράφημα
G = (N,E) με P ⊂ N και |N | = O(|P |) το οποίο είναι επίπεδο. Επιπλέον,
οι Dehkordi et al. [20] απέδειξαν ότι για ένα σύνολο σημείων σε κυρτή
θέση P μπορεί να παραχθεί ένα 2K−μονότονο γεωμετρικό γράφημα
G = (P,E) με |E| = O(|P | log |P |). Εμείς μελετάμε το πρόβλημα της
εύρεσης ενός 2K−μονότονου συνδετικού γραφήματος ενός συνόλου
σημείων σε κυρτή θέση P το οποίο να έχει O(|P |) ακμές και σταθερού
πλήθους Steiner σημεία.

1.4 Το γράφημα του ορθογωνίου επιρρο-
ής

Έστω P ένα σύνολο σημείων και p, q ∈ P , τα p και q είναι ορθογώνια
ορατά (rectangularly visible) αν το ορθογώνιο με γωνιακά σημεία τα
p και q και πλευρές παράλληλες στους άξονες του Καρτεσιανού Συ-
στήματος Συντεταγμένων δεν περιέχει άλλα σημεία (εκτός από τα
p και q) του P . Το γράφημα του ορθογωνίου επιρροής (rectangle of
influence graph) του P είναι το συνδετικό γράφημα του P τέτοιο ώ-
στε το pq είναι ακμή του γραφήματος αν και μόνο αν τα p και q είναι
ορθογώνια ορατά. Οι Alon et al. [4] συμβόλισαν τα ορθογώνια ορα-
τά σημεία ως διαχωρίσιμα σημεία (separated points) και το γράφημα
του ορθογωνίου επιρροής ως το διαχωρίσιμο γράφημα (separation
graph). Οι Overmars και Wood [54] απέδειξαν ότι το γράφημα του
ορθογωνίου επιρροής G = (P,E) ενός συνόλου σημείων P μπορεί να
παραχθεί σε O(|P | · log |P | + |E|) χρόνο. Οι Alon et al. [4] έδειξαν ό-
τι υπάρχουν σύνολα σημείων P για τα οποία το πλήθος των ακμών
του γραφήματος του ορθογωνίου επιρροής του P είναι Ω(|P |2). Οι
Ichino και Sklansky [34] σημείωσαν ότι το γράφημα του ορθογωνίου
επιρροής δεν παραμένει το ίδιο αν το Καρτεσιανό Σύστημα Συντε-
ταγμένων περιστρέφεται. Το πρόβλημα της απεικόνισης ενός γρα-
φήματος ως γραφήματος του ορθογωνίου επιρροής μελετήθηκε από
τους Liotta et al. [41]. Παραλλαγές του γραφήματος του ορθογωνίου
επιρροής, στις οποίες δύο σημεία θεωρούνται ορθογώνια ορατά αν
το ανοιχτό ορθογώνιο με αυτά τα σημεία ως γωνιακά ή/και όπου δεν
είναι αναγκαίο δύο σημεία που είναι ορθογώνια ορατά να συνδέονται
με ακμή, έχουν μελετηθεί υπό το πρίσμα της απεικόνισης γραφημά-
των [1, 2, 14, 50, 58].

1.5 Οργάνωση εργασίας
Στο Κεφάλαιο 2 δίνονται βασικοί ορισμοί που θα χρησιμοποιηθούν
στην παρούσα διατριβή.
Στο Κεφάλαιο 3 ασχολούμαστε με το πρόβλημα της εύρεσης του
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y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήματος με ρίζα ενός συνό-
λου σημείων με ρίζα P . Χτίζοντας πάνω σε προηγούμενα αποτελέ-
σματα δείχνουμε ότι το y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γραφήμα με
ρίζα του P (i) είναι ένα δέντρο (Πόρισμα 3) το οποίο αποκαλούμε το
y−Μονότονο Ελάχιστο Συνδετικό Δέντρο με ρίζα (y−ΜΕΣΔ με ρίζα)
του P και (ii) εξάγεται σε O(|P | log2 |P |) χρόνο (Θεώρημα 1). Ύστερα
ασχολούμαστε με το πρόβλημα της εύρεσης του ομοιόμορφα μονότο-
νου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα του συνόλου σημείων με
ρίζα P . Όπου το Ομοιόμορφα Μονότονο Ελάχιστο Συνδετικό Δέντρο
με ρίζα (rooted Uniform Monotone Minimum Spanning Tree) ενός συ-
νόλου σημείων με ρίζα P , εν συντομίαΟΜΕΣΔ με ρίζα (rooted UMMST)
του P , είναι το ομοιόμορφα μονότονο συνδετικό δέντρο με ρίζα του
P με το ελάχιστο κόστος. Δείχνουμε ότι το ομοιόμορφα μονότονο
ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του P εξάγεται σε O(|P |2 log |P |)
χρόνο (Θεώρημα 2). Παρέχουμε επίσης έναν O(|E| log |P |) χρόνου αλ-
γόριθμο που καθορίζει αν ένα γεωμετρικό γράφημα με ρίζα G = (P,E)
είναι ομοιόμορφα μονότονο με ρίζα (Θεώρημα 3). Ασχολούμαστε επι-
πλέον με αντίστοιχα προβλήματα για δύο όμως κατευθύνσεις. Έστω
P ένα σύνολο σημείων με ρίζα. Δείχνουμε ότι το xy−μονότονο ελάχι-
στο συνδετικό γραφήμα με ρίζα του P είναι ένα δέντρο (Πόρισμα 5)
το οποίο αποκαλούμε το xy−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με
ρίζα του P και το οποίο εξάγεται σεO(|P | log3 |P |) χρόνο (Θεώρημα 4).
Ακόμα δείχνουμε ότι το ομοιόμορφα 2K−μονότονο ελάχιστο συνδε-
τικό δέντρο με ρίζα του P εξάγεται σε O(|P |2 log |P |) χρόνο (Θεώρη-
μα 5). Τέλος, παρέχουμε έναν αλγόριθμο που καθορίζει αν ένα γεω-
μετρικό γράφημα με ρίζα G = (P,E) είναι ομοιόμορφα 2K−μονότονο
με ρίζα σε O(|E| log |P |) χρόνο (Θεώρημα 6). Το κεφάλαιο αποτελεί
προϊόν συνεργασίας με τον Καθηγητή Αντώνιο Συμβώνη. Μέρος του
κεφαλαίου εμφανίζεται στο [48].
Στο Κεφάλαιο 4 μελετάμε το πρόβλημα της εύρεσης του xy−μο-

νότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήματος ενός συνόλου σημείων P
και το πρόβλημα της εύρεσης του xy−μονότονου συνδετικού γραφή-
ματος με το ελάχιστο πλήθος ακμών ενός συνόλου σημείων P . Χτί-
ζοντας πάνω σε προηγούμενα αποτελέσματα εξάγουμε εύκολα ότι
δοθέντος ενός συνόλου σημείων P το xy−μονότονο ελάχιστο συνδε-
τικό γράφημα του P είναι ίσο με το xy−μονότονο συνδετικό γράφημα
με το ελάχιστο πλήθος ακμών του P και τα δύο αυτά είναι ίσα με
το γράφημα του ορθογωνίου επιρροής του P (Πόρισμα 7). Μελετά-
με επίσης το πρόβλημα της εύρεσης του ομοιόμορφα 2K−μονότονου
ελάχιστου συνδετικού γραφήματος ενός συνόλου σημείων P και το
πρόβλημα της εύρεσης του ομοιόμορφα 2K−μονότονου συνδετικού
γραφήματος με το ελάχιστο πλήθος ακμών ενός συνόλου σημείων
P . Σημειώνουμε ότι δοθέντος ενός συνόλου σημείων P το ομοιόμορ-
φα 2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα του P δεν ταυτίζεται
πάντα με το ομοιόμορφα 2K−μονότονο συνδετικό γράφημα με το ε-
λάχιστο πλήθος ακμών του P . Όμως δείχνουμε ότι το ομοιόμορφα
2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα του P μπορεί να παρα-
χθεί σε O(|P |3) χρόνο (Θεώρημα 7) και σημειώνουμε ότι και το ομοιό-
μορφα 2K−μονότονο συνδετικό γράφημα με το ελάχιστο πλήθος α-
κμών του P μπορεί να παραχθεί σε O(|P |3) χρόνο αλλάζοντας τετριμ-
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μένα τον αλγόριθμο που παράγει το ομοιόμορφα 2K−μονότονο ελάχι-
στο συνδετικό γράφημα. Μελετάμε τέλος το πρόβλημα της εύρεσης
του y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήματος με k ρίζες ενός
συνόλου σημείων με k ρίζες P και δίνουμε έναν απλό 2−προσεγγιστικό
αλγόριθμο για το πρόβλημα της εύρεσης του y−μονότονου ελάχιστου
συνδετικού γραφήματος με k ρίζες ενός συνόλου σημείων με k ρίζες
P (Θεώρημα 8). Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον Καθηγητή Αντώνιο
Συμβώνη για την πολύτιμη εισφορά του στην ανάπτυξη των αποτε-
λεσμάτων που παρουσιάζονται στο κεφάλαιο αυτό. Μέρος του κεφα-
λαίου εμφανίζεται στο [45].
Στο κεφάλαιο 5 μελετάμε το πρόβλημα της παραγωγής 2K−μονό-

τονων συνδετικών γραφημάτων σε σύνολα σημείων σε κυρτή θέση.
Εξάγουμε ότι δοθέντος ενός συνόλου σημείων σε κυρτή θέση P πα-
ράγεται ένα 2K−μονότονο συνδετικό γράφημα που έχει ως σύνολο
κόμβων το P μαζί με λιγότερο από ή ίσο με ένα Steiner σημείο (δη-
λαδή ένα επιπρόσθετο σημείο που δεν δίνεται ως είσοδος) και έχει
λιγότερες από ή ίσες με 4|P | − 8 ακμές (Θεώρημα 9). Το κεφάλαιο
αποτελεί προϊόν συνεργασίας με τον Καθηγητή Αντώνιο Συμβώνη.
Μέρος του κεφαλαίου εμφανίζεται στο [47].
Στο Κεφάλαιο 6 μελετάμε το πρόβλημα της απεικόνισης ενός δέν-

τρου με ρίζα ως ένα y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα.
Αρχικά δίνουμε ένα γραμμικού χρόνου αλγόριθμο ο οποίος απεικονί-
ζει ένα δέντρο με ρίζα ως ένα y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέν-
τρο με ρίζα (Θεώρημα 10). Αυτό σημαίνει ότι παρέχουμε ένα γραμ-
μικού χρόνου αλγόριθμο ο οποίος δέχεται ως είσοδο ένα δέντρο T
με ρίζα r και κατασκευάζει μια απεικόνιση ευθύγραμμων-τμημάτων
Γ του T με την ακόλουθη ιδιότητα: Το y−μονότονο ελάχιστο συνδε-
τικό δέντρο με ρίζα του συνόλου σημείων με ρίζα P στο οποίο απει-
κονίζονται οι κόμβοι του T στο Γ είναι ισομορφικό με το T , όπου η
ρίζα του P είναι το σημείο του P στο οποίο απεικονίζεται η r στο Γ.
Πόρισμα της προηγούμενης πρότασης είναι ότι δεν υπάρχει σταθερά
C τέτοια ώστε ο μέγιστος βαθμός κάθε y−μονότονου ελάχιστου συν-
δετικού δέντρου με ρίζα να είναι φραγμένος από τη C (Πόρισμα 8).
Επιπλέον δείχνουμε ότι υπάρχουν δέντρα με ρίζα για τα οποία κά-
θε απεικονιση στο πλέγμα ως ένα y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό
δέντρο με ρίζα απαιτεί ένα πλέγμα με εκθετικό εμβαδό (και όχι ένα
πλέγμα με πολυωνυμικό εμβαδό) (Θεώρημα 11). Μέρος του κεφαλαί-
ου εμφανίζεται στο [46].



Ορισμοί

Όλα τα γεωμετρικά αντικείμενα που αντιμετωπίζουμε βρίσκονται στο
επίπεδο.
Έστω Q ένα σύνολο σημείων και c ένας πραγματικός αριθμός. Το

Qx≥c είναι το υποσύνολο του Q που περιέχει τα σημεία που έχουν
x−συντεταγμένη μεγαλύτερη από ή ίση με c. Τα σύνολα Qx≤c, Qy≥c,
Qy≤c, Q|x|≥c, Q|x|≤c, Q|y|≥c και Q|y|≤c ορίζονται ανάλογα. Το Qx≥c,y≥c

είναι το σύνολο Qx≥c ∩Qy≥c. Τα σύνολα Qx≤c,y≥c, Qx≥c,y≤c και Qx≤c,y≤c

ορίζονται ανάλογα. Τα τεταρτημόρια του επιπέδου είναι τα R2
x≤0,y≤0,

R2
x≥0,y≤0, R2

x≤0,y≥0 και R2
x≥0,y≥0.

Έστω a, b σημεία. Το −→ab είναι το διάνυσμα από το a στο b. Έστω −→a
και −→b διανύσματα τότε η κυρτή γωνία των −→a και −→b συμβολίζεται ως
∠(−→a ,

−→
b ). Έστω L μια ευθεία. Αν η L είναι παράλληλη στον άξονα των

x τότε η κλίση της L είναι 0. Αλλιώς έστω −→l ένα διάνυσμα παράλ-
ληλο προς την L με θετική y−συντεταγμένη και −→a ένα διάνυσμα με
κατεύθυνση ίδια με την κατεύθυνση του άξονα των x. Τότε η κλίση
της L είναι η κυρτή γωνία των −→l και −→a .
Έστω a, b σημεία τότε d(a, b) είναι η απόσταση των a και b. Έστω Q

ένα σύνολο σημείων, η d(a,Q) είναι η απόσταση του a από το Q. Πιο
επίσημα d(a,Q) =min

b∈Q
d(a, b).

Έστω G1 = (V1, E1) και G2 = (V2, E2) δυο γραφήματα τότε το G1

είναι υπογράφημα του G2 αν το V1 είναι υποσύνολο του V2 και το E1

είναι υποσύνολο του E2. Έστω G0 = (V0, L0), G1 = (V1, L1), . . ., Gk =
(Vk, Lk) γραφήματα. Η ένωση G0∪G1∪ . . .∪Gk των G0, G1, . . ., Gk είναι
το G = (V,L) όπου V = V0 ∪ V1 ∪ . . . ∪ Vk και L = L0 ∪ L1 ∪ . . . ∪ Lk.
Το βάθος ενός δέντρου T με ρίζα είναι το μέγιστο πλήθος ακμών

που διασχίζονται σε ένα μονοπάτι από τη ρίζα του T σε ένα άλλο
κόμβο του T .
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Ομοιόμορφα μονότονα ε-
λάχιστα συνδετικά δέντρα
με ρίζα

Στο κεφάλαιο αυτό αρχικά μελετάμε το πρόβλημα της εύρεσης του
y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήματος με ρίζα ενός συνό-
λου σημείων με ρίζα P . Χτίζοντας πάνω σε προηγούμενα αποτελέ-
σματα δείχνουμε ότι το y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γραφήμα με
ρίζα του P (i) είναι ένα δέντρο το οποίο αποκαλούμε το y−μονότονο ε-
λάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του P και (ii) μπορεί να παραχθεί σε
O(|P | log2 |P |) χρόνο. Ύστερα μελετάμε το πρόβλημα της εύρεσης του
ομοιόμορφα μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα του
συνόλου σημείων με ρίζα P και δείχνουμε ότι αυτό μπορεί να παρα-
χθεί σε O(|P |2 log |P |) χρόνο. Ενώ όσον αφορά την αναγνώριση ομοιό-
μορφα μονότονων με ρίζα γραφημάτων δίνουμε έναν O(|E| log |P |)
χρόνου αλγόριθμο που αποφασίζει αν ένα γεωμετρικό γράφημα με
ρίζα G = (P,E) είναι ομοιόμορφα μονότονο με ρίζα. Στο κεφάλαιο
αυτό μελετάμε επιπλέον αντίστοιχα προβλήματα για δύο όμως κα-
τευθύνσεις. Πιο συγκεκριμένα δείχνουμε ότι το xy−μονότονο ελάχι-
στο συνδετικό γραφήμα με ρίζα του συνόλου σημείων με ρίζα P είναι
ένα δέντρο το οποίο αποκαλούμε το xy−μονότονο ελάχιστο συνδετι-
κό δέντρο με ρίζα του P το οποίο μπορεί να παραχθεί σε O(|P | log3 |P |)
χρόνο. Ακόμα δείχνουμε ότι το ομοιόμορφα 2K−μονότονο ελάχιστο
συνδετικό δέντρο με ρίζα του P μπορεί να παραχθεί σε O(|P |2 log |P |)
χρόνο. Τέλος, δίνουμε έναν αλγόριθμο που αποφασίζει αν ένα γεωμε-
τρικό γράφημα με ρίζα G = (P,E) είναι ομοιόμορφα 2K−μονότονο με
ρίζα σε O(|E| log |P |) χρόνο.

Στο κεφάλαιο αυτό υποθέτουμε ότι η ρίζα r ενός συνόλου σημείων
με ρίζα βρίσκεται στο σημείο (0, 0). Επιπλέον υποθέτουμε ότι όλα
τα σύνολα σημείων είναι σε γενική θέση, δηλαδή δεν υπάρχουν τρία
σημεία του συνόλου που είναι συνευθειακά.
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3.1 Προπαρασκευαστικά
Έστω P ένα σύνολο σημείων. Το P καλείται y−θετικό (y−αρνητικό)
αν για κάθε p ∈ P ισχύει ότι y(p) ≥ 0 (y(p) ≤ 0).
Το πρόβλημα του κοντινότερου σημείου (closest point problem)

αρχικά διατυπώθηκε ως το πρόβλημα του ταχυδρομείου (post-office
problem) από τον Knuth [38]. Στο πρόβλημα του κοντινότερου ση-
μείου υπάρχει ένα σύνολο σημείων S που είναι στατικό, δηλαδή δεν
μπορεί να μεταβληθεί εισάγοντας σημεία σε αυτό ή αφαιρώντας ση-
μεία από αυτό και ο στόχος είναι να βρεθεί το κοντινότερο σημείο
από το S σε ένα δοθέν σημείο. Το πρόβλημα του κοντινότερου ση-
μείου συνήθως ανάγεται στο πρόβλημα της εύρεσης της περιοχής
μιας υποδιαίρεσης του επιπέδου στην οποία το δοθέν σημείο βρίσκε-
ται [59, 24]. Αποδοτικές στατικές δομές δεδομένων έχουν παραχθεί
για να εντοπίζονται οι περιοχές που ανήκουν τα δοθέντα σημεία σε
λογαριθμικό χρόνο εκτελώντας γρήγορους αλγορίθμους προεπεξερ-
γασίας [42, 37]. Όσον αφορά την ημι-δυναμική παραλλαγή του προ-
βλήματος του κοντινότερου σημείου, στην οποία επιτρέπονται εισα-
γωγές σημείων στο S αλλά δεν επιτρέπονται διαγραφές σημείων από
αυτό, ο Bentley [12] παρήγαγε μια πολύ χρήσιμη ημι-δυναμική δομή
δεδομένων.

Γεγονός 1 (Bentley [12]). Υπάρχει μια ημι-δυναμική δομή δεδομένων
που έχει μόνο δυο μεθόδους, την εισαγωγή ενός σημείου σε αυτήν
και την εύρεση του κοντινότερου σημείου που περιέχεται στη δομή
σε ένα δοθέν σημείο. Όπου η εύρεση του κοντινότερου σημείου που
περιέχεται στη δομή σε ένα δοθέν σημείο εκτελείται σε O(log2 n) χρό-
νο (όπου το n είναι το πλήθος των σημείων που περιέχει η δομή) και
το να εισάγεις n σημεία σε μια αρχικά άδεια δομή παίρνει O(n log2 n)
συνολικό χρόνο.

Μια παραλλαγή του προβλήματος του κοντινότερου σημείου που
μελετήθηκε στην τέταρτη ενότητα του άρθρου του Bentley [12], μας
φαίνεται πολύ χρήσιμη όταν μελετάμε το πρόβλημα της εύρεσης του
xy−μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα ενός συνόλου
σημείων με ρίζα. Πιο συγκεκριμένα, σε αυτήν την παραλαγή κάθε
σημείο του S συσχετίζεται με μια αριθμητική τιμή. Ο στόχος του
προβλήματος αυτού είναι, δοθέντος ενός σημείου q και ενός εύρους
τιμών [a, b], να βρεθεί το κοντινότερο σημείο στο q από το υποσύνολο
των σημείων του S που έχουν αριθμητική τιμή στο εύρος [a, b]. Για
τη στατική έκδοση του προβλήματος, δηλαδή όταν το S δεν μπορεί
να μεταλλαχθεί, ο Bentley [12] έδωσε μια στατική δομή δεδομένων
που προσθέτει ένα πολλαπλασιαστικό λογαριθμικό παράγοντα στον
χρόνο προεπεξεργασίας και στον χρόνο εύρεσης του κοντινότερου
σημείου σε δοθέν σημείο της στατικής δομής δεδομένων για την εύ-
ρεση του κοντινότερου σημείου. Όσον αφορά την ημι-δυναμική πα-
ραλλαγή του προβλήματος ο Bentley [12] έμμεσα έδωσε, από την
στατική δομή δεδομένων που έδωσε στην τέταρτη ενότητα του άρ-
θρου του Bentley [12] και τα αποτελεσματά του για τα αποσυντιθέ-
μενα προβλήματα (decomposable problems) που δόθηκαν στην τρίτη
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ενότητα του άρθρου του Bentley [12], μια πολύ χρήσιμη ημι-δυναμική
δομή δεδομένων.

Γεγονός 2 (Bentley [12]). Υπάρχει μια ημι-δυναμική δομή δεδομέ-
νων που υποστηρίζει τις λειτουργίες (i) εισαγωγή ενός σημείου και
(ii) δοθέντος ενός σημείου q και ενός εύρους τιμών [a, b] την εύρεση
του κοντινότερου σημείου στο q από το υποσύνολο των σημειών της
δομής δεδομένων που η αριθμητική τους τιμή είναι μέσα στο εύρος
[a, b]. Όπου η εύρεση του κοντινότερου σημείου παίρνει O(log3 n) χρό-
νο (όπου n είναι το πλήθος των σημείων στη δομή δεδομένων) και
η εισαγωγή n σημείων στην (αρχικά άδεια) δομή δεδομένων παίρνει
O(n log3 n) συνολικό χρόνο.

3.2 Το πρόβλημα της κατασκευής του y−
μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέν-
τρου με ρίζα

Στην ενότητα αυτή μελετάμε το πρόβλημα της κατασκευής του y−
μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα ενός συνόλου ση-
μείων με ρίζα P .
Παρατήρηση 1. Έστω P ένα σύνολο σημείων με ρίζα r και G = (P,E)
ένα y−μονότονο συνδετικό γράφημα με ρίζα του P και έστω μια ακμή
pdpu ∈ E με y(pd) < 0 < y(pu). Τότε κάθε μονοπάτι από τη ρίζα r
σε κάποιο σημείο p ∈ P \ {r} που περιέχει την ακμή pdpu δεν είναι
y−μονότονο καθώς πηγαίνει προς τα πάνω στο pu και μετά προς τα
κάτω στο pd ή αντίστροφα.

Πόρισμα 1. Έστω P ένα σύνολο σημείων με ρίζα, Gopt = (P,E) το
y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα με ρίζα του P και pd, pu ∈ P
τέτοια ώστε y(pd) < 0 < y(pu). Τότε, pdpu /∈ E.

Το Πόρισμα 1 συνεπάγεται ότι η ρίζα του P χωρίζει το πρόβλη-
μα της εύρεσης του y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήμα-
τος με ρίζα του P σε δύο ανεξάρτητα προβλήματα. Συγκεκριμένα
στα προβλήματα της εύρεσης του y−μονότονου ελάχιστου συνδετι-
κού γραφήματος με ρίζα του (i) Py≤0 και (ii) Py≥0. Οπότε, εξάγουμε
το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 1. Έστω P ένα σύνολο σημείων με ρίζα καιGopt το y−μονότονο
ελάχιστο συνδετικό γράφημα με ρίζα του P . Έστω επίσης Gopt

y≤0 και
Gopt

y≥0 τα y−μονότονα ελάχιστα συνδετικά γραφήματα με ρίζα των
Py≤0 και Py≥0, αντίστοιχα. Τότε το Gopt είναι η ένωση των Gopt

y≤0 και
Gopt

y≥0.

Τώρα μελετάμε το πρόβλημα της παραγωγής του y−μονότονου
ελάχιστου συνδετικού γραφήματος με ρίζα ενός y−θετικού (ή y−αρ-
νητικού) συνόλου σημείων P με ρίζα r. Έστω S[P, y] η ακολουθία
των σημείων του P ταξινομημένη με βάση την απόλυτη τιμή της
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y−συντεταγμένης τους και αν δύο σημεία έχουν την ίδια y−συντεταγ-
μένη τότε αυτά είναι διατεταγμένα με βάση την απόστασή τους από
τα προηγούμενα σημεία του S[P, y]. Πιο συγκεκριμένα, S[P, y] = (r =
p0, p1, p2, . . . , pn) έτσι ώστε |y(p0)| ≤ |y(p1)| ≤ |y(p2)| ≤ . . . ≤ |y(pn)| και
|y(pi)| = |y(pi+1)| =⇒ d(pi, {p0, p1, . . . , pi−1}) ≤ d(pi+1, {p0, p1, . . . , pi−1})
και P = {p0, p1, p2, . . . , pn}. Επιπλέον, καλούμε το κοντινότερο σημεί-
ο στο pi από το σύνολο {p0, p1, . . . , pi−1} ως το γονιό του pi και το
συμβολίζουμε ως γον(pi). Πιο επίσημα, γον(pi) = pj αν και μόνο αν
pj ∈ {p0, p1, . . . , pi−1} και d(pi, pj) = d(pi, {p0, p1, . . . , pi−1}).
Ανακαλούμε ότι το πρόβλημα του δέντρου περιορισμένων πατέ-

ρων, στο οποίο δίνεται ένα πλήρες γράφημα με ρίζα όπου κάθε ακμή
έχει ένα κόστος και κάθε κόμβος έχει μια τιμή και στόχος του οποίου
είναι να βρεθεί το συνδετικό δέντρο ελάχιστου κόστους στο οποίο
η ρίζα συνδέεται με κάθε κόμβο με ένα μονοπάτι στο οποίο οι τιμές
των κόμβων με τη σειρά που διαπερνούνται από το μονοπάτι σχη-
ματίζουν μια φθίνουσα ακολουθία, επιλύεται άπληστα [29, Πόρισμα
2.6]. Πόρισμα της προηγούμενης πρότασης είναι το ακόλουθο.
Πόρισμα 2. Έστω P ένα y−θετικό (ή y−αρνητικό) σύνολο σημεί-
ων με ρίζα r και S[P, y] = (r = p0, p1, p2, . . . , pn) τότε οι ακμές του
y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήματος με ρίζα του P είναι
ακριβώς τα ευθύγραμμα τμήματα γον(pi)pi για i = 1, 2, . . . , n.
Σημειώνουμε εδώ ότι το Πόρισμα 2 είχε εξαχθεί με διαφορετικό

τρόπο στο άρθρο [48]. Όμως μετά τη δημιοσίευση του [48] ο Κα-
θηγητής Rafi Hassin επικοινώνησε μαζί μας ενημερώνοντας μας για
την ύπαρξη του άρθρου [29] και εκφράζοντας σε εμάς την άποψή του
ότι το πρόβλημα της εύρεσης του y−μονότονου ελάχιστου συνδετι-
κού γραφήματος με ρίζα ενός συνόλου σημείων με ρίζα είναι ειδική
περίπτωση του προβλήματος του δέντρου περιορισμένων πατέρων
αν οι τιμές των κόμβων στο πρόβλημα του δέντρου περιορισμένων
πατέρων επάγονται από την y−συντεταγμένη των σημείων. Μετά α-
πό αυτήν την επικοινωνία του Καθηγητή Rafi Hassin το Πόρισμα 2
παρουσιάζεται ως πόρισμα του [29, Πόρισμα 2.6].
Το Λήμμα 1 και το Πόρισμα 2 συνεπάγονται το ακόλουθο πόρισμα.

Πόρισμα 3. Το y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα με ρίζα
ενός συνόλου σημείων με ρίζα είναι ένα γεωμετρικό δέντρο.
Τώρα δίνουμε τον αλγόριθμο που κατασκευάζει το y−μονότονο ε-

λάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα ενός y−θετικού (ή y−αρνητικού)
συνόλου σημείων με ρίζα P . Ο αλγόριθμος προκύπτει από το Πόρι-
σμα 2. Για να είναι υπολογιστικά αποδοτικός χρησιμοποιεί την ημι-
δυναμική δομή δεδομένων για την εύρεση του κοντινότερου σημείου
σε δοθέν σημείο (που έχει μόνο δύο λειτουργίες, την εισαγωγή ση-
μείου και την εύρεση του κοντινότερου σημείου σε δοθέν σημείο) που
δόθηκε από τον Bentley [12] έτσι ώστε η χρονική πολυπλοκότητα του
να είναι O(|P | · log2 |P |). Ο αλγόριθμος περιγράφεται στον Αλγόριθ-
μο 1.
Θεώρημα 1. Το y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα ε-
νός συνόλου σημείων με ρίζα P μπορεί να παραχθεί σε O(|P | log2 |P |)
χρόνο.
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Αλγόριθμος 1 Ο αλγόριθμος του y−ΜΕΣΔ με ρίζα
Είσοδος: Ένα y−θετικό (ή y−αρνητικό) σύνολο σημείων P με ρίζα r.
Έξοδος: Το y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του P .
1: T ← το γεωμετρικό γράφημα με το P ως το σύνολο των κόμβων
και ∅ ως το σύνολο των ακμών.

2: Ταξινόμησε τα σημεία του P με βάση την απόλυτη τιμή των
y−συντεταγμένων τους κατασκευάζοντας την ακολουθία S. Αν
κάποια σημεία έχουν ίση y−συντεταγμένη διάταξε τα αυθαίρετα
(η σχετική τους διάταξη μπορεί να αλλάξει αργότερα καθώς στο
τέλος του αλγορίθμου η S θα είναι ίση με το S[P, y]). Πιο επίσημα,
S = (r = S[0], S[1], …, S[n]) με |y(S[i])| ≤ |y(S[i+ 1])|.

3: Η ΔΔ_Εγγύτητας είναι μια (αρχικά άδεια) ημι-δυναμική δομή δε-
δομένων για εύρεση του κοντινότερου σημείου σε δοθέν σημείο.

4: Εισήγαγε την r στη ΔΔ_Εγγύτητας.
5: i← 1 ▷ Το i καταδεικνύει το δείκτη του επόμενου σημείου

που θα επεξεργαστούμε , δηλαδή που θα βρούμε το
γονιό του και θα το εισάγουμε στη ΔΔ_Εγγύτητας.

6: while i ≤ n do
7: γον(S[i]) ← το κοντινότερο σημείο στο S[i] από τα σημεία της
ΔΔ_Εγγύτητας, που εξάγεται καλώντας τη μέθοδο εύρεσης του
κοντινότερου σημείου σε δοθέν σημείο της ΔΔ_Εγγύτητας.
▷ Τώρα ελέγχουμε αν το S[i] έχει τη σωστή θέση στην S, δηλαδή
η θέση του στην S είναι η ίδια με τη θέση του στο S[P, y]. Αυτό
μπορεί να μην ισχύει αν η y(S[i]) είναι ίση με τη y(S[i+ 1]).

8: if (i > n− 1) or (y(S[i]) ̸= y(S[i+ 1])) then
9: Εισήγαγε το S[i] στη ΔΔ_Εγγύτητας και εισήγαγε την ακμή
γον(S[i])S[i] στο T .

10: i← i+ 1
11: else ▷ Η y(S[i]) = y(S[i+1]), οπότε δεν ξέρουμε αν τα σημεία

S[i] και S[i+ 1] έχουν τη σωστή θέση στην S.
12: γον(S[i + 1]) ← κοντινότερο σημείο στο S[i + 1] από τα ση-

μεία που είναι στη ΔΔ_Εγγύτητας, που εξάγεται εκτελώντας μια
μέθοδο εύρεσης του κοντινότερου σημείου σε δοθέν σημείο.
▷ Τώρα ελέγχουμε αν τα S[i] και S[i+1] έχουν τη σωστή θέση στην
S ή πρέπει να αντιμετατεθούν (να γίνουν swap).

13: if d(γον(S[i]), S[i]) > d(γον(S[i+ 1]), S[i+ 1]) then
14: Αντιμετάθεσε (κάνε swap) τα σημεία με δείκτες i και i+1

στην S.
▷ Έλεγξε αν ο γον(S[i+ 1]) είναι το S[i].

15: if d(S[i], S[i+ 1]) < d(γον(S[i+ 1]), S[i+ 1]) then
16: γον(S[i+ 1])← S[i].
17: Εισήγαγε τα S[i] και S[i+ 1] στη ΔΔ_Εγγύτητας.
18: Εισήγαγε τις γον(S[i])S[i] και γον(S[i+ 1])S[i+ 1] στο T .

▷ Και το S[i] και το S[i+ 1] επεξεργάστηκαν.
19: i← i+ 2

20: Επέστρεψε το T .
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Απόδειξη. Αρχικά παράγουμε τα Py≤0 και Py≥0. Μετά εφαρμόζουμε
τον αλγόριθμο του y−ΜΕΣΔ με ρίζα (Αλγόριθμος 1) στα Py≤0 και Py≥0

παράγοντας τα Ty≤0 και Ty≥0, αντίστοιχα. Από το Πόρισμα 2 προκύ-
πτει ότι το Ty≤0 και το Ty≥0 είναι τα y−μονότονα ελάχιστα συνδετικά
δέντρα με ρίζα των Py≤0 και Py≥0, αντίστοιχα. Από το Γεγονός 1 και
το ότι πραγματοποιούνται O(|P |) εισαγωγές στην ημι-δυναμική δο-
μή δεδομένων για την εύρεση του κοντινότερου σημείου όπως και
O(|P |) ευρέσεις κοντινότερου σημείου, η παραγωγή των Ty≤0 και Ty≥0

παίρνει O(|P | log2 |P |) χρόνο. Τέλος από το Λήμμα 1 προκύπτει ότι το
Ty≤0 ∪ Ty≥0 είναι το y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα
του P .

3.3 Το πρόβλημα της αναγνώρισης y−μο-
νότονων με ρίζα γραφημάτων

Τώρα μελετάμε το πρόβλημα της αναγνώρισης γεωμετρικών γραφη-
μάτων με ρίζα που είναι y−μονότονα με ρίζα. Οι Lee και Preparata [40]
σημείωσαν το ακόλουθο γεγονός που αφορά γεωμετρικά γραφήματα
με ρίζα, όπου η ρίζα είναι ο χαμηλότερος (υψηλότερος) κόμβος τους.

Γεγονός 3 ([40]). ΈστωG = (P,E) ένα γεωμετρικό γράφημα με ρίζα r
όπου η ρίζα r είναι ο χαμηλότερος (υψηλότερος) κόμβος του G. Τότε
το G είναι y−μονότονο με ρίζα αν και μόνο αν για κάθε p ∈ P \ {r}
ισχύει μια από τις ακόλουθες τρεις συνθήκες:

1. υπάρχει σημείο q ∈ P γειτονικό του p με y(q) < y(p) (αντίστοιχα
y(q) > y(p)).

2. υπάρχουν q, s ∈ P τέτοια ώστε το q είναι γειτονικό του p με y(q) =
y(p) και το s είναι γειτονικό του q με y(s) < y(q) (αντίστοιχα y(s) >
y(q)).

3. y(p) = 0 και το p είναι γειτονικό με την r.

Το Γεγονός 3 επεκτείνεται τετριμμένα στην ακόλουθη πρόταση
που αφορά γεωμετρικά γραφήματα με ρίζα, όπου η ρίζα δεν είναι
αναγκαία ο χαμηλότερος ή ο υψηλότερος κόμβος τους.

Πρόταση 1. Έστω G = (P,E) ένα γεωμετρικό γράφημα με ρίζα r.
Τότε το G είναι y−μονότονο με ρίζα αν και μόνο αν για κάθε p ∈ P \{r}
ισχύει μια από τις ακόλουθες τρεις συνθήκες:

1. υπάρχει q ∈ P γειτονικό του p που βρίσκεται στο ίδιο ημιεπίπεδο
με το p ως προς τον άξονα των x και ισχύει ότι |y(q)| < |y(p)|.

2. υπάρχουν q, s ∈ P τέτοια ώστε το q είναι γειτονικό του p με y(q) =
y(p) και το s είναι γειτονικό του q με το s να βρίσκεται στο ίδιο
ημιεπίπεδο με το q (και το p) ως προς τον άξονα των x και |y(s)| <
|y(q)|.

3. y(p) = 0 και το p είναι γειτονικό με την r.
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Προτείνουμε ακόμα έναν απλό O(|E|) χρόνου αλγόριθμο ο οποίος
αποφασίζει αν ένα δοθέν γεωμετρικό γράφημα με ρίζα G = (P,E) εί-
ναι y−μονότονο με ρίζα. Αρχικά αφαιρούμε κάποιες ακμές του G. Πιο
συγκεκριμένα, έστω pq μια ακμή του G τέτοια ώστε τα p και q βρί-
σκονται σε διαφορετικά ημιεπίπεδα ως προς τον άξονα των x τότε η
pq δεν μπορεί να βρίσκεται σε κάποιο y−μονότονο μονοπάτι από τη
ρίζα r σε κάποιο σημείο του P \{r} (Παρατήρηση 1). Οπότε, αφαιρού-
με την ακμή pq από το γράφημα. Τώρα εφαρμόζουμε μια διαδικασία
παρόμοια με την διαδικασία που εφαρμόστηκε στην τρίτη ενότητα
του άρθρου των Arkin et al. [10] που έχει επίσης κάποιες ομοιότητες
με την προσέγγιση των Lee και Preparata [40] και την προσέγγιση
των Guttmann-Beck και Hassin [29]. Αρχικά μετασχηματίζουμε το
γράφημα G σε ένα κατευθυνόμενο γεωμετρικό γράφημα −→G σε O(|E|)
χρόνο, δίνοντας κατεύθυνση στις εναπομείναντες ακμές του G. Το−→
G αρχικά περιέχει τους κόμβους του G και καθόλου ακμές. Έστω pq
μια ακμή του G. Αν y(p) = y(q) τότε εισάγουμε και την ακμή −→pq και την
ακμή −→qp στο −→G . Αλλιώς, υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας
ότι |y(p)| < |y(q)|, τότε εισάγουμε την ακμή −→pq στο −→G . Τότε εύκολα
προκύπτει ότι το G είναι y−μονότονο με ρίζα αν και μόνο αν η ρί-
ζα r συνδέεται με όλους τους άλλους κόμβους στο −→G . Το τελευταίο
μπορεί να προσδιοριστεί εύκολα σε O(|E|) χρόνο εκτελώντας μια α-
ναζήτηση κατά πλάτος (breadth first search) ή μια αναζήτηση κατά
βάθος (depth first search).

3.4 Παραγωγή του ομοιόμορφα μονότονου
ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρί-
ζα

Σε αυτήν την ενότητα μελετάμε το πρόβλημα της παραγωγής του
ομοιόμορφα μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα ενός
συνόλου σημείων με ρίζα P . Σε αντίθεση με το πρόβλημα της εύρε-
σης του y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα ενός
συνόλου σημείων με ρίζα P όπου η κατεύθυνση y της μονοτονίας
ήταν καθορισμένη, στο πρόβλημα της παραγωγής του ομοιόμορφα
μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα ενός συνόλου ση-
μείων με ρίζα P πρέπει να βρούμε την βέλτιστη κατεύθυνση της μο-
νοτονίας, έστω y′, και το αντίστοιχο y′−μονότονο ελάχιστο συνδε-
τικό δέντρο με ρίζα του P . Για το πρόβλημα της παραγωγής του
ομοιόμορφα μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα ενός
συνόλου σημείων με ρίζα P δίνουμε έναν αλγόριθμο περιστροφικής
σάρωσης (rotational sweep). Η περιστροφική σάρωση είναι μια γνω-
στή τεχνική στην περιοχή της υπολογιστικής γεωμετρίας όπου μια
(κατευθυνόμενη) γραμμή περιστρέφεται δεξιόστροφα, αντίθετα από
τη φορά των δεικτών του ρολογιού, (ή αριστερόστροφα) και κατά τη
διάρκεια της περιστροφής εξάγονται σημαντικές πληροφορίες για τη
λύση του προβλήματος [19, 55].
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Πρόταση 2. Αν περιστρέψουμε έναν άξονα y′ δεξιόστροφα τότε το
y′−ΜΕΣΔ με ρίζα του P αλλάζει μόνο όταν ο y′ γίνει (αφήσει τη θέση
όπου ήταν) κάθετος σε μια γραμμή που διέρχεται από δύο σημεία του
P .

Απόδειξη. Αν περιστρέψουμε τον άξονα y′ δεξιόστροφα τότε η ακο-
λουθία S[Py′≥0, y

′] ή η ακολουθία S[Py′≤0, y
′] αλλάζει μόνο όταν ο y′ γί-

νει (αφήσει τη θέση όπου ήταν) κάθετος σε μια γραμμή που διέρχεται
από δύο σημεία του P . Από την προηγούμενη πρόταση, το Λήμμα 1
και το Πόρισμα 2 έχουμε την απόδειξη.

Παρατήρηση 2. Έστω y′ και y′′ άξονες με αντίθετη κατεύθυνση, τότε
το y′−ΜΕΣΔ με ρίζα του P είναι το ίδιο με το y′′−ΜΕΣΔ με ρίζα του P .
Με βάση την Πρόταση 2 και την Παρατήρηση 2 ορίζουμε το σύνο-

λο Θ = {θ ∈ [0, π) : θ είναι η κλίση μιας ευθείας κάθετης σε μια ευθεία
που διέρχεται από δύο σημεία του P}. Έστω ακόμα S[Θ] η ταξινο-
μημένη ακολουθία που περιέχει τις κλίσεις του Θ σε αύξουσα σειρά,
δηλαδή S[Θ] = (θ0, θ1, . . . , θm−1), θi < θi+1, i = 0, 1, . . . ,m−2 και m ≤

(|P |
2

)
.

Επιπλέον ορίζουμε το σύνολο Θκρίσιμο = {θ0, θ1, …, θm−1}∪{ θ0+θ1
2 , θ1+θ2

2 ,
…, θm−2+θm−1

2 , θm−1+π
2 }. Έστω y2i ο άξονας με κλίση θi, i = 0, 1, . . . ,m−1

και y2i+1 ο άξονας με κλίση θi+θi+1

2 , i = 0, 1, . . . ,m−2 και y2m−1 ο άξονας
με κλίση θm−1+π

2 .
Λήμμα 2. Το ομοιόμορφα μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με
ρίζα του P είναι ένα από τα y′−μονότονα ελάχιστα συνδετικά δέντρα
με ρίζα του P όπου y′ είναι ένας άξονας με κλίση στο Θκρίσιμο και
πιο συγκεκριμένα το y′−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα
του P που έχει το μικρότερο κόστος.

Απόδειξη. Έστω y′ και y′′ άξονες με κλίση θ′ και θ′′, αντίστοιχα, τέ-
τοιοι ώστε θi < θ′, θ′′ < θi+1 για κάποιο 0 ≤ i ≤ m − 2 και έστω T ′ και
T ′′ το y′−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του P και το
y′′−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του P , αντίστοιχα.
Από την Πρόταση 2, προκύπτει ότι το T ′ είναι το ίδιο με το T ′′. Ο-
πότε, αρκεί να εξετάσουμε μόνο έναν από τους άξονες y′ με κλίση θ′

όπου θi < θ′ < θi+1. Εμείς εξετάζουμε τον άξονα y2i+1. Εξετάζουμε
ακόμα τον άξονα y2m−1 για τον οποίο το y2m−1−μονότονο ελάχιστο
συνδετικό δέντρο με ρίζα του P είναι το ίδιο με το y′−μονότονο ελά-
χιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του P για κάθε άξονα y′ με κλίση στο
(θm−1, π) ∪ [0, θ0).
Εμείς επιπλέον εξετάζουμε και τους άξονες με κλίση θi, δηλα-

δή τους άξονες y2i, 0 ≤ i ≤ m − 1, αφού από την Πρόταση 2, το
y2i−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του P μπορεί να
είναι διαφορετικό από όλα τα y′−μονότονα ελάχιστα συνδετικά δέν-
τρα του P με y′ ̸= y2i. Για ένα παράδειγμα δείτε το Σχήμα 3.1.

Τώρα περιγράφουμε τον αλγόριθμο που κατασκευάζει το ομοιό-
μορφα μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του συνόλου
σημείων με ρίζα P . Ο αλγόριθμος είναι ένας αλγόριθμος περιστρο-
φικής σάρωσης. Θεωρεί ένα άξονα y′, ο οποίος αρχικά ταυτίζεται
με τον άξονα y0 και μετά περιστρέφεται δεξιόστροφα εως ότου ο y′
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y2i−1

r
a = p1

b = p2

d = p4
c = p3

(a)

y2i

r
a = p1

b = p2

d = p3
c = p4

(b)

y2i+1

r

a = p2
b = p1

d = p3
c = p4

(c)

Σχήμα 3.1: Απεικόνιση τριών συνεχόμενων αξόνων y2i−1, y2i και y2i+1

με κλίση στο Θκρίσιμο για το σύνολο σημείων {r, a, b, c, d} όπου ο y2i είναι
κάθετος στις ευθείες που διέρχονται από τα ζεύγη των σημείων (a, b)
και (c, d). Στο (a) S[Py2i−1≥0, y2i−1] = (r, a = p1, b = p2, c = p3, d = p4)
ενώ στο (b) S[Py2i≥0, y2i] = (r, a, b, d, c) και στο (c) S[Py2i+1≥0, y2i+1] =
(r, b, a, d, c).

να γίνει αντίθετος από τον άξονα των x. Κατά τη διάρκεια της πε-
ριστροφής το y′−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του
P ανανεώνεται. Από το Λήμμα 2 προκύπτει ότι αρκεί να εξετάσουμε
τα yi−μονότονα ελάχιστα συνδετικά δέντρα με ρίζα του P όπου yi
είναι ένας άξονας με κλίση στο Θκρίσιμο, 0 ≤ i ≤ 2m − 1. Έστω T opti

το yi−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του P , 0 ≤ i ≤
2m− 1. Ο αλγόριθμος κατασκευής του ομοιόμορφα μονότονου ελάχι-
στου συνδετικού δέντρου με ρίζα του P μπορεί να διατυπωθεί πλέον
ως εξής: Ο αλγόριθμος αρχικά κατασκευάζει το T opt0 με βάση το Θεώ-
ρημα 1. Μετά τρέχει για i = 1, 2, . . . , 2m−1 εξάγοντας στο τέλος κάθε
επανάληψης το T opti τροποποιώντας κατάλληλα το T opti−1. Για να είναι
αποδοτικός ο αλγόριθμος, διατηρεί ένα δέντρο T που είναι αρχικά ίσο
με το T opt0 και κατά τη διάρκεια της εκτέλεσης του αλγορίθμου το T

εξελίσσεται στα T opt1 , T opt2 , …, T opt2m−1. Ανάλογα, διατηρεί τις ακολου-
θίες S− και S+ που είναι αρχικά ίσες με τις S[Py0≤0, y0] και S[Py0≥0, y0],
αντίστοιχα και που εξελίσσονται στις S[Pyi≤0, yi] και S[Pyi≥0, yi], αντί-
στοιχα, i = 1, 2, . . . , 2m−1. Επιπλέον ο αλγόριθμος διατηρεί τον άξονα
στον οποίο έχει βρεθεί η βέλτιστη λύση εως τώρα στη μεταβλητή
'άξοναςΕλαχιστοποίησης'. Στην τελευταία εντολή του αλγορίθμου
κατασκευάζεται εκ νέου το άξοναςΕλαχιστοποίησης-μονότονο ελά-
χιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του P με βάση το Θεώρημα 1 και
επιστρέφει αυτό το δέντρο. Ο ψευδοκώδικας του αλγόριθμου κατα-
σκευής του ομοιόμορφα μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με
ρίζα δίνεται στον Αλγόριθμο 2.

Θεώρημα 2. Το ομοιόμορφα μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο
με ρίζα ενός συνόλου σημείων με ρίζα P παράγεται σε O(|P |2 log |P |)
χρόνο.

Απόδειξη. Από το Λήμμα 2 προκύπτει ότι ο αλγόριθμος κατασκευ-
ής του ομοιόμορφα μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρί-
ζα (Αλγόριθμος 2) κατασκευάζει το ομοιόμορφα μονότονο ελάχιστο
συνδετικό δέντρο με ρίζα του P . Τώρα αποδεικνύουμε ότι ο χρόνος
εκτέλεσης του αλγορίθμου είναι O(|P |2 log |P |). Οι άξονες y0, y1, …,
y2m−1 με κλίσεις στο Θκρίσιμο παράγονται σε O(|P |2 log |P |) χρόνο. Έ-
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Αλγόριθμος 2 Ο αλγόριθμος κατασκευής του ομοιόμορφα μονότο-
νου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα
Είσοδος: Ένα σύνολο σημείων με ρίζα P .
Έξοδος: Το ομοιόμορφα μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρί-
ζα του P .
1: Υπολόγισε τους άξονες y0, y1, . . . , y2m−1 με κλίσεις στο Θκρίσιμο.
2: Κατασκεύασε τα T opt0 , S[Py0≤0, y0] και S[Py0≥0, y0] με βάση το Θεώ-
ρημα 1.

3: T ← T opt0 , S− ← S[Py0≤0, y0], S+ ← S[Py0≥0, y0], ελάχιστοΚόστος←
κόστος του T opt0 και άξοναςΕλαχιστοποίησης← y0.

4: for i← 1 to 2m− 1 do
5: Ανανέωσε τα T, S−, S+ έτσι ώστε το T να ισούται με το T opti

και η S− (S+) να ισούται με την S[Pyi≤0, yi] (αντίστοιχα με την
S[Pyi≥0, yi]).

6: if κόστος του T <ελάχιστοΚόστος then
7: ελάχιστοΚόστος ← κόστος του T και
άξοναςΕλαχιστοποίησης← yi.

8: Επέστρεψε το άξοναςΕλαχιστοποίησης-μονότονο ελάχιστο συν-
δετικό δέντρο με ρίζα του P , το οποίο υπολογίζεται με βάση το
Θεώρημα 1.

στω ki το πλήθος των ζευγαριών των σημείων του P που έχουν την
ίδια προβολή στον άξονα y2i, 0 ≤ i ≤ m − 1. Τότε

m−1∑
i=0

ki =
(|P |

2

)
. Για

κάθε i = 0, 1, …, m− 1, παράγουμε μια λίστα Li που περιέχει αυτά τα
ki ζευγάρια σημείων του P που έχουν την ίδια προβολή στον άξονα
y2i. Όλες οι Li, 0 ≤ i ≤ m− 1, μπορούν να παραχθούν σε O(|P |2 log |P |)
συνολικό χρόνο.
Για κάθε σημείο p στο S− \ {r} (S+ \ {r}) χρησιμοποιούμε μια δομή

δεδομένων PD(p) που είναι ένα ισορροπημένο δυαδικό δέντρο ανα-
ζήτησης το οποίο περιέχει όλα τα σημεία που είναι πριν από το p
στο S− \ {r} (αντίστοιχα στο S+ \ {r}) συνοδευόμενα από την απο-
στασή τους από το p. Πιο συγκεκριμένα έστω ότι το S− είναι το
(r = p0, p1, . . . , ps). Τότε για κάθε pj , j = 1, 2, . . . , s, το PD(pj) περιέχει
τα ζεύγη (p0, d(p0, pj)), (p1, d(p1, pj)), …, (pj−1, d(pj−1, pj)). Το κλειδί κά-
θε (pl, d(pl, pj)), l = 0, 1, . . . , j − 1, είναι η απόσταση d(pl, pj). Παρόμοια,
ορίζουμε το PD(p) για κάθε p ∈ S+ \ {r}. Χρησιμοποιούμε αυτές τις
δομές δεδομένων PD(p), p ∈ P \ {r}, καθώς από τις πληροφορίες που
περιέχονται σε αυτές μπορούμε να εξάγουμε το γονιό κάθε σημείου
p αποδοτικά. Πιο συγκεκριμένα, για κάθε p ∈ P \ {r} ο γον(p) στο T
μπορεί να εξαχθεί ή να ανανεωθεί σε O(log |P |) χρόνο χρησιμοποιών-
τας το PD(p), αφού το ζεύγος (γον(p), d(γον(p), p)) είναι το στοιχείο
του PD(p) με το ελάχιστο κλειδί.
Η παραγωγή των τιμών στις οποίες αρχικοποιούνται τα T, S−, S+

και PD(p), p ∈ P \ {r}, γίνεται σε O(|P |2 log |P |) χρόνο. Αυτό ισχύει κα-
θώς τα T opt0 , S[Py0≤0, y0] και S[Py0≥0, y0] παράγονται σε O(|P | · log2 |P |)
χρόνο (Θεώρημα 1). Επιπλέον, η παραγωγή του PD(pj) για κάποιο
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pj στο S− \ {r} (S+ \ {r}) όταν το S− (αντίστοιχα S+) ισούται με το
S[Py0≤0, y0] (αντίστοιχα S[Py0≥0, y0]) παίρνει O(|P | log |P |) χρόνο καθώς
εισάγονται σε αυτό όλα τα ζεύγη (pi, d(pi, pj)), με i < j και κάθε τέ-
τοια εισαγωγή παίρνει O(log |P |) χρόνο. Οπότε, ο συνολικός χρόνος
παραγωγής όλων των PD(p), p ∈ P \ {r}, είναι O(|P |2 log |P |).
Έστω τώρα ότι το T είναι ίσο με το T opti−1 και έστω ότι το S− (S+)

είναι ίσο με το S[Pyi−1≤0, yi−1] (αντίστοιχα το S[Pyi−1≥0, yi−1]) τότε το
T και το S− (αντίστοιχα το S+) μπορούν να ενημερωθούν έτσι ώστε
το T να γίνει ίσο με το T opti και το S− (αντίστοιχα το S+) να γίνει ίσο
με το S[Pyi≤0, yi] (αντίστοιχα το S[Pyi≥0, yi]) σε:
1. O(k⌊ i

2 ⌋
log |P |) χρόνο αν το i είναι άρτιο και ο άξονας yi δεν είναι

κάθετος σε γραμμή που διέρχεται από τη ρίζα r και κάποιο άλλο
σημείο του P .

2. O(k⌊ i
2 ⌋
log |P |) χρόνο αν το i είναι περιττό και ο άξονας yi−1 δεν

είναι κάθετος σε γραμμή που διέρχεται από τη ρίζα r και κάποιο
άλλο σημείο του P .

3. O(|P | log |P |) χρόνο αν το i είναι άρτιο και ο άξονας yi είναι κά-
θετος σε γραμμή που διέρχεται από τη ρίζα r και κάποιο άλλο
σημείο του P .

4. O(|P | log |P |) χρόνο αν το i είναι περιττό και ο άξονας yi−1 είναι
κάθετος σε γραμμή που διέρχεται από τη ρίζα r και κάποιο άλλο
σημείο του P .

Αναλύουμε πως χειριζόμαστε την περίπτωση 1 σε O(k⌊ i
2 ⌋
log |P |)

χρόνο. Αφού ο άξονας yi δεν είναι κάθετος σε γραμμή που διέρχεται
από τη ρίζα r και κάποιο άλλο σημείο του P τότε ισχύει ότι Pyi≤0 =
Pyi−1≤0 και Pyi≥0 = Pyi−1≥0. Οπότε κανένα νεο σημείο δεν εισάγεται
στο (ή αφαιρείται από το) S− ή το S+. Όμως κάποια σημεία που είχαν
διαφορετικές προβολές στον άξονα yi−1 τώρα έχουν την ίδια προβολή
στον άξονα yi.
Εξηγούμε μόνο πως χειριζόμαστε τα σημεία στο S+ καθώς τα ση-

μεία στο S− τα χειριζόμαστε παρόμοια. Ανακαλούμε ότι η L⌊ i
2 ⌋
περιέ-

χει τα k⌊ i
2 ⌋
ζευγάρια σημείων του P που έχουν την ίδια προβολή στον

άξονα yi. Έστω S+ = (r = p0, p1, . . . , ps) και έστω (pj1 , pj1+1), (pj2 , pj2+1),
…, (pjk , pjk+1) με j1 < j2 < . . . < jk τα k ζευγάρια σημείων του S+ που
ανήκουν στο L⌊ i

2 ⌋
, δηλαδή που η ευθεία που διέρχεται από αυτά είναι

κάθετη στον άξονα yi. Τότε κάθε σημείο p ∈ S+ \ {pj1 , pj1+1, pj2 , pj2+1,
…, pjk , pjk+1} έχει την ίδια σχετική θέση με όλα τα άλλα σημεία του
S+ σε σχέση και με τον άξονα yi και με τον άξονα yi−1. Οπότε, το p
έχει τη σωστή θέση στο S+, ο γονιός του p στο T παραμένει ο ίδιος
(Πόρισμα 2) και το PD(p) δε χρειάζεται να ενημερωθεί.
Οπότε, οι μόνες αλλαγές που χρειάζεται να γίνουν αφορούν τα ση-

μεία του {pj1 , pj1+1, pj2 , pj2+1, …, pjk , pjk+1}. Για αυτά τα σημεία μπορεί
να χρειάζεται να επαναϋπολογίσουμε το γονιό τους στο T . Μπορεί ε-
πίσης να χρειάζεται να αντιμεταθέσουμε (κάνουμε swap) κάποια pjl
και pjl+1, l = 1, 2, . . . , k, στο S+. Επίσης, μπορεί να χρειάζεται να ενη-
μερώσουμε κάποια PD(pjl) και PD(pjl+1), l = 1, 2, . . . , k.
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Για κάθε l = 1, 2, . . . , k κάνουμε τα ακόλουθα: Υπολογίζουμε την
απόσταση d(pjl+1, {p0, p1, . . . , pjl−1}) σε O(log |P |) χρόνο χρησιμοποιών-
τας το PD(pjl+1). Αν d(pjl+1, {p0, p1, …, pjl−1}) ≥ d(pjl , γον(pjl)), τότε δε
χρειάζεται να ενημερώσουμε τίποτα καθώς τα σημεία pjl και pjl+1 έ-
χουν τη σωστή θέση στην S+. Αντίθετα, αν d(pjl+1, {p0, p1, …, pjl−1}) <
d(pjl , γον(pjl)) τότε αφαιρούμε τις ακμές γον(pjl)pjl και γον(pjl+1)pjl+1

από το T . Μετά αντιμεταθέτουμε (κάνουμε swap) τα σημεία pjl+1 και
pjl στην S+, δηλαδή αν προηγουμένως η S+ ήταν ίση με (r = p0, p1,…,
pjl , pjl+1,…, pn) τώρα η S+ γίνεται ίση με (r = p0, p1, …, p′jl , p′jl+1, …, pn)
όπου το p′jl είναι ίσο με το pjl+1 και το p′jl+1 είναι ίσο με το pjl . Μετά
εισάγουμε το ζευγάρι (p′jl , d(p′jl , p′jl+1)) στο PD(p′jl+1) και αφαιρούμε το
ζευγάρι (p′jl+1, d(p

′
jl+1, p

′
jl
)) από το PD(p′jl). Τέλος, στο T συνδέουμε το

σημείο p′jl (p′jl+1) με το σημείο p για το οποίο το ζευγάρι (p, d(p, p′jl))
(αντίστοιχα (p, d(p, p′jl+1))) έχει το μικρότερο κλειδί στο PD(p′jl) (αντί-
στοιχα στο PD(p′jl+1)) και ενημερώνουμε το γονιό του p′jl (αντίστοιχα
του p′jl+1) κατάλληλα. Χρησιμοποιώντας τα PD(p′jl) και PD(p′jl+1) όλη
αυτή η διαδικασία που αφορά ένα ζευγάρι σημείων παίρνει O(log |P |)
χρόνο. Οπότε, η διαδικασία για όλα τα k⌊ i

2 ⌋
ζευγάρια σημείων παίρνει

O(k⌊ i
2 ⌋
log |P |) χρόνο.

Την περίπτωση 2 τη χειριζόμαστε παρόμοια με την περίπτωση 1.
Τώρα εξηγούμε πως χειριζόμαστε την περίπτωση 3. Αυτή η περί-

πτωση συμβαίνει ακριβώς |P | − 1 φορές, δηλαδή μια φορά για κάθε
ζευγάρι (r, p), p ∈ P \ {r}. Στην περίπτωση αυτή είτε το Pyi−1≤0 είναι
γνήσιο υποσύνολο του Pyi≤0 ή το Pyi−1≥0 είναι γνήσιο υποσύνολο του
Pyi≥0. Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι το Pyi−1≥0 είναι
γνήσιο υποσύνολο του Pyi≥0 και ότι yi−1(q) < 0 ενώ yi(q) = 0, δηλαδή
ότι το q ανήκει μόνο στο S− για τον άξονα yi−1 ενώ ανήκει και στο
S+ και στο S− για τον άξονα yi.
Τώρα αναλύουμε πως αντιμετωπίζουμε την εισαγωγή του q στο

Pyi≥0. Αρχικά εισάγουμε το q στην S+ ακριβώς μετά από την r. Δε
χρειάζεται να ενημερώσουμε το PD(q) καθώς ήδη περιέχει μόνο το
ζευγάρι (r, d(r, q)). Δε χρειάζεται επίσης να ενημερώσουμε το γονιό
του q στο T . Ύστερα, για κάθε σημείο p ∈ S+ με p /∈ {r, q} εισάγουμε
το ζευγάρι (q, d(q, p)) στο PD(p) και αν η απόσταση d(q, p) είναι το μι-
κρότερο κλειδί στο PD(p) τότε αφαιρούμε την ακμή γον(p)p από το T
και εκχωρούμε το q στο γονιό του p και εισάγουμε την ακμή pq στο
T . Έχουμε ολοκληρώσει πλέον τις ενέργειες που σχετίζονται με το q.
Όλες οι ενέργειες που περιγράψαμε προηγουμένως και σχετίζονται
με το ζευγάρι (r, q) παίρνουν O(|P | log |P |) χρόνο.
Μετά, για τα ζευγάρια σημείων που έχουν την ίδια προβολή στον

άξονα yi, εκτός από το ζευγάρι (r, q), εφαρμόζουμε την ίδια διαδικασί-
α που δόθηκε στην περίπτωση 1. Όπως αποδείχθηκε στην περίπτωση
αυτή, η διαδικασία πραγματοποιείται σε O(k⌊ i

2 ⌋
log |P |) = O(|P | log |P |)

χρόνο καθώς k⌊ i
2 ⌋

< |P |.
Την περίπτωση 4 τη χειριζόμαστε παρόμοια με την περίπτωση 3.
Καθώς

m−1∑
i=0

ki = O(|P |2), ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης του αλγο-
ρίθμου είναι O(|P |2 log |P |).
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3.5 Το πρόβλημα της αναγνώρισης ομοιό-
μορφα μονότονων με ρίζα γραφημά-
των

Στην ενότητα αυτή μελετάμε το πρόβλημα της αναγνώρισης ομοιό-
μορφα μονότονων με ρίζα γραφημάτων. Όπως κάναμε και με το πρό-
βλημα της παραγωγής του ομοιόμορφα μονότονου ελάχιστου συνδε-
τικού δέντρου με ρίζα ενός συνόλου σημείων με ρίζα και στο πρόβλη-
μα της αναγνώρισης ομοιόμορφα μονότονων με ρίζα γραφημάτων
δίνουμε έναν αλγόριθμο περιστροφικής σάρωσης (rotational sweep).
Αρχικά ορίζουμε κάποια βοηθητικά σύνολα. Έστω G = (P,E) ένα

συνδεδεμένο (connected) γεωμετρικό γράφημα με ρίζα r. Έστω p
ένα σημείο του P \ {r} τότε με A(p, y) συμβολίζουμε το σύνολο των
σημείων που είναι γειτονικά στο p και είναι στο ίδιο ημιεπίπεδο με
το p ως προς τον άξονα των x και είναι πιο κοντά στον άξονα των
x από το p. Πιο επίσημα, A(p, y) = {q : το q είναι γειτονικό του p
και το q βρίσκεται στο ίδιο ημιεπίπεδο με το p ως προς τον άξονα
των x και |y(q)| < |y(p)|}. Έστω B(y) το σύνολο {p : p ∈ P \ {r} και
A(p, y) ̸= ∅}. Έστω C(y) το σύνολο που αποτελείται από τα σημεία p ∈
P \ {r} τα οποία (i) δεν ανήκουν στο B(y) και (ii) είναι συνδεδεμένα με
ακμή με κάποιο άλλο σημείο q του P \{r} με την ίδια y−συντεταγμένη
τέτοιο ώστε A(q, y) ̸= ∅. Πιο επίσημα, C(y) = {p : p ∈ P \ (B(y) ∪ {r})
για τα οποία υπάρχει q ∈ P \ {r} γειτονικό του p με y(q) = y(p) και
A(q, y) ̸= ∅}. Επιπλέον, D(y) = {p : p ∈ P \ {r} με y(p) = 0 και pr ∈
E}. Ένα παράδειγμα των προηγουμένως ορισθέντων συνόλων ενός
γεωμετρικού γραφήματος με ρίζα δίνεται στο Σχήμα 3.2.

r

a
b

c

d
e

f
y

Σχήμα 3.2: A(a, y) = {b}, A(b, y) = ∅, A(c, y) = {r}, A(d, y) = {b, c}, A(e, y) =
∅ και A(f, y) = {e}. B(y) = {a, c, d, f}, C(y) = {e} και D(y) = {b}.

Η Πρόταση 1 μπορεί να επαναδιατυπωθεί χρησιμοποιώντας τα σύ-
νολα B(y), C(y) και D(y) ως εξής: Το G είναι y−μονότονο με ρίζα αν
και μόνο αν |B(y)|+ |C(y)| +|D(y)| = |P | − 1.

Πρόταση 3. Έστω G = (P,E) ένα συνδεδεμένο γεωμετρικό γράφη-
μα με ρίζα. Αν περιστρέψουμε έναν άξονα y′ δεξιόστροφα (αντίθετα
από τη φορά των δεικτών του ρολογιού) τότε το G μπορεί να γίνει
y′−μονότονο με ρίζα ενώ προηγουμένως δεν ήταν, ή αντίστροφα, μό-
νο όταν ο άξονας y′ γίνει (ή αφήσει τη θέση όπου ήταν) κάθετος σε
μια ακμή του G ή σε μια γραμμή που διέρχεται από τη ρίζα r και ένα
σημείο του P \ {r}.
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Απόδειξη. Αν περιστρέψουμε τον άξονα y′ δεξιόστροφα, τότε το B(y′)
ή το C(y′) ή το D(y′) αλλάζει μόνο όταν ο άξονας y′ γίνει (ή αφήσει τη
θέση όπου ήταν) κάθετος σε μια ακμή τουG ή σε μια γραμμή που διέρ-
χεται από τη ρίζα r και ένα σημείο του P \ {r}. Από την προηγούμενη
πρόταση και την Πρόταση 1 εξάγουμε την απόδειξη.

Χρησιμοποιώντας παρόμοια επιχειρήματα με αυτά που δόθηκαν
για τη λύση του προβλήματος της εύρεσης του ομοιόμορφα μονότο-
νου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα ενός συνόλου σημείων με
ρίζα, ορίζουμε ένα σύνολο κρίσιμων κλίσεων και κατάλληλων αξό-
νων που χρειάζεται να ελέγξουμε ώστε να αποφασίσουμε αν το συν-
δεδεμένο γεωμετρικό γράφημα με ρίζα G = (P,E) είναι ομοιόμορφα
μονότονο με ρίζα. Έστω Θ = {θ ∈ [0, π) : θ είναι η κλίση μιας ευθείας
κάθετης είτε σε μια ακμή του G ή σε μια ευθεία που διέρχεται από τη
ρίζα r και κάποιο άλλο σημείο του P}. Η S[Θ] είναι η ταξινομημένη
ακολουθία που περιέχει τις κλίσεις του Θ σε αύξουσα σειρά, δηλαδή
S[Θ] = (θ0, θ1, . . . , θm−1), θi < θi+1, i = 0, 1, . . . ,m − 2 και m < |E| + |P |.
Έστω Θκρίσιμο = {θ0, θ1, …, θm−1} ∪ { θ0+θ1

2 , θ1+θ2
2 , …, θm−2+θm−1

2 , θm−1+π
2 }.

Έστω επίσης y2i ο άξονας με κλίση θi, 0 ≤ i ≤ m − 1. Επιπλέον, έστω
y2i+1 ο άξονας με κλίση θi+θi+1

2 , 0 ≤ i ≤ m − 2 και y2m−1 ο άξονας με
κλίση θm−1+π

2 . Σε αντιστοιχία με το Λήμμα 2 εξάγουμε το ακόλουθο
λήμμα.
Λήμμα 3. Το γεωμετρικό γράφημα με ρίζα G είναι ομοιόμορφα μο-
νότονο με ρίζα αν και μόνο αν το G είναι y′−μονότονο με ρίζα για
κάποιον άξονα y′ με κλίση στο Θκρίσιμο.

Τώρα δίνουμε έναν αλγόριθμο περιστροφικής σάρωσης που απο-
φασίζει αν ένα δοθέν συνδεδεμένο γεωμετρικό γράφημα με ρίζα G =
(P,E) είναι ομοιόμορφα μονότονο με ρίζα. Στον αλγόριθμο αναγνώρι-
σης ομοιόμορφα μονότονων με ρίζα γραφημάτων περιστρέφεται ένας
άξονας y′ που αρχικά ταυτίζεται με τον άξονα y0 εως ότου να γίνει
αντίθετος με τον άξονα των x. Κατά τη διάρκεια της περιστροφής
εξετάζεται αν το γεωμετρικό γράφημα με ρίζα G γίνεται σε κάποια
φάση y′−μονότονο με ρίζα. Από το Λήμμα 3 προκύπτει ότι ο αλγόριθ-
μος αναγνώρισης ομοιόμορφα μονότονων με ρίζα γραφημάτων αρκεί
να εξετάσει αν το γεωμετρικό γράφημα με ρίζα G είναι yi−μονότονο
με ρίζα για κάποιο i = 0, 1, . . . , 2m−1. Ο ψευδοκώδικας του αλγορίθμου
αναγνώρισης ομοιόμορφα μονότονων με ρίζα γραφημάτων δίνεται
στον Αλγόριθμο 3.
Θεώρημα 3. Έστω G = (P,E) ένα συνδεδεμένο γεωμετρικό γράφημα
με ρίζα. Τότε μπορούμε να αποφασίσουμε σε O(|E| log |P |) χρόνο αν
το G είναι ομοιόμορφα μονότονο με ρίζα.

Απόδειξη. Από το Λήμμα 3 προκύπτει ότι ο αλγόριθμος αναγνώρισης
ομοιόμορφα μονότονων με ρίζα γραφημάτων (Αλγόριθμος 3) αποφα-
σίζει αν το G είναι ομοιόμορφα μονότονο με ρίζα. Τώρα αποδεικνύου-
με ότι ο χρόνος εκτέλεσης του είναιO(|E| log |P |). Ο υπολογισμός των
αξόνων y0, y1, …, y2m−1, με κλίσεις στο Θκρίσιμο γίνεται σε O(|E| log |P |)
χρόνο. Κάθε άξονας y2i που είναι κάθετος σε μια γραμμή που διέρχε-
ται από τη ρίζα r και ένα σημείο του P \ {r}, έστω το q, συνοδεύεται
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Αλγόριθμος 3 Αλγόριθμος αναγνώρισης ομοιόμορφα μονότονων με
ρίζα γραφημάτων
Είσοδος: Ένα συνδεδεμένο γεωμετρικό γράφημα με ρίζα G = (P,E).
Έξοδος: Ο άξονας μονοτονίας αν υπάρχει αλλιώς null.
1: άξοναςΜονοτονίας ← null
2: Υπολόγισε τους άξονες y0, y1, . . . , y2m−1 με κλίσεις στο Θκρίσιμο.
3: if G είναι y0−μονότονο με ρίζα then άξοναςΜονοτονίας ← y0

4: for i← 1 to 2m− 1 do
5: if G είναι yi−μονότονο με ρίζα then άξοναςΜονοτονίας ← yi

6: Επέστρεψε άξοναςΜονοτονίας

από το σημείο q. Έστω ki το πλήθος των ζευγαριών των σημείων του
P που συνδέονται με ακμή κάθετη στον άξονα y2i, 0 ≤ i ≤ m− 1. Τότε
m−1∑
i=0

ki = |E|. Για κάθε i = 0, 1,…,m − 1 κατασκευάζουμε μια λίστα Li

που περιέχει τα ki ζευγάρια σημείων του P που είναι συνδεδεμένα με
ακμή κάθετη στον άξονα y2i. Όλες οι λίστες Li, 0 ≤ i ≤ m−1, μπορούν
να παραχθούν σε O(|E| log |P |) συνολικό χρόνο.
Έστω yi ο τελευταίος άξονας που εξετάζουμε. Ο αλγόριθμος μας

διατηρεί για κάθε p ∈ P \{r} μια δομή δεδομένων A(p) που αναπαριστά
το σύνολο A(p, yi) (που είναι υποσύνολο του συνόλου των γειτονικών
κόμβων του p). Η δομή δεδομένων A(p) περιέχει τους δείκτες των ση-
μείων του P που ανήκουν στο A(p, yi). Η δομή δεδομένων A(p) μπορεί
να υλοποιηθεί από οποιαδήποτε δομή δεδομένων που υποστηρίζει τις
λειτουργίες εισαγωγή, διαγραφή και ανάκτηση (retrieve) σεO(log |P |)
χρόνο (για παράδειγμα ένα 2−3 δέντρο). Ο αλγόριθμος επιπλέον δια-
τηρεί τη δομή δεδομένων B που αναπαριστά το σύνολο B(yi). Για να
εκτελούμε τις λειτουργίες της εισαγωγής και της διαγραφής σε O(1)
χρόνο στο B, το B υλοποιείται ως ένα διάνυσμα από λογικές τιμές
(boolean) μεγέθους O(|P |).
Έστω p ένα σημείο του P \ {r} τότε ο υπολογισμός του A(p) έτσι

ώστε το A(p) να ισούται με το A(p, y0) παίρνει O(|γειτονικοί(p)| log |P |)
χρόνο καθώς όλα τα σημεία q που είναι γειτονικά του p ελέγχονται
και αν το q ανήκει στο ίδιο ημιεπίπεδο με το p ως προν τον άξονα
των x0 (δηλαδή τον άξονα που είναι κάθετος στον y0 και που ταυτί-
ζεται με τον y0 αν τον περιστρέψουμε δεξιόστροφα κατά γωνία π

2 )
και |y0(q)| < |y0(p)| τότε το q εισάγεται στο A(p) σε O(log |P |) χρόνο.
Οπότε ο υπολογισμός όλων των A(p), p ∈ P \ {r}, παίρνει O(|E| log |P |)
συνολικό χρόνο. Έχοντας υπολογίσει όλα τα A(p), p ∈ P \ {r}, ο υπο-
λογισμός του B έτσι ώστε το B να είναι ίσο με το B(y0) παίρνει O(|P |)
χρόνο, δηλαδή παίρνει O(1) χρόνο για να ελέγξουμε αν A(p) ̸= ∅ για
κάθε p ∈ P \ {r}.
Τώρα μελετάμε το χρόνο μετάβασης από τον άξονα yi−1 στον ά-

ξονα yi. Όταν μεταβαίνουμε από τον άξονα yi−1 στον άξονα yi οι
αναγκαίες ενημερώσεις που πρέπει να κάνουμε έτσι ώστε για κάθε
p ∈ P \ {r} το A(p) να αναπαριστά το σύνολο A(p, yi) και το B να ανα-
παριστά το B(yi) παίρνουν:
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1. O(k⌊ i
2 ⌋
log |P |) χρόνο αν το i είναι άρτιο και δεν υπάρχει σημείο

p ∈ P \ {r} με προβολή ίδια με την προβολή της ρίζας r στον
άξονα yi

2. O(k⌊ i
2 ⌋
log |P |) χρόνο αν το i είναι περιττό και δεν υπάρχει σημείο

p ∈ P \ {r} με προβολή ίδια με την προβολή της ρίζας r στον
άξονα yi−1

3. O((|γειτονικοί(q)| + k⌊ i
2 ⌋
) log |P |) χρόνο αν το i είναι άρτιο και ο

άξονας yi είναι κάθετος στη γραμμή που διέρχεται από τη ρίζα
r και το σημείο q ∈ P \ {r}

4. O((|γειτονικοί(q)| + k⌊ i
2 ⌋
) log |P |) χρόνο αν το i είναι περιττό και

ο άξονας yi−1 είναι κάθετος στη γραμμή που διέρχεται από τη
ρίζα r και το σημείο q ∈ P \ {r}

Οι περιπτώσεις 1,2,3 και 4 αποδεικνύονται παρόμοια με τις περι-
πτώσεις 1,2,3 και 4 στο Θεώρημα 2.
Επιπλέον σημειώνουμε ότι αν έχουν δοθεί ταB(y2i) και κάθεA(p, y2i),

p ∈ P \ {r}, το να υπολογιστεί το σύνολο C(y2i), 0 ≤ i ≤ m − 1, παίρνει
O(ki) χρόνο χρησιμοποιώντας τη λίστα Li. Επιπρόσθετα, αν έχουμε
και το B ίσο με το B(yi) και το C ίσο με το C(yi) και γνωρίζουμε αν
ο άξονας yi είναι κάθετος σε κάποια γραμμή που διέρχεται από τη
ρίζα r και κάποια άλλο σημείο p του P \ {r} με pr ∈ E τότε μπορού-
με να εξετάσουμε αν το G είναι yi−μονότονο με ρίζα σε O(1) χρόνο
(Πρόταση 1).
Αφού

m−1∑
i=0

ki = |E| και
∑

q∈P\{r}
|γειτονικοί(q)| = O(|E|) ο χρόνος εκτέ-

λεσης του αλγορίθμου είναι O(|E| log |P |).

Σημειώνουμε ότι για να παρουσιάσουμε τον αλγόριθμο αναγνώ-
ρισης ομοιόμορφα μονότονων με ρίζα γραφημάτων όσο το δυνατόν
ευκολότερα για κάθε p ∈ P \ {r} αποθηκεύσαμε το σύνολο A(p, y′).
Σημειώνουμε όμως ότι είναι αρκετό να αποθηκεύσουμε την πληθικό-
τητα του A(p, y′), δηλαδή το πλήθος των γειτονικών σημείων του p
που βρίσκονται στο ίδιο ημιεπίπεδο με το p ως προς τον άξονα των
x′ (δηλαδή τον άξονα που είναι κάθετος στον y′ και που ταυτίζεται
με τον y′ αν τον περιστρέψουμε δεξιόστροφα κατά γωνία π

2 ) και είναι
αυστηρά πιο κοντά στον άξονα των x′ από το p για κάθε p ∈ P \ {r}.
Αυτή η αλλαγή δεν θα άλλαζε το χρόνο εκτέλεσης του αλγορίθμου α-
ναγνώρισης ομοιόμορφα μονότονων με ρίζα γραφημάτων αλλά μετά
τον υπολογισμό των αξόνων με κλίσεις στο Θκρίσιμο και των λιστών
Li, 0 ≤ i ≤ m−1, η διαδικασία που θα εκτελούνταν θα είχε πλέον O(|E|)
συνολικό χρόνο εκτέλεσης.
Σημειώνουμε ότι η προσέγγιση που πήραμε για να αποφασίσουμε

αν ένα δοθέν συνδεδεμένο γεωμετρικό γράφημα με ρίζα είναι ομοιό-
μορφα μονότονο με ρίζα έχει κάποιες ομοιότητες με την προσέγγιση
που χρησιμοποιήθηκε στην τρίτη ενότητα του άρθρου των Arkin et
al. [10].
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3.6 Το πρόβλημα της κατασκευής του xy−
μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέν-
τρου με ρίζα

Σε αυτήν την ενότητα μελετάμε το πρόβλημα της εύρεσης του xy−
μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα ενός συνόλου ση-
μείων με ρίζα. Η προσέγγιση μας είναι ανάλογη με την προσέγγιση
που είχαμε για το πρόβλημα της εύρεσης του y−μονότονου ελάχιστου
συνδετικού δέντρου με ρίζα ενός συνόλου σημείων με ρίζα.
Σε αναλογία με την Παρατήρηση 1 εξάγουμε την ακόλοθη παρα-

τήρηση.
Παρατήρηση 3. Έστω P ένα σύνολο σημείων με ρίζα και G = (P,E)
ένα xy−μονότονο συνδετικό γράφημα με ρίζα του P και έστω pp′ ∈
E όπου είτε (i) τα p και p′ βρίσκονται σε διαφορετικό τεταρτημόριο
του επιπέδου ή (ii) τα p και p′ βρίσκονται στο ίδιο τεταρτημόριο του
επιπέδου και ισχύει ότι (|x(p)| − |x(p′)|)(|y(p)| − |y(p′)|) < 0. Τότε κάθε
μονοπάτι από τη ρίζα r σε κάποιο σημείο q ∈ P \ {r} που περιέχει την
ακμή pp′ δεν είναι xy−μονότονο.
Πόρισμα 4. Έστω P ένα σύνολο σημείων με ρίζα και Gopt το xy−
μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα με ρίζα του P . Έστω p και q
σημεία του P που δεν ανήκουν στο ίδιο τεταρτημόριο του επιπέδου,
τότε το Gopt δεν περιέχει την ακμή pq.

Το προηγούμενο πόρισμα συνεπάγεται ότι η κατασκευη του xy−
μονότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήματος με ρίζα του συνόλου
σημείων με ρίζα P μπορεί να χωριστεί σε τέσσερα ανεξάρτητα προ-
βλήματα. Πιο συγκεκριμένα, την κατασκευη του xy−μονότονου ελά-
χιστου συνδετικού γραφήματος με ρίζα των (i) Px≤0,y≤0, (ii) Px≥0,y≥0,
(iii) Px≤0,y≥0 και (iv) Px≥0,y≤0. Αυτό διατυπώνεται πιο επίσημα στο α-
κόλουθο λήμμα.
Λήμμα 4. Έστω P ένα σύνολο σημείων με ρίζα και Gopt το xy−μο-
νότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα με ρίζα του P . Έστω Gopt

x≤0,y≤0,
Gopt

x≥0,y≥0, Gopt
x≤0,y≥0 και Gopt

x≥0,y≤0 το xy−μονότονο ελάχιστο συνδετικό
γράφημα με ρίζα του Px≤0,y≤0, Px≥0,y≥0, Px≤0,y≥0 και Px≥0,y≤0, αντίστοι-
χα. Τότε το Gopt είναι ίσο με το Gopt

x≤0,y≤0∪G
opt
x≥0,y≥0∪G

opt
x≤0,y≥0∪G

opt
x≥0,y≤0.

Έστω P ένα σύνολο σημείων με ρίζα που περιέχεται ολόκληρο σε έ-
να τεταρτημόριο του επιπέδου. Ορίζουμε S[P, y, x] την ακολουθία που
περιέχει τα σημεία του P τέτοια ώστε τα σημεία της S[P, y, x] είναι τα-
ξινομημένα ως προς τις απόλυτες y−συντεταγμένες τους και αν δύο
σημεία έχουν την ίδια y−συντεταγμένη τότε είναι ταξινομημένα ως
προς τις απόλυτες x−συντεταγμένες τους. Πιο επίσημα, S[P, y, x] =
(r = p0, p1, p2, . . . , pn) έτσι ώστε |y(p0)| ≤ |y(p1)| ≤ |y(p2)| ≤ . . . ≤ |y(pn)|
και αν |y(pi)| = |y(pi+1)| τότε |x(pi)| < |x(pi+1)| και P = {p0, p1, p2, . . . , pn}.
Εύκολα εξάγεται το ακόλουθο λήμμα.
Λήμμα 5. Έστω P ένα σύνολο σημείων με ρίζα που περιέχεται ολό-
κληρο σε ένα τεταρτημόριο του επιπέδου και S[P, y, x] = (r = p0, p1, p2,
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…, pn) και G ένα γεωμετρικό γράφημα με σύνολο κόμβων το P . Τότε
το G είναι το xy−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα με ρίζα του
P αν και μόνο αν (i) το pn συνδέεται με ακμή μόνο με το το σημείο pj ∈
P \{pn} για το οποίο |x(pj)| ≤ |x(pn)| και d(pn, pj) = d(pn, P|x|≤|x(pn)|\{pn})
και (ii) το G\{pn} είναι το xy−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα
με ρίζα του P \ {pn}.

Το Λήμμα 4 μαζί με το Λήμμα 5 οδηγούν στο ακόλουθο πόρισμα.
Πόρισμα 5. Το xy−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα με ρίζα
ενός συνόλου σημείων με ρίζα P είναι ένα γεωμετρικό δέντρο.

Έστω P ένα σύνολο σημείων με ρίζα που περιέχεται ολόκληρο σε
ένα τεταρτημόριο του επιπέδου και έστω S[P, y, x] = (r = p0, p1, p2, …,
pn). Για κάθε i = 1, 2, . . . , n, καλούμε το κοντινότερο σημείο στο pi από
το {p0, p1,…, pi−1}|x|≤|x(pi)| ως το γονιό του pi και εν συντομία γον(pi).
Τότε το Λήμμα 5 έχει ως συνέπεια το ακόλουθο πόρισμα.
Πόρισμα 6. Οι ακμές του xy−μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέν-
τρου με ρίζα του P είναι ακριβώς τα ευθύγραμμα τμήματα γον(pi)pi,
i = 1, 2, …, n.

Το προηγούμενο πόρισμα συνεπάγεται έναν O(|P |2) χρόνου αλγό-
ριθμο που παράγει το xy−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με
ρίζα του P . Όμως χρησιμοποιώντας την ημι-δυναμική δομή δεδομέ-
νων για την εύρεση του κοντινότερου σημείου με αριθμητική τιμή σε
δοθέν εύρος που έμμεσα δόθηκε από τον Bentley [12], ο χρόνος εκτέ-
λεσης του αλγορίθμου της κατασκευής του xy−μονότονου ελάχιστου
συνδετικού δέντρου με ρίζα γίνεται O(|P | · log3 |P |).
Θεώρημα 4. Το xy−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα
ενός συνόλου σημείων με ρίζα P μπορεί να κατασκευαστεί σε O(|P | ·
log3 |P |) χρόνο.
Απόδειξη. Αρχικά παράγουμε τα Px≤0,y≤0, Px≥0,y≥0, Px≤0,y≥0 και Px≥0,y≤0.
Μετά εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο κατασκευής του xy−μονότονου ε-
λάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα στα Px≤0,y≤0, Px≥0,y≥0, Px≤0,y≥0

και Px≥0,y≤0 και παράγονται τα δέντρα T optx≤0,y≤0, T
opt
x≥0,y≥0, T

opt
x≤0,y≥0 και

T optx≥0,y≤0, αντίστοιχα. Από το Γεγονός 2 και καθώς πραγματοποιούν-
ται O(|P |) εισαγωγές και O(|P |) ευρέσεις κοντινότερου σημείου σε δο-
θέν εύρος, ο υπολογισμός των T optx≤0,y≤0, T

opt
x≥0,y≥0, T

opt
x≤0,y≥0 και T

opt
x≥0,y≤0

παίρνει O(|P | · log3 |P |) χρόνο. Στο τέλος, επιστρέφουμε την ένωση
των T optx≤0,y≤0, T

opt
x≥0,y≥0, T

opt
x≤0,y≥0 και T

opt
x≥0,y≤0 που από το Λήμμα 4 είναι

το xy−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του P .

3.7 Το πρόβλημα της αναγνώρισης xy−μο-
νότονων με ρίζα γραφημάτων

Σε αυτήν την ενότητα μελετάμε το πρόβλημα της αναγνώρισης xy−
μονότονων με ρίζα γραφημάτων.
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Προτείνουμε έναν απλό O(|E|) χρόνου αλγόριθμο ο οποίος αποφα-
σίζει αν ένα συνδεδεμένο γεωμετρικό γράφημα με ρίζα G = (P,E) εί-
ναι xy−μονότονο με ρίζα και ο οποίος είναι ανάλογος με τον αλγόριθ-
μο που αναγνωρίζει y−μονότονα με ρίζα γραφήματα στην τελευταία
παράγραφο της Ενότητας 3.3. Αρχικά μετασχηματίζουμε το G σε ένα
κατευθυνόμενο γράφημα −→G σε O(|E|) χρόνο. Έστω pq μια ακμή του
G. Αν τα p και q βρίσκονται στο ίδιο τεταρτημόριο του επιπέδου και
ισχύει ότι |x(p)| ≤ |x(q)| και |y(p)| ≤ |y(q)| (αντίστοιχα |x(q)| ≤ |x(p)| και
|y(q)| ≤ |y(p)|) κατευθύνουμε την ακμή pq από το p στο q (αντίστοιχα
από το q στο p). Από την Παρατήρηση 3 προκύπτει ότι όλες οι άλλες
ακμές δεν μπορούν να διαπεραστούν σε ένα xy−μονότονο μονοπάτι
που συνδέει την r με ένα άλλο σημείο του P . Οπότε αφαιρούμε όλες
τις άλλες ακμές. Τότε το G είναι xy−μονότονο με ρίζα αν και μόνο
αν η ρίζα r συνδέεται με όλα τα άλλα σημεία του P στο −→G . Μπορού-
με να αποφασίσουμε το τελευταίο σε O(|E|) χρόνο εφαρμόζοντας μια
αναζήτηση κατά πλάτος (breadth first search) ή μια αναζήτηση κατά
βάθος (depth first search).

3.8 Το πρόβλημα της κατασκευής του ο-
μοιόμορφα 2K−μονότονου ελάχιστου
συνδετικού δέντρου με ρίζα

Σε αυτήν την ενότητα μελετάμε το πρόβλημα της κατασκευής του
ομοιόμορφα 2K−μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα ε-
νός συνόλου σημείων με ρίζα P . Προτείνουμε έναν O(|P |2 log |P |) χρό-
νου αλγόριθμο περιστροφικής σάρωσης (rotational sweep) που παρά-
γει το ομοιόμορφα 2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα
του P . Ο αλγόριθμος αυτός είναι ανάλογος με τον αλγόριθμο κατα-
σκευής του ομοιόμορφα μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με
ρίζα ενός συνόλου σημείων με ρίζα που δόθηκε στην Ενότητα 3.4.
Παρατήρηση 4. Αν περιστρέψουμε ένα Καρτεσιανό Σύστημα Συντε-
ταγμένων x′y′ δεξιόστροφα (αντίθετα από τη φορά των δεικτών του
ρολογιού) τότε το x′y′−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα
του συνόλου σημείων P με ρίζα r αλλάζει μόνο όταν ο άξονας y′ γίνει
(ή αφήσει τη θέση όπου προηγουμένως ήταν) κάθετος ή παράλληλος
σε κάποια γραμμή που διέρχεται από δύο σημεία του P .
Παρατήρηση 5. Έστω x′, y′ και x′′, y′′ άξονες δύο διαφορετικών Καρ-
τεσιανών Συστημάτων Συντεταγμένων, τέτοιοι ώστε ο x′′ (y′′) σχη-
ματίζει με τον x′ (αντίστοιχα με τον y′) μια δεξιόστροφη γωνία ίση
με k π

2 , k = 1, 2, 3. Τότε το x′y′−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο
με ρίζα του P ταυτίζεται με το x′′y′′−μονότονο ελάχιστο συνδετικό
δέντρο με ρίζα του P .
Με βάση την Παρατήρηση 4 και την Παρατήρηση 5 ορίζουμε το

σύνολο Θ = {θ ∈ [0, π
2 ) : μια γραμμή με κλίση θ είναι είτε κάθετη ή

παράλληλη σε μια γραμμή που διέρχεται από δύο σημεία του P}. Έ-
στω S[Θ] η ταξινομημένη ακολουθία που περιέχει τις κλίσεις του Θ σε
αύξουσα σειρά, δηλαδή S[Θ] = (θ0, θ1, . . . , θm−1), θi < θi+1, 0 ≤ i ≤ m − 2
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και m ≤
(|P |

2

)
. Ορίζουμε το κρίσιμο σύνολο των κλίσεων Θκρίσιμο = {θ0,

θ1, …, θm−1}∪{ θ0+θ1
2 , θ1+θ2

2 , …, θm−2+θm−1

2 , θm−1+
π
2

2 }. Έστω x0y0, x1y1, …,
x2m−1y2m−1 τα Καρτεσιανά Συστήματα Συντεταγμένων τέτοια ώστε
ο άξονας y2i έχει κλίση θi, 0 ≤ i ≤ m − 1, ο άξονας y2i+1 έχει κλίση
θi+θi+1

2 , 0 ≤ i ≤ m− 2 και ο άξονας y2m−1 έχει κλίση θm−1+
π
2

2 .
Ανάλογα με το Λήμμα 2 εξάγουμε το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 6. Το ομοιόμορφα 2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο
με ρίζα του συνόλου σημείων με ρίζα P είναι ένα από τα xiyi−μονότονα
ελάχιστα συνδετικά δέντρα με ρίζα του P , i = 0, 1, 2, . . . , 2m−1, και πιο
συγκεκριμένα αυτό με το μικρότερο κόστος.

Θεώρημα 5. Το ομοιόμορφα 2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέν-
τρο με ρίζα ενός συνόλου σημείων με ρίζα P μπορεί να κατασκευα-
στεί σε O(|P |2 log |P |) χρόνο.
Απόδειξη. Δίνουμε έναν αλγόριθμο που κατασκευάζει το ομοιόμορφα
2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του P . Ο αλγόριθ-
μος κατασκευής του ομοιόμορφα 2K−μονότονου ελάχιστου συνδετι-
κού δέντρου με ρίζα είναι ένας αλγόριθμος περιστροφικής σάρωσης
ανάλογος του αλγορίθμου κατασκευής του ομοιόμορφα μονότονου ε-
λάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα που δόθηκε στην Ενότητα 3.4.
Στον αλγόριθμο κατασκευής του ομοιόμορφα 2K−μονότονου ελάχι-
στου συνδετικού δέντρου με ρίζα ένα Καρτεσιανό Σύστημα Συντε-
ταγμένων x′y′ που αρχικά ταυτίζεται με το Καρτεσιανό Σύστημα Συν-
τεταγμένων x0y0 περιστρέφεται δεξιόστροφα έως ότου ταυτιστεί με
το Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων xy, δηλαδή με το δοθέν Καρ-
τεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων. Κατά τη διάρκεια της περιστρο-
φής, ανανεώνεται το x′y′−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με
ρίζα του P . Από το Λήμμα 6 προκύπτει ότι αρκεί να υπολογίσουμε
τα xiyi−μονότονα ελάχιστα συνδετικά δέντρα με ρίζα του P για τα
Καρτεσιανά Συστήματα Συντεταγμένων xiyi, i = 0, 1, 2, . . . , 2m − 1. Έ-
στω T opti το xiyi−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του
P , i = 0, 1, …, 2m− 1. Τότε ο αλγόριθμος κατασκευής του ομοιόμορ-
φα 2K−μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα επαναδια-
τυπώνεται ως εξής. Ο αλγόριθμος αρχικά παράγει τα Καρτεσιανά
Συστήματα Συντεταγμένων x0y0, x1y1, …, x2m−1y2m−1 σε O(|P |2 log |P |)
χρόνο. Ο αλγόριθμος επίσης παράγει για κάθε i = 0, 1, 2, . . . ,m− 1 μια
λίστα Li που περιέχει τα ζευγάρια των σημείων του P για τα οποί-
α η ευθεία που διέρχεται από αυτά είναι είτε κάθετη ή παράλληλη
στον άξονα y2i. Όλες οι Li, 0 ≤ i ≤ m − 1, μπορούν να παραχθούν σε
O(|P |2 log |P |) συνολικό χρόνο. Μετά παράγει το T opt0 χρησιμοποιών-
τας το Θεώρημα 4. Μετά τρέχει για i = 1, 2, …, 2m − 1, παράγον-
τας τα T opt1 , T opt2 , …, T opt2m−1 με αυτήν την σειρά. Κατά τη διάρκεια
της εκτέλεσης αποθηκεύει το Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων
xΕλάχιστουyΕλάχιστου στο οποίο βρήκε εως τώρα τη λύση ελάχιστου
κόστους. Στο τέλος, επιστρέφει το xΕλάχιστουyΕλάχιστου-μονότονο
ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα του P που επαναϋπολογίζεται
χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 4.
Από το Λήμμα 6 προκύπτει ότι ο αλγόριθμος κατασκευής του ο-

μοιόμορφα 2K−μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα πα-
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ράγει το ομοιόμορφα 2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με
ρίζα του P . Οπότε αρκεί να αναλύσουμε την χρονική πολυπλοκό-
τητα του αλγορίθμου. Χρησιμοποιούμε παρόμοιες δομές δεδομένων
PD(p), p ∈ P \ {r}, με αυτές που χρησιμοποιήθηκαν στο Θεώρημα 2.
Πιο συγκεκριμένα για κάθε σημείο p ∈ P \{r} η δομή δεδομένων PD(p)
είναι ένα ισορροπημένο δυαδικό δέντρο αναζήτησης που περιέχει τα
ζευγάρια (q, d(p, q)) για όλα τα σημεία q ∈ P \{p} για τα οποία το ευθύ-
γραμμο τμήμα pq μπορεί να διασχιστεί σε ένα xiyi−μονότονο μονοπά-
τι από το p στο r, όπου i είναι ο δείκτης της τρέχουσας επανάληψης
του αλγορίθμου. Τότε χρησιμοποιώντας παρόμοια επιχειρήματα με
αυτά που χρησιμοποιήθηκαν στο Θεώρημα 2 ο χρόνος εκτέλεσης του
αλγορίθμου είναι O(|P |2 log |P |).

3.9 Το πρόβλημα της αναγνώρισης ομοιό-
μορφα 2K−μονότονων με ρίζα γραφη-
μάτων

Τώρα μελετάμε το πρόβλημα της αναγνώρισης ομοιόμορφα 2K−μο-
νότονων με ρίζα γραφημάτων, δηλαδή δοθέντος ενός συνδεδεμένου
γεωμετρικού γραφήματος G = (P,E) με ρίζα r το πρόβλημα της α-
πόφασης αν το G είναι ομοιόμορφα 2K−μονότονο με ρίζα. Η αντιμε-
τώπιση που έχουμε στο πρόβλημα αυτό είναι ανάλογη με την αντι-
μετώπιση που είχαμε για το πρόβλημα της αναγνώρισης ομοιόμορφα
μονότονων με ρίζα γραφημάτων που δόθηκε στην Ενότητα 3.5.
Για κάθε p ∈ P \{r} έστω A(p, x, y) το σύνολο {q : το q είναι γειτονικό

του p και το q βρίσκεται στο ίδιο τεταρτημόριο του επιπέδου με το p
και ισχύει ότι |x(q)| ≤ |x(p)| και |y(q)| ≤ |y(p)|}. Έστω B(x, y) το σύνολο
{p : p ∈ P \ {r} με A(p, x, y) ̸= ∅}. Τότε ανάλογα με την Πρόταση 1
εξάγουμε την ακόλουθη πρόταση.
Πρόταση 4. ΤοG είναι xy−μονότονο με ρίζα αν και μόνο αν |B(x, y)| =
|P | − 1.

Παρόμοια με την Παρατήρηση 4 εξάγουμε την ακόλουθη παρατή-
ρηση.
Παρατήρηση 6. Αν περιστρέψουμε ένα Καρτεσιανό Σύστημα Συντε-
ταγμένων x′y′ δεξιόστροφα τότε το G μπορεί να γίνει x′y′−μονότονο
με ρίζα ενώ προηγουμένως δεν ήταν, ή αντίστροφα, μόνο όταν ο ά-
ξονας y′ γίνει (ή αφήσει τη θέση όπου προηγουμένως ήταν) κάθετος
ή παράλληλος σε μια ακμή του G ή όταν ο άξονας y′ γίνει (ή αφή-
σει τη θέση όπου προηγουμένως ήταν) κάθετος ή παράλληλος σε μια
γραμμή που διέρχεται από τη ρίζα r και ένα άλλο σημείο του P .
Από την προηγούμενη παρατήρηση προκύπτει ότι αρκεί να εξε-

τάσουμε τα Καρτεσιανά Συστήματα Συντεταγμένων x0y0, x1y1, …,
x2m−1y2m−1, m < |E| + |P | τέτοια ώστε οι άξονες y0, y2, . . . , y2m−2 εί-
ναι όλοι οι άξονες που είναι είτε (i) κάθετοι ή παράλληλοι σε κάποια
ακμή του G ή (ii) κάθετοι ή παράλληλοι σε κάποια γραμμή που διέρχε-
ται από την r και ένα άλλο σημείο του P . Η κλίση κάθε άξονα y2i είναι
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θi, 0 ≤ i ≤ m − 1 και ισχύει ότι 0 ≤ θ0 < θ1 < …< θm−1 < π
2 . Επιπλέον η

κλίση κάθε άξονα y2i+1 είναι ίση με θi+θi+1

2 , i = 0, 1, . . . ,m−2 και η κλίση
του y2m−1 είναι ίση με θm−1+

π
2

2 . Παρόμοια με το Λήμμα 3 εξάγουμε το
ακόλουθο λήμμα.
Λήμμα 7. Το G είναι ομοιόμορφα 2K−μονότονο με ρίζα αν και μόνο
αν το G είναι xiyi−μονότονο με ρίζα για κάποιο Καρτεσιανό Σύστημα
Συντεταγμένων xiyi, i = 0, 1, . . . , 2m− 1.

Θεώρημα 6. Έστω G = (P,E) ένα συνδεδεμένο γεωμετρικό γράφημα
με ρίζα τότε μπορούμε να αποφασίσουμε σε O(|E| log |P |) χρόνο αν το
G είναι ομοιόμορφα 2K−μονότονο με ρίζα.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι παρόμοια με την απόδειξη του Θεωρή-
ματος 3. Δίνουμε έναν αλγόριθμο περιστροφικής σάρωσης που α-
ποφασίζει αν το G είναι ομοιόμορφα 2K−μονότονο με ρίζα. Από το
Λήμμα 7 προκύπτει ότι ο αλγόριθμος αναγνώρισης ομοιόμορφα 2K−
μονότονων με ρίζα γραφημάτων αποφασίζει αν το G είναι ομοιόμορ-
φα 2K−μονότονο με ρίζα εξετάζοντας αν το G είναι xiyi−μονότονο
με ρίζα για κάποιο Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων xiyi, i =
0, 1, . . . , 2m − 1. Ο αλγόριθμος αναγνώρισης ομοιόμορφα 2K−μονότο-
νων με ρίζα γραφημάτων εξετάζει τα Καρτεσιανά Συστήματα Συντε-
ταγμένων σε αύξουσα σειρά ως προς την κλίση του κάθετου αξονά
τους (δηλαδή του άξονα yi), δηλαδή εξετάζει πρώτα το Καρτεσιανό
Σύστημα Συντεταγμένων x0y0 μετά το x1y1, …, και στο τέλος εξετάζει
το Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων x2m−1y2m−1.
Τώρα αποδεικνύουμε ότι ο χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθμου είναι

O(|E| log |P |). Τα Καρτεσιανά Συστήματα Συντεταγμένων x0y0, x1y1,
…, x2m−1y2m−1 παράγονται σε O(|E| log |P |) χρόνο. Κάθε Καρτεσιανό
Σύστημα Συντεταγμένων x2iy2i για το οποίο ο άξονας y2i είναι κάθε-
τος ή παράλληλος σε μια γραμμή που διέρχεται από τη ρίζα r και
ένα σημείο του P \ {r}, έστω το q, συνοδεύεται από το σημείο q. Για
κάθε i = 0, 1,…,m − 1 κατασκευάζουμε μια λίστα Li που περιέχει τα
ζευγάρια των σημείων του P που είναι συνδεδεμένα με ακμή κάθετη
ή παράλληλη στον άξονα y2i. Όλες οι λίστες Li, 0 ≤ i ≤ m − 1, μπο-
ρούν να παραχθούν σε O(|E| log |P |) συνολικό χρόνο. Ο αλγόριθμος
διατηρεί για κάθε p ∈ P \ {r} μια δομή δεδομένων A(p) που αναπαρι-
στά το σύνολο A(p, xi, yi) (όταν ο αλγόριθμος εξετάζει το Καρτεσιανό
Σύστημα Συντεταγμένων xiyi) και μπορεί να υλοποιηθεί ως ένα 2 − 3
δέντρο που αποθηκεύει τους δείκτες των σημείων που περιέχει. Ο αλ-
γόριθμος διατηρεί ακόμα μια δομή δεδομένων B που αναπαριστά το
σύνολο B(xi, yi) (όταν ο αλγόριθμος εξετάζει το Καρτεσιανό Σύστη-
μα Συντεταγμένων xiyi) και υλοποιείται ως ένα διάνυσμα από λογικές
τιμές (boolean) μεγέθους O(|P |). Χρησιμοποιώντας παρόμοια ανάλυ-
ση με εκείνη που δόθηκε στο Θεώρημα 3 η αρχική κατασκευή όλων
των A(p), p ∈ P \ {r}, έτσι ώστε το A(p) να ισούται με το A(p, x0, y0)
παίρνει O(|E| log |P |) συνολικό χρόνο. Έχοντας κατασκευάσει όλα τα
A(p), p ∈ P \ {r}, η παραγωγή του B έτσι ώστε το B να ισούται με το
B(x0, y0) παίρνει O(|P |) χρόνο, δηλαδή O(1) χρόνο για να εξεταστεί αν
το A(p) ̸= ∅ και να εισαχθεί το p στο B για κάθε p ∈ P \ {r}. Επιπλέ-
ον, χρησιμοποιώντας παρόμοια επιχειρήματα με αυτά που δόθηκαν



49

στο Θεώρημα 3, οι ανανεώσεις όλων των A(p), p ∈ P \ {r}, και του B
σε όλη τη διάρκεια του αλγορίθμου παίρνουν O(|E| log |P |) συνολικό
χρόνο. Επιπλέον, από την Πρόταση 4, έχοντας το B ίσο με το B(xi, yi)
μπορεί να αποφασιστεί σε O(1) χρόνο αν το G είναι xiyi−μονότονο με
ρίζα. Οπότε η εκτέλεση όλων των ελέγχων, δηλαδή το αν το G είναι
xiyi−μονότονο με ρίζα για κάθε i = 0, 1, …, 2m − 1, χρησιμοποιών-
τας τη δομή δεδομένων B παίρνει O(|E|) συνολικό χρόνο. Από όλα
τα προηγούμενα προκύπτει ότι ο χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθμου
είναι O(|E| log |P |).

Σημειώνουμε εδώ ότι όπως κάναμε και στον αλγόριθμο αναγνώ-
ρισης ομοιόμορφα μονότονων με ρίζα γραφημάτων, στον αλγόριθμο
αναγνώρισης ομοιόμορφα 2K−μονότονων με ρίζα γραφημάτων για
κάθε p ∈ P \ {r} αποθηκεύσαμε περισσότερες πληροφορίες από όσες
ήταν αναγκαίες για να παρουσιάσουμε τον αλγόριθμο όσο το δυνατόν
ευκολότερα. Πιο συγκεκριμένα στον αλγόριθμο αναγνώρισης ομοιό-
μορφα 2K−μονότονων με ρίζα γραφημάτων για κάθε p ∈ P \ {r} απο-
θηκεύσαμε το σύνολο A(p, x′, y′). Παρ' όλα αυτά αντί να αποθηκεύσου-
με όλο το σύνολο A(p, x′, y′) μπορούσαμε να αποθηκεύσουμε μόνο την
πληθικότητα του A(p, x′, y′). Σημειώνουμε ακόμα ότι θα μπορούσαμε
αντί να έχουμε αποθηκεύσει το σύνολο B(x′, y′) (στη δομή δεδομένων
B) να έχουμε μόνο την πληθικότητα του B(x′, y′). Αυτές οι αλλαγές
δεν αλλάζουν το χρόνο εκτέλεσης του αλγορίθμου αναγνώρισης ο-
μοιόμορφα 2K−μονότονων με ρίζα γραφημάτων όμως μετά τον υπο-
λογισμό των Καρτεσιανών Συστημάτων Συντεταγμένων (που γίνεται
σε O(|E| log |P |) συνολικό χρόνο) και των λιστών Li, 0 ≤ i ≤ m − 1,
(που γίνεται και αυτό σε O(|E| log |P |) συνολικό χρόνο) τα υπόλοιπα
βήματα του αλγορίθμου παίρνουν O(|E|) συνολικό χρόνο.
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Ομοιόμορφα 2K−μονότο-
να ελάχιστα συνδετικά
γραφήματα

Στο κεφάλαιο αυτό μελετάμε το πρόβλημα της εύρεσης του xy−μο-
νότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήματος ενός συνόλου σημείων P
και το πρόβλημα της εύρεσης του xy−μονότονου συνδετικού γραφή-
ματος με το ελάχιστο πλήθος ακμών ενός συνόλου σημείων P . Χτί-
ζοντας πάνω σε προηγούμενα αποτελέσματα εξάγουμε εύκολα ότι
δοθέντος ενός συνόλου σημείων P το xy−μονότονο ελάχιστο συν-
δετικό γράφημα του P είναι ίσο με το xy−μονότονο συνδετικό γρά-
φημα με το ελάχιστο πλήθος ακμών του P και τα δύο αυτά είναι
ίσα με το γράφημα του ορθογωνίου επιρροής του P . Μελετάμε α-
κόμα το πρόβλημα της εύρεσης του ομοιόμορφα 2K−μονότονου ε-
λάχιστου συνδετικού γραφήματος ενός συνόλου σημείων P και το
πρόβλημα της εύρεσης του ομοιόμορφα 2K−μονότονου συνδετικού
γραφήματος με το ελάχιστο πλήθος ακμών ενός συνόλου σημείων
P . Σημειώνουμε ότι δοθέντος ενός συνόλου σημείων P το ομοιόμορ-
φα 2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα του P δεν ταυτίζεται
πάντα με το ομοιόμορφα 2K−μονότονο συνδετικό γράφημα με το ε-
λάχιστο πλήθος ακμών του P . Όμως δείχνουμε ότι και το ομοιόμορφα
2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα του P και το ομοιόμορ-
φα 2K−μονότονο συνδετικό γράφημα με το ελάχιστο πλήθος ακμών
του P μπορούν να παραχθούν σε O(|P |3) χρόνο. Μελετάμε επίσης το
πρόβλημα της εύρεσης του y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού γρα-
φήματος με k ρίζες ενός συνόλου σημείων με k ρίζες P . Δίνουμε έναν
απλό 2−προσεγγιστικό αλγόριθμο για το πρόβλημα της εύρεσης του
y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήματος με k ρίζες ενός συ-
νόλου σημείων με k ρίζες P .

4.1 Προπαρασκευαστικά
Ο Angelini [5] σημείωσε το ακόλουθο γεγονός για τα y−μονότονα
γραφήματα.
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Γεγονός 4 (Angelini [5]). Έστω G = (P,E) ένα y−μονότονο γράφημα
όπου δεν υπάρχουν δύο σημεία του P που έχουν την ίδια y−συντεταγ-
μένη και έστω p, q ∈ P τέτοια ώστε για κάθε r ∈ P \ {p, q} η ακολουθία
p, r, q δεν είναι y−μονότονη. Τότε τα p και q είναι γειτονικά στο G.

Το Γεγονός 4 εύκολα επεκτείνεται στο πλαίσιο των xy−μονότονων
γραφημάτων. Πιο συγκεκριμένα, έστω G = (P,E) ένα xy−μονότονο
γράφημα και p, q ∈ P τέτοια ώστε για κάθε r ∈ P \ {p, q} η ακο-
λουθία των σημείων p, r, q δεν είναι xy−μονότονη (όπου η ακολου-
θία των σημείων a, b, c είναι xy−μονότονη αν (i) η ακολουθία των
x−συντεταγμένων τους δηλαδή η ακολουθία x(a), x(b), x(c) είναι μο-
νότονη και (ii) η ακολουθία των y−συντεταγμένων τους δηλαδή η
ακολουθία y(a), y(b), y(c) είναι μονότονη) τότε τα p και q είναι γει-
τονικά στο G. Οι Alon et al. [4] σημείωσαν ότι τα σημεία p, q ενός
συνόλου σημείων P είναι ορθογώνια ορατά αν και μόνο αν για κάθε
r ∈ P \{p, q} η ακολουθία των σημείων p, r, q δεν είναι xy−μονότονη. Ο-
πότε το γράφημα του ορθογωνίου επιρροής του P είναι υπογράφημα
του G.
Οι Liotta et al. [41, Λήμμα 2.1] έδειξαν ότι το γράφημα του ορθο-

γωνίου επιρροής ενός συνόλου σημείων είναι ένα xy−μονότονο γρά-
φημα1.
Από τις προηγούμενες δύο προτάσεις, που αφορούν το γράφημα

του ορθογωνίου επιρροής εξάγουμε το ακόλουθο πόρισμα.

Πόρισμα 7. Έστω P ένα σύνολο σημείων. Το xy−μονότονο ελάχιστο
συνδετικό γράφημα του P και το xy−μονότονο συνδετικό γράφημα με
το ελάχιστο πλήθος ακμών του P ταυτίζονται και είναι και τα δύο ίσα
με το γράφημα του ορθογωνίου επιρροής του P .

Ανακαλούμε ότι το γράφημα του ορθογωνίου επιρροής G = (P,E)
του P μπορεί να παραχθεί σε O(|P | · log |P |+ |E|) χρόνο [54] το οποίο
είναι βέλτιστο [54] και ότι υπάρχουν σύνολα σημείων P για τα οποία
το γράφημα του ορθογωνίου επιρροής έχει Ω(|P |2) πλήθος ακμών [4]
όπως επίσης και ότι υπάρχουν σύνολα σημείων για τα οποία το γρά-
φημα του ορθογωνίου επιρροής έχει γραμμικό πλήθος ακμών [4].

4.2 Το πρόβλημα της εύρεσης του ομοιό-
μορφα 2K−μονότονου ελάχιστου συν-
δετικού γραφήματος

Σε αυτήν την ενότητα μελετάμε το πρόβλημα της εύρεσης του ο-
μοιόμορφα 2K−μονότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήματος ενός
συνόλου σημείων όπως επίσης και το πρόβλημα της εύρεσης του ο-
μοιόμορφα 2K−μονότονου συνδετικού γραφήματος με το ελάχιστο

1Για την ακρίβεια οι Liotta et al. [41, Λήμμα 2.1] έδειξαν ότι το γράφημα του ορ-
θογωνίου επιρροής ενός συνόλου σημείων είναι ένα γράφημα τέτοιο ώστε κάθε δύο
κόμβοι του συνδέονται με ένα μονοπάτι που περιέχεται στο ορθογώνιο που ορίζεται
από αυτούς τους δύο κόμβους. Όμως με προσεκτικό διάβασμα το μονοπάτι που εξά-
γεται στην απόδειξή των Liotta et al. [41, Λήμμα 2.1] είναι xy−μονότονο.
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πλήθος ακμών ενός συνόλου σημείων. Αρχικά δείχνουμε ότι το ο-
μοιόμορφα 2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα ενός συνόλου
σημείων P μπορεί να παραχθεί σε O(|P |3) χρόνο. Για την παραγωγή
του ομοιόμορφα 2K−μονότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήματος
ενός συνόλου σημείων χρησιμοποιούμε την τεχνική της περιστροφι-
κής σάρωσης (rotational sweep). Η προσέγγιση που χρησιμοποιούμε
για την παραγωγή του ομοιόμορφα 2K−μονότονου ελάχιστου συνδε-
τικού γραφήματος ενός συνόλου σημείων είναι παρόμοια με την προ-
σέγγιση που χρησιμοποιήθηκε για τον υπολογισμό του ομοιόμορφα
2K−μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα ενός συνόλου
σημείων με ρίζα που δόθηκε στην Ενότητα 3.8.
Υποθέτουμε ότι δεν υπάρχουν τρία σημεία του P που να είναι συ-

νευθειακά και ότι δεν υπάρχουν δύο ευθύγραμμα τμήματα pq και p′q′,
p, p′, q, q′ ∈ P που να είναι παράλληλα ή κάθετα μεταξύ τους.
Έστω P ένα σύνολο σημείων και p ένα σημείο του P . Έστω επίσης

RV (p, x′, y′) το υποσύνολο των σημείων του P που είναι ορθογώνια
ορατά από το p ως προς το Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων x′y′.
Για παράδειγμα δείτε το Σχήμα 4.1(a).

Πρόταση 5. Αν περιστρέψουμε ένα Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγ-
μένων x′y′ δεξιόστροφα (αντίθετα από τη φορά των δεικτών του ρο-
λογιού) τότε το x′y′−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα του P
αλλάζει μόνο όταν ο άξονας y′ γίνει (ή αφήσει τη θέση όπου προηγου-
μένως ήταν) κάθετος ή παράλληλος σε κάποια ευθεία που διέρχεται
από δύο σημεία του P .

Απόδειξη. Αν περιστρέψουμε το Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμέ-
νων x′y′ δεξιόστροφα τότε τοRV (p, x′, y′) για ένα σημείο p ∈ P αλλάζει
μόνο όταν ο άξονας y′ γίνει (ή αφήσει τη θέση όπου προηγουμένως ή-
ταν) κάθετος ή παράλληλος σε κάποια ευθεία που διέρχεται από δύο
σημεία του P , δείτε για παράδειγμα το Σχήμα 4.1. Από την προη-
γούμενη πρόταση και αφού το RV (p, x′, y′), p ∈ P ισούται με το σύνολο
των γειτονικών κόμβων του p στο x′y′−μονότονο ελάχιστο συνδετικό
γράφημα του P (Πόρισμα 7), εξάγουμε την πρόταση.
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Σχήμα 4.1: Στο (a) RV (p, x′, y′) = {a, b, d, e, g, h, i}. Στο (b) ο άξονας
y′ γίνεται παράλληλος στο ευθύγραμμο τμήμα ab και πλέον το b δεν
είναι ορθογώνια ορατό από το p. Τελικά, στο (c) ο άξονας y′ έχει
αφήσει τη θέση όπου προηγουμένως ήταν κάθετος στο ευθύγραμμο
τμήμα ef και πλέον το f γίνεται ορθογώνια ορατό από το p.
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Έστω S = {s ∈ [0, π
2 ) : η γραμμή με κλίση s είναι κάθετη ή παράλ-

ληλη σε μια γραμμή που διέρχεται από δύο σημεία του P}. Έστω ότι
το S = {s1, s2, …, sl} με l =

(|P |
2

)
τέτοια ώστε 0 ≤ s1 < s2 < …< sl <

π
2 . Τώρα ορίζουμε το σύνολο Sικανό που είναι ίσο με το {s1, s1+s2

2 , s2,
s2+s3

2 , …, sl, sl+
π
2

2 }. Έστω x1y1, x2y2, …, x2ly2l τα Καρτεσιανά Συστήμα-
τα Συντεταγμένων στα οποία ο κάθετος άξονας (δηλαδή ο άξονας yi)
έχει κλίση στο Sικανό, ταξινομημένα ως προς την κλίση των κάθετων
αξόνων τους.

Θεώρημα 7. Το ομοιόμορφα 2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γρά-
φημα ενός συνόλου σημείων P μπορεί να υπολογιστεί σε O(|P |3) χρό-
νο.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 5 και τους προηγούμενους ορισμούς ε-
ξάγουμε την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 6. Το ομοιόμορφα 2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γρά-
φημα του P είναι ένα από τα x′y′−μονότονα ελάχιστα συνδετικά γρα-
φήματα του P όπου στο Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων x′y′ ο
άξονας y′ έχει κλίση στο Sικανό.

Τώρα δίνουμε έναν O(|P |3) χρόνου αλγόριθμο περιστροφικής σά-
ρωσης. Ο αλγόριθμος αρχικά υπολογίζει το x1y1−μονότονο ελάχιστο
συνδετικό γράφημα του P και μετά εξάγει κάθε xi+1yi+1−μονότονο ε-
λάχιστο συνδετικό γράφημα του P από το xiyi−μονότονο ελάχιστο
συνδετικό γράφημα του P . Κατά τη διάρκεια της διαδικασίας το
Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων xoptyopt στο οποίο ο αλγόριθ-
μος συνάντησε τη λύση ελάχιστου κόστους ως την τρέχουσα στιγμή
αποθηκεύεται. Στο τελευταίο βήμα του ο αλγόριθμος επαναϋπολογί-
ζει το xoptyopt−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα του P το οποί-
ο αφού είναι ίσο με το γράφημα του ορθογωνίου επιρροής G = (P,E)
ως προς το Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων xoptyopt (Πόρισμα 7)
μπορεί να υπολογιστεί σε O(|P | · log |P | + |E|) χρόνο [54]. Η καίρια
πρόταση (την οποία αποδεικνύουμε αργότερα) που κάνει την χρονι-
κή πολυπλοκότητα του αλγορίθμου ίση με O(|P |3) είναι ότι κάθε μετά-
βαση από το xiyi−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα του P στο
xi+1yi+1−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα του P παίρνει O(|P |)
χρόνο.
Για κάθε δύο σημεία p, q του P έστω I(p, q, xi, yi) το πλήθος των ση-

μείων του P \{p, q} που περιέχονται στο ορθογώνιο με γωνιακά σημεία
τα p και q και πλευρές παράλληλες στους άξονες του Καρτεσιανού Συ-
στήματος Συντεταγμένων xiyi. Τότε το RV (q, xi, yi) μπορεί ισοδύναμα
να ορισθεί χρησιμοποιώντας τις ποσότητες I(p, q, xi, yi), p ∈ P \{q}, ως
εξής: p ∈ RV (q, xi, yi) αν I(p, q, xi, yi) = 0.
Αποθηκεύουμε το RV (q, xi, yi), q ∈ P , i = 1,2, …, 2l στη δομή δεδο-

μένων rv(q) που υλοποιείται ως ένα διάνυσμα από |P | λογικές τιμές
(boolean). Επιπλέον αποθηκεύουμε τις τιμές I(p, q, xi, yi), p, q ∈ P , i =
1,2, …, 2l στη μεταβλητή I(p, q).
Ο υπολογισμός των Καρτεσιανών Συστημάτων Συντεταγμένων xiyi,

i = 1, 2, …, 2l μπορεί να γίνει σε O(|P |2 log |P |) χρόνο. Κάθε Καρτεσιανό
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Σύστημα Συντεταγμένων xiyi συνοδεύεται από το ζευγάρι των σημεί-
ων (pi, qi) για το οποίο το ευθύγραμμο τμήμα piqi είναι είτε παράλληλο
ή κάθετο στον άξονα yi ή στον άξονα yi−1.
Οι Ichino και Sklansky [34] σημείωσαν ότι με το να χρησιμοποιή-

σουμε ένα δέντρο εύρους (range tree) [12, 13, 19] που περιέχει τα
σημεία του P μπορούμε να υπολογίσουμε i) το γράφημα του ορθο-
γωνίου επιρροής του P και ii) τις ποσότητες I(p, q, x, y), p, q,∈ P , για
ένα Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων xy. Όπου το δέντρο εύ-
ρους [12, 13, 19] είναι μια δομή δεδομένων στην οποία έχει προε-
πεξεργαστεί ένα στατικό σύνολο σημείων έτσι ώστε να μπορούν να
βρεθούν αποδοτικά τα σημεία του συνόλου που περικλείονται σε έ-
να δοθέν ορθογώνιο με πλευρές παράλληλες προς τους άξονες του
Καρτεσιανού Συστήματος Συντεταγμένων. Εφαρμόζοντας τη μέθο-
δο που περιγράφτηκε στην προπροηγούμενη πρόταση, και σημειώθη-
κε από τους Ichino και Sklansky [34], εξάγονται i) το γράφημα του
ορθογωνίου επιρροής του P ως προς το Καρτεσιανό Σύστημα Συντε-
ταγμένων x1y1 (που από το Πόρισμα 7 ισούται με το x1y1−μονότονο
ελάχιστο συνδετικό γράφημα του P ) και ii) οι ποσότητες I(p, q, x1, y1),
p, q,∈ P .
Τώρα δείχνουμε ότι μπορούμε να ενημερώσουμε όλα τα rv(p), p ∈

P , έτσι ώστε από ίσα με RV (p, xi−1, yi−1), p ∈ P , να γίνουν ίσα με
RV (p, xi, yi), p ∈ P , σε O(|P |) συνολικό χρόνο. Για κάθε p ∈ P \ {pi, qi}
η ενημέρωση του rv(p) παίρνει O(1) χρόνο. Αυτό ισχύει καθώς μόνο
τα σημεία pi και qi πρέπει να εξεταστούν για εισαγωγή στο ή αφαί-
ρεση από το rv(p). Πιο συγκεκριμένα, πρέπει να εξετάσουμε αν για
ένα από αυτά, έστω για το pi, το ορθογώνιο με γωνιακά σημεία τα p
και pi και πλευρές παράλληλες με τους άξονες του Καρτεσιανού Συ-
στήματος Συντεταγμένων xiyi περιέχει (ή δεν περιέχει) το qi ενώ το
ορθογώνιο με γωνιακά σημεία τα p και pi και πλευρές παράλληλες με
τους άξονες του Καρτεσιανού Συστήματος Συντεταγμένων xi−1yi−1

δεν περιείχε (ή περιείχε) το qi. Αν αυτό ισχύει τότε το I(pi, p) αλλά-
ζει και πρέπει να εξετάσουμε αν το pi ανήκει στο rv(p) και πρέπει να
εισαχθεί στο ή να αφαιρεθεί από το rv(p). Όσον αφορά το rv(pi) η ενη-
μέρωση παίρνει O(|P |) χρόνο καθώς πρέπει να εξετάσουμε για κάθε
άλλο σημείο q ∈ P \ {pi, qi} αν το ορθογώνιο με γωνιακά σημεία τα q
και pi και πλευρές παράλληλες προς τους άξονες του Καρτεσιανού
Συστήματος Συντεταγμένων xiyi περιέχει (ή δεν περιέχει) το qi ενώ
το ορθογώνιο με γωνιακά σημεία τα q και pi και πλευρές παράλλη-
λες προς τους άξονες του Καρτεσιανού Συστήματος Συντεταγμένων
xi−1yi−1 δεν περιείχε (ή περιείχε) το qi. Αν αυτό ισχύει τότε πρέπει
να ενημερωθεί το I(q, pi) και να εξεταστεί η ύπαρξη του q στο rv(pi).
Παρόμοια το rv(qi) μπορεί να ενημερωθεί σε O(|P |) χρόνο.

Σημειώνουμε ότι η διαδικασία της παραγωγής του ομοιόμορφα
2K−μονότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήματος ενός συνόλου ση-
μείων μπορεί να τροποποιηθεί τετριμμένα έτσι ώστε να παράγει το
ομοιόμορφα 2K−μονότονο συνδετικό γράφημα με το ελάχιστο πλή-
θος ακμών ενός συνόλου σημείων P σε O(|P |3) χρόνο. Αφού για αυ-
θαίρετο Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων x′y′ το x′y′−μονότονο
ελάχιστο συνδετικό γράφημα του P ισούται με το x′y′−μονότονο συν-
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δετικό γράφημα με το ελάχιστο πλήθος ακμών του P (Πόρισμα 7), η
μόνη τροποποίηση που είναι αναγκαία είναι στη μετάβαση από το
Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων xiyi στο Καρτεσιανό Σύστημα
Συντεταγμένων xi+1yi+1 να ελέγχουμε αν το xi+1yi+1−μονότονο συν-
δετικό γράφημα με το ελάχιστο πλήθος ακμών του P έχει το ελάχιστο
πλήθος ακμών μεταξύ όλων των κατασκευασμένων λύσεων έως τό-
τε.
Στο Σχήμα 4.2 δίνουμε ένα σύνολο σημείων P για το οποίο το ο-

μοιόμορφα 2K−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα του P είναι
διαφορετικό από το ομοιόμορφα 2K−μονότονο συνδετικό γράφημα
με το ελάχιστο πλήθος ακμών του P .

a

b
c

d

f
e

a

b
c

d

f

e

(a) (b)

Σχήμα 4.2: Τα σημεία a,b και c σχηματίζουν μια ορθή γωνία. Επιπλέ-
ον τα σημεία d, e και f σχηματίζουν μια ορθή γωνία. Η κλίση της de
είναι μικρότερη από την κλίση της bc. Το ομοιόμορφα 2K−μονότονο
συνδετικό γράφημα με το ελάχιστο πλήθος ακμών του P εξάγεται ό-
ταν ο άξονας y′ είναι παράλληλος στο de και απεικονίζεται στο (a).
Από την άλλη μεριά το ομοιόμορφα 2K−μονότονο ελάχιστο συνδετι-
κό γράφημα του P εξάγεται όταν ο άξονας y′ είναι παράλληλος στο
bc και απεικονίζεται στο (b).

Στο Σχήμα 4.3 δίνουμε ένα σύνολο σημείων P για το οποίο το (μη-
ομοιόμορφα) 2K−μονότονο συνδετικό γράφημα με το ελάχιστο πλή-
θος ακμών του P δεν ταυτίζεται με το (μη-ομοιόμορφα) 2K−μονότονο
συνδετικό γράφημα με το ελάχιστο κόστος του P .

a

b c d
e

f a

b c d
e

f

(a) (b)

Σχήμα 4.3: Η κλίση του ac είναι π
4 ενώ η κλίση του fd είναι 3π

4 . Στην
(a) απεικονίζεται το 2K−μονότονο συνδετικό γράφημα με το ελάχι-
στο πλήθος ακμών του P . Στην (b) απεικονίζεται το 2K−μονότονο
συνδετικό γράφημα με το ελάχιστο κόστος του P .

Τώρα ασχολούμαστε με το πρόβλημα της αναγνώρισης ομοιόμορ-
φα 2K−μονότονων γραφημάτων. Σημειώνουμε ότι ο O(|E| · log |P |)
χρόνου αλγόριθμος περιστροφικής σάρωσης που δόθηκε στην Ενό-
τητα 3.9 και αποφασίζει αν ένα γεωμετρικό γράφημα G = (P,E) με
ένα καθορισμένο κόμβο r ως ρίζα είναι ομοιόμορφα 2K−μονότονο με
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ρίζα μπορεί εύκολα να επεκταθεί σε ένα O(|P |2 · log |P |+ |P | · |E|) χρό-
νου αλγόριθμο περιστροφικής σάρωσης που αποφασίζει αν το G είναι
ομοιόμορφα 2K−μονότονο. Πιο συγκεκριμένα, για να αποφασίσουμε
αν το G είναι ομοιόμορφα 2K−μονότονο θεωρούμε τα |P | γεωμετρι-
κά γραφήματα με ρίζα (p1, G), (p2, G), …, (p|P |, G) όπου το (pi, G) είναι
το γεωμετρικό γράφημα G με ρίζα pi και {p1, p2, …, p|P |} είναι το
σύνολο των κόμβων του G. Ένα Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμέ-
νων x′y′ περιστρέφεται δεξιόστροφα. Από την Παρατήρηση 6 εξάγε-
ται ότι ένα από αυτά τα |P | γεωμετρικά γραφήματα με ρίζα γίνεται
x′y′−μονότονο με ρίζα ενώ προηγουμένως δεν ήταν, ή αντίστροφα,
μόνο όταν ο άξονας y′ γίνει (ή αφήσει τη θέση όπου προηγουμένως
ήταν) παράλληλος ή κάθετος σε μια γραμμή που διέρχεται από δύ-
ο σημεία του P . Οπότε, O(|P |2) Καρτεσιανά Συστήματα Συντεταγμέ-
νων χρειάζεται να θεωρηθούν, τα οποία μπορούν να υπολογιστούν σε
O(|P |2 log |P |) χρόνο. Κάθε Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων για
το οποίο ο κάθετος άξονας (δηλαδή ο άξονας y′) είναι παράλληλος
ή κάθετος σε μια γραμμή που διέρχεται από δύο σημεία του P , έστω
τα p και q, συνοδεύεται από αυτά τα p και q. Όταν ο άξονας y′ γίνει (ή
αφήσει τη θέση όπου προηγουμένως ήταν) παράλληλος ή κάθετος σε
μια γραμμή που διέρχεται από τα σημεία p, q ∈ P τότε από την Παρα-
τήρηση 6 προκύπτει ότι η κατάσταση, δηλαδή αν είναι x′y′−μονότονα
με ρίζα, των γεωμετρικών γραφημάτων με ρίζα (p,G) και (q,G) μπορεί
να αλλάξει. Οπότε εκτελούνται τα βήματα του αλγορίθμου της ανα-
γνώρισης ομοιόμορφα 2K−μονότονων με ρίζα γραφημάτων που δό-
θηκε στην Ενότητα 3.9 για το χειρισμό του γεγονότος που σχετίζεται
με το τρέχων Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων x′y′ για τα γεωμε-
τρικά γραφήματα με ρίζα (p,G) και (q,G). Επιπρόσθετα αν pq ∈ E τότε
από την Παρατήρηση 6 προκύπτει ότι η κατάσταση, δηλαδή αν είναι
x′y′−μονότονα με ρίζα, κάθε (r,G), r ∈ P \ {p, q}, μπορεί να αλλάξει.
Τότε για κάθε (r,G), r ∈ P \ {p, q}, εκτελούνται τα βήματα του αλγο-
ρίθμου της αναγνώρισης ομοιόμορφα 2K−μονότονων με ρίζα γραφη-
μάτων που δόθηκε στην Ενότητα 3.9 για το χειρισμό του γεγονότος
που σχετίζεται με το τρέχων Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων
x′y′. Τα εναπομείναντα βήματα, δηλαδή τα βήματα μετά τον υπολογι-
σμό των ικανών Καρτεσιανών Συστημάτων Συντεταγμένων (δηλαδή
των Καρτεσιανών Συστημάτων Συντεταγμένων που αρκεί να εξετά-
σουμε για να αποφασίσουμε αν το γεωμετρικό γράφημα με ρίζα είναι
ομοιόμορφα 2K−μονότονο με ρίζα) και τον υπολογισμό των λιστών
Li, του αλγορίθμου της αναγνώρισης ομοιόμορφα 2K−μονότονων με
ρίζα γραφημάτων που δόθηκε στην Ενότητα 3.9 για οποιοδήποτε από
αυτά τα |P | γεωμετρικά γραφήματα με ρίζα παίρνουν O(|E|) συνολι-
κό χρόνο (Ενότητα 3.9). Οπότε το να εκτελεστούν τα εναπομείναντα
βήματα για όλα αυτά τα |P | γεωμετρικά γραφήματα με ρίζα παίρνει
O(|P | · |E|) συνολικό χρόνο.



58

4.3 Ένας 2−προσεγγιστικός αλγόριθμος για
το πρόβλημα της εύρεσης του y−μο-
νότονου ελάχιστου συνδετικού γραφή-
ματος με k ρίζες

Τώρα μελετάμε το πρόβλημα της εύρεσης του y−μονότονου ελάχι-
στου συνδετικού γραφήματος με k ρίζες ενός συνόλου σημείων με k
ρίζες P , όπου 1 < k < |P |. Υποθέτουμε ότι δεν υπάρχουν δύο σημεία
με ίδια y−συντεταγμένη.
Έστω P ένα σύνολο σημείων και a, b ∈ R τότε με Pa<y<b συμβο-

λίζουμε το υποσύνολο του P για το οποίο οι y−συντεταγμένες των
σημείων του είναι μεταξύ του a και του b. Παρόμοια ορίζονται τα
υποσύνολα Pa<y≤b, Pa≤y<b και Pa≤y≤b.
Στο Λήμμα 1 σημειώνουμε ότι το y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό

δέντρο με ρίζα ενός συνόλου σημείων P με ρίζα r είναι η ένωση του
(i) y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα του Py≤y(r)

και του (ii) y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα του
Py≥y(r). Το προηγούμενο λήμμα επεκτείνεται στο ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 8. Έστω P ένα σύνολο σημείων με k ρίζες, με 1 < k < |P |,
όπου r1, r2, …, rk είναι οι ρίζες του P τέτοιες ώστε y(r1) < y(r2) < …<
y(rk). Τότε το y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό γράφημα με k ρίζες
του P είναι η ένωση
1. του y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα του

Py≤y(r1).
2. του y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου με ρίζα του

Py≥y(rk).
3. του y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήματος με 2 ρίζες

του Py(ri)≤y≤y(ri+1), 1 ≤ i ≤ k − 1.

Θεώρημα 8. Δοθέντος ενός συνόλου σημείων P με k ρίζες, με 1 < k <
|P |, μπορούμε να εξάγουμε σε O(|P | · log2 |P |) χρόνο ένα y−μονότονο
συνδετικό γράφημα με k ρίζες του P με κόστος το πολύ δύο φορές
το κόστος του y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήματος με k
ρίζες του P .

Απόδειξη. Για ένα σύνολο σημείων P με 2 ρίζες τις r1 και r2 που είναι
το χαμηλότερο και το υψηλότερο σημείο του P , αντίστοιχα, αποδει-
κνύουμε το ακόλουθο λήμμα.
Λήμμα 9. Δοθέντος ενός συνόλου σημείων P με 2 ρίζες τις r1 και r2
που είναι το χαμηλότερο και το υψηλότερο σημείο του P , αντίστοι-
χα, μπορούμε να εξάγουμε σε O(|P | · log2 |P |) χρόνο ένα y−μονότονο
συνδετικό γράφημα με 2 ρίζες του P με κόστος το πολύ δύο φορές
το κόστος του y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήματος με 2
ρίζες του P .

Απόδειξη. Αρχικά εφαρμόζουμε το Θεώρημα 1 στο P θεωρώντας ότι
το P έχει μόνο μία ρίζα την r1 και εξάγουμε το γεωμετρικό γράφη-
μα G1. Μετά, εφαρμόζουμε το Θεώρημα 1 στο P θεωρώντας ότι το
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P έχει μόνο μία ρίζα την r2 και εξάγουμε το γεωμετρικό γράφημα
G2. Στο τελικό βήμα επιστρέφουμε την ένωση των G1 και G2. Το
γεωμετρικό γράφημα G1 ∪ G2 είναι y−μονότονο με 2 ρίζες καθώς το
G1 (G2) είναι y−μονότονο με ρίζα την r1 (αντίστοιχα την r2). Τώρα
αποδεικνύουμε ότι το G1 ∪ G2 έχει κόστος το πολύ δύο φορές το κό-
στος του y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού γραφήματος με 2 ρίζες
Gopt του P . Αφού στο Gopt όλα τα σημεία συνδέονται με την r1 (r2)
με y−μονότονα μονοπάτια τότε προκύπτει ότι το κόστος του Gopt εί-
ναι μεγαλύτερο από ή ίσο με το κόστος του G1 (αντίστοιχα του G2).
Οπότε, το κόστος του G1 ∪ G2 που είναι μικρότερο από ή ίσο με το
άθροισμα των κοστών του G1 και του G2 είναι το πολύ δύο φορές το
κόστος του Gopt.

Από το Λήμμα 8, το Θεώρημα 1 και το Λήμμα 9 εξάγουμε το θεώ-
ρημα.

Ένα γεωμετρικό γράφημα G = (P,E) με 2 ρίζες τις r1, r2 για τις ο-
ποίες ισχύει ότι y(r1) < y(p) < y(r2), p ∈ P\{r1, r2}, είναι ένα y−μονότονο
με 2 ρίζες γράφημα αν και μόνο αν για κάθε p ∈ P \ {r1, r2} υπάρχουν
q1, q2 γειτονικά του p με y(q1) < y(p) < y(q2) [40]. Επιπρόσθετα, ένα
γεωμετρικό γράφημα G = (P,E) με μία ρίζα r που δεν είναι ούτε το
υψηλότερο ούτε το χαμηλότερο σημείο του P είναι y−μονότονο με ρί-
ζα αν και μόνο αν για κάθε p ∈ P \{r} υπάρχει q γειτονικό του p τέτοιο
ώστε το y(q) να είναι μεταξύ του y(r) (συμπεριλαμβανομένου του y(r))
και του y(p) (Πρόταση 1). Επεκτείνουμε τις προηγούμενες δύο προτά-
σεις στον ακόλουθο ισοδύναμο χαρακτηρισμό των y−μονότονων με
k ρίζες γραφημάτων όπου ο χαρακτηρισμός αυτός συνεπάγεται έναν
αποδοτικό αλγόριθμο αναγνώρισης y−μονότονων με k ρίζες γραφη-
μάτων.

Πρόταση 7. Έστω G = (P,E) ένα γεωμετρικό γράφημα με k ρίζες,
όπου 1 < k < |P | και όπου οι ρίζες είναι οι r1, r2, …, rk τέτοιες ώστε
y(r1) < y(r2) < …< y(rk). Τότε το G είναι y−μονότονο με k ρίζες αν
και μόνο αν
1. για κάθε p ∈ Py<y(r1) υπάρχει q γειτονικό του p με y(q) ∈ (y(p), y(r1)].
2. για κάθε p ∈ Py>y(rk) υπάρχει q γειτονικό του p με y(q) ∈ [y(rk), y(p)).
3. για κάθε p ∈ Py(ri)<y<y(ri+1) υπάρχουν q1, q2 γειτονικά του p με

y(q1) ∈ [y(ri), y(p)) και y(q2) ∈ (y(p), y(ri+1)], i = 1, 2, …, k − 1.
4. υπάρχει q γειτονικό του r1 με y(q) ∈ (y(r1), y(r2)].
5. υπάρχει q γειτονικό του rk με y(q) ∈ [y(rk−1), y(rk)).
6. υπάρχουν q1, q2 γειτονικά του ri με y(q1) ∈ [y(ri−1), y(ri)) και y(q2) ∈

(y(ri), y(ri+1)], 2 ≤ i ≤ k − 1.
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Κατασκευάζοντας 2K−μο-
νότονα συνδετικά γραφή-
ματα σε σύνολα σημείων
σε κυρτή θέση

Στο κεφάλαιο αυτό μελετάμε το πρόβλημα της παραγωγής 2K−μο-
νότονων συνδετικών γραφημάτων σε σύνολα σημείων σε κυρτή θέ-
ση. Αποδεικνύουμε ότι για κάθε σύνολο σημείων σε κυρτή θέση P
μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα 2K−μονότονο συνδετικό γράφημα
που αποτελείται από το P , το πολύ ένα Steiner σημείο (δηλαδή ένα
επιπρόσθετο σημείο που δεν δίνεται ως είσοδος) και το πολύ 4|P | − 8
ακμές.
Στο κεφάλαιο αυτό υποθέτουμε ότι τα σύνολα σημείων που μελε-

τάμε είναι σε γενική θέση, δηλαδή δεν περιέχουν 3 σημεία συνευθεια-
κά.

5.1 Προπαρασκευαστικά
Ένα σύνολο σημείων P είναι σε κυρτή θέση αν κανένα σημείο p ∈ P
δεν είναι κυρτός συνδυασμός των υπολοίπων σημείων του P .
Χρησιμοποιούμε το συμβολισμό των μονόπλευρων (ως προς μια

ευθεία) συνόλων σημείων σε κυρτή θέση που χρησιμοποιήθηκε στο
άρθρο των Dehkordi et al. [20]. Έστω P ένα σύνολο σημείων σε κυρ-
τή θέση, L μια γραμμή και l, h ∈ P τα σημεία με τις ακραίες προβολές
l′, h′ στην L, δηλαδή για τα οποία η προβολή p′ στην L κάθε σημεί-
ου p ∈ P ανήκει στο ευθύγραμμο τμήμα l′h′. Το P είναι μονόπλευρο
(one-sided) ως προς την L αν τα l και h είναι γειτονικά στο σύνορο
της κυρτής θήκης του P . Το P είναι μονόπλευρο αν υπάρχει γραμμή
L τέτοια ώστε το P να είναι μονόπλευρο ως προς την L. Παρόμοια με
τον ορισμό των συνόλων σημείων σε κυρτή θέση που είναι μονόπλευ-
ρα ως προς μια ευθεία, το σύνολο σημείων σε κυρτή θέση P είναι
μονόπλευρο ως προς την κατεύθυνση του διανύσματος −→d αν είναι
μονόπλευρο ως προς μία ευθεία παράλληλη στο −→d .
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Θεωρήστε για παράδειγμα το σύνολο σημείων σε κυρτή θέση που
απεικονίζεται στο Σχήμα 5.1(a). Το σύνολο σημείων είναι μονόπλευρο
ως προς την ευθεία L και αφού η L είναι παράλληλη με το διάνυσμα−→
d τότε το σύνολο σημείων είναι επίσης μονόπλευρο ως προς την
κατεύθυνση του −→d .
Γεγονός 5 ([20]). Έστω P ένα σύνολο σημείων σε κυρτή θέση, −→d
ένα διάνυσμα και l, h ∈ P τα σημεία με τις ακραίες προβολές σε μια
γραμμή L παράλληλη με το −→d . Τότε το σύνολο των σημείων του P
που διασχίζονται καθώς μετακινούμαστε σύμφωνα με τη φορά των
δεικτών του ρολογιού από το l στο h (αντίστοιχα από το h στο l)
στο σύνορο της κυρτής θήκης του P είναι μονόπλευρο ως προς την
κατεύθυνση του −→d . Το σύνολο παραμένει μονόπλευρο ακόμα και αν
ένα από ή και το l και το h αφαιρεθούν.
Δείτε για παράδειγμα το Σχήμα 5.1(b). Το σύνολο των σημείων

που διασχίζονται καθώς μετακινούμαστε σύμφωνα με τη φορά των
δεικτών του ρολογιού από το l στο h (αντίστοιχα από το h στο l)
στο σύνορο της κυρτής θήκης του συνόλου σημείων σε κυρτή θέση
P είναι μονόπλευρο ως προς την κατεύθυνση του −→d .

L
h

l
d

L
h

l
d

(a) (b)

Σχήμα 5.1: Παραδείγματα μονόπλευρων συνόλων σημείων σε κυρτή
θέση.

Γεγονός 6 (Λήμμα 1 στο [20]). Έστω P ένα μονόπλευρο σύνολο ση-
μείων σε κυρτή θέση τότε ένα επίπεδο 2K−μονότονο1 γράφημα μπο-
ρεί να κατασκευαστεί με το P ως το σύνολο των κόμβων εισάγοντας
2|P | − 3 ακμές. |P | από αυτές τις ακμές που εισάγονται είναι ακμές
στο σύνορο της κυρτής θήκης του P ενώ οι υπόλοιπες |P | − 3 είναι
διαγώνιοι του κυρτού πολυγώνου με κόμβους τα σημεία του P .

5.2 2K−μονότονα συνδετικά γραφήματα με
σταθερό πλήθος Steiner σημείων και
γραμμικό πλήθος ακμών σε σύνολα ση-
μείων σε κυρτή θέση

Σε αυτήν την ενότητα αποδεικνύουμε ότι δοθέντος ενός συνόλου
σημείων σε κυρτή θέση P στο επίπεδο μπορούμε να εξάγουμε ένα

1Στην πραγματικότητα οι Dehkordi et al. [20] στο Λήμμα 1 τους έγραψαν ότι το
γράφημα είναι ένα γράφημα αυξουσών-χορδών όμως διαβάζοντας την αποδειξή τους
το γράφημα που παράγουν οι Dehkordi et al. [20] είναι 2K−μονότονο.
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2K−μονότονο γράφημα με το P και το πολύ ένα Steiner σημείο ως το
σύνολο των κόμβων του και το πολύ 4|P | − 8 ακμές.
Στο Λήμμα 10 αρχικά δείχνουμε ότι για την ειδική περίπτωση των

συνόλων σημείων σε κυρτή θέση P για τα οποία όλα τα σύνολα σημεί-
ων Px≤0, Px>0, Py≤0, Py>0 είναι μονόπλευρα μπορούμε να κατασκευά-
σουμε ένα 2K−μονότονο γράφημα για το οποίο το σύνολο των κόμ-
βων του αποτελείται από το P και το πολύ ένα Steiner σημείο και
περιέχει το πολύ 4|P | − 8 ακμές. Κάποια από τα βήματα που παίρ-
νουμε στην απόδειξη μας είναι παρόμοια με τα βήματα που πήραν
οι Dehkordi et al. [20] ώστε να εξάγουν το δεύτερο θεώρημα τους,
δηλαδή το θεώρημα τους που σχετίζεται με τα σύνολα σημείων σε
κυρτή θέση.
Λήμμα 10. Δοθέντος ενός συνόλου σημείων σε κυρτή θέση P στο ε-
πίπεδο τέτοιο ώστε όλα τα σύνολα σημείων Px≤0, Px>0, Py≤0, Py>0 είναι
μονόπλευρα μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα 2K−μονότονο γράφη-
μα με το P και το πολύ ένα Steiner σημείο ως το σύνολο των κόμβων
του και το πολύ 4|P | − 8 ακμές.

Απόδειξη. Αν ένα από τα σύνολα σημείων Px≤0, Px>0, Py≤0 ή Py>0

περιέχει το πολύ 2 σημεία μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα 2K−
μονότονο γράφημα με το P ως το σύνολο των κόμβων του και το
πολύ 4|P | − 10 ακμές. Για αυτό υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γε-
νικότητας ότι το Px≤0 περιέχει το πολύ 2 σημεία και ότι |Px≤0| ≤
min{|Px>0|, |Py≤0|, |Py>0|}. Τότε αφού το σύνολο σημείων Px>0 είναι
μονόπλευρο χρησιμοποιούμε το Γεγονός 6 και συνδέουμε κάθε ζευ-
γάρι σημείων στο Px>0 με ένα 2K−μονότονο μονοπάτι εισάγοντας
2|Px>0| − 3 ακμές. Τώρα θεωρούμε τις περιπτώσεις όπου |Px≤0| = 0,
|Px≤0| = 1 και |Px≤0| = 2.
Αν |Px≤0| = 0 τότε το P ταυτίζεται με το Px>0. Αφού χρησιμοποιή-

σαμε το Γεγονός 6 κατασκευάσαμε ένα 2K−μονότονο γράφημα με το
P ως το σύνολο των κόμβων του και 2|P | − 3 ακμές.
Αν |Px≤0| = 1 τότε |Px>0| = |P | − 1. Έστω ότι Px≤0 = {p}. Εισά-

γουμε |P | − 1 επιπρόσθετες ακμές συνδέοντας το p με όλα τα σημεία
του Px>0. Υπενθυμίζουμε ότι αφού το σύνολο σημείων Px>0 είναι μο-
νόπλευρο έχουμε χρησιμοποιήσει το Γεγονός 6 και έχουμε συνδέσει
κάθε ζευγάρι σημείων στο Px>0 με ένα 2K−μονότονο μονοπάτι ει-
σάγοντας 2|Px>0| − 3 = 2|P | − 5 ακμές. Οπότε κατασκευάζουμε ένα
2K−μονότονο γράφημα με το P ως το σύνολο των κόμβων του και
2|Px>0| − 3 + |P | − 1 = 3|P | − 6 ακμές.
Αν |Px≤0| = 2 τότε |Px>0| = |P | − 2. Έστω ότι Px≤0 = {p, q}. Αρ-

χικά εισάγουμε την ακμή pq. Μετά συνδέουμε τα σημεία p και q με
όλα τα σημεία του Px>0 με ακμές εισάγοντας 2(|P | − 2) επιπρόσθε-
τες ακμές. Υπενθυμίζουμε ότι αφού το σύνολο σημείων Px>0 είναι
μονόπλευρο έχουμε χρησιμοποιήσει το Γεγονός 6 και έχουμε συνδέ-
σει κάθε ζευγάρι σημείων στο Px>0 με ένα 2K−μονότονο μονοπάτι
εισάγοντας 2|Px>0| − 3 = 2|P | − 7 ακμές. Οπότε κατασκευάζουμε ένα
2K−μονότονο γράφημα με το P ως το σύνολο των κόμβων του και
2|Px>0| − 3 + 1 + 2(|P | − 2) = 4|P | − 10 ακμές.
Στο υπόλοιπο της απόδειξης θεωρούμε ότι κάθε σύνολο σημείων

Px≤0, Px>0, Py≤0 και Py>0 περιέχει τουλάχιστον 3 σημεία. Σε αυτήν την



64

περίπτωση εισάγουμε ένα Steiner σημείο που βρίσκεται στην αρχή
των αξόνων, είναι δηλαδή το σημείο O = (0, 0), και κατασκευάζουμε
ένα 2K−μονότονο γράφημα με το P και την αρχή των αξόνων O ως
το σύνολο των κόμβων του και 4|P | − 8 ακμές.
Θεωρήστε για παράδειγμα το σύνολο σημείων σε κυρτή θέση P

που απεικονίζεται στο Σχήμα 5.2(a). Και το Px≤0 και το Px>0 που α-
πεικονίζονται στο Σχήμα 5.2(a) είναι μονόπλευρα ως προς τον άξονα
των y. Το σύνολο σημείων Py>0 που απεικονίζεται στο Σχήμα 5.2(b)
δεν είναι μονόπλευρο ως προς τον άξονα των x. Όμως και το Py≤0

και το Py>0 που απεικονίζονται στο Σχήμα 5.2(b) είναι μονόπλευρα ως
προς τη διχοτόμο των αξόνων, δηλαδή την ευθεία με εξίσωση y = x.
Το πρώτο βήμα που κάνουμε είναι να εισάγουμε όλες τις |P | α-

κμές που βρίσκονται στο σύνορο της κυρτής θήκης του P . Δείτε για
παράδειγμα το Σχήμα 5.2(c).
ΈστωQ οποιοδήποτε από τα Px≤0, Px>0, Py≤0 και Py>0. Έστω a, b ∈ Q

τέτοια ώστε το Q είναι το σύνολο των σημείων του P που διασχίζον-
ται καθώς μετακινούμαστε σύμφωνα με τη φορά των δεικτών του
ρολογιού από το a στο b στο σύνορο της κυρτής θήκης του P . Τότε
|Q| − 1 ακμές που είναι στο σύνορο της κυρτής θήκης του Q έχουν
ήδη εισαχθεί καθώς είναι επίσης στο σύνορο της κυρτής θήκης του
P (και έχουμε εισάγει όλες τις ακμές που βρίσκονται στο σύνορο της
κυρτής θήκης του P ). Η μόνη ακμή στο σύνορο της κυρτής θήκης
του Q που δεν έχει ήδη εισαχθεί είναι η ακμή ab. Οπότε χρησιμο-
ποιώντας το Γεγονός 6 συνδέουμε κάθε ζευγάρι σημείων του Q με
ένα 2K−μονότονο μονοπάτι εισάγοντας |Q| − 2 επιπρόσθετες ακμές,
δηλαδή ακμές που δε βρίσκονται στο σύνορο της κυρτής θήκης του
P .
Αφού και το Px≤0 και το Px>0 είναι μονόπλευρα χρησιμοποιούμε

το Γεγονός 6 και συνδέουμε κάθε ζευγάρι σημείων του Px≤0 όπως
και κάθε ζευγάρι σημείων του Px>0 με ένα 2K−μονότονο μονοπάτι
εισάγοντας |Px≤0|−2+ |Px>0|−2 = |P |−4 επιπρόσθετες ακμές, δηλαδή
ακμές που δε βρίσκονται στο σύνορο της κυρτής θήκης του P . Δείτε
για παράδειγμα το Σχήμα 5.2(d) όπου οι ακμές που εισάγονται είναι
διακεκομμένες.
Με ανάλογο τρόπο, χρησιμοποιώντας το Γεγονός 6 κάθε ζευγάρι

σημείων του Py≤0 και κάθε ζευγάρι σημείων του Py>0 συνδέεται με
ένα 2K−μονότονο μονοπάτι εισάγοντας |P | − 4 επιπρόσθετες ακμές,
δηλαδή ακμές που δε βρίσκονται στο σύνορο της κυρτής θήκης του
P . Δείτε το Σχήμα 5.2(e) όπου οι ακμές που εισάγονται είναι διακε-
κομμένες.
Μέχρι τώρα έχουμε εισάγει 3|P | − 8 ακμές. Για να κατασκευάσου-

με ένα 2K−μονότονο γράφημα χρειάζεται μόνο να συνδέσουμε κάθε
σημείο του Px≤0 ∩ Py≤0 (αντίστοιχα του Px≤0 ∩ Py>0) με κάθε σημείο
του Px>0 ∩Py>0 (αντίστοιχα του Px>0 ∩Py≤0) με ένα 2K−μονότονο μο-
νοπάτι. Για να το πετύχουμε αυτό εισάγουμε το Steiner σημείο που
είναι η αρχή των αξόνων O. Μετά συνδέουμε κάθε σημείο του P με
το O με ακμή εισάγοντας |P | ακμές ακόμα. Για ένα παράδειγμα δείτε
το Σχήμα 5.2(f) όπου οι ακμές που εισάγονται είναι διακεκομμένες.
Με αυτόν τον τρόπο κάθε σημείο u του Px≤0 ∩ Py≤0 (αντίστοιχα του
Px≤0∩Py>0) συνδέεται με κάθε σημείο v του Px>0∩Py>0 (αντίστοιχα του
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Σχήμα 5.2: Οπτικοποίηση του Λήμματος 10 για ένα αυθαίρετο σύ-
νολο σημείων σε κυρτή θέση P τέτοιο ώστε τα σύνολα σημείων
Px≤0, Px>0, Py≤0 και Py>0 είναι μονόπλευρα.

Px>0∩Py≤0) με το μονοπάτι (u,O, v) το οποίο είναι xy−μονότονο. Οπό-
τε κατασκευάσαμε ένα 2K−μονότονο γράφημα με το P και την αρχή
των αξόνων ως το σύνολο των κόμβων του και 4|P | − 8 ακμές.

Σημειώνουμε ότι το Λήμμα 10 δεν απαιτεί το Px≤0 και το Px>0 (αν-
τίστοιχα το Py≤0 και το Py>0) να είναι μονόπλευρα ως προς τον άξονα
των y (αντίστοιχα ως προς τον άξονα των x). Το Λήμμα 10 απαιτεί
κάθε ένα από τα Px≤0, Px>0, Py≤0 και Py>0 να είναι μονόπλευρο ως
προς κάποια ευθεία που όμως αυτή η ευθεία δεν είναι αναγκαία ένας
από τους άξονες και μπορεί επίσης να είναι διαφορετική για κάθε ένα
από αυτά. Για παράδειγμα, το Py>0 στο Σχήμα 5.2(b) δεν είναι μονό-
πλευρο ως προς τον άξονα των x, όμως είναι μονόπλευρο ως προς τη
διχοτόμο των αξόνων, δηλαδή την ευθεία με εξίσωση y = x.
Στο Λήμμα 11 δείχνουμε ότι για κάθε σύνολο σημείων σε κυρτή

θέση P μπορούμε να εισάγουμε ένα κατάλληλο Καρτεσιανό Σύστημα
Συντεταγμένων με νέους άξονες x′ και y′ έτσι ώστε όλα τα σύνο-
λα σημείων Px′≤0, Px′>0, Py′≤0 και Py′>0 να είναι μονόπλευρα σύνολα
σημείων σε κυρτή θέση. Χρησιμοποιούμε παρόμοια τεχνική με αυτή
που χρησιμοποιήθηκε από τους Dehkordi et al. [20] στο Λήμμα 5 τους.
Χρησιμοποιούμε εκτενώςτο Γεγονός 5.

Λήμμα 11. Δοθέντος ενός συνόλου σημείων σε κυρτή θέση P στο
επίπεδο μπορούμε να ορίσουμε νέους άξονες x′ και y′ έτσι ώστε τα
σύνολα σημείων Px′≤0, Px′>0, Py′≤0 και Py′>0 να είναι μονόπλευρα σύνο-
λα σημείων σε κυρτή θέση.

Απόδειξη. Υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι ο άξονας
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των y δεν είναι κάθετος σε καμμία ακμή στο σύνορο της κυρτής θή-
κης του P . Έστω −→d ένα διάνυσμα με ίδια κατεύθυνση με αυτή του
άξονα των y και l, h το χαμηλότερο και το υψηλότερο σημείο του P

ως προς την κατεύθυνση του −→d , δηλαδή με τη μικρότερη και τη με-
γαλύτερη y−συντεταγμένη, αντίστοιχα. Απαριθμούμε τα σημεία του
P που διασχίζονται καθώς μετακινούμαστε σύμφωνα με τη φορά των
δεικτών του ρολογιού από το l στο h (αντίστοιχα από το h στο l) στο
σύνορο της κυρτής θήκης του P ως a0 = l, a1, a2, . . . , ak = h (αντίστοιχα
ως b0 = h, b1, b2, . . . , bm = l). Δείτε για παράδειγμα το Σχήμα 5.3(a).
Τώρα ορίζουμε το νέο άξονα y′. Ο νέος άξονας y′ είναι η κατευ-

θυνόμενη γραμμή που διέρχεται από το l και το h και είναι κατευθυ-
νόμενη από το l στο h. Δείτε για παράδειγμα το Σχήμα 5.3(a). Το
σύνολο των σημείων Px′≤0 (αντίστοιχα το Px′>0) είναι το σύνολο των
σημείων του P που διασχίζονται καθώς μετακινούμαστε σύμφωνα με
τη φορά των δεικτών του ρολογιού από το l στο h (αντίστοιχα από
το επόμενο σημείο του h στο προηγούμενο σημείο του l) στο σύνορο
της κυρτής θήκης του P . Από το Γεγονός 5 και το Px′≤0 και το Px′>0

είναι μονόπολευρα ως προς την κατεύθυνση του −→d .
Σημειώνουμε ότι το Px′≤0 και το Px′>0 δεν είναι αναγκαία μονό-

πλευρα ως προς το νέο άξονα y′.
Τώρα προσδιορίζουμε το νέο άξονα x′. Παρόμοια με τους Dehkordi

et al. [20] περιστρέφουμε το διάνυσμα −→d σύμφωνα με τη φορά των
δεικτών του ρολογιού έως ότου το −→d να έχει αντίθετη κατεύθυνση
με τον άξονα των y. Κάθε φορά που το −→d γίνεται κάθετο σε κάποια
ακμή στο σύνορο της κυρτής θήκης του P το ζευγάρι του χαμηλό-
τερου και του υψηλότερου σημείου του P ως προς την κατεύθυνση
του −→d αλλάζει [20]. Η ιδέα της προσέγγισης μας είναι να βρούμε
διαδοχικά ζευγάρια χαμηλότερου και υψηλότερου σημείου (l′, h′) και
(l′′, h′′) ως προς την κατεύθυνση του −→d τέτοια ώστε ∠(−→l′h′,

−→
lh) < π

2 και
∠(
−−→
l′′h′′,

−→
lh) ≥ π

2 . Τότε ορίζουμε σημεία pl και ph στα ευθύγραμμα τμή-
ματα l′l′′ και h′h′′, αντίστοιχα, τέτοια ώστε η κατευθυνόμενη γραμμή
από το pl στο ph να είναι κάθετη στον άξονα y′. Αυτή η γραμμή θα εί-
ναι ο νέος άξονας x′. Σημειώνουμε ξανά ότι το σύνολο σημείων Py′≤0

και το Py′>0 δεν θα είναι αναγκαία μονόπλευρο ως προς το νέο άξονα
x′. Όμως και τα δύο θα είναι μονόπλευρα ως προς την κατεύθυνση
του −→d μετά απο κατάλληλη περιστροφή του −→d .
Έστω −→d0 το διάνυσμα που είναι ίσο με το

−→
d όταν έχει ίδια κατεύ-

θυνση με τον άξονα των y. Έστω −→di το διάνυσμα που είναι ίσο με
το −→d την i−στή φορά που το −→d γίνεται κάθετο σε ακμή του συνό-
ρου της κυρτής θήκης του P κατά τη διάρκεια της περιστροφής του−→
d . Πιο συγκεκριμένα έστω −→d1,

−→
d2, …,

−→
df τα διανύσματα που είναι ίσα

με το −→d την πρώτη, δεύτερη, …, τελική φορά, αντίστοιχα, που γί-
νεται κάθετο σε ακμή του συνόρου της κυρτής θήκης του P . Έστω
επίσης η ακολουθία των χαμηλότερων, υψηλότερων ζευγαριών ση-
μείων (l0, h0) = (l = a0, h = b0), (l1, h1), (l2, h2), …, (lf , hf ) που εξάγονται
ως προς την κατεύθυνση του −→d καθώς το −→d περιστρέφεται. Τότε
(lf , hf ) = (h = ak, l = bm) [20]. Έστω (li, hi) = (aj , br) για κάποια j και
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r τότε όπως σημειώθηκε από τους Dehkordi et al. [20] το (li+1, hi+1)
είναι ίσο με:

• (aj+1, br): αν το
−−→
di+1 είναι κάθετο στο −−−−→ajaj+1 και δεν είναι κάθετο

στο −−−−→brbr+1

• (aj , br+1): αν το
−−→
di+1 είναι κάθετο στο

−−−−→
brbr+1 και δεν είναι κάθετο

στο −−−−→ajaj+1

• (aj+1, br+1): αν το
−−→
di+1 είναι κάθετο και στο −−−−→ajaj+1 και στο

−−−−→
brbr+1

Δείτε για παράδειγμα τα Σχήματα 5.3(b)-5.3(e). Τα ζευγάρια των
χαμηλότερων, υψηλότερων σημείων (l1, h1)−(l4, h4) παράγονται όπως
επίσης και η ακολουθία των διανυσμάτων −→d1, . . . ,

−→
d4 καθώς το διάνυ-

σμα −→d περιστρέφεται σύμφωνα με τη φορά των δεικτών του ρολο-
γιού. Τα σημεία li, hi συνδέονται με ένα διακεκομμένο διάνυσμα από
το χαμηλότερο (li) στο υψηλότερο (hi). Κάθε φορά που το

−→
d γίνε-

ται κάθετο σε μια ακμή στο σύνορο της κυρτής θήκης του συνόλου
σημείων το −→d εκχωρείται στο −→di με ουρά σε αυτήν την ακμή.
Βασιζόμενοι στο Γεγονός 5 οι Dehkordi et al. [20] σημείωσαν επί-

σης ότι το σύνολο των σημείων του P που διασχίζονται καθώς μετα-
κινούμαστε σύμφωνα με τη φορά των δεικτών του ρολογιού από το
li στο hi (αντίστοιχα από το hi στο li) στο σύνορο της κυρτής θήκης
του P συμπεριλαμβανομένων και των li και hi ή ενός από τα li και hi ή
χωρίς να συμπεριληφθεί κανένα από τα li και hi για i = 1, 2, . . . , f είναι
μονόπλευρο ως προς την κατεύθυνση κάθε διανύσματος −→d′ ίσου με
το −→d καθώς το −→d περιστρέφεται σύμφωνα με τη φορά των δεικτών
του ρολογιού από το −→di στο

−−→
di+1 μη συμπεριλαμβανομένων των

−→
di και−−→

di+1, δηλαδή τέτοιου ώστε ∠(−→di ,
−→
d0) < ∠(

−→
d′ ,
−→
d0) < ∠(−−→di+1,

−→
d0).

Έστω i0 δείκτης τέτοιος ώστε ∠(
−−−→
li0hi0 ,

−→
lh) < π

2 και ∠(
−−−−−−−→
li0+1hi0+1,

−→
lh) ≥

π
2 . Αφού ∠(−−→l0h0,

−→
lh) = 0 < π

2 και ∠(−−→lfhf ,
−→
lh) = π > π

2 τέτοιος δεί-
κτης υπάρχει. Για παράδειγμα στα Σχήματα 5.3(b)-5.3(d) έχουμε ότι
∠(−→lihi,

−→
lh) < π

2 , i = 1, 2, 3 ενώ ∠(−−→l4h4,
−→
lh) > π

2 (Σχήμα 5.3(e)), οπότε i0 = 3.
Αν ∠(−−−−−−−→li0+1hi0+1,

−→
lh) = π

2 τότε θέτουμε pl = li0+1 και ph = hi0+1, δηλα-
δή ο άξονας x′ είναι η κατευθυνόμενη γραμμή από το pl στο ph. Τότε
το Py′≤0 (αντίστοιχα το Py′>0) είναι το σύνολο των σημείων του P που
διασχίζονται καθώς μετακινούμαστε σύμφωνα με τη φορά των δει-
κτών του ρολογιού από το hi0+1 στο li0+1 (αντίστοιχα από το επόμενο
του li0+1 στο προηγούμενο του hi0+1) στο σύνορο της κυρτής θήκης
του P . Οπότε από το Γεγονός 5 προκύπτει ότι και το Py′≤0 και το Py′>0

είναι μονόπλευρα.
Αλλιώς έστω (li0 , hi0) = (aj , br). Τότε σύμφωνα με τους Dehkordi

et al. [20] το (li0+1, hi0+1) είναι ίσο ή με το (aj+1, br) ή με το (aj , br+1)
ή με το (aj+1, br+1). Θεωρούμε όλες τις πιθανές περιπτώσεις για την
τιμή (li0+1, hi0+1). Για κάθε περίπτωση καθορίζουμε τα σημεία pl και
ph οπότε βρίσκουμε τον άξονα x′ που είναι η κατευθυνόμενη γραμμή
από το pl στο ph.



68

Αν (li0+1, hi0+1) = (aj+1, br) τότε θέτουμε ph = br και pl το σημείο του
ευθύγραμμου τμήματος ajaj+1 για το οποίο ∠(−−→plph,

−→
lh) είναι ίση με π

2 .
Τότε το σύνολο Py′≤0 (αντίστοιχα το Py′>0) είναι το σύνολο των ση-
μείων του P που διασχίζονται καθώς μετακινούμαστε σύμφωνα με τη
φορά των δεικτών του ρολογιού από το hi0+1 = br στο προηγούμενο
του li0+1, δηλαδή στο aj (αντίστοιχα από το li0+1 = aj+1 στο προηγού-
μενο του hi0+1) στο σύνορο της κυρτής θήκης του P . Τότε από το
Γεγονός 5 και το Py′≤0 και το Py′>0 είναι μονόπλευρα.
Αν (li0+1, hi0+1) = (aj , br+1) τότε θέτουμε pl = aj και ph το σημείο

του ευθύγραμμου τμήματος brbr+1 τέτοιο ώστε ∠(−−→plph,
−→
lh) = π

2 , δείτε
για παράδειγμα το Σχήμα 5.3(f). Τότε το σύνολο Py′≤0 (αντίστοιχα
το Py′>0) είναι το σύνολο των σημείων του P που διασχίζονται καθώς
μετακινούμαστε σύμφωνα με τη φορά των δεικτών του ρολογιού από
το hi0+1 = br+1 στο li0+1 = aj (αντίστοιχα από το επόμενο του li0+1

στο προηγούμενο του hi0+1) στο σύνορο της κυρτής θήκης του P .
Τότε από το Γεγονός 5 προκύπτει ότι και το Py′≤0 και το Py′>0 είναι
μονόπλευρα.
Η τελευταία περίπτωση είναι όταν (li0+1, hi0+1) = (aj+1, br+1). Αν

∠(−−−−→ajbr+1,
−→
lh) ≥ π

2 τότε θέτουμε pl = aj και ph το σημείο στο ευθύγραμ-
μο τμήμα brbr+1 τέτοιο ώστε ∠(−−→plph,

−→
lh) = π

2 . Τότε το σύνολο Py′≤0

(αντίστοιχα το Py′>0) είναι το σύνολο των σημείων του P που διασχί-
ζονται καθώς μετακινούμαστε σύμφωνα με τη φορά των δεικτών του
ρολογιού από το hi0+1 στο προηγούμενο του li0+1 (αντίστοιχα από το
li0+1 στο προηγούμενο του hi0+1) στο σύνορο της κυρτής θήκης του
P . Από το Γεγονός 5 προκύπτει ότι και το Py′≤0 και το Py′>0 είναι μο-
νόπλευρα. Αλλιώς αν ∠(−−−−→ajbr+1,

−→
lh) < π

2 τότε αφού ∠(−−−−−−→aj+1br+1,
−→
lh) > π

2
θέτουμε ph = br+1 και pl το σημείο στο ευθύγραμμο τμήμα ajaj+1 τέ-
τοιο ώστε ∠(−−→plph,

−→
lh) = π

2 . Παρόμοια με την προηγούμενη περίπτωση
από το Γεγονός 5 και το Py′≤0 και το Py′>0 είναι μονόπλευρα.

Από το Λήμμα 10 και το Λήμμα 11 εξάγουμε το κύριο αποτέλεσμα
του κεφαλαίου αυτού:

Θεώρημα 9. Δοθέντος ενός συνόλου σημείων σε κυρτή θέση P στο
επίπεδο μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα 2K−μονότονο γράφημα
για το οποίο το σύνολο των κόμβων του αποτελείται από το P και το
πολύ ένα Steiner σημείο και έχει το πολύ 4|P | − 8 ακμές.



69

y

y′

a0 = l = b4

a1

a2

a3 = h = b0
b1

b2

b3

d

y′

l1 = l

a1

a2

h

h1 = b1
b2

b3

d1

< π
2

(a) (b)
y′

l
l2 = a1

a2

h

h2 = b1
b2

b3

d2

< π
2

y′

l
l3 = a1

a2

h

b1

h3 = b2

b3

d3

< π
2

(c) (d)

y′

l
l4 = a1

a2

h

b1
b2

h4 = b3

d4

> π
2

y′

l
pl = a1

a2

h

b1
b2

b3

ph

x′

(e) (f)

Σχήμα 5.3: Εισάγοντας ένα κατάλληλο Καρτεσιανό Σύστημα Συντε-
ταγμένων για ένα αυθαίρετο σύνολο σημείων σε κυρτή θέση.
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Το πρόβλημα της απεικό-
νισης ενός δέντρου με ρί-
ζα ως ένα y−μονότονο ε-
λάχιστο συνδετικό δέντρο
με ρίζα

Στο κεφάλαιο αυτό δίνουμε ένα γραμμικού χρόνου αλγόριθμο ο οποί-
ος απεικονίζει ένα δέντρο με ρίζα ως ένα y−μονότονο ελάχιστο συν-
δετικό δέντρο με ρίζα. Αυτό σημαίνει ότι παρέχουμε ένα γραμμικού
χρόνου αλγόριθμο ο οποίος δέχεται ως είσοδο ένα δέντρο T με ρίζα r
και κατασκευάζει μια απεικόνιση ευθύγραμμων-τμημάτων Γ του T με
την ακόλουθη ιδιότητα: Το y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο
με ρίζα του συνόλου σημείων με ρίζα P στο οποίο απεικονίζονται οι
κόμβοι του T στο Γ είναι ισομορφικό με το T , όπου η ρίζα του P είναι
το σημείο του P στο οποίο απεικονίζεται η r στο Γ. Πόρισμα της προ-
ηγούμενης πρότασης είναι ότι δεν υπάρχει σταθερά C τέτοια ώστε ο
μέγιστος βαθμός κάθε y−μονότονου ελάχιστου συνδετικού δέντρου
με ρίζα να είναι φραγμένος από τη C. Επιπλέον δείχνουμε ότι υπάρ-
χουν δέντρα με ρίζα για τα οποία κάθε απεικονιση στο πλέγμα ως ένα
y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα απαιτεί ένα πλέγμα
με εκθετικό εμβαδό (και όχι ένα πλέγμα με πολυωνυμικό εμβαδό).

6.1 Το πρόβλημα της απεικόνισης ενός δέν-
τρου με ρίζα ως ένα y−μονότονο ελά-
χιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα

Τώρα δίνουμε τον αλγόριθμο μας που απεικονίζει ένα δέντρο T με
ρίζα r ως ένα y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα. Ο αλ-
γόριθμος μας είναι αναδρομικός. Αρχικά απεικονίζει τα υποδέντρα
T1, T2, …, TM με ρίζες p1, p2, …, pM , αντίστοιχα, που συνδέονται με
ακμή με τη ρίζα r, ως y−μονότονα ελάχιστα συνδετικά δέντρα με ρί-
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ζα και μετά υπολογίζει κατάλληλα διανύσματα −→rp1, −→rp2, …, −−→rpM έτσι
ώστε η τελική απεικόνιση να είναι ένα y−μονότονο ελάχιστο συνδε-
τικό δέντρο με ρίζα. Ο αλγόριθμος τοποθετεί τη ρίζα r χαμηλότερα
από τους υπόλοιπους κόμβους. Επιπλέον τοποθετεί τους άλλους κόμ-
βους έτσι ώστε για κάθε κόμβο u του T με u ̸= r ο γονιός του u να
είναι το κοντινότερο σημείο κάτω από το u στο u και ο u να μη συν-
δέεται με ακμή με κανέναν άλλο κόμβο κάτω από αυτόν. Οπότε από
το Πόρισμα 2 η απεικόνιση είναι ένα y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό
δέντρο με ρίζα. Σε κάθε κόμβο u ̸= r του T εκχωρούμε το διάνυσμα−−−→
p(u)u όπου με p(u) συμβολίζεται ο γονιός του u στο T . Επιπλέον σε
κάθε κόμβο u του T αποθηκεύουμε το πλάτος (πλάτος(u)) και το ύ-
ψος (ύψος(u)) του φράσοντος ορθογωνίου, δηλαδή του ορθογωνίου
με πλευρές παράλληλες στους άξονες του Καρτεσιανού Συστήματος
Συντεταγμένων που περικλείει την απεικόνιση του υποδέντρου του T
με ρίζα το u και έχει το μικρότερο εμβαδό.
Αν το T έχει βάθος 0, δηλαδή το T αποτελείται μόνο από τη ρίζα

r, τότε εκχωρούμε πλάτος(r) = ύψος(r) = 0.
Τώρα δίνουμε το επαγωγικό βήμα όπου το δέντρο T έχει βάθος

τουλάχιστον 1. Έστω p1, p2, …, pM τα παιδιά του r και T1, T2, …,
TM τα αντίστοιχα υποδέντρα. Υποθέτουμε ότι τα υποδέντρα T1, T2,
…, TM έχουν απεικονιστεί ως y−μονότονα ελάχιστα συνδετικά δέν-
τρα με ρίζα και τώρα εκχωρούμε τις τιμές των διανυσμάτων −→rp1,−→rp2, …, −−→rpM . Έστω ότι −→rpi = (xi, yi), i = 1, 2,…, M , τότε yM = 1, yi−1

= yi + ύψος(pi) + 1, i = M , M − 1, …, 2 οπότε το υποδέντρο Ti−1 α-
πεικονίζεται πάνω από το υποδέντρο Ti. Τώρα στρέφουμε την προ-
σοχή μας στις x−συντεταγμένες των διανυσμάτων. Πρέπει να επι-
λέξουμε x−συντεταγμένες έτσι ώστε το κοντινότερο σημείο κάτω
από κάθε κόμβο u ̸= r του T στο u να είναι ο γονιός του u. Επιλέ-
γουμε τον ακόλουθο αναδρομικό τύπο: x1 = 1 και xi+1 = max{xi +

⌈
√

x2
i + y2i ⌉, xi + πλάτος(pi) + ⌈

√
πλάτος2(pi) + ύψος2(pi)⌉}, i = 1, 2,…,

M − 1. Οι x−συντεταγμένες των διανυσμάτων ικανοποιούν αυτόν
τον αναδρομικό τύπο καθώς (i) η xi+1 είναι μεγαλύτερη από ή ίση
με xi + ⌈

√
x2
i + y2i ⌉, i = 1, 2,…, M − 1, έτσι ώστε για κάθε κόμβο u του

Ti+1∪Ti+2∪ . . .∪TM να ισχύει d(pi, u) ≥
√
(xi+1 − xi)2 + 1 > d(pi, r) οπότε

το κοντινότερο σημείο κάτω από το pi στο pi είναι ο γονιός του, δηλα-
δή η r, και το pi δεν συνδέεται με ακμή με κανένα άλλο σημείο κάτω
από αυτό και (ii) η xi+1 είναι μεγαλύτερη από ή ίση με xi + πλάτος(pi)
+ ⌈

√
πλάτος2(pi) + ύψος2(pi)⌉, i = 1, 2,…, M − 1, έτσι ώστε για κάθε

κόμβο ui του Ti\{pi} και κάθε κόμβο u του Ti+1∪Ti+2∪. . .∪TM να ισχύει
ότι d(ui, u) ≥

√
(xi+1 − xi − πλάτος(pi))2 + 1 > d(ui, pi) ≥ d(ui, p(ui)) οπό-

τε ο γονιός p(ui) του ui παραμένει (μετά και το επαγωγικό βήμα) και
το κοντινότερο σημείο κάτω από το ui στο ui και το μοναδικό ση-
μείο κάτω από το ui με το οποίο συνδέεται με ακμή το ui. Για ένα
παράδειγμα δείτε το Σχήμα 6.1. Τότε το ύψος(r) = y1+ύψος(p1) και
πλάτος(r) = xM+πλάτος(pM ).
Είναι εύκολο να αποδείξουμε με επαγωγή ότι ο αλγόριθμος εκτε-

λείται σε γραμμικό χρόνο. Το βήμα της βάσης της επαγωγής, όπου
το δέντρο έχει βάθος 0 είναι τετριμμένο. Για το επαγωγικό βήμα
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θεωρούμε ότι ο χρόνος που χρειάστηκε για να παράξουμε τις απει-
κονίσεις των T1, T2, …, TM είναι O(|E(T1)|), O(|E(T2)|), …, O(|E(TM )|),
αντίστοιχα, όπου με E(G) συμβολίζεται το σύνολο των ακμών του
γραφήματος G. Τότε παράγουμε τα διανύσματα −→rpi, i = 1, 2, . . . ,M και
τις τιμές ύψος(r) και πλάτος(r). Η εκχώρηση όλων των διανυσμάτων
−→rpi, i = 1, 2, . . . ,M από τον αναδρομικό τύπο που δόθηκε προηγουμέ-
νως παίρνει γραμμικό χρόνο, δηλαδή O(M) χρόνο, καθώς οι τιμές
ύψος(pi) και πλάτος(pi), i = 1, 2, . . . ,M έχουν ήδη υπολογιστεί. Μετά
το ύψος(r) και το πλάτος(r) υπολογίζονται σε σταθερό χρόνο. Οπότε
το επαγωγικό βήμα παίρνει χρόνο O(M), δηλαδή χρόνο γραμμικό ως
προς το πλήθος των ακμών με άκρο την r. Οπότε ο συνολικός χρόνος
εκτέλεσης του αλγορίθμου είναι O(M) + O(|E(T1)|) + O(|E(T2)|) + . . .
+ O(|E(TM )|) = O(|E(T )|).
Επιπλέον η απεικόνιση είναι ένα y−μονότονο ελάχιστο συνδετι-

κό δέντρο με ρίζα από το Πόρισμα 2, το ότι η ρίζα r απεικονίζεται
χαμηλότερα από όλους τους άλλους κόμβους και τέλος επειδή κάθε
κόμβος διαφορετικός της ρίζας συνδέεται με ακμή με ένα μόνο κόμ-
βο κάτω από αυτόν, τον κοντινότερο κόμβο από κάτω του, που είναι
ο γονιός του.
Από όλη την προηγούμενη συζήτηση εξάγουμε το ακόλουθο θεώ-

ρημα.

(6, 2)

(13, 1)

(1, 4) p21

p22
p23

(24, 1)

p211

p221

r

(1, 7)

(5, 2)
(11, 1)

(1, 3) p11

p12
p13

p1

p2

(1, 1)

(1, 1)

Σχήμα 6.1: Όταν απεικονίζεται το υποδέντρο με ρίζα την p2, για το
διάνυσμα −−−→p2p22 = (x22, y22) ισχύει ότι x22 = x21 + ⌈

√
x2
21 + y221⌉ = 1 +

⌈
√
12 + 42⌉ = 6. Στην τελική απεικόνιση, για το διάνυσμα −→rp2 = (x2, y2 =

1) ισχύει ότι x2 = x1 + πλάτος(p1) + ⌈
√
πλάτος2(p1) + ύψος2(p1)⌉ = 1 +

11 + ⌈
√
112 + 32⌉ = 24.

Θεώρημα 10. Μπορούμε να απεικονίσουμε ένα δέντρο με ρίζα ως έ-
να y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα σε γραμμικό χρό-
νο.

Το προηγούμενο θεώρημα συνδυασμένο με το γεγονός ότι ένα α-
στέρι, δηλαδή ένα γράφημα με έναν κεντρικό κόμβο s που συνδέεται
με όλους τους άλλους κόμβους και που όλοι οι κόμβοι διαφορετικοί
του s συνδέονται μόνο με τον s, M +1 κόμβων έχει μέγιστο βαθμό M
συνεπάγεται το ακόλουθο πόρισμα.
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Πόρισμα 8. Για κάθε M ∈ N υπάρχει σύνολο σημείων με ρίζα P με
M+1 σημεία τέτοιο ώστε το y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο
με ρίζα του P να έχει μέγιστο βαθμό M .

Τώρα δείχνουμε ότι κάποια δέντρα με ρίζα δεν μπορούν να απεικο-
νιστούν ως y−μονότονα ελάχιστα συνδετικά δέντρα με ρίζα σε πλέγ-
μα πολυωνυμικού εμβαδού, δηλαδή κάθε απεικονισή τους ως y−μονό-
τονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα σε πλέγμα απαιτεί εκθετικό
εμβαδό.

Θεώρημα 11. Υπάρχουν δέντρα με ρίζα για τα οποία κάθε απεικό-
νιση στο πλέγμα ως y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με ρίζα
απαιτεί ένα πλέγμα με εκθετικό εμβαδό.

Απόδειξη. Έστω K1,4n+1 το δέντρο που αποτελείται από μία ρίζα r
και 4n + 1 φύλλα που είναι γειτονικά μόνο με τη ρίζα r. Εμείς δεί-
χνουμε ότι η απεικόνιση του K1,4n+1 ως ένα y−μονότονο ελάχιστο
συνδετικό δέντρο με ρίζα στο πλέγμα απαιτεί εκθετικό πλάτος. Υ-
ποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι η ρίζα r απεικονίζεται
στην αρχή του Καρτεσιανού Συστήματος Συντεταγμένων δηλαδή στο
σημείο (0, 0). Τότε από την αρχή της περιστεροφωλιάς τουλάχιστον
n + 1 από τους κόμβους απεικονίζονται όλοι στο ίδιο τεταρτημόριο
του Καρτεσιανού Συστήματος Συντεταγμένων. Υποθέτουμε χωρίς
βλάβη της γενικότητας ότι αυτό το τεταρτημόριο είναι το πρώτο
τεταρτημόριο, δηλαδή το τεταρτημόριο που περιέχει τα σημεία με
θετικές x− και y−συντεταγμένες. Από το Πόρισμα 2 προκύπτει ό-
τι δεν υπάρχουν δύο κόμβοι που απεικονίζονται σε σημεία του πρώ-
του τεταρτημορίου του Καρτεσιανού Συστήματος Συντεταγμένων με
την ίδια x−συντεταγμένη. Έστω p1, p2, …, pn+1 με x(pi) < x(pi+1),
i = 1, 2, …, n τα σημεία του πρώτου τεταρτημορίου του Καρτεσια-
νού Συστήματος Συντεταγμένων όπου απεικονίζονται οι κόμβοι του
K1,4n+1. Από το Πόρισμα 2 και καθώς όλα τα σημεία p1, p2, …, pn+1

βρίσκονται στο πρώτο τεταρτημόριο του Καρτεσιανού Συστήματος
Συντεταγμένων προκύπτει ότι y(p1) > y(p2) > · · · > y(pn+1) και άρα
y(pi) ≥ n+1− i. Τώρα δείχνουμε ότι η απεικόνιση D περιορισμένη στο
πρώτο τεταρτημόριο του Καρτεσιανού Συστήματος Συντεταγμένων
έχει εκθετικό εμβαδό. Αυτό το πετυχαίνουμε ως εξής: Πρώτα δεί-
χνουμε ότι η D έχει περισσότερο εμβαδό από μια άλλη απεικόνιση
D′, όπου η D′ είναι ένα y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέντρο με
ρίζα, και ύστερα δείχνουμε ότι η D′ έχει εκθετικό πλάτος. Η προ-
σέγγιση μας διαισθητικά είναι ότι ''μεταφέρουμε'' τα σημεία pi, i =
1, 2, …, n + 1 μόνο στην y−συντεταγμένη όσο το δυνατόν πιο κάτω
ώστε να εξάγουμε την D′. Πιο συγκεκριμένα, η D′ αποτελείται από
τη ρίζα που απεικονίζεται στην αρχή του Καρτεσιανού Συστήματος
Συντεταγμένων και τα σημεία p′i όπου x(p′i) = x(pi) και y(p′i) = n+1− i,
i = 1, 2, . . . , n + 1 και τα ευθύγραμμα τμήματα rp′i, i = 1, 2, . . . , n + 1.
Για ένα παράδειγμα δείτε το Σχήμα 6.2(a). Ξεκάθαρα το εμβαδό της
D′ είναι μικρότερο από ή ίσο με το εμβαδό της D. Τώρα δείχνου-
με ότι d(p′i, p′i+1) > d(p′i, r), i = 1, 2, . . . , n. Οπότε από το Πόρισμα 2
προκύπτει ότι η D′ είναι ένα y−μονότονο ελάχιστο συνδετικό δέν-
τρο με ρίζα. Έστω Ci ο κύκλος με κέντρο το pi και ακτίνα d(pi, r)
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και C ′
i ο κύκλος με κέντρο το p′i και ακτίνα d(p′i, r). Οι κύκλοι Ci και

C ′
i έχουν δύο κοινά σημεία, τη ρίζα r και το σημείο A = (2x(pi), 0)
(δείτε το Σχήμα 6.2(b)). Το σημείο B = (x(p′i), n + 1 − i + d(p′i, r)) βρί-
σκεται πάνω στον κύκλο C ′

i και είναι στο εσωτερικό του Ci. Οπό-
τε το τόξο του C ′

i με άκρα τα r και A που περιέχει το B βρίσκεται
στο εσωτερικό του Ci. Αφού και το pi+1 και το p′i+1 βρίσκονται ε-
κτός του Ci τότε από την προηγούμενη πρόταση είναι επίσης εκτός
του C ′

i και άρα d(p′i, p
′
i+1) > d(p′i, r). Στην απεικόνιση D′ είναι εύκολο

να δείξουμε ότι το πλάτος είναι εκθετικό. Πιο συγκεκριμένα καθώς
d2(p′i, p

′
i+1) > d2(p′i, r) ⇐⇒ (x(p′i+1) − x(p′i))

2 + 1 > x(p′i)
2 + (n + 1 − i)2,

προκύπτει ότι x(p′i+1) > 2x(p′i), i = 1, 2, . . . , n.

p1

p2

p3
p′1

p′2

p′3

y = 2
y = 1
y = 0

y

r

pi

pi+1
p′i

p′i+1

Ci

C ′
i

r A

B

(a) (b)

Σχήμα 6.2: Οπτικοποίηση του Θεωρήματος 11. Στην (a) δίνεται η
νέα απεικόνιση ενώ στην (b) φαίνεται ότι d(p′i, p′i+1) > d(p′i, r) χρησιμο-
ποιώντας τους κύκλους Ci και C ′

i.
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