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Περίληψη

Οι κβαντικές ομάδες είναι ένα σύγχρονο πεδίο έρευνας των μαθηματικών

και της θεωρητικής φυσικής. Τα αποτελέσματα που προκύπτουν από την

μελέτη τους, έχουν εφαρμογές σε πολλούς και φαινομενικά ασύνδετους
μεταξύ τους κλάδους των μαθηματικών, της φυσικής, ακόμη και της
επιστήμης υπολογιστών. ΄Οπως φαντάζει λογικό λοιπόν, η κβαντικές ομάδες
παρουσιάζουν μεγάλο ερευνητικό ενδιαφέρον. Ιστορικά, ως αλγεβρική δομή
εμφανίστηκαν μέσα από μία μέθοδο για την κατασκευή και μελέτη κβαντικών

ολοκληρώσιμων δυναμικών συστημάτων (quantum integrable systems), την
κβαντική μέθοδο του αντίστροφου προβλήματος (QMIP), που αναπτύχθηκε
από τον L.D. Faddeev και τους συνεργάτες του. Ως μαθηματικός όρος όμως,
έγινε γνωστός το 1986 από τον V.G. Drinfeld σε ομιλία του στο Διεθνές
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Κογκρέσσο των Μαθηματικών (IMC) της ίδιας χρονιάς. O μαθηματικός
φορμαλισμός τους θεμελιώθηκε πρωτύτερα, κυρίως από την δουλειά των V.G.
Drinfeld και M. Jimbo και βασίστηκε στις άλγεβρες Hopf, μία έννοια
προερχόμενη από την αλγεβρική τοπολογία του 20ου αι.

Η παρούσα διπλωματική είναι μια εισαγωγή στις κβαντικές ομάδες.
Αρχικά, εισάγονται κάποια βασικά εργαλεία για την μελέτη και την κατανόησή
τους. Στην συνέχεια, γίνεται μια απόπειρα να απαντηθεί το ερώτημα «τι είναι
οι κβαντικές ομάδες» με τρόπο διαισθητικό, με βάση του πως απαντάει στο
ίδιο ερώτημα ο V.G Drinfeld στο άρθρο του με τίτλο "Quantum Groups".
Στα επόμενα κεφάλαια περιγράφεται ένα από τα πιο ευρεία χρησιμοποιούμενα

είδη κβαντικών ομάδων, οι κβαντοποιημένες γενικές περιβάλλουσες άλγεβρες
μιγαδικών ημιαπλών αλγεβρών Lie και εξερευνούνται οι αναπαραστάσεις τους.
Η εργασία κλείνει με μία εφαρμογή της κβαντικής ομάδας Uq(sl2) στην
επίλυση της εξίσωσης Yang-Baxter, η οποία είναι μεγάλης σημασίας στην
θεωρία των κβαντικών ολοκληρώσιμων συστημάτων. Με αυτό τον τρόπο
επιχειρείται μια σύνδεση με την απαρχή της θεωρίας των κβαντικών ομάδων.
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Abstract

Quantum Groups is a modern field of research in mathematics and
theoretical physics. The results that arise from their study are applicable in
many and seemingly discrete branches of mathematics, physics and even
computer science. Reasonably so, its study attracts the interest of many
researchers. Historically, quantum groups as an algebraic structure were
first introduced through a method of making and studying quantum
integrable systems. This method was the quantum method of the inverse
problem (QMIP), developed by L.D. Faddeev and his colleagues. The term
"quantum groups" became known in 1986 from V.G. Drinfeld in his speech
in the International Congress of Mathematics (ICM) of the same year.
Earlier than that, the mathematical formalism behind quantum groups was
developed from the work of V.G. Drinfeld and M. Jimbo and it was based
in Hopf algebras, a notion that arised from the algebraic topology of the
20th century.

This diploma thesis is an introduction to quantum groups. In the first
chapters, there is a description of some basic tools that are essential in
engaging in the theory of quantum groups. In the following, an intuitive
answer in the question "what is a quantum group" is given, according to
Drinfeld’s paper with title "Quantum Groups". In the next chapters, the
reader becomes familiar with a certain type of quantum groups, the
quantized version of a universal enveloping algebra of a complex semisimple
Lie algebra and their representations are being explored. Finally, this thesis
reaches its closure with an application of the quantum group Uq(sl2) in
solving the Yang-Baxter equation, which is of big importance in the theory
of quantum integrable systems. This way, a connection with the origins of
the theory of quantum groups is being established.
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Κεφάλαιο 1

Προαπαιτούμενα

1.1 Τανυστικό Γινόμενο

Θεωρείται ότι όλοι οι διανυσματικοί χώροι που αναφέρονται παρακάτω,
είναι πάνω από ένα σώμα K.

Ορισμός 1.1.1. ΄Εστω οι διανυσματικοί χώροι V1, V2,W . Μία συνάρτηση
β : V1×V2 → W λέγεται διγραμμική, αν ∀v1ϵV1 η συνάρτηση v2 → β(v1, v2)
είναι γραμμική και ∀v2ϵV2 η συνάρτηση v1 → β(v1, v2) είναι επίσης γραμμική.

Η έννοια της πολυγραμμικότητας στις συναρτήσεις

β : V1 × V2 × V3 × ...× Vn → W

ορίζεται όμοια.

Ορισμός 1.1.2. ΄Εστω οι διανυσματικοί χώροι V1, V2. ΄Ενας χώρος

τανυστικού γινομένου των V1 και V2 είναι ένας διανυσματικός χώρος U
μαζί με μία διγραμμική συνάρτηση ϕ : V1 × V2 → U τέτοια ώστε να ισχύει η
εξής ιδιότητα: για κάθε διανυσματικό χώρο W , για κάθε διγραμμική
συνάρτηση β : V1 × V2 → W , ∃! γραμμική συνάρτηση β : U → W τέτοια ώστε
β = β ◦ ϕ

1
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Δηλαδή, ο χώρος τανυστικού γινομένου είναι ένας χώρος που μας επιτρέπει
να αντικαταστήσουμε διγραμμικές συναρτήσεις με γραμμικές συναρτήσεις.

Ο χώρος τανυστικού γινομένου δύο διανυσματικών χώρων V1 και V2 είναι
μοναδικός. Αυτό αποδεικνύεται ως εξής:

΄Εστω U ′
ένας άλλος διαν. χώρος τανυστικού γινομένου των χώρων V1

και V2 μαζί με μία διγραμμική συνάρτηση ϕ
′ : V1×V2 → U ′. Λόγω του ότι ο U

είναι χώρος τανυστικού γινομένου υπάρχει μοναδική ϕ
′
: U → U ′

με ϕ′ = ϕ
′◦ϕ.

Ομοίως για το U ′
υπάρχει μοναδική ϕ : U ′ → U τέτοια ώστε ϕ = ϕ ◦ ϕ′. ΄Αρα

idU ◦ ϕ = ϕ = ϕ ◦ ϕ′ = ϕ ◦ ϕ′ ◦ ϕ

Από μοναδικότητα της ϕ και ϕ
′, idU = ϕ ◦ ϕ′. Ομοίως, παίρνουμε idU ′ =

ϕ
′ ◦ ϕ. Συμπεραίνεται ότι οι ϕ′

και ϕ είναι αντίστροφες η μία της άλλης, άρα
είναι ισομορφισμοί. ΄Αρα οι U , U ′

είναι ισομορφικοί χώροι.

Από εδώ και στο εξής γίνεται χρήση των παρακάτω συμβολισμών:

U = V1 ⊗ V2

Για v1, v2ϵV1 × V2,
ϕ(v1, v2) = v1 ⊗ v2

Λόγω διγραμμικότητας της συνάρτησης ϕ, ισχύουν τα εξής:

• Αν (v
(1)
i )iϵI γραμμικά ανεξάρτητα στον V1 και (v

(2)
j )jϵJ γραμμικά

ανεξάρτητα στον V2 ⇒ (v
(1)
i ⊗ v

(2)
j )i,jϵI×J γραμμικά ανεξάρτητα στον

χώρο V1 ⊗ V2.
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• Αν (v
(1)
i )iϵI παράγουν τον V1 και (v

(2)
j )jϵJ παράγουν τον V2 ⇒ (v

(1)
i ⊗

v
(2)
j )i,jϵI×J παράγουν τον V1 ⊗ V2.

Προκύπτει από τα παραπάνω ότι: Αν (v(1)i )iϵI είναι βάση του V1 και (v
(2)
j )jϵJ

είναι βάση του V2 ⇒ (v
(1)
i ⊗ v

(2)
j )i,jϵI×J είναι βάση του V1 ⊗ V2. ΄Αρα, αν οι V1,

V2 είναι πεπερασμένης διάστασης:

dim(V1 ⊗ V2) = dim(V1)dim(V2)

΄Ενας τανυστής της μορφής v(1)⊗v(2) με v(1)ϵV1 και v(2)ϵV2 ονομάζεται απλός.
΄Εστω (v

(1)
α )nα=1 και (v

(2)
α )nα=1 δύο οικογένειες του V1 και V2 αντίστοιχα. Τότε

κάθε τανυστής tϵV1 ⊗ V2 γράφεται ως:

t =
n∑

α=1

v(1)α ⊗ v(2)α

Μπορεί να υπάρχουν διαφορετικοί τρόποι να γραφτεί ο τανυστής t με αυτό
τον τρόπο. Από όλους αυτού τους τρόπους, ο μικρότερος δυνατός αριθμός n
ονομάζεται τάξη του τανυστή t και συμβολίζεται με rank(t).

Λήμμα 1.1.1. ΄Εστω

t =
n∑

α=1

v(1)α ⊗ v(2)α

με n = rank(t). Τότε και οι δύο οικογένειες (v
(1)
α )nα=1 και (v

(2)
α )nα=1 είναι

γραμμικά ανεξάρτητες οικογένειες.

Επίσης, για K σώμα ισχύει ότι:

V ⊗K ≃ K⊗ V ≃ V

(1.1)

Αφού για λϵK, vϵV :
v ⊗ λ = vλ = λv = λ⊗ v

Είναι εύκολο να δειχθεί ότι:

V1 ⊗ V2 ≃ V2 ⊗ V1

Ισχύει επίσης η προσεταιριστικότητα:

V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) ≃ (V1 ⊗ V2)⊗ V3
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Παρατήρηση: Θα χρησιμοποιηθεί πολύ στην συνέχεια ο τελεστής
SV1,V2 : V1 ⊗ V2 → V2 ⊗ V1 που δρα ως εξής: Για v1ϵV1, v2ϵV2:

v1 ⊗ v2 → v2 ⊗ v1

Η δράση αυτή επεκτείνεται γραμμικά για όλα τα στοιχεία του χώρου τανυστικού

γινομένου V1 ⊗ V2.

Παρακάτω θα περιγραφούν κάποιες ιδιότητες σε σχέση με τα τανυστικά

γινόμενα και τους δυϊκούς διανυσματικών χώρων που θα είναι πολύ χρήσιμες

για την συνέχεια.

Σημείωση: Ο V ∗ = Hom(V,K) είναι ο δυϊκός χώρος ενός διανυσματικού

χώρου V και ορίζεται ο εξής συμβολισμός (dual brackets) ∀vϵV , ∀ϕϵV ∗:

ϕ(v) = ⟨ϕ, v⟩

Ορισμός 1.1.3. ΄Εστω διανυσματικοί χώροι V1, V2, W1, W2 και δύο γραμμικές

συναρτήσεις f : V1 → W1 και g : V2 → W2.

Η f ⊗ g : V1 ⊗ V2 → W1 ⊗W2 ορίζεται ως

(f ⊗ g)(v1 ⊗ v2) = f(v1)⊗ g(v2)

• ΄Εστω δύο διανυσματικοί χώροι V1, V2. Τότε

V2 ⊗ V ∗
1 ⊂ Hom(V1, V2)

λόγω της αντιστοίχισης:

v2 ⊗ ϕ→ (v1 → ⟨ϕ, v1⟩v2)

για v1ϵV1, v2ϵV2, ϕϵV ∗
2

• Αν υποθέσουμε ότι όλα τα παρακάτω μεγέθη διάστασης χώρων είναι
πεπερασμένα, τότε επειδή,

– dim(V2 ⊗ V ∗
1 ) = dim(V2)dim(V ∗

1 ) = dim(V2)dim(V1)

– dim(Hom(V1, V2)) = dim(V1)dim(V2)
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ισχύει:
V2 ⊗ V ∗

1 ≃ Hom(V1, V2)

Είναι φανερό άρα, ότι υπάρχει η εξής εμφύτευση:

Hom(V1,W1)⊗Hom(V2,W2) ⊂ Hom(V1 ⊗ V2,W1 ⊗W2)

Αν οι χώροι V1, V2, W1, W2 είναι πεπερασμένοι, τότε:

dim(Hom(V1,W1)⊗Hom(V2,W2)) = dim(V1)dim(V2)dim(W1)dim(W2)

και

dim(Hom(V1 ⊗ V2,W1 ⊗W2)) = dim(V1)dim(V2)dim(W1)dim(W2)

΄Αρα, εφόσον οι δύο χώροι θα έχουν την ίδια διάσταση:

Hom(V1,W1)⊗Hom(V2,W2) ≃ Hom(V1 ⊗ V2,W1 ⊗W2)

• Από την σχέση (1.1), K⊗K ≃ K, άρα από τα προηγούμενα προκύπτει:

V ∗
1 ⊗ V ∗

2 ⊂ (V1 ⊗ V2)
∗

μέσα από την σχέση:

v1 ⊗ v2 → ⟨ϕ1, v1⟩⟨ϕ2, v2⟩

για v1ϵV1, ϕ1ϵV
∗
1 , v2ϵV2, ϕ2ϵV

∗
2

Ορισμός 1.1.4. ΄Εστω δύο διανυσματικοί χώροι V,W και μια γραμμική

συνάρτηση f : V → W . Τότε η ανάστροφή της ορίζεται να είναι η

f ∗ : W ∗ → V ∗
τέτοια ώστε για κάθε ϕϵW ∗, vϵV :

⟨f ∗(ϕ), v⟩ = ⟨ϕ, f(v)⟩

Παρατήρηση:

• Μπορούμε να ορίσουμε για ϕϵV ∗, ψϵW ∗, vϵV, wϵW :

⟨ϕ⊗ ψ, v ⊗ w⟩ = ⟨ϕ, v⟩⟨ψ,w⟩

• ΄Εχουμε C∗ ≃ C, μέσω της αντιστοιχίας ϕϵC∗ ↔ ⟨ϕ, 1⟩.

Λήμμα 1.1.2. Αν f, g, V1, V2,W1,W2 ορισμένα όπως πριν, τότε το ακόλουθο
διάγραμμα μετατίθεται:
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1.2 Θεωρία Κατηγοριών

Ορισμός 1.2.1. ΄Ενα κατευθυνόμενο γράφημα είναι ένα σύνολο από
αντικείμενα O, ένα σύνολο από βέλη A και δύο συναρτήσεις:

dom : A→ O

codom : A→ O

Μπορούμε να φανταστούμε για συγκεκριμένο βέλος f , ότι το αντικείμενο
c = dom(f) είναι αυτό από το οποίο ξεκινά και το αντικείμενο c‘ = codom(f)
είναι αυτό στο οποίο καταλήγει.

Ανάμεσα σε δύο στοιχεία του συνόλου A μπορεί να οριστεί η σύνθεση ή
αλλιώς «το γινόμενο πάνω από το O», υπό την προϋπόθεση ότι το dom του
πρώτου είναι ίσο με το codom του δεύτερου. Δηλαδή η σύνθεση μπορεί να
οριστεί μόνο από διατεταγμένα ζεύγη που ανήκουν στο σύνολο:

A×O A = {(g, f)| g, fϵA, dom(g) = codom(f)}

Ορισμός 1.2.2. Μία κατηγορία είναι ένα κατευθυνόμενο γράφημα με δύο
επιπλέον συναρτήσεις, την σύνθεση

◦ : A×O A→ A

(g, f) → g ◦ f

με

dom(g ◦ f) = dom(f)

codom(g ◦ f) = codom(g)

και την ταυτότητα

id : O → A
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c→ idc

με

dom(idc) = c = codom(idc)

δηλαδή, idc = c . Επίπλέον, ισχύουν τα αξιώματα:

• προσεταιριστικότητα: Για f, g, h ϵA

(g ◦ f) ◦ h = g ◦ (f ◦ h)

• αξίωμα ταυτοτικού στοιχείου: Για k, l, idcϵA με c = dom(k) = codom(l)

idc ◦ l = l

k ◦ idc = k

Παραδείγματα:

0 Η άδεια κατηγορία, χωρίς αντικείμενα και βέλη.

1 Η κατηγορία με ένα αντικείμενο cϵO και ένα ταυτοτικό βέλος, το idc

2 Η κατηγορία με δύο αντικείμενα a, bϵO με ένα βέλος a→ b εκτός από τα

ταυτοτικά: a b

3 Η κατηγορία με τρία αντικείμενα που τα μη ταυτοτικά τους βέλη είναι

τοποθετημένα όπως στο τρίγωνο:
b

a

c
*Το βέλος a→ c δεν είναι αναγκαστικά η σύνθεση των άλλων δύο.

↓↓ Η κατηγορία με δύο αντικείμενα a και b και δύο βέλη πέρα από τα
ταυτοτικά: a b

↑↓ Η κατηγορία με δύο αντικείμενα και δύο βέλη πέρα από τα ταυτοτικά:
a b

Ορισμός 1.2.3. ΄Ενας συναρτητής είναι ένας μορφισμός κατηγοριών.
Συγκεριμένα, για δύο κατηγορίες C, B ορίζεται ο συναρτητής T : C → B που
αποτελείται από δύο σχετικές συναρτήσεις:
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• Μία συνάρτηση αντικειμένων T : O(C) → O(B) που αναθέτει σε κάθε
αντικείμενο cϵC ένα αντικείμενο TcϵB.

• Μία συνάρτηση βελών T : A(C) → A(B) που αναθέτει σε κάθε βέλος
f : c → c′ της C ένα βέλος Tf : Tc → Tc′ της B με τέτοιο τρόπο, ώστε
αν υπάρχει η σύνθεση g ◦ fϵC τότε

T (g ◦ f) = Tg ◦ Tf

και

Tidc = idTc

Παράδειγμα 1.2.1. ΄Ενα παράδειγμα συναρτητή είναι ο συναρτητής
ανάθεσης δυναμοσύνολου P : Set → Set, όπου Set είναι η κατηγορία των
συνόλων και των συναρτήσεων. Αυτός ο συναρτητής έχει συνάρτηση

αντικειμένων που αναθέτει σε κάθε σύνολο X το δυναμοσύνολό του PX, το
οποίο έχει στοιχεία όλα τα υποσύνολα S ⊂ X. Η συνάρτηση βελών αναθέτει
σε κάθε βέλος f : X → Y , το βέλος Pf : PX → PY . To Pf στέλνει κάθε
S ⊂ X στο fS ⊂ Y . Πράγματι, ο P είναι καλά ορισμένος διότι PidX = idPX

και P(g ◦ f) = Pg ◦ Pf .

Παράδειγμα 1.2.2. ΄Εστω ένας μεταθετικός δακτύλιος με μοναδιαίο
στοιχείο K. Ορίζεται ως GLn(K) το σύνολο όλων των αντιστρέψιμων (μη
μηδενική ορίζουσα) n × n πινάκων με ορίσματα από στοιχεία του K. Η

GLn(K) είναι ομάδα με πράξη των πολλαπλασιασμό πινάκων. Κάθε μη

τετριμμένος ομομορφισμός δακτυλίων f : K → K ′, όπου K ′
μεταθετικός

δακτύλιος με μονάδα, αντιστοιχεί με προφανή τρόπο σε έναν ομομορφισμό
ομάδων GLnf = GLn(K) → GLn(K

′). ΄Αρα, μπορεί να οριστεί συναρτητής
για κάθε n

GLn : CRng → Grp

όπου CRng η κατηγορία των μεταθετικών δακτυλίων και Grp η κατηγορία των
ομάδων.

Σχόλιο: Το παραπάνω παράδειγμα είναι καλώς ορισμένο. ΄Εστω MϵGLn(K).
Τότε, υπάρχει ο αντίστροφός του M−1. Θα δείξω ότι ο πίνακας

M ‘ =M(f(K)) ϵGLn(K
‘). ΄Εχουμε

det(M)det(M−1) = 1K

αλλά det(M), det(M−1) ϵK, άρα

f(det(M))f(det(M−1)) = f(1K) = 1K′ ⇒

det(f(M))det(f(M−1)) = 1K′

δηλαδή det(f(M)) = det(M ′) ̸= 0 ⇒M ‘ϵGLn(K
′).
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Ορισμός 1.2.4. Για κάθε κατηγορία C υπάρχει η αντίθετή της κατηγορία
Cop, η οποία έχει τα ίδια αντικείμενα με την C και βέλη f op : b → a για κάθε
βέλος f : a→ b της C.

Ορισμός 1.2.5. ΄Ενας συναρτητής F : C → D λέγεται ανταλλοίωτος
(contravariant) αν μεταφέρει κάθε βέλος

f : c→ d

σε ένα βέλος

F (f) : F (d) → F (c)

(δηλαδή αντιστρέφει την κατεύθυνση των βελών). ΄Αρα, η εικόνα του F είναι η
ίδια με αυτή του μη ανταλλοίωτου συναρτητή F ′ : Cop → D που αντιστοιχίζει
με τον ίδιο τρόπο με τον F αντικείμενα.

Ορισμός 1.2.6. Δεδομένων δύο συναρτητών S, T : C → B, ένας φυσικός
μετασχηματισμός τ : S → T είναι μια συνάρτηση που αντιστοιχεί σε κάθε
αντικείμενο της C, c, ένα βέλος τc : Sc → Tc στην κατηγορίαB, με τέτοιο τρόπο
ώστε για κάθε βέλος f : c→ c′, το παρακάτω διάγραμμα να είναι μεταθετικό:
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Ο ορισμός της ισοδυναμίας δύο κατηγοριών είναι ένας φορμαλιστικός

τρόπος να ορίσουμε πότε δύο κατηγορίες είναι πρακτικά «οι ίδιες».

Ορισμός 1.2.7. ΄Εστω δύο κατηγορίες C,D. Λέμε ότι αυτές είναι

ισοδύναμες αν υπάρχουν δύο συναρτητές F : C → D και G : D → C και
δύο φυσικοί μετασχηματισμοί ε : FG → ID και η : IC → GF με IC , ID οι
ταυτοτικοί συναρτητές των C,D αντίστοιχα. Αν οι συναρτητές F , G είναι
επιπλέον ανταλλοίωτοι, τότε μιλάμε για δυϊκότητα κατηγοριών.

1.3 ΄Αλγεβρες

Σημείωση: Από εδώ και στο εξής: K = C

Ορισμός 1.3.1. ΄Ενας διανυσματικός χώρος A είναι άλγεβρα αν είναι
εφοδιασμένος με μία γραμμική συνάρτηση

µ : A⊗ A→ A

που ονομάζεται γινόμενο και μία γραμμική συνάρτηση

η : C → A

που ονομάζεται μονάδα για τις οποίες ισχύουν τα εξής αξιώματα:

• "προσεταιριστικότητα":

µ ◦ (µ⊗ idA) = µ ◦ (idA ⊗ µ)

(idA: η ταυτοτική συνάρτηση στο A)

• "αξίωμα ταυτοτικού στοιχείου":

µ ◦ (η ⊗ idA) = idA = µ ◦ (idA ⊗ η)

Εναλλακτικός Ορισμός: Μία τριπλέτα (A, ∗, 1A) ονομάζεται άλγεβρα,
αν o A είναι διανυσματικός χώρος, η πράξη ∗ : A×A→ A είναι μία διγραμμική
συνάρτηση και ισχύουν επίσης τα αξιώματα:

• προσεταιριστικότητας

a1 ∗ (a2 ∗ a3) = (a1 ∗ a2) ∗ a3 ∀a1, a2, a3ϵA
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• αξίωμα ταυτοτικού στοιχείου

1A ∗ a = a = a ∗ 1A ∀aϵA

Παρατήρηση: Παρ’όλο που μια άλγεβρα έχει μοναδιαίο στοιχείο,
προσεταιριστικότητα και κλειστότητα ως προς την πράξη ∗, δεν είναι ομάδα.
Λείπει το αξίωμα του αντιστρόφου στοιχείου. Μάλιστα, τα στοιχεία της
άλγεβρας A μπορεί να έχουν είτε αριστερό, είτε δεξιό αντίστροφο. Το μόνο
που μπορούμε να αποφανθούμε περί αντιστρόφου είναι ότι αν ένα στοιχείο

έχει και δεξιό και αριστερό αντίστροφο, αυτό είναι μοναδικό!

Αν και ο παραπάνω ορισμός είναι πιο εύκολα κατανοητός, για την συνέχεια
της εργασίας μας είναι πιο χρήσιμος ο ορισμός 1.3.1. Είναι φανερό ότι από την
ανάθεση

µ(a⊗ b) = a ∗ b

και

η(λ) = λ1A

για a, bϵA, λϵC, οι δύο ορισμοί είναι ισοδύναμοι.

Ορισμός 1.3.2. Μία άλγεβρα (A, µ, η) λέγεται μεταθετική, αν

(Aop, µop, η) = (A, µ, η)

με Aop = A και µop = µ ◦ SA,A, δηλαδή µop(a⊗ b) = b ∗ a, a, bϵA.

Παράδειγμα 1.3.1. ΄Εστω μια ομάδα G. ΄Εστω C[G] ο διανυσματικός χώρος
πάνω από το C με βάση (eg)gϵG. Τότε, επεκτείνοντας γραμμικά τις σχέσεις
eg ∗ eh := egh, ο χώρος C[G] είναι άλγεβρα, η άλγεβρα ομάδας (group algebra)
με ee := 1C[G].

Παράδειγμα 1.3.2. ΄ΕστωX ένα σύνολο και F το σύνολο των συναρτήσεων
f : X → R. Το F είναι άλγεβρα με γινόμενο τον κατά σημείο πολλαπλασιασμό
συναρτήσεων, διότι:

• Eίναι διανυσματικός χώρος, αφού ∀µ, λϵR,∀f, gϵF , λf + µgϵF .

• Από ιδιότητα πολλαπλασιασμού πραγματικών αρθμών για f, g, hϵF ,
(fg)h = f(gh).

• Το ταυτοτικό στοιχείο είναι η σταθερή συνάρτηση id(x) = 1,∀xϵX
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Παράδειγμα 1.3.3. ΄Εστω A1, A2 δύο άλγεβρες. Τότε το τανυστικό τους
γινόμενο A1 ⊗ A2 είναι επίσης άλγεβρα με γινόμενο:

(a1 ⊗ a2) ∗ (a′1 ⊗ a′2) = (a1 ∗1 a′1)⊗ (a2 ∗2 a′2)

και ταυτοτικό στοιχείο:
1A1⊗A2 = 1A1 ⊗ 1A2

Παράδειγμα 1.3.4. Το σώμα των μιγαδικών αριθμών C είναι επίσης

άλγεβρα, με ταυτοτικό στοιχείο την μονάδα και γινόμενο το σύνηθες γινόμενο
των μιγαδικών αριθμών.

Ορισμός 1.3.3. ΄Εστω δύο άλγεβρες (A1, µ1, η1) και (A2, µ2, η2). Μία

γραμμική συνάρτηση f : A1 → A2 είναι ομομορφισμός αλγεβρών, αν
ισχύουν:

f ◦ η1 = η2

µ2 ◦ (f ⊗ f) = f ◦ µ1

Ορισμός 1.3.4. ΄Εστω μία άλγεβρα B και ένας υπόχωρος A ⊂ B. Ο A είναι
υποάλγεβρα της B αν υπάρχει ένας 1-1 ομομορφισμός αλγεβρών i : A→ B.

Ορισμός 1.3.5. Το κέντρο Z(A) μιας άλγεβρας A είναι η υποάλγεβρα

{αϵA|αα′ = α′α, ∀α′ϵA}

Ορισμός 1.3.6. ΄Εστω μια άλγεβρα (A, µ, η). ΄Ενας υπόχωρος I της άλγεβρας
A λέμε ότι είναι:

• δεξιό ιδεώδες όταν
µ(A⊗ I) ⊂ I

• αριστερό ιδεώδες όταν

µ(I ⊗ A) ⊂ I

΄Οταν το I είναι και αριστερό και δεξιό ιδεώδες, λέμε ότι είναι διπλό ιδεώδες.
Τότε υπάρχει μοναδική δομή άλγεβρας στον χώρο πηλίκο A/I τέτοια ώστε η
κανονική προβολή της A στον A/I να είναι ομομορφισμός αλγεβρών.

Τα αξιώματα του ορισμού της άλγεβρας μπορούν να αναπαρασταθούν και

με μεταθετικά διαγράμματα:
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Figure 1.1: "Προσεταιριστικότητα"

Figure 1.2: "Αξίωμα Ταυτοτικού Στοιχείου"

1.4 Συνάλγεβρες

Αν αναστραφούν τα βέλη των παραπάνω διαγραμμάτων, μπορούμε να
κατασκευάσουμε μια άλλη δομή με αξιώματα αυτά που προκύπτουν από τα ίδια

διαγράμματα με τα βέλη ανεστραμμένα. Η δομή αυτή ονομάζεται συνάλγεβρα.

Τα ανεστραμμένα διαγράμματα είναι:
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Figure 1.3: Συμπροσεταιτιστικότητα

Figure 1.4: Αξίωμα Συνταυτοτικού Στοιχείου

Ορισμός 1.4.1. Μία τριπλέτα (C,∆, ε) ονομάζεται συνάλγεβρα, αν ο C
είναι ένας διανυσματικός χώρος, η∆ : C → C⊗C είναι μία γραμμική συνάρτηση
που ονομάζεται συνγινόμενο (coproduct) και η ε : C → C είναι μία γραμμική
συνάρτηση που ονομάζεται συν-μονάδα (counit) και ισχύουν τα αξιώματα:

• Συμπροσεταιριστικότητα

(∆⊗ idc) ◦∆ = (idc ⊗∆) ◦∆

• Αξίωμα Συνταυτοτικού Στοιχείου

(ε⊗ idC) ◦∆ = idC = (idC ⊗ ε) ◦∆

O συμβολισμός "Σίγμα" του Sweedler:
΄Εστω cϵC. Η συνάρτηση ∆ απεικονίζει ένα στοιχείο cϵC σε ένα στοιχείο
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∑n
i=1 c

(1)
i ⊗ c

(2)
i ϵC ⊗ C. Για ευκολία στις πράξεις με την συνάρτηση ∆ όμως,

μπορούμε να γράψουμε:
∆(c) =

∑
(c)

c(1) ⊗ c(2)

Ορισμός 1.4.2. Μία συνάλγεβρα λέγεται συν-μεταθετική
(cocommutative) αν ισχύει:

(C,∆, ε) = (Ccop,∆cop, ε)

όπου C = Ccop
και ∆cop = SC,C ◦∆, δηλαδή ∆cop(c) =

∑
(c) c(2) ⊗ c(1).

Παράδειγμα 1.4.1. ΄Εστω δύο συνάλγεβρες (C1,∆1, ε1), (C2,∆2, ε2). Τότε,
το τανυστικό τους γινόμενο C1⊗C2 είναι επίσης συνάλγεβρα: (C1⊗C2,∆, ε).
Αν ∆1(c1) =

∑
(c1)

c1(1) ⊗ c1(2) και ∆2(c2) =
∑

(c2)
c2(1) ⊗ c2(2), τότε:

∆(c1 ⊗ c2) =
∑

(c1)⊗(c2)

(c1(1) ⊗ c2(1))⊗ (c1(2) ⊗ c2(2))

και

ε(c1 ⊗ c2) = ε1(c1)ε2(c2)

Παράδειγμα 1.4.2. To C μπορεί να γίνει συνάλγεβρα με το συν-γινόμενο και
την συν-μονάδα να είναι οι ταυτοτικές συναρτήσεις. (Υπενθύμιση: C⊗ C = C)

Ορισμός 1.4.3. ΄Εστω δύο συνάλγεβρες (C1,∆1, ε1) και (C2,∆2, ε2). Μία
γραμμική συνάρτηση f : C1 → C2 είναι ομομορφισμός συναλγεβρών αν

ισχύει:
∆2 ◦ f = (f ⊗ f) ◦∆1

ε2 ◦ f = ε1

Ορισμός 1.4.4. ΄Ενας διανυσματικός υπόχωρος J μιας συνάλγεβρας A, είναι
συνιδεώδες της A αν:

∆(J) ⊂ J ⊗ A+ A⊗ J

και

ε|J = 0

Ορισμός 1.4.5. ΄Ενα στοιχείο c μίας συνάλγεβρας C είναι ομαδοειδές
(grouplike), αν ισχύει:

∆(c) = c⊗ c
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Θεώρημα 1.4.1. ([Kytölä2011]-Theor.3.34) ΄Εστω (C,∆, ε) συνάλγεβρα.
Ορίζονται τα εξής:

A = C∗

µ = ∆∗|C∗⊗C∗ : A⊗ A→ A

η = ε∗ : C → A

Τότε, (A, µ, η) είναι άλγεβρα.

1.5 Διάλγεβρες

Ορισμός 1.5.1. Μία πεντάδα (B, µ,∆, η, ε) ονομάζεται διάλγεβρα, αν η
τριάδα (B, µ, η) είναι άλγεβρα, η (B,∆, ε) είναι συνάλγεβρα και ισχύουν τα
παρακάτω αξιώματα:

(A1) ∆ ◦ µ = (µ⊗ µ) ◦ (idB ⊗ SB,B ⊗ idB) ◦ (∆⊗∆)

(A2) ∆ ◦ η = η ⊗ η

(A3) ε ◦ µ = ε⊗ ε

(A5) ε ◦ η = idC (idC: η ταυτοτική συνάρτηση στο C)

Εναλλακτικός Ορισμός: ΄Εστω B ένας διανυσματικός χώρος και µ, ∆,
η, ε γραμμικές συναρτήσεις ώστε η τριπλέτα (B, µ, η) να είναι άλγεβρα και η
(B,∆, ε) συνάλγεβρα. Τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

• Οι συναρτήσεις ∆ και ε είναι ομομορφισμοί αλγεβρών.

• Οι συναρτήσεις µ και η είναι ομομορφισμοί συναλγεβρών.

• H πεντάδα (B, µ,∆, η, ε) είναι διάλεγβρα.

Τα αξιώματα μπορούν να απεικονιστούν στα εξής μεταθετικά διαγράμματα:
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Figure 1.5: Αξιώματα Διάλγεβρας

Ορισμός 1.5.2. ΄Εστω δύο διάλγεβρες (B1, µ1,∆1, η1, ε1) και

(B2, µ2,∆2, η2, ε2). Μία γραμμική συνάρτηση

f : B1 → B2

είναι ομομορφισμός διαλγεβρών αν η f είναι ομομορφισμούς αλγεβρών
και ομομορφισμός συναλγεβρών.

1.6 ΄Αλγεβρες Hopf

Σε αυτή την ενότητα θα δώσουμε τον ορισμό των αλγεβρών Hopf. Οι
άλγεβρες Hopf είναι πολύ σημαντικές για το περιεχόμενο αυτής της εργασίας,
αφού οι κβαντικές ομάδες είναι ειδικές περιπτώσεις αλγεβρών Hopf.
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Συγκεκριμένα, ένας από τους πιο διαδεδομένους ορισμούς είναι ότι οι
κβαντικές ομάδες είναι μη μεταθετικές και μη συν-μεταθετικές άλγεβρες Hopf.
Περισσότερες λεπτομέρειες θα δοθούν στην συνέχεια.

Ορισμός 1.6.1. Μία εξάδα (H,µ,∆, η, ε, γ) ονομάζεται άλγεβρα Hopf αν
η πεντάδα (H,µ,∆, η, ε) είναι διάλγεβρα και ισχύει ένα επιπλέον αξίωμα, το
αξίωμα του αντίποδα. Ο αντίποδας είναι η γραμμική συνάρτηση γ : H → H για
την οποία ισχύει το εν λόγω αξίωμα:

µ ◦ (γ ⊗ idH) ◦∆ = η ◦ ε = µ ◦ (idH ⊗ γ) ◦∆

Παρατήρηση: Κάνοντας χρήση του συμβολισμού Σίγμα του Sweedler, το
παραπάνω αξίωμα μπορεί να γραφτεί σαν:∑

(a)

γ(a(1)) ∗ a(2) = ε(a)1H =
∑
(a)

a(1) ∗ γ(a(2))

Το αξίωμα του αντίποδα στο παρακάτω μεταθετικό διάγραμμα:

Figure 1.6: Αξίωμα Αντίποδα
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Παράδειγμα 1.6.1. Από το παράδειγμα 1.3.1 γνωρίζουμε ότι ο

διανυσματικός χώρος C[G] για μια ομάδα G μπορεί να πάρει δομή άλγεβρας.
Επεκτείνοντας γραμμικά τις παρακάτω σχέσεις για κάθε gϵG, η C[G] μπορεί
επίσης να πάρει την δομή άλγεβρας Hopf:

∆(eg) = eg ⊗ eg

ε(eg) = 1

γ(eg) = eg−1

Ιδιότητες Αντίποδα:

• O αντίποδας γ είναι μοναδικός για κάθε άλγεβρα Hopf.

• O αντίποδας είναι ομομορφισμός αλγεβρών από την (H,µ, η) στην
(Hop, µop, η).

• O αντίποδας είναι ομομορφισμός συναλγεβρών από την (H,∆, ε) στην
(Hcop,∆cop, ε).

Ορισμός 1.6.2. ΄Εστω (H1, µ1,∆1, η1, ε1, γ1) και (H2, µ2,∆2, η2, ε2, γ2) δύο
άλγεβρες Hopf. Μία γραμμική συνάρτηση f : H1 → H2 είναι ομομορφισμός

αλγεβρών Hopf αν η f είναι ομομορφισμός διαλγεβρών και

f ◦ γ1 = γ2 ◦ f

Ορισμός 1.6.3. ΄Εστω μια άλγεβρα Hopf (H,µ,∆, η, ε, γ). ΄Ενας υπόχωρος
B ⊂ H είναι μία υποάλγεβρα Hopf της H, αν η

(B, µ|B,∆|B⊗B, η, ε|B, γ|B)

είναι άλγεβρα Hopf.

Ορισμός 1.6.4. ΄Ενας υπόχωρος J μιας άλγεβρας Hopf H είναι ιδεώδες
Hopf αν είναι διπλό ιδεώδες άλγεβρας και συνάλγεβρας της H και επιπλέον:

γ(J) ⊂ J
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1.7 ΄Αλγεβρες Lie

Ορισμός 1.7.1. Μία άλγεβρα Lie L είναι ένας διανυσματικός χώρος
εφοδιασμένος με μία διγραμμική συνάρτηση [ , ] : L× L → L, την αγκύλη Lie,
ως προς την οποία ικανοποιούνται οι παρακάτω συνθήκες ∀x, y, zϵL:

• αντισυμμετρία:
[x, y] = −[y, x]

• ταυτότητα Jacobi:

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0

Ορισμός 1.7.2. • Μία υποάλγεβρα Lie L′
μιας άλγεβρας Lie L, είναι

ένας γραμμικός υπόχωρος L′
της L τέτοιος ώστε ∀(x, y)ϵL′×L′, [x, y]ϵL′.

• Μία υποάλγεβρα Lie I είναι ιδεώδες της L, αν ∀(x, y)ϵL× I, [x, y]ϵI.

Ορισμός 1.7.3. ΄Εστω δύο άλγεβρες Lie L, L′. ΄Ενας ομομορφισμός
αλγεβρών Lie είναι μία γραμμική συνάρτηση f : L → L′, τέτοια ώστε
∀x, yϵL:

f([x, y]) = [f(x), f(y)]

Σημείωση:

• Μία άλγεβρα A γίνεται άλγεβρα Lie ορίζοντας

[a, b] = ab− ba

∀a, bϵA. Η άλγεβρα αυτή συμβολίζεται ως L(A).

• Για A = Mn(C), δηλαδή η άλγεβρα των n × n πινάκων στο C, τότε
συμβολίζουμε την L(A) με gl(n). Ο διανυσματικός χώρος των n × n
πινάκων στο C με μηδενικό ίχνος που είναι υποάλγεβρα Lie της gln,
συμβολίζεται με sln.

Ορισμός 1.7.4. ΄Εστω μία άλγεβρα Lie L. Μία περιβάλλουσα

(enveloping) άλγεβρά της είναι ένα ζεύγος (ϕ, U(L)) με U(L) άλγεβρα
και ϕ : L→ L(U(L)) ένας ομομορφισμός αλγεβρών Lie.
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Ορισμός 1.7.5. Μία γενικευμένη περιβάλλουσα (universal
enveloping) άλγεβρα μιας άλγεβρας Lie L είναι το ζεύγος (Φ,U(L)) που
έχει την ακόλουθη γενικευμένη ιδιότητα: ∀ περιβάλλουσα άλγεβρα της L,
(ϕ, U(L)), υπάρχει μοναδικός ομομορφισμός αλγεβρών f : U(L) → U(L)
τέτοιος ώστε, ϕ = f ◦ Φ.

Παρατηρήσεις:

• Αν η γενικευμένη περιβάλλουσα άλγεβρα της L υπάρχει, είναι μοναδική.
[Kac2011]

• Η γενικευμένη περιβάλλουσα άλγεβρα της L έχει ακριβώς τις ίδιες
αναπαραστάσεις με την L. [Kac2011]

Σημείωση: ΄Εστω μια άλγεβρα Lie g. Το υποσύνολο

[g, g] = {gϵg| g = [h, h′] ∀h, h′ϵg} της g είναι υποάλγεβρα Lie της g.

Ορισμός 1.7.6. ΄Εστω g μία άλγεβρα Lie. Μία υποάλγεβρα της h της h
ονομάζεται υποάλγεβρα Cartan της g αν έχει τις εξής ιδιότητες:

• Η σειρά
h ≥ [h, h] ≥ [h, [h, h]] ≥ ...

τερματίζει στην υποάλγεβρα {0} (είναι nilpotent).

• Είναι αυτοκανονικοποιητική (self-normalising), δηλαδή αν [x, y]ϵh ∀xϵh,
τότε yϵh.

Παρατήρηση: Κάθε άλγεβρα Lie έχει μοναδική υποάλγεβρα Cartan.

΄Εστω μία άλγεβρα Lie g και h η Cartan υποάλγεβρά της. Ορίζονται τα
εξής σύνολα:

• Για αϵh∗
gα = {xϵg| [h, x] = ⟨α, h⟩x, ∀hϵh}

•
R = {αϵh∗ − {0}| gα ̸= 0}
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΄Ολα τα στοιχεία του συνόλου R ονομάζονται ρίζες της g.

Γνωρίζουμε ότι χώροι h, h∗ είναι ισομορφικοί. ΄Εστω Hαϵh το ατίστοιχο
στοιχείο του αϵh∗. Tότε ορίζεται η εξής διγραμμική συνάρτηση ∀α, βϵh∗:

(α, β) = ⟨Hα, β⟩ = β(Hα)

Ισχύουν τα εξής:

• ∀αβϵh∗ ισχύει ότι ο αριθμός 2 (α,β)
(α,α)

είναι ακέραιος. [Kirillov2008]

• Ο R είναι πραγματικός διανυσματικός χώρος. [Kirillov2008]

Επομένως, οποιαδήποτε ρίζα μπορεί να γραφτεί σαν γραμμικός συνδυασμός
από στοιχεία μίας αυθαίρετης βάσης στο R. Θετικές ονομάζονται οι ρίζες που
στην ανάλυσή τους σε αυτή την βάση, έχουν τον πρώτο συντελεστή θετικό
αριθμό. Μια θετική ρίζα ονομάζεται απλή όταν δεν μπορεί να γραφτεί ως
άθροισμα από δύο άλλες θετικές ρίζες. Επιπλέον, το σύνολο των απλών ριζών
δημιουργούν επίσης βάση στο R. [΄Ηργες2022]

Ορισμός 1.7.7. • Απλή ονομάζεται μία άλγεβρα Lie L που δεν είναι
αβελιανή (δεν ισχύει ότι [a, b] = 0, ∀a, bϵL) και δεν περιέχει γνήσια
ιδεώδη.

• Ημιαπλή ονομάζεται μία άλγεβρα Lie που είναι ευθύ άθροισμα απλών
αλγεβρών Lie.

Ορισμός 1.7.8. Εστω g μία απλή άλγεβρα Lie και έστω μία βάση του R από
απλές ρίζες (αi)1≤i≤N . Τότε ο πίνακας Cartan (αi,j)1≤i,j≤N της g είναι ο
πίνακας με στοιχεία

αi,j = 2
(αi, αj)

(αj, αj)

1.8 Πρότυπα

Ορισμός 1.8.1. ΄Εστω (R,+, ∗) ένας δακτύλιος. ΄Ενα αβελιανό (αριστερό)
R-πρότυπο (R-module) είναι ένας χώρος (M,+) που είναι αβελιανή ομάδα
μαζί με μία πράξη βαθμοτού πολλαπλασιασμού ".", ώστε για κάθε α, βϵM και
r, sϵR:
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• r.aϵM

• r.(α + β) = r.α+ r.β

• (r + s).α = r.α+ s.α

• (r ∗ s).α = r.(s.α)

Παρατήρηση: Αν ο δακτύλιος έχει και μοναδιαίο στοιχείο, τότε επιπλέον
ισχύει:∀αϵM 1R.α = α.

Ορισμός 1.8.2. ΄Εστω μία άλγεβρα A και ένας διανυσματικός χώρος V .
Ονομάζουμε αναπαράσταση της άλγεβρας A το ζεύγος (V, ρ), όπου ρ
είναι μία γραμμική συνάρτηση ρ : A⊗ V → V , τέτοια ώστε ο V μαζί με την ρ
ως πράξη εξωτερικού πολλαπλασιασμού να είναι A-πρότυπο.

Ορισμός 1.8.3. ΄Ενα A-υποπρότυπο V ′
είναι ένας γραμμικός υπόχωρος

ενός A-προτύπου V , τέτοιος ώστε αν (V, ρ) είναι μια αναπαράσταση της
άλγεβρας A, τότε και (V ′, ρ) να είναι επίσης αναπαράσταση της A, και αυτή
ονομάζεται υποαναπαράσταση της (V, ρ).

Ορισμός 1.8.4. ΄Εστω A άλγεβρα με (V, ρV ) και (W, ρW ) δύο A-πρότυπα.
΄Ενας ομομορφισμός Α-προτύπων είναι μία γραμμική απεικόνιση
T : V → W έτσι ώστε ∀aϵA, vϵV :

ρW (a⊗ T (v)) = T ◦ ρV (a⊗ v)

∀aϵA, vϵV
Δηλαδή με το συμβολισμό του ορισμού 1.8.1.:

a.T (v) = T ◦ a.v

Ορισμός 1.8.5. • ΄Ενα A-πρότυπο V είναι απλό, αν τα μόνα

υποπρότυπά του είναι το ίδιο το V και το {0}. Tότε μία αναπαράσταση
(V, ρ) της άλγεβρας A ονομάζεται απλή αναπαράσταση ή αλλιώς
ανάγωγη αναπαράσταση.

• ΄Ενα A-πρότυπο V είναι ημιαπλό, αν είναι ισομορφικό με ένα ευθύ
άθροισμα απλών A-προτύπων.

• Μία άλγεβρα A που όλες οι αναπαραστάσεις της αποτελούνται από
ημιαπλά A-πρότυπα ονομάζεται απλή.

• Μία άλγεβρα A που όλες οι πεπερασμένης διάστασης αναπαραστάσεις της
αποτελούνται από ημιαπλά A-πρότυπα ονομάζεται ημιαπλή.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΠΡΟΑΠΑΙΤΟΥΜΕΝΑ 24

Αναπαραστάσεις ΄Αλγεβρας Χώρου Τανυστικού Γινομένου:
΄Εστω μία άλγεβρα A και δύο αναπαραστάσεις της (V, ρV ), (W, ρW ). Αν η
άλγεβρα A μπορεί να πάρει δομή διάλγεβρας με συνγινόμενο ∆ : A → A ⊗ A,
η αναπαράσταση της άλγεβρας A στον διανυσματικό χώρο V ⊗ W , ορίζεται
να είναι η (V ⊗W, ρV⊗W ) με:

ρV⊗W = (ρV ⊗ ρW ) ◦ (idA ⊗ SA,V ⊗ idW ) ◦ (∆⊗ idV⊗W )

Δηλαδή για aϵA, vϵV, wϵW :

a.(v ⊗ w) =
∑
(a)

a(1).v ⊗ a(2).w



Κεφάλαιο 2

Τι είναι οι Κβαντικές Ομάδες;

Από την στιγμή που μου ανατέθηκε η παρούσα διπλωματική, θεωρούσα
σημαντικό να μπορώ να δώσω μια σαφή και διαισθητική απάντηση στην

ερώτηση «Τι είναι οι κβαντικές ομάδες;». Αυτό επιχειρώ να κάνω λοπόν σε
αυτό το κεφάλαιο. Κατά την γνώμη μου, βρίσκω πολύ ωραίο τον τρόπο που ο
V.G. Drinfeld απαντά σε αυτό το ερώτημα στο άρθρο του με τίτλο "Quantum
Groups" [Dri88], το άρθρο που εισήγαγε τον κόσμο των μαθηματικών στον
φορμαλισμό των κβαντικών ομάδων. ΄Ετσι, θα προσπαθήσω να αποδώσω τον
ορισμό που δίνει, όσο καλύτερα και πιο κατανοητά μπορώ.

Πολλά προβλήματα στην φυσική μελετώνται ως δυναμικά συστήματα.
Στα δυναμικά συστήματα, ως χώρος καταστάσεων ορίζεται να είναι όλες οι
δυνατές καταστάσεις του συστήματος. Ως παρατηρήσιμα μεγέθη ορίζονται
μετρήσιμες πληροφορίες που μπορούμε να έχουμε σε σχέση με την κατάσταση

του συστήματος. Για να γίνει πιο κατανοητό το υπόλοιπο κομμάτι, ένας πολύ
όμορφος και αφηρημένος ορισμός για τα δυναμικά συστήματα είναι ο εξής:

΄Ενα δυναμικό σύστημα είναι ένας ομομορφισμός μιας αβελιανής ομάδας

στην ομάδα όλων των αυτομορφισμών του χώρου καταστάσεων. [TIz2008]

΄Ενας αυτομορφισμός ενός χώρου με κάποια (αλγεβρική) δομή, είναι ένας
ισομορφισμός με πεδίο ορισμού και πεδίο τιμών τον ίδιο τον χώρο. ΄Ετσι, δεν
είναι δύσκολο να φανταστούμε τον χώρο καταστάσεων να έχει μια

συγκεκριμένη αλγεβρική δομή.

Για βαθύτερη κατανόηση των παρακάτω, χρήσιμη είναι η πληροφορία ότι
οι κβαντικές ομάδες αρχικά εμφανίστηκαν σε στρατηγικές επίλυσης κβαντικών

25
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ολοκληρώσιμων συστημάτων (quantum integrable systems), άρα είναι λογικό
να χρησιμοποιείται ο φορμαλισμός των δυναμικών συστημάτων.

΄Οπως αναφέρει και ο Drinfeld στο εν λόγω άρθρο για όσους/ες είναι
εξοικείωμένοι/ες με την θεωρία ομάδων στην φυσική σε ένα φυσικό σύστημα
δεν είναι δύσκολο να φανταστούμε τον κλασικό χώρο καταστάσεων να έχει

την δομή ομάδας (ομάδας Lie, αλγεβρικής ομάδας). Στην κλασική φυσική, οι
καταστάσεις αντιστοιχούν σε σημεία μιας πολλαπλότητας M και τα

παρατηρήσιμα μεγέθη είναι συναρτήσεις σε αυτή την πολλαπλότητα M . Στην
κβαντική φυσική, αντίστοιχα, οι καταστάσεις είναι κυματοσυναρτήσεις, δηλαδή
μονοδιάστατοι υπόχωροι χώρων Hilbert, ενώ τα παρατηρήσιμα μεγέθη είναι
τελεστές αυτών των χώρων. Μετράμε αυτά τα μεγέθη, παίρνοντας την μέση
τιμή των τελεστών (πρέπει να είναι ερμιτιανοί).

Από το παράδειγμα 1.3.2 στην κλασική φυσική τα παρατηρήσιμα μεγέθη
μπορεί να είναι ο χώρος F των πραγματικών συναρτήσεων ορισμένων στο X =
M και να έχουν την δομή άλγεβρας. Στην περίπτωση της κλασικής φυσικής
η άλγεβρα αυτή είναι μεταθετική. Στην κβαντική φυσική, όποια κι αν είναι η
δομή των παρατηρήσιμων μεγεθών, είναι δυνατόν να μην έχουν μεταθετικότητα,
λόγω της αρχής της απροσδιοριστίας του Heisenberg. ΄Αρα, το πέρασμα από την
κλασική φυσική στην κβαντική φυσική είναι κατά κάποιον τρόπο, το πέρασμα
από την μεταθετικότητα στην μη μεταθετικότητα.

O χώρος καταστάσεων της κλασικής φυσικής, λοιπόν, συνηθίζεται να
έχουν την δομή ομάδας, έστω G. Τότε οι συναρτήσεις πάνω στην G
αποτελούν μία μεταθετική άλγεβρα A = Fun(G). Επίσης,
Fun(G × G) = A ⊗ A. ΄Εστω f : G × G → G η πράξη της ομάδας G. Από
την προσεταιριστικότητα της f :

Figure 2.1
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Εφαρμόζοντας τον ανταλλοίωτο συναρτητή F : X → Fun(X) (όπου X = G
και Fun(G) = A) παίρνουμε το μεταθετικό διάγραμμα:

Figure 2.2

Με την ίδια λογική, από τις ισότητες g ∗e = g = e∗g και g ∗g−1 = e = g−1 ∗g,
∀gϵG, επάγονται τα παρακάτω μεταθετικά διαγράμματα:

Figure 2.3
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΄Αρα, αν το ∆ είναι το συν-γινόμενο (coproduct), το m το γινόμενο, το ε
η συν-μονάδα (counit), το i η μονάδα, το S ο αντίποδας και k το σώμα πάνω
στο οποίο έχει οριστεί η άλγεβρα A, η (A,m,∆, i, ε, S) είναι μία μεταθετική
άλγεβρα Hopf. Αν συμβολίσουμε ως Grp την κατηγορία με αντικείμενα τις
ομάδες και βέλη τους ομομορφισμούς ομάδων, και αντίστοιχα συμβολίσουμε
CommHopfAlg την κατηγορία με αντικείμενα τις μεταθετικές άλγεβρες Hopf
και βέλη τους ομομορφισμούς διαλγεβρών μεταξύ τους, τότε αποδεικνύεται
ότι η διαδικασία Fun είναι ένας συναρτητής Grpop → CommHopfAlg που
είναι μάλιστα ισοδυναμία. ΄Ετσι,η κατηγορία των ομάδων και η κατηγορία των
μεταθετικών αλγεβρών Hopf έχουν σχέση δυϊκότητας.

Για να δούμε όμως ποια είναι η αλγεβρική δομή που θα μπορούσε να

εκφράζει τον κβαντικό χώρο όμως, χρειάζεται όπως είπαμε και πριν, να πάμε
από την μεταθετικότητα στην μη μεταθετικότητα. ΄Ετσι, κατ’αντιστοιχία, η
κατηγορία του κβαντικού χώρου καταστάσεων έχει σχέση δυϊκότητας με την

κατηγορία των (μη μεταθετικών) αλγεβρών Hopf. Οι κβαντικές ομάδες είναι
αντίστοιχος ο χώρος καταστάσεων, όμως η αντίστροφη διαδικασία με πριν,
δεν μας δίνει ομάδα, αλλά μία κβαντική ομάδα! Οι κβαντικές ομάδες που
προκύπτουν έτσι, έχουν δομή άλγεβρας Hopf. Η διαφορά άλγεβρας Hopf και
κβαντικής ομάδας είναι ότι η κβαντική ομάδα έχει την παραπάνω ερμηνεία.

Οι κβαντικές ομάδες που πραγματεύεται αυτή η διπλωματική, είναι ένα
σύνηθες είδος κβαντικών ομάδων είναι άλγεβρες Hopf και με μία αυθαίρετη
παράμετρο q, είναι τροποποιησεις γενικευμένων περιβαλλουσών αλγεβρών Lie.



Κεφάλαιο 3

Η Κβαντική Ομάδα Uq(g)

3.1 Η Κβαντική Ομάδα Uq(g)

Μία συνήθης κατηγορία κβαντικής ομάδας είναι οι ομάδες Uq(g)

3.1.1 Ορισμός της Uq(g)

Ορισμός 3.1.1. ΄Εστω g μία απλή μιγαδική άλγεβρα Lie, (αi,j)1≤i,j≤N ο

πίνακας Cartan αυτής και (αi)1≤i≤N μία βάση από απλές ρίζες της. Ως Uq(g)
με qϵC ορίζεται να είναι η C-άλγεβρα με γεννήτορες (ki, k−1

i , ei, fi)1≤i≤N που

ικανοποιούν τις παρακάτω σχέσεις:

kik
−1
i = k−1

i ki = 1

kikj = kjki

kiejk
−1
i = q

αi,j

i ej

kifjki−1 = q
−αi,j

i fj

[ei, fj] = δi,j
k2i − k−2

i

q2i − q−2
i

Για i ̸= j:
1−αi,j∑
ν=0

(−1)ν
[
1− αi,j

ν

]
q2i

e
1−αi,j−ν
i eje

ν
i = 0

29
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1−αi,j∑
ν=0

(−1)ν
[
1− αi,j

ν

]
q2i

f
1−αi,j−ν
i fjf

ν
i = 0

΄Οπου qi = q
(αi|αi)

2 με ( | ) το εσωτερικό γινόμενο στον χώρο ⊕Cαi και

(αi|αi)ϵZ. Επιπλέον:[
m

n

]
q

=

{ (qm−q−m)(qm−1−q−(m−1))...(qm−n+1−q−(m−n+1))
(q−q−1)(q2−q−2)...(qn−q−n)

, m > n > 0

1, mn = 0

}

H Uq(g) μπορεί να πάρει την μορφή άλγεβρας Hopf ως εξής:

• Το συν-γινόμενο∆ : Uq(g) → Uq(g)⊗Uq(g) ορίζεται για τους γεννήτορες
ως:

∆(ki) = ki ⊗ ki

∆(k−1
i ) = k−1

i ⊗ k−1
i

∆(ei) = ei ⊗ k−1
i + ki ⊗ ei

∆(fi) = fi ⊗ k−1
i + ki ⊗ fi

• Η συν-μονάδα ε : Uq(g) → C ορίζεται ως:

1 = ε(ki) = ε(k−1
i )

ε(ei) = ε(fi) = 0

• Ο αντίποδας γ : Uq(g) → Uq(g) ορίζεται ως:

γ(ki) = k−1
i

γ(ei) = −q−2
i ei

γ(fi) = −q2i fi

3.1.2 Η κβαντική ομάδα Uq(sln)

Ας υποθέσουμε ότι η παράμετρος q δεν είναι ρίζα της μονάδας. O
Jimbo έδειξε ότι για g = sl(N + 1), NϵN κάθε ανάγωγη πεπερασμένη
αναπαράστασή της μπορεί να μετασχηματιστεί (can be deformed) σε ανάγωγη
αναπαράσταση της Uq(g). [Jimbo1986] O Rosso προχωράει ακόμη

περισσότερο και δείχνει ότι κάθε πεπερασμένη αναπαράσταση της Uq(g)
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μπορεί να αναλυθεί σε ευθύ γινόμενο ανάγωγων αναπαραστάσεων. Επιπλέον,
κάθε πεπερασμένη αναπαράσταση της Uq(g) μπορεί να παρθεί από
πεπερασμένη αναπαράσταση της Uq(g), χρησιμοποιώντας ανάλογα προτύπων
μέγιστων βαρών. [Rosso1988] ΄Ετσι, κατά κάποιον τρόπο η Uq(g) αποτελεί
όντως το κβαντικό ανάλογο της U(g).

3.2 Η Κβαντική Ομάδα Uq(sl2)

Σε αυτό το κεφάλαιο θα μελετηθεί η κβαντική ομάδα Uq(sl2) που είναι το
πιο συνηθισμένο και ίσως απλό παράδειγμα κβαντικής ομάδας. Είναι επίσης ένα
πολύ χρήσιμο παράδειγμα, καθώς έχει πολλές εφαρμογές.

3.2.1 Η άλγεβρα Lie sl2

Ορισμός 3.2.1. Η άλγεβρα Lie sl2 είναι ο διανυσματικός χώρος πάνω
στο C με βάση τρία στοιχεία, E, F και H, εφοδιασμένος με την αγκύλη Lie
[ , ] : sl2 ⊗ sl2 → sl2 τέτοια ώστε να ισχύουν οι σχέσεις:

[H,E] = 2E

[H,F ] = −2F

[E,F ] = H

3.2.2 Η γενικευμένη περιβάλλουσα άλγεβρα U(sl2)

Ορισμός 3.2.2. Η γενικευμένη περιβάλλουσα άλγεβρα U(sl2)
ορίζεται να είναι η C-άλγεβρα με μονάδα 1 και με γεννήτορες E,F και H που
ικανοποιούν τις παρακάτω σχέσεις:

HE − EH = 2E

HF − FH = −2F

EF − FE = H



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. Η ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΟΜΑΔΑ UQ(G) 32

3.2.3 Η κβαντική ομάδα Uq(sl2)

Η παράμετρος q δεν είναι ρίζα της μονάδας

Για qϵC, όχι ρίζα της μονάδας, η κβαντική ομάδα Uq(sl2) ορίζεται ως εξής:

Ορισμός 3.2.3. Η κβαντική ομάδα Uq(sl2) είναι η C-άλγεβρα με μονάδα
1 και γεννήτορες E, ,F , K, και K−1

με σχέσεις:

KK−1 = K−1K = 1

KE = qEK

KF = q−1FK

EF − FE =
K −K−1

q1/2 − q−1/2

Παρατήρηση: Η U(sl2) μπορεί να παρθεί από την Uq(sl2) όταν q → 1. Αυτό
μπορούμε να το δούμε θεωρώντας q = eℏ. Επιπλέον:

• Η σχέση HE = E(H + 2) της U(sl2) αντιστοιχεί στην εξής έκφραση αν
K = q

H
2 (το στοιχείο αυτό βρίσκεται με επέκταση της σειράς Taylor ex

για x = ℏH
2
):

KE = eℏ
H
2 E = Eeℏ

H+2
2 = qEK

• Ομοίως, η σχέση HF = F (H − 2) της U(sl2) είναι ισοδύναμη με την
τρίτη σχέση KFK−1 = q−1F .

• Η τέταρτη σχέση του Uq(sl2) γράφεται ως EF −FE = [H], όπου [H] :=
q
H
2 −q−

H
2

q1/2−q−1/2 το "κβαντικό" H, που γίνεται H όταν q → 1.

Δομή άλγεβρας Hopf: Η Uq(sl2) λαμβάνει την δομή άλγεβρας Hopf ως εξής:

• Το συν-γινόμενο ∆ : Uq(sl2) ⊗ Uq(sl2) → Uq(sl2) για τους γεννήτορες
ορίζεται ως εξής:

∆(K) = K ⊗K

∆(K−1) = K−1 ⊗K−1

∆(E) = E ⊗K + 1⊗ E

∆(F ) = F ⊗ 1 +K−1 ⊗ F
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• Η συν-μονάδα ε : Uq(sl2) → C ορίζεται να είναι:

ε(K) = ε(K−1) = 1

ε(E) = ε(F ) = 0

• Ο αντίποδας γ : Uq(sl2) → Uq(sl2) ορίζεται ως:

γ(K) = K−1

γ(K−1) = K

γ(E) = −EK−1

γ(F ) = −KF

Ορίζω τις παραπάνω ποσότητες, οι οποίες θα φανούν χρήσιμες στην
συνέχεια:

[n] =
qn − q−n

q − q−1

[n]! = [1][2]...[n][
k

n

]
q

=
[n]!

[k]![n− k]!

Κάνοντας υπολογισμούς με τους παραπάνω γεννήτορες της Uq(sl2)
προκύπτει το παρακάτω Λήμμα:

Λήμμα 3.2.1. ΄Εστω m ≥ 0 και nϵZ. Ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:

EmKn = q−2mnKnEm

FmKn = q2nmKnFm

EFm−FmE = [m]Fm−1 q
−(m−1)K − qm−1K−1

q − q−1
= [m]

qm−1K − q−(m−1)K−1

q − q−1
Fm−1

EmF−FEm = [m]
q−(m−1)K − qm−1K−1

q − q−1
Em−1 = [m]Em−1 q

m−1K − q−(m−1)K−1

q − q−1

Πρόταση 3.2.1. ([Kassel] (VI.4.1)) Το στοιχείο

Cq = EF +
q−1K + qK−1

(q − q−1)2
= FE +

qK + q−1K−1

(q − q−1)2

ανήκει στο κέντρο της Uq(sl2).
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Αναπαραστάσεις της Uq(sl2):

Για κάθε Uq(sl2)-πρότυπο V και ένα βαθμωτό μέγεθος λ ̸= 0, ορίζεται ως
V λ
ο υπόχωρος όλων των ιδιοδιανυσμάτων vϵV με K.v = λv. Το λ ονομάζεται

βάρος του V , αν V λ ̸= {0}.

Ορισμός 3.2.4. ΄Ενα v ̸= 0ϵV είναι διάνυσμα μέγιστου βάρους λ
(highest weight vector of weight λ), αν E.v = 0 και K.v = v. ΄Ενα
Uq(sl2)-πρότυπο είναι πρότυπο μέγιστου βάρους λ αν το διάνυσμα
μέγιστου βάρους λ, v, παράγει το V ως πρότυπο (από τον εξωτερικό
πολλαπλασιασμό "." του προτύπου παράγονται όλοι οι γεννήτορές του).

Από το Λήμμα 3.2.1 μπορεί να παραχθεί το παρακάτω λήμμα:

Λήμμα 3.2.2. ΄Εστω v διάνυσμα μέγιστου βάρους του λ. ΄Εστω v0 = v και
vp =

1
[p]!
F p.v, p > 0. Τότε:

K.vp = λq−2pvp

E.vp =
q−(p−1)λ− qp−1λ−1

q − q−1
vp−1

F.vp−1 = [p]vp

Θεώρημα 3.2.1. ([Kassel] VI.3.5)

(a) ΄Εστω V ένα πεπερασμένης διάστασης Uq(sl2)-πρότυπο παραγόμενο από
ένα μέγιστου βάρους διάνυσμα v του λ. Τότε:

(i) Αν dim(V ) = n+ 1, nϵN, τότε λ = ±qn.
(ii) Για vp = F p.v/[p]!, το σύνολο {v = v0, v1, .., vn} είναι βάση του V .

(iii) Κάθε άλλο διάνυσμα μέγιστου βάρους του V είναι βαθμωτό

πολλαπλάσιο του v και βάρους λ.

(iv) Το πρότυπο V είναι απλό.

(b) Κάθε απλό Uq(sl2)-πρότυπο είναι παραγόμενο από ένα μέγιστου βάρους
διάνυσμα. Επιπλέον, δύο Uq(sl2)-πρότυπα που παράγονται από
ιδιοδιανύσματα μέγιστου βάρους, ίδιου βάρους λ είναι ισομορφικά.

Απόδειξη:
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(a)(i)-(ii): Από το Λήμμα 3.2.2, το σύνολο {vp}p≥0 είναι ιδιοδιανύσματα του

στοιχείου K με διακριτές ιδιοτιμές. ΄Ομως, αφού ο V είναι πεπερασμένης
διάστασης, ∃nϵN, με vn ̸= 0 και vn+1 = 0. Ξανά από το Λήμμα 3.2.2 έχουμε
ότι:

0 = E.vn+1 =
q−nλ− qnλ−1

q − q−1
vn

΄Αρα, λ = ±qn. ΄Αρα όλα τα v0 = v, v1, .., vn είναι γραμμικώς ανεξάρτητα ως
ιδιοδιανύσματα διακριτών ιδιοτιμών. Επίσης τα vi παράγονται από το v, το
οποίο παράγει το V . ΄Αρα το σύνολο {v = v0, v1, .., vn} είναι βάση του V ,
δηλαδή dim(V ) = n+ 1.

(a)(iii): ΄Εστω v′ ένα άλλο διάνυσμα μέγιστου βάρους. Αυτό είναι ιδιοδιάνυσμα
της δράσης από το K, άρα είναι πολλαπλάσιο ενός vi, όμως απο το Λήμμα 3.2.2
E.vi = 0 αν-ν i = 0.

(a)(iv): ΄Εστω V ′
ένα Uq(sl2)-υποπρότυπο του V και έστω v′ ένα μέγιστου

βάρους διάνυσμα του V ′. Τότε το v′ θα είναι επίσης μέγιστου βάρους διάνυσμα
του V , άρα από (ii) πολλαπλάσιο του v. ΄Αρα vϵV ′. Αλλά το v παράγει το V ,
άρα V = V ′, άρα το V είναι απλό.

(b): ΄Οπως φαίνεται από τα προηγούμενα για διάφορες τιμές του n, παράγονται
από μέγιστου βάρους διανύσματα πρότυπα όλων των διαστάσεων . ΄Ολα αυτά τα
πρότυπα από (a)(iv) είναι απλά, οπότε προκύπτει και το ζητούμενο. Επιπλέον,
το ότι είναι ισομορφικά ως πρότυπα, είναι προφανές.

Στην συνέχεια θα προσδιοριστούν όλα τα απλά Uq(sl2)-πρότυπα διάστασης
n+ 1.

Για n = 0: V±,0 = C με σχέσεις:

ρ±,0(K) = ±1

ρ±,0(E) = ρ±,0(F ) = 0

Γενικά για dim(V ) = n+ 1: Για V±,n:

K.vp = ±qn−2pvp

E.vp = ±[n− p+ 1]vp−1

F.vp−1 = [p]vp
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Η παράμετρος q είναι ρίζα της μονάδας

Εξετάζεται η περίπτωση όπου q ̸= ±1.

Ορίζεται dϵZ ως ο μικρότερος θετικός ακέραιος για τον οποίο ισχύει ότι
qd = 1. Ορίζεται επίσης και ο αριθμός e ως:

e =

{
d, d = 2k + 1, kϵN
d/2, d = 2k, kϵN

}

Το Uq(sl2) ορίζεται με τον ίδιο τρόπο όπως και πριν, μόνο που τώρα
ισχύουν οι επιπλέον σχέσεις:

Ed = F d = 0

Πρόταση 3.2.2. ([Kassel] VI.5.1) Κάθε απλό Uq(sl2)-πρότυπο διάστασης
< e είναι ισομορφικό με ένα πρότυπο V±,n, 0 ≤ n < e− 1, όπως περιγράφηκε
στην προηγούμενη υποενότητα.

Απόδειξη: Είναι παρόμοια με αυτή του Θεωρήματος 3.2.1, αφού τα βάρη
1, q, q2, ..., qn είναι διακριτά για n < e.

Λήμμα 3.2.3. Τα στοιχεία Ee, F e
και Ke

ανήκουν στο κέντρο της άλγεβρας

Uq(sl2), Z(Uq(sl2)).

Λήμμα 3.2.4. ΄Εστω zϵZ(Uq(sl2)). Το z δρα σε κάθε πεπερασμένης
διάστασης Uq(sl2)-πρότυπο ως βαθμωτός πολλαπλασιασμός.

Πρόταση 3.2.3. ([Kassel] VI.5.2) Δεν υπάρχει απλό Uq(sl2)-πρότυπο
πεπερασμένης διάστασης> e.

Απόδειξη: Θα αποδειχθεί με εις άτοπον απαγωγή ότι, αν υπάρχει πεπερασμένης
διάστασης> e απλό Uq(sl2)-πρότυπο V , τότε το V έχει υποπρότυπο ̸= {0}
διάστασης ≤ e.

Στη συνέχεια, πράγματι, έστω ότι υπάρχει vϵV , v ̸= 0 ιδιοδιάνυσμα της
δράσης K, τέτοιο ώστε F.v = 0.

Ισχυρισμός: Ο χώρος V ′
που παράγεται από τα v, E.v, ..., Ee−1.v είναι

υποπρότυπο του V διάστασης < e− 1.
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Αρκεί να δείξουμε ότι ο V ′
είναι κλειστός κάτω από την δράση τωνK,F,E.

Προφανώς είναι κλειστός κάτω από την δράση F,K. Ισχύει ότι E.(Ep).v =
Ep+1.v για p < e − 1. Για p = e − 1, κάνοντας χρήση των λημμάτων 4.3.3,
4.3.4:

E.(Ee−1.v) = Ee.v = c1v, c1ϵC
Ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.

΄Εστω τώρα ότι δεν υπάρχει ιδιοδιάνυσμα v του V (v ̸= 0) με F.v = 0.
΄Αρα F.v ̸= 0.

Ισχυρισμός: Ο χώρος V ′′
που παράγεται από τα v, F.v, ..., F e−1.v είναι

υποπρότυπο του V διάστασης < e− 1.

Προφανώς ο V ′′
είναι κλειστός κάτω από την δράση του K και κάτω από

την δράση F , αφού ομοίως με πριν:

F e.v = c2v, c2ϵC

c2 ̸= 0, γιατί τότε θα υπήρχε p < e με F p.v ιδιοδιάνυσμα του K που μηδενίζεται
από το F , άτοπο.

Από πρόταση 3.2.1, CqϵZ(Uq(sl2)). Από το Λήμμα 3.2.4 δρα στο v με
Cq.v = c3v, c3ϵC. Αρκεί να δείξουμε ότι η δράση του E στο V “. Για p > 0:

E.(F p.v) = EF.(F p−1.v) = (Cq −
q−1K + qK−1

(q − q−1)2
)(F p−1.v)

= c3F
p−1.v − q−1K + qK−1

(q − q−1)2
F p−1.v

Για p = 0 χρησιμοποιούμε το ίδιο επιχείρημα, αφού v = c−1
2 F e.v. Ο ισχυρισμός

αποδείχθηκε.

Μένει να προσδιοριστούν τα Uq(sl2)-πρότυπα διάστασης e.

Θεώρημα 3.2.2. ([Kassel] VI.5.5) Κάθε Uq(sl2)-πρότυπο διάστασης e είναι
ισομορφικό με μία από τις παρακάτω δομές προτύπων.

• Για λ, a, b με λ, b ̸= 0, το Uq(sl2)-πρότυπο είναι ο e-διάσταστος
διανυσματικός χώρος V (λ, a, b) με βάση {v0, ...ve−1} και σχέσεις:

– Για 0 ≤ p < e− 1:
K.vp = λq−2pvp

E.vp+1 = (
q−pλ− qpλ−1

q − q−1
[p+ 1] + ab)vp
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– E.v0 = ave−1, F.ve−1 = bv0 και K.ve−1 = λq−2(e−1)ve−1

• Η ίδια δομή με πριν για V (λ, a, 0) με λ ̸= ±qj−1
για 1 ≤ j < e− 1.

• Για c ̸= 0, 1 ≤ j < e − 1, το Uq(sl2)-πρότυπο είναι ο e-διάσταστος
διανυσματικός χώρος V (µ = ±qj−1, c) με βάση {v0, ...ve−1} και σχέσεις:

– Για 0 ≤ p < e− 1:
K.vp = µq2pvp

F.vp+1 =
q−pµ−1 − qpµ

q − q−1
[p+ 1]vp

E.vp = vp+1

– F.v0 = 0, E.ve−1 = cv0 και K.v
e−1 = µq−2pve−1



Κεφάλαιο 4

Η εξίσωση Yang-Baxter

Η εξίσωση Yang-Baxter είναι μια εξίσωση πολύ χρήσιμη στην φυσική,
ειδικά στην στατιστική φυσική. Στα κβαντικά ολοκληρώσιμα συστήματα

(quantum integrable systems), που από την μελέτη τους εισήχθησαν οι
κβαντικές ομάδες, χρησιμοποιήθηκε στην κβαντική μέθοδο αντίστροφης
σκέδασης (quantum inverse scattering method).

Ορισμός 4.0.1. Mία συλλογή από αριθμούς στο C, (rk.li,j )i,j,k,lϵ[1,...,d] λέγεται
ότι ικανοποιεί την εξίσωση Yang-Baxter, αν

d∑
a,b,c=1

rl,ma,b r
b,n
c,kr

a,c
i,j =

d∑
a,b,c=1

rm,n
a,b r

l,a
i,cr

c,b
j,k

∀i, j, k, l,m, nϵ[1, ...d].

΄Εστω V ένας διανυσματικός χώρος με βάση {vi}di=1 και έστω μια συνάρτηση

R : V ⊗ V → V ⊗ V με

R(vi ⊗ vj) =
d∑

k,l=1

rk,li,j vk ⊗ vl

Τότε η εξίσωση Yang-Baxter είναι ισοδύναμη με την:

R12 ◦R23 ◦R12 = R23 ◦R12 ◦R23

όπου R12, R23 : V ⊗ V ⊗ V → V ⊗ V ⊗ V είναι R12 = R ⊗ idV και R23 =
idV ⊗R. Τότε λέμε ότι η συνάρτηση R είναι λύση της εξίσωσης Yang-Baxter
και ονομάζεται R-πίνακας.

39
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Σχόλιο: Για nϵN, η ομάδα πλεξίδων n κλωστών είναι η ομάδα Bn, με
γεννήτορες (τις στοιχειώδεις διασταυρ) σ1, σ2, ..., σn−1 έτσι ώστε:

(i) Για 1 ≤ j < n
σjσj+1σj = σj+1σjσj

(ii) Για |j − k| > 1
σjσk = σkσj

΄Ετσι, η εξίσωση Yang-Baxter κατά κάποιον τρόπο ικανοποιεί την σχέση (i)
της ομάδας πλεξίδων, θεωρώντας το ri,j να είναι η θετική διασταύρωση των
κλωστών i και j Δηλαδή, μια εικόνα που χαρακτηρίζει την εξίσωση Yang-
Baxter είναι η αντίστοιχη αυτής της σχέσης (i):

Figure 4.1: εξίσωση Yang-Baxter
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4.1 Γενικευμένος R-πίνακας

Ορισμός 4.1.1. ΄Εστω H μία διάλγεβρα ή άλγεβρα Hopf. ΄Ενα στοιχείο R
ονομάζεται γενικευμένος R-πίνακας της H αν:

(i) ο R είναι αντιστρέψιμο στοιχείο της άλγεβρας H ⊗H

(ii) ∀xϵH, ∆op(x) = R∆(x)R−1

(iii) (∆⊗ idH)(R) = R13R23

(iv) (idH ⊗∆)(R) = R13R12

Το ζευγάρι (H,R) ονομάζεται πλεξιδοειδής διάλγεβρα/άλγεβρα Hopf
(braided bialgebra/Hopf algebra, quasi-triangular Hopf algebra).

Παρατηρήσεις:

• Στον παραπάνω ορισμό χρησιμοποιήθηκε ότι ο πίνακας RϵH ⊗H μπορεί
να γραφεί ως R =

∑
i si⊗ti με si, tiϵH και si⊗tiϵH⊗H απλοί τανυστές.

Τότε

R12 =
∑
i

si ⊗ ti ⊗ 1H

R13 =
∑
i

si ⊗ 1H ⊗ ti

R23 =
∑
i

1H ⊗ si ⊗ ti

• Οι σχέσεις (ii) και (iii) μπορούν να γραφούν ανίστοιχα ως:∑
i,(si)

(si)
′ ⊗ (si)

′′ ⊗ ti =
∑
i,j

si ⊗ sj ⊗ titj

∑
i,(ti)

si ⊗ (ti)
′ ⊗ (ti)

′′ =
∑
i,j

sisj ⊗ tj ⊗ ti

• Αν επιπλέον, η H είναι άλγεβρα Hopf με αντιστρέψιμο αντίποδα
γ : H → H, τότε:

R−1 =
∑
i

γ(si)⊗ ti =
∑
i

si ⊗ γ−1(ti)
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Παρακάτω θα αποδειχθεί ότι δεδομένης μιας πλεξιδοειδούς διάλγεβρας

(H,R) (άλγεβρας Hopf) και ενός H-προτύπου, κατασκευάζεται μία λύση της
εξίσωσης Yang-Baxter.

΄Εστω V,W H-πρότυπα. ΄Εστω μια συνάρτηση cRV,W : V ⊗W → W ⊗ V
τέτοια ώστε ∀vϵV, wϵW :

cRV,W (v ⊗ w) = SV,W (R(v ⊗ w)) =
∑
i

tiw ⊗ siv

Η συνάρτηση cRV,W είναι αντιστρέψιμη με (c
R
V,W )−1(w ⊗ v) = R−1(v ⊗ w)

Πρόταση 4.1.1. ([Kassel],VIII.3.1)

(i) Η συνάρτηση cRV,W είναι ισομορφισμός H-προτύπων.

(ii) ∀U, V,W H-πρότυπα, ισχύουν:

cRU⊗V,W = (cRU,V ⊗ idV )(idU ⊗ cRV,W )

cRU,V⊗W = (idV ⊗ cRU,W )(cRU,V ⊗ idW )

(cRV,W⊗idU)(idV⊗cRU,W )(cRU,V⊗idW ) = (idW⊗cRU,V )(cRU,W⊗idV )(idU⊗cRV,W )

Απόδειξη Για vϵV , uϵU , wϵW :

(i) Aρκεί να δείξω ότι η cRV,W είναι H-ομομορφισμός προτύπων. Για xϵH:

cRV,W (x.(v ⊗ w)) = SV,W (R∆(x).(v ⊗ w)) = SV,W (∆op(x).(v ⊗ w))

= ∆.SV,W (R(v ⊗ w)) = x.cRV,W (v ⊗ w)

(ii)

• Η πρώτη ισότητα αποδεικνύεται ως εξής:

(cRU,W⊗idV )(idU⊗cRV,W )(u⊗v⊗w) =
∑
i,j

titjw⊗sju⊗siv =
∑
i

tiw⊗(si)
′u⊗(si)

′′v

=
∑
i

tiw ⊗∆(si)(u⊗ v) = cRU⊗V,W

Ομοίως αποδεικνύεται και η δεύτερη σχέση.
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• Για την τρίτη σχέση:

(cRV,W⊗idU)(idV ⊗cRU,W )(cRU,V ⊗idW )(u⊗v⊗w) =
∑
i,j,k

tktjw⊗sktiv⊗sjsiu

και

(idw⊗cRU,V )(cRU,W⊗idV )(idU⊗cRV,W )(u⊗v⊗w) =
∑
i,j,k

tjtiw⊗tksiv⊗sksju

Οι δύο σχέσεις είναι ίσες, άρα αποδεικνύεται το ζητούμενο.

Από την παραπάνω πρόταση, αν V = W = U , η cRV,V είναι λύση της
εξίσωσης Yang-Baxter για κάθε H-πρότυπο V .

Παρατήρηση: Αν R = 1⊗ 1, cRV,V = SV,V .

4.2 Η Διπλή Κατασκευή του Drinfeld (The
Drinfeld Double Construction)

4.2.1 Ο Περιορισμένος Δυϊκός Χώρος μιας

΄Αλγεβρας Hopf

Για να δούμε αν ισχύει κάτι παρόμοιο όπως στο Θεώρημα 1.4.1 και για τον
δυϊκό χώρο των αλγεβρών, πρέπει να λάβουμε υπόψιν ότι A∗⊗A∗ ⊂ (A⊗A)∗.

Ορισμός 4.2.1. Ο περιορισμένος δυϊκός χώρος μιας άλγεβρας
είναι ο υπόχωρος A◦ ⊂ A∗

με

A◦ = (µ∗)−1(A∗ ⊗ A∗)

όπου (µ∗)−1(A∗ ⊗ A∗) = {ϕϵA∗|µ∗(ϕ)ϵA∗ ⊗ A∗}.

Θεώρημα 4.2.1. ([Kytölä2011]-Theor.3.45) ΄Εστω (A, µ, η) μία άλγεβρα.
Τότε ο περιορισμένος δυϊκός της χώρος

(A◦, µ∗|A◦ , η∗|A◦)

είναι συνάλγεβρα.
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Θεώρημα 4.2.2. ([Kytölä2011]-Theor.3.46) ΄Εστω (H,µ,∆, η, ε, γ) μία
άλγεβρα Hopf. Ο περιορισμένος δυϊκός της χώρος

(H◦,∆∗|H◦⊗H◦ , µ∗|H◦ , ε∗, η∗|H◦ , γ|H◦)

είναι άλγεβρα Hopf.

4.2.2 Η Διπλή Κατασκευή

Από την Πρόταση 4.1.1 συμπεραίνεται ότι, δεδομένης μιας πλεξιδοειδούς
άλγεβρας Hopf, μπορούν να κατασκευαστούν από τα πρότυπά της λύσεις της
εξίσωσης Yang-Baxter. Η διπλή κατασκευή του Drinfeld είναι ένας
συστηματικός τρόπος να παραχθεί μια πλεξιδοειδής άλγεβρα Hopf, έχοντας
ως εργαλείο μία τυχαία άλγεβρα Hopf με αντιστρέψιμο αντίποδα. [Dri1988]

΄Εστω (A, µ,∆, η, ε, γ) με αντιστρέψιμο αντίποδα γ−1
και B ⊂ A◦

μια

υποάλγεβρα Hopf της A◦.

Θεώρημα 4.2.3. ([Kytölä2011]-Theor.4.15) Ο χώρος A⊗B είναι άλγεβρα
Hopf που συμβολίζεται ως D(A,B) τέτοια ώστε:

• Η συνάρτηση ιA : A → A ⊗ B με a → a ⊗ 1∗ είναι ομομορφισμός
αλγεβρών Hopf.

• Η συνάρτηση ιB : Bcop → A ⊗ B με ϕ → 1 ⊗ ϕ είναι ομομορφισμός
αλγεβρών Hopf.

• Το γινόμενο µD είναι ∀a, bϵA, ∀ϕ, ψϵB:

(a⊗ ϕ)(b⊗ ψ) =
∑
(ϕ),(b)

⟨ϕ(1), b(3)⟩⟨ϕ(3), γ
−1(b(1))⟩ab(2) ⊗ ϕ(2)ψ

*Τα ϕ(3), b(3) προκύπτουν από το διπλό συν-γινόμενο των A και B
αντίστοιχα.

• ∀aϵA, ϕϵB:
(a⊗ 1∗)(1⊗ ϕ) = a⊗ ϕ

• ∀aϵA, ϕϵB::

(1⊗ ϕ)(a⊗ 1∗) =
∑
(a)

∑
(ϕ)

⟨ϕ(1), a(3)⟩⟨ϕ(3), γ
−1(a(1))⟩a(2) ⊗ ϕ(2)
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• 1D = 1⊗ 1∗

• ∀aϵA, ϕϵB:

∆D(a⊗ ϕ) =
∑
(a),(ϕ)

(a(1) ⊗ ϕ(2))⊗ (a(2) ⊗ ϕ(1))

• ∀aϵA, ϕϵB:
εD(a⊗ ϕ) = ε(a)⟨ϕ, 1⟩

• ∀aϵA, ϕϵB

γD(a⊗ ϕ) =
∑
(a),(ϕ)

⟨ϕ(1), γ
−1(a(3))⟩⟨ϕ(3), a(1)⟩γ(a(2))⊗ (γ∗)−1(ϕ(2))

Η D(A,B) ονομάζεται διπλή κατασκευή Drinfeld του A και του B.

Σχόλιο: Τα στοιχεία της μορφής 1 ⊗ ϕ και a ⊗ 1∗ παράγουν την κατασκευή

D(A,B) ως άλγεβρα.

Παρατήρηση: Οι άλγεβρες Hopf A και (A◦)cop εμβυθίζονται στην διπλή

κατασκευή D(A) = D(A,A◦) μέσα από τις συναρτήσεις

ιA : A→ D

a→ a⊗ 1∗

και

ιA◦ : A◦ → D
ϕ→ 1⊗ ϕ

αντίστοιχα.

Θεώρημα 4.2.4. ([Kassel], Theor. IX.4.4) ΄Εστω A μία άλγεβρα Hopf
πεπερασμένης διάστασης, με αντιστρέψιμο αντίποδα και έστω (ei)

d
i=1 και

(δi)di=1 βάσεις των A και A
∗
αντίστοιχα, τέτοιες ώστε:

⟨δi, ej⟩ =
{
1, i = j

0, i ̸= j

}
Η διπλή κατασκευή Drinfeld D(A) είναι πλεξιδοειδής άλγεβρα Hopf με
γενικευμένο R-πίνακα:

R = (ιA ⊗ ιA∗)(
d∑

i=1

ei ⊗ δi) =
d∑

i=1

(ei ⊗ 1∗)⊗ (1⊗ δi)
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Απόδειξη: Αρκεί να δείξουμε ότι ο R ικανοποιεί τα αξιώματα του Ορισμού
4.1.1.

(i) Χρειάζεται να δείξω ότι το στοιχείο R είναι αντιστρέψιμο στον χώρο
D(A)⊗D(A). Θα δειχεί ότι το αντίστροφο στοιχείο του R είναι το:

R =
∑
i

(γ(ei)⊗ 1∗)⊗ (1⊗ δi)

RR = (
∑
i

(ei⊗1∗)⊗(1⊗δi))(
∑
i

(γ(ei)⊗1∗)⊗(1⊗δi)) =
∑
i,j

(eiγ(ej)⊗1∗)⊗(1⊗δiδj)

Αλλά
∑

i,j(eiγ(ej)⊗ 1∗)⊗ (1⊗ δiδj) = 1⊗ 1∗ ⊗ 1⊗ 1∗, αφού για b⊗ c ϵA⊗A:∑
i,j

(eiγ(ej)⊗ 1∗)⊗ (1⊗ δiδj)⊗ (b⊗ c) =
∑
i,j

(eiγ(ej)⊗⟨1∗, b⟩)⊗ (1⊗⟨δiδj, c⟩)

=
∑
i,j

eiγ(ej)⊗ 1⟨1∗, b⟩⟨δiδj, 1⟩ = ε(b)
∑
i,j

∑
(c)

eiγ(ej)⊗ 1⟨δi, c(1)⟩⟨δj, c(2)⟩

= ε(b)
∑
(c)

c(1)γ(c(2))⊗ 1 = ε(b)ε(c)1⊗ 1

Αυτό το αποτέλεσμα θα έδινε το στοιχείο 1⊗ 1∗ ⊗ 1⊗ 1∗, άρα το στοιχείο R
είναι το αριστερό αντίστροφο του R. Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι είναι
και το δεξιό αντίστροφο.

(ii) ΄Εστω
S = {xϵD(A) : ∆op

D (x)R = R∆(x)R}
Θα δείξουμε ότι S = D(A). Το S είναι υποάλγεβρα της D(A), διότι:

• 1D = 1⊗ 1∗ϵS, αφού ∆D(1D) = 1D ⊗ 1D = ∆op
D

• Για x, yϵS: ∆op
D (xy)R = ∆op

D (x)∆op
D (y)R = ∆op

D (x)R∆D(y) =
R∆D(x)∆D(y) = R∆D(xy).

Για το στοιχείο της μορφής a⊗ 1∗:

• Για το πρώτο μέλος:

∆op
D (a⊗ 1∗)R =

∑
i

∑
(a)

((a(2) ⊗ 1∗)(ei ⊗ 1∗))⊗ ((a(1) ⊗ 1∗)(1⊗ δi))

=
∑
i

∑
(a)

(a(2)ei ⊗ 1∗)⊗ (a(1) ⊗ δi)
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• Για το δεύτερο μέλος:

R∆D(a⊗1∗) =
∑
i

∑
(a)

(eia(1)⊗1∗)⊗(
∑
(δi)

⟨(δi)(3), γ−1(a(2))⟩⟨(δi)(1), a(4)⟩a(3)⊗(δi)(2))

Τα παραπάνω στοιχεία ανήκουν στο D(A) ⊗ D(A) = A ⊗ A∗ ⊗ A ⊗ A∗. Για
την εκτίμηση των b, c ϵA στο δεύτερο και τέταρτο μέρος του παραπάνω χώρου
τανυστικού γινομένου έχουμε:

• Για το πρώτο μέλος:

∆op
DR(a⊗1∗)R(b⊗c) =

∑
i

∑
(a)

ε(b)⟨δi, c⟩a(2)ei⊗a(1) =
∑
(a)

ε(b)a(2)c⊗a(1)

• Για το δεύτερο μέλος:

R∆D(a⊗ 1∗)(b⊗ c)

=
∑
i

∑
(a)

∑
(δi)

ε(b)⟨(δi)(2), c⟩⟨(δi)(3), γ−1(a(2))⟩⟨(δi)(1), a(4)⟩eia(1) ⊗ a(3)

= ε(b)
∑
i

∑
(a)

⟨δi, a(4)cγ−1(a(2))⟩eia(1)⊗a(3) = ε(b)
∑
(a)

a(4)cγ
−1(a(2))a(1)⊗a(3)

Χρησιμοποιώντας τα αξιώματα του αντίποδα και της συν-μεταθετικότητας
για την Aop:

=
∑
(a)

ε(b)a(2)c⊗ a(1)

Παρατηρείται ότι τα δύο μέλη είναι ίσα, άρα ∆op
D (a ⊗ 1∗)R = R∆D(a ⊗ 1∗).

Ομοίως, αποδεικνύεται για τα στοιχεία της μορφής 1 ⊗ ϕ ότι ∆op
D (1 ⊗ ϕ)R =

R∆D(1⊗ϕ). ΄Ομως τα στοιχεία a⊗ 1∗ και 1⊗ϕ παράγουν την άλγεβρα D(A),
άρα τελικά D(A) = S.

(iii), (iv) Χρειάζεται να δείξω ότι (∆D ⊗ idD)(R) = R13R23 και (idD ⊗
∆D)(R) = R13R12. Ας αποδείξουμε καταρχήν την πρώτη έκφραση.

• Για το πρώτο μέλος της εξίσωσης:

(∆D ⊗ idD)(R) =
∑
i

∆D(ei ⊗ 1∗)⊗ (1⊗ δi)

=
∑
i

∑
(ei)

((ei)(1) ⊗ 1∗)⊗ ((ei)(2) ⊗ 1∗)⊗ (1⊗ δi)
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• Για το δεύτερο μέλος της εξίσωσης:

R12R23 =
∑
i,j

(ei ⊗ 1∗)⊗ (ej ⊗ 1∗)⊗ (1⊗ δiδj)

Αν εκτιμηθούν και τα δύο μέλη στο a⊗ b⊗ c, τότε θα προκύψουν τα εξής:

• Για την εκτίμηση του πρώτου μέλους:

(∆D ⊗ idD)(R)(a⊗ b⊗ c) =
∑
i

∑
(ei)

⟨1∗, a⟩⟨1∗, b⟩⟨δi, c⟩(ei)(1)⊗ (ei)(2)⊗ 1

= ⟨1∗, a⟩⟨1∗, b⟩[
∑
i

⟨δi, c⟩∆(ei)]⊗ 1 = ⟨1∗, a⟩⟨1∗, b⟩(∆(c)⊗ 1)

• Για την εκτίμηση του δεύτερου μέλους:

R12R23(a⊗ b⊗ c) =
∑
i,j

⟨1∗, a⟩⟨1∗, b⟩
∑
(c)

⟨δi, c(1)⟩⟨δj, c(2)⟩ei ⊗ ej ⊗ 1

⟨1∗, a⟩⟨1∗, b⟩(∆(c)⊗ 1)

Παρατηρείται ότι τα δύο μέλη της εκτίμησης είναι ίσα, άρα ισχύει η σχέση (iii).
Ομοίως αποδεικνύεται ότι ισχύει και η σχέση (iv).

4.2.3 Λύσεις της Εξίσωσης Yang-Baxter
Παραγόμενες από Διπλή Κατασκευή

Απειροδιάστατης ΄Αλγεβρας Hopf

Αν η άλγεβρα Hopf είναι απειροδιάστατη, δεν μπορεί να εφαρμοστεί το
Θεώρημα 4.2.4. Ας υποθέσουμε ότι μπορεί. Τότε

R =
∑
a

(ea ⊗ 1∗)⊗ (1⊗ δa)

Βρισκόμαστε αντιμέτωποι/ες δηλαδή με ένα άπειρο άθροισμα που δεν
γνωρίζουμε αν συγκλίνει. Το υποκεφάλαιο αυτό περιγράφει πως ξεπερνάται
αυτή η δυσκολία.
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΄Εστω (A, µ, η) μια άλγεβρα και V ένα πεπερασμένης διάστασης A-πρότυπο
με βάση (ui)

n
i=1. Τότε ∀aϵA, ∃λi,jϵC:

a.uj =
n∑

i=1

λi,jui

Από τις ιδιότητες της δράσης της A στο V , οι συντελεστές λi,j εξαρτώνται
γραμμικά από το aϵA. ΄Αρα, ανήκουν στον χώρο A∗.

Ορισμός 4.2.2. Oι συντελεστές λi,j ονομάζονται αναπαραστατικές
μορφές της A και η παραπάνω σχέση μπορεί να γραφεί ως:

a.uj =
n∑

i=1

⟨λi,j, a⟩uj

Παράδειγμα 4.2.1. ΄Εστω A άλγεβρα και V ένα πεπερασμένης διάστασης
A-πρότυπο με βάση (ui)n1=1 και λi,jϵA

∗, i, j = 1, ..n οι αναπαραστατικές μορφές.
Για κάθε a, bϵA:

⟨µ∗(λi,j), a⊗ b⟩ = ⟨λi,j, µ(a⊗ b)⟩ = ⟨λi,j, ab⟩ =
n∑

k=1

⟨λi,k, a⟩⟨λk,j, b⟩

=
n∑

k=1

⟨λi,k ⊗ λk,j, a⊗ b⟩

Επομένως,

µ∗(λi,j) =
n∑

k=1

λi,k ⊗ λk,j ϵA
∗ ⊗ A∗

δηλαδή λi,jϵA
◦.

Θεωρούμε μία άλγεβρα Hopf άπειρης διάστασης A. ΄Εστω V ένα D(A,A◦)-
πρότυπο. Θα γίνει μια προσπάθεια να δοθεί μια φόρμουλα για την λύση

R : V ⊗ V → V ⊗ V

της εξίσωσης Yang-Baxter που να ορίζεται με ανάλογο τρόπο, όπως η λύση
που παράγεται από πεπερασμένης διάστασης άλγεβρα Hopf και σχετίζεται με
τον πίνακα R του θεωρήματος 4.2.4.

Θεώρημα 4.2.5. ([Kytölä2011]-Theor.4.31) ΄Εστω A μία άλγεβρα Hopf με
αντιστρέψιμο αντίποδα, B ⊂ A◦

μία υποάλγεβρα Hopf του περιορισμένου
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δυϊκού της, (ea)aϵN, (δa)aϵN οι αντίστοιχες βάσεις των A,B και D = D(A,B)
η αντίστοιχη διπλή κατασκευή Drinfeld. ΄Εστω V ένα πεπερασμένης

διάστασης D-πρότυπο με βάση (vi)
d
i=1 και λi,jϵD◦

οι αναπαραστατικές μορφές

με λi,j|A = B (A◦ ⊂ D). Τότε, λi,j|A ⊂ B ⊂ D και λi,j|B ⊂ B◦ ⊂ A ⊂ D. Η
γραμμική συνάρτηση R : V ⊗ V → V ⊗ V με:

R(vi ⊗ vj) =
d∑
k,l

⟨λl,i, (λk,j)‘⟩vl ⊗ vk

με λi,jϵB και (λi, j)
‘ ⊂ B◦ ⊂ A, είναι λύση της εξίσωσης Yang-Baxter.



Κεφάλαιο 5

Χρήση της Κβαντικής Ομάδας

Uq(sl2) για την Εύρεση Λύσεων
της Εξίσωσης Yang-Baxter

5.1 Η άλγεβρα Hopf Hq

΄Εστω qϵC, q ̸= 0 και q όχι ρίζα της μονάδας. Συμβολίζεται με Hq η

άλγεβρα που έχει γεννήτορες τα στοιχεία a, a−1, b που ικανοποιούν τις σχέσεις:

aa−1 = a−1a = 1

ab = qba

Επιπλέον, τα στοιχεία (bman)mϵN,nϵZ είναι βάση του διανυσματικού χώρους Hq.
Η Hq έχει δομή άλγεβρας Hopf ως εξής:

µ(bm1an1 ⊗ bm2an2) = qn1m2bm1+m2an1+n2

∆(a) = a⊗ a

∆(b) = a⊗ b+ b⊗ 1

∆(bman) =
m∑
k=0

[
m

k

]
q

bkam−k+n ⊗ bm−kan

ε(bman) = δm,0

γ(bman) = (−1)mq−m(m+1)/2−nmbma−n−m

51
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Παρατήρηση:

• Είναι φανερό ότι η Hq δεν είναι ούτε μεταθετική, ούτε συν-μεταθετική.

• Η Hq έχει αντιστρέψιμο αντίποδα:

γ−1(bman) = (−1)mq−m(m−1)/2−mnbmanbma−m−n

5.2 Η δυϊκή κατασκευή του Drinfeld Dq

΄Εστω τα στοιχεία 1∗, a, a−1, bϵH◦
q που δίνονται από τις σχέσεις:

⟨1∗, bman⟩ = δm,0

⟨a±1, bman⟩ = δm,0q
±n

⟨b, bman⟩ = δm,1

Αποδεικνύεται ότι υπάρχει ισομορφισμός αλγεβρών Hopf bman → b
m
an. ΄Εστω

H ‘
q ⊂ H◦

q η ισομορφική άλγεβρα Hopf της Hq στον περιορισμένο δυϊκό της που

έχει βάση (b
m
an)mϵN,nϵZ.

Ορίζεται ως Dq = D(Hq, H
′
q) η δυϊκή κατασκευή της Hq ⊗H ′

q. Επιπλέον,
ορίζονται τα εξής στοιχεία:

α = ιHq(a) = a⊗ 1∗

β = ιHq(b) = b⊗ 1∗

α = ιH′
q
(a) = 1⊗ a

β = ιH′
q
(b) = 1⊗ b

Τα παρακάτω είναι εφαρμογή του θεωρήματος 4.2.3.

Η άλγεβρα Hopf Dq έχει διανυσματική βάση τα στοιχεία

(βmαnβ
m′

αn′
)m,m′ϵN,n,n′ϵZ.

Η άλγεβρα Dq έχει γεννήτορες τα στοιχεία α, α
−1, β, α, α−1, β, με τις εξής

μεταξύ τους σχέσεις:

αα−1 = α−1α = αα−1 = α−1α = 1
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αβ = qβα

αβ = qβα

αβ = q−1βα

αβ = q−1βα

αα = αα

ββ − ββ = α− α

και επιπλέον ισχύει:
∆(α) = α⊗ α

∆(α) = α⊗ α

∆(β) = α⊗ β + β ⊗ 1

∆(β) = β ⊗ α + 1⊗ β

Η υπόλοιπη δομή άλγεβρας Hopf μπορεί να ανακτιθεί χρησιμοποιώντας το
θεώρημα 4.2.3.

5.3 Χρήση της Κβαντικής Ομάδας Uq(sl2)

Λήμμα 5.3.1. Το στοιχείο k = αα είναι ομαδοειδές και κεντρικό και το διπλό
ιδεώδες άλγεβρας Jq που παράγεται από το στοιχείο k− 1 είναι Hopf ιδεώδες.

Απόδειξη: Το k είναι ομαδοειδές εφόσον:

∆(k) = ∆(αα) = ∆(α)∆(α) = (α⊗ α)(α⊗ α) = (αα⊗ αα) = k ⊗ k

Για να δειχθεί ότι το k είναι κεντρικό αρκεί να δείξω ότι μετατίθεται με όλους
τους γεννήτορες. Για τους γεννήτορες α, β:

αk = ααα = ααα = kα

βk = βαα = q−1αβα = qq−1ααβ = kβ

Ομοίως το k μετατίθεται με τα α και β. Το διπλό ιδεώδες Jq που παράγεται από
το k − 1 παράγεται γραμμικά από τα στοιχεία της μορφής x(k − 1)y, x, yϵDq.
Το Jq είναι συνιδεώδες αφού ισχύουν τα εξής:

∆(k − 1) = k ⊗ k − 1⊗ 1 = (k − 1)⊗ k + 1⊗ (k − 1)ϵJq ⊗Dq +Dq ⊗ Jq
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∆(x(k − 1)y) = ∆(x)∆(k − 1)∆(y)

Προκύπτει, λοιπόν, ότι ∆(Jq) ⊂ Jq ⊗Dq +Dq ⊗ Jq. Επίσης ϵ|Jq = 0, αφού:

ε(k − 1) = ε(k)− ε(1) = 1− 1 = 0

και

ε(x(k − 1)y) = ε(x)ε(k − 1)ε(y)

Τέλος, το Jq είναι ιδεώδες Hopf αφού:

γ(k − 1) = α−1α−1 − 1 = α−1α−1(1− αα) = −α−1α−1(k − 1)ϵJq

και

γ(x(k − 1)y) = γ(x)γ(k − 1)γ(y)

Προκύπτει, λοιπόν, ότι γ(Jq) ⊂ Jq

Πρόταση 5.3.1. ([Kytölä2011]-4.23) Ο χώρος Dq/Jq είναι ισομορφικός με
την κβαντική ομάδα Uq(sl2) (όταν q όχι ρίζα της μονάδας). Τα στοιχεία
K,E, F ϵUq(sl)2 είναι τα αντίστοιχα των κλάσεων ισοδυναμίας των στοιχείων
α, −1

q−q−1β, β.

Συμπεραίνεται ότι, εφόσον η κβαντική ομάδα Uq(sl2) είναι χώρος πηλίκο
της Dq, οι αναπαραστάσεις της, οι οποίες περιγράφηκαν αναλυτικά στο
Κεφάλαιο 3, είναι και αναπαραστάσεις της Dq. ΄Αρα μπορούν να

χρησιμοποιηθούν για να κατασκευαστούν λύσεις της εξίσωσης Yang-Baxter
από την Πρόταση 4.2.5, αφού η άλγεβρα Hopf Hq είναι απειροδιάστατη. ΄Ετσι,
όλες οι πεπερασμένες αναπαραστάσεις της Uq(sl2) μπορούν να

χρησιμοποιηθούν για την εύρεση λύσεων της εξίσωσης Yang-Baxter.
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Ως επίλογος...

΄Ηδη από αυτή την πολύ εισαγωγική διπλωματική μπορεί κανείς ήδη να

δει τις δυνατότητες που προσφέρει η μελέτη των κβαντικών ομάδων. Η χρήση
τους για εύρεση των αναπαραστάσεων των αλγεβρών Lie sln και για την επίλυση
της εξίσωσης Yang-Baxter ανοίγουν το παράθυρο για πάρα πολλές εφαρμογές
τους στην φυσική. Οι εφαρμογές τους όμως δεν σταματάνε στην φυσική και
επεκτείνονται σε πολλούς κλάδους των μαθηματικών επίσης. Φανταστείτε που
μπορεί να φτάσει κανείς αν εξερευνήσει τις κβαντικές ομάδες περισσότερο.
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