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Περίληψη

Η ακριβής επίλυση της εξίσωσης του Schrödinger, που είναι η θεμελιώδης

εξίσωση της κβαντικής μηχανικής, δεν είναι εφικτή για κανένα φυσικό σύστημα

πολλών ηλεκτρονίων και για αυτό η ανάπτυξη προσεγγίσεών της, συνδυασμένη με

τις δυνατότητες που δίνουν τα σημερινά υπολογιστικά συστήματα, έχει συνεισφέρει

σε μεγάλο βαθμό στη μελέτη της δομής της ύλης. ΄Ετσι, οσήμερα μπορεί κανείς

να μελετήσει με κβαντομηχανικές προσεγγίσεις στερεά, μόρια, συσσωματώματα,

νανοσωλήνες ή και βιολογικά συστήματα, προβλέποντας τις ιδιότητες τους χωρίς

να καταφύγει στο πείραμα ενώ πολλές φορές η ακρίβεια των υπολογισμών είναι με-

γαλύτερη των πειραματικών δεδομένων. Παράλληλα, αποτελεί σημαντικό βοήθημα

στη σχεδίαση νέων υλικών με επιθυμητές ιδιότητες.

Οι μέθοδοι που βρίσκουν σήμερα ευρεία εφαρμογή στην εύρεση της βασικής κα-

τάστασης των πολυηλεκτρονικών συστημάτων (αλλά και διεγερμένων σε κάποιες

εκδοχές τους), όπως η Hartree-Fock(HF) και η θεωρία των συναρτησιακών της

πυκνότητας (Density Functional Theory) στην Kohn και Sham (KS) εκδοχή της,

προσεγγίζουν την κυματοσυνάρτηση με μια ορίζουσα Slater (SD). ΄Ομως, τόσο η

ορίζουσα HF όσο και η ορίζουσα KS δεν αποτελούν πάντα ιδιοκαταστάσεις όλων

των τελεστών που αντιμετατίθενται με την ακριβή Χαμιλτονιανή του υπό μελέτη

φυσικού συστήματος, παρότι οι ακριβείς λύσεις της εξίσωσης Schrödinger έχουν

την ιδιότητα αυτή. Μια τέτοια περίπτωση είναι η συμμετρία του ολικού σπιν S2

στην περίπτωση της μη περιορισμένης (Unrestricted) Hartree-Fock (UHF) ή της

μη περιορισμένης Kohn και Sham (UKS). Μπορεί κανείς να επιβάλλει η SD να

αποτελεί ιδιοκατάσταση του τελεστή S2 με το να περιορίσει τις μονοηλεκτρονικές

κυματοσυναρτήσεις με σπιν πάνω και κάτω να σχηματίζουν «ζεύγη» με ίδιο χωρικό

μέρος (Restricted Hartree-Fock). Αυτή η πρόσθετη «τεχνητή» απαίτηση για τις

μονοηλεκτρονικές κυματοσυναρτήσεις οδηγεί σε χειρότερη προσέγγιση της βασι-

κής κατάστασης αδυνατώντας συχνά να περιγράψει ακόμη και ποιοτικά διαδικασίες
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όπως ο διαχωρισμός ενός πολύ απλού μορίου όπως αυτό του Υδρογόνου στα άτομα

που το αποτελούν. Παρόλα αυτά, η εφαρμογή της σε συστήματα κλειστού φλοιού

για ενδοατομικές αποστάσεις ισορροπίας δίνει συνήθως αρκετά καλά αποτελέσματα.

Επιπλέον, η απαίτηση των διπλά κατειλημμένων μονοηλεκτρονικών κυματοσυναρ-

τήσεων διαφορετικού σπιν περιορίζει το χώρο μέσα στον οποίο γίνεται η εύρεση

του ελαχίστου της ενέργειας, οδηγώντας έτσι συχνά στην εύρεση πιο υψηλής ενέρ-

γειας σε σχέση με την αντίστοιχη που θα έπαιρνε κανείς από μια «μη περιορισμένη»

(SD). Να σημειώσουμε εδώ ότι οι προσεγγίσεις αυτές βασίζονται στην «αρχή των

μεταβολών» η ενέργεια που βρίσκει κανείς είναι ένα άνω όριο στην ενέργεια της

ακριβούς βασικής κατάστασης του συστήματος. ΄Ετσι, η προσεγγιστική κυματο-

συνάρτηση ενός πολυηλεκτρονικού συστήματος, εκφρασμένη με μια μόνο ορίζουσα

Slater, μπορεί να γίνει ποιοτικά καλύτερη όταν η ορίζουσα της ελαχιστοποίησης της

ενέργειας είναι μη περιορισμένη. ΄Ομως, όπως προαναφέρθηκε, η ορίζουσα αυτή δε

μετασχηματίζεται σύμφωνα με τις μη αναγώγιμες αναπαραστάσεις της συμμετρίας

του σπιν.

Να σημειώσουμε εδώ ότι παρότι στα πλαίσια της κβαντικής χημείας έχουν ανα-

πτυχθεί προσεγγίσεις που η δοκιμαστική κυματοσυνάρτηση είναι πολλών οριζουσών

(multideterminental) όπως οι (Configuration State Functions στην Configura-

tion Interaction) όπου μάλιστα η αρχική κυματοσυνάρτηση μπορεί να φτιαχτεί ως

ιδιοκατάσταση του S2, οι μέθοδοι αυτές είναι υπολογιστικά πολυδάπανες σε σχέση

με τις προσεγγίσεις μιας ορίζουσας Slater. Επιπλέον, στα πλαίσια της Θεωρίας

των Συναρτησιακών της Πυκνότητας στην Kohn και Sham εκδοχή της η οποία ε-

φαρμόζεται για υπολογισμό ιδιοτήτων σε πολύ μεγάλα συστήματα, όπως βιολογικά

μόρια, δεν έχουμε κυματοσυναρτήσεις πολλών οριζουσών.

Στην παρούσα διδακτορική διατριβή, έγινε ανάπτυξη μιας μεθοδολογίας με την

οποία γίνεται ακριβής ανάλυση μιας μη περιορισμένης ορίζουσας Slater σε ιδιο-

καταστάσεις του ολικού σπιν S2. Η εφαρμογή της μεθοδολογίας αυτής έγινε σε
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ορίζουσες που αποτελούν προσέγγιση βασικής καταστάσεις όπως προκύπτουν από

τις Unrestricted Hartree-Fock και Kohn και Sham. Η ορίζουσα αυτή αναπτύσσεται

σε ιδιοκαταστάσεις του S2, κάνοντας αλλαγή των τροχιακών της αρχικής ορίζου-

σας. ΄Ετσι αναπτύσσεται σε γραμμικό συνδυασμό οριζουσών που κάθε μια έχει είτε

ζεύγη μονοηλεκτρονικών κυματοσυναρτήσεων αντίθετου σπιν με επικάλυψη μονάδα

ή μονοηλεκτρονικές κυματοσυναρτήσεις κάθετες μεταξύ τους. Με μια διαδικασία

που στηρίζεται στη δράση των τελεστών S+ και S− και χρήση των συντελεστών

Clebsh-Gordon κάθε μια από τις παραπάνω ορίζουσες αναλύεται σε ιδιοκαταστάσεις

του S2. ΄Ετσι, βρίσκουμε την ακριβή έκφραση των αναλυόμενων ιδιοκαταστάσεων

του S2 που προκύπτουν από μια μη περιορισμένη ορίζουσα Slater.

Η μεθοδολογία εφαρμόστηκε στην εύρεση ιδιοκαταστάσεων του S2 από ορίζου-

σες μη περιορισμένης UHF και UKS. Κάποια από τις συνιστώσες καταστάσεις δίνει

πιο χαμηλή ή ίση ενέργεια από αυτή της ορίζουσας από την οποία προκύπτει πράγμα

που την καθιστά καλύτερη ποιοτικά σαν λύση. Η εφαρμογή έγινε σε μικρά μόρια

κλειστού και ανοιχτού φλοιού ώστε να είναι εύκολα ελέγξιμα τα αποτελέσματα. Η

ανάπτυξη αυτή μπορεί να εφαρμοστεί σε οποιοδήποτε σύστημα μπορεί να βρεθεί

λύση UHF και UKS εφόσον δεν υπεισέρχεται κάποια επιπλέον διαδικασία «αυτο-

συνεπούς» διαγωνιοποίησης ή κάποιος άλλος λόγος που θα έκανε το πρόβλημα μη

επιλύσιμο και υπολογιστικά χρονοβόρο. Επιπλέον, είναι δυνατή η εφαρμογή της

μεθοδολογίας όχι μόνο στη βασική αλλά και σε διεγερμένες καταστάσεις.
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Abstract

The exact solution of Schrödinger’s equation, which is the fundamental

equation of quantum mechanics is not possible for many particle systems and

therefore the development of approximation methods combined with the present

day capabilities of computers has contributed a lot to the study of the electronic

structure of matter. Thus, today one can study the properties of atoms, mole-

cules, solids, clusters, nanotubes and even biological systems without resorting

to experiments, while many times the accuracy of these calculations is higher

than those of the present day experimental data. Further, quantum mechani-

cal calculations are a basic tool for the design of new materials with prescribed

properties.

The methods which are nowadays widely applied for determining the ground

state and in some of its versions to excited states are the Hartree-Fock (HF)

and the density functional theory (DFT) in its Kohn and Sham (KS) version,

which use a single determinant approximation (SD).However neither the HF de-

terminant nor the DFT one are eigenstates of all operators which commute with

the Hamiltonian of the physical system under consideration although the exact

Hamiltonian does. Such e.g. is the spin symmetry where in the unrestricted Har-

tree Fock (UHF) or the unrestricted Kohn and Sham (KS), are not eigenstates of

the spin operator S2. Of course one can impose the condition that the occupied

single particle spin down orbitals have the same special parts as those of spin up

and thus obtain eigenstate of S2. However, additional constraints always lead to

worse energy approximations of the ground state, making it many times impos-

sible to describe qualitative processes like the separation of a molecule like e.g.

hydrogen to its constituent atoms. It must be noted that these approximations

are based on variational principles and additional constraints leads to minimiza-

tion in a subspace of the initial space and therefore one finds increased minimum
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energy values. Nevertheless application of RHF or RDFT to closed shells for

separation distances in the neighborhood of equilibrium gives in general good

results. Thus, one is forced to apply unrestricted HF or DFT in order to get

better ground energies, although the minimizing determinant do not have the

transformation properties of the exact Hamiltonian of the system.

It is to be noted that multideterminental approximations have also been deve-

loped like e.g. the Configuration interaction, where the initial state is built as an

eigenstate of S2. However, these approximations are a lot more expensive than

the single determinental approximations and their applications to big molecules

are beyond the present day computer capabilities. For large molecules like those

of biological interest, only the KS approach is applied, which, as stated earlier,

is a single determinant approximation.

In the present Ph. D. thesis, a methodology has been developed by which

an explicit expansion can be obtained of a Slater determinant which is not an

eigenstate of S2 into its eigenstates. This methodology was applied to ground

state approximations of determinants resulting from unrestricted HF or DFT.

By using appropriate transformation properties of the initial Slater determinant

orbitals, one can determine spin down orbitals which have overlap with only a

single spin up orbital. Then, the initial determinant is expressed as a linear com-

bination of determinants having either absolutely paired opposite spin orbitals

(overlap of the spatial parts equal to unity) or orthogonal ones. Next, by a of

repeated applications of the S+ and S− operators and the use of the Clebsch

Gordon coefficients each determinant is expanded in eigenstates of S2.

The present methodology was applied to the expansion of determinants re-

sulting from unrestricted HF or KS to eigenstates of S2. At least one of these

expansion states gives energy equal or smaller than that of the minimizing de-

terminant. Thus, in these way we obtain both qualitatively and quantitatively
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better solutions. Applications are made to small closed and open shell molecules,

so that our results are controllable. This methodology can be applied efficiently

to any UHF or UDFT solution, since no additional self consistency or other time

consuming procedure is necessary, which would result to considerable extra time

or impossibility of calculation. Moreover, it can be applied not only to ground

states but also excited ones.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή στο πρόβλημα

1.1 Εισαγωγή

Η ανάπτυξη της κβαντικής μηχανικής στο πρώτο μισό του προηγούμενου αιώνα

έδωσε αδιαμφισβήτητα τεράστια ώθηση στη μελέτη της δομής της ύλης. Η σημασία

της είναι καταλυτική λόγω της ακρίβειας με την οποία μπορεί τόσο να προβλεφθούν

όσο και να κατανοηθούν φυσικές διεργασίες.

Η ακριβής επίλυση των εξισώσεων της κβαντικής μηχανικής δίνει τις πληροφο-

ρίες που χρειάζεται κανείς για να μελετήσει ένα φυσικό σύστημα. Δυστυχώς, η

εξίσωση της κυματοσυνάρτησης ενός συστήματος (Schrödinger), που είναι η θε-

μελιώδης εξίσωση της κβαντικής μηχανικής, δε μπορεί να λυθεί αναλυτικά παρά

σε ελάχιστα συστήματα. Χαρακτηριστικά, το μόνο μόριο για το οποίο μπορεί να

εξαχθεί αναλυτική λύση είναι το H+
2 . Για αυτό το λόγο αναπτύχθηκαν μια σειρά

από προσεγγίσεις.

Οι προσεγγίσεις που βασίζονται μόνο σε βασικές αρχές της κβαντικής μηχανικής

και των μαθηματικών για τη μελέτη ενός συστήματος πολλών σωματιδίων κι όχι

εμπειρικών παραμέτρων από πειράματα, συχνά αναφέρονται στη βιβλιογραφία ως ab-

initio. Η ανάπτυξη τέτοιων προσεγγίσεων βέβαια δε θα είχε νόημα, αν δε συμβάδιζε

με την ανάπτυξη των υπολογιστών που κάνουν δυνατή την εφαρμογή τους σε μια
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σειρά από συστήματα όπως μόρια και στερεά.

Στη συνέχεια του κεφαλαίου αυτού γίνεται μια εισαγωγή στις αρχές της κβαν-

τικής μηχανικής που διέπουν τη μελέτη συστημάτων πολλών ηλεκτρονίων.

1.2 Το πρόβλημα της δομής της ύλης

Η κβαντική μηχανική πολυηλεκτρονικών συστημάτων στοχεύει στην κατα-

νόηση των ιδιοτήτων της ύλης διαμέσου της μελέτης της συμπεριφοράς της σε υπο-

ατομική κλίμακα. Σε αυτή τη κλίμακα, η ύλη μπορεί να περιγραφεί σαν ένα σύνολο

πυρήνων και ηλεκτρονίων που αλληλεπιδρούν μεταξύ τους με ηλεκτροστατικές δυ-

νάμεις. Με αυτό τον τρόπο μπορεί κανείς να μελετήσει όχι μόνο μεμονομένα άτομα,

αλλά και αλληλεπιδρώντα, τα οποία επίσης μπορεί να βρίσκονται υπό την επίδραση

ενός εξωτερικού πεδίου. Αυτή η συλλογή σωματιδίων μπορεί να βρίσκεται σε αέρια

φάση (μόρια, συσσωματώματα) ή σε στερεά (κρύσταλλοι, επιφάνειες), μπορεί να

πρόκειται για στερεά, υγρά ή άμορφα ομογενή ή ετερογενή υλικά (μόρια σε δια-

λύματα). Βέβαια, αυτός ο τρόπος περιγραφής δε δίνει για όλα τα συστήματα το ίδιο

καλά αποτελέσματα.[1]

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί στο υποατομικό επίπεδο, η συμπεριφορά των πυρήνων

και των ηλεκτρονίων διέπεται από την εξίσωση Schrödinger, είτε στη χρονοεξαρ-

τώμενη της μορφή:

i
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = H|Ψ(t)〉 (1.1)

ή στη χρονοανεξάρτητη της μορφή

H|Ψ〉 = E|Ψ〉 (1.2)

Για να λυθούν οι εξισώσεις (1.1) και (1.2) χρειάζεται να εισαχθούν κάποιες

προσεγγίσεις. Οι κύριες δύο στρατηγικές επίλυσης είναι οι Born-Oppenheimer-

Hartree-Fock και Born-Oppenheimer-Kohn-Sham, που καταλήγουν σε μεγάλο
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σύστημα συζευγμένων μη γραμμικών μερικών διαφορικών εξισώσεων. Ο χώρος

των κυματοσυναρτήσεων μειώνεται στον L2(R3), εις βάρος όμως της μαθηματικής

απλότητας του προβλήματος αφού εισάγεται η μη γραμμικότητα.

1.3 Κβαντική περιγραφή πολυηλεκτρονικού συ-

στήματος

Στην παρούσα ερευνητική εργασία, θα ασχοληθούμε μόνο με μη σχετικιστικές

προσεγγίσεις. Στην περίπτωση που το προς μελέτη μοριακό σύστημα περιέχει ένα ή

περισσότερα βαριά άτομα (άτομα που ανήκουν στο κάτω μισό του περιοδικού πίνακα

όπως το Ουράνιο), τα σχετικιστικά φαινόμενα έχουν σημασία.[2]

Ας αναλογιστούμε ένα απομονωμένο μοριακό σύστημα που αποτελείται από M

πυρήνες και N ηλεκτρόνια. Κάθε πυρήνας θεωρείται σαν ενιαίο σώμα. Το μόνο

στοιχείο της δομής του που θα μας απασχολήσει είναι ο αριθμός των πρωτονίων και

των νετρονίων από τα οποία αποτελείται. Αυτά επηρεάζουν το ολικό του φορτίο,

τις τιμές του πυρηνικού σπιν και τις ιδιότητες συμμετρίας της κυματοσυναρτησης

του συστήματος.

Η κατάσταση του μοριακού προς μελέτη συστήματος μπορεί να περιγραφεί από

μια κυματοσυνάρτηση της μορφής:

Ψ(t;R1, S1; ...;RM , SM ; r1, s1; ....; rN , sN) (1.3)

που παίρνει μιγαδικές τιμές. Με t συμβολίζουμε τη μεταβλητή του χρόνου, με Rk

και Sk αντίστοιχα τις μεταβλητές της θέσης και του σπιν του k πυρήνα και με ri

και si τις μεταβλητές της θέσης και του σπιν του i ηλεκτρονίου. Οι μεταβλητές Rk

και ri παίρνουν τιμές στον R3, ενώ οι μεταβλητές του σπιν ανήκουν σε ένα πεπε-

ρασμένο σύνολο. Για ένα ηλεκτρόνιο, το σπιν μπορεί να έχει μόνο δύο γραμμικά
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ανεξάρτητες καταστάσεις, | ↑〉 (σπιν πάνω) και | ↓〉 (σπιν κάτω), οπότε για N ηλε-

κτρόνια έχουμε 2N γραμμικά ανεξάρτητες καταστάσεις. Ομοίως, για συστήματα K

νουκλεονίων, έχουμε 2K γραμμικά ανεξάρτητες καταστάσεις του σπιν. Από φυσική

σκοπιά, |Ψ(t;R1, S1; ...;RM , SM ; r1, s1; ....; rN , sN)|2 είναι η πυκνότητα πιθανότητας

να βρεθεί στον χρόνο t ένας πυρήνας στη θέση Rk με σπιν Sk και ένα ηλεκτρόνιο

στη θέση ri με σπιν si, για 1 6 k 6M και 1 6 i 6 N .

Θα πρέπει να σημειωθεί εδώ ότι μόνο μερικές συναρτήσεις της μορφής (1.3)

αντιστοιχούν σε μια φυσική κατάσταση του προς μελέτη συστήματος. Είναι αυτές

που έχουν σε κάθε χρονική στιγμή τις εξής δύο ιδιότητες:

1. Να είναι κανονικοποιημένες: η κυματοσυνάρτησηΨ(·, t) πρέπει να ανήκει στον

L2 (τετραγωνικώς ολοκληρώσιμη) και να είναι κανονικοποιημένο στη μονάδα.

‖Ψ(·, t)‖2 =
∫

R3M

dR1...dRM

∑

S1...SM

∫

R3N

dr1...drN

∑

s1...sN

|Ψ(t;R1, S1; ...;RM , SM ; r1, s1; ....; rN , sN)|2 = 1 (1.4)

Αυτή η ιδιότητα είναι απαραίτητη έτσι ώστε η |Ψ(·, t)|2 να αντιπροσωπεύει

πυκνότητα πιθανότητας.

2. Να είναι συμμετρικές για τα μποζόνια και αντισυμμετρικές για τα φερμιόνια.

΄Οπως θα δούμε στο παρακάτω υποκεφάλαιο η Χαμιλτονιανή μας δεν αλλάζει

αν εναλλάξουμε τους δείκτες i, j που χαρακτηρίζουν τις μεταβλητές {ri, si},

{rj, sj} των ηλεκτρονίων ή τους αντίστοιχους των πυρήνων. Αυτό συνε-

πάγεται ότι η Χαμιλτονιανή παραμένει αναλλοίωτη ως προς την ομάδα των

αναδιατάξεων (permutation group) που παράγεται από τους παραπάνω γεν-

νήτορες. Συνέπεια της παραπάνω συμμετρίας είναι οι λύσεις της εξίσωσης

Schrödinger να ανήκουν στις μη αναγώγιμες αναπαραστάσεις (irreducible

representations) της ομάδας αυτής. Στη φύση όμως συναντάμε δύο μόνο κα-

τηγορίες μη αναγώγιμων αναπαραστάσεων τις συμμετρικές για τα μποζόνια
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και τις αντισυμμετρικές για τα φερμιόνια. Δηλαδή, η συνάρτηση Ψ(·, t) πρέπει

να είναι:

- συμμετρική, ως προς την εναλλαγή των συντεταγμένων στο χώρο και του

σπιν, δύο ταυτόσημων σωματιδίων όταν είναι μποζόνια. Εδώ, μποζόνια είναι

οι πυρήνες που αποτελούνται από άρτιο αριθμό νουκλεονίων

- αντισυμμετρική, ως προς την εναλλαγή των συντεταγμένων στο χώρο και

του σπιν, δύο ταυτόσημων σωματιδίων όταν είναι φερμιόνια. Εδώ, φερμιόνια

είναι τα ηλεκτρόνια και οι πυρήνες που έχουν περιττό αριθμό νουκλεονίων.

Ειδικότερα, από την αντισυμμετρία ως προς την εναλλαγή δύο δεικτών ηλε-

κτρονίων i,j,

Ψ(t; {Rk, Sk}; r1, s1; ..; ri, si; ..; rj, sj ; ..; rN , sN)

= (−1)Ψ(t; {Rk, Sk}; r1, s1; ..; rj, sj; ..; ri, si; ..; rN , sN), (1.5)

μπορεί κανείς να εξάγει τη λεγόμενη απαγορευτική αρχή του Pauli, σύμφωνα

με την οποία δύο ηλεκτρόνια δε μπορεί να έχουν την ίδια θέση και το ίδιο

σπιν

Ψ(t; {Rk, Sk}; r1, s1; ..; ri, si; ..; ri, si; ..; rN , sN) = 0. (1.6)

Μια σημαντική συνέπεια των παραπάνω ιδιοτήτων είναι ότι ο χώρος των κυματο-

συναρτήσεων Ψ(·, t), δε θα είναι ολόκληρος ο L2 χώρος των τετραγωνικά ολοκλη-

ρώσιμων συναρτήσεων μεM+N χωρικές συντεταγμένες συν αυτές του σπιν, αλλά

περιορίζεται δραματικά.
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1.4 Χαμιλτονιανή του προς μελέτη συστήμα-

τος

Σε αυτό το σημείο θα εισαγάγουμε τη Χαμιλτονιανή του προς μελέτη συστήμα-

τος. Θεωρούμε το φυσικό μας σύστημα (άτομο, μόριο ή στερεό) απομονωμένο και

ότι δεν υπόκειται σε κάποιο εξωτερικό ηλεκτρομαγνητικό πεδίο. Η Χαμιλτονιανή

που θα περιγράφει ένα τέτοιου είδους σύστημα είναι η ακόλουθη:

H = −
M
∑

k=1

1

2Mk
∇2

Rk
−

N
∑

i=1

1

2mi
∇2

ri
−

N
∑

i=1

M
∑

k=1

Zk

|ri −Rk|

+
∑

1≤i<j≤N

1

|ri − rj|
+

∑

1≤k<l≤M

ZkZl

|Rk − Rl|
(1.7)

όπου με Mk και Zk συμβολίζουμε τη μάζα και το φορτίο του k πυρήνα. Αναλυτι-

κότερα, ο πρώτος όρος της παραπάνω εξίσωσης αντιστοιχεί στην κινητική ενέργεια

του πυρήνα

TN = −
M
∑

k=1

1

2Mk
∇2

Rk
, (1.8)

ο δεύτερος στην κινητική ενέργεια των ηλεκτρονίων

T = −
N
∑

i=1

1

2mi
∇2

ri
, (1.9)

ο τρίτος στο ελκτικό δυναμικό ανάμεσα στον πυρήνα και στα ηλεκτρόνια

VeN = −
N
∑

i=1

M
∑

k=1

Zk

|ri − Rk|
, (1.10)

ο τέταρτος στο απωστικό δυναμικό μεταξύ των ηλεκτρονίων

Vee = +
∑

1≤i<j≤N

1

|ri − rj |
(1.11)
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και ο τελευταίος στο δυναμικό που οφείλεται στην ηλεκτροστατική άπωση των

πυρήνων.

VNN = +
∑

1≤k<l≤M

ZkZl

|Rk − Rl|
(1.12)

Να σημειώσουμε εδώ ότι αν το προς μελέτη σύστημα είναι άτομο ο τελευταίος όρος

δεν υπεισέρχεται στη Χαμιλτονιανή του. Το σύστημα μονάδων που χρησιμοποιούμε

λέγεται ατομικό σύστημα μονάδων, στο οποίο ισχύει ότι

me = 1, e = 1, ~ = 1,
1

4πε0
= 1,

όπου me, e, ~, ε0, αντίστοιχα, συμβολίζουν τη μάζα του ηλεκτρονίου, το στοι-

χειώδες φορτίο, τη σταθερά του Planck και τη διηλεκτρική σταθερά του κενού.

Ακολούθως, η μονάδα μάζας είναι 9.11 ·10−31kg, η μονάδα μήκους (που συμβολίζε-

ται με α0) ονομάζεται ακτίνα του Bohr 5.29 · 10−11m, η μονάδα του χρόνου είναι

2.42 · 10−17s και η μονάδα της ενέργειας που ονομάζεται Hartree 4.36 · 10−18J, ή

27.2eV ή 627 kcal/mol. Σε αυτό το σύστημα αναφοράς η μέση τιμή της απόστα-

σης ηλεκτρονίου πυρήνα στο άτομο του Υδρογόνου είναι της τάξης του ένα, ενώ η

ενέργεια της βασικής του κατάστασης είναι -0.5. Εδώ, θα πρέπει να σημείωσουμε

ότι στην περίπτωση που μελετάμε, δηλαδή αυτή του απομονωμένου πολυηλεκτρο-

νικού συστήματος, η Χαμιλτονιανή δεν εξαρτάται από το σπιν των πυρήνων και

των ηλεκτρονίων. Επιπλέον, ο πυρήνας θεωρείται ότι συμπεριφέρεται σαν σημειακό

σώμα.
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Κεφάλαιο 2

Προσέγγισεις

2.1 Εισαγωγή

Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας μας ενδιαφέρει η λύση του προβλήματος

ιδιοτιμών που προκύπτει από τη χρονοανεξάρτητη εξίσωση Schrödinger (1.2)

H|Ψi〉 = Ei|Ψi〉,

όπου με H συμβολίζουμε τη Χαμιλτονιανή του συστήματος (1.7), η οποία δεν ε-

ίναι συνάρτηση του χρόνου, με |Ψi〉 την κυματοσυνάρτηση και με Ei την ενέργεια.

Οι |Ψi〉 αποτελούν ευσταθείς καταστάσεις του φυσικού συστήματος. Για τους

παραπάνω λόγους είναι προσβάσιμες στα πειράματα. ΄Ετσι για παράδειγμα, για να

δούμε αν υπάρχει ένα μόριο θα πρέπει να εξετάσουμε τις ευσταθείς λύσεις (ιδιοκατα-

στάσεις) για το συγκεκριμένο αριθμό ηλεκτρονίων και πυρήνων. Εάν δεν υπάρχουν

ευσταθείς ιδιοκαταστάσεις, η ύπαρξη τέτοιου μορίου αποκλείεται.

Στην πράξη, το πρόβλημα αυτό είναι αδύνατο να λυθεί αναλυτικά και για αυ-

τό καταφεύγουμε σε προσεγγίσεις. Υπάρχουν πολλοί παράγοντες που ευθύνονται

για αυτή τη δυσκολία. Πρώτον, το σύστημά μας είναι πολλών σωματιδίων με δια-

φορετικά συστατικά (διάφορα είδη πυρήνων και ηλεκτρόνια). Τα ηλεκτρόνια είναι
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φερμιόνια ενώ οι πυρήνες ανάλογα με τον αριθμό των νουκλεονίων τους μπορεί

να είναι φερμιόνια ή μποζόνια. Δεύτερον, η πλήρης κυματοσυνάρτηση δε μπορεί

να αναλυθεί σε γινόμενο όρων ενός σωματιδίου λόγω των αλληλεπιδράσεων Cou-

lomb. Με άλλα λόγια, η πλήρης εξίσωση Schrödinger δε μπορεί να χωριστεί σε

ένα σύνολο ανεξάρτητων εξισώσεων, οπότε γενικά έχουμε να αντιμετωπίσουμε μια

εξίσωση με (3M + 3N) μεταβλητές. Η δυναμική των πυρήνων είναι ένα ακόμη

δύσκολο πρόβλημα και πολύ λίγες μεθοδολογίες έχουν αναπτυχθεί για την επίλυσή

του. Στους περισσότερους υπολογισμούς που βρίσκει κανείς στη βιβλιογραφία οι

πυρήνες αντιμετωπίζονται είτε κλασικά είτε με την αδιαβατική προσέγγιση όπου η

κυματοσυνάρτηση είναι γινόμενο ενός πυρηνικού κι ενός ηλεκτρονικού μέρους[1].

Στη συνέχεια αυτού του κεφάλαιου, θα παρουσιαστεί μια μαθηματική μεθοδο-

λογία, η λεγόμενη αρχή μεταβολών, που χρησιμοποιείται για την προσεγγιστική

επίλυση της εξίσωσης Schrödinger, χρησιμοποιώντας για την εύρεση της ενέργειας

βασικής κατάστασης μια κυματοσυνάρτηση που ανήκει σε ένα υπόχωρο του χώρου

Hilbert. ΄Ετσι, οι ενέργειες βασικής κατάστασης που βρίσκει κανείς αποτελούν άνω

φράγμα στην πραγματική ενέργεια. Παρατίθενται οι προσεγγίσεις για τους πυρήνες

που αποτελούν το πρώτο βήμα σε όλες σχεδόν τις μεθόδους επίλυσης προβλήμα-

τος πολλών ηλεκτρονίων και στη συνέχεια η μέθοδος Hartree-Fock, της οποίας

η προσεγγιστική βασική κατάσταση είναι μια ορίζουσα Slater και η ανάλυση της

σε ιδιοκαταστάσεις του ολικού σπιν που αποτελεί και το θέμα της συγκεκριμένης

διατριβής. Στη συνέχεια γίνεται σύντομη επισκόπηση της post-Hartree-Fock με-

θοδολογίας, Configuration Interaction, δηλαδή μεθοδολογίας που έχει ως πρώτο

βήμα τη λύση της Hartree-Fock και δίνει ιδιαίτερα βελτιωμένα αποτελέσματα σε

σχέση με αυτή και την οποία χρησιμοποιούμε στη σύγκριση των αποτελεσμάτων.

Στο τέλος του κεφαλαίου γίνεται μια σύντομη εισαγωγή στη θεωρία των συναρτη-

σιακών της πυκνότητας, (density functional theory), DFT, αφενός λόγω του ότι

έχει εδραιωθεί για τη μελέτη της ηλεκτρονικής δομής ατόμων, μορίων και στερεών,
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αφετέρου λόγω του ότι η μεθοδολογία μας για ανάλυση σε ιδιοκαταστάσεις του

ολικού σπιν εφαρμόζεται και σε μη περιορισμένες ορίζουσες που προέρχονται από

την επίλυση των εξισώσεων Kohn-Sham που διέπουν τη DFT.

2.2 Αρχή των μεταβολών

Για δεδομένο τελεστή H υπάρχει ένα σύνολο από ακριβείς ιδιοκαταστάσεις της

Schrödinger

H|Ψα〉 = Eα|Ψα〉 α = 0, 1, ... (2.1)

όπου

E0 ≤ E1 ≤ E2 ≤ .... ≤ Eα ≤ ...

΄Εχουμε υποθέσει για απλότητα ότι το σύνολο ιδιοτιμών {Eα} είναι διακριτό. Πολ-

λαπλασιάζοντας κανείς την εξίσωση (2.1) αριστερά με το 〈Ψβ|, βρίσκουμε

〈Ψβ|H|Ψα〉 = Eαδαβ (2.2)

Οι ιδιοκαταστάσεις του τελεστή H σχηματίζουν ένα πλήρες σύστημα γι΄ αυτό κάθε

συνάρτηση |Ψ̃〉 που ανήκει στο χώρο των {|Ψα〉} μπορεί να γραφτεί σαν γραμμικός

συνδυασμός των |Ψα〉

|Ψ̃〉 =
∑

α

|Ψα〉〈Ψα|Ψ̃〉. (2.3)

Αρχή μεταβολών:

Δεδομένης μιας κανονικοποιημένης κυματοσυνάρτησης |Ψ̃〉, η αναμενόμενη τιμή

της Χαμιλτονιανής E(Ψ̃) = 〈Ψ̃|H|Ψ̃〉 (συναρτησιακό ενέργειας) είναι ένα πάνω
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όριο στην ακριβή ενέργεια της βασικής κατάστασης E0. Δηλαδή, αν

〈Ψ̃|Ψ̃〉 = 1 (2.4)

τότε

〈Ψ̃|H|Ψ̃〉 ≥ E0 (2.5)

Την απόδειξη της παραπάνω σχέσης μπορεί να βρεί κανείς στο βιβλίο των Szabo A.

and Ostlund N.S[3]. Οι παραπάνω σχέσεις μας δείχνουν ότι η ενέργεια της βασικής

κατάστασης που παίρνουμε από μια προσεγγιστική κυματοσυνάρτηση είναι πάντα

υψηλότερη από την πραγματική. Για αυτό, όσο χαμηλότερη είναι η ενέργεια της κυ-

ματοσυνάρτησης τόσο καλύτερη είναι η προσέγγιση. Η εφαρμογή της «αρχής των

μεταβολών» συνίσταται στο να πάρει κανείς μια αρχικά νορμαλισμένη κυματοσυνάρ-

τηση |Ψ̃〉, που εξαρτάται από κάποιες παραμέτρους τις οποίες να μεταβάλλει μέχρι η

αναμενόμενη τιμή 〈Ψ̃|H|Ψ̃〉 να γίνει ελάχιστη. Η ελάχιστη τιμή που βρίσκουμε για

τη 〈Ψ̃|H|Ψ̃〉 είναι η προσέγγισή μας στην ακριβή ενέργεια της βασικής κατάστασης.

2.2.1 Η προσέγγιση Born-Oppenheimer

Η προσέγγιση Born-Oppenheimer[4] είναι κεντρικής σημασίας στην κβαν-

τομηχανική μελέτη των μορίων και των στερεών. Η ιδέα στην οποία στηρίζεται

η προσέγγιση αυτή είναι ότι αφού οι πυρήνες είναι πολύ βαρύτεροι από τα ηλε-

κτρόνια και συνεπώς κινούνται πολύ πιο αργά, μπορεί κανείς να θεωρήσει ότι τα

ηλεκτρόνια σε ένα μόριο ή στερεό κινούνται στο πεδίο που σχηματίζουν οι πυρήνες

οι οποίοι βρίσκονται «κολλημένοι» σε κάποιες θέσεις. ΄Ετσι στη Χαμιλτονιανή του

συστήματός μας (1.7), θα έχουμε τις εξής αλλαγές: ο όρος της κινητικής ενέργειας

του πυρήνα (1.8) μπορεί να αγνοηθεί και ο όρος της άπωσης μεταξύ των πυρήνων

(1.12) μπορεί να θεωρηθεί σταθερός. ΄Ομως, αν προσθέσουμε σε έναν τελεστή μια
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σταθερά αυτή προστίθεται απλά στις ιδιοτιμές του κι αφήνει ανεπηρέαστες τις ιδιο-

καταστάσεις του. Το υπόλοιπο της (1.7) ονομάζεται ηλεκτρονική Χαμιλτονιανή ή

Χαμιλτονιανή που περιγράφει την κίνησηN ηλεκτρονίων στο πεδίο που δημιουργούν

M σημειακά φορτία,

He = −
N
∑

i=1

1

2mi
∇2

ri
−

N
∑

i=1

M
∑

k=1

Zk

|ri −Rk|
+

∑

1≤i<j≤N

1

|ri − rj|
. (2.6)

Η λύση της χρονοανεξάρτητης εξίσωσης Schrödinger για την ηλεκτρονική Χαμιλ-

τονιανή:

He|Ψe,m〉 = Ee,m|Ψe,m〉 (2.7)

είναι η ηλεκτρονική κυματοσυνάρτηση,

Ψe,m = Ψe,m({ri}; {Rk}) (2.8)

που εξαρτάται ρητά από την κίνηση των ηλεκτρονίων, αλλά παραμετρικά από τις

συντεταγμένες των πυρήνων, όπως και η ηλεκτρονική ενέργεια

Ee,m = Ee,m({Rk}). (2.9)

Με την παραμετρική εξάρτηση εννοούμε ότι για διαφορετικές διατάξεις των πυ-

ρήνων, η |Ψe〉 είναι μια διαφορετική συνάρτηση των ηλεκτρονικών συντεταγμένων.

Αυτό συμβαίνει επειδή η |Ψe〉 αποτελεί λύση της εξίσωσης Schrödinger για την He

η οποία περιέχει παραμετρικά τη θέση των πυρήνων στον όρο −∑N
i=1

∑M
k=1

Zk

|ri−Rk|
.

Η ολική ενέργεια για καθορισμένους πυρήνες όσον αφορά τη θέση τους το είδος

13



τους και τον αριθμό τους πρέπει να περιέχει τη σταθερά της άπωσης πυρήνα-πυρήνα.

Etot = Ee,m +
∑

1≤k<l≤M

ZkZl

|Rk −Rl|
(2.10)

Οι εξισώσεις (2.6)-(2.10) συνιστούν το λεγόμενο ηλεκτρονικό πρόβλημα. Αν κα-

νείς έχει λύσει το παραπάνω πρόβλημα, μπορεί στη συνέχεια να λύσει το πρόβλημα

της κίνησης των πυρήνων χρησιμοποιώντας τις ίδιες υποθέσεις με πριν. Αφού τα

ηλεκτρόνια κινούνται πολύ πιο γρήγορα από τους πυρήνες, είναι λογικό να αντι-

καταστήσει κανείς στη Χαμιλτονιανή του συστήματος τις θέσεις των ηλεκτρονίων

από τις αναμενόμενες τιμές τους.

Hn = −
M
∑

k=1

1

2Mk

∇2
Rk

+ Ee({Rk}) +
∑

1≤k<l≤M

ZkZl

|Rk −Rl|
=

−
M
∑

k=1

1

2Mk
∇2

Rk
+ Etot({Rk}). (2.11)

Στην πράξη όμως συνήθως χρησιμοποιείται η λεγόμενη «κλασική προσέγγιση για

τους πυρήνες» γιατί η λύση του προβλήματος ιδιοτιμών για τον πυρήνα είναι πολύ

δύσκολη υπόθεση για δύο λόγους. Πρώτον, είναι μια εξίσωση πολλών σωμάτων

στο χώρο των 3M πυρηνικών συντεταγμένων. Δεύτερον, ο προσδιορισμός της

επιφάνειας Ee,m({Rk}) προϋποθέτει για κάθε δυνατή διάταξη των πυρήνων {Rk}

τη λύση P 3M φορών της ηλεκτρονικής εξίσωσης (2.7), όπου P είναι ο αριθμός των

σημείων του χώρου που κάνουμε υπολογισμούς (grid points)[1].

Για ένα μεγάλο αριθμό περιπτώσεων η επίλυση της εξίσωσης Schrödinger (2.7)

για τον πυρήνα δε μας ενδιαφέρει κι αυτό γιατί η πυρηνική κυματοσυνάρτηση είναι

τόσο εντοπισμένη ώστε να μπορεί να υποκατασταθεί από δ συναρτήσεις του Dirac.

Τα κέντρα αυτών των δ συναρτήσεων είναι εξ ορισμού οι κλασικές θέσεις των

πυρήνων {Rcl
k }.

Λαμβάνοντας υπόψη τις δύο παραπάνω προσεγγίσεις μένει κανείς να λύσει την
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πολυηλεκτρονική εξίσωση Schrödinger (2.7) για ένα σύνολο πυρήνων σε καθορι-

σμένες θέσεις. Αυτό είναι το λεγόμενο πρόβλημα πολλών ηλεκτρονίων ή ηλεκτρο-

νικής δομής, το οποίο παραμένει αδύνατο να λυθεί χωρίς περαιτέρω προσεγγίσεις.

2.3 Hartree-Fock

2.3.1 Η ορίζουσα Slater

Παρά την απλοποιημένη εξίσωση Schrödinger (2.7) που προέκυψε από την προ-

σέγγιση Born-Oppenheimer, το πρόβλημα πολλών ηλεκτρονίων παραμένει δύσκολο

λόγω του όρου της αλληλεπίδρασης ηλεκτρονίου-ηλεκτρονίου

Vee =
∑

1≤i<j≤N

1

|ri − rj |
.

Προκύπτει λοιπόν η ανάγκη για προσεγγιστικές λύσεις του προβλήματος ιδιοτιμών.

Κεντρικό ρόλο στην επίλυση του προβλήματος παίζει η προσέγγιστη Hartree-Fock,

τόσο λόγω της επιτυχίας της στην περιγραφή πολλών συστημάτων όσο κι επειδή

αποτελεί πρώτο βήμα για άλλες ακριβέστερες μεθόδους[3]. Στην Hartree-Fock η

ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού της ενέργειας για τον προσδιορισμό της κα-

τάστασης ελάχιστης ενέργειας γίνεται στο χώρο των οριζουσών Slater.

Η απλούστερη αντισυμμετρική κυματοσυνάρτηση η οποία μπορεί να περιγράψει

την κατάσταση ενός συστήματος Ν-ηλεκτρονίων είναι μια ορίζουσα Slater. Η ανα-

λυτική μορφή μιας τέτοιας ορίζουσας είναι η ακόλουθη:

|Φ〉 = SD{φj(ri, σi)} (2.12)
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Η φj(ri, σi) είναι μονοηλεκτρονική κυματοσυνάρτηση, με ri τις συντεταγμένες στο

χώρο και με σi το σπιν που μπορεί να είναι πάνω ή κάτω. Να σημειώσουμε εδώ ότι

η παραπάνω κυματοσυνάρτηση |Φ〉 είναι κανονικοποιημένη στη μονάδα. Σε αυτό το

σημείο θα εισάγουμε μια απλοποίηση στο συμβολισμό μιας ορίζουσας Slater |Φ〉:

|Φ〉 = |φ1, φ2, ..., φN〉 (2.13)

Η |Φ〉 είναι αντισυμμερική ως προς την εναλλαγή δύο συντεταγμένων της ri, σi,

rj, σj που αντιστοιχεί στην εναλλαγή δύο στηλών της (2.13). Η |Φ〉 είναι επίσης

αντισυμμετρική ως προς την εναλλαγή δύο μονοηλεκτρονικών κυματοσυναρτήσεων,

που όπως φαίνεται από την αναλυτική της μορφή (2.13) αντιστοιχεί στην εναλλαγή

δύο γραμμών της ορίζουσας. Δηλαδή ισχύει ότι:

|φ1, φ2, .., φi, .., φj, .., φN〉 = −|φ1, φ2, .., φj, .., φi, .., φN〉 (2.14)

Αν μια κατάσταση πολλών ηλεκτρονίων μπορεί να εκφραστεί σαν ορίζουσα Slater

τότε εξάγεται ως συμπέρασμα η απαγορευτική αρχή του Pauli, διότι όταν μια ο-

ρίζουσα έχει δύο ταυτόσημες μονοηλεκτρονικές κυματοσυναρτήσεις τότε έχει δύο

γραμμές ίδιες και άρα ισούται με μηδέν.

Από ένα πλήρες σύστημα αντισυμμετρικών κυματοσυναρτήσεων μπορούμε να

κατασκευάσουμε ένα πλήρες σύστημα οριζουσών Slater, συνδυάζοντας κάθε φορά

Ν μονοηλεκτρονικές κυματοσυναρτήσεις που διαφέρουν μεταξύ τους τουλάχιστον
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κατά μία μονοηλεκτρονική κυματοσυνάρτηση. ΄Ετσι τυχούσα αντισυμμετρική κυ-

ματοσυνάρτηση μπορεί να γραφτεί ως γραμμικός συνδυασμός απείρων οριζουσών

Slater. Για παράδειγμα αν έχουμε μια κατάσταση τριών ηλεκτρονίων μπορούμε να

τη γράψουμε ως εξής:

|Ψ〉 =
∑

i<j<k

cijk|φi, φj, φk〉 (2.15)

2.3.2 Η Hartree-Fock

Στην προσέγγιση Hartree-Fock η ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού της

ενέργειας γίνεται στον υπόχωρο των οριζουσών Slater (SD) του χώρου L2 των

τετραγωνικώς ολοκληρώσιμων αντισυμμετρικών κυματοσυναρτήσεων. Δηλαδή,

E0,HF = min{〈Φ|H|Φ〉, με 〈Φ|Φ〉 = 1 και |Φ〉 ∈ SD}

= 〈Φ0|H|Φ0〉. (2.16)

Να σημειώσουμε εδώ ότι με H εννοούμε την ηλεκτρονική Χαμιλτονιανή (2.6) και

με |Φ0〉 τη |Φ〉 για το οποίο παίρνουμε το ελάχιστο και θα την ονομάζουμε βασική

κατάσταση Hartree-Fock. Αφού η αναζήτηση του ελάχιστου της ενέργειας γίνεται

σε έναν μικρότερο χώρο, το ελάχιστο που θα βρούμε, όπως είδαμε και στο υποκε-

φάλαιο που αναφέρεται στην «αρχή των μεταβολών», θα είναι μεγαλύτερο από το

ελάχιστο του συναρτησιακού όταν η κυματοσυνάρτηση ανήκει στον L2.

Πριν προχωρήσουμε στην εξαγωγη των εξισώσεων Hartree-Fock να τονίσουμε

ότι μια μόνο ορίζουσα Slater δε μπορεί να είναι ιδιοκατάσταση της Χαμιλτονια-

νής συστήματος N -ηλεκτρονίων, λόγω του όρου της αλληλεπίδρασης μεταξύ των

ηλεκτρονίων Vee (1.11), ο οποίος απεικονίζει μια ορίζουσα Slater σε γραμμικό συν-

17



δυασμό άπειρων οριζουσων Slater, δηλαδή:

Vee|Φi〉 =
∑

i 6=j

cij |Φj〉. (2.17)

Αυτό που μπορούμε στην πραγματικότητα να μεταβάλουμε στην ορίζουσα |Φ〉

(2.13), προκειμένου να προσδιορίσουμε τη βασική κατάσταση HF |Φ0〉, είναι τις

μονοηλεκτρονικές κυματοσυναρτήσεις που περιέχει, για αυτό θα προσδιορίσουμε

τους διάφορους όρους της 〈Φ|H|Φ〉 συναρτήσει αυτών. Η κινητική ενέργεια που

αντιστοιχεί στη Φ είναι:

〈Φ|T |Φ〉 =
∑

σ

N
∑

i=1

〈φi| −
1

2
∇2|φi〉 (2.18)

και ισχύει ότι

〈φi| −
1

2
∇2|φi〉 =

∫

dr|∇φi(r, σ)|2

Η ενέργεια που οφείλεται στο ηλεκτροστατικό δυναμικό των πυρήνων είναι:

〈Φ|VeN |Φ〉 =
∫

drV (r)ρΦ(r) (2.19)

όπου

V (r) =
M
∑

k=1

Zk

|r−Rk|

και ρΦ(r) είναι η ηλεκτρονική πυκνότητα που για τυχούσα κυματοσυνάρτηση Φ

δίνεται από τη σχέση

ρΦ(r) = N

∫

dr2dr3...drN |Φ(r, r2, ..., rN)|2. (2.20)
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Αν η Φ είναι μια ορίζουσα Slater η έκφραση της πυκνότητας είναι η ακόλουθη

ρΦ(r) =
N
∑

i=1

∑

σ=↑,↓

|φi(r, σ)|2. (2.21)

Ο όρος της αλληλεπίδρασης μεταξύ των ηλεκτρονίων, όταν η |Φ〉 είναι ορίζουσα

Slater μπορεί να γραφτεί ως άθροισμα δύο όρων, της ενέργειας Hartree, EH(Φ),

που είναι ο καθαρά ηλεκτροστατικός όρος και της ενέργειας ανταλλαγής, Exc(Φ).

Δηλαδή, ισχύει:

〈Φ|Vee|Φ〉 = EH(Φ) + Exc(Φ). (2.22)

Οι αναλυτικές εκφράσεις των όρων Hartree και ανταλλαγής είναι οι ακόλουθες:

EH(Φ) = EH(φ1, φ2, ..., φN) =
1

2

∫

drdr′
ρΦ(r)ρΦ(r

′)

|r− r′| (2.23)

και

Exc(Φ) =
∑

σ=↑, ↓

Exc(Φ
σ) = Exc(Φ

↑) + Exc(Φ
↓) (2.24)

Exc(Φ
σ) = Exc(φ

σ
1 , .., φ

σ
Ns
) = −1

2

∫

drdr′
ρΦσ(r, r′)ρΦσ(r′, r)

|r− r′| . (2.25)

΄Οπου {φσ
i , i = 1, .., Ns} μονοηλεκτρονικές συναρτήσεις ίδιου σπιν σ που μπορεί να

είναι πάνω (↑) ή κάτω (↓) και

ρΦσ(r, r′) =

Ns
∑

i=1

φ∗
i (r, σ)φi(r

′, σ). (2.26)

Η ρΦ(r, r′) = ρΦ↑(r, r′)+ρΦ↓(r, r′) λέγεται μήτρα πυκνότητας (density matrix) και

ισχύει ότι ρΦ(r, r) = ρΦ(r).
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Από τις παραπάνω εκφράσεις μπορεί εύκολα να δειχτεί ότι EH(Φ) > 0 και Exc(Φ) <

0, όπως επίσης κι ότι EH(Φ) +Exc(Φ) > 0, που είναι αναμενόμενο μιας κι αυτοί οι

όροι προκύπτουν από την άπωση μεταξύ των ηλεκτρονίων.

Τώρα έχοντας τις αναλυτικές εκφράσεις των διαφόρων όρων της 〈Φ|H|Φ〉 ως

προς τα τροχιακά και εφαρμόζοντας την αρχή μεταβολών οδηγούμαστε σε εξισώσεις

ιδιοτιμών της μορφής :

fσ
i |φi〉 = εi|φi〉 (2.27)

που ονομάζονται εξίσωσεις Hartree-Fock

(

− 1

2
∇2 −

M
∑

k=1

Zk

r−Rk

+

∫

dr′
∑N

σ′,j=1 |φj(r
′, σ′)|2

|r− r′|

)

φi(r, σ) (2.28)

−
N
∑

j=1

(

∑

σ′

∫

dr′
φ∗
j(r

′, σ′)φi(r
′, σ′)

|r− r′|

)

φj(r, σ) = εiφi(r, σ)

ή πιο απλά:

(

−1

2
∇2−

M
∑

k=1

Zk

r−Rk

+

∫

dr′
ρΦ(r

′)

|r− r′|

)

φi(r, σ)−
∫

dr′
ρΦσ(r, r′)

|r− r′| φi(r
′, σ′) = εiφi(r, σ).

(2.29)

Οι ιδιοκαταστάσεις φi(r, σ) των παραπάνω εξισώσεων πολλές φορές αναφέρονται

στη βιβλιογραφία ως τροχιακά. Από τα τροχιακά που αντιστοιχούν στις N χαμη-

λότερες ιδιοτιμές της ενέργειας φτιάχνεται η ορίζουσα Slater |Φ0〉 που αντιστοιχεί

στη βασική κατάσταση HF του συστήματος. Παρατηρούμε ότι τροχιακά με δια-

φορετικό σπιν υπακούουν σε διαφορετικές εξισώσεις ιδιοτιμών. Η θεώρηση αυτή

ονομάζεται μη περιορισμένη (Unrestricted Hartree-Fock) ή συντομογραφικά UHF.

Άρα κατά κανόνα θα έχουμε διαφορετικά χωρικά μέρη μεταξύ όλων των ↑ και των ↓

τροχιακών. Στην προσέγγιση Restricted Hartree-Fock (RHF) που χρησιμοποιείται

συνήθως σε άτομα ή μόρια με κλειστούς φλοιούς δηλαδή με ίδιο αριθμό πάνω και

κάτω σπιν τροχιακών, θεωρείται ότι το χωρικό μέρος κάθε τροχιακού με σπιν πάνω

20



συμπίπτει με το χωρικό μέρος ενός τροχιακού με σπιν κάτω.

|φ↑
1, φ

↓
1, φ

↑
2, φ

↓
2..., φ

↑
N/2, φ

↓
N/2〉 (2.30)

΄Ετσι τα τροχιακά με σπιν πάνω και κάτω ακολουθούν ίδιας μορφής εξίσωση ιδιοτι-

μών:

(

− 1

2
∇2 −

M
∑

k=1

Zk

r−Rk

+

∫

dr′
ρΦ(r

′)

|r− r′|

)

φi(r)−
∫

dr′
ρΦ(r, r

′)

|r− r′| φi(r
′) = εiφi(r).

(2.31)

όπου

ρΦ(r) =

N/2
∑

i=1

|φi(r)|2 ρΦ(r, r
′) =

N/2
∑

i=1

φi(r)
∗φi(r

′) (2.32)

Για την ενέργεια Hartree-Fock ισχύει ότι

E0,HF =

N
∑

i=1

εi − (EH(Φ) + Exc(Φ))

=
1

2

N
∑

i=1

εi +
1

2
〈Φ|T |Φ〉+ 〈Φ|VeN |Φ〉 (2.33)

2.3.3 Λύση της Hartree-Fock

Εκτός από τα N χαμηλότερα τροχιακά από τα οποία κατασκευάζει κανείς την

ορίζουσα Slater που αντιστοιχεί στη βασική κατάσταση Hartree-Fock, έχουμε και

τα υπόλοιπα τροχιακά του συνόλου τα οποία τα ονομάζουμε εικονικά η απλά μη

κατειλημμένα. Γενικά, το σύνολο των λύσεων της εξίσωσης Hartree-Fock είναι

άπειρο. Στην πράξη όμως, η εξίσωση Hartree-Fock λύνεται εισάγοντας ένα πε-

περασμένο σύνολο χωρικών συναρτήσεων βάσης {gµ|µ = 1, 2, ...,Mb}, οι οποίες

μάλιστα δεν είναι κατ΄ ανάγκη ορθογώνιες μεταξύ τους όπως θα δούμε παρακάτω.

Τα χωρικά μέρη των τροχιακών με σπιν πάνω μπορούν να αναλυθούν ως προς το
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συνόλο {gµ} και το ίδιο ισχύει και για αυτά με σπιν κάτω.

|φi〉 =
Mb
∑

µ=1

Ciµ|gµ〉 (2.34)

Αντικαθιστώντας τώρα στην εξίσωση ιδιοτιμών (2.29) φτιάχνει κανείς ένα γενικευ-

μένο πρόβλημα ιδιοτιμών με πίνακες για τους συντελεστές ανάλυσης ως προς τη

δεδομένη βάση.

fσ
i

Mb
∑

µ=1

Ciµ|gµ〉 = εi

Mb
∑

µ=1

Ciµ|gµ〉 (2.35)

Mb
∑

µ=1

〈gν |fσ
i |gµ〉Ciµ = εi

Mb
∑

µ=1

〈gν|gµ〉Ciµ (2.36)

Οι συζευγμένες εξισώσεις μητρών που προκύπτουν από την εξίσωση ιδιοτιμών

(2.29) της UHF είναι οι εξισώσεις ”Pople Nesbet”[6]:

FαCα = ǫαSCα

FβCβ = ǫβSCβ (2.37)

με Fα και Fβ συμβολίζουμε τους πίνακες Fock για τα ↑ και ↓ τροχιακά, ενώ με Cα

Cβ τους πίνακες των συντελεστών ανάπτυξης των ↑ και ↓ τροχιακών σε δεδομένη

βάση. Οι ǫα και ǫβ είναι οι διαγώνιοι πίνακες των ενεργειών των τροχιακών, ενώ S

είναι ο πίνακας επικάλυψης μεταξύ των στοιχείων της βάσης.

Για την προσέγγιση Restricted Hartree-Fock, η εξίσωση πινάκων που προκύπτει

από την αναπαράσταση της αντίστοιχης Hartree-Fock εξίσωσης (2.31) σε μια μη

ορθογώνια βάση είναι η εξίσωση ”Roothan”:

FC = ǫSC (2.38)

Οι όροι Hartree (EH) και ανταλλαγής (Exc) εξαρτώνται από τα σπιν τροχια-
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κά, δηλαδή ο πίνακας Fock εξαρτάται από τις ιδιοκαταστάσεις C του γενικευμένου

προβλήματος ιδιοτιμών. ΄Ετσι, οι εξισώσεις (2.37, 2.38) είναι μη γραμμικές και θα

πρέπει να λυθούν με επαναληπτική διαδικασία. Η διαδικασία για τη λύση της ε-

ξίσωσης Hartree-Fock ονομάζεται μέθοδος αυτοσυνεπούς πεδίου (Self Consistent

Field) ή συντομογραφικά SCF.

2.3.4 Οι συναρτήσεις βάσης

Οι συνήθεις κυματοσυναρτήσεις που χρησιμοποιούνται στα πολυηλεκτρονικά

συστήματα είναι όπως είδαμε αντισυμμετρικά γινόμενα μονοηλεκτρονικών κυματο-

συναρτήσεων. Αυτές οι μονοηλεκτρονικές κυματοσυναρτήσεις ονομάζονται τρο-

χιακά. Τα τροχιακά συνήθως εκφραζονται στη βάση ενός πεπερασμένου συνόλου

αναλυτικών συναρτήσεων οι οποίες συχνά αναφέροναι ως ατομικά τροχιακά.

ψi(r) =

Mb
∑

i=1

cµiφµ(r) (2.39)

Η ονομασία αυτή έχει προέλθει από το γεγονός ότι οι πρώτες βάσεις που χρησι-

μοποιήθηκαν για μόρια ήτανε λύσεις των ατόμων που τα αποτελούσαν. Σήμερα,

οι βάσεις που χρησιμοποιούνται δεν έχουν πάντα τέτοια ιδιότητα, η ονομασία όμως

έχει παραμείνει. Παρόλα αυτά, οι βάσεις που χρησιμοποιούνται για μόρια έχουν

συνήθως κέντρα τους πυρήνες των ατόμων που τα αποτελούν.

Ιδανικά, η βάση που θα επιλεχθεί είναι επιθυμητό να έχει τα εξής χαρακτηριστικά[5]:

1. Η βάση πρέπει να είναι σχεδιασμένη έτσι ώστε να μπορεί να αναπαραστήσει

όσο το δυνατόν ακριβέστερα τις μονοηλεκτρονικές τετραγωνικώς ολοκλη-

ρώσιμες συναρτήσεις.

2. Η βάση πρέπει να επιτρέπει γρήγορη σύγκλιση σε κάθε ατομική ή μοριακή

ηλεκτρονική κατάσταση, απαιτώντας μόνο μερικούς όρους για μια όσο το

δυνατόν ακριβέστερη και λογική προσέγγιση της κατανομής της ηλεκτρονικής
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πυκνότητας.

3. Οι συναρτήσεις βάσης πρέπει να έχουν μια απλή αναλυτική μορφή. Συγκε-

κριμένα ο υπολογισμός των ολοκληρώματα αυτών των συναρτήσεων με τη

Χαμιλτονιανή ή άλλους τελεστές θα πρέπει να είναι εύκολος. Είναι επίσης

επιθυμητό η βάση να είναι ορθογώνια ή τουλάχιστον η μη ορθογωνιότητα να

μην οδηγεί σε αριθμητικά προβλήματα.

Στην πράξη, είναι δύσκολη η κατασκευή ενός συνόλου βάσης που να ικανοποιεί

όλες αυτές τις απαιτήσεις. Για αυτό μια χρήσιμη βάση θα πρέπει να συμβιβάζει τις

παραπάνω απαιτήσεις.

Οι Γκαουσιανές κυματοσυναρτήσεις βάσης, παρότι από τη σκοπιά της περιγρα-

φής του φυσικού συστήματος δεν είναι καλές, αφού με την απόσταση η μείωσή τους

είναι πιο γρήγορη από ότι θα έπρεπε και έχουν μηδενική παράγωγο κοντά στον πυ-

ρήνα, έχουν επικρατήσει ως οι πλέον κατάλληλες υπολογιστικά. Αυτό συμβαίνει

επειδή τα ολοκληρώματα που προκύπτουν υπολογίζονται εύκολα.

2.4 Η μέθοδος Configuration Interaction

Με τον όρο ”post-Hartree-Fock” αναφέρονται στη βιβλιογραφία μια σειρά από

μεθόδους για τη μελέτη πολυηλεκτρονικών συστημάτων, στα πλαίσια της προσέγ-

γισης Born-Oppenheimer, όπου δίνουν βελτιωμένα αποτελέσματα σε σχέση με τη

Hartree-Fock. Οι μέθοδοι αυτές χωρίζονται σε δύο μεγάλες κατηγορίες, σε αυτές

που στηρίζονται στην αρχή μεταβολών και σε αυτές που στηρίζονται στη θεωρία

διαταραχών. Στη συνέχεια παραθέτουμε ίσως την πιο σημαντική ”post-Hartree-

Fock” προσέγγιση από αυτές που στηρίζονται στην αρχή μεταβολών, τη μέθοδο

”Configuration Interaction” (CI), που είναι εξαιρετικά ακριβής και ταυτόχρονα

κομψή στη θεωρητική της βάση, όμως είναι ιδιαίτερα απαιτητική υπολογιστικά[7].

Αυτό έχει ως αποτέλεσμα την εφαρμογή της μόνο σε σχετικά μικρά συστήματα.
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Η CI βασίζεται στο ότι η ακριβής κυματοσυνάρτηση πολλών ηλεκτρονίων, Ψ,

μπορεί να γραφτεί ως γραμμικός συνδυασμός οριζουσών Slater, |Φk〉,

|Ψ〉 =
∞
∑

k=0

ck|Φk〉, (2.40)

όπου οι |Φk〉 αποτελούν πλήρη βάση για την αναπαράσταση του χώρου Hilbert της

κυματοσυνάρτησης. Οι ορίζουσες μπορεί να περιέχουν οποιοδήποτε πλήρες σύνο-

λο μονοηλεκτονικών συναρτήσεων αλλά στην πράξη συνήθως χρησιμοποιούνται τα

τροχιακά που έχουν προκύψει σαν λύσεις των εξισώσεων Hartree-Fock. ΄Ετσι η

|Φ0〉 είναι η ορίζουσα της βασικής κατάστασης Hartree-Fock. Η ορίζουσα αναφο-

ράς Hartree-Fock αποτελεί εξ ορισμού την καλύτερη προσέγγιση για την ακριβή

βασική κατάσταση |Ψ〉 στο χώρο των οριζουσών Slater. Στα περισσότερα πολυ-

ηλεκτρονικά συστήματα η ενέργεια Hartree-Fock έχει τη μεγαλύτερη συνεισφορά

στην ακριβή ολική ενέργεια, έτσι αν οι συντελεστές ck είναι νορμαλισμένοι στη

μονάδα τότε c0 ≈ 1 και οι υπόλοιποι ck είναι πολύ μικροί. ΄Ενας πολύ μεγάλος α-

ριθμός οριζουσών απαιτείται για να λάβει κανείς ενέργειες και κυματοσυναρτήσεις

που να προσεγγίζουν την ακριβή λύση. Στην πράξη ο αριθμός των οριζουσών που

χρησιμοποιείται δεν είναι άπειρος αλλά

kmax =
Mb!

N !(Mb −N)!
(2.41)

όπου το kmax εξαρτάται από τον αριθμό των ηλεκτρονίων, N , και τη διάσταση της

βάσης, Mb, δηλαδή των αριθμό των κατειλημμένων και μη τροχιακών Hartree-Fock

(Mb >> N).

Το πρόβλημα που αντιμετωπίζει κανείς όταν θέλει να εφαρμόσει τη Configu-

ration Interaction είναι να πάρει τη καλύτερη δυνατόν κυματοσυνάρτηση και άρα

και την κατάσταση με όσο το δυνατόν χαμηλότερη ενέργεια CI ελαχιστοποιώντας

ταυτόχρονα τον αριθμό των οριζουσών kmax. Στην πράξη οι υπολογισμοί γίνονται
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προσεγγίζοντας τη κυματοσυνάρτηση |Ψ〉 έχοντας περιορίσει το σύνολο των ορι-

ζουσών Slater σε αυτές που περιέχουν το πολύ διπλές διεγέρσεις από την ορίζουσα

αναφοράς. ΄Οταν λαμβάνει κανείς υποψη μόνο τις διπλές διεγέρσεις η αντίστοι-

χη προσέγγιση ονομάζεται ”Configuration Interaction Doubles” (CID) ενώ όταν

επιτρέπει και τις μονές διεγέρσεις ”Configuration Interaction Singles-Doubles”

(CISD). Με τον όρο μονή ή διπλή διέγερση εδώ εννοούμε την αντικατάσταση στην

ορίζουσα αναφοράς ενός ή δύο κατειλημμένων HF τροχιακών με ένα ή δύο μη κα-

τειλημμένα αντίστοιχα. Ο αριθμός των οριζουσών Slater που προκύπτει εί-

ναι και πάλι πολύ μεγάλος, κάνοντας την εφαρμογή της μεθόδου υπολογιστικά

δαπανηρή. ΄Ομως, ο περιορισμός του αριθμού των οριζουσών Slater που χρησι-

μοποιούνται για να προσεγγίσουν την ακριβή κατάσταση Ψ, οδηγεί τελικά στη μη

εκτατικότητα, δηλαδή δύο απείρως διαχωρισμένα υποσυστήματα δεν έχουν ως ε-

νέργεια το άθροισμα των ενεργειών των επί μέρους συστημάτων. Παρά τα όποια

προβλήματα η CI αποτελεί μια προσέγγιση βασιζόμενη στην αρχή μεταβολών ι-

διαίτερα χρήσιμη για τη βελτίωση της της βασικής κατάστασης Hartree-Fock και

χρησιμοποιείται ευρέως ως σημείο αναφοράς για αξιολόγηση των αποτελεσμάτων

άλλων μεθοδολογιών, συχνά αναφερόμενη ως η «ακριβής».
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2.5 Η θεωρία των συναρτησιακών της πυκνότη-

τας (DFT)

Η θεωρία των «συναρτησιακών της πυκνότητας» (Density Functional The-

ory), DFT, αντίθετα, με τη Hartree-Fock και τις post-Hartree-Fock μεθόδους, δε

βασίζεται σε μια πολυηλεκτρονική κυματοσυνάρτηση για την εύρεση των ιδιοτήτων

(π.χ. ενέργειας) ενός πολυηλεκτρονικού συστήματος, αλλά σε συναρτησιακά της

πυκνότητας. Με τον όρο συναρτησιακό εννοούμε μια απεικόνιση στην οποία σε

κάθε συνάρτηση αντιστοιχούμε έναν αριθμό.[8] Η DFT έχει βρει πολύ ευρεία εφαρ-

μογή στα στερεά, αλλά και στα άτομα και στα μόρια λόγω του ότι είναι υπολογιστικά

φτηνή.

Οι πρώτοι που προσπάθησαν να περιγράψουν τις ιδιότητες των πολυηλεκτρο-

νικών συστημάτων μέσω της πυκνότητας ήταν οι Thomas και Fermi χωρίς όμως

μεγάλη επιτυχία. Το 1964 οι Hohenberg και Kohn[9] έδειξαν ότι αυτό ήταν καταρ-

χήν δυνατό να γίνει και μάλιστα επακριβώς, μέσω ενός θεωρήματος που έλεγε ότι

υπάρχει μία προς μία αντιστοιχία μεταξύ βασικής κατάστασης και πυκνότητας. ΄Ε-

τσι, μια κυματοσυνάρτηση ενός πολυηλεκτρονικού συστήματος η οποία εξαρτάται

από 3N μεταβλητές (όταν δε λάβουμε υπόψην το σπιν), με N τον αριθμό των

ηλεκτρονίων, μπορεί να αντικατασταθεί με την πυκνότητα που εξαρτάται από 3 με-

ταβλητές. Για το λόγο αυτό, η ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού της ενέργειας

E(Ψ) = 〈Ψ[ρ]|H|Ψ[ρ]〉 = E[ρ] μπορεί να γίνει συναρτήσει της ρ. Το πρόβλημα

είναι ότι δεν έγινε εφικτό να εκφραστούν όλοι οι όροι της ενέργειας συναρτήσει

της ρ, και πιο συγκεκριμένα η κινητική ενέργεια και η αλληλεπίδραση ηλεκτρονίου-

ηλεκτρονίου. ΄Ετσι, ο Kohn αποφάσισε να επαναφέρει την κυματοσυνάρτηση.

27



2.5.1 Οι εξισώσεις Kohn και Sham

Το 1965, οι Kohn και Sham[10] πρότειναν την αντικατάσταση της κινητικής

ενέργειας του συστήματος των αλληλεπιδρώντων ηλεκτρονίων με αυτή ενός ανάλο-

γου μη αλληλεπιδρώντος συστήματος, με την ίδια πυκνότητα βασικής κατάστασης,

επειδή μπορούσε να υπολογιστεί ευκολότερα. Η Χαμιλτονιανή του μη αλληλεπι-

δρώντος συστήματος θα είναι της μορφής:

HR =

N
∑

i=1

(−∇2
i

2
+ υR(ri)) (2.42)

όπου το υR(ri) είναι τέτοιο ώστε η πυκνότητα βασικής κατάστασης του HR είναι

ίση με ρ(r) και η ενέργεια βασικής καταστασής του ισούται με αυτή του αλλη-

λεπιδρώντος συστήματος. Τώρα η Χαμιλτονιανή δεν έχει πια όρο αλληλεπίδρασης

ηλεκτρονίου-ηλεκτρονίου, οπότε οι ιδιοκαταστάσεις της μπορούν να έχουν την μορ-

φή ορίζουσας Slater. Οι μονοηλεκτρονικές κυματοσυναρτήσεις που εμπεριέχει η ο-

ρίζουσα ϕi,s(r) είναι οι Ns ιδιοκαταστάσεις χαμηλότερης ενέργειας του προβλήματος

ιδιοτιμών

(−∇2

2
+ υR(r))ϕi,s(r) = εi,sϕi,s(r) (2.43)

όπου Ns είναι ο αριθμός των κατειλημμένων τροχιακών με σπιν s. ΄Ετσι, το συναρ-

τησιακό της ενέργειας F συναρτήσει της πυκνότητας έχει την ακόλουθη μορφή:

F [ρ] = TR[ρ] +
1

2

∫ ∫

ρ(r)ρ(r′)

|r− r′| drdr
′ + EXC [ρ] (2.44)

όπου ρ η πυκνότητα (που είναι ίδια στο αλληλεπιδρών και στο μη αλληλεπιδρόν

σύστημα) που συναρτήσει των Kohn και Sham τροχιακών γράφεται:

ρ(r) =
∑

σ=↑,↓

Nσ
∑

i=1

|ϕi,σ(r)|2 (2.45)
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και ο όρος της κινητικής ενέργειας είναι:

TR[ρ] =
∑

σ=↑,↓

Nσ
∑

i=1

〈ϕi,σ| −
∇2

2
|ϕi,σ〉. (2.46)

Η DFT δεν είναι ακριβής επειδή δεν υπάρχει μια ακριβής έκφραση για τον όρο

EXC [ρ]. Υπάρχουν μια σειρά από προσεγγίσεις για τον όρο αυτό από τις οποίες

παίρνουν το όνομα τους οι διάφορες παραλλαγές της DFT.
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Κεφάλαιο 3

Η Μεθοδολογία εξαγωγή

ιδιοκαταστάσεων του S2 που

αναπτύχθηκε

3.1 Εισαγωγή

Οι προσεγγίσεις μιας ορίζουσας Slater στη βασική κατάσταση ενός πολυηλε-

κτρονικού συστήματος (Hartree-Fock, Kohn and Sham theory), δεν είναι ιδιοκατα-

στάσεις όλων των τελεστών που αντιμετατίθενται με την ακριβή Χαμιλτονιανή του

προς μελέτη φυσικού συστήματος, αν και οι ακριβείς λύσεις της εξίσωσης Schrödin-

ger έχουν αυτή την ιδιότητα. Η συμμετρία του σπιν S2 είναι πάντοτε παρούσα στις

πολυηλεκτρονικές Χαμιλτονιανές, εκτός κι αν έχουμε αλληλεπίδραση σπιν-τροχιάς

ή ένα μη ομογενές μαγνητικό πεδίο που εφαρμόζεται στο προς μελέτη σύστημα.

Αυτή η συμμετρία μπορεί να εισάγει πολλές απλοποιήσεις ενώ η απουσία της, όταν

π.χ. έχουμε εφαρμογή ενός μη ομογενούς μαγνητικού πεδίου, κάνει το πρόβλημα

της εύρεσης ιδιοκαταστάσεων της ενέργειας πολύ δύσκολο. ΄Ενα ομογενές μαγνη-

τικό πεδίο B, αν και σπάει τη συμμετρία του σπιν, δεν αλλάζει τις ιδιοκαταστάσεις

της αρχικής Χαμιλτονιανής ενώ οι ιδιοτιμές της ενέργειας Ei χωρίζονται σε 2S +1
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ενεργειακές στάθμες Ei − BM , όπου M , η ιδιοτιμή του Sz, παίρνει τιμές από −S

μέχρι +S. Δυστυχώς, οι προσεγγίσεις μιας ορίζουσας Slater, όπως η Hartree-

Fock και η Kohn και Sham εκδοχή της θεωρίας των συναρτησιακών της πυκνότη-

τας (DFT), οι οποίες εφαρμόζονται στις μέρες μας σε μεγάλα μόρια, δεν τηρούν

εν γένει αυτή τη συμμετρία, εκτός κι αν θέσει κανείς αντίστοιχους περιορισμούς.

΄Ομως, μια τέτοια «τεχνητή» απαίτηση για τη συμμετρία δίνει κυματοσυνάρτησεις

που συχνά αποτυγχάνουν στην περιγραφή φυσικών διαδικασιών όπως σπάσιμο των

δεσμών[11]. Χαρακτηριστικά, στο μόριο του Υδρογόνου είναι αδύνατο να περιγρα-

φεί ο διαχωρισμός του στα δύο άτομα που το αποτελούν γιατί ακόμη και για μεγάλες

αποστάσεις των δύο πυρήνων τα χωρικά μέρη των μονοηλεκτονικών κυματοσυναρ-

τήσεων που αποτελούν την Restricted ορίζουσα Slater έχουν επικάλυψη μονάδα

αντί για μηδενική. Επιπλέον, λόγω του περιορισμού του χώρου στον οποίο γίνε-

ται η αναζήτηση του ελάχιστου του συναρτησιακού της ενέργειας ανεβαίνει η τιμή

της υπολογιζόμενης ενέργειας της βασικής κατάστασης στην περίπτωση της Restri-

cted Hartree-Fock. Από την άλλη, οι προσεγγίσεις μιας ορίζουσας που σπάνε την

ολική συμμετρία, αν και δίνουν χαμηλότερες ενέργειες, παρουσιάζουν κι αυτές προ-

βλήματα. Για παράδειγμα, μπορεί να παρουσιάσουν σε κάποια περιοχή του χώρου,

μεγαλύτερη πυκνότητα με σπιν κάτω ενώ οι μονοηλεκτρονικές κυματοσυναρτήσεις

με σπιν κάτω είναι λιγότερες από εκείνες με σπιν πάνω[12]. ΄Ετσι, το όφελος στην

ακρίβεια της ενέργειας συνοδεύεται με χειρότερης συμμετρίας κυματοσυνάρτηση,

αφού οι «μη περιορισμένες» προσεγγίσεις μιας ορίζουσας Slater |ΦM 〉 είναι ιδιο-

καταστάσεις του Sz αλλά όχι του S2. Αυτές οι καταστάσεις αναφέρονται συχνά

στη βιβλιογραφία ως «καταστάσεις με μολυσμένο σπιν». Στην παρούσα διατριβή

θα εκμεταλλευτούμε αυτό το φαινομενικό μειονέκτημα για να παράγουμε ιδιοκατα-

στάσεις της ενέργειας και ποσοτικά και ποιοτικά καλύτερες. Για το σκοπό αυτό

είναι απαραίτητο να εκφραστεί μια ορίζουσα της UHF ως γραμμικός συνδυασμός

όλων των διαφορετικών ιδιοκαταστάσεων του S2, δηλαδή |ΦM〉 =
∑

S C
S
M

∣

∣ΨS
M

〉

.
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Ας σημειωθεί εδώ ότι στη μέχρι τώρα βιβλιογραφία δεν δίνεται η αναλυτική έκφραση

των |ΨS
M〉, αλλά η διόρθωση στην ενέργεια όπως προκύπτει μετά από την εφαρμογή

του τελεστή του Löwdin σε μια μη περιορισμένη ορίζουσα Slater.

Στο κεφαλαίο αυτό, ορίζεται η μόλυνση του σπιν και αποδεικνύεται ότι είναι πα-

ρούσα σε όλα τα συστήματα ανοικτού φλοιού (που έχουν δηλαδή M 6= 0). Γίνεται

μια διεξοδική αναδρομή στη βιβλιογραφία σχετικά με τις μεθόδους εύρεσης ιδιοκα-

ταστάσεων του S2. Στη συνέχεια, αναπτύσσεται η δική μας μεθοδολογία, όπου

βρίσκονται οι αναλυτικές μορφές των |ΨS
M〉 και οι αντίστοιχοι συντελεστές CS

M

για οποιαδήποτε ορίζουσα έχει μόλυνση του σπιν. Δίνονται δύο εναλλακτικές α-

ποδείξεις ύπαρξης των «αντίστοιχων» τροχιακών στη μορφή που χρησιμοποιήσαμε.

΄Επειτα, δίνεται η μέθοδος κατασκευής των τροχιακών αυτών. Ακολούθως, παρα-

τίθεται η μεθοδολογία εξαγωγής ιδιοκαταστάσεων του S2 από ορίζουσες που έχουν

όλα τα χωρικά μέρη των τροχιακών κάθετα μεταξύ τους. Η απόδειξή μας στηρίζε-

ται στην παρατήρηση ότι μια ορίζουσα Slater εκφρασμένη στη δεύτερη κβάντωση

γράφεται ως γινόμενο δύο τελεστών που ενεργούν πάνω στην κατάσταση του κενο-

ύ, ο καθένας από τους οποίους μετασχηματίζεται με μια καθορισμένη μη αναγώγιμη

αναπαράσταση της ομάδας των στροφών του σπιν. Τέλος, σχολιάζεται η εύρεση

ύπαρξης ιδιοκαταστάσεων χαμηλότερης ενέργειας.
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3.2 Η μόλυνση του σπιν

΄Οταν μια προσεγγιστική κυματοσυνάρτηση περιγραφής ενός συστήματος δεν

αποτελεί ιδιοκατάσταση του S2 αναφέρεται συχνά στη βιβλιογραφία ότι έχει «μόλυν-

ση του σπιν». ΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί μια ορίζουσα Slater δεν αποτελεί πάντα

ιδιοκατάσταση του S2. Αυτό το χαρακτηριστικό των Unrestricted οριζουσών ονο-

μάζεται «μόλυνση του σπιν». Ο όρος λοιπόν δεν περιγράφει κάποια φυσική ιδιότητα

αλλά ένα χαρακτηριστικό που παίρνει κανείς στην προσεγγιστική κυματοσυνάρτηση

που περιγράφει ένα σύστημα πολλών ηλεκτρονίων με μεθόδους που δεν επιβάλλουν

τη συμμετρία του S2.

΄Ενα μέτρο της μόλυνσης του σπιν είναι η διαφορά

C = 〈S2〉 −M(M + 1) (3.1)

όπου το 〈S2〉 υπολογίστηκε από μια Unrestricted ορίζουσα |ΦM〉 και M η ιδιοτιμή

του Sz. Μπορεί να δειχτεί ότι ισχύει

〈S2〉UHF =M(M + 1) +Nβ −
MO
∑

ij

〈φα
i |φβ

j 〉2 (3.2)

όπου με Nβ συμβολίζουμε εδώ τον αριθμό των ηλεκτρονίων με σπιν κάτω. Η

άθροιση γίνεται πάνω σε όλες τις επικαλύψεις 〈φα
i |φβ

j 〉 μεταξύ των χωρικών μερών

των κατειλημμένων τροχιακών με σπιν πάνω και κάτω και έχει δειχτεί ότι η C

είναι πάντα θετική [13]. Να σημειώσουμε εδώ ότι η «μόλυνσης του σπιν» έχει

συγκεντρώσει το ενδιαφέρον πολλών ερευνητών [13, 14, 15, 16, 17] και οφείλεται

στη μη γραμμικότητα των προσεγγιστικών εξισώσεων σε αντίθεση με την ακριβή

Χαμιλτονιανή που είναι γραμμική.

Πιο κάτω θα δείξουμε αυστηρά ότι η μόλυνση του σπιν είναι υπαρκτή σε όλα τα

συστήματα όπου M 6= 0. ΄Ομως δεν υπάρχει απόδειξη μη μόλυνσης του σπιν για
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M = 0. Αντίθετα, σε πολλούς υπολογισμούς έχουμε και σε αυτή την περίπτωση.

3.3 Απόδειξη ύπαρξης μόλυνσης του σπιν σε

συστήματα ανοικτού φλοιού

Θα δειχτεί ότι η μόλυνση του σπιν είναι πάντα υπαρκτή στις UHF και UKS

όταν ο αριθμός των ηλεκτρονίων με σπιν πάνω διαφέρει από αυτόν με σπιν κάτω.

Οι εξισώσεις που ακολουθούν τα σπιν τροχιακά στην UHF είναι της μορφής

−1

2
∇2φi(r) + V (r)φi(r) + VHφi(r)−

k
∑

j=1

φj(r)

∫

φj(r
′)φi(r

′)

|r− r′| = ǫiφi(r) (3.3)

ή σε πιο συμπαγή μορφή

t|φi〉+ V |φi〉+ VH |φi〉 −
k
∑

j=1

|φj〉〈φj|Vr|φi〉 = ǫi|φi〉 (3.4)

για τα τροχιακά με σπιν πάνω και

t|φ′
i〉+ V |φ′

i〉+ VH |φ′
i〉 −

l
∑

j=1

|φ′
j〉〈φ′

j|Vr|φ′
i〉 = ǫ′i|φ′

i〉 (3.5)

για αυτά με σπιν κάτω. Με t συμβολίζουμε το τελεστή της κινητικής ενέργειας,

με V αυτόν του εξωτερικού δυναμικού, με VH το δυναμικό Hartree και με Vr το

δυναμικό ανταλλαγής το οποίο προσδιορίζεται από την απεικόνιση

Vrφ(r
′) =

e2

|r− r′|φ(r
′). (3.6)

Σε αυτόν τον ορισμό το r είναι παράμετρος. ΄Ετσι,

〈φj|Vr|φ〉 =
∫

d3r′φj(r
′)

e2

|r− r′|φ(r
′) = gj(r;φ) (3.7)
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Η απόδειξή μας είναι δια της εις άτοπον απαγωγής.

Ας κάνουμε την υπόθεση ότι δεν έχουμε μόλυνση του σπιν, δηλαδή τα τροχιακά

με σπιν πάνω κι αυτά με σπιν κάτω είναι ίδια για i = 1, 2, ...l < k. Θα δείχτεί ότι αυτή

η υπόθεση δε μπορεί να ισχύει. Αντικαθιστώντας το |φ′
i〉 με |φi〉 για i = 1, 2, ...l

στην εξίσωση 3.5 και αφαιρώντας κατά μέλη από την 3.4 παίρνουμε την παρακάτω

ισότητα
k
∑

j=l+1

|φj〉〈φj|Vr|φi〉 = (ǫ′i − ǫi)|φi〉, i = 1, ..., l (3.8)

Αυτό συνεπάγεται ότι όλα τα |φi〉 με i = 1, ..l πρέπει να είναι ιδιοκαταστάσεις του

τελεστή

k
∑

j=l+1

|φj〉〈φj|Vr.

Θα δείξουμε ότι αυτό δε μπορεί να ισχύει.

Πράγματι τελεστής
∑k

j=l+1 |φj〉〈φj| είναι προβολικός τελεστής στον υπόχωρο

M c που ορίζεται από τα στοιχεία βάσης |φj〉, j = l + 1, .., k. ΄Ομως αυτός ο

υπόχωρος είναι ορθογώνιος σε όλα τα |φi〉, i = 1, ..l που ορίζουν ένα υπόχωρο

M . ΄Ετσι, δεν υπάρχει υπόχωρος του M που να απεικονίζεται στον εαυτό του και

άρα τα |φi〉, i = 1, ..l δεν αποτελούν ιδιοκαταστάσεις του
∑k

j=l+1 |φj〉〈φj|Vr που να

ανήκουν στον M c. Αυτό όμως έρχεται σε αντίθεση με την αρχική μας υπόθεση,

ο.ε.δ.

Για την περίπτωση της Unrestricted Kohn-Sham οι εξισώσεις από τις οποίες

παίρνουμε τις μονοηλεκτρονικές κυματοσυναρτήσεις είναι οι ακόλουθες:

−1

2
∇2φi(r) + V (r)φi(r) + VHφi(r) + Vxc(r, ρ

↑)φi(r) = ǫiφi(r) (3.9)

36



για σπιν πάνω και

−1

2
∇2φ′

i(r) + V (r)φ′
i(r) + VHφ

′
i(r) + Vxc(r, ρ

↓)φ′
i(r) = ǫiφ

′
i(r) (3.10)

για σπιν κάτω. Η απόδειξη μας είναι δια της εις άτοπον απαγωγής.

Ας κάνουμε την υπόθεση ότι δεν έχουμε μόλυνση του σπιν, δηλαδή τα τροχιακά

με σπιν πάνω κι αυτά με σπιν κάτω είναι ίδια για i = 1, 2, ...l < k. Θα δείχτεί ότι

αυτή η υπόθεση δε μπορεί να ισχύει και σε αυτή την περίπτωση. Αντικαθιστώντας

το |φ′
i〉 με |φi〉 για i = 1, 2, ...l στην εξίσωση 3.10 και αφαιρώντας κατά μέλη από

την 3.9 παίρνουμε την παρακάτω ισότητα

(Vxc(r, ρ ↑)− Vxc(r, ρ ↓))φi(r) = (ǫi − ǫ′i)φi(r). (3.11)

Ο τελεστής v(r) = Vxc(r, ρ
↑) − Vxc(r, ρ

↓) είναι διάφορος του μηδενός αφού οι

πυκνότητες ρ↑ και ρ↓ είναι επίσης διαφορετικές (η μία αντιστοιχεί σε k και η άλλη

σε l ηλεκτρόνια). Αφού ο v είναι πολλαπλασιαστικός τελεστής η εξίσωση 3.11 δε

μπορεί να ισχύει. Άρα, καταλήξαμε και πάλι σε άτοπο. Οπότε και για την περίπτωση

της KS όταν έχουμε διαφορετικό αριθμό ηλεκτρονίων με σπιν πάνω και κάτω έχουμε

υποχρεωτικά μόλυνση του σπιν.
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3.4 Μέθοδολογίες ανάλυσης μιας ορίζουσας

σε ιδιοκαταστάσεις του S2 και εφαρμογές

της

Ο Löwdin[18] προκειμένου να λύσει το πρόβλημα της εύρεσης ιδιοκαταστάσεων

του S2, πρότεινε τον προβολικό τελεστή

OS =
∏

ls 6=S

S2 − ls(ls + 1)

S(S + 1)− ls(ls + 1)
(3.12)

ο οποίος εφαρμοζόμενος σε μια ορίζουσα Slater εξαλείφει τους όρους της κυμα-

τοσυνάρτησης που αντιστοιχούν σε μη επιθυμητή πολλαπλότητα S, δηλαδή πραγ-

ματοποιεί προβολή μη περιορισμένων ως προς το σπιν κυματοσυναρτήσεων στον

υπόχωρο των κατάλληλων ιδιοκαταστάσεων του σπιν[18]. Για να γίνει όμως αυτό η

ορίζουσα θα πρέπει να αναλυθεί στα γινόμενα των τροχιακών της (φ↑
1...φ

↑
i ...φ

↓′

j ...).

Για να δούμε τις δυσκολίες γράφουμε το

S2 =
∑

i

Si ·
∑

j

Sj =
∑

i

Si
2 + 2

∑

i 6=j

SiSj. (3.13)

Στη συνέχεια χρησιμοποιώντας τους S+
i και S

−
i βρίσκουμε ότι για i διάφορο του j

SiSj = Sz
i S

z
j + 2S+

i S
−
j (3.14)

Ενώ η δράση του Sz
i S

z
j σε ένα γινόμενο δίνει το ίδιο γινόμενο επί τις αντίστοιχες

ιδιοτιμές ο τελεστής S+
i S

−
j δίνει διάφορο του μηδενός μόνο στην περίπτωση του γι-

νομένου (φ↑
1...φ

↑
j ...φ

↓
i ...). ΄Οταν τα χωρικά μέρη έχουν επικάλυψη παίρνουμε γινόμενα

τα οποία δεν υπάρχουν στην ορίζουσα. Για την παραγωγή αντισυμμετρικών συναρ-

τήσεων έχουν αναπτυχθεί διάφορες μέθοδοι. Για παράδειγμα, γίνεται χρήση των

γενεαλογικών συναρτήσεων σπιν των Kotani-Yamanuchi[19] στις οποίες επίσης
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κατέληξε ο Goddard[20] χρησιμοποιώντας τις μη αναγώγιμες αναπαραστάσεις της

ομάδας αναδιατάξεων SN των δεικτών των τροχιακών. Για το σκοπό αυτό χρησι-

μοποίησε τις αναπαραστάσεις της ομάδας SN όπως προκύπτουν από τους πίνακες

Young. ΄Οπως προκύπτει από τα παραπάνω ο προβολικός τελεστής του Löwdin

είναι δυσεφάρμοστος και οι συναρτήσεις που προκύπτουν δεν αποτελούν ορίζουσες

Slater.

Λόγω της πολυπλοκότητας του προβλήματος ο Löwdin ανέπτυξε μια μεθοδο-

λογία για την περίπτωση όπου Sz = 0 και τα τροχιακά είναι κάθετα μεταξύ τους.

Η δράση του προβολικού τελεστή OS σε μια SD δίνει ένα άθροισμα από SDs.

OS|Φ〉 = OS|T0〉 =
N
∑

k=0

ckTk (3.15)

όπου ο αριθμός των ηλεκτρονίων N είναι άρτιος, T0 είναι η αρχική ορίζουσα με όλα

τα χωρικά μέρη των τροχιακών της κάθετα μεταξύ τους, ενώ Tk είναι το άθροισμα

όλων των οριζουσών που προκύπτουν από ταυτόχρονη αντικατάσταση k τροχιακών

με σπιν κάτω με σπιν πάνω και k τροχιακών με σπιν πάνω με σπιν κάτω.[18]. Για

τους συντελεστές ck που αναφέρονται συχνά στη βιβλιογραφία ως συντελεστές του

Sanibel κατέληξε σε έναν αναδρομικό τύπο

(n− k)2ck+1 + [n(2k + 1)− 2k2 − S(S + 1)]ck + k2ck−1 = 0 (3.16)

Ο Löwdin βρήκε τις τιμές των συντελεστών αυτών για την περίπτωση που έχουμε

S = 0 και Sz = 0. Οι συντελεστές Sanibel έγιναν αντικείμενο ευρείας μελέτης[21,

22, 23]. Παρόλα αυτά οι σχέσεις που βρεθήκανε για την εξαγωγή των συντελεστών

αυτών είναι κατά περίπτωση δηλαδή για συγκεκριμένο Sz και συγκεκριμένο S και

συχνά υπάρχουν μέσα σε αυτές τις σχέσεις σταθερές που δίνονται κατά προσέγγιση.

Μια από τις εφαρμογές των παραπάνω είναι η εύρεση του ελαχίστου του συ-

ναρτησιακού ES (ΦM) =
〈

OSΦM

∣

∣H
∣

∣OSΦM

〉

) όπου η ελαχιστοποίηση γίνεται ως
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προς τα τροχιακά. Οι συντελεστές ανάπτυξης που προέρχονται από την προβολή

στο χώρο των σπιν εξαρτώνται και αυτοί από τα τροχιακά. Στη βιβλιογραφία α-

ναφέρεται συνήθως η μέθοδος αυτή ως Extended Hartree-Fock ή Spin-projected

Hartree-Fock[18, 24, 25].

Μια απλοποιημένη εκδοχή της Extended Hartree-Fock είναι η μεθοδολογία που

αναφέρεται ως «Εναλλακτική Μέθοδος Μοριακών Τροχιακών»[18, 24, 25, 26, 27,

28, 29, 30, 31, 32], όπου πια οι συντελεστές των τροχιακών πάνω σε κάποια βάση δεν

είναι ελεύθεροι να πάρουν οποιαδήποτε τιμή αλλά πρέπει να υπακούουν σε κάποιες

σχέσεις που να συνδυάζουν τα κατειλημμένα με τα μη κατειλημμένα τροχιακά. Αυ-

τή η προσέγγιση μειώνει τον αριθμό των variational παραμέτρων που πρέπει να

βελτιστοποιηθούν. Σημαντική σε αυτή την κατεύθυνση είναι η συνεισφορά του λε-

γόμενου θεωρήματος «σύζευξης»pairing των Amos και Hall[26], επιβάλλοντας στα

τροχιακά με σπιν πάνω φi και κάτω φ′
i εκτός του να είναι αντιστοιχως ορθονορμα-

λισμένα να υπακούουν στη σχέση:

〈φi|φ′
j〉 = λiδij (3.17)

Παρά τις όποιες απλοποιήσεις η επιλογή της χρησιμοποίησης ιδιοκαταστάσεων του

ολικού σπιν σαν δοκιμαστικές κυματοσυναρτήσεις για την ελαχιστοποίηση του συ-

ναρτησιακού της ενέργειας οδηγεί σε πολύ πιο σύνθετες εξισώσεις από τις αντίστοι-

χες UHF που η λύση τους είναι πολύ δύσκολη υπολογιστικά. Για το λόγο αυτό οι

εφαρμογές περιορίστηκαν σε μικρά συστήματα[33, 34, 35]. Ακόμη και σε περι-

πτώσεις όπου η κυματοσυνάρτηση του συστήματος δεν είναι μια ορίζουσα Slater

αλλά γραμμικός συνδυασμός πολλών, όπως είναι η περίπτωση της Configuration In-

teraction, η εύρεση των τροχιακών και των συντελεστών των οριζουσών δε γίνεται

ταυτόχρονα αλλά διαδοχικά.

Οι A. W. Salotto και L. Burnelle[36] χρησιμοποίησαν τον τελεστή προβολής

του Löwdin OS σε UHF ορίζουσες για να βρούνε την ενέργεια της S κατάστασης
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χρησιμοποιώντας τη σχέση

ES =
〈Φ|HOs|Φ〉
〈Φ|Os|Φ〉 (3.18)

Στις εφαρμογές τους περιορίστηκαν στα συστήματα κλειστού φλοιού LiH, H2 και

HNO.

Το γεγονός ότι εφαρμογές προβολής στο χώρο των σπιν UHF οριζουσών εί-

χαν χρησιμοποιηθεί αρχικά σε συστήματα κλειστού φλοιού μόνο, όπου η καμπύλη

ολικής ενέργειας μπορεί να δώσει ανεπιθύμητη συμπεριφορά (τεχνητό ελάχιστο),

απέτρεψε τους ερευνητές να ασχοληθούν διεξοδικά με εφαρμογές σε ανοιχτά συ-

στήματα όπου το θέμα της προβολής παρουσίαζε πολύ μεγάλες τεχνικές δυσκολίες.

Σε συστήματα ανοιχτού φλοιού (όπου η μόλυνση του σπιν εμφανίζεται πάντα όπως

δείξαμε) δε παρατηρείται ανάλογο ελάχιστο.

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει η εφαρμογή του τελεστή του Löwdin σε ορίζουσες

Unrestricted Möller-Plesset[37] από τον Bernhard Shlegel[38], όπου εξάλειψε τον

όρο με S = M + 1 στα συστήματα κλειστού φλοιού LiH και CH4 παίρνοντας

αρκετά καλά αποτελέσματα, βελτιώνοντας δηλαδή την ενέργεια χωρίς να παίρνει

μια ανεπιθύμητη συμπεριφορά (τεχνητό ελάχιστο) στην καμπύλη της. Δηλαδή,

για το ίδιο σύστημα η δράση του προβολικού τελεστή σε μια UHF ορίζουσα δίνει

καμπύλη ολικής ενέργειας με τεχνητό ελάχιστο ενώ στην περίπτωση του γραμμικού

συνδυασμού οριζουσών της Unrestricted Möller-Plesset δεν παρουσιάζεται αυτό

το πρόβλημα.

Σε όλες τις περιπτώσεις που προαναφέρθηκαν οι όποιες διορθώσεις στην ε-

νέργεια HF από προβολή στο χώρο των σπιν γίνεται προσδιορίζοντας τα στοιχεία

μήτρας όπως βλέπουμε από τον παραπάνω τύπο 3.18, χωρίς να προσδιορίζουν την α-

ναλυτική μορφή των συνιστωσών |ΨS〉 της ανάπτυξης της ορίζουσας. Αυτό γίνεται,

γιατί όπως είχαμε επισημάνει προηγούμενα, η ανάλυση μιας ορίζουσας στα γινόμε-

να της και η κατασκευή από αυτές καινούριων συναρτήσεων καθορισμένου S είναι

επίπονη διαδικασία. Αντίθετα, εμείς χρησιμοποιούμε παντού τη δεύτερη κβάντωση
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όπου χρησιμοποιούμε ένα μόνο γινόμενο για κάθε ορίζουσα αντι για N ! (όπου N

ο αριθμός των ηλεκτρονίων της).

Οι Zilberberg και Ruzankin[39] ανέπτυξαν μια ορίζουσα που δεν αποτελεί ι-

διοκατάσταση του S2 σε γραμμικό συνδυασμό οριζουσών χρησιμοποίωντας «αν-

τίστοιχα» τροχιακά τα οποία κατασκεύασαν από φυσικά τροχιακά. Η ανάπτυξη των

Zilberberg και Ruzankin δεν οδηγεί στην πλήρη ανάλυση μιας ορίζουσας Slater σε

ιδιοκαταστάσεις του S2. Εξάλλου όπως αναφέρουν και οι ίδιοι με τη μεθοδολογία

αυτή δεν εξαλείφουν εντελώς τη μόλυνση του σπιν (Πίνακας (1) στην αναφορά [40])

Με αυτήν όμως την ανάπτυξη διερευνά τα τροχιακά που συμβάλλουν περισσότερο

στη μόλυνση του σπιν.
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3.5 Επισκόπηση της μεθοδολογίας που ανα-

πτύχθηκε

Η μεθοδολογία που αναπτύχθηκε στα πλαίσια του παρόντος διδακτορικού α-

ναλύει πλήρως μια ορίζουσα Slater σε ιδιοκαταστάσεις του ολικού σπιν S2. Με

το αναλύει πλήρως εννοούμε ότι δεν απαλείφει απλά κάποιους όρους που αντιστοι-

χούν σε άλλο S από κάποιο επιθυμητό, αλλά βρίσκει την ακριβή έκφραση όλων

των ιδιοκαταστάσεων |ΨS
M〉 και τα αντίστοιχα βάρη τους CS

M όπου |ΦM 〉 ισούται

με CS
M |ΨS

M〉, χωρίς να υπάρχει κάποιος περιορισμός όσον αφορά τη τιμή του M και

τον αριθμό των μονοηλεκτονικών κυματοσυναρτήσεων της ορίζουσας. Παρότι ε-

φαρμόστηκε σε ορίζουσες Slater που προέκυψαν από τις προσεγγίσεις Unrestricted

Hartree-Fock (UHF) και Unrestricted Kohn-Sham UKS που αντιστοιχούν στην

κατάσταση ελάχιστης ενέργειας ενός συστήματος δεν υπαρχει κανένας περιορισμός

στην εφαρμογή της σε ορίζουσες που αντιστοιχούν σε διεγερμένες καταστάσεις. Ε-

πιπλέον, επειδή δεν εμπεριέχει περαιτέρω διαδικασία αυτοσυνεπούς διαγωνιοποίησης

για την εύρεση των συντελεστών της κάθε ορίζουσας από τις οποίες αποτελείται η

ιδιοκατάσταση του S2 δεν υπάρχει κανένας περιορισμός για την εφαρμογή της σε

μεγάλα συστήματα, δηλαδή μπορεί εύκολα να υιοθετηθεί σε οποιοδήποτε σύστημα

μπορεί να εφαρμοστεί UHF και UKS.

Η εφαρμογή δε βασίζεται στη δράση κάποιου προβολικού τελεστή ούτε γίνεται

χρήση των συντελεστών του Sanibel. Επιπλέον, η μεθοδολογία που αναπτύχθηκε

εφαρμόζεται εύκολα για κατάσταση οποιουδήποτε σπιν S ανεξαρτήτως του αν το

σύστημα είναι κλειστού ή ανοικτού φλοιού, ακριβώς και χωρίς κάποια προσέγγιση

(λόγω των δυσκολιών που προαναφέραμε με τη χρήση του προβολικού τελεστή

απαλείφεται συνήθως μόνο ο όρος M + 1).

Αρχίζοντας από την ορίζουσα Slater που προέκυψε από τη UHF κάνουμε μια

αλλαγή βάσης στα τροχιακά της, έτσι ώστε τα τροχιακά με σπιν κάτω να έχουν
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μέγιστη επικάλυψη με τα σπιν πάνω.΄Ετσι, κάθε χωρικό μέρος ενός τροχιακού με

σπιν κάτω μπορεί να εκφραστεί ως γραμμικός συνδυασμός ενός τροχιακού με σπιν

πάνω κι ενός που ανήκει σε έναν κάθετο υπόχωρο από αυτόν που ορίζουν τα τρο-

χιακά με σπιν πάνω[43]. Με αυτό τον τρόπο η αρχική ορίζουσα |ΦM 〉 εκφράζεται ως

γραμμικός συνδυασμός οριζουσών Slater που όλα τα χωρικά μέρη των τροχιακών

με σπιν πάνω και σπιν κάτω είτε συμπίπτουν είτε είναι αμοιβαίως ορθογώνια. Η

διαδικασία αυτή ελαχιστοποιεί τον αριθμό των οριζουσών Slater που προκύπτουν

από την αρχική και έχουν είτε ζευγάρια διπλά κατειλημμένων τροχιακών αντίθετου

σπιν είτε τροχιακά κάθετα μεταξύ τους. Στη συνέχεια, αναλύουμε με μια διαδικασία

που θα περιγραφεί πιο κάτω κάθε μια από τις ορίζουσες αυτές σε ιδιοκαταστάσεις

του S2 που με τη σειρά τους θα είναι γραμμικός συνδυασμός οριζουσών Slater με

τροχιακά με ίδια χωρικά μέρη αλλά διαφορετικό σπιν. ΄Ετσι, αναλύουμε πλήρως την

αρχική ορίζουσα σε ιδιοκαταστάσεις του S2.

Στη συνέχεια μπορεί κανείς να υπολογίσει τις ενέργειες ES
M=
〈

ΨS
M

∣

∣H
∣

∣ΨS
M

〉

που

αντιστοιχούν σε αυτές τις κυματοσυναρτήσεις. Επειδή η ενέργεια UHF είναι ένας

μέσος όρος με διαφορετικά βάρη καταστάσεων με ενέργειες ES
M που είναι συνήθως

διαφορετικές μεταξύ τους, μπορεί κανείς να βρει χαμηλότερη ενέργεια από αυτή που

προκύπτει από την αρχική κυματοσυνάρτηση. Χαμηλότερη ενέργεια όμως σημαίνει

και καλύτερη αφού η UHF βασίζεται στην αρχή μεταβολών και η ενέργεια που πα-

ίρνει κανείς είναι ένα πάνω όριο στην ενέργεια που θα προέκυπτε από την ακριβή

κυματοσυνάρτηση. Επιπλέον, η νέα κυματοσυνάρτηση πέρα από το ότι δίνει μια

περαιτέρω διόρθωση στην ενέργεια UHF, έχει και τη σωστή συμμετρία. Η μεθοδο-

λογία μας δεν περιέχει κάποια διαδικασία ελαχιστοποίησης της ενέργειας πέρα από

αυτήν που γίνεται για να εξαχθεί η αρχική ορίζουσα Slater UHF ή UKS. Μια πα-

ρόμοια μεθοδολογία με αυτή που αναπτύξαμε για την αντιμετώπιση του σπασίματος

της συμμετρίας του ολικού σπιν S2, αναπτύξαμε για τη συμμετρία της στροφορμής

L2[41].
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Το φυσικό σύστημα που μας απασχολεί έχει N ηλεκτρόνια με k από αυτά να

έχουν σπιν πάνω και l σπιν κάτω, όπου (k ≥ l) και Nu πυρήνες τους οποίους θεωρο-

ύμε σημειακούς και ακίνητους (κλασική θεώρηση). Η Χαμιλτονιανή που περιγράφει

το σύστημα αυτό είναι η ακόλουθη:

H = −
N
∑

i=1

1

2mi
∇2

ri
−

N
∑

i=1

Nu
∑

k=1

Zk

|ri − Rk|
+

∑

1≤i<j≤N

1

|ri − rj|
.

Επιπλέον η Χαμιλτονιανή θα μπορούσε να περιέχει όρους που να σχετίζονται με

την ύπαρξη ομογενούς πεδίου όπως είχαμε αναφέρει παραπάνω. Το πρώτο βήμα της

παρούσας προσέγγισης είναι να προσδιοριστεί η ελαχιστοποιούσα ορίζουσα Slater

|ΦM〉 , με SZ =M = (k − l)/2 από τις εξισώσεις HF ή KS .

|ΦM〉 =
∣

∣

∣
φ↑
1, φ

↑
2, ..., φ

↑
k;φ

′↓

1 , φ
′↓

2 , ..., φ
′↓

l

〉

. (3.19)

Σημειώνουμε εδώ ότι τα τροχιακά με σπιν πάνω και κάτω συνδέονται μόνο μέσω του

δυναμικού Hartree, δηλαδή του ηλεκτροστατικού δυναμικού που οφείλεται στην η-

λεκτρονική πυκνότητα ρΦ(r), ενώ ο τελεστής ανταλλαγής (Exchange) περιέχει μόνο

τροχιακά ίδιου σπιν. Το επόμενο βήμα είναι να αναλύσει κανείς την ελαχιστοποιο-

ύσα ορίζουσα |ΦM 〉, στις ιδιοκαταστάσεις
∣

∣ΨS
M

〉

του S2. Ο πρώτος μας στόχος

είναι να χρησιμοποιήσουμε το μικρότερο αριθμό αμοιβαίως ορθογώνιων τροχιακών

συναρτήσει των οποίων ο αριθμός των SDs που εμπεριέχονται στην
∣

∣ΨS
M

〉

θα μειω-

θεί δραματικά. Αυτό επιτυγχάνεται εκφράζοντας τη |ΦM 〉 σαν γραμμικό συνδυασμό

SDs όπου τα χωρικά μέρη των τροχιακών με σπιν κάτω μαζί με αυτόν με σπιν πάνω

σχηματίζουν ένα ελάχιστο ορθοκανονικό σύνολο. Κατ΄ αυτόν τον τρόπο, μπορεί

κανείς να προχωρήσει εύκολα στην ανάλυση κάθε τέτοιας SD σε ιδιοκαταστάσεις

του S2. Δυστυχώς, τα τροχιακά που παίρνει κανείς από τις UHF εξισώσεις δεν

είναι βολικά, αφού για την ανάλυση του χωρικού μέρους κάθε σπιν κάτω τροχιακο-

ύ, |φ′
i〉, χρειάζονται όλα τα |φi〉, κατειλημμένα και μη κατειλημμένα, ο αριθμός των
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οποίων ισούται με τη διάσταση Mb της βάσης που χρησιμοποιήθηκε,

|φ′
i〉 =

Mb
∑

j=1

aij |φj〉 , 〈φi|φj〉 = 0. (3.20)

Ο αριθμός των SDs που παίρνει κανείς από την παραπάνω ανάλυση είναι πάρα

πολύ μεγάλος, Mb!
l′!(Mb−l′)!

, (με l′ συμβολίζουμε τον αριθμό των τροχιακών με σπιν

κάτω που δεν έχουνε ίδιο χωρικό μέρος με κάποιο από τα τροχιακά με σπιν πάνω).

Η ανάλυση γίνεται πολύ ευκολότερη όταν χρησιμοποιηθούν τα τροχιακά
∣

∣

∣
θ↑i

〉

και
∣

∣

∣
θ′↓i

〉

. Αυτά τα τροχιακά υπακούουν στη σχέση

|θ′i〉 = ci |θi〉+ ci+k′ |θi+k′〉 (3.21)

με 〈θi|θj〉 = δij για i, j = 1, ..., k′, 〈θi+k′ |θj+k′〉 = δij για i, j = 1, ..., l′ και

〈θi|θj+k′〉 = 0 για i = 1, ..., k′ και j = 1, ..., l′. ΄Ετσι, μόνο ένα επιπλέον τροχιακό

εμπλέκεται στην ανάλυση κάθε σπιν κάτω τροχιακού. Πρέπει εδώ να σημειωθεί ότι

μια SD δεν εξαρτάται από την επιλογή των τροχιακών, αλλά από τους υπόχωρου-

ρους S↑, S↓ των πάνω και των κάτω τροχιακών αντίστοιχα. Να τονιστεί εδώ ότι τα

τροχιακά αυτά δε ταυτίζονται με τα «αντίστοιχα» τροχιακά των Amos και Hall[26]

ούτε με αυτά του Karadakov[42] όπως επεξηγείται στο αντίστοιχο υποκεφάλαιο.

Μάλιστα η εργασία του Karadakov αναφέρεται στην επέκταση των αντίστοιχων

τροχιακών στο χώρο των μη κατειλημμένων. Τα τροχιακά που κατασκευάζουμε

αποτελούν ακρότατα της επικάλυψης (overlap) ανάμεσα σε ένα διάνυσμα που α-

νήκει στον S↑ και ένα που ανήκει στον S↓ (Iris Theophilou, S. Thanos and A.K.

Theophilou (2007))[43]. Η ιδιότητά τους αυτή χρησιμοποιείται για την κατασκευή

τους (Iris Theophilou, S.Thanos and V.N. Glushkov (2010))[44], όπως θα δούμε

στη συνέχεια, ενω οι κατασκευές των Amos και Hall ή του Karadakov βασίζονται

στη χρήση πινάκων και αφορά χώρους περιορισμένων διαστάσεων.

Χρησιμοποιώντας αυτά τα τροχιακά και λαμβάνοντας υπόψη ότι μια ορίζουσα

46



Slater είναι γραμμική για κάθε όρισμά της, αναλύουμε τη |ΦM 〉 σαν γραμμικό συν-

δυασμό των SDs |ΘM,i〉:

|ΦM〉 = A↑↓(cl1 ..cl

∣

∣

∣
θ↑l1 , , ..., θ

↑
k; θ

↓
l1
, , .., θ↓l

〉

+

cl1+k′..cl

∣

∣

∣
θ↑l1 , ..., θ

↑
k; θ

↓
l1+k′, .., θl↓

〉

+

cl1+k′cl1+1+k′..cl

∣

∣

∣
θ↑l1 , ..., θ

↑
k; θ

↓
l1+k′, θ

↓
l1+1+k′, .., θ

↓
l

〉

+ ....+

cl1+k′cl1+1+k′ ..cl+k

∣

∣

∣
θ↑l1 , ..., θ

↑
kθ

↑
k′; θ

↓
l1+k′, θ

↓
l1+1+k′.., θ

↓
l+k′

〉

),

όπου με A↑↓ αναπαριστούμε το γινόμενο των a↑+i a↓+i από τα διπλά κατειλημμένα

τροχιακά, k′ ο αριθμός των αζευγάρωτων σπιν πάνω τροχιακών ενώ l′ είναι ο αριθμός

των αντίστοιχων με σπιν κάτω και l1 = l−l′+1. Σε πιο συμπαγή μορφή η παραπάνω

εξίσωση μπορεί να εκφραστεί ως εξής:

|ΦM〉 =
2l

′

∑

i=1

ΛiA
↑↓ |ΘM,i〉 (3.22)

όπου Λi είναι γινόμενα συντελεστών των κάτω τροχιακών που εμφανίζονται σε

κάθε |ΘM,i〉. Ο μέγιστος αριθμός των SDs που παίρνουμε από την ανάλυση αυτή

της |ΦM〉 χρησιμοποιώντας τα νέα «αντίστοιχα» τροχιακά είναι 2l′, που είναι αξιο-

σημείωτα μικρότερος από τον αριθμό Mb!
l′!(Mb−l′)!

που παίρνει κανείς χρησιμοποιώντας

μοριακά τροχιακά. Στις |ΘM,i〉, το χωρικό μέρος κάθε τροχιακού με σπιν κάτω είτε

συμπίπτει με το χωρικό μέρος κάποιου τροχιακού με σπιν πάνω ή είναι ορθογώνιο

σε αυτά. ΄Ετσι κάθε |ΘM,i〉, έχει είτε διπλά κατειλημμένα τροχιακά (ζευγάρια πάνω

και κάτω τροχιακών ίδιου χωρικού σπιν) ή τροχιακά που είναι ορθογώνια το ένα με

το άλλο ανεξαρτήτως σπιν. Τα διπλά κατειλημμένα τροχιακά δεν παίζουν ρόλο στην

ανάλυση μιας SD σε γραμμικό συνδυασμό των S2. Αυτό αποδεικνύεται εύκολα αν

κανείς εκφράσει την SD σαν γινόμενο φερμιονικών μονοσωματιδιακών τελεστών

δημιουργίας, δρώντων στην κατάσταση κενού. Τότε, κάθε ζευγάρι των a↑+i a↓+i κα-
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θώς και το γινόμενό τους αποτελεί ένα μη αναγώγιμο τελεστή που μετασχηματίζεται

σύμφωνα με τη ταυτοτική μη αναγώγιμη αναπαράσταση της ομάδας των στροφών

του σπιν. ΄Ετσι, έχουμε να ασχοληθούμε μόνο με τα ορθογώνια τροχιακά. ΄Οταν

τα τροχιακά μιας ορίζουσας Slater είναι αμοιβαίως ορθογώνια ανεξαρτήτως σπιν

〈ϕi|ϕj〉 = δij , τότε η:

|XM〉 =
∣

∣

∣
ϕ↑
1, ., ϕ

↑
k1
;ϕ

↓

k1+1, .., ϕ
↓
k1+l1

〉

Με τη χρήση της δεύτερης κβάντωσης η |XM〉 μπορεί να εκφραστεί στην πιο κάτω

απλή μορφή

|XM〉 = A
k1/2
k1/2

A
l1/2
−l1/2

|0〉

Με Ak/2
k1/2
συμβολίζουμε το γινόμενο των τελεστών δημιουργίας a↑+1 ...a↑+k1 και με

A
l1/2
−l1/2

συμβολίζουμε το a↓+1 ...a↓+k1 .

΄Οπως έχει αποδειχτεί στην [45], ο Ak1/2
k1/2
μετασχηματιζεται σαν μη αναγώγιμος

τανυστικός τελεστής με S = k1/2 και Sz = k1/2 ενώ ο A
l1/2
−l1/2

έχει αντίστοιχους

δείκτες l1/2 και −l1/2. Χρησιμοποιώντας τη θεωρία των Clebsh-Gordan καταλήγει

κανείς στην εξής ανάπτυξη

|XM〉 =
k1+l1

2
∑

S=
k1−l1

2

[

(2S + 1)k1!l1!

(S + 1 + (k1+l1)
2

)!( (k1+l1)
2

− S)!

]
1

2
∣

∣ΘS
M

〉

. (3.23)

Στο παραπάνω ανάπτυγμα οι συντελεστές είναι η αναλυτική μορφή των συντελεστών

Clebsh-Gordan. Κάθε |ΘS
M〉 είναι ιδιοκατάσταση του S2 με ιδιοτιμή S(S + 1) και

του Sz με ιδιοτιμή M .

Κάθε
∣

∣ΘS
M

〉

αποτελεί γραμμικό συνδυασμό SDs με τροχιακά που τα χωρικά μέρη

τους είναι όπως της |XM〉 διαφέρουν όμως ως προς το σπιν. Για τον προσδιορισμό
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των
∣

∣ΘS
M

〉

έχουμε αναπτύξει μια μεθοδολογία (Iris Theophilou, S. Thanos and

A.K. Theophilou (2007))[43] που θα περιγράψουμε στη συνέχεια, που βασίζεται

στη δράση των τελεστών S+ και S−.

Η μεθοδολογία εξαγωγής ιδιοκαταστάσεων του S2 εφαρμόστηκε σε ελαχιστο-

ποιούσες SD, |ΦM〉, που αντιστοιχούν στη βασική κατάσταση UHF (Iris Theo-

philou and S. Thanos (2011))[46] και UKS από τις οποίες πάρθηκε ένα άθροισμα

ιδιοκαταστάσεων του S2. Για την περίπτωση της UHF υπολογίστηκαν οι ενέργειες,

ES
M =

〈

ΨS
M

∣

∣H
∣

∣ΨS
M

〉

προκειμένου να βρεθούν αυτές που είναι χαμηλότερες από τις

αντίστοιχες UHF 〈ΦM |H |ΦM 〉 . Εδώ με H , συμβολίζουμε την ακριβή Χαμιλτονια-

νη του φυσικού μας συστήματος. Το γεγονός ότι παίρνουμε κάποια βελτίωση στην

ενέργεια για κάποιες ES
M οφείλεται στο ότι η

〈

ΨS
M

∣

∣H
∣

∣ΨS
M

〉

περιέχει μη διαγώνια

στοιχεία πίνακα μεταξύ διαφορετικών SDs της
∣

∣ΨS
M

〉

.

Εφόσον οι
∣

∣ΨS
M

〉

είναι ένα άθροισμα οριζουσών Slater

∣

∣ΨS
M

〉

=
∑

i

Csi|Φi〉 (3.24)

ο υπολογισμός των ενεργειών
〈

ΨS
M

∣

∣H
∣

∣ΨS
M

〉

περιέχει μη διαγώνια στοιχεία πίνα-

κα της μορφής 〈Φi|H|Φj〉. Ευτυχώς, πολλά από αυτά θα είναι μηδέν, πράγμα που

διευκολύνει του υπολογισμούς, επειδή όταν οι ορίζουσες διαφέρουν κατά τρία ή

περισσότερα τροχιακά τα αντίστοιχα στοιχεία πίνακα μηδενίζονται, αφού η Χαμιλ-

τονιανή μας περιέχει τελεστές ενός και δύο ηλεκτρονίων. Αναλυτικά, ό τρόπος

υπολογισμού των 〈Φi|H|Φj〉 δίνεται στο Παράρτημα Α΄.

3.6 Τα «αντίστοιχα» τροχιακά

Οι Amos και Hall[26] απέδειξαν ότι για κάθε μη περιορισμένη ορίζουσα Slater

που κατασκευάζεται από {φ↑
i } και {φ

′↓
i } σπιν τροχιακά μπορεί να βρεθεί πάντα

μετασχηματισμός τέτοιος ώστε τα τροχιακά της ορίζουσας αυτής να είναι αμοιβαίως
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ορθογώνια και «ζευγαρωμένα», δηλαδή να ισχύει:

〈φi|φ′
j〉 = λiδij. (3.25)

Το παραπάνω θεώρημα αναφέρεται στη βιβλιογραφία ως «θεώρημα ζευγαρώματος»

(pairing theorem) και τα τροχιακά που υπακούουν στην παραπάνω εξίσωση ανα-

φέρονται συχνά ως «αντίστοιχα» (corresponding) τροχιακά. Η απόδειξη των Amos

και Hall βασίζεται στη χρήση κατάλληλων μοναδιαίων μετασχηματισμών στον υ-

πόχωρο των {φi} και {φ′
i} αντίστοιχα και στηρίζεται στη δυνατότητα διαγωνιοπο-

ίησης μη ορθογωνίων πινάκων.

Ο Karadakov[42] έκανε μια επέκταση του θεωρήματος των Amos και Hall στο

χώρο των μη κατειλημμένων τροχιακών κάνοντας μια αρκετά πολύπλοκη απόδειξη.

ΟMayer[47] έδωσε μια απλή απόδειξη στο θεώρημα αυτό. Σύμφωνα με την επέκτα-

ση αυτή κάθε μη κατειλημμένο τροχιακό με σπιν κάτω |θv′j 〉 έχει προβολή μόνο σε

ένα διάνυσμα του χώρου των μη κατειλημμένων με σπιν πάνω |θvj 〉

〈θv′j |θvi 〉 = −λiδij (3.26)

΄Επιπλέον, κάθε μη κατειλημμένο τροχιακό με σπιν κάτω μπορεί να έχει μη μηδενική

προβολή το πολύ με ένα μόνο κατειλημμένο τροχιακό με σπιν πάνω θoi , ενώ κάθε μη

κατειλημμένο τροχιακό με σπιν πάνω μπορεί να έχει μη μηδενική προβολή το πολύ

με ένα κατειλημμένο τροχιακό με σπιν κάτω θo
′

i . Δηλαδή,

〈θvi |θo
′

j 〉 = 〈θv′i |θoj 〉 = δij
√

1− |λi|2 (3.27)

Τα αντίστοιχα τροχιακά που κατασκευάσαμε δεν ακολουθούν κάποια σχέση για τα

μη κατειλημμένα όπως η 3.26. Στην εργασία μας [43] δε γίνεται χρήση πινάκων για

την απόδειξη και δε περιοριζόμαστε στο χώρο των μη κατειλημμένων τροχιακών με
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σπιν πάνω όσον αφορά την εκτός του υπόχωρου S↑ προβολή του ενός τροχιακού με

σπιν κάτω. ΄Ετσι ένα τροχιακό με σπιν κάτω αποδεικνύουμε ότι μπορεί να εκφραστεί

ως

|θ′i〉 = ai|θi〉+ bi|χi〉 (3.28)

όπου το |θi〉 ανήκει στο χώρο των S↑ κατειλημμένων τροχιακών με σπιν πάνω και

το |χi〉 σε ένα χώρο Sc↑ που είναι κάθετος στον S↑. Ο χώρος των |χi〉 προσδιορίζε-

ται από την εξίσωση (3.28) και τις συνθήκες ορθογωνιότητας που αποδεικνύουμε.

΄Ετσι, ισχύει ότι

|χi〉 = b−1
i (|θ′i〉 − ai|θi〉)|χi〉 (3.29)

Τα |χi〉 αποτελούν ορθοκανονική βάση σε ένα χώρο ορθογώνιο προς τον S↑ και δε

γίνεται περιορισμός τους στο χώρο των μη κατειλημμένων τροχιακών. Αντίθετα,

οι άλλοι συγγραφείς περιορίζουν το χώρο των |χi〉 στα μη κατειλημμένα τροχιακά

και κάνουνε μοναδιαίους μετασχηματισμούς στο χώρο των κατειλημμένων και των

μη κατειλημμένων ώστε να προσδιορίσουν την κατάλληλη «αντίστοιχη» βάση. Με

τον περιορισμό του χώρου αναζήτησης του |χi〉 η έκφραση που παίρνει κανείς για

τα τροχιακά με σπιν κάτω μπορεί να είναι ανακριβής.

3.6.1 Αναλυτική απόδειξη της εξίσωσης (3.21)

΄ΕστωM καιM′ δύο χώροι εσωτερικού γινομένου διάστασης N και N ′ αν-

τίστοιχα όπου N ′ ≤ N . Τότε μπορούμε να διαλέξουμε μια ορθοκανονική βάση

|θ1〉, |θ2〉,...,|θN〉 για τον M και |θ′1〉, |θ′2〉,...,|θ′N〉 για τον M′, έτσι ώστε κάθε δι-

άνυσμα |θ′i〉 μπορεί να γραφτεί ως εξής:

|θ′i〉 = ai|θi〉+ bi|xi〉, με 〈θi|xj〉 = 0 και 〈xi|xj〉 = διj (3.30)
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Απόδειξη (Iris Theophilou, S. Thanos and A.K. Theophilou)[43]: Ορίζουμε αρχικά

τα ακόλουθα συναρτησιακά

E(θ, θ′) = {| 〈θ| θ′〉|, με 〈θ| θ〉 = 〈θ′| θ′〉 = 1, |θ〉ǫM, |θ′〉ǫM ′} . (3.31)

΄Εστω |θ1〉 και |θ′1〉 τα μοναδιαία διάνυσματα στονM και στονM′ αντίστοιχα που

μεγιστοποιούν το παραπάνω συναρτησιακό, δηλαδή:

E(θ1, θ
′
1) = | 〈θ1| θ′1〉| = maxE(θ, θ′) (3.32)

Επειδή πάντα μπορούμε να διαλέξουμε τον παράγοντα φάσης έτσι ώστε | 〈θ1| θ′1〉| =

〈θ1| θ′1〉, θα παραλείπουμε στη συνέχεια τις απόλυτες τιμές.

Θεωρούμε μιας πρώτης τάξης μεταβολή του |θ1〉 κατά μήκος του |u〉 ǫM1, τον

υπόχωρο που είναι ορθογώνιος στο |θ1〉, δηλαδή ο |u〉 ικανοποιεί την εξίσωση:

〈u| θ1〉 = 0. (3.33)

Λόγω του ότι το E(θ1, θ′1) είναι μέγιστο του συναρτησιακού, η πρώτης τάξης μετα-

βολή του | 〈θ1| θ′1〉| πρέπει να μηδενίζεται οπότε:

lim
ǫ→0

〈θ1 + ǫu| θ′1〉 − 〈θ1| θ′1〉
ǫ

= 0 (3.34)

ή

lim
ǫ→0

〈θ1| θ′1〉+ ǫ 〈u| θ′1〉 − 〈θ1| θ′1〉
ǫ

= 0 (3.35)

Παίρνοντας το όριο του ǫ να τείνει στο 0 βρίσκουμε

〈u| θ′1〉 = 0. (3.36)

Αφού η παραπάνω εξίσωση ισχύει για όλα τα |u〉 ǫM1, συμπεραίνουμε ότι ο χώρος

52



M1, που είναι υπόχωρος τουM κάθετος στο διάνυσμα |θ1〉, είναι επίσης κάθετος

στο διάνυσμα |θ′1〉 του χώρουM′. Από τα παραπάνω συνάγεται ότι το |θ′1〉 μπορεί

να εκφραστεί σαν γραμμικός συνδυασμός του |θ1〉 και της ορθογώνιας προβολής

του |x1〉 που είναι κάθετη στο |θ1〉 καιM1, αφού 〈u| θ′1〉 = 0. ΄Ετσι, γράφοντας

|θ′1〉 = a1|θ1〉+ b1|x1〉. (3.37)

και λαμβάνοντας το εσωτερικό γινόμενο και των 2 όρων της παραπάνω εξίσωσης

με το |u〉, παίρνουμε:

〈u| θ′1〉 = a1 〈u| θ1〉+ b1 〈u|x1〉 (3.38)

και επειδή 〈u| θ1〉 = 0 συμπεραίνουμε ότι

〈u|x1〉 = 0. (3.39)

΄Ετσι, η υπόθεση ότι ο υπόχωροςM1 είναι κάθετο στο |x1〉 είναι αληθής.

Με τον ίδιο τρόπο, θεωρώντας μεταβολή του |θ′1〉 κατά μήκος του |u′〉 ǫM′
1, ο

υπόχωρος που είναι κάθετος στον |θ′1〉, δηλαδή τα διανύσματα τουM′
1 υπακούουν

στη σχέση ορθογωνιότητας:

〈u′| θ′1〉 = 0 (3.40)

και εφαρμόζοντας πάλι τη συνθήκη μεγιστοποίησης παίρνουμε μια σχέση παρόμοια

με την (3.36). ΄Ετσι έχουμε:

〈u′| θ1〉 = 0. (3.41)

Αυτή η σχέση δείχνει ότι ο χώροςM′
1, που αποτελεί υπόχωρο τουM′ είναι κάθετος

και στο |θ′1〉 τουM′ και στο |θ1〉 τουM. ΄Ετσι αποδείξαμε ότι και οι δυο υπόχωροι

M1 καιM′
1, είναι κάθετοι στο |θ1〉 τουM και στο |θ′1〉 τουM′. ΄Ετσι μπορούμε να

ορίσουμε ένα νέο συναρτησιακό E1(θ, θ
′) με θ και θ′ περιορισμένο στους υπόχωρους
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M1 καιM′
1, δηλαδή

E1(θ, θ
′) = {| 〈θ| θ′〉|, με 〈θ| θ〉 = 〈θ′| θ′〉 = 1, |θ〉 ǫM1, |θ′〉ǫM ′

1.} (3.42)

Επαναλαμβάνοντας την παραπάνω διαδικασία για τα διανύσματα |θ2〉 στον M1

και |θ′2〉 στον M′
1 που μεγιστοποιούν το παραπάνω συναρτησιακό, παίρνουμε πα-

ρόμοιες σχέσεις με προηγουμένως κι έτσι μπορούμε να γράψουμε

|θ′2〉 = a2|θ2〉+ b2|x2〉. (3.43)

Με την ίδια διαδικασία μπορεί κανείς να ορίσει δύο νέους υπόχωρουςM2 και

M′
2 που είναι κάθετοι στο |θ2〉 τουM1 και στο |θ′2〉 τουM′

1. Αφού οιM2 καιM′
2

είναι υπόχωροι τουM1 καιM′
1 που είναι κάθετοι στο |θ1〉 και στο |θ′1〉, συνεπάγε-

ται ότι είναι επίσης κάθετοι στο |θ1〉 και |θ′1〉. ΄Ετσι μπορεί κανείς να επαναλάβει

τη διαδικασία μεγιστοποίησης και να λάβει τις κατάλληλες σχέσεις. Συνεχίζοντας

έτσι μπορεί κανείς να ορίσει τους υποχώρους Mi και M′
i που είναι κάθετοι στα

|θ1〉....|θi+1〉 του M και στα |θ′1〉....|θ′i+1〉 του M′. Στη συνέχεια, ορίζει κανείς το

συναρτησιακό Ei(θ, θ
′) που έχει την ίδια μορφή με τη (3.42) με υποχώρουςMi και

M′
i αντικαθιστώντας τους M1 και M′

1. Εφαρμόζοντας τη διαδικασία μεγιστοπο-

ίησης για αυτούς τους υποχώρους παίρνει κανείς τις γενικές σχέσεις

〈u|θ′i+1〉, 〈u|x′i+1〉 = 0 (3.44)

και έτσι

|θ′i+1〉 = ai+1|θi+1〉+ bi+1|xi+1〉, με 〈θi+1|xj〉 = 0 και 〈xi| xj〉 = διj (3.45)

δηλαδή η έκφραση (3.21) ισχύει για όλα τα i. Συνεπάγεται απευθείας από την

απόδειξη ότι |〈θ′i|θi〉| ≥ |〈θ′i+1|θi+1〉|.
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3.6.2 Αλγεβρική απόδειξη της εξίσωσης (3.21)

΄Εστω Mk, Ml υπόχωροι χώρου εσωτερικού γινομένου, με διαστάσεις k και l,

με k ≤ l και {|φi〉}, {|φ′
i〉} ορθοκανονικές βάσεις τους αντίστοιχα. Θα αποδείξουμε

ότι υπάρχει μια ορθοκανονική βάση για τους Mk, Ml τέτοια ώστε:

|θ′i〉 = ci |θi〉+ λ′ι |ui〉 (3.46)

όπου |θ′i〉 ανήκει στο Ml και |θi〉 ανήκει στο Mk και ισχύει ότι 〈θi|θj〉 = δij για

i, j = 1, ..., k, 〈ui|uj〉 = δij για i, j = 1, ..., l και 〈θi|uj〉 = 0 για i = 1, ..., k και

j = 1, ..., l.

Απόδειξη (Iris Theophilou, S. Thanos and V.N. Glushkov)[44]: Ας κατασκευ-

άσουμε μια βάση στονMk και μια στονMl τέτοια ώστε η επικάλυψη δύο μοναδιαίων

διανυσμάτων που το ένα ανήκει στον Mk και το άλλο στον Ml να είναι μέγιστη,

δηλαδή

max{|〈φi|φ′
i〉| , |φi〉 ∈Mk, |φ′

i〉 ∈Ml} = |〈θi|θ′i〉| = λi (3.47)

και ας πάρουμε ότι το λi είναι πραγματικό. Αναλύοντας τα στοιχεία της «νέας»

βάσης {|θi〉}, {|θ′i〉} σε αυτά της «παλιάς» {|φi〉}, {|φ′
i〉} παίρνουμε ότι:

|θi〉 =
k
∑

j=1

cij |φj〉 και |θ′i〉 =
l
∑

j=1

c′ij|φ′
j〉. (3.48)

΄Ετσι, τα |θi〉 και |θ′i〉 ικανοποιούν τις εξισώσεις:

〈θi|θ′i〉 = 〈Ci|A |C ′
i〉 = λi (3.49)

με 〈Ci|Ci〉 = 〈C ′
i|C ′

i〉 = 1, όπου 〈Ci| = [〈θi|φ1〉...〈θi|φk〉],

〈C ′
i| = [〈θ′i|φ′

1〉...〈θ′i|φ′
l〉] και Amn = [〈φm|φ′

n〉]]. Αφού όμως 〈θi|θ′i〉 είναι μέγιστο ως
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προς το κανονικοποιημένο 〈Ci| έχουμε ότι:

A |C ′
i〉 = λi |Ci〉 . (3.50)

΄Ετσι παίρνουμε τις ακόλουθες σχέσεις:

〈

θi|θ′j
〉

= 〈Ci|A
∣

∣C ′
j

〉

= λj 〈Ci|Cj〉 = λjδij . (3.51)

΄Οπως είναι τώρα εμφανές κάθε μοναδιαίο διάνυσμα στον Mk θα έχει μη μηδενική

επικάλυψη με ένα μόνο μοναδιαίο διάνυσμα στον Ml οπότε μπορούμε να γράψουμε:

|θ′i〉 = λi|θi〉+ λ′i|ui〉. (3.52)

Για ένα άλλο μοναδιαίο διάνυσμα |θj〉 στον Mk που έχει μέγιστη επικάλυψη με ένα
∣

∣θ′j
〉

στον Ml μπορούμε να γράψουμε ότι:

|θ′j〉 = λj|θj〉+ λ′j|uj〉. (3.53)

΄Εχουμε λοιπόν:

〈

θ′i|θ′j
〉

= λiλj 〈θi|θj〉+ λiλ
′
j 〈θi|uj〉+ λjλ

′
i 〈ui|θj〉+ λ′jλ

′
i 〈ui|uj〉 . (3.54)

΄Ομως για i 6= j, έχουμε
〈

θ′i|θ′j
〉

= 0 και 〈θi|θj〉 = 0. Ισχύει επίσης ότι 〈θi|uj〉 =
1
λ′
j

{
〈

θi|θ′j
〉

−λj 〈θi|θj〉}, που είναι ίσο με το μηδέν αφού
〈

θi|θ′j
〉

= 0 και 〈θi|θj〉 = 0.

Με τον ίδιο τρόπο μπορούμε να δείξουμε ότι 〈ui|θj〉 = 0. ΄Ετσι μπορούμε να πάρουμε

τώρα από την εξίσωση (3.54) ότι 〈ui|uj〉 = 0. Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία

για κάθε διάνυσμα |θ′i〉 του υπόχωρου Ml μπορούμε να επιβεβαιώσουμε την ισχύ

της εξίσωσης (3.21).
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3.6.3 Κατασκεύη της κατάλληλης βάσης που υπακο-

ύει στην εξίσωση (3.21)

΄ΕστωMk, Ml υπόχωροι διάστασης k και l ενός χώρου εσωτερικού γινομένου

και {|φi〉}, {|φ′
i〉} μια ορθοκανονική βάση για τον καθένα από αυτούς. Θέλουμε να

βρούμε μια νέα βάση {|θi〉} για τον Mk και μια {|θ′i〉} για τον Ml τέτοια ώστε:

|θ′i〉 = ci |θi〉+ ci+k |θi+k〉 (3.55)

όπου |θ′i〉 ανήκει στον Ml και |θi〉 ανήκει στον Mk και ισχύει ότι 〈θi|θj〉 = δij για

i, j = 1, ..., k, 〈θi+k|θj+k〉 = δij για i, j = 1, ..., l και 〈θi|θj+k〉 = 0 για i = 1, ..., k

και j = 1, ..., l.

΄Εχει δειχτεί [43], ότι η παραπάνω σχέση ικανοποιείται όταν η επικάλυψη μετα-

ξύ ενός μοναδιαίου διανύσματος στον Mk και ενός στον Ml είναι μέγιστη, δηλαδή

όταν max{|〈φ|φ′〉| , |φ 〉 ∈ Mk, |φ′ 〉 ∈ Ml} = |〈θ|θ′〉|. Σε αυτή την παρατήρηση

βασίζεται η κατασκευή της βάσης των θ (Iris Theophilou, S. Thanos and V.N. Glu-

shkov)[44]. Μπορούμε πάντα να διαλέξουμε έναν παράγοντα φάσης τέτοιον ώστε

|〈θ|θ′〉| =〈θ|θ′〉, οπότε θα παραλείπουμε την απόλυτη τιμή στη συνέχεια. Ισχύει ότι:

|θ〉 =
k
∑

i=1

ci |φi〉 (3.56)

και

|θ′〉 =
l
∑

i=1

c′i |φ′
i〉 . (3.57)

΄Ετσι, τα |θ〉 και |θ′〉 ικανοποιούν τις εξισώσεις:

〈θ|θ′〉 =
k
∑

i=1

l
∑

j=1

〈θ|φi〉
〈

φi|φ′
j

〉 〈

φ′
j|θ′
〉

(3.58)

με 〈θ|θ〉 = 〈θ′|θ′〉 = 1 που μπορούν να γραφτούν χρησιμοποιώντας λίγο διαφορετικό
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συμβολισμό:

〈θ|θ′〉 = 〈C|A |C ′〉 (3.59)

με 〈C|C〉 = 〈C ′|C ′〉 = 1, όπου 〈C| = [〈θ|φ1〉...〈θ|φk〉], 〈C ′| = [〈θ′|φ′
1〉...〈θ′|φ′

l〉] και

Aij =
[〈

φi|φ′
j

〉]

. Αν λάβουμε υπόψη μας ότι η επικάλυψη είναι μέγιστη ως προς τα

ορίσματα |C〉 και |C ′〉 και επιπλέον ότι είναι νορμαλισμένα έχουμε:

A |C ′〉 = λ |C〉 (3.60)

και

〈C|A = λ′ 〈C ′| (3.61)

ή

A† |C〉 = λ′∗ |C ′〉 . (3.62)

Αλλά αφού έχουμε διαλέξει 〈θ|θ′〉 να είναι πραγματικά και ισχύει ότι:

〈θ|θ′〉 = 〈C|A |C ′〉 = λ′ (3.63)

και

〈θ|θ′〉 = 〈θ′|θ〉 = 〈C ′|A |C〉 = λ (3.64)

έχουμε ότι

λ′ = λ′∗ = λ (3.65)

και η εξίσωση (3.62) μπορεί τώρα να γραφτεί:

A† |C〉 = λ |C ′〉 . (3.66)
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Από τις εξισώσεις (3.62), (3.60) μπορούμε να πάρουμε εύκολα ότι:

AA† |C〉 = λ2 |C〉 (3.67)

και

A†A |C ′〉 = λ2 |C ′〉 . (3.68)

Θέτονας B = AA† και B′ = A†A μπορούμε να ξαναγράψουμε τις παραπάνω εξι-

σώσεις ως εξής:

B |C〉 = λ2 |C〉 (3.69)

και

B′ |C ′〉 = λ2 |C ′〉 . (3.70)

Λύνοντας τις παραπάνω εξισώσεις ιδιοτιμών παίρνουμε τους συντελεστές ανάπτυξης

των |θ〉 και |θ′〉 συναρτήσει της «παλιάς βάσης» {|φi〉} και {|φ′
i〉} . Η θετική ρίζα

της ιδιοτιμής λ2 αντιστοιχεί στην ci της (3.55). Κρατάμε μόνο τη θετική ρίζα, αφού

απαιτούμε το 〈θ|θ′〉 = λ να είναι μέγιστο. Από την εξίσωση (3.55) παίρνουμε επίσης

ότι

c2i+k = 1− c2i = 1− λ2. (3.71)
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3.7 Η αναλυτική μορφή των ιδιοκαταστάσεων

του S2

΄Οπως δείξαμε και πριν μια unrestricted ορίζουσα Slater |ΦM 〉 με M = k−l
2
,

όπου k είναι ο αριθμός των ηλεκτρονίων με σπιν πάνω και l ο αριθμός των ηλε-

κτρονίων με σπιν κάτω, μπορεί να αναλυθεί ως εξής συναρτήσει των «αντίστοιχων»

τροχιακών:

|ΦM〉 = A↑↓(cl1 ..cl

∣

∣

∣
θ↑l1 , , ..., θ

↑
k; θ

↓
l1
, , .., θ↓l

〉

+

cl1+k′..cl

∣

∣

∣
θ↑l1 , ..., θ

↑
k; θ

↓
l1+k′, .., θl↓

〉

+

cl1+k′cl1+1+k′..cl

∣

∣

∣
θ↑l1 , ..., θ

↑
k; θ

↓
l1+k′, θ

↓
l1+1+k′, .., θ

↓
l

〉

+ ....+

cl1+k′cl1+1+k′ ..cl+k

∣

∣

∣
θ↑l1 , ..., θ

↑
kθ

↑
k′; θ

↓
l1+k′, θ

↓
l1+1+k′.., θ

↓
l+k′

〉

), (3.72)

όπου με k′ συμβολίζεται ο αριθμός των «αζευγάρωτων» σπιν πάνω τροχιακών ενώ l′

είναι ο αριθμός των αντίστοιχων με σπιν κάτω και l1 = l−l′+1. Με A↑↓ συμβολίζου-

με το ακόλουθο γινόμενο A↑↓ = α+↑
1 α+↓

1 α+↑
2 α+↓

2 ...α+↑
l−l′α

+↓
l−l′. Η πρώτη αναλυόμενη

ορίζουσα στην (3.72)
∣

∣

∣
θ↑l1 , , ..., θ

↑
k; θ

↓
l1
, , .., θ↓l

〉

αποτελεί ήδη ιδιοκατάσταση του S2

με S = M . Αυτό γίνεται προφανές αν εκφραστεί ως γινόμενο μη αναγώγιμων

τανυστικών τελεστών (Irreducible Tensor Operators, IrTen)

∣

∣

∣
θ↑l1 , θ

↓
l1
, ...θ↑l , θ

↓
l , θ

↑
l+1.., θ

↑
k

〉

= A0
0A

(k−l)/2
(k−l)/2|0〉 = A0

0A
M
M |0〉 (3.73)

όπου

A0
0 = α+↑

l1
, α+↓

l1
, ...α+↑

l , α+↓
l (3.74)

και

A
(k−l)/2
(k−l)/2 = α+↑

l+1.., α
+↑
k . (3.75)
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Στην εξίσωση (3.72) περιέχονται l−l1 ορίζουσες της μορφής
∣

∣

∣
θ↑l1 , ..., θ

↑
k; θ

↓
l1+k′, .., θ

↓
l

〉

που έχουν προκύψει από αντικατάσταση ενός τροχιακού με σπιν κάτω με ένα που να

ανήκει στον κάθετο υπόχωρο των κατειλημμένων τροχιακών με σπιν πάνω. Κάθε

ένα από αυτά τα γινόμενα των τελεστών μπορεί να εκφραστεί ως εξής

α+↑
l1+1α

+↓
l1+1, ..., α

+↑
l , α+↓

l α+↑
l1
α+↑
l+1α

+↑
k ...α+↓

l1+k′ = A0
0A

(k−l+1)/2
(k−l+1)/2A

1/2
−1/2 (3.76)

΄Ετσι αναλύοντας ένα γινόμενο IrTen τελεστών σε γραμμικό συνδυασμό IrTen

έχουμε τη σχέση

A0
0A

(k−l+1)/2
(k−l+1)/2A

1/2
−1/2|0〉 =

〈M,M |(k − l + 1)/2, (k − l + 1)/2, 1/2,−1/2〉BM
M |0〉+

〈M + 1,M |(k − l + 1)/2, (k − l + 1)/2, 1/2,−1/2〉BM+1
M |0〉 (3.77)

ή πιο απλά έχουμε ότι:

∣

∣

∣
θ↑l1 , ..., θ

↑
k; θ

↓
l1+k′, .., θl↓

〉

=

CM
M |ΨM

M〉+ CM+1
M |ΨM+1

M 〉 (3.78)

όπου οι CM
M = 〈M,M |(k − l + 1)/2, (k − l + 1)/2, 1/2,−1/2〉 και CM+1

M =

〈M + 1,M |(k − l + 1)/2, (k − l + 1)/2, 1/2,−1/2〉 είναι συντελεστές Clebsh-

Gordan. Με αντίστοιχη διαδικασία μπορεί κανείς να δει ότι είναι δυνατή η ανάλυση

οποιασδήποτε από τις ορίζουσες της (3.72) σε γραμμικό συνδυασμό ιδιοκαταστάσε-

ων του S2. ΄Ετσι, μπορεί η αρχική ορίζουσα |ΦM〉 να αναλυθεί σε ιδιοκαταστάσεις

του S2, μόνο που οι συντελεστές μπροστά από κάθε ιδιοκατάσταση δεν είναι πια

οι συντελέστές Clebsh-Gordan, αφού κάθε ιδιοκατάσταση μπορεί να προέρχεται

από διαφορετική αναλυόμενη ορίζουσα. Για παράδειγμα, όπως είδαμε η κατάσταση

με S = M έχει συνεισφορά και από την πρώτη και από τη δεύτερη αναλυόμενη
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ορίζουσα και αν αναλύαμε και τις υπόλοιπες ορίζουσες θα βλέπαμε ότι έχει συνει-

σφορά από όλες τις ορίζουσες. Η κατάσταση με S = M + 1 μπορεί να προέλθει

από οποιαδήποτε ορίζουσα εκτός από την πρώτη της (3.72). Επίσης, οι συντελε-

στές (βάρη) κάθε κατάστασης στην οποία αναλύεται η αρχική ορίζουσα |ΦM〉 είναι

πλήρως προσδιορισμένοι, αφού ξέρουμε τους συντελεστές Clebsh-Gordan και τους

συντελεστές ci που προέρχονται από την ανάλυση σε αντίστοιχα τροχιακά. Ο α-

ριθμός των ιδιοκαταστάσεων στις οποίες μπορεί να αναλυθεί μια ορίζουσα ισούται

με το μισό του αριθμού των ηλεκτρονίων που δε σχηματίζουν οι μονοηλεκτρονικές

τους κυματοσυναρτήσεις ζευγάρια (κάποιο με σπιν πάνω με κάποιο με σπιν κάτω)

μείον το M . Επειδή, το M = (k− l)/2, όπου k ο αριθμός των ηλεκτρονίων με σπιν

πάνω και l ο αριθμός των ηλεκτρονίων με σπιν κάτω όταν όλα τα ηλεκτρόνια σχη-

ματίζουν ζευγάρια τότε δε μπορούμε να προχωρήσουμε σε ανάλυση της ορίζουσας

και δε χρειάζεται κιόλας αφού θα αποτελεί ήδη ιδιοκατάσταση του S2 με S = M .

Ο μέγιστος αριθμός ιδιοκαταστάσεων του S2 που μπορεί να αναλυθεί μια ορίζουσα

είναι N ′
max = N

2
− M , στην περίπτωση που κανένα ηλεκτρόνιο με σπιν πάνω δε

κάνει ζευγάρι με κάποιο ηλεκτρόνιο με σπιν κάτω.

΄Οπως είδαμε προηγούμενα μια ορίζουσα |Φ̃M〉 που μπορεί να είναι οποιαδήποτε

από τις ορίζουσες του αναπτύγματος (3.72) μπορεί να αναλυθεί σε ιδιοκαταστάσεις

του S2 και μπορούμε να βρούμε την ακριβή έκφραση των ιδιοκαταστάσεων αυτών,

οι οποίες δεν αποτελούνται από μια μόνο SD αλλά από γραμμικό συνδυασμό τους.

Οι ορίζουσες αυτές έχουν είτε όλα τα τροχιακά κάθετα μεταξύ τους είτε ένα μέρος

με διπλά κατειλημμένα που δίνουν S = 0 συνεισφορά στο ολικό σπιν και μπορούν

να αναλυθούν με τη σειρά τους σε ιδιοκαταστάσεις του S2. Στη συνέχεια θα παρα-

λείψουμε το μέρος της ορίζουσας με διπλά κατειλημμένα μιας και δεν παίζει κανένα

ρόλο στην ανάλυση. ΄Ετσι καταλήγουμε να αναλύουμε ορίζουσες που έχουν τα

χωρικά μέρη των τροχιακών τους κάθετα μεταξύ τους. Εκφράζοντας την ορίζουσα

αυτή ως γινόμενο φερμιονικών τελεστών α+↑
1 ..α+↑

k1
α+↓
k1+1...α

+↓
k1+l1

που δρουν στην
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κατάσταση του κενού |0〉 είδαμε ότι μπορεί να γίνει η ανάλυση σε ιδιοκαταστάσεις

του S2. Δηλαδή

α+↑
1 ..α+↑

k1
α+↓
k1+1...α

+↓
k1+l1

|0〉 =
N ′/2
∑

S=M

CS
M |ΘS

M〉 (3.79)

Παρατηρούμε ότι με την εφαρμογή του S+ πάνω και στα δύο μέλη της 3.79 η |ΘM
M〉

στο δεξιό μέλος εξαφανίζεται ενώ οι υπόλοιπες θα έχουν Sz =M +1 αφού έχουμε

S+α+↑
1 ..α+↑

k1
α+↓
k1+1...α

+↓
k1+l1

|0〉 =

(α+↑
1 ..α+↑

k1
α+↑
k1+1...α

+↓
k1+l1

+ ... +

α+↑
1 ..α+↑

k1
α+↓
k1+1...α

+↑
k1+l1

)|0〉 (3.80)

και

S+

N ′/2
∑

S=M

CS
M |ΘS

M〉 =
N ′/2
∑

S=M+1

√

S(S + 1)−M(M − 1)CS
M+1|ΘS

M+1〉 (3.81)

΄Ετσι από επανειλημμένες εφαρμογές του S+ καταλήγουμε στην |ΘN ′/2
N ′/2〉 που έχει

τη μορφή α+↑
1 ..α+↑

k1
α+↑
k1+1...α

+↑
k1+l1

|0〉. Αντίστροφα, εφαρμόζουμε τον τελεστή S− και

παίρνουμε την

S−|ΘN ′/2
N ′/2〉 = (α+↓

1 ..α+↑
k1
α+↑
k1+1...α

+↑
k1+l1

+

+...α+↑
1 ..α+↓

k1
α+↑
k1+1...α

+↑
k1+l1

+

+α+↑
1 ..α+↑

k1
α+↓
k1+1...α

+↑
k1+l1

+

+α+↑
1 ..α+↑

k1
α+↑
k1+1...α

+↓
k1+l1

)|0〉 (3.82)

Η διαδικασία που μπορεί κανείς να ακολουθήσει είναι η εξής[43]:

1. Αρχικά φτιάχνουμε στο γινόμενο α+↑
1 ..α+↑

k1
α+↓
k1+1...α

+↓
k1+l1

που θέλουμε να α-
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ναλύσουμε και αντίστοιχο γινόμενο α+↑
1 ..α+↑

k1
α+↑
k1+1...α

+↑
k1+l1

= A
N ′/2
N ′/2

2. Εφαρμόζουμε τον τελεστή S+ στο γινόμενο α+↑
1 ..α+↑

k1
α+↓
k1+1...α

+↓
k1+l1

παίρνον-

τας έτσι όλα τα δυνατά γινόμενα που έχουν ένα σπιν ανεβασμένο σε σχέση

με το αρχικό δηλαδή

S+α+↑
1 ..α+↑

k1
α+↓
k1+1...α

+↓
k1+l1

=

α+↑
1 ..α+↑

k1
α+↑
k1+1...α

+↓
k1+l1

+ ...+ α+↑
1 ..α+↑

k1
α+↓
k1+1...α

+↑
k1+l1

(3.83)

Η δράση αυτή στο δεύτερο μέλος της 3.79 θα απαλείψει την |ΘM
M〉 όπως φαίνε-

ται στην 3.81
∑N ′/2

S=M+1C
S
M+1j(S,M+1)|ΘS

M+1〉 όπου j(S,M ′) =
√

(S(S + 1)−M ′(M ′ − 1)).

Συνεχίζουμε να δρούμε με τον S+ στα διαδοχικά γινόμενα που προκύπτουν

μέχρι να κατασκευαστούν κι αυτά που θά έχουν ένα σπιν κάτω και θα ε-

ίναι γραμμικός συνδυασμός τον καταστάσεων |ΘN ′/2
N ′/2−1〉 και |Θ

N ′/2−1
N ′/2−1〉 (την

έκφραση των οποίων συνεχίζουμε να μην έχουμε προς το παρόν).

3. Στο επόμενο βήμα δρούμε με τον S− στο γινόμενο που έχει όλα τα σπιν πάνω

δηλαδή στο |ΘN ′/2
N ′/2〉 κι έτσι βρίσκουμε τη |ΘN ′/2

N ′/2−1〉. Από το προηγούμενο

βήμα μπορούμε να βρούμε τη |ΘN ′/2−1
N ′/2−1〉 . Δρώντας και πάλι με τον S− στην

τελευταία βρίσκουμε τη |ΘN ′/2−1
N ′/2−2〉. Από το προηγούμενο βήμα έχουμε βρεί

το άθροισμα
∑N ′/2

S=N ′/2−2C
S
N ′/2−2j(S,N

′/2− 2)|ΘS
N ′/2−2〉 με τι ισούται κι έτσι

γνωρίζοντας το |ΘN ′/2−1
N ′/2−2〉 και το |Θ

N ′/2
N ′/2−2〉 που βρίσκεται δρώντας δύο φορές

με τον S− στην |ΘN ′/2
N ′/2〉 μπορούμε να προσδιορίσουμε την |Θ

N ′/2−2
N ′/2−2〉. Ακο-

λουθώντας την ίδια διαδικασία βρίσουμε όλες τις καταστάσεις |ΘS
S〉 και με τη

δράση του S− τις αντίστοιχες |ΘS
M〉.

Για να γίνει κατανοητή η διαδικασία θα δείξουμε πως κατασκευάζονται οι ιδιοκατα-

στάσεις του S2 στην περίπτωση μιας απλής SD που έχει k = 3 τροχιακά με σπιν
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πάνω και l = 2 τροχιακά με σπιν κάτω, τότε

|X1/2〉 = α†↑
1 α

†↑
2 α

†↑
3 α

†↓
4 α

†↓
5 |0〉 =

∣

∣

∣
ϕ↑
1ϕ

↑
2ϕ

↑
3ϕ

↓
4ϕ

↓
5

〉

(3.84)

Αναλύοντας τη |X1/2〉 σύμφωνα με την εξίσωση (3.23), όπου οι σταθερές μπροστά

από τις |XS
M〉 είναι συντελεστές Clebsch-Gordon:

∣

∣X1/2

〉

= 0.5

√

2

5

∣

∣

∣
Θ

5/2
1/2

〉

+

√

2

5

∣

∣

∣
Θ

3/2
1/2

〉

+

√
2

2

∣

∣

∣
Θ

1/2
1/2

〉

(3.85)

Δρώντας και στα 2 μέλη της παραπάνω εξίσωσης με τον S+ και χρησιμοποιώντας

τις γενικές σχέσεις για τη στροφορμή

S+|ΘS
M〉 = (S(S + 1)−M(M + 1))1/2|ΘS

M+1〉, (3.86)

έχουμε

S+|Θ1/2
1/2〉 = 0, (3.87)

S+|Θ3/2
1/2〉 =

√
3|Θ3/2

3/2〉, (3.88)

S+|Θ5/2
1/2〉 = 2

√
2|Θ5/2

3/2〉 (3.89)

ενώ

S+α†↑
1 α

†↑
2 α

†↑
3 α

†↓
4 α

†↓
5 |0〉 = α†↑

1 α
†↑
2 α

†↑
3 α

↑†
4 α

†↓
5 |0〉+ α†↑

1 α
†↑
2 α

†↑
3 α

†↓
4 α

†↑
5 |0〉. (3.90)

Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (3.85) και (3.87)-(3.90) και εξισώνοντας το δεξί και

το αριστερό μέρος στην S+
∣

∣X1/2

〉

παίρνουμε

α†↑
1 a

†↑
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

†↓
5 〉+ |α†↑

1 α
†↑
2 α

†↑
3 α

†↓
4 α

†↑
5 |0〉 = 2

√

1

5
|Θ5/2

3/2〉+
√

6

5
|Θ3/2

3/2〉 (3.91)
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Δρώντας και πάλι με τον S+ στα 2 μέλη της παραπάνω εξίσωσης έχουμε:

α†↑
1 a

†↑
2 a

†↑
3 a

†↑+
4 α†↑

5 |0〉 =
∣

∣

∣
Θ

5/2
5/2

〉

(3.92)

Το επόμενο βήμα είναι η εφαρμογή του S− στην παραπάνω εξίσωση. Χρησιμοποιο-

ύμε τη σχέση

S−|ΘS
M〉 = (S(S + 1)−M(M − 1))1/2|ΘS

M−1〉 (3.93)

ενώ S−α†↑
1 α

†↑
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

†
5 ↑ |0〉 δίνει το άθροισμα

√
5|Θ5/2

3/2〉 = α†↓
1 α

†↑
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

†↑
5 |0〉+ α†↑

1 α
†↓
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

†↑
5 |0〉+ α†↑

1 α
†↑
2 α

†↓
3 α

†↑
4 α

†↑
5 |0〉+

α†↑
1 α

†↑
2 α3

†↑α†↓
4 α

†↑
5 |0〉+ α†↑

1 α
†↑
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

†↓
5 |0〉 (3.94)

΄Ομως

S−|Θ5/2
3/2〉 = 2

√
2|Θ5/2

1/2〉 (3.95)

και δρώντας με τον S− στην εξίσωση (3.94) έχουμε ότι

|Θ5/2
1/2〉 =

1√
10

{α†↓
1 α

†↓
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

†↑
5 |0〉+ |α†↓

1 α
†↑
2 α

†↓
3 α

†↑
4 α

†↑
5 |0〉+ α†↓

1 α
†↑
2 α

†↑
3 α

†↓
4 α

†↑
5 |0〉+

|α†↓
1 α

†↑
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

†↓
5 |0〉+ |α†↑

1 α
†↓
2 α

†↓
3 α

†↑
4 α

†↑
5 |0〉+ |α†↑

1 α
†↓
2 α

†↑
3 α

†↓
4 α

†↑
5 |0〉+ |α†↑

1 α
†↓
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

†↓
5 |0〉+

|α†↑
1 α

†↑
2 α

†↓
3 α

†↓
4 α

†↑
5 〉+ |α†↑

1 α
†↑
2 α

†↓
3 α

†↑
4 α

†↓
5 |0〉+ |α†↑

1 α
†↑
2 α

†↑
3 α

†↓
4 α

†↓
5 |0〉} (3.96)

Αφού γνωρίζουμε την ακριβή έκφραση της
∣

∣

∣
Θ

5/2
3/2

〉

μπορούμε να την αντικατα-

στήσουμε στην (3.91) και να τη λύσουμε ως προς
∣

∣

∣
Θ

3/2
3/2

〉

.

|Θ3/2
3/2〉 =

√

1

10
{α†↑

1 α
†↑
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

†↓
5 + α†↑

1 α
†↑
2 α

†↑
3 α

†↓
4 α

†↑
5 }|0〉+ −2√

30
{α†↑

1 α
†↑
2 α

†↓
3 α

†↑
4 α

↑
5|0〉+

α†↑
1 α

†↓
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

↑
5|0〉+ α†↓

1 α
†↑
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

↑
5|0〉} (3.97)
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Στη συνέχεια, δρώντας με τον S− στα 2 μέλη της παραπάνω εξίσωσης μπορούμε

να προσδιορίσουμε την κατάσταση |Θ3/2
1/2〉:

|Θ3/2
1/2〉 = 0.63246{α†↑

1 α
†↑
2 α

†↑
3 α

†↓
4 α

†↓
5 }|0〉

−0.42164{α†↓
1 α

†↓
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

†↓
5 + α†↓

1 α
†↓
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

†↓
5 }|0〉

+0.10541{α†↓
1 α

†↑
2 α

†↑
3 α

†↓
4 α

†↑
5 + α†↓

1 α
†↑
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

†↓
5 + α†↑

1 α
†↓
2 α

†↑
3 α

†↓
4 α

†↑
5 +

α†↑
1 α

†↓
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

†↓
5 + α†↑

1 α
†↑
2 α

†↓
3 α

†↓
4 α

†↑
5 + α†↑

1 α
†↑
2 α

†↓
3 α

†↑
4 α

†↓
5 }|0〉 (3.98)

΄Ετσι από την αρχική εξίσωση (3.85) μπορούμε πια να προσδιορίσουμε τη
∣

∣

∣
Θ

1/2
1/2

〉

:

∣

∣

∣
Θ

1/2
1/2

〉

= 0.7071{α†↑
1 α

†↑
2 α

†↑
3 α

†↓
4 α

†↓
5 }|0〉+

0.2357{α†↓
1 α

†↓
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

†↑
5 + |α†↓

1 α
†↑
2 α

†↓
3 α

†↑
4 α

†↑
5 + α†↑

1 α
†↓
2 α

†↓
3 α

†↑
4 α

†↑
5

−α†↓
1 α

†↑
2 α

†↑
3 α

†↓
4 α

†↑
5 − α†↓

1 α
†↑
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

†↓
5 − α†↑

1 α
†↓
2 α

†↑
3 α

†↓
4 α

†↑
5

−α†↑
1 α

†↓
2 α

†↑
3 α

†↑
4 α

†↓
5 − α†↑

1 α
†↑
2 α

†↓
3 α

†↓
4 α

†↑
5 − α†↑

1 α
†↑
2 α

†↓
3 α

†↑
4 α

†↓
5 }|0〉

Να σημειώσουμε εδώ ότι ο μεγαλύτερος συντελεστής σε όλες τις |ΘS
M〉 εμφανίζεται

να είναι αυτός της αρχικής προς ανάλυση SD, δηλαδή της
∣

∣X1/2

〉

= α†↑
1 α

†↑
2 α

†↑
3 α

↓
4α

↓
5|0〉

εκτός από την περίπτωση που οι συντελεστές όλων των οριζουσών είναι ίδιοι (όπως

στην περίπτωση της |Θ5/2
1/2〉.

΄Οπως διαπιστώνεται από τα παραπάνω η χρήση της δεύτερης κβάντωσης διευκο-

λύνει όλη την διαδικασία ανάπτυξης μιας ορίζουσας Slater σε ιδιοκαταστάσεις του

S2 γιατί η SD αναπαρίσταται ως απλό γινόμενο κι όχι ως άθροισμα γινομένων. ΄Ε-

τσι η ανάλυση σε ιδιοκαταστάσεις μπορεί να εφαρμοστεί με ευκολία σε οποιαδήποτε

ορίζουσα ανεξαρτήτως της τιμής του Sz της και από τον αριθμό των ηλεκτρονίων.

Ενώ η διαδικασία του παραδείγματος φαίνεται πολύπλοκη με τον κώδικα που ανα-

πτύξαμε γίνεται πολύ γρήγορα και εύκολα.
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3.7.1 Διερεύνηση ύπαρξης ιδιοκατάστασης μικρότε-

ρης ενέργειας από την UHF

Στην παρούσα προσέγγιση, αναλύεται η ελαχιστοποιούσα |ΦM〉 σε γραμμικό

συνδυασμό ιδιοκαταστάσεων του S2:

|ΦM〉 =
N ′/2
∑

S=M

CS
M

∣

∣ΨS
M

〉

. (3.99)

όπουM ≤ N ′ ≤ N και N ′/2 είναι ο αριθμός των ηλεκτρονίων που οι μονοηλεκτρο-

νικές τους κυματοσυναρτήσεις δεν έχουν επικάλυψη μονάδα με κάποιο αντίθετου

σπιν, δηλαδή ο αριθμός των μη διπλά κατειλημμένων τροχιακών. Θα δείξουμε ότι

υπάρχει τουλάχιστον μία ιδιοκατάσταση
∣

∣ΨS
M

〉

με ενέργεια μικρότερη ή ίση με αυτή

της UHF[44]. ΄Εχουμε,

E(ΦM ) = 〈ΦM |H |ΦM 〉 =
N ′/2
∑

S=M

∣

∣CS
M

∣

∣

2 〈
ΨS

M

∣

∣H
∣

∣ΨS
M

〉

≥
N ′/2
∑

S=M

∣

∣CS
M

∣

∣

2
〈

ΨS′

M

∣

∣

∣
H
∣

∣

∣
ΨS′

M

〉

, (3.100)

όπου
〈

ΨS′

M

∣

∣

∣
H
∣

∣

∣
ΨS′

M

〉

= min
〈

ΨS
M

∣

∣H
∣

∣ΨS
M

〉

. (3.101)

΄Ομως, η κυματοσυνάρτηση |ΦM 〉 είναι κανονικοποιημένη

N ′/2
∑

S=M

∣

∣CS
M

∣

∣

2
= 1 (3.102)

οπότε έχουμε ότι

E(ΦM) ≥
〈

ΨS′

M

∣

∣

∣
H
∣

∣

∣
ΨS′

M

〉

. (3.103)

΄Ετσι αν αναλύσουμε την |ΦM〉 σύμφωνα με την (3.99) μπορούμε να βρούμε μια κα-

λύτερη ελαχιστοποιούσα κατάσταση για τη Χαμιλτονιανή. Να υπενθυμίσουμε εδώ
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ότι η ενέργεια UHF αποτελεί άνω φράγμα της πραγματικής ενέργεια του υπό μελέτη

συστήματος, άρα όταν κάποια από τις αναλυόμενες ιδιοκαταστάσεις δίνει χαμηλότε-

ρη ενέργεια η κατάσταση αυτή μπορεί να χαρακτηριστεί ως καλύτερη προσέγγιση

για τη βασική κατάσταση του συστήματος. Επιπλέον, αυτή η κατάσταση έχει τις

σωστές ιδιότητες μετασχηματισμού, δηλαδή μετασχηματίζεται σύμφωνα με τη μη

αναγώγιμη αναπαράσταση της ομάδας συμμετρίας των στροφών στο χώρο των σπιν

της Χαμιλτονιανής.

Στην πράξη δε μπορεί κανείς να πάρει μικρότερη ενέργεια από την UHF στις

εξής περιπτώσεις:

1. ΄Οταν η ορίζουσα |ΦM 〉 που προκύπτει από την UHF είναι ήδη ιδιοκατάσταση

του S2, δηλαδή όταν δεν έχουμε μόλυνση του σπιν. Στην περίπτωση αυτή η

ορίζουσα που προκύπτει από την UHF ταυτίζεται με αυτή που προκύπτει από

τη RHF. Στην πράξη, κάτι τέτοιο μπορεί να συμβεί σε συστήματα κλειστού

φλοιού και για ενδοατομικές αποστάσεις ισορροπίας. Στα συστήματα ανοι-

κτού φλοιού έχουμε πάντα μόλυνση του σπιν ακόμη και στην ισορροπία όπως

δείξαμε προηγούμενα.

2. ΄Οταν παρότι έχουμε μόλυνση του σπιν οι ιδιοκαταστάσεις |ΨS′

M〉 στις οποίες

αναλύεται η |ΦM〉 UHF παρουσιάζουν εκφυλισμό. Στην πράξη κάτι τέτοιο

μπορεί να συμβεί στις περιοχές που έχει διαχωριστεί το μόριο στα άτομα από

τα οποία αποτελείται.

Να σημειώσουμε εδώ ότι όσο περισσότερο διαφέρει μια μη περιορισμένη |ΦM 〉 α-

πό την αντίστοιχη περιορισμένη τόσο ο συντελεστής CM
M που προκύπτει από την

ανάλυση |ΦM〉 =
∑N ′/2

S=M CS
M |ΨS

M〉 έχει μικρότερο βάρος. Η |ΨM
M〉 περιέχει με μι-

κρότερο βάρος μια ορίζουσα με S = M . Τότε παρατηρούμε ότι η διόρθωση στην

ενέργεια που μπορεί να προκύψει είναι μεγαλύτερη (εκτός κι αν έχουμε εκφυλισμό

όπως αναφέραμε παραπάνω).
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Κεφάλαιο 4

Εφαρμογή της μεθοδολογίας

ανάλυσης σε ιδιοκαταστάσεις

του S2

4.1 Εισαγωγή

΄Οπως έχουμε ήδη αναφέρει, απαραίτητο βήμα για την εφαρμογή της μεθοδολο-

γίας μας είναι η εύρεση της βασικής κατάσταση Hartree-Fock. Η βασική κατάσταση

Hartree-Fock είναι η ορίζουσα Slater που ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό της ενέρ-

γειας. Από την ελαχιστοποίηση αυτή προκύπτουν οι εξισώσεις Hartree-Fock για

τις μονοηλεκτρονικές κυματοσυναρτήσεις, οι οποίες είναι μη γραμμικές. Η μη γραμ-

μικότητα οφείλεται στο ότι οι εξισώσεις περιέχουν τη μήτρα πυκνότητας, η οποία

εξαρτάται με τη σειρά της από τις μονοηλεκτρονικές κυματοσυναρτήσεις, δηλαδή

από τη λύση των εξισώσεων. ΄Ετσι, το πρόβλημα λύνεται με τη λεγόμενη αυτοσυ-

νεπή διαδικασία, δηλαδή, κάνοντας μια αρχική υπόθεση για τις μονοηλεκτρονικές

κυματοσυναρτήσεις, λύνει κανείς τις εξισώσεις και με τις νέες κυματοσυναρτήσεις

φτιάχνει εκ νέου τις εξισώσεις και βρίσκει νέες λύσεις. Η διαδικασία αυτή συνε-

χίζεται μέχρι οι κυματοσυναρτήσεις εισόδου να γίνουν ίδιες με αυτές της εξόδου
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(στην πράξη υπάρχουν διάφορα κριτήρια για αυτό). Την ίδια διαδικασία ακολουθεί

κανείς για τις εξισώσεις Kohn-Sham.

Στη μεθοδολογία που αναπτύξαμε, όπως φαίνεται στο προηγούμενο κεφάλαιο,

όλα τα βήματα είναι κλειστού τύπου. ΄Ετσι, από την ορίζουσα Slater που βρέθη-

κε ως βασική κατάσταση Hartree-Fock ή Kohn-Sham παράγουμε αναλυτικά τις

ιδιοκαταστάσεις του S2. Τα χρησιμοποιηθέντα συναρτησιακά ανταλλαγής και συ-

σχέτισης είναι το PBE[49], BLYP[50], B3LYP[51] και VWN[52] συσχέτισης με

Hartree-Fock όρο ανταλλαγής.Ακολούθως υπολογίζουμε τις αντίστοιχες ενέργειες

〈ΨS
M |H|ΨS

M〉 για την περίπτωση των λύσεων τηςHartree-Fock.

Για όλα τα φυσικά συστήματα που έγινε εφαρμογή της μεθοδολογίας βρέθηκε

το βάρος της συνιστώσας |ΨM
M〉 κατάστασης καθώς και τα βάρη των οριζουσών που

την απαρτίζουν για τα διάφορα DFT συναρτησιακά ώστε να γίνει σύγκριση με τα

αντίστοιχα Hartree-Fock αποτελέσματα. ΄Ετσι, η εγγύτητα των βαρών αυτών με τα

αντίστοιχα Hartree-Fock μας δίνει ένα επιπλέον κριτήριο για την ποιότητα της αν-

τίστοιχης Kohn-Sham κυματοσυνάρτησης. Να τονίσουμε εδώ ότι μια Kohn-Sham

ορίζουσα δεν αντιστοιχεί σε κυματοσυνάρτηση του πραγματικού συστήματος, όπως

η Hartree-Fock αλλά σε ένα σύστημα μη αλληλεπιδρώντων σωματιδίων με την ίδια

πυκνότητα με το πραγματικό. Εφαρμογή της μεθοδολογίας έγινε σε μικρά μόρια

με σκοπό να επαληθευτεί και υπολογιστικά, αλλά και να μελετηθεί η χρησιμότη-

τά της κι όχι η μελέτη των συστημάτων αυτών αφού υπάρχει ήδη εκτενώς στη

βιβλιογραφία.

Στη συνέχεια του κεφαλαίου αυτού εκθέτουμε συνοπτικά κάποια στοιχεία του

υπολογιστικού κώδικα Hartree-Fock και του δικού μας και δίνονται αποτελέσματα

για τα συστήματα στα οποία έγινε εφαρμογή. Στο τέλος του κεφαλαίου παρατίθενται

συμπεράσματα.
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4.2 Περιγραφή υπολογιστικής διαδικασίας

Για την εφαρμογή της μεθοδολογίας που παρουσιάστηκε στο προηγούμενο

κεφάλαιο αναπτύχθηκαν υπολογιστικοί κώδικες στις γλώσσες προγραμματισμού

Fortran 90 και Pascal. Ο κώδικας που χρησιμοποιήθηκε για την επίλυση των

Hartree-Fock και Kohn-Sham εξισώσεων είναι ο κώδικας ανοικτού λογισμικού Ga-

messUS[53].

Στον κώδικα Hartree-Fock έχουμε διαφορετικές κατηγορίες δεδομένων εισόδου.

Μία από αυτές, είναι οι μεταβλητές που σχετίζονται με τη φύση του υπό μελέτη

φυσικού συστήματος και πιο συγκεκριμένα ο αριθμός των ηλεκτρονίων και το σπιν

(M), ο αριθμός των πυρήνων, το φορτίο τους και η μεταξύ τους απόσταση. Μια άλ-

λη κατηγορία είναι παράμετροι που έχουν να κάνουν με την αριθμητική προσέγγιση,

όπως η διάσταση και το είδος της βάσης στην οποία αναπτύσσονται τα τροχιακά, δη-

λαδή ο αριθμός των Γκαουσιανών τα κέντρα και οι εκθέτες της βάσης αυτής καθώς

και σταθερές που σχετίζονται με κριτήρια σύγκλισης της αυτοσυνεπούς διαδικασίας

SCF. Η αυτοσυνεπής διαδικασία σταματάει όταν οι ενέργειες Hartree-Fock που προ-

κύπτουν από δύο διαδοχικές διαγωνοποιήσεις του πίνακα Fock δε διαφέρουν μεταξύ

τους στα όρια της επιθυμητής ακρίβειας. Ο πίνακας Fock είναι αυτός που προ-

κύπτει από τις εξισώσεις Hartree-Fock, όπως έχουμε αναφέρει, όταν εκφράσουμε

τις μονοηλεκτρονικές κυματοσυναρτήσεις σε κάποια βάση. Ουσιαστικά, όταν ανα-

φερόμαστε στον προσδιορισμό της ορίζουσας Slater συγκεκριμένου συστήματος,

εννοούμε τον προσδιορισμό των μονοηλεκτρονικών κυματοσυναρτήσεων που την

αποτελούν. Για δεδομένη βάση {χp}, έχουμε να προσδιορίσουμε τους συντελεστές

ανάπτυξης πάνω σε αυτή τη βάση. Για την περίπτωση KS ισχύουν τα αντίστοιχα

εφόσον προσδιοριστεί το είδος του συναρτησιακού συσχέτισης και ανταλλαγής.

Στη μεθοδολογία που αναπτύχθηκε για την ανάλυση σε ιδιοκαταστάσεις του

S2 των ελαχιστοποιουσών οριζουσών, τα δεδομένα εισόδου είναι οι παράμετροι που

σχετίζονται με τη φύση του υπό μελέτη συστήματος που αναφέραμε προηγούμενα
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και η ελαχιστοποιούσα ορίζουσα Slater που προέκυψε από τη HF ή KS. Προκει-

μένου να βρεθούν οι ενέργειες 〈ΨS
M |H|ΨS

M〉 απαιτούνται και τα ολοκληρώματα των

διαφόρων όρων της Χαμιλτονιανής με τα στοιχεία της βάσης. Η ελαχιστοποιούσα

ορίζουσα ουσιαστικά προσδιορίζεται από τους συντελεστές ανάπτυξης σε μια δε-

δομένη βάση. Να σημειώσουμε ότι με τον όρο Hartree-Fock αναφερόμαστε στην

Unrestricted Hartree-Fock και όχι στη Restricted, αφού στην τελευταία η ορίζουσα

που προκύπτει είναι ήδη ιδιοκατάσταση του S2.

Οι εκφράσεις που χρησιμοποιούνται είναι μόνο αναλυτικές, οπότε δεν υπεισέρ-

χονται προβλήματα αριθμητικής ανάλυσης όπως προβλήματα αυτοσυνέπειας. ΄Ετσι,

η απουσία επαναληπτικών διαδικασιών αριθμητικής επίλυσης κάνει τη μεθοδολογία

υπολογιστικά φτηνή. Αυτό που παίρνουμε σαν δεδομένο εξόδου είναι οι ενέργειες

που προκύπτουν από τις ιδιοκαταστάσεις του S2, καθώς και οι ορίζουσες στις οποίες

αναπτύσσεται αυτή η ιδιοκατάσταση και οι συντελεστές τους.

Τέλος, να σημειώσουμε ότι η μεθοδολογία ανάλυσης μιας ορίζουσας σε ιδιο-

καταστάσεις του S2 που αναπτύχθηκε, είναι εφαρμόσιμη όχι μόνο σε ορίζουσες

που έχουνε προκύψει από τη βασική κατάσταση Hartree-Fock ή Kohn-Sham, αλ-

λά σε οποιαδήποτε ορίζουσα Slater που μπορεί να αντιστοιχεί σε μια προσέγγιση

διεγερμένης κατάστασης.

Παραθέτουμε στη συνέχεια απλοποιημένα διαγράμματα ροής που διαφωτίζουν

τη μεθοδολογία Hartree-Fock καθώς και τη δική μας.
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Σχήμα 4.1: Απλοποιημένο διάγραμμα ροής Hartree-Fock

Δεδομένα εισό-
δου(θέσεις πυρήνων
και φορτίο τους,
αριθμός ηλεκτρονίων
και το σπιν τους)

Δημιουργία του
πίνακα Fock

αρχικές τιμες για τις
μονοηλεκτρονικές
κυματοσυναρτή-
σεις (τροχιακά)

Διαγωνοποίηση
του Fock

κατασκευή νέων πι-
νάκων πυκνότητας
από τις ιδιοκαταστά-
σεις που βρέθηκαν

έχει επιτευχθεί
αυτοσυνεπής σύγκλιση;

Ενέργεια H-F
όχι

ναι
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Σχήμα 4.2: Απλοποιημένο διάγραμμα ροής της μεθοδολογίας που αναπτύχθηκε

Δεδομένα εισόδου: Ελαχιστο-
ποιούσα |ΦM 〉 =SD {φ(rj , σj)}

Αλλαγή βάσης τροχιακών,
|θ′i〉 = ci |θi〉 + ci+k′ |θi+k′ 〉

Ανάπτυξη |ΦM 〉 =
∑

ΛiA
↑↓|ΘM,i〉

Από κάθε ορίζουσα |ΘM,i〉 εύρεση του
μέρους με κάθετα χωρικά τροχιακά |XM 〉

Ανάπτυξη |XM 〉 =
∑

CGS
M |ΘS

M 〉

Ανάπτυξη |ΦM 〉 =
∑

CS
M |ΨS

M 〉

Υπολογισμός ενεργειών 〈ΨS
M |H |ΨS

M 〉
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4.3 Αποτελέσματα υπολογισμών

Η μεθοδολογία που αναπτύχθηκε για την ανάλυση σε ιδιοκαταστάσεις του

S2, η οποία παρουσιάστηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο, εφαρμόστηκε σε μόρια με

ανοιχτό φλοιό (BeH, CH, NH, NH2, OH και LiO) και στα μόρια με κλειστό φλοιό

(H2, LiH, BH) [46], τα οποία επιλέχτηκαν για τον μικρό αριθμό ηλεκτρονίων που

έχουν έτσι ώστε οι υπολογισμοί και τα αριθμητικά λάθη να μπορούν να ελεγχθούν

εύκολα. Με τον όρο μόρια ανοικτού φλοιού εννοούμε αυτά που ο αριθμός των

ηλεκτρονίων τους με σπιν κάτω διαφέρει από αυτόν με σπιν πάνω, ενώ κλειστού

αυτά που ο αντίστοιχος αριθμός είναι ίδιος οπότε έχουν M = 0. Οι βάσεις πάνω

στην οποία αναπτύχθηκαν τα μοριακά τροχιακά είναι τα γκαουσιανού τύπου σύνολα

βάσεων του που αναπτύχθηκαν από τον Dunning και τους συνεργάτες του[55] cc-

pVDZ, cc-pVQZ και aug-cc-pVDZ. Υπολογισμοί ενεργειών πραγματοποιήθηκαν

για διάφορες ενδοατομικές αποστάσεις.

Να σημειωθεί εδώ ότι με τη χρήση των «αντίστοιχων» τροχιακών ελαχιστοποιε-

ίται ο αριθμός των SDs στις οποίες μπορεί να αναλυθεί η αρχική. ΄Ετσι, για το H2

μπορεί να αναπτυχθεί σε άθροισμα μόλις 2 SDs ενώ αν γινόταν χρήση μοριακών

τροχιακών ο αντίστοιχος αριθμός θα ήταν όσο η διάσταση της βάσης, π.χ. στην

περίπτωση της cc-pVQZ βάσης θα ήταν 60.

Οι υπολογισμοί των ενεργειών UHF, RHF, CISD και DFT έχουν γίνει με το

υπολογιστικό πακέτο Gamess US[53]. Τα διαγράμματα ισοπυκνότητας (contours)

έγιναν με το εμπορικό πρόγραμμα Gaussian[54]. Οι μονάδες μέτρησης που έχουν

χρησιμοποιηθεί είναι οι ατομικές μονάδες (atomic units ή συντομογραφικά a.u.)

Η RHF δίνει μεγαλύτερη ή ίση ενέργεια με την UHF γιατί στην πρώτη η ελα-

χιστοποίηση του συναρτησιακού 〈Ψ|H|Ψ〉 γίνεται σε μικρότερο υπόχωρο από ότι

στη δεύτερη αφού περιοριζόμαστε σε ορίζουσες με υποχρεωτικά ίδια χωρικά μέρη

για τα τροχιακά με σπιν πάνω και κάτω. Η ενέργεια που υπολογίσαμε από μια κα-

τάσταση ολικού σπιν, είτε θα δίνει ενέργεια μικρότερη από την UHF είτε ίση όπως

77



δείξαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο. Αναγκαία συνθήκη για να πάρουμε μικρότερη

ενέργεια από την UHF (αλλά όχι και ικανή) είναι η UHF να μη συμπίπτει με την

RHF. Η CISD όπως είναι αναμενόμενο δίνει χαμηλότερη ενέργεια και από τη HF

και από την ενέργεια που έχει προκύψει από την ιδιοκατάσταση του ολικού σπιν

αφού πέρα από την αρχική διαγωνιοποίηση για να εξαχθούν τα βέλτιστα τροχιακά

γίνεται βελτιστοποίηση ως προς τους συντελεστές κάθε ορίζουσας Slater. ΄Ολες

οι προσεγγίσεις που αναφέρθηκαν βασίζονται στην αρχή μεταβολών συνεπώς όσο

χαμηλότερη ενέργεια παίρνει κανείς τόσο καλύτερη είναι η προσέγγιση.

Για κάθε μόριο, δίνεται ένας πίνακας που έχει για διάφορες τιμές ενδοατομικών

αποστάσεων, τις ενέργειες που προκύπτουν από την πλήρη ανάλυση σε ιδιοκατα-

στάσεις της αντίστοιχης ορίζουσας, καθώς και τους συντελεστές βάρους της κάθε

κατάστασης. ΄Οπως μπορεί να διαπιστώσει κανείς ο γραμμικός συνδυασμός όλων

των ενεργειών με το αντίστοιχο βάρος της κάθε ιδιοκατάστασης δίνει την ενέργεια

UHF. Επιπλέον, δίνεται κι ένας δεύτερος πίνακας με το βάρος της κατάστασης |ΨM
M〉

και των συνιστωσών οριζουσών της. Για λόγους οικονομίας χώρου και καλύτερης

παρουσίασης έχουνε παραλειφθεί ορίζουσες με αμελητέα βάρη.

Επιλέχθηκε να γίνει πιο παραστατική παρουσίαση των αποτελεσμάτων για ένα

μόριο κλειστού φλοιού, H2, και ένα ανοικτού φλοιού, BeH.

4.3.1 Αποτελέσματα για το H2

Για το H2, (που έχει ένα ηλεκτρόνιο με σπιν πάνω κι ένα με σπιν κάτω) βρέθηκε

η SD |Φ0〉 που προκύπτει από τηνUHF και εκφράστηκε συναρτήσει των αντίστοιχων

τροχιακών,

∣

∣

∣
θ↑1; θ

′↓
1

〉

= c1

∣

∣

∣
θ↑1; θ

↓

1

〉

+ c2

∣

∣

∣
θ↑1; θ

↓

2

〉

(4.1)

όπου c1=|〈θ′1|θ1〉| και c2=|〈θ′1|θ2〉|. Υπολογίστηκε η απόλυτη τιμή της επικάλυψης

των αντίστοιχων τροχιακών συναρτήσει της ενδοατομικής απόστασης. ΄Οταν οι
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δύο πυρήνες βρίσκονται σε αποστάσεις μικρότερες από την ισορροπία του μορίου

(R < 1.4 a.u.) αλλά και για αποστάσεις μεγαλύτερες από αυτήν μέχρι και 2.3 a.u.

η επικάλυψη |〈θ′1|θ1〉| είναι ίση με τη μονάδα (βλέπε Σχήμα 4.3). Αυτό είναι εμφανές

και από τις καμπύλες ισοπυκνότητας του ηλεκτρονίου με σπιν πάνω και σπιν κάτω

για τρεις διαφορετικές αποστάσεις των πυρήνων (μία μικρότερη της ισορροπίας,

μια στην ισορροπία και μια μεγαλύτερη αυτής αλλά μικρότερη των 2.3a.u.) όπου

συμπίπτουν (βλέπε Σχήμα 4.4).

Σχήμα 4.3: Απόλυτη τιμή της επικάλυψης |〈θ′1|θ1〉| ανάμεσα στα αντίστοιχα
τροχιακά του H2 με την ενδοατομική απόσταση.

0 1 2 3 4 5 6
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0
H2

|<
|

'>
|

R (a.u.)

Σχήμα 4.4: Καμπύλες ισοπυκνότητας των ηλεκτρονίων με σπιν πάνω (μοβ)
και σπιν κάτω (πράσινο) για το H2 για διαφορετικές ενδοατομικές αποστάσεις (α)
R = 1.1, (β) R = 1.387 (γ)R = 2.2

Για ενδοατομικές αποστάσεις μεγαλύτερες των 2.3 a.u. η επικάλυψη |〈θ′1|θ1〉|
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των τροχιακών με σπιν πάνω και κάτω αρχίζει να μειώνεται. Αυτό οφείλεται στο ότι

το ηλεκτρόνιο με σπιν πάνω αρχίζει να εντοπίζεται στην περιοχή του ενός πυρήνα

Υδρογόνου ενώ το ηλεκτρόνιο με σπιν κάτω στην περιοχή του άλλου πυρήνα. Η

συμπεριφορά των ηλεκτρονίων αυτή φαίνεται και στα σχήματα 4.5 (α) και (β).

Σχήμα 4.5: Καμπύλες ισοπυκνότητας των ηλεκτρονίων με σπιν πάνω (μοβ)
και σπιν κάτω (πράσινο) για το H2 για διαφορετικές ενδοατομικές αποστάσεις (α)
R = 3.2, (β) R = 4.8 (γ)R = 5.6

Για πολύ μεγάλες αποστάσεις όπου το μόριο είναι πια διαχωρισμένο ουσιαστικά

στα δύο άτομα από τα οποία αποτελείται, όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.5 (γ), η επι-

κάλυψη |〈θ′1|θ1〉| είναι μηδενική. Στην περιοχή ενδοατομικών αποστάσεων όπου η

επικάλυψη |〈θ′1|θ1〉| είναι ίση με τη μονάδα, δηλαδή το χωρικό μέρος της μονοηλε-

κτρονικής κυματοσυνάρτησης με σπιν πάνω ταυτίζεται (εκτός από πιθανό παράγοντα

φάσης που δεν παίζει κάποιο ρόλο) με το αντίστοιχο αυτού με σπιν κάτω, η ορίζουσα

Slater που παίρνουμε από την UHF είναι ήδη ιδιοκατάσταση του S2 με S =M = 0

(βλέπε Σχήμα 4.9). Συνεπώς, η μόλυνση του σπιν στην περιοχή αυτή είναι μηδενι-

κή όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.6. Στην περιοχή ενδοατομικών αποστάσεων όπου

η επικάλυψη |〈θ′1|θ1〉| είναι μη μηδενική, η ορίζουσα Slater που παίρνουμε από την

UHF αποτελεί γραμμικό συνδυασμό μιας singlet (S = M = 0) ιδιοκατάστασης,

|Ψ0
0〉, και μιας triplet S = 1, |Ψ1

0〉, δηλαδή ισχύει ότι |Φ0〉 = C0
0 |Ψ0

0〉 + C1
0 |Ψ1

0〉

και η μόλυνση του σπιν συνεπώς παύει να είναι μηδενική. Η ακριβής έκφραση των

ιδιοκαταστάσεων αυτών συναρτήσει των αντίστοιχων τροχιακών είναι η εξής:

∣

∣Ψ0
0

〉

=
c2√
2
{
∣

∣

∣
θ↑1; θ

↓

2

〉

−
∣

∣

∣
θ↓1; θ

↑
2

〉

}+ c1

∣

∣

∣
θ↑1; θ

↓

1

〉

(4.2)
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Σχήμα 4.6: Μόλυνση του σπιν του H2 συναρτήσει της ενδοατομικής απόστασης.
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∣
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+
∣

∣

∣
θ↓1; θ

↑
2

〉

}. (4.3)

Το βάρος C0
0 της ιδιοκατάστασης |Ψ0

0〉 μειώνεται ώσπου για μεγάλες ενδοατομικές

αποστάσεις όπου το μόριο διαχωρίζεται ουσιαστικά ισούται με το βάρος C1
0 της

|Ψ1
0〉.

Υπολογίστηκε για διάφορες ενδοατομικές αποστάσεις η ηλεκτρονική ενέργεια

UHF Ee,UHF,R = 〈Φ0,R|H|Φ0,R〉, των ελαχιστοποιουσών οριζουσών Slater και στη

συνέχεια η E0
e,0,R = 〈Ψ0

0,R|H|Ψ0
0,R〉 (Σχήμα 4.8), δηλαδή η ενέργεια που αντιστοιχεί

στην ιδιοκατάσταση |Ψ0
0,R〉 και E1

e,0,R = 〈Ψ1
0,R|H|Ψ1

0,R〉 που αντιστοιχεί στην |Ψ1
0,R〉.

Με H συμβολίζουμε την ακριβή Χαμιλτονιανή του συστήματος εκτός από τον όρο

που αντιστοιχεί στην αλληλεπίδραση πυρήνα-πυρήνα (τον οποίο όπως έχει αναφερθεί

τον υπολογίζουμε κλασικά). Για ενδοατομικές αποστάσεις μικρότερες των 2.3 a.u.

που η ορίζουσα Slater UHF αποτελεί ήδη ιδιοκατάσταση του ολικού σπιν με S = 0,

και συνεπώς δε μπορούμε να την αναπτύξουμε περαιτέρω, ισχύει ότι η Ee,UHF είναι
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Σχήμα 4.7: Βάρος των ιδιοκαταστάσεων του σπιν H2 συναρτήσει της ενδοατομι-
κής απόστασης. Η συνεχής γραμμή είναι το βάρος C0

0 της Ψ
0
0 και η διακεκομμένη

είναι το βάρος C1
0 της Ψ

1
0.
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H2

μια E0
e,0. Για μεγαλύτερες ενδοατομικές αποστάσεις, όπου η μόλυνση του σπιν

παύει να είναι μηδενική κι έχουμε διαχωρισμό της |Φ0〉 σε μια
∣

∣Ψ0
0,R

〉

και μια
∣

∣Ψ1
0,R

〉

,

ισχύει ότι Ee,UHF = |C0
0 |2E0

e,0 + |C1
0 |2E1

e,0. Στις αποστάσεις αυτές, το βάρος |C0
0 |

της |Ψ0
0〉 είναι μεγαλύτερο (βλέπε Σχήμα 4.7). Σε ενδοατομικές αποστάσεις που το

μόριο έχει πια διαχωριστεί στα δύο άτομα που το αποτελούν, το βάρος της
∣

∣Ψ0
0,R

〉

ισούται με αυτό της
∣

∣Ψ1
0,R

〉

και οι ενέργειες E0
e,0 και E

1
e,0 συμπίπτουν μεταξύ τους

και με την EUHF .

Στο Σχήμα 4.9 παρουσιάζεται η ολική ενέργεια, ηλεκτρονική συν την ενέργεια

της ηλεκτροστατικής αλληλεπίδρασης των πυρήνων Enn, όπως προέκυψε από την

UHF, την E0
0 , τη RHF και την ακριβέστερη μέθοδο CISD.

Σε ενδοατομικές αποστάσεις που αντιστοιχούν στην περιοχή ελάχιστης ενέρ-

γειας του μορίου όπως μπορεί να δει κανείς η RHF συμπίπτει ακριβώς με την UHF

αφού το τροχιακό με σπιν πάνω έχει 100 τις εκατό επικάλυψη με το τροχιακό με

σπιν κάτω, όπως έχουμε ήδη αναφέρει. Η ορίζουσα Slater που προκύπτει από τις
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Σχήμα 4.8: Η ηλεκτρονική ενέργεια E0
e,0, E

1
e,0 και Ee,UHF του H2
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μονοηλεκτρονικές κυματοσυναρτήσεις που είναι λύσεις των UHF εξισώσεων για

σπιν πάνω και κάτω έχουν ίδια χωρικά μέρη. Συνεπώς η UHF ορίζουσα ταυτίζεται

στην ουσία με την RHF ορίζουσα. Από κάποιες ενδοατομικές αποστάσεις και πάνω

το κάθε ηλεκτρόνιο αρχίζει να εντοπίζεται σε άλλη περιοχή στο χώρο (το καθένα

γύρω από κάθε πυρήνα Υδρογόνου), έτσι τώρα τα τροχιακά που προκύπτουν από

την UHF δεν έχουν ίδιο χωρικό μέρος. ΄Ετσι η ορίζουσα RHF αρχίζει να διαφέρει

από την UHF και η τελευταία δεν αποτελεί πια ιδιοκατάσταση του S2. ΄Ετσι σε

αυτή την περιοχή ενδοατομικών αποστάσεων η ορίζουσα UHF αναλύεται σε δύο

ιδιοκαταστάσεις του S2, μια που αντιστοιχεί σε S = 0 και μια που αντιστοιχεί σε

S = 1. Η κατάσταση ελάχιστης ενέργειας είναι αυτή που αντιστοιχεί στο S = 0.

Παρατηρούμε στο Σχήμα 4.9 ότι σε αυτές τις ενδοατομικές αποστάσεις η ενέργεια

που παίρνουμε από την S = 0 κατάσταση πλησιάζει αρκετά την ενέργεια CISD. Για

μεγάλες ενδοατομικές αποστάσεις, που αντιστοιχούν ουσιαστικά στην κατάσταση

διαχωρισμού του μορίου στα δύο άτομα που το αποτελούν, η κατάσταση με S = 0

δίνει την ίδια ενέργεια με την S = 1 και με την UHF. Το δεύτερο ελάχιστο που

προκύπτει στην E0
0 οφείλεται στο ότι η ανάλυση που κάνουμε γίνεται όπως είδαμε

στο ηλεκτρονικό μέρος της ενέργειας από μια ενδοατομική απόσταση και μετά και

στη συνέχεια μηδενίζεται και πάλι, μεταξύ των δύο μηδενισμών η διόρθωση πα-

ρουσιάζει τουλάχιστον ένα μέγιστο (Βλέπε Σχήμα 4.10). Επειδή το μέγιστο αυτό

της διόρθωσης παρουσιάζεται για τιμές της ενδοατομικής απόστασης λίγο μεγα-

λύτερες από αυτές που αρχίζουν οι δύο καμπύλες Ee00 και EeUHF να ξεχωρίζουν

όταν προσθέσει κανείς και την Enn παρουσιάζεται ένα τεχνητό ελάχιστο. ΄Ετσι,

ενώ έχουμε μια καλύτερη προσέγγιση στην ηλεκτρονική ενέργεια και μια πιο σω-

στή από άποψη συμμετρίας ηλεκτρονική κυματοσυνάρτηση σε σχέση με τη UHF,

έχουμε την παρουσία αυτού του τεχνητού ελάχιστου όταν προσθέσουμε την ενέρ-

γεια αλληλεπίδρασης των πυρήνων. Να σημειώσουμε εδώ ότι τους πυρήνες τους

αντιμετωπίζουμε κλασικά κι όχι κβαντομηχανικά, οπότε η βελτίωση στο ηλεκτρονι-
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κό κομμάτι της κυματοσυνάρτησης δεν οδηγεί σε βελτίωση και στο πυρηνικό. Το

τεχνητό ελάχιστο έχει μόνο την ένοια ότι αλλού η διόρθωση είναι μεγαλύτερη και

αλλού μικρότερη κι όχι την έννοια ενός φυσικού φαινομένου.

Σχήμα 4.9: Ολική ενέργεια για διαφορετικές ενδοατομικές αποστάσεις του H2

(σε ατομικές μονάδες). Η μαύρη γραμμή αντιστοιχεί στην ενέργεια UHF, η μπλε
στην E0

0 κατάστασης, η μοβ στην RHF και η κόκκινη αντιστοχεί στη CISD.
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Στον Πίνακα 4.1 φαίνονται οι ενέργειες και τα βάρη των συνιστωσών ιδιοκα-

ταστάσεων μιας UHF ορίζουσας |Φ0〉 που αντιστοιχεί στην κατάσταση ελάχιστης

ενέργειας του H2 για μια ενδοατομική κατάσταση μικρότερη της ισορροπίας, για

την ενδοατομική απόσταση ισορροπίας, για μια μεγαλύτερη της ισορροπίας και για
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Σχήμα 4.10: Η επί τοις εκατό διόρθωση στην ηλεκτρονική ενέργεια ((E0
e,0 −

Ee,UHF )/(Ee,UHF )) ∗ 100 του H2
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μία απόσταση όπου το μόριο έχει ουσιαστικά διαχωριστεί στα δύο άτομα που το

αποτελούν. Το άθροισμα |C1
0 |2 + |C0

0 |2 = 1 σε κάθε απόσταση αφού η |Φ0〉 είναι

κανονικοποιημένη στη μονάδα, επίσης όπως μπορεί εύκολα να διαπιστώσει κανείς

ισχύει πράγματι ότι EUHF = |C0
0 |2E0

0 + |C1
0 |2E1

0 .

Πίνακας 4.1: Ενέργειες και βάρη συνιστωσών ιδιοκαταστάσεων του H2

R EUHF E0
0 E1

0 |C0
0 |2 |C1

0 |2
0.9 −1.04429 −1.04429 − 1.0 0
1.4 −1.133607 −1.133607 − 1.0 0
3.4 −1.008310 −1.02805 −0.98022 0.58733 0.41267
5.6 −1.00009 −1.00097 −0.99921 0.50289 0.49711

Στον Πίνακα 4.2 παρουσιάζεται το βάρος της |Ψ0
0〉 κατάστασης μιας SD που

αντιστοιχεί στην κατάσταση ελάχιστης ενέργειας του Η2 και οι συντελεστές των

οριζουσών που αναλύεται η |Ψ0
0〉 όπως υπολογίστηκαν από την UHF και τις UKS:

UPBE, UVWN, UBLYP και UB3LYP. ΄Οπως δείξαμε πιο πάνω η |Ψ0
0〉 αναλύεται

στις ορίζουσες |θ↑1; θ
↓

1〉, |θ↑2; θ↓1〉 και |θ↑1; θ
↓

2〉. Με ccii συμβολίζουμε τους συντελεστές
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Πίνακας 4.2: Το βάρος της |Ψ0
0〉 κατάστασης μιας SD που αντιστοιχεί στην

κατάσταση ελάχιστης του Η2 και οι συντελεστές των οριζουσών που αναλύεται η
|Ψ0

0〉 όπως υπολογίστηκαν από την UHF και τις UKS: UPBE, UVWN, UBLYP και
UB3LYP.

μέθοδοος R |C0
0 |2 cc11 cc21 cc12

UHF 1.4 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
UHF 4.0 0.53408 0.35722 0.66045 0.66045
UHF 6.0 0.50152 0.07779 0.70496 0.70496
UPBE 1.4 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
UPBE 4.0 0.59509 0.56532 0.58327 0.58327
UPBE 6.0 0.50283 0.10605 0.70312 0.70312
UVWN 1.4 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
UVWN 4.0 0.55803 0.45605 0.62929 0.62929
UVWN 6.0 0.49760 0.09825 0.70711 0.70711
UBLYP 1.4 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
UBLYP 4.0 0.64154 0.66426 0.52856 0.52856
UBLYP 6.0 0.50557 0.14839 0.69928 0.69928
UB3LYP 1.4 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
UB3LYP 4.0 0.60794 0.59590 0.56785 0.56785
UB3LYP 6.0 0.50458 0.13476 0.70066 0.70066

μπροστά από κάθε ορίζουσα, δηλαδή ισχύει ότι

|Ψ0
0〉 = cc11|θ↑1; θ

↓

1〉+ cc21|θ↑2; θ↓1〉+ cc12|θ↑1; θ
↓

2〉. (4.4)

Το άθροισμα των τετραγώνων των συντελεστών ccii ισούται με μονάδα ώστε η

κυματοσυνάρτηση να είναι κανονικοποιημένη, κάτι που μπορεί εύκολα να επαλη-

θεύσει κανείς εξετάζοντας κάθε γραμμή του Πίνακα 4.2. ΄Οπως παρατηρεί κανείς

στην ενδοατομική απόσταση ισορροπίας όλες οι προσεγγίσεις δίνουνε μια ορίζουσα

|Φ0〉 = |Ψ0
0〉 = |θ↑1; θ

↓

1〉. Σε απόσταση όμως 4 a.u, που έχουν απομακρυνθεί οι δύο

πυρήνες Ψδρογόνου, οι Kohn-Sham προσεγγίσεις δίνουνε μεγαλύτερο βάρος στην

κατάσταση |Ψ0
0〉 λόγω του ότι υπερεκτιμούν το συντελεστή της |θ↑1; θ

↓

1〉 σε σχέση με

την UHF, τείνουν δηλαδή να υπερεκτιμούν την επικάλυψη |〈θ′1|θ1〉| μεταξύ των τρο-

χιακών με σπιν πάνω και σπιν κάτω. Αυτό σημαίνει ότι οι Kohn-Sham προσεγγίσεις

δε «βλέπουν» ότι σε αυτή την ενδοατομική απόσταση το κάθε ηλεκτρόνιο τείνει να

87



εντοπιστεί στην περιοχή του ενός πυρήνα κι όχι να καταλαμβάνει μια ενιαία περιοχή

με το άλλο γύρω κι από τους δύο πυρήνες. Αυτό το πρόβλημα, σε μικρότερο βαθμό,

εξακολουθούν να το έχουν οι Kohn-Sham προσεγγίσεις και για την απόσταση 6

a.u, όπου το μόριο έχει ουσιαστικά διαχωριστεί στα δύο άτομα από τα οποία αποτε-

λείται. Μεταξύ όμως των Kohn-Sham προσεγγίσεων το φαινόμενο αυτό δεν είναι

το ίδιο έντονο. Το συναρτησιακό VWN δίνει πιο κοντινά αποτελέσματα σε αυτά

της UHF, πράγμα αναμενόμενο γιατί χρησιμοποιείται η έκφραση του Hartree-Fock

exchange. Αμέσως πιο κοντινά στα αποτελέσματα της UHF είναι αυτά που παίρ-

νει με το UPBE (UPBE exchange+UPBE correlation), ενώ τα αποτελέσματα που

δίνει η B3LYP (που έχει συνδυασμό του Becke Slater και Hartree-Fock exchange

και του LYP correlation) ακολουθούν σε ποιότητα. Η BLYP (Becke exchange

+ LYP correlation) είναι αυτό που δίνει τα χειρότερα αποτελέσματα από τις εξε-

ταζόμενες Kohn-Sham προσεγγίσεις όσον αφορά τη συμπεριφορά της αντίστοιχης

κυματοσυνάρτησης σε διάφορες ενδοατομικές αποστάσεις.

Η βάση που χρησιμοποιήθηκε σε όλους τους υπολογισμούς για το H2 είναι η

cc-pVQZ.
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Σχήμα 4.11: Απόλυτη τιμή της επικάλυψης |〈θ′2|θ2〉| ανάμεσα στα «αντίστοιχα»
τροχιακά του BeH με την ενδοατομική απόσταση.
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4.3.2 Αποτελέσματα για το BeH

Το BeH έχει τρία ηλεκτρόνια με σπιν πάνω και 2 με σπιν κάτω , έχει δηλαδή

ανοιχτό φλοιό και SZ = 1
2
. Η ορίζουσα Slater UHF ως προς τα «αντίστοιχα»

τροχιακά έχει την ακόλουθη μορφή, αν λάβει κανείς υπόψιν ότι για όλες τις ενδοα-

τομικές αποστάσεις ισχύει ότι: |〈θ1|θ′1〉| ≃ 1
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↓
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〉

(4.5)

όπου c2=|〈θ′2|θ2〉| και c5=|〈θ′2|θ5〉|.

Τα εσωτερικά ηλεκτρόνια (1σ2) σχηματίζουν «ζευγάρι» (ίδιο χωρικό μέρος για

αντίθετο σπιν) για όλες τις ενδοατομικές αποστάσεις R και στην ουσία είναι τα

1s2 τροχιακά του ατόμου του Be που έλκονται δυνατά από τον πυρήνα του. Η

επικάλυψη, |c2(R)| = |〈θ2|θ′2〉| , που παρουσιάζεται στο Σχήμα 4.11, του επόμενου

ζευγαριού τροχιακών (2σ2), όταν ο πυρήνας του Υδρογόνου είναι στην άμεση γειτ-
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Σχήμα 4.12: Καμπύλες ισοπυκνότητας των ηλεκτρονίων με σπιν πάνω (μοβ)
και σπιν κάτω (πράσινο) για το BeH για διαφορετικές ενδοατομικές αποστάσεις (α)
R = 1.8 (β) R = 2.532 (γ)R = 3.5

Σχήμα 4.13: Καμπύλες ισοπυκνότητας των ηλεκτρονίων με σπιν πάνω (μοβ)
και σπιν κάτω (πράσινο) για το BeH για διαφορετικές ενδοατομικές αποστάσεις (α)
R = 5.0, (β) R = 7.2 (γ)R = 8.0

νίαση του πυρήνα του Βηρυλλίου, είναι μεγαλύτερη από 0.9999. Αυτό οφείλεται

στο ότι για μικρές αποστάσεις R το εξωτερικό δυναμικό το οποίο βλέπουν τα ηλε-

κτρόνια είναι σαν αυτό του πυρήνα του Βορίου, δηλαδή ένα σφαιρικά συμμετρικό.

Για R μέχρι 3 bohrs, δηλαδή μέχρι λίγο μετά την ισορροπία του μορίου που είναι

στα 2.53 bohrs, η |c2(R)| είναι πάνω από 0.99, γιατί το 5o ηλεκτρόνιο βρίσκεται

ουσιαστικά στην περιοχή του πυρήνα του H, ενώ το 4o μπορεί να περάσει μόνο για

μικρό χρονικό διάστημα εκεί γιατί το φράγμα δυναμικού μεταξύ του Be και του H

είναι χαμηλό. Για R μεταξύ 3 και 4.7 bohrs η |c2(R)| μειώνεται σταδιακά, επειδή

το 4o ηλεκτρόνιο μπορεί να παραμένει περισσότερο χρόνο στην περιοχή του πυρήνα

του Υδρογόνου, γιατί το διαχωριστικό δυναμικό μεταξύ των δύο πυρήνων είναι με-

γάλο. Για μεγαλύτερες αποστάσεις έχουμε στην ουσία δύο δυναμικά χωρίς μεταξύ

τους επικάλυψη, το ένα του Be και το άλλο του H κι έτσι το φυσικό μας σύστημα

διαχωρίζεται σταδιακά σε δύο διαφορετικά υποσυστήματα, το ένα του Βηρυλλίου

και το άλλο του Υδρογόνου και οι τιμές της επικάλυψης μεταξύ των 2σ2 τροχιακών,

|c2| μειώνεται. Η συμπεριφορά αυτή φαίνεται και στα διαγράμματα ισοπυκνότητας.
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Παρατηρούμε ότι για R = 1.8 a.u., όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.12 (α), δηλαδή σε

απόσταση μικρότερη της ισορροπίας η πυκνότητα των πάνω και κάτω ηλεκτρονίων

συμπίπτει, ακόμη και στην ισορροπία υπάρχει μια ελάχιστη μη επικάλυψη της πυ-

κνότητας των πάνω και των κάτω ηλεκτρονίων, Σχήμα 4.12 (β), (που συνεπάγεται

μόλυνση του σπιν) και αμέσως μετά την ισορροπία το φαινόμενο γίνεται πιο έντονο,

Σχήματα 4.12 (γ), Σχήμα 4.13 (α) και Σχήμα 4.13 (β). Για μεγάλες ενδοατομικές

αποστάσεις, Σχήμα 4.13 (γ), όπου το μόριο έχει πια ουσιαστικά διαχωριστεί στα

δύο άτομα που το αποτελούν η μόλυνση του σπιν είναι και πάλι σχεδόν μηδενική

γιατί τα δύο ηλεκτρόνια με σπιν κάτω βρίσκονται πια αποκλειστικά γύρω από το

Βηρύλλιο (Σχήμα 4.14) και κάνουνε σχεδόν ζευγάρια με δύο ηλεκτρόνια με σπιν

πάνω. Οι ιδιοκαταστάσεις στις οποίες αναλύεται η ορίζουσα UHF, όταν υπάρχει

μόλυνση του σπιν είναι μια με S = 1/2 και μια με S = 3/2.
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και
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}. (4.7)

Η μόλυνση του σπιν όμως παρότι υπάρχει και στην περιοχή κοντά στην ισορ-

ροπία σε αντίθεση με το συστήματα κλειστού φλοιού που παρατέθηκε πριν είναι

μικρή για όλες τις ενδοατομικές αποστάσεις. ΄Ετσι το βάρος της κατάστασης με

S = 1/2 είναι πάντα πολύ μεγαλύτερο από αυτό της κατάστασης με S = 3/2,

όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.15. Συγκρίνοντας κανείς τις γραφικές παραστάσεις
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Σχήμα 4.14: Μόλυνση του σπιν του BeH συναρτήσει της ενδοατομικής απόστα-
σης.

1 2 3 4 5 6 7 8
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BeH

(4.11) και (4.16) μπορεί να δει ότι για τις ενδοατομικές αποστάσεις που η επικάλυ-

ψη |〈θ2|θ′2〉|, παίρνει τις χαμηλότερες τιμές, όταν δηλαδή έχουμε τη μεγαλύτερη

«μόλυνση του σπιν», η E1/2
1/2 διαφέρει περισσότερο από την EUHF . Οι ενέργειες

E
1/2
e,1/2 =

〈

Φ
1/2
1/2,R

∣

∣

∣
H
∣

∣

∣
Φ

1/2
1/2,R

〉

που υπολογίστηκαν είναι μικρότερες από τις αντίστοι-

χες Ee,UHF =
〈

Φ1/2,R

∣

∣H
∣

∣Φ1/2,R

〉

σε όλο το εύρος των ενδοατομικών αποστάσεων

που ήταν μεγαλύτερες της ισορροπίας και μικρότερες από το διαχωρισμό του μορίου.

Το γεγονός ότι υπήρχε συνεισφορά της E3/2
e,1/2 στην ενέργεια Ee,UHF κοντά στην

ισορροπία οδήγησε και στο η καμπύλη ολικής ενέργειας E1/2
e,1/2 (σχήμα 4.18) να είναι

ομαλή, δηλαδή να μην παρουσιάζει το τεχνητό ελάχιστο που παρουσιαζόταν στο H2

λόγω της απότομης διόρθωσης στην ηλεκτρονική ενέργεια για αποστάσεις αρκετά

μεγαλύτερες της ισορροπίας.

Στον Πίνακα 4.3 παρατίθενται οι ενέργειες και τα βάρη των συνιστωσών ιδιοκα-

ταστάσεων του BeH για ενδοατομικές αποστάσεις μία λίγο μικρότερη της ισορρο-

πίας, στην ισορροπία, σε απόσταση μεγαλύτερη της ισορροπίας και σε μια απόσταση
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Σχήμα 4.15: Βάρος των ιδιοκαταστάσεων του σπιν του BeH συναρτήσει της

ενδοατομικής απόστασης. Η συνεχής γραμμή είναι το βάρος C1/2
1/2 της |Ψ

1/2
1/2〉 και η

διακεκομμένη είναι το βάρος C1/2
3/2 της |Ψ

1/2
3/2〉.
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Σχήμα 4.16: Η επί τοις εκατό διόρθωση στην ηλεκτρονική ενέργεια ((E1/2
1/2 −

EUHF )/(EUHF )) ∗ 100 του BeH
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Σχήμα 4.17: Η ηλεκτρονική ενέργεια E1/2
e,1/2, E

3/2
e,1/2 και Ee,UHF του BeH
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Σχήμα 4.18: Ολική ενέργεια για διαφορετικές ενδοατομικές αποστάσεις του
BeH (σε ατομικές μονάδες). Η μαύρη γραμμή αντιστοιχεί στην ενέργεια UHF,
η μπλε στην E0.5

0.5 κατάστασης, η μοβ στην ROHF και η κόκκινη αντιστοχεί στη
CISD.
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που έχει σχεδόν διαχωριστεί το μόριο στα δύο άτομα που το αποτελούν. ΄Οπως φα-

ίνεται κι από τα δεδομένα αυτά μπορούμε να πάρουμε μια E1/2
1/2 διαφορετική από

την EUHF και για τις 4 αυτές αποστάσεις αν και μόνο για την απόσταση 4.4 a.u.,

όπου έχει και τη πιο σημαντική μόλυνση του σπιν σε σχέση με τις άλλες, έχουμε

σημαντική διόρθωση στην ενέργεια.

Πίνακας 4.3: Ενέργειες και βάρη συνιστωσών ιδιοκαταστάσεων του BeH

R EUHF E
1/2
1/2 E

3/2
1/2 |C1/2

1/2 |2 |C3/2
1/2 |2

1.9 −15.10119 −15.10132 −14.41729 0.99983 0.00017
2.532 −15.15337 −15.15368 −14.67354 0.99938 0.00062
4.4 −15.08422 −15.09551 −14.95806 0.91792 0.08207
8.0 −15.07311 −15.07644 −15.00802 0.95669 0.04331

Στον Πίνακα 4.4 παρατίθεται το βάρος της |Ψ1/2
1/2〉 κατάστασης μιας SD που

αντιστοιχεί στην κατάσταση ελάχιστης ενέργειας του BeH και οι συντελεστές των

οριζουσών που αναλύεται η |Ψ1/2
1/2〉 όπως υπολογίστηκαν από την UHF και τις UKS:

UPBE, UVWN, UBLYP και UB3LYP για την ενδοατομική απόσταση ισορροπίας

και δυο αποστάσεις μεγαλύτερες της ισορροπίας. Στην ισορροπία τόσο το βάρος της

συνιστώσας |Ψ1/2
1/2〉 κατάστασης όσο και το βάρος της ορίζουσας |θ

↑
1, θ

↑
2, θ

↑
3; θ

↓
1, θ

↓
2〉

στις οποίες αναλύεται είναι παρόμοιο στις UKS προσεγγίσεις και στις UHF. Σε

ενδοατομική απόσταση 4 a.u. τα αποτελέσματα που παίρνει κανείς από τις UKS

διαφέρουν σημαντικά από τα αντίστοιχα UHF. Καλύτερα αποτελέσματα δίνει και

πάλι η UVWN, αμέσως χειρότερα είναι αυτά που παίρνει κανείς με την UB3LYP

και στη συνέχεια με τη UPBE. Και στην περίπτωση αυτού του συστήματος την

πιο μακρινή συμπεριφορά σε σχέση με την συνιστώσα |Ψ0
0〉 που προκύπτει από την

UHF την παίρνουμε από τη UBLYP. Στην απόσταση των 7.6 a.u. που το μόριο

έχει ουσιαστικά διαχωριστεί στα άτομα που το αποτελούν όπως είδαμε η μόλυνση

του σπιν που δίνει η UHF είναι μικρή για αυτό τα βάρη των συνιστωσών οριζουσών

που προκύπτουν από τις UKS δε διαφέρουν σημαντικά από τα αντίστοιχα UHF .
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|Ψ1/2
1/2〉 = cc12312|θ↑1, θ↑2, θ↑3; θ↓1, θ↓2〉+ cc13512|θ↑1, θ↑3, θ↑5; θ↓1, θ↓2〉+

cc12513|θ↑1, θ↑2, θ↑5; θ↓1, θ↓2〉+ cc12315|θ↑1, θ↑2, θ↑3; θ↓1, θ↓5〉

Πίνακας 4.4: Το βάρος της |Ψ1/2
1/2〉 κατάστασης μιας SD που αντιστοιχεί στην

κατάσταση ελάχιστης ενέργειας του BeH και οι συντελεστές των οριζουσών που

αναλύεται η |Ψ1/2
1/2〉 όπως υπολογίστηκαν από την UHF και τις UKS: UPBE, UVWN,

UBLYP και UB3LYP

.

μέθοδος R |C1/2
1/2 |2 cc12312 cc13512 cc12513 cc12315

UHF 2.53 0.99933 0.99900 -0.01489 0.01489 0.02979
UHF 4.0 0.91447 0.90163 -0.17657 0.17657 0.35314
UHF 7.6 0.95236 0.94886 -0.12913 0.12913 0.25825
UPBE 2.53 0.99847 0.99724 -0.02261 0.02261 0.04523
UPBE 4.0 0.99143 0.99132 -0.05368 0.05368 0.10736
UPBE 7.6 0.99991 0.99987 -0.00540 0.00540 0.01081
UVWN 2.53 0.99861 0.99861 -0.02152 0.02152 0.04304
UVWN 4.0 0.95104 0.94712 -0.13099 0.13099 0.26198
UVWN 7.6 0.99970 0.99954 -0.01008 0.01008 0.02015
UBLYP 2.53 0.99861 0.99765 -0.02799 0.02799 0.05597
UBLYP 4.0 0.999160 0.99150 -0.05313 0.05313 0.10625
UBLYP 7.6 0.99968 0.99968 -0.01028 0.01028 0.02056
UB3LYP 2.53 0.99856 0.99855 -0.02195 0.02195 0.04389
UB3LYP 4.0 0.98622 0.98592 -0.06826 0.06826 0.13651
UB3LYP 7.6 0.95326 0.94866 -0.12913 0.12913 0.25825

΄Ολοι οι υπολογισμοί για το BeH έγιναν με τη βάση cc-pVQZ.
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4.3.3 Αποτελέσματα για το LiH

Το μόριο του LiH έχει 4 ηλεκτρόνια, 2 με σπιν πάνω και 2 με σπιν κάτω

με διάταξη (1σ22σ2). Επειδή τα δύο εσωτερικά ηλεκτρόνια του μορίου έχουν ίδιο

χωρικό μέρος (διαφέρουν ως προς το σπιν) για όλες τις ενδοατομικές αποστάσεις,

αφού βρίσκονται πάντα στην περιοχή του πυρήνα του Li δίνουν μια συνεισφορά

S = 0 στην στροφορμή της ορίζουσας Slater UHF. Υπεύθυνα για τη μόλυνση

του σπιν είναι μόνο τα δύο εξωτερικά ηλεκτρόνια, για αυτό τα αποτελέσματα που

παίρνουμε είναι παρόμοια με αυτά του H2. Η ορίζουσα Slater UHF εκπεφρασμένη

στη βάση των αντίστοιχα τροχιακών έχει την ακόλουθη μορφή.

|Φ0〉 =
∣

∣

∣
θ↑1, θ

↑
2; θ

↓

1, θ
↓
2

〉

(4.8)

Για ενδοατομικές αποστάσεις μέχρι 4.2 bohrs (η ισορροπία του μορίου είναι στα

3.015 a.u. όπως προκύπτει από τη UHF και 3.034 a.u. η πειραματική τιμή), η

επικάλυψη των εξωτερικών τροχιακών είναι μονάδα, έτσι η SD UHF έχει S =

M = 0. Στις αποστάσεις όπου έχουμε μόλυνση του σπιν η ορίζουσα Slater UHF

αναλύεται σε δύο ιδιοκαταστάσεις μια με S = 0 και μια με S = 1 (αν το χωρικό

μέρος των τροχιακών των εσωτερικών ηλεκτρονίων δεν συνέπιπτε πάντα θα είχαμε

και μια συνιστώσα με S = 2).

∣

∣

∣
θ↑1, θ

↑
2; θ

↓

1, θ
′↓
2

〉

= C0
0

∣

∣Ψ0
0

〉

+ C1
0

∣

∣Ψ1
0

〉

΄Οταν κανείς προσθέσει την ενέργεια αλληλεπίδρασης μεταξύ των πυρήνων παίρνει

και πάλι ένα τεχνητό ελάχιστο στην καμπύλη ολικής ενέργειας (βλέπε Σχήμα 4.19),

που οφείλεται (όπως και στην περίπτωση του H2) στο ότι η διόρθωση γίνεται μόνο

στην ηλεκτρονική ενέργεια από μια ενδοατομική απόσταση και έπειτα που είναι

μεγαλύτερη της ισορροπίας. Η μορφή της καμπύλης E0
0 μπορεί να εξηγηθεί αν

μελετήσει κανείς τον Πίνακα 4.5, όπου φαίνεται ότι για την ενδοατομική απόσταση
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Σχήμα 4.19: Ολική ενέργεια για διαφορετικές ενδοατομικές αποστάσεις του
LiH (σε ατομικές μονάδες). Η μαύρη γραμμή αντιστοιχεί στην ενέργεια UHF, η
μπλε στην E0

0 κατάστασης, η μοβ στην ROHF και η κόκκινη αντιστοχεί στη CISD.
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R = 3.015, δηλαδή πριν την ισορροπία και στην ισορροπία η EUHF ταυτίζεται

με την E0
0 για μεγαλύτερες αποστάσεις η EUHF αναλύεται σε μια E0

0 και μια E
1
0

με διαφορετικά βάρη, σε πολύ μεγάλες αποστάσεις όμως που το μόριο πρακτικά

διαχωρίζεται στα δύο άτομα που το αποτελούν τα βάρη τους συμπίπτουν πρακτικά

και οι ενέργειες πλησιάζουν μεταξύ τους πολύ.

Πίνακας 4.5: Ενέργειες και βάρη συνιστωσών ιδιοκαταστάσεων του LiH

R EUHF E0
0 E1

0 |C0
0 |2 |C1

0 |2
2 −7.913168 −7.913168 − 1 0

3.015 −7.98728 −7.98728 − 1 0
4.8 −7.94729 −7.96184 −7.90395 0.74871 0.25129
7.6 −7.93336 −7.9354545 −7.93121 0.51063 0.48937

Πίνακας 4.6: Το βάρος της συνιστώσας |Ψ0
0〉 κατάστασης μιας SD που αντιστοι-

χεί στη βασική κατάσταση του LiH, και οι συντελεστές των οριζουσών στις οποίες
αναλύεται η Ψ0

0

μέθοδος R |C0
0 |2 cc1212 cc1412 cc1214

UHF 3.015 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
UHF 5.2 0.64302 0.66697 0.52685 0.52685
UHF 7.6 0.51034 0.20135 0.69262 0.69262

UVWN 3.015 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
UVWN 5.2 0.96962 0.98421 0.12517 0.12517
UVWN 7.6 0.54121 0.39024 0.65104 0.65104
UPBE 3.015 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
UPBE 5.2 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
UPBE 7.6 0.60622 0.59289 0.56942 0.56942
UBLYP 3.015 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
UBLYP 5.2 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
UBLYP 7.6 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
UB3LYP 3.015 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
UB3LYP 5.2 0.96569 0.98208 0.13328 0.13328
UB3LYP 7.6 0.61769 0.61730 0.55630 0.55630

Στο LiH όπως και στην περίπτωση του H2 στην ισορροπία τόσο η UHF όσο

και οι UKS δίνουνε ορίζουσες με S = 0 που δεν έχουν μόλυνση του σπιν. Σε

μεγαλύτερη ενδοατομική απόσταση και πιο συγκεκριμένα στα 5.2 a.u. οι μεν U-
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BLYP και UPBE δίνουν και πάλι ορίζουσες που δεν έχουν μόλυνση του σπιν, η

UVWN και η UB3LYP δίνουνε πολύ μεγαλύτερο βάρος στην κατάσταση |Ψ0
0〉 και

στην |θ↑1θ↑2θ↓1θ↓2〉 από ότι η UHF. Στην απόσταση των 7.6a.u. όπου το μόριο έχει

σχεδόν διαχωριστεί στα άτομα που το αποτελούν ουσιαστικά, η UBLYP συνεχίζει

να δίνει ορίζουσα χωρίς μόλυνση του σπιν και όπως μπορεί να δει κανείς από την

ανάλυση πληθυσμού του Mulliken[3] σχετίζεται με μεταφορά φορτίου από το Li

στο H. Δηλαδή, το γεγονός ότι δεν παίρνουμε μόλυνση του σπιν δε σχετίζεται με

καλύτερη συμπεριφοράς κυματοσυνάρτηση αλλά με μια κυματοσυνάρτηση που απο-

τυγχάνει να περιγράψει το διαχωρισμό του μορίου σε ουδέτερα άτομα. Η UB3LYP,

UPBE και UVWN συνιστώσες |Ψ0
0〉 καταστάσεις προσεγγίζουν την αντίστοιχη

που παίρνει κανείς από την UHF παρότι και αυτές υπερεκτιμούν το συντελεστή της

|θ↑1θ↑2θ↓1θ↓2〉, δηλαδή ουσιαστικά την επικάλυψη 〈θ2|θ′2〉 μεταξύ των μοριακών τρο-

χιακών. Να σημειώσουμε εδώ ότι όλοι οι υπολογισμοί έγιναν χρησιμοποιώντας τη

βάση cc-pVQZ.
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4.3.4 Αποτελέσματα για το BH

Το BH είναι μόριο κλειστού φλοιού με 3 ηλεκτρόνια με σπιν πάνω και 3 με

σπιν κάτω (1σ22σ23σ2). Παρότι, συνήθως σε συστήματα κλειστού φλοιού στην

ισορροπία τα χωρικά μέρη των τροχιακών με σπιν πάνω με αυτά με σπιν κάτω

σχηματίζουν ζευγάρια πλήρους επικάλυψης, με αποτέλεσμα η RHF SD να συμπίπτει

με την UHF SD στην περιοχή αυτή, το BH αποτελεί εξαίρεση, όπως μπορεί να

παρατηρήσει κανείς στο Σχήμα 4.20. Η ορίζουσα |Φ0〉 που προκύπτει από την UHF

αναλύεται σε τρεις ιδιοκαταστάσεις με σπιν S = 0, S = 1 και S = 2 (Πίνακας 4.7).

΄Ετσι παίρνουμε μια καλύτερη τιμή της ενέργειας και στην ισορροπία.

Ο Mayer[56] για το μόριο του BH εφαρμόζοντας τον τελεστή του Löwdin για

να αποβάλει τη μόλυνση του σπιν από την ενέργεια που προέκυπτε από τη UHF

πήρε παρόμοιας συμπεριφοράς καμπύλη με αυτή που πήραμε για τα μόρια κλειστού

φλοιού LiH και H2 δηλαδή καμπύλη που εμφάνιζε τεχνητό ελάχιστο. Αυτό οφείλε-

ται στο γεγονός ότι η λύση UHF και RHF που πήρε στις ενδοατομικές αποστάσεις

ισορροπίας συνέπιπταν. Δηλαδή, η λύση UHF που πήρε αντιστοιχούσε σε κάποιο

τοπικό ελάχιστο. ΄Ομως, όπως δείχνουμε παρακάτω υπάρχει κατάσταση UHF για

την ισορροπία του BH που διαφέρει από την αντίστοιχη RHF κι έτσι βρήκαμε συ-

νιστώσα κατάσταση με S = 0 που δεν παρουσιάζει αυτή τη συμπεριφορά.

Πίνακας 4.7: Ενέργειες και βάρη συνιστωσών ιδιοκαταστάσεων του BH

R EUHF E0
0 E1

0 E2
0 |C0

0 |2 |C1
0 |2 |C2

0 |2
1.8 −25.08209 −25.08945 −25.06325 −24.01689 0.73221 0.26770 0.00010
2.336 −25.13164 −25.14023 −25.10362 −24.24003 0.76782 0.23208 0.00010
4.0 −25.04482 −25.06888 −24.98643 −24.09936 0.71326 0.28625 0.00049
5.2 −25.03173 −25.04377 −25.01958 −24.16932 0.54115 0.45773 0.00112

Παρατηρούμε στον Πίνακα 4.8, ότι παρότι όλες οι UKS βρίσκουν κάποια μόλυν-

ση του σπιν για την ενδοατομική απόσταση ισορροπίας 2.3 bohr, δίνοντας όμως

μεγαλύτερο βάρος στο συντελεστή της ορίζουσας |θ↑1θ↑2θ↑3θ↓1θ↓2θ↓3〉 σε σχέση με αυ-

τόν που δίνει η UHF, κάτι που παρατηρείται γενικά όπως έχουμε δει και σε άλλα
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Σχήμα 4.20: Ολική ενέργεια για διαφορετικές ενδοατομικές αποστάσεις του BH
(σε ατομικές μονάδες). Η μαύρη γραμμή αντιστοιχεί στην ενέργεια UHF, η μπλε
στην E0

0 κατάστασης, η μοβ στην RHF και η κόκκινη αντιστοχεί στη CISD.
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Πίνακας 4.8: Το βάρος της συνιστώσας |Ψ0
0〉 κατάστασης μιας SD που αντιστοι-

χεί στη βασική κατάσταση του BH, και οι συντελεστές των οριζουσών στις οποίες
αναλύεται η Ψ0

0

μέθοδος R |C0
0 |2 cc123123 cc126123 cc123126

UHF 2.3 0.76558 0.83311 0.39064 0.39064
UHF 4.0 0.71326 0.77419 0.44592 0.44592
UHF 5.6 0.52364 0.30786 0.67096 0.67096

UVWN 2.3 0.91821 0.95444 0.21077 0.21077
UVWN 4.0 0.79880 0.86519 0.35356 0.35356
UVWN 5.6 0.53993 0.38822 0.65043 0.65043
UPBE 2.3 0.90867 0.94842 0.22403 0.22403
UPBE 4.0 1.0000 1.00000 0.00000 0.00000
UPBE 5.6 0.49951 0.00619 0.70641 0.70641
UBLYP 2.3 0.96879 0.98376 0.12684 0.12684
UBLYP 4.0 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
UBLYP 5.6 0.49953 0.00000 0.70644 0.70644
UB3LYP 2.3 0.95871 0.97823 0.22403 0.22403
UB3LYP 4.0 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000
UB3LYP 5.6 0.61186 0.60647 0.56215 0.56215

συστήματα. Για την ενδοατομική απόσταση 4 bohr όπου οι δύο πυρήνες αρχίζουν

να απομακρύνονται ενώ θα περίμενε κανείς το βάρος της ορίζουσας |θ↑1θ↑2θ↑3θ↓1θ↓2θ↓3〉

να που αποτελείται από «ζευγαρωμένα» τροχιακά με σπιν πάνω και κάτω να μειώνε-

ται παρατηρούμε στην περίπτωση των UPBE, UB3LYP και UBLYP να αυξάνεται.

Αυτό σχετίζεται με το γεγονός ότι η λύση που έχει βρεθεί δεν αντιστοιχεί στο ου-

δέτερο μόριο αλλά έχει γίνει μεταφορά φορτίου από το Βόριο στο Υδρογόνο, όπως

μπορεί να διαπιστωθεί από την ανάλυση πληθυσμών του Mulliken. Σε ακόμη μεγα-

λύτερες αποστάσεις οι παραπάνω Kohn-Sham προσεγγίσεις παύουν να εμφανίζουν

αυτή τη συμπεριφορά και ιδιαίτερα η UPBE και η UBLYP κυματοσυναρτήσεις περι-

έχουν την ορίζουσα |θ↑1θ↑2θ↑3θ↓1θ↓2〉 με μηδενικό συντελεστή, δηλαδή δε σχηματίζουν

καθόλου ζευγάρια τροχιακών με σπιν πάνω και κάτω το οποίο σαν συμπεριφορά

είναι σωστή αφού ουσιαστικά το μόριο έχει διαχωριστεί στα άτομα που το αποτε-

λούν σε αυτή την απόσταση άρα το εξωτερικό ηλεκτρόνιο του βορίου δεν πρέπει να

βλέπει το εξωτερικό ηλεκτρόνιο του Υδρογόνου. ΄Ολοι οι υπολογισμοί γίνανε σε

αυτό το σύστημα χρησιμοποιώντας τη βάση cc-pVDZ.
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4.3.5 Αποτελέσματα για το CH

Το μόριο CH, είναι ανοικτού φλοιού με 4 σπιν πάνω και 3 σπιν κάτω (1σ22σ23σ21π).

Η ανάλυση της UHF ορίζουσας σε ιδιοκαταστάσεις του S2 οδηγεί σε τρεις ιδιο-

καταστάσεις με S = 1/2, S = 3/2 και S = 5/2. Κι αυτό γιατί εκτός από τα 2

εσωτερικά ηλεκτρόνια με σπιν πάνω και κάτω που έχουν πάντα επικάλυψη μονάδα,

έχουμε δύο «ζευγάρια» ηλεκτρονίων που έχουν επικάλυψη παντού μικρότερη της

μονάδας. Η ανάλυση σε ιδιοκαταστάσεις του S2 δίνει παρόμοια αποτελέσματα με

αυτά του BeH, για αυτό είναι περιττό να είμαστε αναλυτικοί στην παρουσίαση των

αποτελεσμάτων του CH. Ο λόγος που δίνουνε παρόμοια αποτελέσματα είναι ότι

πρόκειται για συστήματα ανοικτού φλοιού που διαχωρίζονται σε ένα άτομα κλει-

στού κι ένα ανοικτού, οπότε και οι επικαλύψεις ανάμεσα στα ζευγάρια πάνω και

κάτω τροχιακών ακολουθούν παρόμοια συμπεριφορά με τη διαφορά ότι τώρα έχου-

με δύο ζευγάρια με επικάλυψη μικρότερη της μονάδας αντί για ένα. ΄Οπως μπορεί να

παρατηρήσει κανείς από τον Πίνακα 4.9 ακόμη και σε ενδοατομικές αποστάσεις μι-

κρότερες της ισορροπίας παρουσιάζεται μόλυνση του σπιν με αποτέλεσμα να παίρνει

κανείς κάποια διόρθωση στην ενέργεια. Σε μεγάλες ενδοατομικές αποστάσεις η α-

ναλυόμενη SD ουσιαστικά αναλύεται σε δύο εκφυλισμένες καταστάσεις με S = 1/2

και S = 3/2, με ενέργειες σχεδόν ίδιες με την αντίστοιχη UHF.

Πίνακας 4.9: Ενέργειες και βάρη συνιστωσών ιδιοκαταστάσεων του CH

R EUHF E0.5
0.5 E1.5

0.5 E2.5
0.5 |C0.5

0.5 |2 |C1.5
0.5 |2 |C2.5

0.5 |2
1.8 −38.25029 −38.25264 −37.10901 −36.20313 0.99793 0.00207 2 ∗ 10−7

2.124 −38.27285 −38.27534 −37.17520 −36.38334 0.99765 0.00235 1 ∗ 10−6

3.8 −38.18916 −38.20161 −38.15862 −36.93027 0.72404 0.27549 4.7 ∗ 10−4

6 −38.18609 −38.18869 −38.18317 −36.98813 0.66852 0.33084 6.5 ∗ 10−4

΄Οπως φαίνεται στον Πίνακα 4.10 η |Ψ0.5
0.5〉 που προκύπτει από την ορίζουσα

UVWN είναι πιο κοντινή στην |Ψ0.5
0.5〉 κατάσταση που προκύπτει από την UHF για

όλες τις ενδοατομικές αποστάσεις. Η UPBE και η UBLYP σε απόσταση 4bohr

έχουν μεγαλύτερο συντελεστή στην αναλυόμενη ορίζουσα |θ↑1θ↑2θ↑3θ↑4θ↓1θ↓2θ↓3〉 από
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Σχήμα 4.21: Ολική ενέργεια για διαφορετικές ενδοατομικές αποστάσεις του CH
(σε ατομικές μονάδες). Η μαύρη γραμμή αντιστοιχεί στην ενέργεια UHF, η μπλε
στην E0.5

0.5 κατάστασης, η μοβ στην ROHF και η κόκκινη αντιστοχεί στη CISD.
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ότι η UHF, UVWN και UB3LYP και αυτό συμβαίνει γιατί έχει μεταφερθεί φορτίο

από τον Άνθρακα προς το Υδρογόνο και πάλι δηλαδή η λύση μειωμένης μόλυνσης

του σπιν δεν αντιστοιχεί στο ουδέτερο μόριο.

Πίνακας 4.10: Βάρος της |Ψ0.5
0.5〉 κατάστασης μιας ορίζουσας Slater που αντιστοι-

χεί στην κατάσταση ελάχιστης ενέργειας του CH και οι συντελεστές των οριζουσών
στις οποίες αναλύεται η |Ψ0.5

0.5〉

μέθοδος R |C0.5
0.5 |2 cc1234123 cc1247123 cc1237123 cc1234127

UHF 2.124 0.997658 0.99764 -0.02667 0.02667 0.05334
UHF 3.0 0.93828 0.93211 -0.14632 0.14632 0.29263
UHF 4.0 0.72404 0.49093 -0.35467 0.35467 0.70934

UVWN 2.124 0.99835 0.99834 -0.02272 0.02272
UVWN 3.0 0.98782 0.98762 -0.06132 0.06132 0.12263
UVWN 4.0 0.74779 0.57236 -0.33400 0.33400 0.66801
UPBE 2.124 0.99923 0.99884 -0.015473 0.01547 0.03093
UPBE 3.0 0.99845 0.99769 -0.01924 0.01924 0.03847
UPBE 4.0 0.91725 0.90541 -0.17285 0.17285 0.34571
UBLYP 2.124 0.99930 0.99930 -0.01456 0.01456 0.02912
UBLYP 3.0 0.99846 0.99770 -0.01928 0.01928 0.03856
UBLYP 4.0 0.92333 0.91330 -0.16579 0.16579 0.33158
UB3LYP 2.124 0.99916 0.99916 -0.01589 0.01589 0.03177
UB3LYP 3.0 0.99774 0.99774 -0.02407 0.02407 0.04814
UB3LYP 4.0 0.72404 0.49092 -0.35467 0.35467 0.70934
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Η βάση που χρησιμοποιήθηκε σε όλους τους υπολογισμούς για το CH είναι η

cc-pVDZ.

4.3.6 Αποτελέσματα για το NH

Το μόριο του NH έχει 5 ηλεκτρόνια με σπιν πάνω και 3 ηλεκτρόνια με σπιν

κάτω (1σ22σ23σ21π2). Πρόκειται λοιπόν για μόριο ανοικτού φλοιού το οποίο παρα-

μένει έτσι καθώς διαχωρίζεται στα άτομα από τα οποία αποτελείται όταν αυξάνουμε

τις ενδοατομικές αποστάσεις. Αυτός είναι ο λόγος που η ορίζουσα που παίρνει κα-

νείς από τις μη περιορισμένες (Unrestricted) παραμένει πάντα διαφορετική από την

ορίζουσα που προκύπτει από τις αντίστοιχες περιορισμένες (Restricted), δηλαδή τα

τροχιακά με σπιν πάνω και κάτω δε δημιουργούν ζευγάρια 100 τοις εκατό επικάλυ-

ψης. ΄Ετσι όπως φαίνεται και στο Σχήμα 4.22 η E1
1 διαφέρει αρκετά από την EUHF .

΄Οταν φτάσουμε ουσιαστικά στο διαχωρισμό του μορίου στα άτομα που το αποτε-

λούν όπου έχουμε μια συνιστώσα |Ψ1
1〉 κατάσταση και μια |Ψ2

1〉 που παρουσιάζουν

εκφυλισμό (βλέπε Πίνακα 4.11).

Πίνακας 4.11: Ενέργειες και βάρη συνιστωσών ιδιοκαταστάσεων του NH

R EUHF E1
1 E2

1 E3
1 |C1

1 |2 |C2
1 |2 |C3

1 |2
1.8 −54.96124 −54.96448 −53.84291 −52.80034 0.99711 0.00288 1 ∗ 10−6

1.923 −54.96677 −54.97016 −53.94712 −52.89657 0.99670 0.003302 2 ∗ 10−6

2.9 −54.90404 −54.91844 −54.79390 −53.52790 0.88540 0.11450 9.8 ∗ 10−5

5 −54.89062 −54.89262 −54.88584 −53.74730 0.75368 0.24603 2.89 ∗ 10−4

΄Οπως φαίνεται από τον Πίνακα 4.12 για όλες τις ενδοατομικές αποστάσεις

πιο κοντά στη συνιστώσα |Ψ1
1〉 κατάσταση που προκύπτει στην UHF είναι η αν-

τίστοιχη κατάσταση που προκύπτει από την UVWN, ενώ αμέσως μετά έρχεται η

UB3LYP. Η UPBE και η UBLYP δίνουν αποτελέσματα αρκετά διαφορετικά από

τη UHF για ενδοατομική απόσταση 3.3bohr υπερεκτιμώντας το βάρος της ορίζου-

σας |θ↑1θ↑2θ↑3θ↑4θ↑5θ↓1θ↓2θ↓3θ↓4〉 το αποτέλεσμα αυτό το παίρνει κανείς γιατί η λύση που

έχει βρεθεί και πάλι δεν αντιστοιχεί σε ουδέτερο άτομο αλλά σε μεταφορά φορτίου
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Σχήμα 4.22: Ολική ενέργεια για διαφορετικές ενδοατομικές αποστάσεις του NH
(σε ατομικές μονάδες). Η μαύρη γραμμή αντιστοιχεί στην ενέργεια UHF, η μπλε
στην E1

1 κατάστασης, η μοβ στην ROHF και η κόκκινη αντιστοχεί στη CISD
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Πίνακας 4.12: Βάρος της |Ψ1
1〉 κατάστασης μιας ορίζουσας Slater που αντιστοι-

χεί στην κατάσταση ελάχιστης ενέργειας του NH και οι συντελεστές των οριζουσών
στις οποίες αναλύεται η |Ψ1

1〉

μέθοδος R |C1
1 |2 cc12345123 cc12458123 cc12358124 cc12348125 cc12345128

UHF 1.85 0.99697 0.99543 0.02530 -0.02530 0.02530 0.07591
UHF 2.2 0.99424 0.99129 0.03498 -0.03498 0.03498 0.10494
UHF 3.3 0.84249 0.66361 0.21544 -0.21544 0.21544 0.64611

UVWN 1.85 0.99785 0.99676 0.02161 -0.02161 0.02161 0.06482
UVWN 2.2 0.99677 0.99513 0.02584 -0.02584 0.02584 0.07751
UVWN 3.3 0.84249 0.66361 0.21554 -0.21554 0.21544 0.64661
UPBE 1.85 0.99902 0.99853 0.01450 -0.01450 0.01450 0.04351
UPBE 2.2 0.99859 0.99788 0.01696 -0.01696 0.01696 0.05087
UPBE 3.3 0.96417 0.92564 0.09590 -0.09590 0.09590 0.28769
UBLYP 1.85 0.99909 0.99864 0.01368 -0.01368 0.013688 0.04103
UBLYP 2.2 0.99866 0.99798 0.01635 -0.01635 0.01635 0.04904
UBLYP 3.3 0.96666 0.94691 0.09233 -0.09233 0.09233 0.27700
UB3LYP 1.85 0.99889 0.99834 0.01510 -0.01510 0.01510 0.04530
UB3LYP 2.2 0.99833 0.99749 0.01829 -0.01829 0.01829 0.05487
UB3LYP 3.3 0.93517 0.89010 0.13118 -0.13118 0.13118 0.39353

από το Υδρογόνο προς το Άζωτο. Η βάση που χρησιμοποιήθηκε σε όλους τους

υπολογισμούς για το NH είναι η cc-pVDZ.
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4.3.7 Αποτελέσματα για το OH

Το μόριο OH είναι ανοικτού φλοιού με 5 σπιν πάνω και 4 κάτω (1σ22σ23σ21π3).

Η συμπεριφορά του ως πρός τη μόλυνση του σπιν είναι παρόμοια με αυτή του BeH

και του CH με τη διαφορά ότι έχει ένα επιπλέον ζευγάρι πάνω και κάτω διπλά

κατειλημμένων τροχιακών από το τελευταίο. ΄Ετσι, η συνιστώσα κατάσταση |Ψ0.5
0.5〉

δίνει παρόμοιας συμπεριφοράς καμπύλη ολικής ενέργειας με τα άλλα δύο μόρια.

Καθώς όμως έχει ουσιαστικά δύο ζευγάρια τροχιακών πλήρους επικάλυψης που

προέρχονται από τα εσωτερικά ηλεκτρόνια έχει τελείως παρόμοια συμπεριφορά με

το CH, αφού αναλύονται και οι ορίζουσες τους στον ίδιο αριθμό ιδιοκαταστάσεων

του ολικού σπιν, (βλέπε Πίνακα 4.13).

Πίνακας 4.13: Ενέργειες και βάρη συνιστωσών ιδιοκαταστάσεων του OH

R EUHF E0.5
0.5 E1.5

0.5 E2.5
0.5 |C0.5

0.5 |2 |C1.5
0.5 |2 |C2.5

0.5 |2
1.4 −75.32276 −75.32542 −73.72257 −72.76363 0.99832 0.00168 5 ∗ 10−7

1.795 −75.40446 −75.40733 −74.03367 −73.13271 0.99789 0.00211 1 ∗ 10−6

2.5 −75.33899 −75.35083 −75.11860 −73.85000 0.94951 0.05041 8 ∗ 10−5

3.5 −75.29658 −75.29976 −75.293512 −74.02345 0.66770 0.33144 0.00086

΄Οπως φαίνεται στον Πίνακα 4.14, η πιο κοντινή συνιστώσα κατάσταση |Ψ0.5
0.5〉

σε αυτή που προκύπτει από την UHF είναι και πάλι η αντίστοιχη UVWN. Στην

απόσταση 3.2 bohr, οι UB3LYP, UPBE και UBLYP υπερεκτιμούν το βάρος της

ορίζουσας |θ↑1θ↑2θ↑3θ↑4θ↑5θ↓1θ↓2θ↓3θ↓4〉. Ειδικά στην περίπτωση της UPBE η αντίστοι-

χη λύση προκύπτει από μεταφορά τεσσάρων ηλεκτρονίων στο Υδρογόνο από το

Οξυγόνο όπως προκύπτει την ανάλυση πληθυσμού του Mulliken, μια λύση που

προφανώς είναι χωρίς φυσικό νόημα. Η βάση που χρησιμοποιήθηκε σε όλους τους

υπολογισμούς για το OH είναι η aug-cc-pVDZ του Dunning.
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Σχήμα 4.23: Ολική ενέργεια για διαφορετικές ενδοατομικές αποστάσεις του OH

(σε ατομικές μονάδες). Η μαύρη γραμμή αντιστοιχεί στην ενέργεια UHF, η μπλε
στην E0.5

0.5 κατάστασης, η μοβ στην ROHF και η κόκκινη αντιστοχεί στη CISD
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Πίνακας 4.14: Βάρος της |Ψ0.5
0.5〉 κατάστασης μιας ορίζουσας Slater που αντιστοι-

χεί στην κατάσταση ελάχιστης ενέργειας του OH και οι συντελεστές των οριζουσών
στις οποίες αναλύεται η |Ψ0.5

0.5〉

μέθοδος R |C0.5
0.5 |2 cc123451234 cc123591234 cc123491235 cc123451239

UHF 1.795 0.99933 0.99933 -0.01086 0.01086 0.02171
UHF 2.5 0.94951 0.94556 -0.13047 0.13047 0.26095
UHF 3.2 0.76620 0.62664 -0.31692 0.31692 0.63383

UVWN 1.795 0.99852 0.99852 -0.01843 0.01843 0.03686
UVWN 2.5 0.98631 0.98606 -0.06511 -0.06511 0.13022
UVWN 3.2 0.79924 0.70674 -0.28781 0.28781 0.57562
UPBE 1.795 0.99933 0.99933 -0.01145 0.01145 0.02290
UPBE 2.5 0.99798 0.99798 -0.02257 0.02257 0.04513
UPBE 3.2 0.95943 0.95684 -0.11774 0.11774 0.23549
UBLYP 1.795 0.99933 0.99933 -0.01086 0.01086 0.02171
UBLYP 2.5 0.99787 0.99787 -0.02335 0.02335 0.04670
UBLYP 3.2 0.95952 0.95695 -0.11761 0.11761 0.23521
UB3LYP 1.795 0.99919 0.99919 -0.01224 0.01224 0.02448
UB3LYP 2.5 0.99697 0.99696 -0.02848 0.02848 0.05696
UB3LYP 3.2 0.91300 0.89989 -0.17722 0.17722 0.35444
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4.3.8 Αποτελέσματα για το NH2

Το μόριο NH2 έχει 5 ηλεκτρόνια με σπιν πάνω και 4 με σπιν κάτω (1σ22σ23σ21π3).

Πραγματοποιήθηκαν υπολογισμοί της ενέργειας βασικής κατάστασης του μορίου

χωρίς να χαλάμε καμία από τις συμμετρίες του αυξάνοντας απλά τις αποστάσεις

μεταξύ των πυρήνων των ατόμων που το συνθέτουν. Οι αποστάσεις που φαίνεται

στο Σχήμα 4.24 είναι μεταξύ του πυρήνα του N και του ενός από τους δύο πυρήνες

H. ΄Οπως μπορεί να διαπιστώσει κανείς από τη σύγκριση των Σχημάτων 4.24 και

4.23, η καμπύλη της ενέργειες που παίρνουμε για το NH2 από την |Ψ0.5
0.5〉 κατάστα-

ση, ακολουθεί παρόμοια συμπεριφορά με την αντίστοιχη του OH, καθώς έχει 2

ηλεκτρόνια που σχηματίζουν συνέχεια ζευγάρια σπιν πάνω και κάτω κοντά στον

πυρήνα του N ενώ τα άλλα δύο ζευγάρια ηλεκτρονίων που τα χωρικά τους μέρη δε

δίνουνε 100 τοις εκατό επικάλυψη είναι υπεύθυνα για τη μόλυνση του σπιν. ΄Ετσι,

η UHF ορίζουσα αναλύεται σε 3 καταστάσεις μια με σπιν S = 1/2, μια με σπιν

S = 3/2 και μια με S = 5/2 (βλέπε Πίνακα 4.11). Η πιο κοντινή στην συνιστώσα

Πίνακας 4.15: Ενέργειες και βάρη συνιστωσών ιδιοκαταστάσεων του NH2

R EUHF E0.5
0.5 E1.5

0.5 E2.5
0.5 |C0.5

0.5 |2 |C1.5
0.5 |2 |C2.5

0.5 |2
1.548 −55.46271 −55.46517 −53.95802 −53.01914 0.99835 0.001645 4 ∗ 10−7

1.916 −55.56737 −55.57025 −54.42573 −53.63258 0.99747 0.00253 1 ∗ 10−6

2.515 −55.479647 −55.48901 −55.22080 −54.89652 0.96495 0.03476 0.00029
3.873 −55.38995 −55.40117 −55.38277 −55.35259 0.53146 0.38571 0.08258

κατάσταση |Ψ0.5
0.5〉 που προκύπτει από την UHF SD για διάφορες αποστάσεις είναι

η αντίστοιχη κατάσταση |Ψ0.5
0.5〉 που παίρνουμε από τη UVWN και η αμέσως μετά

πιο κοντινή η αντίστοιχη UB3LYP. ΄Ολοι οι υπολογισμοί για το μόριο NH2 έχουν

γίνει χρησιμοποιώντας τη βάση cc-pVDZ του Dunning.
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Σχήμα 4.24: Ολική ενέργεια για διαφορετικές ενδοατομικές αποστάσεις του
NH2 (σε ατομικές μονάδες). Η μαύρη γραμμή αντιστοιχεί στην ενέργεια UHF,
η μπλε στην E0.5

0.5 κατάστασης, η μοβ στην ROHF και η κόκκινη αντιστοχεί στη
CISD
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Πίνακας 4.16: Βάρος της |Ψ0.5
0.5〉 συνιστώσας κατάστασης μιας ορίζουσας Slater

που αντιστοιχεί στην κατάσταση ελάχιστης ενέργειας του NH2 και οι συντελεστές
των οριζουσών στις οποίες αναλύεται η |Ψ0.5

0.5〉

μέθοδος R |C0.5
0.5 |2 cc123451234 cc123591234 cc123491235 cc123451239

UHF 1.916 0.99747 0.99747 -0.02355 0.02355 0.04709
UHF 2.515 0.96495 0.96378 -0.07904 0.07904 0.15808
UHF 3.873 0.53146 0.12239 -0.14691 0.14691 0.29382

UVWN 1.916 0.99829 0.99828 -0.02051 0.02051 0.04102
UVWN 2.515 0.99120 0.99113 -0.03786 0.03786 0.07572
UVWN 3.873 0.54331 0.16361 -0.16615 0.16615 0.33231
UPBE 1.916 0.99921 0.99921 -0.01348 0.01348 0.02695
UPBE 2.515 0.99785 0.99785 -0.01854 0.01854 0.03708
UPBE 3.873 0.65765 0.48214 -0.22923 0.22923 0.45847
UBLYP 1.916 0.99926 0.99926 -0.01269 0.01269 0.02539
UBLYP 2.515 0.99785 0.99784 -0.01856 0.01856 0.03713
UBLYP 3.873 0.69191 0.55689 -0.18563 0.18563 0.37126
UB3LYP 1.916 0.99911 0.99911 -0.01410 0.01410 0.02820
UB3LYP 2.515 0.99707 0.99706 -0.02170 0.02170 0.04340
UB3LYP 3.878 0.62114 0.39362 -0.13121 0.13121 0.26241

4.3.9 Αποτελέσματα για το LiO

Το LiO έχει 6 ηλεκτρόνια με σπιν πάνω και 5 με σπιν κάτω δηλαδή έχει M =

0.5. Η συμπεριφορά της ενέργειας που προκύπτει από τη συνιστώσα κατάσταση

|Ψ0.5
0.5〉 είναι παρόμοια με αυτή που προέκυψε με τα άλλα συστήματα ανοικτού φλοιού

με M = 0.5 για τα οποία παρατέθηκαν υπολογισμοί. ΄Οσον αφορά τα βάρη των

οριζουσών Slater στις οποίες αναλύεται η |Ψ0.5
0.5〉 όπως προκύπτουν από τις UKS

φαίνεται ότι ειδικά σε μεγάλες αποστάσεις έχουν αρκετά διαφορετικά βάρη από

αυτά που προκύπτουν από τη UHF. Ακόμη και η UVWN που σε άλλες περιπτώσεις

όπως είδαμε δίνει αρκετά κοντινή κυματοσυνάρτηση με τη UHF στη συγκεκριμένη

περίπτωση διαφέρει σημαντικά.
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Σχήμα 4.25: Ολική ενέργεια για διαφορετικές ενδοατομικές αποστάσεις του LiO
(σε ατομικές μονάδες). Η μαύρη γραμμή αντιστοιχεί στην ενέργεια UHF, η μπλε
στην E0.5

0.5 κατάστασης, η μοβ στην ROHF και η κόκκινη αντιστοχεί στη CISD
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Πίνακας 4.17: Ενέργειες και βάρη συνιστωσών ιδιοκαταστάσεων του LiO

R EUHF E0.5
0.5 E1.5

0.5 E2.5
0.5 |C0.5

0.5 |2 |C1.5
0.5 |2 |C2.5

0.5 |2
2.8 −82.26415 −82.26636 −81.18895 −79.86278 0.99793 0.00207 1 ∗ 10−6

3.19 −82.28283 −82.28518 −82.28518 −81.33410 0.99752 0.00248 2 ∗ 10−6

4.8 −82.22759 −82.23825 −82.19941 −80.73111 0.74300 0.25653 0.00047
6.4 −82.22524 −82.22933 −82.21949 −80.34443 0.67581 0.32371 0.00048

Πίνακας 4.18: Βάρος της |Ψ0.5
0.5〉 κατάστασης μιας ορίζουσας Slater που αντιστοι-

χεί στην κατάσταση ελάχιστης ενέργειας του LiO και οι συντελεστές των οριζουσών
στις οποίες αναλύεται η |Ψ0.5

0.5〉

μέθοδος R |C0.5
0.5 |2 cc123456,12345 cc1234611,12345 cc1234511,12346 cc123456,123411

UHF 3.19 0.99752 0.99751 -0.02110 0.02110 0.04219
UHF 4.0 0.99520 0.99518 -0.02977 0.02977 0.05954
UHF 5.0 0.71864 0.46937 -0.35951 0.35951 0.71902

UVWN 3.19 0.99861 0.99861 -0.01434 0.01434 0.02867
UVWN 4.0 0.99793 0.99793 -0.01886 0.01886 0.03771
UVWN 5.0 0.99226 0.99219 -0.04756 0.04756 0.09512
UPBE 3.19 0.99869 0.99869 -0.01596 0.01596 0.03193
UPBE 4.0 δε συγκλίνει
UPBE 5.0 0.96376 0.96199 -0.10500 0.10500 0.21001
UBLYP 3.19 0.99858 0.99858 -0.01669 0.01669 0.03338
UBLYP 4.0 δε συγκλίνει
UBLYP 5.0 0.96817 0.96678 -0.09933 0.09933 0.19867
UB3LYP 3.19 0.99860 0.99860 -0.01659 0.011659 0.03318
UB3LYP 4.0 0.99672 0.99671 -0.02323 0.022323 0.04646
UB3LYP 5.0 0.9934 0.9930 -0.03266 0.03266 0.06531
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4.4 Συχνότητες ταλάντωσης

Γίνεται σύγκριση των πειραματικών συχνοτήτων δονητικής ταλάντωσης των

διατομικών μορίων με τις αρμονικές συχνότητες που προκύπτουν αν προσομειώσου-

με την καμπύλη ολικής ενέργειας στην περιοχή της ισορροπίας του μορίου με αυτή

του αρμονικού ταλαντωτή. Η καμπύλη ενέργειας του μορίου V θεωρούμε ότι ακο-

λουθεί τη σχέση

V =
1

2
k · x2,με x = R− Reκαι V = E − Eo (4.9)

όπου R η απόσταση μεταξύ των δύο πυρήνων, Re η απόσταση για την οποία έχουμε

το ελάχιστο της καμπύλης της ενέργειας, E η ολική ενέργεια του μορίου και Eo το

ελαχιστο της ενέργειας. Προσδιορίζοντας τη σταθερά k, βρίσκουμε τη συχνότητα

ω = ( k
meff

)1/2, όπου meff είναι η ανηγμένη μάζα του διατομικού μορίου. ΄Ετσι μπο-

ρεί κανείς να υπολογίσει τις ενεργειακές στάθμες που προκύπτουν από την δονητική

ταλάντωση του μορίου, E = (n + 1/2)~ω [57]. ΄Ολες τις πειραματικές συχνότητες

που χρησιμοποιούνται για σύγκριση τις έχουμε πάρει από τη βάση δεδομένων NIST

(National Institute of Standards and Technology). Υπολογισμοί των αρμονικών

συχνοτήτων έγιναν μόνο για τα διατομικά μόρια που οι καμπύλες ολικής ενέργειας

ES
M παρουσίαζαν διαφορά στο ελάχιστο από ότι η αντίστοιχη UHF . Σκοπός ήταν

να διαπιστωθεί αν η προβολή στο χώρο του ολικού σπιν δίνει πιο κοντινή στην πει-

ραματική συχνότητα ταλάντωσης σε σχέση με αυτή που παί-

ρνει κανείς από την UHF . Δυστυχώς όμως, όπως μπορεί να διαπιστώσει κανείς

από τη μελέτη του Πίνακα 4.19, δε μπορεί να βγει ασφαλές συμπέρασμα σχετικά

με τη συχνότητα ταλάντωσης, καθώς οι τιμές που παίρνει κανείς από την UHF

καμπύλη και την EM
M είναι αρκετά κοντινές αν λάβει ιδιαίτερα κανείς υπόψιν το

αντίστοιχο σφάλμα. Παρόλα αυτά, και στις δύο περιπτώσεις η πειραματική τιμή

συμπεριλαμβάνεται στα όρια του σφάλματος των τιμών που παίρνουμε και από τις
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Πίνακας 4.19: Συχνότητες ταλαντώσεων σε cm−1

μόριο πειραματική συχνότητα ταλάντωσης ωe ωe,UHF δωe,UHF ωM
M,e δωM

M,e

BH 2366.729 2490 746 2385 490
CH 2860.751 3016 504 3017 541
NH 3282.721 3485 635 3467 938
OH 3737.761 4005 518 3919 754
LiO 814.62 749 367 736 371

καμπύλες.

Η περιγραφή της καμπύλης ολικής ενέργειας μπορεί να γίνει από μια συνάρτηση

που ονομάζεται δυναμικό Morse,

V = hcDe(1− e−α(R−Re))2, όπου α = (
meffω

2

2hcDe

)1/2 (4.10)

όπου De είναι το βάθος του πηγαδιού δυναμικού. Λύνοντας την εξίσωση Schrödin-

ger για αυτά τα συστήματα βρίσκει ότι τα επιτρεπτές ενεργειακές στάθμες δίνονται

από τη σχέση

G(υ) = (υ + 1/2)ν̄ − (υ + 1/2)2xeν̄, xe =
α2

~

2meffω
(4.11)

όπου xe ονομάζεται αναρμονική σταθερά. Οι τιμές της αναρμονικής σταθεράς φαί-

νονται στον παρακάτω Πίνακα 4.20, όπως υπολογίστηκαν τόσο από την UHF όσο

κι από την EM
M διαφέρουν σημαντικά από τις πειραματικές τιμές.

Πίνακας 4.20: Αναρμονικές σταθερές ταλάντωσης σε cm−1

μόριο πειραματική αναρμονική ωexe ω̄e,UHFxe,UHF δω̄e,UHFxe,UHF ωM
M,eχ

0
0,e δωM

M,eχ
0
0,e

BH 49.3398 42.30 0.02 42, 54 0.01
CH 64.4387 926 117 758 99
NH 790.415 505 9 377 1
OH 84.8813 288.8 0.1 289.14 0.04
LiO 7.78 14.15 0.02 14.85 0.02

Να σημειώσουμε εδώ ότι όλοι οι υπολογισμοί έχουν γίνει με τις βάσεις cc-pVDZ
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και οι προσομειώσεις με την καμπύλη αρμονικού ταλαντωτή και με το δυναμικό

Morse έγινε με το πρόγραμμα Origin.
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4.5 Συμπεράσματα

Στην παρούσα διατριβή πραγματοποιήθηκε μαθηματική θεμελίωση και υπολο-

γιστική ανάπτυξη και εφαρμογή μιας μεθοδολογίας όπου το μειονέκτημα της μόλυν-

ση του σπιν της μη περιορισμένης Hartree-Fock(UHF) αξιοποιείται για να παρθούν

ποιοτικά καλύτερες ιδιοκαταστάσεις. Βάση αυτή της μεθοδολογίας είναι η ανάπτυξη

μια ορίζουσας Slater, |ΦM〉 (όπου M η ιδιοτιμή του Sz), που δεν εί-

ναι ιδιοκατάσταση του ολικού σπιν S2, σε γραμμικό συνδυασμό ιδιοκαταστάσεων

|ΨS
M〉 του τελεστή αυτού.

΄Εγιναν εφαρμογές σε ελαχιστοποιούσες ορίζουσες Slater μορίων που προέκυ-

ψαν από τη μη περιορισμένης Hartree-Fock(UHF) ή τη μη περιορισμένη Kohn-

Sham(UKS) προσέγγιση. Η νέα κυματοσυνάρτηση έχει σωστή ολική συμμετρία

δηλαδή είναι ιδιοκατάσταση του S2 όπως είναι και η ακριβής λύση. ΄Οπως δείχτηκε

θεωρητικά αλλά και από τις εφαρμογές μια από τις αναλυόμενες ιδιοκαταστάσεις,

μπορεί να δώσει χαμηλότερη ενέργεια δηλαδή βελτιωμένη σε σχέση με την UHF,

αφού αναφερόμαστε σε μεθόδους που βασίζονται στην ελαχιστοποίση του συναρ-

τησιακού της ενέργειας 〈Φ|H|Φ〉, όπου H η ακριβής Χαμιλτονιανή του φυσικού

συστήματος. Να σημειώσουμε ότι αυτή η διόρθωση είναι εφαρμόσιμη σε όλα τα

φυσικά συστήματα με M 6= 0, καθότι όπως δείξαμε αυτά παρουσιάζουν πάντοτε

λύσεις με μόλυνση του σπιν.

Η επιτυχία της μεθόδολογίας οφείλεται στο ότι χρησιμοποιήθηκε η δεύτερη

κβάντωση όπου μια ορίζουσα Slater εκφράζεται από ένα μόνο γινόμενο τελεστών

δημιουργίας που ενεργούν πάνω στην κατάσταση του κενού. Αντίθετα σε προη-

γούμενες εργασίες αναπτύσσεται η ορίζουσα σε άθροισμα γινομένων της και κάθε

γινόμενο αναλύεται σε ιδιοκαταστάσεις του S2. Από την κατάλληλη άθροιση αυ-

τών των γινομένων κατασκευάζονται αντισυμμετρικές κυματοσυναρτήσεις. Για να

δείξουμε τις δυσκολίες αρκεί να σημειώσουμε ότι κάθε ορίζουσα έχει N ! γίνομενα,

όπου N ο αριθμός των ηλεκτρονίων. Οι δυσκολίες αναλυτικής έκφρασης των ιδιο-
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καταστάσεων οδήγησαν στην κατευθείαν διόρθωση τη ενέργειας βάσει του τύπου

〈Φ|H|OSΦ〉
〈Φ|OSΦ〉

, όπου OS ο τελεστής που προβάλει σε ιδιοκατάσταση του S2, στον οποίο

απαιτείται μόνο ο υπολογισμός των στοιχείων μήτρας.

Το υπολογιστικό κόστος της εφαρμογής της διαδικασίας που παρουσιάζεται

στην παρούσα διατριβή είναι χαμηλό, αφού δεν απαιτείται περαιτέρω επαναληπτική

διαδικασία βελτιστοποίησης πέραν αυτών της UHF ή UKS. Συνεπώς, η μεθοδολογία

μπορεί να εφαρμοστεί χωρίς πρόβλημα σε μεγαλά συστήματα και για την ακρίβεια

σε όσα συστήματα μπορεί να εφαρμοστεί και η UHF ή οι UKS.

Υπολογισμοί πραγματοποιήθηκαν σε μικρά μόρια για διαφορετικές ενδοατομικές

αποστάσεις προκειμένου να ελεγχθούν τα αποτελέσματα που μπορεί να δώσει. Η

διόρθωση που μπορεί να πάρει κανείς εξαρτάται από το κατά πόσο στην ορίζουσα

Slater η επικάλυψη μεταξύ τροχιακών με σπιν πάνω και σπιν κάτω είναι μικρότερη

της μονάδας, δηλαδή η ορίζουσα μας δεν είναι ήδη ιδιοκατάσταση του S2. ΄Οπως

αναφέρθηκε πιο πάνω, στα μόρια ανοικτού φλοιού η μόλυνση του σπιν είναι εμφανής

σε όλες τις ενδοατομικές αποστάσεις. Αντίθετα, στα μόρια κλειστού φλοιού, στη

θέση ισορροπίας, η λύση που προκύπτει από την Unrestricted μέθοδο ταυτίζεται

πολλές φορές με αυτή που προκύπτει από την αντίστοιχη Restricted κι έτσι η

ορίζουσα που προκύπτει είναι ήδη ιδιοκατάσταση του S2. Συνεπώς η Unrestricted

ορίζουσα δε μπορεί να αναλυθεί περαιτέρω και ούτε να δώσει διαφορετική ενέργεια

από την αντίστοιχη HF.

Παρότι η μεθοδολογία πλήρους ανάλυσης σε ιδιοκαταστάσεις του ολικού σπιν

S2 εφαρμόστηκε στη βασική κατάσταση UHF ή UKS, είναι δυνατό να εφαρμοστεί

και σε ορίζουσες Slater που αποτελούν προσέγγιση βασικής κατάστασης, αλλά

κάποιας διεγερμένης. Επιπλέον, μπορεί να χρησιμοποιηθεί και σε άλλες θεωρίες

όπως η θεωρία διαταραχών Möller-Plesset στην Unrestricted εκδοχή της όπου, η

βασική κατάσταση ενός συστήματος δεν περιγράφεται πια από μία ορίζουσα Slater

αλλά από γραμμικό συνδυασμό πολλών οριζουσών Slater.
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Παράρτημα Αʹ

Κανόνες Slater-Condon

Θέλουμε να υπολογίσουμε τα στοιχεία πίνακα μεταξύ δύο οριζουσών Slater

για την ηλεκτρονική Χαμιλτονιανή μας,

He = −
N
∑

i=1

1

2mi
∇2

ri
−

N
∑

i=1

M
∑

k=1

Zk

|ri −Rk|
+

∑

1≤i<j≤N

1

|ri − rj|
.

που περιέχει άθροισμα τελεστών ενός O1 και δύο O2 ηλεκτρονίων. Τελεστής ενός

ηλεκτρονίου είναι αυτός που εξαρτάται από τη θέση ή την ορμή ή το σπιν ενός

μόνο ηλεκτρονίου όπως ο τελεστής της κινητικής ενέργειας ή η διπολική ροπή, ενώ

τελεστής δύο ηλεκτρονίων είναι αυτός που εξαρτάται από τις αντίστοιχες μεταβλητές

δύο ηλεκτρονίων όπως η ηλεκτρονική άπωση. ΄Ετσι η παραπάνω Χαμιλτονιανή

μπορεί να γραφτεί στη μορφή:

He = O1 +O2 (Αʹ.1)

όπου

O1 =
N
∑

i=1

(

− 1

2mi
∇2

ri
−

M
∑

k=1

Zk

|ri −Rk|

)

=
N
∑

i=1

h(ri) (Αʹ.2)
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και

O2 =
∑

1≤i<j≤N

1

|ri − rj |
. (Αʹ.3)

΄Εστω |Φ〉 μια ορίζουσα που συμβολίζουμε ως εξής συναρτήσει των σπιν τροχιακών:

|Φ〉 = |χ1, χ2, .., χm, .., χn, .., χN〉. (Αʹ.4)

Τα στοιχεία πίνακα μεταξύ οριζουσών και του όρου O1 =
∑N

i=1 h(ri) των τελεστών

ενός ηλεκτρονίου είναι:

Περίπτωση 1 : Αν οι ορίζουσες είναι ίδιες

〈Φ|O1|Φ〉 =

N
∑

m=1

〈χm|h|χm〉

=
N
∑

m=1

∫

dxχ∗
m(x)h(r)χm(x) (Αʹ.5)

Περίπτωση 2 : Αν οι ορίζουσες διαφέρουν κατά ένα σπιν τροχιακό, για παράδειγμα

το χm τροχιακό της |Φ〉 έχει αντικατασταθεί από το χp στη |Φ′〉, δηλαδή |Φ′〉 =

|χ1, χ2, .., χp, .., χn, .., χN〉

〈Φ|O1|Φ′〉 = 〈χm|h|χp〉

=

∫

dxχ∗
m(x)h(r)χp(x) (Αʹ.6)

Περίπτωση 3 : Αν οι ορίζουσες διαφέρουν κατά δύο τροχιακά σπιν, για παράδειγμα

το χm και το χn τροχιακό της |Φ〉 αντικαθιστώνται από τα από τα χp και χq στη

|Φ′′〉, δηλαδή |Φ′′〉 = |χ1, χ2, .., χp, .., χq, .., χN〉

〈Φ|O1|Φ′′〉 = 0 (Αʹ.7)
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Το αντίστοιχο ολοκλήρωμα για ορίζουσες που διαφέρουν για τρία ή και παραπάνω

τροχιακά σπιν είναι επίσης μηδενικό κι αυτό οφείλεται στην ορθογωνιότητα μεταξύ

των σπιν τροχιακών.

Τα ολοκληρώματα μεταξύ οριζουσών και του όρου O2 =
∑N

i<j
1

|ri−rj |
των τελε-

στών δύο ηλεκτρονίου είναι:

Περίπτωση 1 : Αν οι ορίζουσες είναι ίδιες:

〈Φ|O2|Φ〉 =
N
∑

m6=n

∫

dxdx′

[

χ∗
m(x)χ

∗
n(x

′)
1

|r− r′| (χm(x)χn(x
′)− χm(x

′)χn(x))

]

(Αʹ.8)

Περίπτωση 2 : Αν οι ορίζουσες διαφέρουν κατά ένα σπιν τροχιακό, για παράδειγμα

το χm τροχιακό της |Φ〉 έχει αντικατασταθεί από το χp στη |Φ′〉

〈Φ|O2|Φ′〉 =
N
∑

n=1

∫

dxdx′

[

χ∗
m(x)χ

∗
n(x

′)
1

|r− r′| (χp(x)χn(x
′)− χp(x

′)χn(x))

]

(Αʹ.9)

Περίπτωση 3 : Αν οι ορίζουσες διαφέρουν κατά δύο τροχιακά σπιν, για παράδειγμα

το χm και το χn τροχιακό της |Φ〉 αντικαθιστώνται από τα από τα χp και χq στη

|Φ′′〉

〈Φ|O2|Φ′′〉 =
∫

dxdx′

[

χ∗
m(x)χ

∗
n(x

′)
1

|r− r′| (χp(x)χq(x
′)− χp(x

′)χq(x))

]

(Αʹ.10)

΄Οταν οι ορίζουσες διαφέρουν μεταξύ τους κατά τρία ή περισσότερα σπιν τροχιακά

τότε το αντίστοιχο ολοκλήρωμα είναι μηδέν. ΄Ετσι λοιπόν μη μηδενικά ολοκλη-

ρώματα της ενέργειας 〈Φ|H|Φ′′〉 υπάρχουν μόνο μεταξύ οριζουσών που διαφέρουν

το πολύ κατά δύο σπιν τροχιακά.
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