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Πρόλογοσ 

Σα φαινόμενα τθσ κραφςθσ και ρθγμάτωςθσ ςτισ καταςκευζσ, απαςχολοφςαν ανζκακεν τουσ 

μθχανικοφσ. Με τθν πάροδο των χρόνων προτάκθκαν διάφορεσ μζκοδοι για τθν προςομοίωςθ των 

ςφνκετων αυτϊν φαινομζνων. Οι περιςςότερεσ από αυτζσ, αποτελοφν επαναλθπτικζσ μθ γραμμικζσ 

διαδικαςίεσ προςομοίωςθσ με πεπεραςμζνα ςτοιχεία. Λόγω τθσ πολυπλοκότθτασ των διαδικαςιϊν 

αυτϊν και των παραμζτρων που ειςζρχονται ςε αυτζσ, κατά τθ χριςθ τουσ δθμιουργοφνται 

προβλιματα αςτάκειασ και δυςκολίασ ςφγκλιςθσ των μεκόδων αυτϊν. 

΢τθ Διπλωματικι αυτι Εργαςία, αφοφ γίνεται μια μικρι ειςαγωγι ςτθ Μθχανικι των Κραφςεων, 

αναλφεται βιμα προσ βιμα θ διαδικαςία τθσ Διαδοχικισ Γραμμικισ  Προςζγγιςθσ (ΔΓΠ). Θ μζκοδοσ 

τθσ ΔΓΠ (Sequential Linear Approach), χρθςιμοποιικθκε αρχικά από τον Jan. G. Rots (κακθγθτι ςτο 

Σεχνολογικό Λνςτιτοφτο Delft) και αποτελεί μία εναλλακτικι μζκοδο για τθν ανάλυςθ των 

φαινομζνων ρθγμάτωςθσ, θ οποία δεν παρουςιάηει προβλιματα ςφγκλιςθσ. Εξετάηεται θ ευςτάκεια 

και αξιοπιςτία τθσ μεκόδου, θ ανεξαρτθςία τθσ από τθν επιλογι του δικτφου των πεπεραςμζνων 

ςτοιχείων και διερευνάται θ ςυμπεριφορά τθσ μεκόδου ανάλογα με τθν τιμι των παραμζτρων τθσ. Ο 

προγραμματιςμόσ τθσ μεκόδου τθσ ΔΓΠ υλοποιικθκε ςτον ιδθ υπάρχοντα κϊδικα πεπεραςμζνων 

ςτοιχείων GSAP που ζχει αναπτυχκεί από τον Μ. Γεωργιουδάκθ ςτα πλαίςια τθσ διδακτορικισ του 

διατριβισ, για τθν προςομοίωςθ των ρθγματωμζνων φορζων και είναι γραμμζνοσ εξ’ ολοκλιρου ςε 

γλϊςςα F90. 

Εν ςυνεχεία, παρουςιάηονται μερικζσ εφαρμογζσ τόςο επίπεδθσ ζνταςθσ όςο και τριςδιάςτατθσ 

ελαςτικότθτασ. Επιπλζον, διατυπϊνεται θ μόρφωςθ του μθτρϊου δυςκαμψίασ του βελτιωμζνου 

τετραπλευρικοφ ςτοιχείου επίπεδθσ ζνταςθσ.  

Σζλοσ, ςχολιάηονται τα πλεονεκτιματα τθσ μεκόδου τθσ ΔΓΠ ςε ςχζςθ με τισ μθ Γραμμικζσ 

διαδικαςίεσ που ςυνικωσ υιοκετοφνται και διατυπϊνονται τα ςυμπεράςματα που προζκυψαν από 

τθ χριςθ τθσ μεκόδου. 

 

 

 

 

 

 



8  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΔΙΑΔΟΧΙΚΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΡΟ΢ΕΓΓΙ΢Η                                                                                                            
ΓΙΑ ΣΗΝ ΠΡΟ΢ΟΜΟΙΩ΢Η ΡΩΓΜΩΝ ΜΕ ΠΕΠΕΡΑ΢ΜΕΝΑ ΢ΣΟΙΧΕΙΑ 

9 

 

 

 

 

Κεφάλαιο 1 

 

 

 

1.  Γενικά για τη Μηχανική των Θραφςεων (Fracture Mechanics) 

Θ Μθχανικι των Κραφςεων, ζχει ωσ αντικείμενο τθν ανάλυςθ και το ςχεδιαςμό των καταςκευϊν οι 

οποίεσ περιζχουν ρωγμζσ ι ελαττϊματα. Τπό κάποια κλίμακα, όλα τα υλικά παρουςιάηουν 

ελαττϊματα ςε μικροςκοπικό επίπεδο λόγω τθσ ρθγμάτωςθσ ενόσ τμιματόσ τουσ, αςφνδετων ινϊν 

κτλ. Σο ελάττωμα όμωσ μπορεί να ςυνίςταται και ςε μακροςκοπικό επίπεδο και να οφείλεται ςε 

ςκουριά ςτθν περίπτωςθ μετάλλων, ςε κόπωςθ, ςε ελάττωμα ςυγκόλλθςθσ αλλά και ςε πολλοφσ 

άλλουσ λόγουσ. Ζτςι είναι κατανοθτό πωσ θ Μθχανικι των Κραφςεων, αφορά οποιοδιποτε 

λεπτομερι ςχεδιαςμό ι εκτίμθςθ αςφάλειασ μιασ καταςκευισ. Θ ανάπτυξθ και διάδοςθ ρωγμϊν 

μπορεί να ςυμβεί κακ’ όλθ τθ διάρκεια ηωισ μιασ καταςκευισ λόγω διαφόρων καταπονιςεων όπωσ 

είναι θ κόπωςθ ςτισ οποίεσ υπόκειται αυτι. Ζτςι, θ Μθχανικι των Κραφςεων είναι ςθμαντικι για τθν 

εκτίμθςθ τθσ αςφάλειασ του ζργου ανά πάςα ςτιγμι και όχι μόνο κατά τθ φάςθ υλοποίθςισ του. 

Θ Μθχανικι των Κραφςεων λοιπόν ζρχεται να δϊςει απάντθςθ ςε ςθμαντικά ερωτιματα που 

αφοροφν τισ καταςκευζσ του μθχανικοφ. Ποιο είναι το μεγαλφτερο μζγεκοσ ρωγμισ ι το μεγαλφτερο 

φορτίο ϊςτε να ζχουμε επαρκι αςφάλεια ζναντι αςτοχίασ; Μζχρι ποιο ςθμείο κάποια ρωγμι θ 

οποία δεν επθρεάηει τθν αςφάλεια μιασ καταςκευισ αρχίηει και γίνεται επικίνδυνθ; Και τζλοσ ποιο 

υλικό είναι κατάλλθλο για να εξαςφαλιςτεί θ επικυμθτι αςφάλεια;  

Θ πρϊτθ αποδεκτι ανάλυςθ ενόσ προβλιματοσ ςτο οποίο κυριαρχεί το φαινόμενο τθσ κραφςθσ, 

ζγινε από τον Griffith το 1920, ο οποίοσ αςχολικθκε με το πρόβλθμα τθσ διάδοςθσ ρωγμϊν ςτο 
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γυαλί το οποίο είναι ζνα ψακυρό υλικό. Ο Griffith ιταν αυτόσ που κεμελίωςε τθν πολφ γνωςτι 

ςιμερα αρχι ςφμφωνα με τθν οποία, μια προχπάρχουςα ρωγμι κα αρχίςει να διαδίδεται, αν θ 

ενζργεια του ςυςτιματοσ ςτθν περιοχι γφρω από αυτι μειωκεί. Κεϊρθςε πωσ υπάρχει μία απλι 

ιςορροπία ενζργειασ, θ οποία ςυνίςταται από τθ μείωςθ τθσ ελαςτικισ παραμόρφωςθσ μζςα ςτο 

καταπονοφμενο υλικό αν θ ρωγμι επιμθκφνεται και εξιςορροπείται από τθν ενζργεια που απαιτείται 

ϊςτε να ςχθματιςτοφν οι νζεσ επιφάνειεσ που δθμιουργεί θ ρωγμι κακϊσ διαδίδεται. Θ παραπάνω 

κεωρία επιτρζπει τον υπολογιςμό τθσ αντοχισ των ψακυρϊν υλικϊν. 

Οι Zener και Hollomon το 1944 ιταν οι πρϊτοι που ςυςχζτιςαν τθν κεωρία του Griffith με το 

φαινόμενο τθσ ψακυρισ κραφςθσ οριςμζνων μετάλλων. Λίγο αργότερα ο Irwin ιταν εκείνοσ που 

ζδωςε τον οριςμό τθσ ενζργειασ κραφςθσ Gf  τθν οποία κεϊρθςε ωσ τθν οδθγό δφναμθ που ελζγχει 

τθ ρωγμι, και τθν όριςε ωσ τθ ςυνολικι ενζργεια που ελευκερϊνεται κατά τθ ρθγμάτωςθ για 

μοναδιαία αφξθςθ του μικουσ τθσ ρωγμισ. 

Σο 1950 ο Irwin ζδειξε πωσ θ ενεργειακι προςζγγιςθ είναι ιςοδφναμθ με τθν προςζγγιςθ τθσ 

ςυγκζντρωςθσ των τάςεων (Κ), ςφμφωνα με τθν οποία θ κραφςθ λαμβάνει χϊρα όταν μία κρίςιμθ 

κατανομι τάςεων πραγματοποιθκεί ςτο άκρο τθσ ρωγμισ. Ζτςι θ ιδιότθτα του υλικοφ πλζον που 

κακορίηει τθ κραφςθ είναι ο ςυντελεςτισ ςυγκζντρωςθσ τάςεων (Κc) ι ςε όρουσ ενζργειασ μία 

κρίςιμθ τιμι Gc τθσ ενζργειασ Κραφςθσ.  

Θ παραπάνω ιςοδυναμία ιταν και αυτι που άνοιξε το δρόμο για τθν ανάπτυξθ του κλάδου τθσ 

Γραμμικισ Ελαςτικισ Μθχανικισ των Κραφςεων( Linear Elastic Fracture Mechanics). 

Από τα παραπάνω, κακίςταται ςαφζσ πωσ ςτθν περίπτωςθ φπαρξθσ ρωγμϊν ςτα καταπονοφμενα 

υλικά θ κλαςικι Κεωρία τθσ Ελαςτικότθτασ δεν επαρκεί για τον πλιρθ προςδιοριςμό του 

αναπτυςςόμενου ταςικοφ και παραμορφωςιακοφ πεδίου κυρίωσ λόγω τθσ ιδιομορφίασ αυτϊν ςε 

μια περιοχι γφρω από τθν ρωγμι. Παρακάτω αναλφονται οι χαρακτθριςτικοί τρόποι φόρτιςθσ των 

ρωγμϊν. 

 

1.1  Σρόποι (Modes) φορτίςεωσ ρωγμϊν 

΢ε φορείσ οι οποίοι καταπονοφνται υπό ςτατικά ι δυναμικά φορτία, το άνοιγμα μιασ τυχοφςασ 

ρωγμισ δφναται να λάβει χϊρα ςε οποιοδιποτε ςθμείο του φορζα, με τρεισ διαφορετικοφσ 

ςτοιχειϊδεισ τρόπουσ οι οποίοι είναι ανεξάρτθτοι μεταξφ τουσ. Κάκε φορτικι κατάςταςθ μπορεί να 

κεωρθκεί ωσ επαλλθλία αυτϊν των ανεξάρτθτων τρόπων. Πιο ςυγκεκριμζνα: 

 

Ο πρϊτοσ τρόποσ καταπόνθςθσ (Mode I), ο οποίοσ ονομάηεται εφελκυστικός(Opening Mode), 

πραγματοποιείται κατά τθν καταπόνθςθ τθσ ρωγμισ υπό μια εφελκυςτικι ορκι τάςθ, ς, κάκετθ 

ςτον άξονά τθσ και εντόσ του επιπζδου τθσ. Λόγω τθσ φόρτιςθσ αυτισ τα χείλθ τθσ ρωγμισ τείνουν 

να διαχωριςτοφν ςυμμετρικά ωσ προσ τον άξονά τθσ (ςχιμα 1α). 
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Ο δεφτεροσ τρόποσ καταπόνθςθσ (Mode II) ονομάηεται ςυνεπίπεδοσ διατμητικός(Shearing Mode). 

Πραγματοποιείται, όταν θ ρωγμι καταπονείται από μια διατμθτικι τάςθ τ, παράλλθλθ με τον άξονα 

τθσ ρωγμισ και ςυνεπίπεδθ με αυτόν. Σα χείλθ τθσ ρωγμισ τείνουν να ολιςκιςουν το ζνα ςε ςχζςθ 

με το άλλο προσ αντίκετεσ κατευκφνςεισ αλλά εντόσ του ίδιου επιπζδου (ςχιμα 1β). 

 

Ο τρίτοσ τρόποσ καταπόνθςθσ (Mode III) καλείται εγκάρσιος διατμητικός(Tearing Mode). 

Πραγματοποιείται όταν θ ρωγμι καταπονείται από μία διατμθτικι τάςθ τ, θ οποία ςτθν περίπτωςθ 

αυτι είναι κάκετθ ςτον άξονα τθσ ρωγμισ και εντόσ του επιπζδου τθσ. Κατά τθ φόρτιςθ αυτι τα 

χείλθ τθσ ρωγμισ τείνουν να απομακρυνκοφν μεταξφ τουσ προσ εγκάρςιεσ αντίκετεσ κατευκφνςεισ. 

 

Από τουσ τρεισ παραπάνω τρόπουσ φόρτιςθσ, ο πρϊτοσ τρόποσ καταπόνθςθσ (Mode I) είναι αυτόσ 

που εμφανίηεται πιο ςυχνά ςτα προβλιματα του Πολιτικοφ Μθχανικοφ και μελετάται ςτθν παροφςα 

Διπλωματικι Εργαςία (ΔΕ). 

 

 

 
 

(α)    (β)    (γ) 

 

΢χιμα 1: Σρόποι καταπόνθςθσ μιασ ρωγμισ 
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Κεφάλαιο 2 

 

 

 

2.  Διαδοχική Γραμμική Προςζγγιςη (ΔΓΠ) 

 

2.1  Ρηγμάτωςη και ΔΓΠ (Sequential Linear Approach - SLA) 

Οι καταςκευζσ ζχουν τθν ικανότθτα να ανακατανζμουν τισ τάςεισ τουσ λόγω ρθγματϊςεων ι 

ςπαςιμάτων. Μία ρωγμι μπορεί να ξεκινιςει, να διαδοκεί και να φτάςει μία ελεφκερθ επιφάνεια 

ενϊ ταυτόχρονα, εξαιτίασ τθσ ανακατανομισ των τάςεων μία νζα ρωγμι ι ςπάςιμο μπορεί να 

αναπτυχκεί ςε κάποιο γειτονικό ι μθ τμιμα τθσ. Για καταςκευζσ μεγάλθσ κλίμακασ, όπωσ μία μθ 

οπλιςμζνθ πρόςοψθ τοιχοποιίασ θ ανιςορροπία μεταξφ τθσ ελαςτικισ ενζργειασ που είναι 

αποκθκευμζνθ ςτθν καταςκευι και τθσ ενζργειασ κραφςθσ που καταναλϊνεται από τα φαινόμενα 

των ρωγμϊν, είναι μεγάλθ. Οι παραπάνω διεργαςίεσ είναι ψακυρζσ και αυτό αποτυπϊνεται ςτισ 

ψευδοςτατικζσ  καμπφλεσ φορτίου-μετατόπιςθσ όπου υπάρχουν πολλά οριηόντια ςθμεία (snap-

backs). Θ παραπάνω ψακυρι ςυμπεριφορά χαρακτθρίηει γενικά τισ καταςκευζσ από μθ οπλιςμζνα 

υλικά. ΢τθν πράξθ, ζνα τοπικό άλμα ςτθν καμπφλθ εντοπίηεται, όταν μία ρωγμι διαπερνά μία ράβδο 

οπλιςμοφ, που οδθγεί ςε ζναν κατιόντα κλάδο που προκφπτει φςτερα από μθ γραμμικζσ αναλφςεισ 

με μεκόδουσ Newton-Raphson  και μικοσ τόξου (Arc Length), με ζλεγχο μετατοπίςεων (displacement 

control). Ο κατιϊν κλάδοσ, ακολουκείται από ζναν ανιόντα κλάδο, όταν ςυντελεςτεί θ ανακατανομι 

τάςεων που περιγράφθκε παραπάνω. ΢τισ επαυξθτικζσ μθ γραμμικζσ μεκόδουσ που 

χρθςιμοποιοφνται ςτθ μζκοδο των πεπεραςμζνων ςτοιχείων, το να επιτευχκεί θ προςομοίωςθ των 
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οριηόντιων(snap-back) και των κατακόρυφων(snap-through) ςθμείων τθσ καμπφλθσ φορτίου-

μετατόπιςθσ, είναι ζνα πολφ ευαίςκθτο και δφςκολο ςθμείο. Αυτό γιατί ςε τζτοιου είδουσ 

προβλιματα προκφπτουν προβλιματα ςφγκλιςθσ των παραπάνω μθ γραμμικϊν μεκόδων, εξαιτίασ 

τθσ φπαρξθσ αρνθτικϊν εφαπτομενικϊν μθτρϊων που είναι ανεξάρτθτα από το χρθςιμοποιοφμενο 

μοντζλο ρθγμάτωςθσ. 

Ζτςι ςτθ Διπλωματικι αυτι εργαςία, ερχόμαςτε να εφαρμόςουμε μια ςχετικά νζα τεχνικι 

προςζγγιςθσ των προβλθμάτων θ οποία πρωτοπαρουςιάςτθκε από τον Jan. G. Rots, κακθγθτι ςτο 

Σεχνολογικό Λνςτιτοφτο Delft τθσ Ολλανδίασ. Θ νζα αυτι μζκοδοσ βαςίηεται ςτο λεγόμενο διαδοχικό 

γραμμικό πριονωτό μοντζλο το οποίο ζρχεται να ξεπεράςει τα προβλιματα που αναφζρκθκαν 

παραπάνω. Σο μοντζλο αυτό αντικακιςτά τον κλάδο χαλάρωςθσ, τθσ καμπφλθσ τάςθσ-

παραμόρφωςθσ των ψακυρϊν υλικϊν, με μία πριονωτι καμπφλθ. Ζτςι εκτελείται μία γραμμικι 

ανάλυςθ, εντοπίηεται το κριςιμότερο ςτοιχείο του φορζα και ζπειτα μειϊνονται ςταδιακά θ 

δυςκαμψία και θ αντοχι του ςφμφωνα με τθν πριονωτι καμπφλθ.Ακολοφκωσ, θ διαδικαςία αυτι 

επαναλαμβάνεται. Παρακάτω, κα περιγραφεί αναλυτικά θ διαδικαςία κακϊσ και το μοντζλο 

ρθγμάτωςθσ που κα χρθςιμοποιθκεί. 

 

2.2  Διαδοχική Γραμμική Ανάλυςη βήμα προσ βήμα 

1. Εφαρμογι του εξωτερικοφ φορτίου με μοναδιαίο μζτρο. 

2. Εκτζλεςθ  μιασ γραμμικισ ελαςτικισ ανάλυςθσ. 

3. Εφρεςθ του κρίςιμου ςτοιχείου από τα αποτελζςματα τθσ γραμμικισ ανάλυςθσ. Ωσ κρίςιμο 

χαρακτθρίηεται εκείνο το ςτοιχείο του οποίου θ κφρια εφελκυςτικι τάςθ είναι πιο κοντά 

ςτθν εφελκυςτικι αντοχι του υλικοφ. Αυτό το κριτιριο τθσ μζγιςτθσ κφριασ εφελκυςτικισ 

τάςθσ, είναι απολφτωσ αποδεκτό όςον αφορά τον πρϊτο τρόπο φόρτιςθσ ρωγμισ (Mode I) 

ςτθ Μθχανικι των Κραφςεων που αφορά τα οιονεί ψακυρά υλικά. 

4. Τπολογιςμόσ του κρίςιμου φορτίου, το οποίο προκφπτει ωσ το γινόμενο του μοναδιαίου 

φορτίου επί το λόγο τθσ κφριασ εφελκυςτικισ τάςθσ προσ τθν τρζχουςα εφελκυςτικι αντοχι 

του κρίςιμου ςτοιχείου. Πρακτικά είναι το φορτίο εκείνο το οποίο κα επιβάλλει ςτο κρίςιμο 

ςτοιχείο εφελκυςτικι κφρια τάςθ ίςθ με τθν τρζχουςα εφελκυςτικι του αντοχι. 

5. ΢το ςθμείο αυτό μποροφμε να αποκθκεφςουμε τισ επικυμθτζσ μετατοπίςεισ του κόμβου ι 

των κόμβων που κα χρθςιμοποιθκοφν αργότερα για τθ ςχεδίαςθ τθσ καμπφλθσ φορτίου-

μετατόπιςθσ μετά το πζρασ τθσ διαδικαςίασ. 

6. Απομείωςθ τθσ δυςκαμψίασ και τθσ αντοχισ  που ςτθν ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ ςθμαίνει 

απομείωςθ του μζτρου ελαςτικότθτασ Ε και τθσ εφελκυςτικισ αντοχισ ft του κρίςιμου 

ςτοιχείου. Θ απομείωςθ αυτι κα γίνει ςφμφωνα με μία πριονωτι καμπφλθ εφελκυςτικισ 

τάςθσ-παραμόρφωςθσ με κλάδο χαλάρωςθσ, θ οποία κα αναλυκεί παρακάτω. 
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I. ΢το ςθμείο αυτό γίνεται επανάλθψθ των παραπάνω βθμάτων, με τθν απομειωμζνθ 

πλζον αντοχι-δυςκαμψία του κρίςιμου-κρίςιμων ςτοιχείων. 

II. Θ παραπάνω διαδικαςία μπορεί να επαναλθφκεί μζχρι τθν κατάρρευςθ του φορζα 

αλλά και μζχρι ζνα ενδιάμεςο ςτάδιο ηθμιάσ. 

III. Αφοφ ολοκλθρωκεί θ όλθ διαδικαςία, είναι πλζον εφικτι θ καταςκευι τθσ καμπφλθσ 

φορτίου-μετατόπιςθσ ςυνδζοντασ όλα τα ςθμεία των επιμζρουσ γραμμικϊν 

αναλφςεων που εκτελζςτθκαν. 

IV. Επίςθσ μπορεί να γίνει απεικόνιςθ του παραμορφωμζνου καννάβου ςτο πζρασ τθσ 

ανάλυςθσ αλλά και ςε επικυμθτά ενδιάμεςα ςτάδια ανάλογα με τισ ανάγκεσ. 

V. Εδϊ μποροφμε να προςκζςουμε πωσ θ ζννοια του κρίςιμου ςτοιχείου μπορεί να 

επεκτακεί και ςε επίπεδο ςθμείου ολοκλιρωςθσ Gauss ςε κάκε ςτοιχείο όπου πλζον 

θ απομείωςθ αντοχισ-δυςκαμψίασ κα αφορά κάκε ςθμείο ολοκλιρωςθσ  και ζτςι 

κα ζχουμε τελικά κρίςιμα ςθμεία ολοκλιρωςθσ κάκε ςτοιχείου. Ζτςι επιτυγχάνεται 

πιο ςταδιακι εξζλιξθ του φαινομζνου τθσ ανάπτυξθσ και διάδοςθσ των ρωγμϊν. 

 

 

2.3  Ιςοτροπικό γραμμικό μοντζλο θραφςησ και διαδοχική γραμμική προςζγγιςή του 

΢το ςθμείο αυτό, κα αναλυκεί το καταςτατικό μοντζλο κραφςθσ που κα χρθςιμοποιιςουμε ςτθν 

διπλωματικι αυτι εργαςία, κακϊσ και θ τεχνικι τθσ διαδοχικισ γραμμικισ προςζγγιςισ του. 

Γενικότερα, το ιςοτροπικό γραμμικό μοντζλο αποτελείται από δφο διακριτοφσ γραμμικοφσ κλάδουσ. 

Σον αρχικό ανιόντα κλάδο ο οποίοσ ζχει κλίςθ ίςθ με το αρχικό μζτρο ελαςτικότθτασ Ε του υλικοφ και 

εκτείνεται από τθν αρχι των αξόνων μζχρι τθν εφελκυςτικι αντοχι ft. Ζπειτα ακολουκεί ο κλάδοσ 

χαλάρωςθσ, με αρκετά μικρότερθ κλίςθ που εκτείνεται μζχρι τθ μζγιςτθ παραμόρφωςθ που 

εξαρτάται από τισ παραμζτρουσ του υλικοφ και του προςομοιϊματοσ. Σο εμβαδό κάτω από τθν 

καμπφλθ τάςθσ-παραμόρφωςθσ, ιςοφται με το λόγο τθσ ενζργειασ κραφςθσ (fracture energy) Gf προσ 

το εφροσ τθσ ρωγμισ (crack bandwidth) h. Ενϊ θ ενζργεια κραφςθσ αποτελεί ιδιότθτα του υλικοφ, το 

εφροσ τθσ ρωγμισ , επιλζγεται ανάλογα με το μζγεκοσ και τθν τάξθ του ςτοιχείου. Για τα απλά 

τετραπλευρικά τετρακομβικά ςτοιχεία, ιςοφται με το μζγεκοσ του ςτοιχείου. Ζτςι βάςει των Gf και h 

προκφπτουν τα υπόλοιπα ςτοιχεία για το καταςτατικό μοντζλο με τθ χριςθ ςχζςεων που κα 

δείξουμε παρακάτω.    
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΢χιμα 2 : Λςοτροπικό Γραμμικό μοντζλο Κραφςθσ 

Ο τρόποσ με τον οποίο επιτυγχάνεται θ ςταδιακι απομείωςθ τθσ δυςκαμψίασ αλλά και τθσ αντοχισ 

των κρίςιμων ςτοιχείων ι ςθμείων ολοκλιρωςθσ ςε κάκε επανάλθψθ, είναι αυτόσ που κακορίηει τθν 

ουςία του καταςτατικοφ προςομοιϊματοσ. Με άλλα λόγια, είναι αναγκαίο να γίνει μια προςζγγιςθ 

με τθ χριςθ του πριονωτοφ διαγράμματοσ, το οποίο κα προςεγγίηει το ηθτοφμενο μοντζλο κραφςθσ. 

Διαφορετικζσ προςεγγίςεισ αυτοφ του πριονωτοφ διαγράμματοσ ζχουν προτακεί ςε διάφορεσ 

εργαςίεσ. Ενδεικτικά αναφζρονται οι μζκοδοι προςομοίωςθσ του κλάδου χαλάρωςθσ του μοντζλου 

κραφςθσ, είτε με ςταδιακι απομείωςθ του μζτρου ελαςτικότθτασ, είτε με ςταδιακι απομείωςθ τθσ 

εφελκυςτικισ αντοχισ είτε με ςυνδυαςμό αυτϊν. Οι παραπάνω μζκοδοι όμωσ, παρότι είναι αρκετά 

αποτελεςματικζσ, παρουςιάηουν ευαιςκθςία ωσ προσ τον κάνvαβο των πεπεραςμζνων ςτοιχείων 

που επιλζγεται. Ζτςι ςτθν παροφςα διπλωματικι κα υιοκετιςουμε τθν τελευταία προςζγγιςθ που 

ζχει προτακεί. Θ προςζγγιςθ αυτι όχι μόνο αντιμετωπίηει το κζμα τθσ ευαιςκθςίασ ωσ προσ τον 

κάνναβο των ςτοιχείων, αλλά μπορεί να προςομειϊςει εξίςου καλά τόςο γραμμικοφσ όςο και 

εκκετικοφσ κλάδουσ χαλάρωςθσ. Εδϊ πρζπει να ςθμειϊςουμε ότι θ αποτελεςματικότθτα τθσ 

μεκόδου που χρθςιμοποιείται, κακορίηεται κυρίωσ από τθ διατιρθςθ κατά τθν προςομοίωςθ τθσ 

ςωςτισ ενζργειασ κραφςθσ, που ορίηεται από το ιδεατό μοντζλο κραφςθσ του υλικοφ. 

Παρακάτω δίδονται μερικζσ βαςικζσ ςχζςεισ οι οποίεσ ιςχφουν για το ιςοτροπικό γραμμικό μοντζλο 

κραφςθσ: 

Θ μζγιςτθ τιμι τθσ παραμόρφωςθσ (Ultimate Strain) εu δίνεται από τθ ςχζςθ: 

hf
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Επιπλζον, ειςάγεται το μζγεκοσ D  το οποίο είναι θ εφαπτομζνθ του κλάδου χαλάρωςθσ  θ οποία 

υπολογίηεται από τθ ςχζςθ: 

E

f

f
D

t

u

t







                                                                                     (2) 

Οι παραπάνω ςχζςεισ είναι πολφ χριςιμεσ και κα χρθςιμοποιθκοφν παρακάτω. 

 

2.4  Διαδοχική γραμμική προςζγγιςη 

Όπωσ προαναφζρκθκε, θ διαδικαςία που κα υιοκετθκεί ςτθ διπλωματικι εργαςία, παρουςιάηει 

ςθμαντικά πλεονεκτιματα ζναντι των παλιότερων προςεγγίςεων του κλάδου χαλάρωςθσ. Ζτςι το 

πρόβλθμα τθσ ευαιςκθςίασ ωσ προσ το μζγεκοσ των πεπεραςμζνων ςτοιχείων ξεπερνιζται χωρίσ τθ 

χριςθ εξεηθτθμζνων μεκόδων. ΢το παρακάτω ςχιμα απεικονίηεται το πριονωτό διάγραμμα το οποίο 

υποκακιςτά το γραμμικό κλάδο χαλάρωςθσ του μοντζλου κραφςθσ.  

 

 

΢χιμα 3 : Γραμμικι διαδοχικι προςζγγιςθ μοντζλου κραφςθσ με το πριονωτό διάγραμμα 

 

΢το παραπάνω ςχιμα, με κόκκινο χρϊμα, φαίνεται θ καμπφλθ που κζλουμε να προςεγγίςουμε με το 

πριονωτό διάγραμμα. Αρχικά γίνεται θ επιλογι ενόσ ποςοςτοφ p τθσ εφελκυςτικισ αντοχισ ft. Βάςει 

του ποςοςτοφ αυτοφ, ορίηεται μία ηϊνθ ανάμεςα ςτθν οποία κα κινείται το πριονωτό διάγραμμα. Θ 
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καταςκευι τθσ ηϊνθσ είναι απλι, εφόςον οριοκετείται από δφο γραμμζσ παράλλθλεσ ςτον κλάδο 

χαλάρωςθσ  θ μία πάνω και θ άλλθ κάτω από αυτόν. Θ κατακόρυφθ απόςταςθ κακεμιάσ από αυτζσ 

τισ βοθκθτικζσ γραμμζσ από το γραμμικό κλάδο χαλάρωςθσ, ιςοφται με το αρχικό ποςοςτό p που 

επιλζξαμε, επί τθν εφελκυςτικι αντοχι του υλικοφ ft. Σο απαιτοφμενο πλικοσ δοντιϊν N ,οι τιμζσ 

του μζτρου ελαςτικότθτασ (Εi) και τθσ αντίςτοιχθσ εφελκυςτικισ αντοχισ (fti) ςτο βιμα i , 

υπολογίηονται αυτόματα από τισ παρακάτω ςχζςεισ κάνοντασ χριςθ των παραμζτρων που ορίςαμε. 

Θ παραπάνω διαδικαςία, ζχει ωσ ςκοπό τθ διατιρθςθ τθσ ενζργειασ κραφςθσ που ορίηεται από το 

καταςτατικό μοντζλο κραφςθσ του υλικοφ. Με αυτό τον ζξυπνο τρόπο τα τρίγωνα που φαίνονται 

ανά δφο με ίδιο χρϊμα ζχουν το ίδιο εμβαδό και αλλθλοαναιροφνται κατά τθν εξζλιξθ τθσ 

διαδικαςίασ. Αυτό ζχει ωσ αποτζλεςμα θ ενζργεια κραφςθσ του πριονωτοφ με το κανονικό 

διάγραμμα να προκφπτουν ίςεσ. Παρακάτω, δίδονται οι ςχζςεισ με τισ οποίεσ γίνεται θ ςταδιακι 

απομείωςθ τθσ αντοχισ-δυςκαμψίασ, οι οποίεσ προκφπτουν αν εκμεταλλευτοφμε τθ γεωμετρία του 

πριονωτοφ διαγράμματοσ. 

ttiti pfff 2                                                                                     (3) 
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Ζτςι μποροφμε να υπολογίςουμε το μζτρο ελαςτικότθτασ Εi+1του επόμενου βιματοσ γνωρίηοντασ το 

μζτρο ελαςτικότθτασ Εi του προθγοφμενου. Εδϊ Ε0 είναι το αρχικό μζτρο ελαςτικότθτασ Ε του 

υλικοφ: 
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΢τθν περίπτωςι μασ που εξετάηεται γραμμικόσ κλάδοσ χαλάρωςθσ, θ προςαυξθμζνθ εφελκυςτικι 

αντοχι υπολογίηεται: 
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Όπου: 
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ΔΙΑΔΟΧΙΚΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΡΟ΢ΕΓΓΙ΢Η                                                                                                            
ΓΙΑ ΣΗΝ ΠΡΟ΢ΟΜΟΙΩ΢Η ΡΩΓΜΩΝ ΜΕ ΠΕΠΕΡΑ΢ΜΕΝΑ ΢ΣΟΙΧΕΙΑ 

19 

 

 

 

 

Κεφάλαιο 3 

 

 

 

3.  Εφαρμογζσ τησ ΔΓΠ 

3.1  Δοκόσ με εγκοπή υποβαλλόμενη ςε κάμψη 4 ςημείων (4 Point Notched Bending               

Beam)  

3.1.1  Διερεφνηςη παραμζτρων ΔΓΠ 

Θ πρϊτθ εφαρμογι που κα μελετθκεί αφορά τθ ρθγμάτωςθ μιασ δοκοφ με εγκοπι, θ οποία 

υποβάλλεται ςε κάμψθ 4 ςθμείων. Θ δοκόσ είναι ςυμμετρικι, ζχει μικοσ 500mm και το άνοιγμά τθσ 

είναι 450mm. Ζχει φψοσ 100mm και πάχοσ 50mm , κακϊσ και φψοσ εγκοπισ 10mm. Σα φορτία 

υποβάλλονται ςυμμετρικά ωσ προσ τον άξονα τθσ δοκοφ και θ απόςταςθ μεταξφ τουσ είναι 150mm. 

Σζλοσ, το υλικό τθσ δοκοφ είναι ςκυρόδεμα το οποίο ζχει τα παρακάτω χαρακτθριςτικά: Μζτρο 

ελαςτικότθτασ E = 38GPa,  εφελκυςτικι αντοχι ft = 3000kPa, λόγο του Poisson v = 0.20 και ενζργεια 

Κραφςθσ Gf = 0.06kN/m. ΢το παρακάτω ςχιμα φαίνεται το μοντζλο τθσ δοκοφ. 
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΢χιμα 4 : Μοντζλο δοκοφ με εγκοπι που υποβάλλεται ςε κάμψθ 4 ςθμείων 

Αρχικά κα γίνει προςομοίωςθ του φορζα με τετραπλευρικά τετρακομβικά πεπεραςμζνα ςτοιχεία 

επίπεδθσ ζνταςθσ. Κα γίνει παραμετρικι διερεφνθςθ ωσ προσ τον αρικμό των δοντιϊν που 

χρθςιμοποιείται ςτο πριονωτό διάγραμμα κακϊσ και τθσ παραμζτρου p. Ο κάνναβοσ των 

πεπεραςμζνων ςτοιχείων είναι μζτριασ πυκνότθτασ και τα ςτοιχεία ςτθ περιοχι τθσ εγκοπισ ζχουν 

πλευρά ίςθ με 5mm. Σο εφροσ τθσ ρωγμισ ορίηεται ίςο με τθν πλευρά του ςτοιχείου ςτθν περιοχι 

τθσ εγκοπισ δθλαδι h = 5mm. 

 

 

΢χιμα 5 : Προςομοίωμα πεπεραςμζνων ςτοιχείων δοκοφ με εγκοπι 
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΢χιμα 6 : Διαδοχικι γραμμικι προςζγγιςθ μοντζλου κραφςθσ για τισ διάφορεσ παραμζτρουσ 

 

΢τον παρακάτω πίνακα φαίνονται οι διάφορεσ παράμετροι για τισ αναλφςεισ που ζγιναν. Ο αρικμόσ 

διαδοχικϊν γραμμικϊν επιλφςεων, αναφζρεται ςτον απαιτοφμενο αρικμό για να καταρρεφςει ο 

φορζασ. 

 

Αρικμόσ Δοντιϊν Ν Παράμετροσ p 
Αρικμόσ διαδοχικϊν 

γραμμικϊν επιλφςεων 
Χρόνοσ ολοκλιρωςθσ 

διαδικαςίασ (sec) 

6 0.35 272 44.46 

26 0.086 1208 190.84 

232 0.01 9791 1530.06 

 

Παρακάτω, φαίνονται οι καμπφλεσ ςυνολικοφ φορτίου – κατακόρυφθσ μετατόπιςθσ του ςθμείου 

εφαρμογισ του αριςτεροφ φορτίου P τθσ δοκοφ. Σο φορτίο δίνεται ςε kN και θ μετατόπιςθ ςε m. 
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΢χιμα 7 : Καμπφλθ φορτίου-μετατόπιςθσ ( 6 Δόντια , p=0.35) 

 

΢χιμα 8 : Καμπφλθ φορτίου-μετατόπιςθσ ( 26 Δόντια , p=0.086) 
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΢χιμα 9 : Καμπφλθ φορτίου-μετατόπιςθσ ( 232 Δόντια , p=0.01) 

 

΢το ΢χιμα 10,  φαίνεται θ ςταδιακι ρθγμάτωςθ του φορζα μζχρι τθν κατάρρευςι του. Με ςκοφρο 

μπλε χρϊμα, διακρίνονται τα ςτοιχεία τα οποία ζχουν γίνει κρίςιμα τόςεσ φορζσ όςα είναι τα δόντια 

του πριονωτοφ διαγράμματοσ. Ζχουν πρακτικά μθδενικι δυςκαμψία. Είναι φανερό πωσ το εφροσ τθσ 

ρωγμισ είναι ίςο με το μζγεκοσ τθσ πλευράσ των κρίςιμων ςθμείων. Αυτό είναι λογικό εφόςον 

κζςαμε h = 5mm. Επιπλζον ςτο ΢χιμα 11, φαίνεται ο παραμορφωμζνοσ φορζασ κατά τθ ςτιγμι τθσ 

καταρρεφςθσ. 
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΢χιμα 10 : Βιμα προσ Βιμα ρθγμάτωςθ του φορζα 

 

΢χιμα 11 : Παραμορφωμζνοσ Φορζασ πριν τθν κατάρρευςθ 
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΢χιμα 12 :  ΢φγκριςθ των τριϊν διαφορετικϊν προςεγγίςεων  

 

Παρατηρήςεισ-΢υμπεράςματα 

 Όςο πιο μικρι τιμι τθσ παραμζτρου p ζχουμε, τόςο περιςςότερα δόντια απαιτοφνται για τθν 

διαδοχικι γραμμικι προςζγγιςθ. Αυτό ςυνεπάγεται αυξθμζνο αρικμό γραμμικϊν επιλφςεων 

άρα και μεγαλφτερο υπολογιςτικό χρόνο. 

 Όςο πιο πολλά δόντια ζχουμε, τόςο ομαλότερθ προκφπτει θ καμπφλθ φορτίου-μετατόπιςθσ 

και γενικότερα θ προςζγγιςθ είναι πιο ςωςτι. 

 Δεν απαιτείται αρκετά μεγάλοσ αρικμόσ δοντιϊν ϊςτε να ζχουμε επαρκι ακρίβεια και καλι 

προςζγγιςθ τθσ μθ γραμμικισ καμπφλθσ. 

 Όταν χρθςιμοποιοφμε πολφ μικρό αρικμό δοντιϊν με μεγάλθ παράμετρο p, τότε θ 

προςομοίωςθ δεν είναι ςωςτι. Αυτό ςυμβαίνει γιατί δεν ικανοποιείται το κριτιριο τθσ 

διατιρθςθσ τθσ ενζργειασ κραφςθσ Gf. Παρόλα  αυτά, το κρίςιμο φορτίο που αντιςτοιχεί 

ςτθν κορυφι τθσ καμπφλθσ υπολογίηεται ςωςτά. 

 Σζλοσ θ μθ γραμμικι καμπφλθ προςεγγίηεται αρκετά ικανοποιθτικά και ςε ςχετικά μικρό 

χρόνο βλ. πίνακα. 
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3.1.2  Διερεφνηςη ευαιςθηςίασ τησ μεθόδου ωσ προσ τον χρηςιμοποιοφμενο κάνναβο  

πεπεραςμζνων ςτοιχείων. 

΢το ςθμείο αυτό κα γίνει διερεφνθςθ για το πϊσ επθρεάηονται τα αποτελζςματα τθσ μεκόδου 

ανάλογα με τθν πυκνότθτα του καννάβου των πεπεραςμζνων ςτοιχείων και το μζγεκοσ αυτϊν. Κα 

γίνει χριςθ τριϊν διαφορετικϊν δικτφων, ενόσ αραιοφ, του μζτριου δικτφου που αναλφκθκε 

παραπάνω και ενόσ πυκνοφ δικτφου ςτοιχείων. Όπωσ και παραπάνω, κα γίνει χριςθ 

τετραπλευρικϊν, τετρακομβικϊν πεπεραςμζνων ςτοιχείων επίπεδθσ ζνταςθσ. Σο κάκε  ςτοιχείο ζχει 

4 ςθμεία αρικμθτικισ ολοκλιρωςθσ Gauss.  

 

 

΢χιμα 13 : Αραιό δίκτυο πεπεραςμζνων ςτοιχείων  

 

 

΢χιμα 14 : Δίκτυο πεπεραςμζνων ςτοιχείων μζτριασ πυκνότθτασ 

 

΢χιμα 15 : Πυκνό δίκτυο πεπεραςμζνων ςτοιχείων 
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΢τον παρακάτω πίνακα δίνονται τα ςτοιχεία για τα τρία παραπάνω δίκτυα κακϊσ και οι παράμετροι 

των αναλφςεων που κα ακολουκιςουν. 

 

Πυκνότθτα 
Δικτφου 

Μικοσ Πλευράσ 
΢τοιχείου κοντά 

ςτθν εγκοπι(mm) 

Εφροσ 
ρωγμισ 
h(mm) 

Αρικμόσ 
Δοντιϊν 

Ν 

Παράμετροσ 
p 

Αρικμόσ 
Γραμμικϊν 
Επιλφςεων 

Χρόνοσ 

(sec) 

Αραιό 10 10 23 0.0865 442 14.96 

Μζτριο 5 5 26 0.0860 1208 190.84 

Πυκνό 2.5 2.5 31 0.0855 6720 7665.16 

 

 

 

΢χιμα 16 : Πριονωτά διαγράμματα για τισ Διαδοχικζσ Γραμμικζσ Προςεγγίςεισ 
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Ακολουκοφν εικόνεσ όπου εμφανίηεται θ ρωγμι ςε κάκε μία από τισ παραπάνω περιπτϊςεισ. 

 

 

΢χιμα 17 : Ρθγμάτωςθ για το αραιό δίκτυο 

 

 

΢χιμα 18 : Ρθγμάτωςθ για το μεςαίο δίκτυο 

 

 

΢χιμα 19 : Ρθγμάτωςθ για το πυκνό δίκτυο 
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Ακολοφκωσ, δίδονται οι καμπφλεσ φορτίου-μετατόπιςθσ για κάκε δίκτυο. 

 

΢χιμα 20 : Καμπφλθ Φορτίου-Μετατόπιςθσ για το αραιό δίκτυο 

 

΢χιμα 21 : Καμπφλθ Φορτίου-Μετατόπιςθσ δικτφου μζτριασ πυκνότθτασ 
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΢χιμα 22 : Καμπφλθ Φορτίου-Μετατόπιςθσ για το πυκνό δίκτυο 

 

΢χιμα 23 : Καμπφλεσ Φορτίου-Μετατόπιςθσ για όλα τα δίκτυα 
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Παρατηρήςεισ-΢υμπεράςματα 

 Για τθν ίδια ενζργεια κραφςθσ, το εμβαδό του πριονωτοφ διαγράμματοσ είναι μεγαλφτερο, 

όςο μεγαλϊνει θ πυκνότθτα του δικτφου των πεπεραςμζνων ςτοιχείων. Αυτό είναι λογικό 

εφόςον για πυκνότερο δίκτυο υιοκετοφμε μικρότερο εφροσ ρωγμισ h. Ζτςι ο λόγοσ Gf/h που 

ιςοφται με το εμβαδόν κάτω από το πριονωτό διάγραμμα είναι μεγαλφτεροσ ςτο πυκνό 

δίκτυο. 

 Θ διαδοχικι γραμμικι προςζγγιςθ, με τθ μζκοδο απομείωςθσ που χρθςιμοποιικθκε, δεν 

επθρεάηεται από τθν πυκνότθτα του δικτφου των πεπεραςμζνων ςτοιχείων. 

 Όπωσ είναι φυςικό όςο πυκνότερο είναι το δίκτυο των ςτοιχείων τόςο αυξάνεται ο 

απαιτοφμενοσ χρόνοσ επίλυςθσ. Αυτό γιατί εκτόσ του ότι απαιτοφνται περιςςότερεσ 

γραμμικζσ επιλφςεισ για τθν κατάρρευςθ του φορζα, κάκε γραμμικι επίλυςθ χρειάηεται 

περιςςότερο χρόνο λόγω των περιςςότερων ςτοιχείων του κακολικοφ μθτρϊου δυςκαμψίασ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



32  
 

3.2  Δοκόσ υποβαλλόμενη ςε κάμψη 4 ςημείων. ΢φγκριςη Διαδοχικήσ Γραμμικήσ                           

Προςζγγιςησ με Πειραματικά Αποτελζςματα 

΢τθν εφαρμογι αυτι κα γίνει ςφγκριςθ κάποιων πειραματικϊν αποτελεςμάτων, με αυτά που 

προκφπτουν υιοκετϊντασ τθν τεχνικι που μελετάται ςε αυτι τθ διπλωματικι εργαςία. Σο πρόβλθμα 

αφορά τθν κάμψθ 4 ςθμείων ςυμμετρικισ δοκοφ τετραγωνικισ διατομισ, θ οποία μελετικθκε τόςο 

πειραματικά όςο και αρικμθτικά από τουσ Zihai Shi, Masaki Suzuki *14+. Θ γεωμετρία τθσ δοκοφ 

φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα. Σο υλικό τθσ είναι ςκυρόδεμα με τα εξισ χαρακτθριςτικά μεγζκθ:  

μζτρο ελαςτικότθτασ Ε = 27.50 GPa, εφελκυςτικι αντοχι ft =2800kPa, λόγο Poisson v = 0.20 και 

ενζργεια Κραφςθσ Gf = 0.10kN/m. 

 

΢χιμα 24 : Δοκόσ από ςκυρόδεμα υποβαλλόμενθ ςε κάμψθ 4 ςθμείων (Zihai Shi, Masaki Suzuki [14]) 

 

΢το ςθμείο αυτό πρζπει να αναφερκεί πωσ ςτο μοντζλο  των πεπεραςμζνων ςτοιχείων, 

τοποκετικθκε μία μικρι εγκοπι ςτο μζςο τθσ κάτω ίνασ τθσ δοκοφ ϊςτε να διευκολυνκεί θ 

προςομοίωςθ του φαινομζνου τθσ ρθγμάτωςθσ.  

 

΢χιμα 25 : Δίκτυο πεπεραςμζνων ςτοιχείων δοκοφ  
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΢χιμα 26 : Πριονωτό Διάγραμμα   

 

΢τον παρακάτω πίνακα είναι ςυγκεντρωμζνα τα δεδομζνα για τισ δφο αναλφςεισ που 

πραγματοποιικθκαν. 

 

Σφποσ 
Σετραπλευρικοφ 

΢τοιχείου 

Μικοσ 
Πλευράσ 
΢τοιχείου 

κοντά ςτθν 
εγκοπι(mm) 

Εφροσ 
ρωγμισ 
h(mm) 

Αρικμόσ 
Δοντιϊν 

Ν 

Παράμετροσ 
p 

Αρικμόσ 
Γραμμικϊν 
Επιλφςεων 

Χρόνοσ 

(sec) 

Απλό 10 10 25 0.085 1068 180.65 

Βελτιωμζνο 10 10 25 0.085 977 239.02 
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΢χιμα 27 : Καμπφλθ Φορτίου Μετατόπιςθσ δφο διαφορετικϊν ςτοιχείων επίπεδθσ ζνταςθσ 

 

 

΢χιμα 28 : Καμπφλθ Φορτίου Μετατόπιςθσ (Zihai Shi, Masaki Suzuki [14]) 
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΢χιμα 29 : Παραμορφωμζνοσ Φορζασ πριν τθν κατάρρευςθ 

 

Παρατηρήςεισ-΢υμπεράςματα 

 Θ μζκοδοσ τθσ διαδοχικισ γραμμικισ προςζγγιςθσ, παράγει αποτελζςματα τα οποία είναι 

πολφ κοντά ςε αυτά που προκφπτουν από εργαςτθριακά πειράματα. Ζτςι μποροφμε να 

ποφμε με βεβαιότθτα πωσ θ μζκοδοσ αυτι είναι αρκετά αξιόπιςτθ ςτθν προςομοίωςθ των 

φαινομζνων τθσ ρθγμάτωςθσ. 

 Θ προςομοίωςθ με τα βελτιωμζνα τετραπλευρικά-τετρακομβικά πεπεραςμζνα ςτοιχεία 

επίπεδθσ ζνταςθσ, δίνει ςτο φορζα τθν απαραίτθτθ μείωςθ δυςκαμψίασ ωσ προσ τθν κάμψθ. 

Ζτςι το φορτίο των 50 kN που προκφπτει πειραματικά ςε μετατόπιςθ 1.0Ε-04 m, 

προςεγγίηεται ικανοποθτικότατα με τθ χριςθ αυτϊν των ςτοιχείων. 

 Παρότι βλζπουμε ότι ο αρικμόσ των επιλφςεων είναι μικρότεροσ ςτθν περίπτωςθ των 

βελτιωμζνων ςτοιχείων, ο υπολογιςτικόσ χρόνοσ που απαιτείται είναι μεγαλφτεροσ 

ςυγκριτικά με τα ςυμβατικά ςτοιχεία. Αυτό προφανϊσ οφείλεται ςτο πιο ςφνκετο μθτρϊο 

δυςκαμψίασ των βελτιωμζνων ςτοιχείων. Ζτςι λόγω τθσ ςυμπφκνωςθσ για τον υπολογιςμό 

του αλλά και τθσ αποςυμπφκνωςθσ για τον υπολογιςμό τάςεων ο χρόνοσ που απαιτείται για 

κάκε γραμμικι επίλυςθ είναι μεγαλφτεροσ. 
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3.3  Μονοπροζχουςα δοκόσ με εγκοπή υποβαλλόμενη ςε κάμψη 4 ςημείων 

 

΢χιμα 30 : Μονοπροζχουςα δοκόσ με εγκοπι υπό κάμψθ 4 ςθμείων 

 

Θ μονοπροζχουςα δοκόσ τθσ εφαρμογισ αυτισ ζχει πάχοσ 0.152m. Σο υλικό τθσ είναι ςκυρόδεμα το 

οποίο ζχει τισ εξισ ιδιότθτεσ. Ζχει μζτρο ελαςτικότθτασ Ε = 24.8GPa, λόγο Poisson v = 0.18, 

εφελκυςτικι αντοχι ft = 3500kPa και ενζργεια κραφςθσ Gf = 0.15kN/m. Θ δοκόσ προςομοιϊνεται με 

τετραπλευρικά-τετρακομβικά πεπεραςμζνα ςτοιχεία επίπεδθσ ζνταςθσ με μζγεκοσ πλευράσ κοντά 

ςτθν εγκοπι 5mm. Κάκε ςτοιχείο ζχει 4 ςθμεία ολοκλιρωςθσ Gauss. Οι επιπλζον παράμετροι για τθ 

διαδοχικι γραμμικι προςζγγιςθ, είναι ςυγκεντρωμζνεσ ςε παρακάτω πίνακα. 

 

 

΢χιμα 31 : Δίκτυο πεπεραςμζνων ςτοιχείων για τθ μονοπροζχουςα δοκό 
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Παράμετροι Διαδοχικισ Γραμμικισ Προςζγγιςθσ: 

Μικοσ Πλευράσ 
΢τοιχείου κοντά 

ςτθν εγκοπι(mm) 

Εφροσ 
ρωγμισ 
h(mm) 

Αρικμόσ 
Δοντιϊν 

Ν 

Παράμετροσ p 
Αρικμόσ 

Γραμμικϊν 
Επιλφςεων 

Χρόνοσ 

(sec) 

5 5 11 0.218 2574 4795.03 

 

 

΢χιμα 32 : Πριονωτό διάγραμμα 

 

΢χιμα 33 : Μονοπροζχουςα δοκόσ ςτο τελευταίο ςτάδιο ρθγμάτωςθσ 
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΢χιμα 34 :  Παραμόρφωςθ μονοπροζχουςασ δοκοφ λίγο πριν τθν κατάρρευςθ 

 

 

΢χιμα 35 : Καμπφλθ Φορτίου-Ανοίγματοσ χειλϊν εγκοπισ (Crack Mouth Opening) 
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3.4  Δοκόσ εφαρμογήσ 1 προςομοιωμζνη με εξαεδρικά-οκτακομβικά ςτοιχεία 

τριςδιαςτατησ ελαςτικότητασ 

 

΢τθν εφαρμογι αυτι κα προςομοιϊςουμε τθ δοκό τθσ εφαρμογισ 1 με εξαεδρικά-οκτακομβικά 

ςτοιχεία τριςδιάςτατθσ ελαςτικότθτασ. Κάκε ςτοιχείο ζχει 8 ςθμεία ολοκλιρωςθσ Gauss. Με τον 

τρόπο αυτό, κα εξετάςουμε κατά πόςο θ μζκοδοσ τθσ Διαδοχικισ Γραμμικισ Προςζγγιςθσ, 

λειτουργεί ικανοποιθτικά ςτθν περίπτωςθ τθσ τριςδιάςτατθσ ελαςτικότθτασ. 

 

  ΢χιμα 36 : Μοντζλο δοκοφ με εγκοπι που υποβάλλεται ςε κάμψθ 4 ςθμείων 

 

 

΢χιμα 37 : Προςομοίωςθ δοκοφ με εγκοπι, με εξαεδρικά ςτοιχεία τριςδιάςτατθσ ελαςτικότθτασ 
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Παράμετροι Διαδοχικισ Γραμμικισ Προςζγγιςθσ: 

Μικοσ Πλευράσ 
΢τοιχείου κοντά 

ςτθν εγκοπι(mm) 

Εφροσ 
ρωγμισ 
h(mm) 

Αρικμόσ 
Δοντιϊν 

Ν 

Παράμετροσ 
p 

Αρικμόσ 
Γραμμικϊν 
Επιλφςεων 

Χρόνοσ 

(sec) 

10 10 23 0.0865 441 187.58 

 

 

΢χιμα 38 : Πριονωτό Διάγραμμα 

 

΢χιμα 39 : Ρθγματωμζνοσ Φορζασ πριν τθν κατάρρευςθ 
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΢χιμα 40 : Παραμορφωμζνοσ Φορζασ πριν τθν κατάρρευςθ 

 

 

΢χιμα 41 : Καμπφλθ Φορτίου-Μετατόπιςθσ Σριςδιάςτατθσ Προςομοίωςθσ 
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΢χιμα 42 : ΢φγκριςθ Καμπυλϊν Φορτίου-Μετατόπιςθσ Σριςδιάςτατθσ Ελαςτικότθτασ-Επίπεδθσ 

Ζνταςθσ 

 

 

Παρατηρήςεισ-΢υμπεράςματα 

 Θ Γραμμικι Διαδοχικι Προςζγγιςθ, λειτουργεί ικανοποιθτικά και για τθν περίπτωςθ τθσ 

τριςδιάςτατθσ ελαςτικότθτασ. 

 Θ Καμπφλθ Φορτίου-Μετατόπιςθσ τθσ τριςδιάςτατθσ ελαςτικότθτασ, ςχεδόν ςυμπίπτει με 

τθν αντίςτοιχθ καμπφλθ  για τθν επίπεδθ ζνταςθ λόγω τθσ φφςθσ του προβλιματοσ. 

 Προφανϊσ  χρειάηεται περιςςότεροσ υπολογιςτικόσ χρόνοσ για τθν επίλυςθ λόγω των 

μεγαλφτερων ςε ςτοιχεία μθτρϊων δυςκαμψίασ των τριςδιάςτατων ςτοιχείων. Επιπλζον οι 

κφριεσ τάςεισ, υπολογίηονται πλζον ςυνδυάηοντασ όλα τα ςτοιχεία του τανυςτι των τάςεων 

ςτισ τρεισ διαςτάςεισ. 
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Αποτελζςματα - ΢υμπεράςματα Διπλωματικήσ Εργαςίασ 

Σα κυριότερα ςυμπεράςματα που προζκυψαν από τθν παροφςα Διπλωματικι Εργαςία ςυνοψίηονται 

ωσ εξισ: 

 Θ Διαδοχικι Γραμμικι Προςζγγιςθ (ΔΓΠ), αποτελεί μία αξιόπιςτθ τεχνικι αντιμετϊπιςθσ 

προβλθμάτων ρωγμϊν. 

 

 Θ ΔΓΠ ςυγκλίνει πάντα εφόςον δεν προκφπτουν αρνθτικά εφαπτομενικά μθτρϊα 

δυςκαμψίασ. Αντικζτωσ, λόγω τθσ προςζγγιςθσ του κλάδου χαλάρωςθσ του μοντζλου 

κραφςθσ με το πριονωτό διάγραμμα, τα μθτρϊα είναι πάντα κετικά οριςμζνα. 

 

 Θ ΔΓΠ αντικακιςτά με επιτυχία τισ μθ γραμμικζσ μεκόδουσ που χρθςιμοποιοφνται για τθν 

προςομοίωςθ των φαινομζνων ρθγμάτωςθσ. Μάλιςτα, όςο μεγαλφτεροσ είναι ο αρικμόσ 

των «δοντιϊν» ςτα πριονωτά διαγράμματα (για τθν προςζγγιςθ του φκιτοφ κλάδου του 

υλικοφ), τόςο καλφτερα προςεγγίηονται τα αποτελζςματα των μθ γραμμικϊν μεκόδων. 

 

 Με ςωςτι επιλογι του εφρουσ τθσ ρωγμισ h (bandwidth), επιτυγχάνεται θ ορκι 

ανακατανομι τθσ ζνταςθσ λόγω τθσ απελευκζρωςθσ ενζργειασ από τθν ανάπτυξθ και 

διάδοςθ των ρωγμϊν, ανεξάρτθτα από το δίκτυο των πεπεραςμζνων ςτοιχείων που 

χρθςιμοποιείται για τθν προςομοίωςθ ενόσ φορζα. 

 

 Θ ενςωμάτωςθ τθσ ΔΓΠ γίνεται εφκολα ςε υπάρχοντεσ κϊδικεσ πεπεραςμζνων ςτοιχείων 

χωρίσ να απαιτοφνται πολλζσ τροποποιιςεισ ςτισ ιδθ υπάρχουςεσ διαδικαςίεσ. 

 

Σζλοσ, ζγινε διερεφνθςθ τθσ απόδοςθσ των βελτιωμζνων τετραπλευρικϊν-τετρακομβικϊν ςτοιχείων 

επίπεδθσ ζνταςθσ και διαπιςτϊκθκε θ καλφτερθ ςυμπεριφορά τουσ ςε ςφγκριςθ με αυτι των 

ςυμβατικϊν τετραπλευρικϊν κυρίωσ ςε καμπτικά προβλιματα. Σα αποτελζςματα που δίνουν είναι 

καλφτερα τόςο όςον αφορά τισ μετατοπίςεισ όςο και τισ τάςεισ. 
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Προτάςεισ Για Επιπλζον Μελζτη-Διερεφνηςη 

Μερικζσ προτάςεισ για επιπλζον μελζτθ και διερεφνθςθ τθσ ςυγκεκριμζνθσ μεκόδου, κα μποροφςαν 

να είναι οι εξισ: 

 Επζκταςθ τθσ μεκόδου τθσ Διαδοχικισ Γραμμικισ Προςζγγιςθσ ςε επιπλζον καταςτατικά 

προςομοιϊματα υλικϊν, όπωσ το ιςοτροπικό προςομοίωμα κραφςθσ με εκκετικό κλάδο 

χαλάρωςθσ (isotropic damage model with exponential softening). 

 

 Εφαρμογι τθσ ΔΓΠ ςε επιπλζον τφπουσ πεπεραςμζνων ςτοιχείων. Ενδεικτικά αναφζρονται 

ςτοιχεία κελφφουσ και πλάκασ. 

 

 Διερεφνθςθ για λειτουργία τθσ μεκόδου και αξιοποίθςι τθσ ςε άλλα προβλιματα όπου 

κυριαρχεί θ μθ γραμμικότθτα του υλικοφ. 

 

 Προςομοίωςθ ρθγμάτωςθσ φορζων οι οποίοι αποτελοφνται από περιςςότερα του ενόσ 

υλικά. 

 

 Εφρεςθ αποτελεςματικότερων τεχνικϊν διαχείριςθσ των μθτρϊων δυςκαμψίασ. Αυτό κα 

επιτευχκεί αν εκμεταλλευτοφμε το γεγονόσ πωσ από βιμα ςε βιμα, θ μεταβολι του 

μθτρϊου δυςκαμψίασ αφορά μόνο τα κρίςιμα ςτοιχεία ι ςθμεία Gauss. Ο αρικμόσ των 

ςτοιχείων του κακολικοφ μθτρϊου δυςκαμψίασ που μεταβάλλονται, είναι μικρόσ ςε ςχζςθ 

με το ςφνολο των ςτοιχείων. 

 

 Σζλοσ είναι απαραίτθτο να γίνουν επιπλζον εφαρμογζσ κακϊσ και ςφγκριςθ με τα 

αποτελζςματα μεκόδων που χρθςιμοποιοφνται για τθν προςομοίωςθ τθσ ρθγμάτωςθσ. 

Ενδεικτικά αναφζρεται θ ςφγκριςθ με τθ μζκοδο των πεπεραςμζνων ςτοιχείων με 

ενςωματωμζνεσ αςυνζχειεσ (Finite Elements with Embedded Discontinuities). 
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Παράρτημα 

Π.1  Πεπεραςμζνα ςτοιχεία επίπεδησ ζνταςησ – παραμόρφωςησ 

 

΢τοιχεία για την επίπεδη ζνταςη 

Επίπεδθ ζνταςθ επικρατεί ςε ζναν ολόςωμο φορζα όταν θ μία του διάςταςθ, θ οποία είναι θ 

διάςταςθ κατά τθ διεφκυνςθ του άξονα Η είναι πολφ μικρι ςυγκρινόμενθ με τισ διαςτάςεισ ωσ προσ 

τουσ άλλουσ δφο άξονεσ Χ και Τ. Επιπλζον, δεν αςκοφνται φορτία κατά τθ Η διεφκυνςθ οφτε και ςτισ 

άνω και κάτω επιφάνειεσ του φορζα τισ παράλλθλεσ με το επίπεδο ΧΤ. Θ διάςταςθ κατά τθν Η 

διεφκυνςθ ορίηεται ωσ το πάχοσ του φορζα και ςυμβολίηεται με t (thickness). Εκτόσ από τα 

ςυγκεντρωμζνα φορτία ςτο επίπεδο ΧΤ, τα φορτία που αςκοφνται ςτο φορζα περιλαμβάνουν τισ 

μαηικζσ δυνάμεισ fX
V και fY

V που αςκοφνται εντόσ του όγκου του φορζα κακϊσ και τισ επιφανειακζσ 

δυνάμεισ fX
S και fY

S. Όλα τα φορτία κεωροφνται κατανεμθμζνα ομοιόμορφα κατά το πάχοσ t του 

φορζα. ΢το παρακάτω ςχιμα απεικονίηεται ζνασ τυχαίοσ φορζασ υπό ςυνκικεσ επίπεδθσ ζνταςθσ. 

 

 

Λόγω των παραπάνω παραδοχϊν, οι τάςεισ ςΗ , τΗΧ , τΤΗ   μθδενίηονται. Οι ςυνιςτϊςεισ U, V τθσ 

μετατόπιςθσ ωσ προσ τουσ άξονεσ Χ, Τ αντίςτοιχα, όπωσ επίςθσ και οι ανθγμζνεσ παραμορφϊςεισ εΧ , 

εΤ , γΧΤ κακϊσ και οι αντίςτοιχεσ τάςεισ ςΧ , ςΤ , τΧΤ και τα φορτία είναι ςυναρτιςεισ μόνο των Χ και Τ.
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Παρακάτω δίνονται τα διανφςματα των ανθγμζνων παραμορφϊςεων και των αντίςτοιχων τάςεων: 

   






























































 ,  

Όπου από τισ γνωςτζσ ςχζςεισ τθσ μθχανικισ: 
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Επιπλζον, λόγω των αρχικϊν παραδοχϊν για το μθδενιςμό των τάςεων ςχετικζσ με τθ διάςταςθ Η, 

προκφπτει θ ςχζςθ ανθγμζνων παραμορφϊςεων-τάςεων για τθν επίπεδθ ζνταςθ: 
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        

Όπου το *3x3+ μθτρϊο που ςυνδζει τισ παραμορφϊςεισ με τισ τάςεισ, είναι το μθτρϊο ελαςτικότθτασ 

*Ε+ για τθν περίπτωςθ τθσ επίπεδθσ ζνταςθσ.        

Από τισ παραπάνω ςχζςεισ προκφπτει ότι θ ανθγμζνθ παραμόρφωςθ εΗ δεν είναι μθδενικι αλλά 

ιςοφται με: 

)(  


 


  

Λόγω του μθδενιςμοφ τθσ τάςθσ ςΗ όμωσ θ ελαςτικι ενζργεια του ςϊματοσ που οφείλεται ςε αυτι 

τθν ανθγμζνθ παραμόρφωςθ είναι μθδενικι και ζτςι μπορεί να μθ λθφκεί υπόψθ. Παρακάτω 

φαίνονται μερικά παραδείγματα φορζων ςτουσ οποίουσ επικρατοφν ςυνκικεσ επίπεδθσ ζνταςθσ. 
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Π.2  Βελτιωμζνα Σετραπλευρικά – Σετρακομβικά ΢τοιχεία Επίπεδησ Ζνταςησ 

Ειςαγωγή 

Ο ςκοπόσ ανάπτυξθσ και μόρφωςθσ των βελτιωμζνων ςτοιχείων επίπεδθσ ζνταςθσ είναι θ μείωςθ 

τθσ ακαμψίασ των απλϊν τετρακομβικϊν ςτοιχείων ϊςτε να μποροφν να προςομοιωκοφν καλφτερα 

φαινόμενα κάμψθσ. Σα παραπάνω φαινόμενα με τθ βελτίωςθ των ςτοιχείων , μποροφν να λθφκοφν 

υπόψθ με πολφ μικρό υπολογιςτικό κόςτοσ και χωρίσ τθν αλλαγι του δικτφου των κόμβων και των 

ςτοιχείων. Θ βελτίωςθ γίνεται ενςωματϊνοντασ ςτο ςτοιχείο κάποιεσ μορφζσ παραμόρφωςθσ, οι 

οποίεσ ςυμπυκνϊνονται ςε επίπεδο ςτοιχείου προςδίδοντασ του καλφτερθ ςυμπεριφορά. 
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Ενςωμάτωςη των μορφϊν παραμόρφωςησ 
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x

υ

y

u
γxy









   

xyxy τv)(
E

γ  1
2

                        
x

υ

y

u










                                                                                     (2)              

 

Πρζπει :τxy=0 

 

Παραπάνω δείξαμε ότι ιςχφει: 




y

x

u
x 




   ,        Ολοκλθρϊνοντασ ωσ προσ τθ μεταβλθτι x προκφπτει : 

1cx
y

u 


  ,          όπου c1 είναι θ ςτακερά ολοκλιρωςθσ. 

Για y = 0  → u = 0 →  c1 = 0    Άρα τελικά προκφπτει  ότι:        

 x
y

u 
                                                                                                                                                      (3) 

Αξιοποιϊντασ τθ ςχζςθ (2) και αντικακιςτϊντασ τθ μεταβλθτι u όπωσ προζκυψε ςτθν εξίςωςθ (3), 

ζχουμε τα παρακάτω: 



 x

y

x
y

y

u

x























 ,                 Ολοκλθρϊνουμε τθ ςχζςθ ωσ προσ x 

2

2

2
c

xx 





                                                                                                                                   (4)     

 Όπου υx είναι θ ςυνιςτϊςα τθσ μετατόπιςθσ υ λόγω τθσ παραμόρφωςθσ του ςτοιχείου ςτθ 

διεφκυνςθ του άξονα x. 

Χρθςιμοποιϊντασ τθ ςχζςθ (1) και ολοκλθρϊνοντασ ωσ προσ y, μποροφμε να υπολογίςουμε τθ ςχζςθ 

που κα μασ δϊςει τθ ςυνιςτϊςα υy δθλαδι τθ ςυνιςτϊςα τθσ μετατόπιςθσ υ λόγω τθσ 

παραμόρφωςθσ του ςτοιχείου ςτθ διεφκυνςθ του άξονα y. 

3

2

2
c

yv

y

v

y

y 
















                                                                                                       (5) 
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Ζτςι μποροφμε να υπολογίςουμε τθ ςυνολικι μετατόπιςθ υ ακροίηοντασ τισ δφο ςυνιςτϊςεσ τθσ που 

βρικαμε ςτισ ςχζςεισ (4) και (5). 

 

Εφαρμόηοντασ τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ υπολογίηουμε τθ ςτακερά ολοκλιρωςθσ C 

→ Για x = a και y = b δθλαδι για τον πάνω δεξιά κόμβο του ςτοιχείου που φαίνεται ςτο ςχιμα, θ 

μετατόπιςθ υ = 0. Αντικακιςτϊντασ  ςτθν παραπάνω ςχζςθ, προκφπτει: 

 







22

22 bva
C     

Και τελικά θ ςχζςθ που μασ δίνει τθ μετατόπιςθ υ  είναι: 




























2
1

2
1

2

2

22

2

2 bv

b

ya

a

x
                                                                                               (6) 

Οι ςχζςεισ (3) και (6), μποροφν να γραφτοφν ςυμβολικά ωσ εξισ: 

yxu  1                                                                                                                                               (3’) 

32

2

22

2

11  


















b

y

a

x
                                                                                                         (6’) 

Εφαρμόηοντασ τθν αντίςτοιχθ διαδικαςία για κάμψθ ωσ προσ τον άλλο άξονα του ςτοιχείου 

προκφπτουν οι αντίςτοιχεσ ςχζςεισ για τισ μετατοπίςεισ: 




















2

2
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2

4 11
a

x

b

y
u                                                                                                          (3’’) 

 
yx  6

                                                                                                                                     (6’’) 

Οι κλαςικζσ ςχζςεισ που δίνουν τισ μετατοπίςεισ ενόσ ςθμείου με ςυντεταγμζνεσ (x,y) του απλοφ 

τετραπλευρικοφ-τετρακομβικοφ ςτοιχείου είναι: 

44332211 uNuNuNuNu       ,          ui   i=1,4  οι επικόμβιεσ μετατοπίςεισ 

44332211   NNNN      ,         υi   i=1,4  οι επικόμβιεσ μετατοπίςεισ 

Πλζον ςτισ ςχζςεισ αυτζσ μποροφν να ενταχκοφν και οι μορφζσ παραμόρφωςθσ που υπολογίςτθκαν 

παραπάνω και να προκφψουν πλζον οι ςχζςεισ: 

C
yvx

c
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c
xyx 
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 665544332211 uNuNuNuNuNuNu       

665544332211   NNNNNN   

Όπου ui και υi i=5,6 δεν είναι επικόμβιεσ μετατοπίςεισ αλλά είναι οι μορφζσ παραμόρφωςθσ. Οι 

ςυναρτιςεισ ςχιματοσ Ni i=1,6  δίδονται παρακάτω αναλυτικά : 




















b

y

a

x
N 11

4

1
1              



















b

y

a

x
N 11

4

1
4  




















b

y

a

x
N 11

4

1
2     

2

5 1 









a

x
N  












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


b

y

a

x
N 11

4

1
3     
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6 1 




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


a

y
N  

Με τισ ακόλουκεσ αντικαταςτάςεισ, μποροφμε να βροφμε τισ ςυναρτιςεισ ςχιματοσ ωσ προσ το 

φυςικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων και ζτςι κα μπορζςουμε να βροφμε τα ιςοπαραμετρικά βελτιωμζνα 

τετραπλευρικά - τετρακομβικά ςτοιχεία. 

b

y

a

x
  ,  

     11
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1
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6 1 N  
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΢το Παραπάνω ςχιμα απεικονίηεται θ ςυνάρτθςθ ςχιματοσ Ν5 θ οποία λαμβάνει τθν τιμι 1 ςτα 

μζςα των πλευρϊν (1-2) και (3-4) του ςτοιχείου. 

 

Πλζον μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε μθτρωικι γραφι για τα παρακάτω. 

}{][}{][}{ jeni dNdNu         ,    i = 1, 4    j = 5,6 

  
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Πλζον το μθτρϊο παραμόρφωςθσ αποτελείται από δφο τμιματα: 

}{][}{][}{}{][}{ jjii ddd    
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Σο μθτρϊο δυςκαμψίασ του ςτοιχείου παράγεται κατά τα γνωςτά: 

 
 
 

      dVCk ji
V
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j

T

i 















   

Και θ εξίςωςθ ιςορροπίασ του ςτοιχείου είναι: 

   
   

 
 

 
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
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
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Σα παραπάνω υπομθτρϊα τα οποία εμφανίηονται ςτθν εξίςωςθ ιςορροπίασ, διατυπϊνονται 

παρακάτω. 

       dVCk i

V

T

iii           dVCk j

V

T

iij  

       dVCk i

V

T

jji           dVCk j

V

T

jjj    

 

Θ διαδικαςία, ολοκλθρϊνεται, με ςτατικι ςυμπφκνωςθ των βακμϊν ελευκερίασ που αντιςτοιχοφν 

ςτισ μορφζσ παραμόρφωςθσ. Ζτςι το τελικό μθτρϊο που προκφπτει είναι όπωσ και ςτθν περίπτωςθ 

των ςυμβατικϊν τετρακομβικϊν ςτοιχείων διαςτάςεων 8x8. 

     iien Pu        Όπου:           jijjijiien 
1

  

Αξίηει να ςθμειωκεί πωσ για τον υπολογιςμό των τάςεων, πρζπει να γίνει υπολογιςμόσ των μορφϊν 

παραμόρφωςθσ, με τθν επίλυςθ τθσ παρακάτω εξίςωςθσ: 

                 ijijjjjjjiji uuuu 
1

0  

Άρα το διάνυςμα των τάςεων ,ς- κα υπολογιςτεί από τθν ςχζςθ: 

       dC   

Για να αποδείξουμε τθν καλφτερθ ςυμπεριφορά των βελτιωμζνων ςτοιχείων, κα λφςουμε ζνα απλό 

ςτατικό πρόβλθμα κάμψθσ. Σο πρόβλθμα αυτό αφορά ζναν πρόβολο του οποίου το μοντζλο 

εμφανίηεται παρακάτω. Σα αποτελζςματα τθσ ανάλυςθσ με τθ χριςθ ςυμβατικϊν αλλά και 
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βελτιωμζνων τετραπλευρικϊν-τετρακομβικϊν ςτοιχείων, κα ςυγκρικοφν με τα αντίςτοιχα 

αποτελζςματα που προκφπτουν κάνοντασ χριςθ του προγράμματοσ Nastran.  

 

Ο παραπάνω πρόβολοσ, ζχει πάχοσ t = 0.2 m. Αποτελείται από ομογενζσ υλικό το οποίο ζχει μζτρο 

ελαςτικότθτασ Ε = 21 GPa και λόγο του Poisson v = 0.20. Ο φορζασ αυτόσ κα χωριςτεί ςε 48 

τετραπλευρικά τετρακομβικά ςτοιχεία τόςο ςυμβατικά όςο και βελτιωμζνα. Σο δίκτυο των 

πεπεραςμζνων ςτοιχείων κακϊσ και ο παραμορφωμζνοσ φορζασ, φαίνονται παρακάτω. 

 

 

 

 

Σζλοσ, κα δείξουμε γραφιματα ςτα οποία φαίνεται ςφγκριςθ των τιμϊν τθσ μετατόπιςθσ ςε 

μερικοφσ από τουσ κόμβουσ κοντά ςτο ςθμείο εφαρμογισ του φορτίου. 
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Παρατθροφμε λοιπόν ότι τα βελτιωμζνα ςτοιχεία ουςιαςτικά επιτυγχάνουν τισ ίδιεσ τιμζσ με τθν 

ανάλυςθ του προγράμματοσ Nastran. Πρζπει να ςθμειωκεί πωσ το παραπάνω πρόγραμμα, 

χρθςιμοποιεί τετραπλευρικά-τετρακομβικά ςτοιχεία με εγκάρςιουσ ςτροφικοφσ βακμοφσ 

ελευκερίασ. Ανάλογα αποτελζςματα προκφπτουν και για τισ τάςεισ όπου θ ςφγκριςθ φαίνεται ςτα 

παρακάτω ςχιματα. 
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Π.3  Αριθμητική Ολοκλήρωςη 

Γενικά, ο αναλυτικόσ υπολογιςμόσ του μθτρϊου ςτιβαρότθτασ ενόσ ιςοπαραμετρικοφ ςτοιχείου 

είναι δυςχερισ και πρακτικά αδφνατοσ για ςτοιχεία ανϊτερου βακμοφ. Ζτςι θ αρικμθτικι 

ολοκλιρωςθ είναι μονόδρομοσ για να υπολογιςτεί το μθτρϊο ςτιβαρότθτασ ενόσ ιςοπαραμετρικοφ 

πεπεραςμζνου ςτοιχείου.  

Σα προσ ολοκλιρωςθ μθτρϊα είναι τθσ μορφισ *F(ξ)+ ςε μία,*F(ξ,θ)+ ςε δφο και *F(ξ,θ,η)+ ςε τρείσ 

διαςτάςεισ. Σα αντίςτοιχα μθτρϊα ςτιβαρότθτασ δίνονται  από τα ολοκλθρϊματα που ςθμειϊνονται 

και παραπάνω για κάκε ςτοιχείο: 

          dddFddFdF ),,(,),(,)(  

Οι αντίςτοιχοι τφποι για τθν αρικμθτικι ολοκλιρωςθ είναι οι ακόλουκοι: 

     n

i

i eFdF   )()(   

     n

ji

jij eFddF  
,

),(),(    

     n

kji

kjijk eFdddF  
,,

),,(),,(    
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Όπου τα ακροίςματα ςτουσ παραπάνω τφπουσ, περιλαμβάνουν όλα τα ςθμεία του ςτοιχείου που 

κακορίηονται από τουσ δείκτεσ i, j, k, οι ςυντελεςτζσ αi , αij , αijk είναι οι ςυντελεςτζσ βάρουσ και τα 

μθτρϊα *F(ξi)], [F(ξi , θj)], [F(ξi , θj , ηk)+ είναι τα μθτρϊα  *F(ξ)+,  *F(ξ , θ)+, *F(ξ , θ , η)+ τα οποία είναι 

υπολογιςμζνα ςτισ κζςεισ των ςθμείων ολοκλιρωςθσ I, j, k του ςτοιχείου.   

Σα μθτρϊα *en+, είναι τα μθτρϊα τα οποία εκφράηουν το ςφάλμα τθσ αρικμθτικισ ολοκλιρωςθσ και 

ςτθν πράξθ δεν υπολογίηονται. Ζτςι τα ολοκλθρϊματα για τον υπολογιςμό των μθτρϊων 

ςτιβαρότθτασ, προςεγγίηονται από τα αντίςτοιχα ακροίςματα: 

     
i

i FdF )()(   

     
ji

jij FddF
,

),(),(    

     
kji

kjijk FdddF
,,

),,(),,(    

Ανάλογα με τον τφπο και τθν τάξθ του ςτοιχείου, επιλζγεται  το πλικοσ των ςθμείων ολοκλιρωςθσ, 

ζτςι ϊςτε να επιτυγχάνεται θ επικυμθτι ακρίβεια. 

 

Ολοκλήρωςη Gauss 

΢τθν περίπτωςθ του αρικμθτικοφ υπολογιςμοφ του μθτρϊου ςτιβαρότθτασ ενόσ ιςοπαραμετρικοφ 

ςτοιχείου, ζχουμε τθ δυνατότθτα να υπολογίςουμε τθν τιμζσ των μθτρϊων *F+  ςε οποιοδιποτε 

ςθμείο εντόσ του ςτοιχείου. Ζτςι τα ςθμεία αυτά δε βρίςκονται κατ’ ανάγκθ ςε ιςαπζχουςεσ κζςεισ. 

Σελικά μποροφμε να επιλζξουμε τθ κζςθ των ςθμείων αυτϊν κακϊσ και το πλικοσ τουσ, ζτςι ϊςτε ο 

υπολογιςμόσ του μθτρϊου ςτιβαρότθτασ να γίνεται με όςο το δυνατό μεγαλφτερθ ακρίβεια. Θ 

ολοκλιρωςθ Gauss, είναι μία μζκοδοσ αρικμθτικισ ολοκλιρωςθσ ςτθν οποία τόςο οι κζςεισ των 

ςθμείων κακϊσ και οι τιμζσ των ςυντελεςτϊν βάρουσ, ζχουν βελτιςτοποιθκεί ϊςτε να ζχουμε τθν 

καλφτερθ ακρίβεια με το μικρότερο δυνατόν υπολογιςτικό κόςτοσ. 

 

Ολοκλήρωςη ςε δφο διαςτάςεισ 

Για να μπορζςουμε να ολοκλθρϊςουμε μια ςυνάρτθςθ δφο μεταβλθτϊν, επαναλαμβάνουμε τθ 

διαδικαςία τθσ αρικμθτικισ ολοκλιρωςθσ διαδοχικά ςε κάκε κατεφκυνςθ. Για να επιτφχουμε τον 

υπολογιςμό του ακόλουκου ολοκλθρϊματοσ ολοκλθρϊνουμε διαδοχικά ωσ προσ κάκε μεταβλθτι: 
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Όπου 
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΢υγκεκριμζνα, για τον υπολογιςμό του μθτρϊου ςτιβαρότθτασ ενόσ τετραπλευρικοφ, 

ιςοπαραμετρικοφ ςτοιχείου, θ κζςθ των ςθμείων ολοκλιρωςθσ κακϊσ και οι αντίςτοιχοι 

ςυντελεςτζσ βάρουσ, ςυγκεντρϊνονται ςτον παρακάτω πίνακα: 

 

 

Σάξθ 
Ολοκλιρωςθσ(n) 

Αρικμόσ ΢θμείων ΢υντεταγμζνεσ 
΢θμείων (ξi,θj) 

΢υντελεςτζσ 
Βάρουσ αi , αj 

1 1 0.0 2.0 

2 4 ±0.57735 1.0 

3 9 
±0.77459 

0.0 

0.55555 

0.88888 

4 16 
±0.86113 

±0.33998 

0.34785 

0.65214 

 

 

Ολοκλήρωςη ςε τρεισ διαςτάςεισ 

Με τθν ίδια λογικι επιτυγχάνεται και ο υπολογιςμόσ του ολοκλθρϊματοσ που δίνει το μθτρϊο 

ςτιβαρότθτασ ςτισ τρεισ διαςτάςεισ. Σϊρα το ολοκλιρωμα υπολογίηεται ωσ εξισ: 


  


n

j

n

i

kjikj

n

k

i fI
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),,(   

Για τον υπολογιςμό του μθτρϊου ςτιβαρότθτασ ενόσ εξαεδρικοφ, ιςοπαραμετρικοφ ςτοιχείου, θ 

κζςθ των ςθμείων ολοκλιρωςθσ κακϊσ και οι αντίςτοιχοι ςυντελεςτζσ βάρουσ, ςυγκεντρϊνονται 

ςτον παρακάτω πίνακα: 
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Σάξθ 
Ολοκλιρωςθσ(n) 

Αρικμόσ ΢θμείων ΢υντεταγμζνεσ 
΢θμείων (ξi,θj,ηk) 

΢υντελεςτζσ 
Βάρουσ αi , αj, αk 

1 1 0.0 2.0 

2 8 ±0.57735 1.0 

3 27 
±0.77459 

0.0 

0.55555 

0.88888 

4 64 
±0.86113 

±0.33998 

0.34785 

0.65214 
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