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Ε υ χ α ρ ι σ τ ί ε ς  

 
 
 
Οι ευχαριστίες που παρατίθενται στην σελίδα αυτή, µπορούν να θεωρηθούν ως µία 
ελάχιστη µόνον αναγνώριση, προς τα πρόσωπα που µε στήριξαν επιστηµονικά, 
ηθικά και οικονοµικά κατά την διάρκεια εκπόνησης της διατριβής. ∆ίχως την 
στήριξη αυτή, είναι βέβαιο ότι η εκπλήρωση των στόχων της διατριβής και η 
επιτυχής ολοκλήρωση της θα ήταν αδύνατη. 

Θα ήθελα να εκφράσω τις ειλικρινείς µου ευχαριστίες προς τον επίκουρο καθηγητή 
και επιβλέποντα την παρούσα διατριβή, Χαράλαµπο Γαντέ, για την επιστηµονική 
και ηθική του καθοδήγηση. Η ευρεία γνώση του επί των µεταλλικών κατασκευών, ο 
επαγγελµατισµός του και η πολυδιάστατη ερευνητική του δραστηριότητα 
διαµόρφωσαν το γόνιµο έδαφος για την επίτευξη των επιδιωκόµενων στόχων της 
διατριβής, την υπέρβαση όσων δυσχερειών ανέκυψαν, και αποτελούν πρότυπο για 
την µελλοντική µου πορεία ως επιστήµονα. 

Για την οικονοµική ενίσχυση της διατριβής από το πρόγραµµα βασικής έρευνας 
«Ηράκλειτος», το οποίο χρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση και από 
εθνικούς πόρους, εκφράζω την ευγνωµοσύνη µου. Ευχαριστίες οφείλονται σε όλους 
όσους, από οποιαδήποτε θέση, συνέβαλλαν σε αυτήν. 

Στα µέλη της τριµελούς συµβουλευτικής επιτροπής, καθηγητές Γεωργιο Ιωαννίδη 
και Χαράλαµπο Μπανιωτόπουλο, εκφράζονται επίσης ιδιαίτερες ευχαριστίες για τον 
χρόνο που αφιέρωσαν στην παρακολούθηση της πορείας της διατριβής και την 
καθοδήγηση που µου προσέφεραν.  

Επίσης στα µέλη του Εργαστηρίου Μεταλλικών Κατασκευών του ΕΜΠ και στους 
φίλους υποψήφιους διδάκτορες οφείλονται ευχαριστίες για το κλίµα συνεργασίας, 
αλληλοβοήθειας και αµοιβαίας ενθάρρυνσης, το οποίο µαζί διαµορφώσαµε και στο 
οποίο είχα το προνόµιο να εργαστώ όλα αυτά τα χρόνια.  

Θα ήταν µέγιστη παράλειψη αν δεν εξέφραζα τις θερµές µου ευχαριστίες προς την 
οικογένεια µου για την πολύπλευρη στήριξη που µου προσέφερε, την υποµονή και 
την συµπαράσταση στις δύσκολες στιγµές. Σας ευχαριστώ.  
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Π ε ρ ί λ η ψ η  

 
Tα τελευταία χρόνια αναδεικνύεται συνεχώς περισσότερο η δυνατότητα αξιοποίησης της 
στροφικής απόκρισης των κόµβων δοκού-υποστυλώµατος στην ανάλυση και τον σχεδιασµό 
των µεταλλικών κατασκευών. Τα οφέλη που προκύπτουν από την εκµετάλλευση της 
δυνατότητας αυτής αφορούν αφενός την οικονοµία των υλικών και την ταχύτητα ανέγερσης 
και αφετέρου την αξιοποίηση της µετελαστικής απόκρισης των κόµβων για την βελτίωση της 
αξιοπιστίας και αποτελεσµατικότητας της κατασκευής σε περιπτώσεις σχεδιασµού µε 
αυξηµένες απαιτήσεις πλαστιµότητας.  

Στην παρούσα διατριβή επιχειρείται η ανάπτυξη αξιόπιστων µεθόδων εκτίµησης της µη 
γραµµικής στροφικής συµπεριφοράς κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, µε απώτερο στόχο την 
διάδοση της συµµετοχής τους στην ανάλυση των κατασκευών, ως ουσιαστικών παραµέτρων 
σχεδιασµού. Το ενδιαφέρον επικεντρώνεται στις κοχλιωτές συνδέσεις, οι οποίες συµβάλλουν 
στην ευκολία ανέγερσης και επιπλέον είναι σε θέση να εξασφαλίσουν υψηλή διαθέσιµη 
πλαστιµότητα. Η περιοχή της εφελκυόµενης ζώνης των συνδέσεων αυτών θεωρείται κρίσιµη 
παράµετρος της συνολικής συµπεριφοράς του κόµβου και για την περιγραφή της απόκρισης 
της αναπτύσσεται ένα επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ. Με το προσοµοίωµα αυτό 
αντιµετωπίζονται σύνθετα χαρακτηριστικά της απόκρισης της σύνδεσης βραχέος ταυ, όπως 
είναι µεταξύ άλλων τα φαινόµενα επαφής, η µη γραµµικότητα υλικού και η τρισδιάστατη 
εντατική κατάσταση. Το προσοµοίωµα αυτό ενσωµατώνεται έπειτα ως συστατικό µέρος 
µηχανικών προσοµοιωµάτων κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος χρησιµοποιώντας 
διάφορες εναλλακτικές διασυνδέσεις ελατηρίων. Με τα συγκεκριµένα µηχανικά 
προσοµοιώµατα, υπολογίζεται η πλήρης καµπύλη ροπής-στροφής των κόµβων. Η 
αποτελεσµατικότητα τους αξιολογείται µε µεγάλο αριθµό πειραµατικών δοκιµών και 
σύνθετων προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων από την  βιβλιογραφία.  

Οι µέθοδοι υπολογισµού της µη γραµµικής απόκρισης των κόµβων συνολικά και της 
σύνδεσης βραχέος ταυ µεµονωµένα, που αναπτύχθηκαν στην παρούσα διατριβή, 
αποδεικνύεται ότι οδηγούν σε βελτιωµένη και περισσότερο αξιόπιστη εκτίµηση της 
πραγµατικής συµπεριφοράς, σε σύγκριση µε εναλλακτικές µεθοδολογίες υπολογισµού. 
Θεωρείται κατά συνέπεια, ότι η αξιοποίηση των κόµβων δοκού-υποστυλώµατος ως 
ουσιαστικών παραµέτρων του σχεδιασµού µεταλλικών κατασκευών καθίσταται περισσότερο 
προσιτή. 
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A b s t r a c t  

 
 
In recent years the possibility to take into account the rotational behavior of beam-to-column 
joints in the analysis and design of steel structures becomes more and more prominent. The 
resultant benefits extend to both material savings and erection speed and also to the utilization 
of the post-elastic joint response, in order to enhance the reliability and the effectiveness of 
the structures in cases of design with increased ductility requirements. 

In the present dissertation, the development of reliable methods for the prediction of the 
nonlinear rotational joint response is undertaken, towards the long term goal for expanded 
consideration of joints as effective design parameters. The focus of the research is devoted to 
bolted connections, which promote erection ease and have the capacity to ensure increased 
ductility. The tension zone of these connections is considered as a crucial parameter for the 
complete joint behavior and thus, for the prediction of its response an incremental T-stub 
model is developed. Employing this model, complex response characteristics of the T-stub 
connection are taken into consideration, such as the contact phenomena, the material 
nonlinearity and the three dimensional stress state. This model is afterwards implemented as a 
component of mechanical models, representing bolted beam-to-column joints, featuring 
various alternative typologies for the spring assemblage. The full moment-rotation curve is 
calculated by means of these mechanical models. Their effectiveness is validated through a 
reasonably high number of experimental tests and advanced finite element models found in 
the literature. 

The methods for the calculation of the nonlinear response of complete joints and single T-stub 
connections, developed in the present dissertation, appear to lead to improved and more 
reliable prediction of the real behaviour, compared to alternative existing methodologies. It is 
considered thereafter, that the utilization of beam-to-column joints as effective parameters for 
the design of steel structures, is further promoted as an applicable option. 

 

 

 



 

 

 



 

Χ ρ ή σ ι µ ε ς  δ ι ε υ κ ρ ι ν ή σ ε ι ς  

 

 

Βιβλιογραφία 
Στην διατριβή αναφέρονται συνολικά 143 βιβλιογραφικές πηγές. Στο κείµενο, οι 
βιβλιογραφικές αναφορές ενσωµατώνονται µε τα ονόµατα των συγγραφέων 
ακολουθούµενα από το έτος δηµοσίευσης. Στην περίπτωση δηµοσιεύσεων µε 
περισσότερους από δύο συγγραφείς, η αναφορά πραγµατοποιείται µε το όνοµα του 
πρώτου µόνο συγγραφέα και την συντοµογραφία “et al.”. Στο τέλος της διατριβής, 
παρατίθενται ο συνολικός κατάλογος των βιβλιογραφικών πηγών. Η κατάταξη 
πραγµατοποιείται αλφαβητικά, µε βασικό κριτήριο το όνοµα του πρώτου συγγραφέα 
και δευτερεύον το έτος έκδοσης.  

Ορολογία 
Στο κείµενο περιλαµβάνεται ένας µεγάλος αριθµός ειδικών όρων στον τοµέα των 
µεταλλικών κόµβων. Σε όλες τις περιπτώσεις, χρησιµοποιούνται ελληνικοί όροι, ενώ 
όπου υπάρχει πιθανότητα παρερµηνείας, περιλαµβάνεται συνοδευτικά και ο 
αντίστοιχος αγγλικός όρος. Θα πρέπει να αναφερθεί ότι στην παρούσα διατριβή 
αποδίδεται διαφορετική ερµηνεία στους όρους “κόµβος” και “σύνδεση”. Ως κόµβος 
εννοείται η συµβολή δύο ή περισσότερων µελών σε µια κατασκευή. Αντίθετα, ως 
σύνδεση θεωρείται η περιοχή σε έναν κόµβο, όπου υλοποιείται, µε διάφορα µέσα, η 
συναρµογή δύο µελών, και περιλαµβάνονται σε αυτήν, τόσο τα τµήµατα των µελών 
που εµπλέκονται στην συναρµογή, όσο και τα µέσα για την πραγµατοποίηση της. 

Το τελικό ν  
Στο παρόν κείµενο δεν εφαρµόζεται ο επίσηµος κανόνας σχετικά µε την απώλεια του 
τελικού ν. Ο κανόνας αυτός επιβάλλει ορισµένες λέξεις να χάνουν το τελικό τους ν 
όταν η λέξη που ακολουθεί αρχίζει µε εξακολουθητικό σύµφωνο. Οι λέξεις αυτές 
είναι τα άρθρα τον, την, οι αντωνυµίες αυτήν, την, το αριθµητικό έναν και τα άκλιτα 
δεν, µην. Το επιχείρηµα, στο οποίο βασίζεται ο κανόνας, είναι η σύµπτωση του 
γραπτού λόγου µε τον ρέοντα προφορικό όπου το τελικό ν, στις συγκεκριµένες 
περιπτώσεις, πράγµατι δεν προφέρεται. Όµως, η εφαρµογή αυτού του κανόνα οδηγεί 
ορισµένες φορές σε διφορούµενη ερµηνεία του γραπτού λόγου, στον οποίο δεν 
υπάρχει η υποβοήθηση της τονικότητας που χαρακτηρίζει τον προφορικό λόγο. 
Επιπλέον, το επιχείρηµα της εξοµοίωσης του γραπτού λόγου µε τον ρέοντα 
προφορικό, κατά την άποψη του γράφοντα, είναι άστοχο καθώς γενικεύοντας θα 
έπρεπε οι δίφθογγοι ει, οι να καταργηθούν χάριν του ι, η θάλασσα να γράφεται 



 

θάλασα κ.ο.κ. Άλλωστε, σε αντίθεση µε τον ρέοντα, το τελικό ν προφέρεται πάντα 
στον αργό προφορικό λόγο, όταν δηλαδή οι λέξεις προφέρονται µία-µία και 
τονισµένες. Επίσης, δεν θα πρέπει να υποτιµάται το γεγονός, ότι η εφαρµογή του 
συγκεκριµένου κανόνα αποτελεί µια κοινή πηγή λαθών, όπως µπορεί να διαπιστώσει 
κανείς σε ποικίλα καθηµερινά παραδείγµατα γραπτού λόγου. Μία πιο 
εµπεριστατωµένη διερεύνηση του συγκεκριµένου προβλήµατος µπορεί να ανευρεθεί 
στην µελέτη του καθηγητή γλωσσολογίας και πρώην προέδρου της Ακαδηµίας 
Αθηνών Αγαπητού Τσοπανάκη, «Προβλήµατα της δηµοτικής: Το τελικό ν» 
(Θεσσαλονίκη, 1987). Επίσης, µία πρόταση για τροποποίηση του κανόνα έχει 
δηµοσιευθεί στην εφηµερίδα «Το Βήµα» (φύλλο 12510, 6-12-1998, διαθέσιµο και 
µέσω διαδικτύου) από τον καθηγητή γλωσσολογίας Γεώργιο Μπαµπινιώτη.
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1.1  Γενικά 

Το αντικείµενο που πραγµατεύεται η παρούσα διατριβή είναι η διερεύνηση της 
συµπεριφοράς κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, οι οποίοι χρησιµοποιούνται σε 
µεταλλικά πλαίσια. Οι κόµβοι αποτελούν ένα κρίσιµο τµήµα µιας κατασκευής, 
καθώς από αυτούς εξαρτάται η µεταβίβαση εντατικών µεγεθών µεταξύ των 
διαφόρων µελών, για την µεταφορά των εξωτερικών φορτίων, από τα σηµεία 
επιβολής τους, προς το έδαφος. Μέσω των κόµβων δοκού-υποστυλώµατος 
µεταβιβάζονται γενικά, καµπτικές ροπές, διατµητικές δυνάµεις, αξονικές δυνάµεις 
και στρεπτικές ροπές από τις δοκούς που συντρέχουν σε αυτούς, προς το 
υποστύλωµα. Στις περισσότερες περιπτώσεις, η καταπόνηση των κόµβων δοκού-
υποστυλώµατος από τις καµπτικές ροπές είναι κυρίαρχη, και συνιστά τον 
καθοριστικό παράγοντα της απόκρισής τους.  

Η συµπεριφορά των κόµβων σε µία κατασκευή καθορίζεται από την αλληλεπίδραση 
ενός αριθµού διακριτών σωµάτων, τα οποία στο σύνολο τους διαµορφώνουν την 
γεωµετρία του κόµβου. Η αλληλεπίδραση αυτή προκαλεί την εµφάνιση φαινοµένων 
όπως επαφή, αποκόλληση ή ολίσθηση µεταξύ των σωµάτων, και µεταβάλλεται µε 
την εξέλιξη της φόρτισης, αποτελώντας την αιτία για µια από τις πιο σύνθετες, µη 
γραµµικές πτυχές της απόκρισης τους. Η µη γραµµικότητα χαρακτηρίζει εγγενώς την 
συµπεριφορά των κόµβων, καθώς πέραν των φαινοµένων από την αλληλεπίδραση 
διακριτών σωµάτων, υπεισέρχεται η µη γραµµικότητα υλικού, εξ’ αιτίας της µεγάλης 
πλαστιµότητας και µετελαστικής αντοχής του χάλυβα, και ενδεχοµένως η µη 
γραµµικότητα γεωµετρίας, ως αποτέλεσµα σηµαντικών µετακινήσεων και στροφών 
που µπορούν να αναπτυχθούν. Οι µη γραµµικότητες, σε συνδυασµό µε την 
πολύπλοκη γεωµετρική διαµόρφωση, καθιστούν την προσπάθεια εκτίµησης της 
απόκρισης δυσχερή. Κατά κανόνα, εισάγονται δραστικές απλοποιητικές παραδοχές 
προκειµένου να προσεγγισθούν µε αναλυτικά µέσα ορισµένα χαρακτηριστικά 
µεγέθη της απόκρισης. Για ερευνητικούς σκοπούς, η µόνη εναλλακτική επιλογή, για 
τον ακριβή προσδιορισµό της συµπεριφοράς των κόµβων, είναι η εκτέλεση 
πειραµατικών δοκιµών ή η προσοµοίωση µε σύνθετα τρισδιάστατα προσοµοιώµατα 
πεπερασµένων στοιχείων.  

Η αντοχή και η αρχική δυσκαµψία είναι τα δύο µεγέθη της απόκρισης που στο 
παρελθόν συγκέντρωσαν το ενδιαφέρον για την ανάπτυξη αναλυτικών µεθόδων 
εκτίµησης. Ωστόσο, τα τελευταία χρόνια εµφανίζεται µία ενίσχυση των 
προσπαθειών για τον προσδιορισµό της µη γραµµικής απόκρισης των κόµβων. Στην 
περίπτωση των κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, µε κυρίαρχη καµπτική καταπόνηση, 
η περιγραφή της µη γραµµικής απόκρισης µπορεί να επιτευχθεί µακροσκοπικά από 
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µία καµπύλη ροπής-στροφής, µέσω της οποίας συσχετίζεται η καµπτική ροπή που 
ασκείται στον κόµβο από την δοκό, µε την στροφή που αναπτύσσεται µεταξύ των 
συνδεόµενων µελών. Ο δυνατότητα υπολογισµού της καµπύλης ροπής-στροφής των 
κόµβων, µε αναλυτικές µεθόδους, αποτελεί απαραίτητη προϋπόθεση για την 
συµµετοχή των κόµβων στον σχεδιασµό και την ανάλυση των κατασκευών µε τρόπο 
ανάλογο µε τα µέλη. Σύµφωνα µε την συνήθη πρακτική σχεδιασµού, που 
εφαρµόζεται ως επί των πλείστων ακόµα και σήµερα, οι κόµβοι θεωρούνται και 
διαστασιολογούνται είτε ως άκαµπτοι, εξασφαλίζοντας µηδενική σχετική στροφή 
µεταξύ των συνδεόµενων µελών ή ως αρθρωτοί, παρέχοντας συνθήκες απλής 
στήριξης, χωρίς µεταφορά ροπής. Με την συµµετοχή ωστόσο των κόµβων στον 
σχεδιασµό, αξιοποιώντας την καµπύλη ροπής-στροφής τους, παρέχεται αφενός το 
πλεονέκτηµα ακριβέστερης προσοµοίωσης της πραγµατικής συµπεριφοράς, και 
αφετέρου η δυνατότητα βελτιστοποίησης της κατασκευής, µε κριτήριο την µείωση 
του κόστους των υλικών και του χρόνου ανέγερσης. Επιπλέον, είναι δυνατόν να 
επαυξηθεί η πλαστιµότητα της κατασκευής, επιτρέποντας τον σχηµατισµό 
πλαστικών αρθρώσεων στο εσωτερικό των κόµβων, ταυτόχρονα µε τις δοκούς. Η 
παράµετρος της στροφικής ικανότητας των κόµβων θεωρείται κρίσιµη στην 
συγκεκριµένη περίπτωση, καθώς από αυτήν εξαρτάται η έκταση της ανακατανοµής 
εντατικών µεγεθών, µετά την έλευση της πλαστικοποίησης. 

Η ανάπτυξη αξιόπιστων µεθόδων προσδιορισµού της καµπύλης ροπής-στροφής των 
κόµβων δοκού-υποστυλώµατος αποτελεί έναν βασικό στόχο της διατριβής. Ιδιαίτερη 
έµφαση αποδίδεται στην ακριβή εκτίµηση της στροφικής ικανότητας, η οποία, όπως 
προαναφέρθηκε συνιστά µία κρίσιµη παράµετρο της αποτελεσµατικότητας ενός 
κόµβου σε περιπτώσεις σχεδιασµού µε απαιτήσεις υψηλής πλαστιµότητας. Το 
ενδιαφέρον εστιάζεται στους κοχλιωτούς κόµβους δοκού-υποστυλώµατος, οι οποίοι 
γενικά χαρακτηρίζονται από πλάστιµη µετελαστική συµπεριφορά, εξασφαλίζοντας 
υψηλή διαθέσιµη στροφική ικανότητα. Επιπλέον, δεν απαιτούν την εκτέλεση 
συγκολλήσεων στο εργοτάξιο, συµβάλλοντας έτσι στην ευκολία και στην ταχύτητα 
ανέγερσης, καθώς και στην αξιοπιστία της κατασκευής. ∆ύο διαµορφώσεις 
κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, που εξετάζονται µε µεγαλύτερη 
λεπτοµέρεια στην διατριβή, είναι οι κόµβοι µε µετωπική πλάκα και οι κόµβοι µε 
γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος, µε ή χωρίς διπλό γωνιακό κορµού. Στο σχήµα 1-1 
παρουσιάζονται οι δύο αυτές διαµορφώσεις κοχλιωτών κόµβων. Οι συγκεκριµένοι 
κόµβοι τυγχάνουν ευρείας εφαρµογής σε κατασκευές πλαισίων. Οι κόµβοι µε 
µετωπική πλάκα ειδικότερα είναι ιδιαίτερα απλοί στην κατασκευή, και είναι σε θέση 
να εξασφαλίσουν υψηλή αρχική δυσκαµψία, αντοχή και στροφική ικανότητα. Και οι 
κόµβοι µε γωνιακά διαθέτουν σε σηµαντικό βαθµό τα ίδια χαρακτηριστικά.  

Στους κοχλιωτούς κόµβους δοκού-υποστυλώµατος, όπως είναι οι κόµβοι µε 
µετωπική πλάκα και οι κόµβοι µε γωνιακά, η πλέον καθοριστική και κρίσιµη για την 
µετελαστική συµπεριφορά περιοχή, είναι η εφελκυόµενη ζώνη, όπου 
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πραγµατοποιείται η µεταβίβαση δυνάµεων, από το εφελκυόµενο πέλµα της δοκού 
προς το υποστύλωµα. Η ζώνη αυτή διαθέτει, υπό ορισµένες προϋποθέσεις, 
σηµαντική µετελαστική αντοχή και εύρος πλαστικού κλάδου, συνιστώντας την κύρια 
πηγή πλαστικής στροφής ολόκληρου του κόµβου. Για αυτόν τον λόγο, θεωρείται ότι 
η διερεύνηση της συµπεριφοράς της εφελκυόµενης ζώνης, και η ανάπτυξη 
αποτελεσµατικών µεθόδων προσοµοίωσής της, εναρµονίζεται µε τον στόχο 
αξιόπιστης εκτίµησης της καµπύλης ροπής-στροφής των κόµβων που 
προαναφέρθηκε.  

 

Σχήµα 1-1. Κόµβος µε µετωπική πλάκα (α) και µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος 
και διπλό γωνιακό κορµού (β). 

Η συµπεριφορά της εφελκυόµενης ζώνης, µπορεί να προσεγγισθεί από εκείνη 
ισοδύναµων συνδέσεων βραχέος ταυ. Η συγκεκριµένη προσέγγιση υιοθετείται 
ευρέως στην βιβλιογραφία, για την εκτίµηση της απόκρισης των κοχλιωτών κόµβων, 
και έχει εφαρµοσθεί στο κανονιστικό κείµενο του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), για 
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τον σχεδιασµό κατασκευών από χάλυβα στον ευρωπαϊκό χώρο. Η σύνδεση βραχέος 
ταυ, αν και απλούστερη από την πραγµατική εφελκυόµενη ζώνη του κόµβου, 
παραµένει εντούτοις ένα σύνθετο σύστηµα αλληλεπίδρασης διακριτών σωµάτων, µε 
ανάπτυξη φαινοµένων επαφής και σύνθετη τρισδιάστατη γεωµετρία. Η εκτίµηση της 
µη γραµµικής απόκρισης της συγκεκριµένης σύνδεσης µε αναλυτικά µέσα είναι 
δυσχερής, και απαιτεί σηµαντικές απλοποιητικές παραδοχές. Στο σχήµα 1-2 
απεικονίζεται η σύνδεση βραχέος ταυ. 

 

Σχήµα 1-2. Σύνδεση βραχέος ταυ 

Ο αξιόπιστος προσδιορισµός της µη γραµµικής απόκρισης της σύνδεσης βραχέος 
ταυ, θεωρείται αποφασιστικός, για την επιτυχή εκτίµηση της καµπύλης ροπής-
στροφής των κοχλιωτών κόµβων. Για τον λόγο αυτόν, έναν σηµαντικό στόχο της 
διατριβής συνιστά και η ανάπτυξη µεθοδολογιών υπολογισµού της συνολικής 
απόκρισης της συγκεκριµένης σύνδεσης. Ένα καθοριστικό στοιχείο της απόκρισης, 
το οποίο κρίνεται ότι δεν προσοµοιώνεται αποτελεσµατικά µε τις υπάρχουσες 
µεθοδολογίες υπολογισµού, είναι τα φαινόµενα επαφής. Στην παρούσα διατριβή, η 
ακριβής προσοµοίωση των συγκεκριµένων φαινοµένων θεωρείται ουσιώδης, και 
ιδιαίτερη βαρύτητα αποδίδεται προς αυτήν την κατεύθυνση. Επίσης, θεωρείται 
κρίσιµη και επιδιώκεται η δυνατότητα ακριβούς εκτίµησης της µέγιστης 
µετακίνησης της σύνδεσης, καθώς από αυτήν εξαρτάται, σε σηµαντικό βαθµό και η 
στροφική ικανότητα των κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος. 

1.2 Περιγραφή της διατριβής 

Η παρούσα διατριβή αναπτύσσεται σε δύο µέρη. Στο πρώτο µέρος, όπου ανήκουν τα 
κεφάλαια 2, 3 και 4, διερευνάται η απόκριση της µεµονωµένης σύνδεσης βραχέος 
ταυ. Ειδικότερα, στο κεφάλαιο 2 πραγµατοποιείται µία βιβλιογραφική επισκόπηση 
των διαθέσιµων µεθοδολογιών εκτίµησης της συµπεριφοράς της σύνδεσης βραχέος 
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ταυ. Περιλαµβάνονται αναλυτικές µεθοδολογίες, καθώς και πειραµατικές πηγές και 
προσοµοιώσεις µε πεπερασµένα στοιχεία για την εν λόγω σύνδεση. Ειδική ενότητα 
αφιερώνεται στις µεθόδους προσδιορισµού της µη γραµµικής απόκρισης. Στο 
κεφάλαιο 3 παρουσιάζεται ένα επαυξητικό, αναλυτικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ, 
το οποίο αναπτύχθηκε και προτείνεται στην διατριβή. Με το προσοµοίωµα αυτό 
λαµβάνονται υπόψη σύνθετες παράµετροι της απόκρισης, όπως είναι µεταξύ άλλων 
τα φαινόµενα επαφής και η εξέλιξη τους καθ’ όλη την ιστορία της φόρτισης, η 
εµφάνιση ζωνών πλαστικοποίησης στο πέλµα και τους κοχλίες, η κάµψη των 
κοχλιών, η κατανεµηµένη δράση µεταξύ κοχλιών και πέλµατος, οι διατµητικές 
παραµορφώσεις του πέλµατος και η διαφοροποίηση της διατοµής του πέλµατος στην 
συναρµογή µε τον κορµό. Στο ίδιο κεφάλαιο πραγµατοποιείται αξιολόγηση του 
προτεινόµενου προσοµοιώµατος µε διδιάστατα προσοµοιώµατα, µε µη γραµµικά 
πεπερασµένα στοιχεία δοκού και µε στοιχεία επαφής, όπου και διαπιστώνεται 
άριστη σύγκλιση. Στο κεφάλαιο 4, εξετάζεται η τρισδιάστατη συµπεριφορά της 
σύνδεσης βραχέος ταυ. Αναπτύσσεται ένα σύνθετο τρισδιάστατο προσοµοίωµα 
πεπερασµένων στοιχείων για τον σκοπό αυτόν, και συµπληρώνεται το προτεινόµενο 
επαυξητικό προσοµοίωµα µε βελτιώσεις σχετικά µε την τρισδιάστατη εντατική 
κατάσταση του πέλµατος, και την αλληλεπίδραση κοχλία και πέλµατος στην τρίτη 
διάσταση. Το επαυξητικό προσοµοίωµα αξιολογείται έναντι µεγάλου αριθµού 
σύνθετων προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων και πειραµατικών δοκιµών, 
καθώς και έναντι εναλλακτικών µεθοδολογιών από την βιβλιογραφία, 
επιτυγχάνοντας ικανοποιητική και σηµαντικά βελτιωµένη συµπεριφορά.  

Το δεύτερο µέρος της διατριβής αφιερώνεται στην διερεύνηση της απόκρισης των 
κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, και περιλαµβάνονται σε αυτό τα 
κεφάλαια 5, 6, 7 και 8. Στο κεφάλαιο 5 πραγµατοποιείται παρουσίαση της 
βιβλιογραφικής έρευνας στον τοµέα των κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος. 
Παρατίθενται κατηγοριοποιηµένα µεθοδολογίες µε βάση εµπειρικά και αναλυτικά 
προσοµοιώµατα, µηχανικά προσοµοιώµατα και σύνθετα προσοµοιώµατα 
πεπερασµένων στοιχείων. Ιδιαίτερη έκταση αποδίδεται στην παρουσίαση 
µεθοδολογιών υπολογισµού των χαρακτηριστικών των συστατικών µερών, που 
χρησιµοποιούνται στα µηχανικά προσοµοιώµατα, συµπεριλαµβάνοντας και την µη 
γραµµική απόκριση αυτών. Στο κεφάλαιο 6, παρουσιάζεται µία καταγραφή της 
πειραµατικής βιβλιογραφίας στον τοµέα των κοχλιωτών κόµβων δοκού-
υποστυλώµατος και συγκροτείται µία βάση πειραµατικών αποτελεσµάτων για 
περαιτέρω αξιοποίηση. Στο κεφάλαιο 7 αναπτύσσονται µηχανικά προσοµοιώµατα 
για την εκτίµηση της πλήρους καµπύλης ροπής-στροφής κόµβων µε µετωπική πλάκα 
και µε γωνιακά. Για την προσοµοίωση της εφελκυόµενης ζώνης χρησιµοποιείται το 
προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ, από το πρώτο µέρος της 
διατριβής. Τα προτεινόµενα µηχανικά προσοµοιώµατα αξιολογούνται έναντι 
µεγάλου αριθµού πειραµατικών αποτελεσµάτων και σύνθετων προσοµοιωµάτων 
πεπερασµένων στοιχείων. Επίσης, συγκρίνονται µε υπάρχουσες µεθοδολογίες από 
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την βιβλιογραφία, όπου και διαπιστώνεται ότι υπερέχουν σηµαντικά. Στο κεφάλαιο 
8, συνοψίζονται τα συµπεράσµατα και τα πρωτότυπα αποτελέσµατα της διατριβής 
και προτείνονται θέµατα για µελλοντική έρευνα.  

Στο τέλος της διατριβής περιλαµβάνονται δύο παραρτήµατα. Στο παράρτηµα Α 
παρουσιάζεται ο κώδικας του προτεινόµενου επαυξητικού προσοµοιώµατος βραχέος 
ταυ, για προγραµµατισµό της µεθόδου σε υπολογιστή. Στο παράρτηµα Β 
παρουσιάζεται σε γλώσσα συµβολικού προγραµµατισµού, η στατική επίλυση του 
φορέα του προτεινόµενου προσοµοιώµατος βραχέος ταυ. 

 



 

 



 

Π ε ρ ί  σ υ ν δ έ σ ε ω ν  β ρ α χ έ ο ς  τ α υ   

 

 
Μέρος Α' - Περί συνδέσεων βραχέος ταυ    

 



 

 
 
 



 

 

 

 

Σ ύ ν δ ε σ η  β ρ α χ έ ο ς  τ α υ .  
Β ι β λ ι ο γ ρ α φ ι κ ή  ε π ι σ κ ό π η σ η .  

 

5 Κεφάλαιο βιβλιογραφίας κόµβων 
 
Κεφάλαιο 2 - Σύνδεση βραχέος ταυ. Βιβλιογραφική επισκόπηση. 
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2.1 Εισαγωγή 

Το πρώτο µέρος της διατριβής αφιερώνεται στην διερεύνηση της απόκρισης των 
συνδέσεων βραχέος ταυ. Η σύνδεση βραχέος ταυ έχει ορισµένες χρήσιµες 
εφαρµογές στις κατασκευές, όπως για παράδειγµα την µεταφορά της αξονικής 
δύναµης ενός εφελκυόµενου µέλους σε µία δοκό. Ωστόσο, η σπουδαιότητα της 
συγκεκριµένης σύνδεσης αναδεικνύεται περισσότερο στην περίπτωση κόµβων 
µεταφοράς ροπής. Ειδικότερα, η σύνδεση βραχέος ταυ συµµετέχει ως συστατικό 
µέρος περισσότερο σύνθετων κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, βάσεων 
υποστυλωµάτων και αποκαταστάσεων συνέχειας δοκών. Στην περίπτωση κόµβων 
δοκού-υποστυλώµατος, όπου και εστιάζεται το ενδιαφέρον στην παρούσα διατριβή, 
τα βραχέα ταυ χρησιµοποιούνται για την προσοµοίωση της συµπεριφοράς της 
εφελκυόµενης ζώνης των κόµβων και αποτελούν ένα από τα πλέον καθοριστικά 
συστατικά µέρη για την συνολική απόκριση. Μερικά παραδείγµατα µορφολογιών 
κόµβων, στους οποίους η σύνδεση βραχέος ταυ µπορεί να αξιοποιηθεί ως συστατικό 
µέρος είναι οι κόµβοι µε συγκολλητή µετωπική πλάκα, προεκτεινόµενη ή µη, οι 
κόµβοι µε γωνιακά και οι κόµβοι µε βραχέα ταυ, στο άνω ή και το κάτω πέλµα της 
δοκού. Το αντικείµενο των κόµβων µεταφοράς ροπής δοκού-υποστυλώµατος και ο 
τρόπος µε τον οποίο προσδιορίζονται τα βραχέα ταυ που συµµετέχουν ως συστατικά 
µέρη στην απόκριση της εφελκυόµενης ζώνης, αναπτύσσεται στο δεύτερο µέρος της 
διατριβής.  

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζονται οι διαθέσιµες µέθοδοι στην βιβλιογραφία, για 
την εκτίµηση της απόκρισης µεµονωµένων βραχέων ταυ. Ιδιαίτερη έµφαση 
αποδίδεται στην µη γραµµική απόκριση των βραχέων ταυ, καθώς αποτελεί στόχο 
της διατριβής η εκτίµηση της συµπεριφοράς των κόµβων σε όλο το εύρος της 
ιστορίας φόρτισης, µέχρι την θραύση. Το ερευνητικό ενδιαφέρον για το 
συγκεκριµένο αντικείµενο είναι µεγάλο, εξ’ αιτίας της εφαρµογής του βραχέος ταυ 
ως συστατικού µέρους στην προσοµοίωση κοχλιωτών κόµβων µεταφοράς ροπής.  

2.2 Ορισµοί 

Η µεµονωµένη σύνδεση βραχέος ταυ απεικονίζεται στο σχήµα 2-1. Αποτελείται από 
ένα τεµάχιο ταυ, το οποίο συνδέεται µέσω δύο κοχλιών σε σταθερό υπόβαθρο, όπως 
φαίνεται στο σχήµα 2-1. Στο τεµάχιο ταυ διακρίνονται τρεις περιοχές: το πέλµα, ο 
κορµός και η συναρµογή µεταξύ πέλµατος και κορµού. Οι ονοµασίες αυτές θα 
αναφέρονται συχνά στο κείµενο για την περιγραφή των αντίστοιχων περιοχών του 
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βραχέος ταυ. Το βραχύ ταυ φορτίζεται µε µία δύναµη F , η οποία ασκείται αξονικά 
στον κορµό. Η δύναµη αυτή προκαλεί την κάµψη του πέλµατος, και µεταφέρεται 
τελικά στο υπόβαθρο. Ως αποτέλεσµα της φόρτισης F , αναπτύσσεται µία εγκάρσια 
µετακίνηση του πέλµατος, η οποία λαµβάνει την µέγιστη τιµή στην περιοχή του 
κορµού. Η µετακίνηση αυτή ονοµάζεται δ  και απεικονίζεται στο σχήµα 2-1. Ο 
προσδιορισµός της σχέσης µεταξύ της δρώσας δύναµης F  και της αναπτυσσόµενης 
µετακίνησης δ  είναι το ζητούµενο στοιχείο για την περιγραφή της απόκρισης της 
σύνδεσης βραχέος ταυ. Ένα χαρακτηριστικό γνώρισµα της σύνδεσης του βραχέος 
ταυ, που επιδρά στην σχέση F δ− , είναι η εµφάνιση φαινοµένων επαφής µεταξύ του 
πέλµατος και του υποβάθρου. Η επίδραση των φαινοµένων αυτών συνήθως είναι 
καθοριστική για την απόκριση της σύνδεσης καθώς µεταξύ άλλων, επιφέρουν µία 
επαύξηση της δύναµης που µεταφέρεται µέσω των κοχλιών στο υπόβαθρο. Η 
λεπτοµερής εξέταση των συγκεκριµένων φαινοµένων και η ποσοτική περιγραφή 
τους, καθώς και µία µέθοδος εκτίµησης της σχέσης F δ−  που προτείνεται στην 
διατριβή, αναπτύσσονται στα επόµενα κεφάλαια. 

 

Σχήµα 2-1. Σύνδεση βραχέος ταυ  

Αντί σταθερού υπόβαθρου, µπορεί να θεωρηθεί ότι υπάρχει συµµετρικό τεµάχιο ταυ. 
Στο σχήµα 2-2 απεικονίζεται αυτή η περίπτωση, η οποία έχει και περισσότερο 
ενδιαφέρον στην περίπτωση κόµβων δοκού-υποστυλώµατος. Πρακτικά, εφόσον τα 
δύο τεµάχια ταυ είναι όµοια, οι διαφορές στην συµπεριφορά µεταξύ του βραχέος ταυ 
του σχήµατος 2-1 και του διπλού βραχέος ταυ του σχήµατος 2-2 είναι 
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δευτερεύουσας σηµασίας. Μια διαφορά εντοπίζεται στις συνοριακές συνθήκες στην 
κάτω επιφάνεια των πελµάτων, όπου στην µεν περίπτωση του σχήµατος 2-1 
αναπτύσσονται δυνάµεις τριβής µεταξύ υποβάθρου και πέλµατος ενώ αντίθετα στην 
περίπτωση του σχήµατος 2-2 δεν αναπτύσσονται δυνάµεις τριβής, καθώς η 
διεπιφάνεια µεταξύ των δύο πελµάτων συνιστά επίπεδο συµµετρίας. Επίσης, µία 
διαφοροποίηση προέρχεται από το γεγονός ότι στην περίπτωση του διπλού βραχέος 
ταυ του σχήµατος 2-2, στο πέλµα του ενός τεµαχίου ταυ εφάπτεται η κεφαλή του 
κάθε κοχλία, ενώ στο πέλµα του συµµετρικού τεµαχίου ταυ εφάπτεται το 
περικόχλιο. Γενικά, οι γεωµετρικές ιδιότητες και η συµπεριφορά της κεφαλής και 
του περικοχλίου δεν είναι όµοιες.  

 

Σχήµα 2-2. Σύνδεση διπλού βραχέος ταυ  

Όµως, παρά τις διαφορές αυτές, αποτελεί συνήθη πρακτική να απλοποιείται το 
πρόβληµα του διπλού βραχέος ταυ, σε ένα πρόβληµα ανάλογο του σχήµατος 2-1, 
χωρίς την συµµετοχή των φαινοµένων τριβής. Η απλοποίηση αυτή εφαρµόζεται 
συχνά σε περιπτώσδ εις προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων (Bursi και 
Jaspart 1997, Wanzek και Gebbeken 1999, Gantes και Lemonis 2003, Coelho 2004). 
Επίσης, υιοθετείται και στην παρούσα διατριβή για το προσοµοίωµα βραχέος ταυ 
που προτείνεται στο επόµενο κεφάλαιο. Εποµένως, οι µετακινήσεις , όπου 
αναφέρονται, θα αντιστοιχούν στην αποµάκρυνση του ενός τεµαχίου ταυ από το 
επίπεδο συµµετρίας στην διεπιφάνεια των δύο πελµάτων και όχι στην συνολική 
αποµάκρυνση αυτών. Η διευκρίνιση αυτή χρήζει προσοχής, καθώς σε αρκετές 
περιπτώσεις στην βιβλιογραφία, αναφέρονται τιµές µετακινήσεων και δυσκαµψίας 
που αντιστοιχούν στην συνολική αποµάκρυνση των δύο πελµάτων και συνεπώς για 
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να προκύψουν συγκρίσιµα αποτελέσµατα θα πρέπει οι µεν µετακινήσεις να 
υποδιπλασιαστούν, η δε δυσκαµψία να διπλασιαστεί.  

Στο σχήµα 2-1 παρουσιάζονται επίσης ορισµένα γεωµετρικά µεγέθη της σύνδεσης 
βραχέος ταυ, που χρησιµοποιούνται ευρέως στην συνέχεια της διατριβής. Το πάχος 
του πέλµατος συµβολίζεται µε ft , το πλάτος µε b , το πάχος του κορµού µε wt , η 

ακτίνα της κυκλικής συναρµογής µε r , η απόσταση από το άκρο του πέλµατος µέχρι 
τον άξονα του κοχλία µε n  και η απόσταση από τον άξονα του κοχλία µέχρι την 
παρειά του κορµού µε d . 

2.3 Απόκριση βραχέος ταυ 

2.3.1 Γενικά 

Στις επόµενες παραγράφους περιγράφονται οι διαθέσιµες στην βιβλιογραφία 
µεθοδολογίες για τον υπολογισµό της απόκρισης της µεµονωµένης σύνδεσης 
βραχέος ταυ µε αναλυτικά µέσα. Οι εργασίες των Zoetemeijer (1974) και Agerskov 
(1976), µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελούν την βάση για τις έως σήµερα 
καθιερωµένες µεθόδους, που αξιοποιούνται και από τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), 
για την εκτίµηση των χαρακτηριστικών της απόκρισης της εν λόγω σύνδεσης και 
ειδικότερα της αρχικής δυσκαµψίας και της αντοχής. Εκτός από τα δύο αυτά µεγέθη 
ωστόσο, στην συνέχεια αναφέρονται οι διαθέσιµες µεθοδολογίες και για τον 
υπολογισµό της µη γραµµικής απόκρισης, µε τις οποίες είναι δυνατόν να ληφθεί 
υπόψη η µεγάλη πλαστιµότητα του χάλυβα.  

2.3.2 Αρχική δυσκαµψία 

Agerskov (1976) 
O Agerskov (1976), υπολόγισε αναλυτικά τις ελαστικές µετακινήσεις της σύνδεσης 
βραχέος ταυ µε προεντεταµένους κοχλίες. Για τον σκοπό αυτόν, χρησιµοποίησε τον 
φορέα του σχήµατος 2-3, ο οποίος φορτίζεται σε τρία σηµεία: στο κέντρο µε την 
αξονική δύναµη του κορµού F  και στις δύο θέσεις των κοχλιών µε δύναµη bF . Το 

συνολικό µήκος του φορέα είναι ( )2 a b+  και σε αυτό δεν περιλαµβάνεται το τµήµα 

του πέλµατος που αντιστοιχεί στην συναρµογή. Ο συγγραφέας θεωρεί το µήκος αυτό 
ίσο µε 1 4 w, t . Το µήκος a  εκτείνεται από τον άξονα του κοχλία µέχρι το άκρο του 

πέλµατος και είναι εποµένως ίσο µε n . Συνεπώς, γίνεται η παραδοχή ότι οι δυνάµεις 
επαφής R , βρίσκονται συγκεντρωµένες στο άκρο του πέλµατος. 
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Σχήµα 2-3. Φορέας βραχέος ταυ Agerskov (1976)  

Στην πρωτότυπη δηµοσίευση, το αντικείµενο έρευνας είναι ο προσδιορισµός της 
ροπής πλαστικοποίησης και κατά συνέπεια δεν παρέχεται µία έκφραση για την 
αρχική δυσκαµψία ή για τον προσδιορισµό της ελαστικής µετακίνησης δ . Όµως, 
διαµορφώνεται ένα πλαίσιο για την ελαστική επίλυση του φορέα του σχήµατος 2-3. 
Συγκεκριµένα, για την επίλυση του φορέα απαιτείται η διατύπωση της δύναµης bF  

ως συνάρτησης της δρώσας δύναµης F . Για τον σκοπό αυτόν, εισάγεται µία 
εξίσωση συµβιβαστότητας µεταξύ της µετακίνησης 1fδ  του πέλµατος στην θέση των 

κοχλιών όπως προκύπτει από τον φορέα του σχήµατος 2-3 και της µετακίνησης 2fδ  

στην ίδια θέση όπως προκύπτει από την επιµήκυνση των κοχλιών. Η µετακίνηση 1fδ  

που προκύπτει µε την θεωρία δοκού, στην θέση των κοχλιών, για τον φορέα του 
σχήµατος 2-3, δίνεται από την ακόλουθη έκφραση: 

  
3

1 1 23 2f b
f

l Fδ a F a
Ebt

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2-1) 

όπου ( )2l a b= +  το µήκος του φορέα, E  το µέτρο ελαστικότητας, ενώ οι 

παράµετροι 1a  και 2a  δίνονται από τις σχέσεις: 

 
3

1
3 2
2

a aa
l l

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (2-2) 

 
2 3

2 6 8a aa
l l

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (2-3) 

Η µετακίνηση 2fδ , που αντιστοιχεί στην επιµήκυνση των κοχλιών, διαχωρίζεται σε 

δύο διαδοχικές φάσεις, εξ’ αιτίας της προέντασης. Η πρώτη φάση ορίζεται µέχρι την 
αποκόλληση των δύο πελµάτων στην θέση του κοχλία και σηµατοδοτεί την 
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αναίρεση της αρχικής προέντασης. Η µετακίνηση 2f aδ  του µέσου επιπέδου του 

πέλµατος, κατά την στιγµή της αποκόλλησης, προκύπτει από την ακόλουθη σχέση: 

 
0

2
1

10
b f

f a
b b

F t
δ

E A
=  (2-4) 

όπου 0
bF  η αρχική δύναµη προέντασης και bA  η διατοµή του κορµού του κοχλία και 

bE  το µέτρο ελαστικότητας του. Για τον υπολογισµό της µετακίνησης αυτής έγινε η 

παραδοχή ότι η επιφάνεια του πέλµατος που συνθλίβεται, υπό την επίδραση την 
προέντασης του κοχλία, έχει µία ενεργό επιφάνεια ίση µε 5 bA . Η δεύτερη φάση της 

µετακίνησης 2fδ  αντιστοιχεί στην επιµήκυνση των κοχλιών µετά την αποκόλληση 

των πελµάτων. Για την µετακίνηση στο µέσο επίπεδο του πέλµατος 2f bδ , κατά την 

δεύτερη φάση, προτείνεται η ακόλουθη έκφραση: 

 2 1 4
1
2

sep
b b

f b
b b

F Fδ K K
E A
− ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2-5) 

όπου sep
bF  η δύναµη στον κοχλία κατά την αποκόλληση η οποία ισούται µε: 

 0 3

2

1sep
b b

KF F
K

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2-6) 

Η παράµετρος 1 40 5, K K+  που υπεισέρχεται στην σχέση 2-5, αντιστοιχεί σε ένα 

ισοδύναµο µήκος κορµού κοχλία, µε το οποίο λαµβάνεται υπόψη το διαφορετικό 
επίπεδο παραµορφωσιµότητας των επιµέρους τµηµάτων του. Οι συντελεστές 1K , 

2K , 3K  και 4K  δίνονται από τις σχέσεις: 

 1 1 43 0 71b,s b ,t b,nK L , L , t= + +  (2-7) 

 2 1 0 20 0 80b,n b,wK K , t , t= + +  (2-8) 

 3 0 40 fK , t=  (2-9) 

 4 0 1 0 4b,n b,wK , t , t= +  (2-10) 

Τα γεωµετρικά µεγέθη b,sL , b,tL , b,nt  και b,wt  του κοχλία απεικονίζονται στο σχήµα 

2-4. Η εξίσωση 2-5 προκύπτει λαµβάνοντας υπόψη τις παραµορφώσεις του κορµού 
του κοχλία στο τµήµα της πλήρους διατοµής του, του κορµού του κοχλία στο τµήµα 
του σπειρώµατος, µέχρι και το µέσο πάχος του περικοχλίου, καθώς και τις 
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παραµορφώσεις των πελµάτων, των δακτυλίων και του περικοχλίου. Επίσης, 
χρησιµοποιούνται ορισµένες προσεγγιστικές σχέσεις για τις διατοµές αυτών των 
τµηµάτων της κοχλίωσης. Ειδικότερα, η διατοµή του σπειρώµατος θεωρείται ίση µε 

0 70b,t bA , A= , η επιφάνεια του δακτυλίου ίση µε 2 5b,w bA , A=  και η επιφάνεια του 

περικοχλίου επίσης ίση µε 2 5b,n bA , A= . Η συνθλιβόµενη επιφάνεια των πελµάτων, 

όπως προαναφέρθηκε, θεωρείται ίση µε 5 bA .  

 

Σχήµα 2-4. Γεωµετρικά µεγέθη κοχλία  

Τελικά, η δύναµη του κοχλία bF  εκφράζεται ως συνάρτηση της δρώσας δύναµης F , 

εξισώνοντας την µετακίνηση 1fδ  από την σχέση 2-1 µε την µετακίνηση 2fδ  από τις 

σχέσεις 2-4 και 2-5: 

 1 2 2f f a f bδ δ δ= +  (2-11) 

Μετά τον προσδιορισµό της δύναµης bF  από την επίλυση της τελευταίας εξίσωσης, 

είναι δυνατόν να υπολογιστούν επιπλέον και άλλα µεγέθη της ελαστικής απόκρισης, 
όπως η µετακίνηση δ  του πέλµατος στην θέση του κορµού και η αρχική δυσκαµψία. 
Στην περίπτωση που είναι επιθυµητό, η αρχική δυσκαµψία να αντιστοιχεί στην φάση 
πριν την αποκόλληση των πελµάτων και την αναίρεση της προέντασης τότε η σχέση 
2-11 πρέπει να διατυπωθεί ως εξής: 

 1 2
'

f f aδ δ=  (2-12) 

όπου η µετακίνηση 2
'
f aδ  προκύπτει ανάλογα µε την 2f aδ , µε την διαφορά ότι 

λαµβάνεται υπόψη η αποµένουσα σύνθλιψη pF , µεταξύ των πελµάτων πριν την 

αποκόλληση τους, για δύναµη κοχλία bF : 

 
( )0

2
1

10
b p f'

f a
b b

F F t
δ

E A
−

=  (2-13) 

Για την δύναµη pF , ο Agerskov (1976) χρησιµοποιεί την ακόλουθη γραµµική 

σχέση: 
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 0
0

sep
b b

p b sep
b b

F FF F
F F

−
=

−
 (2-14) 

Yee και Melchers (1986) 
Οι Yee και Melchers (1986) χρησιµοποίησαν τον ίδιο ακριβώς φορέα που φαίνεται 
στο σχήµα 2-3 και είχε εφαρµοσθεί αρχικά από τον Agerskov (1976), για την 
προσοµοίωση τις ελαστικής συµπεριφοράς της σύνδεσης βραχέος ταυ. Οι 
συγγραφείς υιοθέτησαν την διαδικασία υπολογισµού που περιγράφει ο Agerskov και 
η οποία βασίζεται στην συµβιβαστότητα των µετακινήσεων του πέλµατος και των 
κοχλιών. Επιπλέον, προχώρησαν σε περαιτέρω αναλυτική επεξεργασία του 
προσοµοιώµατος και υπολόγισαν τις ελαστικές µετακινήσεις δ  του πέλµατος στην 
περιοχή του κορµού. Από αυτές τις µετακινήσεις προκύπτει άµεσα και η αρχική 
δυσκαµψία του βραχέος ταυ. Οι συγγραφείς προτείνουν αναλυτικές εκφράσεις τόσο 
για απλούς όσο και για προεντεταµένους κοχλίες. Η διατύπωση των εξισώσεων στην 
πρωτότυπη δηµοσίευση αντιστοιχεί στην περίπτωση διπλού βραχέος ταυ µε ανόµοια 
πέλµατα. Στην συνέχεια ωστόσο, οι εκφράσεις που θα αναφερθούν προσαρµόζονται 
στην απλούστερη περίπτωση βραχέος ταυ µε ένα µόνο πέλµα, έτσι ώστε να είναι 
συµβατές µε την διαµόρφωση που εξετάζεται στην διατριβή. 

Ειδικότερα, για την περίπτωση απλών κοχλιών, η αναλυτική έκφραση της αρχικής 
δυσκαµψίας, στην οποία καταλήγουν οι Yee και Melchers (1986), από την ελαστική 
απόκριση του φορέα του σχήµατος 2-3 είναι: 

 
3

3
3

1
1 3
4 4

f
ini

f f

Ebt
S

l q a a
=

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2-15) 

όπου fa a / l=  και a , l  τα γεωµετρικά µεγέθη του φορέα που φαίνονται στο σχήµα 

2-3. Η παράµετρος q  δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 
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3
2 3 1 4

3

32 2
2

22 6 8
2
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f

f f
f b

l a a
bt

q
K Kl a a

bt A

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
⎛ ⎞+

− + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2-16) 

Οι παράµετροι 1K  και 4K  δίνονται από τις σχέσεις 2-7 και 2-10. Όπως 

προαναφέρθηκε, ο όρος 1 40 5, K K+  που υπεισέρχεται στην παράµετρο q , 

αντιστοιχεί στο ισοδύναµο εφελκυόµενο µήκος κορµού κοχλία που χρησιµοποίησε ο 
Agerskov (1976). Η εφαρµογή ενός διαφορετικού ισοδύναµου µήκους είναι δυνατή 
τροποποιώντας την σχέση 2-16, χωρίς να προκαλείται κάποια βλάβη στην 
γενικότητα των υπολογισµών. 
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Στην περίπτωση προεντεταµένων κοχλιών, η σχέση που προτείνουν οι συγγραφείς, 
εξακολουθεί να έχει την µορφή της 2-15 αλλά η παράµετρος q  δίνεται από την 
ακόλουθη εξίσωση: 
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3

3

3
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3
2 3

32 2
2

1 12 6 8
2

f f
f

f f
f b

l a a
bt

q
K Kl a a

bt K K A

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
⎛ ⎞

− + ⎜ ⎟+⎝ ⎠

 (2-17) 

Οι παράµετροι 2K  και 3K  δίνονται από τις 2-8 και 2-9 αντίστοιχα. Ο όρος 

( )2 3 2 30 5, K K / K K+  στην τελευταία εξίσωση αντιστοιχεί στο ισοδύναµο µήκος 

κορµού προεντεταµένων κοχλιών. Η εφαρµογή διαφορετικού µήκους είναι δυνατή 
και στην συγκεκριµένη περίπτωση, χωρίς να επηρεάζεται η διατύπωση των 
υπόλοιπων σχέσεων. 

Jaspart (1991) 
O Jaspart (1991), υιοθέτησε το προσοµοίωµα των Yee και Melchers (1986) για τον 
υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας της σύνδεσης βραχέος ταυ. Ωστόσο, προτείνει 
µία τροποποίηση σχετικά µε το σηµείο εφαρµογής των δυνάµεων επαφής. Στον 
φορέα των Yee και Melchers (1986), ο οποίος είναι όµοιος µε εκείνον του Agerskov 
(1976) (σχήµα 2-3), οι δυνάµεις επαφής θεωρείται ότι ασκούνται συγκεντρωµένες 
στο άκρο του πέλµατος. Ο Jaspart (1991) προτείνει την χρησιµοποίηση ενός µήκους 
0 75, n  σε απόσταση από τους κοχλίες, για την θέση των δυνάµεων επαφής. Στο 
σχήµα 2-5 παρουσιάζεται ο προτεινόµενος φορέας. Τα µήκη m  και n  αντιστοιχούν 
στα γεωµετρικά µεγέθη που φαίνονται στο σχήµα 2-1. 

 

Σχήµα 2-5. Φορέας βραχέος ταυ κατά τον Jaspart (1991) 

Weynand et al. (1995) 
Οι σχέσεις που προκύπτουν για τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας σύµφωνα 
µε την µεθοδολογία των Yee και Melchers (1986), καθώς και µε την τροποποίηση 
του Jaspart (1991), θεωρήθηκαν εκτενείς για ενσωµάτωση στο κείµενο του 
Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Οι Weynand et al. (1995), στην δηµοσίευση τους για το 
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προσοµοίωµα δυσκαµψίας του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), εισάγουν τις ακόλουθες 
απλοποιήσεις για τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας: 

• Οι δυνάµεις επαφής λαµβάνονται σε απόσταση 1 25, m  από τον άξονα 
των κοχλιών. Η απόσταση m  είναι ίση µε 0 8d , r−  (σχήµα 2-1), και 
αντιστοιχεί στην κρίσιµη θέση για την πλαστικοποίηση του πέλµατος 
(Zoetemeijer 1974, Witteveen et al. 1982). 

• Η παραµορφωσιµότητα των κοχλιών δεν συµπεριλαµβάνεται στην 
παραµορφωσιµότητα της σύνδεσης βραχέος ταυ, αλλά υπολογίζεται 
ανεξάρτητα. 

Ο φορέας που προκύπτει µε βάση τις απλοποιήσεις αυτές, φαίνεται στο σχήµα 2-6. 
Στην θέση των κοχλιών τοποθετείται ακλόνητη στήριξη, αγνοώντας έτσι την 
παραµορφωσιµότητα τους. Η δύναµη των κοχλιών και οι δυνάµεις επαφής 
προκύπτουν συνακόλουθα ότι είναι ίσες µε: 

 0 63bF , F=  (2-18) 

 0 13R , F=  (2-19) 

Ο υπολογισµός της αρχικής δυσκαµψίας µπορεί να πραγµατοποιηθεί άµεσα, χωρίς 
να απαιτείται η εφαρµογή της συµβιβαστότητας των µετακινήσεων του πέλµατος και 
των κοχλιών. Η έκφραση που προκύπτει για την ελαστική δυσκαµψία δίνεται από 
την σχέση: 

 
3

3
s f

ini , f

b t E
S

m
=  (2-20) 

 

Σχήµα 2-6. Φορέας βραχέος ταυ για την αρχική δυσκαµψία σύµφωνα µε τον 
Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003, Weynand et al. 1995) 

Το µέγεθος sb  αντιστοιχεί σε ένα τροποποιηµένο πλάτος του βραχέος ταυ, το οποίο 

λαµβάνεται υπόψη αποκλειστικά για τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας. Το 
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πλάτος αυτό προκύπτει από την παραδοχή που γίνεται στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 
2003), ότι το πέρας την ελαστικής περιοχής πραγµατοποιείται για δύναµη F  ίση µε 
τα 2/3 της δύναµης πλαστικοποίησης plF . Θεωρώντας ότι η πλαστικοποίηση του 

φορέα του σχήµατος 2-6, επέρχεται µε τον σχηµατισµό πλαστικών αρθρώσεων µόνο 
στο πέλµα (πρώτος µηχανισµός αστοχίας, όπως περιγράφεται παρακάτω), προκύπτει 
ότι το µήκος sb  ισούται µε 0 9, b , όπου b  το πλάτος του πέλµατος, το οποίο 

λαµβάνεται υπόψη για τον υπολογισµό της plF . 

Η παραµορφωσιµότητα των κοχλιών λαµβάνεται υπόψη θεωρώντας ότι η ελαστική 
επιµήκυνση τους δίνεται από την σχέση: 

 b b
b

b b

F Lδ
E A

=  (2-21) 

Χρησιµοποιώντας την σχέση 2-18 για την δύναµη bF , προκύπτει ότι η αρχική 

δυσκαµψία των κοχλιών, που συµµετέχουν στην σύνδεση βραχέος ταυ είναι: 

 1 600 63
b b

ini ,b
bb b

b b

E AF FS ,, FLδ L
E A

= = ≈  (2-22) 

Οι Jaspart και Macquoi (1995), προτείνουν για προεντεταµένους κοχλίες, αντί της 2-
21, την ακόλουθη σχέση: 
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b b
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b b

F Lδ
E A

=  (2-23) 

Χρησιµοποιώντας και πάλι την σχέση 2-18 για την δύναµη bF , η αρχική δυσκαµψία 

προκύπτει ως εξής: 

 9 500 63
6

b b
ini ,b

bb b

b b

E AF FS ,, FLδ L
E A

= = ≈  (2-24) 

Στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) πάντως, εφαρµόζεται η εξίσωση 2-22, τόσο για 
απλούς όσο και για προεντεταµένους κοχλίες. Το µήκος bL  του κορµού του κοχλία 

που λαµβάνεται υπόψη στους υπολογισµούς του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), 
περιλαµβάνει το πάχος του πέλµατος, το πάχος του δακτυλίου και το µισό πάχος της 
κεφαλής.  

 0 5b f b ,w b,hL t t , t= + +  (2-25) 
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Η αρχική δυσκαµψία της σύνδεσης βραχέος ταυ συνολικά, περιλαµβάνοντας και την 
παραµορφωσιµότητα των κοχλιών, µπορεί να υπολογιστεί από την ακόλουθη σχέση: 

 1
1 1ini

ini , f ini ,b

S

S S

=
+

 (2-26) 

Faella et al. (1998) 
Οι Faella et al. (1998) και Faella et al. (2000) υιοθετούν την πρακτική των Weynand 
et al. (1995), µε την οποία αποµονώνεται η παραµορφωσιµότητα των κοχλιών, από 
τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας της σύνδεσης βραχέος ταυ. Έτσι, δεν 
επιβάλλεται η συµβιβαστότητα των µετακινήσεων των κοχλιών και του πέλµατος. Η 
έκφραση που προτείνουν οι συγγραφείς, για την αρχική δυσκαµψία του πέλµατος, 
αγνοώντας την συνεισφορά των κοχλιών, είναι η εξής: 

 
3

30 5 s f
ini , f

b t E
S ,

m
=  (2-27) 

Η εξίσωση αυτή προκύπτει από την ελαστική επίλυση του φορέα του σχήµατος 2-7. 
Για το πλάτος sb  προτείνουν µία διαφοροποιηµένη µεθοδολογία υπολογισµού, σε 

σχέση µε τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Συγκεκριµένα, θεωρούν µία διανοµή της 
δύναµης των κοχλιών κατά 45° από το σηµείο εφαρµογής προς τον κορµό του 
βραχέος ταυ (σχήµα 2-8). Λαµβάνοντας υπόψη την διάµετρο της οπής hd , η 

έκφραση στην οποία καταλήγουν είναι: 

 2s hb m d b= + ≤  (2-28) 

 

Σχήµα 2-7. Φορέας για τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας του βραχέος ταυ 
των Faella et al. (1998) 

Για το µήκος m , οι Faella et al. (1998) προτείνουν επίσης µία διαφοροποιηµένη 
σχέση. Στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) το µήκος m  λαµβάνεται ίσο µε: 

 0 8m d , r= −  (2-29) 
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Το µήκος αυτό αντιστοιχεί στην κρίσιµη θέση για τον σχηµατισµό πλαστικής 
άρθρωσης στο πέλµα. Οι Faella et al. (1998) για τον υπολογισµό της αρχικής 
δυσκαµψίας προτείνουν την ακόλουθη σχέση: 

 m d ζr= −  (2-30) 

Ο συντελεστής ζ  υπολογίστηκε µε στατιστική προσαρµογή σε πειραµατικά 
αποτελέσµατα και δίνεται από την σχέση: 

 0 16 0 08
f

dζ , ,
t

= −  (2-31) 

Σε ότι αφορά την παραµορφωσιµότητα των κοχλιών, οι Faella et al. (1998) 
υιοθετούν την έκφραση 2-22 των Weynand et al. (1995), που εφαρµόζεται και στον 
Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). 

 

Σχήµα 2-8. Εκτίµηση πλάτους sb  σύµφωνα µε τους Faella et al. (1998) 

2.3.3 Αντοχή 

Έχει αποδειχθεί πειραµατικά, ότι αστοχία της µεµονωµένης σύνδεσης βραχέος ταυ 
πραγµατοποιείται µε την πλαστικοποίηση του πέλµατος, των κοχλιών ή και των δύο 
ταυτόχρονα (Zoetemeijer 1974, Packer και Morris 1977). Η εκτίµηση της πλαστικής 
αντοχής βασίζεται στην οριακή ανάλυση της σύνδεσης. Για τον σκοπό αυτόν, το 
πέλµα µπορεί να θεωρηθεί επιφανειακός φορέας, οπότε η οριακή ανάλυση 
διατυπώνεται σύµφωνα µε την θεωρία των γραµµών διαρροής ή µπορεί να θεωρηθεί 
γραµµικός φορέας, οπότε η οριακή ανάλυση διενεργείται µε τον σχηµατισµό 
τοπικών πλαστικών αρθρώσεων σε αυτόν. Κατά κανόνα επιλέγεται η δεύτερη 
περίπτωση, όπου το πέλµα θεωρείται γραµµικός φορέας, καθώς η αναλυτική 
διατύπωση του προβλήµατος είναι περισσότερο ευχερής και προσφέρει µεγαλύτερο 
βαθµό εποπτείας σε καθηµερινές ανάγκες εφαρµογής. Ωστόσο, µία ισοδυναµία 
µεταξύ των δύο περιπτώσεων µπορεί να επιτευχθεί, επιλέγοντας ένα κατάλληλο 
πλάτος πέλµατος για την περίπτωση που αυτό προσοµοιώνεται ως γραµµικός 
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φορέας, έτσι ώστε η πλαστική αντοχή που υπολογίζεται, να ταυτίζεται µε εκείνη του 
επιφανειακού φορέα (Zoetemeijer 1974, Packer και Morris 1977, Mann και Morris 
1979, Witteveen et al. 1982). Ο τρόπος υπολογισµού του ισοδύναµου πλάτους θα 
περιγραφεί στο κεφάλαιο 5, όπου και αναπτύσσονται οι µέθοδοι εκτίµησης της 
συµπεριφοράς κόµβων δοκού-υποστυλώµατος. Όπως προαναφέρθηκε, η απόκριση 
της εφελκυόµενης ζώνης κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος µπορεί να 
προσεγγισθεί από εκείνη ισοδύναµων βραχέων ταυ. 

Στην συνέχεια θα αναφερθούν οι διαθέσιµες µεθοδολογίες υπολογισµού της 
πλαστικής αντοχής του γραµµικού φορέα βραχέος ταυ, θεωρώντας ότι το πλάτος του 
πέλµατος, που έχει προκύψει µε την εφαρµογή της ισοδυναµίας µε τον επιφανειακό 
φορέα, είναι γνωστό και ίσο µε b . Ο γραµµικός φορέας είναι δυνατόν να αστοχήσει 
σύµφωνα µε τρεις µηχανισµούς αστοχίας: 

• 1ος µηχανισµός: πλήρης πλαστικοποίηση του πέλµατος µε τον 
σχηµατισµό τεσσάρων πλαστικών αρθρώσεων, δύο πλησίον της 
συναρµογής µε τον κορµό και δύο στην θέση των κοχλιών.  

• 2ος µηχανισµός: πλαστικοποίηση του πέλµατος µε σχηµατισµό δύο 
πλαστικών αρθρώσεων, πλησίον της συναρµογής µε τον κορµό και 
αστοχία των δύο κοχλιών. 

• 3ος µηχανισµός: αστοχία των δύο κοχλιών µόνο, µε πλήρη 
αποκόλληση του πέλµατος. 

Οι τρεις µηχανισµοί απεικονίζονται στο σχήµα 2-9. Η δύναµη για κάθε µηχανισµό 
υπολογίζεται εφαρµόζοντας ισορροπία στην τελική κατάσταση αστοχίας. Οι 
δυνάµεις 1pl ,F , 2pl ,F  και 3pl ,F  προκύπτουν από τις σχέσεις: 

• 1ος µηχανισµός:  1

4 pl
pl ,

M
F

m
=  (2-32) 

• 2ος µηχανισµός:  2

2 2pl b ,rd
pl ,

M F n
F

m n
+

=
+

 (2-33) 

• 3ος µηχανισµός:  3 2pl , b,rdF F=  (2-34) 

H ροπή plM  που υπεισέρχεται στις σχέσεις 2-32 ως 2-34, αντιστοιχεί στην καµπτική 

ροπή πλαστικοποίησης της διατοµής του πέλµατος, και υπολογίζεται από την 
εξίσωση: 

 
2

4
f

pl y

bt
M f=  (2-35) 
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όπου yf  το όριο διαρροής του πέλµατος. Η δύναµη b,rdF  αντιστοιχεί στην αντοχή σε 

εφελκυσµό του ενός κοχλία. Σύµφωνα µε τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), η αντοχή 

b,rdF  υπολογίζεται ως εξής: 

 0 9b,rd b,eff u ,bF , A f=  (2-36) 

όπου b,effA  η ενεργός διατοµή του κορµού του κοχλία και u ,bf  το όριο θραύσης του. 

 

Σχήµα 2-9. Μηχανισµοί κατάρρευσης και διαγράµµατα ροπών κάµψη στο πέλµα για 
την σύνδεση βραχέος ταυ  

Η πραγµατική δύναµη πλαστικοποίησης της σύνδεσης βραχέος ταυ προκύπτει από 
την µικρότερη τιµή των δυνάµεων 1pl ,F , 2pl ,F  και 3pl ,F  για κάθε έναν από τους τρεις 

πιθανούς µηχανισµούς αστοχίας: 

 
1

2

3

pl ,

pl pl ,

pl ,

F

F min F

F

⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 (2-37) 

Ο κρίσιµος µηχανισµός αστοχίας εξαρτάται από την σχέση της αντοχής µεταξύ του 
πέλµατος και των κοχλιών. Ποσοτικά, η σχέση αυτή µπορεί να εκτιµηθεί µε την 
παράµετρο plβ , ως εξής: 

 
4

2
pl

pl
b ,rd

Μ
β

F m
=  (2-38) 

Η παράµετρος plβ  αντιστοιχεί στον λόγο της δύναµης πλαστικοποίησης 1pl ,F  για τον 

1ο µηχανισµό αστοχίας προς την δύναµη πλαστικοποίησης 3pl ,F  για τον 3ο 

µηχανισµό. Μπορεί να αποδειχθεί ότι ο κρίσιµος µηχανισµός αστοχίας για κάθε 
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περίπτωση βραχέος ταυ, ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες, σε ότι αφορά την 
παράµετρο plβ : 

• 1ος µηχανισµός:  2
1 2pl
λβ
λ

≤
+

 (2-39) 

• 2ος µηχανισµός:  2 2
1 2 pl
λ β
λ

< ≤
+

 (2-40) 

• 3ος µηχανισµός:  2plβ >  (2-41) 

Η γεωµετρική παράµετρος λ  δίνεται από την σχέση: 

 nλ
m

=  (2-42) 

Η διάσταση m  αντιστοιχεί στην απόσταση της πλαστικής άρθρωσης στο πέλµα, 
πλησίον της συναρµογής µε τον κορµό, από τον άξονα των κοχλιών. Έχει ήδη 
αναφερθεί, ότι στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) η απόσταση αυτή λαµβάνεται ίση 
µε: 

 0 8m d , r= −  (2-43) 

Στην περίπτωση συγκολλητών βραχέων ταυ, όπως αυτά που προκύπτουν για την 
εφελκυόµενη ζώνη κόµβων µε συγκολλητή µετωπική πλάκα, το µήκος m  
υπολογίζεται από την σχέση: 

 0 8 2 wm d , a= −  (2-44) 

όπου wa  το πάχος της ραφής της συγκόλλησης. Για το µήκος n , το οποίο 

αντιστοιχεί στην απόσταση του σηµείου εφαρµογής των δυνάµεων επαφής R , από 
την θέση του κοχλία, τίθεται ο επόµενος περιορισµός στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 
2003): 

 1 25n , m<  (2-45) 

Μία διαφορετική διαµόρφωση του γραµµικού φορέα βραχέος ταυ προτείνεται από 
τους Kulak et al. (1987-2001). Συγκεκριµένα, θεωρείται ότι η συνισταµένη δράση 
του κοχλία, από την κεφαλή του προς το πέλµα, δεν ασκείται ακριβώς στον άξονα 
του κοχλία αλλά είναι µετατοπισµένη πιο κοντά στον κορµό, όπως φαίνεται 
σχηµατικά στο σχήµα 2-10. Η µετατόπιση που υιοθετούν οι συγγραφείς είναι ίση µε 
0 5 b, d , όπου bd  η ονοµαστική διάµετρος του κορµού του κοχλία.  
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Σχήµα 2-10. ∆ιαµόρφωση γραµµικού φορέα βραχέος ταυ σύµφωνα µε τους Kulak et 
al. (1987-2001) 

Εποµένως, τα µήκη m'  και n'  διαµορφώνονται τελικά ως εξής: 

 0 5 bm' d , d= −  (2-46) 

 0 5 bn' n , d= +  (2-47) 

Για το µήκος n'  τίθεται επιπλέον ο περιορισµός: 

 1 25n' , m'≤  (2-48) 

Κατανεµηµένη δράση κοχλία 
Σύµφωνα µε όσα προαναφέρθηκαν, η δράση του κοχλία θεωρείται ότι ασκείται 
συγκεντρωµένη σε ένα σηµείο του πέλµατος. Η παραδοχή αυτή δεν είναι ακριβής, 
καθώς η δράση του κοχλία, στην πραγµατικότητα µεταφέρεται µέσω της κεφαλής 
του σε µία περιοχή πεπερασµένων διαστάσεων του πέλµατος. Λαµβάνοντας υπόψη 
την κατανεµηµένη µορφή της δράσης του κοχλία στο πέλµα, η ροπή κάµψης που 
αναπτύσσεται στην περιοχή του πέλµατος, χρησιµοποιώντας τον γραµµικό φορέα 
του βραχέος ταυ, είναι µικρότερη σε σύγκριση µε την θεώρηση συγκεντρωµένης 
δράσης, όπως φαίνεται στο σχήµα 2-11. Εποµένως, η δύναµη πλαστικοποίησης 1pl ,F  

που υπολογίζεται από την σχέση 2-32, για τον πρώτο µηχανισµό αστοχίας, 
θεωρώντας συγκεντρωµένη δράση κοχλία, υστερεί σε σχέση µε την πιο ορθή 
θεώρηση κατανεµηµένης δράσης. Για τους άλλους δύο µηχανισµούς, η δύναµη 
πλαστικοποίησης δεν εξαρτάται από τον σχηµατισµό πλαστικής άρθρωσης στην 
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θέση των κοχλιών και εποµένως ο υπολογισµός της από τις σχέσεις 2-33 και 2-34, 
δεν επηρεάζεται από την κατανεµηµένη δράση κοχλία. 

 

Σχήµα 2-11. Επίδραση κατανεµηµένης δράσης κοχλία στις ροπές κάµψης του 
πέλµατος 

O Jaspart (1991), προτείνει µία οµοιόµορφη κατανοµή της δύναµης bF  του κοχλία 

σε ένα µήκος ίσο µε την διάµετρο της κεφαλής του b,hd . Εφαρµόζοντας, όµοια µε 

την περίπτωση συγκεντρωµένης δύναµης, ισορροπία στην τελική κατάσταση 
αστοχίας, προκύπτει η ακόλουθη έκφραση για την δύναµη πλαστικοποίησης του 
πρώτου µηχανισµού: 

  
( )

( )1

32 2
8 4

b,h pl
pl ,

b ,h

d M
F

mn m n d
−

=
− +

 (2-49) 

Στην περίπτωση που η δράση του κοχλία µεταφέρεται στο πέλµα µέσω του 
περικοχλίου ή του δακτυλίου, αντί της διαµέτρου της κεφαλής του κοχλία b,hd , 

χρησιµοποιείται η ανάλογη διάσταση. Η σχέση 2-49 υιοθετείται και από τον 
Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) και προτείνεται ως εναλλακτική της 2-32, για τον 
υπολογισµό της δύναµης πλαστικοποίησης του πρώτου µηχανισµού αστοχίας. 

Αλληλεπίδραση ροπής-τέµνουσας 
Η αλληλεπίδραση ροπής-τέµνουσας ενδέχεται να επηρεάσει σηµαντικά την 
πλαστικοποίηση του πέλµατος. Στην ανάπτυξη που προηγήθηκε, στον σχηµατισµό 
πλαστικής άρθρωσης στο πέλµα συνεισφέρει µόνο η καµπτική ροπή και κατά 
συνέπεια, η αντοχή της διατοµής υπολογίζεται από την σχέση 2-35. Οι Faella et al. 
(2000), χρησιµοποίησαν αντίθετα, το ακόλουθο κριτήριο για τον χαρακτηρισµό της 
πλαστικοποίησης του πέλµατος: 

 
2

1
pl pl

M V
M V

⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2-50) 
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όπου M  και V  η καµπτική ροπή και η τέµνουσα στο πέλµα αντίστοιχα και plM  και 

plV  οι πλαστικές αντοχής της διατοµής σε ροπή και τέµνουσα. Το κριτήριο αυτό 

προκύπτει θεωρώντας ότι οι ακραίες ίνες της διατοµής παραλαµβάνουν µόνο την 
ροπή ενώ η εσωτερική περιοχή παραλαµβάνει µονό την τέµνουσα και επιλέγοντας 
για την διατµητική αντοχή το κριτήριο διαρροής Hencky-von Mises: 

 3y yτ f /=  (2-51) 

Εφαρµόζοντας το κριτήριο της σχέσης 2-50 στην περίπτωση του πρώτου 
µηχανισµού αστοχίας προκύπτει η ακόλουθη έκφραση για την δύναµη 
πλαστικοποίησης 1pl ,F : 

 
( )

1 2

2 31 1
3
pl

pl ,
f f

V mF
t m / t

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2-52) 

Η αντοχή σε διάτµηση της διατοµής plV  δίνεται από την σχέση: 

 
3
y

pl f

f
V bt=  (2-53) 

Για τον δεύτερο µηχανισµό αστοχίας, η εξίσωση για την δύναµη πλαστικοποίησης 
είναι: 

 ( )
( )

2 2
2

63
4

1 1 1
3

4 1

pl pl
pl ,

f

f

λ
V βmF λ

t m λ
t
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+⎜ ⎟

⎜ ⎟= + + −⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (2-54) 

όπου οι παράµετροι plβ  και λ  δίνονται από τις σχέσεις 2-38 και 2-42. Για τον τρίτο 

µηχανισµό αστοχίας, η αλληλεπίδραση ροπής-τέµνουσας δεν επηρεάζει την δύναµη 
πλαστικοποίησης, καθώς δεν απαιτείται ο σχηµατισµός πλαστικών αρθρώσεων στο 
πέλµα. Οι συγγραφείς διερεύνησαν την επιρροή της αλληλεπίδρασης ροπής-
τέµνουσας στον υπολογισµό της δύναµης πλαστικοποίησης της σύνδεσης βραχέος 
ταυ. Για τον πρώτο µηχανισµό αστοχίας αποδεικνύεται ότι για τιµές του λόγου 

fm / t  µεγαλύτερες από 2,5, η υπερεκτίµηση της 1pl ,F , όταν υπολογίζεται µε την 

σχέση 2-32, αγνοώντας την αλληλεπίδραση ροπής-τέµνουσας, είναι µικρότερη του 
10% σε σύγκριση µε την τιµή που υπολογίζεται από την 2-52. Για τον δεύτερο 
µηχανισµό αστοχίας, όπου η πλαστικοποίηση του πέλµατος είναι λιγότερο κρίσιµη, 
η υπερεκτίµηση της 2pl ,F  είναι µικρότερη από 4%, για τιµές του λόγου fm / t  
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µεγαλύτερες από 2,5. Συνεπώς, αλληλεπίδραση ροπής-τέµνουσας µπορεί να 
θεωρηθεί σηµαντική για βραχέα ταυ µε ιδιαίτερα µικρό λόγο fm / t . 

2.3.4 Μη γραµµική απόκριση 

Jaspart (1991) 
O Jaspart (1991), προτείνει µία διγραµµική σχέση για την καµπύλη δύναµης-
µετακίνησης της σύνδεσης βραχέος ταυ, λαµβάνοντας υπόψη την µη γραµµικότητα 
υλικού. Η αρχική δυσκαµψία iniS  της καµπύλης προκύπτει από την σχέση 2-15 των 

Yee και Melchers (1986) χρησιµοποιώντας όµως την τροποποίηση που προτείνει ο 
ίδιος συγγραφέας (Jaspart 1991) σχετικά µε την θέση των δυνάµεων επαφής 
(παράγραφος 2.3.2). Η δυσκαµψία του δεύτερου κλάδου της καµπύλης plS , όπου η 

κράτυνση του υλικού χαρακτηρίζει την απόκριση, υπολογίζεται από την ακόλουθη 
απλή σχέση: 

 h
pl ini

ES S
E

=  (2-55) 

όπου hE  το µέτρο κράτυνσης του χάλυβα του πέλµατος µετά την διαρροή.  

Σε ότι αφορά τον υπολογισµό της αντοχής, για το πρώτο σηµείο της καµπύλης, που 
σηµατοδοτεί το πέρας της ελαστικής περιοχής και την πλαστικοποίηση της 
σύνδεσης, ο συγγραφέας χρησιµοποιεί τις βασικές σχέσεις 2-32 ως 2-34 για τους 
τρεις µηχανισµούς αστοχίας. Για τον πρώτο µηχανισµό αστοχίας προτείνεται 
επιπλέον και η σχέση 2-49, µε την οποία λαµβάνεται υπόψη η κατανεµηµένη δράση 
του κοχλία στο πέλµα. Στις ανωτέρω σχέσεις, η αστοχία του πέλµατος 
πραγµατοποιείται µε την πλήρη διαρροή της διατοµής, σύµφωνα µε την σχέση 2-35, 
για την ροπή πλαστικοποίησης plM , όπου υπεισέρχεται το όριο διαρροής yf  του 

υλικού.  

Για τον υπολογισµό της αντοχής uF  του τελικού σηµείου της καµπύλης, που 

αντιστοιχεί στην κατάσταση µέγιστου φορτίου της σύνδεσης, χρησιµοποιούνται και 
πάλι οι βασικές εκφράσεις 2-32 ως 2-34 για τους τρεις µηχανισµούς αστοχίας και η 
2-49 εναλλακτικά για τον πρώτο µηχανισµό. Όµως αντί της ροπής πλαστικοποίησης 

plM  του πέλµατος και της αντοχής b,rdF  του κοχλία, εφαρµόζεται η ροπή θραύσης 

uM  και η αντοχή b,uF , οι οποίες υπολογίζονται χρησιµοποιώντας το όριο θραύσης 

uf , σύµφωνα µε τις ακόλουθες εξισώσεις: 

 
2

4
f

u u

bt
M f=  (2-56) 
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 b,u b,eff u ,bF A f=  (2-57) 

Οι µετακινήσεις των δύο σηµείων της διγραµµικής καµπύλης µπορούν να 
υπολογιστούν στην συνέχεια, από τις τιµές της δυσκαµψίας και της αντοχής. 
Συγκεκριµένα η µετακίνηση plδ  του πρώτου σηµείου και η µετακίνηση uδ  του 

τελικού σηµείου προκύπτουν ως εξής: 

 pl
pl

ini

F
δ

S
=  (2-58) 

 pl u pl
u

ini pl

F F F
δ

S S
−

= +  (2-59) 

Faella et al. (2000) 
Οι Faella et al. (2000) και Piluso et al. (2001) προτείνουν ένα αναλυτικό 
προσοµοίωµα για τον υπολογισµό της συνολικής καµπύλης δύναµης-µετακίνησης 
της σύνδεσης βραχέος ταυ. Οι συγγραφείς υιοθετούν τις παρακάτω παραδοχές: 

• Η τρισδιάστατη γεωµετρία της σύνδεσης δεν λαµβάνεται υπόψη 

• Τα φαινόµενα γεωµετρικής µη γραµµικότητας δεν λαµβάνονται 
υπόψη 

• Η αλληλεπίδραση ροπής-τέµνουσας δεν λαµβάνεται υπόψη 

• ∆εν επιβάλλεται η συµβιβαστότητα µεταξύ των µετακινήσεων του 
πέλµατος και των κοχλιών 

• Οι δυνάµεις επαφής θεωρείται ότι ασκούνται στο άκρο του πέλµατος 

• Η κάµψη των κοχλιών αγνοείται 

• Η θραύση της διατοµής του πέλµατος θεωρείται ότι πραγµατοποιείται 
όταν η ανηγµένη παραµόρφωση στην ακραία ίνα υπερβεί την µέγιστη 
τιµή του υλικού. 

Οι συγγραφείς χρησιµοποιούν τον τετραγραµµικό νόµο υλικού του σχήµατος 2-12 
για το πέλµα. Ο νόµος είναι διατυπωµένος ως προς πραγµατικές τάσεις και 
ανηγµένες παραµορφώσεις και εφαρµόζεται ως έχει, παρά το γεγονός ότι στους 
υπολογισµούς χρησιµοποιούνται οι αρχικές γεωµετρικές διαστάσεις.  
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Σχήµα 2-12. Νόµος υλικού για το προσοµοίωµα των Faella et al. (2000) 

Με βάση τον νόµο υλικού του σχήµατος 2-12 ορίζονται τέσσερα χαρακτηριστικά 
σηµεία της σχέσης ροπής-καµπυλότητας, για την ορθογωνική διατοµή του πέλµατος, 
ως εξής: 

• Ροπή yM  - καµπυλότητα yκ : όταν η ανηγµένη παραµόρφωση στην 

ακραία ίνα πάρει την τιµή yε . 

• Ροπή hM  - καµπυλότητα hκ : όταν η ανηγµένη παραµόρφωση στην 

ακραία ίνα πάρει την τιµή hε . 

• Ροπή mM  - καµπυλότητα mκ : όταν η ανηγµένη παραµόρφωση στην 

ακραία ίνα πάρει την τιµή mε . 

• Ροπή uM  - καµπυλότητα uκ : όταν η ανηγµένη παραµόρφωση στην 

ακραία ίνα πάρει την τιµή uε . 

Η ροπή διαρροής yM , η οποία αντιστοιχεί στο πρώτο χαρακτηριστικό σηµείο, 

προκύπτει από την σχέση: 

 
2

6
f

y y

bt
M f=  (2-60) 

Οι συγγραφείς υπολόγισαν αναλυτικά την σχέση της ροπής M  στην διατοµή 
συναρτήσει της καµπυλότητας κ , µεταξύ των τεσσάρων χαρακτηριστικών σηµείων, 
η οποία γενικά είναι µη γραµµική, και δίνεται από την ακόλουθη έκφραση:  
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 (2-61) 

Οι ροπές hM , mM , uM  προκύπτουν από την 2-61 θέτοντας την καµπυλότητα κ  ίση 

µε hκ , mκ , uκ  αντίστοιχα. Οι καµπυλότητες κ , yκ , hκ , mκ , uκ  συνδέονται µε τις 

αντίστοιχες ανηγµένες παραµορφώσεις στην ακραία ίνα της διατοµής µε την 
ακόλουθη γενικευµένη σχέση: 

 2

f

εκ
t

=  (2-62) 

Επειδή η σχέση της ροπής µε την καµπυλότητα είναι µη γραµµική, οι συγγραφείς 
υιοθετούν για την τελική καµπύλη δύναµης-µετακίνησης της σύνδεσης µία 
τετραγραµµική εξιδανίκευση, η οποία ορίζεται µέσω τεσσάρων χαρακτηριστικών 
σηµείων της απόκρισης. Για τον υπολογισµό της δύναµης κάθε σηµείου, 
χρησιµοποιούν τις εκφράσεις των βασικών σχέσεων της οριακής ανάλυσης του 
γραµµικού φορέα βραχέος ταυ, που προαναφέρθηκαν. Ειδικότερα για τον πρώτο 
µηχανισµό αστοχίας, επιλέγουν την σχέση 2-49, µε την οποία λαµβάνεται υπόψη η 
κατανεµηµένη δράση του κοχλία, χρησιµοποιώντας όµως, αντί της ροπής 
πλαστικοποίησης plM , τις ροπές yM , hM , mM , uM , ανάλογα µε την περίπτωση: 

• 1ο σηµείο: δύναµη yF , ροπή yM  

• 2ο σηµείο: δύναµη hF , ροπή hM  

• 3ο σηµείο: δύναµη mF , ροπή mM  

• 4ο σηµείο: δύναµη uF , ροπή uM  
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Για τον δεύτερο µηχανισµό αστοχίας εφαρµόζεται η σχέση 2-33 για τον υπολογισµό 
των δυνάµεων yF , hF , mF , uF , χρησιµοποιώντας και πάλι τις ροπές yM , hM , mM , 

uM  αντί της plM . Επίσης, αντί της δύναµης b,rdF  του κοχλία χρησιµοποιείται η 

µέγιστη αντοχή του b,uF , η οποία υπολογίζεται µε την ακόλουθη σχέση:  

 b,u b,eff uF A f=  (2-63) 

Η επιλογή του κρίσιµου µηχανισµού αστοχίας διενεργείται στην τελική κατάσταση 
φόρτισης (δείκτης u) µε την βοήθεια της παραµέτρου uβ : 

 2 u
u

b,u

Mβ
F m

=  (2-64) 

Ανάλογα µε την τιµή της παραµέτρου uβ , σε σχέση µε τα όρια που αναφέρονται στις 

σχέσεις 2-39 ως 2-41, προκύπτει ο κατάλληλος µηχανισµός. Για τον τρίτο 
µηχανισµό αστοχίας, ο υπολογισµός της τελικής αντοχής uF  εξαρτάται 

αποκλειστικά από τους κοχλίες (σχέση 2-34). Ωστόσο εφαρµόζεται µία 
διαφοροποιηµένη διαδικασία, µε την οποία εξετάζεται αν έχει προηγηθεί 
πλαστικοποίηση στο πέλµα. Εποµένως, η καµπύλη δύναµης µετακίνησης για τον 
τρίτο µηχανισµό µπορεί να διαθέτει από έναν µέχρι τέσσερις γραµµικούς κλάδους. 
Πάντως οι συγγραφείς αναφέρουν ότι το προσοµοίωµα στην συγκεκριµένη 
περίπτωση µπορεί να µην είναι ακριβές, εξαιτίας της κάµψης των κοχλιών, η 
επίδραση της οποίας δεν λαµβάνεται υπόψη, και για τον τρίτο µηχανισµό είναι 
σηµαντική.  

Ο αναλυτικός υπολογισµός των µετακινήσεων στην πλαστική περιοχή της 
απόκρισης αποτελεί το σηµαντικότερο αντικείµενο το οποίο αντιµετωπίζουν οι 
συγγραφείς. Οι µετακινήσεις του βραχέος ταυ υπολογίζονται κινηµατικά από τις 
στροφές που αναπτύσσονται στις θέσεις πλαστικών αρθρώσεων του πέλµατος, 
πλησίον της συναρµογής µε τον κορµό και στην περιοχή του κοχλία. Για την στροφή 
σε κάθε θέση πραγµατοποιείται ολοκλήρωση των καµπυλοτήτων κατά µήκος του 
πέλµατος. Για τον πρώτο µηχανισµό αστοχίας, η ολοκλήρωση πραγµατοποιείται στο 
τµήµα του πέλµατος µεταξύ των δύο αρθρώσεων, ενώ το τµήµα από τον κοχλία 
µέχρι το άκρο του πέλµατος θεωρείται ότι δεν παραµορφώνεται. Για τον δεύτερο 
µηχανισµό αστοχίας, η ολοκλήρωση των καµπυλοτήτων πραγµατοποιείται σε 
ολόκληρο το πέλµα. Για την κατανοµή των καµπυλοτήτων στο πέλµα, υιοθετείται η 
παραδοχή ότι καθ΄ όλη την ιστορία της φόρτισης το σηµείο µηδενισµού της ροπής 
στο πέλµα δεν αλλάζει αλλά ταυτίζεται µε εκείνο που αντιστοιχεί στην τελική 
κατάσταση της φόρτισης. Στην µετακίνηση του βραχέος ταυ λαµβάνεται υπόψη και 
η επιµήκυνση των κοχλιών χωρίς ωστόσο να τίθεται περιορισµός συµβιβαστότητας 
µε την µετακίνηση του πέλµατος. Η µαθηµατική επεξεργασία του προβλήµατος είναι 
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εκτενής και για τον λόγο αυτόν θα αναφερθούν µόνο οι τελικές εκφράσεις. 
Συγκεκριµένα, για τα τέσσερα χαρακτηριστικά σηµεία της καµπύλης δύναµης-
µετακίνησης, οι µετακινήσεις yδ , hδ , mδ , uδ  για τον πρώτο µηχανισµό, 

υπολογίζονται ως εξής: 
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y
ini , f b b b

F F / M / n
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= +  (2-65) 
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όπου η αρχική δυσκαµψία λόγω των µετακινήσεων του πέλµατος ini , fS  προκύπτει 

από την σχέση 2-27. Η αρχική δυσκαµψία των συνολικών µετακινήσεων iniS  

προκύπτει από την σχέση: 

 y
ini

y

F
S

δ
=  (2-69) 

Οι παράµετροι D , F  και C , εξαρτώνται αποκλειστικά από το υλικό του πέλµατος. 
Οι εκφράσεις µε τις οποίες υπολογίζονται είναι οι εξής:  
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 (2-70) 
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 (2-72) 

όπου  
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Σε ότι αφορά τον δεύτερο µηχανισµό αστοχίας, οι υπολογισµοί απαιτούν αριθµητική 
επίλυση καθώς η ροπή του πέλµατος στην θέση του κοχλία, για τα τέσσερα 
χαρακτηριστικά σηµεία της απόκρισης, λαµβάνει τιµές διάφορες των yM , hM , mM , 

uM . Ο υπολογισµός της καµπυλότητας, για δεδοµένη τυχούσα ροπή, δεν είναι 

εφικτός αναλυτικά διότι η αντίστροφη συνάρτηση της 2-61, δεν είναι διαθέσιµη σε 
κλειστή αναλυτική µορφή. Στην περίπτωση του πρώτου µηχανισµού αντίθετα, οι 
καµπυλότητες όπου απαιτούνται, υπολογίζονται από τις ανηγµένες παραµορφώσεις 

yε , hε , mε , uε  (σχέση 2-62), καθώς οι ροπές και στις δύο θέσεις του πέλµατος 

λαµβάνουν τις τιµές yM , hM , mM , uM , για τα τέσσερα χαρακτηριστικά σηµεία της 

απόκρισης. 

Η µετακίνηση yδ , για τον δεύτερο µηχανισµό, υπολογίζεται από την ακόλουθη 

σχέση: 
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Η παράµετρος ξ  εκφράζει την σχέση µεταξύ της ροπής του πέλµατος στην 
συναρµογή µε τον κορµό και της ροπής στην θέση του κοχλία. Ο υπολογισµός της 
γίνεται ως εξής: 

 2 u

u

β nξ
β n m
−

=
+

 (2-76) 

όπου ο όρος uβ  προκύπτει από την 2-64. Οι µετακινήσεις hδ , mδ , uδ , µετά την 

διαρροή, υπολογίζονται µε την ακόλουθη, γενικής µορφής, έκφραση: 

 
( )1 1 2 1 2

1 21

x
p x p x p x p x p x

ini
x

x
p x p xp x

ini

F θ m θ θ n , θ θS
δ

F , θ θθ m
S

⎧ + + − >⎪⎪= ⎨
⎪ ≤+
⎪⎩

 (2-77) 

Στην θέση του δείκτη x, εισάγονται ανάλογα µε την περίπτωση, οι δείκτες h, m και u, 
προκειµένου να προσδιορισθούν οι αντίστοιχες µετακινήσεις hδ , mδ  και uδ . Οι 
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πλαστικές στροφές 1p xθ  και 1p xθ  του πέλµατος στην συναρµογή µε τον κορµό και 

στην θέση του κοχλία, που εµφανίζονται στην 2-77, υπολογίζονται για κάθε 
περίπτωση του δείκτη x από τις ακόλουθες σχέσεις: 

• Μετακίνηση hδ  

 
( )1 1p h

f

mθ D
t ξ

=
+

 (2-78) 

 
( )

2

0

1

h y u

p h

h h y u
f

,  ξ Μ / Μ

θ m ξ n D ξ ,  ξ Μ / Μ
t ξ m

≤⎧
⎪⎪= ⎨ ⎛ ⎞⎪ + >⎜ ⎟+⎪ ⎝ ⎠⎩

 (2-79) 

όπου h
h

u

Mξ ξ
M

= . 

• Μετακίνηση mδ  

 
( )1 1p m

f

mθ F
t ξ

=
+

 (2-80) 

 ( )

( )

2

0

1

1

y
m

u

y h
p m m m

f u u

h m
m m

f u u

Μ
,  ξ

Μ

Μ Μm ξ nθ D ξ ,  ξ
t ξ m Μ Μ

Μ Μm ξ n F ξ ,  ξ
t ξ m Μ Μ

⎧
≤⎪

⎪
⎪
⎪ ⎛ ⎞⎪= + < ≤⎨ ⎜ ⎟+⎝ ⎠⎪
⎪
⎪ ⎛ ⎞⎪ + < ≤⎜ ⎟+⎪ ⎝ ⎠⎩

 (2-81) 

όπου m
m

u

Mξ ξ
M

= . 

• Μετακίνηση uδ  

 
( )1 1p u

f

mθ C
t ξ

=
+

 (2-82) 
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( )

( )

( )
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y h

f u u

p u

h m

f u u

m

f u

Μ
,  ξ

Μ

Μ Μm ξ n D ξ ,  ξ
t ξ m Μ Μ

θ
Μ Μm ξ n F ξ ,  ξ

t ξ m Μ Μ

Μm ξ n G ξ ,  ξ
t ξ m Μ

⎧
≤⎪

⎪
⎪
⎪ ⎛ ⎞+ < ≤⎪ ⎜ ⎟+⎝ ⎠⎪
⎪= ⎨
⎪ ⎛ ⎞+ < ≤⎪ ⎜ ⎟+⎝ ⎠⎪
⎪
⎪ ⎛ ⎞⎪ + < ≤⎜ ⎟⎪ +⎝ ⎠⎩

 (2-83) 

Οι παράµετροι D , F  και C  είναι οι ίδιες µε αυτές που χρησιµοποιήθηκαν και στον 
πρώτο µηχανισµό αστοχίας (σχέσεις 2-70 ως 2-72). Οι συναρτήσεις ( )D ξ , ( )F ξ , 

( )G ξ  αποτελούν µία γενικότερη µορφή των D , F  και C  αντίστοιχα. Οι εκφράσεις 

τους είναι οι ακόλουθες: 

 ( ) 3 12 3
2 2

y yξ ξ
y

y u y ξ

Μ κκ κ
D ξ ε

κ ξΜ κ κ

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − + − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (2-84) 

 ( ) ( )3

2

3 12 3
2 2

ξ hy yξ ξ h
y

y u y ξ ξ y

κ κΜ κκ κ EF ξ ε
κ ξΜ κ κ E κ κ

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎢ ⎥⎜ ⎟= − + + − −
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
 (2-85) 

 ( ) 3 12 3
2 2

y yξ ξ h u
y h u

y u y ξ

Μ κκ κ Ε ΕG ξ ε G G
κ ξΜ κ κ Ε Ε

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − + + + − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (2-86) 

όπου 

 
2 2

3 3

2 2 2 23 3 3 3ξ m ξ hm m h h
h

ξ y y y y y ξ y

κ κ κ κκ κ κ κG
κ κ κ κ κ κ κ κ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2-87) 

 
2 2

3

2 23 3ξ ξ m m m
u

y y y ξ y

κ κ κ κ κG
κ κ κ κ κ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2-88) 

Στις ανωτέρω εκφράσεις ξκ  είναι η καµπυλότητα που αντιστοιχεί σε ροπή uξM . Για 

τον υπολογισµό του όρου ( )hD ξ  της στροφής 2p hθ  (σχέση 2-79), χρησιµοποιείται η 

σχέση 2-84, όπου στην θέση της µεταβλητής ξ  τίθεται η παράµετρος hξ  ενώ στην 
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θέση της καµπυλότητας ξκ  τίθεται η καµπυλότητα 
hξ

κ , που αντιστοιχεί σε ροπή 

h uξ M . Για την εκτίµηση της καµπυλότητας 
hξ

κ  από την ροπή h uξ M  απαιτείται 

αριθµητική µέθοδος επίλυσης. Όµοια προκύπτουν και οι όροι ( )mD ξ , ( )mF ξ , 

χρησιµοποιώντας τις τιµές mξ  και m uξ M , όπου απαιτείται.  

Swanson και Leon (2001) 
Οι Swanson και Leon (2001), προτείνουν ένα επαυξητικό προσοµοίωµα για την µη 
γραµµική απόκριση βραχέων ταυ. Η µορφολογία της σύνδεσης βραχέος ταυ που 
εξετάζουν, περιλαµβάνει πέραν των δύο εφελκυόµενων κοχλιών και διατεµνόµενους 
κοχλίες στον κορµό. Η µορφολογία αυτή έχει εφαρµογή σε πλήρως κοχλιωτούς 
κόµβους, όπως είναι οι κόµβοι µε βραχέα ταυ κοχλιωµένα στα πέλµατα της δοκού ή 
µε γωνιακά. Σε αυτές τις περιπτώσεις, οι δυνάµεις µεταφέρονται από τα πέλµατα της 
δοκού προς την σύνδεση µέσω των διατεµνόµενων κοχλιών. Στην δηµοσίευση των 
Swanson και Leon (2001) λαµβάνονται υπόψη τα φαινόµενα ολίσθησης ή σύνθλιψης 
άντυγας των διατεµνόµενων κοχλιών και η παραµορφωσιµότητα του κορµού. Στην 
συνέχεια ωστόσο, θα περιγραφεί µόνο το προσοµοίωµα για την απόκριση του 
πέλµατος και των εφελκυόµενων κοχλιών, όπου και εστιάζεται το ενδιαφέρον στην 
παρούσα διατριβή.  

Η διαµόρφωση του γραµµικού φορέα βραχέος ταυ που χρησιµοποιούν οι 
συγγραφείς, βασίζεται στο προσοµοίωµα των Kulak et al. (1987-2001). Στο σχήµα 
2-13 φαίνεται ο φορέας του προσοµοιώµατος. Λόγω συµµετρίας, µόνο το ένα ήµισυ 
της σύνδεσης λαµβάνεται υπόψη. Ο κοχλίας συµµετέχει στον φορέα µέσω ενός 
µετακινησιακού ελατηρίου. Οι διαστάσεις m'  και n'  του σχήµατος 2-13 
προκύπτουν ως εξής:  

 0 5 0 5bm' d , d , r= − −  (2-89) 

 0 5 0 5 1 25bn' n , d , r , m'= + − ≤  (2-90) 

Η µη γραµµικότητα υλικού λαµβάνεται υπόψη τόσο για το πέλµα όσο και για τους 
κοχλίες. Σε ότι αφορά το πέλµα, θεωρείται ότι σχηµατίζονται πλαστικές αρθρώσεις 
στην συναρµογή µε τον κορµό και στην θέση των κοχλιών. Σε κάθε θέση πλαστικής 
άρθρωσης διακρίνονται δύο στάδια ανάπτυξης της πλαστικοποίησης: αρχικά 
διαµορφώνονται συνθήκες µερικής πλαστικής άρθρωσης, µετά την διαρροή της 
διατοµής και τελικά διαµορφώνονται συνθήκες πλήρους πλαστικής άρθρωσης µετά 
την γενικευµένη πλαστικοποίηση της διατοµής. Οι συγγραφείς υπολόγισαν µε την 
µέθοδο των µετακινήσεων, την απόκριση του φορέα µε ελαστικό πέλµα ή µε 
σχηµατισµένες πλήρεις πλαστικές αρθρώσεις (Swanson 1999), λαµβάνοντας υπόψη 
και τις διατµητικές παραµορφώσεις. Για τις περιπτώσεις ύπαρξης και µερικώς 
σχηµατισµένων πλαστικών αρθρώσεων, δεν προχώρησαν σε αναλυτικούς 
υπολογισµούς αλλά προτείνουν την εφαρµογή της απόκρισης των αντίστοιχων 
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φορέων µε πλήρεις αρθρώσεις, εισάγοντας κατάλληλο συντελεστή στάθµισης. Από 
εµπειρική παρατήρηση επιλέγουν έναν συντελεστή στάθµισης µεταξύ των δύο 
καταστάσεων ίσο µε 1:3. Συνολικά, είναι δυνατόν να εµφανιστούν πέντε 
διαφορετικές διαµορφώσεις του γραµµικού φορέα, εξ’ αιτίας της πλαστικοποίησης 
του πέλµατος.  

 

Σχήµα 2-13. Φορέας προσοµοιώµατος βραχέος ταυ των Swanson και Leon (2001)  

Σε ότι αφορά του κοχλίες, προτείνεται µία εµπειρική σχέση τεσσάρων γραµµικών 
κλάδων για την καµπύλη δύναµης bF  - µετακίνησης bδ . Στο σχήµα 2-14 που 

ακολουθεί, φαίνονται τα χαρακτηριστικά µεγέθη των τεσσάρων κλάδων της 
καµπύλης.  

 

Σχήµα 2-14. Καµπύλη δύναµης bF  - µετακίνησης bδ  κοχλία για το προσοµοίωµα 
των Swanson και Leon (2001) 
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Ο αρχικός κλάδος θεωρείται ότι έχει άπειρη πρακτικά δυσκαµψία (1000 bk ) και 

εφαρµόζεται σε προεντεταµένους κοχλίες. Η δύναµη 0
bF , που αποτελεί το όριο για 

τον πρώτο κλάδο, είναι η αρχική δύναµη προέντασης του κοχλία. Για τον επόµενο 
κλάδο, η δυσκαµψία bk  αντιστοιχεί στην ελαστική συµπεριφορά, όπου λαµβάνεται 

υπόψη και η διαφοροποίησή της λόγω µειωµένης διατοµής του σπειρώµατος. Ο 
υπολογισµός της δυσκαµψίας bk  πραγµατοποιείται µε την βοήθεια της σχέσης: 

 1
0 55 0 55b

b b,s b b,t

b b b,eff b

k , d L , d L
A E A E

=
+ +

+
 (2-91) 

όπου b,sL  το µήκος του κορµού του κοχλία µε πλήρη διατοµή και b,tL  το µήκος του 

σπειρώµατος που συµµετέχει στην συγκράτηση του πέλµατος. Για την µετακίνηση 
κατά την θραύση του κοχλία b,uδ , θεωρείται ότι η πλαστικοποίηση συγκεντρώνεται 

στο τµήµα του σπειρώµατος µόνο, ενώ ο υπόλοιπος κορµός παραµένει ελαστικός. 
Επίσης, γίνεται η παραδοχή ότι στην πλαστικοποίηση συµµετέχει και ένα µήκος του 
κορµού, εντός του περικοχλίου. Το µήκος αυτό λαµβάνεται ίσο µε δύο βήµατα του 
σπειρώµατος. Τελικά η b,uδ  προσδιορίζεται από την σχέση: 

 
0 90 2b,u b,s

b,u u ,b b,t
b b t

, F L
δ ε L

A E n
⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2-92) 

όπου b,uF  είναι η τελική αντοχή του κοχλία ( b,u b,eff uF A f= ), u ,bε  είναι η µέγιστη 

ανηγµένη παραµόρφωση του υλικού και tn  το βήµα του σπειρώµατος ανά µονάδα 

µήκους του κοχλία. Η δύναµη στο τελευταίο σηµείο της καµπύλης είναι µικρότερη 
από την αντοχή b,uF . Με την υποεκτίµηση αυτήν, οι συγγραφείς αναφέρουν ότι 

αντισταθµίζεται η επιπλέον ένταση που αναπτύσσεται στους κοχλίες, λόγω της 
ταυτόχρονης κάµψης του κορµού τους.  

Με τον συνδυασµό των πέντε πιθανών καταστάσεων για το πέλµα και των τεσσάρων 
κλάδων της καµπύλης του κοχλία, η τελική καµπύλη δύναµης F  - µετακίνησης δ  
του βραχέος ταυ είναι δυνατόν να διαθέτει µέχρι εννέα γραµµικά τµήµατα. Ο 
υπολογισµός της καµπύλης F δ−  πραγµατοποιείται επαυξητικά. Πρώτα 
υπολογίζεται η αρχική δυσκαµψία και τα εντατικά µεγέθη της ελαστικής απόκρισης. 
Στην συνέχεια διενεργείται µία σειρά ελέγχων προκειµένου να διαπιστωθεί ποιο 
είναι το κρίσιµο όριο της απόκρισης, το οποίο παραβιάζεται πρώτο. Οι 
συγκεκριµένοι έλεγχοι περιλαµβάνουν την δύναµη του κοχλία σε σχέση µε τον 
επόµενο κλάδο της καµπύλης b bF δ−  και τις ροπές του πέλµατος στις κρίσιµες 

θέσεις σε σχέση µε τον σχηµατισµό πλαστικών αρθρώσεων σε αυτές. Στην συνέχεια 
προσδιορίζονται οι επαυξητικές µετακινήσεις και τα επαυξητικά εντατικά µεγέθη και 
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η διαδικασία επαναλαµβάνεται µέχρι την τελική αστοχία των κοχλιών. Η αρχική 
δυσκαµψία του ελαστικού γραµµικού φορέα προκύπτει από την σχέση: 

 ( )312 3 b
ini

ee

EI EI k γ
S

γ
+

=  (2-93) 

όπου I  είναι η ροπή αδράνειας του πέλµατος ενώ οι συντελεστές eeγ  και 3γ  

υπολογίζονται ως εξής: 

 1 212ee bγ EIγ k γ= +  (2-94) 

 ( )3 2 2 3
1 3 3α bγ n' β n' m' n' m' m' β= + + +  (2-95) 

 3 3 2 4 2
2 4 3a b bγ n' m' β β n' m' β= +  (2-96) 

 3 2
3 3a bγ n' β n' m' β= +  (2-97) 

όπου 

 2

121a
f

EIβ
Gbt n'

= +  (2-98) 

 2

121b
f

EIβ
Gbt m'

= +  (2-99) 

Το προσοµοίωµα των Swanson και Leon (2001) δεν προορίζεται για υπολογισµούς 
µε το χέρι αλλά µπορεί να υλοποιηθεί µόνο σε υπολογιστή, µε προγραµµατισµό της 
συνολικής επαυξητικής διαδικασίας. Οι συγγραφείς αναφέρουν ότι το προτεινόµενο 
προσοµοίωµα εµφανίζει καλύτερα αποτελέσµατα σε βραχέα ταυ µε εύκαµπτα 
πέλµατα.  

Vayas et al. (2003) 
Οι Vayas et al. (2003) και Beg et al. (2003) δηµοσίευσαν µία αναλυτική 
µεθοδολογία για την εκτίµηση της µέγιστης µετακίνησης της σύνδεσης βραχέος ταυ. 
Η µεθοδολογία αποτελεί τµήµα γενικότερης έρευνας σχετικά µε την στροφική 
ικανότητα των κόµβων, για τους οποίους η σύνδεση βραχέος ταυ αποτελεί 
σηµαντικό συστατικό µέρος.  

Για κάθε µηχανισµό αστοχίας της σύνδεσης, προτείνεται µία απλή αναλυτική 
έκφραση υπολογισµού της µέγιστης µετακίνησης. Για τον πρώτο µηχανισµό 
αστοχίας η µέγιστη µετακίνηση υπολογίζεται ως εξής: 

 u uδ mφ=  (2-100) 
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όπου uφ  είναι η στροφή του πέλµατος στις θέσεις πλαστικών αρθρώσεων κατά την 

αστοχία. Η στροφή uφ  υπολογίζεται θεωρώντας ότι σε κάθε πλαστική άρθρωση 

αντιστοιχεί ένα πλαστικοποιηµένο µήκος ίσο µε το πάχος ft  του πέλµατος και ότι η 

ανηγµένη παραµόρφωση στις ακραίες ίνες του µήκους αυτού είναι uε . Έτσι 

αποδεικνύεται ότι: 

 2u uφ ε=  (2-101) 

Οι συγγραφείς χρησιµοποιούν την τιµή 0 20uε ,= , έτσι ώστε τελικά να προκύπτει: 

 0 4uδ , m=  (2-102) 

Για τον δεύτερο µηχανισµό αστοχίας, η µέγιστη µετακίνηση υπολογίζεται µε την 
ακόλουθη έκφραση: 

 1 2u ,u ,uδ nφ mφ= +  (2-103) 

όπου 1,uφ  και 2 ,uφ  οι τελικές στροφές του πέλµατος στο άκρο και στην συναρµογή µε 

τον κορµό αντίστοιχα. Η 1,uφ  αποδίδεται στην επιµήκυνση των κοχλιών και 

υπολογίζεται ως εξής: 

 1
u ,b b

,u

ε L
φ

n
=  (2-104) 

Για την µέγιστη ανηγµένη παραµόρφωση u ,bε  χρησιµοποιείται ένα όριο ίσο µε 0 10, . 

Η 2 ,uφ  υπολογίζεται εµπειρικά συναρτήσει της 1,uφ : 

 2 1,u ,uφ kφ=  (2-105) 

Για τον συντελεστή k  οι συγγραφείς προτείνουν τυπικές τιµές από 3,0 ως 4,0. Η 
τελική έκφραση για την µέγιστη µετακίνηση του δεύτερου µηχανισµού αστοχίας 
παίρνει την µορφή: 

 0 1 1u b
mδ , L k
n

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2-106) 

Για τον τρίτο µηχανισµό αστοχίας, η µετακίνηση του βραχέος ταυ θεωρείται ότι 
προέρχεται από την επιµήκυνση των κοχλιών µόνο: 

 0 1u u ,b b bδ ε L , L= =  (2-107) 
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Coelho et al. (2004) 
Οι Coelho et al. (2004) προτείνουν ένα απλοποιηµένο προσοµοίωµα εκτίµησης της 
µη γραµµικής απόκρισης της σύνδεσης βραχέος ταυ, το οποίο είναι κατάλληλο για 
επίλυση µε την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων. Το προσοµοίωµα υιοθετεί την 
διαµόρφωση γραµµικού φορέα βραχέος ταυ του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Στο 
σχήµα 2-15 απεικονίζεται η γεωµετρία του προτεινόµενου προσοµοιώµατος. Λόγω 
συµµετρίας, µόνο το ένα ήµισυ της σύνδεσης είναι απαραίτητο να προσοµοιωθεί.  

 

Σχήµα 2-15. Προσοµοίωµα βραχέος ταυ των Coelho et al. (2004) 

Για την καµπύλη δύναµης-µετακίνησης του κοχλία υιοθετείται η σχέση b bF δ−  που 

προτείνουν οι Swanson και Leon (2001) και περιγράφηκε προηγούµενα (σχήµα 
2-14). Η περίπτωση προέντασης των κοχλιών δεν περιλαµβάνεται και συνεπώς η 
καµπύλη δύναµης-µετακίνησης του κοχλία αποτελείται από τρεις κλάδους. Για το 
πέλµα, ο νόµος υλικού διατυπώνεται µε παραδοχές πραγµατικών τάσεων και 
ανηγµένων παραµορφώσεων. Η εφαρµογή της µεθόδου των πεπερασµένων 
στοιχείων επιτρέπει την επιλογή πολυγραµµικής καµπύλης για τον νόµο υλικού.  

Με βάση τα ανωτέρω, το προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων διαθέτει µη 
γραµµικά στοιχεία δοκού για την διακριτοποίηση του πέλµατος. Οι διατµητικές 
παραµορφώσεις δεν ενσωµατώνονται στην διατύπωση των στοιχείων που 
χρησιµοποίησαν οι συγγραφείς. Προκειµένου να αντισταθµιστεί η συγκεκριµένη 
αδυναµία, προτείνεται η εφαρµογή ενός µειωµένου µέτρου ελαστικότητας για το 
πέλµα, το οποίο υπολογίζεται µε την ακόλουθη σχέση: 

 
( )

2

2
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3 f f
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t m / t
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 (2-108) 
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Για τον χαρακτηρισµό της κατάστασης µέγιστης έντασης χρησιµοποιούνται δύο 
κριτήρια αστοχίας: 

• Θραύση του κοχλία 

• Υπέρβαση του ορίου θραύσης του υλικού του πέλµατος στην 
συναρµογή µε τον κορµό 

Για το δεύτερο κριτήριο, ο έλεγχος δεν διενεργείται στην ακραία διατοµή του 
πέλµατος αλλά στην διατοµή Α* (σχήµα 2-15). Η διατοµή Α* απέχει από τον άξονα 
του κοχλία απόσταση ίση µε d r− , για πρότυπες διατοµές και 2 wd a−  για 

συγκολλητές. Στην περιοχή του πέλµατος κοντά στον κοχλία, δεν πραγµατοποιείται 
έλεγχος αστοχίας, καθώς η ροπή που αναπτύσσεται στην συγκεκριµένη θέση είναι 
µικρότερη από την ροπή στην συναρµογή µε τον κορµό.  

2.4 Πειραµατική έρευνα και προσοµοίωση µε πεπερασµένα 
στοιχεία 

Στην συνέχεια αναφέρονται συνοπτικά οι διαθέσιµες βιβλιογραφικές πηγές σχετικά 
µε την πειραµατική διερεύνηση συνδέσεων βραχέος ταυ και την σύνθετη 
προσοµοίωση µε πεπερασµένα στοιχεία. Το ενδιαφέρον για πειραµατική έρευνα ή 
προσοµοίωση µε πεπερασµένα στοιχεία είναι µεγάλο εξ’ αιτίας της συµµετοχής των 
συνδέσεων βραχέων ταυ ως συστατικών µερών σε πλήρεις κόµβους µεταφοράς 
ροπής. Παρά την γεωµετρική απλότητα της σύνδεσης βραχέος ταυ, η αναλυτική 
εκτίµηση της απόκρισης της παραµένει δυσχερής και για τον λόγο αυτόν η 
χρησιµοποίηση πειραµατικών µεθόδων ή σύνθετων προσοµοιώσεων µε 
πεπερασµένα στοιχεία θεωρείται αναγκαία για την πρόσκτηση κατά το δυνατόν 
ακριβέστερων δεδοµένων της απόκρισης.  

Ο Zoetemeijer (1974) πραγµατοποίησε πειραµατικές δοκιµές συνδέσεων βραχέος 
ταυ προκειµένου να αξιολογηθεί η αντιστοιχία µεταξύ της εφελκυόµενης ζώνης 
κοχλιωτών κόµβων και του βραχέος ταυ. Από τα αποτελέσµατα προέκυψαν οι 
µορφές αστοχίας της σύνδεσης, οι οποίες συµπεριληφθήκαν µε την µορφή 
µηχανισµών κατάρρευσης µε γραµµές διαρροής, στον προσδιορισµό της αντοχής του 
πέλµατος του υποστυλώµατος και της µετωπικής πλάκας στην εφελκυόµενη ζώνη 
των κόµβων. 

Ο Agerskov (1976) αναφέρει τέσσερις δοκιµές συνδέσεων βραχέος ταυ. Οι δοκιµές 
χρησιµοποιηθήκαν για την αξιολόγηση της µεθοδολογίας εκτίµησης της αντοχής και 
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της φόρτισης των κοχλιών σε συνδέσεις βραχέος ταυ. Όλες οι δοκιµές διέθεταν 
προεντεταµένους κοχλίες. 

Οι Packer και Morris (1977) αναφέρουν µία σειρά από 8 πειραµατικές δοκιµές 
βραχέων ταυ, κοχλιωµένων επί υποστυλώµατος. Και σε αυτήν την περίπτωση, ο 
στόχος της έρευνας είναι η αξιολόγηση µηχανισµών κατάρρευσης της εφελκυόµενης 
ζώνης κόµβων µε µετωπική πλάκα, που προτείνουν οι συγγραφείς. Κατά συνέπεια 
τα αποτελέσµατα των δοκιµών που αναφέρονται αφορούν την εκτίµηση της αντοχής 
µόνο. 

Οι Bursi και Jaspart (1997) πραγµατοποίησαν προσοµοίωση µε πεπερασµένα 
στοιχεία δύο συνδέσεων βραχέος ταυ. Η διαµόρφωση των δύο συνδέσεων 
επιλέχθηκε έτσι ώστε στην µεν µία να είναι περισσότερο κρίσιµο το πέλµα, ενώ στην 
άλλη οι κοχλίες. Τόσο για το τεµάχιο ταυ όσο και για τον κοχλία χρησιµοποιήθηκαν 
τρισδιάστατα οκτακοµβικά στοιχεία. Για τον κορµό του κοχλία, χρησιµοποιήθηκε 
ένα ισοδύναµο µήκος, σύµφωνα µε την µεθοδολογία του Agerskov (1976), µε το 
οποίο λαµβάνεται υπόψη η διαφοροποίηση της δυσκαµψίας εξαιτίας του 
σπειρώµατος. Η επαφή µεταξύ των πελµάτων και µεταξύ πελµάτων και κεφαλής των 
κοχλιών προσοµοιώθηκε µε εξειδικευµένα επιφανειακά στοιχεία επαφής. Τα δύο 
προσοµοιώµατα αξιολογήθηκαν µε αντίστοιχες πειραµατικές δοκιµές για το σύνολο 
της ιστορίας φόρτισης µέχρι την αστοχία. ∆ιερευνήθηκε επίσης η επίδραση της 
προέντασης των κοχλιών, καθώς για κάθε σύνδεση δηµοσιεύονται αποτελέσµατα 
των προσοµοιωµάτων και των πειραµατικών δοκιµών, τόσο για απλούς κοχλίες όσο 
και για προεντεταµένους.  

Οι Mistakidis et al. (1997 και 1998) παρουσίασαν ένα διδιάστατο προσοµοίωµα 
πεπερασµένων στοιχείων επίπεδης έντασης για συνδέσεις βραχέος ταυ. Ο κοχλίας, ο 
δακτύλιος και το τεµάχιο ταυ προσοµοιώθηκαν ως διακριτά σώµατα και 
ενσωµατώθηκαν οι συνθήκες επαφής στις µεταξύ τους διεπιφάνειες καθώς και στην 
βάση του πέλµατος. Για την προσοµοίωση των φαινοµένων επαφής αξιοποιήθηκε 
µία γενικότερη µέθοδος που ανέπτυξαν οι συγγραφείς, η οποία χρησιµοποιεί αρχές 
µη λείας µηχανικής για την επίλυση του προβλήµατος. Για το πάχος των στοιχείων 
επίπεδης έντασης εφαρµόσθηκαν διαφορετικές τιµές, ανάλογα µε το πραγµατικό 
πάχος της σύνδεσης σε κάθε θέση του πλέγµατος. Οι περιοχές του προσοµοιώµατος, 
στις οποίες διαφοροποιήθηκε το πάχος των στοιχείων, είναι ο κορµός και η κεφαλή 
του κοχλία, ο δακτύλιος και το πέλµα στην περιοχή της οπής. Οι συγγραφείς 
δηµιούργησαν τρεις διαφορετικές παραλλαγές του προσοµοιώµατος, µε βάση την 
πιστότητα προσαρµογής του πάχους των στοιχείων στις πραγµατικές διαστάσεις. Οι 
διαφορές των τριών παραλλαγών στην εκτίµηση της καµπύλης δύναµης-
µετακίνησης είναι πολύ µικρές. Σε σύγκριση µε πειραµατικά αποτελέσµατα τα 
διδιάστατα προσοµοιώµατα υπερεκτιµούν την αρχική δυσκαµψία ενώ αντίθετα 
υποεκτιµούν την δυσκαµψία στην πλαστική περιοχή, όπου η απόκλιση είναι 
περισσότερο σηµαντική. 
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Οι Faella et al. (1998) δηµοσίευσαν τα αποτελέσµατα 16 δοκιµών συνδέσεων 
βραχέος ταυ. Στις δοκιµές αυτές διερευνήθηκε η ελαστική απόκριση της σύνδεσης 
και συνεπώς τα αποτελέσµατα που παρέχονται αφορούν αποκλειστικά µετρήσεις 
αρχικής δυσκαµψίας. Επίσης, διερευνήθηκε η επίδραση της προέντασης των 
κοχλιών στην ελαστική συµπεριφορά της σύνδεσης. Για κάθε δοκιµή εξετάσθηκαν 
δύο διαφορετικά επίπεδα προέντασης καθώς και η περίπτωση απλών κοχλιών.  

Οι Wanzek και Gebbeken (1999), προχώρησαν σε παραµετρική διερεύνηση των 
επιλογών που υπεισέρχονται στην προσοµοίωση µε πεπερασµένα στοιχεία 
συνδέσεων βραχέος ταυ. Συγκεκριµένα διερευνήθηκε η επίδραση του συντελεστή 
τριβής µεταξύ των επιφανειών, της δυσκαµψίας των κοχλιών, της προέντασης των 
κοχλιών, της πυκνότητας δικτύου, των παραµενουσών τάσεων και των αρχικών 
ατελειών. Τα προσοµοιώµατα που εξετάσθηκαν διέθεταν εξαπλευρικά στοιχεία οκτώ 
κόµβων, τόσο για το τεµάχιο ταυ όσο και για τον κοχλία. Για την προσοµοίωση των 
φαινοµένων επαφής χρησιµοποιήθηκαν επιφανειακά στοιχεία επαφής. Σε ότι αφορά 
τις παραµένουσες τάσεις, οι συγγραφείς διαπιστώνουν µικρή επίδραση στην τελική 
συµπεριφορά. Αντίθετα, οι αρχικές ατέλειες αναφορικά µε την θέση του κοχλία, 
εµφανίζουν αξιόλογη επίδραση, τόσο στην αντοχή όσο και στην αρχική δυσκαµψία. 
Τα συµπεράσµατα των συγγραφέων διασταυρώθηκαν και µε πειραµατικά 
αποτελέσµατα συνδέσεων βραχέων ταυ. 

Οι Swanson και Leon (2000) εκτέλεσαν 48 δοκιµές συνδέσεων βραχέος ταυ. Οι 
περισσότερες από αυτές αφορούν δοκιµές ανακυκλιζόµενης φόρτισης, ενώ ένας 
µικρός µόνο αριθµός πραγµατοποιήθηκε µονοτονικά. Σε όλες τις δοκιµές, ο κορµός 
των βραχέων ταυ διαµορφώθηκε µε διατεµνόµενους κοχλίες. Σε µεγάλο αριθµό 
δοκιµών, κρίσιµη αποδείχθηκε η περιοχή του κορµού. Οι συγγραφείς αναφέρουν το 
µέγιστο φορτίο για κάθε δοκιµή ενώ οι καµπύλες δύναµης-µετακίνησης, για την 
συνολική ιστορία φόρτισης, αναφέρονται για έναν περιορισµένο αριθµό δοκιµών 
µόνο. Επίσης, οι Swanson et al. (2002) δηµοσίευσαν ένα προσοµοίωµα, µε 
τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία, για µία από τις 48 συνολικά πειραµατικές 
δοκιµές. Στο προσοµοίωµα συµπεριλήφθηκαν τόσο οι εφελκυόµενοι κοχλίες στο 
πέλµα όσο και οι διατεµνόµενοι στον κορµό. Για το τεµάχιο ταυ και για τους κοχλίες 
χρησιµοποιήθηκαν εξαπλευρικά στοιχεία 20 κόµβων. Για τις ιδιότητες των υλικών 
χρησιµοποιήθηκαν ονοµαστικές τιµές και όχι τιµές από µετρήσεις των πραγµατικών 
υλικών. Επίσης για τον κορµό των κοχλιών χρησιµοποιήθηκε η ονοµαστική 
διάµετρος και αγνοήθηκε η διαφορετική διατοµή του σπειρώµατος. Η φόρτιση στο 
προσοµοίωµα επιβλήθηκε µονοτονικά και σε δύο φάσεις εξ’ αιτίας της αρχικής 
προέντασης. Η επίδραση των απλοποιήσεων, σχετικά µε τις ιδιότητες των υλικών 
και την διατοµή του κοχλία, αποδεικνύεται σοβαρή για την αξιοπιστία του 
προσοµοιώµατος, καθώς από τα αποτελέσµατα προκύπτει σηµαντική απόκλιση σε 
σύγκριση µε τα πειραµατικά αποτελέσµατα. 
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Οι Piluso et al. (2001β) δηµοσιεύσαν τα αποτελέσµατα 12 πειραµατικών δοκιµών, 
που διεξήγαγαν προκειµένου να χρησιµοποιηθούν για την αξιολόγηση του 
αναλυτικού προσοµοιώµατος βραχέος ταυ, που προτείνουν οι ίδιοι συγγραφείς 
(Faella et al. 2000 και Piluso et al. 2001). Η µία δοκιµή αφορούσε συγκολλητό 
τεµάχιο ταυ, ενώ στις υπόλοιπες το τεµάχιο ταυ προέκυψε από πρότυπες διατοµές. Η 
πλήρης καµπύλη δύναµης-µετακίνησης παρέχεται για το σύνολο των δοκιµών. 
Ωστόσο για τις ιδιότητες των υλικών, οι τιµές µετρήσεων από δοκιµές µονοαξονικού 
εφελκυσµού είναι διαθέσιµες µόνο για τα τεµάχια ταυ, ενώ για τους κοχλίες οι 
συγγραφείς αναφέρουν µόνο την ονοµαστική κατηγορία τους. Σε όσες δοκιµές οι 
κοχλίες δεν ήταν κρίσιµοι, η µέγιστη µετακίνηση της σύνδεσης αποδείχθηκε 
σηµαντικά µεγαλύτερη. Επίσης, διαπιστώθηκε σηµαντική κράτυνση στην πλαστική 
περιοχή, καθώς σε ορισµένες περιπτώσεις η τελική αντοχή είναι σχεδόν διπλάσια της 
δύναµης κατά την πλαστικοποίηση.  

Ο Stankiewicz (2002), επιχείρησε την προσοµοίωση της σύνδεσης βραχέος ταυ µε 
σύνθετα τρισδιάστατα προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων. Η γεωµετρία του 
σπειρώµατος του κοχλία δεν προσοµοιώθηκε, ωστόσο για την ακριβέστερη 
προσέγγιση της αλληλεπίδρασής του µε το περικόχλιο, εφαρµόσθηκαν 
τροποποιηµένες ιδιότητες υλικού στα στοιχεία που συνδέουν την περιοχή του 
κορµού του κοχλία µε την αντίστοιχη του περικοχλίου. Οι ιδιότητες αυτές 
προέκυψαν συγκρίνοντας, για το σύστηµα του κοχλία µε το περικόχλιο σε αξονικό 
εφελκυσµό, την απόκριση ενός τρισδιάστατου προσοµοιώµατος, µε εκείνη ενός 
αξονοσυµµετρικού, στο οποίο ενσωµατώθηκε η ακριβής γεωµετρική διαµόρφωση 
του σπειρώµατος. Αναπτύχθηκαν τέσσερα προσοµοιώµατα, για µία περίπτωση 
σύνδεσης βραχέος ταυ, µε τα οποία ελέγχθηκε η επίδραση του σχήµατος της 
κεφαλής του κοχλία (εξαγωνικό ή κυκλικό) και της προέντασης. Η 
αποτελεσµατικότητα των προσοµοιωµάτων αξιολογήθηκε µε δεδοµένα 
πειραµατικών δοκιµών που πραγµατοποίησε ο συγγραφέας. Η σύγκλιση των 
αποτελεσµάτων δεν είναι ικανοποιητική.  

Οι Vayas et al. (2003) αναφέρουν τα αποτελέσµατα δύο δοκιµών βραχέος ταυ και 
αντίστοιχα τρισδιάστατα προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων για κάθε µία από 
αυτές. Οι δοκιµές αξιοποιήθηκαν για την αξιολόγηση της αναλυτικής µεθοδολογίας 
των συγγραφέων, σχετικά µε την µέγιστη µετακίνηση της σύνδεσης βραχέος ταυ. Η 
κάθε δοκιµή χαρακτηρίζεται από διαφορετικό µηχανισµό αστοχίας. Στην µεν πρώτη, 
κρίσιµο αποδεικνύεται το πέλµα και αναπτύσσεται ο πρώτος µηχανισµός αστοχίας, 
ενώ στην δεύτερη δοκιµή περισσότερο κρίσιµοι είναι οι κοχλίες και αναπτύσσεται ο 
δεύτερος µηχανισµός. Οι συγγραφείς αναφέρουν τους νόµους των υλικών των δύο 
τεµαχίων ταυ και των κοχλιών, όπως προέκυψαν από µετρήσεις δοκιµίων. Και για 
τις δύο δοκιµές, παρέχεται η πλήρης καµπύλη δύναµης-µετακίνησης. Σε ότι αφορά 
τα προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων, η σύγκλιση που εµφανίζουν στην 
πειραµατική συµπεριφορά εµφανίζεται πολύ αποτελεσµατική. 
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Οι Gantes και Lemonis (2003) πραγµατοποίησαν προσοµοιώσεις µε τρισδιάστατα 
πεπερασµένα στοιχεία συνδέσεων βραχέος ταυ. Το τεµάχιο ταυ και ο κοχλίας 
προσοµοιώθηκαν ως διακριτά σώµατα µε εξαπλευρικά στοιχεία οκτώ κόµβων. Τα 
φαινόµενα επαφής προσοµοιώθηκαν µε στοιχεία διακένου µεταξύ πέλµατος και 
κοχλία και µεταξύ πελµάτων. Το προσοµοίωµα αξιολογήθηκε µε τις πειραµατικές 
δοκιµές που αναφέρονται στην δηµοσίευση των Bursi και Jaspart (1997) και 
αφορούν δύο δοκιµές µε απλούς κοχλίες και δύο µε προεντεταµένους. Επιπλέον, οι 
συγγραφείς πραγµατοποίησαν παραµετρική διερεύνηση του µήκους κορµού του 
κοχλία. Το συµπέρασµα στο οποίο καταλήγουν είναι ότι σε όλες τις περιπτώσεις η 
χρησιµοποίηση αυξηµένου µήκους κορµού, µε το οποίο αντισταθµίζεται η 
διαφοροποίηση της συµπεριφοράς που προέρχεται από το σπείρωµα, βελτιώνει την 
αξιοπιστία του προσοµοιώµατος στην εκτίµηση της µέγιστης µετακίνησης. 

Οι Coelho et al. (2004 γ) πραγµατοποίησαν µία σειρά 32 πειραµατικών δοκιµών 
βραχέων ταυ. Οι δοκιµές αφορούν συγκολλητά βραχέα ταυ, όπου ο κορµός 
συγκολλάται µε εξωραφή στο πέλµα. Η συγκεκριµένη περίπτωση ανταποκρίνεται 
στα βραχέα ταυ που χρησιµοποιούνται ως συστατικά µέρη της εφελκυόµενης ζώνης 
συγκολλητής µετωπικής πλάκας σε πλήρεις κόµβους. Επίσης σε ορισµένες δοκιµές 
τα δύο εκατέρωθεν τεµάχια ταυ τοποθετήθηκαν µε τέτοιο τρόπο ώστε οι κορµοί τους 
να σχηµατίζουν κάθετη γωνία, ενώ στις υπόλοιπες δοκιµές οι κορµοί είναι 
συµβατικά συνεπίπεδοι. Η περίπτωση κάθετης γωνίας των κορµών αντιστοιχεί στην 
εφελκυόµενη ζώνη κόµβων µε µετωπική πλάκα, χωρίς εγκάρσιες ενισχύσεις στο 
υποστύλωµα. Επιπλέον, σε ορισµένες δοκιµές τοποθετήθηκε εγκάρσια ενίσχυση 
συγκολληµένη στον κορµό και το πέλµα. Από τα αποτελέσµατα προέκυψε η 
σηµαντική επίδραση του τύπου ηλεκτροδίου της συγκόλλησης στην απόκριση και 
ιδιαίτερα στην µέγιστη µετακίνηση της σύνδεσης. Επίσης, η ύπαρξη των ενισχύσεων 
προκαλεί αύξηση της αντοχής και της αρχικής δυσκαµψίας αλλά κυρίως την µείωση 
της µέγιστης µετακίνησης. Η Coelho (2004) πραγµατοποίησε προσοµοίωση µε 
τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία των πειραµατικών δοκιµών. Χρησιµοποιήθηκαν 
εξαπλευρικά οκτακοµβικά στοιχεία για όλα τα στοιχεία της σύνδεσης. Για τα 
φαινόµενα επαφής χρησιµοποιήθηκαν επιφανειακά στοιχεία επαφής. Για την 
θερµικά επηρεαζόµενη ζώνη, επιχειρήθηκε η προσοµοίωσή της χρησιµοποιώντας 
διαφοροποιηµένες ιδιότητες υλικού. Από τα αποτελέσµατα προέκυψε ότι στην 
τελική απόκριση, η επίδραση της θερµικά επηρεαζόµενης ζώνης είναι µικρότερη από 
10%, τόσο για την τελική αντοχή όσο και για την µέγιστη µετακίνηση. Η αξιοπιστία 
του προσοµοιώµατος µε διαφοροποίηση του υλικού αποδείχθηκε βελτιωµένη.  
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3.1 Γενικά 

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται ένα προσοµοίωµα πρόβλεψης της απόκρισης της 
σύνδεσης βραχέος ταυ και υπολογισµού µε αναλυτικά µέσα της καµπύλης δύναµης 
F  – εγκάρσιας µετακίνησης δ , για το σύνολο της φόρτισης, µέχρι και την αστοχία. 
Το προσοµοίωµα, το οποίο δηµοσιεύθηκε πρόσφατα σε περιοδικό (Lemonis και 
Gantes 2006), βασίζεται στην αναλυτική επίλυση του προβλήµατος και την χρήση 
µιας επαναληπτικής διαδικασίας για την εκτίµηση της µη γραµµικής απόκρισης. Το 
προσοµοίωµα θα αναφέρεται στην διατριβή ως «επαυξητικό προσοµοίωµα» ή 
«προτεινόµενο προσοµοίωµα» βραχέος ταυ.  

Η σύνδεση βραχέος ταυ παρά την φαινοµενική απλότητά της αποτελεί ένα δυσχερές 
σύστηµα για αναλυτική αντιµετώπιση. Πρόκειται για ένα σύστηµα αλληλεπίδρασης 
τριών τουλάχιστον διακριτών σωµάτων: του τεµαχίου ταυ, των κοχλιών και της 
βάσης, η οποία µπορεί να αντιστοιχεί σε σταθερό υπόβαθρο ή σε συµµετρικό 
τεµάχιο ταυ. Στις διεπιφάνειες που σχηµατίζονται µεταξύ των σωµάτων αυτών, οι 
οποίες είναι άγνωστες εκ των προτέρων αλλά και µεταβαλλόµενες µε την σταδιακή 
εξέλιξη της φόρτισης, αναπτύσσονται δυνάµεις επαφής που είναι καθοριστικές για 
την κατανοµή των εντατικών µεγεθών και την συνολική απόκριση του συστήµατος. 
Οι πιθανές περιοχές, στις οποίες είναι πιθανό να εκδηλωθεί επαφή, είναι η 
διεπιφάνεια κεφαλής κοχλία και πέλµατος τεµαχίου ταυ, ο κορµός του κοχλία µε την 
άντυγα της οπής και το πέλµα του τεµαχίου ταυ µε την βάση. Από τις τρεις πιθανές 
περιοχές η πρώτη είναι βέβαιο ότι θα εµφανιστεί ενώ οι άλλες δύο αποτελούν εν 
δυνάµει περιοχές επαφής. Η προσθήκη δακτυλίου στον κοχλία εισάγει ένα επιπλέον 
διακριτό σώµα στο σύστηµα, το οποίο προσαυξάνει κατά µία τις επιφάνειες επαφής. 

Το τρισδιάστατο του προβλήµατος αποτελεί µία επιπλέον δυσχέρεια στην αναλυτική 
αντιµετώπιση του βραχέος ταυ. Η αναγκαιότητα τρισδιάστατης θεώρησης προκύπτει 
κυρίως από την ύπαρξη του κοχλία και της οπής στο πέλµα. Έτσι, δεν είναι δυνατόν 
να απαλειφθεί η διάσταση του πλάτους του πέλµατος. µετατρέποντας το πρόβληµα 
σε διδιάστατο επίπεδης έντασης, αν και στο παρελθόν έχουν γίνει προσπάθειες 
αναγωγής του τρισδιάστατου προβλήµατος σε ένα ισοδύναµο διδιάστατο 
(Krishnamurthy και Graddy 1976, Mistakidis et al. 1997, Swanson et al. 2002), µε 
σκοπό κυρίως την αποτελεσµατικότερη προσοµοίωση µε διδιάστατα πεπερασµένα 
στοιχεία.  

Η µη γραµµικότητα υλικού και γεωµετρίας περιπλέκουν ακόµα περισσότερο το 
πρόβληµα. Σε σχέση µε το υλικό, η δυνατότητα του χάλυβα να διαθέτει σηµαντικά 
περιθώρια µετελαστικής αντοχής καθώς και παραµόρφωσης καθιστά την θεώρηση 
µη γραµµικότητας υλικού καθοριστικό παράγοντα προσδιορισµού της απόκρισης, σε 
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όσο το δυνατό µεγαλύτερο εύρος της φόρτισης, ειδικά στην περίπτωση του βραχέος 
ταυ, το οποίο περιλαµβάνει καµπτόµενα και εφελκυόµενα µέρη και συνεπώς 
εξαντλεί πλήρως τις διαθέσιµες αντοχές των υλικών. Παράλληλα, και τα φαινόµενα 
γεωµετρικής µη γραµµικότητας ενδέχεται να αποτελέσουν σηµαντικό παράγοντα 
διαµόρφωσης της απόκρισης του βραχέος ταυ, καθώς οι µετακινήσεις που 
εµφανίζονται στην µετελαστική φάση µπορούν να θεωρηθούν µεγάλες, οδηγώντας 
µεταξύ άλλων σε ανάπτυξη αξονικών δυνάµεων στο πέλµα και στροφή της 
διεπιφάνειας µεταξύ κεφαλής κοχλία και πέλµατος. Σε κάθε περίπτωση όµως, δεν 
αποτελούν καθοριστικό παράγοντα της ίδιας επιρροής µε την µη γραµµικότητα 
υλικού. 

Από τα παραπάνω γίνεται εµφανές ότι για µία ακριβή προσοµοίωση, η οποία θα 
λαµβάνει υπόψη όλες τις προαναφερθείσες ιδιαιτερότητες του βραχέος ταυ, 
απαιτείται χρήση τρισδιάστατων πεπερασµένων στοιχείων µε δυνατότητα χειρισµού 
των φαινοµένων επαφής, µη γραµµικότητας υλικού και γεωµετρίας. Ακόµα και στην 
περίπτωση αυτήν όµως, κάποιες απλοποιήσεις είναι συχνά απαραίτητες, όπως για 
παράδειγµα η παράλειψη των σπειρωµάτων των κοχλιών, της διαφοροποίησης του 
υλικού λόγω παραµενουσών τάσεων κλπ. Ο τρόπος και οι επιλογές προσοµοίωσης 
µε τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία καθώς και τα παραγόµενα αποτελέσµατα 
παρουσιάζονται εκτενέστερα στο κεφάλαιο 4. 

Παρά τα πλεονεκτήµατα της προσοµοίωσης µε τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία 
σε αξιοπιστία και ακρίβεια των αποτελεσµάτων, προκύπτει και µία σειρά 
µειονεκτηµάτων. Ο χρόνος που απαιτεί η ανάλυση του προσοµοιώµατος είναι 
µεγάλος και αν ληφθεί υπόψη ότι για κάθε κόµβο δοκού-υποστυλώµατος απαιτείται 
να επιλυθούν πιθανόν δεκάδες βραχέα ταυ, καθίσταται απαγορευτικός για 
πρακτικούς σκοπούς. Η προετοιµασία των προσοµοιωµάτων αλλά και η 
µετεπεξεργασία τους, για την εξαγωγή των αποτελεσµάτων, είναι επίσης χρονοβόρος 
και κοπιώδης διαδικασία, η οποία µάλιστα δύσκολα συστηµατοποιείται. Επιπλέον, ο 
προγραµµατισµός της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων, ιδιαίτερα µε όλες τις 
απαιτούµενες δυνατότητες χειρισµού των µη γραµµικοτήτων, αποτελεί δύσκολο 
έργο, ακόµα και για ερευνητικούς σκοπούς, που δύσκολα αποσβένεται στα πλαίσια 
ενός προγράµµατος υπολογισµού και ανάλυσης κόµβων. Οι εµπορικοί κώδικες 
προσοµοίωσης και ανάλυσης µε πεπερασµένα στοιχεία, οι οποίοι είναι σε θέση να 
αντιµετωπίσουν όλες τις µη γραµµικότητες, υλικού, γεωµετρίας και επαφής, είναι 
περιορισµένοι και κατά κανόνα δαπανηροί, τόσο σε κόστος απόκτησης όσο και σε 
απαιτούµενο χρόνο εκµάθησης.  

Όλοι αυτοί οι λόγοι καθιστούν την προσοµοίωση µε πεπερασµένα στοιχεία ένα 
ισχυρό αλλά παράλληλα και δύσχρηστο εργαλείο για την µαζική και 
αυτοµατοποιηµένη επίλυση βραχέων ταυ, που απαιτείται κατά τον υπολογισµό 
κόµβων δοκού-υποστυλώµατος. Στην προκειµένη περίπτωση, θεωρείται απαραίτητο 
ένα εργαλείο το οποίο να µπορεί εύκολα να προγραµµατιστεί, να είναι ταχύ και 
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παράλληλα να λαµβάνει µε κάποιο τρόπο υπόψη τα µη γραµµικά φαινόµενα και τις 
όποιες ιδιαιτερότητες του βραχέος ταυ, παράγοντας κατά το δυνατό αξιόπιστα 
αποτελέσµατα. Για τον σκοπό αυτόν, αναπτύχθηκε στα πλαίσια αυτής της διατριβής 
ένα επαυξητικό προσοµοίωµα αναλυτικού υπολογισµού της απόκρισης συνδέσεων 
βραχέος ταυ. Ορισµένες απλοποιητικές παραδοχές κρίθηκαν απαραίτητες, ώστε να 
µειωθεί η πολυπλοκότητα του προβλήµατος. Καταρχήν, για την προσοµοίωση του 
πέλµατος του βραχέος ταυ υιοθετήθηκε η κλασσική θεωρία δοκού πρώτης τάξης, 
αµελώντας έτσι την τρισδιάστατη γεωµετρία του προβλήµατος και την γεωµετρική 
µη γραµµικότητα. Για την προσοµοίωση του κοχλία επιλέχθηκε ελατήριο 
ισοδύναµης δυσκαµψίας, το οποίο συνδέεται µε το πέλµα σε ένα σηµείο και 
δεσµεύεται στο άλλο. Κατά συνέπεια αγνοείται η αλληλεπίδραση στην διεπιφάνεια 
κεφαλής κοχλία και πέλµατος, καθώς και η αλληλεπίδραση µε τον δακτύλιο. Τέλος, 
αξιοποιήθηκε η συµµετρία, ώστε χωρίς κάποια βλάβη στην ακρίβεια να µειωθεί το 
µέγεθος του προβλήµατος. Σε µία απόσταση 1L  από τον κοχλία, η οποία παραµένει 

απροσδιόριστη προς το παρόν, τοποθετείται κατακόρυφη κυλιόµενη πάκτωση. Στο 
σχήµα 3-1 φαίνεται το προτεινόµενο προσοµοίωµα για την αναλυτική διερεύνηση 
της σύνδεσης βραχέος ταυ.  

 

Σχήµα 3-1. Γεωµετρία βραχέος ταυ και το απλοποιηµένο προσοµοίωµα 

Η µη γραµµικότητα υλικού λαµβάνεται υπόψη τόσο για το πέλµα όσο και για τον 
κοχλία. Επίσης λαµβάνονται υπόψη τα φαινόµενα επαφής που ενδέχεται να 
εµφανιστούν µεταξύ πέλµατος και βάσης. Το προσοµοίωµα αποδεικνύεται εύκολο 
να προγραµµατισθεί σε κώδικα ηλεκτρονικού υπολογιστή και ταχύ στην εκτέλεση 
του.  
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3.2 Μη γραµµικότητα υλικού 

3.2.1 Πέλµα 

Για την αντιµετώπιση της µη γραµµικότητας υλικού στο πέλµα, υιοθετείται 
διγραµµικός νόµος υλικού, ο οποίος φαίνεται στο σχήµα 3-2α και περιγράφεται µε 
την ακόλουθη σχέση:  

 ( )
( )

y

y T y y u

Eε ,ε ε
σ ε
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Με βάση την κλασική θεωρία δοκού και για ορθογωνική διατοµή, ο νόµος αυτός 
οδηγεί σε µια σχέση ροπής M −  ορθής ανηγµένης παραµόρφωσης ε  στην ακραία 
ίνα της διατοµής της µορφής που φαίνεται στο διάγραµµα του σχήµατος 3-2β µε 
συνεχή έντονη γραµµή. Το σηµείο 1 του διαγράµµατος M ε−  αντιστοιχεί στο τέλος 
της ελαστικής περιοχής όπου στις ακραίες ίνες η τάση έχει γίνει ίση µε το όριο 
διαρροής yf . Η αναπτυσσόµενη ροπή yM  στην διατοµή, σε αυτήν την κατάσταση, 

δίνεται από την σχέση: 
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Σχήµα 3-2. Ο νόµος υλικού για το πέλµα (α) και το συναγόµενο διάγραµµα ροπής-
ανηγµένης παραµόρφωσης στην ακραία ίνα της διατοµής (β). 

Στην συνέχεια, και καθώς ολοένα και περισσότερες ίνες εισέρχονται στην πλαστική 
περιοχή, η κλίση της καµπύλης M ε−  σταδιακά µειώνεται µέχρι του σηµείου 3, 
όπου η τάση στις ακραίες ίνες έχει φτάσει το όριο θραύσης uf . Η συγκεκριµένη 
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κατάσταση ορίζει συµβατικά την θραύση της διατοµής, πέραν της οποίας η 
απόκρισή της είναι φθίνουσα και εντάσσεται θεωρητικά στο πεδίο της Μηχανικής 
των Θραύσεων. Με αυτήν την παραδοχή, η µετακινησιακή ικανότητα του βραχέος 
ταυ αντιστοιχεί στο σηµείο µέγιστης δύναµης F , της συνολικής καµπύλης F δ− . 
Το σηµείο αυτό ορίζει το πέρας του αύξοντα κλάδου της απόκρισης. Ο φθίνοντας 
κλάδος, που έπεται του σηµείου µέγιστης δύναµης, δεν υπολογίζεται µε το 
προτεινόµενο προσοµοίωµα. 

Στο σχήµα 3-3 φαίνεται η εξέλιξη των ορθών τάσεων και ανηγµένων 
παραµορφώσεων καθ’ ύψος της διατοµής, σε διάφορες χαρακτηριστικές στιγµές της 
ιστορίας φόρτισης. Μετά την διαρροή και µέχρι την θραύση, κάποια περιοχή της 
διατοµής πλησίον του ουδέτερου άξονα εξακολουθεί να βρίσκεται στην ελαστική 
περιοχή, ενώ οι ακραίες περιοχές έχουν εισέλθει στην πλαστική περιοχή. Το πάχος 

pt  των πλαστικοποιηµένων περιοχών µπορεί να υπολογιστεί από την κατανοµή των 

ανηγµένων παραµορφώσεων καθ' ύψος της διατοµής, η οποία είναι γραµµική 
δεδοµένου ότι δεχόµαστε κλασική θεωρία δοκού. Από τα όµοια τρίγωνα την στιγµή 
της θραύσης προκύπτει:  

 1
2
f y

p
u

t ε
t

ε
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3-3) 

 
2
f y

e
u

t ε
t

ε
=  (3-4) 

 

Σχήµα 3-3. Η εξέλιξη των τάσεων και των παραµορφώσεων καθ’ ύψος της διατοµής 
του πέλµατος 

Ο υπολογισµός της ροπής θραύσης uM  έγκειται απλά στον υπολογισµό των 

επιµέρους ροπών για τις πλαστικοποιηµένες περιοχές και για την ελαστική περιοχή 
της διατοµής, u ,pM  και u ,eM  αντίστοιχα: 
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 u u ,p u ,eM M M= +  (3-5) 

Η επιµέρους ροπή u ,eM της ελαστικής περιοχής προκύπτει από την ακόλουθη σχέση: 

 ( )

2

22 22
22

6 6 6

f y

f yue
u ,e y y y

u

t ε
b

bt εεb t
M f f f

ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠= = = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3-6) 

Αντίστοιχα, η επιµέρους ροπή u ,pM  των πλαστικοποιηµένων περιοχών προκύπτει 

διακρίνοντας την τραπεζοειδή κατανοµή των ορθών τάσεων σε άθροισµα µίας 
ορθογωνικής και µίας τριγωνικής και εφαρµόζοντας τους αντίστοιχους 
µοχλοβραχίονες: 

 ( ) 22 2
2 2 3
p p

u ,p p y e u y p e

t bt
M bt f t f f t t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (3-7) 

Αντικαθιστώντας στην τελευταία σχέση τα pt  και et  από τις εξισώσεις 3-3 και 3-4 

και εκτελώντας τις πράξεις προκύπτει: 

 ( ) ( )
22

2 2
12

f y y
u ,p y u u y u y

u u

bt ε ε
M f f f f f f

ε ε

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= + − − − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (3-8) 

Τελικά, αθροίζοντας τις σχέσεις 3-6 και 3-8 προκύπτει η ροπή θραύσης uM  όπως 

δίνεται στην εξίσωση που ακολουθεί: 

 ( )
22

2
12

f y y
u y u u y u

u u

bt ε ε
M f f f f f

ε ε

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= + − − − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (3-9) 

Αν υποτεθεί ότι u yε ε>> , παραδοχή η οποία ανταποκρίνεται στην πραγµατικότητα 

για τον χάλυβα, η έκφραση για την uM  απλοποιείται ως εξής: 

 ( )
2

2
12

f
u y u

bt
M f f= +  (3-10) 

Στην τελευταία σχέση µπορούµε επίσης να οδηγηθούµε αν θεωρήσουµε ότι το µήκος 

et  είναι µηδέν και ότι όλη η διατοµή βρίσκεται στην πλαστική περιοχή, µε την ορθή 

τάση στην γειτονιά του ουδέτερου άξονα ίση µε yf . Το σφάλµα που υπεισέρχεται 

στην εκτίµηση της uM  για έναν τυπικό υλικό χάλυβα µε 0 002yε .=  και 0 2uε .=  



58  ■  ΚΟΜΒΟΙ  ∆ΟΚΟΥ -ΥΠΟΣΤΥΛΩΜΑΤΟΣ  ΣΕ  ΜΕΤΑΛΛΙΚΑ  ΠΛΑΙΣΙΑ  
 

είναι της τάξης του 1‰, και εντός των ορίων ακρίβειας που καθορίζουν οι λοιπές 
παραδοχές. 

Όπως φαίνεται στο σχήµα 3-2, η καµπύλη M ε− , για ανηγµένη παραµόρφωση στην 
ακραία ίνα µεγαλύτερη από yε , περιγράφεται από µια µη γραµµική σχέση. Η 

εξίσωση της καµπύλης αυτής µπορεί να εξαχθεί µε όµοιο τρόπο όπως και κατά την 
εκτίµηση της uM , η οποία παρουσιάστηκε προηγουµένως, θέτοντας: 

 uf σ→  (3-11) 

 uε ε→  (3-12) 

 ( )uM M ε→  (3-13) 

Η εξίσωση της καµπύλης έχει τελικά την µορφή της σχέσης 3-9 και δίνεται από την 
ακόλουθη σχέση: 

 ( ) ( )
22

2
12

f y y
y y

bt ε ε
M ε Eε σ σ Eε σ

ε ε

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= + − − − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (3-14) 

Για yε ε>  η σχέση ( )σ f ε=  του υλικού είναι: 

 ( ) ( )y T yσ ε Eε E ε ε= + −  (3-15) 

Αντικαθιστώντας στην 3-14 την τελευταία σχέση, προκύπτει η ακόλουθη έκφραση 
από την οποία έχει απαλειφθεί η µεταβλητή της ορθής τάσης σ : 

 ( )
( )( ) ( )( )

( )( )

2

2

2

12

y
y y T y y Τ y y

f

y
y Τ y

ε
Eε Eε E ε ε Eε E ε ε Eε

εbt
M ε

ε
Eε Ε ε ε

ε

⎛ ⎞
+ + − − + − − −⎜ ⎟

⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎛ ⎞
− + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (3-16) 

Εκτελώντας τις πράξεις στην παρένθεση, η τελευταία σχέση καταλήγει τελικά στην 
ακόλουθη έκφραση για την καµπύλη M ε− : 

 ( ) ( ) ( )2 3

23 2
12

f Τ y
T y T

bt Ε Ε ε
M ε E E ε E ε

ε
⎛ ⎞−

= − + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3-17) 

Από την µορφή της εξίσωσης αποδεικνύεται ότι η καµπύλη M ε−  στην πλαστική 
περιοχή είναι υπερβολή δευτέρου βαθµού. Παρουσιάζονται στην συνέχεια ορισµένες 
χαρακτηριστικές ιδιότητες αυτής της καµπύλης: 
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• Πρώτη παράγωγος: 

 ( ) ( )2 3

3

2
2

12
f T y

T

bt E E εdM ε
E

dε ε
⎛ ⎞−

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3-18) 

• Κλίση στο σηµείο 1 ( yε ε= ): 

 ( ) 2

6
y

f

ε ε

btdM ε
E

dε
=

=  (3-19) 

• Κλίση στο σηµείο 3 ( uε ε= ): 

 ( ) ( )2 3

3

2
2

12
u

f T y
T

uε ε

bt E E εdM ε
E

dε ε
=

⎛ ⎞−
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3-20) 

• Κλίση ασύµπτωτης ( ε → ∞ ): 

 ( ) 2

6
f

T
ε

btdM ε
E

dε
→∞

=  (3-21) 

• Εξίσωση εφαπτοµένης στο σηµείο 1 ( yε ε= ): 

 ( )
2

1 6
f

tan,

bt
M ε Eε=  (3-22) 

• Εξίσωση εφαπτοµένης στο σηµείο 3 ( uε ε= ): 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3

3 2 3

3 2
3 2

12
f Τ y Τ y

tan, T y T
u u

bt Ε Ε ε Ε Ε ε
M ε E E ε E ε

ε ε

⎛ ⎞⎛ ⎞− −
= − − + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

(3-23) 

• Εξίσωση ασύµπτωτης ( ε → ∞ ): 

 ( ) ( )( )
2

3 2
12

f
tan, Τ y Τ

bt
M ε Ε Ε ε Ε ε∞ = − +  (3-24) 

Προκειµένου να περιοριστεί η πολυπλοκότητα του προβλήµατος, κρίνεται σκόπιµη η 
απλοποίηση του πλαστικού κλάδου της σχέσης M ε− , ο οποίος περιγράφεται από 
την µη γραµµική σχέση 3-17, µε µια διγραµµική προσέγγιση. Ειδικότερα, η καµπύλη 
γραµµικοποιείται στα σηµεία 1 και 3 από τις εφαπτόµενες ευθείες της στα σηµεία 
αυτά. Το σηµείο τοµής των δύο γραµµικών τµηµάτων (σηµείο 2 του διαγράµµατος) 
ορίζει την συµβατική διαρροή της διατοµής, αποτελώντας το όριο για την µετάβαση 
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της από την ελαστική στην πλαστική περιοχή. Επιπλέον, όπως φαίνεται και από την 
σχέση 3-19, η κλίση του πρώτου γραµµικού τµήµατος, το οποίο είναι εφαπτόµενο 
στο σηµείο 1 της καµπύλης, ταυτίζεται µε την κλίση του ελαστικού κλάδου του 
διαγράµµατος M ε−  ( yε ε≤ ). Συνεπώς, η τελική εξιδανικευµένη καµπύλη M ε−  

συντίθεται από δύο µόνο γραµµικά τµήµατα: ένα από το 0 ως το σηµείο 2 και ένα 
από το σηµείο 2 ως το σηµείο 3. 

Οι συντεταγµένες του σηµείου 2 υπολογίζονται από την τοµή των εφαπτοµένων 
ευθειών της υπερβολικής καµπύλης 3-17 στα σηµεία 1 και 3. Η ανηγµένη 
παραµόρφωση 2ε  του σηµείου 2 προκύπτει ως εξής: 

 ( ) ( )1 2 3 2tan, tan,M ε M ε= ⇒  (3-25) 

 ( ) ( ) ( )3 3

2 22 3

3 2
2 3 2Τ y Τ y

T y T
u u

Ε Ε ε Ε Ε ε
Εε E E ε E ε

ε ε
⎛ ⎞− −

= − − + + ⇒⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3-26)  

 
( ) ( )
( ) ( )

2 3 3

2 3 3 2

3 3
2 2

T y u T y u

T u T y u

E E ε ε E E ε εε
E E ε E E ε ε
− − −

= ⇒
− − −

 (3-27)  

 
2 2

2 3 3

3
2

u y
y u

u y

ε ε
ε ε ε

ε ε
−

=
−

 (3-28) 

Αν χρησιµοποιηθεί η δόκιµη για τον χάλυβα υπόθεση u yε ε>> , η τελευταία 

έκφραση µπορεί να απλοποιηθεί ως εξής: 

 2
3
2 yε ε=  (3-29) 

Για έναν τυπικό υλικό χάλυβα µε 0 002yε .=  και 0 2uε .= , το σχετικό σφάλµα της 

σχέσης 3-29 είναι µικρότερο από 0.1‰. Συνεπώς, στην συνέχεια, θα χρησιµοποιείται 
αποκλειστικά η σχέση 3-29 για τον υπολογισµό της 2ε . Στην ίδια απλοποιηµένη 

σχέση θα µπορούσαµε να καταλήξουµε άµεσα αν αντί της εξίσωσης της 
εφαπτοµένης στο σηµείο 3, χρησιµοποιούσαµε την εξίσωση της ασύµπτωτης στην 
καµπύλη από την σχέση 3-24. 

Η ροπή του σηµείου 2, η οποία αποτελεί και την συµβατική ροπή πλαστικοποίησης 
της διατοµής, προκύπτει από την εξίσωση 3-22 της εφαπτοµένης ευθείας στο σηµείο 
1 θέτοντας 2ε ε= : 

 ( )
2 2 2

2 1 2 26 4 4
f f f

tan, y y

bt bt bt
M M ε Εε Εε f= = = =  (3-30) 
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Τελικά, η επιλεγείσα εξιδανικευµένη διγραµµική σχέση M ε− , η οποία θα 
εφαρµοστεί στην συνέχεια ως χαρακτηριστική της διατοµής του πέλµατος του 
βραχέος ταυ, ορίζεται από τα ακόλουθα δύο χαρακτηριστικά σηµεία: 

• ∆ιαρροή: 

 
2

3
2

4

y

y

ε ε

btM f

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ =⎪⎩

 (3-31) 

• Θραύση: 

 
( )

2

2
12

u

y u

ε ε

btM f f

=⎧
⎪⎪
⎨
⎪ = +
⎪⎩

 (3-32) 

3.2.2 Κοχλίας 

Για την αντιµετώπιση της µη γραµµικότητας υλικού στον κοχλία υιοθετείται 
διγραµµικός νόµος υλικού όµοιος µε αυτόν του πέλµατος (σχήµα 3-4α): 

 ( )
( )

b y ,b

b y ,b T ,b y ,b y ,b u ,b

E ε ,ε ε
σ ε

E ε E ε ε ,ε ε ε

≤⎧
⎪= ⎨
⎪ + − < ≤⎩

 (3-33) 

όπου bE  και T ,bE  είναι τα µέτρα ελαστικότητας και κράτυνσης του κορµού του 

κοχλία και y ,bε , u ,bε  οι ανηγµένες παραµορφώσεις αυτού, κατά την διαρροή και 

θραύση αντίστοιχα. Επίσης, τα όρια διαρροής και θραύσης του κοχλία θα 
αναφέρονται ως y ,bf  και u ,bf  αντίστοιχα. Ο κοχλίας στο προσοµοίωµα υπόκειται σε 

απλό εφελκυσµό. Η συνακόλουθη διγραµµική σχέση δύναµης bF  – µετατόπισης bδ  

ορίζεται άµεσα µέσω των ακόλουθων δύο σηµείων (σχήµα 3-4β): 

• ∆ιαρροή: 

 
b,y y ,b b

b,y y ,b b

δ ε L

F f A

=⎧
⎪
⎨
⎪ =⎩

 (3-34) 
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• Θραύση: 

 
b,u u ,b b

b,u u ,b b

δ ε L

F f A

=⎧
⎪
⎨
⎪ =⎩

 (3-35) 

Τα µεγέθη b,yδ , b,uδ , b,yF  και b,uF  απεικονίζονται στο σχήµα 3-4β. Ως µήκος κοχλία 

bL  στις τελευταίες σχέσεις χρησιµοποιείται το καθαρό εφελκυόµενο µήκος το οποίο 

ταυτίζεται µε το πάχος του πέλµατος και το πάχος του δακτυλίου. Για πρακτικές 
εφαρµογές, στις οποίες οι κοχλίες δεν πακτώνονται στο σταθερό υπόβαθρο όπως 
φαίνεται στο σχήµα 3-1 αλλά συνδέουν τα πέλµατα δύο βραχέων ταυ, ως µήκος bL  

του καθενός από αυτά θεωρείται το µισό του πάχους των συνδεόµενων πελµάτων 
και του πάχους των χρησιµοποιούµενων δακτυλίων. 

 

Σχήµα 3-4. Ο νόµος υλικού για τον κοχλία (α) και το συναγόµενο διάγραµµα 
δύναµης-µετακίνησης (β) 

3.2.3 Εφαρµογή της µη γραµµικότητας υλικού 

Προκειµένου να περιοριστεί η πολυπλοκότητα της µεθόδου και παράλληλα να 
καταστεί απλούστερη η αξιολόγηση των πολλαπλών παραδοχών που υπεισέρχονται 
στο προσοµοίωµα, επιλέχθηκε καταρχήν να αγνοηθεί η αλληλεπίδραση καµπτικής 
ροπής και τέµνουσας δύναµης στο πέλµα. Με αυτήν την απλοποίηση, η µη 
γραµµικότητα υλικού στο πέλµα προέρχεται αποκλειστικά από την δράση της 
καµπτικής ροπής. Η επιλεγείσα σχέση M ε− , λόγω της διγραµµικότητας και της 
σηµειακής διαρροής, επιτρέπει τον σαφή διαχωρισµό του πέλµατος σε ελαστικά 
τµήµατα, στα οποία η ροπή κάµψης δεν έχει υπερβεί την ροπή διαρροής και συνεπώς 
αποκρίνονται σύµφωνα µε τον πρώτο κλάδο του διαγράµµατος M ε− , και σε 
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πλαστικοποιηµένα τµήµατα, στα οποία η ροπή κάµψης έχει υπερβεί την ροπή 
διαρροής και συνεπώς αποκρίνονται σύµφωνα µε τον δεύτερο κλάδο του 
διαγράµµατος M ε− .  

Στο σχήµα 3-5 φαίνεται η µορφή που έχει το διάγραµµα ροπών κάµψης στο 
προσοµοίωµα. ∆ιακρίνονται δύο θέσεις από τις οποίες θα µπορούσε να εκκινήσει η 
διαδικασία πλαστικοποίησης τµηµάτων του πέλµατος. Η µία θέση βρίσκεται στο 
σηµείο Α, το οποίο αντιστοιχεί στην συναρµογή του πέλµατος µε τον κορµό και η 
άλλη στο σηµείο Β το οποίο αντιστοιχεί στην θέση του κοχλία. Αν υποτεθεί ότι η 
ροπή κάµψης στα σηµεία αυτά έχει υπερβεί την ροπή 2M , τότε άµεσα διακρίνονται 

τα πλαστικοποιηµένα τµήµατα του πέλµατος σε ένα µήκος pAL  στο άκρο Α και σε 

δύο µήκη 1pBL  και 2pBL  στην θέση Β. Αυτά τα πλαστικοποιηµένα µήκη του 

πέλµατος µεταβάλλονται µε την σταδιακή επιβολή της φόρτισης, και συνεπώς είναι 
απαραίτητη µια επαναληπτική επαυξητική διαδικασία, όπου σε κάθε επαυξητικό 
βήµα επανυπολογίζονται οι πλαστικοποιηµένες περιοχές.  

 

Σχήµα 3-5. ∆ιάγραµµα ροπών κάµψης στο πέλµα µε εµφάνιση πλαστικοποιηµένων 
τµηµάτων 

Η µη γραµµικότητα υλικού του κοχλία αντιµετωπίζεται επίσης επαυξητικά. Στα 
αρχικά στάδια της φόρτισης, όπου δεν πραγµατοποιείται υπέρβαση του φορτίου 
διαρροής του κοχλία, όπως αυτό δίνεται στην σχέση 3-34, το ελατήριο του κοχλία 
στο προσοµοίωµα έχει σταθερά ίση µε: 

 b b
b

b

A Ec
L

=  (3-36) 
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Όταν η εφελκυστική τάση στον κοχλία υπερβεί το όριο διαρροής του υλικού, και για 
κάθε επόµενο βήµα φόρτισης, η απόκριση του προσοµοιώµατος υπολογίζεται 
επαυξητικά µε σταθερά ελατηρίου κοχλία ίση µε: 

 b T ,b
b

b

A E
c

L
=  (3-37) 

Η αντιµετώπιση της µη γραµµικότητας του πέλµατος και του κοχλία γίνεται από 
κοινού στα πλαίσια της ίδιας επαναληπτικής διαδικασίας, όπως θα περιγραφεί 
αναλυτικότερα στην συνέχεια του κεφαλαίου. Στο σχήµα που ακολουθεί φαίνεται το 
λογικό διάγραµµα της διαδικασίας αυτής. 

 

Σχήµα 3-6. Λογικό διάγραµµα επαυξητικής αντιµετώπισης της µη γραµµικότητας 
υλικού  

3.3 Φαινόµενα επαφής 

3.3.1 Γενικά 

Ένα από τα πλέον δυσχερή χαρακτηριστικά της σύνδεσης βραχέος ταυ αποτελούν τα 
φαινόµενα επαφής, τα οποία είναι δυνατό να εµφανιστούν στο τµήµα του πέλµατος 
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που εκτείνεται µεταξύ του κοχλία και του ελεύθερου άκρου. Αν υποθετικά, 
αγνοούνταν η πιθανότητα επαφής στο τµήµα αυτό του πέλµατος, ο φορέας του 
προσοµοιώµατος θα µπορούσε να εµφανίσει µία µορφή παραµόρφωσης σαν και 
αυτήν του σχήµατος 3-7β. Η ύπαρξη όµως της βάσης κάτω από το πέλµα, η οποία 
µπορεί να αντιστοιχεί σε σταθερό υπόβαθρο ή σε συµµετρικό βραχύ ταυ, και η οποία 
αποτρέπει την ελαστική γραµµή να κατέλθει της αρχικής θέσης της, οδηγεί στην 
εµφάνιση των φαινοµένων επαφής, µεταβάλλοντας ταυτόχρονα την απόκριση και τα 
προκύπτοντα εντατικά µεγέθη.  

Στο προσοµοίωµα, η περιοχή µεταξύ του σηµείου Β, που αντιστοιχεί στην θέση του 
κοχλία, και του ελεύθερου άκρου θεωρείται εν δυνάµει περιοχή επαφής, όπου είναι 
δυνατό να συµβεί µερική αποκόλληση του πέλµατος. ∆εχόµαστε ότι στην περίπτωση 
αυτήν εµφανίζεται µοναδικό σηµείο αποκόλλησης, όπως παρουσιάζεται και στο 
σχήµα 3-7α, πέραν του οποίου το πέλµα παραµένει σε πλήρη επαφή µε την βάση 
του. Συνεπώς, αυτό το µη αποκολληµένο τµήµα του πέλµατος παραµένει ευθύ, µε 
µηδενική στροφή και καµπυλότητα και ως εκ τούτου µηδενική ροπή κάµψης. Όµως, 
για λόγους συνέχειας, η ροπή κάµψης καθώς και η στροφή θα πρέπει να είναι 
µηδενικές και στο σηµείο αποκόλλησης και προς την γειτονιά του παραµορφωµένου 
τµήµατος του πέλµατος. ∆ιαφορετικά, θα έπρεπε να υφίσταται στο σηµείο αυτό ένας 
µηχανισµός εισαγωγής ροπής, κάτι όµως που δεν είναι δυνατό λόγω, της 
µονόπλευρης δυνατότητας στήριξης που παρέχει η βάση.  

 

Σχήµα 3-7. Παραµορφωµένη γεωµετρία του προσοµοιώµατος λαµβάνοντας υπόψη 
τα φαινόµενα επαφής (α) ή όχι (β) 

3.3.2 Μήκος αποκόλλησης 

Οι συνθήκες µηδενικής ροπής και στροφής αποτελούν χαρακτηριστικά του σηµείου 
αποκόλλησης, τα οποία µπορούν να διαµορφώσουν το κριτήριο προσδιορισµού της 
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θέσης του. Στην συνέχεια της παραγράφου θα αναπτυχθεί η σχετική µεθοδολογία για 
την περίπτωση γραµµικά ελαστικού υλικού στο πέλµα και τον κοχλία, ενώ σε 
επόµενη παράγραφο θα γίνει η παρουσίαση και για την περίπτωση µη γραµµικού 
υλικού. Στο σχήµα 3-8 φαίνεται ένας τροποποιηµένος φορέας του προσοµοιώµατος, 
όπου η µόνες διαφορές µε τον αρχικό του σχήµατος 3-1 είναι η αποµάκρυνση της 
βάσης κάτω από το πέλµα, η οποία εν δυνάµει θα µπορούσε να οδηγήσει σε 
φαινόµενα επαφής, και η επιβολή στην θέση της, συνθηκών πλήρους πάκτωσης στο 
σηµείο Γ. Το µήκος n  του αρχικού προσοµοιώµατος, το οποίο αντιστοιχεί στα 
γεωµετρικά χαρακτηριστικά του βραχέος ταυ, έχει αντικατασταθεί µε ένα άγνωστο 
µήκος 2L , το οποίο αντιστοιχεί στο αποκολληµένο τµήµα του πέλµατος. Έτσι, το 

πακτωµένο άκρο Γ του τροποποιηµένου φορέα ταυτίζεται µε το σηµείο 
αποκόλλησης του αρχικού προσοµοιώµατος, πέραν του οποίου το πέλµα παραµένει 
σε πλήρη επαφή, χωρίς καµία ένταση και συνεπώς µπορεί να αγνοηθεί για την 
απόκριση του υπόλοιπου φορέα. Η πάκτωση τοποθετείται προκειµένου να 
εξασφαλίζεται ότι η στροφή στο σηµείο Γ παραµένει µηδενική, όπως συµβαίνει και 
µε το σηµείο αποκόλλησης. Μοναδικό άγνωστο µέγεθος στο τροποποιηµένο 
προσοµοίωµα αποτελεί το µήκος 2L . Αυτό µπορεί να προσδιοριστεί επιβάλλοντας 

τον περιορισµό για µηδενική ροπή κάµψης στο πακτωµένο άκρο Γ. Από όλα τα 
πιθανά µήκη 2L  εκείνο που ικανοποιεί ταυτόχρονα την απαίτηση για µηδενική 

στροφή και ροπή κάµψης είναι το ζητούµενο µήκος αποκόλλησης. 

 

Σχήµα 3-8. Τροποποιηµένος φορέας του προσοµοιώµατος για την αντιµετώπιση των 
φαινοµένων µερικής επαφής στο πέλµα 

Αναλυτικός υπολογισµός µήκους αποκόλλησης 
Απουσία πιθανών επιφανειών επαφής, ο τροποποιηµένος φορέας του 
προσοµοιώµατος µπορεί να επιλυθεί αναλυτικά µε µία από τις κλασικές µεθόδους 
στατικής ανάλυσης ραβδωτών φορέων, όπως η µέθοδος των δυνάµεων. Αγνοώντας 
τις αξονικές δυνάµεις, οι οποίες µε θεώρηση µικρών µετακινήσεων είναι µηδενικές, 
ο φορέας είναι δύο φορές υπερστατικός. Όπως φαίνεται στο σχήµα 3-9, επιλέγεται 
ως υπερστατικό µέγεθος 1Χ  η αντίδραση R  και ως 2Χ  η ροπή κάµψης ΓM  στο 

άκρο Γ. Στο ίδιο σχήµα φαίνεται η επαλληλία της εξωτερικής και των υπερστατικών 
φορτίσεων 1 και 2 στον θεµελιώδη ισοστατικό φορέα καθώς και τα προκύπτοντα 
διαγράµµατα ροπών κάµψης.  
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Σχήµα 3-9. Επίλυση του τροποποιηµένου φορέα µε την µέθοδο των δυνάµεων 

Οι εξισώσεις συµβιβαστού των µετακινήσεων γράφονται ως εξής: 

 
1 10 11 1 12 2

2 20 21 1 22 2

0 0

0 0

s

s

∆ F F X F X

∆ F F X F X

⎧ = ⇒ + + =
⎪
⎨
⎪ = ⇒ + + =⎩

 (3-38) 

Οι συντελεστές ijF υπολογίζονται µε βάση την αρχή των δυνατών έργων ως εξής: 

 
1 2 2

0 1 1 2
10

0 2 2 2

L L

b b

M M FL LF FF dx
EI c EI c

+

= + = − +∫  (3-39) 

 
1 2 2

0 2 1
20

0 4

L L M M FLF dx
EI EI

+

= = −∫  (3-40) 

 
1 2

21 1
11 2 1 2

0

1 1 1 1
3

L L

b b

M MF dx L L L
EI c EI c

+
⎛ ⎞= + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  (3-41) 

 ( )
1 2

2 2
22 1 2

0

1L L M MF dx L L
EI EI

+

= = +∫  (3-42) 
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1 2

1 2
12 21 2 1 2

0

1 1
2

L L M MF F dx L L L
EI EI

+
⎛ ⎞= = = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  (3-43) 

Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των ijF  από τις τελευταίες σχέσεις στις εξισώσεις 

συµβιβαστού των µετακινήσεων (σχέσεις 3-38) και επιλύοντας το γραµµικό 
σύστηµα εξισώσεων ως προς 1X  και 2X  που προκύπτει, έχουµε τελικά: 

  
2 2
1 2 2 1

1 4 3
2 1 2 1 2

4 43
2 4 12 12

b

b b

L L c L EI L EIFX R
L c L L c L EI L EI

− −
= =

+ + +
 (3-44) 

 ( )22 3
1 2 1 2

2 4 3
2 1 2 1 2

6
2 4 12 12

b
Γ

b b

L L c EI L LFX M
L c L L c L EI L EI

− +
= = −

+ + +
 (3-45) 

Επιβάλλουµε στην συνέχεια τον περιορισµό η ροπή κάµψης ΓM  στο άκρο Γ να 

είναι µηδέν, οπότε από την σχέση 3-45 έχουµε: 

 ( )22 3
1 2 1 2

4 3
2 1 2 1 2

6
0

2 4 12 12
b

b b

L L c EI L LF
L c L L c L EI L EI

− +
− = ⇒

+ + +
 (3-46) 

 2 3 2 2
1 2 2 1 2 16 12 6 0bL c L EIL EIL L EIL− − − =  (3-47) 

 ή 

 3 2
3 2 2 2 1 2 0 0p L p L p L p+ + + =  (3-48) 

όπου 

 

2
3 1

2

1 1
2

0 1

6
12

6

bp L c
p EI
p EIL

p EIL

⎧ =
⎪

= −⎪
⎨ = −⎪
⎪ = −⎩

 (3-49) 

Εποµένως, ο προσδιορισµός του µήκους αποκόλλησης ανάγεται τελικά στην επίλυση 
της πολυωνυµικής εξίσωσης 3-48, 3ου βαθµού ως προς 2L . Για να εξετάσουµε τον 

αριθµό και το είδος των ριζών που µπορεί να δώσει η 3-48, θα υπολογίσουµε την 
διακρίνουσα της ∆, η οποία δίνεται από την σχέση: 

 3 2∆ Q R= +  (3-50) 

όπου: 
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2 3

11 2
4 2

3 3 1

1 3 4
9

b

b

L c EIp pQ EI
p p L c

⎛ ⎞⎛ ⎞ +⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 (3-51) 

και 

 ( )3 23 6 2
1 102 1 2

6 3
3 3 3 3 1

12 3 81 9 27 2
54

b b

b

L c EI L c EIpp p pR EI
p p p p L c

⎛ ⎞ + +⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (3-52) 

Αντικαθιστώντας και εκτελώντας τις πράξεις έχουµε: 

 ( )
3

2 1
3 3
1

8 9 b

b

EI L c∆ EI
L c
+

=  (3-53) 

Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι η διακρίνουσα ∆  είναι πάντα θετική και 
εποµένως η εξίσωση 3-48 δίνει µία µόνο πραγµατική ρίζα και δύο µιγαδικές. 
Επιπλέον, µπορεί να αποδειχθεί ότι η µοναδική πραγµατική ρίζα είναι οπωσδήποτε 
θετική, καθώς αν θεωρήσουµε την συνάρτηση: 

 ( ) 3 2
2 3 2 2 2 1 2 0h L p L p L p L p= + + +  (3-54) 

προκύπτει: 

 ( ) 00 0h p= <  (3-55) 

 ( )
2

2
L

lim h L
→+∞

= +∞  (3-56) 

Εποµένως, η συνεχής συνάρτηση ( )2h L  για κάποια τιµή του 2L  στο διάστηµα 

( )0,+∞  παίρνει µηδενική τιµή. Η τιµή αυτή, η οποία αποτελεί και το ζητούµενο 

µέγεθος για το µήκος αποκόλλησης, δίνεται τελικά από την σχέση: 

 3 3 2
2

3

1
3

pL R ∆ R ∆
p

= + + − −  (3-57) 

Ειδικές περιπτώσεις 
Στην ανάλυση για το µήκος αποκόλλησης έγινε η παραδοχή ότι στην περιοχή του 
πέλµατος µεταξύ της θέσης του κοχλία και του ελεύθερου άκρου εµφανίζεται 
µοναδικό σηµείο αποκόλλησης, πέραν του οποίου το πέλµα παραµένει σε πλήρη 
επαφή µε την βάση του, όπως απεικονίζεται στο σχήµα 3-7α. Ωστόσο, αυτή η εικόνα 
παραµόρφωσης δεν είναι η µοναδική που µπορεί να εµφανιστεί σε ένα βραχύ ταυ. 
Στο σχήµα 3-10 φαίνεται η περίπτωση όπου η βάση κάτω από το πέλµα λειτουργεί 
ως απλή σηµειακή στήριξη στο ελεύθερο άκρο αυτού, χωρίς την ύπαρξη άλλης 
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επαφής, καθώς και η περίπτωση όπου το πέλµα έχει αποκολληθεί πλήρως από την 
βάση του.  

 

Σχήµα 3-10. Η περίπτωση σηµειακής απλής στήριξης του πέλµατος (α) και πλήρους 
αποκόλλησης (β) 

Η πρώτη περίπτωση, η οποία είναι πιθανό να συµβεί σε βραχέα ταυ µε ασθενείς 
κοχλίες σε σχέση µε το πέλµα που συνδέουν, προκύπτει όταν η λύση για το µήκος 
αποκόλλησης 2L , σύµφωνα µε την σχέση 3-48 της προηγούµενης παραγράφου, είναι 

µεγαλύτερη από το φυσικό µήκος n  του πέλµατος:  

 2L n>  (3-58) 

Στην περίπτωση αυτήν, το φυσικό µήκος n  δεν επαρκεί προκειµένου να 
ικανοποιηθούν οι απαιτήσεις για µηδενική ροπή κάµψης και µηδενική στροφή σε 
κάποιο σηµείο εντός αυτού. Εποµένως, η ανισότητα 3-58 εξασφαλίζει ότι εφόσον 
δεν είναι δυνατόν να υλοποιηθεί το σηµείο αποκόλλησης δεν είναι δυνατόν να 
αναπτυχθούν φαινόµενα µερικής επαφής στο βραχύ ταυ. 

Το προσοµοίωµα στην περίπτωση αυτήν, µπορεί να απλουστευθεί στον φορέα του 
σχήµατος 3-10α. Οι διαφορές του σε σχέση µε τον αρχικό φορέα συνίστανται στην 
αποµάκρυνση της βάσης κάτω από το πέλµα, η οποία εν δυνάµει θα µπορούσε να 
οδηγήσει σε φαινόµενα επαφής και στην τοποθέτηση έναντι αυτής, απλής στήριξης 
στο άκρο Γ, ώστε να προσοµοιωθεί η δυνατότητα σηµειακής, απλής στήριξης που 
µπορεί να παρέχει η βάση.  

Η περίπτωση πλήρους αποκόλλησης του πέλµατος αποτελεί συνέχεια της 
περίπτωσης απλής σηµειακής στήριξης για ακόµα πιο ασθενείς κοχλίες. Η εµφάνιση 
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της µπορεί να εξακριβωθεί εκκινώντας από τον φορέα της απλής σηµειακής 
στήριξης (σχήµα 3-10α) και ελέγχοντας την φορά της αντίδρασης R  στην σηµειακή 
στήριξη, στο σηµείο Γ. Όπως αποδεικνύεται στην συνέχεια (παράγραφος 3.4.2), η 
αντίδραση στο σηµείο Γ δίνεται από την σχέση: 

 
2
1

2 3
1

23
4 3 3

b

b b

L nc EIFR
L n c n c EI

−
=

+ +
 (3-59) 

Για 0R >  η φορά της αντίδρασης οδηγεί σε σύνθλιψη µεταξύ πέλµατος και βάσης 
και εποµένως δεν αντιστοιχεί σε πλήρη αποκόλληση. Για 0R <  η αντίδραση 
αντιστοιχεί σε εφελκυσµό µεταξύ πέλµατος και βάσης, ο οποίος όµως δεν είναι 
δυνατόν να υπάρξει µεταξύ δύο διακριτών σωµάτων, όπως η βάση και το πέλµα, και 
συνεπώς προκαλείται αποκόλληση τους. Επειδή ο παρονοµαστής στην σχέση 3-59 
είναι πάντα θετικός, η συνθήκη 0R <  καταλήγει ως εξής:  

 2
1 2 0bL nc EI− < ⇒  (3-60) 

 2
1

2
b

EIc
L n

<  (3-61) 

Η τελευταία σχέση αποτελεί το κριτήριο, το οποίο αν ικανοποιείται, οδηγεί σε πλήρη 
αποκόλληση του πέλµατος. Στην περίπτωση αυτήν, το προσοµοίωµα απλοποιείται 
ακόµα περισσότερο στον φορέα του σχήµατος 3-10β, όπου η µοναδική διαφορά σε 
σχέση µε εκείνον της σηµειακής στήριξης συνίσταται στην απουσία της απλής 
στήριξης στο άκρο Γ.  

3.3.3 Φαινόµενα επαφής και µη γραµµικότητα υλικού 

Στην µέχρι τώρα διερεύνηση του προβλήµατος, κατά την εξέταση των φαινοµένων 
επαφής θεωρήθηκε ότι το πέλµα και ο κοχλίας συµπεριφέρονται γραµµικά ελαστικά. 
Κατά συνέπεια, οι εκφράσεις που αναφέρθηκαν στην παράγραφο 3.3.2 για το µήκος 
αποκόλλησης αντιπροσωπεύουν την συµπεριφορά του βραχέος ταυ στα αρχικά 
στάδια της φόρτισης, όπου το πέλµα παραµένει στην ελαστική περιοχή. Καθώς 
αυξάνει η εξωτερική φόρτιση και η πλαστικοποίηση αρχίζει να εµφανίζεται σε 
τµήµατα του πέλµατος ή στον κοχλία, µεταβάλλεται προοδευτικά η απόκριση του 
βραχέος ταυ και συνακόλουθα το µήκος αποκόλλησης.  

Όπως προαναφέρθηκε στην παράγραφο 3.2.3, η µη γραµµικότητα υλικού 
αντιµετωπίζεται επαυξητικά µέσω µιας απλής επαναληπτικής διαδικασίας. Στην ίδια 
επαναληπτική διαδικασία µπορεί να ενταχθεί και η σταδιακή µεταβολή του µήκους 
αποκόλλησης. Στο σχήµα 3-11 φαίνεται το λογικό διάγραµµα της επαναληπτικής 
διαδικασίας. Σε κάθε επαυξητικό βήµα υπολογίζονται τα επαυξητικά µεγέθη µε 
βάση τις πλαστικοποιηµένες περιοχές του πέλµατος και το µήκος αποκόλλησης, 
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όπως έχουν διαµορφωθεί στο αµέσως προηγούµενο βήµα. Εφόσον δεν είναι εκ των 
προτέρων γνωστό αν εµφανίζεται περίπτωση µερικής επαφής ή σηµειακής στήριξης 
ή πλήρους αποκόλλησης, υπολογίζεται η επαυξητική απόκριση για κάθε περίπτωση. 
Αφού υπολογιστεί το νέο µήκος αποκόλλησης για την περίπτωση µερικής επαφής, 
επιλέγεται η σωστή περίπτωση επαφής για το τρέχον βήµα και υπολογίζονται τα 
ολικά µεγέθη της απόκρισης. Τα κριτήρια επιλογής της ενδεδειγµένης περίπτωσης 
επαφής, παρουσία µη γραµµικότητας υλικού, δεν είναι γνωστά ακόµα και θα 
παρουσιαστούν στις επόµενες παραγράφους. Στην συνέχεια, µε βάση τα νέα ολικά 
εντατικά µεγέθη, προσδιορίζονται οι νέες πλαστικοποιηµένες περιοχές και η νέα 
δυσκαµψία του κοχλία, και εφόσον δεν εµφανίζεται υπέρβαση αντοχής θραύσης σε 
κάποια θέση, ο κύκλος επαναλαµβάνεται.  

 

Σχήµα 3-11. Λογικό διάγραµµα επαυξητικής αντιµετώπισης των φαινοµένων 
επαφής µε ταυτόχρονη µη γραµµικότητα υλικού 

Η εκτέλεση της επαναληπτικής διαδικασίας προϋποθέτει την δυνατότητα εκτίµησης 
του µήκους αποκόλλησης µε ταυτόχρονη ύπαρξη πλαστικοποιηµένων τµηµάτων στο 
πέλµα. Οι απαιτήσεις για µηδενική στροφή και ροπή στο σηµείο αποκόλλησης 
εξακολουθούν να ισχύουν, και επιβάλλονται επί της ολικής απόκρισης του φορέα. 
Στο σχήµα 3-12, φαίνεται ο τροποποιηµένος φορέας στο βήµα i  της φόρτισης, ενός 
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βραχέος ταυ µε πλαστικοποιηµένα τµήµατα του πέλµατος στην θέση Α, µήκους i
pAL  

και στην θέση Β, µήκους 1 2
i i
pB pBL L+ , καθώς και οι συνολικές ροπές κάµψης µέχρι το 

βήµα αυτό. Στο ίδιο σχήµα φαίνεται το επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ για το 
τρέχον βήµα, µε το µήκος 1

2
iL +  να αποτελεί το ζητούµενο νέο µήκος αποκόλλησης 

στο τέλος του βήµατος φόρτισης. Στα πλαστικοποιηµένα τµήµατα του πέλµατος, η 
διατοµή θεωρείται ότι χαρακτηρίζεται από το εφαπτοµενικό µέτρο TE  του 

πλαστικού κλάδου του νόµου υλικού, και συνεπώς η επαυξητική καµπτική 
συµπεριφορά της διατοµής παραµένει σταθερή σε κάθε νέο βήµα, και περιγράφεται 
από τον δεύτερο κλάδο του διαγράµµατος M ε− , η κλίση του οποίου όπως 
αποδεικνύεται στην παράγραφο 3.2.1 είναι ίση µε 2 6f Tbt E / .  

 

Σχήµα 3-12. Η συνολική απόκριση του τροποποιηµένου φορέα (α) και η επαυξητική 
απόκριση του στο επόµενο βήµα φόρτισης (β) 

Στο σχήµα 3-12 φαίνεται επίσης, ότι ένα τµήµα του πέλµατος µήκους 0
iL , πλησίον 

της κυλιόµενης πάκτωσης στο σηµείο Α παραµένει ελαστικό. Αυτή η παραδοχή 
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υιοθετείται, διότι στην περιοχή κοντά στον κορµό η διατοµή του πέλµατος είναι 
αυξηµένη λόγω της κυκλικής συναρµογής, και συνεπώς αυξηµένη είναι και η 
καµπτική αντοχή του. Ο τρόπος υπολογισµού του µήκους 0

iL  αναπτύσσεται στην 

παράγραφο 3.5 ενώ προς το παρόν, χάριν της γενικότητας της λύσης, αρκεί να 
ληφθεί ως δεδοµένη η ύπαρξη του ελαστικού µήκους 0

iL  στην θέση Α. Το 

επαυξητικό προσοµοίωµα υποβάλλεται σε εξωτερικό φορτίο ίσο µε 2dF / , το οποίο 
δεν είναι απαραίτητο να παραµένει σταθερό κατά την διαδικασία της επίλυσης, αλλά 
µπορεί και να µεταβάλλεται (πχ. µεγάλο στην ελαστική περιοχή, µικρό στα 
τελευταία στάδια της έντονης µη γραµµικότητας). Στα πλαίσια της διατριβής πάντως 
το βήµα φόρτισης διατηρείται σταθερό σε κάθε επίλυση. Αφετηρία µέτρησης µηκών 
του άξονα x στο σχήµα 3-12 θεωρείται το σηµείο Α. 

Η απαίτηση για µηδενική ροπή κάµψης στο νέο σηµείο αποκόλλησης Γi+1 γράφεται 
ως εξής: 

 1 0iΓ
M + = ⇒  (3-62) 

 1
1

1 2 0i
i i

Γ
Μ ( x L L ) dΜ +

+= + + = ⇒  (3-63) 

 1

1
2 2

2

0i

i i
i
B i Γ

L LΜ dΜ
L +

+−
+ = ⇒  (3-64) 

 1
1

2 2 2 0i
i i i i i
B B Γ

Μ L Μ L dΜ L+
+− + =  (3-65) 

Η ολική ροπή i
BM  είναι γνωστή στο τρέχον βήµα i , δεν συµβαίνει όµως το ίδιο και 

µε την επαυξητική ροπή 1iΓ
dM + , η οποία είναι συνάρτηση του νέου µήκους 

αποκόλλησης 1
2
iL + . Εποµένως, η επίλυση της εξίσωσης 3-65 προϋποθέτει την 

επίλυση του φορέα του επαυξητικού προσοµοιώµατος, η οποία παρουσιάζεται στην 
παράγραφο 3.4.1 που ακολουθεί. 

3.4 Απόκριση του προσοµοιώµατος 

3.4.1 Μερική επαφή 

Η επίλυση του φορέα του επαυξητικού προσοµοιώµατος, ο οποίος για την 
περίπτωση µερικής επαφής του πέλµατος φαίνεται στο σχήµα 3-12 κατά το βήµα i 
της φόρτισης, πραγµατοποιείται µε την µέθοδο των δυνάµεων. Ο φορέας είναι δύο 
φορές υπερστατικός και όπως στην περίπτωση ελαστικού πέλµατος που προηγήθηκε 
στην παράγραφο 3.3.2, επιλέγουµε ως υπερστατικά µεγέθη την αντίδραση dR  και 
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την ροπή κάµψης 1iΓ
dM +  στο άκρο Γi+1. Στο σχήµα 3-13 φαίνεται η επαλληλία της 

εξωτερικής και των υπερστατικών φορτίσεων στον θεµελιώδη ισοστατικό φορέα, 
καθώς και τα προκύπτοντα διαγράµµατα ροπών κάµψης. Οι εξισώσεις συµβιβαστού 
των µετακινήσεων γράφονται ως εξής: 

 
1 10 11 1 12 2

2 20 21 1 22 2

0 0

0 0

s

s

∆ F F X F X

∆ F F X F X

⎧ = ⇒ + + =
⎪
⎨
⎪ = ⇒ + + =⎩

 (3-66) 

 

Σχήµα 3-13. Επίλυση του φορέα του επαυξητικού προσοµοιώµατος µε την µέθοδο 
των δυνάµεων για την περίπτωση µερικής επαφής 
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Οι συντελεστές ijF υπολογίζονται µε βάση την αρχή των δυνατών έργων ως εξής: 

 

0 1 10

0 0

1
1 2 1 2

1 1 1 2

0 1 0 1 0 1
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0

0 1 0 1

2

i i ii
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i i i
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dM dM dM dM dM dMF dx dx dx
EI E I EI
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∫ ∫
 (3-67) 
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 (3-68) 
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 (3-69) 
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 (3-70) 
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 (3-71) 

Οι εξισώσεις των διαγραµµάτων ροπής κάµψης στο πέλµα συναρτήσει του x, που 
υπεισέρχονται στον υπολογισµό των συντελεστών ijF , απεικονίζονται στο σχήµα 

3-13 και αναλυτικά δίνονται από τις ακόλουθες σχέσεις: 

 
( )1 1

0

1

0 5

0

. dF L x ,x L
dM

,x L

− − <⎧
⎪= ⎨
⎪ ≥⎩

 (3-72) 
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1

2 1

1
1

2 1 1

i

i

L ,x L
dM

L L x ,x L

+

+

⎧ <⎪= ⎨
⎪ + − ≥⎩

 (3-73) 

 2 1dM =  (3-74) 

Η εκτέλεση των πράξεων πραγµατοποιείται µε την βοήθεια προγράµµατος 
συµβολικού προγραµµατισµού (Maple), το οποίο παρατίθεται στο παράρτηµα Β. Τα 
αποτελέσµατα ωστόσο, έχουν υποστεί περαιτέρω επεξεργασία, προκειµένου να 
µειωθεί η έκταση τους και να καταστούν περισσότερο ευανάγνωστα. Έτσι τελικά η 
επίλυση του γραµµικού συστήµατος των εξισώσεων συµβιβαστού των µετακινήσεων 
(σχέσεις 3-66) καταλήγει στην ακόλουθη λύση για τα άγνωστα 1X  και 2X : 

 
( )

( ) ( ) ( )

21 1
2 2 1 2 0

1 4 3 21 1 1 1
4 2 3 2 2 2 1 2 0

3
2

i i

i i i i

s L s L sdFX dR
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 (3-75)  
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 (3-76) 

όπου: 
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 (3-79) 
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( ) ( ) ( )2 2
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2 i i i i
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G L L L L L

G L L L
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 Τ

Τ

Ε Ελ
Ε
−

=   (3-81) 

Τα υπόλοιπα εντατικά µεγέθη µπορούν να εκφρασθούν συναρτήσει των dR  και 
1iΓ

dM +  ως εξής: 

 0 5bdF , dF dR= +  (3-82) 

 1
1

1 20 5 i
i

A Γ
dM , dFL dRL dM +

+= − + +  (3-83) 

 1
1

2 i
i

Β Γ
dΜ dRL dM +

+= +  (3-84) 

Το βέλος κάµψης στην θέση Α µπορεί να υπολογιστεί από την επαλληλία των 
αντίστοιχων βελών κάµψης στον θεµελιώδη, ισοστατικό φορέα, λόγω εξωτερικής 
φόρτισης και των δύο υπερστατικών φορτίσεων:  

 0 1 1 2 2dδ dδ Χ dδ Χ dδ= + +  (3-85) 

Ο υπολογισµός των επιµέρους βελών 0dδ , 1dδ  και 2dδ  γίνεται µε την µέθοδο των 

δυνατών έργων µε την δυνατή φόρτιση του σχήµατος 3-13: 
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 (3-86) 
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Εκτελώντας τις πράξεις προκύπτει: 

 ( ) ( ) ( )( )3 33
0 1 1 1 0 1 0

33
6

i i i i i i
pA pB pA pA i

b

dF EIdδ L λ L L L L L L L L
EI c

⎛ ⎞⎡ ⎤= + + + − − − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
(3-89)  

 2 1 1
1 1 2 2 1

1 2
2

i i
i
b

EIdδ L L λL G
ΕΙ c

+ +⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3-90) 

 ( )2
2 1 1

1
2

dδ L λG
ΕΙ

= − +  (3-91) 

Αφού υπολογιστούν τα επιµέρους βέλη κάµψης 0dδ , 1dδ  και 2dδ  υπολογίζεται στην 

συνέχεια το βέλος κάµψης του φορέα από την σχέση 3-85. Με τον ίδιο τρόπο 
µπορούν να υπολογιστούν και άλλα µετακινησιακά µεγέθη, όπως η στροφή του 
πέλµατος στην θέση του κοχλία, η οποία θα φανεί χρήσιµη στην συνέχεια. Για την 
στροφή του πέλµατος στην θέση του κοχλία bdφ  οι επιµέρους στροφές δίνονται από 

τις σχέσεις: 

 ( )2
0 1 14b,

dFdφ λG L
EI

= +  (3-92) 

 ( )
1

2
1 1 1

i
i i

b , pA pB
Ldφ λL λL L
EI

+

= − + +  (3-93) 

 ( )2 1 1
1 i i

b , pA pBdφ λL λL L
EI

= − + +  (3-94) 

Η απόκριση του επαυξητικού προσοµοιώµατος, όπως περιγράφεται από τις ανωτέρω 
σχέσεις της παρούσας παραγράφου, βασίζεται στην υπόθεση ύπαρξης 
πλαστικοποιηµένων τµηµάτων στο πέλµα στις θέσεις Α και Β, καθώς και στην 
ύπαρξη ενός ελαστικού τµήµατος µήκους 0

iL  πλησίον του σηµείου Α. Μπορεί 

ωστόσο να δειχθεί ότι οι σχέσεις της παραγράφου αυτής αποτελούν την γενικότερη 
µορφή σχέσεων, από τις οποίες µπορούν να εξαχθούν όλες οι πιθανές 
υποπεριπτώσεις, όπως για παράδειγµα η περίπτωση πλήρως ελαστικού πέλµατος ή 
πλαστικοποίησης µόνο στην θέση Α, ή η περίπτωση µη συνυπολογισµού ελαστικού 
µήκους 0

iL  πλησίον του σηµείου Α, καθώς και κάθε άλλος πιθανός συνδυασµός, 

θέτοντας τα µήκη i
pAL , 1

i
pBL , 2

i
pBL  ή 0

iL , κατά περίπτωση ίσα µε µηδέν. Το γεγονός 

αυτό διευκολύνει σηµαντικά τον προγραµµατισµό της µεθόδου σε κώδικα 
ηλεκτρονικού υπολογιστή, καθώς αποφεύγονται έλεγχοι και διακλαδώσεις σε 
πολλαπλές υποπεριπτώσεις. 
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Επανεξέταση φαινοµένων επαφής 
Όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 3.3.3, η επίλυση της εξίσωσης 3-65 µηδενισµού 
της ροπής κάµψης στο νέο σηµείο αποκόλλησης Γi+1 προϋποθέτει ότι είναι γνωστή η 
επαυξητική ροπή 1iΓ

dM +  συναρτήσει του νέου µήκους αποκόλλησης 1
2
iL + . Με την 

επίλυση του φορέα του επαυξητικού προσοµοιώµατος που προηγήθηκε, η 
επαυξητική ροπή 1iΓ

dM +  είναι πράγµατι διαθέσιµη από την εξίσωση 3-76. 

Αντικαθιστώντας την 3-76 στην 3-65 και εκτελώντας τις πράξεις καταλήγουµε στην 
ακόλουθη έκφραση για το νέο µήκος αποκόλλησης 1

2
iL + : 

 ( ) ( ) ( ) ( )5 4 3 21 1 1 1 1
5 2 4 2 3 2 2 2 1 2 0 0i i i i im L m L m L m L m L m+ + + + ++ + + + + =  (3-95) 

όπου: 

 

5 4

4 2 4 3

3 2 3 2 2 3

2 2 2 1 2 2

1 2 1 0 2 1

0 2 0 2 0

0 5

0 5

0 5

0 5

i
B

i i i
B B
i i i i
B B
i i i i
B B
i i i i
B B
i i i
B

m M q

m M L q M q

m M L q M q . dFL p

m M L q M q . dFL p

m M L q M q . dFL p

m M L q . dFL p

⎧ = −
⎪

= −⎪
⎪ = − −⎪
⎨

= − −⎪
⎪ = − −⎪
⎪ = −⎩

 (3-96) 

Η εξίσωση 3-95 είναι πολυωνυµική 5ου βαθµού ως προς 1
2
iL + . Όλοι οι συντελεστές 

του πολυωνύµου µπορούν να υπολογιστούν, εφόσον είναι διαθέσιµα τα δεδοµένα 
στο τρέχον βήµα i. Μπορεί να εφαρµοστεί οποιαδήποτε αριθµητική µέθοδος 
εύρεσης ριζών εξισώσεων µιας µεταβλητής. Η µέθοδος Newton-Raphson 
προσφέρεται ιδιαίτερα στην συγκεκριµένη περίπτωση, καθώς προσφέρει γρήγορη 
και ασφαλή σύγκλιση κοντά στην περιοχή της ρίζας. Στην επαναληπτική διαδικασία 
υπάρχει διαθέσιµο το τρέχον µήκος 2

iL  κατά το βήµα φόρτισης i , και συνεπώς 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως αρχική τιµή για την εκτίµηση του νέου µήκους 1
2
iL + . 

Με την προϋπόθεση ότι τα βήµατα φόρτισης δεν είναι πολύ µεγάλα, η υπάρχουσα 
λύση 2

iL  είναι αρκετά κοντά στην νέα 1
2
iL + , µε αποτέλεσµα να εξασφαλίζεται η καλή 

συµπεριφορά της µεθόδου. Επιπλέον, ο υπολογισµός της πρώτης παραγώγου, η 
οποία απαιτείται από την µέθοδο Newton-Raphson, είναι πολύ απλός καθώς 
πρόκειται για πολυωνυµική εξίσωση.  

Αν η λύση 1
2
iL +  της εξίσωσης 3-95 είναι µεγαλύτερη από το φυσικό µήκος n  του 

βραχέος ταυ, τότε όµοια µε την περίπτωση πλήρως ελαστικού πέλµατος δεν 
εµφανίζονται φαινόµενα επαφής, αλλά απλή σηµειακή στήριξη στο άκρο, µε 
αποτέλεσµα ο φορέας του προσοµοιώµατος να απλοποιείται στον φορέα του 
σχήµατος 3-10α. Για ακόµα πιο ασθενείς κοχλίες, είναι πιθανή η εκδήλωση πλήρους 
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αποκόλλησης. Στις περιπτώσεις αυτές, η απόκριση του επαυξητικού 
προσοµοιώµατος δεν περιγράφεται από όσα αναφέρθηκαν προηγούµενα σε αυτήν 
την παράγραφο, µε παραδοχή εµφάνισης µερικής επαφής στο πέλµα. Η διερεύνηση 
αυτών των περιπτώσεων θα πραγµατοποιηθεί στις επόµενες δύο παραγράφους. 

Η αλληλουχία των πλαστικοποιήσεων σε πέλµα και κοχλία είναι καθοριστική για 
την συµπεριφορά του προσοµοιώµατος σε σχέση µε τα φαινόµενα επαφής. Για 
παράδειγµα, αν σε ένα βραχύ ταυ προηγηθεί η διαρροή του κοχλία, τότε το µήκος 
αποκόλλησης σε κάθε επόµενο επαυξητικό βήµα φόρτισης αναµένεται να αυξάνει, 
και είναι πιθανό, αν αρχικά υπήρχε µερική επαφή του πέλµατος, να οδηγηθεί το 
προσοµοίωµα στην περίπτωση απλής σηµειακής στήριξης, ή αν προϋπήρχε η 
τελευταία, να οδηγηθεί στην περίπτωση πλήρους αποκόλλησης. Αντίθετα, αν στο 
βραχύ ταυ προηγηθεί η διαρροή του πέλµατος, το µήκος αποκόλλησης αναµένεται 
να µειώνεται, και είναι πιθανό, αν αρχικά υπήρχε απλή σηµειακή στήριξη, να 
εµφανιστεί µερική επαφή. Η τάση του µήκους αποκόλλησης να αυξάνεται η να 
µειώνεται µε την αύξηση του φορτίου µπορεί και να µεταβάλλεται µε την πρόοδο 
της φόρτισης καθώς εξαρτάται από την σειρά εµφάνισης των πλαστικοποιήσεων, η 
οποία µπορεί να είναι εναλλάξ σε πέλµα και κοχλία, αλλά και από τον ρυθµό 
εξάπλωσης των πλαστικοποιήσεων, ο οποίος είναι συνάρτηση της κατανοµής των 
εντατικών µεγεθών.  

3.4.2 Σηµειακή στήριξη 

Όταν η επίλυση της εξίσωσης 3-95 οδηγήσει σε λύση για το νέο µήκος αποκόλλησης 
1

2
iL +  µεγαλύτερη από το φυσικό µήκος n  του βραχέος ταυ, τότε τα φαινόµενα 

επαφής στο πέλµα περιορίζονται στην ύπαρξη απλής σηµειακής στήριξης στο άκρο. 
Ο φορέας του επαυξητικού προσοµοιώµατος απλοποιείται µε την εισαγωγή απλής 
στήριξης στο ελεύθερο άκρο του πέλµατος, όπως φαίνεται στο σχήµα 3-14. Ο 
φορέας αυτός είναι µία φορά υπερστατικός και επιλύεται µε την µέθοδο των 
δυνάµεων, επιλέγοντας ως υπερστατικό µέγεθος την αντίδραση dR  στην απλή 
σηµειακή στήριξη. Στο σχήµα 3-14 φαίνεται η επαλληλία της εξωτερικής και της 
υπερστατικής φόρτισης στον θεµελιώδη ισοστατικό φορέα, καθώς και τα 
προκύπτοντα διαγράµµατα ροπών κάµψης για την γενική περίπτωση 
πλαστικοποίησης του πέλµατος στις θέσεις Α και Β και ύπαρξης ενός ελαστικού 
µήκους 0

iL  πλησίον του σηµείου Α. Το µήκος 1
2
iL +  είναι ίσο µε την φυσική απόσταση 

n  από τον άξονα του κοχλία µέχρι το ελεύθερο άκρο του πέλµατος. Ο συµβολισµός 
1

2
iL +  διατηρείται για λόγους συνέχειας των σχέσεων.  
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Σχήµα 3-14. Επίλυση του φορέα του επαυξητικού προσοµοιώµατος µε την µέθοδο 
των δυνάµεων για την περίπτωση σηµειακής στήριξης 

Η εξίσωση συµβιβαστού των µετακινήσεων γράφεται ως εξής: 

 1 10 11 10 0s∆ F F X= ⇒ + =  (3-97) 

Οι συντελεστές 10F  και 11F  υπολογίζονται µε βάση την αρχή των δυνατών έργων ως 

εξής: 



Επαυξητ ικό  προσοµο ίωµα  βραχέος  ταυ   ■  83 
 

 

0 1 10

0 0

1
1 2 1 2

1 1 1 2

0 1 0 1 0 1
10

0

0 1 0 1

2

i i ii
pA pB

i i i
pA

i i
pB

i i
pB pB

L L L LL

TL L L

L L L L

i
T bL L L L

dM dM dM dM dM dMF dx dx dx
EI E I EI

dM dM dM dM dFdx dx
E I EI c

+

+ −

+

+ +

− +

= + + +

+ + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 (3-98) 
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 (3-99) 

Εκτελώντας τις πράξεις και αντικαθιστώντας στην 3-97, προκύπτει τελικά το 
υπερστατικό µέγεθος 1X  ως εξής: 
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3 2 2 2 1 2 0
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 (3-100) 

όπου 

 ( )2
1 1 1

0 2

i
bs c L λG

s EI

⎧ = +⎪
⎨

= −⎪⎩
 (3-101) 
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( ) ( ) ( )2 2
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pA pB pA

i i i
pA pB pB

G L L L L L

G L L L
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⎨
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 (3-103) 

 Τ

Τ

Ε Ελ
Ε
−

=   (3-104) 

Τα υπόλοιπα εντατικά µεγέθη µπορούν να εκφρασθούν συναρτήσει του dR  ως εξής: 

 0 5bdF , dF dR= +  (3-105) 



84  ■  ΚΟΜΒΟΙ  ∆ΟΚΟΥ -ΥΠΟΣΤΥΛΩΜΑΤΟΣ  ΣΕ  ΜΕΤΑΛΛΙΚΑ  ΠΛΑΙΣΙΑ  
 

 1
1 20 5 i

AdM , dFL dRL += − +  (3-106) 

 1
2
i

ΒdΜ dRL +=  (3-107) 

Το βέλος κάµψης στην θέση Α µπορεί να υπολογιστεί από την επαλληλία των 
αντίστοιχων βελών κάµψης στον θεµελιώδη, ισοστατικό φορέα λόγω εξωτερικής και 
υπερστατικής φόρτισης:  

 0 1 1dδ dδ Χ dδ= +  (3-108) 

Ο υπολογισµός των επιµέρους βελών 0dδ  και 1dδ  γίνεται µε την µέθοδο των 

δυνατών έργων µε την δυνατή φόρτιση του σχήµατος 3-14: 
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Εκτελώντας τις πράξεις προκύπτει: 

 ( ) ( ) ( )( )3 33
0 1 1 1 0 1 0

33
6

i i i i i i
pA pB pA pA i

b

dF EIdδ L λ L L L L L L L L
EI c

⎛ ⎞⎡ ⎤= + + + − − − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
  (3-111) 

 2 1 1
1 1 2 2 1

1 2
2

i i
i
b

EIdδ L L λL G
ΕΙ c

+ +⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3-112) 

Οι εκφράσεις αυτές δεν διαφέρουν από τις αντίστοιχες για µερική επαφή. Αφού 
υπολογιστούν τα επιµέρους βέλη κάµψης 0δ , και 1δ  υπολογίζεται στην συνέχεια το 

βέλος κάµψης του φορέα από την σχέση 3-108. Οι ανωτέρω σχέσεις που 
περιγράφουν την απόκριση του επαυξητικού προσοµοιώµατος µε παραδοχές απλής 
στήριξης, αποτελούν την γενικότερη διατύπωση, από την οποία µπορούν να 
προκύψουν όλες οι πιθανές υποπεριπτώσεις, όπως πλαστικοποίηση µόνο στην θέση 
Α ή Β.  
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Η επιλογή του προσαυξητικού προσοµοιώµατος σηµειακής στήριξης έναντι εκείνου 
µερικής επαφής πραγµατοποιείται συγκρίνοντας την λύση 1

2
iL +  της εξίσωσης 3-95 µε 

το φυσικό µήκος n  του βραχέος ταυ: 

 1
2
iL n+ <   (3-113) 

Αν η τελευταία ανισότητα δεν ικανοποιείται, τότε επιλέγεται το επαυξητικό 
προσοµοίωµα σηµειακής στήριξης. Η αντίθετη περίπτωση ωστόσο, δηλαδή αν η 
ανισότητα ικανοποιείται, δεν συνεπάγεται αυτόµατα επιλογή του επαυξητικού 
προσοµοιώµατος µερικής επαφής. Πράγµατι, αν στο βραχύ ταυ αναπτύσσονται 
αρχικά συνθήκες σηµειακής στήριξης, τότε στο άκρο Γ εκδηλώνεται στροφή του 
πέλµατος. Συνεπώς, παρόλο που η επίλυση της εξίσωσης 3-95 εξασφαλίζει ότι στο 
νέο σηµείο αποκόλλησης Γi+1 ικανοποιείται η απαίτηση µηδενισµού της συνολικής 
ροπής και επιπλέον, η ανισότητα 3-113 εξασφαλίζει ότι το σηµείο αυτό είναι και 
γεωµετρικά εφικτό να υλοποιηθεί, αντίθετα, ο µηδενισµός της ολικής στροφής δεν 
ικανοποιείται, λόγω της συσσώρευσης της κατά τα προηγούµενα βήµατα. Εποµένως, 
θα εξακολουθήσει να έχει εφαρµογή το επαυξητικό προσοµοίωµα σηµειακής 
στήριξης κατά το τρέχον βήµα, αλλά και για τα επόµενα, µέχρι η στροφή στο άκρο 
µειωθεί σταδιακά και τελικά µηδενιστεί, οπότε και θα καταστεί δυνατή η εφαρµογή 
της µερικής επαφής. Έτσι, εκτός της ανισότητας 3-113, ένα δεύτερο απαραίτητο 
κριτήριο για την επιλογή µεταξύ των επαυξητικών προσοµοιωµάτων µερικής επαφής 
και σηµειακής στήριξης, αποτελεί και η εξής συνθήκη: 

 0Γφ ≯  (3-114) 

Αν δεν ισχύει η συνθήκη 3-114, τότε δεν µπορεί να υλοποιηθεί ο φορέας µερικής 
επαφής. Από την σκοπιά του φυσικού προβλήµατος, φαίνεται εύλογη η εφαρµογή 
αποκλειστικά της 3-114, για την επιλογή του κατάλληλου επαυξητικού 
προσοµοιώµατος. Ωστόσο, πρέπει να σηµειωθεί, ότι ο φορέας µερικής επαφής 
εξασφαλίζει πάντα ότι 0Γφ = , και εποµένως η συνθήκη 3-114, εκ των πραγµάτων 

δεν θα µπορούσε να αναιρεθεί σε κάποιο επόµενο βήµα φόρτισης, για να επιλεγεί ο 
φορέας σηµειακής στήριξης. Εποµένως, απαιτείται ταυτόχρονα και η εφαρµογή της 
συνθήκης 3-113, για την ορθή εκτέλεση της επαναληπτικής διαδικασίας. Εφόσον 
ικανοποιείται η συνθήκη 3-114 ταυτόχρονα µε την 3-113, τότε επιλέγεται ο φορέας 
µερικής επαφής. ∆ιαφορετικά επιλέγεται ο φορέας σηµειακής στήριξης. Ο 
υπολογισµός της στροφής Γφ  γίνεται επαυξητικά σε κάθε βήµα φόρτισης, από τον 

φορέα σηµειακής στήριξης. Με βάση την επιλογή υπερστατικού µεγέθους που 
φαίνεται στο σχήµα 3-14, η επαυξητική στροφή Γdφ  υπολογίζεται µε επαλληλία των 

επιµέρους στροφών στον θεµελιώδη, ισοστατικό φορέα, λόγω εξωτερικής και 
υπερστατικής φόρτισης:  
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 0 1 1Γ Γ , Γ ,dφ dφ Χ dφ= +  (3-115) 

Ο υπολογισµός των επιµέρους στροφών 0Γ ,dφ  και 1Γ ,dφ  γίνεται µε την µέθοδο των 

δυνατών έργων, µε την δυνατή φόρτιση του σχήµατος 3-14: 
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Εκτελώντας τις πράξεις προκύπτει: 

 ( )2
0 1 14Γ ,

dFdφ L λG
EI

= +   (3-118) 

 ( )( )21 1 2 1
1 1 2 2 2 2 2

1 2 2
2

i i i
Γ , Bpdφ L L L λL λL G

ΕΙ
+ + += − + − +  (3-119) 

Οι παράµετροι 1G  και 2G  δίνονται στην 3-103. Αφού υπολογιστούν οι επιµέρους 

στροφές 0Γ ,dφ  και 1Γ ,dφ  υπολογίζεται στην συνέχεια η συνολική στροφή από την 

σχέση 3-115. Ένα ακόµη µετακινησιακό µέγεθος, το οποίο µπορεί να υπολογιστεί µε 
τον ίδιο τρόπο και θα φανεί χρήσιµο στην συνέχεια, είναι η στροφή bφ  του πέλµατος 

στην θέση του κοχλία. Για την επαυξητική στροφή bdφ , οι επιµέρους επαυξητικές 

στροφές δίνονται από τις σχέσεις: 

 ( )2
0 1 14b,

dFdφ λG L
EI

= +  (3-120) 

 ( )
1

2
1 1 1

i

b , pA pB
Ldφ λL λL L
EI

+

= − + +  (3-121) 

3.4.3 Πλήρης αποκόλληση 

Η περίπτωση πλήρους αποκόλλησης του πέλµατος από την βάση του αποτελεί την 
τρίτη και απλούστερη περίπτωση που είναι πιθανό να εµφανιστεί σε ένα βραχύ ταυ. 
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Στο σχήµα 3-15 φαίνεται ο φορέας του επαυξητικού προσοµοιώµατος για πλήρη 
αποκόλληση. Ο φορέας είναι ισοστατικός, και συνεπώς ο υπολογισµός της 
απόκρισης του µπορεί να γίνει άµεσα. Και εδώ το µήκος 1

2
iL +  είναι ίσο µε την φυσική 

απόσταση n  από τον άξονα του κοχλία µέχρι το ελεύθερο άκρο του πέλµατος και ο 
συµβολισµός 1

2
iL +  διατηρείται για λόγους συνέχειας των σχέσεων. 

 

Σχήµα 3-15. Απόκριση του φορέα του επαυξητικού προσοµοιώµατος για την 
περίπτωση πλήρους αποκόλλησης 

Τα εντατικά µεγέθη υπολογίζονται από τις ακόλουθες σχέσεις: 

 0dR =  (3-122) 

 0 5bdF , dF=  (3-123) 

 10 5AdM , dFL= −  (3-124) 

 0ΒdΜ =  (3-125) 

Ο υπολογισµός του βέλους κάµψης dδ  στην θέση Α γίνεται µε την µέθοδο των 
δυνατών έργων, µε την δυνατή φόρτιση του σχήµατος 3-15: 
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0 1 10

0 0

1

1 1

0 0 0

0

0

1

2

i i ii
pA pB

i i i
pA

i
pB

L L L LL

TL L L

L

i
T bL L

dM dM dM dM dM dMdδ dx dx dx
EI E I EI

dM dM dFdx
E I c

+ −

+

−

= + + +

+ +

∫ ∫ ∫

∫
 (3-126) 

Εκτελώντας τις πράξεις προκύπτει: 

 ( ) ( ) ( )( )3 33
1 1 1 0 1 0

33
6

i i i i i i
pA pB pA pA i

b

dF EIdδ L λ L L L L L L L L
EI c

⎛ ⎞⎡ ⎤= + + + − − − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
  (3-127) 

Κατά την εκτέλεση της επαναληπτικής διαδικασίας, και όσο η ολική αντίδραση R  
παραµένει θετική, τότε µεταξύ πέλµατος και βάσης υφίσταται σύνθλιψη και 
εποµένως δεν εµφανίζεται αποκόλληση. Έτσι το κριτήριο για την επιλογή µεταξύ 
των επαυξητικών προσοµοιωµάτων πλήρους αποκόλλησης και σηµειακής στήριξης 
συνίσταται στον έλεγχο του πρόσηµου της αντίδρασης R : 

 0R >  (3-128) 

Εφόσον ικανοποιείται η ανωτέρω συνθήκη, επιλέγεται ο φορέας σηµειακής στήριξης 
ενώ σε διαφορετική περίπτωση τίθεται η αντίδραση R  ίση µε µηδέν και επιλέγεται ο 
φορέας πλήρους αποκόλλησης. Το συγκεκριµένο κριτήριο ωστόσο δεν επαρκεί από 
µόνο του να αντιµετωπίσει την περίπτωση µετάβασης του προσοµοιώµατος από 
πλήρη αποκόλληση αρχικά σε σηµειακή στήριξη. Λόγω της σωρευµένου εγκάρσιου 
βέλους αποκόλλησης Γδ  στο άκρο Γ, από τα προηγούµενα βήµατα φόρτισης, δεν 

µπορεί να υλοποιηθεί άµεσα η σηµειακή στήριξη, όταν ικανοποιηθεί σε κάποιο 
µεταγενέστερο βήµα η 3-128. Εποµένως, ένα δεύτερο απαραίτητο κριτήριο 
συνίσταται στον έλεγχο του ολικού βέλους Γδ : 

 0Γδ ≯  (3-129) 

Αν δεν ισχύει η τελευταία ανισότητα, τότε δεν µπορεί να υλοποιηθεί ο φορέας 
σηµειακής στήριξης. Για να επιλεγεί ο φορέας σηµειακής στήριξης, θα πρέπει να 
ικανοποιούνται ταυτόχρονα οι δύο συνθήκες 3-128 και 3-129. ∆ιαφορετικά 
επιλέγεται ο φορέας πλήρους αποκόλλησης. Ο υπολογισµός του βέλους Γδ  γίνεται 

επαυξητικά µε την µέθοδο των δυνατών έργων, µε την δυνατή φόρτιση του 
σχήµατος 3-15. Το επαυξητικό βέλος Γdδ  τελικά δίνεται από την σχέση:  

 2 1 1
1 2 2 1

2
4

i i
Γ i

b

F EIdδ L L λL G
ΕΙ c

+ +⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3-130) 
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Η παράµετρος 1G  δίνεται στην 3-103. Προκύπτει επίσης, ότι η επαυξητική στροφή 

bdφ  του πέλµατος στην θέση του κοχλία δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 

 ( )2
1 14b

dFdφ λG L
EI

= +  (3-131) 

3.4.4 Αρχική δυσκαµψία 

Για ελαστική συµπεριφορά είναι δυνατόν να εξαχθούν ορισµένα χρήσιµα µεγέθη, 
όπως η αρχική δυσκαµψία. Παρατηρούµε ότι στην περίπτωση ελαστικού πέλµατος 
µε µερική επαφή, η επίλυση της εξίσωσης 3-48 για τον υπολογισµό του µήκους 
αποκόλλησης (παράγραφος 3.3.2) εξασφαλίζει µηδενισµό της ροπής κάµψης στο 
σηµείο αποκόλλησης, και εποµένως η πάκτωση στο σηµείο αυτό µπορεί να 
αντικατασταθεί µε απλή άρθρωση. Συνεπώς, ο ελαστικός φορέας για τον 
υπολογισµό της απόκρισης ταυτίζεται, τόσο για την περίπτωση µερικής επαφής όσο 
και για εκείνη της σηµειακής στήριξης, µε µόνη διαφορά ότι στην πρώτη περίπτωση 
χρησιµοποιείται το υπολογισµένο µήκος αποκόλλησης 2L  από την 3-48, ενώ στην 

δεύτερη το πραγµατικό γεωµετρικό µήκος n  του βραχέος ταυ. Σηµειώνεται ότι αυτή 
η αντικατάσταση της πάκτωσης µε άρθρωση µπορεί να γίνει µόνο για πλήρως 
ελαστικό πέλµα, καθώς η απαίτηση µηδενισµού της ροπής κάµψης στο σηµείο 
αποκόλλησης εφαρµόζεται στην συνολική απόκριση του φορέα, και συνεπώς δεν 
ισχύει σε κάθε µεµονωµένο επαυξητικό βήµα.  

Ο φορέας σηµειακής στήριξης έχει επιλυθεί στην παράγραφο 3.4.2 για επαυξητική 
φόρτιση. Η αντίδραση dR  στην ελαστική περιοχή προκύπτει θέτοντας 0pAL = , 

1 0pBL = , 2 0pBL =  και 0λ = , στην σχέση 3-100: 

 
2

2 1
3 2
2 1 2

23
4 3 3

b *

b * b *

c L L EIdFdR
c L c L L EI

−
=

+ +
 (3-132) 

όπου bc  η ελαστική δυσκαµψία του κοχλία. Το µήκος 2*L προκύπτει ως εξής: 

 
2 2 2

2

2 2

*

L ,        αν L n,       L   από  εξίσωση 3-48
L

n,        αν L n,       L   από  εξίσωση 3-48

<⎧⎪= ⎨
⎪ ≥⎩

 (3-133) 

Τα επιµέρους βέλη στην θέση Α προκύπτουν όµοια από τις 3-111 και 3-112: 

 ( )3
0 1 3

6 b
b

dFdδ c L EI
EIc

= +   (3-134) 
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 ( )2
1 1 2

1 2
2 b *

b

dδ c L L EI
ΕΙc

= − −  (3-135) 

Αντικαθιστώντας τις δύο τελευταίες σχέσεις στην 3-108, προκύπτει το εγκάρσιο 
βέλος στην θέση Α: 

 
( ) ( )3 3 2

1 2 1 2 1 2

2 3
1 2 2

3 4
12

2 3 3

b
* * *

b * b *

cL L L L L LdF EIdδ
c L L c L EI

+ + +
=

+ +
 (3-136) 

Από την τελευταία σχέση προκύπτει η αρχική δυσκαµψία του βραχέος ταυ ως εξής: 

 
( ) ( )

2 3
1 2 2

3 3 2
1 2 1 2 1 2

6 2 6

3 4
12

b * b *
ini

b
* * *

c L L c L EIdFS cdδ L L L L L L
ΕΙ

+ +
= =

+ + +
 (3-137) 

Η αρχική δυσκαµψία iniS  που υπολογίζεται από την τελευταία σχέση αντιστοιχεί 

στην συνολική σύνδεση βραχέος ταυ, όπως απεικονίζεται στο σχήµα 3-1, και όχι στο 
µισό, συµµετρικό τµήµα.  

Για την περίπτωση πλήρους αποκόλλησης, η αρχική δυσκαµψία υπολογίζεται µε τον 
ίδιο τρόπο από την λύση του φορέα του επαυξητικού προσοµοιώµατος της 
παραγράφου 3.4.3, θέτοντας 0pAL = , 1 0pBL = , 2 0pBL =  και 0λ = . Έτσι προκύπτει 

η ακόλουθη σχέση: 

 
3
1

6

3
ini

b

dF EIS EIdδ L
c

= =
+

 (3-138) 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι στην τελευταία σχέση θα µπορούσαµε να είχαµε 
καταλήξει και από την εξίσωση της αρχικής δυσκαµψίας 3-137, που ισχύει για τις 
περιπτώσεις σηµειακής στήριξης και µερικής επαφής, χρησιµοποιώντας ως µήκος 

2*L  την ακόλουθη τιµή: 

  2 2
1

2
*

EIL
cL

=  (3-139) 

Εποµένως, η σχέση 3-137 µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως µια γενικευµένη εξίσωση 
της αρχικής δυσκαµψίας της σύνδεσης βραχέος ταυ. Χρησιµοποιώντας το κριτήριο 
αποκόλλησης της σχέσης 3-61 (παράγραφος 3.3.2) το µήκος 2*L  που 

χρησιµοποιείται στην 3-137, σε κάθε µια περίπτωση παίρνει τις εξής τιµές: 



Επαυξητ ικό  προσοµο ίωµα  βραχέος  ταυ   ■  91 
 

 

2 2 2

2 2 2

2 2
1 1

2 2
*

b
b

L , αν L n,   L   από εξίσ. 2-38  Μερική επαφή

L n,    αν L n,   L   από  εξίσ. 2-38    Σηµειακή στήριξη

ΕΙ EI, αν c ,        Πλήρης αποκόλληση
c L L n

⎧
< →⎪

⎪
⎪= ≥ →⎨
⎪
⎪ < →⎪⎩

 (3-140) 

3.5 Συναρµογή πέλµατος-κορµού 

Στην έως τώρα ανάπτυξη του προτεινόµενου προσοµοιώµατος βραχέος ταυ, 
θεωρήθηκε ως δεδοµένο, ότι η κυλιόµενη πάκτωση στο σηµείο Α τοποθετείται σε 
κάποιο σηµείο εντός της κυκλικής συναρµογής, µεταξύ πέλµατος και κορµού του 
τεµαχίου ταυ, και σε απόσταση 1L  από τον άξονα του κοχλία. Η συναρµογή µεταξύ 

πέλµατος και κορµού καθορίζει µία περιοχή όπου το πάχος του πέλµατος σταδιακά 
αυξάνεται, µέχρι να πάρει πρακτικά άπειρη τιµή στην ζώνη του κορµού. Η περιοχή 
αυτή, λόγω του αυξηµένου πάχους της, διαθέτει αυξηµένη αντοχή και κατά συνέπεια 
παραµένει ελαστική, παρά το γεγονός ότι το µέγεθος των ροπών κάµψης που 
αναπτύσσονται είναι γενικά το µεγαλύτερο σε όλο το πέλµα. Κατά την επίλυση των 
φορέων του βραχέος ταυ, που προηγήθηκε στην προηγούµενη παράγραφο, αυτή η 
ελαστική περιοχή της συναρµογής ελήφθει υπόψη ως µήκος 0

iL  πλησίον της 

στήριξης Α. Στην παράγραφο αυτήν θα αναπτυχθεί η µεθοδολογία εκτίµησης του 
µήκους 1L  του πέλµατος, καθώς και του ελαστικού µήκους της συναρµογής 0

iL , το 

οποίο, όπως γίνεται αντιληπτό και από τον δείκτη i , µεταβάλλεται σε κάθε βήµα της 
επαναληπτικής διαδικασίας.  

Μία εξαντλητική θεώρηση θα µπορούσε να προβλέπει ένα τµήµα του πέλµατος στην 
συναρµογή και σε επαφή µε τον άξονα συµµετρίας να είναι µεταβλητής διατοµής, 
και το µήκος πλαστικοποίησης να εκκινεί από την θέση όπου η ροπή κάµψης είναι 
ίση µε την ροπή διαρροής. Μία τέτοια λύση όµως, οδηγεί σε πολύ σύνθετες 
αναλυτικές εκφράσεις, ακόµα και αν θεωρηθεί κάποια σταθερή ισοδύναµη διατοµή 
πέλµατος για το µήκος της συναρµογής, περιπλέκοντας δυσανάλογα το 
προσοµοίωµα. Για το προτεινόµενο προσοµοίωµα επιλέγεται να διατηρείται σταθερή 
η διατοµή σε όλο το µήκος του πέλµατος, αλλά µειώνοντας το µήκος του, έτσι ώστε 
να εξασφαλίζεται ισοδύναµη δυσκαµψία, όπως παρουσιάζεται στο σχήµα 3-16α.  

Για το µήκος 1L  του πέλµατος, ο Ευρωκώδικας 3 (CEN 2003) προτείνει την 

ακόλουθη έκφραση: 

 1 0 8L m d . r= = −  (3-141) 
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Η απόσταση 0 8. r  ενδείκνυται περισσότερο για τον υπολογισµό της αντοχής του 
βραχέος ταυ και η εφαρµογή της σε υπολογισµούς µετακινήσεων οδηγεί σε πιο 
δύσκαµπτη απόκριση, καθώς η παραµορφωσιµότητα της υπόλοιπης συναρµογής 
αποκόπτεται. Οι Faella at al. (1998 και 2000) προτείνουν ένα διορθωµένο µήκος, 
µόνο για υπολογισµούς δυσκαµψίας, το οποίο προκύπτει από στατιστική 
επεξεργασία 15 πειραµατικών βραχέων ταυ: 

 1 0 16 0 08
f

dL d , . r
t

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3-142) 

Ο όρος εντός παρένθεσης αντικαθιστά τον σταθερό συντελεστή 0,8 του 
Ευρωκώδικα. Με το µήκος αυτό προσεγγίζεται καλύτερα η µετακινησιακή 
συµπεριφορά του βραχέος ταυ, αν και στις αναλύσεις της παρούσας διατριβής 
προέκυψε ότι επίσης οδηγεί σε πιο δύσκαµπτη απόκριση.  

Επειδή το προτεινόµενο προσοµοίωµα αποσκοπεί σε υλοποίηση σε ηλεκτρονικό 
υπολογιστή, παρέχεται η ευχέρεια για µια πιο ακριβή διαδικασία υπολογισµού του 
µήκους 1L . Θεωρείται καταρχήν, ότι η συναρµογή στο σύνολο της, συµβάλει στην 

παραµορφωσιµότητα του βραχέος ταυ, και εποµένως λαµβάνεται ολόκληρη υπόψη 
ως τµήµα του προσοµοιούµενου πέλµατος. Η περιοχή του πέλµατος που αντιστοιχεί 
στο πάχος του κορµού θεωρείται πρακτικά άκαµπτη, και συνεπώς µπορεί να 
αφαιρεθεί από το µήκος του πέλµατος. Για το τµήµα της συναρµογής ακτίνας r , το 
ύψος της διατοµής του πέλµατος είναι συνάρτηση της θέσης rx  (η αφετηρία 

µέτρησης φαίνεται στο σχήµα 3-16): 

 ( ) 2 2
f r f rt x t r r x= + − −  (3-143) 

Το τµήµα αυτό αντικαθίσταται µε ένα ισοδύναµο τµήµα σταθερής διατοµής, ύψους 

ft  και µήκους cL . Επιβάλλοντας ισοδυναµία της καµπτικής παραµόρφωσης των δύο 

τµηµάτων, προκύπτει: 

 
( )0 0

1 1cLr

r r
r

dx dx
EI x EI

= ⇒∫ ∫  (3-144) 

 
( )3 3

0 0

1 1cLr

r r
ff r

dx dx
tt x

= ⇒∫ ∫  (3-145)  

 
( )3 3

0

1r
c

r
ff r

Ldx
tt x

=∫   (3-146) 
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Το ολοκλήρωµα στο αριστερό σκέλος της τελευταίας εξίσωσης δεν έχει απλή 
αναλυτική λύση. Εφαρµόζοντας την µέθοδο τραπεζίου για k  πλήθος τραπεζίων, η 
τιµή του ολοκληρώµατος προσεγγίζεται ως εξής: 

 
( ) ( )

1

3 33 3
10

1 1 1 12
2

r k

r
jf f , jf r f

rInt dx
k t tt x t r

−

=

⎧ ⎫⎪ ⎪= = + +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑∫  (3-147) 

όπου: 

 f , j f r
rt t x j
k

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3-148) 

Για τιµές k  ίσες µε 3 ή 4 η ακρίβεια υπολογισµού του ολοκληρώµατος Int  είναι 
πρακτικά επαρκής. Έτσι, από την σχέση 3-146 προκύπτει το ισοδύναµο µήκος cL , 

καθώς και το προσοµοιούµενο µήκος του πέλµατος 1L , ως εξής: 

 3
c fL t Int=  (3-149) 

 1 cL d r L= − +  (3-150) 

 

Σχήµα 3-16. Ενσωµάτωση της συναρµογής στο προσοµοιούµενο µήκος πέλµατος  

Πλαστικοποιηµένο µήκος i
pAL  και ελαστικό µήκος 0

iL  

Το µήκος πλαστικοποίησης i
pAL  ορίζεται σε κάθε επαυξητικό βήµα i ως το τµήµα 

του πέλµατος πλησίον της θέσης Α, στο οποίο η δρώσα ολική ροπή κάµψης iM  
υπερβαίνει κατά απόλυτη τιµή την ροπή πλαστικοποίησης 2M . Όπως φαίνεται στο 
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σχήµα 3-16β, τόσο η ροπή iM  όσο και η 2M  είναι συναρτήσεις της µεταβλητής rx . 

Η δρώσα ροπή ( )i
rM x  υπολογίζεται ως εξής: 

 ( ) ( )0 5i i i
r A c rM x M . F L x= + −  (3-151) 

Η ροπή πλαστικοποίησης ( )2 rM x  δίνεται από την σχέση 3-30, όπου όµως αντί του 

σταθερού πάχους ft  χρησιµοποιείται η συνάρτηση πάχους ( )f rt x : 

 ( ) ( )2

2 4
f r

r

bt x
M x =  (3-152) 

όπου: 

 ( )
2 2 0

0

rf r

f r

rf

, xt r r x
t x     

, xt

⎧ ≥+ − −⎪= ⎨
⎪ <⎩

 (3-153) 

Τα σηµεία του πέλµατος, όπου η δρώσα ροπή ( )i
rM x  και η ροπή πλαστικοποίησης 

( )2 rM x  έχουν ίδιο µέγεθος, προκύπτουν από την λύση της εξίσωσης: 

 ( ) ( )2
i

r rM x M x=  (3-154) 

Όπως χαρακτηριστικά παρουσιάζεται και στο σχήµα 3-16β, αν έχει επέλθει 
πλαστικοποίηση, προκύπτουν δύο ρίζες της µεταβλητής rx  από την επίλυση της 3-

154. Η µεταξύ τους απόσταση ορίζει το µήκος πλαστικοποίησης i
pAL . Ταυτόχρονα 

ορίζεται και το ελαστικό µήκος 0
iL  ως η απόσταση του ακραίου σηµείου Α από την 

πλησιέστερη σε αυτό ρίζα. 

Ο υπολογισµός των ριζών της 3-154 στα πλαίσια της παρούσας διατριβής 
πραγµατοποιείται αριθµητικά µε εφαρµογή της µεθόδου Newton-Raphson. Επειδή οι 
ρίζες που προκύπτουν από την επίλυση αντιπροσωπεύουν σηµεία της πραγµατικής 
συναρµογής, εύρους r  ενώ αντίθετα στο προσοµοίωµα εφαρµόζεται ένα ισοδύναµο 
µήκος συναρµογής ίσο µε cL , θα πρέπει οι ρίζες αυτές να αναχθούν στο 

χρησιµοποιούµενο µήκος cL . Η αναγωγή µπορεί να γίνει µε την ίδια διαδικασία που 

αναφέρθηκε παραπάνω για τον υπολογισµό του cL , από την σχέση 3-149, 

χρησιµοποιώντας βέβαια τα κατάλληλα όρια για τον υπολογισµό του 
ολοκληρώµατος Int . Για παράδειγµα αν 1ρ  είναι µια από τις ρίζες της 3-154 και 

είναι 1 0ρ >  το νέο ολοκλήρωµα Int '  υπολογίζεται ως εξής: 
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( ) ( )

1 1
1

3 33 3
10 1

1 1 1 12
2

ρ k

r
jf f , jf r f

ρInt' dx
k t tt x t ρ

−

=

⎧ ⎫⎪ ⎪= = + +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑∫  (3-155) 

όπου: 

 1
f , j f r

ρt t x j
k

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3-156) 

Αν η µικρότερη ρίζα της 3-154 είναι αρνητική, τότε αντιστοιχεί σε σηµείο εκτός της 
συναρµογής, και εποµένως δεν απαιτείται η αναγωγή της στο µήκος cL . 

Συγκολλητά βραχέα ταυ 
Η περίπτωση συγκολλητών βραχέων ταυ έχει ενδιαφέρον στην προσοµοίωση 
κόµβων δοκού-υποστυλώµατος µε µετωπική πλάκα, η οποία συγκολλάται στην 
δοκό. Τα συστατικά µέρη του κόµβου που προσοµοιώνουν την κάµψη της 
µετωπικής πλάκας είναι κατά συνέπεια συγκολλητά βραχέα ταυ. Οι ιδιότητες του 
υλικού της συγκόλλησης αλλά και του µητρικού υλικού, στην περιοχή που 
επηρεάζεται από την θερµική δράση, διαφοροποιούνται από τις αντίστοιχες ιδιότητες 
του τυπικού µετάλλου. Για το προτεινόµενο προσοµοίωµα, κρίθηκε ότι η 
προσοµοίωση της συγκεκριµένης διαφοροποίησης αποτελεί ιδιαίτερα δυσχερή 
επιλογή, καθώς αφενός περιπλέκει τον ορισµό του προσοµοιώµατος, και αφετέρου 
υπόκειται σε πολλαπλές αβεβαιότητες, που προκύπτουν από την τεχνολογία της 
συγκόλλησης καθ’ εαυτής, και οι οποίες δεν ήταν δυνατόν να διερευνηθούν επαρκώς 
στα πλαίσια της παρούσας διατριβής. Έτσι χρησιµοποιείται ενιαίο υλικό στο σύνολο 
του πέλµατος συµπεριλαµβανοµένης και της διατοµής της ραφής. Η αντιµετώπιση 
της διαφοροποίησης του υλικού στα συγκολλητά βραχέα ταυ αποτελεί ένα ευρύ 
πεδίο µελλοντικής έρευνας, εφόσον περισσότερα δεδοµένα γίνουν διαθέσιµα.  

Η διαδικασία προσοµοίωσης της περιοχής της συναρµογής, όπως περιγράφηκε για 
ελατές διατοµές παραπάνω, µπορεί να αξιοποιηθεί και για την περίπτωση 
συγκολλητών βραχέων ταυ. Ουσιαστικά, η ανωτέρω διαδικασία είναι ανεξάρτητη 
του σχήµατος της συναρµογής, το οποίο ορίζεται µέσω της συνάρτησης πάχους 

( )f rt x . Εισάγοντας την κατάλληλη συνάρτηση ( )f rt x , µπορεί να αντιµετωπισθεί 

κάθε δυνατό σχήµα συναρµογής. Επιπλέον, επειδή κατά την ανωτέρω διαδικασία 
χρησιµοποιούνται αριθµητικές µέθοδοι ολοκλήρωσης και εύρεσης ριζών, η 
υλοποίηση σε πρόγραµµα ηλεκτρονικού υπολογιστή µπορεί να επιτευχθεί µε ένα 
κοινό τµήµα κώδικα για όλες τις περιπτώσεις σχήµατος συναρµογής, 
διαφοροποιώντας για την κάθε µία µόνο την συνάρτηση ορισµού του πάχους ( )f rt x  

και αποφεύγοντας έτσι πολλαπλές, εκτενείς διακλαδώσεις. Για την συναρµογή της 
συγκόλλησης χρησιµοποιείται γραµµική συνάρτηση πάχους, η οποία θεωρώντας ότι 
η ραφή είναι ισοσκελής, διατυπώνεται ως εξής: 
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 ( )
0

0

f r

f r

f r

t x , x
t x     

t , x

+ ≥⎧
⎪= ⎨
⎪ <⎩

 (3-157) 

3.6 Βελτιώσεις επαυξητικού προσοµοιώµατος 

3.6.1 Κεφαλή κοχλία 

Στο πραγµατικό, τρισδιάστατο βραχύ ταυ, η δύναµη του κοχλία µεταφέρεται στο 
πέλµα µέσω της κεφαλής και των δυνάµεων επαφής που αναπτύσσονται στην 
µεταξύ τους διεπιφάνεια. Ωστόσο, στο προσοµοίωµα που περιγράφεται στο 
κεφάλαιο αυτό, η δράση του κοχλία συγκεντρώνεται σε ένα σηµείο του πέλµατος 
προκαλώντας υπερεκτίµηση της ροπής κάµψης στο σηµείο Β. Στον φορέα του 
σχήµατος 3-17α, το ελατήριο του κοχλία έχει αντικατασταθεί µε µία συγκεντρωµένη 
δύναµη bF , ίδιου µεγέθους µε την δύναµη που ασκεί το ελατήριο. Οι ροπές κάµψης 

στις θέσεις Α και Β είναι: 

 ( )1 20 5 0 5A bM , FL F , F L= − + −  (3-158) 

 ( ) 20 5B bM F , F L= −  (3-159) 

Στο σχήµα 3-17β η ίδια δύναµη bF  ασκείται οµοιόµορφα κατανεµηµένη σε ένα 

µήκος ίσο µε την διάµετρο της κεφαλής του κοχλία b,hd . Οι ροπές κάµψης στις 

θέσεις Α και Β γίνονται: 

 ( )1 20 5 0 5A bM , FL F , F L= − + −  (3-160) 

 ( ) ( ) ( )
2

2 2

2
0 5 0 5

2 8
b,h b b,hb

B b b
b,h

d / F dFM F , F L F , F L
d

= − − = − −  (3-161) 

 

Σχήµα 3-17. Επίδραση της συγκεντρωµένης δράσης της κεφαλής του κοχλία 
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Εποµένως, ενώ η ροπή στην θέση Α παραµένει αµετάβλητη, η ροπή στην θέση Β 
µειώνεται λόγω της κατανεµηµένης δράσης του κοχλία κατά έναν παράγοντα που 
εξαρτάται από την δύναµη του κοχλία και από το µήκος κατανοµής της στο πέλµα. 
Συνεπώς, µία προσέγγιση της επιρροής της κατανεµηµένης δράσης του κοχλία 
µπορεί να γίνει µειώνοντας την ροπή κάµψης στην θέση Β κάθε φορά που 
διενεργείται έλεγχος για πλαστικοποίηση ή θραύση κατά έναν παράγοντα Β∆Μ  ίσο 

µε: 

 b b,h
B

F d
∆M

a
=  (3-162) 

Ο συντελεστής a  εκφράζει την µορφή της κατανοµής της δράσης του κοχλία στο 
πέλµα και µπορεί να πάρει τις ακόλουθες τιµές: 

• Οµοιόµορφη κατανοµή:  8a =  

• Τριγωνική κατανοµή:   12a =  

• Παραβολική κατανοµή:  32 3a /=  

Με την τροποποίηση της ροπής του πέλµατος στην θέση του κοχλία, µεταβάλλεται 
και το εύρος της πλαστικοποιηµένης περιοχής στην ίδια θέση, το οποίο θα πρέπει να 
υπολογίζεται µε βάση το τροποποιηµένο διάγραµµα ροπών κάµψης. Θεωρώντας 
αφετηρία µέτρησης των bx  στον άξονα του κοχλία, όπως φαίνεται στο σχήµα 3-17β, 

η ροπή κάµψης στην περιοχή δίνεται από την ακόλουθη εξίσωση: 

 ( )

( )

( ) ( )

( )

2

2

2

2

2

2
2 2

2

2

b

b b,h

b b,hb
b b b,h b b,h

b,h

b b,h
b b

R L x
,x -d /

x d /FM x R L x     ,-d / x d /
d

,x d /
R L x F x

+⎧
⎪ ≤
⎪

+⎪
= + − < <⎨

⎪
⎪ ≥⎪ + −⎩

 (3-163) 

Οι θέσεις του bx , οι οποίες αποτελούν όρια µεταξύ ελαστικών και 

πλαστικοποιηµένων περιοχών, υπολογίζονται από την εξίσωση της δρώσας ροπής 
κάµψης ( )bM x  µε την ροπή πλαστικοποίησης 2M  του πέλµατος:  

 ( ) 2bM x M=  (3-164) 

Η επίλυση δεν παρουσιάζει ιδιαίτερη δυσκολία καθώς η ροπή πλαστικοποίησης 2M  

στην περιοχή του κοχλία είναι σταθερή (σχέση 3-30). Από την επίλυση προκύπτουν 
δύο ρίζες, µία θετική στα αριστερά του άξονα του κοχλία και µια αρνητική στα 
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δεξιά. Τα µήκη πλαστικοποίησης 1pBL  και 2pBL  υπολογίζονται στην συνέχεια ως η 

απόσταση της θετικής και αρνητικής ρίζας αντίστοιχα, από τον άξονα του κοχλία. 

3.6.2 Κάµψη κοχλία 

Ο κοχλίας προσοµοιώνεται µε ένα µετακινησιακό ελατήριο στο επαυξητικό 
προσοµοίωµα. Ακριβέστερη προσοµοίωση, µε καµπτόµενη δοκό λόγου χάρη, οδηγεί 
σε υπέρµετρη επιβάρυνση στις διατυπώσεις των αναλυτικών εκφράσεων. Η 
παράλειψη της ταυτόχρονης καµπτικής καταπόνησης συνεπάγεται υπερεκτίµηση της 
εφελκυστικής αντοχής του κοχλία από το προσοµοίωµα. Στις περιπτώσεις όπου ο 
κοχλίας αποτελεί τον κρίσιµο παράγοντα καθορισµού της συµπεριφοράς του 
βραχέος ταυ, µία µικρή υπερεκτίµηση της αντοχής του µπορεί να οδηγήσει σε 
σηµαντικά µεγαλύτερη επαύξηση της µέγιστης µετακίνησης.  

Προκειµένου να αποφευχθεί αυτό το σφάλµα στην εκτίµηση της µέγιστης 
µετακίνησης, προτείνεται ένα τροποποιηµένο κριτήριο για τον έλεγχο θραύσης, το 
οποίο αφορά την µέγιστη ανηγµένη παραµόρφωση στην πλέον εφελκυόµενη ίνα του 
κορµού του κοχλία (σχήµα 3-18) : 

 u ,b t bε ε ε> +  (3-165) 

όπου u ,bε  η ανηγµένη παραµόρφωση θραύσης του υλικού του κοχλία, tε  η ανηγµένη 

παραµόρφωση που προκαλείται από εφελκυστική δράση στον κορµό και bε  η 

ανηγµένη παραµόρφωση που οφείλεται σε καµπτική δράση.  

 

Σχήµα 3-18. Καµπτική καταπόνηση του κοχλία 

Η κεφαλή του κοχλία, καθώς βρίσκεται σε επαφή µε την άνω επιφάνεια του 
πέλµατος, θεωρείται ότι στρέφεται κατά γωνία bφ , η οποία ταυτίζεται µε την στροφή 

του πέλµατος στην θέση του άξονα του κοχλία. Επίσης θεωρείται ότι ο κορµός του 
κοχλία παραµένει κάθετος στην σύνδεση του µε την κεφαλή, όπως φαίνεται και στο 
σχήµα 3-18. Συνεπώς, η στροφή του κορµού του κοχλία είναι ίση µε την στροφή του 
πέλµατος bφ . Επειδή η κάµψη του κορµού προκύπτει από στροφή των άκρων του, 
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µπορεί να γίνει η παραδοχή ότι σε όλο το µήκος του επικρατούν συνθήκες καθαρής 
κάµψης, όπου η ροπή παραµένει αµετάβλητη. Κατά συνέπεια, η µέγιστη καµπτική 
ανηγµένη παραµόρφωση bε  µπορεί να συσχετισθεί µε την στροφή bφ  πέλµατος και 

κορµού κοχλία, µε την ακόλουθη σχέση: 

 2b
b b

b

d /ε φ
L

=  (3-166) 

Αντίστοιχα, η αξονική ανηγµένη παραµόρφωση του κορµού του κοχλία tε  

σχετίζεται µε την επιµήκυνση bδ  του κοχλία µέσω της σχέσης: 

 b
t

b

δε
L

=  (3-167) 

όπου bL  το µήκος του κορµού του κοχλία. Τόσο η επιµήκυνση bδ  όσο και η στροφή 

bφ  υπολογίζονται σε κάθε βήµα φόρτισης επαυξητικά, χρησιµοποιώντας για την µεν 

πρώτη την τρέχουσα δυσκαµψία του κοχλία, για δε την δεύτερη τις σχέσεις 
υπολογισµού της επαυξητικής στροφής bdφ , που παρουσιάζονται στην παράγραφο 

3.4.  

Η εφαρµογή του διορθωµένου κριτήριου είναι καθοριστική σε βραχέα ταυ όπου ο 
κοχλίας είναι ασθενής και συνεπώς κρίσιµος στην εκδήλωση της µετακινησιακής 
ικανότητας. Στις περιπτώσεις αυτές το διορθωµένο κριτήριο οδηγεί σε συντόµευση 
της θραύσης του βραχέος ταυ, και συνεπώς σε µείωση της µετακινησιακής 
ικανότητάς του, προσεγγίζοντας πιστότερα την πραγµατική συµπεριφορά. Πρέπει 
ωστόσο να αναφερθεί ότι σε βραχέα ταυ µεγάλου πλάτους σε σύγκριση µε την 
κεφαλή του κοχλία, η παραµόρφωση του πέλµατος δεν είναι οµοιόµορφη, αλλά 
αντίθετα χαρακτηρίζεται από µειωµένη µετακίνηση και στροφή κοντά στον κοχλία. 
Έτσι, η εφαρµογή του κριτηρίου 3-165 µπορεί να οδηγήσει σε πρόωρη θραύση του 
προσοµοιώµατος. Για αυτήν την περίπτωση απαιτείται πρόσθετη διερεύνηση για µια 
περισσότερο αξιόπιστη εκτίµηση της καταπόνησης του κοχλία που να λαµβάνει 
υπόψη την µη οµοιόµορφη παραµόρφωση του πέλµατος. Στα πλαίσια της παρούσας 
διατριβής χρησιµοποιήθηκε ένας περιορισµός για το µέγεθος της ανηγµένης 
παραµόρφωσης bε , έτσι ώστε να µην υπερβαίνει περισσότερο από 20% την tε . Ο 

συγκεκριµένος περιορισµός εφαρµόσθηκε στην παρούσα διατριβή, σε περιπτώσεις 
βραχέων ταυ µε λόγο b / m  µέχρι και 2,0~2,5, επιτυγχάνοντας ικανοποιητικά 
αποτελέσµατα.  
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3.6.3 Προένταση κοχλιών 

Η προένταση των κοχλιών επιδρά ιδιαίτερα σηµαντικά στην αρχική δυσκαµψία των 
συνδέσεων βραχέος ταυ και κατ’ επέκταση των συνδέσεων δοκού-υποστυλώµατος. 
Στο σχήµα 3-19 φαίνεται το διάγραµµα ελευθέρου σώµατος του συστήµατος κοχλία 
και πέλµατος για την περίπτωση ενός απλού κοχλία (α), ενός προεντεταµένου κοχλία 
χωρίς εξωτερική φόρτιση (β) και ενός προεντεταµένου κοχλία µε εξωτερική 
εφελκυστική φόρτιση (γ). Στο σχήµα 3-20 φαίνεται το διάγραµµα εξωτερικά 
επιβαλλόµενης δύναµης extF  και του αναπτυσσόµενου φορτίου intF  στον κορµό του 

απλού και του προεντεταµένου κοχλία. Στην πρώτη περίπτωση είναι εµφανές ότι η 
εξωτερική δύναµη µεταφέρεται εξολοκλήρου στον κοχλία. Αντίθετα στον 
προεντεταµένο κοχλία, και στα αρχικά στάδια επιβολής της εξωτερικής δύναµης, 
ένα µικρό µέρος αυτής προστίθεται ως νέα καταπόνηση στον κοχλία. Με την 
αποκόλληση του πέλµατος από την βάση όµως, η συµπεριφορά του συστήµατος 
µεταβάλλεται και ταυτίζεται µε εκείνη του απλού κοχλία. Στην συνέχεια, θα 
περιγραφεί ο προσδιορισµός της αρχικής συµπεριφοράς του προεντεταµένου κοχλία. 

 

Σχήµα 3-19. ∆ιαγράµµατα ελευθέρου σώµατος για απλό (α) και προεντεταµένο 
κοχλία (β) και (γ) 

Με την επιβολή της προέντασης και πριν επιβληθεί το εξωτερικό φορτίο, η 
ισορροπία δυνάµεων στο σύστηµα γράφεται (σχήµα 3-19β): 

 0 0
p intF F=  (3-168) 

Εξαιτίας της αρχικής προέντασης, µια περιοχή του πέλµατος συνθλίβεται µέσω της 
κεφαλής του κοχλία. Η συµπίεση 0

fδ  του πάχους που προκαλείται, υπολογίζεται µε 

βάση γραµµικό ελαστικό νόµο υλικού ως εξής: 

 
0 0

0 p int
f f f

f f

F Fδ t t
A E A E

= =  (3-169) 

όπου fA  η συνθλιβόµενη επιφάνεια του πέλµατος. 
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Σχήµα 3-20. ∆ιάγραµµα δύναµης στον κορµό του κοχλία και εξωτερικής δύναµης  

Η αποκόλληση του πέλµατος πραγµατοποιείται όταν αναιρεθεί η αρχική αυτή 
συµπίεση µέσω ίσης επιµήκυνσης του κορµού του κοχλία. Για µήκος κορµού ίσο µε 
το πάχος του πέλµατος ft , η επιµήκυνση του κοχλία sep

bδ  κατά την αποκόλληση του 

πέλµατος, εφόσον ο κοχλίας παραµένει στην ελαστική περιοχή, δίνεται από την 
σχέση: 

 
0sep

sep int int
b f

b b

F Fδ t
A E

−
=  (3-170) 

όπου sep
intF  η δύναµη στον κορµό του κοχλία κατά την αποκόλληση και bA  η διατοµή 

του κοχλία. Επιβάλλοντας την ισότητα των 0
fδ  και sep

bδ  προκύπτει: 

 0 sep
f bδ δ= ⇒  (3-171) 

 
0 0sep

int int int
f f

f b b

F F Ft t
A E A E

−
= ⇒  (3-172) 

 0 1sep b b
int int

f

A EF F
A E

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3-173) 

Μετά την αποκόλληση του πέλµατος, το διάγραµµα ελευθέρου σώµατος του 
συστήµατος ταυτίζεται µε εκείνο του απλού κοχλία (σχήµα 3-19α) και συνεπώς η 
ισορροπία δυνάµεων διατυπώνεται ως εξής: 

 ext intF F=  (3-174) 
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Άρα, η αποκόλληση πραγµατοποιείται για εξωτερικά επιβαλλόµενο φορτίο sep
extF  ίσο 

µε: 

 0 1sep sep b b
ext int int

f

A EF F F
A E

⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3-175) 

Η αρχική δυσκαµψία του συστήµατος κοχλία-πέλµατος µπορεί να προσδιοριστεί 
λαµβάνοντας υπόψη ότι κατά την αρχική φάση µέχρι την αποκόλληση των 
πελµάτων η µετακίνηση είναι ίση µε sep

bδ  ή 0
fδ  ενώ η εξωτερικά επιβαλλόµενη 

δύναµη δίνεται από την 3-175: 

 0
0 1
sep

fext b b
b

f f f

A EF A Ec
δ t A E

⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3-176) 

Έτσι, η επίδραση της προέντασης στο προσοµοίωµα βραχέως ταυ µπορεί να 
συνεκτιµηθεί χρησιµοποιώντας την τιµή δυσκαµψίας της σχέσης 3-176 για το 
ελατήριο του κοχλία, µέχρι η ολική δύναµη bF  σε αυτό να υπερβεί την δύναµη sep

extF  

που δίνεται από την σχέση 3-175. Μετά την υπέρβαση της sep
extF , ο κοχλίας 

αντιµετωπίζεται σαν απλός, και η δυσκαµψία του υπολογίζεται σύµφωνα µε όσα 
αναφέρθηκαν στην παράγραφο 3.2.3. 

Ο υπολογισµός της αρχικής δυσκαµψίας 0
bc  προϋποθέτει την εκτίµηση της 

συνθλιβόµενης επιφάνειας του πέλµατος fA . Η σύνθλιψη που προκαλείται από την 

προένταση του κοχλία, διανέµεται µέσω της κεφαλής του σε µια ευρύτερη επιφάνεια 
του πέλµατος. Για τον υπολογισµό της επιφάνειας αυτής έχουν προταθεί ποικίλες 
µεθοδολογίες. Ο Agerskov (1976) χρησιµοποιεί την ακόλουθη, απλή σχέση: 

 5f bA A=  (3-177) 

Αναφέρει επίσης, ότι σε άλλες υπάρχουσες µεθοδολογίες προτείνονται τιµές για την 
επιφάνεια fA  οι οποίες κυµαίνονται από 3 bA  έως 20 bA , σηµειώνοντας ότι η τιµή 

της 3-177 είναι συγκριτικά µάλλον µικρή. Οι Faella et al. (1998 και 2000) 
χρησιµοποιούν µια διανοµή της θλιπτικής δύναµης κατά 45°  κάτω από την κεφαλή 
του κοχλία, η οποία εκτείνεται σε όλο το πάχος του πέλµατος και στον δακτύλιο. 
Χρησιµοποιώντας τυπικές τιµές για τις γεωµετρικές αναλογίες των κοχλιών του 
εµπορίου, οι συγγραφείς καταλήγουν στην ακόλουθη σχέση για την δυσκαµψία του 
συστήµατος προεντεταµένου κοχλία-πέλµατος: 

  0 5 10 3 25 f b b
b

b b

t A Ec . .
d L

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3-178) 
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Στην παρούσα διατριβή, στις αναλύσεις βραχέων ταυ µε προεντεταµένους κοχλίες, 
χρησιµοποιείται µια τιµή της fA  ίση µε: 

 8f bA A=  (3-179) 

Με αυτήν την τιµή, η αρχική δυσκαµψία που υπολογίζεται µε την σχέση 3-176 είναι 
µεγαλύτερη της προτεινόµενης από τον Agerskov (1976) και παραπλήσια µε αυτήν 
των Faella et al. (1998 και 2000). 

3.6.4 ∆ιατµητικές παραµορφώσεις 

Στις επιλύσεις των φορέων που έχουν πραγµατοποιηθεί στις προηγούµενες 
παραγράφους έχουν ληφθεί υπόψη µόνο τα έργα των ροπών κάµψης. Η ενσωµάτωση 
των διατµητικών έργων και ο υπολογισµός των σχετικών µεγεθών της απόκρισης 
των φορέων έχει υλοποιηθεί σε πρόγραµµα συµβολικού προγραµµατισµού της 
Maple και παρουσιάζεται στο παράρτηµα Β. Όµως, επειδή οι εκφράσεις που 
απορρέουν από αυτήν την επίλυση είναι σηµαντικά πιο εκτενείς, δεν επιχειρήθηκε 
επιπλέον επεξεργασία αυτών και εφαρµογή τους στο προσοµοίωµα. Η απλοποίηση 
αυτή, όπως προκύπτει και από προσοµοιώσεις µε τρισδιάστατα πεπερασµένα 
στοιχεία που παρουσιάζονται στο κεφάλαιο 4, δεν αλλοιώνει σηµαντικά την 
πραγµατική συµπεριφορά ακόµα και σε περιπτώσεις λόγου µήκους προς πάχος του 
πέλµατος, που απέχουν πολύ από το όριο χαρακτηρισµού του ως ραβδωτού.  

Ωστόσο τα έργα των διατµητικών δυνάµεων µπορούν να συνυπολογιστούν χωρίς 
µεγάλη δυσκολία κατά την εκτίµηση του εγκάρσιου βέλους δ  του βραχέος ταυ. 
Στην περίπτωση µερικής επαφής, τα διαγράµµατα τεµνουσών δυνάµεων για τις 
υπερστατικές φορτίσεις και για την δυνατή φόρτιση, για τον υπολογισµό του 
επαυξητικού βέλους dδ  φαίνονται στο σχήµα 3-21. Από διαγράµµατα τεµνουσών 
προκύπτει ότι τα έργα των διατµητικών παραµορφώσεων υπεισέρχονται µόνο στο 
επιµέρους βέλος 0dδ , το οποίο δίνεται από την 3-89 και προσαυξάνεται κατά: 

 
1

1

0

0 5 1
2

L dFL, dF dx
GA GA

⋅
=∫  (3-180) 

Με τον ίδιο τρόπο προκύπτει ότι και για την περίπτωση σηµειακής στήριξης και 
πλήρους αποκόλλησης απαιτείται επαύξηση µόνο του επιµέρους βέλους 0dδ  κατά 

τον ίδιο παράγοντα. Στην περίπτωση ύπαρξης πλαστικοποιηµένων περιοχών 
θεωρείται ότι η καµπτική παραµόρφωση των περιοχών αυτών είναι κυρίαρχη και 
συνεπώς η ανωτέρω επαύξηση του βέλους 0dδ  εφαρµόζεται µόνο για τα ελαστικά 

τµήµατα. Άλλωστε, η διόρθωση που επιτυγχάνεται µε την ενσωµάτωση των 
διατµητικών παραµορφώσεων είναι στις περισσότερες περιπτώσεις µικρή, ακόµα και 
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για ελαστική συµπεριφορά, και συνεπώς µπορεί να θεωρηθεί αµελητέα όταν 
επέρχεται η πλαστικοποίηση. 

 

 

Σχήµα 3-21. ∆ιαγράµµατα τεµνουσών δυνάµεων για την περίπτωση µερικής 
επαφής. 

3.6.5 Μήκος κορµού 

Η καµπύλη φορτίου-µετακίνησης που υπολογίζεται µε το προσοµοίωµα αντιστοιχεί 
σε εγκάρσιες µετακινήσεις στον άξονα συµµετρίας του βραχέος ταυ µετρούµενες επί 
του πέλµατος. Πολλές φορές όµως µπορεί να ενδιαφέρουν οι ίδιες µετακινήσεις, 
µετρούµενες σε ένα σηµείο του κορµού του τεµαχίου ταυ, όπως λόγου χάρη στην 
περίπτωση σύγκρισης µε πειραµατικές µετρήσεις, όπου τα διαθέσιµα αποτελέσµατα 
συνήθως αντιστοιχούν σε σηµείο του κορµού. Ο κορµός υπόκειται σε καθαρό 
εφελκυσµό και η συµβολή του στις παραγόµενες µετακινήσεις µπορεί να εκφρασθεί 
µε την παρακάτω εξίσωση: 
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 w
w

Fδ
c

=  (3-181) 

Η δυσκαµψία wc  δίνεται από την σχέση: 

 w w
w

w

A Ec
L

=  (3-182) 

όπου wA  η διατοµή του κορµού, wL  το ύψος του κορµού, στο οποίο µετρώνται οι 

µετακινήσεις και wE  το µέτρο ελαστικότητας, το οποίο δεν είναι απαραίτητα ίδιο µε 

εκείνο του πέλµατος. Χρησιµοποιώντας την επαυξητική διαδικασία για τον 
υπολογισµό της καµπύλης δύναµης-µετακίνησης, η εξίσωση της δυσκαµψίας 3-182 
µπορεί να ενηµερώνεται σε κάθε βήµα µε το τρέχον εφαπτοµενικό µέτρο 
ελαστικότητας wE , αντιµετωπίζοντας έτσι τυχόν µη γραµµικότητες υλικού στον 

κορµό.  

3.7 Αξιολόγηση µε διδιάστατα προσοµοιώµατα 
πεπερασµένων στοιχείων 

3.7.1 Γενικά 

Ως πρώτο βήµα προκειµένου να αξιολογηθεί η συµπεριφορά και οι επιδόσεις του 
προτεινοµένου επαυξητικού προσοµοιώµατος, να ελεγχθεί η ορθότητα των 
µαθηµατικών σχέσεων και να διερευνηθεί η επίδραση των διαφόρων απλοποιητικών 
παραδοχών, κατασκευάστηκε ένα διδιάστατο προσοµοίωµα πεπερασµένων 
στοιχείων. Για την προσοµοίωση του πέλµατος χρησιµοποιήθηκαν µη γραµµικά 
στοιχεία δοκού µε προϋπολογισµένη την καµπύλη ροπής-καµπυλότητας που 
αντιστοιχεί στην ορθογωνική διατοµή τους και διγραµµικό νόµο υλικού. Η 
καµπυλότητα κ  για επίπεδες διατοµές δίνεται από την σχέση: 

 2

f

εκ
t

=  (3-183) 

όπου ε  η ορθή ανηγµένη παραµόρφωση στην ακραία ίνα της διατοµής. Η ροπή 
κάµψης για ορθογωνική διατοµή συναρτήσει της παραµόρφωσης ε  δίνεται όπως 
αναφέρθηκε στην παράγραφο 3.2.1 από την σχέση 3-17. Συνεπώς για τον δεδοµένο 
νόµο υλικού του προσοµοιώµατος, ο οποίος δίνεται από την εξίσωση 3-1, µπορεί να 
κατασκευαστεί ο νόµος ροπής-καµπυλότητας της διατοµής του πέλµατος, µε 
εφαρµογή των 3-17 και 3-183. Σηµειώνεται ότι επιλέχθηκε ο µη γραµµικός νόµος 
M ε−  και όχι η διγραµµική του προσέγγιση, που τελικά εφαρµόστηκε στο 
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επαυξητικό προσοµοίωµα, έτσι ώστε να καταδειχθούν οι συνέπειες της απλοποίησης 
αυτής. Η διαδικασία προ-υπολογισµού της καµπύλης ροπής-καµπυλοτήτων 
προτιµήθηκε έναντι της διακριτής αριθµητικής ολοκλήρωσης του νόµου υλικού στο 
ύψος της διατοµής του στοιχείου δοκού, για την οποία δεν απαιτείται κανένα άλλο 
δεδοµένο εισόδου πέραν της µορφής της διατοµής και του νόµου του υλικού, καθώς 
έτσι αποφεύγεται το σφάλµα διακριτοποίησης, το οποίο, όπως φαίνεται ενδεικτικά 
και στο σχήµα 3-22, είναι αισθητό ακόµα για µεγάλη τάξη ολοκλήρωσης. 

 

Σχήµα 3-22. Κατανοµή τάσεων καθ’ ύψος της διατοµής για διγραµµικό νόµο υλικού 
και διακριτή προσέγγιση της  

Για την προσοµοίωση του κοχλία χρησιµοποιήθηκε ένα στοιχείο δικτυώµατος. Τα 
φαινόµενα επαφής προσοµοιώθηκαν µε εξειδικευµένα στοιχεία επαφής τα οποία 
προσαρτώνται στα στοιχεία δοκού σε όλο το µήκος n  του πέλµατος. Μία 
απαραµόρφωτη επιφάνεια από πλήρως δεσµευµένους κόµβους, η οποία αντιστοιχεί 
στην άκαµπτη βάση, ορίζεται σε σταθερή απόσταση κάτω από το πέλµα. Ο 
αλγόριθµος επαφής επιβάλλει µέσω συναρτήσεων ποινής (constraint functions) την 
απαγόρευση διέλευσης των κόµβων του πέλµατος από την επιφάνεια της βάσης, 
λαµβάνοντας υπόψη την αρχική µεταξύ τους απόσταση.  

Οι µοναδικές δεσµεύσεις που επιβάλλονται στο προσοµοίωµα περιορίζονται στην 
κυλιόµενη πάκτωση στον άξονα συµµετρίας και στην πλήρη δέσµευση του 
αποµακρυσµένου άκρου του κοχλία. Το φορτίο ασκείται στην θέση του άξονα 
συµµετρίας και εφαρµόζεται επαυξητικά σε µεγάλο αριθµό βηµάτων, σύµφωνα µε 
την µέθοδο Newton-Raphson και µε παραδοχές µικρών µετακινήσεων. Για την 
µόρφωση και επίλυση των προσοµοιωµάτων χρησιµοποιείται το πρόγραµµα ADINA 
στην έκδοση 8 (ADINA R&D 2005). Στο σχήµα 3-23 φαίνεται µία τυπική όψη του 
προσοµοιώµατος στο περιβάλλον του προγράµµατος. Τα βέλη µπλε χρώµατος, που 
φαίνονται στο σχήµα, αντιστοιχούν σε στοιχεία επαφής. 
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Σχήµα 3-23. Το προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων στο περιβάλλον του 
ADINA 

3.7.2 Μερική επαφή 

Το πρώτο παράδειγµα βραχέος ταυ που εξετάζεται εµφανίζει µερική επαφή στο 
πέλµα για το σύνολο της ιστορίας φόρτισης. Τα αρχικά γεωµετρικά δεδοµένα και οι 
νόµοι υλικού, τόσο για το πέλµα όσο και για τον κοχλία, δίνονται στον πίνακα 3-1 
που ακολουθεί.  

Πίνακας 3-1. ∆εδοµένα προσοµοιώµατος 

Πέλµα  Κοχλίας  

1L  = 0,045 m  bL  = 0,0137 m  

n  = 0,030 m  bA  = 0,0000843 m2  

ft  = 0,0107 m      

b  = 0,040 m      

          

E  = 2,00 1011 Pa  bE  = 2,00 1011 Pa  

TE  = 1,00 109 Pa  T ,bE  = 1,60 109 Pa  

yf  = 4,31 108 Pa  y ,bf  = 8,93 108 Pa  

uf  = 5,95 108 Pa  u ,bf  = 9,74 108 Pa  

 

Στο διάγραµµα του σχήµατος 3-24 φαίνεται η καµπύλη ροπών-καµπυλοτήτων του 
πέλµατος, που χρησιµοποιήθηκε στο προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων και στο 
επαυξητικό προσοµοίωµα. Στο σχήµα 3-25 φαίνονται οι παραµορφωµένες 
γεωµετρίες του προσοµοιώµατος, τόσο σε αρχικό στάδιο της φόρτισης, όπου η 
συµπεριφορά είναι ελαστική, όσο και σε µεταγενέστερο στάδιο όπου έχει 
πραγµατοποιηθεί πλαστικοποίηση του πέλµατος. Στο ίδιο σχήµα φαίνονται τα 
διαγράµµατα ροπών κάµψης στο πέλµα, σε χρόνους αντίστοιχους µε τις 
παραµορφωµένες γεωµετρίες και οι αναπτυσσόµενες δυνάµεις στα στοιχεία επαφής.  
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Σχήµα 3-24. Καµπύλες ροπής-καµπυλότητας για το επαυξητικό και το αριθµητικό 
προσοµοίωµα  

Σχήµα 3-25. Παραµορφωµένη γεωµετρία (σε µεγέθυνση) και διάγραµµα ροπών 
κάµψης και δυνάµεων επαφής στο πέλµα σε αρχικό στάδιο της φόρτισης (άνω) και 

σε τελικό στάδιο (κάτω) 
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Από τις εικόνες της απόκρισης του διδιάστατου προσοµοιώµατος πεπερασµένων 
στοιχείων, που εµφανίζονται στο σχήµα 3-25, διαπιστώνεται ότι στο σηµείο που 
µηδενίζεται το διάγραµµα των ροπών κάµψης εµφανίζεται και µία συγκεντρωµένη 
αντίδραση από την βάση του βραχέος ταυ προς το πέλµα λόγω των φαινοµένων 
επαφής. Το σηµείο εφαρµογής της συγκεντρωµένης αυτής αντίδρασης αποτελεί την 
θέση του σηµείου αποκόλλησης, επιβεβαιώνοντας έτσι την παραδοχή που έγινε 
σχετικά µε τον µηδενισµό των ροπών κάµψης σε αυτό. Η ύπαρξη των 
δευτερευουσών αντιδράσεων, παραπλεύρως της κυρίας αντίδρασης που φαίνεται στα 
σχήµατα, οφείλεται σε σφάλµα διακριτοποίησης των στοιχείων επαφής. 
Παρατηρείται επίσης από τις ίδιες εικόνες, η µείωση του µήκους αποκόλλησης όταν 
πλαστικοποιείται το πέλµα. 

Στην συνέχεια παρουσιάζονται οι καµπύλες εξωτερικής δύναµης-εγκάρσιας 
µετακίνησης στην θέση Α, εξωτερικής δύναµης-διαφόρων εντατικών µεγεθών, 
καθώς και εξωτερικής δύναµης-µήκους αποκόλλησης, όπως προκύπτουν από το 
επαυξητικό προσοµοίωµα και το προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων. Στην 
συγκεκριµένη περίπτωση σύνδεσης βραχέος ταυ, η εξέλιξη των πλαστικοποιήσεων 
που παρατηρήθηκε και στα δύο προσοµοιώµατα είναι η εξής: 

1. Πλαστικοποίηση πέλµατος στην θέση Α 

2. Πλαστικοποίηση πέλµατος στην θέση Β 

3. Θραύση πέλµατος στην θέση Α. 

Στις καµπύλες η αλληλουχία αυτή µπορεί να γίνει εµφανής από την ύπαρξη τριών 
κλάδων: τον ελαστικό και έναν για κάθε εµφάνιση πλαστικοποίησης στο πέλµα. Η 
σύγκλιση των αποτελεσµάτων είναι άριστη σε όλες τις περιπτώσεις. Η µόνες 
διαφοροποιήσεις µπορούν να εντοπιστούν σε εκείνα τα στάδια της φόρτισης που 
πραγµατοποιείται πλαστικοποίηση κάποιου τµήµατος του πέλµατος, όπου το 
προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων παράγει πιο οµαλά αποτελέσµατα, λόγω της 
πιο ακριβούς καµπύλης M κ−  που ενσωµατώνει. Αποδεικνύεται εποµένως ότι η 
επίδραση της απλοποιητικής διγραµµικής προσέγγισης της M κ−  στο επαυξητικό 
προσοµοίωµα είναι περιορισµένη στην συγκεκριµένη περίπτωση, και ελάχιστα 
επιβαρυντική στην ακρίβεια των αποτελεσµάτων. Από το σχήµα 3-30, όπου 
εµφανίζεται η καµπύλη εξωτερικής δύναµης-µήκους αποκόλλησης, γίνεται εµφανής 
η τάση του τελευταίου να φθίνει µε ολοένα µεγαλύτερο ρυθµό, έπειτα από κάθε 
πλαστικοποίηση τµήµατος του πέλµατος.  
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Σχήµα 3-26. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-εγκάρσιας µετακίνησης στην θέση Α 
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Σχήµα 3-27. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-δύναµης κοχλία  
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Σχήµα 3-28. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-ροπής κάµψης στο πέλµα στην θέση Α 
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Σχήµα 3-29. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-ροπής κάµψης στο πέλµα στην θέση Β 
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Σχήµα 3-30. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-µήκους αποκόλλησης 

 

3.7.3 Σηµειακή στήριξη 

Στην παράγραφο αυτήν παρουσιάζεται ένα παράδειγµα βραχέος ταυ, το οποίο 
εµφανίζει σηµειακή απλή στήριξη στο ελεύθερο άκρο του πέλµατος. Τα γεωµετρικά 
δεδοµένα του και οι νόµοι υλικού δίνονται στον πίνακα 3-2 που ακολουθεί. Στο 
διάγραµµα του σχήµατος 3-31 φαίνεται η καµπύλη ροπών-καµπυλοτήτων του 
πέλµατος, που χρησιµοποιήθηκε στο προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων και στο 
επαυξητικό προσοµοίωµα. 
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Πίνακας 3-2. ∆εδοµένα προσοµοιώµατος 

Πέλµα  Κοχλίας  

1L  = 0,045 m  bL  = 0,0137 m  

n  = 0,030 m  bA  = 0,0000843 m2  

ft  = 0,015 m      

b  = 0,040 m      

          

E  = 2,00 1011 Pa  bE  = 2,00 1011 Pa  

TE  = 1,00 109 Pa  T ,bE  = 1,60 109 Pa  

yf  = 4,31 108 Pa  y ,bf  = 8,93 108 Pa  

uf  = 5,95 108 Pa  u ,bf  = 9,74 108 Pa  
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Σχήµα 3-31. Καµπύλες ροπής-καµπυλότητας για το επαυξητικό και το αριθµητικό 
προσοµοίωµα 

Στο σχήµα 3-32 φαίνονται οι παραµορφωµένες γεωµετρίες του προσοµοιώµατος, 
τόσο σε αρχικό στάδιο της φόρτισης, όπου η συµπεριφορά είναι ελαστική, όσο και 
σε µεταγενέστερο στάδιο, όπου έχει πραγµατοποιηθεί πλαστικοποίηση του πέλµατος 
και του κοχλία. Στο ίδιο σχήµα φαίνονται και τα διαγράµµατα ροπών κάµψης στο 
πέλµα, σε χρόνους αντίστοιχους µε τις παραµορφωµένες γεωµετρίες, καθώς και οι 
αναπτυσσόµενες δυνάµεις στα στοιχεία επαφής. Από τις εικόνες αυτές διαπιστώνεται 
ότι η δράση των φαινοµένων επαφής στο πέλµα περιορίζεται σε µία συγκεντρωµένη 
αντίδραση στο ελεύθερο άκρο του. Σε αντίθεση µε το προηγούµενο παράδειγµα, 
όπου ένα τµήµα του πέλµατος παρέµενε χωρίς ένταση, στην συγκεκριµένη 
περίπτωση όλο το πέλµα εντείνεται και συµµετέχει στην απόκριση.  
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Σχήµα 3-32 Παραµορφωµένη γεωµετρία (σε µεγέθυνση) και διάγραµµα ροπών 
κάµψης και δυνάµεων επαφής στο πέλµα σε αρχικό στάδιο της φόρτισης (άνω) και 

σε τελικό στάδιο (κάτω) 

Στην συνέχεια παρουσιάζονται οι καµπύλες εξωτερικής δύναµης-εγκάρσιας 
µετακίνησης στην θέση Α, εξωτερικής δύναµης-διαφόρων εντατικών µεγεθών, 
καθώς και εξωτερικής δύναµης-µήκους αποκόλλησης, όπως προκύπτουν από το 
επαυξητικό προσοµοίωµα και το προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων. Στο 
συγκεκριµένο βραχύ ταυ η εξέλιξη των πλαστικοποιήσεων που παρατηρήθηκε είναι 
η εξής: 

1. Πλαστικοποίηση πέλµατος στην θέση Α 

2. Πλαστικοποίηση του κοχλία 

3. Πλαστικοποίηση πέλµατος στην θέση Β 

4. Θραύση πέλµατος στην θέση Α. 

Η πλαστικοποίηση του πέλµατος στην θέση Β δύσκολα διακρίνεται από την 
καµπύλη φορτίου-µετακίνησης, καθώς πραγµατοποιείται στον σχεδόν οριζόντιο 
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κλάδο της καµπύλης και ελάχιστα επηρεάζει την απόκριση. Η σύγκλιση των 
αποτελεσµάτων και σε αυτό το παράδειγµα είναι άριστη σε όλες τις περιπτώσεις. 
Και εδώ το προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων παράγει πιο οµαλά 
αποτελέσµατα λόγω της πιο ακριβούς καµπύλης M κ−  που ενσωµατώνει, όµως η 
απόκλιση είναι ελάχιστη και σίγουρα ανεκτή. Στο σχήµα 3-37, όπου εµφανίζεται η 
καµπύλη εξωτερικής δύναµης-µήκους αποκόλλησης, παρατηρείται ότι σε κάποιο 
στάδιο φόρτισης, πριν την πλαστικοποίηση του κοχλία, το προσοµοίωµα µεταβαίνει 
από την κατάσταση σηµειακής στήριξης στην κατάσταση µερικής επαφής. Στην 
συνέχεια επέρχεται η πλαστικοποίηση του κοχλία και η φθίνουσα τάση του µήκους 
αποκόλλησης ανατρέπεται, µε αποτέλεσµα ο φορέας να επανέρχεται στην 
κατάσταση σηµειακής στήριξης. Από την σύγκριση των δύο καµπυλών 
αποδεικνύεται ότι το προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα προσεγγίζει επιτυχώς 
αυτήν την συµπεριφορά. 
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Σχήµα 3-33. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-εγκάρσιας µετακίνησης στην θέση Α 
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Σχήµα 3-34. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-δύναµης κοχλία 
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Σχήµα 3-35. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-ροπής κάµψης στο πέλµα στην θέση Α 
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Σχήµα 3-36. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-ροπής κάµψης στο πέλµα στην θέση Β 
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Σχήµα 3-37. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-µήκους αποκόλλησης 
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3.7.4 Μήκος συναρµογής 

Στην παράγραφο αυτήν παρουσιάζεται ένα παράδειγµα βραχέος ταυ, µε ελαστικό 
µήκος συναρµογής 0L , το οποίο όµως θεωρείται σταθερό σε όλη την ιστορία 

φόρτισης. Τα γεωµετρικά δεδοµένα και οι νόµοι υλικού δίνονται στον πίνακα 3-3. 
Στο σχήµα 3-38 φαίνεται η καµπύλη ροπών-καµπυλοτήτων του πέλµατος, για το 
προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων και το επαυξητικό προσοµοίωµα. 

Πίνακας 3-3. ∆εδοµένα προσοµοιώµατος 

Πέλµα  Κοχλίας  

1L  = 0,045 m  bL  = 0,0137 m  

n  = 0,030 m  bA  = 0,0000843 m2  

0L  = 0,015 m      

ft  = 0,0107 m      

b  = 0,040 m      

          

E  = 2,00 1011 Pa  bE  = 2,00 1011 Pa  

TE  = 1,00 109 Pa  T ,bE  = 1,60 109 Pa  

yf  = 4,31 108 Pa  y ,bf  = 8,93 108 Pa  

uf  = 5,95 108 Pa  u ,bf  = 9,74 108 Pa  
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Σχήµα 3-38. Καµπύλες ροπής-καµπυλότητας για το επαυξητικό και το αριθµητικό 
προσοµοίωµα 

Στο σχήµα 3-39 φαίνονται οι παραµορφωµένες γεωµετρίες του προσοµοιώµατος, 
τόσο σε αρχικό στάδιο της φόρτισης, όπου η συµπεριφορά είναι ελαστική, όσο και 
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σε µεταγενέστερο στάδιο. Στο ίδιο σχήµα φαίνονται και τα διαγράµµατα ροπών 
κάµψης στο πέλµα, σε χρόνους αντίστοιχους µε τις παραµορφωµένες γεωµετρίες, 
καθώς και οι αναπτυσσόµενες δυνάµεις στα στοιχεία επαφής. Από τις εικόνες αυτές 
διαπιστώνεται ότι εµφανίζεται µερική επαφή στο πέλµα. Η κύρια αντίδραση των 
στοιχείων επαφής, από την ακλόνητη βάση, προς το πέλµα, συµπίπτει µε το σηµείο 
µηδενισµού των ροπών και στις δύο χρονικές στιγµές. Επίσης, µπορεί να 
παρατηρηθεί ότι το µήκος αποκόλλησης στην δεύτερη χρονική στιγµή έχει µειωθεί. 

 

 

 

Σχήµα 3-39. Παραµορφωµένη γεωµετρία (σε µεγέθυνση) και διάγραµµα ροπών 
κάµψης και δυνάµεων επαφής στο πέλµα σε αρχικό στάδιο της φόρτισης (άνω) και 

σε τελικό στάδιο (κάτω) 

Στην συνέχεια παρουσιάζονται οι καµπύλες εξωτερικής δύναµης-εγκάρσιας 
µετακίνησης στην θέση Α, εξωτερικής δύναµης-διαφόρων εντατικών µεγεθών, 
καθώς και εξωτερικής δύναµης-µήκους αποκόλλησης, όπως προκύπτουν από το 
επαυξητικό προσοµοίωµα και το προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων. Στο 
συγκεκριµένο βραχύ ταυ η εξέλιξη των πλαστικοποιήσεων είναι η εξής: 

1. Πλαστικοποίηση πέλµατος στην θέση Β 

2. Πλαστικοποίηση πέλµατος στην θέση Α 
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3. Πλαστικοποίηση του κοχλία 

4. Θραύση πέλµατος στην θέση Α. 

Η πλαστικοποίηση του κοχλία και η θραύση του πέλµατος στην θέση Α 
εµφανίζονται σχεδόν ταυτόχρονα µε αποτέλεσµα στις καµπύλες να µην εµφανίζεται 
τέταρτος διακριτός κλάδος. Και εδώ η σύγκλιση των αποτελεσµάτων είναι άριστη σε 
όλες τις περιπτώσεις. Η διαφοροποίηση µεταξύ των δύο προσοµοιωµάτων παραµένει 
ελάχιστη. Στο σχήµα 3-44, όπου εµφανίζεται η καµπύλη εξωτερικής δύναµης-
µήκους αποκόλλησης, παρατηρείται ότι µετά την πρώτη πλαστικοποίηση στο πέλµα, 
στην θέση Β, το µήκος αποκόλλησης αυξάνει. Η αύξουσα τάση συνεχίζεται µέχρι να 
εµφανιστεί η δεύτερη πλαστικοποίηση στην θέση Α, όποτε αντιστρέφεται και το 
µήκος αποκόλλησης αρχίζει να µειώνεται. 
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Σχήµα 3-40. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-εγκάρσιας µετακίνησης στην θέση Α 
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Σχήµα 3-41. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-δύναµης κοχλία 
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Σχήµα 3-42. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-ροπής κάµψης στο πέλµα στην θέση Α 
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Σχήµα 3-43. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-ροπής κάµψης στο πέλµα στην θέση Β 
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Σχήµα 3-44. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-µήκους αποκόλλησης 
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3.7.5 ∆ιερεύνηση σύγκλισης 

Το επαυξητικό προσοµοίωµα που παρουσιάζεται σε αυτό το κεφάλαιο χρησιµοποιεί 
µια επαναληπτική επαυξητική διαδικασία για τον προσδιορισµό της απόκρισης του 
βραχέος ταυ. Σε κάθε βήµα της διαδικασίας χρησιµοποιούνται τα µεγέθη του 
προηγούµενου βήµατος για τον υπολογισµό των νέων µεγεθών, χωρίς να 
εκτελούνται επαναλήψεις προκειµένου να επιτευχθεί η σύγκλιση στην λύση όλων 
των εξισώσεων που ορίζουν το πρόβληµα. Έτσι σε κάθε βήµα εισάγεται ένα σφάλµα 
στον υπολογισµό των µεγεθών αυτών. Η επιλογή µη εκτέλεσης επαναλήψεων για 
σύγκλιση σε κάθε βήµα (µε την µέθοδο Newton-Raphson για παράδειγµα), έγινε 
προκειµένου να διατηρηθεί η απλότητα της µεθόδου και να παραµείνει εύκολος ο 
προγραµµατισµός της σε κώδικα ηλεκτρονικού υπολογιστή. Οι δύο διαφορετικές 
προσεγγίσεις (σύγκλιση σε κάθε βήµα ή όχι) παρέχουν πρακτικά ταυτόσηµα 
αποτελέσµατα, εφόσον ο αριθµός των βηµάτων είναι επαρκώς µεγάλος. Στην 
συνέχεια, θα διερευνηθεί η επίδραση του αριθµού των βηµάτων στην απόκριση που 
υπολογίζεται από το επαυξητικό προσοµοίωµα. Η σύγκριση πραγµατοποιείται µε 
βάση το προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων, το οποίο όπως προαναφέρθηκε, 
χρησιµοποιεί την µέθοδο Newton-Raphson για την σύγκλιση στην λύση. 

Στα σχήµατα 3-45, 3-46 και 3-47 παρουσιάζονται οι καµπύλες εξωτερικής δύναµης-
µετακίνησης που παράγει το επαυξητικό προσοµοίωµα για διάφορα µεγέθη βήµατος 
φόρτισης, σε κάθε ένα από τα τρία προαναφερθέντα παραδείγµατα βραχέος ταυ. Από 
τα αποτελέσµατα αυτά φαίνεται ότι για µικρό αριθµό βηµάτων (έως 30) οι καµπύλες 
αποκλίνουν αισθητά από την ακριβή λύση. Επίσης παρατηρείται ότι για 
µεγαλύτερους αριθµούς βηµάτων (πλέον των 200) η βελτίωση των αποτελεσµάτων 
είναι απειροελάχιστη.  

Ένα εµπειρικό, ασφαλές, κάτω όριο για τον αριθµό βηµάτων που εξασφαλίζουν 
πρακτικά απόλυτη σύγκλιση, και το οποίο εφαρµόστηκε χωρίς πρόβληµα στα 
πλαίσια της παρούσας διατριβής, αποτελούν τα 500 ίσα βήµατα επιβολής φορτίου. Ο 
χρόνος επίλυσης που απαιτεί αυτός ο αριθµός βηµάτων στο περιβάλλον του 
MATLAB και για µη βελτιστοποιηµένο κώδικα είναι µηδαµινός. Επίσης, όπως 
αναφέρθηκε προηγούµενα, δεν είναι απαραίτητο το µέγεθος του βήµατος να 
διατηρείται σταθερό αλλά είναι δυνατόν να µεταβάλλεται, ανάλογα µε το επίπεδο 
της φόρτισης, έτσι ώστε να είναι µεγαλύτερο κατά τα πρώτα στάδια και µικρότερο 
στα επόµενα, όταν η κλίση του διαγράµµατος δύναµης-µετακίνησης µειώνεται. Αυτή 
η δυνατότητα ωστόσο δεν χρησιµοποιείται στις αναλύσεις της διατριβής. 
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Σχήµα 3-45. Απόκριση του επαυξητικού προσοµοιώµατος της παραγράφου 3.7.2 για 
µεταβλητό αριθµό βηµάτων φόρτισης 
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Σχήµα 3-46. Απόκριση του επαυξητικού προσοµοιώµατος της παραγράφου 3.7.3 για 
µεταβλητό αριθµό βηµάτων φόρτισης 
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Σχήµα 3-47. Απόκριση του επαυξητικού προσοµοιώµατος της παραγράφου 3.7.4 για 
µεταβλητό αριθµό βηµάτων φόρτισης 
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3.7.6 ∆ιερεύνηση της γεωµετρικής µη γραµµικότητας 

Στην παράγραφο αυτήν γίνεται µία διερεύνηση της επίδρασης των µεγάλων 
µετακινήσεων στην απόκριση του βραχέος ταυ. Όπως έχει αναφερθεί, τα φαινόµενα 
γεωµετρικής µη γραµµικότητας αµελούνται στο επαυξητικό προσοµοίωµα. Οι 
συνέπειες της απλοποίησης µπορούν να γίνουν εµφανείς αντιπαραβάλλοντας τα 
αποτελέσµατα µε εκείνα του προσοµοιώµατος πεπερασµένων στοιχείων, εφόσον 
επιλύεται µε µη γραµµική ανάλυση µεγάλων µετακινήσεων. Στα παραδείγµατα 
βραχέος ταυ που έχουν εξεταστεί µέχρι τώρα, οι αναλύσεις µε παραδοχή µεγάλων 
µετακινήσεων δεν έδωσαν πρακτική διαφοροποίηση στην απόκριση, γεγονός που 
υποβαθµίζει την επιρροή των φαινοµένων αυτών στο βραχύ ταυ.  

Στην συνέχεια παρουσιάζεται ένα νέο παράδειγµα βραχέος ταυ, όπου η επίδραση της 
γεωµετρικής µη γραµµικότητας µπορεί να γίνει περισσότερο εµφανής. Τα 
γεωµετρικά δεδοµένα του και οι νόµοι υλικού δίνονται στον επόµενο πίνακα. Το 
βραχύ ταυ του συγκεκριµένου παραδείγµατος είναι πολύ εύκαµπτο λόγω του 
ασθενούς πέλµατος του, και εποµένως αποτελεί µια καλή περίπτωση για την 
κατάδειξη των συνεπειών των µεγάλων µετακινήσεων. 

Πίνακας 3-4. ∆εδοµένα προσοµοιώµατος 

Πέλµα  Κοχλίας  

1L  = 0,045 m  bL  = 0,0137 m  

2L  = 0,030 m  bA  = 0,0000843 m2  

ft  = 0,005 m      

b  = 0,040 m      

          

E  = 2,00 1011 Pa  bE  = 2,00 1011 Pa  

TE  = 1,00 109 Pa  T ,bE  = 1,60 109 Pa  

yf  = 4,31 108 Pa  y ,bf  = 8.93 108 Pa  

uf  = 5,95 108 Pa  u ,bf  = 9,74 108 Pa  

 

Στο σχήµα 3-48 φαίνεται η καµπύλη ροπών-καµπυλοτήτων του πέλµατος, που 
χρησιµοποιήθηκε στο προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων και στο επαυξητικό 
προσοµοίωµα. 
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Σχήµα 3-48. Καµπύλες ροπής-καµπυλότητας για το επαυξητικό και το αριθµητικό 
προσοµοίωµα 

Στα σχήµατα 3-49 έως 3-53 παρουσιάζονται οι καµπύλες εξωτερικής δύναµης-
εγκάρσιας µετακίνησης στην θέση Α, εξωτερικής δύναµης-διαφόρων εντατικών 
µεγεθών, καθώς και εξωτερικής δύναµης-µήκους αποκόλλησης, όπως προκύπτουν 
από το επαυξητικό προσοµοίωµα και το προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων µε 
παραδοχή µεγάλων και µικρών µετακινήσεων. Η εξέλιξη των πλαστικοποιήσεων 
όπως παρατηρήθηκε και στα δύο προσοµοιώµατα είναι η εξής: 

1. Πλαστικοποίηση πέλµατος στην θέση Α 

2. Πλαστικοποίηση πέλµατος στην θέση Β 

3. Θραύση πέλµατος στην θέση Α. 

0.0

2.0

4.0

6.0

8.0

10.0

12.0

14.0

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00

δ (mm)

F (kNt)

Επαυξητικό προσοµοίωµα

Προσοµοίωµα πεπ. στοιχείων (µικρές µετακινήσεις)

Προσοµοίωµα πεπ. στοιχείων (µεγάλες µετακινήσεις)

 

Σχήµα 3-49. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-εγκάρσιας µετακίνησης στην θέση Α 
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Σχήµα 3-50. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-δύναµης κοχλία 
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Σχήµα 3-51. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-ροπής κάµψης στο πέλµα στην θέση Α 
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Σχήµα 3-52. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-ροπής κάµψης στο πέλµα στην θέση Β 
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Σχήµα 3-53. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-µήκους αποκόλλησης 

Από τις καµπύλες των σχηµάτων 3-49 έως 3-53, διαπιστώνεται ότι η βαρύτητα της 
γεωµετρικής µη γραµµικότητας στην απόκριση του προσοµοιώµατος είναι µικρή. 
Στο διάγραµµα του σχήµατος 3-50 παρατηρείται η πλέον σηµαντική απόκλιση µε 
µία αύξηση της δύναµης του κοχλία στην ανάλυση µεγάλων µετακινήσεων. Με 
δεδοµένο ότι η αναλυτική αντιµετώπιση του προβλήµατος µε παραδοχή µεγάλων 
µετακινήσεων αποτελεί ένα αρκετά πιο σύνθετο εγχείρηµα, κρίνεται δικαιολογηµένη 
η επιλογή να απλοποιηθεί το πρόβληµα και να αγνοηθούν τα φαινόµενα αυτά. 

 

 



 

 



 

 

 

 

 

Τ ρ ι σ δ ι ά σ τ α τ η  
π ρ ο σ ο µ ο ί ω σ η  β ρ α χ έ ο ς  τ α υ  

2 Κεφάλαιο βιβλιογραφίας β.τ 
3 Κεφάλαιο επαυξητικού προσοµοιώµατος 
4 Κεφάλαιο 3∆ επαυξητικού προσοµοιώµατος 
5 Κεφάλαιο βιβλιογραφίας κόµβων 
6 Κεφάλαιο πειραµατικής βιβλιογραφίας κόµβων 
7 Κεφάλαιο πειραµατικής αξιολόγησης µηχανικού προσοµοιώµατος κόµβων 
 
3.6.2 παράγραφος: κάµψη κοχλία στο επαυξητικό προσοµοίωµα 
2.3.4 παράγραφος: µη γραµµικά προσοµοιώµατα β.τ 
 
 
2-55 Spl - Jaspart T-stub  
 
 
2-12 Σχήµα: νόµος υλικού για προς. β.τ. Faella et al. 2000 
3-1 Σχήµα: γεωµετρικά µεγέθη β.τ. 
 
 
Κεφάλαιο 4 - Τρισδιάστατη προσοµοίωση βραχέος ταυ 
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4.1 Γενικά 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο παρουσιάστηκε λεπτοµερώς το επαυξητικό προσοµοίωµα 
βραχέος ταυ. Το προσοµοίωµα προτείνεται στα πλαίσια της παρούσας διατριβής ως 
ένα αξιόπιστο µέσο εκτίµησης της πλήρους καµπύλης δύναµης-µετακίνησης µιας 
µεµονωµένης σύνδεσης βραχέος ταυ. Η αξιολόγησή του µε βάση διδιάστατο 
προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων µε στοιχεία δοκού και ακριβή προσοµοίωση 
φαινοµένων επαφής και µη γραµµικοτήτων υλικού και γεωµετρίας απέδειξε πρακτικά 
ταύτιση των αποτελεσµάτων. Η επίλυση του διδιάστατου προσοµοιώµατος 
πεπερασµένων στοιχείων προϋποθέτει την ύπαρξη εξειδικευµένου κώδικα επίλυσης, 
ικανού να αντιµετωπίσει όλες τις επιθυµητές επιλογές προσοµοίωσης και ιδιαίτερα 
τις µη γραµµικότητες. Αντίθετα, το επαυξητικό προσοµοίωµα είναι εύκολο να 
προγραµµατισθεί σε κώδικα υπολογιστή, προσφέροντας πρακτικά ισοδύναµη 
ακρίβεια αποτελεσµάτων. Συνεπώς, αποτελεί ελκυστική εναλλακτική επιλογή, 
ιδιαίτερα αν ο στόχος είναι η ανάλυση κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, 
όπου απαιτούνται πολλαπλές επιλύσεις συνδέσεων βραχέος ταυ.  

Ωστόσο, η πραγµατική συµπεριφορά της σύνδεσης βραχέος ταυ είναι ουσιαστικά 
τρισδιάστατη, και συνεπώς η διδιάστατη προσοµοίωση αποτελεί µόνο µια 
απλοποιητική προσέγγιση της πραγµατικής συµπεριφοράς. Για παράδειγµα, µε το 
διδιάστατο προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων του προηγούµενου κεφαλαίου, 
αγνοούνται παράµετροι, όπως η αλληλεπίδραση κεφαλής κοχλία και πέλµατος, η 
τρισδιάστατη παραµόρφωση του πέλµατος, οι πλευρικές συνοριακές συνθήκες κλπ. 
Για τα φαινόµενα αυτά απαιτείται προσοµοίωση στις τρεις διαστάσεις. Στο 
αντικείµενο αυτό αφιερώνεται το παρόν κεφάλαιο, στο οποίο θα αναπτυχθεί η 
διαδικασία τρισδιάστατης προσοµοίωσης µε πεπερασµένα στοιχεία της σύνδεσης 
βραχέος ταυ. Στην συνέχεια θα επιχειρηθεί η προσαρµογή του επαυξητικού 
προσοµοιώµατος, ώστε να προσεγγισθεί η τρισδιάστατη συµπεριφορά. Για την 
αξιολόγηση της αποτελεσµατικότητας του, θα χρησιµοποιηθούν προσοµοιώµατα µε 
τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία, που αναπτύχθηκαν για τον σκοπό αυτόν, καθώς 
και πειραµατικά αποτελέσµατα από την βιβλιογραφία. Επίσης, θα πραγµατοποιηθεί 
εκτεταµένη σύγκριση του προτεινόµενου επαυξητικού προσοµοιώµατος, στην τελική 
του µορφή, µε υπάρχουσες στην βιβλιογραφία εναλλακτικές αναλυτικές 
µεθοδολογίες. 

Για την τρισδιάστατη προσοµοίωση, η πρώτη δυνατότητα που προσφέρεται είναι η 
χρησιµοποίηση στοιχείων κελύφους. Η µορφή του πέλµατος δικαιολογεί µια τέτοια 
επιλογή, όµως ο κοχλίας και η αλληλεπίδραση του µε το πέλµα δύσκολα 
ενσωµατώνονται σε µία τέτοια διαµόρφωση. Η άλλη διαθέσιµη επιλογή είναι η 
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χρήση τρισδιάστατων (solid) στοιχείων. Με τα στοιχεία αυτά παρέχεται η δυνατότητα 
ακριβούς, κατά το δυνατό, προσοµοίωσης της γεωµετρίας του βραχέος ταυ µε 
κάποιες εξιδανικεύσεις βέβαια, σχετικά µε το σπείρωµα του κοχλία ή άλλες 
γεωµετρικές λεπτοµέρειες, οι οποίες αποτελούν συνήθη πρακτική στην βιβλιογραφία 
και επιβάλλονται προκειµένου να διατηρηθούν σε λογικά επίπεδα οι χρόνοι επίλυσης 
µε τις σηµερινές δυνατότητες των υπολογιστών. Ο κοχλίας και το πέλµα µπορούν να 
προσοµοιωθούν ως διακριτά σώµατα, και η µεταξύ τους αλληλεπίδραση να 
αντιµετωπισθεί µε εφαρµογή επιφανειακών στοιχείων επαφής, εφαπτόµενων στην 
άνω επιφάνεια του πέλµατος και την κάτω επιφάνεια της κεφαλής του κοχλία.  

Τα τρισδιάστατα ισοπαραµετρικά στοιχεία είναι διαθέσιµα σε διάφορες 
διαµορφώσεις, οι οποίες αφορούν τον αριθµό των κόµβων των στοιχείων, την τάξη 
ολοκλήρωσης, ειδικά χαρακτηριστικά µε τα οποία µπορούν να εξοπλισθούν 
προκειµένου να αντιµετωπίσουν συγκεκριµένα προβλήµατα. Το υπολογιστικό 
κόστος, οι απαιτήσεις σε µνήµη και κατά συνέπεια ο χρόνος επίλυσης επηρεάζονται 
δραστικά µε την επιλογή κάθε διαµόρφωσης του στοιχείου, ενώ δυστυχώς δεν µπορεί 
να επαληθευθεί πάντα ότι τα πλέον σύνθετα υπολογιστικά στοιχεία προσφέρουν και 
καλύτερη ακρίβεια στην καθολική συµπεριφορά του προβλήµατος.  

Στα πλαίσια της διατριβής χρησιµοποιήθηκε το εµπορικό πρόγραµµα προσοµοίωσης 
και επίλυσης µε πεπερασµένα στοιχεία ADINA στην έκδοση 8.2 (ADINA R&D 
2005). Για την δηµιουργία των προσοµοιωµάτων χρησιµοποιήθηκε το πρωτότυπο 
πρόγραµµα AutoModel, το οποίο αναπτύχθηκε προκειµένου να συστηµατοποιηθεί η 
γενικά χρονοβόρος και κοπιώδης διαδικασία προετοιµασίας σε µεγάλους αριθµούς 
ενός σύνθετου προσοµοιώµατος, όπως είναι το βραχύ ταυ. Η καλή συµπεριφορά του 
τρισδιάστατου προσοµοιώµατος εξακριβώθηκε µε πειραµατικά δεδοµένα από την 
βιβλιογραφία. Προκειµένου να διαπιστωθούν τα πλεονεκτήµατα και τα 
µειονεκτήµατα των διάφορων διαθέσιµων διαµορφώσεων των ισοπαραµετρικών 
στοιχείων και να επιλεγεί η πλέον πρόσφορη, πραγµατοποιήθηκε εκτεταµένη 
παραµετρική ανάλυση σε απλά προβλήµατα παραπλήσιας συµπεριφοράς µε το βραχύ 
ταυ. 

4.2 Τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία 

Το γενικό πρόβληµα ενός οµογενούς και ισότροπου σώµατος στον χώρο είναι 
πλήρως ορισµένο όταν είναι γνωστά τα πεδία των τάσεων, των ανηγµένων 
παραµορφώσεων, των µετακινήσεων και των µαζικών και επιφανειακών δράσεων 
που ασκούνται σε αυτό. Στις περισσότερες περιπτώσεις, µερικές από τις παραπάνω 
ποσότητες είναι γνωστές, ενώ οι υπόλοιπες ζητείται να υπολογισθούν 
χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις της µηχανικής του συνεχούς µέσου. Στην περίπτωση 
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ελαστικότητας, ορίζονται οι εξισώσεις ισορροπίας µεταξύ µαζικών ή επιφανειακών 
δυνάµεων και τάσεων, οι εξισώσεις συµβιβαστότητας µεταξύ µετακινήσεων και 
ανηγµένων παραµορφώσεων και οι καταστατικές εξισώσεις µεταξύ ανηγµένων 
παραµορφώσεων και τάσεων. Τα προβλήµατα που µπορούν να επιλυθούν αναλυτικά 
µε τις δεκαπέντε συνολικά εν λόγω εξισώσεις, στην γενική τρισδιάστατη περίπτωση, 
είναι περιορισµένα και συνήθως πρόκειται για προβλήµατα µε απλές γεωµετρίες. Με 
εφαρµογή αριθµητικής επίλυσης όµως, τα πεδία των παραπάνω ποσοτήτων 
διακριτοποιούνται σε περιορισµένο αριθµό σηµείων (κόµβοι), µέσω διαµέρισης του 
χώρου σε πλήθος στοιχείων, τα οποία αλληλοσυνδέονται µεταξύ τους, ενώ στον 
ενδιάµεσο µεταξύ των κόµβων χώρο κάθε στοιχείου τα πεδία προκύπτουν µε 
παρεµβολή. Με την διαµέριση αυτήν, το καθολικό πρόβληµα υποδιαιρείται σε πολλά 
µικρότερα, για κάθε ένα από τα οποία η ικανοποίηση των εξισώσεων της µηχανικής 
του συνεχούς µέσου είναι εφικτή, είτε επακριβώς ή έστω προσεγγιστικά. Έτσι, είναι 
δυνατή η επίλυση δύσκολων προβληµάτων µε σύνθετες γεωµετρίες. 

Τα τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία ενσωµατώνουν την γενικότερη διατύπωση 
των εξισώσεων σε τρεις διαστάσεις. Είναι διαθέσιµα σε σχήµα τετράπλευρου, 
πεντάπλευρου και εξάπλευρου. Για τις ανάγκες προσοµοίωσης του βραχέος ταυ 
υιοθετούνται κυρίως εξάπλευρα στοιχεία, ενώ µικρός αριθµός πεντάπλευρων είναι 
απαραίτητος σε περιοχές µεταβολής της πυκνότητας της διακριτοποίησης. Το 
εξάπλευρο στοιχείο είναι διαθέσιµο στο ADINA µε 8, 20, 21 και 27 κόµβους, όπως 
φαίνεται στο σχήµα 4-1. Όλα είναι διαθέσιµα µε ισοπαραµετρική διατύπωση, 
σύµφωνα µε την οποία τόσο οι συντεταγµένες όσο και οι µετακινήσεις στο εσωτερικό 
του στοιχείου παρεµβάλλονται µέσω των ίδιων συναρτήσεων. Τα ισοπαραµετρικά 
στοιχεία προσφέρουν το πλεονέκτηµα εξάπλευρου γενικά σχήµατος και όχι αυστηρά 
ορθογώνιου παραλληλεπιπέδου, επιτρέποντας έτσι την κάλυψη πολύπλοκων 
γεωµετρικών σωµάτων, όπως αυτά της σύνδεσης βραχέος ταυ. Η λεπτοµερής 
διατύπωση αυτών των στοιχείων είναι διαθέσιµη στην βιβλιογραφία (Bathe 1996). 

 

Σχήµα 4-1. Στοιχεία τρισδιάστατης γεωµετρίας 

Με την εισαγωγή µη γραµµικότητας στην προσοµοίωση, λόγω µη γραµµικής σχέσης 
µεταξύ τάσεων και ανηγµένων παραµορφώσεων, ο υπολογιστικός φόρτος αυξάνεται 
δραστικά. Η επίλυση γίνεται σε επαυξητικά στάδια φόρτισης, σε κάθε ένα από τα 
οποία επιλύεται µία γραµµική προσέγγιση των εξισώσεων του προβλήµατος. Η 
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γραµµικοποίηση των εξισώσεων γίνεται µε την µέθοδο Newton-Raphson, σύµφωνα 
µε την οποία σε κάθε επαυξητικό βήµα εκτελείται επαναληπτική διαδικασία για την 
σύγκλιση των εξισώσεων στην λύση. Στην πλήρη µορφή της µεθόδου, η οποία 
εφαρµόσθηκε και στα προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων που αναπτύχθηκαν 
στην παρούσα διατριβή, οι εξισώσεις γραµµικοποιούνται σε κάθε νέα επανάληψη. Η 
σύγκλιση που επιτυγχάνεται έτσι είναι τετραγωνική, µε αυξηµένο όµως υπολογιστικό 
κόστος για κάθε επανάληψη.  

Σε αντίθεση µε την θεωρία ελαστικότητας, στην πλαστικότητα δεν υπάρχει ένα ενιαίο 
σύστηµα εξισώσεων, το οποίο µονοσήµαντα να ορίζει τις σχέσεις µεταξύ των 
µεγεθών σε µία δεδοµένη κατάσταση του προβλήµατος, καθώς η τελευταία εξαρτάται 
και από την ιστορία και τον τρόπο φόρτισης. Στα προσοµοιώµατα πεπερασµένων 
στοιχείων που αναπτύχθηκαν στην διατριβή, χρησιµοποιείται για την προσοµοίωση 
της πλαστικότητας η θεωρία πλαστικής ροής. Οι πλαστικές ανηγµένες 
παραµορφώσεις υπόκεινται σε έναν νόµο ροής, ο οποίος καθορίζει τις µεταξύ τους 
σχέσεις. Σε κάθε σηµείο του χώρου η ύπαρξη πλαστικής ροής σηµατοδοτείται από 
την ικανοποίηση ενός κριτηρίου διαρροής, από τις τάσεις στο σηµείο αυτό. Τόσο ο 
νόµος πλαστικής ροής, όσο και το κριτήριο διαρροής, προκύπτουν από την ίδια 
µορφή συνάρτησης και συγκεκριµένα την συνάρτηση von Mises. Η κράτυνση του 
υλικού στην πλαστική περιοχή λαµβάνεται υπόψη µέσω ενός νόµου κράτυνσης, µε 
τον οποίο προσαρµόζεται σε κάθε νέα κατάσταση του προβλήµατος η συνάρτηση 
διαρροής, επιτρέποντας έτσι αύξηση των τάσεων πέραν της αρχικής διαρροής. Στα 
προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων αυτής της διατριβής εφαρµόζεται 
ισότροπος νόµος κράτυνσης, στον οποίο η επέκταση της συνάρτησης διαρροής είναι 
οµοιόµορφη, χωρίς µετακίνηση ή αλλαγή του σχήµατος της.  

Για την προσοµοίωση των γεωµετρικών µη γραµµικοτήτων, παρέχεται από το 
ADINA η δυνατότητα ανάλυσης µε παραδοχές µεγάλων µετακινήσεων και 
παραµορφώσεων, κατά την οποία οι εξισώσεις επιλύονται λαµβάνοντας υπόψη την 
τρέχουσα παραµορφωµένη γεωµετρία του προβλήµατος. Σε αυτήν την περίπτωση, τα 
δεδοµένα του καταστατικού νόµου του υλικού πρέπει να εκφράζονται σε τάσεις 
Cauchy (πραγµατικές τάσεις) και λογαριθµικές ανηγµένες παραµορφώσεις 
(πραγµατικές παραµορφώσεις). Οι πραγµατικές τάσεις και παραµορφώσεις 
συνδέονται µε τις συµβατικές, οι οποίες αντιστοιχούν στην αρχική απαραµόρφωτη 
γεωµετρία δοκιµής αξονικού εφελκυσµού, µέσω των ακόλουθων σχέσεων: 

 ( )1ε ln e= +  (4-1) 

 ( )1σ s e= +  (4-2) 

όπου ε , σ  η πραγµατική ανηγµένη παραµόρφωση και τάση αντίστοιχα και e , s  η 
συµβατική ανηγµένη παραµόρφωση και τάση αντίστοιχα 
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Η διατύπωση που χρησιµοποιείται είναι η UL (Updated Langrangian), κατά την 
οποία η τελευταία κατάσταση του προβλήµατος, στην οποία έχει επιτευχθεί 
σύγκλιση, χρησιµοποιείται ως κατάσταση αναφοράς για τον υπολογισµό των νέων 
κινηµατικών και στατικών µεγεθών. Η διατύπωση UL πλεονεκτεί σε αριθµητική 
ευστάθεια, έναντι της διατύπωσης ΤL (Total Langrangian), όπου χρησιµοποιείται η 
αρχική κατάσταση ως κατάσταση αναφοράς, όταν οι παραµορφώσεις είναι µεγάλες 
(Bathe 1996). Ωστόσο θεωρητικά, οι δύο διατυπώσεις είναι ισοδύναµες.  

Η επίλυση µε πεπερασµένα στοιχεία προϋποθέτει ολοκλήρωση στον όγκο του 
στοιχείου, προκειµένου να υπολογισθεί µεταξύ άλλων το µητρώο δυσκαµψίας του. 
Στα ισοπαραµετρικά στοιχεία αυτό είναι εφικτό µόνο µε εφαρµογή µεθόδων 
αριθµητικής ολοκλήρωσης. Για τα προσοµοιώµατα σε αυτήν την διατριβή, επιλέγεται 
η µέθοδος Gauss, η οποία στα µη στρεβλά εξάπλευρα στοιχεία 8 κόµβων απαιτεί 
τάξη ολοκλήρωσης 2, για να παρέχει την ακριβή λύση, ενώ για τα στοιχεία 20, 21 και 
27 κόµβων απαιτείται τάξη ολοκλήρωσης 3. 

Ένα πρόβληµα, το οποίο ανακύπτει από την προσοµοίωση προβληµάτων κάµψης µε 
εξάπλευρα τρισδιάστατα ή τετράπλευρα διδιάστατα στοιχεία, είναι η εµφάνιση 
παρασιτικών διατµητικών παραµορφώσεων (Bathe 1996). Το φαινόµενο αυτό έχει 
ονοµασθεί διατµητική σκλήρυνση (shear locking) και οφείλεται στις συναρτήσεις 
παρεµβολής των µετακινήσεων στο εσωτερικό του στοιχείου και στο πεδίο των 
ανηγµένων παραµορφώσεων που προκύπτει από αυτές, το οποίο δεν εξασφαλίζει σε 
κατάσταση καθαρής κάµψης µηδενικές ή έστω πολύ µικρές διατµητικές 
παραµορφώσεις, στο σύνολο του στοιχείου. Το αποτέλεσµα είναι να υποεκτιµώνται 
οι ορθές παραµορφώσεις και συνεπώς οι µετακινήσεις που υπολογίζονται από το 
προσοµοίωµα. Το πρόβληµα είναι ιδιαίτερα έντονο στα στοιχεία χαµηλότερης τάξης, 
δηλαδή τα τρισδιάστατα 8 κόµβων και τα διδιάστατα 4 κόµβων, καθώς και στα 
στοιχεία µε στρεβλό σχήµα. Για τα στοιχεία χαµηλότερης τάξης το ADINA έχει την 
δυνατότητα ενσωµάτωσης µη συµβατών µορφών παραµόρφωσης, όπου το πεδίο των 
µετακινήσεων στο εσωτερικό του στοιχείου καθορίζεται µε την βοήθεια επιπλέον 
βαθµών ελευθερίας, οι οποίοι δεν σχετίζονται µε κάποιον από τους κόµβους του 
στοιχείου. Με το νέο πεδίο µετακινήσεων παύει πλέον να ισχύει η συµβατότητα µε τα 
γειτονικά στοιχεία, αλλά διορθώνεται η εµφάνιση παρασιτικών διατµητικών 
παραµορφώσεων, επιτρέποντας έτσι την καλύτερη προσοµοίωση προβληµάτων 
κάµψης.  

4.3  Αξιολόγηση πεπερασµένων στοιχείων στο ADINA 

Η επιλογή της πλέον αποτελεσµατικής διαµόρφωσης των τρισδιάστατων στοιχείων 
για την προσοµοίωση του βραχέος ταυ, είναι προϊόν συγκερασµού δύο 
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αντικρουόµενων κριτηρίων. Αφ’ ενός, είναι επιθυµητή η µεγιστοποίηση της 
πιστότητας της προσοµοίωσης και αφετέρου είναι σηµαντική η ταχύτητα µε την 
οποία προκύπτουν τα αποτελέσµατα αυτής. Η βέλτιστη λύση είναι συνάρτηση του 
αποδεκτού σφάλµατος αλλά και του σκοπού για τον οποίο διενεργείται η 
προσοµοίωση. Στην συγκεκριµένη περίπτωση ο σκοπός για τον οποίο 
προσοµοιώνεται το βραχύ ταυ είναι κυρίως η εκτίµηση της καθολικής απόκρισης και 
ειδικότερα της καµπύλης δύναµης-µετακίνησης. Κατά συνέπεια, η εµφάνιση 
σφαλµάτων προσοµοίωσης περιορισµένων σε τοπικό επίπεδο, όπως για παράδειγµα 
το σπείρωµα των κοχλιών και οι τάσεις που δηµιουργούνται σε αυτό, χαρακτηρίζεται 
δευτερεύουσας σηµασίας, εφόσον δεν αντανακλάται δυσµενώς στην καθολική 
συµπεριφορά του προσοµοιώµατος.  

Η επίδραση στην καθολική απόκριση των διαφορετικών διαµορφώσεων των 
τρισδιάστατων πεπερασµένων στοιχείων, που είναι διαθέσιµες στο ADINA, µπορεί 
να διαπιστωθεί µέσω δοκιµαστικών αναλύσεων σε απλά προβλήµατα µε γνωστή 
αναλυτική λύση, τουλάχιστον στην ελαστική περιοχή, τα οποία βέβαια να 
προσοµοιάζουν ποιοτικά µε το βραχύ ταυ. Οι δοκιµαστικές αναλύσεις 
πραγµατοποιήθηκαν µε διδιάστατα τετραπλευρικά ισοπαραµετρικά στοιχεία. Σε 
σχέση µε τα τρισδιάστατα ισοπαραµετρικά, τα διδιάστατα αποτελούν µία 
υποπερίπτωση τους, µε κοινό σύστηµα εξισώσεων και εξάλειψη της τρίτης 
διάστασης. Συνεπώς, σε µεγάλο εύρος προβληµάτων εµφανίζουν όµοια 
χαρακτηριστικά συµπεριφοράς, όπως για παράδειγµα η διατµητική σκλήρυνση σε 
προβλήµατα κάµψης ή η επίδραση της πυκνότητας της διακριτοποίησης. Το 
πλεονέκτηµα περιορισµού σε δύο διαστάσεις, για τις δοκιµαστικές αναλύσεις, 
έγκειται στην ταχύτερη δηµιουργία και επίλυση των προσοµοιωµάτων σε πυκνότητες 
διακριτοποίησης παραπλήσιες των επιθυµητών στο βραχύ ταυ και επιπλέον η 
καλύτερη εποπτεία στην ανάγνωση και ερµηνεία των αποτελεσµάτων, η οποία είναι 
αποτέλεσµα του µικρότερου όγκου πληροφοριών που παράγεται κατά την επίλυση.  

Η πρώτη απόφαση που πρέπει να ληφθεί αφορά το πλήθος των κόµβων του 
στοιχείου. Από το σύνολο των διαµορφώσεων που προσφέρονται, δοκιµάστηκαν τα 
στοιχεία πρώτης τάξης 4 κόµβων και τα στοιχεία δεύτερης τάξης 9 κόµβων. Τα 
στοιχεία αυτά είναι αντίστοιχα των τρισδιάστατων 8 και 27 κόµβων. Όπως 
προαναφέρθηκε, για τα προβλήµατα όπου η κάµψη είναι κυρίαρχη, τα στοιχεία 
κατώτερης τάξης είναι γενικά ακατάλληλα, αν δεν είναι εξοπλισµένα µε ένα 
εξειδικευµένο για το πρόβληµα αυτό πεδίο µετακινήσεων, όπως επιτυγχάνεται για 
παράδειγµα µε τις µη συµβατές µορφές παραµόρφωσης. Επειδή στο πρόβληµα του 
βραχέος ταυ, το πέλµα µπορεί να θεωρηθεί λεπτό, η κάµψη αποτελεί κυρίαρχο 
φαινόµενο της συµπεριφοράς του, και κατά συνέπεια το στοιχείο των 4 κόµβων 
δοκιµάστηκε µε την επιλογή ενσωµάτωσης των µη συµβατών µορφών 
παραµόρφωσης. Η δεύτερη επιλογή αφορά την τάξη ολοκλήρωσης του στοιχείου, και 
για αυτόν τον σκοπό δοκιµάστηκαν τιµές από 2 έως και 5. 
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4.3.1  Περιγραφή προσοµοιωµάτων 

Ο φορέας µε τον οποίο δοκιµάστηκαν οι διαµορφώσεις των ισοπαραµετρικών 
στοιχείων του ADINA είναι µία αµφίπακτη δοκός µε κυλιόµενη πάκτωση στο ένα 
άκρο της και σταθερή ορθογωνική διατοµή. Η ραβδωτή εξιδανίκευση του φορέα 
φαίνεται στο σχήµα 4-2. Ο φορέας αυτός προσοµοιάζει µε το πέλµα του βραχέος ταυ 
στην κρίσιµη περιοχή µεταξύ κοχλία και κορµού. ∆οκιµάσθηκαν τρία διαφορετικά 
µήκη της δοκού, έτσι ώστε να διερευνηθεί η καταλληλότητα των στοιχείων σε 
προβλήµατα µε διαφορετικές τιµές του λόγου L / H , ήτοι µήκος προς ύψος της 
διατοµής. Κατά την διεύθυνση του µήκους της δοκού χρησιµοποιήθηκαν 50 στοιχεία 
ενώ κατά την διεύθυνση του ύψους δοκιµάσθηκαν προσοµοιώµατα µε 3, 5 και 8 
στοιχεία. Ο αριθµός των καθ’ ύψος στοιχείων είναι κρίσιµος για την προσοµοίωση 
της καµπτικής συµπεριφοράς της δοκού και ιδιαίτερα στις διατοµές που έχουν 
διαρρεύσει και συνυπάρχουν τµήµατα ελαστικά και πλαστικοποιηµένα.  

 

Σχήµα 4-2. Φορέας για την αξιολόγηση των ισοπαραµετρικών στοιχείων 

Για το υλικό χρησιµοποιήθηκε για όλα τα προσοµοιώµατα ο ίδιος διγραµµικός νόµος, 
µε κράτυνση στην πλαστική περιοχή και µε τιµές παραµέτρων τυπικές για χάλυβα. 
Στο πακτωµένο άκρο της δοκού δεσµεύθηκαν όλες οι µετακινήσεις, ενώ στο άκρο µε 
την κυλιόµενη πάκτωση δεσµεύθηκε µόνο η διαµήκης µετακίνηση. Το 
συγκεντρωµένο φορτίο διανεµήθηκε κατά την διεύθυνση του ύψους στους κόµβους 
της ακραίας διατοµής της δοκού. 

Για λόγο L / H  ίσο µε 30, η δοκός µπορεί να θεωρηθεί ότι βρίσκεται ασφαλώς εντός 
των ορίων χαρακτηρισµού της ως ραβδωτού φορέα. Θεωρητικά, τα έργα των 
διατµητικών δυνάµεων είναι αµελητέα σε σύγκριση µε εκείνα των ροπών κάµψης, 
και συνεπώς κάθε εµφάνιση διατµητικής σκλήρυνσης από τα προσοµοιώµατα έχει 
άµεση επίπτωση στην ακρίβεια της λύσης. Στο σχήµα 4-3 φαίνονται οι καµπύλες 
δύναµης-εγκάρσιας µετακίνησης στο άκρο, για τα στοιχεία 4 κόµβων ενώ στο σχήµα 
4-4 φαίνονται τα αντίστοιχα αποτελέσµατα για τα στοιχεία 9 κόµβων. Επιπλέον, σε 
όλα τα διαγράµµατα φαίνεται ταυτόχρονα και η αντίστοιχη καµπύλη που προκύπτει 
από το προσοµοίωµα µε στοιχεία δοκού, ανάλογου µε αυτό που περιγράφηκε στο 
προηγούµενο κεφάλαιο. Σηµειώνεται ότι στο προσοµοίωµα αυτό δεν υπολογίζονται 
τα έργα των διατµητικών δυνάµεων, και συνεπώς αποτελεί µια καλή ένδειξη για την 
επίδραση τυχόν φαινοµένων διατµητικής σκλήρυνσης.  
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Σχήµα 4-3. Αποτελέσµατα δοκιµαστικών αναλύσεων για λόγο 30L / H =  µε στοιχεία 
4 κόµβων 
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Σχήµα 4-4. Αποτελέσµατα δοκιµαστικών αναλύσεων για λόγο 30L / H =  µε στοιχεία 
9 κόµβων 
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Γενικά, η συµπεριφορά όλων των προσοµοιωµάτων χαρακτηρίζεται πολύ 
ικανοποιητική. Τα στοιχεία 4 κόµβων, χάρη στην ενσωµάτωση µη συµβατών µορφών 
παραµόρφωσης, δεν πάσχουν από την εµφάνιση παρασιτικών διατµητικών 
παραµορφώσεων, και συνεπώς δεν µειονεκτούν στον συγκεκριµένο τοµέα έναντι των 
στοιχείων 9 κόµβων. Η αυξηµένη τάξη ολοκλήρωσης δεν διαφοροποιεί την απόκριση 
εκτός από την µέγιστη µετακίνηση η οποία µε µεγαλύτερη τάξη ολοκλήρωσης 
µειώνεται. Στα προσοµοιώµατα µε 3 στοιχεία καθ’ ύψος, εµφανίζεται µια µικρή 
απόκλιση στην πλαστική περιοχή ιδιαίτερα για µικρές τάξεις ολοκλήρωσης ενώ για 
τα προσοµοιώµατα µε αριθµό στοιχείων καθ’ ύψος 5 ή 8, η βελτίωση είναι πρακτικά 
αµελητέα για τάξη ολοκλήρωσης µεγαλύτερη από 2.  

Στην συνέχεια παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της αµφίπακτης δοκού µε λόγο 
L / H  ίσο µε 15, ο οποίος µπορεί να θεωρηθεί ότι αντιστοιχεί σε ένα λεπτό πέλµα 
βραχέος ταυ. Στο σχήµα 4-5 φαίνονται οι καµπύλες δύναµης-µετακίνησης για τα 
στοιχεία 4 κόµβων, ενώ στο σχήµα 4-6 φαίνονται οι αντίστοιχες καµπύλες για τα 
στοιχεία 9 κόµβων. Η εικόνα που παρουσιάζουν τα προσοµοιώµατα δεν διαφέρει 
ουσιαστικά από εκείνη των προηγούµενων αναλύσεων για λόγο L / H  ίσο µε 30.  

Τελικά, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της αµφίπακτης δοκού µε λόγο L / H  ίσο 
µε 4, ο οποίος µπορεί να θεωρηθεί ότι αντιστοιχεί σε ένα µεγάλου ύψους πέλµα 
βραχέος ταυ. Στο σχήµα 4-7 φαίνονται οι καµπύλες δύναµης-µετακίνησης για τα 
στοιχεία 4 κόµβων, ενώ στο σχήµα 4-8 φαίνονται οι αντίστοιχες καµπύλες για τα 
στοιχεία 9 κόµβων. Με αυτόν τον λόγο L / H  η δοκός δεν µπορεί να θεωρηθεί ως 
ραβδωτός φορέας, και εποµένως τα έργα των διατµητικών δυνάµεων δεν µπορούν να 
θεωρηθούν αµελητέα σε σχέση µε τα έργα των ροπών κάµψης. Παράλληλα, και 
άλλες παραδοχές της κλασσικής θεωρίας δοκού, όπως η επιπεδότητα των διατοµών 
τίθενται εκτός ορίων ισχύος. Τα διδιάστατα προσοµοιώµατα δεν επηρεάζονται από 
τις απλοποιήσεις αυτές, δεν συµβαίνει όµως το ίδιο και µε το προσοµοίωµα µε τα 
στοιχεία δοκού, το οποίο βασίζεται στις παραδοχές Bernoulli και δεν περιλαµβάνει τα 
έργα των διατµητικών δυνάµεων. Συνεπώς, δεν µπορεί να θεωρηθεί ως µέτρο για την 
αξιολόγηση των διδιάστατων προσοµοιωµάτων. Η αξιολόγηση µπορεί να γίνει µε την 
διαπίστωση σύγκλισης της απόκρισης µε την αύξηση του υπολογιστικού µεγέθους 
του προσοµοιώµατος. ∆ιαπιστώνεται ότι πρακτικά η µόνη διαφοροποίηση αφορά την 
µέγιστη µετακίνηση, όπου η απόκλιση για τα στοιχεία 4 κόµβων µε 3 στοιχεία καθ’ 
ύψος και τα στοιχεία 9 κόµβων µε τάξη ολοκλήρωσης 2 είναι σηµαντική.  

Επειδή οι απλοποιητικές παραδοχές του προσοµοιώµατος µε τα στοιχεία δοκού που 
αναφέρθηκαν παραπάνω, συµπίπτουν µε τις παραδοχές του επαυξητικού 
προσοµοιώµατος βραχέος ταυ, µπορεί να εξαχθεί ένα συµπέρασµα για την επίδραση 
των απλοποιήσεων αυτών στην καθολική απόκριση ενός βραχέος ταυ, του οποίου οι 
διαστάσεις του πέλµατος αποκλίνουν από τα όρια χαρακτηρισµού του ως ραβδωτού 
φορέα. Αποδεικνύεται, ότι σε σύγκριση µε τα διδιάστατα προσοµοιώµατα, τα οποία 
δεν περιλαµβάνουν αυτές τις παραδοχές, η απόκλιση είναι περιορισµένη, δεδοµένου 
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ότι ο λόγος L / H  ίσος µε 4 µπορεί να θεωρηθεί αρκετά µικρός για πέλµα βραχέος 
ταυ.  
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Σχήµα 4-5. Αποτελέσµατα δοκιµαστικών αναλύσεων για λόγο 15L / H =  µε στοιχεία 
4 κόµβων 
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Σχήµα 4-6. Αποτελέσµατα δοκιµαστικών αναλύσεων για λόγο 15L / H =  µε στοιχεία 
9 κόµβων 
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Σχήµα 4-7. Αποτελέσµατα δοκιµαστικών αναλύσεων για λόγο 4L / H =  µε στοιχεία 
4 κόµβων 
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Σχήµα 4-8. Αποτελέσµατα δοκιµαστικών αναλύσεων για λόγο 4L / H =  µε στοιχεία 
9 κόµβων 
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4.3.2 Συµπεράσµατα 

Τόσο τα στοιχεία 4 κόµβων, όσο και τα στοιχεία 9 κόµβων, δεν πάσχουν από 
διατµητική σκλήρυνση και είναι κατάλληλα για την προσοµοίωση προβληµάτων µε 
κυρίαρχη κάµψη. Και τα δύο στοιχεία απέδωσαν ικανοποιητικά, χωρίς κάποιο να 
υπερέχει ουσιαστικά έναντι του άλλου. Εποµένως, η επιλογή µεταξύ των δύο µπορεί 
να γίνει µε κριτήριο την ελαχιστοποίηση του κόστους της προσοµοίωσης. Τα 
στοιχεία 9 κόµβων, και ακόµα περισσότερο τα τρισδιάστατα 27 κόµβων, έχουν πολύ 
µεγαλύτερες απαιτήσεις σε µνήµη και σε κόστος υπολογισµών από τα αντίστοιχα 
διδιάστατα 4 και τρισδιάστατα 8 κόµβων.  

Συνεπώς, για την τρισδιάστατη προσοµοίωση του βραχέος ταυ επιλέγεται το 
εξαπλευρικό στοιχείο 8 κόµβων, µε ενσωµάτωση µη συµβατών µορφών στο πέλµα, 
όπου η κάµψη είναι κυρίαρχη. Ένα πρόσθετο πλεονέκτηµα των στοιχείων αυτών 
έναντι των στοιχείων ανώτερης τάξης αφορά σε µη γραµµικά προβλήµατα µε 
πλαστικότητα. Τα στοιχεία 8 κόµβων εµφανίζονται καλύτερα εξοπλισµένα να 
προσοµοιώσουν την ανάπτυξη γραµµών διαρροής, καθώς από την διατύπωση τους 
επιτρέπονται ασυνέχειες στο παραγόµενο πεδίο των παραµορφώσεων. Για αυτόν τον 
λόγο, χρησιµοποιούνται ευρέως σε ανάλογες περιπτώσεις προσοµοίωσης στην 
βιβλιογραφία (Bursi και Jaspart 1997, Wanzek και Gebbeken 1999, Swanson et al. 
2002, Coelho 2004). Σε ότι αφορά την πυκνότητα της διακριτοποίησης, 
παρατηρήθηκε ότι 5 στοιχεία καθ’ ύψος προσφέρουν επαρκή σύγκλιση. Τα στοιχεία 
µε ανώτερη τάξη ολοκλήρωσης εµφανίζουν επίσης βελτιωµένη εικόνα, αλλά και 
σηµαντικά επιβαρυµένο χρόνο επίλυσης. Συνεπώς, για την προσοµοίωση του 
πέλµατος του βραχέος ταυ, επιλέγονται 5 στρώσεις στοιχείων, ενώ η τάξη 
ολοκλήρωσης καθολικά στα προσοµοίωµα τίθεται ίση µε 2, θεωρώντας ότι αποτελεί 
έναν αποδεκτό συµβιβασµό µεταξύ ακρίβειας προσοµοίωσης και υπολογιστικού 
κόστους. 

4.4 Τρισδιάστατο προσοµοίωµα βραχέος ταυ 

4.4.1 Γεωµετρία 

Η απεικόνιση του φυσικού προβλήµατος για το οποίο γίνεται η προσοµοίωση 
φαίνεται στο σχήµα 4-9. Το κατακόρυφο µέσο επίπεδο των κορµών αποτελεί επίπεδο 
συµµετρίας, και συνεπώς µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την µείωση του µεγέθους του 
προσοµοιώµατος. Αντίθετα, το οριζόντιο επίπεδο που διέρχεται µεταξύ των 
πελµάτων και τέµνει τους κορµούς των κοχλιών δεν αποτελεί επίπεδο συµµετρίας 
στην γενική περίπτωση, επειδή η διατοµή των τελευταίων µεταβάλλεται κατά µήκος, 
λόγω του σπειρώµατος. Ειδικές περιπτώσεις, όπου το επίπεδο µεταξύ των πελµάτων 
αποτελεί και επίπεδο συµµετρίας, είναι η περίπτωση κοχλιών µε σπείρωµα στο 



Τρ ισδ ιάστατη  προσοµο ίωση  βραχέος  ταυ   ■  143 
 

 

σύνολο του κορµού και η περίπτωση, όπου µετά την σύσφιξη του περικοχλίου, 
υπολείπεται µηδενικό µήκος σπειρώµατος.  

 

Σχήµα 4-9. Φυσικό πρόβληµα βραχέος ταυ 

Ωστόσο, αποτελεί συνήθη πρακτική το επίπεδο µεταξύ των πελµάτων να θεωρείται 
επίπεδο συµµετρίας και σε γενικότερες περιπτώσεις µήκους του σπειρώµατος (Bursi 
και Jaspart 1997, Wanzek και Gebbeken 1999, Swanson et al. 2002, Coelho 2004). 
Για τον σκοπό αυτόν, εισάγεται η έννοια ενός τροποποιηµένου κορµού κοχλία, ο 
οποίος έχει σταθερή διατοµή αλλά συµπεριφέρεται ισοδύναµα µε τον πραγµατικό 
κοχλία. Οι δύο παράγοντες που λαµβάνονται υπόψη για την ισοδυναµία είναι η 
αντοχή και η δυσκαµψία. Προκειµένου ο ισοδύναµος κοχλίας να έχει την ίδια αντοχή 
µε τον πραγµατικό, η διατοµή του συµπίπτει µε την ενεργό διατοµή κορµού στην 
περιοχή του σπειρώµατος. Η ισοδυναµία της δυσκαµψίας επιτυγχάνεται µε την 
τροποποίηση του µήκους του κορµού, έτσι ώστε η παραµορφωσιµότητα του να 
ταυτίζεται µε την συνδυασµένη παραµορφωσιµότητα των δύο τµηµάτων, µε 
σπείρωµα και µε πλήρη διατοµή, του πραγµατικού κοχλία. Για τον υπολογισµό του 
ισοδύναµου µήκους κορµού χρησιµοποιείται η διαδικασία που προτάθηκε αρχικά από 
τον Agerskov (1976), και αξιοποίησαν αργότερα οι Bursi και Jaspart (1997), για την 
κατασκευή προσοµοιώµατος µε τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία. Το ισοδύναµο 
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µήκος κορµού κοχλία, µε οµοιόµορφη διατοµή ίση µε την ενεργό στην περιοχή του 
σπειρώµατος δίνεται από την σχέση: 

 ( )1 42b,eff
b ,eff

b

A
L K K

A
= +  (4-3) 

όπου b,effL  το ισοδύναµο µήκος κορµού, b,effA  η ενεργός διατοµή κορµού στην 

περιοχή του σπειρώµατος, bA  η πλήρης διατοµή του κορµού, 1K  και 4K  παράµετροι, 

οι οποίες εξαρτώνται από τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά, και δίνονται από τις 
ακόλουθες σχέσεις: 

 1 1 43 0 71b,s b ,t b,nK L , L , t= + +  (4-4) 

 4 0 1 0 4b,n b,wK , t , t= +  (4-5) 

όπου b,sL  το µήκος του κορµού µε πλήρη διατοµή, b,tL  το µήκος του κορµού µε 

σπείρωµα b,nt  το πάχος του περικοχλίου και b,wt  το πάχος του δακτυλίου. 

Στο σχήµα 4-10 φαίνονται τα γεωµετρικά µεγέθη που υπεισέρχονται στις ανωτέρω 
σχέσεις. Αφού υπολογιστεί το ισοδύναµο µήκος κορµού, µπορεί να χρησιµοποιηθεί 
το µισό για την προσοµοίωση του ενός συµµετρικού τµήµατος του βραχέος ταυ. Στα 
παρελθόν (Gantes και Lemonis 2003), είχε διερευνηθεί η επίδραση του µήκους 
κοχλία στην απόκριση του τρισδιάστατου προσοµοιώµατος βραχέος ταυ, και είχε 
διαπιστωθεί ότι η εφαρµογή της σχέσης 4-3 οδηγεί σε πιο δύσκαµπτη καθολική 
συµπεριφορά και υποεκτίµηση της µέγιστης µετακίνησης. Παρόλα αυτά, µε την 
εκµετάλλευση της συµµετρίας, το µέγεθος του προσοµοιώµατος µειώνεται στο µισό, 
ή αλλιώς ο αριθµός στοιχείων που µπορεί να χρησιµοποιηθεί για το ένα συµµετρικό 
τµήµα του βραχέος ταυ διπλασιάζεται. Για αυτόν τον λόγο, αξιοποιήθηκε η 
συµµετρία και στα πλαίσια της παρούσας διατριβής. 

 

Σχήµα 4-10. Γεωµετρικές παράµετροι κοχλία 
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Ακολουθώντας την καθιερωµένη πρακτική στην βιβλιογραφία (Bursi και Jaspart 
1997, Wanzek και Gebbeken 1999, Coelho 2004), ο δακτύλιος προσοµοιώθηκε ως 
ένα σώµα µε την κεφαλή του κοχλία, προκειµένου να περιορισθεί η πολυπλοκότητα 
της προσοµοίωσης. Η εσωτερική διάµετρός της, λαµβάνεται πάντα ίση µε την 
διάµετρο της οπής, ενώ για την εξωτερική δεν υπάρχει περιορισµός, αν και σε όλες 
τις αναλύσεις που πραγµατοποιήθηκαν στα πλαίσια της διατριβής θεωρήθηκε ίση µε 
την διάµετρο κεφαλής του κοχλία.  

4.4.2 Φαινόµενα επαφής 

Για την προσοµοίωση των φαινοµένων επαφής χρησιµοποιήθηκαν επιφανειακά 
στοιχεία επαφής, τα οποία προσαρτώνται στα τρισδιάστατα στοιχεία, στις περιοχές 
όπου είναι πιθανή η εµφάνιση τέτοιων φαινοµένων. Οι εξισώσεις της µηχανικής του 
συνεχούς µέσου εξακολουθούν να επιλύονται διατυπωµένες µέσω της αρχής δυνατών 
έργων στα τρισδιάστατα στοιχεία, πρέπει ωστόσο να προστεθούν επιπλέον και οι 
συνεισφορές των επιφανειακών δράσεων στις διεπιφάνειες. Όµως τόσο το µέγεθος 
των δράσεων, όσο και το εύρος των διεπιφανειών είναι άγνωστα εκ των προτέρων. Η 
αοριστία λύνεται µε την εισαγωγή πρόσθετων εξισώσεων για κάθε διεπιφάνεια 
(στοιχεία επαφής). Οι πρόσθετες εξισώσεις εφαρµόζονται σε µία από τις επιφάνειες 
του ζεύγους που ορίζει την διεπιφάνεια και ενσωµατώνουν τα έργα των επιφανειακών 
δράσεων, αλλά µέσω ενός µηχανισµού ποινής µπορούν να αυξήσουν το 
υπολειµµατικό έργο από την γραµµικοποίηση των εξισώσεων και να αναγκάσουν σε 
επανάληψη της επίλυσης, αν δεν ικανοποιούνται οι συνθήκες επαφής. Οι συνθήκες 
επαφής επιβάλλουν το µη αρνητικό πρόσηµο του αναπτυσσόµενου διακένου σε κάθε 
σηµείο της διεπιφάνειας, την φορά των ορθών επιφανειακών δράσεων (όχι 
εφελκυσµός), και την µη ταυτόχρονη ύπαρξη ορθών επιφανειακών δράσεων και 
διακένου. Στην περίπτωση προσοµοίωσης τριβής εισάγονται επιπλέον και συνθήκες 
σχετικά µε τις εφαπτοµενικές δράσεις και τις σχετικές µετακινήσεις στην διεπιφάνεια.  

Στο προσοµοίωµα του βραχέος ταυ, πιθανές διεπιφάνειες υφίστανται µεταξύ 
δακτυλίου, αν υπάρχει, ή κεφαλής κοχλία, αν όχι, και πέλµατος, και µεταξύ πέλµατος 
και του οριζόντιου επιπέδου συµµετρίας. Το οριζόντιο επίπεδο συµµετρίας 
προσοµοιώθηκε µέσω επίπεδων διδιάστατων στοιχείων, στα οποία δεσµεύθηκαν όλοι 
οι βαθµοί ελευθερίας των κόµβων τους, έτσι ώστε να αντιστοιχούν σε άκαµπτο και 
ανυποχώρητο υπόβαθρο. Σε κάθε µία διεπιφάνεια επιλέχθηκε η µία από τις δύο 
επιφάνειες που την αποτελούν, για την επιβολή των συνθηκών επαφής. Οι συνθήκες 
επαφής στο προσοµοίωµα επιβλήθηκαν στην κάτω επιφάνεια του δακτυλίου ή της 
κεφαλής του κοχλία, και στην κάτω επιφάνεια του πέλµατος. Στην διεπιφάνεια 
πέλµατος και οριζόντιου επιπέδου συµµετρίας δεν προσοµοιώθηκε τριβή, έτσι ώστε 
να πληρούνται οι συνθήκες συµµετρίας. Αντίθετα, στην διεπιφάνεια κοχλία και 
πέλµατος προσοµοιώθηκε τριβή µέσω του νόµου Coulomb, µε έναν συντελεστή 0,25 
που αντιστοιχεί σε επιφάνειες, οι οποίες δεν έχουν υποστεί ειδική επεξεργασία. Μία 
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επιπλέον πιθανή διεπιφάνεια αποτελεί η άντυγα της οπής µε τον κορµό του κοχλία. 
Κατά κανόνα ωστόσο, δεν εκδηλώνεται επαφή µεταξύ των δύο αυτών επιφανειών, 
εξαιτίας του µεταξύ τους διακένου, και για αυτόν τον λόγο δεν προσοµοιώθηκε η 
δυνατότητα επαφής σε αυτές. Η µη εκδήλωση επαφής στην άντυγα της οπής, 
επιβεβαιώθηκε σε όλα τα προσοµοιώµατα που εξετάσθηκαν στην διατριβή.  

Η προσοµοίωση των φαινοµένων επαφής αποτελεί µία επιπλέον µη γραµµικότητα 
στο πρόβληµα και µάλιστα ιδιαίτερα δυσχερή αριθµητικά. Οι αλγόριθµοι ποινής που 
χρησιµοποιούνται για την επιβολή των συνθηκών επαφής µπορούν να προκαλέσουν 
αριθµητικά προβλήµατα στην µόρφωση του καθολικού µητρώου δυσκαµψίας, αν 
είναι πολύ αυστηροί. Αντίθετα, αν είναι χαλαροί οδηγούν σε σφάλµατα 
προσοµοίωσης. Η επιλογή των παραµέτρων ποινής συνεπώς πρέπει να 
προσαρµόζεται, ώστε να αποφεύγονται τα προβλήµατα αυτά. Στο ADINA οι 
παράµετροι που χρησιµοποιήθηκαν υπολογίστηκαν αυτόµατα από το πρόγραµµα. Για 
την αποφυγή των αριθµητικών προβληµάτων τα βήµατα επιβολής της φόρτισης 
πρέπει να είναι αρκετά µικρά, ώστε η επόµενη λύση του προβλήµατος να µην απέχει 
σηµαντικά από την προηγούµενη, προκαλώντας έτσι δυσκολίες σύγκλισης ή ακόµη 
και απόκλιση της µεθόδου Newton-Raphson.  

4.4.3 Συνοριακές συνθήκες 

Στα επίπεδα συµµετρίας απαιτείται η δέσµευση των εκτός επιπέδου µετακινήσεων. 
∆έσµευση στροφών δεν είναι απαραίτητη καθώς τα τρισδιάστατα στοιχεία δεν 
περιέχουν στροφικούς βαθµούς ελευθερίας. Στο οριζόντιο επίπεδο συµµετρίας η 
συνθήκη συµµετρίας επιβλήθηκε µέσω της προσοµοίωσης ενός ανυποχώρητου και 
άκαµπτου υποβάθρου, κάτω από το πέλµα, µε διδιάστατα στοιχεία πλήρως 
δεσµευµένα και στοιχεία επαφής προσαρµοσµένα επί αυτών. Οι οριζόντιες 
µετακινήσεις επί του υποβάθρου παρέµειναν ελεύθερες, καθώς δεν προσοµοιώθηκαν 
φαινόµενα τριβής στα στοιχεία επαφής. Στον κοχλία η ίδια συνθήκη συµµετρίας 
επιβλήθηκε εύκολα, µε την δέσµευση των κατακόρυφων βαθµών ελευθερίας των 
κόµβων στην βάση του κορµού. Αντίστοιχα, στο κατακόρυφο επίπεδο που διέρχεται 
από το µέσο του κορµού, η συνθήκη συµµετρίας επιβλήθηκε µε την δέσµευση των 
οριζόντιων βαθµών ελευθερίας, σε όλους τους κόµβους του επιπέδου.  

Οι πλευρικές συνοριακές συνθήκες εξαρτώνται από το είδος του βραχέος ταυ που 
προσοµοιώνεται. Αν πρόκειται για ανεξάρτητο βραχύ ταυ, µιας πειραµατικής δοκιµής 
για παράδειγµα, δεν απαιτείται να επιβληθούν δεσµεύσεις στις πλευρικές 
µετακινήσεις, των δύο πλευρικών ορίων. Στην περίπτωση όµως, ενός βραχέος ταυ, το 
οποίο αποτελεί µέρος µιας µεγαλύτερης κατασκευής, όπως για παράδειγµα ενός 
κόµβου µε µετωπική πλάκα, οι πλευρικές µετακινήσεις στα όρια πρέπει να 
δεσµευθούν.  
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Στο σχήµα 4-11 φαίνονται σχηµατικά οι συνοριακές συνθήκες που επιβάλλονται στο 
προσοµοίωµα. Οι ανωτέρω συνοριακές συνθήκες προκύπτουν ως απόρροια του 
φυσικού προβλήµατος. Στην περίπτωση που δεν δεσµεύονται οι πλευρικές 
µετακινήσεις στα πλευρικά όρια, επιτρέπεται η µετακίνηση στερεού σώµατος 
ολόκληρου του προσοµοιώµατος κατά z. Θεωρητικά, δεν υπάρχουν αίτια που να 
προκαλούν αυτήν την µετακίνηση, όµως το καθολικό µητρώο δυσκαµψίας που 
υπολογίζεται σε ένα τέτοιο προσοµοίωµα δεν είναι θετικά ορισµένο, προκαλώντας 
αριθµητική αστάθεια. Προκειµένου να αποφευχθούν τα αριθµητικά προβλήµατα, 
δεσµεύονται οι πλευρικές, κατά z, µετακινήσεις στο διαµήκες, κατά µήκος του 
πέλµατος, επίπεδο συµµετρίας (σχήµα 4-11). 

 

Σχήµα 4-11. Συνοριακές συνθήκες προσοµοιώµατος βραχέος ταυ 

Η εξωτερική φόρτιση επιβλήθηκε στους κόµβους της άνω, ακραίας διατοµής του 
κορµού. Επιβλήθηκε υπό την µορφή µετακινήσεων και όχι δυνάµεων, επιτρέποντας 
έτσι καλύτερη σύγκλιση στην πλαστική περιοχή. 

4.4.4 ∆ιακριτοποίηση 

Όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 4.3, χρησιµοποιούνται τρισδιάστατα 
εξαπλευρικά ισοπαραµετρικά στοιχεία 8 κόµβων για την προσοµοίωση της διατοµής 
ταυ και του κοχλία µε τάξη ολοκλήρωσης 2. Στο πέλµα, όπου η κάµψη είναι 
καθοριστική, ενσωµατώνονται µη συµβατικές µορφές παραµόρφωσης στην 
διατύπωση των στοιχείων. Κατά το πάχος του πέλµατος εφαρµόζονται 5 στρώσεις 
στοιχείων, βάσει των αποτελεσµάτων των δοκιµαστικών αναλύσεων, ώστε να 
προσοµοιωθεί επαρκώς η ελαστοπλαστική συµπεριφορά του πέλµατος υπό κάµψη. 
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Στην περιφέρεια του κοχλία χρησιµοποιείται µεγάλος αριθµός στοιχείων (τυπική τιµή 
40), και συνεπώς περιγράφεται µε µεγάλη ακρίβεια η κυκλική διατοµή του κορµού. Ο 
ίδιος αριθµός στοιχείων εφαρµόζεται και στην περιφέρεια της οπής, έτσι ώστε τα 
στοιχεία επαφής που εφαρµόζονται στην διεπιφάνεια κοχλία και πέλµατος να 
ταυτίζονται τοπολογικά στις δύο εκατέρωθεν επιφάνειες. Αυτή η απαίτηση δεν είναι 
απαραίτητη για την προσοµοίωση των φαινοµένων επαφής, τίθεται όµως σε 
εφαρµογή για λόγους αριθµητικής αποτελεσµατικότητας του αλγόριθµου. 

Στο σχήµα 4-12 φαίνεται η λεπτοµέρεια της επαφής πέλµατος και κοχλία ενός 
βραχέος ταυ που βρίσκεται σε µια τυπική παραµορφωµένη γεωµετρία. Στο άκρο του 
δακτυλίου, προς την πλευρά του κορµού του βραχέος ταυ, θεωρητικά απειρίζονται οι 
τάσεις, τόσο στο πέλµα όσο και στον δακτύλιο, καθώς οι δράσεις επαφής 
συγκεντρώνονται σηµειακά. Το αποτέλεσµα είναι οι τοπικά αυξηµένες τάσεις να 
προκαλούν πρόωρη θραύση του προσοµοιώµατος επηρεάζοντας την υπολογιζόµενη 
τιµή µέγιστης µετακίνησης. Στην πραγµατικότητα, η συγκέντρωση τάσεων στην 
περιοχή αυτήν αµβλύνεται, καθώς το σχήµα του δακτυλίου µεταβάλλεται ώστε η 
µεταφορά των δυνάµεων να γίνεται όχι σηµειακά αλλά σε ένα µεγαλύτερο εύρος 
(σχήµα 4-12β). Για να αντιµετωπιστεί το συγκεκριµένο σφάλµα απαιτείται δραστικά 
πυκνότερη διακριτοποίηση µε στόχο την προσοµοίωση της στρογγύλευσης των 
ακµών του δακτυλίου. Τέτοια πυκνότητα διακριτοποίησης όµως, δεν είναι ρεαλιστική 
µε τα σηµερινά υπολογιστικά µέσα. Εποµένως, είναι απαραίτητη µία προσεγγιστική 
αντιµετώπιση και για τις ανάγκες της παρούσας διατριβής επιλέχθηκε η αποµόνωση 
της συγκεκριµένης περιοχής από τον έλεγχο θραύσης, αυξάνοντας επαρκώς τα όρια 
θραύσης του υλικού των στοιχείων που βρίσκονται σε αυτήν. Επειδή η περιοχή αυτή 
δεν είναι κρίσιµη για την αστοχία, η συγκεκριµένη αύξηση δεν προκαλεί αρνητικές 
επιπτώσεις στην καθολική απόκριση του προσοµοιώµατος. 

 

Σχήµα 4-12. Λεπτοµέρεια επαφής δακτυλίου µε πέλµα 

4.4.5 Επίλυση 

Η επίλυση γίνεται µε την βοήθεια της µεθόδου Newton-Raphson, µε παραδοχές 
µεγάλων µετακινήσεων και µεγάλων παραµορφώσεων. Η µέθοδος συγκλίνει στην 
πραγµατική λύση µετά από µια σειρά επαναλήψεων. Η επίτευξη σύγκλισης σε µία 



Τρ ισδ ιάστατη  προσοµο ίωση  βραχέος  ταυ   ■  149 
 

 

επανάληψη διαπιστώνεται ελέγχοντας το µέγεθος του έργου των υπολειµµατικών 
δράσεων σε όλους τους βαθµούς ελευθερίας, και συγκρίνοντας το µε το αντίστοιχο 
έργο στην πρώτη επανάληψη. Σε µητρωική µορφή το κριτήριο γράφεται ως εξής: 

 
1

T t ∆t t ∆t
i i 1

ET t ∆t t

∆     

∆     

+ +
−

+

⎡ ⎤−⎣ ⎦ <
⎡ ⎤−⎣ ⎦

U R F

U R F
ε  (4-6) 

όπου i∆U , 1∆U  οι επαυξητικές µετακινήσεις στην τρέχουσα και την πρώτη 

επανάληψη αντίστοιχα, t ∆t t ∆t
i 1 + +
−−R F  οι υπολειµµατικές δράσεις στην τρέχουσα 

επανάληψη, t ∆t t + −R F  οι υπολειµµατικές δράσεις στην πρώτη επανάληψη και Eε  η 

αποδεκτή ανοχή σύγκλισης. 

Η επιλογή της παραµέτρου Eε  είναι καθοριστική για την διαδικασία επίλυσης, καθώς 

µία πολύ µικρή τιµή µπορεί να οδηγήσει σε µεγάλο αριθµό επαναλήψεων για την 
επίτευξη περιττής ακρίβειας, ενώ µια µεγάλη τιµή οδηγεί σε µεγάλη απόκλιση από 
την πραγµατική λύση. Στα προβλήµατα πλαστικότητας προτείνονται γενικά πιο 
χαλαρά κριτήρια σύγκλισης και µεγαλύτερος αριθµός βηµάτων, καθώς η εκµηδένιση 
των υπολειµµατικών δράσεων είναι γενικά δύσκολη και επιπλέον υπάρχει εξάρτηση 
του µαθηµατικού προβλήµατος από την ιστορία φόρτισης. Στο προσοµοίωµα 
επιλέχθηκε για την Eε  τιµή ίση µε 0,001.  

Για την σύγκλιση των φαινοµένων επαφής χρησιµοποιείται από το ADINA επιπλέον 
το ακόλουθο κριτήριο: 

 2

2

i-1 i-2
RC

i-2

  −
<

Rc Rc
Rc

ε  (4-7) 

όπου i 1−Rc , i 2−Rc  οι δράσεις επαφής στις δύο προηγούµενες επαναλήψεις και RCε  η 

αποδεκτή ανοχή σύγκλισης. Στο προσοµοίωµα τέθηκε ίση µε 0,05. 

Αν δεν ικανοποιούνται τα παραπάνω κριτήρια σύγκλισης σε όλους τους βαθµούς 
ελευθερίας στους οποίους εφαρµόζονται, εκτελείται νέα επανάληψη. Αν εξαντληθεί ο 
µέγιστος αριθµός επαναλήψεων, τότε το ADINA αυτόµατα υποδιπλασιάζει το βήµα 
φόρτισης και εκκινεί από την αρχή νέο κύκλο επαναλήψεων. Όταν και το βήµα 
φόρτισης γίνει µικρότερο του ελάχιστου επιτρεπόµενου χωρίς να επιτευχθεί 
σύγκλιση, η επίλυση τερµατίζεται. Τυπικά, ο τερµατισµός της επίλυσης προκαλείται 
από την προσέγγιση στο όριο θραύσης κάποιου υλικού. Πιθανώς όµως να οφείλεται 
και σε άλλα αίτια, όπως αυστηρά κριτήρια σύγκλισης ή ακόµα και σφάλµατα 
προσοµοίωσης. Για αυτόν τον λόγο, για όλα τα προσοµοιώµατα που εξετάσθηκαν 
στην διατριβή, η θραύση επαληθεύθηκε από τις µέγιστες ανηγµένες παραµορφώσεις 
των στοιχείων στο τελευταίο βήµα που υπήρξε σύγκλιση. 
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4.4.6 Το πρόγραµµα AutoModel 

Η δηµιουργία ενός τόσου σύνθετου προσοµοιώµατος όπως το βραχύ ταυ που 
περιγράφεται στις προηγούµενες παραγράφους απαιτεί σηµαντικό όγκο εργασίας. Ο 
όγκος αυτός αυξάνει υπερβολικά στα πλαίσια µιας παραµετρικής ανάλυσης, όπου µια 
απλή αλλαγή ενός γεωµετρικού µεγέθους µπορεί να συνεπάγεται δηµιουργία από την 
αρχή του προσοµοιώµατος. Επιπλέον, το ενδεχόµενο λάθους κατά την εισαγωγή των 
δεδοµένων αυξάνεται µε την πολυπλοκότητα του προσοµοιώµατος, καθώς χάνεται η 
δυνατότητα άµεσης εποπτείας των παραµέτρων. Η εύρεση και η διόρθωση πιθανού 
λάθους εκ των υστέρων είναι συνήθως µια επίπονη διαδικασία, ενώ υπάρχει και ο 
κίνδυνος το λάθος να µην προκαλεί προφανείς συνέπειες και να παραµένει 
απαρατήρητο.  

Για την αντιµετώπιση αυτών των προβληµάτων αναπτύχθηκε από τον συγγραφέα το 
πρόγραµµα AutoModel για την προπαρασκευή και δηµιουργία έτοιµων 
προσοµοιωµάτων βραχέος ταυ (σχήµα 4-13). Ως δεδοµένα εισόδου στο πρόγραµµα 
χρησιµοποιούνται οι φυσικές παράµετροι του προβλήµατος και οι παράµετροι της 
µορφής και πυκνότητας της διακριτοποίησης, επιτυγχάνοντας έτσι άµεση εποπτεία 
και έλεγχο του προσοµοιώµατος. Το πρόγραµµα δηµιουργεί το αρχείο εισόδου του 
προσοµοιώµατος για το ADINA, στο περιβάλλον του οποίου ελάχιστες επιπλέον 
ενέργειες απαιτούνται, προκειµένου να πραγµατοποιηθεί η ανάλυση. 

 

Σχήµα 4-13. Το πρόγραµµα AutoModel 
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4.5 Αξιολόγηση τρισδιάστατου προσοµοιώµατος βραχέος 
ταυ 

Η αξιοπιστία του προσοµοιώµατος πεπερασµένων στοιχείων ελέγχθηκε µε τα 
πειραµατικά αποτελέσµατα βραχέων ταυ που αναφέρονται στην δηµοσίευση των 
Bursi και Jaspart (1997). Τα αποτελέσµατα αφορούν δύο πειραµατικές δοκιµές: ενός 
βραχέος ταυ από διατοµή IPE300 µε ονοµασία Τ1 και ενός από διατοµή IPB220 µε 
ονοµασία Τ2. Οι κοχλίες και στις δύο δοκιµές είναι Μ12 χωρίς προένταση, έτσι ώστε 
στην δοκιµή Τ1 καθοριστικό να είναι το πέλµα, ενώ στην δοκιµή Τ2 οι κοχλίες. Στο 
σχήµα 4-14 φαίνονται τα γεωµετρικά δεδοµένα των βραχέων ταυ, των δύο δοκιµών. 
Στο σχήµα 4-15 φαίνονται οι καταστατικοί νόµοι των υλικών, οι οποίοι εκφράζονται 
µε πραγµατικές τάσεις και πραγµατικές ανηγµένες παραµορφώσεις. Λόγω 
παραµενουσών τάσεων, υπάρχει διαφοροποίηση του υλικού του πέλµατος και του 
υλικού του κορµού. Η διαφοροποίηση αυτή είναι εύκολο να εισαχθεί και στο 
προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων. 

 

Σχήµα 4-14. Πειραµατικά βραχέα ταυ Τ1 και Τ2 (διαστάσεις σε mm) 

Όπως φαίνεται στο σχήµα 4-14, σε κάθε βραχύ ταυ των δοκιµών έχουν εφαρµοσθεί 4 
κοχλίες. Για την προσοµοίωση χρησιµοποιείται το ένα όγδοο της συνολικής 
σύνδεσης, αξιοποιώντας πέραν των συµµετριών περί τον κορµό και την διεπιφάνεια 
των πελµάτων και την συµµετρία στο διαµήκες επίπεδο κάθετα στον κορµό που 
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διέρχεται στο διάµεσο µεταξύ των κοχλιών. Η συνοριακή συνθήκη που επιβάλλεται 
στο πλευρικό όριο του προσοµοιώµατος, που ταυτίζεται µε το επίπεδο αυτό, είναι η 
παρεµπόδιση των εκτός επιπέδου µετακινήσεων. Στο άλλο πλευρικό όριο όλοι οι 
βαθµοί ελευθερίας παραµένουν ενεργοί. 
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Σχήµα 4-15. Νόµοι υλικών πειραµατικών βραχέων ταυ Τ1 και Τ2 (σε πραγµατικές 
τάσεις και ανηγµένες παραµορφώσεις) 

Βραχύ ταυ Τ1 
Στην πειραµατική δοκιµή του βραχέος ταυ Τ1 αναπτύχθηκαν µεγάλες πλαστικές 
καµπτικές παραµορφώσεις στο πέλµα και ειδικότερα στην περιοχή της συναρµογής 
του µε τον κορµό και στην περιοχή του κοχλία. Η συµπεριφορά αυτή αντιστοιχεί 
στον πρώτο µηχανισµό αστοχίας κατά τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Στο σχήµα 
4-16 φαίνεται το προσοµοίωµα για την πειραµατική δοκιµή Τ1. Η παραµορφωµένη 
γεωµετρία κατά την θραύση φαίνεται στο σχήµα 4-17 και αποδεικνύει την ικανότητα 
του προσοµοιώµατος να αναπαράγει την αλληλεπίδραση πέλµατος και κοχλία µε 
πειστικό τρόπο. 

 

Σχήµα 4-16. Τρισδιάστατο προσοµοίωµα για το βραχύ ταυ Τ1  
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Σχήµα 4-17. Παραµορφωµένη γεωµετρία προσοµοιώµατος Τ1 κατά την θραύση 

Το κύριο χαρακτηριστικό της απόκρισης που ενδιαφέρει είναι η καµπύλη δύναµης F  
- µετακίνησης δ . Στην πειραµατική διάταξη οι µετακινήσεις δ  µετρήθηκαν σε 
απόσταση 150expd mm=  από την διεπιφάνεια των δύο πελµάτων, όπως φαίνεται και 

στο σχήµα 4-14. Οι καµπύλες F δ−  της πειραµατικής δοκιµής και του 
προσοµοιώµατος παρατίθενται στο σχήµα 4-18 που ακολουθεί.  
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Σχήµα 4-18. Καµπύλες δύναµης µετακίνησης βραχέος ταυ Τ1 

Η σύγκλιση των δύο καµπυλών είναι πολύ ικανοποιητική. Μικρή απόκλιση 
παρατηρείται κατά την πλαστικοποίηση, όπου για το πειραµατικό βραχύ ταυ, η 
µετάβαση από την ελαστικό κλάδο στον πλαστικό είναι περισσότερο οµαλή. Αυτή η 
συµπεριφορά οφείλεται στην επιρροή παραµενουσών τάσεων που δεν 
συµπεριλαµβάνονται στο προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων. Η δυσκαµψία στην 
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ελαστική περιοχή ταυτίζεται στις δύο καµπύλες ενώ µία υποεκτίµηση της 
δυσκαµψίας στην πλαστική περιοχή εµφανίζεται στο προσοµοίωµα πεπερασµένων 
στοιχείων. Η µέγιστη µετακίνηση που υπολογίζεται από το προσοµοίωµα πρακτικά 
ταυτίζεται µε την πειραµατική τιµή. Η θραύση του προσοµοιώµατος οφείλεται στην 
εξάντληση της εφελκυστικής αντοχής στην πλέον εφελκυόµενη ίνα του κοχλία. 

Η ικανοποιητική απόδοση του προσοµοιώµατος, που αποδεικνύεται µε την σύγκλιση 
των καµπυλών, επιτρέπει τον υπολογισµό ποσοτήτων της απόκρισης οι οποίες 
δύσκολα µετρώνται πειραµατικά. Στο σχήµα 4-19 απεικονίζεται η κατανοµή της 
ισοδύναµης τάσης και της ισοδύναµης πλαστικής ανηγµένης παραµόρφωσης σε µία 
τοµή που διέρχεται από το µέσο του κοχλία στην κατάσταση θραύσης. Τα µεγέθη 
παρουσιάζονται βάσει των πρωτογενών τιµών που υπολογίζονται στα σηµεία 
ολοκλήρωσης, και δεν έχουν υποστεί καµία οµαλοποίηση. Η ισοδύναµη τάση 
υπολογίζεται από την συνάρτηση: 

  ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 21 6
2eff xx yy xx zz zz yy xy xz yzσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ⎡ ⎤= − + − + − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (4-8) 

ή 

 2 eff vmσ σ=  (4-9) 

όπου ijσ  οι συνιστώσες του τανυστή των τάσεων και vmσ  η τάση von Mises 

Η ισοδύναµη πλαστική ανηγµένη παραµόρφωση είναι η ποσότητα, µε την οποία 
αντιστοιχίζεται η τρισδιάστατη κατάσταση πλαστικών ανηγµένων παραµορφώσεων 
ενός σηµείου του χώρου, στην πλαστική ανηγµένη παραµόρφωση µονοαξονικού 
εφελκυσµού. Υπολογίζεται από την σχέση: 

 2
3

p p p
effε = ε ε  (4-10) 

όπου pε , ο τανυστής πλαστικών ανηγµένων παραµορφώσεων. 

Από την εικόνα της εντατικής κατάστασης είναι εµφανής η ανάπτυξη δύο ζωνών 
πλαστικοποίησης στο πέλµα και συγκεκριµένα στην συναρµογή µε τον κορµό και 
στην περιοχή του κοχλία. Η λεπτοµέρεια µε την οποία προσοµοιώνεται η 
ελαστοπλαστική κατάσταση των περιοχών αυτών, επιβεβαιώνει ότι οι 5 στρώσεις 
στοιχείων κατά το πάχος του πέλµατος επαρκούν για την συγκεκριµένη απαίτηση. 
Επίσης, παρατηρείται ότι το σύνολο της διατοµής του κοχλία έχει διαρρεύσει, και ότι 
η κάµψη του κορµού του αποτελεί σοβαρή παράµετρο της καταπόνησης του. Η 
συµπεριφορά αυτή επιβεβαιώνεται και από την πειραµατική δοκιµή, όπου οι κοχλίες 
πράγµατι παρουσίασαν σηµαντικές πλαστικές παραµορφώσεις, κατατάσσοντας αυτήν 
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την διαµόρφωση του βραχέος ταυ σε µία ενδιάµεση περίπτωση του πρώτου και 
δεύτερου µηχανισµού αστοχίας του Ευρωκώδικα 3.  

  
(α) Ισοδύναµες τάσεις (β) Ισοδύναµες πλαστικές ανηγµένες 

παραµορφώσεις 

Σχήµα 4-19. Κατανοµή ισοδύναµης τάσης και ισοδύναµης πλαστικής ανηγµένης 
παραµόρφωσης κατά την θραύση στο βραχύ ταυ Τ1 

Βραχύ ταυ Τ2 
Η απόκριση της πειραµατικής δοκιµής του βραχέος ταυ Τ2 αντιστοιχεί στον δεύτερο 
µηχανισµό αστοχίας κατά τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Προκλήθηκε θραύση των 
κοχλιών και πλαστικοποίηση του πέλµατος στην συναρµογή του µε τον κορµό. Στο 
σχήµα 4-20 φαίνεται το προσοµοίωµα για την πειραµατική δοκιµή Τ2. Η 
παραµορφωµένη γεωµετρία κατά την θραύση φαίνεται στο σχήµα 4-21. 

 

Σχήµα 4-20. Τρισδιάστατο προσοµοίωµα για το βραχύ ταυ Τ2  
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Σχήµα 4-21. Παραµορφωµένη γεωµετρία προσοµοιώµατος Τ2 κατά την θραύση 

Οι καµπύλες F δ−  της πειραµατικής δοκιµής και του προσοµοιώµατος 
παρουσιάζονται στο σχήµα 4-22. Στην πειραµατική διάταξη οι µετακινήσεις δ  
µετρήθηκαν σε απόσταση 35expd mm=  από την διεπιφάνεια των δύο πελµάτων, όπως 

φαίνεται και στο σχήµα 4-14.  
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Σχήµα 4-22. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ Τ2 

Η µορφή της πειραµατικής καµπύλης προδίδει την εµφάνιση κάποιας πρόωρης 
αστοχίας και συνακόλουθη ανακατανοµή της έντασης. Όπως τεκµηριώνεται και στην 
πρωτότυπη εργασία (Bursi και Jaspart 1997), παρατηρήθηκε απόσχιση του 
σπειρώµατος σε µερικούς κοχλίες. Η συγκεκριµένη µορφή αστοχίας δεν είναι δυνατό 
να προβλεφθεί από το προσοµοίωµα, καθώς δεν περιέχεται σε αυτό καµία 
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πληροφορία για το σπείρωµα. Παρόλα αυτά, η σύγκλιση των δύο καµπυλών 
παραµένει καλή. Η αρχική δυσκαµψία και η αντοχή υπολογίζονται µε µεγάλη 
ακρίβεια. Όπως, και στο βραχύ ταυ Τ1, η µετάβαση στην πλαστική περιοχή είναι 
περισσότερο οµαλή για την πειραµατική δοκιµή λόγω των παραµενουσών τάσεων. Η 
θραύση του προσοµοιώµατος οφείλεται στην εξάντληση της εφελκυστικής αντοχής 
στην πλέον εφελκυόµενη ίνα του κοχλία. Η µέγιστη µετακίνηση υπολογίζεται µε 
µεγάλη ακρίβεια, όµως δεν µπορεί να εξαχθεί ασφαλές συµπέρασµα, διότι είναι 
άγνωστο κατά πόσο συνέβαλε η σχετική ολίσθηση σπειρώµατος και περικοχλίου 
στην διαµόρφωση της πειραµατικής τιµής.  

Στο σχήµα 4-23 απεικονίζεται η κατανοµή της ισοδύναµης τάσης και της ισοδύναµης 
πλαστικής ανηγµένης παραµόρφωσης σε µία τοµή που διέρχεται από το µέσο του 
κοχλία στην κατάσταση θραύσης. Τα µεγέθη παρουσιάζονται βάσει των πρωτογενών 
τιµών, που υπολογίζονται στα σηµεία ολοκλήρωσης, χωρίς καµία οµαλοποίηση. 

  
(α) Ισοδύναµες τάσεις (β) Ισοδύναµες πλαστικές ανηγµένες 

παραµορφώσεις 

Σχήµα 4-23. Κατανοµή ισοδύναµης τάσης και ισοδύναµης πλαστικής ανηγµένης 
παραµόρφωσης κατά την θραύση στο βραχύ ταυ Τ2 

Από την κατανοµή των τάσεων και των ανηγµένων παραµορφώσεων διαπιστώνεται η 
πλήρης πλαστικοποίηση του κορµού του κοχλία. Και εδώ η καµπτική καταπόνηση 
στον τελευταίο είναι εµφανής. Στο πέλµα έχει διαρρεύσει µόνο η διατοµή κοντά στην 
συναρµογή µε τον κορµό. Αυτή η µορφή αστοχίας επαληθεύεται από τις 
πειραµατικές παρατηρήσεις. Τελικά, η θραύση προκαλείται από την υπέρβαση του 
ορίου θραύσης στον κορµό του κοχλία. 

4.5.1 Επίδραση διακριτοποίησης 

Στην παράγραφο αυτήν παρουσιάζεται µια παραµετρική διερεύνηση της επίδρασης 
που έχει η πυκνότητα της διακριτοποίησης στην υπολογιζόµενη απόκριση του 
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προσοµοιώµατος του βραχέος ταυ Τ1. Καταρχήν διερευνάται η επίδραση του 
αριθµού των στοιχείων κατά το πάχος του πέλµατος. ∆οκιµάστηκε, ένα προσοµοίωµα 
µε 3 και ένα µε 8 στρώσεις στοιχείων, επιπρόσθετα του προσοµοιώµατος µε 5 
στρώσεις που παρουσιάστηκε στην προηγούµενη παράγραφο. Η τάξη ολοκλήρωσης 
των στοιχείων είναι ίση µε 2. Στο σχήµα 4-24 φαίνονται τα τρία προσοµοιώµατα.  

 

Σχήµα 4-24. Προσοµοιώµατα µε 3, 5 και 8 στρώσεις στοιχείων στο πέλµα 

Στο σχήµα 4-25 φαίνονται οι καµπύλες δύναµης-µετακίνησης για τα τρία 
προσοµοιώµατα. Οι τρεις καµπύλες πρακτικά ταυτίζονται. Ακόµα και το 
προσοµοίωµα µε 3 στρώσεις είναι σε θέση να προσοµοιώσει µε την ίδια ακρίβεια την 
κάµψη του πέλµατος και την ανάπτυξη των ζωνών πλαστικοποίησης σε αυτό. 
Εποµένως, αποδεικνύεται ότι η επιλογή 5 στρώσεων που έγινε για το τρισδιάστατο 
προσοµοίωµα επαρκεί, για την προσοµοίωση των φαινοµένων αυτών, και ότι τυχόν 
µεγαλύτερος αριθµός στρώσεων δεν προσθέτει στην πιστότητα της καθολικής λύσης.  
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Σχήµα 4-25. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης παραµετρικής διερεύνησης αριθµού 
στοιχείων στο πάχος του πέλµατος 
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Στην συνέχεια διερευνάται η επίδραση της τάξης ολοκλήρωσης των τρισδιάστατων 
ισοπαραµετρικών στοιχείων. Επιλέγονται τιµές τάξης ολοκλήρωσης 2, 3 και 4. Οι 
δοκιµές πραγµατοποιήθηκαν στο προσοµοίωµα µε 5 στρώσεις στοιχείων. Στο σχήµα 
4-26 φαίνονται οι καµπύλες δύναµης-µετακίνησης για τις τρεις τάξεις ολοκλήρωσης. 
Τα αποτελέσµατα είναι ταυτόσηµα και στις 3 περιπτώσεις. Εποµένως, τάξη 
µεγαλύτερη από 2 δεν βελτιώνει την ακρίβεια της προσοµοίωσης. 
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Σχήµα 4-26. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης παραµετρικής διερεύνησης τάξης 
ολοκλήρωσης 

4.6 Επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ στις τρεις 
διαστάσεις 

Στην περιγραφή του επαυξητικού προσοµοιώµατος που έγινε στο προηγούµενο 
κεφάλαιο δεν υπεισέρχεται πουθενά η επιρροή της διάστασης του πλάτους του 
πέλµατος (στο εξής τρίτη διάσταση). Το πέλµα προσοµοιώνεται ως απλή δοκός και 
εποµένως θεωρείται ότι το πλάτος δεν είναι πολύ µεγαλύτερο από το ύψος. Στην 
πραγµατικότητα, η παραδοχή αυτή δεν ισχύει, καθώς το πέλµα συµπεριφέρεται ως 
πλάκα και εποµένως η εντατική του κατάσταση διαφέρει από αυτήν απλής δοκού. 
Επίσης, ο κοχλίας δρα σε ένα πλάτος, το οποίο είναι διαφορετικό από το πλάτος του 
πέλµατος. Εποµένως, η µη οµοιόµορφη κατανοµή της δύναµης του κοχλία στο 
πλάτος του πέλµατος προκαλεί την σε τρεις διαστάσεις παραµόρφωση του 
τελευταίου. Τέλος, οι πλευρικές συνοριακές συνθήκες επηρεάζουν το εντατικό πεδίο 
του πέλµατος, προκαλώντας διαφοροποίηση από την περίπτωση απλής δοκού. Στις 
επόµενες παραγράφους παρουσιάζεται η αντιµετώπιση των φαινοµένων που 
προκύπτουν από την τρίτη διάσταση στο επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ. 
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4.6.1 Εντατική κατάσταση 

Με την προσοµοίωση του πέλµατος ως απλής δοκού γίνεται αυτόµατα η παραδοχή 
επίπεδης εντατικής κατάστασης. Σε µία διατοµή οι τάσεις και οι παραµορφώσεις 
µεταβάλλονται στο ύψος της, παραµένουν όµως σταθερές κατά την έννοια του 
πλάτους. Στο σχήµα 4-27 φαίνεται η ορθογωνική διατοµή του πέλµατος και η 
σύµβαση των αξόνων που υιοθετείται. Στην γενική περίπτωση, η σχέση µεταξύ 
ορθών τάσεων και ανηγµένων παραµορφώσεων στην ελαστικότητα περιγράφεται από 
τις ακόλουθες τρεις εξισώσεις: 

 
( )( ) ( ) ( )1
1 1 2xx xx yy zz

Εσ ν ε ν ε ε
ν ν

⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦+ −
  (4-11) 

 
( )( ) ( ) ( )1
1 1 2yy yy xx zz

Εσ ν ε ν ε ε
ν ν

⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦+ −
  (4-12) 

 
( )( ) ( ) ( )1
1 1 2zz zz xx yy

Εσ ν ε ν ε ε
ν ν

⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦+ −
  (4-13) 

 

 

Σχήµα 4-27. Σύµβαση αξόνων στην ορθογωνική διατοµή του πέλµατος 

Στην περίπτωση της απλής θεωρίας δοκού οι συνιστώσες yyσ  και zzσ  θεωρούνται 

µηδενικές, οπότε οι παραπάνω εξισώσεις καταλήγουν στην σχέση του Hooke: 

 xx xxσ Eε=  (4-14) 

Οι δευτερεύουσες ανηγµένες παραµορφώσεις yyε  και zzε  συνδέονται µε την κύρια 

παραµόρφωση xxε  µέσω της σχέσης: 

 yy zz xxε ε νε= = −  (4-15) 

Οι παραµορφώσεις αυτές είναι ελεύθερες να αναπτυχθούν, όταν το πλάτος και το 
ύψος της διατοµής είναι µικρά σε σχέση µε το µήκος. Όταν το πλάτος είναι µεγάλο 



Τρ ισδ ιάστατη  προσοµο ίωση  βραχέος  ταυ   ■  161 
 

 

τότε σε µια περιοχή µακριά από τα πλευρικά όρια και στο κέντρο της διατοµής 
επικρατούν συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης. ∆ηλαδή: 

 0zzε =  (4-16) 

Αν θεωρήσουµε ότι το ύψος της διατοµής εξακολουθεί να παραµένει µικρό σε σχέση 
µε το µήκος, τότε η συνιστώσα yyσ  της τάσης είναι µηδενική:  

 0yyσ =  (4-17) 

Έτσι οι εξισώσεις τρισδιάστατης ελαστικότητας 4-11 ως 4-13 καταλήγουν στις 
ακόλουθες δύο σχέσεις: 

 21xx xx
Εσ ε
ν

=
−

 (4-18) 

 21zz xx
vΕσ ε
ν

=
−

 (4-19) 

Από τις δύο τελευταίες σχέσεις, η πρώτη είναι εκείνη που ενδιαφέρει, καθώς συνδέει 
την ορθή τάση και ανηγµένη παραµόρφωση στον άξονα x , όπως ακριβώς συµβαίνει 
και µε την σχέση 4-14, στην περίπτωση απλής θεωρίας δοκού. Εποµένως, η ελαστική 
κάµψη κατά τον κύριο άξονα, ενός σηµείου της διατοµής, σε συνθήκες επίπεδης 
παραµόρφωσης και µε παραδοχή µικρού πάχους, δεν εξαρτάται από συνιστώσες 
δευτερευουσών παραµορφώσεων και µπορεί να αντιµετωπιστεί µε την θεωρία 
κάµψης απλής δοκού. Η σχέση 4-18 υποδεικνύει την εφαρµογή ενός τροποποιηµένου 
µέτρου ελαστικότητας *E  έτσι ώστε:  

 *
xx xxσ E ε=  (4-20) 

όπου 

 21
* EE

v
=

−
 (4-21) 

Για 0 3ν ,=  η τελευταία σχέση οδηγεί σε µία αύξηση κατά 10% περίπου του Ε . 
Ασφαλώς, κοντά στα πλευρικά όρια οι συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης δεν 
ισχύουν. Επί του ορίου, οι πλευρικές παραµορφώσεις zzε  είναι ανεµπόδιστες και 

δίνονται από την σχέση 4-15, ενώ µειώνονται κατ’ απόλυτο τιµή προς το εσωτερικό 
της διατοµής, µέχρι πρακτικά να µηδενιστούν µακριά από το όριο. Αν θεωρήσουµε 
ότι ισχύει: 

 zz xxε ξε ,   0 ξ ν= − ≤ ≤  (4-22) 



162  ■  ΚΟΜΒΟΙ  ∆ΟΚΟΥ -ΥΠΟΣΤΥΛΩΜΑΤΟΣ  ΣΕ  ΜΕΤΑΛΛΙΚΑ  ΠΛΑΙΣΙΑ  

τότε, το τροποποιηµένο µέτρο ελαστικότητας *E , σύµφωνα µε τα προαναφερθέντα, 
δίνεται από την σχέση: 

 2

1
1

* νξE Ε
ν

−
=

−
 (4-23) 

Η ακριβής κατανοµή της τάσης zzε  κατά το πλάτος του πέλµατος απαιτεί την λύση 

του προβλήµατος συνοριακών τιµών. Αναλυτικές λύσεις στις τρεις διαστάσεις είναι 
διαθέσιµες για απλές γεωµετρίες και µε απλές συνοριακές συνθήκες. Ακόµα και µε 
εφαρµογή της συνθήκης µικρού πάχους 0yyσ = , οι αναλυτικές λύσεις που 

προκύπτουν από την θεωρία πλακών είναι δύσχρηστες. Ωστόσο, δεν είναι 
απαραίτητα επιβεβληµένη µια ακριβής αντιµετώπιση του συγκεκριµένου 
προβλήµατος. Στην περίπτωση βραχέων ταυ, τα οποία αποτελούν συστατικά µέρη 
ενός κόµβου δοκού-υποστυλώµατος, οι πλευρικές µετακινήσεις παρεµποδίζονται 
ούτως η άλλως από τις γειτονικές περιοχές της µετωπικής πλάκας ή του πέλµατος του 
υποστυλώµατος. Συνεπώς, σε ολόκληρο το πλάτος ενός τέτοιου βραχέος ταυ 
επικρατούν συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης. Αλλά και για µεµονωµένες συνδέσεις 
βραχέος ταυ, µε ελεύθερα πλευρικά όρια, για συνηθισµένους λόγους m / b  (π.χ. 
µικρότερους του 1), στο µεγαλύτερο τµήµα της διατοµής επικρατούν συνθήκες 
επίπεδης παραµόρφωσης, και συνεπώς η εφαρµογή της σχέσης 4-21 για το *E  δίνει 
ακριβή αποτελέσµατα. Για ιδιαίτερα επιµήκη πέλµατα, είναι ενδεδειγµένη µια 
παραµετρική ανάλυση προκειµένου να εκτιµηθούν µέσες τιµές της παραµέτρου ξ  
συναρτήσει του λόγου m / b . Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής όµως, δεν 
επιχειρείται αυτή η ανάλυση και παραπέµπεται στο µέλλον για διεξοδικότερη έρευνα. 

Θεωρώντας για την συνέχεια ότι ισχύουν οι συνθήκες 4-16 και 4-17 θα περιγραφεί η 
επίδραση τους στην καµπτική συµπεριφορά της διατοµής µετά την διαρροή. 
Καταρχήν, η έναρξη της διαρροής σε ένα σηµείο της διατοµής δεν εξαρτάται πλέον 
µόνο από την ορθή τάση xxσ , αλλά και από την δευτερεύουσα zzσ . Όπως και κατά 

την δηµιουργία του επαυξητικού προσοµοιώµατος µε παραδοχή απλής δοκού, που 
περιγράφεται στο προηγούµενο κεφάλαιο, οι διατµητικές τάσεις θεωρούνται 
αµελητέες. Η παραδοχή αυτή δεν απέχει από την πραγµατικότητα για συνήθεις 
γεωµετρικές διατάξεις βραχέος ταυ. Οι Faella et al. (2000) απέδειξαν ότι για λόγους 

fm / t  µεγαλύτερους του 2,5 η επίδραση των διατµητικών δυνάµεων στην τελική 

αντοχή του βραχέος ταυ είναι µικρότερη από 10% για τον πρώτο µηχανισµό αστοχίας 
και µικρότερη από 4% στον δεύτερο µηχανισµό. Η τιµή 2,5 για τον λόγο fm / t  είναι 

ιδιαίτερα µικρή για πραγµατικές γεωµετρίες βραχέος ταυ, και συνεπώς κρίνεται 
αποδεκτό να αγνοηθεί η επιρροή των διατµητικών τάσεων. Έτσι, λαµβάνοντας υπόψη 
µόνο τις ορθές τάσεις xxσ  και zzσ , η διαρροή ενός σηµείου της διατοµής του 

πέλµατος σηµατοδοτείται από την ικανοποίηση του κριτηρίου διαρροής von Mises: 
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 ( )2 2 2 2xx zz xx zz yσ σ σ σ f− + + =   (4-24) 

Από τις σχέσεις 4-18 και 4-19 προκύπτει ότι: 

 zz xxσ νσ=  (4-25) 

Αντικαθιστώντας την τελευταία σχέση στο κριτήριο von Mises, προκύπτει: 

 
21

yy *
xx y

f
σ f

v ν
= =

− +
 (4-26) 

Για 0 3ν ,=  η τελευταία σχέση οδηγεί σε µία προσαύξηση της τάσης y
xxσ , για την 

οποία συµβαίνει διαρροή σε σχέση µε την θεωρία απλής δοκού, κατά περίπου 13%. 
Το προσαυξηµένο όριο διαρροής *

yf  µπορεί να χρησιµοποιηθεί, αντί του συµβατικού 

yf , στην θεωρία κάµψης απλής δοκού, όταν ισχύουν οι συνθήκες 4-16 και 4-17. 

Για την συµπεριφορά της διατοµής µετά την διαρροή απαιτείται η διατύπωση 
εξισώσεων για την σχέση µεταξύ τάσεων και ανηγµένων παραµορφώσεων στην 
πλαστική περιοχή. Η θεωρία πλαστικής ροής είναι µάλλον δύσχρηστη για 
αναλυτικούς υπολογισµούς, καθώς η εντατική κατάσταση του υλικού εξαρτάται από 
την ιστορία της φόρτισης, καθιστώντας την κατάλληλη για την περιγραφή κύκλων 
φόρτισης-αποφόρτισης. Επειδή δεν υπάρχει απαίτηση για αποφόρτιση, στο 
επαυξητικό προσοµοίωµα θα χρησιµοποιηθεί, αντί της θεωρίας πλαστικής ροής, η 
παραµορφωσιακή θεωρία της πλαστικότητας (deformation theory of plasticity, Chen 
και Han, 1988). Με την παραµορφωσιακή θεωρία, το πεδίο των ανηγµένων 
παραµορφώσεων ορίζεται µονοσήµαντα από το πεδίο των τάσεων, εφόσον 
συνεχίζεται η φόρτιση. Η θεωρία είναι ακριβής, µε την προϋπόθεση η φόρτιση του 
υλικού, καθ’ όλη την ιστορία της, να είναι αναλογική. Επίσης, γίνεται η παραδοχή 
ασυµπίεστης πλαστικής παραµόρφωσης, οπότε ο λόγος Poisson λαµβάνεται ίσος µε 
0,5.  

Οι συνολικές ανηγµένες παραµορφώσεις συντίθεται από ένα ελαστικό και ένα 
πλαστικό µέρος: 

 e p= +ε ε ε  (4-27) 

Οι ορθές ανηγµένες πλαστικές παραµορφώσεις του τανυστή pε  της τελευταίας 
εξίσωσης, στην γενική τρισδιάστατη διατύπωση, δίνονται από τις ακόλουθες σχέσεις: 

 ( )1
2

p
effp

xx xx yy zz
eff

ε
ε σ σ σ

σ
⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (4-28) 
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 ( )1
2

p
effp

yy yy xx zz
eff

ε
ε σ σ σ

σ
⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (4-29) 

 ( )1
2

p
effp

zz zz xx yy
eff

ε
ε σ σ σ

σ
⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (4-30) 

όπου p
xxε , p

yyε , p
zzε  οι ορθές ανηγµένες πλαστικές παραµορφώσεις, effσ  η ισοδύναµη 

τάση, όπως δίνεται και στην σχέση 4-8, και p
effε  η ισοδύναµη πλαστική ανηγµένη 

παραµόρφωση, όπως δίνεται και στην σχέση 4-10. 

Αν εφαρµοσθεί η συνθήκη 4-16 για την παρεµπόδιση των πλευρικών 
παραµορφώσεων, η οποία κατ’ επέκταση συνεπάγεται παρεµπόδιση και των 
πλαστικών παραµορφώσεων p

zzε , και επίσης η συνθήκη µικρού πάχους 4-17, τότε από 

την εξίσωση 4-30 προκύπτει: 

 1
2zz xxσ σ=  (4-31) 

Με αντικατάσταση στις άλλες δύο εξισώσεις προκύπτει: 

  3
4

p
effp

xx xx
eff

ε
ε σ

σ
=  (4-32) 

 3
4

p
effp p

yy xx xx
eff

ε
ε σ ε

σ
= − = −  (4-33) 

 Τα ισοδύναµα µεγέθη effσ  και p
effε  που υπεισέρχονται στις τελευταίες σχέσεις 

αντιστοιχίζουν την τρισδιάστατη εντατική κατάσταση µε µία ισοδύναµη µονοαξονική 
κατάσταση, έτσι ώστε να καθίσταται δυνατή η συσχέτιση µε τον νόµο του υλικού, ο 
οποίος προκύπτει από δοκιµή µονοαξονικού εφελκυσµού. Για τον διγραµµικό νόµο 
υλικού, που έχει υιοθετηθεί στο επαυξητικό προσοµοίωµα, η πλαστική ανηγµένη 
παραµόρφωση σχετίζεται µε την ισοδύναµη τάση µέσω της γραµµικής σχέσης: 

 eff yp
eff

p

σ f
ε

E
−

=  (4-34) 

όπου pE  το µέτρο πλαστικότητας, το οποίο είναι σταθερό, και συνδέεται µε το 

εφαπτοµενικό µέτρο TE  του πλαστικού κλάδου ως εξής: 
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 T
p

T

EEE
E E

=
−

 (4-35) 

Έτσι, ο λόγος 
p
eff

eff

ε
σ

 γράφεται ως εξής: 

 1p
eff eff y

eff p eff

ε σ f
σ E σ

−
=  (4-36) 

Από την τελευταία σχέση είναι φανερό ότι ο λόγος p
eff effε / σ  εξαρτάται από την 

τρέχουσα κατάσταση των τάσεων και δεν είναι σταθερός. Στα πρώτα στάδια µετά την 
διαρροή είναι σχεδόν µηδενικός, και συνεπώς η αύξηση των πλαστικών 
παραµορφώσεων γίνεται µε αργό ρυθµό, ενώ για πολύ µεγάλες τιµές της ισοδύναµης 
τάσης η τιµή του λόγου σταθεροποιείται ασυµπτωτικά στο 1 p/ E . Για την εκτίµηση 

ενός ισοδύναµου εφαπτοµενικού µέτρου *
TE  του πλαστικού κλάδου του υλικού 

χρησιµοποιούνται οι τιµές των τάσεων xxσ  και των παραµορφώσεων xxε  στην 

διαρροή και την θραύση. Κατά την διαρροή, έχουµε (σχέσεις 4-26 και 4-18): 

 
21

yy
xx

f
σ

ν ν
=

− +
 (4-37) 

 ( )21
y

y xx
xx

σε ν
E

= −  (4-38) 

Για την θραύση, το κριτήριο von Mises µε εκµετάλλευση της συνθήκης µικρού 
πάχους 4-17 και της σχέσης 4-31 διατυπώνεται ως εξής: 

 ( )
2 2

21 1 2
2 2

u u u u
xx xx xx xx uσ σ σ σ f⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + = ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  (4-39) 

 2 3
3

u *
xx u uσ f f= =  (4-40) 

Η ισοδύναµη τάση effσ  και η ισοδύναµη πλαστική ανηγµένη παραµόρφωση p
effε , 

κατά την θραύση ισούνται µε: 

 u
eff uσ f=  (4-41) 

 u yp ,u
eff

p

f f
ε

E
−

=  (4-42) 
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Η πλαστική ανηγµένη παραµόρφωση κατά την θραύση υπολογίζεται σύµφωνα µε την 
σχέση 4-32, η οποία µε αντικατάσταση των 4-41, 4-42 και 4-40 γράφεται ως εξής: 

 3
2

u yp ,u
xx

p

f f
ε

E
−

=  (4-43) 

Η ελαστική ανηγµένη παραµόρφωση κατά την θραύση δίνεται από την σχέση 4-18, 
µε αντικατάσταση της 4-40: 

 ( )22 3 1
3

e,u u
xx

fε ν
E

= −  (4-44) 

Τελικά, η ολική ανηγµένη παραµόρφωση κατά την θραύση υπολογίζεται µε άθροιση 
του πλαστικού και ελαστικού της µέρους: 

 ( )22 3 31
3 2

u yu u
xx

p

f ffε ν
E E

−
= − +  (4-45) 

Το ισοδύναµο εφαπτοµενικό µέτρο *
TE  υπολογίζεται τελικά από την σχέση: 

 
u y

* xx xx
T u y

xx xx

σ σE
ε ε

−
=

−
 (4-46) 

Για έναν τυπικό υλικό χάλυβα, για παράδειγµα S355, µε 200E GPa= , 0 3ν ,=  και 

0 50TE , GPa= , η ανωτέρω διαδικασία καταλήγει σε ένα προσαυξηµένο *
TE  κατά 

40% περίπου. Επίσης, οδηγεί σε µία προσαύξηση της τάσης *
uf , η οποία δίνεται στην 

σχέση 4-40, και αντιστοιχεί στην τάση xxσ  κατά την θράση, κατά 15% περίπου.  

Συνοψίζοντας, η τρισδιάστατη εντατική κατάσταση που χαρακτηρίζει το πέλµα του 
βραχέος ταυ, µπορεί απλοποιητικά να περιγραφεί από την µονοδιάστατη απλή δοκό 
του επαυξητικού προσοµοιώµατος, τροποποιώντας τον νόµο υλικού της: 

 ( )
( )

* *
y

* * * * *
y T y y u

E ε ,ε ε
σ ε

f E ε ε ,ε ε ε

⎧ ≤
⎪= ⎨
⎪ + − < ≤⎩

 (4-47) 

όπου  

 * * *
y yε f / E=  (4-48) 
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* *

u y* *
u y *

T

f f
ε ε

E
−

= +  (4-49) 

Το *E  υπολογίζεται από την σχέση 4-21, το *
yf  από την σχέση 4-26, το *

TE  από την 

σχέση 4-46 και το *
uf  από την σχέση 4-40. 

4.6.2 Αλληλεπίδραση κοχλία και πέλµατος 

Η µη οµοιόµορφη κατανοµή της δύναµης του κοχλία σε όλο το πλάτος του πέλµατος 
προκαλεί την τρισδιάστατη παραµόρφωση του τελευταίου. Η διαφοροποίηση είναι 
περισσότερο αισθητή, όσο το πλάτος του πέλµατος αυξάνει. Στο σχήµα 4-28 φαίνεται 
η παραµορφωµένη γεωµετρία του πέλµατος ενός βραχέος ταυ µε µεγάλο σχετικά 
πλάτος, όπως προέκυψε από την ανάλυση του τρισδιάστατου προσοµοιώµατος 
πεπερασµένων στοιχείων. Σε σχέση µε την οµοιόµορφη κατά πλάτος παραµόρφωση 
της απλής δοκού, το τρισδιάστατο πέλµα εµφανίζει αυξηµένες συνολικές 
µετακινήσεις. Η ακριβής αναλυτική αντιµετώπιση του συγκεκριµένου προβλήµατος 
είναι πρακτικά αδύνατη. Εποµένως, είναι αναγκαία η εφαρµογή κάποιας 
προσεγγιστικής διαδικασίας διόρθωσης της απόκρισης που προκύπτει από την απλή 
δοκό.  

 

Σχήµα 4-28. Τρισδιάστατη παραµόρφωση ενός πέλµατος βραχέος ταυ 

Οι Faella et al. (1998 και 2000) εισήγαγαν µια ισοδυναµία, µε την θεώρηση του 
προβλήµατος µιας πλάκας θεωρητικά άπειρου πλάτους, πακτωµένης στο ένα άκρο 
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και φορτιζόµενης µε µια συγκεντρωµένη δύναµη σε ένα σηµείο στο άλλο άκρο, όπως 
φαίνεται στο σχήµα 4-29. Επιβάλλοντας ισοδυναµία στην αρχική δυσκαµψία του 
προβλήµατος της πλάκας µε το πρόβληµα της απλής δοκού, το οποίο στην 
συγκεκριµένη περίπτωση είναι ένας πρόβολος φορτιζόµενος στο άκρο του µε την ίδια 
συγκεντρωµένη δύναµη, προκύπτει ότι το ισοδύναµο πλάτος της απλής δοκού είναι: 

 2 21effb , m=  (4-50) 

το οποίο αντιστοιχεί σε γωνία 90a ≈ °  (σχήµα 4-29).  

 

Σχήµα 4-29. Ισοδύναµο πρόβληµα πλάκας 

Εξειδικεύοντας αυτήν την ισοδυναµία, οι συγγραφείς προτείνουν τον ακόλουθο 
κανόνα για το ισοδύναµο πλάτος βραχέος ταυ, για τον υπολογισµό της δυσκαµψίας: 

 2eff hb m d b= + ≤  (4-51) 

Η ισοδυναµία αυτή ισχύει για βραχέα ταυ, τα οποία αποτελούν συστατικά µέρη ενός 
κόµβου δοκού-υποστυλώµατος, όπου οι διαστάσεις της µετωπικής πλάκας ή του 
πέλµατος του υποστυλώµατος µπορούν να θεωρηθούν άπειρες για το µεµονωµένο 
βραχύ ταυ.  

Για λόγους πληρότητας του προτεινόµενου επαυξητικού προσοµοιώµατος θα 
επιχειρηθεί στην συνέχεια µια παρόµοια αντιµετώπιση και για την περίπτωση 
µεµονωµένων συνδέσεων βραχέων ταυ, όπου το διαθέσιµο πλάτος είναι 
πεπερασµένο. Όπως και προηγουµένως, εισάγεται µία ισοδυναµία µε το πρόβληµα 
πλάκας πακτωµένης στο ένα άκρο και φορτιζόµενης µε µια δύναµη στο άλλο. Το 
πλάτος της πλάκας όµως δεν είναι άπειρο, αλλά λαµβάνεται ίσο µε το πλάτος b  του 
βραχέος ταυ. Το αντίστοιχο πρόβληµα της απλής δοκού είναι ένας πρόβολος µε την 
ίδια δύναµη στο άκρο του και ίσου πλάτους b . Το πρόβληµα πλάκας λύνεται µε την 
βοήθεια πεπερασµένων στοιχείων για διάφορους λόγους µήκους προς πλάτος m / b . 
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Το µέγεθος, στο οποίο επιβάλλεται η ισοδυναµία των δύο προβληµάτων, είναι η 
µετακίνηση στο σηµείο εφαρµογής της δύναµης. 

Στο σχήµα 4-30 φαίνονται η µετακίνηση που υπολογίζεται στο πρόβληµα πλάκας για 
διάφορες τιµές του πλάτους b  και του µήκους m . Στο σχήµα 4-31 φαίνονται τα ίδια 
αποτελέσµατα αδιαστατοποιηµένα συναρτήσει του λόγου m / b  και του λόγου των 
µετακινήσεων eff δδ / δ , πλάκας προς απλής δοκού. Η µετακίνηση δδ  του προβόλου 

απλής δοκού για δύναµη στο άκρο F  δίνεται από την σχέση: 

 
3

3δ
FLδ
EI

=  (4-52) 

Στο ίδιο σχήµα, φαίνεται και η αναλυτική προσέγγιση που υιοθετείται για τον 
υπολογισµό του λόγου eff δδ / δ  συναρτήσει του λόγου m / b . Η εξίσωση της 

αναλυτικής σχέσης είναι: 

 ( )2
0 060 92 0 87

0 87
1

eff

δ eff

, ,  , m/b ,δ b m / b         
δ b , m/b ,

 

⎧ + <⎪⎪= = ⎨
⎪ ≥
⎪⎩

 (4-53) 

Το όριο 0 87m / b ,= , για µεγαλύτερες τιµές του οποίου η απόκλιση του προβλήµατος 
πλάκας και του προβλήµατος απλής δοκού είναι αµελητέα, αντιστοιχεί σε γωνία 

60a ≈ °  (σχήµα 4-29).  
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Σχήµα 4-30. Μετακίνηση στο σηµείο εφαρµογής της δύναµης για το πρόβληµα 
πλάκας για διάφορες τιµές πλάτους b  και µήκους m  
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Αναλυτική σχέση 4-52

 

Σχήµα 4-31. Αναλυτική προσέγγιση του λόγου effδ / δ  συναρτήσει του λόγου m / b  

Η επαύξηση των µετακινήσεων µε την σχέση 4-53, εφαρµόζεται στο προτεινόµενο 
προσοµοίωµα για τις µετακινήσεις που οφείλονται στην παραµόρφωση του πέλµατος 
µόνο. Ο διαχωρισµός της εγκάρσιας µετακίνησης του βραχέος ταυ, η οποία 
υπολογίζεται επαυξητικά σύµφωνα µε όσα αναφέρονται στο κεφάλαιο 3, σε 
συνιστώσες οφειλόµενες στην παραµόρφωση του πέλµατος και του κοχλία, 
πραγµατοποιείται σε κάθε βήµα φόρτισης, δεδοµένου ότι η επιµήκυνση του κοχλία 
µπορεί εύκολα να προσδιοριστεί ως εξής: 

 b
b i

b

dFdδ
c

=  (4-54) 

όπου bdδ  η επαυξητική επιµήκυνση του κοχλία, bdF  η επαυξητική δύναµη στον 

κοχλία και i
bc  η δυσκαµψία του κοχλία κατά το τρέχον βήµα φόρτισης i . Έτσι, 

µπορεί να υπολογιστεί η συµβολή του πέλµατος fdδ  στην επαυξητική µετακίνηση 

του βραχέος ταυ dδ  από την σχέση: 

 b fdδ dδ dδ= +  (4-55) 

Αφού προσδιοριστεί η fdδ , η διορθωµένη επαυξητική εγκάρσια µετακίνηση effdδ  

της σύνδεσης βραχέος ταυ υπολογίζεται τελικά από την σχέση: 

 eff
eff b f

δ

δ
dδ dδ dδ

δ
= +   (4-56) 

όπου ο πολλαπλασιαστής eff δδ / δ  προκύπτει από την σχέση 4-53. 
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Στο σχήµα 4-32 απεικονίζεται η γραφική παράσταση του λόγου effb / b  από την 

σχέση 4-53, συναρτήσει του λόγου m / b . Επίσης, στο ίδιο σχήµα περιλαµβάνεται και 
η γραφική απεικόνιση της σχέσης 4-50 των Faella et al. (1998 και 2000), η οποία 
διατυπώνεται συναρτήσει του όρου m / b  ως εξής: 

 2 21effb , m= ⇒  (4-57) 

 2 21effb m,
b b

= ⇒  (4-58) 

 2 21

eff

b ,
b m / b

=  (4-59) 

Όπως προαναφέρθηκε, η σχέση 4-50 των Faella et al. (1998 και 2000) προκύπτει µε 
βάση την παραδοχή πλάκας άπειρου πλάτους b . Εποµένως είναι αναµενόµενο για 
µεγάλες τιµές του πλάτους b  (άρα µικρές τιµές του λόγου m / b ), οι δύο καµπύλες να 
συγκλίνουν, όπως πράγµατι φαίνεται στο σχήµα 4-32. Για ενδιάµεσες τιµές του λόγου 
m / b  ωστόσο, εµφανίζεται µία απόκλιση ως και 20% στον προσδιορισµό του 
ισοδύναµου πλάτους effb . 
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Σχήµα 4-32. Καµπύλες για τον προσδιορισµό ενός ισοδύναµου πλάτους πέλµατος 
effb  για τους υπολογισµούς δυσκαµψίας 
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4.7 Αξιολόγηση επαυξητικού προσοµοιώµατος 

Στις προηγούµενες παραγράφους επιβεβαιώθηκε η ικανοποιητική συµπεριφορά του 
τρισδιάστατου προσοµοιώµατος πεπερασµένων στοιχείων σε σύγκριση µε 
πειραµατικά δεδοµένα. Στην συνέχεια θα αξιοποιηθεί το προσοµοίωµα αυτό, 
προκειµένου να εκτιµηθεί η αξιοπιστία του προτεινόµενου επαυξητικού 
προσοµοιώµατος για µεγάλο εύρος διαµορφώσεων βραχέων ταυ.  

Βραχύ ταυ Τ1 
Καταρχήν χρησιµοποιείται το πειραµατικό βραχύ ταυ Τ1 ως µέτρο αξιολόγησης του 
επαυξητικού προσοµοιώµατος. Όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 4.5, οι πλευρικές 
συνοριακές συνθήκες που επιβλήθηκαν στο τρισδιάστατο προσοµοίωµα αντιστοιχούν 
σε ελεύθερο άκρο στην µία πλευρά και σε επίπεδο συµµετρίας στην άλλη. Στο σχήµα 
4-33 φαίνονται οι καµπύλες δύναµης-µετακίνησης του βραχέος ταυ Τ1, όπως 
προκύπτουν από το τρισδιάστατο προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων, για όλες 
τις πιθανές πλευρικές συνοριακές συνθήκες. Η διαφοροποίηση των καµπυλών είναι 
πολύ µικρή γεγονός που επιβεβαιώνει ότι για συνήθεις γεωµετρίες βραχέος ταυ η 
επίδραση των συνθηκών στα πλευρικά όρια δεν επηρεάζει σηµαντικά την καθολική 
απόκριση αλλά περιορίζεται σε µια µόνο περιοχή κοντά σε αυτά. Εποµένως, η 
παραδοχή ότι σε όλο το πλάτος του βραχέος ταυ, επικρατούν συνθήκες παρεµπόδισης 
των πλευρικών µετακινήσεων που έγινε στην παράγραφο 4.6.1 (συνθήκη 4-16), για 
την προσέγγιση της τρισδιάστατης εντατικής κατάστασης από το επαυξητικό 
προσοµοίωµα, δεν απέχει από την πραγµατικότητα, ακόµα και όταν τα πλευρικά όρια 
είναι τελείως ελεύθερα και για βραχέα ταυ µε µικρό πλάτος, όπως το Τ1. 
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Σχήµα 4-33. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης τρισδιάστατου προσοµοιώµατος Τ1 
για διάφορες πλευρικές συνοριακές συνθήκες 

Στην συνέχεια, για την αξιολόγηση του επαυξητικού προσοµοιώµατος θα 
αξιοποιηθούν τα αποτελέσµατα του τρισδιάστατου προσοµοιώµατος πεπερασµένων 
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στοιχείων µε παρεµποδιζόµενα πλευρικά όρια, έτσι ώστε να υπάρχει ταύτιση στις 
παραδοχές των δύο προσοµοιωµάτων. Στο επαυξητικό προσοµοίωµα, οι νόµοι των 
υλικών εισάγονται µε όρους συµβατικών τάσεων και ανηγµένων παραµορφώσεων, 
σύµφωνα µε τα δεδοµένα του πίνακα 4-1.  

Πίνακας 4-1. ∆εδοµένα υλικών για το επαυξητικό προσοµοίωµα Τ1 

Πέλµα  Κοχλίας  Κορµός  

E  = 2,00 1011 Pa  bE  = 2,00 1011 Pa  wE  = 2,00 1011 Pa  

TE  = 5,04 108 Pa  T ,bE  = 1,25 109 Pa  T ,wE  = 3,71 108 Pa  

yf  = 4,29 108 Pa  y ,bf  = 8,96 108 Pa  y ,wf  = 4,69 108 Pa  

uf  = 5,94 108 Pa  u ,bf  = 9,75 108 Pa  u ,wf  = 5,90 108 Pa  

 

Τα γεωµετρικά δεδοµένα εισάγονται σύµφωνα µε το σχήµα 4-14. Επίσης, 
ενεργοποιούνται όλες οι διορθώσεις που αναφέρονται στο παρόν και το προηγούµενο 
κεφάλαιο και αφορούν την κεφαλή του κοχλία, το µήκος συναρµογής, την κάµψη του 
κοχλία, τις διατµητικές παραµορφώσεις, την τρισδιάστατη εντατική κατάσταση και 
την αλληλεπίδραση κοχλία και πέλµατος. Στο σχήµα 4-34 παρουσιάζονται οι 
καµπύλες δύναµης-µετακίνησης του προτεινόµενου επαυξητικού προσοµοιώµατος 
και του αντίστοιχου τρισδιάστατου πεπερασµένων στοιχείων. Επίσης, στο ίδιο σχήµα 
φαίνεται και η αντίστοιχη πειραµατική καµπύλη.  
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Σχήµα 4-34. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ Τ1 

Η συµπεριφορά του προτεινόµενου προσοµοιώµατος αποδεικνύεται πολύ 
ικανοποιητική. Η αρχική δυσκαµψία, η αντοχή και η µέγιστη µετακίνηση πρακτικά 
ταυτίζονται µε τις αντίστοιχες τιµές της πειραµατικής δοκιµής και του τρισδιάστατου 
προσοµοιώµατος. Η µετάβαση από την ελαστική στην πλαστική περιοχή 
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πραγµατοποιείται πιο απότοµα στο επαυξητικό προσοµοίωµα. Αυτό οφείλεται κυρίως 
στην διγραµµική προσέγγιση της σχέσης ροπής-καµπυλότητας της διατοµής του 
πέλµατος, όπως αναφέρθηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο, αλλά και στην απότοµη 
πλαστικοποίηση του κοχλία λόγω εφελκυστικής καταπόνησης µόνο, που υιοθετείται 
από το επαυξητικό προσοµοίωµα. Για τον ίδιο λόγο, παρατηρείται ότι η 
εφαπτοµενική δυσκαµψία στην πλαστική περιοχή στο επαυξητικό προσοµοίωµα 
υπολείπεται της τιµής του τρισδιάστατου προσοµοιώµατος. Τα δύο προσοµοιώµατα 
στην πλαστική περιοχή συγκλίνουν περισσότερο στα τελικά στάδια της φόρτισης και 
όσο πλησιάζουν προς την θραύση. Στο επαυξητικό προσοµοίωµα η θραύση οφείλεται 
στην εφελκυστική αστοχία του κοχλία, ενώ έχει προηγηθεί η πλαστικοποίηση στο 
πέλµα στην θέση της συναρµογής µε τον κορµό και στην θέση του κοχλία. Τα σηµεία 
της καµπύλης όπου πραγµατοποιούνται οι πλαστικοποιήσεις, σηµειώνονται µε τα 
διακριτικά 1, 2 και Β, η ερµηνεία των οποίων παρουσιάζεται στον πίνακα 4-2: 

Πίνακας 4-2. Χαρακτηριστικά σηµεία πλαστικοποίησης/θραύσης 

Ψηφίο Ερµηνεία 

1 Πλαστικοποίηση ή θραύση στο πέλµα στην συναρµογή µε τον κορµό 

2 Πλαστικοποίηση ή θραύση στο πέλµα στην περιοχή του κοχλία 

Β Πλαστικοποίηση ή θραύση του κοχλία 

 

Στο σχήµα 4-35 φαίνεται η εξέλιξη της ισοδύναµης τάσης (σχέση 4-8) στο πέλµα και 
στον κοχλία σε διάφορες φάσεις της φόρτισης. Οι τρεις πρώτοι χρόνοι αντιστοιχούν 
στο τµήµα της καµπύλης δύναµης-µετακίνησης, όπου πραγµατοποιείται µετάβαση 
στην πλαστική περιοχή. Παρατηρείται αρχικά η έναρξη πλαστικοποίησης στην 
συναρµογή του πέλµατος µε τον κορµό, και ακολουθούν σχεδόν ταυτόχρονα η 
πλαστικοποίηση του κοχλία και του πέλµατος στην περιοχή της οπής. Η συµπεριφορά 
αυτή βρίσκεται σε συµφωνία µε την αντίστοιχη του επαυξητικού προσοµοιώµατος.  

 

Σχήµα 4-35. Εξέλιξη ισοδύναµης τάσης σε πέλµα και κοχλία τρισδιάστατου 
προσοµοιώµατος Τ1 (σηµ.: οι δυνάµεις F  αντιστοιχούν στο συµµετρικό µισό τµήµα 

που προσοµοιώνεται) 
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Στο σχήµα 4-36 φαίνεται η καµπύλη δύναµης-µήκους αποκόλλησης 2L , όπως 

υπολογίζεται από το επαυξητικό προσοµοίωµα. Παρατηρείται ότι, µε την έναρξη της 
πλαστικοποίησης στην συναρµογή πέλµατος και κορµού, το µήκος αποκόλλησης 
µειώνεται. Η τάση αυτή συνεχίζεται µέχρι την πλαστικοποίηση του κοχλία, οπότε και 
αντιστρέφεται, προκαλώντας αύξηση του µήκους αποκόλλησης µέχρι και την 
θραύση. Στο σχήµα 4-37 παρουσιάζονται οι περιοχές του πέλµατος του 
τρισδιάστατου προσοµοιώµατος που βρίσκονται σε επαφή µε το υπόβαθρο σε 
διάφορες χαρακτηριστικές χρονικές στιγµές της φόρτισης. Επίσης, µε διακεκοµµένη 
γραµµή φαίνεται το όριο αποκόλλησης που υπολογίζεται µε το επαυξητικό 
προσοµοίωµα για αντίστοιχα επίπεδα φόρτισης. Η πρώτη εικόνα αντιστοιχεί σε 
ελαστική συµπεριφορά, και οι υπόλοιπες σε µεταγενέστερα στάδια, όπου έχει επέλθει 
η πλαστικοποίηση. Από την σύγκριση αποδεικνύεται η αποτελεσµατικότητα του 
επαυξητικού προσοµοιώµατος στην ακριβή εκτίµηση των σύνθετων φαινοµένων 
επαφής του πέλµατος. Παρατηρείται ότι η εξέλιξη του µήκους αποκόλλησης στο 
τρισδιάστατο προσοµοίωµα συµφωνεί µε εκείνη του προτεινόµενου επαυξητικού 
προσοµοιώµατος, καθώς µετά το αρχικό ελαστικό στάδιο της απόκρισης, το µήκος 
αποκόλλησης αρχικά µειώνεται και στην συνέχεια αυξάνεται µέχρι και την θραύση. 
Παρατηρείται επίσης, ότι το µήκος αποκόλλησης δεν είναι σταθερό σε όλο το πλάτος 
του πέλµατος, αλλά ότι κοντά στον κοχλία µειώνεται, και µάλιστα η διαφοροποίηση 
είναι περισσότερο έντονη µετά την πλαστικοποίηση. Η εξάρτηση του µήκους 
αποκόλλησης µε την απόσταση από τον κοχλία δεν λαµβάνεται υπόψη στο 
επαυξητικό προσοµοίωµα, και όπως προκύπτει από τα αποτελέσµατα, η τιµή που 
υπολογίζεται από το τελευταίο προσεγγίζει την τιµή του τρισδιάστατου 
προσοµοιώµατος µακριά από τον κοχλία. Η ενσωµάτωση ενός διορθωτικού 
µηχανισµού σχετικού µε αυτό το φαινόµενο απαιτεί διεξοδικότερη διερεύνηση και 
συνιστά ένα αντικείµενο πιθανής µελλοντικής έρευνας. 
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Σχήµα 4-36. Καµπύλη δύναµης-µήκους αποκόλλησης 2L  προτεινόµενο επαυξητικού 
προσοµοιώµατος για το βραχύ ταυ Τ1 
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Σχήµα 4-37. Εξέλιξη φαινοµένων επαφής στο πέλµα του τρισδιάστατου 
προσοµοιώµατος Τ1 (οι δυνάµεις F  αντιστοιχούν στο συµµετρικό µισό τµήµα που 

προσοµοιώνεται) 

Στα σχήµατα 4-38 και 4-39 παρουσιάζονται οι καµπύλες εξωτερικής δύναµης F  - 
µετακίνησης κοχλία bδ  και εξωτερικής δύναµης F  - δύναµης κοχλία bF  για το 

επαυξητικό και το τρισδιάστατο προσοµοίωµα. Η σύγκλιση των καµπυλών είναι 
ικανοποιητική, δεδοµένου ότι ο κοχλίας στο προτεινόµενο προσοµοίωµα θεωρείται 
ως ένα µετακινησιακό ελατήριο. Λόγω της ταυτόχρονης εφελκυστικής και καµπτικής 
καταπόνησης στον κορµό του κοχλία, η πλαστικοποίησή του στο τρισδιάστατο 
προσοµοίωµα πραγµατοποιείται σε µικρότερη στάθµη φόρτισης. Ωστόσο, η θραύση 
πραγµατοποιείται σε σχεδόν ίδιο επίπεδο φόρτισης, καθώς για τον υπολογισµό της 
µέγιστης εφελκυστικής αντοχής του κοχλία στο επαυξητικό προσοµοίωµα, 
συµµετέχει και η καµπτική παραµόρφωση, σύµφωνα µε την διορθωτική διαδικασία 
που αναφέρεται στην παράγραφο 3.6.2. 
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Σχήµα 4-38. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-µετακίνησης κοχλία βραχέος ταυ Τ1 
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Σχήµα 4-39. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης-δύναµης κοχλία βραχέος ταυ Τ1 

Στην συνέχεια ακολουθεί µια διερεύνηση της επίδρασης που έχουν οι διάφορες 
διορθώσεις, οι οποίες αναφέρονται στο παρόν και στο προηγούµενο κεφάλαιο, στην 
απόκριση που υπολογίζεται από το επαυξητικό προσοµοίωµα. Στο σχήµα 4-40 
παρουσιάζονται οι καµπύλες δύναµης-µετακίνησης που προκύπτουν µε 
απενεργοποιηµένες διάφορες από τις διορθώσεις αυτές. Η καµπύλη που προκύπτει µε 
απενεργοποιηµένη την διόρθωση κεφαλής κοχλία χαρακτηρίζεται από πρόωρη 
πλαστικοποίηση του πέλµατος στην θέση του κοχλία, καθώς οι ροπές κάµψης του 
πέλµατος στην συγκεκριµένη θέση υπολογίζονται θεωρώντας συγκεντρωµένη δράση 
του τελευταίου, και συνεπώς είναι προσαυξηµένες. Αυτό προκαλεί υποεκτίµηση της 
απόκρισης µετά το σηµείο αυτό και έτσι το επίπεδο φόρτισης, στο οποίο επέρχεται η 
πτώση της κλίσης της καµπύλης (σηµείο πλαστικοποίησης), υπολείπεται σηµαντικά 
του αντίστοιχου στο τρισδιάστατο προσοµοίωµα. Η καµπύλη που προκύπτει χωρίς 
την διόρθωση κάµψης του κοχλία εµφανίζει αυξηµένη µετακίνηση θραύσης. Επειδή ο 
κοχλίας είναι κρίσιµος στο συγκεκριµένο βραχύ ταυ, η παράλειψη της συµβολής της 
καµπτικής καταπόνησης στην µέγιστη εφελκυστική αντοχή του έχει ως συνέπεια την 
υπερεκτίµηση της αντοχής, και συνεπώς την κατά πολύ εσφαλµένη εκτίµηση της 
µετακινησιακής ικανότητας. Οι παρενέργειες αυτές δεν επηρεάζουν βραχέα ταυ, στα 
οποία το πέλµα είναι κρίσιµο για την θραύση. Η καµπύλη που προκύπτει αµελώντας 
την τρισδιάστατη εντατική κατάσταση στο πέλµα χαρακτηρίζεται κυρίως από 
υποεκτίµηση του επιπέδου φόρτισης του σηµείου πλαστικοποίησης και της αντοχής 
θραύσης. Αποδεικνύεται ότι, χωρίς την τροποποίηση του νόµου υλικού του πέλµατος 
µε την προσαύξηση του ορίου διαρροής και θραύσης, η συµπεριφορά που 
υπολογίζεται από το προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα, και η οποία αντιστοιχεί 
σε θεωρία απλής δοκού για το πέλµα, εµφανίζει πρόωρη πλαστικοποίηση και 
σηµαντικά µειωµένα επίπεδα τελικής φόρτισης. Η επόµενη καµπύλη που 
παρουσιάζεται στο σχήµα 4-40 αφορά την περίπτωση όπου το προσοµοιούµενο 
µήκος του πέλµατος περιορίζεται µέχρι απόστασης 0 2, r  από την αρχή της 
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συναρµογής του µε τον κορµό. Αποδεικνύεται ότι η απόκριση του προσοµοιώµατος 
επηρεάζεται καθοριστικά από την ενσωµάτωση του ελαστικού µήκους της 
συναρµογής. Στο συγκεκριµένο βραχύ ταυ µεταβλήθηκε η αλληλουχία των 
πλαστικοποιήσεων και κρίσιµο για την θραύση προέκυψε το πέλµα στην θέση της 
συναρµογής, επηρεάζοντας την µετακινησιακή ικανότητά του.  
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Σχήµα 4-40. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ Τ1 µε διερεύνηση των 
διορθωτικών µηχανισµών του προτεινόµενου επαυξητικού προσοµοιώµατος 

Η τελευταία καµπύλη υπολογίσθηκε απενεργοποιώντας όλες τις διορθώσεις, και 
συνεπώς αντιστοιχεί στην απόκριση που θα έδινε και ένα διδιάστατο προσοµοίωµα 
µε πεπερασµένα στοιχεία δοκού για το πέλµα και ελατήριο για τον κοχλία. Η 
απόκλιση από την ακριβέστερη τρισδιάστατη προσοµοίωση είναι µεγάλη, 
επηρεάζοντας δυσµενώς τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας, του σηµείου 
πλαστικοποίησης και της αντοχής θραύσης καθώς και της µετακινησιακής 
ικανότητας. Η διόρθωση για την µη οµοιόµορφη παραµόρφωση του πέλµατος στην 
τρίτη διάσταση, εξαιτίας της αλληλεπίδρασής του µε τον κοχλία, δεν προκαλεί 
διαφοροποίηση στην απόκριση του επαυξητικού προσοµοιώµατος, καθώς στο 
συγκεκριµένο βραχύ ταυ το πλάτος είναι µικρό και συνεπώς δεν παρουσιάζεται η 
επίδραση της σχετικής διόρθωσης στο σχήµα 4-40. Όµοια, και για την επίδραση των 
διατµητικών παραµορφώσεων, η διαφοροποίηση είναι ελάχιστη και για λόγους 
ευκρίνειας δεν εµφανίζεται στο σχήµα. 

Βραχύ ταυ Τ2 
Στην συνέχεια, για την αξιολόγηση του επαυξητικού προσοµοιώµατος 
χρησιµοποιείται το τρισδιάστατο προσοµοίωµα του βραχέος ταυ Τ2. Όπως και µε το 
βραχύ ταυ Τ1, επιβάλλεται παρεµπόδιση των πλευρικών µετακινήσεων και στα δύο 
πλευρικά όρια, έτσι ώστε να ταυτίζονται οι παραδοχές και των δύο προσοµοιωµάτων. 
Πάντως, η διαφοροποίηση της καθολικής απόκρισης για διαφορετικές πλευρικές 
συνοριακές συνθήκες είναι ελάχιστη όπως φαίνεται και στο σχήµα 4-41. 
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Σχήµα 4-41. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης τρισδιάστατου προσοµοιώµατος Τ2 
για διάφορες πλευρικές συνοριακές συνθήκες 

Στο επαυξητικό προσοµοίωµα εισάγονται τα γεωµετρικά δεδοµένα, όπως φαίνονται 
στο σχήµα 4-14. Οι νόµοι των υλικών εισάγονται µε παραδοχή συµβατικών τάσεων 
και ανηγµένων παραµορφώσεων, και εξιδανικεύονται µέσω διγραµµικής 
προσέγγισης. Οι τιµές των χαρακτηριστικών µεγεθών για τα τρία διακριτά υλικά 
δίνονται στον πίνακα 4-3.  

Πίνακας 4-3. ∆εδοµένα υλικών για το επαυξητικό προσοµοίωµα Τ2 

Πέλµα  Κοχλίας  Κορµός  

E  = 2,00 1011 Pa  bE  = 2,00 1011 Pa  wE  = 2,00 1011 Pa  

TE  = 5,87 108 Pa  T ,bE  = 1,80 109 Pa  T ,wE  = 6,40 109 Pa  

yf  = 2,82 108 Pa  y ,bf  = 8,00 108 Pa  y ,wf  = 2,90 108 Pa  

uf  = 4,75 108 Pa  u ,bf  = 9,00 108 Pa  u ,wf  = 5,00 108 Pa  

 

Στο σχήµα 4-42 παρουσιάζονται οι καµπύλες δύναµης-µετακίνησης του επαυξητικού 
και του τρισδιάστατου προσοµοιώµατος, ενώ εµφανίζεται και η καµπύλη της 
πειραµατικής δοκιµής. Η καµπύλη του επαυξητικού προσοµοιώµατος συγκλίνει σε 
ικανοποιητικό βαθµό µε την αντίστοιχη του τρισδιάστατου προσοµοιώµατος. 
Υπερεκτιµάται ελάχιστα η αρχική δυσκαµψία και η αντοχή θραύσης, ενώ η µετάβαση 
από την ελαστική στην πλαστική περιοχή είναι και εδώ πιο απότοµη. Αυτό οφείλεται 
κυρίως στην πλαστικοποίηση του κοχλία, η οποία στο τρισδιάστατο προσοµοίωµα, 
λόγω και της ταυτόχρονης ύπαρξης της καµπτικής καταπόνησης στον κορµό, 
επέρχεται πιο οµαλά, σε αντίθεση µε το επαυξητικό προσοµοίωµα, όπου η 
πλαστικοποίηση πραγµατοποιείται στιγµιαία, µόλις η αξονική δύναµη του κοχλία 
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υπερβεί την εφελκυστική δύναµη διαρροής. Επειδή στο βραχύ ταυ Τ2 ο κοχλίας είναι 
πολύ πιο αδύναµος συγκριτικά µε το πέλµα, από ότι ο κοχλίας του βραχέος ταυ Τ1, η 
συµπεριφορά του είναι περισσότερο κρίσιµη στην καθολική απόκριση. Συνεπώς, το 
όποιο σφάλµα στην προσοµοίωση του, όπως για παράδειγµα η παράλειψη της 
καµπτικής καταπόνησής του, αντανακλάται εντονότερα στην τελική συµπεριφορά. 
Παρόλα αυτά όµως, η απόκλιση είναι πολύ µικρή για το συγκεκριµένο βραχύ ταυ, το 
οποίο διαθέτει έναν ιδιαίτερα ασθενή κοχλία σε σχέση µε το πέλµα.  
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Σχήµα 4-42. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ Τ2 

Η θραύση του προτεινόµενου προσοµοιώµατος εκδηλώνεται µε την αστοχία του 
κοχλία, αφού έχει προηγηθεί η πλαστικοποίηση του πέλµατος στην θέση της 
συναρµογής του µε τον κορµό, σχεδόν ταυτόχρονα µε την διαρροή του κοχλία. Η 
συγκεκριµένη συµπεριφορά συµφωνεί απόλυτα µε το τρισδιάστατο προσοµοίωµα 
αλλά και µε τις πειραµατικές παρατηρήσεις. Επίσης, από το επαυξητικό 
προσοµοίωµα προκύπτει ότι δεν εµφανίζονται φαινόµενα επαφής στο πέλµα αλλά ότι 
διαµορφώνονται συνθήκες απλής στήριξης στο ελεύθερο άκρο. Το γεγονός αυτό 
επιβεβαιώνεται και από το τρισδιάστατο προσοµοίωµα και την πειραµατική δοκιµή.  

Στα σχήµατα 4-43 και 4-44 παρουσιάζονται οι καµπύλες εξωτερικής δύναµης F  - 
µετακίνησης κοχλία bδ  και εξωτερικής δύναµης F - δύναµης κοχλία bF  για το 

επαυξητικό και το τρισδιάστατο προσοµοίωµα. Επιβεβαιώνεται η καθυστερηµένη 
πλαστικοποίηση του κοχλία στο επαυξητικό προσοµοίωµα, εξαιτίας του µη 
συνυπολογισµού της καµπτικής έντασης. Πάντως, η σύγκλιση κρίνεται 
ικανοποιητική, δεδοµένων των απλοποιήσεων που εφαρµόζονται στο προτεινόµενο 
προσοµοίωµα.  
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Σχήµα 4-43. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης - µετακίνησης κοχλία βραχέος ταυ Τ2 
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Σχήµα 4-44. Καµπύλες εξωτερικής δύναµης - δύναµης κοχλία βραχέος ταυ Τ2 

Στην συνέχεια, ακολουθεί η διερεύνηση της επίδρασης που έχουν οι διάφορες 
διορθώσεις που αναφέρονται στο παρόν και στο προηγούµενο κεφάλαιο στην 
απόκριση που υπολογίζεται από το επαυξητικό προσοµοίωµα. Στο σχήµα 4-45 
παρουσιάζονται οι καµπύλες δύναµης-µετακίνησης που προκύπτουν µε 
απενεργοποιηµένες διάφορες από τις διορθώσεις αυτές. Επειδή η συµπεριφορά του 
πέλµατος είναι λιγότερο καθοριστική σε αυτό το βραχύ ταυ, η επίδραση των 
διορθώσεων που σχετίζονται µε αυτό είναι µικρή συγκριτικά µε το βραχύ ταυ Τ1. 
Μεγαλύτερη απόκλιση παρατηρείται στην αρχική δυσκαµψία, η οποία εµφανίζεται 
αυξηµένη κατά περίπου 20%, όταν αγνοούνται οι διατµητικές παραµορφώσεις, ενώ 
διπλάσια είναι η αύξηση για την ανάλυση χωρίς την προσοµοίωση του ελαστικού 
τµήµατος της συναρµογής. Σε αυτήν την ανάλυση παρατηρείται και µία σηµαντική 
αύξηση της µέγιστης µετακίνησης καθώς και µεταβολή στην αλληλουχία των 
πλαστικοποιήσεων, η οποία οφείλεται στην πρόωρη πλαστικοποίηση του πέλµατος 
στην συναρµογή. Η ανάλυση χωρίς συνυπολογισµό της καµπτικής παραµόρφωσης 
στον κοχλία εµφανίζει υπερεκτίµηση της εφελκυστικής αντοχής του κοχλία, και 
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επειδή ο κοχλίας είναι κρίσιµος για την αστοχία του συγκεκριµένου βραχέος ταυ, 
εκδηλώνεται µια σηµαντική απόκλιση στην εκτίµηση της µέγιστης µετακίνησης. Η 
ανάλυση χωρίς την διόρθωση για την τρισδιάστατη εντατική κατάσταση του 
πέλµατος παρουσιάζει καλύτερη συµπεριφορά, µε την καµπύλη να ταυτίζεται σχεδόν 
µε εκείνη του τρισδιάστατου προσοµοιώµατος. Η υποεκτίµηση του σηµείου 
πλαστικοποίησης του πέλµατος, που προκύπτει από αυτήν την ανάλυση, 
αντισταθµίζει το σφάλµα που εισάγεται από την παράλειψη της συµβολής της 
καµπτικής καταπόνησης στην πλαστικοποίηση κοχλία, και έτσι η καθολική απόκριση 
προκύπτει βελτιωµένη από τον συγκερασµό των δύο σφαλµάτων. Ωστόσο, η 
συµπεριφορά αυτή δεν µπορεί να γενικευθεί περισσότερο, και αποτελεί ένα τυχαίο 
ιδίωµα του συγκεκριµένου βραχέος ταυ.  
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Σχήµα 4-45. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ Τ2 µε διερεύνηση των 
διορθωτικών µηχανισµών του προτεινόµενου επαυξητικού προσοµοιώµατος 

Η ανάλυση χωρίς την διόρθωση της οµοιόµορφης κατανοµής της δράσης του κοχλία 
στο πέλµα δεν διαφοροποιεί την απόκριση, καθώς δεν εµφανίζεται πλαστικοποίηση 
του πέλµατος στην θέση του κοχλία. Το ίδιο συµβαίνει και στην ανάλυση χωρίς 
αλληλεπίδραση κοχλία και πέλµατος στην τρίτη διάσταση, καθώς το πλάτος του 
πέλµατος είναι µικρό. 

4.7.1 Παραµετρική ανάλυση 

Προκειµένου να διερευνηθεί διεξοδικότερα η αποτελεσµατικότητα του επαυξητικού 
προσοµοιώµατος σε µεγάλο εύρος γεωµετρικών διαµορφώσεων, χρησιµοποιήθηκε το 
τρισδιάστατο προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων για την παραµετρική ανάλυση 
δώδεκα συνολικά βραχέων ταυ. Η επιλογή των παραµέτρων των δώδεκα βραχέων 
ταυ έγινε µε τέτοιο τρόπο, ώστε να υπάρχει µεγάλη διακύµανση της σχετικής αντοχής 
πέλµατος και κοχλία. Οι κύριες παράµετροι που µεταβάλλονται είναι το πλάτος του 
πέλµατος, η διάµετρος του κοχλία και το πάχος του πέλµατος. Τα υλικά παραµένουν 
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σταθερά και οι τιµές των χαρακτηριστικών µεγεθών της διγραµµικής προσέγγισης 
τους δίνονται στον πίνακα 4-4.  

Πίνακας 4-4. ∆εδοµένα υλικών για την παραµετρική ανάλυση 

Πέλµα  Κοχλίας  

E  = 2,00 1011 Pa  bE  = 2,00 1011 Pa  

TE  = 7,82 108 Pa  T ,bE  = 2,40 109 Pa  

yf  = 3,55 108 Pa  y ,bf  = 6,40 108 Pa  

uf  = 5,10 108 Pa  u ,bf  = 9,00 108 Pa  

 

Για τον κορµό δεν χρησιµοποιείται επιπλέον υλικό, καθώς οι µετακινήσεις µετρώνται 
στο επίπεδο του πέλµατος, και συνεπώς δεν ενδιαφέρει η προσοµοίωση της 
παραµορφωσιµότητας του κορµού. Οι τιµές που δίνονται στον πίνακα 4-4 
αντιστοιχούν σε παραδοχή συµβατικών τάσεων και ανηγµένων παραµορφώσεων. Στο 
τρισδιάστατο προσοµοίωµα εισάγονται τροποποιηµένες, έτσι ώστε να 
ανταποκρίνονται σε παραδοχή πραγµατικών τάσεων και ανηγµένων 
παραµορφώσεων. Στο σχήµα 4-46 παρουσιάζονται οι γεωµετρικές διαστάσεις των 
βραχέων ταυ στην παραµετρική ανάλυση. Οι µεταβαλλόµενες παράµετροι 
απαριθµούνται για κάθε ένα βραχύ ταυ στον πίνακα 4-5.  

 

Σχήµα 4-46. Γεωµετρικές διαστάσεις βραχέων ταυ παραµετρικής ανάλυσης 
(διαστάσεις σε mm) 
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Πίνακας 4-5. Μεταβαλλόµενα γεωµετρικά µεγέθη παραµετρικής ανάλυσης (σε mm)  

Πέλµα Κοχλίας 

Βραχύ 
ταυ b  ft  wt  hd  bd  b,hd  b,ht  bL  b,wt  

τ1 50,0 10,0 6,5 23,0 20,0 34,0 13,0 14,0 4,0 

τ2 80,0 10,0 6,5 23,0 20,0 34,0 13,0 14,0 4,0 

τ3 120,0 10,0 6,5 23,0 20,0 34,0 13,0 14,0 4,0 

τ4 50,0 10,0 6,5 14,0 12,0 24,0 8,0 13,0 3,0 

τ5 80,0 10,0 6,5 14,0 12,0 24,0 8,0 13,0 3,0 

τ6 120,0 10,0 6,5 14,0 12,0 24,0 8,0 13,0 3,0 

τ7 50,0 15,0 9,0 23,0 20,0 34,0 13,0 19,0 4,0 

τ8 80,0 15,0 9,0 23,0 20,0 34,0 13,0 19,0 4,0 

τ9 120,0 15,0 9,0 23,0 20,0 34,0 13,0 19,0 4,0 

τ10 50,0 15,0 9,0 14,0 12,0 24,0 8,0 18,0 3,0 

τ11 80,0 15,0 9,0 14,0 12,0 24,0 8,0 18,0 3,0 

τ12 120,0 15,0 9,0 14,0 12,0 24,0 8,0 18,0 3,0 

 

Οι ανεξάρτητες παράµετροι στον πίνακα 4-5 είναι το πλάτος b , το πάχος ft  και η 

διάµετρος bd . Το wt  εξαρτάται από το πάχος ft , τα hd , b,hd , b,ht  και b,wt  εξαρτώνται 

από την διάµετρο bd , ενώ το µήκος του κοχλία bL  εξαρτάται τόσο από το πάχος ft , 

όσο και από την διάµετρο bd .  

Στο σχήµα 4-47 φαίνονται τα τρισδιάστατα προσοµοιώµατα της παραµετρικής 
ανάλυσης. Όπως προκύπτει και από τις τιµές των µεταβαλλόµενων µεγεθών, στις 
δώδεκα υπό εξέταση διαµορφώσεις περιλαµβάνονται βραχέα ταυ µε µικρό, µεσαίο 
και σχετικά µεγάλο πλάτος πέλµατος. Έτσι, είναι δυνατή η διερεύνηση της 
αλληλεπίδρασης του πέλµατος µε τον κοχλία στην τρισδιάστατη παραµορφωµένη 
γεωµετρία που δηµιουργείται σε βραχέα ταυ µεγάλου πλάτους και η αποτίµηση της 
απόδοσης του επαυξητικού προσοµοιώµατος σε αυτές τις συνθήκες. Επίσης, µε την 
µεταβολή του πάχους του πέλµατος και της διαµέτρου του κοχλία, δηµιουργείται ένα 
µεγάλο εύρος της σχετικής αντοχής των δύο, στα πλαίσια του οποίου µπορεί να 
εξετασθεί η εν λόγω αλληλεπίδραση στις τρεις διαστάσεις.  
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Σχήµα 4-47. Τρισδιάστατα προσοµοιώµατα παραµετρικής ανάλυσης  

Στα σχήµατα 4-48 ως 4-59 παρουσιάζονται οι καµπύλες δύναµης-µετακίνησης των 
δώδεκα βραχέων ταυ, όπως υπολογίζονται από το επαυξητικό και το τρισδιάστατο 
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προσοµοίωµα. Για το επαυξητικό προσοµοίωµα εφαρµόζονται όλες οι διορθώσεις 
που προτείνονται σε αυτό και στο προηγούµενο κεφάλαιο. 
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Σχήµα 4-48. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ τ1 
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Σχήµα 4-49. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ τ2 
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Σχήµα 4-50. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ τ3 
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Σχήµα 4-51. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ τ4 
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Σχήµα 4-52. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ τ5 
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Σχήµα 4-53. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ τ6 
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Σχήµα 4-54. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ τ7 
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Σχήµα 4-55. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ τ8 
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Σχήµα 4-56. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ τ9 
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Σχήµα 4-57. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ τ10 
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Σχήµα 4-58. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ τ11 
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Σχήµα 4-59. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ τ12 

Η συµπεριφορά του επαυξητικού προσοµοιώµατος είναι πολύ ικανοποιητική. Η 
σύγκλιση µε το τρισδιάστατο προσοµοίωµα επιτυγχάνεται σε µεγάλο βαθµό, στο 
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σύνολο των βραχέων ταυ της παραµετρικής ανάλυσης. Τα επιµέρους χαρακτηριστικά 
µεγέθη της αρχικής δυσκαµψίας, της αντοχής και της µέγιστης µετακίνησης, που 
χαρακτηρίζουν την συνολική καµπύλη δύναµης-µετακίνησης, συµφωνούν επίσης µε 
ικανοποιητική ακρίβεια µε τις τιµές του τρισδιάστατου προσοµοιώµατος. Η αρχική 
δυσκαµψία παρουσιάζει µια συστηµατική µικρή υπερεκτίµηση, κυρίως στα βραχέα 
ταυ όπου ο κοχλίας είναι πιο αδύναµος και συνεπώς καθοριστικός για την συνολική 
απόκριση. Η εκτίµηση της µέγιστης µετακίνησης, η οποία αποτελεί και το πλέον 
δύσκολο χαρακτηριστικό να υπολογισθεί αναλυτικά, είναι επίσης αρκετά ακριβής. Η 
µεγαλύτερη απόκλιση εµφανίζεται στο βραχύ ταυ τ5, και είναι µικρότερη από 30%, 
ενώ στα υπόλοιπα βραχέα ταυ είναι αρκετά µικρότερη.  

Στον πίνακα 4-6 που ακολουθεί παρουσιάζονται συγκεντρωµένα τα µεγέθη της 
αρχικής δυσκαµψίας, της αντοχής και της µέγιστης µετακίνησης, όπως υπολογίζονται 
από το επαυξητικό και το τρισδιάστατο προσοµοίωµα, για τα δώδεκα βραχέα ταυ της 
παραµετρικής ανάλυσης. Επίσης, παρουσιάζεται για κάθε µέγεθος ο λόγος της τιµής 
του επαυξητικού προς την τιµή του τρισδιάστατου προσοµοιώµατος, καθώς και η 
µέση τιµή και η τυπική απόκλιση του λόγου για το δείγµα των δώδεκα βραχέων ταυ 
της παραµετρικής ανάλυσης. Αποδεικνύεται ότι η αντοχή υπολογίζεται εντός ενός 
ορίου ακρίβειας 5%, ενώ η αρχική δυσκαµψία υπερεκτιµάται κατά 17% κατά µέσο 
όρο, µε µεγαλύτερη απόκλιση ίση µε 30%. Η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση για 
την µέγιστη µετακίνηση επιβεβαιώνουν ότι πρακτικά δεν υπάρχει συστηµατικό 
σφάλµα στον υπολογισµό της. 

Πίνακας 4-6. Αποτελέσµατα παραµετρικής ανάλυσης για το προτεινόµενο 
επαυξητικό και το τρισδιάστατο προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων 

 
Αρχική ∆υσκαµψία 

(Nt/m) 
Αντοχή 

(Nt) 
Μέγιστη µετακίνηση 

(m) 

 Προτεινόµενο Τρισδιάστατο Λόγος Προτεινόµενο Τρισδιάστατο Λόγος Προτεινόµενο Τρισδιάστατο Λόγος 

τ1 7,84E+07 8,02E+07 0,98 6,85E+04 7,08E+04 0,97 1,32E-02 1,27E-02 1,04 

τ2 1,13E+08 1,11E+08 1,02 1,04E+05 1,11E+05 0,94 1,44E-02 1,39E-02 1,04 

τ3 1,39E+08 1,32E+08 1,05 1,51E+05 1,50E+05 1,01 1,74E-02 1,54E-02 1,13 

τ4 7,10E+07 6,07E+07 1,17 5,83E+04 6,26E+04 0,93 1,45E-02 1,43E-02 1,02 

τ5 1,01E+08 8,34E+07 1,21 8,27E+04 8,48E+04 0,98 9,52E-03 7,41E-03 1,29 

τ6 1,22E+08 9,93E+07 1,22 9,63E+04 9,82E+04 0,98 3,12E-03 3,60E-03 0,87 

τ7 2,08E+08 1,79E+08 1,17 1,42E+05 1,46E+05 0,97 1,16E-02 1,14E-02 1,02 

τ8 2,91E+08 2,46E+08 1,18 2,12E+05 2,10E+05 1,01 1,11E-02 9,01E-03 1,23 

τ9 3,45E+08 2,91E+08 1,19 2,50E+05 2,49E+05 1,01 3,94E-03 4,78E-03 0,82 

τ10 1,76E+08 1,36E+08 1,30 9,59E+04 9,71E+04 0,99 3,23E-03 3,88E-03 0,83 

τ11 2,34E+08 1,80E+08 1,30 1,14E+05 1,17E+05 0,98 3,13E-03 3,15E-03 0,99 

τ12 2,62E+08 2,13E+08 1,23 1,39E+05 1,44E+05 0,97 3,49E-03 3,08E-03 1,13 

Μέση τιµή  1,17   0,98   1,03 

Τυπική απόκλιση  0,103   0,025   0,147 



Τρ ισδ ιάστατη  προσοµο ίωση  βραχέος  ταυ   ■  191 
 

 

4.8 Εναλλακτικές µέθοδοι από την βιβλιογραφία 

Σε αυτήν την παράγραφο επιχειρείται µια σύγκριση του προτεινόµενου επαυξητικού 
προσοµοιώµατος βραχέος ταυ µε υπάρχουσες εναλλακτικές µεθόδους, οι οποίες είναι 
διαθέσιµες στην βιβλιογραφία για την εκτίµηση της απόκρισης της σύνδεσης βραχέος 
ταυ. Εξετάζεται η µεθοδολογία του Jaspart (1991), των Faella et al. (2000), των 
Swanson και Leon (2001), των Vayas et al. (2003) και του Ευρωκώδικα 3 (CEN 
2003). Η λεπτοµερής περιγραφή των µεθόδων αυτών παρουσιάζεται στο κεφάλαιο 2. 

4.8.1 Jaspart (1991) 

Στον πίνακα 4-7 φαίνονται συγκεντρωµένα τα αποτελέσµατα της µεθοδολογίας 
Jaspart (1991) για τα δώδεκα βραχέα ταυ της παραµετρικής ανάλυσης. Ο 
υπολογισµός των αντοχών έγινε θεωρώντας συγκεντρωµένη την δύναµη του κοχλία. 
Όπως προκύπτει από τα αποτελέσµατα υπάρχει µεγάλη απόκλιση στην εκτίµηση της 
µέγιστης µετακίνησης. Η συµπεριφορά αυτή οφείλεται κυρίως στην ευαισθησία της 
µεθόδου στην επιλογή του µέτρου κράτυνσης hE  του πέλµατος για τον υπολογισµό 

του πλαστικού κλάδου (σχέση 2-55). Στα βραχέα ταυ της παραµετρικής ανάλυσης ο 
νόµος υλικού είναι διγραµµικός, και συνεπώς το µέτρο κράτυνσης παραµένει 
σταθερό, για το σύνολο του πλαστικού κλάδου. Σε ότι αφορά την αρχική δυσκαµψία, 
παρατηρείται µια µεγάλη υπερεκτίµηση της τιµής της, η οποία σε ορισµένα βραχέα 
ταυ είναι µεγαλύτερη από 100%, ενώ η αντοχή υπολογίζεται µε καλύτερη ακρίβεια. 

Πίνακας 4-7. Αποτελέσµατα παραµετρικής ανάλυσης για την µεθοδολογία Jaspart 
(1991) µε συγκεντρωµένη δύναµη κοχλία  

 Αρχική ∆υσκαµψία 
(Nt/m) 

Αντοχή 
(Nt) 

Μέγιστη µετακίνηση 
(m) 

 
Jaspart 
(1991) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 
Jaspart 
(1991) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 
Jaspart 
(1991) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 

τ1 9,80E+07 8,02E+07 1,22 4,87E+04 7,08E+04 0,69 3,90E-02 1,27E-02 3,08 

τ2 1,54E+08 1,11E+08 1,39 7,79E+04 1,11E+05 0,70 3,97E-02 1,39E-02 2,86 

τ3 2,25E+08 1,32E+08 1,71 1,17E+05 1,50E+05 0,78 4,07E-02 1,54E-02 2,65 

τ4 9,41E+07 6,07E+07 1,55 4,87E+04 6,26E+04 0,78 4,06E-02 1,43E-02 2,84 

τ5 1,44E+08 8,34E+07 1,73 7,79E+04 8,48E+04 0,92 4,23E-02 7,41E-03 5,71 

τ6 2,06E+08 9,93E+07 2,07 9,53E+04 9,82E+04 0,97 2,26E-02 3,60E-03 6,28 

τ7 3,19E+08 1,79E+08 1,79 1,12E+05 1,46E+05 0,77 2,76E-02 1,14E-02 2,42 

τ8 4,76E+08 2,46E+08 1,93 1,80E+05 2,10E+05 0,86 2,96E-02 9,01E-03 3,28 

τ9 6,56E+08 2,91E+08 2,25 2,47E+05 2,49E+05 0,99 2,35E-02 4,78E-03 4,92 

τ10 2,73E+08 1,36E+08 2,02 9,43E+04 9,71E+04 0,97 1,65E-02 3,88E-03 4,26 

τ11 3,84E+08 1,80E+08 2,13 1,18E+05 1,17E+05 1,00 1,66E-02 3,15E-03 5,27 

τ12 4,98E+08 2,13E+08 2,34 1,49E+05 1,44E+05 1,04 1,77E-02 3,08E-03 5,74 

Μέση τιµή  1,84   0,87   4,11 

Τυπική απόκλιση  0,344   0,125   1,411 
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Στον πίνακα 4-8 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της µεθοδολογίας Jaspart 
θεωρώντας κατανεµηµένη δύναµη κοχλία στο πέλµα. Η θεώρηση αυτή επηρεάζει τον 
υπολογισµό των αντοχών για τον πρώτο µηχανισµό αστοχίας. Όπως προκύπτει από 
τα αποτελέσµατα, η εκτίµηση της αντοχής βελτιώνεται σηµαντικά, ενώ της µέγιστης 
µετακίνησης δεν επηρεάζεται ουσιαστικά και παραµένει σε µη αποδεκτά επίπεδα.  

Πίνακας 4-8. Αποτελέσµατα παραµετρικής ανάλυσης για την µεθοδολογία Jaspart 
(1991) µε κατανεµηµένη δύναµη κοχλία  

 
Αρχική ∆υσκαµψία 

(Nt/m) 
Αντοχή 

(Nt) 
Μέγιστη µετακίνηση 

(m) 

 
Jaspart 
(1991) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 
Jaspart 
(1991) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 
Jaspart 
(1991) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 

τ1 9,80E+07 8,02E+07 1,22 6,04E+04 7,08E+04 0,85 4,83E-02 1,27E-02 3,82 

τ2 1,54E+08 1,11E+08 1,39 9,67E+04 1,11E+05 0,87 4,93E-02 1,39E-02 3,55 

τ3 2,25E+08 1,32E+08 1,71 1,45E+05 1,50E+05 0,97 5,05E-02 1,54E-02 3,28 

τ4 9,41E+07 6,07E+07 1,55 5,62E+04 6,26E+04 0,90 4,68E-02 1,43E-02 3,28 

τ5 1,44E+08 8,34E+07 1,73 8,17E+04 8,48E+04 0,96 3,42E-02 7,41E-03 4,62 

τ6 2,06E+08 9,93E+07 2,07 9,53E+04 9,82E+04 0,97 2,26E-02 3,60E-03 6,28 

τ7 3,19E+08 1,79E+08 1,79 1,40E+05 1,46E+05 0,96 3,43E-02 1,14E-02 3,00 

τ8 4,76E+08 2,46E+08 1,93 2,16E+05 2,10E+05 1,03 3,28E-02 9,01E-03 3,64 

τ9 6,56E+08 2,91E+08 2,25 2,47E+05 2,49E+05 0,99 1,74E-02 4,78E-03 3,63 

τ10 2,73E+08 1,36E+08 2,02 9,43E+04 9,71E+04 0,97 1,65E-02 3,88E-03 4,26 

τ11 3,84E+08 1,80E+08 2,13 1,18E+05 1,17E+05 1,00 1,66E-02 3,15E-03 5,27 

τ12 4,98E+08 2,13E+08 2,34 1,49E+05 1,44E+05 1,04 1,77E-02 3,08E-03 5,74 

Μέση τιµή  1,84   0,96   4,20 

Τυπική απόκλιση  0,344   0,058   1,060 

 

Όπως αναφέρθηκε στο κεφάλαιο 2 (παράγραφος 2.3.4), ο φορέας του βραχέος ταυ, 
στον οποίο βασίζεται η µεθοδολογία Jaspart, διαφέρει από τον αρχικό των Yee και 
Melchers (1986) µόνο στο σηµείο εφαρµογής της συγκεντρωµένης δύναµης επαφής. 
Στον πίνακα 4-9 φαίνονται τα αποτελέσµατα που προκύπτουν εφαρµόζοντας την 
δύναµη επαφής σύµφωνα µε τους Yee και Melchers (1986), και εκτελώντας κατά τα 
λοιπά την µεθοδολογία Jaspart µε θεώρηση συγκεντρωµένης δύναµης κοχλία. Στον 
πίνακα 4-10 φαίνονται τα αντίστοιχα αποτελέσµατα µε θεώρηση κατανεµηµένης 
δύναµης κοχλία. Η διαφοροποίηση των αποτελεσµάτων σε σχέση µε τα προηγούµενα 
δεν είναι ουσιαστική. Η αρχική δυσκαµψία υπερεκτιµάται στον ίδιο σχεδόν βαθµό, 
ενώ η εκτίµηση της αντοχής βελτιώνεται κατά µέση τιµή, µε µεγαλύτερη όµως τυπική 
απόκλιση. Σε ότι αφορά την µέγιστη µετακίνηση, η απόκλιση είναι µεγαλύτερη, σε 
σχέση µε τα προηγούµενα αποτελέσµατα, και θεωρείται ακόµα περισσότερο µη 
αποδεκτή. 
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Πίνακας 4-9. Αποτελέσµατα παραµετρικής ανάλυσης για την µεθοδολογία Jaspart 
(1991) µε σηµείο εφαρµογής δυνάµεων επαφής κατά Yee και Melchers (1986) και 

συγκεντρωµένη δύναµη κοχλία  

 Αρχική ∆υσκαµψία 
(Nt/m) 

Αντοχή 
(Nt) 

Μέγιστη µετακίνηση 
(m) 

 
Jaspart 
(1991) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 
Jaspart 
(1991) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 
Jaspart 
(1991) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 

τ1 9.20E+07 8.02E+07 1.15 4.87E+04 7.08E+04 0.69 4.15E-02 1.27E-02 3.28 

τ2 1.45E+08 1.11E+08 1.31 7.79E+04 1.11E+05 0.70 4.21E-02 1.39E-02 3.03 

τ3 2.14E+08 1.32E+08 1.62 1.17E+05 1.50E+05 0.78 4.28E-02 1.54E-02 2.78 

τ4 8.94E+07 6.07E+07 1.47 4.87E+04 6.26E+04 0.78 4.27E-02 1.43E-02 2.99 

τ5 1.39E+08 8.34E+07 1.66 7.79E+04 8.48E+04 0.92 4.40E-02 7.41E-03 5.94 

τ6 2.01E+08 9.93E+07 2.02 1.03E+05 9.82E+04 1.05 3.83E-02 3.60E-03 10.65 

τ7 3.08E+08 1.79E+08 1.73 1.12E+05 1.46E+05 0.77 2.85E-02 1.14E-02 2.50 

τ8 4.68E+08 2.46E+08 1.90 1.80E+05 2.10E+05 0.86 3.01E-02 9.01E-03 3.34 

τ9 6.59E+08 2.91E+08 2.26 2.69E+05 2.49E+05 1.08 3.21E-02 4.78E-03 6.71 

τ10 2.75E+08 1.36E+08 2.02 1.02E+05 9.71E+04 1.05 2.77E-02 3.88E-03 7.16 

τ11 3.96E+08 1.80E+08 2.20 1.24E+05 1.17E+05 1.05 2.35E-02 3.15E-03 7.46 

τ12 5.26E+08 2.13E+08 2.47 1.52E+05 1.44E+05 1.06 2.19E-02 3.08E-03 7.11 

Μέση τιµή  1,82   0,90   5,25 

Τυπική απόκλιση  0,400   0,154   2,610 

 

Πίνακας 4-10. Αποτελέσµατα παραµετρικής ανάλυσης για την µεθοδολογία Jaspart 
(1991) µε σηµείο εφαρµογής δυνάµεων επαφής κατά Yee και Melchers (1986) και 

κατανεµηµένη δύναµη κοχλία 

 
Αρχική ∆υσκαµψία 

(Nt/m) 
Αντοχή 

(Nt) 
Μέγιστη µετακίνηση 

(m) 

 
Jaspart 
(1991) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 
Jaspart 
(1991) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 
Jaspart 
(1991) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 

τ1 9.20E+07 8.02E+07 1.15 5.82E+04 7.08E+04 0.82 4.96E-02 1.27E-02 3.92 

τ2 1.45E+08 1.11E+08 1.31 9.32E+04 1.11E+05 0.84 5.03E-02 1.39E-02 3.63 

τ3 2.14E+08 1.32E+08 1.62 1.40E+05 1.50E+05 0.93 5.12E-02 1.54E-02 3.33 

τ4 8.94E+07 6.07E+07 1.47 5.49E+04 6.26E+04 0.88 4.82E-02 1.43E-02 3.37 

τ5 1.39E+08 8.34E+07 1.66 8.79E+04 8.48E+04 1.04 4.96E-02 7.41E-03 6.70 

τ6 2.01E+08 9.93E+07 2.02 1.03E+05 9.82E+04 1.05 3.83E-02 3.60E-03 10.65 

τ7 3.08E+08 1.79E+08 1.73 1.35E+05 1.46E+05 0.92 3.42E-02 1.14E-02 3.00 

τ8 4.68E+08 2.46E+08 1.90 2.15E+05 2.10E+05 1.03 3.61E-02 9.01E-03 4.00 

τ9 6.59E+08 2.91E+08 2.26 2.71E+05 2.49E+05 1.09 3.05E-02 4.78E-03 6.38 

τ10 2.75E+08 1.36E+08 2.02 1.02E+05 9.71E+04 1.05 2.77E-02 3.88E-03 7.16 

τ11 3.96E+08 1.80E+08 2.20 1.24E+05 1.17E+05 1.05 2.35E-02 3.15E-03 7.46 

τ12 5.26E+08 2.13E+08 2.47 1.52E+05 1.44E+05 1.06 2.19E-02 3.08E-03 7.11 

Μέση τιµή  1,82   0,98   5,56 

Τυπική απόκλιση  0,400   0,095   2,367 
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4.8.2 Faella et al. (2000) 

Όπως αναφέρεται στο κεφάλαιο 2 (παράγραφος 2.3.4), η µέθοδος δεν προσφέρεται 
για υπολογισµούς στο χέρι, καθώς απαιτεί εφαρµογή αριθµητικής διαδικασίας για την 
εύρεση της ροπής συναρτήσει της καµπυλότητας. Αυτό µπορεί να αποφευχθεί αν το 
υλικό δεν µεταβάλλεται (απαιτείται αριθµητική διαδικασία µόνο για την αρχική 
επίλυση). Ωστόσο, η πολυπλοκότητα των υπολογισµών παραµένει µεγάλη, αν και 
µειώνεται αισθητά.  

Η εφαρµογή της συγκεκριµένης µεθοδολογίας βασίζεται σε έναν τετραγραµµικό νόµο 
υλικού για το πέλµα. Επειδή, στα τρισδιάστατα προσοµοιώµατα της παραµετρικής 
ανάλυσης έχει εφαρµοσθεί διγραµµική σχέση τάσεων-ανηγµένων παραµορφώσεων, 
είναι απαραίτητη µια επιλογή παραµέτρων για τα επιπλέον σηµεία του νόµου υλικού. 
Συγκεκριµένα, για το υλικό χάλυβα S355 που χρησιµοποιείται στα τρισδιάστατα 
προσοµοιώµατα, επιλέγεται για τις ανηγµένες παραµορφώσεις 10h yε ε=  και 

40m yε ε=  (σχήµα 2-12) . Τα µέτρα κράτυνσης του τρίτου και τέταρτου κλάδου hE  

και uE  αντίστοιχα, τίθενται ίσα, έτσι ώστε να προσεγγίζεται ο διγραµµικός νόµος των 

τρισδιάστατων προσοµοιωµάτων. Η τάση κατά την θραύση τίθεται ίση µε την 
µέγιστη τάση του αντίστοιχου διγραµµικού νόµου. Οι τάσεις και οι ανηγµένες 
παραµορφώσεις εισάγονται µε τις πραγµατικές και όχι τις συµβατικές τιµές τους, 
όπως ακριβώς προτείνεται από τους συγγραφείς. 

Στον πίνακα 4-11 φαίνονται τα αποτελέσµατα της µεθόδου µε θεώρηση 
συγκεντρωµένης δύναµης κοχλία, καθώς και η σύγκριση τους µε τα αποτελέσµατα 
της τρισδιάστατης προσοµοίωσης. Στον πίνακα 4-12 φαίνονται τα αντίστοιχα 
αποτελέσµατα µε θεώρηση κατανεµηµένης δύναµης κοχλία. Η αρχική δυσκαµψία 
υπολογίζεται µε αποδεκτή ακρίβεια, εµφανίζοντας µια συστηµατική υποεκτίµηση 
κατά 25%, σε σύγκριση µε τα τρισδιάστατα προσοµοιώµατα, και µε µικρή τυπική 
απόκλιση. Η αντοχή υπολογίζεται µε ικανοποιητική ακρίβεια, η οποία βελτιώνεται µε 
την θεώρηση κατανεµηµένης δράσης κοχλία. Η απόκλιση στον υπολογισµό της 
µέγιστης µετακίνησης ωστόσο, είναι µεγάλη, τόσο στην µέση τιµή όσο και στην 
τυπική απόκλιση. Ιδιαίτερα για τον δεύτερο µηχανισµό αστοχίας η υπερεκτίµηση της 
µέγιστης µετακίνησης που παρατηρείται στα βραχέα ταυ της παραµετρικής ανάλυσης 
είναι υπερβολική, προσεγγίζοντας τιµές όπως 500%. Η συγκεκριµένη συµπεριφορά 
της µεθόδου, για βραχέα ταυ στα οποία κρίσιµος είναι ο δεύτερος µηχανισµός 
αστοχίας, έχει διαπιστωθεί και από άλλους ερευνητές (Coelho 2004), και αποδίδεται 
στην µη εξασφάλιση συµβιβαστότητας των µετακινήσεων του πέλµατος και του 
κοχλία.  



Τρ ισδ ιάστατη  προσοµο ίωση  βραχέος  ταυ   ■  195 
 

 

Πίνακας 4-11. Αποτελέσµατα παραµετρικής ανάλυσης για την µέθοδο των Faella et 
al. (2000) µε συγκεντρωµένη δύναµη κοχλία  

 
Αρχική ∆υσκαµψία 

(Nt/m) 
Αντοχή 

(Nt) 
Μέγιστη µετακίνηση 

(m) 

 
Faella et 
al. (2000) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 
Faella et 
al. (2000) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 
Faella et 
al. (2000) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 

τ1 4,20E+07 8,02E+07 0,52 4,94E+04 7,08E+04 0,70 1,02E-02 1,27E-02 0,80 

τ2 6,68E+07 1,11E+08 0,60 7,90E+04 1,11E+05 0,71 1,02E-02 1,39E-02 0,74 

τ3 9,91E+07 1,32E+08 0,75 1,19E+05 1,50E+05 0,79 1,02E-02 1,54E-02 0,66 

τ4 4,13E+07 6,07E+07 0,68 4,94E+04 6,26E+04 0,79 1,02E-02 1,43E-02 0,71 

τ5 6,50E+07 8,34E+07 0,78 7,90E+04 8,48E+04 0,93 1,02E-02 7,41E-03 1,38 

τ6 9,58E+07 9,93E+07 0,96 1,04E+05 9,82E+04 1,06 1,61E-02 3,60E-03 4,47 

τ7 1,01E+08 1,79E+08 0,57 1,14E+05 1,46E+05 0,78 6,85E-03 1,14E-02 0,60 

τ8 1,58E+08 2,46E+08 0,64 1,82E+05 2,10E+05 0,87 6,88E-03 9,01E-03 0,76 

τ9 2,30E+08 2,91E+08 0,79 2,72E+05 2,49E+05 1,09 6,93E-03 4,78E-03 1,45 

τ10 9,64E+07 1,36E+08 0,71 1,03E+05 9,71E+04 1,06 9,28E-03 3,88E-03 2,39 

τ11 1,50E+08 1,80E+08 0,83 1,24E+05 1,17E+05 1,06 1,41E-02 3,15E-03 4,49 

τ12 2,20E+08 2,13E+08 1,03 1,53E+05 1,44E+05 1,07 1,69E-02 3,08E-03 5,50 

Μέση τιµή  0,74   0,91   2,00 

Τυπική απόκλιση  0,154   0,152   1,793 

 

Πίνακας 4-12. Αποτελέσµατα παραµετρικής ανάλυσης για την µέθοδο των Faella et 
al. (2000) µε κατανεµηµένη δύναµη κοχλία  

 
Αρχική ∆υσκαµψία 

(Nt/m) 
Αντοχή 

(Nt) 
Μέγιστη µετακίνηση 

(m) 

 
Faella et 
al. (2000) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 
Faella et 
al. (2000) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 
Faella et 
al. (2000) 

Τρισδιάστ. 
προσοµ. 

Λόγος 

τ1 4,21E+07 8,02E+07 0,52 5,91E+04 7,08E+04 0,83 1,04E-02 1,27E-02 0,82 

τ2 6,69E+07 1,11E+08 0,60 9,45E+04 1,11E+05 0,85 1,04E-02 1,39E-02 0,75 

τ3 9,93E+07 1,32E+08 0,75 1,42E+05 1,50E+05 0,95 1,04E-02 1,54E-02 0,68 

τ4 4,14E+07 6,07E+07 0,68 5,57E+04 6,26E+04 0,89 1,04E-02 1,43E-02 0,72 

τ5 6,52E+07 8,34E+07 0,78 8,91E+04 8,48E+04 1,05 1,04E-02 7,41E-03 1,40 

τ6 9,58E+07 9,93E+07 0,96 1,04E+05 9,82E+04 1,06 1,61E-02 3,60E-03 4,47 

τ7 1,01E+08 1,79E+08 0,57 1,36E+05 1,46E+05 0,94 7,07E-03 1,14E-02 0,62 

τ8 1,59E+08 2,46E+08 0,64 2,18E+05 2,10E+05 1,04 7,10E-03 9,01E-03 0,79 

τ9 2,30E+08 2,91E+08 0,79 2,72E+05 2,49E+05 1,09 6,93E-03 4,78E-03 1,45 

τ10 9,64E+07 1,36E+08 0,71 1,03E+05 9,71E+04 1,06 9,28E-03 3,88E-03 2,39 

τ11 1,50E+08 1,80E+08 0,83 1,24E+05 1,17E+05 1,06 1,41E-02 3,15E-03 4,49 

τ12 2,20E+08 2,13E+08 1,03 1,53E+05 1,44E+05 1,07 1,69E-02 3,08E-03 5,50 

Μέση τιµή  0,74   0,99   2,01 

Τυπική απόκλιση  0,153   0,093   1,786 
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4.8.3 Swanson και Leon (2001) 

H συγκεκριµένη µέθοδος δεν ενδείκνυται για υπολογισµούς µε το χέρι, και µπορεί να 
αξιοποιηθεί µόνο µε προγραµµατισµό σε υπολογιστή. Για τον λόγο αυτόν, στα 
πλαίσια της παρούσας διατριβής θα χρησιµοποιηθεί µόνο για τον υπολογισµό της 
αρχικής δυσκαµψίας, και όχι για την συνολική καµπύλη δύναµης-µετακίνησης, 
δεδοµένου ότι δεν είναι διαθέσιµος από τον συγγραφέα εκτελέσιµος αλγόριθµος 
εφαρµογής της µεθόδου.  

Στον πίνακα 4-13 φαίνεται η εκτίµηση της αρχικής δυσκαµψίας και η σύγκριση µε τα 
αντίστοιχα δεδοµένα της τρισδιάστατης προσοµοίωσης. Η σύγκλιση είναι αποδεκτή, 
παρουσιάζοντας όµως µια συστηµατική υπερεκτίµηση, σε µερικές περιπτώσεις 
περισσότερο από 50%. Σε σχέση µε την αρχική δυσκαµψία που υπολογίζεται µε τον 
φορέα βραχέος ταυ κατά Yee & Melchers (1986) ή κατά Jaspart (1991), η 
συγκεκριµένη µέθοδος προσφέρει µεγαλύτερη ακρίβεια. Αυτό συµβαίνει γιατί ο 
φορέας βραχέος ταυ που χρησιµοποιείται διαθέτει µεγαλύτερο µήκος πέλµατος (µέχρι 
0 5, r  από την αρχή της συναρµογής), και συνεπώς η υπερεκτίµηση της δυσκαµψίας 
µειώνεται σηµαντικά. Ωστόσο, το σχετικό σφάλµα δεν εξαλείφεται αλλά περιορίζεται 
σε ανεκτά επίπεδα. 

Πίνακας 4-13. Αποτελέσµατα παραµετρικής ανάλυσης για την µέθοδο των Swanson 
και Leon (2001) 

 
Αρχική ∆υσκαµψία 

(Nt/m) 

 
Swanson και 
Leon (2001) 

Τρισδιάστατο 
προσοµοίωµα 

Λόγος 

τ1 9,30E+07 8,02E+07 1,16 

τ2 1,44E+08 1,11E+08 1,30 

τ3 2,08E+08 1,32E+08 1,57 

τ4 7,23E+07 6,07E+07 1,19 

τ5 1,08E+08 8,34E+07 1,30 

τ6 1,50E+08 9,93E+07 1,51 

τ7 2,53E+08 1,79E+08 1,41 

τ8 3,65E+08 2,46E+08 1,48 

τ9 4,86E+08 2,91E+08 1,67 

τ10 1,69E+08 1,36E+08 1,25 

τ11 2,27E+08 1,80E+08 1,26 

τ12 2,84E+08 2,13E+08 1,34 

Μέση τιµή  1,37 

Τυπική απόκλιση  0,159 
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4.8.4 Vayas et al. (2003) 

Στον πίνακα 4-14 φαίνονται τα αποτελέσµατα για την µέγιστη µετακίνηση, όπως 
υπολογίζεται µε την αναλυτική µεθοδολογία που προτείνουν οι Vayas et al. (2003), 
καθώς και η σύγκριση µε τα αποτελέσµατα της τρισδιάστατης προσοµοίωσης. Για 
την παράµετρο k  χρησιµοποιήθηκε µια τιµή ίση µε 3, ενώ για την µέγιστη ανηγµένη 
παραµόρφωση του κοχλία εφαρµόσθηκε η τιµή 0 05u ,bε ,= , έτσι ώστε να 

ανταποκρίνεται στο υλικό κοχλία των τρισδιάστατων προσοµοιωµάτων.  

Από τα αποτελέσµατα φαίνεται ότι η µέθοδος υπερεκτιµά σηµαντικά την µέγιστη 
µετακίνηση, ιδιαίτερα στα βραχέα ταυ, τα οποία καθορίζονται από τον πρώτο 
µηχανισµό αστοχίας. Επειδή για τον πρώτο µηχανισµό, η µέθοδος χρησιµοποιεί για 
τον υπολογισµό της µέγιστης µετακίνησης µόνο την παράµετρο του µήκους m , χωρίς 
να λαµβάνεται υπόψη και η επίδραση του πάχους ft , το σφάλµα µπορεί να γίνει µη 

αποδεκτό σε βραχέα ταυ µε λιγότερο εύκαµπτο πέλµα, τα οποία βρίσκονται κοντά και 
στον δεύτερο µηχανισµό αστοχίας (για παράδειγµα τα τ6 και τ10). Συνεπώς, για τον 
πρώτο µηχανισµό, η τιµή που υπολογίζεται µε την συγκεκριµένη µέθοδο µπορεί να 
θεωρηθεί ως ένα άνω όριο της µέγιστης µετακίνησης. 

Πίνακας 4-14. Αποτελέσµατα παραµετρικής ανάλυσης για την µέθοδο των Vayas et 
al. (2003) 

 Μέγιστη µετακίνηση 
(m) 

 
Vayas et al. 

(2003) 
Τρισδιάστατο 
προσοµοίωµα 

Λόγος 

τ1 2,09E-02 1,27E-02 1,65 

τ2 2,09E-02 1,39E-02 1,51 

τ3 2,09E-02 1,54E-02 1,36 

τ4 2,09E-02 1,43E-02 1,47 

τ5 2,09E-02 7,41E-03 2,83 

τ6 2,09E-02 3,60E-03 5,82 

τ7 2,04E-02 1,14E-02 1,79 

τ8 2,04E-02 9,01E-03 2,27 

τ9 2,04E-02 4,78E-03 4,27 

τ10 2,04E-02 3,88E-03 5,27 

τ11 5,50E-03 3,15E-03 1,75 

τ12 5,50E-03 3,08E-03 1,79 

Μέση τιµή  2,65 

Τυπική απόκλιση  1,579 
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4.8.5 Μεθοδολογία Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) 

Στον πίνακα 4-15 φαίνονται τα αποτελέσµατα από την εφαρµογή των διατάξεων του 
Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), για τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας και της 
αντοχής, µε θεώρηση συγκεντρωµένης δύναµης κοχλία. Στον πίνακα 4-16 φαίνονται 
τα αντίστοιχα αποτελέσµατα µε θεώρηση κατανεµηµένης δύναµης κοχλία.  

Η εκτίµηση της αρχικής δυσκαµψίας δεν εµφανίζει µεγάλη απόκλιση από την 
αντίστοιχες τιµές δυσκαµψίας που υπολογίζονται µε το τρισδιάστατο προσοµοίωµα 
πεπερασµένων στοιχείων. Για το συγκεκριµένο δείγµα βραχέων ταυ, προκύπτει ότι η 
µεθοδολογία του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) προσφέρει καλύτερη ακρίβεια σε σχέση 
µε την αντίστοιχη του Jaspart (1991) ή των Yee & Melchers (1986), από τις οποίες 
προέρχεται, αποσυνδέοντας την παραµορφωσιµότητα του κοχλία και του πέλµατος. 
Σε ότι αφορά την αντοχή, παρατηρείται µία σηµαντική υποεκτίµηση κατά 35% 
περίπου για την περίπτωση συγκεντρωµένης δύναµης κοχλία και 25% για την 
περίπτωση κατανεµηµένης δύναµης. Η απόκλιση αυτή οφείλεται στο γεγονός ότι για 
τους υπολογισµούς αντοχής στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), δεν λαµβάνεται υπόψη 
η κράτυνση του υλικού µετά την διαρροή. Η βελτίωση πάντως που επιτυγχάνεται µε 
την θεώρηση κατανεµηµένης δύναµης κοχλία, είναι ουσιαστική.  

Πίνακας 4-15. Αποτελέσµατα παραµετρικής ανάλυσης για τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 
2003) µε συγκεντρωµένη δύναµη κοχλία  

 
Αρχική ∆υσκαµψία 

(Nt/m) 
Αντοχή 

(Nt) 

 
Ευρωκώδικας 3 

(CEN 2003) 
Τρισδιάστατο 
προσοµοίωµα 

Λόγος 
Ευρωκώδικας 3 

(CEN 2003) 
Τρισδιάστατο 
προσοµοίωµα 

Λόγος 

τ1 6,19E+07 8,02E+07 0,77 3,39E+04 7,08E+04 0,48 

τ2 9,84E+07 1,11E+08 0,89 5,43E+04 1,11E+05 0,49 

τ3 1,46E+08 1,32E+08 1,11 8,14E+04 1,50E+05 0,54 

τ4 6,09E+07 6,07E+07 1,00 3,39E+04 6,26E+04 0,54 

τ5 9,59E+07 8,34E+07 1,15 5,43E+04 8,48E+04 0,64 

τ6 1,41E+08 9,93E+07 1,42 8,14E+04 9,82E+04 0,83 

τ7 2,15E+08 1,79E+08 1,20 7,82E+04 1,46E+05 0,54 

τ8 3,33E+08 2,46E+08 1,35 1,25E+05 2,10E+05 0,60 

τ9 4,80E+08 2,91E+08 1,65 1,88E+05 2,49E+05 0,75 

τ10 2,00E+08 1,36E+08 1,47 7,82E+04 9,71E+04 0,80 

τ11 2,98E+08 1,80E+08 1,66 9,96E+04 1,17E+05 0,85 

τ12 4,10E+08 2,13E+08 1,93 1,19E+05 1,44E+05 0,83 

Μέση τιµή  1,30   0,66 

Τυπική απόκλιση  0,343   0,145 
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Πίνακας 4-16. Αποτελέσµατα παραµετρικής ανάλυσης για τον Ευρωκώδικα 3 µε 
κατανεµηµένη δύναµη κοχλία  

 Αρχική ∆υσκαµψία 
(Nt/m) 

Αντοχή 
(Nt) 

 
Ευρωκώδικας 3 

(CEN 2003) 
Τρισδιάστατο 
προσοµοίωµα 

Λόγος 
Ευρωκώδικας 3 

(CEN 2003) 
Τρισδιάστατο 
προσοµοίωµα 

Λόγος 

τ1 6,19E+07 8,02E+07 0,77 4,05E+04 7,08E+04 0,57 

τ2 9,84E+07 1,11E+08 0,89 6,49E+04 1,11E+05 0,58 

τ3 1,46E+08 1,32E+08 1,11 9,73E+04 1,50E+05 0,65 

τ4 6,09E+07 6,07E+07 1,00 3,82E+04 6,26E+04 0,61 

τ5 9,59E+07 8,34E+07 1,15 6,12E+04 8,48E+04 0,72 

τ6 1,41E+08 9,93E+07 1,42 8,52E+04 9,82E+04 0,87 

τ7 2,15E+08 1,79E+08 1,20 9,37E+04 1,46E+05 0,64 

τ8 3,33E+08 2,46E+08 1,35 1,50E+05 2,10E+05 0,71 

τ9 4,80E+08 2,91E+08 1,65 2,25E+05 2,49E+05 0,90 

τ10 2,00E+08 1,36E+08 1,47 8,49E+04 9,71E+04 0,87 

τ11 2,98E+08 1,80E+08 1,66 9,96E+04 1,17E+05 0,85 

τ12 4,10E+08 2,13E+08 1,93 1,19E+05 1,44E+05 0,83 

Μέση τιµή  1,30   0,74 

Τυπική απόκλιση  0,343   0,124 

 

 

4.8.6 Σύγκριση αποτελεσµάτων 

Στα σχήµατα 4-60 έως 4-71 παρουσιάζονται οι καµπύλες δύναµης-µετακίνησης που 
υπολογίζονται µε την µεθοδολογία Jaspart (1991), µε την µέθοδο των Faella et al. 
(2000) και µε την µεθοδολογία του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Επίσης, 
παρουσιάζονται οι καµπύλες δύναµης-µετακίνησης του προτεινόµενου επαυξητικού 
προσοµοιώµατος, καθώς και των τρισδιάστατων προσοµοιωµάτων πεπερασµένων 
στοιχείων. ∆εν παρουσιάζονται αποτελέσµατα για την µέθοδο των Swanson και Leon 
(2001), καθώς δεν είναι δυνατή η δηµιουργία της συνολικής καµπύλης, ούτε και της 
µεθόδου των Vayas et al. (2003) καθώς µε την συγκεκριµένη µέθοδο υπολογίζεται 
µόνο η µέγιστη µετακίνηση. Για τις µεθόδους Jaspart (1991), Faella et al. (2000) και 
του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), χρησιµοποιούνται τα αποτελέσµατα, στα οποία οι 
αντοχές υπολογίζονται µε θεώρηση κατανεµηµένης δύναµης κοχλία. Για λόγους 
ευκρίνειας, οι καµπύλες δύναµης-µετακίνησης µπορεί να αποκόπτονται σε ορισµένες 
περιπτώσεις, επειδή η τιµή της µέγιστης µετακίνησης τους αποκλίνει υπερβολικά από 
εκείνη των τρισδιάστατων προσοµοιωµάτων. 
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Σχήµα 4-62. Σύγκριση καµπυλών δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ τ3 
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Σχήµα 4-65. Σύγκριση καµπυλών δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ τ6 
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Σχήµα 4-68. Σύγκριση καµπυλών δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ τ9 
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Σχήµα 4-71. Σύγκριση καµπυλών δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ τ12 
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Στον πίνακα 4-17 που ακολουθεί, παρουσιάζονται συγκεντρωµένα τα αποτελέσµατα 
της στατιστικής επεξεργασίας όλων των µεθόδων που παρουσιάζονται στην 
παράγραφο αυτήν. Όπως φαίνεται από τα δεδοµένα του πίνακα, αλλά και από τις 
συνολικές καµπύλες δύναµης-µετακίνησης, το προτεινόµενο επαυξητικό 
προσοµοίωµα προσφέρει σηµαντική βελτίωση στην ακρίβεια εκτίµησης της 
απόκρισης του βραχέος ταυ, επιτυγχάνοντας σύγκλιση µε χαµηλή τυπική απόκλιση 
και στις τρεις χαρακτηριστικές παραµέτρους, της αρχικής δυσκαµψίας της αντοχής 
και της µέγιστης µετακίνησης. Για την περίπτωση της µέγιστης µετακίνησης, η 
διαφορά σε σχέση µε τις εναλλακτικές µεθοδολογίες είναι περισσότερο έντονη.  

Πίνακας 4-17. Στατιστική αξιολόγηση µεθόδων αναλυτικής εκτίµησης απόκρισης 
βραχέος ταυ σε σύγκριση µε τρισδιάστατη προσοµοίωση.  

 Αρχική 
δυσκαµψία Αντοχή Μέγιστη 

µετακίνηση 

 Μέση 
τιµή 

Τυπική
απόκλιση

Μέση 
τιµή 

Τυπική
απόκλιση

Μέση 
τιµή 

Τυπική 
απόκλιση 

Προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα 1,17 0,103 0,98 0,025 1,03 0,147 

Jaspart (1991)       

 Συγκεντρωµένη δύναµη κοχλία  1,84 0,344 0,87 0,125 4,11 1,411 

 Κατανεµηµένη δύναµη κοχλία  1,84 0,344 0,96 0,058 4,20 1,060 

 ∆υνάµεις επαφής κατά Yee & Melchers (1986) 
 Συγκεντρωµένη δύναµη κοχλία  1,82 0,400 0,90 0,154 5,25 2,610 

 ∆υνάµεις επαφής κατά Yee & Melchers (1986) 
 Κατανεµηµένη δύναµη κοχλία  1,82 0,400 0,98 0,095 5,56 2,367 

Faella et al. (2000)       

 Συγκεντρωµένη δύναµη κοχλία  0,74 0,154 0,91 0,152 2,00 1,793 

 Κατανεµηµένη δύναµη κοχλία  0,74 0,153 0,99 0,093 2,01 1,786 

Swanson και Leon (2001) 1,37 0,159 - - - - 

Vayas et al. (2003) - - - - 2,65 1,540 

Ευρωκώδικας 3 (CEN 2003)       

 Συγκεντρωµένη δύναµη κοχλία  1,30 0,343 0,66 0,145 - - 

 Κατανεµηµένη δύναµη κοχλία  1,30 0,343 0,74 0,124 - - 
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4.9  Σύγκριση µε πειραµατικά αποτελέσµατα 

Στην συνέχεια αξιοποιούνται πειραµατικά αποτελέσµατα από την βιβλιογραφία, για 
την αξιολόγηση της συµπεριφοράς του προτεινόµενου προσοµοιώµατος σε 
πραγµατικές περιπτώσεις βραχέων ταυ. Στο προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα 
οι υπολογισµοί απαιτούν ακριβή περιγραφή, τόσο των γεωµετρικών παραµέτρων, 
όσο και των υλικών πέλµατος και κοχλία. Είναι σύνηθες όµως στην βιβλιογραφία τα 
υλικά να περιγράφονται µε τις ονοµαστικές τους τιµές ή πολλές γεωµετρικές 
διαστάσεις να παραλείπονται, καθώς ο αντικειµενικός σκοπός των πειραµάτων 
µπορεί να διαφέρει, και τα συγκεκριµένα δεδοµένα να µην θεωρούνται απαραίτητα. 
Είναι επιθυµητό εποµένως, τα πειραµατικά αποτελέσµατα να συνοδεύονται µε πλήρη 
κατά το δυνατό δεδοµένα, προκειµένου να είναι περισσότερο αξιόπιστη η διαδικασία 
σύγκρισης µε το προτεινόµενο προσοµοίωµα.  

Για την αξιολόγηση επιλέχθηκαν οι πειραµατικές δοκιµές των Faella et al. (2000). Οι 
ίδιες δοκιµές περιγράφονται επίσης στην δηµοσίευση Piluso et al. (2001β). Οι 
συγκεκριµένες δοκιµές πραγµατοποιήθηκαν µε αντικειµενικό σκοπό την αξιολόγηση 
και την στάθµιση παραµέτρων του αναλυτικού προσοµοιώµατος βραχέος ταυ των 
ίδιων συγγραφέων (Faella et al. 2000, Piluso et al. 2001), το οποίο περιγράφηκε στο 
κεφάλαιο 2 (παράγραφος 2.3.4). Ο νόµος υλικού του πέλµατος δεν δίνεται µε την 
πραγµατική καµπύλη, αλλά µε τετραγραµµική εξιδανίκευση, η οποία σύµφωνα µε 
τους συγγραφείς προκύπτει επιβάλλοντας το εµβαδόν κάτω από την καµπύλη να είναι 
ίδιο µε το αντίστοιχο του πραγµατικού νόµου. Αντίθετα, το υλικό του κοχλία δίνεται 
µε την ονοµαστική του τιµή, γεγονός που αποτρέπει την αξιοποίηση εκείνων των 
βραχέων ταυ, στα οποία ο κοχλίας είναι κρίσιµος. Στον πίνακα 4-18 παρατίθενται για 
κάθε βραχύ ταυ οι παράµετροι του υλικού πέλµατος και κοχλία. Οι τιµές 
αντιστοιχούν σε πραγµατικές τάσεις και ανηγµένες παραµορφώσεις. Τα διάφορα 
σύµβολα απεικονίζονται στο σχήµα 4-72, στο οποίο αναπαρίσταται σχηµατικά η 
τετραγραµµική εξιδανίκευση του νόµου υλικού που υιοθέτησαν οι συγγραφείς.  

Πίνακας 4-18. Τιµές παραµέτρων υλικών πειραµατικών βραχέων ταυ 

 yf   
(MPa) 

uf   
 (MPa) 

hE   
(MPa) 

uE   
(MPa) 

hε   
 (%) 

uε  
(%) 

u ,bf   
(MPa) 

TSTUB 4 299,76 543,59 2877 465,24 1,285 76,77 800 

TSTUB 5 317,72 546,84 3339 483,15 1,362 78,43 800 

TSTUB 7 307,58 543,57 3423 516,05 1,318 77,88 800 

TSTUB 8 269,42 482,70 3276 476,80 1,055 69,40 800 

TSTUB 9 300,97 552,27 3234 466,65 1,290 67,75 800 

TSTUB 10 293,10 514,87 2163 406,32 0,600 92,50 1000 
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Σχήµα 4-72. Τετραγραµµική εξιδανίκευση νόµου υλικού για τις δοκιµές των Faella et 
al. (2000) 

Στον πίνακα 4-19 που ακολουθεί, φαίνονται τα γεωµετρικά µεγέθη των πειραµατικών 
διατάξεων. Η σηµασία των συµβολισµών στον πίνακα αντιστοιχεί στις διαστάσεις 
που εµφανίζονται στο σχήµα 3-1. 

Πίνακας 4-19. Τιµές γεωµετρικών παραµέτρων πειραµατικών βραχέων ταυ (σε mm) 

 ft   b   d   n   r   bd  b,hd  

TSTUB 4 12,30 118,8 68,15 58,10 24,00 24,00 44,00 

TSTUB 5 13,80 115,0 71,35 74,90 27,00 24,00 44,00 

TSTUB 7 13,90 122,8 74,05 71,70 27,00 27,00 56,00 

TSTUB 8 13,30 112,5 57,20 19,30 15,00 24,00 39,98 

TSTUB 9 12,50 125,1 73,25 53,00 24,00 27,00 56,00 

TSTUB 10 10,85 125,0 47,00 58,50 18,00 20,00 37,00 

 

Καταστατικοί νόµοι υλικού 
Όπως φαίνεται από τις τιµές του πίνακα 4-18, οι καταστατικοί νόµοι υλικού των 
πειραµατικών δοκιµών χαρακτηρίζονται από σηµαντική πλαστιµότητα. Η ανηγµένη 
παραµόρφωση uε , στις περισσότερες περιπτώσεις, λαµβάνει τιµές κοντά στο 80%, 

ενώ το όριο θραύσης uf  προσεγγίζει τιµές σχεδόν διπλάσιες του ορίου διαρροής yf . 

Η µορφή των συγκεκριµένων νόµων υλικού απαιτεί µια πιο προσεκτική διερεύνηση, 
σχετικά µε την πλέον ενδεδειγµένη επιλογή παραµέτρων για το προτεινόµενο 
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προσοµοίωµα βραχέος ταυ, το οποίο βασίζεται σε διγραµµική εξιδανίκευση για τον 
νόµο υλικού του πέλµατος.  

Στο σχήµα 4-73α φαίνεται µια τυπική καµπύλη τάσης-ανηγµένης παραµόρφωσης για 
έναν χάλυβα, όπως προκύπτει από δοκιµή απλού εφελκυσµού. Μετά την διαρροή και 
το επονοµαζόµενο πλατώ, ακολουθεί ο ανοδικός κλάδος της καµπύλης, ο οποίος 
καταλήγει στο σηµείο µέγιστης φέρουσας ικανότητας του δοκιµίου, το οποίο 
χαρακτηρίζεται συµβατικά και ως όριο θραύσης του υλικού. Μετά το όριο θραύσης, 
η καµπύλη είναι φθίνουσα, και παραµένει έτσι µέχρι και την πραγµατική θραύση του 
δοκιµίου. Η µορφή αυτή της καµπύλης προκύπτει θεωρώντας τα αρχικά γεωµετρικά 
δεδοµένα. ∆ηλαδή, οι τάσεις υπολογίζονται στην αρχική διατοµή και οι ανηγµένες 
παραµορφώσεις στο αρχικό µήκος. Οι τάσεις και οι ανηγµένες παραµορφώσεις που 
υπολογίζονται µε αυτόν τον τρόπο χαρακτηρίζονται συµβατικές. Αν ληφθεί όµως 
υπόψη ότι στο δοκίµιο σχηµατίζεται λαιµός, και εποµένως η διατοµή τοπικά σε αυτόν 
είναι µειωµένη και η σχετική επιµήκυνση αυξηµένη, τότε η καµπύλη πραγµατικών 
τάσεων - πραγµατικών ανηγµένων παραµορφώσεων του υλικού έχει την µορφή που 
φαίνεται στο σχήµα 4-73β. Το κύριο γνώρισµα της νέας καµπύλης είναι ότι 
παραµένει αύξουσα µέχρι την πραγµατική θραύση του υλικού, η οποία 
πραγµατοποιείται σε επίπεδα τάσης σηµαντικά αυξηµένα σε σχέση µε την συµβατική 
θεώρηση. Η συσχέτιση µεταξύ συµβατικών και πραγµατικών τάσεων και ανηγµένων 
παραµορφώσεων αναφέρθηκε στις εξισώσεις 4-1 και 4-2. 

 

Σχήµα 4-73. Τυπικός νόµος υλικού δοµικού χάλυβα µε παραδοχές συµβατικών 
τάσεων/ανηγµένων παραµορφώσεων (α) και πραγµατικών τάσεων/ανηγµένων 

παραµορφώσεων (β).  
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Η σχέση τάσεων-ανηγµένων παραµορφώσεων που προκύπτει µε δοκιµή απλού 
εφελκυσµού συνήθως εξιδανικεύεται µε κάποια απλοποιηµένη αναλυτική 
προσέγγιση. Στην συγκεκριµένη περίπτωση των πειραµατικών δοκιµών των Faella et 
al. (2000) χρησιµοποιήθηκε η τετραγραµµική προσέγγιση, που φαίνεται στο σχήµα 
4-72. Μετά την διαρροή και το πλατώ, το οποίο προσεγγίζεται µε ένα οριζόντιο 
ευθύγραµµο τµήµα, ακολουθεί ο πρώτος αύξων κλάδος, µε κλίση hE . Ο κλάδος 

αυτός καταλήγει στο σηµείο που αντιστοιχεί στο µέγιστο φορτίο που 
παραλαµβάνεται µε την δοκιµή απλού εφελκυσµού. Από αυτό το σηµείο αρχίζει ο 
δεύτερος κλάδος, κλίσης uE , ο οποίος καταλήγει στην πλήρη θραύση. Οι Faella et al. 

(2000) αναφέρουν επίσης, για τις τρεις τυπικές κατηγορίες δοµικού χάλυβα, τις τιµές 
παραµέτρων που φαίνονται στον πίνακα 4-20. Και σε αυτήν την περίπτωση, οι τιµές 
του πίνακα αντιστοιχούν σε πραγµατικές τάσεις και ανηγµένες παραµορφώσεις. Ένα 
σηµείο που αξίζει παρατήρησης είναι οι µεγάλες τιµές ανηγµένης παραµόρφωσης 
κατά την θραύση uε , οι οποίες υπερβαίνουν κατά πολύ την συµβατική τιµή 20%. 

Πίνακας 4-20. Τιµές παραµέτρων τετραγραµµικής προσέγγισης για υλικά δοµικού 
χάλυβα  

 yf  

(MPa) 
uf  

(MPa) h

E
E

 
u

E
E

 h

y

ε
ε

 
uε  

S235 235 360 37,5 523,2 12,3 > 0,40 

S275 275 430 42,8 447,6 11,0 > 0,56 

S355 355 510 48,2 381,7 9,8 > 0,81 

 

Στο προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα χρησιµοποιείται µια διγραµµική 
προσέγγιση του νόµου υλικού του χάλυβα. Η εξιδανίκευση αυτή θεωρείται 
επιβεβληµένη για την αναλυτική αντιµετώπιση της µη γραµµικότητας υλικού, µε 
αποδεκτή πολυπλοκότητα των παραγόµενων σχέσεων. Επίσης, ο νόµος του υλικού 
αντιστοιχεί σε συµβατικές τάσεις και ανηγµένες παραµορφώσεις, καθώς οι 
υπολογισµοί γίνονται µε βάση τις αρχικές γεωµετρικές διαστάσεις. Επιπλέον, η σχέση 
ροπής-καµπυλότητας, που αποτελεί τον καθοριστικό παράγοντα για την καµπτική 
συµπεριφορά του πέλµατος, εξιδανικεύεται και αυτή µε µία διγραµµική καµπύλη, 
όπως περιγράφηκε στο κεφάλαιο 3. Με αυτήν την εξιδανίκευση, δεν µπορεί να 
προσοµοιωθεί η σταδιακή εξέλιξη της πλαστικοποίησης στις διατοµές του πέλµατος. 
Για τους ανωτέρω λόγους απαιτείται µια προσαρµογή του διγραµµικού νόµου υλικού, 
που υιοθετείται για το πέλµα του προτεινόµενου προσοµοιώµατος βραχέος ταυ, στον 
πραγµατικό σε κάθε περίπτωση νόµο υλικού. Με ένα ευθύγραµµο τµήµα µεταξύ 
διαρροής και θραύσης, η συµπεριφορά του πέλµατος στην πλαστική περιοχή είναι 
γενικά µη αποδεκτή, καθώς αγνοείται η επίδραση της αυξηµένης κράτυνσης του 
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υλικού στον πρώτο κλάδο, αµέσως µετά την διαρροή. Το αποτέλεσµα είναι να 
υποεκτιµάται η δυσκαµψία του προσοµοιώµατος στην πλαστική περιοχή, και κατά 
συνέπεια να υπερεκτιµάται η µέγιστη µετακίνηση.  

Ένα κριτήριο για την προσαρµογή του πραγµατικού νόµου υλικού, σε µία διγραµµική 
προσέγγιση, είναι η ισοδυναµία της συνολικής ενέργειας παραµόρφωσης. Η 
ισοδυναµία αυτή επιτυγχάνεται εξισώνοντας για κάθε νόµο υλικού, το εµβαδόν που 
δηµιουργείται κάτω από την καµπύλη τάσεων-ανηγµένων παραµορφώσεων. Επίσης, 
ένα διαφορετικό κριτήριο που µπορεί να χρησιµοποιηθεί, είναι η ισοδυναµία της 
σχέσης ροπής-καµπυλότητας, µε την εξίσωση της µέγιστης ροπής στην διατοµή, που 
προκύπτει για κάθε περίπτωση νόµου υλικού. Το κριτήριο αυτό είναι περισσότερο 
εύλογο στην περίπτωση του πέλµατος του βραχέος ταυ, το οποίο καταπονείται 
κυρίως σε κάµψη. Πράγµατι, το συγκεκριµένο κριτήριο εφαρµόσθηκε για την 
προσοµοίωση συστατικών µερών µορφής βραχέος ταυ πειραµατικών κόµβων δοκού-
υποστυλώµατος µε µετωπική πλάκα, επιτυγχάνοντας ικανοποιητική συµπεριφορά. Τα 
συγκεκριµένα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στην συνέχεια της διατριβής, στο 
κεφάλαιο 7.  

Στην περίπτωση των πειραµατικών δοκιµών των Faella et al. (2000) όµως, η 
εφαρµογή αυτών των κριτηρίων δεν οδηγεί σε ικανοποιητική προσοµοίωση της 
πλαστικής περιοχής της απόκρισης. Στις περιπτώσεις των πειραµατικών δοκιµών 
κόµβων µε µετωπική πλάκα που προαναφέρθηκαν, η πραγµατική ανηγµένη 
παραµόρφωση θραύσης uε  του υλικού των πελµάτων δεν υπερβαίνει το 40%, ενώ και 

το σχήµα του πλαστικού κλάδου της σχέσης τάσεων-ανηγµένων παραµορφώσεων 
παρουσιάζει µία οµαλή µείωση της κλίσης του. Αντίθετα, στα υλικά των δοκιµών των 
Faella et al. (2000), η ανηγµένη παραµόρφωση θραύσης uε  προσεγγίζει το 80%, και 

χαρακτηρίζονται από µία γρήγορη µείωση του µέτρου κράτυνσης στο αρχικό τµήµα 
του πλαστικού κλάδου. Αυτό γίνεται περισσότερο αντιληπτό από το γεγονός ότι σε 
όλες τις περιπτώσεις, το σηµείο µέγιστου φορτίου, στο οποίο υπολογίζεται το 
συµβατικό όριο θραύσης uf , πραγµατοποιείται για ανηγµένη παραµόρφωση 

µικρότερη ή ίση µε 10%, η οποία µπορεί να θεωρηθεί αρκετά µικρή για ένα τυπικό 
υλικό δοµικού χάλυβα. Το αρχικό τµήµα του πλαστικού κλάδου, το οποίο για την 
τετραγραµµική εξιδανίκευση του σχήµατος 4-72, αντιστοιχεί στο τρίτο ευθύγραµµο 
τµήµα, µε µέτρο κράτυνσης hE , αποδεικνύεται περισσότερο καθοριστικό για την 

συνολική καµπτική απόκριση του πέλµατος του βραχέος ταυ. Η συγκεκριµένη 
συµπεριφορά αιτιολογείται από το γεγονός, ότι πλην ελάχιστων περιοχών του 
πέλµατος, στο υπόλοιπο τµήµα του, το υλικό είτε παραµένει ελαστικό ή δεν έχει 
µεταβεί στο τελευταίο τµήµα του καταστατικού νόµου µε κλίση uE . Εποµένως, για 

την διγραµµική προσέγγιση του νόµου υλικού, που χρησιµοποιείται για το πέλµα του 
προτεινόµενου προσοµοιώµατος, εµφανίζεται περισσότερο εύλογη η χρήση της 
κλίσης hE , για το µέτρο κράτυνσης TE . Η επιλογή αυτή, όπως θα φανεί στην 
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συνέχεια, οδήγησε σε ακριβή εκτίµηση του πλαστικού κλάδου της απόκρισης του 
βραχέος ταυ. 

Για το πέρας του πλαστικού κλάδου του διγραµµικού νόµου υλικού, επιλέγεται µία 
τάση θραύσης ίση µε την µέγιστη πραγµατική τάση. Οι Faella et al. (2000) 
χρησιµοποιούν επίσης τις πραγµατικές τιµές τάσεων και ανηγµένων 
παραµορφώσεων, για την περιγραφή του υλικού στο προσοµοίωµα βραχέος ταυ που 
προτείνουν, και το οποίο αξιολογείται µε τις συγκεκριµένες δοκιµές, παρά το γεγονός 
ότι και αυτό το προσοµοίωµα βασίζεται στα αρχικά γεωµετρικά δεδοµένα των 
διατοµών. Η συγκεκριµένη πρακτική ακολουθείται και από άλλους ερευνητές 
(Coelho et al. 2004), καθώς αποδεικνύεται ότι µε εφαρµογή των πραγµατικών 
µεγεθών του νόµου υλικού προκύπτουν βελτιωµένα αποτελέσµατα, σε σχέση µε τα 
αντίστοιχα συµβατικά. Εν µέρει, αυτό µπορεί να αιτιολογηθεί από το γεγονός ότι στο 
πέλµα του βραχέος ταυ η καταπόνηση είναι κυρίως καµπτική, και εποµένως οι 
γεωµετρικές διαστάσεις των κρίσιµων διατοµών δεν µεταβάλλονται στον ίδιο βαθµό 
µε την διατοµή του δοκιµίου σε απλό εφελκυσµό. Εποµένως, η µέγιστη πραγµατική 
τάση που µπορεί να φέρει το υλικό, µπορεί να θεωρηθεί ότι πραγµατοποιείται σε 
σχεδόν αρχικά γεωµετρικά µεγέθη, µε αποτέλεσµα την επαύξηση της καµπτικής 
αντοχής στον ίδιο βαθµό που η πραγµατική µέγιστη τάση υπερβαίνει την αντίστοιχη 
συµβατική. Ωστόσο, η πρακτική αυτή αποτελεί περισσότερο εµπειρική αντιµετώπιση, 
µε την οποία πιθανόν διορθώνονται άλλα σφάλµατα προσοµοίωσης παρά 
θεµελιωµένη θεωρητικά συµπεριφορά. Για το προτεινόµενο επαυξητικό 
προσοµοίωµα, η συγκεκριµένη επιλογή οδήγησε, όπως θα φανεί στην συνέχεια, σε 
ικανοποιητικά αποτελέσµατα για το δείγµα των πειραµατικών βραχέων ταυ, στα 
οποία εφαρµόσθηκε.  

Πειραµατικά αποτελέσµατα 
Στα σχήµατα 4-74 ως 4-79 παρουσιάζονται οι καµπύλες δύναµης-µετακίνησης των 6 
πειραµατικών δοκιµών βραχέων ταυ, που διεξήγαγαν οι Faella et al. (2000), καθώς 
και οι αντίστοιχες καµπύλες του προτεινόµενου επαυξητικού προσοµοιώµατος. 
Επίσης, στα ίδια σχήµατα εµφανίζονται οι καµπύλες για το προσοµοίωµα βραχέος 
ταυ των Faella et al. (2000), οι οποίες υπολογίστηκαν από τους συγγραφείς για τις 
συγκεκριµένες πειραµατικές δοκιµές. Επειδή στις πρωτότυπες πειραµατικές 
καµπύλες, οι µετρούµενες µετακινήσεις αντιστοιχούν στην συνολική αποµάκρυνση 
των δύο πελµάτων των τεµαχίων ταυ, έχουν προσαρµοσθεί οι τιµές τους, ώστε να 
αντιστοιχούν στην µετακίνηση του καθενός από τα πέλµατα των τεµαχίων ταυ από το 
αρχικό επίπεδο βάσης. Εξετάζονται µόνο εκείνες οι δοκιµές, στις οποίες οι κοχλίες 
δεν αποδείχθηκαν κρίσιµοι, καθώς οι νόµοι του υλικού τους παραλείπονται από τις 
πρωτότυπες δηµοσιεύσεις. 
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Σχήµα 4-74. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ TSTUB 4 
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Σχήµα 4-75. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ TSTUB 5 
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Σχήµα 4-76. Καµπύλες δύναµης-µετακίνησης βραχέος ταυ TSTUB 7 
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Η σύγκριση των καµπυλών επιβεβαιώνει την αξιοπιστία του προτεινόµενου 
επαυξητικού προσοµοιώµατος. Οι χαρακτηριστικές παράµετροι εκτιµώνται µε 
ικανοποιητική ακρίβεια σε όλες τις περιπτώσεις. Σε σχέση µε το προσοµοίωµα 
βραχέος ταυ των Faella et al (2000), η σύγκλιση στην πειραµατική συµπεριφορά 
αποδεικνύεται πιο αποτελεσµατική. Η µετάβαση στην πλαστική περιοχή 
πραγµατοποιείται πιο απότοµα µε την καµπύλη του προτεινόµενου προσοµοιώµατος, 
συγκριτικά µε την πειραµατική, και γενικά σε µεγαλύτερο επίπεδο φόρτισης. Αυτό 
οφείλεται αφενός στην επίδραση του πραγµατικού νόµου υλικού, που προκαλεί 
βαθµιαία πλαστικοποίηση των διατοµών του πέλµατος στο πειραµατικό βραχύ ταυ, 
σε αντίθεση µε το επαυξητικό προσοµοίωµα, όπου η πλαστικοποίηση της κάθε 
διατοµής θεωρείται στιγµιαία. Αφετέρου, στο σύνολο των 6 βραχέων ταυ 
προβλέπεται από την απόκριση του επαυξητικού προσοµοιώµατος πλαστικοποίηση 
των κοχλιών, η οποία στα πειραµατικά αποτελέσµατα ενισχύεται και από την 
ταυτόχρονη κάµψη. Επιπλέον, το γεγονός ότι το υλικό του κοχλία περιγράφεται µόνο 
µε ονοµαστικές τιµές, πιθανώς να επηρεάζει το σηµείο πλαστικοποίησης της 
αναλυτικής καµπύλης. Πάντως, µε την επιλογή κλίσης hE  για τον πλαστικό κλάδο 

του υλικού του πέλµατος, φαίνεται ότι σταθµίζεται µε αποδεκτό τρόπο η προοδευτική 
πλαστικοποίηση των διατοµών, έτσι ώστε τελικά η µέση κλίση των δύο καµπυλών 
στην πλαστική περιοχή να είναι περίπου ίδια. Έτσι, είναι εφικτός και ο υπολογισµός 
της µέγιστης µετακίνησης µε µεγάλη ακρίβεια.  

Η αξιοπιστία του προτεινόµενου επαυξητικού προσοµοιώµατος από τα παραπάνω 
αποτελέσµατα κρίνεται πολύ ενθαρρυντική. Ωστόσο, θα πρέπει να αναφερθεί ότι 
απαιτείται µεγαλύτερο δείγµα πειραµατικών δεδοµένων, ώστε να επιβεβαιωθεί ακόµη 
περισσότερο η καλή συµπεριφορά του. Ένα σηµείο που αξίζει µεγαλύτερης 
διερεύνησης είναι η προσοµοίωση του υλικού του πέλµατος. Από τα ανωτέρω 
αποτελέσµατα αλλά και από τα αποτελέσµατα που αναφέρονται στο κεφάλαιο 7, για 
κόµβους µε µετωπική πλάκα, µπορούν να διατυπωθούν ορισµένα συµπεράσµατα, 
σχετικά µε την ενδεδειγµένη προσαρµογή των πραγµατικών νόµων υλικού στον 
διγραµµικό νόµο, που χρησιµοποιείται στο προτεινόµενο προσοµοίωµα. Ειδικότερα, 
αποδεικνύεται ότι για την αξιόπιστη προσέγγιση του πλαστικού κλάδου της 
απόκρισης, δεν αρκούν µόνο οι ιδιότητες του υλικού στο σηµείο της διαρροής και της 
θραύσης, αλλά καθοριστικό είναι και το σχήµα της καµπύλης τάσεων-ανηγµένων 
παραµορφώσεων µεταξύ των δύο σηµείων, και ιδιαίτερα στον αρχικό πλαστικό 
κλάδο. Αν το εύρος του πλαστικού κλάδου δεν είναι πολύ µεγάλο ( 40uε %< ), η 

εφαρµογή ενός κριτηρίου ισοδυναµίας της σχέσης ροπής-καµπυλότητας στην 
διατοµή του πέλµατος, επιτρέπει την προσέγγιση της πραγµατικής συµπεριφοράς µε 
αξιόπιστο και συστηµατικό τρόπο. Η προσέγγιση είναι αποτελεσµατικότερη όσο ο 
πλαστικός κλάδος του πραγµατικού νόµου υλικού εµφανίζει οµαλή µεταβολή της 
κλίσης του. Αν µάλιστα, το σχήµα του πλαστικού κλάδου του πραγµατικού νόµου 
υλικού δεν είναι έντονα µη γραµµικό, µπορεί να χρησιµοποιηθεί απευθείας µία 
γραµµική προσαρµογή µεταξύ του σηµείου διαρροής και του σηµείου θραύσης. Η 
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συγκεκριµένη επιλογή υιοθετήθηκε για τις πειραµατικές δοκιµές Τ1 και Τ2 των Bursi 
και Jaspart (1997) που προαναφέρθηκαν στην παράγραφο 4.7, όπου πράγµατι ο 
πλαστικός κλάδος του νόµου υλικού του πέλµατος είναι σχεδόν γραµµικός (σχήµα 
4-15). Στην περίπτωση που ο πραγµατικός νόµος υλικού αποκλίνει από τα ανωτέρω, 
εµφανίζοντας για παράδειγµα ιδιαίτερα µεγάλο εύρος πλαστικού κλάδου και µη 
οµαλή µεταβολή της κλίσης του, η εφαρµογή ενός κριτηρίου ισοδυναµίας της σχέσης 
ροπής-καµπυλότητας για το συνολικό εύρος του πλαστικού κλάδου δεν εξασφαλίζει 
ικανοποιητική τελική συµπεριφορά. Για τις δοκιµές των Faella et al. (2000), που 
εξετάσθηκαν προηγούµενα, και οι οποίες χαρακτηρίζονται από µία γρήγορη µείωση 
της κλίσης της σχέσης τάσεων - ανηγµένων παραµορφώσεων, στο αρχικό τµήµα του 
πλαστικού κλάδου, αποδείχθηκε ότι η εφαρµογή ενός µέσου µέτρου κράτυνσης, για 
αυτό το αρχικό τµήµα µόνο, είναι περισσότερο αποτελεσµατική.  

Η διατύπωση µιας περισσότερο συστηµατικής µεθοδολογίας, για την εκτίµηση των 
πλέον κατάλληλων παραµέτρων για τον διγραµµικό νόµο υλικού του προτεινόµενου 
προσοµοιώµατος, ώστε να προσεγγίζεται αποτελεσµατικά η τελική συµπεριφορά του 
βραχέος ταυ, ακόµα και σε λιγότερο συνήθεις περιπτώσεις υλικών, αποτελεί ένα 
αξιόλογο αντικείµενο έρευνας. Για τον σκοπό αυτόν κρίνεται απαραίτητη η 
αξιολόγηση της απόκρισης του προτεινόµενου προσοµοιώµατος µε σηµαντικά 
µεγαλύτερο αριθµό πειραµατικών δοκιµών βραχέος ταυ, οι οποίες να 
χαρακτηρίζονται από εντονότερη διαφοροποίηση του νόµου υλικού, και ιδιαίτερα της 
µέγιστης ανηγµένης παραµόρφωσης uε  και του σχήµατος του πλαστικού κλάδου. 
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Κεφάλαιο 5 - Κόµβοι δοκού-υποστυλώµατος. Βιβλιογραφική επισκόπηση. 
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5.1 Εισαγωγή 

Το δεύτερο µέρος της διατριβής αφιερώνεται στην απόκριση κόµβων δοκού-
υποστυλώµατος µεταφοράς ροπής. Το ενδιαφέρον εστιάζεται στους κοχλιωτούς 
κόµβους και ιδιαίτερα στους κόµβους µε σύνδεση µετωπικής πλάκας και µε 
γωνιακά. Οι κόµβοι µε σύνδεση µετωπικής πλάκας είναι ιδιαίτερα διαδεδοµένοι 
στον ευρωπαϊκό χώρο, καθώς επιτρέπουν την εύκολη ανέγερση της κατασκευής, 
χωρίς να απαιτούν την εκτέλεση συγκολλήσεων στο εργοτάξιο. Επιπλέον, είναι σε 
θέση να εξασφαλίσουν υψηλή δυσκαµψία και αντοχή, αν αυτό απαιτείται από τον 
σχεδιασµό, διαθέτοντας παράλληλα υψηλά µεγέθη πλαστιµότητας. Οι κόµβοι µε 
γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος επίσης, χαρακτηρίζονται σε σηµαντικό βαθµό από 
τα ίδια οφέλη.  

Στην συνέχεια του κεφαλαίου παρουσιάζεται µια επισκόπηση της διαθέσιµης 
βιβλιογραφίας στον τοµέα των µεταλλικών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, µε 
σύνδεση µετωπικής πλάκας και µε γωνιακά. Καταγράφονται οι διαθέσιµες 
µεθοδολογίες υπολογισµού της στροφικής απόκρισης των συγκεκριµένων 
διαµορφώσεων κόµβων. Ιδιαίτερη έµφαση αποδίδεται στην µέθοδο των συστατικών 
µερών, όπου για κάθε συστατικό µέρος αναφέρονται οι διαθέσιµες στην 
βιβλιογραφία µέθοδοι εκτίµησης της συµπεριφοράς του. Στην µέθοδο των 
συστατικών µερών ανήκει και το προσοµοίωµα υπολογισµού της στροφικής 
απόκρισης που προτείνεται σε επόµενο κεφάλαιο της διατριβής. Τέλος, 
παρουσιάζεται η πρόσφατη βιβλιογραφική έρευνα στον τοµέα της στροφικής 
ικανότητας των κόµβων, ο υπολογισµός της οποίας αποτελεί ένα αντικείµενο 
µεγάλου ερευνητικού ενδιαφέροντος, µε σηµαντικές πρακτικές εφαρµογές, µεταξύ 
άλλων στον σχεδιασµό µε µεθόδους πλαστικής ή µη γραµµικής ανάλυσης και την 
αξιοπιστία των κατασκευών. Ο προσδιορισµός της στροφικής ικανότητας αποτελεί 
επίσης έναν σηµαντικό στόχο στην παρούσα διατριβή.  

5.2 Υπολογισµός στροφικής απόκρισης  

Το κυριότερο στοιχείο της απόκρισης, µε το οποίο χαρακτηρίζεται η στροφική 
συµπεριφορά ενός κόµβου, είναι η καµπύλη ροπής-στροφής. Εφόσον είναι 
διαθέσιµη η καµπύλη ροπής-στροφής, ο κόµβος µπορεί να συµµετέχει στην 
καθολική ανάλυση της κατασκευής, λαµβάνοντας υπόψη την συµβολή του στην 
παραµορφωσιµότητα της. Παραδοσιακά, οι κόµβοι δοκού-υποστυλώµατος 
θεωρούνταν είτε άκαµπτοι, εξασφαλίζοντας µηδενική σχετική στροφή µεταξύ των 
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συνδεόµενων µελών ή αρθρωτοί, παρέχοντας συνθήκες απλής στήριξης, χωρίς 
µεταφορά ροπής. Ωστόσο, οι δύο ακραίες αυτές εξιδανικευµένες θεωρήσεις δεν 
µπορούν να υλοποιηθούν στην πραγµατικότητα. Είναι αναµενόµενο ότι σε κάθε 
κοχλιωτό κόµβο δοκού-υποστυλώµατος θα εκδηλωθεί σχετική στροφή µεταξύ των 
συνδεόµενων µελών, έστω και αν ο κόµβος θεωρείται άκαµπτος και παράλληλα θα 
αναπτυχθεί ροπή, έστω και αν ο κόµβος θεωρείται αρθρωτός. Συµπεριλαµβάνοντας 
την πραγµατική συµπεριφορά του κόµβου στην διαδικασία ανάλυσης και 
σχεδιασµού, παρέχεται αφενός το πλεονέκτηµα ακριβέστερης προσοµοίωσης και 
αφετέρου η δυνατότητα βελτιστοποίησης του σχεδιασµού της κατασκευής, µε 
κριτήριο την µείωση του κόστους των υλικών και του χρόνου ανέγερσης (Weynand 
et al 1998).  

Η εκτίµηση της καµπύλης ροπής-στροφής µε υπολογιστικά µέσα, συνιστά ένα 
δύσκολο και πολυσύνθετο εγχείρηµα. To πλήθος των διαθέσιµων µορφολογιών 
συνδέσεων, παρέχει ευχέρεια επιλογής στον µελετητή της πλέον κατάλληλης λύσης 
για την κάλυψη των λειτουργικών, οικονοµικών, κατασκευαστικών και αισθητικών 
απαιτήσεων του σχεδιασµού, αλλά παράλληλα εµποδίζει την συστηµατική 
διερεύνηση και την γενικότητα στις µεθοδολογίες εκτίµησης της συµπεριφοράς κάθε 
περίπτωσης µορφολογίας. Επίσης, η γεωµετρική πολυπλοκότητα που χαρακτηρίζει 
τους κόµβους δοκού-υποστυλώµατος, και κατά συνέπεια ο αυξηµένος αριθµός 
ανεξάρτητων παραµέτρων που επηρεάζει την συµπεριφορά τους, δυσχεραίνει την 
προσπάθεια αναλυτικής περιγραφής της απόκρισης και επιδρά σε βάρος του βαθµού 
εποπτείας που µπορεί να επιτευχθεί. Το γεγονός ότι η γεωµετρία είναι τρισδιάστατη 
επιβαρύνει ακόµα περισσότερο την πολυπλοκότητα στον τοµέα αυτόν. Επιπλέον, 
στην συµπεριφορά των κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, κυρίαρχη 
παράµετρο συνιστά η ύπαρξη πολλαπλών µη γραµµικοτήτων. Πέραν της µη 
γραµµικότητας υλικού, λόγω της µεγάλη πλαστιµότητας του χάλυβα, και της µη 
γραµµικότητας γεωµετρίας, εµφανίζονται επίσης µη γραµµικότητες που προέρχονται 
από την ασυνέχεια του υλικού, λόγω των πολλαπλών σωµάτων που συµµετέχουν 
στην σύνδεση και την επαφή µεταξύ των σωµάτων αυτών. 

Η εκτίµηση µε υπολογιστικά µέσα της στροφικής απόκρισης των κόµβων δοκού-
υποστυλώµατος αποτελεί ένα αντικείµενο µε µεγάλο ερευνητικό ενδιαφέρον. Οι 
διαθέσιµες µεθοδολογίες µπορούν να διακριθούν στις ακόλουθες τρεις κατηγορίες: 

• Απλοποιηµένα αναλυτικά προσοµοιώµατα 

• Μηχανικά προσοµοιώµατα 

• Προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων 

Από άποψη πολυπλοκότητας, περισσότερο σύνθετα είναι τα προσοµοιώµατα 
πεπερασµένων στοιχείων, ενώ στο αντίθετο άκρο βρίσκονται τα απλοποιηµένα 
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αναλυτικά προσοµοιώµατα. Στις επόµενες παραγράφους θα επιχειρηθεί µια 
λεπτοµερής περιγραφή των διαθέσιµων µεθοδολογιών σε κάθε κατηγορία. 

5.3 Απλοποιηµένα αναλυτικά προσοµοιώµατα 

Στην κατηγορία των απλοποιηµένων αναλυτικών προσοµοιωµάτων περιλαµβάνονται 
εµπειρικά και θεωρητικά προσοµοιώµατα. Τα εµπειρικά προσοµοιώµατα 
προκύπτουν µε την επιλογή ενός απλού µαθηµατικού νόµου µε τον οποίο µπορεί να 
περιγραφεί µια καµπύλη ροπής-στροφής. Οι παράµετροι που καθορίζουν τον 
µαθηµατικό νόµο, προκύπτουν από στατιστική επεξεργασία πειραµατικών 
αποτελεσµάτων, συσχετίζοντας τις παραµέτρους αυτές µε τις καθοριστικές 
γεωµετρικές και µηχανικές ιδιότητες των κόµβων της πειραµατικής δοκιµής, µε 
κριτήριο την ελαχιστοποίηση της απόκλισης. Ο αριθµός των ανεξάρτητων 
παραµέτρων του µαθηµατικού νόµου είναι συνήθως µικρός, έτσι ώστε η στατιστική 
επεξεργασία να είναι περισσότερο ευχερής και επιπλέον να µην βλάπτεται η 
απλότητα, που αποτελεί το κυριότερο πλεονέκτηµα των προσοµοιωµάτων αυτών.  

Τα θεωρητικά προσοµοιώµατα βασίζονται και αυτά στην επιλογή ενός απλού 
µαθηµατικού νόµου, µε µικρό αριθµό ανεξάρτητων παραµέτρων. Οι παράµετροι 
αυτές αντιστοιχούν σε χαρακτηριστικά γνωρίσµατα της καµπύλης ροπής-στροφής 
όπως η αρχική δυσκαµψία, η αντοχή και η δυσκαµψία του πλαστικού κλάδου. Ο 
υπολογισµός των χαρακτηριστικών αυτών ωστόσο, δεν γίνεται µε στατιστική 
συσχέτιση αλλά µε εφαρµογή µεθόδων ελαστικής και πλαστικής ανάλυσης 
απλοποιηµένων προσοµοιωµάτων των κόµβων. Σε πολλές περιπτώσεις, ο 
µαθηµατικός νόµος της καµπύλης ροπής-στροφής των θεωρητικών 
προσοµοιωµάτων εξαρτάται και από µια εµπειρική παράµετρο, µε την οποία 
επιτυγχάνεται η προσαρµογή του σχήµατος της καµπύλης, έτσι ώστε να συγκλίνει 
περισσότερο µε τα πειραµατικά αποτελέσµατα.  

Το κυριότερο µειονέκτηµα των απλοποιηµένων αναλυτικών προσοµοιωµάτων είναι 
το περιορισµένο πεδίο εφαρµογής τους. Αν η γεωµετρική διαµόρφωση των κόµβων 
ή οι σχετικές µηχανικές ιδιότητες των µελών του, αποκλίνουν σηµαντικά από τις 
αντίστοιχες ιδιότητες των κόµβων που χρησιµοποιήθηκαν στα πλαίσια του ελέγχου 
και της προσαρµογής των αναλυτικών προσοµοιωµάτων, τότε η αξιοπιστία τους, 
ιδιαίτερα στην περίπτωση των εµπειρικών, περιορίζεται. Επίσης, ένα πρόσθετο 
µειονέκτηµα αποτελεί το γεγονός ότι δεν παρέχουν επαρκή δεδοµένα κατά την 
εφαρµογή τους, για την κατανοµή της έντασης στα διάφορα εσωτερικά µέρη του 
κόµβου και την συνεισφορά των επιµέρους τµηµάτων στην τελική απόκριση. 
Εποµένως, δεν προσφέρονται για την διερεύνηση της απόκρισης νέων, 
τροποποιηµένων διαµορφώσεων κόµβων.  
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5.3.1 Εµπειρικά προσοµοιώµατα 

Frye και Morris (1975) 
Οι Frye και Morris (1975), προτείνουν τον ακόλουθο περιττό πολυωνυµικό νόµο για 
την προσέγγιση της καµπύλης ροπής M -στροφής φ : 

 ( ) ( ) ( )3 5
1 2 3φ c κM c κM c κM= + +   (5-1) 

όπου κ  είναι µια εµπειρική παράµετρος, που εξαρτάται από τις γεωµετρικές 
ιδιότητες και το είδος της σύνδεσης, και 1c , 2c , 3c  σταθεροί συντελεστές, οι οποίοι 

επιλέγονται από στατιστική προσαρµογή και χαρακτηρίζουν το είδος της σύνδεσης. 
Οι Faella et al. (2000), αναφέρουν τιµές των παραµέτρων 1c , 2c , 3c  και κ  

προερχόµενες από την βιβλιογραφία, για διάφορες µορφολογίες συνδέσεων. H 
σχέση 5-1 διαθέτει το πλεονέκτηµα της απλής µαθηµατικής µορφής, επιτρέπει όµως 
την εµφάνιση αρνητικής κλίσης της καµπύλης M φ− , η οποία δεν δικαιολογείται 
από το φυσικό πρόβληµα.  

Krishnamurthy et al. (1979) 
Οι Krishnamurthy et al. (1979) βασιζόµενοι σε προσοµοιώµατα πεπερασµένων 
στοιχείων, τρισδιάστατης και διδιάστατης γεωµετρίας, συνδέσεων µε 
προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα, χρησιµοποίησαν για την προσέγγιση της καµπύλης 
ροπής M -στροφής φ , τον ακόλουθο νόµο: 

 aφ cM=  (5-2) 

Ο συντελεστής c  αποτελεί εµπειρική παράµετρο που εξαρτάται από τα γεωµετρικά 
και µηχανικά χαρακτηριστικά της σύνδεσης και προσδιορίζεται από την ακόλουθη 
σχέση: 

 
2 03

0 36 1 38

1 4 ,

, ,
b p

, β  µ pc
Α  t

=  (5-3) 

όπου p  η απόσταση της σειράς κοχλιών στο προεκτεινόµενο τµήµα της µετωπικής 

πλάκας από το πέλµα της δοκού, bA  η διατοµή του κοχλία, pt  το πάχος της 

µετωπικής πλάκας, β  και µ  εµπειρικές παράµετροι εξαρτώµενες από την γεωµετρία 
της δοκού και τα χαρακτηριστικά των υλικών αντίστοιχα, οι οποίες υπολογίζονται 
ως εξής: 

 
0 61 1 03

1 30 0 26 1 58

0 0056 , ,
p f ,b

, , ,
b w,b b

,  b  t
β

h  t  W
=  (5-4) 
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 0 38 1 20

1 0
, ,

y y ,b

,µ
f  f

=  (5-5) 

Στις τελευταίες σχέσεις, pb  είναι το πλάτος της µετωπικής πλάκας, f ,bt  το πάχος του 

πέλµατος της δοκού, bh  το ύψος της δοκού, w,bt  το πάχος του κορµού της δοκού, bW  

η ροπή αντίστασης της διατοµής της δοκού, yf  και y ,bf  το όριο διαρροής των 

διατοµών και των κοχλιών αντίστοιχα. Για τον εκθέτη a  προτείνεται η τιµή: 

  1 58a ,=  (5-6) 

Η καµπύλη M φ−  που υπολογίζεται από την 5-2, αφορά την στροφική απόκριση 
της σύνδεσης µόνο, χωρίς δηλαδή την συνεισφορά του υποστυλώµατος. Η καµπύλη 
εξαρτάται από δύο µόνο παραµέτρους ελέγχου ( c  και α ). Το χαρακτηριστικό αυτό, 
αν και συνεισφέρει στην απλότητα των υπολογισµών, δεν προσφέρεται για την 
στατιστική προσαρµογή δείγµατος συνδέσεων µε µεγάλη ανοµοιογένεια στην µορφή 
της καµπύλης ροπής-στροφής. Κατά συνέπεια, η ακρίβεια της προσέγγισης που 
επιτυγχάνεται µε την σχέση 5-2 παρουσιάζει εν γένει µεγάλη διακύµανση. 

Kukreti et al. (1987) 
Οι Kukreti et al. (1987) διεύρυναν το πεδίο εφαρµογής της 5-2 για συνδέσεις µε 
ισόσταθµη µετωπική πλάκα και µία σειρά εφελκυόµενων κοχλιών. Αξιοποιώντας 
αποτελέσµατα παραµετρικής ανάλυσης µε πεπερασµένα στοιχεία, οι συγγραφείς 
προτείνουν µια εµπειρική σχέση για τον συντελεστή c , µε την οποία λαµβάνονται 
υπόψη τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά της σύνδεσης.  

 4 2 227 2 616 0 501 0 038 0 849 0 519 0 218 1 5393 59 10 , , , , , , , ,
b w,b f ,b b b,rect p pc ,    p  h  t  t  d  d  b  t− − − − − − − −=  (5-7) 

όπου p  η απόσταση της εφελκυόµενης σειράς κοχλιών από το άνω πέλµα της 
δοκού, bh  το ύψος της δοκού, w,bt  το πάχος του κορµού της δοκού, f ,bt  το πάχος του 

πέλµατος της δοκού, bd  η ονοµαστική διάµετρος των κοχλιών, b,rectd  η διάσταση 

ενός ισοδύναµου, τετράγωνης διατοµής κοχλία, pb  το πλάτος της µετωπικής πλάκας 

και pt  το πάχος της µετωπικής πλάκας. Οι µονάδες για τα µήκη στην σχέση 5-7 είναι 

ίντσες και για την ροπή στην εξίσωση 5-2 είναι kip-ft.  

Για τον εκθέτη α , οι συγγραφείς προτείνουν την ακόλουθη τιµή: 

  1 356a ,=  (5-8) 

Η αξιολόγηση της αναλυτικής µεθόδου περιορίστηκε στην ελαστική απόκριση µόνο 
και πραγµατοποιήθηκε µε πειραµατικές δοκιµές κόµβων.  
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Attiogbe και Morris (1991)  
Οι Attiogbe και Morris (1991) χρησιµοποίησαν για την προσέγγιση της καµπύλης 
ροπής M -στροφής φ , συνδέσεων µε διπλό γωνιακό κορµού, την εξίσωση Richard-
Abbott: 
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⎛ ⎞−⎜ ⎟
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⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟+ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

  (5-9) 

Στην έκφραση 5-9 υπεισέρχονται τέσσερις παράµετροι ελέγχου ( oM , oφ , pS  και n ). 

Οι συγγραφείς, µέσω στατιστικής επεξεργασίας πειραµατικών αποτελεσµάτων, 
κατέληξαν σε εµπειρικές σχέσεις που συνδέουν τις παραµέτρους αυτές µε τα 
γεωµετρικά δεδοµένα της σύνδεσης ως εξής: 

 3 0 595 2 817 4 737 0 784 5 95710 , ,  , , ,
ο wa wa b bφ  t  w  L  h  n− − − −=   (5-10) 

 1136 1 515 1139 0 258 0 309, ,  , , ,
o wa wa b bM t  w  L  h  n−=  (5-11) 

 0 522 1 564 1 073 0 737 1 704, ,  , , ,
wa wa b bn t  w  L  h  n− −=  (5-12) 

 0 955 2 044 4 445 0 327 7 555, ,  , , ,
p wa wa b bS t  w  L  h  n−=  (5-13) 

όπου wat  το πάχος του σκέλους του γωνιακού, w  η οριζόντια απόσταση των 

κοχλιών, waL  το µήκος του γωνιακού, bh  το ύψος της διατοµής της δοκού και bn  ο 

αριθµός των κοχλιών σε κάθε σκέλος σε επαφή µε το υποστύλωµα. Τα µήκη στις 
σχέσεις 5-9 ως 5-13 δίνονται σε mm, οι στροφές φ  και οφ  δίνονται σε rad, η ροπές 

M  και oM  σε kNm και η δυσκαµψία pS  σε kNm/rad.  

Abolmaali et al. (2005) 
Οι Abolmaali et al. (2005) πραγµατοποίησαν στατιστική συσχέτιση των καµπυλών 
ροπής M -στροφής φ  τρισδιάστατων προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων 
συνδέσεων µε ισόσταθµη µετωπική πλάκα. Επέλεξαν για τον σκοπό αυτόν, την 
σχέση Ramberg-Osgood και τον τρι-παραµετρικό νόµο των Kishi και Chen (1990). 
Η σχέση Ramberg-Osgood για την καµπύλη Μ φ−  διατυπώνεται ως εξής: 

 
1
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ξ

y y y

φ Μ Μ
φ M M

−⎡ ⎤⎛ ⎞
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 (5-14) 
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Οι παράµετροι yM  και yφ  ορίζουν ένα χαρακτηριστικό σηµείο της καµπύλης Μ φ−  

ενώ η παράµετρος ξ  καθορίζει το σχήµα της. Ο νόµος των Kishi και Chen (1990) 
διατυπώνεται ως εξής: 
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 (5-15) 

Η παράµετρος oS  αντιστοιχεί στην αρχική δυσκαµψία του κόµβου και η uM  στην 

µέγιστη ροπή. Η παράµετρος n  καθορίζει το σχήµα της καµπύλης. Για τις 
παραµέτρους της σχέσης Ramberg-Osgood, προέκυψαν από την στατιστική 
συσχέτιση οι ακόλουθες εκφράσεις: 

 0 507 0 003 1130 0 448 0 139 0 095 0 117 0 134 1136 0 296, , , , , , , , , ,
y b p p f ,b w,b b yM e  w  d  p  b  t  t  t  h  f−=  (5-16) 

 6 266 0 555 0 231 2 938 0 499 0 563 0 080 0 485 1102 0 062, , , , , , , , , ,
y b p p f ,b w,b b yφ e  w  d  p  b  t  t  t  h  f− − − − − − − −=  (5-17) 

 16 315 0 077 0 974 0 946 1 009 0 478 0 287 0 451 0 011 1 363, , , , , , , , , ,
b p p f ,b w,b b yξ e  w  d  p  b  t  t  t  h  f− − − − −=  (5-18) 

όπου w  η οριζόντια απόσταση µεταξύ των κοχλιών, bd  η διάµετρος των κοχλιών, 

p  η απόσταση της σειράς κοχλιών από το πέλµα της δοκού, pb  και pt  το πλάτος 

και το πάχος της µετωπικής πλάκας αντίστοιχα, f ,bt  και w,bt  το πάχος του πέλµατος 

και του κορµού της δοκού αντίστοιχα, bh  το ύψος της δοκού και yf  το όριο 

διαρροής. Οι συγγραφείς εφαρµόζουν την ίδια διαδικασία για τον αναλυτικό νόµο 
τριών παραµέτρων των Kishi και Chen (1990). Οι αναλυτικές εκφράσεις που 
προτείνονται ωστόσο δεν µπορούν να αξιοποιηθούν άµεσα, καθώς η περιγραφή της 
διαδικασίας υπολογισµών στο πρωτότυπο κείµενο είναι ελλιπής. Από την σύγκριση 
των δύο αναλυτικών νόµων ωστόσο, προκύπτει ότι µε την σχέση των Kishi και Chen 
(1990) επιτυγχάνεται καλύτερη σύγκλιση στις καµπύλες Μ φ−  των 
προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων, ιδιαίτερα στην πλαστική περιοχή.  

5.3.2 Θεωρητικά προσοµοιώµατα 

Yee και Melchers (1986) 
Οι Yee και Melchers (1986) πρότειναν έναν εκθετικό νόµο τεσσάρων παραµέτρων 
για την εκτίµηση της καµπύλης ροπής M  - στροφής φ  συνδέσεων µε 
προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα: 
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 (5-19) 

Στην σχέση 5-19, υπεισέρχονται ως παράµετροι η αρχική δυσκαµψία oS , η πλαστική 

ροπή αντοχής pM , η δυσκαµψία στην πλαστική περιοχή pS  και η εµπειρική 

παράµετρος c , µε την οποία ελέγχεται το σχήµα της καµπύλης. Για τον υπολογισµό 
της ροπής αντοχής pM , οι συγγραφείς αναγνώρισαν µηχανισµούς αστοχίας της 

σύνδεσης και συγκεκριµένα την εφελκυστική αστοχία των κοχλιών, την 
πλαστικοποίηση της µετωπικής πλάκας, την πλαστικοποίηση του πέλµατος του 
υποστυλώµατος, την διατµητική αστοχία του κορµού του υποστυλώµατος και την 
αστοχία λόγω λυγισµού ή πλαστικοποίησης του κορµού του υποστυλώµατος. Η 
ροπή pM  καθορίζεται από την ροπή στην οποία σχηµατίζεται ο κρίσιµος από τους 

προαναφερόµενους µηχανισµούς αστοχίας. Όµοια, η αρχική δυσκαµψία 
υπολογίζεται λαµβάνοντας υπόψη την συνεισφορά διακριτών συστατικών µερών 
στην παραµορφωσιµότητα του κόµβου, όπως η κάµψη της µετωπικής πλάκας, η 
κάµψη του πέλµατος του υποστυλώµατος, η επιµήκυνση των κοχλιών, η διατµητική 
παραµόρφωση του κορµού του υποστυλώµατος και η θλίψη του κορµού του 
υποστυλώµατος. Σε ότι αφορά την δυσκαµψία στην πλαστική περιοχή, οι 
συγγραφείς λαµβάνουν υπόψη µόνο δύο µηχανισµούς µετελαστικής απόκρισης του 
κόµβου, οι οποίοι απορρέουν από την διατµητική αστοχία ή τον λυγισµό του κορµού 
του υποστυλώµατος. Για κάθε µία περίπτωση, προτείνονται αναλυτικές εκφράσεις 
για τον αναλυτικό υπολογισµό της πλαστικής παραµόρφωσης του αντίστοιχου 
συστατικού µέρους, ενώ για τα υπόλοιπα θεωρείται ελαστική απόκριση. Για την 
παράµετρο c  πραγµατοποιήθηκε συσχέτιση µε πειραµατικά αποτελέσµατα 
συνδέσεων µε προεκτεινόµενη µετωπική, και προτείνεται η τιµή 1 5c ,= , για 
συνδέσεις χωρίς ενισχύσεις, 3 5c ,=  για συνδέσεις µε ενισχύσεις και 
προεντεταµένους κοχλίες και 0c =  για συνδέσεις µε ενισχύσεις και απλούς κοχλίες.  

Kishi και Chen (1990) 
Οι Kishi και Chen (1990) δηµοσίευσαν τα αποτελέσµατα έρευνας που 
πραγµατοποίησαν στο πανεπιστήµιο Purdue των ΗΠΑ (εσωτερικά κείµενα Chen και 
Kishi 1987, Kishi et al. 1987, Kishi et al. 1987β, Kishi και Chen 1987) σχετικά µε 
την αναλυτική περιγραφή της καµπύλης ροπής-στροφής συνδέσεων µε γωνιακά. Για 
τον σκοπό αυτόν χρησιµοποιούν τον ακόλουθο τρι-παραµετρικό νόµο: 
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όπου η παράµετρος oS  είναι η αρχική δυσκαµψία του κόµβου και uM  η µέγιστη 

ροπή που µπορεί να παραλάβει ο κόµβος. Η παράµετρος n  καθορίζει το σχήµα της 
καµπύλης M φ−  και προσδιορίζεται εµπειρικά. Με αυτές τις τρεις παραµέτρους, 
δεν υπάρχει δυνατότητα προσδιορισµού της κλίσης της καµπύλης στην πλαστική 
περιοχή, η οποία στο όριο uM M→  είναι εξορισµού ίση µε µηδέν.  

Για την περίπτωση συνδέσεων µόνο µε γωνιακά κορµού (Kishi et al. 1987β), οι 
συγγραφείς προτείνουν την ακόλουθη σχέση για την αρχική δυσκαµψία: 

 ( )
( ) ( )
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o

α cosh αβtS G
αβ cosh αβ sinh αβ

=
−

 (5-21) 

όπου 4 2967a ,= , wa waβ g / L=  , G  το µέτρο διάτµησης του γωνιακού, wat  το πάχος 

του σκέλους του γωνιακού σε επαφή µε το υποστύλωµα και waL  το µήκος του 

γωνιακού. Η σχέση (5-21) προκύπτει από ελαστική θεωρία πλακών για το σκέλος 
του γωνιακού σε επαφή µε το υποστύλωµα και µε την παραδοχή ότι η ευθεία κατά 
το µήκος του γωνιακού, που διέρχεται από τα άκρα κεφαλών των κοχλιών συνιστά 
πάκτωση ενώ το απέναντι άκρο, κοντά στο εγκάρσιο σκέλος, θεωρείται ελεύθερο και 
επιβάλλεται σε αυτό στρεπτική ροπή. Η απόσταση µεταξύ του πακτωµένου και του 
ελεύθερου άκρου είναι wag .  

Η ροπή αντοχής uM , προσδιορίζεται µε οριακή ανάλυση και υιοθετώντας έναν 

µηχανισµό κατάρρευσης του σκέλους σε επαφή µε το υποστύλωµα, µε δύο γραµµές 
διαρροής: µια κατακόρυφη, πλησίον του εγκάρσιου σκέλους και µια κεκλιµένη που 
διέρχεται πλησίον του εγκάρσιου του σκέλους, στο κάτω άκρο του γωνιακού και από 
την αξονική γραµµή των κοχλιών στο άνω άκρο. Λαµβάνοντας επίσης υπόψη, την 
αλληλεπίδραση ροπής-τέµνουσας στον σχηµατισµό των γραµµών διαρροής, 
προκύπτει η ακόλουθη σχέση για την ροπή αντοχής: 

 1 0 22
6

p , p ,
u wa

V VM L+
=  (5-22) 

όπου waL  το µήκος του γωνιακού, 0p,V  η πλαστική τέµνουσα δύναµη ανά µονάδα 

µήκους του γωνιακού στο κάτω άκρο αυτού, η οποία είναι ίση µε 0 5 y wa, f t  και 1p ,V  

η αντίστοιχη δύναµη στο άνω άκρο του γωνιακού, η οποία προκύπτει από την 
επίλυση της εξίσωσης: 

 
4

1 1 1 0
0 5 0 5

p , p ,b

y wa wa y wa

gV V
. f t t . f t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (5-23) 
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όπου yf  το όριο διαρροής του γωνιακού και bg  η απόσταση του άξονα των κοχλιών 

επί του υποστυλώµατος από το εγκάρσιο σκέλος του γωνιακού. Οι σχέσεις 5-21 και 
5-22 για την αρχική δυσκαµψία oS  και αντοχή uM  αντίστοιχα, αφορούν την 

περίπτωση ενός γωνιακού κορµού µόνο. Στην περίπτωση διπλού γωνιακού κορµού, 
οι αντίστοιχες εκφράσεις πολλαπλασιάζονται µε έναν συντελεστή 2. 

Για την περίπτωση συνδέσεων µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος (Chen και Kishi 
1987), οι συγγραφείς θεωρούν το σκέλος του άνω γωνιακού, που βρίσκεται σε 
επαφή µε το υποστύλωµα, ως πρόβολο, µε πάκτωση στο άκρο της κεφαλής του 
κοχλία. Η αρχική δυσκαµψία oS  προκύπτει από την σχέση: 

 ( )
( )

2

2 2

3 0 5 0 5

0 78
ta b ta sa

o

ta ta ta

EI h , t , t
S

g g , t

+ +
=

+
 (5-24) 

όπου E  το µέτρο ελαστικότητας του άνω γωνιακού, taI  η ροπή αδρανείας του, tat  

και sat  το πάχος του σκέλους του άνω και κάτω γωνιακού αντίστοιχα, bh  το ύψος 

της δοκού και tag  η απόσταση στο σκέλος του άνω γωνιακού, που βρίσκεται σε 

επαφή µε το υποστύλωµα, µεταξύ του άκρου της κεφαλής του κοχλία και του µέσου 
του πάχους του εγκάρσιου σκέλους. Στην σχέση 5-24 έχουν ληφθεί υπόψη τα έργα 
των διατµητικών δυνάµεων για τον υπολογισµό της παραµόρφωσης του άνω 
γωνιακού. Αντίστοιχα, η ροπή αντοχής uM  υπολογίζεται θεωρώντας τον 

σχηµατισµό δύο πλαστικών αρθρώσεων στο σκέλος του άνω γωνιακού: µία κοντά 
στο εγκάρσιο σκέλος, σε απόσταση k  από την κοινή ακµή των δύο σκελών και µία 
κοντά στον κοχλία. Λαµβάνοντας υπόψη την αλληλεπίδραση ροπής-τέµνουσας στον 
σχηµατισµό των πλαστικών αρθρώσεων, οι συγγραφείς προτείνουν την ακόλουθη 
σχέση για την uM : 

 ( )
2 0 5 0 5

4 2
sa sa ta ta

u y pt pt b sa
L t g k , tM f V V k h , t− +⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5-25) 

όπου yf  το όριο διαρροής του άνω γωνιακού, saL  και sat  το µήκος και το πάχος του 

κάτω γωνιακού αντίστοιχα και ptV  η εφελκυστική δύναµη στο άνω γωνιακό, η οποία 

προκύπτει από την επίλυση της ακόλουθης εξίσωσης: 

 
42

2

0 51 2
2

ta ta ta ta
pt y pt

ta ta y

L t g k , tV f   V
L t f
− +

= −  (5-26) 

Για την περίπτωση συνδέσεων µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος και διπλό 
γωνιακό κορµού (Kishi et al. 1987), οι συγγραφείς θεωρούν για τον υπολογισµό της 
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αρχικής δυσκαµψίας, τόσο το σκέλος του άνω γωνιακού που βρίσκεται σε επαφή µε 
το υποστύλωµα, όσο και το αντίστοιχο σκέλος του γωνιακού κορµού, ως προβόλους 
πακτωµένους στο άκρο της κεφαλής των κοχλιών. Λαµβάνοντας υπόψη το έργο των 
διατµητικών δυνάµεων, η αρχική δυσκαµψία oS  δίνεται τελικά από την σχέση: 

 ( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 2 2

3 0 5 0 5 6 0 5 0 5

0 78 0 78
ta b sa ta wa b sa

o
ta ta ta wa wa wa

EI h , t , t EI , h , t
S

g g . t g g . t

+ + +
= +

+ +
 (5-27) 

όπου taI  και waI  οι ροπές αδράνειας του άνω γωνιακού και του γωνιακού κορµού 

αντίστοιχα. Τα υπόλοιπα σύµβολα έχουν την ίδια έννοια όπως και στις σχέσεις 5-21 
και 5-24. Ο πρώτος όρος στην 5-27 αφορά την συνεισφορά του σκέλους του άνω 
γωνιακού ενώ ο δεύτερος όρος αφορά τα σκέλη του διπλού γωνιακού κορµού. Σε ότι 
αφορά την ροπή αντοχής uM , επιλέχθηκαν οι ίδιοι µηχανισµοί κατάρρευσης των 

γωνιακών, όπως στις περιπτώσεις συνδέσεων µε διπλό γωνιακό κορµού µόνο και 
συνδέσεων µε γωνιακό άνω και κάτω πέλµατος, που αναφέρθηκαν προηγούµενα. Η 
προτεινόµενη έκφραση είναι η εξής: 

 ( )
2

4
0 5 0 5 2

4 2
sa sa ta ta

u y pt pt b sa pw
L t g k , tM f V V k h , t V d− +⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5-28) 

Οι τρεις πρώτοι όροι στην 5-28 δεν διαφοροποιούνται σε σχέση µε την 5-25. Ο 
τελευταίος όρος αφορά την συνεισφορά του διπλού γωνιακού κορµού, όπου η 
δύναµη pwV  δίνεται από την σχέση: 

 1 0

2
p , p ,

pw wa
V VV L+

=  (5-29) 

όπου 0p ,V  η πλαστική τέµνουσα δύναµη ανά µονάδα µήκους του γωνιακού στο κάτω 

άκρο αυτού, η οποία είναι ίση µε 0 5 y wa, f t  και 1p ,V  η αντίστοιχη δύναµη στο άνω 

άκρο του γωνιακού, η οποία προκύπτει από την επίλυση της εξίσωσης 5-23. Η 
απόσταση 4d  στην σχέση 5-28 προσδιορίζεται ως εξής: 

 
( )

1 0
4 1

1 0

2 0 5
3

p , p ,
wa sa

p , p ,

V Vd L L , t
V V

+
= + +

+
 (5-30) 

όπου 1L  η απόσταση µεταξύ κάτω άκρου γωνιακού κορµού και κάτω άκρου δοκού. 

Από την περιγραφή που προηγήθηκε, για τις τρεις περιπτώσεις κόµβων που 
εξέτασαν οι Kishi και Chen (1990), προκύπτει ότι δεν λαµβάνεται υπόψη η επίδραση 
των κοχλιών στον υπολογισµό τόσο της αρχικής δυσκαµψίας όσο και της αντοχής. 
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Επίσης, στην όλη διαδικασία, δεν λαµβάνεται καθόλου υπόψη η 
παραµορφωσιµότητα και η αντοχή του υποστυλώµατος. 

Wu και Chen (1989, 1990) 
Οι Wu και Chen (1989, 1990), χρησιµοποίησαν για την καµπύλη ροπής M  - 
στροφής φ , συνδέσεων µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος, µε ή χωρίς γωνιακά 
κορµού, τον ακόλουθο λογαριθµικό νόµο, τριών παραµέτρων: 

 1 o

u u

φSM nln
M nM

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5-31) 

όπου η παράµετρος oS  είναι η αρχική δυσκαµψία του κόµβου, uM  η µέγιστη ροπή 

που µπορεί να παραλάβει ο κόµβος και n  παράµετρος η οποία καθορίζει το σχήµα 
της καµπύλης M φ−  και προσδιορίζεται εµπειρικά. Για την αρχική δυσκαµψία oS , 

οι συγγραφείς προτείνουν µια βελτιωµένη παραλλαγή της σχέσης 5-24, για 
συνδέσεις µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος και της σχέσης 5-27, για συνδέσεις µε 
γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος και διπλό γωνιακό κορµού, όπου 
συµπεριλαµβάνεται και η συνεισφορά από την κάµψη του γωνιακού του κάτω 
πέλµατος δοκού. Για την περίπτωση συνδέσεων µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος, 
η αρχική δυσκαµψία υπολογίζεται ως εξής: 

 ( )
( )

2

2 2

3 0 5 0 5 4
0 78

ta b ta sa sa
o

sata ta ta

EI h , t , t EIS
gg g , t

+ +
= +

+
 (5-32) 

Ο δεύτερος όρος στο δεξί µέλος της 5-32, αντιστοιχεί στην συνεισφορά του κάτω 
γωνιακού ενώ ο πρώτος είναι όµοιος µε την σχέση 5-24 και αντιστοιχεί στην 
συνεισφορά του άνω γωνιακού. Με saI  συµβολίζεται η ροπή αδράνειας του σκέλους 

του κάτω γωνιακού και µε sag  το µήκος του σκέλους του κάτω γωνιακού, πάνω στο 

οποίο επικάθεται η δοκός, µετρούµενο από το κέντρο στροφής µέχρι το άκρο του. 
Αντίστοιχα, για την περίπτωση συνδέσεων µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος και 
διπλό γωνιακό κορµού, η αρχική δυσκαµψία υπολογίζεται ως εξής: 

 ( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 2 2

3 0 5 0 5 6 0 5 0 5 4
0 78 0 78

ta b sa ta wa b sa sa
o

sata ta ta wa wa wa

EI h , t , t EI , h , t EIS
gg g . t g g . t

+ + +
= + +

+ +
 (5-33) 

Για τον υπολογισµό της ροπής αντοχής uM  χρησιµοποιούνται οι εξισώσεις 5-25 και 

5-28 των Chen και Kishi (1987) και Kishi et al. (1987). Για τον υπολογισµό ωστόσο 
της δύναµης pwV  που απαιτείται στην 5-28, υιοθετούν µια διγραµµική προσέγγιση 

της πλαστικής διατµητικής δύναµης καθ’ ύψος του γωνιακού κορµού, αντί της 
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γραµµικής στην σχέση 5-29 των Kishi et al. (1987). Έτσι, η pwV  προκύπτει από την 

σχέση: 

 1 0 5 02
4

p , p , . p ,
pw wa

V V VV L+ +
=  (5-34) 

όπου 0 5p , .V  η πλαστική διατµητική δύναµη στο µέσο ύψος του γωνιακού κορµού.  

Folley και Vinnakota (1995) 
Οι Folley και Vinnakota (1995), υιοθέτησαν τον τρι-παραµετρικό νόµο της σχέσης 
5-20 των Kishi και Chen (1990) για συνδέσεις µε προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα. 
Για τον υπολογισµό της ροπής αντοχής uM , αναγνώρισαν πιθανούς µηχανισµούς 

αστοχίας, ο κρίσιµος εκ των οποίων καθορίζει την uM . Ειδικότερα, οι πιθανοί 

µηχανισµοί που ελήφθησαν υπόψη είναι η αστοχία της δοκού, η αστοχία των 
εφελκυόµενων κοχλιών, η αστοχία της µετωπικής πλάκας, η αστοχία του πέλµατος 
του υποστυλώµατος, ο λυγισµός και η κύρτωση του κορµού του υποστυλώµατος. 
Για κάθε µηχανισµό, οι συγγραφείς προτείνουν διαδικασίες αναλυτικού 
υπολογισµού της ροπής αντοχής. Για τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας 
λαµβάνεται υπόψη µόνο η παραµορφωσιµότητα της εφελκυόµενης ζώνης της 
µετωπικής πλάκας και του πέλµατος του υποστυλώµατος. Η προτεινόµενη µέθοδος 
ελέγχθηκε µε πειραµατικά αποτελέσµατα, χρησιµοποιώντας για την παράµετρο n  
την τιµή 0 95n ,= . 

Chisala (1999) 
Ο Chisala (1999) χρησιµοποίησε έναν εκθετικό νόµο για την καµπύλη ροπής M  - 
στροφής φ , εισάγοντας ως παραµέτρους την αρχική δυσκαµψία oS , την δυσκαµψία 

στην πλαστική περιοχή pS  και µία εµπειρική παράµετρο oM : 

 ( ) 1 o
o p

ο

S φM M S φ  exp
Μ

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
 (5-35) 

Αναλυτικές εκφράσεις για τον υπολογισµό των τριών παραµέτρων δίνονται για 
περιπτώσεις συνδέσεων µε γωνιακά. Η αρχική δυσκαµψία oS  στην περίπτωση 

συνδέσεων µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος, υπολογίζεται λαµβάνοντας υπόψη 
την παραµορφωσιµότητα του άνω γωνιακού µόνο. Θεωρώντας έναν ισοδύναµο 
πρόβολο για την απόκριση του άνω γωνιακού και συνυπολογίζοντας τα έργα των 
διατµητικών δυνάµεων προκύπτει η ακόλουθη εξίσωση:  
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 (5-36) 
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όπου ( )( )1 50 625 ,
e ta sa b tat t t / h , / t= +  και tat  και sat  τα πάχη των σκελών του άνω και 

κάτω γωνιακού αντίστοιχα, που βρίσκονται επαφή µε το υποστύλωµα, bh  το ύψος 

της δοκού, E  το µέτρο ελαστικότητας, tag  η απόσταση µεταξύ των κοχλιών που 

συνδέουν το άνω γωνιακό µε το υποστύλωµα και της ακµής του γωνιακού, bn  ο 

ολικός αριθµός των ίδιων κοχλιών, b,hd  η διάµετρος κεφαλής του κοχλία. Για την 

δυσκαµψία στην πλαστική περιοχή pS , ακολουθείται η ίδια διαδικασία, 

χρησιµοποιώντας όµως αντί των ελαστικών ιδιοτήτων του υλικού, τις αντίστοιχες 
πλαστικές (µέτρο κράτυνσης pE  και λόγος Poisson 0,5). Η τελική έκφραση για την 

pS  έχει την µορφή της 5-36, ελαφρά τροποποιηµένης. Σε ότι αφορά την εµπειρική 

παράµετρο oM , πραγµατοποιήθηκε στατιστική συσχέτιση µε πειραµατικά 

αποτελέσµατα και προέκυψε η ακόλουθη έκφραση: 

 ( ) ( )
0 8536

11426 0 95562279
,

, , e
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−
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 (5-37) 

Η περίπτωση συνδέσεων µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος και διπλό γωνιακό 
κορµού, αντιµετωπίζεται µε τον ίδιο τρόπο. Η δυσκαµψία υπολογίζεται µε βάση την 
παραµορφωσιµότητα του άνω γωνιακού ενώ η συνεισφορά των γωνιακών κορµού 
λαµβάνεται υπόψη εµπειρικά, χωρίς δυστυχώς να τεκµηριώνονται επαρκώς στο 
πρωτότυπο κείµενο, οι παραδοχές που υιοθετήθηκαν. Η σχέση που προτείνεται για 
την αρχική δυσκαµψία oS  είναι η ακόλουθη: 
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 (5-38) 

όπου ( ) ( )0 276e ta wa wa sa b b,ht t t / L t / h , / d= + + , wat  το πάχος του σκέλους του 

γωνιακού κορµού και waL  το µήκος του γωνιακού κορµού. Η δυσκαµψία στην 

πλαστική περιοχή pS , προκύπτει µε βάση τα χαρακτηριστικά του 

πλαστικοποιηµένου υλικού, καταλήγοντας τελικά σε µια σχέση ανάλογη της 5-38. 
Για την παράµετρο oM  προτείνεται η ακόλουθη εµπειρική σχέση: 

 ( )
1 75231 5103
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 (5-39) 

Στην περίπτωση ύπαρξης µόνο διπλού γωνιακού κορµού, η παραµορφωσιµότητα της 
σύνδεσης, η οποία θεωρείται ότι προέρχεται µόνο από τα σκέλη των δύο γωνιακών, 
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που βρίσκονται σε επαφή µε το υποστύλωµα, προσεγγίζεται από εκείνη µιας 
ισοδύναµης αµφίπακτης δοκού, κεντρικά φορτιζόµενης, ενώ ο ελαστικός πόλος 
περιστροφής της σύνδεσης ορίζεται στο µέσο ύψος του γωνιακού κορµού. Η αρχική 
δυσκαµψία oS  υπολογίζεται από την σχέση: 
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 (5-40) 

όπου 2wa w,bg g t k= − −  και g  η οριζόντια καθαρή απόσταση µεταξύ των κοχλιών 

στο υποστύλωµα, w,bt  το πάχος του κορµού της δοκού και k  η απόσταση στο σκέλος 

του γωνιακού που βρίσκεται στο υποστύλωµα, µεταξύ της ακµής του γωνιακού και 
του πέρατος της κυκλικής προσαρµογής. Για τον υπολογισµό της δυσκαµψίας στην 
πλαστική περιοχή pS , η ισοδύναµη αµφίπακτη δοκός αντικαθίσταται από δύο 

προβόλους, ως συνέπεια του σχηµατισµού πλαστικών αρθρώσεων στην περιοχή των 
σκελών κοντά στον κορµό της δοκού, και ο πόλος περιστροφής της σύνδεσης 
ορίζεται εγγύτερα στο κάτω όριο του γωνιακού, σε απόσταση 0 2 wa, L  από αυτό. 

Επίσης, χρησιµοποιούνται οι πλαστικές ιδιότητες του υλικού στους υπολογισµούς. Η 
σχέση που τελικά προτείνεται είναι η εξής: 

 
( )2

2

2

5 0 76
2 2

1018 1
9

b wa
p wa b wa

p
wa

wa
wa

h LE t h , L
S

gg
t

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠=

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (5-41) 

όπου ( ) ( )0 5 0 5 0 75wa w,b b,hg , g t , d , k= − − +  και pE  το µέτρο κράτυνσης. Τέλος, η 

παράµετρος oM  προκύπτει µέσω στατιστικής συσχέτισης πειραµατικών 

αποτελεσµάτων και δίνεται από την σχέση: 

 ( ) ( )0 4854 1 82842628 , ,
o wa waM t L=  (5-42) 

Στο πρωτότυπο κείµενο (Chisala 1999), παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα 
αξιολόγησης που πραγµατοποίησε ο συγγραφέας, συγκρίνοντας 20 περιπτώσεις 
καµπυλών M φ−  της προτεινόµενης µεθοδολογίας, µε εκείνες των Kishi και Chen 
(1990) και αντίστοιχες πειραµατικές. Από την σύγκριση, συµπεραίνεται γενικά, ότι η 
µεθοδολογία του Chisala (1999) προσεγγίζει καλύτερα τις πειραµατικές καµπύλες 
M φ− . Πάντως, όπως αναφέρθηκε και για την µεθοδολογία των Kishi και Chen 
(1990), δεν λαµβάνεται υπόψη η συνεισφορά των κοχλιών και του υποστυλώµατος, 
ενώ επιπλέον αγνοείται η επιρροή των θλιβόµενων συστατικών της σύνδεσης.  
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Lee και Moon (2002) 
Οι Lee και Moon (2002), χρησιµοποίησαν τον ακόλουθο λογαριθµικό νόµο δύο 
παραµέτρων για την καµπύλη ροπής M  - στροφής φ  συνδέσεων µε γωνιακά: 

 ( )1000 1
n

M a ln nφ= +⎡ ⎤⎣ ⎦   (5-43) 

Οι δύο παράµετροι a  και n  καθορίζουν το σχήµα της καµπύλης M φ− . Οι 
συγγραφείς πραγµατοποίησαν στατιστική συσχέτιση των παραµέτρων αυτών µε την 
αρχική δυσκαµψία oS  και την δυσκαµψία στην πλαστική περιοχή pS , πειραµατικών 

αποτελεσµάτων 50 κόµβων µε σύνδεση διπλού γωνιακού κορµού και 25 κόµβων µε 
σύνδεση γωνιακού άνω και κάτω πέλµατος. Για την περίπτωση σύνδεσης διπλού 
γωνιακού κορµού προτείνουν τις ακόλουθες εκφράσεις: 

 3 31 499 10 1 499 10 0 704o pa ,    S ,    S ,− −= + +  (5-44) 

 5 53 594 10 3 496 10 1 170o pn ,    S ,    S ,− −= − − +  (5-45) 

Για συνδέσεις άνω και κάτω πέλµατος, οι αντίστοιχες εκφράσεις είναι οι εξής: 

 4 49 689 10 9 562 10 3 850o pa ,    S ,    S ,− −= + +  (5-46) 

 6 64 500 10 4 400 10 0 601o pn ,    S ,    S ,− −= + +  (5-47) 

Για τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας oS , τα σκέλη των γωνιακών της 

σύνδεσης εξιδανικεύονται από γραµµικές δοκούς και θεωρείται ότι στο σκέλος του 
γωνιακού, που βρίσκεται σε επαφή µε το υποστύλωµα, υλοποιείται πλήρης πάκτωση 
στο άκρο της κεφαλής του κοχλία. Για την περίπτωση σύνδεσης µε διπλό γωνιακό 
κορµού θεωρείται ότι ο πόλος περιστροφής βρίσκεται στο µέσο ύψος του γωνιακού, 
καταλήγοντας στην ακόλουθη σχέση: 

 31 2
3
1 1 2

2
4o wa

g gEIS L
g g g

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟+⎝ ⎠

 (5-48) 

όπου 1g  η απόσταση στο σκέλος του γωνιακού που βρίσκεται σε επαφή µε το 

υποστύλωµα, µεταξύ του άκρου της κεφαλής του κοχλία και του µέσου πάχους του 
εγκάρσιου σκέλους, 2g  το µήκος του σκέλους του γωνιακού που βρίσκεται σε 

επαφή µε την δοκό, από το µέσο πάχος του εγκάρσιου σκέλους µέχρι το κέντρο 
βάρους των κοχλιών, E  το µέτρο ελαστικότητας, I  η ροπή αδράνειας των σκελών 
του γωνιακού ανά µονάδα µήκους του και waL  το µήκος του γωνιακού κορµού. Για 

την δυσκαµψία στην πλαστική περιοχή pS , υιοθετείται ένας κινηµατικός 
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µηχανισµός µε δύο σχηµατισµένες πλαστικές αρθρώσεις στο σκέλος του γωνιακού 
που βρίσκεται σε επαφή µε το υποστύλωµα και µία πλαστική άρθρωση στο σκέλος 
που βρίσκεται σε επαφή µε την δοκό. Ο πόλος περιστροφής θεωρείται σε απόσταση 
0 2 wa, L  από το κάτω όριο του γωνιακού, ενώ η κατανοµή της εφελκυστικής δύναµης 

λαµβάνεται συγκεντρωµένη στους κοχλίες. Η έκφραση που προτείνεται είναι η εξής: 

 
( )( )

( )( ) ( )

22 2 2
1 3 3 2

2 2 2
3 1 3 3 3 2 1 3 3

4 0 5 10

0 5 0 5
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i i b ,hp p p
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LL L dM g g g δ , g δ
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g g g g , δ g δ , g δ g g g δ

⎛ ⎞⎡ ⎤ +− + + ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠=
⎡ ⎤− + + − +⎣ ⎦

∑ ∑
 (5-49) 

όπου 1g  η απόσταση στο σκέλος του γωνιακού που βρίσκεται σε επαφή µε το 

υποστύλωµα, µεταξύ του άκρου της κεφαλής του κοχλία και του µέσου πάχους του 
εγκάρσιου σκέλους, 2g  η απόσταση  στο σκέλος του γωνιακού που βρίσκεται σε 

επαφή µε την δοκό, µεταξύ του άκρου της κεφαλής του πρώτου κοχλία και του 
µέσου πάχους του εγκάρσιου σκέλους, 3g  η απόσταση στο σκέλος του γωνιακού 

που βρίσκεται σε επαφή µε το υποστύλωµα, µεταξύ του άκρου της κεφαλής του 
κοχλία και της αρχής της κυκλικής συναρµογής, pM  η πλαστική ροπή του σκέλους 

του γωνιακού, b,hd  η διάµετρος κεφαλής του κοχλία, iL  η απόσταση του κοχλία i 

από τον πόλο περιστροφής και pδ  η µετακίνηση του γωνιακού στην οποία 

σχηµατίζονται οι πλαστικές αρθρώσεις και η οποία λαµβάνεται ίση µε 5,08mm. 

Ανάλογη διαδικασία ακολουθείται και για την περίπτωση συνδέσεων µε γωνιακά 
άνω και κάτω πέλµατος, όπου υιοθετούνται οι ίδιες εξιδανικεύσεις για την 
παραµορφωσιµότητα του άνω γωνιακού. Για την αρχική δυσκαµψία oS  προτείνεται 

η ακόλουθη σχέση: 

 ( )1 2
13

1 1 2

12
4o ta b b

g gEIS L h h g
g g g

⎛ ⎞+
= +⎜ ⎟+⎝ ⎠

 (5-50) 

όπου taL  το µήκος του άνω γωνιακού και bh  το ύψος της δοκού. Για την δυσκαµψία 

στην πλαστική περιοχή pS , η αντίστοιχη έκφραση είναι: 
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5.4 Μηχανικά προσοµοιώµατα 

Στην δεύτερη κατηγορία µεθοδολογιών για την εκτίµηση της καµπύλης ροπής-
στροφής των κόµβων ανήκουν τα µηχανικά προσοµοιώµατα. Τα µηχανικά 
προσοµοιώµατα βασίζονται στην διάσπαση του συνολικού προβλήµατος σε 
απλούστερα τµήµατα, των οποίων η συµβολή στην παραµορφωσιµότητα και αντοχή 
του κόµβου µπορεί να αποµονωθεί και να προσδιορισθεί ξεχωριστά. Η εκτίµηση της 
συµπεριφοράς των απλούστερων τµηµάτων επιτυγχάνεται µε εφαρµογή αναλυτικών 
µεθόδων, µε εµπειρικό ή θεωρητικό υπόβαθρο. Η συνολική συµπεριφορά του 
κόµβου προκύπτει από την συνδυασµένη συνεισφορά των επιµέρους τµηµάτων και 
την µεταξύ τους αλληλεπίδραση, όπως αυτή αναπαράγεται µε ένα µηχανικό 
προσοµοίωµα. Έχει καθιερωθεί, τα επιµέρους αυτά τµήµατα να αναφέρονται ως 
συστατικά µέρη του κόµβου (components) στην σχετική βιβλιογραφία των 
µεταλλικών κόµβων και η µεθοδολογία των µηχανικών προσοµοιωµάτων ως 
µέθοδος των συστατικών µερών (component method). Κατά κανόνα, τα συστατικά 
µέρη έχουν την µορφή µετακινησιακών ελατηρίων, οπότε και η συµπεριφορά τους 
περιγράφεται από µία σχέση δύναµης-µετακίνησης. Η υλοποίηση της µεθόδου 
µπορεί να διαχωριστεί στα ακόλουθα βήµατα: 

1. Ταυτοποίηση και αποµόνωση των αιτίων που συνεισφέρουν στην 
συνολική παραµορφωσιµότητα και αντοχή του κόµβου. Ορισµός 
συστατικών µερών. 

2. Υπολογισµός της απόκρισης καθενός συστατικού µέρους.  

3. ∆ιασύνδεση των συστατικών µερών σε µηχανικό προσοµοίωµα και 
υπολογισµός της συνολικής απόκρισης του κόµβου από αυτό. 

Το πλεονέκτηµα της µεθόδου των συστατικών µερών είναι η γενικότητα της, καθώς 
επιτρέπει µε µία συνεπή µεθοδολογία, την εφαρµογή σε κάθε πρόβληµα κόµβου, 
ανεξάρτητα από τα ιδιαίτερα γνωρίσµατα του. Η γενικότητα αυτή όµως, συνοδεύεται 
και από ένα κόστος, καθώς η µέθοδος ουσιαστικά δεν λύνει το πρόβληµα αλλά το 
υποβιβάζει σε υποδεέστερα, µικρότερης δυσκολίας. Συνεπώς, η γενικότητα 
επιτυγχάνεται µεταθέτοντας την αντιµετώπιση των ειδικών χαρακτηριστικών κάθε 
περίπτωσης κόµβου, στην επίλυση των υποδεέστερων προβληµάτων, δηλαδή των 
συστατικών µερών του.  

Yee και Melchers (1986) 
Ως πρώτη περίπτωση εφαρµογής της µεθόδου των συστατικών µερών, για τον 
υπολογισµό της απόκρισης κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, αναφέρεται η 
δηµοσίευση των Yee και Melchers (1986). Όπως περιγράφηκε προηγούµενα, στην 
παράγραφο 5.3.2, οι συγγραφείς προτείνουν έναν αναλυτικό νόµο για την 
προσέγγιση της καµπύλης ροπής-στροφής κόµβων µε σύνδεση προεκτεινόµενης 
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µετωπικής πλάκας. Ωστόσο η τακτική που ακολουθείται για τον υπολογισµό των 
παραµέτρων της αντοχής και της αρχικής δυσκαµψίας, που υπεισέρχονται στον 
αναλυτικό νόµο, εµφανίζει τα χαρακτηριστικά της µεθόδου των συστατικών µερών. 
Ειδικότερα, για τον υπολογισµό της αντοχής λαµβάνονται υπόψη τα ακόλουθα 
συστατικά µέρη ως πιθανές αιτίες αστοχίας του κόµβου: 

• Κοχλίες σε εφελκυσµό (bt) 

• Πέλµα υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb) 

• Μετωπική πλάκα σε κάµψη (epb) 

• Κορµός υποστυλώµατος σε διάτµηση (cws) 

• Κορµός υποστυλώµατος σε θλίψη (λυγισµός ή πλαστικοποίηση) 
(cwc) 

Σε παρένθεση αναφέρεται η συντοµογραφία για κάθε συστατικό µέρος. Η ροπή 
κάµψης M  που µεταφέρεται µέσω της δοκού στον κόµβο, αναλύεται σε ζεύγος 
δυνάµεων F , συγκεντρωµένων στο άνω και κάτω πέλµα της: 

 ( )b f ,bM F h t= −  (5-52) 

όπου bh  το ύψος της διατοµής της δοκού και f ,bt  το πάχος των πελµάτων της. Η 

αντοχή κάθε συστατικού µέρους υπολογίζεται µε αναλυτικές µεθόδους. Η µικρότερη 
καθορίζει το κρίσιµο συστατικό µέρος και την µέγιστη δύναµη F  στα πέλµατα της 
δοκού για τον υπολογισµό της ροπής αντοχής από την 5-52. Για τον υπολογισµό της 
αρχικής δυσκαµψίας, θεωρείται ότι στις οριζόντιες µετακινήσεις ufδ  και lfδ  του άνω 

και κάτω πέλµατος της δοκού αντίστοιχα, συµβάλλουν οι επιµέρους παραµορφώσεις 
των συστατικών µερών του κόµβου ως εξής: 

 uf bt cfb epb cwsδ δ δ δ δ= + + +   (5-53) 

 lf cwcδ δ=  (5-54) 

Οι επιµέρους µετακινήσεις που εµφανίζονται στις ανωτέρω σχέσεις υπολογίζονται 
αναλυτικά και αντιστοιχούν στα ακόλουθα συστατικά µέρη: 

• btδ : κοχλίες σε εφελκυσµό (bt) 

• cfbδ : πέλµα υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb) 

• epbδ : µετωπική πλάκα σε κάµψη (epb) 
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• cwsδ : κορµός υποστυλώµατος σε διάτµηση (cws) 

• cwcδ : κορµός υποστυλώµατος σε θλίψη (cwc) 

Η στροφή φ  του κόµβου συνδέεται µε τις µετακινήσεις των πελµάτων τις δοκού µε 
την ακόλουθη σχέση: 

 uf lf

b fb

δ δ
φ

h t
+

=
−

 (5-55) 

Συνεπώς, από την τελευταία σχέση και την 5-52, η αρχική δυσκαµψία oS  του 

κόµβου υπολογίζεται ως εξής: 

 
( )2
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o

uf lf

F h tMS
φ δ δ

−
= =

+
 (5-56) 

Η αναλυτική διαδικασία υπολογισµού της αντοχής και της αρχικής δυσκαµψίας που 
προτείνουν οι Yee και Melchers (1986), είναι ισοδύναµη µε το µηχανικό 
προσοµοίωµα του σχήµατος 5-1, όπου κάθε µετακινησιακό ελατήριο χαρακτηρίζεται 
από την αντοχή και δυσκαµψία του αντίστοιχου συστατικού µέρους. 

 

Σχήµα 5-1. Ισοδύναµο µηχανικό προσοµοίωµα για τον υπολογισµό της αρχικής 
δυσκαµψίας και αντοχής κατά Yee και Melchers (1986). 

Tschemmernegg και Humer (1988) 
Οι Tschemmernegg και Humer (1988) διέκριναν ότι η παραµορφωσιµότητα των 
κόµβων δοκού-υποστυλώµατος µπορεί να αποδοθεί στα εξής στοιχεία: 

• Φάτνωµα υποστυλώµατος 

• Σύνδεση 

Στο φάτνωµα υποστυλώµατος (panel zone) ανήκουν ο κορµός και τα δύο πέλµατα 
του υποστυλώµατος, σε µήκος ίσο µε το ύψος της διατοµής των συνδεόµενων 
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δοκών. Στην σύνδεση ανήκουν τα πέλµατα του υποστυλώµατος, και ανάλογα µε την 
µορφολογία, οι κοχλίες, η µετωπική πλάκα, οι συγκολλήσεις, τα γωνιακά κλπ. Με 
αυτήν την διάκριση, η παραµορφωσιµότητα του φατνώµατος του υποστυλώµατος 
παραµένει ανεξάρτητη από την εκάστοτε µορφολογία της σύνδεσης.  

Οι συγγραφείς προτείνουν την ενσωµάτωση των κόµβων στην καθολική ανάλυση 
της κατασκευής όχι σηµειακά µε ένα στροφικό ελατήριο, αλλά µε τις πραγµατικές 
διαστάσεις τους. Για τον σκοπό αυτόν, προτείνουν ένα µηχανικό προσοµοίωµα µε 
τρεις οµάδες ελατηρίων: 

• Ελατήρια διάτµησης φατνώµατος 

• Ελατήρια µεταβίβασης φορτίου στο φάτνωµα 

• Ελατήρια σύνδεσης 

Οι δύο πρώτες οµάδες ελατηρίων αντιστοιχούν στην παραµορφωσιµότητα του 
φατνώµατος, και συνεπώς δεν εξαρτώνται από την µορφολογία της σύνδεσης. Τα 
ελατήρια σύνδεσης επηρεάζουν την συµπεριφορά του κόµβου µόνο στην περίπτωση 
κοχλιωτών συνδέσεων, ενώ στις συγκολλητές συνδέσεις θεωρούνται άκαµπτα και 
παραλείπονται. Στο σχήµα 5-2 φαίνεται το προτεινόµενο µηχανικό προσοµοίωµα για 
κόµβους µε κοχλιωτές συνδέσεις. 

 

Σχήµα 5-2. Μηχανικό προσοµοιώµατα αµφίπλευρου κόµβου κατά Tschemmernegg 
και Humer (1988).  

Τα ελατήρια διάτµησης προσοµοιώνουν την διατµητική συµπεριφορά του 
φατνώµατος, υπό την επίδραση των µεταβιβαζόµενων δυνάµεων από τις 
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συνδεόµενες δοκούς. Ενεργοποιούνται σε περιπτώσεις µονόπλευρων κόµβων ή σε 
περιπτώσεις αµφίπλευρων κόµβων µε µη συµµετρική φόρτιση. Σε περίπτωση 
συµµετρικής φόρτισης, οι αντίρροπες ροπές εξουδετερώνονται και δεν προκαλούν 
καµία διατµητική καταπόνηση στο φάτνωµα. Όπως φαίνεται στο σχήµα 5-2, τα 
ελατήρια διάτµησης τοποθετούνται διαγώνια στην περιοχή του κορµού του 
υποστυλώµατος, εντός ενός πλαισίου άκαµπτων στοιχείων. Η καµπύλη δύναµης-
µετακίνησης των ελατηρίων προσεγγίζεται µε µία διγραµµική εξιδανίκευση και 
υπολογίζεται µε αναλυτικά µέσα, µε βάση εκτεταµένη πειραµατική έρευνα που 
πραγµατοποιήθηκε στο πανεπιστήµιο του Innsbruck. Επίσης, προτείνονται πίνακες, 
για τον υπολογισµό των χαρακτηριστικών των ελατηρίων για πολυάριθµους 
συνδυασµούς υποστυλώµατος και δοκού, µε πρότυπες ευρωπαϊκές διατοµές.  

Με τα ελατήρια µεταβίβασης φορτίου, προσοµοιώνεται η µεταφορά των 
εφελκυστικών και θλιπτικών δυνάµεων και οι προκαλούµενες παραµορφώσεις από 
τα πέλµατα της δοκού στο φάτνωµα. Η συµπεριφορά αυτών των ελατηρίων µπορεί 
να θεωρηθεί ότι αντιστοιχεί στην περίπτωση ενός αµφίπλευρου, συµµετρικού 
κόµβου µε συγκολλητές συνδέσεις, όπου οι άλλες δύο οµάδες ελατηρίων δεν 
συµµετέχουν στην απόκριση. Το εφελκυόµενο και το θλιβόµενο ελατήριο διαθέτουν 
την ίδια συµπεριφορά, καθώς η αστοχία λόγω ελαστικής αστάθειας του κορµού του 
υποστυλώµατος αποκλείσθηκε ως πιθανή µορφή αστοχίας, µε βάση πειραµατικά 
αποτελέσµατα. Για την σχέση δύναµης-µετακίνησης των ελατηρίων χρησιµοποιείται 
διγραµµική καµπύλη, η οποία υπολογίζεται αναλυτικά ή µε την βοήθεια πινάκων για 
πρότυπες διατοµές.  

Με τα ελατήρια σύνδεσης, προσοµοιώνεται η παραµορφωσιµότητα των στοιχείων 
της σύνδεσης. Οι συγγραφείς επικέντρωσαν το ενδιαφέρον τους σε συνδέσεις µε 
προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα. Επίσης, εξέτασαν την περίπτωση ενίσχυσης του 
πέλµατος του υποστυλώµατος, στην εφελκυόµενη ζώνη, µε πρόσθετα ελάσµατα. 
Αξιοποιώντας πειραµατικά αποτελέσµατα, ανέπτυξαν πίνακες για τον σχεδιασµό 
των συγκεκριµένων συνδέσεων, ώστε να µην αποτελούν τον κρίσιµο παράγοντα για 
την αστοχία του κόµβου. ∆εν παρέχονται δεδοµένα ωστόσο, για την εκτίµηση της 
καµπύλης δύναµης-µετακίνησης των ελατηρίων της σύνδεσης αλλά θεωρείται ότι 
εφόσον από τον σχεδιασµό, η σύνδεση δεν είναι κρίσιµη, η απόκριση του κοχλιωτού 
κόµβου προσεγγίζεται µε εκείνη ενός πλήρως συγκολλητού.  

Οι µέθοδοι που προτείνουν οι συγγραφείς για τον αναλυτικό προσδιορισµό των 
χαρακτηριστικών του µηχανικού προσοµοιώµατος, εστιάζουν περισσότερο στην 
περίπτωση συγκολλητών συνδέσεων. Επίσης, η διαµόρφωση του προσοµοιώµατος, 
µε τα εφελκυόµενα ελατήρια µεταβίβασης φορτίου και σύνδεσης, τοποθετηµένα 
στην στάθµη του εφελκυόµενου πέλµατος της δοκού, αντιστοιχεί κυρίως στην 
κατανοµή εσωτερικών δυνάµεων ενός συγκολλητού κόµβου. Σε έναν κοχλιωτό 
κόµβο, οι εφελκυστικές δυνάµεις µεταφέρονται από την δοκό στο υποστύλωµα µέσω 
των κοχλιών, οι οποίοι είναι διαταγµένοι σε στάθµες άνω ή και κάτω του πέλµατος 
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της δοκού. Παρόλα αυτά, η διάκριση του κόµβου σε φάτνωµα και σύνδεση και η 
προσέγγιση της απόκρισης µε τις τρεις οµάδες ελατηρίων, συνιστά µια γενικότερης 
εφαρµογής πρακτική, η οποία µπορεί να επεκταθεί σε περιπτώσεις κόµβων δοκού-
υποστυλώµατος µε συνδέσεις ποικίλων µορφολογιών, εφαρµόζοντας κατάλληλες 
µεθόδους για την εκτίµηση των χαρακτηριστικών του κάθε ελατηρίου. Στο σχήµα 
5-3 παρουσιάζεται µια επέκταση του µηχανικού προσοµοιώµατος των 
Tschemmernegg και Humer (1988), µε την οποία προσεγγίζεται πιστότερα η 
κατανοµή των εσωτερικών δυνάµεων στην περίπτωση κοχλιωτών κόµβων, µε 
πολλαπλές σειρές εφελκυόµενων κοχλιών. Οι Huber και Tschemmernegg (1998) 
αναφέρονται σε αυτό το προσοµοίωµα ως «προσοµοίωµα Innsbruk».  

 

Σχήµα 5-3. Μηχανικό προσοµοιώµα των Tschemmernegg και Humer (1988) για 
πολλαπλές σειρές κοχλιών. 

Weynand et al. (1995) 
Οι Weynand et al. (1995), δηµοσίευσαν το µηχανικό προσοµοίωµα για την 
δυσκαµψία κόµβων δοκού-υποστυλώµατος µε συγκολλητές και κοχλιωτές 
συνδέσεις, το οποίο ενσωµατώθηκε στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 1997). Οι κοχλιωτές 
συνδέσεις που λαµβάνονται υπόψη, αφορούν τις περιπτώσεις µετωπικής πλάκας και 
γωνιακών άνω και κάτω πέλµατος. Στο σχήµα 5-4, φαίνεται το προτεινόµενο 
µηχανικό προσοµοίωµα τόσο για συγκολλητούς όσο και για κοχλιωτούς κόµβους. Σε 
αντίθεση µε το προσοµοίωµα των Tschemmernegg και Humer (1988), δεν γίνεται 
αποµόνωση µε άκαµπτο στοιχείο µεταξύ των ελατηρίων µεταβίβασης φορτίου και 
των ελατηρίων σύνδεσης. Έτσι δεν είναι δυνατό, µε την συγκεκριµένη διασύνδεση 
των ελατηρίων, να προσδιορισθεί ξεχωριστά η παραµορφωσιµότητα του 
φατνώµατος του υποστυλώµατος και της σύνδεσης. Με την συγκεκριµένη 
απλοποίηση διευκολύνεται ο αναλυτικός υπολογισµός της απόκρισης του µηχανικού 
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προσοµοιώµατος, καθώς όλα τα εφελκυόµενα ελατήρια παραµορφώνονται µε έναν 
κοινό πόλο περιστροφής. Το χαρακτηριστικό αυτό του προσοµοιώµατος, κρίθηκε 
σηµαντικό για την ενσωµάτωση του σε κανονιστικό κείµενο. 

 

Σχήµα 5-4. Μηχανικό προσοµοιώµα κόµβων των Weynand et al. (1995). Κοχλιωτές 
συνδέσεις (α) και συγκολλητές (β) 

Σε κάθε εφελκυόµενη σειρά κοχλιών του πραγµατικού κόµβου, αντιστοιχεί µια 
σειρά ελατηρίων του µηχανικού προσοµοιώµατος. Συνεπώς, προσεγγίζεται µε 
µεγαλύτερη λεπτοµέρεια η κατανοµή των εσωτερικών δυνάµεων στους κοχλιωτούς 
κόµβους. Σε κάθε εφελκυόµενη σειρά περιλαµβάνονται ελατήρια µε τα οποία 
προσοµοιώνεται η παραµορφωσιµότητα του κορµού και πέλµατος του 
υποστυλώµατος, των κοχλιών και κατά περίπτωση της µετωπικής πλάκας ή του 
γωνιακού. Για την εκτίµηση των χαρακτηριστικών κάθε ελατηρίου, παρέχονται 
αναλυτικές µέθοδοι υπολογισµού. Στην περίπτωση των καµπτόµενων συστατικών 
µερών, όπως είναι η µετωπική πλάκα ή το πέλµα του υποστυλώµατος στην 
εφελκυόµενη ζώνη, η απόκριση προσδιορίζεται µέσω ενός ισοδύναµου βραχέος ταυ. 
Στην θλιβόµενη ζώνη λαµβάνεται υπόψη η παραµορφωσιµότητα του κορµού του 
υποστυλώµατος σε θλίψη και σε διάτµηση. Το δύο αυτά συστατικά µέρη είναι 
αντίστοιχα των ελατηρίων µεταβίβασης φορτίου και διάτµησης αντίστοιχα, των 
Tschemmernegg και Humer (1988). Ωστόσο, το ελατήριο διάτµησης δεν 
τοποθετείται διαγώνια στο φάτνωµα αλλά σε σειρά µε το ελατήριο µεταβίβασης 
φορτίου.  
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Οι συγγραφείς πραγµατοποίησαν σύγκριση του µηχανικού προσοµοιώµατος µε 
αποτελέσµατα πειραµατικών κόµβων. Η συµπεριφορά του προσοµοιώµατος 
αποδεικνύεται ικανοποιητική σε ότι αφορά την αρχική δυσκαµψία και την ροπή 
πλαστικοποίησης. Το µηχανικό προσοµοίωµα του Ευρωκώδικα 3 περιγράφεται 
εκτενώς στην συνέχεια του κεφαλαίου. 

Shi et al. (1996) 
Οι Shi et al. (1996), προτείνουν ένα απλοποιηµένο προσοµοίωµα συστατικών µερών 
για την εκτίµηση της στροφικής απόκρισης κόµβων µε µετωπική πλάκα, 
προεκτεινόµενη ή ισόσταθµη. H συνολική στροφή φ  του κόµβου αναλύεται σε 
συνιστώσες ως εξής: 

  cwt con cwc cwsφ φ φ φ φ= + + +  (5-57) 

όπου cwtφ  η στροφή που προκαλείται από την παραµόρφωση του κορµού του 

υποστυλώµατος στην εφελκυόµενη ζώνη, conφ  η στροφή που οφείλεται στην 

παραµόρφωση της εφελκυόµενης ζώνης της σύνδεσης, cwcφ  η στροφή που οφείλεται 

στην θλίψη του κορµού του υποστυλώµατος και cwcφ  η στροφή που οφείλεται στην 

διατµητική παραµόρφωση του κορµού του υποστυλώµατος. Για κάθε µία συνιστώσα 
στροφή της εξίσωσης 5-57, προτείνονται αναλυτικές µέθοδοι υπολογισµού. 
Ειδικότερα για την στροφή conφ , χρησιµοποιείται ισοδύναµο βραχύ ταυ, για την 

προσοµοίωση της παραµορφωσιµότητας της εφελκυόµενης ζώνης της σύνδεσης, η 
οποία αποτελείται από το πέλµα του υποστυλώµατος, την µετωπική πλάκα και τους 
κοχλίες. Το ενεργό πλάτος του βραχέος ταυ λαµβάνεται από τους πίνακες του 
Ευρωκώδικα 3, ενώ για την ελαστική παραµόρφωση του, αξιοποιούνται οι 
αναλυτικές εκφράσεις του Agerskov (1976).  

Τα ίδια συστατικά µέρη που υπεισέρχονται στην εξίσωση 5-57 για την στροφή του 
κόµβου, λαµβάνονται υπόψη και για την αντοχή σε ροπή. Για τα συστατικά µέρη του 
κορµού του υποστυλώµατος σε εφελκυσµό, θλίψη και διάτµηση, η µέγιστη δύναµη 
που µπορούν να παραλάβουν, περιορίζεται από το όριο διαρροής yf . Αντίθετα, για 

τα βραχέα ταυ της εφελκυόµενης ζώνης της σύνδεσης, λαµβάνεται υπόψη η 
κράτυνση του υλικού του κοχλία, καθώς και η δυνατότητα περαιτέρω επαύξησης της 
δύναµης, µετά την πρώτη διαρροή στα πέλµατα, και µέχρι τον σχηµατισµό 
πλαστικού µηχανισµού κατάρρευσης. Η κράτυνση του υλικού του υποστυλώµατος 
και της µετωπικής πλάκας δεν λαµβάνεται υπόψη. 

H καµπύλη ροπής-στροφής προκύπτει µέσω επαναληπτικής διαδικασίας, η οποία 
εκκινεί θεωρώντας µια αρχική τιµή για την στροφή conφ . Με δεδοµένη την στροφή 

conφ , υπολογίζονται οι παραµορφώσεις των βραχέων ταυ της εφελκυόµενης ζώνης, 

θεωρώντας ελαστική (γραµµική) κατανοµή καθ’ ύψος, και πόλο περιστροφής το 



Κόµβο ι  δοκού -υποστυλώµατος .  Βιβλ ιογραφ ική  επ ισκόπηση .   ■  243 

 

θλιβόµενο πέλµα της δοκού. Από τις παραµορφώσεις των βραχέων ταυ προκύπτουν 
οι αντίστοιχες δυνάµεις σε κάθε σειρά κοχλιών και κατόπιν η ροπή που ασκείται 
στον κόµβο. Στην συνέχεια, για το εν λόγω επίπεδο ροπής, υπολογίζονται οι 
υπόλοιπες συνιστώσες στροφές και τελικά η συνολική στροφή φ  του κόµβου από 
την 5-57. Αν δεν εξαντλείται η αντοχή κάποιου συστατικού µέρους, αυξάνεται 
περαιτέρω η στροφή conφ  και η διαδικασία επαναλαµβάνεται.  

Οι συγγραφείς πραγµατοποίησαν αξιολόγηση µε µικρό αριθµό πειραµατικών 
αποτελεσµάτων (δύο δοκιµές µε προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα και δύο µε 
ισόσταθµη). Από την σύγκριση προκύπτει ότι το προτεινόµενο προσοµοίωµα 
υπερεκτιµά την αρχική δυσκαµψία, ενώ υστερεί σηµαντικά στην εκτίµηση της ροπής 
αντοχής. Η απόκλιση είναι µεγαλύτερη στην περίπτωση των συνδέσεων µε 
προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα.  

Faella et al. (1996) 
Οι Faella et al. (1996) επιχείρησαν να επεκτείνουν το προσοµοίωµα συστατικών 
µερών, για συνδέσεις µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος του Ευρωκώδικα 3, στην 
περίπτωση συνδέσεων µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος και διπλό γωνιακό 
κορµού, η οποία δεν αντιµετωπίζεται από τον Ευρωκώδικα. Το προτεινόµενο 
προσοµοίωµα δηµοσιεύτηκε και αργότερα από τους ίδιους συγγραφείς (Faella et al. 
2000).  

Στο σχήµα 5-5, απεικονίζεται το µηχανικό προσοµοίωµα των Faella et al. (2000). Τα 
συστατικά µέρη που προσοµοιώνονται µε ιδεατώς πλαστικό νόµο επηρεάζουν µόνο 
τον υπολογισµό της αντοχής του κόµβου. Τα συστατικά µέρη που χρησιµοποιούνται 
για την προσοµοίωση του γωνιακού άνω πέλµατος και της θλιβόµενης ζώνης είναι 
όµοια µε τα αναφερόµενα στον Ευρωκώδικα 3, για συνδέσεις µε γωνιακά άνω και 
κάτω πέλµατος. Μερικές βελτιώσεις προτείνονται από τους συγγραφείς, οι οποίες 
αφορούν τα συστατικά µέρη του άνω γωνιακού σε κάµψη και του κορµού του 
υποστυλώµατος σε θλίψη. Επίσης, η διάταξη των ελατηρίων για το άνω γωνιακό 
είναι διαφοροποιηµένη, καθώς τα ελατήρια που αντιστοιχούν σε συστατικά µέρη του 
υποστυλώµατος και των κοχλιών, τοποθετούνται στην στάθµη των ίδιων κοχλιών, 
ενώ τα υπόλοιπα ελατήρια, τα οποία αφορούν συστατικά µέρη του άνω γωνιακού, 
της δοκού και των κοχλιών αυτής, τοποθετούνται στην στάθµη του οριζόντιου 
σκέλους του άνω γωνιακού. Τα ελατήρια στις δύο στάθµες συνδέονται µέσω 
άκαµπτου στοιχείου. Η συγκεκριµένη διαµόρφωση, προσεγγίζει µε µεγαλύτερη 
πιστότητα την κατανοµή των δυνάµεων και τοπικών παραµορφώσεων στην περιοχή 
του άνω γωνιακού του πραγµατικού κόµβου, όπου η εφελκυστική δύναµη στο άνω 
πέλµα της δοκού µεταφέρεται µέσω των κοχλιών στο οριζόντιο σκέλος του άνω 
γωνιακού, και στην συνέχεια µε την κάµψη του κατακόρυφου σκέλους, στους 
κοχλίες και τελικά στο υποστύλωµα.  
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Σχήµα 5-5. Μηχανικό προσοµοίωµα για κόµβους µε συνδέσεις άνω και κάτω 
πέλµατος και διπλό γωνιακό κορµού των Faella et al. (2000) 

Τα συστατικά µέρη της άνω σειράς κοχλίωσης, που εµφανίζονται στο σχήµα 5-5 
είναι τα εξής: 

• Κορµός υποστυλώµατος σε εφελκυσµό (cwt) 

• Πέλµα υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb) 

• Κοχλίες σε εφελκυσµό (bt) 

• Γωνιακό άνω πέλµατος σε κάµψη (tab) 

• Κοχλίες σε διάτµηση (bs) 

• Σκέλος γωνιακού σε σύνθλιψη άντυγας (ab) 

• Πέλµα δοκού σε σύνθλιψη άντυγας (bfb) 

• Σκέλος άνω γωνιακού σε εφελκυσµό (tat) 

Αντίστοιχα, τα συστατικά µέρα της θλιβόµενης σειράς ελατηρίων είναι: 

• Κορµός υποστυλώµατος σε διάτµηση (cws) 
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• Κορµός υποστυλώµατος σε θλίψη (cwc) 

• Κοχλίες σε διάτµηση (bs) 

• Σκέλος γωνιακού σε σύνθλιψη άντυγας (ab) 

• Πέλµα και κορµός δοκού σε θλίψη (bfwc) 

• Σκέλος κάτω γωνιακού σε θλίψη (sac) 

Για το διπλό γωνιακό κορµού, οι συγγραφείς θεωρούν ότι όλες οι σειρές κοχλίωσης 
επί του γωνιακού εφελκύονται. Η επίδραση του γωνιακού στην συνολική απόκριση 
του κόµβου υπεισέρχεται στο προσοµοίωµα µέσω διακριτών σειρών ελατηρίων, για 
κάθε σειρά κοχλίωσης, όπου συµπεριλαµβάνονται συστατικά µέρη του γωνιακού 
κορµού, του υποστυλώµατος, της δοκού και των κοχλιών, σε αναλογία µε το 
γωνιακό άνω πέλµατος. Οι σειρές κοχλίωσης στο υποστύλωµα και στην δοκό πρέπει 
να είναι ίδιες σε αριθµό ως εκ τούτου. Για τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας, 
σε κάθε σειρά κοχλίωσης του γωνιακού κορµού, περιλαµβάνονται τα ακόλουθα 
συστατικά µέρη: 

• Κορµός υποστυλώµατος σε εφελκυσµό (cwt) 

• Πέλµα υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb) 

• Κοχλίες σε εφελκυσµό (bt) 

• Γωνιακό κορµού σε κάµψη (wab) 

• Κοχλίες σε διάτµηση (bs) 

• Γωνιακό σε σύνθλιψη άντυγας (ab) 

• Κορµός δοκού σε σύνθλιψη άντυγας (bwb) 

Για το συστατικό µέρος του γωνιακού κορµού σε κάµψη, οι συγγραφείς υιοθετούν 
µια εξιδανίκευση, όπου και τα δύο σκέλη του κάθε γωνιακού θεωρούνται απλές 
δοκοί. Με τον τρόπο αυτόν, συνεκτιµάται η συµβολή στην παραµορφωσιµότητα του 
σκέλους του γωνιακού που συνδέεται µε τον κορµό της δοκού. Το χαρακτηριστικό 
αυτό αγνοείται στο προσοµοίωµα του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Το πλάτος των 
δοκών προκύπτει λαµβάνοντας υπόψη διασπορά σε γωνία 90°, της δράσης που 
µεταβιβάζεται από την κεφαλή του κοχλία του υποστυλώµατος, στο γωνιακό. Για τα 
υπόλοιπα συστατικά µέρη, εφαρµόζονται οι µέθοδοι υπολογισµού που προτείνονται 
από τον Ευρωκώδικα 3, για το γωνιακό άνω πέλµατος. Η περίπτωση προέντασης 
των κοχλιών αντιµετωπίζεται προσαυξάνοντας την αρχική δυσκαµψία των 
συστατικών του πέλµατος του υποστυλώµατος και του γωνιακού σε κάµψη µε έναν 
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κοινό για όλα, εµπειρικό πολλαπλασιαστικό συντελεστή και παράλληλα, αγνοώντας 
την επίδραση των συστατικών µερών που αφορούν σε σύνθλιψη ή σε διάτµηση των 
κοχλιών. 

Για τον υπολογισµό της αντοχής, τα συστατικά µέρη που λαµβάνονται υπόψη σε 
κάθε σειρά κοχλίωσης του διπλού γωνιακού κορµού είναι τα ακόλουθα: 

• Κορµός υποστυλώµατος σε εφελκυσµό (cwt) 

• Πέλµα υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb) 

• Γωνιακό κορµού σε κάµψη (wab) 

• Κοχλίες σε διάτµηση (bs) 

• Γωνιακό σε σύνθλιψη άντυγας (ab) 

• Κορµός δοκού σε σύνθλιψη άντυγας (bwb) 

• Κορµός δοκού σε εφελκυσµό (bwt) 

Το συστατικό µέρος του γωνιακού κορµού σε κάµψη αποτελεί το αντικείµενο 
προσοχής σε αυτήν την περίπτωση. Όπως προαναφέρθηκε στην παράγραφο 5.3.2, οι 
Kishi και Chen (1990) είχαν υιοθετήσει έναν µηχανισµό κατάρρευσης µε δύο 
γραµµές διαρροής στο σκέλος του γωνιακού κορµού, σε επαφή µε το υποστύλωµα: 
µια κατακόρυφη, πλησίον του εγκάρσιου σκέλους και µια κεκλιµένη που διέρχεται 
πλησίον του εγκάρσιου του σκέλους, στο κάτω άκρο του γωνιακού και από την 
αξονική γραµµή των κοχλιών στο άνω άκρο. Οι Faella et al. (2000), υιοθετούν έναν 
παρόµοιο µηχανισµό και λαµβάνουν υπόψη την αλληλεπίδραση ροπής-τέµνουσας 
στο σκέλος του γωνιακού, θεωρώντας ότι οι εξωτερικές ίνες της διατοµής του 
σκέλους παραλαµβάνουν µόνο την ροπή, ενώ οι εσωτερικές µόνο την τέµνουσα. Με 
αυτόν τον τρόπο, προκύπτει κλειστή αναλυτική λύση για την εφελκυστική δύναµη 
πλαστικοποίησης, σε κάθε στάθµη του γωνιακού:  

 
2

0

1 3
3

p ,y

p , wa wa

V y ya a
L LV

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟= + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (5-58) 

όπου p ,yV  εφελκυστική δύναµη πλαστικοποίησης, ανά µονάδα µήκους του 

γωνιακού, σε απόσταση y  από το κάτω όριο αυτού, 0p ,V  η αντίστοιχη δύναµη στο 

κάτω όριο του γωνιακού, η οποία λαµβάνεται ίση µε 3wa yt f / , waL  το µήκος του 

γωνιακού, 1 waa m / t= , 1m  η απόσταση µεταξύ των δύο γραµµών διαρροής στο άνω 

όριο του γωνιακού, wat  το πάχος του σκέλους του γωνιακού και yf  το όριο διαρροής 
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του. Οι συγγραφείς θεωρούν ότι σε όλο το ενεργό πλάτος του συστατικού µέρους 
του γωνιακού κορµού σε κάµψη, η εφελκυστική δύναµη p ,yV  είναι σταθερή και ίση 
µε την τιµή που λαµβάνεται από την αναλυτική σχέση 5-58, στην στάθµη του άξονα 
των κοχλιών. Ο συγκεκριµένος µηχανισµός κατάρρευσης, σχηµατίζεται µε πλήρη 
πλαστικοποίηση του σκέλους του γωνιακού, και προϋποθέτει µικρή απόσταση 
µεταξύ των σειρών κοχλίωσης. Ωστόσο, πρόσθετοι µηχανισµοί κατάρρευσης που 
αφορούν πλαστικοποίηση των κοχλιών ή µεµονωµένη αστοχία των σειρών 
κοχλίωσης, σε περίπτωση που αυτές είναι περισσότερο αποµακρυσµένες µεταξύ 
τους, µπορεί να αποδειχθούν κρίσιµοι για την απόκριση. Η αντοχή σε αυτές τις 
περιπτώσεις προσδιορίζεται από ένα ισοδύναµο βραχύ ταυ, σε αναλογία µε όσα 
προτείνονται από τον Ευρωκώδικα 3, για τις σειρές κοχλίωσης µεταξύ των πελµάτων 
της δοκού σε συνδέσεις µε µετωπική πλάκα.  

Οι συγγραφείς πραγµατοποίησαν σύγκριση του προτεινόµενου µηχανικού 
προσοµοιώµατος µε πειραµατικά αποτελέσµατα, καθώς και µε την αναλυτική 
µεθοδολογία των Kishi και Chen (1990). H αξιολόγηση επικεντρώθηκε στα µεγέθη 
της αρχικής δυσκαµψίας και της ροπής αντοχής. Από τα αποτελέσµατα προκύπτει, 
ότι κατά µέσο όρο, η απόκλιση στην εκτίµηση και των δύο χαρακτηριστικών αυτών 
µεγεθών είναι µικρή. Σε σύγκριση µε την µεθοδολογία Kishi και Chen (1990), το 
προσοµοίωµα των Faella et al. (2000), στο υπό εξέταση δείγµα πειραµατικών 
κόµβων, εµφανίζει µία µικρή βελτίωση. Επιπλέον, οι συγγραφείς διερεύνησαν 
ξεχωριστά την συνεισφορά των γωνιακών άνω και κάτω πέλµατος και των γωνιακών 
κορµού, στην τελική αντοχή που υπολογίζεται από το προτεινόµενο προσοµοίωµα. 
Από τα αποτελέσµατα προκύπτει ότι η συνεισφορά των γωνιακών κορµού δεν είναι 
αµελητέα, και σε ορισµένες περιπτώσεις υπερβαίνει το 50% της συνολικής αντοχής. 

Silva et al. (2000) 
Οι Silva et al. (2000) και οι Silva και Coelho (2001), ανέπτυξαν ένα µηχανικό 
προσοµοίωµα για συγκολλητούς και κοχλιωτούς κόµβους αντίστοιχα, το οποίο 
προτείνεται για την εκτίµηση µε κλειστές αναλυτικές λύσεις της µη γραµµικής 
συµπεριφοράς των κόµβων. Τυπικά, όταν λαµβάνεται υπόψη η µη γραµµική 
συµπεριφορά των συστατικών µερών, για παράδειγµα µέσω διγραµµικής καµπύλης 
δύναµης-µετακίνησης, ο υπολογισµός της καµπύλης ροπής-στροφής του συνολικού 
µηχανικού προσοµοιώµατος, απαιτεί µη γραµµική ανάλυση και εκτέλεση 
επαναληπτικής διαδικασίας, καθώς κάποια συστατικά µέρη µπορεί να έχουν εισέλθει 
στην πλαστική περιοχή, ενώ τα υπόλοιπα συνεχίζουν να συµπεριφέρονται ελαστικά. 
Για να παρακάµψουν αυτήν την αναγκαιότητα, οι Silva και Coelho (2001) 
αντικαθιστούν κάθε ελαστοπλατικό ελατήριο µε δύο ισοδύναµα ελαστικά ελατήρια. 
Στο σχήµα 5-6α φαίνεται το σύστηµα των δύο ελατηρίων για την περίπτωση 
θλιβόµενων συστατικών µερών, ενώ στο σχήµα 5-6β για την περίπτωση 
εφελκυόµενων.  
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Σχήµα 5-6. Σύστηµα ισοδύναµων ελαστικών ελατηρίων για την περίπτωση 
θλιβόµενων συστατικών µερών (α) και εφελκυόµενων συστατικών µερών (Silva και 

Coelho 2001) 

Το ένα εκ των δύο ελατηρίων στο σχήµα 5-6 διαθέτει την αρχική δυσκαµψία k  του 
αρχικού ελαστοπλαστικού ελατηρίου, ενώ το δεύτερο διαθέτει µια µικρότερη 
δυσκαµψία pk . Ωστόσο, το δεύτερο ελατήριο αρχικά παραµένει απαραµόρφωτο, 

καθώς όπως φαίνεται σχηµατικά στο σχήµα 5-6, στα δύο άκρα του συνδέεται ένα 
άκαµπτο µέλος. Στο µέλος αυτό αποδίδεται ένα κρίσιµο φορτίο λυγισµού crP , µετά 

την υπέρβαση του οποίου ενεργοποιείται το δεύτερο ελατήριο. Το κάθε σύστηµα 
ελατηρίων του σχήµατος 5-6 διαθέτει δύο δρόµους ισορροπίας, και συνεπώς µπορεί 
να χρησιµοποιηθεί για την προσέγγιση της διγραµµικής ελαστοπλαστικής 
συµπεριφοράς των αρχικών ελατηρίων. Συνακόλουθα, αν υπάρχουν n  
ελαστοπλαστικά ελατήρια, συνδεδεµένα σε σειρά, η αντικατάσταση µε τα 
συστήµατα ελαστικών ελατηρίων του σχήµατος 5-6, οδηγεί σε 2n  δρόµους 
ισορροπίας συνολικά, εκ των οποίων µόνο οι 1n +  είναι κρίσιµοι, και καθορίζουν 
τελικά µια πολυγραµµική καµπύλη δύναµης-µετακίνησης. Οι συγγραφείς ανέπτυξαν 
αναλυτική µεθοδολογία υπολογισµού των κρίσιµων δρόµων ισορροπίας ελατηρίων 
σε σειρά. Για ελατήρια συνδεδεµένα παράλληλα εφαρµόζεται ανάλογη διαδικασία, 
όµως οι αναλυτικές εκφράσεις που παρουσιάζονται αφορούν µόνο την ειδική 
περίπτωση 2n = .  

Οι συγγραφείς χρησιµοποίησαν το µηχανικό προσοµοίωµα του σχήµατος 5-7α για 
κοχλιωτούς κόµβους. Η διαφορά σε σχέση µε το προσοµοίωµα του Ευρωκώδικα 3 
(CEN 2003) εντοπίζεται στα ελατήρια της θλιβόµενης ζώνης, τα οποία δεν 
αποµονώνονται µε άκαµπτο µέλος από τα ελατήρια της εφελκυόµενης ζώνης. Κάθε 
σειρά ελατηρίων αρχικά αντικαθίσταται µε ένα ισοδύναµο ελατήριο. Η 
πολυγραµµική καµπύλη δύναµης-µετακίνησης που προκύπτει µε την αναλυτική 
µεθοδολογία, προσεγγίζεται µε µια διγραµµική, µέσω τριών µεθόδων 
µετασχηµατισµού που προτείνουν οι συγγραφείς. Στην συνέχεια, όλες οι σειρές 
κοχλίωσης της εφελκυόµενης ζώνης αντικαθίστανται µε ένα ισοδύναµο ελατήριο, η 
συµπεριφορά του οποίου πάλι απλοποιείται µε µια διγραµµική προσέγγιση (σχήµα 
5-7β). Έτσι, ο κόµβος καταλήγει τελικά σε ένα εφελκυόµενο και ένα θλιβόµενο 
ελατήριο, και όπως φαίνεται στο σχήµα 5-7γ, κάθε ένα από αυτά µπορεί να 
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αντικατασταθεί από τα συστήµατα ελατηρίων του σχήµατος 5-6. Το τελικό σύστηµα 
του σχήµατος 5-7γ, διαθέτει τέσσερις δρόµους ισορροπίας, οι οποίοι µπορούν να 
υπολογισθούν αναλυτικά, µε κλειστές λύσεις, παρέχοντας την καµπύλη ροπής-
στροφής του κόµβου.  

 

Σχήµα 5-7. Μηχανικό προσοµοίωµα κοχλιωτού κόµβου (α). Απλοποιηµένο 
µηχανικό προσοµοίωµα (β). Τελικό προσοµοίωµα (γ). (Silva και Coelho 2001) 

Για την αξιολόγηση του προτεινόµενου προσοµοιώµατος, πραγµατοποιήθηκε 
σύγκριση µε τα αποτελέσµατα της επίλυσης του αρχικού µηχανικού 
προσοµοιώµατος (σχήµα 5-7α), µε την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων. Η 
σύγκριση περιορίστηκε σε µόνο δύο περιπτώσεις κοχλιωτών κόµβων. Η σύγκλιση 
του προτεινόµενου προσοµοιώµατος εµφανίζεται πολύ καλή. Αξίζει να αναφερθεί 
ότι οι αναλυτικές εκφράσεις που προκύπτουν κατά την εφαρµογή της µεθοδολογίας 
αποδεικνύονται εκτενείς, και συνεπώς η καταλληλότητα της για υπολογισµούς στο 
χέρι είναι µάλλον περιορισµένη. Το γεγονός αυτό βλάπτει την χρησιµότητα του 
προτεινόµενου προσοµοιώµατος, καθώς σε περιβάλλον ηλεκτρονικού υπολογιστή 
είναι ευχερής η εκτέλεση επαναληπτικής διαδικασίας και η απευθείας επίλυση του 
αρχικού µηχανικού προσοµοιώµατος. 

Το προσοµοίωµα του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) 
Όπως προαναφέρθηκε, το προσοµοιώµα για την στροφική απόκριση κόµβων δοκού-
υποστυλώµατος του Ευρωκώδικα 3 περιγράφεται στην δηµοσίευση των Weynand et 
al. (1995). Στην παρούσα έκδοση του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), προτείνεται η 
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εφαρµογή του προσοµοιώµατος για τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας και της 
αντοχής συγκολλητών κόµβων και κοχλιωτών κόµβων µε συνδέσεις µετωπικής 
πλάκας, προεκτεινόµενης ή ισόσταθµης και µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος.  

Εστιάζοντας το ενδιαφέρον στις κοχλιωτές συνδέσεις, στον υπολογισµό των 
χαρακτηριστικών της απόκρισης υπεισέρχεται η διατµητική συµπεριφορά του 
κορµού του υποστυλώµατος, η συµπεριφορά της θλιβόµενης ζώνης και η απόκριση 
των εφελκυόµενων σειρών κοχλιών. Η διατµητική συµπεριφορά του κορµού του 
υποστυλώµατος και η θλιπτική απόκριση της θλιβόµενης ζώνης προσοµοιώνεται 
µέσω µετακινησιακών ελατηρίων, συνδεδεµένων σε σειρά, τοποθετηµένων στο ύψος 
του κέντρου θλίψης. Για συνδέσεις µε µετωπική πλάκα, το κέντρο θλίψης ορίζεται 
στο µέσο του θλιβόµενου πέλµατος της δοκού, ενώ για κόµβους µε γωνιακά ορίζεται 
στο µέσο του σκέλους του γωνιακού που συνδέεται µε το θλιβόµενο πέλµα της 
δοκού. Αντίστοιχα, η απόκριση της κάθε εφελκυόµενης σειράς κοχλιών 
προσοµοιώνεται µε µια σειρά µετακινησιακών ελατηρίων, ευθυγραµµισµένης καθ’ 
ύψος, µε τον άξονα της κοχλίωσης. 

Στο σχήµα 5-8 φαίνονται οι δύο διαµορφώσεις του προσοµοιώµατος, για τον 
υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας και της αντοχής, για την περίπτωση κόµβου µε 
προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα. Στην περίπτωση του σχήµατος, ο κόµβος διαθέτει 
δύο εφελκυόµενες σειρές κοχλιών: µία στο προεκτεινόµενο τµήµα της µετωπικής 
πλάκας και µία µεταξύ των δύο πελµάτων της δοκού. Αν και θα ήταν θεµιτό, να 
θεωρηθεί ότι στην περίπτωση συνδέσεων, οι οποίες διαθέτουν περισσότερες σειρές 
κοχλιών στο προεκτεινόµενο τµήµα της µετωπικής πλάκας, το προσοµοίωµα µπορεί 
να επεκταθεί µε την προσθήκη αντίστοιχων σειρών ελατηρίων, οι µέθοδοι 
υπολογισµού που ενσωµατώνονται στον Ευρωκώδικα 3, δεν αντιµετωπίζουν τον 
υπολογισµό των χαρακτηριστικών των συστατικών µερών σε µια τέτοια περίπτωση. 
Αντίθετα, µεταξύ των πελµάτων της δοκού µπορεί να υπάρχουν περισσότερες από 
µία σειρές κοχλιών.  

Για τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας, συµµετέχουν τα ακόλουθα συστατικά 
µέρη:  

• Κορµός υποστυλώµατος σε διάτµηση (cws) 

• Κορµός υποστυλώµατος σε θλίψη (cwc) 

• Κορµός υποστυλώµατος σε εφελκυσµό (cwt) 

• Πέλµα υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb) 

• Μετωπική πλάκα σε κάµψη (epb) 

• Κοχλίες σε εφελκυσµό (bt) 
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Σε παρένθεση αναφέρεται η συντοµογραφία για κάθε συστατικό µέρος, η οποία 
χάριν απλότητας εµφανίζεται στο αντίστοιχο ελατήριο στο σχήµα 5-8α και ευρύτερα 
σε σχήµατα, στην συνέχεια του κεφαλαίου. Τα δύο πρώτα συστατικά µέρη 
αντιστοιχούν στα θλιβόµενα µετακινησιακά ελατήρια του µηχανικού 
προσοµοιώµατος (σχήµα 5-8α), ενώ τα υπόλοιπα τέσσερα εφαρµόζονται σε κάθε 
εφελκυόµενη σειρά κοχλιών. Το πέλµα του υποστυλώµατος και η µετωπική πλάκα 
σε κάµψη προσεγγίζονται µε ισοδύναµα εφελκυόµενα βραχέα ταυ. Ωστόσο, για 
λόγους απλότητας των σχέσεων, η συνδροµή των κοχλιών στην 
παραµορφωσιµότητα έχει διαχωριστεί από αυτήν των βραχέων ταυ, στα οποία 
εντάσσονται, και υπολογίζεται ως ξεχωριστό συστατικό µέρος. Στα ανωτέρω 
συστατικά µέρη, δεν περιλαµβάνονται τµήµατα της δοκού, καθώς η 
παραµορφωσιµότητα της διατοµής της δοκού στην περιοχή του κόµβου, µπορεί να 
προσοµοιωθεί µε την καµπτική συµπεριφορά του µέλους της, στα πλαίσια καθολικής 
ανάλυσης της κατασκευής, και συνεπώς θεωρείται ότι δεν αποτελεί µέρος της 
παραµορφωσιµότητας του κόµβου. 

 

Σχήµα 5-8. Προσοµοιώµατα Ευρωκώδικα 3 για υπολογισµό δυσκαµψίας (α) και 
αντοχής (β) κόµβου µε σύνδεση µε µετωπικής πλάκας 

Για τον υπολογισµό της αντοχής κόµβων µε σύνδεση µετωπικής πλάκας 
συµµετέχουν τα ακόλουθα συστατικά µέρη: 

• Κορµός υποστυλώµατος σε διάτµηση (cws) 
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• Κορµός υποστυλώµατος σε θλίψη (cwc) 

• Πέλµα και κορµός δοκού σε θλίψη (bfwc) 

• Κορµός υποστυλώµατος σε εφελκυσµό (cwt) 

• Πέλµα υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb) 

• Μετωπική πλάκα σε κάµψη (epb) 

• Κορµός δοκού σε εφελκυσµό (bwt) 

Τα τρία πρώτα συστατικά µέρη τοποθετούνται στην θλιβόµενη σειρά ελατηρίων, 
ενώ τα υπόλοιπα συµµετέχουν σε κάθε εφελκυόµενη σειρά κοχλιών. Οι 
διαφοροποιήσεις σε σχέση µε τα συστατικά µέρη, που αναφέρθηκαν παραπάνω για 
το προσοµοίωµα υπολογισµού της δυσκαµψίας, συνίστανται στην συµµετοχή 
τµηµάτων της δοκού, έτσι ώστε κατά τον υπολογισµό της αντοχής του κόµβου, να 
λαµβάνεται υπόψη η τοπική καταπόνηση της δοκού στην περιοχή κόµβου. Επίσης, η 
συµµετοχή των κοχλιών ενσωµατώνεται στον υπολογισµό της αντοχής του πέλµατος 
υποστυλώµατος και της µετωπικής πλάκας σε κάµψη, η οποία για τα συγκεκριµένα 
συστατικά µέρη, βασίζεται σε παραδοχή ισοδύναµου βραχέος ταυ.  

Στο σχήµα 5-9 φαίνονται οι δύο διαµορφώσεις του προσοµοιώµατος για τον 
υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας και της αντοχής για την περίπτωση κόµβου µε 
γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος. Στην περίπτωση αυτήν, η σύνδεση διαθέτει µόνο 
µία εφελκυόµενη σειρά κοχλιών.  

Για τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας χρησιµοποιούνται τα ακόλουθα 
συστατικά µέρη: 

• Κορµός υποστυλώµατος σε διάτµηση (cws) 

• Κορµός υποστυλώµατος σε θλίψη (cwc) 

• Κορµός υποστυλώµατος σε εφελκυσµό (cwt) 

• Πέλµα υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb) 

• Γωνιακό άνω πέλµατος σε κάµψη (tab) 

• Κοχλίες σε εφελκυσµό (bt) 

• Κοχλίες σε διάτµηση (bs) 

• Έλασµα σε σύνθλιψη άντυγας (pb) 
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Τα δύο πρώτα συστατικά µέρη τοποθετούνται στην θλιβόµενη σειρά ελατηρίων, η 
οποία είναι ευθυγραµµισµένη µε το κέντρο θλίψης. Τα επόµενα τέσσερα 
αντιστοιχούν στην µοναδική εφελκυόµενη σειρά κοχλίωσης του άνω γωνιακού. Τα 
δύο τελευταία συστατικά µέρη αντιστοιχούν στις κοχλιώσεις, που συνδέουν τα 
γωνιακά µε τα δύο πέλµατα της δοκού, και συνεπώς τοποθετούνται τόσο στην 
θλιβόµενη σειρά ελατηρίων όσο και στην εφελκυόµενη. Ειδικότερα, το συστατικό 
µέρος των ελασµάτων σε σύνθλιψη άντυγας εφαρµόζεται τέσσερις φορές, καθώς 
καλύπτει την σύνθλιψη των δύο πελµάτων της δοκού και των σκελών των δύο 
γωνιακών. Τα συστατικά µέρη του πέλµατος υποστυλώµατος και του γωνιακού σε 
κάµψη, προσοµοιώνονται ως βραχέα ταυ, από τα οποία όµως έχει αποµονωθεί η 
συνεισφορά των εφελκυόµενων κοχλιών, η οποία υπολογίζεται ξεχωριστά από το 
οµώνυµο συστατικό µέρος. 

 

Σχήµα 5-9. Προσοµοιώµατα Ευρωκώδικα 3 για υπολογισµό δυσκαµψίας (α) και 
αντοχής (β) κόµβου µε γωνιακά άνω και πέλµατος 

Για τον προσδιορισµό της αντοχής των κόµβων µε σύνδεση γωνιακών άνω και κάτω 
πέλµατος, συµµετέχουν τα ακόλουθα συστατικά µέρη: 

• Κορµός υποστυλώµατος σε διάτµηση (cws) 

• Κορµός υποστυλώµατος σε θλίψη (cwc) 

• Σκέλος κάτω γωνιακού σε θλίψη (sac) 
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• Πέλµα και κορµός δοκού σε θλίψη (bfwc) 

• Κορµός υποστυλώµατος σε εφελκυσµό (cwt) 

• Πέλµα υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb) 

• Γωνιακό άνω πέλµατος σε κάµψη (tab) 

• Σκέλος άνω γωνιακού σε εφελκυσµό (tat) 

• Κοχλίες σε διάτµηση (bs) 

• Έλασµα σε σύνθλιψη άντυγας (pb) 

Τα τέσσερα πρώτα συστατικά µέρη τοποθετούνται στην θλιβόµενη σειρά ελατηρίων, 
ενώ τα επόµενα τέσσερα αντιστοιχούν στην µοναδική εφελκυόµενη σειρά κοχλιών. 
Τα δύο τελευταία συστατικά µέρη αντιστοιχούν στις κοχλιώσεις που συνδέουν τα 
γωνιακά µε τα δύο πέλµατα της δοκού, και συνεπώς τοποθετούνται τόσο στην 
θλιβόµενη σειρά ελατηρίων όσο και στην εφελκυόµενη.  

Πέραν του υπολογισµού της αρχικής δυσκαµψίας και της αντοχής µε τα µηχανικά 
προσοµοιώµατα που προαναφέρθηκαν, στον Ευρωκώδικα 3 προτείνεται επίσης, µια 
µη γραµµική σχέση για την δηµιουργία της καµπύλης ροπής-στροφής, µε την 
εφαρµογή της οποίας επιτυγχάνεται µια οµαλή προσαρµογή µεταξύ του αρχικού 
ελαστικού κλάδου και του οριζόντιου πλαστικού κλάδου. Με την σχέση αυτήν, 
προσδιορίζεται η τέµνουσα δυσκαµψία jS , για ροπή στον κόµβο ίση µε jΜ , ως 

εξής: 

 

2
3

2
31 5

j ,ini j j,rd

j ,inij
j,rd j j ,rdψ

j

j ,rd

S    , M M

SS    , M M M
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⎧ ≤⎪
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 (5-59) 

όπου, j ,iniS  η αρχική δυσκαµψία του κόµβου, j ,rdM  η αντοχή σχεδιασµού του 

κόµβου σε ροπή και ψ  παράµετρος, η οποία για συνδέσεις µε µετωπική πλάκα 
λαµβάνεται ίση µε 2,7 και για συνδέσεις µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος ίση µε 
3,1. Στο σχήµα 5-10 φαίνεται η µορφή της καµπύλης ροπής-στροφής που παράγεται 
µε την εφαρµογή της σχέσης 5-59. Για την µέγιστη στροφή δεν παρέχεται µέθοδος 
υπολογισµού από τον Ευρωκώδικα 3, και εποµένως η καµπύλη του σχήµατος 5-59 
δεν αποτελεί πλήρη καµπύλη ροπής-στροφής µέχρι την θραύση. 
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Σχήµα 5-10. Καµπύλη ροπής στροφής Ευρωκώδικα 3 

Τα προσοµοιώµατα που περιγράφηκαν παραπάνω, µπορούν να επιλυθούν αναλυτικά 
και να εξαχθούν κλειστές εκφράσεις, για τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας 
και της αντοχής. Στο σχήµα 5-11, φαίνεται παραστατικά η διαδικασία υπολογισµού 
της αρχικής δυσκαµψίας, από το αρχικό µηχανικό προσοµοίωµα, στην περίπτωση 
σύνδεσης προεκτεινόµενης µετωπικής πλάκας, µε δύο εφελκυόµενες σειρές κοχλιών.  

 

Σχήµα 5-11. ∆ιαδικασία υπολογισµού της αρχικής δυσκαµψίας µε το προσοµοίωµα 
του Ευρωκώδικα 3 

Στο πρώτο βήµα της διαδικασίας, οι δύο εφελκυόµενες σειρές ελατηρίων, καθώς 
επίσης και η θλιβόµενη σειρά, αντικαθίστανται µε ένα ελατήριο η κάθε µία, 
ισοδύναµης δυσκαµψίας eqk . Η ισοδύναµη δυσκαµψία ενός αριθµού ελατηρίων 

συνδεδεµένων σε σειρά δίνεται από την σχέση: 

 1
1eq

i i

k

k

=
∑

 (5-60) 
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όπου ik  η δυσκαµψία του µεµονωµένου ελατηρίου i  στην σειρά ελατηρίων. Έτσι, 

στο συγκεκριµένο παράδειγµα κόµβου του σχήµατος 5-11, η ισοδύναµη δυσκαµψία 
των δύο εφελκυόµενων σειρών ελατηρίων 1eq ,k  και 2eq ,k  καθώς και της θλιβόµενης 

eq ,ck , προκύπτει από τις παρακάτω σχέσεις: 

 1

1 1 1 1

1
1 1 1 1eq ,

cwt , cfb , epb, bt ,

k

k k k k

=
+ + +

 (5-61) 
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 (5-62) 
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cws cwc

k
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 (5-63) 

Στην συνέχεια, τα ελατήρια των εφελκυόµενων σειρών αντικαθίστανται από ένα 
ισοδύναµο ελατήριο, δυσκαµψίας eq ,tk . Επιβάλλοντας για δεδοµένο επίπεδο 

στροφής, ισοδυναµία της συνολικής εφελκυστικής δύναµης, προκύπτει η δυσκαµψία 

eq ,tk  αυτού του τελικού εφελκυστικού ελατηρίου, ως εξής: 

 
eq ,i i

i
eq ,t

k z
k

z
=

∑
 (5-64) 

όπου eq ,ik  η δυσκαµψία του ελατηρίου της εφελκυόµενης σειράς i , iz  η απόσταση 

της εφελκυόµενης σειράς i  από το κέντρο θλίψης και z  η απόσταση του τελικού 
εφελκυστικού ελατηρίου από το κέντρο θλίψης, η οποία και αποτελεί τον 
µοχλοβραχίονα των εφελκυστικών δυνάµεων στον κόµβο. Ο µοχλοβραχίονας z  
µπορεί να υπολογιστεί, επιβάλλοντας επιπλέον ισοδυναµία της ροπής στον κόµβο, 
και προκύπτει από την σχέση: 

 

2
eq ,i i

i

eq ,i i
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k z
z

k z
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∑
∑

 (5-65) 

Έτσι, το αρχικό µηχανικό προσοµοίωµα καταλήγει στην απλοποιηµένη µορφή του 
σχήµατος 5-11, όπου περιλαµβάνονται µόνο δύο ελατήρια, ένα εφελκυόµενο και ένα 
θλιβόµενο. Η δυσκαµψία αυτού του συστήµατος, η οποία και ταυτίζεται µε την 
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αρχική δυσκαµψία του κόµβου j ,iniS , µπορεί εύκολα να προσδιορισθεί από την 

σχέση: 

 
2

1 1j ,ini

eq ,c eq ,t

zS

k k

=
+

 (5-66) 

Στην περίπτωση κόµβων µε γωνιακά, η διαδικασία υπολογισµού που περιγράφηκε 
ανωτέρω δεν διαφέρει παρά µόνο στον αριθµό των ελατηρίων κάθε σειράς και στον 
αριθµό των εφελκυόµενων σειρών.  

Ο υπολογισµός της αντοχής σε ροπή των κόµβων, µε βάση το µηχανικό 
προσοµοίωµα του Ευρωκώδικα 3, µπορεί επίσης να προκύψει αναλυτικά, 
εφαρµόζοντας ισορροπία των εσωτερικών δυνάµεων του κόµβου στην κατάσταση 
αστοχίας. Έτσι, η αντοχή σε ροπή δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 

 j ,rd i i
i

M F z= ∑  (5-67) 

όπου iF  η δύναµη στην εφελκυόµενη σειρά i  κατά την αστοχία. Ο υπολογισµός των 

δυνάµεων iF  είναι ωστόσο περισσότερο πολύπλοκος, καθώς πρέπει να εξασφαλιστεί 

ότι δεν προκαλείται υπέρβαση της αντοχής των θλιβόµενων συστατικών µερών και 
επίσης να λαµβάνεται υπόψη η δυνατότητα συνδυασµένης αστοχίας γειτονικών 
εφελκυόµενων σειρών κοχλιών.  

Η διαδικασία υπολογισµού ξεκινά µε την πλέον αποµακρυσµένη από το κέντρο 
θλίψης σειρά κοχλιών και συνεχίζει διαδοχικά µε τις υπόλοιπες. Καταρχήν, η 
εφελκυστική αντοχή i ,rF  της σειράς i , λαµβάνεται ως η µικρότερη από τις αντοχές 

των επιµέρους ελατηρίων που συµµετέχουν σε αυτήν. Για παράδειγµα, στην 
περίπτωση του κόµβου του σχήµατος 5-12 µε σύνδεση µετωπικής πλάκας, η δύναµη 

1,rF  της σειράς κοχλιών 1 δίνεται από την σχέση: 

 { }1 1 1 1,r cwt , cfb , epb,F min F , F , F=  (5-68) 

 

Σχήµα 5-12. Υπολογισµός της αντοχής µε το προσοµοίωµα του Ευρωκώδικα 3 
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Στην συνέχεια ελέγχεται η σειρά i , σε συνδυασµό µε τις προηγούµενες, πιο 
αποµακρυσµένες από το κέντρο θλίψης σειρές. Η αντοχή συστατικών µερών 
γειτονικών σειρών κοχλιών, ενδέχεται να είναι µικρότερη, αν θεωρηθεί ότι οι σειρές 
αυτές αποτελούν ενιαία οµάδα, παρά αν υπολογιστεί από το άθροισµα των αντοχών 
των µεµονωµένων σειρών. Εφόσον δεν παρεµβάλλονται ενισχύσεις ή το πέλµα της 
δοκού, η αντοχή x ,iF  του συστατικού µέρους x  της σειράς i , λαµβάνοντας υπόψη 

την συνδυασµένη αντοχή ως τµήµα οµάδας µε τις προηγούµενες σειρές, προκύπτει 
ως εξής: 
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 (5-69) 

όπου ( )x , iF  η αντοχή του µεµονωµένου συστατικού µέρους, ενώ όροι ( ) ( )1x , i iF + −  και 

( ) ( ) ( )1 2x , i i iF + − + −  αντιστοιχούν στην αντοχή του συστατικού µέρους x  σε οµάδα των 

σειρών i , 1i −  και i , 1i − , 2i −  αντίστοιχα. Οι όροι 1iF −  και 2iF −  αντιστοιχούν στην 

τελική αντοχή των σειρών κοχλιών 1i −  και 2i −  αντίστοιχα, οι οποίες έχουν 
υπολογιστεί σε προηγούµενα βήµατα της διαδικασίας. Για παράδειγµα, η 
εφελκυστική αντοχή 2 ,rF , της δεύτερης σειράς κοχλιών του κόµβου του σχήµατος 

5-12, προκύπτει ως εξής: 
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 (5-70) 

Σηµειώνεται ότι στο συγκεκριµένο παράδειγµα, το συστατικό µέρος της µετωπικής 
πλάκας σε κάµψη (epb) δεν µπορεί να συµµετέχει σε οµάδα µε την προηγούµενη 
σειρά κοχλίωσης, καθώς παρεµβάλλεται το πέλµα της δοκού.  

Τέλος, για τον υπολογισµό της τελικής δύναµης iF  της σειράς κοχλιών i , ελέγχεται 

η συνολική εφελκυστική δύναµη όλων των προηγούµενων σειρών και της 
τρέχουσας, ώστε να µην υπερβαίνει την αντοχή των θλιβόµενων συστατικών µερών, 
και κατά συνέπεια παραβιάζεται η ισορροπία δυνάµεων στον κόµβο. Σε περίπτωση 
υπέρβασης, περιορίζεται η δύναµη i ,rF , που αντιστοιχεί στην εφελκυστική αντοχή 
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της σειράς i , ώστε να ισχύει ισορροπία εφελκυστικών και θλιπτικών δυνάµεων, και 
η διαδικασία διακόπτεται για τις τυχόν υπόλοιπες σειρές κοχλιών: 

 
( )1 2 1

i ,r
i

c ,r i i

F  
F min

F F F ... F− −

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
− + + +⎪ ⎪⎩ ⎭

 (5-71) 

όπου c ,rF  η αντοχή της θλιβόµενης σειράς, η οποία αντιστοιχεί στην µικρότερη τιµή 

αντοχής των ελατηρίων που την αποτελούν. Στην περίπτωση κόµβων µε µετωπική 
πλάκα η c ,rF  δίνεται από την σχέση: 
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 (5-72) 

Στην περίπτωση κόµβων µε γωνιακό άνω και κάτω πέλµατος, ο υπολογισµός της 
αντοχής δεν διαφέρει ουσιαστικά από την ακολουθία βηµάτων που περιγράφηκε 
ανωτέρω παρά µόνο στο είδος και τον αριθµό των ελατηρίων που συµµετέχουν στο 
προσοµοίωµα. Ωστόσο, επειδή υπάρχει µόνο µία εφελκυόµενη σειρά κοχλιών, η 
οµαδοποίηση µε γειτονικές σειρές δεν έχει νόηµα, και εποµένως η διαδικασία των 
υπολογισµών απλοποιείται σηµαντικά. 

5.5 Προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων 

Η τρίτη επιλογή για την εκτίµηση της καµπύλης ροπής-στροφής κόµβων δοκού-
υποστυλώµατος είναι η προσοµοίωση µε πεπερασµένα στοιχεία. Το µεγάλο 
πλεονέκτηµα της µεθόδου είναι η δυνατότητα προσοµοίωσης πολύπλοκων 
γεωµετριών και αντιµετώπισης των πολλαπλών µη γραµµικοτήτων, που συνοδεύουν 
την απόκριση των κόµβων. Ωστόσο, δεν προσφέρεται για υλοποίηση σε καθηµερινές 
εφαρµογές σχεδιασµού και ανάλυσης κόµβων, καθώς προϋποθέτει εξειδικευµένο 
λογισµικό, είναι χρονοβόρος και δαπανηρή σε ανθρώπινους και υπολογιστικούς 
πόρους, και η αξιοπιστία της εξαρτάται από πλήθος παραµέτρων σχετιζόµενων 
περισσότερο µε τις τεχνικές ιδιαιτερότητες της µεθόδου και λιγότερο µε το φυσικό 
πρόβληµα. Η χρησιµότητα της µεθόδου εποµένως, αναδεικνύεται περισσότερο στην 
ερευνητική διερεύνηση της συµπεριφοράς των κόµβων και ως εναλλακτική ή 
συµπληρωµατική επιλογή της πειραµατικής έρευνας.  

Στην βιβλιογραφία, η εφαρµογή της τρισδιάστατης προσοµοίωσης µε πεπερασµένα 
στοιχεία είναι διαδεδοµένη. Η πρώτη εφαρµογή τρισδιάστατων στοιχείων 
εµφανίστηκε στην δηµοσίευση των Krishnamurthy και Graddy (1976) και αφορούσε 
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κοχλιωτές συνδέσεις µε προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα. Χρησιµοποιήθηκαν 
οκτακοµβικά ισοπαραµετρικά στοιχεία, µε επιπλέον βαθµούς ελευθερίας για την 
βελτίωση της διατµητικής απόκρισης. Στην θέση του υποστυλώµατος θεωρήθηκε 
άκαµπτη συνοριακή συνθήκη, ενώ ο προσδιορισµός των φαινοµένων επαφής στην 
µετωπική πλάκα, βασίστηκε σε µια προσαρµοσµένη για το συγκεκριµένο πρόβληµα 
επαναληπτική διαδικασία. Οι αναλύσεις επικεντρώθηκαν στην ελαστική απόκριση. 
Οι συγγραφείς προχώρησαν σε στατιστική συσχέτιση χαρακτηριστικών µεγεθών της 
απόκρισης µεταξύ τρισδιάστατων και διδιάστατων προσοµοιωµάτων, προτείνοντας 
κατάλληλους διορθωτικούς συντελεστές. Ένα ποιοτικό συµπέρασµα που προκύπτει 
από την συσχέτιση είναι ότι το διδιάστατο προσοµοίωµα παρουσιάζει πιο 
δύσκαµπτη συµπεριφορά, σε σχέση µε το αντίστοιχο τρισδιάστατο.  

Οι Kukreti et al. (1987), εφάρµοσαν µία ανάλογη διαδικασία για συνδέσεις µε 
ισόσταθµη µετωπική πλάκα. Τα τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία που 
χρησιµοποιήθηκαν είναι τα ίδια µε των Krishnamurthy και Graddy (1976), και 
εφαρµόσθηκαν για την διακριτοποίηση των κοχλιών, της µετωπικής πλάκας και των 
πελµάτων της δοκού. Ο κορµός της δοκού προσοµοιώθηκε µε στοιχεία επίπεδης 
έντασης, ενώ το υποστύλωµα δεν προσοµοιώθηκε. Για τους κοχλίες 
χρησιµοποιήθηκε διγραµµικός νόµος υλικού, µε κράτυνση στην πλαστική περιοχή. 
Για τα υπόλοιπα µέρη χρησιµοποιήθηκε ελαστικό-ιδεατώς πλαστικό υλικό. Το 
προσοµοίωµα ελέγχθηκε µε 8 πειραµατικές δοκιµές. Από τα αποτελέσµατα 
προκύπτει ότι εξαιτίας του νόµου υλικού, η δυνατότητα προσοµοίωσης περιορίζεται 
στο αρχικό στάδιο της απόκρισης, µέχρι την έναρξη της πλαστικοποίησης. Η αρχική 
δυσκαµψία προσδιορίζεται µε αποδεκτή ακρίβεια. Όµοια µε τους Krishnamurthy και 
Graddy (1976), οι Kukreti et al. (1987) συσχέτισαν την απόκριση µεταξύ του 
τρισδιάστατου και ενός διδιάστατου προσοµοιώµατος, προτείνοντας διορθωτικούς 
συντελεστές για διάφορα επίπεδα φόρτισης. Και σε αυτήν την περίπτωση, 
επιβεβαιώνεται η πιο δύσκαµπτη απόκριση του διδιάστατου προσοµοιώµατος. 

Οι Gebbeken et al. (1994), πρότειναν ένα απλοποιηµένο προσοµοίωµα, µε 
τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία, για κόµβους µε προεκτεινόµενη µετωπική 
πλάκα. Μόνο η εφελκυόµενη ζώνη ενσωµατώθηκε στο προσοµοίωµα και θεωρήθηκε 
ότι το άνω πέλµα της δοκού συνιστά επίπεδο συµµετρίας, µεταξύ των δύο 
εφελκυόµενων σειρών κοχλιών. Επίσης, θεωρήθηκε ότι είτε το πέλµα του 
υποστυλώµατος ή η µετωπική πλάκα είναι άκαµπτη, και εποµένως µόνο ένα από τα 
δύο συµµετέχει στο προσοµοίωµα. Οι κοχλίες προσοµοιώθηκαν µε τετράγωνη 
διατοµή, και θεωρήθηκε ότι η κεφαλή τους είναι προσαρτηµένη στην µετωπική 
πλάκα (ή στο πέλµα του υποστυλώµατος). Προσοµοιώθηκε επίσης, η µη 
γραµµικότητα υλικού, µε κράτυνση στην πλαστική περιοχή, αλλά 
πραγµατοποιήθηκαν και αναλύσεις µε ελαστικό-ιδεατώς πλαστικό νόµο υλικού. 
Παρά το αραιό δίκτυο, το προσοµοίωµα είναι σε θέση να εκτιµήσει µε αποδεκτό 
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τρόπο την καµπύλη ροπής-στροφής, σε δύο περιπτώσεις πειραµατικών κόµβων που 
παρουσιάζονται.  

Οι Choi και Chung (1996), επιχείρησαν προσοµοίωση κόµβου µε προεκτεινόµενη 
µετωπική πλάκα, χρησιµοποιώντας τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία, τόσο για 
τους κοχλίες όσο και για τα υπόλοιπα µέρη της σύνδεσης. Για τον σκοπό αυτόν, 
ανέπτυξαν ένα νέο εξαπλευρικό στοιχείο, µε µη συµβατές µορφές παραµόρφωσης, 
και µε µεταβλητό αριθµό κόµβων (από 8 ως 27), το οποίο διευκόλυνε την 
κατασκευή πλεγµάτων µε µεγάλη ανοµοιοµορφία στην πυκνότητα. Η επαφή µεταξύ 
πέλµατος υποστυλώµατος και µετωπικής πλάκας προσοµοιώθηκε µε ειδικά στοιχεία 
διακένου, τα οποία επίσης αναπτύχθηκαν από τους συγγραφείς. Η µη γραµµικότητα 
υλικού συµπεριλήφθηκε στην ανάλυση, όµως µόνο για τους κοχλίες προσοµοιώθηκε 
η κράτυνση στην πλαστική περιοχή. Η αξιολόγηση του προσοµοιώµατος, 
πραγµατοποιήθηκε µε σύγκριση µε ένα πειραµατικό αποτέλεσµα, επιτυγχάνοντας 
ικανοποιητική σύγκλιση. 

Οι Bose et al (1997), προσοµοίωσαν κόµβους µε ισόσταθµη µετωπική πλάκα, 
χρησιµοποιώντας ισοπαραµετρικά τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία, 16 κόµβων 
για το υποστύλωµα, την µετωπική πλάκα και την δοκό, και στοιχεία δοκού για τους 
κοχλίες. Τα φαινόµενα επαφής µεταξύ µετωπικής πλάκας και υποστυλώµατος 
προσοµοιώθηκαν µέσω γραµµικών στοιχείων διακένου. Στους νόµους υλικού 
συµπεριλήφθηκε η µη γραµµική συµπεριφορά του χάλυβα, µε κράτυνση στην 
πλαστική περιοχή. Η αξιοπιστία της προσοµοίωσης διασταυρώθηκε µε 6 
πειραµατικά αποτελέσµατα. 

Οι Bursi και Jaspart (1997β και 1998), δηµοσίευσαν τα αποτελέσµατα 
προσοµοίωσης µε πεπερασµένα στοιχεία, δύο κόµβων µε προεκτεινόµενη µετωπική 
πλάκα, αντίστοιχων πειραµατικών δοκιµών. Οι κοχλίες προσοµοιώθηκαν µε στοιχεία 
δοκού, ενώ τα υπόλοιπα µέρη µε οκτακοµβικά τρισδιάστατα στοιχεία. Τα φαινόµενα 
επαφής προσοµοιώθηκαν µε επιφανειακά στοιχεία επαφής, ενώ συνεκτιµήθηκε η µη 
γραµµικότητα υλικού και γεωµετρίας. Οι συγγραφείς διερεύνησαν την επίδραση 
στην αξιοπιστία του προσοµοιώµατος των διαµορφώσεων του οκτακοµβικού 
στοιχείου, µε µη συµβατές µορφές παραµόρφωσης και µειωµένη ολοκλήρωση. Τα 
στοιχεία µε µη συµβατές µορφές αποδείχθηκαν τα πλέον αποτελεσµατικά. Επίσης, 
διερευνήθηκε η επίδραση του συντελεστής τριβής µεταξύ των επιφανειών, και 
αποδείχθηκε ότι η ευαισθησία του προσοµοιώµατος είναι µικρή.  

Οι Wanzek και Gebbeken (1999), διερεύνησαν τις παραµέτρους που υπεισέρχονται 
στην προσοµοίωση µε τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία κόµβων µε µετωπική 
πλάκα. Η επίδραση του συντελεστή τριβής, της δυσκαµψίας των κοχλιών, της 
προέντασης των κοχλιών, της πυκνότητας δικτύου, των παραµενουσών τάσεων και 
των αρχικών ατελειών αξιολογήθηκε στην απλούστερη περίπτωση σύνδεσης 
βραχέος ταυ, οδηγώντας σε συµπεράσµατα για την κατάλληλη αντιµετώπιση των 
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χαρακτηριστικών αυτών, στην περίπτωση κόµβων µε µετωπική πλάκα. Οι 
συγγραφείς, για µία περίπτωση πειραµατικής δοκιµής σύνδεσης προεκτεινόµενης 
µετωπικής πλάκας, κατασκεύασαν ένα τρισδιάστατο προσοµοίωµα πεπερασµένων 
στοιχείων, µε το οποίο διερεύνησαν επιπλέον την επίδραση του τρόπου επιβολής 
φορτίου στην δοκό (µέσω διατµητικής δύναµης ή µέσω ροπής). Καταλήγουν στο 
συµπέρασµα, ότι η απόκλιση µεταξύ των δύο είναι ασήµαντη, εφόσον οι διατµητικές 
τάσεις είναι µικρές, σε σχέση µε τις ορθές, και εφόσον ενδιαφέρει µόνο η στροφή 
της σύνδεσης και όχι της δοκού. 

Οι Kishi et al. (2001), ανέπτυξαν τέσσερα τρισδιάστατα προσοµοιώµατα, για 
κόµβους µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος και διπλό γωνιακό κορµού, 
κλιµακώνοντας σε κάθε ένα την πυκνότητα δικτύου, την προσοµοίωση των κοχλιών 
και την προσοµοίωση των φαινοµένων επαφής. Στο πλέον σύνθετο προσοµοίωµα, 
συµπεριλήφθηκαν όλα τα ανεξάρτητα µέρη του πραγµατικού κόµβου, ως διακριτά 
τµήµατα, και η µεταξύ τους αλληλεπίδραση προσοµοιώθηκε µε επιφανειακά 
στοιχεία επαφής. Χρησιµοποιήθηκε για όλα τα µέρη το κοινό ισοπαραµετρικό 
τρισδιάστατο οκτακοµβικό στοιχείο. Τα υλικά προσοµοιώθηκαν µε διγραµµικό 
νόµο, µε κράτυνση στην πλαστική περιοχή. Χρησιµοποιώντας το πλέον σύνθετο 
προσοµοίωµα, πραγµατοποιήθηκε σύγκριση µε 18 περιπτώσεις πειραµατικών 
δοκιµών. Στις περισσότερες δοκιµές, η σύγκλιση του αριθµητικού προσοµοιώµατος 
είναι πολύ καλή.  

Οι Ahmed et al. (2001), δηµοσίευσαν µία επέκταση του προαναφερθέντος 
προσοµοιώµατος των Kishi et al. (2001), για κόµβους µε γωνιακά άνω και κάτω 
πέλµατος. Η αποτελεσµατικότητά του, εµφανίζεται ικανοποιητική σε σύγκριση µε 
δύο πειραµατικές δοκιµές. Οι συγγραφείς διεξήγαγαν επίσης µια παραµετρική 
έρευνα, για την επίδραση που έχουν χαρακτηριστικές παράµετροι του κόµβου, στο 
µέγεθος των δυνάµεων επαφής στο άνω γωνιακό. Οι παράµετροι που εξετάσθηκαν 
είναι η δύναµη προέντασης των κοχλιών, η διάµετρος τους, η απόσταση τους από το 
πέλµα της δοκού και το υλικό του γωνιακού και του κοχλία. Οι συγγραφείς 
επιβεβαιώνουν το συµπέρασµα, ότι ισχυρότεροι κοχλίες ή ασθενέστερο άνω γωνιακό 
οδηγούν σε αύξηση της δύναµης επαφής. Το ίδιο παρατηρείται και µε την αύξηση 
της απόστασης των κοχλιών από το άνω πέλµα της δοκού, ενώ αντίθετα η επίδραση 
της προέντασης των κοχλιών δεν είναι σηµαντική. 

Οι Citipitioglu et al. (2002), προσοµοίωσαν µε τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία 
17 πειραµατικούς κόµβους, µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος και διπλό γωνιακό 
κορµού, και 2 πειραµατικούς κόµβους, µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος. Για όλα 
τα µέρη της σύνδεσης χρησιµοποιήθηκαν ισοπαραµετρικά οκτακοµβικά στοιχεία µε 
µη συµβατές µορφές παραµόρφωσης. Τα φαινόµενα επαφής προσοµοιώθηκαν µε 
επιφανειακά στοιχεία επαφής. Νόµοι υλικού µε κράτυνση στην πλαστική περιοχή 
ενσωµατώθηκαν στο προσοµοίωµα, εκτός από τους κοχλίες, οι οποίοι για λόγους 
αριθµητικής ευστάθειας θεωρήθηκαν ελαστικοί. Η σύγκλιση του προσοµοιώµατος 
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µε τα πειραµατικά δεδοµένα δεν είναι ιδιαίτερα ικανοποιητική, µε µεγαλύτερες 
αποκλίσεις στην πλαστική περιοχή της απόκρισης. Οι συγγραφείς διερεύνησαν 
παραµετρικά την επίδραση στην απόκριση, του συντελεστή τριβής µεταξύ των 
επιφανειών και της δύναµης προέντασης των κοχλιών. Από τα αποτελέσµατα 
προκύπτει ότι επίδραση των εν λόγω χαρακτηριστικών είναι σηµαντική, ιδιαίτερα 
στην πλαστική περιοχή.  

Οι Komuro et al. (2004), παρουσίασαν ένα τρισδιάστατο προσοµοίωµα 
πεπερασµένων στοιχείων, για κόµβους µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος, µε ή 
χωρίς διπλό γωνιακό κορµού. Όλα τα διακριτά µέρη των πραγµατικών κόµβων 
προσοµοιώθηκαν ως διακριτά σώµατα, χρησιµοποιώντας οκτακοµβικά τρισδιάστατα 
πεπερασµένα στοιχεία. Για την µεταξύ τους αλληλεπίδραση, εφαρµόσθηκαν 
επιφανειακά στοιχεία επαφής, ενώ για τα υλικά υιοθετήθηκαν πολυγραµµικοί νόµοι. 
Το προσοµοίωµα χρησιµοποιήθηκε για την ανάλυση τριών πειραµατικών κόµβων: 
δύο µε διπλό γωνιακό κορµού και ενός χωρίς. Η σύγκλιση του προσοµοιώµατος 
προς την πειραµατική συµπεριφορά είναι πολύ καλή. Οι συγγραφείς προχώρησαν σε 
λεπτοµερή παρουσίαση και αξιολόγηση της συµπεριφοράς των αριθµητικών 
προσοµοιωµάτων.  

Οι Maggi et al. (2005), κατασκεύασαν τρισδιάστατα προσοµοιώµατα πεπερασµένων 
στοιχείων για κόµβους µε προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα. Για όλα τα µέρη του 
κόµβου χρησιµοποιήθηκαν τρισδιάστατα, οκτακοµβικά, ισοπαραµετρικά στοιχεία, 
µε µη συµβατές µορφές παραµόρφωσης. Ο κορµός του υποστυλώµατος δεν 
ενσωµατώθηκε στο προσοµοίωµα, καθώς λόγω των ενισχύσεων που διέθετε, 
θεωρήθηκε άκαµπτος. Το πέλµα ωστόσο, συµπεριλήφθηκε στο προσοµοίωµα, 
επιβάλλοντας δεσµεύσεις στις θέσεις που καταλήγουν οι ενισχύσεις καθώς και ο 
κορµός. Τα φαινόµενα επαφής προσοµοιώθηκαν µε επιφανειακά στοιχεία επαφής. 
Χρησιµοποιήθηκαν πολύγραµµικοί νόµοι υλικού, όµως στο κείµενο αναφέρονται 
µόνο τα όρια διαρροής και θραύσης. Το προτεινόµενο προσοµοίωµα αξιοποιήθηκε 
για την ανάλυση έξι περιπτώσεων πειραµατικών κόµβων. Από τα αποτελέσµατα, σε 
µία περίπτωση που αναφέρεται στο κείµενο, προκύπτει ότι το αριθµητικό 
προσοµοίωµα υπερεκτιµά την αρχική δυσκαµψία, γεγονός που οι συγγραφείς 
αποδίδουν, µεταξύ άλλων, στην αναξιόπιστη εφαρµογή της προέντασης στις 
πειραµατικές δοκιµές. Η σύγκλιση στην πλαστική περιοχή είναι ικανοποιητική. Οι 
συγγραφείς διερεύνησαν χαρακτηριστικά γνωρίσµατα της απόκρισης, όπως η µορφή 
παραµόρφωσης της µετωπικής πλάκας, η κατανοµή της εφελκυστικής δύναµης 
στους κοχλίες καθώς και η δυνατότητα περιγραφής της συµπεριφοράς της 
εφελκυόµενης ζώνης µε ισοδύναµα βραχέα ταυ. Το συµπέρασµα στο οποίο 
καταλήγουν είναι ότι η εφαρµογή ισοδύναµων βραχέων ταυ, οδηγεί σε καλά 
αποτελέσµατα για τον πρώτο και τρίτο µηχανισµό αστοχίας και λιγότερο για τον 
δεύτερο, όπου η αλληλεπίδραση µεταξύ κοχλιών και πλάκας είναι περισσότερο 
έντονη.  
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5.6 Απόκριση µεµονωµένων συστατικών µερών 

5.6.1 Γενικά 

Η µέθοδος των συστατικών µερών αποτελεί την επικρατούσα µέθοδο εκτίµησης των 
χαρακτηριστικών της στροφικής απόκρισης των κόµβων, για τις ανάγκες 
σχεδιασµού των κατασκευών, µετά και την ενσωµάτωση της στο κείµενο του 
Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Η ίδια µέθοδος υιοθετήθηκε και στα πλαίσια της 
παρούσας διατριβής, για την ανάπτυξη προσοµοιώµατος υπολογισµού της στροφικής 
απόκρισης κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, το οποίο παρουσιάζεται σε 
επόµενο κεφάλαιο. Όπως προαναφέρθηκε, η εφαρµογή της µεθόδου απαιτεί µετά 
την ταυτοποίηση των συστατικών µερών, που καθορίζουν την συµπεριφορά 
συνολικά του κόµβου, τον υπολογισµό της απόκρισης καθενός από αυτά. Στις 
επόµενες παραγράφους παρουσιάζονται οι διαθέσιµες, για τον σκοπό αυτόν, µέθοδοι 
στην βιβλιογραφία.  

5.6.2 Συστατικά µέρη εφελκυόµενης ζώνης σύνδεσης  

Στα συστατικά µέρη της εφελκυόµενη ζώνης σύνδεσης µετωπικής πλάκας, 
περιλαµβάνονται το πέλµα του υποστυλώµατος σε κάµψη, η µετωπική πλάκα σε 
κάµψη και οι κοχλίες σε εφελκυσµό. Στην περίπτωση συνδέσεων µε γωνιακά, τα 
αντίστοιχα συστατικά µέρη είναι το πέλµα του υποστυλώµατος σε κάµψη, το 
γωνιακό σε κάµψη και οι κοχλίες σε εφελκυσµό. Η απόκριση των συγκεκριµένων 
συστατικών µερών θεωρείται ότι αντιστοιχεί σε εκείνη ισοδύναµων βραχέων ταυ. Η 
συµπεριφορά του µεµονωµένου βραχέος ταυ εξετάσθηκε στο πρώτο µέρος της 
διατριβής. Εδώ αναφέρονται οι µεθοδολογίες προσδιορισµού της ισοδυναµίας 
µεταξύ των συστατικών µερών της εφελκυόµενης ζώνης και του βραχέος ταυ. Οι 
εργασίες των Zoetemeijer (1974), Packer και Morris (1977) και Mann και Morris 
(1979) που περιγράφονται στην συνέχεια, µπορεί να θεωρηθεί ότι συνιστούν 
θεµελιώδεις συνεισφορές στο εν λόγω αντικείµενο. 

O Zoetemeijer (1974) εφάρµοσε οριακή ανάλυση για τον προσδιορισµό της αντοχής 
της εφελκυόµενης ζώνης συνδέσεων µε µετωπική πλάκα και µε βραχέα ταυ. Για τον 
σκοπό αυτόν, έλαβε υπόψη µηχανισµούς κατάρρευσης, εφαρµόζοντας την θεωρία 
των γραµµών διαρροής για τα ελάσµατα, και συνεκτιµώντας την πιθανή αστοχία των 
κοχλιών. Ο συγγραφέας προτείνει την προσοµοίωση της εφελκυόµενης ζώνης µε 
ισοδύναµα βραχέα ταυ. Η αντοχή του βραχέος ταυ προκύπτει επίσης µε οριακή 
ανάλυση, θεωρώντας το πέλµα του ως γραµµική δοκό Bernoulli, καταλήγοντας σε 
τρεις πιθανούς µηχανισµούς αστοχίας. Η ισοδυναµία µεταξύ της αντοχής που 
προκύπτει µε βάση την θεωρία γραµµών διαρροής και του γραµµικού 
προσοµοιώµατος βραχέος ταυ, επιτυγχάνεται µε την επιλογή κατάλληλου πλάτους 

effb  του τελευταίου. Το πεδίο εφαρµογής της θεωρίας των γραµµών διαρροής 
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πάντως, είναι οι επιφανειακοί φορείς, των οποίων το πάχος µπορεί να θεωρηθεί πολύ 
µικρό, σε σχέση µε τις άλλες διαστάσεις τους. Σε αντίθετη περίπτωση, αν η 
µετωπική πλάκα ή το πέλµα του υποστυλώµατος δεν µπορούν να θεωρηθούν λεπτά, 
εµφανίζονται περισσότερο γενικευµένες περιοχές διαρροής και όχι σαφώς ορισµένες 
γραµµές.  

Οι Packer και Morris (1977), εφάρµοσαν την ίδια διαδικασία, προτείνοντας 
µηχανισµούς κατάρρευσης µε βάση την θεωρία των γραµµών διαρροής για το πέλµα 
του υποστυλώµατος, συνδέσεων µε προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα. Σε ορισµένους 
µηχανισµούς κατάρρευσης οι συγγραφείς υιοθέτησαν καµπύλες γραµµές διαρροής. 
Η αστοχία των κοχλιών καθώς και η ύπαρξη εγκάρσιων ενισχύσεων στο πέλµα, 
ελήφθησαν επίσης υπόψη προτείνοντας ανάλογους µηχανισµούς κατάρρευσης. Για 
την µετωπική πλάκα δεν αναφέρονται ειδικοί µηχανισµοί κατάρρευσης, αλλά 
προτείνεται η προσοµοίωση της µε βραχύ ταυ και επιλογή του πάχους της, ώστε να 
µην εµφανιστεί πλήρης πλαστικοποίηση στην πλάκα, χωρίς συµµετοχή των κοχλιών.  

Οι Mann και Morris (1979), πρότειναν µια διαδικασία σχεδιασµού κόµβων, µε 
συνδέσεις προεκτεινόµενης µετωπικής πλάκας, αξιοποιώντας διαθέσιµες µεθόδους 
και πειραµατική εµπειρία από την βιβλιογραφία. Για τα εφελκυόµενα συστατικά 
µέρη της σύνδεσης προτείνουν τον σχεδιασµό σύµφωνα µε τα συµπεράσµατα των 
Packer και Morris (1977), λαµβάνοντας υπόψη τους πλέον πιθανούς µηχανισµούς 
γραµµών διαρροής, για το πέλµα του υποστυλώµατος, και την θεώρηση βραχέος ταυ 
για την µετωπική πλάκα. Για τον σχεδιασµό των κοχλιών, προτείνουν την 
ισοκατανοµή της εφελκυστικής δύναµης, που µεταφέρεται από το άνω πέλµα της 
δοκού, στους τέσσερις κοχλίες της εφελκυόµενης ζώνης (δύο άνω του πέλµατος της 
δοκού και δύο κάτω). Επίσης, προτείνουν επαύξηση κατά 33% του φορτίου σε κάθε 
κοχλία, λόγω των φαινοµένων επαφής.  

Στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), η ισοδυναµία µεταξύ των συστατικών µερών της 
εφελκυόµενης ζώνης και του βραχέος ταυ, βασίζεται επίσης στην αντοχή που 
προκύπτει µε οριακή ανάλυση και την θεωρία γραµµών διαρροής, για διάφορες 
περιπτώσεις µηχανισµών κατάρρευσης, µε ή χωρίς την συµµετοχή των κοχλιών. Στο 
σχήµα 5-13 φαίνεται η τοποθέτηση και ο προσανατολισµός των βραχέων ταυ, για 
την περίπτωση συνδέσεων µε προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα και µε γωνιακά άνω 
και κάτω πέλµατος. Όπως φαίνεται στο σχήµα, ο προσανατολισµός του βραχέος ταυ, 
για το συστατικό µέρος της µετωπικής πλάκας σε κάµψη, στο προεκτεινόµενο τµήµα 
αυτής, είναι κατακόρυφος (δηλαδή ο κορµός του βραχέος ταυ είναι εγκάρσια 
τοποθετηµένος µε τον κορµό του υποστυλώµατος, και ταυτίζεται µε το άνω πέλµα 
της δοκού). Το ίδιο συµβαίνει και για το γωνιακό άνω πέλµατος. Αντίθετα, για το 
πέλµα του υποστυλώµατος και την µετωπική πλάκα, µεταξύ των πελµάτων της 
δοκού, ο προσανατολισµός είναι οριζόντιος. Ο προσανατολισµός καθορίζει τις 
γεωµετρικές παραµέτρους m  και n  των ισοδύναµων βραχέων ταυ κάθε συστατικού 
µέρους. 



266  ■  ΚΟΜΒΟΙ  ∆ΟΚΟΥ -ΥΠΟΣΤΥΛΩΜΑΤΟΣ  ΣΕ  ΜΕΤΑΛΛΙΚΑ  ΠΛΑΙΣΙΑ  

 

Σχήµα 5-13. ∆ιάταξη ισοδύναµων βραχέων ταυ σε κόµβο µε προεκτεινόµενη 
µετωπική πλάκα (α) και γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος (β) 

Στον πίνακα 5-1, παρατίθενται τα ισοδύναµα πλάτη βραχέων ταυ, για το συστατικό 
µέρος του πέλµατος του υποστυλώµατος σε κάµψη, για διάφορες περιπτώσεις 
τοποθέτησης των σειρών κοχλίωσης. Οι συµβολισµοί m , e , 1e  και p  του πίνακα 

5-1 αντιστοιχούν στα γεωµετρικά µεγέθη που εµφανίζονται στο σχήµα 5-13. Οι 
µηχανισµοί κατάρρευσης σε κάθε περίπτωση διακρίνονται σε εκείνους που 
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περιλαµβάνουν κυκλική µορφή των γραµµών διαρροής και σε εκείνους που δεν 
περιλαµβάνουν κυκλική µορφή. Το ισοδύναµο πλάτος effb  του βραχέος ταυ 

λαµβάνεται, για τον πρώτο µηχανισµό αστοχίας, από την µικρότερη τιµή των 
κυκλικών και µη κυκλικών µορφών, ενώ για τον δεύτερο µηχανισµό αστοχίας από 
την τιµή των µη κυκλικών µορφών µόνο: 

 1ος µηχανισµός αστοχίας: eff ,cp
eff

eff ,nc

b
b min

b
⎧⎪= ⎨
⎪⎩

  (5-73) 

 2ος µηχανισµός αστοχίας: eff eff ,ncb b=  (5-74) 

Πίνακας 5-1. Ισοδύναµο πλάτος βραχέος ταυ για το συστατικό µέρος του πέλµατος 
του υποστυλώµατος σε κάµψη  

Θέση σειράς 
κοχλίωσης 

Μηχανισµοί αστοχίας µε 
κυκλικές γραµµές διαρροής 

Μηχανισµοί αστοχίας µε µη κυκλικές 
γραµµές διαρροής 

Σειρά κοχλίωσης θεωρούµενη µεµονωµένα 

Εσωτερική σειρά 2eff ,cpb πm=  4 1 25eff ,ncb m , e= +  

Ακραία σειρά (άκρο 
υποστυλώµατος) 

1

2
2eff ,cp

πm
b min

πm e
⎧

= ⎨ +⎩
 

1

4 1 25
2 0 625eff ,nc

m , e
b min

m , e e
+⎧

= ⎨ + +⎩
 

Σειρά κοχλίωσης 
πλησίον εγκάρσιας 
ενίσχυσης 

2eff ,cpb πm=  eff ,ncb am=  

Ακραία σειρά (άκρο 
υποστυλώµατος) και 
πλησίον εγκάρσιας 
ενίσχυσης 

1

2
2eff ,cp

πm
b min

πm e
⎧

= ⎨ +⎩
 ( )1 2 0 625eff ,ncb e αm m , e= + − +  

Σειρά κοχλίωσης θεωρούµενη ως µέλος οµάδας 

Εσωτερική σειρά 
οµάδας 

2eff ,cpb p=  eff ,ncb p=  

Ακραία σειρά οµάδας 
12eff ,cp

πm p
b min

e p
+⎧

= ⎨ +⎩
 

1

2 0 625 0 5
0 5eff ,nc

m , e , p
b min

e , p
+ +⎧

= ⎨ +⎩
 

Σειρά κοχλίωσης 
πλησίον εγκάρσιας 
ενίσχυσης 

eff ,cpb πm p= +  ( )0 5 2 0 625eff ,ncb , p αm m , e= + − +  

Ακραία σειρά (άκρο 
υποστυλώµατος) και 
πλησίον εγκάρσιας 
ενίσχυσης 

∆εν εφαρµόζεται λόγω της 
εγκάρσιας ενίσχυσης  

∆εν εφαρµόζεται λόγω της εγκάρσιας 
ενίσχυσης 
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Για κάθε σειρά κοχλίωσης, αναφέρονται µηχανισµοί κατάρρευσης που αφορούν την 
σειρά µεµονωµένα ή ως µέλος οµάδας, καθώς η αντοχή γειτονικών σειρών 
κοχλίωσης µπορεί να είναι µικρότερη, αν θεωρηθεί ότι αυτές συµµετέχουν ως οµάδα 
σε κοινό µηχανισµό κατάρρευσης, παρά αν θεωρηθεί ως το άθροισµα των αντοχών 
µηχανισµών κατάρρευσης, ανεξάρτητα για κάθε σειρά. Στο σχήµα 5-14 φαίνονται οι 
µορφές των γραµµών διαρροής των µηχανισµών κατάρρευσης εσωτερικών σειρών 
κοχλίωσης, µεµονωµένων ή ως οµάδα.  

 

Σχήµα 5-14. Μηχανισµοί κατάρρευσης εσωτερικών σειρών κοχλίωσης πέλµατος 
υποστυλώµατος 

Στον πίνακα 5-2, παρατίθενται τα ισοδύναµα πλάτη βραχέων ταυ, για το συστατικό 
µέρος της µετωπικής πλάκας σε κάµψη, για διάφορες περιπτώσεις τοποθέτησης των 
σειρών κοχλίωσης. Οι συµβολισµοί m , xm , e , xe , 1e , p , w  και pb  του πίνακα 5-2 

αντιστοιχούν στα γεωµετρικά µεγέθη που εµφανίζονται στο σχήµα 5-13. Για τον 
προσδιορισµό του ισοδύναµου πλάτους effb , εφαρµόζονται και εδώ οι σχέσεις 5-73 

και 5-74.  

Στην περίπτωση της πρώτης σειράς κοχλίωσης, κάτω από το εφελκυόµενο πέλµα της 
δοκού, υπεισέρχεται στους υπολογισµούς ένας συντελεστής a . Ο ίδιος συντελεστής 
υπεισέρχεται και στην περίπτωση σειράς κοχλίωσης πλησίον εγκάρσιας ενίσχυσης, 
για το συστατικό µέρος του πέλµατος του υποστυλώµατος σε κάµψη, στον πίνακα 
5-1. Όπως φαίνεται στο σχήµα 5-15, για την περίπτωση της µετωπικής πλάκας, ο 
µηχανισµός κατάρρευσης για την συγκεκριµένη σειρά κοχλίωσης, µπορεί να 
συνοδεύεται από µία ειδική, µη συµµετρική µορφή των γραµµών διαρροής, λόγω της 
ύπαρξης δύο κάθετων µεταξύ τους, εγκάρσιων ενισχύσεων πλησίον της κοχλίωσης 
(του κορµού και του πέλµατος της δοκού).  
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Σχήµα 5-15. Μηχανισµός κατάρρευσης µε µη κυκλικές γραµµές διαρροής της 
πρώτης σειράς κοχλίωσης κάτω από το εφελκυόµενο πέλµα της δοκού 

Πίνακας 5-2. Ισοδύναµο πλάτος βραχέος ταυ για το συστατικό µέρος της µετωπικής 
πλάκας σε κάµψη 

Θέση σειράς κοχλίωσης 
Μηχανισµοί αστοχίας µε 

κυκλικές γραµµές διαρροής
Μηχανισµοί αστοχίας µε µη κυκλικές 

γραµµές διαρροής 

Σειρά κοχλίωσης θεωρούµενη µεµονωµένα 

Σειρά κοχλίωσης στο 
προεκτεινόµενο τµήµα 
της µετωπικής πλάκας 

2

2

x

eff ,cp x

x

πm
b min πm w

πm e

⎧
⎪= +⎨
⎪ +⎩

 

4 1 25
2 0 625

0 5

0 5 2 0 625

x x

x x
eff ,nc

p

x x

m , e
e m , e

b min
, b

, w m , e

+⎧
⎪ + +⎪= ⎨
⎪
⎪ + +⎩

 

Πρώτη σειρά κοχλίωσης 
κάτω από το εφελκυόµενο 
πέλµα της δοκού 

2eff ,cpb πm=  eff ,ncb am=  

Άλλη εσωτερική σειρά 2eff ,cpb πm=  4 1 25eff ,ncb m , e= +  

Άλλη ακραία σειρά 2eff ,cpb πm=  4 1 25eff ,ncb m , e= +  

Σειρά κοχλίωσης θεωρούµενη ως µέλος οµάδας 

Σειρά κοχλίωσης στο 
προεκτεινόµενο τµήµα 
της µετωπικής πλάκας 

∆εν εφαρµόζεται λόγω του 
πέλµατος της δοκού 

∆εν εφαρµόζεται λόγω του πέλµατος της 
δοκού 

Πρώτη σειρά κοχλίωσης 
κάτω από το εφελκυόµενο 
πέλµα της δοκού 

eff ,cpb πm p= +  ( )0 5 2 0 625eff ,ncb , p αm m , e= + − +  

Άλλη εσωτερική σειρά 
οµάδας 

2eff ,cpb p=  eff ,ncb p=  

Άλλη ακραία σειρά 
οµάδας eff ,cpb πm p= +  2 0 625 0 5eff ,ncb m , e , p= + +  
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Στο σχήµα 5-16 παρουσιάζεται το νοµογράφηµα για τον υπολογισµό του συντελεστή 
a , που προτείνεται στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Οι καµπύλες για σταθερή τιµή 
του a , συναρτήσει των µεταβλητών 1λ  και 2λ , προκύπτουν από την επίλυση των 

ακόλουθων αναλυτικών εκφράσεων (Zoetemeijer 1990, αναφορά από 
Μπανιωτόπουλος 2004): 

 ( )
2

2 2
1 1 1

2

1

α
*

* *
*

λ λλ λ λ
λ

⎛ ⎞−
= + − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 , αν 2 2

*λ λ<  (5-75) 

 1 1
*λ λ=   , αν 2 2

*λ λ≥  (5-76) 

όπου 

 1
1 25

2 75
* ,λ

α ,
=

−
 (5-77) 

 1
2 2

*
* αλλ =  (5-78) 

 

Σχήµα 5-16. Νοµογράφηµα για τον υπολογισµό του συντελεστή a  του πίνακα 5-1 
και 5-2 (πηγή: CEN 2003) 
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Από την εξίσωση 5-75, προκύπτει ότι η αναλυτική έκφραση του συντελεστή a , 
συναρτήσει των µεταβλητών 1λ  και 2λ , είναι πεπλεγµένη για 2 2

*λ λ< . Το γεγονός 

αυτό συνεπάγεται ότι για τον προγραµµατισµό της διαδικασίας υπολογισµού του 
συντελεστή α  σε υπολογιστή, απαιτείται η εκτέλεση επαναληπτικής διαδικασίας. Η 
εξίσωση 5-75, µε αντικατάσταση των 5-77 και 5-78, είναι παραγωγίσιµη ως προς a , 
και συνεπώς µπορεί να χρησιµοποιηθεί η µέθοδος Newton-Raphon για την 
αριθµητική επίλυση της. Αντίθετα, για την περίπτωση 2 2

*λ λ≥ , η οποία αντιστοιχεί 

στον γραµµικό, κατακόρυφο κλάδο των καµπυλών του σχήµατος 5-16, ο 
προσδιορισµός του συντελεστή α  από την εξίσωση 5-76, µπορεί να 
πραγµατοποιηθεί άµεσα. Σε αυτήν την περίπτωση, το ισοδύναµο πλάτος effb , που 

προκύπτει από την σχέση am  στους πίνακες 5-1 και 5-2, λαµβάνει την τιµή 
4 1 25m , e+ , η οποία εµφανίζεται και στις άλλες σειρές κοχλίωσης, χωρίς δηλαδή την 
επιρροή των δύο εγκάρσιων ενισχύσεων στην πλάκα.  

Για το συστατικό µέρος του γωνιακού σε κάµψη, σε συνδέσεις µε γωνιακά άνω και 
κάτω πέλµατος, ο Ευρωκώδικας 3 (CEN 2003) προτείνει το ισοδύναµο πλάτος effb  

του βραχέος ταυ, να λαµβάνεται ίσο µε το µισό µήκος του γωνιακού. Όπως φαίνεται 
στο σχήµα 5-17, σε αυτήν την περίπτωση, ο µηχανισµός κατάρρευσης συνίσταται 
από ευθείες γραµµές διαρροής, στην περιοχή των κοχλιών και στην περιοχή της 
κυκλικής συναρµογής, σε άµεση αντιστοιχία µε το γραµµικό προσοµοίωµα δοκού 
του βραχέος ταυ. Η εµφάνιση κυκλικών ή άλλων µη κυκλικών µορφών των γραµµών 
διαρροής δεν λαµβάνεται υπόψη.  

  

Σχήµα 5-17. Μηχανισµός κατάρρευσης για το γωνιακό πέλµατος σε κάµψη 
σύµφωνα µε τον Ευρωκώδικα 3 (CEN2003) 
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Ωστόσο, είναι χαρακτηριστική η αναλογία µεταξύ του καµπτόµενου σκέλους του 
γωνιακού άνω πέλµατος και του προεκτεινόµενου τµήµατος της µετωπικής πλάκας. 
Η χρησιµοποίηση των περιπτώσεων του πίνακα 5-2, που αφορούν το 
προεκτεινόµενο τµήµα της µετωπικής πλάκας, είναι εύλογη στην προκειµένη 
περίπτωση, αλλά αποφεύγεται, κυρίως λόγω των περιορισµένων πειραµατικών 
δεδοµένων για την συγκεκριµένη διαµόρφωση σύνδεσης στον ευρωπαϊκό χώρο. Οι 
Faella et al (2000) εντούτοις εφαρµόζουν την συγκεκριµένη µεθοδολογία του πίνακα 
5-2, και για το γωνιακό άνω πέλµατος. 

Ο υπολογισµός του ισοδύναµου πλάτους effb  των βραχέων ταυ των συστατικών 

µερών της εφελκυόµενης ζώνης της σύνδεσης, σύµφωνα µε όσα προηγήθηκαν, 
βασίζεται στην εξίσωση της αντοχής, µεταξύ των µηχανισµών κατάρρευσης, µε 
γραµµές διαρροής, των καµπτόµενων επιφανειών της σύνδεσης, και της αντοχής του 
γραµµικού προσοµοιώµατος δοκού του βραχέος ταυ, το οποίο χρησιµοποιείται στους 
υπολογισµούς. Είναι αναµενόµενο, η ισοδυναµία αυτή να µην ισχύει καθολικά σε 
όλο το εύρος της απόκρισης. Στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) προτείνεται µία τιµή 
του ισοδύναµου πλάτους eff ,sb , για τους υπολογισµούς της αρχικής δυσκαµψίας, ίση 

µε 0 9 eff, b , όπου effb  το πλάτος που χρησιµοποιείται για τους υπολογισµούς αντοχής. 

Οι Faella et al. (2000) προτείνουν αντίθετα, το πλάτος eff ,sb  για την αρχική 

δυσκαµψία, να υπολογίζεται από µία κατανοµή κατά 90° της δράσης του κοχλία, 
από τα άκρα της οπής, όπως φαίνεται στο σχήµα 5-18. Έτσι, η τιµή του eff ,sb  

προκύπτει ως εξής: 

 2eff ,s hb m d b= + ≤  (5-79) 

όπου hd  είναι η διάµετρος της οπής και b  το πραγµατικό πλάτος ή το πλάτος για 

υπολογισµούς αντοχής.  

 

Σχήµα 5-18. Ισοδύναµο µήκος effb  για υπολογισµούς δυσκαµψίας κατά Faella et al. 
(2000) 
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Όπως αναφέρθηκε στο πρώτο µέρος της διατριβής, η απόκριση των κοχλιών, στην 
περίπτωση συστατικών µερών που προσοµοιώνονται µε βραχέα ταυ, είναι 
εξαρτηµένη από την απόκριση του βραχέος ταυ. Έτσι, για τον προσδιορισµό της 
αντοχής του κόµβου, δεν υπεισέρχονται στο µηχανικό προσοµοίωµα συστατικά µέρη 
των κοχλιών. Το ίδιο µπορεί να θεωρηθεί και για τον υπολογισµό της αρχικής 
δυσκαµψίας, ωστόσο για λόγους απλότητας των αναλυτικών εκφράσεων, η 
παραµορφωσιµότητα των κοχλιών αποδεσµεύεται από εκείνη του βραχέος ταυ στον 
Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), και ενσωµατώνεται σε ξεχωριστό συστατικό µέρος.  

5.6.3 Φάτνωµα υποστυλώµατος σε διάτµηση 

Στην περίπτωση µονόπλευρων κόµβων δοκού-υποστυλώµατος ή αµφίπλευρων 
κόµβων, µε µη συµµετρικές ροπές στις δοκούς, το φάτνωµα του υποστυλώµατος 
αναπτύσσει διατµητική παραµόρφωση. Για την τυπική περίπτωση αµφίπλευρου 
κόµβου του σχήµατος 5-19, το φάτνωµα του υποστυλώµατος καλείται να παραλάβει 
την διαφορά της ροπής µεταξύ της αριστερής και της δεξιάς συνδεόµενης δοκού: 

 b,r b ,l∆Μ Μ M= −  (5-80) 

 

Σχήµα 5-19. Καταπόνηση φατνώµατος υποστυλώµατος από τα εντατικά µεγέθη των 
συνδεόµενων µελών 

Η ροπή ∆Μ  µπορεί να αναλυθεί σε ζεύγος διατµητικών δυνάµεων cpV , στις πλευρές 

του φατνώµατος ως εξής: 

 cp
cp

∆ΜV
h

=  (5-81) 

όπου cph  το ύψος του φατνώµατος, το οποίο στην περίπτωση του Ευρωκώδικα 3 

(CEN 2003) λαµβάνεται ίσο µε τον µοχλοβραχίονα z , µεταξύ εφελκυστικών και 
θλιπτικών δυνάµεων στον κόµβο. Στην περίπτωση συγκολλητών συνδέσεων, το 
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ύψος cph  ταυτίζεται µε την απόσταση µεταξύ των πελµάτων της δοκού. H ύπαρξη 

διατµητικών δυνάµεων στο υποστύλωµα, άνω και κάτω του φατνώµατος, συνήθως 
δρα ανακουφιστικά (σχήµα 5-19) και συνεπώς µπορεί να χρησιµοποιηθεί αντί της 5-
81, η ακόλουθη έκφραση για την cpV : 

 
2

c ,u c ,d
cp

cp

V V∆ΜV
h

−
= −  (5-82) 

Ο Klein (1985) και ο Braun (1987) στο πανεπιστήµιο του Innsbruk καθώς και ο 
Jaspart (1991), στο πανεπιστήµιο της Λιέγης, διερεύνησαν την συµπεριφορά του 
φατνώµατος του υποστυλώµατος σε διάτµηση, στα πλαίσια εκπόνησης των 
διδακτορικών διατριβών τους. Η συνακόλουθη ερευνητική εµπειρία αξιοποιήθηκε 
στην διατύπωση των διατάξεων του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), για το 
συγκεκριµένο συστατικό µέρος.  

Αρχική δυσκαµψία 
Υπό την επίδραση της cpV , στο φάτνωµα του υποστυλώµατος εµφανίζεται µία µέση 

διατµητική παραµόρφωση γ , όπως φαίνεται στο σχήµα 5-20, καθώς επίσης και 
διατµητικές τάσεις τ . Οι Krawinkler et al. (1975), µε βάση καταγραφές 
πειραµατικής έρευνας που διεξήγαγαν, αναφέρουν ότι οι ελαστικές διατµητικές 
τάσεις είναι µεγαλύτερες στο κέντρο του φατνώµατος και µειώνονται, ήπια κοντά 
στην κεντρική περιοχή, αλλά περισσότερο έντονα κοντά στα άκρα. Η συµπεριφορά 
αυτή δικαιολογεί ως έναν βαθµό, την καθιερωµένη θεώρηση οµοιόµορφης 
κατανοµής της διατµητικής τάσης τ  στο φάτνωµα. Με αυτήν την παραδοχή, η 
διατµητική δύναµη cpV  µπορεί να γραφεί ως εξής: 

 cp v ,cV A τ=  (5-83) 

όπου v ,cA  η διατεµνόµενη διατοµή του υποστυλώµατος, η οποία κατά προσέγγιση 

ισούται µε την διατοµή του κορµού του υποστυλώµατος. Σύµφωνα µε το µέρος 1-1 
του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003 β): 

 ( )2 2v ,c c c f ,c w,c c f ,cA A b t t r t= − + +  (5-84) 

όπου cA  το εµβαδό της πλήρους διατοµής του υποστυλώµατος. Η σχέση 5-83 

επιτρέπει τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας του φατνώµατος, λαµβάνοντας 
υπόψη τον νόµο Hooke τ Gγ= : 

 cp v ,c
cp v ,c

V A τ
S Α G

γ γ
= = =  (5-85)  
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Σχήµα 5-20. ∆ιατµητική παραµόρφωση φατνώµατος 

Η συµβολή των πελµάτων του υποστυλώµατος στην δυσκαµψία δεν λαµβάνεται 
υπόψη µε την 5-85. Η παραδοχή αυτή είναι διαδεδοµένη στην ελαστική περιοχή, 
καθώς η καµπτική δυσκαµψία των πελµάτων του υποστυλώµατος θεωρείται µικρή. 
Οι Krawinkler et al. (1975), προτείνουν για την αρχική δυσκαµψία του φατνώµατος 
την ακόλουθη σχέση: 

 
( )

1
c f ,c w,c b

cp

G h t t h∆ΜS
γ ρ

−
= =

−
 (5-86) 

Η δυσκαµψία cpS  της σχέσης 5-86 είναι διατυπωµένη ως προς την διαφορά ροπής 

∆M  στις δοκούς. Προκειµένου να µετασχηµατιστεί, ώστε να εκφράζει τις 
διατµητικές δυνάµεις cpV , στις πλευρές του φατνώµατος, πρέπει να διαιρεθεί µε το 

ύψος του φατνώµατος cph  (σχέση 5-81). Με τον συντελεστή ρ  στην 5-86, 

ενσωµατώνεται η ευνοϊκή συµβολή των διατµητικών δυνάµεων του υποστυλώµατος, 
άνω και κάτω του φατνώµατος: 

 
2

c ,u c ,l
b

V V
ρ h

∆Μ
−

=   (5-87) 

Οι Yee και Melchers (1986), εκφράζουν την αρχική δυσκαµψία ως προς την 
οριζόντια εκτροπή cpδ  (σχήµα 5-20), και όχι ως προς την γωνιακή παραµόρφωση γ  

του φατνώµατος. Η τιµή αυτή της δυσκαµψίας µπορεί να εφαρµοσθεί άµεσα σε ένα 
µηχανικό προσοµοίωµα, µε οριζόντιο µετακινησιακό ελατήριο, για το συστατικό 
µέρος της διάτµησης του φατνώµατος. Η έκφραση που προτείνουν είναι η εξής: 

 cp c w,c
cws

cp b f ,b

V h t
k G

δ h t
= =

−
 (5-88) 
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Οι Shi et al. (1996) χρησιµοποιούν την σχέση 5-85 ως έχει, για την εκτίµηση της 
στροφικής απόκρισης του κορµού του υποστυλώµατος σε διάτµηση, στο µηχανικό 
προσοµοίωµα που προτείνουν.  

Για την ενσωµάτωση στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), οι Weynand et al. (1995) 
χρησιµοποιούν µία τροποποιηµένη της 5-85 σχέση, ώστε να αντιστοιχεί στην 
παραµορφωσιµότητα του οριζόντιου µετακινησιακού ελατηρίου, που 
χρησιµοποιείται για το συστατικό µέρος του κορµού του υποστυλώµατος σε 
διάτµηση. Η οριζόντια εκτροπή του φατνώµατος cpδ  (σχήµα 5-20), λόγω της µέσης 

διατµητικής παραµόρφωσης του γ , δίνεται από την σχέση: 

 cpδ γz=  (5-89) 

Θεωρώντας επιπλέον, τον λόγο Poisson ίσο µε 0,3, ισχύει 0 38G , E=  και τελικά 
προκύπτει η εξίσωση του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), για τον υπολογισµό της 
αρχικής δυσκαµψίας cwsk , του συστατικού µέρους του κορµού του υποστυλώµατος 

σε διάτµηση: 

 0 38cp v ,c v ,c
cws

cp

V A γG EA
k ,

βδ βγz βz
= = =  (5-90) 

Στην σχέση 5-90 υπεισέρχεται ο συντελεστής β , ο οποίος χρησιµοποιείται από τον 
Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) για τον επιµερισµό της διατµητικής 
παραµορφωσιµότητας του φατνώµατος στον δεξιό και αριστερό κόµβο µιας 
αµφίπλευρης διαµόρφωσης, δεδοµένου ότι στο µηχανικό προσοµοίωµα του 
Ευρωκώδικα 3, η συνολική συµπεριφορά του φατνώµατος διαχωρίζεται σε ένα 
συστατικό µέρος, για κάθε συνδεόµενη δοκό. Στην περίπτωση µονόπλευρου κόµβου, 
ο συντελεστής β  λαµβάνεται ίσος µε 1. Για αµφίπλευρο κόµβο, οι συντελεστές lβ  

και rβ  για τον αριστερό και δεξιό κόµβο αντίστοιχα, προκύπτουν συναρτήσει των 

ροπών b,lM  και b,rM  στις δύο δοκούς ως εξής: 

 1 2b,r
l

b ,l

M
β   

M
= − ≤  (5-91) 

 1 2b,l
r

b ,r

M
β   

M
= − ≤  (5-92) 

Οι Kim και Engelhardt (2002), λαµβάνουν υπόψη εκτός από την διατµητική 
παραµόρφωση του κορµού και την καµπτική. Προσοµοιώνουν το φάτνωµα µε δύο 
ισοδύναµες δοκούς κατά µήκος του υποστυλώµατος, συµµετρικά τοποθετηµένες 
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έναντι του κέντρου και πακτωµένες σε αυτό, και µε ελαστικές στηρίξεις στο άλλο 
άκρο τους. Η αρχική δυσκαµψία, ως προς την διαφορά ροπής στις δοκούς ∆M , 
προκύπτει από την ακόλουθη έκφραση: 

 
( )

( )

2

1 2

1 2 2 1
b f ,b

cp

h tS S∆ΜS
γ S S 'ρ

−
= =

+ −
  (5-93) 

όπου 1S  και 2S  είναι η καµπτική και η διατµητική δυσκαµψία αντίστοιχα, της κάθε 

δοκού, ενώ µε τον συντελεστή ρ'  ενσωµατώνεται η ευνοϊκή συµβολή των 
διατµητικών δυνάµεων του υποστυλώµατος, άνω και κάτω του φατνώµατος. 

Οι Castro et al. (2005), ανέπτυξαν ένα αναλυτικό προσοµοίωµα για την 
ελαστοπλαστική απόκριση του φατνώµατος σε διάτµηση. Για την αρχική 
δυσκαµψία, ως προς την οριζόντια εκτροπή του φατνώµατος cpδ , λαµβάνουν υπόψη 

την διατµητική και την καµπτική παραµόρφωσή του, υπό την επίδραση των 
εντατικών µεγεθών της δοκού και της τέµνουσας δύναµης του υποστυλώµατος, άνω 
και κάτω από το φάτνωµα: 

 cp
cws

cp ,s cp ,b

V
k

δ δ
=

+
 (5-94) 

όπου cp ,sδ  και cp ,bδ  είναι η διατµητική και η καµπτική παραµόρφωση του 

φατνώµατος αντίστοιχα. Για τον υπολογισµό των cp ,sδ  και cp ,bδ , οι συγγραφείς 

χρησιµοποιούν ένα γραµµικό προσοµοίωµα αµφίπακτης κυλιόµενης δοκού και 
υπολογίζουν, µε την βοήθεια της αρχής των δυνατών έργων, τις παραµορφώσεις που 
προκαλούνται από τα εσωτερικά εντατικά µεγέθη του φατνώµατος. 

Αντοχή 
Οι Krawinkler et al. (1975), θεωρούν ότι η διαρροή πραγµατοποιείται ταυτόχρονα, 
στο σύνολο του κορµού του υποστυλώµατος, που αποτελεί µέρος του φατνώµατος. 
Η παραδοχή αυτή αποτελεί συνήθη πρακτική στην βιβλιογραφία. Η διαφορά ροπής 
κατά την διαρροή y∆M , δίνεται από την σχέση: 

 
( )

1
c f ,c w,c b

y y

h t t h
∆M τ

ρ
−

=
−

 (5-95) 

όπου yτ  η διατµητική τάση διαρροής.  

Οι Yee και Melchers (1986), στο προσοµοίωµα υπολογισµού της καµπύλης ροπής-
στροφής που προτείνουν, χρησιµοποιούν την ακόλουθη σχέση για την αντοχή του 
κορµού του υποστυλώµατος σε διάτµηση: 
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 ( )2 2
3
y

cws w,c c f ,c c

f
F t h t r= − −  (5-96) 

όπου yf  το όριο διαρροής του κορµού του υποστυλώµατος. Οι Shi et al. (1996), 

χρησιµοποιούν µία παρόµοια σχέση, υιοθετώντας την επιφάνεια διάτµησης 
υποστυλώµατος του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003 β): 

 
3
y

cws v ,c

f
F A=  (5-97) 

Στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), χρησιµοποιείται µια ελαφρά τροποποιηµένη σχέση 
για την µέγιστη διατµητική δύναµη στο φάτνωµα: 

 0 9
3
y

cws v ,c

f
F , A=  (5-98) 

Ο συντελεστής 0,9 αποµειώνει την αντοχή σε διάτµηση, λόγω της αλληλεπίδρασης 
µε την αξονική δύναµη του υποστυλώµατος. Μια πιο ακριβής αντιµετώπιση της 
αλληλεπίδρασης διατµητικής και αξονικής καταπόνησης µπορεί να επιτευχθεί µε 
εφαρµογή του κριτηρίου διαρροής von Mises, θεωρώντας την ορθή τάση σ , λόγω 
αξονικής δύναµης στο φάτνωµα, µη µηδενική: 

 
2

1
3
y

cws v ,c
y

f σF A
f

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5-99) 

Η σχέση 5-98 του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), συγκριτικά µε την 5-99 είναι υπέρ 
της ασφαλείας, εφόσον η ορθή τάση σ  δεν υπερβαίνει την τιµή 0 43 y, f . 

Οι Castro et al. (2005), λαµβάνουν επίσης υπόψη την αλληλεπίδραση µε την αξονική 
δύναµη cN  του υποστυλώµατος, και υπολογίζουν την µέγιστη διατµητική δύναµη 

στο φάτνωµα ως εξής: 

 
2

1 1
1 15 3

y v ,c c
cwc

c ,pl

f A NF
, N

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5-100) 

c,plN  είναι η αξονική αντοχή του υποστυλώµατος. Με τον συντελεστή 1,15, 

λαµβάνεται υπόψη η µη οµοιόµορφη και ταυτόχρονη εξέλιξη της διαρροής στο 
σύνολο του φατνώµατος. 
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Μη γραµµική απόκριση 
Οι Krawinkler et al. (1975) προτείνουν µια τριγραµµική προσέγγιση της σχέσης 
δύναµης-µετακίνησης. Πέραν του αρχικού ελαστικού κλάδου, θεωρείται ότι κατά 
τον πρώτο πλαστικό κλάδο, ο κορµός του υποστυλώµατος έχει διαρρεύσει πλήρως, 
και αγνοείται η συνεισφορά του στην κράτυνση του φατνώµατος, ενώ τα πέλµατα 
και ο κορµός του υποστυλώµατος, εκτός της περιοχής του φατνώµατος, καθώς και ο 
κορµός της δοκού, συµπεριφέρονται ελαστικά. Με την βοήθεια προσοµοιώσεων µε 
πεπερασµένα στοιχεία, προτείνεται η ακόλουθη σχέση, για την εφαπτοµενική 
δυσκαµψία του πρώτου πλαστικού κλάδου: 

 2
1 1 04

1cp ,p , c c , f
GS , b t
ρ

=
−

 (5-101) 

όπου cb  το πλάτος του υποστυλώµατος. Σηµειώνεται ότι η σχέση 5-101 είναι 

διατυπωµένη ως προς την διαφορά ροπής ∆M  στις δοκούς. Η απόκριση του 
φατνώµατος, σύµφωνα µε τον πρώτο πλαστικό κλάδο, εφαρµόζεται µέχρι την 
πλαστικοποίηση των πελµάτων του υποστυλώµατος. Οι συγγραφείς, βασιζόµενοι σε 
αποτελέσµατα προσοµοιώσεων, θεωρούν ότι το όριο ισχύος της 5-101, καθορίζεται 
από µια τιµή της µέσης διατµητικής παραµόρφωσης γ  του φατνώµατος ίσης µε: 

 4 yγ γ=  (5-102) 

όπου yγ  η διατµητική παραµόρφωση κατά την διαρροή, η οποία µπορεί να 

υπολογισθεί µε την βοήθεια των σχέσεων 5-95 και 5-86. Για επιπλέον φόρτιση του 
φατνώµατος, η εφαπτοµενική δυσκαµψία θεωρείται ότι προσεγγίζεται από την 
ακόλουθη σχέση: 

 2
T

cp ,p , cp
ES S
E

=  (5-103) 

όπου TE  το µέτρο κράτυνσης του υλικού, ενώ η αρχική δυσκαµψία cpS , 

υπολογίζεται από την 5-86. Για την µέγιστη παραµόρφωση κατά την θραύση uγ , οι 

συγγραφείς δεν προτείνουν κάποιο όριο.  

Οι Yee και Melchers (1986), για την δυσκαµψία του φατνώµατος µετά την 
πλαστικοποίηση, λαµβάνουν υπόψη εκτός της διατµητικής παραµορφωσιµότητας, 
και την καµπτική. Όπως προαναφέρθηκε, οι συγγραφείς διατυπώνουν την έκφραση 
της δυσκαµψίας ως προς την οριζόντια εκτροπή cpδ . Η σχέση που προτείνουν είναι: 

 
( ) 3

3cp ,p c w,cT c
cws ,p T

cp ,p b f ,bb f ,b

V h tE Ik G
δ h th t

= = +
−−

 (5-104) 
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όπου cI  η ροπή αδράνειας του υποστυλώµατος. Για το µέτρο κράτυνσης TE , οι 

συγγραφείς προτείνουν µια τυπική τιµή 50E / , ενώ για το µέτρο διατµητικής 
κράτυνσης TG , την τιµή 25G / . Στην σχέση 5-104, ο πρώτος όρος αντιστοιχεί στην 

καµπτική δυσκαµψία του φατνώµατος και ο δεύτερος στην διατµητική δυσκαµψία.  

Οι Tschemmernegg και Humer (1988), προτείνουν µία µεθοδολογία υπολογισµού 
της µη γραµµικής απόκρισης των ελατηρίων διάτµησης φατνώµατος, του µηχανικού 
προσοµοιώµατος που ανέπτυξαν (βλέπε παρ. 5.4), η οποία βασίζεται σε µια 
διγραµµική προσέγγιση της πραγµατικής συµπεριφοράς. Για τον προσδιορισµό της 
µέγιστης δύναµης και παραµόρφωσης, παρουσιάζονται πίνακες, στους οποίους 
περιλαµβάνονται συνήθεις πρότυπες ευρωπαϊκές διατοµές. 

Σύµφωνα µε τους Kuhlmann και Kühnemund (2000), το συστατικό µέρος του 
κορµού του υποστυλώµατος σε διάτµηση, χαρακτηρίζεται από υψηλή πλαστιµότητα. 
Η απόκριση ενός τέτοιου συστατικού µέρους, σύµφωνα µε τους συγγραφείς, 
συνοδεύεται από αύξοντα πλαστικό κλάδο της σχέσης δύναµης-µετακίνησης και 
πρακτικά απεριόριστη δυνατότητα παραµόρφωσης, ώστε να µην αποτελεί 
περιοριστικό παράγοντα της στροφικής ικανότητας του κόµβου.  

Οι Kim και Engelhardt (2002), προτείνουν έναν τετραγραµµικό νόµο για την 
εκτίµηση της καµπύλης ∆Μ γ− . Το πρώτο σηµείο της καµπύλης αντιστοιχεί στο 
τέλος της ελαστικής περιοχής, και συνοδεύεται µε την αρχική διαρροή του κορµού 
του υποστυλώµατος. Οι συγγραφείς προτείνουν έναν συντελεστή 0,8-0,9 της µέσης 
παραµόρφωσης του κορµού, σε σχέση µε την µέγιστη παραµόρφωση, κατά την 
στιγµή της διαρροής. Το επόµενο σηµείο της καµπύλης προκύπτει από την πλήρη 
πλαστικοποίηση συνολικά του κορµού. Πέραν αυτού του σηµείου, η συµβολή του 
κορµού δεν λαµβάνεται υπόψη και θεωρείται ότι η συµπεριφορά χαρακτηρίζεται από 
την ελαστική απόκριση των πελµάτων. Το πέρας του συγκεκριµένου κλάδου της 
καµπύλης εµφανίζεται µε την πλαστικοποίηση των πελµάτων. Κατά τον τελευταίο 
κλάδο της καµπύλης, µετά την πλαστικοποίηση των πελµάτων, η κράτυνση του 
υλικού στον κορµό του υποστυλώµατος, αποτελεί τον µοναδικό παράγοντα 
δυσκαµψίας που λαµβάνεται υπόψη. Οι συγγραφείς προτείνουν αναλυτικές 
µεθόδους υπολογισµού για κάθε κλάδο της καµπύλης, πλην του σηµείου της 
µέγιστης παραµόρφωσης uγ , για το οποίο δεν αναφέρεται κάποιο όριο.  

O Zupancic (Zupancic 2004, επίσης Vayas et al. 2003 και Beg et al. 2003), στα 
πλαίσια εκπόνησης της διδακτορικής διατριβής του, διεξήγαγε προσοµοιώσεις µε 
πεπερασµένα στοιχεία του συστατικού µέρους του κορµού του υποστυλώµατος σε 
διάτµηση, λαµβάνοντας υπόψη την αλληλεπίδραση µε ταυτόχρονη αξονική δύναµη. 
Επιβεβαιώνοντας την απόκριση µε πειραµατικά δεδοµένα, προτείνεται η ακόλουθη 
σχέση για τον υπολογισµό της µέγιστης διατµητικής παραµόρφωσης του κορµού uγ : 
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 (5-105) 

όπου 2c c f ,cd h t= − , c c ,pln N / N=  (ο λόγος της αξονικής δύναµης στο υποστύλωµα 

προς την πλαστική αντοχή του) και ε  η παράµετρος υλικού: 

 235

y

ε
f

=  (5-106) 

Η παράµετρος K  λαµβάνεται ως εξής: 
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1 1

1 1
0 4

b c

c
b c

b

, h / h

K
h n , h / h
h ,

≥⎧
⎪⎪= ⎨
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 (5-107) 

Οι Castro et al. (2005), για την απόκριση του φατνώµατος στην πλαστική περιοχή, 
θεωρούν ότι ο κορµός του υποστυλώµατος συνεισφέρει στην δυσκαµψία του 
φατνώµατος, λόγω της κράτυνσης του υλικού, ανεξάρτητα από τα πέλµατα, τα οποία 
θεωρούνται ελαστικά. Για τον υπολογισµό της δυσκαµψίας στην πλαστική περιοχή 
χρησιµοποιούν την ακόλουθη εξίσωση: 

 
2cp cp cfw

cws ,p
cp ,s cp ,b c

V V I
k µ

δ δ I
= +  (5-108) 

όπου µ  ο συντελεστής κράτυνσης, cfwI  η ροπή αδράνειας του πέλµατος του 

υποστυλώµατος, µαζί µε ένα µικρό τµήµα του κορµού, cI  η ροπή αδράνειας του 

κορµού και cp ,sδ  και cp ,bδ  η διατµητική και καµπτική παραµόρφωση του κορµού 

αντίστοιχα. Η σχέση της δυσκαµψίας της 5-108, εφαρµόζεται µέχρι την 
πλαστικοποίηση των πελµάτων. Για επιπλέον φόρτιση, θεωρείται ότι στην 
δυσκαµψία του φατνώµατος συνεισφέρει µόνο ο κορµός του υποστυλώµατος, λόγω 
της κράτυνσης του υλικού σε διάτµηση. Η δυσκαµψία σε αυτήν την περίπτωση 
περιορίζεται στον πρώτο όρο της 5-108: 

 cp
cws ,u

cp ,s

V
k µ

δ
=  (5-109) 
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5.6.4 Κορµός υποστυλώµατος σε θλίψη 

Ο κορµός του υποστυλώµατος καταπονείται σε θλίψη, λόγω των δυνάµεων που 
µεταβιβάζονται από το θλιβόµενο πέλµα της καµπτόµενης δοκού. Οι δυνάµεις αυτές 
διανέµονται, µέσω της µετωπικής πλάκας ή του θλιβόµενου γωνιακού και των 
πελµάτων του υποστυλώµατος, σε µία ευρύτερη περιοχή του κορµού. Η εντατική 
κατάσταση είναι συνθέτη, καθώς στην ίδια περιοχή αναπτύσσονται και τα εντατικά 
µεγέθη του ίδιου του υποστυλώµατος, µε αποτέλεσµα η µεταξύ τους αλληλεπίδραση 
να αποτελεί σηµαντική παράµετρο της απόκρισης. Λόγω της θλιπτικής 
καταπόνησης, είναι δυνατό να εµφανισθούν φαινόµενα αστάθειας στον κορµό του 
υποστυλώµατος, περιπλέκοντας ακόµη περισσότερο την συµπεριφορά του 
συστατικού µέρους. Συνήθως, προσεγγιστικές ή εµπειρικές µέθοδοι εφαρµόζονται, 
για την αναλυτική αντιµετώπιση αυτών των φαινοµένων. 

Αρχική ∆υσκαµψία 
Η αρχική δυσκαµψία του κορµού του υποστυλώµατος σε θλίψη, κατά κανόνα 
υπολογίζεται θεωρώντας ότι η θλιπτική δύναµη ισοκατανέµεται σε ένα ενεργό µήκος 
κορµού υποστυλώµατος eff ,cwc,sb , το οποίο δεν µεταβάλλεται προς την εσωτερική 

περιοχή του κορµού, όπως φαίνεται στο σχήµα 5-21. Έτσι, η αρχική δυσκαµψία 
µπορεί να εκφρασθεί από µια σχέση της µορφής: 

 eff ,cwc,s w,c
cwc

w,c

Eb t
k

d
=   (5-110) 

όπου w,cd  το καθαρό ύψος του κορµού.  

 

Σχήµα 5-21. Κατανοµή θλιπτικών δυνάµεων στον κορµό του υποστυλώµατος 

Οι Yee και Melchers (1986), θεωρούν το µήκος eff ,cwc,sb  ίσο µε το καθαρό ύψος του 

κορµού του υποστυλώµατος w,cd . Επιπλέον, θεωρούν ότι οι περιοχές του κορµού 

του υποστυλώµατος, άνω και κάτω της τετραγωνικής θλιβόµενης περιοχής, 
διαστάσεων w,c w,cd d× , παρέχουν πλήρη παρεµπόδιση της δευτερεύουσας 
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παραµόρφωσης του κορµού. Έτσι καταλήγουν στην ακόλουθη σχέση για τον 
υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας: 

 21
w,c

cwc

Et
k

ν
=

−
 (5-111) 

Οι Tschemmernegg και Humer (1988β), υιοθετούν µια κατανοµή κατά 90° της 
δύναµης, από το θλιβόµενο πέλµα της δοκού, ως τον κορµό του υποστυλώµατος. 
Έτσι, για την περίπτωση κόµβου µε µετωπική πλάκα, το µήκος eff ,cwc,sb  

προσδιορίζεται ως εξής: 

 ( )2 2 2 2eff ,cwc,s f ,b f p f ,c cb t a t t r= + + + +  (5-112) 

όπου fa  το πάχος της ραφής της συγκόλλησης, θεωρώντας ότι η συγκόλληση 

συµµετέχει στην διανοµή της δύναµης του πέλµατος. Την ίδια κατανοµή των 90° 
υιοθετούν και οι Faella et al. (2000). Οι Weynand et al. (1995), θεωρώντας ότι ο 
λόγος µεταξύ της αντοχής του συστατικού µέρους και του ελαστικού του ορίου είναι 
προσεγγιστικά ίσος µε 3/2, προτείνουν για το µήκος eff ,cwc,sb , του µηχανικού 

προσοµοιώµατος του Ευρωκώδικα 3, την ακόλουθη τιµή: 

 2
3eff ,cwc,s eff ,cwc ,rb b=  (5-113) 

όπου eff ,cwc,rb  το αντίστοιχο µήκος του κορµού του υποστυλώµατος, το οποίο 

λαµβάνεται υπόψη κατά τους υπολογισµούς αντοχής. Το εν λόγω µήκος, 
παρουσιάζεται παρακάτω, στην εξίσωση 5-117, όπως προτείνεται από τον 
Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), για κόµβους µε µετωπική πλάκα και στην εξίσωση 5-
119, για κόµβους µε γωνιακά. Στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) πάντως, για τον 
υπολογισµό του µήκους eff ,cwc,sb , υιοθετήθηκε αντί της 5-113, η ακόλουθη 

στρογγυλοποιηµένη έκφραση: 

 0 7eff ,cwc,s eff ,cwc ,rb , b=  (5-114) 

Ο συντελεστής 0,7 εφαρµόζεται τόσο για κόµβους µε µετωπική πλάκα, όσο και για 
κόµβους µε γωνιακά. Οι Faella et al. (2000) αντίθετα, για κόµβους µε γωνιακά 
προτείνουν κατανοµή 90°, η οποία καταλήγει στην ακόλουθη έκφραση: 

 ( )2 0 6 2eff ,cwc,r sa a f ,c cb t , r t r= + + +  (5-115) 

Αντοχή 
Ανάλογα µε την λυγηρότητα του κορµού του υποστυλώµατος, κρίσιµος παράγοντας 
για την αντοχή µπορεί να αποδειχθεί η πλαστικοποίηση του υλικού ή ο ελαστικός 
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λυγισµός. Επιπλέον, στην τελική αντοχή τους συστατικού µέρους, υπεισέρχεται η 
αλληλεπίδραση των θλιπτικών δυνάµεων που µεταβιβάζονται από το πέλµα της 
δοκού, µε τα αξονικά, καµπτικά και διατµητικά εντατικά µεγέθη του 
υποστυλώµατος. Όµοια µε την αρχική δυσκαµψία, είναι καθιερωµένη η παραδοχή 
ισοκατανοµής της θλιπτικής δύναµης του πέλµατος της δοκού, σε ένα µήκος κορµού 
υποστυλώµατος eff ,cwc,rb . Έτσι, η αντοχή έναντι πλαστικοποίησης του υλικού, 

αγνοώντας προς στιγµή την αλληλεπίδραση µε άλλα εντατικά µεγέθη του 
υποστυλώµατος, µπορεί να υπολογισθεί από την ακόλουθη σχέση: 

 cwc,p eff ,cwc,r w,c yF b t f=  (5-116) 

Οι Witteveen et al. (1982), προτείνουν για το µήκος eff ,cwc,rb , κοχλιωτών συνδέσεων 

µε µετωπική πλάκα, την ακόλουθη έκφραση, όπου θεωρείται ότι η δύναµη του 
θλιβόµενου πέλµατος µεταφέρεται και διαµέσου των συγκολλήσεων, µεταξύ του 
πέλµατος και της µετωπικής πλάκας: 

 ( )2 2 2 5eff ,cwc,r f ,b f p f ,c cb t a t t r= + + + +  (5-117) 

όπου fa  το πάχος της ραφής της συγκόλλησης. Από την εξίσωση συνάγεται ότι οι 

συγγραφείς θεωρούν µια διανοµή κατά 90° (κλίση 1:1) της δύναµης στην 
συγκόλληση και την µετωπική πλάκα, ενώ στο πέλµα και την κυκλική συναρµογή 
του υποστυλώµατος θεωρούν µια διανοµή κατά 135° περίπου (κλίση 2,5:1). Η ίδια 
κατανοµή υιοθετείται από τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) ενώ χρησιµοποιείται και 
από τους Yee και Melchers (1986), Tschemmernegg και Humer (1988), Faella et al. 
(2000), Kuhlmann και Kühnemund (2000), Silva et al. (2002). Η κατανοµή κατά 90° 
στην µετωπική πλάκα, µπορεί να επιτευχθεί µόνο εφόσον αυτή επεκτείνεται 
επαρκώς κάτω από το θλιβόµενο πέλµα της δοκού (τουλάχιστον σε απόσταση ίση µε 
το πάχος της, πέραν του άκρου της ραφής). ∆ιαφορετικά, ο όρος 2 pt  στην 5-117, 

περιορίζεται στο διαθέσιµο µήκος της µετωπικής πλάκας (CEN 2003). Σύµφωνα µε 
τον Bose (1998), στον Βρετανικό κανονισµό BS 5950 υιοθετείται η ίδια κατανοµή 
δύναµης µε την σχέση 5-117, χωρίς όµως να λαµβάνονται υπόψη οι ραφές της 
συγκόλλησης: 

 ( )2 5eff ,cwc,r f ,b p f ,c cb t t t r= + + +  (5-118) 

Για την περίπτωση συνδέσεων µε γωνιακά, ο Ευρωκώδικας 3 (CEN 2003) προτείνει 
την ακόλουθη σχέση: 

 ( )2 0 6 5eff ,cwc,r sa a f ,c cb t , r t r= + + +  (5-119) 
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Την σχέση αυτήν υιοθετούν και οι Faella at al. (2000) για το µηχανικό προσοµοίωµα 
κόµβων µε γωνιακά που προτείνουν. 

Στην ως τώρα περιγραφή, σχετικά µε την αντοχή του συστατικού µέρους του κορµού 
του υποστυλώµατος σε θλίψη, δεν συνυπολογίστηκε η αλληλεπίδραση µε άλλα 
εντατικά µεγέθη του υποστυλώµατος. Οι Faella et al. (2000), αντιµετωπίζουν την 
αλληλεπίδραση µέσω ενός συντελεστή ω , για τις διατµητικές τάσεις, και wck  για τις 

ορθές. Η αντοχή σε πλαστικοποίηση του κορµού δίνεται από την εξίσωση: 

 cwc,p wc eff ,cwc,r w,c yF ωk b t f=  (5-120) 

Για τον υπολογισµό των συντελεστών ω  και wck , χρησιµοποιούν το κριτήριο 

διαρροής von Mises. Λαµβάνοντας υπόψη µόνο την αλληλεπίδραση µε τις 
διατµητικές τάσεις, προκύπτει η ακόλουθη έκφραση για τον συντελεστή ω : 

 
2

2 2

1

1 3 eff ,cwc,r w,c

v ,c

ω
b t

β ξ
A

=
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5-121) 

Ο συντελεστής β  δίνεται από τις σχέσεις 5-91 και 5-92, ενώ η επιφάνεια διάτµησης 

vcA  από την 5-84. Ο συντελεστής ξ  εκφράζει την µη οµοιόµορφη κατανοµή των 

διατµητικών τάσεων στον κορµό του υποστυλώµατος, οι οποίες είναι µικρότερες 
µακριά από την κεντρική περιοχή. Οι συγγραφείς προτείνουν την τιµή 0 8ξ ,= . 
Λαµβάνοντας επιπλέον υπόψη την αλληλεπίδραση µε τις ορθές τάσεις και 
ταυτόχρονα µε τις διατµητικές, προκύπτει η ακόλουθη έκφραση για τον υπολογισµό 
του συντελεστή wck : 

 
2 2

1
2 2

V V V
wc

y y y

ωσ σ ωσk
f f f

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (5-122) 

όπου Vσ  η τιµή της ορθής τάσης στην περιοχή του κορµού του υποστυλώµατος, 

όπου καταλήγει το θλιβόµενο πέλµα της δοκού, λόγω αξονικής δύναµης και 
καµπτικής ροπής στο υποστύλωµα. 

Στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), η αλληλεπίδραση λαµβάνεται επίσης υπόψη µέσω 
συντελεστών ω  και wck . Ο συντελεστής ω  υπολογίζεται εµπειρικά, ανάλογα µε την 

τιµή του συντελεστή β  (σχέσεις 5-91 και 5-92) ως εξής: 
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 (5-123) 

Οι συντελεστές 1ω  και 2ω  δίνονται από τις σχέσεις: 

 1 2

1

1 1 3 eff ,cwc,r w,c

vc

ω
b t

,
A

=
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟
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 (5-124) 

 2 2

1

1 5 2 eff ,cwc,r w,c

vc

ω
b t
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A

=
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟
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 (5-125) 

όπου vcA  η επιφάνεια διάτµησης του υποστυλώµατος (σχέση 5-84). Σε σχέση µε την 

εξίσωση 5-121, η 5-123 οδηγεί σε µεγαλύτερες τιµές του συντελεστή ω  (Faella et 
al. 2000). Για τον συντελεστή wck , που αφορά την αλληλεπίδραση µε τις ορθές 

τάσεις, λόγω αξονικής δύναµης και καµπτικής ροπής, στην περιοχή του κορµού του 
υποστυλώµατος, ο Ευρωκώδικας 3 (CEN 2003) προτείνει την ακόλουθη έκφραση: 

 1 7 V
wc

y

σk ,
f

= −  (5-126) 

όπου Vσ  η τιµή της ορθής τάσης στην περιοχή του κορµού του υποστυλώµατος, 

όπου καταλήγει το θλιβόµενο πέλµα της δοκού, λόγω αξονικής δύναµης και 
καµπτικής ροπής στο υποστύλωµα. Ο συντελεστής wck  προτείνεται να εφαρµόζεται 

αν η τάση Vσ  υπερβαίνει την τιµή 0 7 y, f , διαφορετικά τίθεται 1.  

Πέραν της πλαστικοποίησης του κορµού του υποστυλώµατος, υπάρχει και η 
περίπτωση εµφάνισης ελαστικού λυγισµού. Οι Chen και Newlin (1973), θεώρησαν 
τον κορµό του υποστυλώµατος ως πλάκα µε απλές στηρίξεις, καταλήγοντας στην 
ακόλουθη σχέση για την αντοχή σε λυγισµό: 

 
34100 w,c

cwc,b y
w,c

t
F f

d
=  (5-127) 
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όπου w,cd  το καθαρό ύψος του κορµού του υποστυλώµατος. Οι µονάδες είναι ίντσες 

για τα µήκη, kip για την δύναµη cwc,bF  και ksi για το όριο διαρροής yf . Την ίδια 

σχέση υιοθετούν και οι Yee και Melchers (1986) στο προσοµοίωµα που προτείνουν. 
Εναλλακτικά, είναι δυνατό να εφαρµοσθεί η κλασική εξίσωση Winter: 

 2
0 22

cwc,b cwc,p cwc,p
λ ,F F F
λ

⎛ ⎞−
= ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5-128) 

Η αντοχή σε λυγισµό cwc,bF  είναι κρίσιµη, συµφώνα µε την 5-128, για σχετική 

λυγηρότητα λ  µεγαλύτερη από 0,67. Η εξίσωση Winter έχει επιλεγεί στον 

Ευρωκώδικα 3, για την αντοχή σε λυγισµό. Η σχετική λυγηρότητα λ  του κορµού 
προκύπτει από την εξίσωση: 

 eff ,cwc w,c y

cr

b t f
λ

P
=  (5-129) 

Όπου το κρίσιµο φορτίο λυγισµού crP  είναι: 

 
( )

3

23 1
w,c

cr

w,c

πEt
P

v d
=

−
 (5-130) 

Για λόγο Poisson 0 3ν ,= , η 5-129 γράφεται: 

 20 932 eff ,cwc w,c y

w,c

b d f
λ ,

Et
=  (5-131) 

Μη γραµµική απόκριση 
Οι Aribert και Lackal (1977), Aribert et al. (1981) και Aribert et al. (1990), 
διερεύνησαν την συµπεριφορά του κορµού σε θλίψη και ανέπτυξαν προσοµοιώµατα, 
µε βάση µηχανισµούς γραµµών διαρροής, για την εκτίµηση της µεταλυγισµικής 
απόκρισης.  

Οι Yee και Melchers (1986), θεωρούν ότι η καµπύλη δύναµης-µετακίνησης του 
κορµού, αµέσως µετά τον λυγισµό παραµένει αύξουσα, µε δυσκαµψία αντίστοιχη 
τετραγωνικής πλάκας µε απλές στηρίξεις. Η εξίσωση που χρησιµοποιούν για τον 
υπολογισµό της µεταλυγισµικής δυσκαµψίας είναι η εξής: 

 
2 45
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=  (5-132) 
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Οι Tschemmernegg και Humer (1988), διερεύνησαν πειραµατικά την συµπεριφορά 
του κορµού του υποστυλώµατος σε θλίψη και δηµοσίευσαν για το µηχανικό 
προσοµοίωµα, το οποίο προτείνουν, µία µεθοδολογία υπολογισµού της µη 
γραµµικής απόκρισης των ελατηρίων µεταβίβασης φορτίου, όπου περιλαµβάνεται 
και ο κορµός του υποστυλώµατος σε θλίψη (βλέπε παρ. 5.4). Χρησιµοποίησαν µια 
διγραµµική εξιδανίκευση της πραγµατικής συµπεριφοράς και για τον προσδιορισµό 
της µέγιστης δύναµης και παραµόρφωσης παρουσίασαν πίνακες, όπου 
περιλαµβάνονται συνήθεις πρότυπες ευρωπαϊκές διατοµές. Η περίπτωση λυγισµού 
δεν εξετάσθηκε. 

Οι Kuhlmann και Kühnemund (2000) και o Kühnemund (2002), διερεύνησαν 
πειραµατικά την απόκριση του κορµού του υποστυλώµατος σε θλίψη. 
Χαρακτηρίζουν το εν λόγω συστατικό µέρος ως περιορισµένης πλαστιµότητας, µε 
την καµπύλη δύναµης-µετακίνησης να συνοδεύεται από καθοδικό κλάδο, λόγω 
εµφάνισης φαινόµενων αστάθειας, µετά την επίτευξη του µέγιστου φορτίου. Για την 
προσέγγιση της καµπύλης δύναµης-µετακίνησης, προτείνουν έναν νόµο τριών 
κλάδων. Ο πρώτος κλάδος αντιστοιχεί στην ελαστική απόκριση και υπολογίζεται 
σύµφωνα µε τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Οι συγγραφείς χρησιµοποιούν δύο 
διαδοχικά ευθύγραµµα τµήµατα για τον πρώτο κλάδο, εφαρµόζοντας την αρχική 
δυσκαµψία cwck  του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), για το πρώτο τµήµα, και µια 

µικρότερη δυσκαµψία για το δεύτερο. Το πέρας του πρώτου ευθύγραµµου τµήµατος 
αντιστοιχεί σε δύναµη ίση µε τα 2/3 της αντοχής cwcF  σε πλαστικοποίηση ή λυγισµό 

του κορµού, σύµφωνα µε τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Ο δεύτερος κλάδος είναι 
επίσης αύξων και οδηγεί από το επίπεδο αντοχής cwcF , στο επίπεδο µέγιστου 

φορτίου uF . Το µέγιστο φορτίο uF , υπολογίζεται µε βάση έναν µηχανισµό λυγισµού 

πλάκας για τον κορµό, και χρησιµοποιώντας αντί του ορίου διαρροής yf , το όριο 

θραύσης uf  του υλικού. Η σχέση την οποία προτείνουν είναι η εξής: 
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2 1 V
u eff w,c u

u

σF µb t f
f

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5-133) 

όπου Vσ  η κατακόρυφη ορθή τάση στον κορµό, λόγω αξονικής δύναµης και κάµψης 

του υποστυλώµατος και µ  συντελεστής στάθµισης, εξαρτώµενος από την διατοµή. 
Οι συγγραφείς αναφέρουν για διατοµές HEA την τιµή 0 87µ ,=  και για διατοµές 
HEB την τιµή 0 88µ ,= . Το ισοδύναµο πλάτος του κορµού effb  υπολογίζεται από την 

σχέση: 
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όπου cfI  η ροπή αδράνειας του πέλµατος του υποστυλώµατος.  

Ο τρίτος κλάδος της καµπύλης δύναµης-µετακίνησης, που προτείνουν οι 
συγγραφείς, είναι καθοδικός και αντιστοιχεί σε µεταλυγισµική συµπεριφορά του 
κορµού του υποστυλώµατος. Για την εκτίµηση της συµπεριφοράς σε αυτό το στάδιο 
της απόκρισης, οι συγγραφείς ανέπτυξαν έναν µηχανισµό γραµµών διαρροής, µε 
βάση τα αποτελέσµατα πειραµατικών δοκιµών. ∆εν αναφέρεται διαδικασία 
αναλυτικού υπολογισµού στην δηµοσίευση των Kuhlmann και Kühnemund (2000), 
ωστόσο µπορούν να αναζητηθούν οι απαραίτητες εκφράσεις για την δηµιουργία της 
συνολικής καµπύλης δύναµης-µετακίνησης, στην διδακτορική διατριβή του 
Kühnemund (2002). 

O Zupancic (Zupancic 2004, επίσης Vayas et al. 2003 και Beg et al. 2003), 
πραγµατοποίησε παραµετρική ανάλυση, µε προσοµοιώµατα πεπερασµένων 
στοιχείων, της µη γραµµικής συµπεριφοράς του συστατικού µέρους του κορµού του 
υποστυλώµατος σε θλίψη, για διάφορες τιµές αξονικού φορτίου στο υποστύλωµα. 
Για την µέγιστη παραµόρφωση του συστατικού µέρους, αναπτύχθηκαν αναλυτικές 
εκφράσεις υπολογισµού. Συγκεκριµένα, η µέγιστη µετακίνηση uδ , συνδέεται µε µία 

µέση ανηγµένη παραµόρφωση uε  ως εξής: 

 u u w,cδ ε d=  (5-135) 

όπου w,cd  το καθαρό ύψος του κορµού. Για την παραµόρφωση uε  προτείνεται η 

ακόλουθη έκφραση, για την περίπτωση µηδενικής αξονικής δύναµης στο 
υποστύλωµα: 
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 (5-136) 

όπου ε  η παράµετρος υλικού: 

 235

y

ε
f

=  (5-137) 
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Για λόγο c c ,pln N / N= (αξονική δύναµη στο υποστύλωµα προς την πλαστική αντοχή 

του) µεγαλύτερο από 0,1, προτείνεται η εξής έκφραση: 
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 (5-138) 

5.6.5 Κορµός υποστυλώµατος σε εφελκυσµό 

Η συµπεριφορά του κορµού του υποστυλώµατος σε εφελκυσµό προσεγγίζει εκείνη 
του κορµού του υποστυλώµατος σε θλίψη, χωρίς βέβαια την εµφάνιση φαινοµένων 
αστάθειας. Όπως και µε την περίπτωση θλίψης, η εφελκυστική δράση είναι δυνατό 
να θεωρηθεί ότι ισοκατανέµεται σε ένα ενεργό µήκος κορµού υποστυλώµατος 

eff ,cwtb . Ωστόσο, στους κοχλιωτούς κόµβους, η εφελκυστική δράση µεταβιβάζεται 

από το πέλµα της δοκού, στον κορµό του υποστυλώµατος µέσω των κοχλιών. 
Εποµένως, θα πρέπει για κάθε σειρά κοχλίωσης, να λαµβάνεται υπόψη η κατανοµή 
της εφελκυστικής δράσης από κάθε κοχλία, τοπικά στον κορµό του υποστυλώµατος.  

Αρχική δυσκαµψία 
Σε αναλογία µε την περίπτωση θλίψης του κορµού, η δυσκαµψία σε κάθε σειρά 
κοχλίωσης i  µπορεί να υπολογιστεί θεωρώντας οµοιόµορφη κατανοµή της δράσης, 
που µεταβιβάζεται από τους κοχλίες της σειράς, σε ένα ενεργό πλάτος i

eff ,cwt ,sb : 

 
i
eff ,cwt ,s w,ci

cwt
w,c

Eb t
k

d
=   (5-139) 

όπου w,cd  το καθαρό ύψος του κορµού. Οι Weynand et al. (1995) θεωρούν ότι ο 

λόγος µεταξύ της αντοχής του συστατικού µέρους και του ελαστικού του ορίου είναι 
προσεγγιστικά ίσος µε 3/2 και προτείνουν για το µήκος i

eff ,cwt ,sb  την ακόλουθη τιµή: 

 2
3

i i
eff ,cwt ,s eff ,cwt ,rb b=  (5-140) 

Στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) ενσωµατώνεται η στρογγυλοποιηµένη σχέση: 

 0 7i i
eff ,cwt ,s eff ,cwt ,rb , b=  (5-141) 
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Το µήκος i
eff ,cwt ,rb  είναι το ενεργό µήκος του κορµού του υποστυλώµατος για την 

σειρά κοχλίωσης i , που χρησιµοποιείται στους υπολογισµούς αντοχής. Το µήκος 
αυτό λαµβάνεται στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), ίσο µε το πλάτος του βραχέος 
ταυ, για το συστατικό µέρος του πέλµατος του υποστυλώµατος σε κάµψη, στην ίδια 
σειρά κοχλίωσης.  

Οι Faella et al. (2000), προτείνουν ένα ενεργό µήκος i
eff ,cwt ,sb , το οποίο προκύπτει 

από διανοµή κατά 90° της δράσης του κοχλία, από τα άκρα της οπής στο πέλµα του 
υποστυλώµατος, προς τον κορµό.  

 2i
eff ,cwt ,s hb m d= +  (5-142) 

όπου hd  είναι η διάµετρος της οπής. Το µήκος αυτό χρησιµοποιείται και στα 

εφελκυόµενα συστατικά µέρη της σύνδεσης, όπως είναι το πέλµα του 
υποστυλώµατος και η µετωπική πλάκα σε κάµψη (παράγραφος 5.6.1).  

Αντοχή 
Όµοια µε την αρχική δυσκαµψία, η αντοχή του κορµού του υποστυλώµατος σε 
εφελκυσµό µπορεί να προσεγγισθεί µε µία κατανοµή της εφελκυστικής δράσης των 
κοχλιών, κάθε σειράς κοχλίωσης, σε ένα µήκος κορµού υποστυλώµατος i

eff ,cwt ,rb . 

Στην τελική αντοχή του συστατικού µέρους, συντελεί και η αλληλεπίδραση µε την 
αξονική, καµπτική και διατµητική καταπόνηση του υποστυλώµατος.  

Οι Faella et al. (2000), προτείνουν µια σχέση υπολογισµού της αντοχής, της σειράς 
κοχλίωσης i , ανάλογη µε την σχέση 5-120, για την περίπτωση θλίψης του κορµού 
του υποστυλώµατος: 

 i i
cwt wc eff ,cwt ,r w,c yF ωk b t f=  (5-143) 

Με τον συντελεστή ω  λαµβάνεται υπόψη η αλληλεπίδραση µε την διατµητική 
δράση, εφαρµόζοντας το κριτήριο διαρροής von Mises. Η εξίσωση 5-121, που 
αναφέρθηκε για την θλίψη του κορµού, ισχύει και στην προκείµενη περίπτωση. Ο 
συντελεστής wck  αντιστοιχεί στην αλληλεπίδραση µε τις ορθές τάσεις του 

υποστυλώµατος, και είναι διαφορετικός σε σχέση µε την περίπτωση θλίψης του 
κορµού (σχέση 5-122), λόγω διαφορετικών προσήµων των ορθών τάσεων. Στην 
συγκεκριµένη περίπτωση, ο συντελεστής wck  υπολογίζεται από την ακόλουθη 

εξίσωση: 
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 (5-144) 
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όπου Vσ  η τιµή της ορθής τάσης στον κορµό του υποστυλώµατος, λόγω αξονικής 

δύναµης και καµπτικής ροπής στο υποστύλωµα. 

Αντίθετα, στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) λαµβάνεται υπόψη µόνο η 
αλληλεπίδραση µε τις διατµητικές τάσεις του κορµού του υποστυλώµατος, ενώ η 
αλληλεπίδραση µε τις ορθές τάσεις αγνοείται ( 1wck = ). Ο συντελεστής ω  

υπολογίζεται µε την εξίσωση 5-123, που αναφέρθηκε για την περίπτωση θλίψης του 
κορµού. Το ενεργό µήκος i

eff ,cwt ,rb  θεωρείται ίδιο µε το πλάτος του βραχέος ταυ, του 

συστατικού µέρους του πέλµατος του υποστυλώµατος σε κάµψη, της ίδιας σειράς 
κοχλίωσης i , το οποίο προκύπτει από τον πίνακα 5-1, λαµβάνοντας υπόψη την 
περίπτωση αστοχίας γειτονικών σειρών κοχλίωσης, µεµονωµένα ή ως οµάδα. Το ίδιο 
µήκος χρησιµοποιούν και οι Faella et al. (2000).  

Μη γραµµική απόκριση 
O Zupancic (Zupancic 2004, επίσης Vayas et al. 2003 και Beg et al. 2003), διεξήγαγε 
παραµετρική ανάλυση για τον κορµό του υποστυλώµατος σε εφελκυσµό, για 
διάφορα επίπεδα αξονικής φόρτισης, µε στόχο την ανάπτυξη αναλυτικών µεθόδων 
υπολογισµού της µέγιστης µετακίνησης uδ  του συστατικού µέρους. Όπως και για 

την περίπτωση θλίψης του κορµού, η µετακίνηση uδ  διατυπώνεται ως εξής:  

 u u w,cδ ε d=  (5-145) 

όπου w,cd  το καθαρό ύψος του κορµού. Για την παραµόρφωση uε , προτείνεται η 

ακόλουθη έκφραση: 

 
2

2

0
4 3

2u
n nε ε

⎛ ⎞− −
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5-146) 

όπου c c ,pln N / N=  ο λόγος αξονικής δύναµης στο υποστύλωµα προς την πλαστική 

αντοχή του. Η παραµόρφωση 0ε  λαµβάνεται ίση µε 0,1. 

5.6.6 Συστατικά µέρη της δοκού 

Τυπικά, θεωρείται ότι η παραµορφωσιµότητα της δοκού δεν αποτελεί µέρος της 
στροφικής απόκρισης του κόµβου. Αυτό δικαιολογείται από το γεγονός, ότι κατά την 
καθολική ανάλυση µιας κατασκευής, η παραµορφωσιµότητα της δοκού κοντά στον 
κόµβο µπορεί να ενσωµατωθεί αποτελεσµατικά στο µέλος που την αναπαριστά, και 
συνεπώς τυχόν καταχώρηση της και στην απόκριση του κόµβου, θα οδηγούσε σε 
πλεονασµατική προσοµοίωση της πραγµατικής συµπεριφοράς. Στο προσοµοίωµα 
του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) ωστόσο, περιλαµβάνονται στους υπολογισµούς 
αντοχής τα συστατικά µέρη του πέλµατος και κορµού της δοκού σε θλίψη και του 



Κόµβο ι  δοκού -υποστυλώµατος .  Βιβλ ιογραφ ική  επ ισκόπηση .   ■  293 

 

κορµού της δοκού σε εφελκυσµό. Κοντά στην περιοχή του κόµβου, η κατανοµή των 
εσωτερικών δράσεων της δοκού προσαρµόζεται στις τοπικές συνοριακές συνθήκες, 
που επιβάλλονται από την διαµόρφωση και τα ιδιαίτερα γνωρίσµατα της σύνδεσης, 
όπως είναι ο αριθµός των κοχλιών, οι θέσης τους κλπ. Με τα δύο συστατικά µέρη 
της δοκού, λαµβάνονται υπόψη οι τοπικές συνθήκες κοντά στον κόµβο και η 
επίδραση τους στην αντοχή της δοκού.  

Για το συστατικό µέρος του πέλµατος και κορµού της δοκού σε θλίψη, 
χρησιµοποιείται η ακόλουθη έκφραση για την αντοχή του συστατικού µέρους: 

 b,rd
bfwc

b f ,b

M
F

h t
=

−
 (5-147) 

όπου b,rdM  η αντοχή της δοκού σε ροπή. Ουσιαστικά, η σχέση 5-147 καθορίζει, ότι 

η αντοχή του συστήµατος κόµβου-συνδεόµενης δοκού δεν µπορεί να είναι 
µεγαλύτερη από την αντοχή της δοκού. Επίσης, η ενσωµάτωση της αντοχής της 
δοκού στην 5-147, προσφέρει ένα µέσο για την αξιολόγηση και άµεση σύγκριση της 
διαθέσιµης αντοχής του κόµβου, έναντι της δοκού.  

Το συστατικό µέρος του κορµού της δοκού σε εφελκυσµό, εφαρµόζεται σε κάθε 
εφελκυόµενη σειρά κοχλίωσης, ανάµεσα στα δύο πέλµατα της δοκού, σε συνδέσεις 
µε µετωπική πλάκα. Η συµπεριφορά του µπορεί να θεωρηθεί ανάλογη µε εκείνη του 
συστατικού µέρους του κορµού του υποστυλώµατος σε εφελκυσµό. Η ακόλουθη 
έκφραση χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό της αντοχής, στην σειρά κοχλίωσης i : 

 i i
bwt eff ,bwt w,b yF b t f=  (5-148) 

Το ενεργό πλάτος i
eff ,bwtb  λαµβάνεται ίσο µε το πλάτος του βραχέος ταυ, για το 

συστατικό µέρος της µετωπικής πλάκας σε κάµψη, στην ίδια σειρά κοχλίωσης. Στην 
περίπτωση κόµβων µε γωνιακό κορµού, όπου στον κορµό της δοκού υπάρχουν οπές, 
για την σύνδεση του γωνιακού µε την δοκό, η αντοχή µπορεί να υπολογισθεί 
λαµβάνοντας υπόψη την αποµειωµένη διατοµή και το όριο θραύσης, σύµφωνα µε το 
µέρος 1-1 του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003β): 

  ( )0 9i i
bwt eff ,bwt h w,b uF , b d t f= −  (5-149) 

όπου hd  η διάµετρος της οπής.  

5.6.7 Συστατικά µέρη διατεµνόµενων κοχλιών 

Όπως προαναφέρθηκε, η απόκριση των εφελκυόµενων κοχλιών, σε κόµβους µε 
µετωπική πλάκα ή γωνιακά, είναι συνδεδεµένη µε την απόκριση των βραχέων ταυ 
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των συστατικών µερών της εφελκυόµενης ζώνης. Η συµπεριφορά του βραχέος ταυ 
και των κοχλιών του, αναπτύχθηκε στο πρώτο µέρος της διατριβής. Το ενδιαφέρον 
σε αυτήν την παράγραφο περιορίζεται στους διατεµνόµενους κοχλίες, που 
εφαρµόζονται σε κόµβους µε γωνιακά, προκειµένου αυτά να συνδεθούν µε τα 
πέλµατα και τον κορµό της δοκού. Η αρχική δυσκαµψία µη προεντεταµένων 
κοχλιών σε διάτµηση, σύµφωνα µε τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), υπολογίζεται 
από την ακόλουθη σχέση: 

 
2

16

8 b b u ,b
bs

M

n d f
k

d
=  (5-150) 

όπου bn  ο αριθµός των διατεµνόµενων κοχλιών, bd  η διάµετρος του κορµού των 

κοχλιών, 16Md  η ονοµαστική διάµετρος του κοχλία Μ16 και u ,bf  το όριο θραύσης 

των κοχλιών. Σηµειώνεται ότι στην περίπτωση προεντεταµένων κοχλιών, όπου δεν 
αναπτύσσεται ολίσθηση, η παραµορφωσιµότητα του συγκεκριµένου συστατικού 
µέρους θεωρείται µηδενική και συνεπώς η δυσκαµψία bsk  άπειρη.  

Η αντοχή σε διάτµηση, bn  το πλήθος κοχλιών, προκύπτει από την ακόλουθη 

εξίσωση: 

 bs b s vF n n F=  (5-151) 

όπου sn  ο αριθµός των επιπέδων διάτµησης και vF  η αντοχή σε διάτµηση ενός 

µεµονωµένου κοχλία. Ο αριθµός των επιπέδων διάτµησης για τα γωνιακά άνω και 
κάτω πέλµατος είναι 1sn = , ενώ για το διπλό γωνιακό κορµού είναι 2sn = . Η 

αντοχή του µεµονωµένου κοχλία σε διάτµηση, στην περίπτωση που το επίπεδο 
διάτµησης δεν διέρχεται από το σπείρωµα, υπολογίζεται µε την σχέση: 

 0 6v b u ,bF , A f=  (5-152) 

όπου bA  η πλήρης διατοµή του κορµού του κοχλία. Στην περίπτωση που το επίπεδο 

διάτµησης διέρχεται από το σπείρωµα, η αντοχή vF  υπολογίζεται από την εξίσωση: 

 ( )0 5 0 6v b,eff u ,bF , ~ , A f=  (5-153) 

όπου b,effA  η ενεργός διατοµή του σπειρώµατος του κοχλία. Ο συντελεστής 0,5 

εφαρµόζεται για τις κατηγορίες υλικού 4.8, 5.8, 6.8, 10.9, ενώ ο συντελεστής 0,6 για 
τις κατηγορίες 4.6, 5.6 και 8.8. 

Η µεταφορά των δυνάµεων µεταξύ δοκού και γωνιακών, στην περίπτωση µη 
προεντεταµένων κοχλιών, πραγµατοποιείται µε την σύνθλιψη των συνδεόµενων 
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ελασµάτων. Η επίδραση της σύνθλιψης άντυγας προσοµοιώνεται µε ανάλογα 
συστατικά µέρη, τα οποία εφαρµόζονται για κάθε συνθλιβόµενο έλασµα. Για 
παράδειγµα, στην περίπτωση του άνω γωνιακού, το εν λόγω συστατικό µέρος 
εφαρµόζεται δύο φορές: µία για το πέλµα της δοκού και µία για το σκέλος του 
γωνιακού. Στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), η αρχική δυσκαµψία ενός 
συνθλιβόµενου ελάσµατος, από bn  το πλήθος κοχλίες, υπολογίζεται από την σχέση: 

 12pb b b t b uk n k k d f=  (5-154) 

Οι παράµετροι bk  και tk  υπολογίζονται ως εξής: 
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 (5-155) 

 
16

1 5 p
t

M

t
k ,

d
=  (5-156) 

όπου 1e  η απόσταση µεταξύ του κοχλία και του άκρου του ελάσµατος, κατά την 

φορά της µεταφερόµενης δύναµης, 1p  η απόσταση γειτονικών κοχλιών, κατά την 

φορά της µεταφερόµενης δύναµης και pt  το πάχος του ελάσµατος. 

Η αντοχή ενός συνθλιβόµενου ελάσµατος, από bn  το πλήθος κοχλίες, σύµφωνα µε 

τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), υπολογίζεται από την ακόλουθη σχέση: 

 1pb b b b p uF n k a d t f=  (5-157) 

όπου pt  είναι το πάχος του ελάσµατος, uf  το όριο θραύσης του και bd  η διάµετρος 

του κοχλία. Η παράµετρος ba  υπολογίζεται ως εξής: 

 1 1

0 0

1 1
3 3 4

u ,b
b

u

fe pa min ,  ,  ,  
d d f

⎧ ⎫
= −⎨ ⎬

⎩ ⎭
 (5-158) 

Η παράµετρος 1k  υπολογίζεται για ακραίες σειρές κοχλιών µε την ακόλουθη σχέση: 

 2
1

0

2 8 1 7 2 5ek min , , ,   ,
d

⎧ ⎫
= −⎨ ⎬

⎩ ⎭
 (5-159) 
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Και για εσωτερικές σειρές κοχλιών από την σχέση: 

 2
1

0

1 4 1 7 2 5pk min , , ,   ,
d

⎧ ⎫
= −⎨ ⎬

⎩ ⎭
 (5-160) 

Στις ανωτέρω σχέσεις 2e  είναι η απόσταση µεταξύ του κοχλία και του άκρου του 

ελάσµατος, εγκάρσια στην µεταφερόµενη δύναµη, 2p  η απόσταση γειτονικών 

κοχλιών, εγκάρσια στην µεταφερόµενη δύναµη και 0d  η διάµετρος της οπής. 

5.6.8 Συστατικά µέρη γωνιακών 

Σε κόµβους µε γωνιακά, η θλιπτική δράση του θλιβόµενου πέλµατος της δοκού 
µεταβιβάζεται µέσω κοχλιών, στο σκέλος του κάτω γωνιακού. Ο Ευρωκώδικας 3 
(CEN 2003) δεν προβλέπει τον περιορισµό της αντοχής του κόµβου, ώστε να µην 
εµφανίζεται υπέρβαση της αντοχή του εν λόγω θλιβόµενου σκέλους, ούτε λαµβάνει 
υπόψη την παραµορφωσιµότητα του. Οι Faella et al. (2000) εισάγουν ένα πρόσθετο 
συστατικό µέρος, και χρησιµοποιούν την εξίσωση Winter, για τον υπολογισµό της 
αντοχής του, ως εξής: 

 2
0 22

sac sa sa y sa sa y
λ ,F L t f L t f
λ

⎛ ⎞−
= ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5-161) 

όπου saL  το µήκος του κάτω γωνιακού και sat το πάχος του. Η ανισότητα ισχύει 

εφόσον η σχετική λυγηρότητα λ  είναι µεγαλύτερη από 0,67. Η σχετική λυγηρότητα 
λ  του σκέλους του κάτω γωνιακού προκύπτει από την εξίσωση: 

 
( )212 1 sa

sa

y

Lν / k
tλ

π E / f

−
=  (5-162) 

Όµοια, το σκέλος του άνω γωνιακού παραλαµβάνει την εφελκυστική δράση του άνω 
πέλµατος της δοκού. Στην περίπτωση αυτήν, οι Faella et al. (2000) υπολογίζουν την 
αντοχή του σχετικού συστατικού µέρους, λαµβάνοντας υπόψη την αποµειωµένη, 
λόγω της ύπαρξης των οπών, διατοµή από την σχέση: 

 
0 9

ta y

tat

NET ,ta u

A f

F min
, A f

⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩

 (5-163) 
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όπου taA  η πλήρης εφελκυόµενη διατοµή του σκέλους του γωνιακού και NET ,taA  η 

καθαρή, αποµειωµένη διατοµή. Ανάλογη εξίσωση εφαρµόζεται και για το γωνιακό 
κορµού, σε κάθε εφελκυόµενη σειρά κοχλίωσης.  

5.7 Στροφική ικανότητα 

5.7.1 Ορισµοί 

Η στροφική ικανότητα των κόµβων δοκού-υποστυλώµατος αποτελεί ένα 
χαρακτηριστικό της απόκρισης, το οποίο τα τελευταία χρόνια θεωρείται ιδιαίτερα 
κρίσιµο, για τον σχεδιασµό πλάστιµων πλαισιακών κατασκευών, µε πλεονεκτήµατα 
στην σεισµική συµπεριφορά και την αξιοπιστία. Στους κύριους στόχους της 
διατριβής περιλαµβάνεται η δυνατότητα εκτίµησης της στροφικής απόκρισης των 
κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, µε την ανάπτυξη πρωτότυπων µεθόδων 
υπολογισµού της. Ιδιαίτερη έµφαση ωστόσο, αφιερώνεται στην στροφική ικανότητα, 
για την εκτίµηση της οποίας απαιτείται η προσοµοίωση του πεδίου των 
µετακινήσεων του κόµβου στην πλαστική περιοχή. Οι δυσκολίες αναλυτικού 
χειρισµού ενός τέτοιου προβλήµατος είναι σηµαντικές, και για τον λόγο αυτόν, οι 
διαθέσιµες µεθοδολογίες, που έχουν αναπτυχθεί στην βιβλιογραφία, είναι 
περιορισµένες σε αριθµό και συνήθως µε µικρό πεδίο εφαρµογής και µεγάλη 
διακύµανση στην ακρίβεια.  

Στο σχήµα 5-22 παρουσιάζεται µια τυπική καµπύλη ροπής M - στροφής φ  ενός 
κόµβου δοκού-υποστυλώµατος. Με yφ  συµβολίζεται η στροφή του κόµβου κατά την 

εµφάνιση της πρώτης διαρροής. Η στροφή Xdφ  αντιστοιχεί στην στροφή του 

κόµβου, για ροπή ίση µε την ροπή αντοχής σχεδιασµού j ,rdM . Ο προσδιορισµός της 

στροφής Xdφ  εξαρτάται από την σύµβαση που υιοθετείται, για την θέση του σηµείου 

πλαστικοποίησης στην καµπύλη, ωστόσο µπορεί να θεωρηθεί, ότι ποιοτικά αποτελεί 
το όριο µεταξύ του αρχικού, σχεδόν γραµµικού κλάδου της καµπύλης, και του 
κλάδου της πλαστικής περιοχής, όπου η κράτυνση του υλικού είναι ο καθαριστικός 
παράγοντας δυσκαµψίας του κόµβου. Στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), η τιµή της 
στροφής Xdφ  ορίζεται συµβατικά ως εξής: 

 j ,rd
Xd

j ,ini

M
φ

S / η
=  (5-164) 

όπου ο συντελεστής η  τίθεται ίσος µε 3,0 για κόµβους µε µετωπική πλάκα και ίσος 
µε 3,5 για κόµβους µε γωνιακά.  



298  ■  ΚΟΜΒΟΙ  ∆ΟΚΟΥ -ΥΠΟΣΤΥΛΩΜΑΤΟΣ  ΣΕ  ΜΕΤΑΛΛΙΚΑ  ΠΛΑΙΣΙΑ  

 

Σχήµα 5-22. Καµπύλη ροπής-στροφής κόµβου δοκού-υποστυλώµατος 

Η στροφή του κόµβου, όταν η ροπή που παραλαµβάνει είναι µέγιστη, συµβολίζεται 
µε 

maxΜφ . Μετά το σηµείο αυτό της καµπύλης, η θραύση του υλικού ή η εµφάνιση 

λυγισµού σε κάποια συστατικά µέρη, οδηγεί στον καθοδικό κλάδο της καµπύλης 
M φ− , και την πτώση της ροπής που µπορεί να παραλάβει ο κόµβος. Η στροφή Cdφ  

αντιστοιχεί στο σηµείο της καµπύλης M φ− , όπου η ροπή έχει µειωθεί στην τιµή 
της ροπής σχεδιασµού j ,rdM . Η διαθέσιµη πλαστική στροφή του κόµβου, δηλαδή το 

εύρος στροφής, στο οποίο ο κόµβος µπορεί να παραλαµβάνει την ροπή σχεδιασµού 

j ,rdM , είναι: 

 pl Cd Χdφ φ φ= −  (5-165) 

Ο καθοδικός κλάδος της απόκρισης, πέραν της στροφής Cdφ , καταλήγει στην τελική 

αστοχία του κόµβου, για στροφή uφ .  

Η εκτίµηση της στροφής Cdφ  και της plφ  είναι χρήσιµη για τον σχεδιασµό της 

κατασκευής µε εφαρµογή πλαστικής ή ελαστικής-ιδεατώς πλαστικής ανάλυσης, 
καθώς από αυτήν εξαρτάται η δυνατότητα ανακατανοµής φορτίου, στην περίπτωση 
σχηµατισµού πλαστικών αρθρώσεων, στους κόµβους στατικά αόριστων 
κατασκευών. Κόµβοι µε µεγάλη πλαστική στροφή plφ , µπορούν να αξιοποιηθούν ως 

θέσεις σχηµατισµού πλαστικών αρθρώσεων. Για σχεδιασµό της κατασκευής µε 
εφαρµογή µη γραµµικής ανάλυσης, η εκτίµηση της καµπύλης M φ−  µέχρι την 
στροφή 

maxΜφ  είναι απαραίτητη. Ο προσδιορισµός του καθοδικού κλάδου της 

καµπύλης µπορεί να ενδιαφέρει, αν επιχειρείται υπέρβαση οριακού σηµείου της 
απόκρισης της κατασκευής, ωστόσο σε αυτήν την περίπτωση, απαιτείται η 
εφαρµογή εξελιγµένων αλγόριθµων µη γραµµικής επίλυσης. Αντίθετα, σε όλες τις 
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περιπτώσεις µη γραµµικής ανάλυσης, όπου ενδιαφέρει ο υπολογισµός της απόκρισης 
µέχρι το οριακό σηµείο, ο προσδιορισµός του καθοδικού κλάδου της καµπύλης 
M φ−  του κόµβου, δεν είναι αναγκαίος. Στην παρούσα διατριβή, η στροφή που 
προσδιορίζεται σε κάθε περίπτωση, αντιστοιχεί στην στροφή 

maxΜφ .  

5.7.2 Απαιτούµενη στροφική ικανότητα 

Η απαιτούµενη στροφική ικανότητα, σε µία θέση σχηµατισµού πλαστικής 
άρθρωσης, εξαρτάται από την µορφή της κατασκευής, τον βαθµό υπερστατικότητας 
και γενικότερα την δυνατότητα ανακατανοµής εντατικών µεγεθών µεταξύ των 
µελών. Θεωρητικά, η απαιτούµενη στροφική ικανότητα reqφ  ενός κόµβου, για την 

διενέργεια πλαστικής ανάλυσης, ισούται µε την επιπλέον στροφή που δηµιουργείται 
στον κόµβο, µετά τον σχηµατισµό της πλαστικής άρθρωσης σε αυτόν, και µέχρι τον 
σχηµατισµό της τελευταίας πλαστικής άρθρωσης στην κατασκευή και την 
κατάρρευση της. Ωστόσο, αυτός ο ορισµός της απαιτούµενης στροφικής ικανότητας 

reqφ  δεν είναι πρακτικός για τις ανάγκες σχεδιασµού των κόµβων, καθώς 

προϋποθέτει την µη γραµµική επίλυση συνολικά της κατασκευής.  

Εναλλακτικά, είναι δυνατή η εκτίµηση της απαιτούµενης στροφικής ικανότητας reqφ , 

για τον σχηµατισµό πλαστικής άρθρωσης, µε βάση απλοποιηµένους φορείς. Από τις 
πλέον απλές περιπτώσεις είναι η δοκός µε όµοιες ελαστικές στροφικές στηρίξεις στα 
άκρα, όπως φαίνεται στο σχήµα 5-23 (Witteveen et al. 1982, Stark και Bijlaard 
1988).  

 

Σχήµα 5-23. Φορέας δοκού για προσδιορισµό απαιτούµενης στροφικής ικανότητας 

Αν θεωρηθεί, ότι πρώτα σχηµατίζονται πλαστικές αρθρώσεις στα άκρα της δοκού 
και έπειτα στο µέσο της, τότε η στροφή που αναπτύσσεται στα άκρα είναι: 

 
3

24 2
ql Mlφ

EI EI
= −  (5-166) 

όπου M  η ροπή που ασκείται στο άκρο της δοκού, η οποία µετά τον σχηµατισµό 
της πλαστικής άρθρωσης στους κόµβους ισούται µε την αντοχή αυτών j ,rdM . Το 
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φορτίο q  µπορεί να επαυξηθεί µέχρι τον σχηµατισµό πλαστικής άρθρωσης και στο 
µέσο της δοκού. Αποδεικνύεται ότι η απαιτούµενη στροφική ικανότητα reqφ  των 

κόµβων, κατά την κατάρρευση είναι: 

 ( )2
6req b,rd j ,rd

lφ M M
EI

= −  (5-167) 

όπου b,rdM  η πλαστική αντοχή της δοκού. Οι Witteveen et al. (1982) και οι Stark και 

Bijlaard (1988) αναφέρουν επίσης ένα πρακτικό άνω όριο της απαιτούµενης 
στροφικής ικανότητας κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, ίσο µε 30 mrad. 

Οι Li et al. (1995), χρησιµοποιούν έναν φορέα παρόµοιο του σχήµατος 5-23, όπου 
όµως οι συνθήκες στήριξης της δοκού στα άκρα της δεν είναι όµοιες. Επιπλέον, οι 
συγγραφείς θεώρησαν διάφορες περιπτώσεις φόρτισης της δοκού, όπως οµοιόµορφο 
κατανεµηµένο φορτίο, συγκεντρωµένο φορτίο στο µέσο και ζεύγος συγκεντρωµένων 
φορτίων στα τρίτα της δοκού. Για την στροφή που αναπτύσσεται στα άκρα της 
δοκού, υπολογίζεται ξεχωριστά η ελαστική συνιστώσα της και η πλαστική. Η 
πλαστική συνιστώσα, η οποία οφείλεται στην πλαστικοποίηση της δοκού στο 
άνοιγµα, υπολογίζεται µε ολοκλήρωση των καµπυλοτήτων. Για την καµπυλότητα 
της διατοµής της δοκού κατά την θραύση προτείνονται εµπειρικές εκφράσεις. 

Οι Boender et al. (1996) αναφέρουν την αδυναµία του φορέα του σχήµατος 5-23 να 
καλύψει την περίπτωση ακραίων ανοιγµάτων πλαισιακών κατασκευών, όπου οι 
συνθήκες στήριξης της δοκού στα δύο άκρα δεν µπορούν να θεωρηθούν όµοιες. Για 
τον σκοπό αυτόν, προτείνουν έναν περισσότερο σύνθετο φορέα, όπου πέραν της 
δοκού συµπεριλαµβάνεται και ένα τµήµα του ακραίου υποστυλώµατος, για το οποίο 
λαµβάνονται υπόψη τα φαινόµενα δευτέρας τάξεως. Επίσης, τα χαρακτηριστικά των 
κόµβων στα άκρα της δοκού δεν θεωρούνται όµοια. Οι συγγραφείς υπολογίζουν την 
απαιτούµενη στροφική ικανότητα των κόµβων, για τις τρεις διακριτές περιπτώσεις 
όπου η τελευταία πλαστική άρθρωση εµφανίζεται στο µέσο της δοκού, στον 
εξωτερικό κόµβο και στον εσωτερικό κόµβο. 

5.7.3 ∆ιαθέσιµη στροφική ικανότητα 

Η διαθέσιµη στροφική ικανότητα availφ  ενός κόµβου, είναι η στροφή που µπορεί να 

αναπτύξει, υπό την επίδραση της επιβαλλοµένης καµπτικής καταπόνησης από την 
δοκό. Εξαρτάται αποκλειστικά από τα γεωµετρικά και µηχανικά χαρακτηριστικά του 
κόµβου. Επιπλέον, όπως προαναφέρθηκε, ανάλογα µε το είδος της ανάλυσης που 
χρησιµοποιείται κατά τον σχεδιασµό της κατασκευής, υπεισέρχονται διαφορετικοί 
ορισµοί της διαθέσιµης στροφικής ικανότητας. Η στροφή Cdφ  (σχήµα 5-22) είναι 

χρήσιµη για την περίπτωση πλαστικής ανάλυσης της κατασκευής. Σε κάθε κόµβο, 
όπου επιτρέπεται ο σχηµατισµός πλαστικής άρθρωσης, θα πρέπει να ισχύει:  
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 avail reqφ φ≥  (5-168) 

Η availφ  σε αυτήν την περίπτωση, ταυτίζεται µε την plφ  (σχήµα 5-22), για την οποία 

απαιτείται ο υπολογισµός της Cdφ . Η στροφή Cdφ  είναι περισσότερο δύσκολο να 

υπολογισθεί αναλυτικά, µε µεθόδους βασισµένες σε θεωρητικό υπόβαθρο, 
δεδοµένου ότι η συµπεριφορά του κόµβου κατά τον καθοδικό κλάδο της καµπύλης 
M φ− , χαρακτηρίζεται από φαινόµενα λυγισµού και ανάπτυξη ρωγµών.  

Η στροφή 
maxΜφ  αντίθετα, είναι περισσότερο χρήσιµη στην περίπτωση µη γραµµικής 

ανάλυσης της κατασκευής, όπου δεν γίνεται παραδοχή σχηµατισµού τέλειων 
πλαστικών αρθρώσεων, µετά την υπέρβαση της αντοχής σχεδιασµού στους κόµβους 
ή στα µέλη. Η εκτίµηση του µέγιστου σηµείου της απόκρισης (

maxΜφ , maxM ) είναι 

απαραίτητη για την προσοµοίωση της συµπεριφοράς µετά την πλαστικοποίηση. Η 
αναγκαιότητα αυτή είναι περισσότερο καταφανής στην περίπτωση που για την 
καµπύλη ροπής-στροφής των κόµβων χρησιµοποιείται διγραµµική εξιδανίκευση 
(σχήµα 5-24). Η ισχύς του κριτηρίου της σχέσης 5-168 δεν είναι απαραίτητο να 
επιβάλλεται ρητά, καθώς εξυπακούεται, ότι σε κάθε βήµα της ανάλυσης και σε κάθε 
κόµβο, οι στροφές που αναπτύσσονται (στροφές reqφ ), δεν µπορούν να υπερβούν την 

µέγιστη στροφή (στροφή availφ ), που προδιαγράφεται από την καµπύλη ροπής-

στροφής του κόµβου.  

 

Σχήµα 5-24. ∆ιαθέσιµη στροφική ικανότητα για µη γραµµική ανάλυση µε 
διγραµµική καµπύλη ροπής-στροφής. 

Η διαθέσιµη στροφική ικανότητα καθορίζεται από το πλέον ασθενές συστατικό 
µέρος του κόµβου. Αν το κρίσιµο συστατικό µέρος διαθέτει µεγάλη πλαστιµότητα, 
τότε ανάλογα και κόµβος διαθέτει µεγάλη στροφική ικανότητα. Εκτός από το 
κρίσιµο συστατικό µέρος ωστόσο, στην τελική διαθέσιµη στροφική ικανότητα του 
κόµβου µπορεί να συµβάλουν και άλλα συστατικά µέρη, τα οποία είναι δυνατό να 
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έχουν πλαστικοποιηθεί, αποδίδοντας ένα τµήµα της συνολικής ικανότητας 
παραµόρφωσης τους. Συστατικά µέρη µε µεγάλη πλαστιµότητα, κατά κανόνα είναι 
το πέλµα του υποστυλώµατος σε κάµψη και η µετωπική πλάκα ή τα γωνιακά σε 
κάµψη. Η συµπεριφορά των συγκεκριµένων συστατικών µερών προσδιορίζεται µε 
βάση ένα ισοδύναµο βραχύ ταυ και για τον λόγο αυτόν, η ικανότητα παραµόρφωσης 
του βραχέος ταυ, συγκεντρώνει ερευνητικό ενδιαφέρον και για τον προσδιορισµό 
της διαθέσιµης στροφικής ικανότητας.  

Ο Jaspart (1997) προτείνει, σε αναλογία µε τα µέλη, την κατάταξη των κόµβων µε 
κριτήριο την διαθέσιµη στροφική ικανότητα τους σε τρεις κατηγορίες: 

• Κατηγορία 1, στην οποία περιλαµβάνονται κόµβοι µε µεγάλη 
στροφική ικανότητα ώστε να επιτρέπουν τον σχηµατισµό πλαστικής 
άρθρωσης. 

• Κατηγορία 2, στην οποία περιλαµβάνονται κόµβοι µε περιορισµένη 
στροφική ικανότητα, οι οποίοι όµως µπορούν να επιτύχουν την 
πλαστική ροπή αντοχής τους, µε ανακατανοµή των εσωτερικών 
εντατικών µεγεθών. Στους κόµβους αυτής της κατηγορίας, µπορεί να 
σχηµατισθεί µόνο η τελευταία πλαστική άρθρωση της κατασκευής. 

• Κατηγορία 3, στην οποία περιλαµβάνονται κόµβοι, στους οποίους η 
ψαθυρή αστοχία ή φαινόµενα λυγισµού δεν επιτρέπουν ανακατανοµή 
των εσωτερικών εντατικών µεγεθών, και συνεπώς δεν µπορούν να 
εκµεταλλευθούν την πλαστική αντοχή τους. 

Οι Kuhlmann και Kühnemund (2000), διακρίνουν τρεις κατηγορίες συστατικών 
µερών, µε κριτήριο την διαθέσιµη παραµορφωσιµότητα τους: 

• Συστατικά µέρη µε υψηλή πλαστιµότητα, στα οποία περιλαµβάνονται 
το πέλµα του υποστυλώµατος σε κάµψη, η µετωπική πλάκα σε 
κάµψη, τα γωνιακά σε κάµψη και ο κορµός του υποστυλώµατος σε 
διάτµηση.  

• Συστατικά µέρη µε περιορισµένη πλαστιµότητα, όπως ο κορµός του 
υποστυλώµατος σε θλίψη και το πέλµα της δοκού σε θλίψη, όπου 
λόγω φαινοµένων λυγισµού εµφανίζεται καθοδικός κλάδος στην 
καµπύλη δύναµης-µετακίνησης τους 

• Ψαθυρά συστατικά µέρη, όπως οι κοχλίες σε εφελκυσµό.  

Η κατάταξη των κόµβων σε κατηγορίες, µε κριτήριο την διαθέσιµη στροφική 
ικανότητα, εξαρτάται από την διαθέσιµη παραµορφωσιµότητα των συστατικών 
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µερών τους. Οι συγγραφείς επικεντρώθηκαν στην συµπεριφορά τους συστατικού 
µέρους του κορµού του υποστυλώµατος σε θλίψη.  

Οι Faella et al. (2000), προτείνουν εφαρµογή της µεθόδου των συστατικών µερών 
για τον υπολογισµό της διαθέσιµης στροφικής ικανότητας των κόµβων. Για κόµβους 
µε γωνιακά, στους οποίους η κύρια αιτία παραµόρφωσης είναι το άνω γωνιακό, 
θεωρούν ότι στην πλαστική στροφή του κόµβου συµµετέχει µόνο το συστατικό 
µέρος του άνω γωνιακού σε κάµψη, το οποίο προσοµοιώνεται ως ισοδύναµο βραχύ 
ταυ. Για την εκτίµηση της καµπύλης δύναµης-µετακίνησης του βραχέος ταυ του άνω 
γωνιακού, προτείνουν ένα αναλυτικό προσοµοίωµα, το οποίο αναπτύχθηκε από τους 
ίδιους, και λαµβάνει υπόψη την µη γραµµικότητα υλικού µέχρι την πραγµατική 
θραύση (Faella et al. 2000, Piluso et al. 2001). Το προσοµοίωµα αυτό περιγράφεται 
στο πρώτο µέρος της διατριβής. Οι συγγραφείς πραγµατοποίησαν αξιολόγηση της 
µεθοδολογίας µε πειραµατικά δεδοµένα. Η απόκλιση στην εκτίµηση της διαθέσιµης 
πλαστικής στροφής plφ  των πειραµατικών δοκιµών είναι ελάχιστη κατά µέσο όρο, 

ωστόσο η διασπορά είναι αρκετά µεγάλη. Για κόµβους µε µετωπική πλάκα, οι 
συγγραφείς προτείνουν το µηχανικό προσοµοίωµα του σχήµατος 5-25, µε το οποίο 
λαµβάνεται υπόψη η συµβολή περισσότερων του ενός συστατικών µερών στην 
στροφική ικανότητα. Σε αυτήν την περίπτωση, η αναλυτική έκφραση για την 
διαθέσιµη πλαστική στροφή plφ  είναι:  

 

1

1

nc

pl ,weak i
i

pl

δ δ
φ

z

−

=
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∑
 (5-169) 

όπου pl ,weakδ  η πλήρης πλαστική παραµόρφωση του ασθενέστερου συστατικού 

µέρους, ιδ  η πλαστική παραµόρφωση των υπόλοιπων συστατικών µερών όταν 

εξαντλείται η pl ,weakδ  του ασθενέστερου συστατικού και nc  ο συνολικός αριθµός 

συστατικών.  

 

Σχήµα 5-25. Μηχανικό προσοµοίωµα για τον υπολογισµό της διαθέσιµης στροφικής 
ικανότητας κόµβων µε µετωπική πλάκα (Faella et al. 2000) 
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Οι Beg et al. (2003), προτείνουν το µηχανικό προσοµοίωµα του σχήµατος 5-26 για 
τον υπολογισµό της διαθέσιµης στροφικής ικανότητας. Για κάθε συστατικό µέρος 
προτείνονται αναλυτικές µέθοδοι υπολογισµού της µέγιστης παραµόρφωσης, µε 
βάση προσοµοιώσεις µε πεπερασµένα στοιχεία και πειραµατικά αποτελέσµατα. Η 
µέγιστη στροφή υπολογίζεται από την σχέση: 

 cwt β .τ . cwc
avail cws

δ δ δ
φ γ

z
+ +

= +  (5-170) 

όπου cwtδ , β .τ .δ , cwcδ , cwsγ  οι παραµορφώσεις των αντίστοιχων ελατηρίων του 

σχήµατος 5-26. Στο ελατήριο που είναι κρίσιµο για την τελική αντοχή, η µέγιστη 
παραµόρφωση εκδηλώνεται πλήρως, ενώ στα άλλα τρία εµφανίζεται ένα µέρος της. 
Για τον προσδιορισµό του κρίσιµου ελατηρίου και των µετακινήσεων των µη 
κρίσιµων, υιοθετείται ένας διγραµµικός νόµος δύναµης-µετακίνησης, για κάθε 
ελατήριο, όπου η αντοχή υπολογίζεται µε βάση τις διατάξεις του Ευρωκώδικα 3 
(CEN 2003). Οι συγγραφείς χρησιµοποίησαν µικρό αριθµό πειραµατικών 
αποτελεσµάτων για τον έλεγχο της προτεινόµενης διαδικασίας. Από τα 
αποτελέσµατα αποδεικνύεται η µεγάλη επίδραση που έχει ο τρόπος υπολογισµού της 
αντοχής των συστατικών µερών, στην διαθέσιµη στροφική ικανότητα του κόµβου. 
Στις περιπτώσεις που χρησιµοποιείται το όριο θραύσης από πραγµατικές µετρήσεις, 
η απόκλιση είναι γενικά µικρότερη. Ωστόσο, η συµπεριφορά του προτεινόµενου 
προσοµοιώµατος δεν εµφανίζεται συνεπής σε όλες τις περιπτώσεις.  

 

Σχήµα 5-26. Μηχανικό προσοµοίωµα για τον υπολογισµό της διαθέσιµης στροφικής 
ικανότητας (Beg et al. 2003) 

Οι Beg και Zupancic (2004) διερεύνησαν περαιτέρω την επίδραση του ορίου 
διαρροής και θραύσης, που χρησιµοποιείται στους υπολογισµούς, για την εκτίµηση 
της διαθέσιµης στροφικής ικανότητας. Για τον σκοπό αυτόν, πραγµατοποίησαν 
προσοµοιώσεις Monte Carlo, χρησιµοποιώντας το µηχανικό προσοµοίωµα του 
σχήµατος 5-26 που προαναφέρθηκε. Ένα συµπέρασµα που εξάγουν οι συγγραφείς 
είναι ότι η εφαρµογή των ονοµαστικών τιµών των υλικών, οι οποίες θεωρούνται 
υπέρ της ασφαλείας για τους υπολογισµούς της αντοχής, δεν οδηγεί σε ασφαλείς 
λύσεις για τους υπολογισµούς στροφικής ικανότητας. 
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Η Coelho (2004) και οι Coelho et al. (2005), χρησιµοποίησαν τo µηχανικό 
προσοµοίωµα του σχήµατος 5-27, για τον υπολογισµό της διαθέσιµης στροφικής 
ικανότητας, κόµβων µε µετωπική πλάκα. Για τα συστατικά µέρη της εφελκυόµενης 
ζώνης, που προσοµοιώνονται µε ισοδύναµα βραχέα ταυ, χρησιµοποιούνται 
απλοποιηµένα προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων, µε στοιχεία δοκού που 
προτείνουν οι συγγραφείς (Coelho et al. 2004), σύνθετα τρισδιάστατα 
προσοµοιώµατα καθώς και πειραµατικά αποτελέσµατα. Για τα υπόλοιπα συστατικά 
µέρη εφαρµόζονται οι διατάξεις του Ευρωκώδικα 3. Η στροφή που υπολογίζεται µε 
το µηχανικό προσοµοίωµα, συγκρίνεται µε την στροφή Cdφ  πειραµατικών δοκιµών. 

Τα αποτελέσµατα δεν είναι ικανοποιητικά κυρίως όταν χρησιµοποιείται το 
προσοµοίωµα δοκού των συγγραφέων για τα βραχέα ταυ, όπου εµφανίζονται 
αποκλίσεις µεγαλύτερες από 300%, µεταξύ πειραµατικών και αναλυτικών τιµών. 

 

Σχήµα 5-27. Μηχανικό προσοµοίωµα για τον υπολογισµό της διαθέσιµης στροφικής 
ικανότητας (Coelho et al. 2005) 

Στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), οι διατάξεις για τον υπολογισµό της διαθέσιµης 
στροφικής ικανότητας των κόµβων είναι συνοπτικές, ιδιαίτερα σε σύγκριση µε την 
έκταση µε την οποία καλύπτονται τα άλλα δύο χαρακτηριστικά µεγέθη της 
απόκρισης, η αρχική δυσκαµψία και η αντοχή. Για τους κοχλιωτούς κόµβους 
θεωρείται ότι µπορούν να χρησιµοποιηθούν σε πλαστική ανάλυση της κατασκευής, 
εφόσον κρίσιµα είναι τα συστατικά µέρη του πέλµατος του υποστυλώµατος σε 
κάµψη και της µετωπικής πλάκας ή του γωνιακού σε κάµψη. Επιπλέον, προκειµένου 
να εξασφαλισθεί ότι η αντοχή αυτών των συστατικών µερών, δεν καθορίζεται από 
την αστοχία των κοχλιών, προτείνεται για το πάχος t  του ελάσµατος, τουλάχιστον 
ενός εξ’ αυτών να ισχύει: 

 0 36 u ,b
b

y

f
t , d

f
≤  (5-171) 

όπου bd  είναι η διάµετρος του κοχλία, u ,bf  το όριο θραύσης των κοχλιών και yf  το 

όριο διαρροής του ελάσµατος του συστατικού µέρους (πέλµα υποστυλώµατος ή 
µετωπική πλάκα ή σκέλος γωνιακού).  
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Κεφάλαιο 6 - Κόµβοι δοκού-υποστυλώµατος. Πειραµατική βιβλιογραφία. 
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6.1 Γενικά 

Στο κεφάλαιο αυτό πραγµατοποιείται µία επισκόπηση της πειραµατικής 
βιβλιογραφίας στον τοµέα των κόµβων δοκού-υποστυλώµατος. Η επισκόπηση 
πραγµατοποιείται µε κύριο στόχο την επιλογή πειραµατικών δεδοµένων για την 
αξιολόγηση των µηχανικών προσοµοιωµάτων, που αναπτύσσονται και προτείνονται 
στην διατριβή, για κοχλιωτούς κόµβους δοκού-υποστυλώµατος. Η περιγραφή και 
αξιολόγηση των συγκεκριµένων µηχανικών προσοµοιωµάτων διενεργείται στο 
επόµενο κεφάλαιο. Στο παρόν κεφάλαιο ταξινοµούνται και παρουσιάζονται, σε 
µορφή πίνακα, όλες οι πειραµατικές πηγές που συγκεντρώθηκαν, µαζί µε 
πληροφορίες για το είδος των δοκιµών κόµβου δοκού-υποστυλώµατος που 
περιλαµβάνονται σε αυτές. Στην τελευταία ενότητα του κεφαλαίου παρουσιάζονται 
µε λεπτοµέρεια οι πειραµατικές δοκιµές που επιλέχθηκαν για την αξιολόγηση των 
µηχανικών προσοµοιωµάτων.  

Ως πρώτη πειραµατική έρευνα µεταλλικών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος 
αναφέρεται εκείνη των Wilson και Moore το 1917, στο πανεπιστήµιο του Ιλλινόις, 
στις ΗΠΑ (McGuire 1988, Abdalla και Chen 1995), η οποία αφορούσε τα 
χαρακτηριστικά δυσκαµψίας διάφορων τύπων ηλωτών κόµβων πλαισίων. Στο σχήµα 
6-1 φαίνεται η πειραµατική διάταξη που χρησιµοποιήθηκε (McGuire 1988).  

 

Σχήµα 6-1. Πειραµατική διάταξη για τις δοκιµές των Wilson και Moore (1917). 
Πηγή εικόνας (McGuire 1988). 

Έκτοτε, το ερευνητικό ενδιαφέρον στο αντικείµενο των µεταλλικών κόµβων 
παραµένει ενεργό, µε µεγάλο πλήθος δηµοσιεύσεων. Στο πρώτο ήµισυ του εικοστού 
αιώνα, οι πειραµατικές προσπάθειες επικεντρώνονταν κυρίως στην έρευνα ηλωτών 
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κόµβων. Αργότερα, καθώς µεταβάλλονται οι πρακτικές της βιοµηχανίας 
κατασκευής, οι πειραµατικές έρευνες επεκτείνονται σε συγκολλητούς κόµβους και 
σε κόµβους µε κοχλιώσεις. Επίσης, αρχικά το ενδιαφέρον των πειραµατικών 
ερευνών περιοριζόταν κατά κύριο λόγο στα χαρακτηριστικά της ελαστικής 
απόκρισης των κόµβων, και στην αντοχή τους υπό µονοτονική φόρτιση. Μετά τους 
σεισµούς του Northridge το 1994 και του Kobe το 1995, οι οποίοι προκάλεσαν µη 
αναµενόµενες, ψαθυρές αστοχίες συγκολλητών κυρίως κόµβων, µεγάλο µέρος των 
ερευνητικών προσπαθειών αφιερώθηκε στην συµπεριφορά υπό ανακυκλιζόµενη 
φόρτιση και στις µεθόδους επαύξησης της αποσβενόµενης ενέργειας, µέσω των 
κόµβων των µεταλλικών πλαισίων. 

6.2 Πειραµατική βιβλιογραφία 

Το πεδίο της πειραµατικής έρευνας µεταλλικών κόµβων είναι αφενός ευρύ, 
περιλαµβάνοντας πολλαπλές περιπτώσεις µορφολογίας, φόρτισης κλπ., και αφετέρου 
µεταβαλλόµενο µε την εξέλιξη των τεχνολογικών δυνατοτήτων. Η ταξινόµηση των 
διαφόρων πειραµατικών αποτελεσµάτων µεταλλικών κόµβων σε κατηγορίες, ώστε 
να είναι περισσότερο ευχερής η αναφορά τους, µπορεί να διευκολυνθεί µε την 
διατύπωση ορισµένων βασικών κριτηρίων. Αυτά τα κριτήρια περιγράφονται στις 
επόµενες παραγράφους.  

6.2.1 Ταξινόµηση µε βάση τα συνδεόµενα µέλη 

Οι παραλλαγές µεταλλικών κόµβων, αναφορικά µε τα µέλη που συνδέουν, είναι 
πολυάριθµες, και µάλλον αδύνατον να κατηγοριοποιηθούν αποτελεσµατικά. Στις 
κατασκευές πλαισίων οι πλέον κοινές περιπτώσεις είναι οι εξής: 

• Κόµβοι δοκού-υποστυλώµατος µε διατοµές Ι 

• Κόµβοι δοκού-δοκού µε διατοµές Ι 

• Βάσεις υποστυλωµάτων 

• Κόµβοι µεταξύ κλειστών διατοµών 

Στην συγκεκριµένη διατριβή το ενδιαφέρον περιορίζεται στην περίπτωση κόµβων 
δοκού-υποστυλώµατος, µε διατοµές συνδεόµενων µελών µορφής διπλού ταυ. 
Ωστόσο, σε ορισµένες περιπτώσεις κόµβων δοκού-δοκού, όπως για παράδειγµα 
κόµβους µε µετωπική πλάκα, η µορφολογία της σύνδεσης δεν διαφέρει από εκείνη 
δοκού-υποστυλώµατος, και εποµένως µπορεί να εφαρµοσθεί, µε ελάχιστες 
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τροποποιήσεις, η ίδια µεθοδολογία που προτείνεται στην παρούσα διατριβή, για τους 
κοχλιωτούς κόµβους δοκού-υποστυλώµατος.  

6.2.2 Ταξινόµηση µε βάση το υλικό 

Με βάση το υλικό, οι µεταλλικοί κόµβοι µπορούν να διακριθούν στις ακόλουθες 
κατηγορίες: 

• Κόµβοι χάλυβα 

• Σύµµικτοι κόµβοι χάλυβα-σκυροδέµατος 

• Κόµβοι αλουµινίου 

Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής διερευνώνται αποκλειστικά οι κόµβοι χάλυβα. 

6.2.3 Ταξινόµηση µε βάση την µορφολογία της σύνδεσης 

Περιορίζοντας το ενδιαφέρον στους κόµβους χάλυβα, δοκού-υποστυλώµατος, µε 
διατοµές διπλού ταυ, οι βασικές µορφολογίες συνδέσεων που απαντώνται στις 
σύγχρονες µεταλλικές κατασκευές, και οι οποίες µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως 
κριτήριο ταξινόµησης των κόµβων είναι οι εξής:  

• Συνδέσεις µε προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα (extended end-plate) 

• Συνδέσεις µε ισόσταθµη µετωπική πλάκα (flush end-plate) 

• Συνδέσεις µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος (top/seat angles) 

• Συνδέσεις µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος και διπλό γωνιακό 
κορµού (top/seat angles and double web angle) 

• Συνδέσεις µε µονό ή διπλό γωνιακό κορµού (single/double web 
angle) 

• Συνδέσεις µε µετωπική πλάκα κορµού (header plate) 

• Συνδέσεις µε βραχέα ταυ (T-stub) 

• Συγκολλητές συνδέσεις (welded) 

Στο σχήµα 6-2 φαίνονται οι διάφορες µορφολογίες συνδέσεων, που αναφέρονται 
στην παράγραφο αυτήν.  
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Σχήµα 6-2. Μορφολογίες συνδέσεων κόµβων δοκού-υποστυλώµατος 
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Στις παραπάνω κατηγορίες δεν αναφέρονται οι διάφορες ενισχύσεις, που µπορούν να 
εφαρµοσθούν στην σύνδεση, όπως για παράδειγµα λοξά τεµάχια ταυ στο κάτω ή και 
στα δύο πέλµατα της δοκού, νευρώσεις, ενισχυτικά ελάσµατα υποστυλώµατος κλπ. 
Επίσης, δεν περιλαµβάνονται αρκετές κατηγορίες υβριδικής χρήσης συγκόλλησης 
και κοχλίωσης, όπως για παράδειγµα υβριδικές συνδέσεις µε γωνιακά κορµού, 
κοχλιωµένα στην δοκό και συγκολληµένα στο υποστύλωµα. Με την προσθήκη 
αυτών των διαµορφώσεων, οι διαθέσιµες κατηγορίες πολλαπλασιάζονται, γεγονός 
που καταδεικνύει την µεγάλη ποικιλοµορφία που χαρακτηρίζει τους κόµβους δοκού-
υποστυλώµατος. Επιπλέον, οι παραπάνω κατηγορίες καλύπτουν τις συνήθεις 
πλαισιακές κατασκευές, και όχι περιπτώσεις στις οποίες ειδικές απαιτήσεις µπορεί 
να επιβάλλουν πρωτότυπο σχεδιασµό των κόµβων.  

Οι κόµβοι µε µονό ή διπλό γωνιακό κορµού καθώς και οι κόµβοι µε µετωπική πλάκα 
κορµού αποτελούν περιπτώσεις κόµβων µεταφοράς τέµνουσας µόνο, και συνεπώς 
εφαρµόζονται σε περιπτώσεις, όπου από τον σχεδιασµό του φορέα απαιτείται απλή 
έδραση της δοκού. Όλες οι άλλες κατηγορίες αντίθετα, είναι ικανές να παραλάβουν 
ροπή, και µε εξαίρεση τις συγκολλητές συνδέσεις, συνιστούν το κύριο αντικείµενο 
έρευνας της διατριβής.  

6.2.4 Ταξινόµηση µε βάση την φόρτιση 

Στην περίπτωση κόµβων παραλαβής ροπής, εµφανίζονται οι ακόλουθες µορφές 
κυρίαρχης φόρτισης της δοκού, οι οποίες µεταβιβάζονται στον κόµβο: 

• Κόµβοι µε κυρίαρχη κάµψη της δοκού  

• Κόµβοι µε ταυτόχρονη κάµψη και αξονική δύναµη στην δοκό 

Στην πρώτη περίπτωση, η αξονική δύναµη της δοκού είναι µικρή ή ανύπαρκτη. Το 
όριο για την αξονική δύναµη που θέτει ο Ευρωκώδικας 3, ώστε η επίδραση της να 
θεωρηθεί µικρή και πρακτικά αµελητέα, ήταν αρχικά 10% (CEN 1997) της αξονικής 
αντοχής της δοκού, και στην νεότερη έκδοση αναθεωρήθηκε σε 5% (CEN 2003). Το 
όριο 5% προκύπτει πάντως από εµπειρικές παρατηρήσεις, και όχι βάσει κάποιου 
θεωρητικά θεµελιωµένου υπόβαθρου. Για περιπτώσεις µεγαλύτερης αξονικής 
δύναµης, δεν παρέχονται οδηγίες σχεδιασµού, παρά µόνο το ακόλουθο 
µακροσκοπικό και συντηρητικό κριτήριο: 

 1j j

j ,rd j ,rd

M N
M N

+ ≤  (6-1) 

όπου jM , jN  η δρώσα ροπή και αξονική στον κόµβο αντίστοιχα και j ,rdM , j ,rdN  οι 

αντοχές σχεδιασµού του κόµβου, αποκλειστικά σε ροπή και αξονική δύναµη 
αντίστοιχα. 
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Ωστόσο, µε εφαρµογή της µεθόδου των συστατικών µερών, κατάλληλα 
προσαρµοσµένης, ώστε να προσεγγίζεται η αλληλεπίδραση των επιµέρους στοιχείων 
και η κατανοµή των εσωτερικών δράσεων στον κόµβο, µπορούν να αντιµετωπισθούν 
και αυτές οι περιπτώσεις. Στην βιβλιογραφία είναι διαθέσιµες ορισµένες πρόσφατες 
δηµοσιεύσεις προς αυτήν την κατεύθυνση, όπως από τους Jaspart et al. (1999), Silva 
και Coelho (2001β), Sokol et al. (2002), Cerfontaine και Jaspart (2002 και 2005), 
Lima et al. (2004).  

Στο σχήµα 6-3 παρουσιάζεται µία συνήθης περίπτωση κόµβου δοκού-
υποστυλώµατος, όπου εµφανίζεται αλληλεπίδραση καµπτικής ροπής µε αξονική 
δύναµη στον κόµβο. Στην παρούσα διατριβή, η αλληλεπίδραση ροπής-αξονικής δεν 
αποτελεί αντικείµενο έρευνας. Ωστόσο, θα αναφερθεί η διαθέσιµη σχετική 
πειραµατική βιβλιογραφία, καθώς κρίνεται ότι το εν λόγω αντικείµενο µπορεί να 
αποτελέσει ένα άµεσο πεδίο επέκτασης της προτεινόµενης µεθοδολογίας. 

 

Σχήµα 6-3. Κόµβοι δοκού-υποστυλώµατος µε (β) ή χωρίς (α) αξονική δύναµη στην 
δοκό 

6.2.5 Ταξινόµηση µε βάση την ιστορία της φόρτισης 

Η ταξινόµηση των πειραµατικών δοκιµών κόµβων, µε βάση την ιστορία της 
φόρτισης µπορεί να γίνει στις ακόλουθες τρεις κατηγορίες: 

• Μονοτονική ψευδό-στατική φόρτιση 

• Ανακυκλιζόµενη ψευδό-στατική φόρτιση 

• Σεισµική φόρτιση 

Η περίπτωση µονοτονικής φόρτισης θεωρείται η πλέον απλή στην προετοιµασία και 
εκτέλεση. Αποτελεί συνήθη πρακτική, στο αρχικό στάδιο της πειραµατικής δοκιµής, 
η φόρτιση να επιβάλλεται µέχρι ενός επιπέδου της ελαστικής περιοχής της 
απόκρισης, και στην συνέχεια να ακολουθεί πλήρης αποφόρτιση. Με αυτόν τον 
αρχικό κύκλο εκδηλώνονται διάφορες µικρό-µετακινήσεις µεταξύ των συνδεόµενων 
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µελών, οι οποίες οφείλονται σε κατασκευαστικές ατέλειες, και η επίδραση τους στην 
συµπεριφορά του κόµβου είναι ανελαστική και σε µεγάλο βαθµό τυχηµατική. Μετά 
τον αρχικό κύκλο φόρτισης-αποφόρτισης, ακολουθεί η τελική φάση επιβολής της 
φόρτισης. Σε προκαθορισµένα χρονικά σηµεία, η διαδικασία επιβολής µπορεί να 
διακόπτεται για µερικά λεπτά, έτσι ώστε να εκδηλώνονται οι πλαστικές 
παραµορφώσεις του υλικού σε συνθήκες ηρεµίας.  

Η επόµενη περίπτωση ιστορίας φόρτισης, που εφαρµόζεται σε πειραµατικές έρευνες 
µεταλλικών κόµβων, είναι η ανακυκλιζόµενη ψευδό-στατική φόρτιση. Με αυτήν την 
καταπόνηση ελέγχεται η ικανότητα απόσβεσης ενέργειας που µπορεί να επιτύχει ο 
κόµβος. Υπάρχουν αναγνωρισµένα πρότυπα, µε τα οποία προσδιορίζεται η µορφή 
της ιστορίας της φόρτισης, έτσι ώστε τα αποτελέσµατα ανεξάρτητων ερευνητών να 
είναι περισσότερο συγκρίσιµα µεταξύ τους. Στο σχήµα 6-4 φαίνεται το πρότυπο 
φόρτισης που προτείνεται από τον ευρωπαϊκό οργανισµό ECCS (1986), και το οποίο 
υιοθετείται κατά κύριο λόγο σε πειράµατα που διεξάγονται στον ευρωπαϊκό χώρο, το 
πρότυπο ATC-24 που συστήνεται από το αµερικανικό συµβούλιο ATC (1992) και το 
πρότυπο που προτείνεται στο ερευνητικό πρόγραµµα SAC (2000).  

 

Σχήµα 6-4. Πρότυπες χρονοϊστορίες για την εκτέλεση πειραµάτων ανακυκλιζόµενης 
φόρτισης 
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Οι διαφοροποιήσεις σε κάθε πρότυπο συνίστανται στον ρυθµό αύξησης του πλάτους 
της ανακυκλιζόµενης φόρτισης και στο µέγιστο πλάτος. Η απόσβεση ενέργειας που 
επιτυγχάνει ένας κόµβος εξαρτάται από την ιστορία της φόρτισης, και συνεπώς 
διαφέρει για κάθε ένα από τα πρότυπα του σχήµατος 6-4. Άλλες παραλλαγές είναι 
επίσης πιθανό να υιοθετούνται σε πειραµατικές διαδικασίες. 

Η τελευταία περίπτωση ιστορίας φόρτισης, που απαντάται σε πειραµατικές έρευνες 
κόµβων, είναι η σεισµική φόρτιση. Αποτελεί την πλέον δύσκολη και δαπανηρή 
κατηγορία από τις τρεις που αναφέρονται στην παράγραφο αυτήν. Εκτελείται σε 
σεισµικές τράπεζες, όπου ανεγείρονται και τοποθετούνται πλήρεις πλαισιακές 
κατασκευές προς δοκιµή. Η απόκριση των κόµβων, εφόσον ενδιαφέρει, µπορεί να 
αποµονωθεί από την συνολική απόκριση του πλαισίου µε κατάλληλη εγκατάσταση 
οργάνων. Οι πειραµατικές διατάξεις αυτής της κλίµακας έχουν προφανώς ευρύτερο 
ενδιαφέρον, και δεν περιορίζονται µόνο στην διερεύνηση της συµπεριφοράς των 
κόµβων αλλά συνολικά της κατασκευής.  

Στην παρούσα διατριβή, η προτεινόµενη µεθοδολογία, για την εκτίµηση της 
συµπεριφοράς των κόµβων, εφαρµόζεται και ελέγχεται στην περίπτωση µονοτονικής 
φόρτισης. Με βάση τα συµπεράσµατα και την απόδοση των προσοµοιωµάτων, που 
προτείνονται στην διατριβή για µονοτονική φόρτιση, η επέκταση και τροποποίηση 
τους αποτελεί µία κατεύθυνση έρευνας µε µεγάλο ενδιαφέρον, η οποία θα επιδιωχθεί 
µελλοντικά. Στην βιβλιογραφική επισκόπηση που πραγµατοποιείται σε αυτό το 
κεφάλαιο, θα αναφερθούν πηγές πειραµατικών αποτελεσµάτων και για τις τρεις 
κατηγορίες ιστορίας φόρτισης. 

6.2.6 Ταξινόµηση µε βάση την θέση 

Με κριτήριο την θέση, διακρίνονται δύο κατηγορίες κόµβων δοκού-υποστυλώµατος: 

• Εξωτερικοί κόµβοι 

• Εσωτερικοί κόµβοι 

Στην πρώτη κατηγορία αντιστοιχούν κόµβοι εξωτερικών υποστυλωµάτων, όπου 
πραγµατοποιείται σύνδεση δοκού µόνο από την µία πλευρά του υποστυλώµατος. 
Αντίθετα, στην δεύτερη κατηγορία αντιστοιχούν κόµβοι εσωτερικών 
υποστυλωµάτων, µε συνδεόµενες δοκούς και στις δύο πλευρές. Σε αυτήν την 
περίπτωση, υπάρχει η δυνατότητα συµµετρικής ή αντισυµµετρικής φόρτισης των 
δύο εκατέρωθεν κόµβων. Στο σχήµα 6-5 παρουσιάζεται από µία περίπτωση 
εξωτερικού και εσωτερικού κόµβου. Στην παρούσα διατριβή ενδιαφέρουν και οι δύο 
περιπτώσεις.  
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Σχήµα 6-5. ∆ιάταξη εξωτερικού κόµβου (α) και εσωτερικού κόµβου (β) 

6.2.7 Ταξινόµηση µε βάση τον άξονα 

Στους κόµβους δοκού-υποστυλώµατος, µε διατοµές συνδεόµενων µελών µορφής 
διπλού ταυ, διακρίνονται οι ακόλουθες δύο κατηγορίες, σε σχέση µε τον άξονα 
σύνδεσης της δοκού στο υποστύλωµα: 

• Κόµβοι µε σύνδεση δοκού στον κύριο άξονα του υποστυλώµατος 

• Κόµβοι µε σύνδεση δοκού στον ασθενή άξονα του υποστυλώµατος 

Στο σχήµα 6-6 που ακολουθεί, φαίνονται οι δύο διαφορετικές περιπτώσεις διάταξης 
του κόµβου, σε σχέση µε τον άξονα του υποστυλώµατος. Στην διατριβή ενδιαφέρει η 
περίπτωση κόµβων στον κύριο άξονα. 

 

Σχήµα 6-6. Κόµβοι δοκού-υποστυλώµατος στον ισχυρό (α) και ασθενή (β) άξονα  

6.2.8 Καταγραφή πειραµατικής βιβλιογραφίας 

Με γνώµονα τις κατηγορίες κόµβων, όπως διαµορφώνονται µε τα κριτήρια 
ταξινόµησης που αναφέρθηκαν στις προηγούµενες παραγράφους, θα επιχειρηθεί 
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στην συνέχεια µια καταγραφή της διαθέσιµης πειραµατικής βιβλιογραφίας, η οποία 
συγκεντρώθηκε σταδιακά, σε όλα τα στάδια συγγραφής της διατριβής. Εξαιτίας του 
µεγάλου πλήθους πειραµατικών δηµοσιεύσεων στον συγκεκριµένο τοµέα, αρκετές 
προσπάθειες συγκέντρωσης και καταγραφής των διαθέσιµων πειραµατικών 
δεδοµένων έχουν πραγµατοποιηθεί στο παρελθόν. 

Οι Jones et al. (1980) συγκέντρωσαν 255 πειραµατικά αποτελέσµατα δοκιµών 
κόµβων, που πραγµατοποιήθηκαν από το 1934 ως το 1977 σε Ευρώπη και Αµερική. 
Περιλαµβάνονται µορφολογίες συνδέσεων µε γωνιακά κορµού, µονά και διπλά, µε 
µετωπικές πλάκες κορµού, µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος, µε γωνιακά άνω και 
κάτω πέλµατος και γωνιακά κορµού, µε µετωπική πλάκα, µε βραχέα ταυ, καθώς και 
συγκολλητοί κόµβοι. Επίσης περιλαµβάνονται κόµβοι στον ασθενή άξονα, καθώς 
και ορισµένες δοκιµές κόµβων δοκού-δοκού. Οι παλαιότερες πειραµατικές δοκιµές 
που αναφέρονται, αφορούν κυρίως ηλωτές συνδέσεις, και εποµένως η χρησιµότητα 
τους σε σύγχρονες εφαρµογές είναι περιορισµένη.  

Ο Goverdhan (1983) συγκέντρωσε 230 πειραµατικά αποτελέσµατα, τα οποία 
πραγµατοποιήθηκαν στις ΗΠΑ από το 1950 ως το 1983. Περιλαµβάνονται συνδέσεις 
µε µετωπική πλάκα, µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος, µε γωνιακά άνω και κάτω 
πέλµατος και γωνιακά κορµού, µε µετωπική πλάκα κορµού, και µε µονά και διπλά 
γωνιακά κορµού. Πέραν της συλλογής των πειραµατικών πηγών, δηµιουργήθηκε 
επιπλέον και ηλεκτρονική βάση δεδοµένων, όπου για κάθε πειραµατική δοκιµή 
αποθηκεύτηκαν συγκεντρωµένα τα δεδοµένα της δοκιµής, όπως γεωµετρικές 
ιδιότητες, ιδιότητες υλικών κλπ., τα αποτελέσµατα της, σε ψηφιακή µορφή, καθώς 
και άλλες χρήσιµες πληροφορίες. Επίσης, συµπεριληφθήκαν αναλυτικές εκφράσεις 
για την προσέγγιση των αποτελεσµάτων. 

Στον ευρωπαϊκό χώρο, ο Nethercot (1985), συγκέντρωσε και καταχώρησε σε 
ηλεκτρονική βάση δεδοµένων περισσότερες από 700 µεµονωµένες πειραµατικές 
δοκιµές, προερχόµενες από 70 και πλέον βιβλιογραφικές πηγές. Στην βάση 
δεδοµένων καταχωρήθηκαν µορφολογίες συνδέσεων µε µετωπική πλάκα, 
εκτεταµένη και ισόσταθµη, µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος, µε γωνιακά άνω και 
κάτω πέλµατος και γωνιακά κορµού, µε µετωπική πλάκα κορµού, µε µονά και διπλά 
γωνιακά κορµού, µε βραχέα ταυ και µε βραχέα ταυ µε γωνιακά κορµού. 

Οι Kishi και Chen (1986 και 1986β) επέκτειναν την βάση δεδοµένων του Goverdhan 
(1983), ενσωµατώνοντας συνολικά 303 µεµονωµένες πειραµατικές δοκιµές, που 
πραγµατοποιήθηκαν σε όλο τον κόσµο από το 1936 ως το 1986. Η νέα βάση 
ονοµάστηκε SCDB ή Steel Connection Data Bank, και συµπεριλήφθηκαν σε αυτήν 
µορφολογίες συνδέσεων µε µετωπική πλάκα, προεκτεινόµενη και ισόσταθµη, µε 
γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος, µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος και γωνιακά 
κορµού, µε µετωπική πλάκα κορµού, και µε µονά και διπλά γωνιακά κορµού. Στην 
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ηλεκτρονική βάση δεδοµένων που δηµιουργήθηκε, συµπεριλήφθηκαν και 
αναλυτικές µέθοδοι προσέγγισης των πειραµατικών καµπυλών.  

Οι Abdalla και Chen (1995) προσθέσανε επιπλέον 46 µεµονωµένα πειραµατικά 
αποτελέσµατα στην βάση SCDB των Kishi και Chen (1986 και 1986β), τα οποία 
πραγµατοποιήθηκαν από το 1981 ως το 1990.  

Ο Weynand (1992) δηµιούργησε µια ευρωπαϊκή ηλεκτρονική βάση δεδοµένων 
πειραµατικών δοκιµών µε την ονοµασία SERICON. Στην βάση συµπεριληφθήκαν, 
µαζί µε µεταγενέστερες προσθήκες, 400 µεµονωµένες πειραµατικές δοκιµές, που 
πραγµατοποιήθηκαν σε ευρωπαϊκά εργαστήρια από το 1980 ως το 1994. Στις 
µορφολογίες που συµπεριλήφθηκαν, ανήκουν συνδέσεις µε προεκτεινόµενη 
µετωπική πλάκα, µε ισόσταθµη µετωπική πλάκα, συγκολλητές, µε γωνιακά άνω και 
κάτω πέλµατος, µε διπλά γωνιακά κορµού, µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος ή 
µόνο κάτω πέλµατος και µονό γωνιακό κορµού, καθώς και σύµµικτες συνδέσεις .  

Στην συνέχεια, παρουσιάζονται οι πηγές πειραµατικής βιβλιογραφίας, που 
συγκεντρώθηκαν στα πλαίσια βιβλιογραφικής έρευνας, και αξιολογήθηκαν κατά την 
σύνταξη της παρούσας διατριβής. Συνολικά συγκεντρώθηκαν 33 πηγές, στις οποίες 
αναφέρονται 302 µεµονωµένες δοκιµές. Στην έρευνα περιλαµβάνονται µόνο κόµβοι 
χάλυβα, δοκού-υποστυλώµατος και δοκού-δοκού, διατοµής διπλού ταυ.  

Στον πίνακα 6-1 παρουσιάζονται σε αλφαβητική σειρά οι βιβλιογραφικές πηγές. Για 
κάθε µία αναφέρεται ο αριθµός των δοκιµών που πραγµατοποιήθηκαν, οι 
µορφολογίες των συνδέσεων, το είδος της φόρτισης και η ιστορία της, ο άξονας και 
η θέση του υποστυλώµατος, καθώς και τυχόν παρατηρήσεις. Οι µορφολογίες 
συνδέσεων που εµφανίζονται, και οι συµβολισµοί που χρησιµοποιούνται για την 
κάθε µία, παρατίθενται στον πίνακα 6-2. Στο σηµείο αυτό πρέπει να αναφερθεί ότι, ο 
αντικειµενικός σκοπός της επιχειρούµενης βιβλιογραφικής έρευνας είναι η επιλογή 
κατάλληλων πειραµατικών δεδοµένων, προς αξιολόγηση των µηχανικών 
προσοµοιωµάτων, που προτείνονται στην διατριβή για την εκτίµηση της καµπύλης 
ροπής-στροφής, και όχι η συστηµατική καταγραφή της πειραµατικής έρευνας στον 
τοµέα των κόµβων. Εποµένως, στον πίνακα 6-1 αναφέρονται µόνο οι πηγές που 
κατορθώθηκε να συλλεχθούν κατά την διάρκεια της διατριβής, είναι δηµοσιευµένες 
και άµεσα διαθέσιµες, και δεν µπορεί να χαρακτηρισθεί ότι αποτελούν πλήρη και 
εξαντλητική καταγραφή. Επίσης, για τον ίδιο λόγο, για πειραµατικές εργασίες που 
δηµοσιεύονται σε πολλαπλές βιβλιογραφικές πηγές, στον πίνακα 6-1 αναφέρεται η 
πλέον άµεσα προσβάσιµη, και όχι απαραίτητα η αρχαιότερη. Ως σχόλιο στην 
τελευταία στήλη του πίνακα 6-1, µπορεί να αναφέρονται και άλλες πηγές, από τους 
ίδιους ή και άλλους ερευνητές, εφόσον σε αυτές περιέχονται πρόσθετες 
πληροφορίες. Το χρονολογικό εύρος των βιβλιογραφικών πηγών στον πίνακα 6-1 
εκτείνεται µεταξύ 1986 και 2004, εκτός από δύο πηγές, που τοποθετούνται στο 1976 
και 1977. 
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Πίνακας 6-1. Πηγές πειραµατικής βιβλιογραφίας 

Φόρτιση 

α/α Συγγραφέας Αριθµός 
δοκιµών 

Μορφολογία 
συνδέσεων 

Είδος Ιστορία

Αξονας 
Υπ/τος 

Θέση 
Υπ/τος Σχόλια 

1 Abolmaali et al. 
(2003) 20 DWA M C K 1 

Συγκόλληση των 
γωνιακών στον κορµό 
της δοκού σε 8 δοκιµές. 

2 Adey et al. 
(1998) 8 EEP M C K 1  

3 Agerskov 
(1976) 15 EEP M M K 2 

∆οκού-δοκού. 
Σειρές κοχλίωσης µε 4 
κοχλίες σε 7 δοκιµές. 

4 Aggarwal 
(1994) 

4 
4 
4 

EEP 
EEP 
FEP 

M M K 
1 
2 
1 

 

5 Aribert et al. 
(2004) 

3 
1 

FEP 
HP M M K 

K 
2 
2  

6 Azizinamini et 
al. (1987) 

18 
34 TSA&DWA M M 

C K 2 

Kishi et al. (2001) 
Citipitioglu et al. (2002) 
Azizinamini και 
Radziminski (1989). 

7 Bernuzzi et al. 
(1996) 

3 
1 
6 
1 
5 

EEP 
FEP 
FEP 
TSA 
TSA 

M 

C 
M 
C 
M 
C 

K 1  

8 Bose et al. 
(1997) 6 FEP M M K 2  

9 Bose (1998) 3 
4 

FEP 
EEP M M K 2  

10 
Broderick και 
Thomson 
(2002) 

6 
2 

FEP 
FEP M C 

M K 1  

11 Buri και Jaspart 
(1997β) 2 EEP M M K 1 Buri και Jaspart (1998) 

12 Calado et al. 
(2000) 3 TSA&DWA M C K 1  

13 Coelho et al. 
(2004β) 8 EEP M M K 1 Coelho (2004) 

Υπόµνηµα 

Μορφολογία σύνδεσης: βλέπε πίνακα 6-2 

Είδος φόρτισης:  Μ = κυρίαρχη κάµψη, Μ/Ν = αλληλεπίδραση κάµψης-αξονικής 

Ιστορία φόρτισης:  Μ = µονοτονική, C = ανακυκλιζόµενη, S = σεισµική 

Άξονας υποστυλώµατος:  Κ = κύριος, ∆ = δευτερεύων 

Θέση υποστυλώµατος: 1 = εξωτερικό (µονόπλευρος κόµβος), 2 = εσωτερικό (αµφίπλευρος κόµβος) 
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Πίνακας 6-1. (συνέχεια) 

Φόρτιση 

α/α Συγγραφέας Αριθµός 
δοκιµών 

Μορφολογία 
συνδέσεων 

Είδος Ιστορία

Αξονας 
Υπ/τος 

Θέση 
Υπ/τος Σχόλια 

14 Davison et al. 
(1987) 

4 
3 
1 
1 
1 
1 
2 
1 
2 
1 

DWA 
DWA 
TSA 
TSA 

DWA&SA 
DWA&SA 

FEP 
FEP 
EEP 
HP 

M M 

∆ 
Κ 
∆ 
Κ 
∆ 
Κ 
∆ 
Κ 
Κ 
∆ 

2  

15 Davison et al. 
(1987β) 

1 
1 
2 
2 
2 

DWA 
TSA 
FEP 
EEP 
EEP 

M M 

K 
K 
∆ 
Κ 
∆ 

2 ∆ιερεύνηση γεωµετρικών 
ατελειών. 

16 Dubina et al. 
(2000) 

8 
2 EEP M C 

M K 2 

Συγκολλητά µέλη στις 2 
µονοτονικές δοκιµές και 
σε 4 ανακυκλιζόµενες.  
Dubina et al. (2001) - 4 
δοκιµές. 

17 Elnashai et al. 
(1998) 

4 
1 
1 

TSA&DWA M/N 
C 
M 
S 

K 1 
Πλήρες πλαίσιο. 
Elnashai και Elghazouli 
(1994) - 5 δοκιµές. 

18 Grogan και 
Surtees (1999) 17 EEP M M K 2 

∆ιερεύνηση ενίσχυσης 
πέλµατος υπ/τος. 
∆οκός διατοµής Τ σε 15 
δοκιµές. 

19 Hong et al. 
(2002) 4 DWA M M K 1  

20 Ivanyi (2000) 4 FEP M/N C K 1 και 2 Πλήρες πλαίσιο. 

21 Komuro et al. 
(2004) 

2 
1 

TSA&DWA
TSA M M K 1  

22 Korol et al. 
(1990) 7 EEP M C K 1 

Ενισχύσεις σε κορµό 
υποστυλώµατος και σε 
µετωπική πλάκα. 
Ghobarah et al. (1990) - 
5 δοκιµές 

Υπόµνηµα 

Μορφολογία σύνδεσης: βλέπε πίνακα 6-2 

Είδος φόρτισης:  Μ = κυρίαρχη κάµψη, Μ/Ν = αλληλεπίδραση κάµψης-αξονικής 

Ιστορία φόρτισης:  Μ = µονοτονική, C = ανακυκλιζόµενη, S = σεισµική 

Άξονας υποστυλώµατος:  Κ = κύριος, ∆ = δευτερεύων 

Θέση υποστυλώµατος: 1 = εξωτερικό (µονόπλευρος κόµβος), 2 = εσωτερικό (αµφίπλευρος κόµβος) 
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Πίνακας 6-1. (συνέχεια) 

Φόρτιση 

α/α Συγγραφέας Αριθµός 
δοκιµών 

Μορφολογία 
συνδέσεων 

Είδος Ιστορία

Αξονας 
Υπ/τος 

Θέση 
Υπ/τος Σχόλια 

23 Kukreti et al. 
(1987) 8 FEP M M K 1 Abolmaali et al. (2005). 

24 
Kukreti και 
Abolmaali 
(1999) 

12 TSA M C K 1  

25 Lima et al. 
(2004) 

6 
1 EEP M/N 

M M K 1 
1  

26 Masika και 
Dunai (1995) 2 EEP M/N Μ K 1 

Πλήρες πλαίσιο. 
27 δοκιµές στην 
ελαστική περιοχή. 

27 Moore και Sims 
(1986) 4 EEP M M K 2 Ενίσχυση πέλµατος 

υπ/τος σε 2 δοκιµές. 

28 Packer και 
Morris (1977) 5 EEP M M K 2  

29 
Popov και 
Takhirov 
(2002) 

2 T-Stub M C K 1 

Ελάσµατα συγκολληµένα 
στο υποστύλωµα και 
κοχλιωµένα στον κορµό 
της δοκού. 

30 Ribeiro et al. 
(1998) 12 EEP M M K 2 Συγκολλητά µέλη. 

Maggi et al. (2005). 

31 Sumner et al. 
(2000) 6 EEP M C Κ 1 

Ενίσχυση µετωπικής 
πλάκας σε 4 δοκιµές. 
Sumner και Murray 
(2002) 

32 Wald και Svarc 
(2001) 

3 
2 

FEP 
EEP M/N M K 1 Οι 3 δοκιµές FEP είναι 

δοκού-δοκού. 

33 Yorgun (2001) 2 EEP M C K 1 

∆ιάκενο µεταξύ 
µετωπικής πλάκας και 
υποστυλώµατος σε µία 
δοκιµή. 

Υπόµνηµα 

Μορφολογία σύνδεσης: βλέπε πίνακα 6-2 

Είδος φόρτισης:  Μ = κυρίαρχη κάµψη, Μ/Ν = αλληλεπίδραση κάµψης-αξονικής 

Ιστορία φόρτισης:  Μ = µονοτονική, C = ανακυκλιζόµενη, S = σεισµική 

Άξονας υποστυλώµατος:  Κ = κύριος, ∆ = δευτερεύων 

Θέση υποστυλώµατος: 1 = εξωτερικό (µονόπλευρος κόµβος), 2 = εσωτερικό (αµφίπλευρος κόµβος) 
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Πίνακας 6-2. Μορφολογίες συνδέσεων και οι συµβολισµοί τους  

Μορφολογία σύνδεσης Συµβολισµός 

Προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα  
Extended end plate 

EEP 

Ισόσταθµη µετωπική πλάκα  
Flush end plate 

FEP 

Γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος 
Top/Seat angles 

TSA 

∆ιπλό γωνιακό κορµού  
Double web angle 

DWA 

Γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος και διπλό γωνιακό κορµού  
Top/Seat angles and double web angle 

TSA&DWA 

∆ιπλό γωνιακό κορµού και γωνιακό κάτω πέλµατος 
Double web angle and seat angle 

DWA&SA 

Μετωπική πλάκα κορµού 
Header plate 

HP 

Βραχέα ταυ  
T-Stub 

T-Stub 

6.3 Επιλογή πειραµατικών δεδοµένων 

Οι πειραµατικές δηµοσιεύσεις, που συγκεντρώθηκαν και αναφέρθηκαν στον πίνακα 
6-1 της προηγούµενης παραγράφου, επιτρέπουν την ευχερή επιλογή των 
κατάλληλων δεδοµένων για την αξιολόγηση των µηχανικών προσοµοιωµάτων 
κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, που προτείνονται στην διατριβή. Για τον σκοπό 
αυτόν, είναι επιθυµητή η εξέταση εναλλακτικών µορφολογιών σύνδεσης, ώστε να 
διερευνηθεί η ευρύτητα του πεδίου εφαρµογής των προτεινόµενων µεθόδων 
εκτίµησης της καµπύλης ροπής-στροφής, και να αποκαλυφθούν οι ιδιαιτερότητες 
των µηχανικών προσοµοιωµάτων σε κάθε περίπτωση.  

Από την διαδικασία επιλογής αποκλείονται τα πειραµατικά δεδοµένα που αφορούν 
δοκιµές ανακυκλιζόµενης και σεισµικής φόρτισης, καθώς και οι δοκιµές µε 
αλληλεπίδραση κάµψης-αξονικής, δεδοµένου ότι η εξέταση αυτών των φαινοµένων 
δεν αποτελεί αντικείµενο της παρούσας διατριβής, αλλά πιθανής µελλοντικής 
έρευνας. Από τα υπόλοιπα πειραµατικά δεδοµένα, είναι απαραίτητη µια διαδικασία 
επιλογής των πλέον πρόσφορων, µε τα οποία εξασφαλίζεται η αξιοπιστία της 
σύγκρισης µε τα µηχανικά προσοµοιώµατα. Τα κριτήρια, τα οποία είναι επιθυµητό 
να πληρούν τα πειραµατικά δεδοµένα, συνοψίζονται στις ακόλουθες βασικές αρχές:  
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• Πληρότητα ιδιοτήτων υλικών 

• Πληρότητα γεωµετρικών ιδιοτήτων και πειραµατικής διάταξης 

• Πληρότητα αποτελεσµάτων 

Σε ότι αφορά τις ιδιότητες υλικών, είναι επιθυµητό να παρέχονται οι νόµοι τάσεων-
ανηγµένων παραµορφώσεων, από δοκιµές µονοαξονικού εφελκυσµού, για όλα τα 
µέλη της σύνδεσης και για τους κοχλίες. Συχνά, στην πειραµατική βιβλιογραφία, δεν 
είναι διαθέσιµες οι σχετικές πληροφορίες για όλα τα υλικά, αλλά αντίθετα για 
κάποια από αυτά µπορεί να αναφέρονται οι ονοµαστικές τους τιµές. Επίσης, πολλές 
φορές αναφέρονται ελλιπείς πληροφορίες για ορισµένα υλικά (για παράδειγµα µόνο 
όριο θραύσης ή όριο διαρροής), καθώς οι υπόλοιπες ιδιότητες είναι πιθανό να µην 
είναι συναφείς µε το αντικείµενο της ερευνητικής εργασίας, στα πλαίσια της οποίας 
διενεργούνται οι πειραµατικές δοκιµές. Επειδή στο επαυξητικό προσοµοίωµα 
βραχέος ταυ, το οποίο ενσωµατώνεται στα µηχανικά προσοµοιώµατα που 
προτείνονται στην διατριβή, λαµβάνεται υπόψη η µη γραµµικότητα των υλικών, και 
προσοµοιώνεται η συµπεριφορά τους µετά την διαρροή και µέχρι την θραύση, είναι 
χρήσιµο οι νόµοι υλικών να παρέχονται µέσω γραφικής παράστασης, µέχρι την 
θραύση ή εναλλακτικά να είναι δυνατή η αναδηµιουργία µιας διγραµµικής σχέσης 
τάσεων-ανηγµένων παραµορφώσεων, παρέχοντας τις τιµές των τεσσάρων 
χαρακτηριστικών µεγεθών αυτής: του µέτρου ελαστικότητας, του ορίου διαρροής, 
του ορίου θραύσης και της παραµόρφωσης θραύσης. Η θραύση µπορεί να ορίζεται 
συµβατικά, και να αντιστοιχεί στην κατάσταση µέγιστου φορτίου ή να 
ανταποκρίνεται στην πραγµατική θραύση του υλικού, που αντιστοιχεί στην µέγιστη 
πραγµατική τάση. Η πληροφορία αυτή όµως, κατά κανόνα δεν αναφέρεται στις 
δηµοσιεύσεις πειραµατικών δοκιµών, και υπονοείται συµβατική θραύση. Ωστόσο, 
όπως φάνηκε κατά την αξιολόγηση του επαυξητικού προσοµοιώµατος βραχέος ταυ, 
η µορφή του πλαστικού κλάδου του υλικού, µέχρι και την πραγµατική θραύση, 
µπορεί να αποτελέσει καθοριστική παράµετρο για την εκτίµηση της µη γραµµικής 
απόκρισης. 

Επόµενο κριτήριο για την επιλογή µεταξύ των διαθέσιµων πειραµατικών δοκιµών, 
αποτελεί η πληρότητα στην περιγραφή των γεωµετρικών παραµέτρων και της 
πειραµατικής διάταξης. Κατά κανόνα, οι συγκεκριµένες πληροφορίες περιγράφονται 
επαρκώς σε κάθε πειραµατική δηµοσίευση. Λόγω όµως, της αυξηµένης 
πολυπλοκότητας και του µεγάλου αριθµού ανεξάρτητων παραµέτρων, που ορίζουν 
την γεωµετρία των κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, σε πολλές περιπτώσεις 
ορισµένες από αυτές τις παραµέτρους παραλείπονται. Παραδείγµατα παραµέτρων 
που συνήθως παραλείπονται, αποτελούν µεταξύ άλλων τα πάχη των συγκολλήσεων 
και οι διαστάσεις των οπών και των δακτυλίων. Επιπλέον, οι γεωµετρικές 
παράµετροι, όπου δηµοσιεύονται, κατά κανόνα, αφορούν ονοµαστικές διαστάσεις 
πρότυπων διατοµών και κοχλιών, και σε λίγες περιπτώσεις παρέχονται επιτόπου 
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µετρήσεις γεωµετρίας. Η διαφορά της µετρούµενης από την ονοµαστική διάσταση 
µπορεί να είναι σηµαντική, και συνεπώς είναι προτιµότερο να αναφέρονται οι 
ακριβείς επιτόπου µετρήσεις. Η συνολική πειραµατική διάταξη, µαζί µε τον τρόπο 
εγκατάστασης των οργάνων, είναι επίσης ουσιαστικός παράγοντας, που πρέπει να 
τεκµηριώνεται επαρκώς σε µία πειραµατική δηµοσίευση, καθώς καθορίζει την 
καταπόνηση του κόµβου, και αποκαλύπτει την αξιοπιστία και ποιότητα της κάθε 
πειραµατικής δοκιµής. 

Σε ότι αφορά την πληρότητα των αποτελεσµάτων, είναι απαραίτητο να δηµοσιεύεται 
η πλήρης καµπύλη ροπής-στροφής του κόµβου. Σε ορισµένες περιπτώσεις ωστόσο, 
αναφέρονται µόνο ορισµένα χαρακτηριστικά γνωρίσµατα της καµπύλης, όπως η 
αρχική δυσκαµψία ή η αντοχή. Αυτές οι πειραµατικές δοκιµές δεν µπορούν να 
αξιοποιηθούν για την αξιολόγηση των προτεινόµενων µηχανικών προσοµοιωµάτων 
και αποκλείονται. Επίσης, είναι χρήσιµο να περιγράφεται η αιτία αστοχίας του 
κόµβου, καθώς και ο τρόπος υπολογισµού των µεγεθών της ροπής και της στροφής 
από τις µετρήσεις των οργάνων. 

Με γνώµονα τις ανωτέρω απαιτήσεις, έγινε η επιλογή τριών πειραµατικών 
δηµοσιεύσεων, για την αξιολόγηση των µηχανικών προσοµοιωµάτων κόµβων 
δοκού-υποστυλώµατος που προτείνονται στην διατριβή. Πρόκειται για τις 18 
δοκιµές µονοτονικής φόρτιση των Azizinamini et al. (1987), που αφορούν συνδέσεις 
µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος και διπλό γωνιακό κορµού, τις 8 δοκιµές των 
Coelho et al. (2004β), που αφορούν συνδέσεις µε προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα, 
και τις 2 δοκιµές των Bursi και Jaspart (1997β), που αφορούν επίσης συνδέσεις µε 
προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα. Στις επόµενες παραγράφους περιγράφονται µε 
περισσότερη λεπτοµέρεια οι εν λόγω πειραµατικές δοκιµές.  

6.3.1 Azizinamini et al. (1987) 

Ο Azizinamini (1985) πραγµατοποίησε µια σειρά πειραµατικών δοκιµών 
αµφίπλευρων κόµβων, µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος και διπλό γωνιακό 
κορµού, υπό µονοτονική και ανακυκλιζόµενη φόρτιση, στα πλαίσια εκπόνησης της 
διδακτορικής διατριβής του. Η αρχική αυτή δηµοσίευση δεν είναι διαθέσιµη. 
Αργότερα ωστόσο, πραγµατοποιηθήκαν δύο δηµοσιεύσεις σε περιοδικά 
(Azizinamini et al. 1987, Azizinamini και Radziminski 1989), στις οποίες 
περιγράφονται οι συγκεκριµένες πειραµατικές δοκιµές. Επιπλέον, οι Kishi et al. 
(2001) σε µία ανεξάρτητη ερευνητική εργασία, εκτέλεσαν προσοµοιώσεις όλων των 
µονοτονικών δοκιµών της αρχικής δηµοσίευσης, χρησιµοποιώντας τρισδιάστατα 
πεπερασµένα στοιχεία. Προσοµοιώσεις µε τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία των 
µονοτονικών πειραµατικών δοκιµών πραγµατοποίησαν και οι Citipitioglu et al. 
(2002), διενεργώντας παράλληλα και παραµετρικές διερευνήσεις των επιλογών 
προσοµοίωσης. Τα αποτελέσµατα αυτών των προσοµοιώσεων µπορούν να 
αξιοποιηθούν για την αξιολόγηση µηχανικών προσοµοιωµάτων, καθώς αντιστοιχούν 
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στην εξιδανικευµένη συµπεριφορά του κόµβου, χωρίς τις ατέλειες της πραγµατικής 
πειραµατικής διάταξης, οι οποίες γενικά επιδρούν µε απρόβλεπτο τρόπο στην 
απόκριση. Παράλληλα, οι αναλύσεις µε πεπερασµένα στοιχεία αποτελούν και ένα 
µέτρο της ακρίβειας, που µπορεί να επιτευχθεί µε συνήθη υπολογιστικά µέσα.  

Η πειραµατική διάταξη που χρησιµοποιήθηκε φαίνεται στο σχήµα 6-7, και 
αποτελείται από ένα ισχυρό βραχύ υποστύλωµα στο κέντρο, και δύο όµοιες δοκούς 
που συνδέονται στα πέλµατα του υποστυλώµατος µέσω τεσσάρων γωνιακών: από 
ένα στο κάθε πέλµα της δοκού και δύο στον κορµό της. Οι δύο εκατέρωθεν 
συνδέσεις είναι όµοιες σε κάθε δοκιµή. Επίσης, σε κάθε σύνδεση τα δύο γωνιακά 
των πελµάτων είναι ίδια, ενώ τα γωνιακά του κορµού τοποθετούνται κεντροβαρικά 
στον διαµήκη άξονα της δοκού. Το αποµακρυσµένο άκρο κάθε δοκού στηρίζεται µε 
άρθρωση σε βοηθητική κατασκευή. Επιπλέον, η εκτροπή του υποστυλώµατος από 
τον κατακόρυφο άξονα κίνησης παρεµποδίζεται µέσω πλευρικών οδηγών, όπως 
φαίνεται στο σχήµα 6-7. Η φόρτιση ασκείται αξονικά στο υποστύλωµα, 
επιβάλλοντας έλεγχο των µετακινήσεων.  

 

Σχήµα 6-7. Σχηµατική πειραµατική διάταξη των δοκιµών των Azizinamini et al. 
(1987) 

Συνολικά εκτελέστηκαν 18 µονοτονικές δοκιµές, σε δύο σειρές, χρησιµοποιώντας 
διαφορετικές δοκούς και υποστύλωµα σε κάθε σειρά. Στην πρώτη διενεργήθηκαν 10 
δοκιµές, χρησιµοποιώντας δοκό διατοµής W8-21 (προδιαγραφών AISC) και 
υποστύλωµα W12-58, ενώ στην δεύτερη πραγµατοποιήθηκαν 8 δοκιµές, µε δοκό 
διατοµής W14-38 και υποστύλωµα W12-96. Εκτός της διατοµής της δοκού, άλλες 
γεωµετρικές παράµετροι που αποτέλεσαν αντικείµενο έρευνας στις πειραµατικές 
δοκιµές, είναι τα γωνιακά πέλµατος, τα γωνιακά κορµού, η θέση των κοχλιών στα 
γωνιακά πέλµατος και η διάµετρος των κοχλιών. Οι κατηγορίες κοχλιών που 
χρησιµοποιήθηκαν είναι ¾ και ⅞ (διάµετρος κορµού 19mm και 22mm αντίστοιχα). 
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Σε κάθε δοκιµή εφαρµόστηκε καθολικά µία από τις δύο κατηγορίες. Επίσης, 
εφαρµόσθηκε προένταση ίση µε το 70% του φορτίου διαρροής. Στο σχήµα 6-8 
φαίνονται οι λεπτοµέρειες των συνδέσεων για τις δύο σειρές δοκιµών, όπως 
περιγράφονται στην πρωτότυπη δηµοσίευση (Azizinamini et al. 1987). Οι διαστάσεις 
δίνονται σε mm, εκτός από τις ονοµασίες των διατοµών, οι οποίες προέρχονται από 
τις προδιαγραφές AISC, και αντιστοιχούν σε ίντσες. 

 

Σχήµα 6-8. Σχηµατική πειραµατική διάταξη από Azizinamini et al. (1987) 

Στον πίνακα 6-3, παρουσιάζονται οι γεωµετρικές ιδιότητες των 18 πειραµατικών 
δοκιµών. ∆οκιµή 14S7 δεν αναφέρεται στις πρωτότυπες δηµοσιεύσεις. Επίσης, οι 
δοκιµές 14S6 και 14S9 φαίνεται ότι διαθέτουν την ίδια γεωµετρική διαµόρφωση. Τα 
µήκη g και p φαίνονται στο σχήµα 6-8. Το µήκος των γωνιακών αντιστοιχεί στην 
εγκάρσια διεύθυνση της διατοµής τους. 
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Πίνακας 6-3. Γεωµετρικές ιδιότητες πειραµατικών δοκιµών  

Γωνιακά πελµάτων Γωνιακά κορµού 
∆ιατοµή 
δοκού 

Κατηγ. 
κοχλία 

Σειρά Μήκος g p Σειρά Μήκος 

Π
ει
ρα

µα
τι
κή

 
δο
κι

µή
 

(AISC)1 (AISC)1 (AISC)1 (mm) (mm) (mm) (AISC)1 (mm) 

8S1 W8x21 3/4 L6 x 3 1/2 x 5/16 152.4 50.8 88.9 L 4 x 3 1/2 x 1/4 139.7 

8S2 W8x21 3/4 L6 x 3 1/2 x 3/8 152.4 50.8 88.9 L 4 x 3 1/2 x 1/4 139.7 

8S3 W8x21 3/4 L6 x 3 1/2 x 5/16 203.2 50.8 88.9 L 4 x 3 1/2 x 1/4 139.7 

8S4 W8x21 3/4 L6 x 6 x 3/8 152.4 114.3 88.9 L 4 x 3 1/2 x 1/4 139.7 

8S5 W8x21 3/4 L6 x 4 x 3/8 203.2 63.5 139.7 L 4 x 3 1/2 x 1/4 139.7 

8S6 W8x21 3/4 L6 x 4 x 5/16 152.4 63.5 88.9 L 4 x 3 1/2 x 1/4 139.7 

8S7 W8x21 3/4 L6 x 4 x 3/8 152.4 63.5 88.9 L 4 x 3 1/2 x 1/4 139.7 

8S8 W8x21 7/8 L6 x 3 1/2 x 5/16 152.4 50.8 88.9 L 4 x 3 1/2 x 1/4 139.7 

8S9 W8x21 7/8 L6 x 3 1/2 x 3/8 152.4 50.8 88.9 L 4 x 3 1/2 x 1/4 139.7 

8S10 W8x21 7/8 L6 x 3 1/2 x 1/2 152.4 50.8 88.9 L 4 x 3 1/2 x 1/4 139.7 

14S1 W14x38 3/4 L 6 x 4 x 3/8 203.2 63.5 139.7 L 4 x 3 1/2 x 1/4 215.9 

14S2 W14x38 3/4 L 6 x 4 x 1/2 203.2 63.5 139.7 L 4 x 3 1/2 x 1/4 215.9 

14S3 W14x38 3/4 L 6 x 4 x 3/8 203.2 63.5 139.7 L 4 x 3 1/2 x 1/4 139.72 

14S4 W14x38 3/4 L 6 x 4 x 3/8 203.2 63.5 139.7 L 4 x 3 1/2 x 3/8 215.9 

14S5 W14x38 7/8 L 6 x 4 x 3/8 203.2 63.5 139.7 L 4 x 3 1/2 x 1/4 215.9 

14S6 W14x38 7/8 L 6 x 4 x 1/2 203.2 63.5 139.7 L 4 x 3 1/2 x 1/4 215.9 

14S8 W14x38 7/8 L 6 x 4 x 5/8 203.2 63.5 139.7 L 4 x 3 1/2 x 1/4 215.9 

14S9 W14x38 7/8 L 6 x 4 x 1/2 203.2 63.5 139.7 L 4 x 3 1/2 x 1/4 215.9 
1  Η ονοµατολογία κατά AISC αντιστοιχεί σε ίντσες (1 inch = 25,4mm) 
2  ∆ύο κοχλίες σε απόσταση 76,2mm τοποθετηµένοι στις ανώτερες οπές του πέλµατος του 
 υποστυλώµατος 

 

Στα σχήµατα 6-9 ως 6-11, παρουσιάζονται οι γεωµετρικές ιδιότητες σε mm, των 
διατοµών διπλού ταυ των δοκών και του υποστυλώµατος, προδιαγραφών AISC, που 
χρησιµοποιούνται στις πειραµατικές δοκιµές, καθώς και των γωνιακών και των 
κοχλιών. 
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Σχήµα 6-9. Γεωµετρικές ιδιότητες διατοµών διπλού ταυ που χρησιµοποιούνται στις 
πειραµατικές δοκιµές (σε mm) 

 

Σχήµα 6-10. Γεωµετρικές ιδιότητες διατοµών γωνιακών που χρησιµοποιούνται στις 
πειραµατικές δοκιµές (σε mm) 
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Σχήµα 6-11. Γεωµετρικές ιδιότητες κοχλιών που χρησιµοποιούνται στις 
πειραµατικές δοκιµές (σύµφωνα µε προδιαγραφές από RCSC 2004, διαστάσεις σε 

mm) 

Τα υλικά που χρησιµοποιήθηκαν είναι χάλυβας ASTM Α36, για τα µέλη και τα 
γωνιακά, και ASTM Α325 για τα µέσα σύνδεσης. ∆οκιµές µονοαξονικού 
εφελκυσµού πραγµατοποιήθηκαν για τον χάλυβα Α36 των γωνιακών, αλλά τα 
αποτελέσµατα δεν αναφέρονται στις δηµοσιεύσεις των Azizinamini et al. (1987) και 
Azizinamini και Radziminski (1989). Οι Kishi et al. (2001) χρησιµοποιούν 
διγραµµικό νόµο υλικού, στις προσοµοιώσεις µε πεπερασµένα στοιχεία που 
διεξήγαγαν, µε βάση τις µέσες τιµές των αποτελεσµάτων των δοκιµών µονοαξονικού 
εφελκυσµού. Ο ίδιος νόµος υλικού εφαρµόζεται στα µέλη και στα γωνιακά. Για τους 
κοχλίες δυστυχώς δεν πραγµατοποιήθηκαν δοκιµές µονοαξονικού εφελκυσµού. Οι 
Kishi et al. (2001) χρησιµοποιούν τις χαρακτηριστικές ιδιότητες του χάλυβα ASTM 
Α325 στις προσοµοιώσεις τους. Στον πίνακα 6-4 φαίνονται οι ιδιότητες των υλικών 
που υιοθετούνται στις αναλύσεις πεπερασµένων στοιχείων των Kishi et al. (2001).  

Πίνακας 6-4. ∆εδοµένα υλικών για την παραµετρική ανάλυση 

 
ASTM A36 
(δοκιµές µε 
κοχλίες ¾) 

ASTM A36 
(δοκιµές µε 
κοχλίες ⅞) 

ASTM A325 

E  (MPa) 200 000 200 000 200 000 

yf  (ΜPa) 280,3 272,7 634,3 

uf  (ΜPa) 471,8 468,5 930,8 

uε   0,20 0,20 0,08 
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Το επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ, το οποίο ενσωµατώνεται στα µηχανικά 
προσοµοιώµατα που προτείνονται στο επόµενο κεφάλαιο, βασίζεται επίσης σε 
διγραµµικό νόµο υλικού, και εποµένως µπορούν να εφαρµοσθούν άµεσα οι τιµές του 
πίνακα 6-4, κατά την συγκριτική αξιολόγηση. Έτσι, οι παραδοχές υλικού των 
µηχανικών προσοµοιωµάτων ταυτίζονται µε εκείνες των αριθµητικών 
προσοµοιωµάτων των Kishi et al. (2001). Από τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται 
στην δηµοσίευση, η απόκριση των προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων 
προσεγγίζει ικανοποιητικά την πειραµατική συµπεριφορά, και εποµένως µπορεί να 
θεωρηθεί ότι οι νόµοι υλικού που υιοθετήθηκαν, δεν αποκλίνουν σε σηµαντικό 
βαθµό από την πραγµατικότητα. 

Στο σχήµα 6-12, παρουσιάζεται µια εικόνα του προσοµοιώµατος πεπερασµένων 
στοιχείων των Kishi et al. (2001). Οι συγγραφείς δηµιούργησαν για κάθε µία δοκιµή 
τέσσερα τρισδιάστατα προσοµοιώµατα, µε διαφοροποιηµένη πυκνότητα πλέγµατος 
και επιλογές προσοµοίωσης. Στο σχήµα 6-12 φαίνεται το πλέον σύνθετο 
προσοµοίωµα (προσοµοίωµα ΒΙ στην δηµοσίευση), στο οποίο λαµβάνονται υπόψη 
τα φαινόµενα επαφής, µεταξύ των διαφόρων στοιχείων της σύνδεσης. Λόγω της 
συµµετρίας του προβλήµατος, µόνο το ένα τέταρτο της κατασκευής προσοµοιώθηκε. 
Η πυκνότητα της διακριτοποίησης στο προσοµοίωµα κρίνεται ικανοποιητική. Με 
βάση αυτά τα δεδοµένα, κρίνεται ότι τα αποτελέσµατα του συγκεκριµένου 
προσοµοιώµατος µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την αξιολόγηση των 
προτεινόµενων µηχανικών προσοµοιωµάτων, που πραγµατοποιείται στο επόµενο 
κεφάλαιο. 

     

Σχήµα 6-12. Προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων των Kishi et al. (2001) 

Στο σχήµα 6-13 φαίνεται το προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων των Citipitioglu 
et al. (2002). Από την εικόνα είναι εµφανές ότι η διακριτοποίηση των στοιχείων 
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παρουσιάζει µεγάλη ανοµοιοµορφία στην πυκνότητα. Για τα µέλη του κόµβου 
χρησιµοποιήθηκε τριγραµµικός νόµος υλικού, ενώ για τους κοχλίες ελαστικός 
νόµος. Οι αναλύσεις εµφανίζουν µεγαλύτερη απόκλιση στην εκτίµηση της 
πειραµατικής καµπύλης ροπής-στροφής, σε σχέση µε το προσοµοίωµα των Kishi et 
al. (2001). Για αυτόν τον λόγο, τα αποτελέσµατα του συγκεκριµένου 
προσοµοιώµατος δεν χρησιµοποιούνται για την αξιολόγηση των προτεινόµενων 
µηχανικών προσοµοιωµάτων. 

 

Σχήµα 6-13. Προσοµοίωµα πεπερασµένων στοιχείων των Citipitioglu et al. (2002) 

6.3.2 Bursi και Jaspart (1997β) 

Στην δηµοσίευση των Bursi και Jaspart (1997β) αναφέρονται δύο πειραµατικές 
µονοτονικές δοκιµές συνδέσεων µε προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα. Οι δοκιµές 
αυτές αποτελούν µέρος προγενέστερης ερευνητικής εργασίας, η οποία δυστυχώς δεν 
είναι διαθέσιµη. Οι Bursi και Jaspart (1997β) δηµιούργησαν επίσης προσοµοιώµατα 
µε τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία για τις δύο πειραµατικές δοκιµές, 
διερευνώντας παράλληλα και την επίδραση διαφόρων επιλογών προσοµοίωσης, 
όπως ο τύπος στοιχείων και ο συντελεστής τριβής µεταξύ των επιφανειών. Από τους 
ίδιους συγγραφείς, πραγµατοποιήθηκε και µία δεύτερη δηµοσίευση (Bursi και 
Jaspart 1998), όπου περιγράφεται η µία από τις δύο πειραµατικές δοκιµές.  

Η πειραµατική διάταξη που χρησιµοποιήθηκε φαίνεται στο σχήµα 6-14. Πρόκειται 
για µονόπλευρη διαµόρφωση κόµβου, όπου η δοκός έχει τοποθετηθεί µε 
κατακόρυφο προσανατολισµό. Στην θέση του υποστυλώµατος έχει τοποθετηθεί 
ενισχυµένη βάση, η οποία παρέχει πρακτικά άκαµπτη έδραση στην σύνδεση. Με 
αυτήν την διάταξη το ενδιαφέρον της δοκιµής εστιάζεται στην συµπεριφορά της 
µεµονωµένης σύνδεσης µετωπικής πλάκας. Η φόρτιση ασκείται στο άκρο της δοκού.  
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Σχήµα 6-14. Πειραµατική διάταξη των δοκιµών των Bursi και Jaspart (1997β) 

Στο σχήµα 6-15 παρουσιάζονται οι γεωµετρικές ιδιότητες των δύο συνδέσεων 
προεκτεινόµενης µετωπικής πλάκας. Η δοκός είναι πρότυπης ευρωπαϊκής διατοµής 
IPE300, και συνδέεται µέσω τριών σειρών κοχλιών στο άκαµπτο υπόβαθρο. Οι 
κοχλίες είναι κατηγορίας Μ20 και προεντείνονται σε επίπεδο 40% του φορτίου 
διαρροής. Η παράµετρος που διαφοροποιείται µεταξύ των δύο συνδέσεων, ΕΡ1-1 
και ΕΡ1-5, είναι το πάχος της µετωπικής πλάκας, όπως φαίνεται στο σχήµα 6-15. 
Όλες οι άλλες γεωµετρικές ιδιότητες ταυτίζονται στις δύο δοκιµές. Σηµειώνεται ότι 
για τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά της διατοµής της δοκού, πραγµατοποιήθηκαν 
επιτόπου µετρήσεις, οι οποίες τεκµηριώνονται στην πρώτη δηµοσίευση, και θα 
χρησιµοποιηθούν κατά την αξιολόγηση των µηχανικών προσοµοιωµάτων στο 
επόµενο κεφάλαιο. 

 

Σχήµα 6-15. Γεωµετρικές ιδιότητες συνδέσεων πειραµατικών δοκιµών Bursi και 
Jaspart (1997β), (διαστάσεις σε mm) 
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Οι νόµοι υλικών των µελών της σύνδεσης προέκυψαν µε δοκιµές µονοαξονικού 
εφελκυσµού. Οι νόµοι δίνονται σε γραφική µορφή στις δύο δηµοσιεύσεις, και 
αναπαράγονται εδώ για την σύνδεση ΕΡ1-1, στο σχήµα 6-16, και για την σύνδεση 
ΕΡ1-5, στο σχήµα 6-17. Οι νόµοι στα δύο σχήµατα αντιστοιχούν σε συµβατικές 
τάσεις και ανηγµένες παραµορφώσεις. Για την δοκό πραγµατοποιήθηκαν ξεχωριστές 
δοκιµές υλικού για πέλµατα και κορµό, καθώς εξαιτίας της θερµικής κατεργασίας, οι 
ιδιότητες του υλικού στις δύο θέσεις της διατοµής διαφοροποιούνται. 
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Σχήµα 6-16. Νόµοι υλικού πειραµατικής δοκιµής ΕΡ1-1 των Bursi και Jaspart 
(1997β) 
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Σχήµα 6-17. Νόµοι υλικού πειραµατικής δοκιµής ΕΡ1-5 των Bursi και Jaspart 
(1997β) 

Όπως προαναφέρθηκε, στις δύο δηµοσιεύσεις τους οι Bursi και Jaspart (1997β, 
1998) παρουσίασαν τα αποτελέσµατα προσοµοίωσης µε τρισδιάστατα πεπερασµένα 
στοιχεία των δύο κόµβων. Στο σχήµα 6-18 φαίνονται τα προσοµοιώµατα που 
χρησιµοποιήθηκαν για την κάθε περίπτωση, στην παραµορφωµένη γεωµετρία τους, 
κατά την αστοχία. Λόγω συµµετρίας προσοµοιώθηκε µόνο το µισό τµήµα της 
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σύνδεσης. Επίσης, από τις εικόνες συµπεραίνεται ότι ένα µικρό µόνο τµήµα της 
δοκού ενσωµατώθηκε στα προσοµοιώµατα. Οι κοχλίες προσοµοιώθηκαν µε στοιχεία 
δοκού. Για την µετωπική πλάκα και την δοκό εφαρµόσθηκαν τρισδιάστατα 
οκτακοµβικά στοιχεία, µε διάφορες εναλλακτικές επιλογές προσοµοίωσης, όπως 
µειωµένη τάξη ολοκλήρωσης και µη συµβατές µορφές. Για την προσοµοίωση των 
φαινοµένων επαφής, µεταξύ µετωπικής πλάκας και υπόβαθρου, χρησιµοποιήθηκαν 
στοιχεία επαφής. Η αποτελεσµατικότητα των προσοµοιωµάτων στην εκτίµηση της 
καµπύλης ροπής-στροφής αποδεικνύεται ικανοποιητική, και συνεπώς κρίνεται ότι 
µπορούν να αξιοποιηθούν για την συγκριτική αξιολόγηση των προτεινόµενων 
µηχανικών προσοµοιωµάτων. Ειδικότερα, θα χρησιµοποιηθούν τα αποτελέσµατα 
των προσοµοιωµάτων µε τρισδιάστατα στοιχεία C3DI και συντελεστή τριβής µεταξύ 
των επιφανειών ίσο µε 0,25, τα οποία σύµφωνα µε όσα περιγράφονται στις δύο 
δηµοσιεύσεις, επέδειξαν την καλύτερη συµπεριφορά. 

  

               (α)                                                           (β) 

Σχήµα 6-18. Προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων για την δοκιµή ΕΡ1-1 (α) 
και ΕΡ1-5 (β) από Bursi και Jaspart (1997β) 

6.3.3 Coelho et al. (2004β) 

Πρόσφατα, η Coelho (2004) πραγµατοποίησε 8 πειραµατικές δοκιµές κόµβων 
δοκού-υποστυλώµατος, µε προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα, υπό µονοτονική 
φόρτιση, στα πλαίσια εκπόνησης της διδακτορικής διατριβής της. Τα αποτελέσµατα 
των δοκιµών δηµοσιεύθηκαν έπειτα σε διεθνές περιοδικό (Coelho et al. 2004β). 
Τόσο η διατριβή όσο και η δηµοσίευση είναι διαθέσιµες.  

Η πειραµατική διάταξη που χρησιµοποιήθηκε παρουσιάζεται στις φωτογραφίες του 
σχήµατος 6-19. Πρόκειται για µονόπλευρη διαµόρφωση κόµβου, µε µία δοκό, η 
οποία συνδέεται µέσω τριών σειρών κοχλίωσης σε ισχυρό υποστύλωµα, κοχλιωµένο 
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επί τοίχου αντίδρασης (reaction wall). Η φόρτιση εφαρµόζεται στο άκρο της δοκού, 
µέσω ειδικής κατασκευής και µε έλεγχο των επιβαλλόµενων µετακινήσεων. Η 
επιβολή της φόρτισης γίνεται σε δύο φάσεις. Στην πρώτη φάση επιβάλλεται φορτίο 
µέχρι η ροπή στον κόµβο να φτάσει την τιµή 2 3 j ,rdM , όπου j ,rdM  η πλαστική 

αντοχή σχεδιασµού του κόµβου, κατά τον Ευρωκώδικα 3. Στην συνέχεια, ακολουθεί 
πλήρης αποφόρτιση. Στην δεύτερη φάση επιβάλλεται φορτίο µέχρι την θραύση, µε 
ενδιάµεσες παύσεις τριών λεπτών, ώστε να εκδηλώνονται οι πλαστικές 
παραµορφώσεις υπό στατικές συνθήκες. Η πλευρική εκτροπή της δοκού 
παρεµποδίζεται µέσω πλευρικών οδηγών. 

 

Σχήµα 6-19. Πειραµατική διάταξη από Coelho et al. (2004β) 

Οι δοκιµές αφορούν 4 διαφορετικές διαµορφώσεις κόµβων. Για κάθε µία 
διαµόρφωση πραγµατοποιήθηκαν δύο δοκιµές. Οι γεωµετρικές ιδιότητες της 
πειραµατικής διάταξης παρουσιάζονται στο σχήµα 6-20. Σε όλες τις δοκιµές 
χρησιµοποιήθηκε πρότυπη διατοµή δοκού IPE300 και υποστυλώµατος HE340M. Τα 
πέλµατα της δοκού κοντά στον κόµβο ενισχύθηκαν µε συγκολλητά ελάσµατα, ώστε 
να µην αποδειχθούν κρίσιµα για την τελική αντοχή του κόµβου. Σε όλες τις δοκιµές 
χρησιµοποιήθηκαν κοχλίες Μ20, χωρίς προένταση, µε σπείρωµα σε όλο το µήκος 
του κορµού, προερχόµενοι από δύο διαφορετικές παρτίδες. Οι παράµετροι που 
διερευνηθήκαν µε τις πειραµατικές δοκιµές είναι το πάχος της µετωπικής πλάκας και 
η ποιότητα του υλικού της. Στο σχήµα 6-21 φαίνονται οι γεωµετρικές λεπτοµέρειες 
της σύνδεσης προεκτεινόµενης µετωπικής πλάκας, οι οποίες παραµένουν κοινές για 
όλες τις δοκιµές. Οι διάφορες διαστάσεις, που εµφανίζονται στα σχήµατα 6-20 και 
6-21, αντιστοιχούν στις ονοµαστικές τιµές των διαστάσεων και όχι στις πραγµατικές. 
Στις πρωτότυπες δηµοσιεύσεις, αναφέρονται για κάθε δοκιµή οι πραγµατικές τιµές, 
που προέκυψαν από επιτόπου µετρήσεις όλων των γεωµετρικών µεγεθών. Οι τιµές 
αυτές δεν επαναλαµβάνονται εδώ, χρησιµοποιούνται όµως για τις ανάγκες 
συγκριτικής αξιολόγησης των µηχανικών προσοµοιωµάτων, που πραγµατοποιείται 
στο επόµενο κεφάλαιο.  
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Σχήµα 6-20. Γεωµετρικές ιδιότητες πειραµατικής διάταξης των Coelho et al (2004β) 
(διαστάσεις σε mm) 

 

Σχήµα 6-21. Γεωµετρικές ιδιότητες σύνδεσης προεκτεινόµενης µετωπικής πλάκας 
των δοκιµών των Coelho et al (2004β), (διαστάσεις σε mm) 

Στον πίνακα 6-5 φαίνονται οι ονοµαστικές και οι πραγµατικές τιµές του πάχους της 
µετωπικής πλάκας, σε κάθε πειραµατική δοκιµή. Η ονοµατολογία των δοκιµών έχει 
την µορφή FSxy, όπου ο όρος x παίρνει τιµές από 1 έως 4, και υποδηλώνει τις 4 
διαφορετικές διαµορφώσεις κόµβων, ενώ ο όρος y παίρνει τιµές a ή b, και 
χαρακτηρίζει τις δύο δοκιµές που εκτελέστηκαν για κάθε διαµόρφωση.  
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Πίνακας 6-5. Πάχη µετωπικής πλάκας πειραµατικών δοκιµών 

Ονοµαστική 
Τιµή 

Πραγµατική 
Τιµή 

 (mm) (mm) 

FS1a 
FS1b 

10.00 10.40 

FS2a 
FS2b 

15.00 15.01 

FS3a 
FS3b 

20.00 20.02 

FS4a 
FS4b 

10.00 10.06 

 

Οι νόµοι των υλικών των διαφόρων µελών που συµµετέχουν στην σύνδεση 
προέκυψαν µε δοκιµές µονοαξονικού εφελκυσµού. ∆υστυχώς όµως, τα πρωτογενή 
αποτελέσµατα των δοκιµών αυτών δεν παρέχονται µε την µορφή γραφικών 
παραστάσεων, αλλά αντίθετα δίνονται χαρακτηριστικές παράµετροι της σχέσης 
τάσεων-ανηγµένων παραµορφώσεων του υλικού. Για την δοκό και τις µετωπικές 
πλάκες, οι χαρακτηριστικές παράµετροι που αναφέρονται, αντιστοιχούν στον 
πολυγραµµικό νόµο του σχήµατος 6-22.  

 

Σχήµα 6-22. Εξιδανίκευση νόµου υλικού για δοκό και µετωπική πλάκα  

Στον πίνακα 6-6 που ακολουθεί, παρουσιάζονται οι τιµές του µέτρου ελαστικότητας 
E , του µέτρου κράτυνσης hE , του ορίου διαρροής yf , του ορίου συµβατικής 

θραύσης uf , της ανηγµένης παραµόρφωσης συµβατικής θραύσης uniε  και της 

µέγιστης ανηγµένης παραµόρφωσης uε . Η τάση στο σηµείο µέγιστης ανηγµένης 

παραµόρφωσης δεν δίνεται. Τα υπόλοιπα χαρακτηριστικά µεγέθη του νόµου του 
σχήµατος 6-22 µπορούν να υπολογισθούν από τα προαναφερόµενα µεγέθη. 
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Σηµειώνεται ότι στις πρωτότυπες δηµοσιεύσεις, τα χαρακτηριστικά µεγέθη 
αναφέρονται µε περισσότερα σηµαντικά ψηφία, ο αριθµός των οποίων όµως, µάλλον 
δεν δικαιολογείται από την ακρίβεια των µετρητικών διατάξεων. Επίσης, 
σηµειώνεται ότι ο νόµος του σχήµατος 6-22, και οι τιµές του πίνακα 6-6, 
αντιστοιχούν σε συµβατικές τάσεις και ανηγµένες παραµορφώσεις. Επειδή σε όλες 
τις δοκιµές χρησιµοποιήθηκαν τµήµατα της ίδιας δοκού, ο νόµος υλικού για την 
δοκό δεν διαφοροποιείται σε κάθε δοκιµή. Επίσης, όπως φαίνεται στον πίνακα 6-6, 
για την δοκό έχουν γίνει δοκιµές υλικού, τόσο για τα πέλµατα, όσο και για τον 
κορµό, έτσι ώστε να εξακριβωθεί η επίδραση της παραµένουσας έντασης, λόγω της 
θερµικής κατεργασίας, στις τελικές µηχανικές ιδιότητες. Για το υποστύλωµα δεν 
πραγµατοποιήθηκε δοκιµή του υλικού, καθώς λόγω της ισχυρής διατοµής του 
συµπεριφέρεται ελαστικά.  

Πίνακας 6-6. Ιδιότητες νόµου υλικού µετωπικής πλάκας και δοκού των 
πειραµατικών δοκιµών 

Μετωπική πλάκα ∆οκός 

  
FS1 FS2 FS3 FS4 Πέλµα Κορµός 

Κατηγορία S355 S355 S355 S690 S235 S235 

E  (Mpa) 209900 208500 208600 204500 209500 208300 

hE  (Mpa) 2264 2901 2771 2495 1933 1856 

yf  (Mpa) 340.1 342.8 342.6 698.6 316.2 299.1 

uf  (Mpa) 480.5 507.9 502.6 741.3 462.3 446.3 

uniε   0.224 0.198 0.196 0.075 0.235 0.235 

uε   0.361 0.475 0.457 0.174 0.299 0.464 

 

Για το υλικό των κοχλιών πραγµατοποιήθηκαν επίσης δοκιµές µονοαξονικού 
εφελκυσµού. Η κατηγορία του υλικού των κοχλιών είναι 8.8. Όπως αναφέρουν οι 
συγγραφείς, χρησιµοποίησαν κοχλίες από διαφορετικό κατασκευαστή για τις 
δοκιµές FS3b, FS4a και FS4b. Και σε αυτήν την περίπτωση, δεν παρέχονται 
γραφικές παραστάσεις των σχέσεων τάσεων-ανηγµένων παραµορφώσεων, αλλά 
δίνονται οι τιµές χαρακτηριστικών µεγεθών, µε βάση διγραµµική εξιδανίκευση. Οι 
τιµές των µεγεθών αυτών, για τις δύο οµάδες, κοχλιών δίνονται στον πίνακα 6-7. 
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Πίνακας 6-7. Ιδιότητες νόµου υλικού κοχλιών των πειραµατικών δοκιµών 

 

∆οκιµές 
FS1a, FS1b, 
FS2a, FS2b, 

FS3a 

∆οκιµές 
FS3b, FS4a, 

FS4b 

E  (MPa) 223 200 223 000 

yf  (ΜPa) 857,3 854,3 

uf  (ΜPa) 913,8 916,8 

uε   0,184 0,156 

 

 



 

 



 

 

 

 

 

Ε κ τ ί µ η σ η  α π ό κ ρ ι σ η ς  κ ό µ β ω ν  
δ ο κ ο ύ - υ π ο σ τ υ λ ώ µ α τ ο ς  

3 Κεφάλαιο επαυξητικού προσοµοιώµατος 
4 Κεφάλαιο 3∆ επαυξητικού προσοµοιώµατος 
5 Κεφάλαιο βιβλιογραφίας κόµβων 
6 Κεφάλαιο πειραµατικής βιβλιογραφίας κόµβων 
 
5.6.6 παράγραφος: συστατικά µέρη δοκού – βιβλιογραφία 
5.6.8 παράγραφος: συστατικά µέρη γωνιακών – βιβλιογραφία 
6.3 παράγραφος: πειραµατικοί κόµβοι για διατριβή 
6.3.1 παράγραφος: πειραµατικοί κόµβοι Azizinamini 
6.3.2 παράγραφος: πειραµατικοί κόµβοι Bursi & Jaspart 
6.3.3 παράγραφος: πειραµατικοί κόµβοι Coelho 
3.6.3 παράγραφος: προένταση κοχλία στο επαυξητικό προσοµοίωµα  
5-99 Fcws (von Mises)  
5-100 Fcws (Castro et al.) 
5-133 Fu,cwc (Kuhlmann) 
5-139 kcwt (ec3) 
5-143 Fcwt (ec3)  
5-123 ω (ec3 shear/normal interaction)  
3-176 Tstub model cb για προένταση κοχλία 
3-31 Tstub model plastic moment/strain 
3-32 Tstub model ultimate moment/strain 
6-22 σχήµα: πειραµατικοί κόµβοι Coelho – νόµος υλικού 
5-1 Πίνακας beff για πέλµα υποστυλώµατος σε κάµψη 
5-2 Πίνακας beff για µετ. πλάκα υποστυλώµατος σε κάµψη 
 
Κεφάλαιο 7 - Εκτίµηση απόκρισης κόµβων δοκού-υποστυλώµατος 
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7.1 Γενικά 

Η εκτίµηση της συµπεριφοράς των κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος 
αποτελεί το αντικείµενο που διερευνάται στο παρόν κεφάλαιο. Αξιοποιείται για τον 
σκοπό αυτόν η µέθοδος των συστατικών µερών, η βασική αρχή της οποίας 
συνίσταται στην διάσπαση του συνολικού σύνθετου προβλήµατος σε περισσότερα 
υποδεέστερα και απλούστερα τµήµατα, τα οποία και αποτελούν τα συστατικά µέρη 
του. Στην περίπτωση κόµβων δοκού-υποστυλώµατος διακρίνονται τρεις βασικές 
κατηγορίες συστατικών µερών. Πρόκειται για τα εφελκυόµενα, τα θλιβόµενα και τα 
διατεµνόµενα συστατικά µέρη. Η συνολική συµπεριφορά του κόµβου µπορεί να 
προκύψει από την διασύνδεση αυτών των συστατικών µερών, µε τρόπο που να 
προσεγγίζει την κατανοµή των δυνάµεων στον κόµβο. Η αξιοπιστία της µεθόδου 
εξαρτάται τόσο από την ακρίβεια εκτίµησης της συµπεριφοράς κάθε µεµονωµένου 
συστατικού µέρους, όσο και τον τρόπο διασύνδεσης µεταξύ των συστατικών µερών.  

Στο πρώτο µέρος της διατριβής παρουσιάσθηκε η αναλυτική διαδικασία 
υπολογισµού της εφελκυστικής απόκρισης των συνδέσεων βραχέος ταυ, οι οποίες 
µπορούν να αξιοποιηθούν για την προσοµοίωση των εφελκυστικών συστατικών 
µερών των κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος. Για την επιτυχή εφαρµογή 
της µεθόδου απαιτείται ωστόσο, η αναλυτική περιγραφή της απόκρισης και των 
υπόλοιπων συστατικών µερών, καθώς και η διερεύνηση της κατάλληλης µεταξύ τους 
διασύνδεσης. Η αξιολόγηση των προτεινόµενων επιλογών µπορεί να 
πραγµατοποιηθεί µέσω σύγκρισης µε πειραµατικά αποτελέσµατα κόµβων ή και µε 
αριθµητικά αποτελέσµατα αναλύσεων µε τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία. Σε 
αντίθεση όµως, µε την περίπτωση της σύνδεσης βραχέος ταυ, δεν επιχειρήθηκε στην 
παρούσα διατριβή προσοµοίωση µε πεπερασµένα στοιχεία ολόκληρων κόµβων 
δοκού-υποστυλώµατος. O κύριος λόγος για αυτήν την επιλογή είναι o αυξηµένος 
χρόνος που απαιτείται για την προετοιµασία ενός σύνθετου τρισδιάστατου 
προσοµοιώµατος κόµβου. Εξαιτίας της πολυπλοκότητας, αλλά και του µεγάλου 
πλήθους των γεωµετρικών τυπολογιών και λεπτοµερειών, που είναι διαθέσιµες 
στους κόµβους δοκού-υποστυλώµατος, η συστηµατοποίηση της προετοιµασίας των 
προσοµοιωµάτων µε ειδικό λογισµικό, όπως το AutoModel, το οποίο 
χρησιµοποιήθηκε στην περίπτωση συνδέσεων βραχέος ταυ, απαιτεί δυσανάλογη 
προσπάθεια σχεδίασης και υλοποίησης, και συνεπώς κρίθηκε ότι δεν δικαιολογείται 
από τους επιδιωκόµενους στόχους της διατριβής. Επίσης, σε σύγκριση µε τις 
συνδέσεις βραχέος ταυ, οι αναλύσεις µε πεπερασµένα στοιχεία σε ένα τόσο σύνθετο 
πεδίο, όπως οι κόµβοι δοκού-υποστυλώµατος, απαιτούν πολλαπλάσιους χρόνους 
επίλυσης και παράγουν όγκο αποτελεσµάτων σηµαντικά επιβαρυµένο, γεγονός που 
περιορίζει την εποπτεία που µπορεί να επιτευχθεί, ειδικά όταν πρόκειται να 
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επιλυθούν πολυάριθµα προσοµοιώµατα, µε σηµαντική διαφοροποίηση των 
χαρακτηριστικών της απόκρισης τους. Άλλωστε, στην βιβλιογραφία είναι 
διαδεδοµένα, και διαθέσιµα σε µεγάλο βαθµό, πειραµατικά δεδοµένα για την 
απόκριση κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, και εποµένως περιορίζεται η 
αναγκαιότητα της προσοµοίωσης µε τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία, ως µέσου 
αξιολόγησης ενός απλούστερου προσοµοιώµατος. 

7.2 Μηχανικό προσοµοίωµα για την εκτίµηση της 
καµπύλης M-φ 

7.2.1 Γενικά 

Το προσοµοίωµα, που προτείνεται στα πλαίσια της διατριβής για την εκτίµηση της 
στροφικής απόκρισης κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, χρησιµοποιεί ως σηµείο 
εκκίνησης το µηχανικό προσοµοίωµα του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Για τον 
προσδιορισµό της πλήρους καµπύλης ροπής-στροφής, είναι απαραίτητος ο 
προσδιορισµός της συµπεριφοράς των µεµονωµένων συστατικών µερών, σε όλο το 
φάσµα της απόκρισης, συµπεριλαµβάνοντας και την πλαστική περιοχή, µέχρι την 
θραύση. Η επέκταση της µεθόδου των συστατικών µερών για την εκτίµηση της 
πλήρους καµπύλης ροπής-στροφής µεταλλικών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, 
αναγνωρίζεται ως εφαρµόσιµη επιλογή σε πρόσφατες ερευνητικές προσπάθειες 
(Pucinotti 2001, Silva et al. 2002, Coelho et al. 2005).  

7.2.2 Κόµβοι µε µετωπική πλάκα 

Στο σχήµα 7-1 παρουσιάζεται ένα µηχανικό προσοµοίωµα για την εκτίµηση της 
καµπύλης ροπής-στροφής κόµβων µε µετωπική πλάκα. Το προσοµοίωµα αποτελεί 
µία επέκταση του αντίστοιχου που περιλαµβάνεται στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) 
για τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας. Τα συστατικά µέρη που συνεισφέρουν 
στην στροφική απόκριση είναι: 

• Κορµός υποστυλώµατος σε διάτµηση (cws) 

• Κορµός υποστυλώµατος σε θλίψη (cwc) 

• Κορµός υποστυλώµατος σε εφελκυσµό (cwt) 

• Πέλµα υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb) 

• Μετωπική πλάκα σε κάµψη (epb) 

• Πέλµα και κορµός δοκού σε θλίψη (bfwc) 
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• Κορµός δοκού σε εφελκυσµό (bwt) 

 

Σχήµα 7-1. Μηχανικό προσοµοίωµα για την εκτίµηση της καµπύλης Μ φ−  κόµβων 
µε µετωπική πλάκα (CEN 2003) 

Τα συστατικά µέρη του πέλµατος και του κορµού της δοκού σε θλίψη (bfwc), και 
του κορµού της δοκού σε εφελκυσµό (bwt) δεν συµµετέχουν στην 
παραµορφωσιµότητα, αλλά αντίθετα θέτουν όρια για την αντοχή του κόµβου, ώστε 
να µην παραβιάζεται η ικανότητα µεταφοράς εσωτερικών δυνάµεων από την δοκό 
στον κόµβο. Αντίθετα, όλα τα υπόλοιπα συστατικά µέρη, θεωρούνται 
παραµορφώσιµα, συµβάλλοντας στην ανάπτυξη της στροφής του κόµβου, τόσο στην 
ελαστική περιοχή, όσο και στην πλαστική. Το συστατικό µέρος κοχλιών σε 
εφελκυσµό δεν περιλαµβάνεται στο µηχανικό προσοµοίωµα του σχήµατος 7-1, 
καθώς θεωρείται ότι η συµπεριφορά των εφελκυόµενων κοχλιών ενσωµατώνεται 
στην απόκριση των συστατικών µερών του πέλµατος του υποστυλώµατος και της 
µετωπικής πλάκας σε κάµψη. Το προσοµοίωµα αυτό στην συνέχεια θα αναφέρεται 
ως “προσοµοίωµα prEN1993” και η διάταξη των ελατηρίων που χρησιµοποιείται σε 
αυτό ως “διασύνδεση prEN1993”. 

Χρησιµοποιώντας τα ίδια συστατικά µέρη, είναι δυνατόν να διαµορφωθούν 
εναλλακτικές διασυνδέσεις µεταξύ των ελατηρίων. Στο σχήµα 7-2 φαίνεται το 
µηχανικό προσοµοίωµα για κόµβους µε µετωπική πλάκα, στο οποίο χρησιµοποιείται 
η διασύνδεση ελατηρίων που προτείνουν οι Huber και Tschemmernegg (1998). Η 
συγκριµένη διαµόρφωση του προσοµοιώµατος αναφέρεται ως “διασύνδεση 
Innsbruck”. Η διαφορά σε σχέση µε την διασύνδεση prEN1993 συνίσταται στην 
αποµόνωση των συστατικών µερών του φατνώµατος από τα αντίστοιχα της 
σύνδεσης µέσω ενός άκαµπτου στοιχείου. Με τον τρόπο αυτόν είναι δυνατό να 
υπολογισθούν ξεχωριστά οι επιµέρους στροφές που οφείλονται στην 
παραµορφωσιµότητα του φατνώµατος και της σύνδεσης. Ωστόσο, επειδή ο πόλος 
περιστροφής είναι διαφορετικός για το φάτνωµα και την σύνδεση, σε αντίθεση µε 
την διασύνδεση prEN1993, η αναλυτική περιγραφή της απόκρισης δεν είναι εφικτή, 
αλλά αντίθετα είναι αναγκαία η εκτέλεση επαναληπτικής διαδικασίας. Το συγκριτικό 
αυτό µειονέκτηµα όµως, δεν είναι καθοριστικό στην περίπτωση που ενδιαφέρει η µη 
γραµµική συµπεριφορά του κόµβου και ο προσδιορισµός της πλήρους καµπύλης 
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ροπής-στροφής, όπου τόσο για την διασύνδεση Innsbruk, όσο και για την 
διασύνδεση prEN1993, απαιτείται αριθµητική επίλυση, και η χρησιµοποίηση 
υπολογιστή είναι δεδοµένη.  

 

Σχήµα 7-2. Μηχανικό προσοµοίωµα, µε διασύνδεση ελατηρίων Innsbruck, για την 
εκτίµηση της καµπύλης Μ φ−  κόµβων µε µετωπική πλάκα (Huber και 

Tschemmernegg 1998) 

Οι Coelho et al. (2005) υλοποίησαν ένα µηχανικό προσοµοίωµα, χρησιµοποιώντας 
τα ίδια συστατικά µέρη µε το προσοµοίωµα prEN1993, αλλά διαφορετική 
διασύνδεση ελατηρίων. Η συγκεκριµένη διασύνδεση φαίνεται στο σχήµα 7-3, και 
χαρακτηρίζεται από την αλληλεπίδραση των εφελκυόµενων και θλιβόµενων 
ελατηρίων χωρίς να παρεµβάλλεται µεταξύ τους άκαµπτο στοιχείο. Το πλεονέκτηµα 
που διαθέτει η διασύνδεση αυτή, συνίσταται στην ευκολία προγραµµατισµού σε 
κώδικα υπολογιστή. Οι συγγραφείς αναφέρονται σε αυτήν την διασύνδεση, µε την 
ονοµασία “διασύνδεση Coimbra”.  

 

Σχήµα 7-3. Μηχανικό προσοµοίωµα, µε διασύνδεση ελατηρίων Coimbra, για την 
εκτίµηση της καµπύλης Μ φ−  κόµβων µε µετωπική πλάκα (Coelho et al. 2005) 

Στις τρεις διασυνδέσεις µηχανικών προσοµοιώµατων που προαναφέρθηκαν, τα 
ελατήρια των συστατικών µερών σε κάθε σειρά κοχλίωσης, τοποθετούνται 
ευθυγραµµισµένα µε τον άξονα των κοχλιών. Για την σειρά κοχλίωσης στο 
προεκτεινόµενο τµήµα της µετωπικής πλάκας, ο προσανατολισµός του συστατικού 
µέρους της µετωπικής πλάκας σε κάµψη (epb) είναι διαφορετικός από εκείνον του 
συστατικού µέρους του πέλµατος του υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb). Τα δύο αυτά 
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συστατικά µέρη προσοµοιώνονται µε ισοδύναµα βραχέα ταυ και ο προσανατολισµός 
τους απεικονίζεται στο σχήµα 7-4. Για το πέλµα του υποστυλώµατος σε κάµψη, ο 
προσανατολισµός του ισοδύναµου βραχέος ταυ είναι οριζόντιος, µε τον κορµό του 
να ταυτίζεται µε τον κορµό του υποστυλώµατος. Συνεπώς, αν θεωρηθεί ότι η 
εφελκυστική δράση στο εν λόγω συστατικό µέρος συγκεντρώνεται στο µέσο του 
πλάτους του βραχέος ταυ, τότε ο άξονας του συστατικού µέρους συµπίπτει µε τον 
άξονα των κοχλιών, εφόσον πρόκειται για περίπτωση συµµετρικού βραχέος ταυ. 
Αλλά ακόµα και στην περίπτωση που το βραχύ ταυ δεν είναι απολύτως συµµετρικό, 
η εκκεντρότητα της εφελκυστικής δράσης κατά κανόνα δεν είναι σηµαντική, και 
µπορεί να θεωρηθεί ότι προσεγγιστικά ο άξονας του συστατικού µέρους ταυτίζεται 
µε τον άξονα των κοχλιών. Αντίθετα, για το συστατικό µέρος της µετωπικής πλάκας 
σε κάµψη, ο προσανατολισµός του ισοδύναµου βραχέος ταυ είναι κατακόρυφος, µε 
τον κορµό του να ταυτίζεται µε το άνω πέλµα της δοκού. Συνεπώς, η εφελκυστική 
δράση του ισοδύναµου βραχέος ταυ συγκεντρώνεται στο ύψος του εφελκυόµενου 
πέλµατος της δοκού, και όχι στο ύψος των κοχλιών. Υπενθυµίζεται ότι η καµπύλη 
δύναµης-µετακίνησης του προσοµοιώµατος βραχέος ταυ, που αναπτύχθηκε στο 
πρώτο µέρος της διατριβής, αλλά και των υπόλοιπων προσοµοιωµάτων της 
βιβλιογραφίας, αναφέρεται στην δύναµη και την εγκάρσια µετακίνηση επί του 
κορµού. 

 

Σχήµα 7-4. ∆ιάταξη ισοδύναµων βραχέων ταυ στο προεκτεινόµενο τµήµα της 
µετωπικής πλάκας 

Στο σχήµα 7-5 φαίνεται µία τροποποιηµένη διασύνδεση του µηχανικού 
προσοµοιώµατος prEN1993, για κόµβους µε προεκτεινόµενη µετωπική πλάκα. 
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Μεταξύ του συστατικού µέρους του πέλµατος του υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb) 
και της µετωπικής πλάκας σε κάµψη (epb) παρεµβάλλεται ένα άκαµπτο στοιχείο. Το 
ελατήριο του συστατικού µέρους της µετωπικής πλάκας σε κάµψη (epb) είναι 
τοποθετηµένο σε χαµηλότερη στάθµη και ειδικότερα στην στάθµη του άνω πέλµατος 
της δοκού. Με ανάλογο τρόπου µπορούν να τροποποιηθούν και οι διασυνδέσεις 
Innsbruk και Coimbra που αναφέρθηκαν προηγούµενα. Στην συνέχεια του 
κεφαλαίου, η συγκεκριµένη διασύνδεση των ελατηρίων θα αναφέρεται ως 
«τροποποιηµένη διασύνδεση». 

 

Σχήµα 7-5. Τροποποιηµένη διασύνδεση prEN1993, για την εκτίµηση της καµπύλης 
Μ φ−  κόµβων µε µετωπική πλάκα (CEN 2003) 

7.2.3 Κόµβοι µε γωνιακά 

Στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) αντιµετωπίζεται η περίπτωση κόµβων µε γωνιακά 
άνω και κάτω πέλµατος. Σε αυτήν την διαµόρφωση, ο κόµβος διαθέτει µόνο µία 
εφελκυόµενη σειρά κοχλιών. Για την γενικότερη περίπτωση κόµβων µε γωνιακά 
άνω και κάτω πέλµατος και ταυτόχρονα γωνιακά κορµού, δεν παρέχονται µέθοδοι 
υπολογισµού των χαρακτηριστικών της απόκρισης. Οι Faella et al. (2000) 
επέκτειναν το προσοµοίωµα του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), εφαρµόζοντας για κάθε 
σειρά κοχλίωσης επί του γωνιακού κορµού µια σειρά ελατηρίων, όπου 
ενσωµατώνονται αντίστοιχα συστατικά µέρη. Το µηχανικό προσοµοίωµα που 
προτείνουν παρουσιάζεται στο σχήµα 7-6, και χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό 
της αρχικής δυσκαµψίας και αντοχής. Οι συγγραφείς λαµβάνουν υπόψη την 
διαφορετική στάθµη εφαρµογής της εφελκυστικής δράσης, για τα συστατικά µέρη 
του άνω γωνιακού. Όπως φαίνεται και στο σχήµα 7-6, τα συγκεκριµένα συστατικά 
µέρη τοποθετούνται στην στάθµη του µέσου πάχους του σκέλους του άνω γωνιακού, 
που βρίσκεται σε επαφή µε την δοκό.  
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Σχήµα 7-6. Μηχανικό προσοµοίωµα για την εκτίµηση της καµπύλης Μ φ−  κόµβων 
µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος και γωνιακά κορµού (Faella et al. 2000) 

Τα συστατικά µέρη που συνεισφέρουν στην στροφική απόκριση του κόµβου είναι τα 
ακόλουθα: 

• Κορµός υποστυλώµατος σε διάτµηση (cws) 

• Κορµός υποστυλώµατος σε θλίψη (cwc) 

• Σκέλος γωνιακού κάτω πέλµατος σε θλίψη (sac) 

• Πέλµα και κορµός δοκού σε θλίψη (bfwc) 

• Κορµός υποστυλώµατος σε εφελκυσµό (cwt) 

• Πέλµα υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb) 

• Γωνιακό άνω πέλµατος σε κάµψη (tab) 

• Γωνιακό κορµού σε κάµψη (wab) 

• Σκέλος γωνιακού άνω πέλµατος σε εφελκυσµό (tat) 

• Κορµός δοκού σε εφελκυσµό (bwt) 

• Κοχλίες σε διάτµηση (bs) 

• Σκέλος γωνιακού σε σύνθλιψη άντυγας (ab) 

• Πέλµα δοκού σε σύνθλιψη άντυγας (bfb) 

• Κορµός δοκού σε σύνθλιψη άντυγας (bwb) 
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Η παραµορφωσιµότητα των συστατικών µερών του σκέλους γωνιακού κάτω 
πέλµατος σε θλίψη (sac), του πέλµατος και κορµού δοκού σε θλίψη (bfwc), του 
σκέλους γωνιακού άνω πέλµατος σε εφελκυσµό (tat) και του κορµού δοκού σε 
εφελκυσµό (bwt) θεωρείται ότι δεν αποτελεί µέρος της παραµορφωσιµότητας του 
κόµβου. Τα συγκεκριµένα συστατικά µέρη συµµετέχουν µόνο για τον προσδιορισµό 
της αντοχής του κόµβου. Τα συστατικά µέρη των κοχλιών σε διάτµηση (bs) και των 
ελασµάτων σε σύνθλιψη άντυγας (ab, bfb, bwb) συµµετέχουν στην 
παραµορφωσιµότητα του κόµβου, µόνο στην περίπτωση µη προεντεταµένων 
κοχλιών, και εφαρµόζονται στους διατεµνόµενους κοχλίες στα σκέλη των γωνιακών 
που βρίσκονται σε επαφή µε τα πέλµατα και τον κορµό της δοκού. Όλα τα υπόλοιπα 
συστατικά µέρη θεωρούνται παραµορφώσιµα, συµβάλλοντας στην ανάπτυξη της 
στροφής του κόµβου, τόσο στην ελαστική περιοχή όσο και στην πλαστική. Οι Faella 
et al. (2000) αλλά και ο Ευρωκώδικας 3 (CEN 2003) συµπεριλαµβάνουν και το 
συστατικό µέρος κοχλιών σε εφελκυσµό. Ωστόσο, στην παρούσα διερεύνηση, η 
ξεχωριστή συµµετοχή του συγκεκριµένου συστατικού µέρους δεν θεωρείται 
απαραίτητη, καθώς η συµπεριφορά των εφελκυόµενων κοχλιών ενσωµατώνεται 
στην απόκριση των ισοδυνάµων βραχέων ταυ, σε κάθε εφελκυόµενη σειρά 
κοχλίωσης. 

Σε αναλογία µε όσα αναφέρθηκαν στην προηγούµενη παράγραφο, για κόµβους µε 
µετωπική πλάκα, το προσοµοίωµα των Faella et al. (2000) χρησιµοποιεί µία 
διασύνδεση ελατηρίων, ανάλογη µε την prEN1993, δεδοµένου ότι µε άκαµπτο 
στοιχείο, διαχωρίζονται τα θλιβόµενα συστατικά µέρη µόνο, και όχι τα συστατικά 
µέρη του φατνώµατος και της σύνδεσης. Ωστόσο, η εφαρµογή διασυνδέσεων 
ανάλογων των Innsbruk και Coimbra, που αναφέρθηκαν προηγούµενα για κόµβους 
µε µετωπική πλάκα, µπορεί να πραγµατοποιηθεί άµεσα. Στο σχήµα 7-7 
παρουσιάζεται ένα µηχανικό προσοµοίωµα για κόµβους µε γωνιακά, µε 
τροποποιηµένη διασύνδεση ελατηρίων Innsbruk, και στο σχήµα 7-8 µε 
τροποποιηµένη διασύνδεση Coimbra. Οι συγκεκριµένες διασυνδέσεις ονοµάζονται 
τροποποιηµένες λόγω της διαφορετικής στάθµης τοποθέτησης των ελατηρίων στην 
άνω σειρά κοχλίωσης, ακολουθώντας την ονοµατολογία που υιοθετήθηκε για 
κόµβους µε µετωπική πλάκα. Επίσης, εφαρµόζοντας την ίδια σύµβαση και για 
λόγους συνέχειας των όρων, το µηχανικό προσοµοίωµα του σχήµατος 7-6 θα 
αναφέρεται ως “τροποποιηµένο προσοµοίωµα prEN1993/Faella”, και η διάταξη των 
ελατηρίων που χρησιµοποιείται σε αυτό ως “τροποποιηµένη διασύνδεση 
prEN1993/Faella ”.  
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Σχήµα 7-7. Τροποποιηµένη διασύνδεση Innsbruk, για την εκτίµηση της καµπύλης 
Μ φ−  κόµβων µε γωνιακά  

 

Σχήµα 7-8. Τροποποιηµένη διασύνδεση Coimbra, για την εκτίµηση της καµπύλης 
Μ φ−  κόµβων µε γωνιακά  

Η επιλογή κοινής στάθµης για όλα τα ελατήρια της άνω σειράς κοχλίωσης, είναι 
επίσης µια πιθανή διαµόρφωση για τα µηχανικά προσοµοιώµατα κόµβων µε 
γωνιακά. Το προσοµοίωµα που προτείνεται από τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), για 
κόµβους µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος, υιοθετεί αυτήν την διασύνδεση. Στο 
σχήµα 7-9 παρουσιάζεται το προσοµοίωµα prEN1993/Faella για την γενικότερη 
περίπτωση κόµβων µε γωνιακά άνω και κάτω πέλµατος και γωνιακά κορµού, όπου 
σε κάθε σειρά κοχλίωσης, όλα τα ελατήρια της εφελκυόµενης ζώνης τοποθετούνται 
σε ευθυγράµµιση µε τον αντίστοιχο άξονα των κοχλιών.  
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Σχήµα 7-9. ∆ιασύνδεση ελατηρίων prEN1993/Faella, για την εκτίµηση της 
καµπύλης Μ φ−  κόµβων µε γωνιακά  

7.2.4 Χαρακτηριστικά συστατικών µερών 

Συστατικά µέρη µορφής βραχέος ταυ 
Τα συστατικά µέρη του πέλµατος του υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb), της 
µετωπικής πλάκας σε κάµψη (epb), του γωνιακού άνω πέλµατος σε κάµψη (tab) και 
του γωνιακού κορµού σε κάµψη (wab) προσοµοιώνονται µε ισοδύναµα βραχέα ταυ. 
Στον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), το πλάτος των ισοδύναµων βραχέων ταυ 
υπολογίζεται µε οριακή ανάλυση, λαµβάνοντας υπόψη µηχανισµούς κατάρρευσης 
γραµµών διαρροής. Στους µηχανισµούς κατάρρευσης που αποδεικνύονται κρίσιµοι 
για την αντοχή του κάθε συστατικού µέρους, είναι δυνατό να υπεισέρχονται 
µεµονωµένες σειρές κοχλίωσης ή οµάδες γειτονικών σειρών κοχλίωσης. Για τα 
συστατικά µέρη του πέλµατος του υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb) και της 
µετωπικής πλάκας σε κάµψη (epb), το ισοδύναµο πλάτος, για υπολογισµούς αντοχής 
και αρχικής δυσκαµψίας, προκύπτει από τους πίνακες 5-1 και 5-2 αντίστοιχα, τόσο 
για µεµονωµένες σειρές, όσο και για οµάδες σειρών κοχλίωσης. Για το συστατικό 
µέρος του γωνιακού άνω πέλµατος σε κάµψη (tab), το ισοδύναµο πλάτος στον 
Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) λαµβάνεται πάντα ίσο µε το µισό µήκος του γωνιακού, 
ενώ για το γωνιακό κορµού σε κάµψη (wab) δεν προτείνονται µέθοδοι υπολογισµού 
του ισοδύναµου πλάτους, καθώς η συγκεκριµένη διαµόρφωση κόµβου δεν 
καλύπτεται από τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Το πλάτος που προκύπτει µε βάση 
τους µηχανισµούς γραµµών διαρροής, δεν αντιστοιχεί κατ΄ ανάγκη σε κάποια 
φυσική διάσταση του πραγµατικού κόµβου.  

Για την συµµετοχή των συγκεκριµένων συστατικών µερών, µορφής βραχέος ταυ, 
στα µηχανικά προσοµοιώµατα που εξετάζονται στην παρούσα διατριβή, µε σκοπό 
τον υπολογισµό της πλήρους καµπύλης ροπής-στροφής, επιλέγεται καταρχήν η 
εφαρµογή του ισοδύναµου πλάτους που υπολογίζεται µε βάση την µεθοδολογία του 
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Ευρωκώδικα 3 (πίνακες 5-1 και 5-2). Για την περίπτωση του συστατικού µέρους του 
πέλµατος του υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb) και της µετωπικής πλάκας σε κάµψη 
(epb), η διαδικασία υπολογισµού µπορεί να εφαρµοσθεί άµεσα, λαµβάνοντας υπόψη 
το µικρότερο από τα πλάτη που υπολογίζονται για µεµονωµένες σειρές και οµάδες 
σειρών κοχλίωσης. Για το γωνιακό άνω πέλµατος σε κάµψη (tab), το ισοδύναµο 
πλάτος λαµβάνεται σε αναλογία µε το προεκτεινόµενο τµήµα της µετωπικής πλάκας 
σε κάµψη (epb) από τον πίνακα 5-2, και όχι ως το ήµισυ του µήκους του γωνιακού, 
που προτείνει ο Ευρωκώδικας 3 (CEN 2003). Έτσι λαµβάνονται υπόψη όλες οι 
κυκλικές και µη κυκλικές µορφές των γραµµών διαρροής που υπεισέρχονται στον 
υπολογισµό του κρίσιµου µηχανισµού κατάρρευσης της µετωπικής πλάκας. Όµοια, 
και οι Faella et al. (2000) υιοθέτησαν αυτήν την αντιστοιχία µεταξύ 
προεκτεινόµενου τµήµατος µετωπικής πλάκας και γωνιακού άνω πέλµατος, για το 
πλάτος του ισοδύναµου βραχέος ταυ. Για το συστατικό µέρος του γωνιακού κορµού 
σε κάµψη (wab), εµφανίζεται περισσότερο εύλογη η αντιστοιχία µε συστατικό µέρος 
του πέλµατος του υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb). Σε αυτήν την περίπτωση, το 
ισοδύναµο πλάτος υπολογίζεται µε βάση τον πίνακα 5-1. Ωστόσο, η αναλογία 
µεταξύ των δύο συστατικών µερών δεν είναι απόλυτα ακριβής. Ένας πιθανός 
µηχανισµός κατάρρευσης του γωνιακού κορµού, ο οποίος δεν λαµβάνεται υπόψη για 
το πέλµα του υποστυλώµατος, φαίνεται στο σχήµα 7-10. Στον µηχανισµό αυτόν 
συµµετέχουν όλες οι σειρές κοχλίωσης του γωνιακού, και µπορεί να αποδειχθεί 
κρίσιµος σε περιπτώσεις όπου η απόσταση µεταξύ των σειρών δεν είναι µεγάλη. Οι 
Kishi και Chen (1990), θεώρησαν τον συγκεκριµένο µηχανισµό ως καθοριστικό για 
το γωνιακό κορµού, και προκειµένου να τον συµπεριλάβουν σε ένα απλοποιηµένο 
αναλυτικό προσοµοίωµα, υπολογίζουν µία παραβολική κατανοµή της εφελκυστικής 
δράσης καθ’ ύψος του γωνιακού, όπως φαίνεται στο σχήµα 7-11. Το σχήµα της 
κατανοµής δεν είναι συνηθισµένο, δεδοµένου ότι η δύναµη είναι µεγαλύτερη προς 
το κάτω άκρο του γωνιακού, το οποίο βρίσκεται εγγύτερα στο κέντρο θλίψης. Με 
παραδοχές ελαστικής συµπεριφοράς, η εφελκυστική δύναµη στο γωνιακό κορµού 
αυξάνει µε την απόσταση από το κέντρο θλίψης. Ωστόσο, µε παραδοχές ιδεατής 
πλαστικής συµπεριφοράς, όπως αυτές που λαµβάνονται υπόψη για τον µηχανισµό 
κατάρρευσης του σχήµατος 7-10, και εξ’ αιτίας της προσέγγισης των δύο γραµµών 
διαρροής προς το κάτω άκρο του γωνιακού, προκύπτει επαύξηση της δύναµης που 
απαιτείται για τον πλήρη σχηµατισµό του µηχανισµού και ανακατανοµή της 
δύναµης, όπως εµφανίζεται στο σχήµα 7-11. Οι ίδιοι συγγραφείς προτείνουν µία 
γραµµικοποιηµένη απλοποίηση της κατανοµής της εφελκυστικής δράσης, ενώ οι Wu 
και Chen (1989) χρησιµοποιούν µία διγραµµική κατανοµή (σχήµα 7-11). Οι Faella et 
al. (2000) προτείνουν µία σταθερή σε κάθε σειρά κοχλίωσης κατανοµή, ώστε να 
διευκολυνθεί ο διαχωρισµός σε συστατικά µέρη για κάθε σειρά κοχλίωσης και η 
συµµετοχή αυτών σε µηχανικό προσοµοίωµα. Για τον σκοπό αυτόν, εφαρµόζουν µια 
τροποποιηµένη τιµή της διάστασης m  του βραχέος ταυ κάθε σειράς κοχλίωσης, ενώ 
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το ισοδύναµο πλάτος effb  προκύπτει µε βάση τις αποστάσεις µεταξύ των σειρών, 

καθώς και µεταξύ των ακραίων σειρών και των ορίων του γωνιακού. 

 

Σχήµα 7-10. Μηχανισµός κατάρρευσης για το γωνιακό κορµού σε κάµψη 

 

Σχήµα 7-11. Κατανοµή εφελκυστικής δράσης στο γωνιακό κορµού για τον 
µηχανισµό κατάρρευσης του σχήµατος 7-10 

Στην συνέχεια του κεφαλαίου, κατά την επίλυση των µηχανικών προσοµοιωµάτων 
που αποτελούν αντικείµενο έρευνας στην παρούσα διατριβή, δεν λαµβάνεται υπόψη 
η κατανοµή της εφελκυστικής δράσης σύµφωνα µε το σχήµα 7-11, για τον 
προσδιορισµό των χαρακτηριστικών των συστατικών µερών του γωνιακού κορµού 
σε κάµψη (wab). Αντίθετα, θεωρείται ότι σε κάθε σειρά κοχλίωσης, το πλάτος του 
ισοδύναµου βραχέος ταυ, υπολογίζεται σε αναλογία µε το συστατικό µέρος του 
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πέλµατος του υποστυλώµατος σε κάµψη (cfb), από τον πίνακα 5-1. Έτσι, 
λαµβάνεται υπόψη και το ενδεχόµενο σχηµατισµού των κυκλικών και µη κυκλικών 
µηχανισµών κατάρρευσης των µεµονωµένων σειρών κοχλίωσης, στην περίπτωση 
που αυτές είναι περισσότερο αποµακρυσµένες µεταξύ τους. Το µήκος m  των 
βραχέων υπολογίζεται χωρίς τροποποίηση από τις γεωµετρικές ιδιότητες του 
γωνιακού, και είναι ίδιο για όλες τις σειρές κοχλίωσης: 

 0 8m d . r= −  (7-1) 

όπου d  η απόσταση από την συµβολή των δύο σκελών του γωνιακού, µέχρι τον 
άξονα του κοχλία, και r  η ακτίνα συναρµογής του γωνιακού κορµού. Με τον τρόπο 
αυτόν, η κατανοµή της εφελκυστικής δράσης καθ’ ύψος του γωνιακού, µετά την 
πλαστικοποίηση του σκέλους, είναι περισσότερο οµοιόµορφη. Η έντονα αύξουσα 
προς το κάτω άκρο του γωνιακού κατανοµή του σχήµατος 7-11, προϋποθέτει 
ιδεατώς πλαστική συµπεριφορά. Αντίθετα, σε περίπτωση κράτυνσης στην πλαστική 
περιοχή, όπως γίνεται αποδεκτό στην παρούσα έρευνα, η ανακατανοµή των 
εφελκυστικών δυνάµεων είναι λιγότερο έντονη, καθώς µετά την πλαστικοποίηση του 
σκέλους του γωνιακού στις ανώτερες σειρές κοχλίωσης, η εφελκυστική δύναµη σε 
αυτές συνεχίζει να αυξάνει, µε την επέκταση της πλαστικοποίησης προς τις 
κατώτερες σειρές. Η εφαρµογή ενός τροποποιηµένου µήκους m , για τα ισοδύναµα 
βραχέα ταυ των συστατικών µερών του γωνιακού, στην περίπτωση που ενδιαφέρει ο 
υπολογισµός της πλήρους καµπύλης ροπής-στροφής, και όχι µόνο της αντοχής, 
συνεπάγεται αλλοίωση της απόκρισης στην ελαστική περιοχή αλλά και κατά το 
στάδιο κράτυνσης του σκέλους του γωνιακού, όπου η κατανοµή εφελκυστικών 
δυνάµεων είναι διαφορετική από αυτήν του σχήµατος 7-11. Σε κάθε περίπτωση, η 
συµβολή των κατώτερων σειρών κοχλίωσης στην ροπή αντίστασης του κόµβου είναι 
µικρή, σε σχέση µε τις ανώτερες σειρές του γωνιακού κορµού και κυρίως του 
γωνιακού άνω πέλµατος, λόγω της εγγύτητας τους µε τον ουδέτερο άξονα και του 
µικρού µοχλοβραχίονα που διαθέτουν. Συνεπώς, η µη επαύξηση της εφελκυστικής 
δύναµης, σύµφωνα µε την κατανοµή του σχήµατος 7-11, στις κατώτερες σειρές 
κοχλίωσης, έχει περιορισµένη επίδραση στην συνολική απόκριση του κόµβου.  

Συστατικό µέρος κορµού υποστυλώµατος σε διάτµηση (cws) 
Η απόκριση του συγκεκριµένου συστατικού µέρους δεν αποτελεί αντικείµενο 
έρευνας στην διατριβή. Επιπλέον, τα µηχανικά προσοµοιώµατα που εξετάζονται 
στην συνέχεια του κεφαλαίου, µε σκοπό την εκτίµηση της πλήρους καµπύλης ροπής-
στροφής και την σύγκριση µε αποτελέσµατα πειραµατικών δοκιµών, δεν επιτρέπουν 
την αξιολόγηση της διατµητικής συµπεριφοράς του φατνώµατος του 
υποστυλώµατος, καθώς αντιστοιχούν σε διαµορφώσεις αµφίπλευρων, συµµετρικών 
κόµβων ή σε περιπτώσεις όπου η παραµορφωσιµότητα του υποστυλώµατος 
παρεµποδίζεται από την πειραµατική διάταξη. Στο κεφάλαιο 5 περιγράφονται οι 
διαθέσιµες µεθοδολογίες που µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την εκτίµηση της 
απόκρισης του συστατικού µέρους του κορµού του υποστυλώµατος σε διάτµηση. 
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Για τον αρχικό ελαστικό κλάδο της απόκρισης, οι σχέσεις που προτείνονται από τον 
Ευρωκώδικα 3 για την αρχική δυσκαµψία και την ροπή πλαστικοποίησης κρίνονται 
επαρκείς. ∆ιάφορες τροποποιήσεις (σχέσεις 5-99, 5-100), µε τις οποίες λαµβάνεται 
υπόψη, µε πιο ακριβή τρόπο, η αλληλεπίδραση, µε ταυτόχρονη ορθή ένταση στο 
υποστύλωµα, είναι διαθέσιµες και µπορούν να εφαρµοσθούν, αν κριθεί απαραίτητο, 
χωρίς σηµαντική επιβάρυνση στην πολυπλοκότητα των υπολογισµών. Για τον 
πλαστικό κλάδο της απόκρισης, ως πιο απλή αντιµετώπιση µπορεί να θεωρηθεί η 
εφαρµογή του µέτρου κράτυνσης TE  για την δυσκαµψία και του ορίου θραύσης uf  

για την µέγιστη ροπή. Όµως µε αυτόν τον τρόπο αγνοείται η συµβολή των πελµάτων 
του υποστυλώµατος στην διατµητική συµπεριφορά του φατνώµατος, η οποία µετά 
την πλαστικοποίηση του κορµού είναι σηµαντική. Η µέθοδος των Krawinkler et al. 
(1975), είναι ιδιαίτερα απλή στους υπολογισµούς, και αποδεικνύεται 
αποτελεσµατική σε περιπτώσεις όχι πολύ µεγάλου πάχους των πελµάτων του 
υποστυλώµατος (Kim και Engelhardt 2002). Η µέθοδος των Kim και Engelhardt 
(2002) εµφανίζει βελτιωµένη συµπεριφορά, για µεγαλύτερο εύρος πάχους 
υποστυλώµατος, είναι όµως και αρκετά πιο πολύπλοκη στους υπολογισµούς.  

Συστατικό µέρος κορµού υποστυλώµατος σε θλίψη (cwc) 
Η συµπεριφορά του συστατικού µέρους του κορµού του υποστυλώµατος σε θλίψη, 
χαρακτηρίζεται από περιορισµένη πλαστιµότητα. Η καµπύλη δύναµης-µετακίνησης 
του, εµφανίζει καθοδικό κλάδο εξ’ αιτίας ανάπτυξης φαινοµένων λυγισµού. Το 
συνολικό εύρος της απόκρισης διερεύνησε πειραµατικά ο Kühnemund (2002), και 
πρότεινε µεθόδους για τον αναλυτικό προσδιορισµό της. Η καµπύλη δύναµης-
µετακίνησης προσεγγίζεται µε τρεις κλάδους: τον αρχικό ελαστικό κλάδο για τον 
οποίο χρησιµοποιούνται οι εκφράσεις του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), έναν δεύτερο 
ενδιάµεσο κλάδο, ο οποίος οδηγεί στο µέγιστο φορτίο που µπορεί να αναλάβει ο 
κορµός του υποστυλώµατος, και τον τρίτο και τελικό κλάδο, ο οποίος είναι 
καθοδικός. Για το µηχανικό προσοµοίωµα που αναπτύσσεται στην διατριβή, 
ενδιαφέρουν οι δύο πρώτοι κλάδοι της απόκρισης, καθώς η εκτίµηση της καµπύλης 
ροπής-στροφής του κόµβου πραγµατοποιείται µέχρι το επίπεδο µέγιστης ροπής.  

Ο πρώτος κλάδος του προσοµοιώµατος του Kühnemund (2002), διαθέτει δύο 
διαδοχικά ευθύγραµµα τµήµατα, όπου στο πρώτο εφαρµόζεται η αρχική δυσκαµψία 

cwck  του Ευρωκώδικα 3, και στο δεύτερο εφαρµόζεται µία µικρότερη τιµή 

δυσκαµψίας, ίση µε 7cwck / . Το πέρας του πρώτου ευθύγραµµου τµήµατος, 

αντιστοιχεί σε δύναµη ίση µε τα 2/3 της αντοχής cwcF , η οποία υπολογίζεται 

σύµφωνα µε τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), ενώ το πέρας του δεύτερου τµήµατος 
ταυτίζεται µε την αντοχή cwcF .  

Ο δεύτερος κλάδος του προσοµοιώµατος είναι επίσης αύξοντας, και οδηγεί από το 
επίπεδο αντοχής cwcF , στο επίπεδο µέγιστου φορτίου uF . Η αναλυτική έκφραση 
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υπολογισµού του φορτίου uF  αναφέρεται στο κεφάλαιο 5 (σχέση 5-133). Για τον 

πλήρη προσδιορισµό του δεύτερου κλάδου απαιτείται και ο υπολογισµός της 
µετακίνησης uw , στο µέγιστο φορτίο του συστατικού. Η µετακίνηση uw  στο 

προσοµοίωµα του Kühnemund (2002), προκύπτει µε βάση τους υπολογισµούς για 
τον τρίτο, φθίνοντα κλάδο της καµπύλης. Η συµπεριφορά του κορµού του 
υποστυλώµατος σε αυτόν τον κλάδο, προσεγγίζεται µέσω ενός µεταλυγισµικού 
µηχανισµού κατάρρευσης, µε γραµµές διαρροής. Η διαδικασία των υπολογισµών 
είναι αρκετά πολύπλοκη, µε αποτέλεσµα να καθίσταται δυσχερής η επίλυση µε το 
χέρι. ∆υστυχώς, στο πρωτότυπο κείµενο δεν αναφέρεται µία απλή έκφραση για τον 
υπολογισµό της uw . Για τις ανάγκες επίλυσης των µηχανικών προσοµοιωµάτων που 

εξετάζονται στην παρούσα διατριβή, χρησιµοποιείται η ίδια δυσκαµψία που 
εφαρµόζεται για το δεύτερο τµήµα του πρώτου κλάδου ( 7cwck / ). Η επίδραση που 

αναµένεται να έχει η υποεκτίµηση της µετακίνησης uw , που προκαλείται από αυτήν 

την παραδοχή, στην τελική στροφική ικανότητα του κόµβου, δεν είναι σηµαντική, 
καθώς η πλαστιµότητα του συγκεκριµένου συστατικού µέρους είναι οπωσδήποτε 
περιορισµένη, σε σχέση µε τα συστατικά µέρη της εφελκυόµενης ζώνης ή του 
κορµού του υποστυλώµατος σε διάτµηση. Επίσης, πρέπει να αναφερθεί ότι η 
διαστασιολόγηση του κόµβου, µε κρίσιµο συστατικό µέρος, τον κορµό του 
υποστυλώµατος σε θλίψη δεν αποτελεί ενδεδειγµένη πρακτική, εφόσον η 
πλαστιµότητα της κατασκευής θεωρείται βασική παράµετρος του σχεδιασµού. Αν 
για παράδειγµα, επιχειρείται σχεδιασµός µε πλαστική καθολική ανάλυση ή 
επιβάλλονται απαιτήσεις για την απόκριση σε σεισµικές δράσεις, τότε είναι 
απαραίτητη η εξασφάλιση ενός σταθερού και ικανού εύρους πλαστικού κλάδου στην 
απόκριση των κόµβων, ο οποίος µπορεί να επιτευχθεί αποτελεσµατικά και αξιόπιστα 
από τα συστατικά µέρη της εφελκυόµενης ζώνης. Σε άλλες περιπτώσεις σχεδιασµού, 
όπου ο κορµός του υποστυλώµατος είναι λυγηρός και κρίσιµος για την απόκριση του 
κόµβου, προτείνεται η πλήρης εφαρµογή των τριών κλάδων του προσοµοιώµατος 
του Kühnemund (2002). Στα µηχανικά προσοµοιώµατα που εξετάσθηκαν στην 
παρούσα διατριβή, το συστατικό µέρος του κορµού του υποστυλώµατος σε θλίψη 
δεν αποδείχθηκε σε καµία περίπτωση κρίσιµο.  

Συστατικό µέρος κορµού υποστυλώµατος σε εφελκυσµό (cwt) 
Το συγκεκριµένο συστατικό µέρος είναι ανάλογο του κορµού του υποστυλώµατος 
σε θλίψη, χωρίς την εµφάνιση των φαινοµένων αστάθειας. Η καµπύλη δύναµης-
µετακίνησης, η οποία ενσωµατώνεται στα µηχανικά προσοµοιώµατα που 
εξετάζονται στην διατριβή, είναι διγραµµική. Για την περιγραφή του πρώτου κλάδου 
της καµπύλης, που αντιστοιχεί στην ελαστική συµπεριφορά του συστατικού µέρους, 
µέχρι την πλαστικοποίηση, χρησιµοποιούνται οι σχέσεις του Ευρωκώδικα 3 (CEN 
2003) για την αρχική δυσκαµψία cwtk  και την δύναµη πλαστικοποίησης cwtF  

(σχέσεις 5-139 και 5-143 αντίστοιχα). Για την δύναµη πλαστικοποίησης 
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χρησιµοποιείται ως ενεργό µήκος κορµού effb , εκείνο που υπολογίζεται για το 

πλάτος του ισοδύναµου βραχέος ταυ, για το συστατικό µέρος του πέλµατος του 
υποστυλώµατος σε κάµψη, στην ίδια σειρά κοχλίωσης. Για την αρχική δυσκαµψία 
το ενεργό µήκος λαµβάνεται ίσο µε 0 7 eff, b , σύµφωνα µε την µεθοδολογία του 

Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Για τον δεύτερο κλάδο της διγραµµικής καµπύλης, 
θεωρείται ότι ο κορµός έχει πλαστικοποιηθεί πλήρως στο µήκος effb . Το µήκος αυτό 

χρησιµοποιείται τόσο για τους υπολογισµούς αντοχής, όσο και δυσκαµψίας. Για την 
µέγιστη δύναµη λαµβάνεται υπόψη το όριο θραύσης uf  του υλικού, θεωρώντας 

οµοιόµορφη κατανοµή της έντασης στο µήκος effb , αντίστοιχα µε τον υπολογισµό 

της δύναµης πλαστικοποίησης: 

 cwt ,u eff w,c uF ωb t f=  (7-2) 

όπου ω  διορθωτικός συντελεστής για την αλληλεπίδραση µε την διατµητική δύναµη 
του υποστυλώµατος, που υπολογίζεται από την 5-123, και w,ct  το πάχος του κορµού. 

Για την δυσκαµψία του πλαστικού κλάδου χρησιµοποιείται, όπως και για την αρχική 
δυσκαµψία, η παραδοχή µονοαξονικού εφελκυσµού στο ενεργό µήκος του κορµού, 
και εφαρµόζεται το µέτρο κράτυνσης TE  του υλικού: 

 T eff w,c
cwt ,pl

w,c

E b t
k

d
=  (7-3) 

όπου w,cd  το καθαρό ύψος του κορµού.  

Συστατικά µέρη διατεµνόµενων κοχλιών (bs, ab, bfb και bwb) 
Τα συστατικά µέρη που επηρεάζονται από διατεµνόµενους κοχλίες είναι οι κοχλίες 
σε διάτµηση (bs) και τα ελάσµατα σε σύνθλιψη άντυγας (ab, bfb, bwb). 
∆ιατεµνόµενοι κοχλίες εφαρµόζονται σε συνδέσεις µε γωνιακά, για την σύνδεση των 
γωνιακών µε τα πέλµατα και τον κορµό της δοκού. ∆υστυχώς, η συµβολή των 
συγκεκριµένων συστατικών µερών, στην εκτίµηση της καµπύλης ροπής-στροφής 
των κόµβων, δεν είναι δυνατό να αξιολογηθεί, καθώς σε όλες τις περιπτώσεις 
κόµβων µε γωνιακά που εξετάσθηκαν, οι κοχλίες είναι προεντεταµένοι. Η 
παραµορφωσιµότητα των συγκεκριµένων συστατικών µερών, στην περίπτωση 
προέντασης των κοχλιών, χαρακτηρίζεται µηδενική, και κατά συνέπεια τα 
αντίστοιχα ελατήρια των µηχανικών προσοµοιωµάτων θεωρούνται άκαµπτα.  

Η περίπτωση ολίσθησης των κοχλιών, µε ανάπτυξη φαινοµένων σύνθλιψης, σε 
προχωρηµένο στάδιο της απόκρισης, δεν αποτελεί αντικείµενο έρευνας στην 
διατριβή. Το φαινόµενο αυτό άλλωστε, δεν εµφανίστηκε στις πειραµατικές δοκιµές 
κόµβων µε γωνιακά που εξετάσθηκαν (Azizinamini et al. 1987), εκτός από 
ορισµένες µεµονωµένες περιπτώσεις, όπως τεκµηριώνεται στην συνέχεια. Η 
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ολίσθηση των προεντεταµένων κοχλιών εξαρτάται από παραµέτρους, όπως ο 
συντελεστής τριβής µεταξύ των επιφανειών και η πραγµατική δύναµη προέντασης, 
που εφαρµόζεται στους κοχλίες κατά την ανέγερση. Οι παράµετροι αυτοί διαθέτουν, 
σε σηµαντικό βαθµό, τυχηµατικό χαρακτήρα, µε τις συνήθεις πρακτικές κατασκευής, 
και κατά συνέπεια, η ενσωµάτωση της ολίσθησης σε ένα υπολογιστικό 
προσοµοίωµα είναι εν γένει δύσκολη.  

Η αντοχή σε διάτµηση των κοχλιών υπολογίζεται σύµφωνα µε τις διατάξεις του 
Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Τα αντίστοιχα ελατήρια των µηχανικών 
προσοµοιωµάτων, τα οποία όπως προαναφέρθηκε θεωρούνται άκαµπτα για την 
περίπτωση προέντασης των κοχλιών, περιορίζουν µόνο την αντοχή του κόµβου, και 
δεν συµβάλουν στην ανάπτυξη στροφής από αυτόν.  

Άλλα συστατικά µέρη 
Τα υπόλοιπα συστατικά µέρη που συµµετέχουν στα µηχανικά προσοµοιώµατα είναι 
το πέλµα και ο κορµός της δοκού σε θλίψη (bfwc), ο κορµός της δοκού σε 
εφελκυσµό (bwt), το σκέλος του γωνιακού κάτω πέλµατος σε θλίψη (sac) και το 
σκέλος του γωνιακού άνω πέλµατος σε εφελκυσµό (tat). Τα συγκεκριµένα 
συστατικά µέρη συµµετέχουν µόνο για τον περιορισµό της αντοχής, καθώς όπως 
προαναφέρθηκε, η παραµορφωσιµότητα τους θεωρείται ότι δεν ανήκει στον κόµβο. 
Εποµένως, τα αντίστοιχα ελατήρια χαρακτηρίζονται άκαµπτα, ενώ η αντοχή τους 
προσδιορίζεται σύµφωνα µε τις αναλυτικές σχέσεις του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), 
στην περίπτωση των συστατικών µερών της δοκού (παράγραφος 5.6.6), και 
σύµφωνα µε τις προτάσεις των Faella et al. (2000) στην περίπτωση των συστατικών 
µερών των γωνιακών (παράγραφος 5.6.8). 

7.3 Κατασκευή και επίλυση µηχανικών προσοµοιωµάτων 

Ο προσδιορισµός της καµπύλης ροπής-στροφής των κόµβων, µε την χρήση 
µηχανικών προσοµοιωµάτων, απαιτεί την πραγµατοποίηση µιας σειράς βηµάτων. 
Με κριτήριο την οργάνωση και συστηµατοποίηση της συνολικής διαδικασίας, 
µπορούν να διακριθούν οι ακόλουθες ενέργειες: 

• Συγκέντρωση όλων των απαραίτητων δεδοµένων (γεωµετρικές 
ιδιότητες, µηχανικές ιδιότητες κλπ) 

• Υπολογισµός των καµπυλών δύναµης-µετακίνησης των συστατικών 
µερών 

• ∆ηµιουργία του αριθµητικού προσοµοιώµατος 
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• Επίλυση του αριθµητικού προσοµοιώµατος, µε µη γραµµική ανάλυση 

• Ανάγνωση και επεξεργασία των αποτελεσµάτων 

Η εκτέλεση των ανωτέρω βηµάτων δεν µπορεί να θεωρηθεί µια τετριµµένη 
διαδικασία, ιδιαίτερα όσο ο αριθµός των προς εξέταση κόµβων αυξάνεται. Στα 
πλαίσια της διατριβής, για παράδειγµα, επιχειρείται η διερεύνηση ενός µεγάλου 
αριθµού πειραµατικών δοκιµών κόµβων, ώστε να αξιολογηθεί η 
αποτελεσµατικότητα των µηχανικών προσοµοιωµάτων, και ειδικότερα των 
συστατικών µερών µορφής βραχέος ταυ που περιέχονται σε αυτά. Για κάθε δοκιµή, 
είναι δυνατό να επιλεγούν πολλαπλές διαµορφώσεις των µηχανικών 
προσοµοιωµάτων, όπως περιγράφηκε στην παράγραφο 7.2. Αν συνυπολογιστεί και η 
εκτέλεση δοκιµαστικών αναλύσεων, που αποτελεί απαραίτητο στοιχείο µιας 
ερευνητικής προσπάθειας, προκύπτει η ανάγκη διαχείρισης ενός µεγάλου όγκου 
δεδοµένων, µε συστηµατικό τρόπο, που να διευκολύνει την ανάκτηση πληροφοριών 
και να περιορίζει το ενδεχόµενο σφάλµατος, λόγω του σύνθετου χαρακτήρα και της 
πληθώρας των δεδοµένων.  

Η χρησιµοποίηση υπολογιστή και κατάλληλου λογισµικού χαρακτηρίζεται 
ευεργετική για την αντιµετώπιση του προβλήµατος διαχείρισης του µεγάλου όγκου 
δεδοµένων, σε όλα τα βήµατα της διαδικασίας προσδιορισµού της καµπύλης ροπής-
στροφής, που προαναφέρθηκαν. Για την επίλυση του αριθµητικού προσοµοιώµατος, 
είναι απαραίτητη η επιλογή ενός προγράµµατος πεπερασµένων στοιχείων, µε 
δυνατότητα εκτέλεσης µη γραµµικής ανάλυσης. Η ανάπτυξη ενός εξειδικευµένου 
επιλύτη δεν είναι επίσης ιδιαίτερα δύσκολή, για τις συγκεκριµένες διαµορφώσεις 
µηχανικών προσοµοιωµάτων, δεδοµένου ότι υπεισέρχονται µόνο ελατήρια και 
άκαµπτα µέλη σε αυτά. Η δηµιουργία του αριθµητικού προσοµοιώµατος µπορεί να 
πραγµατοποιηθεί µε τα εργαλεία του προγράµµατος πεπερασµένων στοιχείων, αλλά 
κατά κανόνα η διαδικασία είναι χρονοβόρος. Η προετοιµασία των προσοµοιωµάτων 
µε εξειδικευµένο λογισµικό είναι ταχύτερη και µε µικρότερη πιθανότητα σφάλµατος, 
και κατά συνέπεια δικαιολογείται η απαιτούµενη επένδυση σε χρόνο, ιδιαίτερα αν ο 
αριθµός των υπό εξέταση κόµβων είναι µεγάλος. Το ίδιο συµπέρασµα ισχύει και για 
το δεύτερο βήµα της διαδικασίας, που αφορά των υπολογισµό των καµπυλών 
δύναµης-µετακίνησης των συστατικών µερών. Για το τελευταίο βήµα, της 
ανάγνωσης και επεξεργασίας των αποτελεσµάτων, η ανάπτυξη πρωτότυπου 
λογισµικού είναι εφικτή µόνο, εφόσον για την επίλυση των προσοµοιωµάτων 
χρησιµοποιείται εξειδικευµένος, πρωτότυπος επιλύτης. Στην αντίθετη περίπτωση, 
που χρησιµοποιείται ένα πρόγραµµα πεπερασµένων στοιχείων, οι δυνατότητες 
παρέµβασης και ρύθµισης του γενικού περιβάλλοντος του προγράµµατος, στις 
ειδικές απαιτήσεις του εκάστοτε προβλήµατος, κατά κανόνα είναι περιορισµένες ή 
απαιτούν δυσανάλογη προσπάθεια για την υλοποίηση τους. Η ανάγνωση και 
επεξεργασία των αποτελεσµάτων ενδέχεται να συνιστά ένα χρονοβόρο τµήµα της 
όλης διαδικασίας. Η επιλογή ανάπτυξης πρωτότυπου λογισµικού πλεονεκτεί, καθώς 
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µπορεί να διευκολύνει την γρήγορη ανάκτηση πληροφοριών της απόκρισης, χωρίς 
την ανάγκη περαιτέρω επεξεργασίας.  

Στα πλαίσια της διατριβής, χρησιµοποιήθηκε ένας συνδυασµός έτοιµου και 
πρωτότυπου λογισµικού για την εκτέλεση όλων των αναλύσεων των µηχανικών 
προσοµοιωµάτων. Καταρχήν, όλα τα διαθέσιµα δεδοµένα των πειραµατικών 
δοκιµών συγκεντρώθηκαν και καταχωρήθηκαν σε λογιστικά φύλλα, έτσι ώστε να 
είναι περισσότερο ευχερής η αναζήτηση τους και η εκτέλεση διαφόρων 
υπολογισµών µε αυτά (σχήµα 7-12). Για κάθε κόµβο δηµιουργήθηκε ξεχωριστό 
φύλλο, όπου καταχωρήθηκαν, πέραν των αρχικών δεδοµένων, και τα αποτελέσµατα 
τόσο της πειραµατικής δοκιµής, όσο και των υπολογιστικών προσοµοιωµάτων.  

 

Σχήµα 7-12. Λογιστικό φύλλο όπου καταχωρούνται τα δεδοµένα µιας πειραµατικής 
δοκιµής κόµβου 

Για τον υπολογισµό των καµπυλών δύναµης-µετακίνησης των διαφόρων συστατικών 
µερών των µηχανικών προσοµοιωµάτων, αναπτύχθηκε πρωτότυπο λογισµικό µε την 
ονοµασία Steel Connections Project (SCP). Το πρόγραµµα δέχεται ως αρχικά 
δεδοµένα τα γεωµετρικά και µηχανικά χαρακτηριστικά των κόµβων (σχήµα 7-13). 
Με αυτά τα δεδοµένα το πρόγραµµα είναι σε θέση να υπολογίσει τις καµπύλες 
δύναµης-µετακίνησης των συστατικών µερών, σύµφωνα µε τις µεθοδολογίες 
αναλυτικού υπολογισµού που αναφέρθηκαν προηγούµενα, στην παράγραφο 7.2.4 
(σχήµα 7-14). Στο πρόγραµµα ενσωµατώθηκαν επίσης οι διατάξεις του Ευρωκώδικα 
3 (prEN 1993) για τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας και της αντοχής 
κοχλιωτών κόµβων. 
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Σχήµα 7-13. Εισαγωγή ιδιοτήτων κόµβων στο πρόγραµµα SCP 

 

 

Σχήµα 7-14. Εισαγωγή καµπυλών δύναµης-µετακίνησης των συστατικών µερών του 
κόµβου στο πρόγραµµα SCP 

Ο υπολογισµός των καµπυλών δύναµης-µετακίνησης των συστατικών µερών 
µορφής βραχέος ταυ βασίζεται στο επαυξητικό προσοµοίωµα που προτείνεται στην 
διατριβή. Ο σχετικός αλγόριθµος δεν ενσωµατώθηκε στο SCP. Αντίθετα, 
αξιοποιήθηκε ο ίδιος κώδικας που είχε χρησιµοποιηθεί για την ανάπτυξη και τον 
έλεγχο του επαυξητικού προσοµοιώµατος, στο πρώτο µέρος της διατριβής. Ο 
κώδικας αυτός υλοποιήθηκε στο περιβάλλον του λογισµικού MATLAB (σχήµα 
7-15), το οποίο προσφέρει σηµαντικές ευκολίες για την ταχεία ανάπτυξη 
µαθηµατικών προσοµοιωµάτων. ∆εν επιχειρήθηκε η µεταφορά του κώδικα και η 
ενσωµάτωση του στο SCP, καθώς η σχετική προσπάθεια θεωρήθηκε πλεονάζουσα. 
Η τελική καµπύλη δύναµης-µετακίνησης που υπολογίζεται στο MATLAB, 
µεταφέρεται στο SCP, για κάθε συστατικό µέρος µορφής βραχέος ταυ, έτσι ώστε 
µαζί µε τις καµπύλες των υπόλοιπων συστατικών µερών, να επιτευχθεί η 
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συγκέντρωση όλων των απαραίτητων δεδοµένων που χαρακτηρίζουν την απόκριση 
του µηχανικού προσοµοιώµατος του κόµβου σε ένα κοινό περιβάλλον.  

 

Σχήµα 7-15. Υπολογισµός της καµπύλης δύναµης-µετακίνησης των για τα 
συστατικά µέρη µορφής βραχέος ταυ στο MATLAB 

Το πρόγραµµα SCP χρησιµοποιήθηκε και για την δηµιουργία του αριθµητικού 
προσοµοιώµατος, καθώς είναι άµεσα διαθέσιµα σε αυτό, τόσο τα γεωµετρικά 
χαρακτηριστικά του κόµβου, όσο και οι ιδιότητες των ελατηρίων των συστατικών 
µερών. Για αυτόν τον σκοπό, υλοποιήθηκε στο πρόγραµµα η δυνατότητα διάταξης 
των ελατηρίων και των άκαµπτων στοιχείων, σύµφωνα την διασύνδεση prEN1993, 
την διασύνδεση Innsbruk και την διασύνδεση Coimbra. Επίσης, υλοποιήθηκε η 
δυνατότητα τροποποιηµένης διαµόρφωσης αυτών των διασυνδέσεων, όπου στην 
πρώτη σειρά κοχλίωσης παρεµβάλλεται ένα άκαµπτο στοιχείο και τα ελατήρια δεν 
τοποθετούνται στην ίδια στάθµη. Στο σχήµα 7-16 φαίνεται η οθόνη του 
προγράµµατος SCP, όπου δηµιουργείται το αριθµητικό προσοµοίωµα.  

 

Σχήµα 7-16. ∆ηµιουργία των αριθµητικών προσοµοιωµάτων στο πρόγραµµα SCP 
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Για την επίλυση των αριθµητικών προσοµοιωµάτων χρησιµοποιήθηκε το εµπορικό 
πρόγραµµα πεπερασµένων στοιχείων ADINA, στην έκδοση 8 (ADINA R&D 2005). 
Στο σχήµα 7-17 φαίνεται ένα µηχανικό προσοµοίωµα κόµβου µε µετωπική πλάκα 
στο περιβάλλον εργασίας του προγράµµατος. Η ανάλυση των εν λόγω 
προσοµοιωµάτων δεν θέτει ιδιαίτερες απαιτήσεις από το πρόγραµµα επίλυσης, 
καθώς το είδος και η διατύπωση των χρησιµοποιούµενων πεπερασµένων στοιχείων 
είναι απλή. Η ανάλυση είναι µη γραµµική, µε την µέθοδο Newon-Raphson, και 
έλεγχο της επιβαλλόµενης ροπής. Παραδοχές µικρών µετακινήσεων υιοθετούνται 
καθολικά στο προσοµοίωµα.  

Η ανάγνωση και η αρχική επεξεργασία των αποτελεσµάτων πραγµατοποιείται στο 
ίδιο το πρόγραµµα πεπερασµένων στοιχείων. Η καµπύλη ροπής-στροφής που 
προκύπτει από την επίλυση, µεταφέρεται έπειτα σε λογιστικό φύλλο, για περαιτέρω 
επεξεργασία.  

 

 

Σχήµα 7-17. Μηχανικό προσοµοίωµα κόµβου µε µετωπική πλάκα στο ADINA 
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7.4 Αξιολόγηση µηχανικών προσοµοιωµάτων µε 
πειραµατικές δοκιµές 

7.4.1 Γενικά 

Στην συνέχεια του κεφαλαίου αξιολογείται η αποτελεσµατικότητα των µηχανικών 
προσοµοιωµάτων στην εκτίµηση της απόκρισης πλήρων κόµβων δοκού-
υποστυλώµατος. Για τον σκοπό αυτόν συγκεντρώθηκε, από βιβλιογραφικές πηγές, 
µία βάση 28 πειραµατικών δοκιµών κόµβων. Οι διαµορφώσεις που εξετάζονται 
περιλαµβάνουν κόµβους µε µετωπική πλάκα και κόµβους µε γωνιακά άνω και κάτω 
πέλµατος και διπλό γωνιακό κορµού. Τα γεωµετρικά και µηχανικά χαρακτηριστικά 
των υπό εξέταση κόµβων αναφέρονται στο κεφάλαιο 66 (παράγραφος 6.3).  

Σε όλες τις περιπτώσεις, η συµπεριφορά των πειραµατικών δοκιµών καθορίζεται από 
τα συστατικά µέρη της εφελκυόµενης ζώνης, τα οποία και αποδεικνύονται κρίσιµα. 
Επειδή, στα µηχανικά προσοµοιώµατα, για την προσοµοίωση της εφελκυόµενης 
ζώνης χρησιµοποιείται το επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ, που αναπτύχθηκε 
και προτείνεται στην παρούσα διατριβή, η σύγκριση µε τα πειραµατικά 
αποτελέσµατα προσφέρεται επιπλέον και για την αξιολόγηση της 
αποτελεσµατικότητας του επαυξητικού προσοµοιώµατος βραχέος ταυ, ως συστατικό 
µέρος ενός κόµβου. Ένα από τα κύρια χαρακτηριστικά του επαυξητικού 
προσοµοιώµατος βραχέος ταυ είναι η δυνατότητα εκτίµησης της συνολικής 
καµπύλης δύναµης-µετακίνησης, συµπεριλαµβανοµένης και της µέγιστης 
µετακίνησης κατά την θραύση. Το χαρακτηριστικό αυτό θεωρείται απαραίτητο για 
τον ακριβή προσδιορισµό της στροφικής ικανότητας του κόµβου, καθώς η µέγιστη 
µετακίνηση αναπτύσσεται πλήρως στο κρίσιµο συστατικό µέρος, ενώ στα υπόλοιπα 
η µετακίνηση που αναπτύσσεται εξαρτάται από την καµπύλη δύναµης-µετακίνησης 
του καθενός. Εποµένως, εφόσον καθοριστικά για την απόκριση είναι τα συστατικά 
µέρη της εφελκυόµενης ζώνης, τα οποία προσοµοιώνονται µε ισοδύναµα βραχέα 
ταυ, αναµένεται να καταδειχθεί η σηµασία της ακριβούς εκτίµησης της καµπύλης 
δύναµης-µετακίνησης αυτών των συστατικών µερών και τα αποτελέσµατα που αυτή 
επιφέρει στην αξιοπιστία των µηχανικών προσοµοιωµάτων. 

7.4.2 Πειραµατικές δοκιµές των Azizinamini et al. (1987) 

Οι συγκεκριµένες πειραµατικές δοκιµές αφορούν κόµβους µε γωνιακά άνω και κάτω 
πέλµατος και διπλό γωνιακό κορµού. Συνολικά εξετάσθηκαν 18 κόµβοι σε δύο 
σειρές, χρησιµοποιώντας διαφορετικές δοκούς και υποστύλωµα σε κάθε σειρά. Η 
διάταξη όλων των κόµβων είναι αµφίπλευρη, µε όµοιες συνδέσεις δεξιά και 
αριστερά του υποστυλώµατος και συµµετρική φόρτιση. Η πειραµατική διάταξη, τα 
γεωµετρικά και τα µηχανικά χαρακτηριστικά των κόµβων, περιγράφονται στην 
παράγραφο 6.3.1.  
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Λόγω της συµµετρικής διαµόρφωσης των κόµβων, ο κορµός του υποστυλώµατος 
δεν υπόκειται σε διατµητική καταπόνηση, και κατά συνέπεια το συγκεκριµένο 
συστατικό µέρος δεν συµµετέχει στην απόκριση, σε όλες τις δοκιµές που 
εξετάζονται. Επίσης, λόγω της προέντασης που εφαρµόζεται στους κοχλίες, τα 
συστατικά µέρη των κοχλιών σε διάτµηση και των ελασµάτων σε σύνθλιψη άντυγας 
θεωρούνται απαραµόρφωτα. Για τους εφελκυόµενους κοχλίες η επίδραση της 
προέντασης λαµβάνεται υπόψη µέσω του βραχέος ταυ στα αντίστοιχα συστατικά 
µέρη. Η δυσκαµψία του ελατηρίου του κοχλία, στο επαυξητικό προσοµοίωµα 
βραχέος ταυ, υπολογίζεται από την σχέση 3-176 για τα αρχικά στάδια της φόρτισης, 
µέχρι την αφαίρεση της προέντασης και την αποκόλληση του πέλµατος, σύµφωνα µε 
όσα αναφέρθηκαν στο κεφάλαιο 3 (παράγραφος 3.6.3).  

Ο υπολογισµός της καµπύλης ροπής-στροφής πραγµατοποιείται καταρχήν 
χρησιµοποιώντας, για την διασύνδεση των ελατηρίων, το προσοµοίωµα 
prEN1993/Faella, στην τυπική και τροποποιηµένη διαµόρφωση του. Εφαρµόζεται η 
διαδικασία µόρφωσης και επίλυσης του µηχανικού προσοµοιώµατος, όπως 
περιγράφηκε στις προηγούµενες παραγράφους. Στα σχήµατα 7-18 ως 7-35 
παρουσιάζονται οι καµπύλες ροπής M  - στροφής φ , που προκύπτουν από τα 
προτεινόµενα µηχανικά προσοµοιώµατα, για τους 18 κόµβους των πειραµατικών 
δοκίµων, και συγκρίνονται µε τα αποτελέσµατα των πειραµατικών δοκιµών, καθώς 
και προσοµοιώσεων µε τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία. Η ονοµατολογία των 
καµπυλών στα σχήµατα έχει την ακόλουθη ερµηνεία: 

• Προτεινόµενο µηχανικό προσοµοίωµα Α: το µηχανικό προσοµοίωµα, µε το 
προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα για τα συστατικά µέρη µορφής 
βραχέος ταυ, και την διασύνδεση ελατηρίων prEN1993/Faella. 

• Προτεινόµενο µηχανικό προσοµοίωµα Β: το µηχανικό προσοµοίωµα, µε το 
προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα για τα συστατικά µέρη µορφής 
βραχέος ταυ, και την τροποποιηµένη διασύνδεση ελατηρίων 
prEN1993/Faella. 

• Τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία: τα προσοµοιώµατα µε τρισδιάστατα 
πεπερασµένα στοιχεία που ανέπτυξαν οι Kishi et al. (2001) για τους 
συγκεκριµένους κόµβους (παράγραφος 6.3.1). 
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Σχήµα 7-18. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 8S1 
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Σχήµα 7-19. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 8S2 
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Σχήµα 7-20. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 8S3 
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Σχήµα 7-21. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 8S4 
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Σχήµα 7-22. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 8S5 
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Σχήµα 7-23. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 8S6 
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Σχήµα 7-24. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 8S7 
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Σχήµα 7-25. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 8S8 
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Σχήµα 7-26. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 8S9 
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Σχήµα 7-27. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 8S10 
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Σχήµα 7-28. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 14S1 
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Σχήµα 7-29. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 14S2 
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Σχήµα 7-30. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 14S3 
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Σχήµα 7-31. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 14S4 
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Σχήµα 7-32. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 14S5 
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Σχήµα 7-33. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 14S6 
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Σχήµα 7-34. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 14S8 
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Σχήµα 7-35. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή 14S9 

Ορισµένα ποιοτικά συµπεράσµατα µπορούν να εξαχθούν άµεσα από την σύγκριση 
των καµπυλών ροπής-στροφής των µηχανικών προσοµοιωµάτων µε τις αντίστοιχες 
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των πειραµατικών δοκιµών και των προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων. 
Καταρχήν, η σύγκλιση που επιτυγχάνουν τα προτεινόµενα µηχανικά 
προσοµοιώµατα, στην πλειοψηφία των δοκιµών, είναι πολύ ικανοποιητική. Το 
µηχανικό προσοµοίωµα Α, το οποίο χρησιµοποιεί την κανονική διασύνδεση 
ελατηρίων prEN1993/Faella, εµφανίζεται περισσότερο αποτελεσµατικό σε σύγκριση 
µε το προσοµοίωµα Β, που χρησιµοποιεί την τροποποιηµένη διασύνδεση 
prEN1993/Faella. Σε όλες τις περιπτώσεις, η καµπύλη που υπολογίζεται από το 
προσοµοίωµα Β χαρακτηρίζεται από µικρότερη αρχική δυσκαµψία, αντοχή και 
δυσκαµψία πλαστικού κλάδου και µεγαλύτερη στροφική ικανότητα, συγκριτικά µε 
το προσοµοίωµα Β. Επίσης, τα δύο µηχανικά προσοµοιώµατα προσεγγίζουν σε 
µεγαλύτερο βαθµό την συµπεριφορά των προσοµοιωµάτων µε τρισδιάστατα 
πεπερασµένα στοιχεία των Kishi et al. (2001), σε σχέση µε τις καµπύλες των 
πειραµατικών δοκιµών. Το γεγονός αυτό είναι αναµενόµενο, αφενός διότι στα 
µηχανικά προσοµοιώµατα εφαρµόσθηκαν οι ίδιες παραδοχές για τους νόµους υλικών 
που υιοθέτησαν οι Kishi et el. (2001) για τα προσοµοιώµατα πεπερασµένων 
στοιχείων, και αφετέρου εξαιτίας της αδυναµίας των υπολογιστικών 
προσοµοιωµάτων να ενσωµατώσουν τις ποικίλες ατέλειες που χαρακτηρίζουν έναν 
πραγµατικό κόµβο, και επηρεάζουν την απόκριση του. Για αυτόν τον λόγο, η 
συµπεριφορά των προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων, όντας απαλλαγµένη 
από τις ατέλειες που τυχηµατικά υπεισέρχονται σε έναν πραγµατικό κόµβο, µπορεί 
να θεωρηθεί ως ένα µέτρο της ακρίβειας που µπορεί να επιτευχθεί από ένα δραστικά 
πιο απλό, υπολογιστικό προσοµοίωµα, όπως είναι τα προτεινόµενα µηχανικά 
προσοµοιώµατα που εξετάζονται. 

Σε όλες τις δοκιµές, η συµπεριφορά των µηχανικών προσοµοιωµάτων βρίσκεται 
αρκετά κοντά στην αντίστοιχη των πειραµατικών δοκιµών ή των τρισδιάστατων 
προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων. Εξαίρεση αποτελεί η δοκιµή 8S4, όπου 
η απόκλιση είναι ασυνήθιστα µεγάλη, σε σύγκριση µε την µέση απόκλιση που 
εµφανίζεται στις υπόλοιπες δοκιµές, κυρίως σε ότι αφορά την µέγιστη στροφή. Η 
απόκλιση είναι επίσης µεγάλη µεταξύ του προσοµοιώµατος πεπερασµένων 
στοιχείων των Kishi et al. (2001) και της ίδιας πειραµατικής δοκιµής. Άλλοι 
ερευνητές (Faella et al. 2000) δεν χρησιµοποιούν την συγκεκριµένη δοκιµή για την 
αξιολόγηση µηχανικών προσοµοιωµάτων, και ειδικότερα σε ότι αφορά την εκτίµηση 
της στροφικής ικανότητας. ∆υστυχώς, στις πρωτότυπες δηµοσιεύσεις δεν 
αναφέρονται πληροφορίες για την αιτία αστοχίας της συγκεκριµένης δοκιµής, που 
θα µπορούσαν να αξιοποιηθούν για την ερµηνεία της εµφανιζόµενης απόκλισης. Στις 
δοκιµές 8S2, 8S10 και 14S2 εµφανίστηκε ολίσθηση των διατεµνόµενων 
προεντεταµένων κοχλιών που συνδέουν τα γωνιακά µε την δοκό, στο σηµείο της 
απόκρισης που υποδεικνύεται στα παραπάνω σχήµατα. Στα µηχανικά 
προσοµοιώµατα, δεν λαµβάνεται υπόψη η περίπτωση ολίσθησης των διατεµνόµενων 
κοχλιών, και κατά συνέπεια η συγκεκριµένη συµπεριφορά δεν µπορεί να 
συνεκτιµηθεί στην καµπύλη ροπής-στροφής που υπολογίζεται από αυτά. Στην 
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δοκιµή 8S10, όπου η ολίσθηση εµφανίστηκε σε πρώιµο στάδιο της απόκρισης, η 
απόκλιση των µηχανικών προσοµοιωµάτων είναι περισσότερο εµφανής. Σύµφωνα 
µε τους Azizinamini et al. (1987), σε όλες τις υπόλοιπες δοκιµές δεν εκδηλώθηκε 
ολίσθηση των προεντεταµένων κοχλιών, και συνεπώς, οι δοκιµές αυτές συνιστούν 
µία αντιπροσωπευτική βάση για την αξιολόγηση των µηχανικών προσοµοιωµάτων.  

Αρχική δυσκαµψία 
Στον πίνακα 7-1 παρατίθεται οι τιµές της αρχικής δυσκαµψίας που υπολογίζονται µε 
τα δύο προτεινόµενα µηχανικά προσοµοιώµατα και µε τα προσοµοιώµατα 
τρισδιάστατων πεπερασµένων στοιχείων των Kishi et al. (2001). Για τις τιµές της 
αρχικής δυσκαµψίας των πειραµατικών δοκιµών χρησιµοποιήθηκαν οι πίνακες που 
παραθέτουν οι Azizinamimni et al. (1987), και όχι η κλίση των καµπυλών ροπής-
στροφής. Οι συγγραφείς ωστόσο, δεν αναφέρουν την σύµβαση που υιοθέτησαν για 
τον υπολογισµό της αρχικής δυσκαµψίας από τις πειραµατικές µετρήσεις. Κατά 
κανόνα, οι αρχικές µετρήσεις σε µια πειραµατική δοκιµή δεν µπορούν να 
αξιοποιηθούν για µετρήσεις δυσκαµψίας, καθώς επηρεάζονται από τυχηµατικούς 
παράγοντες, όπως οι ατέλειες της πειραµατικής διάταξης, µε αποτέλεσµα η 
απόκριση να είναι ανελαστική και η δυσκαµψία να µεταβάλλεται δραστικά. Για τον 
σκοπό αυτόν, είναι απαραίτητη µία σύµβαση για το επίπεδο φόρτισης, στο οποίο 
πραγµατοποιείται ο υπολογισµός της αρχικής δυσκαµψίας, θεωρώντας ότι στο 
επίπεδο αυτό η επίδραση τυχηµατικών παραµέτρων έχει εξαλειφθεί. Εναλλακτικά, 
είναι δυνατό η αρχική δυσκαµψία να προκύπτει έπειτα από την εκτέλεση ενός 
αρχικού κύκλου φόρτισης-αποφόρτισης στην ελαστική περιοχή. Οι πληροφορίες 
αυτές δυστυχώς δεν αναφέρονται στις πρωτότυπες δηµοσιεύσεις.  

Η στατιστική επεξεργασία των αποτελεσµάτων περιλαµβάνει τον υπολογισµό του 
λόγου της αρχικής δυσκαµψίας των µηχανικών προσοµοιωµάτων, προς την 
πειραµατική δυσκαµψία και την δυσκαµψία των προσοµοιωµάτων πεπερασµένων 
στοιχείων, σε κάθε δοκιµή. Επίσης, για το σύνολο των δοκιµών υπολογίζεται η µέση 
τιµή και η τυπική απόκλιση των λόγων αυτών. Από την σύγκριση της µέσης τιµής, 
προκύπτει ότι το µηχανικό προσοµοίωµα Α υπερεκτιµά ελαφρά την αρχική 
δυσκαµψία. Η υπερεκτίµηση είναι µεγαλύτερη σε σχέση µε τα πειραµατικά 
αποτελέσµατα και µικρότερη για τα προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων. 
Αξίζει να αναφερθεί, ότι η υπερεκτίµηση είναι ανάλογη εκείνης που είχε 
παρατηρηθεί για το µεµονωµένο επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ, στα 
πλαίσια της παραµετρικής διερεύνησης µε τρισδιάστατα προσοµοιώµατα 
πεπερασµένων στοιχείων (µέση τιµή λόγου ίση µε 1,17) που περιγράφεται στο 
κεφάλαιο 4. Αντίθετα, για το µηχανικό προσοµοίωµα Β, η δυσκαµψία που 
υπολογίζεται υστερεί σε ποσοστό περίπου 20%, κατά µέσο όρο, τόσο σε σχέση µε 
τις πειραµατικές δοκιµές, όσο και µε τα προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων. 
Εξετάζοντας την τυπική απόκλιση των λόγων, προκύπτει ότι οι τιµές που αυτή 
λαµβάνει για τα µηχανικά προσοµοιώµατα, σε σχέση µε τις πειραµατικές δοκιµές, 
είναι υψηλές. Μάλιστα, παρόµοιου µεγέθους υψηλή τυπική απόκλιση χαρακτηρίζει 
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και τα αποτελέσµατα των προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων, σε σχέση µε 
τις πειραµατικές δοκιµές. Το γεγονός αυτό αποτελεί µία ένδειξη, ότι οι µετρήσεις της 
αρχικής δυσκαµψίας στις πειραµατικές δοκιµές, επηρεάζονται από τυχηµατικούς 
παράγοντες και εποµένως, περιορίζεται η χρησιµότητα τους για την αξιολόγηση ενός 
υπολογιστικού προσοµοιώµατος. Συγκρίνοντας την αρχική δυσκαµψία των 
προτεινόµενων µηχανικών προσοµοιωµάτων, µε την αντίστοιχη των 
προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων, αποδεικνύεται ότι η τυπική απόκλιση 
είναι πολύ µικρότερη. Εποµένως, µπορεί να θεωρηθεί ότι τα προτεινόµενα µηχανικά 
προσοµοιώµατα επιτρέπουν µια συνεπή εκτίµηση της αρχικής δυσκαµψίας, 
επιτυγχάνοντας συγκρίσιµο επίπεδο ακρίβειας µε τα κατά πολύ πιο σύνθετα 
προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων. Ειδικότερα, το µηχανικό προσοµοίωµα 
Α, το οποίο όπως προαναφέρθηκε χρησιµοποιεί την κανονική διασύνδεση ελατηρίων 
prEN1993/Faella, εµφανίζεται πιο αποτελεσµατικό, και προτείνεται η 
χρησιµοποίηση του στο συγκεκριµένο αντικείµενο. 

Πίνακας 7-1. Αρχική δυσκαµψία iniS  υπολογιστικών προσοµοιωµάτων για τους 
πειραµατικούς κόµβους των Azizinamini et al. (1987)  

 
Πειραµ. 
δοκιµή 

Προσοµοίωµα 
πεπ. στοιχείων 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Α 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Β 

 iniS  

(Ntm/rad) 
iniS  

(Ntm/rad) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

iniS  

(Ntm/rad) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

Λόγος 
(πεπ. 

στοιχεία) 
iniS  

(Ntm/rad) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

Λόγος 
(πεπ. 

στοιχεία) 

8S1 7,54E+06 7,87E+06 1,04 8,13E+06 1,08 1,03 5,55E+06 0,74 0.71 

8S2 1,39E+07 9,90E+06 0,71 1,04E+07 0,74 1,05 7,01E+06 0,50 0.71 

8S3 1,18E+07 8,18E+06 0,69 8,48E+06 0,72 1,04 5,78E+06 0,49 0.71 

8S4 1,73E+06 3,12E+06 1,80 3,28E+06 1,90 1,05 1,86E+06 1,08 0.60 

8S5 8,67E+06 6,60E+06 0,76 8,32E+06 0,96 1,26 5,25E+06 0,61 0.79 

8S6 4,46E+06 5,55E+06 1,24 6,10E+06 1,37 1,10 3,93E+06 0,88 0.71 

8S7 5,42E+06 7,03E+06 1,30 8,39E+06 1,55 1,19 5,29E+06 0,98 0.75 

8S8 7,90E+06 8,22E+06 1,04 8,22E+06 1,04 1,00 5,62E+06 0,71 0.68 

8S9 1,18E+07 1,07E+07 0,91 1,05E+07 0,89 0,98 7,09E+06 0,60 0.66 

8S10 4,82E+07 1,47E+07 0,31 1,37E+07 0,28 0,93 9,20E+06 0,19 0.62 

14S1 2,20E+07 2,26E+07 1,03 2,79E+07 1,27 1,24 2,12E+07 0,96 0.94 

14S2 3,33E+07 4,14E+07 1,24 4,36E+07 1,31 1,05 3,25E+07 0,98 0.79 

14S3 1,31E+07 2,07E+07 1,58 2,75E+07 2,10 1,33 2,07E+07 1,58 1.00 

14S4 2,51E+07 2,70E+07 1,08 3,32E+07 1,32 1,23 2,66E+07 1,06 0.99 

14S5 2,79E+07 2,45E+07 0,88 2,83E+07 1,02 1,16 2,15E+07 0,77 0.88 

14S6 3,23E+07 3,56E+07 1,10 4,44E+07 1,37 1,25 3,31E+07 1,02 0.93 

14S8 6,54E+07 4,64E+07 0,71 5,07E+07 0,78 1,09 3,66E+07 0,56 0.79 

14S9 2,92E+07 3,56E+07 1,22 4,44E+07 1,52 1,25 3,31E+07 1,13 0.93 

Μέση τιµή  1,02  1,16 1,12  0,81 0,78 

Τυπική απόκλιση  0,355  0,444 0,115  0,317 0,125 
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Στο σχήµα 7-36 που ακολουθεί, παρουσιάζονται, µε πιο παραστατική µορφή, οι 
λόγοι της αρχικής δυσκαµψίας των υπολογιστικών προσοµοιωµάτων, προς την 
δυσκαµψία των πειραµατικών δοκιµών. Η µεγάλη διακύµανση των αποτελεσµάτων 
είναι εµφανής, ακόµα και για τα τρισδιάστατα προσοµοιώµατα πεπερασµένων 
στοιχείων των Kishi et al. (2001). Στο σχήµα 7-37 παρουσιάζεται το αντίστοιχο 
γράφηµα για την αρχική δυσκαµψία των προτεινόµενων µηχανικών 
προσοµοιωµάτων προς την δυσκαµψία των προσοµοιωµάτων πεπερασµένων 
στοιχείων. Οι τιµές των λόγων είναι πιο κοντά στην µονάδα, και η διακύµανση τους 
πολύ µικρότερη. Επίσης, είναι εµφανής η διαφορετική συµπεριφορά των δύο 
προσοµοιωµάτων, µε το πρώτο να υπερεκτιµά συστηµατικά την αρχική δυσκαµψία 
ενώ αντίθετα το δεύτερο να την υποεκτιµά. 
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Σχήµα 7-36. Λόγος αρχικής δυσκαµψίας υπολογιστικών προσοµοιωµάτων προς την 
αρχική δυσκαµψία των πειραµατικών κόµβων των Azizinamini et al. (1987) 
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Σχήµα 7-37. Λόγος αρχικής δυσκαµψίας προτεινόµενων µηχανικών 
προσοµοιωµάτων προς την δυσκαµψία των προσοµοιωµάτων πεπερασµένων 

στοιχείων των Kishi et al. (2001) 
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Μέγιστη ροπή 
Στον πίνακα 7-2 παρουσιάζονται οι τιµές της µέγιστης ροπής που υπολογίζονται µε 
τα δύο προτεινόµενα µηχανικά προσοµοιώµατα και µε τα προσοµοιώµατα 
τρισδιάστατων πεπερασµένων στοιχείων των Kishi et al. (2001), καθώς και οι τιµές 
της µέγιστης ροπής των πειραµατικών δοκιµών. Επίσης, παρατίθενται οι τιµές των 
λόγων της µέγιστης ροπής των υπολογιστικών προσοµοιωµάτων προς την 
αντίστοιχη πειραµατική τιµή ή την τιµή των προσοµοιωµάτων πεπερασµένων 
στοιχείων. Για το σύνολο των δοκιµών υπολογίζεται η µέση τιµή και η τυπική 
απόκλιση των λόγων αυτών. Επειδή όπως προαναφέρθηκε, η απόκλιση των 
υπολογιστικών προσοµοιωµάτων, από την πειραµατική καµπύλη ροπής-στροφής, 
είναι ασυνήθιστα µεγάλη για την δοκιµή 8S4, κυρίως σε ότι αφορά τον 
προσδιορισµό του τελικού σηµείου της απόκρισης, υπολογίζεται η µέση τιµή και η 
τυπική απόκλιση των λόγων, χωρίς την συµµετοχή της συγκεκριµένης δοκιµής, 
εξαιρώντας έτσι την επιρροή ενός πιθανά µη αντιπροσωπευτικού αποτελέσµατος. 
Επιπλέον, υπολογίζεται η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση, χωρίς την συµµετοχή 
της δοκιµής 8S4 και των 8S2, 8S10, 14S2. Στις τρεις τελευταίες δοκιµές 
εκδηλώθηκε ολίσθηση των προεντεταµένων κοχλιών σε προχωρηµένο επίπεδο 
φόρτισης. Το συγκεκριµένο φαινόµενο δεν ενσωµατώνεται στα µηχανικά 
προσοµοιώµατα, µε αποτέλεσµα την διαφοροποίηση της απόκρισης που 
υπολογίζεται από την πραγµατική. Οι υπόλοιπες δοκιµές που αποµένουν µετά την 
εξαίρεση των εν λόγω τεσσάρων αµφίβολων δοκιµών, θεωρείται ότι συνιστούν ένα 
περισσότερο κατάλληλο δείγµα για την αξιολόγηση των µηχανικών 
προσοµοιωµάτων. 

Από τα αποτελέσµατα που εµφανίζονται στον πίνακα 7-2, προκύπτει ότι το µηχανικό 
προσοµοίωµα Α προσεγγίζει µε µεγάλη ακρίβεια την πειραµατική µέγιστη ροπή. Η 
µέση τιµή του σχετικού λόγου είναι πολύ κοντά στην µονάδα, και η τυπική απόκλιση 
αρκετά µικρή επίσης. Η αφαίρεση των τεσσάρων δοκιµών 8S4, 8S2, 8S10 και 14S2 
δεν επηρεάζει σηµαντικά τα αποτελέσµατα, γεγονός που αποδεικνύει ότι οι 
υπολογισµοί αντοχής είναι αρκετά ακριβείς για το σύνολο των δοκιµών. Το 
µηχανικό προσοµοίωµα Β εµφανίζει µια υποεκτίµηση 10% κατά µέσο όρο, σε σχέση 
µε τις πειραµατικές δοκιµές. Η τυπική απόκλιση ωστόσο είναι λίγο πιο µικρή, σε 
σύγκριση µε το µηχανικό προσοµοίωµα Α, επιτυγχάνοντας έτσι πιο συστηµατική 
συµπεριφορά. Πάντως και σε αυτήν την περίπτωση, το µηχανικό προσοµοίωµα Α 
συνολικά εµφανίζεται πιο αποτελεσµατικό, και προτείνεται για τον υπολογισµό της 
µέγιστης ροπής. 
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Πίνακας 7-2. Μέγιστη ροπή uM  υπολογιστικών προσοµοιωµάτων για τους 
πειραµατικούς κόµβους των Azizinamini et al. (1987)  

 
Πειραµ. 
δοκιµή 

Προσοµοίωµα 
πεπ. στοιχείων 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Α 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Β 

 uM  

(Ntm) 
uM  

(Ntm) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

uM  

(Ntm) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

Λόγος 
(πεπ. 

στοιχεία) 

uM  

(Ntm) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

Λόγος 
(πεπ. 

στοιχεία) 

8S1 4,28E+04 4,21E+04 0,98 4,01E+04 0,94 0,95 3,44E+04 0,80 0,82 

8S2 4,41E+04 4,53E+04 1,03 5,01E+04 1,14 1,11 4,26E+04 0,97 0,94 

8S3 5,32E+04 4,59E+04 0,86 4,61E+04 0,87 1,00 3,94E+04 0,74 0,86 

8S4 2,13E+04 2,26E+04 1,06 2,60E+04 1,22 1,15 2,04E+04 0,96 0,90 

8S5 4,26E+04 4,27E+04 1,00 4,63E+04 1,09 1,08 3,83E+04 0,90 0,90 

8S6 3,24E+04 3,16E+04 0,98 3,22E+04 0,99 1,02 2,73E+04 0,84 0,86 

8S7 4,66E+04 4,21E+04 0,90 3,92E+04 0,84 0,93 3,28E+04 0,70 0,78 

8S8 4,78E+04 4,34E+04 0,91 4,93E+04 1,03 1,13 4,29E+04 0,90 0,99 

8S9 5,36E+04 5,31E+04 0,99 5,94E+04 1,11 1,12 5,11E+04 0,95 0,96 

8S10 7,37E+04 7,16E+04 0,97 8,90E+04 1,21 1,24 7,51E+04 1,02 1,05 

14S1 8,18E+04 8,15E+04 1,00 8,05E+04 0,98 0,99 7,26E+04 0,89 0,89 

14S2 1,15E+05 1,13E+05 0,98 1,20E+05 1,04 1,07 1,06E+05 0,92 0,94 

14S3 7,97E+04 7,51E+04 0,94 7,48E+04 0,94 1,00 6,69E+04 0,84 0,89 

14S4 9,92E+04 9,98E+04 1,01 9,77E+04 0,98 0,98 9,04E+04 0,91 0,91 

14S5 1,18E+05 9,98E+04 0,85 9,58E+04 0,81 0,96 8,76E+04 0,74 0,88 

14S6 1,20E+05 1,21E+05 1,00 1,36E+05 1,13 1,12 1,22E+05 1,01 1,01 

14S8 1,84E+05 1,78E+05 0,97 1,76E+05 0,95 0,98 1,53E+05 0,83 0,86 

14S9 1,21E+05 1,21E+05 0,99 1,36E+05 1,12 1,12 1,22E+05 1,00 1,01 

Μέση τιµή  0,97  1,02 1,05  0,88 0,91 

(χωρίς την δοκιµή 8S4)  0,96  1,01 1,05  0,88 0,91 

(χωρίς τις 8S2, 8S4, 8S10, 14S2) 0,96  0,98 1,03  0,86 0,90 

Τυπική απόκλιση  0,057  0,121 0,087  0,093 0,069 

(χωρίς την δοκιµή 8S4)  0,052  0,112 0,085  0,096 0,073 

(χωρίς τις 8S2, 8S4, 8S10, 14S2) 0,054  0,102 0,073  0,094 0,069 

 

Στο σχήµα 7-38 που ακολουθεί, παρουσιάζονται µε πιο παραστατική µορφή οι λόγοι 
της µέγιστης ροπής των υπολογιστικών προσοµοιωµάτων, προς την µέγιστη ροπή 
των αντίστοιχων πειραµατικών δοκιµών. Από την εικόνα του γραφήµατος προκύπτει 
ότι για το προτεινόµενο µηχανικό προσοµοίωµα Α, η τιµή του λόγου γενικά είναι 
κοντά στην µονάδα. Η µεγαλύτερη απόκλιση παρατηρείται στις δοκιµές 8S2, 8S4 
και 8S10, οι οποίες για τους λόγους που προαναφέρθηκαν, δεν θεωρούνται 
αντιπροσωπευτικές για την αξιολόγηση των συγκεκριµένων µηχανικών 
προσοµοιωµάτων. Για τις δοκιµές 8S3, 8S7, 14S5, όπου η απόκλιση του µηχανικού 
προσοµοιώµατος εµφανίζεται επίσης συγκριτικά µεγαλύτερη, παρατηρείται 
ταυτόχρονα µία αυξηµένη απόκλιση και για το προσοµοίωµα πεπερασµένων 
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στοιχείων. Στο σχήµα 7-39 παρουσιάζεται το γράφηµα των λόγων της µέγιστης 
ροπής των µηχανικών προσοµοιωµάτων, προς την µέγιστη ροπή των αντίστοιχων 
προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων. Φαίνεται η συστηµατική υποεκτίµηση 
της αντοχής από το µηχανικό προσοµοίωµα Α, ενώ για το προσοµοίωµα Β, αν 
εξαιρεθούν οι δοκιµές 8S4 και 8S10, εµφανίζεται µια µικρή κατά µέσο όρο 
υπερεκτίµηση.  
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Σχήµα 7-38. Λόγος µέγιστης ροπής υπολογιστικών προσοµοιωµάτων προς την 
µέγιστη ροπή των πειραµατικών κόµβων των Azizinamini et al. (1987) 
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Σχήµα 7-39. Λόγος µέγιστης ροπής προτεινόµενων µηχανικών προσοµοιωµάτων 
προς την µέγιστη ροπή των προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων των Kishi et 

al. (2001) 

Στροφική ικανότητα 
Στον πίνακα 7-3 παρουσιάζονται οι τιµές της στροφικής ικανότητας που 
υπολογίζονται µε τα δύο προτεινόµενα µηχανικά προσοµοιώµατα, και µε τα 
προσοµοιώµατα τρισδιάστατων πεπερασµένων στοιχείων των Kishi et al. (2001), 
καθώς και οι τιµές της στροφικής ικανότητας των πειραµατικών δοκιµών. Επίσης, 
παρατίθενται οι τιµές των λόγων της στροφικής ικανότητας των υπολογιστικών 
προσοµοιωµάτων, προς την αντίστοιχη πειραµατική τιµή ή την τιµή των 
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προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων. Για το σύνολο των δοκιµών 
υπολογίζεται η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση των λόγων αυτών. Επίσης, 
υπολογίζεται η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση εξαιρώντας τις δοκιµές 8S4 και τις 
8S2, 8S10, 14S2, οι οποίες όπως προαναφέρθηκε δεν ανταποκρίνονται απόλυτα στο 
είδος της απόκρισης που προσοµοιώνεται µε τα µηχανικά προσοµοιώµατα.  

Πίνακας 7-3. Στροφική ικανότητα uφ  υπολογιστικών προσοµοιωµάτων για τους 
πειραµατικούς κόµβους των Azizinamini et al. (1987)  

 
Πειραµ. 
δοκιµή 

Προσοµοίωµα 
πεπ. στοιχείων 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Α 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Β 

 uφ  

(rad) 
uφ  

(rad) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

uφ  

(rad) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

Λόγος 
(πεπ. 

στοιχεία) 

uφ  

(rad) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

Λόγος 
(πεπ. 

στοιχεία) 

8S1 0,0458 0,0470 1,03 0,0465 1,02 0,99 0,0573 1,25 1,22 

8S2 0,0320 0,0325 1,01 0,0444 1,39 1,37 0,0548 1,71 1,69 

8S3 0,0443 0,0446 1,01 0,0560 1,26 1,26 0,0695 1,57 1,56 

8S4 0,0458 0,0479 1,05 0,0983 2,15 2,05 0,1067 2,33 2,23 

8S5 0,0452 0,0460 1,02 0,0553 1,22 1,20 0,0711 1,57 1,55 

8S6 0,0455 0,0462 1,01 0,0507 1,12 1,10 0,0653 1,44 1,42 

8S7 0,0457 0,0468 1,02 0,0467 1,02 1,00 0,0604 1,32 1,29 

8S8 0,0446 0,0453 1,01 0,0506 1,13 1,12 0,0626 1,40 1,38 

8S9 0,0434 0,0435 1,00 0,0464 1,07 1,07 0,0572 1,32 1,31 

8S10 0,0304 0,0317 1,04 0,0450 1,48 1,42 0,0554 1,82 1,75 

14S1 0,0355 0,0361 1,02 0,0351 0,99 0,97 0,0410 1,15 1,13 

14S2 0,0339 0,0342 1,01 0,0328 0,97 0,96 0,0385 1,14 1,12 

14S3 0,0355 0,0362 1,02 0,0351 0,99 0,97 0,0412 1,16 1,14 

14S4 0,0349 0,0359 1,03 0,0352 1,01 0,98 0,0413 1,18 1,15 

14S5 0,0353 0,0368 1,04 0,0341 0,97 0,93 0,0403 1,14 1,09 

14S6 0,0342 0,0344 1,01 0,0319 0,93 0,93 0,0375 1,10 1,09 

14S8 0,0324 0,0332 1,03 0,0344 1,06 1,03 0,0410 1,27 1,23 

14S9 0,0336 0,0335 1,00 0,0319 0,95 0,95 0,0375 1,12 1,12 

Μέση τιµή  1,02  1,16 1,14  1,40 1,37 

(χωρίς την δοκιµή 8S4)  1,02  1,09 1,07  1,33 1,31 

(χωρίς τις 8S2, 8S4, 8S10, 14S2) 1,02  1,05 1,04  1,29 1,26 

Τυπική απόκλιση  0,013  0,297 0,279  0,321 0,303 

(χωρίς την δοκιµή 8S4)  0,013  0,159 0,153  0,222 0,215 

(χωρίς τις 8S2, 8S4, 8S10, 14S2) 0,012  0,100 0,101  0,160 0,160 

 

Από την στατιστική επεξεργασία των αποτελεσµάτων στον πίνακα 7-3, 
αποδεικνύεται ότι το µηχανικό προσοµοίωµα Α υπερτερεί σηµαντικά στην εκτίµηση 
της στροφικής ικανότητας, έναντι του προσοµοιώµατος Β, το οποίο εµφανίζει µια 
υπερεκτίµηση ίση µε 30~40% κατά µέσο όρο. Αντίστοιχα, η υπερεκτίµηση για το 
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προσοµοίωµα Α είναι 15% περίπου, για το σύνολο των δοκιµών, και µόλις 5% χωρίς 
την συµµετοχή των δοκιµών 8S4, 8S2, 8S10 και 14S2. Η τυπική απόκλιση, για το 
σύνολο των δοκιµών, εµφανίζεται αυξηµένη για τα δύο µηχανικά προσοµοιώµατα. 
Ωστόσο, η υψηλή τιµή της οφείλεται κατά το µεγαλύτερο µέρος στην ασυνήθιστα 
υψηλή απόκλιση της δοκιµής 8S4. Πράγµατι, όπως φαίνεται και στον πίνακα 7-3, η 
τιµή της τυπικής απόκλισης, εξαιρώντας την συγκεκριµένη δοκιµή, σχεδόν 
υποδιπλασιάζεται για το µηχανικό προσοµοίωµα Α. Το γεγονός αυτό ενισχύει την 
επιλογή απόρριψης της συγκεκριµένης δοκιµής, ως µη αντιπροσωπευτικής για την 
αξιολόγηση των προτεινόµενων µηχανικών προσοµοιωµάτων. Η τιµή της τυπικής 
απόκλισης βελτιώνεται ακόµη περισσότερο, αν επιπλέον αφαιρεθούν από το δείγµα 
οι δοκιµές 8S2, 8S10 και 14S2, στις οποίες αναπτύχθηκε ολίσθηση. Έτσι τελικά, η 
τυπική απόκλιση λαµβάνει την τιµή 0.10 για το µηχανικό προσοµοίωµα Α, η οποία 
θεωρείται πολύ ικανοποιητική για τον υπολογισµό του µεγέθους της στροφικής 
ικανότητας. Με βάση αυτά τα δεδοµένα, προτείνεται η εφαρµογή του µηχανικού 
προσοµοιώµατος Α, ως πλέον αποτελεσµατικού για τον σκοπό αυτόν. 

Στο σχήµα 7-40 που ακολουθεί, παρουσιάζονται µε πιο παραστατική µορφή οι λόγοι 
της στροφικής ικανότητας των υπολογιστικών προσοµοιωµάτων προς την στροφική 
ικανότητα των αντίστοιχων πειραµατικών δοκιµών. Από την γενική εικόνα του 
γραφήµατος, το µηχανικό προσοµοίωµα Α εµφανίζεται σαφώς πιο αποτελεσµατικό, 
έναντι του προσοµοιώµατος Β, καθώς σε όλες τις περιπτώσεις προσεγγίζει καλύτερα 
τις πειραµατικές τιµές. Η µεγαλύτερη απόκλιση παρατηρείται στις δοκιµές 8S4, 
8S10 και 8S2, οι οποίες δεν θεωρούνται αντιπροσωπευτικές για την αξιολόγηση των 
µηχανικών προσοµοιωµάτων.  
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Σχήµα 7-40. Λόγος στροφικής ικανότητας υπολογιστικών προσοµοιωµάτων προς 
την στροφική ικανότητα των πειραµατικών κόµβων των Azizinamini et al. (1987) 

Στο σχήµα 7-41 παρουσιάζεται το γράφηµα των λόγων της στροφικής ικανότητας 
των προτεινόµενων µηχανικών προσοµοιωµάτων, προς την στροφική ικανότητα των 
αντίστοιχων προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων. Η εικόνα δεν διαφέρει σε 
σχέση µε το σχήµα 7-40, καθώς τα προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων 
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προσεγγίζουν πολύ κοντά τις πειραµατικές τιµές στροφικής ικανότητας. Οι Kishi et 
al. (2001) ωστόσο, που κατασκεύασαν τα προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων, 
δεν αναφέρουν κριτήρια για τον χαρακτηρισµό της θραύσης σε αυτά, και εποµένως 
η ακρίβεια εκτίµησης της στροφικής ικανότητας που εµφανίζουν, θα πρέπει να 
αντιµετωπίζεται µε επιφύλαξη. Ο προσδιορισµός της στροφικής ικανότητας 
άλλωστε, δεν αποτελεί αντικείµενο ενδιαφέροντος στην δηµοσίευση των Kishi et al. 
(2001). 
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Σχήµα 7-41. Λόγος στροφικής ικανότητας προτεινόµενων µηχανικών 
προσοµοιωµάτων προς την στροφική ικανότητα των προσοµοιωµάτων 

πεπερασµένων στοιχείων των Kishi et al. (2001) 

Σύγκριση µε εναλλακτικές µεθόδους 
Οι Faella et al. (2000), χρησιµοποίησαν τις πειραµατικές δοκιµές των Azizinamini et 
al. (1987), προκειµένου να αξιολογήσουν την συµπεριφορά ενός µηχανικού 
προσοµοιώµατος, στην εκτίµηση της στροφικής ικανότητας κόµβων µε γωνιακά. Για 
την προσοµοίωση της παραµορφωσιµότητας του γωνιακού σε κάµψη υιοθέτησαν το 
προσοµοίωµα βραχέος ταυ, που ανέπτυξαν οι ίδιοι, και περιγράφηκε στο πρώτο 
µέρος της διατριβής. Τα υπόλοιπα συστατικά µέρη δεν ελήφθησαν υπόψη, 
θεωρώντας ότι για την θραύση των κόµβων, κρίσιµο είναι το γωνιακό σε κάµψη, 
χωρίς τα συστατικά µέρη του υποστυλώµατος να συµβάλλουν στην πλαστική 
παραµόρφωση. Η παραδοχή αυτή είναι ακριβής για τις πειραµατικές δοκιµές των 
Azizinamini et al. (1987), στις οποίες τα υποστυλώµατα είναι ισχυρά, σε σχέση µε τα 
γωνιακά, και εποµένως τα τελευταία αποτελούν την κύρια πηγή 
παραµορφωσιµότητας. Οι Faella et al. (2000), υπολογίζουν µόνο την πλαστική 
συνιστώσα plφ  της συνολικής στροφής uφ  µε το µηχανικό προσοµοίωµα τους. Για 

τις πειραµατικές δοκιµές, υπολόγισαν την πλαστική στροφή plφ , υιοθετώντας την 

σύµβαση του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), για τον προσδιορισµό της ελαστικής 
συνιστώσας, ως εκείνης της στροφής που αντιστοιχεί σε ροπή ίση µε 2 3 j ,rd/ M , 

όπου j ,rdM  η ροπή αντοχής του κόµβου. Η ροπή αντοχής j ,rdM  υπολογίσθηκε µε 

βάση τέµνουσα δυσκαµψία ίση µε το 1/3 της αρχικής (σχήµα 7-42). 
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Σχήµα 7-42. Υπολογισµός πλαστικής στροφής plφ  για τις πειραµατικές δοκιµές 

Η ίδια διαδικασία υπολογισµού της πλαστικής στροφής plφ  εφαρµόσθηκε και για το 

προτεινόµενο µηχανικό προσοµοίωµα Α που αναπτύχθηκε στην παρούσα διατριβή. 
Στο σχήµα 7-43 παρουσιάζεται συγκριτικά ο λόγος της πλαστικής στροφής του 
προτεινόµενου µηχανικού προσοµοιώµατος Α και του προσοµοιώµατος που 
χρησιµοποιούν οι Faella et al. (2000), προς την πλαστική στροφή των πειραµατικών 
δοκιµών. Σηµειώνεται ότι οι συγγραφείς δεν περιλαµβάνουν στην αξιολόγηση τους 
τις δοκιµές 8S4 και 8S8. Η δοκιµή 8S4, όπως προαναφέρθηκε, δεν θεωρείται 
αξιοποιήσιµη ούτε για την αξιολόγηση των µηχανικών προσοµοιωµάτων, που 
προτείνονται στην παρούσα διατριβή. Από την σύγκριση των δύο προσοµοιωµάτων 
στο σχήµα 7-43, προκύπτει ότι το µηχανικό προσοµοίωµα Α, που προτείνεται στην 
διατριβή, υπερέχει του προσοµοιώµατος των Faella et al. (2000), καθώς εµφανίζει 
µικρότερη διακύµανση στην εκτίµηση της πειραµατικής πλαστικής στροφής. Η µέση 
τιµή αποκλίνει ελαφρώς περισσότερο, σε σχέση µε την αντίστοιχη τιµή για το 
προσοµοίωµα Faella et al. (2000), ωστόσο παραµένει πολύ κοντά στην µονάδα. 
Αντίθετα, η τυπική απόκλιση για το προτεινόµενο προσοµοίωµα, είναι δραστικά 
µικρότερη έναντι του προσοµοιώµατος των Faella et al. (2000).  
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Σχήµα 7-43. Λόγος πλαστικής στροφής µηχανικών προσοµοιωµάτων προς την 
πλαστική στροφή των πειραµατικών κόµβων των Azizinamini et al. (1987) 
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∆ιερεύνηση συµπεριφοράς εναλλακτικών διασυνδέσεων ελατηρίων 
Τα προτεινόµενα µηχανικά προσοµοιώµατα που παρουσιάστηκαν προηγούµενα 
χρησιµοποιούν την διασύνδεση ελατηρίων prEN1993/Faella, τροποποιηµένης και 
µη. Όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 7.2, η συγκεκριµένη διασύνδεση των 
ελατηρίων δεν είναι και η µοναδική διαθέσιµη. Ειδικότερα, είναι δυνατόν να 
εφαρµοσθούν οι διασυνδέσεις Innsbruck και Coimbra, στις οποίες διαφοροποιείται η 
διάταξη των ελατηρίων, κυρίως σε ότι αφορά το φάτνωµα του υποστυλώµατος. 
Προκειµένου να διαπιστωθεί η επίδραση των διαφορετικών διασυνδέσεων 
ελατηρίων στον υπολογισµό της απόκρισης, πραγµατοποιήθηκε µια συγκριτική 
αξιολόγηση σε δύο περιπτώσεις πειραµατικών κόµβων των Azizinamini et al. 
(1987).  

Στο σχήµα 7-44 παρουσιάζονται οι καµπύλες ροπής-στροφής για την πειραµατική 
δοκιµή 8S1, και στο σχήµα 7-45 για την δοκιµή 14S8. ∆εν χρησιµοποιήθηκαν οι 
τροποποιηµένες παραλλαγές των διασυνδέσεων, αλλά µόνο οι κανονικές. Για τα 
συστατικά µέρη µορφής βραχέος ταυ χρησιµοποιήθηκε σε όλες τις περιπτώσεις το 
προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ. Τα αποτελέσµατα για τις τρεις 
διασυνδέσεις, όπως φαίνεται στα σχήµατα, είναι σχεδόν ταυτόσηµα, καθώς οι 
καµπύλες ροπής-στροφής σχεδόν συµπίπτουν, και οι όποιες διαφοροποιήσεις είναι 
δυσδιάκριτες. Οι τιµές της αρχικής δυσκαµψίας παρουσιάζονται στον πίνακα 7-4. Η 
διασύνδεση Innsbruck είναι η πλέον δύσκαµπτη ενώ αντίθετα η διασύνδεση 
prEN1993/Faella, εµφανίζεται περισσότερο εύκαµπτη. Η µεγαλύτερη διαφορά, στην 
αρχική δυσκαµψία µεταξύ των τριών διασυνδέσεων, είναι της τάξης του 5%.  
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Σχήµα 7-44. Καµπύλες ροπής-στροφής προτεινόµενου µηχανικού προσοµοιώµατος 
µε διαφορετικές διασυνδέσεις ελατηρίων για την δοκιµή 8S1 
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Σχήµα 7-45. Καµπύλες ροπής-στροφής προτεινόµενου µηχανικού προσοµοιώµατος 
µε διαφορετικές διασυνδέσεις ελατηρίων για την δοκιµή 14S8 

Πίνακας 7-4. Αρχική δυσκαµψία iniS  διαφορετικών µηχανικών προσοµοιωµάτων 
για τις δοκιµές 8S1 και 14S8 

 
Πειραµατική 

δοκιµή 
∆ιασύνδεση 

prEN1993/Faella 

∆ιασύνδεση 
Innsbruck 

∆ιασύνδεση 
Coimbra 

 iniS  

(Ntm/rad) 
iniS  

(Ntm/rad) 
iniS  

(Ntm/rad) 
iniS  

(Ntm/rad) 

8S1 7,54E+06 8,13E+06 8,61E+06 8,50E+06 

14S8 6,54E+07 5,07E+07 5,29E+07 5,18E+07 

 

∆υστυχώς, οι συγκεκριµένες πειραµατικές δοκιµές, δεν προσφέρονται για την 
αξιολόγηση αυτών των εναλλακτικών διασυνδέσεων του µηχανικού 
προσοµοιώµατος, καθώς οι αποκλίσεις που εµφανίζονται είναι πολύ µικρές. Επειδή 
το υποστύλωµα σε όλες τις περιπτώσεις είναι ισχυρό, σε σύγκριση µε την σύνδεση, η 
παραµορφωσιµότητα του κόµβου συγκεντρώνεται στα συστατικά µέρη της 
σύνδεσης. Για τον λόγο αυτόν, δεν παρατηρείται απόκλιση στην συµπεριφορά των 
τριών διασυνδέσεων, δεδοµένου ότι οι όποιες µεταξύ τους διαφορές, περιορίζονται 
στην διάταξη των ελατηρίων του υποστυλώµατος. 

7.4.3 Πειραµατικές δοκιµές των Bursi και Jaspart (1997β) 

Οι συγκεκριµένες πειραµατικές δοκιµές αφορούν δύο κόµβους µε µετωπική πλάκα. 
Η διάταξη των κόµβων είναι µονόπλευρη και η παράµετρος που διαφοροποιείται 
είναι το πάχος της µετωπικής πλάκας. Μόνο η λεπτοµέρεια της σύνδεσης 
συµπεριλήφθηκε στην πειραµατική διάταξη, ενώ στην θέση του υποστυλώµατος 
τοποθετήθηκε άκαµπτο υπόβαθρο. Οι δύο δοκιµές περιγράφονται λεπτοµερώς στην 
παράγραφο 6.3.2.  
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Επειδή, η συµπεριφορά των συγκεκριµένων κόµβων δεν επηρεάζεται από την 
ύπαρξη υποστυλώµατος, τόσο η διασύνδεση ελατηρίων prEN1993, όσο και οι 
διασυνδέσεις Innsbruk και Coimbra παρέχουν την ίδια απόκριση. Στην συνέχεια θα 
χρησιµοποιηθεί για τα µηχανικά προσοµοιώµατα, µόνο η διασύνδεση prEN1993 
στην τυπική και την τροποποιηµένη παραλλαγή της. Τα ελατήρια που αντιστοιχούν 
σε συστατικά µέρη του υποστυλώµατος θεωρούνται άκαµπτα και χωρίς περιορισµό 
της αντοχής τους. Εποµένως, το µοναδικό συστατικό µέρος που συνεισφέρει στην 
παραµορφωσιµότητα των συγκεκριµένων κόµβων είναι η µετωπική πλάκα σε 
κάµψη. Ο νόµος υλικού που παραθέτουν οι συγγραφείς στην πρωτότυπη δηµοσίευση 
για την µετωπική πλάκα είναι πολυγραµµικός. Επειδή το επαυξητικό προσοµοίωµα 
βραχέος ταυ, που χρησιµοποιείται για το συστατικό µέρος της µετωπικής πλάκας σε 
κάµψη, βασίζεται σε διγραµµικό νόµο υλικού, απαιτείται µια προσαρµογή του 
πραγµατικού πολυγραµµικού νόµου υλικού, ώστε να συµφωνεί µε τις παραδοχές του 
επαυξητικού προσοµοιώµατος. Το κριτήριο που επιλέχθηκε για τον σκοπό αυτόν, 
είναι η ισοδυναµία των νόµων ροπής-καµπυλότητας που προκύπτουν από κάθε 
περίπτωση νόµου υλικού. Το πέλµα του βραχέος ταυ καταπονείται σε κάµψη, και 
εποµένως η εξασφάλιση ισοδυναµίας στην καµπτική απόκριση, και ιδιαίτερα στην 
ροπή θραύσης της διατοµής, είναι περισσότερο ενδεδειγµένη. Η απλή εξίσωση των 
ορίων θραύσης των δύο νόµων υλικών, γενικά δεν εξασφαλίζει την ισοδυναµία, διότι 
ο κάθε ένας αντιπροσωπεύει την απόκριση της διατοµής σε συνθήκες µονοαξονικού 
εφελκυσµού και όχι κάµψης.  

Όπως αναφέρθηκε στο κεφάλαιο 3, η σχέση ροπής-καµπυλότητας στο επαυξητικό 
προσοµοίωµα βραχέος εξιδανικεύεται από µία διγραµµική σχέση. Τα δύο σηµεία της 
διγραµµικής καµπύλης µπορούν να υπολογισθούν σύµφωνα µε τις σχέσεις 3-31 και 
3-32. Το όριο διαρροής yf  που υπεισέρχεται στους υπολογισµούς, λαµβάνεται ίσο 

µε το αντίστοιχο όριο του πραγµατικού νόµου υλικού. Για το όριο θραύσης uf  

ωστόσο, τίθεται η απαίτηση η ροπή θραύσης που υπολογίζεται από την σχέση 3-32, 
για το επαυξητικό προσοµοίωµα, να είναι ίση µε την ροπή θραύσης που προκύπτει 
αν εφαρµοσθεί ο ακριβής πολυγραµµικός νόµος του πραγµατικού υλικού. Για µια 
ορθογωνική, καµπτόµενη διατοµή, αν θεωρηθεί ότι καθ’ ύψος της διατοµής οι ορθές 
τάσεις δίνονται από µια συνάρτηση ( )σ y , όπου y  η απόσταση από τον ουδέτερο 

άξονα, τότε η καµπτική ροπή εκφράζεται από το ακόλουθο ολοκλήρωµα: 

 ( )
2

0

2
t /

M b yσ y dy= ∫  (7-4) 

όπου b  το πλάτος της διατοµής και t  το ύψος της. Η κατανοµή των ορθών τάσεων 
( )σ y  καθ΄ ύψος της διατοµής µπορεί να ορισθεί µονοσήµαντα, για δεδοµένο νόµο 

υλικού, και για κάθε τιµή της ορθής τάσης στην ακραία ίνα. Εποµένως, η ροπή 
θραύσης µπορεί να υπολογισθεί από την 7-4, αν θεωρηθεί, σύµφωνα µε τον νόµο 
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υλικού, η κατανοµή των ορθών τάσεων που λαµβάνει την τιµή uf , στην ακραία ίνα 

της διατοµής. Η διαδικασία υπολογισµού στην προκειµένη περίπτωση 
πολυγραµµικού νόµου υλικού, υλοποιήθηκε σε λογιστικό φύλλο, εκτελώντας την 
ολοκλήρωση της σχέσης 7-4 κατά τµήµατα. Ο προσδιορισµός της ακριβούς ροπής 
θραύσης µε την ανωτέρω διαδικασία, επιτρέπει στην συνέχεια, την εκτίµηση του 
ισοδύναµου ορίου θραύσης, που θα χρησιµοποιηθεί στο επαυξητικό προσοµοίωµα 
βραχέος ταυ, έτσι ώστε η ακριβής ροπή να ταυτίζεται µε εκείνη που υπολογίζεται 
από την 3-32. Στα σχήµατα 7-46 και 7-47 παρουσιάζονται οι καµπύλες ροπής-
καµπυλότητας για τις µετωπικές πλάκες των πειραµατικών δοκιµών EP1-1 και EP1-
5 αντίστοιχα, όπως υπολογίζονται επακριβώς σύµφωνα µε τον πολυγραµµικό νόµο 
υλικού, και όπως λαµβάνονται υπόψη στα µηχανικά προσοµοιώµατα, µε την 
διγραµµική εξιδανίκευση. Το µέγεθος της ροπής στα σχήµατα αποδίδεται αδιάστατα, 
ως προς το πλάτος b  της διατοµής.  
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Σχήµα 7-46. Σύγκριση σχέσεων ροπής-καµπυλότητας για την µετωπική πλάκα της 
δοκιµής EP1-1 
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Σχήµα 7-47. Σύγκριση σχέσεων ροπής-καµπυλότητας για την µετωπική πλάκα της 
δοκιµής EP1-5 
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Στον πίνακα 7-5 παρατίθενται οι τιµές του µέτρου ελαστικότητας E , του µέτρου 
κράτυνσης TE , και των ορίων διαρροής yf  και θραύσης uf , όπως διαµορφώνονται 

για τις µετωπικές πλάκες των δύο πειραµατικών δοκιµών.  

Πίνακας 7-5. Παράµετροι υλικού της µετωπικής πλάκας που λαµβάνονται υπόψη 
στα µηχανικά προσοµοιώµατα 

∆οκιµή EP1-1  ∆οκιµή EP1-5  

E  = 2,05 1011 Pa  E  = 2,05 1011 Pa  

TE  = 4,82 108 Pa  TE  = 4,33 108 Pa  

yf  = 3,21 108 Pa  yf  = 2,11 108 Pa  

uf  = 4,80 108 Pa  uf  = 3,55 108 Pa  

 

Σε ότι αφορά τους κοχλίες, οι σχετικοί νόµοι που παραθέτουν οι Bursi και Jaspart 
(1997β) είναι επίσης πολυγραµµικοί. Όµως, στην περίπτωση αυτήν, η συµπεριφορά 
είναι κυρίως εφελκυστική, και συνεπώς ο προσδιορισµός των κατάλληλων 
παραµέτρων υλικού για το επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ, µπορεί να 
πραγµατοποιηθεί άµεσα από τον πραγµατικό νόµο.  

Στα σχήµατα 7-48 και 7-47 που ακολουθούν, παρουσιάζονται οι καµπύλες ροπής M  
- στροφής φ , που προκύπτουν από τα προτεινόµενα µηχανικά προσοµοιώµατα, για 
τους δύο κόµβους EP1-1 και EP1-5, των πειραµατικών δοκίµων. Επίσης, σε κάθε 
σχήµα παρουσιάζεται η αντίστοιχη πειραµατική καµπύλη, καθώς και η καµπύλη που 
προκύπτει από προσοµοίωση µε τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία. Η 
ονοµατολογία των καµπυλών στα σχήµατα έχει την ακόλουθη ερµηνεία: 

• Προτεινόµενο µηχανικό προσοµοίωµα Α: το µηχανικό προσοµοίωµα, µε το 
προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα για τα συστατικά µέρη µορφής 
βραχέος ταυ, και την διασύνδεση ελατηρίων prEN1993. 

• Προτεινόµενο µηχανικό προσοµοίωµα Β: το µηχανικό προσοµοίωµα, µε το 
προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα για τα συστατικά µέρη µορφής 
βραχέος ταυ, και την τροποποιηµένη διασύνδεση ελατηρίων prEN1993. 

• Τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία: τα προσοµοιώµατα µε τρισδιάστατα 
πεπερασµένα στοιχεία που ανέπτυξαν οι Bursi και Jaspart (1997β) για τους 
συγκεκριµένους κόµβους (παράγραφος 6.3.2). 
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Σχήµα 7-48. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή EP1-1 
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Σχήµα 7-49. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή EP1-5 

Η γενική εικόνα που παρουσιάζουν τα δύο µηχανικά προσοµοιώµατα διαφέρει για 
κάθε µία δοκιµή. Στην δοκιµή EP1-1, η οποία διαθέτει λεπτή µετωπική πλάκα, τα 
δύο µηχανικά προσοµοιώµατα προσεγγίζουν πολύ ικανοποιητικά τον αρχικό κλάδο 
της απόκρισης, µέχρι και τα πρώτα στάδια της πλαστικοποίησης. Το µηχανικό 
προσοµοίωµα Β προσεγγίζει σχεδόν επακριβώς και την ροπή πλαστικοποίησης, ενώ 
το προσοµοίωµα Α την υπερεκτιµά ελαφρά. Στην πλαστική περιοχή ωστόσο, και τα 
δύο µηχανικά προσοµοιώµατα υποεκτιµούν την δυσκαµψία του πλαστικού κλάδου 
κατά 50% περίπου. Η αιτία αυτής της συµπεριφοράς αποδίδεται στον απλοποιηµένο 
διγραµµικό νόµο ροπής-καµπυλότητας, που υιοθετείται στα µηχανικά 
προσοµοιώµατα για το συστατικό µέρος της µετωπικής πλάκας σε κάµψη, και µε τον 
οποίο δεν λαµβάνεται υπόψη η σταδιακή πλαστικοποίηση της διατοµής. Όπως 
φαίνεται στο σχήµα 7-46, ο διγραµµικός νόµος ροπής-καµπυλότητας εµφανίζει µία 
πιο ήπια κλίση στο µεγαλύτερο µέρος της πλαστικής περιοχής, σε σύγκριση µε τον 
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πραγµατικό νόµο. Πράγµατι, µέχρι την καµπυλότητα των 30m-1 περίπου, η διαφορά 
στην κλίση των δύο καµπυλών είναι περισσότερο από 40%, και εξηγεί ως έναν 
βαθµό την παρατηρούµενη απόκλιση κατά 50% περίπου, στην εκτίµηση της 
δυσκαµψίας στην πλαστική περιοχή της καµπύλης ροπής-στροφής. Η επίδραση της 
καµπτικής απόκρισης της µετωπικής πλάκας στην συνολική συµπεριφορά του 
κόµβου είναι καθοριστική για την συγκεκριµένη πειραµατική δοκιµή, εξαιτίας του 
µικρού πάχους που διαθέτει.  

 Στην δοκιµή EP1-5, η συµπεριφορά των δύο µηχανικών προσοµοιωµάτων είναι 
καλύτερη. Τόσο ο αρχικός κλάδος της καµπύλης ροπής-στροφής, όσο και ο 
πλαστικός προσεγγίζονται µε ικανοποιητική ακρίβεια. Η απόκριση των µηχανικών 
προσοµοιωµάτων συγκλίνει περισσότερο σε εκείνη του προσοµοιώµατος 
πεπερασµένων στοιχείων, και λιγότερο στην πειραµατική καµπύλη, η οποία 
εµφανίζει µια σηµαντικά πιο οµαλή εξέλιξη της πλαστικοποίησης. Το µηχανικό 
προσοµοίωµα Β εµφανίζεται πιο αποτελεσµατικό, καθώς επιτυγχάνει ακριβέστερη 
εκτίµηση της ροπής πλαστικοποίησης και της µέγιστης στροφής. Στην συγκεκριµένη 
δοκιµή, το πάχος της µετωπικής πλάκας είναι µεγάλο, και εποµένως η καµπτική 
συµπεριφορά της τελευταίας δεν επηρεάζει στον ίδιο βαθµό την συνολική απόκριση 
του κόµβου, όπως στην δοκιµή EP1-1. Για αυτόν τον λόγο, δεν παρατηρείται η 
απόκλιση στην πλαστική περιοχή, όπως περιγράφηκε για την δοκιµή EP1-1. 

Στον πίνακα 7-6 παρουσιάζονται οι τιµές της αρχικής δυσκαµψίας για τις 
πειραµατικές δοκιµές και τα υπολογιστικά προσοµοιώµατα. Οι τιµές της 
πειραµατικής αρχικής δυσκαµψίας προέρχονται από πίνακες στην δηµοσίευση των 
Bursi και Jaspart (1997β). Για τα προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων ωστόσο, 
δεν παρατίθενται αντίστοιχοι πίνακες στην δηµοσίευση, και εκ των πραγµάτων, οι 
τιµές του πίνακα 7-6 προέκυψαν από την αρχική κλίση που εµφανίζεται στις 
καµπύλες ροπής-στροφής. Αυτή η πρακτική επιτρέπει µόνο την κατά προσέγγιση 
εκτίµηση της αρχικής δυσκαµψίας, εξαιτίας της χαµηλής ανάλυσης και του 
πεπερασµένου πάχους των γραµµών, που χαρακτηρίζουν µια γραφική παράσταση 
τυπωµένη σε φυσικό µέσο. Πάντως, η σχετική διαδικασία υπολογισµού της αρχικής 
δυσκαµψίας, και γενικότερα ανάκτησης της πλήρους καµπύλης ροπής-στροφής από 
τις διαθέσιµες εικόνες της δηµοσίευσης, πραγµατοποιήθηκε µε την βοήθεια ειδικού 
λογισµικού ψηφιοποίησης, ώστε να περιοριστεί κατά το δυνατόν το σχετικό σφάλµα.  

Για την δοκιµή EP1-1, εµφανίζεται µία µεγάλη υποεκτίµηση της αρχικής 
δυσκαµψίας, σε όλα τα υπολογιστικά προσοµοιώµατα. Παρά το γεγονός, ότι για τα 
προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων, η αρχική δυσκαµψία που αναφέρεται 
στον πίνακα 7-6 περιέχει ένα ποσοστό σφάλµατος, εξ αιτίας της µεθόδου 
υπολογισµού της, η παρατηρούµενη απόκλιση είναι πολύ µεγαλύτερη, και δεν 
καλύπτεται από το συγκεκριµένο σφάλµα. Όπως αναφέρουν οι συγγραφείς (Bursi 
και Jaspart 1997β), η επίδραση των αρχικών ατελειών στην πειραµατική δυσκαµψία 
είναι έντονη, καθώς σε σχεδόν ταυτόσηµες δοκιµές εµφανίστηκαν µεγάλες 
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αποκλίσεις της µετρούµενης τιµής δυσκαµψίας. Εποµένως, δεν µπορούν να 
εξαχθούν ασφαλή συµπεράσµατα για την αποτελεσµατικότητα των προτεινόµενων 
µηχανικών προσοµοιωµάτων στο αντικείµενο αυτό, µε βάση τις συγκεκριµένες 
πειραµατικές δοκιµές. Χρησιµοποιώντας ως µέτρο σύγκρισης το προσοµοίωµα 
πεπερασµένων στοιχείων, η σύγκλιση που επιτυγχάνουν τα µηχανικά 
προσοµοιώµατα είναι πολύ καλύτερη, και για τις δύο δοκιµές.  

Πίνακας 7-6. Αρχική δυσκαµψία iniS  υπολογιστικών προσοµοιωµάτων για τους 
πειραµατικούς κόµβους των Bursi και Jaspart (1997β) 

 
Πειραµ. 
δοκιµή 

Προσοµοίωµα 
πεπ. στοιχείων 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Α 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Β 

 iniS  

(Ntm/rad) 
iniS  

(Ntm/rad) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

iniS  

(Ntm/rad) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

Λόγος 
(πεπ. 

στοιχεία) 
iniS  

(Ntm/rad) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

Λόγος 
(πεπ. 

στοιχεία) 

EP1-1 2,10E+08 6,01E+07 0,29 5,47E+07 0,26 0,91 4,50E+07 0,21 0,75 

EP1-5 3,18E+08 2,32E+08 0,73 2,72E+08 0,86 1,17 2,21E+08 0,70 0,95 

 

Στους πίνακες 7-7 και 7-8 παρουσιάζονται οι τιµές της µέγιστης ροπής και της 
στροφικής ικανότητας για τις πειραµατικές δοκιµές, τα προσοµοιώµατα 
πεπερασµένων στοιχείων και τα προτεινόµενα µηχανικά προσοµοιώµατα. Για την 
δοκιµή EP1-1, η θραύση εµφανίζεται πρόωρα στα δύο µηχανικά προσοµοιώµατα, 
και οι τιµές της µέγιστης ροπής και της στροφικής ικανότητας που υπολογίζονται 
από αυτά, υστερούν έναντι των πειραµατικών τιµών και των τιµών των 
προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων. Από τις καµπύλες ροπής στροφής που 
απεικονίζονται στο σχήµα 7-48, προκύπτει ότι η καµπύλη του προσοµοιώµατος 
πεπερασµένων στοιχείων, χαρακτηρίζεται από µία µικρή αύξηση της δυσκαµψίας 
στην πλαστική περιοχή, µετά το επίπεδο στροφής των 0,04 rad. Αυτή η συµπεριφορά 
υποδεικνύει την ανάπτυξη µεµβρανικών δυνάµεων στην µετωπική πλάκα, που 
επιτρέπουν στον κόµβο να επιτύχει µεγαλύτερη τελική στροφή. Η παραµόρφωση της 
µετωπικής πλάκας στην συγκεκριµένη δοκιµή είναι έντονη, λόγω του µικρού πάχους 
της, και εποµένως η επίδραση των µεµβρανικών φαινοµένων είναι περισσότερο 
σηµαντική. Στα µηχανικά προσοµοιώµατα τα φαινόµενα αυτά δεν λαµβάνονται 
υπόψη, και εποµένως σε περιπτώσεις πολύ εύκαµπτων µετωπικών πλακών είναι 
πιθανό να παρουσιαστεί ανάλογη υποεκτίµηση της µέγιστης ροπής και στροφικής 
ικανότητας. Πάντως, στην συγκεκριµένη περίπτωση της δοκιµής EP1-1, η 
υποεκτίµηση της στροφικής ικανότητας κατά 35% περίπου είναι αποδεκτή για 
πρακτικούς σκοπούς, και δεδοµένης της µεγάλης πολυπλοκότητας που συνοδεύει 
τον υπολογισµό της και των απλοποιήσεων που υπεισέρχονται σε αυτόν, θεωρείται 
ικανοποιητική.  

Για την δοκιµή EP1-5, οι τιµές της µέγιστης ροπής και της στροφικής ικανότητας 
των µηχανικών προσοµοιωµάτων, που εµφανίζονται στους πίνακες 7-7 και 7-8 
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αντίστοιχα, προσεγγίζουν πολύ πιο αποτελεσµατικά τις πειραµατικές τιµές. 
Ειδικότερα, το µηχανικό προσοµοίωµα Β παρουσιάζει καλύτερη συµπεριφορά, και η 
εκτίµηση και των δύο χαρακτηριστικών µεγεθών της απόκρισης πραγµατοποιείται 
εντός µικρού περιθωρίου σφάλµατος.  

Πίνακας 7-7. Μέγιστη ροπή uM  υπολογιστικών προσοµοιωµάτων για τους 
πειραµατικούς κόµβους των Bursi και Jaspart (1997β) 

 
Πειραµ. 
δοκιµή 

Προσοµοίωµα 
πεπ. στοιχείων 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Α 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Β 

 uM  

(Ntm) 
uM  

(Ntm) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

uM  

(Ntm) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

Λόγος 
(πεπ. 

στοιχεία) 

uM  

(Ntm) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

Λόγος 
(πεπ. 

στοιχεία) 

EP1-1 1,70E+05 1,76E+05 1,03 1,45E+05 0,85 0,82 1,35E+05 0,79 0,77 

EP1-5 2,17E+05 2,19E+05 1,01 2,44E+05 1,13 1,11 2,25E+05 1,04 1,03 

 

Πίνακας 7-8. Στροφική ικανότητα uφ  υπολογιστικών προσοµοιωµάτων για τους 
πειραµατικούς κόµβους των Bursi και Jaspart (1997β) 

 
Πειραµ. 
δοκιµή 

Προσοµοίωµα 
πεπ. στοιχείων 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Α 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Β 

 uφ  

(rad) 
uφ  

(rad) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

uφ  

(rad) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

Λόγος 
(πεπ. 

στοιχεία) 
uφ  

(rad) 

Λόγος 
(πειραµ.) 

Λόγος 
(πεπ. 

στοιχεία) 

EP1-1 0,0600 0,0583 0,97 0,0374 0,62 0,64 0,0371 0,62 0,64 

EP1-5 0,0150 0,0150 1,00 0,0116 0,77 0,77 0,0131 0,88 0,88 

 

 

Σύγκριση µε διατάξεις Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) 
Στους πίνακες 7-9 και 7-10 παρουσιάζονται οι τιµές της αρχικής δυσκαµψίας και της 
αντοχής για τους δύο πειραµατικούς κόµβους των Bursi και Jaspart (1997β), 
χρησιµοποιώντας τις διατάξεις του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Στους ίδιους πίνακες 
παρουσιάζονται οι αντίστοιχες τιµές αρχικής δυσκαµψίας και αντοχής που 
προκύπτουν µε τα µηχανικά προσοµοιώµατα Α και Β, τα οποία προτείνονται στην 
παρούσα διατριβή, καθώς και οι πειραµατικές τιµές για δοκιµή. Στον πίνακα 7-11 
παρουσιάζεται ο έλεγχος επάρκειας, κατά τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), της 
στροφικής ικανότητας των κόµβων, για πλαστική ανάλυση της κατασκευής. Όπως 
αναφέρθηκε στο κεφάλαιο 5 (παράγραφος 5.7.3), ο Ευρωκώδικας 3 (CEN 2003) δεν 
περιλαµβάνει διατάξεις για τον αναλυτικό υπολογισµό της στροφικής ικανότητας, 
πλην ενός συνοπτικού κριτηρίου, το οποίο εφόσον ικανοποιείται, επιτρέπει  τον 
χαρακτηρισµό του κόµβου ως κατάλληλου για τον σχηµατισµό πλαστικής άρθρωσης 
στα πλαίσια πλαστικής ανάλυσης της κατασκευής. Ο υπολογισµός της αρχικής 
δυσκαµψίας και της αντοχής πραγµατοποιήθηκε µε την βοήθεια του προγράµµατος 
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“Steel Connections Project” (SCP), το οποίο αναπτύχθηκε στα πλαίσια της διατριβής 
(παράγραφος 7.3). Για τον υπολογισµό της αντοχής, όλοι οι συντελεστές ασφάλειας 
θεωρήθηκαν ίσοι µε την µονάδα. Επίσης εφαρµόσθηκαν οι σχέσεις που αντιστοιχούν 
σε συγκεντρωµένη δύναµη κοχλία στα βραχέα ταυ της εφελκυόµενης ζώνης.  

Πίνακας 7-9. Σύγκριση των τιµών αρχικής δυσκαµψίας iniS  των πειραµατικών 
κόµβων των Bursi και Jaspart (1997β) µε τις διατάξεις του Ευρωκώδικα 3 (CEN 

2003) και µε τα προτεινόµενα µηχανικά προσοµοιώµατα.  

 
Πειραµ. 
δοκιµή 

Προτεινόµενο 
µηχανικό 

προσοµοίωµα A 

Προτεινόµενο 
µηχανικό 

προσοµοίωµα Β 

∆ιατάξεις 
Ευρωκώδικα 3  

(CEN 2003) 

 iniS  

(Ntm/rad) 
iniS  

(Ntm/rad) 
Λόγος iniS  

(Ntm/rad) 
Λόγος iniS  

(Ntm/rad) 
Λόγος 

EP1-1 2,10E+08 6,01E+07 0,29 4,50E+07 0,21 5.63E+07 0.27 

EP1-5 3,18E+08 2,32E+08 0,73 2,21E+08 0,70 1.94E+08 0.61 

 

Πίνακας 7-10. Σύγκριση των τιµών αντοχής uM  των πειραµατικών κόµβων των 
Bursi και Jaspart (1997β) µε τις διατάξεις του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) και µε τα 

προτεινόµενα µηχανικά προσοµοιώµατα.  

 
Πειραµ. 
δοκιµή 

Προτεινόµενο 
µηχανικό 

προσοµοίωµα A 

Προτεινόµενο 
µηχανικό 

προσοµοίωµα Β 

∆ιατάξεις 
Ευρωκώδικα 3  

(CEN 2003) 

 uM  

(Ntm) 
uM  

(Ntm) 
Λόγος uM  

(Ntm) 
Λόγος uM  

(Ntm) 
Λόγος 

EP1-1 1,70E+05 1,45E+05 0,85 1,35E+05 0,79 9.86E+04 0.58 

EP1-5 2,17E+05 2,44E+05 1,13 2,25E+05 1,04 1.72E+05 0.79 

 

Πίνακας 7-11. Σύγκριση της στροφικής ικανότητας των πειραµατικών κόµβων των 
Bursi και Jaspart (1997β) µε τις διατάξεις του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). 

 
Πειραµ. 
δοκιµή 

∆ιατάξεις Ευρωκώδικα 3  
(CEN 2003) 

 uφ  

(rad) 

Οριακό πάχος 
µετωπικής πλάκας 

(σε mm) 

( )0 36 b u ,b yt , d f f=

Πραγµατικό 
πάχος µετωπικής 
πλάκας (σε mm) 

H στροφική 
ικανότητα 

είναι επαρκής; 

EP1-1 6.00E-02 13,1 12,0 ΝΑΙ 

EP1-5 1.50E-02 16,2 25,7 ΟΧΙ 

 

Οι τιµές της αρχικής δυσκαµψίας, που υπολογίζονται µε τις διατάξεις του 
Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), προσεγγίζουν εκείνες των µηχανικών προσοµοιωµάτων, 
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ενώ η απόκλιση από τις πειραµατικές τιµές είναι µεγάλη, ιδιαίτερα για την δοκιµή 
EP1-1. Ωστόσο, όπως προαναφέρθηκε, οι µετρήσεις αρχικής δυσκαµψίας για τις εν 
λόγω δοκιµές δεν προσφέρονται για αντιπροσωπευτική αξιολόγηση, εξαιτίας 
προβληµάτων λόγω ατελειών κατά την εκτέλεση των πειραµάτων και της ελλιπούς 
τεκµηρίωσης που τις συνοδεύει.  

Σε ότι αφορά την αντοχή, προκύπτει ότι οι διατάξεις του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) 
οδηγούν σε αρκετά συντηρητική εκτίµηση των πειραµατικών τιµών, για τις δύο 
δοκιµές. Το γεγονός αυτό οφείλεται στην µη συµµετοχή της µετελαστικής 
κράτυνσης του χάλυβα στους υπολογισµούς και στην θεώρηση συγκεντρωµένης 
δύναµης κοχλία για τα βραχέα ταυ της εφελκυόµενης ζώνης. Η βελτίωση που 
επιτυγχάνεται στον υπολογισµό της αντοχής µε τα δύο µηχανικά προσοµοιώµατα 
κρίνεται ουσιαστική. 

Ο έλεγχος επάρκειας της στροφικής ικανότητας των δύο κόµβων που παρουσιάζεται 
στον πίνακα 7-11, εφαρµόζοντας τις διατάξεις του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), 
κρίνεται επιτυχής. Ωστόσο, η οριακή σχεδόν εκπλήρωση του κριτηρίου για την  
δοκιµή EP1-1, η οποία επιτυγχάνει µέγιστη στροφή ίση µε 60 mrad, οδηγεί στο 
συµπέρασµα ότι το συγκεκριµένο κριτήριο είναι αρκετά συντηρητικό.    

7.4.4 Πειραµατικές δοκιµές των Coelho et al. (2004β) 

Οι πειραµατικές δοκιµές που διεξήγαγαν οι (Coelho et al. 2004β) συνίστανται σε 
τέσσερις διαφορετικές διαµορφώσεις κόµβων µε µετωπική πλάκα. Για κάθε 
διαµόρφωση πραγµατοποιήθηκαν δύο δοκιµές. Η διάταξη των κόµβων είναι 
µονόπλευρη και περιλαµβάνεται τµήµα δοκού και υποστυλώµατος. Το υποστύλωµα 
ωστόσο, δεν παραµορφώνεται ελεύθερα, αλλά είναι πακτωµένο στο ένα του πέλµα. 
Επιπλέον, είναι και συγκριτικά ισχυρότερο, µε αποτέλεσµα τα κρίσιµα στοιχεία του 
κόµβου να εντοπίζονται στην σύνδεση µετωπικής πλάκας. Οι γεωµετρικές και 
µηχανικές ιδιότητες των δοκιµών περιγράφονται λεπτοµερώς στην παράγραφο 6.3.3.  

Επειδή, στους συγκεκριµένους κόµβους η συµπεριφορά του υποστυλώµατος δεν 
είναι καθοριστική, τόσο η διασύνδεση ελατηρίων prEN1993, όσο και οι 
διασυνδέσεις Innsbruk και Coimbra παρέχουν πρακτικά την ίδια απόκριση. Στην 
συνέχεια θα χρησιµοποιηθεί για τα µηχανικά προσοµοιώµατα, µόνο η διασύνδεση 
prEN1993 στην τυπική και την τροποποιηµένη παραλλαγή της. Για τους κοχλίες, οι 
συγγραφείς παρέχουν τους νόµους υλικού, χρησιµοποιώντας µια διγραµµική 
εξιδανίκευση. Οι νόµοι αυτοί µπορούν να εφαρµοσθούν απευθείας και στα µηχανικά 
προσοµοιώµατα. Για τις µετωπικές πλάκες αντίθετα, οι νόµοι υλικού που παρέχονται 
είναι πολυγραµµικοί. Σε αυτήν την περίπτωση ακολουθείται η ίδια διαδικασία που 
περιγράφηκε προηγούµενα για τις πειραµατικές δοκιµές των Bursi και Jaspart. 
(1997β), προκειµένου να προσαρµοσθούν οι πολυγραµµικοί νόµοι, σε 
απλοποιηµένους διγραµµικούς. Το κριτήριο για την προσαρµογή είναι η ισοδυναµία 
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του διαγράµµατος ροπής-καµπυλότητας, µεταξύ των δύο νόµων. Στα σχήµατα 7-50 
ως 7-53 παρουσιάζονται τα διαγράµµατα ροπής-καµπυλότητας που υιοθετούνται στα 
µηχανικά προσοµοιώµατα, και αντιπαραβάλλονται µε τα αντίστοιχα διαγράµµατα 
των πολυγραµµικών νόµων. Στις καµπύλες των πολυγραµµικών νόµων, 
περιλαµβάνεται και καθοδικό τµήµα, το οποίο αντιστοιχεί στον τελικό κλάδο του 
νόµου υλικού, µετά την ανηγµένη παραµόρφωση uniε , και µέχρι την παραµόρφωση 

uε  (σχήµα 6-22). Όπως φαίνεται στα διαγράµµατα, η διγραµµική καµπύλη που 

εφαρµόζεται στα µηχανικά προσοµοιώµατα, διαθέτει την ίδια µέγιστη ροπή, και όχι 
την ίδια τελική ροπή, σε σχέση µε την πολυγραµµική καµπύλη. 
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Σχήµα 7-50. Σχέσεις ροπής-καµπυλότητας µετωπικής πλάκας για την δοκιµή FS1 
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Σχήµα 7-51. Σχέσεις ροπής-καµπυλότητας µετωπικής πλάκας για την δοκιµή FS2 
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Σχήµα 7-52. Σχέσεις ροπής-καµπυλότητας µετωπικής πλάκας για την δοκιµή FS3 
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Σχήµα 7-53. Σχέσεις ροπής-καµπυλότητας µετωπικής πλάκας για την δοκιµή FS4 

Στον πίνακα 7-5 παρατίθενται οι τιµές του µέτρου ελαστικότητας E , του µέτρου 
κράτυνσης TE , και των ορίων διαρροής yf  και θραύσης uf , που εφαρµόζονται 

τελικά στα µηχανικά προσοµοιώµατα, για τις µετωπικές πλάκες των πειραµατικών 
δοκιµών.  

Πίνακας 7-12. Παράµετροι υλικού της µετωπικής πλάκας που λαµβάνονται υπόψη 
στα µηχανικά προσοµοιώµατα 

 FS1 FS2 FS3 FS4 

E  (Pa) 2,10 1011 2,09 1011 2,09 1011 2,05 1011 

TE  (Pa) 5,84 108 5,01 108 5,21 108 4,77 108 

yf  (Pa) 3,40 108 3,43 108 3,43 108 6,99 108 

uf  (Pa) 5,50 108 5,80 108 5,80 108 7,80 108 
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Αξίζει να αναφερθεί η ιδιαίτερη µορφή της καµπύλης ροπής-καµπυλότητας για την 
µετωπική πλάκα της δοκιµής FS4, που απεικονίζεται στο σχήµα 7-53. Η 
συγκεκριµένη µετωπική πλάκα είναι κατασκευασµένη από χάλυβα κατηγορίας S690. 
O λόγος y uY f / f=  για το υλικό αυτό, σύµφωνα µε τις µετρούµενες τιµές για την 

πειραµατική δοκιµή, είναι 0 94Y ,= . Υλικά µε τόσο υψηλές τιµές του λόγου Y  
διαθέτουν περιορισµένη πλαστιµότητα, καθώς δεν επιτρέπουν την ευρεία εξάπλωση 
της πλαστικοποίησης, γύρω από την αρχική περιοχή διαρροής. Για τους συνήθεις 
χάλυβες S235, S275, S355, οι οποίοι θεωρείται ότι διαθέτουν ικανοποιητική 
πλαστιµότητα, ο λόγος Y  κατά κανόνα δεν υπερβαίνει την τιµή 0,70. 

Στα σχήµατα 7-54 ως 7-57 που ακολουθούν, παρουσιάζονται οι καµπύλες ροπής M  
- στροφής φ , που προκύπτουν από τα προτεινόµενα µηχανικά προσοµοιώµατα, για 
τις τέσσερις διαµορφώσεις κόµβων των πειραµατικών δοκίµων. Επίσης, σε κάθε 
σχήµα παρουσιάζονται οι πειραµατικές καµπύλες των δύο δοκιµών που 
εκτελεστήκαν για κάθε διαµόρφωση. Οι συγγραφείς (Coelho et al. 2004β), για τον 
υπολογισµό της στροφής των πειραµατικών κόµβων, αξιοποίησαν µετρήσεις 
µετακινήσεων στην δοκό. Οι πειραµατικές καµπύλες που απεικονίζονται στα 
σχήµατα 7-54 ως 7-57, αντιστοιχούν στα αποτελέσµατα που παρέχουν οι συγγραφείς 
για την στροφή του κόµβου, αφού έχει αφαιρεθεί αναλυτικά, η ελαστική στροφή της 
δοκού. Η ονοµατολογία των καµπυλών στα σχήµατα έχει την ακόλουθη ερµηνεία: 

• Προτεινόµενο µηχανικό προσοµοίωµα Α: το µηχανικό προσοµοίωµα, µε το 
προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα για τα συστατικά µέρη µορφής 
βραχέος ταυ, και την διασύνδεση ελατηρίων prEN1993. 

• Προτεινόµενο µηχανικό προσοµοίωµα Β: το µηχανικό προσοµοίωµα, µε το 
προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα για τα συστατικά µέρη µορφής 
βραχέος ταυ, και την τροποποιηµένη διασύνδεση ελατηρίων prEN1993. 
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Σχήµα 7-54. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή FS1 
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Σχήµα 7-55. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή FS2 
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Σχήµα 7-56. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή FS3 
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Σχήµα 7-57. Καµπύλες ροπής-στροφής για την δοκιµή FS4 
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Ένα αρχικό συµπέρασµα αφορά τις αποκλίσεις που παρατηρούνται µεταξύ, 
θεωρητικά ταυτόσηµων, πειραµατικών δοκιµών. Όπως φαίνεται από τα 
αποτελέσµατα, µικρές κατασκευαστικές διαφορές µεταξύ δύο όµοιων κόµβων, 
µπορεί να έχουν καθοριστική επίδραση στην απόκριση. Αποκλίσεις παρατηρούνται 
τόσο στο αρχικό στάδιο της απόκρισης (δοκιµή FS1), όσο και σε προχωρηµένο 
(δοκιµές FS1, FS3). Το γεγονός αυτό καταδεικνύει τον µεγάλο βαθµό δυσκολίας που 
συνοδεύει την προσπάθεια πρόβλεψης της συµπεριφοράς ενός κόµβου, και την 
αβεβαιότητα που υφίσταται στον ποσοτικό χαρακτηρισµό της απόκρισης του.  

Σε ότι αφορά τα µηχανικά προσοµοιώµατα, από την εικόνα των καµπυλών ροπής-
στροφής, παρατηρείται ότι η µεγαλύτερη απόκλιση εµφανίζεται στην αρχική 
δυσκαµψία. Η διαφορά είναι µεγαλύτερη στην δοκιµή FS3, που διαθέτει το 
µεγαλύτερο πάχος µετωπικής πλάκας. Αντίθετα, η µέγιστη ροπή και η στροφική 
ικανότητα προσεγγίζονται µε µεγαλύτερη ακρίβεια. Η δοκιµή µε την µεγαλύτερη 
απόκλιση στην στροφική ικανότητα είναι η FS4, στην οποία όπως προαναφέρθηκε 
χρησιµοποιήθηκε χάλυβας κατηγορίας S690 για την µετωπική πλάκα. Επειδή τα 
ποιοτικά χαρακτηριστικά του συγκεκριµένου χάλυβα διαφέρουν σηµαντικά, σε 
σύγκριση µε τις συνήθεις κατηγορίες S235, S275 και S355, δεν είναι βέβαιο ότι οι 
µέθοδοι υπολογισµού που έχουν καθιερωθεί και καταλήγουν σε ικανοποιητικά 
αποτελέσµατα για τις συνήθεις κατηγορίες, εξακολουθούν να έχουν την ίδια 
αποτελεσµατικότητα, και στην περίπτωση του S690 ή άλλων χαλύβων υψηλής 
αντοχής. Για αυτόν τον λόγο, τα συµπεράσµατα που εξάγονται από την συµπεριφορά 
της συγκεκριµένης δοκιµής δεν µπορούν να γενικευθούν σε άλλες περιπτώσεις 
κόµβων, που κατασκευάζονται µε τις συνήθεις κατηγορίες χάλυβα. Η απόκριση 
κόµβων µε χάλυβες υψηλής αντοχής αποτελεί ένα ειδικό πεδίο έρευνας, και δεν 
πραγµατεύεται στην συγκεκριµένη διατριβή. Πάντως, στην συγκεκριµένη περίπτωση 
της δοκιµής FS4, τα µηχανικά προσοµοιώµατα αποδεικνύονται αποτελεσµατικά 
στην εκτίµηση της αντοχής, ενώ και η εκτίµηση της στροφικής ικανότητας που 
επιτυγχάνουν είναι επίσης αποδεκτή, ειδικά σε σχέση µε την δοκιµή FS4a, όπου η 
απόκλιση είναι 25% περίπου. Σε ότι αφορά την δυσκαµψία στην πλαστική περιοχή, 
παρατηρείται στην δοκιµή FS1 µόνο, µια υποεκτίµηση της από τα µηχανικά 
προσοµοιώµατα. Η µετωπική πλάκα σε αυτήν την δοκιµή είναι λεπτή, και εποµένως 
καθοριστική για την απόκριση στην πλαστική περιοχή. Η απόκλιση που εµφανίζουν 
τα µηχανικά προσοµοιώµατα, αποδίδεται στην διγραµµική απλοποίηση που 
υιοθετείται για την καµπύλη ροπής-καµπυλότητας της µετωπικής πλάκας σε αυτά. 
Στις υπόλοιπες δοκιµές, όπου η µετωπική πλάκα δεν είναι εξίσου καθοριστική, η 
δυσκαµψία στην πλαστική περιοχή προσεγγίζεται µε µεγαλύτερη πιστότητα από τα 
µηχανικά προσοµοιώµατα. 

Στους πίνακες 7-13, 7-14 και 7-15 παρουσιάζονται οι τιµές της αρχικής δυσκαµψίας, 
της µέγιστης ροπής και της στροφικής ικανότητας όπως προκύπτουν από τις 
πειραµατικές δοκιµές και υπολογίζονται µε τα προτεινόµενα µηχανικά 
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προσοµοιώµατα. Επίσης σε κάθε περίπτωση, παρατίθενται οι λόγοι των τιµών των 
µηχανικών προσοµοιωµάτων προς τις πειραµατικές τιµές. Για την αρχική 
δυσκαµψία, οι τιµές που αναφέρονται στον πίνακα 7-13 προέρχονται από πίνακες 
που παρουσιάζουν οι συγγραφείς (Coelho et al. 2004β, Coelho 2004), και όχι από 
την αρχική κλίση των διαγραµµάτων ροπής-στροφής. Όπως τεκµηριώνεται στις 
πρωτότυπες δηµοσιεύσεις, οι τιµές της αρχικής δυσκαµψίας αντιστοιχούν στον 
κλάδο αποφόρτισης, ο οποίος ακολουθεί την αρχική φάση φόρτισης, που 
ολοκληρώνεται όταν η επιβαλλόµενη ροπή φτάσει την τιµή 2 3 j ,rdM , όπου j ,rdM  η 

πλαστική αντοχή του κόµβου, σύµφωνα µε τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Επίσης 
αναφέρεται ότι ο υπολογισµός της δυσκαµψίας βασίζεται σε στατιστική 
προσαρµογή, µεταξύ των πολλαπλών πειραµατικών µετρήσεων αυτού του κλάδου.  

Από την σύγκριση των αποτελεσµάτων αποδεικνύονται οι ποιοτικές επισηµάνσεις 
που αναφέρθηκαν παραπάνω, µε βάση την εικόνα των καµπυλών ροπής-στροφής. 
Ειδικότερα, η αρχική δυσκαµψία υπερεκτιµάται και από τα δύο µηχανικά 
προσοµοιώµατα, σε όλες τις δοκιµές. Το µηχανικό προσοµοίωµα Β επιδεικνύει 
καλύτερη συµπεριφορά στο εν λόγω αντικείµενο, παρουσιάζοντας µια υπερεκτίµηση 
45% κατά µέσο όρο. Όπως θα αναφερθεί στην συνέχεια, σηµαντική υπερεκτίµηση 
της αρχικής δυσκαµψίας, εµφανίζεται και σε άλλες µεθοδολογίες υπολογισµού, για 
τις συγκεκριµένες δοκιµές. ∆υστυχώς, δεν πραγµατοποιήθηκαν από τους συγγραφείς 
προσοµοιώσεις µε τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία των πειραµατικών κόµβων, 
µε την βοήθεια των οποίων θα µπορούσε ενδεχοµένως να αξιολογηθεί αν η 
εµφανιζόµενη απόκλιση της αρχικής δυσκαµψίας οφείλεται σε ατέλειες της 
πειραµατικής διάταξης ή σε παράγοντες που δεν λαµβάνονται υπόψη από τα 
µηχανικά προσοµοιώµατα, όπως η ύπαρξη σηµαντικών διατµητικών 
παραµορφώσεων στην µετωπική πλάκα, ιδιαίτερα στις δοκιµές που αυτή έχει µεγάλο 
πάχος.  

Πίνακας 7-13. Αρχική δυσκαµψία iniS  µηχανικών προσοµοιωµάτων για τους 
πειραµατικούς κόµβους των Coelho et al. (2004β) 

 
Πειραµατικές 

δοκιµές 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Α 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Β 

 

∆οκιµή a 

iniS  

(Ntm/rad) 

∆οκιµή b 

iniS  

(Ntm/rad) 

 

iniS  

(Ntm/rad) 

 
Λόγος 

(a) 

 
Λόγος 

(b) 

 

iniS  

(Ntm/rad) 

 
Λόγος 

(a) 

 
Λόγος 

(b) 

FS1 1,82E+07 1,68E+07 2,75E+07 1,51 1,63 2,32E+07 1,27 1,38 

FS2 2,34E+07 2,20E+07 3,70E+07 1,58 1,68 3,10E+07 1,33 1,41 

FS3 2,32E+07 2,16E+07 4,49E+07 1,93 2,08 3,84E+07 1,65 1,78 

FS4 1,62E+07 1,72E+07 2,71E+07 1,67 1,58 2,30E+07 1,42 1,34 

Μέση τιµή   1,71  1,45 

Τυπική απόκλιση   0,197  0,177 
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Σε ότι αφορά την µέγιστη ροπή, οι τιµές που υπολογίζονται από τα προτεινόµενα 
µηχανικά προσοµοιώµατα, συµφωνούν τις πειραµατικές τιµές, επιτυγχάνοντας πολύ 
ικανοποιητικό βαθµό ακρίβειας. Η µέση τιµή των λόγων της µέγιστης ροπής των 
µηχανικών προσοµοιωµάτων, προς την πειραµατική µέγιστη ροπή βρίσκονται κοντά 
στην µονάδα, κατά µέσο όρο, ενώ και η τυπική απόκλιση είναι επίσης µικρή. Και σε 
αυτήν την περίπτωση πάντως, το µηχανικό προσοµοίωµα Β εµφανίζεται πιο ακριβές, 
αν και η διαφορά σε σχέση µε το µηχανικό προσοµοίωµα Α είναι µικρή.  

Πίνακας 7-14. Μέγιστη ροπή uM  µηχανικών προσοµοιωµάτων για τους 
πειραµατικούς κόµβους των Coelho et al. (2004β) 

 
Πειραµατικές 

δοκιµές 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Α 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Β 

 

∆οκιµή a 

uM  

(Ntm) 

∆οκιµή b 

uM  

(Ntm)) 

 

uM  

(Ntm) 

 
Λόγος 

(a) 

 
Λόγος 

(b) 

 

uM  

(Ntm) 

 
Λόγος 

(a) 

 
Λόγος 

(b) 

FS1 1,42E+05 1,61E+05 1,47E+05 1,03 0,91 1,40E+05 0,98 0,87 

FS2 1,93E+05 1,97E+05 2,01E+05 1,04 1,02 1,90E+05 0,99 0,97 

FS3 2,03E+05 2,14E+05 2,43E+05 1,20 1,14 2,31E+05 1,13 1,08 

FS4 1,84E+05 1,88E+05 1,85E+05 1,00 0,99 1,75E+05 0,95 0,93 

Μέση τιµή   1,04  0,99 

Τυπική απόκλιση   0,089  0,083 

 

Η στροφική ικανότητα εκτιµάται επίσης µε ικανοποιητική ακρίβεια από τα µηχανικά 
προσοµοιώµατα. Κατά µέσο όρο, το µηχανικό προσοµοίωµα Β συγκλίνει χωρίς 
σφάλµα στις πειραµατικές τιµές, ενώ το µηχανικό προσοµοίωµα Α εµφανίζει µία 
µικρή υποεκτίµηση. Ωστόσο, η τυπική απόκλιση και στις δύο περιπτώσεις δεν είναι 
αρκετά µικρή. Αυτό οφείλεται κατά κύριο λόγο στις αποκλίσεις που εµφανίζονται 
στις δοκιµές FS3 και FS4. Η δοκιµή FS3a ειδικότερα εµφανίζει την µεγαλύτερη 
απόκλιση. Όπως φαίνεται και στην καµπύλη ροπής-στροφής (σχήµα 7-56), στην 
συγκεκριµένη δοκιµή παρουσιάζεται µια διαταραχή της εξέλιξης της φόρτισης στην 
πλαστική περιοχή. Η διαταραχή αυτή αποδίδεται από τους συγγραφείς (Coelho et al. 
2004β), στους κοχλίες, και για τον λόγο αυτόν χρησιµοποίησαν διαφορετική παρτίδα 
κοχλιών στις δοκιµές που εκτελέστηκαν µετά από αυτήν (FS3b, FS4a και FS4b). 
Εποµένως, τα αποτελέσµατα της συγκεκριµένης δοκιµής δεν θα πρέπει να 
θεωρούνται αντιπροσωπευτικά για την αξιολόγηση των µηχανικών 
προσοµοιωµάτων. Αντίθετα, η δοκιµή FS3b, δεν παρουσιάζει ανάλογη διαταραχή 
στην απόκριση της, και η απόκλιση των µηχανικών προσοµοιωµάτων είναι πολύ 
µικρότερη. Επίσης, οι δύο δοκιµές FS4, στις οποίες επίσης εµφανίζεται σηµαντική 
απόκλιση στην εκτίµηση της στροφικής ικανότητας, θεωρούνται ειδικές περιπτώσεις 
κόµβων, εξ’ αιτίας του χάλυβα S690 που χρησιµοποιήθηκε για τις µετωπικές πλάκες. 
Τα ποιοτικά χαρακτηριστικά του συγκεκριµένου χάλυβα διαφέρουν σηµαντικά από 
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τις συνήθεις κατηγορίες χαλύβων, που χρησιµοποιούνται κατά κανόνα στις 
κατασκευές, και εποµένως απαιτείται επιπρόσθετη πειραµατική έρευνα και 
ανάπτυξη εξειδικευµένων µεθόδων υπολογισµού, που να καλύπτουν την 
συγκεκριµένη περίπτωση υλικού. Γενικά συµπεράσµατα για την επίδραση της 
κατηγορίας S690 στην απόκριση δεν µπορούν να εξαχθούν, µε βάση τα 
αποτελέσµατα δύο µόνο πειραµατικών δοκιµών, ωστόσο στην συγκεκριµένη 
περίπτωση, η στροφική ικανότητα που επιτυγχάνουν οι κόµβοι είναι σηµαντική, ενώ 
η εκτίµηση της µε τα υπολογιστικά προσοµοιώµατα αποδεικνύεται συντηρητική. 
Συνολικά, το προτεινόµενο µηχανικό προσοµοίωµα Β χαρακτηρίζεται περισσότερο 
αξιόπιστο και στον υπολογισµό της στροφικής ικανότητας. Σε όλες τις περιπτώσεις, 
εκτός της FS3a, η απόκλιση είναι µικρότερη από 35%, και θεωρείται ικανοποιητική 
για τα δεδοµένα του εν λόγω µεγέθους. 

Πίνακας 7-15. Στροφική ικανότητα uφ  µηχανικών προσοµοιωµάτων για τους 
πειραµατικούς κόµβους των Coelho et al. (2004β) 

 
Πειραµατικές 

δοκιµές 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Α 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Β 

 

∆οκιµή a 

uφ  

(rad) 

∆οκιµή b 

uφ  

(rad) 

 

uφ  

(rad) 

 
Λόγος 

(a) 

 
Λόγος 

(b) 

 

uφ  

(rad) 

 
Λόγος 

(a) 

 
Λόγος 

(b) 

FS1 0.0638 0.0765 0.0492 0.77 0.64 0.0553 0.87 0.72 

FS2 0.0426 0.0408 0.0386 0.91 0.94 0.0432 1.02 1.06 

FS3 0.0247 0.0304 0.0349 1.42 1.15 0.0398 1.61 1.31 

FS4 0.0413 0.0441 0.0245 0.59 0.56 0.0282 0.68 0.64 

Μέση τιµή   0,87  0,99 

Τυπική απόκλιση   0,297  0,338 

 

 

Σύγκριση µε εναλλακτικές µεθόδους 
Η Coelho (2004), πραγµατοποίησε µια ανάλογη διαδικασία µε αυτήν που 
περιγράφεται στην παρούσα διατριβή, για τον υπολογισµό της καµπύλης ροπής-
στροφής των ανωτέρω πειραµατικών δοκιµών, µε την εφαρµογή µηχανικών 
προσοµοιωµάτων. Για τα συστατικά µέρη µορφής βραχέος ταυ, τα οποία είναι 
κρίσιµα στις δοκιµές αυτές, χρησιµοποιήθηκε τόσο το προσοµοίωµα βραχέος ταυ 
που ανέπτυξε η ίδια (Coelho et al. 2004), όσο και η διγραµµική µέθοδος του Jaspart 
(1991). Και τα δύο προσοµοιώµατα περιγράφηκαν στο πρώτο µέρος της διατριβής. 
Για την εκτίµηση του ισοδύναµου πλάτους των βραχέων ταυ των συστατικών µερών, 
εφαρµόσθηκε η µεθοδολογία του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), όπως συµβαίνει και 
µε τα µηχανικά προσοµοιώµατα που αναπτύχθηκαν στην παρούσα διατριβή. Για την 
διαµόρφωση των µηχανικών προσοµοιωµάτων αντίθετα, χρησιµοποιήθηκε για 
λόγους απλότητας προγραµµατισµού, η διασύνδεση Coimbra, και όχι η διασύνδεση 
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prEN1993 του Ευρωκώδικα 3. Η επιλογή αυτή ωστόσο, δεν επιφέρει ουσιαστική 
διαφοροποίηση της απόκρισης, καθώς το υποστύλωµα σε όλες τις περιπτώσεις είναι 
πολύ ισχυρό, και η επίδραση του στην συµπεριφορά των κόµβων περιορισµένη.  

Στην συνέχεια, πραγµατοποιείται µία σύγκριση των αποτελεσµάτων που 
επιτυγχάνονται µε δύο µηχανικά προσοµοιώµατα, που διερεύνησε η Coelho (2004), 
και του µηχανικού προσοµοιώµατος Β, που αναπτύχθηκε και προτείνεται στην 
παρούσα διατριβή, και το οποίο όπως προαναφέρθηκε, επέδειξε καλύτερη 
συµπεριφορά στις συγκεκριµένες πειραµατικές δοκιµές. Στον πίνακα 7-16 
παρουσιάζονται οι τιµές της αρχικής δυσκαµψίας, για τα τρία µηχανικά 
προσοµοιώµατα, και οι λόγοι τους προς την πειραµατική δυσκαµψία. Οι 
πειραµατικές τιµές λαµβάνονται από τον µέσο όρο των δύο δοκιµών, που 
πραγµατοποιήθηκαν για κάθε µία διαµόρφωση κόµβων. Από τα αποτελέσµατα 
προκύπτει ότι όλα τα µηχανικά προσοµοιώµατα υπερεκτιµούν σηµαντικά την αρχική 
δυσκαµψία. Ωστόσο, για το προτεινόµενο µηχανικό προσοµοίωµα Β το σφάλµα, 
τόσο κατά µέσο όρο, όσο και µεµονωµένα σε κάθε δοκιµή, είναι πολύ µικρότερο, σε 
σύγκριση µε τα άλλα δύο προσοµοιώµατα.  

Πίνακας 7-16. Σύγκριση εναλλακτικών προσοµοιωµάτων για τον υπολογισµό της 
αρχικής δυσκαµψίας iniS  των πειραµατικών κόµβων των Coelho et al. (2004β) 

 
Πειραµ. 
δοκιµές 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Β 

∆ιασύνδεση Coimbra, 
µε προσοµ. βραχέος ταυ 

Coelho et al. (2004)  

∆ιασύνδεση Coimbra, 
µε προσοµ. βραχέος ταυ 

Jaspart (1991) 

 iniS  

(Ntm/rad) 
iniS  

(Ntm/rad) 
Λόγος iniS  

(Ntm/rad) 
Λόγος iniS  

(Ntm/rad) 
Λόγος 

FS1 1,75E+07 2,32E+07 1,32 3,08E+07 1,76 3,45E+07 1,97 

FS2 2,27E+07 3,10E+07 1,37 4,53E+07 1,99 4,77E+07 2,10 

FS3 2,24E+07 3,84E+07 1,72 5,48E+07 2,45 5,32E+07 2,38 

FS4 1,67E+07 2,30E+07 1,38 3,27E+07 1,96 3,50E+07 2,10 

Μέση τιµή  1,45  2,04  2,14 

Τυπική απόκλιση  0,181  0,290  0,172 

 

Στον πίνακα 7-17 που ακολουθεί, παρουσιάζονται οι τιµές της µέγιστης ροπής για τα 
τρία µηχανικά προσοµοιώµατα. Και στην περίπτωση αυτήν, το προτεινόµενο 
µηχανικό προσοµοίωµα Β εµφανίζεται πιο αποτελεσµατικό, σε σχέση µε τα άλλα 
δύο προσοµοιώµατα. Η βελτιωµένη συµπεριφορά αντανακλάται τόσο στην µέση 
τιµή του λόγου, που βρίσκεται σχεδόν στην µονάδα, έναντι 15% απόκλισης για τα 
άλλα δύο προσοµοιώµατα, όσο και στην τυπική απόκλιση.  
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Πίνακας 7-17. Σύγκριση εναλλακτικών προσοµοιωµάτων για τον υπολογισµό της 
µέγιστης ροπής uM  των πειραµατικών κόµβων των Coelho et al. (2004β)  

 
Πειραµ. 
δοκιµές 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Β 

∆ιασύνδεση Coimbra, 
µε προσοµ. βραχέος ταυ 

Coelho et al. (2004)  

∆ιασύνδεση Coimbra, 
µε προσοµ. βραχέος 
ταυ Jaspart (1991) 

 uM  

(Ntm) 
uM  

(Ntm) 
Λόγος uM  

(Ntm) 
Λόγος uM  

(Ntm) 
Λόγος 

FS1 1,51E+05 1,40E+05 0,92 1,27E+05 0,84 1,13E+05 0,75 

FS2 1,95E+05 1,90E+05 0,98 2,32E+05 1,19 1,79E+05 0,92 

FS3 2,09E+05 2,31E+05 1,10 3,66E+05 1,75 2,14E+05 1,03 

FS4 1,86E+05 1,75E+05 0,94 1,48E+05 0,80 1,38E+05 0,74 

Μέση τιµή  0,99  1,15  0,86 

Τυπική απόκλιση  0,082  0,443  0,139 

 

Στον πίνακα 7-18, παρουσιάζονται οι τιµές της στροφικής ικανότητας για τα δύο 
µηχανικά προσοµοιώµατα που εξέτασε η Coelho (2004) και για το µηχανικό 
προσοµοίωµα Β, που προτείνεται στην παρούσα διατριβή. Επίσης, παρουσιάζεται η 
στροφική ικανότητα που προκύπτει από το αναλυτικό προσοµοίωµα των Beg et al. 
(2003), όπως υπολογίστηκε από την Coelho (2004), για τις εν λόγω πειραµατικές 
δοκιµές.  

Πίνακας 7-18. Σύγκριση εναλλακτικών προσοµοιωµάτων για τον υπολογισµό της 
στροφικής ικανότητας uφ  των πειραµατικών κόµβων των Coelho et al. (2004β)  

 
Πειραµ. 
δοκιµές 

Προτεινόµενο 
µηχανικό 

προσοµοίωµα Β 

∆ιασύνδεση Coimbra, 
µε προσοµ. βραχέος ταυ 

Coelho et al. (2004)  

∆ιασύνδεση Coimbra, 
µε προσοµ. βραχέος 
ταυ Jaspart (1991) 

Προσοµοίωµα Beg 
et al. (2003) 

 uφ  

(rad) 
uφ  

(rad) 
Λόγος uφ  

(rad) 
Λόγος uφ  

(rad) 
Λόγος uφ  

(rad) 
Λόγος 

FS1 0,0702 0,0553 0,79 0,0292 0,42 0,0210 0,30 0,0484 0,69 

FS2 0,0417 0,0432 1,04 0,0288 0,69 0,0194 0,47 0,0479 1,15 

FS3 0,0275 0,0398 1,44 0,0350 1,27 0,0135 0,49 0,1054 3,83 

FS4 0,0427 0,0282 0,66 0,0135 0,32 0,0146 0,34 0,0493 1,16 

Μέση τιµή  0,98  0,67  0,40  1,71 

Τυπική απόκλιση  0,345  0,429  0,094  1,432 

 

Από τα αποτελέσµατα στον πίνακα 7-18, παρατηρείται ότι το προτεινόµενο 
µηχανικό προσοµοίωµα Β επιτυγχάνει κατά µέσο όρο την καλύτερη σύγκλιση, µε 
σηµαντική διαφορά από τα υπόλοιπα. Το προσοµοίωµα των Beg et al. (2003) 
παρουσιάζει µία µεγάλη υπερεκτίµηση της στροφικής ικανότητας, ενώ τα άλλα δύο 
προσοµοιώµατα την υποεκτιµούν, µε το προσοµοίωµα Jaspart (1991) να εµφανίζει 
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την µεγαλύτερη µέση απόκλιση από τις πειραµατικές τιµές. Η τυπική απόκλιση του 
συγκεκριµένου προσοµοιώµατος είναι µικρή, αλλά το γεγονός αυτό δεν ενισχύει την 
αξιοπιστία του, εξαιτίας του µεγάλου µέσου σφάλµατος που το χαρακτηρίζει. 
Μεταξύ των υπόλοιπων προσοµοιωµάτων, το προτεινόµενο µηχανικό προσοµοίωµα 
Β εµφανίζει την µικρότερη τυπική απόκλιση και ταυτόχρονα το µικρότερο µέσο 
σφάλµα.  

Σύγκριση µε διατάξεις Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) 
Στους πίνακες 7-19 και 7-20 παρουσιάζονται οι τιµές της αρχικής δυσκαµψίας και 
της αντοχής για τις τέσσερις διαφορετικές διαµορφώσεις των πειραµατικών κόµβων 
των Coelho et al. (2004β), χρησιµοποιώντας τις διατάξεις του Ευρωκώδικα 3 (CEN 
2003). Στους ίδιους πίνακες παρουσιάζονται οι αντίστοιχες τιµές αρχικής 
δυσκαµψίας και αντοχής που προκύπτουν µε το µηχανικό προσοµοίωµα Β, το οποίο 
προτείνεται στην παρούσα διατριβή, καθώς και ο µέσος όρος των δύο πειραµατικών 
δοκιµών που πραγµατοποιήθηκαν σε κάθε διαµόρφωση κόµβου. Στον πίνακα 7-21 
παρουσιάζεται ο έλεγχος επάρκειας κατά τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) της 
στροφικής ικανότητας των κόµβων, για πλαστική ανάλυση της κατασκευής. Όπως 
αναφέρθηκε στο κεφάλαιο 5 (παράγραφος 5.7.3), ο Ευρωκώδικας 3 (CEN 2003) δεν 
περιλαµβάνει διατάξεις για τον αναλυτικό υπολογισµό της στροφικής ικανότητας, 
πλην ενός συνοπτικού κριτηρίου, το οποίο εφόσον ικανοποιείται, επιτρέπει τον 
χαρακτηρισµό του κόµβου ως κατάλληλου για τον σχηµατισµό πλαστικής άρθρωσης 
στα πλαίσια πλαστικής ανάλυσης της κατασκευής. Ο υπολογισµός της αρχικής 
δυσκαµψίας και της αντοχής πραγµατοποιήθηκε µε την βοήθεια του προγράµµατος 
“Steel Connections Project” (SCP), το οποίο αναπτύχθηκε στα πλαίσια της διατριβής 
(παράγραφος 7.3). Για τον υπολογισµό της αντοχής, όλοι οι συντελεστές ασφάλειας 
θεωρήθηκαν ίσοι µε την µονάδα. Επίσης εφαρµόσθηκαν οι σχέσεις που αντιστοιχούν 
σε συγκεντρωµένη δύναµη κοχλία στα βραχέα ταυ της εφελκυόµενης ζώνης.  

Πίνακας 7-19. Σύγκριση των τιµών αρχικής δυσκαµψίας iniS  των πειραµατικών 
κόµβων των Coelho et al. (2004β) µε τις διατάξεις του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) 

και µε το προτεινόµενο µηχανικό προσοµοίωµα Β.  

 
Πειραµ. 
δοκιµές 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Β 

∆ιατάξεις Ευρωκώδικα 3 
(CEN 2003) 

 iniS  

(Ntm/rad) 
iniS  

(Ntm/rad) 
Λόγος iniS  

(Ntm/rad) 
Λόγος 

FS1 1,75E+07 2,32E+07 1,32 3.64E+07 2.08 

FS2 2,27E+07 3,10E+07 1,37 4.94E+07 2.18 

FS3 2,24E+07 3,84E+07 1,72 5.41E+07 2.42 

FS4 1,67E+07 2,30E+07 1,38 3.49E+07 2.09 

Μέση τιµή  1,45  2,19 

Τυπική απόκλιση  0,181  0,156 
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Πίνακας 7-20. Σύγκριση των τιµών αντοχής uM  των πειραµατικών κόµβων των 
Coelho et al. (2004β) µε τις διατάξεις του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) και µε το 

προτεινόµενο µηχανικό προσοµοίωµα Β.  

 
Πειραµ. 
δοκιµές 

Προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Β 

∆ιατάξεις Ευρωκώδικα 3 
(CEN 2003) 

 uM  

(Ntm) 
uM  

(Ntm) 
Λόγος uM  

(Ntm) 
Λόγος 

FS1 1.51E+05 1.40E+05 0.92 8.54E+04 0.56 

FS2 1.95E+05 1.90E+05 0.98 1.40E+05 0.72 

FS3 2.09E+05 2.31E+05 1.10 1.83E+05 0.88 

FS4 1.86E+05 1.75E+05 0.94 1.34E+05 0.72 

Μέση τιµή  0,99  0,72 

Τυπική απόκλιση  0,082  0,128 

 

Πίνακας 7-21. Σύγκριση της στροφικής ικανότητας των πειραµατικών κόµβων των 
Coelho et al. (2004β) µε τις διατάξεις του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003).  

 
Πειραµ. 
δοκιµές 

∆ιατάξεις Ευρωκώδικα 3  
(CEN 2003) 

 uφ  

(rad) 

Οριακό πάχος 
µετωπικής πλάκας 

(σε mm) 

( )0 36 b u ,b yt , d f f=

Πραγµατικό 
πάχος µετωπικής 
πλάκας (σε mm) 

H στροφική 
ικανότητα 

είναι επαρκής; 

FS1 0.0702 11,8 10,4 ΝΑΙ 

FS2 0.0417 11,8 15,0 ΟΧΙ 

FS3 0.0275 11,8 20,0 ΟΧΙ 

FS4 0.0427 8,25 10,1 ΟΧΙ 

 

Σε ότι αφορά την αρχική δυσκαµψία, προκύπτει ότι οι διατάξεις του Ευρωκώδικα 3 
(CEN 2003) υπερεκτιµούν συστηµατικά τις πειραµατικές τιµές. Η απόκλιση είναι 
µεγαλύτερη από 100% σε όλες τις περιπτώσεις. Σε σχέση µε τις εναλλακτικές 
µεθόδους που αναφέρθηκαν στην προηγούµενη ενότητα, όπου για τα βραχέα ταυ της 
εφελκυόµενης ζώνης εφαρµόσθηκαν τα προσοµοιώµατα των Coelho et al. (2004) και 
του Jaspart (1991), αποδεικνύεται ότι η αξιοπιστία των διατάξεων του Ευρωκώδικα 
3 (CEN 2003) είναι πρακτικά ισοδύναµη. Αντίθετα, το προτεινόµενο µηχανικό 
προσοµοίωµα Β, επιτυγχάνει σηµαντική βελτίωση, τόσο σε σχέση µε τις διατάξεις 
του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003), όσο και µε τις υπόλοιπες µεθόδους υπολογισµού, αν 
και η απόκλιση από τις πειραµατικές τιµές δεν µπορεί να θεωρηθεί ακόµη αρκετά 
µικρή.  
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Σχετικά µε τον υπολογισµό της αντοχής, προκύπτει ότι οι διατάξεις του Ευρωκώδικα 
3 (CEN 2003) υποεκτιµούν σηµαντικά τις πειραµατικές τιµές. Η απόκλιση αυτή 
οφείλεται κατά το µεγαλύτερο µέρος στην σηµαντική κράτυνση του χάλυβα, µετά 
την αρχική πλαστικοποίηση του, η οποία δεν λαµβάνεται υπόψη από τον 
Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003). Επίσης στην απόκλιση αυτή συµβάλει και η θεώρηση 
συγκεντρωµένης δύναµης κοχλία, που εφαρµόσθηκε για τα βραχέα ταυ της 
εφελκυόµενης ζώνης.  

Ο έλεγχος επάρκειας της στροφικής ικανότητας, κατά τον Ευρωκώδικα 3 (CEN 
2003), εφαρµόζοντας το κριτήριο για το πάχος της µετωπικής πλάκας, ικανοποιείται 
µόνο για τις πειραµατικές δοκιµές FS1. Σηµειώνεται ότι το δεύτερο απαραίτητο 
κριτήριο (παράγραφος 5.7.3), που επιβάλει το κρίσιµο συστατικό µέρος να είναι η 
µετωπική πλάκα ή το πέλµα του υποστυλώµατος σε κάµψη, ικανοποιείται σε όλες τις 
περιπτώσεις. Από τα αποτελέσµατα προκύπτει ότι η εφαρµογή των κριτηρίων του 
Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003) οδηγεί σε αρκετά συντηρητικό χαρακτηρισµό της 
διαθέσιµης στροφικής ικανότητας. Για παράδειγµα, η µέση στροφική ικανότητα για 
τις δύο πειραµατικές δοκιµές FS1 υπερβαίνει την τιµή 70 mrad, αποτελώντας την 
µεγαλύτερη τιµή όλων των πειραµατικών δοκιµών κόµβων που εξετάζονται στην 
διατριβή. Όπως όµως φαίνεται στον πίνακα 7-21, το κριτήριο του Ευρωκώδικα 3 
(CEN 2003) ικανοποιείται οριακά.  Επίσης, για τις δοκιµές FS2 και FS4, οι οποίες 
δεν ικανοποιούν το κριτήριο, η στροφική ικανότητα υπερβαίνει την τιµή 30 mrad, η 
οποία µπορεί να θεωρηθεί µε ασφάλεια επαρκής για πρακτικές εφαρµογές 
(Witteveen et al. 1982, Stark και Bijlaard 1988). Για τις δοκιµές FS4 ωστόσο, πρέπει 
να αναφερθεί ότι η κατηγορία χάλυβα της µετωπικής πλάκας (S690) δεν ικανοποιεί 
τις προϋποθέσεις ισχύος της σχετικής διάταξης του Ευρωκώδικα 3 (CEN 2003).    

7.4.5 Συµπεράσµατα 

Από την αξιολόγηση των µηχανικών προσοµοιωµάτων µε τα πειραµατικά 
αποτελέσµατα µπορούν να εξαχθούν ορισµένα συµπεράσµατα. ∆ιερευνήθηκε η 
συµπεριφορά δύο διακριτών µηχανικών προσοµοιωµάτων, των οποίων η µόνη 
διαφορά συνίσταται στον τρόπο σύνδεσης των ελατηρίων της πρώτης σειράς 
κοχλίωσης. Από τα αποτελέσµατα προέκυψε ότι το µηχανικό προσοµοίωµα, στο 
οποίο τα ελατήρια της πρώτης σειράς κοχλίωσης τοποθετούνται ευθυγραµµισµένα 
(προσοµοίωµα Α), είναι περισσότερο αξιόπιστο στην περίπτωση κόµβων µε 
γωνιακά. Αντίθετα το µηχανικό προσοµοίωµα, στο οποίο παρεµβάλλεται άκαµπτο 
στοιχείο µεταξύ των ελατηρίων της πρώτης σειράς κοχλίωσης (προσοµοίωµα Β), 
αποδείχθηκε πιο αξιόπιστο στην περίπτωση κόµβων µε µετωπική πλάκα. Σε όλες τις 
περιπτώσεις, το προσοµοίωµα Β εµφάνισε µικρότερη αρχική δυσκαµψία και αντοχή, 
και µεγαλύτερη στροφική ικανότητα, σε σχέση µε το προσοµοίωµα Α. Επιπλέον, 
διερευνήθηκε η αποτελεσµατικότητα διαφορετικών διασυνδέσεων ελατηρίων, για το 
προτεινόµενο µηχανικό προσοµοίωµα, όπως είναι η διασύνδεση Innsbruk και η 
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διασύνδεση Coimbra. Στις συγκεκριµένες δοκιµές, που εξετάσθηκαν για τον σκοπό 
αυτόν, η επίδραση των διαφορετικών διασυνδέσεων ήταν πρακτικά αµελητέα.  

Συνολικά, τα µηχανικά προσοµοιώµατα που αναπτύχθηκαν στην διατριβή και 
παρουσιάστηκαν στο κεφάλαιο αυτό, επέδειξαν ικανοποιητική συµπεριφορά στην 
εκτίµηση καµπύλης ροπής-στροφής και των χαρακτηριστικών παραµέτρων της. 
Ειδικότερα στην εκτίµηση της στροφικής ικανότητας, που αποτελεί έναν από τους 
στόχους της διατριβής, τα προτεινόµενα µηχανικά προσοµοιώµατα χαρακτηρίζονται 
ιδιαίτερα αποτελεσµατικά, καθώς η απόκλιση από τις πειραµατικές τιµές είναι 
µικρή, κατά µέσο όρο, αλλά και µεµονωµένα. Μονό σε ορισµένες µη 
αντιπροσωπευτικές, ειδικές περιπτώσεις πειραµατικών δοκιµών, όπως περιγράφηκε 
και στις προηγούµενες παραγράφους, η απόκλιση που εµφανίζεται µπορεί να 
θεωρηθεί µεγάλη και µη ικανοποιητική.  

Σε σύγκριση µε άλλες υπάρχουσες µεθοδολογίες υπολογισµού από την βιβλιογραφία 
που εξετάσθηκαν, τα προτεινόµενα µηχανικά προσοµοιώµατα επέδειξαν σηµαντικά 
βελτιωµένη συµπεριφορά. Επίσης, η απόκριση των µηχανικών προσοµοιωµάτων 
προσέγγισε σε µεγάλο βαθµό την απόκριση τρισδιάστατων προσοµοιωµάτων 
πεπερασµένων στοιχείων, σε όσες περιπτώσεις αυτά ήταν διαθέσιµα. Επειδή σε όλες 
τις δοκιµές που εξετάσθηκαν, η απόκριση των κόµβων κατά κύριο λόγο 
καθορίστηκε από την συµπεριφορά των συστατικών µερών της εφελκυόµενης 
ζώνης, η δυνατότητα εκτίµησης της απόκρισης που πέτυχαν τα µηχανικά 
προσοµοιώµατα, αποδίδεται σε σηµαντικό βαθµό, στην αξιοπιστία του επαυξητικού 
προσοµοιώµατος βραχέος ταυ, που χρησιµοποιήθηκε για την προσοµοίωση των εν 
λόγω συστατικών µερών. Αν και ο αριθµός των πειραµατικών δοκιµών που 
χρησιµοποιήθηκαν για την διαδικασία αξιολόγησης δεν είναι µικρός, η αξιοποίηση 
περισσότερων πειραµατικών δεδοµένων, από διαφορετικές πηγές, θεωρείται 
εξαιρετικά χρήσιµη για την περαιτέρω ενίσχυση της αξιοπιστίας των προτεινόµενων 
µηχανικών προσοµοιωµάτων.  
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8.1  Σύνοψη 

Το κύριο αντικείµενο ενδιαφέροντος στην παρούσα διατριβή, ήταν η εκτίµηση της 
στροφικής απόκρισης κόµβων δοκού-υποστυλώµατος. Επιχειρήθηκε η ανάπτυξη 
µεθόδων προσδιορισµού της πλήρους καµπύλης ροπής-στροφής των κόµβων, µε 
βάση απλοποιηµένα µηχανικά προσοµοιώµατα. Το ενδιαφέρον επικεντρώθηκε σε 
κοχλιωτούς κόµβους, και ειδικότερα σε κόµβους µε συνδέσεις µετωπικής πλάκας και 
µε συνδέσεις γωνιακών, οι οποίοι τυγχάνουν ευρείας εφαρµογής σε πλαισιακές 
κατασκευές, χάρη στην υψηλή πλαστιµότητα, αντοχή και δυσκαµψία που µπορούν 
να επιτύχουν και στην ευκολία κατασκευής και ανέγερσης που προσφέρουν. 
Ιδιαίτερη βαρύτητα αποδόθηκε στον ακριβή προσδιορισµό της στροφικής 
ικανότητας των κόµβων, η οποία αποτελεί ένα µέτρο της αποτελεσµατικότητας τους 
σε περιπτώσεις σχεδιασµού, όπου απαιτείται εξασφάλιση υψηλής πλαστιµότητας, 
όπως για παράδειγµα σε σεισµικά καταπονούµενες κατασκευές.  

Για την εκτίµηση της πλήρους καµπύλης ροπής-στροφής των κόµβων, µέχρι και την 
θραύση, αξιοποιήθηκε η µέθοδος των συστατικών µερών, όπου η συνολική 
συµπεριφορά ενός κόµβου θεωρείται ότι προκύπτει από την συνδυασµένη 
συνεισφορά µεµονωµένων συστατικών µερών. Η απόκριση των κοχλιωτών κόµβων, 
που εξετάσθηκαν στην διατριβή, καθορίζεται σε σηµαντικό βαθµό από την απόκριση 
της εφελκυόµενης ζώνης, και µπορεί να θεωρηθεί ότι από αυτήν κυρίως εξαρτάται η 
διαθέσιµη στροφική ικανότητα ενός κοχλιωτού κόµβου. Για την αξιόπιστη εκτίµηση 
της συµπεριφοράς της εφελκυόµενης ζώνης, αναπτύχθηκε ένα επαυξητικό 
προσοµοίωµα για συνδέσεις βραχέος ταυ, η συµπεριφορά των οποίων προσεγγίζει 
εκείνη της εφελκυόµενης ζώνης κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος. Στο 
προσοµοίωµα αυτό ενσωµατώθηκαν µεθοδολογίες αντιµετώπισης σύνθετων 
χαρακτηριστικών της απόκρισης του βραχέος ταυ, όπως είναι τα φαινόµενα επαφής, 
η µη γραµµικότητα υλικού για το πέλµα και τον κοχλία, η τρισδιάστατη εντατική 
κατάσταση του πέλµατος, η αλληλεπίδραση της κεφαλής του κοχλία µε το πέλµα, η 
αλληλεπίδραση εφελκυσµού και κάµψης στον κορµό του κοχλία και η 
διαφοροποίηση της διατοµής του πέλµατος στην συναρµογή µε τον κορµό. Για την 
αξιολόγηση της αποτελεσµατικότητας του προτεινόµενου προσοµοιώµατος βραχέος 
ταυ, πραγµατοποιήθηκε µία διεξοδική σύγκριση της απόκρισης του µε πειραµατικά 
αποτελέσµατα από την βιβλιογραφία, καθώς και µε σύνθετα τρισδιάστατα και 
απλοποιηµένα διδιάστατα προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων, τα οποία 
αναπτύχθηκαν για τον σκοπό αυτόν. Με την επιλογή των πειραµατικών δοκιµών και 
των τρισδιάστατων προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων, εξασφαλίσθηκε ένα 
µεγάλο εύρος γεωµετρικών και µηχανικών παραµέτρων της σύνδεσης βραχέος ταυ, 
το οποίο επέτρεψε την αξιολόγηση της γενικότητας του προτεινόµενου επαυξητικού 
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προσοµοιώµατος, σε σηµαντικά διαφοροποιηµένες συνθήκες. Από τα αποτελέσµατα 
της αξιολόγησης προέκυψε ότι το προτεινόµενο προσοµοίωµα είναι σε θέση να 
προσδιορίσει την πλήρη καµπύλη δύναµης-µετακίνησης της σύνδεσης βραχέος ταυ, 
καθώς και τα χαρακτηριστικά µεγέθη αυτής, όπως είναι η αρχική δυσκαµψία, η 
αντοχή και η µέγιστη µετακίνηση, επιτυγχάνοντας µικρό περιθώριο σφάλµατος. 
Επιπλέον, πραγµατοποιήθηκε εκτεταµένη συγκριτική αξιολόγηση του 
προτεινόµενου επαυξητικού προσοµοιώµατος, µε άλλες, διαθέσιµες στην 
βιβλιογραφία, µεθοδολογίες υπολογισµού της µη γραµµικής απόκρισης της 
σύνδεσης βραχέος ταυ. Σε όλες τις περιπτώσεις, η αξιοπιστία του προτεινόµενου 
προσοµοιώµατος αποδείχθηκε σηµαντικά βελτιωµένη. Σε ότι αφορά την εκτίµηση 
της µέγιστης µετακίνησης, όπου και αποδόθηκε ιδιαίτερη έµφαση, εξαιτίας της 
επίδρασης που έχει στην στροφική ικανότητα των κόµβων, το προτεινόµενο 
προσοµοίωµα εµφανίστηκε δραστικά πιο αποτελεσµατικό, σε σχέση µε τις 
υπόλοιπες µεθοδολογίες που εξετάσθηκαν. 

Το προτεινόµενο προσοµοίωµα βραχέος ταυ, αξιοποιήθηκε στην συνέχεια, για την 
προσοµοίωση της εφελκυόµενης ζώνης κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος. 
Υιοθετώντας την µέθοδο των συστατικών µερών, χρησιµοποιήθηκαν µηχανικά 
προσοµοιώµατα µε διαφορετικές εναλλακτικές διασυνδέσεις των ελατηρίων τους, 
τόσο για κόµβους µε µετωπική πλάκα, όσο και για κόµβους µε γωνιακά. Για τα 
ελατήρια που αντιστοιχούν σε συστατικά µέρη της εφελκυόµενης ζώνης, µορφής 
βραχέος ταυ, εφαρµόσθηκε µη γραµµικός νόµος για την σχέση δύναµης-
µετακίνησης, ο οποίος υπολογίστηκε µε το προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα 
βραχέος ταυ. Για τα υπόλοιπα ελατήρια, που αντιστοιχούν σε άλλα συστατικά µέρη, 
εφαρµόσθηκαν µη γραµµικοί νόµοι δύναµης-µετακίνησης, αξιοποιώντας 
µεθοδολογίες διαθέσιµες στην βιβλιογραφία. Για την επίλυση των µηχανικών 
προσοµοιωµάτων και τον προσδιορισµό της πλήρους καµπύλης ροπής-στροφής από 
αυτά, χρησιµοποιήθηκε µη γραµµική ανάλυση, µε την µέθοδο των πεπερασµένων 
στοιχείων.  

Προκειµένου να διαµορφωθεί µία επαρκής βάση πειραµατικών αποτελεσµάτων, µε 
στόχο την αξιολόγηση της απόκρισης των προτεινόµενων µηχανικών 
προσοµοιωµάτων, διενεργήθηκε µία εκτεταµένη καταγραφή της διαθέσιµης 
πειραµατικής βιβλιογραφίας, στο πεδίο των κοχλιωτών κόµβων δοκού-
υποστυλώµατος. Από το σύνολο των βιβλιογραφικών δεδοµένων που 
συγκεντρώθηκαν, επελέγησαν τελικά 28 δοκιµές, από τρεις ανεξάρτητες πηγές, στις 
οποίες περιλαµβάνονται κόµβοι µε µετωπική πλάκα και κόµβοι µε γωνιακά. Τα 
αποτελέσµατα της αξιολόγησης µε τις πειραµατικές δοκιµές, αλλά και µε 
τρισδιάστατα προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων, που είναι διαθέσιµα στην 
βιβλιογραφία για τις συγκεκριµένες πειραµατικές δοκιµές, επιβεβαίωσαν την 
ικανοποιητική συµπεριφορά των προτεινόµενων µηχανικών προσοµοιωµάτων. 
Παράλληλα, διαπιστώθηκε ότι η αξιοπιστία των προτεινόµενων µηχανικών 
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προσοµοιωµάτων υπερέχει αντίστοιχων µεθοδολογιών εκτίµησης της µη γραµµικής 
απόκρισης κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, από την βιβλιογραφία. 
Ειδικότερα, στον προσδιορισµό της στροφικής ικανότητας, η βελτίωση που 
επέδειξαν τα προτεινόµενα µηχανικά προσοµοιώµατα είναι πολύ σηµαντική. 

8.2 Πρωτότυπη συµβολή διατριβής 

Αρκετά από τα αντικείµενα που αναπτύχθηκαν στην παρούσα διατριβή αποτελούν 
πρωτότυπη συµβολή στον τοµέα των µεταλλικών κόµβων. Ορισµένα από τα πλέον 
χαρακτηριστικά είναι τα ακόλουθα: 

• Αναλυτική εκτίµηση φαινοµένων επαφής βραχέος ταυ. Προτάθηκε στην 
διατριβή µία αναλυτική µέθοδος υπολογισµού των φαινόµενων επαφής που 
αναπτύσσονται στο πέλµα της σύνδεσης βραχέος ταυ. Η θέση των δράσεων 
επαφής δεν θεωρήθηκε προκαθορισµένη, όπως συµβαίνει σε υπάρχουσες 
µεθοδολογίες, αλλά αντίθετα υπολογίστηκε αναλυτικά, σε συνάρτηση µε τα 
γεωµετρικά και µηχανικά χαρακτηριστικά της σύνδεσης.  

• Φαινόµενα επαφής βραχέος ταυ και µη γραµµικότητα υλικού. Για την θέση 
των δράσεων επαφής, συνεκτιµήθηκε η εξάρτηση τους από την εµφάνιση 
φαινοµένων µη γραµµικότητας υλικού στην σύνδεση βραχέος ταυ. Για τον 
υπολογισµό της θέσης των δράσεων επαφής, προτάθηκε µία επαυξητική 
διαδικασία, όπου σε κάθε νέο βήµα, η θέση αυτή υπολογίζεται αναλυτικά, 
λαµβάνοντας υπόψη την εξάπλωση της πλαστικοποίησης στο πέλµα και στον 
κοχλία. Ο βαθµός ακρίβειας που επιτεύχθηκε µε την συγκεκριµένη 
διαδικασία είναι εφάµιλλος προσοµοιωµάτων µε µη γραµµικά πεπερασµένα 
στοιχεία δοκού και στοιχεία επαφής. Σε σχέση µε τα προσοµοιώµατα αυτά, η 
σύγκλιση της προτεινόµενης επαυξητικής διαδικασίας αποδείχθηκε άριστη. 

• Προσοµοίωση της συναρµογής πέλµατος-κορµού βραχέος ταυ. Αναπτύχθηκε 
µία µεθοδολογία για την συµµετοχή στον φορέα του προσοµοιώµατος 
βραχέος ταυ, του τµήµατος του πέλµατος, που βρίσκεται στην συναρµογή µε 
τον κορµό. Το µήκος της συναρµογής που ενσωµατώθηκε στον φορέα δεν 
θεωρήθηκε προκαθορισµένο, αλλά υπολογίστηκε σε συνάρτηση µε τα 
γεωµετρικά χαρακτηριστικά αυτής. Με ανάλογο τρόπο, η πλαστικοποιηµένη 
ζώνη στην συναρµογή δεν θεωρήθηκε σε προκαθορισµένη θέση, αλλά 
υπολογίστηκε σε συνάρτηση µε τα γεωµετρικά και µηχανικά χαρακτηριστικά 
της σύνδεσης. 
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• Τρισδιάστατη εντατική κατάσταση πέλµατος βραχέος ταυ. ∆ιερευνήθηκε η 
επίδραση της τρισδιάστατης εντατικής κατάστασης, που προκύπτει από την 
κάµψη του πέλµατος της σύνδεσης βραχέος ταυ, στην µη γραµµική καµπτική 
απόκριση του. Προτάθηκαν αναλυτικές σχέσεις για τον υπολογισµό 
τροποποιηµένων παραµέτρων υλικού, µε τις οποίες να ενσωµατώνεται η 
επίδραση της τρισδιάστατης εντατικής κατάστασης του πέλµατος, στην απλή 
δοκό Bernoulli.  

• Επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ. Στην διατριβή αναπτύχθηκε ένα 
επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ, στο οποίο χρησιµοποιήθηκε απλή 
δοκός για το πέλµα, και ελατήριο για τους κοχλίες. Η επαυξητική απόκριση 
του προσοµοιώµατος υπολογίστηκε αναλυτικά, λαµβάνοντας υπόψη την 
δυνατότητα εµφάνισης ζωνών πλαστικοποίησης στο πέλµα. Στο 
προσοµοίωµα ενσωµατώθηκαν όλα τα χαρακτηριστικά που 
προαναφέρθηκαν, σχετικά µε τα φαινόµενα επαφής, την συναρµογή 
πέλµατος-κορµού και την τρισδιάστατη εντατική κατάσταση του πέλµατος. 
Παράλληλα αναπτύχθηκε και ενσωµατώθηκε στο προσοµοίωµα µια σειρά 
από επιπρόσθετες βελτιώσεις, οι οποίες αφορούν την κατανεµηµένη δράση 
µεταξύ κοχλία και πέλµατος, την ταυτόχρονη κάµψη και εφελκυσµό του 
κορµού του κοχλία, την προένταση των κοχλιών, την συµµετοχή των 
διατµητικών παραµορφώσεων του πέλµατος και την επίδραση του πλάτους 
στην τρισδιάστατη παραµορφωσιµότητα του πέλµατος.  

• Μηχανικά προσοµοιώµατα κόµβων. ∆ιερευνήθηκε και αξιολογήθηκε µε 
πειραµατικά δεδοµένα, η συµπεριφορά διαφόρων µηχανικών 
προσοµοιωµάτων για κόµβους µε σύνδεση µετωπικής πλάκας και για 
κόµβους µε γωνιακά. Οι παραλλαγές στην διασύνδεση των ελατηρίων που 
εξετάσθηκαν, αφορούν τα συστατικά µέρη στο προεκτεινόµενο τµήµα της 
µετωπικής πλάκας και στο γωνιακό άνω πέλµατος, καθώς και τα συστατικά 
µέρη του φατνώµατος του υποστυλώµατος. Για τα συστατικά µέρη µορφής 
βραχέος ταυ χρησιµοποιήθηκε το προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα 
βραχέος ταυ. Με τα µηχανικά προσοµοιώµατα προσδιορίστηκε το πλήρες 
εύρος της απόκρισης µέχρι την θραύση.  

• Βιβλιογραφική έρευνα. Πραγµατοποιήθηκε εκτενής βιβλιογραφική έρευνα 
στα πεδία των κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος και της σύνδεσης 
βραχέος ταυ. Οι διάφορες µεθοδολογίες υπολογισµού της απόκρισης 
παρουσιάστηκαν κατηγοριοποιηµένα, στα προηγούµενα κεφάλαια της 
διατριβής, αποδίδοντας ιδιαίτερη έµφαση στην µη γραµµική απόκριση. 
Επιπλέον, πραγµατοποιήθηκε καταγραφή της πειραµατικής βιβλιογραφίας 
στο πεδίο των κοχλιωτών κόµβων. Ορισµένα στοιχεία, για όλες τις 
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πειραµατικές δοκιµές που συγκεντρώθηκαν, παρουσιάστηκαν συνοπτικά σε 
πίνακες.  

• Εξειδικευµένο λογισµικό. Στα πλαίσια της διατριβής αναπτύχθηκαν 
πρωτότυπα εργαλεία λογισµικού, τα οποία χρησιµοποιήθηκαν για την 
κατασκευή σύνθετων τρισδιάστατων προσοµοιωµάτων πεπερασµένων 
στοιχείων, της σύνδεσης βραχέος ταυ, καθώς και µηχανικών 
προσοµοιωµάτων κοχλιωτών κόµβων, µε ποικίλες διασυνδέσεις ελατηρίων. 
Με την χρήση των συγκεκριµένων εργαλείων, επιταχύνθηκε αποφασιστικά η 
ερευνητική αξιοποίηση των προσοµοιώµατων, συµβάλλοντας στην 
πληρέστερη κατανόηση της συµπεριφοράς των κόµβων.  

8.3 Συµπεράσµατα 

Στα προηγούµενα κεφάλαια της διατριβής παρουσιάστηκε ένα σηµαντικό πλήθος 
ερευνητικών αποτελεσµάτων στο αντικείµενο των κοχλιωτών κόµβων δοκού-
υποστυλώµατος και της µεµονωµένης σύνδεσης βραχέος ταυ. Ορισµένα 
συµπεράσµατα που µπορούν να εξαχθούν είναι τα ακόλουθα: 

• Το επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ, που αναπτύχθηκε και προτείνεται 
στην παρούσα διατριβή, αποδείχθηκε ικανό να προσεγγίσει την συµπεριφορά 
της σύνδεσης βραχέος ταυ. Σε σύγκριση µε σύνθετα τρισδιάστατα 
προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων, καθώς και µε πειραµατικά 
αποτελέσµατα, προέκυψε ότι το προτεινόµενο προσοµοίωµα επιτρέπει τον 
προσδιορισµό της πλήρους καµπύλης δύναµης-µετακίνησης της σύνδεσης 
και των χαρακτηριστικών µεγεθών αυτής, εντός µικρού περιθωρίου 
σφάλµατος. Στην εκτίµηση της αρχικής δυσκαµψίας διαπιστώθηκε µία µικρή 
υπερεκτίµηση, ενώ για την αντοχή και την µέγιστη µετακίνηση το µέσο 
σφάλµα αποδείχθηκε πολύ µικρό. Η τυπική απόκλιση του σφάλµατος 
εκτίµησης αυτών των µεγεθών, για όλες τις περιπτώσεις βραχέων ταυ που 
εξετάσθηκαν, αποδείχθηκε επίσης αρκετά µικρή, επιβεβαιώνοντας την 
συστηµατική αξιοπιστία του προτεινόµενου προσοµοιώµατος. Μια 
διαφοροποίηση που παρατηρήθηκε, αφορά την µετάβαση από τον ελαστικό 
κλάδο της απόκρισης στον πλαστικό, όπου σε όλες τις περιπτώσεις η 
καµπύλη δύναµης-µετακίνησης του προτεινόµενου προσοµοιώµατος 
εµφανίστηκε πιο απότοµη. Η συµπεριφορά αυτή οφείλεται κατά κύριο λόγο 
στην προσεγγιστική διγραµµική σχέση ροπής-καµπυλότητας του πέλµατος, 
που υιοθετήθηκε στο προσοµοίωµα.  
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• Το προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ αξιολογήθηκε 
έναντι διαθέσιµων στην βιβλιογραφία, εναλλακτικών µεθοδολογιών 
προσδιορισµού της µη γραµµικής απόκρισης. Σε όλες τις περιπτώσεις 
προέκυψε σηµαντική βελτίωση στην εκτίµηση των παραµέτρων της αρχικής 
δυσκαµψίας, της αντοχής, της µέγιστης µετακίνησης, καθώς και συνολικά 
της καµπύλης δύναµης-µετακίνησης. Η βελτίωση αποδείχθηκε ιδιαίτερα 
σηµαντική στην εκτίµηση της µέγιστης µετακίνησης και αρχικής 
δυσκαµψίας. 

• Η επιρροή της πλαστικοποίησης του πέλµατος, στην µη γραµµική απόκριση 
της συνολικής σύνδεσης βραχέος ταυ είναι αποφασιστική, καθώς από αυτήν 
κυρίως εξαρτάται το εύρος του πλαστικού κλάδου και η µέγιστη µετακίνηση 
που µπορεί να αναπτύξει η σύνδεση. Για τον λόγο αυτόν, η επιλογή 
παραµέτρων για τον νόµο υλικού του πέλµατος, θεωρείται κρίσιµη για την 
εκτίµηση του πλαστικού κλάδου της απόκρισης, από το προτεινόµενο 
προσοµοίωµα βραχέος ταυ. ∆ιαπιστώθηκε ότι η τελική απόκριση εξαρτάται 
σε σηµαντικό βαθµό από την µορφή του νόµου υλικού στην πλαστική 
περιοχή, και όχι µόνο από τα επιµέρους χαρακτηριστικά του, όπως το όριο 
διαρροής ή το όριο θραύσης. Σε περιπτώσεις υλικών, όπου η ανηγµένη 
παραµόρφωση θραύσης δεν είναι πολύ µεγάλη ( 0 40uε ,< ) και η µεταβολή 

του µέτρου κράτυνσης είναι ήπια, αποδείχθηκε ότι η απευθείας επιλογή των 
χαρακτηριστικών παραµέτρων του υλικού από τον καταστατικό νόµο ή 
εναλλακτικά η επιλογή παραµέτρων µε κριτήριο την ισοδυναµία της σχέσης 
ροπής-καµπυλότητας στο πέλµα, είναι αποτελεσµατική. Αντίθετα, σε 
περιπτώσεις υλικών µε µεγάλη ανηγµένη παραµόρφωση θραύσης ( 0 50uε ,> ) 

και µε έντονη µεταβολή του µέτρου κράτυνσης, διαπιστώθηκε ότι 
περισσότερο καθοριστικό στην συνολική απόκριση είναι το µέτρο κράτυνσης 
του υλικού στα πρώτα στάδια µετά την διαρροή.  

• Η εξέλιξη των φαινοµένων επαφής του πέλµατος βραχέος ταυ διερευνήθηκε 
µε την βοήθεια σύνθετου τρισδιάστατου προσοµοιώµατος πεπερασµένων 
στοιχείων. ∆ιαπιστώθηκε ότι το εύρος της διεπιφάνειας που παραµένει σε 
επαφή, µεταβάλλεται σηµαντικά µε την πρόοδο της φόρτισης και την 
εξάπλωση της πλαστικοποίησης σε πέλµα και κοχλίες. Η πλαστικοποίηση 
του πέλµατος οδηγεί σε εξάπλωση της διεπιφάνειας επαφής, ενώ αντίθετα η 
πλαστικοποίηση των κοχλιών σε περιορισµό της. Επίσης, παρατηρήθηκε ότι 
τοπικά στην περιοχή του κοχλία, η διεπιφάνεια επαφής διευρύνεται. Το 
προτεινόµενο επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ αποδείχθηκε 
αποτελεσµατικό στην ακριβή εκτίµηση της διεπιφάνειας επαφής, σε 
συνάρτηση µε την εξέλιξη των πλαστικοποιήσεων και την αλληλουχία τους 
σε πέλµα και κοχλία. ∆ιαπιστώθηκε επίσης, ότι η τιµή που υπολογίζεται από 
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το επαυξητικό προσοµοίωµα, αντιστοιχεί στην διεπιφάνεια επαφής µακριά 
από τον κοχλία.  

• Η κάµψη του κοχλία µπορεί να αποτελέσει κρίσιµο παράγοντα της 
απόκρισης της σύνδεσης βραχέος ταυ. Σε περιπτώσεις βραχέων ταυ µε 
ασθενείς κοχλίες, η ταυτόχρονη κάµψη και εφελκυσµός οδηγούν σε µείωση 
της αντοχής, αλλά κυρίως σε σηµαντικότερη µείωση της µέγιστης 
µετακίνησης της σύνδεσης. Ο έλεγχος του κοχλία σε εφελκυσµό µόνο, 
αποδείχθηκε ανεπαρκής για την αξιόπιστη εκτίµηση της µέγιστης 
µετακίνησης, από το επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ.  

• Η επιρροή της τρίτης διάστασης στην συµπεριφορά της σύνδεσης βραχέος 
ταυ είναι ουσιαστική. Η απλοποίηση του προβλήµατος στις δύο διαστάσεις 
συνεπάγεται την παράβλεψη φαινοµένων, όπως η µη οµοιόµορφη κατά 
πλάτος αλληλεπίδραση πέλµατος και κοχλία και η τρισδιάστατη εντατική 
κατάσταση του πέλµατος. Η αλληλεπίδραση κοχλία-πέλµατος προκαλεί 
επαύξηση των µετακινήσεων της σύνδεσης, ενώ η τρισδιάστατη εντατική 
κατάσταση του πέλµατος επιφέρει αύξηση της αντοχής. ∆ιαπιστώθηκε ότι η 
προσοµοίωση της σύνδεσης βραχέος ταυ, χωρίς την συµµετοχή των 
φαινοµένων αυτών, περιορίζει το πεδίο εφαρµογής του προσοµοιώµατος σε 
βραχέα ταυ µε µικρό πλάτος και βλάπτει την ακρίβεια της λύσης. 

• Η απόκριση του προτεινόµενου επαυξητικού προσοµοιώµατος βραχέος ταυ 
προέκυψε σχεδόν ταυτόσηµη µε εκείνη διδιάστατων προσοµοιωµάτων, µε µη 
γραµµικά πεπερασµένα στοιχεία δοκού για το πέλµα, ελατήριο για τους 
κοχλίες και στοιχεία επαφής για την προσοµοίωση των αντίστοιχων 
φαινοµένων του πέλµατος. Ωστόσο, το προτεινόµενο προσοµοίωµα 
πλεονεκτεί, καθώς επιπλέον ενσωµατώνει ποικίλες βελτιώσεις µε τις οποίες 
προσεγγίζεται, µεταξύ άλλων, η τρισδιάστατη συµπεριφορά και η 
κατανεµηµένη δράση µεταξύ κοχλία και πέλµατος. Με βάση αυτά τα 
δεδοµένα, προτείνεται η εφαρµογή του επαυξητικού προσοµοιώµατος, ως 
µέτρου αξιολόγησης απλών αναλυτικών µεθοδολογιών για την σύνδεση 
βραχέος ταυ, εφόσον πιο δαπανηρές επιλογές, όπως η προσοµοίωση µε 
τρισδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία, δεν είναι διαθέσιµες.  

• Τα µηχανικά προσοµοιώµατα για κόµβους µε µετωπική πλάκα και µε 
γωνιακά, που αναπτύχθηκαν και εξετάσθηκαν στην διατριβή, αποδείχθηκαν 
αποτελεσµατικά στην εκτίµηση της στροφικής απόκρισης των κόµβων. Η 
πλήρης καµπύλη ροπής-στροφής αξιολογήθηκε µε πειραµατικά 
αποτελέσµατα και αποτελέσµατα σύνθετων προσοµοιωµάτων τρισδιάστατων 
πεπερασµένων στοιχείων, επιτυγχάνοντας ικανοποιητική ακρίβεια στην 
εκτίµηση των χαρακτηριστικών µεγεθών της απόκρισης, όπως η αρχική 
δυσκαµψία, η αντοχή και η στροφική ικανότητα. Στην εκτίµηση της αρχικής 
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δυσκαµψίας παρατηρήθηκαν ορισµένες αποκλίσεις, σε σύγκριση µε 
πειραµατικές τιµές, οι οποίες σε µερικές περιπτώσεις ήταν µεγάλες. Η 
συγκεκριµένη συµπεριφορά αποδίδεται περισσότερο σε προβλήµατα των 
πειραµατικών διατάξεων, όπου η επίδραση αρχικών ατελειών µπορεί να είναι 
σηµαντική στις αρχικές πειραµατικές µετρήσεις. Σε σχέση µε αποτελέσµατα 
τρισδιάστατων προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων, όπου η επίδραση 
των αρχικών ατελειών δεν είναι παρούσα, η απόκλιση των προτεινόµενων 
µηχανικών προσοµοιωµάτων εµφανίστηκε κατά πολύ µειωµένη, και εντός 
µικρού περιθωρίου σφάλµατος. Σε ότι αφορά την αντοχή και την στροφική 
ικανότητα, η αξιοπιστία των µηχανικών προσοµοιωµάτων αποδείχθηκε 
ικανοποιητική, τόσο έναντι προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων, όσο 
και έναντι πειραµατικών δοκιµών. Επειδή, στις περιπτώσεις των κόµβων που 
εξετάσθηκαν, η εφελκυόµενη ζώνη αποτέλεσε τον κρίσιµο παράγοντα της 
απόκρισης, η καλή συµπεριφορά των µηχανικών προσοµοιωµάτων οφείλεται 
σε σηµαντικό βαθµό στο επαυξητικό προσοµοίωµα βραχέος ταυ, που 
χρησιµοποιήθηκε για τα αντίστοιχα συστατικά µέρη.  

• Τα µηχανικά προσοµοιώµατα κόµβων δοκού-υποστυλώµατος που 
αναπτύχθηκαν και προτείνονται στην διατριβή, εξετάσθηκαν επιπλέον σε 
σύγκριση µε εναλλακτικά µηχανικά προσοµοιώµατα από την βιβλιογραφία. 
Τα προτεινόµενα µηχανικά προσοµοιώµατα διαπιστώθηκε ότι οδηγούν σε 
σηµαντικά βελτιωµένη εκτίµηση της αρχικής δυσκαµψίας, της αντοχής και 
της στροφικής ικανότητας. Η βελτίωση στην εκτίµηση της στροφικής 
ικανότητας προέκυψε ιδιαίτερα µεγάλη. 

• Η τοποθέτηση των ελατηρίων των µηχανικών προσοµοιωµάτων, που 
αντιστοιχούν στα συστατικά µέρη του προεκτεινόµενου τµήµατος της 
µετωπικής πλάκας ή του γωνιακού άνω πέλµατος, διαπιστώθηκε ότι 
διαφοροποιούν σηµαντικά την υπολογιζόµενη απόκριση. ∆ιερευνήθηκαν δύο 
διασυνδέσεις ελατηρίων, όπου στην µεν πρώτη τα εν λόγω ελατήρια 
τοποθετήθηκαν σε ευθυγράµµιση µε τον άξονα των κοχλιών, ενώ στην 
δεύτερη τοποθετήθηκαν σε ευθυγράµµιση µε το πέλµα της δοκού ή το 
σκέλος του γωνιακού. Με την δεύτερη διασύνδεση, η τιµή της αρχικής 
δυσκαµψίας και της αντοχής που υπολογίστηκε προέκυψε µειωµένη, ενώ η 
στροφική ικανότητα ελαφρά αυξηµένη. Η πρώτη διασύνδεση ελατηρίων 
εµφανίστηκε αποτελεσµατικότερη στην περίπτωση κόµβων µε γωνιακά ενώ 
η δεύτερη στην περίπτωση κόµβων µε µετωπική πλάκα.  

• Η πιθανότητα ολίσθησης των προεντεταµένων διατεµνόµενων κοχλιών, που 
χρησιµοποιούνται για την σύνδεση των γωνιακών µε την δοκό, σε κόµβους 
µε γωνιακά, µπορεί να αποτελέσει σηµαντικό παράγοντα της απόκρισης, και 
κυρίως της µέγιστης µετακίνησης, ιδιαίτερα στην περίπτωση που αυτή 
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πραγµατοποιηθεί σε αρχικό στάδιο φόρτισης. Στους πειραµατικούς κόµβους 
που εξετάσθηκαν στην διατριβή, ολίσθηση εκδηλώθηκε σε έναν µικρό µόνο 
αριθµό δοκιµών. Σε αυτές τις δοκιµές, η απόκλιση των µηχανικών 
προσοµοιωµάτων, στην εκτίµηση της στροφικής ικανότητας, εµφανίστηκε 
αυξηµένη, σε σχέση µε τις υπόλοιπες δοκιµές. Από την σύγκριση προέκυψε 
ότι η ολίσθηση των κοχλιών επιφέρει µείωση της στροφικής ικανότητας. 

8.4 Προτάσεις για µελλοντική έρευνα 

Κατά την εκπόνηση της διατριβής, αναδείχθηκε η δυνατότητα περαιτέρω έρευνας σε 
µεγάλο αριθµό θεµάτων. Το πεδίο των κόµβων πλαισίων προσφέρει άλλωστε 
πληθώρα αντικειµένων, µε σηµαντικό ερευνητικό ενδιαφέρον, για πιθανή βελτίωση 
ή επέκταση των διαθέσιµων µεθόδων υπολογισµού. Μερικά από εκείνα τα θέµατα, 
που πιστεύεται ότι θα αποτελούσαν φυσική συνέχεια της παρούσας διατριβής, 
συµπληρώνοντας και διευρύνοντας τα αποτελέσµατα της, είναι τα ακόλουθα: 

• Η συµπεριφορά των κόµβων δοκού-υποστυλώµατος υπό ανακυκλιζόµενη 
φόρτιση αποτελεί ένα ενδιαφέρον αντικείµενο µελλοντικής έρευνας. Τα 
προτεινόµενα µηχανικά προσοµοιώµατα, που αναπτύχθηκαν και 
εξετάσθηκαν στην διατριβή, αποδείχθηκαν ικανά να προβλέψουν την ακριβή 
ελαστοπλαστική συµπεριφορά των κόµβων, σε συνθήκες µονοτονικής 
φόρτισης. Το γεγονός αυτό αποτελεί ένα αποφασιστικό βήµα για την 
περαιτέρω επέκταση τους σε περιπτώσεις ανακυκλιζόµενης φόρτισης, όπου η 
ενεργοποίηση της πλαστικής παραµορφωσιµότητας ενός κόµβου αποτελεί 
την κρίσιµη παράµετρο για την δυνατότητα απόσβεσης ενέργειας που µπορεί 
να επιτύχει. Η συγκεκριµένη διερεύνηση της ανακυκλιζόµενης φόρτισης των 
κόµβων δοκού-υποστυλώµατος και η ανάπτυξη ενός αποτελεσµατικού 
µηχανικού προσοµοιώµατος για τον σκοπό αυτόν, προϋποθέτει την 
αξιοποίηση ικανού αριθµού πειραµατικών δεδοµένων. 

• Απαιτείται µία πιο διεξοδική διερεύνηση της επίδρασης του πλαστικού 
κλάδου του νόµου υλικού του πέλµατος, στην µη γραµµική απόκριση της 
σύνδεσης βραχέος ταυ. Ειδικότερα, προτείνεται η εξέταση περιπτώσεων 
βραχέος ταυ, µε διαφοροποίηση των χαρακτηριστικών του πλαστικού 
κλάδου, όπως το εύρος και το σχήµα του. Για τον σκοπό αυτόν, θεωρείται 
απαραίτητη η αξιοποίηση πειραµατικών δεδοµένων ή σύνθετων 
προσοµοιωµάτων πεπερασµένων στοιχείων. Τα αποτελέσµατα αυτής της 
διερεύνησης αναµένεται να οδηγήσουν στην διατύπωση αξιόπιστων 
κριτηρίων, για την επιλογή κατάλληλων παραµέτρων υλικού, ακόµα και σε 
περιπτώσεις µεγάλης απόκλισης από τα συνήθη χαρακτηριστικά των τυπικών 
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χαλύβων, για τον διγραµµικό νόµο, που χρησιµοποιείται στο επαυξητικό 
προσοµοίωµα βραχέος ταυ. 

• Ο συνυπολογισµός των διατµητικών δυνάµεων στην απόκριση του πέλµατος 
βραχέος ταυ επιδέχεται βελτίωσης. Στο προτεινόµενο προσοµοίωµα βραχέος 
ταυ, λαµβάνονται υπόψη τα έργα των διατµητικών δυνάµεων, µε βάση την 
θεωρία απλής δοκού, και µόνο για τον υπολογισµό των µετακινήσεων. Η 
γεωµετρία του πέλµατος ωστόσο, δικαιολογεί την εφαρµογή µιας πιο 
ακριβούς προσέγγισης, µε την οποία να λαµβάνεται υπόψη και η επίδραση 
της µη επιπεδότητας των διατοµών. Η ακριβέστερη προσοµοίωση των έργων 
των διατµητικών δυνάµεων, αναµένεται να βελτιώσει την εκτίµηση του 
πεδίου των µετακινήσεων, και κατά συνέπεια την αρχική δυσκαµψία, σε 
περιπτώσεις βραχέων ταυ µε µεγάλο πάχος πέλµατος.  

• Η καταπόνηση των κοχλιωτών κόµβων δοκού-υποστυλώµατος σε 
συνδυασµό ροπής και αξονικής δύναµης αποτελεί µία περίπτωση πιθανής 
φόρτισης µε αξιόλογες πρακτικές εφαρµογές. Η διερεύνηση της µη 
γραµµικής απόκρισης και η επέκταση των µηχανικών προσοµοιωµάτων που 
αναπτύχθηκαν στην διατριβή, προς αυτήν την κατεύθυνση, θεωρείται εφικτή 
εφόσον επαρκή πειραµατικά δεδοµένα είναι διαθέσιµα. 

• Η αλληλεπίδραση εφελκυσµού και κάµψης στον κορµό του κοχλία 
αποδείχθηκε ότι αποτελεί µία σηµαντική παράµετρο της απόκρισης της 
σύνδεσης βραχέος ταυ. Στο προσοµοίωµα βραχέος ταυ, η αλληλεπίδραση 
αυτή λαµβάνεται υπόψη µόνο για τον χαρακτηρισµό της θραύσης του κοχλία. 
Η συµµετοχή της ακριβούς καµπτικής συµπεριφοράς, στο συνολικό εύρος 
της απόκρισης είναι µάλλον δύσκολη, καθώς η αναλυτική αντιµετώπιση 
καθίσταται δυσχερής. Ωστόσο, θεωρείται εφικτή η προσεγγιστική 
προσοµοίωση της κάµψης του κορµού, µε τον χαρακτηρισµό περισσότερων 
ενδιάµεσων σηµείων της απόκρισης του, όπως η διαρροή ή η 
πλαστικοποίηση, και την τροποποίηση της δυσκαµψίας του σε κάθε ένα από 
αυτά. Επίσης, θεωρείται απαραίτητη µια διερεύνηση της εξάρτησης της 
καµπτικής καταπόνησης του κορµού του κοχλία από το πλάτος του 
πέλµατος, και την αλληλεπίδραση του κοχλία µε αυτό στις τρεις διαστάσεις. 
Ο συνυπολογισµός της καµπτικής συµπεριφοράς του κοχλία είναι χρήσιµος 
σε περιπτώσεις βραχέων ταυ µε ασθενείς κοχλίες, όπου η επίδραση της 
κάµψης σε αυτούς είναι περισσότερο εµφανής. 

• Παρά την σηµαντική βελτίωση στον προσδιορισµό των φαινοµένων επαφής 
της σύνδεσης βραχέος ταυ, που επιτεύχθηκε στην παρούσα διατριβή, 
θεωρείται ότι υπάρχουν περιθώρια για περαιτέρω ενίσχυση της 
προτεινόµενης αναλυτικής µεθοδολογίας. Ένα θέµα που δεν διερευνήθηκε 
είναι η διεύρυνση της επιφάνειας επαφής στην περιοχή πλησίον του κοχλία 
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εξ’ αιτίας της τοπικής δράσης που αυτός ασκεί στο πέλµα. Θεωρείται 
χρήσιµη η εξέταση της επίδρασης που έχει το συγκεκριµένο φαινόµενο στην 
απόκριση του βραχέος ταυ, καθώς και η διόρθωση της προτεινόµενης 
µεθοδολογίας, ώστε αυτή να λαµβάνεται υπόψη κατά τους υπολογισµούς. 

• Η ανάπτυξη ενός σύνθετου τρισδιάστατου προσοµοιώµατος πεπερασµένων 
στοιχείων, για διάφορες µορφολογίες κοχλιωτών κόµβων δοκού-
υποστυλώµατος, θεωρείται χρήσιµη για την πρόσκτηση αξιόπιστων κατά το 
δυνατόν δεδοµένων της µη γραµµικής απόκρισης τους. Η αξία ενός 
αξιόπιστου προσοµοιώµατος πεπερασµένων στοιχείων αναδεικνύεται 
περισσότερο κατά την εκτέλεση εκτεταµένων παραµετρικών αναλύσεων ή 
την εκτίµηση χαρακτηριστικών της απόκρισης που δύσκολα καταγράφονται 
µε πειραµατικές δοκιµές, όπως είναι η εξέλιξη των πλαστικοποιηµένων 
ζωνών, ή η εξέλιξη των φαινοµένων επαφής και η τρισδιάστατη 
παραµορφωµένη γεωµετρία. Μεταξύ άλλων, µε αυτά τα δεδοµένα µπορούν 
να διατυπωθούν πιο ακριβείς µεθοδολογίες για την εξασφάλιση ισοδυναµίας 
µε τα συστατικά µέρη που χρησιµοποιούνται για την προσοµοίωση των 
κόµβων. Η ανάπτυξη ενός σύνθετου προσοµοιώµατος πεπερασµένων 
στοιχείων για κόµβους δοκού-υποστυλώµατος, οι οποίοι γενικά 
χαρακτηρίζονται από πολύπλοκη γεωµετρία, κρίνεται ότι θα πρέπει να 
συνοδεύεται από την δηµιουργία κατάλληλων εργαλείων λογισµικού για την 
κατασκευή των προσοµοιωµάτων, ειδικά στην περίπτωση που είναι 
επιθυµητή η εκτέλεση εκτεταµένης παραµετρικής έρευνας. 
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3 Κεφάλαιο επαυξητικού προσοµοιώµατος 
 
Παράρτηµα Α - Κώδικας του επαυξητικού προσοµοιώµατος βραχέος ταυ 
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A.1 Εισαγωγή 

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζεται ο πηγαίος κώδικας του προτεινόµενου 
αναλυτικού προσοµοιώµατος βραχέος ταυ, το οποίο αναπτύχθηκε και περιγράφηκε 
λεπτοµερώς στο κεφάλαιο 3. Για την σύνταξη του κώδικα χρησιµοποιήθηκε η 
γλώσσα προγραµµατισµού C++. Αν και η συγκεκριµένη γλώσσα χαρακτηρίζεται 
από πολυάριθµα ισχυρά εργαλεία για την αντικειµενοστραφή σύνταξη ενός 
προγράµµατος, έγινε σκόπιµα συγκρατηµένη αξιοποίηση αυτών, έτσι ώστε να 
καθίσταται δυνατή η χρησιµοποίηση του τελικού κώδικα, ακόµα και αν η 
εξοικείωση του αναγνώστη µε τις έννοιες του αντικειµενοστραφούς 
προγραµµατισµού είναι µικρή.  

Για λόγους απλότητας το σύνολο του πηγαίου κώδικα περιέχεται σε ένα µόνο 
αρχείο, τύπου cpp. Για την µεταγλώττιση µπορεί να χρησιµοποιηθεί η Visual C++ 
της Microsoft (ελέγχθηκε χωρίς προβλήµατα η έκδοση 6 και η έκδοση 7 - Visual 
C++ .ΝΕΤ). Μία εναλλακτική, χωρίς κόστος και πλήρης χαρακτηριστικών επιλογή 
είναι το ελεύθερο λογισµικό Dev-C++, το οποίο είναι διαθέσιµο από τον δικτυακό 
τόπο http://www.bloodshed.net. Το συγκεκριµένο λογισµικό (Dev-C++, έκδοση 
4.9.9.2) χρησιµοποιήθηκε για την ανάπτυξη και µεταγλώττιση του κώδικα που 
παρατίθεται στην συνέχεια. Σε όλες τις περιπτώσεις, το εκτελέσιµο πρόγραµµα θα 
πρέπει να δηµιουργηθεί ως “Console Application”, χωρίς να απαιτούνται άλλες 
επιπρόσθετες επιλογές.  

Στον κώδικα που παρουσιάζεται στην συνέχεια, δεν παρέχεται κάποια γενική 
µέθοδος εισαγωγής δεδοµένων. Αντίθετα, χρησιµοποιείται η συνάρτηση “readinput”, 
όπου αρχικοποιούνται οι απαραίτητες µεταβλητές µε τα γεωµετρικά και µηχανικά 
δεδοµένα του προβλήµατος. Στην θέση αυτής της συνάρτησης µπορεί να υλοποιηθεί 
µία µέθοδος εισαγωγής από αρχείο ή από κάποιο γραφικό περιβάλλον. Επειδή όµως 
οι εν λόγω µέθοδοι εισαγωγής είναι αρκετά εκτενείς, και δεν εξυπηρετούν τις 
ανάγκες παρουσίασης του προτεινόµενου αλγόριθµου υπολογισµού της απόκρισης 
του βραχέος ταυ, που επιχειρείται στο παράρτηµα αυτό, δεν υλοποιούνται στον 
κώδικα που ακολουθεί. Τα αποτελέσµατα της επίλυσης εξάγονται στο αρχείο 
“response.txt”, το οποίο δηµιουργείται στον ίδιο κατάλογο µε το εκτελέσιµο 
πρόγραµµα. Το αρχείο αυτό µπορεί να εισαχθεί εύκολα σε ένα λογιστικό φύλλο 
(Excel, OpenOffice) για περεταίρω επεξεργασία, χρησιµοποιώντας ως διαχωριστικό 
χαρακτήρα το κενό. 

Ο χρόνος που απαιτείται για την πλήρη επίλυση ενός προβλήµατος βραχέος ταυ, 
χρησιµοποιώντας 1000 βήµατα φόρτισης, είναι τάξης µερικών δεκάδων msec.  
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A.2 Κώδικας 

#include <cstdlib> 
#include <fstream> 
#include <iostream> 
#include <cmath> 
using namespace std; 
 
char*  const EXPFNAME = "response.txt"; //where the response results are saved 
double const DF_CONST = 50;     //External incremental force dF (constant) 
double const NR_ERROR = 1e-5;   //Tolerance for Newton-Raphson convergence 
long   const MAX_STEP = 9999;   //Maximum number of increments 
bool   const STRESS3D = true;   //Account for 3-dimensional stress state at the flange 
bool   const BOLTBEND = true;   //Account for bolt bending (failure criterion) 
bool   const SHEARDEF = true;   //Correction for flange shear deformations 
bool   const FLWEBFIT = true;   //Modeling of the flange-to-web fitting 
bool   const FL_DEF3D = true;   //3-dimensional flange deformation 
bool   const BOLTHEAD = true;   //Distributed bolt force 
double const PRELOADK = 9;      //Preloaded bolt stiffness multiplier (Af=8) 
double const INFINITE = 1e+100;  
double const PI = 3.1415926535898; 
 
struct strMaterial{ 
       double E; double Et; double fy; double fu; double n; //n=Poisson's ratio 
}; 
 
struct strFlange{ 
       double tf; double b; double n; double d; double r; double L1; int type;  
       //type 1 = hot rolled; type 2 = welded - r is a*sqr(2) 
       double factor3Dw;  
       strMaterial material; 
} flange;     
 
struct strBolt{ 
       double A; double L; double dhead; double preloadForce; 
       strMaterial material; 
} bolt; 
 
struct strWeb{ 
       double tw; double Lw; 
       strMaterial material; 
} web; 
 
struct strIncrResponse{ 
       double dF, dFb, dR, dMA, dMB; 
       double dw, dwB, dwC, dwf, dwweb, dphiC, dphiB;                             
}; 
 
struct strTotalResponse{ 
       double F, Fb, R, MA, MB; 
       double w, wB, wC, wf, wweb, phiC, phiB; 
       double L2, LpA, LpB1, LpB2, L0, cb, cweb; int contact; 
       strTotalResponse& operator= (const strTotalResponse& tr){ 
            F = tr.F; Fb = tr.Fb; R = tr.R; MA = tr.MA; MB = tr.MB; 
            w = tr.w; wB = tr.wB; wC = tr.wC; wf = tr.wf; wweb = tr.wweb;  

   phiC = tr.phiC; phiB = tr.phiB; 
            L2 = tr.L2; LpA = tr.LpA; LpB1 = tr.LpB1; LpB2 = tr.LpB2; L0 = tr.L0;  
            cb = tr.cb; cweb = tr.cweb; contact = tr.contact; 
            return *this;   
       }  
}; 
 
class clsResponse { 
private: 
    strTotalResponse data[MAX_STEP+2]; 
    long count; 
public:         
    strTotalResponse& operator[] (long index){ 
        if (index > count) {  
            cout << "Error in strTotalResponse::operator[]: invalid index" << endl; 
        } 



424  ■  ΚΟΜΒΟΙ  ∆ΟΚΟΥ -ΥΠΟΣΤΥΛΩΜΑΤΟΣ  ΣΕ  ΜΕΤΑΛΛΙΚΑ  ΠΛΑΙΣΙΑ  
 
        return data[index]; 
    } 
    void add (strTotalResponse resp){ 
     count++; 
     if (count > MAX_STEP+1) {  
            cout << "Error in strTotalResponse::add: invalid index" << endl; 
        } 
     data[count] = resp; 
    } 
    strTotalResponse getlast (){ 
        if (count < 1) { 
            cout << "Error in strTotalResponse::getlast: invalid index" << endl; 
        } 
     return data[count]; 
    } 
    long step(){ 
        return count; 
    } 
    clsResponse() : count(0) {} 
} response;    
 
strTotalResponse& operator+ (strTotalResponse& tr, strIncrResponse& ir){ 
    tr.F  += ir.dF;      tr.Fb += ir.dFb;     tr.R  += ir.dR; 
    tr.MA += ir.dMA;     tr.MB += ir.dMB;     tr.w  += ir.dw; 
    tr.wf   += ir.dwf;   tr.wB   += ir.dwB;   tr.wC   += ir.dwC; 
    tr.wweb += ir.dwweb; tr.phiC += ir.dphiC; tr.phiB += ir.dphiB; 
    return tr;   
} 
 
class clsFunctionGeneric{ 
public: 
    virtual double f  (double) = 0; 
    virtual double df (double) = 0; 
}; 
 
class clsFunctionL2 : public clsFunctionGeneric{ 
    double mm0,mm1,mm2,mm3,mm4,mm5; 
public: 
    clsFunctionL2 (double m0, double m1, double m2, double m3, double m4, double m5): 
                    mm0(m0), mm1(m1), mm2(m2), mm3(m3), mm4(m4), mm5(m5){} 
    double f (double x) { 
        double fval =  mm5*x*x*x*x*x + mm4*x*x*x*x + mm3*x*x*x + mm2*x*x + mm1*x + mm0;  
        return fval;     
    } 
    double df (double x) { 
        double dfval =  5*mm5*x*x*x*x + 4*mm4*x*x*x + 3*mm3*x*x + 2*mm2*x + mm1*x;  
        return dfval;     
    }                 
}; 
 
class clsFunctiontxr : public clsFunctionGeneric{ 
    double mr, mt; 
    int mtype; 
public: 
    clsFunctiontxr (double r, double t, int type): 
                    mr(r), mt(t), mtype(type){} 
    double f (double xr) { 
        double fval; 
        if (xr>0) { 
            switch (mtype){ 
                case 1: fval = mt + mr - sqrt(mr*mr - xr*xr); break; //hot rolled section 
                case 2: fval = mt + xr; break;                       //welded section 
                default: cout << "Error in clsFunctiontx::f() : invalid type" << endl; 
        } } 
        else{ fval = mt; }     
        return fval;     
    } 
    double df (double xr) { 
        double dfval; 
        if (xr>0) { 
            switch (mtype){ 
                case 1: dfval = xr / sqrt(mr*mr - xr*xr); break; //hot rolled section 
                case 2: dfval = 1; break;                        //welded section 
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                default: cout << "Error in clsFunctiontx::f() : invalid type" << endl; 
        } } 
        else{ dfval = 0; }     
        return dfval;     
    }                 
}; 
 
class clsFunctionLpA : public clsFunctionGeneric{ 
    clsFunctiontxr functxr;  
    double mMc, mmslope, mmrfact; 
public: 
    clsFunctionLpA (clsFunctiontxr txr_function, double Mc, double mslope, double mrfact): 
                    functxr(txr_function), mMc(Mc), mmslope(mslope), mmrfact(mrfact) {} 
    double f (double xr) { 
        //actual moment minus moment reistance 
        double fval; 
        double txr = functxr.f(xr); 
        fval = -(mMc + mmslope*xr) - mmrfact*txr*txr; 
        return fval;     
    } 
    double df (double xr){ 
        double dfval; 
        double txr  = functxr.f(xr); 
        double dtxr = functxr.df(xr); 
        dfval = -mmslope - 2*mmrfact*txr*dtxr; 
        return dfval; 
    }                 
};    
 
struct doublex2{ 
   double var1; 
   double var2; 
}; 
 
//////////////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
//Function declarations 
//////////////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
int             readinput(); 
int             solve(); 
int             output(); 
void            modFlangeMat(); 
void            modFlange3Ddef(); 
bool            checkfail(); 
strIncrResponse calcPartialContact(); 
strIncrResponse calcSimpleSupport(); 
strIncrResponse calcFullSeparation(); 
double          calcL2(const double dF, const strTotalResponse& tr); 
double          calcL1(); 
doublex2        calcLpA(const strTotalResponse& tr); 
doublex2        calcLpB(const strTotalResponse& tr); 
double          calccb(double Fb); 
double          calccweb(double F); 
double          NewtonRaphson(clsFunctionGeneric& function, double x1, double x2, double x0); 
double          integralInt(clsFunctionGeneric& tx, double x1, double x2);     
 
//////////////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
//Implementation 
//////////////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
int readinput(){     
    flange.tf = 0.010; 
    flange.b  = 0.050; 
    flange.n  = 0.030; 
    flange.d  = 0.0635; 
    flange.r  = 0.018; 
    flange.type = 1; 
    flange.material.E  = 2.00e+11; 
    flange.material.Et = 7.819e+08; 
    flange.material.fy = 3.55e+08; 
    flange.material.fu = 5.10e+08; 
    flange.material.n  = 0.3; 
 
    bolt.A = 0.012*0.012*PI/4; 
    bolt.L = 0.013; 
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    bolt.dhead = 0.024; 
    bolt.preloadForce = 0.0; 
    bolt.material.E  = 2.00e+11; 
    bolt.material.Et = 2.40e+09; 
    bolt.material.fy = 6.40e+08; 
    bolt.material.fu = 8.00e+08; 
 
    web.tw = 0.0065; 
    web.Lw = 0.0; 
    web.material.E  = 2.00e+11; 
    web.material.Et = 7.819e+08; 
    web.material.fy = 3.55e+08; 
    web.material.fu = 5.10e+08; 
    return 1; 
} 
 
int solve(){ 
    strTotalResponse tr; 
    flange.L1 = calcL1(); 
    //Initialisation 
    modFlangeMat(); 
    modFlange3Ddef(); 
    tr.L0 = 0; tr.LpA = 0; tr.LpB1 = 0; tr.LpB2 = 0;  
    tr.F  = 0; tr.Fb  = 0; tr.R    = 0; tr.MA   = 0; tr.MB   = 0; 
    tr.w  = 0; tr.wB  = 0; tr.wC   = 0; tr.wf   = 0; tr.wweb = 0; tr.phiC = 0; tr.phiB = 0; 
    tr.cb   = calccb(DF_CONST); 
    tr.cweb = calccweb(DF_CONST); 
    tr.L2   = flange.n; 
    tr.L2   = calcL2(1.0, tr); if (tr.L2 > flange.n) tr.L2 = flange.n; 
    response.add(tr); 
     
    for (int i = 0; i < MAX_STEP; i++){ 
        //Calculate responses for each contact case 
        strIncrResponse resp1 = calcPartialContact(); 
        strIncrResponse resp2 = calcSimpleSupport(); 
        strIncrResponse resp3 = calcFullSeparation(); 
        //Select contact case 
        double c1_L2   = calcL2(resp1.dF, response.getlast()); 
        double c2_phiC = tr.phiC + resp2.dphiC; 
        double c2_R    = tr.R    + resp2.dR; 
        double c3_wC   = tr.wC   + resp3.dwC; 
        if (c1_L2 < flange.n && (tr.phiC == 0 || c2_phiC <= 0)){ 
            //partial contact 
            tr = tr + resp1; 
            tr.L2   = c1_L2; 
            tr.phiC = 0; 
        } 
        else if (c2_R > 0 && (tr.wC == 0 || c3_wC <= 0)){ 
            //simple support 
            tr = tr + resp2; 
            tr.L2 = flange.n; 
            tr.wC = 0; 
        } 
        else{ 
            //full separation 
            tr = tr + resp3; 
            tr.L2 = 999*flange.n;     
            tr.R  = 0; 
        } 
        response.add(tr); 
        tr.cb   = calccb(tr.Fb); 
        //Calculate new plastified lengths 
        doublex2 Lp; 
        Lp      = calcLpA(response.getlast()); 
        tr.LpA  = Lp.var1; 
        tr.L0   = Lp.var2; 
        Lp      = calcLpB(response.getlast()); 
        tr.LpB1 = Lp.var1; 
        tr.LpB2 = Lp.var2;   
         
        //check ultimate conditions 
        if (checkfail()) { 
           return 1; 
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        } 
    } 
    cout << "Error in solve: Maximum number of increments exceeded (" 
         << MAX_STEP << ")." << endl; 
    return 0;    
} 
 
int output(){ 
    ofstream out(EXPFNAME); 
    strTotalResponse tr; 
    long steps = response.step(); 
    out << "L1=" << flange.L1 << endl; 
    out << "Lc=" << flange.L1 - (flange.d - flange.r) << endl; 
    out << "Flange_E=" << flange.material.E << endl;  
    out << "Flange_Et=" << flange.material.Et << endl; 
    out << "Flange_fy=" << flange.material.fy << endl;  
    out << "Flange_fu=" << flange.material.fu << endl; 
    out << "Flange_3D_factor=" << flange.factor3Dw << endl;  
    out << "Steps=" << steps  << endl; 
    out << "F w Fb R MA MB δB δC δf δweb φC φB L2 LpA LpB1 LpB2 L0 cb cweb contact" << endl; 
    for (int i = 1; i <= steps; i++){ 
        tr = response[i]; 
        out << tr.F  << " " << tr.w    << " " << tr.Fb   << " " << tr.R    << " "  
            << tr.MA << " " << tr.MB   << " " << tr.wB   << " " << tr.wC   << " "  
            << tr.wf << " " << tr.wweb << " " << tr.phiC << " " << tr.phiB << " "  
            << tr.L2 << " " << tr.LpA  << " " << tr.LpB1 << " " << tr.LpB2 << " "  
            << tr.L0 << " " << tr.cb   << " " << tr.cweb << " " << tr.contact << endl; 
    } 
    return 1; 
} 
        
void modFlangeMat(){ 
    if (STRESS3D) { 
        double E  = flange.material.E; 
        double Et = flange.material.Et; 
        double fy = flange.material.fy; 
        double fu = flange.material.fu; 
        double n  = flange.material.n; 
        double Emod    = E/(1-n*n); 
        double sxx_y   = fy / sqrt(n*n-n+1); 
        double exx_y   = sxx_y / Emod; 
        double Ep      = E*Et/(E-Et); 
        double sxx_u   = (2*sqrt(3.0)/3)*fu; 
        double exx_p_u = (sqrt(3.0)/2)*(fu-fy)/Ep; 
        double exx_e_u = sxx_u/Emod; 
        double exx_u   = exx_p_u + exx_e_u; 
        double Etmod   = (sxx_u - sxx_y)/(exx_u-exx_y); 
         
        flange.material.E  = Emod; 
        flange.material.Et = Etmod; 
        flange.material.fy = sxx_y; 
        flange.material.fu = sxx_u; 
    } 
    return; 
} 
 
void modFlange3Ddef(){ 
    if (!FL_DEF3D) { 
        flange.factor3Dw = 1; 
        return; 
    } 
    double b = flange.b; 
    double m = flange.d - 0.8*flange.r; 
    double x = m/b; 
    if (x < 0.866){             // = 0.5*tan(60) 
        flange.factor3Dw = 0.92 + 0.06/(x*x); 
    } 
    else{ 
        flange.factor3Dw = 1; 
    }    
}    
 
bool checkfail(){ 
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    strTotalResponse last = response.getlast(); 
    double tf = flange.tf; 
    double r  = flange.r; 
    double L1 = flange.L1; 
    //check for failure in bending in zone A 
    //check at point xr=0.2r  
    double Lc = L1 - (flange.d-r);   
    double MA = last.MA; 
    double MB = last.MB; 
    double M02r = ((L1-(Lc-0.2*r))/L1)*MA + ((Lc-0.2*r)/L1)*MB;   
    double mufact = flange.b*(flange.material.fy + 2*flange.material.fu) / 12;  
    if (FLWEBFIT){  
        clsFunctiontxr ftxr(r, tf, flange.type); 
        tf = ftxr.f(0.2*r);  
    } 
    double Mu = mufact*tf*tf; 
    if (-M02r - Mu >= 0 ) { 
        return true; 
    }  
    //check for failure in bending in zone B 
    //check at point xb=0 (bolt axis) 
    if (BOLTHEAD){ 
        MB = MB - last.Fb*bolt.dhead/8;    
    } 
    Mu = mufact*tf*tf; 
    if (MB - Mu >= 0 ) { 
        return true; 
    }  
    //check for bolt failure  
    double rb = sqrt(bolt.A/PI); 
    double strain_bend = (rb/bolt.L)*last.phiB; 
    double strain_tens = last.wB/bolt.L; 
    double strain_ult  = bolt.material.fy/bolt.material.E  
                       + (bolt.material.fu-bolt.material.fy)/bolt.material.Et;                    
    if (flange.b/(flange.d - 0.8*flange.r) > 2.0){ 
       //very wide TStubs - put a limit to εb - more research needed 
       double a = 0.15;     
       if (strain_bend > a*strain_tens){ 
           strain_bend = a*strain_tens; 
       } 
    } 
    if (strain_bend + strain_tens > strain_ult){ 
      return true; 
    } 
    return false;    
} 
 
strIncrResponse calcPartialContact(){ 
    strIncrResponse  resp; 
    strTotalResponse last = response.getlast(); 
    double dF   = DF_CONST; 
    double L1   = flange.L1; 
    double L2   = last.L2; 
    double cb   = last.cb; 
    double cweb = last.cweb; 
    double L0   = last.L0; 
    double LpA  = last.LpA; 
    double LpB1 = last.LpB1; 
    double LpB2 = last.LpB2; 
    int shearflag = 0; 
    if (SHEARDEF) {shearflag = 1;} 
     
    double lamda = (flange.material.E - flange.material.Et)/flange.material.Et; 
    double mI    = flange.b * flange.tf * flange.tf * flange.tf / 12.0; 
    double EI    = flange.material.E * mI; 
    double EIt   = flange.material.Et * mI; 
    double GA    = (flange.material.E / (2.0*flange.material.n + 2.0)) * flange.b * flange.tf;    
    double G1    = 2.0*(L1-L0)*LpA + LpB1*LpB1 - LpA*LpA; 
    double G2    = LpA + LpB1 + LpB2; 
 
    double s2 = cb*(L1*L1 + lamda*G1); 
    double s1 =-4.0*EI; 
    double s0 =-4.0*EI*(L1 + lamda*G2) + cb*lamda*LpB2*LpB2*(L1*L1 + lamda*G1); 
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    double p3 = cb*(L1*L1 + lamda*G1); 
    double p2 =-6.0*EI; 
    double p1 =-12.0*EI*(L1 +lamda*G2) + 3.0*cb*lamda*LpB2*LpB2*(L1*L1 + lamda*G1); 
    double p0 =-6.0*EI*(L1*L1 + lamda*(G1-LpB2*LpB2)) - 2.0*cb*lamda*LpB2*LpB2*LpB2*(L1*L1 +  
                lamda*G1);    
 
    double q4 = cb; 
    double q3 = 4.0*cb*(L1 + lamda*G2); 
    double q2 =-6.0*cb*lamda*LpB2*LpB2; 
    double q1 = 12.0*EI + 4.0*cb*lamda*LpB2*LpB2*LpB2; 
    double q0 = 12.0*EI*(L1 + lamda*G2) + 4.0*cb*lamda*LpB2*LpB2*LpB2*(L1 + lamda*(G2 –  
                0.75*LpB2));    
     
    double X1 = (1.5)*(s2*L2*L2 + s1*L2 + s0)/ 
                      (q4*L2*L2*L2*L2 + q3*L2*L2*L2 + q2*L2*L2 + q1*L2 + q0); 
    double X2 = -(0.5)*(p3*L2*L2*L2 + p2*L2*L2 + p1*L2 + p0)/ 
                       (q4*L2*L2*L2*L2 + q3*L2*L2*L2 + q2*L2*L2 + q1*L2 + q0);    
    resp.dF  = dF; 
    resp.dFb = dF*(0.5 + X1); 
    resp.dMA = dF*(-L1/2.0 + X1*L2 + X2); 
    resp.dMB = dF*(X1*L2 + X2);  
    resp.dR  = dF*X1;    
    //Deflection dw 
    double dw0 = (1.0/(6.0*EI))*(L1*L1*L1 + lamda*(LpA*LpA*LpA + LpB1*LpB1*LpB1 + 3.0*LpA*(L1- 
                  L0)*(L1-L0-LpA)) + 3.0*EI/cb) + shearflag*(L1-LpA-LpB1)/(2.0*GA); 
    double dw1 = (-1.0/(2.0*EI))*(L1*L1*L2 + lamda*L2*G1 - 2.0*EI/cb);  
    double dw2 = (-1.0/(2.0*EI))*(L1*L1 + lamda*G1);     
    double dw  = dF*(dw0 + X1*dw1 + X2*dw2);   
    //Rotation at point C 
    resp.dphiC = 0; 
    //Rotation at point B 
    double dphB0 = (1.0/(4.0*EI))*(lamda*G1 + L1*L1); 
    double dphB1 =-(L2/EI)*(lamda*LpA + lamda*LpB1 + L1); 
    double dphB2 =-(1.0/EI)*(lamda*LpA + lamda*LpB1 + L1); 
    resp.dphiB   = dF*(dphB0 + X1*dphB1 + X2*dphB2); 
    //Deflection at point C 
    resp.dwC = 0; 
    //Bolt elongation 
    resp.dwB  = resp.dFb/cb; 
    //Flange 3D deformation 
    resp.dwf = resp.dwB + flange.factor3Dw * (dw - resp.dwB);  
    //Web elongation 
    resp.dwweb = resp.dF/cweb; 
    //Total dw 
    resp.dw = resp.dwf + resp.dwweb; 
    return resp;         
} 
 
strIncrResponse calcSimpleSupport(){ 
    strIncrResponse  resp; 
    strTotalResponse last = response.getlast(); 
    double dF   = DF_CONST; 
    double L1   = flange.L1; 
    double L2   = flange.n; 
    double cb   = last.cb; 
    double cweb = last.cweb; 
    double L0   = last.L0; 
    double LpA  = last.LpA; 
    double LpB1 = last.LpB1; 
    double LpB2 = last.LpB2; 
    int shearflag = 0; 
    if (SHEARDEF) {shearflag = 1;} 
     
    double lamda = (flange.material.E - flange.material.Et)/flange.material.Et; 
    double mI    = flange.b * flange.tf * flange.tf * flange.tf / 12.0; 
    double EI    = flange.material.E * mI; 
    double EIt   = flange.material.Et * mI; 
    double GA    = (flange.material.E / (2.0*flange.material.n + 2.0)) * flange.b * flange.tf;    
    double G1    = 2.0*(L1-L0)*LpA + LpB1*LpB1 - LpA*LpA; 
    double G2    = LpA + LpB1 + LpB2; 
     
    double s1 = cb*(L1*L1 + lamda*G1); 
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    double s0 =-2.0*EI; 
    double q3 = cb; 
    double q2 = 3.0*cb*(L1 + lamda*G2); 
    double q1 =-3.0*cb*lamda*LpB2*LpB2; 
    double q0 = 3.0*EI + cb*lamda*LpB2*LpB2*LpB2; 
       
    double X1 = (0.75)*(s1*L2 + s0)/(q3*L2*L2*L2 + q2*L2*L2 + q1*L2 + q0);  
       
    resp.dF  = dF; 
    resp.dFb = dF*(0.5 + X1); 
    resp.dMA = dF*(-L1/2.0 + X1*L2); 
    resp.dMB = dF*X1*L2; 
    resp.dR  = dF*X1;   
    //Deflection dw 
    double dw0 = (1.0/(6.0*EI))*(L1*L1*L1 + lamda*(LpA*LpA*LpA + LpB1*LpB1*LpB1 + 3.0*LpA*(L1- 
                  L0)*(L1-L0-LpA)) + 3.0*EI/cb) + shearflag*(L1-LpA-LpB1)/(2.0*GA); 
    double dw1 = (-1.0/(2.0*EI))*(L1*L1*L2 + lamda*L2*G1 - 2.0*EI/cb); 
    double dw  = dF*(dw0 + X1*dw1);   
     
    //Rotation at point C 
    double dphiC0 = (1.0/(4.0*EI))*(L1*L1+lamda*G1); 
    double dphiC1 =-(1.0/(2.0*EI))*(2*L1*L2 + L2*L2 + 2.0*lamda*L2*G2 - lamda*LpB2*LpB2); 
    resp.dphiC    =  dF*(dphiC0 + X1*dphiC1); 
    //Rotation at point B 
    double dphb0 = (1.0/(4.0*EI))*(lamda*G1 + L1*L1); 
    double dphb1 =-(L2/EI)*(lamda*LpA + lamda*LpB1 + L1); 
    resp.dphiB   = dF*(dphb0 + X1*dphb1);  
    //Deflection at point C 
    resp.dwC = 0; 
    //Bolt elongation 
    resp.dwB  = resp.dFb/cb; 
    //Flange 3D deformation 
    resp.dwf  = resp.dwB + flange.factor3Dw * (dw-resp.dwB);  
    //Web elongation 
    resp.dwweb = resp.dF/cweb; 
    //Total dw 
    resp.dw = resp.dwf + resp.dwweb; 
    return resp; 
} 
 
strIncrResponse calcFullSeparation(){ 
    strIncrResponse  resp; 
    strTotalResponse last = response.getlast(); 
    double dF   = DF_CONST; 
    double L1   = flange.L1; 
    double L2   = flange.n; 
    double cb   = last.cb; 
    double cweb = last.cweb; 
    double L0   = last.L0; 
    double LpA  = last.LpA; 
    double LpB1 = last.LpB1; 
    double LpB2 = last.LpB2;             
    int shearflag = 0; 
    if (SHEARDEF) {shearflag = 1;}   
     
    double lamda = (flange.material.E - flange.material.Et)/flange.material.Et; 
    double mI    = flange.b * flange.tf * flange.tf * flange.tf / 12.0; 
    double EI    = flange.material.E * mI; 
    double EIt   = flange.material.Et * mI; 
    double GA    = (flange.material.E / (2.0*flange.material.n + 2.0)) * flange.b * flange.tf;    
    double G1    = 2.0*(L1-L0)*LpA + LpB1*LpB1 - LpA*LpA; 
    double G2    = LpA + LpB1 + LpB2; 
     
    resp.dF    = dF;           
    resp.dFb   = dF/2.0; 
    resp.dMA   =-dF*L1/2.0; 
    resp.dMB   = 0.0; 
    resp.dR    = 0.0; 
    resp.dwf   = dF*((1.0/(6.0*EI))*(L1*L1*L1 + lamda*(LpA*LpA*LpA + LpB1*LpB1*LpB1 +  
                 3.0*LpA*(L1-L0)*(L1-L0-LpA)) + 3.0*EI/cb) + shearflag*(L1-LpA-LpB1)/(2.0*GA)); 
    resp.dwC   = dF*(1.0/(4.0*EI))*(-L2*L1*L1 - lamda*L2*G1 + 2.0*EI/cb); 
    resp.dphiB = dF*(1.0/(4.0*EI))*(lamda*G1 + L1*L1); 
    resp.dphiC = resp.dphiB; 
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    resp.dwB   = resp.dFb/cb; 
    resp.dwf   = resp.dwB + flange.factor3Dw * (resp.dwf-resp.dwB);  
    resp.dwweb = resp.dF/cweb; 
    resp.dw    = resp.dwf + resp.dwweb; 
    return resp; 
} 
 
double calcL2(const double dF, const strTotalResponse& tr){   
    double MB   = tr.MB; 
    double L1   = flange.L1; 
    double L2   = tr.L2; 
    double L2n; 
    double cb   = tr.cb; 
    double L0   = tr.L0; 
    double LpA  = tr.LpA; 
    double LpB1 = tr.LpB1; 
    double LpB2 = tr.LpB2;  
     
    double lamda = (flange.material.E - flange.material.Et)/flange.material.Et; 
    double mI    = flange.b * flange.tf * flange.tf * flange.tf / 12.0; 
    double EI    = flange.material.E * mI; 
    double EIt   = flange.material.Et * mI; 
    double G1    = 2.0*(L1-L0)*LpA + LpB1*LpB1 - LpA*LpA; 
    double G2    = LpA + LpB1 + LpB2; 
  
    double p3 = cb*(L1*L1 + lamda*G1); 
    double p2 =-6.0*EI; 
    double p1 =-12.0*EI*(L1 +lamda*G2) + 3.0*cb*lamda*(LpB2*LpB2)*(L1*L1 + lamda*G1); 
    double p0 =-6.0*EI*(L1*L1 + lamda*(G1-LpB2*LpB2)) - 2.0*cb*lamda*(LpB2*LpB2*LpB2)*(L1*L1 +  
                lamda*G1); 
     
    double q4 = cb; 
    double q3 = 4.0*cb*(L1 + lamda*G2); 
    double q2 =-6.0*cb*lamda*LpB2*LpB2; 
    double q1 = 12.0*EI + 4.0*cb*lamda*LpB2*LpB2*LpB2; 
    double q0 = 12.0*EI*(L1 + lamda*G2) + 4.0*cb*lamda*(LpB2*LpB2*LpB2)*(L1 + lamda*(G2 – 
                0.75*LpB2)); 
     
    double m5 =          - q4*MB; 
    double m4 = MB*L2*q4 - q3*MB; 
    double m3 = MB*L2*q3 - q2*MB - 0.5*dF*L2*p3; 
    double m2 = MB*L2*q2 - q1*MB - 0.5*dF*L2*p2; 
    double m1 = MB*L2*q1 - q0*MB - 0.5*dF*L2*p1; 
    double m0 = MB*L2*q0         - 0.5*dF*L2*p0; 
     
    clsFunctionL2 fL2(m0,m1,m2,m3,m4,m5); 
    L2n = NewtonRaphson(fL2, 0, 50*L2, L2);  
    return L2n;     
} 
 
double calcL1(){ 
    double tf = flange.tf; 
    double r  = flange.r; 
    double d  = flange.d; 
    if (!FLWEBFIT){ 
        return d - 0.8*r; 
    } 
    clsFunctiontxr ftxr(r, tf, flange.type); 
    double Lc = tf*tf*tf*integralInt(ftxr, 0, r); 
    return d - r + Lc;    
} 
 
doublex2 calcLpA(const strTotalResponse& tr){ 
    double tf = flange.tf; 
    double r  = flange.r; 
    double L1   = flange.L1; 
    double Lc   = L1 - (flange.d-r) ; 
    double L0   = tr.L0; 
    double LpA  = tr.LpA;    
    
    double MA = tr.MA; 
    double MB = tr.MB; 
    double Mc = ((L1-Lc)/L1)*MA + (Lc/L1)*MB;   //Moment at distance=Lc from A (start of fitting) 
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    double M0 = ((L1-L0)/L1)*MA + (L0/L1)*MB;   //Moment at distance=L0 from A (start of LpA) 
    double mslope = (MA-MB)/L1; 
    double mrfact = flange.b*flange.material.fy/4; 
    if (MA > 0) {cout << "Error in calcLpA: MA is positive" << endl;} 
    if (MB < 0) {cout << "Error in calcLpA: MB is negative" << endl;} 
     
    //Calculate LpA 
    doublex2 result;  
    if (!FLWEBFIT){ 
       double M2 = -mrfact*tf*tf; 
       result.var2 = L0;  //constant 
       if (M0 - M2 < 0) result.var1 = (L1-L0)*(M0-M2)/(M0-MB); 
       else             result.var1 = 0;  
       return result;             
    } 
    clsFunctiontxr ftxr(r, tf, flange.type); 
    clsFunctionLpA deltaM(ftxr, Mc, mslope, mrfact);  
    double xr1, xr2, xr0; 
    xr0 = Lc - L0 - 0.5*LpA;  //middle point of plastified zone LpA (0.2r in elastic conditions) 
    double fxr1 = deltaM.f(-L1+Lc); 
    double fxr2 = deltaM.f(xr0); 
    if ((fxr1>0 && fxr2>0) || (fxr1<0 && fxr2<0)){   
        xr1 = 0.2*r;    //elastic 
    } 
    else{ 
        xr1 = NewtonRaphson(deltaM, -L1+Lc, xr0, Lc-L0-LpA);  //to the right of xr0  
    }                                        
    fxr1 = deltaM.f(xr0); 
    fxr2 = deltaM.f(0.99*r); 
    if ((fxr1>0 && fxr2>0) || (fxr1<0 && fxr2<0)){ 
        xr2 = 0.2*r;    //elastic 
    } 
    else if (L0/(Lc-L0) < 0.01) {xr2 = Lc;} 
    else{ 
        xr2 = NewtonRaphson(deltaM, xr0, .99*r, Lc-L0);  //to the left of xr0 
        xr2 = tf*tf*tf*integralInt(ftxr, 0, xr2); 
        if (xr2>Lc) {xr2 = Lc;} 
    } 
    result.var1 = xr2-xr1; 
    result.var2 = Lc-xr2; 
    return result; 
} 
 
doublex2 calcLpB(const strTotalResponse& tr){ 
    double L2  = tr.L2; 
    double dbh = bolt.dhead; 
    double Fb  = tr.Fb; 
    double F   = tr.F; 
    double M2  = flange.b*flange.tf*flange.tf*flange.material.fy/4; 
     
    doublex2 result; 
    result.var1 = 0; 
    result.var2 = 0; 
    if (!BOLTHEAD){ 
        if ((Fb-0.5*F)*L2 - M2 > 0){ 
            result.var1 = ((Fb-0.5*F)*L2 - M2)/(0.5*F);  
            result.var2 = L2 - M2/(Fb-0.5*F); 
        }  
        return result; 
    } 
    //M-M2 = a*xb^2 + b*xb + c,    for -0.5*dh < xb < 0.5*dh 
    double a =-0.5*Fb/dbh; 
    double b = 0.5*(Fb-F); 
    double c = (Fb-0.5*F)*L2 - Fb*dbh/8 - M2; 
    if (c<0) return result; //remains elastic 
    double D = b*b - 4*a*c; 
    if (D<0) { 
        cout << "Error in calcLpB: D is negative" << endl; 
        return result;  
    } 
    double x1 = (-b - sqrt(D))/(2*a); 
    double x2 = (-b + sqrt(D))/(2*a); 
    if (x1 < 0 || x2 > 0 || x1*x2 > 0) { 
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        cout << "Error in calcLpB: unexpected signs for x1, x2" << endl; 
        return result; 
    } 
    if (x1 > 0.5*dbh) { 
        x1 = ((Fb-0.5*F)*L2 - M2)/(0.5*F);    
    } 
    if (x2 < -0.5*dbh) { 
        x2 = -L2 + M2/(Fb-0.5*F); 
    } 
    result.var1 = x1; 
    result.var2 = -x2; 
    return result;    
} 
 
double calccb(double Fb){ 
    double Fb0 = bolt.preloadForce * bolt.material.fy * bolt.A; 
    double Fby = bolt.material.fy * bolt.A; 
    if (Fb0>Fby){ 
        cout << "Warning in calccb: high level of bolt preloading (Fb0>Fby)" << endl; 
    } 
    if (Fb > Fb0){ 
        if (Fb >= Fby) return bolt.A * bolt.material.Et / bolt.L; 
        else           return bolt.A * bolt.material.E / bolt.L;         
    } 
    else{ 
        return PRELOADK * bolt.A * bolt.material.E / bolt.L; 
    }  
} 
 
double calccweb(double F){ 
    if (web.Lw <= 0) return INFINITE; 
    double Aw  = web.tw * flange.b; 
    double Fwy = web.material.fy * Aw; 
    if (F >= Fwy) return Aw * web.material.Et / web.Lw; 
    else          return Aw * web.material.E / web.Lw;         
} 
 
double NewtonRaphson(clsFunctionGeneric& function, double x1, double x2, double x0){ 
    long const imax = 100; 
    double f1  = function.f(x1); 
    double f2  = function.f(x2); 
    double df1 = function.df(x1); 
    double df2 = function.df(x2); 
    if ((f1>0 && f2>0)||(f1<0 && f2<0)){ 
        cout << "Error in NewtonRaphson: initial domain does not bracket function" << endl; 
    } 
    if (f1 == 0){ return x1; } 
    if (f2 == 0){ return x2; } 
    if (f1 > 0){   //Orient the search so that f(xl) < 0. 
        double temp = x2; 
        x2 = x1; 
        x1 = temp; 
    } 
    double dxold = abs(x2-x1); 
    double dx    = dxold; 
    double fx    = function.f(x0); 
    double dfx   = function.df(x0);    
    for (long i=0; i<imax; i++){    
        if ((((x0-x2)*dfx-fx)*((x0-x1)*dfx-fx) > 0.0) || (abs(2.0*fx) > abs(dxold*dfx))){ 
            //Bisection if N-R is ineffectivce 
            dxold = dx; 
            dx    = 0.5*(x2-x1); 
            x0    = x1+dx; 
            if (x1 == x0) {return x0;} 
        } 
        else{ 
            //Take the Newton-Raphson 
            double temp = x0; 
            dxold = dx; 
            dx    = fx/dfx; 
            x0    = x0 - dx; 
            if (temp == x0){return x0;} 
        } 
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        if (abs(dx/x0) < NR_ERROR){return x0;} //Convergence criterion. 
        fx  = function.f(x0); 
        dfx = function.df(x0); 
        if (fx<0) {x1 = x0;} 
        else      {x2 = x0;}   
    } 
    cout << "Error in NewtonRaphson: maximum number of iterations exceeded" << endl; 
    return 0; 
} 
 
double integralInt(clsFunctionGeneric& tx, double x1, double x2){     
    int k = 10; 
    double trapez = 0;  
    for (int i=1; i<k; i++){ 
        double xri = x1+((1.0*i)/k)*(x2-x1); 
        double ti = tx.f(xri); 
        trapez   += 1/(ti*ti*ti); 
    } 
    double t1 = tx.f(x1); 
    double t2 = tx.f(x2); 
    return (x2-x1)*(1/(t1*t1*t1) + 1/(t2*t2*t2) + 2*trapez)/(2*k); 
}  
     
int main(int argc, char *argv[]){ 
    int result; 
    cout << "============================================================" << endl; 
    cout << "   ____      ______     __    __  ___ __ __  __      _____  " << endl; 
    cout << "    /   __  (   /  /  // _)  /__)/_  (  /__)/  )/| /(  /_   " << endl; 
    cout << "   (       __) (  (__//__)  / ( /__ __)/   (__// |/__)/__   " << endl; 
    cout << "                                                            " << endl; 
    cout << "============================================================" << endl; 
    cout << "   * A program for the calculation of the nonlinear         " << endl; 
    cout << "     response of T-stub steel connections.                  " << endl; 
    cout << "   * Authored by Minas Lemonis, for his PhD thesis          " << endl; 
    cout << "     \"Beam-to-column joints in steel frames\" (in greek),  " << endl; 
    cout << "     submitted in the Civil Enginnering School of the       " << endl; 
    cout << "     National Technical University of Athens.               " << endl;  
    cout << "   * Last update: 10/9/2006                                 " << endl;  
    cout << "============================================================" << endl;  
    cout << "T-stub response calculation started." << endl;  
    cout << "Reading input..." << endl;  
    result = readinput(); 
    if (result <= 0){cout << "Error while reading input." << endl; system("PAUSE"); return 0;} 
    cout << "...completed." << endl;     
    cout << "Calculating response..." << endl;;  
    result = solve(); 
    if (result <= 0){ 
        cout << "Error while calculating response." << endl; 
    } 
    else{ 
        cout << "...completed in " << response.step() << " iterations." << endl;  
    } 
    cout << "Saving response..." << endl; 
    result = output();    
    if (result <= 0){cout << "Error while saving response." << endl; system("PAUSE"); return 0;} 
    cout << "...completed. Check file <" << EXPFNAME << "> for the results." << endl;  
    cout << endl; 
    cout << "T-stub response calculation completed!" << endl; 
    cout << "Make sure no error messages appeared in the lines above." << endl; 
    cout << "============================================================" << endl;  
    system("PAUSE"); 
    return EXIT_SUCCESS; 
} 
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B.1 Εισαγωγή 

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζεται η επίλυση του φορέα του επαυξητικού 
προσοµοιώµατος βραχέος ταυ, χρησιµοποιώντας συµβολικό προγραµµατισµό. Η επίλυση 
αφορά τον υπολογισµό των επαυξητικών εντατικών και µετακινησιακών µεγεθών µε την 
µέθοδο των δυνάµεων, όπως περιγράφηκε στο κεφάλαιο 3, και πραγµατοποιείται στο 
πρόγραµµα Maple, έκδοση 8. Επιλύονται και οι τρεις περιπτώσεις του φορέα, σε σχέση 
µε τα φαινόµενα επαφής στο πέλµα (µερική επαφή, σηµειακή στήριξη, πλήρης 
αποκόλληση). Επίσης, για την περίπτωση µερικής επαφής παρουσιάζεται η επίλυση του 
φορέα, συµπεριλαµβάνοντας τα έργα των διατµητικών δυνάµεων στο πέλµα. Σε κάθε 
περίπτωση, παρουσιάζονται οι συµβολικές εκφράσεις των εντατικών και 
µετακινησιακών µεγεθών, όπως υπολογίζονται από το πρόγραµµα Maple. Από αυτές τις 
πρωτογενείς εκφράσεις προέρχονται οι αντίστοιχες που παρουσιάστηκαν στο κεφάλαιο 
3, για κάθε περίπτωση φαινοµένων επαφής, αφού προηγουµένως υπέστησαν µαθηµατική 
επεξεργασία µε το χέρι, προκειµένου να απλοποιηθούν και να καταστούν περισσότερο 
ευανάγνωστες. Στα συµβολικά προγράµµατα που παρατίθενται στην συνέχεια, 
πραγµατοποιείται επιπρόσθετα και ο έλεγχος µεταξύ των απλοποιηµένων και των 
πρωτογενών εκφράσεων. Για την περίπτωση του φορέα µερικής επαφής µε 
συνυπολογισµό των έργων των διατµητικών δυνάµεων ωστόσο, δεν πραγµατοποιήθηκε 
ανάλογη µαθηµατική επεξεργασία. Όπως, φαίνεται στην παράγραφο B.5, οι εκφράσεις 
που προκύπτουν σε αυτήν την περίπτωση είναι σηµαντικά πιο εκτενείς. 

B.2 Φορέας µερικής επαφής 

 

> restart; 

Επίλυση φορέα (δύο φορές υπερστατικός) 
> M0(1) := (F/2)*(-L1 + x):  M0(2) := 0: 
M1(1) := L2:              M1(2) := L2-(x-L1): 
M2(1) := 1:               M2(2) := 1: 
 
F10 := (1/EI)*int(M0(1)*M1(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M0(1)*M1(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M0(1)*M1(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) + (1/EIt)*int(M0(1)*M1(1),x=L1-LBp1...L1) + 
(1/EIt)*int(M0(2)*M1(2),x=L1...L1+LBp2) + (1/EI)*int(M0(2)*M1(2),x=L1+LBp2...L1+L2) + 
0.5*F/c: 
 
F20 := (1/EI)*int(M0(1)*M2(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M0(1)*M2(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M0(1)*M2(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) + (1/EIt)*int(M0(1)*M2(1),x=L1-LBp1...L1) 
+(1/EIt)*int(M0(2)*M2(2),x=L1...L1+LBp2) + (1/EI)*int(M0(2)*M2(2),x=L1+LBp2...L1+L2): 
 
F11 := (1/EI)*int(M1(1)*M1(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M1(1)*M1(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M1(1)*M1(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) + (1/EIt)*int(M1(1)*M1(1),x=L1-LBp1...L1) + 
(1/EIt)*int(M1(2)*M1(2),x=L1...L1+LBp2) + (1/EI)*int(M1(2)*M1(2),x=L1+LBp2...L1+L2) + 
1/c: 
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F22 := (1/EI)*int(M2(1)*M2(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M2(1)*M2(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M2(1)*M2(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) + (1/EIt)*int(M2(1)*M2(1),x=L1-LBp1...L1) 
+(1/EIt)*int(M2(2)*M2(2),x=L1...L1+LBp2) + (1/EI)*int(M2(2)*M2(2),x=L1+LBp2...L1+L2): 
 
F12 := (1/EI)*int(M1(1)*M2(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M1(1)*M2(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M1(1)*M2(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) + (1/EIt)*int(M1(1)*M2(1),x=L1-LBp1...L1) 
+(1/EIt)*int(M1(2)*M2(2),x=L1...L1+LBp2) + (1/EI)*int(M1(2)*M2(2),x=L1+LBp2...L1+L2): 
 
F1s := F10 + x1*F11 + x2*F12: 
F2s := F20 + x1*F12 + x2*F22: 
 
xx := solve({F1s=0, F2s=0}, {x1, x2}): 
if (lhs(xx[1])=x1) then   
    X1 := rhs(xx[1]); 
    X2 := rhs(xx[2]); 
else   
    X1 := rhs(xx[2]); 
    X2 := rhs(xx[1]); 
end if; 
RForce  := X1: 
BForce  := 0.5*F + RForce: 
MomentC := X2: 
MomentA := -0.5*F*L1 + X1*L2 + X2*1: 
MomentB :=  0    + X1*L2 + X2*1: 
X1 1.500000000 F 4. LAp EI2 EIt 4. EIt2 L1 EI 4. EIt2 LBp1 EI 4. EIt2 LBp2 EI 4. LBp1 EI2 EIt 4. LBp2 EI2 EIt−  −  +  +  −  − ( := 

4. L2 EIt2 EI 4. EIt2 LAp EI L22 EIt LBp12 EI c 1. L22 EIt LAp2 EI c 2. L22 EIt LAp EI c L1 L22 EIt2 c L12 −  +  +  −  +  + 

1. L22 EIt2 c LBp12 L22 EIt2 c LAp2 2. L22 EIt2 c L1 LAp 2. c EIt LBp22 LBp12 EI 4. c EIt LBp22 LAp EI L1 −  +  −  −  − 

1. c EIt2 LBp22 L12 c EIt2 LBp22 LBp12 1. c EIt2 LBp22 LAp2 2. c EIt2 LBp22 L1 LAp 2. c EIt LBp22 LAp2 EI −  +  −  +  + 

c LBp22 EI2 LBp12 2. c LBp22 EI2 LAp L1 c LBp22 EI EIt L12 1. c LBp22 EI2 LAp2 2. L22 EIt LAp EI c L0 +  +  +  −  − 

2. L22 EIt2 c L0 LAp 4. c EIt LBp22 LAp EI L0 2. c EIt2 LBp22 L0 LAp 2. c LBp22 EI2 LAp L0 +  +  −  − ) 12. LAp EI2 EIt(
12. EIt2 L1 EI 12. EIt2 LBp1 EI 12. EIt2 LBp2 EI 12. LBp1 EI2 EIt EIt2 LBp24 c 12. LBp2 EI2 EIt +  −  −  +  +  + 

LBp24 EI2 c 12. L2 EIt2 EI L24 EIt2 c 12. EIt2 LAp EI 4. LAp EI EIt c L23 8. LAp EI EIt c LBp23 +  +  +  −  +  − 

4. EIt L1 LBp23 EI c 8. EIt LBp1 LBp23 EI c 4. LAp EI2 LBp23 c 2. EIt LBp24 EI c 4. EIt2 LBp2 c L23 +  −  +  −  − 

6. EIt2 LBp22 c L22 4. EIt2 L1 c L23 4. EIt2 L1 c LBp23 4. EIt2 LBp1 c L23 4. EIt2 LBp1 c LBp23 +  +  −  −  + 

4. LBp2 EI EIt c L23 4. L23 EIt2 c LAp 4. EIt2 LAp c LBp23 6. EIt LBp22 EI c L22 4. EIt LBp23 EI c L2 +  −  +  −  + 

4. EIt2 LBp23 c L2 4. LBp1 EI2 LBp23 c 4. LBp1 EI EIt c L23 −  +  + )

 

X2 0.5000000000 6. EI EIt2 L12 6. EI2 EIt LBp22 6. EI EIt2 LBp22 6. LBp12 EI2 EIt 6. EI2 EIt LAp2 6. EI EIt2 L22 −  +  +  −  + ( := 

6. EI LAp2 EIt2 1. L23 LAp2 EIt2 c 2. LAp2 EIt2 c LBp23 1. L23 EIt2 c L12 2. EIt2 L12 LBp23 c +  −  −  −  − 

12. EI2 L2 EIt LAp 12. EI2 EIt L1 LAp 2. EI2 LAp2 LBp23 c 12. EI2 EIt L2 LBp2 12. EI2 EIt L0 LAp +  +  −  +  − 

12. EI L2 EIt2 L1 12. EI L2 EIt2 LBp2 12. EI LAp L0 EIt2 12. EI LAp L2 EIt2 12. EI LAp EIt2 L1 +  −  +  −  − 

2. LBp12 EI2 LBp23 c LBp12 EIt2 c L23 2. LBp12 EIt2 c LBp23 3. L2 LAp2 c EIt2 LBp22 2. L23 EIt2 L1 LAp c +  +  +  +  + 

6. L2 EIt2 L1 c LBp22 LAp 6. L2 EIt2 c LBp22 LAp L0 4. LAp EIt2 L1 c LBp23 3. L2 EIt2 c LBp22 L12 −  +  +  + 
2. L23 EIt2 LAp c L0 4. LAp L0 EIt2 c LBp23 6. EI2 L2 c LBp22 LAp L1 4. EI2 LAp L0 LBp23 c −  −  −  − 

6. EI2 L2 c LBp22 LAp L0 4. EI2 LAp L1 LBp23 c 3. EI2 L2 LAp2 c LBp22 EI L23 LAp2 EIt c +  +  +  + 

4. EI LAp2 EIt c LBp23 2. EI EIt L12 LBp23 c 6. EI L2 LAp2 c EIt LBp22 12. EI L2 EIt L1 c LBp22 LAp +  +  −  + 

8. EI LAp EIt L1 LBp23 c 12. EI L2 EIt c LBp22 LAp L0 2. EI L23 EIt LAp c L1 3. EI L2 c LBp22 EIt L12 −  −  −  − 

2. EI L23 EIt LAp c L0 8. EI LAp L0 EIt LBp23 c 3. LBp12 EI2 L2 c LBp22 6. LBp12 EI EIt c L2 LBp22 +  +  −  + 

12. LBp1 L2 EIt EI2 1. LBp12 EI EIt c L23 4. LBp12 EIt LBp23 EI c 3. LBp12 L2 EIt2 c LBp22 +  −  −  − 
12. LBp1 L2 EIt2 EI 6. LBp12 EIt2 EI −  − ) F 12. LAp EI2 EIt 12. EIt2 L1 EI 12. EIt2 LBp1 EI 12. EIt2 LBp2 EI +  −  − (

12. LBp1 EI2 EIt EIt2 LBp24 c 12. LBp2 EI2 EIt LBp24 EI2 c 12. L2 EIt2 EI L24 EIt2 c 12. EIt2 LAp EI +  +  +  +  +  +  − 

4. LAp EI EIt c L23 8. LAp EI EIt c LBp23 4. EIt L1 LBp23 EI c 8. EIt LBp1 LBp23 EI c 4. LAp EI2 LBp23 c +  −  +  −  + 

2. EIt LBp24 EI c 4. EIt2 LBp2 c L23 6. EIt2 LBp22 c L22 4. EIt2 L1 c L23 4. EIt2 L1 c LBp23 −  −  +  +  − 

4. EIt2 LBp1 c L23 4. EIt2 LBp1 c LBp23 4. LBp2 EI EIt c L23 4. L23 EIt2 c LAp 4. EIt2 LAp c LBp23 −  +  +  −  + 

6. EIt LBp22 EI c L22 4. EIt LBp23 EI c L2 4. EIt2 LBp23 c L2 4. LBp1 EI2 LBp23 c 4. LBp1 EI EIt c L23 −  +  −  +  + )

 

Απλοποίησεις - Έλεγχος 
> unassign('lamda'); 
G1:=2*L1*LAp-2*L0*LAp+LBp1^2-LAp^2: 
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G2:=LAp+LBp1+LBp2: 
s2:=c*L1^2+c*lamda*G1: 
s1:=-4*EI: 
s0:=c*lamda*LBp2^2*(L1^2+lamda*G1)-4*EI*lamda*G2-4*EI*L1: 
x1numer:=s2*L2^2+s1*L2+s0; 
x1numer ( ) + c L12 c lamda ( ) −  +  − 2 L1 LAp 2 L0 LAp LBp12 LAp2 L22 4 EI L2 −  := 

c lamda LBp22 ( ) + L12 lamda ( ) −  +  − 2 L1 LAp 2 L0 LAp LBp12 LAp2 4 EI lamda ( ) +  + LAp LBp1 LBp2 4 EI L1 +  −  − 

 

> q4:=c: 
q3:=4*c*(L1+lamda*G2): 
q2:=-6*c*lamda*LBp2^2: 
q1:=4*c*lamda*LBp2^3+12*EI: 
q0:=12*EI*(L1+lamda*G2)+4*c*lamda*LBp2^3*(L1+lamda*(G2-3*LBp2/4)): 
x1denumer:=q4*L2^4+q3*L2^3+q2*L2^2+q1*L2+q0; 
x1denumer c L24 4 c ( ) + L1 lamda ( ) +  + LAp LBp1 LBp2 L23 6 c lamda LBp22 L22 ( ) + 4 c lamda LBp23 12 EI L2 +  −  +  := 

12 EI ( ) + L1 lamda ( ) +  + LAp LBp1 LBp2 4 c lamda LBp23 ⎛
⎝
⎜⎜

⎞
⎠
⎟⎟ + L1 lamda ⎛

⎝
⎜⎜

⎞
⎠
⎟⎟ +  + LAp LBp1 LBp2

4 +  + 

 

> p3:=c*(L1^2+lamda*G1): 
p2:=-6*EI: 
p1:= -12*EI*(L1+lamda*G2) + 3*c*lamda*LBp2^2*(L1^2+lamda*G1): 
p0:=-6*EI*(L1^2+lamda*(G1-LBp2^2))-2*c*lamda*LBp2^3*(L1^2+lamda*G1): 
x2numer:=p3*L2^3+p2*L2^2+p1*L2+p0; 
x2numer c ( ) + L12 lamda ( ) −  +  − 2 L1 LAp 2 L0 LAp LBp12 LAp2 L23 6 EI L22 −  +  := 

( )−  + 12 EI ( ) + L1 lamda ( ) +  + LAp LBp1 LBp2 3 c lamda LBp22 ( ) + L12 lamda ( ) −  +  − 2 L1 LAp 2 L0 LAp LBp12 LAp2

L2 6 EI ( ) + L12 lamda ( ) −  +  −  − 2 L1 LAp 2 L0 LAp LBp12 LAp2 LBp22 − 

2 c lamda LBp23 ( ) + L12 lamda ( ) −  +  − 2 L1 LAp 2 L0 LAp LBp12 LAp2 − 

 

> lamda:=(EI-EIt)/EIt: 
simplify(X1-1.5*F*x1numer/x1denumer); 
simplify(X2+0.5*F*x2numer/x1denumer); 

0.  
0.  

Βέλος δ 
> vM0(1):= M0(1)/(F/2): 
vM0(2):= M0(2)/(F/2): 

 
> d0 := (1/EI)*int(M0(1)*vM0(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M0(1)*vM0(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M0(1)*vM0(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) +                                    
(1/EIt)*int(M0(1)*vM0(1),x=L1-LBp1...L1) + (1/EIt)*int(M0(2)*vM0(2),x=L1...L1+LBp2) + 
(1/EI)*int(M0(2)*vM0(2),x=L1+LBp2...L1+L2) + F/(2*c) + (1/GA)*int((F/2)*1,x=0...L1-LAp-
LBp1): 
 
d1 := (1/EI)*int(M1(1)*vM0(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M1(1)*vM0(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M1(1)*vM0(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) + (1/EIt)*int(M1(1)*vM0(1),x=L1-LBp1...L1) + 
(1/EIt)*int(M1(2)*vM0(2),x=L1...L1+LBp2) + (1/EI)*int(M1(2)*vM0(2),x=L1+LBp2...L1+L2) + 
1/c: 
 
 
d2 := (1/EI)*int(M2(1)*vM0(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M2(1)*vM0(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M2(1)*vM0(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) + (1/EIt)*int(M2(1)*vM0(1),x=L1-LBp1...L1) + 
(1/EIt)*int(M2(2)*vM0(2),x=L1...L1+LBp2) + (1/EI)*int(M2(2)*vM0(2),x=L1+LBp2...L1+L2): 
> simplify(d0); 
F 3 EI EIt GA LAp3 EI c GA LBp13 EI c GA 3 LAp EI c GA L02 3 LAp2 EI c GA L0 6 LAp EI c GA L1 L0 +  +  +  +  − (

3 LAp2 EI c GA L1 3 LAp EI c GA L12 EIt c GA L13 EIt c GA LBp13 EIt c GA LAp3 3 c EIt EI L1 −  +  +  −  −  + 

3 c EIt EI LAp 3 c EIt EI LBp1 3 EIt c GA L02 LAp 3 EIt c GA L0 LAp2 6 EIt c GA L1 L0 LAp −  −  −  −  + 

3 EIt c GA L1 LAp2 3 EIt c GA L12 LAp +  − ) 6 EI EIt c GA/( )

 

> simplify(d1); 
2 L2 LAp c EI L1 2 L2 LAp c EI L0 L2 LAp2 c EI L2 c EIt L12 2 L2 c EIt L1 LAp L2 c EIt LBp12 −  −  +  −  − (−

2 L2 c EIt L0 LAp L2 c EIt LAp2 L2 LBp12 c EI 2 EI EIt +  +  +  − 2 c EIt EI)/( )

 

> simplify(d2); 
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−
 +  −  +  −  −  +  −  + L12 EIt 2 EI L1 LAp 2 EI L0 LAp EI LBp1 2 EI LAp2 2 EIt L1 LAp 2 EIt L0 LAp EIt LBp1 2 EIt LAp2

2 EI EIt

 

> d:=d0+X1*d1+x2*d2: 

Απλοποίησεις - Έλεγχος 
> unassign('lamda'); 
> d0sim:=(F/(6*EI))*(L1^3+lamda*(LAp^3+LBp1^3+3*LAp*(L1-L0)*(L1-L0-LAp))+3*EI/c) + 
(0.5*F/GA)*(L1-LAp-LBp1); 
d1sim:= -(1/(2*EI))*(L1^2*L2+lamda*L2*G1-2*EI/c); 
d2sim:=-(1/(2*EI))*(L1^2+lamda*G1); 

 := d0sim  + 
F ⎛

⎝
⎜⎜

⎞
⎠
⎟⎟ +  + L13 lamda ( ) +  + LAp3 LBp13 3 LAp ( ) − L1 L0 ( ) −  − L1 L0 LAp 3 EI

c
6 EI

0.5 F ( ) −  − L1 LAp LBp1
GA  

 := d1sim −
 +  − L12 L2 lamda L2 ( ) −  +  − 2 L1 LAp 2 L0 LAp LBp12 LAp2 2 EI

c
2 EI  

 := d2sim −
 + L12 lamda ( ) −  +  − 2 L1 LAp 2 L0 LAp LBp12 LAp2

2 EI  

> lamda:=(EI-EIt)/EIt: 
> simplify(d0-d0sim); 
simplify(d1-d1sim); 
simplify(d2-d2sim); 

0  
0  
0  

B.3 Φορέας σηµειακής στήριξης 

> restart; 

Επίλυση φορέα (µία φορά υπερστατικός) 
> M0(1) := (F/2)*(-L1 + x):     M0(2) := 0: 
M1(1) := L2:              M1(2) := L2-(x-L1): 
 
F10 := (1/EI)*int(M0(1)*M1(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M0(1)*M1(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M0(1)*M1(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) +                                    
(1/EIt)*int(M0(1)*M1(1),x=L1-LBp1...L1) + (1/EIt)*int(M0(2)*M1(2),x=L1...L1+LBp2) + 
(1/EI)*int(M0(2)*M1(2),x=L1+LBp2...L1+L2) + (F/2)/c: 
 
F11 := (1/EI)*int(M1(1)*M1(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M1(1)*M1(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M1(1)*M1(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) +                      
(1/EIt)*int(M1(1)*M1(1),x=L1-LBp1...L1) + (1/EIt)*int(M1(2)*M1(2),x=L1...L1+LBp2) + 
(1/EI)*int(M1(2)*M1(2),x=L1+LBp2...L1+L2) + 1/c: 
 
F1s := F10 + x1*F11: 
 
xx := solve({F1s=0}, {x1}): 
X1 := rhs(xx[1]); 
 
RForce  := X1: 
BForce  := (F/2) + RForce: 
MomentC := 0: 
MomentA := -(F/2)*L1 + X1*L2: 
MomentB :=  0    + X1*L2: 
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X1 3 F 2 L2 LAp EI c L0 L2 LAp2 EI c 2 L2 LAp EI c L1 L2 EIt c L12 L2 EIt c LBp12 2 L2 EIt c L0 LAp−  −  +  +  −  + ( := 

L2 EIt c LAp2 2 L2 EIt c L1 LAp L2 LBp12 EI c 2 EI EIt +  −  +  − ) 4 3 L22 LAp EI c 3 L22 EIt c L1 + ((

3 L22 EIt c LBp1 3 L22 EIt c LAp 3 L22 LBp1 EI c 3 LBp2 EI c L22 3 LBp22 EI c L2 LBp2 3 EI c EIt c L23 −  −  +  +  −  +  + 

3 EIt c L22 LBp2 3 EIt c L2 LBp22 EIt c LBp23 3 EI EIt −  +  −  + ) )

 

Απλοποίησεις - Έλεγχος 
> unassign('lamda'); 
> G1:=2*L1*LAp-2*L0*LAp+LBp1^2-LAp^2: 
G2:=LAp+LBp1+LBp2: 
s1:=c*(L1^2+lamda*G1): 
s0:=-2*EI: 
x1numer:=s1*L2+s0: 

 
> q3:=c: 
q2:=3*c*(L1+lamda*G2): 
q1:=-3*c*lamda*LBp2^2: 
q0:=3*EI+c*lamda*LBp2^3: 
> x1denumer:=q3*L2^3+q2*L2^2+q1*L2+q0: 
> lamda:=(EI-EIt)/EIt: 
> simplify(X1-(3*F/4)*x1numer/x1denumer); 
 

0  

Βέλος δ 
> vM0(1):= M0(1)/(F/2): 
vM0(2):= M0(2)/(F/2): 

 
> d0 := (1/EI)*int(M0(1)*vM0(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M0(1)*vM0(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M0(1)*vM0(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) +                                    
(1/EIt)*int(M0(1)*vM0(1),x=L1-LBp1...L1) + (1/EIt)*int(M0(2)*vM0(2),x=L1...L1+LBp2) + 
(1/EI)*int(M0(2)*vM0(2),x=L1+LBp2...L1+L2) + (F/2)/c: 
 
d1 := (1/EI)*int(M1(1)*vM0(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M1(1)*vM0(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M1(1)*vM0(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) +                      
(1/EIt)*int(M1(1)*vM0(1),x=L1-LBp1...L1) + (1/EIt)*int(M1(2)*vM0(2),x=L1...L1+LBp2) + 
(1/EI)*int(M1(2)*vM0(2),x=L1+LBp2...L1+L2) + 1/c: 
> simplify(d0); 
F 3 LAp EI c L02 3 LAp2 EI c L0 LAp3 EI c 6 LAp EI c L1 L0 3 LAp2 EI c L1 3 LAp EI c L12 EIt c L13 EIt c LBp13 +  +  −  −  +  +  − (

3 EIt c L02 LAp 3 EIt c L0 LAp2 EIt c LAp3 6 EIt c L1 L0 LAp 3 EIt c L1 LAp2 3 EIt c L12 LAp LBp13 EI c −  −  −  +  +  −  + 

3 EI EIt + ) 6 EI EIt c/( )

 

> simplify(d1); 
2 L2 LAp EI c L0 L2 LAp2 EI c 2 L2 LAp EI c L1 L2 EIt c L12 L2 EIt c LBp12 2 L2 EIt c L0 LAp L2 EIt c LAp2−  −  +  +  −  +  + (−

2 L2 EIt c L1 LAp L2 LBp12 EI c 2 EI EIt −  +  − 2 EI EIt c)/( )

 

> d:=d0+X1*d1: 

Απλοποίησεις - Έλεγχος 
> unassign('lamda'); 
d0simple:=(F/(6*EI))*(L1^3 + lamda*(LAp^3+LBp1^3+3*LAp*(L1-L0)*(L1-L0-LAp)) + 3*EI/c); 

 := d0simple
F ⎛

⎝
⎜⎜

⎞
⎠
⎟⎟ +  + L13 lamda ( ) +  + LAp3 LBp13 3 LAp ( ) − L1 L0 ( ) −  − L1 L0 LAp 3 EI

c
6 EI  

> d1simple:=(-1/(2*EI))*((L1^2)*L2 + lamda*L2*G1 - 2*EI/c); 

 := d1simple −
 +  − L12 L2 lamda L2 ( ) −  +  − 2 L1 LAp 2 L0 LAp LBp12 LAp2 2 EI

c
2 EI  

> dsimple:=d0simple+X1*d1simple: 
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> lamda:=(EI-EIt)/EIt: 
> simplify(d-dsimple); 

0  

B.4 Φορέας πλήρους αποκόλλησης 

> restart; 

Επίλυση φορέα (ισοστατικός) 
> M0(1) := (F/2)*(-L1 + x):     M0(2) := 0: 
 
RForce  := 0: 
BForce  := (F/2) : 
MomentC := 0: 
MomentA := -(F/2)*L1: 
MomentB :=  0 : 

Βέλος δ 
> vM0(1):= M0(1)/(F/2): 
vM0(2):= M0(2)/(F/2): 

 
> d := (1/EI)*int(M0(1)*vM0(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M0(1)*vM0(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M0(1)*vM0(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) +                                    
(1/EIt)*int(M0(1)*vM0(1),x=L1-LBp1...L1) + (1/EIt)*int(M0(2)*vM0(2),x=L1...L1+LBp2) + 
(1/EI)*int(M0(2)*vM0(2),x=L1+LBp2...L1+L2) + (F/2)/c: 
> simplify(d); 
F 3 LAp EI c L02 3 LAp2 EI c L0 LAp3 EI c 6 LAp EI c L1 L0 3 LAp2 EI c L1 3 LAp EI c L12 EIt c L13 EIt c LBp13 +  +  −  −  +  +  − (

3 EIt c L02 LAp 3 EIt c L0 LAp2 EIt c LAp3 6 EIt c L1 L0 LAp 3 EIt c L1 LAp2 3 EIt c L12 LAp LBp13 EI c −  −  −  +  +  −  + 

3 EI EIt + ) 6 EI EIt c/( )

 

Απλοποίησεις - Έλεγχος 
> unassign('lamda'); 
G1:=2*L1*LAp-2*L0*LAp+LBp1^2-LAp^2: 
G2:=LAp+LBp1+LBp2: 
dsimple:=(F/(6*EI))*(L1^3 + lamda*(LAp^3+LBp1^3+3*LAp*(L1-L0)*(L1-L0-LAp)) + 3*EI/c); 

 := dsimple
F ⎛

⎝
⎜⎜

⎞
⎠
⎟⎟ +  + L13 lamda ( ) +  + LAp3 LBp13 3 LAp ( ) − L1 L0 ( ) −  − L1 L0 LAp 3 EI

c
6 EI  

> lamda:=(EI-EIt)/EIt: 
> simplify(d-dsimple); 

0  

B.5 Φορέας µερικής επαφής µε διατµητικές παραµορφώσεις 

> restart; 

Επίλυση φορέα (δύο φορές υπερστατικός) 
> M0(1) := (F/2)*(-L1 + x): M0(2) := 0: 
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M1(1) := L2:              M1(2) := L2-(x-L1): 
M2(1) := 1:               M2(2) := 1: 
V0(1) := F/2:             V0(2):=0:   
V1(1) := 0:               V1(2):=-1:   
V2(1) := 0:               V2(2):=0:   
 
F10 := (1/EI)*int(M0(1)*M1(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M0(1)*M1(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M0(1)*M1(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) + (1/EIt)*int(M0(1)*M1(1),x=L1-LBp1...L1) + 
(1/EIt)*int(M0(2)*M1(2),x=L1...L1+LBp2) + (1/EI)*int(M0(2)*M1(2),x=L1+LBp2...L1+L2) + 
0.5*F/c: 
 
F20 := (1/EI)*int(M0(1)*M2(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M0(1)*M2(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M0(1)*M2(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) + (1/EIt)*int(M0(1)*M2(1),x=L1-LBp1...L1) 
+(1/EIt)*int(M0(2)*M2(2),x=L1...L1+LBp2) + (1/EI)*int(M0(2)*M2(2),x=L1+LBp2...L1+L2): 
 
F11 := (1/EI)*int(M1(1)*M1(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M1(1)*M1(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M1(1)*M1(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) + (1/EIt)*int(M1(1)*M1(1),x=L1-LBp1...L1) + 
(1/EIt)*int(M1(2)*M1(2),x=L1...L1+LBp2) + (1/EI)*int(M1(2)*M1(2),x=L1+LBp2...L1+L2) +1/c 
+ (1/GAt)*int(V1(2)*V1(2),x=L1...L1+LBp2) + (1/GA)*int(V1(2)*V1(2),x=L1+LBp2...L1+L2): 
 
F22 := (1/EI)*int(M2(1)*M2(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M2(1)*M2(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M2(1)*M2(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) + (1/EIt)*int(M2(1)*M2(1),x=L1-LBp1...L1) 
+(1/EIt)*int(M2(2)*M2(2),x=L1...L1+LBp2) + (1/EI)*int(M2(2)*M2(2),x=L1+LBp2...L1+L2): 
 
F12 := (1/EI)*int(M1(1)*M2(1),x=0...L0) + (1/EIt)*int(M1(1)*M2(1),x=L0...L0+LAp) + 
(1/EI)*int(M1(1)*M2(1),x=L0+LAp...L1-LBp1) + (1/EIt)*int(M1(1)*M2(1),x=L1-LBp1...L1) 
+(1/EIt)*int(M1(2)*M2(2),x=L1...L1+LBp2) + (1/EI)*int(M1(2)*M2(2),x=L1+LBp2...L1+L2): 
 
F1s := F10 + x1*F11 + x2*F12: 
F2s := F20 + x1*F12 + x2*F22: 
 
xx := solve({F1s=0, F2s=0}, {x1, x2}): 
if (lhs(xx[1])=x1) then   
    X1 := rhs(xx[1]); 
    X2 := rhs(xx[2]); 
else   
    X1 := rhs(xx[2]); 
    X2 := rhs(xx[1]); 
end if; 
RForce  := X1: 
BForce  := 0.5*F + RForce: 
MomentC := X2: 
MomentA := -0.5*F*L1 + X1*L2 + X2*1: 
MomentB :=  0    + X1*L2 + X2*1: 
X1 1.500000000 F GAt GA 4. EIt2 L1 EI 4. EIt2 LBp1 EI 4. EIt2 LAp EI 4. LAp EI2 EIt 4. LBp2 EI2 EIt−  +  +  −  − ( := 

L22 EIt LBp1 2 EI c 4. L2 EIt2 EI 1. L22 EIt LAp2 EI c 2. L22 EIt LAp EI c L0 2. L22 EIt LAp EI c L1 +  −  −  −  + 

L22 EIt2 c L12 1. L22 EIt2 c LBp12 2. L22 EIt2 c L0 LAp L22 EIt2 c LAp2 2. L22 EIt2 c L1 LAp 4. EIt2 LBp2 EI +  −  +  +  −  + 

4. LBp1 EI2 EIt 2. c LBp22 EI2 LAp L0 2. c LBp22 EI2 LAp L1 4. c LBp22 EI EIt L0 LAp −  −  +  + 

4. c LBp22 EI EIt L1 LAp c LBp22 EI EIt L12 2. c LBp22 EI EIt LBp12 2. c LBp22 EI EIt LAp2 −  +  −  + 

1. c LBp22 EI2 LAp2 c LBp22 EI2 LBp12 2. c EIt2 LBp2 2 L0 LAp 2. c EIt2 LBp22 L1 LAp 1. c EIt2 LBp22 L12 −  +  −  +  − 
c EIt2 LBp22 LBp12 1. c EIt2 LBp22 LAp2 +  − ) 4. EIt L1 LBp23 EI c GAt GA 4. EIt2 L1 c GAt GA L23 + (

4. EIt2 L1 c GAt GA LBp23 12. EIt2 L1 EI GAt GA 12. EIt2 L1 LBp2 EI c GA 12. EIt2 LBp1 EI GAt GA −  +  +  − 

12. EIt2 L1 EI c GAt L2 12. EIt2 L1 EI c GAt LBp2 12. EIt2 LBp1 LBp2 EI c GA 8. EIt LBp1 LBp23 EI c GAt GA +  −  −  − 

4. EIt2 LBp1 c GAt GA L23 4. EIt2 LBp1 c GAt GA LBp2 3 8. EIt LAp LBp23 EI c GAt GA −  +  − 

12. EIt2 LBp1 EI c GAt L2 12. EIt2 LBp1 EI c GAt LBp2 4. LAp EI2 LBp23 c GAt GA 4. EIt2 LAp c GAt GA L23 −  +  +  − 

4. EIt2 LAp c GAt GA LBp23 12. EIt2 LAp EI GAt GA 12. EIt2 LAp LBp2 EI c GA 12. EIt2 LAp EI c GAt L2 +  −  −  − 
12. EIt2 LAp EI c GAt LBp2 4. LBp2 EI EIt c GAt GA L23 2. LBp24 EI EIt c GAt GA 4. LAp EI EIt c GAt GA L23 +  +  −  + 

12. LAp EI2 EIt GAt GA 12. LAp EI2 LBp2 EIt c GA 12. LAp EI2 EIt c GAt L2 12. LAp EI2 EIt c GAt LBp2 +  +  +  − 

LBp24 EI2 c GAt GA 4. L2 EIt2 c GAt GA LBp23 12. L2 EIt2 EI GAt GA 12. L2 EIt2 LBp2 EI c GA +  −  +  + 

12. L22 EIt2 EI c GAt 24. L2 EIt2 EI c GAt LBp2 6. LBp22 EI EIt c GAt GA L22 4. LBp23 EI EIt c GAt GA L2 +  −  −  + 

12. LBp2 EI2 EIt GAt GA 12. LBp22 EI2 EIt c GA 12. LBp2 EI2 EIt c GAt L2 12. LBp22 EI2 EIt c GAt +  +  +  − 

4. L23 EIt LBp1 EI c GAt GA L24 EIt2 c GAt GA 4. L23 EIt2 c GAt GA LBp2 6. L22 EIt2 c GAt GA LBp22 +  +  −  + 
EIt2 LBp24 c GAt GA 12. EIt2 LBp2 EI GAt GA 12. EIt2 LBp22 EI c GA 12. EIt2 LBp22 EI c GAt +  −  −  + 

4. LBp1 EI2 LBp23 c GAt GA 12. LBp1 EI2 EIt GAt GA 12. LBp1 EI2 LBp2 EIt c GA 12. LBp1 EI2 EIt c GAt L2 +  +  +  + 

12. LBp1 EI2 EIt c GAt LBp2 − )

 



Συµβολ ική  επ ίλυση  του  φορέα  βραχέος  ταυ   ■  443 
 

 

X2 0.5000000000 1. GAt GA L23 LAp2 EIt2 c 3. GAt GA L2 LAp2 c EIt2 LBp22 2. GAt GA L23 EIt2 L1 LAp c−  +  + ( := 

6. GAt GA L2 EIt2 L1 c LBp2 2 LAp 4. LAp EIt2 L1 c GAt GA LBp23 2. LAp2 EIt2 c GAt GA LBp23 −  +  − 

6. GAt GA L2 EIt2 c LBp22 L0 LAp 3. GAt GA L2 EIt2 c LBp22 L12 4. LAp L0 EIt2 c GAt GA LBp23 +  +  − 

2. GAt GA L23 EIt2 LAp c L0 1. GAt GA L23 EIt2 c L12 2. EIt2 L12 LBp23 c GAt GA 2. EI2 LAp2 LBp23 c GAt GA −  −  −  − 

6. EI2 GAt GA L2 c LBp22 LAp L1 12. EI2 GAt GA L2 EIt LAp 3. EI2 GAt GA L2 LAp2 c LBp22 −  +  + 

6. EI2 LAp2 EIt c GAt LBp2 6. EI2 LAp2 EIt GAt GA 6. EI2 LAp2 LBp2 EIt c GA 12. EI2 GAt GA L2 LBp2 EIt +  −  −  + 
12. EI2 LAp L1 EIt c GAt L2 12. EI2 LAp L1 EIt c GAt LBp2 6. EI2 GAt GA LBp22 EIt 6. EI2 LAp2 EIt c GAt L2 +  −  −  − 

6. EI2 GAt GA L2 c LBp22 LAp L0 4. EI2 LAp L0 LBp23 c GAt GA 12. EI2 LAp L0 EIt GAt GA +  −  − 

12. EI2 LAp L0 LBp2 EIt c GA 12. EI2 LAp L0 EIt c GAt L2 12. EI2 LAp L0 EIt c GAt LBp2 −  −  + 

4. EI2 LAp L1 LBp23 c GAt GA 12. EI2 LAp L1 EIt GAt GA 12. EI2 LAp L1 LBp2 EIt c GA 6. EI LAp2 EIt2 GAt GA +  +  +  + 

6. EI GAt GA LBp22 EIt2 6. EI GAt GA L22 EIt2 6. EI EIt2 L12 GAt GA EI GAt GA L23 LAp2 EIt c +  +  +  + 

6. EI GAt GA L2 LAp2 c LBp2 2 EIt 4. EI LAp2 EIt LBp23 c GAt GA 12. EI GAt GA L2 EIt L1 c LBp22 LAp −  +  + 
12. EI LAp EIt2 L1 LBp2 c GA 12. EI LAp EIt2 L1 c GAt L2 8. EI LAp EIt L1 LBp23 c GAt GA −  −  − 

12. EI LAp EIt2 L1 GAt GA 6. EI LAp2 EIt2 c GAt LBp2 12. EI LAp EIt2 L1 c GAt LBp2 6. EI LAp2 EIt2 LBp2 c GA −  −  +  + 

6. EI LAp2 EIt2 c GAt L2 12. EI LAp L2 EIt2 GAt GA 12. EI GAt GA L2 EIt2 L1 +  −  + 

12. EI GAt GA L2 EIt c LBp22 LAp L0 12. EI GAt GA L2 EIt2 LBp2 12. EI LAp L0 EIt2 c GAt L2 −  −  + 

12. EI LAp L0 EIt2 c GAt LBp2 12. EI LAp L0 EIt2 GAt GA 2. EI GAt GA L23 EIt LAp c L0 −  +  + 

2. EI GAt GA L23 EIt LAp c L1 3. EI GAt GA L2 c LBp22 EIt L12 12. EI LAp L0 EIt2 LBp2 c GA −  −  + 
8. EI LAp L0 EIt LBp23 c GAt GA 6. EI EIt2 L12 c GAt L2 6. EI EIt2 L12 c GAt LBp2 +  +  − 

2. EI EIt L12 LBp23 c GAt GA 6. EI EIt2 L12 LBp2 c GA 3. LBp12 EI2 GAt GA L2 c LBp22 +  +  − 

2. LBp12 EI2 LBp23 c GAt GA 6. LBp1 2 EI2 EIt GAt GA 6. LBp12 EI2 LBp2 EIt c GA 6. LBp12 EI2 EIt c GAt L2 +  +  +  + 

6. LBp12 EI2 EIt c GAt LBp2 6. LBp12 L2 EIt2 EI c GAt 6. LBp12 EIt2 EI c GAt LBp2 6. LBp12 EIt2 LBp2 EI c GA −  −  +  − 

6. LBp12 EI EIt c GAt GA L2 LBp22 1. LBp12 EI EIt c GAt GA L23 4. LBp12 EIt LBp23 EI c GAt GA +  −  − 

6. LBp12 EIt2 EI GAt GA 3. LBp12 GAt GA L2 EIt2 c LBp22 LBp12 L23 EIt2 c GAt GA −  −  + 
2. LBp12 EIt2 c GAt GA LBp23 12. LBp1 L2 EIt GAt GA EI2 12. LBp1 L2 EIt2 EI GAt GA +  +  − ) F (

4. EIt L1 LBp23 EI c GAt GA 4. EIt2 L1 c GAt GA L23 4. EIt2 L1 c GAt GA LBp23 12. EIt2 L1 EI GAt GA +  −  + 

12. EIt2 L1 LBp2 EI c GA 12. EIt2 LBp1 EI GAt GA 12. EIt2 L1 EI c GAt L2 12. EIt2 L1 EI c GAt LBp2 +  −  +  − 

12. EIt2 LBp1 LBp2 EI c GA 8. EIt LBp1 LBp23 EI c GAt GA 4. EIt2 LBp1 c GAt GA L23 −  −  − 

4. EIt2 LBp1 c GAt GA LBp23 8. EIt LAp LBp23 EI c GAt GA 12. EIt2 LBp1 EI c GAt L2 +  −  − 

12. EIt2 LBp1 EI c GAt LBp2 4. LAp EI2 LBp23 c GAt GA 4. EIt2 LAp c GAt GA L23 4. EIt2 LAp c GAt GA LBp23 +  +  −  + 
12. EIt2 LAp EI GAt GA 12. EIt2 LAp LBp2 EI c GA 12. EIt2 LAp EI c GAt L2 12. EIt2 LAp EI c GAt LBp2 −  −  −  + 

4. LBp2 EI EIt c GAt GA L23 2. LBp24 EI EIt c GAt GA 4. LAp EI EIt c GAt GA L23 12. LAp EI2 EIt GAt GA +  −  +  + 

12. LAp EI2 LBp2 EIt c GA 12. LAp EI2 EIt c GAt L2 12. LAp EI2 EIt c GAt LBp2 LBp24 EI2 c GAt GA +  +  −  + 

4. L2 EIt2 c GAt GA LBp23 12. L2 EIt2 EI GAt GA 12. L2 EIt2 LBp2 EI c GA 12. L22 EIt2 EI c GAt −  +  +  + 

24. L2 EIt2 EI c GAt LBp2 6. LBp22 EI EIt c GAt GA L22 4. LBp23 EI EIt c GAt GA L2 12. LBp2 EI2 EIt GAt GA −  −  +  + 

12. LBp22 EI2 EIt c GA 12. LBp2 EI2 EIt c GAt L2 12. LBp22 EI2 EIt c GAt 4. L23 EIt LBp1 EI c GAt GA +  +  −  + 
L24 EIt2 c GAt GA 4. L23 EIt2 c GAt GA LBp2 6. L22 EIt2 c GAt GA LBp22 EIt2 LBp24 c GAt GA +  −  +  + 

12. EIt2 LBp2 EI GAt GA 12. EIt2 LBp22 EI c GA 12. EIt2 LBp22 EI c GAt 4. LBp1 EI2 LBp23 c GAt GA −  −  +  + 

12. LBp1 EI2 EIt GAt GA 12. LBp1 EI2 LBp2 EIt c GA 12. LBp1 EI2 EIt c GAt L2 12. LBp1 EI2 EIt c GAt LBp2 +  +  +  − )
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