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Στην οικογένεια µου, 
που είναι πάντα δίπλα µου 
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ  

 

 Η παρούσα διδακτορική διατριβή εκπονήθηκε στο Εργαστήριο Υδραυλικής του 

Τοµέα Υδατικών Πόρων και Περιβάλλοντος της Σχολής Πολιτικών Μηχανικών Ε.Μ.Π.  

Η διατριβή χρηµατοδοτήθηκε από το Πρόγραµµα Ενίσχυσης Ερευνητικού ∆υναµικού 

(ΠΕΝΕ∆) 2003 της Γενικής Γραµµατείας ΄Ερευνας και Τεχνολογίας.    

 

 Στον επιβλέποντα της παρούσας διδακτορικής διατριβής, Αναστάσιο Στάµου, 

Καθηγητή Ε.Μ.Π., θέλω να εκφράσω βαθύτατη εκτίµηση και ευγνωµοσύνη για τη 

βοήθειά του στην επιλογή του θέµατος της διατριβής, την ενθάρρυνσή του στο 

ξεκίνηµα µου, τη συνεχή επιστηµονική του καθοδήγηση, την πρόθυµη συµµετοχή του 

στην επίλυση των προβληµάτων που παρουσιάστηκαν και κυρίως την εµπιστοσύνη 

που µου έδειξε και την ηθική στήριξη που µου παρείχε.  

 

 Θερµές ευχαριστίες απευθύνονται στους Γεώργιο Χριστοδούλου, Καθηγητή 

Ε.Μ.Π. και Αικατερίνη Νάνου–Γιάνναρου, Λέκτορα Ε.Μ.Π., µέλη της συµβουλευτικής 

επιτροπής, για τις εποικοδοµητικές συζητήσεις και τις ουσιαστικές υποδείξεις τους 

κατά τη διάρκεια εκπόνησης της διατριβής. Στην κα Νάνου–Γιάνναρου οφείλω 

ιδιαίτερες ευχαριστίες για τις πολύτιµες οδηγίες που µου έδωσε σχετικά µε το 

απαιτούµενο γνωστικό υπόβαθρο και τις πολλές ώρες συνεργασίας στο γραφείο της 

για την επίλυση προβληµάτων.   

 

 Αισθάνοµαι την ανάγκη να ευχαριστήσω επίσης τον Roger A. Falconer, 

Καθηγητή του Πανεπιστηµίου του Cardiff, για τη δυνατότητα που µου έδωσε να 

διεξάγω το πειραµατικό τµήµα της διδακτορικής διατριβής στο εργαστήριο Hyder 

Hydraulics του Πανεπιστηµίου του Cardiff. Η καθοδήγηση τόσο του ίδιου, όσο και της 

Bettina Bockelmann–Evans, Λέκτορα του πανεπιστηµίου του Cardiff, κατά τη 

διάρκεια διεξαγωγής των πειραµάτων ήταν πολύ σηµαντική.   

 

 Στους Ανδρέα Ανδρεαδάκη, Καθηγητή Ε.Μ.Π., Γεώργιο Καρατζά, Καθηγητή του 

Πολυτεχνείου Κρήτης, Χρήστο Μπαµπατζιµόπουλο, Καθηγητή του Αριστοτέλειου 

Πανεπιστηµίου Θεσσαλονίκης και Βασίλειο Τσιχριντζή, Καθηγητή ∆.Π.Θ., 

απευθύνονται θερµές ευχαριστίες για την προθυµία τους να αποτελέσουν µέλη της 

επταµελούς εξεταστικής επιτροπής της παρούσας διδακτορικής διατριβής.    
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 Ευχαριστώ επίσης όλους τους συναδέλφους στο Εργαστήριο Υδραυλικής για τη 

βοήθεια και τη συµπαράστασή τους.  

 

 Τέλος, στην οικογένειά µου και στον αγαπηµένο µου Μανόλη οφείλω το 

µεγαλύτερο ευχαριστώ για την ανεξάντλητη υποµονή και την αµέριστη ηθική και 

οικονοµική συµπαράσταση.      

 

Κατερίνα Σπανουδάκη 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

 Τα επιφανειακά και τα υπόγεια νερά δεν αποτελούν µεµονωµένες συνιστώσες 

του υδρολογικού κύκλου. Αντιθέτως, πολύ συχνά αλληλεπιδρούν µεταξύ τους µέσω 

της κοινής τους διεπιφάνειας µε αποτέλεσµα να επηρεάζεται τόσο η ποσότητα όσο 

και η ποιότητά τους. Η εκτίµηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και 

υπόγειων νερών έχει µεγάλη σηµασία για την αποτελεσµατική διαχείριση των 

υδατικών πόρων. Σηµαντικά εργαλεία για την πρόβλεψη της αλληλεπίδρασης ροής 

και ρύπανσης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών και την κατάστρωση 

αποτελεσµατικών διαχειριστικών σχεδίων αποτελούν τα αριθµητικά µοντέλα.  

 

 Αντικείµενο της παρούσας διδακτορικής διατριβής ήταν η αριθµητική 

προσοµοίωση και η πειραµατική διερεύνηση της αλληλεπίδρασης ροής και 

ρύπανσης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών. Αναπτύχθηκε ένα τρισδιάστατο 

ολοκληρωµένο αριθµητικό µοντέλο επιφανειακών–υπόγειων υδάτων (Integrated 

suRface watEr–grouNdwater modEl, IRENE), το οποίο αποτελείται από (α) 

ολοκληρωµένο υδροδυναµικό µοντέλο επιφανειακών–υπόγειων νερών (IRENE–

HYD) και (β) ολοκληρωµένο µοντέλο ποιότητας επιφανειακών–υπόγειων νερών 

(IRENE–QUAL). Οι υπολογιστικοί κώδικες καταστρώθηκαν σε γλώσσα 

προγραµµατισµού FORTRAN 95.   

 

 Το IRENE–HYD αποτελείται από (α) τρισδιάστατο υπό–µοντέλο ροής 

επιφανειακών νερών και (β) τρισδιάστατο υπό–µοντέλο ροής υπόγειων νερών. Στο 

υπό–µοντέλο ροής επιφανειακών νερών του IRENE–HYD επιλύονται οι εξισώσεις 

συνέχειας και ποσότητας κίνησης για ρηχά νερά σταθερής πυκνότητας. Στο υπό–

µοντέλο ροής υπόγειων νερών επιλύεται η µερική διαφορική εξίσωση που περιγράφει 

την τρισδιάστατη µη µόνιµη ροή υπόγειων υδάτων στην κορεσµένη ζώνη 

ετερογενούς ανισότροπου πορώδους µέσου. Για την επίλυση των εξισώσεων ρηχών 

νερών χρησιµοποιείται ένα ηµι–πεπλεγµένο σχήµα πεπερασµένων διαφορών, ενώ η 

εξίσωση που περιγράφει τη ροή των υπόγειων νερών επιλύεται εφαρµόζοντας ένα 

πλήρως πεπλεγµένο σχήµα πεπερασµένων διαφορών. Οι εξισώσεις που διέπουν τη 

ροή των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων συνδυάζονται στην κοινή 

διεπιφάνεια των επιφανειακών–υπόγειων νερών µέσω του νόµου του Darcy και 

επιλύονται εφαρµόζοντας είτε (α) έναν αλγόριθµο ταυτόχρονης συνδυασµένης 

επίλυσης, είτε (β) έναν αλγόριθµο εσωτερικού συνδυασµού.  
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 Σύµφωνα µε τον αλγόριθµο της ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης, οι 

συνδυασµένες εξισώσεις των επιφανειακών και των υπόγειων νερών επιλύονται 

ταυτόχρονα σε κάθε χρονικό βήµα προκειµένου να προσδιορισθούν οι µεταβλητές 

της ροής των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων. Το ηµι–πεπλεγµένο 

αριθµητικό σχήµα που χρησιµοποιείται για την επίλυση των εξισώσεων που διέπουν 

τη ροή των επιφανειακών υδάτων επιτρέπει την ταυτόχρονη επίλυση των εξισώσεων 

των επιφανειακών και των υπόγειων νερών µε τρόπο ο οποίος δεν είναι 

υπολογιστικά δαπανηρός. Ο αλγόριθµος της ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης 

προϋποθέτει τη χρήση κοινού µεγέθους χρονικού βήµατος κατά την επίλυση των 

εξισώσεων που διέπουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων. 

Σύµφωνα µε τον αλγόριθµο εσωτερικού συνδυασµού, οι εξισώσεις των επιφανειακών 

και των υπόγειων νερών επιλύονται χωριστά, αλλά επαναληπτικά στο ίδιο χρονικό 

βήµα, υπολογίζοντας σε κάθε επανάληψη το ρυθµό διήθησης επιφανειακού νερού 

προς τον υπόγειο υδροφορέα ή τροφοδοσίας του επιφανειακού υδάτινου σώµατος 

από τα υπόγεια νερά µέσω του νόµου του Darcy. Η διαδοχική επαναληπτική επίλυση 

των εξισώσεων των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων σε κάθε χρονικό βήµα, 

ολοκληρώνεται όταν επιτευχθεί η επιθυµητή σύγκλιση για τις τιµές της στάθµης της 

ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών νερών και των πιεζοµετρικών φορτίων των 

υπόγειων νερών. Ο αλγόριθµος του εσωτερικού συνδυασµού επιτρέπει τη χρήση 

διαφορετικού µεγέθους χρονικού βήµατος για την επίλυση των εξισώσεων των 

επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων.  

 

 Το IRENE–HYD µπορεί να εφαρµοστεί για την εκτίµηση της αλληλεπίδρασης 

µεταξύ υπόγειων νερών και παράκτιων υδάτων, εκβολών ποταµών, υγροτόπων ή 

λιµνών, σε περιπτώσεις όπου µπορεί να γίνει η παραδοχή ρηχών νερών αλλά η 

υπόθεση πως οι ταχύτητες ροής είναι περίπου οριζόντιες και δε µεταβάλλονται 

σηµαντικά µε το βάθος δεν είναι ρεαλιστική, οπότε θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί ένα 

τρισδιάστατο αριθµητικό µοντέλο για την προσοµοίωση της υδροδυναµικής 

κυκλοφορίας στο επιφανειακό υδάτινο σώµα. Σηµαντικά χαρακτηριστικά του IRENE–

HYD αποτελούν (α) η απλή και πρωτότυπη µέθοδος εκτίµησης της χρονικά 

µεταβαλλόµενης θέσης της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων νερών, (β) η 

ικανότητα εκτίµησης της επιφάνειας διήθησης (seepage face) και (γ) η ικανότητα 

εκτίµησης της χρονικά µεταβαλλόµενης θέσης της ελεύθερης επιφάνειας 

επιφανειακών και υπόγειων νερών σε συστήµατα επιφανειακών–υπόγειων υδάτων, 

σε δύσκολες περιπτώσεις όπου λαµβάνει χώρα διαβροχή και ξήρανση περιοχών του 

υπολογιστικού πεδίου.  
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 Η ακρίβεια των αριθµητικών µεθόδων που εφαρµόζονται στο IRENE–HYD για 

την επίλυση των εξισώσεων που περιγράφουν τη ροή των επιφανειακών και των 

υπόγειων υδάτων και τη µεταξύ τους αλληλεπίδραση ελέγχθηκε συγκρίνοντας τα 

αποτελέσµατα του µοντέλου µε αναλυτικές λύσεις των εξισώσεων που ισχύουν για 

απλές περιπτώσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών, 

καθώς και µε αριθµητικές λύσεις µαθηµατικών µοντέλων των οποίων η αξιοπιστία και 

η ακρίβεια είναι αποδεκτή. Ο έλεγχος της ακρίβειας του IRENE–HYD 

πραγµατοποιήθηκε διερευνώντας έξι διαφορετικές περιπτώσεις, οι οποίες 

επιλέχθηκαν έτσι ώστε να είναι δυνατή η αξιολόγηση διαφορετικών συνιστωσών του 

µοντέλου. Πιο συγκεκριµένα, εξετάστηκαν: (1) η µέθοδος εκτίµησης της θέσης της 

ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων, (2) η µέθοδος διαβροχής και ξήρανσης 

υπολογιστικών κελιών του επιφανειακού υδάτινου σώµατος, (3) η ικανότητα του 

IRENE–HYD να εκτιµήσει τη χρονικά µεταβαλλόµενη θέση της ελεύθερης επιφάνειας 

επιφανειακών και υπόγειων νερών σε συστήµατα επιφανειακών–υπόγειων υδάτων 

όταν λαµβάνει χώρα διαβροχή και ξήρανση περιοχών του υπολογιστικού πεδίου, (4) 

η ικανότητα του IRENE–HYD να εκτιµήσει τη χρονικά µεταβαλλόµενη θέση της 

ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων νερών σε συστήµατα επιφανειακών–υπόγειων 

υδάτων, (5) η ικανότητα του IRENE–HYD να προσοµοιώνει την αλληλεπίδραση 

µεταξύ λιµνών και υπόγειων νερών και (6) η ικανότητα του IRENE–HYD να 

προσοµοιώνει την αλληλεπίδραση µεταξύ υδατορευµάτων και υπόγειων νερών.  

 

 Το ολοκληρωµένο µοντέλο ποιότητας επιφανειακών–υπόγειων νερών IRENE–

QUAL αποτελείται από (α) τρισδιάστατο υπό–µοντέλο ποιότητας επιφανειακών 

νερών και (β) τρισδιάστατο υπό–µοντέλο ποιότητας υπόγειων νερών. Στο υπό–

µοντέλο ποιότητας επιφανειακών νερών του IRENE–QUAL επιλύεται η εξίσωση που 

περιγράφει τη µεταφορά, διάχυση και τις φυσικές, χηµικές ή βιολογικές διεργασίες 

που υφίσταται ρύπος που εισάγεται σε τρισδιάστατο τυρβώδες πεδίο ροής 

επιφανειακών νερών. Αντίστοιχα, στο υπό–µοντέλο ποιότητας υπόγειων νερών 

επιλύεται η εξίσωση που περιγράφει τη µεταφορά, διασπορά και τις φυσικές, χηµικές 

ή βιολογικές διεργασίες που υφίσταται ρύπος που εισάγεται σε τρισδιάστατο πεδίο 

ροής υπόγειων υδάτων. Το IRENE–QUAL µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την 

εκτίµηση της αλληλεπίδρασης της ρύπανσης µεταξύ επιφανειακών υδάτινων 

σωµάτων και υπόγειων νερών για περιπτώσεις συντηρητικών ρύπων ή ρύπων των 

οποίων η βιολογική ή ραδιενεργός διάσπαση ακολουθεί κινητική πρώτης τάξης. Στο 

υπό–µοντέλο ποιότητας υπόγειων νερών του IRENE–QUAL είναι δυνατόν να 

προσοµοιωθεί η προσρόφηση ρύπου από το πορώδες µέσο, η οποία θεωρείται ότι 

περιγράφεται από τη γραµµική ισόθερµη προσρόφησης ισορροπίας, την ισόθερµη 
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προσρόφησης ισορροπίας Freundlich ή την ισόθερµη προσρόφησης ισορροπίας 

Langmuir. Λόγω του µικτού υπερβολικού–παραβολικού χαρακτήρα των εξισώσεων 

µεταφοράς–τυρβώδους διάχυσης ρύπων σε επιφανειακά νερά και µεταφοράς–

διασποράς ρύπων σε υπόγεια νερά, στο IRENE–QUAL συµπεριλαµβάνονται 

διάφορα αριθµητικά σχήµατα για την αποτελεσµατική επίλυση των όρων µεταφοράς 

και των όρων τυρβώδους διάχυσης ή υδροδυναµικής διασποράς των εξισώσεων. Οι 

όροι τυρβώδους διάχυσης και διασποράς επιλύονται χρησιµοποιώντας ρητό ή 

πεπλεγµένο σχήµα κεντρικών διαφορών. Οι όροι µεταφοράς µπορούν να επιλυθούν 

εφαρµόζοντας (α) ρητό σχήµα ανάντη διαφορών, (β) ένα µικτό αριθµητικό σχήµα 

Euler–Lagrange ή (γ) το ρητό σχήµα TVD (Total Variation Diminishing) τρίτης τάξης 

ULTIMATE–QUICKEST.   

 

 Οι εξισώσεις των υπό–µοντέλων ποιότητας επιφανειακών και υπόγειων υδάτων 

του IRENE–QUAL συνδυάζονται στην κοινή διεπιφάνεια των επιφανειακών–

υπόγειων νερών υπολογίζοντας –σε αντίθεση µε προηγούµενες εργασίες–  τη ροή 

µάζας ρύπου εγκάρσια προς την κοινή διεπιφάνεια µεταξύ επιφανειακών και 

υπόγειων νερών, που οφείλεται τόσο στο µηχανισµό της µεταφοράς όσο και στο 

µηχανισµό της διασποράς. Αν χρησιµοποιηθεί κοινό µέγεθος χρονικού βήµατος στα 

υπό–µοντέλα ποιότητας των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων, οι 

συνδυασµένες εξισώσεις ποιότητας των επιφανειακών και των υπόγειων νερών 

γράφονται υπό τη µορφή ενός συστήµατος αλγεβρικών εξισώσεων, οι οποίες 

επιλύονται ταυτόχρονα σε κάθε χρονικό βήµα µε τη µέθοδο συζυγών κλίσεων ή µε τη 

µέθοδο LANCZOS/ORTHOMIN µε προρύθµιση µη πλήρους διάσπασης κατά 

Cholesky. Εναλλακτικά, για περιπτώσεις συστηµάτων επιφανειακών–υπόγειων 

νερών µεγάλης έκτασης, µε σηµαντικά διαφορετικές χρονικές κλίµακες στη ροή των 

επιφανειακών και των υπόγειων νερών και συνεπώς στη µεταφορά ρύπων, µπορεί 

να χρησιµοποιηθεί διαφορετικό µέγεθος χρονικού βήµατος στα υπό–µοντέλα 

ποιότητας των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων. Στην περίπτωση αυτή, οι 

εξισώσεις που περιγράφουν τη συµπεριφορά ποιοτικών παραµέτρων σε επιφανειακά 

και υπόγεια νερά επιλύονται διαδοχικά, αλλά επαναληπτικά σε κάθε χρονικό βήµα 

του υπό–µοντέλου ποιότητας των υπόγειων υδάτων, έως ότου επιτευχθεί η 

επιθυµητή σύγκλιση για τις τιµές των συγκεντρώσεων των ποιοτικών παραµέτρων σε 

επιφανειακά και υπόγεια νερά.   

 

 Η ακρίβεια των αριθµητικών µεθόδων που χρησιµοποιούνται στο IRENE–QUAL 

ελέγχθηκε συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα του µοντέλου µε τα αποτελέσµατα 

διαθέσιµων αναλυτικών λύσεων. Το IRENE–QUAL εφαρµόστηκε επίσης σε µία 
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υποθετική περίπτωση αλληλεπίδρασης ροής και ρύπανσης µεταξύ υδροφορέα και 

υδατορεύµατος. Τα αποτελέσµατα του IRENE–QUAL για αυτήν περίπτωση 

αξιολογήθηκαν ποιοτικά και διαπιστώθηκε η ικανότητα του µοντέλου του να εκτιµά τα 

ρυπαντικά φορτία σε ένα σύστηµα επιφανειακών–υπόγειων νερών.  

 

 Η πειραµατική διερεύνηση του φαινοµένου της αλληλεπίδρασης µεταξύ 

επιφανειακών και υπόγειων νερών πραγµατοποιήθηκε στο εργαστήριο Hyder 

Hydraulics του Πανεπιστηµίου του Cardiff υπό την επίβλεψη του Καθηγητή Roger A. 

Falconer, διευθυντή του εργαστηρίου. Η διεξαγωγή των πειραµάτων έγινε σε δύο 

φάσεις. Κατά την Α΄ Φάση διερευνήθηκε η αλληλεπίδραση ροής και ρύπανσης 

µεταξύ υδατορεύµατος και υπόγειου υδροφορέα σε πειραµατική διάταξη η οποία 

περιελάµβανε ευθύγραµµο κανάλι ορθογωνικής διατοµής το οποίο διερχόταν µέσα 

από οµογενή και ισότροπο υδροφορέα, ο οποίος κατασκευάσθηκε από ειδικό 

πορώδες υλικό του εµπορίου (polyurethane foam). ∆ηµιουργήθηκαν συνθήκες 

µόνιµης ροής και µετρήθηκαν: (α) η στάθµη του νερού στο πορώδες µέσο και (β) οι 

συγκεντρώσεις συντηρητικού δείκτη (Ροδαµίνη WT) στο πορώδες µέσο. Κατά τη Β΄ 

Φάση διεξαγωγής των πειραµατικών µετρήσεων διερευνήθηκε η αλληλεπίδραση 

ροής και ρύπανσης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών σε πειραµατική 

διάταξη η οποία κατασκευάσθηκε µε στόχο την προσοµοίωση ιδεατής υδρολογικής 

λεκάνης που περιλαµβάνει υδατόρευµα και µικρή λίµνη, τα οποία επικοινωνούν µέσω 

αµµώδους φράγµατος. ∆ηµιουργήθηκαν συνθήκες µόνιµης και µη µόνιµης ροής και 

µετρήθηκαν (α) η στάθµη του νερού στο αµµώδες φράγµα και στα επιφανειακά νερά 

και (β) οι συγκεντρώσεις συντηρητικού δείκτη στο αµµώδες φράγµα και στο 

υδατόρευµα. Οι συνθήκες µη µόνιµης ροής δηµιουργήθηκαν επιβάλλοντας 

παλιρροιακούς κυµατισµούς στο κατάντη όριο του υδατορεύµατος µε τη βοήθεια 

υπερχειλιστή. ∆οκιµάστηκαν διάφορες περίοδοι κυµατισµών ώστε να επιτευχθούν 

διαφορετικές συνθήκες ροής µεταξύ του υδατορεύµατος και της λίµνης. Οι 

πειραµατικές µετρήσεις των Φάσεων Α΄ και Β΄ χρησιµοποιήθηκαν για τη ρύθµιση και 

την επιβεβαίωση του IRENE. Κατά την επιβεβαίωση του µοντέλου, η σύγκλιση 

µεταξύ των αριθµητικών και των πειραµατικών αποτελεσµάτων ήταν πολύ 

ικανοποιητική. Τέλος, το IRENE εφαρµόστηκε στην περιοχή των υδρολογικών 

λεκανών Αχελώου–Λυσιµαχείας–Τριχωνίδας.     
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EXTENDED ABSTRACT 

 

 Surface water and groundwater are not isolated components of the hydrologic 

cycles. Instead, all surface water bodies (e.g. streams, lakes, wetlands and 

estuaries) are often hydraulically connected to groundwater and the interaction 

between them affects both their quantity and quality. Effective water resources 

management requires a realistic and detailed description of the interactions between 

surface water and groundwater. Coupled modelling of surface and subsurface 

systems is a valuable tool for quantifying surface water–groundwater interactions. 

 

 The objectives of the present research work were: (a) the numerical modelling 

and (b) the experimental investigation of flow and pollution interaction between 

surface water and groundwater. A 3–D Integrated suRface watEr–grouNdwater 

modEl (IRENE) was developed, which consists of (a) an integrated surface water–

groundwater flow model (IRENE–HYD) and (b) an integrated surface water–

groundwater quality model (IRENE–QUAL). IRENE is written in FORTRAN 95 

programming language.  

 

 IRENE–HYD consists of (a) a 3–D surface water flow sub–model and (b) a 3–D 

saturated groundwater flow sub–model. The governing equations of the surface 

water flow sub–model of IRENE–HYD are the continuity and momentum equations 

describing constant density shallow water flows. The momentum equations are 

derived from the 3-D, non-steady state Navier–Stokes equations after Reynolds 

averaging and with the assumption that the pressure distribution is hydrostatic. The 

groundwater flow sub–model of IRENE–HYD solves the equation for 3–D saturated 

groundwater flow of constant density in heterogeneous anisotropic porous media. 

The governing equations of the surface water flow sub–model are solved using a 

semi–implicit finite difference scheme; while the groundwater flow equation is solved 

using a fully implicit finite difference scheme. The surface water and groundwater 

flow equations are coupled at the common interface of the surface water and 

groundwater bodies using Darcy’s law and are solved simultaneously in such a 

fashion, which guarantees computational efficiency at a low computational cost.  

 

 The above-described simultaneous solution algorithm requires the use of a 

common time step size for the temporal discretisation of the governing surface water 

and groundwater flow equations of IRENE–HYD. This constraint can occasionally 
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result in long simulation periods due to the different time scales, which apply in 

surface water and groundwater flows. Therefore, an alternative iterative solution 

algorithm is also included in IRENE–HYD, which allows for the use of different time 

step sizes for the surface water and groundwater flow equations. Under this 

algorithm, several surface water time steps may be solved for each groundwater time 

step. The surface water and groundwater flow equations are solved subsequently, 

but iteratively several times in each groundwater time step. At each iteration, Darcy’s 

law is used to compute the specific discharge at the common surface water–

groundwater interface. The subsequent iterative solution of the surface water and 

groundwater flow equations at each time step, continues until sufficient convergence 

is achieved for the surface water free surface elevation and the groundwater 

piezometric head values.               

 

 IRENE–HYD can be used for modelling the interaction between groundwater and 

coastal waters, estuaries, wetlands and lakes, in cases where the shallow water 

approximation can be made but the assumption that the velocities are nearly 

horizontal and surface water flow does not exhibit a 3–D structure is not valid, 

therefore a 3–D model should be used for the simulation of surface water flow. Some 

important properties of IRENE–HYD are the following: (a) the simple and novel 

approach for estimating the groundwater free surface elevation, (b) its ability to 

estimate the seepage face created at the downstream external boundary of the 

groundwater flow domain between the phreatic surface and the free surface of the 

external surface water body and (c) its ability to estimate the location of the moving 

surface water and groundwater free surface, in difficult cases where wetting and/or 

drying of parts of the computational domain takes place.         

 

 The accuracy of the numerical methods used in IRENE–HYD were tested by 

comparing the model results with the results of available analytical solutions for 

simple cases of surface water–groundwater interaction, as well as the results of other 

widely applied and well–accepted numerical models. IRENE–HYD was applied to six 

test cases, which were chosen so that different components of the model could be 

verified. In more detail, the following components of the model were tested: (1) its 

ability to estimate the groundwater free surface elevation, (2) the wetting and drying 

method employed in the surface water flow sub–model, (3) its ability to predict the 

location of the moving surface water and groundwater free surface in cases where 

wetting and drying of parts of the computational domain takes place, (4) its ability to 

estimate the temporal evolution of the groundwater free surface elevation in surface 
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water–groundwater systems, (5) its ability to simulate lake–aquifer interaction and (6) 

its ability to simulate stream–aquifer interaction.           

  

 The integrated surface water–groundwater quality model IRENE–QUAL, consists 

of (a) a 3–D surface water quality sub–model and (b) a 3–D groundwater quality sub–

model. The surface water quality sub–model of IRENE–QUAL solves the partial 

differential equation describing the fate and transport of contaminants introduced in a 

3–D turbulent flow field and the groundwater quality sub–model of IRENE–QUAL 

solves the partial differential equation describing the fate and transport of 

contaminants in 3–D transient groundwater flow systems. IRENE–QUAL can be used 

for modelling pollution interaction between surface water and groundwater for cases 

of conservative pollutants or non–conservative pollutants undergoing first–order 

kinetic reactions. The groundwater quality sub–model of IRENE–QUAL is capable of 

handling equilibrium–controlled linear or non–linear sorption, described by the 

Freundlich or Langmuir isotherms. Due to the dual hyperbolic–parabolic nature of the 

advection–turbulent diffusion equation describing contaminant transport in surface 

waters and the advection–dispersion equation describing contaminant transport in 

groundwater, several different numerical schemes are included in IRENE–QUAL for 

the solution of the advection and turbulent diffusion or hydrodynamic dispersion 

terms of these equations. The turbulent diffusion and hydrodynamic dispersion terms 

are solved using an explicit or an implicit central differencing scheme. The advection 

terms can be solved using (a) an explicit upstream differencing scheme, (b) a mixed 

Eulerian–Lagrangian numerical scheme or (c) the explicit third–order TVD (Total 

Variation Diminishing) ULTIMATE–QUICKEST scheme.                       

 

 The governing equations of the surface water and groundwater quality sub–

models of IRENE–QUAL are coupled at the common surface water–groundwater 

interface through the total contaminant mass flux (advective and dispersive) normal 

to the surface water–groundwater interface. If a common time step size is used in the 

surface water and groundwater quality sub–models, the coupled surface water and 

groundwater quality equations are written in a single matrix format and are solved 

simultaneously at each time step using either the iterative conjugate gradient method 

or the LANCZOS/ORTHOMIN method with Modified Incomplete Cholesky  (MIC) 

preconditioning. For cases of large surface water–groundwater systems, with 

significantly different time scales in surface water and groundwater flows and 

therefore pollutant transport, an alternative iterative solution algorithm of the coupled 

surface water and groundwater quality equations can be used, which allows for 
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different time step sizes in the surface water and groundwater quality sub–models. 

Under this algorithm, several surface water time steps may be solved for each 

groundwater time step. The surface water and groundwater quality equations are 

solved subsequently, but iteratively in each groundwater time step. At each iteration, 

the total contaminant mass flux (advective and dispersive) through the surface 

water–groundwater interface is computed. The subsequent iterative solution of the 

surface water and groundwater quality equations at each time step continues until 

sufficient convergence is achieved for the contaminant concentrations in both surface 

water and groundwater.               

 

 The accuracy of the numerical methods used in IRENE–QUAL was tested by 

comparing the model results with the results of available analytical solutions for 

simple test cases. IRENE–QUAL was also applied to a hypothetical test case of flow 

and pollution interaction between a stream and a confined aquifer. The qualitative 

assessment of the model results for this test case demonstrated its ability to simulate 

contaminant transport in interacting surface water–groundwater systems.  

 

 The experimental part of the present research work was performed at Cardiff’s 

School of Engineering Hyder Hydraulics Laboratory, in Cardiff University, under the 

supervision of Professor Roger A. Falconer, head of the Laboratory. The experiments 

were conducted in two phases. During the first phase, flow and pollution interaction 

between surface water and groundwater was measured in an experimental setup 

simulating a rectangular channel flowing through a homogeneous and isotropic 

aquifer. A novel approach was used for the construction of the aquifer, which 

involved the use of porous permeable polyurethane foam with a density of 60 ppi 

(pores per inch). Steady state flow conditions between the porous medium and the 

channel were created and the transport of a conservative tracer (Rhodamine WT), 

injected in the porous foam, was studied in the channel–aquifer system. Both water 

levels and tracer concentrations in the porous foam and the channel were measured. 

The experiments of the second phase were conducted in an experimental setup 

simulating a hypothetical hydrological basin consisting of a river and a small lake 

interacting through a sand embankment. Both steady state and non–steady state 

flow conditions between the river and the lake were simulated. Non–steady state flow 

conditions were simulated using a weir located at the downstream river boundary           

to create tidal waves. Tidal waves of different periods were imposed at the 

downstream river boundary in order to create several different flow scenarios 

between the river and the lake. For both steady state and non–steady steady flow 



ABSTRACT 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XIII 

experiments, the transport of Rhodamine WT, injected in the sand embankment, was 

monitored in the surface water–groundwater system. Water levels and tracer 

concentrations were measured in both the river and the sand embankment. The 

experimental data collected during the simulation of surface water–groundwater 

interaction at the two different experimental setups were used for the calibration and 

the verification of IRENE. Finally, IRENE was applied to the area of the hydrological 

basins of Acheloos river, lake Lisimachia and lake Trichonida.  



ABSTRACT 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XIV 

 

                

  

 



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XV 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

ΠΡΟΛΟΓΟΣ ............................................................................................................... I 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ .............................................................................................................. III 

EXTENDED ABSTRACT ......................................................................................... IX 

ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΠΙΝΑΚΩΝ ....................................................................................... XXI 

ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΧΗΜΑΤΩΝ .................................................................................. XXIII 

1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ ....................................................................................................... 1-1 

1.1 Τοποθέτηση του προβλήµατος ................................................................... 1-1 

1.2 ∆ιάρθρωση της διατριβής .......................................................................... 1-14 

1.3 Πρωτότυπα στοιχεία της διατριβής ............................................................ 1-16 

2 ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ ..................................................................... 2-1 

2.1 Εισαγωγή .................................................................................................... 2-1 

2.2 Αναλυτικές λύσεις αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων νερών .......... 2-1 

2.2.1 Αναλυτικές λύσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ υπόγειων νερών και 

υδατορευµάτων: επίλυση της εξίσωσης υπόγειας ροής ...................... 2-2 

2.2.1.1 Περιορισµένοι υδροφορείς ...................................................... 2-3 

2.2.1.2 Φρεάτιοι υδροφορείς .............................................................. 2-9 

2.2.1.3 Υδροφορείς µε διαρροή ........................................................ 2-21 

2.2.2 Αναλυτικές λύσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ υπόγειων νερών και 

υδατορευµάτων: ταυτόχρονη θεώρηση των εξισώσεων της 

επιφανειακής και της υπόγειας ροής ................................................ 2-24 



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XVI 

2.2.3 Αναλυτικές λύσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ υπόγειων νερών και 

λιµνών .............................................................................................. 2-27 

2.3 Ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων νερών ........ 2-28 

2.4 Πειραµατική διερεύνηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και 

υπόγειων νερών ....................................................................................... 2-45 

2.5 Συµπεράσµατα ......................................................................................... 2-46 

3 ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ Υ∆ΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ 

ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ–ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ ........................................................... 3-1 

3.1 Εισαγωγή .................................................................................................... 3-1 

3.2 Μαθηµατική διατύπωση .............................................................................. 3-2 

3.2.1 Εξισώσεις του υπό–µοντέλου ροής επιφανειακών υδάτων ................. 3-2 

3.2.1.1 Αρχικές και οριακές συνθήκες ................................................. 3-9 

3.2.1.2 Εξίσωση της ελεύθερης επιφάνειας ...................................... 3-12 

3.2.2 Εξισώσεις του υπό–µοντέλου ροής υπόγειων υδάτων ..................... 3-13 

3.2.2.1 Γενικά ................................................................................... 3-13 

3.2.2.2 Ο νόµος του Darcy ............................................................... 3-14 

3.2.2.3 Εξίσωση συνέχειας ............................................................... 3-16 

3.2.2.4 Αρχικές και οριακές συνθήκες ............................................... 3-18 

3.3 Αριθµητική επίλυση ................................................................................... 3-21 

3.3.1 Γενικά ............................................................................................... 3-21 

3.3.2 ∆ιακριτοποίηση του υπολογιστικού πεδίου ....................................... 3-29 

3.3.3 Επίλυση των εξισώσεων του υπό–µοντέλου ροής επιφανειακών 

υδάτων ............................................................................................. 3-32 

3.3.3.1 Μέθοδος διαβροχής και ξήρανσης υπολογιστικών κελιών 

του επιφανειακού υδάτινου σώµατος .................................... 3-40 



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XVII 

3.3.3.2 Ευστάθεια του ηµι–πεπλεγµένου υπολογιστικού σχήµατος 

επίλυσης των εξισώσεων του υπό–µοντέλου ροής 

επιφανειακών υδάτων ........................................................... 3-42 

3.3.3.3 ∆ιακριτοποίηση των όρων µεταφοράς και οριζόντιας 

διάχυσης των εξισώσεων ποσότητας κίνησης....................... 3-47 

3.3.4 Επίλυση των εξισώσεων του υπό–µοντέλου ροής υπόγειων 

υδάτων ............................................................................................. 3-57 

3.3.5 Συνδυασµός των υπό–µοντέλων ροής των επιφανειακών και των 

υπόγειων υδάτων ............................................................................. 3-70 

3.3.6 Αλγόριθµος επίλυσης ....................................................................... 3-75 

3.4 Έλεγχος της ακρίβειας του ολοκληρωµένου υδροδυναµικού µοντέλου 

επιφανειακών–υπόγειων υδάτων IRENE–HYD ......................................... 3-80 

3.4.1 Έλεγχος της µεθόδου εκτίµησης της θέσης της ελεύθερης 

επιφάνειας των υπόγειων υδάτων .................................................... 3-81 

3.4.2 Έλεγχος της µεθόδου διαβροχής και ξήρανσης υπολογιστικών 

κελιών του επιφανειακού υδάτινου σώµατος .................................... 3-86 

3.4.3 Έλεγχος της ικανότητας του IRENE–HYD να εκτιµήσει τη χρονικά 

µεταβαλλόµενη θέση της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων 

υδάτων και την επιφάνεια διήθησης σε ένα σύστηµα 

επιφανειακών–υπόγειων νερών ....................................................... 3-95 

3.4.4 Έλεγχος της ικανότητας του IRENE–HYD να προσοµοιώνει την 

αλληλεπίδραση µε ταξύ λιµνών και υπόγειων νερών ...................... 3-106 

3.4.5 Έλεγχος της ικανότητας του IRENE–HYD να προσοµοιώνει την 

αλληλεπίδραση µε ταξύ υδατορευµάτων  και υπόγειων νερών ....... 3-113 

3.5 Συµπεράσµατα ....................................................................................... 3-126 

4 ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΠΟΙΟΤΗΤΑΣ 

ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ–ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ ........................................................... 4-1 

4.1 Εισαγωγή .................................................................................................... 4-1 



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XVIII 

4.2 Μαθηµατική διατύπωση .............................................................................. 4-2 

4.2.1 Εξισώσεις του υπό–µοντέλου ποιότητας επιφανειακών υδάτων ......... 4-2 

4.2.1.1 Αρχικές και οριακές συνθήκες ................................................. 4-3 

4.2.2 Εξισώσεις του υπό–µοντέλου ποιότητας υπόγειων υδάτων ............... 4-4 

4.2.2.1 Αρχικές και οριακές συνθήκες ............................................... 4-10 

4.3 Αριθµητική επίλυση ................................................................................... 4-11 

4.3.1 Γενικά ............................................................................................... 4-11 

4.3.2 Επίλυση της εξίσωσης του υπό–µοντέλου ποιότητας 

επιφανειακών νερών ........................................................................ 4-13 

4.3.2.1 Μέθοδος ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών........... 4-15 

4.3.2.2 Μικτό αριθµητικό σχήµα Euler–Lagrange ............................. 4-23 

4.3.3 Επίλυση της εξίσωσης του υπό–µοντέλου ποιότητας υπόγειων 

νερών ............................................................................................... 4-25 

4.3.3.1 Μέθοδος ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών........... 4-26 

4.3.3.2 Μικτό αριθµητικό σχήµα Euler–Lagrange ............................. 4-43 

4.3.4 Συνδυασµός των υπό–µοντέλων ποιότητας των επιφανειακών και 

των υπόγειων νερών ........................................................................ 4-44 

4.4 Έλεγχος της ακρίβειας του ολοκληρωµένου µοντέλου ποιότητας 

επιφανειακών–υπόγειων υδάτων IRENE–QUAL ....................................... 4-52 

4.4.1 Μονοδιάστατη κίνηση ρύπου σε οµοιόµορφο πεδίο ροής υπόγειων 

υδάτων ............................................................................................. 4-52 

4.4.2 ∆ιδιάστατη κίνηση ρύπου σε οµοιόµορφο πεδίο ροής υπόγειων 

υδάτων ............................................................................................. 4-55 

4.4.3 Υποθετική περίπτωση αλληλεπίδρασης ροής και ρύπανσης 

µεταξύ υδροφορέα και υδατορεύµατος ............................................. 4-57 

4.5 Συµπεράσµατα ......................................................................................... 4-63 



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XIX 

5 ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ ......................................................................... 5-1 

5.1 Εισαγωγή .................................................................................................... 5-1 

5.2 Πειραµατικές µετρήσεις Α΄ Φάσης ............................................................... 5-2 

5.2.1 Πειραµατική διάταξη ........................................................................... 5-2 

5.2.2 Ιδιότητες του πορώδους υλικού .......................................................... 5-4 

5.2.2.1 ∆ιαπερατότητα ........................................................................ 5-4 

5.2.2.2 Πορώδες ................................................................................ 5-8 

5.2.3 Όργανα, αντιδραστήρια και πειραµατική διαδικασία ........................... 5-9 

5.2.4 Αρχικές πειραµατικές µετρήσεις ....................................................... 5-11 

5.2.5 Πειραµατικές µετρήσεις στη νέα πειραµατική διάταξη ....................... 5-16 

5.3 Ρύθµιση και επιβεβαίωση του αριθµητικού µοντέλου IRENE µε τις 

πειραµατικές µετρήσεις της Α΄ Φάσης ....................................................... 5-19 

5.4 Πειραµατικές µετρήσεις Β΄ Φάσης ............................................................. 5-30 

5.5 Ρύθµιση και επιβεβαίωση του αριθµητικού µοντέλου IRENE µε τις 

πειραµατικές µετρήσεις της B΄ Φάσης ....................................................... 5-36 

5.5.1 Ρύθµιση του IRENE µε τις πειραµατικές µετρήσεις του σεναρίου 1 .. 5-37 

5.5.2 Επιβεβαίωση του IRENE µε τις πειραµατικές µετρήσεις των 

σεναρίων 2 εώς 5 ............................................................................. 5-44 

5.6 Συµπεράσµατα ......................................................................................... 5-53 

6 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ IRENE ΣΤΗΝ ΠΕΡΙΟΧΗ ΤΩΝ Υ∆ΡΟΛΟΓΙΚΩΝ 

ΛΕΚΑΝΩΝ ΑΧΕΛΩΟΥ–ΛΥΣΙΜΑΧΕΙΑΣ–ΤΡΙΧΩΝΙ∆ΑΣ .................................... 6-1 

6.1 Εισαγωγή .................................................................................................... 6-1 

6.2 Περιγραφή της περιοχής µελέτης ................................................................ 6-1 

6.2.1 Οριοθέτηση της περιοχής µελέτης ...................................................... 6-1 



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XX 

6.2.2 Φυσικό περιβάλλον ............................................................................ 6-2 

6.2.3 Χρήσεις γης ........................................................................................ 6-3 

6.2.4 Υδρολογικές λεκάνες–Υδρογεωλογία ................................................. 6-3 

6.2.4.1 Υδρολογική λεκάνη Τριχωνίδας .............................................. 6-3 

6.2.4.2 Υδρολογική λεκάνη Λυσιµαχείας ............................................. 6-8 

6.2.4.3 Υδρολογική λεκάνη Αχελώου ................................................ 6-11 

6.2.5 Κλιµατολογικές συνθήκες ................................................................. 6-14 

6.2.5.1 Σχέση βροχόπτωσης–στάθµης των υπόγειων νερών ........... 6-17 

6.2.6 Υδατικό ισοζύγιο συστήµατος λεκανών Αχελώου, Λυσιµαχείας και 

Τριχωνίδας ....................................................................................... 6-18 

6.3 Εφαρµογή του IRENE–HYD στην περιοχή µελέτης ................................... 6-20 

6.4 Συµπεράσµατα ......................................................................................... 6-26 

7 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ........................................................................................... 7-1 

8 ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ ............................................................................................... 8-1 

 



ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΠΙΝΑΚΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XXI 

ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΠΙΝΑΚΩΝ 

 

Πίνακας 2.1: Αναλυτικές λύσεις της µονοδιάστατης εξίσωσης διάχυσης για την 

εκτίµηση της αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–περιορισµένου υδροφορέα ................ 2-8 

Πίνακας 2.2: Εργασίες στις οποίες επιλύεται η εξίσωση Boussinesq (2.7) ή µία από 

τις γραµµικοποιηµένες της µορφές (2.8α) και (2.8β), για την εκτίµηση της 

αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–φρεάτιου υδροφορέα ........................................... 2-12 

Πίνακας 2.3: Αναλυτικές λύσεις για το πρόβληµα της αλληλεπίδρασης µεταξύ 

υδατορεύµατος και φρεάτιου υδροφορέα µε κεκλιµένο πυθµένα .............................. 2-16 

Πίνακας 2.4: Ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων νερών ... 2-41 

Πίνακας 3.1: Κριτήρια ευστάθειας για τις διάφορες διεργασίες που 

περιλαµβάνονται στις εξισώσεις ρηχών υδάτων (ρητό σχήµα Leap–Frog, 

Leendertse et al., 1973) ........................................................................................... 3-33 

Πίνακας 3.2: Τιµές της επιφάνειας διήθησης για το πρόβληµα του σχήµατος 3.18 

(α) σύµφωνα µε τα αριθµητικά µοντέλα IRENE–HYD και MODFLOW και την 

αναλυτική λύση της Polubarinova–Kochina (1962) ................................................. 3-105 

Πίνακας 3.3: Ορισµός των µεταβλητών που χρησιµοποιούνται στις εξισώσεις 

(3.123α)–(3.123β) .................................................................................................. 3-116 

Πίνακας 4.1: Αριθµητικά σχήµατα που περιλαµβάνονται στο IRENE–QUAL για την 

επίλυση της εξίσωσης του υπό–µοντέλου ποιότητας επιφανειακών νερών............... 4-12 

Πίνακας 4.2 Αριθµητικά σχήµατα που περιλαµβάνονται στο IRENE–QUAL για την 

επίλυση της εξίσωσης του υπό–µοντέλου ποιότητας υπόγειων νερών ..................... 4-13 

Πίνακας 5.1: Στοιχεία µέτρησης της διαπερατότητας .................................................. 5-7 

Πίνακας 5.2: Αποτελέσµατα µέτρησης διαπερατότητας του αφρού πολυουρεθάνης ... 5-7 

Πίνακας 5.3: Σύνοψη αποτελεσµάτων και υπολογισµών ............................................ 5-7 

Πίνακας 5.4: Μετρήσεις πορώδους ............................................................................ 5-8 

Πίνακας 5.5: Μετρήσεις στάθµης για το Σενάριο B ................................................... 5-17 



ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΠΙΝΑΚΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XXII 

Πίνακας 5.6: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις στάθµης για το Σενάριο B ......................................................................... 5-20 

Πίνακας 5.7: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις στάθµης για το Σενάριο B, θεωρώντας υδραυλική αγωγιµότητα x yK K= = 0.6 m/s για τα υπολογιστικά κελιά που βρίσκονται στις περιοχές των 

ενώσεων µεταξύ των κοµµατιών του αφρού ............................................................. 5-21 

Πίνακας 5.8: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις στάθµης για το Σενάριο A ......................................................................... 5-22 

Πίνακας 5.9: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις στάθµης για το Σενάριο Γ ......................................................................... 5-24 

Πίνακας 5.10: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις στάθµης για το Σενάριο 1 ......................................................................... 5-37 

Πίνακας 6.1: Πίνακας συντεταγµένων και πιεζοµετρικών φορτίων στις γεωτρήσεις 

παρατήρησης. Μέσος όρος των ετών 1997–1999. ................................................... 6-22 

Πίνακας 6.2: Γεωλογικοί σχηµατισµοί της περιοχής µελέτης και αντίστοιχες τιµές 

υδραυλικής αγωγιµότητας που χρησιµοποιήθηκαν στο IRENE–HYD ....................... 6-24 

Πίνακας 6.3: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD και των 

µετρήσεων πεδίου για τις στάθµες στις γεωτρήσεις παρατήρησης ........................... 6-26 

 



ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XXIII 

ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 

 

Σχήµα 1.1: Περιπτώσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών υδάτινων 

σωµάτων και υπόγειων νερών ................................................................................... 1-3 

Σχήµα 2.1: Γενική περίπτωση αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–περιορισµένου 

υδροφορέα, αναλυτική επίλυση µονοδιάστατης οριζόντιας υπόγειας ροής ................. 2-3 

Σχήµα 2.2: Περίπτωση αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–περιορισµένου 

υδροφορέα που εξετάστηκε από τον Singh (2004): (α) πραγµατική περίπτωση και 

(β) απλοποιηµένη περίπτωση .................................................................................... 2-6 

Σχήµα 2.3: Περιπτώσεις αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–φρεάτιου υδροφορέα, 

αναλυτική επίλυση µονοδιάστατης οριζόντιας υπόγειας ροής ................................... 2-10 

Σχήµα 2.4: Περιπτώσεις αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–κεκλιµένου φρεάτιου 

υδροφορέα που έχουν επιλυθεί αναλυτικά ............................................................... 2-15 

Σχήµα 2.5: Περιπτώσεις αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–φρεάτιου υδροφορέα, 

θεώρηση διδιάστατης υπόγειας ροής στο επίπεδο x–z ............................................. 2-18 

Σχήµα 2.6: Περιπτώσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ υδατορεύµατος και υδροφορέα 

µε διαρροή που έχουν επιλυθεί αναλυτικά ................................................................ 2-23 

Σχήµα 2.7: Περίπτωση αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–υδροφορέα που 

εξετάστηκε στις εργασίες των Hantush et al. (2002) και Hantush (2005) .................. 2-25 

Σχήµα 2.8: Περίπτωση αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–υδροφορέα που 

εξετάστηκε στην εργασία του Lal (2001) ................................................................... 2-26 

Σχήµα 3.1: Ορισµός µεταβλητών του υπό–µοντέλου ροής επιφανειακών υδάτων ...... 3-8 

Σχήµα 3.2: Ορισµός µεταβλητών του υπό–µοντέλου ροής υπόγειων υδάτων........... 3-21 

Σχήµα 3.3: ∆ιακριτοποίηση υπολογιστικού πεδίου χρησιµοποιώντας (α) οριζόντια 

στρώµατα και (β) µη οριζόντια στρώµατα που αντιπροσωπεύουν διαφορετικούς 

γεωλογικούς σχηµατισµούς στην περιοχή του υδροφορέα ....................................... 3-30 

Σχήµα 3.4: Ορισµός των µεταβλητών του IRENE–HYD στο υπολογιστικό πλέγµα ... 3-31 



ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XXIV 

Σχήµα 3.5: Συµβολισµός των µεταβλητών στη διεπιφάνεια µεταξύ επιφανειακών 

και υπόγειων νερών ................................................................................................. 3-72 

Σχήµα 3.6: Γραµµική παρεµβολή των τιµών των πιεζοµετρικών φορτίων των 

υπόγειων υδάτων για κάθε χρονικό βήµα του υπό–µοντέλου ροής των 

επιφανειακών υδάτων .............................................................................................. 3-79 

Σχήµα 3.7: Γεωµετρία της περίπτωσης ελέγχου της µεθόδου που εφαρµόζεται στο 

IRENE–HYD για την εκτίµηση της θέσης της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων 

υδάτων ..................................................................................................................... 3-82 

Σχήµα 3.8: ∆ιακριτοποίηση του υπολογιστικού πεδίου του προβλήµατος που 

απεικονίζεται στο Σχήµα 3.7  στο κατακόρυφο επίπεδο x–z ..................................... 3-83 

Σχήµα 3.9: Χρονική εξέλιξη της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων για το 

πρόβληµα του σχήµατος 3.7 σύµφωνα µε το υπό–µοντέλο υπόγειων νερών του 

IRENE–HYD............................................................................................................. 3-84 

Σχήµα 3.10: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του υπό–µοντέλου ροής υπόγειων 

νερών του IRENE–HYD και του MODFLOW για τη στάθµη της ελεύθερης 

επιφάνειας των υπόγειων υδάτων στον υδροφορέα του σχήµατος 3.7 ..................... 3-85 

Σχήµα 3.11: Γεωµετρία της πρώτης περίπτωσης ελέγχου της µεθόδου διαβροχής 

και ξήρανσης υπολογιστικών κελιών που εφαρµόζεται στο FLOW–3DL: παράκτια 

λεκάνη µε πυθµένα οµοιόµορφης κλίσης .................................................................. 3-87 

Σχήµα 3.12: ∆ιακύµανση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας κατά µήκος 

παράκτιας λεκάνης µε πυθµένα οµοιόµορφης κλίσης εφαρµόζοντας τη µέθοδο 

διαβροχής και ξήρανσης του FLOW–3DL και τη µέθοδο MLU. Τα γραφήµατα (α) 

και (γ) αντιστοιχούν στην κατιούσα παλίρροια και τα γραφήµατα (β) και (δ) στην 

ανερχόµενη παλίρροια. ............................................................................................ 3-88 

Σχήµα 3.13: Γεωµετρία της δεύτερης περίπτωσης ελέγχου της µεθόδου διαβροχής 

και ξήρανσης υπολογιστικών κελιών που εφαρµόζεται στο FLOW–3DL: παράκτια 

λεκάνη µε πυθµένα µεταβλητής κλίσης ..................................................................... 3-89 

Σχήµα 3.14: ∆ιακύµανση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας κατά µήκος 

παράκτιας λεκάνης µε πυθµένα µεταβλητής κλίσης εφαρµόζοντας τη µέθοδο 

διαβροχής και ξήρανσης του FLOW–3DL και τη µέθοδο MLU. Τα γραφήµατα (α) 

και (γ) αντιστοιχούν στην κατιούσα παλίρροια και τα γραφήµατα (β) και (δ) στην 

ανερχόµενη παλίρροια. ............................................................................................ 3-90 



ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XXV 

Σχήµα 3.15: ∆ιακύµανση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας κατά µήκος 

παράκτιας λεκάνης µε πυθµένα µεταβλητής κλίσης, εφαρµόζοντας τη µέθοδο 

διαβροχής και ξήρανσης του FLOW–3DL, για iΔx = 600 m και iΔx = 1200 m. Τα 

γραφήµατα (α) και (γ) αντιστοιχούν στην κατιούσα παλίρροια και τα γραφήµατα (β) 

και (δ) στην ανερχόµενη παλίρροια. ......................................................................... 3-92 

Σχήµα 3.16: Γεωµετρία της περίπτωσης ελέγχου της ικανότητας του IRENE–HYD 

να εκτιµήσει τη χρονικά µεταβαλλόµενη θέση της ελεύθερης επιφάνειας 

επιφανειακών και υπόγειων υδάτων ......................................................................... 3-94 

Σχήµα 3.17: ∆ιακύµανση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας επιφανειακών και 

υπόγειων υδάτων κατά µήκος του υπολογιστικού πεδίου της περίπτωσης ελέγχου 

του σχήµατος 3.16, όπως υπολογίζεται µε το IRENE–HYD. Τα γραφήµατα (α) και 

(γ) αντιστοιχούν στην κατιούσα παλίρροια και τα γραφήµατα (β) και (δ) στην 

ανερχόµενη παλίρροια. ............................................................................................ 3-95 

Σχήµα 3.18: Περίπτωση ελέγχου της ικανότητας του IRENE–HYD να 

προσοµοιώνει τη χρονικά µεταβαλλόµενη θέση της επιφάνειας των υπόγειων 

υδάτων σε ένα σύστηµα επιφανειακών–υπόγειων νερών: (α) γεωµετρία και (β) 

διακριτοποίηση του υπολογστικού πεδίου στο επίπεδο x–y ..................................... 3-98 

Σχήµα 3.19: Στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων στον φρεάτιο 

υδροφορέα του σχήµατος 3.18 (α) κατά τις χρονικές στιγµές t = 0.08 h, t = 0.28 h, t = 0.69 h και σε συνθήκες µόνιµης ροής, όπως υπολογίζεται µε το IRENE–HYD 

και την αναλυτική λύση των Serrano and Workman (1998) θεωρώντας ότι ισχύει η 

παραδοχή Dupuit οριζόντιας ροής ............................................................................ 3-99 

Σχήµα 3.20: Σύγκριση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων 

υδάτων που υπολογίζεται εφαρµόζοντας τα αριθµητικά µοντέλα IRENE–HYD και 

MODFLOW για την περίπτωση αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων νερών 

του σχήµατος 3.18 (α) ............................................................................................ 3-103 

Σχήµα 3.21: Πεδίο ροής και κατανοµή των πιεζοµετρικών φορτίων στον φρεάτιο 

υδροφορέα του σχήµατος 3.18 (α), όπως υπολογίζονται χρησιµοποιώντας τα 

αριθµητικά µοντέλα IRENE–HYD και MODFLOW .................................................. 3-104 

Σχήµα 3.22: Περίπτωση ελέγχου της ικανότητας του µοντέλου να προσοµοιώνει 

την αλληλεπίδραση µεταξύ λιµνών και υπόγειων νερών: (α) γεωµετρία και (β) 

σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων ......................................................................... 3-106 



ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XXVI 

Σχήµα 3.23: Γεωµετρία της περίπτωσης ελέγχου στο επίπεδο x0z: (α) περίπτωση 

περιορισµένου υδροφορέα, η λίµνη τροφοδοτείται από τα υπόγεια νερά, (β) 

περίπτωση περιορισµένου υδροφορέα, η λίµνη εν µέρει τροφοδοτείται και εν µέρει 

τροφοδοτεί τον υδροφορέα και (γ) περίπτωση φρεάτιου υδροφορέα, η λίµνη εν 

µέρει τροφοδοτείται και εν µέρει τροφοδοτεί τα υπόγεια νερά ................................. 3-108 

Σχήµα 3.24: Πρώτο στρώµα του πλέγµατος διακριτοποίησης του υπολογιστικού 

πεδίου του IRENE–HYD για την περίπτωση αλληλεπίδρασης που απεικονίζεται 

στο Σχήµα 3.22. Η εντονότερη µαύρη γραµµή αποτελεί το όριο των υπολογιστικών 

κελιών της λίµνης ................................................................................................... 3-109 

Σχήµα 3.25: Σύγκριση των πιεζοµετρικών φορτίων που υπολογίζονται 

χρησιµοποιώντας την αναλυτική λύση του Kacimov (2000) και το IRENE–HYD για 

την περίπτωση αλληλεπίδρασης λίµνης–υπόγειων νερών που απεικονίζεται στο 

Σχήµα 3.22 ............................................................................................................. 3-111 

Σχήµα 3.26: Σύγκριση των πεδίων ταχυτήτων που υπολογίζονται 

χρησιµοποιώντας την αναλυτική λύση του Kacimov (2000) και το IRENE–HYD για 

την περίπτωση αλληλεπίδρασης λίµνης–υπόγειων νερών που απεικονίζεται στο 

Σχήµα 3.22 ............................................................................................................. 3-112 

Σχήµα 3.27: Γεωµετρία της περίπτωσης αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–

υδροφορέα που εξετάστηκε στην εργασία του Lal (2001) και χρησιµοποιείται για 

την επιβεβαίωση του IRENE–HYD ......................................................................... 3-117 

Σχήµα 3.28: Κατακόρυφη διακριτοποίηση του υπολογιστικού πεδίου του IRENE–

HYD για το πρόβληµα του σχήµατος 3.27. Με γκρι χρώµα φαίνονται οι περιοχές 

που βρίσκονται εκτός του υπολογισιτκού πεδίου. ................................................... 3-119 

Σχήµα 3.29: Σύγκριση των αποτελεσµάτων της αναλυτικής λύσης του Lal (2001) 

και του IRENE–HYD για το πρόβληµα αλληλεπίδρασης του σχήµατος 3.27: (α) 

χρονική διακύµανση της στάθµης του υδατορεύµατος στις θέσεις x = 10000 m και x = 25000 m και (β) χρονική διακύµανση των πιεζοµετρικών φορτίων στις θέσεις x = 10000 m, y = 53 m και x = 10000, y = 123 m .................................................. 3-120 

Σχήµα 3.30: Σύγκριση των πιεζοµετρικών φορτίων που υπολογίζονται 

εφαρµόζοντας (α) την τρισδιάστατη εκδοχή του IRENE–HYD και (β) την αναλυτική 

λύση του Lal (2001) για το πρόβληµα του σχήµατος 3.27. Κατακόρυφη τοµή στο 

επίπεδο y–z στη θέση x = 10000 m, για χρόνο / 4t τ= . ......................................... 3-123 



ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XXVII 

Σχήµα 3.31: Κατακόρυφη διακριτοποίηση του υπολογιστικού πεδίου του IRENE–

HYD στο επίπεδο y–z ( i = 1), για την περίπτωση αλληλεπίδρασης µεταξύ 

υδροφορέα και υδατορεύµατος µερικής διείσδυσης του σχήµατος 2.8 .................... 3-124 

Σχήµα 3.32: Ελεύθερη επιφάνεια των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων και 

πιεζοµετρικές επιφάνειες για z = 37 m (k = 8) και z = 1 m (k = 26), κατά τους 

χρόνους (α) t = τ/4 και (β) t = 3τ/4, όπως υπολογίζονται χρησιµοποιώντας το 

IRENE–HYD για την περίπτωση αλληλεπίδρασης µεταξύ υδροφορέα και 

υδατορεύµατος µερικής διείσδυσης που απεικονίζεται στο Σχήµα 2.8 .................... 3-125 

Σχήµα 4.1: Απεικόνιση µονοτονικής κατανοµής συγκεντρώσεων µεταξύ των 

κόµβων ( 1, , )i j k−  και ( 1, , )i j k+  που χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό της 

συγκέντρωσης στο µέτωπο ( 1/ 2, , )i j k+  σύµφωνα µε το σχήµα ULTIMATE–

QUICKEST ............................................................................................................... 4-20 

Σχήµα 4.2: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων των αναλυτικών λύσεων (µαύρη 

γραµµή) των van Genuchten and Alves (1982) και των αποτελεσµάτων του 

IRENE–QUAL  (σύµβολα) για µονοδιάστατη κίνηση ρύπου σε οµοιόµορφο πεδίο 

ροής υπόγειων νερών .............................................................................................. 4-54 

Σχήµα 4.3: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων της αναλυτικής λύσης των 

Wilson and Miller (1978) και των αποτελεσµάτων του υπό–µοντέλου ποιότητας 

υπόγειων νερών του IRENE–QUAL, για την περίπτωση διδιάστατης µεταφοράς–

διασποράς ρύπου σε οµοιόµορφο πεδίο ροής. Το υπολογιστικό πλέγµα είναι 

προσανατολισµένο υπό γωνία 45ο προς τη διεύθυνση της ροής .............................. 4-56 

Σχήµα 4.4: Γεωµετρία της περίπτωσης αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–

περιορισµένου υδροφορέα ....................................................................................... 4-58 

Σχήµα 4.5: Αποτελέσµατα του IRENE–HYD για (α) την κατανοµή των 

πιεζοµετρικών φορτίων στο επίπεδο x–y για z = 4.75 m (πρώτο στρώµα του 

υδροφορέα) και (β) την κατανοµή των πιεζοµετρικών φορτίων και το πεδίο 

ταχυτήτων στο κατακόρυφο επίπεδο x–z, στη θέση y = 185 m ( 19j = ). Στο Σχήµα 

4.5 (α) η διακεκοµµένη γραµµή συµβολίζει τα όρια του υδατορεύµατος. Η 

ισοδιάσταση των ισοδυναµικών γραµµών που απεικονίζονται στο σχήµα είναι 0.2 

m. 4-59 



ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XXVIII 

Σχήµα 4.6: Συγκεντρώσεις του ρύπου στο σύστηµα υδροφορέα–υδατορεύµατος 

για t = 1.5 days και t = 7.5 days. Οι τιµές των συγκεντρώσεων απεικονίζονται στο 

επίδεδο x–y για z = 4.75 m και z = 0.25 m. .............................................................. 4-61 

Σχήµα 4.7: Κατανοµή των συγκετρώσεων του ρύπου σε κατακόρυφες τοµές του 

υπολογιστικού πεδίου στο επίπεδο x–z στις θέσεις y = 15 m, y = 95 m, y = 185 

m, y = 215 m και y = 295 m, κατά τους χρόνους t = 1.5 days και t = 7.5 days ........ 4-62 

Σχήµα 5.1: Πειραµατική δεξαµενή στο εργαστήριο Hyder Hydraulics του 

πανεπιστηµίου του Cardiff .......................................................................................... 5-3 

Σχήµα 5.2: Υπερχειλιστής (αριστερά), διάτρητος σωλήνας για την παροχή νερού 

στην δεξαµενή (µέσο) και περατό χώρισµα (δεξιά) ..................................................... 5-3 

Σχήµα 5.3: Αρχική πειραµατική διάταξη ...................................................................... 5-4 

Σχήµα 5.4: ∆ίσκοι αφρού πολυουρεθάνης .................................................................. 5-5 

Σχήµα 5.5: ∆ίσκοι αφρού πολυουρεθάνης στον ογκοµετρικό κύλινδρο ....................... 5-6 

Σχήµα 5.6: Μέτρηση διαπερατότητας αφρού πολυουρεθάνης .................................... 5-6 

Σχήµα 5.7: Εκτίµηση της υδραυλικής αγωγιµότητας του αφρού πολυουρεθάνης ........ 5-8 

Σχήµα 5.8: Μετρητής στάθµης .................................................................................. 5-10 

Σχήµα 5.9: Φασµατοφωτόµετρο 10-ΑU, Turner designs ........................................... 5-10 

Σχήµα 5.10: Σωληνάκι στερεωµένο σε µεταλλική ράβδο για την άντληση δείγµατος 

από το σηµείο µέτρησης ........................................................................................... 5-11 

Σχήµα 5.11: Μεταλλικά βαρίδια τοποθετηµένα επάνω στα κοµµάτια του αφρού 

πολυουρεθάνης ........................................................................................................ 5-12 

Σχήµα 5.12: Σηµεία διάθεσης και µέτρησης της Ροδαµίνης WT ................................ 5-13 

Σχήµα 5.13: (α) Αποτελέσµατα του IRENE για τη µεταβολή της συγκέντρωσης της 

Ροδαµίνης WT µε το χρόνο στο σηµείο A για εισαγωγή 75 ml διαλύµατος 

συγκέντρωσης 1 g/l επί 2 λεπτά, (β) πειραµατικά αποτελέσµατα για τη µεταβολή 

της συγκέντρωσης της Ροδαµίνης WT µε το χρόνο στο σηµείο A και (γ) στάθµη 

υπερχειλιστή ............................................................................................................ 5-14 



ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XXIX 

Σχήµα 5.14: ∆ιάγραµµα όπου φαίνεται πώς κολλήθηκαν τα κοµµάτια του αφρού 

στην ένωση .............................................................................................................. 5-15 

Σχήµα 5.15: ∆ιάγραµµα της πειραµατικής διάταξης όπου φαίνονται τα σηµεία 

µέτρησης και ο τρόπος ονοµασίας τους .................................................................... 5-16 

Σχήµα 5.16: Νέα πειραµατική διάταξη ...................................................................... 5-17 

Σχήµα 5.17: Μέτρηση της συγκέντρωσης της Ροδαµίνης WT στη νέα πειραµατική 

διάταξη ..................................................................................................................... 5-18 

Σχήµα 5.18: Αποτελέσµατα του IRENE–HYD για το Σενάριο Β ................................ 5-19 

Σχήµα 5.19: Αποτελέσµατα του IRENE–HYD για το Σενάριο Β θεωρώντας 

υδραυλική αγωγιµότητα x yK K= = 0.6 m/s για τα υπολογιστικά κελιά που 

βρίσκονται στις περιοχές των ενώσεων µεταξύ των κοµµατιών του αφρού............... 5-21 

Σχήµα 5.20: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις στάθµης στις διατοµές Α και C (βλ. Σχήµα 5.15) για το Σενάριο Β, 

θεωρώντας υδραυλική αγωγιµότητα x yK K= = 0.6 m/s για τα υπολογιστικά κελιά 

που βρίσκονται στις περιοχές των ενώσεων µεταξύ των κοµµατιών του αφρού ....... 5-22 

Σχήµα 5.21: Αποτελέσµατα του IRENE–HYD για το Σενάριο Γ ................................. 5-23 

Σχήµα 5.22: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις στάθµης στις διατοµές Α και C για το Σενάριο Γ ....................................... 5-24 

Σχήµα 5.23: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις συγκέντρωσης στο σηµείο C1 για το Σενάριο Β ........................................ 5-26 

Σχήµα 5.24: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις συγκέντρωσης στο σηµείο C3 για το Σενάριο Β ........................................ 5-26 

Σχήµα 5.25: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις συγκέντρωσης στο σηµείο C5 για το Σενάριο Β ........................................ 5-27 

Σχήµα 5.26: Συγκριτική παρουσίαση των αποτελεσµάτων του µοντέλου στα σηµεία 

C1, C3 και C5 για το Σενάριο Β ................................................................................ 5-27 

Σχήµα 5.27: Κατανοµή στων συγκεντρώσεων στο υπολογιστικό πεδίο για t = 10 

min, t = 15 min, t = 20 min και t = 30 min ................................................................. 5-28 



ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XXX 

Σχήµα 5.28: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις συγκέντρωσης στο σηµείο C1 για το Σενάριο Γ ........................................ 5-28 

Σχήµα 5.29: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις συγκέντρωσης στο σηµείο C3 για το Σενάριο Γ ........................................ 5-29 

Σχήµα 5.30: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις συγκέντρωσης στο σηµείο C5 για το Σενάριο Γ ........................................ 5-29 

Σχήµα 5.31: Πειραµατική διάταξη Β΄ Φάσης µετρήσεων ........................................... 5-30 

Σχήµα 5.32: Φωτογραφία της πειραµατικής διάταξης της Β΄ Φάσης µετρήσεων ....... 5-31 

Σχήµα 5.33: ∆ιαστάσεις της πειραµατικής διάταξης της Β΄ Φάσης µετρήσεων.......... 5-31 

Σχήµα 5.34: Αρίθµηση των σηµείων µέτρησης ......................................................... 5-32 

Σχήµα 5.35: Περατόµετρο σταθερού φορτίου που χρησιµοποιήθηκε για τη µέτρηση 

της διαπερατότητας της άµµου στο εργαστήριο Hyder Hydraulics ............................ 5-32 

Σχήµα 5.36: Εκτίµηση της υδραυλικής αγωγιµότητας της άµµου που 

χρησιµοποιήθηκε για την κατασκευή του φράγµατος ................................................ 5-33 

Σχήµα 5.37: Φωτογραφία πειράµατος µέτρησης συγκέντρωσης .............................. 5-35 

Σχήµα 5.38: Φωτογραφία πειράµατος µέτρησης συγκέντρωσης .............................. 5-36 

Σχήµα 5.39: Αποτελέσµατα του IRENE–HYD για τη στάθµη επιφανειακών και 

υπόγειων νερών και την κατανοµή των πιεζοµετρικών φορτίων στο φράγµα για το 

Σενάριο 1. Τα αποτελέσµατα απεικονίζονται στο κατακόρυφο επίπεδο x–z στη 

θέση y = 1.075 m. .................................................................................................... 5-38 

Σχήµα 5.40: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις συγκέντρωσης στα σηµεία 4, 5 και 6, στη θέση z = 12.5 cm (στρώµα 6), 

για το Σενάριο 1 ........................................................................................................ 5-39 

Σχήµα 5.41: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις συγκέντρωσης στo σηµείο 8, στη θέση z = 12.5 cm (στρώµα 6), για την 

περίπτωση ΣΤ του σεναρίου 1 ................................................................................. 5-40 

Σχήµα 5.42: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις συγκέντρωσης στo σηµείο 4 στις θέσεις z = 12.5 cm (στρώµα 6), z = 10 

cm (στρώµα 7) και z = 7.5 cm (στρώµα 8) για το Σενάριο 1 ..................................... 5-41 



ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XXXI 

Σχήµα 5.43: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις συγκέντρωσης στo σηµείο 6 στις θέσεις z = 12.5 cm (στρώµα 6) και z = 10 cm (στρώµα 7)  για το Σενάριο 1 ................................................................... 5-41 

Σχήµα 5.44: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL και των 

πειραµατικών µετρήσεων για τη συγκέντρωση του δείκτη στο κανάλι, στη θέση B 

σε ύψος z = 10 cm (στρώµα 7) ................................................................................. 5-43 

Σχήµα 5.45: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL και των 

πειραµατικών µετρήσεων για τη συγκέντρωση του δείκτη στο κανάλι, στη θέση C 

σε ύψος z = 10 cm (στρώµα 7) ................................................................................. 5-43 

Σχήµα 5.46: Αποτελέσµατα του IRENE–HYD για τη στάθµη επιφανειακών και 

υπόγειων νερών και την κατανοµή των πιεζοµετρικών φορτίων στο φράγµα για το 

Σενάριο 2. Τα αποτελέσµατα απεικονίζονται στο κατακόρυφο επίπεδο x–z στη 

θέση y = 4.175 m ..................................................................................................... 5-45 

Σχήµα 5.47: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις συγκέντρωσης στα σηµεία 4, 5 και 6, στη θέση z = 15 cm (στρώµα 5), 

για το Σενάριο 2 ........................................................................................................ 5-46 

Σχήµα 5.48: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις συγκέντρωσης δείκτη στo σηµείο 4, στις θέσεις z = 15 cm (στρώµα 5), z = 12.5 cm (στρώµα 6) και z = 10 cm (στρώµα 7) ,για το Σενάριο 2 ....................... 5-47 

Σχήµα 5.49: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις συγκέντρωσης στo σηµείο 6 στις θέσεις z = 15 cm (στρώµα 5) και z = 12.5 cm (στρώµα 6) για το Σενάριο 2 ................................................................. 5-47 

Σχήµα 5.50: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL και των 

πειραµατικών µετρήσεων για τη συγκέντρωση του δείκτη στο κανάλι στη θέση B, 

σε ύψος z = 12.5 cm (στρώµα 6), για το Σενάριο 2................................................... 5-48 

Σχήµα 5.51: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD και των 

πειραµατικών µετρήσεων για τη στάθµη στο κανάλι στη θέση D και τη στάθµη στο 

φράγµα στα σηµεία µέτρησης 7 και 8. Σενάριο 3, τ = 20 min .................................... 5-48 

Σχήµα 5.52: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD και των 

πειραµατικών µετρήσεων για τη στάθµη στο κανάλι στη θέση D και τη στάθµη στο 

φράγµα στα σηµεία µέτρησης 7 και 8. Σενάριο 4, τ = 30 min .................................... 5-49 



ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XXXII 

Σχήµα 5.53: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD και των 

πειραµατικών µετρήσεων για τη στάθµη στο κανάλι στη θέση D και τη στάθµη στο 

φράγµα στα σηµεία µέτρησης 7 και 8. Σενάριο 5, τ = 10 min .................................... 5-49 

Σχήµα 5.54: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL και των 

πειραµατικών µετρήσεων για τη συγκέντρωση του δείκτη στο σηµείο µέτρησης 4 

στη θέση z = 10 cm (στρώµα 7). Σενάριο 3, τ = 20 min ............................................ 5-51 

Σχήµα 5.55: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL και των 

πειραµατικών µετρήσεων για τη συγκέντρωση του δείκτη στο σηµείο µέτρησης 4 

στη θέση z = 10 cm (στρώµα 7). Σενάριο 4, τ = 30 min ............................................ 5-51 

Σχήµα 5.56: Σύγκριση µεταξύ των αριθµητικών και των πειραµατικών 

αποτελεσµάτων για τη συγκέντρωση του δείκτη στο σηµείο µέτρησης 4 στη θέση z = 10 cm (στρώµα 7). Σενάριο 5, τ = 10 min ........................................................... 5-52 

Σχήµα 5.57: Σύγκριση µεταξύ των αριθµητικών και των πειραµατικών 

αποτελεσµάτων για τη συγκέντρωση του δείκτη στο σηµείο µέτρησης 6 στη θέση z = 10 cm (στρώµα 7). Σενάριο 3, τ = 20 min ........................................................... 5-52 

Σχήµα 5.58: Σύγκριση µεταξύ των αριθµητικών και των πειραµατικών 

αποτελεσµάτων για τη συγκέντρωση του δείκτη στο σηµείο µέτρησης 6 στη θέση z = 10 cm (στρώµα 7). Σενάριο 4, τ = 10 min ........................................................... 5-53 

Σχήµα 6.1: Γεωλογικός χάρτης και οριοθέτηση της περιοχής µελέτης ........................ 6-2 

Σχήµα 6.2: Υδρολογικές λεκάνες της περιοχής µελέτης (µε χρήση προγράµµατος 

Autocad Architecture 2008) ........................................................................................ 6-4 

Σχήµα 6.3: ∆ιακύµανση του υψοµέτρου της ευρύτερης περιοχής της λίµνης 

Τριχωνίδας σε µέτρα (δηµιουργία σε Arcview / 3D Analyst, µε χρήση 

τοπογραφικού υποβάθρου Γ.Υ.Σ., 1:50.000) .............................................................. 6-5 

Σχήµα 6.4: Φωτογραφία της λίµνης Τριχωνίδας ......................................................... 6-5 

Σχήµα 6.5: Εικόνα του θυρογράγµατος Τριχωνίδας–Λυσιµαχείας από την πλευρά 

της Λυσιµαχείας ......................................................................................................... 6-6 

Σχήµα 6.6: Φωτογραφία της λίµνης Λυσιµαχείας ........................................................ 6-9 

Σχήµα 6.7: Εγκιβωτισµένη κοίτη ποταµού Αχελώου ................................................. 6-11 



ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XXXIII 

Σχήµα 6.8: Φυσική κοίτη ποταµού Αχελώου ............................................................. 6-12 

Σχήµα 6.9: Φωτογραφία από αρδευτικό κανάλι στην περιοχή µελέτης ..................... 6-12 

Σχήµα 6.10: Μέσο µηνιαίο ύψος βροχόπτωσης στο σταθµό Καλλιθέας κατά τα έτη 

1997, 1998 και 1999 ................................................................................................. 6-15 

Σχήµα 6.11: Μέσο µηνιαίο ύψος βροχόπτωσης στο σταθµό Αγρινίου κατά τα έτη 

1997, 1998 και 1999 ................................................................................................. 6-15 

Σχήµα 6.12: Μέσο µηνιαίο ύψος βροχόπτωσης στο σταθµό Προσήλιας κατά τα έτη 

1997, 1998 και 1999 ................................................................................................. 6-16 

Σχήµα 6.13: Μέσο µηνιαίο ύψος βροχής στο σταθµό Αγίου Ανδρέα κατά τα έτη 

1997, 1998 και 1999 ................................................................................................. 6-16 

Σχήµα 6.14: Μέσο µηνιαίο ύψος βροχής στο σταθµό ∆οκιµίου κατά τα έτη 1997, 

1998 και 1999 .......................................................................................................... 6-16 

Σχήµα 6.15: Μέση µηνιαία στάθµη της γεώτρησης παρατήρησης ΠΓ4 που 

βρίσκεται στον αλλουβιακό υδροφορέα του Αχελώου ............................................... 6-18 

Σχήµα 6.16: Μέση µηνιαία βροχόπτωση στην περιοχή µελέτης................................ 6-18 

Σχήµα 6.17: Γεωµετρία της περιοχής µελέτης που εισήχθη στο IRENE–HYD .......... 6-20 

Σχήµα 6.18: Θέσεις των γεωτρήσεων παρατήρησης στην περιοχή µελέτης ............. 6-21 

Σχήµα 6.19: Τιµές της υδραυλικής αγωγιµότητας που χρησιµοποιήθηκαν στην 

περιοχή µελέτης κατά τη βαθµονόµηση του IRENE–HYD ........................................ 6-23 

Σχήµα 6.20: Τιµές κατείσδυσης που χρησιµοποιήθηκαν στην περιοχή µελέτης κατά 

τη βαθµονόµηση του IRENE–HYD ........................................................................... 6-24 

Σχήµα 6.21:  Αποτελέσµατα του IRENE–HYD για τις τιµές των πιεζοµετρικών 

φορτίων, τη στάθµη των επιφανειακών νερών και το πεδίο ταχυτήτων στην 

περιοχή µελέτης ....................................................................................................... 6-25 

    



ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ XXXIV 



ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 1-1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                            

 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: 

1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

  

1.1 Τοποθέτηση του προβλήµατος  

  

 Το νερό της Γης βρίσκεται πάντα σε κίνηση και αλλάζει κατάσταση, από υγρή σε 

αέρια ή σε πάγο και αντίστροφα (Perlman, 2008). Η συνεχής αυτή κυκλοφορία του 

νερού στην επιφάνεια της Γης, καθώς και πάνω και κάτω από αυτή περιγράφεται 

από τον πολύ γνωστό υδρολογικό κύκλο. Τα επιφανειακά και τα υπόγεια νερά δεν 

αποτελούν µεµονωµένες συνιστώσες του υδρολογικού κύκλου. Αντιθέτως, πολύ 

συχνά αλληλεπιδρούν µεταξύ τους µέσω της κοινής τους διεπιφάνειας (επιφάνεια 

εδάφους, πυθµένας επιφανειακών υδάτινων σωµάτων) µε αποτέλεσµα να 

επηρεάζεται τόσο η ποσότητα όσο και η ποιότητά τους. Ανάλογα µε τη σχετική 

στάθµη των επιφανειακών νερών ως προς τη στάθµη των υπόγειων νερών, νερό και 

ρύποι διηθούνται από τα επιφανειακά υδάτινα σώµατα προς τα υπόγεια νερά ή 

αντιστρόφως τα υπόγεια νερά τροφοδοτούν τα επιφανειακά. Γενικά, µπορούν να 

διακριθούν οι ακόλουθες περιπτώσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών 

υδάτινων σωµάτων και υπόγειων νερών:  

 

i. Αν µεταξύ του επιφανειακού υδάτινου σώµατος και του υπόγειου υδροφορέα δεν  

υφίσταται ακόρεστη ζώνη, τότε το σύστηµα των επιφανειακών–υπόγειων νερών 

βρίσκεται σε υδραυλική επαφή. Στην περίπτωση που η στάθµη του νερού στο 
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επιφανειακό υδάτινο σώµα είναι ψηλότερη από τη στάθµη των υπόγειων νερών, 

νερό και ρύποι διηθούνται από το επιφανειακό υδάτινο σώµα προς τα υπόγεια 

νερά (Σχήµα 1.1 (α) και (γ)), ενώ στην αντίθετη περίπτωση ο υπόγειος 

υδροφορέας τροφοδοτεί το επιφανειακό υδάτινο σώµα (Σχήµα 1.1 (β) και (δ)). 

Υπάρχουν επίσης πολλές περιπτώσεις στις οποίες ένα τµήµα του επιφανειακού 

υδάτινου σώµατος τροφοδοτείται από τα υπόγεια νερά ενώ ένα άλλο τµήµα τα 

τροφοδοτεί, ανάλογα µε τη χωρική κατανοµή της στάθµης των επιφανειακών και 

των υπόγειων υδάτων (Σχήµα 1.1 (ε) και (στ)). Έτσι, για παράδειγµα, ένα 

υδατόρευµα µπορεί να τροφοδοτείται από τα υπόγεια νερά ή να τα τροφοδοτεί σε 

όλο του το µήκος ή κατά τµήµατα (gaining or losing stream, gaining or losing 

stream reaches). Ακόµη, µπορεί κάποιο τµήµα του υδατορεύµατος να 

τροφοδοτείται από τα υπόγεια νερά µέσω µέρους του πυθµένα του και να τα 

τροφοδοτεί µέσω κάποιου άλλου µέρους (flow-through stream reach). Πρέπει να 

σηµειωθεί ότι ο όρος υδατόρευµα χρησιµοποιείται χωρίς να γίνεται διάκριση 

κλίµακας και περιλαµβάνει από µικρά ρέµατα και ρυάκια µέχρι µεγάλα ποτάµια.      

    

ii. Αν µεταξύ του επιφανειακού υδάτινου σώµατος και του υπόγειου υδροφορέα 

υφίσταται ακόρεστη ζώνη, τότε επιφανειακά και υπόγεια νερά δε βρίσκονται σε 

υδραυλική επαφή και λαµβάνει χώρα διήθηση επιφανειακού νερού προς τον 

υδροφορέα διά µέσου της ακόρεστης ζώνης του πορώδους µέσου (Σχήµα 1.1 (ζ)) 

και (η)). Ωστόσο, ακόµα και όταν υπάρχει ακόρεστη ζώνη ανάµεσα στο 

επιφανειακό υδάτινο σώµα και τον υδροφορέα, µπορεί να θεωρηθεί ότι 

επιφανειακά και υπόγεια νερά βρίσκονται σε υδραυλική επικοινωνία, υπό την 

έννοια ότι περαιτέρω πτώση της στάθµης του υπόγειου νερού µπορεί να αυξήσει 

το ρυθµό διήθησης επιφανειακού νερού προς τον υδροφορέα (Σχήµα 1.1 (ζ)) 

(Peterson and Wilson, 1988). Έχει όµως παρατηρηθεί ότι για κάποια κρίσιµη τιµή 

της στάθµης του υπόγειου νερού, η περαιτέρω πτώση της δεν έχει καµία 

επίδραση στο ρυθµό διήθησης του επιφανειακού νερού (Σχήµα 1.1 (η)) (Bouwer 

and Maddock, 1997, Osman and Bruen, 2002). Στην κρίσιµη αυτή στάθµη του 

υπόγειου νερού, η οποία εξαρτάται από τη γεωµετρία και τη θέση του 

επιφανειακού υδάτινου σώµατος στον υδροφορέα, από την περατότητα του 

πυθµένα του επιφανειακού υδάτινου σώµατος και από τη γεωµετρία και τις 

υδραυλικές ιδιότητες του υδροφορέα (υδραυλική αγωγιµότητα, αποθηκευτικότητα, 

κλπ), ο υδροφορέας παύει να βρίσκεται σε υδραυλική επαφή µε το επιφανειακό 

υδάτινο σώµα (Osman and Bruen, 2002, Bruen and Osman, 2004).       
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Σχήµα 1.1: Περιπτώσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών υδάτινων σωµάτων και 

υπόγειων νερών 

 

 Η αλληλεπίδραση µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων υδάτων καθορίζεται, εκτός 

από τη χωρική και χρονική κατανοµή της στάθµης τους, από τα χαρακτηριστικά του 

πορώδους µέσου, από τις υδραυλικές ιδιότητες του πυθµένα των επιφανειακών 

υδάτινων σωµάτων και από τη θέση των επιφανειακών υδάτινων σωµάτων στο 

πορώδες µέσο (Winter, 1999). Τα χαρακτηριστικά του πορώδους µέσου αναφέρονται 

στις υδραυλικές του ιδιότητες και στην αρχικά περιεχόµενη σε αυτό υγρασία.  
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 Η κατανοµή της περιεχόµενης στο πορώδες µέσο υγρασίας είναι σηµαντική γιατί 

καθορίζει την ύπαρξη ακόρεστης ζώνης µεταξύ του επιφανειακού υδάτινου σώµατος 

και του υδροφορέα. Οι υδραυλικές ιδιότητες του πορώδους µέσου και του πυθµένα 

του επιφανειακού υδάτινου σώµατος καθορίζουν το ρυθµό διήθησης επιφανειακού 

νερού στο πορώδες µέσο ή τροφοδοσίας των επιφανειακών νερών από τα υπόγεια, 

ο οποίος εξαρτάται, εκτός από την υδραυλική κλίση µεταξύ επιφανειακών και 

υπόγειων νερών, από το µέγεθος και την κατανοµή της υδραυλικής αγωγιµότητας 

στους γεωλογικούς σχηµατισµούς που περιβάλλουν το επιφανειακό υδάτινο σώµα 

και από την περατότητα του πυθµένα του επιφανειακού υδάτινου σώµατος.  

 

 Η θέση των επιφανειακών υδάτινων σωµάτων στο σύστηµα των υπόγειων 

υδάτων καθορίζει πολύ συχνά το αν τροφοδοτούνται από τα υπόγεια νερά (αν 

βρίσκονται σε τοπογραφικά χαµηλές περιοχές) ή αν τα τροφοδοτούν (αν βρίσκονται 

σε τοπογραφικά υψηλές περιοχές) (Sophocleous, 2000). Ειδικά για την περίπτωση 

αλληλεπίδρασης µεταξύ υδατορευµάτων και υπόγειων νερών, σηµαντικό ρόλο παίζει 

ο προσανατολισµός του υδατορεύµατος σε σχέση µε το σύστηµα των υπόγειων 

υδάτων. Όταν το υδατόρευµα είναι προσανατολισµένο περίπου κάθετα προς το 

πεδίο ροής των υπόγειων υδάτων, συµβαίνει συχνά κάποια τµήµατά του να 

τροφοδοτούνται από τα υπόγεια νερά µέσω µέρους του πυθµένα τους και να τα 

τροφοδοτούν µέσω κάποιου άλλου µέρους, ενώ όταν το υδατόρευµα είναι 

προσανατολισµένο περίπου παράλληλα µε το πεδίο ροής των υπόγειων υδάτων, το 

πιθανότερο είναι να τροφοδοτείται από τα υπόγεια νερά ή να τα τροφοδοτεί σε όλο 

του το µήκος ή κατά ολόκληρα τµήµατα (Wroblicky et al., 1998, Woessner, 1998, 

Woessner, 2000).  

 

 Σε ένα σύστηµα επιφανειακών–υπόγειων υδάτων, η χωρική και χρονική 

κατανοµή της στάθµης του επιφανειακού και του υπόγειου νερού και γενικότερα τα 

χαρακτηριστικά της ροής των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων, καθορίζονται 

από τις κλιµατικές συνθήκες, την τοπογραφία και τη γεωλογία. Συνεπώς η κατανόηση 

της επίδρασης των παραγόντων αυτών στη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων 

νερών είναι απαραίτητη για την κατανόηση της µεταξύ τους αλληλεπίδρασης (Winter, 

1999, Sophocleous, 2002).   

 

 Η ροή των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων σε µια υδρολογική λεκάνη 

εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό από την τοπογραφία. Όπως έδειξε ο Hubert (1940), 

θεωρώντας οµοιόµορφη βροχόπτωση και οµοιόµορφο ρυθµό διήθησης σε µια 
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περιοχή, η ελεύθερη επιφάνεια του υπόγειου νερού θα διαµορφωθεί σαν ακριβές 

αντίγραφο της επιφάνειας του εδάφους. Η στάθµη και το πεδίο ροής των υπόγειων 

υδάτων διαµορφώνονται επίσης σε συνάρτηση µε τις υδραυλικές ιδιότητες των 

διάφορων γεωλογικών σχηµατισµών στην υδρολογική λεκάνη. Εκτός από την 

τοπογραφία και τη γεωλογία, τα χαρακτηριστικά της ροής των επιφανειακών και των 

υπόγειων νερών εξαρτώνται από τις κλιµατικές συνθήκες, οι οποίες καθορίζουν τις 

διαθέσιµες ποσότητες νερού στην επιφάνεια της Γης. Η επίδραση του κλίµατος, της 

τοπογραφίας και της γεωλογίας στην αλληλεπίδραση επιφανειακών–υπόγειων 

υδάτων παρουσιάζεται διεξοδικά στις εργασίες των Winter (1999) και Sophocleous 

(2002).    

 

 Η κατανόηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών 

είναι πολύ σηµαντική για την αποτελεσµατική διαχείριση των υδατικών πόρων. Για 

παράδειγµα, κατά το σχεδιασµό υδροληψιών από υπόγειους υδροφορείς, ποτάµια 

και λίµνες µε σκοπό την ύδρευση, την άρδευση, τη βιοµηχανική χρήση, κλπ, θα 

πρέπει να λαµβάνεται υπ’ όψη η αλληλεπίδραση µεταξύ των επιφανειακών υδάτινων 

σωµάτων και των υπόγειων νερών, καθώς η άντληση υπόγειου νερού µπορεί να 

οδηγήσει σε σηµαντική µείωση της ποσότητας του νερού σε επιφανειακά υδάτινα 

σώµατα που βρίσκονται σε υδραυλική επικοινωνία µε τον υπόγειο υδροφορέα και η 

υδροληψία από ποτάµια και λίµνες µπορεί, αντίστοιχα, να προκαλέσει πτώση της 

στάθµης των υπόγειων νερών.  

 

 Η εκτίµηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών είναι 

επίσης πολύ σηµαντική για την πρόβλεψη και τη διαχείριση πληµµυρικών παροχών 

σε υδατορεύµατα. Η µη θεώρηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ της ροής κατά µήκος 

υδατορευµάτων και της υπόγειας ροής οδηγεί σε υπερεκτίµηση του βάθους της 

επιφανειακής ροής κατά τον ανερχόµενο κλάδο του υδρογραφήµατος και σε 

υποεκτίµηση κατά τον κατερχόµενο κλάδο του υδρογραφήµατος (Wallach et al., 

1997, Winter et al., 1998). Συνεπώς ο συνδυασµός της επιφανειακής και της 

υπόγειας ροής είναι απαραίτητος για την ακριβή και λεπτοµερή περιγραφή της ροής 

κατά µήκος υδατορευµάτων.  

 

 Σε πολλές περιπτώσεις, πηγή ρύπανσης των επιφανειακών υδάτινων σωµάτων 

αποτελούν τα υπόγεια νερά ενώ και η ρύπανση των υπόγειων υδροφορέων µπορεί 

να οφείλεται σε επιφανειακά υδάτινα σώµατα µε τα οποία τα υπόγεια νερά βρίσκονται 

σε υδραυλική επικοινωνία. Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί η ρύπανση λόγω 

θρεπτικών, που είναι ένα σοβαρό πρόβληµα σε πολλές λεκάνες απορροής 
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παγκοσµίως (Falconer, 1992, Stapleton et al., 2000). Τα θρεπτικά, που προέρχονται 

κυρίως από τη χρήση λιπασµάτων, διηθούνται από την επιφάνεια του εδάφους προς 

τα υπόγεια νερά και µπορεί να καταλήξουν µέσω της εκφόρτισης υπόγειου νερού σε 

επιφανειακά υδάτινα σώµατα. Τα θρεπτικά µπορεί επίσης να κινηθούν επιφανειακά 

και να καταλήξουν σε ποτάµια, λίµνες και υγρότοπους από όπου µπορεί να 

διηθηθούν στα υπόγεια νερά. Γενικά, η κατάστρωση αποτελεσµατικών διαχειριστικών 

σχεδίων προϋποθέτει την εκτίµηση της συνεισφοράς των υπόγειων νερών στη 

ρύπανση επιφανειακών υδάτινων σωµάτων καθώς και την εκτίµηση της επίδρασης 

των επιφανειακών νερών στη ρύπανση των υπόγειων υδροφορέων. 

 

 Τα παραπάνω αποτελούν µερικά µόνο παραδείγµατα από τα οποία γίνεται 

φανερό ότι η αποτελεσµατική διαχείριση των υδατικών πόρων επιβάλλει την 

ολοκληρωµένη θεώρηση επιφανειακών και υπόγειων νερών. Η µελέτη της 

αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων υδάτων ξεκινά τη δεκαετία του ’60 µε τη 

διερεύνηση της αλληλεπίδρασης υδατορευµάτων και λιµνών µε τα υπόγεια νερά, 

εξαιτίας του ενδιαφέροντος για το πρόβληµα του ευτροφισµού και τις επιπτώσεις της 

όξινης βροχής στους υδατικούς πόρους (π.χ. Livingstone, 1963, Meyboom et al., 

1966, Garrels et al., 1967, Meyboom, 1967, Vaux, 1968, Dune and Black, 1970, 

Tóth, 1970). Τις τρεις τελευταίες δεκαετίες το ενδιαφέρον για το θέµα της 

αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών έχει ενταθεί, καθώς η 

αυξηµένη ζήτηση νερού που οφείλεται στην αύξηση του παγκόσµιου πληθυσµού και 

οι ορατές πλέον ανθρωπογενείς επιδράσεις στα υδατικά συστήµατα καθιστούν 

αναγκαία την ολοκληρωµένη διαχείριση των υδατικών πόρων (Winter et al., 1998).  

 

 Έτσι, τις τελευταίες δεκαετίες έχουν γίνει σηµαντικές προσπάθειες µαθηµατικής 

προσοµοίωσης και πειραµατικής διερεύνησης της αλληλεπίδρασης µεταξύ 

επιφανειακών και υπόγειων νερών (π.χ. Hunt, 1990, Storm and Refsgaard, 1993, 

Swain and Wexler, 1996, Hantush et al., 2002, Panday and Huyakorn, 2004, 

Ebrahimi et al., 2007, Serrano and Workman, 2008). Η ανάγκη για ενιαία θεώρηση 

των υδατικών πόρων αποτυπώνεται και στην ευρωπαϊκή νοµοθεσία µε την Οδηγία 

Πλαίσιο 2000/60/ΕΚ του Ευρωπαϊκού Κοινοβουλίου για τα νερά, η οποία στοχεύει 

στην ολοκληρωµένη διαχείριση, προστασία και αποκατάσταση επιφανειακών και 

υπόγειων υδάτων σε επίπεδο λεκάνης απορροής.  

 

 Η µαθηµατική προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης µεταξύ της ροής επιφανειακών 

και υπόγειων νερών δεν είναι απλή, καθώς απαιτείται η επίλυση, στον ίδιο χρόνο, 

των εξισώσεων που διέπουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων, οι 
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οποίες συνδυάζονται στην κοινή διεπιφάνεια των επιφανειακών–υπόγειων νερών 

µέσω κάποιας σχέσης για τη διήθηση επιφανειακού νερού στον υπόγειο υδροφορέα 

ή τροφοδοσία των επιφανειακών νερών από τα υπόγεια. Η επίλυση των µερικών 

διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν τη ροή των επιφανειακών και των 

υπόγειων υδάτων µπορεί να επιτευχθεί µε αναλυτικές ή αριθµητικές µεθόδους. Οι 

αναλυτικές λύσεις προβληµάτων αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων νερών 

βασίζονται συνήθως σε απλουστευτικές παραδοχές ως προς τις οριακές συνθήκες, 

τις υδραυλικές ιδιότητες του υδροφορέα, τη χωρική διάσταση της ροής των 

επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων, κλπ, έτσι ώστε να απλοποιηθεί η 

µαθηµατική περιγραφή του φαινοµένου και να είναι εφικτή η αναλυτική επίλυση των 

ισχυουσών µερικών διαφορικών εξισώσεων (Hantush, 2005). Συνεπώς η εφαρµογή 

των αναλυτικών λύσεων περιορίζεται µόνο σε απλές περιπτώσεις αλληλεπίδρασης. 

Για τη µελέτη πολύπλοκων προβληµάτων χρειάζεται να χρησιµοποιηθούν 

ολοκληρωµένα µαθηµατικά µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων νερών, στα οποία οι 

µερικές διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν τη ροή των επιφανειακών και των 

υπόγειων υδάτων επιλύονται µε αριθµητικές µεθόδους. Συνήθως χρησιµοποιούνται 

οι µέθοδοι πεπερασµένων διαφορών, πεπερασµένων στοιχείων και πεπερασµένων 

όγκων.  

 

 Παρόλο που οι αναλυτικές λύσεις µπορούν να εφαρµοστούν µόνο σε απλά 

προβλήµατα, αποτελούν σηµαντικά εργαλεία για την προκαταρκτική κατανόηση και 

εκτίµηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών και την 

επιβεβαίωση αριθµητικών µοντέλων (Singh, 2004). Πρέπει να σηµειωθεί ότι εκτός 

από ειδικές περιπτώσεις, οι διαφορικές εξισώσεις που διέπουν τη ροή των 

επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων δεν έχουν ακριβείς αναλυτικές λύσεις µε 

αποτέλεσµα πολύ συχνά να διατυπώνονται προσεγγιστικές αναλυτικές λύσεις για 

προβλήµατα αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων νερών. Οι προσεγγιστικές 

αναλυτικές λύσεις βασίζονται συνήθως στη µέθοδο διαταραχών (π.χ. Hunt, 1990, Lal, 

2001).  

 

 Το πρόβληµα διατύπωσης αναλυτικών λύσεων αλληλεπίδρασης επιφανειακών–

υπόγειων υδάτων συνήθως απλοποιείται επιλύνοντας µόνο τη διαφορική εξίσωση 

που περιγράφει την υπόγεια ροή. Οι εξισώσεις που διέπουν τη ροή των 

επιφανειακών υδάτων δεν επιλύονται αλλά η διακύµανση της στάθµης του νερού στο 

επιφανειακό υδάτινο σώµα που βρίσκεται σε υδραυλική επαφή µε τα υπόγεια νερά 

θεωρείται γνωστή και λαµβάνεται υπ’ όψη ως οριακή συνθήκη στην επίλυση της 

εξίσωσης της υπόγειας ροής (π.χ. Hall and Moench, 1972, Marino, 1973, Singh and 
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Rai, 1980, Ilyinsky and Kacimov, 1992, Govindaraju and Koelliker, 1994, Ostfeld et 

al., 1999, Kacimov, 2000, Bakker, 2004). Σε τέσσερις µόνο δηµοσιεύσεις µε θέµα την 

αλληλεπίδραση µεταξύ υδατορευµάτων και υπόγειων νερών, θεωρούνται οι 

εξισώσεις τόσο της επιφανειακής όσο και της υπόγειας ροής για τη διατύπωση 

αναλυτικών λύσεων (Hunt, 1990, Lal, 2001, Hantush et al., 2002, Hantush, 2005).     

 

 Όπως αναφέρθηκε παραπάνω, για την επίλυση πολύπλοκων προβληµάτων 

αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων νερών χρειάζεται να χρησιµοποιηθούν 

αριθµητικά µοντέλα. Ο συνδυασµός της ροής των επιφανειακών και των υπόγειων 

υδάτων σε ένα αριθµητικό µοντέλο δεν είναι απλή διαδικασία. Η διακριτοποίηση των 

διαφορικών εξισώσεων που διέπουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων 

νερών, καθώς και της εξίσωσης που εκφράζει τη διήθηση επιφανειακού νερού στον 

υπόγειο υδροφορέα ή την τροφοδοσία των επιφανειακών νερών από τα υπόγεια, 

οδηγεί σε ένα σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων, οι οποίες πρέπει να επιλυθούν 

ταυτόχρονα για να προσοµοιωθεί όσο το δυνατόν ακριβέστερα το φαινόµενο της 

αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων υδάτων (Gunduz and Aral, 2005). Η 

ταυτόχρονη επίλυση των εξισώσεων που περιγράφουν το φαινόµενο, εκτός του ότι 

είναι δυσχερής, επιβάλλει τη χρήση κοινού µεγέθους χρονικού βήµατος για τη 

διακριτοποίηση των εξισώσεων των επιφανειακών και των υπόγειων νερών, µε 

αποτέλεσµα να µην αξιοποιείται η διαφορετική χρονική κλίµακα που ισχύει για τη ροή 

των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων και να οδηγούµαστε συχνά σε µεγάλους 

υπολογιστικούς χρόνους (Panday and Huyakorn, 2004, Gunduz and Aral, 2005).  

 

 Λόγω των δυσκολιών ταυτόχρονης επίλυσης των εξισώσεων που περιγράφουν 

την αλληλεπίδραση µεταξύ των επιφανειακών και των υπόγειων νερών, σε πολλά 

αριθµητικά µοντέλα (π.χ. Freeze, 1972, Akan and Yen, 1981, Swain and Wexler, 

1996, Jobson and Harbaugh, 1999, Morita and Yen, 2002, Prudic et al., 2004, 

Erduran et al., 2005) ακολουθείται µία διαφορετική µέθοδος συνδυασµού της ροής 

των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων, η οποία είναι γνωστή σαν µέθοδος 

εσωτερικού συνδυασµού. Οι εξισώσεις που περιγράφουν τη ροή των επιφανειακών 

και των υπόγειων νερών επιλύονται χωριστά αλλά επαναληπτικά σε κάθε χρονικό 

βήµα, χρησιµοποιώντας την εξίσωση υπολογισµού της διήθησης επιφανειακού νερού 

στον υπόγειο υδροφορέα ή τροφοδοσίας των επιφανειακών νερών από τα υπόγεια 

σαν κοινή οριακή συνθήκη στη διεπιφάνεια επιφανειακών–υπόγειων υδάτων. Κάθε 

φορά που επιλύεται ένα από τα υπό–µοντέλα των επιφανειακών ή των υπόγειων 

νερών κατά τη διάρκεια ενός χρονικού βήµατος, τα αποτελέσµατα χρησιµοποιούνται 

για τον υπολογισµό της διήθησης/τροφοδοσίας στη διεπιφάνεια των επιφανειακών–
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υπόγειων νερών και την εν συνεχεία επίλυση του άλλου υπό–µοντέλου. Η διαδικασία 

επίλυσης εναλλάσσεται µεταξύ των υπό–µοντέλων των επιφανειακών και των 

υπόγειων νερών µέχρι οι επιµέρους λύσεις τους να ικανοποιήσουν κάποιο 

προκαθορισµένο κριτήριο σύγκλισης, οπότε οι υπολογισµοί προχωράνε στο επόµενο 

χρονικό βήµα.  

 

 Η χωριστή επίλυση των εξισώσεων που διέπουν τη ροή των επιφανειακών και 

των υπόγειων υδάτων επιτρέπει τη χρήση διαφορετικού µεγέθους χρονικού βήµατος 

για την επιφανειακή και την υπόγεια ροή. Έτσι, ενώ οι εξισώσεις των επιφανειακών 

υδάτων πρέπει να επιλυθούν χρησιµοποιώντας ένα σχετικά µικρό χρονικό βήµα για 

λόγους ακρίβειας και αριθµητικής ευστάθειας, για την επίλυση των εξισώσεων της 

υπόγειας ροής µπορεί να χρησιµοποιηθεί µεγαλύτερο χρονικό βήµα, καθώς οι 

ταχύτητες ροής των υπόγειων νερών είναι πολύ µικρότερες σε σχέση µε αυτές των 

επιφανειακών. Συνεπώς σε κάθε χρονικό βήµα του υπό–µοντέλου υπόγειων νερών 

µπορούν να επιλυθούν περισσότερα από ένα χρονικά βήµατα του υπό–µοντέλου 

επιφανειακών νερών, µειώνοντας έτσι τον υπολογιστικό χρόνο. Αυτός είναι ένας 

βασικός λόγος που στα περισσότερα ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα 

επιφανειακών–υπόγειων νερών επιλέγεται οι εξισώσεις που διέπουν τη ροή των 

επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων να επιλυθούν χωριστά. Η χωριστή επίλυση 

των εξισώσεων των επιφανειακών και των υπόγειων νερών σε ένα αριθµητικό 

µοντέλο προσοµοίωσης της µεταξύ τους αλληλεπίδρασης είναι επίσης απλούστερη, 

αν και λιγότερο ακριβής, σε σχέση µε την ταυτόχρονη επίλυσή τους (Gunduz and 

Aral, 2005). Περισσότερες πληροφορίες για τις µεθόδους συνδυασµού της ροής των 

επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων στα αριθµητικά µοντέλα δίνονται στο 

Κεφάλαιο 2.         

 

 Εξαιτίας των δυσκολιών αριθµητικής προσοµοίωσης της αλληλεπίδρασης µεταξύ 

της ροής επιφανειακών και υπόγειων υδάτων, ο αριθµός των ολοκληρωµένων 

αριθµητικών µοντέλων επιφανειακών–υπόγειων νερών που έχουν κατά καιρούς 

αναπτυχθεί είναι περιορισµένος σε σχέση µε τα αριθµητικά µοντέλα που είναι 

διαθέσιµα για την προσοµοίωση της ροής µόνο των επιφανειακών ή µόνο των 

υπόγειων υδάτων. Στα µοντέλα υπόγειων νερών η υδραυλική επικοινωνία µε 

επιφανειακά υδάτινα σώµατα συνήθως λαµβάνεται υπ’ όψη σαν οριακή συνθήκη 

τύπου Dirichlet ή Cauchy (π.χ. Querner, 1988, Harbaugh and McDonald, 1996). Στα 

µοντέλα επιφανειακών υδάτων η επικοινωνία µε τα υπόγεια νερά είτε αγνοείται είτε 

προσεγγίζεται χρησιµοποιώντας κάποια αλγεβρική εξίσωση για τον υπολογισµό της 

διήθησης, όπως είναι οι εξισώσεις των Green–Ampt (1911), Kostiakov (1932), Horton 
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(1933, 1935) και Philip (1957). Σε πολλά υδρολογικά µοντέλα φυσικής βάσης, για 

παράδειγµα, η διήθηση υπολογίζεται χρησιµοποιώντας την εξίσωση Green–Ampt 

(Freyberg et al., 1980). Αλγεβρικές εξισώσεις για τον υπολογισµό της διήθησης έχουν 

επίσης χρησιµοποιηθεί σε αρκετά αριθµητικά µοντέλα προσοµοίωσης της ροής κατά 

µήκος φυσικών υδατορευµάτων και της άρδευσης µε αυλάκια, λωρίδες και λεκάνες 

(π.χ. Katopodes and Strelkoff, 1977, Dillon and Ligget, 1983, Akabni and Katopodes, 

1988, Savadi, 1993, Playan et al., 1994, Singh and Bhallamudi, 1996, Bradford and 

Katopodes, 2001, Liu et al., 2004). Τέτοιου είδους µοντέλα δε µπορεί να θεωρηθεί ότι 

προσοµοιώνουν µε ακρίβεια την αλληλεπίδραση µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων 

νερών, προσεγγίζουν όµως σε κάποιο βαθµό το φαινόµενο, ανάλογα βέβαια και µε 

την ακρίβεια του µοντέλου διήθησης που χρησιµοποιείται (Morita and Yen, 2002).  

 

 Τα ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων υδάτων που 

έχουν κατά καιρούς αναπτυχθεί διαφέρουν σε ακρίβεια και πολυπλοκότητα ανάλογα 

µε τη µαθηµατική περιγραφή του φαινοµένου (τύπος και χωρική διάσταση των 

εξισώσεων που περιγράφουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων) 

και τις µεθόδους που χρησιµοποιούνται για το συνδυασµό και την αριθµητική 

επίλυση των εξισώσεων των επιφανειακών και των υπόγειων νερών. Στις 

περισσότερες περιπτώσεις εξετάζεται η αλληλεπίδραση της επίγειας ροής (ροή που 

πραγµατοποιείται στην επιφάνεια του εδάφους καταλήγοντας στα ποτάµια, overland 

flow) ή της ροής κατά µήκος υδατορευµάτων µε την υπόγεια ροή (π.χ.  Freeze, 1972, 

Akan and Yen, 1981, Swain and Wexler, 1996, Vanderkwaak, 1999, Ewen et al., 

2000, Morita and Yen, 2002, Panday and Huyakorn, 2004, Gunduz and Aral, 2005). 

Ο αριθµός των µοντέλων που έχουν αναπτυχθεί για την προσοµοίωση της 

αλληλεπίδρασης παράκτιων υδάτων, εκβολών ποταµών, λιµνών και υγροτόπων µε 

τα υπόγεια νερά είναι σχετικά µικρός (π.χ. Ebrahimi, 2004, Langevin et al., 2005, 

Sparks, 2005, 2008).            

 

 Η εξίσωση που χρησιµοποιείται για την περιγραφή της υπόγειας ροής σε ένα 

ολοκληρωµένο αριθµητικό µοντέλο επιφανειακών–υπόγειων υδάτων εξαρτάται από 

το αν εξετάζεται η περίπτωση υδραυλικής επαφής µεταξύ επιφανειακών και 

υπόγειων νερών, οπότε θεωρείται η υπόγεια ροή µόνο στην κορεσµένη ζώνη (π.χ. 

Pinder and Sauer, 1971, Swain and Wexler, 1996, Hussein and Schwartz, 2003, 

Erduran et al., 2005, Liang et al., 2007), ή η περίπτωση που επιφανειακά και υπόγεια 

νερά µπορεί να µη βρίσκονται σε υδραυλική επαφή οπότε προσοµοιώνεται η υπόγεια 

ροή τόσο στην κορεσµένη όσο και στην ακόρεστη ζώνη (π.χ. Freeze, 1972, Storm 

and Refsgaard, 1996, Ewen et al., 2000, Panday and Huyakorn, 2004, Markstrom et 
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al., 2008). Η κορεσµένη υπόγεια ροή θεωρείται γενικά διδιάστατη, οριζόντια ή στο 

κατακόρυφο επίπεδο, ή τρισδιάστατη. Για την περιγραφή της κορεσµένης–ακόρεστης 

ροής, η οποία θεωρείται τρισδιάστατη, διδιάστατη στο κατακόρυφο επίπεδο ή 

µονοδιάστατη στην κατακόρυφη διεύθυνση, χρησιµοποιείται η εξίσωση Richards 

(Richards, 1931).  

 

 Η ροή των επιφανειακών υδάτων στα ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα 

επιφανειακών–υπόγειων νερών που έχουν αναπτυχθεί µέχρι σήµερα θεωρείται 

µονοδιάστατη ή διδιάστατη. Μονοδιάστατη θεωρείται η ροή κατά µήκος 

υδατορευµάτων, για την προσοµοίωση της οποίας επιλύονται αριθµητικά οι 

εξισώσεις Saint Venant είτε στην πλήρη τους µορφή (π.χ. Freeze, 1972, Akan and 

Yen, 1981, Swain and Wexler, 1996, Gunduz and Aral, 2005) είτε έπειτα από 

απλοποιητικές παραδοχές, οπότε προκύπτουν οι εξισώσεις του κύµατος µηδενικής 

αδράνειας και του κινηµατικού κύµατος (π.χ. Querner, 1997, Jobson and Harbaugh, 

1999, Hussein and Schwartz, 2003). Η ροή των επιφανειακών υδάτων θεωρείται 

διδιάστατη στα µοντέλα που έχουν αναπτυχθεί για την προσοµοίωση της 

αλληλεπίδρασης µεταξύ της επίγειας και της υπόγειας ροής ή της αλληλεπίδρασης 

παράκτιων υδάτων, εκβολών ποταµών και υγροτόπων µε τα υπόγεια νερά. Για την 

περιγραφή της επίγειας ροής χρησιµοποιούνται συνήθως οι εξισώσεις του κύµατος 

µηδενικής αδράνειας (π.χ. Restrepo et al., 1998, Vanderkwaak, 1999, Morita and 

Yen, 2000, Panday and Huyakorn, 2004). Για την προσοµοίωση της υδροδυναµικής 

κυκλοφορίας σε παράκτιες περιοχές, εκβολές ποταµών και υγροτόπους επιλύονται οι 

διδιάστατες εξισώσεις ρηχών υδάτων (π.χ. Ebrahimi, 2004, Langevin et al., 2005, 

Sparks, 2005).  

 

 Η προσεγγιστική παραδοχή της σχεδόν οριζόντιας ροής ρηχών υδάτων, που 

σηµαίνει την αµέληση των κατακόρυφων επιταχύνσεων και τη θεώρηση 

υδροστατικής κατανοµής της πίεσης, απλοποιεί σηµαντικά τη µαθηµατική διατύπωση 

και την αριθµητική επίλυση των εξισώσεων κυκλοφορίας (Χριστοδούλου, 1991). 

Υπάρχουν όµως πολλές περιπτώσεις που µπορεί να γίνει η παραδοχή ρηχών 

υδάτων αλλά η υπόθεση πως οι ταχύτητες ροής είναι περίπου οριζόντιες και δε 

µεταβάλλονται σηµαντικά µε το βάθος δεν είναι ρεαλιστική. Σε τέτοιες περιπτώσεις 

χρειάζεται να χρησιµοποιηθεί ένα τρισδιάστατο µοντέλο για την προσοµοίωση της 

υδροδυναµικής κυκλοφορίας στα επιφανειακά υδάτινα σώµατα. Σηµαντική 

ανοµοιοµορφία των ταχυτήτων ροής κατά την κατακόρυφο παρουσιάζεται για 

παράδειγµα σε περιπτώσεις ανεµογενούς κυκλοφορίας ή σε περιπτώσεις που 

υπάρχουν διαφορές πυκνότητας. O υπολογισµός του τρισδιάστατου πεδίου ροής 
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είναι επίσης σηµαντικός για την εκτίµηση ρυπαντικών φορτίων σε παράκτια ύδατα, 

εκβολές ποταµών, λίµνες και υγροτόπους (Vreugdenhil, 1994). Ωστόσο, στη 

βιβλιογραφία δεν έχει δηµοσιευθεί κάποιο ολοκληρωµένο αριθµητικό µοντέλο 

επιφανειακών–υπόγειων νερών στο οποίο να θεωρείται τρισδιάστατη η ροή τόσο των 

επιφανειακών όσο και των υπόγειων υδάτων.  

 

 Όπως έχει ήδη αναφερθεί, η αλληλεπίδραση µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων 

νερών δεν επηρεάζει µόνο την ποσότητα αλλά και την ποιότητά τους. Η εκτίµηση των 

ρυπαντικών φορτίων σε ένα σύστηµα επιφανειακών–υπόγειων νερών µε τη χρήση 

αριθµητικών µοντέλων απαιτεί την προσοµοίωση (α) της ροής των επιφανειακών 

υδάτων, (β) της ροής των υπόγειων υδάτων, (γ) των διεργασιών που καθορίζουν τη 

συµπεριφορά ρύπων στα επιφανειακά νερά (µεταφορά, διάχυση, γένεση ή απώλεια 

ρύπου λόγω φυσικοχηµικών ή βιολογικών διεργασιών) (δ) των διεργασιών που 

καθορίζουν τη συµπεριφορά ρύπων στα υπόγεια νερά (µεταφορά, µοριακή διάχυση, 

κινηµατική διασπορά, γένεση ή απώλεια ρύπου λόγω φυσικοχηµικών ή βιολογικών 

διεργασιών) και (ε) της ανταλλαγής νερού και ρύπων µεταξύ των επιφανειακών και 

των υπόγειων νερών µέσω της κοινής τους διεπιφάνειας. Παρόλο που έχει 

αναπτυχθεί ένας σηµαντικός αριθµός αριθµητικών µοντέλων για την προσοµοίωση 

της αλληλεπίδρασης µεταξύ της ροής επιφανειακών και υπόγειων υδάτων, δεν είναι 

πολλά τα αριθµητικά µοντέλα προσοµοίωσης της αλληλεπίδρασης ροής και 

ρύπανσης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών. Μερικά παραδείγµατα 

αποτελούν τα µοντέλα που παρουσιάζονται στις εργασίες των Vanderkwaak (1999), 

Ewen et al. (2000), Faidi et al. (2002), Lin and Medina (2003), Hussein and Schwartz 

(2003), Ebrahimi (2004), Gunduz and Aral (2005), Sparks (2005, 2008), Zerihun et 

al. (2005b) και Storm and Refsgaard (1996). 

 

 Στη βιβλιογραφία υπάρχουν επίσης ελάχιστες εργασίες πειραµατικής 

διερεύνησης της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών 

χρησιµοποιώντας εργαστηριακά µοντέλα (π.χ. Rowe, 1960, Ebrahimi et al., 2007, 

Serrano and Workman, 2008), παρόλο που υπάρχουν αρκετές εργασίες 

πειραµατικής διερεύνησης της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων 

νερών στο πεδίο. Σε εργαστηριακό επίπεδο έχουν πραγµατοποιηθεί πειραµατικές 

µετρήσεις κυρίως για την επιβεβαίωση αναλυτικών λύσεων αλληλεπίδρασης µεταξύ 

υδατορευµάτων και υπόγειων νερών (π.χ. Rowe, 1960, Serrano and Workman, 

2008). Οι µετρήσεις αυτές δε µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την επιβεβαίωση 

αριθµητικών µοντέλων παρά µόνο για πολύ απλές περιπτώσεις αλληλεπίδρασης.  
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 Στην παρούσα διδακτορική διατριβή αναπτύχθηκε ένα τρισδιάστατο 

ολοκληρωµένο αριθµητικό µοντέλο επιφανειακών–υπόγειων νερών (Integrated 

suRface watEr–grouNdwater modEl, IRENE). Το IRENE αποτελείται από (α) 

ολοκληρωµένο υδροδυναµικό µοντέλο επιφανειακών–υπόγειων νερών (IRENE–

HYD) και (β) ολοκληρωµένο µοντέλο ποιότητας επιφανειακών–υπόγειων νερών 

(IRENE–QUAL). Οι υπολογιστικοί κώδικες καταστρώθηκαν σε γλώσσα 

προγραµµατισµού FORTRAN 95.  

 

 Στο IRENE–HYD επιλύονται οι εξισώσεις συνέχειας και ποσότητας κίνησης για 

ρηχά νερά σταθερής πυκνότητας και η µερική διαφορική εξίσωση που περιγράφει την 

τρισδιάστατη µη µόνιµη ροή υπόγειων υδάτων στην κορεσµένη ζώνη ετερογενούς 

ανισότροπου πορώδους µέσου. Για την επίλυση των εξισώσεων ρηχών νερών 

χρησιµοποιείται ένα ηµι–πεπλεγµένο σχήµα πεπερασµένων διαφορών, ενώ η 

εξίσωση που περιγράφει τη ροή των υπόγειων νερών επιλύεται εφαρµόζοντας ένα 

πλήρως πεπλεγµένο σχήµα πεπερασµένων διαφορών. Οι εξισώσεις που διέπουν τη 

ροή των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων συνδυάζονται στην κοινή 

διεπιφάνεια των επιφανειακών–υπόγειων νερών µέσω του νόµου του Darcy και 

επιλύονται εφαρµόζοντας είτε (α) έναν αλγόριθµο ταυτόχρονης συνδυασµένης 

επίλυσης, είτε (β) έναν αλγόριθµο εσωτερικού συνδυασµού.    

 

 Στο IRENE–QUAL χρησιµοποιούνται αριθµητικά σχήµατα πεπερασµένων 

διαφορών για την επίλυση της εξίσωσης µεταφοράς–διάχυσης ρύπου σε 

τρισδιάστατο τυρβώδες πεδίο ροής επιφανειακών νερών και της εξίσωσης 

µεταφοράς–διασποράς ρύπου που εισάγεται σε τρισδιάστατο πεδίο ροής υπόγειων 

νερών. Οι εξισώσεις που περιγράφουν τη συµπεριφορά ρύπων σε επιφανειακά και 

υπόγεια νερά συνδυάζονται στην κοινή διεπιφάνεια των επιφανειακών–υπόγειων 

υδάτων υπολογίζοντας τη ροή µάζας ρύπου, εγκάρσια προς την κοινή διεπιφάνεια 

µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών, που οφείλεται τόσο στο µηχανισµό της 

µεταφοράς όσο και στο µηχανισµό της διασποράς. Όπως και στο IRENE–HYD, οι 

συνδυασµένες εξισώσεις ποιότητας των επιφανειακών και των υπόγειων νερών 

επιλύονται χρησιµοποιώντας είτε (α) έναν αλγόριθµο ταυτόχρονης συνδυασµένης 

επίλυσης, είτε (β) έναν αλγόριθµο εσωτερικού συνδυασµού.        

 

 Το IRENE µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης 

ροής και ρύπανσης µεταξύ υπόγειων νερών και παράκτιων υδάτων, εκβολών 

ποταµών, υγροτόπων ή λιµνών, σε περιπτώσεις όπου µπορεί να γίνει η παραδοχή 

ρηχών νερών αλλά η υπόθεση πως οι ταχύτητες ροής είναι περίπου οριζόντιες και δε 
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µεταβάλλονται σηµαντικά µε το βάθος δεν είναι ρεαλιστική, οπότε θα πρέπει να 

χρησιµοποιηθεί ένα τρισδιάστατο αριθµητικό µοντέλο για την προσοµοίωση της 

υδροδυναµικής κυκλοφορίας στο επιφανειακό υδάτινο σώµα.  

 

 Εκτός απο την αριθµητική προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης µεταξύ 

επιφανειακών και υπόγειων νερών, το φαινόµενο διερευνήθηκε και πειραµατικά, 

διεξάγωντας µετρήσεις στο εργαστήριο Hyder Hydraulics του πανεπιστηµίου του 

Cardiff. Συγκεκριµένα, διερευνήθηκε η αλληλεπίδραση ροής και ρύπανσης µεταξύ 

υδατορεύµατος και υπόγειου υδροφορέα σε πειραµατική διάταξη η οποία 

περιλαµβάνει ευθύγραµµο κανάλι ορθογωνικής διατοµής, το οποίο διέρχεται µέσα 

από οµογενή και ισότροπο υδροφορέα, ο οποίος είναι κατασκευασµένος από ειδικό 

πορώδες υλικό του εµπορίου (polyurethane foam). ∆ιερευνήθηκε επίσης η 

αλληλεπίδραση ροής και ρύπανσης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών σε 

πειραµατική διάταξη η οποία κατασεκευάσθηκε µε στόχο την προσοµοίωση ιδεατής 

υδρολογικής λεκάνης που περιλαµβάνει υδατόρευµα και µικρή λίµνη, τα οποία 

επικοινωνούν µέσω αµµώδους φράγµατος. Και στις δύο περιπτώσεις 

δηµιουργήθηκαν συνθήκες µόνιµης και µή µόνιµης ροής και µετρήθηκαν (α) η στάθµη 

του νερού στο κανάλι και στο πορώδες µέσο και (β) οι συγκεντρώσεις συντηρητικού 

δείκτη στο κανάλι και στο πορώδες µέσο. Οι µετρήσεις χρησιµοποιήθηκαν για την 

επιβεβαίωση του IRENE. Τέλος, το IRENE εφαρµόστηκε στην περιοχή των 

υδρολογικών λεκανών Αχελώου, Λυσιµαχείας και Τριχωνίδας.  

 

1.2 ∆ιάρθρωση της διατριβής  

  

 Η διατριβή συγκροτήθηκε σε επτά κεφάλαια ως εξής: 

 

Κεφάλαιο 1 

 Αποτελεί την Εισαγωγή της διατριβής και περιλαµβάνει την περιγραφή του 

αντικειµένου και των πρωτότυπων στοιχείων της διατριβής.  

 

Κεφάλαιο 2 

 Παρουσιάζεται η βιβλιογραφική ανασκόπηση των αναλυτικών λύσεων και των 

αριθµητικών µοντέλων που έχουν αναπτυχθεί για την εκτίµηση της αλληλεπίδρασης 

µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών, καθώς και της πειραµατικής διερεύνησης 

του φαινοµένου στο εργαστήριο και στο πεδίο.  
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Κεφάλαιο 3 

 Παρουσιάζεται το ολοκληρωµένο υδροδυναµικό αριθµητικό µοντέλο 

επιφανειακών–υπόγειων νερών IRENE–HYD. Αρχικά διατυπώνονται οι µερικές 

διαφορικές εξισώσεις που χρησιµοποιούνται στο IRENE–HYD για την περιγραφή της 

ροής των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων και στη συνέχεια παρουσιάζεται η 

αριθµητική τους επίλυση χρησιµοποιώντας αριθµητικά σχήµατα πεπερασµένων 

διαφορών. Ακολουθεί αναλυτική περιγραφή του συνδυασµού των εξισώσεων που 

περιγράφουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων στην κοινή 

διεπιφάνεια επιφανειακών–υπόγειων νερών µέσω του νόµου του Darcy και της εν 

συνεχεία ταυτόχρονης επίλυσής τους σε κάθε χρονικό βήµα. Περιγράφεται επίσης η 

µέθοδος εσωτερικού συνδυασµού των εξισώσεων των υπό–µοντέλων των 

επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων, η οποία περιλαµβάνεται στο IRENE–HYD 

ως εναλλακτική της µεθόδου ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης των εξισώσεων. 

Τέλος, ελέγχεται η ακρίβεια του IRENE–HYD συγκρίνοντας τα αποτελέσµατά του µε 

αναλυτικές λύσεις των εξισώσεων που ισχύουν για απλές περιπτώσεις 

αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών, καθώς και µε 

αριθµητικές λύσεις µαθηµατικών µοντέλων των οποίων η αξιοπιστία και η ακρίβεια 

είναι αποδεκτή.    

 

Κεφάλαιο 4 

 Παρουσιάζεται η ανάπτυξη του ολοκληρωµένου αριθµητικού µοντέλου ποιότητας 

επιφανειακών–υπόγειων νερών IRENE–QUAL. ∆ιατυπώνονται αρχικά οι µερικές 

διαφορικές εξισώσεις που χρησιµοποιούνται στο IRENE–QUAL για την περιγραφή 

της συµπεριφοράς ποιοτικών παραµέτρων σε επιφανειακά και υπόγεια νερά και στη 

συνέχεια παρουσιάζεται η αριθµητική τους επίλυση µε µεθόδους πεπερασµένων 

διαφορών. Ακολούθως περιγράφεται ο συνδυασµός των εξισώσεων ποιότητας των 

επιφανειακών και των υπόγειων νερών στην κοινή διεπιφάνεια των επιφανειακών–

υπόγειων υδάτων και η εν συνεχεία επίλυσή τους εφαρµόζοντας είτε έναν αλγόριθµο 

ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης είτε έναν αλγόριθµο εσωτερικού συνδυασµού. 

Τέλος παρουσιάζεται ο έλεγχος της ακρίβειας των αριθµητικών µεθόδων που 

χρησιµοποιούνται στο IRENE–QUAL συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα του µοντέλου 

µε διαθέσιµες αναλυτικές λύσεις.    

 

 Κεφάλαιο 5 

 Περιγράφεται η διεξαγωγή των πειραµατικών µετρήσεων στο εργαστήριο Hyder 

Hydraulics του πανεπιστηµίου του Cardiff. Συγκεκριµένα περιγράφονται αναλυτικά οι 

πειραµατικές διατάξεις στις οποίες διεξήχθησαν οι µετρήσεις, τα όργανα και τα 
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αντιδραστήρια που χρησιµοποιήθηκαν καθώς και οι µετρήσεις στάθµεων και 

συγκεντρώσεων συντηρητικού δείκτη που πραγµατοποιήθηκαν για την εκτίµηση της 

αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών. Παρουσιάζεται επίσης η 

ρύθµιση και η επιβεβαίωση του IRENE χρησιµοποιώντας τα πειραµατικά δεδοµένα.  

 

Κεφάλαιο 6 

 Παρουσιάζεται η εφαρµογή του IRENE–HYD στην περιοχή των υδρολογικών 

λεκανών Αχελώου–Λυσιµαχείας–Τριχωνίδας.  

 

Κεφάλαιο 7 

 Παρουσιάζονται τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από την παρούσα διατριβή.   

 

1.3 Πρωτότυπα στοιχεία της διατριβής 

 
 Πρωτότυπα στοιχεία της διατριβής αποτελούν τα παρακάτω:  

 

� Η ανάπτυξη ενός τρισδιάστατου ολοκληρωµένου αριθµητικού µοντέλου 

προσοµοίωσης της αλληλεπίδρασης ροής και ρύπανσης µεταξύ 

επιφανειακών και υπόγειων νερών. Σηµαντικά στοιχεία του µοντέλου 

αποτελούν η δυνατότητα εκτίµησης της χρονικά µεταβαλλόµενης θέσης της 

ελεύθερης επιφάνειας επιφανειακών και υπόγειων νερών σε δύσκολες 

περιπτώσεις όπου λαµβάνει χώρα διαβροχή και ξήρανση περιοχών του 

υπολογιστικού πλέγµατος, καθώς και η δυνατότητα εκτίµησης της επιφάνειας 

διήθησης (seepage face).   

 

� Η µέθοδος συνδυασµού των εξισώσεων που χρησιµοποιούνται στο IRENE–

HYD για την περιγραφή της ροής των επιφανειακών και των υπόγειων 

υδάτων. Συγκεκριµένα, οι συνδυασµένες εξισώσεις των επιφανειακών και των 

υπόγειων νερών επιλύονται ταυτόχρονα σε κάθε χρονικό βήµα µε τρόπο ο 

οποίος δεν είναι υπολογιστικά δαπανηρός. Είναι σηµαντικό να σηµειωθεί ότι 

το µικρό υπολογιστικό της ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης των 

εξισώσεων που διέπουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων νερών 

οφείλεται στο ηµί–πεπλεγµένο σχήµα πεπερασµένων διαφορών που 

χρησιµοποιείται στο υπό–µοντέλο ροής επιφανειακών υδάτων του IRENE–

HYD. Εφαρµόζοντας το εν λόγω ηµί–πεπλεγµένο σχήµα, η επίλυση των 

εξισώσεων συνέχειας και ποσότητας κίνησης των επιφανειακών νερών 
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ανάγεται ουσιαστικά στην επίλυση µίας µόνο εξίσωσης, όπου το υψόµετρο 

της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών νερών είναι ο µοναδικός 

άγνωστος. Έτσι, η προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών 

και υπόγειων νερών επιτυγχάνεται µε την ταυτόχρονη επίλυση δύο µόνο 

εξισώσεων, των συνδυασµένων εξισώσεων της ελεύθερης επιφάνειας των 

επιφανειακών υδάτων και συνέχειας των υπόγειων υδάτων.  

 

� Η µέθοδος που εφαρµόζεται στο υπό–µοντέλο ροής υπόγειων νερών του 

IRENE–HYD για την εκτίµηση της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων νερών 

έχει πρωτότυπα στοιχεία και είναι η πρώτη φορά που παρόµοια µέθοδος 

εφαρµόζεται σε κώδικα πεπερασµένων διαφορών.  

 
Ο υπολογισµός της θέσης της ελεύθερης επιφάνειας είναι µία από τις 

βασικότερες δυσκολίες στην προσοµοίωση της ροής των υπόγειων υδάτων. 

Στο IRENE–HYD ακολουθείται ένας αλγόριθµος σταθερού πλέγµατος για τον 

προσδιορισµό της θέσης της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων νερών, 

δηλαδή το υπολογιστικό πλέγµα παραµένει αµετάβλητο κατά τη διάρκεια της 

προσοµοίωσης και προσδιορίζεται η θέση της ελεύθερης επιφάνειας εντός 

αυτού. Βασικό πλεονέκτηµα της µεθόδου που εφαρµόζεται στο IRENE–HYD 

για τον προσδιορισµό της θέσης της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων 

νερών είναι ότι υπολογίζονται πιεζοµετρικά φορτία για όλους τους κόµβους 

του υπολογιστικού πλέγµατος των υπόγειων υδάτων – και όχι µόνο για το 

τµήµα του υπολογιστικού πλέγµατος που βρίσκεται κάτω από την ελεύθερη 

επιφάνεια των υπόγειων νερών – οπότε δεν υπάρχει ανάγκη αποµόνωσης 

των ‘ξηρών’ υπολογιστικών κελιών από το υπολογιστικό πεδίο και µετέπειτα 

µετατροπής τους σε ‘ενεργά’ (µερικώς ή πλήρως κορεσµένα) κελιά. Πρέπει να 

σηµειωθεί ότι ο χειρισµός των ‘ξηρών’ υπολογιστικών κελιών στα αριθµητικά 

µοντέλα είναι δύσκολος και η µετατροπή τους από ‘ανενεργά’ σε ‘ενεργά’ 

µερικώς ή πλήρως κορεσµένα κελιά µπορεί να οδηγήσει σε σφάλµατα 

ισοζυγίου µάζας και ταλαντώσεις στην αριθµητική λύση.      

 
 

� H µέθοδος διαβροχής και ξήρανσης υπολογιστικών κελιών του επιφανειακού 

υδάτινου σώµατος που εφαρµόζεται στο υπό–µοντέλο επιφανειακών νερών 

του IRENE–HYD. Η µέθοδος που εφαρµόζεται αποτελεί βελτίωση της 

µεθόδου MLU (Maximum Level Upstreaming) (Casulli and Cheng, 1992) και 

δεν οδηγεί σε υπερεκτίµηση του όγκου νερού που µπορεί να αποθηκευτεί σε 

ένα υπολογιστικό κελί.      
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� Η πειραµατική διερεύνηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και 

υπόγειων νερών στο εργαστήριο. Παρόµοιες εργασίες δεν υπάρχουν 

διαθέσιµες στην βιβλιογραφία και οι πειραµατικές µετρήσεις µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν για την επιβεβαίωση αριθµητικών µοντέλων.   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: 

2 ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ 

  

2.1 Εισαγωγή  

 

 Στις επόµενες παραγράφους γίνεται µία συστηµατική και κριτική παρουσίαση των 

δηµοσιεύσεων µε θέµα τη διατύπωση αναλυτικών λύσεων και την ανάπτυξη 

αριθµητικών µοντέλων για τη µελέτη προβληµάτων αλληλεπίδρασης επιφανειακών–

υπόγειων νερών, καθώς και την πειραµατική διερεύνηση του φαινοµένου στο 

εργαστήριο και στο πεδίο.        

 

2.2 Αναλυτικές λύσεις αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων 

νερών 

 

 Οι αναλυτικές λύσεις που έχουν αναπτυχθεί για προβλήµατα αλληλεπίδρασης 

επιφανειακών–υπόγειων νερών είναι σηµαντικές γιατί (α) η εφαρµογή τους είναι απλή 

και αποτελούν την ευκολότερη και γρηγορότερη µέθοδο εκτίµησης της 

αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών, (β) αναδεικνύουν ποιες 

είναι οι βασικές παράµετροι που επηρεάζουν την επιφανειακή και την υπόγεια ροή σε 

ένα σύστηµα επιφανειακών–υπόγειων υδάτων και (γ) µπορούν να χρησιµοποιηθούν 

για την επιβεβαίωση αριθµητικών µοντέλων (Singh, 2004). Το βασικό µειονέκτηµα 
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των αναλυτικών λύσεων είναι ότι µπορούν να εφαρµοστούν µόνο σε απλές 

περιπτώσεις αλληλεπίδρασης.  

 

 Η πλειονότητα των αναλυτικών λύσεων που έχουν αναπτυχθεί για την 

αλληλεπίδραση επιφανειακών–υπόγειων νερών αφορούν στην αλληλεπίδραση 

µεταξύ υπόγειων νερών και υδατορευµάτων (π.χ. Hall and Moench, 1972, Marino, 

1973, Singh and Rai, 1980, Govindaraju and Koelliker, 1994, Workman et al., 1997, 

Ostfeld et al., 1999, Parlange et al., 2000), ενώ υπάρχει και ένας µικρός αριθµός 

δηµοσιεύσεων, οι οποίες έχουν ως θέµα την αλληλεπίδραση µεταξύ υπόγειων νερών 

και λιµνών (π.χ. Ilyinsky and Kacimov, 1992, Kacimov, 2000, Bakker, 2004). Όλες οι 

αναλυτικές λύσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ υπόγειων νερών και λιµνών και οι 

περισσότερες αναλυτικές λύσεις που έχουν αναπτυχθεί για την αλληλεπίδραση 

µεταξύ υπόγειων νερών και υδατορευµάτων, έχουν προκύψει επιλύνοντας µόνο τη 

διαφορική εξίσωση που περιγράφει την υπόγεια ροή. Η υδραυλική επικοινωνία µε το 

υδατόρευµα ή τη λίµνη λαµβάνεται υπ’ όψη ως οριακή συνθήκη τύπου Dirichlet ή 

Cauchy για την επίλυση της εξίσωσης της υπόγειας ροής. Στη βιβλιογραφία συναντά 

κανείς τέσσερις µόνο δηµοσιεύσεις µε θέµα την αλληλεπίδραση µεταξύ υπόγειων 

νερών και υδατορευµάτων, στις οποίες θεωρούνται οι εξισώσεις τόσο της 

επιφανειακής όσο και της υπόγειας ροής για τη διατύπωση αναλυτικών λύσεων 

(Hunt, 1990, Lal, 2001, Hantush et al., 2002, Hantush, 2005).                 

 

2.2.1 Αναλυτικές λύσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ υπόγειων νερών και 

υδατορευµάτων: επίλυση της εξίσωσης υπόγειας ροής  

 

 Ένας µεγάλος αριθµός αναλυτικών λύσεων έχει διατυπωθεί για την εκτίµηση της 

αλληλεπίδρασης µεταξύ υδατορευµάτων και υπόγειων νερών, λύνοντας µόνο την 

εξίσωση που περιγράφει την υπόγεια ροή. Οι λύσεις αυτές µπορούν να διακριθούν 

µε βάση τον τύπο του υδροφορέα που αλληλεπιδρά µε το υδατόρευµα 

(περιορισµένος, φρεάτιος ή µε διαρροή) και την εξίσωση που επιλύεται για την 

εξαγωγή τους.  

 

 Στις εργασίες που παρουσιάζονται στις επόµενες παραγράφους θεωρείται µη 

µόνιµη υπόγεια ροή. Οι αναλυτικές λύσεις προβληµάτων µη µόνιµης ροής 

παρουσιάζουν µεγαλύτερο ενδιαφέρον σε σύγκριση µε τις λύσεις µόνιµης ροής, 

καθώς µπορεί να εκτιµηθεί η απόκριση του υδροφορέα σε µεταβολές της στάθµης 

του νερού στο υδατόρευµα. Αναλυτικές λύσεις προβληµάτων µόνιµης υπόγειας ροής, 
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οι οποίες µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την εκτίµηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ 

υπόγειων νερών και υδατορευµάτων, παρουσιάζονται στα βιβλία της Polubarinova–

Kochina (1962), των Avarin and Numerov (1965) και του Bear (1979). Ενδεικτικά 

αναφέρονται επίσης οι ακόλουθες δηµοσιεύσεις: Bakker (1999), Kallin et al. (2000) 

και Anderson (2002, 2003a, b).       

 

2.2.1.1 Περιορισµένοι υδροφορείς 

 

 Στις εργασίες µε θέµα την αλληλεπίδραση υδατορεύµατος–περιορισµένου 

υδροφορέα, ο υδροφορέας θεωρείται οµογενής και ισότροπος και η υπόγεια ροή 

οριζόντια µονοδιάστατη. Στην πλειονότητα των δηµοσιεύσεων εξετάζεται η 

αλληλεπίδραση περιορισµένου υδροφορέα µε υδατόρευµα πλήρους διείσδυσης 

όπως φαίνεται στο Σχήµα 2.1. Ο υδροφορέας µπορεί να είναι πεπερασµένου 

πλάτους ή ηµι–άπειρος. Έχει σταθερό πάχος και οριζόντιο, αδιαπέρατο πυθµένα. 

Στη διεύθυνση x περιορίζεται στο ένα άκρο του από το υδατόρευµα και στο άλλο 

άκρο του, αν είναι πεπερασµένου πλάτους, από αδιαπέρατο όριο. Το υδατόρευµα και 

ο υδροφορέας µπορεί να βρίσκονται σε άµεση υδραυλική επαφή ή να διαχωρίζονται 

από την ηµι–περατή όχθη του υδατορεύµατος, για την οποία γίνεται η παραδοχή ότι 

έχει µηδενική αποθηκευτικότητα. Θεωρώντας τον υδροφορέα οµογενή και ισότροπο 

και την υπόγεια ροή οριζόντια, µονοδιάστατη στη διεύθυνση x, περιγράφεται από την 

εξίσωση διάχυσης (2.1) (βλ. Bear, 1979, σελ. 105). Οι αρχικές και οριακές συνθήκες 

για το πρόβληµα δίνονται από τις εξισώσεις (2.2)–(2.4β).   

 

 
 Σχήµα 2.1: Γενική περίπτωση αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–περιορισµένου υδροφορέα, 

αναλυτική επίλυση µονοδιάστατης οριζόντιας υπόγειας ροής  

  2 2( , ) ( , )h x t S h x tT tx∂ ∂
=

∂∂
, x≥0 ή 0≤x≤Wa, t≥0                                                              (2.1)                                                            
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0( ,0)h x h= , x≥0 ή 0≤x≤Wa                                                                                     (2.2)                                             (0, ) ( )h t ζ t= , t≥0, για υδατόρευµα σε άµεση επαφή µε τον υδροφορέα               (2.3α)                              (0, ) 1 (0, ) ( )h t h t ζ tx a∂
 = − ∂

, t≥0, για υδατόρευµα µε ηµι–περατή όχθη                 (2.3β)                                0lim ( , )x h x t h
→∞

= , t≥0, για ηµι–άπειρο υδροφορέα                                                 (2.4α)                               ( , ) 0ah W tx∂
=

∂
, t≥0, για υδροφορέα πεπερασµένου πλάτους                                (2.4β)                               

 

 Στο Σχήµα 2.1 και στις εξισώσεις (2.1)–(2.4β), t [T] είναι ο χρόνος, h(x,t) [L] είναι 

το πιεζοµετρικό φορτίο, S και T [L2T–1] είναι η αποθηκευτικότητα και η 

διοχετευτικότητα του υδροφορέα, αντίστοιχα, ζ(t) [L] είναι το υψόµετρο της ελεύθερης 

επιφάνειας του νερού στο υδατόρευµα (ή διαφορετικά η στάθµη του νερού στο 

υδατόρευµα), h0 [L] είναι η αρχική τιµή των πιεζοµετρικών φορτίων στον υδροφορέα, 

η οποία συµπίπτει µε την αρχική τιµή της στάθµης του νερού στο υδατόρευµα και Wa 

[L], B [L] είναι το πλάτος και το πάχος του υδροφορέα, αντίστοιχα. Η παράµετρος a 

[L] εκφράζει την αντίσταση που προκαλείται στη ροή µεταξύ του υδατορεύµατος και 

του υδροφορέα λόγω της ηµι–περατής όχθης του υδατορεύµατος και ορίζεται 

σύµφωνα µε τον Hantush (1965) ως a = Kb/Kb, όπου K [LT–1] είναι η υδραυλική 

αγωγιµότητα του υδροφορέα και b [L], Kb [LT–1] είναι το πάχος και η υδραυλική 

αγωγιµότητα της ηµι–περατής όχθης, αντίστοιχα. Η παράµετρος a µπορεί να 

θεωρηθεί ως ένα υποθετικό πλάτος υδροφορέα µε µηδενική αποθηκευτικότητα, το 

οποίο θα χρειαζόταν για να προκαλέσει την ίδια πτώση πιεζοµετρικού φορτίου µε 

αυτήν που προκαλείται λόγω της ηµι–περατής όχθης του υδατορεύµατος.  

  

 Σύµφωνα µε τα παραπάνω, το πρόβληµα εκτίµησης της αλληλεπίδρασης 

υδατορεύµατος–περιορισµένου υδροφορέα καταλήγει στο πρόβληµα επίλυσης της 

εξίσωσης διάχυσης για διάφορες οριακές συνθήκες. Η εξίσωση διάχυσης µπορεί να 

επιλυθεί αναλυτικά χρησιµοποιώντας διάφορες µεθόδους (βλ. π.χ. Pipes and Harvill, 

1970). Για παράδειγµα, πολύ συχνά χρησιµοποιείται η µέθοδος µετασχηµατισµών 

Laplace (Pipes and Harvill, 1970). Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι περισσότερες αναλυτικές 

λύσεις της εξίσωσης διάχυσης που διατυπώνονται στις εργασίες που εξετάζουν την 

αλληλεπίδραση υδατορεύµατος–περιορισµένου υδροφορέα είναι γνωστές από την 

επίλυση ανάλογων προβληµάτων αγωγής θερµότητας (Carslaw and Jaeger, 1959).    

  

 Οι Rowe (1960) και Hantush (1961a) παρουσίασαν αναλυτικές λύσεις της 

εξίσωσης διάχυσης για ηµι–άπειρο υδροφορέα, για την περίπτωση γραµµικής 
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µεταβολής της στάθµης του υδατορεύµατος µε το χρόνο. Στην εργασία των Cooper 

and Rorabaugh (1963) αναπτύχθηκαν λύσεις για ηµι–άπειρο και για πεπερασµένου 

πλάτους υδροφορέα, για πληµµυρικό κύµα ηµιτονοειδούς µορφής στο υδατόρευµα. 

Ο Ferris (1963) παρουσίασε µία αναλυτική λύση για τα πιεζοµετρικά φορτία σε ηµι–

άπειρο υδροφορέα, για συνεχή ηµιτονοειδή διακύµανση της στάθµης του νερού στο 

υδατόρευµα. Η λύση του Ferris (1963) ισχύει µετά την αποκατάσταση µόνιµης 

περιοδικής ροής. Σε πάρα πολλές εργασίες διατυπώθηκαν αναλυτικές λύσεις για ηµι–

άπειρο και για πεπερασµένου πλάτους υδροφορέα, για την περίπτωση διακύµανσης 

της στάθµης του υδατορεύµατος που περιγράφεται από τη συνάρτηση µοναδιαίου 

βήµατος (Stallman, 1962, Pinder et al., 1969, Singh, 1969, Venetis, 1970, Hall and 

Moench, 1972). Στην εργασία των Hall and Moench (1972) εξετάστηκε για πρώτη 

φορά η περίπτωση υδατορεύµατος µε ηµι–περατή όχθη.  

 

 Η εργασία του Singh (2004) αποτελεί εξέλιξη των προηγούµενων εργασιών, 

καθώς ο συγγραφέας εξέτασε την αλληλεπίδραση οµογενούς και ισότροπου 

περιορισµένου υδροφορέα άπειρου πλάτους µε υδατόρευµα µερικής διείσδυσης 

(Σχήµα 2.2 (α)). Παρουσίασε αναλυτικές λύσεις για την απόκριση του υδροφορέα σε: 

(α) συνεχή ηµιτονοειδή διακύµανση της στάθµης του υδατορεύµατος, (β) πληµµυρικό 

κύµα ηµιτονοειδούς µορφής στο υδατόρευµα, (γ) διακύµανση της στάθµης του 

υδατορεύµατος που περιγράφεται από τη συνάρτηση µοναδιαίου βήµατος και (δ) 

γραµµική µεταβολή της στάθµης του υδατορεύµατος.      

 

 Ο Singh (2004) απλοποίησε την επίλυση του πραγµατικού προβλήµατος 

θεωρώντας την ισοδύναµη περίπτωση ενός υδατορεύµατος πλήρους διείσδυσης 

(Σχήµα 2.2 (β)). Εισήγαγε ένα πρόσθετο, υποθετικό πλάτος υδροφορέα, R [L], µε 

µηδενική αποθηκευτικότητα, το οποίο θα χρειαζόταν για να προκαλέσει την ίδια 

πτώση πιεζοµετρικού φορτίου µε αυτή που προκαλείται λόγω της ηµι–περατότητας 

του πυθµένα και των όχθεων και της µερικής διείσδυσης του υδατορεύµατος. 

Συνεπώς η παράµετρος R έχει την ίδια φυσική σηµασία µε την παράµετρο a του 

Hantush (1965). Εκφράζουν και οι δύο την αντίσταση στη ροή µεταξύ του 

υδατορεύµατος και του υδροφορέα. Η παράµετρος R περιλαµβάνει όµως επιπλέον 

την αντίσταση που οφείλεται στη µερική διείσδυση του υδατορεύµατος στον 

υδροφορέα. Θεωρώντας την υπόγεια ροή οριζόντια, µονοδιάστατη στη διεύθυνση x, 

το απλοποιηµένο πρόβληµα του σχήµατος 2.2 (β) περιγράφεται από τις εξισώσεις 

(2.1), (2.2), (2.3β) και (2.4α), αν η παράµετρος a αντικατασταθεί από την παράµετρο 

R.  
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 Οι αναλυτικές λύσεις που παρουσίασε ο Singh (2004) είναι οι πιο γενικές από τις 

λύσεις που έχουν αναπτυχθεί για ηµι–άπειρους περιορισµένους υδροφορείς. Πολλές 

από τις λύσεις παλαιότερων εργασιών προκύπτουν σαν ειδικές περιπτώσεις των 

λύσεων του Singh (2004). Πιο συγκεκριµένα: (α) για R = 0 (υδατόρευµα πλήρους 

διείσδυσης σε άµεση υδραυλική επαφή µε τον υδροφορέα), οι λύσεις του Singh 

(2004) για πληµµυρικό κύµα και για γραµµική µεταβολή της στάθµης του 

υδατορεύµατος συµπίπτουν µε τις λύσεις των Cooper and Rorabaugh (1963) και 

Hantush (1961a), αντίστοιχα, (β) η λύση που παρουσίασε ο Singh (2004) για 

διακύµανση της στάθµης του υδατορεύµατος που περιγράφεται από τη µοναδιαία 

βηµατική συνάρτηση είναι όµοια µε τη λύση των Hall and Moench (1972), αν η 

παράµετρος R αντικατασταθεί από την παράµετρο a και (γ) για R = 0 και για µεγάλες 

τιµές του χρόνου, οπότε έχει αποκατασταθεί µόνιµη περιοδική ροή, η λύση που 

παρουσίασε ο Singh (2004) για ηµιτονοειδή µεταβολή της στάθµης του 

υδατορεύµατος συµπίπτει µε τη λύση του Ferris (1963).  

  

 

Σχήµα 2.2: Περίπτωση αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–περιορισµένου υδροφορέα 

που εξετάστηκε από τον Singh (2004): (α) πραγµατική περίπτωση και (β) 

απλοποιηµένη περίπτωση 
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 Σε όλες τις εργασίες που αναλύθηκαν παραπάνω, διατυπώθηκαν αναλυτικές 

λύσεις της εξίσωσης διάχυσης για απλές οριακές συνθήκες, όπως π.χ. για 

ηµιτονοειδή ή γραµµική µεταβολή της στάθµης του υδατορεύµατος µε το χρόνο. 

Ωστόσο, η διακύµανση της στάθµης του νερού σε ένα υδατόρευµα συνήθως δεν 

περιγράφεται από κάποια αναλυτική συνάρτηση. Για την εκτίµηση της απόκρισης του 

υδροφορέα σε τυχαία διακύµανση της στάθµης του υδατορεύµατος, 

χρησιµοποιούνται ολοκληρώµατα συνέλιξης. Το ολοκλήρωµα συνέλιξης ή 

ολοκλήρωµα Duhamel είναι ένας τρόπος υπολογισµού της απόκρισης ενός 

γραµµικού συστήµατος σε τυχαία διαταραχή, χρησιµοποιώντας τη γνωστή απόκριση 

του συστήµατος σε διαταραχή που περιγράφεται από τη µοναδιαία βηµατική ή από 

τη µοναδιαία κρουστική συνάρτηση (Meirovitch, 1986).  

 

 Για την περίπτωση της αλληλεπίδρασης υδατορευµάτων–υπόγειων νερών, η 

απόκριση των πιεζοµετρικών φορτίων σε τυχαία µεταβολή της στάθµης του 

υδατορεύµατος µπορεί να υπολογιστεί από τα ακόλουθα ολοκληρώµατα συνέλιξης 

(Hall and Moench, 1972):  0( , ) ( )( , )t ph x t ζ τ h x t τ dτ= −∫  ή 
( )0( , ) ( , )t sζ τh x t h x t τ dττ∂= −
∂∫                        (2.5)   

όπου hp(x,t) και hs(x,t) συµβολίζουν τις αποκρίσεις των πιεζοµετρικών φορτίων σε 

διακυµάνσεις της στάθµης του υδατορεύµατος που περιγράφονται από τις 

συναρτήσεις µοναδιαίας κρούσης και µοναδιαίου βήµατος, αντίστοιχα. Καθώς η 

στάθµη του υδατορεύµατος είναι συνήθως γνωστή σε διακριτές χρονικές στιγµές, τα 

ολοκληρώµατα συνέλιξης λύνονται αριθµητικά, αφού γραφτούν σε διακριτοποιηµένη 

µορφή:   11( , ) ( ) (, 1) ή( )( , ) (, 1)nst pnnst snh x nstΔt ζ n h x nst n ΔtΔζ nh x nstΔt h x nst n ΔtΔt=

=

 = − + 

 = − + 

∑

∑
                                                     (2.6) 

όπου ∆t είναι το µέγεθος του χρονικού βήµατος ανά το οποίο είναι γνωστή η στάθµη 

του υδατορεύµατος, nst είναι ο αριθµός των χρονικών βηµάτων, n είναι ο δείκτης του 

χρονικού βήµατος και ∆ζ(n) = ζ(n) − ζ(n–1) είναι η µεταβολή της στάθµης του 

υδατορεύµατος µεταξύ δύο διαδοχικών χρονικών στιγµών.   

 



ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 2-8 

 Ολοκληρώµατα συνέλιξης για τον υπολογισµό της απόκρισης περιορισµένου 

υδροφορέα σε τυχαία µεταβολή της στάθµης του υδατορεύµατος χρησιµοποίησε ο 

Singh (2004). Οι Barlow et al. (2000) χρησιµοποίησαν επίσης ολοκληρώµατα 

συνέλιξης για να εκτιµήσουν τη µεταβολή των πιεζοµετρικών φορτίων σε 

περιορισµένο υδροφορέα, λόγω τυχαίας διακύµανσης της στάθµης του 

υδατορεύµατος, για τις ίδιες περιπτώσεις αλληλεπίδρασης που εξέτασαν οι Hall and 

Moench (1972).  

 

 Στον Πίνακα 2.1 συνοψίζονται οι αναλυτικές λύσεις της εξίσωσης διάχυσης που 

χρησιµοποιούνται συχνότερα για την εκτίµηση της αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–

περιορισµένου υδροφορέα.   

 

Πίνακας 2.1: Αναλυτικές λύσεις της µονοδιάστατης εξίσωσης διάχυσης για την εκτίµηση της 

αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–περιορισµένου υδροφορέα  

Εργασία  
 

Οριακές συνθήκες Μέθοδος επίλυσης 

Hantush (1961a)  
(2.3α) και (2.4α), ( ) 0ζ t h ct= +   

µετασχηµατισµοί Laplace, 
γνωστή λύση από την 
επίλυση ανάλογου 
προβλήµατος αγωγής 
θερµότητας (Carslaw and 
Jaeger, 1959, σελ. 335–
336)  

Ferris (1963)  
(2.3α) και (2.4α), ( ) sin( )0ζ t h ζ ωt ε′= + +   

γνωστή λύση από την 
επίλυση ανάλογου 
προβλήµατος αγωγής 
θερµότητας (Ingersoll et 
al., 1948, σελ. 46–47) 

Cooper and 
Rorabaugh 
(1963) 

(2.3α) και (2.4β), ( cos ),( ) , δt0 d0 dh Nζ e 1 ωt 0 t tζ t h t t − ′+ − ≤ ≤
= 

≥

 µετασχηµατισµοί Laplace  

Cooper and 
Rorabaugh 
(1963) 

(2.3α) και (2.4α), . ( cos ),( ) ,0 d0 dh 0 5 ζ 1 ωt 0 t tζ t h t t ′ + − ≤ ≤
= 

≥
 

µετασχηµατισµοί Laplace 
και ολοκληρώµατα 
συνέλιξης  

Hall and Moench 
(1972) 

(2.3α) και (2.4α), ,( ) ,00h t 0ζ t h 1 t 0 =
= 

+ ≥
  

µετασχηµατισµοί Laplace, 
γνωστή λύση από Carslaw 
and Jaeger (1959, σελ. 
305)  

Hall and Moench 
(1972) 

(2.3α) και (2.4β) 

µετασχηµατισµοί Laplace 
και ολοκληρώµατα 
συνέλιξης,  γνωστή λύση 
από Cooper and 
Rorabaugh (1963, σελ. 
352) 

Hall and Moench 
(1972) 

(2.3β) και (2.4α) 

µετασχηµατισµοί Laplace, 
γνωστή λύση από Carslaw 
and Jaeger (1959, σελ. 
306) 
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Hall and Moench 
(1972) 

(2.3β) και (2.4β) 

µετασχηµατισµοί Laplace, 
γνωστή λύση από Carslaw 
and Jaeger (1959, σελ. 
317) 

Singh (2004) 
(2.3β) και (2.4α), ( ) sin( )0ζ t h ζ ωt ε′= + +  

µετασχηµατισµοί Laplace, 
γνωστή λύση από Carslaw 
and Jaeger (1959, σελ. 
399–402) 

Singh (2004) 

(2.3β) και (2.4α), ,( ) ,00h t 0ζ t h 1 t 0 =
= 

+ ≥
 

µετασχηµατισµοί Laplace, 
γνωστή λύση από Carslaw 
and Jaeger (1959, σελ. 
306) 

Singh (2004) 
(2.3β) και (2.4α), ( ) 0ζ t h ct= +  

µετασχηµατισµοί Laplace, 
γνωστή λύση από Carslaw 
and Jaeger (1959, σελ. 
335–336) 

Singh (2004) 

(2.3β) και (2.4α), . ( cos ),( ) ,0 d0 dh 0 5 ζ 1 ωt 0 t tζ t h t t ′ + − ≤ ≤
= 

≥
 

µετασχηµατισµοί Laplace, 
γνωστή λύση από Carslaw 
and Jaeger (1959, σελ. 
387–388) 

Singh (2004) 
(2.3β) και (2.4α), 
τυχαία µεταβολή της στάθµης του 
υδατορεύµατος 

ολοκληρώµατα συνέλιξης 

όπου: c =σταθερά, ζ ′ =πλάτος κυµατισµού [L], τ =περίοδος κυµατισµού [T], 

ω = 2π/τ = γωνιακή συχνότητα [T–1], ε = διαφορά φάσης, td = διάρκεια πληµµυρικού κύµατος 

[T], δ =ωcot(ωtc/2) =  σταθερά που καθορίζει το βαθµό ασυµµετρίας του πληµµυρικού 

κύµατος, tc = χρόνος που παρατηρείται η κορυφή του πληµµυρικού κύµατος και δ ωδ ωN e ω δω2 2 2 /2 arctan( / )2+
=  

 

2.2.1.2 Φρεάτιοι υδροφορείς 

 

 Το πρόβληµα της διατύπωσης αναλυτικών λύσεων για την εκτίµηση της 

αλληλεπίδρασης µεταξύ υδατορευµάτων και φρεάτιων υδροφορέων έχει 

προσεγγιστεί µε δύο τρόπους στις σχετικές εργασίες. Σύµφωνα µε την πρώτη 

προσέγγιση, θεωρείται µονοδιάστατη οριζόντια ροή σε οµογενή και ισότροπο 

υδροφορέα. Η δεύτερη προσέγγιση θεωρεί την υπόγεια ροή διδιάστατη στο 

κατακόρυφο επίπεδο x–z.  

 

 Οι περιπτώσεις αλληλεπίδρασης που εξετάζονται στις εργασίες που ακολουθούν 

την πρώτη προσέγγιση φαίνονται στο Σχήµα 2.3. Ο υδροφορέας µπορεί να είναι ηµι–

άπειρος ή πεπερασµένου πλάτους και περιορίζεται στο ένα άκρο του από 

υδατόρευµα πλήρους διείσδυσης (Σχήµα 2.3 (α)). Η περίπτωση υδροφορέα 

πεπερασµένου πλάτους που περιορίζεται από δύο υδατορεύµατα πλήρους 

διείσδυσης (Σχήµα 2.3 (β)), έχει επίσης διερευνηθεί σε αρκετές δηµοσιεύσεις. 

Θεωρώντας ότι ισχύει η παραδοχή Dupuit οριζόντιας ροής και ότι ο φρεάτιος 
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υδροφορέας είναι οµογενής και ισότροπος, η υπόγεια ροή περιγράφεται από την 

εξίσωση Boussinesq (Boussinesq, 1904):  ( , ) ( , ) ( , )( , ) ySh x t N x t h x th x tx x K K t ∂ ∂ ∂ + =  ∂ ∂ ∂ 
                                                          (2.7) 

όπου N(x,t) [LT–1] συµβολίζει την κατακόρυφη διήθηση (π.χ. λόγω βροχόπτωσης) ή 

την εξατµισοδιαπνοή και Sy είναι η ειδική απόδοση του υδροφορέα. Αφού η ροή στον 

φρεάτιο υδροφορέα θεωρείται οριζόντια, οι τιµές των πιεζοµετρικών φορτίων h(x,t) 

συµπίπτουν µε το υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας του υπόγειου νερού. Στο 

Σχήµα 2.3, το αρχικό υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας, η οποία δεν είναι 

απαραίτητα οριζόντια, συµβολίζεται µε h0(x).  

 

 
Σχήµα 2.3: Περιπτώσεις αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–φρεάτιου υδροφορέα, αναλυτική 

επίλυση µονοδιάστατης οριζόντιας υπόγειας ροής  

 

 Η εξίσωση Boussinesq είναι µία µη γραµµική µερική διαφορική εξίσωση και η 

αναλυτική της επίλυση δεν είναι εύκολη. Οι περισσότερες αναλυτικές λύσεις που 

έχουν διατυπωθεί µέχρι σήµερα ισχύουν για απλές αρχικές και οριακές συνθήκες 



ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 2-11 

(π.χ. Polubarinova–Kochina, 1962, Basak, 1979, Singh and Rai, 1980). Μία πιο 

γενική λύση της εξίσωσης Boussinesq, για ηµι–άπειρο και για πεπερασµένου 

πλάτους υδροφορέα (Σχήµα 2.3 (β)), αναπτύχθηκε από τους Parlange et al. (2000), 

οι οποίοι θεώρησαν ότι η µεταβολή της στάθµης του υδατορεύµατος περιγράφεται 

από κάποια αναλυτική συνάρτηση. Επίσης, οι Serrano and Workman (1998) 

διατύπωσαν µία αναλυτική λύση για το πρόβληµα του σχήµατος 2.3 (β), θεωρώντας 

ότι οι στάθµες ζ1(t) και ζ2(t) των δύο υδατορευµάτων µπορεί να περιγράφονται από 

κάποια αναλυτική συνάρτηση ή να µεταβάλλονται τυχαία. Για την επίλυση της 

εξίσωσης Boussinesq, οι Serrano and Workman (1998) χρησιµοποίησαν τη µέθοδο 

διάσπασης του Adomian (Adomian decomposition method, Adomian, 1994). Σε µία 

πιο πρόσφατη εργασία των Serrano et al. (2007), οι συγγραφείς εφάρµοσαν τις 

µεθόδους χωρικής µερικής διάσπασης (spatial partial decomposition) και χρονικής 

µερικής διάσπασης (temporal partial decomposition) κατά Adomian για την επίλυση 

της εξίσωσης Boussinesq, για ηµιτονοειδή µεταβολή της στάθµης του 

υδατορεύµατος. Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα των αναλυτικών λύσεων µε αυτά 

µίας αριθµητικής λύσης, συµπέραναν ότι η µέθοδος της χρονικής–µερικής διάσπασης 

είναι πιο ακριβής από τη µέθοδο της χωρικής–µερικής διάσπασης.       

 

 Ωστόσο, η εξίσωση Boussinesq συνήθως γραµµικοποιείται ώστε να απλοποιηθεί 

η διαδικασία επίλυσης. Έτσι, στις περισσότερες εργασίες (π.χ. Marino, 1973, 1974, 

Govindaraju and Koelliker, 1994, Hogarth et al., 1997, 1999, Workman et al., 1997, 

Ostfeld et al., 1999, Kim and Ann, 2001) επιλύεται µία από τις γραµµικοποιηµένες 

µορφές (2.8α) και (2.8β) της εξίσωσης Boussinesq (βλ. Bear, 1972, σελ. 408, 417) 

για την εκτίµηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ υδατορεύµατος και φρεάτιου 

υδροφορέα:    2 2( , ) ( , ) ( , )ySh x t N x t h x tx T T t∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                                                         (2.8α) 2 2 22( , ) 2 ( , ) ( , )ySh x t N x t h x tx K T t∂ ∂

+ =
∂ ∂

                                                                   (2.8β)                                                                     

όπου T K D=  είναι η µέση διοχετευτικότητα του υδροφορέα και D  συµβολίζει µία 

µέση τιµή για το κορεσµένο βάθος ροής.  

 

 Η εξίσωση (2.8α), η οποία είναι η µονοδιάστατη, µη οµογενής εξίσωση διάχυσης, 

προκύπτει από την εξίσωση Boussinesq κάνοντας την παραδοχή ότι οι διακυµάνσεις 

της ελεύθερης επιφάνειας του υδροφορέα είναι µικρές σε σύγκριση µε το µέσο 
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κορεσµένο βάθος ροής. Έτσι, το υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας h(x,t) µέσα 

στον πρώτο µερικό διαφορικό τελεστή στην εξίσωση Boussinesq, θεωρείται σταθερό 

και ίσο µε D (Bear, 1972). Η εξίσωση (2.8β), η οποία είναι γραµµική εξίσωση του h2, 

προκύπτει γράφοντας το δεξί µέλος της εξίσωσης Boussinesq ως 
( )2 / 2y hSD t∂

∂
 

(Bear,1972). Η εξίσωση (2.8β) είναι ουσιαστικά η µη οµογενής εξίσωση διάχυσης ως 

προς h2.   

 

 Μερικές από τις συχνότερα εφαρµοζόµενες αναλυτικές λύσεις της εξίσωσης 

Boussinesq (2.7) ή κάποιας από τις γραµµικοποιηµένες της µορφές (2.8α) και (2.8β) 

για την εκτίµηση της αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–φρεάτιου υδροφορέα, 

συνοψίζονται στον Πίνακα 2.2. Λόγω της οµοιότητας της εξίσωσης (2.8α) µε την 

εξίσωση (2.1), οι αναλυτικές λύσεις για περιορισµένο υδροφορέα που 

παρουσιάστηκαν στην προηγούµενη παράγραφο µπορούν επίσης να εφαρµοστούν 

για την εκτίµηση της αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–φρεάτιου υδροφορέα, αν η 

αποθηκευτικότητα S αντικατασταθεί από την ειδική απόδοση Sy και το πάχος του 

υδροφορέα B από το µέσο κορεσµένο βάθος ροής D .  

    

Πίνακας 2.2: Εργασίες στις οποίες επιλύεται η εξίσωση Boussinesq (2.7) ή µία από τις 

γραµµικοποιηµένες της µορφές (2.8α) και (2.8β), για την εκτίµηση της αλληλεπίδρασης 

υδατορεύµατος–φρεάτιου υδροφορέα   

Εργασία  Εξίσωση Αρχικές συνθήκες Οριακές συνθήκες Μέθοδος 
επίλυσης 
 

Boussinesq 
(1903)  

(2.7), όπου 
N(x,t) = 0 

ελλειπτική µορφή 
της ελεύθερης 
επιφάνειας, 
h0(0) = h0(Wa) = 0  
h0(Wa/2) = hmax 

 1(0, ) ( )h t ζ t= και ( / 2, ) 0ah W tx∂
=

∂
, 1 2( ) ( ) 0ζ t ζ t= =  

µέθοδος 
χωριζόµενων 
µεταβλητών  

Polubarinova–
Kochina (1962, 
σελ. 500–517) 

(2.7), όπου 
N(x,t) = 0 

( )0 0h x h=  

(2.3α) και (2.4α), 00, 0( ) , 0h tζ t h Δζ t =
= 

+ ≥
 

µέθοδος 
δυναµοσειρών  

Marino (1973) 
(2.8β), όπου 
N(x,t) = 0   

( )0 0h x h=  

(2.3β) και (2.4α) ή  
(2.3β) και (2.4β), 00, 0( ) , 0h tζ t h Δζ t =

= 
+ ≥

  

µετασχηµατισµοί 
Laplace  

Basak (1979) 
(2.7), όπου  
N(x,t) =σταθερή  

ελλειπτική µορφή 
της ελεύθερης 
επιφάνειας, 
h0(0) = h0(Wa) = 0 
h0(Wa/2) = hmax 

( , ) ( )1h 0 t ζ t= και ( / , )ah W 2 t 0x∂
=

∂
, ( ) ( )1 2ζ t ζ t 0= =   

ολοκληρωµατική 
µέθοδος του 
Goodman 
(Goodman,1964)   
θεωρώντας: / ( )h t f x∂ ∂ ≠  
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Singh and Rai 
(1980) 

(2.7), όπου 
N(x,t) = N(t) 

ελλειπτική µορφή 
της ελεύθερης 
επιφάνειας, 
h0(0) = h0(Wa) = 0  
h0(Wa/2) = hmax 

1(0, ) ( )h t ζ t=  και ( / 2, ) 0ah W tx∂
=

∂
, 1 2( ) ( ) 0ζ t ζ t= =   

ολοκληρωµατική 
µέθοδος του 
Goodman 
(Goodman,1964)    

Govindaraju and 
Koelliker (1994), 
Hogarth et al. 
(1997)  

(2.8α), όπου 
N(x,t) = 0  

( )0h x   (2.3α) και  lim ( , ) lim ( )0x xh x t h x
→∞ →∞

=  

ζ(t) µπορεί να 
µεταβάλλεται τυχαία  

µετασχηµατισµοί 
Laplace και 
ολοκληρώµατα 
συνέλιξης  

Guo (1997)  (2.7), όπου 
N(x,t) = 0 

( )0 0h x h=  (2.3α) και (2.4α), ,( ) ,00h t 0ζ t h Δζ t 0 =
= 

+ ≥
 

µετασχηµατισµός 
Boltzman και 
µέθοδος Newton 
Raphson (ηµι–
αναλυτική λύση)    

Workman et al. 
(1997) 

(2.8α), όπου 
N(x,t) =σταθερή   

( )0h x  ( , ) ( )1h 0 t ζ t=  και ( , ) ( )a 2h W t ζ t= , 

ζ1(t) µπορεί να 
µεταβάλλεται τυχαία  
ζ2(t) =σταθερή   

µέθοδος 
διαχωρισµού 
µεταβλητών 

Serrano and 
Workman (1998) 

(2.7), όπου 
N(x,t) =σταθερή   

( )0h x  ( , ) ( )1h 0 t ζ t=  και ( , ) ( )a 2h W t ζ t= ,  

ζ1(t) και ζ2(t) µπορεί να 
µεταβάλλονται τυχαία   

Adomian 
decomposition 
  

Ostfeld et al. 
(1999) 

(2.8β)  ( )0h x  ( , ) ( )1h 0 t ζ t=  και ( , ) ( )a 2h W t ζ t= , 

ζ1(t) και ζ2(t) 
περιγράφονται από 
αναλυτικές συναρτήσεις   

µετασχηµατισµοί 
Laplace  

Kim and Ann 
(2001) 

(2.8α), όπου 
N(x,t) =σταθερή    

( )0h x  ( , ) ( )1h 0 t ζ t=  και ( , ) ( )a 2h W t ζ t= , 

ζ1(t) =σταθερή   
ζ2(t) =σταθερή   

µέθοδος 
χωριζόµενων 
µεταβλητών   

Serrano et al. 
(2007) 

(2.7), όπου 
N(x,t) =σταθερή   

( )0h x  ( , ) ( )1h 0 t ζ t=  και ( , )ah W t 0x∂
=

∂
, 

ζ1(t) µπορεί να 
µεταβάλλεται τυχαία   

Adomian 
decomposition 
   

όπου: hmax = αρχικό υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας στο µέσο του υδροφορέα [L] και 

∆ζ = µεταβολή της στάθµης του υδατορεύµατος [L]  

 

 Πρέπει να σηµειωθεί ότι οι λύσεις της εξίσωσης Boussinesq χωρίς προηγούµενη 

γραµµικοποίηση, προβλέπουν µε µεγαλύτερη ακρίβεια τη µεταβολή του υψοµέτρου 

της ελεύθερης επιφάνειας του υπόγειου νερού σε σύγκριση µε τις λύσεις των 

γραµµικοποιηµένων εξισώσεων (2.8α) και (2.8β). Η απόκλιση µεταξύ των γραµµικών 

και των µη γραµµικών λύσεων αυξάνει όσο αυξάνουν οι διακυµάνσεις της ελεύθερης 

επιφάνειας και µπορεί να µειωθεί µε κατάλληλη επιλογή τιµής για το µέσο κορεσµένο 

βάθος ροής D  (Marino, 1973, Hogarth et al., 1997, Ostfeld et al., 1999, Kim and 
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Ann, 2001). Ένα πλεονέκτηµα της εξίσωσης (2.8β) σε σχέση µε την εξίσωση (2.8α) 

είναι ότι για µόνιµη ροή η εξίσωση (2.8β) είναι µη γραµµική.                                                                                           

 

 Εκτός από τις εργασίες που αναλύθηκαν παραπάνω, στις οποίες θεωρείται 

υδροφορέας µε οριζόντιο πυθµένα, σε κάποιες δηµοσιεύσεις προσεγγίζεται το 

πρόβληµα αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος µε οµογενή και ισότροπο φρεάτιο 

υδροφορέα µε κεκλιµένο πυθµένα. Οι περιπτώσεις αλληλεπίδρασης που εξετάζονται 

στις δηµοσιεύσεις αυτές φαίνονται στο Σχήµα 2.4. Θεωρώντας ότι η κλίση του 

πυθµένα είναι αρκετά µικρή ώστε να µπορεί να γίνει η παραδοχή Dupuit οριζόντιας 

ροής, η υπόγεια ροή περιγράφεται από την εξίσωση Boussinesq για υδροφορέα µε 

κεκλιµένο πυθµένα (Boussinesq, 1904):     

( )
( , ) ( , ) ( , )( , ) ( ) ybase Sh x t N x t h x th x t z xx x K K t ∂ ∂ ∂

− + = 
∂ ∂ ∂ 

                                       (2.9) 

όπου zbase(x) [L] είναι το υψόµετρο του πυθµένα του υδροφορέα, µετρούµενο από το 

οριζόντιο επίπεδο αναφοράς (Σχήµα 2.4). Η εξίσωση (2.9) µπορεί να γραφτεί 

διαφορετικά ως:  ( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) ySD x t D x t N x t D x tD x t sx x x K K t ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = 

∂ ∂ ∂ ∂ 
                                   (2.10) 

όπου D(x,t) = h(x,t)–zbase(x) είναι το κορεσµένο βάθος ροής και ( )/bases z x x= ∂ ∂  

είναι η κλίση του πυθµένα.  

 

 Στις διάφορες εργασίες, η εξίσωση Boussinesq για κεκλιµένο υδροφορέα (2.9) ή 

(2.10) επιλύεται αφού προηγουµένως γραµµικοποιηθεί µε κάποιο τρόπο. Σε πολλές 

δηµοσιεύσεις (π.χ. Polubarinova–Kochina, 1962, Chauhan et al., 1968, Upadhyaya 

and Chauhan, 2001) διατυπώνονται αναλυτικές λύσεις των εξισώσεων (2.11α) και 

(2.11β), οι οποίες είναι γραµµικές µορφές των εξισώσεων (2.9) και (2.10), αντίστοιχα 

(Polubarinova–Kochina, 1962, σελ. 521, Bear, 1972, σελ. 408). Μία άλλη 

γραµµικοποιηµένη µορφή της εξίσωσης (2.10) που επιλύεται σε πολλές δηµοσιεύσεις 

(π.χ. Sewa Ram and Chauhan, 1987, Singh et al., 1991, Upadhyaya and Chauhan, 

2002) είναι η εξίσωση (2.12) (Werner, 1957).  2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )2 ySh x t h x t N x t h x tβx x T T t∂ ∂ ∂
− + =

∂ ∂ ∂
                                                   (2.11α) 



ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 2-15 

2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )2 ySD x t D x t N x t D x tβx x T T t∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
                                                 (2.11β) 2 2 2 22( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )2 ySD x t D x t N x t D x tβx x K T t∂ ∂ ∂

− + =
∂ ∂ ∂

                                            (2.12) 

όπου β= s/2D .  

 

 
Σχήµα 2.4: Περιπτώσεις αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–κεκλιµένου φρεάτιου υδροφορέα 

που έχουν επιλυθεί αναλυτικά 

 

 Σε αρκετές από τις δηµοσιεύσεις στις οποίες εξετάζεται η αλληλεπίδραση 

υδατορεύµατος µε κεκλιµένο φρεάτιο υδροφορέα, η υπόγεια ροή δεν θεωρείται 

οριζόντια αλλά παράλληλη προς τον πυθµένα του υδροφορέα (Boussinesq, 1877a, 

σελ.255–256). Στην περίπτωση αυτή, η εξίσωση που περιγράφει την υπόγεια ροή 

µπορεί να γραφτεί ως (Wooding and Chapman, 1966, Chapman, 1980): 

 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) tan 1 tan cosySD x t D x t N x t D x t D x tD x t i ix x x K x K i t′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
′ ′ + + + =   

′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

                                                                                                                              (2.13)                                                    
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όπου i1 είναι η γωνία που σχηµατίζει ο πυθµένας του υδροφορέα µε το οριζόντιο 

επίπεδο, x′ [L] είναι η απόσταση κατά µήκος του κεκλιµένου πυθµένα και D′ (x′,t) [L] 

είναι το βάθος ροής µετρούµενο κάθετα προς τον κεκλιµένο πυθµένα του υδροφορέα 

(Σχήµα 2.4). Ο Chapman (1980) πρότεινε µία τροποποιηµένη, απλοποιηµένη 

διατύπωση της εξίσωσης (2.13) ως προς x και D(x,t): 1 2 21 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) tan cos cosySD x t D x t N x t D x tD x t ix x x K i K i t ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = 

∂ ∂ ∂ ∂ 
                 (2.14) 

 

 Οι εξισώσεις (2.13) και (2.14) είναι µη γραµµικές µερικές διαφορικές εξισώσεις. 

Αναλυτικές λύσεις έχουν διατυπωθεί για τις γραµµικοποιηµένες τους µορφές (2.15) 

και (2.16) (π.χ. Sanford et al., 1993, Brutsaert, 1994, Verhoest and Troch, 2000, 

Zissis et al., 2001, Akylas and Koussis, 2007, Koussis and Akylas, 2007).   2 1 12 1tan( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 tan cosySiD x t D x t N x t D x t D x tix D x K D x K D i t′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = 

′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ 
  (2.15)                                                                                                    2 2 2 212 2 21 1tan( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )cos cosySiD x t D x t N x t D x tx D x K i T i t∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

                            (2.16) 

όπου D ′  [L] συµβολίζει µία µέση τιµή για το βάθος ροής µετρούµενο κάθετα προς 

τον κεκλιµένο πυθµένα του υδροφορέα. Στον Πίνακα 2.3 παρουσιάζονται συνοπτικά 

µερικές από τις αναλυτικές λύσεις που χρησιµοποιούνται συχνότερα για την εκτίµηση 

της αλληλεπίδρασης µεταξύ υδατορεύµατος και υδροφορέα µε κεκλιµένο πυθµένα.  

                                                                          

Πίνακας 2.3: Αναλυτικές λύσεις για το πρόβληµα της αλληλεπίδρασης µεταξύ υδατορεύµατος 

και φρεάτιου υδροφορέα µε κεκλιµένο πυθµένα 

Εργασία  Εξίσωση Αρχικές συνθήκες Οριακές συνθήκες Μέθοδος 
επίλυσης 
 

Polubarinova–
Kochina (1962, 
σελ. 520–526)  

(2.11α), όπου 
N(x,t) = 0 

h0(x) = ζ(0)+s′x 
 

h(0,t) = ζ(t) και lim ( , ) ( )0x h x t h x
→∞

=
, 

ζ(t) = ζ(0)+∆ζ 

µετασχηµατισµοί 
Laplace 

Polubarinova–
Kochina (1962, 
σελ. 526–531) 

(2.11α), όπου 
N(x,t) = 0 

h0(x) = ζ(0)+s′x 
 

h(0,t) = ζ1(t) και 
h(Wa,t) = ζ2(t), 
ζ1(t) = ζ(0)+∆ζ1 
ζ2(t) = ζ(0)+∆ζ2 

µετασχηµατισµοί 
Laplace  

Sewa Ram and 
Chauhan (1987) 

(2.12), όπου 
N(x,t) =σταθερή   

D(x,0) = 0 
D(0,t) = 0 και 
D(Wa,t) = 0 

µετασχηµατισµός 
της (2.12) στην 
εξίσωση διάχυσης, 
επίλυση µε 
µετασχηµατισµούς 
Laplace  
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Singh (1991) 
(2.12), όπου 
N(x,t) = N(t)   

D(x,0) = 0 
D(0,t) = 0 και 
D(Wa,t) = 0 

µέθοδος 
χωριζόµενων 
µεταβλητών 

Upadhyaya and 
Chauhan (2001)  

(2.11β), όπου 
N(x,t) =σταθερή   

ελεύθερη επιφάνεια 
παράλληλη µε τον 
πυθµένα, 
οµοιόµορφο βάθος 
ροής D0  

D(0,t) = D0+∆ζ και lim ( , ) 0x D x t D
→∞

=  

 

µετασχηµατισµός 
της (2.11β) στην 
εξίσωση διάχυσης, 
επίλυση µε 
µετασχηµατισµούς 
Laplace  

Zissis et al. 
(2001) 

(2.16), όπου 
N(x,t) =σταθερή   ” 

(max max( , )D 0 t D D D= − −

 και lim ( , ) 0x D x t D
→∞

=  

µετασχηµατισµοί 
Laplace  

Upadhyaya and 
Chauhan (2002) 

(2.12), όπου 
N(x,t) =σταθερή   ” 

D(0,t) = D0+∆ζ1 και   
D(Wa,t) = D0+∆ζ2  
 

µετασχηµατισµός 
της (2.12) στην 
εξίσωση διάχυσης, 
επίλυση µε 
µετασχηµατισµούς 
Laplace  

Akylas and 
Koussis (2007) 

(2.15), όπου 
N(x,t) = 0 

ελεύθερη επιφάνεια 
παράλληλη µε τον 
πυθµένα 

( , ) ( , ) ( )D 0 t 1 D 0 tx a′∂
′ = − ′∂

και 

( ),aD W t 0x′∂
=

′∂
, 

ζ(t) = ζ(0)+∆ζ 

µετασχηµατισµοί 
Laplace  

     

όπου: s′ = sin(i2) = κλίση της αρχικής ελεύθερης επιφάνειας, i2 = γωνία που σχηµατίζει η αρχική 

ελεύθερη επιφάνεια µε το οριζόντιο επίπεδο (Σχήµα 2.4), ∆ζ1, ∆ζ2 = µεταβολές της στάθµης 

των υδατορευµάτων [L]  

 

 Αναλυτικές λύσεις για το πρόβληµα της αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–

φρεάτιου υδροφορέα, θεωρώντας την υπόγεια ροή διδιάστατη στο κατακόρυφο 

επίπεδο x–z, έχουν διατυπωθεί στις εργασίες των Higgins (1980), Neuman (1981), 

van de Giesen et al. (1994), Moench and Barlow (2000), Barlow et al. (2000) και 

Serrano (2003). Οι περιπτώσεις αλληλεπίδρασης που εξετάζονται στις εργασίες 

αυτές φαίνονται στο Σχήµα 2.5. 

 

 Ο Higgins (1980) διατύπωσε αναλυτική λύση για την περίπτωση ηµι–άπειρου, 

οµογενούς και ισότροπου υδροφορέα, ο οποίος περιορίζεται στο ένα άκρο του, στη 

διεύθυνση x, από υδατόρευµα πλήρους διείσδυσης (Σχήµα 2.5 (α)). Θεωρώντας τον 

εδαφικό σκελετό και το υπόγειο νερό ασυµπίεστα, η ελαστική αποθηκευτικότητα 

µπορεί να αµεληθεί και η ροή στον φρεάτιο υδροφορέα περιγράφεται από τη 

διδιάστατη εξίσωση Laplace (2.17) (Bear, 1979, σελ. 105). Οι αρχικές και οριακές 

συνθήκες για το πρόβληµα δίνονται από τις εξισώσεις (2.18)–(2.22).   
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2 22 2( , , ) ( , , ) 0h x z t h x z tx z∂ ∂
+ =

∂ ∂
, x≥0, 0≤z≤h0, t≥0                                                     (2.17)                                                        0( , ,0) ( ,0)wth x z z x h= = , x≥0, 0≤z≤h0                                                                  (2.18)                                                    (0, , ) ( )h z t ζ t= , 0≤z≤h0, t≥0                                                                                  (2.19)                                              0lim ( , , )x h x z t h

→∞
= , 0≤z≤h0, t≥0                                                                              (2.20) 0 0( , , ) ( , , ) 0yh x h t h x h tKt S z∂ ∂

+ =
∂ ∂

, x≥0, t≥0                                                             (2.21)                                                          ( ,0, ) 0h x tz∂
=

∂
, x≥0, t≥0                                                                                         (2.22) 

 

 
Σχήµα 2.5: Περιπτώσεις αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–φρεάτιου υδροφορέα, θεώρηση 

διδιάστατης υπόγειας ροής στο επίπεδο x–z 

 

 Στην εξίσωση (2.18) και στο Σχήµα 2.5, zwt(x,t) είναι το υψόµετρο της ελεύθερης 

επιφάνειας. Η οριακή συνθήκη (2.21) προκύπτει από γραµµικοποίηση της 

κινηµατικής οριακής συνθήκης στην ελεύθερη επιφάνεια (Bear, 1979, σελ. 99), 

θεωρώντας ότι οι διακυµάνσεις της ελεύθερης επιφάνειας του υδροφορέα είναι µικρές 
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σε σύγκριση µε το αρχικό υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας h0. Ο Higgins (1980) 

ανέπτυξε αναλυτική λύση για το πρόβληµα που περιγράφεται από τις εξισώσεις 

(2.17)–(2.22), για απότοµη µεταβολή της στάθµης του νερού στο υδατόρευµα, 

χρησιµοποιώντας τη µέθοδο διαχωρισµού µεταβλητών.  

 

 Ο Neuman (1981) εξέλιξε την εργασία του Higgins (1980) λαµβάνοντας υπ’ όψη 

την ελαστική αποθηκευτικότητα και θεωρώντας τον υδροφορέα ανισότροπο. Σε 

αυτήν την περίπτωση οι εξισώσεις (2.17) και (2.21) γράφονται ως:  2 22 2( , , ) ( , , ) ( , , )x z sh x z t h x z t h x z tK K Sx z t∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
, x≥0, 0≤z≤h0, t≥0                       (2.23)                               0 0( , , ) ( , , ) 0zyh x h t h x h tKt S z∂ ∂

+ =
∂ ∂

, x≥0, t≥0                                                            (2.24) 

όπου Ss [L
–1] είναι η ειδική αποθηκευτικότητα και Kx, Kz [LT–1] είναι οι συνιστώσες της 

υδραυλικής αγωγιµότητας στις διευθύνσεις x και z, αντίστοιχα, οι οποίες θεωρούνται 

παράλληλες στις κύριες διευθύνσεις της υδραυλικής αγωγιµότητας. Ο Neuman 

(1981) χρησιµοποίησε τη µέθοδο µετασχηµατισµών Laplace για τη διατύπωση 

αναλυτικής λύσης για τα πιεζοµετρικά φορτία h(x,z,t).    

 

 Οι van de Giesen et al. (1994) ακολούθησαν την προσέγγιση του Higgins (1980) 

(θεώρησαν οµογενή και ισότροπο υδροφορέα, οριζόντια αρχική ελεύθερη επιφάνεια, 

τη γραµµικοποιηµένη κινηµατική οριακή συνθήκη (2.21) στην ελεύθερη επιφάνεια και 

αγνόησαν την ελαστική αποθηκευτικότητα) αλλά για υδροφορέα πεπερασµένου 

πλάτους που περιορίζεται στα δύο άκρα του από υδατορεύµατα πλήρους διείσδυσης 

(Σχήµα 2.5 (β)). Θεωρώντας ότι οι µεταβολές της στάθµης των υδατορεύµατων 

µπορεί να περιγράφονται από τυχαίες αναλυτικές συναρτήσεις, οι συγγραφείς 

χρησιµοποίησαν τη µέθοδο των σειρών Fourier για την επίλυση του προβλήµατος.    

 

 Εξέλιξη της εργασίας του Neuman (1981) αποτελεί η εργασία των Moench and 

Barlow (2000), οι οποίοι χρησιµοποίησαν µετασχηµατισµούς Laplace για να 

εκτιµήσουν την απόκριση του υδροφορέα σε απότοµη µεταβολή της στάθµης του 

υδατορεύµατος για τις ακόλουθες περιπτώσεις: (α) ηµι–άπειρος υδροφορέας σε 

άµεση υδραυλική επαφή µε το υδατόρευµα, (β) ηµι–άπειρος υδροφορέας και 

υδατόρευµα µε ηµι–περατή όχθη, (γ) υδροφορέας πεπερασµένου πλάτους σε άµεση 

υδραυλική επαφή µε το υδατόρευµα και (δ) υδροφορέας πεπερασµένου πλάτους και 

υδατόρευµα µε ηµι–περατή όχθη. Η πρώτη περίπτωση είναι όµοια µε αυτή που 
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εξέτασε ο Neuman (1981) και οι αναλυτικές λύσεις των δύο εργασιών συµπίπτουν. 

Για τις υπόλοιπες περιπτώσεις, δεν είναι δυνατός ο αντίστροφος µετασχηµατισµός 

Laplace των λύσεων αναλυτικά. Μπορεί όµως να επιτευχθεί αριθµητικά µε τη χρήση 

του αλγορίθµου Stehfest (1970). Στη συµπληρωµατική εργασία των Barlow et al. 

(2000), οι λύσεις για την απόκριση του υδροφορέα σε απότοµη µεταβολή της 

στάθµης του υδατορεύµατος χρησιµοποιήθηκαν σε ολοκληρώµατα συνέλιξης ώστε 

να υπολογιστεί η απόκριση του υδροφορέα σε τυχαία µεταβολή της στάθµης του 

υδατορεύµατος.     

 

 Ο Serrano (2003) παρουσίασε µία αναλυτική λύση για το πρόβληµα του 

σχήµατος 2.5 (β). Θεώρησε (α) ανισότροπο υδροφορέα, (β) σταθερή και οµοιόµορφη 

κατακόρυφη διήθηση N(x,t) = N και (γ) ότι οι µεταβολές της στάθµης των 

υδατορευµάτων περιγράφονται από αναλυτικές συναρτήσεις. Αγνοώντας την 

ελαστική αποθηκευτικότητα, η ροή στον φρεάτιο υδροφορέα περιγράφεται από την 

εξίσωση (2.25): 2 22 2( , , ) ( , , ) 0x zh x z t h x z tK K Nx z∂ ∂
+ + =

∂ ∂
, 0≤x≤Wa, 0≤z≤zwt, t≥0                            (2.25)                                                     

Ο Serrano (2003) είναι ο µόνος ο οποίος θεώρησε τη µη γραµµική µορφή της 

κινηµατικής οριακής συνθήκης στην ελεύθερη επιφάνεια (Bear, 1979, σελ. 105):  

( )
2 2( , , ) ( , , ) ( , , ( , , )1 0wt wt wt wtx z zyh x z t h x z t h x z t h x z tK K K N Nt S x z z    ∂ ∂ ∂ ∂

 − + − + + =   
 ∂ ∂ ∂ ∂    

                              

0≤x≤Wa, t≥0 (2.26)                                                    

Χρησιµοποίησε τη µέθοδο διάσπασης του Adomian (Adomian, 1994) για τη 

διατύπωση αναλυτικής λύσης για τα πιεζοµετρικά φορτία h(x,z,t) και το υψόµετρο της 

ελεύθερης επιφάνειας zwt(x,t).  

 

 Σε αντίθεση µε τις προηγούµενες λύσεις (π.χ. Higgins, 1980, Neuman, 1981), η 

λύση του Serrano (2003) µπορεί να εφαρµοστεί ακόµη και σε περιπτώσεις µεγάλων 

διακυµάνσεων του υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας (εφόσον θεωρείται η µη 

γραµµική κινηµατική οριακή συνθήκη (2.26) στην ελεύθερη επιφάνεια). Ωστόσο, η 

εφαρµογή της λύσης του Serrano (2003) δεν είναι απλή. Η µέθοδος διάσπασης 

χρησιµοποιείται πρώτα για την εκτίµηση του υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας 

και στη συνέχεια για τον υπολογισµό των πιεζοµετρικών φορτίων. Η λύση χρειάζεται 

συνήθως να βελτιωθεί επαναληπτικά: (α) η λύση για τα πιεζοµετρικά φορτία 
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χρησιµοποιείται για την εκτίµηση της οριζόντιας και κατακόρυφης κλίσης στην 

ελεύθερη επιφάνεια ( , , )/wtx z t x∂ ∂  και ( , , )/wtx z t z∂ ∂ , αντίστοιχα, (β) υπολογίζεται 

το υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας και (γ) υπολογίζονται τα πιεζοµετρικά φορτία 

µε βάση το νέο υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας.                      

 

2.2.1.3 Υδροφορείς µε διαρροή 

 

 Οι αναλυτικές λύσεις που έχουν αναπτυχθεί για υδροφορείς µε διαρροή είναι 

πολύ λιγότερες σε σχέση µε αυτές που είναι διαθέσιµες για περιορισµένους και 

φρεάτιους υδροφορείς. Η πιο ολοκληρωµένη προσέγγιση του προβλήµατος 

αλληλεπίδρασης µεταξύ υδατορευµάτων και υδροφορέων µε διαρροή 

πραγµατοποιήθηκε από τους Moench and Barlow (2000) και Barlow et al. (2000). Οι 

συγγραφείς θεώρησαν µονοδιάστατη οριζόντια ροή σε οµογενή και ισότροπο 

υδροφορέα και µονοδιάστατη, κατακόρυφη ροή στον ηµι–περατό σχηµατισµό που 

υπέρκειται του υδροφορέα (Σχήµα 2.6).  

 

 Για το πρόβληµα του σχήµατος 2.6, η ροή στον υδροφορέα περιγράφεται από 

την εξίσωση (2.27) (Bear, 1972, σελ. 261) και οι αρχικές και οριακές συνθήκες από 

τις εξισώσεις (2.28)–(2.30):  2 2( , ) ( , )h x t S h x tqx T t∂ ∂
′+ =

∂ ∂
, x≥0 ή 0≤x≤Wa, t≥0                                                     (2.27)                                                                                       0( ,0)h x h= , x≥0 ή 0≤x≤Wa                                                                                   (2.28)                                                                                (0, ) ( )h t ζ t= , t≥0, για υδατόρευµα σε άµεση επαφή µε τον υδροφορέα            (2.29α)                                                                             (0, ) 1 (0, ) ( )h t h t ζ tx a∂

 = − 
∂

, t≥0, για υδατόρευµα µε ηµι–περατή όχθη              (2.29β)                                                      0lim ( , )x h x t h
→∞

= , t≥0, για ηµι–άπειρο υδροφορέα                                                (2.30α)                               ( , ) 0ah W tx∂
=

∂
, t≥0, για υδροφορέα πεπερασµένου πλάτους                              (2.30β) 

όπου ( ) ( )/ ( , )/q K KB h B t z′ ′ ′= ∂ ∂  είναι η διαρροή από ή προς τον υδροφορέα [L–1], 

h′(z,t) συµβολίζει τα πιεζοµετρικά φορτία στον ηµι–περατό σχηµατισµό και K΄ είναι η 

υδραυλική αγωγιµότητα του ηµι–περατού σχηµατισµού.  

 

 Για τη ροή στον ηµι–περατό σχηµατισµό ισχύει η εξίσωση (2.31) ενώ οι αρχικές 

και οριακές συνθήκες περιγράφονται από τις εξισώσεις (2.32)–(2.34): 
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2 ( , ) sSh z tz K ′′∂
=

′ ′∂
, B≤z≤B+B′, t≥0                                                                             (2.31)                                                         0( ,0)h z h′ = , B≤z≤B+B′                                                                                         (2.32) ( , ) ( , )h B t h B t′ = , t≥0                                                                                             (2.33) ( , ) 0h B B tz′ ′∂ +

=
∂

, t≥0                                                                                          (2.34α)                                                                                                ( , ) ( , )yh B B t K h B B tz S z′ ′ ′ ′ ′∂ + ∂ +
+

′∂ ∂
, t≥0                                                                 (2.34β)                                                                    0( , )h B B t h′ ′+ = , t≥0                                                                                           (2.34γ) 

όπου S′s και S′y είναι η ειδική αποθηκευτικότητα και η ειδική απόδοση του ηµι–

περατού σχηµατισµού, αντίστοιχα. Η οριακή συνθήκη (2.34α) ισχύει για την 

περίπτωση του σχήµατος 2.6 (α) στην οποία ένας αδιαπέρατος σχηµατισµός 

υπέρκειται του ηµι–περατού σχηµατισµού. Για την περίπτωση ηµι–περατού 

σχηµατισµού µε ελεύθερη επιφάνεια (Σχήµα 2.6 (β)) ισχύει η οριακή συνθήκη (2.34β) 

ενώ αν υδροφορέας µε σταθερό πιεζοµετρικό φορτίο υπέρκειται του ηµι–περατού 

σχηµατισµού (Σχήµα 2.6 (γ)) ισχύει η εξίσωση  (2.34γ). Η εξίσωση (2.34β) είναι η 

γραµµικοποιηµένη κινηµατική οριακή συνθήκη στην ελεύθερη επιφάνεια.  

 

 Οι Moench and Barlow (2000) θεώρησαν απότοµη µεταβολή της στάθµης του 

νερού στο υδατόρευµα και χρησιµοποίησαν µετασχηµατισµούς Laplace για την 

επίλυση του προβλήµατος που ορίζεται από τις εξισώσεις (2.27)–(2.34γ). Ο 

αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace των λύσεων που παρουσίασαν µπορεί να 

επιτευχθεί αριθµητικά µε τον αλγόριθµο Stehfest (1970). Στην εργασία των Barlow et 

al. (2000), οι λύσεις για την απόκριση του υδροφορέα σε απότοµη µεταβολή της 

στάθµης του υδατορεύµατος χρησιµοποιήθηκαν σε ολοκληρώµατα συνέλιξης ώστε 

να υπολογιστεί η απόκριση του υδροφορέα σε τυχαία µεταβολή της στάθµης του 

υδατορεύµατος.  
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Σχήµα 2.6: Περιπτώσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ υδατορεύµατος και υδροφορέα µε διαρροή 

που έχουν επιλυθεί αναλυτικά  

 

 Αναλυτικές λύσεις για το πρόβληµα της αλληλεπίδρασης µεταξύ υδατορευµάτων 

και υδροφορέων µε διαρροή έχουν επίσης διατυπωθεί στις εργασίες των Peterson 

(1961), Hantush (1961b), Zhang (1992) και Kabala and Thorne (1997). Οι Hantush 

(1961b) και Kabala and Thorne (1997) εξέτασαν την περίπτωση στην οποία 

υδροφορέας µε σταθερό πιεζοµετρικό φορτίο υπέρκειται του ηµι–περατού 

σχηµατισµού, για τον οποίο έκαναν την παραδοχή ότι έχει µηδενική 

αποθηκευτικότητα. ∆ιατύπωσαν αναλυτικές λύσεις για ηµι–άπειρο υδροφορέα 
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θεωρώντας απότοµη µεταβολή της στάθµης του υδατορεύµατος. Η λύση του 

Hantush (1961b) αποτελεί εξέλιξη της λύσης του Peterson (1961) για µόνιµη ροή ενώ 

οι Kabala and Thorne (1997) παρουσίασαν λύσεις για υδατορεύµατα πλήρους και 

µερικής διείσδυσης. Ο Zhang (1992) θεώρησε ηµι–άπειρο υδροφορέα που υπόκειται 

ηµι–περατού σχηµατισµού µε ελεύθερη επιφάνεια. Παρουσίασε αναλυτικές λύσεις για 

απότοµη και για γραµµική µεταβολή της στάθµης του υδατορεύµατος λαµβάνοντας 

υπ’ όψη την ειδική απόδοση του ηµι–περατού σχηµατισµού, σε αντίθεση µε τις 

προηγούµενες εργασίες στις οποίες έγινε η παραδοχή µηδενικής αποθηκευτικότητας 

για τον ηµι–περατό σχηµατισµό.  

  

2.2.2 Αναλυτικές λύσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ υπόγειων νερών και 

υδατορευµάτων: ταυτόχρονη θεώρηση των εξισώσεων της 

επιφανειακής και της υπόγειας ροής   

 

 Σε τέσσερις µόνο δηµοσιεύσεις, αυτές των Hunt (1990), Hantush et al. (2002), 

Hantush (2005) και Lal (2001) επιλύονται οι εξισώσεις τόσο της επιφανειακής όσο και 

της υπόγειας ροής για την εκτίµηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ υδατορευµάτων και 

υπόγειων νερών.  

 

 Ο Hunt (1990) εξέτασε την περίπτωση αλληλεπίδρασης οµογενούς και 

ισότροπου φρεάτιου υδροφορέα, πεπερασµένου ή άπειρου πλάτους, µε υδατόρευµα 

πλήρους διείσδυσης, το οποίο βρίσκεται σε άµεση υδραυλική επαφή µε τον 

υδροφορέα. Το υδατόρευµα θεωρήθηκε ορθογωνικής διατοµής σταθερού πλάτους 

και ο υδροφορέας πεπερασµένου ή άπειρου πλάτους. Για την περιγραφή της 

µονοδιάστατης ροής κατά µήκους του υδατορεύµατος χρησιµοποιήθηκαν οι 

εξισώσεις κινηµατικού κύµατος (βλ. π.χ. Chow et al., 1988). Η υπόγεια ροή 

θεωρήθηκε οριζόντια µονοδιάστατη, κάθετη προς τη διεύθυνση ροής του 

υδατορεύµατος, για την περιγραφή της οποίας χρησιµοποιήθηκε η γραµµικοποιηµένη 

εξίσωση Boussinesq (2.8α). Για την περίπτωση υδροφορέα άπειρου πλάτους, ο Hunt 

(1990) διατύπωσε ακριβή αναλυτική λύση για το σύστηµα των εξισώσεων της 

επιφανειακής και της υπόγειας ροής χρησιµοποιώντας µετασχηµατισµούς Laplace. 

Για την περίπτωση υδροφορέα πεπερασµένου πλάτους χρησιµοποίησε τη µέθοδο 

διαταραχών για να διατυπώσει µία προσεγγιστική αναλυτική λύση για το πρόβληµα. 

 

 Στην εργασία των Hantush et al. (2002) διερευνήθηκε η περίπτωση 

αλληλεπίδρασης οµογενούς και ισότροπου φρεάτιου υδροφορέα µε υδατόρευµα 
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µερικής διείσδυσης (Σχήµα 2.7). Ο υδροφορέας θεωρήθηκε άπειρου πλάτους στη 

διεύθυνση y και πεπερασµένου µήκους L στη διεύθυνση x, στην οποία περιορίζεται 

από αδιαπέρατα όρια. Οι συγγραφείς χρησιµοποίησαν τη µέθοδο Muskingum (βλ. 

π.χ. Chow et al., 1988) για τη διόδευση πληµµυρικού κύµατος στο υδατόρευµα. 

Κάνοντας την παραδοχή ότι οι διακυµάνσεις της στάθµης του υδατορεύµατος κατά 

µήκος του τµήµατος µήκους L είναι µικρές, θεώρησαν µία µέση κατά µήκος στάθµη, η 

οποία είναι συνάρτηση µόνο του χρόνου. Για τη ροή στον υδροφορέα θεώρησαν ότι 

είναι οριζόντια, µονοδιάστατη στη διεύθυνση y και περιγράφεται από τη 

γραµµικοποιηµένη εξίσωση Boussinesq (2.8α). Χρησιµοποιώντας µετασχηµατισµούς 

Laplace και ολοκληρώµατα συνέλιξης, διατύπωσαν λύσεις για την παροχή εκροής 

O(t) [L3T−1] και το ρυθµό διήθησης επιφανειακού νερού στον υπόγειο υδροφορέα ή 

τροφοδοσίας του υδατορεύµατος από τα υπόγεια νερά QL(t) [L
3T−1].  

 

 
Σχήµα 2.7: Περίπτωση αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–υδροφορέα που εξετάστηκε στις 

εργασίες των Hantush et al. (2002) και Hantush (2005)  

 

 Εξέλιξη της εργασίας των Hantush et al. (2002) αποτελεί η εργασία του Hantush 

(2005) στην οποία εξετάστηκαν επιπλέον οι περιπτώσεις (α) ορίων σταθερού 

πιεζοµετρικού φορτίου και (β) αδιαπέρατων ορίων στη διεύθυνση y. Ο Hantush 

(2005) θεώρησε επίσης (α) την επιφανειακή απορροή, (β) την εξάτµιση από την 

επιφάνεια του υδατορεύµατος και (γ) την κατακόρυφη διήθηση ή εξατµισοδιαπνοή 

από τον υδροφορέα.  
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 Μία πολύ ενδιαφέρουσα εργασία είναι αυτή του Lal (2001), ο οποίος διατύπωσε 

µία προσεγγιστική αναλυτική λύση για το πρόβληµα του σχήµατος 2.8. Θεώρησε 

οµογενή και ισότροπο υδροφορέα, ηµι–άπειρο στη διεύθυνση x και άπειρου πλάτους 

στη διεύθυνση y, ο οποίος αλληλεπιδρά µε υδατόρευµα µερικής διείσδυσης, το οποίο 

διαχωρίζεται από τον υδροφορέα από ηµι–περατό πυθµένα και όχθες και έχει 

ορθογωνική διατοµή σταθερού πλάτους Wr. Ο Lal (2001) θεώρησε µονοδιάστατη ροή 

κατά µήκος του υδατορεύµατος και διδιάστατη οριζόντια ροή στον υδροφορέα. 

Χρησιµοποίησε τη µέθοδο διαταραχών για την επίλυση του συστήµατος των 

εξισώσεων (2.35)–(2.38), οι οποίες περιγράφουν τη ροή κατά µήκος του 

υδατορεύµατος, τη ροή στον υδροφορέα και τη διήθηση επιφανειακού νερού στον 

υπόγειο υδροφορέα ή την τροφοδοσία του υδατορεύµατος από τα υπόγεια νερά, 

θεωρώντας µία συνεχή, µικρού πλάτους ηµιτονοειδή διακύµανση της στάθµης του 

υδατορεύµατος στο ανάντη όριο.  

 

 
 

Σχήµα 2.8: Περίπτωση αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–υδροφορέα που εξετάστηκε στην 

εργασία του Lal (2001) 

 ( , )( , ) ( , ) 0r Lq x tζ x t q x tt x∂∂
+ − =

∂ ∂
                                                                          (2.35) ( , ) 0fζ x t Sx∂

+ =
∂

                                                                                                   (2.36) 2 22 2( , , ) ( , , ) ( , , )cSh x y t h x y t h x y tT tx y∂ ∂ ∂
+ =

∂∂ ∂
                                                            (2.37) ( , ) ( , , )( , ) bL rK p ζ x t h x b tq x t W b−= −                                                                        (2.38) 
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 Στις εξισώσεις (2.35) και (2.36), οι οποίες είναι οι εξισώσεις του κύµατος 

µηδενικής αδράνειας (βλ. π.χ. Chow et al., 1988), qr(x,t) [L2T−1] είναι η παροχή ανά 

µονάδα πλάτους του υδατορεύµατος, Sf είναι η κλίση τριβών και qL(x,t) [LT−1] 

συµβολίζει γενικά την εισροή/εκροή νερού από την ελεύθερη επιφάνεια (βροχόπτωση 

ή εξάτµιση) ή τις όχθες του υδατορεύµατος, ανά µονάδα µήκους και ανά µονάδα 

πλάτους του υδατορεύµατος. Στη συγκεκριµένη περίπτωση, qL(x,t) είναι ο ρυθµός 

διήθησης επιφανειακού νερού στον υπόγειο υδροφορέα ή τροφοδοσίας του 

υδατορεύµατος από τα υπόγεια νερά, ανά µονάδα µήκους και ανά µονάδα πλάτους 

του υδατορεύµατος. Στην εξίσωση διάχυσης (2.37), η οποία ισχύει για 

περιορισµένους υδροφορείς ή για φρεάτιους υδροφορείς όπου οι διακυµάνσεις της 

ελεύθερης επιφάνειας είναι µικρές σε σύγκριση µε το µέσο κορεσµένο βάθος ροής D , cS  είναι ο συντελεστής αποθηκευτικότητας του υδροφορέα. Για την περίπτωση 

περιορισµένου υδροφορέα c sS S B=  και T KB= , ενώ για φρεάτιο υδροφορέα ισχύει c yS S=  και T KD=  Στην εξίσωση (2.38) p [L] είναι η βρεχόµενη περίµετρος της 

διατοµής του υδατορεύµατος.  

 

 Ο Lal (2001) παρουσίασε στην εργασία του την πιο ολοκληρωµένη, µέχρι 

σήµερα, αντιµετώπιση του προβλήµατος διατύπωσης αναλυτικών λύσεων για την 

αλληλεπίδραση µεταξύ υδατορευµάτων και υπόγειων νερών. Οι λύσεις που 

ανάπτυξε για τη στάθµη και την παροχή του υδατορεύµατος και τις τιµές των 

πιεζοµετρικών φορτίων στον υδροφορέα είναι εύκολα εφαρµόσιµες και ενδείκνυνται 

για τη µελέτη απλών περιπτώσεων αλληλεπίδρασης υδατορευµάτων–υπόγειων 

νερών και την επιβεβαίωση αριθµητικών µοντέλων.     

 

2.2.3 Αναλυτικές λύσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ υπόγειων νερών και λιµνών  

 

 Οι αναλυτικές λύσεις που έχουν διατυπωθεί για την αλληλεπίδραση µεταξύ 

υπόγειων νερών και λιµνών είναι πολύ λίγες σε σύγκριση µε αυτές που είναι 

διαθέσιµες για την αλληλεπίδραση µεταξύ υπόγειων νερών και υδατορευµάτων. Στις 

περισσότερες περιπτώσεις γίνεται η παραδοχή ότι η λίµνη βρίσκεται σε άµεση 

υδραυλική επαφή µε τον υδροφορέα, ο οποίος θεωρείται οµογενής και ισότροπος. Η 

υπόγεια ροή θεωρείται µόνιµη και διδιάστατη, είτε οριζόντια είτε στο κατακόρυφο 

επίπεδο, οπότε περιγράφεται από την εξίσωση Laplace (π.χ. Polubarinova–Kochina, 

1962, Strack, 1989, Ilyinsky and Kacimov, 1992). Την περίπτωση λίµνης µε ηµι–
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περατό πυθµένα εξέτασε ο Bakker (2002, 2004). Παρουσίασε αναλυτικές λύσεις για 

µόνιµη, διδιάστατη οριζόντια υπόγεια ροή, θεωρώντας λίµνη ηµικυκλικού και 

ηµιελλειπτικού πυθµένα, η οποία διεισδύει ελάχιστα ή καθόλου στον υδροφορέα.  

 

 Η µοναδική εργασία στην οποία θεωρείται τρισδιάστατη υπόγεια ροή είναι αυτή 

του Kacimov (2000), ο οποίος διατύπωσε αναλυτική λύση για την περίπτωση λίµνης 

ηµισφαιρικού πυθµένα που διεισδύει µερικώς σε οµογενή και ισότροπο περιορισµένο 

υδροφορέα άπειρου πάχους. Όπως και στις εργασίες που αναφέρθηκαν 

προηγουµένως, θεωρείται µόνιµη υπόγεια ροή.       

2.3 Ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων 

νερών  

  

 Τις τελευταίες δεκαετίες έχουν αναπτυχθεί διάφορα αριθµητικά µοντέλα για την 

προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών. Στα 

µοντέλα αυτά, οι εξισώσεις που περιγράφουν τη ροή των επιφανειακών και των 

υπόγειων υδάτων επιλύονται συνήθως µε τη βοήθεια µεθόδων πεπερασµένων 

διαφορών ή πεπερασµένων στοιχείων (π.χ. Swain and Wexler, 1996, Vanderkwaak, 

1999, Morita and Yen, 2002), ενώ λιγότερο συχνά χρησιµοποιείται η µέθοδος 

πεπερασµένων όγκων (π.χ. Erduran et al., 2005). Τα ολοκληρωµένα αριθµητικά 

µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων νερών µπορούν να διακριθούν µε βάση δύο κύρια 

χαρακτηριστικά: (α) τον τύπο και τη χωρική διάσταση των εξισώσεων που 

χρησιµοποιούνται για την περιγραφή της ροής των επιφανειακών και των υπόγειων 

υδάτων και (β) τη µέθοδο συνδυασµού των εξισώσεων αυτών.  

 

 Στην πλειονότητα των ολοκληρωµένων αριθµητικών µοντέλων επιφανειακών–

υπόγειων νερών εξετάζεται η αλληλεπίδραση της επίγειας ροής ή της ροής κατά 

µήκος φυσικών υδατορευµάτων ή τεχνητών ανοιχτών αγωγών (π.χ. αρδευτικά 

αυλάκια) µε την υπόγεια ροή (π.χ. Freeze, 1972, Swain and Wexler, 1996, 

Vanderkwaak, 1999, Morita and Yen, 2002, Panday and Huyakorn, 2004, Gunduz 

and Aral, 2005). Για την περιγραφή της µη µόνιµης, µονοδιάστατης ροής κατά µήκος 

φυσικών υδατορευµάτων και τεχνητών ανοικτών αγωγών χρησιµοποιούνται είτε οι 

πλήρεις εξισώσεις Saint Venant είτε οι απλούστερες εξισώσεις του κύµατος 

µηδενικής αδράνειας και του κινηµατικού κύµατος. Οι εξισώσεις του κύµατος 

µηδενικής αδράνειας επιλέγονται επίσης σε πολλά ολοκληρωµένα αριθµητικά 

µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων νερών για την περιγραφή της διδιάστατης επίγειας 

ροής (π.χ.Restrepo et al., 1998, Vanderkwaak, 1999, Morita and Yen, 2002, Panday 
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and Huyakorn, 2004). Μικρότερος είναι ο αριθµός των µοντέλων στα οποία η επίγεια 

ροή περιγράφεται από τις διδιάστατες εξισώσεις ρηχών υδάτων (π.χ. Erduran et al., 

2005, Liang et al., 2007). Στο µικρό αριθµό αριθµητικών µοντέλων που έχουν 

αναπτυχθεί για την εκτίµηση της αλληλεπίδρασης παράκτιων υδάτων, εκβολών 

ποταµών και υγροτόπων µε τα υπόγεια νερά, επιλύονται οι διδιάστατες εξισώσεις 

ρηχών υδάτων για την προσοµοίωση της υδροδυναµικής κυκλοφορίας στα 

επιφανειακά υδάτινα σώµατα (Ebrahimi, 2004, Langevin et al., 2005, Sparks, 2005, 

2008).       

 

 Η εξίσωση που επιλέγεται για την περιγραφή της υπόγειας ροής σε ένα 

ολοκληρωµένο αριθµητικό µοντέλο επιφανειακών–υπόγειων υδάτων εξαρτάται από 

το αν εξετάζεται η περίπτωση υδραυλικής επαφής µεταξύ επιφανειακών υδάτινων 

σωµάτων και υπόγειων νερών, οπότε θεωρείται η υπόγεια ροή στην κορεσµένη ζώνη 

(π.χ. Pinder and Sauer, 1971, Swain and Wexler, 1996, Jobson and Harbaugh, 

1999, Hussein and Schwartz, 2003, Erduran et al., 2005, Liang et al., 2007), ή η 

περίπτωση που επιφανειακά και υπόγεια νερά µπορεί να µη βρίσκονται σε 

υδραυλική επαφή, οπότε προσοµοιώνεται η υπόγεια ροή τόσο στην κορεσµένη όσο 

και στην ακόρεστη ζώνη (π.χ. Freeze, 1972, Storm and Refsgaard, 1996, 

Vanderkwaak, 1999, Ewen et al., 2000, Panday and Huyakorn, 2004, Markstrom et 

al., 2008). Η κορεσµένη υπόγεια ροή θεωρείται γενικά διδιάστατη, οριζόντια ή στο 

κατακόρυφο επίπεδο, ή τρισδιάστατη. Για την περιγραφή της κορεσµένης–ακόρεστης 

ροής, η οποία θεωρείται τρισδιάστατη, διδιάστατη στο κατακόρυφο επίπεδο ή 

µονοδιάστατη στην κατακόρυφη διεύθυνση, χρησιµοποιείται η εξίσωση Richards. 

 

 Μεταξύ των αριθµητικών µοντέλων που έχουν αναπτυχθεί για την προσοµοίωση 

της αλληλεπίδρασης µεταξύ της ροής κατά µήκος υδατορευµάτων και της υπόγειας 

ροής θα πρέπει να αναφερθούν αυτά των Pinder and Sauer (1971), Freeze (1972), 

Akan and Yen (1981), Tabuada et al. (1995), Perkins and Koussis (1996), Swain and 

Wexler (1996), Querner (1997), Jobson and Harbaugh (1999), Hussein and Schwartz 

(2003), Gunduz and Aral (2005) και Zerihun et al. (2005a). Οι Pinder and Sauer 

(1971) συνδύασαν τις εξισώσεις Saint Venant, στην πλήρη τους µορφή, για τη 

µονοδιάστατη ροή κατά µήκος υδατορευµάτων ορθογωνικής διατοµής, µε την 

εξίσωση διδιάστατης οριζόντιας κορεσµένης υπόγειας ροής. Τις πλήρεις εξισώσεις 

Saint Venant για την περιγραφή της ροής κατά µήκος υδατορευµάτων 

χρησιµοποίησαν επίσης οι Freeze (1972) και Akan and Yen (1981). Ο Freeze (1972) 

θεώρησε υδατόρευµα ορθογωνικής διατοµής και συνδύασε τις εξισώσεις Saint 

Venant µε την εξίσωση Richards για τρισδιάστατη κορεσµένη–ακόρεστη υπόγεια 



ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 2-30 

ροή. Οι Akan and Yen (1981) χρησιµοποίησαν την εξίσωση Richards για την 

περιγραφή της κορεσµένης–ακόρεστης υπόγειας ροής στο κατακόρυφο επίπεδο. Οι 

Tabuada et al. (1995) συνδύασαν τις εξισώσεις του κύµατος µηδενικής αδράνειας για 

την περιγραφή της ροής σε αρδευτικά κανάλια µε την εξίσωση Richards για την 

κορεσµένη–ακόρεστη ροή στο κατακόρυφο επίπεδο. Τις εξισώσεις του κύµατος 

µηδενικής αδράνειας για την περιγραφή της ροής κατά µήκος υδατορευµάτων 

χρησιµοποίησαν επίσης οι Perkins and Koussis (1996) και τις συνδύασαν µε την 

εξίσωση τρισδιάστατης κορεσµένης υπόγειας ροής.   

 

 Οι Swain and Wexler (1996) ανέπτυξαν το ολοκληρωµένο αριθµητικό µοντέλο 

επιφανειακών–υπόγειων νερών MODBRANCH, στο οποίο συνδυάζεται το µοντέλο 

επιφανειακών νερών BRANCH (Swain and Wexler, 1991) µε το πολύ διαδεδοµένο 

µοντέλο υπόγειων νερών MODFLOW (McDonald and Harbaugh, 1988). Στο 

BRANCH επιλύονται αριθµητικά οι πλήρεις εξισώσεις Saint Venant για την 

προσοµοίωση της ροής κατά µήκος υδατορευµάτων. Στο MODFLOW επιλύεται η 

εξίσωση τρισδιάστατης κορεσµένης υπόγειας ροής. Οι Jobson and Harbaugh (1999) 

συνδύασαν µία πιο πρόσφατη έκδοση του MODFLOW (Harbaugh and McDonald, 

1996) µε το µοντέλο επιφανειακών νερών DAFLOW (Jobson, 1989), στο οποίο η ροή 

κατά µήκος υδατορευµάτων προσοµοιώνεται λύνοντας τις εξισώσεις του κύµατος 

µηδενικής αδράνειας.   

 

 Στην εργασία του Querner (1997) παρουσιάζεται το αριθµητικό µοντέλο 

MOGROW, το οποίο είναι αποτέλεσµα συνδυασµού του µοντέλου επιφανειακών 

υδάτων SIMWAT (Querner, 1986) µε το µοντέλο υπόγειας ροής SIMGRO (Querner, 

1988). Στο SIMWAT επιλύονται οι εξισώσεις του κύµατος µηδενικής αδράνειας για 

την προσοµοίωση της µονοδιάστατης ροής σε ένα δίκτυο φυσικών υδατορευµάτων 

και τεχνητών ανοιχτών αγωγών. Στο SIMGRO η ροή στην κορεσµένη ζώνη 

προσοµοιώνεται ως ψευδό-τρισδιάστατη (quasi–3D) και η ροή στην ακόρεστη ζώνη 

θεωρείται µονοδιάστατη στην κατακόρυφη διεύθυνση. Στην εργασία των Hussein and 

Schwartz (2003) παρουσιάζεται το µαθηµατικό µοντέλο FTSTREAM, στο οποίο οι 

εξισώσεις του κινηµατικού κύµατος για τη ροή κατά µήκος υδατορευµάτων 

συνδυάζονται µε το µοντέλο FTWORK (Faust et al., 1993) για την προσοµοίωση της 

τρισδιάστατης κορεσµένης υπόγειας ροής. Oι Gunduz and Aral (2005) συνδύασαν τις 

πλήρεις εξισώσεις Saint Venant µε την εξίσωση διδιάστατης οριζόντιας κορεσµένης 

υπόγειας ροής. Τέλος, οι Zerihun et al. (2005a) προσοµοιώνοντας την άρδευση µε 

λεκάνες συνδύασαν τις εξισώσεις του κύµατος µηδενικής αδράνειας µε το 
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µονοδιάστατο µοντέλο υπόγειας ροής HYDRUS–1D (Simunek et al., 1998), το οποίο 

βασίζεται στην εξίσωση Richards.        

 

 Κατά καιρούς έχουν αναπτυχθεί διάφορα αριθµητικά µοντέλα για την 

προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης µεταξύ της επίγειας και της υπόγειας ροής (π.χ. 

Gandolfi and Savi, 2000, Morita and Yen, 2002, Erduran et al., 2005, Liang et al., 

2007). Περισσότερα ωστόσο είναι τα µοντέλα στα οποία προσοµοιώνεται τόσο η 

αλληλεπίδραση µεταξύ της επίγειας και της υπόγειας ροής όσο και η αλληλεπίδραση 

µεταξύ της υπόγειας ροής και της ροής κατά µήκος υδατορευµάτων (π.χ. DHI, 1993, 

Restrepo et al., 1998, Vanderkwaak, 1999, Ewen et al., 2000, Panday and Huyakorn, 

2004). Σε αρκετές περιπτώσεις αναπαρίστανται επίσης και άλλες βασικές διεργασίες 

του υδρολογικού κύκλου σε επίπεδο υδρολογικής λεκάνης, όπως η 

υδατοσυγκράτηση από τα φυτά, η εξατµισοδιαπνοή και η τήξη του χιονιού (π.χ. DHI, 

1993, Ewen et al., 2000, Panday and Huyakorn, 2004).  

 

 Στο ινστιτούτο DHI (Danish Hydraulic Institute) αναπτύχθηκε το υδρολογικό 

µοντέλο φυσικής βάσης MIKE SHE (DHI, 1993, Storm and Refsgaard, 1996, Graham 

and Refsgaard, 2001, DHI, 2008), το οποίο αποτελεί εξέλιξη του υδρολογικού 

µοντέλου SHE (Abbott et al., 1986) και έχει εφαρµοστεί σε πολυάριθµες περιπτώσεις 

αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων υδάτων (π.χ. Xevi et al., 1997, Henriksen 

et al., 2003, Vazquez and Feyen, 2003, Thompson et al., 2004). Στο MIKE SHE 

αναπαρίστανται οι ακόλουθες διεργασίες του υδρολογικού κύκλου: υδατοσυγκράτηση 

από τα φυτά, εξατµισοδιαπνοή, χιονοκάλυψη και τήξη του χιονιού, επίγεια ροή, ροή 

κατά µήκος υδατορευµάτων και υπόγεια ροή στην κορεσµένη και την ακόρεστη ζώνη. 

Για την περιγραφή της διδιάστατης επίγειας ροής χρησιµοποιούνται οι εξισώσεις του 

κύµατος µηδενικής αδράνειας. Για την προσοµοίωση της µονοδιάστατης ροής κατά 

µήκος υδατορευµάτων, το µοντέλο παρέχει τη δυνατότητα να χρησιµοποιηθούν (α) οι 

πλήρεις εξισώσεις Saint Venant, (β) οι εξισώσεις του κύµατος µηδενικής αδράνειας, 

(γ) οι εξισώσεις του κινηµατικού κύµατος, (δ) η µέθοδος Muskingum–Cunge (βλ. π.χ. 

Chow et al., 1988) ή (ε) η µέθοδος Muskingum. Η υπόγεια ροή στην ακόρεστη ζώνη 

θεωρείται µονοδιάστατη στην κατακόρυφη διεύθυνση και περιγράφεται από την 

εξίσωση Richards, ενώ η κορεσµένη υπόγεια ροή θεωρείται τρισδιάστατη. Η 

υδατοσυγκράτηση από τα φυτά προσεγγίζεται µε τη µέθοδο Rutter (Rutter et al., 

1971,1972), η εξατµισοδιαπνοή υπολογίζεται µε την εξίσωση Penman–Monteith 

(Monteith, 1965) και η χιονοκάλυψη και η τήξη του χιονιού υπολογίζονται 

χρησιµοποιώντας µία µέθοδο ενεργειακού ισοζυγίου (Anderson, 1968, Morris, 1982, 

1983).  
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 Ένα επίσης πολύ διαδεδοµένο υδρολογικό µοντέλο φυσικής βάσης, το οποίο 

χρησιµοποιείται πολύ συχνά για την προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης µεταξύ 

επιφανειακών και υπόγειων νερών σε επίπεδο λεκάνης απορροής, είναι το 

SHETRAN (Ewen et al., 2000). Tο SHETRAN έχει αρκετές οµοιότητες µε το MIKE 

SHE, καθώς και τα δύο µοντέλα βασίστηκαν στο υδρολογικό µοντέλο SHE και 

θεωρούνται σε αυτά οι ίδιες υδρολογικές διεργασίες. Στο SHETRAN, η µονοδιάστατη 

ροή κατά µήκος υδατορευµάτων και η διδιάστατη επίγεια ροή προσοµοιώνονται 

επιλύνοντας τις εξισώσεις του κύµατος µηδενικής αδράνειας. Για την προσοµοίωση 

της υπόγειας ροής στην κορεσµένη και την ακόρεστη ζώνη χρησιµοποιείται η 

τρισδιάστατη εξίσωση Richards. Η υδατοσυγκράτηση από τα φυτά, η 

εξατµισοδιαπνοή, η χιονοκάλυψη και η τήξη του χιονιού υπολογίζονται 

ακολουθώντας όµοια µεθοδολογία µε αυτή που ακολουθείται στο MIKE SHE.     

 

 Στα ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων νερών InHM 

(Vanderkwaak, 1999) και MODHMS (Panday and Huyakorn, 2004) συνδυάζονται οι 

εξισώσεις του κύµατος µηδενικής αδράνειας για την περιγραφή της διδιάστατης 

επίγειας ροής και της µονοδιάστατης ροής κατά µήκος ενός δικτύου φυσικών 

υδατορευµάτων και τεχνητών ανοιχτών αγωγών, µε την τρισδιάστατη εξίσωση 

Richards για την προσοµοίωση της κορεσµένης–ακόρεστης υπόγειας ροής. Στο 

MODHMS προσοµοιώνονται επίσης οι διεργασίες της υδατοσυγκράτησης από τα 

φυτά και της εξατµισοδιαπνοής.     

 

 Οι Morita and Yen (2002) συνδύασαν τις εξισώσεις του κύµατος µηδενικής 

αδράνειας, για την περιγραφή της διδιάστατης επίγειας ροής, µε την τρισδιάστατη 

εξίσωση Richards για την περιγραφή της υπόγειας ροής στην κορεσµένη και την 

ακόρεστη ζώνη. Στα µοντέλα των Gandolfi and Savi (2000), Erduran et al. (2005) και 

Liang et al. (2007) επιλύονται οι διδιάστατες εξισώσεις ρηχών υδάτων για την 

προσοµοίωση της επίγειας ροής, αµελώντας τους όρους που εκφράζουν εσωτερικές 

τριβές, την τριβή του ανέµου στην ελεύθερη επιφάνεια και τη δύναµη Coriolis. Οι 

Gandolfi and Savi (2000) συνδύασαν τις εξισώσεις ρηχών υδάτων µε την εξίσωση 

Richards για την προσοµοίωση της µονοδιάστατης κορεσµένης–ακόρεστης υπόγειας 

ροής στην κατακόρυφη διεύθυνση. Στα µοντέλα των Erduran et al. (2005) και Liang 

et al. (2007) οι εξισώσεις ρηχών υδάτων συνδυάζονται µε την εξίσωση διδιάστατης 

οριζόντιας κορεσµένης υπόγειας ροής.   
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 Οι διδιάστατες εξισώσεις ρηχών υδάτων επιλύονται επίσης στα αριθµητικά 

µοντέλα που ανέπτυξαν οι Ebrahimi (2004), Sparks (2005, 2008) και Langevin et al. 

(2005). Οι Ebrahimi (2004) και Sparks (2005, 2008) συνδύασαν, µε διαφορετικές 

µεθόδους, το µοντέλο επιφανειακών νερών DIVAST (Falconer, 1992, Falconer et al., 

2001) µε την εξίσωση διδιάστατης οριζόντιας κορεσµένης υπόγειας ροής. Το 

DIVAST, το οποίο αναπτύχθηκε για την προσοµοίωση της υδροδυναµικής 

κυκλοφορίας σε παράκτια ύδατα και εκβολές ποταµών, βασίζεται στις διδιάστατες 

εξισώσεις ρηχών υδάτων, χωρίς να αµελούνται οι όροι που εκφράζουν εσωτερικές 

τριβές, την τριβή του ανέµου στην ελεύθερη επιφάνεια και τη δύναµη Coriolis. Τα 

µοντέλα των Ebrahimi (2004) και Sparks (2005, 2008) έχουν βρει εφαρµογή σε 

περιπτώσεις αλληλεπίδρασης παράκτιων υδάτων, εκβολών ποταµών και υγροτόπων 

µε παρακείµενους υδροφορείς (βλ. Ebrahimi, 2004, Sparks, 2005, 2008).  

 

 Οι Langevin et al. (2005) συνδύασαν το µοντέλο επιφανειακών νερών SWIFT2D 

(Leendertse, 1987), το οποίο βασίζεται στις διδιάστατες εξισώσεις ρηχών υδάτων 

µεταβλητής πυκνότητας, µε το µοντέλο SEAWAT (Guo and Langevin, 2002), το 

οποίο αναπτύχθηκε για την προσοµοίωση της ροής υπόγειου νερού µεταβλητής 

πυκνότητας στην κορεσµένη ζώνη. Η πυκνότητα τόσο του επιφανειακού όσο και του 

υπόγειου νερού θεωρείται ότι είναι συνάρτηση της αλατότητας και οι εξισώσεις που 

διέπουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων επιλύονται ταυτόχρονα 

µε τις εξισώσεις που περιγράφουν τη µεταφορά και τη διάχυση της αλατότητας στα 

επιφανειακά και τα υπόγεια νερά. Το ολοκληρωµένο αριθµητικό µοντέλο που 

παρουσιάζεται στην εργασία των Langevin et al. (2005) αναπτύχθηκε µε στόχο να 

µελετηθεί η αλληλεπίδραση µεταξύ παράκτιων υδάτων, υπόγειων νερών και 

γειτονικών παράκτιων υγροτόπων στην περιοχή του Εθνικού Πάρκου Everglades στη 

Φλόριδα των Η.Π.Α. Γενικά, επειδή λαµβάνεται υπ’ όψη η εξάρτηση της πυκνότητας 

από την αλατότητα, το µοντέλο ενδείκνυται για την προσοµοίωση της 

αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων νερών σε παράκτιες περιοχές.  

 

 Εκτός από τα ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων νερών 

που παρουσιάστηκαν παραπάνω, στα οποία επιλύονται οι µερικές διαφορικές 

εξισώσεις που περιγράφουν τη ροή τόσο των επιφανειακών όσο και των υπόγειων 

υδάτων, κατά καιρούς έχουν αναπτυχθεί κάποια απλούστερα µοντέλα, στα οποία η 

εξίσωση που επιλέγεται για την περιγραφή της υπόγειας ροής συνδυάζεται µε µία 

απλή εξίσωση υδατικού ισοζυγίου για το επιφανειακό υδάτινο σώµα. Χαρακτηριστικά 

παραδείγµατα αποτελούν τα µοντέλα που παρουσιάζονται στις εργασίες των Merrit 

and Konikow (2000) και Crowe et al. (2004). Οι Merrit and Konikow (2000) ανέπτυξαν 
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την υπορουτίνα LAK3 για το µοντέλο υπόγειων νερών MODFLOW (Harbaugh et al., 

2000), µε την οποία υπολογίζεται το υδατικό ισοζύγιο λίµνης, η οποία βρίσκεται σε 

υδραυλική επαφή µε τα υπόγεια νερά. Στην εργασία των Crowe et al. (2004) 

παρουσιάζεται το αριθµητικό µοντέλο GW–WETLAND (βλ. επίσης Shikaze and 

Crowe, 1999), το οποίο αναπτύχθηκε για την προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης 

µεταξύ υπόγειων νερών και υγροτόπων. Στο GW–WETLAND η εξίσωση υδατικού 

ισοζυγίου για τον υγρότοπο συνδυάζεται µε την εξίσωση κορεσµένης υπόγειας ροής, 

η οποία θεωρείται διδιάστατη στο κατακόρυφο επίπεδο.   

 

 

 Ο συνδυασµός των εξισώσεων που περιγράφουν τη ροή των επιφανειακών και 

των υπόγειων υδάτων στα ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα επιφανειακών–

υπόγειων νερών πραγµατοποιείται στην κοινή διεπιφάνεια επιφανειακών–υπόγειων 

υδάτων (π.χ. επιφάνεια του εδάφους, πυθµένας επιφανειακού υδάτινου σώµατος), 

µέσω του ρυθµού διήθησης επιφανειακού νερού στο υποκείµενο πορώδες µέσο ή 

τροφοδοσίας των επιφανειακών νερών από τα υπόγεια. Στα µοντέλα στα οποία 

εξετάζεται η περίπτωση υδραυλικής επαφής µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων 

νερών, οπότε προσοµοιώνεται η κορεσµένη υπόγεια ροή, ο ρυθµός 

διήθησης/τροφοδοσίας στη διεπιφάνεια των επιφανειακών–υπόγειων νερών 

υπολογίζεται από κάποια εξίσωση που βασίζεται στο νόµο Darcy (βλ. Bear, 1972, 

σελ. 120). Στα µοντέλα στα οποία προσοµοιώνεται η υπόγεια ροή τόσο στην 

κορεσµένη όσο και στην ακόρεστη ζώνη, η εξίσωση υπολογισµού του ρυθµού 

διήθησης στη διεπιφάνεια των επιφανειακών–υπόγειων νερών βασίζεται στο νόµο 

Darcy–Buckingham (βλ. Bear, 1972, σελ. 487), ο οποίος είναι το ανάλογο του νόµου 

Darcy για ακόρεστη ροή.  

 

 Πρέπει να σηµειωθεί ότι στα ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα επιφανειακών–

υπόγειων νερών που υπάρχουν διαθέσιµα στη βιβλιογραφία, ο συνδυασµός των 

υπό–µοντέλων των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων πραγµατοποιείται 

συνήθως στην κατακόρυφη διεύθυνση (π.χ. Swain and Wexler, 1996, Restrepo et al., 

1998, Jobson and Harbaugh, 1999, Vanderkwaak, 1999, Morita and Yen, 2000, 

Hussein and Schwartz, 2003, Erduran et al., 2005, Gunduz and Aral, 2005). Στα λίγα 

αριθµητικά µοντέλα, όπου επιλύονται οι διδιάστατες εξισώσεις ρηχών υδάτων για την 

προσοµοίωση της υδροδυναµικής κυκλοφορίας σε παράκτια ύδατα, εκβολές 

ποταµών και υγροτόπους, ο συνδυασµός των υπό–µοντέλων των επιφανειακών και 

των υπόγειων υδάτων για την προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης µεταξύ των 

επιφανειακών υδάτινων σωµάτων και παρακείµενων υδροφορέων πραγµατοποιείται 
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στις οριζόντιες διευθύνσεις (π.χ. Ebrahimi, 2004, Langevin et al., 2005, Sparks, 2005, 

Yuan et al., 2008).   

   

 Γενικά, µπορούν να διακριθούν τρεις µέθοδοι συνδυασµού της ροής των 

επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων στα ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα 

επιφανειακών–υπόγειων νερών:   

   

(i)      Μέθοδος ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης (simultaneous coupling 

method), όπως ονοµάστηκε από τους Morita and Yen (2002). Η µέθοδος 

αυτή βασίζεται στην ταυτόχρονη αριθµητική επίλυση, σε κάθε χρονικό βήµα, 

των εξισώσεων που περιγράφουν τη ροή των επιφανειακών και των 

υπόγειων υδάτων και της εξίσωσης που εκφράζει το ρυθµό 

διήθησης/τροφοδοσίας στη διεπιφάνεια επιφανειακών–υπόγειων νερών. Η 

ταυτόχρονη επίλυση των εξισώσεων των επιφανειακών και των υπόγειων 

υδάτων απαιτεί τη χρήση κοινού µεγέθους χρονικού βήµατος στα υπό–

µοντέλα των επιφανειακών και των υπόγειων νερών. Στη βιβλιογραφία 

συναντά κανείς ένα µικρό αριθµό αριθµητικών µοντέλων, τα οποία βασίζονται 

στη µέθοδο της ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης. Μερικά παραδείγµατα 

αποτελούν τα µοντέλα που παρουσιάζονται στις εργασίες των Vanderkwaak 

(1999), Panday and Huyakorn (2004), Gunduz and Aral (2005), Sparks 

(2005, 2008) και Liang et al. (2007). 

 

(ii)      Μέθοδος εσωτερικού συνδυασµού (internal coupling method), όπως 

ονοµάζεται στην εργασία του Freeze (1972), ή εναλλασσόµενη επαναληπτική 

µέθοδος συνδυασµού (alternating iterative coupling method), όπως 

ονοµάζεται στην εργασία των Morita and Yen (2002). Σύµφωνα µε τη µέθοδο 

αυτή, οι εξισώσεις των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων επιλύονται 

χωριστά, αλλά επαναληπτικά σε κάθε χρονικό βήµα. Έτσι, σε κάθε χρονικό 

βήµα η διαδικασία επίλυσης εναλλάσσεται αρκετές φορές µεταξύ των υπό–

µοντέλων των επιφανειακών και των υπόγειων νερών. Κάθε φορά που 

επιλύεται το ένα από τα δύο υπό–µοντέλα κατά τη διάρκεια ενός χρονικού 

βήµατος, ο ρυθµός διήθησης/τροφοδοσίας στη διεπιφάνεια των 

επιφανειακών–υπόγειων νερών υπολογίζεται χρησιµοποιώντας τα 

αποτελέσµατα (π.χ. τιµές πιεζοµετρικών φορτίων) της πιο πρόσφατης 

επίλυσης του άλλου υπό–µοντέλου στο ίδιο χρονικό βήµα. Όπως ισχύει για 

κάθε επαναληπτική µέθοδο επίλυσης, η διαδικασία επίλυσης του 

ολοκληρωµένου αριθµητικού µοντέλου επιφανειακών–υπόγειων υδάτων για 
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ένα χρονικό βήµα ολοκληρώνεται όταν οι επιµέρους λύσεις των δύο υπό–

µοντέλων ικανοποιήσουν ένα προκαθορισµένο κριτήριο σύγκλισης.   

 

Καθώς µε την εναλλασσόµενη επαναληπτική µέθοδο συνδυασµού οι 

εξισώσεις των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων επιλύονται χωριστά, 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί διαφορετικό µέγεθος χρονικού βήµατος για τα 

υπό–µοντέλα των επιφανειακών και των υπόγειων νερών. Συνεπώς, ενώ οι 

εξισώσεις ροής των επιφανειακών υδάτων πρέπει να επιλυθούν 

χρησιµοποιώντας ένα σχετικά µικρό χρονικό βήµα, για λόγους ακρίβειας και 

αριθµητικής ευστάθειας, για την επίλυση των εξισώσεων της υπόγειας ροής 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί µεγαλύτερο χρονικό βήµα καθώς οι ταχύτητες ροής 

των υπόγειων νερών είναι πολύ µικρότερες σε σχέση µε αυτές των 

επιφανειακών. Έτσι, σε κάθε χρονικό βήµα του υπό–µοντέλου υπόγειων 

νερών επιλύονται ένα ή περισσότερα χρονικά βήµατα του υπό–µοντέλου 

επιφανειακών νερών.  

 

Η εναλλασσόµενη επαναληπτική µέθοδος είναι η συχνότερα 

χρησιµοποιούµενη µέθοδος συνδυασµού των εξισώσεων των επιφανειακών 

και των υπόγειων υδάτων σε ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα 

επιφανειακών–υπόγειων νερών (π.χ. Pinder and Sauer, 1971, Freeze, 1972, 

Akan and Yen, 1981, Perkins and Koussis, 1996, Swain and Wexler, 1996, 

Jobson and Harbaugh, 1999, Morita and Yen, 2002, Hussein and Schwartz, 

2003, Ebrahimi, 2004, Prudic et al., 2004, Erduran et al., 2005, Zerihun et al., 

2005a).  

 

(iii)      Μέθοδος εξωτερικού συνδυασµού (external coupling method), όπως 

ονοµάστηκε από τον Freeze (1972), ή µη επαναληπτική µέθοδος 

συνδυασµού (non–iterative coupling method), όπως ονοµάστηκε από τους 

Morita and Yen (2002). Στα µοντέλα στα οποία χρησιµοποιείται η µέθοδος 

αυτή, τα υπό–µοντέλα των επιφανειακών και των υπόγειων νερών επιλύονται 

διαδοχικά, αλλά όχι επαναληπτικά, σε κάθε χρονικό βήµα και τα 

αποτελέσµατα από την επίλυση του ενός χρησιµοποιούνται ως δεδοµένα για 

την επίλυση του άλλου. Συνήθως, επιλύεται πρώτα το υπό–µοντέλο 

επιφανειακών νερών, χρησιµοποιώντας µέγεθος χρονικού βήµατος µικρότερο 

ή ίσο µε το µέγεθος του χρονικού βήµατος που χρησιµοποιείται στο υπό–

µοντέλο υπόγειων νερών. Το υπό–µοντέλο επιφανειακών νερών επιλύεται για 

τον αριθµό των χρονικών βηµάτων που περιλαµβάνονται σε ένα χρονικό 
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βήµα του υπό–µοντέλου υπόγειων νερών. Τα αποτελέσµατα της επίλυσης 

του υπό–µοντέλου επιφανειακών νερών (π.χ. υψόµετρο της ελεύθερης 

επιφάνειας των επιφανειακών νερών) χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό 

του ρυθµού διήθησης επιφανειακού νερού στο υποκείµενο πορώδες µέσο ή 

τροφοδοσίας των επιφανειακών νερών από τα υπόγεια. Στη συνέχεια, 

επιλύεται το υπό–µοντέλο υπόγειων νερών στο τρέχον χρονικό βήµα, 

λαµβάνοντας υπ’ όψη το ρυθµό διήθησης/τροφοδοσίας στη διεπιφάνεια των 

επιφανειακών–υπόγειων νερών. Αφού ολοκληρωθεί η επίλυση του υπό–

µοντέλου υπόγειων νερών, η διαδικασία διαδοχικής επίλυσης των δύο υπό–

µοντέλων προχωράει στο επόµενο χρονικό βήµα. 

 

Τη µη επαναληπτική µέθοδο συνδυασµού των εξισώσεων των επιφανειακών 

και των υπόγειων νερών ακολούθησαν, µεταξύ άλλων, οι Smith and 

Woolisher (1971), Abbot et al. (1986), Tabuada et al. (1995), Storm and 

Refsgaard (1996), Gandolfi and Savi (2000), Ewen et al. (2000), Sokrut 

(2001), Crowe et al. (2004) και Langevin et al. (2005).  

 

 Μεταξύ των τριών µεθόδων συνδυασµού των εξισώσεων των επιφανειακών και 

των υπόγειων νερών που αναλύθηκαν παραπάνω, η πιο σύνθετη αλλά και η πιο 

ακριβής είναι η µέθοδος ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης. Η µέθοδος αυτή 

θεωρείται ότι προσοµοιώνει πιστότερα το φυσικό φαινόµενο της αλληλεπίδρασης 

µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων υδάτων και παρουσιάζει τα µικρότερα σφάλµατα 

ισοζυγίου µάζας (Gunduz and Aral, 2005). ∆εν επιτρέπει όµως τη χρήση 

διαφορετικού µεγέθους χρονικού βήµατος στα υπό–µοντέλα των επιφανειακών και 

των υπόγειων νερών µε αποτέλεσµα να µην αξιοποιείται η διαφορετική χρονική 

κλίµακα που ισχύει για τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων και να 

οδηγούµαστε συχνά σε µεγάλους υπολογιστικούς χρόνους (Panday and Huyakorn, 

2004, Gunduz and Aral, 2005). Αυτός είναι και ο βασικότερος λόγος που τα 

περισσότερα ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων νερών 

βασίζονται στην εναλλασσόµενη επαναληπτική µέθοδο συνδυασµού των εξισώσεων 

των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων. Η µέθοδος αυτή είναι σαφώς 

απλούστερη σε σχέση µε τη µέθοδο ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης. Ωστόσο, 

η εναλλασσόµενη επαναληπτική επίλυση των εξισώσεων των επιφανειακών και των 

υπόγειων νερών µέχρι να ικανοποιηθεί ένα προκαθορισµένο κριτήριο σύγκλισης 

µπορεί να οδηγήσει σε µεγαλύτερα σφάλµατα ισοζυγίου µάζας (Gunduz and Aral, 

2005). Τέλος, η µη επαναληπτική µέθοδος συνδυασµού είναι η απλούστερη και 

γρηγορότερη µέθοδος από τις τρεις, καθώς οι εξισώσεις της ροής των επιφανειακών 
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και των υπόγειων υδάτων επιλύονται διαδοχικά, µία µόνο φορά σε κάθε χρονικό 

βήµα. Η µέθοδος αυτή είναι όµως και η λιγότερο ακριβής. Τα αποτελέσµατα της 

επίλυσης του ενός υπό–µοντέλου χρησιµοποιούνται ως δεδοµένα για την επίλυση 

του άλλου, χωρίς να υπάρχει η δυνατότητα επαναληπτικής βελτίωσης των επιµέρους 

λύσεων σε κάθε χρονικό βήµα, όπως συµβαίνει µε την εναλλασσόµενη επαναληπτική 

µέθοδο συνδυασµού (Morita and Yen, 2002, Gunduz and Aral, 2005). Όπως εύστοχα 

σχολιάζουν οι Morita and Yen (2002) πρόκειται στην ουσία για µία µέθοδο µη 

συνδυασµένης επίλυσης, αφού οι εξισώσεις των επιφανειακών και των υπόγειων 

υδάτων απλώς επιλύονται διαδοχικά.  

  

 Παρόλο που έχει αναπτυχθεί ένας σηµαντικός αριθµός αριθµητικών µοντέλων 

για την προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης µεταξύ της ροής επιφανειακών και 

υπόγειων υδάτων, αρκετά από τα οποία παρουσιάστηκαν στις προηγούµενες 

παραγράφους, είναι πολύ λιγότερες οι προσπάθειες ταυτόχρονης αριθµητικής 

προσοµοίωσης της αλληλεπίδρασης ροής και ρύπανσης µεταξύ επιφανειακών και 

υπόγειων νερών. Μερικά παραδείγµατα αποτελούν τα µοντέλα που παρουσιάζονται 

στις εργασίες των Vanderkwaak (1999), Ewen et al. (2000), Faidi et al. (2002), Lin 

and Medina (2003), Hussein and Schwartz (2003), Ebrahimi (2004), Gunduz and 

Aral (2005), Sparks (2005, 2008), Zerihun et al. (2005b) και Storm and Refsgaard 

(1996).    

 

 Στο ολοκληρωµένο αριθµητικό µοντέλο επιφανειακών–υπόγειων νερών InHM 

(Vanderkwaak, 1999) προσοµοιώνεται η κίνηση ρύπων σε υδατορεύµατα, στην 

επιφάνεια του εδάφους, στην κορεσµένη και την ακόρεστη ζώνη, καθώς και η 

ανταλλαγή ρύπων µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών. Με το InHM µπορεί να 

προσοµοιωθεί η γένεση ή η απώλεια µη συντηρητικών ρύπων λόγω φυσικών 

(προσρόφηση ρύπου από το πορώδες µέσο), χηµικών και βιολογικών διεργασιών. Η 

προσρόφηση ρύπου από το πορώδες µέσο περιγράφεται από την εξίσωση 

γραµµικής ισόθερµης προσρόφησης ισορροπίας. Ο ρυθµός γένεσης ή απώλειας 

ρύπου λόγω χηµικών ή βιολογικών διεργασιών περιγράφεται από κινητική πρώτης 

τάξης.  

 

 Τα κατανεµηµένα υδρολογικά µοντέλα φυσικής βάσης SHETRAN (Ewen et al., 

2000) και MIKE SHE (π.χ. Storm and Refsgaard, 1996, DHI, 2008) δίνουν την 

δυνατότητα προσοµοίωσης της συµπεριφοράς µη συντηρητικών ρύπων σε επίπεδο 

λεκάνης απορροής. Και στα δύο µοντέλα η προσρόφηση ρύπων από το πορώδες 

µέσο περιγράφεται από κάποια εξίσωση ισόθερµης προσρόφησης ισορροπίας 
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(γραµµική, Freundlich ή Langmuir). Ο ρυθµός γένεσης ή απώλειας ρύπων λόγω 

χηµικών ή βιολογικών διεργασιών περιγράφεται από κινητική πρώτης τάξης. Οι 

Birkinshaw and Ewen (2000) πρόσθεσαν στο SHETRAN υπό–ρουτίνα για την 

προσοµοίωση των µετασχηµατισµών του αζώτου. Οι µετασχηµατισµοί του αζώτου σε 

επίπεδο λεκάνης απορροής µπορούν επίσης να προσοµοιωθούν µε το MIKE SHE, 

το οποίο συνδυάστηκε από τους Refsgaard et al. (1999) µε το µαθηµατικό µοντέλο 

DAISY (Hansen et al., 1991) που επιτρέπει την προσοµοίωση των µετασχηµατισµών 

του αζώτου στη ζώνη ριζοστρώµατος.  

 

 Οι Faidi et al. (2002) πρόσθεσαν στο µαθηµατικό µοντέλο MODBRANCH (Swain 

and Wexler, 1996) τη δυνατότητα προσοµοίωσης της συµπεριφοράς συντηρητικών 

ρύπων σε ένα σύστηµα υδατορευµάτων–υπόγειων νερών. Ως υπό–µοντέλο για την 

προσοµοίωση της κίνησης ρύπων στην κορεσµένη ζώνη χρησιµοποίησαν το 

MT3DMS (Zheng and Wang, 1999) ενώ ανέπτυξαν υπό–µοντέλο για την 

προσοµοίωση της διασποράς ρύπων σε υδατορεύµατα. Οι Lin and Medina (2003) 

συνδύασαν το µαθητικό µοντέλο DAFLOW–MODFLOW (Jobson and Harbaugh, 

1999), το οποίο αναπτύχθηκε για την προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης µεταξύ της 

ροής κατά µήκος υδατορευµάτων και της υπόγειας ροής, το µοντέλο MOC3D 

(Konikow et al., 1996) για την προσοµοίωση της κίνησης µη συντηρητικών ρύπων 

στα υπόγεια νερά και υπό–µοντέλο, το οποίο ανέπτυξαν για την προσοµοίωση της 

συµπεριφοράς µη συντηρητικών ρύπων σε υδατορεύµατα. Στο MOC3D (Konikow et 

al., 1996) η προσρόφηση ρύπου από το πορώδες µέσο περιγράφεται από την 

εξίσωση γραµµικής ισόθερµης προσρόφησης ισορροπίας. Ο ρυθµός γένεσης ή 

απώλειας ρύπου στα επιφανειακά και τα υπόγεια νερά περιγράφεται από κινητική 

πρώτης τάξης.  

  

 Η ρύπανση σε ένα σύστηµα υδατορευµάτων–υπόγειων νερών προσοµοιώνεται 

επίσης στα µαθηµατικά µοντέλα που ανέπτυξαν οι Hussein and Schwartz (2003), 

Gunduz and Aral (2005) και Zerihun et al. (2005b). Οι Gunduz and Aral (2005) και 

Zerihun et al. (2005b) θεώρησαν συντηρητικούς ρύπους. Στο FTSTREAM (Hussein 

and Schwartz, 2003) προσοµοιώνεται η συµπεριφορά µη συντηρητικών ρύπων. Η 

προσρόφηση από το πορώδες µέσο περιγράφεται από την εξίσωση ισόθερµης 

προσρόφησης ισορροπίας του Freundlich και ο ρυθµός γένεσης ή απώλειας ρύπων 

λόγω χηµικών ή βιολογικών αντιδράσεων από κινητική πρώτης τάξης.  

 

 Στα µαθηµατικά µοντέλα που ανέπτυξαν οι Ebrahimi (2004) και Sparks (2005, 

2008), στα οποία θεωρείται η αλληλεπίδραση µεταξύ της διδιάστατης ροής σε 
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παράκτια ύδατα και εκβολές ποταµών και της διδιάστατης οριζόντιας κορεσµένης 

υπόγειας ροής, προσοµοιώνεται επίσης η αλληλεπίδραση συντηρητικών ρύπων 

µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών.  

 

 Πρέπει να σηµειωθεί ότι στα αριθµητικά µοντέλα προσοµοίωσης της 

αλληλεπίδρασης ρύπανσης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων υδάτων που συναντά 

κανείς στη βιβλιογραφία, ο συνδυασµός των εξισώσεων που περιγράφουν τη 

συµπεριφορά ρύπων στα επιφανειακά και στα υπόγεια νερά, στην κοινή τους 

διεπιφάνεια, βασίζεται στην παραδοχή ότι ο βασικός µηχανισµός ανταλλαγής ρύπων 

µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών είναι η µεταφορά (αµελείται δηλαδή ο 

µηχανισµός της διασποράς). Στο FTSTREAM (Hussein and Schwartz, 2003), για 

παράδειγµα, οι εξισώσεις των υπό–µοντέλων ποιότητας των επιφανειακών και των 

υπόγειων νερών συνδέονται µέσω της σχέσης (2.39):  

 (τροφοδοσία υδατορεύματος από τα υπόγεια νερά)(διήθηση επιφανειακού νερού στον υπόγειο υδροφορέα)L gwsgw L sQ CS Q C
= 


(2.39) 

 

όπου Ssgw [MT−1] είναι ο ρυθµός εισροής ρύπου από τον υπόγειο υδροφορέα στο 

υδατόρευµα ή εκροής ρύπου από το υδατόρευµα προς τον υπόγειο υδροφορέα, Cs 

[ML−3] είναι η συγκέντρωση του ρύπου στο υδατόρευµα, Cgw [ML−3] είναι η 

συγκέντρωση του ρύπου στα υπόγεια νερά κοντά στον πυθµένα του υδατορεύµατος 

και QL [L3T−1], όπως έχει ήδη αναφερθεί, είναι ο ρυθµός διήθησης επιφανειακού 

νερού στον υπόγειο υδροφορέα ή τροφοδοσίας του υδατορεύµατος από τα υπόγεια 

νερά.  

 

 Όσων αφορά στις µεθόδους συνδυασµού των εξισώσεων που περιγράφουν τη 

συµπεριφορά ρύπων στα επιφανειακά και στα υπόγεια νερά, είναι όµοιες µε τις 

µεθόδους που χρησιµοποιούνται για το συνδυασµό των εξισώσεων που 

περιγράφουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων, δηλαδή: µέθοδος 

ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης, εναλλασσόµενη επαναληπτική µέθοδος 

συνδυασµού, µη επαναληπτική µέθοδος συνδυασµού.  

 

 Στον Πίνακα 2.4 παρουσιάζονται συνοπτικά µερικά από τα πιο διαδεδοµένα 

ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων νερών.             
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Πίνακας 2.4: Ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων νερών  

Μοντέλο  Ροή 
επιφανειακών 
υδάτων 

Ροή υπόγειων 
υδάτων 

Προσοµοίωση 
ρύπανσης  

Μέθοδος 
συνδυασµού 

Pinder and Sauer 
(1971) 

1–D ροή κατά 
µήκος 
υδατορευµάτων 
ορθογωνικής 
διατοµής, 
εξισώσεις Saint 
Venant  

2–D οριζόντια, 
κορεσµένη  

–– 

εναλλασσόµενη 
επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού 

Freeze (1972) 

1–D ροή κατά 
µήκος 
υδατορευµάτων 
ορθογωνικής 
διατοµής, 
εξισώσεις Saint 
Venant 

3–D, κορεσµένη–
ακόρεστη, εξίσωση 
Richards 

–– 

εναλλασσόµενη 
επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού 

Akan and Yen 
(1981)  

1–D ροή κατά 
µήκος 
υδατορευµάτων, 
εξισώσεις Saint 
Venant  

2–D στο 
κατακόρυφο 
επίπεδο, 
κορεσµένη–
ακόρεστη, εξίσωση 
Richards 

–– 

εναλλασσόµενη 
επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού 

Tabuada et al. 
(1995)  

1–D ροή κατά 
µήκος 
αρδευτικών 
αυλακιών, 
εξισώσεις Saint 
Venant    

2–D στο 
κατακόρυφο 
επίπεδο, 
κορεσµένη–
ακόρεστη, εξίσωση 
Richards  

–– 
µη επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού  

Perkins and 
Koussis (1996) 

1–D ροή κατά 
µήκος 
υδατορευµάτων, 
εξισώσεις του 
κύµατος 
µηδενικής 
αδράνειας 

3–D, κορεσµένη 
(MODFLOW, 
McDonald and 
Harbaugh, 1988)  

–– 

εναλλασσόµενη 
επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού  

MIKE SHE 
(Storm and 
Refsgaard, 1996) 

1–D ροή κατά 
µήκος 
υδατορευµάτων, 
πλήρεις 
εξισώσεις Saint 
Venant ή 
εξισώσεις του 
κύµατος 
µηδενικής 
αδράνειας ή του 
κινηµατικού 
κύµατος  
 
2–D επίγεια ροή, 
εξισώσεις του 
κύµατος 
µηδενικής 
αδράνειας  

κορεσµένη–
ακόρεστη, 
1–D στην 
κατακόρυφη 
διεύθυνση στην 
ακόρεστη ζώνη, 
εξίσωση Richards,     
3–D στην 
κορεσµένη ζώνη 

µη συντηρητικοί 
ρύποι, κινητική 
πρώτης τάξης (Storm 
and Refsgaard, 1996, 
DHI, 2008) 
 
προσοµοίωση 
µετασχηµατισµών του 
αζώτου (Refsgaard et 
al., 1999)  

µη επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού 
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MODBRANCH 
(Swain and 
Wexler, 1996) 

1–D ροή κατά 
µήκος 
υδατορευµάτων, 
εξισώσεις Saint 
Venant 
(BRANCH, Swain 
and Wexler, 
1991) 

3–D, κορεσµένη 
(MODFLOW, 
McDonald and 
Harbaugh, 1988) 

συντηρητικοί ρύποι 
(Faidi et al., 2002) 

εναλλασσόµενη 
επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού 

MOGROW 
(Querner, 1997) 

1–D ροή κατά 
µήκος 
υδατορευµάτων, 
εξισώσεις του 
κύµατος 
µηδενικής 
αδράνειας 
(SIMWAT, 
Querner, 1986) 

κορεσµένη–
ακόρεστη,  
quasi–3D στην 
κορεσµένη ζώνη,  
1–D στην 
κατακόρυφη  
διεύθυνση στην 
ακόρεστη ζώνη 
(SIMGRO, 
Querner, 1988)  

–– 
µη επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού 

Wetland 
MODFLOW 
module 
(Restrepo et al., 
1998)  

1–D ροή κατά 
µήκος 
υδατορευµάτων  
 
2–D επίγεια ροή, 
εξισώσεις του 
κύµατος 
µηδενικής 
αδράνειας 

3–D, κορεσµένη 
(MODFLOW, 
Harbaugh and 
McDonald, 1996) 

–– 

µέθοδος 
ταυτόχρονης 
συνδυασµένης 
επίλυσης  

DAFLOW–
MODLFOW 
(Jobson and 
Harbaugh, 1999) 

1–D ροή κατά 
µήκος 
υδατορευµάτων, 
κύµα µηδενικής 
αδράνειας 
(DAFLOW, 
Jobson, 1989) 

3–D, κορεσµένη 
(MODFLOW, 
Harbaugh and 
McDonald, 1996)  

µη συντηρητικοί 
ρύποι, κινητική 
πρώτης τάξης (Lin 
and Medina, 2003) 

εναλλασσόµενη 
επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού 

InHM 
(Vanderkwaak, 
1999) 

1–D ροή κατά 
µήκος 
υδατορευµάτων  
 
2–D επίγεια ροή, 
εξισώσεις του 
κύµατος 
µηδενικής 
αδράνειας 

3–D κορεσµένη–
ακόρεστη, εξίσωση 
Richards 

µη συντηρητικοί 
ρύποι, κινητική 
πρώτης τάξης  

µέθοδος 
ταυτόχρονης 
συνδυασµένης 
επίλυσης 

Gandolfi and Savi 
(2000) 

2–D επίγεια ροή, 
εξισώσεις ρηχών 
υδάτων 

1–D στην 
κατακόρυφη 
διεύθυνση, εξίσωση 
Richards 

–– 
µη επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού  

SHETRAN (Ewen 
et al., 2000) 

1–D ροή κατά 
µήκος 
υδατορευµάτων   
 
2–D επίγεια ροή, 
εξισώσεις του 
κύµατος 
µηδενικής 
αδράνειας 

3–D κορεσµένη–
ακόρεστη, εξίσωση 
Richards  

µη συντηρητικοί 
ρύποι, κινητική 
πρώτης τάξης 
 
προσοµοίωση 
µετασχηµατισµών του 
αζώτου (Birkinshaw 
and Ewen, 2000)  

µη επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού 
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Lake MODFLOW 
module (LAK3) 
(Merrit and 
Konikow, 2000) 

η στάθµη της 
λίµνης 
υπολογίζεται από 
απλή εξίσωση 
υδατικού 
ισοζυγίου  

3–D, κορεσµένη 
(MODFLOW, 
Harbaugh et al., 
2000) 

συντηρητικοί ρύποι 
στη λίµνη, µη 
συντηρητικοί ρύποι 
στα υπόγεια νερά, 
κινητική πρώτης 
τάξης   

µη επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού  
ή εναλλασσόµενη 
επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού   

ECOFLOW 
(Sokrut, 2001)  

κατανεµηµένο 
υδρολογικό 
µοντέλο φυσικής 
βάσης 
(ECOMAG, 
Motovilov et al., 
1999) 

3–D, κορεσµένη 
(MODFLOW, 
Harbaugh et al., 
2000)  

µη συντηρητικοί 
ρύποι, κινητική 
πρώτης τάξης   

µη επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού  

Morita and Yen 
(2002) 

2–D επίγεια ροή, 
εξισώσεις του 
κύµατος 
µηδενικής 
αδράνειας   

3–D κορεσµένη–
ακόρεστη, εξίσωση 
Richards  –– 

εναλλασσόµενη 
επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού  

 
FTSTREAM, 
(Hussein and 
Schwartz, 2003) 

1–D ροή κατά 
µήκος 
υδατορευµάτων, 
εξισώσεις του 
κινηµατικού 
κύµατος 

3–D, κορεσµένη 
(FTWORK, Faust 
et al., 1993) 

µη συντηρητικοί 
ρύποι, κινητική 
πρώτης τάξης   

εναλλασσόµενη 
επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού 

Crowe et al. 
(2004) 

η στάθµη στον 
υγρότοπο 
υπολογίζεται από 
απλή εξίσωση 
υδατικού 
ισοζυγίου 

2–D στο 
κατακόρυφο 
επίπεδο, 
κορεσµένη 

συντηρητικοί ρύποι  µη επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού 

Streamflow  
Routing module 
(SFR1) (Prudic et 
al., 2004) 

1–D µόνιµη 
οµοιόµορφη ροή 
κατά µήκος 
υδατορευµάτων,  
η διόδευση της 
ροής σε κάθε 
τµήµα 
υδατορεύµατος 
βασίζεται στην 
εξίσωση 
συνέχειας 
θεωρώντας 
µηδενική 
αποθήκευση 
νερού στο 
υδατόρευµα 

3–D, κορεσµένη 
(MODFLOW, 
Harbaugh et al., 
2000)  

συντηρητικοί ρύποι 
στα υδατορεύµατα, 
µη συντηρητικοί 
ρύποι στα υπόγεια 
νερά, κινητική 
πρώτης τάξης   

εναλλασσόµενη 
επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού 

Ebrahimi (2004) 2–D εξισώσεις 
ρηχών υδάτων 
(DIVAST, 
Falconer, 1992) 

2–D οριζόντια, 
κορεσµένη 

συντηρητικοί ρύποι εναλλασσόµενη 
επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού 

MODHMS 
(Panday and 
Huyakorn, 2004) 

1–D ροή κατά 
µήκος 
υδατορευµάτων 
 
2–D επίγεια ροή, 
εξισώσεις του 
κύµατος 
µηδενικής 
αδράνειας  

3–D κορεσµένη–
ακόρεστη, εξίσωση 
Richards 

–– 

µέθοδος 
ταυτόχρονης 
συνδυασµένης 
επίλυσης ή 
εναλλασσόµενη 
επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού  



ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 2-44 

Erduran et al. 
(2005)  

2–D επίγεια ροή, 
εξισώσεις ρηχών 
υδάτων 

2–D οριζόντια, 
κορεσµένη 

––  

εναλλασσόµενη 
επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού 

Gunduz and Aral 
(2005) 

1–D ροή κατά 
µήκος 
υδατορευµάτων, 
εξισώσεις Saint 
Venant 

2–D οριζόντια, 
κορεσµένη 

µη συντηρητικοί 
ρύποι,  
κινητική πρώτης 
τάξης (Gunduz, 2004) 

µέθοδος 
ταυτόχρονης 
συνδυασµένης 
επίλυσης 

Langevin et al. 
(2005) 

2–D εξισώσεις 
ρηχών υδάτων 
µεταβλητής 
πυκνότητας 
(SWIFT2D, 
Leendertse, 
1987) 

3–D κορεσµένη 
υπόγεια ροή 
µεταβλητής 
πυκνότητας 
(SEAWAT, Guo 
and Langevin, 
2002) 

προσοµοίωση της 
αλατότητας 

µη επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού 

Zerihun et al. 
(2005a) 

1–D ροή κατά 
µήκος 
υδατορευµάτων, 
εξισώσεις του 
κύµατος 
µηδενικής 
αδράνειας 

1–D στην 
κατακόρυφη 
διεύθυνση, εξίσωση 
Richards 
(HYDRUS–1D, 
Simunek et al., 
1998) 

συντηρητικοί ρύποι 
(Zerihun et al., 
2005b) 

εναλλασσόµενη 
επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού 

Sparks (2005, 
2008) 

2–D εξισώσεις 
ρηχών υδάτων 
(DIVAST, 
Falconer, 1992) 

2–D οριζόντια, 
κορεσµένη 

συντηρητικοί ρύποι  ταυτόχρονη 
συνδυασµένη 
επίλυση 

Liang et al. 
(2007) 

2–D επίγεια ροή, 
εξισώσεις ρηχών 
υδάτων  

2–D οριζόντια, 

κορεσµένη  –– 

µέθοδος 
ταυτόχρονης 
συνδυασµένης 
επίλυσης 

GSFLOW 
(Markstrom et al., 
2008) 

κατανεµηµένο 
υδρολογικό 
µοντέλο φυσικής 
βάσης (PRMS, 
Leavesley et al., 
1983, Leavesley 
et al., 2005),  
η ροή κατά µήκος 
υδατορευµάτων 
προσοµοιώνεται 
από το SFR1 και 
το υδατικό 
ισοζύγιο λιµνών 
από το LAK3  

κορεσµένη–
ακόρεστη, 
1–D στην 
κατακόρυφη 
διεύθυνση στην 
ακόρεστη ζώνη, 
εξίσωση Richards 
(UZF1, Niswonger 
et al., 2006),  
3–D στην 
κορεσµένη ζώνη 
(MODFLOW, 
Harbaugh et al., 
2000)  

συντηρητικοί ρύποι 
στα υδατορεύµατα 
και στις λίµνες, µη 
συντηρητικοί ρύποι 
στα υπόγεια νερά, 
κινητική πρώτης 
τάξης   

εναλλασσόµενη 
επαναληπτική 
µέθοδος 
συνδυασµού  

Yuan et al. 
(2008) 

2–D εξισώσεις 
ρηχών υδάτων 
(DIVAST, 
Falconer, 1992) 

2–D οριζόντια, 
κορεσµένη 

–– 

µέθοδος 
ταυτόχρονης 
συνδυασµένης 
επίλυσης 

  όπου: 1–D: µονοδιάστατη, 2–D: διδιάστατη, 3–D: τρισδιάστατη 
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2.4 Πειραµατική διερεύνηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ 

επιφανειακών και υπόγειων νερών   

 

 Στη βιβλιογραφία υπάρχουν ελάχιστες εργασίες πειραµατικής διερεύνησης της 

αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών χρησιµοποιώντας 

εργαστηριακά µοντέλα (π.χ. Rowe, 1960, Ebrahimi et al., 2007, Serrano and 

Workman, 2008). Ωστόσο, υπάρχουν πολλές εργασίες πειραµατικής διερεύνησης της 

αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων νερών στο πεδίο.    

 

 Ο Rowe (1960) πραγµατοποίησε µετρήσεις πιεζοµετρικών φορτίων σε 

πειραµατική διάταξη για την επιβεβαίωση της αναλυτικής λύσης που ανέπτυξε για την 

απόκριση ηµι–άπειρου, περιορισµένου υδροφορέα σε γραµµική µεταβολή της 

στάθµης υδατορεύµατος, το οποίο διεισδύει πλήρως στον υδροφορέα. Πειραµατικές 

µετρήσεις για την επιβεβαίωση αναλυτικών λύσεων αλληλεπίδρασης 

υδατορευµάτων–υπόγειων νερών, για ηµιτονοειδή, γραµµική και εκθετική µεταβολή 

της στάθµης του υδατορεύµατος µε το χρόνο, πραγµατοποίησαν επίσης οι Singh and 

Sagar (1977) χρησιµοποιώντας το πολύ διαδεδοµένο κουτί άµµου ως εργαστηριακό 

µοντέλο (sand tank model). Οι Workman and Serrano (2008) χρησιµοποίησαν 

επίσης κουτί άµµου για να µελετήσουν τη µεταβολή του υψοµέτρου της ελεύθερης 

επιφάνειας του υπόγειου νερού λόγω ηµιτονοειδούς διακύµανσης της στάθµης στο 

ένα όριο. Οι συγγραφείς χρησιµοποίησαν τις πειραµατικές µετρήσεις που διεξήγαγαν 

για την επιβεβαίωση αναλυτικής λύσης της µη γραµµικής εξίσωσης Boussinesq, την 

οποία είχαν διατυπώσει σε προηγούµενη εργασία (Serrano et al., 2007).  

 

 Μία πολύ ενδιαφέρουσα εργασία είναι αυτή των Ebrahimi et al. (2007), οι οποίοι 

διερεύνησαν πειραµατικά την αλληλεπίδραση ροής και ρύπανσης µεταξύ της 

παράκτιας ζώνης και γειτονικών υγροτόπων. Η πειραµατική διάταξη που 

κατασκεύασαν ήταν ένα εξιδανικευµένο, φυσικό µοντέλο κλίµακας της 

λιµνοθάλασσας West Fleet, της παρακείµενης ακτής και των παράκτιων υδάτων στο 

Dorset του Ηνωµένου Βασιλείου. Στην πειραµατική διάταξη, η ακτή προσοµοιώθηκε 

κατασκευάζοντας αµµώδες ανάχωµα. Οι συγγραφείς µελέτησαν τη ροή και την 

κίνηση ρύπων µεταξύ των παράκτιων νερών και της λιµνοθάλασσας µέσω του 

αµµώδους αναχώµατος. ∆ηµιούργησαν ηµιτονοειδείς κυµατισµούς στην παράκτια 

περιοχή και πραγµατοποίησαν µετρήσεις στάθµης και ταχυτήτων στη λιµνοθάλασσα 

και τα παράκτια νερά. Κατέγραψαν επίσης µε βιντεοκάµερα την κίνηση συντηρητικού 

δείκτη µεταξύ της παράκτιας περιοχής και της λιµνοθάλασσας µέσω του 

αναχώµατος. Οι Ebrahimi et al. (2007) κατέληξαν σε ενδιαφέροντα συµπεράσµατα 
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για την επίδραση του πορώδους µέσου (αµµώδες ανάχωµα) στην αλληλεπίδραση 

της παράκτιας ζώνης µε γειτονικούς υγροτόπους. Τις πειραµατικές µετρήσεις που 

πραγµατοποίησαν τις χρησιµοποίησαν επίσης για την επιβεβαίωση του διδιάστατου 

ολοκληρωµένου αριθµητικού µοντέλου επιφανειακών–υπόγειων νερών που είχε 

αναπτύξει ο Ebrahimi (2004).    

      

 Οι εργασίες πειραµατικής διερεύνησης της αλληλεπίδρασης επιφανειακών–

υπόγειων νερών στο πεδίο είναι πάρα πολλές. Στην πλειονότητα των εργασιών 

αυτών εξετάζεται η αλληλεπίδραση µεταξύ υπόγειων νερών και υδατορευµάτων (π.χ. 

Sophocleous et al., 1988, Lapham, 1989, Morrice et al., 1997, Wegner, 1997, Cey et 

al., 1998, Wroblicky et al., 1998, Crandball et al., 1999, Wett et al., 2002, Lambs, 

2003, Fette, 2005, Keery et al., 2007), ενώ δεν είναι λίγες και οι εργασίες στις οποίες 

διερευνάται η αλληλεπίδραση µεταξύ υπόγειων νερών και λιµνών ή υπόγειων νερών 

και υγροτόπων (π.χ. Otz et al., 2003, Gurrieri and Furnis, 2004, Turner and Townley, 

2006, Kluge et al., 2007).  

 

 Για την ποσοτικοποίηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων 

νερών στο πεδίο, έχουν εφαρµοστεί διάφορες µέθοδοι όπως η χρήση µετρητών 

διαρροής (seepage meters) (π.χ. Cey et al., 1998, Wroblicky et al., 1998) ή ο 

προσδιορισµός των τιµών φυσικών δεικτών στα επιφανειακά και τα υπόγεια νερά 

(π.χ. Lapham, 1989, Wett et al., 2002, Gurrieri and Furnis, 2004, Fette, 2005, Turner 

and Townley, 2006, Keery et al., 2007). Φυσικοί δείκτες θεωρούνται η θερµοκρασία, 

η αγωγιµότητα, τα ευσταθή ισότοπα (π.χ. 18O) και διάφορα ιόντα όπως Ca++, K+, 

Mg++, Na+, Cl–  κ.α. Οι τιµές των δεικτών αυτών διαφέρουν στα επιφανειακά και στα 

υπόγεια νερά και µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τον προσδιορισµό της διήθησης 

επιφανειακού νερού στον υπόγειο υδροφορέα ή αντίστροφα την τροφοδοσία του 

επιφανειακού αποδέκτη από τα υπόγεια νερά.  

 

2.5 Συµπεράσµατα 

  

 Η βιβλιογραφική διερεύνηση έδειξε ότι τις τελευταίες δεκαετίες έχει αναπτυχθεί 

ένας σηµαντικός αριθµός αναλυτικών λύσεων και αριθµητικών µοντέλων για τη 

µελέτη προβληµάτων αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών, 

ενώ το θέµα έχει διερευνηθεί και πειραµατικά.  
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 Οι αναλυτικές λύσεις είναι ιδιαίτερα χρήσιµες για τη µελέτη απλών περιπτώσεων 

αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων υδάτων καθώς και για την επιβεβαίωση 

αριθµητικών µοντέλων. Η πλειονότητα των αναλυτικών λύσεων αφορούν στην 

αλληλεπίδραση µεταξύ υπόγειων νερών και υδατορευµάτων ενώ υπάρχει και ένας 

µικρός αριθµός δηµοσιεύσεων, οι οποίες έχουν ως θέµα την αλληλεπίδραση µεταξύ 

υπόγειων νερών και λιµνών. Στις περισσότερες εργασίες διατυπώνονται αναλυτικές 

λύσεις επιλύνοντας µόνο τη διαφορική εξίσωση που περιγράφει την υπόγεια ροή. Η 

υδραυλική επικοινωνία µε το υδατόρευµα ή τη λίµνη λαµβάνεται υπ’ όψη ως οριακή 

συνθήκη τύπου Dirichlet ή Cauchy στην επίλυση της εξίσωσης της υπόγειας ροής. Σε 

τέσσερις µόνο δηµοσιεύσεις µε θέµα την αλληλεπίδραση µεταξύ υδατορευµάτων και 

υπόγειων νερών θεωρούνται οι εξισώσεις τόσο της επιφανειακής όσο και της 

υπόγειας ροής για τη διατύπωση αναλυτικών λύσεων.   

    

 Αναλυτικές λύσεις για την εκτίµηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ υδατορευµάτων 

και υπόγειων νερών, λύνοντας µόνο την εξίσωση που περιγράφει την υπόγεια ροή, 

έχουν αναπτυχθεί κυρίως για περιορισµένους και φρεάτιους υδροφορείς. Στις 

εργασίες στις οποίες διατυπώνονται αναλυτικές λύσεις για την αλληλεπίδραση µεταξύ 

υδατορευµάτων και περιορισµένων υδροφορέων, θεωρείται µονοδιάστατη οριζόντια 

ροή σε οµογενή και ισότροπο υδροφορέα, οπότε επιλύεται η εξίσωση διάχυσης για 

διάφορες οριακές συνθήκες, όπως π.χ. για γραµµική ή ηµιτονοειδή µεταβολή της 

στάθµης του υδατορεύµατος.  

 

 Το πρόβληµα της διατύπωσης αναλυτικών λύσεων για την εκτίµηση της 

αλληλεπίδρασης µεταξύ υδατορευµάτων και φρεάτιων υδροφορέων έχει 

προσεγγιστεί µε δύο τρόπους στις σχετικές εργασίες. Σύµφωνα µε την πρώτη 

προσέγγιση, θεωρείται µονοδιάστατη οριζόντια ροή σε οµογενή και ισότροπο 

υδροφορέα. Στην περίπτωση αυτή η υπόγεια ροή περιγράφεται από τη µονοδιάστατη 

εξίσωση Boussinesq, η οποία συνήθως γραµµικοποιείται πριν από την επίλυσή της. 

Μέχρι σήµερα έχουν διατυπωθεί ελάχιστες αναλυτικές λύσεις της εξίσωσης 

Boussinesq χωρίς προηγούµενη γραµµικοποίηση, µεταξύ των οποίων οι πιο 

ενδιαφέρουσες είναι οι λύσεις που παρουσιάζονται στις εργασίες των Serrano and 

Workman (1998) και Parlange et al. (2000). Οι αναλυτικές λύσεις της εξίσωσης 

Boussinesq χωρίς προηγούµενη γραµµικοποίηση προβλέπουν µε µεγαλύτερη 

ακρίβεια τις µεταβολές του υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας του υπόγειου νερού 

σε σύγκριση µε τις λύσεις κάποιας γραµµικοποιηµένης µορφής της εξίσωσης 

Boussinesq.   
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 Η δεύτερη προσέγγιση για τη διατύπωση αναλυτικών λύσεων αλληλεπίδρασης 

µεταξύ υδατορευµάτων και φρεάτιων υδροφορέων θεωρεί την υπόγεια ροή 

διδιάστατη στο κατακόρυφο επίπεδο. Στις περισσότερες δηµοσιεύσεις που 

ακολουθούν αυτήν την προσέγγιση, η κινηµατική οριακή συνθήκη στην ελεύθερη 

επιφάνεια του υδροφορέα γραµµικοποείται γύρω από το αρχικό υψόµετρο της 

ελεύθερης επιφάνειας. Οι λύσεις που βασίζονται στη γραµµικοποίηση αυτή ισχύουν 

για µικρές διακυµάνσεις του υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας σε σύγκριση µε το 

αρχικό υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας του υδροφορέα. Η εργασία του Serrano 

(2003) είναι η µοναδική στην οποία θεωρείται η µη γραµµική µορφή της κινηµατικής 

οριακής συνθήκης στην ελεύθερη επιφάνεια. Συνεπώς η λύση του Serrano (2003) 

µπορεί να εφαρµοστεί ακόµη και σε περιπτώσεις µεγάλων διακυµάνσεων του 

υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας του υδροφορέα.   

 

 Στις δηµοσιεύσεις στις οποίες θεωρούνται οι εξισώσεις τόσο της επιφανειακής 

όσο και της υπόγειας ροής για τη διατύπωση αναλυτικών λύσεων αλληλεπίδρασης 

µεταξύ υδατορευµάτων και υπόγειων νερών, γίνεται η παραδοχή οριζόντιας υπόγειας 

ροής, µονοδιάστατης ή διδιάστατης, σε οµογενή και ισότροπο περιορισµένο ή 

φρεάτιο υδροφορέα. Για τη ροή στο υδατόρευµα χρησιµοποιούνται οι εξισώσεις του 

κύµατος µηδενικής αδράνειας ή του κινηµατικού κύµατος καθώς και η µέθοδος 

Muskingum. Η πιο ολοκληρωµένη αντιµετώπιση του προβλήµατος παρουσιάζεται 

στην εργασία του Lal (2001), ο οποίος συνδύασε τις εξισώσεις του κύµατος 

µηδενικής αδράνειας για τη ροή κατά µήκος του υδατορεύµατος µε τη διδιάστατη 

εξίσωση διάχυσης για την υπόγεια ροή. Οι προσεγγιστικές αναλυτικές λύσεις που 

ανέπτυξε για τα πιεζοµετρικά φορτία στον υδροφορέα και τη στάθµη και την παροχή 

του υδατορεύµατος είναι εύκολα εφαρµόσιµες και ενδείκνυνται για τη µελέτη απλών 

περιπτώσεων αλληλεπίδρασης υδατορευµάτων–υπόγειων νερών καθώς και για την 

επιβεβαίωση αριθµητικών µοντέλων.  

 

 Στις λίγες εργασίες στις οποίες διατυπώνονται αναλυτικές λύσεις για την εκτίµηση 

της αλληλεπίδρασης µεταξύ υπόγειων νερών και λιµνών, εξετάζεται η περίπτωση 

µόνιµης υπόγειας ροής σε οµογενή και ισότροπο υδροφορέα, οπότε επιλύεται η 

εξίσωση Laplace. Στις περισσότερες περιπτώσεις η υπόγεια ροή θεωρείται 

διδιάστατη, είτε οριζόντια είτε στο κατακόρυφο επίπεδο. Η µοναδική εργασία στην 

οποία θεωρείται τρισδιάστατη υπόγεια ροή είναι αυτή του Kacimov (2000).  

 

 Τα ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων νερών που 

συναντά κανείς στη βιβλιογραφία µπορούν να διακριθούν µε βάση: (α) τον τύπο και 
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τη χωρική διάσταση των εξισώσεων που χρησιµοποιούνται για την περιγραφή της 

ροής των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων και (β) τη µέθοδο συνδυασµού 

των εξισώσεων αυτών. Στην πλειονότητα των ολοκληρωµένων αριθµητικών 

µοντέλων επιφανειακών–υπόγειων νερών που έχουν αναπτυχθεί εξετάζεται η 

αλληλεπίδραση της επίγειας ροής ή της ροής κατά µήκος υδατορευµάτων µε την 

υπόγεια ροή. Για την περιγραφή της µη µόνιµης µονοδιάστατης ροής κατά µήκος 

υδατορευµάτων χρησιµοποιούνται είτε οι πλήρεις εξισώσεις Saint Venant είτε οι 

απλούστερες εξισώσεις του κύµατος µηδενικής αδράνειας και του κινηµατικού 

κύµατος. Για την περιγραφή της διδιάστατης επίγειας ροής χρησιµοποιούνται 

συνήθως οι εξισώσεις του κύµατος µηδενικής αδράνειας. Στο µικρό αριθµό 

αριθµητικών µοντέλων που έχουν αναπτυχθεί για την εκτίµηση της αλληλεπίδρασης 

παράκτιων υδάτων, εκβολών ποταµών και υγροτόπων µε τα υπόγεια νερά, 

επιλύονται οι διδιάστατες εξισώσεις ρηχών υδάτων για την προσοµοίωση της 

υδροδυναµικής κυκλοφορίας στα επιφανειακά υδάτινα σώµατα.        

 

 Η εξίσωση που χρησιµοποιείται για την περιγραφή της υπόγειας ροής σε ένα 

ολοκληρωµένο αριθµητικό µοντέλο επιφανειακών–υπόγειων υδάτων εξαρτάται από 

το αν εξετάζεται η περίπτωση υδραυλικής επαφής µεταξύ επιφανειακών και 

υπόγειων νερών, οπότε θεωρείται η υπόγεια ροή στην κορεσµένη ζώνη, ή η 

περίπτωση που επιφανειακά και υπόγεια νερά δε βρίσκονται σε υδραυλική επαφή, 

οπότε προσοµοιώνεται η υπόγεια ροή τόσο στην κορεσµένη όσο και στην ακόρεστη 

ζώνη. Η κορεσµένη υπόγεια ροή θεωρείται διδιάστατη, οριζόντια ή στο κατακόρυφο 

επίπεδο, ή τρισδιάστατη. Για την περιγραφή της κορεσµένης–ακόρεστης ροής, η 

οποία θεωρείται τρισδιάστατη, διδιάστατη στο κατακόρυφο επίπεδο ή µονοδιάστατη 

στην κατακόρυφη διεύθυνση, χρησιµοποιείται η εξίσωση Richards.  

 

 Ο συνδυασµός των εξισώσεων που περιγράφουν τη ροή των επιφανειακών και 

των υπόγειων υδάτων στα ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα επιφανειακών–

υπόγειων νερών πραγµατοποιείται στην κοινή τους διεπιφάνεια µέσω του ρυθµού 

διήθησης επιφανειακού νερού στο υποκείµενο πορώδες µέσο ή τροφοδοσίας των 

επιφανειακών νερών από τα υπόγεια. Γενικά, µπορούν να διακριθούν τρεις µέθοδοι 

συνδυασµού της ροής των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων: η µέθοδος 

ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης, η εναλλασσόµενη επαναληπτική µέθοδος 

συνδυασµού και η µη επαναληπτική µέθοδος συνδυασµού.  

 

 Μεταξύ των τριών µεθόδων συνδυασµού των εξισώσεων που περιγράφουν τη 

ροή των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων, η πιο σύνθετη αλλά και η πιο 
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ακριβής είναι η µέθοδος ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης, καθώς θεωρείται ότι 

προσοµοιώνει πιστότερα το φυσικό φαινόµενο και παρουσιάζει τα µικρότερα 

σφάλµατα ισοζυγίου µάζας. Ωστόσο, δεν επιτρέπει τη χρήση διαφορετικού χρονικού 

βήµατος στα υπό–µοντέλα των επιφανειακών και των υπόγειων νερών µε 

αποτέλεσµα να µην αξιοποιείται η διαφορετική χρονική κλίµακα που ισχύει για τη ροή 

των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων και να οδηγεί συχνά σε µεγάλους 

υπολογιστικούς χρόνους. Αυτός είναι και ο βασικότερος λόγος που τα περισσότερα 

ολοκληρωµένα αριθµητικά µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων νερών βασίζονται στην 

εναλλασσόµενη επαναληπτική µέθοδο συνδυασµού των εξισώσεων της ροής των 

επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων. Η µέθοδος αυτή είναι σαφώς απλούστερη 

από τη µέθοδο ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης, µπορεί όµως να οδηγήσει σε 

µεγαλύτερα σφάλµατα ισοζυγίου µάζας. Τέλος, η µη επαναληπτική µέθοδος 

συνδυασµού είναι η απλούστερη και γρηγορότερη µέθοδος από τις τρεις. Η µέθοδος 

αυτή είναι όµως και η λιγότερο ακριβής, καθώς δεν υπάρχει η δυνατότητα 

επαναληπτικής βελτίωσης των επιµέρους λύσεων των υπό–µοντέλων των 

επιφανειακών και των υπόγειων νερών σε κάθε χρονικό βήµα. Πρόκειται στην ουσία 

για µία µέθοδο µη συνδυασµένης επίλυσης, αφού οι εξισώσεις των επιφανειακών και 

των υπόγειων υδάτων απλώς επιλύονται διαδοχικά.  

 

 Η βιβλιογραφική διερεύνηση έδειξε ότι αν και έχει αναπτυχθεί ένας σηµαντικός 

αριθµός αριθµητικών µοντέλων για την προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης µεταξύ 

της ροής επιφανειακών και υπόγειων υδάτων, είναι πολύ λιγότερες οι προσπάθειες 

ταυτόχρονης αριθµητικής προσοµοίωσης της αλληλεπίδρασης ροής και ρύπανσης 

µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών. Στα µοντέλα αυτά, ο συνδυασµός των 

εξισώσεων που περιγράφουν τη συµπεριφορά ρύπων στα επιφανειακά και στα 

υπόγεια νερά βασίζεται στην παραδοχή ότι ο βασικός µηχανισµός ανταλλαγής 

ρύπων µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων υδάτων είναι η µεταφορά (αµελείται 

δηλαδή ο µηχανισµός της διασποράς). Όσων αφορά στις µεθόδους συνδυασµού των 

εξισώσεων που περιγράφουν τη συµπεριφορά ρύπων στα επιφανειακά και στα 

υπόγεια νερά, είναι όµοιες µε τις µεθόδους που χρησιµοποιούνται για το συνδυασµό 

των εξισώσεων που περιγράφουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων 

υδάτων, δηλαδή: µέθοδος ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης, εναλλασσόµενη 

επαναληπτική µέθοδος συνδυασµού, µη επαναληπτική µέθοδος συνδυασµού.       

 

 Τέλος, πρέπει να σηµειωθεί ότι στη βιβλιογραφία υπάρχουν ελάχιστες εργασίες 

πειραµατικής διερεύνησης της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων 

νερών χρησιµοποιώντας εργαστηριακά µοντέλα. Ωστόσο, υπάρχουν πολλές 
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εργασίες πειραµατικής διερεύνησης της αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων 

νερών στο πεδίο. Σε εργαστηριακό επίπεδο έχουν πραγµατοποιηθεί πειραµατικές 

µετρήσεις κυρίως για την επιβεβαίωση αναλυτικών λύσεων αλληλεπίδρασης µεταξύ 

υδατορευµάτων και υπόγειων νερών. Στην πλειονότητα των εργασιών πειραµατικής 

διερεύνησης της αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων νερών που έχουν 

πραγµατοποιηθεί στο πεδίο εξετάζεται η αλληλεπίδραση µεταξύ υπόγειων νερών και 

υδατορευµάτων, ενώ δεν είναι λίγες και οι εργασίες στις οποίες διερευνάται η 

αλληλεπίδραση µεταξύ υπόγειων νερών και λιµνών ή υπόγειων νερών και 

υγροτόπων.  
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  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: 

3 ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ Υ∆ΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΟ 

ΜΟΝΤΕΛΟ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ–ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ 

  

3.1 Εισαγωγή   

   

 Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται το τρισδιάστατο ολοκληρωµένο υδροδυναµικό 

µοντέλο επιφανειακών–υπόγειων υδάτων IRENE–HYD. Το υπό–µοντέλο ροής 

επιφανειακών νερών του IRENE–HYD βασίζεται στο αριθµητικό µοντέλο FLOW–

3DL, το οποίο έχει αναπτυχθεί από τον επιβλέποντα της διδακτορικής διατριβής, 

Αναστάσιο Στάµου, Καθηγητή Ε.Μ.Π., για την προσοµοίωση της υδροδυναµικής 

κυκλοφορίας µεταβατικών και παράκτιων υδάτων (π.χ. Stamou et al., 2007a, b). Το 

υπό–µοντέλο ροής υπόγειων υδάτων του IRENE–HYD αναπτύχθηκε από την 

υπόψηφια διδάκτορα στο πλαίσιο της παρούσας διατριβής, για την προσοµοίωση της 

ροής στην κορεσµένη ζώνη πορώδους µέσου. Το FLOW–3DL τροποποιήθηκε 

σηµαντικά για τις ανάγκες της διδακτορικής διατριβής. Στη νέα εκδοχή του FLOW–

3DL εφαρµόζεται ένα ηµι–πεπλεγµένο σχήµα πεπερασµένων διαφορών για την 

επίλυση των εξισώσεων που διέπουν τη ροή των επιφανειακών υδάτων, ενώ στην 

αρχική µορφή του µοντέλου το αριθµητικό σχήµα επίλυσης ήταν ρητό. Στον κώδικα 

του FLOW–3DL προστέθηκε επίσης ένας αλγόριθµος “διαβροχής” και “ξήρανσης” 

(wetting and drying algorithm) κελιών του υπολογιστικού πλέγµατος. Η προσοµοίωση 
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της διαδικασίας διαβροχής αρχικά ξηρών περιοχών και το αντίστροφο, είναι 

σηµαντική για την προσοµοίωση της υδροδυναµικής κυκλοφορίας σε επιφανειακά 

υδάτινα σώµατα, ιδιαίτερα όταν υπάρχει αλληλεπίδραση µε τα υπόγεια νερά.    

  

 Στις επόµενες παραγράφους διατυπώνονται αρχικά οι µερικές διαφορικές 

εξισώσεις που χρησιµοποιούνται στο IRENE–HYD για την περιγραφή της ροής των 

επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων και στη συνέχεια παρουσιάζεται η 

αριθµητική τους επίλυση χρησιµοποιώντας ένα ηµι–πεπλεγµένο σχήµα 

πεπερασµένων διαφορών και ένα πλήρως πεπλεγµένο σχήµα ολοκληρωµένων 

πεπερασµένων διαφορών, αντίστοιχα. Ακολουθεί αναλυτική περιγραφή του 

συνδυασµού των εξισώσεων που περιγράφουν τη ροή των επιφανειακών και των 

υπόγειων υδάτων στην κοινή διεπιφάνεια επιφανειακών–υπόγειων νερών µέσω του 

νόµου του Darcy και της εν συνεχεία ταυτόχρονης επίλυσής τους σε κάθε χρονικό 

βήµα. Περιγράφεται επίσης η µέθοδος εσωτερικού συνδυασµού των εξισώσεων των 

υπό–µοντέλων των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων, η οποία περιλαµβάνεται 

στο IRENE–HYD ως εναλλακτική της µεθόδου ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης 

των εξισώσεων. Τέλος, ελέγχεται η ακρίβεια του IRENE–HYD συγκρίνοντας τα 

αποτελέσµατά του µε αναλυτικές λύσεις των εξισώσεων που ισχύουν για απλές 

περιπτώσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών, καθώς και 

µε αριθµητικές λύσεις µαθηµατικών µοντέλων των οποίων η αξιοπιστία και η ακρίβεια 

είναι αποδεκτή. Ο έλεγχος της ακρίβειας του IRENE–HYD πραγµατοποιείται 

διερευνώντας επτά περιπτώσεις, οι οποίες επιλέχθηκαν έτσι ώστε να είναι δυνατή η 

αξιολόγηση διαφορετικών συνιστωσών του µοντέλου.  

 

3.2 Μαθηµατική διατύπωση 

3.2.1 Εξισώσεις του υπό–µοντέλου ροής επιφανειακών υδάτων 

 

 Οι εξισώσεις που επιλύονται στα διάφορα τρισδιάστατα αριθµητικά µοντέλα 

προσοµοίωσης της υδροδυναµικής κυκλοφορίας σε επιφανειακά υδάτινα σώµατα 

βασίζονται γενικά στις διαφορικές εξισώσεις συνέχειας και ποσότητας κίνησης που 

διέπουν την τυρβώδη ροή ασυµπίεστων ρευστών. Χρησιµοποιώντας καρτεσιανό 

σύστηµα συντεταγµένων, οι εξισώσεις αυτές µπορούν να διατυπωθούν ως εξής (βλ. 

π.χ. Versteeg and Malalasekera, 1995, Νουτσόπουλο και Χριστοδούλου, 1996):  
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   ′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

     (3.3) 

2zw w w w p u w v wρ u v w ρf μ μt x y z z x z x y z yw ρuw ρvw ρwwμz z x y z        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − + + + +             ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂           

  ′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − − −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (3.4) 

 

 Η εξίσωση συνέχειας (3.1) εκφράζει την αρχή διατήρησης της µάζας και οι 

εξισώσεις  ποσότητας κίνησης (3.2), (3.3) και (3.4) κατά τους άξονες x, y και z του 

καρτεσιανού συστήµατος συντεταγµένων, αντίστοιχα, εκφράζουν την αρχή 

διατήρησης της ορµής. Στις εξισώσεις (3.1)–(3.4), t [T] είναι ο χρόνος, u (x,y,z,t), v (x,y,z,t) και w (x,y,z,t) [LT–1] είναι οι µέσες χρονικές τιµές των συνιστωσών της 

ταχύτητας στις διευθύνσεις x, y και z, αντίστοιχα, p (x,y,z,t) [ML–1T–2] είναι η µέση 

χρονική τιµή της πίεσης, ρ(x,y,z,t) [ML–3] είναι η πυκνότητα του ρευστού, µ(x,y,z)  

[ML–1T–1] είναι ο συντελεστής δυναµικής µοριακής συνεκτικότητας, και fx, fy, fz [LT–2] 

συµβολίζουν τις συνιστώσες των καθολικών δυνάµεων που ασκούνται στο ρευστό, 

όπως είναι η δύναµη της βαρύτητας και η δύναµη Coriolis, ανά µονάδα µάζας 

ρευστού, στις διευθύνσεις x, y και z, αντίστοιχα.   

 

 Οι εξισώσεις της ασυµπίεστης τυρβώδους ροής (3.1)–(3.4) προκύπτουν από τη 

µετατροπή των γενικών εξισώσεων συνέχειας και ποσότητας κίνησης (γνωστές σαν 

εξισώσεις Navier–Stokes, βλ. π.χ. Νουτσόπουλο και Χριστοδούλου, 1996) που 

διέπουν την κίνηση ασυµπίεστων συνεκτικών ρευστών και ισχύουν αυστηρά για τις 

στιγµιαίες τιµές της ταχύτητας και της πίεσης, σε εξισώσεις που περιγράφουν τις 

µέσες χρονικές τιµές των µεταβλητών της ροής. Στην τυρβώδη ροή οι στιγµιαίες τιµές 

δεν έχουν πρακτική σηµασία καθώς το κύριο χαρακτηριστικό της τυρβώδους ροής 

είναι ότι η ταχύτητα, η πίεση και κάθε άλλο µέγεθος µεταβάλλονται συνεχώς σε τυχόν 
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σηµείο του ρευστού µε την πάροδο του χρόνου κατά τρόπο ακανόνιστο και 

φαινοµενικά τυχαίο (Νουτσόπουλος και Χριστοδούλου, 1996). Η τυχαία συµπεριφορά 

της τυρβώδους ροής δεν επιτρέπει την αναλυτική µαθηµατική περιγραφή της κίνησης 

όλων των ρευστών σωµατιδίων. Έτσι, θεωρείται ότι οι στιγµιαίες τιµές των 

συνιστωσών της ταχύτητας και της πίεσης συνίστανται από µία µέση χρονική τιµή u , v , w  και p  και µία χρονικά κυµαινόµενη τιµή ή διακύµανση u ′ , v ′ , w ′  και p ′ . Η 

εξαγωγή των εξισώσεων της τυρβώδους ροής παρουσιάζεται αναλυτικά στους 

Νουτσόπουλο και Χριστοδούλου (1996).                                                                                                       

 

 Οι εξισώσεις ποσότητας κίνησης (3.2)–(3.4) είναι γνωστές σαν εξισώσεις 

Reynolds. Είναι πανοµοιότυπες µε τις εξισώσεις Navier–Stokes µε τη διαφορά ότι 

είναι διατυπωµένες ως προς τη µέση ροή και όχι ως προς τις στιγµιαίες τιµές της 

ταχύτητας και της πίεσης και περιλαµβάνουν πρόσθετους όρους που εκφράζουν την 

επίδραση των τυρβωδών διακυµάνσεων στη µέση ροή. Αυτοί οι πρόσθετοι όροι είναι 

οι κλίσεις των τυρβωδών τάσεων ή τάσεων Reynolds όπως ονοµάζονται, ρu u′ ′ ,  ρv v′ ′ , ρw w′ ′ , ρu v′ ′ , ρu w′ ′  και ρv w′ ′ , που αναπτύσσονται λόγω των τυρβωδών 

διακυµάνσεων (Νουτσόπουλος και Χριστοδούλου, 1996). Οι άγνωστοι των τεσσάρων 

εξισώσεων της τυρβώδους ροής (3.1)–(3.4) είναι δέκα, τα τέσσερα µεγέθη της µέσης 

ροής u , v , w  και p  και οι έξι τυρβώδεις τάσεις. Εποµένως, για να είναι εφικτή η 

επίλυσή τους χρειάζονται πρόσθετες εξισώσεις για τον προσδιορισµό των τυρβωδών 

τάσεων. Οι εξισώσεις αυτές ονοµάζονται µοντέλα τύρβης.   

 

 Στην ανάπτυξη των µοντέλων τύρβης θεµελιώδης είναι η έννοια της τυρβώδους 

συνεκτικότητας που εισήγαγε ο Boussinesq το 1877 (Boussinesq, 1877b). Κατά την 

υπόθεση του Boussinesq οι τυρβώδεις τάσεις µπορούν να εκφραστούν συναρτήσει 

των κλίσεων της µέσης ταχύτητας. Ενδεικτικά, για την εξίσωση (3.2), οι τυρβώδεις 

τάσεις γράφονται σύµφωνα µε την υπόθεση Boussinesq ως εξής: ttt
u uρu u μ x xu vρu v μ y xu wρu w μ z x

 ∂ ∂
′ ′− = +  ∂ ∂ 

 ∂ ∂
′ ′− = +  ∂ ∂ 

 ∂ ∂
′ ′− = +  ∂ ∂ 

                                                                                          (3.5) 
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όπου µt(x,y,z,t) [ML–1T–1] είναι ο συντελεστής τυρβώδους συνεκτικότητας. Ορίζεται 

επίσης ο συντελεστής κινηµατικής τυρβώδους συνεκτικότητας /vt tμ ρ=  µε 

διαστάσεις [L2T–1]. Ενώ ο συντελεστής µοριακής συνεκτικότητας, µ, αποτελεί ιδιότητα 

του ρευστού, ο συντελεστής τυρβώδους συνεκτικότητας, µt, δεν είναι ιδιότητα του 

ρευστού αλλά εξαρτάται από τις συνθήκες ροής και τα χαρακτηριστικά της τύρβης και 

για αυτό η τιµή του µπορεί να µεταβάλλεται σηµαντικά µέσα στο πεδίο ροής καθώς 

και συναρτήσει του χρόνου αν η ροή είναι µη µόνιµη (Νουτσόπουλος και 

Χριστοδούλου, 1996). Για τον προσδιορισµό του συντελεστή τυρβώδους 

συνεκτικότητας έχουν αναπτυχθεί διάφορα µοντέλα τύρβης, τα οποία διακρίνονται σε 

αλγεβρικά µοντέλα ή µοντέλα µηδενικού αριθµού εξισώσεων, µοντέλα µίας εξίσωσης 

και µοντέλα δύο εξισώσεων ανάλογα µε το αν περιλαµβάνουν αλγεβρικές εξισώσεις ή 

απαιτείται η επίλυση µίας ή δύο διαφορικών εξισώσεων – πρόσθετων προς τις 

εξισώσεις Reynolds – για την εκτίµηση του συντελεστή τυρβώδους συνεκτικότητας. 

Το απλούστερο µοντέλο τύρβης αποτελεί η θεώρηση µιας σταθερής τιµής για το 

συντελεστή τυρβώδους συνεκτικότητας, η οποία εκτιµάται εµπειρικά. Παραλλαγή του 

µοντέλου σταθερής τυρβώδους συνεκτικότητας αποτελεί η χρήση σταθερών αλλά 

διαφορετικών µεταξύ τους τιµών του συντελεστή τυρβώδους συνεκτικότητας κατά τις 

τρεις διευθύνσεις x, y, και z, που εκφράζει την ενδεχόµενη ανισοτροπία της 

τυρβώδους µεταφοράς (Νουτσόπουλος και Χριστοδούλου, 1996). Στα αλγεβρικά 

µοντέλα τύρβης εντάσσεται επίσης η υπόθεση µήκους µίξεως του Prandtl (Prandtl, 

1925) ενώ το συνηθέστερο µοντέλο δύο εξισώσεων είναι το λεγόµενο µοντέλο k–ε 

(π.χ. Launder and Sharma, 1974, Launder and Spalding, 1974).  

        

 Εκφράζοντας τις τυρβώδεις τάσεις συναρτήσει των κλίσεων της µέσης ταχύτητας, 

οι εξισώσεις Reynolds παίρνουν τη µορφή των εξισώσεων Navier–Stokes µε µόνη 

διαφορά ότι αντί του συντελεστή µοριακής συνεκτικότητας µ εισέρχεται το άθροισµα 

( )tμ μ+ . Επειδή κατά κανόνα ισχύει ότι µt>>µ, οι όροι της µοριακής συνεκτικότητας 

συνήθως αµελούνται, οπότε οι εξισώσεις της τυρβώδους ροής (3.1)–(3.4) γράφονται 

ως εξής:   0u v wx y z∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
                                                                                                  (3.6) 2 t tt xu u u u p u u vρ u v w μ μt x y z x x x y y xu wμ ρfz z x       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = − + + +      
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      

  ∂ ∂ ∂
+ + +  

∂ ∂ ∂  

             (3.7) 
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2t tt yv v v v p u v vρ u v w μ μt x y z y x y x y yv wμ ρfz z y      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − + + +      

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      

  ∂ ∂ ∂
+ + +  

∂ ∂ ∂  

          (3.8)      

2 t tt zw w w w p u w v wρ u v w μ μt x y z z x z x y z ywμ ρfz z        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − + + + +        

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂        

 ∂ ∂
+ + 

∂ ∂ 

  (3.9) 

Στις παραπάνω εξισώσεις, όπως και στη συνέχεια της διατριβής, το σύµβολο των 

µέσων τιµών της ταχύτητας και της πίεσης παραλείπεται για την απλοποίηση του 

συµβολισµού.  

 

 Οι εξισώσεις (3.6)–(3.9) µπορούν να επιλυθούν για την προσοµοίωση της 

τρισδιάστατης ροής επιφανειακών υδάτων αφού επιλεχθεί κάποιο µοντέλο για την 

εκτίµηση του συντελεστή τυρβώδους συνεκτικότητας και προσδιορισθούν οι 

καθολικές δυνάµεις. Σε υδάτινα σώµατα µεγάλης έκτασης (π.χ. παράκτια ύδατα, 

εκβολές ποταµών), στις καθολικές δυνάµεις πρέπει να συµπεριληφθεί εκτός από τη 

δύναµη της βαρύτητας και η δύναµη Coriolis που εκφράζει την επίδραση της 

περιστροφής της γης. Θεωρώντας τους άξονες x, y του καρτεσιανού συστήµατος 

συντεταγµένων οριζόντιους και τον άξονα z κατακόρυφο προς τα πάνω (βλ. Σχήµα 

3.1), οι συνιστώσες των καθολικών δυνάµεων fx, fy και fz δίνονται από τις ακόλουθες 

σχέσεις:  xyzf fvf fuf g=

= −

= −

                                                                                                                (3.10) 

όπου f = 2ωsinφ [T–1] είναι η παράµετρος Coriolis, η οποία εκφράζεται συναρτήσει 

του γεωγραφικού πλάτους φ και της γωνιακής ταχύτητας περιστροφής της γης ω.  

 

 Η αριθµητική επίλυση των εξισώσεων (3.6)–(3.9) συνεπάγεται αρκετό 

υπολογιστικό φόρτο για δύο κυρίως λόγους: (α) ο υπολογισµός του τρισδιάστατου 

πεδίου πιέσεων περιπλέκει τη διαδικασία αριθµητικής επίλυσης και (β) απαιτείται 

συνήθως πυκνό υπολογιστικό πλέγµα για λόγους ακρίβειας (Vreugdenhil, 1994, Choi 

and Wu, 2005). Έτσι, πολύ συχνά γίνεται η παραδοχή υδροστατικής κατανοµής της 

πίεσης που απλοποιεί σηµαντικά τη µαθηµατική διατύπωση και την αριθµητική 
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επίλυση των εξισώσεων υδροδυναµικής κυκλοφορίας σε επιφανειακά υδάτινα 

σώµατα. Η παραδοχή αυτή µπορεί να γίνει σε υδάτινα σώµατα όπου τα βάθη και 

ιδιαίτερα οι µεταβολές τους λόγω της τοπογραφίας του πυθµένα και των 

διακυµάνσεων της ελεύθερης επιφάνειας είναι γενικά µικρές σε σύγκριση µε τις 

οριζόντιες διαστάσεις, οπότε η κατακόρυφη επιτάχυνση της ροής µπορεί να θεωρηθεί 

αµελητέα σε σύγκριση µε την επιτάχυνση της βαρύτητας και την κατακόρυφη 

βαθµίδα της πίεσης (Χριστοδούλου, 1991, Falconer, 1993). Πρέπει να τονιστεί ότι σε 

περιπτώσεις βραχέων κυµατισµών ή/και µεγάλων µεταβολών της κλίσης του 

πυθµένα δε µπορούν να αµεληθούν οι κατακόρυφες επιταχύνσεις και δε µπορεί να 

γίνει η παραδοχή υδροστατικής κατανοµής της πίεσης.     

 

 Χρησιµοποιώντας το συµβολισµό του σχήµατος 3.1 και θεωρώντας την 

πυκνότητα του νερού σταθερή, η παραδοχή υδροστατικής κατανοµής της πίεσης 

εκφράζεται µαθηµατικά µε την εξίσωση (3.11):  

( )( , , , ) ( , , , ) ap x y z t ρg ζ x y z t z p= − +                                                                  (3.11)               

όπου ζ(x,y,t) [L] είναι το υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας µετρούµενο από το 

επίπεδο αναφοράς και pa είναι η ατµοσφαιρική πίεση. Συνεπώς για τις βαθµίδες της 

πίεσης /p x∂ ∂  και /p y∂ ∂  που υπεισέρχονται στις εξισώσεις ποσότητας κίνησης 

(3.7) και (3.8) ισχύει:   app ζρgx x x∂∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
    και    app ζρgy y y∂∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

                                                     (3.12)                              

Η επίδραση των βαθµίδων της ατµοσφαιρικής πίεσης είναι γενικά µικρή και αµελείται 

(Vreugdenhil, 1994).  

 

 Εφαρµόζοντας τις παραπάνω παραδοχές (υδροστατική κατανοµή της πίεσης, 

σταθερή πυκνότητα) στις εξισώσεις (3.7)–(3.9), διατυπώνονται οι εξισώσεις 

συνέχειας και ποσότητας κίνησης (3.13)–(3.15) για τη ροή ρηχών υδάτων υπό 

σταθερή πυκνότητα (βλ. π.χ. Falconer, 1993, Vreugdenhil, 1994), οι οποίες 

επιλύονται αριθµητικά στο FLOW–3DL για τον προσδιορισµό του τρισδιάστατου 

πεδίου ροής:    0u v wx y z∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
                                                                                                (3.13) 
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�
�ν ν ν 521 3 4h h vu u u u ζ u u uu v w g fvt x y z x x x y y z z     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = − + + + +     
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     ��������� ������������� �����

   (3.14) 

�
�ν ν ν 521 3 4h h vv v v v ζ v v vu v w g fut x y z y x x y y z z     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = − + + + −     
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     ��������� ������������� �����

   (3.15) 

όπου νh(x,y,z,t) και νv(x,y,z,t) είναι οι συντελεστές οριζόντιας και κατακόρυφης 

κινηµατικής τυρβώδους συνεκτικότητας, αντίστοιχα. Οι αριθµηµένοι όροι στις 

εξισώσεις ποσότητας κίνησης (3.14) και (3.15) αναφέρονται ως: ο όρος µεταφοράς 

(όρος 1), ο όρος βαθµίδας του υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας (όρος 2), ο όρος 

οριζόντιας διάχυσης (όρος 3), ο όρος κατακόρυφης διάχυσης (όρος 4) και ο όρος 

επιτάχυνσης Coriolis (όρος 5).   

 

 
Σχήµα 3.1: Ορισµός µεταβλητών του υπό–µοντέλου ροής επιφανειακών υδάτων 

 

 Στο FLOW–3DL υπάρχει η δυνατότητα να χρησιµοποιηθούν σταθερές τιµές για 

τους συντελεστές οριζόντιας και κατακόρυφης κινηµατικής τυρβώδους 

συνεκτικότητας ή εναλλακτικά µπορεί να χρησιµοποιηθεί το αλγεβρικό µοντέλο 

υποπλέγµατος Smagorinsky (Smagorinsky, 1963) για το συντελεστή οριζόντιας 

κινηµατικής τυρβώδους συνεκτικότητας και ένα µοντέλο µήκους µίξεως δύο 

στρωµάτων (Rodi, 1984) για το συντελεστή κατακόρυφης κινηµατικής τυρβώδους 

συνεκτικότητας. Σύµφωνα µε το µοντέλο τύρβης Smagorinsky ο συντελεστής 

οριζόντιας κινηµατικής τυρβώδους συνεκτικότητας εκφράζεται ως: 
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ν

1/22 2 212h u v u vcΔxΔy x y y x      ∂ ∂ ∂ ∂ = + + +     
∂ ∂ ∂ ∂       

                                                  (3.16) 

όπου ∆x, ∆y είναι οι διαστάσεις του υπολογιστικού πλέγµατος στις διευθύνσεις x και 

y, αντίστοιχα και c είναι σταθερά µε τυπικό εύρος τιµών 0.01–0.4 στις διάφορες 

εφαρµογές (Vreugdenhil, 1994).  

 

 Το µοντέλο µήκους µίξεως δύο στρωµάτων ισοδυναµεί µε την εξής έκφραση για 

το συντελεστή κατακόρυφης κινηµατικής τυρβώδους συνεκτικότητας: 

ν

1/22 22v m u vz z    ∂ ∂ = +   
∂ ∂     

�                                                                                 (3.17) 

όπου m�  [L] είναι το µήκος µίξεως. Το µήκος µίξεως ορίζεται ως: , αν 0.10.1 , αν 0.1m tm t tκz κz HH κz H= ≤

= >

�

�
                                                                                   (3.18) 

όπου Ηt(x,y,t) [L] είναι το ολικό βάθος νερού µετρούµενο από τον πυθµένα ως την 

ελεύθερη επιφάνεια του επιφανειακού υδάτινου σώµατος (βλ. Σχήµα 3.1) και κ είναι η 

σταθερά του von Karman. Πειραµατικές µετρήσεις σε διάφορες ροές έδειξαν ότι 0.4κ ≈ (Rodi, 1984).  

 

3.2.1.1    Αρχικές και οριακές συνθήκες  

 

 Για την επίλυση των εξισώσεων (3.13)–(3.14β) θα πρέπει να ορισθούν: 

� αρχικές συνθήκες, δηλαδή να καθορισθούν τιµές για τις συνιστώσες της 

ταχύτητας και το υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας στο εξεταζόµενο πεδίο 

ροής τη χρονική στιγµή εκκίνησης των υπολογισµών ( 0t = ) και   

� οριακές συνθήκες στην ελεύθερη επιφάνεια, στον πυθµένα και στα πλευρικά 

όρια του επιφανειακού υδάτινου σώµατος.  

 

 Ως αρχική συνθήκη επιλέγεται συνήθως η κατάσταση ηρεµίας, δηλαδή οριζόντια 

ελεύθερη επιφάνεια και µηδενικές ταχύτητες σε όλη την έκταση του εξεταζόµενου 

πεδίου: u(x,y,z,0) = v(x,y,z,0) = w(x,y,z,0) = 0 και ζ(x,y,0) = zbed(x,y) + H(x,y), όπου 

zbed(x,y) [L] είναι το υψόµετρο του πυθµένα µετρούµενο από το επίπεδο αναφοράς 
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και H(x,y) [L] είναι το βάθος νερού µετρούµενο από τον πυθµένα ως τη στάθµη 

ηρεµίας (βλ. Σχήµα 3.1). 

 

 ∆ύο ειδών οριακές συνθήκες ορίζονται στην ελεύθερη επιφάνεια και στον 

πυθµένα του επιφανειακού υδάτινου σώµατος: κινηµατικές και δυναµικές οριακές 

συνθήκες. Στην µεταβαλλόµενη ελεύθερη επιφάνεια ισχύει η ακόλουθη κινηµατική 

οριακή συνθήκη (Vreugdenhil, 1994):  ζ ζ ζu v wt x y∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
,   επάνω στο όριο ( ), ,z ζ x y t=                                       (3.19) 

 

 Για τον πυθµένα, η κινηµατική οριακή συνθήκη διατυπώνεται ως εξής 

(Vreugdenhil, 1994):  sz zw u v Qx y∂ ∂
− − =

∂ ∂
,   επάνω στο όριο ( ),bedz z x y=                                     (3.20) 

όπου Qs(x,y,t) [LT–1] συµβολίζει την εισροή/εκροή νερού µέσω του πυθµένα του 

επιφανειακού υδάτινου σώµατος, όπως π.χ. τη διήθηση επιφανειακού νερού στο 

υποκείµενο πορώδες µέσο.   

 

 Στην ελεύθερη επιφάνεια ορίζονται δύο δυναµικές οριακές συνθήκες, µία για την 

πίεση (εξίσωση (3.21)) και µία για τη διατµητική τάση που µπορεί να ασκείται στην 

ελεύθερη επιφάνεια λόγω ανέµου (εξίσωση (3.22)), η οποία εκφράζεται συναρτήσει 

της ταχύτητας του ανέµου σε συµβατικό ύψος 10 m πάνω από την επιφάνεια του 

νερού (Wu, 1969): ap p=                                                                                                                    (3.21) 

ν
2 2sx v s x x yz ζuτ C W W Wz

=

∂
= = +

∂
, ν

2 2sy v s y x yz ζvτ C W W Wz
=

∂
= = +

∂
        (3.22) 

όπου τsx και τsy [ML–1T–2] συµβολίζουν τις διατµητικές τάσεις στην ελεύθερη επιφάνεια 

στις διευθύνσεις x και y, αντίστοιχα, Cs είναι ο συντελεστής τριβής ανέµου και 

Wx(x,y,t), Wy(x,y,t) [LT–1] είναι οι συνιστώσες της ταχύτητας του ανέµου στις 

διευθύνσεις x και y, αντίστοιχα.  

 

 Στον πυθµένα ισχύει η δυναµική οριακή συνθήκη µη–ολίσθησης (no-slip 

boundary condition):  
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0bed bedz z z zu v
= =

= =                                                                                             (3.23) 

Ωστόσο, η αριθµητική µεταχείριση της οριακής συνθήκης (3.23) δεν είναι εύκολη. Η 

ποσότητα που ενδιαφέρει συνήθως στα αριθµητικά µοντέλα είναι οι διατµητικές 

τάσεις στον πυθµένα, οι οποίες εκφράζονται συναρτήσει των οριζόντιων συνιστωσών 

της ταχύτητας που υπολογίζονται για το στρώµα νερού ακριβώς πάνω από τον 

πυθµένα (βλ. π.χ. Koutitas, 1988, Vreugdenhil, 1994):  

ν

ν

2 222 22bedbed
b bbx v bz z zb bby v bz z z

g u vuτ uz Cg u vvτ vz C=

=

+∂
= =

∂

+∂
= =

∂

                                                                     (3.24) 

όπου τbx και τby [ML–1T–2] συµβολίζουν τις διατµητικές τάσεις στον πυθµένα στις 

διευθύνσεις x και y, αντίστοιχα και Cz [L
1/2T–1] είναι ο συντελεστής Chezy. Ο δείκτης 

‘b’ χρησιµοποιείται για να συµβολίσει τις τιµές των οριζόντιων συνιστωσών u και v 

της ταχύτητας που υπολογίζονται από το FLOW–3DL για το στρώµα νερού πάνω 

από τον πυθµένα.  

 

 Στα πλευρικά όρια του εξεταζόµενου πεδίου καθορίζονται η ταχύτητα ή το 

υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας. Γενικά, δύο ειδών όρια διακρίνονται: κλειστά και 

ανοικτά όρια. Τα ανοικτά όρια είναι τεχνητά όρια ρευστού–ρευστού, όπου 

τερµατίζεται το υπολογιστικό πλέγµα και το εξεταζόµενο π.χ. παράκτιο πεδίο 

συνδέεται µε την ανοικτή θάλασσα ή µε εκβολές ποταµών. Στα όρια αυτά καθορίζεται 

η χρονική µεταβολή εισροών ή εκροών, όπου είναι γνωστές, εισάγοντας τις 

αντίστοιχες ταχύτητες ή παροχές, ή καθορίζεται η διακύµανση του υψοµέτρου της 

ελεύθερης επιφάνειας µε το χρόνο, που µπορεί να εκφράζει την προσπίπτουσα 

παλίρροια ή άλλη διαταραχή. Τα κλειστά όρια είναι στερεά όρια, όπως π.χ. είναι οι 

ακτές και οι όχθες ποταµών και λιµνών. Στα µαθηµατικά µοντέλα προσοµοίωσης της 

ροής επιφανειακών υδάτων ορίζεται µηδενική εγκάρσια ταχύτητα ή παροχή 

(κινηµατική οριακή συνθήκη) στα όρια αυτά. Ωστόσο, εφόσον στο IRENE–HYD 

προσοµοιώνεται η αλληλεπίδραση µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών, οι 

όχθες και ο πυθµένας επιφανειακών υδάτινων σωµάτων δεν αποτελούν όρια στα 

οποία επιβάλλεται µηδενική εγκάρσια ταχύτητα, εκτός βέβαια αν θεωρηθούν 

πρακτικά αδιαπέρατα.       
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3.2.1.2 Εξίσωση της ελεύθερης επιφάνειας 

 

 Στην παράγραφο αυτή διατυπώνεται η ονοµαζόµενη εξίσωση της ελεύθερης 

επιφάνειας, η οποία περιγράφει τη διακύµανσή της µε το χρόνο. Η εξίσωση της 

ελεύθερης επιφάνειας προκύπτει από την ολοκλήρωση της εξίσωσης συνέχειας 

(3.13) ως προς το βάθος, λαµβάνοντας υπ’ όψη τις κινηµατικές οριακές συνθήκες 

στην ελεύθερη επιφάνεια και στον πυθµένα (3.19) και (3.20), αντίστοιχα.     

 

 Πιο αναλυτικά, ολοκληρώνοντας την εξίσωση συνέχειας (3.13) κατά z από τον 

πυθµένα ως την ελεύθερη επιφάνεια προκύπτει: 0bedbed bed bed bed bedζ ζ ζ ζ ζ z ζ z zz z z z zu v w u vdz dz dz dz dz w wx y z x y = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + + − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫ ∫   (3.25)       

Εφαρµόζοντας τον κανόνα ολοκλήρωσης του Leibniz (1646–1716), η εξίσωση (3.25) 

µετασχηµατίζεται ως εξής:  bed bedbed bedbedζ bedz ζ z z z ζ z zzζ bedz ζ z zz zζw w udz u ux x xzζvdz v vy y y= = = =

= =

∂∂ ∂
− = − + −

∂ ∂ ∂

∂∂ ∂
− + −

∂ ∂ ∂

∫

∫
                               (3.26) 

Λαµβάνοντας υπ’ όψη τις κινηµατικές οριακές συνθήκες (3.19) και (3.20), προκύπτει 

τελικά η εξίσωση ελεύθερης επιφάνειας (3.27) (βλ. π.χ. Falconer, 1993): bed bedζ ζ sz zζ udz vdz Qt x y   ∂ ∂ ∂
+ + =      ∂ ∂ ∂   

∫ ∫                                                             (3.27) 

 

 Ανακεφαλαιώνοντας, στο FLOW–3DL επιλύονται οι εξισώσεις (3.13), (3.14), 

(3.15) και (3.27) για τον προσδιορισµό του τρισδιάστατου πεδίου ροής και του 

υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων. Οι οριακές 

συνθήκες που χρησιµοποιούνται στο FLOW–3DL για την επίλυση των εξισώσεων 

είναι οι (3.22) και (3.24), καθώς και οι συνθήκες που ορίζονται στα πλευρικά όρια του 

εξεταζόµενου πεδίου.  
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3.2.2 Εξισώσεις του υπό–µοντέλου ροής υπόγειων υδάτων 

 

3.2.2.1 Γενικά 

 

 Στο IRENE–HYD εξετάζεται η περίπτωση υδραυλικής επαφής µεταξύ 

επιφανειακών και υπόγειων νερών, οπότε στο υπό–µοντέλο ροής υπόγειων υδάτων 

προσοµοιώνεται η ροή στην κορεσµένη ζώνη πορώδους µέσου.    

 

 Η ροή υπόγειων υδάτων σε πορώδη µέσα χαρακτηρίζεται συνήθως από πολύ 

µικρές ταχύτητες (δεν ξεπερνούν λίγα χιλιοστά του µέτρου το δευτερόλεπτο), λόγω 

της πολύπλοκης γεωµετρίας των λεπτών σωληνίσκων που σχηµατίζουν οι πόροι 

µέσα στους οποίους κινείται το νερό, έτσι ώστε οι όροι των δυνάµεων αδράνειας στις 

γενικές εξισώσεις κίνησης Navier–Stokes (αριστερό µέλος εξισώσεων, βλ. 

Νουτσόπουλο και Χριστοδούλου, 1996) να µπορούν να αµεληθούν. Εποµένως, η 

ροή είναι στρωτή και διέπεται από την ισορροπία των δυνάµεων συνεκτικότητας και 

των δυνάµεων πίεσης–βαρύτητας (έρπουσα ροή) (Νουτσόπουλος και Χριστοδούλου, 

1996). Ωστόσο, η ακριβής µαθηµατική περιγραφή της ροής των υπόγειων υδάτων σε 

πορώδες µέσο, στην πραγµατική µικροσκοπική κλίµακά της, µε βάση τις εξισώσεις 

της έρπουσας ροής είναι πρακτικά αδύνατη, λόγω του πολύπλοκου σχήµατος των 

σωληνίσκων της ροής και γενικότερα της χαοτικής γεωµετρίας του δικτύου των 

πόρων. Μόνο η µακροσκοπική εξέταση του προβλήµατος είναι δυνατή 

χρησιµοποιώντας εµπειρικούς νόµους που θεωρούν κάποια υποθετική µέση ροή 

που πραγµατοποιείται στο πορώδες µέσο (Domenico and Schwartz, 1998, Νάνου–

Γιάνναρου και Παπαθανασιάδης, 2008).  

 

 Τη µακροσκοπική λύση έδωσε πρώτος ο Γάλλος µηχανικός Henry Philibert 

Gaspard Darcy (1803–1858) το 1856. Ο Darcy κατάστρωσε το φερώνυµο νόµο 

µελετώντας πειραµατικά το πρόβληµα διέλευσης του πόσιµου νερού της πόλης Dijon 

µέσω φίλτρων άµµου για τον καθαρισµό του. Αργότερα αποδείχτηκε ότι ο νόµος του 

Darcy προκύπτει και θεωρητικά ως συνέπεια του νόµου Hagen–Poiseuille που διέπει 

τη στρωτή ροή µέσω των λεπτών διάκενων των πορωδών µέσων (βλ. π.χ. Bear, 

1972, Domenico and Schwartz, 1996). Έτσι, ο νόµος του Darcy µπορεί να θεωρηθεί 

συνέπεια των εξισώσεων Navier–Stokes, σε µακροσκοπικό επίπεδο, µε τις 

παραδοχές ότι (α) το πορώδες µέσο δεν έχει ασυνέχειες τύπου µεγάλων ρωγµών ή 

σχισµών, (β) το πεδίο δυνάµεων περιορίζεται στις δυνάµεις βαρύτητας και πίεσης και 

(γ) η ροή είναι κορεσµένη (Bear, 1972, Domenico and Schwartz, 1996).  
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3.2.2.2 Ο νόµος του Darcy 

 

 Χρησιµοποιώντας καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων, ο νόµος του Darcy για 

τρισδιάστατη ροή σε ανισότροπο πορώδες µέσο διατυπώνεται σε µητρωική µορφή 

ως εξής (βλ. π.χ. Bear, 1979): 

( )grad ή x xx xy xzy yx yy yzz zx zy zz
hxq K K K hh q K K K yq K K K hz

∂ 
 ∂     

    ∂ 
= = − = −     ∂     

       ∂ 
 ∂ 

q KJ Kq KJ Kq KJ Kq KJ K                                 (3.28) 

όπου q είναι το διάνυσµα της ειδικής παροχής µε συνιστώσες qx(x,y,z,t), qy(x,y,z,t) 

και qz(x,y,z,t) στις διευθύνεις x, y και z, αντίστοιχα, του καρτεσιανού συστήµατος 

συντεταγµένων, ijΚ ≡  KKKK  είναι το µητρώο (ακριβέστερα ο τανυστής δεύτερης τάξης) 

της υδραυλικής αγωγιµότητας και ( )grad h= −JJJJ  είναι η υδραυλική κλίση µε 

συνιστώσες /xJ h x= −∂ ∂ , /yJ h y= −∂ ∂  και /zJ h z= −∂ ∂  κατά τις διευθύνσεις x, y 

και z, αντίστοιχα. Το αρνητικό πρόσηµο δείχνει ότι η κίνηση του νερού γίνεται κατά 

την κατεύθυνση µείωσης του πιεζοµετρικού ύψους, h(x,y,z,t), το οποίο εκφράζει το 

άθροισµα του γεωµετρικού ύψους και του ύψους πίεσης, δηλαδή h = z + p/ρg. Η 

εξίσωση (3.28) µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελεί το µακροσκοπικό στατιστικό 

ισοδύναµο των εξισώσεων Navier–Stokes για ασυµπίεστο ρευστό (Domenico and 

Schwartz, 1988).    

 

 Ως ειδική παροχή ή ταχύτητα Darcy ορίζεται η παροχή ανά µονάδα επιφάνειας 

κάθετης στη διεύθυνση της ροής. Η ειδική παροχή, που έχει διαστάσεις ταχύτητας, 

αντιπροσωπεύει µια εικονική µέση ταχύτητα ροής και είναι ένα λογιστικό µέγεθος. 

Στην πραγµατικότητα η ροή πραγµατοποιείται µόνο στο τµήµα της διατοµής του 

πορώδους µέσου που δεν καταλαµβάνεται από στερεό υλικό, δηλαδή στους πόρους. 

H πραγµατική µέση ταχύτητα ροής, Vp [LT–1], συνδέεται µε την ειδική παροχή µε τη 

σχέση Vp = q/ne, όπου ne είναι το ενεργό πορώδες.   

 

 Ο τανυστής της υδραυλικής αγωγιµότητας, K, είναι συµµετρικός, δηλαδή 

Kxy = Kyx, Kxz = Kzx και Kyz = Kzy. Η συνιστώσα Kxx συµβολίζει την υδραυλική 

αγωγιµότητα που καθορίζει την ειδική παροχή κατά τη διεύθυνση x λόγω υδραυλικής 
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κλίσης στη διεύθυνση x. Αντίστοιχα, η συνιστώσα Kxy συµβολίζει την υδραυλική 

αγωγιµότητα που καθορίζει την ειδική παροχή κατά τη διεύθυνση x λόγω υδραυλικής 

κλίσης στη διεύθυνση y, κ.ο.κ. Παρόλο που η υδραυλική αγωγιµότητα ενός 

πορώδους µέσου – σαν φυσικό µέγεθος – είναι ανεξάρτητη του συστήµατος 

συντεταγµένων που επιλέγεται, οι τιµές των συνιστωσών της, Kij, εξαρτώνται από 

αυτό. Ο τανυστικός λογισµός παρέχει κανόνες µετασχηµατισµού των συνιστωσών 

αυτών από ένα σύστηµα συντεταγµένων σε ένα άλλο (βλ. π.χ. Bear, 1972). Επίσης 

αποδεικνύεται ότι είναι πάντα δυνατό να βρεθεί ένα ορθοκανονικό σύστηµα 

συντεταγµένων, στο οποίο µηδενίζονται όλοι οι µη διαγώνιοι όροι του τανυστή. Οι 

άξονες αυτού του συστήµατος ονοµάζονται κύριοι άξονες του ανισότροπου µέσου ή 

κύριοι άξονες της υδραυλικής αγωγιµότητας. Σε ένα τέτοιο σύστηµα συντεταγµένων, 

ο νόµος του Darcy γράφεται για τις διευθύνσεις x, y και z ως εξής: x x hq K x∂
= −

∂
                                                                                                       (3.29)   y y hq K y∂

= −
∂

                                                                                                       (3.30) z z hq K z∂
= −

∂
                                                                                                        (3.31) 

όπου για απλοποίηση του συµβολισµού, στο σύστηµα των κύριων αξόνων τίθεται: :x xxK K= , :y yyK K=  και :z zzK K= .   

 

 Οι εξισώσεις (3.28) και (3.29)–(3.31) ισχύουν φυσικά και για οµογενές και για 

ετερογενές ανισότροπο πορώδες µέσο. Στην περίπτωση ετερογενούς µέσου οι τιµές 

των συνιστωσών της υδραυλικής αγωγιµότητας δεν είναι σταθερές αλλά 

µεταβάλλονται συναρτήσει του χώρου.  

 

 Η γραµµική σχέση µεταξύ της ειδικής παροχής και της υδραυλικής κλίσης, που 

προβλέπει ο νόµος του Darcy, ισχύει (όπως έχει ήδη αναφερθεί) για στρωτή ροή. 

Κατ’ αναλογία µε τη ροή σε κλειστούς αγωγούς υπό πίεση, ορίζεται και για τη ροή σε 

πορώδες µέσο ο αδιάστατος αριθµός Reynolds ως εξής: /Re qd= ν                                                                                                            (3.32) 

όπου ν [L2T–1] είναι η κινηµατική συνεκτικότητα του ρευστού και d [L] είναι κάποια 

αντιπροσωπευτική διάσταση µήκους του πορώδους µέσου, όπως η µέση διάµετρος 

των κόκκων d50 ή η διάµετρος d10 (d10 ορίζεται η διάµετρος για την οποία ισχύει ότι 
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10% των κόκκων κατά βάρος έχουν διάµετρο µικρότερη από αυτήν) (Νάνου–

Γιάνναρου και Παπαθανασιάδης, 2008). Πειράµατα έδειξαν ότι η ροή παραµένει 

στρωτή εφόσον ο αριθµός Reynolds έχει τιµές µικρότερες της µονάδας, ενώ οι 

αποκλίσεις από τη γραµµικότητα δεν είναι σηµαντικές για τιµές του αριθµού Reynolds 

που δεν ξεπερνούν το δέκα. Εξαιρέσεις από τον κανόνα της στρωτής ροής 

αποτελούν οι ροές σε καρστικούς ασβεστόλιθους και γενικότερα σε πετρώµατα µε 

µεγάλες ρωγµές, που υπόκεινται σε µεγάλες υδραυλικές κλίσεις, όπου η σχέση 

ανάµεσα στην ειδική παροχή και την υδραυλική κλίση γίνεται µη γραµµική (Domenico 

and Schwartz, 1996). Ωστόσο, τέτοιες ροές δεν εξετάζονται στην παρούσα διατριβή.  

  

 Τέλος πρέπει να σηµειωθεί ότι η εξίσωση (3.28) περιγράφει ροές σταθερής 

πυκνότητας. Για ροή µεταβλητής πυκνότητας σε ανισότροπο πορώδες µέσο, ο νόµος 

του Darcy διατυπώνεται ως εξής (Bear, 1979):  

( ) ( )
1 grad gradp zρg 

= − + 
 

q Kq Kq Kq K                                                                         (3.33) 

Στην εξίσωση (3.33) η πυκνότητα του ρευστού µπορεί να εξαρτάται από την πίεση, 

τη συγκέντρωση ρύπων (π.χ. αλατότητα) και τη θερµοκρασία.  

 

3.2.2.3 Εξίσωση συνέχειας  

 

 Η µαθηµατική διατύπωση της εξίσωσης συνέχειας για τρισδιάστατη µη µόνιµη 

ροή σε πορώδες µέσο προκύπτει από την εφαρµογή της αρχής διατήρησης της 

µάζας ρευστού που εισέρχεται, εξέρχεται και αποθηκεύεται σε στοιχειώδη όγκο του 

πορώδους µέσου, σχήµατος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, όπως παρουσιάζεται 

αναλυτικά π.χ στον Bear (1979). Ο στοιχειώδης όγκος θεωρείται πλήρως 

κορεσµένος υπό πίεση. Χρησιµοποιώντας καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων, η 

εξίσωση συνέχειας γράφεται ως:  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )ή divyx zρqρq ρq ρn ρnρW ρ ρWx y z t t ∂∂ ∂ ∂ ∂
 − + + + = − + =
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

qqqq     (3.34) 

όπου n είναι το πορώδες και W(x,y,z,t) [T–1] συµβολίζει εισροές ή/και εκροές ρευστού 

στον/από τον υπόγειο υδροφορέα (π.χ αντλήσεις, παροχετεύσεις, κλπ) και έχει θετικό 

πρόσηµο για εισροές και αρνητικό για εκροές. Η εξίσωση (3.34) θεωρείται το 
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µακροσκοπικό αντίστοιχο της γνωστής εξίσωσης συνέχειας της ρευστοµηχανικής 

(Domenico and Schwartz, 1996). 

 

 Για τις ανάγκες της παρούσας διατριβής γίνεται η παραδοχή ότι οποιεσδήποτε 

µεταβολές της πυκνότητας του ρευστού οφείλονται αποκλειστικά στις µεταβολές της 

πίεσης, παραδοχή που ισχύει στην πράξη, εκτός από προβλήµατα υφαλµύρινσης. 

Για τη διατύπωση της εξίσωσης συνέχειας (3.34) συναρτήσει των πιεζοµετρικών 

φορτίων h(x,y,z,t), γίνονται επίσης οι ακόλουθες παραδοχές (Bear, 1979): 

 

� Η υδραυλική αγωγιµότητα του υδροφορέα θεωρείται σταθερή, παρόλο που 

η πυκνότητα και η συνεκτικότητα του ρευστού εξαρτώνται από την πίεση. Αν 

το πορώδες µέσο είναι ετερογενές, η υδραυλική αγωγιµότητα µεταβάλλεται 

στο χώρο ανεξάρτητα από τις µεταβολές της πυκνότητας.  

� Η υδραυλική αγωγιµότητα και η ειδική αποθηκευτικότητα του υδροφορέα δεν 

επηρεάζονται από µεταβολές του πορώδους, λόγω της 

παραµορφωσιµότητας της στερεάς ύλης του πορώδους µέσου. Οι 

µεταβολές αυτές θεωρούνται µικρές σε σύγκριση µε την αρχική τιµή του 

πορώδους.  

� grad /ρ n ρ t<< ∂ ∂qqqq , δηλαδή θεωρείται ότι η χωρική µεταβολή της 

πυκνότητας του ρευστού είναι αµελητέα σε σύγκριση µε την τοπική χρονική 

της µεταβολή, οπότε η εξίσωση (3.34) γράφεται ως εξής: 

( )div /ρ ρW ρn t− + = ∂ ∂qqqq .  

 

 Υπό τις παραπάνω προϋποθέσεις, η εξίσωση συνέχειας (3.34) µπορεί να 

διατυπωθεί διαφορετικά εκφράζοντας το αριστερό µέλος συναρτήσει του νόµου του 

Darcy (3.31) και το δεξί µέλος συναρτήσει της ειδικής αποθηκευτικότητας του 

υδροφορέα (Bear, 1979):    div s hW S t∂
− + =

∂
qqqq                                                                                                 (3.35) 

ή     

( )( )div grad s hh W S t∂
+ =

∂
KKKK                                                                                  (3.36) 

 

Η ειδική αποθηκευτικότητα Ss(x,y,z) [L–1] συνδέεται µε τους συντελεστές 

συµπιεστότητας του πορώδους µέσου και του νερού αp και αf, αντίστοιχα, µε τη 
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σχέση: Ss = ρg[αp+nαf]. Η εξίσωση (3.36) περιγράφει την τρισδιάστατη µη µόνιµη 

κορεσµένη ροή υπόγειων υδάτων σε ετερογενές ανισότροπο πορώδες µέσο και 

ισχύει για όλα τα πρακτικά προβλήµατα, εκτός αν η πυκνότητα εξαρτάται σηµαντικά 

από τη συγκέντρωση ρύπων ή/και τη θερµοκρασία (π.χ. υφαλµύρινση παράκτιων 

υδροφορέων).  

 

 Για ετερογενές ανισότροπο πορώδες µέσο, όπου οι κύριες διευθύνσεις της 

υδραυλικής αγωγιµότητας συµπίπτουν µε τις διευθύνσεις x, y και z του καρτεσιανού 

συστήµατος συντεταγµένων, η εξίσωση (3.36) παίρνει την ακόλουθη µορφή:  x y z sh h h hK K K W Sx x y y z z t     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
                                       (3.37) 

 

Η εξίσωση (3.37) επιλύεται αριθµητικά στο υπό–µοντέλο ροής υπόγειων υδάτων του 

IRENE–HYD για τον προσδιορισµό των πιεζοµετρικών φορτίων, h(x,y,z,t), στο 

εξεταζόµενο πεδίο. Για τον υπολογισµό των συνιστωσών της ειδικής παροχής στις 

διευθύνσεις x, y και z χρησιµοποιούνται οι εξισώσεις (3.29)–(3.31).  

 

 Στο σηµείο αυτό πρέπει να διευκρινιστεί ότι όταν η ροή είναι µόνιµη ή όταν το 

πορώδες µέσο και το νερό θεωρούνται ασυµπίεστα (όπως γίνεται στην περίπτωση 

φρεάτιων υδροφορέων), ο όρος αποθήκευσης, /sS h t∂ ∂ , στις εξισώσεις (3.35)–

(3.37) µηδενίζεται.                                

 

3.2.2.4 Αρχικές και οριακές συνθήκες 

 

 Για την επίλυση της εξίσωσης (3.36) θα πρέπει: 

� να ορισθούν αρχικές συνθήκες, δηλαδή να καθορισθούν οι τιµές των 

πιεζοµετρικών φορτίων στο εξεταζόµενο πεδίο τη χρονική στιγµή 0t =  και    

� να διατυπωθούν οι οριακές συνθήκες για το υπό εξέταση πεδίο.  

 

 Στα προβλήµατα ροής σε πορώδες µέσο µπορούν να διακριθούν οι ακόλουθοι 

τύποι ορίων και αντίστοιχων οριακών συνθηκών (βλ. π.χ. Bear, 1979, Νάνου–

Γιάνναρου και Παπαθανασιάδης, 2008):  

 

(i) Όρια δεδοµένου πιεζοµετρικού φορτίου. Στα όρια αυτά καθορίζεται το 

πιεζοµετρικό φορτίο, που µπορεί να µεταβάλλεται χρονικά. Όρια δεδοµένου 
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πιεζοµετρικού φορτίου παρατηρούνται όταν το εξεταζόµενο πεδίο συνορεύει 

µε κάποιο επιφανειακό υδάτινο σώµα. Ειδική περίπτωση αποτελεί η ύπαρξη 

ορίου σταθερού πιεζοµετρικού φορτίου, οπότε το όριο αυτό αποτελεί 

ταυτόχρονα και ισοδυναµική επιφάνεια. Στη θεωρία των διαφορικών 

εξισώσεων αυτού του τύπου οι οριακές συνθήκες καλούνται οριακές 

συνθήκες Dirichlet ή οριακές συνθήκες πρώτου τύπου. 

 

(ii) Όρια δεδοµένης εισροής ή εκροής. Είναι όρια στα οποία υπάρχει γνωστή 

εισροή ή εκροή, πιθανόν χρονικά µεταβαλλόµενη, οπότε καθορίζεται η 

εγκάρσια ειδική παροχή. Ειδική περίπτωση αποτελεί η ύπαρξη αδιαπέρατου 

ορίου, όπου µηδενίζεται η εγκάρσια ειδική παροχή. Στη θεωρία των 

διαφορικών εξισώσεων αυτού του τύπου οι οριακές συνθήκες καλούνται 

οριακές συνθήκες Neumann ή οριακές συνθήκες δεύτερου τύπου.  

 

(iii) Ηµι–περατά όρια. Στα όρια αυτά υπάρχουν ταυτόχρονα δεδοµένο 

πιεζοµετρικό φορτίο και δεδοµένη εισροή ή εκροή. Αυτού του τύπου η 

οριακή συνθήκη ονοµάζεται οριακή συνθήκη Cauchy ή µικτή οριακή 

συνθήκη τρίτου τύπου στη θεωρία των διαφορικών εξισώσεων. Στα 

προβλήµατα ροής υπόγειων υδάτων η οριακή συνθήκη Cauchy 

παρατηρείται όταν το πορώδες µέσο είναι σε επαφή µε κάποιο επιφανειακό 

υδάτινο σώµα, ωστόσο το πορώδες και το επιφανειακό υδάτινο σώµα 

διαχωρίζονται από τον ηµι–περατό πυθµένα του επιφανειακού υδάτινου 

σώµατος. 

 

(iv) Ελεύθερη επιφάνεια. Στη µεταβαλλόµενη ελεύθερη επιφάνεια φρεάτιου 

υδροφορέα ισχύουν οι ακόλουθες οριακές συνθήκες: 

 

    0, ήwt wta wtz z z zp p h z
= =

= = =                                                          (3.38) 

    
2 21 0wt wtxx yy zzyz z z zh h h hK K K Nt S x y z

=
=

    ∂ ∂ ∂ ∂ − + − + =    ∂ ∂ ∂ ∂    

         (3.39) 

 

όπου zwt(x,y,t) [L] είναι το υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας του υπόγειου 

νερού (βλ. Σχήµα 3.2) και N(x,y,t) [LT–1] συµβολίζει κατακόρυφη διήθηση 

(π.χ. λόγω βροχόπτωσης) ή εξατµισοδιαπνοή. Το υψόµετρο της ελεύθερης 
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επιφάνειας zwt(x,y,t) είναι άγνωστο και ο προσδιορισµός του συνιστά 

στοιχείο της λύσης του προβλήµατος της ροής υπόγειων υδάτων.   

 

Η δυναµική οριακή συνθήκη τύπου Dirichlet (3.38) δηλώνει ότι η πίεση στην 

ελεύθερη επιφάνεια είναι ίση µε την ατµοσφαιρική (κατά σύµβαση pa=0). Η 

µη γραµµική κινηµατική οριακή συνθήκη (3.39) δηλώνει ότι η ταχύτητα 

µεταβολής της ελεύθερης επιφάνειας του υπόγειου νερού εξαρτάται από τις 

ταχύτητες και στις δύο πλευρές της ελεύθερης επιφάνειας.  

 

Η εξίσωση (3.39), η εξαγωγή της οποίας παρουσιάζεται µεταξύ άλλων 

στους De Wiest (1965, σελ. 331), Remson et al. (1971, σελ. 51), Pinder and 

Celia (2006, σελ. 180) και Chen et al. (2010), είναι διαφορετική από την 

κινηµατική οριακή συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας που παρουσιάζεται σε 

κλασσικά κείµενα υπόγειας υδραυλικής (π.χ Polubarinova-Kochina 1952, 

Bear, 1972, Bear, 1979, de Marsily, 1986) και η οποία είναι λανθασµένη. 

Στην εργασία των Chen et al. (2010) αποδεικνύεται το λάθος που 

πραγµατοποιείται στα κείµενα αυτά κατά την διατύπωση της κινηµατικής 

οριακής συνθήκης στην ελεύθερη επιφάνεια υπόγειων υδάτων.   

 

(v) Επιφάνεια διήθησης. Όταν η ελεύθερη επιφάνεια ενός υδροφορέα 

προσεγγίζει το κατάντη όριο του υπολογιστικού πεδίου των υπόγειων 

υδάτων, καταλήγει πάντοτε σε κάποιο σηµείο ψηλότερα από την ελεύθερη 

επιφάνεια του επιφανειακού υδάτινου σώµατος που βρίσκεται έξω από το 

υπολογιστικό πεδίο. Το τµήµα του ορίου του υπολογιστικού πεδίου των 

υπόγειων υδάτων πάνω από την κατάντη ελεύθερη επιφάνεια των 

επιφανειακών υδάτων και κάτω από την ελεύθερη επιφάνεια του υδροφορέα 

καλείται επιφάνεια διήθησης (Bear, 1979). Κατά µήκος της επιφάνειας αυτής, 

νερό αναβλύζει από το πορώδες µέσο και ρέει προς το επιφανειακό υδάτινο 

σώµα.  

 

Πάνω στην επιφάνεια διήθησης η πίεση είναι ίση µε την ατµοσφαιρική, 

δηλαδή 0p =  ή h z= . Η γεωµετρία της επιφάνειας διήθησης είναι γνωστή, 

καθώς συµπίπτει µε το όριο του πορώδους µέσου, εκτός από τη θέση του 

άνω ορίου της, που ταυτόχρονα ανήκει στην άγνωστη ελεύθερη επιφάνεια 

των υπόγειου νερού. Συνεπώς ο προσδιορισµός του άνω ορίου της 
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επιφάνειας διήθησης αποτελεί µέρος της λύσης του προβλήµατος της ροής 

υπόγειων υδάτων. 

 

 
Σχήµα 3.2: Ορισµός µεταβλητών του υπό–µοντέλου ροής υπόγειων υδάτων 

 

3.3 Αριθµητική επίλυση 

3.3.1 Γενικά 

 

 Οι µερικές διαφορικές εξισώσεις που χρησιµοποιούνται στο IRENE–HYD για την 

περιγραφή της ροής των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων δεν είναι δυνατόν, 

στη γενική περίπτωση, να επιλυθούν αναλυτικά, οπότε πρέπει να προσεγγισθούν µε 

αριθµητικές µεθόδους. Η διεθνής βιβλιογραφία είναι πλούσια σε µαθηµατικά µοντέλα 

επιφανειακών και υπόγειων νερών όπου οι εν λόγω εξισώσεις επιλύονται µε τη 

βοήθεια διάφορων αριθµητικών τεχνικών, εκ των οποίων οι πιο δηµοφιλείς είναι οι 

µέθοδοι πεπερασµένων διαφορών, πεπερασµένων στοιχείων και πεπερασµένων 

όγκων, ενώ λιγότερο συχνά χρησιµοποιούνται οι µέθοδοι οριακών στοιχείων, 

ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών και αναλυτικών στοιχείων.   

  

 Η εφαρµογή αριθµητικών µεθόδων για την επίλυση µερικών διαφορικών 

εξισώσεων συνίσταται στα ακόλουθα βήµατα (βλ. π.χ. Morton and Mayers, 2005):  

 

(i) Αντικατάσταση του συνεχούς πεδίου ορισµού της µερικής διαφορικής 

εξίσωσης από ένα πεπερασµένο αριθµό σηµείων ή διακριτοποίηση, όπως 

ονοµάζεται, του συνεχούς πεδίου ορισµού. Με τη διακριτοποίηση του 
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συνεχούς πεδίου ορισµού καθίσταται εφικτή η προσέγγιση της άγνωστης 

εξαρτηµένης µεταβλητής της µερικής διαφορικής εξίσωσης µε τη διακριτή 

της τιµή. Η διακριτοποίηση στη διάσταση του χρόνου επιτυγχάνεται 

επιλέγοντας το µέγεθος του χρονικού βήµατος ∆t (που µπορεί να είναι και 

µεταβλητό) και το συνολικό αριθµό χρονικών βηµάτων. Η διακριτοποίηση 

στο χώρο επιτυγχάνεται αντικαθιστώντας το εξεταζόµενο πεδίο µε 

υπολογιστικό πλέγµα, σε καθορισµένα σηµεία του οποίου προσδιορίζονται 

οι τιµές της εξαρτηµένης µεταβλητής σε κάθε χρονικό βήµα. Τα σηµεία αυτά 

καλούνται κόµβοι του υπολογιστικού πλέγµατος.  

 

(ii) ∆ιατύπωση µίας αλγεβρικής εξίσωσης για κάθε κόµβο –έστω P– του 

υπολογιστικού πλέγµατος, η οποία περιλαµβάνει την τιµή της εξαρτηµένης 

µεταβλητής στον κόµβο P και σε γειτονικούς κόµβους. Η αλγεβρική εξίσωση 

που διατυπώνεται για κάθε κόµβο του υπολογιστικού πλέγµατος αποτελεί 

προσέγγιση της µερικής διαφορικής εξίσωσης στον κόµβο αυτόν. Η 

µεθοδολογία διατύπωσης και η µορφή της αλγεβρικής εξίσωσης εξαρτώνται 

από την εφαρµοζόµενη αριθµητική µέθοδο. Στη µέθοδο πεπερασµένων 

διαφορών, για παράδειγµα, οι µερικές παράγωγοι στους κόµβους του 

υπολογιστικού πλέγµατος προσεγγίζονται µε αλγεβρικές εκφράσεις 

πεπερασµένων διαφορών που προκύπτουν µε δύο κυρίως τρόπους: (α) την 

ανάπτυξη σε σειρές Taylor και (β) την πολυωνυµική παρεµβολή. ∆ιάφορες 

αλγεβρικές εκφράσεις πεπερασµένων διαφορών µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν για την προσέγγιση των µερικών παραγώγων, εκ των 

οποίων οι δηµοφιλέστερες είναι οι εκφράσεις κατάντη, ανάντη και κεντρικών 

διαφορών (βλ. π.χ. Smith, 1985, Rübenkönig, 2006).  

 

Εάν το υπολογιστικό πλέγµα αποτελείται από N κόµβους, η αντικατάσταση  

της µερικής διαφορικής εξίσωσης από αλγεβρικές εξισώσεις ή η 

διακριτοποίηση, όπως ονοµάζεται, της µερικής διαφορικής εξίσωσης οδηγεί 

σε ένα σύστηµα N αλγεβρικών εξισώσεων µε N αγνώστους, τις τιµές της 

εξαρτηµένης µεταβλητής στους κόµβους του υπολογιστικού πλέγµατος. Το 

σύστηµα αυτό των αλγεβρικών εξισώσεων καλείται υπολογιστικό ή 

αριθµητικό σχήµα. Εάν σε κάθε εξίσωση του σχήµατος υπάρχει ένας µόνο 

άγνωστος τότε το σχήµα ονοµάζεται ρητό. Εάν κάθε εξίσωση περιέχει 

περισσότερους από έναν αγνώστους, οι οποίοι είναι δυνατόν να 

υπολογισθούν λύνοντας το σύστηµα των αλγεβρικών εξισώσεων, τότε το 
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σχήµα ονοµάζεται πεπλεγµένο. Γενικά, ανάλογα µε τη χρησιµοποιούµενη 

αριθµητική µέθοδο, διακρίνονται διάφορα ρητά και πεπλεγµένα σχήµατα 

πεπερασµένων διαφορών, πεπερασµένων στοιχείων, πεπερασµένων 

όγκων, κλπ. 

 

(iii) Επίλυση των εξισώσεων του αριθµητικού σχήµατος για κάθε χρονικό βήµα, 

οπότε προσδιορίζονται οι τιµές της εξαρτηµένης µεταβλητής στους κόµβους 

του υπολογιστικού πλέγµατος, οι οποίες θεωρούνται προσεγγιστικές σε 

σχέση µε τις τιµές που θα προέκυπταν από την αναλυτική λύση της µερικής 

διαφορικής εξίσωσης. Τα ρητά υπολογιστικά σχήµατα είναι πιο απλά από τα 

πεπλεγµένα, καθώς δεν απαιτείται η επίλυση αλγεβρικού συστήµατος για 

τον υπολογισµό των άγνωστων τιµών της εξαρτηµένης µεταβλητής. Όµως 

για να είναι ευσταθές ένα ρητό σχήµα επιβάλλεται συχνά η χρήση πολύ 

µικρού χρονικού βήµατος, µε αποτέλεσµα να απαιτείται µεγάλος όγκος 

αριθµητικών πράξεων και να επιβαρύνεται έτσι ο συνολικά απαιτούµενος 

υπολογιστικός χρόνος για την επίλυση των αλγεβρικών εξισώσεων του 

σχήµατος. Πρέπει εδώ να σηµειωθεί ότι ένα αριθµητικό σχήµα καλείται 

ευσταθές όταν το µέγεθος µιας διαταραχής που εισάγεται από τις αρχικές 

ή/και τις οριακές συνθήκες ή εµφανίζεται λόγω υπολογιστικού σφάλµατος, 

παραµένει πεπερασµένο και δεν µεγεθύνεται πέρα από ένα µέγιστο όριο 

κατά τη διάρκεια της πορείας επίλυσης των αλγεβρικών εξισώσεων του 

σχήµατος (Higham, 1996). Σήµερα, µε την εξέλιξη της τεχνολογίας των 

ηλεκτρονικών υπολογιστών, το παραπάνω µειονέκτηµα των ρητών 

σχηµάτων δεν είναι τόσο µεγάλης σηµασίας.  

 

Σε αντίθεση µε τα ρητά υπολογιστικά σχήµατα, τα πεπλεγµένα σχήµατα δεν 

υπόκεινται σε πολύ περιοριστικά κριτήρια ευστάθειας για το χρονικό βήµα, 

δηλαδή είναι ευσταθή για µεγαλύτερα χρονικά βήµατα. Η επίλυση του 

συστήµατος των αλγεβρικών εξισώσεων πεπλεγµένων σχηµάτων, για την 

εύρεση των τιµών της εξαρτηµένης µεταβλητής στους κόµβους του 

υπολογιστικού πλέγµατος, µπορεί να επιτευχθεί µε άµεσες ή επαναληπτικές 

µεθόδους, όπως είναι π.χ. οι µέθοδοι απαλοιφής Gauss, παραγοντοποίησης 

LU, Gauss–Seidel, διαδοχικής υπερχαλάρωσης, συζυγών κλίσεων, κ.α. (βλ. 

π.χ. Kelley, 1995, Poole, 2006).   
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 Η µέθοδος πεπερασµένων διαφορών είναι η πρώτη αριθµητική µέθοδος που 

χρησιµοποιήθηκε για την επίλυση προβληµάτων ροής. Στη διεθνή βιβλιογραφία 

υπάρχει πληθώρα αλγορίθµων πεπερασµένων διαφορών για την επίλυση των 

εξισώσεων ρηχών υδάτων. Ενδεικτικά αναφέρονται εδώ οι ακόλουθες εργασίες: 

Leendertse et al. (1973), Blumberg and Mellor (1980), Blumberg and Herring (1987), 

Blumberg and Mellor (1987), Heaps (1987), Leendertse (1989), Falconer and Chen 

(1991), Casulli and Cheng (1992), Stansby and Lloyd (1995), Lin and Falconer 

(1997), Lin and Falconer (2001), Tao et al. (2001), Barron et al. (2006) και Zhang 

(2009). Η µέθοδος πεπερασµένων διαφορών είναι ιδιαίτερα δηµοφιλής για την 

προσοµοίωση της τρισδιάστατης κυκλοφορίας επιφανειακών υδάτων, αλλά και 

γενικότερα για την επίλυση προβληµάτων ροής, κυρίως λόγω της εύκολης 

διακριτοποίησης του υπολογιστικού πεδίου και των µερικών διαφορικών εξισώσεων 

που περιγράφουν το φαινόµενο. Το βασικό της µειονέκτηµα σε σχέση µε τις 

µεθόδους πεπερασµένων στοιχείων και πεπερασµένων όγκων είναι ότι τα 

υπολογιστικά πλέγµατα πεπερασµένων διαφορών δεν είναι δυνατόν να 

προσεγγίσουν µε ακρίβεια σύνθετες γεωµετρίες. Συνήθως, ο περιορισµός αυτός της 

µεθόδου πεπερασµένων διαφορών αντιµετωπίζεται χρησιµοποιώντας πυκνό 

υπολογιστικό πλέγµα κοντά στα όρια του εξεταζόµενου πεδίου, επιβαρύνοντας όµως 

έτσι τον υπολογιστικό χρόνο επίλυσης του προβλήµατος.   

 

 Εκτός από τη µέθοδο πεπερασµένων διαφορών, η µέθοδος πεπερασµένων 

όγκων χρησιµοποιείται επίσης πολύ συχνά για την επίλυση των εξισώσεων ρηχών 

υδάτων. Μερικά παραδείγµατα αριθµητικών µοντέλων επιφανειακών υδάτων που 

βασίζονται στη µέθοδο πεπερασµένων όγκων αποτελούν τα µοντέλα που 

παρουσιάζονται στις εργασίες των Sweby (1984), Stansby (1997), Casulli and 

Walters (2000), Martins et al. (2001), Chen et al. (2003), Zhang et al. (2004), Ham et 

al. (2005), Shchepetkin and McWilliams (2005) και Mohammadian (2009). Το πιο 

ελκυστικό χαρακτηριστικό της µεθόδου, πέρα από τη δυνατότητα χρήσης µεγάλης 

ποικοιλίας υπολογιστικών πλεγµάτων, είναι ότι οι διακριτοποιηµένες εξισώσεις 

πεπερασµένων όγκων ικανοποιούν τις αρχές διατήρησης της µάζας και της ορµής 

που εκφράζουν οι µερικές διαφορικές εξισώσεις από τις οποίες έχουν προκύψει. 

Έτσι, η λύση των εξισώσεων πεπερασµένων όγκων εξασφαλίζει τη διατήρηση της 

µάζας και της ορµής σε κάθε πεπερασµένο όγκο αναφοράς και σε ολόκληρο το 

υπολογιστικό πεδίο σαν σύνολο (Versteeg and Malalasekera, 1995).    
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 Η µέθοδος πεπερασµένων στοιχείων προσφέρει µεγάλη ευελιξία στη 

διακριτοποίηση σύνθετων γεωµετριών. Ωστόσο, τα υπολογιστικά σχήµατα 

πεπερασµένων στοιχείων είναι πιο σύνθετα στην κατασκευή τους και υπολογιστικά 

πιο δαπανηρά σε σύγκριση µε τα σχήµατα πεπερασµένων διαφορών και 

πεπερασµένων όγκων, µε αποτέλεσµα να είναι λιγότερο δηµοφιλή για την επίλυση 

των εξισώσεων ρηχών νερών (Vreugdenhill, 1994, Hervouet, 2007). Η µέθοδος 

πεπερασµένων στοιχείων έχει χρησιµοποιηθεί, µεταξύ άλλων, στα αριθµητικά 

µοντέλα των Robert and Ouellet (1987), Lynch and Werner (1991), Fontana et al. 

(1999), Miglio et al. (1999), Rebollo and Gomez (2005) και Zhang and Baptista 

(2008).  

 

 Πρέπει να αναφερθεί ότι σε αρκετές περιπτώσεις οι όροι των εξισώσεων ρηχών 

υδάτων διακριτοποιούνται µε διαφορετικές αριθµητικές µεθόδους µε στόχο να 

συνδυαστούν τα πλεονεκτήµατά τους. Για παράδειγµα οι Wang and Liu (2005) 

χρησιµοποίησαν τη µέθοδο πεπερασµένων όγκων για τη διακριτοποίηση των όρων 

µεταφοράς και τη µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων για τη διακριτοποίηση των όρων 

διάχυσης, ενώ στα αριθµητικά µοντέλα των Koutitas and O’Connor (1980) και 

Abualtayef et al. (2008) οι εξισώσεις των ρηχών υδάτων διακριτοποιούνται στις 

οριζόντιες διευθύνσεις µε τη µέθοδο πεπερασµένων διαφορών και στην κατακόρυφη 

διεύθυνση µε τη µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων. Αναλυτική παρουσίαση της 

εφαρµογής των διάφορων αριθµητικών τεχνικών στην επίλυση των εξισώσεων 

ρηχών υδάτων µπορεί να βρει ο αναγνώστης στα κείµενα των Stelling (1984), Casulli 

(1990a), Cheng and Smith (1990), Goede (1993), Vreugdenhil (1994) και Hervouet 

(2007).  

 

 Η χρήση των µεθόδων πεπερασµένων διαφορών και πεπερασµένων στοιχείων 

σε προβλήµατα υπόγειων ροών παρουσιάζεται στους Wang and Anderson (1982), 

Λατινόπουλο (1986), Anderson et al. (1993) και Bear and Cheng (2008). Η µέθοδος 

πεπερασµένων διαφορών έχει βρει ευρύτατη εφαρµογή στην επίλυση προβληµάτων 

ροής υπόγειων υδάτων σε πορώδες µέσο. Ενδεικτικά, αναφέρονται εδώ τα ακόλουθα 

αριθµητικά µοντέλα υπόγειων νερών που βασίζονται στη µέθοδο πεπερασµένων 

διαφορών: SWIFT (Reeves et al., 1986), SIMGRO (Querner, 1988), MODFLOW 

(McDonald and Harbaugh, 1988, Harbaugh and McDonald, 1996, Harbaugh et al., 

2000 Harbaugh, 2005), FTWORK (Faust et al., 1993), HST3D (Kipp, 1997, µέθοδος 

ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών) και SEAWAT (Guo and Langevin, 2002). 

Οι µέθοδοι πεπερασµένων στοιχείων και πεπερασµένων όγκων είναι επίσης 
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ιδιαίτερα δηµοφιλείς στην επίλυση προβληµάτων υπόγειας ροής, εξαιτίας της 

ευχέρειας που προσφέρουν στην προσέγγιση υδροφορέων µε σύνθετη γεωµετρία και 

διαφορετικούς γεωλογικούς σχηµατισµούς. Παραδείγµατα αριθµητικών µοντέλων 

υπόγειων νερών στα οποία χρησιµοποιείται η µέθοδος πεπερασµένων στοιχείων 

αποτελούν τα FE3DGW (Gupta et al., 1984), AQUIFEM–N (Townley, 1990), 

GW3DFEM (Yu and Singh, 1994), FEMWATER (1997) και FEFLOW (DHI–WASY 

GmbH, 2010), ενώ η µέθοδος πεπερασµένων όγκων εφαρµόζεται, µεταξύ άλλων, 

στα αριθµητικά µοντέλα των Demirdzic (1982), Peric (1985), Clauster et al. (2003), 

Loudyi et al. (2007) και Ruhaak et al. (2008).   

 

 Γενικά, η επιλογή αριθµητικής µεθόδου και πιο συγκεκριµένα αριθµητικού 

σχήµατος για την επίλυση των εξισώσεων που διέπουν τη ροή επιφανειακών και 

υπόγειων υδάτων είναι θέµα προσωπικής προτίµησης του ερευνητή. Ωστόσο, το 

αριθµητικό σχήµα που επιλέγεται θα πρέπει να παρουσιάζει συγκεκριµένες ιδιότητες, 

όπως να είναι ευσταθές, να συγκλίνει, να εξασφαλίζει τη διατήρηση της µάζας και της 

ορµής τοπικά αλλά και σε ολόκληρο το υπολογιστικό πεδίο σαν σύνολο και να είναι 

κατά το δυνατόν ακριβές, δηλαδή η αριθµητική λύση να αποτελεί µία ικανοποιητική 

προσέγγιση της ακριβούς αναλυτικής λύσης των µερικών διαφορικών εξισώσεων 

που διέπουν τη ροή (Morton and Mayers, 2005). Στο IRENE–HYD, οι µερικές 

διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων 

υδάτων επιλύονται µε τη µέθοδο πεπερασµένων διαφορών. Οι επιθυµητές ιδιότητες 

υπολογιστικών σχηµάτων πεπερασµένων διαφορών περιγράφονται συνοπτικά 

παρακάτω (βλ. π.χ. Smith, 1895, Higham, 1996, Cebeci et al., 2005):     

 

(i) Συνοχή. Στη µέθοδο πεπερασµένων διαφορών στόχος είναι η 

αντικατάσταση των µερικών διαφορικών εξισώσεων από αλγεβρικές 

εξισώσεις πεπερασµένων διαφορών. Είναι σηµαντικό η µεθοδολογία 

αντικατάστασης να εξασφαλίζει τη συµβατότητα των εξισώσεων 

πεπερασµένων διαφορών µε τις µερικές διαφορικές εξισώσεις, δηλαδή 

καθώς οι αποστάσεις µεταξύ των κόµβων του υπολογιστικού πλέγµατος και 

το µέγεθος του χρονικού βήµατος τείνουν στο µηδέν, οι εξισώσεις 

πεπερασµένων διαφορών να αναπαράγουν τις αρχικές µερικές διαφορικές 

εξισώσεις. Εφόσον ικανοποιείται το κριτήριο της συµβατότητας µεταξύ των 

αλγεβρικών εξισώσεων πεπερασµένων διαφορών ενός αριθµητικού 

σχήµατος και των µερικών διαφορικών εξισώσεων από τις οποίες 

προέκυψαν, τότε λέγεται ότι το αριθµητικό σχήµα έχει συνοχή. Η διαφορά 
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µεταξύ των αρχικών µερικών διαφορικών εξισώσεων και των 

διακριτοποιηµένων προσεγγίσεών τους αποτελεί το σφάλµα αποκοπής. Για 

να παρουσιάζει ένα αριθµητικό σχήµα συνοχή, θα πρέπει το σφάλµα 

αποκοπής να τείνει στο µηδέν όταν το χρονικό βήµα και οι διαστάσεις του 

υπολογιστικού πλέγµατος τείνουν στο µηδέν. Η συνοχή ενός αριθµητικού 

σχήµατος εξασφαλίζει ότι η λύση του συστήµατος αλγεβρικών εξισώσεων 

του σχήµατος αποτελεί λύση των αρχικών µερικών διαφορικών εξισώσεων 

και όχι κάποιων άλλων τροποποιηµένων µερικών διαφορικών εξισώσεων.   

  

(ii) Ευστάθεια. Η ευστάθεια υπολογιστικών σχηµάτων έχει ήδη οριστεί σε 

προηγούµενη παράγραφο. Ένας λόγος αριθµητικής αστάθειας ενός 

σχήµατος πεπερασµένων διαφορών µπορεί να είναι το σφάλµα αποκοπής. 

Η αριθµητική αστάθεια µπορεί επίσης να οφείλεται σε µικρές διαστάσεις του 

υπολογιστικού πλέγµατος και σε µεγάλο χρονικό βήµα. Η ευστάθεια ενός 

αριθµητικού σχήµατος είναι δύσκολο να διερευνηθεί. Η πλέον διαδεδοµένη 

τεχνική για τη διερεύνηση της ευστάθειας υπολογιστικών σχηµάτων 

πεπερασµένων διαφορών είναι η ανάλυση von Neumann, η οποία 

περιγράφεται αναλυτικά στα κείµενα των Smith (1985) και Isaacson and 

Keller (1994) και βρίσκει εφαρµογή σε γραµµικά προβλήµατα.   

 

(iii) Σύγκλιση. Ένα αριθµητικό σχήµα πεπερασµένων διαφορών συγκλίνει εάν η 

λύση του συστήµατος των εξισώσεων πεπερασµένων διαφορών του 

σχήµατος προσεγγίζει την αναλυτική λύση των αρχικών µερικών διαφορικών 

εξισώσεων καθώς οι διαστάσεις του υπολογιστικού πλέγµατος και το 

µέγεθος του χρονικού βήµατος τείνουν στο µηδέν. Σύµφωνα µε το θεώρηµα 

του Lax, όταν ένα σχήµα πεπερασµένων διαφορών που προσεγγίζει ένα 

γραµµικό πρόβληµα αρχικών τιµών έχει συνοχή, αναγκαία και επαρκής 

συνθήκη για να συγκλίνει είναι η ευστάθειά του.  

 

(iv) Συντηρητικότητα. Αφού οι προς επίλυση µερικές διαφορικές εξισώσεις 

αποτελούν τη µαθηµατική διατύπωση των αρχών διατήρησης της µάζας και 

της ορµής, θα πρέπει η λύση των διακριτοποιηµένων εξισώσεων 

πεπερασµένων διαφορών να ικανοποιεί τις αρχές αυτές τοπικά αλλά και σε 

ολόκληρο το υπολογιστικό πεδίο σαν σύνολο.  
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(v) Ακρίβεια. Όπως έχει ήδη αναφερθεί, οι αριθµητικές λύσεις µερικών 

διαφορικών εξισώσεων αποτελούν προσεγγιστικές λύσεις. Η διαφορά 

µεταξύ της ακριβούς αναλυτικής λύσης των µερικών διαφορικών εξισώσεων 

που περιγράφουν το εξεταζόµενο πρόβληµα και της ακριβούς λύσης του 

αλγεβρικού συστήµατος εξισώσεων που έχουν προκύψει από τη 

διακριτοποίηση των µερικών διαφορικών εξισώσεων ονοµάζεται σφάλµα 

διακριτοποίησης. Το σφάλµα διακριτοποίησης δεν πρέπει να συγχέεται µε το 

σφάλµα αποκοπής, καθώς το σφάλµα αποκοπής αντιπροσωπεύει τη 

διαφορά µεταξύ των αρχικών µερικών διαφορικών εξισώσεων και των 

διακριτοποιηµένων προσεγγίσεών τους που τελικά επιλύονται και όχι τη 

διαφορά µεταξύ των λύσεων. Βέβαια το σφάλµα αποκοπής αποτελεί ένα 

µέτρο της ακρίβειας του σχήµατος πεπερασµένων διαφορών και παρέχει µία 

ένδειξη σχετικά µε το πώς συµπεριφέρεται το σφάλµα της αριθµητικής 

λύσης όταν γίνεται πύκνωση του υπολογιστικού πλέγµατος. Για παράδειγµα, 

αν το σφάλµα αποκοπής είναι δεύτερης τάξης, το σφάλµα στην αριθµητική 

λύση υποτετραπλασιάζεται αν υποδιπλασιαστούν οι αποστάσεις µεταξύ των 

κόµβων του υπολογιστικού πλέγµατος.   

 

Μία µέθοδος διερεύνησης της επίδρασης του σφάλµατος διακριτοποίησης 

στην αριθµητική λύση των µερικών διαφορικών εξισώσεων αποτελεί ο 

έλεγχος ανεξαρτησίας πλέγµατος, κατά τον οποίο διεξάγονται υπολογιστικά 

πειράµατα µε διαφορετικές διαστάσεις πλέγµατος και παρατηρούνται οι 

µεταβολές στην αριθµητική λύση (Vreugdenhill, 1994). Στην περίπτωση που 

η αριθµητική λύση µεταβάλλεται σηµαντικά χρειάζεται επιπλέον πύκνωση 

του υπολογιστικού πλέγµατος, διαφορετικά σηµαίνει ότι η αριθµητική λύση 

είναι ανεξάρτητη του πλέγµατος που χρησιµοποιείται. Ο έλεγχος 

ανεξαρτησίας πλέγµατος παρέχει µία ένδειξη ότι η αριθµητική λύση είναι 

ακριβής ως προς τον αριθµό των σηµαντικών ψηφίων που δεν 

µεταβάλλονται. Για παράδειγµα, αν κατά τη διεξαγωγή των υπολογιστικών 

πειραµάτων παρατηρηθεί ότι δεν αλλάζουν 3 σηµαντικά ψηφία της 

αριθµητικής λύσης, τότε η λύση έχει ακρίβεια 3 σηµαντικών ψηφίων.  

 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι ανεξάρτητα από την αριθµητική µέθοδο που 

χρησιµοποιείται για την επίλυση των µερικών διαφορικών εξισώσεων, το 

σύστηµα των αλγεβρικών εξισώσεων του αριθµητικού σχήµατος επιλύεται 

συνήθως µε επαναληπτικές µεθόδους (π.χ. διαδοχικής υπερχαλάρωσης, 
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συζυγών κλίσεων, κ.α.), οπότε η αριθµητική λύση συµπεριλαµβάνει το 

σφάλµα της επαναληπτικής µεθόδου που εφαρµόζεται. Το σφάλµα επίλυσης 

ενός αλγεβρικού συστήµατος εξισώσεων µε κάποια επαναληπτική µέθοδο 

ορίζεται ως η διαφορά µεταξύ της ακριβούς λύσης του συστήµατος – που 

προκύπτει από την άµεση επίλυσή του – και της λύσης που προκύπτει από 

την εφαρµογή της επαναληπτικής µεθόδου (Trefethen, 2006). Βέβαια, ακόµα 

και αν το σύστηµα των αλγεβρικών εξισώσεων του αριθµητικού σχήµατος 

επιλυθεί µε άµεσο τρόπο, η λύση δεν είναι ακριβής λόγω του σφάλµατος 

στρογγύλευσης. Το σφάλµα στρογγύλευσης οφείλεται στο ότι δεν είναι 

δυνατό να αποθηκευθεί στον υπολογιστή ο κάθε αριθµός που υπολογίζεται 

µε απόλυτη ακρίβεια, λόγω του πεπερασµένου αριθµού ψηφίων (χώρου) 

που διατίθεται (Trefethen, 2006). Συνεπώς οι αριθµητικές λύσεις περικλείουν 

σφάλµατα διακριτοποίησης, σφάλµατα στρογγύλευσης και σε κάποιες 

περιπτώσεις σφάλµατα που οφείλονται στην επαναληπτική µέθοδο 

επίλυσης των διακριτοποιηµένων αλγεβρικών εξισώσεων (Trefethen, 2006).   

 

 Στη συνέχεια του κεφαλαίου αναλύονται οι ιδιότητες των σχηµάτων 

πεπερασµένων διαφορών που χρησιµοποιούνται στα υπό–µοντέλα ροής 

επιφανειακών και υπόγειων υδάτων του IRENE–HYD.    

        

3.3.2 ∆ιακριτοποίηση του υπολογιστικού πεδίου 

 

 Προκειµένου να επιλυθούν µε τη µέθοδο πεπερασµένων διαφορών οι εξισώσεις 

που χρησιµοποιούνται στο IRENE–HYD για την περιγραφή της ροής των 

επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων, το εξεταζόµενο πεδίο διακριτοποιείται µε 

υπολογιστικό πλέγµα που αποτελείται από ορθογωνικούς διαφορικούς όγκους (ή 

υπολογιστικά κελιά) (βλ. Σχήµα 3.3). Τα κέντρα των διαφορικών όγκων αποτελούν 

τους κόµβους του υπολογιστικού πλέγµατος. Όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.3, το 

υπολογιστικό πεδίο χωρίζεται σε NI στήλες, NJ γραµµές και NK στρώµατα στις 

διευθύνσεις x, y και z, αντίστοιχα, του καρτεσιανού συστήµατος συντεταγµένων. Οι 

δείκτες i = 1,2.…NI, j = 1,2.…NJ και k = 1,2.…NK χρησιµοποιούνται για το 

συµβολισµό του αριθµού της στήλης, της γραµµής και του στρώµατος, αντίστοιχα. Οι 

κόµβοι του υπολογιστικού πλέγµατος συµβολίζονται ως (, , )i j k  και τα µέτωπα 

(πλευρές) των διαφορικών όγκων ως ( 1/ 2, , )i j k± , (, 1/ 2, )i j k± , και (, , 1/ 2)i j k ± . 
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Κάθε διαφορικός όγκος καταλαµβάνεται εξ’ ολοκλήρου είτε από το επιφανειακό 

υδάτινο σώµα ή από το πορώδες µέσο.  

 

 
 

όριο υπολογιστικού πεδίου

διαφορικοί όγκοι διαφορετικών γεωλογικών σχηµατισµών

διαφορικοί όγκοι εκτός ορίων του υπολογιστικού πεδίου (“ανενεργοί” διαφορικοί όγκοι) 

όριο υπολογιστικού πεδίου

διαφορικοί όγκοι διαφορετικών γεωλογικών σχηµατισµών

διαφορικοί όγκοι εκτός ορίων του υπολογιστικού πεδίου (“ανενεργοί” διαφορικοί όγκοι) 
 

 

Σχήµα 3.3: ∆ιακριτοποίηση υπολογιστικού πεδίου χρησιµοποιώντας (α) οριζόντια στρώµατα 

και (β) µη οριζόντια στρώµατα που αντιπροσωπεύουν διαφορετικούς γεωλογικούς 

σχηµατισµούς στην περιοχή του υδροφορέα   

 

 Το υπολογιστικό πλέγµα είναι εναλλασσόµενο (staggered grid), δηλαδή τα 

διάφορα βαθµωτά µεγέθη (η πίεση, τα πιεζοµετρικά φορτία, η στάθµη της ελεύθερης 

επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων και η στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας των 

υπόγειων υδάτων) υπολογίζονται στους κόµβους του υπολογιστικού πλέγµατος, ενώ 
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οι συνιστώσες της ταχύτητας των επιφανειακών υδάτων και οι συνιστώσες της 

ειδικής παροχής των υπόγειων υδάτων υπολογίζονται στο κέντρο των µετώπων των 

διαφορικών όγκων (βλ. Σχήµα 3.4). Τα πλεονεκτήµατα της χρήσης εναλλασσόµενου 

υπολογιστικού πλέγµατος για την αριθµητική επίλυση των εξισώσεων ρηχών υδάτων 

παρουσιάζονται στους Harlow and Welch (1965), Vreugdenhill (1994) και Versteeg 

and Malalasekera (1995).   

 

 
Σχήµα 3.4: Ορισµός των µεταβλητών του IRENE–HYD στο υπολογιστικό πλέγµα 

  

 Στις οριζόντιες διευθύνσεις x και y, το υπολογιστικό πλέγµα είναι ορθογώνιο και 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν µεταβλητές διαστάσεις ∆xi και ∆yj, αντίστοιχα. Στη 

διεύθυνση z, τα στρώµατα στα οποία διαιρείται το υπολογιστικό πεδίο είναι οριζόντια 

στην περιοχή των επιφανειακών υδάτων, ενώ στην περιοχή του υδροφορέα µπορεί 

να µην είναι οριζόντια ώστε να ακολουθούν τα όρια διαφορετικών γεωλογικών 

σχηµατισµών (βλ. Σχήµα 3.3 (β)). Επίσης, το πάχος των διαφορικών όγκων του 

τελευταίου στρώµατος του επιφανειακού υδάτινου σώµατος µπορεί να µην είναι 
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οµοιόµορφο, καθώς το κάτω όριό τους καθορίζεται από τον πυθµένα του 

επιφανειακού υδάτινου σώµατος. Συνεπώς, το πάχος των διαφορικών όγκων του 

υπολογιστικού πλέγµατος, ∆zi,j,k, µπορεί γενικά να είναι µεταβλητό στις διευθύνσεις x, 

y και z. Το υπολογιστικό πλέγµα παραµένει αµετάβλητο κατά τη διάρκεια της 

προσοµοίωσης (fixed grid), ενώ η ελεύθερη επιφάνεια των επιφανειακών και των 

υπόγειων υδάτων µπορεί να µετακινηθεί σε οποιοδήποτε υψόµετρο εντός του 

υπολογιστικού πεδίου.  

  

3.3.3 Επίλυση των εξισώσεων του υπό–µοντέλου ροής επιφανειακών υδάτων 

 

 Μία βασική διαφοροποίηση µεταξύ των διάφορων αριθµητικών µοντέλων 

πεπερασµένων διαφορών που έχουν εφαρµοστεί για την προσοµοίωση της 

τρισδιάστατης κυκλοφορίας ρηχών υδάτων αποτελεί η µέθοδος διακριτοποίησης των 

εξισώσεων στο χρόνο. Στην περίπτωση ρητών σχηµάτων, το µέγεθος του χρονικού 

βήµατος περιορίζεται αυστηρά από το κριτήριο ευστάθειας Courant–Friedrichs–Lewy 

(CFL) (Courant et al., 1928) που λαµβάνει υπ’ όψη την ταχύτητα διάδοσης των 

επιφανειακών κυµάτων βαρύτητας, gH , και συχνά επιβάλλει τη χρήση πολύ 

µικρού χρονικού βήµατος. Από την άλλη πλευρά, ένα πλήρως πεπλεγµένο σχήµα, το 

οποίο δεν υπόκειται σε κανένα περιορισµό του χρονικού βήµατος, συνεπάγεται 

αρκετό υπολογιστικό φόρτο καθώς απαιτείται η ταυτόχρονη επίλυση ενός µεγάλου 

αριθµού µη γραµµικών αλγεβρικών εξισώσεων. Επιπλέον, για λόγους ακρίβειας, το 

χρονικό βήµα επίλυσης των εξισώσεων ρηχών υδάτων δε µπορεί να είναι αυθαίρετα 

µεγάλο, οπότε η χρήση πλήρως πεπλεγµένων αριθµητικών σχηµάτων συχνά δεν 

είναι ιδιαίτερα πρακτική.  

 

 Προκειµένου να επιτευχθεί ένα χαλαρό κριτήριο ευστάθειας και ταυτόχρονα να 

αποφευχθεί ο υπολογιστικός φόρτος που συνεπάγεται ένα πλήρως πεπλεγµένο 

σχήµα, σε αρκετές περιπτώσεις εφαρµόζονται ηµι–πεπλεγµένα σχήµατα 

πεπερασµένων διαφορών για την επίλυση των εξισώσεων ρηχών υδάτων (π.χ. 

Backhaus, 1985, Leendertse, 1989, Casulli and Cheng, 1992, Stansby and Lloyd, 

1995, Casulli and Walters, 2000, Chen, 2003, Zhang and Lu, 2007), όπου κάποιοι 

από τους όρους των εξισώσεων διακριτοποιούνται µε ρητό και κάποιοι µε 

πεπλεγµένο τρόπο, έτσι ώστε το κριτήριο ευστάθειας να µην εξαρτάται από την 

ταχύτητα διάδοσης των επιφανειακών κυµάτων. Για παράδειγµα, στις εργασίες των 

Backhaus (1985) και Zhang and Lu (2007) η στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας 
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υπολογίζεται επιλύνοντας τις ολοκληρωµένες κατά βάθος εξισώσεις συνέχειας και 

ποσότητας κίνησης µε πεπλεγµένο σχήµα πεπερασµένων διαφορών, ενώ στη 

συνέχεια οι συνιστώσες της ταχύτητας u, v και w προσδιορίζονται µε ρητό τρόπο. 

 

 Στον Πίνακα 3.1 παρουσιάζονται τα κριτήρια ευστάθειας που επιβάλλονται από 

τις διάφορες φυσικές διεργασίες που περιλαµβάνονται στις εξισώσεις συνέχειας και 

ποσότητας κίνησης που διέπουν τη ροή ρηχών νερών (διάδοση επιφανειακών 

κυµάτων, µεταφορά, διάχυση, επιτάχυνση Coriolis). Τα κριτήρια αυτά ισχύουν για το 

ρητό σχήµα Leap–Frog (βλ. π.χ. Leendertse et al., 1973) και προκύπτουν 

εφαρµόζοντας την ανάλυση ευστάθειας von Neumann (βλ. π.χ. Kowalik and Murty, 

1993, σελ. 122–140). Όπως φαίνεται στον Πίνακα 3.1, εκτός από τη διάδοση 

επιφανειακών κυµάτων, σηµαντικό περιορισµό στο χρονικό βήµα επιβάλλει και ο 

όρος της κατακόρυφης διάχυσης. Συνεπώς, στα ηµι–πεπλεγµένα σχήµατα ο όρος 

της κατακόρυφης διάχυσης συχνά διακριτοποιείται µε πεπλεγµένο τρόπο (π.χ. 

Casulli and Cheng, 1992, Stansby and Lloyd, 1995, Chen, 2003 και Zhang and Lu, 

2007).     

 

 Στο FLOW–3DL χρησιµοποιείται ένα ηµι–πεπλεγµένο σχήµα πεπερασµένων 

διαφορών (Casulli and Cheng, 1992), όπου η εξίσωση συνέχειας (3.13), η εξίσωση 

της ελεύθερης επιφάνειας (3.27) και ο όρος βαθµίδας του υψοµέτρου της ελεύθερης 

επιφάνειας στις εξισώσεις ποσότητας κίνησης (3.14) και (3.15) διακριτοποιούνται µε 

πεπλεγµένο τρόπο, ώστε η ευστάθεια του σχήµατος να µην εξαρτάται από την 

ταχύτητα διάδοσης των επιφανειακών κυµάτων. Ο όρος κατακόρυφης διάχυσης στις 

εξισώσεις ποσότητας κίνησης διακριτοποιείται επίσης µε πεπλεγµένο τρόπο, για 

λόγους ευστάθειας, ενώ οι όροι µεταφοράς, οριζόντιας διάχυσης και επιτάχυνσης 

Coriolis διακριτοποιούνται µε ρητό τρόπο. 

 

Πίνακας 3.1: Κριτήρια ευστάθειας για τις διάφορες διεργασίες που περιλαµβάνονται στις 

εξισώσεις ρηχών υδάτων (ρητό σχήµα Leap–Frog, Leendertse et al., 1973)  

Φυσική διεργασία 
 

Κριτήριο ευστάθειας 
 

∆t (s)  
 

διάδοση επιφανειακών 
κυµάτων 2ΔxΔt gH≤  50 

µεταφορά στις οριζόντιες 
διευθύνσεις x και y  

1u vΔt Δx Δy −
 
 ≤ +
 
 

 1000 

µεταφορά στην κατακόρυφη 
διεύθυνση z 

ΔzΔt w≤  4× 104 
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διάχυση στις οριζόντιες 
διευθύνσεις x και y  

ν v
12 22 2h hΔt Δx Δy −

 
 ≤ +
 
 

 2.5× 104 

διάχυση στην κατακόρυφη 
διεύθυνση z ν

24 vΔzΔt ≤  100 

επιτάχυνση Coriolis 
1Δt f≤  104 

Οι τιµές του χρονικού βήµατος, ∆t, που παρουσιάζονται στην τελευταία στήλη έχουν 

υπολογιστεί για το ακόλουθο παράδειγµα: H = 20 m, u = 1 ms–1, v = 0 ms–1, w = 5 x 10–5 ms–1, 

vh = 10 m2s–1, vv = 0.01 m2s–1, f = 10–5 ms–1, ∆x =∆y = 1000 m, ∆z = 2 m.    

 

 Σύµφωνα µε τα παραπάνω, χρησιµοποιώντας πεπερασµένες διαφορές για την 

προσέγγιση των µερικών παραγώγων, οι εξισώσεις ποσότητας κίνησης (3.14) και 

(3.15) µπορούν να διατυπωθούν στην ακόλουθη διακριτοποιηµένη µορφή:        

( )

v v1/2, , 1/2 1/2, , 1/21 1 11/2, , 1/2, , 1, ,1/21 1 1 11/2, , 1 1/2, , 1/2, , 1/2, , 11/2, , 1/2 1/2, , 1/21/2, ,i j k i j kn n n ni j k i j k i j i jin n n ni j k i j k i j k i j kn nv vn ni j k i j kni j k
Δtu Fu g ζ ζΔxu u u uΔz ΔzΔt Δz+ − + +

+ + +
+ + +

+

+ + + +
+ − + + + +

+ − + +

+

= − −

− −
−

+

             (3.40) 

( )

v v, 1/2, 1/2 , 1/2, 1/21 1 1, 1/2, , 1/2, , 1 ,1/21 1 1 1, 1/2, 1 , 1/2, , 1/2, , 1/2, 1, 1/2, 1/2 , 1/2, 1/2, 1/2,i j k i j kn n n ni j k i j k i j i jjn n n ni j k i j k i j k i j kn nv vn ni j k i j kni j k
Δtv Fv g ζ ζΔyv v v vΔz ΔzΔt Δz+ − + +

+ + +
+ + +

+

+ + + +
+ − + + + +

+ − + +

+

= − −

− −
−

+

              (3.41)                               

όπου οι όροι κατακόρυφης διάχυσης έχουν προσεγγιστεί µε εκφράσεις κεντρικών 

διαφορών και F είναι ένας µη γραµµικός τελεστής πεπερασµένων διαφορών που 

περιλαµβάνει τη ρητή διακριτοποίηση των όρων µεταφοράς, οριζόντιας διάχυσης και 

επιτάχυνσης Coriolis. Η ακριβής διατύπωση των 1/2, ,ni j kFu +  και , 1/2,ni j kFv +  εξαρτάται 

από τη µέθοδο διακριτοποίησης των όρων µεταφοράς και οριζόντιας διάχυσης και 

αναλύεται σε επόµενες παραγράφους. Στις εξισώσεις (3.40) και (3.41), 1/2, ,ni j kΔz +  και , 1/2,ni j kΔz +  συµβολίζουν το βρεχόµενο πάχος των µετώπων (i+1/2,j,k) και (i,j+1/2,k), 

αντίστοιχα, κατά το χρονικό βήµα n, που γενικά είναι ίσο µε το πάχος του στρώµατος 

k εκτός εάν κάποιο µέτωπο τέµνεται από την ελεύθερη επιφάνεια ή τον πυθµένα του 
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επιφανειακού υδάτινου σώµατος (βλ. Σχήµα 3.4). Ως 1/2, , 1/2ni j kΔz + +  συµβολίζεται ο 

µέσος όρος των 1/2, ,ni j kΔz +  και 1/2, , 1ni j kΔz + + . Με αντίστοιχο τρόπο ορίζονται τα 1/2, , 1/2ni j kΔz + − , , 1/2, 1/2ni j kΔz + +  και , 1/2, 1/2ni j kΔz + − . Τέλος, 1/2 10.5( )i i iΔx Δx Δx
+ +

= +  και 1/2 10.5( )j j jΔy Δy Δy+ += + .     

 

 Στην ελεύθερη επιφάνεια και στον πυθµένα του επιφανειακού υδάτινου σώµατος 

οι διακριτοποιηµένες εξισώσεις ποσότητας κίνησης (3.40) και (3.41) 

διαφοροποιούνται, καθώς εισάγονται οι οριακές συνθήκες (3.22) και (3.24), οι οποίες 

γράφονται σε µορφή πεπερασµένων διαφορών ως:  

v

ν

1/2, , 1/2, 1/2, 1/2
1 11/2, , 1 1/2, , 2 21/2, , 1/21 1, 1/2, 1 , 1/2, 2 2, 1/2, 1/2i j Μi j Μ

n ni j Μ i j Μnv sx s x x yni j Μn ni j Μ i j Μnv sy s y x yni j Μ
u u τ c W W WΔzv v τ c W W WΔz+ −

+ −

+ +
+ − +

+ −

+ +
+ − +

+ −

−
= = +

−
= = +

                               (3.42) 

v

v

1/2, , 1/2, 1/2, 1/2 1/2, , 1/2, , 1 11/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2, 1/2, , 1/2, 1 1, 1/2, , 1/2,, 1/2, 1/2i j mi j m
n ni j m i j mn n nv i j m i j mni j mn ni j m i j mn n nv i j m i j mni j m

u u γ uΔzv v γ vΔz+ +

+ +

+ + + +
+ +

+ +

+ + + +
+ +

+ +

−
=

−
=

                                         (3.43) 

όπου: 

( ) ( )
2 21/2, , 1/2, ,1/2, , 2n ni j m i j mni j m zg u vγ C+ +

+

+
=  και 

( ) ( )
2 2, 1/2, , 1/2,, 1/2, 2n ni j m i j mni j m zg u vγ C+ +

+

+
=     

Οι δείκτες M και m χρησιµοποιούνται για να συµβολίσουν το στρώµα στο οποίο η 

ελεύθερη επιφάνεια και ο πυθµένας του επιφανειακού υδάτινου σώµατος, αντίστοιχα, 

τέµνουν τα µέτωπα ( 1/ 2, )i j+  και (, 1/ 2)i j + . Βέβαια τα M, m µεταβάλλονται 

ανάλογα µε τη θέση στο υπολογιστικό πεδίο, ενώ η τιµή του M µεταβάλλεται επίσης 

µε το χρόνο, οπότε ο ακριβής συµβολισµός τους θα έπρεπε να είναι 1/2,ni jM + , , 1/2ni jM + , 1/2,i jm +  και , 1/2i jm + . Ωστόσο, για λόγους συντοµίας ο συµβολισµός αυτός 

συνήθως απλοποιείται.  
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 Στις εξισώσεις (3.42) και (3.43), οι τιµές των ταχυτήτων u και v στα επίπεδα M − 1 και 1m +  είναι πλασµατικές. Οι τιµές αυτές εµφανίζονται και στις 

διακριτοποιηµένες εξισώσεις ποσότητας κίνησης (3.40) και (3.41) όταν k = M και k = m. Εισάγοντας όµως τις οριακές συνθήκες (3.42) και (3.43) στις εξισώσεις (3.40) 

και (3.41), οι πλασµατικές τιµές των ταχυτήτων απαλείφονται και αντικαθίστανται από 

τιµές που ορίζονται εντός του υπολογιστικού πεδίου.    

 

 Γράφοντας τις εξισώσεις (3.40) και (3.41) για ολόκληρο το υπολογιστικό πλέγµα 

διακριτοποίησης του επιφανειακού υδάτινου σώµατος, προκύπτουν τα ακόλουθα 

συστήµατα εξισώσεων, διατυπωµένα σε µητρωική µορφή:  

( )1 1 11/2, 1/2, 1/2, 1, , 1/2,1/2n n n n n ni j i j i j i j i j i jiΔtg ζ ζΔx+ + +
+ + + + +

+

= − −A u BA u BA u BA u B ΔZΔZΔZΔZ                               (3.44) 

( )1 1 1, 1/2 , 1/2 , 1/2 , 1 , , 1/21/2n n n n n ni j i j i j i j i j i jjΔtg ζ ζΔy+ + +
+ + + + +

+

= − −A v BA v BA v BA v B ΔZΔZΔZΔZ                               (3.45) 

όπου 1/2,ni j+AAAA  και , 1/2ni j +AAAA  είναι τα µητρώα συντελεστών των άγνωστων 

διανυσµάτων των οριζόντιων ταχυτήτων 11/2,ni j+
+uuuu  και 1, 1/2ni j++vvvv , αντίστοιχα, 1/2,ni j+BBBB  και , 1/2ni j +BBBB  είναι γνωστά διανύσµατα που περιλαµβάνουν τους όρους των εξισώσεων 

ποσότητας κίνησης που διακριτοποιούνται µε ρητό τρόπο και 1/2,ni j+ΔZΔZΔZΔZ , , 1/2ni j +ΔZΔZΔZΔZ  

συµβολίζουν διανύσµατα µε στοιχεία τα βρεχόµενα πάχη των µετώπων των 

διαφορικών όγκων στις θέσεις ( 1/ 2, )i j+  και (, 1/ 2)i j + , αντίστοιχα. Τα µητρώα 

συντελεστών 1/2,ni j+AAAA  και , 1/2ni j +AAAA  είναι τριδιαγώνια, συµµετρικά και θετικά ορισµένα 

και έχουν διαστάσεις ( 1/2,i jm + – 1/2,ni jM + +1)× ( 1/2,i jm + – 1/2,ni jM + +1) και ( , 1/2i jm + –, 1/2ni jM + +1)× ( , 1/2i jm + – , 1/2ni jM + +1), αντίστοιχα. Αναλυτικά:  

 11/2, ,11/2, , 11 11/2, 1/2, , 211/2, ,
ni j Mni j Mn ni j i j Mni j m

uuuu
+

+

+
+ +

+ +
+ + +

+
+

 
 
 
 
 =
 
 
 
  

uuuu
�

                  

1, 1/2,1, 1/2, 11 1, 1/2 , 1/2, 21, 1/2,
ni j Mni j Mn ni j i j Mni j m

vvvv
+
+

+
+ +

+ +
+ + +

+
+

 
 
 
 
 =
 
 
 
  

vvvv
�
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0
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m m
v vM M Mv v v vMM M M Mv vmm m
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+
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 −
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 Οι εξισώσεις (3.44) και (3.45) αποτελούν γραµµικά αλγεβρικά συστήµατα, από 

την επίλυση των οποίων δεν είναι δυνατόν να προσδιορισθούν οι άγνωστες 

οριζόντιες συνιστώσες της ταχύτητας κατά το χρονικό βήµα n+1, καθώς στις 

εξισώσεις υπεισέρχονται και οι άγνωστες τιµές του υψοµέτρου της ελεύθερης 

επιφάνειας κατά το χρονικό βήµα n+1. Συνεπώς οι εξισώσεις (3.44) και (3.45) θα 

πρέπει να επιλυθούν σε συνδυασµό µε την εξίσωση της ελεύθερης επιφάνειας (3.27), 

η οποία σύµφωνα µε το ηµι–πεπλεγµένο σχήµα που εφαρµόζεται στο FLOW–3DL 

γράφεται στην ακόλουθη µορφή πεπερασµένων διαφορών:    

,1 1 1, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, ,1 1, 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, i jM Mn n n n n ni j i j i j k i j k i j k i j kk m k miM Mn n n ni j k i j k i j k i j k sk m k mj Δtζ ζ Δz u Δz uΔxΔt Δz v Δz v ΔtQΔy+ + +
+ + − −

= =

+ +
+ + − −

= =

 
= − − 

 

 
− − + 

 

∑ ∑

∑ ∑

          (3.46) 

ή σε µητρωική µορφή:  

( ) ( )

( ) ( ) ,T T1 1 1, , 1/2, 1/2, 1/2, 1/2,T T1 1, 1/2 , 1/2 , 1/2 , 1/2 i jn n n n n ni j i j i j i j i j i ji n n n ni j i j i j i j sj Δtζ ζ ΔxΔt ΔtQΔy+ + +
+ + − −

+ +
+ + − −

 
= − − 

 

 
− − + 

 

ΔZ u ΔZ uΔZ u ΔZ uΔZ u ΔZ uΔZ u ΔZ uΔZ v ΔZ vΔZ v ΔZ vΔZ v ΔZ vΔZ v ΔZ v                  (3.47) 
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 Οι εξισώσεις (3.44), (3.45) και (3.47) αποτελούν ένα σύστηµα γραµµικών 

αλγεβρικών εξισώσεων, το οποίο πρέπει να επιλυθεί σε κάθε χρονικό βήµα ώστε να 

υπολογισθούν οι οριζόντιες συνιστώσες της ταχύτητας και το υψόµετρο της 

ελεύθερης επιφάνειας σε ολόκληρο το υπολογιστικό πεδίο των επιφανειακών 

υδάτων. Το σύστηµα αυτό µπορεί να απλοποιηθεί αντικαθιστώντας τις εκφράσεις για 

τα διανύσµατα των οριζόντιων ταχυτήτων, 11/2,ni j+
±uuuu  και 1, 1/2ni j+±vvvv , από τις εξισώσεις 

(3.44) και (3.45) στην εξίσωση (3.47), οπότε προκύπτει ένα γραµµικό σύστηµα 

εξισώσεων όπου το υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας κατά το χρονικό βήµα n+1 

είναι ο µοναδικός άγνωστος:  1 1 1 1 1, 1/2 , 1 1/2, 1, , , 1/2, 1, , 1/2 , 1 ,n n n n n n n n n n ni j i j i j i j i j i j i j i j i j i j i jD ζ D ζ D ζ D ζ D ζ G+ + + + +
− − − − + + + ++ + + + =       (3.48) 

ή υπό µορφή µητρώων: 1n n n+ =DDDD ζ Gζ Gζ Gζ G                                                                                                         (3.49)                                                                        

Οι συντελεστές των άγνωστων υψοµέτρων της ελεύθερης επιφάνειας ορίζονται ως 

εξής: 

( )
2 T 11/2, 1/2,1/2 nni j i ji iΔtD g Δx Δx −

+
++

 = −   
ΔZ A ΔZΔZ A ΔZΔZ A ΔZΔZ A ΔZ   

( )
2 T 11/2, 1/2,1/2 nni j i ji iΔtD g Δx Δx −

−
−−

 = −   
ΔZ A ΔZΔZ A ΔZΔZ A ΔZΔZ A ΔZ  

( )
2 T 1, 1/2 , 1/21/2 nni j i jj jΔtD g Δy Δy −

+
++

 = −   
ΔZ A ΔZΔZ A ΔZΔZ A ΔZΔZ A ΔZ  

( )
2 T 1, 1/2 , 1/21/2 nni j i jj jΔtD g Δy Δy −

−
−−

 = −   
ΔZ A ΔZΔZ A ΔZΔZ A ΔZΔZ A ΔZ   , 1/2, 1/2, , 1/2 , 1/21n n n n ni j i j i j i j i jD D D D D+ − + −= − − − −  

( ) ( )

( ) ( ) ,T T1 1, , 1/2, 1/2,T T1 1, 1/2 , 1/2 i jn nn ni j i j i j i ji n n si j i jj ΔtG ζ ΔxΔt ΔtQΔy − −

+ −

− −

+ −

    = − −         

    − − +         

ΔZ A B ΔZ A BΔZ A B ΔZ A BΔZ A B ΔZ A BΔZ A B ΔZ A BΔZ A B ΔZ A BΔZ A B ΔZ A BΔZ A B ΔZ A BΔZ A B ΔZ A B    

 

 Παρατηρώντας την εξίσωση (3.48) και τις σχέσεις ορισµού των συντελεστών των 

άγνωστων υψοµέτρων της ελεύθερης επιφάνειας, εύκολα συµπεραίνεται ότι το 
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µητρώο συντελεστών, DDDD , έχει πέντε διαγώνιους µη µηδενικές ενώ τα υπόλοιπα 

στοιχεία του είναι µηδενικά και είναι συµµετρικό. Εφόσον ο πίνακας A είναι θετικά 

ορισµένος, ο αντίστροφος πίνακας A 1−  είναι επίσης θετικά ορισµένος, οπότε το 

γινόµενο T 1( ) −ΔZ A ΔZΔZ A ΔZΔZ A ΔZΔZ A ΔZ  είναι µη αρνητικός αριθµός. Συνεπώς το µητρώο DDDD  έχει 

αυστηρή διαγώνια κυριαρχία και θετικά στοιχεία στην κύρια διαγώνιο. Άρα το µητρώο 

συντελεστών DDDD  είναι θετικά ορισµένο και το σύστηµα εξισώσεων (3.49) έχει 

µοναδική λύση (βλ. Isaacson and Keller, 1994). Για περιπτώσεις όπου δεν εξετάζεται 

η αλληλεπίδραση µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων υδάτων, το γραµµικό 

πενταδιαγώνιο σύστηµα εξισώσεων (3.49) µπορεί σε αυτό το σηµείο να επιλυθεί 

πολύ αποτελεσµατικά χρησιµοποιώντας την επαναληπτική µέθοδο συζυγών κλίσεων 

(Conjugate Gradient method) (Hestenes and Stiefel, 1952, Bertolazzi, 1990).   

 

 Με γνωστές πλέον τις τιµές του υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας, 1,ni jζ + , σε 

ολόκληρο το υπολογιστικό πεδίο των επιφανειακών υδάτων, οι εξισώσεις (3.44) και 

(3.45) µπορούν να επιλυθούν µε άµεσο τρόπο (αλγόριθµος Thomas, Conte and 

deBoor, 1972) για τον προσδιορισµό των οριζόντιων συνιστωσών της ταχύτητας 

κατά το χρονικό βήµα n+1. Τέλος, οι κατακόρυφες συνιστώσες της ταχύτητας κατά το 

χρονικό βήµα n+1 υπολογίζονται από την επίλυση της εξίσωσης συνέχειας (3.13), για 

τη διακριτοποίηση της οποίας ακολουθείται προσέγγιση ολοκληρωµένων 

πεπερασµένων διαφορών. Έτσι, ολοκληρώνοντας την εξίσωση συνέχειας στους 

διαφορικούς όγκους του υπολογιστικού πλέγµατος διακριτοποίησης του 

επιφανειακού υδάτινου σώµατος, γράφεται στην ακόλουθη διακριτοποιηµένη µορφή:   1 11/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, ,1 1, , 1/2 , , 1/2 1 1, 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , , 1, ,n n n ni j k i j k i j k i j kn ni j k i j k in n n ni j k i j k i j k i j kjΔz u Δz uw w ΔxΔz v Δz v k m m MΔy
+ +

+ + − −+ +
− +

+ +
+ + − −

−
= −

−
− = − …

      (3.50) 

Η εξίσωση (3.50) εφαρµόζεται ξεκινώντας από το τελευταίο στρώµα του 

επιφανειακού υδάτινου σώµατος, καθώς για περιπτώσεις που δεν ενδιαφέρει η 

αλληλεπίδραση µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών επιβάλλεται µηδενική 

εγκάρσια ταχύτητα στον πυθµένα, δηλαδή 1, , 1/2 0ni j mw +
+ = .  

 

 Πρέπει τέλος να σηµειωθεί ότι στην περίπτωση που η υδροδυναµική κυκλοφορία 

σε ένα επιφανειακό υδάτινο σώµα µπορεί να περιγραφτεί ικανοποιητικά 
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χρησιµοποιώντας ένα στρώµα για την κατακόρυφη διακριτοποίηση, το FLOW–3DL 

µετατρέπεται αυτόµατα σε διδιάστατο µοντέλο ροής επιφανειακών υδάτων. Οι 

οριζόντιες συνιστώσες της ταχύτητας 11/2,ni ju +
+  και 1, 1/2ni jv +

+  και το υψόµετρο της 

ελεύθερης επιφάνειας 1,ni jζ +  υπολογίζονται µε τον ίδιο αλγόριθµο που παρουσιάστηκε 

παραπάνω για την τρισδιάστατη µορφή του FLOW–3DL.         

 

3.3.3.1 Μέθοδος διαβροχής και ξήρανσης υπολογιστικών κελιών του επιφανειακού 

υδάτινου σώµατος 

 

 Η µέθοδος διαβροχής και ξήρανσης υπολογιστικών κελιών του επιφανειακού 

υδάτινου σώµατος που εφαρµόζεται στο FLOW–3DL αποτελεί τροποποίηση της 

µεθόδου που προτάθηκε από τους Casulli and Cheng (1992) και η οποία συχνά 

αναφέρεται ως µέθοδος MLU (Maximum Level Upstreaming method) (βλ. π.χ. 

Balzano, 1998 και Atzeni et al., 2001).  

 

 Στο τέλος κάθε χρονικού βήµατος, αφού έχουν υπολογισθεί οι συνιστώσες της 

ταχύτητας και το υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας, θα πρέπει να ενηµερωθούν οι 

τιµές των 1/2, ,i j kΔz ±  και , 1/2,i j kΔz ±  λαµβάνοντας υπ’ όψη τη νέα θέση της ελεύθερης 

επιφάνειας. Οι νέες τιµές του ολικού βάθους νερού στα µέτωπα ( 1/ 2, )i j±  και (, 1/ 2)i j ±  µίας στήλης νερού (, )i j  υπολογίζονται ως εξής:  

( )

( )

1 1 1, 1,1/2, 1/2,1 1 1, , 1, 1/2 , 1/2max 0,max ,max 0,max ,n n nt i j i j bedi j i jn n nt i j i j bedi j i jH ζ ζ zH ζ ζ z+ + +

±± ±

+ + +

±± ±

 = −  

 = −  

                                                     (3.51) 

Στο αριθµητικό µοντέλο των Casulli and Cheng (1992) τα βάθη ορίζονται στα µέτωπα 

των υπολογιστικών κελιών, οπότε η εφαρµογή της εξίσωσης (3.51) είναι προφανής. 

Στο FLOW–3DL, όπου το υπολογιστικό πεδίο διακριτοποιείται µε ορθογωνικούς 

διαφορικούς όγκους και άρα η διακριτοποίηση της τοπογραφίας του πυθµένα είναι 

κλιµακωτή (stair–step bottom representation), η µέθοδος διαβροχής και ξήρανσης 

που πρότειναν οι Casulli and Cheng (1992) προσαρµόζεται κατάλληλα 

υπολογίζοντας το υψόµετρο του πυθµένα στα µέτωπα ( 1/ 2, )i j±  και (, 1/ 2)i j ±  ως 

τον σταθµικό αριθµητικό µέσο όρο των τιµών των γειτονικών κελιών και θεωρώντας 

ότι η εξίσωση (3.51) ισχύει εφόσον ισχύει η συνθήκη (3.53):  



ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ Υ∆ΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΟ  
ΜΟΝΤΕΛΟ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ–ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 3-41 

1, 1,1/2, 11, , 1, 1/2 1
i bed i bedi j i jbedi j i ij bed j bedi j i jbedi j j j

Δx z Δx zz Δx ΔxΔy z Δy zz Δy Δy± ±

±
±

± ±

±
±

+
=

+

+
=

+

                                                                    (3.52) 

( ) ( )
( ) ( )

, 1,, , 11 1, 1,1 1, , 1max , max , και αντίστοιχαmax , max ,i j i ji j i jn ni j i j bed bedn ni j i j bed bedζ ζ z zζ ζ z z ±

±

+ +
±

+ +
±

>

>

                               (3.53) 

Αν σε κάποιο από τα µέτωπα ( 1/ 2, )i j±  και (, 1/ 2)i j ± δεν ισχύει η συνθήκη (3.53), 

τότε το ολικό βάθος νερού στο µέτωπο αυτό τίθεται ίσο µε το µηδέν.    

 Όταν η τιµή του ολικού βάθους νερού σε ένα µέτωπο είναι µηδενική, τότε το 

µέτωπο αυτό θεωρείται “ξηρό”, οπότε όλα τα µέτωπα των διαφορικών όγκων κατά 

µήκος του µετώπου αυτού θα έχουν µηδενικό βρεχόµενο πάχος. Αντιθέτως, αν το 

ολικό βάθος νερού σε ένα µέτωπο µιας στήλης νερού έχει θετική τιµή, τότε το µέτωπο 

αυτό θεωρείται “υγρό” και κάποια από τα µέτωπα των διαφορικών όγκων κατά µήκος 

του µετώπου αυτού θα έχουν µη µηδενικό βρεχόµενο πάχος. Στα µέτωπα µε 

µηδενικό βρεχόµενο πάχος η αντίστοιχη συνιστώσα της ταχύτητας 11/2, ,ni j ku +

±
 ή 1, 1/2,ni j kv +

±
 είναι µηδενική. Αντίστοιχα, σε ένα ξηρό µέτωπο µιας στήλης νερού το 

διάνυσµα των ταχυτήτων 11/2,ni j+

±
uuuu  ή 1, 1/2ni j+±

vvvv  είναι µηδενικό ώσπου, σε κάποιο επόµενο 

χρονικό βήµα, το ολικό βάθος νερού στο µέτωπο αυτό αποκτήσει θετική τιµή. Άρα σε 

ένα ξηρό µέτωπο οι εξισώσεις (3.44) ή (3.45) αντικαθίστανται από τις εξισώσεις 11/2, 0ni j+

+
=uuuu  ή 1, 1/2 0ni j++

=vvvv , αντίστοιχα. Μία στήλη νερού (, )i j  θεωρείται ξηρή µόνο εάν 

και τα τέσσερα µέτωπα ( 1/ 2, )i j±  και (, 1/ 2)i j ±  είναι ξηρά. Στην περίπτωση αυτή 

οι εξισώσεις (3.46) και (3.47) παίρνουν τη µορφή 1, ,n ni j i jζ ζ+ = , δηλαδή σε µία ξηρή 

στήλη νερού δεν υπάρχει µεταβολή του υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας. Στο 

σηµείο αυτό πρέπει να τονιστεί ότι ο αλγόριθµος επίλυσης των εξισώσεων του 

FLOW–3DL επιτρέπει την επίλυση της εξίσωσης (3.48) σε ολόκληρο το υπολογιστικό 

πεδίο, χωρίς να χρειάζεται να εξαιρεθούν τα ξηρά υπολογιστικά κελιά από τους 

υπολογισµούς ή να χρησιµοποιηθεί µία πλασµατική τιµή για το υψόµετρο της 

ελεύθερης επιφάνειας σε µία ξηρή στήλη νερού. Η διαβροχή µίας ξηρής στήλης 

νερού µπορεί να επιτευχθεί σε επόµενο χρονικό βήµα, όταν η τιµή του ολικού βάθους 
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νερού σε ένα τουλάχιστον από τα τέσσερα µέτωπα ( 1/ 2, )i j±  και (, 1/ 2)i j ±  

υπολογισθεί µεγαλύτερη του µηδενός.     

 

3.3.3.2 Ευστάθεια του ηµι–πεπλεγµένου υπολογιστικού σχήµατος επίλυσης των 

εξισώσεων του υπό–µοντέλου ροής επιφανειακών υδάτων   

 

 Η διερεύνηση της ευστάθειας του ηµι–πεπλεγµένου σχήµατος πεπερασµένων 

διαφορών που χρησιµοποιείται στο FLOW–3DL για την επίλυση των µερικών 

διαφορικών εξισώσεων συνέχειας και ποσότητας κίνησης (3.13), (3.14), (3.15) και 

(3.27), πραγµατοποιείται εφαρµόζοντας τη µέθοδο von Neumann. Προκειµένου να 

εφαρµοστεί η ανάλυση ευστάθειας κατά von Neumann είναι απαραίτητο να γίνουν οι 

παραδοχές ότι οι εξισώσεις (3.13), (3.14), (3.15) και (3.27) είναι γραµµικές, µε 

σταθερούς συντελεστές και ορίζονται σε οριζόντιο πεδίο άπειρων διαστάσεων ή σε 

οριζόντιο πεδίο πεπερασµένων διαστάσεων αν οι οριακές συνθήκες είναι περιοδικές 

(Smith, 1985).  

 

 Σύµφωνα µε τα παραπάνω, θεωρείται ότι (α) οι συντελεστές οριζόντιας και 

κατακόρυφης κινηµατικής τυρβώδους συνεκτικότητας, νh και νv, είναι σταθεροί, (β) οι 

διαστάσεις του υπολογιστικού πλέγµατος στις διευθύνσεις x, y και z είναι σταθερές, 

(γ) οι όροι 1/2, ,ni j mγ +  και , 1/2,ni j mγ +  στα µητρώα συντελεστών 1/2,ni j+AAAA  και , 1/2ni j +AAAA  των 

εξισώσεων (3.43) και (3.44) είναι σταθεροί και (δ) 0sxτ = , 0syτ = , οπότε οι εξισώσεις 

πεπερασµένων διαφορών (3.44), (3.45) και (3.47) µπορούν να διατυπωθούν ως 

εξής:  AAAA ( )1 1 11/2, 1, ,n n ni j i j i jΔtg ζ ζ ΔzΔx+ + +
+ ++ − =uuuu ΔZΔZΔZΔZ 1/2,ni jF +uuuu                                              (3.54) AAAA ( )1 1 1, 1/2 , 1 ,n n ni j i j i jΔtg ζ ζ ΔzΔy+ + +

+ ++ − =vvvv ΔZΔZΔZΔZ , 1/2ni jF +vvvv                                              (3.55) 

( ) ( )

( ) ( )

T T1 1 11, , 1/2, 1/2,T T1 1, 1/2 , 1/2n n n ni j i j i j i jn ni j i jΔtζ ζ ΔxΔtΔy+ + +
+ + −

+ +
+ −

 = − −  

 − −  

ΔZ u ΔZ uΔZ u ΔZ uΔZ u ΔZ uΔZ u ΔZ uΔZ v ΔZ vΔZ v ΔZ vΔZ v ΔZ vΔZ v ΔZ v                                             (3.56) 

όπου 1/2,ni jF +uuuu  και , 1/2ni jF +vvvv  συµβολίζουν τη ρητή διακριτοποίηση των όρων 

µεταφοράς και οριζόντιας διάχυσης (η επιτάχυνση Coriolis θεωρείται αµελητέα) και ο 
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τελεστής πεπερασµένων διαφορών F  θεωρείται γραµµικός. Οι τιµές των στοιχείων 

του µητρώου A είναι σταθερές σε ολόκληρο το υπολογιστικό πεδίο. Αναλυτικά:   020
v vv v vv v
Δt ΔtΔz Δz ΔzΔt Δt ΔtΔzΔz Δz ΔzΔt ΔtΔz γΔz Δz

 
+ − 

 
 

− + − 
=  
 
 
 
 − + +
  

�

� � � �

�

v v

v v v

v v

AAAA   

 

 Προκειµένου να µελετηθεί η ευστάθεια του ηµι–πεπλεγµένου σχήµατος 

πεπερασµένων διαφορών (3.54)–(3.56) µε τη µέθοδο von Neumann, οι άγνωστοι u, 

v και ζ γράφονται στη διαχωρίσιµη µορφή (̂ )( , )t f x y=u uu uu uu u  (̂ )( , )t f x y=v vv vv vv v  και (̂ )( , )ζ ζ t f x y=  – υποθέτοντας ότι ο διαχωρισµός της χρονικής και της χωρικής 

µεταβλητής είναι εφαρµόσιµος – και στη συνέχεια η συνάρτηση f(x,y) αναπτύσσεται 

σε µιγαδική σειρά Fourier (Smith, 1985). Εφόσον οι εξισώσεις πεπερασµένων 

διαφορών (3.54)–(3.56) είναι γραµµικές, αρκεί να θεωρηθεί ένας όρος της σειράς 

Fourier για τη διερεύνηση της ευστάθειας του αριθµητικού σχήµατος, οπότε (̂ )t=u uu uu uu u I 1 2( )k x k ye + , (̂ )t=v vv vv vv v I 1 2( )k x k ye +  και (̂ )ζ ζ t=
I 1 2( )k x k ye + , όπου (̂ )tuuuu , (̂ )tvvvv  και (̂ )ζ t  είναι οι συναρτήσεις πλάτους των u, v και ζ, I 1= −  και k1, k2 είναι οι αριθµοί 

κύµατος. Οι παραπάνω εκφράσεις για τα u, v και ζ αντικαθίστανται στις εξισώσεις 

(3.54)–(3.56), οπότε: 

I 1 2( /2)1 11/2, ˆ k x Δx k yn ni j e  + ++ +  
+ =u uu uu uu u , 

I 1 2( /2)1/2, ˆ k x Δx k yn ni j e  + + 
+ =u uu uu uu u  

I 1 2( /2)1 1, 1/2 ˆ k x k y Δyn ni j e  + ++ +  
+ =v vv vv vv v , 

I 1 2( /2), 1/2 ˆ k x k y Δyn ni j e  + + 
+ =v vv vv vv v  

I( 1 2 )1 1, ˆ k x k yn ni jζ ζ e ++ += , 
I 1 2( )1 11, ˆ k x Δx k yn ni jζ ζ e  + ++ +  

+ = , 
I 1 2( )1 1, 1 ˆ k x k y Δyn ni jζ ζ e  + ++ +  

+ =  

 

 Έπειτα από τις σχετικές πράξεις και απλοποιήσεις, οι εξισώσεις (3.54)–(3.56) 

γράφονται ως: AAAA I
1 1ˆˆ n npgζ Δz+ ++ =uuuu ΔZΔZΔZΔZ ˆ nξ uuuu                                                                            (3.57) AAAA I
1 1ˆˆ n nqgζ Δz+ ++ =vvvv ΔZΔZΔZΔZ ˆ nξ vvvv                                                                            (3.58) 
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( ) ( )
T T

I I
1 1 1ˆ ˆˆ ˆn n n nζ p q ζ+ + ++ + =ΔZ u ΔZ vΔZ u ΔZ vΔZ u ΔZ vΔZ u ΔZ v                                                        (3.59) 

όπου 12( / )sin( / 2)p Δt Δx k Δx= , 12( / )sin( / 2)q Δt Δy k Δy=  και ξ είναι ο 

συντελεστής ενίσχυσης (amplification factor) του τελεστή διαφορών F, δηλαδή της 

ρητής διακριτοποίησης των όρων µεταφοράς και οριζόντιας διάχυσης. Γενικά, ο 

συντελεστής ενίσχυσης ενός σχήµατος διακριτοποίησης µπορεί να είναι πραγµατικός 

ή µιγαδικός αριθµός και το µέτρο του αντιπροσωπεύει τον τρόπο µε τον οποίο τα 

υπολογιστικά σφάλµατα διαδίδονται από το ένα χρονικό βήµα στο επόµενο. Ικανή και 

αναγκαία συνθήκη ώστε τα σφάλµατα να αποσβένουν, είναι το µέτρο του συντελεστή 

ενίσχυσης να είναι µικρότερο ή ίσο της µονάδας (βλ. π.χ. Morton, 1971, Smith, 

1985).  

 

 Παρακάτω αποδεικνύεται ότι το ηµι–πεπλεγµένο σχήµα πεπερασµένων 

διαφορών (3.54)–(3.56) είναι ευσταθές αν το µέτρο του συντελεστή ενίσχυσης του 

ρητού τελεστή διαφορών F είναι µικρότερο ή ίσο της µονάδας, δηλαδή αν 1ξ ≤ . 

Συνεπώς αποδεικνύεται ότι η ευστάθεια του ηµι–πεπλεγµένου υπολογιστικού 

σχήµατος εξαρτάται από τη µέθοδο διακριτοποίησης των όρων µεταφοράς και 

οριζόντιας διάχυσης των εξισώσεων ποσότητας κίνησης. Η διαδικασία που 

ακολουθείται για την απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτήν που παρουσιάζεται στους 

Casulli and Cattani (1994).  

 

Απόδειξη 

 Οι εξισώσεις (3.57)–(3.59) µπορούν να διατυπωθούν στην ακόλουθη µητρωική 

µορφή:  1ˆ ˆn n+ =RW SWRW SWRW SWRW SW                                                                                                       (3.60) 

όπου  ˆˆ ˆ̂ nn nnζ 
 
 =
 
  

uuuuW vW vW vW v ,       

( ) ( )

I

I

I I
T T00 1pgqgp q 

 
 =
 
 
 

AAAA ΔZΔZΔZΔZR AR AR AR A ΔZΔZΔZΔZΔZ ΔZΔZ ΔZΔZ ΔZΔZ ΔZ ,        

0 00 00 0 1ξΔz ξΔz 
 

=  
 
 

dddd ddddIIIIS IS IS IS I  

και ddddIIII  είναι το µοναδιαίο µητρώο τάξης zN , αν zN  συµβολίζει τον αριθµό των 

στρωµάτων στα οποία χωρίζεται το επιφανειακό υδάτινο σώµα. Συνεπώς το µητρώο 

ενίσχυσης του ηµι–πεπλεγµένου σχήµατος πεπερασµένων διαφορών είναι 1−=P R SP R SP R SP R S  



ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ Υ∆ΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΟ  
ΜΟΝΤΕΛΟ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ–ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 3-45 

και η συνθήκη ευστάθειας απαιτεί η φασµατική ακτίνα του µητρώου PPPP  να είναι 

µικρότερη ή ίση της µονάδας. Ισοδύναµα, το µέτρο κάθε ιδιοτιµής, λ , του 

αντίστροφου µητρώου 1−PPPP  θα πρέπει να είναι µεγαλύτερο ή ίσο της µονάδας (Smith, 

1985). Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του µητρώου 1−PPPP  είναι:  

( )

( ) ( )

I

I

I I
T T0det det 0 01λξΔz pgλ λξΔz qgp q λ 

− 
 − = − =
 
 − 

dddd ddddA IA IA IA I ΔZΔZΔZΔZR S A IR S A IR S A IR S A I ΔZΔZΔZΔZΔZ ΔZΔZ ΔZΔZ ΔZΔZ ΔZ                                 (3.61) 

Θα αποδειχθεί ότι η εξίσωση (3.61) δεν ικανοποιείται από κανέναν µιγαδικό αριθµό λ  για τον οποίο ισχύει 1λ < .  

 

 Ας υποθέσουµε ότι 1λ < . Θα πρέπει να αποδείξουµε ότι στην περίπτωση αυτή 

( )det 0λ− ≠R SR SR SR S . Υπενθυµίζεται στο σηµείο αυτό ότι το µητρώο A είναι πραγµατικό, 

συµµετρικό και έχει αυστηρή διαγώνια κυριαρχία. Αν 1ξ ≤ , τότε λξΔz Δz< , οπότε 

το µητρώο λξΔz− ddddA IA IA IA I  διατηρεί την ιδιότητα της αυστηρής διαγώνιας κυριαρχίας και 

είναι αντιστρέψιµο. Θεωρείται λοιπόν το ακόλουθο µητρώο T: 

( ) ( )-I -I
1 1T T 0 00 01p λξΔz q λξΔz− −

 
 
 =
 
    − −    

dddd ddddd dd dd dd dIIIIT IT IT IT IΔZ A I ΔZ A IΔZ A I ΔZ A IΔZ A I ΔZ A IΔZ A I ΔZ A I          

έτσι ώστε ( ) ( ) ( ) ( )det det det detλ λ λ − = − = − R S T R S T R SR S T R S T R SR S T R S T R SR S T R S T R S  

Εποµένως, η εξίσωση (3.61) µπορεί εναλλακτικά να γραφτεί ως:  

( )
I

I

0det det 0 00 0λξΔz pgλ λξΔz qge −
 

− = − = 
 
 

dddd ddddA IA IA IA I ΔZΔZΔZΔZR S A IR S A IR S A IR S A I ΔZΔZΔZΔZ                                 (3.62) 

όπου  

( ) ( )
1T2 2 1e g p q λξΔz λ−

 = + − + − ddddΔZ A I ΔZΔZ A I ΔZΔZ A I ΔZΔZ A I ΔZ                                               (3.63) 

Αφού ( )det 0λξΔz− ≠ddddA IA IA IA I , αρκεί να αποδειχθεί ότι e 0≠ ώστε ( )det 0λ− ≠R SR SR SR S .   
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 Εφόσον το µητρώο A είναι πραγµατικό και συµµετρικό, έχει zN  πραγµατικές 

ιδιοτιµές, rλ  (Smith, 1985). Αν ληφθεί υπ’ όψη ότι ( )det 0λξΔz− ≠ddddA IA IA IA I  και λξΔz Δz< , προκειµένου να ικανοποιηθεί η εξίσωση ( )det 0rλ− =ddddA IA IA IA I  θα πρέπει rλ Δz≥ . Επιπλέον, τα ιδιοδιανύσµατα, rx , του πραγµατικού συµµετρικού µητρώου 

A σχηµατίζουν µία ορθοκανονική βάση (Smith, 1985), οπότε το διάνυσµα 1λξΔz −
 − ddddA IA IA IA I ΔZΔZΔZΔZ  µπορεί να εκφραστεί ως:  

 
( )

T1 1zN r rr r xλξΔz xλ λξΔz−

=

 − =  −
∑dddd ΔZΔZΔZΔZA IA IA IA I ΔZΔZΔZΔZ  

και άρα  

 ( )
( )

( )

2T2 2 21 1zN r rr r xe g p q λ λξΔz λλ λξΔz=

 
  = + − + −

−
∑

ΔZΔZΔZΔZ
                                       (3.64) 

Στην εξίσωση (3.64) είναι προφανές ότι:  

( )
( )

2T2 2 2 0rr xg p q λ λξΔz 
  + ≥

−

ΔZΔZΔZΔZ
 και ( )Re 1 0λ− >  

Επιπλέον, αποδεικνύεται ότι:  

( )Re 0rλ λξΔz− >  

Πράγµατι, 

( )Re rλ λξΔz−  

( ) ( ) ( ) ( )Re Re Im Imrλ Δz λ ξ λ ξ = − −
 

 

( ) ( ) ( ) ( )Re Re Im Imrλ Δz λ ξ λ ξ = − −   

Όµως, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2Re Re Im Im Re Im Re Im 1λ ξ λ ξ λ ξ ξ λ λξ λ ξ   − + − = = < ⇒     

( ) ( ) ( ) ( )Re Re Im Im 1λ ξ λ ξ− < ⇒  



ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ Υ∆ΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΟ  
ΜΟΝΤΕΛΟ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ–ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 3-47 

( ) ( ) ( ) ( )1 Re Re Im Im 1λ ξ λ ξ− < − <  

Η τελευταία ανισότητα υποδηλώνει ότι:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Re Re Re Im Im 0r rλ λξΔz λ Δz λ ξ λ ξ − = − − >    

 

 Tα παραπάνω αποδεικνύουν ότι ο µιγαδικός αριθµός e έχει θετικό πραγµατικό 

µέρος και άρα e 0≠ . Συνεπώς αποδεικνύεται ότι όταν 1ξ ≤  το µητρώο 1−PPPP  δεν 

έχει ιδιοτιµές µε µέτρο 1λ < . Ισοδύναµα, η φασµατική ακτίνα του µητρώου 

ενίσχυσης PPPP  είναι µικρότερη ή ίση του ένα, οπότε το ηµι–πεπλεγµένο σχήµα 

πεπερασµένων διαφορών (3.54)–(3.56) είναι ευσταθές.           

 

3.3.3.3 ∆ιακριτοποίηση των όρων µεταφοράς και οριζόντιας διάχυσης των 

εξισώσεων ποσότητας κίνησης 

      

 Μία απλή διακριτοποίηση των όρων µεταφοράς και οριζόντιας διάχυσης των 

εξισώσεων ποσότητας κίνησης (3.13) και (3.14) προκύπτει προσεγγίζοντας τους 

όρους µεταφοράς µε εκφράσεις ανάντη διαφορών και τους όρους οριζόντιας 

διάχυσης µε εκφράσεις κεντρικών διαφορών. Στην περίπτωση αυτή, οι όροι 1/2, ,ni j kFu +  και , 1/2,ni j kFv +  στις εξισώσεις πεπερασµένων διαφορών (3.40) και (3.41) 

παίρνουν την ακόλουθη µορφή:  

 

v 1, ,
1/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2, 1, 1/2, , 1/2, , 11/2, , 1/2, , 1/2, ,3/2, , 1i j k

n ni j k i j kn n n ni j k i j k i j k i j k in n n ni j k i j k i j k i j kn ni j k i j kj i j kni j k inh
u uFu u Δt f v u Δt Δxu u u uv Δt w ΔtΔy Δzu uΔt +

+ −

+ + + +

+ + − + + +

+ +
+

+ +

−
= + −

− −
− −

−

+

v

v v

, ,1/2, 1/2, 1/2, 1/2,
/2, , 1/2, , 1/2, ,1 1/21/2, 1, 1/2, , 1/2, , 1/2, 1,1/2 1/2i j ki j k i j k

n n nj k i j k i j knhi iin n n ni j k i j k i j k i j kn nh hj jj
u uΔx ΔxΔxu u u uΔy ΔyΔt Δy+ + + −

+ −

+

+

+ + + + + −

+ −

−
−

− −
−

+

            (3.65)                                                                                                   
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 v 1/2, 1/2,
, 1/2, 1, 1/2,, 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2,, 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, 1, 1/2, , 1/2, , 1/2,1, 1/2i j k
n ni j k i j kn n n ni j k i j k i j k i j k in n n ni j k i j k i j k i j kn ni j k i j kj i j ki jnh

v vFv v Δt f u u Δt Δxv u v vv Δt w ΔtΔy ΔzvΔt + +

+ − +

+ + + +

+ − + + +

+ +
+

+ +

−
= − −

− −
− −

+

v

v v

1/2, 1/2,, 1, , ,
, , 1/2, , 1/2, 1, 1/2,1/2 1/2, 3/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2,1 1/2

i j ki j k i j k
n n n nk i j k i j k i j knhi iin n n ni j k i j k i j k i j kn nh hj jj

v v vΔx ΔxΔxv v v vΔy ΔyΔt Δy
− +

+

+ + − +

+ −

+ + + −

+

+

− −
−

− −
−

+

            (3.66)                                

Στις εξισώσεις (3.65) και (3.66), οι ανάντη εκφράσεις πεπερασµένων διαφορών 

διατυπώνονται θεωρώντας, χωρίς άρση της γενικότητας, ότι οι τιµές των ταχυτήτων 1/2, ,ni j ku + , 1/2, ,ni j kv + , 1/2, ,ni j kw +  και , 1/2,ni j ku + , , 1/2,ni j kv + , , 1/2,ni j kw +  είναι θετικές.   

 

 Ο συντελεστής ενίσχυσης, ξ, του τελεστή πεπερασµένων διαφορών F µπορεί να 

προσδιορισθεί εφαρµόζοντας την ανάλυση ευστάθειας von Neumann για τη 

γραµµικοποιηµένη µορφή της εξίσωσης (3.65) ή (3.66). Ενδεικτικά, η εξίσωση (3.66) 

γράφεται στην ακόλουθη γραµµικοποιηµένη µορφή:     

v

v

1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, 1,1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1 3/2, , 1/2, , 1/2, ,21/2, 1, 1/2, , 1/2, 22
n n n ni j k i j k i j k i j kn ni j k i j kn n n n ni j k i j k i j k i j k i j khn ni j k i j k i jh

u u u uFu u uΔt vΔtΔx Δyu u u u uwΔt ΔtΔz Δxu u uΔt
+ − + + −

+ +

+ + + + + −

+ + + + −

− −
= − −

− − +
− +

− +
+

1,2 n kΔy    (3.67) 

όπου οι ταχύτητες u, v και w θεωρούνται σταθερές και η επιτάχυνση Coriolis 

θεωρείται αµελητέα. Εφαρµόζοντας τη µέθοδο von Neumann προκύπτει:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

I I

v v v
I

v v

1 1 2 23 3 12 2 21 22 2
1 1 cos sin 1 cos sin1 cos sin 2 2 cos2 cos 2 cos

x y h h hz h hξ c k Δx k Δx c k Δy k ΔyΔt Δt Δtc k Δz k Δz k ΔxΔx Δy ΔxΔt Δtk Δx k ΔyΔx Δy
   = − − + − − +   

 
 − − + − + +    

 

+ +

   (3.68)  

όπου /xc uΔt Δx= , /yc vΔt Δy=  και /zc wΔt Δz=  είναι οι αριθµοί Courant.  
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 Προκειµένου το µέτρο του συντελεστή ενίσχυσης, ξ, να είναι µικρότερο ή ίσο της 

µονάδας θα πρέπει να ισχύει η ακόλουθη συνθήκη για το µέγεθος του χρονικού 

βήµατος (Hindmarsh et al., 1984):  

v

12 21 12 hu v wΔt Δx Δy Δz Δx Δy −
  
 ≤ + + + +     

                                                    (3.69) 

Συνεπώς, αν οι όροι µεταφοράς των εξισώσεων ποσότητας κίνησης 

διακριτοποιηθούν µε σχήµα ανάντη διαφορών, το κριτήριο ευστάθειας του ηµι–

πεπλεγµένου σχήµατος πεπερασµένων διαφορών (3.54)–(3.56) καθορίζεται από την 

ανισότητα (3.69). Βέβαια, επειδή σε πραγµατικές εφαρµογές οι ταχύτητες u, v και w 

δεν είναι σταθερές και στο FLOW–3DL µπορεί οι διαστάσεις του υπολογιστικού 

πλέγµατος να είναι µεταβλητές, η συνθήκη (3.69) προσαρµόζεται ως εξής:  

v , ,, , 1, , , , , , 2 2, , 1 1min 2 i j ki j k i j k i j k i j k hi j i j k i ju v wΔt Δx Δy Δz Δx Δy −
  
  ≤ + + + +
  

  

                       (3.70) 

 

 Μία επίσης απλή µορφή του τελεστή πεπερασµένων διαφορών F µπορεί να 

προκύψει χρησιµοποιώντας κεντρικές διαφορές για τη διακριτοποίηση των όρων 

µεταφοράς και οριζόντιας διάχυσης. Στην περίπτωση αυτή η ακρίβεια προσέγγισης 

των µερικών παραγώγων από τις αλγεβρικές εκφράσεις πεπερασµένων διαφορών 

είναι 2ης τάξης, αν βέβαια οι διαστάσεις του υπολογιστικού πλέγµατος στις 

διευθύνσεις x και y είναι σταθερές, ενώ όταν χρησιµοποιούνται ανάντη διαφορές για 

τη διακριτοποίηση των όρων µεταφοράς η ακρίβεια της προσέγγισης είναι µόνο 1ης 

τάξης. Αποδεικνύεται όµως ότι αν οι όροι µεταφοράς διακριτοποιηθούν µε σχήµα 

κεντρικών διαφορών, το µέτρο του συντελεστή ενίσχυσης, ξ, δε µπορεί να είναι 

µικρότερο ή ίσο της µονάδας (Hindmarsh et al., 1984), οπότε το ηµι–πεπλεγµένο 

σχήµα πεπερασµένων διαφορών (3.54)–(3.56) δεν είναι ευσταθές.  

 

 Το πρόβληµα µε την ανάντη διακριτοποίηση των όρων µεταφοράς είναι ότι 

εισάγεται τεχνητή (ή αριθµητική) διάχυση που µπορεί να επηρεάσει σηµαντικά τις 

τιµές των ταχυτήτων που προσδιορίζονται από την αριθµητική επίλυση των 

εξισώσεων ποσότητας κίνησης, όπως εξηγείται παρακάτω.    
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 Ας θεωρηθεί η τρισδιάστατη εξίσωση µεταφοράς και διάχυσης (3.71), όπου οι 

ταχύτητες u, v και w θεωρούνται σταθερές.     

v v

2 22 2h vφ φ φ φ φ φ φu v wt x y z z zx y   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   

                                 (3.71) 

Σύµφωνα µε το ηµι–πεπλεγµένο σχήµα πεπερασµένων διαφορών που εφαρµόζεται 

στο FLOW–3DL, η εξίσωση (3.71) γράφεται στην ακόλουθη διακριτοποιηµένη µορφή:   

, , 1/2 , ,
1, , , , , , 1, , , , , 1, , , , 1,1, , , , 1, , , 1, , , , 1,2 21 1, , 1 , ,22 2i j k i j k

n n n n n n n ni j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kn n n n n ni j k i j k i j k i j k i j k i j kh n ni j k i j kv v
φ φ φ φ φ φ φ φu v wΔt Δx Δy Δzφ φ φ φ φ φΔx Δyφ φΔz−

+
− − −

+ − + −

+ +
−

− − − −
+ + +

 − + − +
 = +
 
 

−
+ −

v

v v 1/2 1 1, , , , 12n ni j k i j kφ φΔz+

+ +
+−

               (3.72) 

όπου οι όροι µεταφοράς έχουν διακριτοποιηθεί µε σχήµα ανάντη διαφορών και οι 

όροι διάχυσης µε σχήµα κεντρικών διαφορών. Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (3.72) 

τα αναπτύγµατα Taylor των όρων 1, ,ni j kφ + , 1, ,ni j kφ − , , 1,ni j kφ − , , , 1ni j kφ −  και , , 1ni j kφ + , 

προκύπτει µετά από κατάλληλες πράξεις και απλοποιήσεις:  

( ) ( ) ( )

v v

2 22 22 2 22 2 22 2 22 2 21 1 1 12 OAT
h vx x y y z zx y x z y zσφάλμα απ

φ φ φ φ φ φ φu v wt x y z z zx yφ φ φΔx c c Δy c c Δz c cΔt x y zφ φ φΔxΔyc c ΔxΔzc c ΔyΔzc cx y x z y z
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   

  ∂ ∂ ∂
 − + − + −
 ∂ ∂ ∂ 

+  
∂ ∂ ∂ 

− − − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   οκοπής�����������������������������������

 (3.73) 

όπου ΟΑΤ= όροι ανώτερης τάξης. Ο όρος  

 

( ) ( ) ( )
2 2 22 2 22 2 22 2 21 1 1 12 x x y y z zx y x z y zφ φ φΔx c c Δy c c Δz c cΔt x y zφ φ φΔxΔyc c ΔxΔzc c ΔyΔzc cx y x z y z ∂ ∂ ∂

− + − + −
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
− − − 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

              (3.74) 

έχει τη µορφή όρου διάχυσης και αντιπροσωπεύει την αριθµητική διάχυση που 

εισάγεται τεχνητά λόγω της προσέγγισης των όρων µεταφοράς µε ανάντη εκφράσεις 
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πεπερασµένων διαφορών. Σε προβλήµατα όπου η διεργασία της µεταφοράς της 

ροής είναι σηµαντικότερη από εκείνη της διάχυσης, η αριθµητική διάχυση υπερισχύει 

της φυσικής τυρβώδους διάχυσης και οι τιµές των µεταβλητών που προκύπτουν από 

την αριθµητική επίλυση της εξίσωσης (3.71) µπορεί να έχουν µεγάλη απόκλιση από 

τις τιµές που θα προέκυπταν από την αναλυτική της επίλυση.        

 

 Προκειµένου να βελτιωθεί η ακρίβεια και η ευστάθεια της ρητής διακριτοποίησης 

των όρων µεταφοράς και οριζόντιας διάχυσης των εξισώσεων ποσότητας κίνησης, 

εφαρµόζεται µία µικτή µέθοδος Euler–Lagrange (Cheng et al., 1984). Για να γίνει 

κατανοητή η µέθοδος, ας διατυπωθεί η εξίσωση (3.71) κατά Lagrange:  2 22 2DD h vφ φ φ φt z zx y   ∂ ∂ ∂ ∂
= + +     ∂ ∂∂ ∂   

v v                                                                     (3.75) 

όπου η υλική παράγωγος D /Dφ t  εκφράζει το ρυθµό µεταβολής του φ επί της 

τροχιάς (pathline) ενός σωµατιδίου ρευστού κατά την κίνησή του στο πεδίο ροής, η 

οποία περιγράφεται από τις εκφράσεις: ddx ut = ,      
ddy vt = ,      

ddz wt =                                                                              (3.76) 

H εξίσωση (3.75) µπορεί να διατυπωθεί στην ακόλουθη διακριτοποιηµένη µορφή:   

, , 1/2 , , 1/2
1, , , , 1, , , , 1, , , 1, , , , 1,2 21 1 1 1, , 1 , , , , , , 12 22 2x y z i j k i j k

n n n n n n n ni j k i c j c k c i j k i j k i j k i j k i j k i j kh n n n ni j k i j k i j k i j kv vφ φ φ φ φ φ φ φΔt Δx Δyφ φ φ φΔz Δz− +

+
− − − + − + −

+ + + +
− +

 − − + − +
 = +
 
 

− −
−

v

+v v

                                                                  

(3.77) 

Η εξίσωση (3.77) δηλώνει ότι η τιµή του µεγέθους φ στο σηµείο (, , )i j k  κατά τη 

χρονική στιγµή tn+1 σχετίζεται µε την τιµή του φ στο σηµείο ( , , )x y zi c j c k c− − −  

κατά τη χρονική στιγµή tn. Ουσιαστικά, η τιµή του φ στο σηµείο ( , , )x y zi c j c k c− − −  

κατά τη χρονική στιγµή tn αποτελεί την τιµή του µεγέθους φ στο σηµείο (, , )i j k  κατά 

τη χρονική στιγµή tn+1 που οφείλεται αποκλειστικά στο φαινόµενο της µεταφοράς 

(Neuman, 1981, Cheng et al., 1984).  
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 Γενικά, οι αριθµοί Courant cx cy και cz δεν είναι ακέραιοι, οπότε το σηµείο ( , , )x y zi c j c k c− − −  δεν αποτελεί κόµβο του υπολογιστικού πλέγµατος. Συνεπώς η 

τιµή του φ στο σηµείο ( , , )x y zi c j c k c− − −  υπολογίζεται µε γραµµική παρεµβολή 

των τιµών του φ στους οχτώ γειτονικούς κόµβους του υπολογιστικού πλέγµατος. Αν xc p= +l , yc m q= +  και zc n r= + , όπου l , m και n είναι τα ακέραια µέρη των cx cy 

και cz, αντίστοιχα και p, q και r αποτελούν τα δεκαδικά τους µέρη, τότε:  

{
}

{

, , , , , 1,1, , 1, 1,, , 1 , 1, 11, , 1 1, 1,
(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )

x y zn n ni c j c k c i j m k n i j m k nn ni j m k n i j m k nn ni j m k n i j m k nni j m k n i j m
φ r p q φ qφp q φ qφr p q φ qφp q φ qφ

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − − − − − − − −

 = − − − +
 

 + − +
 

 + − − +
 

+ − +

l l

l l

l l

l l }1n k n− −
 
 

                  (3.78) 

 

 Η αριθµητική διάχυση που εισάγεται τεχνητά από την παραπάνω µέθοδο Euler–

Lagrange, προσδιορίζεται αναπτύσσοντας κάθε όρο στην εξίσωση (3.77) σε σειρά 

Taylor γύρω από το σηµείο ( , , )x y zi c j c k c− − − , οπότε προκύπτει:    

( ) ( ) ( )

2 22 22 2 22 2 22 2 21 1 1 1 OAT2 h v
σφάλμα αποκοπής

φ φ φ φ φ φ φu v wt x y z z zx yφ φ φΔx p p Δy q q Δz r rΔt x y z   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   

 ∂ ∂ ∂
+ − + − + − + 

∂ ∂ ∂  ���������������������������������

v v

         (3.79) 

όπου ο όρος  

( ) ( ) ( )
2 2 22 2 22 2 21 1 1 12 φ φ φΔx p p Δy q q Δz r rΔt x y z ∂ ∂ ∂

− + − + − 
∂ ∂ ∂  

                         (3.80) 

αντιπροσωπεύει την αριθµητική διάχυση. Εφόσον τα p, q και r αποτελούν το 

δεκαδικό µέρος των αριθµών Courant cx, cy και cz, αντίστοιχα, η αριθµητική διάχυση 

που περιγράφεται από την εξίσωση (3.80) είναι µικρότερη σε σχέση µε την 

αριθµητική διάχυση που οφείλεται στην ανάντη διακριτοποίηση των όρων µεταφοράς  

και περιγράφεται από την εξίσωση (3.74). Περαιτέρω µείωση της αριθµητικής 

διάχυσης της µεθόδου Euler–Lagrange µπορεί να επιτευχθεί αυξάνοντας τις τιµές cx, 

cy και cz, δηλαδή µειώνοντας τις διαστάσεις ∆x, ∆y και ∆z του υπολογιστικού 
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πλέγµατος. Η αριθµητική διάχυση µπορεί να µηδενιστεί χρησιµοποιώντας 

παρεµβολή ανώτερης τάξης για τον προσδιορισµό της τιµής του φ στο σηµείο ( , , )x y zi c j c k c− − − . Στην περίπτωση αυτή, ωστόσο, η αριθµητική λύση µπορεί να 

παρουσιάσει ταλαντώσεις (Cheng et al., 1984).  

 

 Η ευστάθεια του αριθµητικού σχήµατος (3.77) αποδεικνύεται ότι καθορίζεται από 

την ακόλουθη ανισότητα (Greenspan and Casulli, 1988):  12 21 12 hΔt Δx Δy −
  

≤ +      
v                                                                                   (3.81) 

Η συνθήκη ευστάθειας (3.81) είναι πολύ λιγότερο περιοριστική για το µέγεθος του 

χρονικού βήµατος σε σύγκριση µε τη συνθήκη (3.70) που ισχύει όταν οι όροι 

µεταφοράς διακριτοποιούνται µε σχήµα ανάντη διαφορών.   

 

 Εφαρµόζοντας τη µέθοδο Euler–Lagrange που περιγράφτηκε παραπάνω, για τη 

διακριτοποίηση των όρων µεταφοράς και οριζόντιας διάχυσης των εξισώσεων 

ποσότητας κίνησης, οι όροι 1/2, ,ni j kFu +  και , 1/2,ni j kFv +  στις εξισώσεις πεπερασµένων 

διαφορών (3.40) και (3.41) διατυπώνονται ως εξής: 

v v

v v

1, , , ,1/2, 1/2, 1/2, 1/2,
1/2, , 1/2 , , 1/2, ,3/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, ,1 1/21/2, 1, 1/2, ,1/2

x y zi j k i j ki j k i j k
n n ni j k i c j c k c i j kn n n ni j k i j k i j k i j kn nh hi iin ni j k i j kn nh hj

Fu u Δt f vu u u uΔx ΔxΔt Δxu u uΔyΔt
+

+ + + −

+ + − − − +

+ + + −

+

+

+ + +

+

= +

− −
−

+

−
−

+

1/2, , 1/2, 1,1/2n ni j k i j kjj uΔyΔy + + −

−

−

              (3.82)                               

 

v v

v v

1/2, 1/2, 1/2, 1/2,, 1, , ,
, 1/2, , 1/2 , , 1/2,1, 1/2, , 1/2, , 1/2, 1, 1/2,1/2 1/2, 3/2, , 1/2,1

x y zi j k i j ki j k i j k
n n ni j k i c j c k c i j kn n n ni j k i j k i j k i j kn nh hi iin ni j k i j knh hj

Fv v Δt f uv v v vΔx ΔxΔt Δxv vΔyΔt
+ + − +

+

+ − + − − +

+ + + + − +

+ −

+ +

+

= −

− −
−

+

−
−

+

, 1/2, , 1/2,1/2 n ni j k i j kn jj v vΔyΔy + −

+

−

            (3.83) 
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Στις παραπάνω εξισώσεις, επειδή οι ταχύτητες u, v και w δεν είναι σταθερές, οι τιµές 

των αριθµών Courant cx, cy και cz προσδιορίζονται από την επίλυση των συνήθων 

διαφορικών εξισώσεων (3.76). ∆εδοµένου ότι οι τιµές των ταχυτήτων u, v και w στο 

υπολογιστικό πεδίο είναι γνωστές µόνο κατά τη χρονική στιγµή tn, θεωρούνται 

αµετάβλητες κατά τη διάρκεια ενός χρονικού βήµατος και οι εξισώσεις (3.76) 

ολοκληρώνονται αριθµητικά από 1nt t +=  µέχρι nt t=  µε τη µέθοδο Euler. 

Συγκεκριµένα, το χρονικό βήµα ∆t χωρίζεται σε ns ίσα µέρη µεγέθους /Δτ Δt ns=  

και οι εξισώσεις (3.76) διακριτοποιούνται σε κάθε µέτωπο ( 1/ 2, , )i j k+  και (, 1/ 2, )i j k+  των διαφορικών όγκων του υπολογιστικού πλέγµατος ως εξής (π.χ. 

Konikow and Bredehoeft 1978, Goode and Konikow 1989, Casulli, 1990):   

 

1 1/211 ( , , ),( , , ),( , , ),s s n s s s ns is s n s s s ns js s n s s s ns kx x Δτu x y z x xy y Δτv x y z y yz z Δτw x y z z z−
+

−

−

= − =

= − =

= − =

    , 1, 2 , ,2 ,1s ns ns ns= − − …          (3.84)                              

 Οι εκφράσεις (3.84) ισχύουν για τα µέτωπα ( 1/ 2, , )i j k+ . Αντίστοιχη είναι η 

διακριτοποίηση και στα µέτωπα (, 1/ 2, )i j k+ . Οι ταχύτητες ( , , )n s s su x y z , ( , , )n s s sv x y z  και ( , , )n s s sw x y z  υπολογίζονται µέσω γραµµικής παρεµβολής µε 

σχέσεις όµοιες µε την (3.78). Το τελικό σηµείο 0 0 0( , , )x y z  που προσδιορίζεται από 

τις σχέσεις (3.84) καθορίζει το σηµείο ( 1/2 , , )x y zi c j c k c+ − − − .  

 

 Η ανισότητα (3.81) αποτελεί το κριτήριο ευστάθειας του ηµι–πεπλεγµένου 

σχήµατος πεπερασµένων διαφορών (3.54)–(3.56), όταν οι όροι µεταφοράς και 

οριζόντιας διάχυσης των εξισώσεων ποσότητας κίνησης διακριτοποιούνται µε τη 

µικτή µέθοδο Euler–Lagrange. Επειδή στο FLOW–3DL ο συντελεστής οριζόντιας 

κινηµατικής τυρβώδους συνεκτικότητας και οι διαστάσεις του υπολογιστικού 

πλέγµατος µπορεί να είναι µεταβλητά, η συνθήκη ευστάθειας (3.81) προσαρµόζεται 

ως εξής:  

v , ,, , 12 21 1min 2 i j ki j k h i jΔt Δx Δy −
  
  ≤ +
  

  

                                                                  (3.85) 

 

 Παρόλο που η συνθήκη (3.85) εξασφαλίζει την ευστάθεια του ηµι–πεπλεγµένου 

σχήµατος πεπερασµένων διαφορών που εφαρµόζεται στο FLOW–3DL, για λόγους 
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ακρίβειας, η υποδιαίρεση τ κάθε χρονικού βήµατος επιλέγεται έτσι ώστε οι αντίστοιχοι 

αριθµοί Courant να µην ξεπερνούν τη µονάδα, δηλαδή (Casulli, 1990): , , 1/21/2 1/21/2, , , 1/2, , , 1/2min , ,i j k ji kn n ni j k i j k i j kΔyΔx Δzτ u v w++ +

+ + +

 
 

≤  
 
 

                                                           (3.86) 

 

 Συνοψίζοντας, στο FLOW–3DL περιλαµβάνονται και οι δύο µέθοδοι 

διακριτοποίησης των όρων µεταφοράς και οριζόντιας διάχυσης των εξισώσεων 

ποσότητας κίνησης που περιγράφτηκαν παραπάνω, οπότε οι όροι 1/2, ,ni j kFu +  και , 1/2,ni j kFv +  γράφονται στις αντίστοιχες µορφές (3.65) και (3.66) ή (3.82) και (3.83). Με 

τη µικτή µέθοδο Euler–Lagrange βελτιώνεται σηµαντικά η ακρίβεια και η ευστάθεια 

του ηµι–πεπλεγµένου σχήµατος πεπερασµένων διαφορών που χρησιµοποιείται στο 

FLOW–3DL, οπότε και επιλέγεται σε περιπτώσεις όπου επικρατεί η διεργασία 

µεταφοράς της ροής (αριθµός Peclet eP > 4). Σε περιπτώσεις όπου δεν επικρατεί 

σηµαντικά το φαινόµενο της µεταφοράς (αριθµός Peclet eP < 4), µπορεί να 

εφαρµοστεί η ανάντη διακριτοποίηση των όρων µεταφοράς, µειώνοντας έτσι τον 

υπολογιστικό χρόνο που συνεπάγεται η χρήση της µεθόδου Euler–Lagrange.     

 

 Όσον αφορά στην ακρίβεια του ηµι–πεπλεγµένου σχήµατος πεπερασµένων 

διαφορών (3.44)–(3.46), είναι 1ης τάξης στο χρόνο αλλά και στο χώρο, εφόσον οι 

διαστάσεις του υπολογιστικού πλέγµατος, ∆xi, ∆yj και ∆zi,j,k, είναι µεταβλητές. 

Ενδεικτικά, το σφάλµα αποκοπής όρων των αναπτυγµάτων Taylor κατά την 

προσέγγιση των µερικών παραγώγων /ζ x∂ ∂  και /ζ y∂ ∂  είναι O (∆xi+1 −∆xi) και O (∆yj+1 −∆yj), αντίστοιχα. Πιο αναλυτικά, η µερική παράγωγος /ζ x∂ ∂  στη θέση ( 1/ 2, )i j+  µπορεί να υπολογισθεί χρησιµοποιώντας τα αναπτύγµατα κατά Taylor 

του υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας, ζ(x,y,t), στις θέσεις ( 1, )i j+  και (, )i j :  

 221 1 1 11, 1/2, 21/2, 1/2,33 13 1/2,
12 2! 21 ΟΑΤ3! 2

nnn n i ii j i j i j i jn ii j
Δx Δxζ ζζ ζ x xΔxζx+ + + +

+ +
+ +

+

+

 ∂ ∂
= + +  

∂ ∂  

 ∂
+ + 

∂  

                              (3.87) 
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221 1, 1/2, 21/2, 1/2,33 3 1/2,
12 2! 21 ΟΑΤ3! 2

nnn n i ii j i j i j i jn ii j
Δx Δxζ ζζ ζ x xΔxζx+ +

+
+ +

+

 ∂ ∂
= − +  

∂ ∂  

 ∂
− + 

∂  

                                    (3.88) 

Αφαιρώντας την εξίσωση (3.88) από την εξίσωση (3.87) προκύπτει, έπειτα από 

κατάλληλες πράξεις και απλοποιήσεις, η γνωστή έκφραση πεπερασµένων διαφορών 

πρώτης τάξης για την παράγωγο /ζ x∂ ∂ : 

( )

1 1 21, , 121/21/2, 1/2, 23 1 13 1/2,1 11, , 11/2
12! 21 ΟΑΤ3! 2 4

nn nn i j i j i iii j i jn i i i ii jn ni j i j i ii
ζ ζ Δx Δxζ ζx Δx xΔx Δx Δx Δxζxζ ζ O Δx ΔxΔx

+ +
+ +

++ +

+ +

+

+ +
+

+
+

−  −∂ ∂
= −  

∂ ∂  

  −∂  − + + 
 ∂   

−
≅ + −

                    (3.89) 

Ωστόσο, αν οι διαστάσεις ∆xi και ∆yj του υπολογιστικού πλέγµατος µεταβάλλονται 

βαθµιαία έτσι ώστε ∆xi+1 =∆xi (1+α∆xi) και ∆yj+1 =∆yj (1+β∆yj), όπου α και β είναι 

σταθερές, αποδεικνύεται εύκολα από την εξίσωση (3.88) ότι η ακρίβεια των 

εκφράσεων πεπερασµένων διαφορών που αντικαθιστούν τις µερικές παραγώγους /ζ x∂ ∂ και /ζ y∂ ∂  θα είναι 2ης τάξης (Davies, 1991):  

( )
( )

( )
( )

1 11 1, , 211/2, 1 11 , 1 , 2, 1/2 10.50.5
n nn i j i j ii ii j n nn i j i j ji j j j

ζ ζζ O Δxx Δx Δxζ ζζ O Δyy Δy Δy
+ ++

+

++

+ ++
+

+ +

−∂
= +

∂ +

−∂
= +

∂ +

                                                           (3.90) 

Παροµοίως, όταν ∆xi+1 =∆xi (1+α∆xi) και ∆yj+1 =∆yj (1+β∆yj) και επιπλέον θεωρηθεί 

µια σταθερή τιµή για το συντελεστή οριζόντιας κινηµατικής τυρβώδους 

συνεκτικότητας στο υπολογιστικό πεδίο, η ακρίβεια προσέγγισης των όρων 

οριζόντιας διάχυσης µε εκφράσεις κεντρικών διαφορών – η οποία είναι γενικά 1ης 

τάξης – γίνεται 2ης τάξης. Κάτι αντίστοιχο δεν ισχύει για τις εκφράσεις κεντρικών 

διαφορών που προσεγγίζουν τους όρους κατακόρυφης διάχυσης. Επειδή σε αυτές 

υπεισέρχεται το βρεχόµενο πάχος των µετώπων των διαφορικών όγκων, το οποίο 

επηρεάζεται από τη θέση της ελεύθερης επιφάνειας, η ακρίβειά τους παραµένει 1ης 
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τάξης ακόµα και εάν θεωρηθεί µια σταθερή τιµή για το συντελεστή κατακόρυφης 

κινηµατικής τυρβώδους συνεκτικότητας και το πάχος των στρωµάτων µεταβάλλεται 

βαθµιαία µε συγκεκριµένο τρόπο.  

                                 

3.3.4 Επίλυση των εξισώσεων του υπό–µοντέλου ροής υπόγειων υδάτων 

   

 Η εξίσωση (3.37), που περιγράφει την τρισδιάστατη µη µόνιµη κορεσµένη ροή 

υπόγειων υδάτων σε ετερογενές ανισότροπο πορώδες µέσο, επιλύεται 

χρησιµοποιώντας ένα πλήρως πεπλεγµένο σχήµα ολοκληρωµένων πεπερασµένων 

διαφορών. Ολοκληρώνοντας την εξίσωση (3.37) στον διαφορικό όγκο (, , )i j k  κατά 

τη διάρκεια ενός χρονικού βήµατος προκύπτει:  , , , ,, , , , , ,
1 11 1 1dVdt dVdtdVdt dVdt dVdti j k i j ki j k i j k i j k

n nx yn ΔV n ΔVn n nz sn ΔV n ΔV n ΔV
h hK Kx x y yh hK W Sz z t

+ +

+ + +

   ∂ ∂ ∂ ∂
+   

∂ ∂ ∂ ∂   

 ∂ ∂ ∂
+ + = 

∂ ∂ ∂ 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

              (3.91) 

Εφαρµόζοντας το θεώρηµα απόκλισης του Gauss (βλ. π.χ. Weisstein, 2003), η 

εξίσωση (3.91) γράφεται ως: 1 1/2, , 1/2, ,1 , 1/2, , 1/2,1 1 , ,, , 1/2 , , 1/2
dtdtdt dt

n x xi j k i j knn y yi j k i j knn nz z i j ki j k i j kn n
h hK A K Ax xh hK A K Ay yh hK A K A W ΔVz zS

+

+ −

+

+ −

+ +

− +

    ∂ ∂
 −   

∂ ∂     

    ∂ ∂
 + −   

∂ ∂     

    ∂ ∂
 + − +   

∂ ∂     

=

∫

∫

∫ ∫, , 1 dt dVi j k n sΔV n ht+ ∂
 

∂ 
 

∫ ∫

                      (3.92) 

Στις εξισώσεις (3.91) και (3.92) , ,i j kΔV  [L3] συµβολίζει τον όγκο του υπολογιστικού 

κελιού (, , )i j k  που καταλαµβάνεται από τα υπόγεια νερά και A [L2] συµβολίζει την 

επιφάνεια διατοµής της ροής στα µέτωπα του υπολογιστικού κελιού.    
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 Εφαρµόζοντας πλήρως πεπλεγµένο σχήµα για τη χρονική ολοκλήρωση και 

χρησιµοποιώντας σχήµα κεντρικών διαφορών για την εκτίµηση των µερικών 

παραγώγων στα µέτωπα των διαφορικών όγκων, η εξίσωση (3.92) διατυπώνεται 

στην ακόλουθη µορφή:  

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1 1 11, , , , , , 1, ,1/2, , 1/2, ,1/2 1/21 1 1 1, 1, , , , , , 1,, 1/2, , 1/2,1/2 1/21 1, , 1 , ,, , 1/2
n n n ni j k i j k i j k i j kx xi j k i j ki in n n ni j k i j k i j k i j ky yi j k i j kj jn ni j k i j kz i j k i

h h h hK A K AΔx Δxh h h hK A K AΔy Δyh hK A Δz
+ + + +

+ −

+ −
+ −

+ + + +
+ −

+ −
+ −

+ +
−

−

− −
−

− −
+ −

−
+ ( ), , , , 1 1, , , , 1, , 1/2, , 1/2 , , 1/21, , , , , ,i j k i j k n ni j k i j kz i j kj k i j kn ni j k i j kg s i j k h hK A Δzh hQ S ΔVΔt

+ +
+

+
− +

+

−
−

−
+ =

                          (3.93) 

Η ακρίβεια του σχήµατος κεντρικών διαφορών είναι 1ης τάξης, δεδοµένου ότι οι 

διαστάσεις του υπολογιστικού πλέγµατος, ∆xi, ∆yj και ∆zi,j,k, είναι µεταβλητές. 

Ωστόσο, αν οι διαστάσεις ∆xi, ∆yj και ∆zi,j,k, του υπολογιστικού πλέγµατος 

µεταβάλλονται βαθµιαία έτσι ώστε ∆xi+1 =∆xi (1+α∆xi), ∆yj+1 =∆yj (1+β∆yj) και ∆zi,j,k 

=∆yj (1+γ∆yj), όπου α, β και γ είναι σταθερές, η ακρίβεια των εκφράσεων κεντρικών 

διαφορών που αντικαθιστούν τις µερικές παραγώγους, /h x∂ ∂ , /h y∂ ∂  και /h z∂ ∂  

είναι 2ης τάξης. 

 

 Στην εξίσωση (3.93) ο όρος , ,g i j kQ  [L3T–1] συµβολίζει εισροές ή/και εκροές 

στον/από τον διαφορικό όγκο (, , )i j k , που προέρχονται ή κατευθύνονται εξωτερικά 

του υδροφορέα, όπως π.χ. γνωστές πλευρικές εισροές ή εκροές στα όρια του 

υδροφορέα (οριακή συνθήκη Neumann), βροχόπτωση, εξατµισοδιαπνοή, αντλήσεις, 

κλπ. Για περιορισµένους υδροφορείς , , , ,i j k i j i j kΔV Δx Δy Δz=  ενώ για φρεάτιους 

υδροφορείς ο όγκος του υπολογιστικού κελιού (, , )i j k  που καταλαµβάνεται από τα 

υπόγεια νερά υπολογίζεται ως: , , , ,i j k i j i j kΔV Δx Δy Hsat= , όπου , ,i j kHsat  [L] 

συµβολίζει το κορεσµένο πάχος του κελιού (, , )i j k . Το κορεσµένο πάχος ενός 

υπολογιστικού κελιού σε µια δεδοµένη χρονική στιγµή εξαρτάται από τη θέση της 

ελεύθερης επιφάνειας και ορίζεται ως εξής:  , , , ,i j k i j kHsat Δz= ,   αν   , , ,wt topi j i j kz z≥     
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, , , , ,i j k wt boti j i j kHsat z z= − ,   αν   , , , , ,bot wt topi j k i j i j kz z z< <  , , 0i j kHsat = ,   αν   , , ,wt boti j i j kz z≤  

όπου , ,i j ktopz  και , ,i j kbotz  συµβολίζουν το υψόµετρο του επάνω και του κάτω 

µετώπου του υπολογιστικού κελιού (, , )i j k , αντίστοιχα. Όταν , , ,i j i j kwt topz z≥  το κελί 

θεωρείται κορεσµένο. Αντίστοιχα, όταν , , , , ,i j k i j i j kbot wt topz z z< <  θεωρείται µερικώς 

κορεσµένο, ενώ όταν , , ,i j i j kwt botz z≤  θεωρείται “ξηρό”.  

 

 Στην εξίσωση (3.93), τα γινόµενα της υδραυλικής αγωγιµότητας και της 

επιφάνειας διατοµής της ροής στα µέτωπα του διαφορικού όγκου (, , )i j k  µπορούν 

να εκφραστούν ως εξής: 

( ) 1/2, ,1/2, , i j kx x ji j kK A T Δy
±±

=           

( ) , 1/2,, 1/2, i j ky y ii j kK A T Δx
±±

=  

( ) , , 1/2, , 1/2 i j kz z i ji j kK A K Δx Δy
±±

=  

όπου 1/2, ,i j kxT ±
 και  , 1/2,i j kyT ±

 συµβολίζουν τη µέση διοχετευτικότητα στα µέτωπα των 

διαφορικών όγκων στις διευθύνσεις x και y, αντίστοιχα και , , 1/2i j kzK
±

 συµβολίζει τη 

µέση κατακόρυφη υδραυλική αγωγιµότητα στα µέτωπα των διαφορικών όγκων. Η 

υδραυλική αγωγιµότητα και η διοχετευτικότητα στο κοινό µέτωπο µεταξύ δύο 

γειτονικών διαφορικών όγκων υπολογίζονται ως ο σταθµικός αρµονικός µέσος όρος 

των υδραυλικών αγωγιµοτήτων και των διοχετευτικοτήτων, αντίστοιχα, των δύο 

διαφορικών όγκων. Οι συντελεστές στάθµισης είναι οι διαστάσεις των διαφορικών 

όγκων. Γενικά, σε αριθµητικά µοντέλα πεπερασµένων διαφορών και πεπερασµένων 

όγκων, είναι σύνηθες να χρησιµοποιείται ο αρµονικός µέσος όρος για την εκτίµηση 

της υδραυλικής αγωγιµότητας και της διοχετευτικότητας στα µέτωπα µεταξύ 

γειτονικών διαφορικών όγκων (π.χ Harbaugh et al., 2000, Loudyi et al., 2007, 

Ruhaak et al., 2008), καθώς ο αρµονικός µέσος αποτελεί τον πιο αντιπροσωπευτικό 

µέσο όρο (truest average) για ρυθµούς (Weisstein, 2003). Ενδεικτικά, η 

διοχετευτικότητα 1/2, ,i j kxT +
υπολογίζεται από την ακόλουθη σχέση:    
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1/2, , , , 1, ,11i j k i j k i j ki ix i ix xΔx ΔxT Δx ΔxT T+

+

+

+

+
=

+

                                                                                 (3.94) 

Για περιορισµένους υδροφορείς , , , , , ,i j k i j kx x i j kT K Δz= , ενώ για φρεάτιους 

υδροφορείς ισχύει , , , , , ,i j k i j kx x i j kT K Hsat= .    

  

 Η εξίσωση (3.93) µπορεί να διατυπωθεί στην ακόλουθη πιο συνεπτυγµένη 

µορφή:  1 1 1 1 1 1 1 1, , 1/2 , , 1 , 1/2, , 1, 1/2, , 1, , , , , ,1 1 1 1 1 1 11/2, , 1, , , 1/2, , 1, , , 1/2 , , 1 , ,n n n n n n n ni j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kn n n n n n ni j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kCC h CC h CC h CC hCC h CC h CC h E+ + + + + + + +
− − − − − −

+ + + + + + +
+ + + + + +

+ + +

+ + + =
        (3.95) 

Οι συντελεστές 1/2, ,i j kCC ± , , 1/2,i j kCC ± , , , 1/2i j kCC ±  και , ,i j kCC  [L2T–1] των άγνωστων 

πιεζοµετρικών φορτίων και ο όρος , ,i j kE  [L3T–1] ορίζονται ως εξής:  1/2, ,1/2, , 1/2i j kx ji j k iT ΔyCC Δx±

±
±

= −                                                                               (3.96α) , 1/2,, 1/2, 1/2i j ky ji j k jT ΔyCC Δy±±
±

= −                                                                               (3.96β) , , 1/2, , 1/2 , , 1/2i j kz i ji j k i j kK Δx ΔyCC Δz±

±
±

= −                                                                        (3.96γ) , , , , 1/2 , 1/2, 1/2, ,1/2, , , 1/2, , , 1/2 , ,i j k i j k i j k i j ki j k i j k i j k i j kCC CC CC CCCC CC CC SV− − −

+ + +

= − − −

− − − +
                                    (3.96δ) , ,, , , , , ,i j k ni j k g i j k i j kE Q SV h= +                                                                               (3.96ε) 

όπου , , , ,, , i j ks i j ki j k S ΔVSV Δt=  

Είναι προφανές ότι ενώ για περιορισµένους υδροφορείς οι τιµές των 1/2, ,i j kCC ± , , 1/2,i j kCC ± , , , 1/2i j kCC ± , , ,i j kCC  και , ,i j kE  είναι σταθερές για κάθε χρονικό βήµα, για 

φρεάτιους υδροφορείς είναι συνάρτηση του υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας 

των υπόγειων υδάτων. Εφόσον το αριθµητικό σχήµα που εφαρµόζεται για την 

επίλυση της εξίσωσης (3.37) είναι πλήρως πεπλεγµένο, στην εξίσωση (3.95) οι 
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συντελεστές 1/2, ,i j kCC ± , , 1/2,i j kCC ± , , , 1/2i j kCC ±  και , ,i j kCC  και ο όρος , ,i j kE  

εκφράζονται στο χρονικό βήµα n+1.    

  

 Γράφοντας την εξίσωση (3.95) για όλους τους διαφορικούς όγκους του 

υπολογιστικού πλέγµατος διακριτοποίησης του υπόγειου υδροφορέα, προκύπτει το 

ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων, διατυπωµένο σε µητρωική µορφή, το οποίο πρέπει 

να επιλυθεί σε κάθε χρονικό βήµα για τον υπολογισµό των πιεζοµετρικών φορτίων 

στο υπολογιστικό πεδίο των υπόγειων υδάτων:    1 1 1n n n+ + +=CC h ECC h ECC h ECC h E                                                                                                (3.97) 

όπου 1n+CCCCCCCC  συµβολίζει το µητρώο συντελεστών του διανύσµατος των άγνωστων 

πιεζοµετρικών φορτίων, 1n+hhhh , και 1n+EEEE  είναι ένα διάνυσµα µε στοιχεία τους όρους 

του δεξιού µέλους της εξίσωσης (3.93). Το µητρώο συντελεστών 1n+CCCCCCCC  έχει επτά 

διαγώνιους µη µηδενικές ενώ τα υπόλοιπα στοιχεία του είναι µηδενικά και είναι 

συµµετρικό. Όπως φαίνεται από τις σχέσεις ορισµού των συντελεστών των 

άγνωστων πιεζοµετρικών φορτίων, το µητρώο 1n+CCCCCCCC  έχει αυστηρή διαγώνια 

κυριαρχία και θετικά στοιχεία στην κύρια διαγώνιο, άρα είναι θετικά ορισµένο. Για 

περιορισµένους υδροφορείς το αλγεβρικό σύστηµα εξισώσεων (3.97) είναι γραµµικό. 

Ωστόσο, για φρεάτιους υδροφορείς, η εξάρτηση των τιµών των στοιχείων του 

µητρώου συντελεστών 1n+CCCCCCCC  και του διανύσµατος 1n+EEEE  από το υψόµετρο της 

ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων – και άρα από τις τιµές των 

πιεζοµετρικών φορτίων – κατά το χρονικό βήµα n+1, δηµιουργεί ένα µη γραµµικό 

σύστηµα εξισώσεων. Έτσι, για προβλήµατα ροής σε φρεάτιους υδροφορείς, εκτός 

από τη δυσκολία προσδιορισµού της θέσης της ελεύθερης επιφάνειας, θα πρέπει να 

επιλυθεί και ένα µη γραµµικό σύστηµα εξισώσεων.   

 

 Ο προσδιορισµός της θέσης της ελεύθερης επιφάνειας είναι µία από τις 

βασικότερες δυσκολίες στην προσοµοίωση της ροής των υπόγειων υδάτων. Από 

φυσικής πλευράς, η προσοµοίωση της ροής τόσο στην κορεσµένη όσο και στην 

ακόρεστη ζώνη πορώδους µέσου αποτελεί την ακριβέστερη αντιµετώπιση του 

προβλήµατος. Ωστόσο η αριθµητική επίλυση της τρισδιάστατης εξίσωσης Richards 

δεν είναι απλή και επιπλέον σε πολλές περιπτώσεις δεν είναι διαθέσιµα τα 

απαραίτητα δεδοµένα για την εφαρµογή των βασικών συναρτησιακών σχέσεων της 

ακόρεστης ροής (Diersch, 1998). Για τους λόγους αυτούς, στην πλειονότητα των 
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αριθµητικών µοντέλων υπόγειων νερών θεωρείται η ροή µόνο στην κορεσµένη ζώνη 

(βλ. π.χ. Reeves et al., 1986, McDonald and Harbaugh, 1988, Faust et al., 1993, Yeh 

et al., 1994, Knupp, 1996, Kipp, 1997, Loudyi et al., 2007, Ruhaak et al., 2008). Σε 

κάποιες περιπτώσεις (π.χ. Yeh et al., 1994, Knupp, 1996), εφαρµόζονται αλγόριθµοι 

κινούµενου πλέγµατος (moving grid algorithms) που προσαρµόζεται στη χρονικά 

µεταβαλλόµενη θέση της ελεύθερης επιφάνειας. Στη συντριπτική όµως πλειοψηφία 

των αριθµητικών µοντέλων προσοµοίωσης της ροής στην κορεσµένη ζώνη 

πορώδους µέσου, όπως και στο υπό–µοντέλο υπόγειων νερών του IRENE–HYD, το 

υπολογιστικό πλέγµα παραµένει αµετάβλητο και προσδιορίζεται η θέση της 

ελεύθερης επιφάνειας εντός αυτού.     

  

 Οι αλγόριθµοι κινούµενου πλέγµατος µπορεί να έχουν µεγάλη ακρίβεια, είναι  

όµως γενικά σύνθετοι στην εφαρµογή τους, ειδικά σε υδροφορείς που παρουσιάζουν 

µεγάλη ετερογένεια. Το κινούµενο πλέγµα πρέπει, σε κάθε χρονικό βήµα, να 

προσαρµόζεται κατά το δυνατόν στους διαφορετικούς γεωλογικούς σχηµατισµούς 

που αποτελούν τον υδροφορέα, ώστε να ελαχιστοποιηθεί η παρεµβολή των τιµών 

των υδραυλικών παραµέτρων των γεωλογικών σχηµατισµών (υδραυλική 

αγωγιµότητα, ειδική αποθηκευτικότητα, κλπ) που αποτελεί πηγή σηµαντικών 

σφαλµάτων (Diersch, 1998). Από την άλλη πλευρά, αριθµητικά µοντέλα στα οποία 

χρησιµοποιείται σταθερό υπολογιστικό πλέγµα αποτελούν συχνά το αντικείµενο 

αρνητικής κριτικής (βλ. π.χ. Yeh et al., 1994, Knupp, 1996, Diersch, 1998) για δύο 

λόγους κυρίως: (α) η κινηµατική οριακή συνθήκη (3.39) συνήθως αγνοείται κατά τον 

προσδιορισµό της θέσης της ελεύθερης επιφάνειας (π.χ. Reeves et al., 1986, Kipp, 

1997, Harbaugh et al., 2000) και (β) προκύπτουν δυσκολίες λόγω της εµφάνισης 

ξηρών υπολογιστικών κελιών κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης. Ο χειρισµός 

τέτοιων ξηρών υπολογιστικών κελιών συχνά δεν έχει φυσική βάση και µπορεί να 

οδηγήσει σε σφάλµατα ισοζυγίου µάζας και ταλαντώσεις στην αριθµητική λύση. Για 

παράδειγµα, πολύς λόγος έχει γίνει για την προσέγγιση που ακολουθείται στο 

ευρύτατα διαδεδοµένο µοντέλο υπόγειων νερών MODFLOW (McDonald and 

Harbaugh, 1988, Harbaugh and McDonald, 1996, Harbaugh et al., 2000 Harbaugh, 

2005), προκειµένου κελιά που σε ένα δεδοµένο χρονικό βήµα είναι ξηρά και 

θεωρούνται “ανενεργά”, να µετατραπούν σε µερικώς ή πλήρως κορεσµένα κελιά σε 

κάποιο επόµενο χρονικό βήµα. Οι αδυναµίες της µεθόδου συνοψίζονται στα κείµενα 

των Yeh et al. (1994) και Knupp (1996).   
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 Σε πολλές περιπτώσεις, οι αλγόριθµοι που εφαρµόζονται σε µοντέλα όπου το 

υπολογιστικό πλέγµα παραµένει αµετάβλητο κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης, 

κατά κάποιο τρόπο “µιµούνται” τις συνθήκες της ακόρεστης ροής για τα µερικώς 

κορεσµένα και τα ξηρά υπολογιστικά κελιά (π.χ. Bathe and Khosgoftaar, 1979, Desai 

and Li, 1983, Huyakorn et al., 1994, Wu et al., 1994, HydroGeoLogic, 1998, Nanou–

Giannarou and Helmig, 1998, DHI–WASY GmbH, 2010). Πρακτικά, επειδή 

προφανώς στόχος είναι να αποφευχθεί η προσοµοίωση της ροής στην ακόρεστη 

ζώνη, οι εµπειρικές συναρτήσεις των Brooks and Corey, 1966, Brutsaert, 1966, van 

Genuchten, 1980, κλπ, που χρησιµοποιούνται συνήθως για την περιγραφή της 

σχέσης µεταξύ της υδραυλικής αγωγιµότητας και του ύψους πίεσης του εδαφικού 

νερού κατά την προσοµοίωση της ακόρεστης ροής, αντικαθίστανται από απλές 

προσεγγιστικές σχέσεις µεταξύ της υδραυλικής αγωγιµότητας και του ύψους πίεσης 

του νερού. Για παράδειγµα, στο µοντέλο πεπερασµένων στοιχείων των Bathe and 

Khosgoftaar (1979) η υδραυλική αγωγιµότητα ενός στοιχείου τίθεται ίση µε µία πολύ 

µικρή σταθερή τιµή µόλις η πίεση γίνει αρνητική, πιο αναλυτικά: / 1000s=K KK KK KK K  όταν 0p <  και s=Κ KΚ KΚ KΚ K  όταν 0p ≥ , όπου sKKKK  είναι ο τανυστής της κορεσµένης υδραυλικής 

αγωγιµότητας. Πρόκειται βέβαια για µια ιδιαίτερα χονδροειδή προσέγγιση, καθώς δεν 

υπάρχει διαφοροποίηση της υδραυλικής αγωγιµότητας σε σχέση µε το βαθµό 

κορεσµού των στοιχείων.  

  

 Οι Desai and Li (1983) βελτίωσαν την τεχνική των Bathe and Khosgoftaar (1979) 

θεωρώντας γραµµική σχέση µεταξύ της υδραυλικής αγωγιµότητας και του ύψους 

πίεσης του εδαφικού νερού. Η σχετική υδραυλική αγωγιµότητα που υπολογίζεται από 

τη γραµµική αυτή σχέση λειτουργεί σαν πολλαπλασιαστής των όρων της 

διακριτοποιηµένης εξίσωσης της υπόγειας ροής. Στην ίδια συλλογιστική κινήθηκαν 

και τα µοντέλα των Huyakorn et al., (1994), Wu et al. (1994), HydroGeoLogic (1998), 

Nanou–Giannarou and Helmig (1998) και DHI–WASY GmbH (2010), όπου αντί να 

θεωρηθεί µία γραµµική σχέση µεταξύ της υδραυλικής αγωγιµότητας και της πίεσης, 

χρησιµοποιείται ισοδύναµα ο βαθµός κορεσµού των υπολογιστικών κελιών. Στους 

κώδικες πεπερασµένων στοιχείων των Nanou–Giannarou and Helmig (1998) και 

DHI–WASY GmbH (2010), για παράδειγµα, ο βαθµός κορεσµού ενός στοιχείου 

ορίζεται ως ο λόγος του όγκου του στοιχείου που καλύπτεται από τα υπόγεια νερά 

προς το συνολικό όγκο του στοιχείου και υπολογίζεται σαν γραµµική συνάρτηση της 

πίεσης στους κόµβους του στοιχείου (βλ. π.χ. DHI–WASY GmbH, 2010). Οι όροι της 

εξίσωσης πεπερασµένων στοιχείων που προκύπτει από την εξίσωση υπόγειας ροής 

πολλαπλασιάζονται µε τον βαθµό κορεσµού ώστε να ληφθεί υπ’ όψη ο κορεσµένος 
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όγκος των στοιχείων στη διαδικασία επίλυσης. Ο βαθµός κορεσµού των στοιχείων 

µπορεί να θεωρηθεί σαν µια ισοδύναµη σχετική υδραυλική αγωγιµότητα, οπότε 

προκύπτει η αναλογία της µεθόδου των Nanou–Giannarou and Helmig (1998) και 

DHI–WASY GmbH (2010) µε τη µέθοδο των Desai and Li (1983).            

 

 Μία παρεµφερής µέθοδος µε τις παραπάνω εφαρµόζεται στο υπό–µοντέλο 

υπόγειων νερών του IRENE–HYD για τον προσδιορισµό της θέσης της ελεύθερης 

επιφάνειας. Στο IRENE–HYD, όπως συµβαίνει και στα αριθµητικά µοντέλα των 

Huyakorn et al. (1994) Wu et al. (1994) και HydroGeologic (1998), γίνεται η 

παραδοχή ότι στο πορώδες µέσο νερό και αέρας διαχωρίζονται πλήρως (gravity 

segregated vertical equilibrium assumption). Αυτό σηµαίνει ότι στην περιοχή του 

υπολογιστικού πεδίου που βρίσκεται πάνω από την ελεύθερη επιφάνεια, ο βαθµός 

κορεσµού, wS , του πορώδους µέσου θεωρείται µηδενικός. Άρα η χαρακτηριστική 

καµπύλη εδαφικής υγρασίας, ( )wS p , περιγράφεται από την ακόλουθη απλή 

βηµατική συνάρτηση:    

 
( ) 0 αν 0( ) 1 αν 0w wrwS p S pS p p= = <

= ≥
                                                                                 (3.98) 

όπου  /wr r sS θ θ=  είναι ο υπολειµµατικός βαθµός κορεσµού του πορώδους µέσου, rθ  [L3/L3] είναι η υπολειµµατική υγρασία και sθ  [L3/L3] είναι η υγρασία κορεσµού. Ο 

βαθµός κορεσµού, wS , ενός υπολογιστικού κελιού υπολογίζεται εύκολα 

ολοκληρώνοντας τη βηµατική συνάρτηση (3.98) κατά z στο πάχος του υπολογιστικού 

κελιού:  

, , , , , ,, , , ,0 για ξηρά υπολογιστικά κελιά1 ( )dz για μερικώς κορεσμένα κελιά1 για κορεσμένα υπολογιστικά κελιάi j k i j k i j kw wi j k i j kΔz HsatS S pΔz Δz



= = 




∫    (3.99) 

Για τα κελιά που δεν είναι πλήρως κορεσµένα θεωρούνται µικρότερες τιµές 

υδραυλικής αγωγιµότητας. Αυτό επιτυγχάνεται µεταβάλλοντας τη σχετική υδραυλική 

αγωγιµότητα, rK , ενός υπολογιστικού κελιού ανάλογα µε το βαθµό κορεσµού: , ,, , i j ki j k wrK S=  (Huyakorn et al., 1994, Wu et al., 1994). Έτσι, στην εξίσωση της 

υπόγειας ροής (3.37) οι συνιστώσες της υδραυλικής αγωγιµότητας xK , yK  και zK  
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αντικαθίστανται από τις υδραυλικές αγωγιµότητες r xK K , r yK K  και r zK K , 

αντίστοιχα. Παροµοίως, ο όρος αποθήκευσης, /sS h t∂ ∂ , πολλαπλασιάζεται µε το 

βαθµό κορεσµού των υπολογιστικών κελιών.  

 

 Η εξίσωση (3.37) ολοκληρώνεται τώρα σε ολόκληρο τον όγκο των υπολογιστικών 

κελιών και όχι µόνο στον κορεσµένο όγκο που καταλαµβάνουν τα υπόγεια νερά. Η 

εξίσωση πεπερασµένων διαφορών που προκύπτει έχει τη µορφή της εξίσωσης 

(3.95) ή της εξίσωσης (3.97) όταν γράφεται για όλους τους διαφορικούς όγκους του 

υπολογιστικού πλέγµατος διακριτοποίησης του υπόγειου υδροφορέα, µε 

διαφοροποιηµένους όµως τους συντελεστές των άγνωστων πιεζοµετρικών φορτίων, 

οι οποίοι διατυπώνονται ως εξής:  

( )

( )

( )

( )
1/2, , 1/2, ,1/2, ,1/2, , 1 10.5 0.5i j k i j kx r jr x i j ki j k i i i iK K Δz ΔyK K ACC Δx Δx Δx Δx± ±±

±
± ±

= − = −
+ +

               (3.100α) 

όπου    ( )
, ,1, , , , , , 1, ,1/2, , 1, , 1, , , ,αν ανi j ki j kr i j k i j k i j kr i j k r i j k i j k i j kK Δz h hK Δz K Δz h h
±

±

±
± ±

 >


= 
>



                       και 1/2, , , , 1, ,1 1i j k i j k i j ki ix i ix xΔx ΔxK Δx ΔxK K±

±

±

±

+
=

+

  

( )

( )

( )

( )
, 1/2, , 1/2,, 1/2,, 1/2, 1 10.5 0.5i j k i j ky r ir y i j ki j k j j j jK K Δz ΔxK K ACC Δy Δy Δy Δy± ±±

±

± ±

= − = −
+ +

              (3.100β) 

όπου    ( )
, ,, 1, , , , , , 1,, 1/2, , 1, , 1, , ,αν ανi j ki j kr i j k i j k i j kr i j k r i j k i j k i j kK Δz h hK Δz K Δz h h

±

±

±
± ±

 >


= 
>



                      και , 1/2, , , , 1,1 1i j k i j k i j kj jy j jy yΔy ΔyK Δy ΔyK K±

±

±

±

+
=

+

 

( )

( )
, , 1/2, , 1/2 , , , , 10.5r z i ji j ki j k i j k i j kK K Δx ΔyCC Δz Δz±

±

±

= −
+

                                                           (3.100γ) 
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όπου    ( ) , , , , , , 1 , , 1, , , , 1, , 1/2 , , , , 1i j k i j k i j k i j ki j k i j kr z i j k i j k i j kr z r zΔz ΔzK K Δz ΔzK K K K
± ±

±

±
±

+
=

+

    

, , , , 1/2 , 1/2, 1/2, ,1/2, , , 1/2, , , 1/2 , ,i j k i j k i j k i j ki j k i j k i j k i j kCC CC CC CCCC CC CC SV− − −

+ + +

= − − −

− − − +
                                  (3.100δ) , ,, , , , , ,i j k ni j k g i j k i j kE Q SV h= +                                                                             (3.100ε) 

όπου  
, , , , , ,, , i j k i j kw s i j i j ki j k S S Δx Δy ΔzSV Δt=  

 

 Στις παραπάνω σχέσεις, η υδραυλική αγωγιµότητα στα κοινά µέτωπα µεταξύ δύο 

γειτονικών διαφορικών όγκων υπολογίζεται ως ο σταθµικός αρµονικός µέσος όρος 

των υδραυλικών αγωγιµοτήτων των δύο διαφορικών όγκων. Οι εκφράσεις 1/2, ,( )r i j kK Δz ±  και , 1/2,( )r i j kK Δz ±  αντιπροσωπεύουν το κορεσµένο πάχος των 

µετώπων ( 1/ 2, , )i j k±  και (, 1/ 2, )i j k± , το οποίο υπολογίζεται µέσω ανάντη 

στάθµισης του κορεσµένου πάχους των διαφορικών όγκων που µοιράζονται το κάθε 

µέτωπο. Για παράδειγµα, αν , , 1, ,i j k i j kh h +> , τότε , ,1/2, , , ,( ) i j kr i j k r i j kK Δz K Δz+ = , 

όπου το γινόµενο , , , ,i j kr i j kK Δz  ισούται µε το κορεσµένο πάχος του διαφορικού 

όγκου (, , )i j k . Η ανάντη στάθµιση χρησιµοποιείται σε αρκετά µοντέλα 

πεπερασµένων διαφορών (π.χ. Forsyth et al., 1995, HydroGeologic, 1998, Painter et 

al., 2008, Keating and Zyvoloski, 2009) για τον υπολογισµό του κορεσµένου πάχους 

στα µέτωπα των υπολογιστικών κελιών, καθώς µε αυτόν τον τρόπο κελιά που σε ένα 

δεδοµένο χρονικό βήµα είναι ξηρά, µπορούν εύκολα να µετατραπούν σε µερικώς ή 

πλήρως κορεσµένα κελιά σε κάποιο επόµενο χρονικό βήµα.  

 

 Η παραδοχή που γίνεται στο IRENE–HYD ότι νερό και αέρας διαχωρίζονται 

πλήρως στο πορώδες µέσο, υποθέτει τη “στιγµιαία” µεταφορά του εδαφικού νερού 

προς την ελεύθερη επιφάνεια του υδροφορέα. Για αυτόν τον λόγο η σχετική 

υδραυλική αγωγιµότητα στην κατακόρυφη διεύθυνση θεωρείται ίση µε τη µονάδα, 

ώστε η ροή στην κατακόρυφη διεύθυνση να πραγµατοποιείται υπό συνθήκες 

κορεσµού (η παραδοχή αυτή είναι ορθότερη από φυσικής άποψης σε σύγκριση µε τη 

“στιγµιαία” µεταφορά) (Huyakorn et al., 1994). Συνεπώς στη σχέση (3.100γ) 
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υπολογισµού των συντελεστών , , 1/2i j kCC ± , ισχύει Kr = 1. Τέλος, είναι προφανές ότι η 

σχέση (3.100ε) υπολογισµού του όρου , ,i j kE  είναι ισοδύναµη µε τη σχέση (3.96ε).  

 

 Οι εξισώσεις (3.100α)–(3.100ε) χρησιµοποιούνται για φρεάτιους υδροφορείς. Για 

περιορισµένους υδροφορείς χρησιµοποιούνται οι σχέσεις (3.96α)–(3.96ε) –µε την 

διοχετευτικότητα στα µέτωπα των διαφορικών όγκων να υπολογίζεται ως ο 

αρµονικός µέσος όρος– και το γραµµικό σύστηµα εξισώσεων (3.97) επιλύεται 

χρησιµοποιώντας την επαναληπτική µέθοδο συζυγών κλίσεων (Hestenes and Stiefel, 

1952) µε προρύθµιση µη πλήρους διάσπασης κατά Cholesky (Modified Incomplete 

Cholesky preconditioning) (Gustafsson, 1978, Axelsson and Lindskog, 1986).   

 

 Για προβλήµατα ροής σε φρεάτιους υδροφορείς το σύστηµα εξισώσεων (3.97) 

είναι µη γραµµικό και επιλύεται χρησιµοποιώντας τη µέθοδο επαναλήψεων Picard 

(Remson et al., 1971), σύµφωνα µε την οποία διατυπώνεται ως εξής:     1, 1, 1 1,n n n+ + + +=CC h ECC h ECC h ECC h E� � �                                                                                      (3.101) 

όπου �  και 1+�  συµβολίζουν διαδοχικές επαναλήψεις Picard κατά το χρονικό βήµα 

n+1. Οι τιµές των στοιχείων του µητρώου συντελεστών CC και του διανύσµατος E 

ανανεώνονται µεταξύ των διαδοχικών επαναλήψεων Picard µε βάση τις τιµές των 

πιεζοµετρικών φορτίων που υπολογίστηκαν κατά την τελευταία επανάληψη. Σε κάθε 

επανάληψη Picard το γραµµικό σύστηµα εξισώσεων (3.101) επιλύεται 

χρησιµοποιώντας τη µέθοδο Bi–CGSTAB (Bi–Conjugate Gradient Stabilised method) 

(van den Vorst, 1992) µε προρύθµιση µη πλήρους διάσπασης κατά Stone (Stone 

Incomplete decomposition) (Stone, 1968). Η µέθοδος Bi–CGSTAB ενδείκνυται για 

την επίλυση του συστήµατος εξισώσεων (3.101) λόγω της γρήγορης και οµαλής 

σύγκλισης που παρουσιάζει κατά την επίλυση µεγάλων, αραιών γραµµικών 

συστηµάτων αλγεβρικών εξισώσεων (van der Vorst, 1992). Αφού υπολογισθούν οι 

τιµές των πιεζοµετρικών φορτίων και προτού ο αλγόριθµος επίλυσης προχωρήσει 

στην επόµενη επανάληψη Picard, προσδιορίζεται το υψόµετρο της ελεύθερης 

επιφάνειας στο υπολογιστικό πεδίο των υπόγειων νερών και ανανεώνονται οι 

πίνακες CC και E. Οι επαναλήψεις συνεχίζονται ώσπου να επιτευχθεί ικανοποιητική 

σύγκλιση για τις τιµές των πιεζοµετρικών φορτίων, οπότε ο αλγόριθµος προχωράει 

στο επόµενο χρονικό βήµα.  
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 Σε κάθε χρονικό βήµα, υπολογίζονται πιεζοµετρικά φορτία για όλους τους 

κόµβους του υπολογιστικού πεδίου των υπόγειων υδάτων. Τα ξηρά υπολογιστικά 

κελιά δεν θεωρούνται ανενεργά και δεν αποµονώνονται από το υπολογιστικό πεδίο, 

καθώς ο τρόπος µε τον οποίον υπολογίζονται οι συντελεστές 1/2, ,i j kCC ± , , 1/2,i j kCC ±  

και , , 1/2i j kCC ±  στα µέτωπα των υπολογιστικών κελιών µέσω των εξισώσεων 

(3.100α)–(3.100γ), επιτρέπει τον προσδιορισµό πιεζοµετρικών φορτίων για τα ξηρά 

κελιά. Η θέση της ελεύθερης επιφάνειας στο υπολογιστικό πεδίο προσδιορίζεται σε 

κάθε χρονικό βήµα µέσω γραµµικής παρεµβολής στο πεδίο πιέσεων που 

υπολογίζεται από τις τιµές των πιεζοµετρικών φορτίων, ώστε να εκτιµηθεί το 

υψόµετρο όπου ικανοποιείται η οριακή συνθήκη (3.38), δηλαδή 0p =  (Kipp, 1997, 

Nanou–Giannarou and Helmig, 1998). Η γραµµική παρεµβολή πραγµατοποιείται 

µεταξύ δύο γειτονικών κόµβων στην κατακόρυφη διεύθυνση, ο ένας από τους 

οποίους έχει θετικό ύψος πίεσης, δηλαδή βρίσκεται κάτω από την ελεύθερη 

επιφάνεια και ο άλλος έχει αρνητικό ύψος πίεσης, δηλαδή βρίσκεται πάνω από την 

ελεύθερη επιφάνεια. Αν το ύψος πίεσης για κάποιον κόµβο υπολογισθεί ίσο µε το 

µηδέν, τότε ο κόµβος αυτός βρίσκεται πάνω στην ελεύθερη επιφάνεια.  

 

 Ένα ξηρό υπολογιστικό κελί µπορεί να δεχτεί πλευρικές εισροές από µερικώς ή 

πλήρως κορεσµένα γειτονικά κελιά, λόγω της ανάντη στάθµισης που χρησιµοποιείται 

για την εκτίµηση του κορεσµένου πάχους στα πλευρικά µέτωπα των διαφορικών 

όγκων κατά τον υπολογισµό των συντελεστών 1/2, ,i j kCC ±  και , 1/2,i j kCC ± . Το 

πιεζοµετρικό φορτίο που υπολογίζεται για ένα ξηρό κελί µπορεί να είναι µεγαλύτερο 

από το πιεζοµετρικό φορτίο ενός γειτονικού µερικώς κορεσµένου ή πλήρως 

κορεσµένου κελιού. Ωστόσο σύµφωνα µε τις σχέσεις (3.100α) και (3.100β), δεν είναι 

δυνατόν να υπάρχουν πλευρικές εκροές από ένα ξηρό υπολογιστικό κελί, κάτι το 

οποίο άλλωστε δεν έχει φυσική βάση. Εκροή από ένα ξηρό κελί µπορεί να υπάρξει 

στην κατακόρυφη διεύθυνση, προς το υποκείµενο υπολογιστικό κελί, υπό συνθήκες 

κορεσµού, εφόσον θεωρείται ότι στην κατακόρυφη διεύθυνση Kr = 1 (Huyakorn et al., 

1994, HydroGeologic, 1998).  

 

 Αν ένα ξηρό κελί παραµένει ξηρό κατά τη διάρκεια ενός χρονικού βήµατος, ο 

όρος αποθήκευσης είναι µηδενικός ( 0sS =  και 0wS = ), οπότε η εισροή από 

γειτονικά στις οριζόντιες διευθύνσεις κελιά, από υπερκείµενα κελιά και από 

εξωτερικές πηγές (π.χ. βροχόπτωση) είναι ίση µε την εκροή προς το υποκείµενο 

υπολογιστικό κελί. Για παράδειγµα, αν ένα ξηρό υπολογιστικό κελί δέχεται εισροή 
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από µία εξωτερική πηγή και το υποκείµενο κελί είναι µερικώς κορεσµένο, το 

πιεζοµετρικό φορτίο του ξηρού κελιού µπορεί να εκτιµηθεί εξισώνοντας την εξωτερική 

εισροή µε την εκροή προς το υποκείµενο κελί. Η τιµή του πιεζοµετρικού φορτίου που 

υπολογίζεται για το ξηρό κελί θα είναι µεγαλύτερη από την τιµή του πιεζοµετρικού 

φορτίου στο µερικώς κορεσµένο κελί, τέτοια ώστε η εκροή στην κατακόρυφη 

διεύθυνση να είναι ίση µε την εισροή στο ξηρό κελί. Αν βέβαια η συνολική εισροή 

προς ένα ξηρό υπολογιστικό κελί είναι µηδενική, θα είναι µηδενική και η εκροή στην 

κατακόρυφη διεύθυνση, οπότε το πιεζοµετρικό φορτίο του ξηρού κελιού θα είναι ίσο 

µε το πιεζοµετρικό φορτίο του υποκείµενου κελιού.  

  

 Στο IRENE–HYD, χρησιµοποιούνται διαφορετικές τιµές ειδικής 

αποθηκευτικότητας για τα µερικώς κορεσµένα και τα πλήρως κορεσµένα 

υπολογιστικά κελιά. Ένα πλήρως κορεσµένο κελί θεωρείται ότι συµπεριφέρεται σαν 

περιορισµένος υδροφορέας, οπότε η ειδική του αποθηκευτικότητα θεωρείται ίση µε 

την ειδική αποθηκευτικότητα περιορισµένου υδροφορέα. Αντίστοιχα, η ειδική 

αποθηκευτικότητα µερικώς κορεσµένων υπολογιστικών κελιών θεωρείται ίση µε την 

ειδική αποθηκευτικότητα φρεάτιου υδροφορέα. Στην περίπτωση φρεάτιων 

υδροφορέων, ο εδαφικός σκελετός και το υπόγειο νερό µπορούν να θεωρηθούν 

πρακτικά ασυµπίεστα, οπότε η ελαστική αποθηκευτικότητα µπορεί να αµεληθεί 

(Bear, 1979). Συνεπώς η ειδική αποθηκευτικότητα ενός µερικώς κορεσµένου κελιού 

µπορεί να θεωρηθεί ίση µε το µηδέν. Ωστόσο στο υπό–µοντέλο υπόγειων νερών του 

IRENE–HYD µπορούν να χρησιµοποιηθούν οποιεσδήποτε τιµές για την ειδική 

αποθηκευτικότητα µερικώς και πλήρως κορεσµένων υπολογιστικών κελιών. Οι τιµές 

αυτές είναι συνήθως το αποτέλεσµα βαθµονόµησης.     

 

 Παρόλο που η ροή σε πορώδες µέσο είναι τρισδιάστατη, για κάποιες πρακτικές 

εφαρµογές µπορεί να θεωρηθεί οριζόντια, οπότε χρησιµοποιείται ένα στρώµα για την 

κατακόρυφη διακριτοποίηση του υπολογιστικού πεδίου των υπόγειων νερών. Για 

περιπτώσεις φρεάτιων υδροφορέων, αν θεωρηθεί ότι ισχύει η παραδοχή Dupuit 

οριζόντιας ροής, τα πιεζοµετρικά φορτία, h(x,y,t), που υπολογίζονται από το µοντέλο 

συµπίπτουν µε το υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων νερών. 

Επιπλέον, χρησιµοποιείται η ειδική απόδοση του φρεάτιου υδροφορέα στη θέση της 

ειδικής αποθηκευτικότητας στον όρο αποθήκευσης, οπότε:  ,, i jy i ji j S Δx ΔySV Δt=                                                                                         (3.102) 
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 Η µέθοδος που εφαρµόζεται στο IRENE–HYD για τον προσδιορισµό της θέσης 

της ελεύθερης επιφάνειας αποτελεί ουσιαστικά έναν συνδυασµό των µεθόδων που 

εφαρµόζονται στα αριθµητικά µοντέλα των Huyakorn et al. (1994), Kipp (1997), 

HydroGeologic (1998) και Nanou–Giannarou and Helmig (1998). Είναι η πρώτη 

φορά που παρόµοια µέθοδος εφαρµόζεται σε µη εµπορικό κώδικα πεπερασµένων 

διαφορών. Βασίζεται στην παραδοχή ότι στο πορώδες µέσο νερό και αέρας 

διαχωρίζονται πλήρως και στην αντίστοιχη µεταβολή της σχετικής υδραυλικής 

αγωγιµότητας ανάλογα µε το βαθµό κορεσµού των διαφορικών όγκων. Το βασικό 

πλεονέκτηµα της µεθόδου είναι ότι τα ξηρά υπολογιστικά κελιά δεν αποµονώνονται 

από το υπολογιστικό πεδίο. Η οριακή συνθήκη τύπου Dirichlet (3.38) ικανοποιείται 

άµεσα, όµως δεν συµβαίνει το ίδιο µε την κινηµατική οριακή συνθήκη (3.39). Ωστότο 

η στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας µεταβάλλεται σε σχέση µε την καθαρή 

αποθήκευση ή απώλεια νερού στη ζώνη του πορώδους µέσου κοντά στην ελεύθερη 

επιφάνεια, οπότε εξασφαλίζεται η διατήρηση της µάζας.   

 

 Σε κάθε χρονικό βήµα, αφού επιλυθεί η εξίσωση (3.97) ή (3.101) και 

υπολογισθούν τα πιεζοµετρικά φορτία και το υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας, οι 

συνιστώσες της ταχύτητας Darcy υπολογίζονται από τις εξισώσεις (3.29)–(3.31), οι 

οποίες σε µορφή πεπερασµένων διαφορών γράφονται ως:  

( )1/2, , 1/2, , 1 11, , , ,1 10.5i j k i j k n ni j k i j knx x i ih hq K Δx Δx+ +

+ +
++

+

−
= −

+
                                                          (3.103) 

( ), 1/2, , 1/2, 1 1, 1, , ,1 10.5i j k i j k n ni j k i j kny y j jh hq K Δy Δy+ +

+ +
++

+

−
= −

+
                                                         (3.104) 

( ), , 1/2 , , 1/2 1 1, , , , 11 , , , , 10.5i j k i j k n ni j k i j knz z i j k i j kh hq K Δz Δz+ +

+ +
++

+

−
= −

+
                                                 (3.105) 

 

3.3.5 Συνδυασµός των υπό–µοντέλων ροής των επιφανειακών και των 

υπόγειων υδάτων 

 

 Ο συνδυασµός των υπό–µοντέλων ροής των επιφανειακών και των υπόγειων 

υδάτων του IRENE–HYD πραγµατοποιείται στην κοινή διεπιφάνεια των 

επιφανειακών–υπόγειων νερών µέσω του νόµου του Darcy. Χρησιµοποιώντας το 

συµβολισµό του σχήµατος 3.5, η οριζόντια συνιστώσα της ταχύτητας, 11/2, ,ni j ku ∗ +
+ , για 



ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ Υ∆ΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΟ  
ΜΟΝΤΕΛΟ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ–ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 3-71 

παράδειγµα, στην κοινή διεπιφάνεια των επιφανειακών–υπόγειων νερών, 

υπολογίζεται σύµφωνα µε την εξίσωση (3.106). Για τη διατύπωση της εξίσωσης 

(3.106) θεωρείται ότι το νερό κινείται διαµέσου του πορώδους µέσου και του πυθµένα 

του επιφανειακού υδάτινου σώµατος.  

 1/2, , 1/2, ,1 1 1 11, , , , 1, , ,11/2, , 1 10.5 0.5i j k i j kn n n ni j k i j k i j k i jni j k x xi ih h h ζu K Kb Δx b Δx+ +

+ + + +
+ +∗ + ∗ ∗

+
+ +

− −
= − = −

+ +
            (3.106) 

όπου 1/2, , 1, ,110.50.5i j k i j kix ib xb ΔxK ΔxbK K+

+

∗ +

+

+
=

+

  

Ο δείκτης * χρησιµοποιείται για το συµβολισµό των µεταβλητών στα κοινά µέτωπα 

µεταξύ διαφορικών όγκων επιφανειακών και υπόγειων υδάτων. Στο επιφανειακό 

υδάτινο σώµα η κατανοµή της πίεσης θεωρείται υδροστατική, οπότε για τα 

πιεζοµετρικά φορτία στα υπολογιστικά κελιά του επιφανειακού υδάτινου σώµατος 

ισχύει , , ,i j k i jh ζ= . Έτσι, στην εξίσωση (3.106), 1 1, , ,n ni j k i jh ζ+ += . Η υδραυλική 

αγωγιµότητα στο µέτωπο ( 1/ 2, , )i j k+  υπολογίζεται ως ο σταθµικός αρµονικός 

µέσος όρος των υδραυλικών αγωγιµοτήτων του πυθµένα του επιφανειακού υδάτινου 

σώµατος και του κελιού των υπόγειων υδάτων ( 1, , )i j k+ . Οι συνιστώσες της 

ταχύτητας στις διευθύνσεις y και z, στη διεπιφάνεια των επιφανειακών–υπόγειων 

νερών, υπολογίζονται µέσω εξισώσεων ανάλογων µε την εξίσωση (3.106):  

 , 1/2, 1 1, 1, ,1, 1/2, 10.5i j k n ni j k i jni j k y jh ζv K b Δy+

+ +
+∗ + ∗

+
+

−
= −

+
                                                               (3.107) , , 1/2 1 1, , , 11, , 1/2 , , 10.5i j k n ni j i j kni j k z i j kζ hw K b Δz+

+ +
+∗ + ∗

+
+

−
= −

+
                                                            (3.108) 

  

 Για τη διατύπωση της σχέσης (3.108) υπολογισµού της κατακόρυφης 

συνιστώσας της ταχύτητας στην διεπιφάνεια των επιφανειακών–υπόγειων υδάτων, 

θεωρείται ότι το υπολογιστικό κελί (, , 1)i j k +  των υπόγειων υδάτων παραµένει 

πλήρως κορεσµένο κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης. Αν το κελί (, , 1)i j k +  των 

υπόγειων υδάτων είναι µερικώς κορεσµένο ή ξηρό, τότε η κατακόρυφη συνιστώσα 

της ταχύτητας στο µέτωπο (, , 1/ 2)i j k +  υπολογίζεται από την ακόλουθη σχέση 

(McDonald and Harbaugh, 1988):   
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, , 11,1, , 1/2 i j kni j topni j k b ζ zw K b +

+

∗ +
+

−
= −                                                                       (3.109) 

Η εξίσωση (3.109) βασίζεται στην υπόθεση ότι ο πυθµένας του επιφανειακού 

υδάτινου σώµατος παραµένει πλήρως κορεσµένος κατά τη διάρκεια της 

προσοµοίωσης, οπότε το πιεζοµετρικό φορτίο στη βάση του πυθµένα είναι ίσο µε το 

υψόµετρο της βάσης του πυθµένα, δηλαδή ίσο µε το υψόµετρο του επάνω µετώπου 

του κελιού (, , 1)i j k + . Σύµφωνα µε τη σχέση (3.109), η τιµή της ταχύτητας 1, , 1/2ni j kw ∗ +
+  

στην κοινή διεπιφάνεια των επιφανειακών–υπόγειων νερών δεν εξαρτάται από την 

τιµή του πιεζοµετρικού φορτίου στο κελί υπόγειων υδάτων (, , 1)i j k + .  

 

 
Σχήµα 3.5: Συµβολισµός των µεταβλητών στη διεπιφάνεια µεταξύ επιφανειακών και 

υπόγειων νερών 

 

 Οι συνιστώσες της ταχύτητας στη διεπιφάνεια µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων 

νερών, όπως υπολογίζονται µέσω του νόµου του Darcy, εισάγονται στις 

διακριτοποιηµένες εξισώσεις της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων 

(3.48) και συνέχειας των υπόγειων υδάτων (3.95), οι οποίες τροποποιούνται στις 

εξισώσεις (3.110) και (3.111), αντίστοιχα. Στην εξίσωση της ελεύθερης επιφάνειας 

των επιφανειακών υδάτων, ο όρος Qs, που εκφράζει την εισροή/εκροή νερού µέσω 

του πυθµένα του επιφανειακού υδάτινου σώµατος, τίθεται ίσος µε την κατακόρυφη 

συνιστώσα της ταχύτητας στη διεπιφάνεια επιφανειακών–υπόγειων υδάτων. Η 

µέθοδος επαναλήψεων Picard εφαρµόζεται για την επίλυση και των δύο εξισώσεων 

(3.110) και (3.111). 



ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ Υ∆ΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΟ  
ΜΟΝΤΕΛΟ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ–ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 3-73 

1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1, 1 1, ,, 1/2 1/2, ,1, 1, 1 1, 1, 1 1,1, , 1 ,1/2, , 1/2n n n n n ni j i j i ji j i j i jn n n n ni j i j i ji j i jD ζ D ζ D ζD ζ D ζ G+ + + + + + + + +
− −− −

+ + + + + + +
+ ++ +

′+ +

′+ + =

� � � � � �

� � � � �
                                           (3.110) 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1, , 1 , 1, 1, , , ,, , 1/2 , 1/2, 1/2, , , ,1, 1, 1 1, 1, 11, , , 1,1/2, , , 1/2, , , 1/2n n n n n n n ni j k i j k i j k i j ki j k i j k i j k i j kn n n n ni j k i j ki j k i j k i j kCC h CC h CC h CC hCC h CC h CC+ + + + + + + + + + + +

− − −− − −

+ + + + + + +
+ ++ + +

′+ + +

+ + +

� � � � � � � �

� � � � 1, 1, 1 1,, , 1 , ,n ni j k i j kh E+ + +
+

′=� � �
(3.111) 

Στις παραπάνω εξισώσεις, οι συντελεστές 1,,ni jD +′ �  και 1,, ,ni j kCC +′ �  και οι όροι 1,,ni jG +′ �  και 1,, ,ni j kE +′ �  ορίζονται ως εξής:  1, 1, 1, 1,, , , 1/2, 1/2, ,1, 1, 1,1/2, , , 1/2, , , 1/2M Mn n n ni j i j i j k i j kk m k mi jM Mn n ni j k i j k i j mk m k mΔtD D CC CCΔx ΔyCC CC CC+ + ∗ + ∗ +
− −

= =

∗ + ∗ + ∗ +
+ + +

= =

′ = + +



+ + + 



∑ ∑

∑ ∑

� � � �

� � �

                       (3.112α) 

1, 1, 1, 1,, , , 1,, 1/2,1, 1, 1, 1,1, , 1, ,1/2, , 1/2, ,1, 1, 1,, 1, , ,, 1/2, , , 1/2
Mn n n ni j i j i j ki j kk mi jM Mn n n ni j k i j ki j k i j kk m k mM n n ni j k i j mi j k i j mk m

ΔtG G CC hΔx ΔyCC h CC hCC h CC h
+ + ∗ + +

−−
=

∗ + + ∗ + +
− +− +

= =

∗ + + ∗ +
+ ++ +

=


′ = + 



+ +

+ +

∑

∑ ∑

∑

� � � �

� � � �

� � � 1, 1n+ 



�

                           (3.112β) 

1, 1, 1, 1, 1,, , , , , , 1/2 , 1/2, 1/2, ,1, 1,1/2, , , 1/2,n n n n ni j k i j k i j k i j k i j kn ni j k i j kCC CC CC CC CCCC CC+ + ∗ + ∗ + ∗ +
− − −

∗ + ∗ +
+ +

′ = + + +

+ +

� � � � �

� �
                          (3.112γ) 1, 1, 1, 1, 1, 1,, , , , , , 1, , 1/2 , 1/2,1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1, , 11/2, , 1/2, , , 1/2,n n n n n ni j k i j k i j i ji j k i j kn n n n n ni j i j i ji j k i j k i j kE E CC ζ CC ζCC ζ CC ζ CC ζ+ + ∗ + + ∗ + +

−− −

∗ + + ∗ + + ∗ + +
− + +− + +

′ = + +

+ + +

� � � � � �

� � � � � �
           (3.112δ) 

 

 Στις εξισώσεις (3.112α)–(3.112δ), οι συντελεστές 1,1/2, ,ni j kCC ∗ +
±
� , 1,, 1/2,ni j kCC ∗ +

±
�  και 1,, , 1/2ni j kCC ∗ +

±
�  στα κοινά µέτωπα µεταξύ διοφορικών όγκων επιφανειακών και 

υπόγειων νερών υπολογίζονται σύµφωνα µε σχέσεις αντίστοιχες µε τις σχέσεις 

(3.96α)–(3.96γ), όπου η διοχετευτικότητα στα κοινά µέτωπα µεταξύ υπολογιστικών 

κελιών επιφανειακών και υπόγειων νερών υπολογίζεται ως ο σταθµικός αρµονικός 

µέσος όρος των διοχετευτικοτήτων του πυθµένα του επιφανειακού υδάτινου σώµατος 

και του κελιού των υπόγειων υδάτων. Ενδεικτικά, χρησιµοποιώντας το συµβολισµό 

του σχήµατος 3.5, για το µέτωπο ( 1/ 2, , )i j k+  ισχύει:     
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1, , 1, ,1/2, , 1, , 1, ,0.5i j k i j kji j k ib i j k x r i j kΔyCC ΔxbK ΔH K K Δz
+ +

∗
+

+

+

=

+

                                         (3.113) 

όπου , ,i j kΔH  [L] είναι το ύψος νερού στο κελί (, , )i j k  των επιφανειακών υδάτων. Το 

ύψος νερού στα υπολογιστικά κελιά του επιφανειακού υδάτινου σώµατος σε µια 

δεδοµένη χρονική στιγµή υπολογίζεται ως εξής:  , , , ,i j k i j kΔH Δz= ,   αν   , , ,i j topi j kζ z≥     , , , , ,i j k i j bot i j kΔH ζ z= − ,   αν   ,, , , ,bot i j topi j k i j kz ζ z< <  , , 0i j kΔΗ = ,   αν   , , ,i j bot i j kζ z≤  

 

 Στο IRENE–HYD υπάρχει η δυνατότητα εκτίµησης της επιφάνειας διήθησης στο 

κατάντη όριο του υπολογιστικού πεδίου των υπόγειων υδάτων. Η οριακή συνθήκη 0p =  ή h z= , που ισχύει πάνω στην επιφάνεια διήθησης, εφαρµόζεται σε όλους 

τους κόµβους των υπολογιστικών κελιών του επιφανειακού υδάτινου σώµατος, στην 

κοινή διεπιφάνεια επιφανειακών–υπόγειων νερών, που βρίσκονται πάνω από την 

ελεύθερη επιφάνεια των επιφανειακών υδάτων και κάτω από την ελεύθερη επιφάνεια 

των υπόγειων υδάτων. Οι συνιστώσες της ταχύτητας στα κοινά µέτωπα αυτών των 

υπολογιστικών κελιών των επιφανειακών υδάτων µε τα κελιά των υπόγειων υδάτων 

υπολογίζονται µέσω των εξισώσεων (3.106) και (3.107) και συµπεριλαµβάνονται στη 

διακριτοποιηµένη εξίσωση συνέχειας των υπόγειων υδάτων (3.111) αλλά όχι στην 

εξίσωση της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων (3.110), καθώς δεν 

συνεισφέρουν µάζα στο επιφανειακό υδάτινο σώµα. 

 

 Γράφοντας τις εξισώσεις (3.110) και (3.111) για όλους τους διαφορικούς όγκους 

του υπολογιστικού πεδίου των επιφανειακών και των υπόγειων νερών, αντίστοιχα, 

προκύπτουν τα ακόλουθα συστήµατα εξισώσεων, διατυπωµένα σε µητρωική µορφή: 1, 1, 1 1,n n n+ + + +′ ′=DDDD ζ Gζ Gζ Gζ G� � �                                                                                       (3.114) 1, 1, 1 1,n n n+ + + +′ ′=CC h ECC h ECC h ECC h E� � �                                                                                     (3.115) 

Οι εξισώσεις (3.114) και (3.115) δηµιουργούν ένα σύστηµα εξισώσεων, οι οποίες 

πρέπει να επιλυθούν ταυτόχρονα σε κάθε χρονικό βήµα για τον υπολογισµό του 

υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων και των 
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πιεζοµετρικών φορτίων στο υπολογιστικό πεδίο των υπόγειων υδάτων. Αυτό το 

σύστηµα εξισώσεων µπορεί να διατυπωθεί υπό τη µορφή µίας µόνο µητρωικής 

εξίσωσης, ως εξής:  1, 1, 11, 1n nn+ + ++ +′ ′    
=    ′ ′    

ζζζζD 0 GD 0 GD 0 GD 0 Ghhhh0 CC E0 CC E0 CC E0 CC E� ��

                                                                (3.116)  

Σε κάθε επανάληψη Picard, τα συστήµατα εξισώσεων (3.114) και (3.115) που 

αποτελούν την εξίσωση (3.116) επιλύονται µε τις µεθόδους συζυγών κλίσεων και Bi–

GSTAB, όπως παρουσιάζεται αναλυτικά στις παραγράφους 3.3.3 και 3.3.4. Συνήθως 

δύο ή τρεις επαναλήψεις Picard επαρκούν για τη σύγκλιση της λύσης της εξίσωσης 

(3.116) κατά τη διάρκεια ενός χρονικού βήµατος.   

 

 Είναι σηµαντικό να σηµειωθεί ότι το ηµι–πεπλεγµένο αριθµητικό σχήµα που 

χρησιµοποιείται στο υπό–µοντέλο ροής επιφανειακών υδάτων του IRENE–HYD, 

επιτρέπει την ταυτόχρονη συνδυασµένη επίλυση των εξισώσεων που διέπουν τη ροή 

των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων µε τρόπο ο οποίος δεν είναι 

υπολογιστικά δαπανηρός. Όπως περιγράφεται αναλυτικά στην παράγραφο 3.3.3, η 

επίλυση των εξισώσεων συνέχειας (3.13) και ποσότητας κίνησης (3.14)–(3.15) των 

επιφανειακών νερών ανάγεται ουσιαστικά στην επίλυση της εξίσωσης (3.49), όπου το 

υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων είναι ο µοναδικός 

άγνωστος. Συνεπώς, η προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και 

υπόγειων νερών επιτυγχάνεται µε την ταυτόχρονη επίλυση δύο µόνο εξισώσεων, των 

συνδυασµένων εξισώσεων της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων και 

συνέχειας των υπόγειων υδάτων (3.114) και (3.115), αντίστοιχα.          

 

3.3.6 Αλγόριθµος επίλυσης 

 

 Στα αρχεία εισόδου και στον υπολογιστικό κώδικα του IRENE χρησιµοποιείται 

ένας αριθµητικός κωδικός (cell identification index, cind) για τη διάκριση των 

διαφορετικών τύπων υπολογιστικών κελιών: cind = 1 για τα υπολογιστικά κελιά του 

επιφανειακού υδάτινου σώµατος, cind = 2 για τα υπολογιστικά κελιά των υπόγειων 

υδάτων και cind = 0 για κελιά που βρίσκονται εκτός ορίων του υπολογιστικού πεδίου 

των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων (ανενεργά κελιά). Ο αλγόριθµος 
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επίλυσης των συνδυασµένων εξισώσεων ροής των επιφανειακών και των υπόγειων 

νερών µπορεί να συνοψιστεί στα ακόλουθα βήµατα για το χρονικό βήµα n+1: 

 

1. Στην αρχή κάθε επανάληψης Picard, πριν από την επίλυση του συστήµατος 

γραµµικών εξισώσεων (3.116), υπολογίζονται οι τιµές των στοιχείων του 

µητρώου συντελεστών ′DDDD  και του διανύσµατος ′GGGG  για τα κελιά των 

επιφανειακών υδάτων (cind = 1) και οι τιµές των στοιχείων του µητρώου 

συντελεστών ′CCCCCCCC  και του διανύσµατος ′EEEE  για τα κελιά των υπόγειων υδάτων 

(cind = 2), χρησιµοποιώντας τις τιµές του υψοµέτρου της ελεύθερης 

επιφάνειας  και της ταχύτητας των επιφανεικών υδάτων και του υψοµέτρου 

της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων που έχουν υπολογισθεί 

κατά την προηγούµενη επανάληψη Picard ή κατά το προηγούµενο χρονικό 

βήµα, προκειµένου για την πρώτη επανάληψη Picard. Στη συνέχεια επιλύεται 

το σύστηµα εξισώσεων (3.116) για τον υπολογισµό των 1, 1n+ +ζζζζ �  και 1, 1n+ +hhhh � .  

 

2. Προτού ο αλγόριθµος προχωρήσει στην επόµενη επανάληψη Picard 

πραγµατοποιείται ο έλεγχος διαβροχής και ξήρανσης των υπολογιστικών 

κελιών των επιφανειακών νερών και προσδιορίζεται η θέση της ελεύθερης 

επιφάνειας των υπόγειων υδάτων. Με βάση τις νέες θέσεις της ελεύθερης 

επιφάνειας των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων, εφρµόζεται η 

οριακή συνθήκη που ισχύει στην επιφάνεια διήθησης στους κόµβους των 

υπολογιστικών κελιών του επιφανειακού υδάτινου σώµατος, στην κοινή 

διεπιφάνεια επιφανειακών–υπόγειων νερών, που βρίσκονται πάνω από την 

ελεύθερη επιφάνεια των επιφανειακών υδάτων και κάτω από την ελεύθερη 

επιφάνεια των υπόγειων υδάτων. Τέλος, υπολογίζονται οι οριζόντιες 

συνιστώσες της ταχύτητας των επιφανειακών υδάτων από την επίλυση των 

εξισώσεων (3.44) και (3.45), οι συνιστώσες της ταχύτητας στην κοινή 

διεπιφάνεια επιφανειακών–υπόγειων νερών από την επίλυση των εξισώσεων 

(3.106) και (3.107) και οι κατακόρυφες συνιστώσες της ταχύτητας των 

επιφανειακών υδάτων από την επίλυση της εξίσωσης (3.50).  

 

3. Για την επόµενη επανάληψη Picard ο αλγόριθµος επίλυσης επιστρέφει στο 

βήµα 1. Οι επαναλήψεις Picard συνεχίζονται ώσπου να επιτευχθεί 

ικανοποιητική σύγκλιση για τις τιµές του υψοµέτρου της ελεύθερης 

επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων και των πιεζοµετρικών φορτίων των 

υπόγειων υδάτων, οπότε ο αλγόριθµος συνεχίζει στο βήµα 4.  
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4. Με γνωστά πλέον τα 1n+ζζζζ  και 1n+hhhh  προσδιορίζεται το υψόµετρο της 

ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων νερών κατά το χρονικό βήµα n+1 και 

στη συνέχεια επιλύονται οι εξισώσεις (3.44) και (3.45) για τον υπολογισµό 

των οριζόντιων συνιστωσών της ταχύτητας των επιφανειακών υδάτων 11/2, ,ni j ku +
+  και 1, 1/2,ni j kv +

+ , οι εξισώσεις (3.103)–(3.105) για τον υπολογισµό των 

ταχυτήτων Darcy 1/2, ,1i j knxq +

+ , , 1/2,1i j knyq +

+  και , , 1/21i j knzq +

+  και οι εξισώσεις 

(3.106)–(3.108) για τον υπολογσιµό των ταχυτήτων * 11/2, ,ni j ku +
+ , * 1, 1/2,ni j kv +

+  και * 1, , 1/2ni j kw +
+  στη διεπιφάνεια επιφανειακών–υπόγειων νερών. Τέλος, οι  

κατακόρυφες συνιστώσες της ταχύτητας των επιφανειακών υδάτων, 1, , 1/2ni j kw +
− , προσδιορίζονται από την επίλυση της εξίσωσης (3.50) και ο 

αλγόριµος επίλυσης συνεχίζει στο επόµενο χρονικό βήµα.  

 

 Ο αλγόριθµος της ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης των εξισώσεων που 

διέπουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων (simultaneous coupling 

method) ο οποίος εφαρµόζεται στο IRENE–HYD, όπως περγράφτηκε αναλυτικά 

παραπάνω, απαιτεί τη χρήση κοινού µεγέθους χρονικού βήµατος κατά την επίλυση 

των εξισώσεων των επιφανειακών και των υπόγειων νερών. Αυτός ο περιορισµός, 

όπως έχει ήδη εξηγηθεί στην παράγραφο 2.3, µπορεί να οδηγήσει σε µεγάλους 

υπολογιστικούς χρόνους, καθώς δεν αξιοποιείται η διαφορετική χρονική κλίµακα που 

ισχύει για τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων. Για αυτόν τον λόγο, 

στο IRENE–HYD συµπεριλαµβάνεται και ένας δεύτερος αλγόριθµος επίλυσης, ο 

οποίος βασίζεται στη µέθοδο εσωτερικού συνδυασµού των εξισώσεων που διέπουν 

τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων νερών (internal coupling method) και 

επιτρέπει τη χρήση διαφορετικού χρονικού βήµατος στα υπό–µοντέλα ροής των 

επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων. Σύµφωνα µε αυτόν τον αλγόριθµο 

επίλυσης, σε κάθε χρονικό βήµα του υπό–µοντέλου ροής των υπόγειων νερών 

µπορούν να επιλυθούν περισσότερα από ένα χρονικά βήµατα του υπό–µοντέλου 

ροής των επιφανειακών νερών. Οι εξισώσεις των επιφανειακών και των υπόγειων 

νερών επιλύονται διαδοχικά αρκετές φορές σε κάθε χρονικό βήµα του υπό–µοντέλου 

ροής των υπόγειων νερών. Ο αλγόριθµος επίλυσης συνοψίζεται στα ακόλουθα 

βήµατα για το χρονικό βήµα των υπόγειων νερών n+1:  
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1. Αρχικά επιλύεται το σύστηµα εξισώσεων (3.111), οπότε υπολογίζονται τα 

πιεζοµετρικά φορτία και το υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας των 

υπόγειων υδάτων κατά το χρονικό βήµα n+1. Σε κάθε επανάληψη Picard, οι 

τιµές των στοιχείων των ′CCCCCCCC  και ′EEEE  υπολογίζονται µε βάση τις τιµές του 

υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων που έχουν 

υπολογισθεί στο τέλος του προηγούµενου χρονικού βήµατος, n.    

 

2. Επιλύονται οι εξισώσεις (3.110), (3.44)–(3.45), (3.106)–(3.108) και (3.50) για 

τον αριθµό των χρονικών βηµάτων του υπό–µοντέλου ροής των 

επιφανειακών υδάτων, NST,  που περιλαµβάνονται σε ένα χρονικό βήµα του 

υπό–µοντέλου ροής των υπόγειων υδάτων, οπότε υπολογίζονται το 

υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων, οι οριζόντιες 

συνιστώσες της ταχύτητας των επιφανειακών υδάτων, οι συνιστώσες της 

ταχύτητας στην κοινή διεπιφάνεια επιφανειακών–υπόγειων νερών και τέλος 

οι κατακόρυφες συνιστώσες της ταχύτητας των επιφανειακών υδάτων. Για 

την επίλυση του συστήµατος εξισώσεων (3.110) δεν χρησιµοποιείται η 

µέθοδος επαναλήψεων Picard, οπότε διατυπώνεται ως εξής:  

  1/n n NST n+′ ′=DDDD ζ Gζ Gζ Gζ G                                                                                  (3.117) 

Σε κάθε χρονικό βήµα των επιφανειακών νερών, οι τιµές των πιεζοµετρικών 

φορτίων που χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό των τιµών των στοιχείων 

των πινάκων ′DDDD  και ′GGGG  και τον προσδιορισµό των ταχυτήτων στη 

διεπιφάνεια επιφανειακών–υπόγειων νερών, προκύπτουν µέσω γραµµικής 

παρεµβολής των τιµών των πιεζοµετρικών φορτίων στην αρχή και στο τέλος 

του χρονικού βήµατος του υπό–µοντέλου ροής των υπόγειων υδάτων, όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 3.6.       

 

3. Το σύστηµα εξισώσεων (3.111) επιλύεται χρησιµοποιώντας αυτή τη φορά τις 

τιµές του υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων 

που υπολογίσθηκαν κατά το τελευταίο χρονικό βήµα του υπό–µοντέλου ροής 

των επιφανειακών υδάτων που περιλαµβάνεται στο χρονικό βήµα του υπό–

µοντέλου ροής των υπόγειων υδάτων. Έτσι προκύπτει µία καινούρια 

εκτίµηση για τις τιµές των πιεζοµετρικών φορτίων στο τέλος του χρονικού 

βήµατος n+1.  
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4. O αλγόριθµος επίλυσης επιστρέφει στο βήµα 2. Η διαδοχική επίλυση των 

συνδυασµένων εξισώσεων ροής των επιφανειακών και των υπόγειων νερών 

συνεχίζεται ώσπου να επιτευχθεί ικανοποιητική σύγκλιση για τις τιµές του 

υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων και των 

πιεζοµετρικών φορτίων των υπόγειων υδάτων, οπότε ο αλγόριθµος 

προχωράει στο βήµα 5. 

 

5. Με γνωστά πλέον τα 1n+ζζζζ  και 1n+hhhh  προσδιορίζονται οι ταχύτητες Darcy 1/2, ,1i j knxq +

+ , , 1/2,1i j knyq +

+  και , , 1/21i j knzq +

+ από την επίλυση των εξισώσεων (3.103)–

(3.105). Στη συνέχεια αλγόριθµος επίλυσης συνεχίζει στο επόµενο χρονικό 

βήµα του υπό–µοντέλου ροής των υπόγειων υδάτων.   

 

 Μεταξύ των δύο αλγορίθµων επίλυσης των συνδυασµένων εξισώσεων ροής των 

επιφανειακών και των υπόγειων νερών που περιλαµβάνονται στο IRENE–HYD, ο 

αλγόριθµος της ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης επιλέγεται σε περιπτώσεις 

συστηµάτων επιφανειακών–υπόγειων υδάτων µικρής σχετικά έκτασης, µε έντονη 

αλληλεπίδραση, ενώ ο αλγόριθµος του εσωτερικού συνδυασµού προτιµάται για 

συστήµατα µεγάλης έκτασης µε σηµαντικά διαφορετικές χρονικές κλίµακες στη ροή 

των επιφανειακών και των υπόγειων νερών, ώστε να µειωθεί ο υπολογιστικός 

χρόνος. 

 

 
Σχήµα 3.6: Γραµµική παρεµβολή των τιµών των πιεζοµετρικών φορτίων των υπόγειων 

υδάτων για κάθε χρονικό βήµα του υπό–µοντέλου ροής των επιφανειακών υδάτων 
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3.4 Έλεγχος της ακρίβειας του ολοκληρωµένου υδροδυναµικού 

µοντέλου επιφανειακών–υπόγειων υδάτων IRENE–HYD  

  

 Στις επόµενες παραγράφους ελέγχεται η ακρίβεια των αριθµητικών µεθόδων που 

εφαρµόζονται στο IRENE–HYD για την επίλυση των εξισώσεων που περιγράφουν τη 

ροή των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων και τη µεταξύ τους αλληλεπίδραση, 

συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα του µοντέλου µε αναλυτικές λύσεις των εξισώσεων 

που ισχύουν για απλές περιπτώσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και 

υπόγειων νερών, καθώς και µε αριθµητικές λύσεις µαθηµατικών µοντέλων των 

οποίων η αξιοπιστία και η ακρίβεια είναι αποδεκτή. Ο έλεγχος της ακρίβειας του 

IRENE–HYD πραγµατοποιείται διερευνώντας επτά περιπτώσεις, οι οποίες 

επιλέχθηκαν έτσι ώστε να είναι δυνατή η αξιολόγηση διαφορετικών συνιστωσών του 

µοντέλου. Πιο συγκεκριµένα, εξετάζονται: (1) η µέθοδος εκτίµησης της θέσης της 

ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων, (2) η µέθοδος διαβροχής και ξήρανσης 

υπολογιστικών κελιών που εφαρµόζεται στο υπό–µοντέλο ροής επιφανειακών 

υδάτων του IRENE–HYD, (3) η ικανότητα του IRENE–HYD να εκτιµήσει τη χρονικά 

µεταβαλλόµενη θέση της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων νερών σε συστήµατα 

επιφανειακών–υπόγειων υδάτων, (4) η ικανότητα του IRENE–HYD να προσοµοιώνει 

την αλληλεπίδραση µεταξύ λιµνών και υπόγειων νερών και (5) η ικανότητα του 

IRENE–HYD να προσοµοιώνει την αλληλεπίδραση µεταξύ υδατορευµάτων και 

υπόγειων νερών. Σε όλες τις περιπτώσεις ελέγχου που εξετάζονται στις επόµενες 

παραγράφους χρησιµοποιείται κοινό µέγεθος χρονικού βήµατος στα υπό–µοντέλα 

ροής των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων.    

 

 Ως µέτρο εκτίµησης της σύγκλισης µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD 

και των αποτελεσµάτων των αναλυτικών λύσεων ή των αριθµητικών µοντέλων που 

εφαρµόζονται στις περιπτώσεις ελέγχου που εξετάζονται παρακάτω, χρησιµοποιείται 

το µέσο σχετικό σφάλµα, MRE:  1np p pp pA MAMRE np=

−

=

∑

                                                                                          (3.118) 

όπου pM  και pA  συµβολίζουν τα αποτελέσµατα του IRENE–HYD (π.χ. τιµές 

πιεζοµετρικών φορτίων, ταχυτήτων, κλπ) και τα αποτελέσµατα των αναλυτικών 
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λύσεων ή των άλλων αριθµητικών µοντέλων που εφαρµόζονται, αντίστοιχα, και np  

είναι ο αριθµός των αποτελεσµάτων που συγκρίνονται.  

 

3.4.1 Έλεγχος της µεθόδου εκτίµησης της θέσης της ελεύθερης επιφάνειας 

των υπόγειων υδάτων  

 

 Η περίπτωση ελέγχου που εξετάζεται προκειµένου να αξιολογηθεί η µέθοδος 

εκτίµησης της θέσης της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων που 

εφαρµόζεται στο υπό–µοντέλο ροής των υπόγειων νερών του IRENE–HYD, είναι 

όµοια µε αυτήν που διερευνήθηκε στους McDonald et al. (1992). Πρόκειται για ένα 

πρόβληµα τρισδιάστατης ροής υπόγειων υδάτων σε φρεάτιο υδροφορέα, το οποίο 

επιλέχθηκε για τον έλεγχο της µεθόδου εκτίµησης της θέσης της ελεύθερης 

επιφάνειας των υπόγειων νερών που χρησιµοποιείται στο IRENE–HYD επειδή 

περιλαµβάνει τη µετατροπή ξηρών υπολογιστικών κελιών σε µερικώς ή πλήρως 

κορεσµένα κελιά και το αντίστροφο.   

 

 Το πρόβληµα περιλαµβάνει φρεάτιο υδροφορέα µήκους L = 3048 m, πλάτους W = 3048 m και πάχους B = 24.384 m. Η αρχική στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας 

του υπόγειου νερού στον υδροφορέα είναι ίση µε 0wtz = 7.62 m. Στη συνέχεια ο 

υδροφορέας επαναφορτίζεται µέσω της διήθησης επιφανεικού νερού από µία µικρή 

λίµνη, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.7. Η επιφάνεια του πυθµένα της λίµνης µέσω του 

οποίου γίνεται η διήθηση επιφανειακού νερού προς τον υπόγειο υδροφορέα είναι 

92903.04 m2. Ο ρυθµός διήθησης επιφανειακού νερού προς τον υπόγειο υδροφορέα 

θεωρείται ίσος µε N = 0.00381 m/day. Τα όρια του υδροφορέα θεωρούνται όρια 

σταθερού πιεζοµετρικού φορτίου h = 7.62 m. Ο υδροφορέας είναι οµογενής µε 

οριζόντια υδραυλική αγωγιµότητα x yK K= = 1.524 m/day και κατακόρυφη 

υδραυλική αγωγιµότητα zK = 7.62× 10–2 m/day.   
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Σχήµα 3.7: Γεωµετρία της περίπτωσης ελέγχου της µεθόδου που εφαρµόζεται στο IRENE–

HYD για την εκτίµηση της θέσης της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων  

 

 Ο έλεγχος της µεθόδου που εφαρµόζεται στο IRENE–HYD για την εκτίµηση της 

θέσης της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων πραγµατοποιείται 

συγκρίνοντας τα αποτελέσµατά του για το πρόβληµα που περιγράφτηκε παραπάνω 

µε τα αποτελέσµατα του αριθµητικού µοντέλου υπόγειων νερών MODFLOW για το 

ίδιο πρόβληµα. Πιο συγκεκριµένα, χρησιµοποιήθηκε το Visual MODFLOW 4.2 

(Waterloo Hydrogeologic Inc., 2005), το οποίο βασίζεται στο οµώνυµο λογισµικό 

ανοιχτού κώδικα της USGS (βλ. Harbaugh and McDonald, 1996, Harbaugh et al., 
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2000, Harbaugh, 2005). Η βασική διαφορά μεταξύ των δύο αριθμητικών μοντέλων 

όσων αφορά στη μέθοδο εκτίμησης της θέσης της ελεύθερης επιφάνειας των 

υπόγειων νερών, έγκειται στο ότι στο MODFLOW, σε αντίθεση με ό,τι συμβαίνει στο 

υπό–μοντέλο ροής υπόγειων νερών του IRENE–HYD, υπολογίζονται τα πιεζομετρικά 

φορτία μόνο στο τμήμα του υπολογιστικού πλέγματος που βρίσκεται κάτω από την 

ελεύθερη επιφάνεια των υπόγειων νερών. Τα ξηρά υπολογιστικά κελιά θεωρούνται 

ανενεργά κατά τη διάρκεια της προσομοίωσης και απομονώνονται από το 

υπολογισιτκό πεδίο. Ένα ξηρό υπολογιστικό κελί μπορεί κατά τη διάρκεια ενός 

χρονικού βήματος να μετατραπεί σε μερικώς ή πλήρως κορεσμένο κελί, αν το 

πιεζομετρικό φορτίο σε κάποιο από τα γειτονικά κελιά υπερβεί κάποιο όριο που 

ορίζεται αυθαίρετα από το χρήστη (McDonald et al., 1992). Επίσης, στο MODFLOW 

η πίεση στα μερικώς κορεσμένα κελιά θεωρείται υδροστατική, οπότε το πιεζομετρικό 

φορτίο στα μερικώς κορεσμένα κελιά είναι ίσο με τη στάθμη της ελεύθερης 

επιφάνειας. 

 

  

Σχήμα 3.8: ∆ιακριτοποίηση του υπολογιστικού πεδίου του προβλήματος που απεικονίζεται 

στο Σχήμα 3.7  στο κατακόρυφο επίπεδο x–z 

 

 Τόσο στο IRENE–HYD όσο και στο MODFLOW, το υπολογιστικό πεδίο για την 

περίπτωση ελέγχου που απεικονίζεται στο Σχήμα 3.7 διακριτοποιείται 

χρησιμοποιώντας 80 στήλες (N I  80), 80 γραμμές (N I  32) και 14 στρώματα 

(NΚ  14). Οι διαστάσεις του υπολογιστικού πλέγματος στις διευθύνσεις x και y είναι 

iΔx  38.1 m και jΔy 38.1 m, αντίστοιχα. Το πάχος κάθε στρώματος είναι 

kΔz  1.524 m. Η διακριτοποίηση του υπολογιστικού πεδίου στο κατακόρυφο 

επίπεδο x–z φαίνεται στο Σχήμα 3.8.  
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 Στο Σχήμα 3.9 παρουσιάζεται η μεταβολή της στάθμης του υδροφόρου ορίζοντα, 

λόγω της επαναφόρτισης του υδροφορέα μέσω της διήθησης επιφανειακού νερού 

από τη λίμνη, όπως προβλέπεται από το υπό–μοντέλο υπόγειων υδάτων του 

IRENE–HYD. Στο Σχήμα 3.10 συγκρίνονται τα αποτελέσματα του υπό–μοντέλου 

υπόγειων νερών του IRENE–HYD και του MODFLOW για τη στάθμη της ελεύθερης 

επιφάνειας των υπόγειων υδάτων στον υδροφορέα κατά τις χρονικές στιγμές t  190 

days, t  708 days και t  2630 days και μετά την αποκατάσταση μόνιμης ροής. Το 

πρόβλημα παρουσιάζει συμμετρία ως προς τους άξονες x και y, οπότε στο Σχήμα 

3.10 παρουσιάζονται οι τιμές της στάθμης της ελεύθερης επιφάνειας ως προς την 

απόσταση από το κέντρο της λίμνης. Οι αποκλίσεις μεταξύ των αποτελεσμάτων του 

IRENE–HYD και του MODFLOW είναι πολύ μικρές, όπως αποδεικνύεται άλλωστε και 

από τις τιμές του μέσου σχετικού σφάλματος που υπολογίζονται για τις διάφορες 

χρονικές στιγμές (βλ. Σχήμα 3.10). Η μέγιστη απόκλιση (0.30 m) παρατηρείται σε 

απόσταση 19.05 m για συνθήκες μόνιμης ροής.  

 

 

Σχήμα 3.9: Χρονική εξέλιξη της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων για το 

πρόβλημα του σχήματος 3.7 σύμφωνα με το υπό–μοντέλο υπόγειων νερών του IRENE–HYD 

 

 Γενικά, οι τιμές της στάθμης της ελεύθερης επιφάνειας που υπολογίζονται με το 

IRENE–HYD είναι χαμηλότερες σε σύγκριση με αυτές που υπολογίζονται με το 

MODFLOW. Οι μικρές αποκλίσεις που παρατηρούνται μεταξύ των αποτελεσμάτων 

των δύο μοντέλων οφείλονται προφανώς στις διαφορετικές μεθόδους που 
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ακολουθούνται για την εκτίµηση της θέσης της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων 

υδάτων αλλά και στο ότι στο MODFLOW η διοχετευτικότητα µεταξύ γειτονικών 

διαφορικών όγκων υπολογίζεται ως ο σταθµικός αρµονικός µέσος όρος των 

διοχετευτικοτήτων των γειτονικών διαφορικών όγκων (βλ. Harbaugh and McDonald, 

1996, Harbaugh et al., 2000, Harbaugh, 2005), ενώ στο υπό–µοντέλο ροής υπόγειων 

νερών του IRENE–HYD χρησιµοποιείται ανάντη στάθµιση. Το βασικό πλεονέκτηµα 

της µεθόδου που χρισηιµοποιείται στο IRENE–HYD για την εκτίµηση της θέσης της 

ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων είναι ότι δεν υπάρχει ανάγκη 

αποµόνωσης των ξηρών υπολογιστικών κελιών από το υπολογιστικό πεδίο και 

µετέπειτα µετατροπή τους σε ‘ενεργά’ (µερικώς ή πλήρως κορεσµένα) κελιά. Ωστόσο 

στη συγκεκριµένη περίπτωση ελέγχου, όπου είναι µεγάλος ο αριθµός των ξηρών 

υπολογιστικών κελιών, ο υπολογιστικός χρόνος που χρειάζεται το IRENE–HYD για 

την επίλυση του προβλήµατος είναι περίπου 1.7 φορές µεγαλύτερος του 

υπολογιστικού χρόνου που απαιτείται από το MODFLOW.          
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Σχήµα 3.10: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του υπό–µοντέλου ροής υπόγειων νερών του 

IRENE–HYD και του MODFLOW για τη στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων 

υδάτων στον υδροφορέα του σχήµατος 3.7    
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3.4.2 Έλεγχος της µεθόδου διαβροχής και ξήρανσης υπολογιστικών κελιών 

του επιφανειακού υδάτινου σώµατος  

 

 Προκειµένου να αξιολογηθεί η µέθοδος διαβροχής και ξήρανσης υπολογιστικών 

κελιών που χρησιµοποιείται στο FLOW–3DL, εξετάζονται δύο περιπτώσεις οι οποίες 

είναι όµοιες µε αυτές που διερευνήθηκαν στους Falconer and Owens (1987), 

Falconer and Chen (1991) και Balzano (1998). Στην πρώτη περίπτωση ελέγχου 

θεωρείται παράκτια λεκάνη απείρου πλάτους, µε µήκος 14400 m και πυθµένα µε 

οµοιόµορφη κλίση, µε βάθος που µεταβάλλεται από 5 m στο δυτικό ανοικτό όριο της 

λεκάνης σε 0 m στο ανατολικό κλειστό όριο (βλ. Σχήµα 3.11). Στο ανοικτό όριο 

επιβάλλεται ηµιτονοειδής διαταραχή της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας µε 

πλάτος ζ ′ = 2 m και περίοδο τ = 43200 s. Για την αριθµητική προσοµοίωση της 

χρονικά µεταβαλλόµενης θέσης της ελεύθερης επιφάνειας µε το FLOW–3DL, το 

υπολογιστικό πεδίο διακριτοποιείται χρησιµοποιώντας ένα στρώµα µεταβλητού 

πάχους στην κατακόρυφη διεύθυνση, ενώ στη διεύθυνση x χρησιµοποιείται βήµα 

διακριτοποίησης iΔx = 1200 m. Η επιτάχυνση Coriolis θεωρείται αµελητέα, ο 

συντελεστής τραχύτητας Manning ίσος µε η = 0.02 s/m1/3 και το χρονικό βήµα ίσο µε Δt = 360 s. Λόγω της κλίσης του πυθµένα, της οριακής συνθήκης που επιβάλλεται 

στο ανοικτό όριο της λεκάνης και της διακριτοποίησης που χρησιµοποιείται, το 

παραπάνω πρόβληµα αποτελεί µία δύσκολη περίπτωση ελέγχου της µεθόδου 

διαβροχής και ξήρανσης υπολογιστικών κελιών που εφαρµόζεται στο FLOW–3DL.  

 

 Στα γραφήµατα (α) και (β) του σχήµατος 3.12 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα 

του FLOW–3DL για τη διακύµανση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας κατά 

µήκος του υπολογιστικού πεδίου σε διάφορες χρονικές στιγµές κατά τη διάρκεια µιας 

περιόδου. Για λόγους σύγκρισης, στον κώδικα του FLOW–3DL προγραµµατίστηκε 

και η µέθοδος διαβροχής και ξήρανσης MLU που προτάθηκε από τους Casulli and 

Cheng (1992), τροποποίηση της οποίας αποτελεί η µέθοδος διαβροχής και ξήρανσης 

που εφαρµόζεται στο FLOW–3DL. Τα αποτελέσµατα του FLOW–3DL για τη στάθµη 

της ελεύθερης επιφάνειας κατά µήκος του υπολογιστικού πεδίου χρησιµοποιώντας τη 

µέθοδο MLU παρουσιάζονται στα γραφήµατα (γ) και (δ) του σχήµατος 3.12. Πρέπει 

εδώ να σηµειωθεί ότι και για τις δύο περιπτώσεις ελέγχου που εξετάζονται σε αυτήν 

την παράγραφο, η µέθοδος MLU εφαρµόστηκε ορίζοντας τα βάθη στα µέτωπα των 

υπολογιστικών κελιών του FLOW–3DL.   
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Σχήµα 3.11: Γεωµετρία της πρώτης περίπτωσης ελέγχου της µεθόδου διαβροχής και 

ξήρανσης υπολογιστικών κελιών που εφαρµόζεται στο FLOW–3DL: παράκτια λεκάνη µε 

πυθµένα οµοιόµορφης κλίσης 

 

 Όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.12, τα προφίλ της στάθµης της ελεύθερης 

επιφάνειας που υπολογίζονται χρησιµοποιώντας τις δύο διαφορετικές µεθόδους 

διαβροχής και ξήρανσης είναι οµαλά, χωρίς περίεργες ταλαντώσεις. Η σύγκλιση 

µεταξύ των αποτελεσµάτων των δύο µεθόδων κρίνεται πολύ ικανοποιητική, µε 

κάποιες αποκλίσεις να παρατηρούνται κατά τις χρονικές στιγµές t = τ/3 και t = 5τ/12 

(κατιούσα παλίρροια) και t = 11τ/24 ως t = 17τ/24 (ανερχόµενη παλίρροια) για τα 

ξηρά υπολογιστικά κελιά που βρίσκονται κοντά στο ανατολικό κλειστό όριο του 

πεδίου. Οι τιµές της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας που υπολογίζονται για αυτά 

τα κελιά χρησιµοποιώντας τη µέθοδο MLU είναι χαµηλότερες από το υψόµετρο του 

πυθµένα του επιφανειακού υδάτινου σώµατος. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι η 

µέθοδος MLU επιτρέπει την πτώση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας σε ένα 

κελί στο ελάχιστο από τα υψόµετρα πυθµένα που ορίζονται στα µέτωπα του 

υπολογιστικού κελιού. Με άλλα λόγια, αναφορικά µε τον όγκο νερού που µπορεί να 

αποθηκευτεί σε ένα κελί, όταν εφαρµόζεται η µέθοδος MLU το FLOW–3DL 

ισοδυναµεί µε ένα µοντέλο όπου η τοπογραφία του πυθµένα διακριτοποιείται 

κλιµακωτά, µε το υψοµέτρο του πυθµένα κάθε κελιού να είναι ίσο µε το ελάχιστο από 

τα υψόµετρα του πυθµένα που ορίζονται στα µέτωπα του κελιού, δηλαδή , mini jbedz = ( 1/2, , 1/2,i j i jbed bedz z
± ±

) (Balzano, 1998). 
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Σχήµα 3.12: ∆ιακύµανση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας κατά µήκος παράκτιας 

λεκάνης µε πυθµένα οµοιόµορφης κλίσης εφαρµόζοντας τη µέθοδο διαβροχής και ξήρανσης 

του FLOW–3DL και τη µέθοδο MLU. Τα γραφήµατα (α) και (γ) αντιστοιχούν στην κατιούσα 

παλίρροια και τα γραφήµατα (β) και (δ) στην ανερχόµενη παλίρροια.  

  

 Με τη µέθοδο διαβροχής και ξήρανσης του FLOW–3DL δεν παρατηρείται αυτή η 

υπερεκτίµηση του όγκου νερού που µπορεί να αποθηκευτεί σε ένα υπολογιστικό κελί, 

γεγονός που οφείλεται εν µέρει στην ίδια τη µέθοδο και εν µέρει στη διακριτοποίηση 

του υπολογιστικού πεδίου, που είναι αντιπροσωπευτική της τοπογραφίας του 

πυθµένα στο συγκεκριµένο πρόβληµα. Σε περιπτώσεις όπου η διακριτοποίηση δεν 

απεικονίζει την πραγµατική τοπογραφία του πυθµένα του επιφανειακού υδάτινου 

σώµατος, η µέθοδος διαβροχής και ξήρανσης που εφαρµόζεται στο FLOW–3DL 

µπορεί να οδηγήσει σε υπερεκτίµηση ή υποεκτίµηση του όγκου νερού που µπορεί να 
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αποθηκευτεί σε ένα υπολογιστικό κελί. Συνεπώς, επειδή στο FLOW–3DL τα βάθη 

ορίζονται στο κέντρο των διαφορικών όγκων, σε περιπτώσεις µε πολύπλοκη 

τοπογραφία πυθµένα απαιτείται πυκνότερη διακριτοποίηση σε σχέση µε αυτήν που 

χρησιµοποιείται σε αριθµητικά µοντέλα όπου τα βάθη ορίζονται στα µέτωπα των 

διαφορικών όγκων. 

 

 Τα παραπάνω γίνονται κατανοητά στη δεύτερη περίπτωση ελέγχου της µεθόδου 

διαβροχής και ξήρανσης υπολογιστικών κελιών του FLOW–3DL. Tα χαρακτηριστικά 

της δεύτερης περίπτωσης ελέγχου είναι όµοια µε αυτά της πρώτης, µε τη διαφορά ότι 

ο πυθµένας της παράκτιας λεκάνης έχει τώρα µεταβλητή κλίση (βλ. Σχήµα 3.13). Η 

τοπογραφία του πυθµένα της παράκτιας λεκάνης για τη δεύτερη περίπτωση ελέγχου 

προκύπτει θέτοντας το υψόµετρο του πυθµένα στη θέση x = 9600 m ίσο µε το 

υψόµετρο του πυθµένα στη θέση x = 10800 m. 

 

ανατολικό 
κλειστό όριο

5 m

14400 m
επίπεδο αναφοράς

κλιµακωτή διακριτοποίηση 
της τοπογραφίας του πυθµένα

πυθµένας

 
Σχήµα 3.13: Γεωµετρία της δεύτερης περίπτωσης ελέγχου της µεθόδου διαβροχής και 

ξήρανσης υπολογιστικών κελιών που εφαρµόζεται στο FLOW–3DL: παράκτια λεκάνη µε 

πυθµένα µεταβλητής κλίσης  
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Σχήµα 3.14: ∆ιακύµανση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας κατά µήκος παράκτιας 

λεκάνης µε πυθµένα µεταβλητής κλίσης εφαρµόζοντας τη µέθοδο διαβροχής και ξήρανσης 

του FLOW–3DL και τη µέθοδο MLU. Τα γραφήµατα (α) και (γ) αντιστοιχούν στην κατιούσα 

παλίρροια και τα γραφήµατα (β) και (δ) στην ανερχόµενη παλίρροια.  

 

 Το Σχήµα 3.14 απεικονίζει τη διακύµανση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας 

κατά µήκος του υπολογιστικού πεδίου, σε διάφορες χρονικές στιγµές κατά τη 

διάρκεια µιας περιόδου, όπως υπολογίζεται µε το FLOW–3DL χρησιµοποιώντας τις 

δύο διαφορετικές µεθόδους διαβροχής και ξήρανσης. Όπως φαίνεται στο Σχήµα 

3.14, οι δύο µέθοδοι διαβροχής και ξήρανσης δεν προκαλούν περίεργες ταλαντώσεις 

στα προφίλ της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας. Οι τιµές του υψοµέτρου της 

ελεύθερης επιφάνειας που υπολογίζονται χρησιµοποιώντας τη µέθοδο διαβροχής και 

ξήρανσης του FLOW–3DL για τις θέσεις x = 600 m ως x = 7800 m είναι σχεδόν 
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όµοιες µε αυτές που υπολογίζονται µε τη µέθοδο MLU. Ωστόσο στις θέσεις x = 9000 

m ( i = 8), x = 10200 m ( i = 9) και x = 11400 m ( i = 10) κατά τις χρονικές στιγµές t = 7τ/24 ως t = 15τ/24 παρατηρούνται αποκλίσεις µεταξύ των αποτελεσµάτων των 

δύο µεθόδων. Πιο συγκεκριµένα, σε αυτήν την περίπτωση ελέγχου, η σχέση (3.52) 

που χρησιµοποιείται στο FLOW–3DL για τον προσδιορισµό του υψοµέτρου του 

πυθµένα στα µέτωπα των διαφορικών όγκων οδηγεί σε υπερεκτίµηση του 

πραγµατικού υψοµέτρου του πυθµένα της παράκτιας λεκάνης στα µέτωπα (7+1/2), 

(8+1/2) και (9+1/2), δηλαδή στις θέσεις x = 8400 m, x = 9600 m και x = 10800 m 

που αποτελούν θέσεις µεταβολής της κλίσης του πυθµένα της λεκάνης. Το γεγονός 

αυτό σε συδυασµό µε τη συνθήκη (3.53) που χρησιµοποιείται στη µέθοδο διαβροχής 

και ξήρανσης του FLOW–3DL έχει σαν αποτέλεσµα την υποεκτίµηση των παροχών 

στα µέτωπα (7+1/2), (8+1/2) και (9+1/2) και τη συνακόλουθη υπερεκτίµηση της 

στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας στις θέσεις x = 9000 m, x = 10200 m και x = 11400 m. Αυτή η υπερεκτίµηση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας δεν 

παρατηρείται όταν χρησιµοποιείται η µέθοδος MLU. Από την άλλη πλευρά, η 

µέθοδος MLU οδηγεί και σε αυτήν την περίπτωση ελέγχου σε υπερεκτίµηση του 

όγκου νερού που µπορεί να αποθηκευτεί σε ένα υπολογιστικό κελί, όπως 

αποδεικνύεται από τις τιµές της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας που 

υπολογίζονται για τις θέσεις x = 12600 m ( i = 11) και x = 13800 m ( i = 12).      

 

 Μία περισσότερο αντιπροσωπευτική απεικόνιση της τοπογραφίας του πυθµένα 

της παράκτιας λεκάνης στο FLOW–3DL µπορεί να επιτευχθεί χρησιµοποιώντας 

µικρότερο βήµα διακριτοποίησης στη διεύθυνση x. Στην περίπτωση αυτή 

διαφορροποιούνται οι τιµές του υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας που 

υπολογίζονται εφαρµόζοντας τη µέθοδο διαβροχής και ξήρανσης του FLOW–3DL, 

όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.15, όπου παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του 

µοντέλου για τη διακύµανση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας κατά µήκος του 

υπολογιστικού πεδίου χρησιµοποιώντας χωρικό βήµα iΔx = 600 m. Για λόγους 

σύγκρισης, στο ίδιο σχήµα παρουσιάζονται επίσης τα αποτελέσµατα του FLOW–3DL 

για χωρικό βήµα iΔx = 1200 m. Υποδιπλασιάζοντας το βήµα διακριτοποίησης στη 

διεύθυνση x, οι τιµές που υπολογίζονται µέσω της σχέσης (3.52) για το υψόµετρο του 

πυθµένα της παράκτιας λεκάνης στα µέτωπα (14+1/2), (16+1/2) και (18+1/2), δηλαδή 

στις θέσεις x = 8400 m, x = 9600 m και x = 10800 m όπου µεταβάλλεται η κλίση του 

πυθµένα, είναι πολύ κοντά στις πραγµατικές τιµές του υψοµέτρου του πυθµένα της 

λεκάνης. Έτσι, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.15, οι τιµές της στάθµης της ελεύθερης 

επιφάνειας που υπολογίζονται µεταξύ των θέσεων x = 8400 m και x = 11400 m κατά 



ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ Υ∆ΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΟ  
ΜΟΝΤΕΛΟ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ–ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 3-92 

τις χρονικές στιγµές t = 7τ/24 ως t = 15τ/24 είναι σηµαντικά χαµηλότερες σε σύγκριση 

µε αυτές που υπολογίζονται χρησιµοποιώντας χωρικό βήµα iΔx = 1200 m και 

προσεγγίζουν τις τιµές που υπολογίζονται µε τη µέθοδο MLU (βλ. Σχήµα 3.14 (γ) και 

(δ)). Από τα παραπάνω γίνεται φανερή η επίδραση της ακρίβειας µε την οποία 

απεικονίζεται ο πυθµένας του επιφανειακού υδάτινου σώµατος στο FLOW–3DL, στην 

διαβροχή και ξήρανση υπολογιστικών κελιών και τον προσδιορισµό της θέσης της 

ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων.   
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Σχήµα 3.15: ∆ιακύµανση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας κατά µήκος παράκτιας 

λεκάνης µε πυθµένα µεταβλητής κλίσης, εφαρµόζοντας τη µέθοδο διαβροχής και ξήρανσης 

του FLOW–3DL, για iΔx = 600 m και iΔx = 1200 m. Τα γραφήµατα (α) και (γ) αντιστοιχούν 

στην κατιούσα παλίρροια και τα γραφήµατα (β) και (δ) στην ανερχόµενη παλίρροια.  
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 Γενικά, αξιολογώντας τα αποτελέσµατα του FLOW–3DL για τις δύο περιπτώσεις 

ελέγχου που εξετάστηκαν σε αυτήν την παράγραφο, προκύπτει ότι το υπό–µοντέλο 

επιφανειακών νερών του IRENE–HYD µπορεί µε ακρίβεια να προσοµοιώσει τη 

χρονικά µεταβαλλόµενη θέση της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων 

σε δύσκολα προβλήµατα όπου λαµβάνει χώρα διαδοχική ξήρανση και διαβροχή 

υπολογιστικών κελιών. Και στις δύο περιπτώσεις ελέγχου, οι τιµές της στάθµης της 

ελεύθερης επιφάνειας που υπολογίζονται εφαρµόζοντας τη µέθοδο διαβροχής και 

ξήρανσης του FLOW–3DL προσεγγίζουν τις τιµές που υπολογίζονται εφαρµόζοντας 

τη µέθοδο MLU που προτάθηκε από τους Casulli and Cheng (1992). Η µέθοδος 

διαβροχής και ξήρανσης που εφαρµόζεται στο FLOW–3DL δεν οδηγεί σε 

υπερεκτίµηση του όγκου νερού που µπορεί να αποθηκευτεί στα υπολογιστικά κελιά, 

όπως συµβαίνει όταν χρησιµοποιείται η µέθοδος MLU. Ωστόσο επειδή στο FLOW–

3DL τα βάθη ορίζονται στο κέντρο των διαφορικών όγκων, στις περισσότερες 

περιπτώσεις απαιτείται πυκνότερο υπολογιστικό πλέγµα σε σύγκριση µε αυτό που 

χρησιµοποιείται σε αριθµητικά µοντέλα όπου τα βάθη ορίζονται στα µέτωπα των 

διαφορικών όγκων, καθώς, όπως αποδεικνύεται στη δεύτερη περίπτωση ελέγχου, η 

ακρίβεια απεικόνισης του πυθµένα του επιφανειακού υδάτινου σώµατος στο FLOW–

3DL επιδρά στην ακρίβεια υπολογισµού της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας.  

 

 Και στις δύο περιπτώσεις ελέγχου που διερευνήθηκαν παραπάνω, ο πυθµένας 

της παράκτιας λεκάνης θεωρήθηκε αδιαπέρατος, προκειµένου να αξιολογηθεί η 

µέθοδος διαβροχής και ξήρανσης υπολογιστικών κελιών του επιφανειακού υδάτινου 

σώµατος. Θεωρώντας τον πυθµένα της λεκάνης διαπερατό, µπορεί να διαπιστωθεί η 

ικανότητα του IRENE–HYD να εκτιµήσει τη χρονικά µεταβαλλόµενη θέση της 

ελεύθερης επιφάνειας στο σύστηµα των επειφανειακών–υπόγειων υδάτων. Για αυτόν 

τον λόγο, το IRENE–HYD εφαρµόζεται στην περίπτωση ελέγχου που απεικονίζεται 

στο Σχήµα 3.16, λαµβάνοντας αυτή τη φορά υπ’ όψη την υδραυλική επικοινωνία 

µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών. Τα χαρακτηριστικά της περίπτωσης 

ελέγχου του σχήµατος 3.16 είναι όµοια µε αυτά της πρώτης περίπτωσης ελέγχου 

που απεικονίζεται στο Σχήµα 3.11, µε τη διαφορά ότι το βάθος µεταβάλλεται από 6 m 

στο δυτικό ανοικτό όριο σε 0 m στο ανατολικό κλειστό όριο και ότι το πλάτος της 

ηµιτονοειδούς διαταραχής της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών 

υδάτων που επιβάλλεται στο ανοικτό όριο είναι ζ ′ = 4 m. Για την ειδική 

αποθηκευτικότητα και την υδραυλική αγωγιµότητα του πορώδους µέσου επιλέγονται 

οι ακόλουθες τιµές: yS = 0.1 και K = 0.001 m/s.   
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Σχήµα 3.16: Γεωµετρία της περίπτωσης ελέγχου της ικανότητας του IRENE–HYD να 

εκτιµήσει τη χρονικά µεταβαλλόµενη θέση της ελεύθερης επιφάνειας επιφανειακών και 

υπόγειων υδάτων 

 

 Στο Σχήµα 3.17 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του IRENE–HYD για τη 

διακύµανση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας κατά µήκος του υπολογιστικού 

πεδίου σε διάφορες χρονικές στιγµές κατά τη διάρκεια µιας περιόδου. Για λόγους 

σύγκρισης στο ίδιο σχήµα παρουσιάζονται και τα αποτελέσµατα του FLOW–3DL, 

θεωρώντας φυσικά ότι ο πυθµένας της παράκτιας λεκάνης είναι αδιαπέρατος. Τα 

αποτελέσµατα του IRENE–HYD διαφορροποιούνται σε σχέση µε τα αποτελέσµατα 

του  FLOW–3DL κατά τους χρόνους t = τ/3 και t = 5τ/12 (κατιούσα παλίρροια), στις 

θέσεις x = 12600 m ως x = 13800 m ( i = 11–12) και x = 11400 m ως x = 13800 m 

( i = 10–12), αντίστοιχα, και κατά τους χρόνους t = τ/2, t = 7τ/12 και t = 2τ/3, στις 

θέσεις x = 9000 m ως x = 13800 m ( i = 8–12), x = 7800 m ως x = 13800 m ( i = 7–

12) και x = 11400 m ως x = 13800 m ( i = 10–12), αντίστοιχα. Στις παραπάνω 

θέσεις, κατά τους χρόνους t = τ/3 ως t = 2τ/3, προκύπτουν ξηρά υπολογιστικά κελιά 

σύµφωνα µε το FLOW–3DL, ενώ µε το IRENE–HYD είναι δυνατή η εκτίµηση της 

στάθµης του υπόγειου νερού.    
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Σχήµα 3.17: ∆ιακύµανση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας επιφανειακών και υπόγειων 

υδάτων κατά µήκος του υπολογιστικού πεδίου της περίπτωσης ελέγχου του σχήµατος 3.16, 

όπως υπολογίζεται µε το IRENE–HYD. Τα γραφήµατα (α) και (γ) αντιστοιχούν στην κατιούσα 

παλίρροια και τα γραφήµατα (β) και (δ) στην ανερχόµενη παλίρροια.  

 

3.4.3 Έλεγχος της ικανότητας του IRENE–HYD να εκτιµήσει τη χρονικά 

µεταβαλλόµενη θέση της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων 

και την επιφάνεια διήθησης σε ένα σύστηµα επιφανειακών–υπόγειων 

νερών 

 

 Η ικανότητα του IRENE–HYD να προσοµοιώνει τη χρονικά µεταβαλλόµενη θέση 

της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων νερών σε συστήµατα επιφανειακών–
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υπόγειων υδάτων ελέγχεται συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα του µοντέλου µε τα 

αποτελέσµατα της αναλυτικής λύσης των Serrano and Workman (1998) για την 

περίπτωση αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων νερών που απεικονίζεται στο 

Σχήµα 3.18 (α). Οι Serrano and Workman (1998), όπως έχει ήδη αναφερθεί στο 

Κεφάλαιο 2, θεώρησαν την περίπτωση οµογενούς φρεάτιου υδροφορέα ο οποίος 

περιορίζεται στο δυτικό και ανατολικό όριό του στη διεύθυνση x από δύο 

υδατορεύµατα πλήρους διείσδυσης (βλ. Σχήµα 3.18 (α)). Θεωρώντας τη ροή στον 

υδροφορέα οριζόντια, µονοδιάστατη στη διεύθυνση x, περιγράφεται από τη µη 

γραµµική εξίσωση Boussinesq (2.7). Για το πρόβληµα του σχήµατος 3.18 (α) ισχύουν 

οι ακόλουθες αρχικές και οριακές συνθήκες:  0( ,0) ( ), (0, ) ( ), ( , ) ( )W a Eh x h x h t ζ t h W t ζ t= = =                                                (3.118) 

όπου ( )Wζ t  και ( )Εζ t  συµβολίζουν τη χρονικά µεταβαλλόµενη στάθµη των δύο 

υδατορευµάτων που βρίσκονται στο δυτικό και ανατολικό όριο του υδροφορέα, 

αντίστοιχα. Οι Serrano and Workman (1998) χρησιµοποίησαν τη µέθοδο διάσπασης 

του Adomian (Adomian decomposition method, Adomian, 1994) για την επίλυση της 

µονοδιάστατης εξίσωσης Boussinesq. Πιο συγκεκριµένα, εφάρµοσαν τις µεθόδους 

χωρικής µερικής διάσπασης (x–partial decomposition) και χρονικής µερικής 

διάσπασης (t–partial decomposition) κατά Adomian καταλήγοντας έτσι σε λύσεις υπό 

µορφή σειρών. Για τις περισσότερες πρακτικές εφαρµογές ο ρυθµός σύγκλισης των 

σειρών είναι υψηλός, οπότε οι πρώτοι δύο ή τρεις όροι αρκούν για µία ακριβή λύση 

(Serrano and Workman, 1998). Οι τιµές των πιεζοµετρικών φορτίων που 

υπολογίζονται από την επίλυση της εξίσωσης Boussinesq (2.7) συµπίπτουν βέβαια 

µε το υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων, αφού η ροή στον 

φρεάτιο υδροφορέα θεωρείται οριζόντια.  

 

 Στην περίπτωση ελέγχου που εξετάζεται εδώ, θεωρείται υδροφορέας µε τα 

ακόλουθα χαρακτηριστικά: aW = 15 m, K = 0.0005 m/s και yS = 0.2. Αρχικά, η 

στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας του νερού στο υδατόρευµα που βρίσκεται στο 

δυτικό όριο του υδροφορέα είναι (0)Wζ = 5 m και η στάθµη του υδατορεύµατος που 

βρίσκεται στο ανατολικό όριο του υδροφορέα είναι (0)Εζ = 4 m. Η αρχική κατανοµή 

των πιεζοµετρικών φορτίων στον υδροφορέα θεωρείται γραµµική, δηλαδή: 0( )5 (1/15)h x x= − . Κατά τη χρονική στιγµή 0t ε= + , όπου ε  είναι ένας πολύ µικρός 

αριθµός, θεωρείται µία απότοµη πτώση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας του 
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νερού στο ανατολικό υδατόρευµα από 4 m σε 0.5 m. Στη συνέχεια η στάθµη του 

υδατορεύµατος παραµένει σταθερή, δηλαδή ( )Εζ t = 0.5 m, t ε≥ . Η στάθµη του 

νερού στο υδατόρευµα που βρίσκεται στο δυτικό όριο του υδροφορέα θεωρείται ότι 

παραµένει σταθερή στα 5 m, δηλαδή ( )Wζ t = 5 m, 0t ≥ .  

 

 Είναι προφανές ότι για την παραπάνω περίπτωση αλληλεπίδρασης, οι 

διακυµάνσεις της ελεύθερης επιφάνειας του υδροφορέα δε µπορούν να θεωρηθούν 

µικρές σε σύγκριση µε το µέσο κορεσµένο βάθος ροής. Αυτός είναι και ο λόγος που 

για την επιβεβαίωση των αποτελεσµάτων του µοντέλου επιλέγεται η λύση των 

Serrano and Workman της µη γραµµικής εξίσωσης Boussinesq (2.7) και όχι κάποια 

από την πληθώρα αναλυτικών λύσεων των γραµµικοποιηµένων εξισώσεων 

Boussinesq (2.8α) και (2.8β) που είναι διαθέσιµες στη βιβλιογραφία. Τόσο η λύση 

που προκύπτει µε τη µέθοδο της χωρικής µερικής διάσπασης όσο και η λύση που 

προκύπτει µε τη µέθοδο της χρονικής µερικής διάσπασης µπορούν εύκολα να 

εφαρµοστούν χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα της περίπτωσης ελέγχου που 

εξετάζεται εδώ. Πιο αναλυτικά, η θέση της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων 

υδάτων µετά την απότοµη πτώση της στάθµης του νερού στο ανατολικό υδατόρευµα, 

προσδιορίζεται εφαρµόζοντας την αναλυτική λύση που προκύπτει µε τη µέθοδο της 

χωρικής µερικής διάσπασης, θεωρώντας ότι ε = 10 s. Στη συνέχεια, η στάθµη της 

ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων υπολογίζεται εφαρµόζοντας την 

αναλυτική λύση που προκύπτει µε τη µέθοδο της χρονικής µερικής διάσπασης, 

χρησιµοποιώντας χρονικό βήµα Δt = 10 s. Σε κάθε χρονικό βήµα, ως αρχική θέση 

της ελεύθερης επιφάνειας θεωρείται αυτή που προσδιορίσθηκε από την εφαρµογή 

της αναλυτικής λύσης κατά το προηγούµενο χρονικό βήµα. 

  

 Προκειµένου να προσοµοιωθεί η χρονικά µεταβαλλόµενη θέση της ελεύθερης 

επιφάνειας των υπόγειων υδάτων µε το IRENE–HYD, επιλέγονται οι ακόλουθες 

διαστάσεις για το µήκος, L, του υδροφορέα στη διεύθυνση y και τα πλάτη, WW και 

WE, των δύο υδατορευµάτων που βρίσκονται στο δυτικό και ανατολικό όριο του 

υδροφορέα: L = 20 m, WW = 10 m και EW = 10 m. Στο Σχήµα 3.18 (β) φαίνεται η 

διακριτοποίηση του υπολογιστικού πεδίου στο οριζόντιο επίπεδο x–y 

χρησιµοποιώντας 50 στήλες (NI = 50) και 20 γραµµές (NJ = 20). Στη διεύθυνση x 

χρησιµοποιείται χωρικό βήµα iΔx = 1 m στην περιοχή των επιφανεικών υδάτων και iΔx = 0.5 m στην περιοχή του υδροφορέα, προκειµένου το υψόµετρο της ελεύθερης 

επιφάνειας των υπόγειων υδάτων να υπολογισθεί µε µεγαλύτερη ακρίβεια. Στη 
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διεύθυνση y το χωρικό βήμα είναι ίσο με jΔy  1 m. Στην κατακόρυφη διεύθυνση 

χρησιμοποιείται ένα στρώμα (NK  1) πάχους 5.5 m.  

 

 

Σχήμα 3.18: Περίπτωση ελέγχου της ικανότητας του IRENE–HYD να προσομοιώνει τη 

χρονικά μεταβαλλόμενη θέση της επιφάνειας των υπόγειων υδάτων σε ένα σύστημα 

επιφανειακών–υπόγειων νερών: (α) γεωμετρία και (β) διακριτοποίηση του υπολογστικού 

πεδίου στο επίπεδο x–y   

 

 Το βόρειο και το νότιο όριο του υδροφορέα θεωρούνται αδιαπέρατα (βλ. Σχήμα 

3.18 (β)). Το αρχικό βάθος νερού στα δύο υδατορεύματα που βρίσκονται στο δυτικό 

και ανατολικό όριο του υδροφορέα είναι WH  5 m και EH  0.5 m, αντίστοιχα. Στο 

νότιο ανοικτό όριο των δύο υδατορευμάτων επιβάλλεται σταθερή ταχύτητα εισροής 

ίση με 0.1 m/s. Αυτή η τιμή της ταχύτητας εισροής επιλέχθηκε έτσι ώστε, κατά τη 

διάρκεια της προσομοίωσης, η στάθμη του νερού στο δυτικό και το ανατολικό 

υδατόρευμα να μπορεί να θερωρηθεί ότι παραμένει αμετάβλητη στα 5 m και 0.5 m, 

αντίστοιχα, παρουσιάζοντας μικρές μόνο διακυμάνσεις στη διεύθυνση y. Έτσι, η 



ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ Υ∆ΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΟ  
ΜΟΝΤΕΛΟ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ–ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 3-99 

υπόγεια ροή µπορεί να θεωρηθεί µονοδιάστατη στη διεύθυνση x, ώστε τα 

αποτελέσµατα του IRENE–HYD να είναι συγκρίσιµα µε τα αποτελέσµατα της 

αναλυτικής λύσης των Serrano and Workman (1998).  

 

 Στο Σχήµα 3.19 παρουσιάζεται η στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας των 

υπόγειων υδάτων στον φρεάτιο υδροφορέα, κατά τις χρονικές στιγµές t = 0.08 h, t = 0.28 h, t = 0.69 h και µετά την αποκατάσταση µόνιµης ροής, όπως υπολογίζεται 

µε το IRENE–HYD και την αναλυτική λύση των Serrano and Workman (1998). Όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 3.19, η σύγκλιση µεταξύ των αποτελεσµάτων του µοντέλου και 

των αποτελεσµάτων της αναλυτικής λύσης είναι εξαιρετική. Οι τιµές του µέσου 

σχετικού σφάλµατος που υπολογίζονται για τις διάφορες χρονικές στιγµές είναι πολύ 

κοντά στο µηδέν (βλ. Σχήµα 3.19). Συνεπώς το µοντέλο µπορεί µε ακρίβεια να 

προσοµοιώσει τη χρονικά µεταβαλλόµενη θέση της ελεύθερης επιφάνειας των 

υπόγειων υδάτων σε αυτήν την περίπτωση αλληλεπίδρασης επιφανειακών–

υπόγειων νερών όπου γίνεται η παραδοχή µονοδιάστατης οριζόντιας υπόγειας ροής.  
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Σχήµα 3.19: Στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων στον φρεάτιο 

υδροφορέα του σχήµατος 3.18 (α) κατά τις χρονικές στιγµές t = 0.08 h, t = 0.28 h, t = 0.69 h 

και σε συνθήκες µόνιµης ροής, όπως υπολογίζεται µε το IRENE–HYD και την αναλυτική λύση 

των Serrano and Workman (1998) θεωρώντας ότι ισχύει η παραδοχή Dupuit οριζόντιας ροής    

 

 Η παραδοχή Dupuit οριζόντιας ροής, ωστόσο, οδηγεί σε µειωµένη ακρίβεια στον 

υπολογισµό της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων νερών, ιδιαίτερα 

κοντά στο ανατολικό όριο του υδροφορέα, καθώς δεν είναι δυνατόν να εκτιµηθεί η 

επιφάνειας διήθησης. Προκειµένου να προσδιορισθεί µε ακρίβεια η θέση της 
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ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων, πρέπει η υπόγεια ροή στο πρόβληµα 

αλληλεπίδρασης του σχήµατος 3.18 (α) να θεωρηθεί διδιάστατη στο κατακόρυφο 

επίπεδο x–z. Έτσι, στο IRENE–HYD, το υπολογιστικό πεδίο διακριτοποιείται τώρα 

στην κατακόρυφη διεύθυνση z χρησιµοποιώντας 10 στρώµατα (NK = 10). Το πάχος 

του πρώτου στρώµατος επιλέγεται ίσο µε 1Δz = 1 m, ενώ για τα στρώµατα 2–10 

ισχύει kΔz = 0.5 m. Ελλείψει κάποιας αναλυτικής λύσης για το πρόβληµα 

αλληλεπίδρασης του σχήµατος 3.18 (α) όταν η ροή στον φρεάτιο υδροφορέα 

θεωρείται διδιάστατη στο κατακόρυφο επίπεδο x–z, χρησιµοποιείται το αριθµητικό 

µοντέλο υπόγειων νερών MODFLOW (Visual MODFLOW 4.2, Waterloo 

Hydrogeologic Inc., 2005) για τον έλεγχο των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD. 

      

 Στο MODFLOW, το υπολογιστικό πεδίο για την περίπτωση αλληλεπίδρασης του 

σχήµατος 3.18 (α) διακριτοποιείται χρησιµοποιώντας 32 στήλες (NI = 32), 1 γραµµή 

(NJ = 1) και 10 στρώµατα (NΚ = 10). Το χωρικό βήµα στη διεύθυνση x επιλέγεται 

ίσο µε iΔx = 0.5 m, όπως και στο IRENE–HYD, εκτός από την πρώτη και την 

τελευταία στήλη για τις οποίες iΔx = 0.1 m. Οι διαστάσεις του υπολογιστικού 

πλέγµατος στις διευθύνσεις y και z είναι όµοιες µε αυτές που χρησιµοποιούνται στο 

IRENE–HYD, δηλαδή jΔy = 1 m, 1Δz = 1 m και kΔz = 0.5 m για τα στρώµατα 2–10. 

Η υδραυλική επικοινωνία µεταξύ του υδροφορεά και των υδατορευµάτων λαµβάνεται 

υπ’ όψη ως οριακή συνθήκη τύπου Dirichlet. Έτσι, για τα υπολογιστικά κελιά της 

πρώτης στήλης καθορίζεται σταθερό πιεζοµετρικό φορτίο ίσο µε 5 m ( 1,1,kh = 5 m, k = 1,10) προκειµένου να προσοµοιωθεί η αλληλεπίδραση µεταξύ του φρεάτιου 

υδροφορέα και του υδατορεύµατος που βρίσκεται στο δυτικό του όριο. Αντίστοιχα, 

για το κελί ( 32, 1, 10)i j k= = =  καθορίζεται σταθερό πιεζοµετρικό φορτίο ίσο µε 0.5 

m ( 32,1,10h = 0.5 m), προκειµένου να προσοµοιωθεί η αλληλεπίδραση µεταξύ του 

φρεάτιου υδροφορέα και του υδατορεύµατος που βρίσκεται στο ανατολικό του όριο.   

 

 Και στα δύο αριθµητικά µοντέλα η ειδική αποθηκευτικότητα των πλήρως 

κορεσµένων υπολογιστικών κελιών θεωρείται ίση µε 0.003 m-1. Στο IRENE–HYD, η 

ειδική αποθηκευτικότητα κελιών που είναι µερικώς κορεσµένα θεωρείται ίση µε το 

µηδέν. Στο MODFLOW χρησιµοποιείται η ειδική απόδοση για υπολογιστικά κελιά τα 

οποία είναι µερικώς κορεσµένα, η τιµή της οποίας επίσης θεωρείται µηδενική. 
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 Στο IRENE–HYD, η επιφάνεια διήθησης στο κατάντη όριο του υπολογιστικού 

πεδίου των υπόγειων υδάτων µπορεί να εκτιµηθεί όπως περιγράφεται αναλυτικά 

στην παράγραφο 3.3.5. Στο MODFLOW, παρόλο που δεν περιλαµβάνεται κάποια 

µέθοδος υπολογισµού της επιφάνειας διήθησης, αυτή µπορεί να εκτιµηθεί µε έµµεσο 

τρόπο χρησιµοποιώντας το υπολογιστικό πακέτο ‘drain’. Πρόκειται για µια 

υπορουτίνα του MODFLOW που σχεδιάστηκε µε σκοπό την προσοµοίωση της 

λειτουργίας στραγγιστικών καναλιών. Στην υπορουτίνα ‘drain’ του MODFLOW 

θεωρείται ότι ένα στραγγιστικό κανάλι αφαιρεί νερό από τον υδροφορέα µε ρυθµό 

ανάλογο της διαφοράς µεταξύ του πιεζοµετρικού φορτίου στο υπολογιστικό κελί όπου 

βρίσκεται το στραγγιστικό κανάλι και της στάθµης του νερού στο κανάλι. Όταν βέβαια 

το πιεζοµετρικό φορτίο στο υπολογιστικό κελί είναι χαµηλότερο της στάθµης του 

νερού στο στραγγιστικό κανάλι, θεωρείται ότι δεν υφίσταται αλληλεπίδραση µεταξύ 

του υδροφορέα και του στραγγιστικού καναλιού (McDonald and Harbaugh, 1988). 

Στην περίπτωση αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων νερών που εξετάζεται 

εδώ, τοποθετούνται στραγγιστικά κανάλια στα κελιά της τελευταίας στήλης του 

υπολογιστικού πλέγµατος του MODFLOW ( i = 32) που βρίσκονται στα στρώµατα k = 1–9. Η στάθµη του νερού σε κάθε στραγγιστικό κανάλι θεωρείται ίση µε το 

υψόµετρο του επάνω µετώπου του κελιού στο οποίο βρίσκεται το κανάλι. Με αυτόν 

τον τρόπο, επί της ουσίας επιβάλλεται η οριακή συνθήκη που ισχύει επάνω στην 

επιφάνεια διήθησης σε όλα τα κελιά που βρίσκονται πάνω από το κελί σταθερού 

πιεζοµετρικού φορτίου ( 32, 1, 10)i j k= = = , το οποίο ουσιαστικά αντιπροσωπεύει το 

υδατόρευµα στο ανατολικό όριο του υδροφορέα. 

  

 Πρέπει εδώ να σηµειωθεί ότι στο MODFLOW η αλληλεπίδραση µεταξύ του 

υδροφορέα και των δύο υδατορευµάτων θα µπορούσε να προσοµοιωθεί 

χρησιµοποιώντας το υπολογιστικό πακέτο ‘general head boundary’. Στο 

υπολογιστικό αυτό πακέτο του MODFLOW, το οποίο έχει σχεδιαστεί για την 

προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών, η 

υδραυλική επικοινωνία µεταξύ του πορώδους µέσου και επιφανειακών υδάτινων 

σωµάτων λαµβάνεται υπ’ όψη ως οριακή συνθήκη τύπου Cauchy ή Dirichlet. Ωστόσο 

επιλέγεται να χρησιµοποιηθούν κελιά σταθερού πιεζοµετρικού φορτίου για την 

προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης µεταξύ των υδατορευµάτων και του φρεάτιου 

υδροφορέα, ώστε να εφαρµοστεί το πακέτο ‘drain’ για τα υπολογιστικά κελιά που 

βρίσκονται πάνω από το κελί σταθερού πιεζοµετρικού φορτίου ( 32, 1, 10)i j k= = =  

που αντιπροσωπεύει το υδατόρευµα που βρίσκεται στο ανατολικό όριο του 

υδροφορέα και να εκτιµηθεί µε αυτόν τον τρόπο η επιφάνεια διήθησης. Πρέπει 
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επίσης να σηµειωθεί ότι ενώ στη διεύθυνση x χρησιµοποιείται χωρικό βήµα iΔx = 0.5 

m, για τις στήλες i = 1 και i = 32 επιλέγεται iΔx = 0.1 m προκειµένου να µειωθεί η 

απόσταση που χρειάζεται να ταξιδέψει το νερό µεταξύ των κελιών σταθερού 

πιεζοµετρικού φορτίου που αντιπροσωπεύουν τα υδατορεύµατα και των κελιών του 

υδροφορέα και εποµένως να προσοµοιωθεί µε µεγαλύτερη ακρίβεια η 

αλληλεπίδραση µεταξύ του φρεάτιου υδροφορέα και των υδατορευµάτων.   

   

 Στο Σχήµα 3.20 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του IRENE–HYD και του 

MODFLOW για τη στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων κατά τις 

χρονικές στιγµές t = 0.08 h, t = 0.28 h και µετά την αποκατάσταση µόνιµης ροής. Στο 

Σχήµα 3.21 απεικονίζονται το πεδίο ροής και η κατανοµή των πιεζοµετρικών φορτίων 

στον υδροφορέα, όπως υπολογίζονται χρησιµοποιώντας τα δύο αριθµητικά µοντέλα, 

κατά τη χρονική στιγµή t = 0.28 h και σε συνθήκες µόνιµης ροής. Για λόγους 

σύγκρισης, στο Σχήµα 3.20 παρουσιάζονται επίσης τα αποτελέσµατα της αναλυτικής 

λύσης των Serrano and Workman (1998) για t = 0.28 h και µετά την αποκατάσταση 

µόνιµης ροής. Όπως ήταν αναµενόµενο, κοντά στο κατάντη όριο του φρεάτιου 

υδροφορεά, όπου σχηµατίζεται η επιφάνεια διήθησης, παρατηρούνται µεγάλες 

αποκλίσεις µεταξύ των αποτελεσµάτων της αναλυτικής λύσης των Serrano and 

Workman (1998) και των αποτελεσµάτων των αριθµητικών µοντέλων IRENE–HYD 

και MODFLOW. Ενώ σύµφωνα µε την αναλυτική λύση των Serrano and Workman 

(1998) η ελεύθερη επιφάνεια των υπόγειων υδάτων καταλήγει στην ελεύθερη 

επιφάνεια του νερού στο υδατόρευµα που βρίσκεται στο ανατολικό όριο του 

υδροφορέα, µε το IRENE–HYD υπολογίζονται οι ακόλουθες τιµές για την επιφάνεια 

διήθησης: 1.25 m κατά τη χρονική στιγµή t = 0.28 h και 0.25 m σε συνθήκες µόνιµης 

ροής. Αντίστοιχα, χρησιµοποιώντας το MODFLOW υπολογίζεται επιφάνεια διήθησης 

0.88 m κατά τη χρονική στιγµή t = 0.28 h και 0.1 m µετά την αποκατάσταση µόνιµης 

ροής. Καθώς η απόσταση από το υδατόρευµα που βρίσκεται στο ανατολικό όριο του 

υδροφορέα αυξάνεται, η απόκλιση µεταξύ των αποτελεσµάτων της αναλυτικής λύσης 

των Serrano and Workman (1998) και των αποτελεσµάτων των αριθµητικών 

µοντέλων µειώνεται.  

 

 Παρατηρώντας τα σχήµατα 3.20 και 3.21 διαπιστώνεται ότι υπάρχει 

ικανοποιητική συµφωνία µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD και του 

MODFLOW για τη στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας, τα πιεζοµετρικά φορτία και τις 

ταχύτητες ροής των υπόγειων υδάτων στον φρεάτιο υδροφορέα. Στο Σχήµα 3.20 

σηµειώνονται άλλωστε και οι τιµές του µέσου σχετικού σφάλµατος για τη στάθµη της 
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ελεύθερης επιφάνειας, οι οποίες είναι πολύ κοντά στο µηδέν. Αντίστοιχα, για τα 

πιεζοµετρικά φορτία υπολογίζεται µέσο σχετικό σφάλµα MRE = 0.014 για τη χρονική 

στιγµή t = 0.28 h και MRE = 0.004 για συνθήκες µόνιµης ροής. Οι τιµές του µέσου 

σχετικού σφάλµατος για τις ταχύτητες είναι επίσης µικρές: MRE = 0.1 για τη χρονική 

στιγµή t = 0.28 h και MRE = 0.04 για συνθήκες µόνιµης ροής. Παρά τις µικρές 

διαφορές που παρατηρούνται µεταξύ των αποτελεσµάτων των δύο µοντέλων, στο 

Σχήµα 3.20 φαίνεται ότι η στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων 

που υπολογίζεται µε το IRENE–HYD είναι συστηµατικά χαµηλότερη σε σύγκριση µε 

αυτήν που υπολογίζεται µε το MODFLOW. Αυτό προκύπτει και από την κατανοµή 

των πιεζοµετρικών φορτίων στον υδροφορεά που παρουσιάζεται στο Σχήµα 3.21, 

όπου φαίνεται ότι όταν χρησιµοποιείται το IRENE–HYD οι ισοδυναµικές γραµµές 

είναι µετατοπισµένες προς τα αριστερά σε σύγκριση µε τις ισοδυναµικές γραµµές 

που προκύπτουν όταν χρησιµοποιείται το MODFLOW. Οι µεγαλύτερες αποκλίσεις 

µεταξύ των αποτελεσµάτων των δύο µοντέλων παρατηρούνται κοντά στο κατάντη 

όριο του υδροφορέα και οφείλονται στις διαφορετικές µεθόδους εκτίµησης της θέσης 

της ελεύθερης επιφάνειας και της επιφάνειας διήθησης που εφαρµόζονται στο 

IRENE–HYD και το MODFLOW.   
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Σχήµα 3.20: Σύγκριση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων που 

υπολογίζεται εφαρµόζοντας τα αριθµητικά µοντέλα IRENE–HYD και MODFLOW για την 

περίπτωση αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων νερών του σχήµατος 3.18 (α) 
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Σχήµα 3.21: Πεδίο ροής και κατανοµή των πιεζοµετρικών φορτίων στον φρεάτιο υδροφορέα 

του σχήµατος 3.18 (α), όπως υπολογίζονται χρησιµοποιώντας τα αριθµητικά µοντέλα IRENE–

HYD και MODFLOW     
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 Στον Πίνακα 3.2 παρουσιάζονται οι τιµές της επιφάνειας διήθησης που 

υπολογίζονται µε το IRENE–HYD και το MODFLOW σε διάφορες χρονικές στιγµές. 

Στον ίδιο πίνακα φαίνεται και η τιµή της επιφάνειας διήθησης που προκύπτει 

εφαρµόζοντας την αναλυτική λύση της Polubarinova–Kochina (1962), η οποία ισχύει 

για µόνιµη ροή. Η τιµή αυτή πάρθηκε από γράφηµα στο βιβλίο του Harr (1962, σελ. 

207), στο οποίο παρουσιάζονται τιµές της επιφάνειας διήθησης που υπολογίζονται 

µε την αναλυτική λύση της Polubarinova–Kochina (1962), συναρτήσει του λόγου /Ε Wζ ζ , για διάφορες τιµές του λόγου /a WW ζ . Όπως φαίνεται στον Πίνακα 3.2, η 

τιµή της επιφάνειας διήθησης για συνθήκες µόνιµης ροής που υπολογίζεται 

χρησιµοποιώντας το IRENE–HYD είναι πολύ κοντά στην τιµή που προκύπτει µε την 

αναλυτική λύση της Polubarinova–Kochina (1962), πιο κοντά σε σύγκριση µε την τιµή 

που υπολογίζεται µε το MODFLOW.  

 

Πίνακας 3.2: Τιµές της επιφάνειας διήθησης για το πρόβληµα του σχήµατος 3.18 (α) 

σύµφωνα µε τα αριθµητικά µοντέλα IRENE–HYD και MODFLOW και την αναλυτική λύση της 

Polubarinova–Kochina (1962) 

t (h) Επιφάνεια διήθησης (m)  
IRENE–HYD  
 

Επιφάνεια διήθησης (m)  
MODFLOW  
 

Επιφάνεια διήθησης (m)  
Aναλυτική λύση 
Polubariniva–Kochina 
(1962)  
 

0.08 1.75 1.86  
0.28 1.25 1.38  
0.69 0.75 0.82  

µόνιµη ροή 0.25 0.60 0.3 
 

 Εν κατακλείδι, η σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD µε αυτά του 

MODFLOW και της αναλυτικής λύσης της Polubarinova–Kochina (1962), οδηγεί στο 

συµπέρασµα ότι το IRENE–HYD µπορεί να εκτιµήσει µε ακρίβεια τη θέση της 

ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων, την επιφάνεια διήθησης, την κατανοµή 

των πιεζοµετρικών φορτίων και το πεδίο ροής για την περίπτωση αλληλεπίδρασης 

επιφανειακών–υπόγειων νερών του σχήµατος 3.18 (α) όταν η ροή στον υδροφορέα 

θεωρείται διδιάστατη στο κατακόρυφο επίπεδο x–z.   
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3.4.4 Έλεγχος της ικανότητας του IRENE–HYD να προσοµοιώνει την 

αλληλεπίδραση µε ταξύ λιµνών και υπόγειων νερών  

 

 Στην περίπτωση ελέγχου που εξετάζεται σε αυτήν την παράγραφο, τα 

αποτελέσµατα του IRENE–HYD επιβεβαιώνονται χρησιµοποιώντας την αναλυτική 

λύση του Kacimov (2000), η οποία περιγράφει την τρισδιάστατη µόνιµη ροή των 

υπόγειων υδάτων σε οµογενή και ισότροπο υδροφορέα, ‘απείρων’ θεωρητικά 

διαστάσεων στις διευθύνσεις x, y και z, ο οποίος αλληλεπιδρά µε λίµνη ηµισφαιρικού 

πυθµένα, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.22. Η συγκεκριµένη περίπτωση ελέγχου 

επιλέχθηκε προκειµένου να αξιολογηθούν τα αποτελέσµατα του IRENE–HYD για τα 

πιεζοµετρικά φορτία και το πεδίο ροής των υπόγειων υδάτων σε ένα πρόβληµα 

αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων νερών όπου η υπόγεια ροή θεωρείται 

τρισδιάστατη.  

 

 
Σχήµα 3.22: Περίπτωση ελέγχου της ικανότητας του µοντέλου να προσοµοιώνει την 

αλληλεπίδραση µεταξύ λιµνών και υπόγειων νερών: (α) γεωµετρία και (β) σφαιρικό σύστηµα 

συντεταγµένων 

 

 Η στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας της λίµνης, η οποία βρίσκεται σε άµεση 

υδραυλική επαφή µε τον υδροφορέα, θεωρείται ότι παραµένει σταθερή. Καθώς x → ±∞ , η ροή στον υδροφορέα είναι οµοιόµορφη µε ειδική παροχή oU  στη 

διεύθυνση x (βλ. Σχήµα 3.22). Τα πιεζόµετρα 1 και 2 που φαίνονται στο Σχήµα 3.22 
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µετρούν τις τιµές των πιεζοµετρικών φορτίων για x → ±∞ . Κατά µήκος του πυθµένα 

της λίµνης το πιεζοµετρικό φορτίο είναι ίσο µε ( , , )h x y z h= − � , όπου h�  είναι η 

στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας της λίµνης που µετράται σε σχέση µε την αρχή του 

καρτεσιανού συστήµατος συντεταγµένων, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.23. Σε µεγάλη 

απόσταση από τη λίµνη, µπορεί να θεωρηθεί ότι η ροή των υπόγειων υδάτων δεν 

επηρεάζεται από την ύπαρξη της λίµνης. Συνεπώς σε µεγάλη απόσταση από τη 

λίµνη η ροή στον υδροφορέα είναι µονοδιάστατη στη διεύθυνση x και η πτώση των 

πιεζοµετρικών φορτίων κατά τη διεύθυνση της ροής είναι γραµµική: ( , , ) /oh x y z U x K−∼ , όπου K  είναι η υδραυλική αγωγιµότητα του υδροφορέα. 

Ανάλογα µε τις τιµές των oU  και h�  διακρίνονται οι ακόλουθες περιπτώσεις: (α) η 

λίµνη τροφοδοτείται από τα υπόγεια νερά (gaining lake) (βλ. Σχήµα 3.23 (α)), (β) ο 

υπόγειος υδροφορέας τροφοδοτείται από τη λίµνη (losing lake) ή (γ) η λίµνη 

τροφοδοτείται από τα υπόγεια νερά µέσω ενός τµήµατος του πυθµένα της ενώ 

ταυτόχορνα τροφοδοτεί τον υδροφορέα µέσω του υπόλοιπου τµήµατος του πυθµένα 

(flow–through lake) (βλ. Σχήµα 3.23 (β)).  

 

 Εισάγοντας την έννοια του δυναµικού ταχύτητας ( , , )Φ Kh x y z= −  [L2T–1] και 

ορίζοντας το αδιάστατο δυναµικό ως ( )Φ̂ Φ K h= � , η εξίσωση Laplace και οι 

οριακές συνθήκες που ισχύουν για την περίπτωση αλληλεπίδρασης που 

απεικονίζεται στο Σχήµα 3.22 µπορούν να διατυπωθούν ως εξής (Kacimov, 2000): 2 2 22 2 2 2 2 2ˆ ˆ ˆ 0ˆ , καθώς /ˆ 1 κατά μήκος της επιφάνειας του πυθμένα της λίμνηςανάλογα με το πρόσημο του
Φ Φ Φx y zΦ βX R r α X Y ZΦ h

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂

= = + + → ∞

= ±

�

∼                            (3.119)            

όπου α  είναι η ακτίνα της λίµνης, ( , , )( , , )/X Y Z x y z α=  είναι οι αδιάστατες 

συντεταγµένες, /( )oβ αU Kh= �  είναι µία αδιάστατη παράµετρος και r  είναι η 

ακτινική συντεταγµένη του σφαιρικού συστήµατος συντεταγµένων που φαίνεται στο 

Σχήµα 3.22 (β). Ο Kacimov (2000) χρησιµοποίησε τη µέθοδο χωριζόµενων 

µεταβλητών για την επίλυση του προβλήµατος οριακών τιµών (3.119). Η λύση 

µπορεί να διατυπωθεί σε σφαιρικές συντεταγµένες ως εξής:  
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2 21 cos(̂ , , ) cos ήcos( , , ) cosβ θΦ r θ ω βR θR Rh h β θh r θ ω h βR θR R= − +

= − + −
� �

�

                                              (3.120) 

Η αναλυτική λύση του Kacimov (2000), όπως φαίνεται από τις οριακές συνθήκες της 

σχέσης (3.119), διατυπώθηκε για περιορισµένο υδροφορέα απείρων διαστάσεων 

Πρακτικά µπορεί να εφαρµοστεί και σε φρεάτιο υδροφορέα µε µικρή υδραυλική κλίση 

(βλ. Σχήµα 3.23 (γ)), ενώ οι διαστάσεις του υδροφορέα θα πρέπει να είναι τέτοιες 

ώστε σε µεγάλη απόσταση από τη λίµνη η ροή των υπόγειων υδάτων να µην 

επηρεάζεται από την ύπαρξη της λίµνης και να είναι µονοδιάστατη στη διεύθυνση x. 

 

 
Σχήµα 3.23: Γεωµετρία της περίπτωσης ελέγχου στο επίπεδο x0z: (α) περίπτωση 

περιορισµένου υδροφορέα, η λίµνη τροφοδοτείται από τα υπόγεια νερά, (β) περίπτωση 

περιορισµένου υδροφορέα, η λίµνη εν µέρει τροφοδοτείται και εν µέρει τροφοδοτεί τον 

υδροφορέα και (γ) περίπτωση φρεάτιου υδροφορέα, η λίµνη εν µέρει τροφοδοτείται και εν 

µέρει τροφοδοτεί τα υπόγεια νερά  
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 Το IRENE–HYD και η αναλυτική λύση του Kacimov (2000) εφαρµόζονται για την 

περίπτωση αλληλεπίδρασης µεταξύ ενός φρεάτιου υδροφορέα και µιας µικρής 

λίµνης, η οποία εν µέρει τροφοδοτείται και εν µέρει τροφοδοτεί τα υπόγεια νερά. Η 

ακτίνα της λίµνης και η υδραυλική αγωγιµότητα του υδροφορέα επιλέγονται ως α = 14 m και K = 0.001 m/s, αντίστοιχα. Η στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας της 

λίµνης θεωρείται ότι βρίσκεται 0.5 m κάτω από την αρχή των αξόνων του 

καρτεσιανού συστήµατος συντεταγµένων και η ειδική παροχή για x → ±∞  θεωρείται 

ίση µε oU = 0.013× 10–3 m/s. Η εξίσωση (3.120) εύκολα εφαρµόζεται 

χρησιµοποιώντας τα παραπάνω δεδοµένα.  
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Σχήµα 3.24: Πρώτο στρώµα του πλέγµατος διακριτοποίησης του υπολογιστικού πεδίου του 

IRENE–HYD για την περίπτωση αλληλεπίδρασης που απεικονίζεται στο Σχήµα 3.22. Η 

εντονότερη µαύρη γραµµή αποτελεί το όριο των υπολογιστικών κελιών της λίµνης 
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 Προκειµένου να προσοµοιωθεί η αλληλεπίδραση µεταξύ της λίµνης και των 

υπόγειων νερών χρησιµοποιώντας IRENE–HYD, επιλέγονται οι ακόλουθες 

διαστάσεις για τον υδροφορέα: πλάτος W = 160 m, µήκος L = 160 m και πάχος B = 250 m. Το υπολογιστικό πεδίο διακριτοποιείται χρησιµοποιώντας 80 στήλες 

(NI = 80), 80 γραµµές (NJ = 80)  και 25 στρώµατα (NΚ = 25). Οι διαστάσεις του 

υπολογιστικού πλέγµατος στις διευθύνσεις x,  y και z είναι , ,i j i j kΔx Δy Δz= = = 2 m. 

Το πρώτο στρώµα του υπολογιστικού πλέγµατος φαίνεται στο Σχήµα 3.24. Στο 

δυτικό και το ανατολικό όριο του υδροφορέα καθορίζεται εγκάρσια ειδική παροχή oU = 0.012× 10–3 m/s, ενώ το βόρειο και το νότιο όριο του υδροφορέα θεωρούνται 

αδιαπέρατα. Θεωρώντας τη βάση του υδροφορέα ως το επίπεδο αναφοράς, η αρχική 

στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας του νερού στη λίµνη τίθεται ίση µε ζ = 249.50 m 

και το IRENE–HYD εκτελείται έως ότου αποκατασταθεί µόνιµη ροή.   

 

 Όπως προκύπτει από την εξίσωση (3.120), οι τιµές των πιεζοµετρικών φορτίων 

είναι ανεξάρτητες της αζιµουθιακής γωνίας ω . Συνεπώς η ροή των υπόγειων υδάτων 

είναι αξονοσυµµετρική και µπορεί να αναλυθεί σε οποιοδήποτε επίπεδο που ορίζεται 

από την εξίσωση ω =σταθερή. Με άλλα λόγια, η ροή µπορεί να αναλυθεί σε 

οποιαδήποτε διατοµή διέρεχεται από τον άξονα x χρησιµοποιώντας τις σχετικές 

συντεταγµένες x, ρ, όπου 2 2( )ρ y z= + . Στο Σχήµα 3.25 συγκρίνονται τα 

πιεζοµετρικά φορτία που υπολογίζονται χρησιµοποιώντας το IRENE–HYD και την 

αναλυτική λύση του Kacimov (2000) για τη διατοµή x0z. Η διατοµή αυτή επιλέγεται 

προς χάριν ευκολίας αναπαράστασης των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD. Όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 3.25, η συµφωνία µεταξύ των αποτελεσµάτων του µοντέλου και 

της αναλυτικής λύσης είναι πολύ καλή. Το µέσο σχετικό σφάλµα είναι MRE = 0.05. 

Οι µεγαλύτερες αποκλίσεις µεταξύ της αναλυτικής λύσης του Kacimov (2000) και των 

αποτελεσµάτων του IRENE–HYD παρατηρούνται στην περιοχή ακριβώς ανάντη της 

λίµνης, όπου τα πιεζοµετρικά φορτία που υπολογίζονται µε το µοντέλο είναι 1–4 cm 

υψηλότερα σε σύγκριση µε αυτά που υπολογίζονται εφαρµόζοντας την αναλυτική 

λύση. Πλησιάζοντας στο όρια του υδροφορέα η σύγκλιση µεταξύ των αποτελεσµάτων 

του µοντέλου και της αναλυτικής λύσης είναι εξαιρετική. Θα πρέπει εδώ να σηµειωθεί 

ότι, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.25, κοντά στα όρια του υδροφορέα οι ισοδυναµικές 

γραµµές είναι σχεδόν κατακόρυφες. Συνεπώς οι διαστάσεις που επιλέχθηκαν για την 

προσοµοίωση του υδροφορέα στο IRENE–HYD επαρκούν ώστε κοντά στα όρια η 

ροή των υπόγειων υδάτων να µην επηρεάζεται από την ύπαρξη της λίµνης και να 

είναι µονοδιάστατη στη διεύθυνση x όπως απαιτείται από την αναλυτική λύση.  
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 Οι αποκλίσεις που παρατηρούνται µεταξύ των τιµών των πιεζοµετρικών φορτίων 

που υπολογίζονται µε το IRENE–HYD και την αναλυτική λύση του Kacimov (2000) 

για το τµήµα του υδροφορέα ακριβώς ανάντη της λίµνης, οφείλονται στο γεγονός ότι 

στο IRENE–HYD η λίµνη δεν θεωρείται όριο σταθερού πιεζοµετρικού φορτίου h = − 0.5 m όπως συµβαίνει στην αναλυτική λύση. Αντιθέτως, στο IRENE–HYD 

επιλύονται οι εξισώσεις που διέπουν τη ροή των επιφανειακών υδάτων και 

υπολογίζονται οι συνιστώσες της ταχύτητας και η στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας 

για τα υπολογιστικά κελιά που αποτελούν τη λίµνη. Η στάθµη της ελεύθερης 

επιφάνειας των υδάτων της λίµνης που υπολογίζεται µε το IRENE–HYD είναι 

υψηλότερη από − 0.5 m, κυµαίνεται µεταξύ − 0.037 m στο ανατολικό όριο της λίµνης 

και −0.5 m στο δυτικό όριο της λίµνης, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.25.    

 

 
Σχήµα 3.25: Σύγκριση των πιεζοµετρικών φορτίων που υπολογίζονται χρησιµοποιώντας την 

αναλυτική λύση του Kacimov (2000) και το IRENE–HYD για την περίπτωση αλληλεπίδρασης 

λίµνης–υπόγειων νερών που απεικονίζεται στο Σχήµα 3.22 
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 Από την εξίσωση (3.120) προκύπτουν οι συνιστώσες της ειδικής παροχής της 

αξονοσυµµετρικής ροής των υπόγειων υδάτων:  2 2 3/22 2 22 2 5/2( , ) ( )2( )x K hφ xq x ρ K h α βx αx ρρ xβ K h αx ρ∂
= = − +

∂ +

−
−

+

�
�

�

                                       (3.121α) 

2 2 3/2 22 2 5/2( , ) ( )3 ( )ρ φ ρq x ρ K h αρ x ρρxβ K h αx ρ∂
= = −

∂ +

+
+

�

�

                                                    (3.121β) 

 

 
Σχήµα 3.26: Σύγκριση των πεδίων ταχυτήτων που υπολογίζονται χρησιµοποιώντας την 

αναλυτική λύση του Kacimov (2000) και το IRENE–HYD για την περίπτωση αλληλεπίδρασης 

λίµνης–υπόγειων νερών που απεικονίζεται στο Σχήµα 3.22 
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 Στο Σχήµα 3.26 παρουσιάζεται η σύγκριση µεταξύ των ταχυτήτων που 

υπολογίζονται εφρµόζοντας τις εξισώσεις (3.121α) και (3.121β) και το IRENE–HYD 

για τη διατοµή x0z. Το µέσο σχετικό σφάλµα µεταξύ των αποτελεσµάτων του 

µοντέλου και της αναλυτικής λύσης είναι MRE = 0.013. Στο Σχήµα 3.26 διακρίνονται 

τρία διαφορετικά τµήµατα της ροής των υπόγειων υδάτων: (α) το τµήµα της ροής που 

τροφοδοτεί τη λίµνη, (β) το τµήµα της ροής που πηγάζει από τη λίµνη και (γ) το 

τµήµα της ροής που παρακάµπτει τη λίµνη. Στο Σχήµα 3.26 παρουσιάζεται επίσης το 

πεδίο ταχυτήτων ροής των επιφανειακών υδάτων που υπολογίζεται µε το IRENE–

HYD. Παρόλο που οι ταχύτητες αυτές δεν είναι δυνατόν να επιβεβαιωθούν ποσοτικά 

χρησιµοποιώντας την αναλυτική λύση του Kacimov (2000), συµφωνούν ποιοτικά µε 

το αναµενόµενο πεδίο ταχυτήτων στη λίµνη.          

  

3.4.5 Έλεγχος της ικανότητας του IRENE–HYD να προσοµοιώνει την 

αλληλεπίδραση µε ταξύ υδατορευµάτων  και υπόγειων νερών  

   

 Στις περιπτώσεις αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων νερών που 

διερευνήθηκαν στις προηγούµενες παραγράφους, χρησιµοποιήθηκαν αναλυτικές 

λύσεις της εξίσωσης που περιγράφει τη ροή των υπόγειων υδάτων στο σύστηµα των 

επιφανειακών–υπόγειων νερών για την επιβεβαίωση των αποτελεσµάτων του 

IRENE–HYD. Για τη διατύπωση αυτών των αναλυτικών λύσεων, η διακύµανση της 

στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων θεωρήθηκε γνωστή 

και χρησιµοποιήθηκε ως οριακή συνθήκη για την επίλυση της εξίσωσης που 

περιγράφει τη ροή των υπόγειων υδάτων. Έτσι, παρόλο που στο IRENE–HYD η 

υδραυλική επικοινωνία µεταξύ υπόγειων νερών και επιφανειακών υδάτινων σωµάτων 

δε λαµβάνεται υπ’ όψη ως οριακή συνθήκη τύπου Dirichlet ή Cauchy, στις 

περιπτώσεις αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων νερών που εξετάστηκαν 

προηγουµένως ήταν δυνατή η επιβεβαίωση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µόνο 

για τις µεταβλητές της ροής των υπόγειων υδάτων. Στην περίπτωση ελέγχου που 

εξετάζεται σε αυτήν την παράγραφο τα αποτελέσµατα του µοντέλου επιβεβαιώνονται 

χρησιµοποιώντας την προσεγγιστική αναλυτική λύση του Lal (2001). Η εργασία του 

Lal (2001) είναι µία από τις ελάχιστες στις οποίες επιλύονται οι εξισώσεις τόσο της 

επιφανειακής όσο και της υπόγειας ροής για την εκτίµηση της αλληλεπίδρασης 

µεταξύ υδατορευµάτων και υπόγειων νερών. Συνεπώς σε αυτήν την περίπτωση 

ελέγχου µπορούν να επιβεβαιωθούν τα αποτελέσµατα του IRENE–HYD για τις 

µεταβλητές της ροής τόσο των επιφανειακών όσο και των υπόγειων υδάτων.  
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 Όπως έχει ήδη αναφερθεί στο Κεφάλαιο 2, ο Lal (2001) διερεύνησε την 

αλληλεπίδραση µεταξύ οµογενούς και ισότροπου υδροφορέα, θεωρητικά ηµι–

άπειρου στη διεύθυνση x και άπειρου πλάτους στη διεύθυνση y, και υδατορεύµατος 

µερικής ή πλήρους διείσδυσης, το οποίο διαχωρίζεται από τον υδροφορέα από ηµι–

περατό πυθµένα και όχθες και έχει ορθογωνική διατοµή σταθερού πλάτους Wr  (βλ. 

Σχήµα 2.8). Ο Lal (2001) θεώρησε µονοδιάστατη ροή κατά µήκος του υδατορεύµατος 

και διδιάστατη οριζόντια ροή στον υδροφορέα. Χρησιµοποίησε τη µέθοδο 

διαταραχών για την επίλυση του συστήµατος εξισώσεων (2.35)–(2.38), οι οποίες 

περιγράφουν τη ροή κατά µήκος του υδατορεύµατος (εξισώσεις (2.35) και (2.36), οι 

οποίες αποτελούν τις εξισώσεις του κύµατος µηδενικής αδράνειας), τη ροή στον 

υδροφορέα (εξίσωση (2.37), η οποία είναι η εξίσωση διάχυσης) και τη διήθηση 

επιφανειακού νερού στον υπόγειο υδροφορέα ή την τροφοδοσία του υδατορεύµατος 

από τα υπόγεια νερά (εξίσωση (2.38)), θεωρώντας µία συνεχή, µικρού πλάτους 

ηµιτονοειδή διαταραχή της στάθµης του υδατορεύµατος στο ανάντη όριο ( x = 0).  

 

 Ο Lal (2001) θεώρησε περιοδικές λύσεις εκθετικής µορφής για τις µεταβλητές 

ζ(x,t), qr(x,t) και h(x,y,t): 0( , ) ( ) exp( )ζ x t ζ x ζ ft λx′= + +                                                                       (3.122α) 0( , ) ( ) exp( )r r rq x t q x q ft λx′= + +                                                                   (3.122β) 

( )0( , ) ( , ) exph x t h x y ζ ft λx θy′= + + + ,  0 y b< ≤                                       (3.122γ)  0( , ) ( , ) exp ( )h x t h x y ζ ft λx θb μ y b′  = + + + + −  ,  y b>                           (3.122δ) 

όπου 0( )ζ x , 0( )rq x  και 0( , )h x y  συµβολίζουν τις αρχικές κατανοµές της στάθµης 

της ελεύθερης επιφάνειας του υδατορεύµατος, της παροχής του υδατορεύµατος και 

των πιεζοµετρικών φορτίων στον υδροφορέα, αντίστοιχα, ζ ′ είναι το πλάτος της 

ηµιτονοειδούς διακύµανσης της στάθµης του υδατορεύµατος στο ανάντη όριο και rq ′  

είναι το πλάτος της διακύµανσης της παροχής στο ανάντη όριο του υδατορεύµατος. 

Στις εξισώσεις (3.122α)–(3.122γ), I1 2f f f= + , I1 2λ λ λ= + , I1 2μ μ μ= +  και 

I1 2θ θ θ= +  είναι µιγαδικές σταθερές, όπου: 1λ =συντελεστής αποµείωσης του 

πλάτους της διακύµανσης της στάθµης του υδατορεύµατος κατά τη διεύθυνση x [L–1]  1μ = συντελεστής αποµείωσης του πλάτους της διακύµανσης των πιεζοµετρικών 
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φορτίων κατά τη διεύθυνση y, 2λ = αριθµός κύµατος της διακύµανσης της στάθµης 

της ελεύθερης επιφάνειας του υδατορεύµατος στη διεύθυνση x [L–1], 2μ =αριθµός 

κύµατος της διακύµανσης των πιεζοµετρικών φορτίων στη διεύθυνση y [L–1], 1f = συντελεστής χρονικής αποµείωσης των διακυµάνσεων [T–1]  και 2f = συχνότητα 

των διακυµάνσεων [T–1]. Τέλος, 2 / bθ μT K p=  [L–1]. Υπενθυµίζεται ότι p [L] είναι η 

βρεχόµενη περίµετρος της διατοµής του υδατορεύµατος. 

 

 Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (3.122α)–(3.122δ) στις εξισώσεις (2.35)–(2.38) 

προκύπτει, έπειτα από τις απαραίτητες πράξεις και απλοποιήσεις, το ακόλουθο 

σύστηµα εξισώσεων προς επίλυση (για περισσότερες λεπτοµέρειες βλ. Lal, 2001):   

( )2 2 ˆˆ ˆrP λ μ f+ =                                                                                              (3.123α) 2 ˆ ˆ ˆ2 ˆˆ expr rd b mμP μPλλ fP P P 
− + =  

 
                                                                     (3.123β) 

Οι µεταβλητές που χρησιµοποιούνται στις εξισώσεις (3.123α)–(3.123β) ορίζονται 

στον Πίνακα 3.3.  To συστήµα εξισώσεων (3.123α)–(3.123β) µπορεί να επιλυθεί για 

δύο από τις τρεις µιγαδικές µεταβλητές λ̂ , μ̂  και ˆf  όταν η τρίτη είναι γνωστή. Στη 

συνέχεια, µε γνωστές τις τιµές των µεταβλητών λ̂ , μ̂  και ˆf  υπολογίζονται οι τιµές 

των λ , μ , f  και θ  (βλ. Πίνακα 3.3), οι οποίες αντικαθίστανται στις εξισώσεις 

(3.124α)–(3.124δ) ώστε να προκύψουν οι λύσεις για τις µεταβλητές ζ(x,t), qr(x,t) και 

h(x,y,t): 0 1 1 2 2( , ) ( ) exp( )sin( )ζ x t ζ x ζ f t λ x f t λ x′= + + +                                           (3.124α) 0 1 1 2 2( , ) ( ) exp( )sin( )r r rq x t q x q f t λ x f t λ x′= + + +                                     (3.124β) 

( ) ( )0 1 1 1 2 2 2( , ) ( , ) exp sinh x t h x y ζ f t λ x θ y f t λ x θ y′= + + + + + ,  0 y b< ≤  

                                                                                                                          (3.124γ)                                       0 1 1 1 1 2 2 2 2( , ) ( , )exp ( )sin ( ),h x t h x yζ f t λ x θ b μ y b f t λ x θ b μ y b=

′    + + + + − + + + −   
                                                                               y b>  

                                                                                                                          (3.124δ) 
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Πίνακας 3.3: Ορισµός των µεταβλητών που χρησιµοποιούνται στις εξισώσεις (3.123α)–

(3.123β)   

Μεταβλητή Περιγραφή Ορισµός Τιµή για την 

περίπτωση 

ελέγχου του 

IRENE–HYD ˆf  [ ]−   µιγαδική µεταβλητή I1 2ˆ ˆ ˆ/ rf f f f f= = +  I  rf  [ T–1 ]  χαρακτηριστική συχνότητα 2 /rf π τ=  3.49 10×
–1 s–1 λ̂  [ ]−  µιγαδική µεταβλητή I1 2ˆ ˆ ˆλ λΛ λ λ= = +  I0.952 0.715− −

 Λ  [ L ]  χαρακτηριστικό µήκος 0r f rΛ q nS f=  12350 m μ̂  [ ]−  µιγαδική µεταβλητή I1 2ˆ ˆ ˆμ μΛ μ μ= = +  I126.37 126.37− −  rP  [ ]−  

αδιάστατη µεταβλητή που 
χαρακτηρίζει τη διοχετευτικότητα και 
την αποθηκευτικότητα του 
υδροφορέα και το συντελεστή 
τριβών του υδατορεύµατος 

2r c rP T S f Λ=  3.131 10×
–5 bP  [ ]−  

αδιάστατη µεταβλητή που 
χαρακτηρίζει το πλάτος του 
υδατορεύµατος 

b r cP W S Λ=  0.016 dP  [ ]−  
αδιάστατη µεταβλητή που 
χαρακτηρίζει το βάθος ροής και την 
κλίση του πυθµένα του 
υδατορεύµατος   

0( )d fHP n m S Λ=
+

 9.717 mP  [ ]−  

αδιάστατη µεταβλητή που 
χαρακτηρίζει την αντίσταση του 
πυθµένα του υδατορεύµατος στη 
ροή µεταξύ του υδατορεύµατος και 
του υδροφορέα   

b rm r cK WP bf ΛS=  0.065 n̂iλ  [ ]−  µιγαδική µεταβλητή I1 2ˆ ˆ ˆni niniλ λ λ= +  I0.657 0.706− −  θ  [ L–1 ]  µιγαδική µεταβλητή I1 2θ θ θ= +  I0.233 0.233− −  

 όπου: 0rq =παροχή οµοιόµορφης ροής, 0H =βάθος οµοιόµορφης ροής, 2 n muf HS η=  ή 21 n muf HzS C=  και ,n m = σταθερές. Αν χρησιµοποιηθεί η εξίσωση Manning, 2n =  και 4 / 3m = , ενώ για την εξίσωση Chezy 2n =  και 1m = .     
  

 Για τον έλεγχο του IRENE–HYD επιλέγεται η περίπτωση περιορισµένου 

υδροφορέα στο µέσο του οποίου βρίσκεται υδατόρευµα το οποίο δεν διεισδύει 

καθόλου στον υδροφορέα, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.27. Συνεπώς η διήθηση 

επιφανειακού νερού προς τον υπόγειο υδροφορέα πραγµατοποιείται αποκλειστικά 

µέσω του πυθµένα του υδατορεύµατος, δηλαδή rp W= . Το µήκος του 

υδατορεύµατος και του υδροφορέα στη διεύθυνση x είναι L = 50000 m και το πλάτος 
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του υδροφορέα στη διεύθυνση y είναι aW = 500 m. Το πλάτος του υδατορεύµατος 

είναι sW = 30 m, το πάχος και η υδραυλική αγωγιµότητα του πυθµένα του 

υδατορεύµατος είναι b = 500 m και 7 10bK = × –4 m/s, αντίστοιχα, και η κλίση του 

πυθµένα του υδατορεύµατος είναι 0S = 10–5. Η υδραυλική αγωγιµότητα του 

υδροφορέα επιλέγεται ίση µε K = 0.001 m/s και ο συντελεστής αποθηκευτικότητας 

ίσος µε cS = 0.15. Το πάχος του υδροφορέα µεταβάλλεται από D = 50 m στο ανάντη 

όριο ως D = 49.5 m στο κατάντη όριο προκειµένου να ακολουθεί την κλίση του 

πυθµένα του υδατορεύµατος.  

 

 
Σχήµα 3.27: Γεωµετρία της περίπτωσης αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–υδροφορέα που 

εξετάστηκε στην εργασία του Lal (2001) και χρησιµοποιείται για την επιβεβαίωση του IRENE–

HYD 

 

 Αρχικά το βάθος ροής κατά µήκος του υδατορεύµατος θεωρείται ίσο µε το βάθος 

οµοιόµορφης ροής 0H = 4 m, που υπολογίζεται µέσω της εξίσωσης Manning για 

παροχή 0rq = 1.064 m2/s (η ταχύτητα οµοιόµορφης ροής είναι 0u = 0.266 m/s), κλίση 

τριβών 0fS S= = 10–5 και συντελεστή τραχύτητας Manning η = 0.03 m–1/3s. Ο 

υδροφορέας και το υδατόρευµα βρίσκονται αρχικά σε υδραυλική ισορροπία, δηλαδή 0 0( , ) ( )h x y ζ x= . Τη χρονική στιγµή t = 0 επιβάλλεται στο ανάντη όριο του 

υδατορεύµατος ηµιτονοειδής διαταραχή της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας της 

µορφής: ( )0 sin 2 /ζ ζ ζ π τ′= + , όπου ζ ′ = 1 m και τ = 5 h. Από την εξίσωση του 
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ηµιτονοειδούς κυµατισµού προκύπτει ότι 1 0f =  και 2 rf f= = 2π/τ, οπότε Iˆf = . Οι 

εξισώσεις (3.123α) και (3.123β) µπορούν τώρα να επιλυθούν επαναληπτικά (βλ. Lal, 

2001) για τις µιγαδικές µεταβλητές λ̂ , μ̂  χρησιµοποιώντας τη γνωστή τιµή της ˆf . Οι 

τιµές των αδιάστατων παραµέτρων rP , bP , dP , mP  που υπολογίζονται από τα 

δεδοµένα της περίπτωσης ελέγχου και χρησιµοποιούνται για την επίλυση των 

εξισώσεων (3.123α) και (3.123β) φαίνονται στον Πίνακα 3.3. Στον ίδιο πίνακα 

φαίνονται και οι τιµές που προκύπτουν για τις µεταβλητές λ̂ , μ̂  και θ  από την 

επίλυση των εξισώσεων (3.123α) και (3.123β), καθώς και η τιµή της µεταβλητής λ̂  

για την περίπτωση που επιφανειακά και υπόγεια νερά δεν αλληλεπιδρούν (π.χ. 

πρακτικά αδιαπέρατος πυθµένας υδατορεύµατος). Αν θεωρηθεί ότι δεν υφίσταται 

αλληλεπίδραση µεταξύ του υδατορεύµατος και του υδροφορέα, οι παράµετροι rP , bP  και mP  δεν ορίζονται και η τιµή της µεταβλητής λ̂ , η οποία σε αυτήν την 

περίπτωση συµβολίζεται ως n̂iλ , µπορεί να υπολογιστεί άµεσα µέσω της εξίσωσης 

(3.123β).       

 

 Προκειµένου να προσοµοιωθεί η αλληλεπίδραση µεταξύ του υδατορεύµατος και 

του υδροφορέα µε το IRENE–HYD, το υπολογιστικό πεδίο διακριτοποιείται 

χρησιµοποιώντας 100 στήλες, 100 γραµµές και 2 στρώµατα. Οι διαστάσεις του 

υπολογιστικού πλέγµατος στις διευθύνσεις x και y είναι iΔx = 500 m και jΔy = 5 m. 

Όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.28, το υδατόρευµα βρίσκεται στο πρώτο στρώµα του 

υπολογιστικού πλέγµατος, ενώ το δεύτερο στρώµα καταλαµβάνεται από τον 

υδροφορέα. Τα µοναδικά ‘ενεργά’ υπολογιστικά κελιά στο πρώτο στρώµα είναι τα 

κελιά που αποτελούν το υδατόρευµα. Τα στρώµατα δεν είναι οριζόντια έτσι ώστε να 

ακολουθούν την κλίση του πυθµένα του υδατορεύµατος, οπότε το πάχος των 

υπολογιστικών κελιών είναι µεταβλητό στη διεύθυνση x. Πιο συγκεκριµένα, το πάχος 

των υπολογιστικών κελιών του πρώτου στρώµατος κυµαίνεται µεταξύ 5 m ( 0x = ) 

και 5.5 m ( x L= ), ενώ το πάχος των υπολογιστικών κελιών του δεύτερου στρώµατος 

κυµαίνεται µεταξύ 50 m ( 0x = ) και 49.5 m ( x L= ). Τα όρια του υδροφορέα 

θεωρούνται αδιαπέρατα. Τη χρονική στιγµή t = 0 επιβάλλεται ο ηµιτονοειδής 

κυµατισµός στο ανάντη όριο του υδατορεύµατος και το IRENE–HYD εκτελείται έως 

ότου αποκατασταθεί µόνιµη περιοδική ροή. Είναι σηµαντικό να σηµειωθεί ότι 

χρησιµοποιώντας την αναλυτική λύση εκτιµάται ότι για x ≥ 40000 m και y ≥ 235 m οι 

τιµές των πιεζοµετρικών φορτίων στον υδροφορέα επηρεάζονται ελάχιστα από τις 
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διακυµάνσεις της στάθµης του υδατορεύµατος. Συνεπώς οι διαστάσεις που 

επιλέχθηκαν για τον υδροφορέα ικανοποιούν την αναλυτική λύση στην οποία 

θεωρείται πεδίο άπειρων διαστάσεων.    

  

 
Σχήµα 3.28: Κατακόρυφη διακριτοποίηση του υπολογιστικού πεδίου του IRENE–HYD για το 

πρόβληµα του σχήµατος 3.27. Με γκρι χρώµα φαίνονται οι περιοχές που βρίσκονται εκτός 

του υπολογισιτκού πεδίου. 

 

 Στο Σχήµα 3.29 παρουσιάζεται η σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του 

IRENE–HYD και της αναλυτικής λύσης του Lal (2001). Στο Σχήµα 3.29 (α) φαίνεται η 

χρονική διακύµανση της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας του υδατορεύµατος στις 

θέσεις x = 10000 m και x = 25000. Στο ίδιο σχήµα, για λόγους σύγκρισης, 

παρουσιάζονται επίσης τα αποτελέσµατα της αναλυτικής λύσης και του FLOW–3DL 

για τη χρονική διακύµανση της στάθµης του υδατορεύµατος στη θέση x = 10000 m,  

θεωρώντας ότι δεν υφίσταται αλληλεπίδραση µεταξύ του υδατορεύµατος και του 

υδροφορέα. Τα αποτελέσµατα του IRENE–HYD και του FLOW–3DL που 

απεικονίζονται στο Σχήµα 3.29 (α) είναι για τη θέση y = − 17.5 m (µέσο του 

υδατορεύµατος). Το Σχήµα 3.29 (β) δείχνει τη χρονική διακύµανση των 

πιεζοµετρικών φορτίων κατά τη διεύθυνση y, πιο συγκεκριµένα στις θέσεις x = 10000 

m, y = 53 m και x = 10000, y = 123 m. Όπως φαίνεται στα γραφήµατα 3.29 (α) και 

3.29 (β), η σύγκλιση µεταξύ των αποτελεσµάτων του µοντέλου και της αναλυτικής 

λύσης είναι ικανοποιητική. Το µέσο σχετικό σφάλµα µεταξύ των αποτελεσµάτων του 

IRENE–HYD και των αποτελεσµάτων της αναλυτικής λύσης του Lal (2001) είναι MRE = 0.042 για τις τιµές της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας του υδατορεύµατος 

και MRE = 0.063 για τις τιµές των πιεζοµετρικών φορτίων.  

 

B 

Wa 
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Σχήµα 3.29: Σύγκριση των αποτελεσµάτων της αναλυτικής λύσης του Lal (2001) και του 

IRENE–HYD για το πρόβληµα αλληλεπίδρασης του σχήµατος 3.27: (α) χρονική διακύµανση 

της στάθµης του υδατορεύµατος στις θέσεις x = 10000 m και x = 25000 m και (β) χρονική 

διακύµανση των πιεζοµετρικών φορτίων στις θέσεις x = 10000 m, y = 53 m και x = 10000, y = 123 m  

 

 Αν θεωρηθεί ότι το υδατόρευµα και ο υδροφορεάς δεν αλληλεπιδρούν, από την 

επίλυση της εξίσωσης (3.123β) προκύπτει: 1ˆ niλ = − 0.657 και 2ˆ niλ = − 0.706. Η 
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σύγκριση µεταξύ των τιµών αυτών και των τιµών 1λ̂ = − 0.952 και 2λ̂ = − 0.715, που 

προκύπτουν εφαρµόζοντας την αναλυτική λύση του Lal (2001) για την περίπτωση 

που το υδατόρευµα αλληλεπιδρά µε τα υπόγεια νερά, δείχνει ότι ο συντελεστής 

αποµείωσης του πλάτους της χρονικής διακύµανσης της στάθµης του υδατορεύµατος 

στη διεύθυνση x, 1λ̂ , επηρεάζεται σηµαντικά από την υδραυλική επικοινωνία µε τα 

υπόγεια νερά. Επιπλέον, ο αριθµός κύµατος, 2λ̂ , µεταβάλλεται από − 0.706 σε 

− 0.715 που σηµαίνει ότι η διαφορά φάσης µεταξύ των χρονικών διακυµάσνεων της 

στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας κατά µήκος του υδατορεύµατος αυξάνεται. Τα 

παραπάνω διαπιστώνονται στο Σχήµα 3.29 (α), όπου φαίνεται ότι η διακύµανση της 

στάθµης του υδατορεύµατος στη θέση x = 10000 m που υπολογίζεται 

χρησιµοποιώντας τόσο την αναλυτική λύση όσο και το IRENE–HYD, θεωρώντας ότι 

το υδατόρευµα αλληλεπιδρά µε τα υπόγεια νερά, έχει µειωµένο πλάτος και είναι 

ελαφρώς µετατοπισµένη στο χρόνο σε σύγκριση µε τη διακύµανση της στάθµης της 

ελεύθερης επιφάνειας του υδατορεύµατος που προβλέπεται από την αναλυτική και το 

FLOW–3DL για την περίπτωση που δεν υφίσταται αλληλεπίδραση µεταξύ του 

υδατορεύµατος και του υδροφορέα. Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι απόλυτες τιµές της 

στάθµης του υδατορεύµατος που υπολογίζονται εφαρµόζοντας το FLOW–3DL είναι 

έως 35% υψηλότερες σε σχέση µε αυτές που υπολογίζονται εφαρµόζοντας το 

ολοκληρωµένο αριθµητικό µοντέλο επιφανειακών–υπόγειων νερών IRENE–HYD. 

Συνεπώς σε ένα σύστηµα υδατορευµάτων–υπόγειων νερών είναι σηµαντικό να 

λαµβάνεται υπ’ όψη η µεταξύ τους αλληλεπίδραση προκειµένου να αποφευχθούν 

σηµαντικά λάθη στην εκτίµηση των µεταβλητών της ροής των επιφανειακών και των 

υπόγειων υδάτων.  

 

 Η αναλυτική λύση του Lal (2001) διατυπώθηκε θεωρώντας διδιάστατη οριζόντια 

ροή στον υδροφορέα. Ωστόσο, η παραδοχή οριζόντιας ροής οδηγεί σε σηµαντικά 

σφάλµατα στον υπολογισµό των πιεζοµετρικών φορτίων και των ταχυτήτων ροής 

των υπόγειων υδάτων στην περιοχή του υδροφορέα κοντά στο υδατόρευµα, όπου η 

κατακόρυφη συνοστώσα της ροής είναι σηµαντική. Προκειµένου να επιτευχθεί µία 

ακριβής εκτίµηση των µεταβλητών της ροής των υπόγειων υδάτων στο τµήµα του 

υδροφορέα που βρίσκεται κοντά στο υδατόρευµα, εφαρµόζεται ξανά το IRENE–HYD 

για το πρόβληµα του σχήµατος 3.27, χρησιµοποιώντας αυτή τη φορά 25 στρώµατα 

για την κατακόρυφη διακριτοποίηση του υδροφορέα. Στο Σχήµα 3.30 παρουσιάζεται 

η σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD και της αναλυτικής λύσης 

του Lal (2001) για την κατανοµή των πιεζοµετρικών φορτίων στο κατακόρυφο 
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επίπεδο y–z στη θέση x = 10000 m, κατά το χρόνο / 4t τ= . Στο Σχήµα 3.30 (α) 

φαίνεται ότι οι ισοδυναµικές γραµµές κοντά στο υδατόρευµα δεν είναι κατακόρυφες 

λόγω του τρισδιάστατου χαρακτήρα της ροής. Η µέγιστη απόκλιση µεταξύ των 

πιεζοµετρικών φορτίων που υπολογίζονται µε το µοντέλο και των πιεζοµετρικών 

φορτίων που υπολογίζονται µε την αναλυτική λύση είναι 0.15 m και παρατηρείται στο 

τµήµα του υδροφορέα που βρίσκεται κάτω από τον πυθµένα του υδατορεύµατος. Για 

αποστάσεις από το υδατόρευµα y > 80 m, οι ισοδυναµικές γίνονται κατακόρυφες – 

υποδεικνύοντας ότι η ροή µπορεί να θεωρηθεί οριζόντια – και οι αποκλίσεις µεταξύ 

των αποτελεσµάτων του µοντέλου και της αναλυτικής λύσεις είναι µικρές.   

    

 Τα χαρακτηριστικά της τρισδιάστατης ροής των υπόγειων υδάτων για το 

πρόβληµα που απεικονίζεται στο Σχήµα 3.27, είναι δυνατόν να εκτιµηθούν 

χρησιµοποιώντας οποιοδήποτε από τα αριθµητικά µοντέλα που έχουν αναπτυχθεί 

για την προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης µεταξύ υδατορευµάτων και υπόγειων 

νερών, στα οποία θεωρείται τρισδιάστατη υπόγεια ροή και µονοδιάστατη επιφανειακή 

ροή και όπου τα υπό–µοντέλα επιφανειακών και υπόγειων νερών συνδυάζονται στην 

κατακόρυφη διεύθυνση (π.χ. Swain and Wexler, 1996, Jobson and Harbaugh, 1999, 

Hussein and Schwartz, 2003, Prudic et al., 2004). Ωστόσο, για περιπτώσεις 

µεγαλύτερων υδατορευµάτων που διεισδύουν µερικώς στον υδροφορέα θα πρέπει 

ιδανικά να χρησιµοποιηθεί ένα µοντέλο επιφανειακών–υπόγειων νερών, όπως είναι 

το IRENE–HYD, όπου η ροή των επιφανειακών υδάτων µπορεί να θεωρηθεί 

διδιάστατη ή τρισδιάστατη και τα υπό–µοντέλα ροής των επιφανειακών και των 

υπόγειων υδάτων συνδυάζονται στην κοινή διεπιφάνεια επιφανειακών–υπόγειων 

νερών, τόσο στην κατακόρυφη όσο και στις οριζόντιες διευθύνσεις. Προκειµένου το 

IRENE–HYD να εφαρµοστεί σε µία τέτοια περίπτωση αλληλεπίδρασης 

υδατορεύµατος–υπόγειων νερών, το πρόβληµα του σχήµατος 3.27 τροποποιείται ως 

εξής: (α) το πλάτος του υδατορεύµατος θεωρείται ίσο µε rW = 90 m και το πλάτος 

του υδροφορέα ίσο µε aW = 1500 m, (β) το πάχος του υδροφορέα είναι Β = 53 m και 

το υδατόρευµα διεισδύει µερικώς στον υδροφορέα, (γ) θεωρώντας ότι  0S = 10–5, το 

βάθος διείσδυσης του υδατορεύµατος στον υδροφορέα κυµαίνεται µεταξύ 13 m στο 

ανάντη όριο και 13.5 στο κατάντη όριο και (δ) αρχικά το βάθος ροής κατά µήκος του 

υδατορεύµατος θεωρείται ίσο µε το βάθος οµοιόµορφης ροής 0H = 12 m, που 

υπολογίζεται µέσω της εξίσωσης Manning για παροχή 0rq = 6.624 m2/s, κλίση τριβών 0fS S= = 10–5 και συντελεστή τραχύτητας Manning η = 0.03 m–1/3s. Τα υπόλοιπα 
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χαρακτηριστικά του προβλήµατος παραµένουν τα ίδια, δηλαδή ο υδροφορέας και το 

υδατόρευµα βρίσκονται αρχικά σε υδραυλική ισορροπία κα τη χρονική στιγµή t = 0 

επιβάλλεται στο ανάντη όριο του υδατορεύµατος ηµιτονοειδής διαταραχή της 

στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας, µε πλάτος ζ ′ = 1 m και περίοδο τ = 5 h.  

 

 
Σχήµα 3.30: Σύγκριση των πιεζοµετρικών φορτίων που υπολογίζονται εφαρµόζοντας (α) την 

τρισδιάστατη εκδοχή του IRENE–HYD και (β) την αναλυτική λύση του Lal (2001) για το 

πρόβληµα του σχήµατος 3.27. Κατακόρυφη τοµή στο επίπεδο y–z στη θέση x = 10000 m, για 

χρόνο / 4t τ= . 

 

 Το υπολογιστικό πεδίο του IRENE–HYD διακριτοποιείται χρησιµοποιώντας 100 

στήλες, 200 γραµµές και 26 στρώµατα. Οι διαστάσεις του υπολογιστικού πλέγµατος 

στις διευθύνσεις x και y είναι iΔx = 500 m και jΔy = 7.5 m. Το πάχος των 

υπολογιστικών στρωµάτων είναι ίσο µε 2 m, εκτός από το πρώτο στρώµα για το 

οποίο ισχύει , ,1i jΔz = 3 m και τα στρώµατα 6–7 τα οποία δεν είναι οριζόντια, έτσι 
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ώστε να ακολουθούν την κλίση του πυθµένα του υδατορεύµατος, οπότε το πάχος 

των υπολογιστικών κελιών είναι µεταβλητό στη διεύθυνση x. Η κατακόρυφη 

διακριτοποίηση του υπολογιστικού πεδίου φαίνεται στο Σχήµα 3.31.   

 

 
     Σχήµα 3.31: Κατακόρυφη διακριτοποίηση του υπολογιστικού πεδίου του IRENE–HYD στο 

επίπεδο y–z ( i = 1), για την περίπτωση αλληλεπίδρασης µεταξύ υδροφορέα και 

υδατορεύµατος µερικής διείσδυσης του σχήµατος 2.8   

      

 Ο τρισδιάστατος χαρακτήρας του προβλήµατος φαίνεται στο Σχήµα 3.32, όπου 

παρουσιάζονται η ελεύθερη επιφάνεια των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων 

κατά τους χρόνους t = τ/4 και t = 3τ/4 και οι πιεζοµετρικές επιφάνειες για z = 37 m 

(k = 8) και z = 1 m (k = 26) κατά τους ίδους χρόνους. Για t = τ/4, η στάθµη του 

υδατορεύµατος είναι υψηλότερη από τις τιµές των πιεζοµετρικών φορτίων στον 

υδροφορέα, οπότε το υδατόρευµα τροφοδοτεί τα υπόγεια νερά (βλ. Σχήµα 3.32 (α)). 

Το αντίθετο ισχύει για t = 3τ/4, δηλαδή ο υδροφορέας τροφοδοτεί το υδατόρευµα. 

Όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.32 (β), η πιεζοµετρική επιφάνεια για z = 37 m είναι 

υψηλότερη από τη στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών και των 

υπόγειων νερών και η πιεζοµετρική επιφάνεια για z = 1 m είναι υψηλότερη από την 

πιεζοµετρική επιφάνεια για z = 37 m. Ο συνδυασµός των υπό–µοντέλων των 

επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων του IRENE–HYD τόσο στην κατακόρυφη 

όσο και στις οριζόντιες διευθύνσεις, επιτρέπει την ακριβή εκτίµηση της διήθησης 

επιφανειακού νερού προς τον υπόγειο υδροφορέα κατά το ανερχόµενο τµήµα του 

ηµιτονοειδούς κυµατισµού και της µετέπειτα εκφόρτισης του νερού που αποθηκεύεται 

στον υδροφορέα κατά το ανερχόµενο τµήµα του κυµατισµού, προς το υδατόρευµα, 

κατά το κατερχόµενο τµήµα του κυµατισµού. Η ακριβής προσοµοίωση τέτοιων 

φαινοµένων αλληλεπίδρασης είναι σηµαντική όχι µόνο για την πρόβλεψη και τη 

επιφάνεια εδάφους υδατόρευµα Wr 

Wa 

B 

k = 1 

k = 26 
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διαχείριση πλημμυρικών παροχών σε υδατορεύματα αλλά κυρίως για την εκτίμηση 

της μεταφοράς ρύπων μεταξύ υδατορευμάτων και υπόγειων νερών.      

     

 

Σχήμα 3.32: Ελεύθερη επιφάνεια των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων και 

πιεζομετρικές επιφάνειες για z  37 m (k  8) και z  1 m (k  26), κατά τους χρόνους (α) 

t  τ/4 και (β) t  3τ/4, όπως υπολογίζονται χρησιμοποιώντας το IRENE–HYD για την 

περίπτωση αλληλεπίδρασης μεταξύ υδροφορέα και υδατορεύματος μερικής διείσδυσης που 

απεικονίζεται στο Σχήμα 2.8   
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3.5 Συµπεράσµατα 

 

 Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάσηκε το τρισδιάστατο ολοκληρωµένο υδροδυναµικό 

µοντέλο επιφανειακών–υπόγειων νερών IRENE–HYD. Στο υπό–µοντέλο ροής 

επιφανειακών υδάτων του IRENE–HYD επιλύονται οι εξισώσεις ρηχών νερών 

σταθερής πυκνότητας και στο υπό–µοντέλο ροής των υπόγειων υδάτων επιλύεται η 

εξίσωση που περιγράφει την τρισδιάστατη µη µόνιµη κορεσµένη ροή σε ετερογενές 

ανισότροπο πορώδες µέσο. Το IRENE–HYD µπορεί να εφαρµοστεί για την εκτίµηση 

της αλληλεπίδρασης µεταξύ υπόγειων νερών και παράκτιων υδάτων, εκβολών 

ποταµών, υγροτόπων ή λιµνών, σε περιπτώσεις όπου µπορεί να γίνει η παραδοχή 

ρηχών νερών αλλά η υπόθεση πως οι ταχύτητες ροής είναι περίπου οριζόντιες και δε 

µεταβάλλονται σηµαντικά µε το βάθος δεν είναι ρεαλιστική, οπότε θα πρέπει να 

χρησιµοποιηθεί ένα τρισδιάστατο αριθµητικό µοντέλο για την προσοµοίωση της 

υδροδυναµικής κυκλοφορίας στο επιφανειακό υδάτινο σώµα.   

 

 Σε αντίθεση µε ό,τι συµβαίνει στα ολοκληρωµένα µαθηµατικά µοντέλα 

επιφανειακών–υπόγειων νερών που υπάρχουν διαθέσιµα στη βιβλιογραφία, όπου τα 

υπό–µοντέλα ροής των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων συνδυάζονται είτε 

στην κατακόρυφη είτε στις οριζόντιες διευθύνσεις, ο τρισδιάστατος χαρακτήρας του 

IRENE–HYD επιτρέπει τον λεπτοµερή συνδυασµό της ροής των επιφανειακών και 

των υπόγειων υδάτων τόσο στην κατακόρυφη όσο στις οριζόντιες διευθύνσεις. Αυτό 

µπορεί να αποδειχθεί σηµαντικό, για παράδειγµα, όταν ενδιαφέρει η ακριβής 

προσοµοίωση της κίνησης ρύπων µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών.  

 

 Ένας από τους λόγους που δεν είχε µέχρι σήµερα δηµοσιευθεί κάποιο 

ολοκληρωµένο αριθµητικό µοντέλο επιφανειακών–υπόγειων νερών στο οποίο να 

θεωρείται τρισδιάστατη η ροή τόσο των επιφανειακών όσο και των υπόγειων υδάτων, 

είναι το υπολογιστικό κόστος µίας τέτοιας προσέγγισης. Στο IRENE–HYD ωστόσο, το 

ηµι–πεπλεγµένο αριθµητικό σχήµα που χρησιµοποιείται στο υπό–µοντέλο ροής των 

επιφανειακών υδάτων, επιτρέπει την ταυτόχρονη συνδυασµένη επίλυση των 

εξισώσεων που διέπουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων νερών µε τρόπο 

ο οποίος δεν είναι υπολογιστικά δαπανηρός. Συγκεκριµένα, η προσοµοίωση της 

αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών επιτυγχάνεται µε την 

ταυτόχρονη επίλυση δύο µόνο εξισώσεων, των συνδυασµένων εξισώσεων της 

ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων και συνέχειας των υπόγειων 

υδάτων. Ο αλγόριθµος της ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης των εξισώσεων 
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που διέπουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων νερών που προτείνεται 

στην παρούσα διατριβή και εφαρµόζεται στο IRENE–HYD, µπορεί να εφαρµοστεί και 

σε άλλα τρισδιάστα ολοκληρωµένα µαθηµατικά µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων 

υδάτων, όπου γίνεται η παραδοχή υδροστατικής κατανοµής της πίεσης στο 

επιφανειακό υδάτινο σώµα. Βέβαια, η ταυτόχρονη συνδυασµένη επίλυση των 

εξισώσεων που διέπουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων απαιτεί 

τη χρήση κοινού µεγέθους χρονικού βήµατος στα υπό–µοντέλα των επιφανειακών 

και των υπόγειων νερών. Για αυτόν τον λόγο, στο IRENE–HYD συµπεριλαµβάνεται 

και ένας δεύτερος αλγόριθµος επίλυσης, ο οποίος βασίζεται στη µέθοδο εσωτερικού 

συνδυασµού των εξισώσεων των επιφανειακών και των υπόγειων νερών και 

επιτρέπει τη χρήση διαφορετικού χρονικού βήµατος στα υπό–µοντέλα ροής των 

επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων.   

 

 Οι περιπτώσεις ελέγχου που διερευνήθηκαν σε αυτό το κεφάλαιο έδειξαν ότι το 

IRENE–HYD µπορεί να εκτιµήσει µε ακρίβεια την αλληλεπίδραση µεταξύ 

επιφανειακών και υπόγειων νερών. Τα αποτελέσµατα του µοντέλου συγκρίθηκαν µε 

αυτά αναλυτικών λύσεων που ισχύουν σε απλές περιπτώσεις αλληλεπίδρασης. Η 

περίπτωση αλληλεπίδρασης µεταξύ λίµνης και υπόγειων νερών, για την οποία ισχύει 

η αναλυτική λύση του Kacimov (2000), επιλέχθηκε ώστε να αξιολογηθούν τα 

αποτελέσµατα του IRENE–HYD για τα πιεζοµετρικά φορτία και το πεδίο ροής των 

υπόγειων υδάτων σε ένα πρόβληµα αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων 

νερών όπου η υπόγεια ροή θεωρείται τρισδιάστατη. Το πρόβληµα αλληλεπίδρασης 

µεταξύ υδατορεύµατος και υπόγειων νερών, για το οποίο ισχύει η προσεγγιστική 

αναλυτική λύση του Lal (2001), επιλέχθηκε προκειµένου να επιβεβαιωθούν τα 

αποτελέσµατα του IRENE–HYD για τις µεταβλητές της ροής τόσο των επιφανειακών 

όσο και των υπόγειων υδάτων, καθώς η αναλυτική λύση του Lal (2001) είναι µία από 

τις ελάχιστες αναλυτικές λύσεις που έχουν διατυπωθεί επιλύνοντας τις εξισώσεις 

τόσο της επιφανειακής όσο και της υπόγειας ροής.  

 

 Στο υπό–µοντέλο ροής επιφανειακών υδάτων του IRENE–HYD 

συµπεριλαµβάνεται αλγόρθιµος διαβροχής και ξήρανσης υπολογιστικών κελιών του 

επιφανειακού υδάτινου σώµατος, ο οποίος αποτελεί τροποποίηση της µεθόδου MLU 

που προτάθηκε από τους Casulli and Cheng (1992). Οι δύο περιπτώσεις ελέγχου 

που διερευνήθηκαν έδειξαν ότι το FLOW–3DL µπορεί να εκτιµήσει τη διακύµανση της 

θέσης της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων σε δύσκολα προβλήµατα 

όπου λαµβάνει χώρα διαβροχή ή ξήρανση περιοχών του υπολογιστικού πλέγµατος. 



ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ Υ∆ΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΟ  
ΜΟΝΤΕΛΟ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ–ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 3-128 

Σε αντίθεση µε τη µέθοδο MLU, η µέθοδος διαβροχής και ξήρανσης που εφαρµόζεται 

στο FLOW–3DL δεν οδηγεί σε υπερεκτίµηση του όγκου νερού που µπορεί να 

αποθηκευτεί στα υπολογιστικά κελιά. Ωστόσο επειδή στο FLOW–3DL τα βάθη 

ορίζονται στο κέντρο των διαφορικών όγκων, στις περισσότερες περιπτώσεις 

απαιτείται πυκνότερο υπολογιστικό πλέγµα σε σύγκριση µε αυτό που χρησιµοποιείται 

σε αριθµητικά µοντέλα όπου τα βάθη ορίζονται στα µέτωπα των διαφορικών όγκων, 

καθώς, όπως αποδείχτηκε στη δεύτερη περίπτωση ελέγχου, η ακρίβεια απεικόνισης 

του πυθµένα του επιφανειακού υδάτινου σώµατος στο FLOW–3DL επιδρά στην 

ακρίβεια υπολογισµού της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας.  

 

 Η µέθοδος εκτίµησης της θέσης της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων νερών 

που εφαρµόζεται στο υπό–µοντέλο ροής υπόγειων υδάτων του IRENE–HYD 

αποτελεί έναν συνδυασµό των µεθόδων που χρησιµοποιούνται στα αριθµητικά 

µοντέλα των Huyakorn et al. (1994), HydroGeologic (1998) και Nanou–Giannarou 

and Helmig (1998). Είναι η πρώτη φορά που παρόµοια µέθοδος εφαρµόζεται σε µη 

εµπορικό κώδικα πεπερασµένων διαφορών. Βασικό πλεονέκτηµα της µεθόδου είναι 

ότι υπολογίζονται πιεζοµετρικά φορτία για όλους τους κόµβους του υπολογιστικού 

πλέγµατος των υπόγειων υδάτων – και όχι µόνο για το τµήµα του υπολογιστικού 

πλέγµατος που βρίσκεται κάτω από την ελεύθερη επιφάνεια των υπόγειων νερών – 

οπότε δεν υπάρχει ανάγκη αποµόνωσης των ξηρών υπολογιστικών κελιών από το 

υπολογιστικό πεδίο και µετέπειτα µετατροπής τους σε ‘ενεργά’ (µερικώς ή πλήρως 

κορεσµένα) κελιά. Όπως αποδείχτηκε από την πρώτη περίπτωση ελέγχου που 

διερευνήθηκε σε αυτό το κεφάλαιο, η µέθοδος που χρησιµοποιείται στο IRENE–HYD 

µπορεί να εκτιµήσει µε ακρίβεια τη χρονικά µεταβαλλόµενη θέση της ελεύθερης 

επιφάνειας των υπόγειων υδάτων. Ωστόσο, επειδή ακριβώς υπολογίζονται 

πιεζοµετρικά φορτία για όλους τους κόµβους του υπολογιστικού πλέγµατος των 

υπόγειων υδάτων, µπορεί σε κάποιες περιπτώσεις που είναι µεγάλος ο αριθµός των 

ξηρών κελιών να οδηγήσει σε µεγάλους υπολογιστικούς χρόνους.  

 

 Είναι επίσης σηµαντικό να αναφερθεί ότι η περίπτωση ελέγχου που εξετάστηκε 

για να αξιολογηθεί η ικανότητα του IRENE–HYD να εκτιµήσει τη χρονικά 

µεταβαλλόµενη θέση της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων σε ένα 

σύστηµα επιφανειακών–υπόγειων νερών, έδειξε ότι µε το IRENE–HYD µπορεί να 

υπολογισθεί µε ικανοποιητική ακρίβεια η επιφάνεια διήθησης.  
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 Εκτός από τις περιπτώσεις ελέγχου της µεθόδου εκτίµησης της θέσης της 

ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων υδάτων και της µεθόδου διαβροχής και 

ξήρανσης περιοχών του υπολογιστικού πλέγµατος των επιφανειακών υδάτων, 

διερευνήθηκε και η περίπτωση παράκτιας λεκάνης µε διαπερατό πυθµένα 

οµοιόµορφης κλίσης, στο ανοικτό όριο της οποίας επιβλήθηκε ηµιτονοειδής 

διαταραχή της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας, προκειµένου να αξιολογηθούν τα 

αποτελέσµατα του µοντέλου για τη στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας του νερού σε 

ένα σύστηµα των επιφανειακών–υπόγειων υδάτων. Τα προφίλ της στάθµης της 

ελεύθερης επιφάνειας επιφανειακών και υπόγειων υδάτων που υπολογίστηκαν µε το 

IRENE–HYD, για διάφορες χρονικές στιγµές κατά τη διάρκεια µιας περιόδου, ήταν 

οµαλά, χωρίς περίεργες ταλαντώσεις. Η ικανότητα εκτίµησης της χρονικά 

µεταβαλλόµενης θέσης της ελεύθερης επιφάνειας επιφανειακών και υπόγειων 

υδάτων σε συστήµατα επιφανειακών–υπόγειων νερών αποτελεί ένα σηµαντικό 

χαρακτηριστικό του IRENE–HYD.   

 

 Τέλος, πρέπει να αναφερθεί ότι µία αδυναµία του IRENE–HYD αποτελεί η χρήση 

απλού υπολογιστικού πλέγµατος. Παρόλο που οι διαστάσεις του υπολογιστικού 

πλέγµατος µπορεί να είναι µεταβλητές στις διευθύνσεις x, y και z και τα στρώµατα 

στα οποία διαιρείται το υπολογιστικό πεδίο µπορεί να µην είναι οριζόντια, έτσι ώστε 

να ακολουθούν τα όρια διαφορετικών γεωλογικών σχηµατισµών, δεν είναι δυνατόν 

να προσεγγισθούν µε ακρίβεια σύνθετες γεωµετρίες. Ωστόσο η µέθοδος συνδυασµού 

των εξισώσεων των επιφανειακών και των υπόγειων νερών που προτείνεται εδώ θα 

µπορούσε να εφαρµοστεί σε ολοκληρωµένα µαθηµατικά µοντέλα επιφανειακών–

υπόγειων νερών όπου χρησιµοποιείται η µέθοδος πεπερασµένων όγκων και υπάρχει 

η δυνατότητα χρήσης µεγάλης ποικιλίας υπολογιστικών πλεγµάτων.     
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4: 

4 ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΠΟΙΟΤΗΤΑΣ 

ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ–ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ 

  

4.1 Εισαγωγή  

 

 Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται το ολοκληρωµένο µοντέλο ποιότητας 

επιφανειακών–υπόγειων υδάτων IRENE–QUAL. Το IRENE–QUAL αποτελείται από 

τρισδιάστατο υπό–µοντέλο ποιότητας επιφανειακών νερών και τρισδιάστατο υπό–

µοντέλο ποιότητας υπόγειων νερών. Το µοντέλο ποιότητας IRENE–QUAL συνδέθηκε 

µε το υδροδυναµικό µοντέλο IRENE–QUAL ώστε τα δεδοµένα εξόδου του IRENE–

HYD (τιµές ταχυτήτων και πιεζοµετρικών φορτίων, στάθµη της ελέυθερης επιφάνειας, 

κλπ) να µπορούν να χρησιµοποιηθούν σαν δεδοµένα εισόδου στο IRENE–QUAL. 

Στις επόµενες παραγράφους διατυπώνονται αρχικά οι µερικές διαφορικές εξισώσεις 

που χρησιµοποιούνται στο IRENE–QUAL για την περιγραφή της συµπεριφοράς 

ποιοτικών παραµέτρων σε επιφανειακά και υπόγεια νερά και στη συνέχεια 

παρουσιάζεται η αριθµητική τους επίλυση χρησιµοποιώντας διάφορα αριθµητικά 

σχήµατα. Ακολουθεί αναλυτική περιγραφή του συνδυασµού των εξισώσεων των δύο 

υπό–µοντέλων στην κοινή διεπιφάνεια επιφανειακών–υπόγειων νερών, λαµβάνοντας 

υπ’ όψη τόσο το µηχανισµό της µεταφοράς όσο και το µηχανισµό της διασποράς για 

την περιγραφή της ανταλλαγής ρύπων µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών. 

Στη συνέχεια ελέγχεται η ακρίβεια των αριθµητικών µεθόδων που χρησιµοποιούνται 
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στο IRENE–QUAL συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα του µοντέλου µε διαθέσιµες 

αναλυτικές λύσεις. Τέλος, τα αποτελέσµατα του IRENE–QUAL αξιολογούνται 

ποιοτικά για µια υποθετική περίπτωση αλληλεπίδρασης µεταξύ υδροφορέα και 

υδατορεύµατος.    

 

4.2 Μαθηµατική διατύπωση 

4.2.1 Εξισώσεις του υπό–µοντέλου ποιότητας επιφανειακών υδάτων 

 

 Η αρχή διατήρησης της µάζας τυχαίας ουσίας που εισάγεται σε επιφανειακό 

υδάτινο σώµα χωρίς να επηρεάζει το πεδίο ταχυτήτων, εκφράζεται µε την εξίσωση 

µεταφοράς–διάχυσης, που σε τρισδιάστατο τυρβώδες πεδίο ροής και αµελώντας τη 

συµβολή της µοριακής διάχυσης γράφεται ως (βλ. π.χ Harleman, 1966, Χριστούλας 

και λοιποί, 1997):  31 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ss ss sC uC vC wC u C v C w C q C Rt x y z x y z′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ �������
����������� �������������

             (4.1) 

όπου C  και C ′  [ML–3] συµβολίζουν τη µέση χρονική τιµή της συγκέντρωσης της 

διαλυµένης στο νερό ουσίας και τη διακύµανσή της, αντίστοιχα, ssq  [T–1] συµβολίζει 

την παροχή εισροής ή εκροής ύδατος στο/από το επιφανειακό υδάτινο σώµα, ανά 

µονάδα όγκου του επιφανειακού υδάτινου σώµατος, ssC  [ML–3] είναι η συγκέντρωση 

της διαλυµένης ουσίας στην εισροή/εκροή και sR  [ML–3T–1] είναι ο ρυθµός 

πρόσθεσης ή απώλειας της ουσίας λόγω φυσικών, χηµικών ή βιολογικών 

διεργασιών. Η αρίθµηση στην εξίσωση (4.1) αναφέρεται στους όρους µεταφοράς της 

ουσίας µε τη µέση ροή του νερού (όροι µε τον αριθµό 1), τους όρους τυρβώδους 

διάχυσης (όροι µε τον αριθµό 2) και τους όρους πρόσθεσης ή απώλειας της ουσίας 

(όροι µε τον αριθµό 3).  

 

 Οι ποσότητες u C′ ′ , v C′ ′  και wC′ ′  παριστάνουν τη µέση χρονική ροή µάζας (ανά 

µονάδα επιφάνειας) που οφείλεται στην τυρβώδη ροή. Κατ’ αναλογία προς το νόµο 

του Fick της µοριακής διάχυσης, µπορεί να θεωρηθεί ότι η ροή µάζας που οφείλεται 

στην τυρβώδη ροή είναι ανάλογη της κλίσης της µέσης χρονικής τιµής της 

συγκέντρωσης (βλ. π.χ. Harleman, 1966):  
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tx Cu C D x∂
′ ′ = −

∂
,        ty Cv C D y∂

′ ′ = −
∂

,       tz Cw C D z∂
′ ′ = −

∂
                                    (4.2) 

όπου txD , tyD  και tzD  [ML–2T–1] είναι οι συντελεστές τυρβώδους διάχυσης στις 

διευθύνσεις x, y και z, αντίστοιχα. Αντικαθιστώντας την εξίσωση (4.2) στην (4.1), η 

τελευταία γράφεται ως:  ( ) ( ) ( ) tx ty tzss ss sC uC vC wC C C CD D Dt x y z x x y y z zq C R      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − − + + +     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

+ +

      (4.3) 

Η εξίσωση µεταφοράς–διάχυσης για τυρβώδη ροή (4.3) επιλύεται αριθµητικά στο 

υπό–µοντέλο ποιότητας επιφανειακών υδάτων του IRENE–QUAL για την εκτίµηση 

των συγκεντρώσεων ρυπαντικών φορτίων και γενικότερα ποιοτικών παραµέτρων 

των επιφανειακών νερών.   

 

4.2.1.1    Αρχικές και οριακές συνθήκες 

 

 Για την επίλυση της εξίσωσης (4.3) θα πρέπει να ορισθούν αρχικές συνθήκες –

δηλαδή οι τιµές της συγκέντρωσης των ποιοτικών παραµέτρων στο εξεταζόµενο 

πεδίο για t = 0– και οριακές συνθήκες. Σε κλειστά όρια, η ροή µάζας ρύπου εγκάρσια 

στο όριο λόγω µεταφοράς και διάχυσης είναι µηδενική, δηλαδή: 0i itx xiCD v Cx∂ − =
∂

 

(οριακή συνθήκη τύπου Cauchy), όπου ix  συµβολίζει τη διεύθυνση εγκάρσια στο 

όριο και ixv  είναι η ταχύτητα εγκάρσια στο όριο. Σε ανοικτά όρια γνωστής 

συγκέντρωσης ισχύει iC C=  (οριακή συνθήκη τύπου Dirichlet), όπου iC  είναι η 

γωνστή τιµή της συγκέντρωσης. Σε ανοικτά όρια άγνωστης συγκέντρωσης ισχύει 0itx iCD x∂ =
∂

 (οριακή συνθήκη τύπου Neuman). Η φυσική σηµασία της τελευταίας 

συνθήκης είναι ότι εγκάρσια στο όριο η συγκέντρωση φθίνει µε τρόπο που δεν 

επηρεάζεται από το χρόνο –σε µη µόνιµες συνθήκες– άρα δεν δηµιουργείται 

δυναµικό για την επανείσοδο ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο.     
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4.2.2 Εξισώσεις του υπό–µοντέλου ποιότητας υπόγειων υδάτων 

 

 Η µερική διαφορική εξίσωση που περιγράφει τους µηχανισµούς κίνησης και τις 

φυσικές, χηµικές ή βιολογικές διεργασίες που υφίσταται ρύπος που εισάγεται σε 

τρισδιάστατο πεδίο ροής υπόγειων υδάτων, προκύπτει από την εφαρµογή της αρχής 

διατήρησης της µάζας του ρύπου σε στοιχειώδη όγκο του πορώδους µέσου και 

διατυπώνεται ως εξής (βλ. π.χ. Bear, 1972, 1979): 

1 2
( ) ( ) ( )

xx xy xzyx yy yz
e p e p e pe e h e h e he h e h e h
n u C n v C n w CCn t x y zC C Cn D n D n Dx x x y x zC C Cn D n D n Dy x y y y z

∂ ∂ ∂∂
= − − −

∂ ∂ ∂ ∂

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + +     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + +   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

�����������������

�������������������������2 32zx zy zze h e h e h gs gs gC C Cn D n D n D q C Rz x z y z z


 


     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + +     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

�������������������������

�������
�������������������������

    (4.4) 

ή σε µητρωική µορφή: 

( ) ( )( ) 321div div grade e e gs gs gCn n C n C q C Rt∂
= − + + +

∂ p hp hp hp hV DV DV DV D
�����������������������

                                  (4.5) 

Στις εξισώσεις (4.4) και (4.5), pu , pv  και pw  [LT–1] είναι οι συνιστώσες της 

πραγµατικής µέσης ταχύτητας ροής των υπόγειων υδάτων, ppppVVVV , στις διευθύνσεις x, y 

και z, αντίστοιχα, gsq [T–1] συµβολίζει την παροχή εισροής ή εκροής ρυπασµένου 

ύδατος στον/από τον υδροφορέα ανά µονάδα όγκου του υδροφορέα, gsC  [ML–3] 

είναι η συγκέντρωση του διαλυµένου ρύπου στην εισροή/εκροή του ρυπασµένου 

ύδατος, gR  [ML–3T–1] είναι ο ρυθµός πρόσθεσης ή απώλειας ρύπου λόγω φυσικών, 

χηµικών ή βιολογικών διεργασιών και hhhhDDDD  συµβολίζει το συµµετρικό τανυστή των 

συντελεστών υδροδυναµικής διασποράς xxhD , yyhD , zzhD , xyhD , yxhD , xzhD , zxhD , yzhD  και zyhD  [L2T–1]. Η αρίθµηση στις εξισώσεις (4.4) και (4.5) αναφέρεται 

στους όρους µεταφοράς ρύπων µε τη µέση ροή των υπόγειων υδάτων (όροι µε τον 
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αριθµό 1), τους όρους υδροδυναµικής διασποράς (όροι µε τον αριθµό 2) και τους 

όρους πρόσθεσης ή απώλειας του ρύπου (όροι µε τον αριθµό 3).  

 

 Η υδροδυναµική διασπορά εκφράζει το άθροισµα των µηχανισµών της µοριακής 

διάχυσης και της µηχανικής διασποράς. Η µηχανική διασπορά είναι αποτέλεσµα των 

αποκλίσεων των πραγµατικών ταχυτήτων της ροής σε µικροσκοπική κλίµακα από τη 

µέση ταχύτητα της ροής των υπόγειων υδάτων που θεωρείται σε µακροσκοπική 

κλίµακα (Bear, 1972, 1979). Σύµφωνα µε τα παραπάνω, ο τανυστής υδροδυναµικής 

διασποράς εκφράζεται ως:     xx xy xzyx yy yzzx zy zzh h h xx xy xzh h h yx yy yzzx zy zzh h hD D D D D D DD D D D D D DD D D DD D D ∗

∗

∗

   +
   
   = = +
   
   +
    

hhhhDDDD                             (4.6) 

όπου xxD , yyD , zzD , xyD , yxD , xzD , zxD , yzD  και zyD  [L2T–1] είναι οι 

συντελεστές µηχανικής διασποράς και D ∗  [L2T–1] είναι ο συντελεστής µοριακής 

διάχυσης.  

 

 Οι συντελεστές µηχανικής διασποράς, για ένα ισότροπο πορώδες µέσο, 

ορίζονται συναρτήσει της µέσης ταχύτητας ροής ως εξής (βλ. Bear, 1972, 1979): 2 2 2p p pxx L T Tu v wD α α α= + +p p pp p pp p pp p pV V VV V VV V VV V V                                                                         (4.7α) 2 2 2p p pyy L T Tv u wD α α α= + +p p pp p pp p pp p pV V VV V VV V VV V V                                                                         (4.7β) 2 2 2p p pzz L T Tw u vD α α α= + +p p pp p pp p pp p pV V VV V VV V VV V V                                                                         (4.7γ) 

( ) p pxy yx L T u vD D α α= = − ppppVVVV                                                                                 (4.7δ) 

( ) p pxz zx L T u wD D α α= = − ppppVVVV                                                                                 (4.7ε) 

( ) p pyz zy L T v wD D α α= = − ppppVVVV                                                                               (4.7στ) 
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όπου ppppVVVV  συµβολίζει το µέτρο της µέσης ταχύτητας ροής των υπόγειων υδάτων, Lα  

[L] είναι ο ανοιγµένος συντελεστής διαµήκους διασποράς (longitudinal dispersivity) 

και Tα  [L] είναι ο ανοιγµένος συντελεστής εγκάρσιας διασποράς (transverse 

dispersivity). Οι εξισώσεις (4.7α)–(4.7στ) δεν ισχύουν για ανισότροπο πορώδες µέσο, 

καθώς σε αυτήν την περίπτωση απαιτούνται πέντε – και όχι µόνο δύο – ανεξάρτητοι 

ανοιγµένοι συντελεστές διασποράς για τον υπολογισµό των συντελεστών µηχανικής 

διασποράς. Ωστόσο, δεν είναι εφικτό να µετρηθούν πέντε διαφορετικοί συντελεστές 

διασποράς στο πεδίο (Bear, 1979). Μία πρακτική εναλλακτική αποτελεί η χρήση δύο 

ανοιγµένων συντελεστών εγκάρσιας διασποράς, ενός ανοιγµένου συντελεστή 

οριζόντιας εγκάρσιας διασποράς, TΗα  (horizontal transverse dispersivity) και ενός 

ανοιγµένου συντελεστή κατακόρυφης εγκάρσιας διασποράς, TVα  (vertical transverse 

dispersivity), όπως προτάθηκε από τους Burnett and Frind, 1987:  2 2 2p p pxx L TH TVu v wD α α α= + +p p pp p pp p pp p pV V VV V VV V VV V V                                                                     (4.8α) 2 2 2p p pyy L TΗ TVv u wD α α α= + +p p pp p pp p pp p pV V VV V VV V VV V V                                                                     (4.8β) 2 2 2p p pzz L TV TVw u vD α α α= + +p p pp p pp p pp p pV V VV V VV V VV V V                                                                      (4.8γ) 

( ) p pxy yx L TH u vD D α α= = − ppppVVVV                                                                               (4.8δ) 

( ) p pxz zx L TV u wD D α α= = − ppppVVVV                                                                               (4.8ε) 

( ) p pyz zy L TV v wD D α α= = − ppppVVVV                                                                             (4.8στ) 

Ερευνητικές εργασίες που βασίζονται σε στοχαστικές αναλύσεις της χωρικής 

µεταβλητότητας των υδραυλικών παραµέτρων και της ταχύτητας ροής σε υπόγειους 

υδροφορείς έδειξαν ότι οι συντελεστές διασποράς Tα , TΗα  και TVα  δεν εξαρτώνται 

αποκλειστικά και µόνο από τις ιδιότητες του πορώδους µέσου αλλά εξαρτώνται και 

από το πεδίο ταχυτήτων (π.χ. Gelhar and Axness, 1983, Gelhar et al., 1992, Rehfeldt 

and Gelhar, 1992). Πρέπει τέλος να αναφερθεί ότι η συµβολή του µηχανισµού της 

µοριακής διάχυσης στην εξάπλωση ρύπων στα υπόγεια νερά µπορεί συνήθως να 



ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ ΜΟΝΤΕΛΟ  
ΠΟΙΟΤΗΤΑΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ – ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 4-7 

θεωρηθεί αµελητέα σε σύγκριση µε τη συµβολή του µηχανισµού µηχανικής 

διασποράς ( , ,xx yy zzD D D D ∗>> ), εκτός από την περίπτωση που οι ταχύτητες ροής 

των υπόγειων υδάτων είναι πολύ µικρές.  

 

 Υπολογιστικά, είναι ευκολότερο να χρησιµοποιηθεί ένας τανυστής φαινόµενης 

υδροδυναµικής διασποράς, ˆ hhhhDDDD , ο οποίος ορίζεται ως: ˆ en=h hh hh hh hD DD DD DD D . Οι συντελεστές 

φαινόµενης υδροδυναµικής διασποράς ορίζονται συναρτήσει της ειδικής παροχής ή 

ταχύτητας Darcy αντί της πραγµατικής µέσης ταχύτητας ροής:  22 2 *ˆ yx zh L TH TV exx qq qD α α α n D= + + +q q qq q qq q qq q q                                                       (4.9α) 2 2 2 *ˆ y x zh L TΗ TV eyy q q qD α α α n D= + + +q q qq q qq q qq q q                                                        (4.9β) 22 2 *ˆ yz xh L TV TV ezz qq qD α α α n D= + + + +q q qq q qq q qq q q                                                      (4.9γ) 

( )ˆ ˆ x yh h L THxy yx q qD D α α= = − qqqq                                                                           (4.9δ) 

( )ˆ ˆ x zh h L TVxz zx q qD D α α= = − qqqq                                                                            (4.9ε) 

( )ˆ ˆ y zh h L TVyz zy q qD D α α= = − qqqq                                                                         (4.9στ) 

 Οι κυριότεροι µηχανισµοί γένεσης ή απώλειας ρύπων είναι η προσρόφηση 

ρύπων από το πορώδες µέσο και η βιολογική ή ραδιενεργός διάσπαση ρύπων (Bear, 

1972). Σε αυτήν την περίπτωση ο όρος gR  διατυπώνεται ως: 1 2sg p e pCR ρ λ n C λ ρ St∂
= − − −

∂
                                                                         (4.10) 

όπου pρ  [ML–3] είναι η φαινόµενη πυκνότητα του πορώδους µέσου, S  [MM–1] είναι 

η µάζα ρύπου που προσροφάται από τους κόκκους του πορώδους µέσου ανά 

µονάδα µάζας των κόκκων και 1λ , 2λ  [T–1] είναι οι σταθερές διάσπασης του ρύπου 

που είναι διαλυµένος στα υπόγεια νερά (υδατική φάση) και του ρύπου που έχει 

προσροφηθεί στην επιφάνεια των κόκκων του πορώδους µέσου (προσροφούµενη 



ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ ΜΟΝΤΕΛΟ  
ΠΟΙΟΤΗΤΑΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ – ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 4-8 

φάση), αντίστοιχα (Bear, 1972). Η διάσπαση του ρύπου θεωρείται ότι ακολουθεί 

κινητική πρώτης τάξης.  

 

 Αντικαθιστώντας την εξίσωση (4.10) στην εξίσωση (4.4), η τελευταία µπορεί να 

διατυπωθεί ως:  ( ) ( ) ( )xx xy xzyx yy yzzx zy
e p e p e pd e e h e h e he h e h e he h e h

n u C n v C n w CCR n t x y zC C Cn D n D n Dx x x y x zC C Cn D n D n Dy x y y y zC Cn D n Dz x z y
∂ ∂ ∂∂

= − − −
∂ ∂ ∂ ∂

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + +     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + +     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ +  

∂ ∂ ∂ ∂  1 2 zze hgs gs e p Cn Dz zq C λ n C λ ρ S  ∂ ∂
+  

∂ ∂  

+ − −

                  (4.11) 

όπου 1 pd eρ SR n C∂
= +

∂
 είναι ένας αδιάστατος συντελεστής που ονοµάζεται 

συντελεστής προσρόφησης. Στο υπό–µοντέλο ποιότητας υπόγειων νερών του 

IRENE–QUAL µπορεί να χρησιµοποιηθεί ένας από τους ακόλουθους τύπους 

ισόθερµων προσρόφησης σε κατάσταση ισορροπίας (ως ισόθερµη προσρόφησης 

ισορροπίας αναφέρεται η συναρτησιακή σχέση µεταξύ των συγκεντρώσεων του 

ρύπου στην υδατική και την προσροφούµενη φάση υπό συνθήκες σταθερής 

θερµοκρασίας) για την περιγραφή της προσρόφησης ρύπου από το πορώδες µέσο: 

γραµµική ισόθερµη, ισόθερµη Freundlich, ισόθερµη Langmuir. Η χρήση ισόθερµων 

προσρόφησης ισορροπίας βασίζεται στις παραδοχές ότι υφίστανται συνθήκες 

ισορροπίας µεταξύ των συγκεντρώσεων της υδατικής και της στερεάς φάσης και ότι η 

προσρόφηση ρύπου από το πορώδες µέσο είναι αρκετά γρήγορη, σε σύγκριση µε 

την ταχύτητα ροής των υπόγειων υδάτων, ώστε να µπορεί να θεωρηθεί στιγµιαία 

(Bear and Cheng, 2008).   

 

(i) Γραµµική ισόθερµη προσρόφησης. Η γραµµική ισόθερµη προσρόφησης 

ισορροπίας εκφράζεται µαθηµατικά από την ακόλουθη εµπειρική εξίσωση 

(βλ. π.χ. Bear, 1972): dS K C=                                                                                                 (4.12)  
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όπου dK  [L3M–1] είναι ο συντελεστής κατανοµής (ή συντελεστής 

διαχωρισµού). Ο συντελεστής προσρόφησης, dR , στην περίπτωση αυτή 

εκφράζεται ως εξής: 1 1p pd de eρ ρSR Kn C n∂
= + = +

∂
                                                                  (4.13)    

 

(ii) Ισόθερµη του Freundlich. Η ισόθερµη του Freundlich είναι µία µή γραµµική 

ισόθερµη, η οποία εκφράζεται µαθηµατικά από την ακόλουθη εµπειρική 

σχέση (βλ. π.χ. Bear, 1972): ffS K C=                                                                                                (4.14) 

όπου fK  [L3M–1]f είναι η σταθερά Freundlich και f [–] είναι ο εκθέτης 

Freundlich. Όταν f = 1, η ισόθερµη προσρόφησης του Freundlich είναι 

ισοδύναµη µε τη γραµµική ισόθερµη προσρόφησης. Χρησιµοποιώντας την 

εξίσωση (4.13), ο συντελεστής προσρόφησης, dR , διατυπώνεται ως εξής: 11 1p p fd fe eρ ρSR K fCn C n −∂
= + = +

∂
                                                          (4.15) 

   

(iii)  Ισόθερµη του Langmuir. Η ισόθερµη προσρόφησης του Langmuir 

περιγράφεται µαθηµατικά από την ακόλουθη εµπειρική εξίσωση (βλ. π.χ. 

Novotny and Olem, 1994): 1K SCS K C=
+

�

�

                                                                                           (4.16) 

όπου K �  [L3M–1] είναι η σταθερά Langmuir και S  [MM–1] είναι εµπειρική 

σταθερά που αντιστοιχεί στη µέγιστη δυνατή συγκέντρωση προσροφηµένου 

ρύπου. Σύµφωνα µε την εξίσωση (4.15), ο συντελεστής προσρόφησης, dR , 

γράφεται ως:  

( )
21 1 1p pd e eρ ρ K SSR n C n K C 

∂  = + = +
 ∂ +  

�

�

                                                  (4.17) 
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Οι τιµές των σταθερών dK , fK , f, K � , S  εξαρτώνται από τις ιδιότητες του 

ρύπου και του πορώδους µέσου, καθώς και από τη θερµοκρασία και 

προσδιορίζονται πειραµατικά.    

 

 Η προσοµοίωση της προσρόφησης ρύπων από το πορώδες µέσο είναι 

σηµαντική κυρίως για προβλήµατα ρύπανσης από οργανικές ενώσεις, φώσφορο, 

αµµωνιακά ιόντα και βαρέα µέταλλα.      

 

4.2.2.1    Αρχικές και οριακές συνθήκες 

 

 Προκειµένου να επιλυθεί η εξίσωση (4.11) χρειάζεται να καθορισθούν οι τιµές της 

συγκέντρωσης στο υπολογιστικό πεδίο των υπόγειων υδάτων για t = 0 και οι οριακές 

συνθήκες. Οι ακόλουθοι τύποι οριακών συνθηκών µπορούν να διακριθούν (βλ. π.χ. 

Bear, 1972, 1979): 

 

(i) Οριακή συνθήκη τύπου Dirichlet. Καθορίζεται η τιµή της συγκέντρωσης στο 

όριο, η οποία µπορεί να µεταβάλλεται χρονικά.  

 

(ii) Οριακή συνθήκη τύπου Neuman. Καθορίζεται η ροή µάζας ρύπου εγκάρσια 

στο όριο λόγω διασποράς, δηλαδή:  

   ( , , , )ije h ijCn D f x y z tx∂ =
∂

, όπου ( , , , )if x y z t  είναι γνωστή συνάρτηση.  

 

(iii) Οριακή συνθήκη τύπου Cauchy. Καθορίζεται η ροή µάζας ρύπου εγκάρσια 

στο όριο λόγω µεταφοράς και διασποράς, δηλαδή:   

   ( , , , )ije h i ijCn D q C g x y z tx∂ − =
∂

, όπου ( , , , )ig x y z t  είναι γνωστή συνάρτηση.  

     Για αδιαπέρατο όριο ισχύει: 0ije h ijCn D q Cx∂ − =
∂

. 
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4.3 Αριθµητική επίλυση 

4.3.1 Γενικά 

 

 Οι εξισώσεις µεταφοράς–τυρβώδους διάχυσης ρύπων σε επιφανειακά νερά και 

µεταφοράς–διασποράς ρύπων σε υπόγεια νερά (4.3) και (4.11), αντίστοιχα, έχουν 

µικτό υπερβολικό–παραβολικό χαρακτήρα και αποτελούν ουσιαστικά σύνθεση των 

εξισώσεων απλής µεταφοράς και απλής διάχυσης ή διασποράς. Σε προβλήµατα 

όπου υπερισχύει το φαινόµενο της µεταφοράς, οι εξισώσεις (4.3) και (4.11) έχουν τα 

χαρακτηριστικά µερικών διαφορικών εξισώσεων υπερβολικού τύπου, ενώ όταν 

υπερισχύει ο µηχανισµός της τυρβώδους διάχυσης σε επιφανειακά νερά και 

αντίστοιχα της υδροδυναµικής διασποράς σε υπόγεια νερά, οι εξισώσεις (4.3) και 

(4.11) έχουν τα χαρακτηριστικά µερικών διαφορικών εξισώσεων παραβολικού τύπου.      

 

 Ο µικτός υπερβολικός–παραβολικός χαρακτήρας των εξισώσεων (4.3) και (4.11) 

δυσχεραίνει την αριθµητική τους επίλυση (Mitchell, 1984, Leonard, 1988). Κατά 

καιρούς έχουν εφαρµοστεί διάφορες αριθµητικές µέθοδοι για την επίλυση της 

εξίσωσης µεταφοράς–διάχυσης ή διασποράς. Οι µέθοδοι αυτές διακρίνονται στις 

ακόλουθες γενικές κατηγορίες: (i) µέθοδοι Euler, µεταξύ των οποίων 

περιλαµβάνονται οι µέθοδοι πεπερασµένων διαφορών, πεπερασµένων στοιχείων και 

πεπερασµένων όγκων (π.χ. Bencala and Walters, 1983, Leonard and Noye, 1989, 

Leonard, 1991, Stamou, 1991, Stamou, 1992, Chen and Falconer, 1994, Zhang, 

1998, Spotz and Carey, 2001), (ii) µέθοδοι Lagnange (π.χ. McBride and Rutherford, 

1984, Jobson, 1987, Yu and Li, 1994, Manson et al., 2001) και (iii) µικτές µέθοδοι 

Euler–Lagrange (π.χ. Holly and Preissman, 1977, Bedford et al., 1983, Oliveira and 

Baptista, 1995, Manson and Wallis, 1995). Για περισσότερες λεπτοµέρειες, ο 

αναγνώστης παραπέµπεται στο κείµενο των Zheng and Bennett (1995), όπου γίνεται 

µία κριτική παρουσίαση των παραπάνω µεθόδων και των σχετικών πλεονεκτηµάτων 

και αδυναµιών τους. Συνήθως, λόγω του µικτού υπερβολικού–παραβολικού 

χαρακτήρα της εξίσωσης µεταφοράς–διάχυσης ή διασποράς, χρησιµοποιούνται 

διαφορετικά αριθµητικά σχήµατα για την αντιµετώπιση των όρων µεταφοράς και των 

όρων διάχυσης ή διασποράς (π.χ. µέθοδος χαρακτηριστικών, σχήµα ανάντη 

πεπερασµένων διαφορών ή σχήµα πεπερασµένων διαφορών ανώτερης τάξης για 

τους όρους µεταφοράς και σχήµα κεντρικών διαφορών για τους όρους διάχυσης ή 

διασποράς). ∆εδοµένου ότι τα προβλήµατα αριθµητικής επίλυσης της εξίσωσης 
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µεταφοράς–διάχυσης ή διασποράς σχετίζονται µε τους µεταθετικούς όρους, για 

περιπτώσεις όπου επικρατεί σηµαντικά ο µηχανισµός της µεταφοράς ( eP > 4), η 

σχετική βιβλιογραφία επικεντρώνεται κυρίως στην ανάπτυξη αριθµητικών σχηµάτων 

για την επίλυση της εξίσωσης απλής µεταφοράς (βλ. Zheng and Bennett, 1995).  

 

 Ακολουθώντας τις αριθµητικές µεθόδους που εφαρµόζονται στο IRENE–HYD, 

στο IRENE–QUAL χρησιµοποιείται η µέθοδος ολοκληρωµένων πεπερασµένων 

διαφορών για την επίλυση των εξισώσεων (4.3) και (4.11). Εναλλακτικά µπορεί να 

εφαρµοστεί το µικτό αριθµητικό σχήµα Euler–Lagrange (Cheng et al., 1984) που 

παρουσιάστηκε στην παράγραφο 3.3.3.3. Η χρήση της µεθόδου ολοκληρωµένων 

πεπερασµένων διαφορών διευκολύνει την εφαρµογή του IRENE–QUAL, καθώς οι 

ταχύτητες ροής των επιφανειακών και των υπόγειων νερών που υπολογίζονται µε το 

IRENE–HYD µπορούν να χρησιµοποιηθούν άµεσα στο ολοκληρωµένο µοντέλο 

ποιότητας επιφανειακών–υπόγειων νερών χωρίς να απαιτείται κάποια παρεµβολή 

των τιµών τους. Στον Πίνακες 4.1 και 4.2 παρουσιάζονται συνοπτικά τα αριθµητικά 

σχήµατα που περιλαµβάνονται στο IRENE–QUAL για την επίλυση των εξισώσεων 

(4.3) και (4.11).  

 

Πίνακας 4.1: Αριθµητικά σχήµατα που περιλαµβάνονται στο IRENE–QUAL για την επίλυση 

της εξίσωσης του υπό–µοντέλου ποιότητας επιφανειακών νερών   

 
∆υνατοί συνδυασµοί αριθµητικών σχηµάτων για την επίλυση της εξίσωσης (4.3) του 

υπό–µοντέλου ποιότητας επιφανειακών νερών του IRENE–QUAL 
 

Αριθµητικά σχήµατα επίλυσης των 
όρων µεταφοράς 

Αριθµητικά σχήµατα επίλυσης των όρων 
διάχυσης και των όρων απώλειας ή 
πρόσθεσης ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο 

Ρητό σχήµα ολοκληρωµένων 
πεπερασµένων διαφορών 

� οι τιµές της συγκέντρωσης στα 
µέτωπα των διαφορικών όγκων 
προσεγγίζονται µε σχήµα ανάντη 
διαφορών  

Ρητό ή πεπλεγµένο σχήµα ολοκληρωµένων 
πεπερασµένων διαφορών  

� οι µερικές παράγωγοι στα µέτωπα των 
διαφορικών όγκων προσεγγίζονται µε 
σχήµα κεντρικών διαφορών 

Ρητό σχήµα TVD (Total Variation 
Diminishing, µείωσης της ολικής 
απόκλισης) τρίτης τάξης: 

� σχήµα ULTIMATE–QUICKEST 
(Leonard, 1979, Leonard and 
Niknafs, 1990)  

Ρητό ή πεπλεγµένο σχήµα ολοκληρωµένων 
πεπερασµένων διαφορών  

� οι µερικές παράγωγοι στα µέτωπα των 
διαφορικών όγκων προσεγγίζονται µε 
σχήµα κεντρικών διαφορών 

Μικτό αριθµητικό σχήµα Euler–Lagrange 
(Cheng et al., 1984)   

Ρητό ή πεπλεγµένο σχήµα ολοκληρωµένων 
πεπερασµένων διαφορών  

� οι µερικές παράγωγοι στα µέτωπα των 
διαφορικών όγκων προσεγγίζονται µε 
σχήµα κεντρικών διαφορών 
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Πίνακας 4.2 Αριθµητικά σχήµατα που περιλαµβάνονται στο IRENE–QUAL για την επίλυση 

της εξίσωσης του υπό–µοντέλου ποιότητας υπόγειων νερών   

 
∆υνατοί συνδυασµοί αριθµητικών σχηµάτων για την επίλυση της εξίσωσης (4.11) του 

υπό–µοντέλου ποιότητας υπόγειων νερών του IRENE–QUAL 
 

Αριθµητικά σχήµατα επίλυσης των 
όρων µεταφοράς 

Αριθµητικά σχήµατα επίλυσης των όρων 
διασποράς και των όρων απώλειας ή 
πρόσθεσης ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο 

Ρητό σχήµα ολοκληρωµένων 
πεπερασµένων διαφορών 

� οι τιµές της συγκέντρωσης στα 
µέτωπα των διαφορικών όγκων 
προσεγγίζονται µε σχήµα ανάντη 
διαφορών  

Ρητό ή πεπλεγµένο σχήµα ολοκληρωµένων 
πεπερασµένων διαφορών  

� οι µερικές παράγωγοι στα µέτωπα των 
διαφορικών όγκων προσεγγίζονται µε 
σχήµα κεντρικών διαφορών 

Ρητό σχήµα TVD τρίτης τάξης: 
� σχήµα ULTIMATE–QUICKEST  

Ρητό ή πεπλεγµένο σχήµα ολοκληρωµένων 
πεπερασµένων διαφορών  

� οι µερικές παράγωγοι στα µέτωπα των 
διαφορικών όγκων προσεγγίζονται µε 
σχήµα κεντρικών διαφορών 

Μικτό αριθµητικό σχήµα Euler–Lagrange 
(Cheng et al., 1984)   

Ρητό ή πεπλεγµένο σχήµα ολοκληρωµένων 
πεπερασµένων διαφορών  

� οι µερικές παράγωγοι στα µέτωπα των 
διαφορικών όγκων προσεγγίζονται µε 
σχήµα κεντρικών διαφορών 

Πεπλεγµένο σχήµα ολοκληρωµένων 
πεπερασµένων διαφορών  

� οι τιµές της συγκέντρωσης στα 
µέτωπα των διαφορικών όγκων 
προσεγγίζονται µε σχήµα ανάντη ή 
κεντρικών διαφορών 

Πεπλεγµένο σχήµα ολοκληρωµένων 
πεπερασµένων διαφορών  

� οι µερικές παράγωγοι στα µέτωπα των 
διαφορικών όγκων προσεγγίζονται µε 
σχήµα κεντρικών διαφορών 

 

4.3.2 Επίλυση της εξίσωσης του υπό–µοντέλου ποιότητας επιφανειακών 

νερών 

  

 Απαραίτητα δεδοµένα για την επίλυση της εξίσωσης (4.3), που περιγράφει τη 

µεταφορά, τυρβώδη διάχυση και γένεση ή απώλεια ρύπου λόγω φυσικοχηµικών ή 

βιολογικών διεργασιών σε επιφανειακά νερά, αποτελούν οι τιµές των ταχυτήτων ροής 

των επιφανειακών νερών που υπολογίζονται χρησιµοποιώντας το υπό–µοντέλο ροής 

επιφανειακών υδάτων του IRENE–HYD. Για περιπτώσεις µή µόνιµης ροής, οι 

ταχύτητες ροής των επιφανειακών νερών είναι γνωστές ανά sΔt . Όπως αναλύθηκε 

στην παράγραφο 3.3.3.3, το µέγεθος του χρονικού βήµατος, sΔt , που 

χρησιµοποιείται στο FLOW–3DL υπόκειται στη συνθήκη (3.70) ή τη συνθήκη (3.85), 

ανάλογα µε το αν οι όροι µεταφοράς των εξισώσεων ποσότητας κίνησης (3.13) και 

(3.14) προσεγγίζονται µε ρητό σχήµα ανάντη πεπερασµένων διαφορών ή µε ένα 

µικτό αριθµητικό σχήµα Euler–Lagrange (Cheng et al., 1984), αντίστοιχα. Για λόγους 
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ακρίβειας, το χρονικό βήµα που χρησιµοποιείται στο υπό–µοντέλο ποιότητας 

επιφανειακών νερών του IRENE–QUAL θα πρέπει να είναι µικρότερο ή ίσο µε το 

χρονικό βήµα που χρησιµοποιείται στο FLOW–3DL. Αν στο υπό–µοντέλο ποιότητας 

επιφανειακών νερών του IRENE–QUAL χρησιµοποιηθεί χρονικό βήµα µικρότερο από 

το χρονικό βήµα που χρησιµοποιείται στο FLOW–3DL, τότε για τον αριθµό των 

χρονικών βηµάτων του υπό–µοντέλου ποιότητας επιφανειακών νερών που 

περιλαµβάνονται σε ένα χρονικό βήµα του FLOW–3DL οι τιµές των ταχυτήτων ροής 

και του υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών νερών θεωρούνται 

σταθερές.   

 

 Λόγω των περιορισµών που επιβάλλονται στο µέγεθος του χρονικού βήµατος 

διακριτοποίησης της εξίσωσης (4.3) για λόγους ακρίβειας, η χρήση ρητών σχηµάτων 

για την επίλυσή της αποδεικνύεται συµφέρουσα υπολογιστικά, καθώς δεν απαιτείται 

η επίλυση ενός µεγάλου συστήµατος εξισώσεων σε κάθε χρονικό βήµα. Ωστόσο, σε 

προβλήµατα µε µεγάλους συντελεστές τυρβώδους διάχυσης και/ή µικρές διαστάσεις 

υπολογιστικού πλέγµατος, η ρητή διακριτοποίηση τόσο των όρων µεταφοράς όσο και 

διάχυσης έχει σαν αποτέλεσµα η συνθήκη ευστάθειας του αριθµητικού σχήµατος 

επίλυσης να είναι ιδιαίτερα περιοριστική για το µέγεθος του χρονικού βήµατος. Για 

αυτόν τον λόγο, στο υπό–µοντέλο ποιότητας επιφανειακών νερών του IRENE–QUAL 

υπάρχει, µεταξύ άλλων, η δυνατότητα εφαρµογής πεπλεγµένου υπολογιστικού 

σχήµατος για την επίλυση των όρων διάχυσης της εξίσωσης (4.3) (βλ. Πίνακα 4.1).  

 

 Το απλούστερο από τα αριθµητικά σχήµατα επίλυσης της εξίσωσης (4.3) που 

περιλαµβάνονται στο υπό–µοντέλο ποιότητας επιφανειακών νερών του IRENE–

QUAL, είναι το ρητό σχήµα ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών, όπου για 

τους όρους µεταφοράς χρησιµοποιείται σχήµα ανάντη διαφορών και για τους όρους 

διάχυσης σχήµα κεντρικών διαφορών. Ωστόσο, όπως έχει ήδη αναφερθεί στην 

παράγραφο 3.3.3.3, σε προβλήµατα όπου ο µηχανισµός της µεταφοράς υπερισχύει 

σηµαντικά του µηχανισµού της τυρβώδους διάχυσης, η αριθµητική διάχυση που 

εισάγεται στη λύση λόγω της ανάντη διακριτοποίησης των όρων µεταφοράς είναι 

σηµαντική και µπορεί να υπερισχύει της φυσκής τυρβώδους διάχυσης, επηρεάζοντας 

έτσι τις υπολογιζόµενες τιµές της συγκέντρωσης στο υπολογιστικό πεδίο. Σε τέτοιες 

περιπτώσεις θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί το µικτό σχήµα Euler–Lagrange (Cheng et 

al., 1984) ή το σχήµα TVD (Total Variation Diminishing, µείωσης της ολικής 

απόκλισης) τρίτης τάξης ULTIMATE–QUICKEST (Universal Limiter for Transient 

Interpolation Modelling of the Advective Transport Equations–Quadratic Upstream 

Interpolation for Convective Kinematics with Estimated Streaming Terms) (Leonard, 
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1979, Leonard and Niknafs, 1990), που περιλαµβάνονται στο υπό–µοντέλο 

ποιότητας επιφανειακών νερών του IRENE–QUAL, για τη διακριτοποίηση των όρων 

µεταφοράς. Έχει αποδειχθεί στην πράξη (βλ. π.χ. Zheng and Bennett, 1995), ότι σε 

περιπτώσεις όπου ισχύει eP > 4, η ανάντη διακριτοποίηση των όρων µεταφοράς 

οδηγεί σε αποτελέσµατα ικανοποιητικής ακρίβειας, οπότε µπορεί να εφαρµοστεί, 

µειώνοντας έτσι τον υπολογιστικό χρόνο που συνεπάγεται η χρήση του µικτού 

αριθµητικού σχήµατος Euler–Lagrange ή του σχήµατος ULTIMATE–QUICKEST.   

 

 Ανεξάρτητα από την επιλογή αριθµητικού σχήµατος για την προσέγγιση των 

όρων µεταφοράς, η χρονική διακριτοποίηση των όρων διάχυσης µπορεί να γίνει µε 

ρητό ή πεπλεγµένο τρόπο. Πρέπει εδώ να σηµειωθεί ότι στο υπό–µοντέλο ποιότητας 

επιφανειακών νερών του IRENE–QUAL δεν υπάρχει η δυνατότητα εφαρµογής 

σχήµατος κεντρικών διαφορών για τους όρους µεταφοράς, καθώς εάν 

χρησιµοποιηθεί πεπλεγµένο σχήµα για τους όρους διάχυσης το αριθµητικό σχήµα 

επίλυσης της εξίσωσης (4.3) είναι ασταθές, ενώ εάν χρησιµοποιηθεί ρητό σχήµα για 

τους όρους διάχυσης, η συνθήκη ευστάθειας είναι πολύ περιοριστική για το µέγεθος 

του χρονικού βήµατος (βλ. Hindmarsh et al., 1984). Γενικά, η επιλογή του 

κατάλληλου αριθµητικού σχήµατος, µεταξύ αυτών που παρουσιάζονται συνοπτικά 

στον Πίνακα 4.1, για την προσέγγιση των όρων µεταφοράς και των όρων διάχυσης 

της εξίσωσης (4.3), αποτελεί έναν συµβιβασµό µεταξύ της επιθυµητής ακρίβειας της 

λύσης και του υπολογιστικού κόστους της κάθε προσέγγισης.   

 

 Στις επόµενες παραγράφους περιγράφονται αναλυτικά τα αριθµητικά σχήµατα 

επίλυσης της εξίσωσης (4.3) που περιλαµβάνονται στο υπό–µοντέλο ποιότητας 

επιφανειακών νερών του IRENE–QUAL.   

 

4.3.2.1 Μέθοδος ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών  

 

 Ολοκληρώνοντας τη µερική διαφορική εξίσωση (4.3) στον διαφορικό όγκο (, , )i j k  (βλ. Σχήµα 3.4), κατά τη διάρκεια ενός χρονικού βήµατος, µπορεί να 

διατυπωθεί στην ακόλουθη διακριτοποιηµένη µορφή:   

( ), , , ,1, , , , 1, , , , , ,i j k i j kn ni j k i j k ni j i j k ss ss s i j k i j i j kC C Δx Δy Δz Q C R C Δx Δy ΔzΔt+

+
−

= +  

( )1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, ,n ni j k i j k j i j k i j k i j k j i j ku Δz Δy C u Δz Δy C+ + + − − −− −  
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( ), 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2,n ni j k i j k i i j k i j k i j k i i j kv Δz Δx C v Δz Δx C+ + + − − −− −  

( ), , 1/2 , , 1/2 , , 1/2 , , 1/2n ni j k i j i j k i j k i j i j kw Δx Δy C w Δx Δy C− − + +− −  1/2, , 1/2, ,, 1/2, , 1/2,
1 1 1 11, , , , , , 1, ,1/2, , 1/2, ,1/2 1/21 1, 1, , ,, 1/2, , 1/2,1/2i j k i j ki j k i j k

n n n ni j k i j k i j k i j ktx i j k j tx i j k ji in ni j k i j kty i j k i ty i j k ij
C C C CD Δz Δy D Δz ΔyΔx ΔxC CD Δz Δx D Δz ΔxΔy+ −

+ −

+ + + +
+ −

+ −
+ −

+ +
+

+ −
+

 − −
 + −
 
 

−
+ −, , 1/2 , , 1/2

1 1, , , 1,1/21 1 1 1, , 1 , , , , , , 1, , 1/2 , , 1/2i j k i j k
n ni j k i j kjn n n ni j k i j k i j k i j ktz i j tz i ji j k i j k

C CΔyC C C CD Δx Δy D Δx ΔyΔz Δz− −

+ +
−

−

+ + + +
− +

− +

 −
 
 
 

 − −
 + −
 
 

 

                                                                                                                              (4.18) 

όπου , , , , , ,i j k i j kss ss i j i j kQ q Δx Δy Δz=  και ( )1, ,ns i j kR C +  συµβολίζει την πρόσθεση ή 

απώλεια ρύπου λόγω φυσικοχηµικών ή βιολογικών διεργασιών που υπολογίζεται 

σαν συνάρτηση της συγκέντρωσης 1, ,ni j kC + . Για παράδειγµα, αν θεωρηθεί ότι η 

βιολογική διάσπαση ρύπου ακολουθεί κινητική πρώτης τάξης, τότε 

( )1 1, , , ,n ns i j k i j kR C λC+ += − , όπου λ  [T–1] είναι η σταθερά διάσπασης. Η εξίσωση (4.18) 

προκύπτει εφαρµόζοντας ρητό σχήµα για τη χρονική ολοκήρωση των όρων 

µεταφοράς και πεπλεγµένο σχήµα για τη χρονική ολοκλήρωση των όρων διάχυσης 

και απώλειας ή πρόσθεσης ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο και χρησιµοποιώντας 

σχήµα κεντρικών διαφορών για την εκτίµηση των µερικών παραγώγων στα µέτωπα 

των διαφορικών όγκων.  

 

 Αν εφαρµοστεί ρητό σχήµα για τη χρονική ολοκλήρωση της εξίσωσης (4.3), όλοι 

οι όροι εκφράζονται στη χρονική στάθµη nt , οπότε προκύπτει η ακόλουθη αλγεβρική 

εξίσωση:  

( ), , , ,1, , , , , , , , , ,i j k i j kn ni j k i j k ni j i j k ss ss s i j k i j i j kC C Δx Δy Δz Q C R C Δx Δy ΔzΔt+ −
= +  

( )
( )

1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, ,, 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2,n ni j k i j k j i j k i j k i j k j i j kn ni j k i j k i i j k i j k i j k i i j ku Δz Δy C u Δz Δy Cv Δz Δx C v Δz Δx C+ + + − − −

+ + + − − −

− −

− −
 

( ), , 1/2 , , 1/2 , , 1/2 , , 1/2n ni j k i j i j k i j k i j i j kw Δx Δy C w Δx Δy C− − + +− −  
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1/2, , 1/2, ,1, , , , , , 1, ,1/2, , 1/2, ,1/2 1/2i j k i j kn n n ni j k i j k i j k i j ktx i j k j tx i j k ji iC C C CD Δz Δy D Δz ΔyΔx Δx+ −

+ −

+ −
+ −

 − −
 + −
 
 

 

, 1/2, , 1/2,, , 1/2 , , 1/2, 1, , , , , , 1,, 1/2, , 1/2,1/2 1/2, , 1 , , , , , , 1, , 1/2 , ,i j k i j ki j k i j k
n n n ni j k i j k i j k i j kty i j k i ty i j k ij jn n n ni j k i j k i j k i j ktz i j tz i ji j k i j k

C C C CD Δz Δx D Δz ΔxΔy ΔyC C C CD Δx Δy D Δx ΔyΔz Δz+ −

− −

+ −

+ −
+ −

− +

−

 − −
 + −
 
 

− −
+ − 1/2+

 
 
 
 

    

 (4.19) 

  

Στις εξισώσεις (4.18) και (4.19), οι τιµές των συγκεντρώσεων, 1/2, ,i j kC ± , , 1/2,i j kC ±  και , , 1/2i j kC ± , στα µέτωπα των διαφορικών όγκων µπορούν να εκτιµηθούν 

χρησιµοποιώντας σχήµα ανάντη διαφορών ή το σχήµα ULTIMATE–QUICKEST 

(Leonard, 1979, Leonard and Niknafs, 1990). Όταν χρησιµοποιούνται ανάντη 

διαφορές, οι συγκεντρώσεις στα µέτωπα των διαφορικών όγκων υπολογίζονται ως: , , 1/2, ,1/2, , 1, , 1/2, ,, , , 1/2,, 1/2, , 1, , 1/2,, , 1 , , 1/2, , 1/2 , , , , 1/2
, αν 0, αν 0, αν 0, αν 0, αν 0, αν 0

i j k i j ki j k i j k i j ki j k i j ki j k i j k i j ki j k i j ki j k i j k i j k
C uC C uC vC C vC wC C w

+

+
+ +

+

+

+ +

+ +

+

+

 >
= 

<

 >
= 

<

 >
= 

<

                                                                   (4.20) 

 

 Όταν χρησιµοποιείται το σχήµα ULTIMATE–QUICKEST, οι τιµές των 

συγκεντρώσεων στα µέτωπα των διαφορικών όγκων υπολογίζονται µέσω 

πολυωνυµικής παρεµβολής τρίτης τάξης µεταξύ των συγκεντρώσεων των γειτονικών 

κόµβων (Leonard, 1979, Leonard and Niknafs, 1990). Η τιµή της συγκέντρωσης στο 

µέτωπο ( 1/ 2, , )i j k+ , για παράδειγµα, υπολογίζεται ως: 

( )

11/2, , , , 1, ,1 12 2 2 21/2 1/2 1/21/2 1/2
2 2 26 6 4 6 43 4 3 4

yi i x zi j k i j k i j k x y zi i i ii x y j y k zzxx yy yyx y i y y zi zx zxy xz
dΔx Δx d dC C C f f fΔx Δx Δx ΔxΔx d d Δy d Δz ddf f fd d Δx d d dΔx dd df f

+
+ +

+ +

+ − +

+ +

= + − − −
+ +

 −  
   − + − + −

  
  

   
+ − + − +        3 yzf   (4.21) 
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όπου  1/2, ,x i j kd u Δt+=               (4.22α) 1/2, ,y i j kd v Δt+=               (4.22β) 1/2, ,z i j kd w Δt+=                                                                                                  (4.22γ) 1, , , ,1/2i j k i j kx iC Cf Δx+

+

−
=                                                                                               (4.23) 

( )
( )
( )
( )

, , , 1, 1/2 1/2, , 1/2, ,, 1, , , 1/2 1/2, , 1/2, ,, , , 1, 1/2 1/2, , 1/2, ,, 1, , , 1/2 1/2, , 1/
/ , αν 0, 0/ , αν 0, 0/ , αν 0, 0/ , αν 0,

i j k i j k j i j k i j ki j k i j k j i j k i j ky i j k i j k j i j k i j ki j k i j k j i j k i
C C Δy u vC C Δy u vf C C Δy u vC C Δy u v

− − + +

+ + + +

− − + +

+ + + +

− > >

− > <
=

− < >

− < 2, , 0j k







 <


                           (4.24) 

( )
( )
( )
( )

, , , , 1 1/2 1/2, , 1/2, ,, , 1 , , 1/2 1/2, , 1/2, ,, , , , 1 1/2 1/2, , 1/2, ,, , 1 , , 1/2 1/2, , 1/
/ , αν 0, 0/ , αν 0, 0/ , αν 0, 0/ , αν 0,

i j k i j k k i j k i j ki j k i j k k i j k i j kz i j k i j k k i j k i j ki j k i j k k i j k i
C C Δz u wC C Δz u wf C C Δz u wC C Δz u w

+ + + +

− − + +

+ + + +

− − + +

− > >

− > <
=

− < >

− < 2, , 0j k







 <


                          (4.25) 

1/2, ,1/2, , 1/2, , 1 1/2, ,1 1/2, , 1/2, , / , αν 0/ , αν 0x x i i j ki j k i j kxx x x i i j ki j k i j kf f Δx uf f f Δx u++ −

+ ++ + +

 − >  
= 

  − <
  

                                   (4.26) 

Στις σχέσεις (4.22α)–(4.22γ), οι ταχύτητες 1/2, ,i j kv +  και 1/2, ,i j kw +  στο µέτωπο ( 1/ 2, , )i j k+  υπολογίζονται µέσω γραµµικής παρεµβολής µεταξύ των τιµών των 

ταχυτήτων , 1/2,i j kv − , , 1/2,i j kv + , 1, 1/2,i j kv + − , 1, 1/2,i j kv + +  και , , 1/2i j kw − , , , 1/2i j kw + , 1, , 1/2i j kw + − , 1, , 1/2i j kw + + , αντίστοιχα. Οι τιµές της συγκέντρωσης στα µέτωπα ( 1/ 2, , )i j k− , (, 1/ 2, )i j k±  και (, , 1/ 2)i j k ±  υπολογίζονται µέσω εξισώσεων 

αντίστοιχων της εξίσωσης (4.21).  

 

 Λόγω της πολυωνυµικής παρεµβολής τρίτης τάξης που χρησιµοποιείται για την 

εκτίµηση των τιµών της συγκέντρωσης στα µέτωπα των διαφορικών όγκων, η 

τεχνητή διάχυση που εισάγεται στην αριθµητική λύση της εξίσωσης (4.3) όταν 

εφαρµόζεται το σχήµα ULTIMATE–QUICKEST είναι ελάχιστη (Leonard, 1979). Αυτός 
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είναι και ο λόγος που το σχήµα ULTIMATE–QUICKEST επιλέγεται σε προβλήµατα 

όπου ο µηχανισµός της µεταφοράς ρύπων επικρατεί σηµαντικά σε σχέση µε το 

µηχανισµό της διάχυσης. Ωστόσο, ο υπολογισµός των συγκεντρώσεων στα µέτωπα 

των διαφορικών όγκων µέσω σχέσεων αντίστοιχων της σχέσης (4.21), µπορεί να 

προκαλέσει ανεπιθύµητες ταλαντώσεις στην αριθµητική λύση (Leonard and Niknafs, 

1990). Προκειµένου να αποφευχθούν οι ταλαντώσεις στην αριθµητική λύση, στο 

σχήµα ULTIMATE–QUICKEST χρησιµοποιούνται κατάλληλες σχέσεις περιορισµού 

για τη ρύθµιση των τιµών που υπολογίζονται στα µέτωπα των διαφορικών όγκων 

µέσω της πολυωνυµικής παρεµβολής, ώστε να εξασφαλίζεται η µονοτονία και το 

φραγµένο (απουσία ταλαντώσεων) της λύσης (Leonard and Niknafs, 1990). Η 

ρύθµιση των τιµών της συγκέντρωσης στα µέτωπα των διαφορικών όγκων, µέσω 

των σχέσεων περιορισµού που χρησιµοποιούνται στο σχήµα ULTIMATE–

QUICKEST, εξηγείται στις ακόλουθες παραγράφους.   

 

 Ας θεωρηθεί το Σχήµα 4.1, όπου απεικονίζονται οι τιµές της συγκέντρωσης 

στους τρεις κόµβους ( 1, , )i j k− , (, , )i j k  και ( 1, , )i j k+  και στα µέτωπα  ( 1/ 2, , )i j k−  και ( 1/ 2, , )i j k+ . Αφού υπολογισθεί η τιµή της συγκέντρωσης στο 

µέτωπο ( 1/ 2, , )i j k+  µέσω της σχέσης (4.21), πρέπει να ελεγχθεί αν το προφίλ των 

συγκεντρώσεων µεταξύ των κόµβων ( 1, , )i j k−  και ( 1, , )i j k+  παρουσιάζει 

µονοτονία, καθώς σε διαφορετική περίπτωση θα πρέπει να ρυθµιστεί η τιµή της 

συγκέντρωσης στο µέτωπο ( 1/ 2, , )i j k+  µέσω των σχέσεων περιορισµού που 

χρησιµοποιούνται στο σχήµα ULTIMATE–QUICKEST. Αναγκαίες συνθήκες ώστε το 

προφίλ των συγκεντρώσεων µεταξύ των τριών κόµβων να είναι µονότονο είναι οι 

ακόλουθες:  , , 1/2, , 1n ni j k i j kC C +≤ ≤
� �

                                                                                              (4.27) 

και  1/2, , , ,0 n ni j k i j kC C−≤ ≤
� �

                                                                                              (4.28) 

όπου οι συγκεντρώσεις κανονικοποιούνται σύµφωνα µε τη σχέση (4.29): 1, ,1, , 1, ,i j ki j k i j kC CC C C−+ −

−
=

−

�
                                                                                            (4.29) 
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x

C

Ci+1,j,k

Ci+1/2,j,k

Ci,j,k
Ci-1/2,j,k

Ci-1,j,k

i,j,k i+1,j,ki-1,j,k

i+1/2,j,ki-1/2,j,k

u>0

x

C

Ci+1,j,k

Ci+1/2,j,k

Ci,j,k
Ci-1/2,j,k

Ci-1,j,k

i,j,k i+1,j,ki-1,j,k

i+1/2,j,ki-1/2,j,k

u>0
 

Σχήµα 4.1: Απεικόνιση µονοτονικής κατανοµής συγκεντρώσεων µεταξύ των κόµβων ( 1, , )i j k−  και ( 1, , )i j k+  που χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό της συγκέντρωσης στο 

µέτωπο ( 1/ 2, , )i j k+  σύµφωνα µε το σχήµα ULTIMATE–QUICKEST  

 

 Οι συνθήκες (4.27) και (4.28) είναι αναγκαίες αλλά όχι ικανές να εξασφαλίσουν 

ότι το προφίλ των συγκεντρώσεων είναι τοπικά µονότονο. Θα πρέπει επίσης να 

ισχύει η ακόλουθη διπλή ανισότητα:  1 1 11, , , , 1, ,n n ni j k i j k i j kC C C+ + +
− +≤ ≤
� � �

                                                                                       (4.30) 

Η δυσµενέστερη περίπτωση που προκύπτει από την ανισότητα (4.30) περιγράφεται 

από την ανισότητα (4.31): 1, ,0 1ni j kC +≤ ≤
�

                                                                                                          (4.31) 

Η συγκέντρωση στον κόµβο (, , )i j k  κατά τη χρονική στιγµή tn+1, που οφείλεται 

αποκλειστικά στο φαινόµενο της µεταφοράς κατά τη διεύθυνση x, υπολογίζεται 

σύµφωνα µε το ρητό σχήµα πεπερασµένων διαφορών ως: 

( )1, , , , 1/2, , 1/2, ,n n n ni j k i j k x i j k i j kC C c C C+
+ += − −

� � � �
                                                               (4.32) 

όπου xc  συµβολίζει τον αριθµό Courant. Η ανισότητα του δεξιού µέλους της διπλής 

ανισότητας (4.30) ισχύει, καθώς όπως προκύπτει από την εξίσωση (4.32) όταν 1/2, , 1/2, ,n ni j k i j kC C+ +>
� �

, τότε 1, , , , 1n ni j k i j kC C+ ≤ ≤
� �

. Από την ανισότητα του αριστερού µέλους 

της διπλής ανισότητας (4.31) προκύπτει, χρησιµοποιώντας την εξίσωση (4.32), ότι:  
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1/2, , 1/2, , , , /n n ni j k i j k i j k xC C C c+ −≤ +
� � �

                                                                            (4.33) 

Η δυσµενέστερη περίπτωση, οπότε 1/2, , 0i j kC − =
�

, οδηγεί στον ακόλουθο περιορισµό 

για την τιµή της συγκέντρωσης στο µέτωπο ( 1/ 2, , )i j k+ :  1/2, , , , /n ni j k i j k xC C c+ ≤
� �

                                                                                             (4.34) 

Οι ανισότητες (4.27) και (4.34) αποτελούν τις σχέσεις περιορισµού που 

χρησιµοποιούνται στο σχήµα ULTIMATE–QUICKEST για τη ρύθµιση της τιµής της 

συγκέντρωσης στο µέωπο ( 1/ 2, , )i j k+ , όταν , ,0 1ni j kC≤ ≤
�

. Εάν οι ανισότητες (4.27) 

και (4.34) δεν ικανοποιούνται, η συγκέντρωση 1/2, ,ni j kC +

�
 ρυθµίζεται θέτωντας:  1/2, , , ,n ni j k i j kC C+ =

� �
                                                                                                    (4.35) 

Αντίστοιχη διαδικασία µε αυτήν που περιγράφτηκε παραπάνω, ακολουθείται για τη 

ρύθµιση των τιµών της συγκέντρωσης στα υπόλοιπα µέτωπα ενός διαφορικού 

όγκου.  

 

 Ανεξάρτητα από το εάν εφαρµόζεται το σχήµα ULTIMATE–QUICKEST ή σχήµα 

ανάντη διαφορών για την εκτίµηση των τιµών της συγκέντρωσης στα µέτωπα των 

διαφορικών όγκων, η επίλυση της εξίσωσης (4.19), που προκύπτει χρησιµοποιώντας 

ρητό σχήµα για τη χρονική διακριτοποίηση της εξίσωσης (4.3), είναι άµεση και 

εύκολη. Εάν εφαρµοστεί πεπλεγµένο σχήµα για τους όρους διάχυσης και απώλειας ή 

προσθεσης ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο, οπότε προκύπτει η εξίσωση (4.18), 

χρειάζεται να επιλυθεί ένα σύστηµα γραµµικών εξισώσεων για τον προσδιορισµό των 

συγκεντρώσεων του ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο.  

 

 Η εξίσωση (4.18) µπορεί να διατυπωθεί στην ακόλουθη πιο συνεπτυγµένη 

µορφή:  1 1 1 1, , 1 , 1, 1, , , ,, , 1/2 , 1/2, 1/2, , , ,1 1 11, , , 1, , , 11/2, , , 1/2, , , , 1/2 , ,n n n ns i j k s i j k s i j k s i j ki j k i j k i j k i j kn n ns i j k s i j k s i j k si j k i j j k i j k i j kA C A C A C A CA C A C A C B+ + + +
− − −− − −

+ + +
+ + ++ + +

+ + +

+ + + =
    (4.36) 
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Οι συντελεστές 1/2, ,s i j kA
±

, , 1/2,s i j kA
±

, , , 1/2s i j kA
±

 και , ,s i j kA  [L3T–1] των 

άγνωστων συγκεντρώσεων και ο όρος , ,s i j kB  [MT–1] ορίζονται σύµφωνα µε τις 

εξισώσεις (4.37α)–(4.37η): 1/2, ,1/2, , 1/2, , 1/2i j k js txi j k i j k iΔz ΔyA D Δx+

+ +
+

= −                                                         (4.37α)                               1/2, ,1/2, , 1/2, , 1/2i j k js txi j k i j k iΔz ΔyA D Δx−

− −
−

= −                                                         (4.37β) , 1/2,, 1/2, , 1/2, 1/2i j k is tyi j k i j k jΔz ΔxA D Δy++ +
+

= −                       (4.37γ) , 1/2,, 1/2, , 1/2, 1/2i j k is tyi j k i j k jΔz ΔxA D Δy−− −
−

= −                       (4.37δ) , , 1/2 , , 1/2 , , 1/2i js tzi j k i j k i j kΔx ΔyA D Δz− −
−

= −                       (4.37ε) , , 1/2 , , 1/2 , , 1/2i js tzi j k i j k i j kΔx ΔyA D Δz+ +
+

= −                        (4.37στ)   , , , ,, , 1/2, , 1/2, ,, 1/2, , 1/2, , , 1/2 , , 1/2i j i j ks i j i j k s si j k i j k i j ks s s si j k i j k i j k i j kΔx Δy ΔzA λΔx Δy Δz A AΔtA A A A+ −

+ − + −

= + − −

− − − −

            (4.37ζ) 

( )
( )

, , , , , ,, , , ,1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, ,, 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2,, , 1
i j k i j k i j kni j ks i j i j k ss ssn ni j k i j k j i j k i j k i j k j i j kn ni j k i j k i i j k i j k i j k i i j ki j k

CB Δx Δy Δz Q CΔtu Δz Δy C u Δz Δy Cv Δz Δx C v Δz Δx Cw + + + − − −

+ + + − − −

−

= +

+ −

+ −

+ ( )/2 , , 1/2 , , 1/2 , , 1/2n ni j i j k i j k i j i j kΔx Δy C w Δx Δy C− + +−

      (4.37η) 

 

 Γράφοντας την εξίσωση (4.36) για όλους τους διαφορικούς όγκους του 

υπολογιστικού πλέγµατος, προκύπτει το ακόλουθο σύστηµα γραµµικών εξισώσεων, 

διατυπωµένο σε µητρωική µορφή, το οποίο πρέπει να επιλυθεί σε κάθε χρονικό βήµα 

για τον υπολογισµό των συγκεντρώσεων του ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο των 

επιφανειακών νερών:   1n+ =s ss ss ss sA C BA C BA C BA C B                                                                                                        (4.38) 
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όπου ssssAAAA  συµβολίζει το µητρώο συντελεστών του διανύσµατος των άγνωστων 

συγκεντρώσεων, 1n+CCCC , και ssssBBBB  είναι ένα διάνυσµα µε στοιχεία τους όρους του δεξιού 

µέλους της εξίσωσης (4.36). Το µητρώο συντελεστών ssssAAAA  έχει επτά διαγώνιους µη 

µηδενικές ενώ τα υπόλοιπα στοιχεία του είναι µηδενικά και είναι συµµετρικό. Όπως 

φαίνεται από τις σχέσεις ορισµού των συντελεστών των άγνωστων συγκεντρώσεων, 

το µητρώο ssssAAAA  έχει αυστηρή διαγώνια κυριαρχία και θετικά στοιχεία στην κύρια 

διαγώνιο, άρα είναι θετικά ορισµένο. Για περιπτώσεις όπου δεν εξετάζεται η 

αλληλεπίδραση µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων υδάτων, το γραµµικό σύστηµα 

εξισώσεων (4.38) µπορεί σε αυτό το σηµείο να επιλυθεί πολύ αποτελεσµατικά 

χρησιµοποιώντας την επαναληπτική µέθοδο συζυγών κλίσεων µε προρύθµιση µη 

πλήρους διάσπασης κατά Cholesky (Incomplete Cholesky preconditioning) 

(Gustafsson, 1978, Axelsson and Lindskog, 1986).   

 

 Η συνθήκη ευστάθειας του ηµι–πεπλεγµένου σχήµατος ολοκληρωµένων 

πεπερασµένων διαφορών (4.18) περιγράφεται από την ανισότητα (4.39), ενώ η 

ευστάθεια του ρητού σχήµατος ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών (4.19) 

καθορίζεται από την ανισότητα (4.40) (Hindmarsh et al., 1984):  , , 1, , , , , ,, ,mini j k i j k i j k i j ki j i j ku v wΔt Δx Δy Δz −
 
 ≤ + +
 
 

             (4.39) , , , , , ,, , 1, , , , , , 2 2 2, , , ,min 2 i j k i j k i j ki j k tx ty tzi j k i j k i j ki j i j k i j i j kD D Du v wΔt λΔx Δy Δz Δx Δy Δz −
  
  ≤ + + + + +
  

  

      (4.40) 

                                                                              

4.3.2.2 Μικτό αριθµητικό σχήµα Euler–Lagrange 

 

 Το µικτό αριθµητικό σχήµα Euler–Lagrange (Cheng et al., 1984) που 

χρησιµοποιείται για την επίλυση των όρων µεταφοράς της εξίσωσης (4.3) 

περιγράφτηκε στην παράγραφο 3.3.3.3, οπότε δεν επαναλαµβάνεται αναλυτικά εδώ. 

Όταν οι όροι διάχυσης και απώλειας ή πρόσθεσης ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο 

διακριτοποιούνται µε ρητό τρόπο, η εξίσωση (4.3) γράφεται στην ακόλουθη 

διακριτοποιηµένη µορφή:  
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( ), , , ,1/2, , 1/2, ,, 1
1, , , , , , , , , ,1, , , , , , 1, ,1/2, , 1/2, ,1/2 1/2x y z i j k i j ki j k i j ki j

n ni j k i c j c k c ni j i j k ss ss s i j k i j i j kn n n ni j k i j k i j k i j ktx i j k j tx i j k ji ity
C C Δx Δy Δz Q C R C Δx Δy ΔzΔt C C C CD Δz Δy D Δz ΔyΔx ΔxD + −

+

+
− − −

+ −

+ −
+ −

−
= +

 − −
 + −
 
 

+ /2, , 1/2,, , 1/2 , , 1/2, 1, , , , , , 1,, 1/2, , 1/2,1/2 1/2, , 1 , , , , , , 1, , 1/2 , , 1/2k i j ki j k i j k
n n n ni j k i j k i j k i j ki j k i ty i j k ij jn n n ni j k i j k i j k i j ktz i j tz i ji j k i j k

C C C CΔz Δx D Δz ΔxΔy ΔyC C C CD Δx Δy D Δx ΔyΔz Δz−

− −

+ −

+ −
+ −

− +

− +

 − −
 −
 
 

 − −
+ −







 

                   (4.41) 

Όταν χρησιµοποιείται πεπλεγµένο σχήµα για τους όρους διάχυσης και απώλειας ή 

πρόσθεσης ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο, προκύπτει η ακόλουθη αλγεβρική 

εξίσωση από τη διακριτοποίηση της εξίσωσης (4.3):  

( ), , , ,1/2, , 1/2, ,1, , , , 1, , , , , ,1 1 1 11, , , , , , 1, ,1/2, , 1/2, ,1/2 1/2x y z i j k i j ki j k i j kn ni j k i c j c k c ni j i j k ss ss s i j k i j i j kn n n ni j k i j k i j k i j ktx i j k j tx i j k ji iC C Δx Δy Δz Q C R C Δx Δy ΔzΔt C C C CD Δz Δy D Δz ΔyΔx Δx+ −

+
− − − +

+ + + +
+ −

+ −
+ −

−
= +

 − −
 + −

 , 1/2, , 1/2,, , 1/2 , , 1/2

1 1 1 1, 1, , , , , , 1,, 1/2, , 1/2,1/2 1/21 1 1, , 1 , , , ,, , 1/2i j k i j ki j k i j k
n n n ni j k i j k i j k i j kty i j k i ty i j k ij jn n ni j k i j k i j ktz i j tz i ji j k

C C C CD Δz Δx D Δz ΔxΔy ΔyC C C CD Δx Δy D Δx ΔyΔz+ −

− −

+ + + +
+ −

+ −
+ −

+ + +
−

−



 − −
 + −
 
 

− −
+ −

1, , 1, , 1/2ni j ki j kΔz +
+

+

 
 
 
 

 

                   (4.42) 

 

 Υπευθυµίζεται ότι η τιµή της συγκέντρωσης στο σηµείο ( , , )x y zi c j c k c− − −  

κατά τη χρονική στιγµή tn αποτελεί ουσιαστικά την τιµή της συγκέντρωσης στο σηµείο (, , )i j k  κατά τη χρονική στιγµή tn+1 που οφείλεται αποκλειστικά στο φαινόµενο της 

µεταφοράς (Neuman, 1981, Cheng et al., 1984). Η τιµή της συγκέντρωσης στο 

σηµείο ( , , )x y zi c j c k c− − − , το οποίο γενικά δεν αποτελεί κόµβο του υπολογιστικού 

πλέγµατος, υπολογίζεται µε γραµµική παρεµβολή των τιµών της συγκέντρωσης 

στους οχτώ γειτονικούς κόµβους του υπολογιστικού πλέγµατος, σύµφωνα µε την 

εξίσωση (3.78). Η αριθµητική διάχυση που εισάγεται τεχνητά από την παραπάνω 

µέθοδο Euler–Lagrange είναι πολύ µικρότερη σε σχέση µε την αριθµητική διάχυση 

που οφείλεται στο σχήµα ανάντη διαφορών και µπορεί να µηδενιστεί 

χρησιµοποιώντας παρεµβολή ανώτερης τάξης για τον προσδιορισµό της τιµής της 
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συγκέντρωσης στο σηµείο ( , , )x y zi c j c k c− − − . Στην περίπτωση αυτή, ωστόσο, η 

αριθµητική λύση µπορεί να παρουσιάσει ταλαντώσεις (Cheng et al., 1984).  

 

 Η εξίσωση (4.41) µπορεί να επιλυθεί άµεσα για τον υπολογισµό των 

συγκεντρώσεων ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο των επιφανειακών νερών. Εάν 

εφαρµοστεί πεπλεγµένο σχήµα για τους όρους διάχυσης και απώλειας ή προσθεσης 

ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο, οπότε προκύπτει η εξίσωση (4.42), χρειάζεται να 

επιλυθεί ένα σύστηµα γραµµικών εξισώσεων. Η εξίσωση (4.42) µπορεί να 

διατυπωθεί στην πιο συνεπτυγµένη µορφή της εξίσωσης (4.36), όπου οι συντελεστές 1/2, ,s i j kA
±

, , 1/2,s i j kA
±

, , , 1/2s i j kA
±

 και , ,s i j kA  των άγνωστων συγκεντρώσεων 

ορίζονται σύµφωνα µε τις εξισώσεις (4.37α)–(4.37ζ), όµως ο όρος , ,s i j kB  

διαφοροποιείται και ορίζεται από την εξίσωση (4.43):  , , , , , ,, , , ,x y zi j k i j k i j kni c j c k cs i j i j k ss ssCB Δx Δy Δz Q CΔt− − −
= +                                        (4.43) 

Η διαφορροποίηση του όρου , ,s i j kB  δεν επηρεάζει την επίλυση του γραµµικού 

συστήµατος εξισώσεων (4.39) µε την επαναληπτική µέθοδο συζυγών κλίσεων µε 

προρύθµιση µη πλήρους διάσπασης κατά Cholesky, για τον υπολογισµό των 

συγκεντρώσεων του ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο των επιφανειακών νερών. 

   

 Η ευστάθεια του αριθµητικού σχήµατος (4.41) αποδεικνύεται ότι καθορίζεται από 

την ακόλουθη ανισότητα (Greenspan and Casulli, 1988):  , , , , , ,, , 12 2 2, ,min 2 i j k i j k i j ki j k tx ty tzi j i j kD D DΔt λΔx Δy Δz −
  
  ≤ + +
  
  

                                                     (4.44) 

Το αριθµητικό σχήµα (4.42) είναι ευσταθές χωρίς όριο (unconditionally stable).  

 

4.3.3 Επίλυση της εξίσωσης του υπό–µοντέλου ποιότητας υπόγειων νερών 

 

 Τα αριθµητικά σχήµατα που περιλαµβάνονται στο υπό–µοντέλο ποιότητας 

υπόγειων νερών του IRENE–QUAL για την επίλυση της εξίσωσης µεταφοράς–

διασποράς (4.11), είναι όµοια µε αυτά που χρησιµοποιούνται στο υπό–µοντέλο 
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ποιότητας επιφανειακών νερών για την επίλυση της εξίσωσης µεταφοράς–διάχυσης 

(4.3) (βλ. Πίνακα 4.2), καθώς η µορφή των δύο εξισώσεων είναι κοινή. Ωστόσο, οι 

ταχύτητες ροής των υπόγειων νερών είναι συνήθως µικρές, µε απότελεσµα τα 

σχετικά µεγέθη των µηχανισµών της µεταφοράς και της υδροδυναµικής διασποράς 

ρύπων στα υπόγεια νερά να µην απέχουν στο βαθµό που µπορεί να απέχουν οι 

αντίστοιχες διεργασίες στα επιφανειακά νερά. Συνεπώς στα µοντέλα ποιότητας 

υπόγειων νερών  χρησιµοποιούνται πολύ συχνά τα κλασσικά αριθµητικά σχήµατα 

Euler, µεταξύ των οποίων συγκαταλέγεται και το σχήµα ολοκληρωµένων 

πεπερασµένων διαφορών που περιλαµβάνεται, µεταξύ άλλων, στο υπό–µοντέλο 

ποιότητας υπόγειων νερών του IRENE–QUAL (Zheng and Bennett, 1995). Εκτός 

από το ρητό και το ηµι–πεπλεγµένο σχήµα ολοκληρωµένων πεπερασµένων 

διαφορών, στο υπό–µοντέλο ποιότητας υπόγειων νερών του IRENE–QUAL 

περιλαµβάνεται και ένα πλήρως πεπλεγµένο σχήµα ολοκληρωµένων πεπερασµένων 

διαφορών για την επίλυση της εξίσωσης (4.11). Η χρήση του πεπλεγµένου σχήµατος 

µειώνει τον υπολογιστικό χρόνο σε περιπτώσεις µικρών ταχυτήτων ροής, οπότε δε 

χρειάζεται να επιβληθούν περιορισµοί στο µέγεθος του χρονικού βήµατος για λόγους 

ακρίβειας. Στις επόµενες παραγράφους παρουσιάζονται αναλυτικά τα αριθµητικά 

σχήµατα επίλυσης της εξίσωσης (4.11) που χρησιµοποιούνται στο IRENE–QUAL.  

 

 Πρέπει να σηµειωθεί ότι το χρονικό βήµα αριθµητικής επίλυσης της εξίσωσης 

(4.11) µπορεί να είναι µικρότερο ή ίσο του χρονικού βήµατος που χρησιµοποιείται 

στο υπό–µοντέλο ροής υπόγειων υδάτων του IRENE–HYD. Αν στο υπό–µοντέλο 

ποιότητας υπόγειων νερών του IRENE–QUAL χρησιµοποιηθεί χρονικό βήµα 

µικρότερο από το χρονικό βήµα που χρησιµοποιείται στο υπό–µοντέλο ροής 

υπόγειων υδάτων του IRENE–HYD, τότε για τον αριθµό των χρονικών βηµάτων του 

υπό–µοντέλου ποιότητας υπόγειων νερών που περιλαµβάνονται σε ένα χρονικό 

βήµα του υπό–µοντέλου ροής υπόγειων νερών, οι τιµές των πιεζοµετρικών φορτίων 

και του υψοµέτρου της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων νερών θεωρούνται 

σταθερές.   

 

4.3.3.1 Μέθοδος ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών 

 

 Ολοκληρώνοντας την εξίσωση (4.11) στον διαφορικό όγκο (, , )i j k  κατά τη 

διάρκεια ενός χρονικού βήµατος, µπορεί να διατυπωθεί στην ακόλουθη 

διακριτοποιηµένη µορφή:  
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1, , , , , ,, , , , n ni j k i j kd e i j ki j k i j k C CR n ΔVΔt+ −
=  

( )1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2, ,n nx i j k i j k x i j k i j ki j k i j kq A C q A C+ + − −+ −
− −  

( ), 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2,, 1/2, , 1/2,n ny i j k i j k y i j k i j ki j k i j kq A C q A C+ + − −+ −
− −  

( ), , 1/2 , , 1/2 , , 1/2 , , 1/2, , 1/2 , , 1/2n nz i j k i j k z i j k i j ki j k i j kq A C q A C− − + +− +
− −  1, , , , , , 1, ,1/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2, ,1/2 1/2ˆ ˆn n n ni j k i j k i j k i j kh i j k h i j kxx xxi j k i j ki iC C C CD A D AΔx Δx+ −

+ −
+ −+ −

− −
+ −  

( ) ( ), 1, 1, 1, , 1, 1, 1,1/2 1/2 1/2 1/21/2, ,1/2, , 1 11 1ˆ 0.5 0.5n n n nx i j k x i j k x i j k x i j ki i i ih i j kxy i j k j j jω C ω C ω C ω CD A Δy Δy Δy+ + + − + −+ + + +
+

+ − +

+ − − − −
+

+ +

( ) ( )1, 1, , 1, 1, 1, , 1,1/2 1/2 1/2 1/21/2, ,1/2, , 1 11 1ˆ 0.5 0.5n n n nx i j k x i j k x i j k x i j ki i i ih i j kxy i j k j j jω C ω C ω C ω CD A Δy Δy Δy− + + − − −− − − −
−

− − +

+ − − − −
−

+ +

( ) ( ), , 1 1, , 1 , , 1 1, , 11/2 1/2 1/2 1/21/2, ,1/2, , , , 1 , , , , 11 1ˆ 0.5 0.5n n n nx i j k x i j k x i j k x i j ki i i ih i j kxzi j k i j k i j k i j kω C ω C ω C ω CD A Δz Δz Δz− + − + + ++ + + +
+

+ − +

+ − − − −
+

+ +

( ) ( )1, , 1 , , 1 1, , 1 , , 11/2 1/2 1/2 1/21/2, ,1/2, , , , 1 , , , , 11 1ˆ 0.5 0.5n n n nx i j k x i j k x i j k x i j ki i i ih i j kxzi j k i j k i j k i j kω C ω C ω C ω CD A Δz Δz Δz− − − − + +− − − −
−

− − +

+ − − − −
−

+ +

( ) ( )1, , 1, 1, 1, , 1, 1,1/2 1/2 1/2 1/2, 1/2,, 1/2, 1 11 1ˆ 0.5 0.5n n n ny i j k y i j k y i j k y i j kj j j jh i j kyx i j k i i iω C ω C ω C ω CD A Δx Δx Δx+ + + − − ++ + + +

+
+ − +

+ − − − −

+
+ +

( ) ( )1, 1, 1, , 1, 1, 1, ,1/2 1/2 1/2 1/2, 1/2,, 1/2, 1 11 1ˆ 0.5 0.5n n n ny i j k y i j k y i j k y i j kj j j jh i j kyxi j k i i iω C ω C ω C ω CD A Δx Δx Δx+ − + − − −− − − −

−
− − +

+ − − − −

−
+ +, 1, , , , , , 1,, 1/2, , 1/2,, 1/2, , 1/2,1/2 1/2ˆ ˆn n n ni j k i j k i j k i j kh i j k h i j kyy yyi j k i j kj jC C C CD A D AΔy Δy+ −

+ −
+ −+ −

− −
+ −  

( ) ( ), , 1 , 1, 1 , , 1 , 1, 11/2 1/2 1/2 1/2, 1/2,, 1/2, , , 1 , , , , 11 1ˆ 0.5 0.5n n n ny i j k y i j k y i j k y i j kj j j jh i j kyzi j k i j k i j k i j kω C ω C ω C ω CD A Δz Δz Δz− + − + + ++ + + +

+
+ − +

+ − − − −

+
+ +

( ) ( ), 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 11/2 1/2 1/2 1/2, 1/2,, 1/2, , , 1 , , , , 11 1ˆ 0.5 0.5n n n ny i j k y i j k y i j k y i j kj j j jh i j kyzi j k i j k i j k i j kω C ω C ω C ω CD A Δz Δz Δz− − − − + +− − − −

−
− − +

+ − − − −

−
+ +

( ) ( )1, , 1 1, , 1, , 1 1, ,1/2 1/2 1/2 1/2, , 1/2, , 1/2 1 11 1ˆ 0.5 0.5n n n nz i j k z i j k z i j k z i j kk k k kh i j kzxi j k i i iω C ω C ω C ω CD A Δx Δx Δx+ − + − − −− − − −
−

− − +

+ − − − −
+

+ +

( ) ( )1, , 1, , 1 1, , 1, , 11/2 1/2 1/2 1/2, 1/2,, 1/2, 1 11 1ˆ 0.5 0.5n n n nz i j k z i j k z i j k z i j kk k k kh i j kzxi j k i i iω C ω C ω C ω CD A Δx Δx Δx+ + + − − ++ + + +
+

+ − +

+ − − − −
−

+ +
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( ) ( ), 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1,1/2 1/2 1/2 1/2, , 1/2, , 1/2 1 11 1ˆ 0.5 0.5n n n nz i j k z i j k z i j k z i j kk k k kh i j kzy i j k j j jω C ω C ω C ω CD A Δy Δy Δy+ − + − − −− − − −
−

− − +

+ − − − −
+

+ +

( ) ( ), 1, , 1, 1 , 1, , 1, 11/2 1/2 1/2 1/2, , 1/2, , 1/2 1 11 1ˆ 0.5 0.5n n n nz i j k z i j k z i j k z i j kk k k kh i j kzy i j k j j jω C ω C ω C ω CD A Δy Δy Δy+ + + − − ++ + + +
+

+ − +

+ − − − −
−

+ +, , 1 , , , , , , 1, , 1/2 , , 1/2, , 1/2 , , 1/2, , 1/2 , , 1/2ˆ ˆn n n ni j k i j k i j k i j kh i j k h i j kzz zzi j k i j ki j k i j kC C C CD A D AΔz Δz− +

− +
− +− +

− −
+ −  

( )1 , , 2 , , , ,, , , , , , , , (4.45)n ngs gs e i j k e i j k i j ki j k i j k i j k i j kQ C λ n C λ n S ΔV− +

 

 Η εξίσωση (4.45) προκύπτει εφαρµόζοντας ρητό σχήµα για τη χρονική 

ολοκλήρωση της εξίσωσης (4.11) και χρησιµοποιώντας σχήµα κεντρικών διαφορών 

για την εκτίµηση των µερικών παραγώγων στα µέτωπα των διαφορικών όγκων. Ο 

όγκος του υπολογιστικού κελιού (, , )i j k  που καταλαµβάνεται από τα υπόγεια νερά 

και η επιφάνεια διατοµής της ροής, A, στα µέτωπα του υπολογιστικού κελιού 

υπολογίζονται ως:  , , , ,i j k i j i j kΔV Δx Δy Hsat= ,  1/2, ,i j kA ± = 1/2, ,i j k jHsat Δy± ,  , 1/2, , 1/2,i j k i j k iA Hsat Δx± ±=  και  , , 1/2i j k i jA Δx Δy± = .  

Οι τιµές των 1/2, ,x i j kq
±

, , 1/2,y i j kq
±

, , , 1/2y i j kq
±

, , ,i j kHsat , 1/2, ,i j kHsat ±  και , 1/2,i j kHsat ±  είναι γνωστές από την επίλυση του υπό–µοντέλου ροής υπόγειων 

νερών του IRENE–HYD. Οι συντελεστές 1/2xiω
±

, 1/2y jω
±

 και 1/2zkω
±

 ορίζονται 

σύµφωνα µε τις σχέσεις (4.46α)–(4.46στ):  11/2 1ix i i iΔxω Δx Δx+

+
+

=
+

              (4.46α) 1/2 1ix i i iΔxω Δx Δx−
−

=
+

             (4.46β) 11/2 1jy j j jΔyω Δy Δy++
+

=
+

             (4.46γ) 
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1/2 1jy j j jΔyω Δy Δy−
−

=
+

             (4.46δ) , , 11/2 , , , , 1i j kzk i j k i j kΔzω Δz Δz−−
−

=
+

              (4.46ε) , ,1/2 , , , , 1i j kzk i j k i j kΔzω Δz Δz+
+

=
+

                                                                             (4.46στ) 

 

 Οι συντελεστές φαινόµενης υδροδυναµικής διασποράς στα µέτωπα των 

διαφορικών όγκων υπολογίζονται χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις (4.9α)–(4.9στ). Για 

παράδειγµα, οι τιµές των ˆhxxD , ˆhxyD  και ˆhxzD  στο µέτωπο ( 1/ 2, , )i j k+  

υπολογίζονται ως: 2 21/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2, , 1/2, ,21/2, , 1/2, ,1/2, ,
ˆ L THx yi j k i j ki j k i j khxx i j k i j k i j kTV zi j k i j ki j k

α q α qD q qα qq
+ ++ +

+ + +

+ +

+

= +

+

        (4.47α) 

1/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2, ,ˆ x yi j k i j kh L THxy i j k i j ki j k i j kq qD α α q+ +

+ ++ +

 
= − 
 

        (4.47β) 1/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2, ,ˆ x zi j k i j kh L TVxz i j k i j ki j k i j kq qD α α q+ +

+ ++ +

 
= − 
 

        (4.47γ) 

όπου 

( )

/121/2, , , 1/2, , 1/2, /121, 1/2, 1, 1/2,12 1 12 xy y y ii j k i j k i j k xy y ii j k i j kq q q ωq q ω++ − +

++ − + +

  
= +  

  

  
+ + −  

  

                       (4.47δ) 

( )
1/2, , , , 1/2 , , 1/2 1/21, , 1/2 1, , 1/2 1/212 1 12z z z xi j k i j k i j k iz z xi j k i j k iq q q ωq q ω+ − + +

+ − + + +

  
= +    

  
+ + −    

                        (4.47ε) 2 2 21/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, ,i j k x y zi j k i j k i j kq q q q+
+ + +

= +                                              (4.47στ) 
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( )1/2, , , , 1/2 1, , 1/21L L x L xi j k i j k i i j k iα α ω α ω
+ + + +

= + −            (4.47ζ) 

( )1/2, , , , 1/2 1, , 1/21TH TH x TH xi j k i j k i i j k iα α ω α ω
+ + + +

= + −                     (4.47η) 

( )1/2, , , , 1/2 1, , 1/21TV TV x TV xi j k i j k i i j k iα α ω α ω
+ + + +

= + −          (4.47θ) 

 

 Όπως προαναφέρθηκε, η εξίσωση (4.45) προκύπτει εφαρµόζοντας ρητό σχήµα 

για τη χρονική ολοκλήρωση της εξίσωσης (4.11). Αν χρησιµοποιηθεί ρητό σχήµα για 

τη χρονική ολοκήρωση των όρων µεταφοράς της εξίσωσης (4.11) και πεπλεγµένο 

σχήµα για τη χρονική ολοκλήρωση των όρων διασποράς και απώλειας ή πρόσθεσης 

ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο, προκύπτει η εξίσωση (4.48). Αντίστοιχα, αν  

εφαρµοστεί πεπλεγµένο σχήµα για τη χρονική ολοκλήρωση της εξίσωσης (4.11), όλοι 

οι όροι εκφράζονται στη χρονική στάθµη 1nt + , οπότε προκύπτει η αλγεβρική εξίσωση 

(4.49). 

( )
( )

1, , , , , ,, , , , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2, ,, 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2,, 1/2, , 1/2,, , 1/2 , ,, , 1/2
n ni j k i j kd e i j ki j k i j k n nx i j k i j k x i j k i j ki j k i j kn ny i j k i j k y i j k i j ki j k i j kz i j k i ji j k

C CR n ΔVΔtq A C q A Cq A C q A Cq A C
+

+ + − −+ −

+ + − −+ −

−−

−
=

− −

− −

− ( )
( )

1/2 , , 1/2 , , 1/2, , 1/21 n nk z i j k i j ki j kn q A CL C − + ++

+

−

+

            (4.48) 

( )
( )

1, , , , , ,, , , , 1 11/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2, ,1 1, 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2,, 1/2, , 1/2,, ,, , 1/2
n ni j k i j kd e i j ki j k i j k n nx i j k i j k x i j k i j ki j k i j kn ny i j k i j k y i j k i j ki j k i j kz i j ki j k

C CR n ΔVΔtq A C q A Cq A C q A Cq A
+

+ +
+ + − −+ −

+ +
+ + − −+ −

−−

−
=

− −

− −

− ( )
( )

1 11/2 , , 1/2 , , 1/2 , , 1/2, , 1/21 n ni j k z i j k i j ki j kn C q A CL C + +
− + ++

+

−

+

              (4.49) 

Στις εξισώσεις (4.48) και (4.49), L  είναι ένας τελεστής ολοκληρωµένων 

πεπερασµένων διαφορών που περιλαµβάνει την πεπλεγµένη διακριτοποίηση των 

όρων διασποράς και απώλειας ή πρόσθεσης ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο.  
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 Στις εξισώσεις (4.45) και (4.48), οι τιµές των συγκεντρώσεων, 1/2, ,i j kC ± , , 1/2,i j kC ±  

και , , 1/2i j kC ± , στα µέτωπα των διαφορικών όγκων µπορούν να εκτιµηθούν 

χρησιµοποιώντας σχήµα ανάντη διαφορών ή το σχήµα ULTIMATE–QUICKEST 

σύµφωνα µε τις σχέσεις (4.20) και (4.21), αντίστοιχα. Στην εξίσωση (4.49) οι τιµές 

των συγκεντρώσεων στα µέτωπα των διαφορικών όγκων υπολογίζονται 

χρησιµοποιώντας σχήµα ανάντη ή σχήµα κεντρικών διαφορών. Σε αυτήν την 

περίπτωση, οι συγκεντρώσεις 1/2, ,i j kC ± , , 1/2,i j kC ±  και , , 1/2i j kC ±  µπορούν να 

εκφραστούν στην ακόλουθη γενική µορφή: 

( )1 1 11/2, , , , 1, ,1/2 1/21n n ni j k x i j k x i j ki iC α C α C+ + +
+ ++ +

= + −            (4.50α) 

( )1 1 11/2, , 1, , , ,1/2 1/21n n ni j k x i j k x i j ki iC α C α C+ + +
− −− −

= + −                      (4.50β) 1 1 1, 1/2, , , , 1,1/2 1/21n n ni j k y i j k y i j kj jC α C α C+ + +
+ ++ +

 
= + − 

 
           (4.50γ) 1 1 1, 1/2, , 1, , ,1/2 1/21n n ni j k y i j k y i j kj jC α C α C+ + +

− −− −

 
= + − 

 
           (4.50δ) 

( )1 1 1, , 1/2 , , , , 11/2 1/21n n ni j k z i j k z i j kk kC α C α C+ + +
− −− −

= + −            (4.50ε) 

( )1 1 1, , 1/2 , , 1 , ,1/2 1/21n n ni j k z i j k z i j kk kC α C α C+ + +
+ ++ +

= + −           (4.50στ) 

Οι συντελεστές 1/2ixα ±
, 1/2jyα ±

 και 1/2kzα ±
 ορίζονται µε διαφορετικό τρόπο για τα 

σχήµατα ανάντη και κεντρικών διαφορών:  

Σχήµα ανάντη διαφορών                                1/2, ,1/2 1/2, ,1 αν 00 αν 0i j ki i j kxx xqα q ±

±

±

 >


= 
<



                    (4.51α) , 1/2,1/2 , 1/2,1 αν 00 αν 0i j kj i j kyy yqα q ±

±

±

 >


= 
<



                                   (4.51β) , , 1/21/2 , , 1/21 αν 00 αν 0i j kk i j kzz zqα q ±

±

±

 >


= 
<



                                              (4.51γ) 
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Σχήµα κεντρικών διαφορών      1/2 1 1i ix i iΔxα Δx Δx+

+

+

=
+

                                               (4.52α) 1/2 1i ix i iΔxα Δx Δx−
−

=
+

              (4.52β) 1/2 1 1j jy j jΔyα Δy Δy+

+

+

=
+

                        (4.52γ) 1/2 1j jy j jΔyα Δy Δy−
−

=
+

             (4.52δ) 1/2 , , 1, , , , 1k i j kz i j k i j kΔzα Δz Δz−

−

−

=
+

              (4.52ε) 1/2 , ,, , , , 1k i j kz i j k i j kΔzα Δz Δz+
+

=
+

                                 (4.52στ) 

         

 Η εξίσωση (4.45) µπορεί να επιλυθεί άµεσα για τον υπολογισµό των 

συγκεντρώσεων ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο των υπόγειων νερών. Ο 

προσδιορισµός των ρυπαντικών φορτίων στα υπόγεια νερά µέσω της εξίσωσης 

(4.48) ή της εξίσωσης (4.49) απαιτεί την επίλυση ενός συστήµατος εξισώσεων.    

 

 Οι εξισώσεις (4.48) και (4.49) µπορούν να διατυπωθούν στην ακόλουθη πιο 

συνεπτυγµένη µορφή:   , , 1/2 , 1/2, 1/2, , , ,1/2, , , 1/2, , , , 1/2 , ,1 1 1 1, , 1 , 1, 1, , , ,1 1 11, , , 1, , , 1i j k i j k i j k i j ki j k i j j k i j k i j kn n n ng i j k g i j k g i j k i j kgn n ng i j k g i j k g i j k gA C A C A C A CA C A C A C B− − −

+ + +

+ + + +
− − −

+ + +
+ + +

+ + +

+ + + =
         (4.53) 

Οι συντελεστές 1/2, ,i j kgA ±
, , 1/2,i j kgA ±

, , , 1/2i j kgA ±
 και , ,i j kgA  [L3T–1] των άγνωστων 

συγκεντρώσεων και ο όρος , ,g i j kB  [MT–1] ορίζονται µε διαφορετικό τρόπο για τις 

εξισώσεις (4.48) και (4.49), όπως εξηγείται παρακάτω. Γράφοντας την εξίσωση (4.53) 

για όλους τους διαφορικούς όγκους του υπολογιστικού πλέγµατος, προκύπτει το 

ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων, διατυπωµένο σε µητρωική µορφή, το οποίο πρέπει 

να επιλυθεί σε κάθε χρονικό βήµα για τον υπολογισµό των συγκεντρώσεων του 

ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο των υπόγειων νερών: 
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1n + =g gg gg gg gA C BA C BA C BA C B                                                                                                     (4.54) 

όπου ggggAAAA  συµβολίζει το µητρώο συντελεστών του διανύσµατος των άγνωστων 

συγκεντρώσεων, CCCC , και ggggBBBB  είναι ένα διάνυσµα µε στοιχεία τους όρους του δεξιού 

µέλους της εξίσωσης (4.53). Το σύστηµα εξισώσεων (4.54) είναι µη γραµµικό, καθώς 

η τιµή του όρου , ,i j kgB  και σε ορισµένες περιπτώσεις η τιµή του συντελεστή , ,i j kgA  

δεν είναι σταθερές σε κάθε χρονικό βήµα αλλά είναι συνάρτηση των τιµών των 

συγκεντρώσεων του ρύπου στα υπόγεια νερά. Για την επίλυση του µη γραµµικού 

συστήµατος εξισώσεων (4.54) χρησιµοποιείται η µέθοδος επαναλήψεων Picard, 

σύµφωνα µε την οποία η εξίσωση (4.54) διατυπώνεται ως:   1, 1, 1 1,n n n+ + + +=g gg gg gg gA C BA C BA C BA C B� � �                                                             (4.55) 

όπου �  και 1+�  συµβολίζουν διαδοχικές επαναλήψεις Picard κατά το χρονικό βήµα 

n+1. Οι τιµές των στοιχείων του µητρώου συντελεστών ggggAAAA  και του διανύσµατος ggggBBBB  

ανανεώνονται µεταξύ των διαδοχικών επαναλήψεων Picard µε βάση τις τιµές των 

συγκεντρώσεων που υπολογίστηκαν κατά την τελευταία επανάληψη. Η επίλυση του 

γραµµικού συστήµατος εξισώσεων (4.55) σε κάθε επανάληψη Picard περιγράφεται 

σε επόµενες παραγράφους.   

 Όταν οι όροι µεταφοράς της εξίσωσης (4.11) διακριτοποιούνται µε ρητό τρόπο 

και όροι διασποράς και απώλειας ή πρόσθεσης ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο µε 

πεπλεγµένο τρόπο, οπότε προκύπτει η εξίσωση (4.48), οι συντελεστές 1/2, ,i j kgA ±
, , 1/2,i j kgA ±

, , , 1/2i j kgA ±
 και , ,i j kgA  των άγνωστων συγκεντρώσεων και ο όρος , ,g i j kB  ορίζονται από τις ακόλουθες σχέσεις:  1/2, , 1/2, , 1/2, ,1/2ˆi j k xx i j k i j kg h iAA D Δx+ +

+

+

= −             (4.56α) 1/2, , 1/2, , 1/2, ,1/2ˆi j k xx i j k i j kg h iAA D Δx− −

−

−

= −            (4.56β) , 1/2, , 1/2, , 1/2,1/2ˆi j k yy i j k i j kg h jAA D Δy+ +

+

+

= −            (4.56γ) 
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, 1/2, , 1/2, , 1/2,1/2ˆi j k yy i j k i j kg h jAA D Δy− −

−

−

= −                       (4.56δ) , , 1/2 , , 1/2 , , 1/2, , 1/2 , , 1/2ˆi j k zz i j k i j kg h i j k i j kAA D A Δz− −

−
−

−

= −                                                 (4.56ε) , , 1/2 , , 1/2 , , 1/2, , 1/2ˆi j k zz i j k i j kg h i j kAA D Δz+ +

+

+

= −                                                      (4.56στ) 

Περίπτωση γραµµικής ισόθερµης προσρόφησης: , ,, , 1/2, , 1/2, ,, ,, 1/2, , 1/2, , , 1/2 , , 1/2, , , ,
, ,

1 , , 2 , ,1 i j ki j k i j k i j ki j ki j k i j k i j k i j ki j k i j k
p i j kg d g geg g g ge i j k e d i j k

ρ ΔVA K A An ΔtA A A Aλ n ΔV λ n K ΔV+ −

+ − + −

 
 = + − −
 
 

− − − −

+ +

        (4.56ζ1) 

Περίπτωση ισόθερµης Freundlich: , , 1/2, , 1/2, ,, , , ,, 1/2, , 1/2, , , 1/2 , , 1/2 , ,, ,1, 1, 1 , ,i j k i j k i j ki j k i j ki j k i j k i j k i j k i j ki j kn n e g gg dg g g g e i j kΔVA R n A AΔtA A A A λ n ΔV+ −

+ − + −

+ += − −

− − − − +

� �

      (4.56ζ2) 

όπου 

( ), ,, , , , 11, 1,, ,1 i j ki j k i j k fpn nf i j kd eρR K f Cn −
+ += +� �  

Περίπτωση ισόθερµης Langmuir: , , 1/2, , 1/2, ,, , , ,, 1/2, , 1/2, , , 1/2 , , 1/2 , ,, ,1, 1, 1 , ,i j k i j k i j ki j k i j ki j k i j k i j k i j k i j ki j kn n e g gg dg g g g e i j kΔVA R n A AΔtA A A A λ n ΔV+ −

+ − + −

+ += − −

− − − − +

� �

      (4.56ζ3) 

όπου 

( )
, ,, , , ,1, 21,, ,1 1i j ki j k i j kpnd ne i j kρ K SR n K C+

+

 
 
 = +
 

+  

� �

�
�
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, ,1, 1, 1,, , 2 , , , ,, , , , , , , ,, , , , 1, 1, 1,1, , 1, , , 1,1/2, , 1/2, , , 1/2, , 1/2,ni j kn n ne i j k gs gs e i j k i j kg d i j k i j k i j k i j ki j k i j kcross n cross n cross n crossg i j k g i j k g i j k gi j k i j k i j k i j kCB R n ΔV Q C λ n S ΔVΔtA C A C A C A+ + +

+ + +
+ − ++ − + −

= + −

+ + + +

� � �

� � � 1,, 1,1, 1, 1, 1,, , 1 , , 1 1, , 1 1, , 1, , 1/2 , , 1/2 1/2, , 1/2 1/2, , 1/21,, 1, 1, 1/2, 1/2 , 1/2, 1/2 ni j kcross n cross n cross n cross ng i j k g i j k g i j k g i j ki j k i j k i j k i j kcross n crog i j k gi j k i j k CA C A C A C A CA C A +
−

+ + + +
+ − + − − −+ − + − − −

+
+ −+ − − −

+ + + +

+ +

�

� � � �

� 1, 1,, 1, 1 1, , 11/2, , 1/21, 1, 1,1, , 1 1, 1, 1, 1,1/2, , 1/2 1/2, 1/2, 1/2, 1/2,1,1, 1,1/2, 1/2, ss n cross ni j k g i j ki j kcross n cross n cross ng i j k g i j k g i j ki j k i j k i j kcross ng i j k gi j k C A CA C A C A CA C A + +
− − + ++ +

+ + +
− + + + − +− + + + − +

+
+ −+ −

+

+ + +

+ +

� �

� � �

�

( )
( )

1,1, 1,1/2, 1/2,1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2, ,, 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2,, 1/2, , 1/2,, , 1/2 , , 1/2, , 1/2
cross ni j ki j kn nx i j k i j k x i j k i j ki j k i j kn ny i j k i j k y i j k i j ki j k i j knz i j k i j ki j k

Cq A C q A Cq A C q A Cq A C q
+

− −− −

+ + − −+ −

+ + − −+ −

− −−

+ −

+ −

+ −

�

( ), , 1/2 , , 1/2, , 1/2 nz i j k i j ki j k A C+ ++

                                  

(4.56η) 

όπου 

( )

1/21/2, , , 1/2, 1/2, 1/2, 1/2, , 1/2, 1/2,
, 1/2, 1 1, 1/2, 1 1, , 1/2 1 1

ˆ 0.5 0.51ˆ 0.5 0.51ˆ 0.5 0.5ˆ
jyxi j k i j k jyx i j k kzx i j kzx i j k

ycross h i j kg i i iyh i j k i i izh i j k i i ih
ωA D A Δx Δx ΔxωD A Δx Δx ΔxωD A Δx Δx ΔxD

+

+ +

−

−

−

−

+

+
− +

−
− +

−
− +

=
+ +

 − 
 −

+ +

−
+

+ +

− 1/2, 1/2, 1 10.5 0.5kzi j k i i iωA Δx Δx Δx+
+

− ++ +

                       (4.57α) 

( )

1/21/2, , , 1/2, 1/2, 1/2, 1/2, , 1/2, 1/2,
, 1/2, 1 1, 1/2, 1 1, , 1/2 1 1

ˆ 0.5 0.51ˆ 0.5 0.51ˆ 0.5 0.5ˆ
jyxi j k i j k jyx i j k kzx i j kzx i j

ycross h i j kg i i iyh i j k i i izh i j k i i ih
ωA D A Δx Δx ΔxωD A Δx Δx ΔxωD A Δx Δx ΔxD

+

− +

−

−

−

−

+

+
− +

−
− +

−
− +

= −
+ +

 − 
 +

+ +

−
−

+ +

+ 1/2, 1/2, 1 10.5 0.5kk zi j k i i iωA Δx Δx Δx+
+

− ++ +

        (4.57β) 
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( )

( )

1/2, 1/2, 1/2, , 1/21/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2
1/2, , 1 11/2, , 1 1, , 1/2 1 1, ,

ˆ 0.5 0.51ˆ 0.5 0.51ˆ 0.5 0.5ˆ
ixyi j k i j k ixy i j k kzy i j kzy i j k

xcross h i j kg j j jxh i j k j j jzh i j k j j jh i j k
ωA D A Δy Δy ΔyωD A Δy Δy ΔyωD A Δy Δy ΔyD A

+

+ +

−

−

−

−

+

+
− +

−
− +

−
− +

=
+ +

−
−

+ +

−
+

+ +

− 1/21/2 1 10.5 0.5kzj j jωΔy Δy Δy+
+

− ++ +

        (4.57γ) 

( )

( )

1/2, 1/2, 1/2, , 1/21/2, , 1/2, , 1/2, ,
1/2, , 1 11/2, , 1 1, 1,, , 1/2 1 1

ˆ 0.5 0.51ˆ 0.5 0.51ˆ 0.5 0.5ˆ
ixyi j k i j k ixy i j k kzy i j kzy i j k

xcross h i j kg j j jxh i j k j j jnz i j kh i j k j j jh
ωA D A Δy Δy ΔyωD A Δy Δy Δyω CD A Δy Δy ΔyD

+

− +

−

−

−

−

+
− +

−
− +

−

−
− +

= −
+ +

−
+

+ +

−
−

+ +

+ 1/21/2 , , 1/2 1 10.5 0.5kzi j k j j jωA Δy Δy Δy+

+
+

− ++ +

        (4.57δ) 

( )

1/2, , 1/2 1/2, , 1/21/2, , 1/2, 1/2,
1/2, , , , 1 , , , , 11/2, , , , 1 , , , , 1, 1/2, , , 1 , ,

ˆ 0.5 0.51ˆ 0.5 0.5ˆ 0.5
ixzi j k i j k ixz i j k jyz i j k

xcross h i j kg i j k i j k i j kxh i j k i j k i j k i j kyh i j k i j k i j k
ωA D A Δz Δz ΔzωD A Δz Δz ΔzωD A Δz Δz

+

− +

−

−

+

+

+
− +

−
− +

+
−

=
+ +

−
−

+ +

+
+ 1/2, 1/2, , , 1, 1/2, , , 1 , , , , 10.51ˆ 0.5 0.5jyz i j k i j kyh i j k i j k i j k i j kΔzωD A Δz Δz Δz−

−

+

−
− +

+

 − 
 

−
+ +

        (4.57ε) 
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( )

1/2, , 1/2 1/2, , 1/21/2, , 1/2, 1/2,
1/2, , , , 1 , , , , 11/2, , , , 1 , , , , 1, 1/2, , , 1 , ,

ˆ 0.5 0.51ˆ 0.5 0.5ˆ 0.5
ixzi j k i j k ixz i j k jyz i j k

xcross h i j kg i j k i j k i j kxh i j k i j k i j k i j kyh i j k i j k i j
ωA D A Δz Δz ΔzωD A Δz Δz ΔzωD A Δz Δz

+

+ +

−

−

+

+

+
− +

−
− +

+
−

= −
+ +

−
+

+ +

−
+ 1/2, 1/2, , , 1, 1/2, , , 1 , , , , 10.51ˆ 0.5 0.5jyz i j k k i j kyh i j k i j k i j k i j kΔzωD A Δz Δz Δz−

−

+

−
− +

+

 − 
 

+
+ +

    (4.57στ) 

( )1/21/2, , 1/2 1/2, , 1/2, , 1/2 1/2, , , , 1 , , , , 1, , 1/2 1 1
1ˆ 0.5 0.5ˆ 0.5 0.5ixzi j k i j k kzx i j k xcross h i j kg i j k i j k i j kzh i j k i i i

ωA D A Δz Δz ΔzωD A Δx Δx Δx+

+ − +

−

−

+
− +

−
− +

−
=

+ +

+
+ +

   (4.57ζ) 

1/21/2, , 1/2 1/2, , 1/2, , 1/2 1/2, , , , 1 , , , , 1, , 1/2 1 1ˆ 0.5 0.5ˆ 0.5 0.5ixzi j k i j k kzx i j k xcross h i j kg i j k i j k i j kzh i j k i i i
ωA D A Δz Δz ΔzωD A Δx Δx Δx−

− − −

−

−

−
− +

−
− +

= −
+ +

−
+ +

 (4.57η) 

1/2, 1/2, 1/2 , 1/2, 1/2, , 1/2 , 1/2, , , 1 , , , , 1, , 1/2 1 1
1ˆ 0.5 0.5ˆ 0.5 0.5jyzi j k i j k kzy i j k ycross h i j kg i j k i j k i j kzh i j k j j j

ωA D A Δz Δz ΔzωD A Δy Δy Δy+

+ − +

−

−

+
− +

−
− +

 − 
 

=
+ +

+
+ +

   (4.57θ) 

1/2, 1/2, 1/2 , 1/2, 1/2, , 1/2 , 1/2, , , 1 , , , , 1, 1, 1, , 1/2 1 1ˆ 0.5 0.5ˆ 0.5 0.5jyzi j k i j k kzy i j k
ycross h i j kg i j k i j k i j knz i j kh i j k j j j

ωA D A Δz Δz Δzω CD A Δy Δy Δy−

− − −

−

−

−
− +

− −

−
− +

= −
+ +

−
+ +

  (4.57ι) 

( )

( )

1/21/2, , 1/2 1/2, , 1/2, 1/2, 1/2, , , , 1 , , , , 1, 1/2, 1 1
1ˆ 0.5 0.51ˆ 0.5 0.5ixzi j k i j k kzx i j k

xcross h i j kg i j k i j k i j kzh i j k i i i
ωA D A Δz Δz ΔzωD A Δx Δx Δx+

+ + +

+

+

+
− +

+
− +

−
= −

+ +

−
−

+ +

 (4.57κ) 
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( )

1/21/2, , 1/2 1/2, , 1/2, 1/2, 1/2, , , , 1 , , , , 1, 1/2, 1 1ˆ 0.5 0.51ˆ 0.5 0.5ixzi j k i j k kzx i j k
xcross h i j kg i j k i j k i j kzh i j k i i i

ωA D A Δz Δz ΔzωD A Δx Δx Δx−

− + −

+

+

−
− +

+
− +

=
+ +

−
+

+ +

   (4.57λ) 

( )1/21/2, 1/2, 1/2, , 1/2, 1/2, 1/2, , 1 1, 1/2, 1 1
1ˆ 0.5 0.51ˆ 0.5 0.5

ixyi j k i j k jyx i j k
xcross h i j kg j j jyh i j k i i i

ωA D A Δy Δy ΔyωD A Δx Δx Δx
+

+ + +

+

+

+
− +

+
− +

−
=

+ +

 − 
 +

+ +

       (4.57µ) 

1/21/2, 1/2, 1/2, , 1/2, 1/2, 1/2, , 1 1, 1/2, 1 1
ˆ 0.5 0.51ˆ 0.5 0.5ixyi j k i j k jyx i j k

xcross h i j kg j j jyh i j k i i i
ωA D A Δy Δy ΔyωD A Δx Δx Δx−

− + −

+

+

−
− +

+
− +

= −
+ +

 − 
 −

+ +

               (4.57ν) 

( )1/21/2, 1/2, 1/2, , 1/2, 1/2, 1/2, , 1 1, 1/2, 1 1
1ˆ 0.5 0.5ˆ 0.5 0.5ixyi j k i j k jyx i j k xcross h i j kg j j jyh i j k i i i

ωA D A Δy Δy ΔyωD A Δx Δx Δx+

+ − +

−

−

+
− +

−
− +

−
= −

+ +

−
+ +

               (4.57ξ) 

1/21/2, 1/2, 1/2, , 1/2, 1/2, 1/2, , 1 1, 1/2, 1 1ˆ 0.5 0.5ˆ 0.5 0.5ixyi j k i j k jyx i j k xcross h i j kg j j jyh i j k i i i
ωA D A Δy Δy ΔyωD A Δx Δx Δx−

− − −

−

−

−
− +

−
− +

= −
+ +

−
+ +

              (4.57ο) 

Η εξίσωση (4.56η) ισχύει για την περίπτωση που η προσρόφηση ρύπου από το 

πορώδες µέσο περιγράφεται µέσω της ισόθερµης Freundlich ή της ισόθερµης 

Langmuir. Αν χρησιµοποιηθεί γραµµική ισόθερµη προσρόφησης ισορροπίας, ο όρος 1,2 , , , ,, , ne i j k i j ki j kλ n S ΔV+− �  απαλείφεται από την εξίσωση (4.56η) και για τον συντελεστή 

προσρόφησης ισχύει:  , ,1, , ,, , , ,1 pi j kn d dd i j ki j k ei j kρR R Kn+ = = +�   
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 Όπως φαίνεται από τις εξισώσεις (4.56α)–(4.56ζ) και (4.57α)–(4.57ο), όλες οι 

συγκεντρώσεις που σχετίζονται µε τους διατµητικούς όρους του τανυστή 

υδροδυναµικής διασποράς τίθενται ίσες µε τις τιµές της συγκέντρωσης που 

υπολογίστηκαν κατά το χρονικό βήµα n+1, κατά την προηγούµενη επανάληψη 

Picard, � . Κατ’αυτόν τον τρόπο, όλοι οι µη κύριοι όροι υδροδυναµικής διασποράς 

µεταφέρονται στο δεξί µέλος της εξίσωσης (4.55), στο διάνυσµα ggggBBBB . Με αυτή την 

επιλογή, µειώνεται σηµαντικά η απαιτούµενη υπολογιστική µνήµη και ο 

υπολογιστικός χρόνος επίλυσης του γραµµικού συστήµατος εξισώσεων (4.55), µε 

γενικά ασήµαντη απώλεια της ακρίβειας της λύσης (Zheng and Bennett, 1995), 

καθώς οι µη µηδενικές διαγώνιοι του µητρώου συντελεστών, ggggAAAA , µειώνονται από 

δεκαεννιά σε επτά. Τα υπόλοιπα στοιχεία του µητρώου ggggAAAA  είναι µηδενικά. Επιπλέον, 

όπως φαίνεται από τις σχέσεις (4.56α)–(4.56εστ) ορισµού των συντελεστών των 

άγνωστων συγκεντρώσεων, το µητρώο ggggAAAA  είναι συµµετρικό, έχει αυστηρή διαγώνια 

κυριαρχία και θετικά στοιχεία στην κύρια διαγώνιο, άρα είναι θετικά ορισµένο. Σε κάθε 

επανάληψη Picard, το γραµµικό σύστηµα εξισώσεων (4.55) µπορεί να επιλυθεί πολύ 

αποτελεσµατικά χρησιµοποιώντας την επαναληπτική µέθοδο συζυγών κλίσεων µε 

προρύθµιση µη πλήρους διάσπασης κατά Cholesky (Incomplete Cholesky 

preconditioning) (Gustafsson, 1978, Axelsson and Lindskog, 1986).  

           

 Όταν όλοι οι όροι της εξίσωσης (4.11) διακριτοποιούνται µε πεπλεγµένο τρόπο, 

οπότε προκύπτει η εξίσωση (4.49), οι συντελεστές 1/2, ,i j kgA ±
, , 1/2,i j kgA ±

, , , 1/2i j kgA ±
 και , ,i j kgA  των άγνωστων συγκεντρώσεων του ρύπου στα υπόγεια νερά 

και ο όρος , ,g i j kB  ορίζονται σύµφωνα µε τις ακόλουθες εξισώσεις:    

( )1/2, , 1/2, , 1/2 1/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2ˆ1i j k i j k i xx i j k i j kg x i j k x h iAA q A α D Δx+ + + +

+
+

+

= − −         (4.58α) 1/2, , 1/2, , 1/2 1/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2ˆi j k i j k i xx i j k i j kg x i j k x h iAA q A α D Δx− − − −

−
−

−

= − −         (4.58β) , 1/2, , 1/2, 1/2 , 1/2, , 1/2,, 1/2, 1/2ˆ1i j k i j k j yy i j k i j kg y i j k y h jAA q A α D Δy+ + + +

+
+

+

 = − − 
 

       (4.58γ) , 1/2, , 1/2, 1/2 , 1/2, , 1/2,, 1/2, 1/2ˆi j k i j k j yy i j k i j kg y i j k y h jAA q A α D Δy− − − −

−
−

−

= − −        (4.58δ) 
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, , 1/2 , , 1/2 1/2 , , 1/2 , , 1/2, , 1/2 , , 1/2 , , 1/2ˆi j k i j k k zz i j k i j kg z i j k z h i j k i j kAA q A α D A Δz− − − −

−
− −

−

= −    (4.58ε) 

( ), , 1/2 , , 1/2 1/2 , , 1/2 , , 1/2, , 1/2 , , 1/2ˆ1i j k i j k k zz i j k i j kg z i j k z h i j kAA q A α D Δz+ + + +

+
+

+

= − − −       (4.58στ) 

Περίπτωση γραµµικής ισόθερµης προσρόφησης: 

( )

, ,, , , , , ,, ,1/2, , 1/2 1/2, , 1/2, 1/2, 1/2 , 1/2, 1/2
, , 1 , , 2 , ,1/2, , 1/2, ,, 1/2, , 1/2,

1 11
i j ki j k i j k i j ki j ki j k i i j k ii j k j i j k j

p i j kg d e i j k e d i j kex i j k x x i j k xy i j k y y i j k y
ρ ΔVA K λ n ΔV λ n K ΔVn Δtq A α q A αq A α q A α+ + − −

+ + − −

+ −

+ −

 
 = + + +
 
 

+ − −

+ − −

( ), , 1/2 1/2 , , 1/2 1/21/2, , 1/2, ,, 1/2, , 1/2,
, , 1/2 , , 1/21/2, , 1/2, ,1/2 1/2, 1/2, , 1/2,1/2 1/2

1ˆ ˆˆ ˆˆ
i j k k i j k kxx xxi j k i j kyy yyi j k i j kzz i

z i j k z z i j k zi j k i j kh hi ii j k i j kh hj jh
q A α q A αA AD DΔx ΔxA AD DΔy ΔyD

− − + +

+ −

+ −

− +

+ −

+ −

+ −

+ −


 
 

+ − −

+ +

+ +

+ , , 1/2 , , 1/2, , 1/2 , , 1/2, , 1/2 , , 1/2 , , 1/2ˆ zzj k i j ki j k i j ki j k hi j k i j kA AA DΔz Δz− +

− +
−

− +

+

 (4.58ζ1) 

Περίπτωση ισόθερµης Freundlich: 

( )
, , , ,, , , ,1/2, , 1/2 1/2, , 1/2, 1/2, 1/2 , 1/2, 1/2, , 1/2

, ,1, 1, 1 , ,1/2, , 1/2, ,, 1/2, , 1/2,, 11i j k i j ki j k i j ki j k i i j k ii j k j i j k ji j k
i j kn n e e i j kg dx i j k x x i j k xy i j k y y i j k yz i j

ΔVA R n λ n ΔVΔtq A α q A αq A α q A αq A+ + − −

+ + − −

−

+ +

+ −

+ −

= +

+ − −

 + − − 
 

+

� �

( )1/2 , , 1/2 1/21/2, , 1/2, ,, 1/2, , 1/2,, , 1/2
, 1/2 , , 1/21/2, , 1/2, ,1/2 1/2, 1/2, , 1/2,1/2 1/2,, , 1/2

1ˆ ˆˆ ˆˆ
k i j k kxx xxi j k i j kyy yyi j k i j kzz i j k

k z z i j k zi j k i j kh hi ii j k i j kh hj jih i j k
α q A αA AD DΔx ΔxA AD DΔy ΔyAD A

− + +

+ −

+ −

−

− +

+ −

+ −

+ −

+ −

−

− −

+ +

+ +

+ , , 1/2, 1/2 , , 1/2, , 1/2 , , 1/2ˆ zz i j kj k i j khi j k i j kADΔz Δz+

− +

− +

+

       (4.58ζ2) 

όπου 

( ), ,, , , , 11, 1,, ,1 i j ki j k i j k fpn nf i j kd eρR K f Cn −
+ += +� �  
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Περίπτωση ισόθερµης Langmuir: 

( )
, , , ,, , , ,1/2, , 1/2 1/2, , 1/2, 1/2, 1/2 , 1/2, 1/2, , 1/2

, ,1, 1, 1 , ,1/2, , 1/2, ,, 1/2, , 1/2,, 11i j k i j ki j k i j ki j k i i j k ii j k j i j k ji j k
i j kn n e e i j kg dx i j k x x i j k xy i j k y y i j k yz i j

ΔVA R n λ n ΔVΔtq A α q A αq A α q A αq A+ + − −

+ + − −

−

+ +

+ −

+ −

= +

+ − −

 + − − 
 

+

� �

( )1/2 , , 1/2 1/21/2, , 1/2, ,, 1/2, , 1/2,, , 1/2
, 1/2 , , 1/21/2, , 1/2, ,1/2 1/2, 1/2, , 1/2,1/2 1/2,, , 1/2

1ˆ ˆˆ ˆˆ
k i j k kxx xxi j k i j kyy yyi j k i j kzz i j k

k z z i j k zi j k i j kh hi ii j k i j kh hj jih i j k
α q A αA AD DΔx ΔxA AD DΔy ΔyAD A

− + +

+ −

+ −

−

− +

+ −

+ −

+ −

+ −

−

− −

+ +

+ +

+ , , 1/2, 1/2 , , 1/2, , 1/2 , , 1/2ˆ zz i j kj k i j khi j k i j kADΔz Δz+

− +

− +

+

       (4.58ζ3) 

όπου 

( )
, ,, , , ,1, 21,, ,1 1i j ki j k i j kpnd ne i j kρ K SR n K C+

+

 
 
 = +
 

+  

� �

�
�

 

, ,1, 1, 1,, , 2 , , , ,, , , , , , , ,, , , , 1, 1, 1,1, , 1, , , 1,1/2, , 1/2, , , 1/2, , 1/2,ni j kn n ne i j k gs gs e i j k i j kg d i j k i j k i j k i j ki j k i j kcross n cross n cross n crossg i j k g i j k g i j k gi j k i j k i j k i j kCB R n ΔV Q C λ n S ΔVΔtA C A C A C A+ + +

+ + +
+ − ++ − + −

= + −

+ + + +

� � �

� � � 1,, 1,1, 1, 1, 1,, , 1 , , 1 1, , 1 1, , 1, , 1/2 , , 1/2 1/2, , 1/2 1/2, , 1/21,, 1, 1, 1/2, 1/2 , 1/2, 1/2 ni j kcross n cross n cross n cross ng i j k g i j k g i j k g i j ki j k i j k i j k i j kcross n crog i j k gi j k i j k CA C A C A C A CA C A +
−

+ + + +
+ − + − − −+ − + − − −

+
+ −+ − − −

+ + + +

+ +

�

� � � �

� 1, 1,, 1, 1 1, , 11/2, , 1/21, 1, 1,1, , 1 1, 1, 1, 1,1/2, , 1/2 1/2, 1/2, 1/2, 1/2,1,1, 1,1/2, 1/2, ss n cross ni j k g i j ki j kcross n cross n cross ng i j k g i j k g i j ki j k i j k i j kcross ng i j k gi j k C A CA C A C A CA C A + +
− − + ++ +

+ + +
− + + + − +− + + + − +

+
+ −+ −

+

+ + +

+ +

� �

� � �

� 1,1, 1,1/2, 1/2,cross ni j ki j kC +
− −− −

�

                                  

(4.58η) 

Στην εξίσωση (4.58η), οι συντελεστές 1/2, ,crossgi j kA
+

, 1/2, ,crossgi j kA
−

, , 1/2,crossgi j kA
+

, , 1/2,crossgi j kA
−

, , , 1/2crossgi j kA
+

, κλπ, ορίζονται από τις εξισώσεις (4.57α)–(4.57ο). Η εξίσωση (4.58η) 

ισχύει για την περίπτωση που η προσρόφηση ρύπου από το πορώδες µέσο 

περιγράφεται µέσω της ισόθερµης Freundlich ή της ισόθερµης Langmuir. Αν 

χρησιµοποιηθεί γραµµική ισόθερµη προσρόφησης ισορροπίας, ο όρος 
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1,2 , , , ,, , ne i j k i j ki j kλ n S ΔV+− �  απαλείφεται από την εξίσωση (4.58η) και για τον συντελεστή 

προσρόφησης ισχύει:  , ,1, , ,, , , ,1 pi j kn d dd i j ki j k ei j kρR R Kn+ = = +�   

  

 Όταν χρησιµοποιείται πεπλεγµένο σχήµα πεπερασµένων διαφορών για την 

επίλυση της εξίσωσης (4.11), οπότε οι συντελεστές 1/2, ,i j kgA ±
, , 1/2,i j kgA ±

, , , 1/2i j kgA ±
 και , ,i j kgA  των άγνωστων συγκεντρώσεων του ρύπου στα υπόγεια νερά 

ορίζονται σύµφωνα µε τις εξισώσεις (4.58α)–(4.58ζ), το µητρώο συντελεστών ggggAAAA , 

που έχει επτά διαγώνιους µη µηδενικές ενώ τα υπόλοιπα στοιχεία του είναι µηδενικά, 

δεν είναι συµµετρικό και θετικά ορισµένο. Σε κάθε επανάληψη Picard, το γραµµικό 

σύστηµα εξισώσεων (4.55) επιλύεται χρησιµοποιώντας τη µέθοδο Lanczos/ 

ORTHOMIN (Jea and Young, 1983) µε προρύθµιση µη πλήρους διάσπασης κατά 

Cholesky (Modified Incomplete Cholesky preconditioning) (Gustafsson, 1978).  

 

 Η συνθήκη ευστάθειας του ρητού σχήµατος ολοκληρωµένων πεπερασµένων 

διαφορών (4.45) περιγράφεται από την ανισότητα (4.59), ενώ η ευστάθεια του ηµι–

πεπλεγµένου σχήµατος ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών (4.48)  

καθορίζεται από την ανισότητα (4.60): 

, ,, , , , , , , ,, , , , , , 1 22 2 2, , , ,min 2 2 2i j ki j k xx yy zzi j k i j k i j kdh h hi j k i j k i j ki j i j k i j i j kRΔt D D Du v w λ λΔx Δy Δz Δx Δy Δz
 
 
 
 ≤
 
 + + + + + + +
 
 

(4.59) , ,, , , , , , , ,, ,min i j ki j k di j k i j k i j ki j i j kRΔt u v wΔx Δy Δz 
 
 

≤  
 

+ + 
  

                         (4.60) 

Το πεπλεγµένο αριθµητικό σχήµα ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών (4.49) 

είναι ευσταθές χωρίς όριο.  
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4.3.3.2 Μικτό αριθµητικό σχήµα Euler–Lagrange 

 

 Αν χρησιµοποιηθεί το µικτό αριθµητικό σχήµα Euler–Lagrange (Cheng et al., 

1984) για την επίλυση των όρων µεταφοράς της εξίσωσης (4.11) και οι όροι 

διασποράς και απώλειας ή πρόσθεσης ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο 

διακριτοποιηθούν µε ρητό τρόπο, η εξίσωση (4.11) γράφεται στην ακόλουθη 

διακριτοποιηµένη µορφή:  

( )
1, , , , , ,, , , , n ni j k i c j c k cx y z nd e i j ki j k i j k C CR n ΔV L CΔt+

− − −−
=             (4.61) 

Όταν χρησιµοποιείται πεπλεγµένο σχήµα για τους όρους διασποράς και απώλειας ή 

πρόσθεσης ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο, προκύπτει η ακόλουθη αλγεβρική 

εξίσωση από τη διακριτοποίηση της εξίσωσης (4.11):  

( )
1, , , , 1, ,, , , , n ni j k i c j c k cx y z nd e i j ki j k i j k C CR n ΔV L CΔt+

− − −
+

−
=                                         (4.62) 

 

 Η εξίσωση (4.61) µπορεί να επιλυθεί άµεσα για τον υπολογισµό των 

συγκεντρώσεων ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο των υπόγειων νερών. Ο 

προσδιορισµός των συγκεντρώσεων ρύπου στα υπόγεια νερά µέσω της εξίσωσης 

(4.62) απαιτεί την επίλυση ενός συστήµατος εξισώσεων. Η εξίσωση (4.62) µπορεί να 

διατυπωθεί στην πιο συνεπτυγµένη µορφή της εξίσωσης (4.53), όπου  οι 

συντελεστές 1/2, ,i j kgA ±
, , 1/2,i j kgA ±

, , , 1/2i j kgA ±
 και , ,i j kgA  των άγνωστων 

συγκεντρώσεων ορίζονται σύµφωνα µε τις εξισώσεις (4.56α)–(4.56ζ), όµως ο όρος , ,g i j kB  διαφορροποιείται και ορίζεται από την εξίσωση (4.63):  , ,1, 1, 1,, , 2 , , , ,, , , , , , , ,, , , , 1, 1, 1,1, , 1, , , 1,1/2, , 1/2, , , 1/2, , 1ni c j c k cx y zn n ne i j k gs gs e i j k i j kg d i j k i j k i j k i j ki j k i j kcross n cross n cross ng i j k g i j k g i j k gi j k i j k i j k i jCB R n ΔV Q C λ n S ΔVΔtA C A C A C A− − −
+ + +

+ + +
+ − ++ − + −

= + −

+ + + +

� � �

� � � 1,, 1,/2,1, 1, 1, 1,, , 1 , , 1 1, , 1 1, , 1, , 1/2 , , 1/2 1/2, , 1/2 1/2, , 1/21,, 1, 1, 1/2, 1/2 , 1/2 cross ni j kkcross n cross n cross n cross ng i j k g i j k g i j k g i j ki j k i j k i j k i j kcross ng i j k gi j k i j CA C A C A C A CA C A +
−

+ + + +
+ − + − − −+ − + − − −

+
+ −+ − −

+ + + +

+ +

�

� � � �

� 1, 1,, 1, 1 1, , 1, 1/2 1/2, , 1/21, 1, 1,1, , 1 1, 1, 1, 1,1/2, , 1/2 1/2, 1/2, 1/2, 1/2,1, 1,1/2, 1/2, cross n cross ni j k g i j kk i j kcross n cross n cross ng i j k g i j k g i j ki j k i j k i j kcrossg i ji j k C A CA C A C A CA C + +
− − + +− + +

+ + +
− + + + − +− + + + − +

+ −+ −

+

+ + +

+

� �

� � �1, 1,1, 1,1/2, 1/2,n cross nk g i j ki j kA C+ +
− −− −

+� �

(4.63) 



ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ ΜΟΝΤΕΛΟ  
ΠΟΙΟΤΗΤΑΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ – ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 4-44 

Αν χρησιµοποιηθεί γραµµική ισόθερµη προσρόφησης ισορροπίας για την περιγραφή 

της προσρόφησης ρύπου από το πορώδες µέσο, ο όρος 1,2 , , , ,, , ne i j k i j ki j kλ n S ΔV+− �  

απαλείφεται από την εξίσωση (4.63) και για τον συντελεστή προσρόφησης ισχύει:  , ,1, , ,, , , ,1 pi j kn d dd i j ki j k ei j kρR R Kn+ = = +�   

 

 Η διαφορροποίηση του όρου , ,g i j kB  δεν επηρεάζει την επίλυση του γραµµικού 

συστήµατος εξισώσεων (4.55) µε την επαναληπτική µέθοδο συζυγών κλίσεων µε 

προρύθµιση µη πλήρους διάσπασης κατά Cholesky, για τον υπολογισµό των 

συγκεντρώσεων του ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο των υπόγειων νερών. Η 

ευστάθεια του αριθµητικού σχήµατος (4.61) καθορίζεται από την ακόλουθη 

ανισότητα:  

, ,, , , , , , , , 1 22 2 2, ,min 2 2 2i j ki j k xx yy zzi j k i j k i j kdh h hi j i j kRΔt D D D λ λΔx Δy Δz
 
 
 
 ≤
 
 + + + +
 
 

            (4.64) 

Το αριθµητικό σχήµα (4.62) είναι ευσταθές χωρίς όριο.  

 

4.3.4 Συνδυασµός των υπό–µοντέλων ποιότητας των επιφανειακών και των 

υπόγειων νερών 

 

 Ο συνδυασµός των υπό–µοντέλων ποιότητας των επιφανειακών και των 

υπόγειων υδάτων του IRENE–QUAL πραγµατοποιείται στην κοινή διεπιφάνεια των 

επιφανειακών–υπόγειων νερών, θεωρώντας –σε αντίθεση µε προηγούµενες 

εργασίες– ότι τόσο ο µηχανισµός της µεταφοράς όσο και ο µηχανισµός της 

διασποράς συµβάλλουν στην ανταλλαγή ρύπων µεταξύ των επιφανειακών και των 

υπόγειων νερών. Ο µηχανισµός της διασποράς είναι σηµαντικός για την εκτίµηση της 

ανταλλαγής ρύπων µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων υδάτων σε περιπτώσεις 

µικρών υδραυλικών κλίσεων µεταξύ των επιφανειακών και των υπόγειων νερών και 

άρα µικρών ταχυτήτων στην κοινή τους διεπιφάνεια.   
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 Χρησιµοποιώντας το συµβολισµό του σχήµατος 3.5, η ροή µάζας ρύπου 

εγκάρσια προς το µέτωπο ( 1/ 2, , )i j k+ , 1/2, ,i j kg +  [ΜT–1], λόγω µεταφοράς και 

διασποράς, περιγράφεται από την εξίσωση (4.65):  1, , 1, ,1/2, , /12, , 1/2, , 1/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2i j k i j ki j k i j k i j k i j k x i j ki j k iC Cg u A C D A Δx+ +∗ ∗
+ + + + ++

+

−
= − +       (4.65) 

Υπενθυµίζεται ότι ο δείκτης * χρησιµοποιείται για το συµβολισµό των µεταβλητών και 

των παραµέτρων στα κοινά µέτωπα µεταξύ διαφορικών όγκων επιφανειακών και 

υπόγειων υδάτων. Η ροή µάζας ρύπου εγκάρσια προς τη διεπιφάνεια µεταξύ 

επιφανειακών και υπόγειων νερών στις διευθύνσεις y και z  µπορεί να εκτιµηθεί µέσω 

σχέσεων αντίστοιχων µε τη σχέση (4.65).  

 

 Στην εξίσωση (4.65), ο συντελεστής διασποράς 1/2, ,x i j kD ∗

+
 στο κοινό µέτωπο 

µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών ( 1/ 2, , )i j k+  υπολογίζεται ως εξής: 

( )1/2, , , , 1/2 1/21, ,ˆ 1x tx x h xi j k i j k i xx ii j kD D ω D ω∗

+ + ++
= + −                                           (4.66) 

Οι συντελεστές διασποράς στις διευθύνσεις y και z, στα κοινά µέτωπα µεταξύ 

διαφορικών όγκων επιφανειακών και υπόγειων νερών, υπολογίζονται µέσω 

εξισώσεων αντίστοιχων µε την εξίσωση (4.66), δηλαδή:  

( ), 1/2, , , 1/2 1/2, 1,ˆ 1y tx y h yi j k i j k j yy ji j kD D ω D ω∗

+ + ++
= + −                                          (4.67) 

( ), , 1/2 , , 1/2 1/2, , 1ˆ 1z tx z h zi j k i j k k zz ki j kD D ω D ω∗

+ + ++
= + −                                          (4.68) 

Συνήθως, επειδή επιφανειακά και υπόγεια νερά διαχωρίζονται από τον ηµι–περατό 

πυθµένα του επιφανειακού υδάτινου σώµατος, η τιµή του συντελεστή διασποράς 

στην κοινή διεπιφάνεια των επιφανειακών–υπόγειων νερών προσδιορίζεται µέσω 

βαθµονόµησης. Οι εξισώσεις (4.66), (4.67) και (4.68) παρέχουν µια αρχική µόνο 

εκτίµηση.  

 

 Σύµφωνα µε τα παραπάνω, ανεξάρτητα από την επιλογή αριθµητικών σχηµάτων 

για την επίλυση των εξισώσεων των υπό–µοντέλων ποιότητας επιφανειακών και 

υπόγειων νερών του IRENE–QUAL, οι αλγεβρικές εξισώσεις που προκύπτουν 

συνδυάζονται στα κοινά µέτωπα µεταξύ διαφορικών όγκων επιφανειακών και 
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υπόγειων νερών χρησιµοποιώντας τις συνιστώσες 1/2, ,i j ku ∗
± , , 1/2,i j kv ∗

±  και , , 1/2i j kw ∗
±  

της ταχύτητας Darcy, οι οποίες είναι γνωστές από την επίλυση του IRENE–HYD, για 

τον υπολογισµό της µεταφοράς ρύπου και τους συντελεστές διασποράς 1/2, ,x i j kD ∗

±
, , 1/2,y i j kD ∗

±
 και , , 1/2z i j kD ∗

±
 για τον υπολογισµό της διασποράς ρύπου.       

 

 Ας θεωρηθεί για παράδειγµα ο διαφορικός όγκος των επιφανειακών νερών (, , )i j k  και ο διαφορικός όγκος των υπόγειων νερών ( 1, , )i j k+ . Ας θεωρηθεί επίσης 

ότι το µέτωπο ( 1/ 2, , )i j k+  είναι το µοναδικό κοινό µέτωπο µεταξύ του 

υπολογιστικού κελιού (, , )i j k  και κελιών υπόγειων νερών, καθώς και το µοναδικό 

κοινό µέτωπο µεταξύ του υπολογιστικού κελιού ( 1, , )i j k+  και υπολογιστικών κελιών 

επιφανειακών νερών. Τότε, η εξίσωση (4.19) που προκύπτει εφαρµόζοντας ρητό 

σχήµα ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών για την επίλυση της εξίσωσης 

(4.3) του υπό–µοντέλου ποιότητας επιφανειακών νερών, γράφεται ως εξής για τον 

διαφορικό όγκο (, , )i j k :  

 

( )

( )

1, , , , , , , , , ,, , , ,/12, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, ,, 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2,
n ni j k i j k ni j i j k ss ss s i j k i j i j ki j k i j kn ni j k i j k i j k i j k i j k j i j kni j k i j k i i j k i j k i j k

C C Δx Δy Δz Q C R C Δx Δy ΔzΔtu A C u Δz Δy Cv Δz Δx C v Δz Δ
+

∗
+ + + − − −

+ + + − −

−
= +

− −

− −( )
( )

, 1/2,, , 1/2 , , 1/2 , , 1/2 , , 1/21, , , , , , 1, ,1/2, , 1/2, ,1/2, , 1/2, ,1/2 1/2, 1/2,, 1/2,
ni i j kn ni j k i j i j k i j k i j i j kn n n ni j k i j k i j k i j kx i j k tx i j k ji j k i j ki ity i j ki j k

x Cw Δx Δy C w Δx Δy CC C C CD A D Δz ΔyΔx ΔxD Δz Δ
−

− − + +

+ −∗
+ −+ −

+ −

++

− −

 − −
 + −
 
 

+
, 1, , , , , , 1,, 1/2,, 1/2,1/2 1/2, , 1 , , , , , , 1, , 1/2 , , 1/2, , 1/2 , , 1/2
n n n ni j k i j k i j k i j ki ty i j k ii j kj jn n n ni j k i j k i j k i j ktz i j tz i ji j k i j ki j k i j k

C C C Cx D Δz ΔxΔy ΔyC C C CD Δx Δy D Δx ΔyΔz Δz+ −

−−
+ −

− +

− −
− +

 − −
 −
 
 

 − −
 + −
 
 

    

 (4.69) 

 

 Παροµοίως, η εξίσωση (4.41), που προκύπτει χρησιµοποιώντας µικτό σχήµα 

Euler–Lagrange για την επίλυση των όρων µεταφοράς και ρητό σχήµα 

ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών για την επίλυση των όρων διάχυσης και 

πρόσθεσης ή απώλειας ρύπου, γράφεται για τον διαφορικό όγκο (, , )i j k  ως:  
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( ), , , ,1/2, , 1/2, ,, 1
1, , , , , , , , , ,1, , , , , , 1, ,1/2, , 1/2, ,1/2 1/2x y z i j k i j ki j k i j ki j

n ni j k i c j c k c ni j i j k ss ss s i j k i j i j kn n n ni j k i j k i j k i j kx i j k j tx i j k ji ity
C C Δx Δy Δz Q C R C Δx Δy ΔzΔt C C C CD Δz Δy D Δz ΔyΔx ΔxD + −

+

+
− − −

+ −∗
+ −

+ −

−
= +

 − −
 + −
 
 

+ /2, , 1/2,, , 1/2 , , 1/2, 1, , , , , , 1,, 1/2, , 1/2,1/2 1/2, , 1 , , , , , , 1, , 1/2 , , 1/2k i j ki j k i j k
n n n ni j k i j k i j k i j ki j k i ty i j k ij jn n n ni j k i j k i j k i j ktz i j tz i ji j k i j k

C C C CΔz Δx D Δz ΔxΔy ΔyC C C CD Δx Δy D Δx ΔyΔz Δz−

− −

+ −

+ −
+ −

− +

− +

 − −
 −
 
 

 − −
+ −







    

                                                    (4.70)                                                              

 

 Αντίστοιχα τροποποιείται και η εξίσωση (4.45), που προκύπτει εφαρµόζοντας 

ρητό σχήµα ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών για την επίλυση της 

εξίσωσης (4.11) του υπό–µοντέλου ποιότητας υπόγειων νερών, καθώς και η εξίσωση 

(4.61), που προκύπτει εφαρµόζοντας µικτό σχήµα Euler–Lagrange για την επίλυση 

των όρων µεταφοράς και ρητό σχήµα ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών για 

την επίλυση των όρων διασποράς και πρόσθεσης ή απώλειας ρύπου. Η εξίσωση 

(4.45), για παράδειγµα, γράφεται για τον διαφορικό όγκο των υπόγειων νερών ( 1, , )i j k+  που γειτνιάζει µε τον διαφορικό όγκο των επιφανειακών νερών (, , )i j k , 

ως εξής: 11, , 1, , 1, ,1, , 1, , n ni j k i j kd e i j ki j k i j k C CR n ΔVΔt+
+ +

++ +

−
=  

( )1 1/2, , 1 1/2, , /12, , 1/2, , 1/2, ,1 1/2, , n nx i j k i j k i j k i j k i j ki j kq A C u A C∗
+ + + + + + ++ +

− −  

( )1, 1/2, 1, 1/2, 1, 1/2, 1, 1/2,1, 1/2, 1, 1/2,n ny i j k i j k y i j k i j ki j k i j kq A C q A C+ + + + + − + −+ + + −
− −                  (4.71) 

( )1, , 1/2 1, , 1/2 1, , 1/2 1, , 1/21, , 1/2 1, , 1/2n nz i j k i j k z i j k i j ki j k i j kq A C q A C+ − + − + + + ++ − + +
− −  

( )

2, , 1, , 1, , , ,1 1/2, , 1/2, ,1/2, ,1 1/2, , 1 1/2 1/2ˆ n n n ni j k i j k i j k i j kh i j k x i j kxx i j ki j k i in C C C CD A D AΔx ΔxM C + + +∗
+ + +++ + + + +

− −
+ −

+

 

όπου M  είναι ένας τελεστής ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών που 

περιλαµβάνει τη ρητή διακριτοποίηση των όρων διασποράς στις διευθύνσεις y και z 

και των όρων απώλειας ή πρόσθεσης ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο.  

 



ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ ΜΟΝΤΕΛΟ  
ΠΟΙΟΤΗΤΑΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ – ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 4-48 

 Γενικά, αν για ένα πρόβληµα αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων νερών 

επιλεχθεί ρητό σχήµα ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών για την επίλυση 

των εξισώσεων του IRENE–QUAL, ή το σχήµα Euler–Lagrange για την επίλυση των 

όρων µεταφοράς και ρητό σχήµα ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών για την 

επίλυση των όρων τυρβώδους διάχυσης και υδροδυναµικής διασποράς και των 

όρων πρόσθεσης ή απώλειας ρύπου από το υπολογιστικό πεδίο, η διαδικασία 

επίλυσης των συνδυασµένων εξισώσεων των υπό–µοντέλων ποιότητας των 

επιφανειακών και των υπόγειων νερών είναι απλή: η εξίσωση (4.19) ή η εξίσωση 

(4.41) λύνεται για τον υπολογισµό των συγκεντρώσεων στα κελιά του επιφανειακού 

υδάτινου σώµατος (cind = 1) και η εξίσωση (4.45) ή η εξίσωση (4.61) λύνεται για τον 

υπολογισµό των συγκεντρώσεων στα κελιά των υπόγειων νερών (cind = 2). Στα κοινά 

µέτωπα µεταξύ διαφορικών όγκων επιφανειακών και υπόγειων νερών 

χρησιµοποιούνται οι τιµές των ταχυτήτων 1/2, ,i j ku ∗
± , , 1/2,i j kv ∗

±  και , , 1/2i j kw ∗
±  για τους 

όρους µεταφοράς και οι συντελεστές διασποράς 1/2, ,x i j kD ∗

±
, , 1/2,y i j kD ∗

±
 και , , 1/2z i j kD ∗

±
 για τους όρους τυρβώδους διάχυσης και υδροδυναµικής διασποράς.      

 

 Όταν η εξίσωση (4.36) –που προκύπτει διακριτοποιώντας του όρους διάχυσης 

και τους όρους απώλειας ή πρόσθεσης ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο των 

επιφανειακών υδάτων µε πεπλεγµένο τρόπο (ανεξάρτητα από το αριθµητικό σχήµα 

που χρησιµοποιείται για τους όρους µεταφοράς)– γραφτεί για τον διαφορικό όγκο 

των επιφανειακών νερών (, , )i j k  που συνορεύει µε τον διαφορικό όγκο των 

υπόγειων νερών ( 1, , )i j k+ , ο συντελεστής 1/2, ,si j kA
+

 και ο όρος , ,i j ksB  

υπολογίζονται χρησιµοποιώντας την τιµή της ταχύτητας Darcy /12, ,i j ku ∗
+  και του 

συντελεστή διασποράς 1/2, ,x i j kD ∗

+
 στο κοινό µέτωπο µεταξύ επιφανειακών και 

υπόγειων νερών ( 1/ 2, , )i j k+ . Παροµοίως, γράφοντας την εξίσωση (4.53) των 

υπόγειων υδάτων για τον διαφορικό όγκο ( 1, , )i j k+ , ο οποίος συνορεύει µε τον 

διαφορικό όγκο των επιφανειακών νερών (, , )i j k , οι τιµές των 1/2, ,gi j kA
+

 και , ,i j kgB  

θα πρέπει επίσης να υπολογιστούν χρησιµοποιώντας την ταχύτητα Darcy /12, ,i j ku ∗
+  

και το συντελεστή διασποράς 1/2, ,x i j kD ∗

+
. Υπευνθυµίζεται ότι η εξίσωση (4.53) µπορεί 

να προκύψει είτε χρησιµοποιώντας ένα πλήρως πεπλεγµένο σχήµα ολοκληρωµένων 

πεπερασµένων διαφορών για την επίλυση της εξίσωσης (4.11), είτε 
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χρησιµοποιώντας πεπλεγµένο σχήµα ολοκληρωµένων πεπερασµένων διαφορών για 

τους όρους διασποράς και τους όρους πρόσθεσης ή απώλειας ρύπου και ρητό 

σχήµα ανάντη διαφορών, το σχήµα ULTIMATE–QUICKEST ή µικτό σχήµα Euler–

Lagrange για τους όρους µεταφοράς.  

 

 Γράφοντας την εξίσωση (4.36) για όλα τα υπολογιστικά κελιά του επιφανειακού 

υδάτινου σώµατος και την εξίσωση (4.53) για όλα τα υπολογιστικά κελιά των 

υπόγειων νερών, προκύπτει το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων, διατυπωµένο σε 

µητρωική µορφή, το οποίο πρέπει να επιλυθεί σε κάθε χρονικό βήµα για τον 

υπολογισµό των συγκεντρώσεων του ρύπου σε ένα σύστηµα των επιφανειακών–

υπόγειων νερών:  1, 1, 1 1,sg sg sgn n n+ + + +=A C BA C BA C BA C B� � �                                                                                          (4.72) 

Σε κάθε επανάληψη Picard, oι τιµές των στοιχείων του µητρώου συντελεστών sgAAAA  

υπολογίζονται µέσω των εξισώσεων (4.37α)–(4.37ζ) για τα κελιά των επιφανειακών 

υδάτων (cind = 1) και µέσω των εξισώσεων (4.56α)–(4.56ζ) ή (4.58α)–(4.58ζ) για τα 

κελιά των υπόγειων υδάτων (cind = 2). Οι τιµές των στοιχείων του διανύσµατος sgBBBB  

υπολογίζονται µέσω της εξίσωσης (4.37η) ή (4.43) για τα υπολογιστικά κελιά των 

επιφανειακών νερών και µέσω της εξισώσης (4.56η), (4.58η) ή (4.63) για τα 

υπολογιστικά κελιά των υπόγειων νερών. Για τα κελιά των επιφανειακών υδάτων που 

γειτνιάζουν µε κελιά υπόγειων νερών και το αντίστροφο, τα στοιχεία του µητρώου 

συντελεστών sgAAAA  και του διανύσµατος sgBBBB  υπολογίζονται, όπου χρειάζεται, 

χρησιµοποιώντας τις ταχύτητες 1/2, ,i j ku ∗
± , , 1/2,i j kv ∗

±  και , , 1/2i j kw ∗
±  και τους 

συντελεστές διασποράς 1/2, ,x i j kD ∗

±
, , 1/2,y i j kD ∗

±
 και , , 1/2z i j kD ∗

±
.  

 

 Το µητρώο sgAAAA  έχει επτά διαγώνιους µη µηδενικές ενώ τα υπόλοιπα στοιχεία 

του είναι µηδενικά. Εκτός από την περίπτωση που χρησιµοποιείται πεπλεγµένο 

σχήµα για την επίλυση της εξίσωσης (4.11) που περιγράφει τη συµπεριφορά 

ποιοτικών παραµέτρων στα υπόγεια νερά, το µητρώο sgAAAA  είναι συµµετρικό και έχει 

αυστηρή διαγώνια κυριαρχία και θετικά στοιχεία στην κύρια διαγώνιο, άρα είναι θετικά 

ορισµένο. Σε κάθε επανάληψη Picard, το γραµµικό σύστηµα εξισώσεων (4.72) 

επιλύεται µε τη µέθοδο συζυγών κλίσεων µε προρύθµιση µη πλήρους διάσπασης 

κατά Cholesky. Όταν χρησιµοποιείται πεπλεγµένο σχήµα για την επίλυση της 
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εξίσωσης (4.11), το µητρώο συντελεστών sgAAAA  δεν είναι συµµετρικό και το γραµµικό 

σύστηµα εξισώσεων (4.72) επιλύεται µε τη µέθοδο Lanczos/ORTHOMIN µε 

προρύθµιση µη πλήρους διάσπασης κατά Cholesky.  

 

 Η επίλυση του συστήµατος εξισώσεων (4.72) απαιτεί τη χρήση κοινού µεγέθους 

χρονικού βήµατος στα υπό–µοντέλα ποιότητας των επιφανειακών και των υπόγειων 

νερών του IRENE–QUAL. Στην περίπτωση αυτή, το χρονικό βήµα που 

χρησιµοποιείται µπορεί να είναι µικρότερο ή ίσο του χρονικού βήµατος που 

χρησιµοποιείται στο υπό–µοντέλο ροής επιφανειακών νερών του IRENE–HYD. Για 

τον αριθµό των χρονικών βηµάτων επίλυσης της εξίσωσης (4.72) που 

περιλαµβάνονται σε ένα χρονικό βήµα επίλυσης του FLOW–3DL, οι τιµές των 

µεταβλητών της ροής των επιφανειακών νερών που έχουν υπολογιστεί µε το FLOW–

3DL θεωρούνται σταθερές. Αντίστοιχα, για τον αριθµό των χρονικών βηµάτων 

επίλυσης της εξίσωσης (4.72) που περιλαµβάνονται σε ένα χρονικό βήµα επίλυσης 

του υπό–µοντέλου ροής υπόγειων υδάτων του IRENE–HYD, οι τιµές των 

µεταβλητών της ροής των υπόγειων νερών που έχουν υπολογιστεί µε το υπό–

µοντέλο ροής υπόγειων υδάτων του IRENE–HYD θεωρούνται σταθερές.  

 

 Όπως έχει ήδη εξηγηθεί στην παράγραφο 2.3, η χρήση κοινού µεγέθους 

χρονικού βήµατος στα υπό–µοντέλα ποιότητας των επιφανειακών και των υπόγειων 

νερών ενός ολοκληρωµένου αριθµητικού µοντέλου επιφανειακών–υπόγειων υδάτων 

µπορεί να οδηγήσει σε µεγάλους υπολογιστικούς χρόνους, καθώς δεν αξιοποιείται η 

διαφορετική χρονική κλίµακα που ισχύει για τα επιφανειακά και τα υπόγεια νερά. Για 

αυτόν τον λόγο, στο IRENE–QUAL συµπεριλαµβάνεται ένας ακόµη αλγόριθµος 

επίλυσης, ο οποίος βασίζεται στη µέθοδο εσωτερικού συνδυασµού των εξισώσεων 

που περιγράφουν τη συµπεριφορά ποιοτικών παραµέτρων στα επιφανειακά και τα 

υπόγεια νερά και επιτρέπει τη χρήση διαφορετικού µεγέθους χρονικού βήµατος στα 

υπό–µοντέλα ποιότητας των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων. Σύµφωνα µε 

αυτόν τον αλγόριθµο επίλυσης, σε κάθε χρονικό βήµα του υπό–µοντέλου ποιότητας 

των υπόγειων νερών µπορούν να επιλυθούν περισσότερα από ένα χρονικά βήµατα 

του υπό–µοντέλου ποιότητας των επιφανειακών νερών. Οι εξισώσεις των υπό–

µοντέλων ποιότητας των επιφανειακών και των υπόγειων νερών επιλύονται 

διαδοχικά αρκετές φορές σε κάθε χρονικό βήµα του υπό–µοντέλου ποιότητας των 

υπόγειων νερών. Ο αλγόριθµος επίλυσης συνοψίζεται στα ακόλουθα βήµατα για το 

χρονικό βήµα των υπόγειων νερών n εώς n+1:  
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1. Αρχικά επιλύεται το σύστηµα εξισώσεων (4.55), οπότε υπολογίζονται οι τιµές 

των συγκεντρώσεων του ρύπου στο υπολογιστικό πεδίο των υπόγειων 

υδάτων κατά το χρονικό βήµα n+1. Η αλληλεπίδραση µε τα επιφανειακά νερά 

λαµβάνεται υπόψη ως οριακή συνθήκη τύπου Cauchy, οπότε 

χρησιµοποιείται η εξίσωση (4.65) –και αντίστοιχες αυτής για τις διευθύνσεις y 

και z– για τον υπολογισµό της ροής µάζας ρύπου εγκάρσια προς τα κοινά 

µέτωπα µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών. Στην εξίσωση (4.65) 

χρησιµοποιούνται οι τιµές των συγκεντρώσεων του ρύπου στα επιφανειακά 

νερά που έχουν υπολογισθεί στο τέλος του προηγούµενου χρονικού 

βήµατος, n.    

 

2. Επιλύεται το σύστηµα εξισώσεων (4.38) για τον αριθµό των χρονικών 

βηµάτων του υπό–µοντέλου ποιότητας των επιφανειακών υδάτων που 

περιλαµβάνονται σε ένα χρονικό βήµα του υπό–µοντέλου ποιότητας των 

υπόγειων υδάτων. Η αλληλεπίδραση µε τα υπόγεια νερά λαµβάνεται υπόψη 

ως οριακή συνθήκη τύπου Cauchy, οπότε χρησιµοποιείται η εξίσωση (4.65) 

για τον υπολογισµό της ροής µάζας ρύπου εγκάρσια προς τα κοινά µέτωπα 

µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών. Σε κάθε χρονικό βήµα του υπό–

µοντέλου ποιότητας των επιφανειακών νερών, χρησιµοποιούνται στην 

εξίσωση (4.65) οι τιµές των συγκεντρώσεων του ρύπου στα υπόγεια νερά 

που έχουν υπολογιστεί για το χρονικό βήµα n+1 κατά την προηγούµενη 

επίλυση του υπό–µοντέλου ποιότητας των υπόγειων νερών.   

 

3. Το σύστηµα εξισώσεων (4.55) επιλύεται χρησιµοποιώντας αυτή τη φορά τις 

τιµές των συγκεντρώσεων του ρύπου στα επιφανειακά νερά, που 

υπολογίσθηκαν κατά το τελευταίο χρονικό βήµα του υπό–µοντέλου 

ποιότητας των επιφανειακών υδάτων που περιλαµβάνεται στο χρονικό βήµα 

του υπό–µοντέλου ποιότητας των υπόγειων υδάτων. Έτσι προκύπτει µία 

καινούρια εκτίµηση για τις τιµές των συγκεντρώσεων του ρύπου στο 

υπολογιστικό πεδίο των υπόγειων υδάτων, στο τέλος του χρονικού βήµατος 

n+1.  

 

4. O αλγόριθµος επίλυσης επιστρέφει στο βήµα 2. Η διαδοχική επίλυση των 

συνδυασµένων εξισώσεων που περιγράφουν τη συµπεριφορά ποιοτικών 

παραµέτρων σε επιφανειακά και υπόγεια νερά συνεχίζεται ώσπου να 

επιτευχθεί ικανοποιητική σύγκλιση για τις τιµές των συγκεντρώσεων στα 
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επιφανειακά και τα υπόγεια νερά, οπότε ο αλγόριθµος προχωράει στο 

επόµενο χρονικό βήµα του υπό–µοντέλου ποιότητας των υπόγειων υδάτων. 

 

 Γενικά, η επίλυση του συστήµατος εξισώσεων (4.72) επιλέγεται σε περιπτώσεις 

συστηµάτων επιφανειακών–υπόγειων νερών µικρής σχετικά έκτασης, µε έντονη 

αλληλεπίδραση, ενώ ο αλγόριθµος του εσωτερικού συνδυασµού προτιµάται για 

συστήµατα µεγάλης έκτασης µε σηµαντικά διαφορετικές χρονικές κλίµακες στη ροή 

των επιφανειακών και των υπόγειων νερών και συνεπώς στη µεταφορά ρύπων.  

 

4.4 Έλεγχος της ακρίβειας του ολοκληρωµένου µοντέλου ποιότητας 

επιφανειακών–υπόγειων υδάτων IRENE–QUAL 

 

 Στις επόµενες παραγράφους ελέγχεται η ακρίβεια των αριθµητικών µεθόδων που 

χρησιµοποιούνται στο µαθηµατικό µοντέλο IRENE–QUAL συγκρίνοντας τα 

αποτελέσµατα του µοντέλου µε τα αποτελέσµατα διαθέσιµων αναλυτικών λύσεων. Το 

IRENE–QUAL εφαρµόζεται επίσης σε µία υποθετική περίπτωση αλληλεπίδρασης 

ροής και ρύπανσης µεταξύ υδροφορέα και υδατορεύµατος. Τα αποτελέσµατα του 

IRENE–QUAL για αυτήν περίπτωση αξιολογούνται ποιοτικά και διαπιστώνεται η 

ικανότητά του να εκτιµά τα ρυπαντικά φορτία σε ένα σύστηµα επιφανειακών–

υπόγειων νερών.   

 

4.4.1 Μονοδιάστατη κίνηση ρύπου σε οµοιόµορφο πεδίο ροής υπόγειων 

υδάτων 

  

 Οι van Genuchten and Alves (1982) διατύπωσαν αναλυτικές λύσεις για τη 

µονοδιάστατη κίνηση ρύπου σε οµοιόµορφο πεδίο ροής υπόγειων υδάτων. Οι λύσεις 

που διατύπωσαν αφορούν διάφορες οριακές συνθήκες και περιλαµβάνουν τους 

µηχανισµούς της µεταφοράς, της διασποράς και της απώλειας ρύπου λόγω 

διάσπασης και προσρόφησης από το πορώδες µέσο. Στην περίπτωση που 

εξετάζεται εδώ, η ροή θεωρείται µονοδιάστατη στη διεύθυνση x και ισχύουν οι 

ακόλουθες αρχικές και οριακές συνθήκες:   
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( )

0( ,0) 0(0, ) , 0, 0, 0C xC t C tC t tx =

= >

∂
∞ = >

∂

                                                                                              (4.73) 

 

 Προκειµένου να προσοµοιωθούν οι παραπάνω οριακές συνθήκες στο υπό–

µοντέλο ποιότητας υπόγειων νερών του IRENE–QUAL, θεωρείται υπολογιστικό 

πεδίο µε τις ακόλουθες διαστάσεις: µήκος L = 1010 m στη διεύθυνση x, πλάτος W = 1 m στη διεύθυνση y και πάχος B = 1 m στη διεύθυνση z. Οι διαστάσεις στις 

διευθύνσεις y και z επιλέγονται αρκετά µικρές ώστε να µπορεί να θεωρηθεί στιγµιαία 

πλήρης ανάµιξη του ρύπου σε αυτές. Το µήκος του υπολογιστικού πεδίου επιλέγεται 

αρκετά µεγάλο ώστε να µπορεί να θεωρηθεί ότι ικανοποιείται η παραδοχή πεδίου 

άπειρου µήκους της αναλυτικής λύσης και ότι ( ), 0, 0C L t tx∂
= >

∂
.  

 

 Το υπολογιστικό πεδίο του υπό–µοντέλου ποιότητας υπόγειων νερών του 

IRENE–QUAL διακριτοποιείται χρησιµοποιώντας 101 στήλες (NI = 101), 1 γραµµή 

(NJ = 1) και 1 στρώµα (NΚ = 1). Οι διαστάσεις του υπολογιστικού πλέγµατος στις 

διευθύνσεις x, y και z είναι: Δx = 10 m, Δy = 1 m και Δz = 1 m. Στην πρώτη στήλη 

του υπολογιστικού πλέγµατος καθορίζεται όριο σταθερής συγκέντρωσης 0C C= . Η 

ταχύτητα Darcy στη διεύθυνση x θεωρείται ίση προς 0.06xq =  m/day και τα 

αποτελέσµατα του µοντέλου συγκρίνονται µε τα αποτελέσµατα αναλυτικών λύσεων 

των van Genughten and Alves (1982) για τέσσερις υποπεριπτώσεις, οι οποίες 

επιλέχθηκαν έτσι ώστε να αξιολογηθεί η ικανότητα του IRENE–QUAL να 

προσοµοιώνει: (α) απλή µεταφορά ρύπου, (β) µεταφορά–διασπορά ρύπου, (γ) 

µεταφορά, διασπορά και προσρόφηση ρύπου από το πορώδες µέσο και (δ) 

µεταφορά, διασπορά, προσρόφηση και διάσπαση ρύπου. Σηµειώνεται ότι θεωρείται 

ότι η προσρόφηση ρύπου από το πορώδες µέσο περιγράφεται από γραµµική 

ισόθερµη προσρόφησης ισορροπίας και ότι η διάσπαση του ρύπου ακολουθεί 

κινητική πρώτης τάξης. Τα δεδοµένα που χρησιµοποιούνται για την εφαρµογή της 

αναλυτικής λύσης των van Genuchten and Alves (1982) και του υπό–µοντέλου 

ποιότητας υπόγειων νερών του IRENE–QUAL είναι τα εξής: 

Υποπερίπτωση 1: 0.06xq =  m/day, 0.25en = , Lα = 0 m, 1dR = , 0λ =  d–1 

Υποπερίπτωση 2: 0.06xq =  m/day, 0.25en = , Lα = 10 m, 1dR = , 0λ =  d–1 

Υποπερίπτωση 3: 0.06xq =  m/day, 0.25en = , Lα = 10 m, 6dR = , 0λ =  d–1 
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Υποπερίπτωση 4: 0.06xq =  m/day, 0.25en = , Lα = 10 m, 6dR = , 0.003λ =  d–1 

 

 Στην πρώτη υποπερίπτωση χρησιµοποιείται το σχήµα ULTIMATE–QUICKEST 

για την αριθµητική επίλυση της εξίσωσης απλής µεταφοράς. Στις υποπεριπτώσεις 2–

4 χρησιµοποιείται το πλήρως πεπλεγµένο σχήµα ολοκληρωµένων πεπερασµένων 

διαφορών, όπου οι συγκεντρώσεις στα µέτωπα των διαφορικών όγκων στους όρους 

µεταφοράς προσεγγίζονται µε σχήµα κεντρικών διαφορών. Στο Σχήµα 4.2 

παρουσιάζεται η σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων των αναλυτικών λύσεων των 

van Genughten and Alves (1982) και του υπό–µοντέλου ποιότητας υπόγειων νερών 

του IRENE–QUAL για τις τέσσερις υποπεριτπώσεις, για χρόνο t = 1500 days . Όπως 

φαίνεται στο σχήµα, οι αποκλίσεις µεταξύ των αποτελεσµάτων του µοντέλου και των 

αναλυτικών λύσεων είναι µικρές. Το µέσο σχετικό σφάλµα είναι ίσο µε 0.03MRE = , 0.01MRE = , 0.018MRE =  και 0.008MRE =  για τις τέσσερις υποπεριπτώσεις, 

αντίστοιχα. Το αριθµητικό σχήµα ULTIMATE–QUICKEST δεν αναπαράγει ακριβώς 

την αναλυτική λύση για την περίπτωση της απλής µεταφοράς, ωστόσο η αριθµητική 

διασπορά που εισάγεται στη λύση, όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.2, είναι µικρή.  
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Σχήµα 4.2: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων των αναλυτικών λύσεων (µαύρη γραµµή) 

των van Genuchten and Alves (1982) και των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL  (σύµβολα) 

για µονοδιάστατη κίνηση ρύπου σε οµοιόµορφο πεδίο ροής υπόγειων νερών  
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4.4.2 ∆ιδιάστατη κίνηση ρύπου σε οµοιόµορφο πεδίο ροής υπόγειων υδάτων 

 

 Οι Wilson and Miller (1978) διατύπωσαν µία αναλυτική λύση της διδιάστατης 

εξίσωσης µεταφοράς–διασποράς ρύπου, ο οποίος εισάγεται από συνεχή σηµειακή 

πηγή σε οµοιόµορφο πεδίο ροής υπόγειων νερών. Η λύση των Wilson and Miller 

(1978) διατυπώθηκε θεωρώντας: (α) σταθερούς συντελεστές διασποράς στις 

οριζόντιες διευθύνσεις x και y, (β) πεδίο άπειρων διαστάσεων στις διευθύνσεις x και y 

και µικρού πάχους στη διεύθυνση z ώστε να µπορεί να γίνει η παραδοχή στιγµιαίας 

πλήρους ανάµιξης του ρύπου στην κατακόρυφη διεύθυνση και (γ) ότι η παροχή του 

ρυπασµένου ύδατος δεν επηρεάζει το πεδίο ροής των υπόγειων νερών.   

 

 Το πρόβληµα µεταφοράς–διασποράς ρύπου που εξετάζεται εδώ ώστε να 

συγκριθούν τα αποτελέσµατα του υπό–µοντέλου ποιότητας υπόγειων νερών του 

IRENE–QUAL µε τα αποτελέσµατα της αναλυτικής λύσης των Wilson and Miller 

(1978), έχει τα ακόλουθα χαρακτηριστικά: 

πραγµατική µέση ταχύτητα ροής υπόγειων νερών: V = 1 m/day 0.14en =  2Lα =  m THα = 0.2 m 

παροχή εισροής ρυπασµένου ύδατος: gsQ = 0.01 m3/day 

συγκέντρωση ρύπου στην εισροή ύδατος: gsC = 1000 ppm 

 

 Στο υπό–µοντέλο ποιότητας υπόγειων νερών του IRENE–QUAL θεωρείται 

υπολογιστικό πεδίο µε µήκος L = 1000 m στη διεύθυνση x, πλάτος W = 1000 m στη 

διεύθυνση y και πάχος B = 1 m στη διεύθυνση z. Οι διαστάσεις που επιλέγονται στις 

διευθύνσεις x και y θεωρούνται αρκετά µεγάλες ώστε να ικανοποιηθεί η συνθήκη 

πεδίου άπειρων οριζόντιων διαστάσεων της αναλυτικής λύσης. Το υπολογιστικό 

πεδίο του υπό–µοντέλου ποιότητας υπόγειων νερών του IRENE–QUAL 

διακριτοποιείται χρησιµοποιώντας 100 στήλες (NI = 100), 100 γραµµές (NJ = 100) 

και 1 στρώµα (NΚ = 1). Οι διαστάσεις του υπολογιστικού πλέγµατος στις διευθύνσεις 

x, y και z είναι: Δx = 10 m, Δy = 10 m και Δz = 1 m. Θεωρώντας τη διεύθυνση ροής 

των υπόγειων νερών υπό γωνία 45ο ως προς τις στήλες και τις γραµµές του 

υπολογιστικού πλέγµατος, ο αριθµός Peclet στη διεύθυνση x είναι ίσος µε 5 και ο 

αριθµός Peclet στη διεύθυνση y είναι ίσος µε 50. Συνεπώς, το πρόβληµα αυτό 

αποτελεί µία δύσκολη περίπτωση ελέγχου της ακρίβειας των αριθµητικών σχηµάτων 
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επίλυσης των όρων µεταφοράς της εξίσωσης µεταφοράς–διασποράς (4.11). Στο 

Σχήµα 4.3 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της αναλυτικής λύσης και τα 

αποτελέσµατα του µοντέλου χρησιµοποιώντας το σχήµα ULTIMATE–QUICKEST, το 

µικτό σχήµα Euler–Lagrange που προτάθηκε από τους Cheng et al. (1984) και 

σχήµα ανάντη διαφορών για την επίλυση των όρων µεταφοράς. Τα αποτελέσµατα 

παρουσιάζονται για t = 1000 days .      

 

 
Σχήµα 4.3: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων της αναλυτικής λύσης των Wilson and 

Miller (1978) και των αποτελεσµάτων του υπό–µοντέλου ποιότητας υπόγειων νερών του 

IRENE–QUAL, για την περίπτωση διδιάστατης µεταφοράς–διασποράς ρύπου σε οµοιόµορφο 

πεδίο ροής. Το υπολογιστικό πλέγµα είναι προσανατολισµένο υπό γωνία 45ο προς τη 

διεύθυνση της ροής      

 

 Όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.3, περισσότερο ακριβές είναι το σχήµα ULTIMATE–

QUICKEST. Tο µικτό σχήµα Euler–Lagrange που προτάθηκε από τους Cheng et al. 
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(1984) είναι λιγότερο ακριβές από το σχήµα ULTIMATE–QUICKEST, ωστόσο η 

αριθµητική διασπορά είναι σηµαντικά µικρότερη από την αριθµητική διασπορά του 

σχήµατος ανάντη διαφορών. Χρησιµοποιώντας το ίδιο χρονικό βήµα, διαπιστώθηκε 

ότι από άποψη υπολογιστικού χρόνου το µικτό σχήµα Euler–Lagrange και το σχήµα 

ULTIMATE–QUICKEST είναι περίπου ισοδύναµα, µε το µικτό σχήµα Euler–Lagrange 

να είναι λίγο γρηγορότερο, ενώ το σχήµα ανάντη διαφορών είναι περίπου 3.5 φορές 

γρηγορότερο από τα άλλα δύο.  

 

 Πρέπει εδώ να σηµειωθεί ότι παρόλο που στις περιπτώσεις που διερευνήθηκαν 

στην προηγούµενη και σε αυτήν την παράγραφο, αξιολογήθηκαν οι αριθµητικές 

µέθοδοι του υπό–µοντέλου ποιότητας των υπόγειων νερών του IRENE–QUAL, τα 

συµπεράσµατα που εξήχθησαν µπορούν να επεκταθούν και για το υπό–µοντέλο 

ποιότητας επιφανειακών νερών του IRENE–QUAL, καθώς οι εξισώσεις των δύο 

υπό–µοντέλων έχουν κοινή µορφή και χρησιµοποιούνται τα ίδια αριθµητικά σχήµατα 

επίλυσης.   

 

4.4.3 Υποθετική περίπτωση αλληλεπίδρασης ροής και ρύπανσης µεταξύ 

υδροφορέα και υδατορεύµατος 

 

 Σε αυτήν την παράγραφο, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του IRENE για µία 

υποθετική περίπτωση αλληλεπίδρασης ροής και ρύπανσης µεταξύ υδροφορέα και 

υδατορεύµατος. Η περίπτωση αυτή επιλέχθηκε έτσι ώστε να αξιολογηθούν ποιοτικά 

τα αποτελέσµατα του IRENE–QUAL και να διαπιστωθεί η ικανότητά του να εκτιµά τα 

ρυπαντικά φορτία σε ένα σύστηµα επιφανειακών–υπόγειων νερών.   

 

 Στην περίπτωση που παρουσιάζεται εδώ, εξετάζεται η αλληλεπίδραση µεταξύ 

περιορισµένου υδροφορέα και υδατορεύµατος µερικής διείσδυσης, όπως φαίνεται 

στο Σχήµα 4.4. Ο υδροφορέας έχει τις ακόλουθες διαστάσεις: µήκος L = 370 m στη 

διεύθυνση y, πλάτος aW = 210 m στη διεύθυνση y και πάχος B = 5 m στη διεύθυνση 

z. Θεωρείται οµογενής και ισότροπος µε υδραυλική αγωγιµότητα K = 0.005 m/s. Το 

υδατόρευµα έχει πλάτος sW = 5 m και θεωρείται ότι βρίσκεται σε άµεση υδραυλική 

επαφή µε τον υδροφορέα στον οποίο διεισδύει κατά 2 m. Το δυτικό όριο και το 

ανατολικό όριο του υδροφορέα θεωρούνται όρια σταθερού πιεζοµετρικού φορτίου, 

συγκεκριµένα wh = 7 m και Eh = 5 m (βλ. Σχήµα 4.4). Το νότιο όριο και το βόρειο 

όριο του υδροφορέα θεωρούνται αδιαπέρατα. Η αρχική στάθµη του νερού στο 
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υδατόρευµα είναι ίση µε 6 m. Το νότιο όριο και το βόρειο όριο του υδατορεύµατος 

θεωρούνται ανοικτά όρια και στο νότιο όριο καθορίζεται σταθερή εισροή ίση µε 15 

m3/s. 

 

 Το υπολογιστικό πεδίο διακριτοποιείται στο IRENE χρησιµοποιώντας 21 στήλες 

(NI = 21), 37 γραµµές (NJ = 37) και 12 στρώµατα (NΚ = 12). Οι διαστάσεις του 

υπολογιστικού πλέγµατος στις διευθύνσεις x, y και z είναι: Δx = 10 m, Δy = 10 m και Δz = 0.5 m.  

 

 
Σχήµα 4.4: Γεωµετρία της περίπτωσης αλληλεπίδρασης υδατορεύµατος–περιορισµένου 

υδροφορέα  

 

 Στο Σχήµα 4.5 (α) παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του IRENE–HYD για την 

κατανοµή των πιεζοµετρικών φορτίων στο επίπεδο x–y, για z = 4.75 m (πρώτο 

στρώµα του υδροφορέα), µετά την αποκατάσταση µόνιµης ροής. Το πρώτο στρώµα 

του υδροφορέα τέµνει το υδατόρευµα από x = 80 m εώς x = 130 m. Στο Σχήµα 4.5 

(α) απεικονίζεται και η στάθµη του νερού στο υδατόρευµα. Στο χήµα 4.5 (β) φαίνονται 

τα πιεζοµετρικά φορτία και το πεδίο ταχυτήτων στο κατακόρυφο επίπεδο x–z, στη 

θέση y = 185 m ( 19j = ). Όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.5, η διεύθυνση της ροής των 

υπόγειων υδάτων είναι από το δυτικό προς το ανατολικό όριο του υδροφορέα. Ένα 

τµήµα της υπόγειας ροής τροφοδοτεί το υδατόρευµα, ενώ το άλλο τµήµα της 

υπόγειας ροής, µαζί µε την τροφοδοσία των υπόγειων νερών από το υδατόρευµα 

µέσω του ανατολικού τµήµατος του πυθµένα και της όχθης, κατευθύνεται προς το 

ανατολικό όριο του υδροφορέα.  
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Σχήµα 4.5: Αποτελέσµατα του IRENE–HYD για (α) την κατανοµή των πιεζοµετρικών φορτίων 

στο επίπεδο x–y για z = 4.75 m (πρώτο στρώµα του υδροφορέα) και (β) την κατανοµή των 

πιεζοµετρικών φορτίων και το πεδίο ταχυτήτων στο κατακόρυφο επίπεδο x–z, στη θέση y = 185 m ( 19j = ). Στο Σχήµα 4.5 (α) η διακεκοµµένη γραµµή συµβολίζει τα όρια του 

υδατορεύµατος. Η ισοδιάσταση των ισοδυναµικών γραµµών που απεικονίζονται στο σχήµα 

είναι 0.2 m.   

 

 Τη χρονική στιγµή 0t =  θεωρείται στο δυτικό όριο του υδροφορέα ( x = 0 m) 

συνεχής πηγή ρύπανσης σταθερής συγκέντρωσης C = 1000 mg/L. Το µέτωπο του 

συντηρητικού ρύπου που εισέρχεται στο πεδίο ροής από το δυτικό όριο του 

υδροφορέα εκτείνεται από y = 50 m εώς y = 100 m και από z = 0 m εώς z = 5 m. 

Για την εφραµογή του IRENE–QUAL στο παραπάνω πρόβληµα ρύπανσης 

θεωρούνται τα ακόλουθα δεδοµένα: en = 0.2, txD = 1.5 m2/s, tyD = 1.0 m2/s, 
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tzD = 0.5 m2/s, Lα =  2 m, THα = 0.2 m και TVα = 0.2 m. Για την εκτίµηση των 

συγκεντρώσεων του ρύπου στο σύστηµα των επιφανειακών–υπόγειων υδάτων 

επιλύεται το σύστηµα εξισώσεων (4.72), χρησιµοποιώντας το σχήµα ULTIMATE–

QUICKEST για την επίλυση των όρων µεταφοράς.        

 

 Στο Σχήµα 4.6 απεικονίζονται οι τιµές των συγεντρώσεων του ρύπου στο 

σύστηµα των επιφανειακών–υπόγειων νερών κατά τους χρόνους t = 1.5 days και t = 7.5 days. Οι συγκεντρώσεις απεικονίζονται στο επίπεδο x–y για z = 4.75 m 

(πρώτο στρώµα του υδροφορέα) και z = 0.25 m (τελευταίο στρώµα του υδροφορέα). 

Για χρόνο t = 1.5 days, ο ρύπος έχει ήδη εισέλθει στο υδατόρευµα, όπου υπερισχύει 

ο µηχανισµός της µεταφοράς του ρύπου κατάντη. Στο τελευταίο στρώµα του 

υδροφορέα ο ρύπος κινείται προς το ανατολικό όριο.  

 

 Στο Σχήµα 4.7 παρουσιάζεται η κατανοµή των συγκεντρώσεων του ρύπου σε 

κατακόρυφες τοµές του υπολογιστικού πεδίου στο επίπεδο x–z στις θέσεις y = 15 m, y = 95 m, y = 185 m, y = 215 m και y = 295 m, κατά τους χρόνους t = 1.5 days και t = 7.5 days. Η τοµή στη θέση y = 95 m τέµνει το µέτωπο εισόδου του ρύπου στο 

πεδίο ροής. Όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.7, ένα τµήµα της µάζας του ρύπου 

εισέρχεται στο υδατόρευµα µέσω της δυτικής όχθης και του δυτικού τµήµατος του 

πυθµένα. Το ποσοστό της µάζας του ρύπου που εισέρχεται στο πεδίο στα 

µεγαλύτερα βάθη, κοντά στον πυθµένα του υδροφορέα, δεν εισέρχεται στο 

υδατόρευµα αλλά κινείται προς το ανατολικό όριο. Επίσης, ένα µέρος της µάζας του 

ρύπου που έχει εισέλθει στο υδατόρευµα, εκρέει µέσω της ανατολικής όχθης και του 

ανατολικού τµήµατος του πυθµένα του υδατορεύµατος, λόγω της υδραυλικής κλίσης 

που υφίσταται µεταξύ του υδατορεύµατος και του ανατολικού ορίου του υδροφορέα. 

Οι τοµές στις θέσεις y = 185 m, y = 215 m και y = 295 m δείχνουν την κίνηση του 

ρύπου στο υδατόρευµα. Όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.7, το σχήµα ULTIMATE–

QUICKEST που χρησιµοποιείται εισάγει µικρή αριθµητική διάχυση στη λύση, οπότε 

διατηρείται το µέτωπο του ρύπου κατά µήκος του υδατορεύµατος.  

 

 Εκτιµήθηκε ότι περίπου το 75% της µάζας του ρύπου που εισρέει στο 

υπολογιστικό πεδίο από το δυτικό όριο, εισέρχεται στο υδατόρευµα. Το υπόλοιπο 

25% κινείται προς το ανατολικό όριο του υδροφορέα. Ωστόσο, όπως φαίνεται στα 

σχήµατα 4.6 και 4.7, οι συγκεντρώσεις του ρύπου στο υδατόρευµα είναι µικρές σε 

σύγκριση µε τις συγκεντρώσεις του ρύπου στον υδροφορέα. Αυτό οφείλεται στις 
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συγκριτικά σηµαντικά µεγαλύτερες ταχύτητες ροής στο υδατόρευµα, οπότε ο ρύπος 

µεταφέρεται κατάντη και εξέρχεται του υπολογιστικού πεδίου.     

 

 

 

Σχήµα 4.6: Συγκεντρώσεις του ρύπου στο σύστηµα υδροφορέα–υδατορεύµατος για t = 1.5 

days και t = 7.5 days. Οι τιµές των συγκεντρώσεων απεικονίζονται στο επίδεδο x–y για z = 4.75 m και z = 0.25 m.  



ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΟ ΜΟΝΤΕΛΟ  
ΠΟΙΟΤΗΤΑΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΝ – ΥΠΟΓΕΙΩΝ ΝΕΡΩΝ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 4-62 

       

 

 

 

Σχήµα 4.7: Κατανοµή των συγκετρώσεων του ρύπου σε κατακόρυφες τοµές του 

υπολογιστικού πεδίου στο επίπεδο x–z στις θέσεις y = 15 m, y = 95 m, y = 185 m, y = 215 

m και y = 295 m, κατά τους χρόνους t = 1.5 days και t = 7.5 days 
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 Αξιολογώντας ποιοτικά τα αποτελέσµατα του IRENE για την παραπάνω 

υποθετική περίπτωση αλληλεπίδρασης µεταξύ υδροφορέα και υδατορεύµατος 

αποδεικνύεται (α) η ικανότητα του IRENE–QUAL να εκτιµά τα ρυπαντικά φορτία σε 

ένα σύστηµα επιφανειακών–υπόγειων νερών και (β) η ανάγκη να χρησιµοποιηθεί ένα 

τρισδιάστατο ολοκληρωµένο αριθµητικό µοντέλο ποιότητας επιφανειακών–υπόγειων 

νερών για την ακριβή εκτίµηση της ρύπανσης σε συστήµατα επιφανειακών–υπόγειων 

υδάτων.    

 

4.5 Συµπεράσµατα  

 

 Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάστηκε το τρισδιάστατο ολοκληρωµένο µοντέλο 

ποιότητας επιφανειακών–υπόγειων νερών IRENE–QUAL. Στη βιβλιογραφία δεν 

υπάρχει δηµοσιευµένο κάποιο άλλο τρισδιάστατο µοντέλο ποιότητας επιφανειακών–

υπόγειων νερών. Το IRENE–QUAL µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την εκτίµηση της 

αλληλεπίδρασης της ρύπανσης µεταξύ επιφανειακών υδάτινων σωµάτων και 

υπόγειων νερών για περιπτώσεις συντηρητικών ρύπων ή ρύπων των οποίων η 

βιολογική ή ραδιενεργός διάσπαση ακολουθεί κινητική πρώτης τάξης. Στο υπό–

µοντέλο ποιότητας υπόγειων νερών του IRENE–QUAL είναι δυνατόν να 

προσοµοιωθεί η προσρόφηση ρύπου από το πορώδες µέσο, η οποία θεωρείται ότι 

περιγράφεται από τη γραµµική ισόθερµη προσρόφησης ισορροπίας, την ισόθερµη 

προσρόφησης ισορροπίας Freundlich ή την ισόθερµη προσρόφησης ισορροπίας 

Langmuir.  

 

 Λόγω του µικτού υπερβολικού–παραβολικού χαρακτήρα των εξισώσεων 

µεταφοράς–τυρβώδους διάχυσης ρύπων σε επιφανειακά νερά και µεταφοράς–

διασποράς ρύπων σε υπόγεια νερά, στο IRENE–QUAL συµπεριλαµβάνονται 

διάφορα αριθµητικά σχήµατα για την αποτελεσµατική επίλυση των όρων µεταφοράς 

και των όρων τυρβώδους διάχυσης ή υδροδυναµικής διασποράς των εξισώσεων.  

 

 Ο συνδυασµός των υπό–µοντέλων ποιότητας των επιφανειακών και των 

υπόγειων υδάτων του IRENE–QUAL πραγµατοποιείται στην κοινή διεπιφάνεια των 

επιφανειακών–υπόγειων νερών, θεωρώντας –σε αντίθεση µε προηγούµενες 

εργασίες– ότι τόσο ο µηχανισµός της µεταφοράς όσο και ο µηχανισµός της 

διασποράς συµβάλλουν στην ανταλλαγή ρύπων µεταξύ των επιφανειακών και των 

υπόγειων νερών. Ο µηχανισµός της διασποράς είναι σηµαντικός για την εκτίµηση της 
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ανταλλαγής ρύπων µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων υδάτων σε περιπτώσεις 

µικρών υδραυλικών κλίσεων µεταξύ των επιφανειακών και των υπόγειων νερών και 

άρα µικρών ταχυτήτων στην κοινή τους διεπιφάνεια. Αν χρησιµοποιηθεί κοινό 

µέγεθος χρονικού βήµατος στα υπό–µοντέλα ποιότητας των επιφανειακών και των 

υπόγειων νερών οι αλγεβρικές εξισώσεις που προκύπτουν από τη διακριτοποίηση 

των εξισώσεων µεταφοράς–τυρβώδους διάχυσης ρύπων σε επιφανειακά νερά και 

µεταφοράς–διασποράς ρύπων σε υπόγεια νερά µπορούν να γραφτούν υπό τη 

µορφή ενός συστήµατος εξισώσεων, το οποίο επιλύεται σε κάθε χρονικό βήµα για 

τον υπολογισµό των ρυπαντικών φορτίων σε επιφανειακά και υπόγεια νερά µε τη 

µέθοδο συζυγών κλίσεων ή µε τη µέθοδο LANCZOS/ORTHOMIN µε προρύθµιση µη 

πλήρους διάσπασης κατά Cholesky. Εναλλακτικά, για περιπτώσεις συστηµάτων 

επιφανειακών–υπόγειων νερών µεγάλης έκτασης, µε σηµαντικά διαφορετικές 

χρονικές κλίµακες στη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων νερών και συνεπώς 

στη µεταφορά ρύπων, µπορεί να χρησιµοποιηθεί διαφορετικό χρονικό βήµα στα 

υπό–µοντέλα ποιότητας επιφανειακών και υπόγειων υδάτων. Τότε, οι εξισώσεις των 

υπό–µοντέλων ποιότητας των επιφανειακών και των υπόγειων νερών επιλύονται 

διαδοχικά αρκετές φορές σε κάθε χρονικό βήµα του υπό–µοντέλου ποιότητας των 

υπόγειων υδάτων, ώσπου να επιτευχθεί η επιθυµητή σύγκλιση για τις τιµές των 

συγκεντρώσεων σε επιφανειακά και υπόγεια νερά.  

 

 Οι περιπτώσεις ελέγχου που διερευνήθηκαν στο κεφάλαιο αυτό έδειξαν ότι οι 

αριθµητικές µέθοδοι που χρησιµοποιούνται στο IRENE–QUAL µπορούν µε ακρίβεια 

να αναπαράγουν τα αποτελέσµατα των αναλυτικών λύσεων. Τέλος, από την ποιοτική 

αξιολόγηση των αποτελεσµάτων του µοντέλου για την υποθετική περίπτωση 

αλληλεπίδρασης µεταξύ υδροφορέα και υδατορεύµατος, αποδεικνύεται η ικανότητα 

του IRENE–QUAL να εκτιµά τα ρυπαντικά φορτία σε συστήµατα επιφανειακών–

υπόγειων νερών.    
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  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: 

5 ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ 

  

5.1 Εισαγωγή 

 

 Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι πειραµατικές µετρήσεις που 

πραγµατοποιήθηκαν στο εργαστήριο Hyder Hydraulics του Πανεπιστηµίου του 

Cardiff στο Ηνωµένο Βασίλειο και χρησιµοποιήθηκαν για την επιβεβαίωση του 

IRENE. Η εκτέλεση των πειραµάτων έγινε σε 2 φάσεις:  

 

 Α΄ Φάση πειραµατικών µετρήσεων: ∆ιερευνήθηκε η αλληλεπίδραση ροής και 

ρύπανσης µεταξύ υδατορεύµατος και υπόγειου υδροφορέα σε πειραµατική διάταξη η 

οποία περιελάµβανε ευθύγραµµο κανάλι ορθογωνικής διατοµής το οποίο διερχόταν 

µέσα από οµογενή και ισότροπο υδροφορέα ο οποίος κατασκευάσθηκε από ειδικό 

πορώδες υλικό του εµπορίου (polyurethane foam), µε πυκνότητα πόρων σύµφωνα 

µε τον κατασκευαστή 60 ppi (pores per inch). ∆ηµιουργήθηκαν συνθήκες µόνιµης 

ροής και µετρήθηκαν: (α) η στάθµη του νερού στον υδροφορέα και (β) οι 

συγκεντρώσεις συντηρητικού δείκτη στον υδροφορέα.    

 

 Β΄ Φάση πειραµατικών µετρήσεων: ∆ιερευνήθηκε η αλληλεπίδραση ροής και 

ρύπανσης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών σε πειραµατική διάταξη η οποία 

κατασκευάσθηκε µε στόχο την προσοµοίωση ιδεατής υδρολογικής λεκάνης που 
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περιλαµβάνει υδατόρευµα και µικρή λίµνη, τα οποία επικοινωνούν µέσω αµµώδους 

φράγµατος. ∆ηµιουργήθηκαν συνθήκες µόνιµης και µη µόνιµης ροής και µετρήθηκαν 

(α) η στάθµη του νερού στο αµµώδες φράγµα και στα επιφανειακά νερά και (β) οι 

συγκεντρώσεις συντηρητικού δείκτη στο αµµώδες φράγµα και στο υδατόρευµα.   

 

5.2 Πειραµατικές µετρήσεις Α΄ Φάσης 

 

5.2.1 Πειραµατική διάταξη 

 

 Στο εργαστήριο Hyder Hydraulics του Πανεπιστηµίου του Cardiff υπάρχει µία 

µεγάλη ορθογωνική δεξαµενή στην οποία µπορούν να προσοµοιωθούν παλιρροιακοί 

κυµατισµοί. Στη δεξαµενή αυτή πραγµατοποιήθηκαν οι πειραµατικές µετρήσεις τόσο 

της Α΄ όσο και της Β΄ Φάσης.   

 

 Η δεξαµενή (βλ. Σχήµα 5.1) έχει υπερυψωµένο πυθµένα και η παροχή του νερού 

σε αυτήν γίνεται µέσω σωληνώσεων που συνδέονται µε τη βασική δεξαµενή νερού 

του εργαστηρίου. Το νερό εισέρχεται στη δεξαµενή µέσω ενός µεγάλου διάτρητου 

σωλήνα και συγκεντρώνεται κάτω από τον υπερυψωµένο πυθµένα της. Οι οπές που 

βρίσκονται στον πυθµένα της δεξαµενής επιτρέπουν στο νερό να ανέλθει σε στάθµη 

που ρυθµίζεται από υπερχειλιστή (βλ. Σχήµα 5.2). Η παροχή του νερού είναι συνεχής 

στην περιοχή της δεξαµενής ανάµεσα στον υπερχειλιστή και το διαπερατό χώρισµα 

ώστε να διασφαλιστεί ότι η στάθµη του νερού στη δεξαµενή είναι πάντα αυτή που 

ορίζεται από τη θέση του υπερχειλιστή. Η κίνηση του υπερχειλιστή ελέγχεται από 

σχετικό πρόγραµµα ηλεκτρονικού υπολογιστή και η µεταβολή της στάθµης του νερού 

µέσα στη δεξαµενή ακολουθεί την κίνηση του υπερχειλιστή. 

 

 Η δεξαµενή έχει διαστάσεις 5.0 m ×  4.0 m ×  0.50 m. Στην πειραµατική διάταξη η 

οποία κατασκευάσθηκε σ’αυτήν για την προσοµοίωση της αλληλεπίδρασης 

υδατορεύµατος–υδροφορέα, επιλέχθηκε ειδικό πορώδες υλικό του εµπορίου 

(polyurethane foam) µε πυκνότητα πόρων 60 ppi (pores per inch) για την κατασκευή 

του υδροφορέα. Αρχικές µετρήσεις διαπερατότητας έδειξαν ότι το υλικό αυτό είναι 

λίγο περισσότερο διαπερατό από την άµµο.  

 

 Το πορώδες υλικό υπάρχει στο εµπόριο σε διαστάσεις 3.0 m ×  2.0 m ×  0.5 m. 

Τα κοµµάτια αυτά µπορούν να κοπούν ώστε να δηµιουργηθούν διάφορες διατοµές 
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καναλιού και γεωµετρίες υδροφορέα. Αρχικά, τα κοµµάτια του πορώδους υλικού 

κόπηκαν σε διαστάσεις 1.5 m ×  2.0 m ×  0.3 m και τοποθετήθηκαν στη δεξαµενή 

όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.3. ∆ηµιουργήθηκαν κάποιες οπές (γεωτρήσεις 

παρατήρησης) στο υλικό ώστε να µπορούν να µετρηθούν εκεί στάθµες και 

συγκεντρώσεις του συντηρητικού δείκτη στο πορώδες υλικό που προσοµοιώνει τον 

υπόγειο υδροφορέα. Χρησιµοποιώντας αυτήν τη διάταξη (βλ. Σχήµα 5.3) 

πραγµατοποιήθηκαν κάποιες αρχικές µετρήσεις στάθµεων και συγκεντρώσεων 

χρησιµοποιώντας τη Ροδαµίνη WT ως συντηρητικό δείκτη.  

 

 
Σχήµα 5.1: Πειραµατική δεξαµενή στο εργαστήριο Hyder Hydraulics του πανεπιστηµίου του 

Cardiff 

 

 
Σχήµα 5.2: Υπερχειλιστής (αριστερά), διάτρητος σωλήνας για την παροχή νερού στην 

δεξαµενή (µέσο) και περατό χώρισµα (δεξιά) 
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Σχήµα 5.3: Αρχική πειραµατική διάταξη 

 

5.2.2 Ιδιότητες του πορώδους υλικού 

 

 Πριν από τη διεξαγωγή των πειραµάτων µετρήθηκαν στο εργαστήριο η 

διαπερατότητα και το πορώδες του υλικού. 

 

5.2.2.1 ∆ιαπερατότητα 

 

 Η µέτρηση της διαπερατότητας για διάφορους εδαφικούς σχηµατισµούς µπορεί 

να γίνει στο εργαστήριο χρησιµοποιώντας περατόµετρα σταθερού ή πίπτοντος 

φορτίου. Ωστόσο η διαδικασία µέτρησης της διαπερατότητας για το συγκεκριµένο 

πορώδες υλικό δεν περιγράφεται από κάποιο πρότυπο (π.χ. σύµφωνα µε Βρετανικά 

πρότυπα, British Standards BS 1377: Part 5: 1990) και δεν είναι πολύ απλή γιατί ο 

αφρός πολυουρεθάνης δε µπορεί να πάρει το σχήµα του κυλίνδρου όπου γίνεται η 

µέτρηση των εδαφικών σχηµατισµών. Παρακάτω περιγράφεται η µέτρηση της 
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διαπερατότητας του αφρού πολυουρεθάνης, η οποία έγινε µε τρόπο παρόµοιο µε 

αυτόν που ορίζεται στα βρετανικά πρότυπα για εδαφικούς σχηµατισµούς. 

 

 Από ένα κοµµάτι του υλικού κόπηκαν δίσκοι, όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.4. Οι 

δίσκοι τοποθετήθηκαν σε έναν ογκοµετρικό κύλινδρο µε περίπου την ίδια διάµετρο µε 

τους δίσκους. ∆ηµιουργήθηκε µία οπή στη βάση του κυλίνδρου ώστε να µπορεί να 

προστίθεται νερό σε αυτόν και στη συνέχεια ο κύλινδρος γυρίστηκε ανάποδα και 

σταθεροποιήθηκε σε µεταλλικό στήριγµα (Σχήµα 5.5). Ένας δεύτερος µεγαλύτερος 

ογκοµετρικός κύλινδρος τοποθετήθηκε κάτω από τον πρώτο έτσι ώστε να συλλέγεται 

το νερό. Προστέθηκε νερό στον πρώτο κύλινδρο ώστε να διατηρείται σταθερό 

πιεζοµετρικό φορτίο επάνω από τους δίκους του αφρού πολυουρεθάνης µειώνοντας 

ή αυξάνοντας τη ροή κατάλληλα (Σχήµα 5.6). Όταν δηµιουργήθηκε σταθερό 

πιεζοµετρικό φορτίο µετρήθηκε ο χρόνος για να συλλεχθεί γνωστή ποσότητα νερού 

στον δεύτερο κύλινδρο. ∆ιαφορετικός αριθµός δίσκων χρησιµοποιήθηκε ώστε να 

δηµιουργηθούν διάφορες υδραυλικές κλίσεις µεταξύ της επάνω και της κάτω 

πλευράς των δίκων του πορώδους υλικού. 

 

 
Σχήµα 5.4: ∆ίσκοι αφρού πολυουρεθάνης 

 

 Τα αποτελέσµατα της µέτρησης της διαπερατότητας του αφρού πολυουρεθάνης 

φαίνονται στον Πίνακα 6.2. Χρησιµοποιώντας την εξίσωση του οδηγού British 

Standards (BS1377 1990), η διαπερατότητα υπολογίστηκε ως: 

k
RQ tJ A=                                                                                                                 (5.1) 

όπου k είναι η διαπερατότητα [LT-1], Q είναι η παροχή [L3T-1], J είναι η υδραυλική 

κλίση dh/L όπου dh είναι η διαφορά των πιεζοµετρικών φορτίων µεταξύ της επάνω 

και της κάτω πλευράς των δίσκων του πορώδους υλικού, L είναι το συνολικό πάχος 
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των δίσκων του πορώδους υλικού, Rt είναι ένας θερµοκρασιακός συντελεστής 

διόρθωσης για το ιξώδες του νερού και Α [L2] είναι η επιφάνεια των δίσκων.     

 

 
Σχήµα 5.5: ∆ίσκοι αφρού πολυουρεθάνης στον ογκοµετρικό κύλινδρο 

 

 
Σχήµα 5.6: Μέτρηση διαπερατότητας αφρού πολυουρεθάνης 
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Πίνακας 5.1: Στοιχεία µέτρησης της διαπερατότητας  

Στοιχείο 
 

 
 

διάµετρος κυλίνδρου 27.63 mm 0.02763 m 
διάµετρος δίσκων 31.78 mm 0.03178 m 
πάχος δίσκου 15 mm 0.015 m 
επιφάνεια κυλίνδρου 599.59 mm2 0.0005996 m2 
 

Πίνακας 5.2: Αποτελέσµατα µέτρησης διαπερατότητας του αφρού πολυουρεθάνης  

Όγκος νερού 
πάνω από 
το υλικό 

dh (m) t (s) Όγκος 
νερού που 
συλλέχθηκε 
(ml) 

Αριθµός 
δίσκων 

  

20 0.033356 7.97 100 2 0.030 12.5470 
20 0.033356 7.66 100 2 0.030 13.0550 
20 0.033356 7.71 100 2 0.030 12.9700 
20 0.033356 9.89 100 3 0.045 10.1110 
20 0.033356 9.73 100 3 0.045 10.2770 
20 0.033356 9.66 100 3 0.045 10.3520 
20 0.033356 11.90 100 4 0.060 8.4034 
20 0.033356 17.95 100 4 0.060 8.3565 
20 0.033356 17.16 100 4 0.060 8.7413 
20 0.033356 12.09 100 4 0.060 8.2713 
20 0.033356 24.74 100 5 0.075 6.0631 
20 0.033356 25.77 100 5 0.075 5.8207 
20 0.033356 27.89 100 5 0.075 5.3783 
20 0.033356 23.90 100 5 0.075 6.2762 
20 0.033356 22.81 100 5 0.075 6.5761 

 

Πίνακας 5.3: Σύνοψη αποτελεσµάτων και υπολογισµών 

Αριθ. 
δίσκων 

dh (m) L q  (m
3
/s) dh/L A (m

2
) (dh/L)*A k (m/s) 

2 0.033 0.030 1.29E-05 1.1119 5.996E-04 6.67E-04 1.93E-02 
3 0.033 0.045 1.02E-05 0.7412 5.996E-04 4.44E-04 2.31E-02 
4 0.033 0.060 8.44E-06 0.5559 5.996E-04 3.33E-04 2.53E-02 
5 0.033 0.075 6.02E-06 0.4447 5.996E-04 2.67E-04 2.26E-02 

Μέσος όρος 2.26E-02 
Τυπική απόκλιση 2.5E-03 

  

 Η µέση διαπερατότητα η οποία υπολογίστηκε ήταν 0.0226 ± 0.0025 m/s. Στο 

γράφηµα του σχήµατος 5.7 παρουσιάζεται η παροχή q (m3/s) συναρτήσει της 

υδραυλικής κλίσης dh/L. Στο ίδιο γράφηµα φαίνεται και η βέλτιστη ευθεία στην οποία 

προσαρµόζονται τα πειραµατικά δεδοµένα. Η κλίση της ευθείας αυτής µε µηδενική 

αποκλίνουσα, προσεγγίζει την υδραυλική αγωγιµότητα, η οποία υπολογίστηκε ίση µε K = 0.0213 m/s. 

 



ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 5-8 
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Linear (πειραµατικά δεδοµένα)

 
Σχήµα 5.7: Εκτίµηση της υδραυλικής αγωγιµότητας του αφρού πολυουρεθάνης 

 

5.2.2.2 Πορώδες     

 

 Μετρήσεις του πορώδους διεξάχθηκαν χρησιµοποιώντας σαν δείγµα ένα 

κυλινδρικό κοµµάτι του υλικού. Μετρήθηκε ο όγκος και η µάζα του δείγµατος αρχικά. 

Στη συνέχεια το δείγµα βυθίστηκε σε ογκοµετρικό κύλινδρο και συµπιέστηκε µέχρι να 

µην διακρίνονται φυσαλλίδες αέρα να βγαίνουν από το δείγµα ώστε να διασφαλιστεί 

ότι είναι πλήρως κορεσµένο σε νερό. Έπειτα το δείγµα µετεφέρθηκε πολύ γρήγορα 

επάνω από κενό ογκοµετρικό κύλινδρο και µετρήθηκε ο όγκος του νερού που 

στραγγίστηκε υπό την επίδραση της βαρύτητας. Στη συνέχεια το δείγµα στραγγίστηκε 

υπό πίεση και καταγράφηκε και πάλι ο όγκος νερού στον ογκοµετρικό κύλινδρο. 

Τέλος, το δείγµα ζυγίστηκε ώστε να υπολογιστεί η ποσότητα του νερού που 

συγκρατήθηκε στους πόρους. Από τις µετρήσεις αυτές, διαφορετικά είδη πορώδους 

µπορούν να υπολογιστούν. Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στον Πίνακα 5.4.  

 

Πίνακας 5.4: Μετρήσεις πορώδους 

Μετρήσεις δείγµατος Τιµή Πορώδες 

διάµετρος 50 mm  
πάχος 272 mm  
ξηρή µάζα (Α) 12.395 g  
όγκος νερού που 
στραγγίστηκε υπό βαρύτητα 
(B) 

260 ml 0.486827 ή 48.68 % (ειδική απόδοση) 

όγκος νερού που 
στραγγίστηκε υπό πίεση (C) 

400 ml 0.748964 ή 74.90% (ενεργό 
πορώδες) 

τελική µάζα δείγµατος (D)   31.41 g  
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νερό που συγκρατείται στους 
πόρους (D-A=E) 

19.015 g  

ολική ποσότητα νερού στο 
δείγµα (C+E) 

419.015 ml  0.784568 ή 78.46% (ολικό πορώδες)  

 

 Από τις µετρήσεις που παρουσιάζονται στον Πίνακα 5.4 συµπεραίνεται ότι το 

ολικό πορώδες του αφρού πολυουρεθάνης είναι περίπου 80% και το ενεργό 

πορώδες είναι περίπου 50%. Συνεπώς ο αφρός πολυουρεθάνης που επιλέχθηκε 

είναι πολύ πιο πορώδης από την άµµο.  

 

5.2.3 Όργανα, αντιδραστήρια και πειραµατική διαδικασία 

 

 Μετρητές στάθµης. Οι µετρητές που χρησιµοποιήθηκαν για τη µέτρηση της 

στάθµης του νερού στο κανάλι και στο πορώδες υλικό ήταν τύπου αντίστασης και 

αποτελούνταν από 2 ηλεκτρόδια στερεωµένα σε στέλεχος στηριζόµενο σε εντατήρα, 

ο οποίος στερεώθηκε στον φορέα που χρησιµοποιήθηκε για να διατρέχεται η 

δεξαµενή. Η αρχή λειτουργίας των µετρητών βασίζεται στη διαφορά δυναµικού που 

οφείλεται στη µεταβολή της στάθµης του νερού και η ακρίβειά τους είναι ±2%. Μετά 

από κατάλληλη βαθµονόµηση η διαφορά δυναµικού αποδίδει τη µεταβολή της 

στάθµης του νερού. Οι µετρητές συνδέθηκαν µε ηλεκτρονικό υπολογιστή, ο οποίος 

µέσω κατάλληλου λογισµικού κατέγραψε τις µεταβολές της στάθµης του νερού. Οι 

µετρητές στάθµης βαθµονοµούνταν κάθε φορά πριν από τη διεξαγωγή των 

πειραµατικών µετρήσεων.   

 

 Μετρητές συγκέντρωσης. Για τη µέτρηση της συγκέντρωσης του συντηρητικού 

δείκτη χρησιµοποιήθηκαν 2 φασµατοφωτόµετρα ορατού/υπεριώδους (UV/Vi). Τα 

φασµατοφωτόµετρα βαθµονοµήθηκαν χρησιµοποιώντας δείγµατα νερού γνωστής 

συγκέντρωσης του συντηρητικού δείκτη. Η ακρίβειά τους είναι ±5%. Τα 

φασµατοφωτόµετρα έχουν ενσωµατωµένο σύστηµα καταγραφής της συγκέντρωσης 

σε συνεχή ροή ανά πολύ µικρά χρονικά διαστήµατα (1/10 s). Μία περισταλτική αντλία 

χρησιµοποιήθηκε ώστε να συλλέγεται νερό από τα σηµεία µέτρησης. Ο ρυθµός 

άντλησης διατηρήθηκε στα 200 rpm και θεωρήθηκε αρκετά χαµηλός ώστε να µην 

επηρεαστούν οι στάθµες στο κανάλι και στον υδροφορέα. Καθώς ο ρυθµός άντλησης 

ήταν χαµηλός υπήρχε µία υστέρηση ανάµεσα στον πραγµατικό χρόνο 

δειγµατοληψίας και στο χρόνο καταγραφής της συγκέντρωσης από το 

φασµατοφωτόµετρο. Για να εκτιµηθεί η χρονική αυτή υστέρηση µετρήθηκε ο χρόνος 

που χρειάζεται για να φτάσει το δείγµα από την πειραµατική διάταξη στο 
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φασµατοφωτόµετρο µέσω της αντλίας. Ο χρόνος αυτός εκτιµήθηκε στα 20 s και 

λήφθηκε υπόψη στην επεξεργασία των µετρήσεων συγκέντρωσης του συντηρητικού 

δείκτη. 

 

 
Σχήµα 5.8: Μετρητής στάθµης  

 

 
Σχήµα 5.9: Φασµατοφωτόµετρο 10-ΑU, Turner designs 

 

 Συντηρητικός δείκτης. Επιλέχθηκε να χρησιµοποιηθεί η Ροδαµίνη WT 

( 29 29 2 2C H N Na Cl ) σαν συντηρητικός δείκτης για την διεξαγωγή των πειραµάτων. Η 

Ροδαµίνη WT δεν είναι τοξική, είναι έυκολα µετρήσιµη σε χαµηλές συγκεντρώσεις και 

δεν χάνει την ισχύ της (είναι σταθερή) κατά την διάρκεια των πειραµάτων. Επίσης 

προσροφάται λιγότερο από πορώδη µέσα σε σύγκριση µε τη Ροδαµίνη B. Η 

Ροδαµίνη WT είναι µια εξαιρετικά φθορίζουσα κόκκινη χρωστική ουσία µε τη 

µοναδική ιδιότητα να απορροφά πράσινο φως και να εκπέµπει ερυθρό. Ελάχιστες 

χηµικές ενώσεις έχουν αυτήν την ιδιότητα και έτσι οι παρεµβάσεις από άλλες ενώσεις 

κατά τη διάρκεια των µετρήσεων είναι πολύ σπάνιες. Όλα τα παραπάνω καθιστούν 

την Ροδαµίνη WT έναν ιδανικό συντηρητικό δείκτη για τη διεξαγωγή των 

πειραµατικών µετρήσεων.   
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 ∆ιαδιασία µέτρησης συντηρητικού δείκτη. Η διάθεση του δείκτη στις γεωτρήσεις 

παρατήρησης πραγµατοποιήθηκε χρησιµοποιώντας τροχοείδα ώστε να διατηρείται 

σταθερός ο ρυθµός διάθεσης. Χρονοµετρήθηκε κάθε φορά ο χρόνος εισαγωγής 

γνωστού όγκου διαλύµατος του δείκτη. Τα σωληνάκια τα οποία συνδέθηκαν µε την 

περισταλτική αντλία για την άντληση δείγµατος από τα σηµεία µέτρησης 

στερεώθηκαν σε µεταλλικές ράβδους οι οποίες τοποθετήθηκαν σε αυτά (Σχήµα 5.10). 

Με τον τρόπο αυτό διασφαλίστηκε ότι τα σωληνάκια παρέµειναν στο κέντρο και σε 

δεδοµένο ύψος µέσα στα σηµεία µέτρησης.  

 

 
Σχήµα 5.10: Σωληνάκι στερεωµένο σε µεταλλική ράβδο για την άντληση δείγµατος από το 

σηµείο µέτρησης  

 

5.2.4 Αρχικές πειραµατικές µετρήσεις 

 

 Στην παράγραφο αυτή περιγράφονται κάποιες αρχικές πειραµατικές µετρήσεις 

που πραγµατοποιήθηκαν στην πειραµατική διάταξη του Σχήµατος 5.3 και οι οποίες 

αποτέλεσαν τη βάση για το σχεδιασµό και τη διεξαγωγή των υπόλοιπων µετρήσεων. 

Παρουσιάζονται τα προβλήµατα που προέκυψαν και οι λύσεις οι οποίες δόθηκαν.  

 

 Αρχικά η στάθµη του νερού στην πειραµατική διάταξη ρυθµίστηκε στα 20 cm. 

Γύρω από αυτό το µέσο βάθος ροής, επιβλήθηκε στο κατάντη όριο, µε τη βοήθεια 

του υπερχειλιστή, ηµιτονοειδής µεταβολή της στάθµης στο κανάλι µε πλάτος 9 cm και 

περίοδο 30 min και µετρήθηκαν οι συγκεντρώσεις της Ροδαµίνης WT στον 

υδροφορέα. Αποδείχτηκε ότι καθώς αυξανόταν η στάθµη του νερού, τα κοµµάτια του 

αφρού άρχισαν να επιπλέουν λόγω άνωσης. Το φαινόµενο αποδόθηκε στον αέρα 
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που παγιδεύεται στους πόρους του αφρού πολυουρεθάνης και εµποδίζει τη ροή του 

νερού µέσα στα κοµµάτια του αφρού. Για να αντιµετωπιστεί το πρόβληµα και να 

διατηρηθούν τα κοµµάτια του αφρού προσκολληµένα στον πυθµένα της δεξαµενής 

χρησιµοποιήθηκαν µεταλλικά βαρίδια 20 kg τα οποία τοποθετήθηκαν επάνω στον 

αφρό όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.11.  

 

        
Σχήµα 5.11: Μεταλλικά βαρίδια τοποθετηµένα επάνω στα κοµµάτια του αφρού 

πολυουρεθάνης 

 

 Οι οπές οι οποίες δηµιουργήθηκαν στο πορώδες υλικό και φαίνονται στο Σχήµα 

5.3, είχαν διάµετρο 10 cm και διαπερνούσαν όλο το πάχος του αφρού. Τόσο στο 

Σχήµα 5.3 όσο και στη φωτογραφία του Σχήµατος 5.12 φαίνονται τα σηµεία τα οποία 

επιλέχθηκαν για τη διάθεση και τη µέτρηση του συντηρητικού δείκτη. Η θέση του 

σηµείου διάθεσης επιλέχθηκε ώστε να απέχει από τα πλευρικά όρια και να µειωθεί η 

επίδραση της συγκέντρωσης του δείκτη που ήταν αναµενόµενο να συσσωρευθεί 

κοντά στα τοιχώµατα της δεξαµενής. Το σηµείο µέτρησης Α επιλέχθηκε για να 

µελετηθεί η µεταφορά και η επιµήκης διασπορά του δείκτη προς το κανάλι και το 

σηµείο Β επιλέχθηκε για να µελετηθεί η εγκάρσια διασπορά του δείκτη στον 

υδροφορέα. Στο σηµείο διάθεσης εισήχθησαν 50 ml και 75 ml του διαλύµατος 

Ροδαµίνης WT συγκέντρωσης 1 g/l. Ο χρόνος διάθεσης ήταν 2 min και η διάθεση του 

ρύπου ξεκίνησε τη στιγµή t = 2250 s, δηλαδή στην κορυφή του παλιρροιακού 

κύµατος. Τα σωληνάκια τα οποία συνδέθηκαν µε την περισταλτική αντλία 

στερεώθηκαν 5 cm πάνω από τα άκρα των µεταλλικών ράβδων ώστε να υπάρχει 

συνεχής ροή προς τα φασµατοφωτόµετρα καθ’όλη τη διάρκεια των πειραµάτων (το 

ελάχιστο του παλιρροιακού κυµατισµού ήταν στα 11 cm).   
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Σχήµα 5.12: Σηµεία διάθεσης και µέτρησης της Ροδαµίνης WT 

  

 Στο Σχήµα 5.13 φαίνονται τα πειραµατικά αποτελέσµατα για τη µεταβολή της 

συγκέντρωσης της Ροδαµίνης WT στο σηµείο Α για την περίπτωση εισαγωγής 75 ml 

διαλύµατος συγκέντρωσης 1 g/l επί 2 min. Τα πειραµατικά αποτελέσµατα 

συγκρίθηκαν µε τα αποτελέσµατα του IRENE. Η σύγκριση µεταξύ των πειραµατικών 

µετρήσεων και των αριθµητικών αποτελεσµάτων δείχνει ότι ενώ υπάρχει 

ικανοποιητική συσχέτιση, η µέγιστη συγκέντρωση που προβλέπεται από το µοντέλο 

είναι 750 ppb (parts per billion) ενώ στο εργαστήριο η µέγιστη συγκέντρωση η οποία 

καταγράφτηκε ήταν περίπου µία τάξη µεγέθους χαµηλότερη. Αυτό δείχνει ότι µία 

µεγάλη ποσότητα δείκτη «χάθηκε» από τον υδροφορέα. Το πιθανότερο σενάριο είναι 

ότι η µεγαλύτερη ποσότητα δείκτη µεταφέρθηκε γρήγορα προς το κανάλι κινούµενος 

κάτω από τα κοµµάτια του αφρού τα οποία προφανώς δεν ήταν πλήρως 

προσκολληµένα στον πυθµένα της δεξαµενής κατά τη διάρκεια των πειραµάτων. Ένα 

γεγονός που ενισχύει αυτήν την θεωρία είναι ότι τα πειραµατικά αποτελέσµατα 

δείχνουν ότι µετά από t = 6300 s παρατηρούνται επαναλαµβανόµενα µέγιστα στις 

συγκεντρώσεις της Ροδαµίνης WT κατά την αύξηση της στάθµης του καναλιού, οπότε 

νερό από το κανάλι εισέρχεται στον υδροφορέα. Συνεπώς η αύξηση της 

συγκέντρωσης οφείλεται στην µεγάλη ποσότητα του δείκτη που έχει συγκεντρωθεί 

στο κανάλι και επανεισέρχεται από το κανάλι στον υδροφορέα. Αντίθετα, το µοντέλο 

προβλέπει, όπως ήταν αναµενόµενο, ότι κατά την αύξηση της στάθµης του καναλιού 

µειώνεται η συγκέντρωση της Ροδαµίνης WT γιατί το νερό το οποίο εισέρχεται από το 

κανάλι στον υδροφορέα έχει µικρότερες συγκεντρώσεις Ροδαµίνης WT από ότι ο 

υδροφορέας και προκαλεί τη διάλυσή της σε αυτόν.    
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Σχήµα 5.13: (α) Αποτελέσµατα του IRENE για τη µεταβολή της συγκέντρωσης της Ροδαµίνης 

WT µε το χρόνο στο σηµείο A για εισαγωγή 75 ml διαλύµατος συγκέντρωσης 1 g/l επί 2 

λεπτά, (β) πειραµατικά αποτελέσµατα για τη µεταβολή της συγκέντρωσης της Ροδαµίνης WT 

µε το χρόνο στο σηµείο A και (γ) στάθµη υπερχειλιστή 

 

 Έπειτα από τα όσα διαπιστώθηκαν από τα παραπάνω αποτελέσµατα 

αποφασίστηκε να κολληθούν τα κοµµάτια του αφρού στον πυθµένα της δεξαµενής 

ώστε να µην επιπλέουν κατά τη διάρκεια των κυµατισµών. Επίσης κολλήθηκαν τα 

κοµµάτια του αφρού µεταξύ τους, σε ορισµένα σηµεία, ώστε να περιοριστεί η 

διαφυγή του δείκτη αλλά ταυτόχρονα να µην εµποδίζεται η ροή µεταξύ των 

κοµµατιών (Σχήµα 5.14). Τα κοµµάτια του αφρού κολλήθηκαν επίσης και στα 
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πλευρικά τοιχώµατα της δεξαµενής. Τέλος δηµιουργήθηκαν περισσότερες οπές ώστε 

να υπάρχουν περισσότερα σηµεία µέτρησης (Σχήµα 5.15).    

 

 
Σχήµα 5.14: ∆ιάγραµµα όπου φαίνεται πώς κολλήθηκαν τα κοµµάτια του αφρού στην ένωση 

 

 Αφού κολλήθηκαν τα κοµµάτια του αφρού στον πυθµένα και στα τοιχώµατα της 

δεξαµενής αλλά και µεταξύ τους, πραγµατοποιήθηκαν µετρήσεις της στάθµης στον 

υδροφορέα και στο κανάλι και της συγκέντρωσης του συντηρητικού δείκτη στον 

υδροφορέα, για κυµατισµούς διαφόρων περιόδων και πλάτους στο κατάντη όριο. 

Παρατηρήθηκε µία σχεδόν ταυτόχρονη µεταβολή της στάθµης ανάµεσα στα διάφορα 

σηµεία µέτρησης στον υδροφορέα. Υπήρχε δηλαδή πολύ µικρή διαφορά φάσης 

ανάµεσα στις ηµιτονοειδείς µεταβολές της στάθµης, ιδιαίτερα ανάµεσα στα σηµεία 

µέτρησης τα οποία βρίσκονταν στην ίδια ευθεία (π.χ. Α1 και Α3). Συνεπώς οι 

ταχύτητες υπόγειας ροής οι οποίες δηµιουργήθηκαν ήταν πολύ µικρές µε 

αποτέλεσµα να υπερισχύει η µοριακή διάχυση της µεταφοράς και της υδροδυναµικής 

διασποράς του συντηρητικού δείκτη και αυτός στην ουσία να «παγιδεύεται» στον 

υδροφορέα. Για τον λόγο αυτόν, οι συγκεντρώσεις Ροδαµίνης WT οι οποίες 

µετρήθηκαν ήταν πολύ µικρές. Η µικρή διαφορά φάσης η οποία παρατηρήθηκε 

οφείλεται πιθανότατα στην εισροή επιφανειακού νερού ανάµεσα στα κοµµάτια του 

αφρού και µεταξύ των κοµµατιών του αφρού και των πλευρικών τοιχωµάτων της 

δεξαµενής. Η υψηλή διαπερατότητα του αφρού επίσης έπαιξε ρόλο.   
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Σχήµα 5.15: ∆ιάγραµµα της πειραµατικής διάταξης όπου φαίνονται τα σηµεία µέτρησης και ο 

τρόπος ονοµασίας τους 

 

5.2.5 Πειραµατικές µετρήσεις στη νέα πειραµατική διάταξη 

 

 Έπειτα από τα όσα διαπιστώθηκαν από τις αρχικές πειραµατικές µετρήσεις, 

κρίθηκε αναγκαίο να τροποποιηθεί η πειραµατική διάταξη ώστε να αυξηθεί η 

υδραυλική κλίση µεταξύ του καναλιού και του υδροφορέα. ∆ηµιουργήθηκε 

αδιαπέρατο όριο ανάντη τοποθετώντας ένα λεπτό κοµµάτι πλαστικού ανάµεσα στη 

βασική περιοχή της δεξαµενής και το διαπερατό χώρισµα (Σχήµα 5.16). Το 

αδιαπέρατο όριο, όπως φαίνεται και στο Σχήµα 5.16, αφήνει ακάλυπτο ένα τµήµα του 

αφρού το οποίο είναι σε άµεση επαφή µε το διαπερατό χώρισµα και το ανάντη 

reservoir νερού. Χρησιµοποιήθηκε αντλία για την παροχή νερού σε αυτό το reservoir. 

Η παροχή της αντλίας και η στάθµη του υπερχειλιστή διατηρήθηκαν σταθερά. Με τον 

τρόπο αυτό δηµιουργήθηκε σταθερή διαφορά στάθµης µεταξύ του ανάντη reservoir 

και του καναλιού, η οποία είχε σαν αποτέλεσµα να δηµιουργηθεί µόνιµη ροή από το 

τµήµα του υδροφορέα που είναι σε επαφή µε το ανάντη reservoir νερού προς το 

κανάλι.  
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Μετρήσεις στάθµης. Η στάθµη του υπερχειλιστή διατηρήθηκε στα 70 mm, ενώ η 

παροχή της αντλίας ρυθµίστηκε κατάλληλα ώστε να επιτευχθούν διάφορες στάθµες 

στο ανάντη reservoir. Έτσι δηµιουργήθηκαν τα ακόλουθα σενάρια ροής: 

  

� Σενάριο Α: στάθµη υπερχειλιστή στα 70 mm, στάθµη στο ανάντη reservoir 

στα 150 mm.  

� Σενάριο Β: στάθµη υπερχειλιστή στα 70 mm, στάθµη στο ανάντη reservoir 

στα 220 mm.  

� Σενάριο Γ: στάθµη υπερχειλιστή στα 70 mm, στάθµη στο ανάντη reservoir στα 

300 mm.      

 

Για κάθε σενάριο µετρήθηκαν οι στάθµες στον υδροφορέα και στο κανάλι. Στον 

Πίνακα 5.5 δίνονται οι µετρήσεις στάθµης για το Σενάριο B.  

 

 
Σχήµα 5.16: Νέα πειραµατική διάταξη    

 

Πίνακας 5.5: Μετρήσεις στάθµης για το Σενάριο B  

Σηµείο µέτρησης Στάθµη (mm) 

ανάντη reservoir 220.00 
κανάλι στη θέση Α 70.00 
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Α1 77.00 
Α3 103.70 
Α4 109.40 
Α5 108.80 
Β1 70.30 
C1 70.00 
C2 71.00 
C3 76.00 
C4 80.10 
C5 82.20 
D1 70.00 
D3 70.60 
D5 79.40 
E1 70.00 
E3 70.00 
E5 73.90 
κανάλι στη θέση Ε 70.00 
 

 

   
 Σχήµα 5.17: Μέτρηση της συγκέντρωσης της Ροδαµίνης WT στη νέα πειραµατική διάταξη  

 

 Μετρήσεις συγκέντρωσης. Για κάθε σενάριο µετρήθηκαν οι συγκεντρώσεις της 

Ροδαµίµης WT στον υδροφορέα και στο κανάλι. Εισήχθησαν κάθε φορά 100 ml 

διαλύµατος Ροδαµίνης συγκέντρωσης 1 ppt (parts per thousand) στη θέση Α5. Ο 

χρόνος διάθεσης ήταν 90 sec. Η συγκέντρωση του δείκτη µετρήθηκε στα σηµεία C1, 

C3 και C5 καθώς και στο κανάλι στη θέση εξόδου του δείκτη. Στη φωτογραφία του 
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σχήµατος 5.17 φαίνεται ο δείκτης καθώς εξέρχεται από τον αφρό και κινείται στο 

κανάλι.  

 

5.3 Ρύθµιση και επιβεβαίωση του αριθµητικού µοντέλου IRENE µε τις 

πειραµατικές µετρήσεις της Α΄ Φάσης  

 

 Από τις πειραµατικές µετρήσεις της Α΄ Φάσης, αυτές του Σεναρίου Β 

χρησιµοποιήθηκαν για τη ρύθµιση του IRENE, ενώ αυτές των Σεναρίων Α και Γ 

χρησιµοποιήθηκαν για την επιβεβαίωσή του.  

 

 Για την προσοµοίωση της πειραµατικής διάταξης στο IRENE χρησιµοποιήθηκε 

υπολογιστικό πλέγµα µε διαστάσεις Δx = 0.05 m και Δy = 0.05 m. Στη διεύθυνση z 

χρησιµοποιήθηκε ένα στρώµα µε πάχος Δz = 0.3 m. Καθορίστηκαν επίσης οι 

ακόλουθες οριακές συνθήκες:  

� Στο στερεό αδιαπέρατο τµήµα του ανάντη ορίου ορίστηκε µηδενική ταχύτητα 

εγκάρσια προς το όριο. Στο ανοικτό τµήµα του ανάντη ορίου καθορίστηκε η 

στάθµη στο reservoir σαν οριακή συνθήκη.  

� Στο ανοικτό κατάντη όριο ορίστηκε η στάθµη του υπερχειλιστή σαν οριακή 

συνθήκη.  
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Σχήµα 5.18: Αποτελέσµατα του IRENE–HYD για το Σενάριο Β  
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 Η τιµή της υδραυλικής αγωγιµότητας που χρησιµοποιήθηκε ήταν x yK K= = 0.02 m/s. Επίσης η τιµή της ειδικής απόδοσης ορίστηκε ίση µε yS = 0.5. 

Στο Σχήµα 5.18 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του IRENE–HYD για τη στάθµη 

επιφανειακών–υπόγειων νερών στην πειραµατική διάταξη για το Σενάριο Β. Στον 

Πίνακα 5.6 συγκρίνονται τα αποτελέσµατα του µοντέλου µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις.  

 

Πίνακας 5.6: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

στάθµης για το Σενάριο B 

Σηµείο µέτρησης Στάθµη (mm) 
πειραµατικά 
αποτελέσµατα 

Στάθµη (mm)  
IRENE–HYD 

Σχετικό σφάλµα % 

Α1 77.00 95.50 24.03 
Α3 103.70 128.70 24.11 
Α4 109.40 138.60 26.69 
Α5 108.80 144.30 32.63 
Β1 70.30 86.10 22.48 
C1 70.00 79.90 14.14 
C2 71.00 88.20 24.23 
C3 76.00 94.80 24.74 
C4 80.10 99.50 24.22 
C5 82.20 102.30 24.45 
D1 70.00 76.00 8.57 
D3 70.60 85.45 12.03 
D5 79.40 90.46 13.92 
E1 70.00 73.56 5.09 
E3 70.00 79.36 13.37 
E5 73.90 82.53 11.68 

MRE 19.91 

 

 Όπως φαίνεται στον Πίνακα 5.6 υπάρχει µεγάλη απόκλιση ανάµεσα στα 

αποτελέσµατα του µοντέλου και τα πειραµατικά δεδοµένα. Οι πειραµατικές µετρήσεις 

είναι σηµαντικά χαµηλότερες από τις προβλέψεις του IRENE–HYD για τις στάθµες 

στα σηµεία µέτρησης. Καθώς πρόκειται για µόνιµη ροή, αλλαγές στις τιµές της 

υδραυλικής αγωγιµότητας και της ειδικής απόδοσης δεν επηρεάζουν τα 

αποτελέσµατα του µοντέλου.  

 

 Το µοντέλο δεν προσοµοιώνει ικανοποιητικά τις πειραµατικές µετρήσεις 

πιθανότατα λόγω του τρόπου ένωσης των κοµµατιών του αφρού, που επιτρέπει την 

είσοδο επιφανειακού νερού ανάµεσά τους µε αποτέλεσµα την πτώση της στάθµης 

στο πορώδες µέσο. Για να εξεταστεί αν ισχύει αυτή η υπόθεση πραγµατοποιήθηκαν 

διάφορα αριθµητικά πειράµατα µε το IRENE–HYD αυξάνοντας την τιµή της 

υδραυλικής αγωγιµότητας για τα υπολογιστικά κελιά στις περιοχές των ενώσεων των 

κοµµατιών του αφρού. Η ελάχιστη δυνατή απόκλιση µεταξύ των αποτελεσµάτων του 



ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 5-21 

µοντέλου και των πειραµατικών µετρήσεων παρατηρήθηκε όταν χρησιµοποιήθηκε 

υδραυλική αγωγιµότητα x yK K= = 0.6 m/s για τα υπολογιστικά κελιά στις περιοχές 

των ενώσεων των κοµµατιών του αφρού (βλ. Σχήµα 5.19). Η σύγκριση µεταξύ των 

αποτελεσµάτων του IRENE–HYD και των πειραµατικών µετρήσεων σε αυτήν την 

περίπτωση φαίνεται στον Πίνακα 5.7 και στο Σχήµα 5.20. Χρησιµοποιώντας 

αυξηµένη τιµή υδραυλικής αγωγιµότητας στις ενώσεις µειώθηκε το σφάλµα για το 

σηµείο Α5, για παράδειγµα, από 32.6 % (35.5 mm) σε 3.6% (4 mm). Ο µέσος όρος 

των σφαλµάτων µειώθηκε από 20% σε 4.5% ενώ η µέγιστη τιµή σφάλµατος 

µειώθηκε από 32.6% σε 11.04%.  
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Σχήµα 5.19: Αποτελέσµατα του IRENE–HYD για το Σενάριο Β θεωρώντας υδραυλική 

αγωγιµότητα x yK K= = 0.6 m/s για τα υπολογιστικά κελιά που βρίσκονται στις περιοχές των 

ενώσεων µεταξύ των κοµµατιών του αφρού   

 

Πίνακας 5.7: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

στάθµης για το Σενάριο B, θεωρώντας υδραυλική αγωγιµότητα x yK K= = 0.6 m/s για τα 

υπολογιστικά κελιά που βρίσκονται στις περιοχές των ενώσεων µεταξύ των κοµµατιών του 

αφρού   

Σηµείο µέτρησης Στάθµη (mm)   
Πειραµατικές 
µετρήσεις 

Στάθµη (mm)  
IRENE–HYD 

Σχετικό σφάλµα % 

Α1 77.00 83.48 8.42 
Α3 103.70 102.96 0.72 
Α4 109.40 109.07 0.30 
Α5 108.80 112.74 3.62 
Β1 70.30 78.06 11.04 
C1 70.00 74.43 6.33 
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C2 71.00 78.34 10.34 
C3 76.00 81.55 7.30 
C4 80.10 83.93 4.78 
C5 82.20 85.39 3.88 
D1 70.00 71.86 2.66 
D3 70.60 74.98 6.20 
D5 79.40 76.72 3.37 
E1 70.00 70.79 1.13 
E3 70.00 72.13 3.04 
E5 73.90 72.90 1.35 

MRE 4.56  
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Σχήµα 5.20: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

στάθµης στις διατοµές Α και C (βλ. Σχήµα 5.15) για το Σενάριο Β, θεωρώντας υδραυλική 

αγωγιµότητα x yK K= = 0.6 m/s για τα υπολογιστικά κελιά που βρίσκονται στις περιοχές των 

ενώσεων µεταξύ των κοµµατιών του αφρού   

 

 

Πίνακας 5.8: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

στάθµης για το Σενάριο A 

Σηµείο µέτρησης Στάθµη (mm)   
Πειραµατικές 
µετρήσεις 

Στάθµη (mm)  
IRENE–HYD 

Σχετικό σφάλµα % 

Α1 72.00 76.55 6.32 
Α3 98.70 97.83 0.32 
Α4 103.40 104.0 0.58 
Α5 102.80 104.4 1.55 
Β1 70.00 71.36 1.94 
C1 70.00 73.64 5.2 
C2 70.00 75.9 8.43 
C3 71.00 76.33 7.50 
C4 73.10 79.94 4.78 
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C5 77.10 79.18 2.7 
D1 70.00 71.18 1.68 
D3 70.20 73.68 5.7 
D5 72.30 74.20 3.37 
E1 70.00 70.88 0.98 
E3 70.00 72.22 2.88 
E5 71.90 73.9 1.4 

MRE 3.46  

 

 Μετά την βαθµονόµηση του IRENE–HYD για το Σενάριο Β, χρησιµοποιήθηκαν οι 

µετρήσεις στάθµης των Σεναρίων Α και Γ για την επιβεβαίωσή του. Στον Πίνακα 5.8 

παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του µοντέλου σε σύγκριση µε τις πειραµατικές 

µετρήσεις για το Σενάριο Α. Στο Σχήµα 5.21 φαίνονται τα αποτελέσµατα του IRENE–

HYD για τη στάθµη επιφανειακών και υπόγειων νερών στην πειραµατική διάταξη για 

το Σενάριο Γ. Στο Σχήµα 5.22 και στον Πίνακα 5.9 παρουσιάζεται η σύγκριση µεταξύ 

των αποτελεσµάτων του µοντέλου και των πειραµατικών µετρήσεων για το Σενάριο 

Γ.  
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Σχήµα 5.21: Αποτελέσµατα του IRENE–HYD για το Σενάριο Γ 
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Σχήµα 5.22: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

στάθµης στις διατοµές Α και C για το Σενάριο Γ  

 

Πίνακας 5.9: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

στάθµης για το Σενάριο Γ   

Σηµείο µέτρησης Στάθµη (mm)   
Πειραµατικές 
µετρήσεις 

Στάθµη (mm)  
IRENE–HYD 

Σχετικό σφάλµα % 

Α1 92.16 98.97 7.39 
Α3 133.59 135.65 1.54 
Α4 142.55 146.55 2.81 
Α5 142.58 152.99 7.30 
Β1 80.67 87.98 9.06 
C1 77.27 80.32 3.95 
C2 82.43 88.88 7.82 
C3 90.67 95.63 5.47 
C4 97.17 100.51 3.44 
C5 100.68 103.45 2.75 
D1 74.79 75.78 1.32 
D3 80.72 82.41 2.09 
D5 93.13 96.51 3.62 
E1 72.89 74.00 1.51 
E3 76.92 78.14 1.59 
E5 83.05 86.27 3.87 

MRE 4.10  

  

 Όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.22 και στους Πίνακες 5.8 και 5.9, το IRENE–HYD 

προβλέπει µε ικανοποιητική ακρίβεια τις τιµές της στάθµης στα σηµεία µέτρησης για 

τα Σενάρια Α και Γ.  

 

 Η παραπάνω διαδικασία ρύθµισης και επιβεβαίωσης που ακολουθήθηκε για το 

IRENE–HYD, ακολουθήθηκε και για το IRENE–QUAL. Οι µετρήσεις συγκέντρωσης 
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του Σεναρίου Β χρησιµοποιήθηκαν για τη ρύθµιση του µοντέλου, ενώ οι µετρήσεις 

συγκέντρωσης των Σεναρίων Α και Γ χρησιµοποιήθηκαν για την επιβεβαίωση του 

µοντέλου. Κατά τη βαθµονόµηση δοκιµάστηκαν διάφορες τιµές για τους ανοιγµένους 

συντελεστές διαµήκους και εγκάρσιας διασποράς Lα και THα , αντίστοιχα, ώστε τα 

αποτελέσµατα του µοντέλου για τις συγκεντρώσεις της Ροδαµίνης WT στα σηµεία 

C1, C3 και C5 να έχουν τη µικρότερη δυνατή απόκλιση από τις συγκεντρώσεις που 

µετρήθηκαν στα σηµεία αυτά κατά τη διεξαγωγή των πειραµάτων. Η βέλτιστη 

σύγκλιση µεταξύ των αριθµητικών και των πειραµατικών αποτελεσµάτων 

επιτεύχθηκε χρησιµοποιώντας τις ακόλουθες τιµές συντελεστών: Lα =  2.8 m, / 10 0.25TH Lα α≈ = m.  

 

 Στα Σχήµατα 5.23, 5.24 και 5.25 παρουσιάζεται η σύγκριση µεταξύ αριθµητικών 

και πειραµατικών αποτελεσµάτων για τα σηµεία C1, C3 και C5 για το σενάριο Β. Η 

απόκλιση µεταξύ των αριθµητικών αποτελεσµάτων και των πειραµατικών δεδοµένων 

είναι πολύ µικρή για όλα τα σηµεία µέτρησης. Στο σχήµα 5.26 συγκρίνονται οι 

καµπύλες διέλευσης του δείκτη από τα σηµεία C1, C3 και C5. Στο σηµείο C5 ο 

δείκτης φθάνει γρηγορότερα αλλά µε µειωµένη συγκέντρωση που οφείλεται κυρίως 

στη διασπορά. Ο δείκτης φθάνει στο σηµείο C3 σχεδόν στον ίδιο χρόνο που φθάνει 

στο σηµείο C5. Στο σηµείο C3 παρατηρούνται οι υψηλότερες τιµές συγκεντρώσεων 

µεταξύ των τριών σηµείων. Οι τιµές αυτές συγκέντρωσης οφείλονται κυρίως στο 

µηχανισµό της µεταφοράς. Η έλευση του δείκτη στο σηµείο C1 πραγµατοποιείται σε 

επόµενο χρόνο. Στο σηµείο C1 παρατηρούνται υψηλότερες συγκεντρώσεις σε 

σύγκριση µε τις συγκεντρώσεις που παρατηρούνται στο σηµείο C5, λόγω του 

φαινοµένου της µεταφοράς. Τα παραπάνω γίνονται ευκολότερα κατανοητά στο 

Σχήµα 5.27, όπου απεικονίζεται η κίνηση του συντηρητικού δείκτη στο υπολογιστικό 

πεδίο, όπως υπολογίζεται µε το IRENE–QUAL. Η επιβεβαίωση του κώδικα µε τις 

µετρήσεις του Σεναρίου Γ παρουσιάζεται στα σχήµατα 5.28, 5.29 και 5.30. 
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Σχήµα 5.23: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

συγκέντρωσης στο σηµείο C1 για το Σενάριο Β 
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Σχήµα 5.24: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

συγκέντρωσης στο σηµείο C3 για το Σενάριο Β 
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Σχήµα 5.25: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

συγκέντρωσης στο σηµείο C5 για το Σενάριο Β 
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Σχήµα 5.26: Συγκριτική παρουσίαση των αποτελεσµάτων του µοντέλου στα σηµεία C1, C3 

και C5 για το Σενάριο Β 
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Σχήµα 5.27: Κατανοµή στων συγκεντρώσεων στο υπολογιστικό πεδίο για t = 10 min, t = 15 

min, t = 20 min και t = 30 min 
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Σχήµα 5.28: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

συγκέντρωσης στο σηµείο C1 για το Σενάριο Γ   
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Σχήµα 5.29: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

συγκέντρωσης στο σηµείο C3 για το Σενάριο Γ  
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Σχήµα 5.30: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

συγκέντρωσης στο σηµείο C5 για το Σενάριο Γ   

 

 Όπως φαίνεται στα σχήµατα 5.28–5.30, το µοντέλο προβλέπει µε ικαναποιητική 

ακρίβεια τις συγκεντρώσεις στα σηµεία µέτρησης για το Σενάριο Γ. 
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5.4 Πειραµατικές µετρήσεις Β΄ Φάσης 

 

 Στη Β΄ Φάση των πειραµατικών µετρήσεων διερευνήθηκε η αλληλεπίδραση ροής 

και ρύπανσης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών σε πειραµατική διάταξη η 

οποία κατασεκευάσθηκε στη δεξαµενή του εργαστηρίου για να προσοµοιώσει ιδεατή 

υδρολογική λεκάνη που περιλαµβάνει υδατόρευµα και λίµνη τα οποία επικοινωνούν 

µέσω αµµώδους φράγµατος (Σχήµα 5.31).  

 

 Όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.31, τοποθετήθηκε ένα αδιαπέρατο κατακόρυφο 

χώρισµα στο τµήµα του φράγµατος που είναι παράλληλο στον υπερχειλιστή, ώστε να 

υπάρχει αλληλεπίδραση ανάµεσα στη λίµνη και στον ποταµό µόνο µέσω του ενός 

τµήµατος του φράγµατος. Επίσης χρησιµοποιήθηκε µία αντλία για την παροχή νερού 

στο ανάντη reservoir που είναι σε άµεση επαφή µε τη λίµνη. Κατ’αυτόν τον τρόπο 

µπορεί να επιτευχθεί µία σηµαντική διαφορά στάθµης ανάµεσα στο υδατόρευµα και 

τη λίµνη. Στο αµµώδες φράγµα δηµιουργήθηκαν σηµεία µέτρησης τοποθετώντας 

µεταλλικούς διάτρητους κυλίνδρους διαµέτρου 5 cm και αφαιρώντας από το 

εσωτερικό τους την άµµο (βλ. Σχήµα 5.34). Οι διάτρητοι κύλινδροι διαπερνούσαν όλο 

το πάχος του φράγµατος. Το Σχήµα 5.33 δείχνει τις διαστάσεις της πειραµατικής 

διάταξης και το Σχήµα 5.34 την αρίθµηση των σηµείων µέτρησης. Τα σηµεία 

µέτρησης απείχαν µεταξύ τους 50 cm στις διευθύνσεις x και y.  

 

 
Σχήµα 5.31: Πειραµατική διάταξη Β΄ Φάσης µετρήσεων  
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 Η υδραυλική αγωγιµότητα της άµµου που χρησιµοποιήθηκε για την κατασκευή 

του φράγµατος µετρήθηκε στο εργαστήριο χρησιµοποιώντας περατόµετρο σταθερού 

φορτίου (βλ. Σχήµα 5.35).  Όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.36, η υδραυλική αγωγιµότητα 

της άµµου υπολογίστηκε ίση µε K = 0.01 m/s.  

 

 
Σχήµα 5.32: Φωτογραφία της πειραµατικής διάταξης της Β΄ Φάσης µετρήσεων   

 

 
Σχήµα 5.33: ∆ιαστάσεις της πειραµατικής διάταξης της Β΄ Φάσης µετρήσεων 
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Σχήµα 5.34: Αρίθµηση των σηµείων µέτρησης  

 

 
Σχήµα 5.35: Περατόµετρο σταθερού φορτίου που χρησιµοποιήθηκε για τη µέτρηση της 

διαπερατότητας της άµµου στο εργαστήριο Hyder Hydraulics  
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  Σχήµα 5.36: Εκτίµηση της υδραυλικής αγωγιµότητας της άµµου που χρησιµοποιήθηκε για 

την κατασκευή του φράγµατος  

 

 Στην πειραµατική διάταξη του σχήµατος 5.31 δηµιουργήθηκαν διάφορα σενάρια 

µόνιµης και µή µόνιµης ροής και µετρήθηκαν οι στάθµες και οι συγκεντρώσεις της 

Ροδαµίνης WT στο φράγµα και στο υδατόρευµα. Για τα σενάρια µόνιµης ροής η 

παροχή της αντλίας και η στάθµη του υπερχειλιστή διατηρήθηκαν σταθερά ώστε να 

επιτευχθεί µία σταθερή διαφορά στάθµης ανάµεσα στη λίµνη και το υδατόρευµα (η 

στάθµη της λίµνης ήταν σε όλες τις περιπτώσεις υψηλότερη από τη στάθµη του 

υδατορεύµατος). Για τα σενάρια µή µόνιµης ροής δηµιουργήθηκαν παλιρροιακοί 

κυµατισµοί στο κατάντη όριο µε τη βοήθεια του υπερχειλιστή. ∆οκιµάστηκαν 

διάφορες περίοδοι κυµατισµών για να επιτευχθούν διαφορετικές συνθήκες ροής 

µεταξύ του υδατορεύµατος και της λίµνης. Σε κάθε πείραµα ήταν δυνατόν να 

µετρηθούν ταυτόχρονα οι συγκεντρώσεις του συντηρητικού δείκτη σε δύο σηµεία 

µέτρησης, καθώς ήταν δύο τα διαθέσιµα φασµατοφωτόµετρα. Μία σύνοψη των 

σεναρίων µόνιµης και µή µόνιµης ροής δίνεται παρακάτω: 

 

� Σενάριο 1. Μόνιµη ροή. Στάθµη στη λίµνη: 16 cm. Στάθµη υπερχειλιστή: 11.6 

cm. Σηµείο διάθεσης δείκτη: 3. Εισαγωγή 100 ml διαλύµατος Ροδαµίνης WT 

συγκέντρωσης 0.5 ppt επί 2 min. 

o Περίπτωση Α: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 και 5 στη θέση z = 12.5 cm. 

o Περίπτωση Β: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 και 6 στη θέση z = 12.5 cm. 

o Περίπτωση Γ: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 στη θέση z = 10 cm και 5 

στη θέση z = 12.5 cm. 
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o Περίπτωση ∆: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 στη θέση z = 7.5 cm και 5 

στη θέση z = 12.5 cm. 

o Περίπτωση Ε: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 και 6 στη θέση z = 10 cm. 

o Περίπτωση ΣΤ: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 στη θέση z = 12.5 cm και 8 

στη θέση z = 12.5 cm. 

o Περίπτωση Ζ: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 στη θέση z = 10 cm και στο 

υδατόρευµα στη θέση x = 3.025 m, y = 1.075 m και z = 0.1 m 

(δηλαδή στη θέση B, δίπλα στο σηµείο 4).  

o Περίπτωση Η: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 6 στη θέση z = 10 cm και στο 

υδατόρευµα στη θέση x = 3.025 m, y = 1.575 m και z = 0.1 m 

(δηλαδή στη θέση C, δίπλα στο σηµείο 6).  

 

� Σενάριο 2. Μόνιµη ροή. Στάθµη στη λίµνη: 21.3 cm. Στάθµη υπερχειλιστή: 

11.6 cm. Σηµείο διάθεσης δείκτη: 3. Εισαγωγή 100 ml διαλύµατος Ροδαµίνης 

WT συγκέντρωσης 0.5 ppt επί 2 min. 

o Περίπτωση Α: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 και 5 στη θέση z =  15 cm. 

o Περίπτωση Β: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 και 6 στη θέση z =  15 cm. 

o Περίπτωση Γ: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 στη θέση z = 12.5 cm και 5 

στη θέση z = 15 cm. 

o Περίπτωση ∆: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 στη θέση z = 10 cm και 5 

στη θέση z = 15 cm. 

o Περίπτωση Ε: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 και 6 στη θέση z = 12.5 cm. 

o Περίπτωση ΣΤ: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 στη θέση z = 12.5 cm και 

στο υδατόρευµα στη θέση x = 3.025 m, y = 1.075 m και z = 0.125 m 

(δηλαδή στη θέση B, δίπλα στο σηµείο 4).  

 

� Σενάριο 3. Μή µόνιµη ροή. Αρχική στάθµη στη λίµνη: 16 cm. Αρχική στάθµη 

υπερχειλιστή: 11.5 cm. Πλάτος κύµατος: 3 cm. Περίοδος κυµατισµού 20 min. 

Σηµείο διάθεσης δείκτη: 3. Εισαγωγή 100 ml διαλύµατος Ροδαµίνης WT 

συγκέντρωσης 0.5 ppt επί 2 min.  

o Περίπτωση Α: Σηµεία µέτρησης δείκτη: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 και 

5 στη θέση z = 10 cm. 

o Περίπτωση Β: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 και 6 στη θέση z = 10 cm. 

o Περίπτωση Γ: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 στη θέση z = 7.5 cm και 6 

στη θέση z = 10 cm. 

o Περίπτωση ∆: Σηµεία µέτρησης δείκτη: 4 και 6 στη θέση z = 7.5 cm. 
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� Σενάριο 4. Όµοιο µε το Σενάριο 3 µε τη διαφορά ότι η περίοδος του 

κυµατισµού ήταν 30 min. 

 

� Σενάριο 5. Όµοιο µε το Σενάριο 4 µε τη διαφορά ότι η περίοδος του 

κυµατισµού ήταν 10 min. 

 

 
Σχήµα 5.37: Φωτογραφία πειράµατος µέτρησης συγκέντρωσης  

 

Στα παραπάνω σενάρια, τα σηµεία µέτρησης επιλέχθηκαν έτσι ώστε να µπορεί 

να υπολογιστεί η µεταφορά και η διαµήκης διασπορά, η οριζόντια εγκάρσια 

διασπορά και η κατακόρυφη εγκάρσια διασπορά ρύπου. Σε όλες τις περιπτώσεις των 

σεναρίων 1–6, ένα σηµείο µέτρησης κρατήθηκε σταθερό, π.χ. για όλες τις 

περιπτώσεις του Σεναρίου 1 µετρήθηκε η συγκέντρωση στο σηµείο 4. Κατ’ αυτόν τον 

τρόπο διαπιστώθηκε ότι υπήρχαν µικρές αποκλίσεις µεταξύ των τιµών της 

συγκέντρωσης του δείκτη που µετρήθηκαν στο σταθερό σηµείο σε κάθε περίπτωση 

διεξαγωγής του πειράµατος, οπότε διασφαλίστηκε η επαναληψιµότητα των 

µετρήσεων. Πρέπει επίσης να σηµειωθεί ότι κάθε πείραµα, όπως αυτά 

περιγράφονται από τα σενάρια 1–6, πραγµατοποιήθηκε 4 φορές και 

χρησιµοποιήθηκε ο µέσος όρος των µετρήσεων για τη ρύθµιση και την επιβεβαίωση 

του IRENE.      
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Για όλα τα σενάρια µόνιµης και µη µόνιµης ροής, µετρήθηκαν οι στάθµες σε όλα 

τα σηµεία µέτρησης στο αµµώδες φράγµα, καθώς και στο µέσον του υδατορεύµατος 

και της λίµνης στις θέσεις Α, Β, C και D.   

 

 
Σχήµα 5.38: Φωτογραφία πειράµατος µέτρησης συγκέντρωσης  

 

5.5 Ρύθµιση και επιβεβαίωση του αριθµητικού µοντέλου IRENE µε τις 

πειραµατικές µετρήσεις της B΄ Φάσης  

 

 Από τις πειραµατικές µετρήσεις της Β΄ Φάσης, αυτές του Σεναρίου 1 

χρησιµοποιήθηκαν για τη ρύθµιση του µοντέλου IRENE, ενώ αυτές των υπόλοιπων 

σεναρίων χρησιµοποιήθηκαν για την επιβεβαίωσή του. 

 

 Για την προσοµοίωση της πειραµατικής διάταξης στο IRENE χρησιµοποιήθηκε 

υπολογιστικό πλέγµα µε διαστάσεις Δx Δy= = 5 cm στις διευθύνσεις x και y. Στη 

διεύθυνση z χρησιµοποιήθηκαν 11 στρώµατα µεταβλητού πάχους για την 

ακριβέστερη διακριτοποίηση του αµµώδους φράγµατος. Συγκεκριµένα, τα πάχη των 

στρωµάτων που χρησιµοποιήθηκαν ήταν: 1 1.25Δz = cm, 2 10 2.5Δz Δz− =  cm και 11Δz = 1.25 cm. Καθορίστηκαν επίσης οι ακόλουθες οριακές συνθήκες:  
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� Στο στερεό αδιαπέρατο τµήµα του ανάντη ορίου ορίστηκε µηδενική ταχύτητα 

εγκάρσια προς το όριο. Στο ανοικτό τµήµα του ανάντη ορίου καθορίστηκε η 

στάθµη στο reservoir σαν οριακή συνθήκη.  

� Στο ανοικτό κατάντη όριο ορίστηκε η στάθµη του υπερχειλιστή σαν οριακή 

συνθήκη.  

 

5.5.1 Ρύθµιση του IRENE µε τις πειραµατικές µετρήσεις του σεναρίου 1 

 

 Στον Πίνακα 5.10 συγκρίνονται τα αποτελέσµατα του IRENE–HYD µε τις 

πειραµατικές µετρήσεις της στάθµης επιφανειακών και υπόγειων νερών για το 

Σενάριο 1. Στο Σχήµα 5.39 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του µοντέλου για τη 

στάθµη επιφανειακών και υπόγειων νερών και την κατανοµή των πιεζοµετρικών 

φορτίων στο φράγµα, για µία κατακόρυφη τοµή του υπολογιστικού πεδίου στο 

επίπεδο x–z στη θέση y = 1.075 m (θέση B). Όπως φαίνεται στον Πίνακα 5.10, η 

σύγκλιση µεταξύ των πειραµατικών µετρήσεων και των αριθµητικών αποτελεσµάτων 

είναι πολύ καλή, µε το µέσο σχετικό σφάλµα να υπολογίζεται ίσο µε MRE = 2.2 %. 

Στο Σχήµα 5.39 φαίνεται (α) ότι η κατεύθυνση της ροής είναι από τη λίµνη προς το 

κανάλι µέσω του αµµώδους φράγµατος, (β) ο τρισδιάστατος χαρακτήρας του 

προβλήµατος και (γ) η επιφάνεια διήθησης που σχηµατίζεται στο κατάντη όριο του 

φράγµατος. Η επιφάνεια διήθησης στη θέση B υπολογίζεται ίση µε 0.35 cm.          

 

Πίνακας 5.10: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

στάθµης για το Σενάριο 1 

Σηµείο µέτρησης Στάθµη (cm)  
πειραµατικά 
αποτελέσµατα 
Μέσος όρος ± τυπική 
απόκλιση 

Στάθµη (cm)  
IRENE–HYD 

Σχετικό σφάλµα % 

1 16.1 ± 0.22 15.8 1.86 
2 12.8 ± 0.25 12.5 2.34 
3 16 ± 0.2 15.6 2.5 
4 12.7 ± 0.3 12.3 3.15 
5 15.9 ± 0.21 15.5 2.52 
6 12.6 ± 0.2 12.2 3.17 
7 15.9 ± 0.15 15.42 3.02 
8 12.6 ± 0.12 12.1 3.4 
Κανάλι στη θέση Α 12.07 ± 0.2 12 0.58 
Κανάλι στη θέση B 12 ± 0.3 11.95 0.67 
Κανάλι στη θέση C 12 ± 0.2 11.9 0.83 
Κανάλι στη θέση D 11.9 ± 0.2 11.8 0.84 
Λίµνη στη θέση Α 16.3 ± 0.4 15.95 2.15 
Λίµνη στη θέση B 16.2 ± 0.32 15.8 2.47 
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Λίµνη στη θέση C 16.1 ± 0.21 15.72 2.36 
Λίµνη στη θέση D 16.1 ± 0.1 15.65 2.8 

MRE 2.22 

 

 

 
Σχήµα 5.39: Αποτελέσµατα του IRENE–HYD για τη στάθµη επιφανειακών και υπόγειων 

νερών και την κατανοµή των πιεζοµετρικών φορτίων στο φράγµα για το Σενάριο 1. Τα 

αποτελέσµατα απεικονίζονται στο κατακόρυφο επίπεδο x–z στη θέση y = 1.075 m.   

 

 Οι µετρήσεις συγκέντρωσης του Σεναρίου 1 χρησιµοποιήθηκαν για τη ρύθµιση 

του IRENE–QUAL. Χρησιµοποιώντας τις µετρήσεις συγκέντρωσης των περιπτώσεων 

Α και Β ρυθµίστηκαν οι τιµές των ανοιγµένων συντελεστών διαµήκους και οριζόντιας 

εγκάρσιας διασποράς, Lα  και THα , αντίστοιχα. Συγκεκριµένα, κατά τη  ρύθµιση του 

IRENE–QUAL δοκιµάστηκαν διάφορες τιµές για το συντελεστή Lα , ώστε τα 

αποτελέσµατα του µοντέλου για τις συγκεντρώσεις της Ροδαµίνης WT στο σηµείο 

µέτρησης 4 στη θέση z = 12.5 cm (στρώµα 6) να έχουν τη µικρότερη δυνατή 

απόκλιση από τις συγκεντρώσεις που µετρήθηκαν στο σηµείο αυτό κατά τη 

διεξαγωγή των πειραµάτων. Αντίστοιχα, δοκιµάστηκαν διάφορες τιµές για το 

συντελεστή THα , ώστε τα αριθµητικά αποτελέσµατα για τις συγκεντρώσεις της 

Ροδαµίνης WT στα σηµεία µέτρησης 5 και 6, στη θέση z = 12.5 cm, να έχουν τη 

µικρότερη δυνατή απόκλιση από τις πειραµατικές µετρήσεις. Ο συνδυασµός των 

τιµών των Lα  και THα  που είχε σαν αποτέλεσµα τις µικρότερες αποκλίσεις µεταξύ 

αριθµητικών αποτελεσµάτων και πειραµατικών δεδοµένων ήταν: Lα = 10 m και THα = 5 m. Μετά τον προσδιορισµό των Lα  και THα , η σύγκλιση µεταξύ των 

αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL και των πειραµατικών µετρήσεων βελτιώθηκε 

θεωρώντας ότι ο δείκτης προσροφάται από την άµµο και ότι η προσρόφηση 

περγράφεται από την ισόθερµη του Freundlich (βλ. Flury and Wai, 2003). Η βέλτιστη 

σύγκλιση επιτεύχθηκε χρησιµοποιώντας τις ακόλουθες τιµές συντελεστών: f = 0.8 

και 0.003fK =  (g/L)0.6.  
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Σχήµα 5.40: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

συγκέντρωσης στα σηµεία 4, 5 και 6, στη θέση z = 12.5 cm (στρώµα 6), για το Σενάριο 1   

 

 Στο Σχήµα 5.40 παρουσιάζεται η σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του 

IRENE–QUAL και των πειραµατικών µετρήσεων για τα σηµεία 4, 5 και 6, στη θέση z = 12.5 cm, για το Σενάριο 1. Η απόκλιση µεταξύ των αριθµητικών αποτελεσµάτων 

και των πειραµατικών µετρήσεων είναι πολύ µικρή και για τα τρία σηµεία µέτρησης. 

Οι συγκεντρώσεις στο σηµείο 4 οφείλονται στο µηχανισµό της µεταφοράς και της 

διαµήκους διασποράς. Η καµπύλη διέλευσης του δείκτη από το σηµείο 5 είναι 

µετατοπισµένη χρονικά σε σχέση µε την καµπύλη διέλευσης από το σηµείο 4. Οι 

τιµές των συγκεντρώσεων που υπολογίζονται για το σηµείο 5 είναι σηµαντικά 

χαµηλότερες σε σχέση µε τις τιµές των συγκεντρώσεων στο σηµείο 4 και οφείλονται 

στην εγκάρσια διασπορά. Η καµπύλη διέλευσης του δείκτη από το σηµείο 6 είναι 

ελαφρώς µετατοπισµένη χρονικά σε σχέση µε την καµπύλη διέλευσης από το σηµείο 

5, καθώς ο βασικός µηχανισµός κίνησης του δείκτη προς το σηµείο 6 είναι η 

εγκάρσια διασπορά από το σηµείο 4, ενώ ο βασικός µηχανισµός κίνησης του δείκτη 

προς το σηµείο 5 είναι η εγκάρσια διασπορά από το σηµείο 3. Το σηµείο 3 είναι το 

σηµείο διάθεσης, οπότε η έλευση του δείκτη στο σηµείο 5 πραγµατοποιείται ελαφρώς 

νωρίτερα χρονικά σε σχέση µε την έλευση του δείκτη στο σηµείο 6. Ταυτόχρονα, οι 

συγκεντρώσεις του δείκτη στο σηµείο 6 είναι σηµαντικά υψηλότερες σε σύγκριση µε 

τις συγκεντρώσεις του δείκτη που υπολογίζονται για το σηµείο 5.     
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Σχήµα 5.41: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

συγκέντρωσης στo σηµείο 8, στη θέση z = 12.5 cm (στρώµα 6), για την περίπτωση ΣΤ του 

σεναρίου 1   

 

 Στο Σχήµα 5.41 συγκρίνονται τα αποτελέσµατα του IRENE–QUAL µε τα 

πειραµατικά αποτελέσµατα για το σηµείο µέτρησης 8, στη θέση z = 12.5 cm (στρώµα 

6), για τo Σενάριο 1. Οι συγκεντρώσεις του δείκτη που φτάνει στο σηµείο 8 λόγω 

εγκάρσιας διασποράς είναι κατά πολύ µικρότερες σε σύγκριση µε τις συγκεντρώσεις 

στα σηµεία 4, 5 και 6 και παρατηρείται επίσης µεγαλύτερη χρονική υστέρηση.    

 

 Οι περιπτώσεις Γ και ∆ του σεναρίου 1 σχεδιάστηκαν έτσι ώστε να ρυθµιστεί η 

τιµή του ανοιγµένου συντελεστή κατακόρυφης εγκάρσιας διασποράς, TVα . Πρέπει 

βεβαίως να σηµειωθεί ότι για τα αριθµητικά αποτελέσµατα των σχηµάτων 5.40 και 

5.41 χρησιµοποιήθηκε, έπειτα από κάποιες δοκιµές, η ακόλουθη τιµή για τον 

ανοιγµένο συντελεστή κατακόρυφης εγκάρσιας διασποράς: TVα = 0.5 m. Ωστόσο, 

χρησιµοποιώντας τις µετρήσεις των περιπτώσεων Γ και ∆ του σεναρίου 1, 

ρυθµίστηκε περαιτέρω η τιµή του συντελεστή TVα . ∆ιεξάγωντας αρκετά αριθµητικά 

πειράµατα, διαπιστώθηκε ότι η τιµή του ανοιγµένου συντελεστή κατακόρυφης 

εγκάρσιας διασποράς που οδηγεί στην καλύτερη δυνατή σύγκλιση µεταξύ των 

αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL και των πειραµατικών µετρήσεων για τις 

περιπτώσεις Γ και ∆ του σεναρίου 1, είναι TVα = 0.42 m.  
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Σχήµα 5.42: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

συγκέντρωσης στo σηµείο 4 στις θέσεις z = 12.5 cm (στρώµα 6), z = 10 cm (στρώµα 7) και z = 7.5 cm (στρώµα 8) για το Σενάριο 1   
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Σχήµα 5.43: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

συγκέντρωσης στo σηµείο 6 στις θέσεις z = 12.5 cm (στρώµα 6) και z = 10 cm (στρώµα 7)  

για το Σενάριο 1   

 

 Στα σχήµατα 5.42 και 5.43 παρουσιάζεται η σύγκριση µεταξύ των 

αποτελεσµάτων του µοντέλου και των πειραµατικών αποτελεσµάτων για τις 

συγκεντρώσεις του δείκτη στο σηµείο µέτρησης 4 στις θέσεις z = 10 cm (στρώµα 7) 
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και z = 7.5 cm (στρώµα 8) και στο σηµείο µέτρησης 6 στη θέση z = 10 cm. Η 

συµφωνία µεταξύ των αριθµητικών αποτελεσµάτων και των πειραµατικών 

µετρήσεων είναι πολύ ικανοποιητική. Όπως ήταν αναµενόµενο, οι τιµές των 

συγκεντρώσεων του δείκτη στις θέσεις z = 10 cm και z = 7.5 cm, είναι χαµηλότερες 

σε σύγκριση µε τις συγκεντρώσεις που υπολογίζονται στη θέση z = 12.5 cm. 

 

 Οι περιπτώσεις Ζ και Η του Σεναρίου 1 σχεδιάστηκαν µε στόχο τον έλεγχο των 

αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL για τις τιµές των συγκεντρώσεων του δείκτη στο 

κανάλι. Οι συγκεντρώσεις του συντηρητικού δείκτη στο κανάλι στις θέσεις x = 3.025 

m, y = 1.075 m, z = 0.1 m (θέση B, δίπλα στο σηµείο 4) και x = 3.025 m, y = 1.575 

m, z = 0.1 m (θέση C, δίπλα στο σηµείο 6) χρησιµοποιήθηκαν για τη ρύθµιση των 

τιµών των συντελεστών τυρβώδους διάχυσης txD , tyD  και tzD , ώστε να 

ελαχιστοποιηθούν οι αποκλίσεις µεταξύ των αριθµητικών αποτελεσµάτων και των 

πειραµατικών µετρήσεων. Η θέση z = 0.1 m αποτελεί τη θέση εξόδου του δείκτη από 

το πορώδες φράγµα προς το κανάλι. Η τιµή του συντελεστή txD  χρησιµοποιείται για 

το συνδυασµό των υπό–µοντέλων ποιότητας επιφανειακών και υπόγειων νερών του 

IRENE–QUAL στην κοινή διεπιφάνεια επιφανειακών–υπόγειων υδάτων (βλ. 

παράγραφο 4.3.4) και καθορίζει τη διασπορά του δείκτη µεταξύ του φράγµατος και 

του καναλιού. Η τιµή του συντελεστή tyD  µπορεί να εκτιµηθεί από τη µορφή της 

καµπύλης διέλευσης του δείκτη από τα σηµεία µέτρησης στο κανάλι.  

 

 Στα σχήµατα 5.44 και 5.45 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του IRENE–QUAL 

και οι τιµές των πειραµατικών µετρήσεων για τη συγκέντρωση του δείκτη στο κανάλι 

στις θέσεις B και C σε ύψος z = 0.1 m. Οι τιµές των συντελεστών τυρβώδους 

διάχυσης που χρησιµοποιήθηκαν, έπειτα από πολλές δοκιµές, στο IRENE–QUAL 

ήταν οι ακόλουθες: txD =  0.8 m2/s, tyD =  2.0 m2/s και tzD =  0.5 m2/s. Όπως 

φαίνεται στα σχήµατα 5.44 και 5.45 υπάρχει µία χρονική υστέρηση στην εµφάνιση 

του δείκτη στο κανάλι και οι συγκεντρώσεις που υπολογίζονται πειραµατικά και 

αριθµητικά είναι χαµηλότερες σε σχέση µε τις συγκεντρώσεις του δείκτη στο φράγµα, 

λόγω της διάλυσης του δείκτη στο κανάλι και της µεταφοράς του κατάντη.     
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Σχήµα 5.44: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL και των πειραµατικών 

µετρήσεων για τη συγκέντρωση του δείκτη στο κανάλι, στη θέση B σε ύψος z = 10 cm 

(στρώµα 7)     

 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

0 20 40 60 80 100 120

χρόνος µετά την εισαγωγή του δείκτη στο σηµείο 3 (min)

C
 (

m
g

/L
)

IRENE - QUAL

 µετρήσεις

σηµείο µέτρησης 6, z = 10 cm 

κανάλι στη θέση Β, z = 10 cm 

 
Σχήµα 5.45: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL και των πειραµατικών 

µετρήσεων για τη συγκέντρωση του δείκτη στο κανάλι, στη θέση C σε ύψος z = 10 cm 

(στρώµα 7)   
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5.5.2 Επιβεβαίωση του IRENE µε τις πειραµατικές µετρήσεις των σεναρίων 2 

εώς 5 

 

 Οι τιµές των Lα , THα , TVα , txD , tyD  και tzD  που προέκυψαν από τη ρύθµιση 

του IRENE, χρησιµοποιήθηκαν για την αριθµητική προσοµοίωση των σεναρίων 2 

εώς 5.  

  

 Στον Πίνακα 5.11 συγκρίνονται τα αποτελέσµατα του IRENE–HYD µε τις 

πειραµατικές µετρήσεις της στάθµης επιφανειακών και υπόγειων νερών για το 

Σενάριο 2. Στο Σχήµα 5.45 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του µοντέλου για τη 

στάθµη επιφανειακών και υπόγειων νερών και την κατανοµή των πιεζοµετρικών 

φορτίων στο φράγµα, για µία κατακόρυφη τοµή του υπολογιστικού πεδίου στο 

επίπεδο x–z στη θέση y = 4.175 m (θέση D). Όπως φαίνεται στον Πίνακα 5.11, η 

σύγκλιση µεταξύ των πειραµατικών µετρήσεων και των αριθµητικών αποτελεσµάτων 

είναι πολύ καλή µε το µέσο σχετικό σφάλµα να υπολογίζεται ίσο µε MRE = 2.19 %. 

Στο Σχήµα 5.46 φαίνεται η επιφάνεια διήθησης που σχηµατίζεται στο κατάντη όριο 

του φράγµατος. Η επιφάνεια διήθησης στη θέση D υπολογίζεται ίση µε 0.45 cm.          

 

Πίνακας 5.11: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

στάθµης για το Σενάριο 2 

Σηµείο µέτρησης Στάθµη (cm)  
πειραµατικά 
αποτελέσµατα 
Μέσος όρος 
± τυπική 
απόκλιση 

Στάθµη (cm)  
IRENE–HYD 

Σχετικό σφάλµα % 

1 20.4 ± 0.22 20.1 1.5 
2 15.02 ± 0.25 14.74 1.39 
3 20.25 ± 0.2 19.85 2.5 
4 14.89 ± 0.3 14.49 1.99 
5 19.75 ± 0.21 19.35 2.0 
6 14.39 ± 0.2 13.99 2.85 
7 19.13 ± 0.15 18.65 2.57 
8 13.79 ± 0.12 13.29 3.76 
Κανάλι στη θέση Α 13.47 ± 0.2 13.4 0.97 
Κανάλι στη θέση B 13.2 ± 0.3 13.15  1.7 
Κανάλι στη θέση 
C 

12.8 ± 0.2 12.65 1.2 

Κανάλι στη θέση 
D 12.05 ± 0.2 11.95 1.24 

Λίµνη στη θέση Α 21.33 ± 0.4 21.25 2.56 
Λίµνη στη θέση B 21.4 ± 0.32 21.0 2.87 
Λίµνη στη θέση C 20.88 ± 0.21 20.5 2.76 
Λίµνη στη θέση D 20.25 ± 0.1 19.8 3.2 

MRE 2.22 
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Σχήµα 5.46: Αποτελέσµατα του IRENE–HYD για τη στάθµη επιφανειακών και υπόγειων 

νερών και την κατανοµή των πιεζοµετρικών φορτίων στο φράγµα για το Σενάριο 2. Τα 

αποτελέσµατα απεικονίζονται στο κατακόρυφο επίπεδο x–z στη θέση y = 4.175 m 

 

 Στο Σχήµα 5.47 παρουσιάζεται η σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του 

IRENE–QUAL και των πειραµατικών µετρήσεων για τα σηµεία 4, 5 και 6, στη θέση  z = 15 cm (στρώµα 5), για το Σενάριο 2. Η απόκλιση µεταξύ των αριθµητικών 

αποτελεσµάτων και των πειραµατικών µετρήσεων είναι πολύ µικρή και για τα τρία 

σηµεία µέτρησης. Συγκρίνοντας τα σχήµατα 5.47 και 5.40, προκύπτουν τα ακόλουθα 

συµπεράσµατα: (α) οι καµπύλες διέλευσης του δείκτη από τα σηµεία 4, 5, και 6 

παρουσιάζουν για το Σενάριο 2 (βλ. Σχήµα 5.46) µικρότερη χρονική υστέρηση σε 

σχέση µε αυτήν που παρατηρείται για το Σενάριο 1 (βλ. Σχήµα 5.39), (β) οι τιµές της 

συγκέντρωσης του δείκτη στο σηµείο µέτρησης 4 είναι υψηλότερες στην περίπτωση 

του Σεναρίου 2 και (γ) οι τιµές της συγκέντρωσης του δείκτη στα σηµεία µέτρησης 5 

και 6 είναι χαµηλότερες στην περίπτωση του Σεναρίου 2. Τα παραπάνω οφείλονται 

στη µεγαλύτερη διαφορά στάθµης που δηµιουργείται µεταξύ της λίµνης και του 

υδατορεύµατος στην περίπτωση του Σεναρίου 2 σε σχέση µε τη διαφορά στάθµης 

που υπάρχει στην περίπτωση του Σεναρίου 1. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα στο 

Σενάριο 2 να δηµιουργούνται υψηλότερες ταχύτητες ροής, οπότε ο δείκτης 

µεταφέρεται γρηγορότερα και µε υψηλότερες συγκεντρώσεις (λόγω τόσο της 

µεταφοράς όσο και της διαµήκους διασποράς) από το σηµείο διάθεσης 3 προς το 

σηµείο µέτρησης 4. Ταυτόχρονα µειώνεται η επίδραση του µηχανισµού της 

εγκάρσιας διασποράς, οπότε παρατηρούνται χαµηλές συγκεντρώσεις του δείκτη στα 

σηµεία µέτρησης 5 και 6.  
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Σχήµα 5.47: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

συγκέντρωσης στα σηµεία 4, 5 και 6, στη θέση z = 15 cm (στρώµα 5), για το Σενάριο 2   

 

 Στα σχήµατα 5.48 και 5.49 παρουσιάζεται η σύγκριση µεταξύ των 

αποτελεσµάτων του µοντέλου και των πειραµατικών αποτελεσµάτων για τις 

συγκεντρώσεις του δείκτη στο σηµείο µέτρησης 4 στις θέσεις z = 15 cm (στρώµα 5), z = 12.5 cm (στρώµα 6) και z = 10 cm (στρώµα 7) και στο σηµείο µέτρησης 6 στις 

θέσεις z = 15 cm και z = 12.5 cm. Όπως ήταν αναµενόµενο, οι τιµές των 

συγκεντρώσεων του δείκτη στις θέσεις z = 12.5 cm και z = 10 cm είναι χαµηλότερες 

σε σύγκριση µε τις συγκεντρώσεις που υπολογίζονται στη θέση z = 15 cm. Η 

συµφωνία µεταξύ των αριθµητικών αποτελεσµάτων και των πειραµατικών 

µετρήσεων είναι πολύ ικανοποιητική, οπότε επιβεβαιώνεται η τιµή ρύθµισης του 

ανοιγµένου συντελεστή κατακόρυφης εγκάρσιας διασποράς TVα .  

 

 Στα Σχήµα 5.50 απεικονίζονται γραφικά τα αποτελέσµατα του IRENE–QUAL και 

οι τιµές των πειραµατικών µετρήσεων για τη συγκέντρωση του δείκτη στο κανάλι στη 

θέση B σε ύψος z = 12.5 cm. Η θέση z = 12.5 cm αποτελεί τη θέση εξόδου του 

δείκτη από το πορώδες φράγµα προς το κανάλι. Όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.50, η 

σύγκλιση µεταξύ των αριθµητικών και των πειραµατικών αποτελεσµάτων είναι πολύ 

καλή, οπότε επιβεβαιώνονται οι τιµές ρύθµισης των συντελεστών τυρβώδους 

διάχυσης txD , tyD  και tzD .  
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Σχήµα 5.48: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

συγκέντρωσης δείκτη στo σηµείο 4, στις θέσεις z = 15 cm (στρώµα 5), z = 12.5 cm (στρώµα 

6) και z = 10 cm (στρώµα 7) ,για το Σενάριο 2 
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Σχήµα 5.49: Σύγκριση των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

συγκέντρωσης στo σηµείο 6 στις θέσεις z = 15 cm (στρώµα 5) και z = 12.5 cm (στρώµα 6) 

για το Σενάριο 2   
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Σχήµα 5.50: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL και των πειραµατικών 

µετρήσεων για τη συγκέντρωση του δείκτη στο κανάλι στη θέση B, σε ύψος z = 12.5 cm 

(στρώµα 6), για το Σενάριο 2     
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Σχήµα 5.51: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD και των πειραµατικών 

µετρήσεων για τη στάθµη στο κανάλι στη θέση D και τη στάθµη στο φράγµα στα σηµεία 

µέτρησης 7 και 8. Σενάριο 3, τ = 20 min   
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Σχήµα 5.52: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD και των πειραµατικών 

µετρήσεων για τη στάθµη στο κανάλι στη θέση D και τη στάθµη στο φράγµα στα σηµεία 

µέτρησης 7 και 8. Σενάριο 4, τ = 30 min     
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Σχήµα 5.53: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD και των πειραµατικών 

µετρήσεων για τη στάθµη στο κανάλι στη θέση D και τη στάθµη στο φράγµα στα σηµεία 

µέτρησης 7 και 8. Σενάριο 5, τ = 10 min     
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 Στα σενάρια 3–5 των πειραµατικών µετρήσεων της Β΄ Φάσης διερευνήθηκαν 

συνθήκες µή µόνιµης ροής. Μέσω ειδικού λογισµικού, ρυθµίστηκε η µεταβολή της 

θέσης του υπερχειλιστή µεταξύ 14.6 cm και 8.6 cm µε ηµιτονοειδή τρόπο, για 

περιόδους 20 min, 30 min και 10 min.  

 

 Στα σχήµατα 5.51–5.53 παρουσιάζεται η σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων 

του IRENE–HYD και των πειραµατικών δεδοµένων για τη στάθµη της ελεύθερης 

επιφάνειας επιφανειακών και υπόγειων νερών. Στα σχήµατα συγκρίνονται τα 

αριθµητικά µε τα πειραµατικά αποτελέσµατα για τη στάθµη στο κανάλι στη θέση D 

και τη στάθµη του νερού στο φράγµα στα σηµεία µέτρησης 7 και 8. Η συµφωνία 

µεταξύ αριθµητικών και πειραµατικών αποτελεσµάτων είναι πολύ ικανοποιητική, 

ωστόσο παρατηρείται µία µικρή διαφορά φάσης ανάµεσα στα αποτελέσµατα του 

µοντέλου και τις πειραµατικές µετρήσεις.    

  

 Σε όλα τα πειράµατα µή µόνιµης ροής, ως θέση εισαγωγής του συντηρητικού 

δείκτη στην πειραµατική διάταξη επιλέχθηκε το σηµείο 3 και η εισαγωγή του δείκτη 

πραγµατοποιήθηκε για t = 0. Η χρονική εξέλιξη της συγκέντρωσης του δείκτη στο 

σηµείο 4 για τα σενάρια 3, 4 και 5 απεικονίζεται στα σχήµατα 5.54–5.56. Καθώς η 

περίοδος της ηµιτονοειδούς διαταραχής που επιβάλλεται στο κατάντη όριο µειώνεται, 

παρατηρούνται υψηλότερες συγκεντρώσεις του δείκτη ενώ ταυτόχρονα το εύρος της 

καµπύλης διέλευσης µειώνεται. Αυτό οφείλεται στις µεγαλύτερες ταχύτητες ροής που 

δηµιουργούνται µειώνοντας την περίοδο. Για παράδειγµα, για περίοδο τ = 10 min, η 

γρήγορη µεταβολή της στάθµης στο κανάλι έχει σαν αποτέλεσµα να δηµιουργείται 

µεγαλύτερη διαφορά φάσης µεταξύ των διαταραχών της στάθµης του νερού στο 

κανάλι και στο φράγµα από ότι συµβαίνει όταν τ = 20 min ή τ = 30 min (βλ. σχήµατα 

5.51–5.53). Συνεπώς η διαφορά στάθµης και οι ταχύτητες ροής µεταξύ του 

φράγµατος και του καναλιού είναι µεγαλύτερες.  

 

 Παρατηρώντας τα σχήµατα 5.53 και 5.56 αιτιολογείται πλήρως η µορφή της 

καµπύλης του σχήµατος 5.56. Ο συντηρητικός δείκτης φτάνει στο σηµείο µέτρησης 4 

µετά από χρόνο t ≈ 5 min. Από t = 5 min εώς t = 10 min η στάθµη στο φράγµα είναι 

υψηλότερη από τη στάθµη στο κανάλι οπότε ο δείκτης κινείται από το σηµείο 3 προς 

το σηµείο 4 και προς το κανάλι. Από t = 10 min εώς t = 15 min η στάθµη στο κανάλι 

είναι υψηλότερη από τη στάθµη του νερού στο φράγµα, οπότε ένα µέρος του δείκτη 

επανεισέρχεται από το κανάλι στο φράγµα µε αποτέλεσµα να µην παρατηρείται 

απότοµη πτώση της συγκέντρωσης του δείκτη στο σηµείο 4. Με αντίστοιχο τρόπο 

αιτιολογούνται και οι µορφές των καµπυλών των σχηµάτων 5.54 και 5.55.  
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Σχήµα 5.54: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL και των πειραµατικών 

µετρήσεων για τη συγκέντρωση του δείκτη στο σηµείο µέτρησης 4 στη θέση z = 10 cm 

(στρώµα 7). Σενάριο 3, τ = 20 min     
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Σχήµα 5.55: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–QUAL και των πειραµατικών 

µετρήσεων για τη συγκέντρωση του δείκτη στο σηµείο µέτρησης 4 στη θέση z = 10 cm 

(στρώµα 7). Σενάριο 4, τ = 30 min  
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Σχήµα 5.56: Σύγκριση µεταξύ των αριθµητικών και των πειραµατικών αποτελεσµάτων για τη 

συγκέντρωση του δείκτη στο σηµείο µέτρησης 4 στη θέση z = 10 cm (στρώµα 7). Σενάριο 5, τ = 10 min 
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Σχήµα 5.57: Σύγκριση µεταξύ των αριθµητικών και των πειραµατικών αποτελεσµάτων για τη 

συγκέντρωση του δείκτη στο σηµείο µέτρησης 6 στη θέση z = 10 cm (στρώµα 7). Σενάριο 3, τ = 20 min  
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Σχήµα 5.58: Σύγκριση µεταξύ των αριθµητικών και των πειραµατικών αποτελεσµάτων για τη 

συγκέντρωση του δείκτη στο σηµείο µέτρησης 6 στη θέση z = 10 cm (στρώµα 7). Σενάριο 4, τ = 10 min 

 

 Στα σχήµατα 5.57 και 5.58 επιβεβαιώνονται τα αποτελέσµατα του IRENE–QUAL 

µε τις πειραµατικές µετρήσεις της συγκέντρωσης του δείκτη στο σηµείο 6, στη θέση z = 10 cm. Οι τιµές των συγκεντρώσεων που ανιχνεύθηκαν στο σηµείο 6 οφείλονται 

στο µηχανισµό της εγκάρσιας διασποράς και είναι σηµαντικά χαµηλότερες σε σχέση 

µε τις τιµές των συγκεντρώσεων που µετρήθηκαν στο σηµείο 4. Γενικά, όπως 

προκύπτει από τα σχήµατα 5.51–5.58, η συµφωνία µεταξύ των αριθµητικών 

αποτελεσµάτων του IRENE και των πειραµατικών µετρήσεων της στάθµης 

επιφανειακών και υπόγειων νερών και των συγκεντρώσεων του δείκτη στο φράγµα 

είναι πολύ ικανοποιητική. Τέλος, εδώ δεν παρουσιάζονται οι συγκεντρώσεις του 

συντηρητικού δείκτη στο κανάλι, καθώς οι τιµές που ανιχνεύθηκαν ήταν πολύ µικρές, 

εντός των ορίων του σφάλµατος µέτρησης του φασφατοφωτόµετρου.     

 

5.6 Συµπεράσµατα 

 

 Κατά την πειραµατική διερεύνηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και 

υπόγειων νερών που πραγµατοποιήθηκε στο εργαστήριο Hyder Hydraulics του 

πανεπιστηµίου του Cardiff µελετήθηκαν: (α) η αλληλεπίδραση ροής και ρύπανσης 

µεταξύ υδατορεύµατος και υπόγειου υδροφορέα σε πειραµατική διάταξη η οποία 
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περιελάµβανε ευθύγραµµο κανάλι ορθογωνικής διατοµής το οποίο διερχόταν µέσα 

από οµογενή και ισότροπο υδροφορέα ο οποίος κατασκευάσθηκε από ειδικό 

πορώδες υλικό του εµπορίου (polyurethane foam) και (β) η αλληλεπίδραση ροής και 

ρύπανσης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών σε πειραµατική διάταξη η οποία 

κατασεκευάσθηκε µε στόχο την προσοµοίωση ιδεατής υδρολογικής λεκάνης και 

περιελάµβανε υδατόρευµα και µικρή λίµνη, τα οποία επικοινωνούσαν µέσω 

αµµώδους φράγµατος.  

 

 Η χρήση αφρού πολυουρεθάνης αποτελεί µία πρωτότυπη προσέγγιση για την 

προσοµοίωση υπόγειων υδροφορέων σε εργαστηριακό επίπεδο. Ωστόσο, κατά τη 

διεξαγωγή των πειραµάτων παρουσιάστηκαν κάποια προβλήµατα τα οποία δεν 

κατέστη δυνατόν να ξεπεραστούν πλήρως. Εκτός από τα κατασκευαστικά 

προβλήµατα της πειραµατικής διάταξης χρησιµοποιώντας κοµµάτια αφρού 

πολυουρεθάνης, τα οποία θα ήταν εύκολο να µη δηµιουργηθούν σε µελλοντικές 

ερευνητικές εργασίες, βασικό µειονέκτηµα κατά την πειραµατική διαδικασία 

αποτέλεσε η υψηλή διαπερατότητα του υλικού. ∆εδοµένου ότι το υλικό αυτό 

κυκλοφορεί στο εµπόριο µε διαφορετικές πυκνότητες πόρων, θα µπορούσε να 

προταθεί ως ένα υλικό για την προσοµοίωση υπόγειων υδροφορέων σε άλλες 

ερευνητικές εργασίες, επιλέγοντας µικρότερη πυκνότητα πόρων από 60 dpi. 

 

 Κατά τις Φάσεις Α΄ και Β΄ της πειραµατικής διερεύνησης δηµιουργήθηκαν 

συνθήκες µόνιµης και µη µόνιµης ροής και µετρήθηκαν (α) η στάθµη του νερού σε 

επιφανειακά και υπόγεια νερά και (β) οι συγκεντρώσεις του συντηρητικού δείκτη στο 

υδατόρευµα και στα υπόγεια νερά. Οι πειραµατικές µετρήσεις χρησιµοποιήθηκαν στη 

συνέχεια για τη ρύθµιση και την επιβεβαίωση του ολοκληρωµένου αριθµητικού 

µοντέλου επιφανειακών–υπόγειων νερών IRENE. Κατά την επιβεβαίωση του 

µοντέλου, η σύγκλιση µεταξύ των αριθµητικών και των πειραµατικών αποτελεσµάτων 

ήταν πολύ ικανοποιητική. Αξίζει να σηµειωθεί ότι, εξ’ όσων γνωρίζει η συγγραφέας 

της παρούσας διατριβής, δεν υπάρχουν στη βιβλιογραφία άλλες διαθέσιµες 

εργαστηριακές µετρήσεις της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων 

νερών. Οι πειραµατικές µετρήσεις που παρουσιάζονται στην παρούσα διατριβή 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν σε άλλες εργασίες για την επιβεβαίωση αριθµητικών 

µοντέλων.      
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  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6: 

6 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ IRENE ΣΤΗΝ ΠΕΡΙΟΧΗ ΤΩΝ 

Υ∆ΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ΛΕΚΑΝΩΝ ΑΧΕΛΩΟΥ–ΛΥΣΙΜΑΧΕΙΑΣ–

ΤΡΙΧΩΝΙ∆ΑΣ 

  

6.1 Εισαγωγή  

 

 Στις επόµενες παραγράφους περιγράφεται η εφαρµογή του IRENE–HYD στην 

περιοχή των υδρολογικών λεκανών Αχελώου–Λυσιµαχείας–Τριχωνίδας. Oι 

πληροφορίες που δίνονται παρακάτω για την περιοχή προέρχονται από στοιχεία του 

ΙΓΜΕ που ευγενικά µας παρείχε ο υδρογεωλόγος Γ. Ζαχαριουδάκης και από τη 

µελέτη του Ν. Κουρµούλη, 2001: Υδρογεωλογική έρευνα λεκανών Ν. 

Αιτωλοακαρνανίας. ∆ίαιτα και έλεγχος ποιότητας των υδάτινων πόρων.   

 

6.2 Περιγραφή της περιοχής µελέτης  

6.2.1 Οριοθέτηση της περιοχής µελέτης  

 

 Η περιοχή µελέτης βρίσκεται στα βορειοδυτικά της Ελλάδας, στο νοµό 

Αιτωλοακαρνανίας, περίπου 250 km από την Αθήνα. Περιλαµβάνει τµήµατα των 
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υδρολογικών λεκανών του Αχελώου, της Λυσιµαχείας και της Τριχωνίδας. Το 

µεγαλύτερο αστικό κέντρο της περιοχής είναι η πόλη του Αγρινίου. Πιο συγκεκριµένα, 

η περιοχή µελέτης οριοθετείται ανατολικά του ποταµού Αχελώου από το φράγµα του 

Στράτου και νότια έως το σηµείο που ενώνεται µε το ∆ίµηκο ποταµό και περιλαµβάνει 

τη λίµνη Λυσιµαχεία και ένα κοµµάτι της λίµνης Τριχωνίδας έως τα καρστικά 

πετρώµατα (πετρώµατα µε πράσινο χρώµα στο χάρτη του σχήµατος 6.1). Στο βόρειο 

και νότιο τµήµα οριοθετείται από τα αδιαπέρατα πετρώµατα του Φλύσχη (µε κίτρινο 

χρώµα στο χάρτη του σχήµατος 6.1). Στο χάρτη του σχήµατος 6.1 φαίνεται το όριο 

της περιοχής µελέτης µε έντονη µαύρη γραµµή.  

 

 
Σχήµα 6.1: Γεωλογικός χάρτης και οριοθέτηση της περιοχής µελέτης 

 

6.2.2 Φυσικό περιβάλλον 

 

 Η περιοχή µελέτης παρουσιάζει ήπιο σχετικά ανάγλυφο µε εναλλαγές πεδινών 

και λοφωδών εκτάσεων. Το λοφώδες τοπίο εντοπίζεται νότια και βόρεια– 

βορειοανατολικά της λίµνης Τριχωνίδας όπου και εµφανίζονται οι µεγαλύτερες κλίσεις 

του ανάγλυφου καθώς και τα µεγαλύτερα υψόµετρα της λεκάνης. Το κλίµα της 

περιοχής χαρακτηρίζεται ως µεσογειακό ήπιο κατά την ψυχρή περίοδο, µε µικρή 

νέφωση, χαµηλή ηλιοφάνεια και αυξηµένη υγρασία, λόγω και των λιµνών. Το 
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καλοκαίρι χαρακτηρίζεται από υψηλές θερµοκρασίες άνω των είκοσι βαθµών Κελσίου 

(>20 °C), οι οποίες καταγράφονται κατά τους µήνες, Ιούνιο, Ιούλιο, Αύγουστο και 

Σεπτέµβριο. Η περιοχή του ∆ήµου Αγρινίου είναι µία από τις περιοχές της Ελλάδας, 

που σηµειώνονται οι µεγαλύτερες θερµοκρασίες του θέρους. 

 

6.2.3 Χρήσεις γης 

 

 Η κύρια οικονοµική ασχολία των κατοίκων της περιοχής είναι η γεωργία. Το 41% 

του ενεργού οικονοµικά πληθυσµού ασχολείται µε τη γεωργία, κτηνοτροφία και 

αλιεία. Το σύνολο των καλλιεργούµενων εκτάσεων φτάνει τα 1,295,639 στρέµµατα, 

από τα οποία αρδεύονται τα 688,808 στρέµµατα. Οι κύριες αγροκτηνοτροφικές 

δραστηριότητες αφορούν στην καλλιέργεια καπνού, βαµβακιού, ελαιοδέντρων, 

εσπεριδοειδών, κτηνοτροφών και στην παραγωγή ελαιόλαδου και γαλακτοκοµικών 

προϊόντων, ενώ αξίζει να σηµειωθεί ότι ο νοµός Αιτωλοακαρνανίας είναι πρώτος 

νοµός σε παραγωγή καπνού σε όλη τη χώρα. 

 

 Οι καλλιέργειες, που κατά κύριο λόγο υπάρχουν στην περιοχή, είναι: αραβόσιτος, 

τριφύλλια, βαµβάκια και ελιές. Είναι εφικτός ένας, σε γενικές γραµµές, χωρικός 

διαχωρισµός των καλλιεργειών: 

� γύρω από την Τριχωνίδα, όπου κατά κύριο λόγο καλλιεργούνται ελιές 

� στην πεδινή περιοχή των Καλυβιών – ∆οκιµίου, όπου καλλιεργούνται 

τριφύλλια και αραβόσιτος.  

 

6.2.4 Υδρολογικές λεκάνες–Υδρογεωλογία  

 

 Στην περιοχή µελέτης διακρίνονται τρεις υδρογεωλογικές λεκάνες (Σχήµα 6.2). Οι 

δύο λίµνες που βρίσκονται στην περιοχή (η Τριχωνίδα και η Λυσιµαχεία) αποτελούν 

το "επίπεδο βάσης" εκφόρτισης των παρακείµενων υδροφόρων οριζόντων.  

 

6.2.4.1 Υδρολογική λεκάνη Τριχωνίδας 

 

 Η υδρολογική λεκάνη της Τριχωνίδας βρίσκεται στο νοτιοανατολικό τµήµα του 

νοµού Αιτωλοακαρνανίας. Γεωγραφικά, οριοθετείται στο βόρειο–βορειοανατολικό και 

ανατολικό τµήµα της από τις κορυφές του όρους Παναιτωλικού (1924 m), στα νότια– 

νοτιοδυτικά από το όρος Αράκυνθο και στα δυτικά από την υδρολογική λεκάνη της 
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Λυσιµαχείας. Το εµβαδόν της υδρολογικής λεκάνης είναι 404.5 km2 και η περίµετρός 

της είναι περίπου 111km. Πρόκειται για ένα τµήµα του ευρύτερου τεκτονικού 

βυθίσµατος του Αγρινίου που περιλαµβάνει τις λίµνες Τριχωνίδα, Λυσιµαχεία, Οζερό, 

και Αµβρακία, το οποίο αρχικά ήταν ενιαίο και σταδιακά αποκόπηκε στις 

προαναφερθείσες λίµνες, λόγω ανυψωτικών ηπειρογενετικών κινήσεων και των 

συνεχώς αυξανόµενων προσχώσεων που λάµβαναν χώρα σε συγκεκριµένα τµήµατα 

της υδρολογικής λεκάνης. Τα πρανή της λεκάνης είναι σχετικά απότοµα, κυρίως στα 

βόρεια και νότια τµήµατα αυτής, µε υψόµετρα που φθάνουν τα 1700 m στα βόρεια 

και 800 m στα νότια, ενώ το χαµηλότερο–που είναι και η επιφάνεια της Λ. Τριχωνίδας 

-στα 15 m περίπου. Επίσης, η µορφολογία των παραλίµνιων περιοχών της λεκάνης 

είναι γενικά ήπια, λόγω της προσχωµατικής φύσεως των σχηµατισµών που 

συνιστούν αυτές (βλ. Σχήµα 6.3). Στο Σχήµα 6.4 φαίνεται το ψηφιακό µοντέλο 

εδάφους της υδρολογικής λεκάνης της λίµνης Τριχωνίδας ενώ στο Σχήµα 6.5 

φαίνεται µία φωτογραφία της λίµνης. 

 

 

Σχήµα 6.2: Υδρολογικές λεκάνες της περιοχής µελέτης (µε χρήση προγράµµατος Autocad 

Architecture 2008) 

  

 Η λίµνη Τριχωνίδα είναι πολύ σηµαντικός υγροβιότοπος διεθνούς σηµασίας και 

έχει ενταχθεί στο Ευρωπαϊκό δίκτυο προστατευόµενων περιοχών NATURA 2000. 

Είναι το σηµαντικότερο υδάτινο σώµα της περιοχής και είναι η µεγαλύτερη σε όγκο 

νερού λίµνη στην Ελλάδα (2.8×109 m3
 

περίπου). Έχει εµβαδόν 96.6 m2 και η 

περίµετρος της είναι περίπου 55 km. Έχει σχήµα τοξοειδές, µε µέγιστο µήκος 20.5 
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km και µέγιστο πλάτος 6.5 km, περίπου. Γεωτεκτονικά αποτελεί ένα βύθισµα, που 

είναι αποτέλεσµα των εφελκυστικών τάσεων που επεκράτησαν στην περιοχή, µετά 

την Αλπική προγένεση. Η λίµνη, της οποίας το µέγιστο βάθος φθάνει τα 57 m, 

αποτελεί τον φυσικό αποδέκτη των επιφανειακών νερών της λεκάνης, αλλά και το 

"επίπεδο βάσης" των υπογείων νερών των παραλίµνιων υδροφόρων οριζόντων. 

 

 

Σχήµα 6.3: ∆ιακύµανση του υψοµέτρου της ευρύτερης περιοχής της λίµνης Τριχωνίδας σε 

µέτρα (δηµιουργία σε Arcview / 3D Analyst, µε χρήση τοπογραφικού υποβάθρου Γ.Υ.Σ., 

1:50.000) 

 

 

Σχήµα 6.4: Φωτογραφία της λίµνης Τριχωνίδας 
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Η στάθµη του νερού της Τριχωνίδας ελέγχεται τεχνητά µε υδατοφράκτη που 

έχει κατασκευαστεί, προκειµένου να ρυθµίζεται η εκφόρτισή της και να διατηρείται σε 

µέσο υψόµετρο 15.5 m µε διακύµανση ±1 m. περίπου. Η λίµνη Τριχωνίδα συνδέεται 

µε τη λίµνη Λυσιµαχεία µε σήραγγα που περιλαµβάνει θυρόφραγµα και δίνει τη 

δυνατότητα για ελεγχόµενη τροφοδοσία νερού προς αυτήν και έπειτα µέσω 

συστήµατος αρδευτικών καναλιών και σηράγγων προς την πεδιάδα του Μεσολογγίου 

και προς τον ποταµό Αχελώο (βλ. φωτογραφία σχήµατος 6.5). Η ενωτική τάφρος 

που είναι το κύριο έργο διαχείρισης νερού στην περιοχή κατασκευάστηκε το 1957 

προκειµένου να καλυφθούν αρδευτικές ανάγκες στις πεδιάδες του Μεσολογγίου και 

του Αιτωλικού και να εκφορτίζεται η περίσσεια νερού κατά τους χειµερινούς µήνες 

προς το υδρολογικό σύστηµα του Αχελώου ώστε να αποφεύγονται πληµµυρικά 

γεγονότα στην περιοχή της Τριχωνίδας. Η µέγιστη παροχή του θυροφράγµατος που 

βρίσκεται εντός της ενωτικής τάφρου είναι 50 m3/sec ενώ η διατοµή του είναι 40 m2 

και η κλίση του 3/2. Η διαχείριση του θυροφράγµατος πραγµατοποιείται από τη 

διεύθυνση Ελέγχου Κατασκευής Έργων (∆ΕΚΕ) Πατρών σε συνεργασία µε το Γενικό 

Οργανισµό Εγγείων Βελτιώσεων (ΓΟΕΒ) Αγρινίου. Η κατασκευή της ενωτικής 

τάφρου οδήγησε στη σταδιακή µείωση της στάθµης της λίµνης Τριχωνίδας. 

Συγκεκριµένα, από 18.6 m που ήταν η µέγιστη στάθµη πριν την λειτουργία του 

θυροφράγµατος έφτασε περίπου στα 16.7 m.    

 

Σχήµα 6.5: Εικόνα του θυρογράγµατος Τριχωνίδας–Λυσιµαχείας από την πλευρά της 

Λυσιµαχείας 
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 Οι υδρογεωλογικές ενότητες που περιλαµβάνονται στα όρια της υδρολογικής 

λεκάνης αναφέρονται παρακάτω:  

 

� Καρστικό σύστηµα Ωλονού–Πίνδου  

 

 Στο σύστηµα αυτό, που καταλαµβάνει το βορειοανατολικό και 

ανατολικό τµήµα της υδρολογικής λεκάνης, περιλαµβάνεται πλειάδα 

καρστικών υδροφόρων που έχουν διαµορφωθεί, αφενός από την 

στρωµατογραφική επαλληλία των υδροπερατών ανθρακικών µερών της 

ζώνης Ωλονού–Πίνδου και των υδατοστεγανών αργιλοσχιστοκερατολιθικών 

διαστρώσεών της και αφετέρου από την τεκτονική των διαδοχικών 

εφιππεύσεων (λεπιών), που επαναττάσει τη στρωµατογραφική και 

υδρογεωλογική σειρά. ∆ιαµορφώνεται έτσι µια χαρακτηριστική "παραλληλία" 

των καρστικών υδροφόρων, που αναπτύσσονται κυρίως εντός των 

Κρητιδικών ασβεστόλιθων της ζώνης και λιγότερο στους αντίστοιχους 

Τριαδικούς και Ιουρασικούς. 

 

� Καρστική υδροφορία–υπόγεια απορροή 

 

 Η καρστική υδροφορία συντελείται κυρίως εντός των Κρητιδικών 

ασβεστόλιθων λόγω: (α) της µεγάλης τους επιφανειακής εξάπλωσης, που 

φθάνει πολύ πέραν των ορίων της υδρολογικής λεκάνης, (β) του έντονου 

τεκτονισµού και καρστικοποίησης  τους, που επαυξάνουν την απευθείας 

κατείσδυση, (γ) του εµπλουτισµού τους (σε ορισµένες περιπτώσεις), µε νερά 

της επιφανειακής απορροής από υδρορεύµατα που διατέµνουν αυτούς. 

 

 Οι υδροφόροι που διαµορφώνονται στους άλλους ανθρακικούς 

σχηµατισµούς (Ιουρασικοί–Τριαδικοί ασβεστόλιθοι) είναι ήσσονος σηµασίας, 

καθ' ότι η στρωµατογραφική τους θέση και η λιθοφασική σύσταση, δεν 

ευνοούν την ανάπτυξη υψηλής καρστικοποίησης και υδροπερατότητας. 

 

 Με τις προϋποθέσεις αυτές και δεδοµένης της προς τα νότια κλίσης 

των λεπίων της ζώνης, είναι ευνόητο ότι µεγάλες ποσότητες νερών και από 

όµορες υδρολογικές λεκάνες διακινούνται και εκφορτίζονται είτε εντός της 

λίµνης Τριχωνίδας είτε ανάντη αυτής µέσω πηγών µεγάλης παροχής. Η 

κίνηση των υπόγειων νερών, έχει κατά κανόνα διεύθυνση Βορρά–Νότου  
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6.2.4.2 Υδρολογική λεκάνη Λυσιµαχείας 

 

 Η υδρολογική λεκάνη της Λυσιµαχείας έχει εµβαδόν 253.8 km2, εκ των οποίων τα 

13.1 km2 αποτελούν τη λίµνη Λυσιµαχεία. Εκτείνεται δυτικά της λεκάνης Τριχωνίδας 

υπό µορφή ζωνώδους αναπτύγµατος, οφειλόµενου στη διαµόρφωση της λεκάνης 

απορροής του υδατορεύµατος Ερµίτσα, το οποίο αποτελεί και τον κύριο άξονα 

απορροής των επιφανειακών νερών της λεκάνης. Η µορφολογία των πρανών των 

παραλίµνιων περιοχών είναι ήπια σχεδόν πεδινή, ενώ στα υψηλότερα οι κλίσεις 

γίνονται απότοµες και ιδιαίτερα στα βόρεια όπου τα υψόµετρα φθάνουν τα 1700 m. 

Στα νότια πρανή της λεκάνης (όρος Αράκυνθος) οι κλίσεις είναι εξίσου απότοµες, 

αλλά ο υδροκρίτης δεν υπερβαίνει το υψόµετρο των 800 m. Τέλος, ένα σηµαντικό 

πρόβληµα, που εντοπίζεται στην περιοχή της Λυσιµαχείας, αφορά τις φερτές ύλες 

του ρέµατος Ερµίτσα, που διαχέονται στη λίµνη. Από την εκβολή του ρέµατος και σε 

βάθος 300 µέτρων περίπου, έχει δηµιουργηθεί φυσικό ανάχωµα, το οποίο απειλεί να 

αποκόψει τµήµα της λίµνης. Σύµφωνα µε πληροφορίες των κατοίκων της περιοχής, η 

κατάσταση έχει επιδεινωθεί τα δέκα τελευταία χρόνια. Οι αιτίες της αύξησης των 

φερτών υλών δεν είναι γνωστές, θεωρείται όµως ως πιθανότερη αιτία, η αύξηση των 

διαβρωτικών διαδικασιών στον λεκάνιο χώρο του ρέµατος Ερµίτσα λόγω πυρκαγιών 

ή και άλλων ανθρωπογενών παρεµβάσεων.  

 

 Η λίµνη Λυσιµαχεία έχει σχήµα ελλειψοειδές, µε µέγιστο µήκος 6.3 km και 

µέγιστο πλάτος 2.7 km περίπου. Γεωτεκτονικά, αποτελεί ένα βύθισµα, το οποίο 

αρχικά ήταν ενιαίο µε εκείνο της λίµνης Τριχωνίδας, αλλά που στη συνέχεια 

αποµονώθηκε λόγω των προσχώσεων του Αχελώου, αλλά και του υδατορεύµατος 

Ερµίτσα. Το βάθος της λίµνης δεν ξεπερνάει τα 8-9 m, ενώ το υψόµετρο της στάθµης 

της ρυθµίζεται τεχνητά στα 14.00–14.50 m (meters above sea level). Στη λίµνη 

καταλήγει ένα ακτινωτό και ελάχιστα ανεπτυγµένο υδρογραφικό δίκτυο, µε εξαίρεση 

εκείνο του υδατορεύµατος Ερµίτσα, το οποίο είναι µέτρια πυκνό. Εκτός των εποχικών 

και χειµαρρώδους λειτουργίας υδρορευµάτων, που καταλήγουν στη λίµνη, αλλά και 

των περιµετρικά αυτής υδροφόρων οριζόντων που υπόγεια αποστραγγίζονται σ’ 

αυτήν, η λίµνη δέχεται και τις ποσότητες νερών της λίµνης Τριχωνίδας, που 

προέρχονται από την υπερχείλιση, του τεχνητά ρυθµιζόµενου ταµιευτήρα της. Έτσι, η 

λίµνη Λυσιµαχεία αποτελεί τον τελικό αποδέκτη των επιφανειακών και υπογείων 

νερών των δύο υδρολογικών λεκανών (Τριχωνίδας–Λυσιµαχείας), µε συνέπεια η 

εκτίµηση και διαχείριση του συνολικού υδατικού δυναµικού της, να συνιστούν 

σηµαντικό αντικείµενο µελέτης.  
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 Η αποχέτευση των νερών της λίµνης επιτυγχάνεται αφενός µέσω του ∆ίµηκου 

ποταµού –που αποτελεί και την φυσική έξοδο της λίµνης προς τον Αχελώο– και 

αφετέρου µε τη σήραγγα που έχει διανοιχθεί και εξέρχεται προς την πλευρά της 

λιµνοθάλασσας Αιτωλικού.  

 

 
Σχήµα 6.6: Φωτογραφία της λίµνης Λυσιµαχείας 

 

 Οι υδρογεωλογικοί σχηµατισµοί που περιλαµβάνονται στην υδρολογική λεκάνη, 

αναφέρονται παρακάτω. 

 

� Καρστικό σύστηµα Ωλονού - Πίνδου 

 

 Αναπτύσσεται στο βορειοανατολικό άκρο της λεκάνης, σε υψόµετρο 

από 800 έως 1700 m και αποτελείται από Τριαδικούς, Ιουρασικούς και 

Κρητιδικούς ασβεστολίθους, µε διαστρώσεις αργιλικών σχιστολίθων και 

κερατολίθων. Οι υδροφόροι ορίζοντες που διαµορφώνονται στα ανθρακικά 

µέρη της σειράς και που διατείνονται σε παραλληλίες, αποχετεύονται προς τα 

κατάντη και νότια εν µέρει στην λίµνη Τριχωνίδα και εν µέρει προς τις πηγές 

Νεροµάνα, Μυρτιά και Αγ. Σοφία. Το αναπτυσσόµενο υδρογραφικό δίκτυο 

στο καρστικό σύστηµα είναι αραιό και η επιφανειακή απορροή περιορισµένη, 

λόγω της αυξηµένης κατείσδυσης των σχηµατισµών, αλλά και της µικρής τους 

εξάπλωσης. 
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� Φλύσχης 

 

 Ο σχηµατισµός αυτός, αποτελούµενος από αδιαπέρατα 

(αργιλοµαργαϊκά στρώµατα) και ηµιπερατά πετρώµατα (ψαµµιτικοί πάγκοι), 

στο σύνολο του συµπεριφέρεται σαν υδατοστεγανός σχηµατισµός, ο οποίος 

απορρέει σχεδόν ολοκληρωτικά την βροχόπτωση που δέχεται. Υπόγεια 

απορροή συντελείται, σε µικρό βαθµό, εντός των ψαµµιτικών πάγκων, που 

εκφορτίζουν τελικά, µε σχετική βραδύτητα, την υδροφορία τους µέσω πηγών 

µικρής παροχής 1-2 m3/h. Το υδρογραφικό δίκτυο στον σχηµατισµό αυτό, 

είναι σχετικά µετρίου αναπτύγµατος και τα δηµιουργούµενα υδατορεύµατα 

είναι εποχικής λειτουργίας. Οι κύριες εµφανίσεις φλύσχη, αναπτύσσονται στα 

βόρεια και νότια πρανή της λεκάνης. 

 

� Νεογενείς σχηµατισµοί 

 

 Μικρές εµφανίσεις των σχηµατισµών αυτών απαντώνται στα 

βορειοανατολικά και νοτιοδυτικά της λίµνης Λυσιµαχείας αποτελούµενες από 

άργιλο και άµµους. Το µικρό επιφανειακό ανάπτυγµα και η περιορισµένη 

περατότητα τους δεν τους επιτρέπει να έχουν σηµαντικό ρόλο στην 

επιφανειακή και υπόγεια απορροή στην υδρολογική λεκάνη. Η πολύ 

περιορισµένη τους υδροφορία διοχετεύεται προς την λίµνη. 

 

� Τεταρτογενείς αποθέσεις 

 

 Στις αποθέσεις αυτές περιλαµβάνονται ποτάµιες αποθέσεις του 

Αχελώου (κροκάλες, άµµοι, άργιλοι, λατύπες), πλευρικά κορήµατα και ριπίδια 

(κροκάλες, άµµοι), αλλουβιακές αποθέσεις και αποθέσεις τεναγών. 

Καταλαµβάνουν το κεντρικό πεδινό τµήµα της λεκάνης Λυσιµαχείας, που είναι 

περίπου το ήµισυ της επωνοµαζάµενης "Λεκάνης Αγρινίου". Η ποικιλότητα 

της κοκκοµετρικής σύστασης των αποθέσεων, διαµορφώνει αντίστοιχες 

περατότητες αλλά και υδροφορίες. Έτσι, εντός των αλλουβιακών αποθέσεων 

και εκείνων του Αχελώου διαµορφώνεται υδροφόρος ορίζοντας πολύ µεγάλης 

υδροπερατότητας και αποθηκευτικότητας. Ο υδροφόρος αυτός βρίσκεται σε 

υδραυλική επικοινωνία µε τη λίµνη στην οποία και εν µέρει αποχετεύεται. 

Μικρότεροι υδροφόροι διαµορφώνονται στις υπόλοιπες αποθέσεις 
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(Πλειστοκαινικές), οι οποίοι πάντως είτε µεταγγίζονται υπογείως προς τον 

κύριο υδροφόρο της λεκάνης, είτε απευθείας προς την λίµνη. 

 

 Στην περιοχή των εκβολών του υδατορεύµατος Έρµίτσα -πλησίον της 

Λυσιµαχείας- παρατηρούνται φαινόµενα αρτεσιανισµού σε γεωτρήσεις που 

έχουν ανορυχθεί, γεγονός που οφείλεται στην ανάπτυξη υπό πίεση 

υδροφόρων, οι οποίοι δηµιουργήθηκαν από τις επάλληλες αποθέσεις του 

υδατορεύµατος. Το υδρογραφικό δίκτυο, στους Τεταρτογενείς σχηµατισµούς, 

είναι πολύ αραιό καθώς το µεγαλύτερο µέρος της επιφανειακής απορροής, 

κατεισδύει στους υψηλής περατότητας σχηµατισµούς που διατρέχει.  

 

6.2.4.3 Υδρολογική λεκάνη Αχελώου 

 

 Η οριοθέτηση της λεκάνης αυτής είναι τεχνητή, καθώς δεν αποτελεί υδρολογική 

λεκάνη µε φυσικό υδροκρίτη. Η αναγκαιότητα διάκρισης, της περί τον Αχελώο 

ποταµό περιοχής σε ξεχωριστή υδρολογική ενότητα, προέκυψε από το γεγονός ότι το 

υδάτινο σώµα του ποταµού -το οποίο προέρχεται από µία πολύ µεγάλων 

διαστάσεων λεκάνη απορροής- επηρεάζει υδραυλικά τη Λεκάνη της Λυσιµαχείας. Η 

µορφολογία της περιοχής της λεκάνης είναι πεδινή -διαµορφωµένη από τις 

προσχώσεις του ποταµού- µε χαµηλά και ήπια πρανή που συνήθως φθάνουν σε 

υψόµετρο µέχρι 200m. 

 

 
Σχήµα 6.7: Εγκιβωτισµένη κοίτη ποταµού Αχελώου 
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 Κατά το µεγαλύτερο µέρος της λεκάνης, ο Αχελώος την διατρέχει διευθετηµένος 

σε τσιµεντένια αύλακα η οποία απάγει τα νερά που χρησιµοποιούνται                                                                 

για την παραγωγή ενέργειας, από την τεχνητή λίµνη του Στράτου. Ένα µέρος των 

υδάτων της τεχνητής λίµνης –τα θεωρούµενα ως "υπερχειλιστικά"– διοχετεύονται 

στην παλαιά κοίτη του ποταµού και απορρέουν ελεύθερα. 

 

 
Σχήµα 6.8: Φυσική κοίτη ποταµού Αχελώου 

  

 

Σχήµα 6.9: Φωτογραφία από αρδευτικό κανάλι στην περιοχή µελέτης 

 

 Παράλληλα, από την τεχνητή λίµνη ξεκινά ένα δίκτυο διωρύγων, καναλιών και 

καναλέτων (βλ. φωτογραφία σχήµατος 6.9), τα οποία διακλαδιζόµενα σε όλη την 
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περιοχή της λεκάνης Αγρινίου, διασφαλίζουν την άρδευσή της. Έτσι το υδάτινο σώµα 

του Αχελώου είτε άµεσα, µε την απευθείας διάθεση του στους υπόγειους 

υδροφόρους, είτε έµµεσα µε τα κατεισδύοντα νερά της άρδευσης, επηρεάζει θετικά 

την υπόγεια προσχωµατική υδροφορία, µε τη διατήρηση συνεχούς και σταθερού 

υδραυλικού φορτίου. 

 

 Στην υδρολογική λεκάνη του Αχελώου συναντώνται οι ακόλουθοι υδρογεωλογικοί 

σχηµατισµοί:  

 

� Τριαδικά λατυποπαγή 

 

 Βρίσκονται στα νοτιοδυτικά της λεκάνης και µε τη χαµηλή 

υδροπερατότητα που τα χαρακτηρίζει, οριοθετούν τις υψηλές 

υδροπερατότητες της αλλουβιακής λεκάνης.  

 

� Κρητιδικοί και Ηωκαινικοί ασβεστόλιθοι 

 

 Εµφανίσεις µικρού αναπτύγµατος των σχηµατισµών αυτών, 

συναντώνται στα βορειοδυτικά της λεκάνης. Η υπόγεια αποχέτευσή τους 

συντελείται προς τα βόρεια και εκτός λεκάνης προς τον Αµβρακικό κόλπο, 

µέσω των πηγών "Πετρονίκου" Αµφιλοχίας.  

 

� Φλύσχης 

 

 Οι εµφανίσεις του σχηµατισµού αυτού περιορίζονται στα 

βορειοανατολικά της λεκάνης και λόγω της χαµηλής τους υδροπερατότητας, 

αποτελούν τα βόρεια υδατοστεγανά όρια αυτής.  

 

� Νεογενείς σχηµατισµοί 

 

 Αποτελούν τα νότια ηµιπερατά όρια της λεκάνης, συνιστάµενοι από 

ηµιπερατά έως αδιαπέρατα πετρώµατα, εντός των οποίων διαµορφώνονται 

ασθενείς έως πολύ ασθενείς επάλληλοι υδροφόροι. Η υπόγεια απορροή τους 

συντελείται προς διάφορες κατευθύνσεις, ανάλογα µε την στρωµατογραφική 

τους διάταξη. Η επιφανειακή απορροή γίνεται µέσω ενός πολύ αραιού 

υδρογραφικού δικτύου, που καταλήγει προς την λεκάνη Αγρινίου και τον 

∆ίµηκο ποταµό.  
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� Πλειστοκαινικές (ποτάµιες) αποθέσεις 

 

 Καταλαµβάνουν σηµαντικό τµήµα της υδρολογικής λεκάνης στα 

δυτικά, βορειοδυτικά και βορειοανατολικά µέρη της. Η λιθολογική τους 

διαφοροποίηση σε τρεις λιθοφάσεις έχει σαν επακόλουθο την αντίστοιχη 

διαβάθµιση της υδροπερατότητάς τους (µέτρια έως χαµηλή) και υδροφορίες 

που είναι ανάλογες προς αυτές. Οι υδροφόροι ορίζοντες που διαµορφώνονται 

στις αποθέσεις αυτές, βρίσκονται σε επικοινωνία µε τον υδροφόρο των 

αλλουβιακών αποθέσεων καθώς και µε τον Αχελώο ποταµό ο οποίος 

αποτελεί τον σταθερό τροφοδότη του συστήµατος. 

 

� Αλλουβιακές και ποτάµιες αποθέσεις 

 

 Συνιστούν το κεντρικό και µεγαλύτερο µέρος της λεκάνης, 

αποτελούµενες από αδροµερή (κροκάλες, άµµοι) κυρίως υλικά. Ο ενιαίος 

υδροφόρος ορίζοντας, που διαµορφώνεται στις αποθέσεις αυτές, είναι πολύ 

ισχυρός, µεγάλης υδροπερατότητας και υδροχωρητικότητας. Πέραν της 

απευθείας κατείσδυσης και των περιορισµένων τροφοδοσιών από 

επιφανειακά και υπόγεια νερά των πέριξ σχηµατισµών, η κύρια πηγή 

τροφοδοσίας του προσχωµατικού υδροφόρου είναι ο Αχελώος ποταµός, µε 

τον οποίο βρίσκεται σε άµεση υδραυλική επικοινωνία. Έτσι, στα βόρεια της 

λεκάνης, ένα µέρος των νερών του ποταµού διηθούνται προς τον υδροφόρο 

για να καταλήξουν στη λίµνη Λυσιµαχεία και τον ∆ίµηκο ποταµό, ενώ ένα 

άλλο µέρος κινούµενο υπόγεια διοχετεύεται στη λίµνη του Οζερού. Τελικά το 

όλο σύστηµα τόσο των επιφανειακών νερών (ποταµός Αχελώος, ποταµός 

∆ίµηκος, λίµνη Λυσιµαχεία) όσο και των υπόγειων νερών (προσχωµατικός 

υδροφόρος), αποχετεύεται προς τον Αχελώο ποταµό, στη νοτιότερη έξοδό 

του από τη λεκάνη.  

 

6.2.5 Κλιµατολογικές συνθήκες 

 

 Το κλιµατικό καθεστώς της περιοχής µελέτης φαίνεται ότι διαµορφώνεται από 

τους ορεινούς όγκους που την περιβάλλουν στα βόρεια, νότια και ανατολικά, ενώ 

προς τα δυτικά η περιοχή δεν περιορίζεται από ορεινούς όγκους και ίσως 

επηρεάζεται από τη γειτονική θαλάσσια περιοχή του Ιονίου Πελάγους. Λαµβάνοντας 
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υπ’ όψη τη θερµοκρασία και την υγρασία και σύµφωνα µε το σύστηµα ταξινόµησης 

Thornthwaite, ο κλιµατικός τύπος της περιοχής κατατάσσεται ως ηµίυγρο προς υγρό 

κλίµα, µεσόθερµο και µε µεγάλη έλλειψη υγρασίας κατά την καλοκαιρινή περίοδο. Για 

την παρούσα διατριβή χρησιµοποιήθηκαν στοιχεία θερµοκρασιών, ηλιοφάνειας και 

εξάτµισης από το σταθµό του Αγρινίου. Τα στοιχεία βροχοπτώσεων που 

χρησιµοποιήθηκαν είναι από τους σταθµούς Αγ. Ανδρέα, ∆οκιµίου, Προσήλιας και 

Καλλιθέας. 

 

 

Σχήµα 6.10: Μέσο µηνιαίο ύψος βροχόπτωσης στο σταθµό Καλλιθέας κατά τα έτη 1997, 

1998 και 1999 

 

 

Σχήµα 6.11: Μέσο µηνιαίο ύψος βροχόπτωσης στο σταθµό Αγρινίου κατά τα έτη 1997, 1998 

και 1999 
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  Σχήµα 6.12: Μέσο µηνιαίο ύψος βροχόπτωσης στο σταθµό Προσήλιας κατά τα έτη 1997, 

1998 και 1999 

 

 

Σχήµα 6.13: Μέσο µηνιαίο ύψος βροχής στο σταθµό Αγίου Ανδρέα κατά τα έτη 1997, 1998 

και 1999 

 

 

Σχήµα 6.14: Μέσο µηνιαίο ύψος βροχής στο σταθµό ∆οκιµίου κατά τα έτη 1997, 1998 και 

1999 
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 Η θερµοκρασία του αέρα στην ευρύτερη περιοχή µελέτης είναι σχετικά υψηλή, 

αφού η µέση ετήσια τιµή φτάνει τους 17 °C, ενώ η ελάχιστη τιµή σπάνια πέφτει κάτω 

από τους 3 °C. Οι µεταβολές της θερµοκρασίας στη διάρκεια του έτους είναι οµαλές 

και η µέση µηνιαία θερµοκρασία διατηρείται σε επίπεδα άνω των 10 οC για 9 

τουλάχιστον µήνες ετησίως.  

 

 Από τη µελέτη των στοιχείων της εξάτµισης, (σταθµός Αγρινίου), διαπιστώνονται 

σχετικά υψηλές τιµές. Συγκεκριµένα, η µέση ετήσια τιµή εξάτµισης είναι 1395 mm, 

ενώ η απόλυτη ετήσια διακύµανση καταγράφεται στα 156 mm. Συνεπώς, 

παρατηρείται σταθερά υψηλή τιµή εξάτµισης σχεδόν καθ' όλη την διάρκεια του έτους. 

Οι µεγαλύτερες τιµές εξάτµισης συναντώνται κατά τους καλοκαιρινούς µήνες (Μάιος-

Σεπτέµβριος, 62% της ετήσιας εξάτµισης), όταν και η θερµοκρασία βρίσκεται στα 

υψηλότερά της επίπεδα, ενώ οι µικρότερες τιµές καταγράφονται κατά τους 

χειµερινούς µήνες (Νοέµβριος-Μάρτιος, 23% της ετήσιας εξάτµισης). Η µέγιστη τιµή 

παρατηρείται κατά το µήνα Ιούλιο (14% της ετήσιας εξάτµισης) και η ελάχστη κατά το 

µήνα ∆εκέµβριο (3% της ετήσιας εξάτµισης). 

 

6.2.5.1 Σχέση βροχόπτωσης–στάθµης των υπόγειων νερών 

 

 Θα περίµενε κανείς ότι η σχέση του ύψους της βροχόπτωσης και της µεταβολής 

της στάθµης των υπόγειων νερών θα είναι ανάλογη. Όµως, όπως φαίνεται και στα 

παρακάτω διαγράµµατα αυτό δεν συµβαίνει. Παρατηρείται ότι κατά τους 

καλοκαιρινούς µήνες, όπου η βροχόπτωση είναι µειωµένη (έως µηδενική), η στάθµη 

των υπόγειων νερών ανεβαίνει σε σχέση µε τους χειµερινούς µήνες. Αυτό είναι ένα 

αξιοσηµείωτο γεγονός. Το φαινόµενο αυτό οφείλεται στον τρόπο άρδευσης των 

καλλιεργειών στην περιοχή αυτή. Η άρδευση γίνεται µε τη µέθοδο της κατάκλισης 

µέσω ειδικών τσιµεντένιων αυλακιών. Όµως, τα αυλάκια έχουν σηµαντικές ποσότητες 

νερού µε αποτέλεσµα να χάνονται µεγάλες ποσότητες νερού προς τον υπόγειο 

υδροφορέα και αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να ανεβαίνει η στάθµη των υπόγειων 

νερών κατά τους καλοκαιρινούς µήνες. 
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Σχήµα 6.15: Μέση µηνιαία στάθµη της γεώτρησης παρατήρησης ΠΓ4 που βρίσκεται στον 

αλλουβιακό υδροφορέα του Αχελώου 

 

 

Σχήµα 6.16: Μέση µηνιαία βροχόπτωση στην περιοχή µελέτης 

 

6.2.6 Υδατικό ισοζύγιο συστήµατος λεκανών Αχελώου, Λυσιµαχείας και 

Τριχωνίδας 

 

 Είναι γνωστός ο τύπος που εκφράζει το ισοζύγιο εισροών και εκροών σε µία 

υδρολογική λεκάνη και έχει τη γενική µορφή: P E R I= + +                                                                                                          (6.1) 
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όπου P [L] συµβολίζει τα ατµοσφαιρικά κατακρηµνίσµατα, R [L] είναι η απορροή, E 

[L] είναι η εξατµισοδιαπνοή και I [L] είναι η κατείσδυση.  

 

 Όπως έχει ήδη αναφερθεί, στην περιοχή µελέτης η µέτρηση των ατµοσφαιρικών 

κατακρηµνισµάτων έγινε σε πέντε βροχόµετρα, που είναι εγκατεστηµένα σε διάφορα 

υψόµετρα και θέσεις, έτσι ώστε να καλύπτουν το µέγιστο µέρος του συστήµατος των 

λεκανών. Ως µέση ετήσια τιµή βροχόπτωσης, για το σύστηµα των λεκανών, 

λαµβάνεται ο µέσος όρος των µέσων ετήσιων των πέντε βροχόµετρων, που είναι 941 

mm.   

 

 Για τον υπολογισµό της πραγµατικής εξατµισοδιαπνοής χρησιµοποιήθηκε ο 

εµπειρικός τύπος του Turk (1961). Χρησιµοποιώντας µετρήσεις της θερµοκρασίας 

στο σταθµό Αγρινίου, η µέση ετήσια θερµοκρασία για τα έτη 1997–1999 ήταν 16.9 °C 

και αυτή η τιµή χρησιµοποιήθηκε για τον υπολογισµό της εξατµισιδιαπνοής σύµφωνα 

µε τον εµπειρικό τύπο του Turk (1961). Η µέση ετήσια πραγµατική εξατµισοδιαπνοή 

υπολογίστηκε ίση µε 691.25 mm. Η τιµή αυτή της εξατµισοδιαπνοής αντιστοιχεί στο 

73,4% της βροχόπτωσης, ποσοστό που κρίνεται αρκετά υψηλό, αλλά και 

αντιπροσωπευτικό των επικρατουσών υδρολογικών συνθηκών της περιοχής.    

 

 Στην περιοχή των υδρολογικών λεκανών Τριχωνίδας και Λυσιµαχείας, η φύση 

των πετρωµάτων ευνοούν είτε την ταχεία επιφανειακή απορροή προς τις λίµνες 

(φλύσχης -Νεογενή), είτε την υψηλή κατείσδυση προς υδροφόρους (καρστικούς -

προσχωµατικούς) υψηλής διαπερατότητας, που υπόγεια απορρέουν προς τις λίµνες. 

Οι προσχωµατικοί σχηµατισµοί παρουσιάζουν µέτρια έως υψηλή κατείσδυση και οι 

αβαθείς υδροφόροι ορίζοντες που διαµορφώνουν, απορρέουν υπογείως σε σχετικά 

µικρό χρονικό διάστηµα προς τις λίµνες. Μετά από αυτά, γίνεται φανερό, ότι οι 

συνολικές εκροές από το σύστηµα των λιµνών Τριχωνίδας και Λυσιµαχείας, 

αντιπροσωπεύουν το άθροισµα της επιφανειακής και υπόγειας απορροής, καθώς και 

της υποδερµικής ροής. Από συστηµατικές µετρήσεις που έγιναν στις εξόδους του 

συστήµατος προκύπτει ότι: 

 

� Από τη σήραγγα Λυσιµαχείας απορρέει (τεχνητά, ελεγχόµενα) ποσότητα 

νερού της τάξης των 228–240× 106 m3 ετησίως. 

� Από τον ∆ίµηκο ποταµό απορρέει (φυσικά) ποσότητα νερού της τάξης των 

120 × 106 m3 ετησίως.  

� Η συνολική εκροή από το σύστηµα λεκανών Τριχωνίδας–Λυσιµαχείας 

υπολογίζεται ότι ανέρχεται σε 348–360 × 106 m3 ετησίως. 
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 Πρέπει επίσης να αναφερθεί ότι από το σύστηµα καναλιών άρδευσης που 

ξεκινάει από τον Αχελώο διοχετεύεται κατά την περίοδο των αρδεύσεων (Απρίλιος–

Σεπτέµβριος) ποσότητα νερού της τάξης των 120 m3 ετησίως, κυρίως προς την 

προσχωµατική λεκάνη Αγρινίου και µέχρι τις παραλίµνιες περιοχές της Τριχωνίδας 

(Παναιτώλιο - Καινούργιο), µεγάλο µέρος της οποίας κατεισδύει και εµπλουτίζει τον 

υδροφόρο ορίζοντα ο οποίος αναπτύσσεται σε µικρό βάθος από την επιφάνεια του 

εδάφους (1-6 m). 

 

6.3 Εφαρµογή του IRENE–HYD στην περιοχή µελέτης 

 

 Στο Σχήµα 6.17 φαίνεται η γεωµετρία της περιοχής µελέτης, όπως αυτή εισήχθη 

στο IRENE–HYD. Με γκρι χρώµα φαίνεται η περιοχή που είναι εκτός του 

υπολογιστικού πεδίου του IRENE–HYD. Τα όρια των λιµνών Λυσιµαχείας και 

Τριχωνίδας, ο ποταµός Αχελώος και ο ποταµός ∆ίµηκος ψηφιοποιήθηκαν 

χρησιµοποιώντας το λογισµικό Arc GIS και φαίνονται µε µπλε χρώµα στο Σχήµα 

6.17. Στην περιοχή µελέτης υπάρχουν αρκετές γεωτρήσεις παρατήρησης, οι θέσεις 

των οποίων φαίνονται στο Σχήµα 6.18.  
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Σχήµα 6.17: Γεωµετρία της περιοχής µελέτης που εισήχθη στο IRENE–HYD 
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Σχήµα 6.18: Θέσεις των γεωτρήσεων παρατήρησης στην περιοχή µελέτης 

 

 Το πάχος του υδροφορέα, έπειτα από συζητήσεις µε τον κύριο Γ. Ζαχαριουδάκη, 

υδρογεωλόγο του ΙΓΜΕ, θεωρήθηκε ίσο µε 100 m. Το υπολογιστικό πεδίο 

διακριτοποιήθηκε στις διευθύνσεις x και y χρησιµοποιώντας 79 στήλες, 89 γραµµές 

και 2 στρώµατα. Στις διευθύνσεις x και y οι διαστάσεις του υπολογιστικού πλέγµατος 

ήταν µεταβλητές και κυµαίνονταν µεταξύ 2 m (στην περιοχή των ποταµών Αχελώου 

και ∆ίµηκου) και 250 m. Το πάχος των υπολογιστικών κελιών στη διεύθυνση z ήταν 

µεταβλητό, καθώς τα δύο στρώµατα δεν ήταν οριζόντια, ώστε να ακολουθούν την 

τοπογραφία του πυθµένα των επιφανειακών υδάτινων σωµάτων.   

 

 Στο IRENE–HYD εισήχθησαν οι ακόλουθες οριακές συνθήκες: (α) όλα τα όρια 

του υδροφορέα θεωρήθηκαν αδιαπέρατα λόγω της ύπαρξης Φλύσχη και (β) η λίµνη 

Τριχωνίδα θεωρήθηκε όριο σταθερού πιεζοµετρικού φορτίου, ίσου µε τη στάθµη του 

νερού στη λίµνη, που ήταν 15.5 m. Εκτός από τη λίµνη Τριχωνίδα, το πεδίο ροής στα 

άλλα επιφανειακά υδάτινα σώµατα της περιοχής µελέτης αποτέλεσε µέρος της 

λύσης.  

 

 Ο Αχελώος αποτέλεσε το δυτικό όριο της περιοχής µελέτης. Σύµφωνα µε 

πληροφορίες από τη ∆ΕΗ, η παροχή που αφήνεται από το φράγµα του Στράτου στον 

Αχελώο είναι περίπου 190 m3/s. Θεωρώντας το µέσο πλάτος του Αχελώου ίσο µε 80 

m, την κλίση του πθµένα ίση µε 0.001 και τον συντελεστή τραχύτητας Manning ίσο µε 

0.03, χρησιµοποιώντας τον τύπο του Manning το βάθος οµοιόµορφης ροής 

υπολογίζεται ίσο µε 6.0 m. Αρχικά, το βάθος ροής στον Αχελώο θεωρήθηκε ίσο µε το 
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βάθος οµοιόµορφης ροής. Το βάθος διείσδυσης του Αχελώου στον υδροφορέα 

θεωρήθηκε ίσο µε 6.5 m.  

 

 Σύµφωνα µε την ψηφιοποίηση χαρτών του ΙΓΜΕ στο λογισµικό Arc GIS, το 

πλάτος του ποταµού ∆ίµηκου λήφθηκε ίσο µε 12 m. Επίσης, σύµφωνα µε τις 

εκτιµήσεις του ΙΓΜΕ, το βάθος διείσδυσης του ποταµού ∆ίµηκου στον υδροφορέα 

θεωρήθηκε ίσο µε 6 m και το αρχικό βάθος ροής ίσο µε 5 m. Το κανάλι που συνδέει 

τη Λυσιµαχεία µε την Τριχωνίδα και η σήραγγα της Λυσιµαχείας δεν 

προσοµοιώθηκαν ως επιφανειακά υδάτινα σώµατα. Ωστόσο, η εκροή από τη λίµνη 

Τριχωνίδα προς τη λίµνη Λυσιµαχεία, που εκτιµήθηκε περίπου ίση µε 290× 106 

m3/έτος και η εκροή από τη λίµνη Λυσιµαχεία µέσω της σήραγγας Λυσιµαχείας, που 

εκτιµήθηκε περίπου ίση µε 220× 106 m3/έτος, χρησιµοποιήθηκαν ως οριακές 

συνθήκες για τη λίµνη Λυσιµαχεία.  

 

 ∆εδοµένου ότι οι τιµές των πιεζοµετρικών φορτίων στις γεωτρήσεις 

παρατήρησης δε µεταβάλλονται σηµαντικά µεταξύ της υγρής και της ξηρής περιόδου 

λόγω της επαναπλήρωσης του υδροφορέα µέσω της άρδευσης, αποφασίστηκε να 

προσοµοιωθούν συνθήκες µόνιµης ροής στην περιοχή µελέτης θεωρώντας τις µέσες 

ετήσιες τιµές της βροχόπτωσης και της εξατµισοδιαπνοής για τα έτη 1997–1999. Η 

βαθµονόµηση του µοντέλου πραγµατοποιήθηκε για τις µέσες ετήσιες τιµές των 

πιεζοµετρικών φορτίων στις γεωτρήσεις παρατήρησης για τα έτη 1997–1999, οι 

οποίες φαίνονται στον Πίνακα 6.1.  

 

Πίνακας 6.1: Πίνακας συντεταγµένων και πιεζοµετρικών φορτίων στις γεωτρήσεις 

παρατήρησης. Μέσος όρος των ετών 1997–1999. 

Ονοµασία Χ Υ Μ.Ο Στάθµης (m) 

PG4 273251 4272764 16.30 
PG5 277286 4272316 16.25 
PG7 273760 4271434 15.8 
PG9 276756 4268895 23.4 
PG11 280538 4273971 17.00 
PG13 271545 4273460 16.00 
PG14 268683 4273813 16.00 
PG15 273588 4274484 16.00 
PG21 268815 4275534 18.00 
PG25 265292 4274415 17.00 
PG28 280690 4268060 34.27 
PG29 266528 4276005 18.23 
PG30 275197 4273337 19.00 
PG32 264728 4279431 19.81 
PG33 267731 4279635 19.20 
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 Προκειµένου να επιτευχθεί η επιθυµητή σύγκλιση µεταξύ των τιµών των 

πιεζοµετρικών φορτίων που υπολογίζονται µε το IRENE–HYD και των τµών των 

πιεζοµετρικών φορτίων στις γεωτρήσεις παρατήρησης, έγιναν αρκετά αριθµητικά 

πειράµατα µεταβάλλοντας τις τιµές της υδραυλικής αγωγιµότητας και τις τιµές της 

κατείσδυσης. Τα όρια των τιµών της υδραυλικής αγωγιµότητας και της κατείσδυσης 

για τα αριθµητικά πειράµατα επιλέχθηκαν κατά περιοχή ανάλογα µε την 

υδρογεωλογία, όπως αυτή περιγράφτηκε στην προηγούµενη παράγραφο. Στον 

Πίνακα 6.2 και στα σχήµατα 6.19 και 6.20 φαίνονται οι τιµές της υδραυλικής 

αγωγιµότητας και της επιφανειακής επαναπλήρωσης που έχουν σαν αποτέλεσµα τη 

βέλτιστη σύγκλιση µεταξύ των αριθµητικών αποτελεσµάτων και των µετρήσεων 

πεδίου για τα πιεζοµετρικά φορτία στην περιοχή µελέτης. 

 

 
Σχήµα 6.19: Τιµές της υδραυλικής αγωγιµότητας που χρησιµοποιήθηκαν στην περιοχή 

µελέτης κατά τη βαθµονόµηση του IRENE–HYD   
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Πίνακας 6.2: Γεωλογικοί σχηµατισµοί της περιοχής µελέτης και αντίστοιχες τιµές υδραυλικής 

αγωγιµότητας που χρησιµοποιήθηκαν στο IRENE–HYD  

Γεωλογικοί σχηµατισµοί Υδραυλική Αγωγιµότητα Κ (m/day) 

Αλλουβιακές αποθέσεις του Αχελώου 
ποταµού  

50 

Αποθέσεις ποτάµιες από αργιλούχους 
άµµους 

20 

Κώνοι κορηµάτων, ριπίδια και πλευρικά 
κορήµατα 

0.5 

Άµµοι, κροκάλες και χαλίκια µε µεταβλητό 
ποσοστό αργιλοιλύος 

5 

Κροκαλοπαγή σε εναλλαγές µε άµµους 5 
 

 Στις αλλουβιακές αποθέσεις των υδρολογικών λεκανών του Αχελώου και της 

Λυσιµαχείας κατεισδύει ένα µεγάλο ποσοστό των ατµοσφαιρικών κατακρηµνισµάτων 

και του αρδευτικού νερού, γεγονός που αιτιολογεί την υψηλή τιµή κατείσδυσης των 

300 mm/year (συντελεστής κατείσδυσης 15%) που υπολογίστηκε κατά τη 

βαθµονόµηση του µοντέλου. Στις περιοχές γύρω από τη λίµνη Λυσιµαχεία και τη 

λίµνη Τριχωνίδα, όπου οι γεωλογικοί σχηµατισµοί είναι λιγότερο περατοί, ο 

συντελεστής κατείσδυσης εκτιµήθηκε γύρω στο 8%, ενώ για τους ακόµα λιγότερο 

περοατούς σχηµατισµούς εκτιµήθηκε κατά τη βαθµονόµηση του µοντέλου 

συντελεστής κατείσδυσης 5%.  

 

 
Σχήµα 6.20: Τιµές κατείσδυσης που χρησιµοποιήθηκαν στην περιοχή µελέτης κατά τη 

βαθµονόµηση του IRENE–HYD   
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 Στο Σχήµα 6.21 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του µοντέλου για µόνιµη ροή, 

για τα πιεζοµετρικά φορτία, τη στάθµη των επιφανειακών νερών και το πεδίο 

ταχυτήτων. Όπως φαίνεται στο Σχήµα 6.21, ο Αχελώος τροφοδοτεί σε όλο του το 

µήκος τον υπόγειο υδροφορέα και τα υπόγεια νερά τροφοδοτούν τις λίµνες 

Λυσιµαχεία και Τριχωνίδα. Με το IRENE–HYD υπολογίστηκε ότι o Αχελώος 

τροφοδοτεί µε περίπου 9.2× 106 m3 νερού ανά έτος τα υπόγεια νερά, ενώ επιπλέον 

περίπου 40.8× 106 m3 νερού ανά έτος κατεισδύουν στον αλλουβιακό υδροφορέα των 

υδρολογικών λεκανών του Αχελώου και της Λυσιµαχείας. Αυτά τα συνολικά 50× 106 

m3 νερού ανά έτος καταλήγουν µέσω της υπόγειας ροής στη λίµνη Λυσιµαχεία. 

Όπως αναφέρθηκε στην προηγούµενη παράγραφο, η Λυσιµαχεία έχει επιπλέον 

εισροή 290× 106 m3 νερού ανά έτος από τη λίµνη Τριχωνίδα µέσω της σήραγγας 

Λυσιµαχείας–Τριχωνίδας. Η εκροή της Λυσιµαχείας γίνεται µέσω του ποταµού 

∆ίµηκου (120× 106 m3 νερού ανά έτος) και τη σήραγγα Λυσιµαχείας (220× 106 m3 

νερού ανά έτος) που διοχετεύει το νερό στην υδρολογική λεκάνη του Αιτωλικού.   

 

 
Σχήµα 6.21:  Αποτελέσµατα του IRENE–HYD για τις τιµές των πιεζοµετρικών φορτίων, τη 

στάθµη των επιφανειακών νερών και το πεδίο ταχυτήτων στην περιοχή µελέτης 
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 Στον Πίνακα 6.3 παρουσιάζεται η σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του 

IRENE–HYD και των µετρήσεων πεδίου για τις στάθµες στις γεωτρήσεις 

παρατήρησης.  

 

Πίνακας 6.3: Σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του IRENE–HYD και των µετρήσεων 

πεδίου για τις στάθµες στις γεωτρήσεις παρατήρησης 

Ονοµασία Μ.Ο. Στάθµης (m) Αποτελέσµατα 
IRENE–HYD (m)  

Σχετικό Σφάλµα (%) 

PG4 16.3 15.94 2.21 
PG5 16.25 16.05 1.23 
PG7 15.8 15.36 2.78 
PG9 16 15.79 1.31 
PG11 17 15.5 8.82 
PG13 16 15.72 1.75 
PG14 16 16.03 0.19 
PG15 16 17.49 9.31 
PG21 18 17.71 1.61 
PG25 17 16.82 1.06 
PG28 34.27 19 44.56 
PG29 18.23 18.1 0.71 
PG30 19 17.38 8.53 
PG32 19.81 20 0.96 
PG33 19.2 19.98 4.06 

  MRE 3.18 

 

    Όπως προκύπτει από τον Πίνακα 6.3, η σύγκλιση µεταξύ των αριθµητικών 

αποτελεσµάτων και των µετρήσεων πεδίου είναι πολύ ικανοποιητική. Εξαίρεση 

αποτελεί η γεώτρηση PG28 όπου η µετρούµενη τιµή είναι στα 34.27 m και η 

υπολογιζόµενη τιµή από το IRENE–HYD είναι 19 µέτρα. Κατά µία επίσκεψη στην 

περιοχή µελέτης, παρατηρήθηκε ότι η η περιοχή όπου βρίσκεται η γεώτρηση PG28 

είναι ελώδης, οπότε έτσι δικαιολογείται η υψηλή στάθµη. Εξαιρώντας τη γεώτρηση 

PG28, το µέσο σχετικό σφάλµα µεταξύ αριθµητικών αποτελεσµάτων και µετρήσεων 

πεδίου είναι 3.18%.   

 

6.4 Συµπεράσµατα 

 

 Σε αυτό το κεφάλαιο το ολοκληρωµένο υδροδυναµικό µοντέλο επιφανειακών–

υπόγειων νερών IRENE–HYD εφαρµόστηκε στην περιοχή των υδρολογικών λεκανών 

Αχελώου–Λυσιµαχείας–Τριχωνίδας. Η περιοχή µελέτης έχει πολλές αγροτικές 

δραστηριότητες και αρδεύεται µε αυλάκια, µε αποτέλεσµα ένα σηµαντικό ποσοστό 

του αρδευτικού νερού να κατεισδύει στον υπόγειο υδροφορέα. Από τις στάθµες που 

µετρήθηκαν σε γεωτρήσεις παρατήρησης που είναι εγκατεστηµένες στην περιοχή, 
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προέκυψε ότι η στάθµη των υπόγειων υδάτων δε µεταβάλλεται σηµαντικά µεταξύ 

υγρής και ξηρής περιόδου. Συνεπώς αποφασίστηκε να εφαρµοστεί το IRENE–HYD 

στην περιοχή µελέτης για συνθήκες µόνιµης ροής. Η σύγκλιση µεταξύ των 

αριθµητικών αποτελεσµάτων και των µετρήσεων πεδίου για τα πιεζοµετρικά φορτία 

ήταν πολύ ικανοποιητική. Από την εφαρµογή του IRENE–HYD επιβεβαιώθηκαν οι 

εκτιµήσεις που είχαν γίνει από µελέτες του ΙΓΜΕ για το υδατικό ισοζύγιο της 

περιοχής. Ωστόσο, η εφαρµογή του IRENE–HYD στη συγκεκριµένη περιοχή δεν 

αποτελεί µία διεξοδική αριθµητική προσοµοίωση του συστήµατος των υδρολογικών 

λεκανών του Αχελώου, της Λυσιµαχείας και της Τριχωνίδας, αλλά µία επιβεβαίωση 

ότι το IRENE–HYD µπορεί να εφαρµοστεί επιτυχώς σε πραγµατικά προβλήµατα 

αλληλεπίδρασης επιφανειακών–υπόγειων νερών µε σύνθετη γεωµετρία και 

υδρογεωλογικές συνθήκες.   
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  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7: 

7 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

  

  

 Το αντικείµενο της παρούσας διδακτορικής διατριβής ήταν η αριθµητική 

προσοµοίωση και η πειραµατική διερεύνηση της αλληλεπίδρασης ροής και 

ρύπανσης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών.  

 

 Αναπτύχθηκε το ολοκληρωµένο µοντέλο επιφανειακών–υπόγειων νερών IRENE, 

το οποίο αποτελείται από το τρισδιάστατο ολοκληρωµένο υδροδυναµικό µοντέλο 

επιφανειακών–υπόγειων νερών IRENE–HYD και το τρισδιάστατο ολοκληρωµένο 

µοντέλο ποιότητας επιφανειακών–υπόγειων νερών IRENE–QUAL. Το IRENE–HYD 

αποτελείται από (α) υπό–µοντέλο ροής επιφανειακών υδάτων και (β) υπό–µοντέλο 

ροής υπόγειων υδάτων. Στο υπό–µοντέλο ροής επιφανειακών υδάτων του IRENE–

HYD επιλύονται οι εξισώσεις ρηχών νερών σταθερής πυκνότητας και στο υπό–

µοντέλο ροής των υπόγειων υδάτων επιλύεται η εξίσωση που περιγράφει την 

τρισδιάστατη µη µόνιµη κορεσµένη ροή σε ετερογενές ανισότροπο πορώδες µέσο. 

Το IRENE–HYD µπορεί να εφαρµοστεί για την εκτίµηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ 

υπόγειων νερών και παράκτιων υδάτων, εκβολών ποταµών, υγροτόπων ή λιµνών, 

σε περιπτώσεις όπου µπορεί να γίνει η παραδοχή ρηχών νερών αλλά η υπόθεση 

πως οι ταχύτητες ροής είναι περίπου οριζόντιες και δε µεταβάλλονται σηµαντικά µε 

το βάθος δεν είναι ρεαλιστική, οπότε θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί ένα τρισδιάστατο 

αριθµητικό µοντέλο για την προσοµοίωση της υδροδυναµικής κυκλοφορίας στο 
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επιφανειακό υδάτινο σώµα. Σε αντίθεση µε ό,τι συµβαίνει στα ολοκληρωµένα 

µαθηµατικά µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων νερών που υπάρχουν διαθέσιµα στη 

βιβλιογραφία, όπου τα υπό–µοντέλα ροής των επιφανειακών και των υπόγειων 

υδάτων συνδυάζονται είτε στην κατακόρυφη είτε στις οριζόντιες διευθύνσεις, ο 

τρισδιάστατος χαρακτήρας του IRENE–HYD επιτρέπει τον λεπτοµερή συνδυασµό 

της ροής των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων τόσο στην κατακόρυφη όσο 

και στις οριζόντιες διευθύνσεις. Αυτό µπορεί να αποδειχθεί σηµαντικό, για 

παράδειγµα, όταν ενδιαφέρει η ακριβής προσοµοίωση της κίνησης ρύπων µεταξύ 

επιφανειακών και υπόγειων νερών.    

 

 Ένας από τους λόγους που δεν είχε µέχρι σήµερα δηµοσιευθεί κάποιο 

ολοκληρωµένο αριθµητικό µοντέλο επιφανειακών–υπόγειων νερών στο οποίο να 

θεωρείται τρισδιάστατη η ροή τόσο των επιφανειακών όσο και των υπόγειων υδάτων, 

είναι το υπολογιστικό κόστος µίας τέτοιας προσέγγισης. Στο IRENE–HYD ωστόσο, το 

ηµι–πεπλεγµένο αριθµητικό σχήµα που χρησιµοποιείται στο υπό–µοντέλο ροής των 

επιφανειακών υδάτων, επιτρέπει την ταυτόχρονη συνδυασµένη επίλυση των 

εξισώσεων που διέπουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων νερών µε τρόπο 

ο οποίος δεν είναι υπολογιστικά δαπανηρός. Συγκεκριµένα, η προσοµοίωση της 

αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών επιτυγχάνεται µε την 

ταυτόχρονη επίλυση δύο µόνο εξισώσεων, των συνδυασµένων εξισώσεων της 

ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων και συνέχειας των υπόγειων 

υδάτων. Ο αλγόριθµος της ταυτόχρονης συνδυασµένης επίλυσης των εξισώσεων 

που διέπουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων νερών που προτείνεται 

στην παρούσα διατριβή και εφαρµόζεται στο IRENE–HYD, µπορεί να εφαρµοστεί και 

σε άλλα τρισδιάστα ολοκληρωµένα µαθηµατικά µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων 

υδάτων, όπου γίνεται η παραδοχή υδροστατικής κατανοµής της πίεσης στο 

επιφανειακό υδάτινο σώµα. Βέβαια, η ταυτόχρονη συνδυασµένη επίλυση των 

εξισώσεων που διέπουν τη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων απαιτεί 

τη χρήση κοινού µεγέθους χρονικού βήµατος στα υπό–µοντέλα των επιφανειακών 

και των υπόγειων νερών. Για αυτόν τον λόγο, στο IRENE–HYD συµπεριλαµβάνεται 

και ένας δεύτερος αλγόριθµος επίλυσης, ο οποίος βασίζεται στη µέθοδο εσωτερικού 

συνδυασµού των εξισώσεων των επιφανειακών και των υπόγειων νερών και 

επιτρέπει τη χρήση διαφορετικού χρονικού βήµατος στα υπό–µοντέλα ροής των 

επιφανειακών και των υπόγειων υδάτων.   

 

 Οι περιπτώσεις ελέγχου που διερευνήθηκαν έδειξαν ότι το IRENE–HYD µπορεί 

να εκτιµήσει µε ακρίβεια την αλληλεπίδραση µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων 
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νερών. Τα αποτελέσµατα του µοντέλου συγκρίθηκαν µε αυτά αναλυτικών λύσεων 

που ισχύουν σε απλές περιπτώσεις αλληλεπίδρασης.  

 

 Στο υπό–µοντέλο ροής επιφανειακών υδάτων του IRENE–HYD 

συµπεριλαµβάνεται αλγόριθµος διαβροχής και ξήρανσης υπολογιστικών κελιών του 

επιφανειακού υδάτινου σώµατος, ο οποίος αποτελεί τροποποίηση της µεθόδου MLU 

που προτάθηκε από τους Casulli and Cheng (1992). Οι δύο περιπτώσεις ελέγχου 

που διερευνήθηκαν στο Κεφάλαιο 3 έδειξαν ότι το FLOW–3DL µπορεί να εκτιµήσει τη 

διακύµανση της θέσης της ελεύθερης επιφάνειας των επιφανειακών υδάτων σε 

δύσκολα προβλήµατα όπου λαµβάνει χώρα διαβροχή ή ξήρανση περιοχών του 

υπολογιστικού πλέγµατος. Σε αντίθεση µε τη µέθοδο MLU, η µέθοδος διαβροχής και 

ξήρανσης που εφαρµόζεται στο FLOW–3DL δεν οδηγεί σε υπερεκτίµηση του όγκου 

νερού που µπορεί να αποθηκευτεί στα υπολογιστικά κελιά.  

 

 Η µέθοδος εκτίµησης της θέσης της ελεύθερης επιφάνειας των υπόγειων νερών 

που εφαρµόζεται στο υπό–µοντέλο ροής υπόγειων υδάτων του IRENE–HYD 

αποτελεί έναν συνδυασµό των µεθόδων που χρησιµοποιούνται στα αριθµητικά 

µοντέλα των Huyakorn et al. (1994), HydroGeologic (1998) και Nanou–Giannarou 

and Helmig (1998). Είναι η πρώτη φορά που παρόµοια µέθοδος εφαρµόζεται σε µη 

εµπορικό κώδικα πεπερασµένων διαφορών. Βασικό πλεονέκτηµα της µεθόδου είναι 

ότι υπολογίζονται πιεζοµετρικά φορτία για όλους τους κόµβους του υπολογιστικού 

πλέγµατος των υπόγειων υδάτων – και όχι µόνο για το τµήµα του υπολογιστικού 

πλέγµατος που βρίσκεται κάτω από την ελεύθερη επιφάνεια των υπόγειων νερών – 

οπότε δεν υπάρχει ανάγκη αποµόνωσης των ξηρών υπολογιστικών κελιών από το 

υπολογιστικό πεδίο και µετέπειτα µετατροπής τους σε ‘ενεργά’ (µερικώς ή πλήρως 

κορεσµένα) κελιά. Όπως αποδείχτηκε από την πρώτη περίπτωση ελέγχου που 

διερευνήθηκε στο Κεφάλαιο 3, η µέθοδος που χρησιµοποιείται στο IRENE–HYD 

µπορεί να εκτιµήσει µε ακρίβεια τη χρονικά µεταβαλλόµενη θέση της ελεύθερης 

επιφάνειας των υπόγειων υδάτων. Ωστόσο, επειδή ακριβώς υπολογίζονται 

πιεζοµετρικά φορτία για όλους τους κόµβους του υπολογιστικού πλέγµατος των 

υπόγειων υδάτων, µπορεί σε κάποιες περιπτώσεις που είναι µεγάλος ο αριθµός των 

ξηρών κελιών να οδηγήσει σε µεγάλους υπολογιστικούς χρόνους.  

 

 ∆ύο ακόµη σηµαντικά χαρακτηριστικά του IRENE–HYD αποτελούν (α) η 

δυνατότητα εκτίµησης της επιφάνειας διήθησης και (β) η ικανότητα εκτίµησης της 

χρονικά µεταβαλλόµενης θέσης της ελεύθερης επιφάνειας επιφανειακών και 

υπόγειων υδάτων σε συστήµατα επιφανειακών–υπόγειων νερών.  
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 Μία αδυναµία του IRENE–HYD αποτελεί η χρήση απλού υπολογιστικού 

πλέγµατος. Παρόλο που οι διαστάσεις του υπολογιστικού πλέγµατος µπορεί να είναι 

µεταβλητές στις διευθύνσεις x, y και z και τα στρώµατα στα οποία διαιρείται το 

υπολογιστικό πεδίο µπορεί να µην είναι οριζόντια, έτσι ώστε να ακολουθούν τα όρια 

διαφορετικών γεωλογικών σχηµατισµών, δεν είναι δυνατόν να προσεγγισθούν µε 

ακρίβεια σύνθετες γεωµετρίες. Ωστόσο η µέθοδος συνδυασµού των εξισώσεων των 

επιφανειακών και των υπόγειων νερών που προτείνεται εδώ θα µπορούσε να 

εφαρµοστεί σε ολοκληρωµένα µαθηµατικά µοντέλα επιφανειακών–υπόγειων νερών 

όπου χρησιµοποιείται η µέθοδος πεπερασµένων όγκων και υπάρχει η δυνατότητα 

χρήσης µεγάλης ποικιλίας υπολογιστικών πλεγµάτων.   

 

 Εξ’ όσων γνωρίζει η συγγραφέας της παρούσας διατριβής, το IRENE–QUAL 

είναι το µοναδικό τρισδιάστατο µοντέλο ποιότητας επιφανειακών–υπόγειων νερών 

που υπάρχει δηµοσιευµένο στη βιβλιογραφία. Το IRENE–QUAL µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για την εκτίµηση της αλληλεπίδρασης της ρύπανσης µεταξύ 

επιφανειακών υδάτινων σωµάτων και υπόγειων νερών για περιπτώσεις 

συντηρητικών ρύπων ή ρύπων των οποίων η βιολογική ή ραδιενεργός διάσπαση 

ακολουθεί κινητική πρώτης τάξης. Στο υπό–µοντέλο ποιότητας υπόγειων νερών του 

IRENE–QUAL είναι δυνατόν να προσοµοιωθεί η προσρόφηση ρύπου από το 

πρώδες µέσο, η οποία θεωρείται ότι περιγράφεται από τη γραµµική ισόθερµη 

προσρόφησης ισορροπίας, την ισόθερµη προσρόφησης ισορροπίας Freundlich ή την 

ισόθερµη προσρόφησης ισορροπίας Langmuir.  

 

 Λόγω του µικτού υπερβολικού–παραβολικού χαρακτήρα των εξισώσεων 

µεταφοράς–τυρβώδους διάχυσης ρύπων σε επιφανειακά νερά και µεταφοράς–

διασποράς ρύπων σε υπόγεια νερά, στο IRENE–QUAL συµπεριλαµβάνονται 

διάφορα αριθµητικά σχήµατα για την αποτελεσµατική επίλυση των όρων µεταφοράς 

και των όρων τυρβώδους διάχυσης ή υδροδυναµικής διασποράς των εξισώσεων. 

Υπάρχει έτσι η δυνατότητα επιλογής του κατάλληλου αριθµητικού σχήµατος ώστε να 

επιτευχθεί η επιθυµητή ακρίβεια της λύσης.  

 

 Ο συνδυασµός των υπό–µοντέλων ποιότητας των επιφανειακών και των 

υπόγειων υδάτων του IRENE–QUAL πραγµατοποιείται στην κοινή διεπιφάνεια των 

επιφανειακών–υπόγειων νερών, θεωρώντας –σε αντίθεση µε προηγούµενες 

εργασίες– ότι τόσο ο µηχανισµός της µεταφοράς όσο και ο µηχανισµός της 

διασποράς συµβάλλουν στην ανταλλαγή ρύπων µεταξύ των επιφανειακών και των 
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υπόγειων νερών. Ο µηχανισµός της διασποράς είναι σηµαντικός για την εκτίµηση της 

ανταλλαγής ρύπων µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων υδάτων σε περιπτώσεις 

µικρών υδραυλικών κλίσεων µεταξύ των επιφανειακών και των υπόγειων νερών και 

άρα µικρών ταχυτήτων στην κοινή τους διεπιφάνεια. Αν χρησιµοποιηθεί κοινό 

µέγεθος χρονικού βήµατος στα υπό–µοντέλα ποιότητας των επιφανειακών και των 

υπόγειων νερών οι αλγεβρικές εξισώσεις που προκύπτουν από τη διακριτοποίηση 

των εξισώσεων µεταφοράς–τυρβώδους διάχυσης ρύπων σε επιφανειακά νερά και 

µεταφοράς–διασποράς ρύπων σε υπόγεια νερά µπορούν να γραφτούν υπό τη 

µορφή ενός συστήµατος εξισώσεων, το οποίο επιλύεται σε κάθε χρονικό βήµα για 

τον υπολογισµό των ρυπαντικών φορτίων σε επιφανειακά και υπόγεια νερά µε τη 

µέθοδο συζυγών κλίσεων ή µε τη µέθοδο LANCZOS/ORTHOMIN µε προρύθµιση µη 

πλήρους διάσπασης κατά Cholesky. Εναλλακτικά, για περιπτώσεις συστηµάτων 

επιφανειακών–υπόγειων νερών µεγάλης έκτασης, µε σηµαντικά διαφορετικές 

χρονικές κλίµακες στη ροή των επιφανειακών και των υπόγειων νερών και συνεπώς 

στη µεταφορά ρύπων, µπορεί να χρησιµοποιηθεί διαφορετικό χρονικό βήµα στα 

υπό–µοντέλα ποιότητας επιφανειακών και υπόγειων υδάτων. Τότε, οι εξισώσεις των 

υπό–µοντέλων ποιότητας των επιφανειακών και των υπόγειων νερών επιλύονται 

διαδοχικά αρκετές φορές σε κάθε χρονικό βήµα του υπό–µοντέλου ποιότητας των 

υπόγειων υδάτων, ώσπου να επιτευχθεί η επιθυµητή σύγκλιση για τις τιµές των 

συγκεντρώσεων σε επιφανειακά και υπόγεια νερά.  

 

 Οι περιπτώσεις ελέγχου που διερευνήθηκαν στο Κεφάλαιο 4 έδειξαν ότι οι 

αριθµητικές µέθοδοι που χρησιµοποιούνται στο IRENE–QUAL µπορούν µε ακρίβεια 

να αναπαράγουν τα αποτελέσµατα των αναλυτικών λύσεων. Από την ποιοτική 

αξιολόγηση των αποτελεσµάτων του µοντέλου για µία υποθετική περίπτωση 

αλληλεπίδρασης µεταξύ υδροφορέα και υδατορεύµατος, αποδεικνύεται η ικανότητα 

του IRENE–QUAL να εκτιµά τα ρυπαντικά φορτία σε συστήµατα επιφανειακών–

υπόγειων νερών.    

 

 Η πειραµατική διερεύνηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και 

υπόγειων νερών έγινε σε δύο φάσεις. Κατά την πρώτη φάση διερευνήθηκε η 

αλληλεπίδραση ροής και ρύπανσης µεταξύ υδατορεύµατος και υπόγειου υδροφορέα 

σε πειραµατική διάταξη η οποία περιλαµβάνει ευθύγραµµο κανάλι ορθογωνικής 

διατοµής το οποίο διέρχεται µέσα από οµογενή και ισότροπο υδροφορέα ο οποίος 

είναι κατασκευασµένος από ειδικό πορώδες υλικό του εµπορίου (polyurethane foam), 

µε πυκνότητα πόρων σύµφωνα µε τον κατασκευαστή 60 ppi (pores per inch). 

∆ηµιουργήθηκαν συνθήκες µόνιµης ροής και µετρήθηκαν: (α) η στάθµη του νερού 



ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 7-6 

στον υδροφορέα και (β) οι συγκεντρώσεις συντηρητικού δείκτη στον υδροφορέα. 

Κατά τη δεύτερη φάση διερευνήθηκε η αλληλεπίδραση ροής και ρύπανσης µεταξύ 

επιφανειακών και υπόγειων νερών σε πειραµατική διάταξη η οποία κατασεκευάσθηκε 

µε στόχο την προσοµοίωση ιδεατής υδρολογικής λεκάνης που περιλαµβάνει 

υδατόρευµα και µικρή λίµνη, τα οποία επικοινωνούν µέσω αµµώδους φράγµατος. 

∆ηµιουργήθηκαν συνθήκες µόνιµης και µη µόνιµης ροής και µετρήθηκαν (α) η 

στάθµη του νερού στο αµµώδες φράγµα και στα επιφανειακά νερά και (β) οι 

συγκεντρώσεις συντηρητικού δείκτη στο αµµώδες φράγµα και στο υδατόρευµα.     

 

 Η χρήση αφρού πολυουρεθάνης αποτελεί µία πρωτότυπη προσέγγιση για την 

προσοµοίωση υπόγειων υδροφορέων σε εργαστηριακό επίπεδο. Ωστόσο, κατά τη 

διεξαγωγή των πειραµάτων παρουσιάστηκαν κάποια προβλήµατα τα οποία δεν 

κατέστη δυνατόν να ξεπεραστούν πλήρως. Εκτός από τα κατασκευαστικά 

προβλήµατα της πειραµατικής διάταξης χρησιµοποιώντας κοµµάτια αφρού 

πολυουρεθάνης, τα οποία θα ήταν εύκολο να µη δηµιουργηθούν σε µελλοντικές 

ερευνητικές εργασίες, βασικό µειονέκτηµα κατά την πειραµατική διαδικασία 

αποτέλεσε η υψηλή διαπερατότητα του υλικού. ∆εδοµένου ότι το υλικό αυτό είναι 

διαθέσιµο στο εµπόριο µε διαφορετικές πυκνότητες πόρων, θα µπορούσε να 

προταθεί ως ένα υλικό για την προσοµοίωση υπόγειων υδροφορέων σε άλλες 

ερευνητικές εργασίες, επιλέγοντας µικρότερη πυκνότητα πόρων από 60 dpi. 

 

 Οι πειραµατικές µετρήσεις χρησιµοποιήθηκαν για τη ρύθµιση και την 

επιβεβαίωση του ολοκληρωµένου αριθµητικού µοντέλου επιφανειακών–υπόγειων 

νερών IRENE. Κατά την επιβεβαίωση του µοντέλου, η σύγκλιση µεταξύ των 

αριθµητικών και των πειραµατικών αποτελεσµάτων ήταν πολύ ικανοποιητική. Αξίζει 

να σηµειωθεί ότι, εξ’ όσων γνωρίζει η συγγραφέας της παρούσας διατριβής, δεν 

υπάρχουν στη βιβλιογραφία άλλες διαθέσιµες εργαστηριακές µετρήσεις της 

αλληλεπίδρασης µεταξύ επιφανειακών και υπόγειων νερών. Οι πειραµατικές 

µετρήσεις που παρουσιάζονται στην παρούσα διατριβή µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν σε άλλες εργασίες για την επιβεβαίωση αριθµητικών µοντέλων.      
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