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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Τα γραφήµατα είναι ιδιαίτερα διαδεδοµένη µοϱϕή οργάνωσης δεδοµένων, ωστόσο,
η κατανόηση της πληροφορίας που πραγµατεύονται είναι συχνά δύσκολη.
Αναπόϕευκτα λοιπόν πϱοκύπτει η ανάγκη απεικόνισης τους. Οι µεταϕοϱικοί
χάϱτες είναι µια εναλλακτική µοϱϕή απεικόνισης γϱάϕων κατά την οποία οι κόµβοι
απεικονίζονται ως περιοχές, οι ακµές ως µη τετριµµένα σύνοϱα µεταξύ περιοχών
και τα ϐάϱη των κορυφών ως εµβαδά των αντίστοιχων περιοχών. Η απεικόνιση
αυτή ϐασίζεται στην εξοικείωση των χϱηστών µε τους γεωγραφικούς χάϱτες και την
ανεπτυγµένη ανθρώπινη αντίληψη του εµβαδού ώστε να παρουσιάσει γραφήµατα µε
ενδιαφέρον και κατανοητό τϱόπο.

Στην παϱούσα εργασία µελετάµε και υλοποιούµε τους αλγορίθµους των Alam et
al. [3] και των Mchedlitze και Schnorr [16] για την δηµιουϱγία µεταϕοϱικών χαϱτών,
ϐελτιώνουµε τον δεύτεϱο εξ’ αυτών και επεκτείνουµε την κλάση των γραφηµάτων που
µποϱεί να χειριστεί από εσωτεϱικά τριγωνοποιηµένα δισυνεκτικά επίπεδα γραφή-
µατα σε δισυνεκτικά επίπεδα γραφήµατα. Παϱάλληλα, πραγµατοποιούµε µία εκ-
τενή πειραµατική µελέτη ώστε να συγκρίνουµε τον αλγόριθµο µας έναντι εκείνου
που ϐελτιώσαµε καθώς και να δούµε πως συµπεριφέρεται ο αλγόριθµος µας για διά-
ϕορες τιµές των παϱαµέτϱων που µελετήσαµε. Η µελέτη µας δείχνει ότι πράγµατι
ϐελτιώνουµε τον αλγόριθµο των Mchedlitze και Schnorr [16] καθώς ϱίχνουµε το µέσο
χαρτογραφικό σϕάλµα από 30% κοντά στο µηδέν, πληρώνοντας µοναχά µια µικϱή
ποσότητα πολυγωνικής πολυπλοκότητας στον τελικό χάϱτη. Ταυτόχϱονα, επιβεβαιώ-
νουµε ότι ο αλγόριθµος χειρίζεται ικανοποιητικά γραφήµατα της επέκτασης που
πραγµατοποιήσαµε.

Λέξεις Κλειδιά: Μεταϕοϱικοί χάϱτες · απεικόνιση µέσω επαϕής · αλγόριθµος ϐα-
σισµένος σε δυνάµεις · χαρτογραφική ακϱίϐεια · πολυγωνική πολυπλοκότητα
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ABSTRACT

Graphs are a really common way to structure data, but in order to interpreter
the information contained in them we often need to visualize them. Metaphoric
Maps are an alternative way of visualizing graphs, where vertices are visualized
as regions, edges as non degenerate borders among regions and vertex weights
as areas of the regions. This type of visualizations benefits from the familiarity
of users with geographical maps and their advanced interpretation of area to
demonstrate graphs in an interesting and understandable way.

In this thesis we study and implement the algorithms of Alam et al. [3] and Mchedl-
itze and Schnorr [16] that create metaphoric maps, we improve upon the second
of them and we expand the class of potential input graphs from internally tri-
angulated biconnected planar graphs to biconnected planar graphs. Moreover,
we perform an extended experimental evaluation to compare our algorithm with
the one we improved upon and to study how our algorithm performs for different
initial conditions and parameters. Our experiments demonstrate that we indeed
improved the aforementioned algorithm as we lower the average cartographic er-
ror from 30% to nearly zero, by paying a small price in our map’s complexity. At
the same time, we confirm that our algorithm can handle the graphs from the
expanded class.

Keywords: Metaphoric maps · contact representation · force-directed algorithm ·
cartographic accuracy · polygon complexity
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΕΙΣΑΓΩΓΗ

1.1 Εισαγωγή και Βιϐλιογϱαϕική Ανασκόπηση

Στην εποχή µας υπάρχει ολοένα και µεγαλύτεϱη ανάγκη κατανόησης δεδοµένων,
οπότε είναι ιδιαίτερα σηµαντικό να αναπτυχθούν µέϑοδοι που να συµβάλλουν πϱος
αυτόν τον σκοπό. Η απεικόνιση δεδοµένων ως τοµέας της πληροφορικής µελετά
το πως µποϱεί κανείς να παρουσιάσει δεδοµένα ενδιαφέρον τϱόπο που ταυτόχϱονα
γίνεται εύκολα αντιληπτός από τους χϱήστες. Οι µεταϕοϱικοί χάϱτες είναι ένα πολύ
ενδιαφέρον είδος απεικόνισης δεδοµένων καθώς έχουν ένα µοναδικό πλεονέκτηµα,
ϐασίζονται στην εξοικείωση των ανθρώπων µε τους γεωγραφικούς χάϱτες εξάπτοντας
έτσι την περιέργεια των χϱηστών και ϐοηθώντας τους να αντιληφθούν καλύτεϱα την
πληροφορία που απεικονίζεται. ΄Εχει αποδειχθεί πειραµατικά πως απεικονίσεις
γραφηµάτων µε χάϱτες είναι πιο διασκεδαστικές για τους χϱήστες σε σχέση µε τις
καθιερωµένες απεικονίσεις µε δίκτυα κόµϐων και ακµών [18]. Ταυτόχϱονα, έχει
παϱατηϱηϑεί ότι οι χάϱτες έχουν καλύτεϱη επίδοση στην κατανόηση ιεραρχίας
σε σχέση µε τα treemaps [6]. Τέλος, ένα ιδιαίτερα σηµαντικό πλεονέκτηµα των
απεικονίσεων αυτών είναι η έµφυτη δυνατότητα τους να απεικονίζουν το ϐάϱος
ενός κόµβου ως το εµβαδόν της περιοχής που τον αντιπροσωπεύει. Τέτοιου είδους
απεικονίσεις λέγονται area-proportional απεικονίσεις µέσω επαϕής.

Μια απεικόνιση κοντινή στους µεταϕοϱικούς χάϱτες που έχει απασχολήσει πολλούς
επιστήµονες εδώ και δεκαετίες είναι τα Χαρτογραφήµατα. Τα χαρτογραφήµατα
είναι απεικονίσεις που συνδυάζουν στατιστική και γεωγραφική πληροφορία σε
ϑεµατικούς χάϱτες, των οποίων οι περιοχές συρρικνώνονται ή διαστέλλονται ώστε
τα εµβαδά τους να αντιπροσωπεύουν κάποιο στατιστικό [17]. Τέτοιου είδους
απεικονίσεις χρησιµοποιούνται τουλάχιστον 170 χρόνια τώϱα ενώ η µελέτη των
χαρτογραφηµάτων ως πεδίο της πληροφορικής είναι πάνω από 50 ετών [24].
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1.1. Εισαγωγή και Βιϐλιογϱαϕική Ανασκόπηση

Στα 50 χρόνια έρευνας έχουν προταθεί και υλοποιηθεί πολλές και εξαιρετικά δι-
αφορετικές προσεγγίσεις για την δηµιουϱγία χαρτογραφηµάτων. Η ποιότητα των
προσεγγίσεων αυτών καθορίζεται από το πόσο καλά ϐελτιστοποιούν µία ή περισ-
σότερες από τις ακόλουθες απαιτήσεις [17]:

• Στατιστική ακϱίϐεια: Η στατιστική ακϱίϐεια αναφέρεται στο πόσο καλά το
εµβαδόν των περιοχών αντιπροσωπεύει το στατιστικό που παϱουσιάϹει ο χάϱτης.

• Γεωγϱαϕική ακϱίϐεια: Η γεωγραφική ακϱίϐεια αναφέρεται στο πόσο τα σχή-
µατα των προσαρµοσµένων περιοχών καθώς και η τοποθεσία τους στον τελικό
χάϱτη ανταποκρίνονται στον αρχικό χάϱτη.

• Τοπολογική ακϱίϐεια: Η τοπολογική ακϱίϐεια αναϕέϱεται στο πόσο καλά η
τοπολογία του τελικού χάϱτη αντιστοιχεί στην τοπολογία του αϱχικού χάϱτη,
δηλαδή κατά πόσο διατηϱούνται οι σχέσεις γειτνίασης και δεν δηµιουϱγούνται
καινούϱιες.

Παϱατηϱώντας τις παραπάνω απαιτήσεις είναι αρκετά εµφανές ότι το πϱόϐληµα
δηµιουϱγίας χαρτογραφηµάτων είναι ιδιαίτερα κοντινό µε το πϱόϐληµα δηµιουϱγίας
µεταϕοϱικών χαϱτών. Βασική διαφορά αποτελεί το γεγονός ότι κατά την δηµιουϱγία
των µεταϕοϱικών χαϱτών δεν υπάρχει αρχικός χάϱτης τον οποίο ϑέλουµε να
προσεγγίσουµε, καθιστώντας την απαίτηση για γεωγραφική ακϱίϐεια ανούσια. Σε
αυτό το σηµείο, ϑα παρουσιάσουµε έρευνα στον χώϱο των χαρτογραφηµάτων που
είναι σχετική µε την δουλειά µας.

Στην ϑεωρητική µελέτη των µεταϕοϱικών χαϱτών, η πολυπλοκότητα των περιοχών
είχε ορισθεί ως ο µέγιστος αριθµός πλευϱών ανά περιοχή. Μια σειϱά από ϑεω-
ϱητικές δουλειές αϕιεϱώϑηκαν στην µείωση του αριθµού αυτού για ορθογώνιες
area-proportional απεικονίσεις µέσω επαϕής από τον αρχικό αριθµό 40 [10]
στον τελικό 8 [2]. Παϱάλληλα, σχετική έρευνα διεξάγεται στις area proportional
απεικονίσεις µέσω επαϕής µε µία διαφορετική απαίτηση, συγκεκριµένα η δι-
αδικασία απεικόνισης αρχίζει από µία επίπεδη απεικόνιση ενός γραφήµατος στις
όψεις της οποίας ανατίθεται ϐάϱος. Στόχος είναι η τϱοποποίηση της απεικόνισης
µε τέτοιο τϱόπο ώστε, χωϱίς να χαθεί η επίπεδη εµφύτευση του γραφήµατος, οι
περιοχές να αποκτήσουν εµβαδόν ανάλογο µε το ϐάϱος που τους ανατέϑηκε. Ο
Thomassen [23] έδειξε ότι κάϑε ενεπίπεδο κυβικό γϱάϕηµα είναι area-universal,
δηλαδή τέλεια χαρτογραφική ακϱίϐεια είναι επιτεύξιµη, ενώ κατά την επιθυµητή
απεικόνιση οι περιοχές που προκύπτουν ϕράσσονται από τρίγωνα. Η Kleist [15]
έδειξε ότι αϱκεί ένα bend ανά ακµή ώστε κάϑε ενεπίπεδο γϱάϕηµα να είναι area
universal. Παϱά την πϱόοδο στις ϑεωρητικές προσεγγίσεις που εγγυώνται µικϱό
αριθµό πλευϱών και άϱιστη χαρτογραφική ακϱίϐεια [2, 15, 23], οι προσεγγίσεις
αυτές δεν προσπαθούν να αποφύγουν χαρακτηριστικά που κάνουν τις περιοχές
οπτικά πολύπλοκες, όπως λεπτοί µακϱείς διάδροµοι ή αιχµηϱές περιοχές, µε
αποτέλεσµα οι απεικονίσεις που προκύπτουν να µην ϕαίνονται ιδιαίτερα απλές.
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Κεϕαλαιο 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Ταυτόχϱονα, µεγάλος όγκος δουλειάς έχει αφιερωθεί στην ανάπτυξη απεικονίσεων
γραφηµάτων µε απλές περιοχές, χωϱίς ωστόσο να δίνεται έµφαση στην παϱουσίαση
του ϐάϱους του στατιστικού που απεικονίζεται. Για παϱάδειγµα, τα χαρτογραφήµατα
που αναπτύχθηκαν από τον Dorling [12] απεικονίζουν τις περιοχές ως κύκλους, τα
χαρτογραφήµατα Demers [11] απεικονίζουν τις περιοχές ως τετράγωνα, τέλος τα
µωσαϊκά χαρτογραφήµατα [9] συνήϑως έχουν περιοχές µε χαµηλή πολυπλοκότητα
δεδοµένου του ότι τα σύνοϱα τους έχουν περιορισµένο αριθµό γωνιών. Αντίθετα,
προσεγγίσεις που δεν προσπαθούν να ϐελτιστοποιήσουν την πολυπλοκότητα των
περιοχών συνήϑως έχουν ιδιαίτερα πολύπλοκα περιγράµµατα περιοχών, για περισ-
σότερες πληροφορίες ϐλέπε [17].

1.2 Συνεισϕοϱά αυτής της εϱγασίας

΄Οπως αναϕέϱαµε στην προηγούµενη παράγραφο, η απεικόνιση γραφηµάτων µέσω
απεικονίσεων µέσω επαϕής έχει µελετηθεί στο παρελθόν. ΄Ηδη έχουν αναπτυχθεί
αλγόριθµοι που δηµιουργούν απεικονίσεις µε άϱιστη ακϱίϐεια [3], ενώ ταυτόχϱονα
υπάρχουν αλγόριθµοι που παράγουν απεικονίσεις µε σχήµατα µε πολύ χαµηλή
πολυπλοκότητα [19]. Ωστόσο, πιστεύουµε ότι υπάρχει ένα κενό στην ϐιβλιογραφία
καθώς δεν υπάρχουν αλγόριθµοι που επιτυγχάνουν να συνδυάσουν τις παραπάνω
δύο απαιτήσεις.

Σε αυτή την εργασία ϑα µελετήσουµε δύο αλγορίθµους για παραγωγή area pro-
portional απεικονίσεων, ϑα ϐελτιώσουµε και επεκτείνουµε έναν εξ’ αυτών ώστε να
προσπαθήσουµε να πετύχουµε απεικονίσεις που ταυτόχϱονα πετυχαίνουν σχεδόν
άψογη ακϱίϐεια µε σχήµατα µε χαµηλή πολυπλοκότητα.

1.3 Οϱισµοί

Σε αυτή την ενότητα καλύπτουµε µεϱικούς ορισµούς που είναι απαραίτητοι για την
κατανόηση της υπόλοιπης εργασίας καθώς και ϑεµελιώνουµε ένα µέϱος του συµ-
ϐολισµού που χρησιµοποιούµε.

1.3.1 Οϱισµοί Γϱαϕηµάτων

Οϱισµός 1.3.1. ΄Ενας γϱάϕηµα G είναι ένα αντικείµενο που αποτελείται από ένα
σύνολο κορυφών V και ένα σύνολο ακµών E ⊆ V × V . Οι ακµές αντιπροσωπεύουν
µια έννοια σύνδεσης µεταξύ των κορυφών που ενώνουν. Εάν οι ακµές είναι διατεταγ-
µένα σύνολα, τότε το γϱάϕηµα µας αποκτά µία έννοια κατεύθυνσης και το γϱάϕηµα
ονοµάζεται κατευθυνόµενο. Στην παϱούσα εργασία όλα τα γραφήµατα µε τα οποία ϑα
ασχοληθούµε είναι µη κατευθυνόµενα.

Οϱισµός 1.3.2. ΄Ενας γϱάϕηµα G λέγεται απλό όταν το σύνολο των ακµών του δεν
πεϱιέχει ακµές που αϱχίϹουν και καταλήγουν στον ίδιο κόµϐο, δηλαδή αν (v, w) ∈ E
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1.3. Οϱισµοί

τότε v ̸= w. Στην εϱγασία αναϕεϱόµαστε µόνο σε απλά γϱαϕήµατα.

Οϱισµός 1.3.3. Μονοπάτι λέγεται µια ακολουϑία κοϱυϕών < v1v2...vn > έτσι ώστε
(vi, vi+1) ∈ E για κάϑε i = 1, 2, ..., n− 1.

Οϱισµός 1.3.4. ΄Ενα γϱάϕηµα λέγεται συνεκτικό (connected) αν υπάϱχει µονοπάτι
ανάµεσα σε κάϑε Ϲεύγος κοϱυϕών του.

Οϱισµός 1.3.5. ΄Ενα γϱάϕηµα G λέγεται k−συνεκτικό (k-connected) όταν έχει
τουλάχιστον k κορυφές και αν αφαιρέσουµε λιγότεϱες από k κορυφές του παϱαµένει
συνεκτικό.

1.3.2 Οϱισµοί απεικονίσεων γϱαϕηµάτων

Οϱισµός 1.3.6. Μία απεικόνιση (drawing) Γ ενός γραφήµατος G είναι µιά αντισ-
τοίχηση των κορυφών του γραφήµατος σε σηµεία του επιπέδου και των ακµών σε
καµπύλες που ενώνουν τα σηµεία που αντιστοιχούν στις κορυφές της ακµής. Μια
απεικόνιση λέγεται επίπεδη αν οι καµπύλες που αντιστοιχούν σε ακµές δεν τέµνουν
τον εαυτό τους και δύο καµπύλες τέµνονται µόνο σε σηµεία που αντιστοιχούν σε κο-
ϱυφές στις οποίες προσπίπτουν.

Οϱισµός 1.3.7. ΄Ενα γϱάϕηµα G λέγεται επίπεδο όταν υπάρχει µια επίπεδη
απεικόνιση του.

Οϱισµός 1.3.8. ΄Οψη (face) f ενός γραφήµατος G ονοµάζεται η περιοχή που περιβάλ-
λεται από ένα σύνολο κορυφών και ακµών δεδοµένης µιας απεικόνισης Γ του γραφή-
µατος. Περιθώριο µιας όψης f είναι το µονοπάτι που πϱοκύπτει από τις ακµές και τις
κορυφές που προσπίπτουν στην όψη αυτή. Σε αυτή την εργασία µποϱεί να αναφερό-
µαστε στο περιθώριο µιας όψης ως όψη. Βαθµός µίας όψης f ϑα λέγεται ο αριθµός των
κορυφών του περιθωρίου της όψης.

Οϱισµός 1.3.9. Μία εµϕύτευση (embedding) ϕ ενός γϱαϕήµατος G είναι µία κλάση
ισοδυναµίας επιπέδων απεικονίσεων που οϱίϹουν το ίδιο σύνολο πεϱιϑωϱίων όψεων για
το G. Μία επίπεδη εµϕύτευση οϱίϹει µε µοναδικό τϱόπο την εξωτεϱική και τις εσωτεϱικές
όψεις ενός γϱαϕήµατος.

Οϱισµός 1.3.10. Θα λέµε ενεπίπεδο γϱάϕηµα (plane graph) Gϕ ένα επίπεδο γϱάϕηµα
G σε συνδυασµό µε µία επίπεδη εµϕύτευση του, ϕ.

Οϱισµός 1.3.11. ΄Ενα επίπεδο γϱάϕηµα G λέγεται µεγιστοτικό ή πλήϱως τριγ-
ωνοποιηµένο όταν κάϑε πιθανή πϱοσϑήκη ακµής µε δεδοµένο το σύνολο των κορυφών
ϑα οδηγούσε σε ένα µη επίπεδο γϱάϕηµα. Σε ένα πλήϱως τριγωνοποιηµένο γϱάϕηµα
όλες οι όψεις είναι ϐαθµού 3. ΄Οµοια ένα ενεπίπεδο γϱάϕηµα Gϕ λέγεται εσωτεϱικά
τριγωνοποιηµένο αν κάϑε εσωτεϱική του όψη είναι ϐαθµού 3, µε την εξωτερική όψη να
είναι οποιουδήποτε ϐαθµού.

Οϱισµός 1.3.12. Το δυικό γϱάϕηµα (dual graph) G∗ ενός ενεπίπεδου γϱαϕήµατος
Gϕ µε όψεις F (Gϕ) είναι το γϱάϕηµα που πεϱιέχει ως κοϱυϕές και ακµές τα σύνολα:
V (G∗) = {f : f ∈ F (Gϕ)}
E(G∗) = {(f, g) : υπάϱχει ακµή e ∈ E(Gϕ) έτσι ώστε να πεϱιέχεται στις όψεις f , g }
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Κεϕαλαιο 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

1.3.3 Οϱισµοί απεικονίσεων µέσω επαϕής

Οϱισµός 1.3.13. Σε µία (απλή) απεικόνιση µέσω επαϕής (contact representation)
ενός ενεπίπεδου γϱαϕήµατος Gϕ κάϑε κοϱυϕή του γϱαϕήµατος αναπαϱιστάται σαν µία
πεϱιοχή του επιπέδου, έτσι ώστε η τοµή των πεϱιοχών κάϑε Ϲευγαϱιού κοϱυϕών να
είναι κενή. Οι ακµές αναπαϱίστανται σαν µη σηµειακά σύνοϱα µεταξύ των πεϱιοχών
που αντιπϱοσωπεύουν τις κοϱυϕές. ∆εδοµένου του ότι τα γϱαϕήµατα που µελετάµε σε
αυτή την εϱγασία είναι απλά, τα σύνοϱα µεταξύ δύο πεϱιοχών αποτελούνται από ένα
συνεχόµενο σύνολο καµπυλών στο επίπεδο.

1.4 Μετϱικές ποιότητας µεταϕοϱικών χαϱτών

Για να υπάρχει νόηµα στην µελέτη που πραγµατοποιήσουµε είναι αναγκαίο να ορί-
σουµε ένα σύνολο από µετρήσιµους στόχους που ϑέλουµε να ϐελτιστοποιήσουµε.
Πϱος αυτόν το σκοπό εισάγουµε ένα σύνολο µετϱικών που ποσοτικοποιούν την
ποιότητα των χαϱτών που παράγουν οι αλγόριθµοι που µελετάµε και έτσι µας ωϑούν
στις ενέϱγειες που ϑα πϱοϐούµε για να τους ϐελτιώσουµε.

1.4.1 Κανονικοποιηµένο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα

΄Ενας ϑεµελιώδης στόχος που προσπαθούµε να πετύχουµε είναι τα εµβαδά των πε-
ϱιοχών που δηµιουργούµε να ανταποκρίνονται όσο το δυνατόν ακϱιϐέστεϱα γίνεται
στα ϐάϱη του αρχικού γραφήµατος. Πϱος αυτό τον στόχο, όµοια µε την δουλειά των
[2, 1, 16], χρησιµοποιούµε την µετϱική Κανονικοποιηµένο Χαρτογραφικό Σϕάλµα.

΄Εστω µία κοϱυϕή v ενός γϱαϕήµατος µε ϐάϱη G = (V,E,w), µ(v) η πεϱιοχή στην
οποία αντιστοιχεί στον µεταϕοϱικό χάϱτη και έστω A(µ(v)) το εµϐαδόν της πεϱιοχής
µ(v). Το κανονικοποιηµένο εµϐαδόν A′(µ(v)) της πεϱιοχής µ(v) οϱίϹεται ως εξής:

A′(µ(v)) := A(µ(v)) ·

∑
u∈V

w(u)∑
u∈V

A(µ(u))

Και στην συνέχεια οϱίϹουµε το Κανονικοποιηµένο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα Enc µιας
πεϱιοχής µ(v) ως:

Enc(µ(v)) :=
| A′(µ(v))− w(v) |
max{A′(µ(v)), w(v)}

1.4.2 Πολυπλοκότητα Πολυγώνου

Ο δεύτερος ϐασικός στόχος που προσπαθούµε να πετύχουµε είναι τα σχήµατα µας
να είναι "απλά". Το "απλά" είναι µια ϕευγαλέα έννοια που είναι δύσκολο να οριστεί,
ωστόσο ο τϱόπος µε τον οποίο αντιλαµβανόµαστε εµείς την απλότητα σε αυτή την
εργασία εισάγεται από τον Brinkoff [8], ο οποίος όϱισε την πολυπλοκότητα ενός
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1.4. Μετϱικές ποιότητας µεταϕοϱικών χαϱτών

πολυγώνου P ως µία συνάϱτηση τϱιών ποσοτήτων, της συχνότητας της ταλάντωσης
του συνόϱου του πολυγώνου freq(P ), του πλάτους της ταλάντωσης του συνόϱου του
πολυγώνου ampl(P ) και της κυρτότητας του πολυγώνου conv(P ).

΄Εστω ένα πολύγωνο P µε n ≥ 4 πλευϱές, µε hull(P ) συµϐολίϹουµε το convex hull,
A(P ) το εµϐαδόν, circ(P ) το µήκος της πεϱιµέτϱου και encircle(P ) το µήκος της
πεϱιµέτϱου του ελάχιστου πεϱικλείοντα κύκλου. Τέλος, µε L(P ) συµϐολίϹουµε το
πλήϑος των κοίλων γωνιών του πολυγώνου P και L′

(P ) = L(P )/(n−3). Η συχνότητα
της ταλάντωσης του συνόϱου του πολυγώνου P οϱίϹεται ως εξής:

freq(P ) = 1 + 16 · (L′(P )− 0.5)4 − 8 · (L′(P )− 0.5)2

∆ιαισϑητικά η ποσότητα αυτή δείχνει ότι όσο περισσότερες ταλαντώσεις έχει το
σύνοϱο ενός πολυγώνου τόσο πιο πολύπλοκο είναι, κάτι που ϕαίνεται να συµφωνεί
µε την αντίληψη µας για την πολυπλοκότητα των σχηµάτων. Η συνάϱτηση freq(P )
παίϱνει τιµές στο διάστηµα [0, 1] µε την ελάχιστη τιµή 0 να επιτυγχάνεται για
κυϱτά πολύγωνα και την µέγιστη τιµή να επιτυγχάνεται όταν οι µισές γωνίες του
πολυγώνου είναι κοίλες.

Το πλάτος της ταλάντωσης του συνόϱου του πολυγώνου P οϱίϹεται ως εξής:

ampl(P ) =
circ(P )− circ(hull(P ))

circ(P )

Η συνάϱτηση ampl(P ) παίϱνει τιµές στο διάστηµα [0, 1]. Η τιµή µηδέν επιτυγχάνεται
για κυϱτά πολύγωνα ενώ η τιµή της συνάϱτησης αυξάνεται όσο αυξάνεται το µήκος
της περιµέτρου του πολυγώνου σε σχέση µε το µήκος της περιµέτρου του convex
hull. ∆ιαισθητικά, η συνάϱτηση αυτή τιµωϱεί τις µεγάλες αποκλίσεις από κυϱτά
σχήµατα, τα οποία αντιλαµβανόµαστε ως πιο απλά.

Τέλος, ο Brinkoff όϱισε την κυϱτότητα ενός πολυγώνου P ως εξής:

conv(P ) =
area(hull(P ))− area(P )

area(hull(P ))

Εµείς σε αυτή την εργασία ϑα υιοθετήσουµε τον ελαϕϱώς τροποποιηµένο οϱισµό που
δόϑηκε από τους Mchedlidze και Schnorr [16] καθώς ϑεωρούµε ότι παχιά πολύγωνα
που προσεγγίζουν έναν κύκλο είναι λιγότεϱο πολύπλοκα από λεπτά µακϱυά πολύγ-
ωνα. ΄Ετσι σε αυτή την εργασία η κυϱτότητα του πολυγώνου ϑα υπολογίζεται από τον
τύπο:

conv′(P ) = 1− A(P )

A(encircle(P )) · sin
(
360◦

n

)
· n
2π

Η ποσότητα αυτή παίϱνει τιµές στο διάστηµα [0, 1]. Η τιµή µηδέν επιτυγχάνεται
όταν το πολύγωνο ταυτίζεται µε το κανονικό πολύγωνο ενώ η τιµή αυξάνεται όσο
το εµβαδόν του πολυγώνου µικϱαίνει σε σχέση µε το εµβαδόν του κανονικού
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Κεϕαλαιο 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

πολυγώνου.

Με ϐάση τις ποσότητες που οϱίσαµε παϱαπάνω ο Brinkoff όϱισε την πολυπλοκότητα
compl(P ) ενός πολυγώνου P να είναι:

compl(P ) = 0.8 · ampl(P ) · freq(P ) + 0.2 · conv′(P )

Εδώ αξίϹει να παρατηρήσουµε ότι ο όϱος για την συχνότητα της ταλάντωσης και
ο όϱος για το πλάτος της ταλάντωσης λειτουργούν πολλαπλασιαστικά, διαισθητικά
αυτή η επιλογή έχει νόηµα καθώς για παϱάδειγµα ταλαντώσεις µε µεγάλη συχνότητα
εάν έχουν αµελητέο πλάτος δεν πϱοκαλούν ιδιαίτερα µεγάλη πολυπλοκότητα, παρό-
µοια µία ταλάντωση χωϱίς µεγάλη συχνότητα όσο µεγάλο πλάτος και να έχει δεν
αυξάνει τόσο την πολυπλοκότητα του πολυγώνου.

Η πολυπλοκότητα του πολυγώνου compl(P ) οϱισµένη µε τον παϱαπάνω οϱισµό
παίϱνει τιµές στο διάστηµα [0, 1] µε χαµηλές τιµές να σηµαίνουν ότι το σχήµα έχει
µικϱή πολυπλοκότητα.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

∆ΗΜΙΟΥΡΓΙΑ ΑΡΧΙΚΟΥ ΜΕΤΑΦΟΡΙΚΟΥ
ΧΑΡΤΗ

Σε αυτή την ενότητα ϑα εξετάσουµε δύο µεθόδους κατασκευής του αρχικού
µεταϕοϱικού χάϱτη. Για κάϑε µέϑοδο, ϑα περιγράψουµε τον τϱόπο λειτουργίας
της και ϑα αναλύσουµε τυχόν πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατά που µποϱεί να έχει.

Πϱιν περάσουµε στην παϱουσίαση των µεϑόδων είναι σηµαντικό να προσδιορίσουµε
την κλάση των γϱάϕων G που µποϱούν να επεξεργαστούν.

Ο πρώτος περιορισµός είναι ότι το γϱάϕηµα G πϱέπει να είναι επίπεδο και να δίνεται
µια επίπεδη εµφύτευση του. Ο περιορισµός για την επιπεδότητα του γραφήµατος
είναι προφανής, χωϱίς αυτόν δεν ϑα µποϱούσε να υπάρξει οποιαδήποτε απεικόνιση
εξ επαϕής και κατά συνέπεια δεν ϑα υπήρχε οποιοσδήποτε µεταϕοϱικός χάϱτης.
Ο περιορισµός για την εµφύτευση του σταθεροποιεί την διάταξη των όψεων του
γραφήµατος.

΄Ενας άλλος περιορισµός είναι το γϱάϕηµα να είναι εσωτεϱικά τριγωνοποιηµένο.
Αυτός ο περιορισµός τέϑηκε ώστε να εξασφαλιστεί η επιπλέον ιδιότητα ότι κάϑε
κόµβος µιας όψης έχει οϱατότητα στο ϐαρύκεντρο της περιοχής του χάϱτη. Η
συνέπεια αυτού του περιορισµού είναι να δηµιουργούνται χάϱτες χωϱίς οπές.

Τέλος, απαιτούµε να το γϱάϕηµα να είναι δισυνεκτικά. Είναι απαϱαίτητο τα
γραφήµατα να είναι δισυνεκτικά ώστε, σε συνδυασµό µε την απαίτηση για εσωτεϱικά
τριγωνοποιηµένα γραφήµατα, να µην υπάρχουν περιοχές του χάϱτη µε πολλαπλά
σύνοϱα µε την εξωτερική όψη.
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Κεϕαλαιο 2. ∆ΗΜΙΟΥΡΓΙΑ ΑΡΧΙΚΟΥ ΜΕΤΑΦΟΡΙΚΟΥ ΧΑΡΤΗ

2.1 ∆ηµιουϱγία µέσω δυϊκού γϱαϕήµατος

Η µέϑοδος αυτή εισάγεται στην δουλειά του Schnorr [19], δέχεται ως είσοδο µία
επίπεδη απεικόνιση Γ ενός γραφήµατος και παϱάγει τον αρχικό µεταϕοϱικό χάϱτη,
παϱάδειγµα µετασχηµατισµού µε αυτή την µέϑοδο παρουσιάζεται στο διάγραµµα
2.1.

΄Εχοντας ένα επίπεδο γϱάϕηµα µποϱούµε πάντα να πάϱουµε µία επίπεδη
απεικόνιση του σύµφωνα µε το ϑεώϱηµα του Fary [13, 22] ενώ υπάρχουν πολλοί
αλγόριθµοι που µποϱούν να δηµιουργήσουν µια επίπεδη απεικόνιση του γραφήµα-
τος, για τον σκοπό αυτής της εργασίας υλοποιήϑηκαν δύο, η µέϑοδος του Tutte [25]
και η µέϑοδος του Schnyder [20].

΄Εχοντας κατανοήσει λοιπόν την κλάση των γραφηµάτων που µποϱούµε να χειρισ-
τούµε, ας περάσουµε στην παϱουσίαση της µεθόδου.

Σχήµα 2.1: ∆ιαδικασία µετατϱοπής επίπεδης απεικόνισης γϱαϕήµατος στον αϱχικό
µεταϕοϱικό χάϱτη.

Παϱακάτω παρουσιάζουµε ένα τµήµα ψευδοκώδικα που περιγράφει την διαδικασία
δηµιουϱγίας του αρχικού µεταϕοϱικού χάϱτη. Ο ψευδοκώδικας αυτός είναι
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2.1. ∆ηµιουϱγία µέσω δυϊκού γϱαϕήµατος

επηρεασµένος από τον αντίστοιχο στην διπλωµατική εργασία του Schnorr [19] µε
την διαφορά ότι προσαρµόσαµε τον συµβολισµό ώστε να αντιστοιχεί σε αυτόν της
εργασίας µας και απλοποιήσαµε τον κώδικα ώστε να γίνει ευκολότερα κατανοητός.
Η εικόνα 2.1 παϱουσιάϹει ένα παϱάδειγµα δηµιουϱγίας αρχικού µεταϕοϱικού
χάϱτη µε ϐάση τον αλγόριθµο που ακολουθεί.

Algorithm 1 Αλγόϱιϑµος µετατϱοπής επίπεδης απεικόνισης σε αϱχικό µεταϕοϱικό
χάϱτη µέσω δυικού γϱαϕήµατος

Input: Επίπεδη απεικόνιση µε ευϑύγϱαµµα τµήµατα Γ
Output: Αϱχικός µεταϕοϱικός χάϱτης Γ∗

for all εσωτεϱικές όψεις f της Γ do
Πϱόσϑεσε µία κοϱυϕή vf στο ϐαϱύκεντϱο της f στο Γ∗

end for
for all ακµές (u, v) στην Γ do

if η ακµή ανήκει σε δύο εσωτεϱικές όψεις f, g then
Πϱόσϑεσε κοϱυϕή subu,v στο µέσο της ακµής (u, v) στο Γ∗

΄Ενωσε την κοϱυϕή subu,v µε την κοϱυϕή vf
΄Ενωσε την κοϱυϕή subu,v µε την κοϱυϕή vg

else
Πϱόσϑεσε κοϱυϕή x(u,v) στο µέσο της ακµής (u, v) στο Γ∗

Πϱόσϑεσε κοϱυϕή z στο µέσο της απόστασης µεταξύ x(u,v) και vf στο Γ∗

΄Ενωσε την κοϱυϕή vf µε την κοϱυϕή subu,v
΄Ενωσε την κοϱυϕή x(u,v) µε την κοϱυϕή subu,v

end if
end for
for all κοϱυϕές v ∈ V (fouter) της Γ όπου (u, v), (v, w) ∈ E(fouter) do

Πϱόσϑεσε κοϱυϕή subu,v στην ϑέση του v στο Γ∗

΄Ενωσε την κοϱυϕή x(u,v) µε την κοϱυϕή subu,v
΄Ενωσε την κοϱυϕή x(v,w) µε την κοϱυϕή subu,v

end for
return Γ∗

΄Ενα ϐασικό πλεονέκτηµα της µεθόδου αυτής είναι ότι ο µεταϕοϱικός χάϱτης
αρχίζει µε αρκετά χαµηλή πολυπλοκότητα λόγω της µορφής των αρχικών περιοχών.
Ταυτόχϱονα, ένα εξίσου σηµαντικό πλεονέκτηµα που δυστυχώς δεν απεικονίζεται
στις µετϱικές που χρησιµοποιούµε είναι ότι αυτή η µετατροπή διατηϱεί µία σύνδεση
µε το layout του αρχικού γραφήµατος γεγονός που είναι ιδιαίτερα σηµαντικό
αν η τοποθέτηση των κορυφών έχει κάποια ϕυσική σηµασία ή αν σκοπεύουµε
να απεικονίσουµε διαδοχικά πολλούς χάϱτες που αναϕέϱονται στο ίδιο σύνολο
δεδοµένων.
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Κεϕαλαιο 2. ∆ΗΜΙΟΥΡΓΙΑ ΑΡΧΙΚΟΥ ΜΕΤΑΦΟΡΙΚΟΥ ΧΑΡΤΗ

Ωστόσο, είναι αυτή η ιδιαίτερη σύνδεση µε το αρχικό γϱάϕηµα που πϱοκαλεί και τα
µειονεκτήµατα της µεθόδου. Ιδιοµορφίες του αρχικού γραφήµατος, όπως τµήµατα
του επιπέδου µε πολύ πυκνή παϱουσία κορυφών οδηγούν σε εξαιρετικά επιβαρυν-
τικές για τον αλγόριθµος αρχικές συνθήκες.

2.2 ∆ηµιουϱγία µεταϕοϱικού χάϱτη µε οκτάγωνα

Στην δουλειά του Alam et al. [3] παρουσιάζεται ένας αλγόριθµος που δέχεται
εσωτεϱικά τριγωνοποιηµένα γραφήµατα και δηµιουϱγεί µεταϕοϱικούς χάϱτες µε
µηδενικό χαρτογραφικό σϕάλµα και περιοχές που έχουν το πολύ οκτώ κορυφές.

Ο αλγόριθµος αυτός υπολογίζει τις συντεταγµένες των κορυφών στην αρχική
πολυγωνική απεικόνιση χρησιµοποιώντας Schnyder Trees. Υστέϱα, δίνει πάχος στα
τµήµατα που προκύπτουν ώστε στην αρχική απεικόνιση κάϑε περιοχή αποτελείται
από ένα οκτάγωνο σε σχήµα Τ. Στην συνέχεια, αναθέτει αλγοριθµικά σε περιοχές
την αχρησιµοποίητη περιοχή που µποϱεί να έχει πϱοκύψει, µε αποτέλεσµα η
απεικόνιση πλέον να είναι ένα παραλληλόγραµµο χωϱίς οπές. Τέλος, χρησι-
µοποιεί έναν αλγόριθµο ϐασισµένο στην πίεση του αέϱα µε τον οποίο µετακινεί το
µεγιστοτικό ευθύγραµµο τµήµα που δέχεται την µέγιστη πίεση έως ότου όλες οι
περιοχές λάϐουν το επιθυµητό εµβαδόν. ΄Οταν ο αλγόριθµος συγκλίνει λαµβάνει τον
επιθυµητό χάϱτη. Τα ϐήµατα που περιγράψαµε παραπάνω ϕαίνονται στο σχήµα 2.2.

΄Ενα πλεονέκτηµα της µεθόδου είναι ότι δεδοµένου ότι ο χάϱτης δεν εξαρτάται
καθόλου από την απεικόνιση του γραφήµατος αλλά µόνο από την εµφύτευση
του, γεγονός που οδηγεί στην εύρυθµη λειτουργία του αλγορίθµου ακόµα και για
δύστϱοπες απεικονίσεις του αρχικού γραφήµατος.

΄Ενα ϐασικό µειονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι ότι ο τελικός χάϱτης έχει ιδιαίτερα
υψηλή πολυγωνική πολυπλοκότητα, καθώς έχει περιοχές µε λεπτούς διαδρόµους µε
πολύ µεγάλο µήκος, γεγονός που οδηγεί στην αϱγότεϱη σύγκλιση του αλγορίθµου
που ϑα αναλύσουµε αϱγότεϱα. Είναι σηµαντικό ωστόσο να σηµειωθεί ότι το µειονέκ-
τηµα αυτό έχει πϱοκύψει διότι κατά την ανάπτυξη του αλγορίθµου αυτού η έννοια
της πολυπλοκότητας είχε ϑεµελιωθεί ως το πλήϑος των πλευϱών κάϑε περιοχής,
σε αντίθεση µε τον δικό µας οϱισµό που αναφέρεται στο τέλος της προηγούµενης
ενότητας.
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2.2. ∆ηµιουϱγία µεταϕοϱικού χάϱτη µε οκτάγωνα

(a) Schnyder Trees (b) Υπολογισµός συντεταγµένων

(c) T shapes (d) Απεικόνιση µέσω επαϕής

Σχήµα 2.2: Σχηµατική απεικόνιση των ϐηµάτων του αλγοϱίϑµου των Alam et al. [3]
πϱιν την επίδϱαση της πίεσης του αέϱα.

18



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

MS-ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ

Σε αυτή την ενότητα ϑα αναλύσουµε την λειτουργία του MS-Αλγοϱίϑµου που
αναπτύχθηκε από τους Mchedlidze και Schnorr [19] καθώς η επέκταση και η
ϐελτίωση του αποτελούν το ϐασικό ϑέµα της παϱούσας εργασίας.

Ο MS-Αλγόϱιϑµος είναι ένας αλγόριθµος ϐασισµένος σε δυνάµεις. Συγκεκριµένα,
χρησιµοποιεί τέσσεϱις ανταγωνιστικές δυνάµεις, την πίεση του αέϱα, την απώϑηση
µεταξύ κορυφών, την απώϑηση µεταξύ κορυφής και ακµής και την γωνιακή εξ-
οµάλυνση. Οι δυνάµεις αυτές υπολογίζονται στις περιοχές του µεταϕοϱικού χάϱτη
και ασκούνται στις κορυφές του γραφήµατος που αντιστοιχεί στον µεταϕοϱικό
χάϱτη. Η κεντρική ιδέα είναι ότι µετά από κάποιον αριθµό από ϐήµατα, όταν
επιτευχθεί ισορροπία, ο µεταϕοϱικός χάϱτης που ϑα έχει πϱοκύψει ϑα έχει τα
επιθυµητά χαρακτηριστικά, δηλαδή χαµηλό χαρτογραφικό σϕάλµα και χαµηλή
πολυγωνική πολυπλοκότητα.

3.1 ∆υνάµεις

3.1.1 Πίεση του αέϱα

Η πίεση του αέϱα είναι εµπνευσµένη από την δουλειά του Alam et al. [3] και αν-
τιµετωπίζει τις περιοχές σαν δωµάτια γεµάτα µε µία ποσότητα αέϱα που αντιστοιχεί
στο ϐάϱος της κορυφής που αντιστοιχεί στην εκάστοτε περιοχή του µεταϕοϱικού
χάϱτη. Με αυτό υπόψη, µποϱούµε να δηµιουργήσουµε ένα ανάλογο της πίεσης του
αέϱα που ασκείται στα τοιχώµατα (σύνοϱα) των δωµατίων (περιοχών). Η δύναµη αυτή
είναι η κυϱίαϱχη δύναµη του αλγορίθµου καθώς είναι υπεύθυνη για την ϱύϑµιση
των εµβαδών των περιοχών και κατά συνέπεια είναι η δύναµη που ϐοηθάει στην
ϱύϑµιση της χαρτογραφικής ακϱίϐειας. Αναπαράσταση εφαρµογής της δύναµης
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3.1. ∆υνάµεις

της πίεσης του αέϱα απεικονίζεται στο σχήµα 3.1.

Σκοπός σε αυτόν το αλγόριθµο είναι να υπάρχει ανεξαρτησία από τα µεγέϑη των πε-
ϱιοχών, αλλά να εξαρτάται µόνο από την αναλογία των µεγεθών. Αυτή η παϱατήϱηση
οδηγεί στην εισαγωγή της κανονικοποιηµένης πίεσης. Αν f είναι µία όψη του
µεταϕοϱικού χάϱτη, συµβολίζουµε w(f) το ϐάϱος και A(f) το εµβαδόν που αντι-
στοιχεί στην όψη f . Με αυτόν τον συµβολισµό, η κανονικοποιηµένη πίεση της όψης
f ορίζεται ως:

P (f) :=
w(f)

A(f)

∑
g∈F

A(g)∑
g∈F

w(g)

Από τον παραπάνω οϱισµό αϐίαστα πϱοκύπτει ότι η πίεση στην εξωτερική όψη είναι
P (fouter) = 1.

Σχήµα 3.1: Παϱάδειγµα δύναµης πίεσης αέϱα σε όψη f

Μεταϕέϱοντας αυτή την δύναµη στις ακµές κάϑε όψης, παίϱνουµε ότι, αν e = (u, v)
είναι ακµή µίας όψης f και ℓ(e) είναι το µήκος της ακµής:

F⃗ (e, f) = 3P (f)
ℓ(e)

circ(f)
r̂

,όπου r̂ είναι το µοναδιαίο διάνυσµα κάϑετο στην ακµή e κατευϑυνόµενο πϱος το
εξωτεϱικό της όψης f . Η δύναµη F⃗ (e, f) εϕαϱµόϹεται και στα δύο άκϱα της ακµής
e.

3.1.2 Γωνιακή εξοµάλυνση

Με τον τϱόπο που οϱίσαµε την πολυπλοκότητα των πολυγώνων είναι εµφανές ότι
ϑέλουµε "στρογγυλά" κυϱτά σχήµατα. Είναι επόµενο λοιπόν να ϑέλουµε να αποφύ-
γουµε γωνίες κοντά στις µηδέν και τις 360 µοίϱες. Ιδανικά, ϑέλουµε όλες οι γωνίες
που ορίζονται γύϱω από έναν κόµϐο να έχουν όσο το δυνατό ίσες γωνίες. Πϱος
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Κεϕαλαιο 3. MS-ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ

αυτόν τον σκοπό ορίζουµε την γωνιακή εξοµάλυνση. Αναπαράσταση εφαρµογής της
γωνιακής εξοµάλυνσης απεικονίζεται στο σχήµα 3.2.

Σχήµα 3.2: Παϱάδειγµα δύναµης γωνιακής εξοµάλυνσης σε κοϱυϕή v γωνίας ∠uvw

΄Εστω λοιπόν µία κοϱυϕή v και δύο διαδοχικοί, αντίϑετα από την ϕοϱά του ϱολογιού,
γείτονες της u,w. ΄Εστω αuvw η γωνία ∠uvw και b̂uvw το µοναδιαίο διάνυσµα της
διχοτόµου της ∠wvu. ΟϱίϹουµε την γωνιακή εξοµάλυνση F⃗ (u, v, w) στην κοϱυϕή v
ως:

F⃗ (u, v, w) =
1

2

360◦

deg(v)
− αuvw

αuvw

b̂uvw

Παϱόµοια δύναµη είχε χϱησιµοποιηϑεί από τους Argyriou et al. [4] µε την διαϕοϱά
ότι η δύναµη δεν ασκούνταν στην κοϱυϕή που χϱειάϹεται ϐελτίωση αλλά στις κοϱυϕές
των γειτόνων της.

3.1.3 ∆ύναµη µεταξύ κόµϐων

Για λόγους πολυπλοκότητας, η απωθητική δύναµη µεταξύ κορυφών και η απ-
ωθητική δύναµη µεταξύ κορυφής και ακµής υπολογίζονται µόνο για ορίσµατα που
ανήκουν στην ίδια όψη του µεταϕοϱικού χάϱτη.

Πολλές κοντινές κοϱυϕές σε κοντινή απόσταση δυσκολεύουν σηµαντικά την κίνηση
των κόµϐων δεδοµένου του ότι κινούνται µε τϱόπο τέτοιο που διατηϱεί την ιδιότητα
της απεικόνισης να είναι επίπεδη. Συνεπώς, οϱίϹεται µία απωϑητική δύναµη µεταξύ
κόµϐων που ανήκουν στην ίδια εσωτεϱική όψη. Η δύναµη πϱοσοµοιάϹει την δύναµη
που ϑα ασκούνταν σε όµοια ϕοϱτισµένα σωµατίδια λόγω του νόµου του Coulomb.
ΟϱίϹουµε λοιπόν την απωϑητική δύναµη µεταξύ κόµϐων F⃗ (u, v) ως:

F⃗ (u, v) = 25
1

∥−→uv∥2
ûv
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3.2. ΄Ενωση και υποδιαίϱεση ακµών

3.1.4 ∆ύναµη µεταξύ κόµϐου και ακµής

Τέλος, εισάγουµε την απωϑητική δύναµη µεταξύ κόµϐου και ακµής µε σκοπό, όµοια
µε την γωνιακή εξοµάλυνση, να πεϱιοϱίσουµε µικϱές γωνίες και λεπτούς µακϱείς
διαδϱόµους σε πεϱιοχές. Στο σχήµα 3.3 απεικονίϹεται ο τϱόπος εϕαϱµογής της
δύναµης µεταξύ κόµϐου και ακµής.

Σχήµα 3.3: Παϱάδειγµα δύναµης µεταξύ κόµϐου v και ακµής (u,w)

΄Εστω µία ακµή e και µία µη πϱοσκείµενη κοϱυϕή v που ανήκει στην ίδια όψη.
Αν ê είναι το µοναδιαίο διάνυσµα κάϑετο στην ακµή e και q⃗ είναι το διάνυσµα που
συνδέει την κοϱυϕή v µε την πϱοϐολή της στο ευϑύγϱαµµο τµήµα που οϱίϹει η ακµή
e. ΟϱίϹουµε την απωϑητική δύναµη µεταξύ κοϱυϕής και ακµής ως:

F⃗ (v, e) = 10
1

∥q⃗∥2
(ê · q̂)q̂

Η δύναµη µεταξύ κορυφής και ακµής είναι εµπνευσµένη από την δύναµη που
χρησιµοποιήθηκε από τον Bertault στο PrEd [5]. Η διαφορά είναι ότι χρησιµοποιεί-
ται ένα εσωτεϱικό γινόµενο στην πεϱίπτωση που η πϱοϐολή της κορυφής στην ακµή
πέϕτει έξω από το ευθύγραµµο τµήµα σε αντίθεση µε την δύναµη του Bertault που
µηδένιϹε την δύναµη στην αντίστοιχη περίσταση.

Οι σταϑεϱές όλων των παϱαπάνω δυνάµεων έχουν πϱοσδιοϱιστεί στην δουλειά του
Schnorr [19] και παϱαµένουν οι ίδιες και στην δική µας υλοποίηση.

3.2 ΄Ενωση και υποδιαίϱεση ακµών

Στον MS-Αλγόϱιϑµο ο αϱιϑµός των κοϱυϕών και των ακµών στον µεταϕοϱικό χάϱτη
δεν είναι σταϑεϱός. Σε κάϑε ϐήµα υπολογίϹεται το µέσο µήκος ακµής:
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Κεϕαλαιο 3. MS-ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ

ℓ̄ =
1

|E|
∑
e∈E

ℓ(e)

Στην συνέχεια, αν κάποια ακµή έχει µήκος µεγαλύτεϱο από 2ℓ την διαιρούµε
αφαιρώντας την ακµή, δηµιουργώντας µία νεά κορυφή στο µέσο των δύο άκϱων
και ενώνοντας την καινούρια κορυφή µε τα δύο άκϱα της ακµής. Αντίστοιχα, αν
κορυφή ϐαθµού δύο απέχει από τον κοντινότερο γείτονα της απόσταση µικϱότεϱη
από 1

10
ℓ, αφότου επιβεβαιώσουµε ότι η αϕαίϱεση της δεν ϑα πϱοκαλούσε τοµή µεταξύ

ακµών, την αϕαιϱούµε και ενώνουµε τους δύο γείτονες της µε µία ακµή.

3.3 Πεϱιοϱισµός κίνησης κοϱυϕών

Οι δυνάµεις που οϱίσαµε παϱαπάνω είναι υπεύϑυνες για την κίνηση των κοϱυϕών
του µεταϕοϱικού χάϱτη, ωστόσο πϱος το παϱόν δεν έχουµε καµία εγγύηση ότι δεν
ϑα υπάϱξουν τοµές µεταξύ ακµών ή ότι η κυκλική σειϱά των ακµών γύϱω από µία
κοϱυϕή δεν ϑα µεταϐληϑούν. Συνεπώς, είναι ανάγκη να πεϱιοϱίσουµε την κίνηση
των κοϱυϕών ώστε να εξασϕαλίσουµε τα παϱαπάνω δύο αιτήµατα. Για αυτόν τον
σκοπό, χϱησιµοποιούµε τον κανόνα για τον υπολογισµό της "µέγιστης επιτϱεπτής
κίνησης" από το ImPrEd [21]. Ο κανόνας αυτός εξασϕαλίϹει ότι δεν ϑα υπάϱξουν
τοµές µεταξύ ακµών και ότι ϑα διατηϱηϑεί η εµϕύτευση του γϱαϕήµατος.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

ΕΠΕΚΤΑΣΗ MS-ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ

Σε αυτό το κεφάλαιο περιγράφονται οι ϐελτιώσεις και οι επεκτάσεις που κάναµε στον
MS-Αλγόϱιϑµο, ϑα αναφερόµαστε στον αλγόριθµο που έχει πϱοκύψει από αυτές
τις αλλαγές ως Αλγόϱιϑµο-NEW. Θα περιγράψουµε πως επεκτείναµε την κλάση
των επιτρεπτών εισόδων από εσωτεϱικά τριγωνοποιηµένα δισυνεκτικά ενεπίπεδα
γραφήµατα σε δισυνεκτικά ενεπίπεδα γραφήµατα και ϑα εισάγουµε την έννοια της
ακαµψίας.

4.1 Επέκταση µετασχηµατισµού σε µη τριγωνοποιη-
µένα γραφήµατα

Στο σχήµα 4.3 ϕαίνονται παϱαδείγµατα χαϱτών από µη τϱιγωνοποιηµένα γϱαϕήµατα
που έχουν πϱοκύψει από τον Αλγόϱιϑµο-NEW.

(a) (b)

Σχήµα 4.1: Παϱάδειγµα µεταϕοϱικού χάϱτη µη τϱιγωνοποιηµένου γϱαϕήµατος µε
δυικό µετασχηµατισµό (a) και µε µετασχηµατισµό µε οπές (b).
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Κεϕαλαιο 4. ΕΠΕΚΤΑΣΗ MS-ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ

Ο µετασχηµατισµός µέσω δυικού γραφήµατος (ϐλέπε ενότητα 2.1) που αναπ-
τύχθηκε από τους Mchedlidze και Schnorr [16] ϑεωρητικά ϑα µποϱούσε να
αντιµετωπίσει µη τριγωνοποιηµένα γραφήµατα, αϱκεί στο αρχικό γϱάϕηµα G κάϑε
κορυφή να έχει οϱατότητα στο ϐαρύκεντρο κάϑε όψης στην οποία ανήκει. Αυτή
είναι µία απαίτηση που δεν εξασφαλίζεται αυτόµατα για κάϑε µη τριγωνοποιηµένη
απεικόνιση γραφήµατος, ωστόσο µποϱούµε να µετασχηµατίσουµε την απεικόνιση
του γραφήµατος µε κατάλληλο τϱόπο ώστε να επιτύχουµε την επιθυµητή ιδιότητα.
Παϱακάτω περιγράφεται ο τϱόπος µε τον οποίο µετασχηµατίζουµε την απεικόνιση
στην δική µας υλοποίηση, ένα παϱάδειγµα δίνεται στο 4.2.

Αϱχικά, τριγωνοποιούµε εσωτεϱικά το γϱάϕηµα µας δηµιουργώντας µία καινούρια
κορυφή για κάϑε όψη µε ϐαθµό µεγαλύτεϱο του τϱία. ΄Εστω G′ = (V ∪Vaux, E∪Eaux)
το γϱάϕηµα που πϱοκύπτει µετά την τριγωνοποίηση, όπου Vaux και Eaux είναι
τα σύνολα των επιπρόσθετων κορυφών και ακµών, αντίστοιχα. Εφαρµόζουµε στο
γϱάϕηµα G′ τον ϐαρυκεντρικό αλγόριθµο του Tutte [25] που σταθεροποιεί την
εξωτερική όψη σε έναν κύκλο και τοποθετεί κάϑε εσωτεϱική κορυφή στο ϐαρύκεντρο
των γειτόνων της, οδηγώντας σε µία επίπεδη απεικόνιση Γbar(G

′). Τέλος, αϕαιϱούµε
τις επιπρόσθετες ακµές από την Γbar(G

′).

Είναι πϱοϕανές ότι η τελική απεικόνιση έχει την απαιτούµενη ιδιότητα. Πϱάγµατι,
οι επιπϱόσϑετες κοϱυϕές από κάϑε µη τϱιγωνοποιηµένη όψη f τοποϑετήϑηκαν στο
ϐαϱύκεντϱο των γειτόνων τους, οι οποίοι ήταν αποκλειστικά οι κοϱυϕές της όψης f .
Συνεπώς, στο γϱάϕηµα που πϱοέκυψε, κάϑε όψη f έχει το ϐαϱύκεντϱο της εντός
των συνόϱων της και αϕού οι επιπϱόσϑετε ακµές µέσα στην f δεν τέµνουν τα σύνοϱα
της, η οϱατότητα από τις κοϱυϕές της f πϱος το ϐαϱύκεντϱο της f είναι εγγυηµένη.

(a) Αϱχική απεικόνιση (b) Απεικόνιση µε ϐαρυκεν-
τρικό layout και επιπρόσθετες
κορυφές

(c) Τελική απεικόνιση

Σχήµα 4.2: Παϱάδειγµα εϕαϱµογής µετασχηµατισµού απεικόνισης
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4.1. Επέκταση µετασχηµατισµού σε µη τϱιγωνοποιηµένα γϱαϕήµατα

4.1.1 ∆υικός Μετασχηµατισµός

(a) Αϱχικός Χάϱτης (b) Τελικός Χάϱτης

Σχήµα 4.3: Παϱάδειγµα χάϱτη ακϱιϐώς µετά τον δυικό µετασχηµατισµό (a) και
µετά την εϕαϱµογή του Αλγοϱίϑµου-MS (b).

Εϕόσον έχουµε εγγυηθεί την απαιτούµενη ιδιότητα είµαστε σε ϑέση να εφαρµό-
σουµε τον µετασχηµατισµό µέσω δυϊκού γραφήµατος όµοια µε τον MS-Αλγόϱιϑµο.
Σε αυτό το σηµείο αξίϹει να παρατηρήσουµε ότι για µη τριγωνοποιηµένα γραφήµατα
αυτός ο µετασχηµατισµός οδηγεί σε κορυφές που έχουν πολύ µεγάλο ϐαθµό στον
µεταϕοϱικό χάϱτη (ϐλέπε σχήµα 4.3, συγκεκριµένα ίσο µε το πλήϑος των κορυφών
στην µη τριγωνοποιηµένη όψη. Θυµίζουµε ότι το γεγονός αυτό δεν αντιπαραβάλ-
λεται µε τον οϱισµό της απεικόνισης µέσω επαϕής καθώς η σηµειακή επαϕή ϑεω-
ϱείται τετριµµένη επαϕή, άϱα δεν συνεπάγεται επαϕή των αντίστοιχων κορυφών του
αρχικού γραφήµατος.

4.1.2 Μετασχηµατισµός µε οπές

(a) Αϱχικός Χάϱτης (b) Τελικός Χάϱτης

Σχήµα 4.4: Παϱάδειγµα χάϱτη ακϱιϐώς µετά τον µετασχηµατισµό µε οπές (a) και
µετά την εϕαϱµογή του Αλγοϱίϑµου-MS (b).
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Κεϕαλαιο 4. ΕΠΕΚΤΑΣΗ MS-ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ

Βλέποντας τους χάϱτες που παράγονται µε τον δυικό µετασχηµατισµό παϱατηϱούµε
ότι γραφήµατα που έχουν όψεις µε πολύ µεγάλο ϐαθµό οδηγούν σε µεταϕοϱικούς
χάϱτες µε σηµεία µεγάλου ϐαθµού που αναπόϕευκτα είναι εξαιρετικά δυσανάγνω-
στοι. Συνεπώς, προτείνουµε µια εναλλακτική προσέγγιση κατά την οποία αντιµετω-
πίζουµε τις µεγάλες περιοχές ως οπές. Πρακτικά, ο τϱόπος µε τον οποίο παίϱνουµε
τον µετασχηµατισµό αυτό είναι εξαιρετικά απλός, µετασχηµατίζουµε το γϱάϕηµα
που πϱοέκυψε από την µετατροπή της απεικόνισης κρατώντας και τις επιπρόσθετες
κορυφές και ακµές χρησιµοποιώντας τον µετασχηµατισµό του MS-Αλγόϱιϑµου και
αντιµετωπίζουµε τις περιοχές που αντιστοιχούν στις επιπρόσθετες κορυφές ως οπές,
παϱάδειγµα αυτού του µετασχηµατισµού απεικονίζεται στο σχήµα 4.4. Αντιµετωπί-
Ϲουµε τις οπές ακϱιϐώς µε τον ίδιο τϱόπο µε τις περιοχές του χάϱτη που αντιστοιχούν
σε οπές, η µοναδική διαφορά είναι ότι, αϕού δεν έχουν εκ ϕύσεως ϐάϱος, έχουµε
την ευχέρεια να επιλέξουµε εµείς τι ϐάϱος ϑα τους αναθέσουµε. ∆ιαισθητικά, εικά-
Ϲουµε ότι όσο περισσότερες περιοχές προσπίπτουν σε µία οπή και όσο πιο ϐαριές
είναι οι περιοχές αυτές τόσο µεγαλύτεϱη πϱέπει να είναι η οπή. Μετά από δοκιµές
µε διάφορες συναρτήσεις ϐϱήκαµε ότι η παϱακάτω συνάϱτηση δίνει ικανοποιητικά
αποτελέσµατα, ωστόσο πιστεύουµε ότι µε επιπλέον πειράµατα µποϱεί να προκύψουν
ακόµη καλύτεϱες συναρτήσεις.

holeWeight(hi) =
1

4deg(hi)
(

j∑
(vj ,hi)∈E(G)

√
w(vj))

2 (4.1)

4.2 Εισαγωγή ακαµψίας

Η σηµαντικότερη πϱοσϑήκη µας στον MS-Αλγόϱιϑµο είναι η εισαγωγή της ακαµψίας.
Παρατηρώντας τα αποτελέσµατα του MS-Αλγόϱιϑµου είδαµε ότι κάποιες περιοχές
είχαν σηµαντικά υψηλότερο χαρτογραφικό σϕάλµα από άλλες. Η παϱατήϱηση
αυτή µας οδήγησε στο να εικάσουµε πως υπάρχουν κάποια χαρακτηριστικά που
κάνουν τις περιοχές να ανταποκρίνονται λιγότεϱο καλά στην πίεση του αέϱα, την
δύναµη που είναι υπεύθυνη για την επιβολή του σωστού εµβαδού στις περιοχές.
Συνεπώς, προτείνουµε την δηµιουϱγία µιας µεταβλητής για κάϑε περιοχή, στην
οποία αναφερόµαστε ως σταθερά ακαµψίας, και εξισορροπεί την επίδραση αυτού
του ϕαινοµένου στην εκάστοτε περιοχή.

΄Εστω g µία εσωτεϱική περιοχή του µεταϕοϱικού χάϱτη και Pi(g) η πίεση στην
περιοχή αυτή κατά το i-οστό ϐήµα του αλγορίθµου. Αν κατά το ϐήµα i η περιοχή
g ϐρίσκεται υπό υψηλή πίεση (δηλαδή, Pi(g) > 1) τότε αυξάνουµε την σταθερά
ακαµψίας κατά µία µικϱή ποσότητα step; αντίστοιχα αν η περιοχή είναι υπό
χαµηλή πίεση (Pi(g) < 1) µειώνουµε κατά step, αλλιώς, αφήνουµε την πίεση
σταθερή. Επιπλέον, περιορίζουµε τις τιµές που µποϱεί να πάϱει η σταθερά µας στο
διάστηµα [slow, shigh] όπου shigh ≥ 1 και slow = 1

shigh
. Πειραµατικά προσδιορίζουµε

µία αποδεκτή τιµή για την σταθερά shigh.
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4.2. Εισαγωγή ακαµψίας

∆εδοµένης µιας πεϱιοχής g, οϱίϹουµε την σταϑεϱά ακαµψίας της g κατά το i-οστό
ϐήµα του αλγοϱίϑµου, και συµϐολίϹουµε si(g), ως:{

s(0)(g) = 1

si(g) = min(shigh,max(slow, si−1(g) + α · step)), i > 0

όπου α =


−1, Pi−1(g) < 1

0, Pi−1(g) = 1

1, Pi−1(g) > 1

Συνεπώς, η αναϑεωϱηµένη πίεση του αέϱα µιας πεϱιοχής g στις συνοϱιακές ακµές
της e κατά την i-οστή επανάληψη του αλγοϱίϑµου, i ≥ 1, F⃗ ′

i (e, g) οϱίϹεται ως:

F⃗ ′
i (e, g) = si(g) · F⃗i(e, g)

όπου F⃗i(e, g) είναι η πίεση του αέϱα υπολογισµένη µε ϐάση τον MS-Αλγόϱιϑµο.

Σε αυτό το σηµείο αξίϹει να σηµειώσουµε ότι η σταθερά ακαµψίας είναι διαφορετική
σε κάϑε περιοχή του µεταϕοϱικού χάϱτη και παϱουσιάϹει δυναµική συµπεριφορά
κατά την διάϱκεια του αλγορίθµου. Ιδανικά, επιθυµούµε η σταθερά να συγκλίνει
σε µία τιµή που ϑα αντικρούει την επίδραση των δυνάµεων που εµποδίζουν την επί-
δραση του αέϱα σε εκείνη την περιοχή. Στην ϕύση, τέτοιες σταθερές διαφέρουν από
υλικό σε υλικό ή ακόµα στο ίδιο υλικό µε ϐάση την γεωµετϱία του ή την ϑεϱµοκϱασία
στην οποία ϐρίσκεται. Τέτοιου είδους δυναµικές σταθερές είναι ασυνήθιστες σε αλ-
γορίθµους ϐασισµένους σε δυνάµεις, κυϱίως για λόγους πολυπλοκότητας. Ωστόσο,
σηµειώνουµε ότι µία παρόµοια ιδέα έχει χρησιµοποιηθεί στην δουλειά του Hu [14] .
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

ΛΟΓΙΣΜΙΚΟ

Για τους σκοπούς αυτής της εργασίας αναπτύξαµε ένα διαδικτυακό εργαλείο στο
οποίο µποϱεί κανείς να τϱέξει τον αλγόριθµο των Mchedlidze και Schnorr [16], τον
αλγόριθµο του Alam et al. [3] και τον Αλγόϱιϑµο-NEW. Ειδικά για τον Αλγόϱιϑµο-
NEW, υπάρχει η δυνατότητα ο χϱήστης να τροποποιήσει και τις παϱαµέτϱους του.
Συγκεκριµένα, ο χϱήστης έχει την δυνατότητα να επιλέξει την τιµή για τις µέγιστη
τιµή ακαµψίας shigh, για το ϐήµα step µε το οποίο αλλάζει η σταθερά ακαµψίας και
για τον αριθµό των επαναλήψεων για τις οποίες ϑα εκτελεστεί ο Αλγόϱιϑµος-NEW.

Η ιστοσελίδα αυτή έχει γϱαϕτεί σε Javascript. Πέϱα από το ϐασικό
πακέτο της Javascript το µεγαλύτεϱο κοµµάτι της εργασίας χρησιµοποιεί
την εµπορική ϐιβλιοθήκη "yfiles for HTML". Είναι διαθέσιµο το docu-
mentation της ϐιβλιοθήκης καθώς και πληθώρα από demos στον σύνδεσµο
https://docs.yworks.com/yfileshtml/#/home . Για την επεξεργασία
των δεδοµένων και την δηµιουϱγία των διαγραµµάτων χρησιµοποιήσαµε την ϐιβλιο-
ϑήκη ggplot της R και την ϐιβλιοθήκη matplotlib της Python.

΄Ολα τα πειϱάµατα που παϱουσιάϹονται στην ακόλουϑη πειϱαµατική µελέτη έχουν
διεξαχϑεί σε ϕοϱητό υπολογιστή µε τα ακόλουϑα χαϱακτηϱιστικά: Windows 11, 11th
Gen Intel(R) Core(TM) i7-1165G7 @ 2.80GHz, 16,0 GB RAM. Σε αυτό το σηµείο
να σηµειωϑεί ότι ο ϐασικός στόχος της εϱγασίας αυτής ήταν η ελαχιστοποίηση του
χαϱτογϱαϕικού σϕάλµατος και κατά συνέπεια δεν έχει δοϑεί ιδιαίτεϱη ϐαϱύτητα
στην ελαχιστοποίηση του χϱόνου εκτέλεσης του κώδικα µας. Στα διαγϱάµµατα του
σχήµατος 5.1 παϱουσιάϹεται η επίδϱαση του αϱιϑµού των κοϱυϕών του αϱχικού
γϱαϕήµατος στον χϱόνο εκτέλεσης του Αλγοϱίϑµου-NEW.
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(a) 1000 επαναλήψεις

(b) 800 + 10n επαναλήψεις

Σχήµα 5.1: Χϱόνος εκτέλεσης έναντι αριθµού κόµϐων για σταθερό αριθµό
επαναλήψεων (a) και για τον αριθµό επαναλήψεων που έχουµε ϑέσει ως συνθήκη
τερµατισµού (b).

Παϱατηϱούµε ότι για δεδοµένο αριθµό ϐηµάτων ο χϱόνος εκτέλεσης αυξάνει γραµ-
µικά ως πϱος τον αριθµό των κόµϐων, γεγονός που συµφωνεί µε την ϑεωρία.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ΜΕΛΕΤΗ

6.1 Παϱαγωγή τυχαίων γϱαϕηµάτων

Για την παραγωγή των γραφηµάτων που χρησιµοποιούµε στα πειράµατα ακολου-
ϑούµε την ίδια µέϑοδο που χρησιµοποιήθηκε από τους Mchedlidze και Schnorr [16].
Συγκεκριµένα, παράγουµε µία επίπεδη απεικόνιση ενός τριγωνοποιηµένου γραφή-
µατος χρησιµοποιώντας τριγωνοποίηση Delaunay για ένα τυχαίο σύνολο σηµείων
στο επίπεδο. Στην συνέχεια, µε ϐάση έναν συντελεστή που ονοµάζεται λόγος
εµφώλευσης (nesting ratio) nest ∈ [0, 1], προσθέτουµε τον υπόλοιπο λόγο κορυφών
µέσα στα τρίγωνα που έχουν δηµιουργηθεί από την αρχική τριγωνοποίηση και
ενώνουµε µε τις κορυφές του τριγώνου.

Για κάϑε κορυφή, πϱέπει να παράξουµε και ένα τυχαίο ϐάϱος. Αυτό το ϐάϱος
προέρχεται από οµοιόµορφη κατανοµή, ο λόγος του µέγιστου επιτρεπτού ϐάϱους
πϱος το ελάχιστο επιτϱεπτό ϐάϱος ονοµάζεται weight ratio και στα πειράµατα µας
παίϱνει τιµές στο διάστηµα w ∈ [5, 20].

Στην δική µας εϱγασία πϱοέκυψε η ανάγκη να παϱαχϑούν και µη τϱιγωνοποιηµένες
απεικονίσεις επίπεδων γϱαϕηµάτων. Για τον σκοπό αυτό, µετά την δηµιουϱγία µίας
εσωτεϱικά τϱιγωνοποιηµένης απεικόνισης µε την παϱαπάνω διαδικασία, αϕαιϱούµε
διαδοχικά εσωτεϱικές ακµές από την απεικόνιση που πϱοέκυψε. Συγκεκϱιµένα,
ϑέτουµε ένα επιϑυµητό ποσοστό εσωτεϱικών ακµών που ϑέλουµε να αϕαιϱέσουµε,
το οποίο καλόυµε rem ∈ [0, 1], και αϕαιϱούµε διαδοχικά κοϱυϕές µέχϱι είτε να
πετύχουµε το Ϲητούµενο ποσοστό ή να µην υπάϱχουν άλλες εσωτεϱικές ακµές που
µποϱούν να αϕαιϱεϑούν χωϱίς να χαϑεί η δισυνεκτικότητα του γϱαϕήµατος. Στην
δεύτεϱη πεϱίπτωση, αποϱϱίπτουµε την απεικόνιση και δοκιµάϹουµε να επιτύχουµε
το ποσοστό που Ϲητήϑηκε για κάποια άλλη τϱιγωνοποίηση.
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6.2. Πϱοσδιοϱισµός σταϑεϱών του αλγοϱίϑµου µας

6.2 Πϱοσδιοϱισµός σταϑεϱών του αλγοϱίϑµου µας

Πϱιν εκτελέσουµε το κυϱίως µέϱος των πειϱαµάτων µας χρειάζεται να προσδιορί-
σουµε τις παϱαµέτϱους του αλγορίθµου. Συγκεκριµένα, είναι αναγκαίο να ϐϱούµε
για ποια τιµή του ϐήµατος µεταϐολής της σταθεράς ακαµψίας ο Αλγόϱιϑµος-NEW
συγκλίνει σε καλύτεϱα αποτελέσµατα και, δεδοµένης αυτής της τιµής, να προσ-
διορίσουµε τον αριθµό επαναλήψεων που απαιτούνται ώστε ο Αλγόϱιϑµος-NEW να
συγκλίνει σε κάποια λύση που ϑεωρούµε ικανοποιητική.

Στο σχήµα 6.1 ϕαίνεται η συµπεϱιϕοϱά του αλγοϱίϑµου για τϱεις διαϕοϱετικές τιµές
step στο ίδιο γϱάϕηµα. Παϱατηϱούµε ότι και για τις τϱεις τιµές αλγόϱιϑµος τελικά
συγκλίνει σε παϱόµοια λύση. Επίσης, παϱατηϱούµε ότι όσο µεγαλύτεϱη η τιµή
του step τόσο πιο γϱήγοϱα συγκλίνει ως πϱος το Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα. Τέλος,
παϱατηϱούµε ότι µετά τις 800 µε 1000 επαναλήψεις οι µετϱικές µας σταµατάνε να
ϐελτιώνονται.

(a) Μέσο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα (b) Μέγιστο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα

(c) Μέση Πολυγωνική Πολυπλοκότητα (d) Μέγιστη Πολυγωνική Πολυπλοκότητα

Σχήµα 6.1: Χαϱτογϱαϕικό σϕάλµα και πολυπλοκότητα πολυγώνου για διάϕοϱες
τιµές του step έναντι iter.

Η επιλογή της παϱαµέτϱου step δεν ϕαίνεται να οδήγησε σε σηµαντική διαϕοϱά στα
αποτελέσµατα για το γϱάϕηµα του παϱαδείγµατος. Ωστόσο, για να επιϐεϐαιώσουµε
ότι το συµπέϱασµα µας ισχύει γενικά χϱειάϹεται να τϱέξουµε το ίδιο πείϱαµα σε
ένα µεγαλύτεϱο δείγµα γϱαϕηµάτων. ΄Ετσι, επαναλαµϐάνουµε το ίδιο πείϱαµα για
N = 50 γϱαϕήµατα και κϱατάµε την τιµή στην οποία συγκλίνει το γϱάϕηµα. Τα
αποτελέσµατα ϕαίνονται στο διάγϱαµµα 6.2.
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Κεϕαλαιο 6. ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ΜΕΛΕΤΗ

(a) Μέσο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα (b) Μέγιστο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα

(c) Μέση Πολυγωνική Πολυπλοκότητα (d) Μέγιστη Πολυγωνική Πολυπλοκότητα

Σχήµα 6.2: Χαϱτογϱαϕικό σϕάλµα και πολυπλοκότητα πολυγώνου για διάϕοϱες
τιµές του step µετά από 5000 iter, για N = 50 γϱαϕήµατα µε n = 20, w = 5, nest = 0.

(a) Μέσο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα (b) Μέγιστο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα

(c) Μέση Πολυγωνική Πολυπλοκότητα (d) Μέγιστη Πολυγωνική Πολυπλοκότητα

Σχήµα 6.3: Χαϱτογϱαϕικό σϕάλµα και πολυπλοκότητα πολυγώνου για step = 0.02
για N = 20 γϱαϕήµατα µε n = 20, w = 5, nest = 0 έναντι iter.
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6.3. Σύγκϱιση µε MS-Αλγόϱιϑµο

Στο διάγραµµα 6.2 παϱατηϱούµε ότι για τις τϱείς τιµές δεν ϕαίνεται να υπάρχει
µεγάλη απόκλιση στην τιµή που συγκλίνουν, άλλωστε τϱέχουµε τον αλγόριθµο για
αρκετές επαναλήψεις ώστε οι περιοχές να αποκτήσουν την ϐέλτιστη τιµή ακαµψίας.
Συνεπώς, επιλέγουµε για τα πειράµατα µας την τιµή step = 0.02 χωϱίς αυτό να
σηµαίνει ότι είναι ιδιαίτερα καλύτεϱη από κάποια άλλη τιµή στο διάστηµα [0.1, 0.5].
Σταθεροποιώντας πλέον την τιµή του step µελετάµε µετά από πόσες επαναλήψεις
συγκλίνει ο Αλγόϱιϑµος-NEW, ώστε να µπορέσουµε να δώσουµε µία συνθήκη τερ-
µατισµού που ϑα µας δίνει ικανοποιητική λύση δίχως να τϱέχει για αδικαιολόγητα
πολλές επαναλήψεις.
Στο διάγραµµα 6.3 παϱατηϱούµε ότι, µε εξαίρεση την µέγιστη πολυγωνική πολυ-
πλοκότητα, οι άλλες µετϱικές έχουν συγκλίνει στην επιθυµητή λύση µετά από
πεϱίπου 1000 επαναλήψεις. Στην συνέχεια της εργασίας παϱατηϱούµε ότι ο αρι-
ϑµός των κόµϐων έχει ϑετική συσχέτιση µε τον απαιτούµενο αριθµό επαναλήψεων.
Με αυτές τις δύο παρατηρήσεις υπόψη, επιλέγουµε να σταµατάµε τον αλγόριθµο
µετά από 800 + 10n επαναλήψεις.

6.3 Σύγκϱιση µε MS-Αλγόϱιϑµο

Σε αυτή την παράγραφο, παρουσιάζουµε µία πειραµατική µελέτη ώστε να συγκρί-
νουµε τον Αλγόϱιϑµο-NEW µε τον MS-Αλγόϱιϑµο καθώς και για να δούµε πως οι
παϱάµετϱοι, nest, w και n επηρεάζουν την επίδοση των δύο αλγορίθµων.

(a) Μέσο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα (b) Μέγιστο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα

(c) Μέση Πολυγωνική Πολυπλοκότητα (d) Μέγιστη Πολυγωνική Πολυ-
πλοκότητα

Σχήµα 6.4: Χαϱτογϱαϕικό σϕάλµα και πολυπλοκότητα πολυγώνου για διάϕοϱες
τιµές του αϱιϑµού κόµϐων (n) για N = 50 γϱαϕήµατα µε nest = 0, w = 5.
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Κεϕαλαιο 6. ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ΜΕΛΕΤΗ

(a) Μέσο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα (b) Μέγιστο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα

(c) Μέση Πολυγωνική Πολυπλοκότητα (d) Μέγιστη Πολυγωνική Πολυ-
πλοκότητα

Σχήµα 6.5: Χαϱτογϱαϕικό σϕάλµα και πολυπλοκότητα πολυγώνου για διάϕοϱες
τιµές του λόγου εµϕώλευσης (nest) για N = 50 γϱαϕήµατα µε n = 20, w = 5.

(a) Μέσο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα (b) Μέγιστο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα

(c) Μέση Πολυγωνική Πολυπλοκότητα (d) Μέγιστη Πολυγωνική Πολυ-
πλοκότητα

Σχήµα 6.6: Χαϱτογϱαϕικό σϕάλµα και πολυπλοκότητα πολυγώνου για διάϕοϱες
τιµές του λόγου µέγιστου πϱος ελάχιστο ϐάϱος (w) για N = 50 γϱαϕήµατα µε n =
20, nest = 0.
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6.3. Σύγκϱιση µε MS-Αλγόϱιϑµο

Στα σχήµατα 6.4 6.5 6.6 απεικονίζονται διαγραµµατικά τα αποτελέσµατα των
πειϱαµάτων µας. Είναι εµφανές ότι επαληθεύεται ο αρχικός ισχυρισµός µας ότι
καταϕέϱνουµε να πετύχουµε χαρτογραφικό σϕάλµα κοντά στο µηδέν κρατώντας τα
σχήµατα σχετικά "απλά". Παϱά ταύτα, είναι εµφανές ότι για να επιτύχουµε αυτόν
τον σκοπό ϑυσιάζουµε µία µικϱή ποσότητα πολυγωνικής πολυπλοκότητας συγκρι-
τικά µε τον MS-Αλγόϱιϑµο.

Πιο αναλυτικά, ϐλέπουµε ότι για τον Αλγόϱιϑµο-NEW το µέσο χαρτογραφικό
σϕάλµα δεν ξεπεϱνάει το 0.02 σε κανένα από τα πειράµατα µας, σϕάλµα που δεν
ϑεωρείται ανιχνεύσιµο από τον χϱήστη. ΄Οσον αϕοϱά το µέγιστο χαρτογραφικό
σϕάλµα, είναι κοντά στο µηδέν και να αρχίζει να αποµακρύνεται στις ακϱαίες
τιµές των παϱαµέτϱων στα πειράµατα µε τον λόγο ϐάϱους w και τον αριθµό των
κόµϐων n για τα οποία ϕτάνει κοντά στο 0.05. Η διαφορά των δύο αλγορίθµων
στο χαρτογραφικό σϕάλµα είναι εµφανής, καθώς το µέσο χαρτογραφικό σϕάλµα
του MS-Αλγοϱίϑµου κυµαίνεται µεταξύ 0.20 και 0.35 ενώ το µέγιστο χαρτογραφικό
σϕάλµα παίϱνει τιµές µεταξύ 0.45 και 0.75.

Το τίµηµα για την ϐελτίωση στο χαρτογραφικό σϕάλµα είναι πολυγωνική πολυ-
πλοκότητα. Συγκεκριµένα, ο Αλγόϱιϑµος-NEW έχει χειϱότεϱη επίδοση από άποψη
µέσης και µέγιστης πολυγωνικής πολυπλοκότητας. Η µέση πολυπλοκότητα του
αλγορίθµου µας κυµαίνεται µεταξύ 0.10 και 0.14 ενώ η µέγιστη πολυγωνική
πολυπλοκότητα ϕτάνει έως και 0.35.

Ενδιαϕέϱον παϱουσιάϹει και η σύγκριση των τιµών της πολυγωνικής πολυπλοκότη-
τας µεταξύ των δύο αλγορίθµων για τα επι µέϱους γραφήµατα των πειϱαµάτων µας.
Η µέγιστη αύξηση µέσης πολυγωνικής πολυπλοκότητας που παρουσιάζεται είναι
0.032, ενώ η µέγιστη τιµή µέσης πολυγωνικής πολυπλοκότητας σε ένα γϱάϕηµα
είναι 0.159, αρκετά κάτω απο το όϱιο 0.4 πάνω από το οποίο τα πολύγωνα ϑεω-
ϱούνται πολύπλοκα µε ϐάση τον Brinkoff [7]. Και οι δύο τιµές παρατηρούνται
στο πείϱαµα µε την τιµή του λόγου εµφώλευσης nest = 0.5. Στο διάγραµµα 6.7
ϕαίνεται η µέση και η ακϱαία πεϱίπτωση διαφοράς πολυγωνικής πολυπλοκότητας,
στην ακϱαία πεϱίπτωση πράγµατι παϱατηϱούµε ότι ο χάϱτης που παράγεται µε τον
Αλγόϱιϑµο-NEW ϕαίνεται οπτικά χειρότερος από αυτόν του MS-Αλγόϱιϑµου.

Συνολικά, επαληθεύουµε τα ευρήµατα των Mchedlidze και Schnorr [16] καθώς
ϐλέπουµε ότι οι παϱάµετϱοι w, nest και N επιδϱούν στα αποτελέσµατα που παρά-
γουν και οι δύο αλγόριθµοι. Επίσης, επιβεβαιώνουµε ότι η επίδραση του λόγου
εµφώλευσης nest είναι η σηµαντικότερη.
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Κεϕαλαιο 6. ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ΜΕΛΕΤΗ

(a) Αλγόϱιϑµος-NEW (b) MS-Αλγόϱιϑµος

(c) Αλγόϱιϑµος-NEW (d) MS-Αλγόϱιϑµος

Σχήµα 6.7: Ο τελικός µεταϕοϱικός χάϱτης για το γϱάϕηµα µε την µέγιστη διαϕοϱά
πολυγωνικής πολυπλοκότητας (a-b) και για µια µέση πεϱίπτωση (c-d).
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6.4. Σύγκϱιση επίδοσης αϱχικών µεταϕοϱικών χαϱτών

6.4 Σύγκϱιση επίδοσης αρχικών µεταϕοϱικών
χαϱτών

Στην ενότητα αυτή ϑα παρουσιάσουµε τα αποτελέσµατα της σύγκρισης των χαϱτών
που προκύπτουν από τον δυικό µετασχηµατισµό µε τους χάϱτες που παράγονται
από τον µετασχηµατισµό των Alam et al. [3], µία τεχνοτϱοπία µε πλήϱως διαφορε-
τικά χαρακτηριστικά από τον δυικό µετασχηµατισµό που χρησιµοποιούµε στην
υπόλοιπη εργασία. Θέλουµε να µελετήσουµε κατά πόσο ο αρχικός χάϱτης επηϱεάϹει
την ταχύτητα σύγκλισής και την ποιότητα του τελικού χάϱτη.

(a) (b)

(c) (d)

Σχήµα 6.8: Παϱάδειγµα µεταϕοϱικού χάϱτη για το γϱάϕηµα (a) χϱησιµοποιώντας
µετασχηµατισµό µε τον αλγόϱιϑµο του Alam et al. (c) και χϱησιµοποιώντας τον
µετασχηµατισµό µέσω δυϊκού γϱαϕήµατος (d).
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Κεϕαλαιο 6. ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ΜΕΛΕΤΗ

Στο σχήµα 6.8 ϐλέπουµε ότι οι χάϱτες που προκύπτουν µετά από κάϑε µετασχη-
µατισµό είναι σηµαντικά διαφορετικοί, οπότε ϕαίνεται να επιβεβαιώνεται η εικασία
ότι ο αρχικός χάϱτης επιδϱά σηµαντικά στο τελικό αποτέλεσµα. Επίσης, µε ϐάση το
συγκεκριµένο παϱάδειγµα παϱατηϱούµε ότι ο χάϱτης που πϱοκύπτει από τον δυικό
µετασχηµατισµό έχει χαµηλότερη πολυπλοκότητα από εκείνον µε τον οκταγωνικό
µετασχηµατισµό. Για να επιβεβαιώσουµε τις παρατηρήσεις αυτές πραγµατοποιούµε
ένα πείϱαµα µε 50 τυχαία γραφήµατα.

Τα αποτελέσµατα των πειϱαµάτων, που παρουσιάζονται στο σχήµα 6.9, ϕαίνεται
να επαληθεύουν τις παρατηρήσεις µας. Συγκεκριµένα, ϕαίνεται πως οι χάϱτες που
παράγουµε µε τον δυικό µετασχηµατισµό έχουν σχεδόν 5% χαµηλότερη µέση πολυγ-
ωνική πολυπλοκότητα από εκείνους που παράγουµε µε τον οκταγωνικό µετασχηµα-
τισµό, ενώ όµοια ϕαίνεται να είναι τα αποτελέσµατα και για την µέγιστη πολυγωνική
πολυπλοκότητα. Τέλος, ϐλέπουµε ότι ο µετασχηµατισµός δεν ϕαίνεται να επηϱεάϹει
το χαρτογραφικό σϕάλµα στο οποίο συγκλίνει ο αλγόριθµος.

(a) Μέσο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα (b) Μέγιστο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα

(c) Μέση Πολυγωνική Πολυπλοκότητα (d) Μέγιστη Πολυγωνική Πολυπλοκότητα

Σχήµα 6.9: Χαϱτογϱαϕικό σϕάλµα και πολυγωνική πολυπλοκότητα

6.5 Αλληλοεξάϱτηση µεταξύ χαρτογραφικού σφάλ-
µατος και πολυπλοκότητας

Το κόστος της επίτευξης µηδενικού χαρτογραφικού σφάλµατος είναι µια µικϱή
ποσότητα πολυγωνικής πολυπλοκότητας. ∆εδοµένου του ότι ο Αλγόϱιϑµος-NEW
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6.5. Αλληλοεξάϱτηση µεταξύ χαϱτογϱαϕικού σϕάλµατος και πολυπλοκότητας

είναι πανοµοιότυπος µε τον MS-Αλγόϱιϑµο για max stiffness shigh = 1, µελετάµε
την επίδραση της παϱαµέτϱου maximum stiffness shigh στην πολυγωνική πολυ-
πλοκότητα. Τα αποτελέσµατα του πειράµατος παρουσιάζονται στο σχήµα 6.12.
Παϱατηϱούµε ότι ενώ για shigh = 8, το µέσο χαρτογραφικό σϕάλµα γίνεται πρακτικά
0, η µέση πολυγωνική πολυπλοκότητα αυξάνεται όσο το shigh αυξάνεται από 1 σε
8. Το ίδιο ϕαινόµενο σε λίγο µεγαλύτεϱο ϐαθµό ϕαίνεται να επικϱατεί και για το
µέγιστο χαρτογραφικό σϕάλµα / µέγιστη πολυγωνική πολυπλοκότητα. ∆εδοµένου
ότι για shigh > 8 δεν παϱατηϱήσαµε καµία αισϑητή διαφορά (δεν υπήρχε περιοχή µε
ακαµψία που να χρειαζόταν να λάϐει µεγαλύτεϱες τιµές), σταθεροποιήσαµε για το
Αλγόϱιϑµο-NEW shigh = 8. Το διάγραµµα 6.11 απεικονίϹει έναν “heat-map” χρωµα-
τισµό των περιοχών του µεταϕοϱικού χάϱτη για το ίδιο γϱάϕηµα για shigh ∈ {1, 2, 8},
κάνοντας έτσι εµφανή την επίδραση της παϱαµέτϱου της ακαµψίας.

Το πείϱαµα αυτό εµϕανίϹει µια µονοτονική µείωση για το χαϱτογϱαϕικό σϕάλµα και
µία µονοτονική αύξηση για την πολυγωνική πολυπλοκότητα όσο αυξάνεται η τιµή
του shigh.

(a) Μέσο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα (b) Μέγιστο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα

(c) Μέση Πολυγωνική Πολυπλοκότητα (d) Μέγιστη Πολυγωνική Πολυπλοκότητα

Σχήµα 6.10: Χαϱτογϱαϕικό σϕάλµα και πολυγωνική πολυπλοκότητα για διάϕοϱες
τιµές της παϱαµέτϱου max stiffness για ίδιους N = 50 γϱαϕήµατα µε n = 20, nest =
0, w = 5.
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Κεϕαλαιο 6. ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ΜΕΛΕΤΗ

(a) max stiffness = 1 (b) max stiffness = 2 (c) max stiffness = 8

Σχήµα 6.11: Παϱουσίαση κανονικοποιηµένης διαφοράς πίεσης για τιµές max stiff-
ness ∈ {1, 2, 8} µε χϱήση heat-map

6.6 Ανάλυση για µη τϱιγωνοποιηµένα γϱαϕήµατα

Σε αυτή την παϱάγϱαϕο ϑα µελετήσουµε πόσο καλά συµπεϱιϕέϱεται η επέκταση του
αλγοϱίϑµου που πϱαγµατοποιήσαµε για µη τϱιγωνοποιηµένα γϱαϕήµατα.

(a) Μέσο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα (b) Μέγιστο Χαϱτογϱαϕικό Σϕάλµα

(c) Μέση Πολυγωνική Πολυπλοκότητα (d) Μέγιστη Πολυγωνική Πολυπλοκότητα

Σχήµα 6.12: Χαϱτογϱαϕικό σϕάλµα και πολυγωνική πολυπλοκότητα για διάϕοϱες
τιµές λόγου αϕαιϱούµενων ακµών rem ∈ {0, 0.2, 0.4, 0.6} για N = 50 γϱαϕήµατα µε
n = 20, nest = 0, w = 5.

Πϱαγµατοποιήσαµε ένα πείϱαµα για γραφήµατα µε διάφορα ποσοστά αϕαίϱεσης
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6.6. Ανάλυση για µη τϱιγωνοποιηµένα γϱαϕήµατα

εσωτεϱικών ακµών rem ∈ {0, 0.2, 0.4, 0.6}. Υπενθυµίζουµε ότι τα ϐάϱη στις περι-
οχές µε τις οπές ανατίθενται σύµφωνα µε την εξίσωση 4.1. Παϱατηϱήσαµε ότι η
παϱάµετϱος rem, για rem > 0, δεν ϕαίνεται να επιδϱά ουσιαστικά στα αποτελέσ-
µατα που λαµβάνουµε. Ωστόσο, είδαµε ότι οι χάϱτες χωϱίς οπές έχουν ελάχιστα
χαµηλότερη πολυγωνική πολυπλοκότητα από αυτούς µε οπές. Εικάζουµε ότι το
ϕαινόµενο αυτό πϱοκύπτει επειδή οι οπές συµπεριφέρονται σαν περιοχές που αν-
τιστοιχούν σε κορυφές µεγάλου ϐαθµού. Επίσης, παϱατηϱήσαµε ότι οι οπές συχνά
ϕαίνονται αντιαισθητικές καθώς έχουν ιδιαίτερα στενούς διαδρόµους. Πιστεύουµε
ότι τα τελευταία δύο προβλήµατα που αναϕέϱαµε µποϱούν να εξαλειϕϑούν επιλέ-
γοντας µία καλύτεϱη συνάϱτηση απονοµής ϐάϱους στις οπές και πιθανώς εισάγοντας
µία καινούρια δύναµη που ϑα εγγυάται ένα ελάχιστο πάχος περιοχής.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7

ΕΠΙΛΟΓΟΣ

Σε αυτή την εργασία αναλύσαµε και υλοποιήσαµε τους αλγορίθµους των Mchedlidze
και Schnorr και των Alam et al., προτείναµε µία ϐελτίωση για τον πϱώτο από τους
δύο, επεκτείναµε την κλάση των γραφηµάτων που µποϱεί να χειριστεί ο αρχικός
µετασχηµατισµός και πραγµατοποιήσαµε µία εκτενή µελέτη ώστε να συγκρίνουµε
τον πϱοϋπάϱχοντα αλγόριθµο µε αυτόν που αναπτύξαµε καθώς και να µελετήσουµε
την επίδοση του αλγορίθµου µας µε καινούριες αρχικές συνθήκες. Είδαµε ότι ο
Αλγόϱιϑµος-NEW πράγµατι πετυχαίνει χαρτογραφικά σφάλµατα πολύ κοντά στο
µηδέν ϑυσιάζοντας µόνο µια µικϱή ποσότητα πολυγωνική πολυπλοκότητας σε σχέση
µε τον MS-Αλγόϱιϑµο. Επίσης δείξαµε ότι ο Αλγόϱιϑµος-NEW µποϱεί να χειριστεί
ικανοποιητικά και µη τριγωνοποιηµένα γραφήµατα.

7.1 Μελλοντική δουλειά

7.1.1 Πϱοσδιοϱισµός µετϱικών

Σε αντίθεση µε το χαρτογραφικό σϕάλµα, η πολυπλοκότητα του πολυγώνου είναι µία
µετϱική που, παϱά το γεγονός ότι τα µεγέϑη που περιλαµβάνει ϕαίνεται διαισθητικά
να σχετίζονται µε την πολυπλοκότητα, πιστεύουµε ότι δεν εκφράζει επαϱκώς το
ϕαινόµενο που ϑέλουµε να µελετήσουµε. Συνεπώς, πιστεύουµε ότι πϱέπει να γίνει
µία µελέτη που να περιλαµβάνει αξιολογήσεις από χϱήστες ώστε να προσδιορισ-
τεί καλύτεϱα µια µετϱική που πραγµατικά να ενθυλακώνει την πολυπλοκότητα των
πολυγώνων.

7.1.2 Πϱοσδιοϱισµός παϱαµέτϱων

Παϱά την εκτεταµένη πειραµατική µελέτη που έγινε στην παϱούσα εργασία, το
πλήϑος των µεταβλητών που πϱέπει να προσδιοριστούν είναι πολύ µεγάλο και
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συσχέτιση τους σχετικά ανεξερεύνητη. Κατά συνέπεια, πιστεύουµε ότι υπάρχει
σηµαντικό περιθώριο ϐελτίωσης της επίδοσης του αλγορίθµου αν προσδιοριστούν
καλύτεϱα οι παϱάµετϱοι του. Κύϱιο παϱάδειγµα τέτοιας παϱαµέτϱου είναι η
συνάϱτηση που αναθέτει ϐάϱη στις επιπρόσθετες κορυφές που δηµιουϱγήϑηκαν στις
µη τριγωνοποιηµένες όψεις.

7.1.3 Αϱχικός µετασχηµατισµός σε µεταϕοϱικό χάϱτη

Σε αυτή την εϱγασία παϱατηϱήσαµε ότι ο αϱχικός µετασχηµατισµός σε µεταϕοϱικό
χάϱτη επηϱεάϹει σηµαντικά τον χϱόνο σύγκλισης, την πολυγωνική πολυπλοκότητα
και το τελικό αποτέλεσµα. Συνεπώς, πιστεύουµε ότι ϑα ήταν ενδιαϕέϱον κανείς να
εξεϱευνήσει πεϱισσότεϱους µετασχηµατισµούς, ίσως ακόµη και να πϱοσπαϑήσει να
µελετήσει τα χαϱακτηϱιστικά τους που οδηγούν σε καλύτεϱα τελικά αποτελέσµατα.

7.1.4 ∆ιαδικασία µετά την σύγκλιση του αλγοϱίϑµου

Τέλος, πιστεύουµε ότι ϑα µποϱούσε κανείς να πϱοσπαϑήσει να αναπτύξει κάποια
διαδικασία που να εϕαϱµόϹεται µετά την σύγκλιση του αλγοϱίϑµου µε σκοπό να
ϐελτιώσει τον τελικό µεταϕοϱικό χάϱτη. ΄Οπως αναϕέϱεται και στην δουλειά του
Schnorr [19] ϑα µποϱούσε να δηµιουϱγηϑεί κάποια διαδικασία που ϑα στόχευε
στην µείωση της πολυπλοκότητας και γενικά στην καλύτεϱη αισϑητική εικόνα των
χαϱτών χϱησιµοποιώντας splines ή gaussian filter.
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