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Πρόλογος 

 
Η παρούσα διατριβή πραγµατεύεται την εφαρµογή της πληροφορικής στην 

επίλυση σηµαντικών προβληµάτων που απαντώνται κατά τη µελέτη έργων τέχνης του 

παρελθόντος και αρχαιολογικών ευρηµάτων µε ιδιαίτερο πολιτισµικό ενδιαφέρον. 

Πιο συγκεκριµµένα, στο παρόν έργο αναπτύσσονται πληροφοριακά συστήµατα και 

χρησιµοποιούνται πρωτότυπες µαθηµατικές τεχνικές για την αντιµετώπιση των 

προβληµάτων αυτών. Τα συστήµατα και οι τεχνικές αποτελούνται από αλγόριθµους 

επεξεργασίας τριδιάστατων αντικειµένων, ψηφιακής επεξεργασίας εικόνων, καθώς 

επίσης και από εφαρµογή µεθόδων στατιστικής επεξεργασίας δεδοµένων. 

Η εργασία χωρίζεται σε δύο µέρη. Στο πρώτο µέρος, παρουσιάζεται ένα πλήρες 

πληροφοριακό σύστηµα, που σκοπό έχει την αυτόµατη ταυτοποίηση των γραφέων 

αρχαίων Ελληνικών επιγραφών µελετώντας τριδιάστατες απεικονίσεις των κειµένων 

αυτών και µε κύριο σκοπό την ορθή χρονολόγηση του κειµένου τους.  

Η προτεινόµενη προσέγγιση ξεκινά µε τη λήψη της τριδιάστατης απεικόνισης 

κάθε µιας επιγραφής και την ψηφιακή αποθήκευση της.  

Οι ανάγκες οργάνωσης και επισκόπησης της πληροφορίας σε επίπεδο γραµµάτων 

των επιγραφών οδηγούν στην ανάπτυξη κατάλληλης µεθοδολογίας µέσω της οποίας 

οι τριδιάστατες απεικονίσεις µετατρέπονται σε διδιάστατες µε αµφιµονοσήµαντη 

αντιστοίχιση. 

Οι ανωτέρω διδιάστατες απεικονίσεις είναι ιδιαίτερα χρήσιµες για την 

αποµόνωση από κάθε µια επιγραφή της τριδιάστατης µορφής των συµβόλων της 

αλφαβήτου. Στις αποµονωµένες τριδιάστατες µορφές εφαρµόζονται πρωτότυπες 

τεχνικές ώστε να διαχωρισθούν τα σηµεία που θα πρέπει να ληφθούν ως γράµµα, 

λαµβάνοντας καθ’αυτό τον τρόπο την τελική µορφή κάθε µιας διαφορετικής 

υλοποίησης συµβολογράµµατος. Επιπλέον µε ανάπτυξη κατάλληλης διαδικασίας 

επιτυγχάνεται η διασύνδεση της τριδιάστατης µορφής των υλοποιήσεων 

συµβολογραµµάτων των επιγραφών µε ληφθείσες διδιάστατες απεικονίσεις και 

ορίζονται αντικειµενικά κριτήρια για την εύρεση της βελτίστης θέσεως υπέρθεσής 

τους. 

Κατόπιν οι πολλαπλές διαφορετικές υλοποιήσεις ενός συµβολογράµµατος σε 

κάθε επιγραφή συνδυάζονται και εξάγεται µια αντιπροσωπευτική µορφή του. Εν 

συνεχεία, πραγµατοποιείται η σύγκριση των αντιπροσωπευτικών µορφών και µε 
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χρήση κριτηρίων που βασίζονται στη στατιστική ανάλυση καταλλήλως ορισθέντων 

ποσοτήτων, αφ’ενός καθορίζονται το πλήθος των διαφορετικών χεριών που έχουν 

σµιλεύσει ένα δεδοµένο σύνολο επιγραφών, αφ’ετέρου οµαδοποιούνται οι επιγραφές 

σε χαράκτες. 

Στο δεύτερο µέρος, παρουσιάζεται ένα σύστηµα που αποσκοπεί στη µελέτη της 

τεχνοτροπίας γνωστών έργων τέχνης για τον εντοπισµό επαναλαµβανοµένων µοτίβων 

που είναι ενδεικτικό είτε πιθανής χρήσης βοηθητικών εργαλείων στη δηµιουργία του 

έργου είτε του χαρακτηριστικού τρόπου που χρησιµοποιεί ο δηµιουργός του. 

Η προτεινόµενη προσέγγιση ξεκινά από τη λήψη διδιάστατης απεικόνισης του 

έργου τέχνης.  

Ακολουθούν τα βήµατα της εξαγωγής των προς µελέτη καµπυλών βάσει των 

περιγραµµάτων των εικονιζοµένων θεµατικών περιοχών και η δηµιουργία 

αναλυτικών εκφράσεων για τα τµήµατα τους. 

Με τη χρήση πρωτοτύπων µεθόδων προσαρµογής θορυβωδών καµπυλών και 

αναγνώρισης προτύπων αναζητούνται και αξιολογούνται οι επαναληψιµότητες σε 

τµήµατα των καµπυλών. 

Αποτέλεσµα της µελέτης είναι τελικώς η εξαγωγή αντιπροσωπευτικών τµηµάτων 

των έργων τα οποία δύνανται να αναδηµιουργήσουν το σύνολο των µελετουµένων 

καµπυλών. 

Η ποιοτική µελέτη των αποτελεσµάτων είναι ενδεικτική για την τεχνοτροπία του 

δηµιουργού του έργου καθώς και την ενδεχόµενη χρήση βοηθητικών µέσων κατά τη 

δηµιουργία του έργου. 

Γενικότερα η εφαρµογή των προτεινοµένων µεθοδολογιών της παρούσης 

εργασίας σε αρχαίες επιγραφές και έργα τέχνης του παρελθόντος, συντελεί στη 

µοντελοποίηση και κατανόηση της διαφορετικού είδους πληροφορίας που αυτά 

φέρουν και επιτυγχάνουν να αποκαλύψουν σηµαντικά στοιχεία για τους δηµιουργούς 

τους.  
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A Αυτόµατη ταυτοποίηση χαρακτών αρχαίων 
επιγραφών από τριδιάστατες απεικονίσεις 

A.1 Εισαγωγή 
Οι προτεινόµενες µέχρι σήµερα ψηφιακές µέθοδοι κατάταξης επιγραφών σε 

χαράκτη χρησιµοποιούν ώς βάση ψηφιακές φωτογραφίες των µελετουµένων 

επιγραφών. Η διαδικασία της ψηφιακής φωτογράφισης γίνεται υπό αυστηρώς 

καθορισµένες και συγκεκριµµένες συνθήκες (θέση φωτισµού, απόσταση 

φωτογράφισης) ώστε να ικανοποιηθούν οι αναγκαίες απαιτήσεις για την ποιότητα 

των λαµβανοµένων φωτογραφιών και οι οποίες θα καταστήσουν δυνατή την 

αναγνώριση των γραµµάτων των επιγραφών. Εν συνεχεία µε τεχνικές επεξεργασίας 

θεµατικού περιεχοµένου επιχειρείται η εξαγωγή των γραµµάτων. 

 

 
Εικόνα A-1 

Ψηφιακή διδιάστατη απεικόνιση τµήµατος επιγραφής 
 

Στην παρούσα εργασία ως πηγαία πληροφορία επεξεργασίας για κάθε µια 

επιγραφή είναι µια τριδιάστατη ψηφιακή της απεικόνιση. Η διαδικασία της 

τριδιάστατης ψηφιοποίησης (3d Scanning) γίνεται µε χρήση καταλλήλου εξοπλισµού 

(3d Scanner).  
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Εικόνα A-2  

∆ιαδικασία λήψης τριδιάστατης απεικόνισης µε χρήση 3D-Scanner 
 

Η µέθοδος λειτουργίας του εξοπλισµού για τη δηµιουργία της τριδιάστατης 

απεικόνισης του υπο µελέτη αντικειµένου (επιγραφή) στηρίζεται σε αρχές 

φωτογραµµετρίας. Ο εξοπλισµός αποτελείται από δύο συσκευές ψηφιακής 

καταγραφής υψηλής ανάλυσης (Α και Β) και µια συσκευή προβολής φωτός (Π) 

τοποθετηµένες σε σταθερές θέσεις και προσανατολισµό 

 

 
Εικόνα A-3  

∆ιάγραµµα 3D Scanner 
 

Στο αντικείµενο προβάλλονται από τη συσκετή προβολής Π διάφορα πρότυπα 

φωτός (structured light patterns - Εικόνα A-4) και λαµβάνονται διαδοχικές 

φωτογραφίες τους από τις συσκευές Α και Β. 
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Εικόνα A-4  

Πρότυπα φωτός (structured light patterns) 
 

Απο τη µελέτη της παραµόρφωσης που προκαλείται στα πρότυπα φωτός και 

µε χρήση ειδικού λογισµικού γίνεται δυνατή η εξαγωγή της τριδιάστατης απεικόνισης 

τους. 

Η τριδιάστατη απεικόνιση που λαµβάνεται για ένα οποιοδήποτε αντικείµενο 

µε χρήση του ανωτέρω εξοπλισµού και λογισµικού απαρτίζεται από ένα σύνολο 

σηµείων iE  στο χώρο R3 (set of vertices) το οποίο και θα συµβολίζουµε µε [ ]iE&&& . 

 

 
Εικόνα A-5  

Τριδιάστατη απεικόνιση τµήµατος επιγραφής  
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A.2 Συσχέτιση και σύγκριση πληροφορίας από διδιάστατες & 
τριδιάστατες απεικονίσεις 
Απαραίτητη προϋπόθεση για τη σύγκριση διδιάστατων και τριδιάστατων 

απεικονίσεων γραµµάτων είναι η δυνατότητα αντιστοίχισης των υλοποιήσεων 

γραµµάτων που εµφανίζονται στις διδιάστατες απεικονίσεις µε τις αντίστοιχες 

υλοποιήσεις που εµφανίζονται στις τριδιάστατες απεικονίσεις. ∆εδοµένου του 

σχετικά µεγάλου πλήθους των ληφθεισών απεικονίσεων (διδιαστάτων & 

τριδιαστάτων) καθώς και των απεικονιζοµένων σε αυτές γραµµάτων, είναι αναγκαία 

η δηµιουργία ενός συστήµατος το οποίο για κάθε ένα γράµµα κάποιας τριδιάστατης 

απεικόνισης θα εντοπίζει την υλοποίηση σε διδιάστατη απεικόνιση εφ’όσον αυτή 

είναι διαθέσιµη καθώς και το αντίστροφο. 

Εν συνεχεία είναι απαραίτητη η επεξεργασία της τριδιάστατης απεικόνισης 

κάθε γράµµατος ώστε να έλθει σε µορφή κατάλληλη για τα περαιτέρω δύο στάδια. 

Στο πρώτο στάδιο γίνεται βέλτιστη σχετική τοποθέτηση της τριδιάστατης 

απεικόνισης πάνω στη διδιάστατη ώστε να είναι δυνατή η ανά περιοχή σύγκριση της 

παρεχοµένης από κάθε µορφή πληροφορίας. Στο δεύτερο στάδιο αποµονώνεται από 

τη τριδιάστατη απεικόνιση ό,τι θεωρείται περιοχή του γράµµατος και γίνεται 

σύγκριση µε την αντίστοιχη εκτίµηση από τις αντίστοιχες διδιάστατες απεικονίσεις. 

A.2.1 Αντιστοίχιση διδιάστατων & τριδιάστατων απεικονίσεων 

Για τη δηµιουργία του ως άνω αναφεροµένου συστήµατος ελήφθησαν υπ’ 

όψιν τα ακόλουθα χαρακτηριστικά των επιγραφών καθώς και των απεικονίσεών τους: 

- Οι επιγραφές θεωρούνται επιφάνειες µε πολύ µικρή καµπυλότητα οι οποίες 

µπορούν να προσεγγισθούν µε πολλές µικρές επίπεδες επιφάνειες. Για τον ορισµό 

κάθε τέτοιας επίπεδης επιφάνειας απαιτούνται τρία µη συγγραµµικά σηµεία. 

- Οι διδιάστατες ψηφιακές απεικονίσεις είναι ενδεχόµενο να παρουσιάζουν 

παραµορφώσεις λόγω της επίδρασης διαφόρων παραγόντων κατά τη διαδικασία της 

ψηφιακής φωτογράφισης (γωνία λήψης, χαρακτηριστικά φακού, κλπ). Σε επίπεδο 

συνολικής απεικόνισης οφείλουµε να λαµβάνουµε υπ’όψιν τις παραµορφώσεις αυτές. 

Άν περιοριστούµε σε κατάλληλες µικρές επιφάνειες της αρχικής απεικόνισης, οι 

ανωτέρω παραµορφώσεις είναι αµελήσιµες ή ίσως και αµελητέες. 
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Εικόνα A-6 

Ολική διδιάστατη απεικόνιση επιγραφής (αριστερά) και τµήµατος αυτής (δεξιά) 
 

A.2.1.1 Επιλογή σηµείων σε διδιάστατη απεικόνιση 

Στη διδιάστατη απεικόνιση µιας επιγραφής ορίζουµε αυθαίρετα σηµεία 

οδηγούς (Εικόνα A-7). Τα σηµεία αυτά επιλέγονται µε κριτήρια την εύκολη 

αναγνώρισή τους από το ανθρώπινο µάτι βάσει του θεµατικού τους περιεχοµένου. 

 
Εικόνα A-7  

Τµήµα διδιάστατης απεικόνισης επιγραφής µε σηµεία οδηγούς 
 

A.2.1.2 ∆ηµιουργία διδιάστατης εικόνας από τριδιάστατη απεικόνιση 

Για την πραγµατοποίηση της αντιστοίχισης, είναι απαραίτητη η 

ανακατασκευή από την τριδιάστατη απεικόνιση µιας διδιάστατης απεικόνισης -

προβολής (εικόνα) στην οποία θα µπορεί να αναγνωρισθεί το θεµατικό περιεχόµενο 

που εµφανίζεται στις διδιάστατες απεικονίσεις. Η δηµιουργία της απεικόνισης αυτής 

γίνεται µε την ακόλουθη διαδικασία:  

Α) Υπολογίζουµε τις παραµέτρους A , B , C , D  του επιπέδου που κατά 

βέλτιστο τρόπο προσεγγίζει την επιφάνεια της επιγραφής. Το επίπεδο θα 

ελαχιστοποιεί την παρακάτω ποσότητα:  

∑
=








 +++=
n

i
iii C

D
y

C

B
x

C

A
z

n
err

1

2
1

δδδ  (ΠA-1) 
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όπου iδiδ z y δix καταλλήλως επιλεχθέντα σηµεία από την τριδιάστατη απεικόνιση της 

επιγραφής και n το πλήθος των επιλεχθέντων σηµείων. Για την επιλογή των σηµείων 

πραγµατοποιείται οµοιόµορφη διαµέριση του χώρου 3ℜ  των σηµείων της 

τριδιάστατης απεικόνισης έτσι ώστε να υπάρχει ικανό πλήθος περιοχών ανά διάσταση 

(20 περιοχές ανά άξονα συστήµατος αναφοράς, µέγιστο 8000 περιοχές). Για κάθε µια 

από τις ανωτέρω περιοχές, εντοπίζουµε τα σηµεία της τριδιάστατης απεικόνισης που 

ευρίσκονται στο εσωτερικό της και υπολογίζουµε το µέσο όρο τους. Επιλέγουµε ως 

αντιπρόσωπο της περιοχής το σηµείο εκείνο της τριδιάστατης απεικόνιση που είναι 

εγγύτερο στον υπολογισθέντα µέσο όρο. Εάν η περιοχή δεν περιλαµβάνει σηµεία, 

τότε δεν λαµβάνουµε αντιπρόσωπο από την περιοχή.  

Β) Ορίζουµε στην τριδιάστατη απεικόνιση δύο σηµεία 1H , 2H  που ορίζουν 

το διάνυσµα H
r

 της διεύθυνση ανάγνωσης της επιγραφής. Βάσει του υπολογισθέντος 

καθέτου διανύσµατος ( )CBAP ,,=
r

 του επιπέδου και του άρτι ορισθέντος 

διανύσµατος H
r

, πραγµατοποιούνται οι ακόλουθοι δύο µετασχηµατισµοί στα σηµεία 

[ ] [ ]ii z y ixE =&&&  mi ..1=  της τριδιάστατης απεικόνισης: 

1. Στροφή γωνίας 












 ⋅
=

P

zP
a r

r
ˆ

cos1ϕ  ως προς τον άξονα που ορίζεται από το 

διάνυσµα zPU ˆ1 ×=
rr

. Συµβολικά εχουµε [ ] [ ]( )111 ,, ϕUERE
r

&&&&&& =  

2. Στροφή γωνίας 














⋅

⋅
=

HJ

HJ
a rr

rr

cos2ϕ ως προς τον άξονα που ορίζεται από 

το διάνυσµα HJU
rrr

×=2 όπου ( )11,, ϕUHRJ
rrr

=  

Συµβολικά εχουµε [ ] [ ]( )221 ,, ϕUERE
r

&&&&&& =′  

Οι µετασχηµατισµοί αυτοί ευθυγραµµίζουν πρακτικά το βέλτιστο επίπεδο µε 

το επίπεδο XY του θεωρούµενου συστήµατος αναφοράς. 

Γ) Επιπλέον δηµιουργούµε την εικόνα D3Im  (πίνακας m γραµµών και n 

στηλών) ως εξής: Θεωρούµε µέγεθος εικονοστοιχείου (pixel) ίσο µε 0.2mm οπότε οι 

διαστάσεις της D3Im  καθορίζονται µοναδικά από τις διαφορές ελαχίστων και 

µεγίστων τιµών των x,y συνιστωσών των σηµείων του [ ]E′&&& . ∆ηλαδή εάν η διαφορά 

ελάχιστης και µέγιστης τιµής της συνιστώσας x είναι π.χ. 10cm, το πλήθος των 

στηλών θα είναι 10cm/0.2mm = 500. Όµοια ισχύουν και για τη συνιστώσα y. Με 
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ορισµένη πλέον την εικόνα D3Im , είναι εφικτή η αντιστοίχιση των σηµείων του [ ]E′&&&  

µε σηµεία (γραµµή, στήλη) της D3Im . Για κάθε ένα πλέον αντιστοιχισµένο 

εικονοστοιχείο (pixel) της D3Im  υπολογίζουµε τη µέση τιµή [ ]E′&&&  των σηµείων στην 

περιοχή που ορίζεται από µια µάσκα σταυρό µε πλευρα 1cm (10 pixel εκατέρωθεν 

σηµείου αναφοράς) και αποδίδουµε σαν τιµή το [ ] [ ] [ ]EEE ′−′=′′ &&&&&&&&& . Κατόπιν 

κανονικοποιούµε τις τιµές στο διάστηµα [0,1]. Το αποτέλεσµα είναι άµεσα 

οπικοποιήσιµο στη µορφή εικόνας διαβαθµίσεων του γκρί (Εικόνα A-8). 

 
Εικόνα A-8 

 Παραχθείσα διδιάστατη απεικόνιση από τµήµα τριδιάτατης απεικόνισης 
D3Im  

 

A.2.1.3 Πρώτη προσαρµογή τριδιάστατης και διδιάστατης απεικόνισης επιγραφής 

Με εφαρµογή καταλλήλου κατωφλίου στις εικόνες της διδιάστατης 

απεικόνισης D2Im  και της κατασκευασµένης τριδιάστατης απεικόνισης D3Im  

λαµβάνουµε τις αντίστοιχες δυαδικές εικόνες b
D2Im και b

D3Im  

 
Εικόνα A-9  

 ∆υαδική εικόνα b
D3Im  µετά την εφαρµοφή κατωφλίου στη κατασκευασµένη διδιάστατη απεικόνιση 

D3Im  

που εικονίζεται στην Εικόνα A-8 
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/  

Εικόνα A-10  
∆υαδική εικόνα b

D2Im  µετά την εφαρµοφή κατωφλίου στη διδιάστατη απεικόνιση 
D2Im  που εικονίζεται 

στην Εικόνα A-7 
 

Οι δύο πλέον εικόνες b
D2Im  (διδιάστατη απεικόνιση) και b

D3Im  

(ανακατασκευασµένη εικόνα από τριδιάστατη απεικόνιση), µπορούν να συνδυασθούν 

κατά τον ακόλουθο τρόπο. Έστω µια τυχαία θέση ( )ii yx ,  στην εικόνα b
D3Im . H b

D2Im  

τοποθετείται πάνω στην b
D3Im  έτσι ώστε το κέντρο της να συµπίπτει µε το ( )ii yx , . 

 

  
Εικόνα A-11  

Επικάθηση της b
D2Im  σε τυχαία θέση επί της b

D3Im  (αριστερά) και λεπτοµέρεια των XY
DI 2

 και XY
DI 3

  

 

Εάν XY
DI 2 , XY

DI 3 τα τµήµατα των b
D2Im και b

D3Im στην κοινή τους περιοχή µε 

κέντρο το ( )ii yx ,  υπολογίζουµε τον δείκτη 
( )
( )U

I
XY
D

XY
D

XY
D

XY
D

IIC

IIC
h

32

32=  όπου ( )AC  το πλήθος 

των στοιχείων του συνόλου Α και IBA , UBA οι πράξεις τοµής και ένωσης των 

συνόλων A και Β. Στην περίπτωση των XY
DI 2 , XY

DI 3  οι πράξεις της τοµής και ένωσης 

εφαρµόζονται ως λογικές πράξεις AND και OR των τιµών των αντιστοίχων 

εικονοστοιχείων τους. 

Επαναλαµβάνοντας τον ανωτέρω υπολογισµό για κάθε δυνατή θέση ( )yx, , η 

τιµή h  αποδίδεται στη συνάρτηση ( )yxH , . Στη θέση ( )cc yx ,  µεγιστοποίησης της 
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( )yxH ,  παρατηρείται βέλτιστη ταύτιση των XY
DI 2 , XY

DI 3  και κατ’επέκταση των b
D2Im  

και b
D3Im . 

   
Εικόνα A-12  

Θέση µεγιστοποίησης της ( )yxH ,  για το χρησιµοποιηθέν ζεύγος b
D3Im  και b

D2Im  

 

Με τις D3Im  και D2Im  βέλτιστα τοποθετηµένες, είναι εφικτή η αντιστοίχιση 

των επιλεγέντων επί της D2Im  σηµείων οδηγών µε τα αντίστοιχα σηµεία επί της 

D3Im . 

 

 
Εικόνα A-13  

Αντιστοιχισµένα σηµεία οδηγοί από την Εικόνα A-7 στην Εικόνα A-8 
 

A.2.1.4 Μετατροπή µεταξύ συστηµάτων αναφοράς διδιάστατης και τριδιάστατης 
απεικόνισης 

Τα αντιστοιχισµένα σηµεία οδηγοί ανά 3 ορίζουν τις στοιχειώδεις επιφάνειες 

που θεωρούµε ότι θα προσεγγίζουν την επιφάνεια της επιγραφής και καταχωρούνται 

σε κατάλληλο πληροφοριακό σύστηµα. 
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Θεωρούµε DS2  µια στοιχειώδη επίπεδη επιφάνεια που οριζεται από τα σηµεία 

D
iP2 , 3..1=i  µιας διδιάστατης απεικόνισης και DS3  τη στοιχειώδη επίπεδη επιφάνεια 

που ορίζεται από τα αντίστοιχα σηµεία D
iP3 , 3..1=i  της τριδιάστατης απεικόνισης 

της επιγραφής.  

Η θέση οποιουδήποτε γνωστού σηµείου P πάνω στην επιφάνεια DS2 µπορεί να 

προσδιορισθεί µε µοναδικό τρόπο ως προς οποιοδήποτε ζεύγος σηµείων ( )D
j

D
i PP 22  ,  

µε 3..1, =ji και ji ≠ µε τις παραµέτρους ijλ  και ijφ µέσω της σχέσης: 

( )
ij

jiij

ijdi
u

uf
PP

2

2

22

,
r

r
rr φ

λ ⋅+=  όπου didjij PPu 222

rrr
−=  (ΠA-2) 

Όπου f  ο τελεστής που στρέφει το διάνυσµα u
r

 κατά γωνία φ και u
r
το 

µέτρο του διανύσµατος u
r

. 

 

 
Εικόνα A-14  

Εκτίµηση της θέσης του 
2P
r

 από τα 
12dP

r
 και 

22dP
r

  

 

Η εκτιµώµενη θέση του ιδίου σηµείου στην επιφάνεια DS3  θα είναι αντίστοιχα 

( )
ij

ijij
ijdi

u

uf
PP

3

3
33

,
r

r
rr φ

λ ⋅+=  όπου didjij PPu 333

rrr
−=  (ΠA-3) 

Για να εξαλείψουµε τον κυριότερο παράγοντα σφάλµατος που είναι η 

ακρίβεια στην επιλογή των αντιστοιχισµένων σηµείων, ο προσδιορισµός της θέσης 

του 3P
r

 γίνεται λαµβάνοντας υπ’οψιν και τα έξι διαφορετικά ζεύγη παραµέτρων 

( )ijij φλ ,  που είναι διαθέσιµα από τον προσδιορισµό του 2P
r

. 

Συνεπώς  

12u
r

( )
12

1212,

u

uf
r

r
φ

12φ

12

12

u

u
r

r

12dP
r

22dP
r

32dP
r

2P
r
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( )
∑ ∑
= ≠= 













⋅+=

3

1

3

,1 3

3
33

,1

i ijj ij

ijij
ijdi

u

uf
P

n
P r

r
rr φ

λ  (ΠA-4) 

( )∑∑
=

≠
=

==
3

1

3

1

61
i

ij
j

n  

Επιλέγοντας µια οποιαδήποτε θέση πάνω άρα και ένα τυχαίο γράµµα πάνω σε 

κάποια διδιάστατη απεικόνιση µπορούµε µέσω της ανωτέρω µεθόδου και των 

ορισθέντων σηµείων οδηγών να µεταφερθούµε στη θέση του γράµµατος στην 

αντίστοιχη τριδιάστατη απεικόνιση της επιγραφής. Καθ’ οµοίω τρόπο επιτυγχάνεται 

και το αντίστροφο (µεταφορά σηµείου από τριδιάστατη απεικόνιση σε διδιάστατη). 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η ακρίβεια της ανωτέρω µεθόδου είναι επαρκής για τις 

ανάγκες παράλληλης επισκόπησης των δύο απεικονίσεων (διδιάστατης και 

τριδιάστατης) µιας επιγραφής. Η περαιτέρω χρήση πυκνότερου πλέγµατος σηµείων 

οδηγών µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη χωρική συσχέτιση των δύο απεικονίσεων µε 

µεγαλύτερη ακρίβεια. 

 

A.3 Προσέγγιση τριδιάστατης απεικόνισης γράµµατος µε 
επιφάνειες 
Στόχος της παρούσας επεξεργασίας είναι να φέρει την τριδιάστατη απεικόνιση 

του γράµµατος σε µορφή ώστε να είναι δυνατή η περαιτέρω επεξεργασία σε όλα τα 

επόµενα στάδια. Η επιθυµητή µορφή θα περιγράφει επιφάνειες που θα προσεγγίζουν 

τη συνολική επιφάνεια της τριδιάστατης απεικόνισης του γράµµατος.  

Η διαδικασία περιλαµβάνει τα εξής δύο βήµατα: 

Α) την προβολή της τριδιάστατης απεικόνισης του γράµµατος σε κατάλληλο 

διδιάστατο σύστηµα αναφοράς 

Β) τη δηµιουργία στοιχειωδών επιφανειών (facets) από το σύνολο των 

σηµείων της τριδιάστατης απεικόνισης  

A.3.1 Επιλογή καταλλήλου επιπέδου αναφοράς 

Αρχικά απόµονώνουµε από το σύνολο των σηµείων xyz- [ ]iE&&&  που 

αναπαριστούν την επιγραφή i, τα σηµεία [ ] [ ]ii z y ixG =&&&  της περιοχής του γράµµατος 

που µας ενδιαφέρει. 
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Εικόνα A-15  

Αποµονωµένα σύνολα σηµείων για δύο γράµµατα από δύο τριδιάστατες απεικονίσεις επιγραφών α) 
Ι7723_N_030 β) Ι6295_A_030. Η χρωµατική απεικόνιση είναι ανάλογη της τιµής της επί του άξονα z 

συνιστώσας 
 

Υπολογίζουµε τις παραµέτρους A , B , C , D  του επιπέδου που ελαχιστοποιεί 

την παρακάτω ποσότητα:  

( ) ∑∑
==








 +++=−=
n
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iii

n

i
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y

C

B
x

C

A
z

n
zz

n
err

1

2

1

2 11
 (ΠA-5) 

όπου n το πλήθος των σηµείων. 

Τοιουτοτρόπως λαµβάνουµε την καλύτερη επίπεδη προσέγγιση της 

επιφανείας των σηµείων του γράµµατος [ ]G&&&  

 

 
Εικόνα A-16  

Τριδιάστατη απεικόνιση γράµµατος (LetterID: Ι7723_N_030) µε βέλτιστο επίπεδο  
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Εικόνα A-17  

Πλάγια όψη τριδιάστατης απεικόνισης γράµµατος (LetterID: Ι7723_N_030) µε βέλτιστο επίπεδο. Είναι 
εµφανές πώς το βέλτιστο επίπεδο ακολουθεί την επιφάνεια της επιγραφής 

 

Προβάλλουµε τα σηµεία του γράµµατος [ ]G&&&  στο ανωτέρω επίπεδο 

λαµβάνοντας τα ζεύγη σηµείων ( )yx,  που συµβολίζουµε µε [ ]G′&& . 

Εάν ),,( CBAE =⊥  το κάθετο διάνυσµα στο επίπεδο 






 ++−=
C

D
y

C

B
x

C

A
Z ii0  

όπου [ ]ii yx ,  το σύνολο των σηµείων του [ ]G&& ′ , τότε προφανώς θα ισχύει: 

[ ] [ ]( ) 1Z0 =⋅−′ ⊥EGG &&&&&  (ΠA-6) 

Κατόπιν, επιλέγεται αυτόµατα κατάλληλο σύστηµα αναφοράς επί του 

ανωτέρω επιπέδου ούτως ώστε α) ο προσανατολισµός του άξονα X  να συµπίπτει µε 

τη φορά γραφής του αναπαρισταµένου συµβόλου και β) το κέντρο των αξόνων να 

συµπίπτει µε το κέντρο βάρους των σηµείων [ ]G′&& . Με τη διαδικασία αυτή 

λαµβάνουµε τα σηµεία [ ]G&& ′′ . Εάν ℜ , Τ  οι τελεστές στροφής και µεταφοράς 

αντίστοιχα που επιτυγχάνουν τα βήµατα (α) και (β) προφανώς θα ισχύει: 

[ ] [ ]( ) Τ+′ℜ=′′ GG &&&&  (ΠA-7) 
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Εικόνα A-18  

Τελική προβολή  γράµµατος (LetterID: Ι7723_N_030) στο βέλτιστο επίπεδο αναφοράς  
 

Υπολογίζουµε τις αποστάσεις [ ]estZ&  των σηµείων [ ]G&&&  από το βέλτιστο επίπεδο 

σύµφωνα µε τη  
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zzz iiiestiest  για ni ..1=  (ΠA-8) 

Από την αρχική αναπαράσταση [ ]G&&&  των σηµείων του γράµµατος λαµβάνουµε 

πλέον τη µορφή [ ]estZGP &&&  ′′=  η οποία και θα χρησιµοποιήθεί σε περαιτέρω βήµατα. 

A.3.2 ∆ηµιουργία Επιφανειών 

Στόχος του παρόντος βήµατος είναι η δηµιουργία στοιχειώδών τριγωνικών 

επιφανειών (facets) που θα προσεγγίσουν την επιφάνεια του γράµµατος που 

αναπαριστά η µορφή [ ]estZGP &&&  ′′= .  

∆εδοµένης της µορφής του P, µε την εφαρµογή της τριγωνοποίησης Delaunay 

[Del01]  στα n στοιχεία του [ ]G ′′&&  λαµβάνουµε τον πίνακα [ ]T&&&  µε m γραµµές. Κάθε 

στοιχείο του πίνακα Τ ανήκει στο σύνολο [ ]n..1 . Σε κάθε γραµµή υπάρχουν τρία 

στοιχεία και δηλώνουν τους αύξοντες αριθµούς των σηµείων του P  που 

συµµετέχουν σε µια στοιχειώδη επιφάνεια.  
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Εικόνα A-19  

Τριδιάσταη απεικόνιση γράµµατος µε εφαρµοσµένη τριγωνοποίηση 
 

Για να διασφαλίσουµε την οµοιογένεια στο µέγεθος και τη µορφή των 

στοιχειωδών επιφανειών, απορρίπτουµε από το [ ]T&&& , τις επιφάνειες εκείνες των 

οποίων το µήκος οποιασδήποτε πλευράς τους D  υπερβαίνουν ένα επιλεγµένο 

κατώφλι thresd . 

 
Εικόνα A-20  

Τριδιάστατη απεικόνιση γράµµατος µε εφαρµοσµένη τριγωνοποίηση και αφαίρεση τριγώνων µε µήκος 
πλευρών µεγαλύτερο από κατώφλι 
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Η πράξη έδειξε ότι µια κατάλληλη τιµή του κατωφλίου είναι 

[ ]( ) [ ]( )DstdDEdthres ⋅+= 3  όπου [ ]( )DE  η µέση τιµή του µήκους όλων των πλευρών 

των επιφανειών που ορίζονται από το [ ]T&&&  και [ ]( )Dstd  η τυπική τους απόκλιση. 

 

  
Εικόνα A-21  

Λεπτοµέρεια µε πλευρές που απορρίπτονται από το κατώφλι 
 

A.4 Συσχέτιση τριδιάστατης & διδιάστατης απεικόνισης 
γράµµατος 

A.4.1 Μέθοδος χωρικής συσχέτισης τριδιάστατης και διδιάστατης 
απεικόνισης γράµµατος 

Η πραγµατοποίηση οποιασδήποτε σύγκρισης µεταξύ της τριδιάστατης και 

διδιάστατης απεικόνισης της ιδίας υλοποιήσεως ενός συµβολογράµµατος 

προϋποθέτει τη µε όσο το δυνατόν µεγαλύτερη ακρίβεια χωρική συσχέτιση και 

αντιστοίχιση της πληροφορίας που παρέχεται από κάθε µία µορφή. Η διδιάστατη 

απεικόνιση είναι της µορφής [ ]TSP d  2
&& ′′=  όπου S′′&&  οι συντεταγµένες του κάθε 

εικονοστοιχείου της εικόνας στο σύστηµα αναφοράς της εικόνας (γραµµή, στήλη) και 

T  η τιµή της φωτεινότητας του σηµείου όπως έχει καταγραφεί από τη διαδικασία 

της διδιάστατης φωτογράφισης. Η τριδιάστατη απεικόνιση είναι όπως προέκυψε από 

τη διαδικασία της παραγράφου A.3.1, δηλαδή [ ]estd ZGP &&&  3 ′′= . 

Εν πρώτοις, η πληροφορία G&& ′′ , S&& ′′  που παρέχεται από τις µορφές dP3  και dP2  

αντίστοιχα µπορεί να συσχετισθεί δεδοµένου ότι πρόκειται για συντεταγµένες σε 

επίπεδα συστήµατα αναφοράς. Η συσχέτιση των συντεταγµένων µπορεί να γίνει 

άµεσα αρκεί να ληφθεί υπ’όψιν πιθανή στροφή και µεταφορά. Είναι εµφανές ότι 
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υπάρχουν αναρίθµητες το πλήθος συσχετίσεις των G&& ′′  και S&& ′′  ωστόσο δεν είναι όλες 

αποδεκτές. 

 
Εικόνα A-22  

∆ιδιάστατη φωτογραφία γράµµατος  
 

 
Εικόνα A-23  

Τριδιάστατη απεικόνιση γράµµατος 
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Εν γένει η αντιστοίχιση µεταξύ dP3  και dP2  θα πρέπει να γίνει µε τρόπο 

αντικειµενικό και µη αµφισβητήσιµο. Ένας τρόπος θα ήταν να ορίσει ο χρήστης 

σηµεία οδηγούς στις δύο απεικονίσεις (τουλάχιστον 3) οπότε µε µέθοδο αντίστοιχη 

µε εκείνη της παραγράφου A.2.1.4 να πραγµατοποιηθεί η αντιστοίχιση. Η διαδικασία 

ορισµού των σηµείων απαιτεί τη λήψη απόφασης από τον χρήστη καθώς θα 

παρατηρεί τις δύο απεικονίσεις και εµπεριέχει στοιχεία υποκειµενικής αντίληψης. 

Επιπλέον καθώς το πλήθος των γραµµάτων είναι εξαιρετικά µεγάλο, η 

επαναλαµβανόµενη πραγµατοποίηση της διαδικασίας αυτής είναι κοπιαστική και 

χρονοβόρα. 

Για το λόγο αυτό είµαστε υποχρεωµένοι να χρησιµοποιήσουµε/εντοπίσουµε 

διαφορετική µέθοδο αντιστοίχισης. Στο σηµείο αυτό θα υποθέσουµε ότι η επιγραφή 

φωτίζεται από πηγή φωτός και επί του αναγλύφου της επιγραφής σχηµατίζονται 

φωτεινές και σκοτεινές περιοχές οι οποίες αποτυπώνονται κατά τη λήψη της 

διδιάστατης απεικόνισης. 

Η φωτεινότητα κάθε µιας περιοχής (είτε σκοτεινής είτε φωτεινής) που 

αντιλαµβάνεται ένας εξωτερικός παρατηρητής εξαρτάται από τους ακόλουθους 

βασικούς παράγοντες: 

Α) Την παρεµβολή κάποιου αντικειµένου µεταξύ σηµείου και πηγής φωτός 

και δηµιουργία σκίασης (Εικόνα A-24) 

 

  
Εικόνα A-24 

(α) Το σηµείο Β καθώς και όλα τα σηµεία µε magenta χρώµα είναι σε σκιερές περιοχές λόγω 
παρεµβολής κάποιου αντικειµένου 

(β) Με αλλαγή της γωνίας πρόσπτωσης του φωτός το σηµείο Β θεωρείται ως µή σκοτεινό 
 

Β) Την σκέδαση, ανάκλαση και διάθλαση του φωτός λόγω των 

χαρακτηριστικών του υλικού της επιγραφής (Εικόνα A-25). 
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Εικόνα A-25  

Το σηµείο Β είναι σε περιοχή σκίασης. Ενδεχόµενη ανάκλαση φωτός από την προσπίπτουσα στο Α δέσµη 
φωτός µπορεί τελικά να µεταβάλει τη φωτεινότητά του. 

 

Γ) Το εν γένει επίπεδο της έντασης του φωτισµού υπό το οποίο 

πραγµατοποιείται η φωτογράφιση. 

Ο παράγοντας Α είναι εκείνος που προκαλεί σαφή διαχωρισµό µεταξύ 

φωτεινών και σκοτεινών περιοχών. Ο παράγοντας Β θα προκαλεί µικρές 

διακυµάνσεις στην φωτεινότητα εκάστης περιοχής που αντιλαµβάνεται ένας 

εξωτερικός παρατηρητής. Ο παράγοντας Γ θα επηρεάζει τη φωτεινότητα των 

σκοτεινών και φωτεινών περιοχών κατ’ απόλυτες τιµές.  

Ο καθορισµός των φωτεινών και σκοτεινών περιοχών επί της διδιάστατης 

απεικόνισης dP2 , γίνεται µε τη µελέτη του ιστογράµµατος ( )pH  της φωτεινότητας. 

 

 
Εικόνα A-26  

Παράδειγµα ιστόγράµµατος φωτεινότητας διδιάστατης εικόνας 
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Η τιµή  
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του ιστογράµµατος )( pH , αποτελεί και την εκτίµηση για τη µέση ένταση φωτισµού 

του γράµµατος. Με βάση αυτή την τιµή ορίζονται οι ποσότητες fp , sp  ως 

ακολούθως: 

σ+= mf pp  (ΠA-10) 

σ−= mf pp  (ΠA-11) 

όπου 
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Εικόνα A-27  
Παράδειγµα ιστογράµµατος φωτεινότητας διδιάστατης εικόνας µε ταυτόχρονη απεικόνιση των 

κατωφλίων sp , fp  και της εκτίµησης της µέσης τιµής της φωτεινότητας 
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Θεωρούµε ότι όσα εικονοστοιχεία έχουν τιµή µικρότερη από το κατώφλι sp  

ανήκουν σε σκοτεινή περιοχή της εικόνας και όσα εικονοστοιχεία έχουν τιµή 

µεγαλύτερη από το κατώφλι fp ανήκουν σε φωτεινές περιοχές. 

Με εφαρµογή των ανωτέρω κατωφλίων sp , fp  µπορούµε να αποµονώσουµε 

τα σκοτεινά και φωτεινά εικονοστοιχεία της διδιάστατης απεικόνισης του γράµµατος. 

Με εφαρµογή καταλλήλων µορφολογικών µετασχηµατισµών α) απορρίπτονται 

περιοχές (είτε φωτεινές είτε σκοτεινές) που περικλείουν λιγότερα από Κ το πλήθος 

εικονοστοιχεία και περικλείονται από µή χαρακτηρισθέντα είτε ως σκοτεινά είτε ως 

φωτεινά εικονοστοιχεία, β) χαρακτηρίζονται ως φωτεινές περιοχές που έχουν 

αρχικώς χαρακτηρισθεί ως σκοτεινές αλλά ευρίσκονται εντός φωτεινών περιοχων και 

περικλείουν λιγότερα από Κ το πλήθος εικονοστοιχεία και δυικώς γ) χαρακτηρίζονται 

ως σκοτεινές, περιοχές που έχουν αρχικώς χαρακτηρισθεί ως φωτεινές αλλά 

ευρίσκονται εντός σκοτεινών περιοχών και περικλείουν λιγότερα από Κ το πλήθος 

εικονοστοιχεία. Το Κ λαµβάνεται ίσο µε 50 εικονοστοιχεία και µε δεδοµένο ότι η 

ανάλυση των εικόνων ήταν της τάξεως των 450-500pixels/cm αντιστοιχεί σε περιοχή 

εµβαδού 0.02mm2. 

 Με τον τρόπο αυτό λαµβάνουµε δύο επιµέρους δυαδικές εικόνες dPS2  και 

dPF2  που αντιστοιχούν στις χαρακτηρισµένες ως σκοτεινές και φωτεινές περιοχές. Οι 

dPS2  και dPF2  είναι ξένα µεταξύ τους υποσύνολα του συνόλου των εικονοστοιχείων 

της dP2 . 

 

 
Εικόνα A-28  

Εικόνα διδιάστατης απεικόνισης µε φωτεινές (γαλάζιο χρώµα) και σκοτεινές περιοχές (κόκκινο χρώµα) 
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Από τα στοιχεία της τριδιάστατης απεικόνισης θα µπορούσαµε να 

ανακατασκευάσουµε µια εικόνα αντίστοιχη µε εκείνη της διδιάστατης µε τις φωτεινές 

και σκοτεινές περιοχές dPF3  και dPS3  αρκεί να ήταν γνωστές οι συνθήκες φωτισµού 

κατά τη λήψη της διδιάστατης απεικόνισης και κυρίως η θέση και το είδος της πηγής 

φωτός. Από τη στιγµή που τα ανωτέρω δεν είναι γνωστά, θεωρούµε ότι η πηγή φωτός 

ευρίσκεται πολύ µακριά από την επιγραφή και κατά συνέπεια και οι εκπεµπόµενες 

ακτίνες φωτός προσπίπτουν υπό την αυτή και συγκεκριµµένη γωνία στην επιγραφή. 

Με την υπόθεση αυτή οι απαραίτητες παράµετροι για την περιγραφή της γωνίας 

αυτής είναι το αζιµούθιο φ  και η ανύψωση θ . 

Για δεδοµένα ( )tt θφ , τα dPF3  και dPS3 .µπορούν να δηµιουργηθούν από το 

[ ]estd ZGP &&&  3 ′′=  βάσει του ακολούθου αλγορίθµου: 

Επιλέγουµε το σηµείο iP , ni ...1=  από τα dP3 . 

Εντοπίζουµε όλες τις στοιχειώδεις επιφάνειες mF  που ευρίσκονται στη 

διεύθυνση tφ ως προς τη σηµείο iP . 

Για κάθε µια στοιχειώδη επιφάνεια mF , υπολογίζουµε τη γωνία ανύψωσης mu  

της ευθείας ( )tmuE φ,  που εκκινεί από το το estZ  και τέµνει τη στοιχειώδη επιφάνεια 

στο µέγιστο δυνατό σηµείο z  της mF . 

Εάν η µεγίστη γωνία mu  των ευθειών ( )tmuE φ,  έχει τιµή µικρότερη από από 

tθ , τότε το σηµείο χαρακτηρίζεται ως φωτεινό και προστίθεται στα dPF3  άλλως ως 

σκοτεινό και προστίθεται στα dPS3 . 

Κατόπιν µπορούµε να βρούµε τις βέλτιστες παραµέτρους στροφής, οριζοντίου 

και καθέτου µετατόπισης ( )δφ,δx,δy  που ενεργούν επί των [ ]G ′′&&&  και µετασχηµατίζουν 

τα dPF3  και dPS3 .σε dFP 3′  και dSP 3′  έτσι ώστε να έχουν τη µεγίστη οµοιότητα µε τα 

dPF2  και dPS2 . 

Συνεπώς αναζητούµε τις 5 παραµέτρους ( )δφ,δx,δy,,φθ  οι οποίες 

εφαρµοζόµενες µέσω της ανωτέρω διαδικασίας στο dP3  θα µεγιστοποιήσουν την 

οµοιότητα U  που ορίζεται ως: 
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Στην ανωτέρω, ο τελεστής IBA εκφράζει το σύνολο των διατεταγµένων 

ζεγών σηµείων [ ]G ′′&&&  που υπάρχουν ταυτόχρονα στα Α και Β, ενώ ο τελεστής A  

εκφράζει το πλήθος των σηµείων που υπάρχουν στο σύνολο Α. Ο πρώτος και ο 

δεύτερος όρος εκφράζουν τον δείκτη οµοιότητας µεταξύ της κοινής σκοτεινής 

περιοχής και των σκοτεινών περιοχών διδιάστατης και τριδιάστατης απεικόνισης 

αντίστοιχα. Ο τρίτος και ο τέταρτος όρος είναι οι αντίστοιχοι δείκτες για τις φωτεινές 

περιοχές των απεικονίσεων. 

Η βελτιστοποίηση επιτυγχάνεται µε τη διαµέριση του χώρου των παραµέτρων 

( )δφ,δx,δy,,φθ  σε κατάλληλα χωρία, τον υπολογισµό του δείκτη οµοιότητας U  

σύµφωνα µε την ανωτέρω µέθοδο και τη διατήρηση των ( )bestδφ,δx,δy,,φθ  για τα 

οποία υπολογίζεται ο µέγιστος δείκτης οµοιότητας. 

Εκτελώντας τα ανωτέρω και εφαρµόζοντας τις βέλτιστες παραµέτρους 

( )bestδφ,δx,δy  επιτυγχάνεται η τοποθέτηση της τριδιάστατης απεικόνισης του 

γράµµατος πάνω στην αντίστοιχη διδιάστατη απεικόνιση. 

 
Εικόνα A-29  

Παράδειγµα ακριβούςς τοποθέτησης και επισκόπησης της υφής (texture) της διδιάστατης απεικόνισης επί 
του αναγλύφου της τριδιάστατης απεικόνισης 
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A.4.2 Αξιολόγηση µεθόδου και αποτελεσµάτων 

Η ορθότητα της ανωτέρω µεθόδου µπορεί να επιβεβαιωθεί από τις τιµές των 

παραµέτρων που προκύπτουν µε εφαρµογή της σε ικανό πλήθος αντιστοιχισµένων 

ζευγών διδιάστατων και τριδιάστατων απεικονίσεων. 

Πιο συγκεκριµµένα, οι διδιάστατες απεικονίσεις γραµµάτων που έχουµε 

επιλέξει προέρχονται πολλές φορές από την ίδια διδιάστατη ψηφιακή απεικόνιση (2D 

Frame).  

Αφού δια της ανωτέρω µεθόδου υπολογισθούν οι αναγκαίες παράµετροι που 

µετασχηµατίζουν τις αντιστοιχισµένες τριδιάστατες απεικονίσεις γραµµάτων, 

µπορούµε να οµαδοποιήσουµε τις τιµές των παραµέτρων ( )θφ  ,δφ−  ανά ψηφιακή 

απεικόνιση επιγραφής (2D Frame). Επιλέγουµε την ποσότητα δφ−φ , δεδοµένου ότι 

αυτή αποτελεί και τη φαινόµενη αζιµουθιακή θέση της πηγής φωτός στο σύστηµα 

αναφοράς κάθε διδιάστατης απεικόνισης. 

Είναι λογικό να υποθέσουµε ότι επιλέγοντας οποιαδήποτε ψηφιακή 

απεικόνιση επιγραφής (2D Frame), οι τιµές αυτών των δύο ποσοτήτων θα πρέπει να 

είναι παραπλήσιες. Ο υπολογισµός της διασποράς των ( )θφ  ,δφ−  ανά απεικόνιση 

επιγραφής (Πίνακας A-1), επιβεβαιώνει την υπόθεσή µας καθώς και την ορθότητα 

της ακολουθηµένης µεθόδου. 

 
Εικόνα A-30  

Εικόνα µε τµήµα από επιγραφή (2D Frame) από την οποία έχει εξαχθεί το εικονιζόµενο γράµµα Μ. Για 
όλα τα ελεγθέντα γράµµατα του παρόντος τµήµατος αναµένονται παραπλήσιες παράµετροι για τη θέση 

της υποτιθέµενης πηγής φωτός  
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Πίνακας A-1 
 

Τµήµα 
επιγραφής 
(2D Frame) 

Πλήθος 
ελεγθέντων 
γραµµάτων 

Μέση τιµή 
θ  

(µοίρες) 

∆ιασπορά 
θ  

(µοίρες) 

Μέση τιµή 
δφ−φ  

 (µοίρες) 

∆ιασπορά 
δφ−φ  

(µοίρες) 
2054_04 8 9,3 1,1 149,44 5,24 
2054_08 11 7 1,5 148,55 5,22 
2054_10 4 8 0,6 142,25 3,97 
2054_13 10 9,8 1,4 144,7 9,46 
4424_01 5 10,9 0,7 158,5 4,34 
4424_02 8 10,6 0,7 160,31 6,08 
4424_03 12 9,6 1 157,21 6,14 
4424_05 8 10,3 1,1 157,13 5,8 
4424_06 6 9,9 1,3 160,67 6,27 
4424_07 8 10,2 0,5 157,38 3,48 
4424_09 13 11,4 1,6 155,96 3,45 
4424_10 8 10,4 1,3 158,63 6,97 

 

A.5 Εξαγωγή γράµµατος από τριδιάστατη απεικόνιση 
Στόχος µας στο στάδιο αυτό είναι η περαιτέρω επεξεργασία της µορφής 

[ ]estZGP &&&  ′′=  της τριδιάστατης απεικόνισης και ο διαχωρισµός του γράµµατος από 

την επιγραφή. Ως γράµµα νοείται η προσπάθεια του λιθοξόου να µεταβάλει µε χρήση 

των εργαλείων του τη φυσική επιφάνεια του µαρµάρου της επιγραφής. 

Η διαδικασία περιλαβάνει 2 επιµέρους βήµατα.  

Α) Αρχικός προσδιορισµός δυνάµει σηµείων του γράµµατος 

Β) Τελικός διαχωρισµός 

Βήµα Α: Αρχικός προσδιορισµός δυνάµει σηµείων του γράµµατος 

Για το βήµα του αρχικού διαχωρισµού γίνεται χρήση του [ ]̀estZ& , του συνόλου 

δηλαδή των τιµών των σηµείων του γράµµατος επί του άξονα Z . Έστω ( )zH  το 

ιστόγραµµα των τιµών των σηµείων [ ]estZ& . 
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Εικόνα A-31  

(α) Όψη των σηµείων [ ]estZGP &&&  ′′=  από το επίπεδο ΧΖ  

(β) Ιστόγραµµα ( )zH  των τιµών του [ ]estZ&  

 

Αναζητούµε τις παραµέτρους ( )σµ,,a  της κανονικής κατανοµής που 

ελαχιστοποιεί την παρακάτω ποσότητα:  

( )
( )

2

1

2 2

2

1
∑
=

−
−
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 (ΠA-14) 

Η κατανοµή µε τις ανωτέρω παραµέτρους προσεγγίζει κατά βέλτιστο τρόπο 

το ιστόγραµµα. 

Η µέση τιµή της κατανοµής θεωρούµε ότι συµπίπτει µε τη µέση τιµή της 

επιφανείας της επιγραφής. Οι µικροανωµαλίες στην επιφάνεια της επιγραφής 

αναµένεται να έχουν µια κανονική κατανοµή γύρω από την µέση τιµή της πράγµα το 

οποίο και επιβεβαιωνεται από το µέσο σφάλµα προσέγγισης της κανονικής 

κατανοµής.  

 
Εικόνα A-32  

Αρχικό ιστόγραµµα (µπλέ καµπύλη) µε βέλτιστη προσέγγιση κανονικής κατανοµής |(κόκκινη καµπύλη), 
µέση τιµή µ (magenta) και κατώφλι αποκοπής (πράσινο) 
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Ορίζουµε ως τιµή αποκοπής την τιµή σµαπ 2−=z . Οποιαδήποτε τιµή 

µεγαλύτερη του ανωτέρω κατωφλίου θεωρούµε ότι εντάσσεται στις µικροανωµαλίες 

της επιφανείας της επιγραφής και δεν αποτελεί δυνάµει σηµείο του γράµµατος οπότε 

απορρίπτεται. Το κατώφλι επελέγη διότι το 97,7% του πληθυσµού της κανονικής 

κατανοµής βρίσκεται στο διάστηµα ( )∞− ,2σµ  οπότε είναι εύλογη η υπόθεση ότι οι 

µικροανωµαλίες της επιφανείας και ο τυχών θόρυβος από τη λήψη της ψηφιακής 

απεικόνισης εντοπίζονται εντός αυτού του διαστήµατος. 

 
Εικόνα A-33  

Τριδιάστατη απεικόνιση γράµµατος µε επίπεδο αποκοπής 
 

 
Εικόνα A-34  

∆ιατήρηση σηµείων τριδιάστατης απεικόνισης που ευρίσκονται κάτω από το επίπεδο αποκοπής  
 

Βήµα Β :Τελικός ∆ιαχωρισµός 

Ο πιθανότερος τρόπος κατασκευής των γραµµάτων αποτελεί η σµίλευση της 

επιφανείας της επιγραφής µε χρήση καταλλήλων εργαλείων (καλέµι, σφύρα) και η 

δηµιουργία των αποτυπωµένων γραµµάτων. Ένα σµιλευµένο γράµµα αποτελείται εν 

γένει από δύο ειδών περιοχές α) την κοίτη και β) τα τοιχώµατα. Ο τελικός 

διαχωρισµός σκοπεύει αρχικώς να κατατάξει και κατόπιν να επιλέξει τα σηµεία που 
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ανήκουν σε κοίτη του γράµµατος καθώς και τα τοιχώµατα εκείνα που συνδέονται µε 

την κοίτη και έχουν προοδευτικά αυξανόµενη κλίση.  

Κριτήριο για την κατάταξη ενός τυχόντος σηµείου αποτελεί α) η τιµή [ ]estZ&  

επί του άξονα Z, β) η γωνία ανύψωσης θ  της συνισταµένης sE
r

 των καθέτων 

διανυσµάτων ie
r

 των στοιχειωδών επιφανειών των οποίων µέλος αποτελεί το υπό 

µελέτη σηµείο. Θα ισχύει ∑
=

=
n

i
is eE

1

rr
 όπου n το πλήθος των περιοχών και 













 ⋅
= −

s

s

E

zE
r

r
ˆ

cos 1θ  και γ) τα γειτονικά σηµεία του τυχόντος σηµείου. 

 
Εικόνα A-35  

Υπολογισµός γωνίας ανύψωσης σηµείου από γωνίες ανύψωσης καθέτων διανυσµάτων παρακειµένων 
τριγωνικών επιφανειών (facets) 

 

Αναλυτικότερα τα σηµεία ταξινοµούνται κατ’αύξουσα σειρά ως προς την τιµή 

[ ]estZ&  επί του άξονα Z και χαρακτηρίζονται ως «µη εξετασθέντα». Για κάθε ένα 

σηµείο iP  της ταξινοµηµένης σειράς, πραγµατοποιούνται τα ακόλουθα: 

α) Επιλεγονται όλα τα γειτονικά +
jP  τα οποία απέχουν απόσταση από το iP  

µικρότερη από 1mm και για τις συνιστώσες επί του άξονα Z ισχύει 
ij

PP
zz >+ . 

β) Επιλεγονται όλα τα γειτονικά −
jP  τα οποία απέχουν απόσταση από το iP  

µικρότερη από 1mm και για τις συνιστώσες επί του άξονα Z ισχύει 
ij

PP
zz <− . 

γ) Εάν το σύνολο των −
jP  δεν είναι κενό και όλα τα στοιχεία του έχουν 

χαρακτηρισθεί «απορριπτέα» ή «τερµατικά», το σηµείο iP  χαρακτηρίζεται επίσης 

«απορριπτέο» και συνεχίζουµε µε το επόµενο σηµείο της σειράς από το βήµα (α). 
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δ) Εάν το σύνολο των +
jP  είναι κενό ή υπάρχει στοιχείο για το οποίο 

ij
PP
θθ >+  

το σηµείο iP  χαρακτηρίζεται ως «επικυρωθέν». Σε κάθε άλλη περίπτωση το σηµείο 

χαρακτηρίζεται ως «τερµατικό». 

ε) Συνεχιζουµε µε το επόµενο σηµείο της σειράς από το βήµα (α). 

Όσα από τα iP  χαρακτηρίσθησαν είτε ως «επικυρωθέντα» είτε ως 

«τερµατικά» αποτελούν τελεσίδικα στοιχεία του γράµµατος. 

Στην πράξη ο ανωτέρω αλγόριθµος επιλέγει τα σηµεία από την κοίτη του 

γράµµατος καθώς και τα σηµεία των τοιχωµάτων εφόσον αυτά παραµένουν 

απόκρηµνα.  

  
Εικόνα A-36 Τελικώς εξαχθείσα µορφή γράµµατος 

 

A.6 Σύγκριση εξαχθέντων µορφών γραµµάτων. 
Με εφαρµογή της προτεινοµένης µεθοδολογίας στo [Pap01] εξάγονται από 

τις διδιάστατες απεικονίσεις των επιγραφών, οι µορφές των γραµµάτων (Μορφή 2∆). 
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Εικόνα A-37  

(α) Αρχική µορφή διδιάστατης απεικόνισης  
(β) Κατάτµηµέµη εικόνα  

(γ) Περίγραµµα σε αρχική µορφή 
 

Καθ’ οµοίω τρόπο, εφαρµόζοντας την περιγραφείσα στην παράγραφο A.5 

διαδικασία εξαγωγής του γράµµατος από τις τριδιάστατες απεικονίσεις λαµβάνουµε 

αντίστοιχες µορφές. (Μορφή 3∆) 

 
Εικόνα A-38  

(α) Αρχική µορφή τριδιάστατου γράµµατος  
(β) Μορφή εξαχθέντος γράµµατος   

 

Εφαρµόζοντας τη διαδικασία εύρεσης των παραµέτρων ακριβούς 

τοποθέτησης τριδιάστατης και διδιάστατης απεικόνισης της παραγράφου A.4.1, 

υπολογίζονται οι βέλτιστες παράµετροι και γίνεται δυνατή η τοποθέτηση των 

αντιστοίχων µορφών 2∆ και 3∆ επί του ιδίου συστήµατος αναφοράς µε τρόπο ώστε 

να είναι εφικτή η σύγκριση των δύο µορφών. 

Για τις ανάγκες της σύγκρισης ορίζονται οι παρακάτω δείκτες που σχετίζονται 

µε τα εµβαδά dE2  και dE3  των περιοχών των µορφών 2∆ και 3∆ καθώς και τη 

χωρική συσχέτιση των δύο εµβαδών:  
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d
d E2

2
∩Ε=ρ  (ΠA-15) 

d
d E3

3
∩Ε=ρ  (ΠA-16) 

όπου dd EEE 32 I=∩  το κοινό εµβαδόν των δύο µορφών, ήτοι το εµβαδόν των 

περιοχών που χαρακτηρίζονται ως γράµµα τόσο στη διδιάστατη όσο και στη 

τριδιάστατη απεικόνιση. 

 

 
Εικόνα A-39  

Τοποθέτηση επί του ιδίου συστήµατος αναφοράς του περιγράµµατος της διδιάστατης µορφή γράµµατος 
και της εξαχθείσας µορφής του απο τα τριδιάστατα δεδοµένα.  

 

Η σύγκριση ικανού και αντιπροσωπευτικού πλήθους εξαχθέντων µορφών 

γραµµάτων από τις διδιάστατες απεικονίσεις (Π2δ) µε τις αντίστοιχες τριδιάστατες 

(Π3δ), δείχνουν διαφοροποίηση µεταξύ των χαρακτηριστικών των περιοχών αυτών. 

Πιο συγκεκριµµένα και σε σχέση µε τα εµβαδά dE2  και dE3 , οι τιµές των 

εµβαδών dE2  των µορφών Π2δ είναι µικρότερες από τις αντίστοιχες τιµές των 

εµβαδών dE3  των µορφών Π3δ. Επιπλέον για το µέσο όρο του λόγου 
3d

2d
E

E  των 

τιµών των εµβαδών για το σύνολο των εξαχθέντων µορφών ισχύει 0.64E
E

3d

2d = . 

Λαµβάνοντας επιπλέον υπ’ὀψιν τη σχετική τους τοποθέτηση και 

υπολογίζοντας τους δείκτες d2ρ  και d3ρ  διαπιστώνουµε τα ακόλουθα: 

Α) Ο δείκτης d2ρ  δίνει τιµές στην περιοχή της µονάδας και συγκεκριµµένα 

ισχύει 0.91d =2ρ  

Β) Ο δείκτης d3ρ  δίνει τιµές για τις οποίες 0.58d =3ρ  
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Εκ των ανωτέρω, είναι φάνερο ότι οι εξαγόµενες µορφές των γραµµάτων 

διαφέρουν σηµαντικά, µε τις εξαγόµενες διδιάστατες µορφές να αποτελούν ως επί το 

πλέιστο υποσύνολο των εξαγοµένων τριδιάστατων µορφών. Επιπλέον η εικόνα που 

αποκοµίζεται από την παρατήρηση των δύο µορφών στη θέση ακριβούς τοποθέτησης, 

δίνει την αίσθηση ότι υπάρχουν τµήµατα των περιοχών των δύο µορφών που 

δείχνουν να εφάπτονται µεταξύ τους. Σε κάθε περίπτωση τα τµήµατα αυτά έχουν 

προσανατολισµό κοντά στην τιµή της παραµέτρου ακριβούς τοποθέτησης δφ−φ . 

∆εδοµένου των ανωτέρω διαφοροποιήσεων είναι χρήσιµη η ανάπτυξη 

µεθόδου που θα αξιοποιεί τις εξαχθείσες τριδιάστατες µορφές γραµµάτων για τη 

µελέτη και ταυτοποίηση των επιγραφών. 

A.7 Εξαγωγή πλατωνικού προτύπου γράµµατος 

A.7.1 Εξαγωγή νέφους βέλτιστα προσαρµοσµένων επιφανειών 
γράµµατος 

Θεωρούµε ότι ο λιθοξόος έχει κατά νου για κάθε σύµβολο της αλφαβήτου µια 

συγκεκριµµένη ιδέα υλοποίησης, για την οποία αποδεχόµαστε τον όρο «πλατωνικό» 

και την οποία προσπαθεί µε τα εργαλεία του να αποτυπώσει επί του µαρµάρου. Το 

αποτέλεσµα της υλοποίησης του συµβόλου απέχει από την αρχική ιδέα του λιθοξόου 

λόγω της προσθήκης θορύβου οφειλοµένου σε διαφόρους παράγοντες όπως: 

• Η τυχαιότητα στο χτύπηµα στο καλέµι 

• Η αστάθεια στην τοποθέτηση του καλεµίου πάνω στο µάρµαρο 

• Η αθέλητη φθορά που επήλθε στο µάρµαρο λόγω των δυνάµεων συνοχής 

µεταξύ των µορίων του µαρµάρου 

• Η ψυχολογική κατάσταση και η κόπωση του λιθοξόου 

• Η φθορά του χρόνου κλπ 

Στόχος της διαδικασίας εξαγωγής του τριδιάστατου νέφους είναι η εξάλειψη 

όλων των ανωτέρω πηγών θορύβου από τις υλοποιήσεις των συµβόλων ενός 

γράµµατος που λαµβάνουµε από µια επιγραφή. 

Ας θεωρήσουµε µια οποιαδήποτε τριδιάστατη απεικόνιση επιγραφής και τις n  

εµφανιζόµενες υλοποιήσεις ενός συµβολογράµµατος j . Συµβολίζουµε την κάθε µία 

από τις n  υλοποιήσεις µε ijP  όπου ni ...1=  και j  ο δείκτης που υποδηλώνει το 

γράµµα. Λαµβάνουµε µια τυχαία διάταξη { }nLLLL ,..., 21=  των ανωτέρω 

υλοποιήσεων. 
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Εικόνα A-40  

Τυχαία διάταξη των έξι επιλεγµένων υλοποιήσεων του γράµµατος N της επιγραφής 7723 
 

Λαµβάνουµε την πρώτη υλοποίηση από την ανωτέρω διάταξη έστω 1L  και 

την τοποθετούµε στο σύστηµα αναφοράς Π  ώστε το κέντρο του να συµπίπτει µε το 

κέντρο βάρους της υλοποίησης και το επίπεδο XY  του συστήµατος αναφοράς να 

συµπίπτει µε τη µηδενική τιµή για το estZ&  της µορφής [ ]estZGP &&&  ′′=  της υλοποίησης 

1L . Τα σηµεία αυτά θεωρούνται πλέον ως τα σηµεία αναφοράς. 

Επιλέγουµε την αµέσως επόµενη υλοποίηση 2L  της διάταξης και την 

τοποθετούµε µε τρόπο ώστε: 

α) Οι άξονες X , Y του επιπέδου αναφοράς της υλοποίησης 2L  να είναι 

παράλληλοι µε τους αντίστοιχους άξονες του επιπέδου αναφοράς του Π . 

β) Τα κέντρα βάρους των σηµείων του συστήµατος αναφοράς Π  και της 

υλοποίησης 2L  να κείνται επί ευθείας κάθετη στο επίπεδο αναφοράς του Π . 

Κατόπιν εφαρµόζουµε κατάλληλο µετασχηµατισµό U  ώστε να ταιριάξουν 

κατά βέλτιστο τρόπο στα σηµεία που υπάρχουν στο σύστηµα αναφοράς Π . Ο 

µετασχηµατισµός που ασκείται αποτελείται από πέντε ανεξάρτητους µεταξύ τους 

τελεστές: 

• Μεγέθυνση ή σµίκρυνση κατά τον παράγοντα r  

• Στροφή φ  ως προς τον άξονα των z  
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• Παράλληλη µετατόπιση dx κατά τον άξονα x  

• Παράλληλη µετατόπιση dy  κατά τον άξονα y  

• Παράλληλη µετατόπιση dz κατά τον άξονα z  

Η προσαρµογή επιτυγχάνεται χρησιµοποιώντας διαδικασία που βασίζεται σε 

επαναληπτικό αλγόριθµο κοντινοτέρου σηµείου (ICP) µε κατάλληλη 

παραµετροποίηση για την επίτευξη της επιθυµητής σύγκλισης. 

Η ποσότητα που επιχειρείται να ελαχιστοποιηθεί είναι η ακόλουθη: 

( ) ( )( )∑∑
==

Π⋅
⋅

+Π=
m

i
ii

n

i
i xLdw

Wm
xLd

n
E

11

,,
1

,
1

 (ΠA-17) 

Στην ανωτέρω ποσότητα η xL εκφράζει τη µετασχηµατισµένη σε κάθε βήµα 

του επαναληπτικού αλγορίθµου υλοποίηση του γράµµατος L , iΠ  τα σηµεία του 

συστήµατος αναφοράς και iw  η βαρύτητα εκάστου σηµείου του iΠ  Η βαρύτητα iw , 

συµπίπτει µε το πλήθος των υλοποιήσεων που έχουν συνεισφέρει στην παρουσία του 

σηµείου iΠ . Η ποσότα W  είναι το άθροισµα των επιµέρους βαρών iw , δηλαδή 

∑
=

=
m

i
iwW

1

. 

Η ποσότητα ( )BAd i ,  εκφράζει τη µέση ευκλείδεια απόσταση τoυ σηµείου iA  

του A  από τα σηµεία jB  του B  για τα οποία: 

γ>⋅ ⊥⊥ ij AB
rr

 (ΠA-18) 

Στην ανωτέρω ⊥iA
r

,
⊥j

B
r

 είναι η µέση διεύθυνση των µοναδιαίων καθέτων 

διανυσµάτων των στοιχειωδών επιφανειών που ανήκουν τα σηµεία iA  και jB  

∆εδοµένου των δύο όψεων που έχει µια στοιχειώδης επιφάνεια, τη θετική και την 

αρνητική, ορίζονται αντιστοίχως δύο κάθετα διανύσµατα. Αµφότερα κείνται επί της 

ιδίας διεύθυνσης, έχουν όµως αντίθετες κατευθύνσεις. Όπως γίνεται αντιληπτό, η 

τιµή της (ΠA-18) εξαρτάται απόλυτα από την κατεύθυνση των επιλεγέντων 

διανυσµάτων. Για το λόγο αυτό για καθε µια στοιχειώδη επιφάνεια λαµβάνεται εκείνο 

το κάθετο διάνυσµα µε γωνία ανύψωσης στο διάστηµα [ ]2/,0 π . Ο περιορισµός της 

(ΠA-18), διασφαλίζει ότι ο υπολογισµός της (ΠA-17) για το τυχόν σηµείο iA , θα 

λαµβάνει υπ’όψιν µόνο τα σηµεία του iL  των οποίων ο προσανατολισµός δεν απέχει 
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πολύ. Kατάλληλη τιµή για την παράµετρο γ  είναι 2
3=γ , που αντιστοιχεί σε 

µέγιστη γωνία µεταξύ των καθέτων διανυσµάτων 6
π  (30o). 

Η ύπαρξη και των δύο όρων στην (ΠA-17) είναι απαραίτητη για την ορθή 

εκτέλεση του αλγορίθµου. Εάν ο πρώτος όρος απουσίαζε, ο αλγόριθµος θα έδινε 

πολύ µικρό σφάλµα ταιριάσµατος καθώς γινόταν σµίκρυνση του xL πράγµα που θα 

οδηγούσε σε αποτέλεσµα που δεν θα συµβάδιζε µε την ανθρώπινη αίσθηση. Η 

ύπαρξη του όρου αυτού αποτρέπει την ανωτέρω ανεπιθύµητη συµπεριφορά, 

δεδοµένου ότι πολύ µικρές τιµές για τον παράγοντα r  τον αυξάνουν σηµαντικά και 

κατά συνέπεια οδηγούν σε συνολική αύξηση της ποσότητας E .  

Το σηµείο που συγκλίνει ο αλγόριθµος κοντινοτέρου σηµείου εξαρτάται 

σηµαντικά από την αρχική θέση τοποθέτησης του iL  ως προς το Π . Επιπλέον ο 

αλγόριθµος δύναται να επηρεάσει µόνο τις παραµέτρους ( )dzdydx ,,,φ . Επειδή είναι 

αναγκαίο αφ’ενός η σύγκλιση να γίνει στο ολικό ελάχιστο και αφ’ετέρου να 

συµπεριληφθεί στις παραµέτρους και η παράµετρος µεγέθυνσης/σµίκρυνσης r , η 

ανωτέρω διαδικασία επαναλαµβάνεται διαδοχικά λαµβάνοντας διαφορετικές τιµές για 

την παράµετρο µεγέθυνσης/σµίκρυνσης r  και έχοντας µετακινήσει/στρέψει το iL  

από την αρχική θέση τοποθέτησης. Για κάθε ένα σύνολο αρχικών παραµέτρων 

( )initdzdydxr ,,,,φ , ο αλγόριθµος συγκλίνει σε µια θέση έχοντας µεταβάλει τις 

παραµέτρους σε ( )ssss dzdydxr ,,,,φ  και υπολογίζοντας την τιµή της E . Επιλέγοντας 

κάθε φορά τη µικρότερη υπολογιζόµενη τιµή της E  καθώς και τις παραµέτρους για 

τις οποίες εµφανίζεται και µε την επαναληπτική εκτέλεση όλων των ανωτέρω 

βηµάτων καταλήγουµε στην εύρεση του επιθυµητού ολικού ελαχίστου minE  και των 

παραµέτρων ( )bestdzdydxr ,,,,φ  για τις οποίες εµφανίζεται. 

Με την ολοκλήρωση του υπολογισµού των βελτίστων παραµέτρων 

( )bestdzdydxr ,,,,φ  και την εφαρµογή τους επί του 2L , το τελευταίο τοποθετείται στο 

σύστηµα αναφοράς Π  όπου ευρίσκεται ήδη τοποθετηµένο το 1L .  
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Εικόνα A-41  

Βέλτιστη τοποθέτηση στο σύστηµα αναφοράς Π των 7723N1, 7723N2 
 

Το σύνολο των σηµείων του Π  απαρτίζει το νέφος των προσαρµοσµένων 

επιφανειών των 1L  και 2L . Το σύνολο των σηµείων αυτών θα αποτελέσει τη βάση 

για την υποδοχή της επόµενης υλοποίησης 3L .  

Η χρονική απόκριση του αλγορίθµου προσαρµογής εξαρτάται από το πλήθος 

των σηµείων του Π . Η διαδοχική προσθήκη όλων των σηµείων εκάστης υλοποίησης 

iL  στο Π  αυξάνει τα σηµεία σε µεγάλο βαθµό µε συνέπεια ο χρόνος για τη σύγκλιση 

να αυξάνεται σηµαντικά. Για το λόγο αυτό είναι απαραίτητο να προηγηθούν τα 

ακόλουθα βήµατα µέσω των οποίων αφ’ενός το πληθος των σηµείων του Π  δεν 

αυξάνει µε µεγάλο ρυθµό, αφ’ετέρου η µορφή του νέφους διατηρείται. Τα βήµατα 

αυτά περιλαµβάνουν τις ακόλουθες ενέργειες: 

Τα σηµεία του Π  ταξινοµούνται σε δύο οµάδες την A και τη B . Στην οµάδα 

A εντάσσονται τα σηµεία αναφοράς ενώ στην οµάδα B  τα σηµεία που 

προσαρµόσθηκαν πάνω στα σηµεία A. 

Για κάθε σηµείο iA  της οµάδας A του Π  επιλέγεται µια περιοχή S  που 

ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες σε σχέση µε τα σηµεία jB  του B : 

( ) aABA iji >⋅− ⊥

r
 (ΠA-19) 

( ) β<− ji BA  (ΠA-20) 

γ>⋅ ⊥⊥ ij AB
rr

 (ΠA-21) 

Για τα ⊥iA
r

,
⊥j

B
r

 ισχύουν ότι έχει αναφερθεί και προηγουµένως. Οι 

περιορισµοί (ΠA-19) και (ΠA-20) ορίζουν δύο χώρους εκατέρωθεν του σηµείου iA . 

Οι χώροι αποτελούν πρακτικά κώνους µε σφαιρική βάση. Ο άξονας των κωνικών 
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περιοχών συµπίπτει µε τη διεύθυνση του ⊥iA
r

. Η παράµετρος a  ορίζει τη γωνία 

ανοίγµατος της κωνικής περιοχής ενώ η απόσταση β  ορίζει την ακτίνα της σφαίρας 

τµήµα της οποίας αποτελεί η βάση της κωνικής περιοχής. Τέλος η (ΠA-21) επιβάλλει 

τον ίδιο προσανατολισµό µεταξύ των καθέτων διανυσµάτων ⊥iA
r

 και 
⊥j

B
r

. Καλές 

τιµές για τις παραµέτρους a , β  και γ  είναι: 

86.0=a  ( γωνία 30ο), mm3=β  και γ =0 (γωνία 90ο). 

 

 
Εικόνα A-42  

Καθορισµός περιοχής µε σηµεία που λαµβάνονται υπ’όψιν 
 

Με εφαρµογή των ανωτέρω περιορισµών αποµονώνονται τα σηµεία jB  που 

βρίσκονται εντός της περιοχής αυτής. Εάν m το πλήθος των jB  και jpB  η αντίστοιχη 

προβολή τους στην διεύθυνση του καθέτου διανύσµατος στο σηµείο iA , η νέα θέση 

του inewA  προκύπτει ως 

∑
=

+⋅=
m

j
jpiiinew B

m
AwA

1

1
 (ΠA-22) 

Η ποσότητα ⋅iw αποτελεί ένα αποδιδόµενο βάρος που έχει το σηµείο iΠ  και 

θα επεξηγηθεί αµέσως µετά. Από το σύστηµα αναφορας Π, αφαιρούνται όλα τα 

σηµεία jB  που χρησιµοποιήθηκαν σε κάποια περιοχή κατά το προηγούµενο βήµα. 

Στα εναποµείνατα σηµεία jB  αποδίδεται βάρος 1=jw  

Τα σηµεία inewA  και jB  αποτελούν το εµπλουτισµένο σύστηµα αναφοράς Π 

όπου θα τοποθετηθεί η επόµενη υλοποίηση γράµµατος. Σε κάθε υπολογισµό inewA  η 
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βαρύτητα iw , αυξάνει κατά 1. ∆ηλαδή 1+= ii ww . Εξαίρεση αποτελεί η πρώτη φορά 

που υπολογίζονται τα inewA  όπου 1=iw . 

 
Εικόνα A-43  

Εµπλουτισµένο σύστηµα αναφοράς για νέο στάδιο. Με πράσινο χρώµα εικονίζονται τα εναποµείναντα 
σηµεία που δεν έχουν ενταχθεί σε κάποια περιοχή 

 

Η διαδικασία επαναλαµβάνεται διαδοχικά για όλες τις υλοποιήσεις που 

περιλαµβάνει η διάταξη µε συνέπεια να εµπλουτίζονται σε κάθε βήµα η µορφή και τα 

σταθερά σηµεία του συστήµατος αναφοράς Π. 
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Εικόνα A-44  

Εµπλουτισµένη µορφή Π µε διαδοχικές προσθήκες υλοποιήσεων 
 

Η τελική εµπλουτισµένη µορφή που προκύπτει µε την διαδοχική προσθήκη 

των υλοποιήσεων iL , δίνει µια αρκετά αντιπροσωπευτική εικόνα για την ιδέα του 

προτύπου του γράµµατος. Ωστόσο για την εξαγωγή του προτύπου του γράµµατος 

είναι προτιµότερο να χρησιµοποιηθεί η πληροφορία που µας παρέχει το πυκνό νέφος 

από όλα τα σηµεία των υλοποιήσεων. 

 
Εικόνα A-45  

Πλήρες νέφος από τη διαδοχική προσθήκη δέκα υλοποιήσεων 
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A.7.2 Εξαγωγή πλατωνικού προτύπου από νέφος 

Για την εξαγωγή της εκτίµησης του πλατωνικού προτύπου από το τριδιάστατο 

νέφος εκτελούνται τα κατωτέρω: 

Επιλέγεται κατάλληλη διαµέριση επί των αξόνων x , y  και z  και γίνεται 

κατάτµηση του χώρου xyz του συστήµατος αναφοράς Π  σε στοιχειώδεις και ίσου 

όγκου περιοχές ijkV  (voxels). Το βήµα της διαµέρισης καθορίζεται από τη µικρότερη 

ανάµεσα στις χρησιµοποιούµενες υλοποιήσεις γραµµάτων µέση απόσταση σηµείου 

από το κοντινότερο σηµείο του. Τα σηµεία του νέφους ταξινοµούνται βάσει της 

περιοχής ijkV . Έστω ijkΠ  τα ταξινοµηθέντα στην περιοχή ijkV  σηµεία του Π . 

 
Εικόνα A-46  

Πλήρες νέφος υλοποιήσεων µε πλέγµα διαµέρισης 

Σε κάθε µια στοιχειώδη περιοχή ijkV , υπολογίζεται η µέση τιµή των ijkΠ  σε 

τρία στάδια. 

Στο πρώτο στάδιο τα ijkΠ  ταξινοµούνται βάσει της υλοποίησης nL  του 

γράµµατος από την οποία έχουν προέλθει και υπολογίζεται ο µέσος όρος τους ijk
Ln

Π . 

Υπολογίζεται δηλαδή για κάθε µια υλοποίηση nL , η µέση τιµή των σηµείων της 

εντός της περιοχής ijkΠ , οπότε σε κάθε µια περιοχή διατηρείται το πολύ ένας 

αντιπρόσωπος ανά υλοποίηση ο οποίος και θα συνεισφέρει στην τελική διαµόρφωση 

της τιµής της περιοχής. 
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Εικόνα A-47  

Λεπτοµέρεια µε τη διαδικασία του πρώτου σταδίου και την εύρεση των ijk
Ln

Π  ανά σηµεία υλοποίησης 

(κόκκινο, µπλε, πράσινο, µωβ, γαλάζιο) 
 

Στο δεύτερο στάδιο υπολογίζεται η µέση τιµή των ijk
Ln

Π . Η µέση τιµή ijk
Ln

Π  

αποδίδεται ως τιµή του πλατωνικού ijkP  για την περιοχή ijkV  µόνο εάν το πλήθος n  

των ijk
Ln

Π  υπερβαίνει ένα ποσοστό minγ  υλοποιήσεων που έχουν συµµετάσχει στη 

δηµιουργία του νέφους. Μια καλή εκτίµηση για το ποσοστό minγ  είναι 60% 

Στο τρίτο στάδιο λαµβάνονται υπ’όψιν και οι τιµές ijkP  των 27 άµεσα 

γειτονικών περιοχών της τρέχουσας περιοχής ijkV  υπολογίζοντας τη σταθµισµένη 

µέση τιµή τους. Η στάθµιση κάθε µιας περιοχής είναι ανάλογη µε το πλήθος n  των 

ijk
Ln

Π  κάθε περιοχής. Με τον τρόπο αυτό επιτυγχάνεται και µια εξοµάλυνση του 

εξαγοµένου προτύπου. 

 
Εικόνα A-48  

Απεικόνιση 26 γειτονικών περιοχών κεντρικής περιοχής 
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Με εφαρµογή των ανωτέρω τριών βηµάτων εξάγεται µια εκτίµηση για το 

ιδεατό πλατωνικό πρότυπο για τις εξεταζόµενες υλοποιήσεις ενός γράµµατος µιας 

επιγραφής. 

  
Εικόνα A-49  

Τελική εκτίµηση πλατωνικού προτύπου 

A.7.3 Επιλογή βελτίστου πλατωνικού 

Η διαδικασία εξαγωγής των προηγουµένων βηµάτων επαναλαµβάνεται 

λαµβάνοντας µια διαφορετική τυχαία διάταξη L  των υλοποιήσεων των γραµµάτων 

και οδηγώντας σε µια διαφορετική εκτίµηση του πλατωνικού. Έτσι για κάθε ένα 

γράµµα έχουµε µια συλλογή από εκτιµήσεις για το πλατωνικό πρότυπο. 

 
Εικόνα A-50  

Εκτίµηση πλατωνικού προτύπου από διαφορετικές διατάξεις υλοποιήσεων 
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Εκ των ανωτέρω εκτιµήσεων και παρά τη µεγάλη τους οµοιότητα επιλέγεται 

µόνο µία ως τελική εκτίµηση του πλατωνικού. Για την επιλογή αυτή υπολογίζεται για 

κάθε µια εκτίµηση ένας δείκτης που λαµβάνει υπ’ όψιν τις υλοποιήσεις από τις οποίες 

έχει προέλθει και εµπεριέχει και την ποιότητα προσαρµογής υλοποίησης και 

πλατωνικού. Η επιλογή βασίζεται σε εκείνο το πλατωνικό που δίνει το βέλτιστο µέσο 

δείκτη. Αναλυτικότερα: 

Έστω jP  η εκτίµηση ενός πλατωνικού και iL  η υλοποίηση ενός γράµµατος 

που συνέβαλε στη δηµιουρία του πλατωνικού. Με µέθοδο ανάλογη της 

περιγραφόµενης στην παράγραφο A.7.1 προσαρµόζουµε κατά βέλτιστο τρόπο το iL  

στα σηµεία του jP . Έστω ijE  το σφάλµα από την προσαρµογή της υλοποίησης iL  

στην εκτίµηση του πλατωνικού jP  όπως ορίζεται από την (ΠA-17). Η ποσότητα jR  

αποτελεί µια εκτίµηση της ποιότητας του πλατωνικού jP  σε σχέση πάντα µε 

υλοποιήσεις από τις οποίες γεννήθηκε. 

∑
=

=
m

i
jij E

m
R

1

1
 (ΠA-23) 

Υπολογίζοντας τον ανωτέρω δείκτη για κάθε µια εκτίµηση πλατωνικού που 

έχει προκύψει από ένα σύνολο υλοποιήσεων επιλέγουµε ως αντιπρόσωπο το 

πλατωνικό εκείνο για το οποίο έχουµε ελάχιστη τιµή του jR   

A.8 Σύγκριση και κατάταξη πλατωνικών 
Από τα προηγούµενα στάδια έχουµε για κάθε µια επιγραφή και κάθε ένα από 

τα εξεταζόµενα σύµβολα, µια εκτίµηση του πλατωνικού προτύπου, της ιδέας που είχε 

δηλαδή για το γράµµα ο χαράκτης της επιγραφής. Συγκρίνοντας τα εξαχθέντα 

πλατωνικά πρότυπα του ιδίου συµβόλου µεταξύ διαφορετικών επιγραφών και µε τη 

βοήθεια στατιστικής επεξεργασίας των αποτελεσµάτων, είναι δυνατή η κατάταξη και 

αναγνώριση των διαφορετικών χαρακτών.  

Είναι λογικό να υποθέσουµε ότι η προσαρµογή δύο πλατωνικών προτύπων 

ενός συµβολογράµµατος L  έστω jLI και iLI  που προέρχονται από επιγραφές του 

ιδίου χαράκτη θα είναι εν γένει πολύ καλή και το αντίστοιχο σφάλµα προσαρµογής 

σχετικά µικρό. Με παρόµοια λογική µπορούµε να υποθέσουµε ότι µεταξύ επιγραφών 

διαφορετικών χαρακτών θα υπάρχουν συµβολογράµµατα για τα οποία η προσαρµογή 

των πλατωνικών τους προτύπων δεν θα είναι καλή και το αντίστοιχο σφάλµα υψηλό. 
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Εικόνα A-51  

(α) Πλατωνκά που παρουσιάζουν πολύ καλή προσαρµογή  
(β) Πλατωνικά µε όχι καλή προσαρµογή 

 

Για την ποσοτικοποίηση της ποιότητας της προσαρµογής και την κατάταξη 

των επιγραφών ακολουθείται η παρακάτω διαδικασία. 

Έστωσαν δύο επιγραφές iE  και jE , L
iΠ  και L

jΠ τα νέφη των υλοποιήσεων 

του συµβόλου L  της αλφαβήτου µε ∈L  (Α, Ν, κλπ) και jLI , iLI  οι εξαχθείσες 

σύµφωνα µε την παράγραφο A.7 εκτιµήσεις πλατωνικού προτύπου του συµβόλου L  

Θεωρούµε iLI  το πλατωνικό που λαµβάνουµε ως πρότυπο αναφοράς και k
iLε  

( )ink ..1=  η προσηµασµένη ελάχιστη απόσταση του σηµείου k  του iLI  από τα 

σηµεία του νέφους L
iΠ  στην οριζόµενη σύµφωνα µε τις (ΠA-19), (ΠA-20) και 

(ΠA-21) γειτονική περιοχή του σηµείου k . 

Το πρόσηµο της k
iLε  ορίζεται για κάθε ένα σηµείο k

iLI  του πλατωνικού 

προτύπου από το πρόσηµο του εσωτερικού γινοµένου ( ) ⊥⋅Π− kiL
k
iL AI ε  όπου ε

iLΠ  το 

σηµείο του νέφους για το οποίο αντιστοιχεί η ελάχιστη απόσταση k
iLε  και ⊥kA το 

κάθετο διάνυσµα στο σηµείο k
iLI . 

Λόγω του κεντρικού οριακού θεωρήµατος, το µέγεθος k
iLε  θα ακολουθεί 

κανονική κατανοµή µε µέση τιµή πληθυσµού 0 και διασπορά 2
iLσ . Εάν ( )∑

=

=
in

k

k
iLiL

1

2
εε  

το συνολικό τετραγωνικό σφάλµα, η ποσότητα 
2
iL

iL
iLV

σ
ε

=  θα ακολουθεί κατανοµή 

2X . 
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Με χρήση µεθόδου ταιριάσµατος αντίστοιχης µε εκείνη της παραγράφου 

A.7.1, υπολογίζουµε τις παραµέτρους οµοιοθεσίας, στροφής και παράλληλης 

µεταφοράς, ώστε να ταιριάξουµε βέλτιστα το jLI  στο iLI . 

  
Εικόνα A-52 

Βέλτιστη προσαρµογή µεταξύ πλατωνικών υλοποιήσεων δύο επιγραφών 
 

Ορίζουµε ως k
jiLε  ( )ink ..1=  τη προσηµασµένη ελάχιστη απόσταση του 

σηµείου k του jLI  από τα σηµεία του πλατωνικού iLI  κατά τον ίδιο τρόπο που 

ορίσθηκε και προηγουµένως. Καθ’ οµοίω τρόπω το µέγεθος k
jiLε  θα ακολουθεί 

κανονική κατανοµή µε µέση τιµή jiµ  και διασπορά 2
jiLσ  ενώ το µέγεθος 

( )
2

1

2

jiL

n

k
ji

k
jiL

jiL

j

V
σ

µε∑
=

−
=  θα ακολουθεί κατανοµή 2X . 

∆ιατυπώνουµε την υπόθεση ότι οι επιγραφές iE  και jE  προέρχονται από τον 

ίδιο χαράκτη. Εάν η υπόθεσή µας είναι αληθής τότε θα πρέπει να συµβαίνουν τα 

ακόλουθα: α) η πληθυσµιακή µέση τιµή jiµ  θα είναι µηδενική, β) οι πληθυσµιακές 

διασπορές 2
jiLσ , 2

iLσ  θα πρέπει να είναι ίσες. 

Αποδεικνύεται ότι η ποσότητα  

( )

( )∑

∑

=

=

⋅

⋅

==
i

j

n

k

k
iL

iL

n

k

k
jiL

jiL

iL

iL

jiL

jiL

jiF

1

2

2

1

2

2

2

2

1

1

ε
σ

ε
σ

σ
ε

σ
ε

 (ΠA-24) 

ακολουθεί γνωστή κατανοµή Snedecor µε ( )1,1 −− ij nn  βαθµούς ελευθερίας 

[Kok01]. Λόγω της υποθέσεως µας για την προέλευση των iE  και jE , θα ισχύει :  
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22
iLjiL σσ =  οπότε 

( )

( )∑

∑

=

==
i

j

n

k

k
iL

n

k

k
jiL

jiF

1

2

1

2

ε

ε
 (ΠA-25) 

Εάν ( )21,, nnxf  η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Snedecor µε 

( )21,nn  βαθµούς ελευθερίας, υπολογίζουµε την ποσότητα: 

( ) dxnnxfG
jiF

ijji ⋅−−= ∫
∞

1,1,  (ΠA-26) 

H ποσότητα jiG  ελέγχει την πιθανοφάνεια της υποθέσεώς µας. Εάν BEG ji <  

όπου BE κατάλληλα επιλεγέν κατώφλι, απορρίπτουµε τον ισχυρισµό της υποθέσεως 

µας, ότι δηλαδή οι επιγραφές iE  και jE  προέρχονται από τον ίδιο χαράκτη. Σε κάθε 

άλλη περίπτωση δεν µπορούµε να τον απορρίψουµε. 

Υπολογίζουµε τις ποσότητες L
jiG  για όλα τα διαθέσιµα ζεύγη επιγραφών iE , 

jE  από το σύνολο των N  διαθεσίµων επιγραφών µε ji ≠  καθώς και γράµµατα L . 

Για κάθε ζεύγος επιγραφών iE , jE  διατηρούµε την τιµή ( )nL
ji

L
ji

L
jiji GGGG ...,min 21=  

όπου n το πλήθος των διαφορετικών γραµµάτων αλφαβήτου που έχουν εξετασθεί 

µεταξύ των επιγραφών. 

Αρχικά επιλέγουµε µεγάλο διάστηµα εµπιστοσύνης 810−=BE . Αναζητούµε 

το ζεύγος των επιγραφών για τις οποίες ο ισχυρισµός ότι προέρχονται από τον ίδιο 

χαράκτη απορρίπτεται µε το µέγιστο βαθµό εµπιστοσύνης. Αυτοµάτως οι επιγραφές 

αυτές κατατάσσονται σε δύο διαφορετικoύς χαράκτες 1X  και 2X . Από τις υπόλοιπες 

επιγραφές, εντοπίζουµε εκείνη που µέσα από την ίδια διαδικασία απορρίπτει τον 

ισχυρισµό ότι προέρχεται είτε από τον χαράκτη 1X  είτε από τον χαράκτη 2X . 

Αυτοµάτως η επιγραφή αυτή κατατάσσεται σε νέο χαράκτη 3X . Η διαδικασία 

συνεχίζεται εξαντλητικά για όλες τις επιγραφές µέχρι να µην υπάρχει δυνατότητα 

απόρριψης του ισχυρισµού της ιδίας προέλευσης, οπότε και επαναλαµβάνουµε 

διαδοχικά τη διαδικασία µε µικρότερους βαθµούς εµπιστοσύνης 710− , 610− και 510− . 

Με τον τρόπο αυτό αποδίδονται X  το πλήθος επιγραφές σε ισάριθµους 

διαφορετικούς χαράκτες 

Για τις εναποµείνασες XN −  επιγραφές υπολογίζεται η ποσότητα  
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( )n

n

k

L
i

L
j

L
jiji

kkk nnFfU ∏
=

−−=
1

1,1,  (ΠA-27) 

όπου ( )21,, nnxf  η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Snedecor µε ( )21,nn  

βαθµούς ελευθερίας, kL  το εξεταζόµενο σύµβολο της αλφαβήτου (Α, Ν, κλπ) και 

kL
jiF  ο λόγος που ορίσθηκε µε τη (ΠA-24) λαµβάνοντας το πλατωνικό πρότυπο του 

γράµµατος kL  των επιγραφών iE  και jE . Εν προκειµένω οι iE  ανήκουν στο σύνολο 

των ήδη καταταγεισών σε διαφορετικούς χαράκτες επιγραφών ενώ οι jE  είναι 

κάποια από τις εναποµείνασες. Εποµένως για κάθε µια µή καταταγείσα επιγραφή jE  

λαµβάνουµε X  τιµές πιθανοφάνειας να έχει παραχθεί από τον ίδιο χαράκτη µε την 

iE . Η µεγίστη από τις X  τιµές πιθανοφάνειας θεωρούµε ότι προσφέρει τον χαράκτη 

στον οποίο θα αποδοθεί η δηµιουργία της jE . 

 

A.9 Εφαρµογή Μεθόδου 
Η περιγραφόµενη στην παρούσα εργασία µεθοδολογία εφαρµόσθηκε στο 

σύνολο των αναγραφοµένων στον ακόλουθο πίνακα επιγραφών που φυλάσσονται ή 

εκτίθενται είτε στο Επιγραφικό Μουσείο είτε στην Αρχαία Αγορά. 

Από κάθε µια επιγραφή επελέγησαν και εξήχθησαν ικανά πλήθη υλοποιήσεων 

των γραµµάτων ‘A’, ‘M’, ‘N’ και ‘Σ’. Η επιλογή των γραµµάτων αυτών έγινε µε 

γνώµονα την υψηλή συχνότητα εµφάνισης στις επιγραφές καθώς και τη 

χαρακτηριστική πληροφορία που αυτά φέρουν. Οφείλουµε βεβαίως να αναφέρουµε 

ότι σε αρκετές περιπτώσεις η ταυτοποίηση του γράµµατος ήταν αδύνατη δεδοµένου 

της οµοιότητας του µε άλλα γράµµατα (πχ το Α µε το ∆ και το Λ) ή και λόγω της 

φθοράς που έχει υποστεί η επιγραφή  

 Για κάθε ένα γράµµα ακολουθήθηκαν οι περιγραφόµενες στις παραγράφους 

A.5 και A.7 διαδικασίες εξαγωγής του γράµµατος από την τριδιάστατη απεικόνισή 

τους, δηµιουργίας τριδιάστατου νέφους και τριδιάστατου πλατωνικού προτύπου. Η 

δηµιουργία του νέφους σε κάθε περίπτωση έγινε µε κατα µέσο όρο χρήση 15 

υλοποιήσεων. Οποιαδήποτε προς τα κάτω απόκλιση από τον ανωτέρω µέσο όρο 

οφείλεται αποκλειστικά στο διαθέσιµο σε κάθε περίπτωση πλήθος γραµµάτων της 

επιγραφής.  
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Πίνακας A-2 
 

Πλήθος Υλοποιήσεων για τη 
∆ηµιουργία Νέφους iE  Κωδική 

Ονοµασία 
Προέλευση 

Α Μ Ν Σ 

1 I0247 Αρχαία Αγορά 17 14 17 18 

2 I1640 Αρχαία Αγορά 16 11 16 12 

3 I4033 Αρχαία Αγορά 15  15 13 

4 I4266 Αρχαία Αγορά 20 20 20 20 

5 I4917 Αρχαία Αγορά 15 12 17 17 

6 I5039 Αρχαία Αγορά 5  9 6 

7 I5297 Επιγραφικό Μουσείο 8  7 4 

8 I6006 Αρχαία Αγορά 18 16 20 18 

9 I6053 Αρχαία Αγορά 19 19 20 20 

10 I6124 Επιγραφικό Μουσείο 3  3  

11 I6295 Επιγραφικό Μουσείο 17  18 13 

12 I7188 Αρχαία Αγορά 6  9 5 

13 I7190 Επιγραφικό Μουσείο 14  12 8 

14 I7233_7335 Επιγραφικό Μουσείο 14  12  

15 I7237 Επιγραφικό Μουσείο 36  28 22 

16 I7237a Επιγραφικό Μουσείο 18   28 

17 I7245 Επιγραφικό Μουσείο 22 14 32 24 

18 I7400 Επιγραφικό Μουσείο 14  17 17 

19 I7405 Επιγραφικό Μουσείο 17 13 15 17 

20 I7446 Επιγραφικό Μουσείο 12  8 10 

21 I7457 Επιγραφικό Μουσείο 19  18 19 

22 I7481 Επιγραφικό Μουσείο 11  13 12 

23 I7482 Επιγραφικό Μουσείο 11  10 11 

24 I7519 Επιγραφικό Μουσείο 16  15 13 

25 I7566 Επιγραφικό Μουσείο 20  19 19 

26 I7567_7568_7569 Επιγραφικό Μουσείο 19  19 19 

27 I7587 Αρχαία Αγορά 20 17 20 20 

28 I7723 Επιγραφικό Μουσείο 14  14 12 

 

Κατόπιν έγινε σύγκριση και κατάταξη των εξαχθέντων πλατωνικών σύµφωνα 

µε τη διαδικασία της παραγράφου A.8. Στο πρώτο στάδιο η µέθοδος εξήγαγε τις 

αναγραφόµενες στον πίνακα Πίνακας A-3 επιγραφές, απορρίπτοντας µε τη µεγίστη 

πιθανοφάνεια την υπόθεση ότι οποιεσδήποτε δύο από αυτές προέρχονται από τον ίδιο 

χαράκτη. Κατά συνέπεια, οι επιγραφές αυτές απεδόθησαν σε διαφορετικούς χαράκτες 

(χέρια). Η σειρά γραφής των επιγραφών είναι η ίδια µε τη σειρά που εξήχθησαν από 

τη µέθοδο. 
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Πίνακας A-3 
 

iE  Κωδική 
Ονοµασία 

Χαράκτης 

13 I7190 Χ1 

22 I7481 Χ2 

20 I7446 Χ3 

10 I6124 Χ4 

7 I5297 Χ5 

1 I0247 Χ6 

16 I7237a Χ7 

6 I5039 Χ8 

 

 

 
Εικόνα A-53 

Απεικόνιση προσαρµοσµένων πλατωνικών προτύπων επιγραφών Ι7481 και Ι7446 όπου είναι εµφανής η 
µεγάλη διαφοροποίησή τους 

 

Οι υπόλοιπες 20 επιγραφές µε χρήση της (ΠA-26) απεδόθησαν στους 

ανωτέρω 8 χαράκτες ως ακολούθως: 
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Πίνακας A-4 
 

Χαράκτης Επιγραφές 

Χ1 - 
Χ2 I7482, I1640, I4033 
Χ3 I7457, Ι7723, Ι7245 
Χ4 Ι7400, Ι7405 
Χ5 Ι6295, Ι6053, Ι6006, Ι7566, Ι7519, Ι7567_7568_7569 
Χ6 Ι4917, Ι7188 
Χ7 Ι7233_7335, Ι7237 
Χ8 Ι4266, Ι7587 

 

 
Εικόνα A-54  

Απεικόνιση πλατωνικών της επιγραφής Ι7482 προσαρµοσµένα στην επιγραφή Ι7481 
 

Τα ανωτέρω αποτελέσµατα έρχονται σε πλήρη συµφωνία τόσο µε την άποψη 

του επιφανούς ειδικού αρχαιολόγου-επιγραφολόγου κ.Steven Tracy αλλά και 

διακεκριµµένων αρχαιολόγων του επιγραφικού µουσείου όσο και και µε τα 

αποτελέσµατα των συστηµάτων ταυτοποίησης που βασίζονται στις διδιάστατες 

απεικονίσεις και είτε εξετάζουν γεωµετρικά χαρακτηριστικά των γραµµάτων [Pap02] 

είτε εξάγουν και συγκρίνουν διδιάστατα πλατωνικά πρότυπα των γραµµάτων 

[Pap03]. 
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B Σύστηµα µελέτης τεχνοτροπίας έργων ζωγραφικής 

B.1 Εισαγωγή 
Η µελέτη του θεµατικού περιεχοµένου έργων ζωγραφικής είναι σηµαντική 

γιατί µπορεί να µας δώσει πολλές πληροφορίες για τον τρόπο δηµιουργίας τους. Πιο 

αναλυτικά η επαναληψιµότητα στην εµφάνιση συγκεκριµµένων µοτίβων (καµπυλών) 

σε ένα έργο αποτελεί ενδεικτικό είτε πιθανής χρήσης εκ µέρους του δηµιουργού 

βοηθητικών εργαλείων (καµπυλογράφοι) είτε του χαρακτηριστικού τρόπου µε τον 

οποίον το χέρι του δηµιουργού υλοποιεί και αποτυπώνει την ιδεατή µορφή που έχει ο 

δηµιουργός για το µοτίβο. 

Στο παρόν µέρος παρουσιάζεται µια µεθοδολογία εντοπισµού ενός συνόλου 

καµπυλών σε έργα ζωγραφικής που εµφανίζουν επαναληψιµότητα και µπορούν να 

θεωρηθούν ως αντιπρόσωπευτικές καµπύλες του έργου. Εν συνεχεία εξετάζεται το 

ενδεχόµενο οι αντιπροσωπευτικές καµπύλες να αντιστοιχούν σε εύλογο αριθµό 

προτύπων καµπυλών ή ισοδυνάµως να έχουν παραχθεί από καµπυλογράφους. 

 

B.2 Εξαγωγή των προς µελέτη καµπυλών 

B.2.1 Ψηφιοποίηση φωτογραφιών 

Το πρώτο στάδιο στην εξαγωγή των προς µελέτη καµπυλών είναι η ψηφιακή 

καταγραφή των έργων τέχνης. Η διαδικασία περιλαµβάνει τη δηµιουργία ψηφιακής 

διδιάστατης απεικόνισης κάθε έργου είτε µε την απ’ευθείας φωτογράφισή του µε 

ψηφιακή µηχανή υψηλής ανάλυσης είτε µε τη χρήση σαρωτή και τη ψηφιοποίηση 

υπάρχουσας αναλογικής φωτογραφίας της. Σε κάθε περίπτωση λαµβάνεται πρόνοια 

ώστε η ανάλυση της ψηφιοποιηµένης εικόνας να είναι τουλάχιστον 1 pixel/mm.  
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Εικόνα B-1  

«Ο ∆αυίδ στο λάκκο των λεόντων» (Rubens) 
 

 
Εικόνα B-2  

Κροκουλλέκτρια (Θήρα) 
 

B.2.2 Κατάτµηση εικόνας 

Η κατάτµηση της εικόνας αποσκοπεί στον καθορισµό των προς µελέτη 

καµπυλών. ∆οκιµάσθηκαν διάφοροι αλγόριθµοι κατάτµησης που προτείνονται από τη 

βιβλιογραφία και βασίζονται τόσο σε τεχνικές γράφων [Leo01], [Jia01] όσο και σε 

ιστογράµµατα [Pap04]. Αµφότερες κατηγορίες αλγορίθµων, οµαδοποιούν τα 

εικονοστοιχεία (pixels) οποιασδήτε περιοχής της εικόνας µε τρόπο που συµφωνεί και 
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η ανθρώπινη αίσθηση/παρατήρηση. Με την τελική εφαρµογή αλγορίθµων εύρεσης 

και εξαγωγής περιγράµµατος [Canny01] είναι εφικτή µια καλή εκτίµηση των 

συνόρων των περιοχών αυτών. 

  

  
Εικόνα B-3  

∆ιαδοχικές εικόνες για την εξαγωγή των συνόρων από το κεφάλι και την κοτσίδα του έργου Im156 
«Κροκοσυλλέκτρια» 

α) Αρχική εικόνα, β )Εικόνα µετα από εφαρµογή αλγορίθµου κατάτµησης 
γ) Σύνορα από τα οποία θα εξαχθούν οι καµπύλες  

 

   
Εικόνα B-4  

∆ιαδοχικές εικόνες για την εξαγωγή των συνόρων από τον βραχίονα της αριστερής φιγούρας του έργου 
Im001 «The Fall of Man» 

α) Αρχική εικόνα, β )Εικόνα µετα από εφαρµογή αλγορίθµου κατάτµησης 
γ) Σύνορα από τα οποία θα εξαχθούν οι καµπύλες  

 

Η εξαγωγή των καµπυλών που αποτελούν τµήµατα των συνόρων των 

περιοχών των κατατµηµένων εικόνων έγινε µε την αλληλεπίδραση του χρήστη. 

∆ηλαδή, ο χρήστης επιλέγει την αρχή και το πέρας της καµπύλης και εν συνεχεία µε 

αυτόµατο τρόπο εξάγεται ένα σύνολο διατεταγµένων σηµείων που είναι τα κέντρα 

των εικονοστοιχείων του εκάστοτε συνόρου των ζωγραφισµένων θεµατικών 
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περιοχών. Έχει ληφθεί ειδική µνεία ώστε τα περιγράµµατα άρα και τα διατεταγµένα 

σηµεία να έχουν καθορισµένη µορφή. Συγκεκριµµένα κάθε εικονοστοιχείο του 

περιγράµµατος πρέπει να έχει επακριβώς δύο γειτονικά εικονοστοιχεία ενώ 

απαγορεύεται να υπάρχουν διαδοχικά εικονοστοιχεία του περιγράµµατος που να 

σχηµατίζουν ορθή γωνία. Οι επιτρεπτοί συνδυασµοί pixels σε συνεκτικότητα οκτώ 

παρουσιάζονται κατωτέρω στην Εικόνα B-6. 

 

 
Εικόνα B-5  

Αρίθµηση µιας περιοχής συνεκτικότητας Σ8 
 

          

          

          

          
Εικόνα B-6  

Σε αυτήν την εικόνα παρουσιάζονται όλοι οι επιτρεπτοί συνδυασµοί εικονοστοιχείων. Με άσπρο χρώµα 
εµφανίζονται τα pixels που ανήκουν στο περίγραµµα. 

 

Εποµένως κάθε µια καµπύλη αναπαρίσταται από ένα σύνολο διατεταγµένων 

σηµείων ),( ii yx  στο σύστηµα αναφοράς καθε µιας εικόνας. Ορίζοντας κωδική 
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ονοµασία για κάθε έργο m  και αύξοντα αριθµό n  για κάθε µια καµπύλη προκύπτει 

το σύνολο m
nS  των προς µελέτη καµπυλών.  

 

 
Εικόνα B-7  

Παρἀδειγµα εξαχθἐντων καµπυλών επί έργου 
 

Στόχος είναι η µελέτη των καµπυλών m
nS  που ανήκουν στο ίδιο εργο m, ο 

εντοπισµός πιθανών επαναλαµβανοµένων µοτίβων και η οµαδοποίησή τους ώστε να 

επιλεγεί ο ελάχιστος αριθµός µοτίβων που εναπαδηµιουργεί το σύνολο των υπό 

µελέτη καµπυλών. Για τον σκοπό αυτό αναπτύχθηκε η µέθοδος που παρουσιάζεται 

στις επόµενες παραγράφους 

 

B.3 Εξαντλητική µέθοδος προσαρµογής καµπυλών 
Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δύο ισοπληθή σύνολα σηµείων στο επίπεδο, τα 

οποία θα µπορούσαν να συνιστούν δύο διακριτές ψηφιακές καµπύλες. Ας 

υποθέσουµε επίσης ότι ζητούµε έναν ακριβή και ταχύ τρόπο για να προσδιορίσουµε 

τη γωνία στροφής και την παράλληλη µετατόπιση ως προς x  και y  την οποία πρέπει 

να υποστεί το ένα σύνολο σηµείων ως στερεό σώµα προκειµένου να ταιριάζει 

βέλτιστα στο άλλο σύνολο. Μία λύση σε αυτό το πρόβληµα θα µπορούσε να ήταν η 

ελαχιστοποίηση µιας κατάλληλης συνάρτησης λάθους. Μια τέτοια προσέγγιση όµως, 

κατά βάση δεν είναι τόσο ταχεία και κυρίως δεν είναι ακριβής µε την έννοια ότι 

όποιον αναδροµικό αλγόριθµο ελαχιστοποίησης συνάρτησης και αν 
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χρησιµοποιήσουµε, ποτέ δεν θα είµαστε σίγουροι ότι το σηµείο στο οποίο συνέκλινε 

ο αλγόριθµος θα είναι όντως το απολύτως ελάχιστο. Για το λόγο αυτό επιχειρήσαµε 

να δώσουµε αναλυτική λύση σε αυτό το πρόβληµα διατυπώνοντας και 

αποδεικνύοντας το κατωτέρω λήµµα : 

ΛΗΜΜΑ 1  

Έστωσαν, δύο οµοεπίπεδα, ισοπληθή σύνολα σηµείων ),( ii yx  και ),( ii QP  

έκαστον πλήθους N . Θεωρούµε ότι καθένα από τα σύνολα αυτά µπορεί να 

στρέφεται και να µετατοπίζεται σα στερεό σώµα. Ζητείται η γωνία περιστροφής θ  

και το διάνυσµα µετατόπισης jyix
rr

µµ +  για τα οποία η διακριτή  καµπύλη 

),( ii yx µετακινούµενη ως στερεό σώµα  θα ταιριάζει βέλτιστα µε την ),( ii QP  υπό 

την έννοια των Ελαχίστων Τετραγώνων. 

Τα θ και µµ yx ,  δίδονται από τις κάτωθι σχέσεις: 
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(ΠB-3) 

Απόδειξη 

Έστω θ γωνία στροφής και µx , µy  το βέλος τυχούσης παράλληλης  

µετατόπισης των σηµείων ),( ii yx  ως στερεού σώµατος. Το αποτέλεσµα τέτοιων 

µετασχηµατισµών επί της καµπύλης ),( ii yx  είναι µια νέα ψηφιακή καµπύλη έστω 

),( ii YX  οι συντεταγµένες της οποίας δίδονται από τις σχέσεις 

µθθ xyxX iii +−= sincos  (ΠB-4) 

µθθ yyxY iii ++= cossin  (ΠB-5) 

Ορίζουµε σαν λάθος προσέγγισης της καµπύλης ),( ii QP  από την εστραµµένη και 

µετατοπισµένη καµπύλη ),( ii YX , το άθροισµα των τετραγώνων των ευκλειδείων 

αποστάσεων των σηµείων ενός προς ένα, δηλαδή το 



 68 

( ) ( ) ( )( )∑
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22 cossinsincos,, µµµµ θθθθθ  (ΠB-6) 

Η ανωτέρω συνάρτηση λάθους είναι προφανώς φραγµένη κάτω από το µηδέν στο 

3ℜ . Άρα έχει infimum (µέγιστο κάτω φράγµα) και επειδή είναι συνεχής συνάρτηση 

των θ  και µµ yx ,  σε όλο το πεδίο ορισµού της, το infimum ανήκει στο πεδίο τιµών 

της συνάρτησης και συνεπώς είναι ελάχιστο αυτής. Επιπλέον η εν λόγω συνάρτηση 

λάθους είναι απείρως παραγωγίσιµη άρα στο σηµείο ελαχίστου έχουµε: 

( ) 0,, =∇ µµθ yxE  (ΠB-7) 
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που είναι η έκφραση (ΠB-2). 

Η εξίσωση 0=
∂
∂
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E
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που είναι η έκφραση (ΠB-3). 
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Αντικαθιστώντας τις τιµές των µx  και µy  ανωτέρω και κάνοντας πράξεις 

καταλήγουµε στην 
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που είναι η έκφραση (ΠB-1). 

Αν ο παρονοµαστής της θtan  είναι +0 και ο αριθµητής θετικός ή δυϊκώς ο 

παρονοµαστής της θtan  −0 και ο αριθµητής αρνητικός τότε 2/πθ = . Αν ο 

παρονοµαστής της θtan  είναι −0 και ο αριθµητής θετικός ή δυϊκώς ο παρονοµαστής 

της θtan  +0 και ο αριθµητής αρνητικός τότε 2/πθ −= . Αν ο παρονοµαστής της 

θtan  είναι διάφορος του µηδενός τότε η εν λόγω εξίσωση έχει δύο λύσεις στο 

)2,0[ π που διαφέρουν κατά π . Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση λάθους είναι 

περιοδική µε περίοδο π2  και εποµένως αρκεί να µελετήσουµε τη συµπεριφορά της 

στο διάστηµα )2,0[ π . Στο διάστηµα αυτό υπολογίζω και τις δύο τριάδες λύσεων, 

αντικαθιστώντας το θ  στις εκφράσεις (ΠB-2) και (ΠB-3) για τα µx , µy αντίστοιχα 

και κρατώ αυτή που δίνει το µικρότερο σφάλµα, έστω E . Επειδή, όπως δείξαµε 

προηγουµένως, η συνάρτηση ( )µµθ yxE ,,  έχει ελάχιστο στην περίοδό της, αυτό που 

βρήκαµε µε την ανωτέρω µέθοδο είναι και το ελάχιστό της.  

Στις κάτωθι εικόνες Εικόνα B-8 και Εικόνα B-9 παρουσιάζεται µια σχηµατική 

αναπαράσταση εφαρµογής του λήµµατος. Σε αυτές παρουσιάζονται δύο οµοεπίπεδες 

ψηφιακές καµπύλες αποτελούµενες από 8 σηµεία η καθεµία. Μεταξύ των 

αστερίσκων έχει γίνει γραµµική παρεµβολή για να υπάρχει καλύτερη εποπτεία. 
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Σηµειώνεται ότι η κόκκινη καµπύλη που υφίσταται τη στροφή και την παράλληλη 

µετατόπιση µετακινείται σαν στερεό σώµα. 

 
Εικόνα B-8 

∆ύο ισοπληθείς οµοεπίπεδες ψηφιακές καµπύλες, σε τυχούσα αρχική θέση η µία σηµειούµενη µε 8 
κόκκινους αστερίσκους, η δε άλλη µε 8 µπλε αστερίσκους.  

 

 
Εικόνα B-9  

 Η καµπύλη µε τους κόκκινους αστερίσκους έχει περιστραφεί και µετατοπιστεί σύµφωνα µε το ΛΗΜΜΑ 
1, ούτως ώστε να προσαρµοστεί στην καµπύλη των 8 µπλε αστερίσκων βέλτιστα κατά την έννοια των 

ελαχίστων τετραγώνων.  
 

Θα χρησιµοποιήσουµε το ανωτέρω λήµµα για να αναπτύξουµε µία πρωτότυπη 

µεθοδολογία προσαρµογής θορυβώδους τµήµατος µια καµπύλης m
iS  σε µια ίδια 
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πρότυπη καµπύλη που έχει προέλθει από κάποια άλλη θορυβώδη καµπύλη m
jS  ή 

ακόµη και την ίδια m
iS . 

 

Βήµα .1 ∆ηµιουργία πρότυπης συνεχούς καµπύλης από τυχόν τµήµα ψηφιακής 

καµπύλης 

Έστω ),( ii yxS=  ni ...1=  τα διαδοχικά σηµεία ενός τµήµατος ψηφιακής 

καµπύλης S  όπως έχουν προκύψει από τη διαδικασία κατάτµησης της εικόνας. Για 

κάθε ένα σηµείο k  του ανωτέρω συνόλου θεωρούµε το υποσύνολο των σηµείων 

στην περιοχή του ),( kk yx  ήτοι  

[ ] ( ) ( ){ } 1 & ,...:),(, ninknkiyxYX esiikk <<+−==  (ΠB-8) 

όπου sn  και en  οι µικρότεροι θετικοί ακέραιοι έτσι ώστε για τις αποστάσεις dS 

µεταξύ των σηµείων snk − , k  και enk +  να ισχύει ( ) mmknkdS s 20, >−  και 

( ) mmnkkdS e 20, >+ . 

Υπολογίζουµε τις παραµέτρους ( )000 ,, Ryx  του κύκλου που προσεγγίζει τα 

σηµεία της (ΠB-8) ή ισοδύναµα ελαχιστοποιεί την κατωτέρω ποσότητα : 

( ) ( )
[ ]
∑

∀






 −−+−=

kk YX

RyYxXD
,

2

0
2

0
2

0  (ΠB-9) 

Η ελαχιστοποίηση πραγµατοποιείται µε εφαρµογή του αλγορίθµου µη 

γραµµικού προγραµµατισµού Nelder-Mead [Nel01]. Με γνωστές τις παραµέτρους 

( )000 ,, Ryx  υπολογίζουµε :  

Α) την τιµή ( )kk yx ˆ,ˆ  του σηµείου k  όπως προσεγγίζεται από τον βέλτιστο 

κύκλο 

Β) τη διεύθυνση kφ  της εφαπτοµένης στο σηµείο ( )kk yx ˆ,ˆ  

Γ) τη φορά kd  µε την οποία ο βέλτιστος κύκλος διαγράφει τα [ ]kk YX ,  (-1 για 

ωρολογιακή φορά και 1 για ανθωρολογιακή) 

Με τον τρόπο αυτό προκύπτει η ακολουθία των σηµείων )ˆ,ˆ( ii yx  που 

αποτελούν τις εκτιµήσεις των σηµείων ),( ii yx . 

Τα τµήµατα µεταξύ δύο διαδοχικών σηµείων n  και 1+n  της ακολουθίας 

)ˆ,ˆ( ii yx  προσεγγίζονται µε πολυώνυµα ( )xfm  όπου m ο βαθµός του πολυωνύµου 

έτσι ώστε να ικανοποιούνται τα ακόλουθα: 
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Με τον τρόπο αυτό προκύπτει επ’ ακριβώς η αναλυτική περιγραφή µιας 

καµπύλης η οποία θεωρείται ως πρότυπη για το τυχαίο τµήµα S . Βάσει της 

αναλυτικής περιγραφής δηµιουργούµε µια πρότυπη ψηφιακή καµπύλη sP που 

αντιστοιχεί στο τµήµα S  έτσι ώστε οι διαδοχικές αποστάσεις των σηµείων της να 

είναι µικρότερες από 0.01mm. 

 
Εικόνα B-10 

Παράδειγµα προσαρµογής κύκλου. Με κόκκινες τελείες απεικονίζεται ένα τµήµα µιας ψηφιακής 
καµπύλης. Με κυανό απεικονίζεται ο κύκλος που προσαρµόζεται µε βέλτιστο τρόπο στο υποσύνολο των 

σηµείων της καµπύλης (µπλέ σηµεία) γύρω από το σηµείο αναφοράς (κόκκινος αστερισκος) 

 
Εικόνα B-11 

Παράδειγµα µε τις εκτιµήσεις (κυανές τελείες) των σηµείων µιας ψηφιακής καµπύλης (κόκκινα x) µε τη 
διαδοχική προσέγγιση κύκλων 
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Βήµα .2 ∆ηµιουργία κλάσης αµφιµονοσήµαντων ισοµηκών πολυγώνων  

Με αρχή το πρώτο σηµείο της πυκνής προτύπου καµπύλης sP , δηµιουργούµε 

εγγεγραµµένο πολύγωνο σε αυτήν, «αµφιµονοσήµαντα ισόµηκες» µε τη θορυβώδη- 

καµπύλη jS . Με τον όρο «αµφιµονοσήµαντα ισόµηκες» εννοούµε το εξής: εύκολα 

υπολογίζεται η ακολουθία των ευκλειδείων αποστάσεων των διαδοχικών σηµείων του 

jS , δηλαδή η ακολουθία 

1,...,0),,( 1 −== +
P

jjj NjPPdsδ  (ΠB-10) 

όπου jP  το j-οστό σηµείο της jS , και ),( QPd  είναι το σύµβολο που θα 

χρησιµοποιούµε για την ευκλείδεια απόσταση µεταξύ δύο τυχόντων σηµείων P  και 

Q  και ως συνήθως PN  είναι το πλήθος των σηµείων του jS . Εν συνεχεία, ας 

ονοµάσουµε 1
1M το πρώτο σηµείο του sP και ας αναζητήσουµε το σηµείο 1

2M του 

sP , το οποίο έχει την ιδιότητα η απόστασή του από το 1
1M  να είναι πλησιέστερη στο 

1sδ , από όλα τα σηµεία του sP . Σε αυστηρή διατύπωση  

( ) ( ) min,:)()( 1
1
1

1
2

1
1

1
2

1
2 =−>∧∈ sMMdMtMtPM S δ . 

Όπου t  υποδηλώνεται ο δείκτης του σηµείου στην ακολουθία των πυκνών σηµείων 

της sP . Η ανισότητα )()( 1
1

1
2 MtMt > µας εξασφαλίζει ότι διαγράφουµε την sP πάντα 

κατά την ίδια φορά. 

Συνεχίζοντας, αναλόγως προσδιορίζουµε και το σηµείο 1
3M :  

( ) ( ) min,:)()( 2
1
2

1
3

1
2

1
3

1
3 =−>∧∈ sMMdMtMtPM S δ  

και αναδροµικά ορίζουµε το 1
jM : 

( ) ( ) P
jjjjj

S
j NjsMMdMtMtPM ≤=−>∧∈ −−− min,,:)()( 1

1
1

11
1

11 δ  (ΠB-11) 

Τονίζουµε πάλι ότι η συνθήκη )()( 1
1

1
−> jj MtMt  µας διασφαλίζει ότι τα σηµεία 

επιλέγονται πάντα µε την ίδια φορά επί της προτύπου καµπύλης sP . Στο τέλος αυτής 

της διαδικασίας έχουµε πρακτικά εξασφαλίσει την ισότητα 

( ) jjj sMMd δ≈+
1

1
1 ,  για κάθε 1,...2,1 −= PNj  (ΠB-12) 

Αφού δηµιουργήσαµε το πρώτο «αµφιµονοσήµαντα ισόµηκες» µε το 

jS πολύγωνο 
11

2
1
1 ... PN

MMM  όλες οι κορυφές του οποίου είναι στοιχεία του sP , 

«ολισθαίνουµε» το πρώτο σηµείο αυτού και δηµιουργούµε ένα δεύτερο 
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αµφιµονοσήµαντα ισόµηκες πολύγωνο µε σηµείο εκκίνησης το δεύτερο στοιχείο του 

sP . Συνεχίζουµε τη διαδικασία παράγοντας όλη την κλάση των αµφιµονοσήµαντα 

ισοµήκων µε το jS  πολυγώνων µε κορυφές τα σηµεία n
jM  του sP  όπου ο άνω 

δείκτης n  δείχνει το σηµείο του sP  απ’ όπου εκκινεί το πολύγωνο, ενώ ο κάτω 

δείκτης j  είναι ο πληθικός αριθµός των κορυφών του πολυγώνου. PNj ,...,1= . 

Αναλυτικά, ως πρώτο σηµείο του n -οστού πολυγώνου θέτουµε το n -οστό σηµείο 

της πυκνής προτύπου καµπύλης sP , ενώ οι επόµενες κορυφές του πολυγώνου είναι 

τα σηµεία του sP που ορίζονται απ’ την αναδροµική συνθήκη  

( ) ( ) P
j

n
j

n
j

n
j

n
j

Sn
j NjsMMdMtMtPM ,...,2min,,:)()( 111 ==−>∧∈ −−− δ  (ΠB-13) 

Προφανώς τα ανωτέρω πολύγωνα δηµιουργούνται εφ’ όσον παραµένουµε 

εντός των ορίων της προτύπου ψηφιακής καµπύλης όπως αυτή ορίστηκε σε 

προηγούµενο βήµα. Κατ’ αυτόν τον τρόπο, δηµιουργούµε µία πλήρη κλάση 

πολυγωνικών καµπυλών εγγεγραµµένων στην πρότυπη, κάθε µία από τις οποίες είναι 

αµφιµονοσήµαντα ισοµήκης µε τη θορυβώδη καµπύλη jS . 

 

Βήµα .3 Προσαρµογή τυχαίου τµήµατος καµπύλης σε πρότυπο καµπύλη  

Εφαρµόζουµε το Λήµµα 1 για να προσαρµόσουµε τη θορυβώδη καµπύλη π.χ. 

jS , στρέφοντας και µετατοπίζοντας την ως στερεό σώµα, σε κάθε αµφιµονοσήµαντα 

ισόµηκες πολύγωνο 
n

N

nn
pMMM ...21 , εγγεγραµµένο στο sP . Κατ’ αυτόν τον τρόπο 

για όλα τα δυνατά σηµεία εκκίνησης λαµβάνουµε ένα αντίστοιχο λάθος προσέγγισης 

nE , αντίστοιχη γωνία στροφής n
aϑ  και µετατοπίσεις n

ax  και n
ay , όπου ο κάτω δείκτης 

a  δηλώνει ότι οι αντίστοιχες ποσότητες είναι αρχικές εκτιµήσεις των βελτίστων 

τιµών τους. 

Με το βήµα αυτό το jS  µεταφέρεται ως στερεό σώµα στα σηµεία jΓ  

( PNj ,...,1= ) τα οποία σχηµατίζουν το πολύγωνο Τ
ΑΓ  που είναι ίσο µε το jS . Στην 

αρχική θέση βέλτιστης προσαρµογής του jS  στην πρότυπο καµπύλη sP  κάθε ένα 

από τα σηµεία αυτά βρίσκεται πολύ κοντά στο οµόλογο σηµείο του 

αµφιµονοσήµαντα ισοµήκους πολυγώνου: δηλαδή το 1Γ κοντά στο 
nM1  το 2Γ  στο 

nM 2  κ.ο.κ. 
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Ορίζουµε τις ακόλουθες έννοιες απόστασης του jS  από όλη την πρότυπο 

καµπύλη sP ως εξής: 

( ) ( ) ( )
∑
=

Τ
Α

Γ
=Γ=

PN

j
P

S
jSmS

j
m

N

Pd
PdPSd

1

,
,,  (ΠB-14) 

( ) ( ) ( )( )S
j

Nj

SS
j PdPdPSd

P
,max,,

..1
Γ=Γ=

=

Τ
Α

ζζ
 (ΠB-15) 

( ) ( ) ( )1221 ......
1

,, ΓΓΓ⋅=Γ= Τ
Α pp N

n

N

nn

P

SAS
j

A MMME
L

PdPSd
S

 (ΠB-16) 

όπου  

( ) ( )( )MdPd jsPM

S
j ,min, Γ=Γ

∈
 η ελάχιστη απόσταση του σηµείου jΓ  από όλα τα 

σηµεία του sP . 

SP
L το µήκος της προτύπου καµπύλης sP , 

( )n

N

n

N

n MMME pp 111 ...... ΓΓ  το εµβαδόν που περικλείεται από το πολύγωνο 

n

N

n

N

n MMM pp 111 ...... ΓΓ   

Μετακινούµε παράλληλα και περιστρέφουµε το Τ
ΑΓ  γύρω από τη θέση του, 

όπως αυτή προσδιορίσθηκε µε την εφαρµογή των υπολογισθέντων από το λήµµα 1 

εκτιµήσεων των n
aϑ , n

ax  και n
ay .  

Το εύρος µεταβολής των παραµέτρων προσδιορίζονται ως ακολούθως: 

θέτουµε ένα αποδεκτό όριο λάθους προσαρµογής MaxErr  του jS στην πρότυπη 

καµπύλη π.χ. τα 0,3mm ανά σηµείο της jS . Εάν το µήκος του jS  είναι π.χ. L  mm 

τότε µία περιστροφή του jS  γύρω απ’ τη θέση ισορροπίας µέχρι 
L

MaxErr  ενδέχεται 

να µην καταστρατηγήσει τη συγκεκριµένη απαίτηση άνω φράγµατος στο λάθος. Τα 

ίδια ισχύουν για µία παράλληλη µετατόπιση µέχρι MaxErr  κατά τον x  άξονα και 

τον y  άξονα. 

Περιστρέφουµε και µετατοπίζουµε το Τ
ΑΓ  γύρω από τα n

a
n
a

n
a yx ,,θ  εντός των 

προαναφερθέντων στενών ορίων και µε πολύ µικρά βήµατα αλλαγής της γωνίας και 

της µετατόπισης. Για κάθε θέση του Τ
ΑΓ  εντός των ορίων αυτών, υπολογίζουµε το 

λάθος που ορίσθηκε σύµφωνα µε την (ΠB-16) και µε την προϋπόθεση ότι η τιµή των 

εκάστοτε ( )S
j PSd ,ζ  και ( )S

j
A PSd ,  είναι µικρότερη από τα κατώφλια MaxErr⋅

2

3
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και MaxErr  αντίστοιχα. Η προϋπόθεση για το ( )S
j PSd ,ζ  διασφαλίζει ότι η 

διασπορά των ( )S
j Pd ,Γ  που υπερβαίνουν το MaxErr  έχουν ένα άνω φράγµα. 

Κρατάµε το µικρότερο από όλα αυτά τα λάθη καθώς και τις παραµέτρους n
τθ , 

nxτ , nyτ  για τα οποία εµφανίζεται και θεωρούµε ότι αυτό είναι το ελάχιστο λάθος µε 

το οποίο το jS  δύναται να προσεγγίσει την εκάστοτε πρότυπο καµπύλη κοντά στο 

σηµείο εκκίνησης n . 

Το ελάχιστο όλων αυτών των λαθών µας δίνει το βέλτιστο τρόπο µε τον οποίο 

το εκάστοτε jS προσαρµόζεται σε όλη την συγκεκριµµένη πρότυπη καµπύλη. 

Ταυτόχρονα, ο συνδυασµός των µετασχηµατισµών [ ]n
a

n
a

n
a yx ,,θ , [ ]nnn yx τττθ ,,  που 

εφαρµόστηκαν δίνουν την ακριβή γωνία στροφής καθώς και τις µετατοπίσεις κατά x  

και y  οι οποίες πραγµατοποιούν αυτή τη βέλτιστη προσαρµογή του εκάστοτε jS επί 

της συγκεκριµένης προτύπου καµπύλης sP . 

Η ανωτέρω µεθοδολογία εφαρµόζεται για το σύνολο των διαθεσίµων 

τµηµάτων καµπυλών κάθε έργου (πίνακας ζωγραφικής, τοιχογραφία), ακολουθώντας 

τα ακόλουθα βήµατα:  

Α) Επιλεγεται το σύνολο { }m
i

m SS = , ni ...1=  των τµηµάτων καµπυλών του 

έργου µε κωδικό m . 

B) Λαµβάνεται αυθαίρετα η m
iS  και δηµιουργείται µε τη διαδικασία του 

βήµατος 1 η πυκνή πρότυπος ψηφιακή καµπύλη. 

Γ) Λαµβάνεται τυχαία µια καµπύλη m
jS  από το σύνολο mS  η οποία θεωρείται 

ως η προς εξέταση καµπύλη. 

∆) Από την ακολουθία των σηµείων ),( ii yx  που απαρτίζουν την καµπύλη 

m
jS , και µε αρχή το σηµείο ),( kk yx  επιλέγονται διαδοχικά σηµεία της ακολουθίας 

έτσι ώστε το άθροισµα των µηκών των διαδοχικών διαστηµάτων που ορίζουν τα 

σηµεία της ακολουθίας να προσεγγίζει µια επιθυµητή τιµή mL  µε όσο το δυνατόν 

µικρότερο σφάλµα το οποίο σε καµµία περίπτωση δεν πρέπει να υπερβαίνει τα 3mm. 

Συµβολίζουµε την υπακολουθία των σηµείων αυτών µε ( )m
m
j LkS , . 

Ε) Επιλέγονται το πρώτο και τελευταίο σηµείο της ακολουθίας ( )m
m
j LkS ,  

έστω 1A  και nA . Υπολογίζεται η ευκλείδιος απόσταση ( )nch AAdL ,1=  µεταξύ του 
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πρώτου και του τελευταίου σηµείου της ακολουθίας ( )m
m
j LkS , . Κατόπιν 

υπολογίζεται η µεγίστη απόσταση Maxd  των σηµείων της ακολουθίας ( )m
m
j LkS ,  από 

το ευθύγραµµο τµήµα που ορίζεται από τα 1A  και nA . Σε περίπτωση που το πηλίκο  

ch

Max
L

dkam=  (ΠB-17) 

είναι µικρότερο από ένα κατώφλι Threskam , η υπό εξέταση ακολουθία ( )m
m
j LkS ,  

απορρίπτεται άλλως εκτελείται το επόµενο βήµα ΣΤ. Με αυτό τον τρόπο δεν 

εξετάζουµε τµήµατα τα οποία µπορούν να προσεγγισθούν σε ικανοποιητικό βαθµό 

από ευθύγραµµα τµήµατα. Ούτως ή αλλως η ουσιαστική πληροφορία για πιθανά 

µοτίβα που δεν αντιστοιχούν σε ευθύγραµµους χάρακες βρίσκεται στα καµπύλα 

µέρη. Η ποσοτητα kam είναι µια ταχεία εκτίµηση για τη µορφή της καµπύλης σε 

σχέση µε το ευθύγραµµο τµήµα nAA1 . Αποτελεί δηλαδή έναν δείκτη καµπυλότητας 

της καµπύλης. Όσο µεγαλύτερη είναι τιµή του τόσο πιο χαρακτηριστική και µοναδική 

είναι η «πληροφορία» που αναµένουµε η καµπύλη να φέρει καθιστώντας την όποια 

επανεµφάνισή της σοβαρή ένδειξη ότι δεν είναι τυχαίο γεγονός, αλλά οφείλεται σε 

επανάληψη που γίνεται συνειδητά από τον δηµιουργό του έργου. Το κατώφλι 

%3=Threskam  είναι αρκετό ώστε το σφάλµα προσέγγισης της καµπύλης από ένα 

ευθύγραµµο τµήµα να είναι αρκετά µεγάλο και να την καθιστά κατ’ουσίαν µη 

αποδεκτή. 

ΣΤ) Εφαρµόζεται η περιγραφείσα µεθοδολογία και για κάθε ένα τυχαίο τµήµα 

καµπύλης που εξετάζεται καταγράφεται η πληροφορία για το πρότυπο κοµµάτι 

καµπύλης στην οποία επανεµφανίζεται µε το ελάχιστο δυνατό σφάλµα προσαρµογής 

όπως αυτό ορίζεται από την (ΠB-16). Το σφάλµα αυτό όπως και οι ποσότητες που 

ορίζονται από τις (ΠB-14) και (ΠB-15) καταγράφονται. 

Τα βήµατα Α, Β και Γ επαναλαµβάνονται, λαµβάνοντας κάθε φορά ως 

πρότυπη και ως τυχαία κάθε µια από τις διαθέσιµες καµπύλες του mS . Τα βήµατα ∆, 

Ε και ΣΤ επαναλαµβάνονται επιλέγοντας όλες τις δυνατές υπακολουθίες ( )m
m
j LiS ,  

µε έναρξη το σηµείο ni ...1=  και µήκος vLm ⋅+= 1070  (mm) 18...0=v . Σηµαντικό 

στοιχείο είναι η επιλογή του µεγίστου σφάλµατος προσαρµογής MaxErr . Καλές 

τιµές για το µέγιστο σφάλµα προσαρµογής MaxErr  είναι στο διάστηµα [ ]5.0,25.0 . Η 

επιλογή των ορίων του ανωτέρω διαστήµατος έγινε µε ένα ποιοτικό µεν αλλά πολύ 
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σηµαντικό κριτήριο. Μόλις το λάθος ξεπεράσει την άνω τιµή του διαστήµατος, τότε 

αµέσως ο παρατηρητής αισθάνεται ότι δύο καµπύλες είναι ουσιωδώς διαφορετικές 

ανεξαρτήτως της παρουσίας θορύβου. Εποµένως είναι ουσιαστικά απίθανο οι δύο 

καµπύλες να έχουν προκύψει από τον ίδιο οδηγό. Το κάτω όριο επελέγη ώστε να 

συµπεριλάβει οποιαδήποτε πιθανή διαταραχή κατά τη δηµιουργία της καµπύλης. 

Στην περίπτωση που ο δείκτης της υπό εξέταση καµπύλης συµπίπτει µε τον 

δείκτη της καµπύλης που θεωρήθηκε ως πρότυπος, κατά το βήµα ΣΤ και την 

εφαρµογή της προτεινοµένης µεθοδολογίας, εξαιρούνται όλα τα αµφιµονοσήµαντα 

ισοµήκη πολύγωνα τα οποία περιλαµβάνουν σηµεία που έχουν προέλθει από 

οποιοδήποτε σηµείο του εκάστοτε τµήµατος ( )m
m
j LkS ,  της υπό εξέτασης καµπύλης. 

Με τον τρόπο αυτό αποφεύγουµε την εύρεση από τη ανωτέρω διαδικασία της 

τετριµµένης θέσης προσαρµογής της ( )m
m
j LkS , . 

 
Εικόνα B-12  

Το απεικονιζόµενο στο (a) κοµµάτι καµπύλης που έχει προέλθει από το κόκκινο τµήµα του (b) θα 
εξετασθεί µόνο µε ισοµήκη πολύγωνα που δεν περιλαµβάνουν σηµεία του κόκκινου τµήµατος. 
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B.4 Επεξεργασία αποτελεσµάτων και εξαγωγή µοτίβων 

B.4.1 Οµαδοποίηση αποτελεσµάτων A 

Με την ολοκλήρωση της ανωτέρω διαδικασίας έχουµε λάβει για κάθε έργο m  

και για κάθε ένα τµήµα της καµπύλης m
jS  που εκκινεί από το σηµείο k  και έχει 

µήκος mL , ( )m
m
j LkS , , το τµήµα της προτύπου ψηφιακής καµπύλης 

m
iSP  στο οποίο 

έχουµε τη βέλτιστη προσαρµογή καθώς και το σφάλµα αυτής της προσαρµογής το 

οποίο είναι πάντα µικρότερο από το κατώφλι MaxErr  που έχει επιλεγεί. Από το 

τµήµα της προτύπου καµπύλης 
m
iSP  είναι εύκολο να µετάβούµε στο τµήµα ( )m

m
i LuS ,  

της ψηφιακής καµπύλης από την οποία έχει προέλθει. Επιπλέον το εκάστοτε τµήµα 

καµπύλης ( )m
m
i LuS ,  όπου u  το σηµείο έναρξης του τµήµατος και mL  το µήκος του 

µπορεί εύκολα να απεικονισθεί µε την ισοδύναµη µορφή [ ]wvSm
i ,  όπου wv,  οι 

δείκτες των σηµείων έναρξης και λήξης του τµήµατος της ψηφιακής καµπύλης που 

αναπαριστά.  

 
Εικόνα B-13 

Με κόκκινο απεικονίζονται τα σηµεία µιας ψηφιακής καµπύλης m
iS  µε εκκίνηση το σηµείο Α. Με χρώµα 

µατζέντα απεικονίζονται τα σηµεία της προτύπου ψηφιακής καµπύλης 
m
iSP  που αναπαριστά την m

iS . Το 

πράσινο τµήµα της προτύπου καµπύλης έχει µήκος mmLm 20= . H αναπαράστασή του είναι είναι 

( )20,16m
iS  δεδοµένου ότι εκκινεί από το 16ο σηµείο της 

m
iSP  και έχει µήκος mmLm 20= . Η ισοδύναµη 

µορφή του είναι [ ]11,6m
iS  δεδοµένου ότι τα σηµεία Α και C της m

iS  που είναι εγγύτερα στα άκρα του 

( )20,16m
iS  είναι αντίστοιχα το 6ο και 11ο σηµείο της m

iS . 
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Συνοπτικά έχουµε:  

[ ] [ ] ErrwvSwvSLM jjjiiin ,,,,,=  mn ...1=  

{ }mMMMM ,..., 21=  

Οµαδοποιούµε τα στοιχεία mMMM ,..., 21  κατά τον ακόλουθο τρόπο: 

Α) ∆ιατάσσουµε τα mMMM ,..., 21 κατά φθίνουσα σειρά ως προς το µήκος L  

και κατά αύξουσα σειρά ώς προς το σφάλµα προσαρµογής Err .  

Β) Επιλέγουµε το πρώτο κατά σειρά διαθέσιµο στοιχείο του M  έστω kM . 

Γ) Εντοπίζουµε όλα τα υπόλοιπα στοιχεία του M  gM  που πληρούν τις 

ακόλουθες ιδιότητες: 

• Το µήκος L του gM  είναι µικρότερο από το µήκος L  του τρέχοντος 

στοιχείου kM  

• Οι δείκτες i , j των δύο καµπυλών S  της εγγραφής kM  να συµπίπτουν µε τους 

δείκτες i , j των δύο καµπυλών S  της εγγραφής gM . 

• Οι δείκτες των τµηµάτων που αντιστοιχούν στα τµήµατα των καµπυλών k
iS , 

g
iS  ικανοποιούν τις σχέσεις g

i
k
i vv ≤  και k

i
g
i ww ≤  

• Οι δείκτες των τµηµάτων που αντιστοιχούν στα τµήµατα των καµπυλών k
jS , 

g
jS  ικανοποιούν τις σχέσεις g

j
k
j vv ≤  και k

j
g
j ww ≤  

• Το σφάλµα προσέγγισης που αντιστοιχεί στο τρέχουσα εγγραφή kM  ειναι 

µεγαλύτερο από το αντίστοιχο της εγγραφής gM , δηλαδή gk ErrErr > . 

∆) Το kM  µαζί µε τα gM  που εξήχθησαν από το βήµα Γ αποτελούν την 

οµάδα h  µε αντιπρόσωπο το kM . Ισοδυνάµως, ο αντιπρόσωπος kM  µιας οµάδας h  

είναι η το σχήµα που προκύπτει από την υπέρθεση δυο ξένων ζωγραφισµένων 

τµηµάτων καµπυλών, τµήµατα τα οποία εµφανίζουν µικρό λάθος προσαρµογής σε 

µεγάλο ποσοστό του µήκους τους. Εάν δεν υπάρχουν εξαχθέντα gM , το τρέχον kM  

αποτελεί την οµάδα h . 
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(α) (β) (γ) 

 
Εικόνα B-14  

Τα τµήµατα του kM  µαζί µε τα 1gM  και 2gM  αποτελούν µια οµάδα µε αντιπρόσωπο το kM . Τα 

τµήµατα του kM  περιέχουν στο εσωτερικό τους τα αντίστοιχα τµήµατα των 1gM  και 2gM . 

 
 

Ε) Επαναλαµβάνουµε από το βήµα Β µε το επόµενο διαθέσιµο στοιχείο του 

M  που δεν έχει αποδοθεί σε κάποια οµάδα h . 

Πίνακας B-1 
Παράδειγµα συνόλου M  

 
αα L (mm) 

iS  iv  iw  jS  jv  jw  Err  

Μ1 150 A 30 130 B 55 160 0,35 
Μ2 150 A 32 132 B 52 155 0,39 
Μ3 140 A 40 110 B 68 135 0,38 
Μ4 140 A 44 115 B 70 137 0,34 
Μ5 130 A 50 111 B 75 133 0,29 
Μ6 130 A 28 95 B 50 120 0,25 
Μ7 130 Α 100 170 Β 10 89 0,25 

 

Η εφαρµογή της περιγραφείσας διαδικασίας, στον πίνακα Πίνακας B-1 που 

αναπαριστά το σύνολο M  κάποιου έργου θα δώσει τις ακόλουθες οµάδες:  

Πίνακας B-2 
 

Οµάδα Αντιπρόσωπος Μέλη 

1h  Μ1 M1, M4, Μ5 

2h  Μ2 Μ2, Μ3 

3h  Μ6 Μ6 

4h  Μ7 Μ7 

 

Mk 

Mg1 
Mg2 
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B.4.2 Οµαδοποίηση αποτελεσµάτων B 

Η διαδικασία τη παραγράφου B.4.1 επαναλαµβάνεται θεωρώντας ως σύνολο 

hM  µόνο τους αντιπροσώπους των οµάδων που έχουν εξαχθεί και µε τροποποίηση 

των κριτηρίων που θα πρέπει να πληρούνται. Αναλυτικότερα γίνονται τα ακόλουθα: 

Α) ∆ιατάσσουµε τους αντιπροσώπους mMMM ,..., 21 κατά φθίνουσα σειρά ως 

προς το µήκος L  και κατά αύξουσα σειρά ώς προς το σφάλµα προσαρµογής Err .  

Β) Επιλέγουµε το πρώτο κατά σειρά διαθέσιµο στοιχείο από την οµάδα των 

αντιπροσώπων έστω kM . 

Γ) Εντοπίζουµε όλα τα υπόλοιπα στοιχεία από το σύνολο των αντιπροσώπων 

hM  gM  που πληρούν τις ακόλουθες ιδιότητες: 

• Το µήκος L  του gM  είναι µικρότερο ή ίσο από το µήκος L  του τρέχοντος 

στοιχείου kM  

• Οι δείκτες i , j των δύο καµπυλών S  της εγγραφής kM  να συµπίπτουν µε τους 

δείκτες i , j των δύο καµπυλών S  της εγγραφής gM . 

• Συµβολίζουµε µε ( )g
i

k
iR SSD ,  το «εκτός ορίων επικάλυψης» µήκος των k

iS , 

g
iS . Εάν ( )baLs ,  η τιµή για το επικαµπύλιο µήκος µεταξύ των σηµείων a  και 

b  της καµπύλης S , η αυστηρή διατύπωση για το ( )g
i

k
iR SSD ,  είναι η 

ακόλουθη:  

( ) wv
g
i

k
iR ddSSD +=,  

( ) 
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=
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w
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Θα πρέπει να πληρούται η σχέση ( ) ( ) Thres
R

g
j

k
jR

g
i

k
iR DSSDSSD <+ ,, . Η τιµή 

του Thres
RD  λαµβάνεται ίση µε 10mm 

∆) Οι οµάδες των αντιπροσώπων που πληρούν τα κριτήρια του προηγουµένου 

βήµατος συνενώνονται κρατώντας ως αντιπρόσωπο το εκάστοτε kM . 

Ε) Επαναλαµβάνουµε από το βήµα Β µε το επόµενο διαθέσιµο στοιχείο του 

hM  το οποίο δεν έχει συγχωνευθεί µε κάποια άλλη οµάδα. 
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Εφαρµόζοντας για παράδειγµα την ανωτέρω τροποποιηµένη διαδικασία, στον 

πίνακα µε τους αντιπροσώπους Πίνακας B-2 του συνόλου hM  θα λάβουµε τις 

ακόλουθες οµάδες:  

Πίνακας B-3 
 

Οµάδα Αντιπρόσωπος Μέλη 

1h  Μ1 M1, M4, Μ5, Μ2, Μ3 Μ6 

4h  Μ7 Μ7 

 

B.4.3 Εξαγωγή ελαχίστου πλήθους αντιπροσώπων έργου τέχνης 

Οι αντιπρόσωποι των οµάδων που έχουν εξαχθεί µε την εφαρµογή των 

µεθόδων των παραγράφων B.4.1 και B.4.2 αποτελούν το υπερσύνολο των πιθανών 

επαναλαµβανοµένων µοτίβων που υπάρχουν στο έργο και έχουν µήκος µεγαλύτερο 

απο το ελάχιστο µήκος mmL 70min =  που έχει χρησιµοποιηθεί κατά τη διαδικασία 

εξαγωγής. Κατά το παρόν βήµα µε χρήση της τεχνικής που παρουσιάζεται επιλέγεται 

το ελάχιστο πλήθος αντιπροσώπων µε τρόπο που να µεγιστοποιείται η κάλυψη των 

χρησιµοποιηθεισών καµπυλών. 

Για την εφαρµογή της τεχνικής γίνεται χρήση της οριζοµένης από την 

ακόλουθη παράγραφο εκτίµησης πιθανότητας P  του αντιπροσώπου µιας οµάδας να 

µην είναι τυχαία επανάληψη αλλά αποτέλεσµα συστηµατικής προσπάθειας του 

δηµιουργού η οποία δεν αποκλείει τη χρήση εργαλείου σχεδίασης. 

Επι τη βάσει της προγουµένης αναλύσεως εύλογα προκύπτει το εξής. 

ΛΗΜΜΑ 2 

Έστω ότι δύο τµήµατα [ ]k
i

k
ii wvS ,  και [ ]k

j
k
jj wvS ,  του αντιπροσώπου µιας 

οµάδας kh  του βήµατος 1 έχουν πράγµατι δηµιουργηθεί µε χρήση του ιδίου 

προτύπου τµήµατος καµπύλης και έχουν έκαστο µήκος kL . Εαν idS  είναι η µέση 

απόσταση των σηµείων τους τότε το πλήθος των αναµενοµένων ταιριασµάτων 

µήκους kR LL <  θα είναι 
i

Rk
R dS

LL
n

−
= . Συνεπώς η ποσότητα ∑

<

=
kR LL

RR nN  αποτελεί 

το θεωρητικό άνω φράγµα του πλήθους των στοιχείων που θα αναµένουµε να 

υπάρχουν στην υπό εξέταση οµάδα. Εάν CN  το πραγµατικό πλήθος των στοιχείων 

της οµάδας kh  τότε ο λόγος 
R

C
N

NP =  αποτελεί µια καλή εκτίµηση της 
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πιθανότητας ο αντιπρόσωπος της οµάδας να αποτελεί πράγµατι υλοποίηση που 

προέρχεται από την ίδια καµπύλη. 

Η τεχνική εφαρµόζεται ως ακολούθως:  

Α) Επιλεγεται το σύνολο { }m
i

m SS = , ni ...1=  των τµηµάτων καµπυλών του 

έργου µε κωδικό m . 

Β) Επιλέγεται από το σύνολο { }m
i

m

h
MM = , max...1 hi =  των αντιπροσώπων 

που εξήχθησαν από το βήµα 1 εκείνος ο αντιπρόσωπος που µεγιστοποιεί κατά µήκος 

την κάλυψη C  στα τµήµατα του συνόλου mS , δηλαδή επιλέγεται ο αντιπρόσωπος µε 

το µεγαλύτερο ανεξάρτητο επικαµπύλιο µήκος, όπου ο όρος ανεξάρτητος υποδηλοί 

ότι ο αντιπρόσωπος αυτός δεν έχει επικαλυφθεί σε σηµαντικό ποσοστό από έναν 

άλλο ήδη επιλεγέντα αντιπρόσωπο (όπως θα περιγραφεί κατωτέρω, οι ήδη 

επιλεγέντες αντιπρόσωποι ονοµάζονται χαρακτηριστικοί). H κάλυψη αυτή ορίζεται 

σαν κάλυψη αναφοράς maxC .  

Γ) Επιλέγεται από το σύνολο των m
hM  όλοι οι αντιπρόσωποι m

hCM  για τους 

οποίους η κάλυψη thresCCC <− max , όπου thresC  κατάλληλα επιλεγέν κατώφλι. Για 

κάθε έναν από τους αντιπροσώπους m
hCM  υπολογίζεται η εκτίµηση της πιθανότητας 

P  να είναι επανάληψη όπως αναφέρθηκε προηγουµένως στο Λήµµα 2. 

∆) Επιλέγεται o αντιπρόσωπος µε τη µεγίστη πιθανότητα P , αφαιρείται από 

το σύνολο m
hM  και προστίθεται στο σύνολο των χαρακτηριστικών αντιπροσώπων 

XM . Ευθύς αµέσως µετά αφαιρούνται από το mS  τα τµήµατα εκείνα που δεσµεύει ο 

αντιπρόσωπος.  

Ε) Η διαδικασία επαναλαµβάνεται από το βήµα B µε τα εναποµείναντα 

στοιχεία του m
hM  µέχρι είτε την ολοκλήρωση της κάλυψης του συνόλου mS  είτε εως 

ότου η µεγίστη κάλυψη αναφοράς maxC  να είναι µικρότερη από ένα κατώφλι thresCmax . 

Η επιλογή της τιµής που έγινε για το κατώφλι thresC  είναι τέτοια ώστε η 

διαφοροποίηση στην κάλυψη να µην γίνεται αισθητά αντιληπτή από το ανθρώπινο 

µάτι. Καλή τιµή για την παράµετρο αυτή είναι mmCthres 10= . Οµοίως η επιλογή της 

τιµής για το κατώφλι thresCmax  είνα τέτοια ώστε οποιοδήποτε κοµµάτι επιλέγεται κατά το 

βήµα ∆ να καλύπτει ικανό τµήµα του mS . Καλή τιµή για την παράµετρο αυτή είναι 

mmC thres 50max = . 
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B.4.4 Έλεγχος επικάλυψης εξαχθέντων αντιπροσώπων 

Οι χαρακτηριστικοί αντιπρόσωποι m
xxxX MMMM ,..., 21=  που εξήχθησαν κατά 

το προηγούµενο βήµα ελέγχονται µεταξύ τους για να διαπιστωθεί: α) Το ενδεχόµενο 

κάποιος χαρακτηριστικός αντιπρόσωπος να αποτελεί αυστηρό υποσύνολο κάποιου 

άλλου και β) Το ενδεχόµενο ακραία τµήµατα διαφορετικών αντιπροσώπων να 

εµφανίζουν επικάλυψη σε βαθµό ώστε να σχηµατίζουν ένα συνεχόµενο µοτίβο. Στην 

περίπτωση αυτή οι αντιπρόσωποι που απαρτίζουν το µοτίβο µπορούν να θεωρηθούν 

µε ασφάλεια ως τµήµατα του συνεχόµενου µοτίβου. Όπως γίνεται αντιληπτό, η 

εφαρµογή των ανωτέρω δύο ελέγχων είναι πιθανόν να µειώσει το τελικό σύνολο των 

αντιπροσώπων µε τη δηµιουργία είτε συνενώσεων είτε µε τη συγχώνευσή τους. Για 

τις ανάγκες των ελέγχων αυτών ακολουθείται η κατωτέρω διαδικασία: 

Βήµα Α: Επιλογή µοναδικής ψηφιακής καµπύλης για κάθε χαρακτηριστικό 

αντιπρόσωπο 

Επειδή ο χαρακτηριστικός αντιπρόσωπος αναφέρεται σε δύο τµήµατα 

καµπυλών που έχουν προσαρµοσθεί σε µεγάλο ποσοστό του µήκους τους µε µικρό 

λάθος, είναι απαραίτητο να υπολογίσουµε µια µοναδική ψηφιακή καµπύλη που θα 

εκφράζει τον αντιπρόσωπο. 

Απο τα δύο τµήµατα [ ]k
i

k
ii wvS ,  και [ ]k

j
k
jj wvS ,  καθενός από τους 

χαρακτηριστικούς αντιπροσώπους του συνόλου XM , εξάγονται οι πυκνές πρότυπες 

ψηφιακές καµπύλες iSP  και jS
P  όπως έχει παρουσιασθεί στο βήµα 1 της 

παραγράφου B.3. Για τις ανάγκες της παρούσης διαδικασίας θα πρέπει να 

χρησιµοποιηθεί µια πρότυπος ψηφιακή καµπύλη P  που θα εκφράζει επαρκώς τις 

iSP  και jS
P . Για το λόγο αυτό, εφαρµόζουµε τον συνδυασµό των ήδη 

υπολογισθέντων µετασχηµατισµών [ ]n
a

n
a

n
a yx ,,θ  και [ ]nnn yx τττθ ,,  και οι καµπύλες iSP  

και jS
P  τοποθετούνται στη θέση βελτίστης προσαρµογής. 

Επί των καµπυλών iSP  και jS
P  λαµβάνονται αµφιµονοσήµαντα ισοµήκη 

πολύγωνα 
i
N

iii MMMM ...21=  και 
j

L
jjj MMMM ...21=  µε σταθερή απόσταση 

µεταξύ των κορυφών και ίση µε 2mm για τη iSP και 0.5mm για την jS
P . Για κάθε 

ένα σηµείο του 
iM  εντοπίζουµε το σηµείο του 

jM  για το οποίο ελαχιστοποιείται η 
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µεταξύ τους ευκλείδιος απόσταση. ∆ηµιουργείται συνεπώς η ακολουθία ijG  των 

ζευγαριών των δεικτών [ ]nm,  των κορυφών των δύο πολυγώνων.  

Για κάθε ένα ζεύγος υπολογίζεται ο µέσος όρος H  των συντεταγµένων των 

κορυφών των πολυγώνων που τους αντιστοιχούν. Με τον τρόπο αυτό λαµβάνεται η 

ακολουθία σηµείων max21 ...HHHH ij = . Με εφαρµογή της µεθοδολογίας του 

βήµατος 1 της παραγράφου B.3 δηµιουργείται από την ακολουθία ijH  η πυκνή 

πρότυπος ψηφιακή καµπύλη που εκφράζει επαρκώς τις υπερτεθειµένες iSP  και jS
P  

και προστίθεται στα στοιχεία του αντιπροσώπου. 

 

 
Εικόνα B-15 

Με κόκκινο και πράσινο χρώµα απεικονίζονται οι ψηφιακές καµπύλες των δύο αντιπροσώπων µιας 
οµάδας στη θέση βελτίστου ταιριάσµατος. Οι κόκκινες και πράσινες κουκίδες αντιστοιχούν στα κοινά 
ζεύγη των ακολουθιών 

ijG  και 
jiG  Με µπλε κουκίδες απεικονίζονται οι µέσοι όροι των κοινών ζευγών 

ενώ µε µπλε γραµµή η αντίστοιχη πρότυπος ψηφιακή καµπύλη. 
 

Βήµα Β: Έλεγχος επικάλυψης µοναδικών καµπυλών χαρακτηριστικών 

αντιπροσώπων 

Το στοιχεία του συνόλου XM  των χαρακτηριστικών αντιπροσώπων XM  

διατάσσονται κατά φθίνουσα σειρά µε βάση το µήκος των τµηµάτων που 

αντιστοιχούν. Κατόπιν λαµβάνεται  ο πρώτος διαθέσιµος χαρακτηριστικός 

αντιπρόσωπος XM  και θεωρείται ως ο αντιπρόσωπος αναφοράς. 
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∆ηµιουργείται το υποσύνολο 
/XMyM  των στοιχείων του XM  για τα οποία 

το µήκος τους 
YML  είναι µικρότερο από το µήκος 

XML αντιπροσώπου αναφοράς XM . 

Ισοδύναµα 
XY

X
MMXyyMy LLMMMM <∈= ,:

/

. Για κάθε ένα στοιχείο yM  του 

συνόλου 
/XMyM  εφαρµόζεται διαδικασία προσαρµογής ανάλογη µε εκείνη που 

αναφέρθηκε στην παράγραφο B.3 χρησιµοποιώντας τις πρότυπες καµπύλες για κάθε 

έναν αντιπρόσωπο όπως εξήχθησαν από το προηγούµενο βήµα Α. Η διαδικασίά 

διαθέτει δύο στάδια. Στο πρώτο στάδιο εξετάζεται το ενδεχόµενο ο αντιπρόσωπος 

yM  να αποτελεί κατά το σύνολο του κοµµάτι του αντιπροσώπου αναφοράς xM . Στο 

δεύτερο στάδιο εξετάζουµε το ενδεχόµενο ακραία τµήµατα των xM  και yM  να 

προσαρµόζονται πολύ καλά. 

Αναλυτικότερα για το πρώτο στάδιο, η διαδικασία προσαρµογής είναι 

αντίστοιχη µε εκείνη που αναφέρθηκε στην παράγραφο B.3. Από τα στοιχεία του xM  

δηµιουργείται η κλάση όλων των αµφιµονοσηµάντων ισοµηκών µε το yM  

πολυγώνων. Για κάθε ένα πολύγωνο, εφαρµόζεται το λήµµα 1 για να εντοπισθούν οι 

αρχικές παράµετροι ταιριάσµατος και κατόπιν οι παράµετροι αυτές χρησιµοποιούνται 

για τον υπολογισµό των βελτίστων παραµέτρων όπως ορίζει το βήµα 3 της 

παραγράφου B.3. Καταγράφουµε το εκάστοτε σφάλµα προσαρµογής Err  που 

αποτελεί και µια εκτίµηση του ενδεχοµένου ο αντιπρόσωπος yM  να αποτελεί κατά 

το σύνολό του κοµµάτι του αντιπροσώπου αντιπροσώπου xM . Όσο πιο µεγάλο είναι 

το σφάλµα τόσο µικρότερη είναι και η πιθανότητα ο αντιπρόσωπος yM  να αποτελεί 

κατά το σύνολό του κοµµάτι του αντιπροσώπου xM . 

Για το δεύτερο στάδιο που αφορά την εύρεση του µεγίστου µήκους 

επικάλυψης των δύο αντιπροσώπων έτσι ώστε η προσαρµογή τους να µην υπερβαίνει 

το επιλεγέν κατώφλι µεγίστου σφάλµατος, εφαρµόζονται τα ακόλουθα: 

Από τον αντιπρόσωπο yM  λαµβάνουµε τµήµα το οποίο έχει µήκος kL  έστω 

kL
yM . Από τα στοιχεία του xM  λαµβάνουµε τα αµφιµονοσήµαντα και ισοµήκη µε το 

άρτι επιλεγέν τµήµα του yM  πολύγωνα τα οποία περιλαµβάνουν υποχρεωτικώς τα 

ακραία σηµεία του xM . Η απαίτηση για την παρουσία των ακραίων σηµείων του 
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xM  στα ισοµήκη πολύγωνα, περιορίζει το πλήθος τους αυστηρώς σε δύο, ένα που 

ξεκινά από το πρώτο σηµείο του xM  έστω s
xM  και ένα που καταλήγει στο τελευταίο 

σηµείο του xM  έστω e
xM  

Για κάθε ένα από τα s
xM  και e

xM  εφαρµόζεται το λήµµα 1 για να εντοπισθούν 

οι αρχικές παράµετροι ταιριάσµατος του kL
yM  και κατόπιν οι παράµετροι αυτές 

χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό των βελτίστων παραµέτρων όπως ορίζει το 

βήµα 3 της παραγράφου B.3. Εάν το τελικό σφάλµα προσαρµογής είναι µικρότερο 

από το µέγιστο επιλεγέν κατώφλι, η διαδικασία του δευτέρου σταδίου 

επαναλαµβάνεται επιλέγοντας τµήµα µεγαλυτέρου µήκους 1+kL  µε mmLL kk 51 ≥−+  

από τον αντιπρόσωπο yM  και µέχρι είτε το σφάλµα να ξεπεράσει το επιλεγέν 

κατώφλι είτε το µήκος kL  να γίνει ίσο µε το µήκος maxL .του αντιπροσώπου yM . Σε 

κάθε περίπτωση καταγράφουµε ξεχωριστά για κάθε ένα από τα s
xM  και e

xM  το 

µέγιστο µήκος m
kL  για το οποίο το σφάλµα προσαρµογής δεν υπερβαίνει το επιλεγέν 

κατώφλι καθώς και την τιµή του σφάλµατος Err . 

Τα ανωτέρω στάδια πραγµατοποιούνται, λαµβάνοντας ως αντιπρόσωπο 

αναφοράς κάθε ένα από τα στοιχεία του XM . Παράλληλα καταγράφονται τα 

εκάστοτε στοιχεία που αναφέρθησαν µε σκοπό να αξιολογηθουν ως ακολούθως: 

Από τα στοιχεία του πρώτου σταδίου εφαρµογής και για κάθε έναν 

αντιπρόσωπο YM  µπορούµε να εντοπίσουµε τον αντιπρόσωπο XM  για τον οποίο το 

σφάλµα προσαρµογής Err  είναι έλάχιστο. Εάν το σφάλµα Err  είναι µεγαλύτερο 

από το κατώφλι ThresErr  τότε απορρίπτεται το ενδεχόµενο ο αντιπρόσωπος yM  να 

αποτελεί κατά το σύνολό του κοµµάτι του αντιπροσώπου XM , άλλως το 

αποδεχόµαστε και ο αντιπρόσωπος yM  αφαιρείται από το σύνολο των XM . Η 

επιλογή της τιµής του κατωφλίου ThresErr  είναι ίδια µε την τιµή για το µέγιστο 

σφάλµα προσαρµογής MaxErr  που έχει επιλεγεί για την εξαγωγή των 

αντιπροσώπων. 

Οµοίως από τα στοιχεία του δευτέρου σταδίου εφαρµογής και για κάθε έναν 

αντιπρόσωπο YM  µπορούµε να εντοπίσουµε τον αντιπρόσωπο XM  για τον οποίο το 

µήκος επικάλυψης µεγιστοποιείται και υπό τις προϋποθέσεις 
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α) Ο αντιπρόσωπος YM  εξακολουθεί να ευρίσκεται στο σύνολο XM   

β) Το σφάλµα προσαρµογής Err  να είναι µικρότερο από το ίδιο κατώφλι 

ThresErr .  

Στην περίπτωση που το µήκος επικάλυψης kL  υπερβαίνει το κατώφλι 

mmLthres
k 50= , θεωρείται πιθανό ότι οι αντιπρόσωποι XM  YM  µπορούν να 

συνενωθούν µε τρόπο ώστε να έχουν την επικάλυψη kL . Η συνένωση γίνεται 

αποδεκτή µόνο στην περίπτωση όπου ισχύουν τα δύο παρακάτω τελεσίδικα κριτήρια 

α) Η συνένωση δεν δηµιουργεί κλειστή καµπύλη και 

β) Η µεγίστη απόκλιση των γωνιών των εφαπτοµένων στα συνενούµενα άκρα 

των XM  και YM  δεν υπερβαίνει τα 0.0873 rad (5ο). 

Στην περίπτωση αυτή ο αντιπρόσωπος YM  αφαιρείται από το σύνολο των 

XM , ενώ τη θέση του XM  καταλαµβάνει η συνένωσή τους, άλλως λαµβάνεται 

προς εξέταση ο αντιπρόσωπος µε το αµέσως µικρότερο µήκος kL  

 

Η διαδικασία του ελέγχου επαναλαµβάνεται εφόσον έχει υπάρξει οποιαδήποτε 

µεταβολή στο πλήθος των στοιχείων του XM  µε την αφαίρεση κάποιου 

αντιπροσώπου είτε λόγω συνένωσης είτε λόγω ενσωµάτωσης µε κάποιον άλλον 

αντιπρόπωπο. Το τελικό σύνολο των εναποµεινάντων αντιπροσώπων, θεωρείται και 

το χαρακτηριστικό σύνολο των καµπυλών από το οποίο µπορεί να προέλθει 

σηµαντικό τµήµα ως και καθ’ολοκληρία το εκάστοτε έργο. 
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Εικόνα B-16 

Παράδειγµα µε αποδεκτή συνένωση καµπυλών 
 

 
Εικόνα B-17 

Παράδειγµα µε µη αποδεκτή συνένωση καµπυλών λόγω υπέρβασης σφάλµατος προσαρµογής τόσο στα 
άκρα όσο και στο ενδιάµεσο τµήµα 

 

 
Εικόνα B-18 

Λεπτοµέρεια από µη αποδεκτή συνένωση καµπυλών λόγω υπέρβασης µεγίστης απόκλισης γωνιών 
εφαπτοµένων 
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B.5 Εφαρµογή µεθόδου και αξιολόγηση αποτελεσµάτων 

B.5.1 Εφαρµογή 

Η ανωτέρω µεθοδολογία εφαρµόσθηκε σε 6 διαφορετικά έργα τέχνης τα 

οποία µπορούν να κατηγοριοποιηθούν σε 2 διαφορετικές οµάδες. Η πρώτη οµάδα 

περιλαµβάνει 2 έργα τέχνης που αποτελούν τµήµατα απο την τοιχογραφία 

«κροκοσυλλέκτριες» που έχει ανακαλυφθεί στις ανασκαφές στην περιοχή του 

Ακρωτηρίου στη νήσο Θήρα. Στη δεύτερη οµάδα ανήκουν τέσσερα έργα του 

φλαµανδού ζωγράφου της εποχής µπαρόκ Peter Paul Rubens. Στον πίνακα Πίνακας 

B-4 καταγράφονται τα ανωτέρω έργα καθώς η αποδοθείσα για κάθε ένα έργο 

κωδικοποίηση, το πλήθος του συνόλου mS  των καµπυλών που εξήχθησαν µετά την 

κατάτµηση των ψηφιακών εικόνων καθώς και το συνολικό τους µήκος. 

 

 

Πίνακας B-4 
 

Τίτλος Έργου Προέλευση 
Κωδικός 
Έργου 

∆ιαστάσεις 
Έργου  
Y x Π 
(cm) 

Πλήθος 
Αρχικών 
Καµπυλών 

Ολικό 
µήκος 

Καµπυλών 
(m) 

Ο ∆αυίδ στο λάκκο των 
λεόντων 

Rubens Im000 224 x 330,5 21 9,18 

The Fall Of man Rubens Im001 182,5 x 140,7 14 7,15 

Venus Bacchus and Ceres Rubens Im002 140,5 x 200 16 7,27 

Ixion, King of the Lapiths Rubens Im003 175 x 245 17 7,51 

Κροκοσυλλέκτρια 
Ακρωτήρι 
Θήρας 

Im154 92 x 73,5 27 3,65 

Κροκοσυλλέκτρια 
Ακωτήρι 
Θήρας 

Im156 89,5 x 74,5 25 3,64 

 

 

Στον πίνακα Πίνακας B-5 παρατίθενται για κάθε ένα έργο και επιλεγέν 

κατώφλι µεγίστου σφάλµατος προσαρµογής MaxErr , το πλήθος των αρχικώς 

ευρεθέντων ταιριασµάτων τµηµάτων καµπυλών µε µήκη vLm ⋅+= 1070  (mm) 

18...0=v , και η ποσοστιαία κάλυψη που επιτυγχάνεται στο σύνολο του µήκους των 

υπό εξέταση καµπυλών του έργου καθώς και το πλήθος των ταιριασµάτων µετά από 

τα στάδια των οµαδοποιήσεων που αναφέρθησαν. 
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Πίνακας B-5 
 

 

 

 

 
Εικόνα B-19 

Απεικόνιση µε ίδιο χρώµα των ευρεθέντων επαναλήψεων τµηµάτων µε µέγιστο σφάλµα 0.4mm επί των 
εξαχθέντων καµπυλών (µαύρο χρώµα) του έργου Im000 «Ο ∆αυίδ στο λάκκο των λεόντων» 

 

Κωδικός 
Έργου 

MaxErr  
(mm) 

Πλήθος 
στοιχείων 
συνόλου  

M  

Πλήθος 
Οµάδων Α 

(B.4.1) 

Πλήθος 
Οµάδων Β 

(B.4.2) 

Πλήθος 
επιλεγέντων 
Οµάδων 
(B.4.3) 

Μετά απο 
συνένωση 

(B.4.4) 

Im000 0,25 2541 1530 405 17 15 
Im000 0,4 8869 4587 977 22 16 
Im001 0,25 8194 4031 787 22 18 
Im001 0,4 15733 6606 1382 25 16 
Im002 0,25 14308 6635 1382 30 22 
Im002 0,4 24466 10217 2042 30 21 
Im003 0,25 20684 8406 1821 32 21 
Im003 0,4 32312 11661 2449 27 19 
Im154 0,25 4755 2502 458 9 7 
Im154 0,4 7825 3793 750 11 7 
Im156 0,25 4246 1992 189 10 9 
Im156 0,4 7186 3217 288 11 9 
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Εικόνα B-20 

Απεικόνιση µε ίδιο χρώµα των ευρεθέντων επαναλήψεων τµηµάτων µε µέγιστο σφάλµα 0.4mm επί των 
εξαχθέντων καµπυλών (µαύρο χρώµα) του έργου Im001 «The Fall Of man» 
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Εικόνα B-21 

Απεικόνιση µε ίδιο χρώµα των ευρεθέντων επαναλήψεων τµηµάτων µε µέγιστο σφάλµα 0.4mm επί των 
εξαχθέντων καµπυλών (µαύρο χρώµα) του έργου Im002 «Venus Bacchus and Ceres» 
 

 
Εικόνα B-22 

Απεικόνιση µε ίδιο χρώµα των ευρεθέντων επαναλήψεων τµηµάτων µε µέγιστο σφάλµα 0.4mm επί των 
εξαχθέντων καµπυλών (µαύρο χρώµα) του έργου Im003 «Ixion, King of the Lapiths» 
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Εικόνα B-23 

Απεικόνιση µε ίδιο χρώµα των ευρεθέντων επαναλήψεων τµηµάτων µε µέγιστο σφάλµα 0.4mm επί των 
εξαχθέντων καµπυλών (µαύρο χρώµα) του έργου Im156 «Κροκοσυλλέκτρια» 
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Εικόνα B-24 

Απεικόνιση µε ίδιο χρώµα των ευρεθέντων επαναλήψεων τµηµάτων µε µέγιστο σφάλµα 0.4mm επί των 
εξαχθέντων καµπυλών (µαύρο χρώµα) του έργου Im154 «Κροκοσυλλέκτρια» 

 

B.5.2 Αξιολόγηση αποτελεσµάτων 

Η µελέτη των ανωτέρω αποτελεσµάτων καταδεικνύει τα ακόλουθα αναφορικά 

µε τη χρήση καµπυλογράφων: 

Α) Για µεγάλα τµήµατα συνενωµένων αντιπροσώπων (µήκος συνενωµένων 

τµηµάτων µεγαλύτερο από 14cm) δεν υπάρχει απλή συναρτησιακή µορφή που να 
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περιγράφει τη µορφή τους. Αντιθέτως οι καµπυλογράφοι που προκύπτουν από την 

προηγούµενη ανάλυση αντιστοιχούν σε εξαιρετικά περίπλοκες καµπύλες, οι οποίες 

επίσης είναι διαφορετικές από έργο σε έργο. 

Β) Μικρά τµήµατα αντιπροσώπων (µήκος µικρότερο από 8 cm) έχουν κατά 

µέσο όρο µικρή τιµή για τον δείκτη καµπυλότητας όπως αυτός ορίσθηκε στην 

(ΠB-17) και πιο συγκεκριµµένα τιµή µικρότερη από 8.5% 

Γ) Εάν υποθέσουµε ότι οι τελικοί αντιπρόσωποι που έχουν προκύψει µετά από 

τις συνενώσεις, οι οποίοι στην ουσία είναι οι πιθανοί καµπυλογράφοι, έχουν επαφή 

µεγαλύτερη ή ίση των 5cm, τότε αυτοί αποκλείεται να έχουν την ίδια συναρτησιακή 

µορφή. Αυτό επιβεβαιώνεται από το µεγάλο σφάλµα προσαρµογής στην επαφή τους 

και την έλλειψη συνέχειας των παραγώγων στα άκρα της επαφής. 

∆) Η ποσοστιαία κάλυψη του περιγράµµατος από τµήµατα των τελικών 

αντιπροσώπων στα έργα του Rubens είναι µικρή και αφορά κυρίως σε τµήµατα που 

έχουν µικρή καµπυλότητα. Όντως παρατηρήθηκε συχνά το φαινόµενο εκατέρωθεν 

µιας περιοχής µιας καµπύλης µε µεγάλη καµπυλότητα να εµφανίζονται δύο 

αντιπρόσωποι οι οποίοι δεν συµπεριλαµβάνουν το τµήµα µεγάλης καµπυλότητας. 

 

   
Εικόνα B-25  

Λεπτοµέρεια από τα έργα Im001 και Im003 όπου οι αντιπρόσωποι ευρίσκονται εκατέρωθεν της µεγάλης 
καµπυλότητας 

 
E) Τονίζεται ότι στους ελεγθέντες πίνακες του Rubens, οι περιοχές 

περιγράµµατος µε µεγάλο δείκτη καµπυλότητας δεν εµφανίζουν επαναληψιµότητα. 

Όπως φαίνεται και από τον παρακάτω πίνακα Πίνακας B-6, µε εξαίρεση την 

κροκοσυλλέκτρια (Im156) σε όλα τα υπόλοιπα έργα ποσοστό µεγαλύτερο από 70% 
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των ευρεθεισών επαναλήψεων, των στοιχείων δηλαδή του συνόλου M  έχει 

καµπυλότητα µικρότερη από 7% 

Πίνακας B-6 
 

∆ιάστηµα καµπυλότητας Κωδικός 
Έργου 

Προέλευση 
<5% 5%-7% 7%-9% 9%-11% 11%-15% >15% 

Im000 Rubens 78% 8% 7% 5% 2% 0% 
Im001 Rubens 61% 30% 8% 1% 0% 0% 
Im002 Rubens 44% 32% 14% 6% 4% 1% 
Im003 Rubens 48% 24% 11% 8% 8% 1% 
Im154 Θήρα 49% 39% 10% 1% 0% 0% 
Im156 Θήρα 15% 27% 21% 19% 15% 1% 

 

ΣΤ) Το πλήθος των τελικών αντιπροσώπων στους πίνακες του Rubens είναι 

σε κάθε περίπτωση σαφώς µεγαλύτερο από το πλήθος των τελικών αντιπροσώπων 

των τοιχογραφιών του ακρωτηρίου Θήρας ενώ και η κάλυψη είναι κατά µέσον όρο 

σαφώς µικρότερη. 

Ζ) Στην περίπτωση µεγάλου πλήθους τελικών αντιπροσώπων, όπως συµβαίνει 

στά έργα του Rubens, δεν µπορεί να αποκλεισθεί το ενδεχόµενο δύο ή και 

περισσότεροι τελικοί αντιπρόσωποι να αποτελούν τµήµατα ενός διευρυµένου 

αντιπροσώπου, όπου αναγκαστικά οι αντιπρόσωποι δεν θα έχουν κοινά τµήµατα. Σε 

µια τέτοια περίπτωση, η συναρτησιακή µορφή του διευρυµένου αντιπροσώπου θα 

ήταν πολύ σύνθετη και περίπλοκη σε βαθµό που η πλήρης απεικόνισή της θα 

στερείτο αρµονίας και θα καθιστούσε τη χρήση της ουτοπική. Αντιθέτως στις 

τοιχογραφίες του προϊστορικού οικισµού Ακρωτηρίου Θήρας, υπάρχουν σχετικά 

απλές και λίαν κοµψές συναρτησιακές µορφές πάνω στις οποίες µπορούν να 

προσαρµοσθούν µε εξαιρετικά µικρό λάθος [Pap05], [Pap06] πρακτικά όλα τα 

τµήµατα περιγράµµατος των κυρίων µορφών τους (Εικόνα B-26, Εικόνα B-27). 
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Εικόνα B-26 

Τοποθέτηση τµηµάτων καµπυλών των τοιχογραφιών της Θήρας (πράσινο, µπλέ χρώµα) επί οδηγού 
(κόκκινο χρώµα) που αντιστοιχεί σε γραµµική σπείρα. 

 

 
Εικόνα B-27 

Τοποθέτηση τµηµάτων καµπυλών των τοιχογραφιών της Θήρας (πράσινο, χρώµα) επί οδηγού (κόκκινο 
χρώµα) που αντιστοιχεί σε υπερβολή. 
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C Παράρτηµα 

 

Αλγόριθος ICP (Iterative Closest Point) 
Ο Επαναληπτικός Αλγόριθµος Κοντινού Σηµείου (ICP algorithm), επιλύει το 

πρόβληµα της ευθυγράµµισης του αντικειµένου D  (data) στο αντικείµενο M  

(model). Αρχικά τα δύο αντικείµενα πρέπει να εκφρασθούν σαν σύνολα σηµείων. 

Έστω ( )
MNmmmM

rrr
..., 21=  και ( )

DNdddD
rrr

..., 21=  τα σύνολα σηµείων που απαρτίζουν 

κάθε ένα αντικείµενο και MN , DN  τα αντίστοιχα πλήθη τους. Ο τελεστής 

κοντινοτέρου σηµείου συµβολίζεται µε C . Η έκφραση ),( DMCY =  υποδηλώνει το 

σύνολο σηµείων ( )
MNyyyY

rrv
..., 21=  τα οποία έχουν υπολογισθεί από το D  έτσι ώστε 

το iy
r

 να είναι το κοντινότερο στο αντίστοιχο im
r

. 

H έννοια του κοντινοτέρου σηµείου ανάµεσα σε δύο σηµεία του 1r
r

, 2r
r
που 

υπολογίζει ο τελεστής C  µπορεί να ορισθεί ως ακολούθως:  

Α) Με βάση την ευκλείδια απόσταση (closest point) 

2
21

2
21

2
2121211 )()()(),( zzyyxxrrrr −+−+−=−=

rrrr
δ  

Εν προκειµένω η εφαρµογή του τελεστή C  στα σηµεία id
r

, im
r

 των 

αντικειµένων D  και M  αντίστοιχα θα δίνει 

),(min 1
..1

ki
Nk

i dmy
D

rr
δ

∈
=  

Β) Με βάση τα κάθετα διανύσµατα (normal shooting) 

Έστω iS , jS  οι επίπεδες επιφάνειες που προσεγγίζουν τα σηµεία των δύο 

αντικειµένων σε µια περιοχή των σηµείων ir
r

 και jr
r

 αντίστοιχα και ir̂ , jr̂  τα 

αντίστοιχα µοναδιαία κάθετα διανύσµατα στις επιφάνειες iS , jS . Η απόσταση 

µεταξύ των σηµείων αυτών ορίζεται ως ακολούθως: 





≥

<∞
=

tji

t

ji aArr

aA
rr

),(
),(

1
2 rr

rr

δ
δ  όπου ji rrA ˆˆ ⋅=  

Η ποσότητα tta θcos=  καθορίζει τη µέγιστη σχετική γωνία tθ  που µπορεί να 

έχουν τα δύο κάθετα διανύσµατα ir̂  και jr̂ . Εάν 1=ta , τότε απαιτούµε πλήρη 
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παραλληλία των δύο καθέτων διανυσµάτων. Συνήθεις τιµές για το ta  είναι στο 

διάστηµα 12
2 << ta . 

Στην περίπτωση αυτή η εφαρµογή του τελεστή C  δίνει  

),(min 2
..1

ki
Nk

i dmy
D

rr
δ

∈
=  

Με διαθέσιµα τα M , Y  ορίζεται η ποσότητα 

( ) ( ) ( )∑
=

−=−=
MN

i
ii yQmYQMYME

1

22
,

rr
 (ΠC-1) 

όπου ( ) TYRYQ +⋅=  και R , T  τελεστές στροφής και µεταφοράς αντίστοιχα. Ο 

υπολογισµός των παραµέτρων του µετασχηµατισµού Q  που ελαχιστοποιεί την 

( )YME ,  µπορεί να γίνει είτε µε µέθοδο βασισµένη σε ιδιοτιµές πίνακα [Arun01], 

είτε µε χρήση τετραδονίων (quaternions) [Horn01] , [Walk01] είτε µε µέθοδο 

ορθοκανονικών πινάκων [Horn02]. 

Με οποιονδήποτε από τους ανωτέρω τρόπους λαµβάνουµε τις τιµές q
r

 των 

παραµέτρων των τελεστών R  και T  που ευθυγραµµίζουν τα M και ( )YQ  καθώς και 

το σχετικό µέσο σφάλµα ευθυγράµµισης msd  που αντιστοιχεί στην ελάχιστη τιµή της 

( )YME , . Αντί της ορισθείσης στην (ΠC-1) ποσότητας, η οποία αποτελεί και τη 

συνήθη επιλογή, είναι δυνατόν να ορισθεί και οποιαδήποτε άλλη νόρµα µεταξύ των 

σηµείων των M , Y . 

Η ροή του επαναληπτικού αλγορίθµου είναι ως ακολούθως: 

1) Έστω τ  η επιθυµητή ακρίβεια σύγκλισης, και initq
r

οι αρχικές τιµές για τις 

παραµέτρους των τελεστών R  και T . 

2) Θεώρησε DD =0 , initqq
rr

=0  και 0=k  

3) Υπολόγισε τα κοντινότερα σηµεία ),( kk DMCY =  χρησιµοποιώντας 

κατάλληλο τελεστή (closest point, normal shooting). 

4) Υπολόγισε τις παραµέτρους της ευθυγράµµισης kQ  καθώς και το 

αντίστοιχο σφάλµα kd . 

5) Εφάρµοσε την ευθυγράµµιση: ( )kkk DQD =+1  

6) Εάν τ<−− kk dd 1  ολοκλήρωσε, άλλως επανάλαβε απότο βήµα 3 



 102 

O αλγόριθµος συγκλίνει πάντα σε ένα τοπικό ελάχιστο του msd . [Besl01]. Το 

τοπικό ελάχιστο εξαρτάται από την επιλογή των αρχικών παραµέτρων της 

ευθυγράµµισης initq
r

 και δεν συµπίπτει πάντα µε το ολικό ελάχιστο. Για το λόγο αυτό 

ο αλγόριθµος εκτελείται πολλαπλώς µε καταλλήλως επιλεγµένες παραµέτρους 

αρχικής ευθυγράµµισης. Τελικά διατηρούνται οι παράµετροι για το µικρότερο από 

όλα τα τοπικά ελάχιστα. 
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Υπολογισµός Εµβαδού πολυγώνου 
 

Έστω NMMMMMM ...,, 3210=  οι κορυφές ενός κλειστού πολυγώνου 

( )NMM ≡0  και ),( ii yx  οι συντεταγµένες της κορυφής iM . Σε περίπτωση που το 

πολύγωνο είναι απλό, δεν έχει δηλαδή τεµνόµενες πλευρές, ο υπολογισµός του 

εµβαδού AE  του πολυγώνου γίνεται ως ακολούθως:  

Θεωρούµε τις προβολές iP  των iM  επί του οριζοντίου άξονα x  και τα 

σχηµατιζόµενα τραπέζια iiiii PPMMT 11 ++=  { }1...,210 −= N,,i  (Εικόνα C-1).  

 
Εικόνα C-1 

Σχηµαtζόµενα τραπέζια από τις προβολές των κορυφών απλού πολυγώνου επί του οριζοντίο άξονα  
 

Για το εµβαδόν T
iE  εκάστου τραπεζίου θα ισχύει: 

( ) ( ) ( )111111 2

1

2

1
++++++ −−+=⇔+⋅−= iiiiiiii

T
iiiii

T
i yxyxyxyxEyyxxE  

Η τιµή T
iE  είναι προσηµασµένη µε βάση την ωρολογιακή ή ανθωρολογιακή 

φορά διαγραφής του τραπεζίου iT . Λαµβάνοντας υπ’όψιν το πρόσηµο και 

αθροίζοντας τα εµβαδά αυτά, οι περιοχές των τραπεζίων που δεν αποτελούν τµήµατα 

του πολυγώνου αλληλοαναιρούνται. Κατά συνέπεια για την τιµή του συνολικού 

εµβαδού που περικλείεται από το πολύγωνο θα ισχύει: 

⇔= ∑
−

=

1

0

N

i

T
iA EE ( )∑

−

=
++ −=

1

0
112

1 N

i
iiiiA yxyxE  (ΠC-2)  

Στην περίπτωση που το πολύγωνο M  δεν είναι απλό, η τιµή που υπολογίζει η 

ανωτέρω θα αντιστοιχεί στη διαφορά του αθροίσµατος των εµβαδών των πολυγώνων 

που διαγράφονται κατά την ορθή φορά (ανθωρολογιακή) από το άθροισµα των 
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εµβαδών που διαγράφονται κατά την ανάδροµο φορά (ωρολογιακή). Συνεπώς ο 

υπολογισµός του εµβαδού όπως ορίζεται από την (ΠC-2) θα πρέπει να γίνει 

ξεχωριστά για κάθε ένα από τα σχηµατιζόµενα απλά πολύγωνα.  

 
Εικόνα C-2 

Τα απλά πολύγωνα 1 και 3 διαγράφονται κατά την ανάδροµο φορά ενώ τα 2 και 4 κατά την ορθή φορά 
 

Ο σχηµατισµός των απλών πολυγώνων µπορεί να γίνει αφού πρώτα 

υπολογισθούν τα σηµεία τοµής των πλευρών, οπότε και είναι δυνατός ο ορισµός 

όλων των κορυφών των απλών πολυγώνων. Τα ανωτέρω επιτελούνται µέσα από τα 

ακόλουθα βήµατα:  

 

Βήµα 1 Εντοπισµός σηµείων τοµής 

Έστωσαν δύο πλευρές 1+= iii MMS  και 1+= jjj MMS  µε 

{ }1...,210, −= N,,ji  και ji ≠  του πολυγώνου M . Εάν iM
r

 το διάνυσµα θέσης 

του i  σηµείου τότε ορίζονται οι συναρτήσεις: 

( )iii MMtMtf
rrrr

−⋅+= +11 )(  

( )jjj MMsMsf
rrrr

−⋅+= +12 )(  

Από την επίλυση του συστήµατος των αναλυτικών εξισώσεων που προκύπτουν από 

την ισότητα )()( 21 sftf
rr

=  προκύπτουν τα ακόλουθα: 

Α) Εάν το σύστηµα των εξισώσεων δεν έχει λύση ώς προς τα t  και s οι 

πλευρές είναι παράλληλες και δεν τέµνονται. 

Β) Εάν το σύστηµα των εξισώσεων έχει µοναδική λύση µε 10 ≤≤ t  και 

10 ≤≤ s  τότε υπάρχει µοναδικό σηµείο τοµής ijC  µεταξύ των πλευρών iS  και jS . 
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Στην περίπτωση που οι πλευρές iS  και jS είναι διαδοχικές υπάρχουν τα προφανή 

ζεύγη λύσεων α) 1=t , 0=s  και β) 0=t , 1=s  και το σηµείο τοµής ijC  δεν 

λαµβάνεται υπ’ όψιν. 

Γ) Εάν το σύστηµα εξισώσεων έχει µοναδική λύση µε  
2

1

2

1
>−t  ή 

 
2

1

2

1
>−s τότε µεταξύ των ευθειών που διατρέχουν τις πλευρές iS  και jS  υπάρχει 

αφ’ενός σηµείο τοµής, ευρίσκεται ωστόσο εκτός των ορίων τουλάχιστον µιας εκ των 

πλευρών iS  και jS . Συνεπώς και σε αυτή την περίπτωση θεωρείται ότι οι πλευρές 

iS  και jS  δεν τέµνονται. 

∆) Εάν το σύστηµα εξισώσεων έχει άπειρο πλήθος λύσεων, οι πλευρές iS  και 

jS  κείνται επί της αυτής ευθείας µε τρόπο ώστε να έχουν κοινό τµήµα. Ισοδύναµα 

υπάρχει γραµµική εξάρτηση µεταξύ των t  και s. Με την απαίτηση για την 

ταυτόχρονη ισχύ των 10 ≤≤ t  και 10 ≤≤ s , υπολογίζονται τα σηµεία s
ijC  και e

ijC  

στην αρχή και στο τέλος του κοινού τµήµατος. 

 

Βήµα 2 Καθορισµός απλών πολυγώνων 

Τα σηµεία τοµής ijC  που ευρέθησαν στο προηγούµενο βήµα παρεµβάλλονται 

στην ακολουθία των σηµείων iM του πολυγώνου M . Με γνωστό το πλήθος των ijC  

ορίζεται ο κατευθυντικός γράφος ( )EVG ,=  του πολυγώνου. Η αναπαράσταση του 

γράφου γίνεται µέσω της µήτρας γειτνίασης των κόµβων του γράφου οι οποίοι 

συµπίπτουν µε τα ijC . ∆ύο σηµεία ijC  θεωρείται ότι γειτνιάζουν όταν µεταξύ τους 

υπάρχει υποακολουθία σηµείων iM  που δεν περιλαµβάνει άλλα ijC . Από τη µήτρα 

γειτνίασης είναι δυνατή η εύρεση όλων των στοιχειωδών κυκλικών διαδροµών που 

ανα δύο θα έχουν κοινό το πολύ έναν κλάδο του γράφου. Κάθε µια τέτοια διαδροµή 

θα αποτελεί και ένα απλό πολύγωνο.  

Στην περίπτωση που η µήτρα είναι συµµετρική, τότε τα απλά πολύγωνα 

ορίζονται άµεσα α) απο τους δύο κλάδους δύο γειτνιαζόντων κόµβων και β) από τους 

κλάδους που εκκινούν και τερµατίζουν στον ίδιο κόµβο ( στοιχεία διαγωνίου µήτρας 
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γειτνίασης). Συνεπώς ο υπολογισµός των εµβαδών τους µπορεί να γίνει µε χρήση της 

(ΠC-2). 
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Θεµελιώδεις έννοιες και θεωρήµατα σχετικά µε συγκεκριµένες 
στατιστικές κατανοµές και έλεγχο στατιστικών υποθέσεων. 
 

Κανονική κατανοµή (Normal Distribution) 

Μια τυχαία µεταβλητή Χ  λέγεται ότι ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση 

τιµή µ και διασπορά σ2 , συµβολικά ),(~ 2σµΝΧ , όταν η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας (σππ) )(xf  είναι της µορφής  

Rxf

x

e ∈

−
−

= χ
πσ

σ
µ

,
2

2

2

)(

2

1
)(  

Ως γνωστόν γι’ αυτή τη συνάρτηση έχει αποδειχθεί ότι  

1)( =∫
+∞

∞−

dxxf  

Θα επιβεβαιώσουµε ότι αυτή η σππ έχει πράγµατι µέση τιµή µ και διασπορά 

2σ . Όντως, για κάθε τυχαία µεταβλητή Χ  µε σππ )(xf  ισχύει 

µέση τιµή µµµµ +−=+−== ∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

dxxfxdxxfxdxxxfX )()()()()( , 

οπότε µε την αντικατάσταση 
22

2 )(

2

)(

σ
µ

σ
µ dxx

dz
x

z
−

−=⇒
−

−=  προκύπτει 

ότι  

0
2

2
)()(2)()(

0

=−=−=− ∫∫∫
−∞+∞+∞

∞−

dzedxxfxdxxfx z

π

σ
µµ

µ

. 

Άρα τελικώς αποδείξαµε ότι: µέση τιµή Χ = µ.  

Αναλόγως ισχύει  

∆ιασπορά dxxfxX ∫
+∞

∞−

−= )()( 2µ , οπότε µε την αντικατάσταση 
σ
µ−

=
x

z , 

λαµβάνω  

∆ιασπορά ⇒′−== ∫∫
∞+

∞−

−
∞+

∞−

−
dzezdzezX

zz

)(
22

2
2

2
2

2

2

2

π
σ

π
σ

 

∆ιασπορά 
2

2
22

2

)20(
2

)(
2

22

σπ
π

σ
π

σ
=−−=













−











−= ∫

∞+

∞−

−
+∞

∞−

−
dzeezX

zz
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Άρα τελικώς αποδείξαµε ότι: διασπορά 2σ=X . 

 

Τυπική κανονική κατανοµή 

Εάν η τυχαία µεταβλητή Z  ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 

µηδέν και διασπορά ένα, δηλαδή )1,0(~ ΝZ , τότε αυτή λέγεται τυπική κανονική 

κατανοµή (standard normal distribution - snd). Η µεγάλη χρησιµότητα µια τέτοιας 

κατανοµής έγκειται στο γεγονός ότι οι πιθανότητες αναφορικά µε οποιαδήποτε 

κανονική κατανοµή, µπορούν να υπολογιστούν βάσει των πιθανοτήτων της Z . 

Πράγµατι έστω η ),(~ 2σµΝΧ . Τότε η πιθανότητα )( tXP ≤  µπορεί να υπολογιστεί 

µέσω της Z  ως εξής: 








 −
≤

−
=≤

σ
µ

σ
µ tX

PtXP )( . Αλλά εάν χρησιµοποιήθεί ο τύπος της 

κανονικής κατανοµής (Π.Σ.1) και τον ορισµό της πιθανότητας P  ισχύει:  

dxedxxftXP
tt x

∫∫
∞−

−
−

∞−

==≤
22

2)(

2

1
)()( σ

µ

πσ
 

Με την αντικατάσταση 
σ
µ−

=
x

z  στο τελευταίο ολοκλήρωµα λαµβάνουµε  

)(
2

1
)( 2

2

σ

µσ
µ

π
−

≤==≤ ∫

−

∞−

− t
ZPdzetXP

t
z

 

Άρα η γνώση των πιθανοτήτων της Z  παρέχει  αµέσως γνώση των 

πιθανοτήτων της X  µέσω του ανωτέρου τύπου. Γι’ αυτό το λόγο όλοι οι στατιστικοί 

πίνακες και οι περισσότερες βάσεις δεδοµένων στους υπολογιστές υπολογίζουν και 

χρησιµοποιούν ως τυχαία µεταβλητή αναφοράς την Z .  

 

Κατανοµή 2X  

Έστω µια τυπική κανονική κατανοµή, )1,0(~ ΝX  και έστω ένας πληθυσµός, 

µία ιδιότητα/ποσότητα Ι του οποίου ακολουθεί την X . ∆ειγµατοληπτούµε τυχαία n 

άτοµα του πληθυσµού και µετρούµε την Ι για κάθε άτοµο οπότε λαµβάνουµε n 

µετρήσεις-ποσότητες 1χ , 2χ ,..., 1χ . Υπολογίζουµε την ποσότητα  

22
2

2
1

2
1, ... nn χχχχ +++=  
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∆ειγµατοληπτούµε τυχαία µε επανάθεση, για  δεύτερη φορά το συγκεκριµένο 

πληθυσµό, µετρούµε πάλι την Ι των ατόµων του δείγµατος, οπότε και λαµβάνουµε 

µια νέα ποσότητα 2
2,nχ . Επαναλαµβάνουµε αυτή τη διαδικασία για i-οστή φορά οπότε 

και λαµβάνουµε την ποσότητα 2
1,nχ . Αφήνοντας το i να τείνει στο άπειρο, 

λαµβάνουµε µια στατιστική κατανοµή των 2
1,nχ , η οποία συµβολίζεται 2

nX  και 

ονοµάζεται κατανοµή −X τετράγωνο (chi-square) µε n βαθµούς ελευθερίας. Για να 

γράψουµε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της −X τετράγωνο, 

χρησιµοποιούµε τη συνάρτηση Γάµα, η οποία είναι η αναλυτική επέκταση του !n  και 

δίνεται από τον τύπο  

)0()(
0

1 >=Γ −
∞

−∫ ndxexn xn
 

Πράγµατι όταν το n  είναι ακέραιος )!1()( −=Γ nn  διότι προφανώς 1)1( =Γ , 

ενώ εύκολα αποδεικνύεται µε ολοκλήρωση κατά παράγοντες ότι 

)1()1()( −Γ−=Γ nnn . 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κατανοµής −X τετράγωνο µε n 

βαθµούς ελευθερίας  έχει ως εξής: 
















≤

>

Γ

=

−−

00

0

)(2

1

)(

2
1

2

2

2

2

x

xx

xf

xn

n
n e

x

 

γραφική παράσταση της οποίας παρατίθεται κατωτέρω για διάφορα n. 

 
Εικόνα C-3  

Γραφική παράσταση της (σππ) µιας κατανοµής Χ-τετράγωνο για διάφορους βαθµούς ελευθερίας. Με 
µπλε χρώµα αναπαρίσταται η σππ µε 10 βαθµούς ελευθερίας µε κόκκινο χρώµα µε 20 βαθµούς και µε 

πράσινο χρώµα µε 30 βαθµούς 
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Σηµειώνεται ότι η δειγµατική διασπορά 2
nS  ενός τυχαίου δείγµατος n ατόµων όταν ο 

πληθυσµιακός µέσος µ είναι γνωστός  δίνεται από τον τύπο   

( )∑
=

−=
n

i
in x

n
S

1

22 1
µ  

Εάν, επιπλέον, ο πληθυσµός αυτός ακολουθεί κανονική κατανοµή, τότε, η 

ποσότητα  ( )
2

11

2

22

2 1
∑∑
==








 −
=−=

n

i

i
n

i
i

n x
x

nS

σ
µ

µ
σσ

 ακολουθεί κατανοµή −X τετράγωνο 

µε n βαθµούς ελευθερίας δεδοµένου ότι όλες οι ποσότητες 
σ
µ−ix

 ακολουθούν 

)1,0(Ν . 

Εάν  ο πληθυσµιακός µέσος µ είναι άγνωστος τότε η δειγµατική διασπορά 

δίνεται από τον τύπο  

( )∑
=

−
−

=
n

i
in xx

n
S

1

22

1

1
 

Το )1( −n  στον παρονοµαστή εισάγεται αντί του n  για να αποφεύγεται η 

πόλωση κατά τη στατιστική επεξεργασία των δειγµάτων. 

Έστω η τυχαία µεταβλητή Χ  η οποία ακολουθεί την ( )2,σµΝ . Παρατηρούµε 

ότι η ποσότητα  

( )
∑

∑
=

= 
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−
=

n

i

i

n

i
i

n xx
xx

Sn
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1
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2
1

2

2

2
2 )1(

σσσ
 

είναι άθροισµα των τετραγώνων των ποσοτήτων 
σ

xx
y i

i

−
= . Επειδή, δε, η 

πληθυσµιακή  µέση τιµή του iy  είναι µηδέν ενώ η πληθυσµιακή διασπορά του iy  

τείνει στο ένα όταν ∞→n  προκύπτει ότι και τα iy  οριακά ακολουθούν τυπική 

κανονική κατανοµή. Η 2Y  είναι τελικά µια κατανοµή −X τετράγωνο, αλλά µε 1−n  

βαθµούς ελευθερίας λόγω του ενός περιορισµού που εισάγει η εξάρτηση του x  από 

τα ix . Άρα η δειγµατική διασπορά ενός κανονικού πληθυσµού διασυνδέεται άµεσα 

µε την κατανοµή −X τετράγωνο. 

 

Έλεγχος υποθέσεων σχετικών µε πληθυσµιακές µέσες τιµές 
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Υποθέσεις για τη µέση τιµή ενός πληθυσµού από ένα δείγµα του 

α) Όταν η πληθυσµιακή διασπορά είναι γνωστή  

Έστω ότι δειγµατοληπτούµε τυχαία N άτοµα από ένα κανονικό πληθυσµό του 

οποίου γνωρίζουµε τη διασπορά και έστω ∑
=

=
N

i
iN 1

1
χχ  η µέση τιµή του δείγµατος. 

∆ιατυπώνουµε την υπόθεση ότι η κανονική κατανοµή από την οποία 

δειγµατοληπτήσαµε έχει µέση τιµή µ.  

Υπάρχει ένα κριτήριο για να αποδεχθούµε ή να απορρίψουµε αυτή την 

υπόθεση το οποίον διατυπώνεται ως εξής:  

Κριτήριο ελέγχου υπόθεσης 1 

Έστω ότι θέλουµε να ελέγξουµε την ορθότητα της υπόθεσης: 

0Η : η µέση τιµή του πληθυσµού είναι µ 

έναντι της εναλλακτικής  

1Η : η µέση τιµή του πληθυσµού δεν είναι µ 

Για το σκοπό αυτό, υπολογίζουµε την τιµή της ποσότητας  

Ν

−
=
σ

µχ
Z  

και την συγκρίνουµε µε δύο προκαθορισµένες συµµετρικές τιµές αt− και αt του 

πεδίου ορισµού της τυπικής κανονικής κατανοµής. Εάν η τιµή του Z ανήκει στο 

διάστηµα ),( attα−  τότε αποδεχόµεθα την 0Η  µε ένα βαθµό εµπιστοσύνης 

∫
−

=
a

a

t

t

dzzfP )( , όπου )(zf  η σππ της τυπικής κανονικής κατανοµής. Στην αντίθετη 

περίπτωση απορρίπτουµε την 0Η  ή ισοδυνάµως αποδεχόµεθα την εναλλακτική της 

1Η , µε τον ίδιο βαθµό εµπιστοσύνης.  

Η ιδέα που βρίσκεται πίσω από αυτό το κριτήριο είναι αρκετά ευθύγραµµη. 

Πράγµατι, η ποσότητα Ζ  ακολουθεί τυπική κανονική κατανοµή [Kok01], [Kiox01] , 

εάν δε επιλέξουµε τις τιµές αt− , at  ούτως ώστε ο µεγαλύτερος όγκος του κανονικού 

πληθυσµού να βρίσκεται στο µεταξύ τους διάστηµα, τότε θεωρούµε ότι είναι 

εξαιρετικά απίθανο να πάρουµε ένα δείγµα Ν ατόµων από αυτό τον πληθυσµό το 

οποίο να έχει µέση δειγµτική τιµή χ  τέτοια ώστε το Z  να είναι εκτός του 
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διαστήµατος ),( attα− . Η πιθανότητα το Z να βρεθεί εκτός του διαστήµατος αυτού 

είναι  

∫
∞

=
at

dzzf )(2α  

όπου )(zf  είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυπικής κανονικής 

κατανοµής όπως αυτή ορίστηκε ανωτέρω. Είναι προφανές ότι όσο µικρότερο είναι το 

a  τόσο µεγαλύτερη είναι η δύναµη αυτού του τεστ µε την έννοια ότι τόσο 

περισσότερο είµαστε σίγουροι ότι η 0H  δεν ισχύει εάν βρεθούµε εκτός των ορίων 

αt− , at . Το a  λέγεται συνήθως επίπεδο σηµαντικότητας και µερικές τυπικές τιµές 

του είναι οι 0.05 , 0.01, 0.001 και 0.0001. 

 

β)Όταν η πληθυσµιακή διασπορά δεν είναι γνωστή 

Έστω ότι δειγµατοληπτούµε τυχαία N άτοµα από ένα κανονικό πληθυσµό του 

οποίου δεν γνωρίζουµε τη διασπορά και έστω ∑
=

=
N

i
iN 1

1
χχ  µέση τιµή του δείγµατος. 

∆ιατυπώνουµε την υπόθεση ότι η κανονική κατανοµή από την οποία 

δειγµατοληπτήσαµε έχει µέση τιµή µ.  

Υπάρχει και σε αυτή την περίπτωση ένα κριτήριο για να αποδεχθούµε ή να 

απορρίψουµε αυτή την υπόθεση το οποίον διατυπώνεται ως εξής:  

Κριτήριο ελέγχου υπόθεσης 2 

Έστω ότι θέλουµε να ελέγξουµε την ορθότητα της υπόθεσης: 

0Η : η µέση τιµή του πληθυσµού είναι µ 

έναντι της εναλλακτικής  

1Η : η µέση τιµή του πληθυσµού δεν  είναι µ 

Για το σκοπό αυτό, υπολογίζουµε την τιµή της ποσότητας  

Ν

−
=

S
t

µχ
 

όπου ( )∑
=

−
−

=
N

i
i xx

N
S

1

2

1

1
 η τυπική απόκλιση του δείγµατος.  

Την ποσότητα t  τη συγκρίνουµε µε δύο προκαθορισµένες συµµετρικές τιµές at−  και 

at  του πεδίου ορισµού της κατανοµής Student µε N-1 βαθµούς ελευθερίας. Εάν η 
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τιµή του t  κείται εντός του διαστήµατος ),( attα−  τότε αποδεχόµεθα την 0Η . Αλλιώς, 

απορρίπτουµε την 0Η  ή ισοδυνάµως αποδεχόµεθα την εναλλακτική της 1Η . 

Πάλι, η ιδέα που βρίσκεται πίσω από αυτό το κριτήριο είναι αρκετά 

ευθύγραµµη. Η ποσότητα t  ακολουθεί κατανοµή Student µε N-1 βαθµούς ελευθερίας 

[Kok01], [Kiox01] , εάν δε επιλέξουµε τις τιµές αt− , at  ούτως ώστε ο µεγαλύτερος 

όγκος του πληθυσµού Student να βρίσκεται στο µεταξύ τους διάστηµα, τότε 

θεωρούµε ότι είναι εξαιρετικά απίθανο να πάρουµε ένα δείγµα Ν ατόµων από αυτό 

τον πληθυσµό το οποίο να έχει µέση δειγµατική τιµή χ  τέτοια ώστε το t  να είναι 

εκτός του διαστήµατος ),( attα− . Η πιθανότητα το t  να βρεθεί εκτός του διαστήµατος 

αυτού είναι ∫
∞

=
at

dttf )(2α  όπου )(tf  είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της 

κατανοµής Student µε N-1 βαθµούς ελευθερίας όπως αυτή ορίστηκε προηγουµένως. 

Είναι προφανές ότι όσο µικρότερο είναι το a , τόσο µεγαλύτερη είναι η δύναµη αυτού 

του τεστ. Το a  λέγεται συνήθως επίπεδο σηµαντικότητας όπως και προηγουµένως.   

 

Υποθέσεις που αφορούν στη διαφορά των µέσων δύο πληθυσµών 

α) Όταν οι πληθυσµιακές διασπορές είναι γνωστές  

Έστωσαν δύο κανονικοί πληθυσµοί ),(~ 2
111 σµNP  και ),(~ 2

222 σµNP  όπου 

τα 1µ , 2µ  είναι άγνωστα ενώ τα 1σ , 2σ  είναι γνωστά. ∆ειγµατοληπτούµε τυχαία από 

τον πληθυσµό 1P  ένα δείγµα 1N  ατόµων και ανεξάρτητα, από τον 2P  ένα δείγµα 2N  

ατόµων. Έστωσαν ∑
=

=
1

11

1 N

i
iN
χχ  και ∑

=

=
2

12

1 N

i
iy

N
y  οι µέσες τιµές των δύο δειγµάτων 

αντίστοιχα. ∆ιατυπώνουµε την υπόθεση ότι οι δύο κανονικοί πληθυσµοί έχουν 

διαφορά µέσων τιµών µια γνωστή ποσότητα 21 µµδµ −= . Υπάρχει ένα κριτήριο για 

να αποδεχθούµε ή να απορρίψουµε την υπόθεση αυτή το οποίον διατυπώνεται ως 

εξής:  

Κριτήριο ελέγχου υπόθεσης 3 

Έστω ότι θέλουµε να ελέγξουµε την ορθότητα της υπόθεσης: 

0Η : οι δύο πληθυσµοί έχουν διαφορά µέσων τιµών δµ   

έναντι της εναλλακτικής  

1Η : οι δύο πληθυσµοί δεν έχουν διαφορά µέσων τιµών δµ   
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Για το σκοπό αυτό, υπολογίζουµε την τιµή της ποσότητας  

2

2
2

1

2
1

21 )()(

NN

y
Z

σσ

µµχ

+

−−−
=  

η οποία ακολουθεί τυπική κανονική κατανοµή και τη συγκρίνουµε µε δύο 

προκαθορισµένες συµµετρικές τιµές αt−  και at  του πεδίου ορισµού αυτής της 

κατανοµής. Εάν η τιµή του Z  ανήκει στο διάστηµα ),( attα−  τότε αποδεχόµεθα την 

0Η . Αλλιώς, απορρίπτουµε την 0Η ή ισοδυνάµως αποδεχόµεθα την εναλλακτική της 

1Η . 

Η συλλογιστική πάνω στην οποία βασίζεται το κριτήριο αυτό είναι η ίδια µε 

αυτήν που περιεγράφει στα κριτήρια 1 και 2, επειδή η ποσότητα Z  ακολουθεί πάλι 

τυπική κανονική κατανοµή. Η πιθανότητα το Z  να βρεθεί εκτός του διαστήµατος 

),( attα−  είναι πάλι ∫
∞

=
at

dttf )(2α  όπου )(tf  είναι η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας της τυπικής κανονικής κατανοµής .  

 

β) Όταν οι πληθυσµικές διασπορές δεν  είναι γνωστές  

Έστωσαν δύο κανονικοί πληθυσµοί ),(~ 2
111 σµNP  και ),(~ 2

222 σµNP  όπου 

τόσο τα 1µ , 2µ  όσο και τα 1σ , 2σ  είναι άγνωστα και δεν έχουµε καµία πληροφορία 

γι’ αυτά. ∆ειγµατοληπτούµε τυχαία από τον πληθυσµό 1P  ένα δείγµα 1N  ατόµων και 

ανεξάρτητα, από τον 2P  ένα δείγµα 2N  ατόµων. Έστωσαν ∑
=

=
1

11

1 N

i
iN
χχ  και 

∑
=

=
2

12

1 N

i
iy

N
y  οι µέσες τιµές των δύο δειγµάτων αντίστοιχα. ∆ιατυπώνουµε την 

υπόθεση ότι οι δύο κανονικοί πληθυσµοί έχουν διαφορά µέσων τιµών µια γνωστή 

ποσότητα 21 µµδµ −= . Υπάρχει ένα κριτήριο για να αποδεχθούµε ή να απορρίψουµε 

την υπόθεση αυτή το οποίον διατυπώνεται ως εξής:  

Κριτήριο ελέγχου υπόθεσης 4 

Έστω ότι θέλουµε να ελέγξουµε την ορθότητα της υπόθεσης: 

0Η : οι δύο πληθυσµοί έχουν διαφορά µέσων τιµών δµ   

έναντι της εναλλακτικής  
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1Η : οι δύο πληθυσµοί δεν έχουν διαφορά µέσων τιµών δµ   

Για το σκοπό αυτό, υπολογίζουµε την τιµή της ποσότητας  

2
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(ΠC-3) 
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είναι οι  τυπικές αποκλίσεις των δύο δειγµάτων. Η ποσότητα t  ακολουθεί κατανοµή 

Student µε ν βαθµούς ελευθερίας όπου ν είναι το ακέραιο µέρος της ποσότητας  
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Όταν διατυπώνουµε την υπόθεση ότι η διαφορά των δύο πληθυσµιακών µέσων 

21 µµ −  είναι γνωστή, τότε η τιµή της ποσότητας t  στην  
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(ΠC-3) 

 είναι γνωστή. Την τιµή αυτή τη συγκρίνουµε µε δύο προκαθορισµένες συµµετρικές 

τιµές αt−  και at  του πεδίου ορισµού της κατανοµής Student µε ν βαθµούς 

ελευθερίας και εάν αυτή ανήκει στο διάστηµα ),( attα−  τότε αποδεχόµαστε την 0Η . 

Αλλιώς, απορρίπτουµε την 0Η  ή ισοδυνάµως αποδεχόµαστε την εναλλακτική της 

1Η . 

Η συλλογιστική πάνω στην οποία βασίζεται το κριτήριο αυτό είναι η ίδια µε 

αυτήν που περιεγράφει στο κριτήριο 2. Η πιθανότητα το t  να βρεθεί εκτός του 

διαστήµατος ),( attα−  είναι πάλι ∫
∞

=
at

dttf )(2α  όπου )(tf  είναι η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας της κατανοµής Student µε ν βαθµούς ελευθερίας. Εκ νέου 

όσο µικρότερη είναι η τιµή του a , τότε εάν το t  βρεθεί εκτός του διαστήµατος 
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),( attα− , τόσο περισσότερο βέβαιοι είµαστε ότι ισχύει η 1Η δηλαδή ότι η 0Η  

απορρίπτεται. 
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