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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Τα φαινόµενα κυµατικής διάδοσης παίζουν σηµαντικότατο ρόλο σε πολλές επιστηµονικές 
περιοχές εφαρµογών µηχανικού, όπως αερακουστική, ηλεκτροµαγνητισµός, κβαντική µηχανική, 
σεισµολογία, αλλά και περιοχές εφαρµογών βιολογίας, όπως ροή αίµατος στις αρτηρίες και 
παραγωγή φωνής. Γνωρίζοντας εκ των προτέρων τον τρόπο που τα κύµατα δηµιουργούνται, 
διαδίδονται, διαθλώνται, ανακλώνται και διαχέονται σε κάποιο µέσο, επιτρέπει στους µηχανικούς 
να λάβουν κρίσιµες αποφάσεις για ποικίλα θέµατα, όπως για παράδειγµα για τη βέλτιστη 
τοποθέτηση συσκευών (κεραίες), για την κατασκευή ασφαλών κτιρίων και για το βέλτιστο 
ακουστικό σχεδιασµό µεγάλων χώρων.  

Ο επιστηµονικός κλάδος της αερακουστικής µελετά την παραγωγή και τη διάδοση ήχου 
οφειλοµένου στην αυτή καθαυτή κίνηση του αέρα ή στην επίδραση του τελευταίου µε στερεές ή 
κινούµενες επιφάνειες. Η αδιάρρηκτη σύνδεση της αερασκουστικής µε συγγενείς επιστηµονικές 
περιοχές όπως η µηχανική των ρευστών και η κυµατική εξηγεί σε ένα βαθµό την έλλειψη 
ολοκληρωµένης επιστηµονικής θεωρίας για την παραγωγή του ήχου. Παρόλα αυτά και για τις 
περισσότερες πρακτικές εφαρµογές η αερακουστική ανάλυση βασίζεται στις λεγόµενες 
Ακουστικές Αναλογίες, οι οποίες δεν είναι τίποτε άλλο παρά µια αναδιάταξη των εξισώσεων της 
µηχανικής ρευστών στη γνωστή από τη φυσική κυµατική εξίσωση. Η τελευταία προτάθηκε για 
πρώτη φορά το 1952 από τον Sir James Lighthill, σε µια προσπάθεια να υπολογιστούν τα 
παραγώµενα επίπεδα θορύβου από αεροπορικού τύπου στροβιλοκινητήρες. Η υπολογιστική 
αερακουστική (ΥΑΑ) ασχολείται µε την κατασκευή αριθµητικών µεθόδων για την επίλυση 
τέτοιων προβληµάτων και είναι και αυτή στενά συνδεδεµένη µε τη συγγενή περιοχή της 
υπολογιστικής µηχανικής ρευστών (ΥΡΜ). 

Στα πλαίσια της παρούσης γίνεται µια προσπάθεια κάλυψης των περισσοτέρων τάσεων που 
επικρατούν στο χώρο της ΥΑΑ µε απώτερο στόχο την εφαρµογή αυτών στο πρόβληµα της 
παραγωγής ανθρώπινης φωνής. Αναλύθηκαν και κατασκευάστηκαν τριών τύπων αερακουστικοί 
επιλύτες στο πεδίο του χρόνου και της συχνότητας σε δύο και µία χωρικές διάστασεις, ενώ 
ακόµα µελετήθηκε και το πεδίο ροής στον ανθρώπινο φωνητικό σωλήνα µε χρήση ενός 
εµπορικού ρευστοδυναµικού επιλύτη. Παράλληλα επιχειρήθηκε µια καταγραφή και ανάλυση του 
µηχανισµού παραγωγής της ανθρώπινης φωνής από ανατοµική – φυσιολογική σκοπιά. 
Επιλύθηκαν διάφορα προβλήµατα διάδοσης ακουστικών διαταραχών µε και χωρίς παράλληλο 
ροϊκό πεδίο. Τέλος έγινε προσπάθεια εφαρµογής δύο ακουστικών µοντέλων στον ανθρώπινο 
φωνητικό σωλήνα στο πεδίο της συχνότητας και στο πεδίο του χρόνου. 

 

 

 



ABSTRACT 

Wave propagation phenomena play an important role in many engineering fields such as 
aeroacoustics, blood flow in arteries, phonation, electromagnetism, quantum mechanics and 
seismology. Knowing a priori the mechanism waves are generated, propagated, scattered, 
reflected and/or dispersed in some medium allows engineers to take decisions about the 
topological placement of devices (antennas), the construction of safe buildings and the optimal 
acoustic design of rooms/halls. 

The scientific branch of aeroacoustics studies the generation and the propagation of sound 
inducted by the movement of air itself or by the interaction of the last with rigid or moving 
surfaces. The indissoluble link of aeroacoustics with relative scientific areas like Fluid Mechanics 
and Wave Physics explains up to a certain point the lack of establishment of a complete scientific 
theory for the generation of noise by aerodynamic flows. However and for applications with 
practical interest aeroacoustic analysis relies upon the so called Analogies, which are nothing but 
a rearrangement of the fluid mechanics conservation equations to the well known from physics 
wave equation. The last one was first proposed by Sir James Lighthill at 1952 in an attempt to 
calculate the noise levels generated from aviation type turbine engines. The branch of 
Computational Aeroacoustics (CAA) on the other hand is the application of numerical methods 
and computers to find approximate solutions of the governing equations for specific aeroacoustic 
problems. 

In the present work an attempt was made to cover the most trends in the area of CAA, while the 
ultimate goal was the use of a similar model for the study of sound generation and radiation in the 
human vocal tract. Three types of aeroacoustic solvers were build in one and two spatial 
dimensions and for the time and frequency domain, while a parallel study of the flow field in the 
human vocal tract was attempted. Furthermore an analysis of the voice production mechanism 
from a anatomical and physiological point of view was made. Several numerical problems 
concerning the propagation, diffraction and scattering of acoustical disturbances with and without 
a flow field were also solved. Finally two acoustical models were selected and applied to the 
human vocal tract problem both in the time and the frequency domain. 

 



ΙΩΑΝΝΗΣ Β ΠΑΠΑΓΕΩΡΓΑΚΟΠΟΥΛΟΣ 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΑΕΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΦΩΝΗΤΙΚΟΥ ΣΩΛΗΝΑ ΜΕ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ NAVIER STOKES Π-1 

 ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

1 ΣΥΝΟΨΗ ΤΩΝ ΕΡEΥΝΗΤIΚΩΝ ΠΕΡΙΟΧΩΝ 

Τα φαινόµενα που λαµβάνουν χώρα κατά την παραγωγή της ανθρώπινης φωνής είναι εκ των 
πραγµάτων σύνθετα και πολύπλοκα. Η κατανόηση και διερεύνησή τους απαιτεί την ταυτόχρονη 
συνεισφορά γνώσης και στοιχείων από πολλές ερευνητικές περιοχές, οι οποίες µπορεί να είναι 
και εντελώς ξένες µεταξύ τους. Έτσι για την κατανόηση της φυσικής λειτουργίας της παραγωγής 
φωνής απαιτείται γνώση ανατοµίας του άνω και κάτω αναπνευστικού συστήµατος σε συνδυασµό 
µε γνώσεις µηχανικής συνεχούς µέσου, για την µελέτη της ροής µέσα στον φωνητικό σωλήνα 
απαιτείται η συνεισφορά της µηχανικής ρευστών, ενώ για την µελέτη της διάδοσης των ηχητικών 
κυµάτων είναι απαραίτητη η γνώση αερακουστικής και κυµατικής. Τέλος για την ψηφιακή 
αναπαράσταση – µοντελοποίηση απαιτούνται τουλάχιστο γνώσεις επεξεργασίας σήµατος και 
συστηµάτων. Σίγουρο είναι ότι υπό το πρίσµα ενός και µόνο επιστηµονικού κλάδου είναι πολύ 
δύσκολη η απόκτηση ολοκληρωµένης εικόνας για τις πολύπλοκες διεργασίες που λαµβάνουν 
χώρα στο φωνητικό σωλήνα. Έτσι αν ο ερευνητικός στόχος είναι για παράδειγµα η παραγωγή 
συνθετικής φωνής, τότε προφανώς το πεδίο της επεξεργασίας σήµατος θα έχει τον κυρίαρχο 
ρόλο στη έρευνα, χωρίς όµως να αποκλείονται τελείως τα άλλα. Αν ο ερευνητικός στόχος είναι η 
περιγραφή της φυσικής των φαινοµένων της αεροροής στο φωνητικό σωλήνα, τότε η µηχανική 
συνεχούς µέσου και η µηχανική ρευστών θα έχουν τον κυρίαρχο ρόλο. Τέλος είναι πεποίθηση 
του γράφοντος ότι η γνώση της ανατοµίας και των οργάνων που λαµβάνουν ρόλο και 
συνεισφέρουν στη φώνηση είναι σηµαντικότατη και δεν µπορεί να παραληφθεί, ανεξάρτητα από 
τον εκάστοτε ερευνητικό στόχο. Η ποικιλία των ερευνητικών στόχων και η εµπλοκή και των 
τριών σηµαντικών επιστηµονικών πεδίων σε αυτούς συνηγορεί στο γεγονός ότι η περιοχή είναι 
πολύ ενεργή ακόµη και σήµερα µε πληθώρα ανακοινώσεων και δηµοσιεύσεων, ενώ ακόµα 
υπάρχουν σηµεία τα οποία δεν έχουν πλήρως διευκρινιστεί. Στα πλαίσια της παρούσης 
επιχειρήθηκε η προσέγγιση του φαινοµένου περισσότερο από την πλευρά της αερακουστικής και 
µηχανικής ρευστών χωρίς όµως να αµεληθούν η οριζόντια προσέγγιση και οι άλλες 
επιστηµονικές περιοχές. Στις επόµενες παραγράφους γίνεται µια σύντοµη παρουσίαση των 
κύριων περιοχών που εµπλέκονται στη διατριβή. 

 

2 ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΑΕΡΑΚΟΥΣΤΙΚΗ (YAA) 

2.1 Ιστορική ανασκόπηση 

Η απαρχή της µοντέρνας αερακουστικής θεωρίας θεωρείται ότι έγινε το 1952 από τον Sir James 
Lighthill µε τη δηµοσίευση 2 άρθρων που δηµοσιεύθηκαν αντίστοιχα το 1952 και 1954 µε θέµα 
την παραγωγή του αεροδυναµικού θορύβου. Στις εργασίες αυτές ανέπτυξε τη θεωρία παραγωγής 
ήχου από δέσµες αέρα (jets), στην οποία δηλώνεται µε µαθηµατικό φορµαλισµό, ότι ο 
παραγόµενος ήχος µπορεί να υπολογιστεί από το άθροισµα κατανεµηµένων τετραπολικών πηγών, 
οι οποίες υπολογίζονται από τις διαταραχές της ταχύτητας στο αντίστοιχο πεδίο ροής. Αργότερα 
το 1968 οι J. Ffowcs and D. Hawkings επέκτειναν τη θεωρία ώστε να µπορεί να συµπεριλάβει 
και ακτινοβολούµενο ήχο από επιφάνειες σε αυθαίρετη κίνηση. Η προέκταση έτσι 
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συµπεριλαµβάνει πηγές µονοπολικού και διπολικού χαρακτήρα. Οι διπολικές κατανεµηµένες 
πηγές οφείλονται στις δυνάµεις που ασκούνται στο ρευστό από την ύπαρξη στερεών επιφανειών 
στο πεδίο ροής, ενώ οι µονοπολικές καθορίζονται από τη γεωµετρία και την εν δυνάµει 
κινηµατική των επιφανειών αυτών. Παρότι θεωρητικές διατυπώσεις των νόµων αυτών υπήρχαν 
από τόσο παλιά, η αξιοποίησή τους έγινε εφικτή πρόσφατα, µε την ταυτόχρονη αύξηση των 
υπολογιστικής ισχύος και την παράλληλη ανάπτυξη της συγγενούς ερευνητικής περιοχής της 
υπολογιστικής ρευστοµηχανικής (ΥΡΜ). Η αξιοποίηση των θεωριών αυτών γίνεται µε την 
υβριδική µεθοδολογία σε δύο υπολογιστικά βήµατα: Αρχικά υπολογίζεται το πεδίο ροής από το 
οποίο µετέπειτα είναι δυνατός ο υπολογισµός των ακουστικών πηγών. Στη συνέχεια µε 
εφαρµογή των ακουστικών αναλογιών εκτιµάται ο ακτινοβολούµενος ήχος στο µακρινό πεδίο 
βάσει των ακουστικών πηγών που έχουν υπολογιστεί από το προηγούµενο βήµα. Σηµαντική 
παραδοχή εφαρµογής της υβριδικής µεθοδολογίας αποτελεί το γεγονός ότι δεν προβλέπεται 
επίδραση του ακουστικού πεδίου στο ροϊκό κάτι που για ροές χαµηλού αριθµού Mach είναι 
ασφαλές να υποτεθεί. Το γεγονός της εµπλοκής της ΥΡΜ επιτρέπει το διαχωρισµό των 
τρεχουσών τάσεων για ανάπτυξη αριθµητικών µεθόδων στην ΥΑΑ σε δύο κύριες κατηγορίες: 
αριθµητικές µέθοδοι ΥΡΜ που στοχεύουν µόνο στη σωστή επίλυση του πεδίου ροής από το 
οποίο θα υπολογιστούν οι ακουστικές πηγές και αριθµητικές µέθοδοι που στοχεύουν µόνο την 
επακόλουθη ακουστική διάδοση. 

Μέθοδοι ΥΡΜ 

Η ραγδαία αύξηση της υπολογιστικής ισχύος έδωσε το έναυσµα για την επίτευξη σηµαντικών 
προόδων στο χώρο της ΥΡΜ, η οποία πια είναι σε θέση να δώσει σηµαντικές πληροφορίες για τη 
φυσική και τα χαρακτηριστικά ενός πλήθους ροών σε πραγµατικές εφαρµογές. Παρότι οι 
υπολογισµοί και οι µέθοδοι της ΥΡΜ δεν είναι το κυρίως αντικείµενο της παρούσης διατριβής, 
θεωρείται σηµαντικό να δοθεί µια µικρή περιγραφή των ερευνητικών τάσεων και επιτευγµάτων 
που έχουν σηµειωθεί στο χώρο αυτό, δεδοµένου ότι η ΥΡΜ είναι η απαρχή οποιουδήποτε 
ακουστικού υπολογισµού και πιθανές ανακρίβειες στη λύση του ροϊκού πεδίου έχουν άµεσο 
αντίκτυπο στο ακτινοβολούµενο ακουστικό σήµα. 

Η Απευθείας Αριθµητική Προσοµοίωση (Direct Numerical Simulation - DNS) είναι η πιο ακριβής 
µέθοδος υπολογισµού του ροϊκού πεδίου, αφού συνίσταται στην επίλυση των συµπιεστών 
εξισώσεων ροής σε όλες τις κλίµακες µήκους και χρόνου. Τα φαινόµενα τύρβης αναδεικνύονται 
απευθείας, χωρίς να χρειάζεται η χρήση κάποιου µαθηµατικού µοντέλου. Σηµειώνεται ότι ο ήχος 
στην περίπτωση αυτή εµπεριέχεται στη λύση και για να βρεθεί δε χρειάζεται καν η εφαρµογή της 
υβριδικής µεθοδολογίας, δηλ. χρήση κάποιου µοντέλου ακουστικής διάδοσης εκ των υστέρων, 
αλλά τα ακουστικά µεγέθη µπορούν να προκύψουν σαν η διαφορά των υδροδυναµικών µεγεθών 
από κάποια στατιστική µέση τιµή. Η DNS είναι γενικά αδύνατη για τις περισσότερες εφαρµογές 
πρακτικού ενδιαφέροντος, λόγω του εξαιρετικά υψηλού απαιτούµενου υπολογιστικού φόρτου σε 
υλικό και σε χρόνο. Παρόλα αυτά λόγω της πολύ υψηλής ακρίβειάς της παραµένει αρκετά 
ελκυστική σαν επιλογή εργαλείου ΥΡΜ και υπάρχει η ελπίδα ότι µε την παράλληλη αύξηση της 
υπολογιστικής ισχύος θα γίνει δυνατή η προσοµοίωση ροών υψηλών αριθµών Reynolds και 
πολύπλοκων γεωµετριών. Μια άλλη κατηγορία µοντέλων ΥΡΜ που χρησιµοποιούνται αρκετά 
στη ΥΑΑ είναι αυτές των Reynolds Averaged Navier Stokes (RANS)[4],[7],[10]. Παρόλο το έντονο 
ερευνητικό ενδιαφέρον από πλευράς YΡM η αποτελεσµατική χρήση είναι αµφίβολη λόγω της 
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ισχυρής εξάρτησης από το εκάστοτε χρησιµοποιούµενο µοντέλο τύρβης. Έτσι προβλέπονται 
σωστά όλα τα µέσα µεγέθη της ροής και η πρόβλεψη των τυρβωδών χαρακτηριστικών εξαρτάται 
από την πραγµατική ένταση τύρβης που παρουσιάζει το φαινόµενο σε συνδυασµό µε την 
εκάστοτε χρησιµοποιούµενη κλίµακα µήκους. Επίσης σε προβλήµατα µε µεγάλη ένταση τύρβης 
ή µε ένταση τύρβης ίδιας τάξης µεγέθους µε αυτή της µέσης ροής[16], η χρήση των RANS για την 
ΥΑΑ είναι αµφιβόλου αξίας. Τέτοια προβλήµατα είναι συνήθως προβλήµατα βιοµηχανικού 
ενδιαφέροντος σε µεγάλους αριθµούς Re, όπως π.χ. υπολογισµός θορύβου από επιφάνειες όπως 
αεροτοµές, πτέρυγες αεροσκαφών κ.λπ.. Η Προσοµοίωση Μεγάλων ∆ινών (Large Eddy 
Simulation) είναι µια άλλη κατηγορία µοντέλων που χρησιµοποιoύνται ευρέως στην ΥΑΑ. Όπως 
στην DNS oι µεγάλες κλίµακες επιλύονται απευθείας και µοντελοποιείται η επίδραση αυτών στις 
µικρές. Παρόλη τη σχετικά µεγάλη απαιτούµενη υπολογιστική ισχύ µε τη LES κατέστει δυνατή η 
προσοµοίωση ροών υψηλού Re σε πολύπλοκες γεωµετρίες και θεωρείται πια καθιερωµένη 
µέθοδος υπολογισµού του πεδίου ροής σε προβλήµατα ακουστικής. Ο υβριδικός συνδυασµός 
RANS και LES γεννά νέες µεθόδους ΥΡΜ και φαίνεται να είναι αρκετά αποτελεσµατικός σε 
εφαρµογές ΥΑΑ. Παράδειγµα τέτοιας µεθόδου είναι η Προσοµοίωση Αποκολληµένων ∆ινών 
(Detached Eddy Simulation) στην οποία υπάρχει αλλαγή του τυρβώδους µοντέλου από RANS 
για τα προσκολληµένα οριακά στρώµατα σε LES για τις περιοχές αποκόλλησης της ροής. Η 
αλλαγή αυτή µπορεί να γίνεται µε δυναµικό και προσαρµοστικό τρόπο ανάλογα µε τις ήδη 
υπολογισµένες κλίµακες, οπότε προκύπτει νέα οικογένεια µεθόδων γνωστή ως Προσοµοίωση 
Προσαρµοσµένης Κλίµακας (Scale-Adaptive Simulation method - SAS)[11]. Μια αρκετά 
εµπεριστατωµένη εξέταση µεθόδων ΥΡΜ χρήσιµες για υπολογισµούς ΥΑΑ µπορεί να βρεθεί 
στο [17]. 

Για ροές χαµηλού αριθµού Re και χαµηλού αριθµού Mach (Μ<0.3) η υβριδική προσέγγιση δεν 
απαιτεί τόσο υψηλής ευκρίνειας µοντέλα ΥΡΜ και µπορεί να λειτουργήσει ακόµα και µε απλούς 
ασυµπίεστους επιλύτες µε η χωρίς τυρβώδες µοντέλο, ανάλογα µε το κάθε φορά διαθέσιµο υλικό 
(hardware). Στα πλαίσια της παρούσης και για τους υπολογισµούς ροής χρησιµοποιήθηκαν 
αποκλειστικά οι δυνατότητες που προσφέρει ο εµπορικός επιλύτης Fluent. Στο κεφάλαιο 5 
γίνεται µια διεξοδική παρουσίαση των δυνατοτήτων του λογισµικού και παρουσιάζεται ο τρόπος 
χρήσης του σε ένα απλό πρόβληµα ασυµπίεστης ροής χωρίς τυρβώδες µοντέλο. 

Μέθοδοι ΥΑΑ 

Έχοντας υπολογίσει το πεδίο ροής στο πρώτο βήµα της υβριδικής προσέγγισης είναι πια δυνατός 
ο υπολογισµός των κατανεµηµένων αερακουστικών πηγών και ο τρόπος διάδοσης του ήχου από 
αυτές µε τα εργαλεία και της µεθόδους της ΥΑΑ. Αντικείµενο εδώ από µαθηµατικής άποψης 
είναι η επίλυση µιας υπερβολικής εξίσωσης ή ενός συστήµατος υπερβολικών εξισώσεων. Η 
υπερβολική εξίσωση δεν είναι άλλη από την κυµατική εξίσωση δευτέρου βαθµού, ενώ το 
υπερβολικό σύστηµα είναι οι εξισώσεις Euler πρώτου βαθµού. Και οι δύο προσεγγίσεις είναι 
ισοδύναµες και η επιλογή γίνεται ανάλογα µε την πολυπλοκότητα και το εκάστοτε 
χρησιµοποιούµενο αριθµητικό σχήµα. 

Οι τρέχουσες τάσεις στα εργαλεία της ΥΑΑ χωρίζονται σε δύο κύριες καταγορίες:  

• Τις ολοκληρωτικές µεθόδους, όπου γίνεται χρήση των συναρτήσεων Green για τον 
υπολογισµό των χρονικών και χωρικών κατανοµών των ακουστικών µεγεθών. Ανάλογα 
µε τον τύπο της εφαρµοζόµενης ολοκλήρωσης στις ακουστικές πηγές (επιόγκιο ή 



ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 ΙΩΑΝΝΗΣ Β ΠΑΠΑΓΕΩΡΓΑΚΟΠΟΥΛΟΣ 

Π-4 ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΑΕΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΦΩΝΗΤΙΚΟΥ ΣΩΛΗΝΑ ΜΕ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ NAVIER STOKES 

επιφανειακό ολοκλήρωµα) οι µέθοδοι κατηγοριοποιούνται στις επιόγκιες και 
επιφανειακές. Η αναλογία των Ffowcs Williams και Hawkings (FW-H) είναι κλασσικό 
παράδειγµα της πρώτης κατηγορίας. Στο κεφάλαιο 3 δίνεται η µαθηµατική θεµελίωση 
των συναρτήσεων Green και η εφαρµογή τους στην αναλογία Lighthill µέσω δύο 
αλγορίθµων υπολογισµού των ολοκληρωµάτων των τετραπολικών πηγών σε πρόβληµα 
ανοικτής γεωµετρίας. Στη δεύτερη κατηγορία αντιπροσωπευτική είναι η µέθοδος 
Kirchhoff, όπου η λύση για το µακρινό πεδίο υπολογίζεται από ένα επιφανειακό 
ολοκλήρωµα µε χρήση του θεωρήµατος Green πάνω σε µια αυθαίρετη επιφάνεια ελέγχου 
που περικλείει όλες τις πηγές. Στο [8] γίνεται µια κατατοπιστική αναθεώρηση των 
µεθόδων επιφανειακής ολοκλήρωσης. 

• Τις µεθόδους όπου οι µερικές διαφορικές εξισώσεις διάδοσης επιλύονται αυστηρά 
(rigorously) στο χωρίο ενδιαφέροντος, στο χρόνο ενδιαφέροντος, ή και στη συχνότητα – 
κυµαταριθµό ενδιαφέροντος. Χαρακτηριστικό εδώ είναι ότι απαιτείται η συµβολή 
σχήµατος διακριτοποίησης των εξισώσεων πράγµα που κοστίζει πολύ περισσότερο σε 
υπολογιστικό χρόνο σε σύγκριση µε τις ολοκληρωτικές. Μπορούν να χρησιµοποιηθούν 
όλα τα γνωστά σχήµατα διακριτοποίησης µερικών διαφορικών εξισώσεων και το 
σηµαντικό πλεονέκτηµα είναι ότι µπορεί να ληφθούν υπόψη µη συµπαγείς πηγές, 
πολύπλοκες γεωµετρίες, ενώ οι αλληλεπιδράσεις του ήχου µε στερεές επιφάνειες και όρια 
(ανακλάσεις, απορροφήσεις) µπορούν να συµπεριληφθούν έµµεσα στον ακουστικό 
επιλύτη. Στο κεφάλαιο 2 παρουσιάζεται ένας τέτοιος ακουστικός επιλύτης, που βασίζεται 
σε υψηλής τάξης σχήµατα διακριτοποίησης πεπερασµένων διαφορών και στο κεφάλαιο 4 
κατασκευάστηκε ένας ανάλογος επιλύτης για την αρµονική όµως κυµατική εξίσωση, 
βασιζόµενος στη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων. Έντονο ερευνητικό ενδιαφέρον 
παρουσιάζεται και στους αυστηρούς επιλύτες που αντιµετωπίζουν τις πρώτης τάξης 
ακουστικές εξιασώσεις υπό το πρίσµα της υβριδικής προσέγγισης. Η πιο κοινή µέθοδος 
επιλύει τις γραµµικοποιηµένες συµπιεστές εξισώσεις Euler (linearized Euler equations – 
LEE) µε ή χωρίς όρους πηγής[2],[14]. Η προσέγγιση µε χρήση εξισώσεων πρώτης τάξης για 
τις ακουστικές διαταραχές (acoustic perturbation equations – APE)[3] αποτελεί µια άλλη 
εναλλακτική, πολύ πιο χρήσιµη ειδικά σε περιπτώσεις ροών µε υδροδυναµικές αστάθειες. 
Μια διαφορετική διατύπωση της ίδιας µεθόδου είναι οι γραµµικοποιηµένες συµπιεστές 
εξισώσεις διαταραχών (linearized perturbed compressible equations – LPCE) του 
Moon[12] και της οµάδας του, όπου χρησιµοποιείται η συµπιεστή εξίσωση ενέργειας, αντί 
της κλασσικής ισεντροπικής παραδοχής και αµελούνται οι µη γραµµικοί στροβιλώδεις 
όροι, οι οποίοι µπορεί να δηµιουργήσουν αριθµητικές αστάθειες σε περιπτώσεις 
ανεπαρκούς πυκνότητας στο ακουστικό πλέγµα. Στο κεφάλαιο 1 παρουσιάζεται ένα 
παρόµοιο ακουστικό µοντέλο µε εξισώσεις πρώτης τάξης. 

3 ΦΑΙΝΟΜΕΝΑ ΣΤΟ ΦΩΝΗΤΙΚΟ ΣΩΛΗΝΑ 

3.1 Ιστορική ανασκόπηση 

Πρωτοπόρος θεωρείται ο Teager[15] που άνοιξε τον δρόµο µε τα πειράµατα και τις παρατηρήσεις 
του για την αεροδυναµική ανάλυση της φωνής. Συγκεκριµένα, µε πολυάριθµες µετρήσεις θερµού 
νήµατος στην στοµατική κοιλότητα κατά την παραγωγή φωνηέντων, ανεκάλυψε αποκόλληση της 
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ροής από τα τοιχώµατα του σωλήνα, µη-στρωτή (non-laminar) και ανοµοιόµορφη ροή σε µορφή 
ασταθούς δέσµης αέρα, ύπαρξη στροβίλων, αλληλεπίδραση µεταξύ της δέσµης αέρα και των 
κοιλοτήτων και διαµόρφωση της ροής από τους στροβίλους. Ο Kaiser[6] συστηµατοποίησε την 
καταγραφή των ατελειών και λανθασµένων υποθέσεων του γραµµικού µοντέλου και συνέβαλλε 
στην ερµηνεία των αποτελεσµάτων των πειραµάτων του Teager, που οδηγούν στην απόρριψή 
του. O McGowan[9] και ο Hirschberg[5], παρακινηµένοι από τις ιδέες και τα πειράµατα του 
Teager καθώς και από την ανάλυση του Kaiser, µελέτησαν θεωρητικά την αεροδυναµική της 
ροής στον ηχητικό σωλήνα και συµπέραναν ότι η αεροροή µπορεί εν µέρει να συσχετισθεί µε µια 
µη-ακουστική συνιστώσα της ταχύτητας που οφείλεται στην γένεση στροβίλων στην γλωττίδα 
και που µπορεί να δηµιουργήσει επιπρόσθετες ακουστικές πηγές στον ηχητικό σωλήνα. Τα 
πειράµατα των Barney, Shadle & Davies[1] σε ένα υπεραπλουστευµένο µηχανικό µοντέλο των 
φωνητικών χορδών και του ηχητικού σωλήνα µε σταθερή διατοµή, έδειξαν ότι το πεδίο 
αποτελείται από µία µέση συνιστώσα ροής, ένα ακουστικό πεδίο, και ένα µη-ακουστικό πεδίο. 
Ένα αντίστοιχο µοντέλο για την ακτινοβολία ήχου από τον σωλήνα, που συµπεριέλαβε την 
ακουστική και την µη-ακουστική συνιστώσα της ταχύτητας, οδήγησε σε καλύτερη πρόβλεψη του 
µετρηθέντος ηχητικού πεδίου από την πρόβλεψη που βασίσθηκε µόνο στην ακουστική 
συνιστώσα. Ενδιαφέρον παρουσιάζει επίσης και η προσπάθεια του Sinder[13] να χρησιµοποιήσει 
κάποιες ιδέες αεροδυναµικής για µοντελοποίηση συριστικών ήχων. Τα αποτελέσµατά της 
συνηγορούν σε µεγάλο βαθµό υπέρ της αεροδυναµικής προσέγγισης. 

4 ΣΤΟΧΟΙ ΕΡΕΥΝΗΤΙΚΕΣ ΣΥΝΕΙΣΦΟΡΕΣ 

Οι στόχοι της παρούσης διατριβής ήταν οι εξής: 

• Οριζόντια εξέταση σχεδόν όλων των µεθόδων και εργαλείων της αερακουστικής. 
Επιχειρήθηκε έτσι η παρουσίαση της ολοκληρωτικής µεθόδου των συναρτήσεων Green, 
κατασκευάστηκε ένας αυστηρός επιλύτης, που επιλύει κατευθείαν τη δευτέρου βαθµού 
κυµατική µερική διαφορική εξίσωση  µε χρήση υψηλής ακρίβειας µεθόδων χωρικής και 
χρονικής διακριτοποίησης και κατασκευάστηκε ένας αντίστοιχος επιλύτης για την 
αρµονική κυµατική εξίσωση στην οποία αίρονται τα υπερβολικά της χαρακτηριστικά, 
χρησιµοποιώντας τη µεταβολική θεωρία και τα πεπερασµένα στοιχεία. Τέλος 
παρουσιάζεται µια µέθοδος διαχωρισµού ακουστικού – αεροδυναµικού προβλήµατος  µε 
ασυµπίεστο αεροδυναµικό επιλύτη για χαµηλούς αριθµούς Mach. Εδώ το ερευνητικό 
ενδιαφέρον ήταν περισσότερο στραµµένο στο αριθµητικό κοµµάτι (numerics) και όχι στη 
διερεύνηση της φυσικής κάποιο πρόβληµατος. Ακόµα ίσως να αµελήθηκε η εις βάθος 
ανάλυση για την κάθε µέθοδο, αφού στόχος ήταν η οριζόντια και όχι κατακόρυφη 
κάλυψη αυτών. 

• Ειδικά για το πρόβληµα παραγωγής και διάδοσης φωνής στον ανθρώπινο φωνητικό 
σωλήνα επιχειρείται κατ΄ αρχήν µια ανατοµική προσέγγιση στα επιµέρους όργανα αυτού 
και τις λειτουργίες που επιτελεί το καθένα. Στη συνέχεια αναλύεται η κλασσική 
προσέγγιση πηγής – φίλτρου και επιχειρείται µια σύνδεση µε το αεροδυναµικό πρόβληµα 
µε την προσθήκη τετραπολικών αερακουστικών πηγών στο µοντέλο διάδοσης του 
Portnoff, εκτός από την κλασσική διπολική πηγή που τίθεται στη γλωττίδα. Η προσέγγιση 
αυτή απαιτεί την ταυτόχρονη επίλυση του ροϊκού ασυµπίεστου προβλήµατος και 



ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 ΙΩΑΝΝΗΣ Β ΠΑΠΑΓΕΩΡΓΑΚΟΠΟΥΛΟΣ 

Π-6 ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΑΕΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΦΩΝΗΤΙΚΟΥ ΣΩΛΗΝΑ ΜΕ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ NAVIER STOKES 

βασίζεται στο διαχωρισµό του ακουστικού και ροϊκού προβλήµατος, που δύναται να γίνει 
λόγω του χαµηλού αριθµού Mach που χαρακτηρίζει τη ροή µέσα στο φωνητικό σωλήνα. 
Ο στόχος εδώ είναι η προσθήκη ροϊκής κατανεµηµένης πληροφορίας στο παραδοσιακό 
µοντέλο ακουστικής διάδοσης του Portnoff, η οποία θεωρείται αµελητέα για τις ανάγκες 
χρήσης του µοντέλου. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1.  ΑΕΡΑΚΟΥΣΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ∆ΙΑΧΩΡΙΣΜΟΥ 

Μόνο πρόσφατα µε την παράλληλη αύξηση της υπολογιστικής ισχύος κατέστη δυνατή η 
απευθείας προσοµοίωση (Direct Numerical Simulation) των ακουστικών ροών, χωρίς τη χρήση 
κάποιας ακουστικής αναλογίας, η οποία ως γνωστό απαιτεί a priori γνώση για το είδος και το 
χαρακτηρισµό των πηγών ήχου του εκάστοτε πεδίου ροής. Στο παρών κεφάλαιο θα παρουσιαστεί 
µία µεθοδολογία 2 βηµάτων για τον υπολογισµό ακουστικών πεδίων ροής χαµηλού αριθµού 
Mach, η οποία βασίζεται στις εξισώσεις Navier-Stokes και διαχωρίζει πλήρως το ακουστικό από 
το ρευστοδυναµικό πρόβληµα. Σύµφωνα µε τη µεθοδολογία αυτή το πεδίο ροής λαµβάνεται από 
τις ασυµπίεστες εξισώσεις Navier-Stokes, ενώ το ακουστικό από την επίλυση του συστήµατος 
των εξισώσεων Euler, όπου οι µεταβλητές επίλυσης είναι οι ακουστικές διαταραχές. Η τεχνική 
αυτή εφαρµόστηκε µε επιτυχία σε ένα µονοδιάστατο και ένα διδιάστατο ισεντροπικό πρόβληµα 
αναφοράς. 

 

1.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Οι εξισώσεις Navier – Stokes για το συµπιεστό ρευστό περιγράφουν πλήρως την παραγωγή και 
τη διάδοση του ήχου σε όλες τις περιπτώσεις και συνθήκες ροής. Παρόλα αυτά όµως η απευθείας 
αριθµητική επίλυση των εξισώσεων αυτών (DNS - direct numerical simulation) είναι πολύ 
χρονοβόρα, έχει µεγάλο υπολογιστικό κόστος και κυρίως δεν µπορεί να περιγράψει την 
παραγωγή ήχου, καθότι το ενεργειακό περιεχόµενο των ηχητικών κυµάτων είναι κατά πολύ 
µικρότερο από αυτό των διαταραχών της πίεσης του ρευστού. Έτσι τυχόν πηγές ήχου που 
δηµιουργούνται από  ροϊκά φαινόµενα (στροβιλισµούς, στενώσεις, κινούµενα τοιχώµατα) δεν 
µπορούν να αποµονωθούν, παρότι περιγράφονται πλήρως από τις ρευστοµηχανικές µεταβλητές 
πίεση, πυκνότητα και ταχύτητες που δίδουν σα λύση οι Navier – Stokes. Προς την κατεύθυνση 
αυτή αναπτύχθηκαν τα µοντέλα ακουστικών αναλογιών (Lighthill – 1952, Ffowcs Williams 
Hawkings - 1968) τα οποία σε συνδυασµό µε την επίλυση του συµπιεστού πεδίου ροής, είναι σε 
θέση να χαρακτηρίσουν πηγές ήχου για τις οποίες όµως απαιτείται a priori γνώση για το είδος 
τους. 

Πρόσφατα η ερευνητική κοινότητα (Hardin & Pope[3] 1994, Shen & Sorensen[7] 1999, Slimon & 
Soteriou & Davis[8] 2000) χρησιµοποίησε τις εξισώσεις Navier – Stokes για την κατασκευή νέων 
ακουστικών µοντέλων που βασίζονται στον πλήρη διαχωρισµό του ακουστικού από το 
ρευστοδυναµικό πρόβληµα. Αυτό επιτυγχάνεται θεωρώντας ότι οι συµπιεστές ρευστοδυναµικές 
µεταβλητές (πίεση, πυκνότητα, ταχύτητα) αποτελούνται από το άθροισµα µιας ακουστικής 
διαταραχής και µιας τιµής που δίνει η λύση του ασυµπίεστου πεδίου ροής. Τα µοντέλα αυτά 
περιγράφουν µε επιτυχία και την παραγωγή και τη διάδοση των ηχητικών κυµάτων. 

Στην παρούσα εργασία αναπτύχθηκε ένα τέτοιο µοντέλο και εφαρµόσθηκε σε δύο προβλήµατα 
αναφοράς ισεντροπικών ροών και χαµηλών αριθµών Mach (pulsating sphere, oscillating sphere) 
µε γνωστό ροϊκό πεδίο. Σχολιάζονται τα αποτελέσµατα και γίνεται ιδιαίτερη αναφορά στους 
διάφορους τύπους συνοριακών συνθηκών που χρησιµοποιούνται στα µοντέλα αυτά. 
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1.2 ∆ΙΑΤΥΠΩΣΗ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ 

Σύµφωνα µε τη διατύπωση των Hardin και Pope[3] και των Shen και Sorensen[7] αργότερα για µια 
συµπιεστή, ιξώδη ροή αν u,,ρp  είναι η πίεση, πυκνότητα και άνυσµα ταχύτητος αντίστοιχα, 

τότε η κίνηση του ρευστού περιγράφεται από τις συµπιεστές Navier – Stokes, οι οποίες έχουν τη 
µορφή: 
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Στις παραπάνω τ  είναι ο δυαδικός των ιξωδών τάσεων, ο οποίος στη γενική περίπτωση δίδεται 
από την υλική σχέση του Stokes, όπου Ι,,µκ  το διαστολικό ιξώδες, δυναµικό ιξώδες και ο 

µοναδιαίος δυαδικός αντίστοιχα: 
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Η (1.3) είναι µια καταστατική συσχέτιση, η οποία προέρχεται συνήθως από τη θερµοδυναµική. 
Στην (1.3) µε S συµβολίζεται η εντροπία. 

1.2.1 Οι εξισώσεις ροής 

Όπως αναφέρθηκε για χαµηλούς αριθµούς Mach (M<0.3) χρησιµοποιούνται οι ασυµπίεστες 
εξισώσεις Navier – Stokes, οι οποίες σε όρους πρωτογενών µεταβλητών διατυπώνονται ως εξής: 
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όπου 0,ρP  και U  είναι η ασυµπίεστη πίεση πίεση, πυκνότητα και άνυσµα ταχύτητας αντίστοιχα, 

ενώ v  είναι το κινηµατικό ιξώδες. Για την επίλυσή τους µπορεί να χρησιµοποιηθεί οποιοσδήποτε 
ασυµπίεστος επιλύτης επιθυµείται. Στα προβλήµατα αναφοράς που επιλύθηκαν το ασυµπίεστο 
πεδίο ροής δίδεται από κλειστές συναρτήσεις (δε χρησιµοποιήθηκε ασυµπίεστος επιλύτης), 
δεδοµένου ότι στόχος της εργασίας ήταν η ανάπτυξη και πιστοποίηση του ακουστικού µοντέλου, 
το οποίο περιγράφεται παρακάτω. 

 

1.2.2 Το ακουστικό µοντέλο 

Παίρνοντας το ολικό διαφορικό της (1.3), θεωρώντας ισεντροπικές µεταβολές πίεσης και 
παραγωγίζοντας ως προς το χρόνο προκύπτει η: 
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όπου η ταχύτητα του ήχου σε µέσο ορίζεται ως: 
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Ακολούθως οι συµπιεστές µεταβλητές αποσυντίθενται στο ασυµπίεστο και ακουστικό µέρος ως 
εξής: 

uUu ′+=  (1.9) 

pPp ′+=  (1.10) 

ρρρ ′+= 0  (1.11) 

Αντικαθιστώντας τις (1.9)-(1.11) στις (1.1), (1.2) και (1.7) και αγνοώντας τους ιξώδεις όρους 
προκύπτουν οι εξισώσεις του ακουστικού µοντέλου: 
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Στις (1.12)-(1.14) ο ενδιάµεσος όρος ορµής: 

uUf ′+′= ρρ  (1.15) 

είναι πια ο νέος άγνωστος µαζί µε την  ακουστική πίεση και πυκνότητα. Η ασυµπίεστη πίεση και 
ταχύτητα θεωρούνται γνωστά από τον επιλύτη του πεδίου ροής. Οι εξισώσεις συµπληρώνονται 
από την θερµοδυναµική παρατήρηση ότι η ταχύτητα του ήχου στον αέρα συνδέεται µε το λόγο 
των ειδικών θερµοτήτων µε τη σχέση: 

( )
ρρ

γ
ρ
γ

′+
+

==
0

2 'pPp
c  (1.16) 

 

1.2.3 Συνοριακές Συνθήκες 

Στα προβλήµατα παραγωγής και διάδοσης ήχου σηµαντικό ρόλο παίζουν οι συνοριακές 
συνθήκες που επιβάλλονται στα όρια του υπολογιστικού χωρίου. Συγκριτικά µε τα προβλήµατα 
ροής ο ρόλος των συνοριακών είναι πολύ σηµαντικότερος αφού εκτός από την ακρίβεια της 
λύσης µπορεί να επηρεάσει άµεσα την ευστάθεια του εκάστοτε αριθµητικού σχήµατος χρονικής 
διακριτοποίησης που χρησιµοποιείται. Ο λόγος είναι ότι τα ακουστικά κύµατα όταν πλησιάσουν 
τα όρια του υπολογιστικού χωρίου ανακλώνται και επιστρέφουν στο εσωτερικό µε διαφορετικό 
πλάτος και συχνότητα που εξαρτώνται από το εκάστοτε πρόβληµα και το εκάστοτε σχήµα 
χρονικής διακριτοποίησης. 

Έχει προταθεί ποικιλία µη ανακλωµένων συνοριακών συνθηκών (non reflecting boundary 
conditions) στη βιβλιογραφία[9]. Η επιλογή εξαρτάται από τον τύπο ροής (είσοδος,  έξοδος, 
τοίχωµα) αλλά και από τον τύπο του ακουστικού επιλύτη που χρησιµοποιείται. 
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1.3 TA ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΑΝΑΦΟΡΑΣ 

Για τον έλεγχο της ορθότητας και ακρίβειας του αερακουστικού µοντέλου επιλύθηκαν ένα 
µονοδιάστατο και ένα διδιάστατο πρόβληµα αναφοράς. Πρόκειται για το γνωστό από τον 
κλασική ακουστική πρόβληµα της παλλόµενης σφαίρας ακτίνας a  σε µία και δύο διαστάσεις. 

1.3.1 Μονοδιάστατα παλλόµενη σφαίρα 

Στην περίπτωση αυτή η σφαίρα πάλλεται ακτινικά µε ταχύτητα ( ) ( )tUtaV or ωsin, = , ενώ το 

ασυµπίεστο πεδίο ροής είναι: 

( ) ( )t
r

a
UtrU ωsin,

2

2

0=  (1.17) 

( ) ( )t
r

a
Ut

r

a
UpP ωρωωρ 2

4

4
2
00

2

000 sin
2

1
cos −+=  (1.18) 

Οι ακουστικές εξισώσεις σε σφαιρικές συντεταγµένες αφού αδιαστατοποιήθηκαν, µε βάση τους 

αδιάστατους αριθµούς 
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c

U
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a
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ω

 επιλύονται για την περιοχή 261 <<
a

r
  

χρησιµοποιώντας 500 ισαπέχοντα χωρικά σηµεία στην ακτινική διεύθυνση µε οριακές συνθήκες: 

( ) 0, =′ taur  (1.19) 

( )
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,
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′∂
r
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 (1.20) 

Για τη χρονική διακριτοποίηση χρησιµοποιήθηκαν το ρητό σχήµα πρόβλεψης – διόρθωσης Mc 
Cormack και η κλασσική µέθοδος Runge Kutta 4ης τάξης, µε επιλογή χρονικού βήµατος τέτοια 
ώστε ο αριθµός CFL να είναι όσο το δυνατό περισσότερο κοντά στη µονάδα, ούτως ώστε να 
ελαχιστοποιούνται τα σφάλµατα διασποράς των ακουστικών κυµάτων καθώς αυτά κινούνται στο 

χώρο. Το αδιάστατο χρονικό βήµα τέθηκε ίσο µε 
M

r
t

+
∆

=∆
1

, ενώ είναι δυνατή περαιτέρω 

ελαχιστοποίησή του. 

Από την κλασσική γραµµική ακουστική[4] προκύπτει η αναλυτική λύση για την πίεση, η οποία 
είναι: 

( ) ( )( )αα φωφρ +−−=− arkt
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= . Αφαιρώντας από την (1.21) την  ασυµπίεστη πίεση 

προκύπτουν οι µεταβολές πίεσης, οι οποίες και τελικά ενδιαφέρουν. Οι µεταβολές πυκνότητας 
προκύπτουν από τη θερµοδυναµική συσχέτιση: 
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Οι (1.21), (1.22) πρέπει να αδιαστατοποιηθούν για να είναι εφικτή η σύγκριση. 
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1.3.2 ∆ιδιάστατα παλλόµενη σφαίρα 

Στην περίπτωση αυτή προστίθεται και η αζιµουθιακή διάσταση στο πρόβληµα, οπότε η σφαίρα 
πάλλεται µε ταχύτητες: 
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Υποθέτοντας ότι η ροή είναι αστρόβιλη το ασυµπίεστο πεδίο πίεσης δίδεται από τις σχέσεις: 
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Οι ακουστικές εξισώσεις σε σφαιρικές συντεταγµένες αφού αδιαστατοποιήθηκαν, επιλύθηκαν 

για την περιοχή 111 <<
a

r
 χρησιµοποιώντας 50 ισαπέχοντα χωρικά σηµεία στην ακτινική 

διεύθυνση και 50 στην αζιµουθιακή. Στο πρόβληµα αυτό χρησιµοποιήθηκε αποκλειστικά το ρητό 
σχήµα Mc Cormack, ενώ η χρήση των τιµών πρόβλεψης για το όριο φαίνεται ότι αποτελεί µια 
πολύ καλή προσέγγιση στις µη ανακλώµενες οριακές συνθήκες[3]. Οι υπόλοιπες οριακές 
συνθήκες, οι αδιάστατοι αριθµοί και η επιλογή του χρονικού βήµατος είναι ίδια µε αυτά του 
προηγούµενου προβλήµατος. Σύµφωνα µε την [5] λήφθηκε σοβαρά υπόψη το γεγονός ότι οι 
εξισώσεις έχουν ιδιάζουσα συµπεριφορά στα σηµεία ππφ 2,,0= . Σύγκριση επιχειρήθηκε µε την 

αναλυτική λύση που δίνουν οι Geer και Pope στο [2]. 

1.4 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΣΧΟΛΙΑΣΜΟΣ 

Στην Εικόνα 1-1 παρουσιάζονται για το πρόβληµα της µονοδιάστατα παλλόµενης σφαίρας η 
υπολογιστική και αναλυτική λύση για διάφορους αριθµούς Mach και για 2.0=Str . Είναι 
προφανής η καλή συµπεριφορά του µοντέλου στους χαµηλούς αριθµούς Mach όπου υπάρχει 
σχεδόν πλήρης ταύτιση µε την αναλυτική λύση. Αυξανοµένου όµως του αριθµού Mach 
αυξάνονται και οι µη γραµµικότητες του φαινοµένου τις οποίες η αναλυτική λύση δεν µπορεί να 
ακολουθήσει, διότι έχει προκύψει από την επίλυση της απλής γραµµικής κυµατικής εξίσωσης. 
Από την άλλη η υπολογιστική λύση είναι σε θέση να αναπαράγει τις µη γραµµικότητες του 
φαινοµένου εµφανίζοντας όµως σφάλµατα φάσης (dispersion errors) τα οποία όµως µπορούν να 
ελαχιστοποιηθούν µε την εκλογή ακόµα µικρότερου χρονικού βήµατος ολοκλήρωσης. 
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Εικόνα 1-1. Σύγκριση αριθµητικής και αναλυτικής λύσης για το 1D πρόβληµα και διάφορους αριθµούς Mach 

Στο Εικόνα 1-2 παρουσιάζονται για το πρόβληµα της διδιάστατα παλλόµενης σφαίρας, οι 
µεταβολές πυκνότητας στο χώρο µε τη µορφή εικόνας και ισοσταθµικών καµπύλων. Όσο αφορά 
τη φυσική του προβλήµατος είναι προφανές η διάδοση του ήχου είναι συνάρτηση της γωνίας 
ταλάντωσης. Έτσι περισσότερος ήχος διαδίδεται στις γωνίες 0=φ  και πφ =  ενώ λιγότερος στις 

γωνίες 2
πφ =  και 2

3πφ = . Μάλιστα τις δύο τελευταίες περιπτώσεις η ταλάντωση φαίνεται να 

έχει σχεδόν διπλάσια συχνότητα από την αρχικώς τιθέµενη. Το τελευταίο αποτελεί 
χαρακτηριστικό του διπολικού χαρακτήρα της αρµονικής πηγής που χρησιµοποιήθηκε. 
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Εικόνα 1-2. Μεταβολές πυκνότητας (εικόνα και ισοσταθµικές καµπύλες) για το 2D πρόβληµα για Μ=0.05 και 
Str=0.3 

Τέλος στην Εικόνα 1-3 και για το πρόβληµα της διδιάστατα παλλόµενης σφαίρας φαίνονται τα 
ακτινικά προφίλ των µεταβολών πυκνότητας και η σύγκρισή τους µε την αναλυτική λύση για 

διάφορους αριθµούς Mach. Είναι προφανής η καλή συµπεριφορά του µοντέλου. Για 2
πφ =  η 

αναλυτική λύση δεν προβλέπει διάδοση σε αντίθεση µε την αριθµητική λύση που προβλέπει 
διάδοση κύµατος µικροτέρου πλάτους και σχεδόν διπλάσιας συχνότητας. 
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Εικόνα 1-3. Ακτινικά προφίλ µεταβολών πυκνότητας για το 2D πρόβληµα και σύγκριση µε την αναλυτική 
λύση. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ A.  ΡΗΤΟ ΣΧΗΜΑ MC CORMACK 

Το σχήµα αποτελεί εξέλιξη του σχήµατος Lax Wendroff χωρίς την απαίτηση υπολογισµού σε 
ενδιάµεσα χωρικά σηµεία και είναι ιδιαίτερα χρήσιµο και για µη γραµµικές µερικές διαφορικές 
εξισώσεις υπερβολικού τύπου. 

Έστω η υπερβολικού τύπου πρώτου βαθµού εξίσωση σε µια χωρική διάσταση: 
( )
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∂
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t

u
, 

όπου F  είναι συνεχής, οµαλή συνάρτηση της άγνωστης µεταβλητής. 

Η µέθοδος Mc Cormack χωρίζεται σε δύο ρητά αριθµητικά βήµατα: Στο πρώτο (βήµα 
πρόβλεψης- predictor step) υπολογίζεται µια ενδιάµεση λύση χρησιµοποιώντας εµπρός διαφορές 
στο χώρο ( )jj ,1+ : 
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Στο δεύτερο βήµα (βήµα διόρθωσης – corrector step) η ενδιάµεση λύση διορθώνεται 
χρησιµοποιώντας πίσω διαφορές ( )1, −jj  για τη χωρική παράγωγο: 
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Η (A.2) παρέχει την τελική τιµή της u  για τη χρονική στιγµή 1+n . Η σειρά διαφόρισης στο 
επόµενο βήµα αντιστρέφεται (πίσω στο βήµα πρόβλεψης, εµπρός στο βήµα διόρθωσης) και 
εναλλάσσεται συνέχεια µέχρι το τέλος των επαναλήψεων. Αυτή η εναλλαγή λειτουργεί σα 
φίλτρο µειώνοντας τα σφάλµατα φάσης, ιδιαίτερα σε προβλήµατα κυµατικής µετάδοσης, όπου το 
σχήµα του κύµατος έχει απότοµες κλίσεις στο χώρο. ∆υνητικά µπορεί να εφαρµοστεί και 
υπερχαλάρωση στη µέθοδο µε διαφορετικούς συντελεστές στα δύο βήµατα. Η επιλογή των 
συντελεστών εξαρτάται από την ακριβή µορφή της εκάστοτε διαφορικής εξίσωσης και πρέπει να 
γίνεται ώστε το συνολικό σχήµα να διατηρείται ευσταθές. Επίσης για συγκεκριµένου τύπου 
εξισώσεις το σχήµα µπορεί να γίνει άρρητο και άνευ όρων ευσταθές, µε την προσθήκη 
απαίτησης επίλυσης ενός αλγεβρικού συστήµατος σε κάθε βήµα. 
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Μονοδιάστατη παλλόµενη σφαίρα – σφαιρικές συντεταγµένες 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ C.  Α∆ΙΑΣΤΑΤΟΠΟΙΗΣΕΙΣ 2 

∆ιαδιάστατη παλλόµενη σφαίρα – σφαιρικές συντεταγµένες 
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αζιµουθιακή ορµή: 

( )[ ]

( )[ ]

( )[ ]

0
1

1

sinsin
sin

1

1 22
2

=
∂

′∂
+

′+′+−

′⋅+′+⋅
∂
∂

+

′+′+
∂
∂

+
∂

∂

φγ

φφ
φφ

φφ

φφφφφ

φφφ
φ

p

r

uUuUf
r

uUuUf
r

uUruUfr
rrt

f

rrr

rr

 (C.3) 

πίεση: ( ) ( )
t

P
f

r
fr

rr

pP

t

p
r ∂

∂
−=








⋅

∂
∂

+
∂
∂

′+

′+
+

∂

′∂
φφ

φφρ
γ sin

sin

11

1
2

2
 (C.4) 

Λύση ασυµπίεστου πεδίου ροής: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )φπ
γ

φπ
γπ

φ

φπφ

φπφ

φ

22
6

2

2

3

3

sin3/412sin
2

cos2cos1,,

sin2sin
2

,,

cos2sin,,

⋅−⋅⋅⋅−

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

+=

⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅=

tStr
r

M

tStr
r

MStr
trP

tStr
r

M
trU

tStr
r

M
trU r

 (C.5) 

 



ΙΩΑΝΝΗΣ Β ΠΑΠΑΓΕΩΡΓΑΚΟΠΟΥΛΟΣ 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΑΕΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΦΩΝΗΤΙΚΟΥ ΣΩΛΗΝΑ ΜΕ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ NAVIER STOKES 2-1 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2.  ΕΝΑΣ ΑΥΣΤΗΡΟΣ (RIGOROUS) ΑΚΟΥΣΤΙΚΟΣ 

ΕΠΙΛΥΤΗΣ 

Τα φαινόµενα κυµατικής διάδοσης παίζουν σηµαντικότατο ρόλο σε πολλές επιστηµονικές 
περιοχές εφαρµογών µηχανικού, όπως αερακουστική, ηλεκτροµαγνητισµός, κβαντική µηχανική, 
σεισµολογία, αλλά και περιοχές εφαρµογών βιολογίας, όπως ροή αίµατος στις αρτηρίες και 
παραγωγή φωνής. Γνωρίζοντας εκ των προτέρων τον τρόπο που τα κύµατα δηµιουργούνται, 
διαδίδονται, διαθλώνται, ανακλώνται και διαχέονται σε κάποιο µέσο, επιτρέπει στους µηχανικούς 
να λάβουν κρίσιµες αποφάσεις για ποικίλα θέµατα, όπως για παράδειγµα για τη βέλτιστη 
τοποθέτηση συσκευών (κεραίες), για την κατασκευή ασφαλών κτιρίων και για το βέλτιστο 
ακουστικό σχεδιασµό µεγάλων χώρων. 

Στο παρόν κεφάλαιο θα παρουσιαστεί µια αριθµητική µεθοδολογία για την εκτίµηση ακουστικής 
κυµατικής διάδοσης σε δύο διαστάσεις και στο πεδίο του χρόνου µε εστίαση στην δεύτερης 
τάξης κυµατική εξίσωση. Αρχικά παρουσιάζονται οι τεχνικές της υψηλής τάξης συµπαγούς 
χωρικής (compact schemes) και χρονικής διακριτοποίησης. Μιας και τα συµπαγή αριθµητικά 
σχήµατα έχουν µηδενικά σφάλµατα διάχυσης πλάτους (non dissipative), είναι επιρρεπή στην 
ανάπτυξη νόθων ταλαντώσεων (σφάλµατα φάσης), τα οποία µπορούν να αυξηθούν σηµαντικά 
κατά την επαναληπτική διαδικασία της επίλυσης και να επηρεάσουν σηµαντικά την ακρίβεια της 
τελικής λύσης. Ως εκ τούτου η µέθοδος συµπληρώνεται µε την προσθήκη ενός χωρικού φίλτρου, 
το οποίο βασίζεται και αυτό στις µαθηµατικές αρχές των συµπαγών σχηµάτων. 

Στην συνέχεια θίγεται ο πολύ σηµαντικός ρόλος των συνοριακών συνθηκών. Για να είναι σε 
θέση η µέθοδος να προβλέψει σωστά την ακτινοβολία στο µακρινό πεδίο (far field), το 
υπολογιστικό χωρίο πρέπει να ‘τερµατιστεί’ κατάλληλα στο εγγύς πεδίο (near field) µε σωστό 
τρόπο, χωρίς να επηρεαστεί η ακρίβεια της λύσης και χωρίς να εισαχθούν αριθµητικά 
τεχνουργήµατα στον υπολογισµό. Οι δύο πιο δηµοφιλείς τρόποι για να γίνει αυτό, 
παρουσιάζονται και συγκρίνονται εδώ: Ο πρώτος είναι η διατύπωση των λεγοµένων 
απορροφητικών συνοριακών συνθηκών µε το µορφή µερικών διαφορικών εξισώσεων ειδικά για 
το σύνορο του υπολογιστικού χωρίου και ο δεύτερος η κατασκευή ενός ‘απορροφητικού 
στρώµατος’ που περικλείει το χωρίο, στο οποίο τα κύµατα, αφού εξέλθουν, εξασθενούν κατά 
πλάτος και αποσβένονται εκθετικά. Η ιδέα αυτή, που πρώτα παρουσιάστηκε για τις εξισώσεις 
Maxwell στον ηλεκτροµαγνητισµό και αργότερα υιοθετήθηκε σε πολλές παραλλαγές και στα 
ακουστικά προβλήµατα, εφαρµόζεται και εδώ µε µια διαφορετική όµως διατύπωση, ειδικά για τη 
δευτέρου βαθµού κυµατική εξίσωση, που επιτρέπει τη διατήρηση της τάξης της εξίσωσης, χωρίς 
να είναι απαραίτητο το ‘σπάσιµο’ σε ένα ισοδύναµο σύστηµα 2 εξισώσεων πρώτης τάξης, 
εισάγοντας περισσότερους αγνώστους και αυξάνοντας τον υπολογιστικό φόρτο και της 
απαιτήσεις σε µνήµη. 

Στη συνέχεια η µέθοδος αξιολογείται συνολικά µε την ανάκληση τριών βασικών προβληµάτων 
αναφοράς. Στο πρώτο, όπου ένας γκαουσιανός παλµός παράγεται και διαδίδεται από κέντρο ενός 
διδιάστατου χωρίου, συγκρίνονται η απορροφητικότητα και η ακρίβεια των προαναφεροµένων 
συνοριακών συνθηκών. Στο δεύτερο εξετάζεται ανάλογη περίπτωση σε καµπυλόγραµµες όµως 
συντεταγµένες και µε την παρουσία στερεού εµποδίου που σκεδάζει τον παλµό. Τέλος 
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υπολογίζεται το ακουστικό πεδίο που παράγεται από ροή ενός συστρεφοµένου ζεύγους 
στροβίλων και συγκρίνεται µε την αντίστοιχη αναλυτική λύση από τη βιβλιογραφία. 
Παρουσιάζονται και σχολιάζονται πλήρως τα αποτελέσµατα, ώστε να αξιολογηθεί η 
συµπεριφορά της µεθόδου. 

 

2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Σε πολλά υπολογιστικά προβλήµατα κυµατικής διάδοσης, όπως για παράδειγµα ακουστική, 
ηλεκτροµαγνητισµός και µηχανική ρευστών, τα χαµηλής τάξης (πρώτης, δεύτερης) σχήµατα 
αριθµητικής διακριτοποίησης δεν παρέχουν πάντα ικανοποιητική ακρίβεια. Το πλεονέκτηµα της 
χρήσης υψηλής τάξης σχηµάτων πεπερασµένων διαφορών είναι διπλό: πρώτον επιτρέπουν 
αύξηση της ακρίβειας για τον ίδιο αριθµό κόµβων και δεύτερον µειώνουν το υπολογιστικό 
κόστος επιτρέποντας µείωση της πυκνότητας του υπολογιστικού πλέγµατος για δεδοµένη 
ακρίβεια και παρότι απαιτούν περισσότερη υπολογιστική ‘εργασία’ για κάθε κόµβο, το γεγονός 
ότι χρειάζεται  να αποθηκευθούν λιγότεροι κόµβοι, τα κάνει πιο αποτελεσµατικά από τα χαµηλής 
τάξης σχήµατα. 

Τα υψηλής τάξης σχήµατα πεπερασµένων διαφορών µπορούν να καταταγούν σε δύο οµάδες, 
ανάλογα µε τον τρόπο που γίνεται ο υπολογισµός της παραγώγου: 

• ρητά σχήµατα 

• συµπαγή (τύπου Padé) σχήµατα 

Στα πρώτα η παράγωγος υπολογίζεται κετευθείαν σε κάθε κόµβο, ενώ στα συµπαγή υπολογίζεται 
έµµεσα, επιλύοντας ένα σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων. Όπως έχουν δείξει αρκετοί 
ερευνητές

[24] τα συµπαγή σχήµατα είναι πιο ακριβή, από τα αντίστοιχα ίδιας τάξης ρητά. Επίσης 
τα συµπαγή σχήµατα επιδέχονται αριστοποίηση για κάποιο συγκεκριµένο εύρος κυµαταριθµών, 
ελαχιστοποιώντας τη σχέση διάχυσης τους, παρέχοντας έτσι ακόµη περισσότερη ακρίβεια. 
Βέβαια το γεγονός του εκµηδενισµού των σφαλµάτων εύρους που παραουσιάζουν τα σχήµατα 
αυτά, µπορεί να πυροδοτήσει την εµφάνιση νόθων ταλαντώσεων υψηλού κυµαταριθµού, οι 
οποίες υπάρχει περίπτωση να αυξηθούν κατά τη διάρκεια των επαναλήψεων, να επηρεάσουν την 
ακρίβεια του σχήµατος και στη χειρότερη των περιπτώσεων να οδηγήσουν σε αστάθεια. Πολύ 
συγγραφείς προτείνουν τη χρήση χωρικών φίλτρων για να αποφύγουν το πρόβληµα[35], ενώ άλλοι 
αποφεύγουν να εφαρµόσουν φίλτρο κατευθείαν στη λύση και εισάγουν όρους απόσβεσης στις 
διακριτοποιηµένες εξισώσεις, οι οποίοι δρουν έµµεσα και αφήνουν ανεπηρέαστους τους µικρούς 
κυµαταριθµούς

[30][8]. Ένα παρόµοιο χωρικό φίλτρο χρησιµοποιείται και στα πλαίσια της 
παρούσης µαζί µε ειδικό χειρισµό στο σύνορο για την εφαρµογή των von Neumann συνθηκών 
ανάκλασης. 

Πέρα από τη διακριτοποίηση το πιο ευαίσθητο και σηµαντικό θέµα στην αριθµητική 
προσοµοίωση υπερβολικών φαινοµένων είναι η σωστή επιλογή και εφαρµογή των συνοριακών 
συνθηκών. Η ακτινοβολία στο µακρινό πεδίο, η ανάκλαση από εµπόδια και οι χωρικές αλλαγές 
στο µέσο διάδοσης πρέπει να µπορούν να προβλεφθούν σωστά, κρατώντας παράλληλα τη λύση 
φραγµένη και την όλη µέθοδο ευσταθή. Η ακτινοβολία στο µακρινό πεδίο φαίνεται ότι είναι το 
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πιο δύσκολο και προκλητικό πρόβληµα στην αριθµητική προσοµοίωση της κυµατικής διάδοσης. 
Εδώ και 30 χρόνια ήταν και συνεχίζει να είναι πεδίο ενεργής ερευνητικής δραστηριότητας σε 
διάφορα επιστηµονικά πεδία. Οι πρώτες προσπάθειες για την αντιµετώπιση των ανακλάσεων που 
δηµιουργούνται στο υπολογιστικό σύνορο, έγιναν από τους Engquist and Majda[12][13], οι οποίοι 
ανέπτυξαν θεωρητικές πλήρως απορροφητικές συνθήκες (theoretical non local ABC's) για 
γενικές κλάσεις κυµατικών εξισώσεων. Ακόλουθα κάνοντας χρήση προσεγγίσεων Padé των 
λύσεων της κυµατικής εξίσωση, που ουσιαστικά παριστούν κύµατα που ταξιδεύουν σε µία 
χωρική διεύθυνση, ανέπτυξαν µια ιεραρχία ευσταθών τοπικών απορροφητικών συνθηκών (local 
ABC's), οι οποίες προσεγγίζουν επαρκώς τις θεωρητικές µη τοπικού χαρακτήρα. Με αύξηση της 
τάξης των συνθηκών, αυξάνονται και οι επιδόσεις των συνθηκών. Αργότερα ο Giles[16] ανέπτυξε 
τοπικές ABC's για τις εξισώσεις Euler χρησιµοποιώντας προσεγγίσεις Taylor, ενώ οι Bayliss –
Turkel[5] παίρνοντας ασυµπτωτικές επεκτάσεις των λύσεων καταλήγουν στο ίδιο αποτέλεσµα. Ο 
τελευταίος φορµαλισµός προτάθηκε και από τον Tam[31] και χρησιµοποιήθηκε αργότερα και από 
άλλους ερευνητές όπως οι Bogey and Bailly[7] σε τριδιάστατες όµως εφαρµογές. Με διαφορετική 
προσέγγιση στο πρόβληµα ο Thomson[32],[33] αναπτύσσει ABC's χρησιµοποιώντας τη θεωρία των 
χαρακτηριστικών. 

Οι απορροφητικές ικανότητες των παραπάνω συνθηκών εξαρτώνται από την εκάστοτε γωνία 
πρόσπτωσης και τη απόσταση του  συνόρου από τις πηγές. Όσο µακρύτερα τοποθετείται το 
σύνορο, τόσο καλυτερεύουν οι απορροφητικές ιδιότητες. Τέλεια απορρόφηση υφίσταται µόνο 
για επίπεδα κύµατα. Αυτό σηµαίνει ότι όλες οι παραπάνω διατυπώσεις έχουν κάποιο βαθµό 
ανάκλασης, που µπορεί να επηρεάσει τη λύση. Μια διαφορετική προσέγγιση στο πρόβληµα 
εύρεσης καλών απορροφητικών συνθηκών είναι και τα λεγόµενα 'απορροφητικά στρώµατα' 
(absorbing layers). Χρησιµοποιούνται µόνα τους ή σε συνδυασµό µε τις ABC's, ώστε να 
αυξήσουν την αποτελεσµατικότητά τους. Εισήχθησαν αρχικά από τους Israeli and Orszag[20] και 
η λειτουργία τους αποσκοπεί στην µερική απόσβεση των προσπιπτόντων κυµάτων πριν αυτά 
αλληλεπιδράσουν µε τις ABC's. Αυτό γίνεται µε την προσθήκη γραµµικών όρων τριβής στις 
εξισώσεις, όπως δείχνουν αναλυτικά οι Kosloff και Kosloff[22] για την εξίσωση Schrödinger και 
για τις ακουστικές κυµατικές εξισώσεις. Οιεσδήποτε ανακλάσεις από το σύνορο αποσβένυνται 
ξανά, καθώς προχωρούν πίσω προς το υπολογιστικό χωρίο. Το βασικό πρόβληµα µε την 
προσέγγιση αυτή είναι ότι το εσωτερικό όριο το στρώµατος ανακλά και αυτό, οπότε για 
ικανοποιητικά αποτελέσµατα απαιτείται σταδιακή αύξηση του βαθµού απόσβεσης από το µηδέν 
και για µια σχετικά µεγάλη απόσταση. Το τελευταίο έχει σαν αποτέλεσµα τη δηµιουργία 
µεγάλων στρωµάτων. Το Πλήρως Ταιριασµένο Στρώµα (Perfectly Matched Layer - PML) του 
Berenger[6] προτάθηκε σαν ένας εναλλακτικός τρόπος για την κατασκευή απορροφητικών 
στρωµάτων µε µηδενική θεωρητικά ανάκλαση για οποιαδήποτε γωνία και συχνότητα 
προσπιπτόντων κυµάτων. Η ιδέα του Berenger βασίστηκε σε έναν αφύσικο διαχωρισµό της 
ακτινοβολούµενης βαθµωτής ποσότητας στις γεωµετρικές συνιστώσες της (π.χ. xp′ , yp′ , zp′ ) και 

κατόπιν εφαρµογή απόσβεσης σε διεύθυνση κάθετη στο στρώµα και µετά επιλογή των 
συναρτήσεων απόσβεσης ( xσ , yσ , zσ ) για κάθε διεύθυνση απαιτώντας πολύ µικρό βαθµό 

ανάκλασης. Το 'καλώς τιθέµενο' της διατύπωσης αυτής ήταν ασθενές λόγω του µη φυσικού 
διαχωρισµού, ενώ η εφαρµογή στο πεδίο του χρόνου σχετικά δύσκολη λόγω της απαίτησης 
πρώτης τάξης στις κυµατικές εξισώσεις. Αργότερα ένας πιο κοµψός και ισχυρά τιθέµενος 
φορµαλισµός γνωστός ως Στρώµα Τεντωµένων Συντεταγµένων (Stretched Coordinate PML) 
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χρησιµοποιείται πρώτα από τους Chew and Weedon[10] πάλι σε προβλήµατα 
ηλεκτροµαγνητισµού και από τον Hu[17],[18] σε προβλήµατα ακουστικής. Η βασική ιδέα της νέας 
διατύπωσης είναι ότι µέσα στο PML οι εξισώσεις µεταφέρονται στο µιγαδικό επίπεδο, όπου εκεί 
εφαρµόζεται απόσβεση µόνο στο φανταστικό µέρος κάθε συντεταγµένης. Αυτό αναγκάζει τα 
κύµατα να εξασθενούν µέσα στο στρώµα ανεξάρτητα από τη γωνία πρόσπτωσής τους. Οι 
φυσικές εξισώσεις του στρώµατος λαµβάνονται οµαδοποιώντας τις φανταστικές συνιστώσες και 
αναγνωρίζοντας αυτές σα βοηθητικές µεταβλητές. Για τις δευτέρου βαθµού κυµατικές εξισώσεις 
άλλοι συγγραφείς χρησιµοποιούν το µετασχηµατισµό Laplace µε ίδιο τρόπο. Μια παρόµοια 
µεθοδολογία ακολουθείται και στα πλαίσια της παρούσης αργότερα στο κεφάλαιο αυτό. Τα 
PMLs πρέπει να 'ρυθµιστούν' σωστά για να έχουν την αναµενόµενη λειτουργία. Αυτό γίνεται µε 
πειραµατισµό και επιλογή καταλλήλων τιµών για παραµέτρους όπως το πάχος του στρώµατος 
και η εσωτερική συνάρτηση – προφίλ απόσβεσης. 

 

2.2 ∆ΙΕΠΟΥΣΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

Έστω ένα χρονικά µεταβαλλόµενο ακουστικό πεδίο πίεσης p′  διαδιδόµενο σε διδιάστατο χώρο 

όπου όλες οι πηγές και αρχικές διαταραχές περιορίζονται στο καµπυλόγραµµο χωρίο Ω  (Εικόνα 
2-1). Επίσης θεωρείται σταθερή ταχύτητα διάδοσης 00 >c .  

Ω

( )yxS ,

Ω

( )yxS ,

 

Εικόνα 2-1. Κυµατική διάδοση σε ελεύθερο χώρο.  

Μέσα στο Ω  το πεδίο ( )tyxp ,,′  ικανοποιεί τις παρακάτω εξισώσεις: 

022
0 >=′∇−′ tSpcptt  (2.1) 

( ) 0,0 ==′ tyxpp  (2.2) 

00 ==′ tpt  (2.3) 

όπου ( )yxSS ,=  είναι φραγµένες πηγές µέσα στο χωρίο. 

2.2.1 Η αναλογία Lighthill 

Για τις ανάγκες της αριθµητικής αξιολόγησης της µεθόδου αργότερα στο κεφάλαιο ανακαλείται 
η ακουστική αναλογία του Lighthill, στην οποία δηλώνεται, ότι κάτω από ισεντροπικές συνθήκες 
διάδοσης οι διακυµάνσεις της πίεσης που προκαλούνται από τη ροή ρευστού, µπορούν να 
προσδιοριστούν από την επίλυση της ακόλουθης µη οµογενούς κυµατικής εξίσωσης δευτέρου 
βαθµού: 



 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΕΝΑΣ ΑΥΣΤΗΡΟΣ (RIGOROUS) ΑΚΟΥΣΤΙΚΟΣ ΕΠΙΛΥΤΗΣ 

ΙΩΑΝΝΗΣ Β ΠΑΠΑΓΕΩΡΓΑΚΟΠΟΥΛΟΣ 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΑΕΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΦΩΝΗΤΙΚΟΥ ΣΩΛΗΝΑ ΜΕ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ NAVIER STOKES 2-5 

ji

ij
tt xx

T
cpcp

∂∂

∂
=′∇−′

2
2
0

22
0  (2.4) 

όπου ijT  είναι ο τανυστής πηγών του Lighthill, ο οποίος έχει τη µορφή: 

ijjiij uuT τρ −=  (2.5) 

Στην (2.5) ο όρος jiuuρ  αναπαριστά τις µη γραµµικές ακουστικές συνεισφορές λόγω 

µεταφορικών δυνάµεων, ενώ ο όρος ijτ  αναπαριστά ακουστικές συνεισφορές λόγω ιξωδών 

τάσεων. 

Παρόλα αυτά όταν η ροή είναι ασυµπίεστη µπορεί να δειχθεί παίρνοντας την απόκλιση της 
εξίσωσης ορµής και χρησιµοποιώντας την εξίσωση συνέχειας για την απλοποίηση όρων, ότι η 
ασυµπίεστη πίεση ικανοποιεί την παρακάτω σχέση: 

( )
ji

jiinc

xx

uu
p

∂∂

∂
=∇

2
2 ρ  (2.6) 

Υποθέτοντας ότι για ασυµπίεστη ροή οι διακυµάνσεις της πίεσης µπορούν να χωριστούν στο 
ακουστικό και ασυµπίεστο µέρος inca ppp +=′ , η αναλογία του Lighthill µε αντικατάσταση της 

(2.4) στην (2.6) γίνεται: 

inc
tt

aa
tt ppcp −=∇− 22

0  (2.7) 

Η εξίσωση (2.7) παρέχει έναν εναλλακτικό τρόπο για τον υπολογισµό της ακουστικής πίεσης 
χρησιµοποιώντας µόνο τη δεύτερη χρονική παράγωγο της ασυµπίεστης πίεσης ροής σα δεδοµένο 
και όχι τη διπλή απόκλιση του τανυστή του Lighthill, είναι υπολογιστικά πιο απαιτητικό να 
υπολογιστεί. ∆εδοµένα ασυµπίεστης πίεσης µπορούν γενικά να είναι διαθέσιµα από έναν επιλύτη 
ροής. 

2.3 ΣΥΝΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ 

Στις επόµενες δύο παραγράφους επιχειρείται µια σύντοµη παρουσίαση των δύο τύπων 
συνοριακών συνθηκών που χρησιµοποιούνται στη µέθοδο. 

2.3.1 Τοπικές ABC’s 

Ακολουθώντας την ακριβή συνθήκη ακτινοβολίας για την οµογενή κυµατική εξίσωση σε µία 
διάσταση 0=′∂±′∂ pp xt  και χρησιµοποιώντας ψευδοδιαφορικούς τελεστές, µπορεί κανείς 

εύκολα να κατασκευάσει συνθήκες ABC και για τη διδιάστατη περίπτωση. Η οµογενής κυµατική 
εξίσωση στις δύο διαστάσεις, θεωρώντας για απλότητα 10 =c , µπορεί να γραφεί και ως: 

( ) 022 =′−∂ pLxx  (2.8) 

όπου 2L  ο ψευδοδιαφορικός τελεστής: 

222
yyttL ∂−∂=  (2.9) 

Η ανάλογη µε τη µονοδιάστατη ακριβής συνθήκη ακτινοβολίας για τις δύο διαστάσεις είναι: 
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( ) 0=′+∂ pLx  (2.10) 

όπου L  είναι µία από τις ‘τετραγωνικές ρίζες’ του τελεστή 2L . Για επίπεδα κύµατα 
µεταδιδόµενα στην y διεύθυνση ( ) ikytiexpp +−⋅′=′ ω , µπορεί κανείς να καταλήξει σε µια έκφραση 

που να περιέχει τον τελεστή 2L , χρησιµοποιώντας την (2.9): 

222 kL +−= ω  ή 

222 1 ωω kL −⋅−±=  ή 

221 ωω kiL −±=  

(2.11) 

και αναλύοντας την τελευταία σε δυναµοσειρά του ωk : 

( )ωω 22kiL −±≈  (2.12) 

Γυρνώντας στο πεδίο του χρόνου χρησιµοποιώντας τις γνωστές αντιστοιχίες ti ∂↔ω , 

yyik ∂↔2 , αντικαθιστώντας στην (2.10) και παίρνοντας ακόµη µια φορά χρονική παράγωγο, 

καταλήγει κανείς σε τοπική απορροφητική συνθήκη για την x διεύθυνση: 

0
2

1
=′′±′ yyttxt ppp m  (2.13) 

και µε ακριβώς ίδιο τρόπο για την y διεύθυνση: 

0
2

1
=′′±′ xxttyt ppp m  (2.14) 

Οι πρώτες των (2.13), (2.14) ισχύουν για το δεξιό και πάνω σύνορο, ενώ οι δεύτερες για το 
αριστερό κάτω. Η (2.12) είναι η δεύτερη προσέγγιση της τετραγωνικής ρίζας στην (2.11). Η 
επιλογή της πρώτης προσέγγισης, δηλ. ωiL ±≈ , θα είχε ως αποτέλεσµα την γνωστή συνθήκη 
ακτινοβολίας στη µία διάσταση: 

tx pp ±=′  (2.15) 

και 

ty pp ±=′  (2.16) 

Μια ενδελεχής σύγκριση διαφόρων προσεγγίσεων της (2.11) είναι διαθέσιµη στο [28], όπου 
αποδεικνύεται ότι η Chebychev – Padé προσέγγιση αφήνει λιγότερη υπολείπουσα ενέργεια στο 
διδιάστατο πρόβληµα αναφοράς ευθυγράµµου καναλιού. Στο [34] οι Trefethen και Halpern 
διατυπώνουν θεωρήµατα για την εκτίµηση του καλώς τιθέµενου αυτών των τύπων των 
προσεγγίσεων. Οι (2.15) και (2.16) είναι ευκολότερα υλοποιήσιµες αλλά υπολείπονται σε 
ακρίβεια στα διδιάστατα προβλήµατα. Οι (2.13) και (2.14) υλοποιούνται πιο δύσκολα, ειδικά σε 
µεθόδους µεταβολικού λογισµού (πεπερασµένα στοιχεία), εξαιτίας της παρουσίας των µικτών 
παραγώγων, απαιτώντας έτσι τη χρήση βοηθητικών µεταβλητών. 

Η γενικότερη µορφή των (2.15) και (2.16) είναι: 
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tpp ′=′n  (2.17) 

όπου n  παριστά κάθετη παράγωγο. 

Παρόµοιες εκφράσεις εξάγονται και στα (2.4) και (2.6) χρησιµοποιώντας όµως τις ασυµπτωτικές 
λύσεις των εξισώσεων Euler ή/και χρησιµοποιώντας την κυµατική εξίσωση σε πολικές 
συντεταγµένες αντίστοιχα. Η συνοριακή συνθήκη τότε γράφεται: 

0
2

1
=′+′∂+′∂ p

R
pp tn  (2.18) 

Μια άλλη έκφραση για κυκλικά όρια παρέχεται στο [4] ως: 

( ) 






 ′∂+′∂+=′+′∂+′∂ − p
R

p
R

Rp
R

pp tt
21

2

1

8

1
1

2

1
θn  (2.19) 

Παρόλα αυτά η βελτίωση έναντι της (2.18) είναι µικρή. 

2.3.2 Πλήρως Ταιριασµένο Στρώµα 

Ακολουθεί µια συνοπτική παρουσίαση της εξαγωγής των εξισώσεων του PML σύµφωνα µε τα 
[2] και [3], θεωρώντας διάδοση σε τετραγωνικό διδιάστατο χωρίο Ω , περιβαλλόµενο από 
στρώµα πάχους 2,1, =iLi  (Εικόνα 2-2). Η κύρια ιδέα του στρώµατος τεντωµένων 

συντεταγµένων (coordinate stretched) εφαρµόζεται σε τρία βήµατα: 

• Εισαγωγή φάσης στις χωρικές συντεταγµένες (complex coordinate stretching) 

• Συνέχιση της λύσης στις νέες µιγαδικές συντεταγµένες 

• Αλλαγή στις πραγµατικές µε εισαγωγή βοηθητικών µεταβλητών, ώστε να σχηµατιστεί η 
µερική διαφορική εξίσωση που θα ισχύει µέσα στο στρώµα 

Η λογική αυτή έχει εφαρµοσθεί επιτυχώς στις εξισώσεις Euler και άλλες πρώτου βαθµού 
κυµατικές εξισώσεις. Στα πλαίσια της παρούσης διατριβής προτείνεται η εφαρµογή των ανωτέρω 
βηµάτων στο χώρο Laplace και όχι στο µιγαδικό επίπεδο, ειδικά για την κυµατική εξίσωση 
δευτέρου βαθµού για την οποία δεν επιθυµείται το σπάσιµο σε σύστηµα πρώτου βαθµού µε την 
εισαγωγή βοηθητικής µεταβλητής (ταχύτητα). 

Ω

L

Ω

L  

Εικόνα 2-2. Τετραγωνικό χωρίο και PML 

Ο µετασχηµατισµός Laplace της ακουστικής πίεσης είναι κατ’ ορισµό: 
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( ) ( ) ( )∫
∞

′=′=′
0

,,~ dttpesppL st xx  (2.20) 

και η νέα ‘τεντωµένη’ µεταβλητή στο χώρο Laplace: 

( ) 2,1,
1

:~
0

=Ζ+=→ ∫ idxx
s

xxx
ix

iiii  (2.21) 

Ο µετασχηµατισµός Laplace της (2.1) δίνει την εξίσωση Helmholtz για την p~′ , η οποία µε 

εισαγωγή της νέας ‘τεντωµένης’ µεταβλητής δίνει τη µορφή της (2.22): 

( ) ( )pcpcps xxxx
~~~

2211
~

2
0~~

2
0~

2 ′∂∂+′∂∂=′  (2.22) 

Τα προφίλ απόσβεσης iZ  είναι θετικά µέσα στο στρώµα και µηδενικά στο Ω . Αν η p~′  

ικανοποιεί την εξίσωση Helmholtz (2.22) στις νέες συντεταγµένες, τότε η πίεση θα παραµένει 
αµετάβλητη στο Ω  και θα αποσβένει εκθετικά µέσα στο στρώµα. Μετασχηµατίζοντας την (2.22) 
στο πεδίο του χρόνου και εισάγοντας βοηθητικές µεταβλητές προκύπτει η µερική διαφορική 
εξίσωση που πρέπει να λυθεί µέσα στο στρώµα. Από την (2.21) παραγωγίζοντας και τα δύο 
µέλη, προκύπτει η σχέση µεταξύ των παραγώγων για τις δύο συντεταγµένες: 

iii xix
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x k
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Z
∂⋅=∂⋅







 +=∂ 1~  (2.23) 

και αντικαθιστώντας στην (2.22): 
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ή ισοδύναµα: 
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 (2.25) 

Εισάγοντας τώρα το άνυσµα των βοηθητικών µεταβλητών 

( ) 
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021f  και παίρνοντας τον αντίστροφο 

µετασχηµατισµό Laplace, η εξίσωση του στρώµατος στο πεδίο του χρόνου είναι: 

( ) ( )
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pcpZZpZZp

t

ttt
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2
02121

AfAf

f
 (2.26) 

όπου τα µητρώα 1A  και 2A  ορίζονται ως εξής: 

( )211 , ZZdiag −−=A  

( )21122 , ZZZZdiag −−=A  
(2.27) 

Παρατηρείται ότι όταν τα προφίλ και το άνυσµα των βοηθητικών µεταβλητών µηδενιστούν η 
(2.26) παίρνει τη µορφή της (2.1), δηλ, µεταπίπτει στην κυµατική εξίσωση. Η (2.26) πρέπει να 
λυθεί µε την εφαρµογή του ιδίου σχήµατος ολοκλήρωσης στο χρόνο µε την (2.1). Η µεταβλητή 
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f  αυξάνει τον υπολογιστικό φόρτο και είναι ένας επιπλέον άγνωστος στο σύστηµα. Η 
συµπεριφορά του στρώµατος µπορεί να ρυθµιστεί εκλέγοντας κατάλληλα τα µήκη iL  και τα 

προφίλ απόσβεσης iZ , κάτι που γίνεται συνήθως µε πειραµατισµό. Εµπειρικοί κανόνες 

συνιστούν ότι οι συναρτήσεις iZ  πρέπει να αυξάνουν βαθµιαία και οµαλά από το µηδέν, χωρίς 

απότοµες µεταβολές. Σηµειώνεται επίσης ότι η (2.27) ισχύει για τετραγωνικό χωρίο. Παρόλα 
αυτά µπορεί να χρησιµοποιηθεί και σε καµπυλόγραµµες συντεταγµένες αν αντικατασταθούν οι 
κατάλληλες εκφράσεις για την κλίση και την απόκλιση. 

2.3.3 Συνθήκη Στερεού Σώµατος 

Στην περίπτωση πρόσκρουσης του ακουστικού κύµατος σε στερεή επιφάνεια, θεωρείται ότι 
ανακλάται πλήρως χωρίς απώλειες, οπότε θα ισχύει η παρακάτω οµογενής συνθήκη von 
Neumann: 

0=′∂ pn  (2.28) 

H (2.28) παρέχει πλήρη ανάκλαση του κύµατος και δεν χρειάζεται να διατυπωθούν πρόσθετες 
εκφράσεις, όπως στις εξισώσεις Euler όπου πρέπει να τεθεί και η κάθετη ταχύτητα ίση µε το 
µηδέν ( 0=⋅nu ). Αυτό είναι ένα πρόσθετο πλεονέκτηµα της κατευθείαν µοντελοποίησης της 
δευτέρου βαθµού κυµατικής εξίσωσης, όπου δε λύνονται όλες οι πρωτογενείς ακουστικές 
µεταβλητές. 

2.4 ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ 

2.4.1 Μετασχηµατισµός Συντεταγµένων 

Για να µπορέσει η µέθοδος να εφαρµοσθεί σε καπυλόγραµµες γεωµετρίες, πρέπει πρώτα οι 
διέπουσες εξισώσεις να γραφούν στο οµοιόµορφο δοµηµένο σύστηµα συντεταγµένων ( )ηξ ,  µε 

πλευρά κελιού ίση µε 1, χρησιµοποιώντας το συνήθη Ιακωβιανό µετασχηµατισµό. 

1=∆=∆ yx 1=∆=∆ yx

 

Εικόνα 2-3. Ιακωβιανός µετασχηµατισµός 

Η ορίζουσα του µετασχηµατισµού είναι: 

( ) ( )
( )
( ) ξξ
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yxyx
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xx

yx

n
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yxyx

nn
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∂
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=

==
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,

,

,,,

 (2.29) 

οπότε χρησιµοποιώντας τον αλυσωτό κανόνα παραγώγισης η (2.1) µετασχηµατίζεται στην: 
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Η κάθετη παράγωγος που εµφανίζεται στις εκφράσεις συνοριακών συνθηκών γίνεται: 

( ) ( )[ ]( ) 212222 −
++′±+′=′∂ yxyxnyyxx nnnnpnnpp ξξξn  (2.31) 

Η (2.31) ισχύει για το πάνω και κάτω όριο και αν οι πλεγµατικές γραµµές είναι κάθετες στην 
περιοχή αυτή (στις περισσότερες µεθόδους παραγωγής πλεγµάτων επιβάλλεται η συνθήκη αυτή), 
τότε 0=−−=+ xxyynn nnyyxx ξξξξ  και συνεπώς η κάθετη παράγωγος µπορεί να υπολογιστεί 

στο µετασχηµατισµένο σύστηµα πολύ απλά από την: 

22
yxn nnpp +′±=′∂n  (2.32) 

Παρόµοια έκφραση µπορεί να προκύψει και για το δεξιό / αριστερό όριο: 

22
yxpp ξξξ +′±=′∂n  (2.33) 

Συνεπώς οι συνθήκες ανάκλασης από στερεό τοίχωµα (2.28) γίνονται: 

0,0 =′=′ nppξ  (2.34) 

2.4.2 Χωρική ∆ιακριτοποίηση – Συµπαγή Σχήµατα 

Τα συµπαγή σχήµατα (compact schemes – CS's) είναι ιδιαίτερα δηµοφιλή σε αριθµητικές 
εφαρµογές πεπερασµένων διαφορών λόγω της απλότητάς τους και της ευκολίας στην υλοποίηση. 
Στα πλαίσια της παρούσης χρησιµοποιήθηκε ένα έκτης τάξης CS και αναπτύχθηκαν ειδικές 
εξισώσεις για την περίπτωση των στερών ορίων. Τα CS είναι πλήρως κεντρικά και ανάλογα µε 
τον αριθµό των γειτονικών κόµβων που χρησιµοποιούνται για υπολογισµό της παραγώγου 
χωρίζονται σε σχήµατα τριδιαγώνιας και πενταδιαγώνιας µήτρας[24]. Η γενική µορφή για τα 
τριδιαγώνια σχήµατα και για τον υπολογισµό της πρώτης και δεύτερης παραγώγου είναι 
αντίστοιχα: 

( ) ( ) ( )
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όπου δείκτες εδώ αντιστοιχούν σε διακριτές τιµές κοµβικού σηµείου και όχι σε µερική 
παραγώγιση. 

Οι αριθµητικές τιµές των συντελεστών υπολογίζονται παίρνοντας τα αναπτύγµατα Taylor των 
παραγώγων γύρω από το σηµείο i , οµαδοποιώντας τους όρους σε δυνάµεις του h  και τέλος 
εξισώνοντας τις ποσότητες ιδίας δύναµης. Απαιτώντας ακρίβεια 6ης τάξης το προκύπτον 
γραµµικό σύστηµα εξισώσεων έχει 3 αγνώστους και 2 εξισώσεις. Έτσι παράγεται µια οικογένεια 
µονοπαραµετρικών σχηµάτων 6ης τάξης, η οποία, καθώς η ελεύθερη παράµετρος τείνει στο 
µηδέν, µεταπίπτει στο 4ης τάξης ακρίβειας κεντρικό σύστηµα διαφορών. 

Οι αριθµητικές τιµές για την πρώτη παράγωγο είναι: 
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3

1
=== cba  (2.37) 

και για τη δεύτερη: 

11

3
,

11

12
,

11

2
=== cba  (2.38) 

Η εφαρµογή στο καµπυλόγραµµο σύστηµα συντεταγµένων είναι πολύ εύκολη παίρνοντας απλά 
1=h . 

2.4.3 Χειρισµός του Συνόρου 

Στην περίπτωση όπου δεν υπάρχουν περιοδικές συνθήκες στα όρια, τότε πρέπει να διατυπωθούν 
εκφράσεις µιας πλευράς, προς αποφυγή χρήσεως σηµείων έξω από το χωρίο. Οι εκφράσεις 
πρέπει να διατηρούν την τριδιαγώνια µορφή της τελικής µήτρας, ούτως ώστε να µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν εύκολα γνωστοί αλγεβρικοί επιλύτες. Επίσης το πλήθος των συµµετεχόντων 
γειτονικών κόµβων πρέπει να εκλεγεί έτσι ώστε να επιτευχθεί η ίδια τάξης ακρίβεια µε το 
εσωτερικό CS, αν και πολλές φορές όπως θα φανεί παρακάτω είναι επιθυµητή η µείωση της 
ακρίβειας στα CS, καθώς προσεγγίζονται τα όρια. Χρησιµοποιώντας την ίδια µέθοδο µε 
προηγουµένως (ταίριασµα συντελεστών Taylor ίδιας τάξης) λαµβάνονται οι παρακάτω σχέσεις 
για την πρώτη και δεύτερη παράγωγο αντίστοιχα και για ακρίβεια 6ης τάξης. 

σηµείο 1: ( ) ( )
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σηµείο 1: 
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σηµείο 2: 
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Για τα δεξιά όρια (σηµεία Ν, Ν-1) οι συντελεστές για την πρώτη παράγωγο απλά αλλάζουν 
πρόσηµο, ενώ για τη δεύτερη παραµένουν ως έχουν στις (2.41),(2.42). 

2.4.4 Συνοριακές Συνθήκες 

Η υλοποίηση των τύπου Dirichlet συνοριακών συνθηκών στα CS είναι πολύ εύκολη και 
προφανής µέσω των (2.39)-(2.42). Η εφαρµογή συνθηκών τύπου Neumann χρειάζεται 
περισσότερη προσοχή. Η οµογενής συνθήκη τοιχώµατος (2.34) εφαρµόζεται χρησιµοποιώντας 
την ακόλουθη προσέγγιση για την τιµή της συνάρτησης στο πρώτο σηµείο µε κόµβους µόνο µιας 
πλευράς: 
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ii pbpa  (2.43) 

Οι (2.39) και (2.40) χρησιµοποιούνται για το σχηµατισµό του τριδιαγώνιου συστήµατος, όπου 
όµως η τιµή της 1p′  στα δεξιά µέλη πρέπει να υπολογιστεί από τη (2.43). Για τον υπολογισµό των 

συντελεστών της τελευταίας εφαρµόζεται πάλι η ανάλυση Taylor και το ταίριασµα των 
συντελεστών των  ποσοτήτων δεξιού – αριστερού µέλους µετά από οµαδοποίηση, µε τη µόνη 

διαφορά ότι ο συντελεστής της πρώτης παραγώγου 
ixdx

pd ′
 µπορεί να τεθεί ίσος µε οποιαδήποτε 

σταθερά, λόγω της παρουσίας της Neumann συνθήκης. Εδώ τέθηκε ίσος µε 1 και µετά από 
επιβολή 4ης τάξης ακρίβειας οι τιµές των συντελεστών προκύπτουν: 

3,16,36,48 432 −==−== bbba  (2.44) 

Για να ληφθεί υπόψη η συνθήκη Neumann και στην περίπτωση της δεύτερης παραγώγου 
διατυπώθηκε µια ελαφρώς διαφορετική σχέση από την (2.43), στο αριστερό µέλος της οποίας  
εµφανίζεται ρητά η τιµή της παραγώγου στο σύνορο. 

( ) ( ) ( ) ∑
=

′⋅=″′⋅+′′+″′⋅
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2211
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i
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h
pcp

h

b
pa  (2.45) 

Η (2.45) που διατυπώθηκε στα πλαίσια της παρούσης διατριβής ισχύει γενικά και µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για οποιαδήποτε οµογενή / µη οµογενή Neumann συνθήκη. Για 4ης τάξης 
ακρίβεια και οµογενή συνθήκη Neumann οι αριθµητικές τιµές των συντελεστών προκύπτουν: 

1,1,
6

7
,1,

3

1
21 =−==== ddcba  (2.46) 

Για το δεύτερο και προτελευταίο συνοριακό κόµβο χρησιµοποιήθηκε 4ης τάξης µε συντελεστές 
για την πρώτη και δεύτερη παράγωγο αντίστοιχα: 

Πρώτη παράγωγος: 
2

3
,

4

1
== ba  (2.47) 

∆εύτερη παράγωγος: 
5

6
,

10

1
== ba  (2.48) 

Για τις περιπτώσεις συνθηκών (2.13)-(2.18) στις οποίες εµπλέκεται και µεταβατικός όρος, δεν 
απαιτείται κάποιος ιδιαίτερος χειρισµός και µπορεί να εφαρµοσθεί κατευθείαν το σχήµα 
ολοκλήρωσης µε τις πρώτες παραγώγους να υπολογίζονται από τις (2.39)-(2.40). 

2.4.5 Ανάλυση Σφάλµατος 

Παίρνοντας την ανάλυση κατά Fourier της εξαρτηµένης µεταβλητής, αντικαθιστώντας στην 
εξίσωση (2.35) και αναγνωρίζοντας τον τροποποιηµένο κυµαταριθµό ως ωω h=ˆ , µπορεί να 
κανείς να κατασκευάσει τη φασµατική συνάρτηση µεταφοράς για το θεωρούµενο CS. Για τη 
µονοδιάστατη περίπτωση και στο διάστηµα ],0[ L  µε N  διαµερίσεις, η ανάλυση Fourier της 

ακουστικής πιέσεως είναι: 
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Οι συντελεστές ικανοποιούν την ( )*kNk pp −′=′  για Nk ,,2,1,0 K= , όπου * συµβολίζει το συζυγή 

µιγαδικό. Για σταθερή διαµέριση h  και εισάγοντας τον κυµατικό αριθµό 
N

k

L

kh ππ
ω

22
==  η 

(2.49) γίνεται: 

( ) ∑ ′=′
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si
kepxp

0

ω  (2.50) 

όπου hxs=  η χωρική µεταβλητή κλιµακούµενη ως προς h  και [ ]πω ,0∈ . 

Με αντικατάσταση της τελευταίας στο συµπαγές σχήµα για την πρώτη παράγωγο (σχέση (2.35)), 
εκτέλεση των πράξεων και αντικατάσταση των εκθετικών µε τριγωνοµετρικές συναρτήσεις από 
τη σχέση Euler, προκύπτει η φασµατική συνάρτηση µεταφοράς µεταξύ του πραγµατικού και του 
‘τροποποιηµένου’ από το αριθµητικό σχήµα κυµαταριθµού: 
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Οι συντελεστές ed,  αντιστοιχούν στους πρόσθετους όρους υψηλότερης ακρίβειας που δεν 

υπάρχουν στην (2.35) και είναι αντίστοιχα οι 
h

pp
d ii

6
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h

pp
e ii

8
44 −+ ′−′

. 

Με όµοιο τρόπο και για την πρώτη παράγωγο πάντα προκύπτει η φασµατική συνάρτηση για τα 
συνοριακά σηµεία (σχέση (2.43)): 
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 (2.52) 

Είναι γνωστό[24] ότι τα CS σαν κεντρικά σχήµατα έχουν µηδενικά σφάλµατα εύρους (dissipation 
errors), συνεπώς η φασµατική συνάρτηση για τα εσωτερικά σηµεία δεν έχει καθόλου φανταστικό 
µέρος. Στην Εικόνα 2-4(α) φαίνεται η γραφική παράσταση του πραγµατικού µέρους (που 
αντιστοιχεί στα σφάλµατα φάσης – dispersion errors) της φασµατικής συνάρτησης για 5 
διαφορετικά σε ακρίβεια συµπαγή σχήµατα. Είναι φανερή η υπεροχή έναντι του κλασικού 
σχήµατος κεντρικών διαφορών 2ης τάξης και η βελτίωση που παρέχει η άνοδος της ακρίβειας 
ανερχοµένου του κυµαταριθµού, προσεγγίζοντας όλο και περισσότερο την ιδεατή διαφόριση που 
αντιστοιχεί στην διαγώνιο. Επίσης από την ίδια εικόνα φαίνεται ότι τα σφάλµατα φάσης, που 
αντιστοιχούν στους υψηλούς κυµαταριθµούς δεν µπορούν να εξαφανιστούν τελείως, όσο υψηλής 
τάξης και αν είναι το CS. Μια από τις µεθόδους αποφυγής περιγράφεται σε επόµενη παράγραφο. 
Στην Εικόνα 2-4(β) παρίσταται το φανταστικό µέρος της φασµατικής συνάρτησης για το 
συνοριακό σηµείο. Είναι φανερό ότι το σφάλµα εύρους αυξάνεται µε αύξηση της ακρίβειας του 
σχήµατος. Αυτός είναι και ο λόγος υποβιβασµού της τάξης ακρίβειας για τα συνοριακά  σηµεία, 
σε σχέση µε τα εσωτερικά, που ακολουθήθηκε στην παρούσα µεθοδολογία. 
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Εικόνα 2-4. (α)Πραγµατικό και  (β)Φανταστικό µέρος φασµατικής συνάρτησης για την 1η παράγωγο 

2.4.6 Επίλυση Γραµµικού Συστήµατος Εξισώσεων 

Από την παραπάνω συζήτηση έγινε φανερό ότι ο υπολογισµός της χωρικής παραγώγου στα CS 
είναι έµµεσος, πράγµα που σηµαίνει ότι δοµείται ένα ταινιωτό σύστηµα στη γενική περίπτωση το 
οποίο πρέπει να λυθεί σε κάθε χρονικό βήµα. Για την τριδιαγώνια περίπτωση ο πλέον εύκολος 
και απλός στην υλοποίηση είναι ο αλγόριθµος του Thomas[36], ο οποίος εκµεταλλεύεται τη δοµή 
του µητρώου των εξισώσεων και αποθηκεύει µόνο τις τρεις διαγωνίους.  

Η µέθοδος κατατάσσεται στις άµεσες µεθόδους επίλυσης και ουσιαστικά αποτελεί µια 
παραλλαγή της απαλοιφής Gauss. Έστω ότι το σύστηµα µπορεί να γραφεί ως: 

iiiiiii dycybya =++ +− 11  (2.53) 

όπου 01 =a  και 0=Nc  

Σε µητρωική µορφή θα είναι: 
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 (2.54) 

Ο αλγόριθµος υπολογισµού συνιστά απαλοιφή των ia  σε πρώτη σάρωση και σε δεύτερη (πίσω 

αντικατάσταση) παράγεται η λύση. Ο ψευδοκώδικας υπολογισµού είναι: 

• Υπολόγισε τις ενδιάµεσες ποσότητες 
1
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• Βρες τη λύση ξεκινώντας από το τέλος ως: 

NN dx
~

=  και Nixcdx iiii <−= + ,~~
1  

Αποδεικνύεται ότι η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου είναι τάξης ( )NO  σε αντίθεση µε την 

απαλοιφή Gauss που είναι ( )3NO . Σε περιπτώσεις περιοδικών οριακών συνθηκών (δηλ. όταν η 

πρώτη 01 ≠a  και 0≠Nc  - δε χρησιµοποιήθηκαν στην παρούσα εργασία) και για να διατηρηθεί η 
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πολυπλοκότητα στην ίδια τάξη εφαρµόζεται µια παραλλαγή του αλγορίθµου γνωστή και ως 
µέθοδος Sherman – Morisson. 

2.4.7 Χωρικό Φίλτρο 

Η ανάλυση ευστάθειας δεν είναι πάντα εύκολο να γίνει στα CS. Κάποιες πληροφορίες µπορεί να 
δώσει η φασµατική συνάρτηση που αναφέρθηκε παραπάνω, αλλά για αριθµητικούς σκοπούς η 
ευστάθεια επιτυγχάνεται µε την εισαγωγή τεχνητής απόσβεσης - διάχυσης στο σχήµα, είτε 
φιλτράροντας κατευθείαν την αριθµητική λύση σε κάθε χρονικό βήµα, ή έµµεσα, εισάγοντας 
όρους απόσβεσης στις διακριτοποιηµένες εξισώσεις. Ο λόγος για την εισαγωγή της τεχνητής 
απόσβεσης στα CS είναι η ύπαρξη των σφαλµάτων φάσης που αναφέρθηκε παραπάνω. Τα 
τελευταία όταν εµφανιστούν αναγκάζουν τις υψηλής συχνότητας συνιστώσες του κύµατος να 
µεταφέρονται µε διαφορετική ταχύτητα από τις υπόλοιπες. ∆ηµιουργούνται έτσι ψευδείς 
ταλαντώσεις (spurious oscillations) στο χώρο, οι οποίες επηρεάζουν την τελική ποιότητα της 
λύσης και αν δεν αντιµετωπιστούν µπορεί να οδηγήσουν και σε αστάθεια. Η εµφάνιση των 
ταλαντώσεων αυτών είναι στενά συνδεδεµένη µε τη δοµή του αριθµητικού πλέγµατος και τις 
τοπικές διαφορές στην πυκνότητά του. Σηµειώνεται επίσης ότι η εµφάνισή τους δεν µπορεί να 
εξοφληθεί εκ των προτέρων, εξαρτάται από το εκάστοτε πρόβληµα και απαιτείται πειραµατισµός 
µε το κάθε φορά χρησιµοποιούµενο φίλτρο για την εύρεση των βέλτιστων παραµέτρων του και 
τη συχνότητα εφαρµογής του. 

Για τα CS που χρησιµοποιήθηκαν εδώ εφαρµόσθηκε φίλτρο κατευθείαν στη λύση και 
χρησιµοποιήθηκε η παρακάτω εξίσωση[35]: 

( )nini

N

n

n
ifiif pp

a
pappa −+

=
+− ′+′=′+′+′ ∑

0
11 2

)))
 (2.55) 

Έτσι για τη λύση ip′  οι φιλτραρισµένες τιµές ip
)′  λαµβάνονται πάλι επιλύοντας ένα τριδιαγώνιο 

σύστηµα εξισώσεων. Η (2.55) αντιστοιχεί σε N2  τάξης φίλτρο µε stencil 12 +N  σηµείων. Οι 
συντελεστές υπολογίζονται µε το γνωστό τρόπο της ανάλυσης Taylor και µπορούν να βρεθούν 
στο Παράρτηµα A. Εκτενής ανάλυση σφάλµατος γίνεται στην [15]. Η παράµετρος fa  ικανοποιεί 

την ανισότητα 5.05.0 ≤≤− fa  µε τις υψηλές τιµές να αντιστοιχούν σε µικρή εισαγωγή 

διάχυσης. Ερευνητές προτείνουν[35] τιµές µεταξύ 0.4 και 0.5 για ένα αρκετά µεγάλο εύρος 
εφαρµογών. Όσο αφορά την τάξη του φίλτρου, σύµφωνα µε γενικό εµπειρικό κανόνα αυτή 
εκλέγεται τουλάχιστο 2 τάξεις µεγαλύτερη από την τάξη του εφαρµοζόµενου CS, που σηµαίνει 
ότι στα πλαίσια της παρούσης ένα 8ης τάξης φίλτρο συµπληρώνει το 6ης τάξης CS. Ειδικές 
σχέσεις απαιτούνται για τα συνοριακά σηµεία, εξαιτίας του σχετικά µεγάλου stencil του φίλτρου. 
Στην παρούσα µεθοδολογία όµως ακολουθήθηκε µια διαφορετική προσέγγιση σύµφωνα µε τη 
οποία, διατηρούνται οι ίδιες εξισώσεις µε µειούµενη σταδιακά την τάξη του φίλτρου, καθώς 
προσεγγίζονται τα όρια, και µε τα εξωτερικά σηµεία να αφήνονται αφιλτράριστα. Σε 
προβλήµατα µε περισσότερες από µία χωρικές διαστάσεις το φίλτρο πρέπει να εφαρµοστεί σε 
κάθε χωρική διάσταση. ∆εν υπάρχει κανόνας για τη συχνότητα εφαρµογής του φίλτρου, οπότε 
απαιτούνται δοκιµές, λαµβανοµένου υπόψη του αυξηµένου υπολογιστικού φόρτου που µπορεί να 
δηµιουργήσει συχνή εφαρµογή µετά από κάθε χρονικό βήµα. 
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2.4.8 Χρονική Ολοκλήρωση 

Για την ενηµέρωση της λύσης της κύριας διαφορικής εξίσωσης και των εξισώσεων του PML σε 
κάθε χρονικό βήµα επιστρατεύθηκε το χαµηλής διάχυσης – χαµηλής απαγωγής Runge Kutta 
(Low Dispersion Dissipasion - LDDRK) σχήµα[19] τέταρτης τάξεως.  Η κύρια ιδιότητα του 
σχήµατος αυτού είναι ότι διατηρεί τη σχέση διάχυσης µεταξύ της διαφορικής εξίσωσης και της 
αριθµητικής της αναπαράστασης ελαχιστοποιώντας ένα τετραγωνικό κριτήριο του παράγοντα 
ενίσχυσης για ένα µεγάλο εύρος κυµαταριθµών. Η σχέση που συνδέει τους παράγοντες 
ενίσχυσης της διαφορικής εξίσωσης και της αριθµητικής της αναπαράστασης είναι: 
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(2.56) 

όπου tkc ∆= 0σ  και jc  οι σταθερές του κάθε σταδίου - βήµατος της µεθόδου RK, που 

υπόκεινται στη διαδικασία αριστοποίησης. Για την κλασική RK 4ης τάξης οι σταθερές είναι 
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,1 4321 ==== cccc , ενώ για τη βελτιστοποιηµένη 

0.0407574,0.162997,
!2

1
,1 4321 ==== cccc . Στην  Εικόνα 2-5 παρουσιάζονται διαγραµµατικά 

το εύρος και η φάση του σχετικού παράγοντα ενίσχυσης από την (2.56) για την κλασική RK4 και 
την LDDRK4. Από τα διαγράµµατα αυτά µπορούν να βρεθούν τα όρια ευστάθειας (R) και 
ακρίβειας (L) των συγκρινoµένων µεθόδων για δεδοµένη ακρίβεια 001.0=ε  και να αναδειχθεί η 
σχετική βελτίωση που παρέχεται στην LDDRK4. Όπως και στην ανάλυση σφάλµατος για τα CS 
η απόλυτη τιµή του µιγαδικού παράγοντα ενίσχυσης αντιστοιχεί στα σφάλµατα εύρους 
(dissipation errors) και η γωνία του στα σφάλµατα φάσης (dispersion errors). 
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Εικόνα 2-5. (α)Εύρος και (β)φάση του σχετικού παράγοντα ενίσχυσης  

Για ένα γραµµικό σύστηµα διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης ( )UFU =′  το αλγοριθµικό 

µέρος της µεθόδου µπορεί να γραφεί: 

• υπολόγισε: ( ) 4,,1,1 K=+⋅= − iwdt ii
n

i KUFK  (2.57) 

• ενηµέρωσε: 4
1 KUU +=+ nn

 (2.58) 

όπου οι βελτιστοποιηµένες τιµές των βαρών υπολογίζονται από τις ic  και βρίσκονται να είναι[27]: 
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Πρόσθετο πλεονέκτηµα της τελευταίας διατύπωσης έναντι στην κλασική υλοποίηση της RK 
είναι το οι χαµηλότερες απαιτήσεις σε υπολογιστική µνήµη. Έτσι στο βρόχο υλοποίησης της 
(2.57) απαιτείται η φύλαξη δύο µόνο τιµών των iK  (τρέχουσα και προηγούµενη) και όχι 

τεσσάρων όπως στην κλασική RK4. Το τελευταίο είναι ακόµη ευεργετικότερο αν η τάξη – 
στάδια της µεθόδου αυξηθούν (δεν έγινε στην παρούσα εργασία). 

Για να ενσωµατωθεί η LDDRK4 στην παρούσα µεθοδολογία πρέπει να γίνει υποβιβασµός 
τάξεως των εξισώσεων σε πρώτης τάξης µε τη χρήση βοηθητικής µεταβλητής. Τονίζεται εδώ ότι 
αν επιλύονταν οι Euler θα υπήρχε και άλλη µια βοηθητική µεταβλητή (ταχύτητες). Έτσι η (2.1) 
µεταπίπτει στο διαφορικό σύστηµα: 
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′∇=
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0

 (2.59) 

Με την ίδια πρακτική να ακολουθείται και για τις εξισώσεις των ABC’s οι (2.13) και (2.14) 
γίνονται, µε επαναεισαγωγή της σταθεράς 0c : 
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 (2.60) 

Και οι εξισώσεις του PML: 
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Σηµειώνεται τέλος ότι δεν εφαρµόστηκε ειδική διαχείριση της υπολογιστικής µνήµης για της 
εξισώσεις του PML. Αυτό σηµαίνει ότι η ανυσµατική µεταβλητή f  ορίστηκε σε ολόκληρο το 
υπολογιστικό χωρίο, παρότι χρειάζεται µόνο για τους κόµβους του στρώµατος. Στους κόµβους 
έξω από το στρώµα ανατέθηκαν µηδενικές τιµές και δεν ενηµερώθηκαν ποτέ κατά τη διάρκεια 
επίλυσης. Η υλοποίηση αυτή είναι προφανής και εύκολη, θυσιάζει όµως περισσότερους 
υπολογιστικούς πόρους. 

2.5 ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

2.5.1 ∆ιάδοση απλού Γκαουσιανού Παλµού 

Στόχος στο συγκεκριµένο πρόβληµα αναφοράς είναι η σύγκριση της ακρίβειας, απορροφητικής 
ικανότητας και ευστάθειας µακρού χρονικού διαστήµατος των τύπων συνοριακών συνθηκών 
ABC  (εξισώσεις (2.60)) και PML (εξισώσεις (2.61)). Οι εξισώσεις (2.59) επιλύονται σε 
τετραγωνικό χωρίο στο κέντρο του οποίου αφήνεται ένας γκαουσιανός παλµός. Η λύση 
αναφοράς (RS – reference solution), που χρησιµοποιήθηκε για λόγους σύγκρισης, υπολογίστηκε 
σε 5 φορές µεγαλύτερο χωρίο µε την ίδια πυκνότητα πλέγµατος, ούτως ώστε να αποφευχθούν 
οποιεσδήποτε αλληλεπιδράσεις µε το όριο. Το 6ης τάξης CS (εξ. (2.35)-(2.36) και (2.39)-(2.40)) 
και η µέθοδος ολοκλήρωσης LDDRK4 (εξ. (2.57)-(2.58)) χρησιµοποιήθηκαν για τη χωρική και 
χρονική διακριτοποίηση αντίστοιχα. Το χρησιµοποιηθέν χρονικό βήµα για ευσταθή λειτουργία 
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του όλου σχήµατος υπολογίστηκε χρησιµοποιώντας τα όρια που φαίνονται στην Εικόνα 2-5. 
Εξαιτίας της οµοιοµορφίας του πλέγµατος δεν ήταν απαραίτητη η εφαρµογή φίλτρου στη λύση. 
Περισσότερες πληροφορίες συγκεντρώνονται στον Πίνακας 2-1, όπου στις τιµές υπονοούνται 
µονάδες SI, αλλά έχουν παραληφθεί για λόγους απλότητας. 

Πίνακας 2-1. Αριθµητικές λεπτοµέρειες προβλήµατος 1 

σύνορα χωρίου: ]6010[]6010[ ×  

 σύνορα χωρίου RS: [ ] [ ]285215285215 −×−  

αρχικές συνθήκες: για 0=t , ( ) ( ) ( )[ ]22 35354.0, −+−−=′ yxeyxp  

όρος πηγής: ( ) 0, =yxS  

ταχύτητα ήχου: 10 =c  

κόµβοι NJNI × , dydx× : 101101× , 5.05.0 ×  
 κόµβοι RS NJNI × , dydx× : 10011001× , 5.05.0 ×   

χρονικό βήµα dt : 0.1 
CFL: 0.2 

ευσταθές dt : 0.14166 
κόµβοι ανά µήκος κύµατος: 12-13 

 συνοριακή συνθήκη: εξ.(13)-(14), εξ.(53) 
φιλτράρισµα: καθόλου 

 

Τα αριθµητικά δεδοµένα για το PML συνοψίζονται στον Πίνακας 2-1, όπου ib  και iL  είναι οι 

συντεταγµένες της εσωτερικής διεπιφάνειας και το πάχος του αντίστοιχα. Το προφίλ στον 
Πίνακας 2-1 βρέθηκε ότι παρέχει πολύ οµαλή µετάβαση απόσβεσης από την εσωτερική 
διεπιφάνεια προς το όριο. Οι επιλογές πάχους και σταθεράς παρέχουν τέτοια απόσβεση στο 
προσπίπτων κυµατικό µέτωπο, µέχρι αυτό να φτάσει το εξωτερικό όριο, ώστε δεν παίζει κανέναν 
απολύτως ρόλο η επιλογή της εξωτερικής συνοριακής συνθήκης. Για λόγους δοκιµής επιβλήθηκε 
η ανακλαστική συνθήκη von Neumann. 

Πίνακας 2-2. Λεπτοµέρειες PML για το πρόβληµα 1 

PML: εξ.(26), εξ.(54) 

προφίλ: ( ) ( )( )







 −
−

−
=

π
π

ζ
2

2sin iii

i

ii
iii

Lbx

L

bx
xZ  

 πάχος PML: 2,1,10 == iLi  

σταθερές: 2,1,1.0 == iiζ  

PML κόµβοι ανά πλευρά: 20 
 

Στην Εικόνα 2-6 έχουν σχεδιαστεί στιγµιότυπα της κατανοµής πίεσης σε χρόνους κατά τους 
οποίους το κυµατικό µέτωπο φθάνει και προσκρούει στη διεπιφάνεια του στρώµατος και το 
εξωτερικό όριο, όπου ισχύει η ανακλαστική συνθήκη. Απολύτως καµία ανάκλαση δεν είναι 
ορατή. Εντελώς διαφορετική συµπεριφορά παρατηρείται στην περίπτωση της ABC. Στην ΖΖΖ 
επιχειρείται µια σύγκριση µεταξύ της λύσης αναφοράς και της λύσης της ABC. Έχουν 
σχεδιαστεί προφίλ πίεσης σε δύο διακριτές χρονικές στιγµές. Τη χρονική στιγµή t=30 όπου ο 
παλµός έχει πια εξέλθει του χωρίου, µπορούν να παρατηρηθούν καθαρά τα ανακλώµενα κύµατα 
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κινούµενα στην αντίθετη κατεύθυνση. Παρόλα αυτά το εύρος των κυµάτων αυτών είναι µόλις 
0.89% του προσπίπτοντος και µπορεί να φθάσει µέχρι και το 1% ανάλογα µε τη γωνία 
πρόσπτωσης. Η τελευταία παρατήρηση µαρτυρά καλή µεν, αλλά µε ανακλάσεις δε, λειτουργία 
των ABC’s. 

 
t=20 

 
t=24 

  
t=27 

 
t=30 

 
t=37.5 

  
t=48.5 

 

Εικόνα 2-6. Κατανοµές πίεσης στην περίπτωση του PML 
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Εικόνα 2-7. Προφίλ πίεσης κατά x για y=0 

Στη συνέχεια επιχειρείται µια πιο ενδελεχής σύγκριση της απορροφητικότητας και ακρίβειας των 
δύο τύπων συνοριακών συνθηκών. Αρχικά υπολογίζεται η κανονικοποιηµένη υπολείπουσα 
ενέργεια του χωρίου οριζόµενη όπως στην  (2.62) και στη συνέχεια η L2 νόρµα του σφάλµατος 
για σχετικά µεγάλο χρονικό διάστηµα. Και οι δύο τύποι δείχνουν ευσταθή συµπεριφορά στο 
χρόνο, το PML όµως ξεπερνά τις ABC’s και στις δύο συγκρίσεις. Στην Εικόνα 2-8 και Εικόνα 
2-9 φαίνεται ότι η υπολείπουσα ενέργεια για την περίπτωση του PML είναι τουλάχιστο 4 τάξεις 
µεγέθους µικρότερη, ενώ η απόκλιση από τη λύση αναφοράς τουλάχιστο 2 τάξεις µεγέθους 
µικρότερη. Εµφανείς στο διάγραµµα ενέργειας είναι επίσης και οι ανακλάσεις (σκαλοπάτια) στην 
περίπτωση των ABC’s, οι οποίες παραµένουν µέσα στο χωρίο κινούµενες από το ένα όριο στο 
άλλο. Μειώνονται βέβαια καθώς ένα µέρος της των κυµάτων ενέργειας εξέρχεται από το χωρίο, 
όχι όµως µε το ρυθµό του PML για το οποίο επίσης παρατηρούνται πολύ µικρές ανακλάσεις 
ήσσονος όµως σηµασίας και πολύ µικρότερης τάξης µεγέθους όπως ήδη αναφέρθηκε. 

( ) ( ) ( )∫Ω Ω′∂+′∂+′∂= dppcpcE tyx
222

0

22
02

1
 (2.62) 
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Εικόνα 2-8. Σύγκριση απορροφητικότητας ABC και PML 
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Εικόνα 2-9. Σύγκριση ακρίβειας ABC και PML 

2.5.2 Συστρεφόµενο Ζεύγος Στροβίλων 

Το σηµαντικό κίνητρο που ώθησε στην µελέτη του προβλήµατος αυτού είναι η ύπαρξη 
αναλυτικής λύσης για το επαγόµενο ακουστικό πεδίο, η οποία επιτρέπει άµεσο έλεγχο της 
λειτουργίας του ακουστικού κώδικα. Το συστρεφόµενο ζεύγος στροβίλων αποτελείται από δύο 
σηµειακούς στρόβιλους µε σταθερή απόσταση µεταξύ τους 02r  και περιστροφικής έντασης Γ , 

όπως φαίνεται στο σκαρίφηµα στην ΧΧΧ. Ο κάθε στρόβιλος περιστρέφεται µε σταθερή περίοδο 
Γ= 2

0
28 rT π  και γωνιακή ταχύτητα ( )04 rv πθ Γ= , ενώ η ταχύτητα περιστροφής γύρω από το 

κέντρο της απόστασης των στροβίλων είναι ( )2
04 rπω Γ= . Ο αδιάστατος περιστροφικός αριθµός 

Mach ορίζεται µε βάση τη γωνιακή ταχύτητα των στροβίλων από τις παρακάτω ισότητες: 
( ) 00000 24 TcrcrcvM r ππθ =Γ== . 

 

0r

ω

Γ

Γ

x

y

r

 

Εικόνα 2-10. Σκαρίφηµα ζεύγους συστρεφοµένων στροβίλων 

Υποθέτοντας ότι εµπλεκόµενο ρευστό είναι άτριβο, το επαγώµενο πεδίο ροής µπορεί να 
υπολογιστεί αναλυτικά από τη µιγαδική συνάρτηση δυναµικού: 
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−

Γ
=Φ  (2.63) 

όπου θirez=  και tierb ω
0= . Η προσέγγιση της (2.63) ισχύει µόνο για το µακρινό πεδίο, δηλ. για 

αποστάσεις 1>>bz . Ο πρώτος όρος στο δεξί µέλος της (2.63) αναπαριστά µόνιµη 

περιστροφική ροή, ενώ ο δεύτερος τις συνεισφορές λόγω της στροβιλώδους κίνησης[23]. Από την 
(2.63) µπορεί κανείς να εξάγει τις υδροδυναµικές µεταβλητές (ταχύτητες, πίεση), 
παραγωγίζοντας ως προς z  και χρησιµοποιώντας την εξίσωση Bernoulli αντίστοιχα. 

22 bz

z

iz
iuu yx −

Γ
=

∂
Φ∂

=−
π

 (2.64) 

( )( ) ( )22
000 2

1Re
yx

inc uu
t

pp +−
∂
Φ∂

−= ρρ  (2.65) 

Χρησιµοποιώντας τώρα την (2.65) και παραγωγίζοντας δύο φορές ως προς το χρόνο µπορεί 
κανείς να υπολογίσει τις ακουστικές πηγές για το δεξί µέλος της (2.7). Το αποτέλεσµα είναι: 

( )yyyxxx
inc
tt uuuuuup &&&&&&&&& ++++Φ−= 22

Re0ρ  (2.66) 

όπου 0ρ  είναι η πυκνότητα του ρευστού και ReΦ&&&  είναι η τρίτη χρονική παράγωγος του 

πραγµατικού µέρους της συνάρτησης δυναµικού και yx uu ,  οι συνιστώσες της ταχύτητας από την 

(2.64). Τα κέντρα των στροβίλων αποτελούν ιδιάζοντα σηµεία για τις υδροδυναµικές 
µεταβλητές, λόγω των πολύ απότοµων και υψηλών κλίσεων που παρουσιάζουν οι ποσότητες 
αυτές κοντά στα κέντρα των στροβίλων, οπότε χρειάζεται προσοχή κατά την αριθµητική 
εφαρµογή  της (2.66). Εξάλλου υπενθυµίζεται η συνάρτηση δυναµικού ισχύει µόνο για το 
µακρινό πεδίο. Για την αποφυγή των εµποδίων αυτών µπορούν να ακολουθηθούν δύο πρακτικές: 
(α) εφαρµογή µοντέλου πυρήνα (core model), το οποίο απλά προτείνει εφαρµογή συγκεκριµένων 
εξισώσεων για τις ταχύτητες πολύ κοντά στους στροβίλους, βλ. για παράδειγµα Εικόνα 2-11, 
όπου εικονίζεται το πεδίο ταχύτητας του ζεύγος µε τον ένα στρόβιλο υπό µοντέλο πυρήνα και (β) 
πρακτική cut – off , που απλά σηµαίνει ότι για αποστάσεις πολύ κοντά στους στροβίλους δεν 
υπολογίζονται καθόλου οι ακουστικές πηγές.  

 

Εικόνα 2-11. Πεδία ταχυτήτων στους στρόβιλους µε/χωρίς µοντέλο πυρήνα 
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Στη παρούσα περίπτωση ακολουθήθηκε η δεύτερη πρακτική, οπότε για κόµβους σε αποστάσεις 
5.10 ≤rr  οι ακουστικές πηγές θεωρούνται µηδενικές. Όπως και στο προηγούµενο πρόβληµα 

αναφοράς έτσι και εδώ χρησιµοποιήθηκε το 6ης τάξης CS (εξ. (2.35)-(2.36) και εξ. (2.39)-(2.40)) 
και η µέθοδος LDDRK4 (εξ. (2.50)-(2.51)) για τη χωρική και χρονική διακριτοποίηση 
αντίστοιχα. ∆εν ήταν απαραίτητη η χρήση χωρικού φίλτρου. Περισσότερες αριθµητικές 
λεπτοµέρειες για την προσοµοίωση υπάρχουν στον  Πίνακας 2-3 (οι µονάδες SI έχουν 
παραληθφεί). 

Πίνακας 2-3. Αριθµητικές λεπτοµέρειες προβλήµατος 2 

σύνορα χωρίου: ]200200[]200200[ −×−  

αρχικές συνθήκες: για 0=t , ( ) 0, =′ yxp  

όρος πηγής: 

( ) inc
ttpyxS =,  µόνο στο 

]100100[]100100[ −×−  cut off για 

5.10 ≤rr  

ταχύτητα ήχου: 10 =c  

ένταση στροβιλισµού: 00531.1=Γ  
απόσταση στροβίλων: 10 =r  

Ταχύτητα περιστροφής και 
µήκος κύµατος: 

08.0=ω , 5.12=λ  

αρ. Mach: 0796.0=rM  
κόµβοι NJNI × , dydx× : 251251× , 6.16.1 ×  

χρονικό βήµα dt : 0.5 
CFL: 0.3125 

κόµβοι ανά µήκος κύµατος: 22-23 
φιλτράρισµα: καθόλου 

 

Η τεχνική του PML επιστρατεύθηκε και πάλι για την σωστή αποκοπή του υπολογιστικού χωρίου 
και τη σωστή προσοµοίωση του µακρινού πεδίου, χρησιµοποιώντας το ίδιο προφίλ και σταθερές, 
εκτός από το πάχος του στρώµατος το οποίο τώρα είναι 2,1,80 == iLi  και τον αριθµό 

επιπρόσθετων κόµβων, οποίος τώρα είναι 50 ανά πλευρά. Για τη σύγκριση των αριθµητικών 
αποτελεσµάτων χρησιµοποιήθηκε η αναλυτική λύση για την ακουστική πίεση, όπως προκύπτει 
µε τη µέθοδο της ασυµπτωτικής επέκτασης[26]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tkrYtkrJ
cr

trp ωθωθ
π
ρ

θ 22sin22cos
64

,, 222
0

2
0

3

4
0 −⋅−−⋅
Γ

=′  (2.67) 

όπου 02 ck ω=  και 22,YJ  είναι η δεύτερης τάξης συναρτήσεις Bessel πρώτου και δευτέρου 

είδους αντίστοιχα. Οι Εικόνες 2-12 δείχνουν τη χωρική κατανοµή του τετραπολικού όρου πηγής, 
όπως αυτός προκύπτει από τον υπολογισµό τη χρονική στιγµή 120=t , µε τη µορφή 
χρωµατισµών ισοσταθµικών καµπυλών και τριδιάστατης επιφανείας αντίστοιχα. Είναι εµφανείς 
οι πολύ µεγάλες και απότοµες κλίσεις κοντά πόλους της πηγής. Επίσης η περιοχή που 
υπολογίζονται οι πηγές είναι ικανώς µεγάλη ώστε να αποφευχθεί σηµαντική αποκοπή τους. Τα 
πλάτη στο όριο της περιοχής των πηγών είναι περίπου το 1%  του πλάτους που επιτυγχάνεται στο 
µέσο αυτής. Στις Εικόνες 2-13 φαίνονται οι υπολογισθείσες κατανοµές ακουστικής πίεσης στους 
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χρόνους 120=t  και 280=t  αντίστοιχα (δε φαίνεται η περιοχή του PML), ενώ στην Εικόνα 2-14 
φαίνεται η χρονική εξέλιξη του φαινοµένου µέχρι τα κύµατα να φτάσουν του όρια και να 
αρχίσουν να εξέρχονται. Η λειτουργία του PML είναι πάλι πολύ καλή απορροφώντας τα 
εξερχόµενα κύµατα, χωρίς να επηρεάζει την ακρίβεια της λύσης, αφού δεν παρατηρούνται 
καθόλου ανακλάσεις στις κατανοµές. Στη συνέχεια συγκρίνεται η ακρίβεια της αριθµητικής 
λύσης µε την αναλυτική. Για το σκοπό αυτό σχεδιάζονται στην Εικόνα 2-15 οι τιµές της 
ακουστικής πίεσης κατά τον θετικό ηµιάξονα των x µαζί µε αυτές που προβλέπει η (2.67), ενώ 
στην Εικόνα 2-16 επιχειρείται σύγκριση των χρονοσειρών της πίεσης στη θέση δέκτη 

)80,0(),( =yx . Όπως φαίνεται από τα αποτελέσµατα υπάρχει πολύ καλή συµφωνία µε την 

αναλυτική λύση. Σηµειώνεται επίσης ότι η αναλυτική λύση ισχύει µόνο για το µακρινό πεδίο, το 
οποίο ορίζεται σαν δύο µήκη κύµατος µακριά από τις πηγές το λιγότερο, δηλ. για 800 ≥rr . Ο 

διακριτός υπολογισµός των πηγών µπορεί να είναι ένας λόγος για τα ελαφρώς χαµηλότερα πλάτη 
στις ταλαντώσεις, που αντιστοιχούν περίπου στο 95% των αναλυτικών τιµών. Ένας άλλος λόγος 
για αυτό µπορεί να είναι και η εφαρµογή της cut off πρακτικής (κα της επιλογής της απόστασης 

5.10 ≤rr ) κοντά στους στροβίλους κατά τον υπολογισµό των πηγών. 

 

Εικόνα 2-12. Ακουστικές πηγές (α) ισοσταθµικές και (β) επιφάνεια για t=120 

 

Εικόνα 2-13. Πεδία ακουστικής πίεσης για (α) t=120 και (β) t=180  
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Εικόνα 2-14. Χρονική εξέλιξη του φαινοµένου 
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Εικόνα 2-15.  Προφίλ πίεσης κατά τον x – ηµιάξονα 
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Εικόνα 2-16. Χρονοσειρά πίεσης στο (x,y)=(0,80)  

2.5.3 Ακουστική Σκέδαση από Κυλινδρικό Εµπόδιο 

Σκοπός του προβλήµατος αυτού που παρουσιάστηκε αρχικά στο 2nd CAA Workshop on 
Benchmark Problems[1], είναι η εύρεση του παραγόµενου ακουστικού πεδίου από τον κινητήρα 
αεροσκάφους, όπως αυτό σκεδάζεται από την παράπλευρη άτρακτο. Η πίεση που εξασκείται 
στην άτρακτο εκλαµβάνεται σα θόρυβος στο εσωτερικό αυτής. Η άτρακτος παριστάνεται σαν 
κύλινδρος διαµέτρου D  µε κέντρο )0,0(),( =yx  και κάθετος στο xy επίπεδο και η πηγή θορύβου 
εντοπίζεται στο )0,4(),( Dyx = . Η πηγή µπορεί να είναι είτε περιοδική ή µη περιοδική, όπου 

στην τελευταία περίπτωση ο παλµός απελευθερώνεται τη χρονική στιγµή 0=t  µε αρχική 
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κατανοµή ( )
( )( )224
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0,,
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+−
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= . Στόχος είναι η εύρεση των ιστορικών της πίεσης στα σηµεία 

( )090,5 == θrA , ( )0135,5 == θrB , ( )0180,5 == θrC  και η σύγκριση αυτών µε κατανοµές από 

αναλυτική έκφραση. 
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Εικόνα 2-17. Σκαρίφηµα προβλήµατος ακουστικής σκέδασης 

Εφόσον το πρόβληµα είναι συµµετρικό οι υπολογισµοί διεξάγονται µόνο για το πάνω µισό του 
πεδίου. Το υπολογιστικό χωρίο αποτελείται είναι µια ηµικυκλική περιοχή µε όρια το εξωτερικό 
ηµικύκλιο, το τοίχωµα του κυλίνδρου και τον άξονα των x. Κατασκευάστηκε ένα τύπου Ο 
αριθµητικό πλέγµα µε ξ  γραµµές οµόκεντρους κύκλους µε τον πρώτο και τελευταίο κύκλο να 

είναι αντίστοιχα ο κύλινδρος και το εξωτερικό όριο και n  γραµµές ακτίνες κατευθυνόµενες από 
τον κύλινδρο προς το εξωτερικό όριο διαµέτρου D5.10 . Η απορροφητική συνθήκη (2.19) 
επιβλήθηκε στο εξωτερικό όριο, ενώ η συνθήκη τοιχώµατος (2.28) χρησιµοποιήθηκε στην 
επιφάνεια του κυλίνδρου και στον άξονα συµµετρίας. Η αρχική πυκνότητα πλέγµατος (201 ξ  x 

91 n ) δε ήταν αρκετή για την σωστή επίλυση του προβλήµατος. Επίσης ψευδείς ταλαντώσεις 
παρατηρήθηκαν, καθώς ο αρχικός παλµός διαδιδόταν αριστερά προς το µέρος του κυλίνδρου 
πριν καν ανακλαστεί. Το γεγονός αποδόθηκε στην ανοµοιοµορφία του χρησιµοποιούµενου 
πολικού πλέγµατος. Ο διπλασιάζοντας την πυκνότητα (401 ξ  x 181 n ) και η εισαγωγή φίλτρου 

8ης τάξης κάθε 10 επαναλήψεις κρίθηκε απαραίτητη για την παραγωγή ακριβούς λύσης χωρίς 
ψευδείς ταλαντώσεις. Όπως στα προηγούµενα προβλήµατα χρησιµοποιήθηκε το 6ης τάξης CS 
(εξ. (2.35)-(2.36) και (2.39)-(2.40)) και η µέθοδος ολοκλήρωσης LDDRK4 (εξ. (2.57)-(2.58)) για 
τη χωρική και χρονική διακριτοποίηση αντίστοιχα. Λεπτοµέρειες περιέχονται στον ΧΧΧ. 

Πίνακας 2-4. Αριθµητικές λεπτοµέρειες προβλήµατος 3 

διάµετρος κυλίνδρου: 1=D  
όρια χωρίου: ],8[]0,2/1[],[ πθ ×=r  

αρχική συνθήκη: ( )
( )( )224

04.0

2ln

0,,
yx

eyxp
+−

−

=′  
ABC: εξ. (2.19) 

ταχύτητα κύµατος: 10 =c  

συνθήκη τοιχώµατος: εξ. (2.28), εξ. (2.45)-(2.48) 
κόµβοι NJNI × , dydx× : 181401× , 0174.0025.0 ×  

χρονικό βήµα dt : 0.05 
CFL (βασιµένο στο dr ): 0.2 

φιλτράρισµα: 8ης τάξης κάθε 10 βήµατα 
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Η Εικόνα 2-18 δείχνει την κατανοµή της ακουστικής πίεσης τη χρονική στιγµή 20.8=t . 
∆ιακρίνονται 3 κυµατικά µέτωπα. Το πρώτο και το πιο µακρινό από τον κύλινδρο είναι το κύριο 
µέτωπο της αρχικής συνθήκης. Το επόµενο είναι το ανακλώµενο από τη δεξιά στερεή επιφάνεια 
του κυλίνδρου και το τρίτο το πλησιέστερο στον κύλινδρο δηµιουργείται καθώς τα δύο µέρη του 
κυρίως µετώπου διαπερνούν τον κύλινδρο και ενώνονται στην αµέσως αριστερή πλευρά του. Το 
τελευταίο µέτωπο είναι και το ασθενέστερο σε σύγκριση µε τα άλλα δύο. Οι ABCs φαίνεται να 
λειτουργούν καλά, αφού δε φαίνεται κάποια ισχυρή ανάκλαση στην εικόνα. Ακόµα η συνθήκη 
τοιχώµατος δε δηµιούργησε προβλήµατα ευστάθειας στον αλγόριθµο και λειτούργησε επίσης 
σωστά. 

 

Εικόνα 2-18. Ίχνος του ακουστικού κύµατος για t=8.20 

Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της υπέρθεσης των λύσεων για το προσπίπτον και ανακλώµενο 
κύµα και αφού διορθώθηκαν κάποια σφάλµατα που βρέθηκαν στην [1] η αναλυτική λύση για το 
δυναµικό ταχύτητας δίνεται από τη σχέση: 
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b  (2.68) 

όπου 0J , 1J  είναι η µηδενικής και πρώτης τάξης συναρτήσεις Bessel πρώτου είδους και kH  η k-

οστής τάξης συνάρτηση Hankel πρώτου είδους. 2=kε  για 0>k  και 1=kε  για 0=k , 

04.0/2ln=b  και sx  η θέση της πηγής στον άξονα των x. Η έκφραση για την πίεση µπορεί να 

βρεθεί παίρνοντας την πρώτη χρονική παράγωγο: 
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( ) ( ) ( )∫
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∂
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cos,,,, ωωωθ
φ

θ dttrA
t

trp  (2.69) 

Χρειάζεται προσοχή κατά την αριθµητική εφαρµογή των εξ. (2.68)-(2.69), καθώς οι συναρτήσεις 
Bessel και Hankel απειρίζονται κοντά στο µηδέν. 

Η Εικόνα 2-19 δείχνει τις χρονοσειρές πίεσης στα προκαθορισµένα σηµεία συγκρινόµενες µε τις 
αντίστοιχες αναλυτικές λύσεις. Παρατηρείται πολύ καλή συµφωνία µεταξύ αριθµητικής και 
αναλυτικής λύσης. 
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Εικόνα 2-19. Ιστορικά πίεσης στα σηµεία δέκτη 

2.6 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Αναπτύχθηκε µια αριθµητική µέθοδος για την επίλυση της 2ης τάξης κυµατική εξίσωση 
συνδυάζοντας ένα 6ης τάξης συµπαγές σχήµα χωρικής διακριτοποίησης µε την χαµηλής διάχυσης 
– διασποράς µέθοδο χρονικής προαγωγής Runge Kutta. Προτάθηκε µια ελαφρώς διαφορετική 
διατύπωση της µεθόδου των τεντωµένων συντεταγµένων βασιζόµενη στο µετασχηµατισµό 
Laplace για το Πλήρως Ταιριασµένο Στρώµα. Συζητήθηκε η ενσωµάτωση των συνθηκών 
Neumann στο 6ης τάξης συµπαγές σχήµα και διατυπώθηκε εξίσωση για τη δεύτερη παράγωγο. 
Ανακλήθηκαν οι διατυπώσεις των τοπικών απορροφητικών συνθηκών και παρουσιάστηκαν για 
λόγους σύγκρισης. Παρουσιάστηκαν τρία προβλήµατα αναφοράς όπου δοκιµάστηκαν η ακρίβεια 
της µεθόδου και των συνοριακών συνθηκών. Αναδείχθηκε ότι οι τοπικές ABCs έχουν µικρές 
ανακλάσεις που εξαρτώνται από τη γωνία πρόσπτωσης και ότι αφήνουν 4 τάξης µεγέθους 
περισσότερη υπολείπουσα ενέργεια µέσα στο υπολογιστικό χωρίο, ενώ το Πλήρως Ταιριασµένο 
Στρώµα µε κατάλληλες ρυθµίσεις µπορεί να τις ξεπεράσει. Παρόλα αυτά οι βοηθητικές 
µεταβλητές του τελευταίου αυξάνουν τον υπολογιστικό φόρτο και τις απαιτήσεις σε µνήµη. Η 
χρήση χωρικού φίλτρου αποδείχθηκε απαραίτητη ειδικά σε προβλήµατα µε πλέγµατα µε υψηλό 
βαθµό ανοµοιοµορφίας. Τέλος η µέθοδος έδωσε πολύ καλά αποτελέσµατα σε δύο προβλήµατα 
αναφοράς µε αναλυτικές λύσεις µε και χωρίς όρο πηγής στο δεξί µέλος της κυµατικής 
εξισώσεως. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ A.  ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ ΧΩΡΙΚΩΝ ΦΙΛΤΡΩΝ 

Τα στοιχεία του πίνακα αναφέρονται στη σχέση (2.55) του κυρίως κειµένου. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3.  ΑΕΡΑΚΟΥΣΤΙΚΗ ΜΕ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ GREEN 

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται µια σύντοµη παρουσίαση µεθόδων ολοκλήρωσης µε χρήση των 
συναρτήσεων Green. Αρχικά γίνεται µια σύντοµη βιβλιογραφική ανασκόπηση των χρήσεων των 
συναρτήσεων αυτών σε προβλήµατα ακουστικής. Έπειτα δίνονται εν συντοµία ο ορισµός και η 
µαθηµατική θεµελίωσή τους. Εν συνεχεία εξάγεται η ακουστική / κυµατική εξίσωση για ρευστό 
εν κινήσει µε ακουστικές πηγές στο δεξί µέλος (αναλογία Lighthill) και παρουσιάζονται δύο 
αλγοριθµικές µέθοδοι για τη διεξαγωγή των ολοκληρώσεων και τον υπολογισµό του µακρινού 
ακουστικού πεδίου. Τέλος γίνεται εφαρµογή µιας εκ των µεθόδων σε ένα πρόβληµα εξωτερικής 
ροής, µε παράλληλο υπολογισµό των κατανεµηµένων ακουστικών πηγών του δεξιού µέλους από 
το λογισµικό Fluent. 

 

 

3.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η χρήση των συναρτήσεων Green σε προβλήµατα ακουστικής ξεκινά από τις εργασίες της 
οµάδας Brentner, Farassat[5],[4],[1] µε στόχο όµως τον υπολογισµό της στάθµης θορύβου 
κινούµενων αερακουστικών πηγών, όπως για παράδειγµα ο παραγόµενος θόρυβος από την 
κίνηση του στροφίου ελικοπτέρου. Αποτέλεσµα των ερευνών ήταν και η δηµιουργία του 
υπολογιστικού εργαλείου WOPWOP+ στα εργαστήρια της NASA[3], ο οποίος µπορεί να 
προβλέψει θόρυβο από πολλαπλά στροφία ελικοπτέρου σε σταθερή, αλλά και µε ελιγµούς πτήση. 
Ο κώδικας βασίζεται στην ακουστική αναλογία των Ffowcs - Williams - Hawkings[6], η οποία 
είναι εξέλιξη της κλασσικής αναλογίας του Lighthill. 

Αντίστοιχα και στο επιστηµονικό πεδίο της διάδοσης ήχου στον ανθρώπινο φωνητικό σωλήνα οι 
εργασίες των Howe και McGowan[9][11] είναι χαρακτηριστικές για τη χρήση των συναρτήσεων 
Green. Η µέθοδος εφαρµόζεται σε γεωµετρίες τύπου ευθύγραµµου σωλήνα µε στενωτική 
περιοχή σε µια προσπάθεια να µελετηθούν τα ακουστικά φαινόµενα στη γλωττιδική περιοχή. 
Εισάγεται η έννοια των ‘συµπαγών’ συναρτήσεων Green[9], αφού ο ανθρώπινος φωνητικός  
σωλήνας µπορεί να θεωρηθεί ‘συµπαγής’ (compact) περιοχή, δηλ. περιοχή όπου οι κλίµακες 
µήκους είναι πολύ µικρότερες του µήκους κύµατος του σήµατος της παραγόµενης φωνής, και 
αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση Green δίδεται από το γινόµενο δύο επιµέρους συναρτήσεων: Η 
πρώτη αποτελεί τη συνάρτηση Green για διάδοση σε περιοχές µακράν των πηγών (far field) ενώ 
η δεύτερη αποτελεί τη συνάρτηση Green για διάδοση στο εγγύς πεδίο κοντά στις ακουστικές 
πηγές. Η προσέγγιση αυτή είναι δυνατό να γίνει στο πεδίο της συχνότητας, οπότε οι συναρτήσεις 
αυτές µπορούν να ειδωθούν σαν επιµέρους συναρτήσεις µεταφοράς του ακουστικού συστήµατος 
από την πηγή µέχρι το δέκτη του ήχου. Η συνάρτηση Green για το εγγύς πεδίο δεν είναι άλλη 
από τη συνάρτηση δυναµικού (µε προσέγγιση µιας σταθεράς ολοκλήρωσης) της αστρόβιλης - 
ασυµπίεστης ροής κοντά στις πηγές, και συνήθως είναι η λύση µιας εξισώσεως Laplace µε 
κατάλληλες συνοριακές συνθήκες. Τέλος ο Howe[9] εισάγει την έννοια των πηγών ήχου από 
στροβιλισµούς (vortex sound) και τροποποιεί ανάλογα την αναλογία Lighthill, θέτοντας στο δεξί 
µέλος της εξισώσεως για την ακουστική πίεση την ποσότητα: ( )uω×⋅∇0ρ , όπου ω  το 
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στροβιλότητα (vorticity) του πεδίου ροής, το οποίο µπορεί να υπολογιστεί από ανάλογο 
ρευστοδυναµικό επιλύτη και έχει χαρακτηριστικά διπόλου σε αντίθεση µε τον όρο του Lighthill 
(όρος διπλής απόκλισης – double divergence), που έχει χαρακτηριστικά τετραπολικής πηγής. Σε 
πρόσφατο άρθρο[10] γίνεται ενδελεχής ανάλυση και εφαρµογή των compact συναρτήσεων Green 
σε σύστηµα περιοδικά κινούµενου στενωτικού σωλήνα επιχειρώντας παράλληλα διασύνδεση µε 
τη θεωρία πηγής – φίλτρου (source – filter theory). Εξάγονται οι συναρτήσεις Green για την υπο 
και υπεργλωττιδική περιοχή, ενώ η στενωτική περιοχή θεωρείται σαν ένα κινούµενο σύστηµα 
µάζας µε ελατήριο και αποσβεστήρα, ανάλογο µε τα συστήµατα που χρησιµοποιούνται στα 
µοντέλα πηγής – φίλτρου. Τέλος ο όρος πηγής για τον οποίο απαιτείται πλήρης επίλυση του 
πεδίου ροής, αντικαθίσταται από έναν όρο που περιέχει την συνολική ογκοµετρική παροχή από 
τη γλωττίδα. 

Σηµαντική είναι επίσης η συνεισφορά της διατριβής του Hofman[7], όπου διατυπώνεται και 
επιλύεται η αναλογία Lighthill για άπειρο στενωτικό σωλήνα µε τη χρήση συναρτήσεων Green. 
Οι Zhao et. al.[17] διατυπώνουν την πλήρη αναλογία Ffowcs - Williams – Hawkings για 
ηµιάπειρο σωλήνα µε στενωτική περιοχή και την εφαρµόζουν[16] σε πρόβληµα για την µελέτη 
της επίδρασης της γλωττιδικής κίνησης στο παραγόµενο σήµα φωνής, χρησιµοποιώντας πάλι 
συναρτήσεις Green. 

Από υπολογιστικής / αλγοριθµικής σκοπιάς αρχικά ο Brentner[2] δίνει τους 2 βασικούς 
αλγορίθµους υπολογισµού των ακουστικών ολοκληρωµάτων που έχουν προκύψει από 
συναρτήσεις Green (emission time dominant and reception time dominant algorithms) και εν 
συνεχεία σε πρόσφατο άρθρο οι Margnat et. al.[13] προτείνουν µια πιο αποτελεσµατικότερη 
αλγοριθµική µεθοδολογία για τον υπολογισµό, µειώνοντας τον υπολογιστικό φόρτο κατά 
περίπου 20%. Εφαρµόζουν την µέθοδο σε πρόβληµα ροής στρώµατος ανάµιξης σε ανοιχτού 
τύπου γεωµετρία. 

Τέλος σηµειώνεται ότι παρά την απλότητα των µεθόδων ολοκλήρωσης µε χρήση συναρτήσεων 
Green, είναι χαρακτηριστική η δυσκολία εφαρµογής της µεθόδου σε πολύπλοκες γεωµετρίες, 
τόσο για το αρµονικό, όσο και για το χρονοµεταβλητό πρόβληµα. 

3.2 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗ 

Αν ( )xLL =  είναι ένας γραµµικός διαφορικός τελεστής σε έναν υπόχωρο του nℜ , τότε για ένα 

σηµείο s αυτού,  οποιαδήποτε συνάρτηση ικανοποιεί την (3.1) ονοµάζεται συνάρτηση Green. 

( ) ( )sxsxLG −= δ,  (3.1) 

Στην παραπάνω ( )sx−δ  είναι η συνάρτηση δέλτα ή παλµός Dirac οριζόµενη ως: 

( )




≠

=∞
=−

sx

sx
sx

,0

,
δ  (3.2) 

και το ολοκλήρωµα αυτής ισούται µε τη µονάδα: ( ) 1=∫
+∞

∞−

dxxδ  
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Εναλλακτικά ο παλµός Dirac µπορεί να θεωρηθεί σαν το όριο γκαουσιανής κατανοµής µε 
µηδενική διασπορά. Είναι πιο χρήσιµο ο παλµός Dirac να ειδωθεί σαν κατανοµή παρά σα 
συνάρτηση. 

Αν ο διαφορικός τελεστής είναι αναλλοίωτος στη µετάθεση τότε η συνάρτηση Green είναι και 
συνελικτικός τελεστής, δηλ: ( ) ( )sxGsxG −=, . 

Η σπουδαιότητα των συναρτήσεων Green έγκειται στην χρήση τους για την επίλυση διαφορικών 
εξισώσεων και προβληµάτων συνοριακών τιµών. 

Έστω για παράδειγµα η γραµµική διαφορική εξίσωση: 

( ) ( )xfxLu =  (3.3) 

Αν για τον γραµµικό διαφορικό τελεστή µπορεί να βρεθεί µια συνάρτηση Green, τότε αν 
πολλαπλασιάσουµε και τα δύο µέλη της (3.1) µε ( )sf  και ολοκληρώσουµε ως προς την 

µεταβλητή s προκύπτει: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfdssfsxdssfsxLG =−= ∫∫ δ,  (3.4) 

Αντικαθιστώντας την ( )xf  από την (3.3): 

( ) ( ) ( )xLudssfsxLG =∫ ,  (3.5) 

Επειδή ο διαφορικός τελεστής επιδρά στην x  ανεξάρτητη µεταβλητή και όχι στη µεταβλητή 
ολοκλήρωσης s, µπορεί να βγει έξω από το ολοκλήρωµα συνεπώς: 

( ) ( ) ( )xLudssfsxGL =∫ ,  (3.6) 

όπου µε απαλοιφή του τελεστή και απ’ τα δύο µέλη, προκύπτει η γενική λύση της (3.3): 

( ) ( ) ( )dssfsxGxu ∫= ,  (3.7) 

Έτσι συνάρτηση Green ενός γραµµικού διαφορικού τελεστή είναι η συνάρτηση εκείνη στην 
οποία αν επιδράσει ο τελεστής δίνει το µοναδιαίο παλµό Dirac. Αρκεί λοιπόν η εύρεση µιας 
συνάρτησης Green για την εύρεση της γενικής λύσης µιας γραµµικής εξίσωσης. 

3.2.1 Ακουστική αναλογία Lighthill 

Η διάδοση των ακουστικών κυµάτων περιγράφεται / εµπεριέχεται στις εξισώσεις διατήρησης 
(συνέχειας, ορµής και ενέργειας) της µηχανικής ρευστών. Έτσι η ακουστική αναλογία δεν 
παρέχει νέα πληροφορία, ούτε είναι κάποιος νέος φυσικός νόµος. Πρόκειται πολύ απλά για µια 
νέα επαναδιατύπωση των φυσικών νόµων της µηχανικής ρευστών µε διαφορετικό τρόπο. 
Επιχειρώντας έτσι την εξαγωγή της αναλογίας διατυπώνουµε τις εξισώσεις διατήρησης µάζας και 
ορµής, χρησιµοποιώντας συµβολισµό δεικτών και τη συνθήκη άθροισης του Einstein. 

Η χρονική παράγωγος της εξίσωσης συνέχειας είναι: 

0=
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 (3.8) 

Η κατά µέλη απόκλισης της εξίσωσης ορµής: 
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όπου ijP  ο τανυστής πίεσης στον οποίο περιέχονται και οι ιξώδεις τάσεις του ρευστού: 

ijijij pP τδ −=  (3.10) 

Ο τανυστής των ιξωδών τάσεων δίδεται από κάποια υλική σχέση, η οποία για νευτωνικό ρευστό 
είναι: 
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όπου ijδ  το δέλτα του Kronecker. 

Αφαιρώντας κατά µέλη και προσθέτοντας και στα δύο µέλη τον όρο 
2

2
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ix
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−

ρ
 ( 0c  είναι η 

ταχύτητα του ήχου σε θέση δέκτη) προκύπτει η µη οµογενής κυµατική εξίσωση για τις 
µεταβολές της πυκνότητας, αφού τεθεί 0ρρρ +′= : 
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H παραπάνω είναι η περίφηµη αναλογία του Lighthill. Στο αριστερό µέλος παρουσιάζεται ο 
κυµατικός τελεστής που περιγράφει τη χωροχρονική διάδοση του αντιστοίχου µεγέθους, ενώ στο 
δεξί µέλος ο τελεστής Laplace του τανυστή του Lighthill ( ijT ) µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι 

κάποιος όρος πηγής. 

Ο τανυστής του Lighthill έχει τη µορφή: 

( ) ijijji

ijijjiijij

cpuu

cuuPT

δρτρ

δρτρ
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′+−+=
2
0

2
0

 (3.13) 

Χρησιµοποιήθηκε η  ιδιότητα: 
( )
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2

2

2
2
0  στο δεξί µέλος για να οµαδοποιηθούν οι 

όροι. Επίσης αντικαταστήσαµε τον τανυστή της πίεσης από την (3.10) και θέσαµε 0ppp +′=  

εισάγοντας έτσι και τις διαταραχές πίεσης. Ο όρος της πίεσης αναφοράς αµελείται από τον 
τανυστή Lighthill διότι δε µεταβάλλεται χωρικά. 

Η πλέον χρησιµοποιούµενη µορφή για τον τανυστή Lighthill είναι αυτή της δεύτερης ισότητας 
της (3.13). Σε αυτήν µπορούν να διακριθούν συνεισφορές τριών βασικών ειδών ακουστικών 
πηγών: 

1. µη γραµµικές συναγωγικές δυνάµεις (τάσεις Reynolds) που περιγράφονται από τον 
δυαδικό: jiuuρ  

2. ιξώδεις τάσεις ijτ  
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3. απόκλιση από την µη οµοιόµορφη ταχύτητα του ήχου 0c , ή απόκλιση από την 

ισεντροπικότητα, αν λάβει κανείς υπόψη τον τρόπο ορισµού της ταχύτητας σε 

οµοιόµορφο µέσο 
S

p
c 









∂
∂

=
ρ

2
0  

Ανάλογη εξίσωση µε την (3.12) µπορεί να ληφθεί και για την πίεση, αρκεί να θεωρηθεί 
ισεντροπική διάδοση για τις διαταραχές πίεσης και ήχου. Θέτοντας λοιπόν ρ ′=′ 2

0cp  η (3.12) 

γίνεται: 
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 (3.14) 

όπου πια ο τανυστής του Lighthill παίρνει τη µορφή: 

ijjiij uuT τρ −=  (3.15) 

Σηµειώνεται εδώ ότι η εξαγωγή της (3.12) έγινε χωρίς παραδοχές από τις εξισώσεις συνεχείας 
και ορµής. Ο όρος “αναλογία” που συναντάται στην βιβλιογραφία αναφέρεται στο ότι η (3.12) 
αναπαριστά την ίδια σύνθετη διαδικασία που περιγράφουν οι εξισώσεις συνεχείας / ορµής µε 
όµως ακουστικά “ανάλογο” / ισοδύναµο τρόπο. Η χρησιµότητα της αναλογίας έγκειται στο 
γεγονός ότι µπορούµε να πάρουµε εκτιµήσεις τάξης µεγέθους από την (3.12) όσον αφορά τις 
ακουστικές διαταραχές πυκνότητας, έχοντας πειραµατικά δεδοµένα από κάποιο πεδίο ροής. Προς 
τούτο η (3.12) πρέπει να συµπληρωθεί από κατάλληλες συνοριακές συνθήκες και να λυθεί 
αριθµητικά µε κάποια µέθοδο για υπερβολικού τύπου εξισώσεις. Οποιαδήποτε επίδραση του 
ακουστικού πεδίου στο ροϊκό δεν περιέχεται στην αναλογία, διότι έχει συµπεριληφθεί κατά την 
εξαγωγή της. 

3.2.2 Επίλυση µε συναρτήσεις Green 

Ανάλογα µε τις συνήθεις διαφορικές εξισώσεις ορίζονται οι συναρτήσεις Green και για τις 
µερικές διαφορικές εξισώσεις. Έστω η ανυσµατική µορφή της (3.12): 

( )tSp
t

p

c
,

1 2
2

2

2
0

x=′∇−
∂

′∂
 (3.16) 

Η (3.16) παριστά κύµατα που διαδίδονται σφαιρικά στο άπειρο ξεκινώντας από κάποια περιοχή 
πηγών όπου ( ) 0, ≠tS x . Σα συνάρτηση Green ( )0,,, ttG 0xx  για το πρόβληµα αυτό ορίζεται η 

µερική λύση της εξίσωσης: 

( ) ( )00
2

2

2

2
0

1
ttxxG

t

G

c
−−=∇−

∂
∂

δδ  (3.17) 

Στην (3.17) 0x  είναι µια τυχαία θέση δέκτη και 0t  είναι η χρονική στιγµή στην οποία φθάνουν τα 

κύµατα στη θέση αυτή. Αντίστοιχα x  είναι οι θέσεις πηγών και t  οι χρόνοι στους οποίους οι 
πηγές εξέπεµψαν κάποιο κύµα. Για την G  ισχύει η αρχή αιτιότητας, η οποία υπαγορεύει ότι 

( ) 0,,, 0 =ttG 0xx  για 0tt > , αφού κύµατα που φθάνουν στη θέση 0x  σε χρόνο 0t  πρέπει να έχουν 

δηµιουργηθεί από τις πηγές ( )tS ,x  σε χρόνους πρωθύστερους του 0t .  
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Πολλαπλασιάζοντας την (3.16) µε ( )0,,, ttG 0xx , την (3.17) µε ( )tp ,x′ , αφαιρώντας κατά µέλη 

και ολοκληρώνοντας στο χώρο και για χρόνους ∞<<∞− t , προκύπτει: 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫
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 (3.18) 

Για ελεύθερη διάδοση των κυµάτων και απουσία σταθερών ορίων όλο το αριστερό µέλος είναι 
µηδέν. Αυτό µπορεί να εξηγηθεί εξετάζοντας τον κάθε όρο ξεχωριστά: Για ∞=t  0=G , λόγω 
της αρχής αιτιότητας και για −∞=t  0=′p , επειδή οι πηγές δεν έχουν ακόµα αρχίσει να 

εκπέµπουν, οπότε ο όρος εντός της παρένθεσης είναι µηδέν. Ο όρος απόκλισης µπορεί να 
µετατραπεί σε ολοκλήρωµα στο σύνορο του χώρου V  βάσει του θεωρήµατος Gauss. Για 0xx =  

και 0tt =  προκύπτει η ζητούµενη τιµή της ακουστικής πίεσης, η οποία µεταφέρεται στο δεξί 

µέλος, ενώ για τις λοιπές χρονικές στιγµές και σηµεία του συνόρου ισχύει ότι και προηγουµένως. 
Έτσι η λύση για την ακουστική πίεση µπορεί να γραφεί: 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−
=′ xxx,x 0 dtdVttGtStxp 000 ,,,,  (3.19) 

Αποδεικνύεται επίσης[8] ότι η γενική λύση της (3.17) για σφαιρική συµµετρία είναι: 
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ππ 44
00 cttctt
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όπου Φ  και Ψ  οποιεσδήποτε τυχαίες συναρτήσεις. Η αρχή αιτιότητας επιβάλλει 0=Φ , ενώ 
µετά από αντικατάσταση της (3.20) στην (3.17) προσδιορίζεται η ακριβής µορφή της Ψ : 

( ) ( )00 ττδ −=−Ψ tt  (3.21) 

Συνεπώς η τελική µορφή της συναρτήσεως Green, γνωστή και σαν συνάρτηση Green ελευθέρου 
χώρου είναι: 

( ) ( )
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ttxxG  (3.22) 

Χρησιµοποιώντας την (3.22) η σχέση για τον υπολογισµό της ακουστικής πίεσης στη θέση δέκτη 
γίνεται (αµέσως µετά την χρονική ολοκλήρωση): 

( ) ( ) ( )x
xx

xx
x

0

0
0 dV

ctxS
tp ∫ −

−−
=′

π4

,
, 0

0  (3.23) 

Έτσι µια απλή εφαρµογή της (3.23) σε διάφορα σηµεία δέκτη και διάφορες χρονικές στιγµές 
δίνει τη λύση στο πρόβληµα υπολογισµού της ελεύθερης διάδοσης του ήχου µε βάση την 
ακουστική αναλογία Lighthill. Το ολοκλήρωµα είναι γνωστό και σαν καθυστερηµένο δυναµικό 
(retarded potential), αφού για την εύρεση της κατανοµής της ακουστικής πίεσης στην χρονική 
στιγµή 0t  απαιτείται ο υπολογισµός κατανοµής των πηγών στην πρωθύστερη χρονική στιγµή 

ct 0xx −−0 . Το χρονικό διάστηµα c0xx −  είναι ο χρόνος που θα χρειαστεί ένα κύµα 

κινούµενο µε ταχύτητα c  για ταξιδεύσει από το σηµείο εκποµπής x  στο σηµείο δέκτη 0x . 
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3.3 ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ – ΑΛΓΟΡΙΘΜΙΚΗ ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

Η υπολογιστική εφαρµογή της εξισώσεως (3.23) προϋποθέτει αφενός σφαιρική και ελεύθερη 
διάδοση των ακουστικών διαταραχών και αφετέρου την ύπαρξη ρευστοδυναµικών δεδοµένων 
για τον υπολογισµό των ακουστικών πηγών στο δεξί µέλος σύµφωνα µε την αναλογία Lighthill. 
Επίσης η ύπαρξη του “καθυστερηµένου χρόνου” (retarded time) στο ολοκλήρωµα, σηµαίνει ότι 
οι συνεισφορές από δύο ακουστικές πηγές που απέχουν µεταξύ τους συγκεκριµένη απόσταση, 
πρέπει να υπολογισθούν σε διαφορετικούς χρόνους εκποµπής ούτως ώστε να φτάσουν την ίδια 
χρονική στιγµή στο σηµείο δέκτη. Και αντίστροφα η τιµή της ακουστικής πίεσης σε 
συγκεκριµένο σηµείο δέκτη και συγκεκριµένη χρονική στιγµή αποτελείται από τη συνεισφορά 
διαφορετικών σηµείων εκποµπής σε διαφορετικούς χρόνους. Η χρονική και χωρική όµως 
κατανοµή των ακουστικών πηγών είναι δεδοµένη και εξαρτάται από τον ρευστοδυναµικό 
επιλύτη, πράγµα που σηµαίνει ότι για τη σωστή εκτέλεση των υπολογισµών του ακουστικού 
ολοκληρώµατος θα χρειαστεί οπωσδήποτε να γίνουν παρεµβολές στο χρόνο, δηλ. υπολογισµός 
των ακουστικών πηγών σε κάποια χρονική στιγµή που αυτές δεν είναι γνωστές. 

Η διακριτή µορφή της (3.23) για ένα πεδίο µε Nxs αριθµό ακουστικών πηγών είναι: 
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 (3.24) 

Παρακάτω παρουσιάζονται οι δύο βασικοί αλγόριθµοι για τον υπολογισµό της (3.24), σύµφωνα 
µε τους Margnat et. al.[13]. Στους αλγορίθµους αυτούς θεωρείται ότι από τον ρευστοδυναµικό 
επιλύτη διατίθενται Nts κατανοµές ακουστικών πηγών µε συχνότητα δειγµατοληψίας ίση µε 

t∆
1

. Οι δείκτες li ,  αναφέρονται στα σηµεία και τους χρόνους δέκτη, ενώ οι δείκτες kj,  

αναφέρονται στα σηµεία και τους χρόνους πηγής. Επίσης οι χρόνοι πηγής και δέκτη έχουν την 
ίδια συχνότητα δειγµατοληψίας. 

3.3.1 Αλγόριθµος Χρόνου ∆έκτη (Reception Time Algorithm) 

Σύµφωνα µε τον αλγόριθµο αυτό για κάθε χρονική στιγµή και σηµείο δέκτη που ζητείται, και 
για κάθε σηµείο πηγής, υπολογίζεται ο αντίστοιχος χρόνος (καθυστερηµένος χρόνος 

c
t

0j xx −
−0 ) που έγινε η εκποµπή και οι δείκτες των αρχείων που πρέπει να διαβαστούν για να 

γίνει η παρεµβολή. Εν συνεχεία γίνεται η παρεµβολή για να βρεθεί η τιµή της ακουστικής πηγής 
στον καθυστερηµένο χρόνο. Τέλος αθροίζεται / ενηµερώνεται η συνεισφορά του σηµείου αυτού 
σε µια θέση υπολογιστικής µνήµης και ο υπολογισµός προχωρά στο επόµενο σηµείο πηγής. Ο 
αλγόριθµος αυτός είναι η πιο προφανής υλοποίηση της (3.24) και απαιτεί Nxs2  φορές 
λειτουργίες ανάγνωσης αρχείων δεδοµένων πηγής, για κάθε χρονική στιγµή και σηµείο δέκτη, 
πράγµα πάρα πολύ δαπανηρό σε υπολογιστικό χρόνο και ισχύ. Στον Πίνακα 3-1 παρατίθεται ο 
ψευδοκώδικας για την υλοποίηση του αλγορίθµου αυτού. Ο τελεστής int δηλώνει 
στρογγυλοποίηση προς τον κάτω πλησιέστερο ακέραιο. 
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Πίνακας 3-1. Υπόδειγµα αλγορίθµου χρόνου δέκτη 

∆ιάβασε χρόνο δέκτη, σηµείο δέκτη 0,t0x  

Υπολόγισε το δείκτη 
t

t
l

∆
= 0  

Για κάθε σηµείο πηγής jx  

 Υπολόγισε τις αποστάσεις ijr  

 Υπολόγισε τους δείκτες 1,)int( +
∆

−= kc
t

r
lk ij  

 Υπολόγισε τον καθυστερηµένο χρόνο 
c

t
0j xx −

−0  

 ∆ιάβασε τις πηγές ( )kS , ( )1+kS  από τα αντίστοιχα αρχεία 

 Κάνε παρεµβολή στον καθυστερηµένο χρόνο µεταξύ των ( )kS , ( )1+kS  

 Πρόσθεσε το αποτέλεσµα στη µνήµη ( )0,tp 0x′  

Επόµενο σηµείο πηγής 
 

3.3.2 Αλγόριθµος χρόνου εκποµπής (Emission Time Algorithm) 

Σύµφωνα µε τη λογική του αλγορίθµου αυτού ο κύριος βρόχος γίνεται στους δείκτες των 
κατανοµών των ακουστικών πηγών ξεκινώντας από αυτόν που αντιστοιχεί στον µικρότερο χρόνο 
εκποµπής. Έτσι για κάθε δείκτη αρχείου δεδοµένων πηγής και για κάθε σηµείο πηγής 
υπολογίζεται ο δείκτης και ο χρόνος εκποµπής, και ο χρόνος παρεµβολής στον καθυστερηµένο 
χρόνο. Ακολούθως εκτελείται η παρεµβολή και προστίθεται το αποτέλεσµα στη θέση ( )( )0xlp′  

και ο αλγόριθµος προχωρά στο επόµενο σηµείο πηγής. Στον Πίνακα 3-2 παρατίθεται ο 
ψευδοκώδικας για την υλοποίηση του αλγορίθµου αυτού. 

Πίνακας 3-2. Υπόδειγµα αλγορίθµου χρόνου εκποµπής 

Για κάθε δείκτη αρχείου δεδοµένων πηγής k  
 ∆ιάβασε τις πηγές ( )kS , ( )1+kS  από τα αντίστοιχα αρχεία 

 ∆ιάβασε σηµείο δέκτη 0x  

 Υπολόγισε τις αποστάσεις ijr  

 Για κάθε σηµείο πηγής jx  

  Υπολόγισε τον δείκτη )int(1
tc

r
kl ij

∆
++=  

  Υπολόγισε την ποσότητα 








∆
−

∆
−= )int(1

tc

r

tc

r ijijω  

  Υπολόγισε τον καθυστερηµένο χρόνο ( ) tk ∆+ω  

  Κάνε παρεµβολή στον καθυστερηµένο χρόνο µεταξύ των ( )kS , ( )1+kS  

  Πρόσθεσε το αποτέλεσµα στη µνήµη ( )( )0xlp′  

 Επόµενο σηµείο πηγής 
Επόµενος δείκτης αρχείου 
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Σηµειώνεται ότι η ποσότητα ω  είναι πάντα µικρότερη της µονάδας 10 <≤ω . Το πλεονέκτηµα 
µε τον αλγόριθµο αυτό είναι ότι τα αρχεία των ακουστικών πηγών διαβάζονται µόνο µία φορά, 
ενώ το µειονέκτηµα είναι ότι η χρονοσειρά της ακουστικής πίεσης για το τρέχον σηµείο δέκτη 
δεν γεµίζει σειριακά. Έτσι η δέσµευση υπολογιστικής µνήµης πρέπει να γίνεται δυναµικά. 
Αποτέλεσµα αυτού είναι ότι κάθε συνεισφορά που φθάνει σε σηµείο δέκτη πριν τη χρονική 
στιγµή crtkt maxmin +∆=  ή µετά τη χρονική στιγµή crtkt minmax +∆=  θα οδηγήσει σε ελλειπές 

ακουστικό πεδίο, δηλ. θα υπάρχει τουλάχιστο ένα σηµείο δέκτη, το οποίο δε θα έχει δεχθεί τη 
συνεισφορά τουλάχιστο ενός σηµείου εκποµπής. mink  και maxk  είναι ο ελάχιστος και µέγιστος 

δείκτης αρχείου ακουστικών πηγών και minr , maxr  είναι η ελάχιστη και µέγιστη απόσταση 

ζευγαριών πηγής – δέκτη. Συνεπώς µη ελλειπή ακουστικά πεδία θα είναι διαθέσιµα µόνο για το 

χρονικό διάστηµα ( )
c

rr
tkkTc

minmax
minmax

−
−∆−= . 

3.4 ∆ΙΠΟΛΙΚΟΣ ΗΧΟΣ ΑΠΟ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟ ΣΕ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΡΟΗ 

Στην παράγραφο αυτή εξετάζεται το πρόβληµα παραγωγής ήχου από κύλινδρο σε οµοιόµορφη 
ροή. Αρχικά επιλύεται το πεδίο ροής χρησιµοποιώντας τον εµπορικό επιλύτη Fluent. Στη 
συνέχεια από τα υδροδυναµικά και µε χρήση συναρτήσεων χρήστη υπολογίζονται οι 
κατανεµηµένες ακουστικές πηγές της αναλογίας Lighthill. Τέλος µε εφαρµογή του αλγορίθµου 
χρόνου εκποµπής υπολογίζονται τα σήµατα ακουστικής πίεσης σε τρεις θέσεις δέκτη στο µακρύ 
πεδίο του κυλίνδρου. Είναι γνωστό ότι η ροή γύρω από κύλινδρο από κάποιους αριθµούς 
Reynolds και πάνω δηµιουργεί περιοδικούς στροβιλισµούς στον οµόρρου (von Karman vortices), 
µε αποτέλεσµα η ροή να αποκολλάται εναλλάξ από το πάνω και κάτω µέρος του στερεού 
σώµατος. Η συχνότητα των ταλαντώσεων µπορεί να βρεθεί υπολογίζοντας και 
παρακολουθώντας την ανωστική δύναµη και πρέπει να συµφωνεί µε τον αριθµό Strouhal της 
ροής. Το ίδιο ισχύει και για την ακουστική πίεση. Η ανάδειξη εκεί της ίδιας συχνότητας 
ισοδυναµεί µε επιτυχία της ακουστική µεθοδολογίας που ακολουθήθηκε. Επίσης η εξέταση της 
χωρικής κατανοµής των ακουστικών µεγεθών δίνει χρήσιµες πληροφορίες για το είδος του 
παραγόµενου ήχου. 

Το πρόβληµα έχει εξεταστεί πολλές φορές στη βιβλιογραφία µε διαφορετικούς κάθε φορά 
σκοπούς. Οι Shen και Sorenson[14] το χρησιµοποιούν σαν πρόβληµα αναφοράς για την 
διερεύνηση της ακρίβειας του ακουστικού τους επιλύτη, που βασίζεται σε µοντέλο πλήρους 
διαχωρισµού (splitting) των ακουστικών µεταβλητών από τις υδροδυναµικές για χαµηλούς 
αριθµούς Mach. Οµοίως οι Sheo et. al.[15] για αριθµό Reynolds ίσο µε 150 και αριθµό Mach ίσο 
µε 0.1. 

3.4.1 Πρόβληµα ροής / Οριακές συνθήκες  

Στην Εικόνα 3-1 φαίνεται ένα σκαρίφηµα του υπό εξέταση προβλήµατος. Ρευστό δεδοµένων 
ιδιοτήτων (πυκνότητας 0ρ , ιξώδους µ ) µε οµοιόµορφο προφίλ ταχύτητας 0u  συναντά σταθερό 

κύλινδρο διαµέτρου D . Το πρόβληµα θεωρείται διδιάστατο, ενώ για το ακουστικό κοµµάτι 
θεωρούνται ταχύτητες χαµηλού αριθµού Mach ( 1.0≤M ). Η ροή θεωρείται ασυµπίεστη και µη 
µόνιµη, οπότε οι εξισώσεις Navier - Stokes σε αδιαστατοποιηµένη µορφή µπορούν να γραφούν 
ως: 
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Εικόνα 3-1. Κυκλικός κύλινδρος σε οµοιόµορφη ροή 

Η ανωστική και οπισθέλκουσα δύναµη και οι συντελεστές αυτών αντίστοιχα δίνονται από τις 
παρακάτω σχέσεις, στις οποίες θ  είναι η γωνία που σχηµατίζει η εφαπτόµενη στοιχειώδες τµήµα 
της επιφάνειας του στερεού µε τη διεύθυνση της κύριας ροής και wτ  είναι η διατµητική τάση που 

ασκεί το ρευστό στο τµήµα αυτό και 0A  η συνολική εκτιθέµενη επιφάνεια στη ροή. 

∫∫∫∫ +−=
A

w

A

lift dAdApF θτθ cossin   
0

2
0

2

Au

F
C lift

L ρ
=  (3.26) 

∫∫∫∫ +=
A

w

A

drag dAdApF θτθ sincos   
0

2
0

2

Au

F
C drag

D ρ
=  (3.27) 

Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος είναι: 

• οριζόντια ταχύτητα στην είσοδο του υπολογιστικού χωρίου ίση µε 0u  

• µηδενική πίεση στην έξοδο του υπολογιστικού χωρίου 

• συνθήκη µη ολίσθησης στην επιφάνεια του κυλίνδρου 

3.4.2 ∆εδοµένα προβλήµατος / Αριθµητικό πλέγµα 

Για την επίλυση του υδροδυναµικού πεδίου χρησιµοποιήθηκε ο επιλύτης Fluent σε 2D 
καρτεσιανές συντεταγµένες και αριθµητικό πλέγµα τύπου Ο, άποψη του οποίου κοντά στον 
κύλινδρο φαίνεται στην Εικόνα 3-2. Για την υλοποίηση των αδιαστατοποιηµένων εξισώσεων 
Navier Stokes, θεωρήθηκε ασυµπίεστο ρευστό πυκνότητας ίσης µε τη µονάδα και ιξώδους ίσου 
µε Re/1 . Η πυκνότητα του αριθµητικού πλέγµατος ήταν 112 στοιχεία κατά την ακτινική και 203 
στοιχεία κατά την αζιµουθιακή διεύθυνση, ενώ το υπολογιστικό χωρίο κάλυπτε την περιοχή που 
ορίζεται από το καρτεσιανό ]2,0[]16,5.0[ π× . Οι 16 διάµετροι γύρω από τον κύλινδρο θεωρείται 

ότι καλύπτουν ικανοποιητική περιοχή για την ανάδειξη των στροβίλων του οµόρρου, οι οποίοι 
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συνεισφέρουν σηµαντικά στην παραγωγή ήχου. Για τη σωστή χρήση πλέγµατος τύπου Ο στο 
περιβάλλον του Fluent είναι απαραίτητο να τεθούν περιοδικές συνθήκες για την πρώτη και 
τελευταία ακτίνα. Οι τελευταίες ελήφθησαν αυθαίρετα από την  δεξιά µεριά του κυλίνδρου στον 
θετικό ηµιάξονα των x. Το πρόβληµα θεωρήθηκε χρονοµεταβλητό µε χρονικό βήµα 0125.0=dt , 
ενώ χρησιµοποιήθηκε δεύτερης τάξης ακρίβεια στην προσέγγιση του χρονικού όρου, σε 
συνδυασµό µε τον αλγόριθµο διόρθωσης πεδίου πίεσης SIMPLE. Στον Πίνακα 3-3 φαίνονται 
συγκεντρωµένα όλα τα αριθµητικά στοιχεία του προβλήµατος. Όσο αφορά το ακουστικό 
κοµµάτι χρησιµοποιήθηκε ο αλγόριθµος χρόνου εκποµπής και υπολογίστηκαν οι χρονοσειρές 
ακουστικής πίεσης στα σηµεία Α, Β και C της Εικόνας 3-1 για δύο αριθµούς Mach. Επειδή τα 
µεγέθη των ακουστικών πηγών, όπως υπολογίζονται από τον ροϊκό επιλύτη, είναι 
αδιαστατοποιηµένα, η επιλογή του αριθµού Mach στον ακουστικό αλγόριθµο έγινε 
µεταβάλλοντας την ταχύτητα του ήχου c . Υπενθυµίζεται ότι η ροή µπορεί να θεωρηθεί 
ασυµπίεστη για αριθµούς Mach µικρότερους από 0.3. 

Πίνακας 3-3. ∆εδοµένα προβλήµατος 

αριθµητικό χωρίο: ]2,0[]16,5.0[ π×  
πυκνότητα πλέγµατος: 112203×  
διάµετρος κυλίνδρου: 1=D  
αριθµός Reynolds: 500Re=  

ιδιότητες ρευστού: 
002.0500/1

1

==

=

µ
ρ

 

οµοιόµορφη ταχύτητα: 10 =u  

χρονικό βήµα: 0125.0=dt  
ακτινική απόσταση και γωνίες δεκτών A,B,C: ooo 180,135,90,90 ==== ΓΒΑ φφφR  

αριθµοί Mach: 
smcM

smcM

/10,1.0

/343,003.0

==

==
 

 

 
Εικόνα 3-2. Άποψη υπολογιστικού πλέγµατος κοντά στον κύλινδρο. 
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3.4.3 Αποτελέσµατα 

Ως γνωστόν για χαµηλούς αριθµούς Re η ροή είναι µόνιµη και δε δηµιουργούνται στροβιλισµοί 
στον οµόρρου. Επίσης η συνολική ανωστική δύναµη προκύπτει σχεδόν µηδενική, ενώ αρχίζει να 
γίνεται αισθητή από αριθµούς Re 50 και πάνω. Στην Εικόνα 3-3 φαίνονται οι ισοσταθµικές 
καµπύλες της ροϊκής συνάρτησης, όπως αυτή υπολογίστηκε για αριθµό Re ίσο µε 50. Στο 
κοντινό πλάνο στην ίδια εικόνα φαίνεται η δηµιουργία δύο περιοχών στροβιλισµού ακριβώς 
πίσω από τον κύλινδρο. Το ρευστό κινείται αντίρροπα / αντίθετα στις περιοχές αυτές µε 
αποτέλεσµα οι αναπτυσσόµενες δυνάµεις να αλληλοεξουδετερώνεται και να προκύπτει µηδενική 
η ανωστική δύναµη. Μια ενδιαφέρουσα ανάλυση του φαινοµένου ειδικά στις περιοχές των 
χαµηλών αριθµών Re µε παραµετρική συνοριακή συνθήκη για την ταχύτητα γίνεται από τον 
Kang στο [12]. 
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Εικόνα 3-3. Ροϊκές γραµµές για Re=40 

Αντίθετα για Re από περίπου 50 και άνω η ροή γίνεται µη µόνιµη και αρχίζουν οι 
εναλλασσόµενες αποκολλήσεις στον οµόρρου µε αποτέλεσµα τη δηµιουργία των στροβιλισµών. 
Το φαινόµενο µετά την έλευση εύλογου χρονικού διαστήµατος από την εφαρµογή των 
οµοιόµορφων αρχικών συνθηκών γίνεται και περιοδικό. Στην Εικόνα 3-4 φαίνεται η µεταβολή 
των συντελεστών της ανωστικής και οπισθέλκουσας δύναµης από την αρχή της προσοµοίωσης. 
Η περιοδική κατάσταση αποκαθίσταται σχετικά γρήγορα και το µέγιστο / ελάχιστο όριο της 
ανωστικής δύναµης σταθεροποιούνται µετά τη dt⋅2500  χρονική στιγµή. Στην Εικόνα 3-5  
φαίνονται οι ροϊκές γραµµές σε περιοχή πολύ κοντά στον κύλινδρο τις χρονικές στιγµές 
επικράτησης ελάχιστης και µέγιστης ανωστικής δυνάµεως αντίστοιχα. Σχεδιάστηκαν 100 τιµές 
ισοσταθµικών γραµµών στο διάστηµα από -0.5 έως 0.5. Ορατά είναι και τα σηµεία αποκόλλησης 
της ροής στο κάτω και πάνω µέρος του οµόρρου αντίστοιχα. Μια άποψη του οµόρρου από πιο 
µακριά δίνει η Εικόνα 3-6, στην οποία φαίνεται η κυµατοειδής µορφή της ροής. Στις Εικόνες 3-7 
και 3-8 φαίνεται η κατανοµή της στροβιλότητας κοντά και µακριά από τον κύλινδρο αντίστοιχα, 
στις ίδιες χαρακτηριστικές χρονικές στιγµές. Σχεδιάστηκαν 200 ισαπέχουσες στάθµες της 
συναρτήσεως στο διάστηµα από -20 έως 20. Επιβεβαιώνεται έτσι η περιοδική φύση του 
φαινοµένου και ποιοτικά. 
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Εικόνα 3-4. Χρονοσειρά µεταβολής συντελεστών ανωστικής δύναµης και οπισθέκουσας 
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Εικόνα 3-5. Ροϊκές γραµµές τη στιγµή µέγιστης και ελάχιστης ανωστικής δύναµης (κοντά) 
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Εικόνα 3-6. Ροϊκές γραµµές τη στιγµή µέγιστης και ελάχιστης ανωστικής δύναµης (µακριά) 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΑΕΡΑΚΟΥΣΤΙΚΗ ΜΕ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ GREEN 

 ΙΩΑΝΝΗΣ Β ΠΑΠΑΓΕΩΡΓΑΚΟΠΟΥΛΟΣ 

3-14 ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΑΕΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΦΩΝΗΤΙΚΟΥ ΣΩΛΗΝΑ ΜΕ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ NAVIER STOKES 

 

 

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

 

 

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

 

Εικόνα 3-7. Ισοσταθµικές της στροβιλότητας κοντά στον κύλινδρο 
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Εικόνα 3-8. Ισοσταθµικές του στροβιλότητας µακριά από τον κύλινδρο 

Η ανάλυση Fourier στο σήµα της ανωστικής δύναµης αναδεικνύει τη βασική αδιάστατη 
συχνότητα του φαινοµένου ίση µε 2064.00 =f , γνωστή και ως συχνότητα Strouhal. Η τιµή αυτή 

είναι πολύ κοντά στην τιµή που αναφέρεται και στην σχετική αναφορά [19]. Όπως φαίνεται στην 
Εικόνα 3-9 η συχνότητα του συντελεστή οπισθέλκουσας είναι σχεδόν διπλάσια από αυτή του 
συντελεστή ανωστικής δύναµης, γεγονός που οφείλεται στη συνεισφορά της επάνω και της κάτω 
επιφάνειας του κυλίνδρου στο έργο της αντίστασης. Αντίθετα και επειδή η ροή αποκολλάται, 
µόνο οι µισές πίσω επιφάνειες του κυλίνδρου συνεισφέρουν εναλλάξ στο έργο της ανωστικής 
δύναµης. Οµοίως οι χρονοσειρές της κατακόρυφης και οριζόντιας συνιστώσας της ταχύτητας 
έχουν την ίδια συχνότητα µε το συντελεστή άνωσης και οπισθέλκουσας αντίστοιχα. Η συχνότητα 
αποβολής στροβίλων είναι αυτή του συντελεστή ανωστικής δύναµης. Ορατή στην Εικόνα 3-9 
είναι και µια περίπου τριπλάσια αρµονική ίση µε 6763.01 =f  και µε πολύ µικρότερη ενέργεια. 

Το ίδιο και ισχύει και για το συντελεστή οπισθέλκουσας. 

Όσο αφορά το ακουστικό κοµµάτι του προβλήµατος στην Εικόνα 3-10 φαίνεται το πεδίο των 
ακουστικών πηγών (διπλή απόκλιση των τάσεων Reynolds - οι ιξώδεις τάσεις έχουν αµεληθεί) 
και εν συνεχεία δίδονται οι χρονοσειρές της ακουστικής πίεσης όπως υπολογίστηκαν στα σηµεία 
Α, B και C για αριθµούς Mach 0.003 και 0.1, συνοδευόµενες από τις αντίστοιχες αναλύσεις 
Fourier. Η κατανοµή των ακουστικών πηγών φαίνεται ότι παρουσιάζει σταθερή µέγιστη κατ’ 
απόλυτο τιµή στις δύο εµπρός περιοχές του κυλίνδρου, ανεξάρτητα µε το τί συµβαίνει στον 
οµόρρου. 
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Εικόνα 3-9. Ανάλυση συχνότητας σηµάτων συντ. ανωστικής δύναµης και οπισθέλκουσας 
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Εικόνα 3-10. Ακουστικές πηγές κοντά στον κύλινδρο (µέγιστη κ. ελάχιστη αν. δύναµη) 

Στα σήµατα των σηµείων A και B κυριαρχεί η συχνότητα 0f , σε αντίθεση µε το σηµείο C όπου η 

κύρια συχνότητα είναι διπλάσια της 0f . Επίσης η ένταση της ακουστικής πίεσης είναι σαφώς 

µικρότερη στο σηµείο C. Οι δύο τελευταίες παρατηρήσεις επιβεβαιώνουν το διπολικό χαρακτήρα 
των πηγών στο φαινόµενο. Τέλος παρατηρείται σηµαντική ενίσχυση των υψηλών συχνοτήτων µε 
την αύξηση του αριθµού Mach και αύξηση του θορύβου στις χρονοσειρές των σηµάτων. 
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Εικόνα 3-11. Χρονοσειρές ακουστικής πίεσης και ανάλυση συχνότητας για Μ=0.003 
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Εικόνα 3-12. Χρονοσειρές ακουστικής πίεσης και ανάλυση συχνότητας για Μ=0.1 

 

3.5 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Η µέθοδος ολοκλήρωσης µε χρήση των συναρτήσεων Green είναι απλή, εύκολη στην υλοποίηση 
και προσφέρεται για τον υπολογισµό κυρίως χρονοσειρών σε συγκεκριµένα σηµεία ακουστικών 
πεδίων. Ειδικά ο αλγόριθµος χρόνου εκποµπής είναι πιο γρήγορος από τον αλγόριθµο χρόνου 
δέκτη και προσφέρεται για χρήση σε προβλήµατα όπου υπάρχουν χρονικά δεδοµένα ροής από 
κάποιον ρευστοδυναµικό επιλύτη. Η χρήση του αλγορίθµου για τον υπολογισµό ολόκληρου του 
ακουστικού πεδίου σε δεδοµένη χρονική στιγµή είναι µεν δυνατή, απαιτεί όµως και αυτή πολύ 
αρκετό υπολογιστικό χρόνο αν λάβει κανείς υπόψη τον περιορισµό που αναφέρθηκε στην §3.3.2, 
ότι δηλαδή οι χρονοσειρές δε γεµίζουν σειριακά. Πρόσθετο πλεονέκτηµα έναντι αυστηρών 
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(rigorous) µεθόδων επίλυσης της κυµατικής εξισώσεως είναι ότι δεν υπάρχει ο περιορισµός 
χρονικού / χωρικού βήµατος που επιβάλει η συνθήκη Courant–Friedrichs–Lewy (CFL 
condition), σύµφωνα µε την οποία η εκλογή των τελευταίων πρέπει να γίνει έτσι ώστε να 
ικανοποιείται η ακόλουθη ανισότητα (τουλάχιστο για τη µονοδιάστατη περίπτωση) 

1≤
∆
∆

=
x

t
cCFL . Επιπλέον δεν υπάρχει διάκριση µεταξύ κοντινού και µακρινού πεδίου (near / far 

field), αφού σε όλα τα σηµεία θεωρείται ελεύθερη διάδοση των κυµάτων, ανεξάρτητα αν ή όχι τα 
σηµεία είναι κοντά σε ακουστικές πηγές. Αντίθετα στις αυστηρές µεθοδολογίες επίλυσης πρέπει 
να κατασκευαστεί ακουστικό πλέγµα αρκούντως µεγάλο και µακριά από τις πηγές, ανάλογα 
πάντα µε το µήκος κύµατος που αναµένεται, ούτως ώστε να δουλέψουν σωστά οι απορροφητικές 
συνθήκες που προσοµοιώνουν το µακρινό πεδίο. Έτσι για το πρόβληµα της §3.4 και για αριθµό 

003.0=M  η ακτινική απόσταση των σηµείων των δεκτών είναι στο εγγύς πεδίο και πολύ κοντά 
στις πηγές, αφού το µήκος κύµατος για smc /343=  προκύπτει τεράστιο m33.1633=λ . Μια 

αυστηρή µέθοδος θα απαιτούσε δηµιουργία ενός τεράστιου ακουστικού πλέγµατος ακτίνας 
τουλάχιστο πέντε / έξι µηκών κύµατος, ούτως ώστε να λειτουργήσουν καλά οι συνθήκες 
ακτινοβολίας στα όρια.  

Βέβαια οι ολοκληρωτικές µέθοδοι που βασίζονται στις συναρτήσεις Green έχουν και αυτές τα 
µειονεκτήµατά τους, το βασικότερο των οποίων είναι η εφαρµογή σε πολύπλοκες γεωµετρίες. Η 
εύρεση της κατάλληλης συνάρτησης Green δεν είναι πάντα εύκολη υπόθεση για όλα τα 
υπολογιστικά χωρία, ούτε είναι εύκολη η εισαγωγή συνθηκών ανάκλασης από στερεές 
επιφάνειες, διότι έτσι καταστρατηγείται η παραδοχή της σφαιρικής διάδοσης, που αποτελεί 
απαραίτητη προϋπόθεση για την εφαρµογή της µεθόδου. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4.  ΤΟ ΑΡΜΟΝΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΚΑΙ ΕΝΑΣ ΑΠΛΟΣ 

FORMANT ΣΥΝΘΕΤΗΣ 

Στο κεφάλαιο αυτό αντιµετωπίζεται το πρόβληµα της ακουστικής µετάδοσης στην αρµονική του 
µορφή. ∆ηλαδή υποτίθεται ότι τα µεγέθη ακολουθούν κάποια χρονική µεταβολή των προτέρων 
γνωστή, οπότε η επίλυση του προβλήµατος πια γίνεται στο πεδίο της συχνότητας (ή κυµατικού 
αριθµού) και όχι στο πεδίο του χρόνου. Από αριθµητικής σκοπιάς το τελευταίο γεγονός είναι 
πολύ σηµαντικό, αφού τα υπερβολικά χαρακτηριστικά των κυµατικών εξισώσεων παύουν να 
υφίστανται και µεταπίπτουν σε ελλειπτικά. Οι λύσεις της κυµατικής εξίσωσης είναι πια µιγαδικοί 
αριθµοί και αντιπροσωπεύουν το µέτρο και τη φάση της ακουστικής πίεσης στο πεδίο για 
δεδοµένη συχνότητα. Προφανώς για την κατασκευή της συχνοτικής απόκρισης ενός συστήµατος 
απαιτείται η επίλυση του ίδιου προβλήµατος για όλο το εύρος των υπό εξέταση συχνοτήτων. Το 
τελευταίο δεν δηµιουργεί πρόβληµα υπολογιστικού φόρτου, αφού πια το πρόβληµα είναι 
ελλειπτικό και δεν υπάρχει η χρονική συνιστώσα. Στο παρόν κεφάλαιο επιχειρήθηκε η 
κατασκευή ενός διδιάστατου επιλύτη της εξίσωσης Helmholtz. Η διακριτοποίηση έγινε µε τη 
µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων και τα αριθµητικά πλέγµατα κατασκευάστηκαν µε η 
µέθοδο του προελαύνοντος µετώπου. Στη συνέχεια επιχειρήθηκε εφαρµογή σε 4 διαφορετικές 
γεωµετρίες φωνητικού σωλήνα µε την κάθε µια να αντιστοιχεί σε συγκεκριµένο γνωστό φωνήεν. 
Η εξίσωση επιλύθηκε για συχνότητες µέχρι και 5kHz, επιχειρώντας την κατασκευή της 
συνάρτησης µεταφοράς των 4 γεωµετριών του φωνητικού σωλήνα. Τέλος έγινε µια προσπάθεια 
ανακατασκευής / σύνθεσης  του ακουστικού σήµατος στο πεδίο του χρόνου για τις παραπάνω 
περιπτώσεις χρησιµοποιώντας βασικές γνώσεις από την θεωρία επεξεργασίας σήµατος και 
γραµµικών φίλτρων. 

 

4.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η λύση του αρµονικού προβλήµατος αποτελεί µια εναλλακτική προσέγγιση στο πρόβληµα της 
µοντελοποίησης της ακουστικής διάδοσης στον ανθρώπινο φωνητικό σωλήνα. Μια µατιά στην 
βιβλιογραφία φανερώνει τις διαφορετικές τάσεις µοντελοποίησης που επικρατούσαν στο 
παρελθόν. Μοντέλα γραµµών µεταφοράς ηλεκτρικής ενέργειας έχουν χρησιµοποιηθεί από το 
1950[3], ενώ στο περίφηµο µοντέλο των Kelly–Lochbaum, χρησιµοποιούνται συντελεστές 
ανάκλασης για σωλήνα µεταβλητής διαµέτρου[12], παρόµοιοι µε αυτούς µοντέλων γεωφυσικής. 
Επίσης το µοντέλο του Webster για τη διάδοση ήχου στα πνευστά µουσικά όργανα είναι στενά 
συνδεδεµένο µε το προηγούµενο. Όλα τα µοντέλα δίνουν αξιόπιστα αποτελέσµατα 
προσοµοίωσης και έχουν αρκετές εφαρµογές, όπως π.χ. στην κινητή τηλεφωνία. Πιο σύνθετες 
διδιάστατες και τριδιάστατες παραλλαγές του µοντέλου Kelly–Lochbaum αποτελούν τα µοντέλα 
γραµµών µεταφοράς που προτάθηκαν από τους El Masri et. al.[4] και Mullen et. al.[16]. Για 
περισσότερες λεπτοµέρειες και πιο εµπεριστατωµένη ανασκόπηση και κριτική, βλ. [17]. 

Η κυµατική εξίσωση σε µια ανατοµικά ρεαλιστική γεωµετρία φωνητικού σωλήνα έχει προφανώς 
µεγαλύτερη φυσική υπόσταση από τις προηγούµενες προσεγγίσεις, αν και η επίλυσή της για 
πολύπλοκες γεωµετρίες δεν είναι ιδιαίτερα εύκολη. Στο [21] επιχειρείται η αναλυτική λύση για 
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µια απλοποιηµένη γεωµετρία, ενώ στα [7] και [8] επιλύεται το αρµονικό πρόβληµα αριθµητικά 
χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων. Η γεωµετρία αντιστοιχεί στο 
σουηδικό φωνήεν /ø�/ είναι τριδιάστατη και προέκυψε από επεξεργασία δεδοµένων εικόνων 

µαγνητικού συντονισµού. Εξάγονται τα formants και µελετάται η επίδραση των συνοριακών 
συνθηκών. Οµοίως στο [9] επιλύεται η ίδια εξίσωση σε διάφορες πολύπλοκες γεωµετρίες και 
σαρώνονται συχνότητες µέχρι τα 8kHz. Η επίλυση γίνεται και στο χώρο έξω από το φωνητικό 
σωλήνα, ώστε να προσεγγισθούν σωστά τα φαινόµενα ακτινοβολίας από τα χείλη. Επιπρόσθετα 
τα τοιχώµατα θεωρούνται µαλακά και όχι εντελώς στερεά µε συγκεκριµένη οριακή συνθήκη 
σύνθετης ακουστική αντίστασης. Εξάγονται οι συναρτήσεις µεταφοράς για όλες τις γεωµετρίες 
και συγκρίνονται µε τις αντίστοιχες του απλοποιηµένου µονοδιάστατου µοντέλου µε οριακή 
συνθήκη ακτινοβολίας τα χείλη. Αναδεικνύεται ότι τα µαλακά τοιχώµατα παρουσιάζουν 
επιπρόσθετο µηδενικό στις υψηλές συχνότητες, το οποίο εξαφανίζεται µε την κλασσική οριακή 
συνθήκη στερεού τοιχώµατος. Παρόλα αυτά για τους τρεις πρώτους συντονισµούς το 
απλοποιηµένο µοντέλο φαίνεται να είναι πολύ καλή προσέγγιση, αν εξαιρέσει κανείς τις µικρές 
µετατοπίσεις (shifts) λόγω της συνθήκης ακτινοβολίας. Τέλος στο [1] µελετώνται τα αριθµητικά 
προβλήµατα που προκύπτουν κατά τη λύση της κυµατικής αρµονικής εξίσωσης σε υψηλούς 
κυµαταριθµούς. Είναι χαρακτηριστικό ότι το συγκεκριµένο πρόβληµα έχει χαρακτηριστεί ως 
άλυτο για όλες τις µοντέρνες αριθµητικές µεθοδολογίες. Οι συγγραφείς προτείνουν µια τοπική 
φασµατική µέθοδο (Discrete Singular Convolution) η οποία και αποδεικνύουν ότι δεν 
αναδεικνύει το φαινόµενο µόλυνσης (pollution effect), σύµφωνα µε το οποίο το αριθµητικό 
σφάλµα αυξάνεται απότοµα µε αύξηση του κυµατικού αριθµού και ταυτόχρονη µείωση του 
χωρικού βήµατος. Η µέθοδος ωστόσο προτείνεται και δοκιµάζεται σε προβλήµατα µιας µόνο 
χωρικής διαστάσεως. 

 

4.2 ΑΡΜΟΝΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

4.2.1 ∆ιέπουσες Εξισώσεις 

Ξεκινώντας από την οµογενή κυµατική εξίσωση για την ακουστική πίεση: 
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 (4.1) 

και θεωρώντας αρµονική µεταβολή των µεγεθών της τελευταίας: 

( ) ( ) tieptp ω−⋅= xx,  (4.2) 

µετά από αντικατάσταση λαµβάνουµε: 

( ) ( ) 0222 =∇−− xx pcpω  (4.3) 

ή: 
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 είναι ο κυµατικός αριθµός συσχετιζόµενος άµεσα µε τη συχνότητα, το 

µήκος κύµατος και την ταχύτητα διάδοσης αυτού. Η εξίσωση (4.4) είναι η εξίσωση Helmholtz 
και επιτρέπει την πρόβλεψη της κατανοµής της ακουστικής πίεσης στο χωρικό πεδίο 
ενδιαφέροντος για συγκεκριµένο κυµατικό αριθµό. Επιλύοντας για διάφορους κυµατικούς 
αριθµούς µπορεί κανείς να κατασκευάσει τη συχνοτική απόκριση του υπό εξέταση συστήµατος 
χωρίς να χρειάζεται να κάνει χρονοµεταβλητές προσοµοιώσεις επιλύοντας την (4.1). Για να 
συνυπολογισθούν τυχόν πηγές στο δεξί µέλος της (4.1), δηλ. για το µη οµογενές πρόβληµα, 
αυτές πρέπει πρώτα να µετασχηµατισθούν στο χώρο της συχνότητας. Η (4.4) σα µερική 
διαφορική εξίσωση έχει ελλειπτικά χαρακτηριστικά σε αντίθεση µε την (4.1) που έχει 
υπερβολικά. Αυτό σηµαίνει ότι οι διαταραχές γίνονται αµέσως αντιληπτές σε όλα τα σηµεία του 
χώρου, σε αντίθεση µε την (4.1) όπου οι διαταραχές ταξιδεύουν µόνο στις χαρακτηριστικές 
καµπύλες αυτής µε την πεπερασµένη ταχύτητα c . 

4.2.2 Συνοριακές Συνθήκες 

Στα σταθερά / ακίνητα τοιχώµατα µηδενίζεται η κάθετη παράγωγος της πίεσης: 
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 (4.5) 

Η κλασσική συνθήκη ακτινοβολίας (radiation condition) από την χρονοµεταβαλλόµενη κυµατική 
εξίσωση µετασχηµατίζεται ως εξής: 
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n  (4.6) 

 Η (4.6) είναι γνωστή και ως συνθήκη Sommerfeld. Στην περιοχή της γλωττίδας (είσοδος 
σωλήνα) σταθερή κλίση στην πίεση: 

nn ap =∂  (4.7) 

4.2.3 Ασθενής ∆ιατύπωση 

Η ασθενής µορφή του προβλήµατος συνοριακών τιµών (4.4)-(4.7) λαµβάνεται εφαρµόζοντας τη 
µέθοδο των σταθµισµένων υπολοίπων. Πολλαπλασιάζοντας µε κατάλληλη χωρική συνάρτηση   
και ολοκληρώνοντας στο χωρίο επίλυσης 2R∈Ω  λαµβάνεται η παρακάτω µορφή, όπου ο 
διαφορικός τελεστής Laplace είναι γραµµένος µε χρήση δεικτών: 

( ) 02
2

2

=Ω⋅⋅+Ω⋅⋅
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dwpkdw
x

p

i

x  (4.8) 

Χρησιµοποιώντας το θεώρηµα Green, ή το θεώρηµα απόκλισης Gauss σε δύο διαστάσεις 
υποβιβάζεται η τάξη της (4.8) και το ολοκλήρωµα επιφανείας µετατρέπεται σε επικαµπύλιο 
ολοκλήρωµα στο σύνορο της τελευταίας Ω∂=Γ : 
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Έτσι το πρόβληµα επαναδιατυπώνεται ως εξής: Βρείτε την ( )xp , έτσι ώστε για οποιαδήποτε 

τυχαία συνάρτηση w , να ικανοποιείται η (4.9). 

4.2.4 Χωρική ∆ιακριτοποίηση 

Εν συνεχεία χρησιµοποιώντας τη µέθοδο Galerkin η διακριτή µορφή του προβλήµατος 
λαµβάνεται από την (4.9), αφού ο χώρος επίλυσης Ω  χωρισθεί σε διακριτά πεπερασµένα 
στοιχεία (finite elements). Η άγνωστη ακουστική πίεση ( )xp  και η τυχαία συνάρτηση w  

προσεγγίζονται ως: 
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όπου ( )xiN  κατάλληλες συναρτήσεις παρεµβολής, N  το πλήθος των στοιχείων διακριτοποίησης 

και ip  η (µέση) τιµή της ακουστικής πίεσης στο κάθε στοιχείο. Σηµειώνεται εδώ ότι στη µέθοδο 

Galerkin χρησιµοποιούνται οι ίδιες συναρτήσεις παρεµβολής για την άγνωστη µεταβλητή και για 
την τυχαία συνάρτηση, πράγµα που δεν είναι απαραίτητο στη γενική περίπτωση των µεθόδων 
µεταβολικού λογισµού (variational methods), ειδική περίπτωση των οποίων είναι και η µέθοδος 
Galerkin. Αντικαθιστώντας τις (4.10) στην ασθενή διατύπωση λαµβάνεται τελικά το παρακάτω 
σύστηµα εξισώσεων σε µητρωική µορφή: 

fp =K  (4.11) 

Τα στοιχεία του µητρώου K  που καλείται και µητρώο ακαµψίας (stiffness matrix) κατ’ αναλογία 
µε το γραµµικό νόµο ελατηρίου του Hooke και του ανύσµατος f  είναι: 
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Τα ολοκληρώµατα υπολογίζονται αριθµητικά µε τον κανόνα ολοκλήρωσης Gauss. Η επίλυση 
του αλγεβρικού συστήµατος των εξισώσεων (4.11) δίνει τις τιµές τις ακουστικής πίεσης µέσα 
στα διακριτά στοιχεία, η ένωση των οποίων δίνει το χωρίο Ω  στο οποίο λύνεται το πρόβληµα 
συνοριακών τιµών (4.4)-(4.7). Το πλήθος των στοιχείων διακριτοποίησης µαζί µε το είδος των 
συναρτήσεων iN  επηρεάζουν άµεσα την ακρίβεια της προσέγγισης της λύσης. Το µητρώο 

ακαµψίας K  έχει αραιή µορφή, πράγµα που καθορίζει και τον τρόπο αποθήκευσής του σε δοµή 
δεδοµένων ηλεκτρονικού υπολογιστή. Το αλγεβρικό σύστηµα (4.11) µπορεί να λυθεί µε άµεσες 
µεθόδους (απαλοιφή Gauss Jordan και παραλλαγές για αραιά συστήµατα, π.χ. frontal solver) ή µε 
έµµεσες επαναληπτικές (Jacobi, Gauss Seidel factorization κ.λπ.). Στη συγκεκριµένη περίπτωση 
χρησιµοποιήθηκε ο αλγεβρικός επιλύτης του MATLAB mldivide, ο οποίος για την περίπτωση 
τετραγωνικών πινάκων χρησιµοποιεί τελικά απαλοιφή Gauss µε µερική οδήγηση. 
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4.2.5 Αριθµητική Εφαρµογή στον Φωνητικό Σωλήνα 

Χρησιµοποιώντας την προαναφερθείσα αριθµητική µεθοδολογία επιχειρήθηκε η κατασκευή της 
συνάρτησης µεταφοράς (φίλτρου) του ανθρώπινου φωνητικού σωλήνα για την περίπτωση 
συγκεκριµένων γεωµετριών που αντιστοιχούν στα φωνήµατα /u/, /a/, /æ/, /i/ άρρενος οµιλητή. Η 
γεωµετρίες κατασκευάστηκαν µε δεδοµένα που δίνουν οι Story et al [22]-[23], ενώ η 
διακριτοποίηση έγινε µε τη µέθοδο του προελαύνοντος µετώπου (advancing front method - 
AFM [18]) χρησιµοποιώντας τριγωνικά στοιχεία. Η µέθοδος ξεκινά µε το διακριτοποιηµένο όριο 
ενός διδιάστατου χωρίου και εφαρµόζει ευρηστικές τεχνικές για να καθοριστεί το πού θα 
τοποθετηθούν στο επίπεδο κοµβικά σηµεία, τα οποία συνδεόµενα κατάλληλα µεταξύ τους 
µπορούν να δώσουν οµαλά πλέγµατα. Σηµαντικό πλεονέκτηµα της AMF είναι ότι µπορεί να 
συµµορφωθεί µε απαιτήσεις πύκνωσης του χρήστη σε συγκεκριµένες διευθύνσεις ή σηµεία, σε 
αντίθεση µε την κλασσική Delaunay τριγωνοποίηση, η οποία συναντά ιδιαίτερες δυσκολίες στις 
περιπτώσεις αυτές. Το µέγιστο επιτρεπτό µήκος στοιχείου τέθηκε ίσο µε 0.002m, ενώ η 
πυκνότητα των πλεγµάτων διατηρήθηκε οµοιόµορφη θέτοντας πολύ µικρό ρυθµό πύκνωσης στις 
στενές και καµπύλες περιοχές των γεωµετριών. Σα µετρική της ποιότητας πλέγµατος 

χρησιµοποιήθηκε η 
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34

hhh

A
q

++
= , όπου A  η επιφάνεια του στοιχείου και 3,2,1, =ihi  το 

µήκος των ακµών του. Η µετρική είναι τύπου λόγου επιµήκους (aspect ratio), έτσι στοιχεία µε 
µεγάλη δυσαναλογία µήκους στις ακµές βαθµολογούνται χαµηλά, ενώ στοιχεία µε µορφή όσο το 
δυνατότερο κοντά στο ισόπλευρο τρίγωνο βαθµολογούνται µε µονάδα. Τιµές µετρικών πάνω από 
0.3 είναι γενικά αποδεκτές, µε την έννοια ότι η αριθµητική λύση που λαµβάνεται θεωρείται 
ανεξάρτητη από την ποιότητα του πλέγµατος. Εικόνες από τις γεωµετρίες, τις διακριτοποιήσεις 
των χωρίων, αλλά και στοιχεία ποιότητας των πλεγµάτων παρατίθενται στην Εικόνα 4-1. Οι 
συναρτήσεις βάσης που χρησιµοποιήθηκαν ήταν δευτέρου βαθµού, ενώ η βελτίωση στην 
ακρίβεια από πειράµατα που έγιναν µε γραµµικές πρώτης τάξης ήταν µικρή. Για την κατασκευή 
της συναρτήσεως µεταφοράς του σωλήνα και την εύρεση των συντονισµών (formants), 
σαρώθηκαν συχνότητες µέχρι τα 5kHz. Η πυκνότητα του αέρα και η ταχύτητα µετάδοσης του 
ήχου σε αυτόν ήταν 325.1 mkg=ρ  και sec343mcs =  αντίστοιχα. 
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Εικόνα 4-1. Φώνηµα – Γεωµετρία – ∆ιακριτοποίηση – Μετρική ποιότητας 

Η µέθοδος για τις πυκνότητες πλέγµατος που αναφέρθηκαν είχε γενικά αποδεκτό υπολογιστικό 
χρόνο σε κεντρική  µονάδα τύπου Core 2 Duo/1.87MHz. Στην Εικόνα 4-2 φαίνονται οι 
κατανοµές ακουστικής πίεσης (για συχνότητα 4990Hz), οι καµπύλες της στάθµης ακουστικής 
πίεσης σε συνάρτηση µε τη συχνότητα και οι συχνότητες συντονισµού ανά φώνηµα. Η σωστή 
λειτουργία των συνοριακών συνθηκών είναι προφανής. Μπορεί κανείς να παρατηρήσει την 
παρουσία µιας ισχυρής κοιλάδας (λόγω της µεγάλης απόστασης των γειτονικών formants) στις 
περιπτώσεις των /a/, /æ/, το οποίο αλλάζει θέση ανάµεσα από το δεύτερο και τρίτο formant στην 
περίπτωση του /a/,  στο πρώτο και δεύτερο στην περίπτωση του /æ/, ενώ η δεύτερη ισχυρή 
κοιλάδα στην περίπτωση του /æ/ ελαττώνεται σηµαντικά στην περίπτωση του /a/. Η συνάρτηση 
µεταφοράς για την περίπτωση του /i/ έχει µεγάλη απόσταση ανάµεσα στους δύο πρώτους 
συντονισµούς και ο δεύτερος συντονισµός είναι ισχυρότερος από τον πρώτο, ενώ η συνάρτηση 
µεταφοράς για το /u/ φαίνεται να καθορίζεται από τον πρώτο συντονισµό µε τους υπόλοιπους 
συντονισµούς σε σχετικά ίση απόσταση µεταξύ τους, προσεγγίζοντας πολύ τη συµπεριφορά του 
ουδέτερου φωνήεντος. Επίσης στην περίπτωση του /i/ παρατηρείται το φαινόµενο αύξησης του 
πλάτους (µικρή κοιλάδα) λόγω της γειτνίασης του τρίτου και τέταρτου συντονισµού. 
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Εικόνα 4-2. Φώνηµα – Κατανοµή ακουστικής πίεσης (στα 4990Hz) – Εκτίµηση συνάρτησης µεταφοράς – 
Συντονισµοί. 

4.3 ΑΝΑΠΑΡΑΓΩΓΗ ΤΟΥ ΣΗΜΑΤΟΣ ΦΩΝΗΣ 

Ο υπολογισµός των συντονισµών στις προηγούµενες γεωµετρίες φωνητικού σωλήνα επιτρέπει 
δυνητικά την κατασκευή του αντίστοιχου σήµατος στο πεδίο του χρόνου. Η διαδικασία 
υπολογισµού ονοµάζεται σύνθεση και αν συνδυαστεί µε συνεχή µεταβολή των συντονισµών, 
όπως συµβαίνει στην πραγµατική οµιλία, τότε το τελικό σήµα θα είναι σε θέση να µιµηθεί την 
πραγµατική ανθρώπινη φωνή. Η διαδικασία υπολογισµού από τους συντονισµούς ονοµάζεται 
formant synthesis και αποτελεί µια υποπερίπτωση µιας από τις δύο βασικές οικογένειες 
προσεγγίσεων που υπάρχουν σήµερα στο πρόβληµα αυτό.  
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Εικόνα 4-3. Κατηγοριοποίηση συνθετών ανθρώπινης φωνής 

Στην Εικόνα 4-3 φαίνεται µια κατηγοριοποίηση των προσεγγίσεων αυτών. Στις παραµετρικές 
µεθόδους ανήκουν εκτός από τη formant προσέγγιση, η στατιστική παραµετρική σύνθεση που 
χρησιµοποιεί κρυµµένα Markov µοντέλα για την µοντελοποίηση ων χαρακτηριστικών του 
φάσµατος της φωνής και η σύνθεση µε χρήση αρθρωτών, στην οποία χρησιµοποιούνται 
µηχανικά ή ηλεκτρικά ανάλογα για την µοντελοποίηση όσο το δυνατό περισσότερων 
αρθρωτικών φαινοµένων που συµβαίνουν στο φωνητικό σωλήνα, όπως για παράδειγµα η κίνηση 
και η διαµόρφωση του σχήµατος της γλώσσας και της κάτω γνάθου, η συνεισφορά των δοντιών, 
ακόµα και η κίνηση της γλωττίδας (που δεν είναι αρθρωτής) και η διαµόρφωση της ροής µέσα 
από αυτή.  Αντίθετα η ιδέα στις µη παραµετρικές µεθόδους ή µεθόδους απευθείας σύνθεσης 
(Direct Synthesis) είναι ότι η κυµατοµορφή του φωνητικού σήµατος αποτελείται από πολύ µικρά 
κοµµάτια, τα οποία αν συνδεθούν κατάλληλα µεταξύ τους µπορούν να παράξουν συνθετικό σήµα 
πολύ κοντά στο ανθρώπινο. Για να αντιµετωπιστούν σωστά προβλήµατα άρθρωσης και 
προσωδίας τα κοµµάτια αυτά επιλέγονται έτσι ώστε να περιγράφουν ένα σύνολο µεταβάσεων 
από το ένα φώνηµα στο άλλο ανάλογα µε το περιβάλλον οµιλίας (π.χ. diphones). Προφανώς 
απαιτείται αρκετή εργασία για την προετοιµασία µιας πλήρους βάσης δεδοµένων µε τέτοια 
προηχογραφηµένα δίφωνα, αλλά η υπολογιστική ισχύς που απαιτείται για την µετέπειτα 
συρραφή τους σε αλληλουχία που να πλησιάζει το πραγµατικό σήµα φωνής είναι πάρα πολύ 
µικρή. Η συρραφή των διφώνων γίνεται χρησιµοποιώντας µεθόδους επεξεργασίας σήµατος όπως 
Linear Predictive Coding (LCP) και Pitch Synchronous Overlap Method (PSOLA), ενώ η 
ποιότητα του παραγόµενου σήµατος είναι µεν αποδεκτή, απέχει όµως από αυτή µιας άλλης 
κατηγορίας συνθετών αλληλουχίας (concatenative synthesizers), που ονοµάζονται Συνθέτες 
Eπιλογής Mονάδας (Unit Selection). Στους τελευταίους δεν αποθηκεύονται µόνο δίφωνα, αλλά 
ολόκληρες ακολουθίες σηµάτων φωνής όπως συλλαβές, λέξεις, φράσεις και ολόκληρες 
προτάσεις. Η κατάτµηση σε στοιχειώδεις µονάδες σήµατος (phonemes) γίνεται µε τη χρήση 
µεθόδων και αλγορίθµων αναγνώρισης φωνής, ενώ απαιτείται και χειρονακτική επέµβαση για τη 
βέλτιστη και ακριβή δηµιουργία της τελικής βάσης, στην οποία αποθηκεύονται και συνοδευτικές 
πληροφορίες, όπως η θεµελιώδης συχνότητα (pitch), η διάρκεια, η θέση µέσα στη φωνητική 
ακολουθία και τα γειτονικά φωνήµατα. Η σύνθεση της βέλτιστης τελικής ακολουθίας από ένα 
σύνολο των υποψήφιων µονάδων (units) γίνεται µε τη βοήθεια αλγορίθµων αριστοποίησης (unit 
selection) που λαµβάνουν υπόψη τους ένα σύνολο επιθυµητών παραµέτρων στο τελικό σήµα. 
Συνήθως χρησιµοποιείται ένα κατάλληλα σταθµισµένο δέντρο αποφάσεων. Η ποιότητα του 
τελικού σήµατος είναι σαφώς ανώτερη και έχει µεγαλύτερη φυσικότητα, εξαρτάται όµως σε 
µεγάλο βαθµό από το µέγεθος και την ποιότητα της χρησιµοποιούµενης βάσης δεδοµένων σε 
αντίθεση µε τους συνθέτων διφώνων, όπου ο αριθµός των τελευταίων είναι περίπου δεδοµένος 
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για κάθε γλώσσα. Γίνονται έτσι προσπάθειες στόχευσης του περιβάλλοντος της γλώσσας, στο 
οποίο θα χρησιµοποιηθεί το κάθε σύστηµα, µε αποτέλεσµα τη µείωση του µεγέθους της βάσης 
αλλά και την αύξηση της ποιότητας της τελικής συνθετικής φωνής. 

4.3.1 Σύνθεση από formants 

Ιστορικά οι formant συνθέτες ήταν οι πρώτες απόπειρες που έγιναν στην κατεύθυνση της 
συνθετικής φωνής. Στηρίζονται στη θεωρία του µοντέλου πηγής – φίλτρου, σύµφωνα µε την 
οποία ο φωνητικός σωλήνας µπορεί να προσεγγισθεί από ένα γραµµικό φίλτρο, οι παράµετροι 
του οποίου µεταβάλλονται στο χρόνο. Το φίλτρο διεγείρεται από µια πηγή, η οποία µπορεί να 
είναι είτε κάποια ειδική προσοµοίωση της ταλάντωσης των φωνητικών χορδών για εύφωνους 
ήχους, ή απλά θόρυβος οποίος θα αναπαριστά κάποια στένωση οπουδήποτε µέσα στο φωνητικό 
σωλήνα. Το σήµα ήχου που δηµιουργείται µέσα στο σωλήνα, εν συνεχεία, ακτινοβολείται στο 
περιβάλλον από τα χείλη. Η θεωρία δεν προβλέπει καµιά αλληλεπίδραση µεταξύ πηγής και 
φίλτρου, πέρα από το γεγονός ότι το φίλτρο επιβάλλει τους συντονισµούς του στην πηγή, οπότε 
η λειτουργία των φωνητικών χορδών δεν επηρεάζεται καθόλου από το φωνητικό σωλήνα, 
πράγµα που δεν ισχύει στην πραγµατικότητα, όπως θα φανεί και στη συζήτηση του Κεφαλαίου 6. 
Η µη αλληλεπίδραση της πηγής επιτρέπει την κατασκευή ξεχωριστών παραµετρικών µοντέλων 
που περιγράφουν τα ακουστικά χαρακτηριστικά, για την ίδια και για το φωνητικό σωλήνα. Τέλος 
ο φωνητικός σωλήνας προσοµοιώνεται σαν ευθύγραµµος σωλήνας µε µεταβλητή εγκάρσια 
διάµετρο αποτελούµενος από το φάρυγγα, τη στοµατική κοιλότητα, τις ρινικές κοιλότητες και τα 
χείλη. Τα φαινόµενα συντονισµού σε κάθε κοµµάτι του σωλήνα προσοµοιώνονται από ένα 
γραµµικό φίλτρο. 

Για τη µοντελοποίηση της πηγής χρησιµοποιήθηκε το παραµετρικό γλωττιδικό µοντέλο LF, 
περισσότερες πληροφορίες για το οποίο αλλά και για τα φαινόµενα που επικρατούν κοντά στη 
γλωττίδα µπορούν να βρεθούν στο Κεφάλαιο 6. 

Καθώς το ακουστικό κύµα µεταφέρεται στον φωνητικό σωλήνα µε ανάλογα πάντα µε τη θέση 
των διαφόρων οργάνων που συναντά, κάποιες από τις συχνότητές τους ενισχύονται και κάποιες 
αποσβένυνται. Οι συχνότητες που ενισχύονται ονοµάζονται ως γνωστό formants. Γίνεται 
παραδεκτό ότι οι συντονισµοί αυτοί µπορούν να προσεγγισθούν από ένα φίλτρο µε µόνο πόλους 
(all pole filter), που σηµαίνει ότι η συνάρτηση µεταφοράς του έχει ρίζες µόνο στον 
παρανοµαστή. Οι πόλοι εµφανίζουν τις γνωστές κορυφές στο φάσµα που αναλύθηκαν για τις 
γεωµετρίες φωνητικού σωλήνα που εξετάστηκαν προηγουµένως. Στην περίπτωση σύζευξης µε 
τις ρινικές κοιλότητες εµφανίζονται και κορυφές προς τα κάτω, οι οποίες αντιστοιχούν σε 
µηδενικά, δηλ. ρίζες του αριθµητή της αντίστοιχης συνάρτησης µεταφοράς και ονοµάζονται anti-
formants. Μηδενικά εµφανίζονται και στην περίπτωση πολύπλοκης άρθρωσης τυρβωδών, 
εκρηκτικών συµφώνων και ήχων παύσης. 

Το κάθε formant µπορεί τελικά να προσεγγισθεί από ένα band pass φίλτρο, µε παραµέτρους τη 
συχνότητα συντονισµού 4,3,2,1, =nfn  και το εύρος ζώνης 4,3,2,1, =∆ nfn . Αν ο αντίστοιχος 

πόλος παρασταθεί ως (πολική µορφή): 
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( )nnn fifiP ∆−= ππ2exp  (4.13) 

τότε για να είναι η τελική συνάρτηση µεταφοράς ( ) ( ) ( )zAzBzH /=  πραγµατική (αφού το τελικό 

φίλτρο είναι πραγµατικό) θα πρέπει µετά την ανάλυση της ( )zH  σε µερικά κλάσµατα (partial 

fraction expansion) ο κάθε πόλος ( )nn pr ,  να εµφανίζεται µε το συζυγές του ζευγάρι ( )nn pr ,  ως 

εξής: 
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Εκτελώντας τις πράξεις στην (4.14): 
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Η  ολική συνάρτηση µεταφοράς για όλο το σωλήνα λαµβάνεται από το συνδυασµό των ( )zHn  σε 

παράλληλη ή εν σειρά συνδεσµολογία. Η παράλληλη συνδεσµολογία επιτρέπει τον έλεγχο του 
πλάτους του κάθε συντονισµού ξεχωριστά και αθροίζει όλες τις εξόδους που διεγείρονται 
ταυτόχρονα από το σήµα πηγής. Παρότι η διάταξη αυτή δεν αποτελεί και πολύ καλή αποµίµηση  
του φωνητικού σωλήνα, χρησιµοποιείται συνήθως για την παραγωγή συµφώνων[10]. Αντίθετα η 
σειριακή διάταξη τονίζεται ο τελευταίος συντονισµός (καθώς η συνολική συνάρτηση µεταφοράς 
είναι το γινόµενο των επιµέρους), πράγµα που αντιστοιχεί καλύτερα στον τρόπο κατανοµής της 
ακουστικής ενέργειας των formants και πλησιάζει περισσότερο τον πραγµατικό φυσικό 
µηχανισµό που πραγµατοποιούνται οι συντονισµοί µέσα στον φωνητικό σωλήνα. Έτσι οι 
σειριακοί συνθέτες είναι καλύτεροι για την παραγωγή των φωνηέντων. 
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Εικόνα 4-4. Παράλληλη και εν σειρά σύνδεση των φίλτρων συντονισµού 

Χαρακτηριστικό παράδειγµα ολοκληρωµένου formant συνθέτη αποτελεί ο συνθέτης του Klatt[13] 
που παρουσιάστηκε το 1980. Το διάγραµµα βαθµίδων φαίνεται στην Εικόνα 4-5. Η υλοποίηση 
αποτελείται από ένα σύνολο φίλτρων συνδεδεµένων παράλληλα και σειριακά, µε δυνατότητα 
επιλογής της διαµόρφωσης της συνδεσµολογίας ανάλογα µε τον επιθυµητό τύπο φωνής, πράγµα 
που τελικά δίνει δυνατότητα παραγωγής ανδρικών και γυναικείων φωνών. Ένα σύνολο σαράντα 
συνολικά παραµέτρων καθορίζει την τελική κυµατοµορφή µε τις τριάντα τέσσερις από αυτές να 
µπορούν να καθοριστούν δυναµικά, ενώ οι υπόλοιπες ρυθµίζουν τη γενική διαµόρφωση του 
συνθέτη. Υπάρχει δυνατότητα επιλογής της φασµατικής κλίσης της πηγής µε χρήση δύο low pass 
φίλτρων ανάλογα µε τον τύπο του επιθυµητού φωνήεντος. Έτσι για τα φωνήεντα χρησιµοποιείται 
κλίση -12db ανά οκτάβα, ενώ για τυρβώδη φωνήµατα η κλίση γίνεται -24db ανά οκτάβα. Ένας 
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δεύτερος τύπος πηγής τυχαίου θορύβου µε ελεγχόµενο εύρος χρησιµοποιείται για την παραγωγή 
της τυρβώδους συνιστώσας. Στην παράλληλη συνδεσµολογία χρησιµοποιούνται επτά συνολικά 
συντονισµοί µε ξεχωριστό έλεγχο εύρους, ενώ στη σειριακή υπάρχουν 5 συντονισµοί µε 
ξεχωριστό έλεγχο συχνότητας και εύρους ζώνης. Η τελευταία βαθµίδα προσοµοιώνει την 
ακτινοβολία από τα χείλη και είναι ένα high pass φίλτρο, αφού οι υψηλές συχνότητες 
µεταφέρονται καλύτερα µέσα από το άνοιγµα των χειλιών, λόγω της προστιθέµενης αντίστασης 
η οποία αναγκάζει τη αύξηση  της φασµατικής κλίσης από -12db σε περίπου -6db ανά οκτάβα. 

 

Εικόνα 4-5. O συνθέτης του Klatt (1980) 

Το διάγραµµα βαθµίδων της Εικόνας 4-5 δεν είναι η τελευταία έκδοση του συνθέτη, αφού τα 
µετέπειτα χρόνια έγιναν σηµαντικές βελτιώσεις στους παραµετρικούς συνθέτες µε βασικότερες 
των οποίων τα γλωττιδικά µοντέλα που προτάθηκαν από τους Fant και Liljencrants[5] και τον ίδιο 
τον Klatt[14] και η προσθήκη ενός ζεύγους πόλου - µηδενικού στην παράλληλη συνδεσµολογία 
για την καλύτερη προσοµοίωση των ένρινων ήχων. Παρόλα αυτά ο µεγάλος αριθµός των 
παραµέτρων που υπεισέρχονται και η αδυναµία προσέγγισης των µη γραµµικών φαινοµένων στο 
φωνητικό σωλήνα, κάνουν τους formant συνθέτες δύσκολους στη χρήση και για αυτό η αξία τους 
είναι πια µόνο ακαδηµαϊκή σαν µια πολύ καλή εφαρµογή του γραµµικού µοντέλου πηγής – 
φίλτρου. 

Για την εύρεση των επιµέρους φίλτρων και το µετέπειτα σπάσιµο σε µερικά κλάσµατα 
συντίθεται πρώτα το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της συνάρτησης µεταφοράς από τους πόλους 
και τους συζυγείς τους. Η ολική διαδικασία φαίνεται στο λογικό διάγραµµα της Εικόνας 4-6. 
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Εικόνα 4-6. ∆ιαδικασία εύρεσης των formant φίλτρων 

Tο σήµα πηγής του γλωττιδικού µοντέλου LF έχει τις εξής παραµέτρους (βλ. κεφάλαιο 6): 
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µε χρόνους ανοιχτής φάσης και φάσης επιστροφής: 
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Χρησιµοποιήθηκε συχνότητα Hz80  για την οποία το σήµα πηγής για δύο περιόδους έχει την 
ακόλουθη µορφή: 
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Για τη σύνθεση των φωνηµάτων από το αρµονικό πρόβληµα τα εύρη ζώνης των formants 
θεωρήθηκαν οι ακόλουθες σταθερές τιµές (Στη γενική περίπτωση είναι µεταβλητά και µπορούν 
να αλλαχθούν από το χρήστη):  

Hzbw

Hzbw

Hzbw

Hzbw

100

100

70

130

4

3

2

1

=

=

=

=

 (4.18) 

Τέλος στην Εικόνα 4-7 παρατίθενται τα συνθετικά σήµατα για τις περιπτώσεις των φωνηµάτων 
που εξετάστηκαν στο αρµονικό πρόβληµα, ενώ στην Εικόνα 4-8 φαίνονται οι συχνοτικές 
αποκρίσεις των φίλτρων ξεχωριστά και συνολικά για την κάθε περίπτωση. Τα φίλτρα έχουν 
συνδεθεί σειριακά. 
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Εικόνα 4-7. Συνθετικά σήµατα για τις τέσσερις περιπτώσεις γεωµετριών φωνητικού σωλήνα 
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Εικόνα 4-8. Συχνοτικές αποκρίσεις των formant φίλτρων σε σχέση µε τη συνολική 
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4.4 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Στο κεφάλαιο αυτό τονίστηκε η ιδιαίτερη σηµασία και ευκολία που παρέχει ο µετασχηµατισµός 
ενός ακουστικού προβλήµατος στην αρµονική του µορφή. Στη συνέχεια χρησιµοποιήθηκε η 
µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων για την εύρεση της κατανοµής της ακουστικής πίεσης σε 
τέσσερις γεωµετρίες φωνητικού σωλήνα που ελήθφησαν µε ψηφιοποίηση από τη βιβλιογραφία. 
Το πρόβληµα λύθηκε επαναληπτικά για συχνότητες µέχρι 4990kHz, πράγµα που έδωσε τη 
δυνατότητα κατασκευής των συχνοτικών αποκρίσεων των γεωµετριών, από τις οποίες 
προέκυψαν οι γνωστοί συντονισµοί ή formants. Τέλος επιχειρήθηκε η αναπαραγωγή του 
ακουστικού σήµατος στο χρόνο µε χρήση της θεωρίας πηγής – φίλτρου. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5.  ΜΕΛΕΤΗ ΠΕ∆ΙΟΥ ΡΟΗΣ ΜΕ TΟ FLUENT 

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται µια σύντοµη παρουσίαση του επιλύτη πεδίων ροής Fluent, οποίος 
χρησιµοποιήθηκε σε αρκετά σηµεία της παρούσης διατριβής. Αρχικά γίνεται µια σύντοµη 
αναφορά στις δυνατότητες και στα προσφερόµενα µοντέλα του επιλύτη. Στη συνέχεια γίνεται 
αναφορά στον τρόπο χειρισµού των αριθµητικών πλεγµάτων, στον τρόπο επικοινωνίας µε τον 
πυρήνα του επιλύτη και στη µέθοδο των πεπερασµένων όγκων ελέγχου µε χρήση της οποίας 
ολοκληρώνονται οι εξισώσεις διατήρησης ορµής και µάζας. Τέλος επιλύεται ένα απλό πρόβληµα 
εσωτερικής ροής σε αγωγό και συγκρίνονται τα αποτελέσµατα µε λύσεις από τη διεθνή 
βιβλιογραφία. Μέσα από τη διαδικασία τονίζεται η ιδιαιτερότητα του τρόπου χειρισµού του 
αριθµητικού πλέγµατος, η επικοινωνία µε τον επιλύτη και ο τρόπος επεξεργασία των δεδοµένων 
µετά την επίλυση. 

 

 

5.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

To Fluent είναι ίσως ο πιο διαδεδοµένος εµπορικός επιλύτης για υπολογισµό πεδία ροής µε 
χρήση υπολογιστή, και όχι µόνο. Στα πλαίσια της παρούσης χρησιµοποιήθηκε η έκδοση 6.2, η 
οποία είναι γραµµένη στη χαµηλού επιπέδου γλώσσα C, κάτω από το λειτουργικό σύστηµα 
Windows XP. Χαρακτηριστικά της έκδοσης αυτής  είναι η δυναµική δέσµευση υπολογιστικής 
µνήµης, ο αποδοτικός έλεγχος του επιλύτη και η χρήση παραθυροποιηµένου περιβάλλοντος 
διεπαφής µε το χρήστη, το οποίο βέβαια τη στιγµή συγγραφής του παρόντος δεν θεωρήθηκε από 
τα πλέον εξελιγµένα από πλευράς σχεδιασµού και λειτουργιών. Παρέχεται επίσης δυνατότητα 
επικοινωνίας µε τον επιλύτη µε τη συγγραφή κώδικα σε γλώσσα C και ενσωµάτωσή του σε 
συγκεκριµένα, προεπιλεγµένα σηµεία της ακολουθίας εκτέλεσης.  

Πιο συγκεκριµένα ο επιλύτης µπορεί να αντιµετωπίσει:  

• διδιάστατες επίπεδες ή αξονοσυµµετρικές ροές 

• πλήρως τριδιάστατες ροές σε πολύπλοκες γεωµετρίες 

• ασυµπίεστες υποηχητικές µε σταθερή ή µεταβλητή πυκνότητα του ρευστού 

• συµπιεστές ατριβείς ροές παρουσία αιφνίδιων διαταραχών (shock) 

• µόνιµες και µη µόνιµες ροές 

Παρέχονται τα εξής ιξώδη µοντέλα για νευτωνικά ρευστά: 

• απλό µόνο για την περιοχή στρωτής ροής 

• µοντέλο µεγάλων δινών (LES - Large Eddy Simulation) για τυρβώδεις ροές 

• µοντέλο µιας εξίσωσης Spalart-Allmaras για µεταβατικού τύπου ροές 
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• µοντέλο k-ε (κλασσικό, Renormalized Group και Realizable)  δύο εξισώσεων για 
τυρβώδεις ροές  

• µοντέλο k-ω (κλασσικό και Shear Stress transport) δύο εξισώσεων για τυρβώδεις ροές 
χαµηλού σχετικά αριθµού Reynolds 

• µοντέλο τάσεων Reynolds (Reynolds Stress Model) για τυρβώδεις ροές, το οποίο επιλύει 
τις εξισώσεις διατήρησης για τις τάσεις Reynolds µαζί µε µία εξίσωση για τον τυρβώδη 
ρυθµό σκέδασης της ροής. Συνολικά πέντε και επτά επιπλέον εξισώσεις σε δύο και τρεις 
διαστάσεις αντίστοιχα. 

Σχετικά µε τα ρευστά/υλικά παρέχεται µεγάλη βιβλιοθήκη φυσικών ιδιοτήτων, ενώ µπορούν να 
αντιµετωπιστούν: 

• µη νευτωνικά ρευστά 

• ροές µε ταυτόχρονη αλλαγή φάσεως 

• ροές σε πορώδη υλικά 

• ροές µε παράλληλη χηµική αντίδραση (π.χ. καύση) 

• ροές µε παράλληλη µεταφορά θερµότητας ή µάζας 

Οι δυνατότητες του λογισµικού συµπληρώνονται από ένα σύνολο λειτουργιών διαθέσιµων για 
µετα-επεξεργασία (post processing) των δεδοµένων ροής. Υπάρχουν πολλές δυνατότητες 
οπτικοποίησης των πεδίων ροής, όπως διδιάστατα και τριδιάστατα ισοσταθµικά διαγράµµατα και 
απλούστερα διαγράµµατα ζεύγους εξαρτηµένης / ανεξάρτητης µεταβλητής (xy plots). Οι 
δυνατότητες αυτές δε χρησιµοποιήθηκαν σχεδόν καθόλου στα πλαίσια της παρούσης, κυρίως 
διότι κατασκευάστηκε ειδική διεπαφή επικοινωνίας για τον χειρισµό και την αποθήκευση των 
δεδοµένων. Ένας άλλος λόγος ήταν και η προβληµατική λειτουργία των συναρτήσεων γραφικών 
του λογισµικού στο λειτουργικό σύστηµα που χρησιµοποιήθηκε. Το τελευταίο είναι πιθανό να 
οφείλεται στους οδηγούς γραφικών που διανέµονται µαζί µε το λογισµικό και ήταν ίσως το 
µοναδικό σοβαρό πρόβληµα που αντιµετωπίστηκε κατά την χρήση. 

5.2 ΜΗ ∆ΟΜΗΜΕΝΑ ΠΛΕΓΜΑΤΑ 

Ο επιλύτης του Fluent λειτουργεί αποκλειστικά µε µη δοµηµένα (unstructured) αριθµητικά 
πλέγµατα. Στα πλέγµατα αυτά δεν είναι προφανής ο τρόπος αντιστοίχησης και απεικόνισης στην 
υπολογιστική µνήµη. Έτσι για παράδειγµα δεδοµένου ενός ζεύγους δεικτών (i,j) για ένα 
διδιάστατο χωρίο, ενώ στην περίπτωση ενός δοµηµένου (structured) πλέγµατος είναι προφανής ο 
τρόπος εύρεσης των δεικτών των γειτονικών κελιών, στην περίπτωση ενός µη δοµηµένου 
πλέγµατος δεν είναι δυνατή η εύρεση των δεικτών χωρίς προηγουµένως να είναι γνωστή η δοµή 
αποθήκευσης στην υπολογιστική µνήµη. Η παρατήρηση αυτή οπτικοποιείται στην Εικόνα 5-1. Η 
δεικτοδότηση στα µη δοµηµένα αριθµητικά πλέγµατα γίνεται µε χρήση ειδικών δοµών, που 
λέγονται µητρώα γειτνίασης (adjacent matrices) και παράγονται από το λογισµικό κατασκευής 
του αριθµητικού πλέγµατος.  
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Εικόνα 5-1. ∆εικτοδότηση γειτονικών κελιών σε µη δοµηµένο και δοµηµένο πλέγµα. 

Το γεγονός αυτό δεν εµποδίζει το Fluent να λειτουργήσει µε δοµηµένα πλέγµατα, τα οποία έχουν 
αποθηκευθεί σα µη δοµηµένα. Έτσι στα πλαίσια της παρούσης χρησιµοποιήθηκαν αποκλειστικά 
δοµηµένα αριθµητικά πλέγµατα, για λόγους εύκολης πρόσβασης στην µετέπειτα επεξεργασία 
των δεδοµένων ροής από άλλα λογισµικά που επίσης κατασκευάστηκαν για τον υπολογισµό 
ακουστικών πηγών και ακουστικών πεδίων και για την οπτικοποίηση δεδοµένων ροής). Η 
εύρεση του αλγορίθµου δεικτοδότησης εξαρτάται από τον τύπο του πλέγµατος και από τον τρόπο 
παραγωγής του. 

Έστω για παράδειγµα ένα τετράπλευρο χωρίο για το οποίο κατασκευάστηκε δοµηµένο πλέγµα, 
το οποίο εξάγεται σε µη δοµηµένη µορφή κατά γραµµές, όπως στην Εικόνα 5-2. Με c 
συµβολίζεται ο δείκτης / αύξων αριθµός του κάθε κελιού ξεκινώντας από την τιµή µηδέν. 

(0,0)(0,1)(0,2)(0,7)

(1,0)(1,1)(1,2)(1,7)

(2,0)(2,1)(2,2)(2,7)

(3,7) (3,2) (3,1) (3,0)

[i,j] = [quot(c/NJ), c-i*NJ]

(0,0)(0,1)(0,2)(0,7)

(1,0)(1,1)(1,2)(1,7)

(2,0)(2,1)(2,2)(2,7)

(3,7) (3,2) (3,1) (3,0)

[i,j] = [quot(c/NJ), c-i*NJ]

 
Β 

c=0

c=7

c=15

c=23

c=31

NJ=8, NI=4 c=0

c=7

c=15

c=23

c=31

NJ=8, NI=4

 
Α 

(0,0) (0,1) (0,2) (0,7)

(1,0) (1,1) (1,2) (1,7)

(2,0) (2,1) (2,2) (2,7)

(3,7)(3,2)(3,1)(3,0)

[i,j] = [quot(c/NJ), (i+1)*NJ-c-1]

(0,0) (0,1) (0,2) (0,7)

(1,0) (1,1) (1,2) (1,7)

(2,0) (2,1) (2,2) (2,7)

(3,7)(3,2)(3,1)(3,0)

[i,j] = [quot(c/NJ), (i+1)*NJ-c-1]

 
C 

Εικόνα 5-2. ∆εικτοδότηση δοµηµένου πλέγµατος – Σάρωση κατά γραµµές 

Τότε για την µετατροπή σε διδιάστατη δοµή µνήµης υπολογιστού, πρέπει να υπολογιστούν οι 
δείκτες i, j, οι οποίοι για κάθε κελί δείχνουν τη θέση µνήµης που αυτό αποθηκεύεται. Σύµφωνα 
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µε την πρώτη εναλλακτική, κατά την οποία η αρίθµηση των δεικτών ξεκινά από το πρώτο κελί, 
οι δείκτες υπολογίζονται σύµφωνα µε τις σχέσεις της Εικόνας 5-2-B. Η σάρωση γίνεται κατά 
γραµµές και η συνάρτηση quot συµβολίζει το αποτέλεσµα της ακέραιας διαίρεσης του αύξοντος 
αριθµού του κελιού µε τον αριθµό των στηλών. Η δεύτερη εναλλακτική (Εικόνα 5-2-C) διατηρεί 
την ίδια δεικτοδότηση στις γραµµές και απλά αναστρέφει τη δεικτοδότηση στις στήλες (left right 
flipping). Μπορεί να χρησιµοποιηθεί σε περιπτώσεις όπου αυτό είναι επιθυµητό. Ακριβώς η ίδια 
λογική διατηρείται και στην περίπτωση όπου η σάρωση των κελιών γίνεται κατά στήλες. Η 
δεικτοδότηση υπολογίζεται σύµφωνα µε τις σχέσεις της Εικόνας 5-3-Α. Η λογική παραµένει 
ακριβώς η ίδια, ενώ στην περίπτωση αυτή, η δεύτερη εναλλακτική (Εικόνα 5-3-C) διατηρεί τη 
δεικτοδότηση στις στήλες και αναστρέφει τη δεικτοδότηση στις γραµµές (upside down flipping). 
Η χρήση του πρώτου ή του δεύτερου αλγορίθµου δεικτοδότησης εξαρτάται από τον τρόπο που το 
λογισµικό παραγωγής κατασκευάζει το δοµηµένο πλέγµα και τον τρόπο που αριθµεί τα κελιά 
κατά την αποθήκευση σε ‘µη δοµηµένη’ δοµή. 

(0,0)(1,0)(2,0)(7,0)

(0,1)(1,1)(2,1)(7,1)

(0,2)(1,2)(2,2)(7,2)

(7,3) (2,3) (1,3) (0,3)

[i,j] = [quot(c/NI), c-i*NI]

(0,0)(1,0)(2,0)(7,0)

(0,1)(1,1)(2,1)(7,1)

(0,2)(1,2)(2,2)(7,2)

(7,3) (2,3) (1,3) (0,3)

[i,j] = [quot(c/NI), c-i*NI]
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c=0

c=3c=11c=15c=31

NJ=8,NI=4

c=7

c=0

c=3c=11c=15c=31

NJ=8,NI=4

c=7  
Α 

[i,j] = [quot(c/NI), (i+1)*NI-c-1]

(0,0)(1,0)(2,0)(7,0)

(0,1)(1,1)(2,1)(7,1)

(0,2)(1,2)(2,2)(7,2)

(7,3) (2,3) (1,3) (0,3)

[i,j] = [quot(c/NI), (i+1)*NI-c-1]

(0,0)(1,0)(2,0)(7,0)

(0,1)(1,1)(2,1)(7,1)

(0,2)(1,2)(2,2)(7,2)

(7,3) (2,3) (1,3) (0,3)

 
C 

Εικόνα 5-3. ∆εικτοδότηση δοµηµένου πλέγµατος – Σάρωση κατά στήλες 

To Fluent µπορεί να χειριστεί διάφορους τύπους πλεγµάτων (δοµηµένων / µη δοµηµένων), όπως 
Ο τύπου, C τύπου, πολλαπλών διαµερίσεων και υβριδικά. Παραδείγµατα των πιο σηµαντικών 
τύπων παρατίθενται παρακάτω, από την Εικόνα 5-5 έως την Εικόνα 5-9. Η εκλογή του 
κατάλληλου τύπου για κάθε πρόβληµα εξαρτάται από την πολυπλοκότητα της γεωµετρίας, τον 
γεωµετρικό τύπο των επιµέρους στοιχείων και την ποσότητα της ψευδούς διαχύσεως (false 
diffusion) που εισάγεται στους υπολογισµούς. Αναφορικά µε τον γεωµετρικό τύπο των 
επιµέρους στοιχείων το Fluent υποστηρίζει τους τύπους που φαίνονται στην Εικόνα 5-4. Γενικά 
τα τριγωνικά στοιχεία προσφέρουν καλύτερο έλεγχο του πλέγµατος, µε την έννοια της 
δυνατότητας πύκνωσης σε συγκεκριµένα σηµεία της γεωµετρίας, ενώ τα τετράπλευρα στοιχεία 
είναι κατάλληλα για ροές που ακολουθούν καλά τις γεωµετρίες µε µεγάλους λόγους επιµήκους 
(π.χ. ροές σε αγωγούς). Στην τελευταία περίπτωση τριγωνικά στοιχεία µε µεγάλο λόγο επιµήκους 
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είναι σχεδόν σίγουρο ότι θα οδηγήσουν σε προβλήµατα σύγκλισης του αλγορίθµου επίλυσης της 
ροής. Ο όρος ψευδής διάχυση αναφέρεται στα σφάλµατα αποκοπής που προκύπτουν από τη 
διακριτοποίηση των εξισώσεων διατήρησης στο αριθµητικό πλέγµα. Το αποτέλεσµα της 
επίδρασής της είναι ότι αυξάνει την πραγµατική διάχυση και είναι ιδιαίτερα αισθητή σε 
συναγωγικού τύπου ροές (convective flows), µε πολύ µικρή ή σχεδόν καθόλου πραγµατική 
διάχυση. Η ψευδής διάχυση ελαχιστοποιείται όταν το αριθµητικό πλέγµα ‘ακολουθεί’ την 
πραγµατική κατεύθυνση της ροής, πράγµα που φυσικά είναι εφικτό µόνο µε χρήση δοµηµένου 
πλέγµατος και τετράπλευρων στοιχείων και όχι τριγωνικών. Ένας άλλος προφανής τρόπος για 
την ελαχιστοποίηση της είναι η πύκνωση του πλέγµατος (όποιο και αν είναι αυτό) ή/και η 
αύξηση της τάξης του σχήµατος αριθµητικής διακριτοποίησης, που καθόλου σχέση δεν έχει µε 
το χρησιµοποιούµενο πλέγµα. 

 

Εικόνα 5-4. Γεωµετρικοί τύποι υποστηριζόµενων στοιχείων  

Στα πλαίσια της παρούσης χρησιµοποιήθηκαν αποκλειστικά δοµηµένα πλέγµατα τετράπλευρων 
στοιχείων και οι περιπτώσεις πιο πολύπλοκων γεωµετριών (π.χ. φωνητικός σωλήνας) 
αντιµετωπίστηκαν µε πολλαπλή διαµερίση. Προτιµήθηκε ο τρόπος αυτός για ευκολία στη 
µεταφορά δεδοµένων σε άλλα λογισµικά (π.χ. υπολογισµός ακουστικών πηγών, οπτικοποίηση 
δεδοµένων ροής). Το λογισµικό κατασκευής των αριθµητικών πλεγµάτων ήταν το Gambit 
έκδοση 2.3, που διανέµεται µαζί µε το Fluent. Η δοµή των αρχείων δεδοµένων του λογισµικού 
είναι εύκολα αναγνώσιµη από το Fluent, οπότε δεν προκύπτουν προβλήµατα ανταλλαγής 
πληροφορίας. Για την κατασκευή δοµηµένων πλεγµάτων µε πληροφορία από τα όρια το Gambit 
χρησιµοποιεί µεθόδους µερικών διαφορικών εξισώσεων, σύµφωνα µε τις οποίες επιλύονται 
ελλειπτικές εξισώσεις τύπου Laplace ή Poisson. Η πληροφορία από τα όρια (π.χ. καθετότητα 
πλεγµατικών γραµµών) επιβάλλεται µε τη χρήση συνοριακών συνθηκών τύπου Dirichlet και 
Robin, σύµφωνα µε τις µεθόδους Thomas – Middlecoff[11] ή Sorenson[10]. H καθετότητα των 
πλεγµατικών γραµµών στα όρια είναι σηµαντική για την µετέπειτα επιβολή συνοριακών 
συνθηκών τύπου von Neumann κατά την επίλυση του πεδίου ροής. 
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Εικόνα 5-5. ∆οµηµένο (τύπου C) και µη δοµηµένο πλέγµα γύρω από αεροτοµή. 

 

   

Εικόνα 5-6. ∆οµηµένο πλέγµα τύπου Ο και C αντίστοιχα 

 

 

Εικόνα 5-7. ∆οµηµένο πλέγµα πολλαπλών διαµερίσεων 
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Εικόνα 5-8. Μη δοµηµένο πλέγµα τριγωνικών στοιχείων γύρω από αεροτοµή 

 

 

Εικόνα 5-9. Υβριδικό πλέγµα τριγωνικών / τετράπλευρων στοιχείων 

5.3 ΕΠΙΚΟΙΝΩΝΙΑ ΜΕ ΤΟ FLUENT 

Η επικοινωνία µε τον επιλύτη του Fluent γίνεται µε τη χρήση συναρτήσεων χρήστη (User 
Defined Functions - UDFs). H αρχιτεκτονική του προγράµµατος επιτρέπει την εξωτερική 
παρέµβαση σε συγκεκριµένα σηµεία της ροής κώδικα και για συγκεκριµένους σκοπούς. Αυτό 
γίνεται µε τη συγγραφή κώδικα από το χρήστη σε γλώσσα C, µετάφραση – σύνδεση του 
αντικειµενικού κώδικα και δηµιουργία εκτελέσιµων αρχείων. Τα αρχεία αυτά πρέπει να 
δηµιουργηθούν στη µορφή δυναµικών βιβλιοθηκών (dynamic link libraries – dlls, για το 
λειτουργικό σύστηµα Windows) και να “φορτωθούν” στη συνέχεια σε συγκεκριµένα σηµεία 
µέσα από το γραφικό περιβάλλον του λογισµικού. Οι συναρτήσεις χρήστη είναι ουσιαστικά 
µακροεντολές (DEFINE MACROS για τη γλώσσα C) ορισµένες εξαρχής από το λογισµικό, το οποίο 
συνάµα παρέχει ένα µεγάλο σύνολο συναρτήσεων και τύπων για την πρόσβαση στα δεδοµένα 
του επιλύτη. Αυτά περιλαµβάνουν όλα τα γεωµετρικά δεδοµένα του αριθµητικού πλέγµατος 
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(συντεταγµένες κόµβων των κελιών, κάθετα και παράλληλα διανύσµατα, επιφάνειες ορίου), όλες 
τις ρευστοδυναµικές µεταβλητές (πίεση, ταχύτητες, πυκνότητα) στην τρέχουσα και προηγούµενη 
χρονική στιγµή (σε περίπτωση µη µόνιµου προβλήµατος), αλλά και παράγωγες µεταβλητές 
ορισµένες από το χρήστη για τη µετέπειτα επεξεργασία. 

Από τις βασικότερες λειτουργίες που µπορούν να εκτελέσουν οι συναρτήσεις χρήστη θα 
µπορούσε να ξεχωρίσει κανείς πρώτα τη δυνατότητα να αλλάξουν ρευστοδυναµικές µεταβλητές 
κατά τη διάρκεια της επίλυσης και τη δυνατότητα εξόδου (Ι/Ο) των δεδοµένων για µετέπειτα 
επεξεργασία σε οποιαδήποτε µορφή είναι επιθυµητό. 

Τα σηµεία (hooks) που το λογισµικό επιτρέπει την εκτέλεση των συναρτήσεων χρήστη είναι: 

• κατά την αρχικοποίηση των µεταβλητών του πεδίου ροής 

• κατά την εφαρµογή συνοριακών συνθηκών 

• πριν τη έναρξη κάθε επανάληψης 

• πριν και µετά την ολοκλήρωση κάθε χρονικού βήµατος 

• όταν ο χρήστης το ζητήσει (execute on demand) 

Στον Πίνακα 5-1 παρατίθεται µια συνάρτηση χρήστη που χρησιµοποιείται για την επιβολή 
παραβολικού προφίλ οριζόντιας ταχύτητας στην είσοδο ενός πεδίου ροής. Η συνάρτηση έχει σαν 
ορίσµατα τις µεταβλητές inlet_x_velocity, thread, i. Η πρώτη µεταβλητή είναι απλά το 
όνοµα της συναρτήσεως, η δεύτερη  περιέχει το σύνολο των κελιών στα οποία εφαρµόζεται και η 
τρίτη είναι ο δείκτης της µεταβλητής στην οποία εφαρµόζεται. Η µακροεντολή begin_f_loop 
εκτελεί σάρωση όλων των επιφανειακών κελιών της οµάδος thread. Η µακροεντολή 
F_CENTROID επιστρέφει στο διάνυσµα πραγµατικών τιµών x τις συντεταγµένες του βαρύκεντρου 
του τρέχοντος κελιού f της οµάδος thread. Στη συνέχεια η µακροεντολή F_PROFILE θέτει την 
τιµή για τη µεταβλητή i (του τρέχοντος κελιού f της οµάδος thread) ίση µε 6.0 * Wt * y * 
(1.0 - y) που είναι η τιµή του παραβολικού προφίλ. Η ενεργοποίηση της συναρτήσεως πρέπει 
να γίνει µέσα από το περιβάλλον του λογισµικού στο σηµείο που τίθενται οι συνοριακές 
συνθήκες. Το τελευταίο προϋποθέτει ότι ο κώδικας έχει µεταφραστεί και συνδεθεί και ότι έχει 
δηµιουργηθεί η εκτελέσιµη δυναµική βιβλιοθήκη. 

Πίνακας 5-1. Υπόδειγµα συνάρτησης χρήστη για την επιβολή συνοριακής συνθήκης 

DEFINE_PROFILE(inlet_x_velocity, thread, i)  
{ 
  real x[ND_ND];  /* this will hold the position vector */ 
  real y; 
  face_t f; 
  real Wt=1.0; 
 
  begin_f_loop(f, f) 
    { 
      F_CENTROID(x,f,thread); 
      y = x[1]; 
      F_PROFILE(f, thread, i) = 6.0 * Wt * y * (1.0 - y); 
    } 
  end_f_loop(f, thread) 
} 
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Στα πλαίσια της παρούσης οι συναρτήσεις χρήστη χρησιµοποιήθηκαν σχεδόν αποκλειστικά για 
την έξοδο των δεδοµένων σε δυαδική µορφή και ειδική δοµή, που επιτρέπει την επικοινωνία µε 
άλλα λογισµικά που κατασκευάστηκαν για την οπτικοποίηση των αποτελεσµάτων του 
προβλήµατος ροής. 

5.4 Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΟΓΚΩΝ ΕΛΕΓΧΟΥ 

Ο επιλύτης του Fluent βασίζεται στην µέθοδο των πεπερασµένων όγκων ελέγχου (ο.ε.) (finite 
control volume method) για την επίλυση της γενικής εξίσωσης µεταφοράς. Βασικό 
χαρακτηριστικό της µεθόδου είναι ότι η διακριτοποιηµένη εξίσωση προκύπτει από ολοκλήρωση 
της διαφορικής µορφής σε έναν όγκο ελέγχου, σε αντίθεση µε τις µεθόδους πεπερασµένων 
διαφορών που προσεγγίζουν κατευθείαν τις µερικές παραγώγους στο αριθµητικό πλέγµα. Επίσης 
η διαφορική εξίσωση είναι γραµµένη στη συντηρητική µορφή µε χρήση του διαφορικού τελεστή 
απόκλισης (divergence), η φυσική σηµασία του οποίου είναι καθαρή εκροή (εκροή µείον εισροή) 
της µεταφερόµενης ποσότητας από τον όγκο ελέγχου. Το τελευταίο είναι σηµαντικό αφού η 
“συντηρητική ιδιότητα” θα µεταφερθεί και στη διακριτοποιηµένη εξίσωση, διατηρώντας έτσι τη 
φυσική σηµασία του ισοζυγίου της ποσότητας στον όγκο ελέγχου.  Στην συνοπτική παρουσίαση 
που ακολουθεί η µέθοδος παρουσιάζεται σε διδιάστατο δοµηµένο αριθµητικό πλέγµα. Η 
επέκταση στον τριδιάστατο χώρο είναι εύκολη και άµεση[8]. 

5.4.1 Ολοκλήρωση της εξίσωσης µεταφοράς 

Η γενική διαφορική εξίσωση µεταφοράς για το βαθµωτό µέγεθος φ  γράφεται στη συντηρητική 

της µορφή, ως εξής: 

( ) ( ) φφ φφρρφ S
t

=∇Γ−⋅∇+
∂
∂

u  (5.1) 

Η πυκνότητα του ρευστού συµβολίζεται µε ρ , u  είναι το άνυσµα της ταχύτητας, φΓ  είναι ο 

συντελεστής µεταφοράς λόγω διάχυσης, φS  είναι πρόσθετες πηγές. Ολοκληρώνοντας πάνω σε 

τυχόντα όγκο ελέγχου V  µε σύνορο  την επιφάνεια A : 

( ) ( ) ∫∫∫ =∇Γ−⋅∇+
∂
∂

VVV

dVSdVdV
t φφ φφρρφ u  (5.2) 

Με χρήση του θεωρήµατος απόκλισης Gauss το ολοκλήρωµα όγκου της απόκλισης µετατρέπεται 
σε κλειστό επιφανειακό ολοκλήρωµα στο σύνορο, ενώ οι αγκύλες συµβολίζουν µέση τιµή στον 
όγκο ελέγχου: 

[ ] ( ) [ ] VSdV
t A

∆=∇Γ−+∆
∂
∂

∫ φφ φφρρφ Au  (5.3) 

Η ολοκλήρωση της (5.3) απαιτεί τον ορισµό όγκων ελέγχου. Σύµφωνα µε την πρακτική του 
µετατοπισµένου πλέγµατος[8], οι όγκοι ελέγχου των ταχυτήτων είναι µετατοπισµένοι προς τα 
πίσω και πάνω σε σχέση µε τους όγκους ελέγχου των βαθµωτών µεταβλητών (staggered grid), 
όπως δείχνει το σκαρίφηµα στην Εικόνα 5-10. Εφαρµόζοντας την (5.3) στον όγκο ελέγχου του 
σηµείου P, προκύπτει µια αλγεβρική σχέση που περιέχει, εκτός από τον µεταβατικό και τον 
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µεταβατικό όρο, τις ροές λόγω διάχυσης και συναγωγής (convective and diffusive fluxes) σε όλες 
τις συνοριακές επιφάνειες: 

[ ] [ ] psnwep VSffffV
dt

d
φφρ =−+−+  

snweiDCf iii ,,,, =+=  

(5.4) 

όπου:  

( )

i
iii

iiii

x
AD

AuC

∂
∂

Γ−=

=

φ

φρ
 (5.5) 

Για την πλήρη διακριτοποίηση και την εύρεση του τελικού αλγεβρικού συστήµατος εξισώσεων, 
που θα έχει ως αγνώστους τις τιµές της φ  στους κόµβους του πλέγµατος, απαιτείται ο 
υπολογισµός των τιµών και των παραγώγων της µεταβλητής φ  στις επιφάνειες των όγκων 

ελέγχου, συναρτήσει των τιµών στους γειτονικούς κόµβους. Η ακρίβεια των υπολογισµών η 
εισαγωγή ψευδούς διαχύσεως στη λύση και η διαγώνια υπεροχή ή όχι του τελικού µητρώου του 
συστήµατος εξαρτώνται ισχυρά από την εκλογή του τελικού σχήµατος διακριτοποίησης. Ο 
επιλύτης του Fluent προσφέρει αρκετές εναλλακτικές µεταξύ των οποίων και οι κάτωθι: 

• πρώτης τάξης και δεύτερης σχήµα ανάντι διαφορών, όπου η τιµή της µεταφερόµενης 
µεταβλητής στην επιφάνεια του ο.ε., τίθεται ίση µε την τιµή του κόµβου/ων  ανάντι της 
ροής. 

• σχήµα κεντρικών διαφορών, όπου λαµβάνεται ο µέσος όρος των γειτονικών κόµβων σαν 
η ζητούµενη τιµή στην επιφάνεια του ο.ε.. Το σχήµα αυτό εισάγει σφάλµατα φάσης, δηλ. 
εµφανίζει τρόπους που κινούνται µε διαφορετικές ταχύτητες από την κύρια ταχύτητα της 
ροής, πράγµα το οποίο έχει ως αποτέλεσµα την δηµιουργία αφύσικων ταλαντώσεων στα 
προφίλ της λύσης, οι οποίες µπορούν να οδηγήσουν ακόµα και σε αστάθεια. 

• σχήµα εκθετικού νόµου (Power Law), όπου οι τιµή στην επιφάνεια του ο.ε. τίθεται 
χρησιµοποιώντας την αναλυτική λύση της µονοδιάστατης εξίσωσης διάχυσης-
συναγωγής. 

• σχήµατα τύπου QUICK, τα οποία βασίζονται σε κατάλληλα στάθµιση (weighted 
averaging) των τιµών που προκύπτουν από τα σχήµατα κεντρικών και δεύτερης τάξης 
ανάντι διαφορών. Το QUICK λειτουργεί µόνο σε δοµηµένα πλέγµατα[3]. 

• σχήµα MUSCL, που βασίζεται στην ίδια αρχή µε το προηγούµενο, αλλά είναι τρίτης 
τάξης και δεν έχει περιορισµό εφαρµογής σε συγκεκριµένο τύπο πλέγµατος[13]. 

Τέλος όρος πηγής γραµµικοποιείται µε βάση την αρνητική βαθµίδα της εξαρτώµενης µεταβλητής 
ως εξής[8]: 

0,, <+= φφφφ φ SPSPSUS PP  (5.6) 

Το τελικό σύστηµα εξισώσεων (για δύο πάντα διαστάσεις) που προκύπτει έχει τη µορφή: 



 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΜΕΛΕΤΗ ΠΕ∆ΙΟΥ ΡΟΗΣ ΜΕ TΟ FLUENT 

ΙΩΑΝΝΗΣ Β ΠΑΠΑΓΕΩΡΓΑΚΟΠΟΥΛΟΣ 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΑΕΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΦΩΝΗΤΙΚΟΥ ΣΩΛΗΝΑ ΜΕ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ NAVIER STOKES 5-11 

( ) SUuSP SSNNWWEEPP +Α+Α+Α+Α=−Α φφφφ  (5.7) 

Είναι προφανής η ταινιωτή (πενταδιαγώνια στην προκειµένη περίπτωση) µορφή του συστήµατος 
αλγεβρικών εξισώσεων. Η επίλυση µπορεί να γίνει µε χρήση άµεσων ή επαναληπτικών µεθόδων. 
Η απαλοιφή Gauss µε ή χωρίς οδήγηση, η LU παραγοντοποίηση και ο αλγόριθµος TDMA για 
τριδιαγώνια µητρώα αποτελούν παραδείγµατα ορισµένων άµεσων µεθόδων. Η µέθοδος Jacobi, η 
µέθοδος Gauss Seidel και η εξέλιξή της (µέθοδος διαδοχικής υπερχαλάρωσης) αποτελούν 
παραδείγµατα επαναληπτικών µεθόδων. Το Fluent χρησιµοποιεί µια παραλλαγή χαλαρωµένης 
µεθόδου Gauss Seidel. 
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Εικόνα 5-10. Όγκοι ελέγχου στο µετατοπισµένο πλέγµα 

5.4.2 Επίλυση του υδροδυναµικού πεδίου 

Η εξίσωση µεταφοράς όταν µεταφερόµενες ποσότητες θεωρηθούν οι ταχύτητες και σε 
περίπτωση διδιάστατης µόνιµης ροής γράφεται: 
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όπου για: 
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Αντίστοιχα µε την (5.7) η διακριτοποιηµένη µορφή για την u  ταχύτητα είναι: 

( )we
x
PP

k
PkkPPP PPASUuAuA −−+=∑  (5.10) 

όπου σκόπιµα διαχωρίζεται ο όρος της πίεσης από τους υπόλοιπους όρους πηγής. Παρατηρείται 
ότι η (5.10) περιέχει τις πιέσεις στις επιφάνειες των όγκων ελέγχου, οι οποίες είναι άγνωστες. 
Τίθεται έτσι το πρόβληµα της σύζευξης των υδροδυναµικών µεταβλητών πίεσης και ταχύτητας. 
Η µόνη διαθέσιµη εξίσωση που µπορεί να χρησιµοποιηθεί είναι η εξίσωση συνεχείας, η οποία αν 
από τη διαφορική της µορφή (5.11) ολοκληρωθεί χρησιµοποιώντας την ίδια µεθοδολογία που 
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περιγράφηκε παραπάνω προκύπτει η διακριτοποιηµένη µορφή της (5.12). Το πρόβληµα όµως 
είναι ότι η (5.12) πάλι δεν περιέχει την πίεση. Τη λύση στο πρόβληµα δίνουν οι επαναληπτικοί 
αλγόριθµοι τύπου SIMPLE[7], οι οποίοι στηρίζονται στην εκτίµηση κάποιου αρχικού πεδίου 
πίεσης και στην διαδοχική διόρθωσή του µέχρις ότου οι ταχύτητες που προκύπτουν να 
ικανοποιούν τις διακριτοποιηµένες εξισώσεις συνέχειας και ορµής. 

( ) 0=⋅∇+
∂
∂

uρ
ρ
t

 (5.11) 
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Έστω µια εκτίµηση πίεσης *P  και ** , vu  το πεδίο ταχυτήτων που βασίζεται σε αυτή και 

προκύπτει από τις διακριτοποιηµένες εξισώσεις ορµής. Τότε οι σωστές τιµές των πεδίων 
µπορούν να υπολογιστούν µε την πρόσθεση κάποιων τιµών διόρθωσης vuP ′′′ ,,  ως: 

vvv

uuu

PPP

′+=

′+=

′+=
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*

 (5.13) 

Οι διορθώσεις ταχύτητας υπολογίζονται αφαιρώντας τις διακριτοποιηµένες εξισώσεις ορµής για 
την εκτίµηση και τη σωστή ταχύτητα και περιέχουν τις διορθώσεις πίεσης στα κέντρα των όγκων 
ελέγχου. Αντίστοιχα οι διορθώσεις της πίεσης υπολογίζονται από την (5.12) αφού σε αυτήν 
αντικατασταθούν οι σωστές τιµές για τις ταχύτητες. Για την οριζόντια συνιστώσα της ταχύτητας 
η σωστή τιµή (εκτίµηση + διόρθωση) είναι: 

( )PW
P

ew
PPPP PP

A

A
uuuu ′−′+=′+= **  (5.14) 

Τελικά προκύπτει η (5.15) απ’ όπου µπορούν να υπολογιστούν οι διορθώσεις πίεσης: 

m
i

iiPP SPAPA +′=′ ∑  (5.15) 

Ο όρος mS  ταυτίζεται µε τη διακριτοποιηµένη εξίσωση συνέχειας εκφρασµένη σε όρους 

εκτίµησης ταχύτητας ( ** , vu ) και µε αρνητικό πρόσηµο. Όταν 0=mS  η εξίσωση συνέχειας θα 

ικανοποιείται από τις εκτιµήσεις ταχυτήτων, οπότε η µέθοδος θα έχει συγκλίνει. Τα βήµατα του 
αλγορίθµου είναι: 

1. Εκτίµηση πεδίου  πίεσης *P  

2. Επίλυση εξισώσεων ορµής για ** , vu  

3. Επίλυση εξίσωσης διόρθωσης πίεσης (5.15) 

4. Υπολογισµός σωστής πίεσης PPP ′+= *  

5. ∆ιόρθωση ταχυτήτων (5.14) 

6. Θέσε PP =*  και επανέλαβε από το πρώτο βήµα 

Εφόσον χρησιµοποιείται µετατοπισµένο πλέγµα οι πιέσεις στις επιφάνειες των ο.ε. που 
εµφανίζονται στις εξισώσεις ορµής πρέπει να υπολογιστούν µε κάποιο είδος παρεµβολής. Ο 
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επιλύτης του Fluent χρησιµοποιεί µη µετατοπισµένο πλέγµα για αποφυγή της πολυπλοκότητας 
που δηµιουργεί η αποθήκευση γεωµετρικών στοιχείων για δύο πλέγµατα. Οι τύπου SIMPLE 
αλγόριθµοι δε διαφοροποιούνται σηµαντικά ως προς την εκτέλεσή τους σε µη µετατοπισµένα 
πλέγµατα. Η µόνη διαφοροποίηση έγκειται στον υπολογισµό των ταχυτήτων και πιέσεων στις 
επιφάνειες των ο.ε. προς αποφυγήν του φαινοµένου δηµιουργίας ταλαντούµενων πεδίων[1],[8]. Το 
φαινόµενο αυτό (σε µη µετατοπισµένο πλέγµα πάντα) προκύπτει αν χρησιµοποιηθεί απλή 
γραµµική παρεµβολή για τον υπολογισµό των επιφανειακών πιέσεων στην (5.10) και έχει σα 
συνέπεια η τελική µορφή της (5.10) να περιέχει πιέσεις σε εναλλασσόµενους κόµβους και όχι σε 
διαδοχικούς. Έτσι ένα κυµατοειδές πεδίο πίεσης θα ληφθεί σαν οµοιόµορφο και θα δώσει 
µηδενική ροή στους επιµέρους ο.ε.. Η τεχνική που χρησιµοποιείται για την αποφυγή αυτού του 
φαινοµένου ονοµάζεται παρεµβολή ορµής (momentum interpolation)[9] και βασίζεται στην 
παραδοχή ότι οι επιφανειακές ταχύτητες υπακούουν µια σχέση παρόµοια µε την (5.10) 
(επιλυµένη ως προς Pu ), όπου όµως όλοι οι συντελεστές θα υπολογίζονται µε γραµµική 

παρεµβολή των αντίστοιχων συντελεστών των εξισώσεων που ισχύουν για τις ταχύτητες στα 
βαρύκεντρα των ο.ε., µε τον όρο διαφοράς της πίεσης να αντικαθίσταται από την διαφορά πίεσης 
στα βαρύκεντρα των ο.ε.. 

 

Εικόνα 5-11. Όγκοι ελέγχου στο µετατοπισµένο και µη πλέγµα 

Η παρεµβολή είναι συνήθως γραµµική µε συντελεστές που εξαρτώνται από τις αποστάσεις των 
επιφανειών από τα γειτονικά βαρύκεντρα. Σε κάποιες εξελίξεις της µεθόδου[6] η παρεµβολή 
γίνεται χρησιµοποιώντας πολυώνυµα υψηλότερου βαθµού (π.χ. δευτέρου βαθµού) µε παράλληλη 
εισαγωγή upwinding (ανάντι διαφόρισης), όπως ακριβώς στο σχήµα QUICK. Αποτέλεσµα αυτού 
είναι η αισθητή βελτίωση της ακρίβειας σε προβλήµατα µε ισχυρό συναγωγικό χαρακτήρα. 

5.5 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΕ ΑΠΛΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΡΟΗΣ ΣΕ ΑΓΩΓΟ 

Για τον έλεγχο καλής λειτουργίας του λογισµικού επιλύθηκε ένα απλό πρόβληµα ροής σε αγωγό 
χαµηλού αριθµού Reynolds. Το πρόβληµα όπως αναφέρεται στην [2] αφορά ροή σε διδιάστατο 
αγωγό µε στενωτική περιοχή κοντά στην είσοδο και το µέγεθος σύγκρισης είναι η πίεση στο 
κάτω τοίχωµα. 

5.5.1 Γεωµετρία και λεπτοµέρειες του προβλήµατος 

Στην Εικόνα 5-12 φαίνεται η γεωµετρία του προβλήµατος. Η λόγος επιµήκους του αγωγού είναι 
1/32, ενώ η στενωτική περιοχή περιγράφεται από τη συνάρτηση: 

( ) ( )22 5.175.20.3 −−−−= xxy . 
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Εικόνα 5-12. Γεωµετρία στενωτικού αγωγού 

Επιλύονται οι αδιαστατοποιηµένες εξισώσεις Navier Stokes (5.16) για µόνιµη, συνεκτική ροή 
αριθµού Reynolds 180. 

uuu 2

Re

1
∇=∇+⋅∇ p  (5.16) 

Στην είσοδο η ταχύτητα θεωρείται ότι έχει µόνο οριζόντια συνιστώσα παραβολικού προφίλ 
σύµφωνα µε την ακόλουθη σχέση: 

( ) ( )
y

yt L

y
yLWyu −⋅⋅= 6  (5.17) 

Σαν οριακή συνθήκη εξόδου τίθεται: 

xLxp == ,0  (5.18) 

Ενώ η συνθήκη µη ολίσθησης για τα στερεά τοιχώµατα είναι: 

0=⋅nu  (5.19) 

όπου n  το κάθετο διάνυσµα στην επιφάνεια των τοιχωµάτων. 

5.5.2 Αριθµητικό πλέγµα 

Χρησιµοποιήθηκε δοµηµένο πλέγµα πυκνότητας 739x29 στοιχείων, ανάλογης του λόγου 
επιµήκους του αγωγού. Η κατασκευή έγινε ξεκινώντας από διακριτοποιηµένα όρια µε χρήση της 
µεθόδου Thomas - Middlecoff στο λογισµικό Gambit. Σηµαντική είναι επίσης η δεικτοδότηση - 
σήµανση των επιφανειών που θα χρησιµοποιηθούν για την εφαρµογή των συνοριακών συνθηκών 
µετέπειτα στο Fluent. Στην Εικόνα 5-13 φαίνονται τρία χωρία του πλέγµατος που αντιστοιχούν 
στην είσοδο, έξοδο του ρευστού από τον αγωγό και στη στενωτική περιοχή, µαζί µε τη σήµανση 
των επιφανειών.  
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Εικόνα 5-13. Τµήµατα πλέγµατος στην είσοδο, στένωση και έξοδο 

5.5.3 Εφαρµογή συνοριακών συνθηκών 

Η επιβολή παραβολικού προφίλ στην είσοδο του αγωγού έγινε µε χρήση συνάρτησης χρήστη 
παρόµοιας µε αυτή στον Πίνακα 5-1. Η επιβολή στα στοιχεία της σεσηµασµένης επιφάνειας 
“velocity-inlet” γίνεται µέσα από το περιβάλλον διεπαφής στο παράθυρο διαλόγου που φαίνεται 
στην Εικόνα 5-14. 

 

Εικόνα 5-14. ∆ιάλογος για την επιβολή οριακής συνθήκης ταχύτητας εισόδου 

Με όµοιο τρόπο επιβάλλονται και οι οριακές συνθήκες τοιχώµατος και εξόδου, χωρίς να 
χρειάζεται για αυτές η συγγραφή συναρτήσεων χρήστη, στα στοιχεία των επιφανειών “upper-
wall”, “lower-wall” και “pressure-outlet”. 

Χρησιµοποιήθηκαν το σχήµα διακριτοποίησης QUICK µε δεύτερης τάξης παρεµβολή για τον 
υπολογισµό των επιφανειακών τιµών πίεσης και ο αλγόριθµος SIMPLE για τη σύζευξη των 
υδροδυναµικών µεταβλητών µεταξύ τους. Οι συντελεστές υποχαλάρωσης ήταν 0.6 για την πίεση 
και 0.8 για τις ταχύτητες. 
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Οι αδιαστατοποίηση των εξισώσεων επιτυγχάνεται δηµιουργώντας ένα πλασµατικό ρευστό 

µοναδιαίας πυκνότητας και ιξώδους: 005555.0180
1

Re
1 == . 

5.5.4 Συλλογή - επεξεργασία αποτελεσµάτων 

Για την επεξεργασία των αποτελεσµάτων και την οπτικοποίηση της ροής δηµιουργήθηκαν 
συναρτήσεις χρήστη µετατροπής σε δοµηµένο τρόπο αποθήκευσης, σύµφωνα µε την πρώτη 
µέθοδο δεικτοδότησης κατά γραµµές που αναφέρθηκε πιο πάνω. Στον Πίνακα 5-2 δίνεται ένα 
ενδεικτικό τµήµα του κώδικα δεικτοδότησης σε δοµηµένο τρόπο αποθήκευσης. Η χρήση των 
µακροεντολών βρόχου που παρέχει ο επιλύτης διευκολύνουν σηµαντικά τη συγγραφή. Αφού 
ληφθεί ο δείκτης του χωρίου, ξεκινά η εκτέλεση δύο βρόχων: ο εξωτερικός επιδρά σε όλες τις 
οµάδες κελιών του χωρίου, και ο εσωτερικός σε κάθε κελί της τρέχουσας οµάδας. Η µεταβλητή 
c είναι ο αύξων αριθµός του τρέχοντος κελιού. Ακολουθούν οι υπολογισµοί των δεικτών i, j   
την πρώτη µέθοδο της Εικόνας 5-2. Εν συνεχεία υπολογίζονται τα µεγέθη της στροβιλότητας και 
του µέτρου του διανύσµατος της ταχύτητας. 

Η συνάρτηση συνδέεται µε τον επιλύτη, έτσι ώστε η εκτέλεση να γίνεται κατά βούληση (on 
demand) και όχι σε κάποιο συγκεκριµένο σηµείο του εξωτερικού βρόχου επίλυσης. Αυτό βέβαια 
προϋποθέτει ότι ο επιλύτης θα βρίσκεται σε κατάσταση αναµονής χωρίς να εκτελεί κάποια άλλη 
εργασία. Η σύνδεση – εκτέλεση γίνεται µέσω του διαλόγου στην Εικόνα 5-15. 

 

Εικόνα 5-15. Εκτέλεση συνάρτησης χρήστη κατά βούληση 

Πίνακας 5-2. Υπόδειγµα κώδικα δεικτοδότησης σε δοµηµένο πλέγµα 

  // Get variables from unstructured solver 
  // and store them in structured grid. 
  // Calculate vorticity, velocity magnitude 
  d=Get_Domain(1); 
  thread_loop_c(t,d) 
  { 
    begin_c_loop_all(c,t) 
    { 
      C_CENTROID(xc,c,t); 
       
      dd=div(c,NJ); 
      i=dd.quot; 
      j=c-i*NJ; 
      X[i][j]=xc[0]; 
      Y[i][j]=xc[1]; 
      P[i][j]=C_P(c,t); 
      U[i][j]=C_U(c,t); 
      V[i][j]=C_V(c,t); 
      vort[i][j]=C_DVDX(c,t)-C_DUDY(c,t); 
      velmag[i][j]=sqrt(pow(U[i][j],2)+pow(V[i][j],2)); 
    } 
    end_c_loop_all(c,t) 
  } 
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5.5.5 Αποτελέσµατα 

Η σύγκλιση της µεθόδου SIMPLE για 1=tW  είναι πλήρως ικανοποιητική και όπως φαίνεται στο 

ηµιλογαριθµικό διάγραµµα στην Εικόνα 5-16, το υπόλοιπο της οριζόντιας ταχύτητας είναι το 
τελευταίο που σταµατά να µειώνεται περίπου στην  600η επανάληψη. Το απόλυτο κριτήριο για 
την παύση των επαναλήψεων είχε τεθεί και για τις τρεις µεταβλητές ίσο µε 57.1 −E . Πιο αργή 
είναι η σύγκλιση για 2=tW  µε τα υπόλοιπα να φθάνουν σε σταθερές τιµές στην 1000η περίπου 

επανάληψη. Το απόλυτο κριτήριο για την παύση των επαναλήψεων στην περίπτωση αυτή είναι 
ελαφρώς µεγαλύτερο και ίσο µε 4Ε-5. 

Στην Εικόνα 5-17 φαίνονται τα ανύσµατα ταχύτητας κοντά στη στένωση για τις δύο τιµές της 
παραµέτρου tW , που καθορίζει τη µέση τιµή της ταχύτητας εισόδου στον αγωγό.  
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Εικόνα 5-16. Ιστορικά σύγκλισης για 1=tW  και 2=tW  αντίστοιχα 
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Εικόνα 5-17. Ανύσµατα ταχύτητος για 1=tW  και 2=tW  αντίστοιχα 

Τα διανύσµατα έχουν σχεδιαστεί σε συγκεκριµένες θέσεις έτσι ώστε να δίνεται µια σαφής εικόνα 
της ροής κοντά στο στενωτικό κοµµάτι του αγωγού. ∆ιακρίνεται και η δηµιουργία µιας µικρής 
περιοχής στροβιλισµού, η οποία είναι µεγαλύτερη στη δεύτερη περίπτωση. Οι στροβιλισµοί 
φαίνονται καλύτερα στην Εικόνα 5-18, όπου έχουν σχεδιαστεί οι ισοσταθµικές καµπύλες της 
ροϊκής συνάρτησης για τις δύο περιπτώσεις συνοριακών συνθηκών εισόδου. Η ροϊκή συνάρτηση 
υπολογίστηκε µετά τη µετατροπή των αποτελεσµάτων σε δοµηµένο πλέγµα µέσα στη συνάρτηση 
χρήστη και µε ολοκλήρωση ξεκινώντας από το άνω - δεξιά κάτω τοίχωµα του αγωγού, όπου 
αποδίδεται αυθαίρετα η τιµή µηδέν. Στον Πίνακα 5-3 παρατίθεται το ανάλογο απόσπασµα 
υπολογιστικού κώδικα. Οι µετρικές του πλέγµατος υποτίθεται ότι έχουν υπολογιστεί σε 
προηγούµενο βήµα. Για λόγους πληρότητας υπενθυµίζεται ότι η ροϊκή συνάρτηση Ψ  για 
διδιάστατη, ασυµπίεστη και µόνιµη ροή, είναι το βαθµωτό πεδίο του οποίου η περιστροφή είναι 
ίση µε το διάνυσµα της ταχύτητος: 

Ψ×∇=u  (5.20) 

Από τον ορισµό προκύπτουν άµεσα οι εξισώσεις υπολογισµού: 

Ψ−∂=

Ψ∂=

x

y

v

u
 (5.21) 

οι οποίες πρέπει να ολοκληρωθούν µε προσέγγιση αυθαίρετης σταθεράς. 
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Εικόνα 5-18. Ροϊκές γραµµές για 1=tW  και 2=tW  αντίστοιχα 

Οι κατανοµές της πίεσης κατά µήκος του αγωγού για τις δύο περιπτώσεις συνοριακών συνθηκών 
στην είσοδο φαίνονται µε τη µορφή χρωµατισµένων ισοσταθµικών καµπυλών στην Εικόνα 5-19. 
∆ιακρίνονται οι έντονες κλίσεις στη στενωτική περιοχή που έχουν ίδια µορφή και στις δύο 
περιπτώσεις µε µεγαλύτερες όµως τιµές στη δεύτερη περίπτωση λόγω της µεγαλύτερης 
επιβαλλόµενης παροχής στην είσοδο, επιβεβαιώνοντας έτσι την ισχύ του νόµου Hagen–
Poiseuille. 

Πίνακας 5-3. Υπολογισµός ροϊκής συνάρτησης 

  // 
  //Calculate stream function 
  // 
   
  for (i=0;i<=NI-1;i++){ 
 if (i==0){ 
   PSI[i][0]=0.0; 
        PSIM1=0.0; 
  }else{ 
   PSI[i][0]=PSIM1-0.5* 
   (-XKSI[i][0]*V[i][0]+YKSI[i][0]*U[i][0]- 
   XKSI[i-1][0]*V[i-1][0]+YKSI[i-1][0]*U[i-1][0]); 
   PSIM1=PSI[i][0]; 
 } 
   for(j=0;j<=NJ-1;j++){ 
    if (j>0){ 
     Dy1   = 1.0; 
        Dyy2  = (pow(Y[i][j],2) - pow(Y[i][j-1],2))/2.0; 
        CU   = ((-XETA[i][j]*V[i][j]+YETA[i][j]*U[i][j]) - 
             (-XETA[i][j-1]*V[i][j-1]+YETA[i][j-1]*U[i][j-1]))/Dy1; 
            PSI[i][j] = PSI[i][j-1] + Dy1*((-XETA[i][j-1]*V[i][j-1] +   
  YETA[i][j-1]*U[i][j-1])); 
    } 
   } 
  } 
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Εικόνα 5-19. Κατανοµές πίεσης στον αγωγό για 1=tW  και 2=tW  αντίστοιχα 

Τέλος στην Εικόνα 5-20 συγκρίνονται οι κατανοµές πίεσης στο κάτω τοίχωµα του αγωγού για τις 
δύο τιµές της παραµέτρου για την ταχύτητα εισόδου, µε τις κατανοµές στην αναφορά [2]. 
Παρατηρείται η ισχυρή πτώση πίεσης στη στένωση και σαν αποτέλεσµα αυτής η απόκλιση από 
τη γραµµική συµπεριφορά. Η σύµπτωση των αποτελεσµάτων και στις δύο περιπτώσεις είναι 
πάρα πολύ καλή, επιβεβαιώνοντας την ορθή λειτουργία του επιλύτη του Fluent και της µεθόδου 
των πεπερασµένων όγκων ελέγχου. 
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Εικόνα 5-20. Συγκρίσεις κατανοµών πίεσης στο κάτω τοίχωµα του αγωγού για 1=tW  και 2=tW  
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5.6 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Παρουσιάστηκε ο επιλύτης του εµπορικού λογισµικού Fluent. Έγινε σύντοµη αναφορά στις 
δυνατότητες και στη µέθοδο των πεπερασµένων όγκων ελέγχου. Σχολιάστηκε ειδικά ο τρόπος 
χειρισµού των αριθµητικών πλεγµάτων και ο τρόπος επικοινωνίας µε τον επιλύτη µέσω των 
συναρτήσεων χρήστη. Επιλύθηκε ένα απλό πρόβληµα εσωτερικής ροής σε αγωγό, 
παρουσιάστηκαν και συγκρίθηκαν τα αποτελέσµατα µε λύση από τη διεθνή βιβλιογραφία. 
∆ιαπιστώθηκε η ορθή λειτουργία του επιλύτη και των συναρτήσεων που κατασκευάστηκαν, 
καθώς και η πολύ καλή σύµπτωση των αποτελεσµάτων µε αυτά που χρησιµοποιήθηκαν ως λύση 
αναφοράς. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6.  ΜΟΝΟ∆ΙΑΣΤΑΤΕΣ ΑΚΟΥΣΤΙΚΕΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ 

ΚΑΙ Η ΡΟΗ ΣΤΟΝ ΑΝΘΡΩΠΙΝΟ ΦΩΝΗΤΙΚΟ ΣΩΛΗΝΑ 

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφονται και αναλύονται προσεγγίσεις της ακουστικής διάδοσης στον 
ανθρώπινο φωνητικό σωλήνα. Αρχικά περιγράφεται η ανατοµία και φυσιολογία όλου του 
συστήµατος παραγωγής φωνής. Στη συνέχεια γίνεται µια σύντοµη ανασκόπηση των εργασιών 
που έχουν γίνει για τη µελέτη και τη µοντελοποίηση όλων ή επιµέρους στοιχείων του 
συστήµατος. Γίνεται αναφορά στο περίφηµο µοντέλο πηγής – φίλτρου και στην πιο διαδεδοµένη 
µοντελοποίηση της πηγής: το µοντέλο των Liljencrants–Fant. Η τελευταία παρουσιάζεται 
αναλυτικά καθότι χρησιµοποιείται αργότερα στο κεφάλαιο. Ακολούθως γίνεται αναφορά στα 
µονοδιάστατα µοντέλα ακουστικής διάδοσης στο φωνητικό σωλήνα και ο τρόπος εισαγωγής της 
δεύτερης διάστασης σαν όρος πηγής στις εξισώσεις (δονούµενα τοιχώµατα). Επισηµαίνεται η 
αναλογία µε τα µοντέλα πλήρους διαχωρισµού ακουστικού πεδίου και ροής. Σε µια προσπάθεια 
εισαγωγής πληροφορίας από το πρόβληµα ροής, προστίθενται στις εξισώσεις νέοι όροι 
ακουστικών πηγών. Στο σηµείο αυτό έγκειται και η πρωτοτυπία της παρούσης εργασίας, αφού η 
πηγή πια θεωρείται κατανεµηµένη σε όλο το σωλήνα και δεν εισάγεται µόνο σαν οριακή 
συνθήκη στο άκρο της γλωττίδας, όπως στα µοντέλα του Portnoff και του Maeda και στις 
παραλλαγές αυτών. Στη συνέχεια για την επιβεβαίωση της ορθότητας της προσέγγισης 
προσοµοιώνεται το πεδίο ροής για το φώνηµα /u/ σε µια διδιάστατη γεωµετρία φωνητικού 
σωλήνα, υπολογίζονται οι ακουστικές πηγές, εισάγονται στο µονοδιάστατο µοντέλο διάδοσης 
και συγκρίνονται οι λαµβανόµενες ακουστικές πιέσεις στα χείλη µε την περίπτωση εφαρµογής 
της διπολικής πηγής µόνο στη γλωττίδα. 

 

6.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Το πρόβληµα περιγραφής της φυσικής, αλλά και της µοντελοποίησης των φαινοµένων που 
επικρατούν στον ακουστικό σωλήνα είναι ιδιαίτερα πολύπλοκο, πολυσύνθετο µε την έρευνα για 
αυτό να έχει ξεκινήσει αρκετά παλιά, εδώ και εξήντα έτη. Ο λόγος είναι η ταυτόχρονη εµπλοκή 
σε αυτό αρκετών επιστηµονικών πεδίων µε αποτέλεσµα να είναι προαπαιτούµενη ευρεία γνώση 
τουλάχιστο τριών κλάδων για την ενασχόληση µε αυτό. Έτσι για την κατανόηση της φυσικής 
λειτουργίας της παραγωγής φωνής απαιτείται γνώση ανατοµίας του άνω και κάτω 
αναπνευστικού συστήµατος του ανθρώπου σε συνδυασµό µε γνώσεις µηχανικής συνεχούς 
µέσου, ενώ για την ψηφιακή αναπαράσταση – µοντελοποίηση απαιτούνται τουλάχιστο γνώσεις 
επεξεργασίας σήµατος και συστηµάτων. Σίγουρο είναι πάντως πως από την οπτική γωνία ενός 
µόνο κλάδου είναι πολύ δύσκολη η απόκτηση ολοκληρωµένης εικόνας για τις πολύπλοκες 
διεργασίες που λαµβάνουν χώρα στο φωνητικό σωλήνα. Επίσης οι ερευνητικοί στόχοι ποικίλουν 
από κλάδο σε κλάδο µε αποτέλεσµα να υπάρχει κάποια εξειδίκευση ως προς αυτή τη συνιστώσα, 
για την ταυτόχρονη εµπλοκή τους. Έτσι αν ο ερευνητικός στόχος είναι για παράδειγµα η 
παραγωγή συνθετικής φωνής, τότε προφανώς το πεδίο της επεξεργασίας σήµατος θα έχει τον 
κυρίαρχο ρόλο στη έρευνα, χωρίς όµως να αποκλείονται τελείως τα άλλα. Αν ο ερευνητικός 
στόχος είναι η περιγραφή της φυσικής των φαινοµένων της αεροροής στο φωνητικό σωλήνα, 
τότε η µηχανική συνεχούς µέσου και η µηχανική ρευστών θα έχουν τον κυρίαρχο ρόλο. Τέλος 
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είναι πεποίθηση του γράφοντος ότι η γνώση της ανατοµίας και των οργάνων που λαµβάνουν 
ρόλο και συνεισφέρουν στη φώνηση είναι σηµαντικότατη και δεν µπορεί να παραληφθεί, 
ανεξάρτητα από τον εκάστοτε ερευνητικό στόχο. Η ποικιλία των ερευνητικών στόχων και η 
εµπλοκή και των τριών σηµαντικών επιστηµονικών πεδίων σε αυτούς συνηγορεί στo γεγονός ότι 
η περιοχή είναι πολύ ενεργή ακόµη και σήµερα µε πληθώρα ανακοινώσεων και δηµοσιεύσεων, 
ενώ ακόµα υπάρχουν σηµεία τα οποία δεν έχουν πλήρως διευκρινιστεί. 

Ξεκινώντας µια µικρή βιβλιογραφική περιήγηση της επιστηµονικής δραστηριότητας στο χώρο, 
θα επεσήµανε κανείς τις πρώτες προσπάθειες για µοντελοποίηση των Fant[5], Flanagan[9], οι 
οποίοι βασιζόµενοι στη γραµµική ακουστική θεωρία, προτείνουν ένα υπεραπλουστευµένο 
µοντέλο παραγωγής φωνής, βασιζόµενο στην εξίσωση Webster. Η ψηφιακή αναπαράσταση του 
µοντέλου αυτού καταλήγει στο µονοδιάστατο γραµµικό µοντέλο πηγής – φίλτρου, το οποίο 
υποθέτει ότι η µεταβαλλόµενη παροχή όγκου στην γλωττίδα είναι η µόνη ακουστική πηγή και ότι 
ο ηχητικός σωλήνας δρα ως παθητικό ακουστικό φίλτρο ώστε η κυµατοµορφή φωνής στην έξοδο 
να είναι το συνελικτικό ολοκλήρωµα της κυµατοµορφής εισόδου και της κρουστικής απόκρισης 
του φίλτρου. Το µοντέλο αυτό και η αντίστοιχη αναπαράστασή του στο πεδίο της συχνότητας 
προβλέπει σωστά την παραγωγή φωνηέντων και αποτέλεσε το ξεκίνηµα για την εφαρµοσµένη 
γραµµική τεχνολογία φωνής. 

Ακολούθησαν ισχυρές θεωρητικές και πειραµατικές επιβεβαιώσεις για την ύπαρξη σηµαντικών 
διδιάστατων και τριδιάστατων αεροδυναµικών µη γραµµικών φαινοµένων κατά τη διαδικασία 
παραγωγής φωνής τα οποία δεν µπορούν να εξηγηθούν και να προβλεφθούν σωστά από το 
µονοδιάστατο γραµµικό µοντέλο. Ο Teager[47] µε πειραµατικές δοκιµές παρατήρησε 
αποκολλήσεις της ροής από τα τοιχώµατα του φωνητικού σωλήνα και µετάβαση από στρωτή σε 
µεταβατική – ανοµοιόµορφη ροή και επιβεβαίωση την ύπαρξη στροβιλισµών. Ο Kaiser[18] 
συνέβαλλε σηµαντικά στην ερµηνεία των αποτελεσµάτων αυτών, ενώ οι McGowan[28], 
Hirschberg[11] διατύπωσαν την άποψη ότι οι παρατηρούµενοι στροβιλισµοί στη γλωττίδα 
αποτελούν και αυτοί ακουστικές πηγές και συµβάλλουν στη δηµιουργία του ήχου που εξέρχεται 
από τον ακουστικό σωλήνα. Ο Sinder[39] χρησιµοποίησε αρχές αεροδυναµικής για τη 
µοντελοποίηση συριστικών ήχων. 

Η αλληλεπίδραση ρευστού – στερεού (fluid – structure interaction) και η πρώτη ολοκληρωµένη 
µοντελοποίηση της πηγής γίνεται από τους Ishizaka, Flanagan στο [14], οι οποίοι µε τη χρήση µη 
γραµµικών ταλαντωτών επιχειρούν να προσοµοιώσουν τις κινήσεις της γλωττίδας κατά τη 
διέλευση δέσµης αέρα από αυτή, ξεφεύγοντας από τα εµπειρικά µοντέλα παραµετρικών 
εξισώσεων του Fant. Ο συνδυασµός τους µε τις απλές εξισώσεις ακουστικής διάδοσης οδήγησε 
σε κάποια από τα πιο ολοκληρωµένα µονοδιάστατα µοντέλα ακουστικής διάδοσης στο φωνητικό 
σωλήνα, όπως αυτά των Portnoff[32] και Maeda[27]. Η αριθµητική επίλυση των τελευταίων οδηγεί 
σε ένα σχετικά γρήγορο και ακριβή συνθέτη απλών ακολουθιών φωνηµάτων. 

Πρωτοπόρος θεωρείται η προσπάθεια του Thomas[48] να επιλύσει τις εξισώσεις Navier – Stokes 
και να τις χρησιµοποιήσει στη µοντελοποίηση σύνθεσης φωνής. Με χρήση πεπερασµένων 
στοιχείων και για εξειδανικευµένη γεωµετρία και συνοριακές συνθήκες σε δύο διαστάσεις, 
επιλύεται η χρονοµεταβλητή και συµπιεστή µορφή των εξισώσεων, πραγµατοποιώντας έτσι την 
λεγόµενη Απευθείας Αριθµητική Προσοµοίωση (DNS – Direct Numerical Simulation) και 
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βγάζοντας σηµαντικά συµπεράσµατα για τη διαµόρφωση της ροής, τις περιοχές αποκολλήσεων 
και τους στροβιλισµούς σε όλο το µήκος του φωνητικού σωλήνα. 

Περνώντας σε πιο σύγχρονες αναφορές, διαπιστώνει κανείς ότι η περιοχή είναι πλήρως ενεργή 
µε µεγάλη βιβλιογραφική δραστηριότητα. Οι Doel, Ascher[2] συνεχίζουν την έρευνα πάνω στο 
µοντέλο του Portnoff µε διαφορετική αυτή τη φορά αριθµητική προσέγγιση και διατηρώντας το 
µοντέλο των δύο µαζών σαν οριακή συνθήκη στη γλωττίδα. Η αύξηση της υπολογιστικής ισχύος 
συνηγορεί στο γεγονός της αύξησης των εργασιών που επιχειρούν την πλήρη αεροδυναµική 
µελέτη των φαινοµένων κοντά στη γλωττίδα. Ο Zhao και η οµάδα του επιχειρούν Απευθείας 
Αριθµητική Προσοµοίωση ενός αξονοσυµµετρικού ευθύγραµµου στενωτικού σωλήνα µε τη 
στένωση να είναι κινούµενη και να πλησιάζει το σχήµα των φωνητικών χορδών. Η συχνότητα 
της πάλµωσης επιβάλλεται µέσω αναλυτικής χρονικής συνάρτησης. Η µελέτη ολοκληρώνεται µε 
τον υπολογισµό του επαγώµενου ηχητικού πεδίου µε τη βοήθεια της ακουστικής αναλογίας των 
Ffowcs-Williams-Hawkings. Αναγνωρίζονται και χαρακτηρίζονται οι επιµέρους ακουστικές 
πηγές, σχολιάζονται οι µηχανισµοί γέννεσης των επιµέρους ήχων και η συνεισφορά τους στο 
τελικό σήµα που λαµβάνεται από µια θέση δέκτη µακριά από τις πηγές. Επιβεβαιώνεται ο 
µονοπολικός – διπολικός χαρακτήρας του τελικού ήχου όταν σαν πηγή χρησιµοποιηθεί µια 
ισοδύναµη χρονοµεταβλητή ογκοµετρική παροχή όπως γίνεται στα µοντέλο πηγής – φίλτρου, µε 
το διπολικό χαρακτήρα να είναι κυρίαρχος στις χαµηλές συχνότητες µέχρι και τον τέταρτο 
συντονισµό και τον µονοπολικό να κυριαρχεί στις υψηλές συχνότητες και το εύρος του να 
αυξάνεται µε αυτές. Ο µονοπολικός χαρακτήρας συνδέεται µε την κάθετη υδροδυναµική κάθετη 
ταχύτητα στην επιφάνεια ακουστικής ολοκλήρωσης (Kirchhoff surface) και εν γένει είναι µη 
γραµµικός, ενώ ο διπολικός µε τη µεταβολή της υδροδυναµικής πίεσης (ή ογκοµετρικής 
παροχής) λόγω των κινήσεων των φωνητικών χορδών και είναι γραµµικός. Οι τετραπολικές 
πηγές είναι µη γραµµικές και συνδέονται µε την κατά τόπους έλκυση στροβίλων από την 
γλωττιδική δέσµη, το εύρος τους όµως και η συνεισφορά τους στο τελικό σήµα είναι σχετικά 
µικρή και κυρίως στις υψηλές συχνότητες. Σε επόµενη εργασία τους[52] οι ίδιοι ερευνητές 
εξετάζουν το ίδιο πρόβληµα µεταβάλλοντας διάφορες παραµέτρους, όπως υπογλωττιδική πίεση, 
συχνότητα πάλµωσης των χορδών και εισάγοντας την παρουσία των ψευδοχορδών οι οποίες 
δηµιουργούν τις γνωστές 'κοιλότητες του Γαληνού' και επηρεάζουν δυνητικά τη ροή. Πράγµατι 
το γεγονός επιβεβαιώθηκε και στο ακουστικό σήµα εισήχθησαν νέες διπολικές πηγές. Παρόλα 
αυτά επισηµαίνεται η απαίτηση για περισσότερο πειραµατισµό και προβληµατισµό πάνω στο 
θέµα. Παρόµοια µελέτη συγκεντρωµένη όµως µόνο στις ροϊκές παραµέτρους και όχι στην 
ακουστική συνιστώσα γίνεται και στα [24],[23] όπου χρησιµοποιείται και πειραµατική µηχανική 
συσκευή - ανάλογο των φωνητικών χορδών. Κύριος στόχος είναι η µελέτη της επίδρασης της 
γωνίας των χορδών στη µεταβολή της πίεσης κατά µήκος του λαρυγγικού καναλιού. 
Μελετήθηκαν οι γωνίες στην συγκλίνουσα και αποκλίνουσα φάση, ενώ κατόπιν ο εµπορικός 
επιλύτης Fluent χρησιµοποιήθηκε για την εύρεση των σηµείων αποκόλλησης της ροής στην 
περίπτωση της αποκλίνουσας φάσης. ∆ιαπιστώθηκε το προφανές, ότι δηλαδή η µετρηθείσα 
αντίσταση στη ροή (που συνοδεύεται και από αντίστοιχη πτώση πίεσης) ήταν µεγαλύτερη στις 
περιπτώσεις όλων των γωνιών αποκλίνουσας φάσης. Το τελευταίο ίσως να σηµαίνει ότι κατά τη 
φώνηση να παρουσιάζονται µεγάλες γωνίες στη συγκλίνουσα φάση (κλείσιµο χορδών) και 
σχετικά µικρές αποκλίνουσες γωνίες (άνοιγµα χορδών). Τα σηµεία αποκόλλησης της ροής 
φαίνεται να κινούνται προς το γλωττιδικό άνοιγµα µε αύξηση της αποκλίνουσας γωνίας. Η 
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πειραµατική συσκευή έφερε εννέα αισθητήρες για την µέτρηση της πίεσης καλύπτοντας µια 
απόσταση µισού εκατοστού εκατέρωθεν της γλωττίδας. Οι McGowan και Howe σε πρόσφατη 
εργασία

[29] τους µελετούν και αυτοί το πρόβληµα της επίδρασης των ψευδοχορδών µε διδιάστατη 
προσοµοίωση σε ευθύγραµµο σωλήνα. Η ακουστική πίεση υπολογίζεται µε ολοκλήρωση της 
ακουστικής αναλογίας του Lighthill (ισοδύναµη διατύπωση Howe µε βάση το στροβιλώδες[12]), 
χρησιµοποιώντας τις συµπαγείς συναρτήσεις Green και δίδονται τα ακουστικά σήµατα για 2 
περιόδους γλωττιδικής διέγερσης µε και χωρίς ψευδοχορδές. ∆εν εντοπίζονται σηµαντικές 
διαφορές για συχνότητες διέγερσης µέχρι 650 Hz. Για υψηλότερες συχνότητες τα σηµεία 
αποκόλλησης της ροής αποµακρύνονται προς την έξοδο του σωλήνα, οπότε δεν υπάρχει 
περίπτωση αλληλεπίδρασης µε τις ψευδοχορδές. Παρόλα αυτά η πάλµωση είναι επιβαλλόµενη 
και οι συγγραφείς αφήνουν ερωτηµατικό για τις περιπτώσεις όπου υπάρχει αλληλεπίδραση µε 
τον αέρα και οι χορδές κινούνται από µόνες τους. Στο [46] επιχειρείται η σύγκριση των 
µοντέλων τύρβης για ένα διδιάστατο γλωττιδικό µοντέλο ευθύγραµµου σωλήνα µε τις φωνητικές 
χορδές σε αποκλίνουσα φάση γωνίας 20º. Χρησιµοποιείται πάλι ο εµπορικός επιλύτης Fluent και 
5 από τα τυρβώδη µοντέλα που περιέχει: το κλασσικό k-ε, το RNG (Renormalization Group) k-ε, 
το RNS (Realizable) k-ε, το χαµηλού αριθµού Reynolds k-ω, το SST (Shear Stress Transport) k-
ω και το γνωστό µιας εξίσωσης SA (Spalart – Allmaras) για µεταβατικού τύπου ροές. Επιλύονται 
οι ασυµπίεστες εξισώσεις Navier - Stokes στη µη µόνιµη κατάσταση και τα αποτελέσµατα 
δείχνουν ότι καλύτερη συµφωνία µε αποτελέσµατα προηγούµενων πειραµατικών ερευνών 
επιτυγχάνονται µε το SST k-ω. Οι συγκρίσεις αφορούν την κατανοµή της εσωγλωττιδικής πίεσης 
και την κατανοµή του συντελεστή τριβής (skin friction coefficient) οριζοµένου ως 
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 βασιζόµενη στη µέγιστη διαφορά πίεσης µέσα στη γλωττίδα. 

Μεταξύ άλλων σηµειώνεται η αποτυχία του κλασσικού k-ε και ότι το SST k-ω είναι το µοναδικό 
µοντέλο που κατάφερε να εµφανίσει την χαρακτηριστική κύρτωση – ασυµµετρία του 
γλωττιδικής δέσµης. Τέλος εντύπωση κάνει ο πολύ µεγάλος αριθµός των κελλιών 
διακριτοποίησης που φθάνουν τα 71.966. Σε µια διαφορετική προσέγγιση στο [17] ο Jiang 
εξετάζει το µοντέλο δύο µαζών από τη σκοπιά όµως της δυναµικής ανάλυσης. Σα µη γραµµικός 
ταλαντωτής το σύστηµα µπορεί υπό την παρουσία τυρβωδών διαταραχών να ξεφύγει από τις 
γνωστές περιοδικές δονήσεις και να εµφανίσει χάος. Χρησιµοποιώντας µεθόδους ανάλυσης µη 
γραµµικών συστηµάτων όπως εκθέτες Lyapunov και χάρτες Poincaré αποδεικνύεται όταν 
προστεθούν τυχαίες διαταραχές στην σταθερή ογκοµετρική παροχή εισόδου ή / και στις σταθερές 
ελατηρίων, εµφανίζεται αύξηση των διαστηµάτων ταλάντωσης στο διάγραµµα διακλάδωσης 
(bifurcation) και εξαφανίζονται τα ευκόλως διακρινόµενα (χωρίς τις τυρβώδεις διαταραχές) 
σηµεία διχασµού των λύσεων (doubling period points). Βέβαια οι παρατηρήσεις αυτές έχουν 
µικρή αξία για τις συνθήκες  πραγµατικής λειτουργίας ενός µοντέλου δύο µαζών, προσθέτουν 
όµως σηµαντική γνώση για τη συµπεριφορά των χορδών υπό συνθήκες τυχαίου αεροδυναµικού 
θορύβου. Στο [19] επιχειρείται η επίλυση της αναλογίας του Lighthill µέσα σε ένα τριδιάστατο 
µοντέλο ευθύγραµµου σωλήνα µε στενωτική περιοχή που προσεγγίζει το άνοιγµα της γλωττίδας. 
Χρησιµοποιούνται δεδοµένα από το ροϊκό πρόβληµα, για το οποίο όµως δεν αναφέρεται σχεδόν 
καµία λεπτοµέρεια. Από αριθµητικής πλευράς χρησιµοποιούνται τα Mortar Πεπερασµένα 
Στοιχεία, που επιτρέπουν τον χωρισµό του πεδίου σε περιοχές µε εντελώς διαφορετικές 
διακριτοποιήσεις και προβλέπουν ειδικούς χειρισµούς στις διεπιφάνειες. Στα άκρα του σωλήνα 
σαν οριακή συνθήκη χρησιµοποιείται η τεχνική του Πλήρως Ταιριασµένου Στρώµατος (Perfectly 
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Matched Layer), επιτρέποντας στα προσπίπτοντα κύµατα να εξέλθουν εντελώς από πεδίο χωρίς 
να ανακλαστούν καθόλου προς τα µέσα. Στην είσοδο εφαρµόζεται µια ηµιτονική κυµατοµορφή 
και η επιτυχία της µεθόδου έγκειται στο γεγονός της ανίχνευσης των αναµενόµενων από τη 
θεωρία ισαπέχοντων συντονισµών (για ευθύγραµµο σωλήνα) από το σήµα που µετράται σε θέση 
µακριά από τις ακουστικές πηγές. Μια ενδιαφέρουσα προσοµοίωση της διφασικής ροής αέρα – 
µικροσωµατιδίων από τους πνεύµονες µέχρι το στόµα επιχειρείται µε χρήση του εµπορικού 
επιλύτη CFX από τους Kleinstreuer και Zhang[21]. Χρησιµοποιείται ένα πολύ απλό τριδιάστατο 
µοντέλο του αναπνευστικού σωλήνα το οποίο κατασκευάστηκε υποθέτοντας κυκλικές διατοµές 
κάθετες στην κεντρική γραµµή (centreline) του σωλήνα. Οι διάµετροι των κύκλων προέκυψαν 
από τη µεταβολή της συνάρτησης επιφάνειας κατά µήκος της κεντρικής γραµµής του σωλήνα, τη 
στιγµή της αναπνευστικής λειτουργίας. Χρησιµοποιήθηκε το τυρβώδες µοντέλο k-ε, ενώ τα 
αποτελέσµατα δίνουν πολύ σηµαντικές πληροφορίες για τον τρόπο κίνησης και κυρίως 
εναπόθεσης των µικροσωµατιδίων στον αναπνευστικό σωλήνα. Ο Story και η οµάδα του στα 
[43] και [44] µελετούν τη διαµόρφωση της γεωµετρίας του φωνητικού σωλήνα και αναζητούν 
συσχετίσεις µε την ποιότητα φωνής για άνδρες και γυναίκες οµιλητές. ∆ίδονται πολύ 
ενδιαφέρονται διαγράµµατα των formants σε συνάρτηση µε τη µεταβολή της γεωµετρίας για 
συγκεκριµένα φωνήµατα. Τα δεδοµένα γεωµετρίας προέκυψαν από επεξεργασία δεδοµένων 
πυρηνικού µαγνητικού συντονισµού και χρησιµοποιήθηκαν εν µέρει και στα πλαίσια των 
αριθµητικών δοκιµών που παρουσιάζονται αργότερα στο παρόν κεφάλαιο. Τέλος οι πρόσφατες 
εργασίες παρουσιάζονται από την οµάδα του Mittal[54],[26], στις οποίες συµπεριλαµβάνεται και 
αλληλεπίδραση ρευστού – στερεού, δίνουν µια πολύ πιο ολοκληρωµένη εικόνα στο φαινόµενο 
από πλευράς φυσικής προσέγγισης. Στο [54] χρησιµοποιείται ένα διδιάστατο µοντέλο 
ευθύγραµµου σωλήνα για τον υπολογισµό της δυναµικής των τάσεων στις φωνητικές χορδές και 
επιβάλλονται οριακές συνθήκες συνέχειας των τάσεων που υπολογίζονται από τη ροή. Έτσι στη 
διεπιφάνεια οι τάσεις που υπολογίζει ο ροϊκός επιλύτης επιβάλλονται µέσω ενός σχήµατος 
παρεµβολής στο στερεό, το οποίο υπό την επίδρασή τους παραµορφώνεται και αλλάζει σχήµα. Η 
µεταβολή της διεπιφάνειας φυλάσσεται και εισάγεται στον ροϊκό επιλύτη για τη συνέχιση των 
υπολογισµών στο επόµενο χρονικό βήµα. Το σύστηµα του στερεού θεωρείται ότι είναι το 
κλασσικό σύστηµα ελατηρίου – αποσβεστήρα µε µια δεύτερης τάξης συνήθη διαφορική εξίσωση 
στο χρόνο, στο δεξί µέλος της οποίας εµφανίζονται οι επιβαλλόµενες από το ρευστό δυνάµεις. 
Για τι διακριτοποίηση χρησιµοποιούνται τριγωνικά στοιχεία και η επίλυση του αραιού 
αλγεβρικού συστήµατος γίνεται µε χρήση παραγοντοποίησης LU µετά από επαναδεικτοδότηση 
της αραιής µήτρας. Σηµαντική καινοτοµία είναι ότι υπάρχει και µοντέλο υπολογισµού των 
δυνάµεων όταν οι επιφάνειες των χορδών έρθουν σε επαφή µεταξύ τους (fold contact model). 
Επίσης ο εσωτερικός ιστός των χορδών µοντελοποιήθηκε σαν ιξωδοελαστικό ρευστό 
λαµβάνοντας υπόψην και τις τρεις διαφορετικές διαστρωµατώσεις ιστού (µε διαφορετικές 
µηχανικές ιδιότητες) που υπάρχουν από κάτω: επικαλυπτικός ιστός, συνδετικός ιστός και µυς. Οι 
ψευδοχορδές θεωρήθηκαν σταθερές. Η ροή του ρευστού µοντελοποιήθηκε µε τη µέθοδο του 
βυθιζοµένου ορίου (immersed boundary method), στην οποία όλη η γεωµετρία διακριτοποιείται 
µε τη χρήση αυστηρά και µόνο τετραγωνικών κελλιών. Η µέθοδος αυτή έχει χαρακτηριστική 
ευκολία εφαρµογής σε γεωµετρίες αυθαίρετου σχήµατος και καµπυλότητας, απαιτεί όµως 
µεγάλο αριθµό κελλιών για σωστή και ακριβή προσέγγιση. Για την εφαρµογή των οριακών 
συνθηκών απαιτείται προέκταση προς τα έξω και χρήση ψευδοσηµείων (ghost points), των 
οποίων οι τιµές για όλες τις µεταβλητές επίλυσης πρέπει να υπολογιστούν κατάλληλα. Επίσης η 
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εφαρµογή των σχηµάτων αριθµητικής διακριτοποίησης είναι πολύ εύκολη, καθώς το πλέγµα 
είναι καρτεσιανό και δε χρειάζεται υπολογισµός µετρικών. Επιλύονται οι ασυµπίεστες, χρονικά 
µεταβολλόµενες εξισώσεις Navier Stokes για το ρευστό και η διδιαστάτη εξίσωση Navier για το 
στερεό συµπληρούµενη από την υλική σχέση τάσεων - ρυθµού παραµόρφωσης Kelvin – Voigt. 
Επιβάλλονται Dirichlet συνθήκες για την πίεση στην είσοδο και έξοδο του σωλήνα. Τα 
αποτελέσµατα δείχνουν ότι η παρουσία των ψευδοχορδών οδηγεί σε αυξηµένη τιµής της 

παραγώγου της ογκοµετρικής παροχής 
dt

dQ
Q =&  (και µείωση της ροϊκής αντίστασης) σε σχέση µε 

την περίπτωση όπου δεν υπάρχουν καθόλου ψευδοχορδές για ίδια επιβαλλόµενη διαφορά πίεσης. 
Επειδή η παράγωγος της παροχής είναι η σηµαντικότερη πηγή ήχου κατά τη φώνηση (για άλλους 
µονοπολική, για άλλους διπολική), το τελευταίο σηµαίνει ότι οι ψευδοχορδές βοηθούν 
σηµαντικά τη φώνηση, τουλάχιστο όσον αφορά τη συγκεκριµένη πηγή. Επιβεβαιώνεται έτσι και 
η κλινική παρατήρηση, που θέλει ασθενείς µε ψευδοχορδές που έχουν αφαιρεθεί να έχουν µικρή 
δυσκολία στη φώνηση. Στο [26] εξετάζεται πάλι το ίδιο πρόβληµα µε έµφαση όµως στην 
αλληλεπίδραση στερεού – ρευστού. Η διαφορά είναι ότι το µοντέλο του στερεού είναι πια 
τριδιάστατο, ενώ υπολογίζονται και οι ιδιοµορφές και ιδιοσυχνότητες κίνησης των χορδών. Η 
ροή επιλύεται πάλι σε δύο διαστάσεις, αµελούνται τελείως οι ψευδοχορδές και επιβάλλονται 
συνθήκες σταθερής πίεσης στην είσοδο και έξοδο του αγωγού. Αναδεικνύεται το φαινόµενο 
στρέβλωσης του γλωττιδικής δέσµης (coanda effect) και η χρονική µεταβολή της ογκοµετρικής 
παροχής προκύπτει ίδια µε τα εµπειρικά µοντέλα LF και Klatt. 
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Για την κατανόηση του µηχανισµού της γένεσης της ανθρώπινης φωνής είναι απαραίτητη η 
κατανόηση των επιµέρους συστηµάτων που συµβάλουν σε αυτή, από πλευράς ανατοµίας και 
φυσιολογίας. Τα τρία κύρια συστήµατα που συνεισφέρουν στο µηχανισµό είναι: 

• το υπογλωττιδικό σύστηµα 

• ο λάρυγγας και τα επιµέρους όργανά του και 

• το υπεργλωττιδικό σύστηµα 

Σύµφωνα µε την κλασσική θεώρηση του µοντέλου φίλτρου – πηγής[5] (Fant, 1970) φωνή 
παράγεται κατά το συνδυασµό εκποµπής ακουστικής ενέργειας από µια ή περισσότερες πηγές, µε 
τις κοιλότητες συντονισµού του φωνητικού σωλήνα. Η διέγερση µπορεί να προέρχεται από µια 
περιοδική πηγή όπως οι φωνητικές χορδές ή από τυρβώδεις πηγές (θόρυβος), οι οποίες είναι 
παράγονται όταν ο αέρας περνά από πολύ στενά περάσµατα οπουδήποτε µέσα στο φωνητικό 
σωλήνα. Και τα δύο αυτά είδη πηγών µπορεί να συνυπάρχουν κατά την οµιλία. Ο παραγόµενος 
ήχος ακολούθως διαµορφώνεται από τις οποιεσδήποτε κοιλότητες του φωνητικού ή / και του 
ρινικού σωλήνα δίδοντας τους συντονισµούς (resonances) και τέλος εκπέµπεται µε τη µορφή 
µεταβολών πίεσης στον περιβάλλοντα αέρα από το στόµα ή τη µύτη. Τέλος τον παραγόµενο ήχο 
µπορούν να αλλάξουν και οι θέσεις των διαφόρων κινουµένων µερών (αρθρωτών - articulators) 
του υπεργλωττιδικού συστήµατος. Αποτέλεσµα είναι η παραγωγή των βασικών γλωσσικών 
οντοτήτων επικοινωνίας, όπως φωνήµατα, συλλαβές και λέξεις. Το εύρος κάθε περιεχόµενης 
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συχνότητας και η διακύµανσή της µε το χρόνο είναι χαρακτηριστικές για κάθε γλωσσική 
οντότητα µόνο σε βασικό επίπεδο θεώρησης. ∆ηλαδή µπορεί να θεωρηθεί ότι υπάρχει ένα προς 
ένα αντιστοιχία µεταξύ ενός φωνήµατος και του συχνοτικού περιεχοµένου του αντίστοιχου 
σήµατος, µόνο όταν αµεληθεί ο παράγων της προσωδίας του συνεχούς λόγου. Ο τελευταίος 
παράγων είναι σηµαντικότατος κατά την εκφορά του συνεχούς λόγου, είναι συνάρτηση των 
θέσεων των αρθρωτών οι οποίοι µε τη σειρά τους δεν έχουν καθορισµένη θέση για κάθε φώνηµα, 
αλλά η θέση τους εξαρτάται ισχυρά από το προηγούµενο και το επόµενο φώνηµα. 

6.2.1 Υπογλωττιδικό Σύστηµα 

Βασικότερο στοιχείο του υπογλωττιδικού συστήµατος είναι το αναπνευστικό σύστηµα. Αυτό 
αποτελείται από τους πνεύµονες, το θώρακα και τους θωρακικούς µύες και το διάφραγµα (βλ. 
Εικόνα 6-1) . Κατά την αναπνοή η ροή του αέρα στους πνεύµονες ελέγχεται από τους 
θωρακικούς πλευρικούς µύες. Οι εξωτερικοί µεσοπλεύριοι µύες είναι συνδεδεµένοι έτσι ώστε να 
ωθούν τα πλευρά προς τα έξω, διευρύνοντας έτσι τους πνεύµονες. Οι εσωτερικοί µεσοπλεύριοι 
δρουν ακριβώς αντίθετα και κατά τη διάρκεια της εκπνοής σπρώχνουν το θώρακα και τα πλευρά 
προς τα κάτω µειώνοντας έτσι τον όγκο των πνευµόνων. Όταν κανένα από τα δύο µυών δε 
λειτουργεί τότε το θωρακικό σύστηµα έρχεται στην κατάσταση ισορροπίας του, η οποία 
καθορίζεται από την ελαστικότητά του. 

 

Εικόνα 6-1. Όψη του κατωτέρου αναπνευστικού συστήµατος. 

Κατά τη διάρκεια της εισπνοής ο συνδυασµός διεύρυνσης του θωρακικού τοιχώµατος και το 
χαµήλωµα του διαφράγµατος, που είναι ένας λεπτός και  πλατύς µυς που χωρίζει την περιοχή του 
θώρακα από την άνω κοιλιακή χώρα, προκαλούν πτώση πίεσης στους πνεύµονες, η οποία µε τη 
σειρά της δηµιουργεί ροή αέρα από τη µύτη και το στόµα προς την τραχεία. Η εκπνοή µέχρι το 
σηµείο ελαστικής ισορροπίας (περίπου 40% της ολικής χωρητικότητας των πνευµόνων σε αέρα) 
γίνεται σχεδόν µόνη της χωρίς τη συνεισφορά µυϊκών οµάδων, εκµεταλλευόµενη την 
ελαστικότητα του θωρακικού συστήµατος. Αν απαιτηθεί συνέχιση της εκπνοής πέρα από το 
σηµείο αυτό, τότε αναλαµβάνουν οι εσωτερικοί µεσοπλεύριοι να συνεισφέρουν στη µείωση του 
όγκου των πνευµόνων µε το µηχανισµό που αναφέρθηκε νωρίτερα. 

Ο αέρας µεταφέρεται στους πνεύµονες µέσω της τραχείας, η οποία είναι ένας σωλήνας που 
αποτελείται, στους  περισσότερους ανθρώπους από 16-20 κρίκους (δακτυλίους). Οι κρίκοι αυτοί 
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είναι χωριστοί, αλλά µεταξύ τους υπάρχουν λεπτοί ελαστικοί ιστοί, που τους ενώνουν και 
διαµορφώνουν το σωλήνα της τραχείας, οποίος φθάνει το µήκος των 10 cm περίπου. Ο σωλήνας 
της τραχείας παραµένει πάντοτε ανοικτός µε σταθερή διατοµή. Το επάνω µέρος του σωλήνα 
συνδέεται µε τη βάση του λάρυγγα, ενώ το κάτω µέρος, µε δύο διακλαδώσεις που λέγονται 
βρόγχοι, καταλήγει στους πνεύµονες δεξιά και αριστερά. Πίσω από το σωλήνα της τραχείας και 
µε την ίδια κατεύθυνση υπάρχει ο οισοφάγος. Οι βρόγχοι δεν εισχωρούν στους πνεύµονες 
κατευθείαν αλλά διακλαδίζονται και αυτοί σε µικρότερους σωλήνες που λέγονται βρόγχια, τα 
οποία και αυτά διακλαδίζονται σε ακόµη µικρότερα βρογχίδια εισχωρώντας βαθύτερα στους 
πνεύµονες. Η διακλάδωση αυτή των βρόγχων, σε βρόγχια και κλαδίσκους βρογχικούς αποτελεί 
το βρογχικό δένδρο. Οι ακρότατοι κλαδίσκοι του βρογχικού δένδρου καταλήγουν στις 
πνευµονικές κυψέλες, οι οποίες δεσµεύουν το απαραίτητο οξυγόνο από τον εισπνεόµενο αέρα. 
Όλες οι διακλαδώσεις των βρόγχων µέχρι το ακρότατο σηµείο των  πνευµονικών κυψελών 
καλύπτονται από βλεννογόνο, για να διατηρείται η υγρασία τους. 

Η παραγωγή φωνής απαιτεί τη διατήρηση της πίεσης της υπογλωττιδικής περιοχής στα επίπεδα 
των 6-10 cm H20. Η παροχή αέρα είναι λιγότερη συγκριτικά µε αυτή κατά την εκπνοή, οπότε 
απαιτείται η συνεισφορά των θωρακικών µυών κατά τη διάρκεια της φώνησης. Καθώς η ένταση 
και η συχνότητα των παραγοµένων ήχων εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό από την υπογλωττιδική 
πίεση, πρέπει να γίνονται συνεχείς και πολύ ακριβείς ρυθµίσεις της έντασης των µυών για τον 
έλεγχο προσωδιακών πτυχών της οµιλίας. 

6.2.2 Ο Λάρυγγας και τα επιµέρους όργανα 

Ο λάρυγγας είναι το πρώτο και το κυριότερο φωνητικό όργανο του ανθρώπου, µέσα στον οποίο 
περικλείονται και οι φωνητικές χορδές (βλ. Εικόνα 6-2). Βρίσκεται κατά µήκος του λαιµού και 
αποτελείται από τα εξής όργανα:  

Κρικοειδής χόνδρος 

Χόνδρος σε σχήµα δακτυλιδιού, ή κρίκου που είναι σε οριζόντια θέση στο λαιµό και αποτελεί τη 
βάση στήριξης του λάρυγγα γιατί βρίσκεται στο χαµηλότερο σηµείο. Από το κάτω άνοιγµα του 
κρίκου συνεχίζεται ο σωλήνας της τραχείας, ενώ πάνω σε αυτόν είναι τοποθετηµένος άλλος ένας 
χόνδρος που λέγεται θυρεοειδής. (βλ. Εικόνα 6-4) 

 

Εικόνα 6-2. Εξωτερική όψη των µυών και χόνδρων του λάρυγγα 
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Θυρεοειδής χόνδρος 

Ο θυρεοειδής χόνδρος αποτελείται από δύο πλευρές, σχεδόν τετράγωνες, που συγκλίνουν και 
σχηµατίζουν σχεδόν ορθή γωνία. Οι εξωτερικές πλευρές της γωνίας είναι το µπροστινό µέρος 
του λάρυγγα που λέγεται και «µήλο του Αδάµ». Αυτή ακριβώς τη θέση έχει το «καρύδι» στο 
λαιµό µας, γι' αυτό και φαίνεται. Στις δύο άκρες των πλευρών του θυρεοειδούς χόνδρου τόσο στο 
επάνω µέρος όσο και στο κάτω µέρος, υπάρχουν δύο προεξοχές γνωστές σαν πάνω και κάτω 
κέρατα (βλ. Εικόνα 6-3). Τα κάτω κέρατα συνδέονται µε αρθρώσεις από ίνες στο επάνω µέρος 
του δακτυλίου του κρικοειδούς χόνδρου, δηλαδή στερεώνονται στη βάση του λάρυγγα.  

Αρυταινοειδείς χόνδροι 

Τέλος στο επάνω χείλος του δακτυλίου του κρικοειδούς χόνδρου, δηλ. επάνω στη βάση του 
λάρυγγα, είναι τοποθετηµένοι και άλλοι δύο µικρότεροι χόνδροι µπροστά από τις εσωτερικές 
πλευρές του θυρεοειδούς χόνδρου σε σχήµα τριγωνικό, έτσι ώστε οι κορυφές των δύο τριγώνων 
να «κοιτάζουν» προς τα άνω στη βάση της επιγλωττίδας (βλ. Εικόνα 6-4). Οι αρυταινοειδείς 
χόνδροι προστατεύονται από τις πλευρές του θυρεοειδούς χόνδρου και κινούνται κι αυτοί µε 
ευκολία γιατί είναι συνδεδεµένοι πάνω στη βάση του λάρυγγα µε αρθρώσεις από ίνες και ιστούς. 
Στις εσωτερικές γωνίες της βάσεως του τριγωνικού σχήµατος των αρυταινοειδών χόνδρων (αυτές 
που 'βλέπουν' προς το κέντρο του λάρυγγα) υπάρχουν οι φωνητικές χορδές ή 'φωνητικές 
αποφύσεις'. Οι τέσσερις χόνδροι, δηλαδή ο κρικοειδής, ο θυρεοειδής και οι δύο αρυταινοειδείς, 
συνδέονται µεταξύ τους µε ινώδεις συνδέσµους και µε µυς, από τους οποίους οι µεν σύνδεσµοι 
δηµιουργούν ελαφρές κινήσεις πάνω στις αρθρώσεις της βάσεως των χόνδρων, οι δε µύες, εκτός 
από το ρόλο της συνδέσεως των χόνδρων αυτών, ρυθµίζουν και τις κινήσεις τους. 

Επιγλωττίδα 

Η επιγλωττίδα είναι ένας λεπτός και πλατύς χόνδρος σε σχήµα φύλλου µουριάς ή φτυαριού, ο 
οποίος βρίσκεται όρθιος πάνω από το θυρεοειδή χόνδρο και πίσω από τη βάση της γλώσσας. 
Συνδέεται κι αυτός στη βάση του λάρυγγα µε συνδετικές ίνες και µε µύες, από την κάτω άκρη 
του, η οποία µοιάζει µε µίσχο. Η βασική του λειτουργία είναι να καλύπτει την όλη περιοχή των 
φωνητικών χορδών κατά τη διάρκεια της κατάποσης, ούτως ώστε το περιεχόµενο να προωθηθεί 
στον οισοφάγο, που βρίσκεται ακριβώς πίσω από το λάρυγγα προς τη µεριά του αυχένα. Κατά τη 
διάρκεια εισπνοής και εκπνοής η επιγλωττίδα σηκώνεται και ανοίγει εντελώς το πέρασµα του 
αέρα προς την τραχεία. Κατά τη διάρκεια της φώνησης µπορεί να θεωρηθεί ως αρθρωτής αφού 
ακολουθεί τις κινήσεις της γλώσσας, λίγο όµως συνεισφέρει στην τελική διαµόρφωση τής 
παραγόµενης οµιλίας. 
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Εικόνα 6-3. Οριζόντια όψη των χόνδρων του λάρυγγα 

 

Εικόνα 6-4. Πλάγια όψη των χόνδρων του λάρυγγα 

Οι παραπάνω χόνδροι αποτελούν τη θήκη (voice box) µέσα στην οποία βρίσκεται το 
πολυτιµότατο όργανο παραγωγής ανθρώπινης φωνής: οι φωνητικές χορδές (vocal folds). Στην 
Εικόνα 6-5 φαίνεται µια οριζόντια τοµή του λάρυγγα στο ύψος της βάσης των αρυταινοειδών 
χόνδρων. ∆ιακρίνει κανείς τις φωνητικές χορδές, που ξεκινούν ακριβώς µέσα από την ορθή 
γωνία που σχηµατίζουν οι δύο πλευρές του θυρεοειδούς χόνδρου. Στο άνω µέρος καταλήγουν 
και ενώνονται µε τις αντίστοιχες άκρες των εσωτερικών γωνιών των αρυταινοειδών χόνδρων. Τα 
χείλη των χορδών λέγονται φωνητικοί σύνδεσµοι και η µεταξύ των τελευταίων σχισµή 
ονοµάζεται γλωττίδα. 
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Εικόνα 6-5. Όψη των φωνητικών χορδών από πάνω 

Η γλωττιδική σχισµή ανοίγει ή κλείνει, από τη συστολή ή διαστολή ειδικών µυών που 
ευρίσκονται στη πλάγια και καθ' όλο το µήκος των φωνητικών συνδέσµων. Οι µύες αυτοί 
προχωρούν προς τα πίσω και ενώνονται µε τις βάσεις των αρυταινοειδών χόνδρων και 
ονοµάζονται εσωτερικοί φωνητικοί µύες. Εκτός των εσωτερικών φωνητικών µυών υπάρχουν 
ακόµη και άλλοι δύο συµµετρικοί µύες που λέγονται εξωτερικοί φωνητικοί µύες. Αυτοί ξεκινούν 
από το ίδιο σηµείο της γωνίας των πλευρών του θυρεοειδούς χόνδρου, απλώνονται σε όλη την 
εσωτερική επιφάνεια των πλευρών του θυρεοειδούς χόνδρου και καταλήγουν στο πίσω µέρος 
του λάρυγγα ενωµένοι µε τις εξωτερικές άκρες των γωνιών των αρυταινοειδών χόνδρων. Η όλη 
περιοχή καλύπτεται από βλεννογόνο. Κατά την εκφώνηση κάποιου φωνήεντος οι χορδές 
ενώνονται και συγκλίνουν σε ευθεία γραµµή (φάση Προσαγωγής, βλ. Εικόνα 6-6). Κατά την 
εισπνοή οι φωνητικές χορδές ανοίγουν (φάση Απαγωγής, βλ. Εικόνα 6-6) και σχηµατίζουν ένα 
ισοσκελές τρίγωνο, η κορυφή του οποίου βρίσκεται µπροστά στην άκρη της γωνίας του 
θυρεοειδούς χόνδρου (µήλο του Αδάµ), ενώ η βάση αυτού βρίσκεται πίσω προς τους 
αρυταινοειδείς χόνδρους και κοιτά προς τη κατεύθυνση του σπονδύλων του αυχένα. 

 

Εικόνα 6-6. Φωνητικές χορδές στις φάσεις Απαγωγής κ. Προσαγωγής 

Λίγο ψηλότερα από τη θέση των φωνητικών χορδών, βρίσκεται ένα ζευγάρι συµµετρικών 
πτυχών του βλεννογόνου, που λέγονται ψευδοχορδές (false vocal cords – ventricular folds) και 
εξέχουν προς τα µέσα λιγότερο από τις φωνητικές χορδές (βλ. Εικόνα 6-7). Οι ψευδοχορδές δεν 
αποτελούν πηγή φυσικού ήχου αφ' εαυτού τους, παίζουν όµως πολύ σηµαντικό ρόλο στη 
δηµιουργία των πολύ υψηλών φθόγγων. Μεταξύ των φωνητικών χορδών και των ψευδοχορδών 
υπάρχουν δύο κοιλότητες που λέγονται λαρυγγικές κοιλότητες (βλ. Εικόνα 6-7). Επειδή τις 
περιέγραψε πρώτος ο Γαληνός που θεωρείται ο δεύτερος σε αξία Έλληνας ιατρός της 
αρχαιότητας µετά τον Ιπποκράτη, πήραν το όνοµά του – 'κολπώµατα του Γαληνού'. Οι 
κοιλότητες αυτές χρησιµεύουν αφ' ενός σαν αντηχεία και αφ' ετέρου σαν χώρος για την ελεύθερη 
κίνηση των φωνητικών χορδών προς τα πάνω. 
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Εικόνα 6-7. Όψη του λάρυγγα σε τοµή 

Ο βασικός µηχανισµός παραγωγής φωνής στη γλωττίδα είναι ο εξής: Αέρας από τους πνεύµονες 
και το διάφραγµα ανέρχεται διαµέσου της τραχείας προς τον λάρυγγα. Οι φωνητικές χορδές 
κλείνουν δηµιουργώντας τη γλωττιδική σχισµή, το άνοιγµα της οποίας εξαρτάται από τον ήχο 
που θα παραχθεί. Σπρωγµένες από την πίεση του αέρα οι χορδές υποχωρούν προς τα πάνω και 
έτσι επιτρέπουν µια µικρή διέξοδο στον αέρα. Όµως λόγω της πτώσης πίεσης που δηµιουργείται 
κατά τη διέλευση ρευστού από στένωση και της ελαστικότητας που έχουν οι χορδές, 
επανέρχονται στην  αρχική τους θέση διακόπτοντας τη διέλευση του αέρα σε απειροελάχιστο 
χρόνο και πάλι αυτοστιγµεί αλλάζουν ξανά κατεύθυνση προς τα πάνω πιεζόµενες από τον 
ανερχόµενο αέρα. Αυτή η  παλµική κίνηση επαναλαµβάνεται και διαρκεί όσο υπάρχει ροή 
εκπνεοµένου αέρα από τους πνεύµονες. Η βασική συχνότητα του παραγοµένου ήχου είναι ίση µε 
τη συχνότητα πάλµωσης των χορδών, η οποία βεβαίως δύναται να αλλάζει κατά τη διάρκεια της 
φώνησης σε συνάρτηση µε το χρόνο, ανάλογα πάντα µε το επιθυµητό φώνηµα. Επίσης είναι 
σηµαντικό να γίνει κατανοητό ότι η πάλµωση / ταλάντωση των χορδών δεν είναι εκούσια 
κίνηση, αλλά αποτέλεσµα της υπογλωττιδικής πίεσης, του ανοίγµατος της γλωττιδικής σχισµής 
και κυρίως των βιο-µηχανικών ιδιοτήτων των χορδών. Οι άνδρες έχουν πιο ‘συµπαγείς’ 
φωνητικές χορδές και παράγουν χαµηλότερου ύψους φωνή, έχουν όµως καλύτερο µυϊκό έλεγχο 
της περιοχής, µε αποτέλεσµα να µπορούν να εκφωνήσουν σε εύρος σχεδόν τριών οκτάβων. Ο 
ρόλος των ψευδοχορδών στο µηχανισµό γένεσης της φώνησης είναι λιγότερο σηµαντικός. Οι 
ψευδοχορδές ανάλογα µε το άνοιγµά τους έχουν τη δυνατότητα να κατευθύνουν, κατά κάποιον 
τρόπο, την δέσµη αέρος που δηµιουργεί η γλωττιδική σχισµή. Σε µελέτες προσοµοίωσης µε 
υπολογιστή αλλά και σε εργαστηριακές δοκιµές έχει βρεθεί ότι οι ψευδοχορδές µειώνουν τη 
συνολική αντίσταση ροής, αυξάνοντας λίγο την πίεση στο σηµείο αυτό και αναγκάζοντας έτσι τις 
φωνητικές χορδές να λειτουργήσουν µε ελαφρώς µεγαλύτερο γλωττιδικό άνοιγµα, πράγµα που 
σηµαίνει µεγαλύτερη ογκοµετρική παροχή αέρος και κατά συνέπεια µεγαλύτερη οξύτητα 
παραγώµενου ήχου. Ολοκληρώνοντας τα περί µηχανισµού παραγωγής της φωνής και για να 
γίνουν καλύτερα αντιληπτές οι σχετικές τιµές των µεταβλητών: θέση λάρυγγα, µήκος – τάση 
φωνητικών χορδών και παροχή αέρα, παρατίθεται ο Πίνακας 6-1, στον οποίο συγκρίνονται οι 
χαµηλού και υψηλού τόνου ήχοι:  
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Πίνακας 6-1. Σύγκριση µηχανισµών παραγωγής οξέων και βαθέων ήχων 

Βαθείς ήχοι Οξείς ήχοι 

ο λάρυγγας κατεβαίνει ο λάρυγγας ανεβαίνει 

τα κολπώµατα του Γαληνού φαρδαίνουν τα κολπώµατα του Γαληνού στενεύουν 

οι φωνητικές χορδές διογκώνονται και 
µακραίνουν 

οι φωνητικές χορδές κονταίνουν 

το τέντωµα των χορδών ελαττώνεται το τέντωµα των χορδών δυναµώνει 

η παροχή αέρα ελαττώνεται η παροχή αέρα αυξάνεται 

 

6.2.3 Το Υπεργλωττιδικό Σύστηµα – Σύστηµα Αρθρωτών 

Το υπεργλωττιδικό σύστηµα αρθρωτών αποτελείται από τη γλώσσα, τα χείλη, τον ουρανίσκο 
(σκληρή υπερώα), τη σιαγόνα, τα δόντια, και τη µαλακή υπερώα (βλ. Εικόνα 6-8). Η µαλακή 
υπερώα και τα  δόντια της άνω γνάθου αναφέρονται και ως παθητικοί αρθρωτές[22], διότι δεν 
κινούνται, αλλά παρέχουν σταθερές επιφάνειες πάνω στις οποίες λειτουργούν οι ενεργοί 
αρθρωτές (γλώσσα, χείλη, ουρανίσκος και µαλακή υπερώα). Οι τελευταίοι ελέγχουν το σχήµα ης 
στοµατικής κοιλότητας, τη σύνδεση ή όχι της ρινικής κοιλότητας και συνεπεία τούτου το βαθµό 
κατά τον οποίο διάφορες συχνότητες παρούσες στο σήµα διέγερσης της γλωττίδας ενισχύονται ή 
αποσβένονται. Στην περίπτωση των φωνηέντων το σύστηµα αρθρωτών δρα σα φίλτρο 
τροποποιώντας τον ήχο που παράγεται στις φωνητικές χορδές, σε ορισµένες περιπτώσεις όµως 
συµφώνων (π.χ. τυρβώδη σύµφωνα - fricatives) δρα και ως πηγή, παράγοντας το σήµα της 
διέγερσης. Επίσης σε ορισµένες γλώσσες που περιλαµβάνουν µεγάλο αριθµό µη πνευµονικών 
ήχων (π.χ. clicks), η αεροροή  δηµιουργείται από το σύστηµα των αρθρωτών και όχι από το κάτω 
αναπνευστικό σύστηµα. Οι κύριοι παράγοντες που ρυθµίζουν τη συχνοτική απόκριση του 
φωνητικού σωλήνα είναι η θέση των αρθρωτών και ο βαθµός στένωσης ή διαπλάτυνσης που 
δηµιουργούν στο σωλήνα µε την κίνησή τους[5]. 

Η εξαιρετικά ευκίνητη γλώσσα παίζει, λόγω του µεγάλου όγκου της, το σηµαντικότερο ρόλο στη 
διαµόρφωση του σχήµατος της στοµατικής και φαρυγγικής κοιλότητας και κατά συνέπεια στη 
διαµόρφωση της συχνοτικής απόκρισης του φωνητικού σωλήνα, τον οποίο κάποιες φορές µπορεί 
να κλείσει στιγµιαία (π.χ. σύµφωνα παύσης) ή παρατεταµένα (π.χ. ρινικά σύµφωνα). Αποτελείται 
κυρίως από µύες που εµφύονται από τη βάση της κάτω γνάθου, δεν έχει καθόλου σκελετική 
στήριξη (εξ ου και η µεγάλη ευκινησία – ευλυγισία της), το πάνω µέρος της είναι εξαιρετικά 
πλούσιο σε νευρικές απολήξεις κυττάρων γεύσης, ενώ η τροφοδοσία µε αίµα γίνεται µε 
διακλάδωση από τις καρωτίδες µέσω της γλωσσικής αρτηρίας. Η κύρια λειτουργία της είναι η 
διαχείριση της µασηµένης τροφής και η προώθησή της στον οισοφάγο µε µια ποικιλία 
χαρακτηριστικών κινήσεων. 

Η κάτω γνάθος ή σιαγόνα αποτελεί το δάπεδο της στοµατικής κοιλότητας πάνω στο οποίο 
φύονται τα κάτω δόντια και η γλώσσα. Στηρίζεται µε αρθρώσεις δεξιά και αριστερά στο πίσω 
µέρος του στόµατος, ακριβώς κάτω από τα πτερύγια των αυτιών. Μπορεί να πραγµατοποιήσει µε 
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ευκολία µεγάλες κινήσεις και ως προς τους τρεις άξονες, συνεισφέροντας έτσι στη µάσηση που 
είναι και η βασική της λειτουργία. Στη φώνηση συµβάλει περισσότερο η κάθετη κίνηση (πάνω - 
κάτω) και σχεδόν καθόλου η πλάγια (δεξιά - αριστερά), µεγαλώνοντας και µικραίνοντας τον 
όγκο της στοµατικής κοιλότητας, παρέχοντας έτσι χώρο στη γλώσσα για να κάνει τις δικές της 
κινήσεις. 

 

Εικόνα 6-8. Πλάγια όψη του φωνητικού σωλήνα σε τοµή 

Η υπερώα χωρίζεται σε δύο µέρη: Το πρώτο µέρος καταλαµβάνει τα 2/3 της ολικής επιφάνειας 
και λέγεται σκληρή υπερώα (ή ουρανίσκος), έχει σχήµα θόλου και αποτελείται σχεδόν 
αποκλειστικά από οστέινη πλάκα. Το δεύτερο µέρος καταλαµβάνει το υπόλοιπο 1/3 της ολικής 
επιφάνειας λέγεται µαλακή υπερώα και αποτελείται από λεπτούς µύες και µαλακά µόρια 
καλυπτόµενα από βλεννογόνο. Είναι πολύ ευκίνητη και πραγµατοποιεί κάθετες κινήσεις 
ανοίγοντας και κλείνοντας τους χώρους που συνδέουν τις ρινικές κοιλότητες µε το φάρυγγα. 
Αυτή της η λειτουργία συνεισφέρει και στη φώνηση επιτρέποντας στον αέρα να περάσει µερικώς 
ή ολικώς στο ρινοφάρυγγα, δηµιουργώντας έτσι τα ένρινα φωνήµατα. Στο τέλος και στο µέσο 
του ελεύθερου χείλους της µαλακής υπερώας φύεται η σταφυλή, που φαίνεται και µε απλή 
οπτική παρατήρηση στο ανοικτό στόµα. 

Τα χείλη µπορούν κλείνοντας τη φωνητική οδό εντελώς, ή να δηµιουργήσουν µικρή στένωση για 
την παραγωγή σε συνδυασµό µε τα δόντια συγκεκριµένων συµφώνων ή εναλλακτικά µπορούν να 
µεταβάλλουν το µήκος του τελευταίου για κάποια εκατοστά εξωθούµενα προς τα εµπρός. 

6.3 ΜΟΝΤΕΛΑ ΤΟΥ ΦΩΝΗΤΙΚΟΥ ΣΩΛΗΝΑ 

6.3.1 Η Πηγή 

Η διέγερση ή η πηγή της ακουστικής ενέργειας σε ένα σήµα ανθρώπινης φωνής µπορεί να έχει 
δύο µορφές: περιοδική ή απεριοδική, αν και πολλές φορές οι δύο µορφές συνυπάρχουν. Στην 
πρώτη περίπτωση η ακουστική ενέργεια παράγεται από τις περιοδικές κινήσεις των φωνητικών 
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χορδών, όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, και έχει µια χαρακτηριστική βασική συχνότητα και 
χαρακτηριστικό βαθµό εντάσεως (pitch). Το περιοδικό άνοιγµα και κλείσιµο της γλωττίδας έχει 
σαν αποτέλεσµα την περιοδική είσοδο 'πακέτων' αέρα προς το φάρυγγα. Η Εικόνα 6-9 δείχνει 
µια τυπική κυµατοµορφή των γλωττιδικών παλµών σε όρους ογκοµετρικής παροχής και της 
παραγώγου αυτής έναντι του χρόνου. Ο παλµός έχει µια σχετικά αργή άνοδο στην αρχή και ένα 
αρκετά απότοµο τελείωµα στο τέλος. Το φάσµα ισχύος µιας τέτοιας ακολουθίας παλµών 
φαίνεται στην Εικόνα 6-12 (µπλε γραµµή). Το εύρος των παρατηρούµενων αρµονικών µικραίνει 
µε ρυθµό 12dB ανά οκτάβα και εξαρτάται από το ακριβές σχήµα του γλωττιδικού παλµού, τη 
φυσιολογία και ανατοµία της λαρυγγικής περιοχής και µεταβάλλεται όπως είναι φυσικό από 
οµιλητή σε οµιλητή. Απεριοδική διέγερση δηµιουργείται όταν η γλωττιδική στένωση µικραίνει 
τόσο ώστε η ροή της δηµιουργούµενης δέσµης αέρα (glottal jet) παύει να έχει χαρακτηριστικά 
στρωτής ροής και µεταβαίνει σε τυρβώδη, όπου κυριαρχούν τυχαίες αποκολλήσεις της δέσµης 
προς όλες τις διευθύνσεις της υπερ-λαρυγγικής κοιλότητας. Το γεγονός αυτό παράγει τυχαίο 
θόρυβο το φάσµα του οποίου καθορίζεται από τους ακριβείς µηχανισµούς γένεσης της τύρβης. 
Στην απλούστερη των περιπτώσεων κυριαρχούν οι αποκολλήσεις και η ανάµιξη των στροβίλων 
που προκύπτουν µε τον περιβάλλοντα αέρα. Σε άλλες όµως, όπως για παράδειγµα κατά την 
εκφώνηση άφωνων και συριστικών όπως /s/ και /S/ υπήρχε σύγχυση απόψεων στη βιβλιογραφία 
για το µηχανισµό γένεσης. Προτάθηκε µετά από πειραµατικές δοκιµές[37] ότι η πηγή δεν είναι 
αυτή καθαυτή η τυρβώδης δέσµη αλλά η αλληλεπίδρασή της µε την περιβάλλουσα γεωµετρία, 
όπως π.χ. οι συγκρούσεις των 'πακέτων' αέρα µε τα γύρω σταθερά εµπόδια. Αργότερα 
λαµβάνοντας υπόψη τον τριδιάστατο χαρακτήρα της τύρβης, έγινε δεκτό ότι το φαινόµενο 
εξαρτάται αποκλειστικά από τις τριδιάστατες λεπτοµέρειες της γεωµετρίας της φωνητικής οδού, 
οπότε µια απλή αξονική κατανοµή των διατοµών αυτής µπορεί να µην είναι αρκετή για τη 
διερεύνηση του µηχανισµού παραγωγής των άφωνων ήχων. Όπως και να έχει όµως ο 
παραγόµενος ήχος θα διαµορφωθεί σε µεγάλο βαθµό από τους συντονισµούς που θα 
δηµιουργηθούν στο υπόλοιπο του φωνητικού σωλήνα µέχρι και την έξοδο από τα χείλη. 
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Εικόνα 6-9. Η ογκοµετρική παροχή στη γλωττίδα και η παράγωγός της 
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Η µελέτη των ακουστικών και µηχανικών ιδιοτήτων του λάρυγγα είναι ακόµα και σήµερα 
περιοχή έντονης µελέτης και έρευνας. Η µοντελοποίηση απαιτεί οπωσδήποτε την 
πραγµατοποίηση απλοποιητικών παραδοχών για τις κινήσεις των ιστών αλλά και για την 
αεροδυναµική κοντά στη γλωττιδική περιοχή. Ανάλογα µε το βαθµό της περιεχόµενης φυσικής / 
ανατοµικής πληροφορίας τα γλωττιδικά µοντέλα µπορούν να κατηγοριοποιηθούν σε δύο κύριες 
οµάδες: 

Μοντέλα ταλαντωτών. Τα µοντέλα αυτά είναι τα πιο σύνθετα, αλλά και πιο αυστηρά στην 
περιγραφή της αλληλεπίδρασης της αεροροής και των φωνητικών χορδών για παραγωγή 
περιοδικής διέγερσης. Πρόκειται για µοντέλα γραµµικών ταλαντωτών που παίρνουν σαν είσοδο 
την αργή µεταβολή της πίεσης στους πνεύµονες, την τάση στις φωνητικές χορδές και το σχήµα 
αυτών πριν από τη φώνηση. Κύριος εκπρόσωπος της κατηγορίας αυτής είναι το µοντέλο δύο 
µαζών των Ishizaka, Flanagan[14]. Στο µοντέλο αυτό οι φωνητικές χορδές χωρίζονται σε δύο 
‘περιοχές’ µε διαφορετικά χαρακτηριστικά µήκη. Η πρώτη αντιστοιχεί στο µέρος προς την 
τραχεία και η δεύτερη στο µέρος προς το φάρυγγα. Στις περιοχές αυτές αντιστοιχίζονται δύο 
συστήµατα ελατηρίου – αποσβεστήρα συζευγµένα µεταξύ τους, δίνοντας τη δυνατότητα έτσι 
σωστής αναπαράστασης του φαινοµένου της καθυστέρησης φάσης (vertical phasing) του 
εµπρόσθιου τµήµατος των χορδών, ως προς αυτό της µεριάς της τραχείας. Για τη σωστή 
προσοµοίωση των µηχανικών ιδιοτήτων των ιστών οι σταθερές των ελατηρίων και των 
αποσβεστήρων είναι µη γραµµικές συναρτήσεις των αποµακρύνσεων. 

Εµπειρικά παραµετρικά µοντέλα. Τα µοντέλα αυτά αντιµετωπίζουν το σύστηµα φωνητικών 
χορδών σα µαύρο κουτί χωρίς να εµπεριέχουν την πληροφορία αλληλεπίδρασης της ροής µε τους 
ιστούς και παρέχουν αναλυτικές κλαδικές συναρτήσεις για τη µεταβολή της ογκοµετρικής 
παροχής και της παραγώγου της στη γλωττίδα ως προς το χρόνο. Προφανώς τα µοντέλα αυτά δεν 
µπορούν να προσοµοιώσουν σωστά τα φαινόµενα µικτής τυρβώδους διέγερσης που 
παρατηρούνται σε κάποια φωνήεντα όπως το /i/, αλλά και άλλες περιπτώσεις ένρινων και 
υψηλού τόνου φωνήµατα όπως π.χ. σε θηλυκούς οµιλητές. Παρόλα αυτά αρκούν για να 
περιγράψουν µια απλή περιοδική διέγερση στη γλωττίδα για τους συνήθεις τύπους φωνηέντων. 
Στην Εικόνα 6-10 φαίνονται οι θέσεις και το σχήµα των φωνητικών χορδών κατά τη διάρκεια 
ενός κύκλου περιοδικής διέγερσης[34] σε στιγµιότυπα  που  ελήφθησαν µε τη βοήθεια υψηλής 
ταχύτητας στροβοσκοπικής φωτογράφησης. ∆ιακρίνεται η µεταβολή της εξωτερικής επιφάνειας 
των χορδών καθώς αυτή πιέζεται για να ανοίξει από τον εισερχόµενο αέρα από την τραχεία. Οι 
χορδές έτσι ‘µεταφέρουν’ τρόπον τινά ένα µηχανικό κύµα που ξεκινά από κάτω και µεταφέρεται 
προς τα πάνω. Αποτέλεσµα αυτού είναι η µεταβολή της ογκοµετρικής παροχής αέρα και της 
παραγώγου αυτής, όπως φαίνεται στην Εικόνα 6-11, όπου εικονίζεται ένα πραγµατικό 
γλωττογράφηµα άρρενος οµιλητή[40]. 
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Εικόνα 6-10. Τυπικές θέσεις και σχήµα των φωνητικών χορδών σε ένα κύκλο ταλάντωσης[34] 

 

Εικόνα 6-11. Πραγµατικό γλωττογράφηµα ενήλικα οµιλητή[40]. 

Σε αυτό µπορεί να διακρίνει κανείς την κλειστή φάση όπου η γλωττίδα είναι εντελώς κλειστή και 
δεν υπάρχει ροή. (Σε ορισµένες περιπτώσεις η γλωττίδα δεν κλείνει ποτέ εντελώς και αφήνει ένα 
µικρό µέρος ανοικτό συνέχεια). Κατά τη διάρκεια της ανοικτής φάσης η ροή αυξάνεται µε 
χαρακτηριστικό ρυθµό, φθάνει σε κάποιο µέγιστο και τέλος αρχίζει να πέφτει πολύ απότοµα. Η 
ασυµµετρία αυτή οφείλεται στη γεωµετρία των χορδών προς την περιοχή της τραχείας και στις 
κοιλότητες που δηµιουργούνται εκεί. Το εύρος της θεµελιώδους συχνότητας καθορίζεται από τη 
θέση του µεγίστου της ογκοµετρικής παροχής, ενώ το εύρος των υψηλότερων αρµονικών 
καθορίζεται από το αρνητικό µέγιστο της παραγώγου, που συµβαίνει λίγο πριν αρχίσει η κλειστή 
φάση. Η ακριβής κυµατοµορφή της γλωττιδικής παροχής επηρεάζεται από έναν αρκετά µεγάλο 
αριθµό παραµέτρων συµπεριλαµβανοµένων του φύλου του οµιλητή, της θεµελιώδους 
συχνότητας πάλµωσης των χορδών, της υπογλωττιδικής πίεσης και της θέσης των χορδών στην 
κατάσταση ισορροπίας. Στο παραµετρικό µοντέλο των Liljencrants, Fant[6] η παράγωγος της 
γλωττιδικής παροχής προσεγγίζεται από την ακόλουθη κλαδική συνάρτηση: 
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όπου 0T  η θεµελιώδης περίοδος και eT  το ποσοστό του χρόνου (ως προς τη θεµελιώδη περίοδο) 

της ανοιχτής φάσης. Για το υπόλοιπο της περιόδου η παράγωγος της παροχής είτε µηδενίζεται 
απότοµα ή µηδενίζεται ανερχόµενη εκθετικά σύµφωνα µε τον δεύτερο κλάδο της (6.1). Η µορφή 
της καµπύλης µέχρι το eT  καθορίζεται από τις παραµέτρους 00 ,, ωaE , εκ των οποίων µόνο η 

πρώτη είναι υπολογιζόµενη σύµφωνα µε την σχέση: 

( ){ }e
aT

e TeEE e
00 sin ω−=  (6.2) 

Η τέταρτη παράµετρος cT  εκφράζεται σαν µέρος της θεµελιώδους περιόδου και καθορίζει το 

ρυθµό της εκθετικής ανόδου της παραγώγου από τη µέγιστη αρνητική τιµή της στο µηδέν κατά 
τη φάση επιστροφής (return phase). Η σταθερά 1E  του δεύτερου κλάδου ορίζεται συναρτήσει 

των άλλων παραµέτρων: 

( )( )ec TT
e eEE −−= β11  (6.3) 

Όταν η τιµή της cT  είναι µηδέν, δηλ. δεν υπάρχει καθόλου φάση επιστροφής, τότε η παράγωγος 

της παροχής µηδενίζεται απότοµα τη χρονική στιγµή eT  και η κλίση του φάσµατος του παλµού 

στις υψηλές συχνότητες είναι περίπου 6db ανά οκτάβα. Όταν υπάρχει φάση επιστροφής, δηλ. µη 
µηδενική τιµή της cT , η κλίση διπλασιάζεται και γίνεται περίπου 12db ανά οκτάβα από τη 

συχνότητα ( )cTπ2/1 . Η Εικόνα 6-12 δείχνει το φάσµα ενός σήµατος που κατασκευάστηκε από 

παλµούς θεµελιώδους περιόδου sT 80/10 =  µε και χωρίς φάση επιστροφής. Είναι προφανής η 

ενίσχυση των υψηλών συχνοτήτων στην περίπτωση που δεν υπάρχει καθόλου φάση επιστροφής, 
γεγονός το οποίο αποδίδεται στο ότι ο παλµός γίνεται πολύ πιο απότοµος χωρίς την εκθετική 
άνοδο της (6.2). 
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Εικόνα 6-12. Φάσµα παλµού LF χωρίς και µε φάση επιστροφής 

Αντίθετα η µεταβολή της διάρκειας της ανοιχτής φάσης έχει ως αποτέλεσµα την µεταβολή της 
ισχύος των χαµηλών συχνοτήτων (2 πρώτες αρµονικές). Παρόµοιο εµπειρικό γλωττιδικό µοντέλο 
είναι αυτό των Klatt – Rosenberg[20], στο οποίο το ηµίτονο αντικαθίσταται από µια τετραγωνική 



 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΜΟΝΟ∆ΙΑΣΤΑΤΕΣ ΑΚΟΥΣΤΙΚΕΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ ΚΑΙ Η ΡΟΗ ΣΤΟΝ ΑΝΘΡΩΠΙΝΟ ΦΩΝΗΤΙΚΟ ΣΩΛΗΝΑ 

ΙΩΑΝΝΗΣ Β ΠΑΠΑΓΕΩΡΓΑΚΟΠΟΥΛΟΣ 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΑΕΡΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΦΩΝΗΤΙΚΟΥ ΣΩΛΗΝΑ ΜΕ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ NAVIER STOKES 6-19 

συνάρτηση. Υπάρχει και σε αυτό η παράµετρος του χρόνου της φάσης επιστροφής και το φάσµα 
των παραγοµένων κυµατοµορφών είναι περίπου ίδιο µε το LF. 

6.3.2 Το Φίλτρο 

Η ακριβής διαµόρφωση του φάσµατος της φωνής εξαρτάται σχεδόν αποκλειστικά από το σχήµα 
του φωνητικού σωλήνα, οποίος ενισχύει ή αποσβένει διάφορες από την συχνότητες που 
παράγονται από την πηγή. Ο φωνητικός σωλήνας έχει ισχυρά µεταβλητή διατοµή και µήκος από 
το λάρυγγα έως τα χείλη περίπου 17 cm για αρσενικό και περίπου 14 cm για θηλυκό οµιλητή. Η 
επιφάνεια της διατοµής του µεταβάλλεται από 0 έως και 10 cm2 

και ο κύριος αρθρωτής που τη 
ρυθµίζει, όπως αναφέρθηκε προηγουµένως είναι η γλώσσα, λόγω του µεγάλου της όγκου. Για να 
γίνει αντιληπτή η πολυπλοκότητα της γεωµετρίας του φωνητικού σωλήνα, στην Εικόνα 6-13 
παρατίθεται η µέση πλάγια όψη αυτού από σκαρίφηµα που προέκυψε µετά από επεξεργασία 
εικόνας ακτίνων Χ ανδρός οµιλητή κατά την παραγωγή κάποιου χειλικού φωνήεντος. Η κόκκινη 
γραµµή αναπαριστά περίπου την κεντρική γραµµή του σωλήνα (centerline) για το συγκεκριµένο 
φώνηµα, ενώ στο δεξί µέρος της εικόνας φαίνονται τα σχήµατα που παίρνει η εγκάρσια διατοµή 
στις αριθµηµένες θέσεις. Το σχήµα καλύπτει το σωλήνα από τη γλωττίδα µέχρι και τα χείλη. 
Κατά τη διάδοση του ήχου (τουλάχιστο για τα φωνήεντα) δηµιουργούνται στάσιµα κύµατα αέρα 
σε συγκεκριµένα σηµεία του σωλήνα, τα οποία δεν κινούνται προς τα έξω αλλά ταλαντώνονται 
µε χαρακτηριστικές συχνότητες, οι οποίες ονοµάζονται συχνότητες συντονισµού (resonance 
frequencies). Για την καλύτερη κατανόηση του φαινοµένου συνίσταται η παραβολή µε το 
µοντέλο των χορδών µε στερεωµένα άκρα, που συναντάται σε πληθώρα συγγραµµάτων 
κυµατικής

[31]. Ο µηχανισµός δηµιουργίας των στάσιµων κυµάτων είναι ακριβός ο ίδιος µε µια 
όµως σηµαντική διαφορά: Στην περίπτωση που το µέσο διάδοσης δεν είναι στερεό, αλλά αέριο οι 
συχνότητες συντονισµού αυξάνονται ως προς το εύρος ζώνης τους (bandwidth), ακριβώς επειδή 
οι δυνάµεις µεταξύ των µορίων είναι πολύ πιο χαλαρές, οπότε υπάρχει πολύ µεγαλύτερη 
ελευθερία και ευκολία ως προς τη δηµιουργία και τον τρόπο των ταλαντώσεων. Το εύρος ζώνης 
εξαρτάται αποκλειστικά από το µέσο διάδοσης και τη συνεκτικότητά του. 

 

Εικόνα 6-13. Πλάγια όψη και διατοµές φωνητικού σωλήνα σε καθορισµές θέσεις[5] 
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Οι συντονισµοί ή άλλως formants εξαρτώνται αποκλειστικά από το φωνητικό σωλήνα. Το σχήµα 
των διατοµών παρότι είναι εξαιρετικά ποικίλο και αλλάζει δραστικά κατά µήκος του αγωγού, 
έχει πολύ µικρή ως αµελητέα επίδραση στη δηµιουργία των συντονισµών. Αντίθετα η συνολική 
επιφάνεια των διατοµών και η µεταβολή της κατά µήκος του σωλήνα είναι ο κύριος ρυθµιστής 
των συντονισµών. Σε πολλά µαθηµατικά µοντέλα ο σωλήνας προσεγγίζεται σαν ένα σύνολο 
πολλών µικρών αγωγών συνδεδεµένων µεταξύ τους µε κυκλική διατοµή και µεταβλητή εγκάρσια 
επιφάνεια. Αναλυτικές λύσεις µπορούν να εξαχθούν θεωρητικά για µέχρι εννέα σωλήνες, 
πρακτικά όµως το όριο είναι µέχρι τέσσερις ή πέντε. Πιο ακριβείς προσεγγίσεις είναι εφικτές µε 
χρήση αριθµητικών µεθόδων και πλήθος σωλήνων µέχρι σαράντα[43],[44]. Η µαθηµατική ανάλυση 
για την εύρεση της συναρτήσεως µεταφοράς και κατά συνέπεια της συνολικής απόκρισης του 
σωλήνα έχει µελετηθεί εκτενώς και µπορεί να βρεθεί σε πλήθος κειµένων συµπεριλαµβανοµένων 
αυτών του Fant[5] και του Flanagan[9]. Παρόλα αυτά για λόγους πληρότητας στην επόµενη 
παράγραφο παρατίθεται η ανάλυση για οµοιόµορφο σωλήνα σταθερής διατοµής. 

6.3.3 Οµοιόµορφος Σωλήνας 

Ο οµοιόµορφος σωλήνας προσεγγίζει το σχήµα το σχήµα της φωνητικής οδού κατά την 
παραγωγή των λεγοµένων ουδέτερων φωνηέντων (neutral vowels), όπως π.χ. /æ/ στις αγγλικές 
λέξεις heard ή ago. Η απόκριση του σωλήνα στα περισσότερα συγγράµµατα προσεγγίζεται είτε 
µε την κατασκευή του ηλεκτρικού αναλόγου σε συνδιασµό µε χρήση της κυµατικής θεωρίας και 
της θεωρίας των µερικών διαφορικών εξισώσεων. Στην πρώτη περίπτωση η τάση ενός 
ηλεκτρικού κυκλώµατος θεωρείται το ανάλογο της ακουστικής πίεσης, ενώ το ρεύµα θεωρείται 
το ανάλογο της ογκοµετρικής ακουστικής παροχής. Η αναλογία έχει νόηµα µόνον όταν το 
ακουστικό κύµα µπορεί να θεωρηθεί επίπεδο κατά µήκος του σωλήνα, πράγµα το οποίο 
συµβαίνει όταν η εγκάρσια διάσταση του τελευταίου είναι πολύ µικρή σε σχέση µε το 
µεταφερόµενο µήκος κύµατος. Το τελευταίο είναι προφανές ότι συµβαίνει για συχνότητες µέχρι 
5kHz, όταν η ταχύτητα του ήχου είναι sm343 . Η Εικόνα 6-14 δείχνει έναν οµοιόµορφο σωλήνα 

µήκους L  και διατοµής A  και το ισοδύναµο ηλεκτρικό κύκλωµα. 
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Εικόνα 6-14. Οµοιόµορφος σωλήνας και το ηλεκτρικό ανάλογό του 

Οι σύνθετες αντιστάσεις του κυκλώµατος αποδεικνύεται ότι είναι: 
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όπου AcZ /000 ρ= , 0ρ , 0c  η πυκνότητα και ταχύτητα του ήχου αντίστοιχα και ω  η γωνιακή 

συχνότητα. Για να αναπαρασταθεί σωστά η παραγωγή των ουδετέρων φωνηέντων πρέπει να 
εισαχθούν τερµατισµοί στο κύκλωµα ώστε να προσοµοιωθούν σωστά οι επικρατούσες συνθήκες 
στη γλωττίδα και τα χείλη. Στα χείλη επικρατεί πολύ χαµηλή ακουστική αντίσταση, αφού ο 
εξωτερικός όγκος είναι πολύ µεγαλύτερος από αυτόν του φωνητικού σωλήνα, ενώ στο άκρο της 
γλωττίδας ο ακουστικός σωλήνας µπορεί να θεωρηθεί τελείως κλειστός, αφού το άνοιγµα της 
γλωττίδας κατά την παραγωγή των φωνηέντων είναι πολύ µικρό. Βραχυκυκλώνοντας έτσι το 
δεξί άκρο του ισοδύναµου κυκλώµατος και εφαρµόζοντας το νόµο του Ohm: 

( ) 0212 =+− ab ZIZII  (6.5) 

Συνεπώς η συνάρτηση µεταφοράς µεταξύ 2I  και 1I  είναι: 

( ) ( )c
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Συντονισµοί συµβαίνουν όταν µεγιστοποιείται / απειρίζεται η συνάρτηση µεταφοράς, δηλ. όταν 
( ) ( ) 2/12/0/cos πωω −=⇒= ncLcL n , ή όταν: 

( )
L

cn
fn 4

12 −
=  (6.7) 

Και για την περίπτωση που ο σωλήνας έχει απώλειες: 

( )
( )cLQi

T
ω

ω
cos/

1

+
=  (6.8) 

όπου Q  συντελεστής απωλειών. Είναι προφανές ότι το ρεύµα αντιστοιχεί στην ογκοµετρική 

παροχή και η τάση στην ακουστική πίεση. 

Για σωλήνα 17,7 cm που είναι σχεδόν το µήκος της φωνητικής οδού ενός ενήλικα και για 
ταχύτητα ήχου ίση µε smc /354=  προκύπτουν οι ισαπέχουσες συχνότητες συντονισµού των 
500, 1500, 2500, 3500 και 4500 Hz. Η επίδραση των απωλειών όπως φαίνεται και στην Εικόνα 
6-15 είναι ότι διευρύνουν το εύρος ζώνης του κάθε συντονισµού. Τέλος στην πραγµατικότητα 
υπάρχει και µετατόπιση προς τα πίσω (κατά 5% περίπου) των συντονισµών λόγω των συνθηκών 
ακτινοβολίας που επικρατούν στην έξοδο του σωλήνα, οι οποίες δεν έχουν µοντελοποιηθεί 
σωστά στο ηλεκτρικό ανάλογο. Ακριβώς όµοια αποτελέσµατα δίνει και η ανάλυση µε βάση την 
εξίσωση Webster (βλ παρακάτω) για σταθερή διατοµή και σωλήνα κλειστό στο ένα άκρο 
(γλωττίδα) και ανοιχτό στο άλλο. Για σωλήνα κλειστό ή ανοικτό και στα δύο άκρα οι 
συντονισµοί µετακινούνται προς τα πίσω κατά 500 Hz και γίνονται: 
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Εικόνα 6-15. Συντονισµοί οµοιόµορφο σωλήνα µε ανοιχτό άκρο, µε και χωρίς απώλειες 

Όπως προκύπτει από την ανάλυση του ισοδύναµου κυκλώµατος ή της διαφορικής εξίσωσης 
Webster, οι αξονικές κατανοµές της ακουστικής πίεσης και ογκοµετρικής παροχής δίδονται από 
τις σχέσεις: 
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 (6.9) 

Κάθε ένας από τους συντονισµούς αντιστοιχεί και σε ένα στάσιµο κύµα πίεσης και ογκοµετρικής 
παροχής µε τα διαφορά φάσης 90 µοιρών. Τα στάσιµα κύµατα της ογκοµετρικής παροχής για 
αγωγό κλειστό στο δεξιό άκρο φαίνονται στην Εικόνα 6-16. 
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Εικόνα 6-16. Στάσιµα κύµατα σε αγωγό 0,177 m, κλειστό αριστερά 

Χαρακτηριστικό τέλος είναι ότι η συνάρτηση µεταφοράς για ήχους φωνηέντων έχει µόνο πόλους 
και καθόλου µηδενικά. Μηδενικά µπορεί βεβαίως να προκύψουν όταν συµπεριλαµβάνεται η 
ένρινη κοιλότητα στην φώνηση ή / και όταν συνεισφέρουν σε αυτή και άλλες πηγές κατά µήκος 
του φωνητικού σωλήνα πέραν της γλωττίδας, όπως για παράδειγµα στενώσεις της φαρυγγικής 
κοιλότητας. Τα µηδενικά δηµιουργούν στο φάσµα κορυφές προς τα κάτω, ενώ η έντασή τους 
εξαρτάται και από την ύπαρξη γειτονικών πόλων µε τους οποίους πολλές φορές τυχαίνει και να 
αλληλοεξουδετερώνονται, όταν συµβαίνει να έχουν µηδενική απόσταση. 
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6.4 ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΑΚΟΥΣΤΙΚΗΣ ∆ΙΑ∆ΟΣΗΣ ΤΟΥ PORTNOFF 

6.4.1 Οι Εξισώσεις  

Στις επόµενες παραγράφους γίνεται προσπάθεια εξαγωγής των εξισώσεων µονοδιάστατης 
ακουστικής διάδοσης σε αγωγό µε χρονοµεταβαλλόµενη διατοµή. Η διαδικασία δεν είναι 
ακριβώς η ίδια µε αυτή που παρουσιάζεται στο[32] και ο λόγος που παρατίθεται είναι γιατί 
θεωρήθηκε ότι υπάρχουν µη ξεκάθαρα σηµεία που δε διευκρινίζονται σωστά. Θεωρείται η 
διατοµή του αγωγού ακολουθεί κάποια λεία και οµαλή συνάρτηση ( )xA0  κατά τη διεύθυνση 

µήκους του (βλ. Εικόνα 6-17) και ότι τα τοιχώµατά του είναι ελαστικά και µπορούν να 
πραγµατοποιήσουν µικρές µετατοπίσεις γύρω από µια θέση ισορροπίας, ώστε η συνολική 
επιφάνεια σε τυχόν σηµείο και χρονική στιγµή να είναι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )txyxSxAtxAxAtxA ,,, 000 ⋅+=′+= , όπου ( ) ( )txyxS ,,0  η περίµετρος ισορροπίας και η 

µετατόπιση του τοιχώµατος από τη θέση ισορροπίας αντίστοιχα. 
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Εικόνα 6-17. Αγωγός µεταβλητής διατοµής µε δονούµενα τοιχώµατα 

Θεωρείται σύµφωνα µε τις κλασσικές θεωρίες διαταραχών που χρησιµοποιούνται στα µοντέλα 
πλήρους διαχωρισµού ακουστικού και προβλήµατος ροής, ότι τα ακουστικά µεγέθη προκύπτουν 
σαν διακυµάνσεις (συµβολίζονται µε τονούµενα µεγέθη) αθροιζόµενες σε µια µέση τιµή 
ισορροπίας. Έτσι για την ολική ακουστική πυκνότητα, ακουστική ταχύτητα και ακουστική πίεση 
θα ισχύει: 

ppp ′+=

′+=

′+=
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ρρρ

 (6.10) 

Ξεκινώντας από την εξίσωση συνέχειας και µε αντικατάσταση των (6.10): 
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Αµελούνται οι όροι που περιέχουν τα γινόµενα των διαταραχών µεταξύ τους (όρος 4), επειδή θα 
δώσουν τιµές πολύ µικρές συγκρινόµενες µε τους όρους που περιέχουν τις µέσες τιµές και ο όρος 
2 µπορεί να αµεληθεί αν θεωρηθεί ότι η µέση ροή του ρευστού είναι ασυµπίεστη σα ροή 
χαµηλού αριθµού Mach ( ) ( ) 00000 =⋅=⋅∇=⋅∇ ρρρ 00 uu  (προσοχή: ασυµπίεστη δε σηµαίνει 

απαραίτητα και µόνιµη, οπότε ο µεταβατικός όρος διατηρείται). 
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Εικόνα 6-18. Στοιχειώδης όγκος ελέγχου µεταβλητής διατοµής 

Θεωρώντας τώρα ισεντροπικές µεταβολές για το ρευστό (αέριο), οι µεταβολές της πυκνότητας 
µπορούν να συνδεθούν µε τις µεταβολές της πίεσης σύµφωνα µε την: 
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Σε πολλά συγγράµµατα[33] η ποσότητα 
2
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 αναφέρεται και ως bulk modulus του αερίου. 

Αντικαθιστώντας την (6.12) στην εξίσωση συνεχείας: 
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 (6.13) 

Ολοκληρώνοντας στον όγκο ελέγχου της Εικόνας 6-18 και χρησιµοποιώντας το θεώρηµα 
απόκλισης Gauss, το ολοκλήρωµα όγκου της απόκλισης µετατρέπεται σε ολοκλήρωµα 
επιφανείας στο σύνορο του ορίσµατος της απόκλισης. Από το ολοκλήρωµα επιφανείας µόνο οι 
όροι στις επιφάνειες εισόδου και εξόδου είναι µη µηδενικοί, ενώ η αλλάζει σειρά παραγώγισης 
και ολοκλήρωσης στον µεταβατικό όρο. 
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 (6.14) 

∆ιαιρώντας την (6.14) µε το µήκος του στοιχειώδους ο.ε. και παίρνοντας το όριο στο µηδέν: 
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Στον µεταβατικό όρο το πρώτο ολοκλήρωµα ‘απλοποιείται’ µε την παράγωγο που προκύπτει και 
µένει η χρονική παράγωγος και το διπλό ολοκλήρωµα, ενώ για τους δύο υπόλοιπους όρους 
προκύπτει µερική παραγώγιση κατά µήκος του αγωγού. 
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Αν εκτελεστούν οι ολοκληρώσεις στον πρώτο όρο και αναγνωριστούν στον δεύτερο η ακουστική 

ογκοµετρική παροχή ∫∫=′
A

udAU  σα νέα µεταβλητή, αφού πρώτα θεωρηθεί µία διάσταση για το 

διάνυσµα της ταχύτητας (µονοδιάστατη προσέγγιση), προκύπτει: 
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Σηµειώνεται ότι οι ολοκληρώσεις επιφανείας ∆ΕΝ λαµβάνουν υπόψη τη χρονοµεταβολή της 
διατοµής του αγωγού. Απουσία µέσης ροής ο τελευταίος όρος είναι µηδενικός και απλοποιώντας 
την πυκνότητα ισορροπίας, προκύπτει η προς λύση µορφή της εξίσωσης συνέχειας. 
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Η δεύτερη διάσταση είναι ‘κρυµµένη’ στη συνάρτηση µεταβολής της διατοµής του αγωγού 
( )xA0  και στην παραδοχή ότι τα τοιχώµατα µπορούν να κάνουν µικρές κινήσεις επηρεαζόµενα 

από τον µεταφερόµενο ήχο. Είναι ένας τρόπος εισαγωγής αλληλεπίδρασης στερεού – ρευστού 
στο µοντέλο (fluid structure interaction), αλλά και το στοιχείο εκείνο που τελικά θα δώσει τους 
συντονισµούς (formants) του σωλήνα κατά την αριθµητική επίλυση. 

Με όµοιο τρόπο γίνονται οι χειρισµοί και στη διαφορική µορφή της εξίσωσης ορµής, που είναι η 
δεύτερη εξίσωση που περιγράφει το φαινόµενο της ακουστικής διάδοσης και θα συµπληρώσει το 
διαφορικό σύστηµα. Ξεκινώντας από τη µη συντηρητική µορφή της εξίσωσης ορµής, που 
αποτελεί και µια εναλλακτική µορφή του δεύτερου νόµου του Νεύτωνα για το συνεχές µέσο, 
αµελώντας τις ιξώδεις τάσεις, αντικαθιστώντας τις (6.10) και κάνοντας τις πράξεις και 
οµαδοποιώντας τους όρους: 
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Οι όροι 4, 6, 10, 11 και 12 αµελούνται επειδή περιέχουν γινόµενα διαταραχών και παραγώγων 
µεγεθών τους. Οι όροι 1, 5 και 13 απαλείφονται, επειδή αποτελούν την εξίσωση ορµής για τις 
ποσότητες ισορροπίας. Οι όροι 2, 8 και 9 αµελούνται αν θεωρηθεί οµοιόµορφο πεδίο ροής στην 
ισορροπία. Οι όροι που µένουν είναι: 
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Στη µία τώρα διάσταση και εισάγοντας την ακουστική ογκοµετρική παροχή 
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Η συνολική επιφάνεια της διατοµής του σωλήνα είναι το άθροισµα της επιφάνειας ισορροπίας 
και της µικρής επιφάνειας που δηµιουργούν τα τοιχώµατα µε την εγκάρσια κίνησή τους, καθώς η 
ακουστική πίεση τα σπρώχνει προς τα έξω. Έτσι όπως και προηγουµένως AAA ′+= 0  µε A′  

πολύ µικρότερο του 0A . Συνεπώς: 
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Και η τελική µορφή της εξίσωσης ορµής, αν αµεληθεί και η µέση ροή ( 00 =u ) γίνεται: 
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6.4.2 ∆ονούµενα Τοιχώµατα 

Η κάθετη µετατόπιση του τοιχώµατος από τη θέση ισορροπίας του συµβολίζεται µε ( )txy ,  (βλ. 

Εικόνα 6-17). Αν ( )txS ,0  είναι η περίµετρος του αγωγού στην ισορροπία (όπου ( ) 0, =txy ), τότε 

η προσεγγιστική αλλαγή στην επιφάνεια 'A  θα είναι: 
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( ) ( ) ( )txyxStxA ,, 0 ⋅=′  (6.25) 

Η κίνηση ενός στοιχειώδους τµήµατος της επιφάνειας του τοιχώµατος µοντελοποιείται σαν µια 
κινούµενη µάζα ( )xM w  προσδεδεµένη στο άκρο ελατηρίου µε σταθερά   και σταθερά απόσβεσης   

ανά µονάδα επιφανείας. Για µικρές ταλαντώσεις γύρω από τη θέση ισορροπίας (βλ. Εικόνα 
6-17), για ένα στοιχειώδες µήκος  του σωλήνα µε επιφάνεια  ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα 
(µάζα επί επιτάχυνση ισούται µε τη συνισταµένη δύναµη πάνω στην επιφάνεια) γράφεται: 

( ) ( ) ( )ydxMydxbydxKpdS www &&& =−−  (6.26) 

ή, αν θεωρηθεί ότι dxSdS 0= : 
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Η λύση στην εξίσωση µπορεί να εκφραστεί σαν το συνελικτικό ολοκλήρωµα: 

( ) ( ) ( ) αξ datxhaxptx
t

−⋅= ∫ ∞−
,,,  (6.28) 

όπου ( )txh ,  είναι η κρουστική απόκριση της (6.27) στη θέση x  κατά µήκος του σωλήνα. 

6.4.3 Συνοριακή Συνθήκη στα χείλη 

Ένα λογικό µηχανικό µοντέλο για την εκτίµηση του φορτίου εκποµπής στα χείλη προτάθηκε από 
τον Flanagan[9]. Σύµφωνα µε αυτό το κεφάλι προσοµοιώνεται από µια σφαίρα γνωστής 
διαµέτρου και το στόµα από την έξοδο ενός εµβόλου µε γνωστά µηχανικά χαρακτηριστικά. Αν η 
διάµετρος του εµβόλου θεωρηθεί µικρή σε σχέση µε αυτή της σφαίρας, τότε το φορτίο εκποµπής 
θα καθορίζεται από τη σύνθετη αντίστασή του µε άπειρη επίπεδη επιφάνεια στην έξοδο. Η 
σύνθετη αυτή αντίσταση µπορεί να εκφραστεί σε κλειστή µορφή σαν µια ηλεκτρικά ισοδύναµη 
σύνθετη αντίσταση ενός κυκλώµατος µιας αντίστασης και µιας επαγωγής σε παράλληλη 
σύνδεση

[9]. 
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όπου 
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8

c

a
Lrad π

=  και 
29

128

π
=radR  µε a  να συµβολίζει την ακτίνα του εµβόλου - στόµατος. Για 

να χρησιµοποιηθεί σαν οριακή συνθήκη πρέπει να µετασχηµατιστεί στο χρόνο λαµβάνοντας 
υπόψη παράλληλα την αναλογία πίεσης – ηλεκτρικού δυναµικού και ογκοµετρικής παροχής – 
ηλεκτρικού ρεύµατος. Έτσι στο πεδίο του χρόνου: 
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όπου A  η επιφάνεια του εµβόλου. 
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6.4.4 H εξίσωση Webster 

Αµελώντας τα δονούµενα τοιχώµατα και θεωρώντας αρµονική µεταβολή των ακουστικών 
µεγεθών ( ) ( ) ftiexptxp π2, ⋅′=′ , ( ) ( ) ftiexUtxU π2, ⋅′=′  οι κυµατικές εξισώσεις γράφονται: 
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όπου πω 2/=f  η φυσική (όχι κυκλική) συχνότητα i  η φανταστική µονάδα και Up ′′,  η 

κατανοµή των µιγαδικών ευρών  των ακουστικών µεγεθών κατά µήκος του σωλήνα. 
Παραγωγίζοντας την πρώτη ως προς x  και απαλείφοντας την ογκοµετρική παροχή προκύπτει: 
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όπου λπωπ /2//2 0 === ccfk  ο κυµατικός αριθµός. 

Η (6.32) ονοµάζεται και εξίσωση Webster[30],[49] και χρησιµοποιήθηκε για πρώτη φορά µε 
απώτερο σκοπό την περιγραφή διάδοσης ήχου στα πνευστά µουσικά όργανα. Αναλυτικές λύσεις 
σε κλειστή µορφή µπορούν να βρεθούν για πολύ συγκεκριµένες αξονικές κατανοµές της 
επιφανείας. 

6.5 ΟΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ NAVIER – STOKES ΚΑΙ Η ΡΟΗ. ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

Οι εξισώσεις διατήρησης για τη µάζα την ορµή και την ενέργεια µπορούν να περιγράψουν εκ των 
πραγµάτων και τη διάδοση του ήχου. Τα µεγέθη που προκύπτουν σα λύση από τις εξισώσεις 
αυτές εµπεριέχουν και τον ήχο. Το πρόβληµα όµως είναι οι κλίµακες µεγέθους της ακουστικής 
και της συνολικής ενέργειας της ροής, οι οποίες βρίσκονται σε µεγάλη αντιδιαστολή µεταξύ 
τους, µε διαφορά τουλάχιστο τριών τάξεων µεγέθους. Ο ήχος έτσι θεωρείται ότι είναι οι µικρές 
διαταραχές των µεγεθών γύρω από µια στατιστική µέση τιµή. Μπορεί λοιπόν το πρόβληµα της 
διάδοσης του ήχου να περιγραφεί πλήρως από τη συµπιεστή µορφή των εξισώσεων διατήρησης 
µάζας, ορµής, ενέργειας (δεν είναι αυτές οι εξισώσεις Navier – Stokes, παρότι έχει επικρατήσει 
στη βιβλιογραφία να λέγονται και αυτές έτσι), συµπληρουµένων από µια καταστατική εξίσωση. 
Για να µπορέσει όµως να προκύψει στατιστικώς ο ήχος από τις διαταραχές των µεγεθών, πρέπει 
το εκάστοτε πρόβληµα να θεωρηθεί χρονοµεταβλητό και να λυθεί σε όλες τις κλίµακες χρόνου 
και χώρου. Η µεγάλη τιµή  της ταχύτητας διάδοσης του ήχου σε συνθήκες περιβάλλοντος και σε 

χαµηλούς αριθµούς Mach (
0c

u
M = ), οδηγεί σε µεγάλα µήκη κύµατος (τουλάχιστο για τις 

θεµελιώδεις συχνότητες της φωνής), πράγµα που µε τη σειρά του οδηγεί στη δηµιουργία πολύ 
µεγάλων υπολογιστικών χωρίων. Μια ακόµη δυσκολία έρχεται να προσθέσει και η υπερβολική 
µορφή των εξισώσεων διατήρησης, η οποία λόγω περιορισµών ευστάθειας αριθµητικής φύσης, 
συνδέει το χρονικό και χωρικό βήµα µέσω του αδιάστατου αριθµού Courant. Έτσι για ένα 
µονοδιάστατο υπερβολικό πρόβληµα αποδεικνύεται ότι η ευσταθής περιοχή του αριθµού Courant 

είναι 10 ≤
∆
∆

=
x

t
cCFL . Η τελευταία συνθήκη ονοµάζεται και συνθήκη Courant–Friedrichs–Lewy. 
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Γίνεται έτσι φανερό ότι η πολύ µικρή διακριτοποίηση στο χώρο, που είναι απαραίτητη για να 
υπολογιστούν σωστά όλες οι λεπτοµέρειες της ροής (π.χ. οι ελκυόµενοι στροβιλισµοί), επιφέρει 
ακόµα µικρότερο χρονικό βήµα 0cxt ∆≤∆ . Πρόσθετα προβλήµατα αριθµητικής υφής που 

πηγάζουν από τον υπερβολικό χαρακτήρα των εξισώσεων είναι αυτά της διάχυσης και σκέδασης. 
Επειδή κατά τη χωρική και χρονική διακριτοποίηση µιας υπερβολικής εξίσωσης είναι σχεδόν 
αδύνατο να διατηρηθεί η σχέση διάχυσης αυτής (dispersion relation), προκύπτουν φαινόµενα 
κατά τα οποία το πλάτος (dissipation) και η φάση (dispersion) των διαδιδόµενων κυµάτων 
αλλάζει σε συνάρτηση µε το χρόνο. Χρειάζεται έτσι ιδιαίτερη προσοχή στην επιλογή ενός 
σωστού σχήµατος διακριτοποίησης. Τέλος η επιβολή σωστών οριακών συνθηκών σε 
υπερβολικού τύπου προβλήµατα γεννά µια ακόµα δυσκολία, αφού αποδεικνύεται ότι η επιβολή 
ορίων στο υπολογιστικό χωρίο, πράγµα που δεν µπορεί να αποφευχθεί ούτως ή άλλως, έχει ως 
αποτέλεσµα τη δηµιουργία ανακλάσεων των κυµάτων καθώς αυτά προσπίπτουν στα όρια, µε 
αποτέλεσµα να µην µπορεί να προσοµοιωθεί σωστά η ελεύθερη κυµατική διάδοση. 

Η επίλυση των εξισώσεων διατήρησης στη συµπιεστή µορφή σε όλες τις κλίµακες χώρου και 
χρόνου ονοµάζεται και Απευθείας Αριθµητική Προσοµοίωση (Direct Numerical Simulation) και 
είναι αρκετά δύσκολο να γίνει, λόγω του µεγάλου υπολογιστικού φόρτου που επιφέρει. Βέβαια 
παρότι τα σύγχρονα υπολογιστικά συστήµατα καλύπτουν από πλευράς υλικού τις απαιτήσεις 
αυτές, ο υπολογισµός του ήχου µέσω αυτής της οδού ειδικά για εφαρµογές όπως η σύνθεση 
φωνής, όπου δεν ενδιαφέρει τόσο το πεδίο ροής, γίνεται απαγορευτικός. 

Τη λύση στο πρόβληµα έρχονται να δώσουν ένα σύνολο από προσεγγίσεις, οι οποίες 
βασιζόµενες σε απλοποιητικές παραδοχές, κάνουν τα πράγµατα αρκετά πιο εύκολα, και µπορούν 
να εφαρµοσθούν ανάλογα πάντα µε το στόχο µιας µελέτης ή έρευνας. Η κύρια λογική πίσω από 
τις προσεγγίσεις αυτές είναι ο διαχωρισµός των προβληµάτων ροής και ήχου µε βάση τη θεωρία 
διαταραχών, ότι δηλαδή ο ήχος είναι οι µικρές διαταραχές των µεγεθών οι οποίες προστίθενται 
σε κάποιες µέσες τιµές. Οι διαταραχές αυτές ονοµάζονται και ακουστικά µεγέθη. Με βάση το 
διαχωρισµό αυτό και ανάλογα µε τις ανάγκες της εκάστοτε µελέτης οι µέσες τιµές µπορούν να 
αµεληθούν τελείως και να προκύψουν µοντέλα διάδοσης αντίστοιχα µε το µονοδιάστατο του 
Portnoff που παρουσιάστηκε σε προηγούµενη παράγραφο (§6.4), ή να θεωρηθεί, λόγω και του 
χαµηλού αριθµού Mach, ότι αυτές οι µέσες τιµές αντιστοιχούν σε ασυµπίεστα µεγέθη και 
µπορούν να υπολογιστούν από τις εξισώσεις Navier – Stokes, οι οποίες είναι οι εξισώσεις 
διατήρησης για ασυµπίεστη όµως ροή και σταθερό ιξώδες. Προκύπτει έτσι ένα σύνολο από 
µεθοδολογίες όπως αυτές των Hardin – Pope[10], Shen Sørenson[38], Moon[36], Mittal[35], οι οποίες, 
εν γένει, διατυπώνουν τις ακουστικές εξισώσεις διάδοσης διατηρώντας όρους που αµελήθηκαν 
στην προηγούµενη παράγραφο και καταλήγουν σε ένα υπερβολικό σύστηµα πρώτης τάξης που 
περιέχει σαν όρους πηγής µεγέθη από τον ασυµπίεστο επιλύτη. Ο υπερβολικός χαρακτήρας των 
εξισώσεων διατήρησης στο πρόβληµα ροής εξαφανίζεται και γίνεται παραβολικός (Navier – 
Stokes), ενώ όµως διατηρείται στις ακουστικές εξισώσεις, για τις οποίες ισχύει ότι αναφέρθηκε 
πιο πάνω. Το πρόβληµα έχει έτσι διαχωριστεί πλήρως στο ακουστικό και σε αυτό της 
ασυµπίεστης ροής. 

Περίπου όµοια λογική έχουν και οι προσεγγίσεις των ακουστικών αναλογιών, µε τη βασική 
διαφορά ότι εδώ η ακουστική διάδοση περιγράφεται από µια δευτέρου βαθµού υπερβολική 
εξίσωση: 
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Η (6.33) είναι η γνωστή αναλογία Lighthill και έχει προκύψει από συνδυασµό των εξισώσεων 
διατήρησης λαµβάνοντας υπόψη τον τρόπο ορισµού των διαταραχών. Ο όρος 'αναλογία' 
αναφέρεται στο ότι η (6.33) δεν προσφέρει καµία νέα πληροφορία από τις εξισώσεις διατήρησης, 
αλλά είναι ένας ισοδύναµος – ανάλογος τρόπος διατύπωσης. Ο διαχωρισµός ακουστικού 
προβλήµατος και προβλήµατος ροής µπορεί να εφαρµοσθεί και εδώ αφού το δεξί µέλος της 
(6.33) µπορεί να υπολογιστεί από δεδοµένα ροής από κάποιο ασυµπίεστο επιλύτη. Στη 
βιβλιογραφία έχουν διατυπωθεί και άλλες αναλογίες (Ffowcs-Williams-Hawkings[8], Howe[13]) 
αλλάζοντας ή προσθέτοντας όρους ακουστικών πηγών στο δεξί µέλος της (6.33). Όσον αφορά 
τον τρόπο επίλυσης επικρατούν δύο τάσεις: 

• Αυστηροί επιλύτες (Rigorous solvers), όπου επιλύεται κανονικά η µερική διαφορική 
εξίσωση σε διακριτοποιηµένο χωρίο και ισχύουν όσα αναφέρθηκαν πιο πάνω για τα 
υπερβολικού τύπου προβλήµατα. 

• Ολοκληρωτικές µέθοδοι, όπου χρησιµοποιούνται συναρτήσεις Green ή το θεώρηµα 
ολοκληρωτικού λογισµού Kirchhoff και ισχύουν όσα αναφέρθηκαν στο κεφάλαιο 3 για 
την ευκολία εφαρµογής και ταχύτητα των υπολογισµών. 
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Εικόνα 6-19. Κατάταξη Μεθόδων ∆ιαχωρισµού Ακουστικού Προβλήµατος 

Στην Εικόνα 6-19 φαίνεται µια απλή κατάταξη των µεθόδων διαχωρισµού ακουστικού – ροϊκού 
προβλήµατος µαζί µε την τάξη παραγώγισης των τελικών υπερβολικών εξισώσεων ακουστικής 
διάδοσης. 

6.5.1 Η προτεινόµενη βελτίωση στο µοντέλο του Portnoff 

Σε µια προσπάθεια να εισάγουµε πληροφορία από το πεδίο ροής στο ακουστικό µοντέλο του 
Portnoff καταγράφουµε τις πηγές που χρησιµοποιούνται συνήθως στα µοντέλα διαταραχών και 
στις ακουστικές αναλογίες. 
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• Στα µοντέλα διαταραχών χρησιµοποιείται η χρονική ή υλική παράγωγος της 

υδροδυναµικής πίεσης: 
t

Pinc

∂
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 ή P
t

P
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∇⋅+

∂
∂

= u . 

• Στις ακουστικές αναλογίες χρησιµοποιείται η διπλή απόκλιση του τανυστή του Lighthill, 
απ’ τον οποίο αµελούνται ο ιξώδης και εντροπικός όρος, λόγω της χαµηλής συνεισφοράς 
τους και κρατείται µόνο ο µεταφορικός, ή η απόκλιση του εξωτερικού γινοµένου του 
στροβιλώδους µε την ταχύτητα (Howe): ( )uuρ⋅∇⋅∇  ή ( )uω×⋅∇ . 

Θα µπορούσε να προταθεί ότι µια βελτίωση του µοντέλου Portnoff, η οποία συµπεριλαµβάνει τις 
κατανεµηµένες ακουστικές πηγές σε όλο το µήκος του σωλήνα, θα ήταν να προστεθούν στις 
αντίστοιχες εξισώσεις οι πηγές λόγω µεταφοράς. ∆ηλαδή: 
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(6.34) 

όπου όταν: 0=pS , ( )( )[ ] ( )xAabsS cntu ⋅⋅∇= uu  και όταν 0=uS , 
cnt

p p
t

p
S 




 ∇⋅+
∂
∂

= u . Ο δείκτης 

cnt εκφράζει κάποια µέση τιµή πάνω στη διατοµή του σωλήνα και µπορεί να υπολογισθεί ως 
εξής για το τυχαίο µέγεθος Ψ : 

[ ]
( )

( )xA

dxdyyx
cnt

,∫∫Ψ
=Ψ  (6.35) 

Τονίζεται ότι η προσθήκη των πηγών αυτών στο µοντέλο δεν προκύπτει από κάποιο φυσικό 
νόµο, αλλά είναι περισσότερο διαισθητική και γίνεται µε στόχο τη διερεύνηση της επίδρασης στο 
τελικό ακουστικό σήµα. 

6.5.2 Ασυµπίεστες εξισώσεις Navier Stokes 

Για διδιάστατη ροή και πεδίο ταχυτήτων, νευτωνικό ρευστό και ασυµπίεστη ροή (εύλογη 
παραδοχή λόγω του χαµηλού αριθµού Mach), οι εξισώσεις διατήρησης ορµής και µάζας µπορούν 
να γραφούν ως: 
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 (6.36) 

Περισσότερες λεπτοµέρειες για τον τρόπο διακριτοποίησης και επίλυσης µε τη µέθοδο των 
πεπερασµένων όγκων ελέγχου µπορούν να βρεθούν στο κεφάλαιο 5. Στην είσοδο του σωλήνα 
επιβάλλεται οριακή συνθήκη σταθερής ταχύτητας µε βάση το µοντέλο LF, οι παράµετροι του 
οποίου ελήφθησαν ως: 
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µε χρόνους ανοιχτής φάσης και φάσης επιστροφής: 
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Με επιβαλλόµενη θεµελιώδη συχνότητα Hz80  και για δύο περιόδους η ταχύτητα στην είσοδο 
έχει την ακόλουθη κυµατοµορφή: 
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Το χρονικό βήµα τέθηκε ίσο µε 1/100 της περιόδου, ενώ η οριακή συνθήκη στη γλωττίδα τέθηκε 
µέσω παραβολικού προφίλ της κάθετης ταχύτητος µε µέγιστη τιµή smV /32max = . Συνολικά 

προσοµοιώθηκαν 35 περίοδοι γλωττιδικής κίνησης. Στην έξοδο επιβάλλονται συνθήκες εκροής, 
οι οποίες υλοποιούνται σα Dirichlet συνθήκη για την πίεση, δηλ.: 

0=exitP  (6.39) 

6.5.3 Το αριθµητικό πλέγµα 

Για τη διερεύνηση της επίδρασης των πρόσθετων όρων πηγής στο µονοδιάστατο µοντέλο του 
Portnoff, πρέπει να υπολογιστούν οι όροι πηγής που προκύπτουν από την επίλυση των (6.36). 
Επιλέχθηκε η απλή διδάστατη γεωµετρία που αντιστοιχεί στο φωνήεν /u/ από τα test cases που 
εξετάστηκαν στο κεφάλαιο 4. Επισηµαίνεται ότι λόγω δυσκολιών που υπήρχαν στη σύγκλιση 
του επαναληπτικού αλγορίθµου αλλάχθηκε ελαφρώς η διαµόρφωση των χειλιών από αυτή που 
δίδεται στο [42], ούτως ώστε να είναι κάθετη στον άξονα των y. Το γεγονός αυτό επηρέασε, 
όπως ήταν αναµενόµενο το ηχητικό σήµα, το οποίο αλλάζει χροιά και µετακινείται προς το /e/. 

Η χρήση δοµηµένου πλέγµατος για τέτοιου τύπου γεωµετρία δηµιουργεί σηµαντικό πρόβληµα 
στην τελική ποιότητα, η οποία υποβαθµίζεται σηµαντικά, αφού δηµιουργούνται πολύ στρεβλά 
κελιά ειδικά κοντά σε περιοχές αλλαγής κατεύθυνσης της ροής, όπως δείχνει η Εικόνα 6-20, 
στην οποία εκτός από το στρεβλό πλέγµα φαίνεται και η κατανοµή της µετρικής στρεβλότητας 
που ορίζεται µε βάση την (6.40): 
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eq

eq

S

SS
Q

−
=  (6.40) 

S  είναι η επιφάνεια του εκάστοτε κελιού και eqS  είναι η ισοδύναµη επιφάνεια κελιού 

οριζόµενου από το τετράγωνο µε ακτίνα περιγραµµένου κύκλου ίση µε αυτή του κελιού. Στην 
Εικόνα 6-20 µε κόκκινο χρώµα σηµειώνονται οι περιοχές υψηλής στρεβλότητας ( 1→Q ) ενώ µε 
µπλε οι περιοχές µε φυσιολογική τιµή ( 0→Q ). Πλέγµα µε υψηλές τιµές της µετρικής δεν είναι 

γενικά αποδεκτό για τον ρευστοµηχανικό επιλύτη. 

 

Εικόνα 6-20. Το πρόβληµα του στρεβλού πλέγµατος. Αρχικό πλέγµα και κατανοµή µετρικής στρεβλότητας 

Για την αποφυγή των προβληµάτων που δηµιουργεί η απευθείας κατασκευή από το 
διακριτοποιηµένο σύνορο, το χωρίο χωρίζεται σε επαρκή αριθµό υποχωρίων, για καθένα από τα 
οποία κατασκευάζεται ξεχωριστά ένα πλέγµα µε πληροφορία το όριό του. Προς τούτο πρέπει 
πρώτα να υπολογιστεί η κεντρική γραµµή του σωλήνα και ύστερα οι κάθετες προς αυτή σε 
συγκεκριµένα ισαπέχοντα σηµεία. Χρησιµοποιήθηκαν συνολικά 45 τέτοιες γραµµές. Στη 
συνέχεια γίνεται η διακριτοποίηση των ορίων του κάθε τµήµατος χωριστά. Για να υπάρχει 
οµοιόµορφη κατανοµή των σηµείων, η πυκνότητά τους ακολουθεί το λόγο µηκών (εγκάρσιο 
προς οριζόντιο) του κάθε τµήµατος. Το πλέγµα που προκύπτει έτσι είναι σαφώς καλύτερο και 
δίνει καλύτερη κατανοµή της  µετρικής στρεβλότητας, αφού όπως φαίνεται στην Εικόνα 6-21 οι 
κόκκινες περιοχές µειώνονται σηµαντικά. 
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Εικόνα 6-21. Πλέγµα µε διακριτοποίηση κατά διαµερίσµατα και µετρική στρεβλότητας. 

6.5.4 Το πεδίο ροής και οι ακουστικές πηγές 

Συνολικά προσοµοιώθηκαν 35 περίοδοι γλωττιδικής κίνησης. Σαν ιδιότητες του ρευστού 
ελήφθησαν αυτές του αέρα, ώστε µε τεχνητή αύξηση του ιξώδους και για µέγιστη ταχύτητα 
εισόδου smV /32max =  ο αριθµός Reynolds να προκύψει 4000Re= . Κατά µέσο όρο 

απαιτήθηκαν 50-70 επαναλήψεις ανά χρονικό βήµα. Ξεκινώντας από µηδενικές αρχικές 
συνθήκες η ροή φαίνεται ότι έρχεται πολύ γρήγορα σε περιοδική κατάσταση. 

 

Εικόνα 6-22. Κυµατοµορφές ρευστοδυναµικών µεγεθών στις πρώτες 25 περιόδους 
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Στην Εικόνα 6-22 απεικονίζονται οι κυµατοµορφές των βασικών µεγεθών (οριζόντια, κάθετη 
ταχύτητα) και ενός παραγώγου µεγέθους (στροβιλότητα) κατά τη διάρκεια των πρώτων 25 
περιόδων γλωττιδικής κίνησης, στο κέντρο του φωνητικού. Παρατηρείται ότι η κυµατοµορφή 
της πίεσης οµοιάζει µε την παράγωγο της ογκοµετρικής παροχής του µοντέλου LF, πράγµα που 
επιβεβαιώνει την ορθότητα της προσοµοίωσης. 
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Εικόνα 6-23. Φάσµα ισχύος της πίεσης στο κέντρο του φωνητικού σωλήνα 

Περισσότερα στοιχεία µπορούν να εξαχθούν και από τη µελέτη των φασµάτων ισχύος των 
µεγεθών. Στην Εικόνα 6-23 φαίνεται το φάσµα ισχύος της πιέσεως στο ίδιο σηµείο του 
φωνητικού σωλήνα. Επιβεβαιώνεται η βασική συχνότητα των 80Hz που επιβλήθηκε στην 
είσοδο. Το σήµα είναι πλούσιο σε αρµονικές, οι οποίες εξασθενούν πάνω από µια συχνότητα 
αποκοπής. Η συχνότητα αυτή είναι χαρακτηριστική του χρόνου που µεσολαβεί από τη στιγµή 
έναρξης της φάσης επιστροφής µέχρι τη στιγµή που η εφαπτόµενη στο σηµείο αυτό τέµνει το 
χρονικό άξονα ( αt ). Η κλίση του φάσµατος (spectral tilt) επηρεάζεται επίσης από αυτή την 

συχνότητα και είναι σηµαντική παράµετρος ειδικά σε σήµατα φωνής πλούσια σε υψηλές 
συχνότητες. Στη περίπτωση της 6-23 η κλίση του φάσµατος είναι σχεδόν µηδενική καθώς οι 
συχνότητες τείνουν στο άπειρο, πράγµα που αντιστοιχεί σε σχετικά µικρό χρόνο αt .  Μια άλλη 

παράµετρος που αξίζει αναφοράς είναι ο λόγος ή η διαφορά των δύο πρώτων αρµονικών. Η 
παράµετρος αυτή εξαρτάται σχεδόν αποκλειστικά από το λόγο του χρόνου που η γλωττίδα µένει 
ανοικτή προς το χρόνο της συνολικής περιόδου. Στην περίπτωση της 6-23 η διαφορά αυτή είναι 
περίπου 3.5dB, επιβεβαιώνοντας τα όσα αναφέρθηκαν στην παράγραφο §6.3.1. 

Χαρακτηριστική ήταν επίσης η αναστροφή της ροής στην έξοδο του σωλήνα κατά τη διάρκεια 
περίπου του 40% της περιόδου. Η αναστροφή δεν επηρέασε τη σύγκλιση των εξισώσεων και 
θεωρείται φυσιολογική, αν ειδωθεί υπό το πρίσµα του αριθµού Womersley της ροής. Ο αριθµός 
Womersley εκφράζει το λόγο των δυνάµεων µη µόνιµης φύσης προς τις ιξώδεις δυνάµεις. Τιµές 
του αριθµού από 10 και πάνω υποδηλώνουν ότι η ροή κυριαρχείται από τις µη µόνιµες δυνάµεις. 
Συνέπεια αυτού είναι ότι κατά τη ροή σε αγωγό το ρευστό δεν προλαβαίνει να αναπτύξει πλήρως 
παραβολικό προφίλ. Εποµένως µέσα στην περίοδο είναι δυνατό να συµβεί το γεγονός της 
αναστροφής της ροής, όπως φαίνεται και στην Εικόνα 6-24, όπου εικονίζονται τα προφίλ της 
οριζόντιας ταχύτητας σε 20 στιγµές µέσα µία περίοδο, αφού έχει αποκατασταθεί η περιοδική 
κατάσταση. Είναι προφανές ότι σε κάποιες χρονικές στιγµές οι τιµές γίνονται αρνητικές κοντά 
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στα τοιχώµατα. Ο αριθµός Womersley µε βάση τη διάµετρο εξόδου ορίζεται ως και παίρνει την 
τιµή: 

304.12
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Εικόνα 6-24. Προφίλ οριζόντιας ταχύτητας στην έξοδο του σωλήνα µέσα σε µια περίοδο. 

Στη συνέχεια επιχειρήθηκε να ληφθεί µια εικόνα πεδίου ροής µέσα στο φωνητικό σωλήνα, µετά 
την επικράτηση της περιοδικής κατάστασης. Προς τούτο χρησιµοποιήθηκε το µέγεθος του 
εύρους του διανύσµατος της ταχύτητας, το οποίο ορίζεται ως εξής: 

22
yx uu +=u  (6.42) 

 

 

Εικόνα 6-25. Κατανοµή εύρους ταχύτητος στο σωλήνα µέσα σε µια περίοδο 
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Η κατανοµή του µεγέθους σε 6 στιγµές µέσα σε µια περίοδο φαίνεται στην Εικόνα 6-25. 
Παρατηρείται η ύπαρξη ενός κεντρικού στροβίλου η ισχύς του οποίου µειώνεται όταν η γλωττίδα 
ανοίγει και δηµιουργείται η ισχυρή δέσµη στην είσοδο του σωλήνα. Μικρότερη ένταση αλλά 
σηµαντική έχει το πεδίο στην περιοχή της στένωσης στο φάρυγγα. Περίπου όµοιες παρατηρήσεις 
µπορούν να γίνουν µε βάση την ένταση του στροβιλώδους της ροής το οποίο ορίζεται ως: 

uω ×∇=  (6.43) 

Παράλληλα υπολογίστηκαν οι κατανοµές δύο τύπων ακουστικών πηγών από τις αναλογίες του 
Lighthill - ( )uu⋅∇⋅∇  και του Howe - ( )uω×⋅∇  αντίστοιχα. Στην Εικόνα 6-26 φαίνεται η 

κατανοµή χωρική κατανοµή του όρου του Lighthill σε 6 χρονικές στιγµές µέσα την περίοδο. 
Είναι προφανής ο τετραπολικός χαρακτήρας της πηγής. 

 

Εικόνα 6-26. Κατανοµή ακουστικών πηγών (όρος Lighthill) 

6.6 ΑΚΟΥΣΤΙΚΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ 

Το µονοδιάστατο µοντέλο του Portnoff µε τα δονούµενα τοιχώµατα (σχέση (6.27)) και την 
προσθήκη των αερακουστικών όρων πηγής (σχέσεις (6.34)) χρησιµοποιήθηκε για την παραγωγή 
του ακουστικού σήµατος στα χείλη στο πεδίο του χρόνου µαζί µε τη συνοριακή συνθήκη της 
εξίσωσης (6.30). Ο υπολογισµός των πηγών στη µία διάσταση και στο ακουστικό πλέγµα γίνεται 
µε χρήση της (6.35) και µε απλής γραµµικής παρεµβολής. Χρησιµοποιήθηκαν τα 
ρευστοµηχανικά δεδοµένα για τη γεωµετρία φωνητικού σωλήνα που εξετάστηκε στην 
προηγούµενη παράγραφο, αφού πρώτα επιβεβαιώθηκαν οι ακουστικοί υπολογισµοί για την 
περίπτωση ενός οµοιόµορφου σωλήνα σταθερής εγκάρσιας διαµέτρου. 

6.6.1 Αριθµητικές λεπτοµέρειες 

Το µονοδιάστατο ακουστικό µοντέλο ξαναγράφεται στην παρακάτω µορφή (εξ. (6.44)), όπου 
γίνεται χρήση βοηθητικών µεταβλητών για υποβιβασµό της τάξης παραγώγισης κατά ένα. 
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Επίσης στην εξίσωση της πίεσης έχει προστεθεί ένας όρος αντίστασης ώστε να συµπεριληφθούν 
οι απώλειες λόγω ιξώδους. Ο όρος αυτός είναι απλά ο νόµος των Hagen–Poiseuille για ροή σε 
αγωγό κυκλικής διατοµής. 
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(6.44) 

Για την επίλυση χρησιµοποιείται η ρητή µέθοδος ολοκλήρωσης Runge Kutta 4ης τάξης, η οποία 
για ένα σύστηµα συνήθων διαφορικών εξισώσεων της µορφής ( )t,zfz =& , όπου z&  άνυσµα 

χρονικών παραγώγων και z  το άνυσµα των αγνώστων, γράφεται ως εξής: 

Πίνακας 6-2. Αλγόριθµος RK ολοκλήρωσης 

 

Υπολόγισε τα ανύσµατα: 

( )

( )dttdt

dt
t

dt

dt
t

dt

t

nnnn

nnnn

nnnn

nnn

++=








 ++=








 ++=

=

,

2
,

2

2
,

2

,

czfd

bzfc

azfb

zfa

 

Ενηµέρωσε τη λύση ως εξής: ( )nnnnnn

dt
dcbazz ++++=+ 22

61  

Επόµενο χρονικό βήµα 
 

Για τους συντελεστές του µηχανικού µοντέλου δονούµενων τοιχωµάτων (σχέση (6.27)) 
χρησιµοποιήθηκαν οι παρακάτω τιµές[16]: 

Πίνακας 6-3. Τιµές συντελεστών µοντέλου δονούµενων τοιχωµάτων 
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Η χωρική διακριτοποίηση γίνεται µε χρήση κεντρικών διαφορών π.χ. 
dx

pp

x

p ii

i 2
11 −+ −

=
∂

′∂
, ενώ η 

επιλογή του χρονικού βήµατος ολοκλήρωσης γίνεται έτσι ώστε ο αριθµός Courant να διατηρείται 
κοντά στη µονάδα, δηλ. 0/ cdxdt = , µε smc /3430 = . 
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6.6.2 Απόκριση συχνότητας οµοιόµορφου σωλήνα 

Για την πιστοποίηση της ορθής λειτουργίας της αριθµητικής µεθοδολογίας υπολογίστηκε η 
απόκριση συχνότητας σωλήνα µε οµοιόµορφη διατοµή εµβαδού 24

0 105 mA −⋅=  και µήκους 

mL 175.0= . To σύστηµα διεγείρεται από έναν όσο το δυνατό περισσότερο ιδανικό παλµό 
παροχής, ο οποίος θεωρητικά περιέχει όλες τις συχνότητες δεδοµένου ότι ο µετασχηµατισµός 
Fourier αυτού είναι ίσος µε τη µονάδα. Το πλάτος της απόκρισης συχνότητας λαµβάνεται ως το 
πλάτος του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier του σήµατος της πιέσεως στην έξοδο του 
σωλήνα (χείλη). Το εύρος συχνοτήτων που ενδιαφέρει είναι µέχρι περίπου 5 kHz. 
Χρησιµοποιήθηκαν 100 σηµεία για τη χωρική διακριτοποίηση, ενώ το χρονικό βήµα τέθηκε ίσο 
µε 6-5.15E343/100/175.0 ≈=dt . Προσοµοιώνεται η απόκριση µέχρι και 1sec, ώστε η 
επιβληθείσα διαταραχή να έχει αποσβεστεί εντελώς. Στις Εικόνες 6-27 και 6-28 φαίνεται η 
κρουστική απόκριση του σωλήνα για τα πρώτα 0.05 sec και 6Ε-3 sec αντίστοιχα. Είναι 
σηµαντικό να προσοµοιωθεί όσο το δυνατό περισσότερος χρόνος καθότι οι χαµηλές συχνότητες 
εµφανίζονται τελευταίες. Στην έξοδο του σωλήνα χρησιµοποιήθηκε η συνοριακή συνθήκη 
(6.29). 
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Εικόνα 6-27. Κρουστική απόκριση οµοιόµορφου σωλήνα 
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Εικόνα 6-28. Κρουστική απόκριση οµοιόµορφου σωλήνα – πρώτα δείγµατα 

Στην Εικόνα 6-29 σχεδιάζεται η συχνοτική απόκριση του σωλήνα και φαίνεται καθαρά ότι η 
συχνότητα αποκοπής είναι κοντά στα 30 kHz, ενώ στην Εικόνα 6-30 φαίνονται οι συχνότητες 
µέχρι 5 kHz που ενδιαφέρουν από ακουστική πλευρά. Οι συντονισµοί έχουν προβλεφθεί σωστά, 
αν ληφθεί υπόψη η µικρή µετατόπιση (shift) λόγω του επιβαλλόµενου φορτίου ακτινοβολίας 
στην έξοδο µέσω της συνοριακής συνθήκης (6.29), όπως άλλωστε είχε αναφερθεί και σε 
προηγούµενη παράγραφο (§6.3.3). Χαρακτηριστική είναι επίσης η έλλειψη των απότοµων 
κορυφών στους συντονισµούς λόγω του συνυπολογισµού των απωλειών (όρος τριβής Hagen 
Poiseuille) στις ακουστικές εξισώσεις. 
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Εικόνα 6-29. Απόκριση συχνότητας οµοιόµορφου σωλήνα 
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Εικόνα 6-30. Απόκριση συχνότητας οµοιόµορφου σωλήνα – χαµηλές συχνότητες 

6.6.3 Εφαρµογή στην περίπτωση του /u/ 

Μετά την επιβεβαίωση της ορθής λειτουργίας του ακουστικού µοντέλου του Portnoff, 
επιχειρείται η ενσωµάτωση των τετραπολικών ακουστικών πηγών, όπως αυτές υπολογίστηκαν 
από τον ρευστοδυναµικό επιλύτη στην παράγραφο §6.5.4, και η διερεύνηση της επίδρασής τους 
στο ακουστικό σήµα στο πεδίο του χρόνου και της συχνότητας.  

Αρχικά υπολογίστηκε η µεταβολή της συνάρτησης εµβαδού (area function) από τα διδιάστατα 
γεωµετρικά δεδοµένα και προσεγγίστηκε από ένα κυβικό spline για µετέπειτα χρήση από τον 
αερακουστικό κώδικα. Η µεταβολή της συνάρτησης εµβαδού ως προς το µήκος του σωλήνα 
φαίνεται σχηµατικά στην Εικόνα 6-31. Παρατηρείται η µεγάλη αύξηση αµέσως µετά τη 
γλωττιδική περιοχή και η στένωση στο φάρυγγα, που τη διαδέχεται µια µικρότερη αύξηση στην 
περιοχή του στόµατος. Στη συνέχεια δηµιουργήθηκαν οι συναρτήσεις παρεµβολής για τον 
υπολογισµό των ακουστικών πηγών στη χρονική στιγµή που θα απαιτηθεί από τον αερακουστικό 
κώδικα.  Στην Εικόνα 6-32 φαίνεται ο τρόπος που µεταβάλλονται οι κατανεµηµένες πηγές 
(οριζόντια συνιστώσα του δυαδικού ( )uudiv ) κατά µήκος του σωλήνα και µέσα σε µια περίοδο 

γλωττιδικής διέγερσης. Η µεγαλύτερες τιµές (κατ’ απόλυτο τιµή) παρατηρούνται στην περιοχή 
της γλωττίδας και στις στιγµές ανοιχτής φάσης, όπου προφανώς οι φωνητικές χορδές είναι σε 
φάση απαγωγής και υπάρχει παροχή αέρα. Προχωρώντας προς την έξοδο οι πηγές µηδενίζονται 
εντελώς δηµιουργώντας κάποια τοπικά ελάχιστα ή µέγιστα στις περιοχές όπου υπάρχουν 
στροβιλισµοί. 
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Εικόνα 6-31. Συνάρτηση εµβαδού για το φώνηµα /u/ 
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Εικόνα 6-32. Ακουστικές πηγές κατά µήκος του σωλήνα σε µια περίοδο 

Για την αριθµητική προσοµοίωση στο πεδίο του χρόνου χρησιµοποιήθηκαν ξανά 100 χωρικά 
σηµεία και βήµα ολοκλήρωσης 6-4.99E343/100/1695.0 ≈=dt . Η θεµελιώδης συχνότητα της 
γλωττιδικής κίνησης ήταν 80 Hz και ο συνολικός χρόνος προσοµοίωσης, για τον οποίο υπάρχουν 
τα δεδοµένα ακουστικών πηγών, ήταν (10 περιόδοι από τις 35 διαθέσιµες) sec1.0=t . 
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Εικόνα 6-33. Ακουστική πίεση στα χείλη χωρίς τετραπολικές πηγές 
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Έγιναν δύο δοκιµές µε και χωρίς τις τετραπολικές πηγές αντίστοιχα. Στην Εικόνα 6-33 φαίνεται 
το σήµα της ακουστικής πίεσης χωρίς τις πηγές, ενώ στην Εικόνα 6-34 το σχεδιάζεται το ίδιο 
σήµα µε την παρουσία αυτή φορά των κατανεµηµένων πηγών. 
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Εικόνα 6-34. Ακουστική πίεση στα χείλη µε τετραπολικές πηγές 

Για τη διερεύνηση της επίδρασης των κατανεµηµένων πηγών τα σήµατα µεταφέρονται στο χώρο 
της συχνότητας µε τη βοήθεια του µετασχηµατισµού Fourier και σχεδιάζονται τα φάσµατα 
ισχύος στην Εικόνα 6-35, όπου έχει γίνει τεχνητός διαχωρισµός ώστε να είναι καλύτερα 
αντιληπτή η προσθήκη περισσότερων αρµονικών στο σήµα των τετραπολικών πηγών. Για την 
µελέτη των φασµάτων βρίσκονται οι συντελεστές γραµµικής πρόβλεψης των σηµάτων (Linear 
Prediction Coefficients, τάξης 310//1 dt ), και σχεδιάζεται η ανάλυση Fourier των τελευταίων. 
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Εικόνα 6-35. Φάσµα ισχύος των σηµάτων µε και χωρίς τετραπολικούς όρους πηγής 
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Εικόνα 6-36. LPC φάσµα των σηµάτων µε και χωρίς τετραπολικούς όρους πηγής 
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Είναι προφανής η ενίσχυση των υψηλών συχνοτήτων ενώ οι χαµηλές συχνότητες και οι 
συντονισµοί του σωλήνα φαίνεται να µην επηρεάζονται καθόλου. Επίσης η συχνότητα αποκοπής 
στην περίπτωση των τετραπολικών πηγών εξαφανίζεται τελείως, πράγµα αναµενόµενο, αφού οι 
πηγές κατανέµονται σε όλο το µήκος του σωλήνα και όχι µόνο στη γλωττίδα, ανεξάρτητα µε το 
αν η ισχύ τους φθίνει προς την έξοδο. 

6.7 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Μετά από µια εκτενή παρουσίαση της φυσιολογίας και ανατοµίας του ανθρώπινου φωνητικού 
σωλήνα, παρουσιάστηκε η µονοδιάστατη ακουστική προσέγγιση του ακουστικού µοντέλου του 
Portnoff. Εξήχθησαν αναλυτικά οι εξισώσεις και συµπληρώθηκαν µε την συνοριακή συνθήκη 
των Ishizaka, Flanagan ενώ έγινε και αναφορά στα µηχανικά µοντέλα που χρησιµοποιούνται για 
την προσοµοίωση της κίνησης της γλωττίδας καθώς και στο εµπειρικό παραµετρικό µοντέλο LF. 
Στη συνέχεια αφού έγινε αναφορά και κατάταξη των λοιπών µεθόδων αερακουστικής ανάλυσης 
επιχειρήθηκε η εισαγωγή ρευστοµηχανικής πληροφορίας µε την ‘διαισθητική’ προσθήκη 
κατανεµηµένων τετραπολικών πηγών. Έγινε εφαρµογή σε πραγµατική γεωµετρία που 
αντιστοιχεί στο φώνηµα /u/ και αφού εκτιµήθηκε το πεδίο ροής και υπολογίστηκαν οι 
ακουστικές πηγές µε χρήση ασυµπίεστου επιλύτη, υπολογίστηκε το σήµα ακουστικής πίεσης στα 
χείλη µε και χωρίς τις τετραπολικές πηγές. ∆ιαπιστώθηκε ότι η προσθήκη των πηγών προσθέτει 
‘αεροδυναµικό θόρυβο’ σήµα κάνοντάς πιο breathy, ενώ η γλωττιδική δέσµη στην είσοδο 
παραµένει η βασική πηγή φώνησης, τουλάχιστο για τα φωνήεντα. 
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 ΕΠΙΛΟΓΟΣ 

1 ΣΥΝΕΙΣΦΟΡΕΣ ΤΗΣ ∆ΙΑΤΡΙΒΗΣ 

Οι δραστηριότητες της παρούσης διατριβής κινήθηκαν γύρω από δύο βασικούς άξονες. Έγινε 
έτσι προσπάθεια αφενός να καλυφθούν όσο το δυνατό περισσότερο οι µέθοδοι της 
υπολογιστικής αερακουστικής που χρησιµοποιούνται σήµερα, και αφετέρου να καλυφθεί το 
πρόβληµα της παραγωγής φωνής στον ανθρώπινο φωνητικό σωλήνα µε όσο το δυνατό µικρότερο 
υπολογιστικό κόστος. Θα µπορούσε λοιπόν ο πρώτος άξονας να χαρακτηριστεί ως ‘numerics’ 
και ο δεύτερος ως ‘το φυσικό πρόβληµα’. Ο πρώτος άξονας παρείχε τα υπολογιστικά εργαλεία για 
να διερευνηθεί ο δεύτερος και τελικά αποδείχθηκε κατά τη διάρκεια της εργασίας, ότι η επίτευξη 
θετικών στόχων και στους δύο ήταν αρκετά δύσκολο εγχείρηµα. 

Αν θα επιχειρούσε κανείς να συνοψίσει τις θετικές συνεισφορές της διατριβής στους δύο άξονες 
που τελικά κινήθηκε, θα µπορούσε συνοπτικά να αναφέρει τα παρακάτω σηµεία κλειδιά: 

• <numerics> H κατασκευή του αυστηρού επιλύτη για την κυµατική του κεφαλαίου 3 από 
την αρχή χρησιµοποιώντας και ταιριάζοντας επιλεγµένα αριθµητικά εργαλεία της 
σύγχρονης ερευνητικής δραστηριότητας. 

• <numerics> Η µαθηµατική διατύπωση του Πλήρως Ταιριασµένου Στρώµατος µε βάση το 
µετασχηµατισµό Laplace, αντί της κλασσικής χαλάρωσης των συντεταγµένων στο 
µιγαδικό επίπεδο. 

• <numerics> Η διατύπωση συνοριακής συνθήκης στερεού τοιχώµατος για χρήση στα 
συµπαγή σχήµατα 6ης τάξης ακρίβειας. 

• <numerics, φυσικό πρόβληµα> Η κατασκευή επιλύτη πεπερασµένων στοιχείων για την 
αρµονική κυµατική εξίσωση σε διδιάστατες γεωµετρίες. Με βάση αυτόν µπορούν να 
υπολογιστούν οι συντονισµοί του φωνητικού σωλήνα σε διάφορες γεωµετρίες. 

• <numerics> Η κατασκευή ακουστικού επιλύτη µε βάση τη διατύπωση των δύο 
αλγορίθµων υπολογισµού των ακουστικών ολοκληρωµάτων που προκύπτουν από τη 
χρήση των συναρτήσεων Green στην επίλυση της κυµατικής εξισώσεως. 

• <φυσικό πρόβληµα> Η ‘διαισθητική’ προσθήκη των κατανεµηµένων αερακουστικών 
πηγών στο µονοδιάστατο ακουστικό µοντέλο διάδοσης του Portnoff και η µελέτη της 
επίδρασης αυτών στο τελικό ακουστικό σήµα. 

 

2 ΜΕΛΛΟΝΤΙΚΗ ΕΡΕΥΝΑ 

Η ποιότητα των αερακουστικών υπολογισµών στις υβριδικές προσεγγίσεις διαχωρισµού, οι 
οποίες ήταν και το αντικείµενο έρευνας της παρούσης, εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό και είναι 
άµεσα συνυφασµένη µε τους ρευστοµηχανικούς υπολογισµούς. Οι τελευταίοι παρέχουν τις 
αερακουστικές πηγές και οι πρώτοι προσοµοιώνουν την διάδοση του ηχητικού αποτελέσµατος 
που παράγεται από αυτές. Στα πλαίσια των προσεγγίσεων διαχωρισµού και για λόγους µείωσης 
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του υπολογιστικού φόρτου και αποφυγής της άµεσης αριθµητικής προσοµοίωσης 
χρησιµοποιήθηκε αποκλειστικά ο ασυµπίεστος εµπορικός επιλύτης του Fluent. 

Παρόλα αυτά όµως και επειδή η διάδοση του ήχου εµπεριέχεται στις εξισώσεις διατήρησης 
µάζας, ορµής και ενέργειας, είναι πεποίθηση του γράφοντος, ότι η µελλοντική έρευνα στον 
τοµέα των αερακουστικών υπολογισµών πρέπει να κινηθεί προς την κατεύθυνση της απευθείας 
αριθµητικής προσοµοίωσης. Η πληροφορία που µπορεί να δώσει µια προσοµοίωση των 
συµπιεστών εξισώσεων διατήρησης σε όλες τις κλίµακες µήκους και χρόνου θα µπορούσε να 
χαρακτηριστεί ως ανεκτίµητη και πραγµατικά µεγάλης αξίας, τόσο για το πεδίο ροής όσο και για 
τα ακουστικά µεγέθη, τα οποία προκύπτουν µετέπειτα µε απλούς στατιστικούς υπολογισµούς. 
Είναι χαρακτηριστικό άλλωστε ότι σε ένα µεγάλο αριθµό από τις βιβλιογραφικές αναφορές που 
µελετήθηκαν στην διατριβή, η απευθείας αριθµητική προσοµοίωση χρησιµοποιείτο ως µέτρο 
σύγκρισης για την ακρίβεια των αποτελεσµάτων που δίνουν τα ακουστικά µοντέλα διαχωρισµού. 

Από την άλλη µεριά βέβαια οι υπερβολικές απαιτήσεις σε υπολογιστικό υλικό και υπολογιστικό 
χρόνο κάνουν τη διεξαγωγή µιας απευθείας αριθµητικής προσοµοίωσης δύσκολη (όχι αδύνατη) 
και την καθιστούν άµεσα εξαρτώµενη από άλλους παράγοντες µε βασικότερο αυτών τον 
οικονοµικό. Η ύπαρξη των µοντέλων τύρβης µπορεί κατά κάποιο τρόπο να µετριάσει τον 
υπολογιστικό φόρτο, όπου αυτό είναι επιθυµητό, σε µικρό όµως βαθµό. Η παράληψη µιας 
χωρικής διάστασης, αν και χονδροειδής παραδοχή, αφού η τύρβη είναι τριδιάστατο φαινόµενο, 
µπορεί επίσης να ελαφρύνει κι άλλο τους υπολογισµούς. 

Τα αποτελέσµατα όµως δίνουν την πραγµατική εικόνα του φαινοµένου, ακριβώς όπως αυτό 
συµβαίνει σε όλες τις κλίµακες µήκους και χρόνου. Ειδικότερα στον τοµέα της ροής στον 
ανθρώπινο σωλήνα, οι προσπάθειες που έχουν γίνει για απευθείας αριθµητική προσοµοίωση 
είναι πολύ λίγες, αλλά έχουν δώσει πολύ κατατοπιστικές πληροφορίες για την διαµόρφωση της 
ροής, ειδικά σε στενωτικές περιοχές όπως η γλωττίδα και κάποιοι αρθρωτές του στόµατος. Τα 
αποτελέσµατα αυτά δεν θα είναι µόνο χρήσιµα σε εντελώς ερευνητικό επίπεδο και στα πλαίσια 
µιας ίσως νέας  διατριβής, αλλά και σε εντελώς πρακτικό, όπως για παράδειγµα σε επιστήµες 
υγείας. ∆εν είναι λίγες οι περιπτώσεις όπου η χειρουργική επεµβαίνει µε σκοπό την επίτευξη 
συγκεκριµένης διαµόρφωσης και χροιάς στην ανθρώπινη φωνή. Επίσης η χρήση εµπειρικών – 
παραµετρικών µοντέλων ογκοµετρικής παροχής στη γλωττίδα (σαν συνοριακή συνθήκη), βοηθά 
σηµαντικά, αφού απαλείφει τη χρήση παράλληλων µηχανικών µοντέλων που προσοµοιώνουν 
την κίνηση των φωνητικών χορδών και επιβαρύνουν ακόµα περισσότερο τους υπολογισµούς 
απαιτώντας την επίλυση εξισώσεων συνεχούς µέσου µε ειδικές συνοριακές συνθήκες στη 
διεπιφάνεια ρευστού – στερεού. 

Η αύξηση της υπολογιστικής ισχύος που παρατηρείται σήµερα, η οποία πια γίνεται µε 
καθορισµένους προβλεπόµενους ρυθµούς από τις αντίστοιχες εταιρείες παραγωγής δεν µπορεί 
παρά να είναι ένα σηµαντικό εφόδιο προς την κατεύθυνση αυτή. Είναι λοιπόν πεποίθηση του 
γράφοντος ότι η διεξαγωγή απευθείας αριθµητικών προσοµοιώσεων θα πρέπει να είναι η 
κατεύθυνση προς την οποία πρέπει να κινηθεί η ερευνητική δραστηριότητα τουλάχιστο στο 
κοµµάτι της µελέτης ροής και ακουστικής στον ανθρώπινο φωνητικό σωλήνα. 

Όσο αναφορά τώρα το κοµµάτι της εν σειρά παραγωγής συνθετικής φωνής βασιζοµένης σε ένα 
καθαρά ρευστοµηχανικό µοντέλο, η απευθείας αριθµητική προσοµοίωση πολύ λίγο θα 
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βοηθούσε, αφού ακόµα και τα πιο απλοποιηµένα µοντέλα (ρευστοµηχανικά και αερακουστικά) 
που παρουσιάστηκαν εδώ δεν µπορούν δυστυχώς (τουλάχιστο ακόµα) να χρησιµοποιηθούν σε 
ένα τέτοιο σύστηµα αφού έχουν ακόµα αρκετά µεγάλους χρόνους επεξεργασίας και απόκρισης. 
Οι µη παραµετρικοί συνθέτες είναι η κατεύθυνση στην οποία δίδεται και θα δίδεται για καιρό 
ακόµα το ερευνητικό βάρος στο θέµα αυτό. 
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