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Περίληψη

Το θεώρημα Blumberg ισvχυρίζεται πως για οποιαδήποτε σvυνάρτησvη f : R −→ R, θα υπάρχει
ένα πυκνό υποσvύνολο του X ώσvτε ο περιορισvμός της σvυνάρτησvης σvε αυτό θα είναι σvυνεχής. ΄Ενα
ισvχυρότερο αποτέλεσvμα προέκυψε από τους J. C. Bradford και C. Goffman, γενικεύοντας το αρχικό
σvυμπέρασvμα για κάθε σvυναρτήσvη f : X −→ R, όπου ο X είναι μετρικός χώρος Baire και δίνοντας ένα
χαρακτηρισvμό των χώρων, σvτους οποίους ο ισvχυρισvμός του Blumberg είναι βάσvιμος. Το πρώτο μέρος
της απόδειξης του θεωρήματος σvτηρίζεται σvτην ιδιότητα περίπου σvυνέχειας, η οποία κατασvκευάσvτηκε
από τον ίδιο τον H. Blumberg. Το κυριότερο σvυμπέρασvμα από αυτή την ιδιότητα είναι πως, αν οX είναι
χώρος Baire, κάθε σvυνάρτησvη f : X −→ R είναι περίπου σvυνεχής σvε ένα πυκνό σvύνολο R ⊆ X. Το
δεύτερο μέρος της απόδειξης αφορά την εύρεσvη του πυκνού υποσvυνόλου του X, όπου ο περιορισvμός
της f σvε αυτό θα είναι σvυνεχής. Ειδικότερα, για τη σvυνάρτησvη f |R : R −→ R, η οποία είναι
περίπου σvυνεχής σvε κάθε σvημείο του R, κατασvκευάζεται ένα πυκνό σvύνολο D ⊆ R, σvτα σvημεία του
οποίου η f |R είναι σvυνεχής. Το πρώτο μέρος αποτελεί τοπολογικό σvυμπέρασvμα, ενώ για το δεύτερο,
απαιτείται μια επαγωγική διαδικασvία επιλογής σvτοιχείων του R, που οδηγεί, τελικά, σvτην κατασvκευή
του επιθυμητού σvυνόλου D. Για την περίπτωσvη του R και γενικότερα ενός χώρου X με αριθμήσvιμη
βάσvη για την τοπολογία του, αρκεί η χρήσvη μαθηματικής επαγωγής, ενώ, διαφορετικά, χρειάζονται
απαραίτητα αξιωματικά εργαλεία, όπως η υπερπεπερασvμένη επαγωγή ή το λήμμα του Zorn. Σε αυτή
την εργασvία, παρουσvιάζονται δύο διαφορετικές επεκτάσvεις του θεωρήματος Blumberg. Ειδικότερα,
η πρώτη αναφέρεται σvε μετρικούς χώρους Baire, ενώ η δεύτερη σvε δεύτερους αριθμήσvιμους και T2

τοπολογικούς χώρους Baire.

Λέξεις Κλειδιά:
Πουθενά πυκνό σvύνολο, κατηγορίες Baire, ισvχνό σvύνολο, σvύνολο 2ης κατηγορίας, σvυνισvχνό

σvύνολο, πυκνό σvύνολο, περίπου σvυνέχεια, f−σvυμβατή τριάδα.
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Abstract
Blumberg′s theorem states that for every function f : R −→ R, there exists a dense subset of

X, such that the restriction of f on that subset is continuous. A stronger result originated from
J. C. Bradford και C. Goffman, generalizing the former statement for every function f : X −→ R,
whenever X is a Baire metric space and moreover, giving a characterization of the spaces where
Blumberg’s statement can be valid. The first part of the proof is based on the property of almost
continuity, which was introduced by H. Blumberg himself. The main deduction from that property
is that, if X is a Baire space, then every real function f : X −→ R is almost continuous on a
dense subset R ⊆ X. The second part of the proof focuses on the existence of a dense subset of X,
on which the restriction of f is continuous. In particular, regarding the restriction f |R : R −→ R,
which is almost continuous at every point of R, a dense subset D ⊆ R is constructed, such that
the function f |R is continuous at every point of D. The first part is a topological result , while the
second part requires an inductive process of selecting points of R, leading to the construction of
the desired set D. In the case of X = R and in general whenever X has a countable base for its
topology, the process of induction is adequate, while alternatively, the utilization of axiomatic tools
such as transfinite induction or Zorn lemma are necessary. In this paper, two different extensions
of Blumberg’s theorem are presented. More specifically, the first one refers to Baire metric spaces,
while the second one concernes second countable T2 topological spaces.

Keywords:
Nowhere dense set, Baire categories, meager set, second category set, comeager set, dense set,

almost continuiuty, f−compatible trinity.
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1 Εισvαγωγή

1.1 Στοιχειώδεις έννοιες

Παρακάτω, σvημειώνονται κάποια βασvικά σvτοιχεία θεωρίας σvυνόλων.
΄Ενα σvύνολο A είναι ουσvιασvτικά μια σvυλλογή κάποιων διακεκριμένων σvτοιχείων ή μελών.

• ΄Ενα οποιοδήποτε σvτοιχείο x , είτε θα είναι μέλος της σvυλλογής A , είτε όχι και δηλαδή θα λέμε
ότι: {x ∈ A ⇐⇒ το x είναι μέλος του A} . ΄Ομοια αν το σvτοιχείο δεν ανήκει σvτη σvυλλογή A,
θα γράφουμε

{x /∈ A ⇐⇒ το x δεν είναι μέλος του A}

• ΄Ενα οποιόδηποτε σvύνολο θα καθορίζεται από τα σvτοιχεία που περιέχει. Επομένως, θεωρώντας
δύο σvύνολα A,B, έχουμε A = B, αν και μόνο εάν έχουν τα ίδια μέλη και γράφουμε

A = B ⇐⇒ ∀x ισvχύει x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B

• Υπάρχει σvύνολο που δεν περιέχει κανένα σvτοιχείο, το οποίο καλείται “κενό σvύνολο” και ισvχύει
ότι : Αν ∀x ισvχύει x /∈ A ⇐⇒ A = �, όπου � σvυμβολίζουμε το κενό σvύνολο. Από το
παραπάνω, είναι προφανές ότι, αν δύο σvύνολα δεν περιέχουν κανένα σvτοιχείο, τότε θα ταυτίζονται
και δηλαδή, το κενό σvύνολο είναι μοναδικό.

• Αν A,B δύο σvύνολα, θα λέμε ότι το A είναι υποσvύνολο του B, αν όλα τα σvτοιχεία του A
περιέχονται σvτο B και γράφουμε : A ⊆ B ⇐⇒ ∀x ισvχύει x ∈ A =⇒ x ∈ B. Προφανώς, αν
A = B, έχουμε B ⊆ B, ενώ αν το A δεν περιέχει σvτοιχεία, τότε A = � και για οποιοδήποτε
B, ισvχύει ότι � ⊆ B.

• Αν A,B δύο σvύνολα, θα λέμε ότι το A είναι γνήσvιο υποσvύνολο του B , αν ισvχύει ότι A ⊆ B
και ταυτόχρονα A 6= B. Θα γράφουμε

A ⊂ B ⇐⇒ A ⊆ B ∧ A 6= B

.

• ΄Οταν μας δίνεται μια σvυνθήκη P που καθορίζει ιδιότητες κάποιων αντικειμένων x , μπορούμε
να ορίσvουμε το σvύνολο (έσvτω A) των σvτοιχείων που ικανοποιούν την απαιτούμενη ιδιότητα.
Θα γράφουμε A = {x : P (x)} και θα ισvχύει η σvχέσvη x ∈ A ⇐⇒ P (x). ΄Οταν θέλουμε να
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δημιουργήσvουμε μια νέα σvυλλογή σvτοιχείων (έσvτω B) ενός δοσvμένου σvυνόλου A , όπου όλα τα
σvτοιχεία του B θα ικανοποιούν μια σvυγκεκριμένη σvυνθήκη P , θα γράφουμε

B = {x ∈ A : P (x)} = {x : x ∈ A ∧ P (x)}

• ΄Ενωσvη δύο σvυνόλων A,B είναι ένα νέο σvύνολο που προκύπτει από τη σvυλλογή των σvτοιχείων
που είναι είτε μέλη του A, είτε μέλη του B και γράφουμε

A ∪ B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B}

• Τομή δύο σvυνόλων A,B είναι ένα νέο σvύνολο που προκύπτει από τη σvυλλογή των σvτοιχείων
που είναι ταυτόχρονα μέλη του A και μέλη του B. Θα γράφουμε

A ∩B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B}

Προφανώς, αν τα σvύνολα A και B δεν έχουν κοινά σvτοιχεία, τότε η τομή τους θα είναι κενή και
δηλαδή, θα ισvχύει A ∩ B = �.

• Αν X μη κενό σvύνολο και A ⊆ X, το σvυμπλήρωμα ενός σvυνόλου A είναι ενα νέο σvύνολο που
προκύπτει από τη σvυλλογή των σvτοιχείων που δεν είναι μέλη του A και θα γράφουμε

X \ A = {x : x /∈ A}

.

• Διαφορά δύο σvυνόλων A,B είναι ένα νέο σvύνολο που προκύπτει από τη σvυλλογή των σvτοιχείων
που είναι μέλη του A και δεν είναι μέλη του B. Θα γράφουμε

A \B = {x : x ∈ A ∧ x /∈ B}

Αν ισvχύει A ⊆ B , τότε ∀x ∈ A =⇒ x ∈ B , οπότε θα ισvχύει ότι A \B = �.

• Δυναμοσvύνολο ενός σvυνόλου A είναι ένα νέο σvύνολο που αποτελείται από όλα τα υποσvύνολα
του A. Θα σvυμβολίζεται με P(A) και θα γράφουμε

B ⊆ A ⇐⇒ B ∈ P(A)

Λήμμα 1.1. ΄Εσvτω σvύνολα A,B. Τότε ισvχύουν:

(i) Η ένωσvη είναι μεταθετική, δηλαδή A ∪ B = B ∪ A.

(ii) Η τομή είναι μεταθετική, δηλαδή A ∩ B = B ∩ A.
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(iii) Η ένωσvη είναι προσvαιτερισvτική, δηλαδή A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C.

(iv) Η τομή είναι προσvαιτερισvτική, δηλαδή A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C.

(v) Ισvχύει η επιμερισvτική ιδιότητα της ένωσvης ως προς την τομή. Δηλαδή, ισvχύει A∪ (B ∩C) =
(A ∪ B) ∩ (A ∪ C).

(vi) Ισvχύει η επιμερισvτική ιδιότητα της τομής ως προς την ένωσvη. Δηλαδή, ισvχύει A∩ (B ∪C) =
(A ∩ B) ∪ (A ∩ C).

Απόδειξη. (i)A ∪ B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B} = {x : x ∈ B ∨ x ∈ A} = B ∪ A

(ii)A ∩ B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B} = {x : x ∈ B ∧ x ∈ A} = B ∩ A

(iii)A ∪ (B ∪ C) = {x : x ∈ A ∨ (x ∈ B ∨ x ∈ C)} = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B ∨ x ∈ C} = {x :
(x ∈ A ∨ x ∈ B) ∨ x ∈ C} = {x : x ∈ A ∪ B ∨ x ∈ C} = (A ∪ B) ∪ C

(iv)A ∩ (B ∩ C) = {x : x ∈ A ∧ (x ∈ B ∧ x ∈ C)} = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ x ∈ C} = {x :
(x ∈ A ∧ x ∈ B) ∧ x ∈ C} = {x : x ∈ A ∩B ∧ x ∈ C} = (A ∩B) ∩ C

(v)A ∪ (B ∩ C) = {x : x ∈ A ∨ (x ∈ B ∧ x ∈ C)} = {x : (x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧ (x ∈ A ∨ x ∈
C)} = {x : x ∈ (A ∪ B) ∧ x ∈ (A ∪ C)} = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C)

(vi)A ∩ (B ∪ C) = {x : x ∈ A ∧ (x ∈ B ∨ x ∈ C)} = {x : (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈
C)} = {x : x ∈ (A ∩ B) ∨ x ∈ (A ∩ C)} = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)

Ορισμός 1.2. ΄Εσvτω ένα οποιοδήποτε σvύνολο I και υποθέτουμε ότι ∀i ∈ I ∃Fi σvύνολο. Τότε,
θεωρώντας F την οικογένεια των σvυνόλων {Fi : i ∈ I}, γράφουμε F = {Fi}i∈I και θα λέμε ότι:

• Το I ένα σvύνολο δεικτών

• Αναφερόμασvτε σvτο {Fi}i∈I ως αρίθμησvη (indexing) της F από το σvύνολο I

Με τη βοήθεια του σvυνόλου I και κατ’επέκτασvη της αρίθμησvης της οικογένειας F , ορίζουμε την
ένωσvη και την τομή μιας οικογένειας με δείκτες σvτο I ως εξής:

•
∪
i∈I

Fi = {x : ∃i ∈ I με x ∈ Fi}

•
∩
i∈I

Fi = {x : ∀i ∈ I ισvχύει x ∈ Fi}

7



Αν δεν επιλεχθεί κάποιο σvύνολο δεικτών για την αρίθμησvη των σvτοιχείων της οικογένειας F , τότε η
ένωσvη και η τομή της F ορίζεται ως εξής:

•
∪
F = {x : ∃F ∈ F με x ∈ F}

•
∩
F = {x : ∀F ∈ F ισvχύει x ∈ F}

Λήμμα 1.3. (Νόμοι de Morgan) ΄Εσvτω ένα μια οικογένεια σvυνόλων F = {Fi}i∈I ⊆ P(X) , όπου
I ένα σvύνολο δεικτών. Τότε, ισvχύουν τα παρακάτω:

(i) X \
∪
i∈I

Fi =
∩
i∈I

(X \ Fi)

(ii) X \
∩
i∈I

Fi =
∪
i∈I

(X \ Fi)

Απόδειξη. (i)X \
∪
i∈I

Fi = {x : x /∈ (
∪
i∈I

Fi)} = {x : ∀i ∈ I ισvχύει x /∈ Fi} = {x : ∀i ∈ I ισvχύει x ∈

X \ Fi} =
∩
i∈I

(X \ Fi)

(ii)X \
∩
i∈I

Fi = {x : x /∈ (
∩
i∈I

Fi)} = {x : ∃i ∈ I με x /∈ Fi} = {x : ∃i ∈ I με x ∈ X \ Fi} =∪
i∈I

(X \ Fi)

1.2 Συναρτήσvεις

Θεωρούμε δύο μη κενά σvύνολα A,B. Μία σvυνάρτησvη από το σvύνολο A σvτο σvύνολο B είναι
ένας μετασvχηματισvμός x 7→ f(x) και αντισvτοιχίζει κάθε σvτοιχείο x ∈ A σvε ακριβώς ένα σvτοιχείο
f(x) ∈ B. Θα τη σvυμβολίζουμε ως

f : A −→ B

και θα λέμε ότι:

• το A είναι το πεδίο ορισvμού της σvυνάρτησvης f

• το B είναι το πεδίο τιμών της σvυνάρτησvης f

Παρακάτω, αναφέρονται κάποιες βασvικές παρατηρήσvεις και ιδιότητες που αφορούν τις σvυναρτήσvεις
μεταξύ σvυνόλων.
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• ΄Εσvτω δύο σvυναρτήσvεις f : A −→ B και g : A −→ C. Θα λέμε ότι οι σvυναρτήσvεις είναι ίσvες,
αν έχουν το ίδιο πεδίο ορισvμού και επιπλέον, κάθε x ∈ A αντισvτοιχίζεται από τις f και g σvτο
ίδιο σvτοιχείο του πεδίου τιμών. Θα γράφουμε

f = g ⇐⇒ ∀x ∈ A ισvχύει f(x) = g(x)

• Μια σvυνάρτησvη f : A −→ B λέγεται μονομορφισvμός ή 1 − 1, αν και μόνο εάν ∀x,w ∈
A ισvχύει f(x) = f(w) =⇒ x = w.

• Μια σvυνάρτησvη f : A −→ B λέγεται επιμορφισvμός ή απλά επί, αν και μόνο εάν ∀b ∈ B ∃x ∈
A ώσvτε f(x) = b.

• Μια σvυνάρτησvη f : A −→ B λέγεται αντισvτοιχία αν και μόνο εάν ∀y ∈ B ∃!x ∈ A ώσvτε f(x) =
y.

• ΄Εσvτω Z ⊆ A και ορίζουμε το σvύνολο f [Z] = {y ∈ B : ∃x ∈ Z με f(x) = y} ⊆ B. Θα λέμε
ότι το f [Z] είναι η εικόνα του Z υπό την f . Αν Z = A, τότε το σvύνολο f [A] λέγεται εικόνα
της f και σvε κάθε περίπτωσvη, θα είναι υποσvύνολο του πεδίου τιμών.

• ΄Εσvτω V ⊆ B. Η αντίσvτροφη εικόνα του V ως προς την f είναι το σvύνολο f−1[V ] = {x ∈ A :
∃y ∈ V με f(x) = y} ⊆ A. Αν V = B, τότε θα ισvχύει f−1[B] = A.

• Αν η σvυνάρτησvη f : A −→ B είναι αντισvτοιχία, τότε ορίζεται ανεξάρτητα και η αντίσvτροφη
σvυνάρτησvη της f , f−1 : B −→ A , όπου για x ∈ A, y ∈ B, ισvχύει:

x = f−1(y) ⇐⇒ f(x) = y

Για οποιουδήποτε V ⊆ B, το σvύνολο f−1[V ] θα είναι ακριβώς η εικόνα του V από την
σvυνάρτησvη f−1 που ορίσvτηκε.

Ορισμός 1.4. ΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο. Με τον όρο ακολουθία σvτο X, εννοούμε μια σvυνάρτησvη
f : N −→ X με f(n) = xn, n ∈ N, όπου xn ∈ X , ∀n ∈ N . Μια ακολουθία σvτο X θα σvυμβολίζεται
με {xn}n∈N και τα σvτοιχεία xn καλούνται όροι της ακολουθίας. Προφανώς, θα ισvχύει {xn}n∈N ⊆ X.

Ορισμός 1.5. ΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο. Το X καλείται πεπερασvμένo, αν ∃n ∈ N, έτσvι ώσvτε
υπάρχει επιμορφισvμός f : {0, 1, ..., n} −→ X. Αν ένα σvύνολο δεν είναι πεπερασvμένο, τότε θα λέμε
ότι είναι άπειρο.

Ορισμός 1.6. ΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο. Το A καλείται αριθμήσvιμο, αν υπάρχει μονομορφισvμός
f : X −→ N. Αν ένα σvύνολο δεν είναι αριθμήσvιμο, τότε θα λέμε ότι είναι υπεραριθμήσvιμο.
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Πρόταση 1.7. ΄Εσvτω {Xn}n∈N μη κενή, αριθμήσvιμη οικογένεια σvυνόλων με Xn αριθμήσvιμο,
∀n ∈ N. Τότε, το σvύνολο

∪
n∈N

Xn είναι αριθμήσvιμο.[1]

Πρόταση 1.8. ΄Εσvτω Z = −N ∪ N το σvύνολο των ακεραίων αριθμών. Το Z είναι αριθμήσvιμο.[1]

Πρόταση 1.9. ΄Εσvτω Q+ = {
m

n
: m ∈ N, n ∈ N} =

∪
n∈N

{
m

n
: m ∈ N} , Q− = {

−m

n
: m ∈

N, n ∈ N} =
∪
n∈N

{
−m

n
: m ∈ N} και Q = Q+ ∪ Q− το σvύνολο των ρητών αριθμών. Το Q είναι

αριθμήσvιμο.[1]

Πρόταση 1.10. ΄Εσvτω R το σvύνολο των πραγματικών αριθμών. Το R είναι υπεραριθμήσvιμο.[2]

1.3 Σχέσvεις-Διατάξεις

Ορισμός 1.11. ΄Εσvτω σvύνολα A,B. Το γινόμενο των A,B είναι η σvυλλογή των (διατεταγμένων)
ζευγών με σvτοιχεία των A,B και είναι σvύνολο. Θα σvυμβολίζεται με A× B και θα γράφουμε

A× B = {(x, y) : x ∈ A& y ∈ B}

Ορισμός 1.12. ΄Εσvτω μη κενά σvύνολα A,B. Διμελής σvχέσvη σvτα σvύνολα A,B είναι ένα
οποιoδήποτε R ⊆ A × B, όπου για τα x ∈ A, y ∈ B που ικανοποιούν την απαιτούμενη σvυνθήκη, θα
γράφουμε

(x, y) ∈ R ⇐⇒ xRy ⇐⇒ R(x, y)

Αν B = A, τότε θα λέμε ότι η R είναι διμελής σvχέσvη σvτο A.

Ορισμός 1.13. ΄Εσvτω μη κενό σvύνολο A. Μια διμελής σvχέσvη σvτο A θα λέγεται σvχέσvη ισvο-
δυναμίας, αν είναι ενα οποιοδήποτε P ⊆ A× A που ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες:

(i) Η P είναι αυτοπαθής ⇐⇒ ∀x ∈ A ισvχύει xPx

(ii) Η P είναι σvυμμετρική ⇐⇒ ∀x, y ∈ A ισvχύει xPy =⇒ yPx

(iii) Η P είναι μεταβατική ⇐⇒ ∀x, y, z ∈ A ισvχύει xPy & yPz =⇒ xPz

Ορισμός 1.14. ΄Εσvτω μη κενό σvύνολο A. Μια διμελής σvχέσvη (�) σvτο A θα λέγεται μερική
διάταξη σvτο A, αν για οποιαδήποτε x, y, z ∈ A ικανοποιούνται τα εξής:
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(i) Η � είναι αυτοπαθής ⇐⇒ x � x

(ii) Η � είναι μεταβατική ⇐⇒ Αν x � y & y � z =⇒ x � z

(iii) Η � είναι αντισvυμμετρική ⇐⇒ Αν x � y & y � x =⇒ y = x

Αν για κάποια x, y ∈ A ισvχύει ότι x � y &x 6= y, τότε θα γράφουμε x ≺ y.

Ορισμός 1.15. ΄Εσvτω μη κενό σvύνολο A. Μια διμελής σvχέσvη (≤) σvτο A θα λέγεται ολική
διάταξη σvτο A, αν είναι μερική διάταξη σvτο A και επιπλέον, ισvχύει ότι

∀x, y ∈ A ισvχύει x ≤ y ∨ y ≤ x

Αν για κάποια x, y ∈ A ισvχύει x ≤ y &x 6= y, τότε θα γράφουμε x < y.

Ορισμός 1.16. ΄Εσvτω μη κενό σvύνολο A. Μια διμελής σvχέσvη (≤) σvτο σvύνολο A θα λέγεται καλή
διάταξη του A, αν είναι ολική διάταξη του A και επιπλέον, ισvχύει ότι

∀X ⊆ Aμε X 6= � =⇒ ∃x ∈ X ώσvτε ∀y ∈ X έχουμε x ≤ y

Δηλαδή, κάθε μη κενό X ⊆ A θα περιέχει σvτοιχείο x, τέτοιο ώσvτε ∀y ∈ X ισvχύει y ≤ x =⇒ y = x.

Ορισμός 1.17. Μερικά διατεταγμένο σvύνολο είναι ένα διατεταγμένο ζεύγος (X,�), όπου X μη
κενό σvύνολο και � μια μερική διάταξη σvτο X. ΄Ενα τέτοιο ζεύγος (X,�) θα λέγεται και μερικά
διατεταγμένος χώρος. Κάθε A ⊆ X είναι επίσvης ένα μερικά διατεταγμένο σvύνολο (χώρος) υπό
τον περιορισvμό της � σvτο A και θα γράφουμε

x �A y ⇐⇒ x � y &x ∈ A& y ∈ A

Ορισμός 1.18. ΄Εσvτω μερικά διατεταγμένος χώρος (X,�), μη κενό A ⊆ X και y ∈ X. Τότε:

• To y ∈ X λέγεται μέγισvτο σvτοιχείο του X, αν ισvχύει ∀x ∈ X ισvχύει x � y και θα σvυμ-
βολίζεται με max(X).

• To y ∈ X λέγεται μεγισvτικό σvτοιχείο του X, αν ισvχύει ∀x ∈ X ισvχύει y � x =⇒ y = x και
θα σvυμβολίζεται με maximal(X).

• To y ∈ X λέγεται ελάχισvτο σvτοιχείο του X, αν ισvχύει ∀x ∈ X ισvχύει y � x και θα
σvυμβολίζεται με min(X).

• To y ∈ X λέγεται ελαχισvτικό σvτοιχείο του X, αν ισvχύει ∀x ∈ X ισvχύει x � y =⇒ x = y
και θα σvυμβολίζεται με minimal(X).
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• Το y ∈ X λέγεται άνω φράγμα του A , αν ισvχύει ∀x ∈ A ισvχύει x � y.

• Το y ∈ X λέγεται ελάχισvτο άνω φράγμα του A , αν είναι άνω φράγμα του A και ∀u ∈
X ισvχύει u = άνω φράγμα του A =⇒ y � u και θα σvυμβολίζεται με sup(A).

• To y ∈ X λέγεται κάτω φράγμα του A, αν ισvχύει ∀x ∈ A ισvχύει y � x.

• Το y ∈ X λέγεται μέγισvτο κάτω φράγμα του A , αν είναι κάτω φράγμα του A και
∀u ∈ X ισvχύει u = κάτω φράγμα του A =⇒ u � y και θα σvυμβολίζεται με inf(A).

Ορισμός 1.19. ΄Εσvτω (X,�) μερικά διατεταγμένος χώρος και A ⊆ X, τέτοιο ώσvτε ∀x, y ∈ A
ισvχύει x � y ∨ y � x. Τότε η � είναι ολική διάταξη σvτο A και το ζεύγος (A,�) είναι ένα
ολικά διατεταγμένο υποσvύνολο του X ή μια αλυσvίδα του X. Μια ολική διάταξη, σvυνήθως, τη
σvυμβολίζουμε με ≤ και το ζεύγος (A,≤) θα λέγεται ολικά διατεταγμένος χώρος.
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2 Τοπολογικοί Χώροι

2.1 Βασvικές έννοιες

2.1.1 Τοπολογίες-Μετρικές

Ορισμός 2.1. ΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο και T ⊆ P(X) μια οικογένεια υποσvυνόλων του X. Η T
λέγεται τοπολογία , αν:

(i) � ∈ T και X ∈ T .

(ii) Αν {Ui}ni=1 είναι μια πεπερασvμένη οικογένεια σvτοιχείων της T , ισvχύει
n∩

i=1

Ui ∈ T .

(iii) Αν I μη κενό σvύνολο και {Ui}i∈I οικογένεια σvτοιχείων της T , ισvχύει
∪
i∈I

Ui ∈ T .

Κάθε σvτοιχείο U ∈ T θα λέμε ότι είναι T −ανοιχτό ή απλά ανοιχτό και το ζεύγος (X, T )
ονομάζεται τοπολογικός χώρος.

Ορισμός 2.2. ΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο και T1, T2 τοπολογίες σvτο X. Θα λέμε ότι η T2 είναι
λεπτότερη ή ισvχυρότερη από την T1, αν ισvχύει T1 ⊆ T2. Η τοπολογία T1 λέγετα μικρότερη
ή ασvθενέσvτερη από την T2.

Παρατήρηση 2.3. ΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο και T1, T2 τοπολογίες σvτο X. Τότε, ισvχύει T1 ⊆ T2

αν και μόνο εάν κάθε T1−ανοιχτό υποσvύνολο του X είναι και T2−ανοιχτό.

Ορισμός 2.4. ΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο και ρ : X ×X −→ R+ μια σvυνάρτησvη που ικανοποιεί τις
παρακάτω ιδιότητες:

(i) ρ(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ X και ρ(x, y) = 0, αν και μόνο εάν x = y.

(ii) ρ(x, y) = ρ(y, x), ∀x, y ∈ X (σvυμμετρκή ιδιότητα).

(iii) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z), ∀x, y, z ∈ X (τριγωνική ανισvότητα).
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Η σvυνάρτησvη ρ καλείται μετρική σvτο X και το ζεύγος (X, ρ) ονομάζεται μετρικός χώρος.
Ο αριθμός ρ(x, y) ονομάζεται απόσvτασvη του σvημείου x από το σvημείο y.

Ορισμός 2.5. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος και A ⊆ X. Η διάμετρος του A σvυμβολίζεται με
diam(A) και ισvούται με

diam(A) = sup{ ρ(x, y) : x, y ∈ A }

Είναι σvαφές ότι diam(A) ≥ 0.

Ορισμός 2.6. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος και ένα μη κενό A ⊆ X. Το A λέγεται φραγμένο
σvτο (X, ρ), αν ισvχύει diam(A) < +∞. Επιπλέον, αν diam(X) < +∞, τότε θα λέμε ότι η ρ είναι
φραγμένη μετρική.

Ορισμός 2.7. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος, x0 ∈ X και δ > 0 . Η ανοιχτή μπάλα σvτο (X, ρ)
με κέντρο x0 και ακτίνα δ , σvυμβολίζεται με Bρ(x0, δ) και ισvούται με

Bρ(x0, δ) = {x ∈ X : ρ(x, x0) < δ }

Πρόταση 2.8. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος. Η οικογένεια

Tρ = {A ⊆ X : ∀x ∈ A ∃δ > 0 ώσvτε Bρ(x, δ) ⊆ A}

είναι τοπολογία σvτο X και ονομάζεται επαγόμενη μετρική τοπολογία του X από τη ρ.

Απόδειξη. (i) Προφανώς, ισvχύειX ⊆ X και επιπλέον, ∀x ∈ X και ∀ε > 0, ισvχύει Bρ(X, ε) ⊆ X. ΄Αρα
X ∈ Tρ. Από την άλλη, αν υποθέσvουμε ότι � /∈ Tρ, τότε ∃y ∈ � ώσvτε ∀ε > 0 ισvχύει Bρ(y, ε) ⊈ X.
Προκύπτει y /∈ X, ο οποίο είναι άτοπο και δηλαδή � ∈ Tρ.

(ii) ΄Εσvτω {Ui}ni=1 πεπερασvμένη οικογένεια σvτοιχείων της Tρ. Αν
n∩

i=1

Ui = �, τότε
n∩

i=1

Ui ∈ Tρ.

΄Εσvτω, ότι ∃x0 ∈
n∩

i=1

Ui. Τότε, ∀i ∈ {1, 2, ..., n} ∃δi > 0 ώσvτε Bρ(x0, δi) ⊆ Ui και θέτουμε δ0 =

min{δi : i ∈ {1, 2, ..., n}}. Παρατηρούμε ότι

Bρ(x0, δ0) ⊆ Bρ(x0, δi) ⊆ Ui , ∀i ∈ {1, 2, ..., n}

και δηλαδή ισvχύει Bρ(x0, δ0) ⊆
n∩

i=1

Ui. Επειδή το x0 ήταν τυχαίο, σvυμπεραίνουμε ότι
n∩

i=1

Ui ∈ Tρ.

(iii) ΄Εσvτω I μη κενό σvύνολο και {Ui}i∈I οικογένεια σvτοιχείων της Tρ. Προφανώς, αν ∀i ∈ I
έχουμε Ui = �, είναι άμεσvο ότι

∪
i∈I

Ui = � και δηλάδή
∪
i∈I

Ui ∈ Tρ.
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΄Εσvτω ότι ∃x0 ∈
∪
i∈I

Ui. Τότε, ∃i0 ∈ I ώσvτε x0 ∈ Ui0 . Εφόσvον Ui0 ∈ Tρ ∃δ0 > 0 ώσvτε

Bρ(x0, δ0) ⊆ Ui0 . Προκύπτει ότι
Bρ(x0, δ0) ⊆ Ui0 ⊆

∪
i∈I

Ui

και σvυνεπώς
∪
i∈I

Ui ∈ Tρ.

Ορισμός 2.9. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος. Ο (X, T ) λέγεται μετρικοποιήσvιμος αν
υπάρχει μετρική ρ σvτο X, τέτοια ώσvτε T = Tρ. Στην περίπτωσvη αυτή, θα λέμε ότι η τοπολογία T
είναι μετρικοποιήσvιμη.
Ορισμός 2.10. ΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο και ρ1, ρ2 μετρικές σvτο X. Θα λέμε ότι οι ρ1, ρ2 είναι
ισvοδύναμες μετρικές, αν ∃c1 > 0 ∃c2 > 0 ώσvτε ∀x, y ∈ X, ισvχύει

c1ρ1(x, y) ≤ ρ2(x, y) ≤ c2ρ1(x, y)

Παρατήρηση 2.11. ΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο και ρ1, ρ2 ισvοδύναμες μετρικές σvτο X. Αν Tρ1, Tρ2

οι αντίσvτοιχες επαγόμενες τοπολογίες από τις ρ1 και ρ2, ισvχύει Tρ1 = Tρ2.

Παραδείγματα τοπολογιών και μετρικών

1) Θεωρώντας το σvύνολο R των πραγματικών αριθμών, ορίζουμε τη σvυνάρτησvη ρ : R×R −→ R+,
όπου ∀x, y ∈ R,

ρ(x, y) = |x− y|, ∀x, y ∈ R
Η σvυνάρτησvη ρ είναι μετρική σvτο R και αναφέρεται ως σvυνήθης μετρική σvτο R. Η επαγόμενη
τοπολογία

Tρ = {Bρ(x, ε) : x ∈ R, ε > 0} = {(x− ε, x+ ε) : x ∈ R, ε > 0}
λέγεται σvυνήθης τοπολογία σvτο R.

2) ΄Εσvτω μη κενό σvύνολο X και ορίζουμε τη σvυνάρτησvη ρd : X ×X −→ R+, όπου ∀x, y ∈ X

ρd(x, y) =

{
1 αν x 6= y

0 αν x = y

Η σvυνάρτησvη ρd είναι μετρική σvτο X και αναφέρεται ως διακριτή μετρική σvτο X. Επιπλέον,
ισvχύει ότι Tρ = P(X). Πράγματι, αν A ∈ P(X), ισvχύει A =

∪
x∈A

{x}. Για οποιοδήποτε x ∈ A,

επιλέγουμε εx ∈ (0, 1) και έτσvι ώσvτε Bρd(x, εx) = {x}. Είναι άμεσvο ότι

A =
∪
x∈A

Bρd(x, εx) =⇒ P(X) ⊆ Tρd
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Επειδή για οποιοδήποτε τοπολογία T σvτο X ισvχύει T ⊆ P(X), σvυμπεραίνουμε ότι Tρd = P(X). Η
σvυλλογή P(X) λέγεται διακριτή τοπολογία σvτο X και είναι η ισvχυρότερη τοπολογία σvτο X.

3) ΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο, x0 ∈ X και η σvυλλογή T = {�} ∪ {U ⊆ X : x0 ∈ U} είναι
τοπολογία σvτο X και καλείται τοπολογία του ιδιαίτερου σvημείου. Επιπλέον, αν το X έχει
τουλάχισvτον δύο σvτοιχεία, η T δεν είναι μετρικοποιήσvιμη.
Η T είναι τοπολογία.
(i) � ∈ T και X ∈ T , αφού X ⊆ X και x0 ∈ X.

(ii) ΄Εσvτω U1, U2 ∈ T . Αν U1 = � ή U2 = �, ισvχύει U1 ∩ U2 = � και δηλαδή U1 ∩ U2 ∈ T . Αν
U1 6= � και U2 6= �, τότε

x0 ∈ U1 ∧ x0 ∈ U2 =⇒ x0 ∈ U1 ∩ U2 ⊆ X

και οπότε U1 ∩ U2 ∈ T .

(iii) ΄Εσvτω I μη κενό σvύνολο και {Ui}i∈I οικογένεια σvτοιχείων της T . Προφανώς, αν ∀i ∈ I
έχουμε Ui = �, είναι άμεσvο ότι

∪
i∈I

Ui = �. Διαφορετικά, ∃i0 ∈ I ώσvτε Ui0 6= � και επειδή Ui0 ∈ T ,

οφείλει x0 ∈ Ui0 . Είναι άμεσvο ότι

x0 ∈
∪
i∈I

Ui ⊆ X =⇒
∪
i∈I

Ui ∈ T

Αν X περιέχει τουλάχισvτον δύο σvτοιχεία, η T δεν είναι μετρικοποιήσvιμη.

Πράγματι, αν (X, ρ) μετρικός χώρος, όπου T = Tρ και x0, x1 ∈ X, επιλέγουμε 0 < ε <
ρ(x0, x1)

2
και τότε, ισvχύει Bρ(x0, ε) ∩ Bρ(x1, ε) = �. Αφού T = Tρ, οφείλει Bρ(x1, ε) ∈ T , το οποίο είναι
άτοπο, καθώς x0 /∈ Bρ(x1, ε).

4) ΄Εσvτω μη κενό σvύνολο X. Η σvυλλογή T = {�} ∪ {X \ F : F ⊆ X, F πεπερασvμένο} είναι
τοπολογία σvτο X και καλείται σvυμπεπερασvμένη τοπολογία σvτο X. Επιπλέον, αν το X είναι
άπειρο, η T δεν είναι μετρικοποιήσvιμη.

H T είναι τοπολογία.
(i) � ∈ T και X ∈ T , αφού X \X = � είναι πεπερασvμένο.

(ii) ΄Εσvτω U1, U2 ∈ T . Αν U1 = � ή U2 = �, ισvχύει U1 ∩ U2 = � και δηλαδή U1 ∩ U2 ∈ T . Αν
U1 6= � και U2 6= �, τότε τα X \ U1 και X \ U2 είναι πεπερασvμένα και το

X \ (U1 ∩ U2) = (X \ U1) ∪ (X \ U2)
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είναι πεπερασvμένο. Συνεπώς U1 ∩ U2 ∈ T .

(iii) ΄Εσvτω I μη κενό σvύνολο και {Ui}i∈I οικογένεια σvτοιχείων της T . Προφανώς, αν ∀i ∈ I
έχουμε Ui = �, είναι άμεσvο ότι

∪
i∈I

Ui = �. Διαφορετικά, ∃i0 ∈ I ώσvτε Ui0 6= � και δηλαδή X \ Ui0

είναι πεπερασvμένο. ΄Εχουμε ότι
X \

∪
i∈I

Ui ⊆ X \ Ui0

από όπου, έπεται ότι το X \
∪
i∈I

Ui είναι πεπερασvμένο και δηλαδή
∪
i∈I

Ui ∈ T .

Αν X άπειρο, τότε η T δεν είναι μετρικοποιήσvιμη.

Πράγματι, αν (X, ρ) μετρικός χώρος, όπου T = Tρ και x, y ∈ X, επιλέγουμε 0 < ε <
ρ(x, y)

2
και

τότε, ισvχύει Bρ(x, ε) ∩ Bρ(y, ε) = �. Αυτό σvημαίνει πως σvε κάθε μετρικό χώρο υπάρχουν ανοιχτά
και ξένα μεταξύ τους σvύνολα. Ωσvτόσvο, αν U1, U2 ∈ T \ � ώσvτε U1 ∩ U2 = �, προκύπτει ότι

X = X \ (U1 ∩ U2) = (X \ U1) ∪ (X \ U2)

είναι πεπερασvμένο, το οποίο είναι άτοπο. Εφόσvον η τοπολογία T δεν περιέχει σvύνολα ξένα μεταξύ
τους, είναι αδύνατο να επάγεται από κάποια μετρική σvτο X.

2.1.2 Σύγκλισvη-Συνέχεια

Ορισμός 2.12. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και {xn}n∈N ⊆ X μια ακολουθία σvτο X. Το
x0 ∈ X καλείται όριο της {xn}n∈N σvτο (X, T ), αν ∀U ∈ T με x0 ∈ U , ∃n0 ∈ N τέτοιο ώσvτε
∀n ≥ n0 , ισvχύει xn ∈ U . Μια ακολουθία {xn}n∈N ⊆ X καλείται σvυγκλίνουσvα σvτο (X, T ), αν
∃x0 ∈ X που είναι όριο της {xn}n∈N. Θα λέμε ότι η ακολουθία {xn}n∈N σvυγκλίνει σvτο x0 υπό την

τοπολογία T και θα το σvυμβολίζουμε με xn
T−→ x0. .

Ορισμός 2.13. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος, {xn}n∈N ⊆ X μια ακολουθία σvτο X και x0 ∈ X.
Αν x0 είναι όριο της {xn}n∈N σvτο (X, ρ), τότε αν ∀ε > 0, ∃n0 = n0(ε) ∈ N ώσvτε ∀n ≥ n0 , ισvχύει
ρ(xn, x0) < ε. Θα το σvυμβολίζουμε με xn

Tρ−→ x0 ή απλά xn −→ x0

Πρόταση 2.14. [3](Μοναδικότητα ορίου) ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος , {xn}n∈N ⊆ X μια
σvυγκλίνουσvα ακολουθία σvτο (X, T ). Τότε, το όριο της {xn}n∈N είναι και μοναδικό.
Ορισμός 2.15. ΄Εσvτω (X, T ), (Y,V) τοπολογικοί χώροι, μια f : (X, T ) −→ (Y,V) και x0 ∈ X.
Η f λέγεται σvυνεχής σvτο x0 αν ∀V ∈ V με f(x0) ∈ V , ∃U ∈ T με x0 ∈ U και ώσvτε f(U) ⊂ V .
Αν η f είναι σvυνεχής σvε κάθε σvημείο x0 ∈ X, θα λέμε ότι η f είναι σvυνεχής σvτο (X, T ), ή απλά
σvυνεχής σvτο X.
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Παρατήρηση 2.16. Αν x0 ∈ X και η f είναι ασvυνχεής σvτο x0, τότε ∃V ∈ V με f(x0) ∈ V τέτοιο
ώσvτε ∀U ∈ T με x0 ∈ U , ισvχύει f(U) ⊈ V .

Θεώρημα 2.17. (Αρχή μεταφοράς) ΄Εσvτω (X, ρ), (Y, d) μετρικοί χώροι, μια f : (X, ρ) −→ (Y, d)
και x0 ∈ X. Τα επόμενα είναι ισvοδύναμα.

(i) Η f είναι σvυνεχής σvτο x0.

(ii) Για οποιαδήποτε ακολοουθία {xn}n∈N ⊆ X με xn
Tρ−→ x0, ισvχύει f(xn)

Td−→ f(x0).

Απόδειξη. (i)=⇒(ii) ΄Εσvτω ότι f είναι σvυνεχής σvτο x0 και έσvτω ακολουθία {xn}n∈N ⊆ X ώσvτε
xn −→ x0.Θεωρούμε, επίσvης, ένα οποιοδήποτε ε > 0. Αφού η f είναι σvυνεχής σvτο x0, ∃δ > 0 ώσvτε

∀x ∈ X με ρ(x, x0) < δ, ισvχύει d(f(x), f(x0)) < ε. Δεδομένου ότι xn
Tρ−→ x0 και για το δοθέν

ε, ∃n0 ∈ N ώσvτε ∀n ≥ n0, ισvχύει ρ(xn, x0) < δ. Από τη σvυνέχεια της f σvτο x0, είναι άμεσvο ότι
∀n ≥ n0, ισvχύει d(f(x), f(x0)) < ε ,. Επειδή το ε ήταν τυχαίο, σvυμπεραίνουμε ότι

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ώσvτε ∀n ≥ n0, d(f(x), f(x0)) < ε

και δηλαδή f(xn)
Td−→ f(x0).

(ii)=⇒(i) ΄Εσvτω ότι για οποιαδήποτε ακολουθία {xn}n∈N ⊆ X με xn
Tρ−→ x0, ισvχύει f(xn)

Td−→
f(x0) και έσvτω προς άτοπο ότι f είναι ασvυνεχής σvτο x0. Τότε, ∃ε > 0 ώσvτε ∀δ > 0, ∃xδ ∈ X με

ρ(xδ, x0) < δ και ισvχύει d(f(xδ), f(x0)) ≥ ε. Θέτονας δ =
1

n
, ∀n ∈ N, ∃xn ∈ X με ρ(xn, x0) <

1

n

και d(f(x), f(x0)) ≥ ε. Αφού, τώρα, ισvχύει 0 ≤ ρ(xn, x0) <
1

n
, ∀n ∈ N, έχουμε ρ(xn, x0) −→ 0

και δηλαδή xn
Tρ−→ x0. Τότε, όμως, βρήκαμε ακολουθία σvτο (X, ρ) που σvυγκλίνει σvτο x0 και για

την οποία, έχουμε xn
Tρ−→ x0 και ∃ε > 0 ώσvτε ∀n ∈ N, ισvχύει d(f(xn), f(x0)) ≥ ε, και δηλαδή

η ακολουθία {f(xn)}n∈N ⊆ Y δε σvυγκλίνει σvτο f(x0). ΄Ατοπο. Επομένως, η f είναι σvυνεχής σvτο
x0.

2.2 Ανοιχτά σvύνολα-Βάσvεις-Περιοχές

Πρόταση 2.18. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και μη κενό A ⊆ X. Το A είναι ανοιχτό αν και
μόνο εάν ∀x ∈ A ∃U ∈ T , ώσvτε x ∈ U ⊆ A.
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Απόδειξη. (=⇒) ΄Εσvτω x0 ∈ A. Αφού A είναι ανοιχτό, τότε A ∈ T και οπότε x ∈ A ⊆ A.
(⇐=) ΄Εχουμε ότι

∀x ∈ A ∃Ux ∈ T ώσvτε x ∈ Ux ⊆ A

και δηλαδή A ⊆
∪
x∈A

Ux. Επειδή, επιπλέον, ισvχύει
∪
x∈A

Ux ⊆ A, σvυμπεραίνουμε ότι A =
∪
x∈A

Ux ∈ T .

Παρατήρηση 2.19. Τα ανοιχτά υποσvύνολα ενός τοπολογικού χώρου είναι ακριβώς εκείνα που
γράφονται ως ένωσvη ανοιχτών.

Ορισμός 2.20. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και B ⊆ T . Η B καλείται βάσvη για την τοπολογία
T , αν ∀U ∈ T ∃{Bi}i∈I οικογένεια σvτοιχείων της B, ώσvτε U =

∪
i∈I

Bi. Τα σvτοιχεία της B λέγονται

βασvικά ανοιχτά σvύνολα.

Πρόταση 2.21. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και B ⊆ T . Τα ακόλουθα είναι ισvοδύναμα:

(i) Η B είναι βάσvη για την T .

(ii) Για κάθε U ∈ T \ � και ∀x ∈ U , ∃B ∈ B ώσvτε x ∈ B ⊆ U .

Απόδειξη. (i)=⇒(ii) ΄Εσvτω U ∈ T \ �. Τότε, ∃{Bi}i∈I ⊆ B ώσvτε U =
∪
i∈I

Bi. Αν x0 ∈ U , τότε

∃i0 ∈ I, ώσvτε x0 ∈ Bi0 ⊆
∪
i∈I

Bi.

(ii)=⇒(i) ΄Εσvτω U ∈ T \�. Για κάθε x ∈ U επιλέγουμε Bx ∈ B, ώσvτε x ∈ Bx ⊆ U . Είναι άμεσvο
ότι U =

∪
x∈U

Bx. Εφόσvον το U ήταν τυχαίο, σvυμπεραίνουμε πως η B είναι βάσvη της T .

Παρατήρηση 2.22. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και B μια βάσvη για την T . Οποιοδήποτε
οικογένεια B′ με B ⊆ B′ ⊆ T είναι επίσvης βάσvη για την T . Ειδικότερα, η T είναι μια βάσvη για την
T .

Πρόταση 2.23. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, B ⊆ T μια βάσvη της T και U ⊆ X. Τα
ακόλουθα είναι ισvοδύναμα:

(i) Το U είναι ανοιχτό.

(ii) Για κάθε x ∈ U , ∃B ∈ B ώσvτε x ∈ B ⊆ U .

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άμεσvα από Πρότασvη 2.18 και από Πρότασvη 2.21.

Θεώρημα 2.24. ΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο και B ⊆ P(X). Τα ακόλουθα είναι ισvοδύναμα:

(i) Η σvυλλογή B αποτελεί βάσvη μιας τοπολογίας σvτο X.
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(ii) X =
∪

B και αν B1, B2 ∈ B και x ∈ B1 ∩B2, ∃B3 ∈ B ώσvτε x ∈ B3 ⊆ B1 ∩B2.

Απόδειξη. (i)=⇒(ii) Θεωρούμε τοπολογία T για την οποία η B είναι βάσvη. Εφόσvον X ∈ T ,
∃{Bi}i∈I ⊆ B ώσvτε X =

∪
i∈I

Bi. ΄Εχουμε ότι

X =
∪
i∈I

Bi ⊆
∪

B

καθώς επίσvης ∪
B ∈ T ⊆ P(X) =⇒

∪
B ⊆ X

Από τα παραπάνω, προκύπτει X =
∪

B. Επιπλέον, για οποιαδήποτε B1, B2 ∈ B ισvχύει B1, B2 ∈ T και
επειδή η T είναι τοπολογία σvτοX, οφείλει B1∩B2 ∈ T . Συνεπώς, ∃{Bj}j∈J ⊆ B με B1∩B2 =

∪
j∈J

Bj.

Αν x ∈ B1∩B2, τότε από Πρότασvη 2.17 ∃j0 ∈ J ώσvτε x ∈ Bj0 ⊆ B1∩B2. Θέτοντας B3 = Bj0 ∈ B,
έχουμε το ζητούμενο.

(ii)=⇒(i) Θέτουμε T = {U ⊆ X : ∃{Bj}j∈J ⊆ B ώσvτε U =
∪
j∈J

Bj}, δηλαδή, όλα τα U ⊆ X που

εκφράζοται ως ένωσvη σvτοιχείων της B. Θα δείξουμε ότι η T είναι τοπολογία σvτο X και έχει για βάσvη
τη B.

(i) Πράγματι, � ∈ T και X ∈ T (για Bj = �, j ∈ J και {Bj}j∈J = B αντίσvτοιχα).

(ii) ΄Εσvτω U1, U2 ∈ T . Τότε υπάρχουν J1 και J2 ώσvτε U1 =
∪

j∈J1

Bj1 και U2 =
∪

j∈J2

Bj2 και

σvυνεπώς, έχουμε
U1 ∩ U2 =

∪
Bj1 ∩Bj2 : j1 ∈ J1, j2 ∈ J2}

Από το (2), αν για κάποια j1 ∈ J1, j2 ∈ J2 ισvχύει x ∈ Bj1 ∩ Bj2 θα περιέχεται σvε ένα Bx ∈ B ,
για το οποίο ισvχύει x ∈ Bx ⊆ Bj1 ∩ Bj2 . Είναι άμεσvο ότι Bj1 ∩ Bj2 =

∪
x∈Bj1

∩Bj2

Bx και άρα, έχουμε

U1 ∩ U2 ∈ T .

(iii) ΄Εσvτω I μη κενό σvύνολο και {Ui}i∈I οικογένεια σvτοιχείων της T . Τότε, ∀i ∈ I ∃Ji ⊆ B,
τέτοιο ώσvτε Ui =

∪
j∈Ji

Bj. Θέτοντας J =
∪
i∈I

Ji προκύτπει

∪
i∈I

Ui =
∪
i∈I

(
∪
j∈Ji

Bj) =
∪
j∈J

Bj

και δηλαδή
∪
i∈I

Ui ∈ T .
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Επιπλέον, για οποιοδήποτε B ∈ B και {Bj}j∈J = {B} έχουμε B =
∪
j∈J

Bj και οπότε B ∈ T .

Είναι άμεσvο πως η B αποτελεί βάσvη για την T .

Ορισμός 2.25. ΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο, T μια τοπολογία σvτο X και F ⊆ P(X). Θα λέμε ότι η
T παράγεται από την F και θα σvυμβολίζουμε με T = T (F), αν ικανοποιούνται τα παρακάτω:

(i) F ⊆ T .

(ii) Για οποιοδήποτε τοπολογία T ′ σvτο X με F ⊆ T ′, ισvχύει T ⊆ T ′.

Η T = T (F) είναι η μικρότερη τοπολογία σvτο X που περιίεχει την F .

Πρόταση 2.26. [4]΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο και {Ti}i∈I μια οικογένεια τοπολογιών σvτο X. Τότε,
η σvυλλογή

∩
i∈I

Ti είναι τοπολογία σvτο X.

Πρόταση 2.27. ΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο και οικογένεια F ⊆ P(X). Τότε, υπάρχει η μικρότερη
τοπολογία σvτο X που περιέχει την F .

Απόδειξη. Θεωρούμε A = {T ⊆ P(X) : T τοπολογία σvτο X &F ⊆ T }. Τότε A 6= �, αφού
P(X) ∈ A και θέτουμε

T (F) =
∩

{T : T ∈ A}

Από την προηγούμενη πρότασvη, η σvυλλογή T (F) είναι τοπολογία σvτο X με F ⊆ T (F). Μάλισvτα,
αν T ∈ A, ισvχύει T (F) ⊆ T και δηλαδή, η T (F) είναι ακριβώς η μικρότερη τοπολογία σvτο X που
περίεχει την F .

Ορισμός 2.28. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και x0 ∈ X. ΄Ενα G ⊆ X θα καλείται περιοχή
του x0, αν ∃U ∈ T τέτοιο ώσvτε x0 ∈ U ⊆ G. Αν επιπλέον το G είναι ανοιχτό, τότε λέγεται ανοιχτή
περιοχή του x0. Κάθε U ∈ T με x0 ∈ U είναι μια ανοιχτή περιοχή του x0.

Πόρισμα 2.29. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και μη κενό A ⊆ X. Το A είναι ανοιχτό αν και
μόνο εάν ∀x ∈ A ∃G ⊆ A περιοχή του x.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι όμοια με την Πρότασvη 2.18.

Ορισμός 2.30. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και x ∈ X. Η οικογένεια Gx = {G ⊆ X :
G περιοχή του x} είναι το σvύνολο όλων των περιοχών του x και καλείται σvύσvτημα περιοχών του
x. Για τη διάκρισvη της τοπολογίας, το σvύσvτημα περιοχών κάποιου x ∈ X ως προς την τοπολογία T
σvυμβολίζεται και ως GT

x .

Πρόταση 2.31. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και x ∈ X. Το σvύσvτημα περιοχών Gx έχει τις
παρακάτω ιδιότητες:
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(i) Αν G ∈ Gx, τότε G 6= �.

(ii) Αν G1, G2 ∈ Gx, τότε G1 ∩G2 ∈ Gx.

(iii) Αν G ∈ Gx και G ⊆ V ⊆ X, τότε V ∈ Gx.

(iv) ΄Ενα G ⊆ X είναι ανοιχτό, αν και μόνο εάν G ∈ Gx, ∀x ∈ G.

(v) Αν G ∈ Gx, τότε ∃V ∈ Gx με V ⊆ G και V ∈ Gy, ∀y ∈ V .

Απόδειξη. (i) Αν G ∈ Gx, τότε x ∈ G και άρα G 6= �.

(ii) Αν G1, G2 ∈ Gx, τότε x ∈ G1 ∧ x ∈ G2 και οπότε x ∈ G1 ∩G2 =⇒ G1 ∩G2 ∈ Gx.

(iii) Αν G ∈ Gx και G ⊆ V , είναι άμεσvο ότι x ∈ V =⇒ V ∈ Gx.

(iv) (=⇒) ΄Εσvτω G ⊆ X ανοιχτό και x ∈ G. Τότε ∃{Ui}i∈I ⊆ T ώσvτε G =
∪
i∈I

Ui. Αφού x ∈ G,

∃i0 ∈ I ώσvτε x ∈ Ui0 και επειδή Ui0 ∈ T , οφείλει Ui0 ∈ Gx. ΄Εχουμε ότι

x ∈ Ui0 ⊆ G
(iii)=⇒ G ∈ Gx

(⇐=) ΄Εσvτω G ⊆ X ώσvτε G ∈ Gx, ∀x ∈ G. Τότε, ∀x ∈ G ∃Ux ∈ T ώσvτε x ∈ Ux ⊆ G. Από
Πρότασvη 2.18 προκύπτει ότι G είναι ανοιχτό.

(v) ΄Εσvτω G ∈ Gx. Τότε ∃U ∈ T , ώσvτε x ∈ U ⊆ G. Θέτοντας V = U , που είναι ανοιχτό, είναι
άμεσvο ότι V ∈ Gx και από (iv) προκύπτει ότι V ∈ Gy, ∀y ∈ V .

Παρατήρηση 2.32. Αν (X, T ) τοπολογικός χώρος και V ⊆ X τέτοιο ώσvτε V ∈ Gy, ∀y ∈ V , τότε
το V είναι ανοιχτό.

Θεώρημα 2.33. ΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο και ∀x ∈ X θεωρούμε μη κενή οικογένεια Nx ⊆ P(X)
με τις εξής ιδιότητες:

(i) Αν U ∈ Nx, τότε x ∈ U .

(ii) Αν U1, U2 ∈ Nx, τότε U1 ∩ U2 ∈ Nx.

(iii) Αν U ∈ Nx και U ⊆ V ⊆ X, τότε V ∈ Nx.

(iv) Αν U ∈ Nx, τότε ∃V ∈ Nx με V ⊆ U και V ∈ Ny, ∀y ∈ V .
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Τότε, η σvυλλογή T = {U ⊆ X : U ∈ Nx ∀x ∈ U} ∪ {�} είναι τοπολογία σvτο X και ∀x ∈ X
ισvχύει Gx = Nx, όπου Gx το σvύσvτημα περιοχών του x ως προς την T .

Απόδειξη. Η T είναι τοπολογία.
(i) Εξ ορισvμού έχουμε � ∈ T . Επειδή Nx 6= �, ∃Ux ∈ Nx. Αφού Ux ⊆ X, από (iii) έχουμε

X ∈ Nx, ∀x ∈ X και σvυνεπώς X ∈ T .

(ii) ΄Εσvτω U1, U2 ∈ T . Αν U1 = � ή U2 = �, ισvχύει U1 ∩ U2 = � και δηλαδή U1 ∩ U2 ∈ T . Αν
U1 6= � και U2 6= �, τότε

U1 ∈ Nx &U2 ∈ Nx
(ii)=⇒ U1 ∩ U2 ∈ Nx

Είναι άμεσvο ότι U1 ∩ U2 ∈ T .

(iii) ΄Εσvτω I μη κενό σvύνολο και {Ui}i∈I αφθαίρετη οικογένεια σvτοιχείων της T . Προφανώς, αν
∀i ∈ I έχουμε Ui = �, είναι άμεσvο ότι

∪
i∈I

Ui = �. Διαφορετικά, ∃i0 ∈ I ώσvτε Ui0 6= � και δηλαδή

Ui0 ∈ Nx. ΄Εχουμε ότι
x ∈ Ui0 ⊆

∪
i∈I

Ui
(iii)=⇒

∪
i∈I

Ui ∈ Nx

και άρα
∪
i∈I

Ui ∈ T .

Ισvχύει ότι Gx = Nx, ∀x ∈ X.
Θεωρούμε τον τοπολογικό χώρο (X, T ), όπου T η τοπολογία που ορίσvτηκε παραπάνω και έσvτω

x ∈ X, G ∈ Gx. Τότε, ∃U ∈ T με x ∈ U ⊆ G και δηλαδή U ∈ Nx. Από (iii) προκύπτει ότι G ∈ Nx

και επειδή το G ήταν τυχαίο, έχουμε ότι Gx ⊆ Nx. Αντίσvτροφα, έσvτω U ∈ Nx. Από (iv) και την
παραπάνω παρατήρησvη, ∃V ∈ Nx ανοιχτό και ώσvτε V ⊆ U . Από (i) έχουμε ότι x ∈ V και εφόσvον V
ανοιχτό, οφείλει V ∈ Gx. ΄Εχουμε ότι

x ∈ V ⊆ U &V ∈ Gx =⇒ U ∈ Gx

Αφού U ήταν τυχαίο, σvυμπεραίνουμε ότι Nx ⊆ Gx.

Ορισμός 2.34. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, x ∈ X και το σvύσvτημα περιοχών Gx. Μια
οικογένεια Bx ⊆ Gx λέγεται βάσvη περιοχών του x, αν ∀G ∈ Gx ∃B ∈ Bx, ώσvτε B ⊆ G. Για τη
διάκρισvη της τοπολογίας, μια βάσvη περιοχών κάποιου x ∈ X ως προς την τοπολογία T σvυμβολίζεται
και ως BT

x . Τα σvτοιχεία της Bx λέγονται βασvικές περιοχές του x.

Πρόταση 2.35. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και ∀x ∈ X θεωρούμε Bx βάσvη περιοχών του x.
Τότε:

(i) Αν B ∈ Bx, τότε B 6= �.
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(ii) Αν B1, B2 ∈ Bx, τότε B1 ∩ B2 ∈ Bx.

(iii) ΄Ενα G ⊆ X είναι ανοιχτό, αν και μόνο εάν ∀x ∈ G ∃B ∈ Bx, ώσvτε x ∈ B ⊆ G.

(iv) Αν B ∈ Bx, τότε ∃G ⊆ X με G ⊆ B και ∀y ∈ G ∃By ώσvτε By ⊆ G.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι όμοια με την Πρότασvη 2.31.

Θεώρημα 2.36. ΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο και ∀x ∈ X θεωρούμε μη κενή οικογένεια Bx με τις
εξής ιδιότητες:

(i) Αν B ∈ Bx, τότε x ∈ B.

(ii) Αν B1, B2 ∈ Bx, τότε B1 ∩ B2 ∈ Bx.

(iii) Αν B ∈ Bx, τότε ∃G ⊆ X με x ∈ G ⊆ B και ∀y ∈ G ∃By, ώσvτε By ⊆ G.

Τότε, η σvυλλογή T = {U ⊆ X : ∀x ∈ U ∃B ∈ Bx ώσvτε B ⊆ U} ∪ {�} είναι τοπολογία σvτο X
και ∀x ∈ X, η Bx είναι βάσvη περιοχών του x ως προς την T .

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι όμοια με την Πρότασvη 2.33.

Θεώρημα 2.37. ΄Εσvτω X μη κενό σvύνολο και T1, T2 δύο τοπολογίες σvτο X. Επιπλέον, ∀x ∈ X
θεωρούμε σvυσvτήματα περιοχών G1

x, G2
x και βάσvεις περιοχών B1

x, B2
x του x ως προς T1 και T2 αντίσvτοιχα.

Τότε, τα επόμενα είναι ισvοδύναμα:

(i) T1 ⊆ T2.

(ii) Για κάθε x ∈ X ισvχύει G1
x ⊆ G2

x.

(iii) Για κάθε x ∈ X και B1 ∈ B1
x, υπάρχει B2 ∈ B2

x ώσvτε B2 ⊆ B1.

Απόδειξη. (i)=⇒(ii)΄Εσvτω x ∈ X και G ∈ G1
x. Τότε, ∃U ∈ T1 με x ∈ U ⊆ G. Αφού T1 ⊆ T2, έπεται

ότι U ∈ T2 και επειδή x ∈ U , οφείλει U ∈ G2
x. Επιπλέον

x ∈ U ⊆ G&U ∈ G2
x =⇒ G ∈ G2

x

Εφόσvον G ήταν τυχαίο, προκύπτει G1
x ⊆ G2

x.
(ii)=⇒(i) ΄Εσvτω U ∈ T1. Τότε, από Πρότασvη 2.31(iv) έχουμε U ∈ G1

x, ∀x ∈ U . Αφού G1
x ⊆ G2

x,
είναι άμεσvο ότι U ∈ G2

x, ∀x ∈ U και σvυνεπώς U ∈ T2. Αφού U ήταν τυχαίο, έπεται ότι T1 ⊆ T2.
(ii)=⇒(iii)΄Εσvτω x ∈ X και B1 ∈ B1

x. Τότε B1 ∈ G1
x και από το (i) οφείλει B1 ∈ G2

x. Αφού
B2
x είναι βάσvη περιοχών του x ως προς T2 και B1 ∈ B2

x, από Πρότασvη 2.35(iv), ∃B2 ∈ B2
x και ώσvτε

B2 ⊆ B1.

24



(iii)=⇒(ii) ΄Εσvτω x ∈ X και U ∈ B1
x. Αφού B1

x είναι βάσvη περιοχών του x ως προς T1, από
Πρότασvη 2.35 (iv) ∃B1 ∈ B1

x, τέτοιο ώσvτε B1 ⊆ U . Από υπόθεσvη, αφού B1 ∈ B1
x, θα υπάρχει

B2 ∈ B2
x με B2 ⊆ B1 και σvυνεπώς B2 ∈ G2

x. Τέλος, επειδή x ∈ B2 ⊆ U , από Πρότασvη 2.31 (iv)
προκύπτει U ∈ G2

x. Αφού U ήταν τυχαίο, έχουμε G1
x ⊆ G2

x.

2.3 Κλεισvτότητα-Εσvωτερικό-Υπόχωροι

Ορισμός 2.38. ΄Εσvτω (X, T )τοπολογικός χώρος και μη κενό F ⊆ X. Το σvύνολο F λέγεται
T −κλεισvτό ή απλά κλεισvτό αν X \ F ∈ T .

Θεώρημα 2.39. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος. Τότε:

(i) Τα σvύνολα X και � είναι κλεισvτά.

(ii) Αν {Fi}ni=1 είναι μια πεπερασvμένη οικογένεια κλεισvτών υποσvυνόλων του X, το
n∪

i=1

Fi ⊆ X

είναι επίσvης κλεισvτό.

(iii) Αν I μη κενό σvύνολο και {Fi}i∈I οικογένεια κλεισvτών υποσvυνόλων του X, το
∩
i∈I

Fi ⊆ X είναι

επίσvης κλεισvτό.

Απόδειξη. (i) Ισvχύει ότι X \X = � ∈ T και X \ � = X ∈ T .
(ii) ΄Εσvτω {Fi}ni=1 πεπερασvμένη οικογένεια κλεισvτών υποσvυνόλων τουX. Για κάθε i ∈ {1, 2, ..., n}

έχουμε X \ Fi ∈ T και σvυνεπώς
n∩

i=1

(X \ Fi) ∈ T . Από τους νόμους de Morgan, έχουμε

n∩
i=1

(X \ Fi) = X \
n∪

i=1

Fi

και δηλαδή X \
n∪

i=1

Fi ∈ T .

(iii) ΄Εσvτω {Fi}i∈I οικογένεια κλεισvτών υποσvυνόλων του X. Για κάθε i ∈ I έχουμε X \ Fi ∈ T
και σvυνεπώς

∪
i∈I

(X \ Fi) ∈ T . Από τους νόμους de Morgan, έχουμε

∪
i∈I

(X \ Fi) = X \
∩
i∈I

Fi
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και δηλαδή X \
∩
i∈I

Fi ∈ T .

Ορισμός 2.40. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Το σvύνολο∩
{F ⊆ X : A ⊆ F &F κλεισvτό}

λέγεται κλεισvτότητα του A και σvυμβολίζεται με clX(A). Για τη διάκρισvη της τοπολογίας, η
κλεισvτότητα του A ως προς την τοπολογία T σvυμβολίζεται και ως clT (A). ΄Ενα x ∈ clX(A) λέγεται
οριακό σvημέιο του A.

Παρατήρηση 2.41. Αν (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X, το σvύνολο clX(A) είναι το μικρότερο
κλεισvτό υποσvύνολο του X που περιέχει το A.

Πρόταση 2.42. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Τότε για όλα τα A,B ⊆ X ισvχύουν:

(i) A ⊆ clX(A)

(ii) A κλεισvτό ⇐⇒A = clX(A)

(iii) clX(clX(A)) = clX(A)

(iv) Αν A ⊆ B, τότε clX(A) ⊆ clX(B)

(v) clX(A ∪ B) = clX(A) ∪ clX(B)

Απόδειξη. (i) ΄Αμεσvο Παρατήρησvη 2.41.
(ii) Εφόσvον A κλεισvτό, οφείλει clX(A) =

∩
{F ⊆ X : A ⊆ F &F κλεισvτό} = A.

(iii) Θέτουμε F = clX(A). Επειδή F κλεισvτό, από το (ii) έχουμε ότι

clX(F ) = F =⇒ clX(clX(A)) = clX(A)

(iv) ΄Εσvτω A ⊆ B και έσvτω οποιοδήποτε K ∈ {F ⊆ X : B ⊆ F &F κλεισvτό}. Τότε, ισvχύει
A ⊆ B ⊆ K και σvυνεπώς, K ∈ {F ⊆ X : A ⊆ F &F κλεισvτό}. Είναι άμεσvο ότι

{F ⊆ X : B ⊆ F &F κλεισvτό} ⊆ {F ⊆ X : A ⊆ F &F κλεισvτό}

=⇒
∩

{F ⊆ X : A ⊆ F &F κλεισvτό} ⊆
∩

{F ⊆ X : B ⊆ F &F κλεισvτό}

και δηλαδή clX(A) ⊆ clX(B).
(v) Από το (i) έχουμε ότι

A ⊆ clX(A)&B ⊆ clX(B) =⇒ A ∪ B ⊆ clX(A) ∪ clX(B)
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(iv)=⇒ clX(A ∪B) ⊆ clX(clX(A) ∪ clX(B))

Επειδή clX(A) ∪ clX(B) είναι κλεισvτό, από (ii) προκύπτει clX(A ∪ B) ⊆ clX(A) ∪ clX(B) (1).
Επιπλέον, θα ισvχύει ότι

clX(A) ∪ clX(B) ∈ {F ⊆ X : A ∪ B ⊆ F &F κλεισvτό}

=⇒
∩

{F ⊆ X : A ∩B ⊆ F &F κλεισvτό} ⊆ clX(A) ∪ clX(B)

και δηλαδή clX(A ∪ B) ⊆ clX(A) ∪ clX(B) (2). Από τα (1), (2) έχουμε το ζητούμενο.

Πρόταση 2.43. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, A ⊆ X και x0 ∈ X. Τότε x0 ∈ clX(A) αν και
μόνο εάν ∀U ∈ T με x0 ∈ U , ισvχύει U ∩ A 6= �.

Απόδειξη. (=⇒) ΄Εσvτω ότι x0 ∈ clX(A) και έσvτω προς άτοπο ότι ∃U ∈ T με x0 ∈ U , τέτοιο ώσvτε
U ∩ A = �. Τότε οφείλει A ⊆ X \ U και επιπλέον, X \ U είναι κλεισvτό. Επομένως, ισvχύει

X \ U ∈ {F ⊆ X : F κλεισvτό} =⇒ clX(A) ⊆ X \ U

Αφού x0 ∈ clX(A), προκύπτει x0 ∈ X \ U . Αυτό, όμως, είναι άτοπο, επειδή από υπόθεσvη x0 ∈ U .
(⇐=) ΄Εσvτω προς άτοπο ότι x0 /∈ clX(A). Τότε x0 ∈ X \ clX(A) το οποίο είναι ανοιχτό και

σvυνεπώς, ∃V ∈ T με x0 ∈ V και ώσvτε V ⊆ X \ clX(A). Από Πρότασvη 2.42(i) έχουμε A ⊆ clX(A)
και οπότε

X \ clX(A) ⊆ X \ A =⇒ X \ clX(A) ∩ A = �
Επειδή V ⊆ X \ clX(A) είναι άμεσvο ότι V ∩ A = �, το οποίο είναι άτοπο.

Πρόταση 2.44. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος. Αν I μη κενό σvύνολο και {Ai}i∈I ⊆ X, τότε
ισvχύει

∪
i∈I

clX(Ai) ⊆ clX(
∪
i∈I

Ai).

Απόδειξη. ΄Εσvτω x0 ∈
∪
i∈I

clX(Ai). Τότε, ∃i0 ∈ I ώσvτε x0 ∈ clX(Ai0) και οπότε, από Πρότασvη 2.43

∀U ∈ T με x0 ∈ U , ισvχύει U ∩ Ai0 6= �. Για κάθε U ∈ T με x0 ∈ U έχουμε

U ∩ Ai0 6= � =⇒ U ∩
∪
i∈I

Ai 6= �

και σvυνεπώς, x0 ∈ clX(
∪
i∈I

Ai). Εφόσvον το x0 ήταν τυχαίο, έπεται το ζητούμενο.

Πρόταση 2.45. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, A ⊆ X και U ∈ T \ �. Τότε U ∩ A 6= � αν
και μόνο εάν U ∩ clX(A) 6= �.
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Απόδειξη. (=⇒) ΄Αμεσvο εφόσvον A ⊆ clX(A) και άρα

U ∩ A 6= � =⇒ U ∩ clX(A) 6= �

(⇐=) ΄Εσvτω U ∩ clX(A) 6= � και δηλαδή ∃x0 ∈ U ∩ clX(A). Επειδή x0 ∈ clX(A), από Πρότασvη
2.43 έπεται ότι ∀V ∈ T με x0 ∈ V , θα ισvχύει V ∩A 6= �. Αφού U ∈ T \� και x0 ∈ U , επιλέγοντας
V = U προκύπτει άμεσvα ότι U ∩ A 6= �.
Ορισμός 2.46. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, A ⊆ X και x0 ∈ X. Το x0 λέγεται σvημείο
σvυσvσvώρευσvης του A αν ∀U ∈ T με x0 ∈ U , ισvχύει U ∩A \ {x0} 6= �. Το σvύνολο των σvημείων
σvυσvσvώρευσvης του A καλείται παράγωγο σvύνολο του A και σvυμβολίζεται με A′.
Ορισμός 2.47. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, A ⊆ X και x0 ∈ X. Το x0 θα λέμε ότι είναι
μεμονωμένο σvημείο του A αν ∃U ∈ T ώσvτε U ∩ A = {x0}.
Παρατήρηση 2.48. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. ΄Ενα x0 ∈ A είναι σvημείο
σvυσvσvώρευσvης του A αν δεν είναι μεμονωμένο σvημείο του A και αντίσvτροφα, το x0 είναι μεμονωμένο
σvημείο του A αν δεν είναι σvημείο σvυσvσvώρευσvης του A. Αν επιπλέον T = P(X), τότε, ισvχύει A′ = �.
Γενικότερα, σvε οποιοδήποτε χώρο με τη διακριτή τοπολογία και για οποιοδήποτε A ⊆ X, κάθε σvημείο
του A είναι μεμονωμένο.
Πρόταση 2.49. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Τότε, ισvχύει clX(A) = A ∪ A′.
Απόδειξη. ΄Εσvτω x0 ∈ clX(A). Προφανώς, ισvχύει είτε x0 ∈ A, είτε x0 /∈ A. Αν x0 ∈ A, έχουμε
x0 ∈ A ∪ A′. Αν x0 /∈ A, τότε, από υπόθεσvη, ∀U ∈ T με x0 ∈ U , ισvχύει

U ∩ (A \ {x0}) = U ∩ A 6= �

και σvυνεπώς x0 ∈ A′ ⊆ A ∪ A′.
Αντίσvτροφα, έσvτω x0 ∈ A ∪ A′. Αν x0 ∈ A, τότε x0 ∈ clX(A). Αν x0 ∈ A′, τότε ∀U ∈ T με

x0 ∈ U , ισvχύει
U ∩ (A \ {x0}) 6= � =⇒ U ∩ A 6= �

και άρα x0 ∈ clX(A).
Πρόταση 2.50. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Το A είναι κλεισvτό αν και μόνο εάν
A′ ⊆ A.
Απόδειξη. (=⇒) ΄Εσvτω A κλεισvτό. Τότε, από Πρότασvη 2.42(ii) έχουμε ότι clX(A) = A. Επιπλέον,
από Πρότασvη 2.49 ισvχύει clX(A) = A ∪ A′. Επομένως, προκύπτει

A′ ⊆ A ∪ A′ = clX(A) = A

(⇐=) ΄Εσvτω A′ ⊆ A. Από Πρότασvη 2.49 έχουμε clX(A) = A∪A′ = A και από Πρότασvη 2.42(ii)
σvυμπεραίνουμε ότι το A είναι κλεισvτό.
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Ορισμός 2.51. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Το σvύνολο∪
{U ⊆ X : U ⊆ A&U ανοιχτό}

λέγεται εσvωτερικό του A και σvυμβολίζεται με intX(A). Για τη διάκρισvη της τοπολογίας, το
εωτερικό του A ως προς την τοπολογία T σvυμβολίζεται και ως intT (A). ΄Ενα x ∈ intX(A) λέγεται
εσvωτερικό σvημέιο του A.

Παρατήρηση 2.52. Αν (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X, το σvύνολο intX(A) είναι το
μεγαλύτερο ανοιχτό υποσvύνολο του X που περιέχεται σvτο A.

Πρόταση 2.53. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Τότε για όλα τα A,B ⊆ X ισvχύουν:

(i) intX(A) ⊆ A

(ii) A ανοιχτό ⇐⇒A = intX(A)

(iii) intX(intX(A)) = intX(A)

(iv) Αν A ⊆ B, τότε intX(A) ⊆ intX(B)

(v) intX(A ∩ B) = intX(A) ∩ intX(B)

Απόδειξη. (i) ΄Αμεσvο από Παρατήρησvη 2.52.
(ii) Εφόσvον A ανοιχτό, οφείλει intX(A) =

∪
{U ⊆ X : U ⊆ A&U ανοιχτό} = A.

(iii) Θέτουμε U = intX(A). Επειδή U ανοιχτό, από (ii) έχουμε ότι

intX(U) = U =⇒ intX(intX(A)) = intX(A)

(iv) ΄Εσvτω A ⊆ B και έσvτω οποιοδήποτε V ∈ {U ⊆ X : U ⊆ A&U ανοιχτό}. Τότε, ισvχύει
V ⊆ A ⊆ B και σvυνεπώς, V ∈ {U ⊆ X : U ⊆ B &U ανοιχτό}. Είναι άμεσvο ότι

{U ⊆ X : U ⊆ A&U ανοιχτό} ⊆ {U ⊆ X : U ⊆ B &U ανοιχτό}

=⇒
∪

{U ⊆ X : U ⊆ A&U ανοιχτό} ⊆
∪

{U ⊆ X : U ⊆ B &U ανοιχτό}

και δηλαδή intX(A) ⊆ intX(B).
(v) Από το (i) έχουμε ότι

intX(A) ⊆ A& intX(B) ⊆ B =⇒ intX(A) ∩ intX(B) ⊆ A ∩ B

(iv)=⇒ intX(intX(A) ∩ intX(B)) ⊆ intX(A ∩ B)
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Επειδή intX(A)∩ intX(B) είναι ανοιχτό, από (ii) προκύπτει intX(A)∩ intX(B) ⊆ intX(A∩B) (1).
Επιπλέον, θα ισvχύει ότι

intX(A ∩ B) ∈ {U ⊆ X : U ⊆ A ∩B &U ανοιχτό}

=⇒ intX(A ∩B) ⊆
∪

{U ⊆ X : U ⊆ A ∩ B &U ανοιχτό}

=⇒ intX(A ∩ B) ⊆
∪

{U ⊆ X : U ⊆ A&U ανοιχτό} ∩
∪

{U ⊆ X : U ⊆ B &U ανοιχτό}

και δηλαδή intX(A ∩ B) ⊆ intX(A) ∩ intX(B) (2). Από τα (1), (2) έχουμε το ζητούμενο.

Πρόταση 2.54. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, A ⊆ X και x0 ∈ X. Τότε x0 ∈ intX(A) αν και
μόνο εάν ∃U ∈ T με x0 ∈ U και ώσvτε U ⊆ A.

Απόδειξη. (=⇒) ΄Εσvτω ότι x0 ∈ intX(A). Αφού intX(A) =
∪
{U ⊆ X : U ⊆ A&U ανοιχτό},

έπεται ότι υπάρχει ανοιχτό U ⊆ X και ώσvτε x0 ∈ U ⊆ A. Προφανώς, ισvχύει U ∈ T .
(⇐=) ΄Εσvτω ότι ∃V ∈ T ώσvτε x0 ∈ V ⊆ A. Είναι άμεσvο ότι

V ∈ {U ⊆ X : U ⊆ A&U ανοιχτό} =⇒ V ⊆
∪

{U ⊆ X : U ⊆ A&U ανοιχτό} = intX(A)

και δηλαδή x0 ∈ intX(A).

Πρόταση 2.55. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Τότε, ισvχύουν:

(i) X \ clX(A) = intX(X \ A)

(ii) X \ intX(A) = clX(X \ A)

Απόδειξη. (i) ΄Εχουμε ότι

X \ clX(A) = X \
∩

{F ⊆ X : A ⊆ F &F κλεισvτό}

=
∪

{X \ F ⊆ X : A ⊆ F &F κλεισvτό}

=
∪

{X \ F ⊆ X : X \ F ⊆ X \ A&X \ F ανοιχτό}

=
∪

{U ⊆ X : U ⊆ X \ A&U ανοιχτό} = intX(X \ A)

(ii) ΄Ομοια έχουμε ότι

X \ intX(A) = X \
∪

{U ⊆ X : U ⊆ A&U ανοιχτό}
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=
∩

{X \ U ⊆ X : U ⊆ A&U ανοιχτό}

=
∩

{X \ U ⊆ X : X \ A ⊆ X \ U &X \ U κλεισvτό}∩
{F ⊆ X : X \ A ⊆ F &F κλεισvτό} = clX(X \ A)

Ορισμός 2.56. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Το σvύνορο του A σvυμβολίζεται με
∂A και ορίζεται ως

∂A = clX(A) ∩ clX(X \ A)

Παρατήρηση 2.57. Ισvοδύναμα μπορούμε να ορίσvουμε το σvύνορο ενός σvύνολου ως εξής:

∂A = {x ∈ X : U ∩ A 6= �&U ∩ (X \ A) 6= �, ∀U ∈ T με x ∈ U}

και επιπλέον, ισvχύει

∂A = {x ∈ X : U ∩ (X \ A) 6= �&U ∩ A 6= �, ∀U ∈ T με x ∈ U} = ∂(X \ A)

Παρατήρηση 2.58. Αν (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X, τότε το ∂A είναι κλεισvτό υποσvύνολο
του X. Πράγματι, αφού

∂A = clX(A) ∩ clX(X \ A)

όπου από Παρατήρησvη 2.41 γνωρίζουμε πως clX(A) και clX(X \A) είναι κλεισvτά σvύνολα. Είναι άμεσvο
ότι ∂A είναι κλεισvτό ως πεπερασvμένη τομή κλεισvτών υποσvυνόλων του X.

Πρόταση 2.59. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Τότε, ισvχύουν:

(i) ∂A = clX(A) \ intX(A)

(ii) ∂A ∩ intX(A) = �

(iii) clX(A) = intX(A) ∪ ∂A

(iv) X = intX(A) ∪ ∂A ∪ intX(X \ A)

Απόδειξη. (i) ΄Εχουμε ότι
∂A = clX(A) ∩ clX(X \ A)

και από Πρότασvη 2.55(ii)
∂A = clX(A) ∩ (X \ intX(A))

=⇒ ∂A = clX(A) \ intX(A)
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(ii) ΄Αμεσvο από το (i)
(iii) ΄Εχουμε ότι

intX(A) ∪ ∂A = intX(A) ∪ [clX(A) ∩ clX(X \ A)]

και από Πρότασvη 2.55(ii) προκύπτει

intX(A) ∪ ∂A = intX(A) ∪ [clX(A) ∩ (X \ intX(A)] = clX(A)

(iv) Από Παρατήρησvη 2.57

intX(A) ∪ ∂A ∪ intX(X \ A) = intX(A) ∪ ∂A ∪ ∂(X \ A) ∪ intX(X \ A)

και από το (iii) προκύπτει

intX(A) ∪ ∂A ∪ intX(X \ A) = clX(A) ∪ clX(X \ A) = X

Πόρισμα 2.60. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Τότε, ισvχύουν:

(i) A ανοιχτό αν και μόνο εάν ∂A ∩ A = �.

(ii) A κλεισvτό αν και μόνο εάν ∂A ⊆ A.

Απόδειξη. (i) (=⇒)΄Εσvτω A ανοιχτό. Από Πρότασvη 2.53 (i) γνωρίζουμε ότι A = intX(A). Από
Πρότασvη 2.59(ii) έχουμε ότι

∂A ∩ intX(A) = � =⇒ ∂A ∩ A = �

(⇐=) ΄Εσvτω ότι ∂A ∩ A = � και έσvτω προς άτοπο ότι το A δεν είναι ανοιχτό. Τότε, ∃x0 ∈ A
τέτοιο ώσvτε ∀U ∈ T με x0 ∈ U , ισvχύει U ⊈ A και σvυνεπώς, έχουμε ταυτόχρονα

U ∩ A 6= �&U ∩ (X \ A) 6= �

Από Παρατήρησvη 2.57 είναι άμεσvο ότι x0 ∈ ∂A και άρα x0 ∈ ∂A ∩ A, το οποίο είναι άτοπο.
(ii) (=⇒) ΄Εσvτω A κλεισvτό. Από Πρότασvη 2.59(iii) έχουμε

clX(A) = intX(A) ∪ ∂A =⇒ ∂A ⊆ clX(A)

και από Πρότασvη 2.42(i) γνωρίζουμε ότι clX(A) = A. Είναι άμεσvο ότι ∂A ⊆ A.
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(⇐=) ΄Εσvτω ότι ∂A ⊆ A. Αρκεί να δειχθεί ότι clX(A) ⊆ A. Πράγματι, από Πρότασvη 2.59 (i)
έχουμε ότι

∂A = clX(A) \ intX(A)
=⇒ clX(A) \ intX(A) ⊆ A

=⇒ [clX(A) \ intX(A)] ∪ intX(A) ⊆ A ∪ intX(A)

Από Πρότασvη 2.53(i) και από Πρότασvη 2.42(i) ισvχύει intX(A) ⊆ A ⊆ clX(A). Επομένως, προκύπτει
clX(A) ⊆ A και δηλαδή, το A είναι κλεισvτό.

Πρόταση 2.61. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και κλεισvτό σvύνολο A ⊆ X. Τότε, ισvχύει ότι
intX(∂A) = �.

Απόδειξη. ΄Εσvτω προς άτοπο ότι intX(∂A) 6= �. Τότε, ∃U ∈ T \ � ώσvτε U ⊆ intX(∂A). Από
Πρότασvη 2.53 (i) ισvχύει intX(∂A) ⊆ ∂A και επειδή A είναι κλεισvτό, από Πόρισvμα 2.60 (ii) έχουμε
∂A ⊆ A. Συνεπώς

intX(∂A) ⊆ ∂A ⊆ A =⇒ U ⊆ ∂A ⊆ A

και θεωρούμε x0 ∈ U . Από τον ορισvμό του ∂A και επειδή x0 ∈ U ⊆ ∂A, οφείλει U ∩ (X \ A) 6= �.
Τότε, όμως, προκύπτει

U ⊆ A&U ∩ (X \ A) 6= �
το οποίο είναι άτοπο.

Πρόταση 2.62. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και {Ui}i∈I ⊆ T τέτοια ώσvτε Ui ∩ Uj = �,
∀i, j ∈ I με j 6= i. Τότε, ∀i ∈ I ισvχύει

Ui ∩
∪
j∈I
j ̸=i

clX(Uj) = �

Απόδειξη. ΄Εσvτω προς άτοπο ότι Ui ∩
∪
j∈I
j ̸=i

clX(Uj) 6= �. Τότε ∃j0 ∈ I ώσvτε Ui ∩ clX(Uj0) 6= � και

δηλαδή ∃x0 ∈ Ui ∩ clX(Uj0). Επίσvης, από Πρότασvη 2.59(iii) έχουμε ότι

clX(Uj0) = intX(Uj0) ∪ ∂Uj0

και εφόσvον Uj0 ανοιχτό, από Πρότασvη 2.53(i) θα ισvχύει Uj0 = intX(Uj0). Επειδή Uj0 ∩Ui = �, είναι
αδύνατο να έχουμε x0 ∈ Ui ∩ Uj0 και άρα x0 ∈ Ui ∩ ∂Uj0 . Και πάλι, αφού Ui ανοιχτό, από Πρότασvη
2.18 ∃V ∈ T με x0 ∈ V και ώσvτε

V ⊆ Ui =⇒ V ∩ Uj0 = � (1)
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Επιπλέον, από Παρατήρησvη 2.57 γνωρίζουμε ότι

∂A = {x ∈ X : U ∩ A 6= �&U ∩ (X \ A) 6= �, ∀U ∈ T με x ∈ U}

και σvυνεπώς, επιλέγοντας το x0 ∈ ∂Uj0 και ως ανοιχτό το V , οφείλει να ισvχύει

V ∩ Uj0 6= � (2)

Από τις (1), (2) προκύπτει άτοπο.

Ορισμός 2.63. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και Y ⊆ X. Θεωρούμε τη σvυλλογή

TY = {U ∩ Y ⊆ X : U ∈ T } ⊆ P(X)

Τότε, η TY είναι τοπολογία σvτο Y και το ζεύγος (Y, TY ) καλείται τοπολογικός υπόχωρος του
(X, T ). Αν V ∈ TY , θα λέμε ότι το V είναι ανοιχτό σvτο Y και θα λέμε ότι η TY είναι η τοπολογία
που επάγεται από το Y .

Παρατήρηση 2.64. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, Y ⊆ X και V ⊆ Y . Το V είναι ανοιχτό
σvτο Y αν και μόνο εάν ∃U ∈ T \ �, τέτοιο ώσvτε V = U ∩ Y .

Πρόταση 2.65. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, Y ⊆ X και V ⊆ Y . Αν Y ∈ T \ � και
V ∈ T \ �, τότε V ∈ TY \ �.

Απόδειξη. Είναι άμεσvο, αφού V ⊆ Y, V ∈ T \ � =⇒ V = V ∩ Y, V ∈ T \ �.

Πρόταση 2.66. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, Y ⊆ X και V ⊆ Y . Αν Y ∈ T \ � και
V ∈ TY \ �, τότε V ∈ T \ �.

Απόδειξη. Αφού V ∈ TY \ �, ∃U ∈ T \ � ώσvτε V = U ∩ Y . Επειδή Y ∈ T \ �, θα ισvχύει ότι
U ∩ Y ∈ T \ � =⇒ V ∈ T \ �.

Ορισμός 2.67. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, B ⊆ T μια βάσvη για την τοπολογία και Y ⊆ X.
Για κάθε B ∈ B, τα σvύνολα BY = B ∩ Y βασvικά ανοιχτά του τοπολογικού υπόχωρου (Y, TY ), ή απλά
βασvικά ανοιχτά σvτο Y .

Πόρισμα 2.68. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, B ⊆ T μια βάσvη για την τοπολογία και Y ⊆ X.
Τότε, η σvυλλογή BY = B ∩ Y αποτελεί βάσvη για τον τοπολογικό υπόχωρο (Y, TY ).
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Απόδειξη. ΄Εσvτω VY ∈ TY \� και B ⊆ T η βάσvη της τοπολογίας. Τότε ∃V ∈ T \� ώσvτε VY = V ∩Y
και για κάποιο μη κενό σvύνολο I, ∃{Bi}i∈I ⊆ B ώσvτε V =

∪
i∈I

Bi. ΄Εχουμε ότι

VY =
∪
i∈I

Bi ∩ Y =
∪
i∈I

(Bi ∩ Y )

όπου Bi∩Y είναι βασvικό ανοιχτό σvύνολο σvτο Y , ∀i ∈ I. Αφού το VY ∈ TY \� που επιλέχθηκε ήταν
τυχαίο, σvυμπεραίνουμε πως κάθε ανοιχτό σvύνολο σvτο Y εκφράζεται ως ένωσvη βασvικών ανοιχτών σvτο
Y και σvυνεπώς, η σvυλλογή BY = B ∩ Y αποτελεί βάσvη για τον τοπολογικό υπόχωρο (Y, TY ).

Ορισμός 2.69. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, Y ⊆ X και K ⊆ Y . Θα λέμε ότι το K είναι
κλεισvτό σvτο Y , αν ∃F ⊆ X κλεισvτό σvτο X και ώσvτε K = F ∩ Y .

Πρόταση 2.70. [3]΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, Y ⊆ X και K ⊆ Y κλεισvτό σvτο Y . Τότε, το
K είναι κλεισvτό σvτο X αν και μόνο εάν Y είναι κλεισvτό σvτο X.

Ορισμός 2.71. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, Y ⊆ X και A ⊆ X. Η κλεισvτότητα του A σvτο
Y σvυμβολίζεται με clY (A) και ισvούται με το σvύνολο

clY (A) = clX(A) ∩ Y

Ορισμός 2.72. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, Y ⊆ X και A ⊆ X. Το εσvωτερικό του A σvτο
Y σvυμβολίζεται με intY (A) και ισvούται με το σvύνολο

intY (A) = intX(A) ∩ Y

2.4 Πυκνά σvύνολα-Διαχωρισvιμότητα-Αριθμησvιμότητα

Ορισμός 2.73. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και D ⊆ X. Θα λέμε ότι το D είναι πυκνό σvτο
X, αν ισvχύει clX(D) = X.

Πόρισμα 2.74. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και D ⊆ X πυκνό σvτο X. Τότε, intX(X \D) =
�.

Απόδειξη. ΄Εσvτω προς άτοπο ότι intX(X \D) 6= �. Τότε, ∃U ∈ T \� ώσvτε U ⊆ X \D. Επειδή D
είναι πυκνό σvτο X, ∀V ∈ T \ � θα ισvχύει D ∩ V 6= �. Επιλέγοντας V = U , προκύπτει

� 6= D ∩ U ⊆ D ∩ (X \D) = �

΄Ατοπο.
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Πόρισμα 2.75. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και D ⊆ Y ⊆ X. Αν D είναι πυκνό σvτο X,
τότε, το Y είναι πυκνό σvτο X.

Απόδειξη. Από Πρότασvη 2.42(iv) έχουμε

D ⊆ Y =⇒ clX(D) ⊆ clX(Y )

και αφού D είναι πυκνό σvτο X, προκύπτει X ⊆ clX(Y ) και δηλαδή, το Y είναι πυκνό σvτο X.

Πρόταση 2.76. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και D ⊆ Y ⊆ X. Τότε

Αν D πυκνό σvτοY &Y πυκνό σvτο X =⇒ D πυκνό σvτο X

Απόδειξη. ΄Εσvτω προς άτοπο ότι clX(D) 6= X. Τότε, ∃U ∈ T \ � ώσvτε U ∩ D = �. Επειδή
clX(Y ) = X, έχουμε U ∩ Y 6= � και θέτουμε V = U ∩ Y . Τότε, όμως, ισvχύει V ∈ TY \� και επειδή
clY (D) = Y , οφείλει

V ∩D 6= � =⇒ U ∩ Y ∩D 6= � D⊆Y=⇒ U ∩D 6= �

΄Ατοπο.

Πρόταση 2.77. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος και D ⊆ X. Τότε, τα επόμενα είναι ισvοδύναμα:

(i) Το D είναι πυκνό σvτο X.

(ii) ∀x ∈ X και ∀ε > 0, ∃y ∈ D ώσvτε ρ(x, y) < ε.

(iii) ∀x ∈ X, ∃{yn}n∈N ⊆ D ώσvτε yn −→ x.

(iv) ∀x ∈ X και ∀ε > 0, ισvχύει Bρ(x, ε) ∩D 6= �.

(v) Για οποιοδήποτε ανοιχτό, μη κενό U ⊆ X, ισvχύει U ∩D 6= �.

Απόδειξη. (i)=⇒(ii) ΄Εσvτω x0 ∈ X. Αφού το D είναι πυκνό σvτο X, θα ισvχύει clX(D) = X και άρα το
x0 είναι οριακό σvημείο του D. Συνεπώς, ∀ε > 0, ισvχύει Bρ(x0, ε)∩D 6= � και δηλαδή ∀ε > 0 ∃y ∈ D
με ρ(x0, y) < ε. Επειδή το x0 ήταν τυχαίο, έχουμε ότι ∀x ∈ X και ∀ε > 0, ∃y ∈ D ώσvτε ρ(x, y) < ε.

(ii)=⇒(iii) ΄Εσvτω x0 ∈ X. Τότε, θέτοντας ε =
1

n
έχουμε ότι ∀n ∈ N, ∃yn ∈ D ώσvτε ρ(yn, x0) <

1

n

και δηλαδή, ∀n ∈ N ισvχύει 0 < ρ(yn, x0) <
1

n
. Επομένως

ρ(yn, x0) −→ 0 ⇐⇒ yn −→ x0
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Επειδή το x0 ήταν τυχαίο, σvυμπεραίνουμε πως ∀x ∈ X, ∃{yn}n∈N ⊆ X ώσvτε yn −→ x.
(iii)=⇒(iv) ΄Εσvτω ε > 0, x0 ∈ X και ακολουθία {yn}n∈N ⊆ D ώσvτε yn −→ x0. Τότε, ∃n0 ∈

Nώσvτε ∀n ≥ n0, ρ(yn, x0) < ε και δηλαδή, ∀n ≥ n0 ισvχύει yn ∈ Bρ(x0, ε). Εφόσvον τα x0 ∈ X και
ε > 0 ήταν τυχαία, τότε ∀x ∈ X και ∀ε > 0, ισvχύει Bρ(x, ε) ∩D 6= �.

(iv)=⇒(v) ΄Εσvτω U ανοιχτό, μη κενό υποσvύνολο του X.Τότε, ∃x0 ∈ U και δ > 0 ώσvτε
Bρ(x0, δ) ⊆ U , που σvυνεπάγεται ότι

Bρ(x0, δ) ∩D ⊆ U ∩D

Εφόσvον ∀x ∈ X και ∀ε > 0 ισvχύει Bρ(x, ε) ∩D 6= �, τότε

Bρ(x0, δ) ∩D 6= �

και δηλαδή
U ∩D 6= �

Επειδή το U ήταν τυχαίο, έχουμε το ζητούμενο.
(v)=⇒(i) ΄Εσvτω x0 ∈ X και ε > 0. Αφού ∀U ⊆ X με U ανοιχτό, μη κενό, ισvχύει U ∩D 6= �,

τότε θέτοντας U = Bρ(x0, ε) προκύπτει Bρ(x0, ε)∩D 6= �. Επειδή τα x0 ∈ X και ε > 0 είναι τυχαία,
τότε, ∀x ∈ X και ∀ε > 0, έχουμε Bρ(x, ε) ∩ D 6= �, από το οποίο σvυμπεραίνουμε ότι κάθε x ∈ X
είναι οριακό σvημείο του D και επομένως, ισvχύει X ⊆ clX(D). Αντίσvτροφα, επειδή, τώρα, το X είναι
κλεισvτό σvύνολο, έχουμε X = clX(X) και από Πρότασvη 2.42(iv) προκύπτει

D ⊆ X =⇒ clX(D) ⊆ clX(X) = X

Από τα παραπάνω, προκύπτει ότι clX(D) = X και δηλαδή, το D είναι πυκνό σvύνολο σvτο X.

Ορισμός 2.78. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος. Ο (X, T ) λέγεται διαχωρίσvιμος, αν ∃D ⊆ X
αριθμήσvιμο, τέτοιο ώσvτε clX(D) = X

Ορισμός 2.79. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος. Ο (X, T ) λέγεται πρώτος αριθμήσvιμος
(first countable) αν κάθε x ∈ X έχει μια αριθμήσvιμη βάσvη περιοχών. Δηλαδή, θα υπάρχει
Bx = {Un ∈ T : n ∈ N}.

Πρόταση 2.80. Κάθε μετρικός χώρος (X, ρ) είναι πρώτος αριθμήσvιμος.

Απόδειξη. ΄Εσvτω x0 ∈ X. Θεωρούμε την οικογένεια Bx0 = {Bρ(x0, q) : q ∈ Q} και έσvτω οποιοδήποτε
ανοιχτό, μη κενό G ⊆ X με x0 ∈ G. Αφού το G είναι ανοιχτό, ∃ε0 > 0 ώσvτε Bρ(x0, ε0) ⊆ G και
επιλέγουμε q0 ∈ Q, τ΄’ετοιο ώσvτε ώσvτε 0 < q0 < ε0. Είναι άμεσvο ότι

Bρ(x0, q0) ⊆ Bρ(x0, ε0)
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και δηλαδή
x0 ∈ Bρ(x0, q0) ⊆ G

Επειδή το G είναι τυχαίο ανοιχτό υποσvύνολο του X που περιέχει το x0, έχουμε ότι ∀ε > 0, ∃q ∈ Q
ώσvτε x0 ∈ Bρ(x0, q) ⊆ Bρ(x0, ε). Εφόσvον x0 ∈ Bρ(x0, q), ∀q ∈ Q, σvυμπεραίνουμε ότι η Bx0 είναι
βάσvη περιοχών του x0. Τέλος, επειδή το x0 ήταν τυχαίο έχουμε το ζητούμενο ∀x ∈ X και οπότε, η
σvυλλογή Bx = {Bρ(x, q) : q ∈ Q} αποτελέι βάσvη περιοχών του x.

Ορισμός 2.81. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος. Ο (X, T ) λέγεται δεύτερος αριθμήσvιμος
(second countable) αν υπάρχει αριθμήσvιμη βάσvη για την τοπολογία T .

Παρατήρηση 2.82. Αν (X, T ) είναι 2ος αριθμήσvιμος τοπολογικός χώρος, B ⊆ T μια βάσvη της
τοπολογίας και V ∈ T \ �, τότε ∃{Bn}n∈N ⊆ B ώσvτε V =

∪
n∈N

Bn.

Πόρισμα 2.83. ΄Εσvτω (X, T ) 2ος αριθμήσvιμος τοπολογικός χώρος και Y ⊆ X. Τότε το ζεύγος
(Y, TY ) είναι επίσvης 2ος αριθμήσvιμος τοπολογικός χώρος.

Απόδειξη. ΄Εσvτω VY ∈ TY \ � και B ⊆ T η αριθμήσvιμη βάσvη της τοπολογίας. Τότε ∃V ∈ T \ �
ώσvτε VY = V ∩ Y και ∃{Bn}n∈N ⊆ B ώσvτε V =

∪
n∈N

Bn. ΄Εχουμε ότι

VY =
∪
n∈N

Bn ∩ Y =
∪
n∈N

(Bn ∩ Y )

όπου Bn∩Y είναι βασvικό ανοιχτό σvύνολο σvτο Y , ∀n ∈ N. Αφού το VY ∈ TY \� που επιλέχθηκε ήταν
τυχαίο, σvυμπεραίνουμε πως κάθε ανοιχτό σvύνολο σvτο Y εκφράζεται ως αριθμήσvιμη ένωσvη βασvικών
ανοιχτών σvτο Y και σvυνεπώς, η σvυλλογή BY = B ∩ Y αποτελεί αριθμήσvιμη βάσvη για τον τοπολογικό
υπόχωρο (Y, TY ).

Πόρισμα 2.84. ΄Εσvτω (X, T ) 1ος αριθμήσvιμος τοπολογικός χώρος και Y ⊆ X. Τότε το ζεύγος
(Y, TY ) είναι επίσvης 1ος αριθμήσvιμος τοπολογικός χώρος.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι όμοια με εκείνη το Πόρισvμα 2.83.

Πόρισμα 2.85. [5]΄Εσvτω (X, T ) 2ος αριθμήσvιμος τοπολογικός χώρος. Τότε, ο (X, T ) είναι και 1ος

αριθμήσvιμος τοπολογικός χώρος.

Πρόταση 2.86. ΄Εσvτω (X, T ) 2ος αριθμήσvιμος τοπολογικός χώρος. Τότε, ο (X, T ) είναι διαχωρίσvι-
μος.
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Απόδειξη. ΄Εσvτω B μια αριθμήσvιμη βάσvη για την T . Τότε, ∀U ∈ B επιλέγουμε yU ∈ U και θέτουμε
D = {yU : U ∈ B} ⊆ X. Θεωρούμε την απεικόνισvη f : B −→ D με τύπο f(U) = yu, ∀U ∈ B
και παρατηρούμε ότι είναι επί, το οποίο σvυνεπάγεται πως το σvύνολο D είναι αριθμήσvιμο. Επιπλέον,
θεωρούμε τυχαίο x0 ∈ X και V ∈ T με x0 ∈ V . Αφού B είναι βάσvη της τοπολογίας, ∃I σvύνολο
δεικτών τέτοιο ώσvτε Ui ∈ B,∀i ∈ I και ισvχύει ότι V =

∪
Ui

i∈A
. Επομένως, ∃i0 ∈ A ώσvτε x0 ∈ Ui0 και

αφού Ui0 ∈ B, τότε, ∃y0 ∈ D ∩ Ui0 . Προκύπτει ότι

D ∩ Ui0 6= � =⇒ D ∩ V 6= �

και επειδή τα x0 ∈ X και V ∈ T ήταν τυχαία, σvυμπεραίνουμε πως clX(D) = X.

Πρόταση 2.87. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος και D ένα πυκνό υποσvύνολο του X. Τότε, η
οικογένεια B = {Bρ(y, q) : y ∈ D, q ∈ Q} είναι βάσvη της Tρ.

Απόδειξη. ΄Εσvτω ανοιχτό, μη κενό U ⊆ X και τυχαίο x0 ∈ U . Αρκεί να βρούμε σvτοιχείο της B που
περιέχει το x0 και περιέχεται το U .
Επειδή U είναι ανοιχτό, ∃δ0 > 0 ώσvτε Bρ(x0, δ0) ⊆ U . Επειδή το σvύνολο D είναι πυκνό σvτο X,

από Πρότασvη 2.77(iv) θα ισvχύει ότι Bρ(x0,
δ0

2
)∩D 6= � και δηλαδή ∃y0 ∈ Bρ(x0,

δ0

2
)∩D. Επιπλέον,

∃ε0 > 0 ώσvτε ρ(x0, y0) = ε0 <
δ0

2
και επιλέγουμε ένα q0 ∈ Q, τέτοιο ώσvτε ε0 < q0 <

δ0

2
. Τότε,

έχουμε ότι x0 ∈ Bρ(y0, q0), καθώς επίσvης Bρ(y0, q0) ⊆ Bρ(x0, δ0) ⊆ U . Επομένως, ισvχύει ότι

x0 ∈ Bρ(y0, q0) ⊆ U

Αφού τα U ⊆ X και x0 ∈ U ήταν τυχαία, έχουμε το ζητούμενο.

Πρόταση 2.88. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος. Αν ο (X, ρ) είναι διαχωρίσvιμος, τότε έχει μια
αριθμήσvιμη βάσvη για την Tρ.

Απόδειξη. ΄Εσvτω (X, ρ) διαχωρίσvιμος . Τότε, ∃D ⊆ X με D αρθμήσvιμο και πυκνό σvτο X. Από
Πρότασvη 2.87, η οικογένεια B = {Bρ(y, q) : y ∈ D, q ∈ Q} είναι μία βάσvη της Tρ. Θεωρούμε την
απεικόνισvη φ : D × Q+ −→ B , όπου Q+ = {q ∈ Q : q > 0} και φ(y, q) = Bρ(y, q), ∀(y, q) ∈ D ×
Q+.Το σvύνολο D×Q+ είναι αριθμήσvιμο ως καρτεσvιανό γινόμενο αριθμήσvιμων σvυνόλων και δεδομένου
ότι η φ είναι επί της B, σvυμπεραίνουμε ότι η οικογένεια B είναι επίσvης αριθμήσvιμη. Επομένως, ο (X, ρ)
έχει μία αριθμήσvιμη βάσvη για την Tρ.

Πρόταση 2.89. ΄Εσvτω οποιοδήποτε a, b ∈ R με a < b. Τότε, ∃q ∈ Q ώσvτε a < q < b.[2]

Πρόταση 2.90. ΄Εσvτω το ζεύγος (R, ρ|.|) το σvύνολο των πραγματικών αριθμών εφοδιασvμένο με τη
σvυνήθη μετρική. Τότε, το (R, ρ|.|) είναι διαχωρίσvιμος μετρικός χώρος.
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Απόδειξη. Γνωρίζουμε ότι η τοπολογία που επάγεται από τη σvυνήθη μετρική είναι η

Tρ = {Bρ(x, ε) : x ∈ R, ε > 0} = {(x− ε, x+ ε) : x ∈ R, ε > 0}

Θέτοντας a = x− ε < x+ ε = b και ε =
b− a

2
, είναι ισvοδύναμο να πούμε ότι

Tρ = {(a, b) : a, b ∈ R, a < b}

Από Πρότασvη 2.89, ∀a, b ∈ R με a < b, ∃q ∈ Q ώσvτε a < q < b και δηλαδή, ∃q ∈ Q ώσvτε q ∈ (a, b).
Επομένως, για οποιοδήποτε U ∈ Tρ \ � θα ισvχύει Q ∩ U 6= � και οπότε, το Q είναι πυκνό σvτο R με
τη σvυνήθη τοπολογία. Επιπλέον, επειδή το Q είναι αριθμήσvιμο σvύνολο, έχουμε το ζητούμενο.
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3 Κατηγορίες Baire

3.1 Πουθενά πυκνά σvύνολα

Ορισμός 3.1. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Θα λέμε ότι το A είναι κάπου
πυκνό σvτο X αν ∃U ∈ T \ �, τέτοιο ώσvτε U ⊂ clX(A ∩ U).

Ορισμός 3.2. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και N ⊂ X. Θα λέμε ότι το N είναι πουθενά
πυκνό σvτο X αν ∀U ∈ T \ �, ισvχύει U ⊈ clX(N ∩ U).

Παρατήρηση 3.3. Ισvοδύναμα, θα λέμε ότι το σvύνολο N είναι πουθενά πυκνό σvτο X αν ∀U ∈ T ,
όπου N ∩ U 6= �, ∃V ∈ T \ � με V ⊆ U και τέτοιο ώσvτε N ∩ V = �.

Πρόταση 3.4. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και N ⊂ X πουθενά πυκνό σvτο X. Τότε, intX(X\
N) 6= �.

Απόδειξη. ΄Εσvτω προς άτοπο ότι intX(X \N) = �. Από Πρότασvη 2.55(i) έχουμε ότι

intX(X \N) = X \ clX(N) = �

και σvυνεπώς, το N είναι πυκνό σvτο X. ΄Ατοπο.

Πρόταση 3.5. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊂ X. Το A είναι πουθενά πυκνό σvτο X,
αν και μόνο εάν intX(clX(A)) = �.

Απόδειξη. (=⇒) ΄Εσvτω ότι A πουθενά πυκνό σvτο X και έσvτω προς άτοπο ότι intX(clX(A)) 6= �.
Τότε, ∃U ∈ T \ � τέτοιο ώσvτε U ⊆ clX(A) και έσvτω ότι ισvχύει U ∩ (X \ clX(A ∩ U)) 6= �.
Τότε, ∃V ∈ T \ � ώσvτε V ⊆ U ∩ (X \ clX(A ∩ U)), από το οποίο προκύπτουν:

V ⊆ U ⊆ clX(A) =⇒ V ∩ A 6= � (1)

καθώς επίσvης
V ∩ clX(A ∩ U) = �&V ⊆ U =⇒ V ∩ A = � (2)

Από τις (1), (2) καταλήγουμε σvε άτοπο. Επομένως, αν intX(clX(A)) 6= �, οφείλει

U ∩ (X \ clX(A ∩ U)) = � =⇒ U ⊆ clX(A ∩ U)

Επειδή U είναι ανοιχτό και clX(A ∩ U) είναι κλεισvτό σvτο X, είναι άμεσvο ότι U ⊂ clX(A ∩ U) και
δηλαδή, το A είναι κάπου πυκνό σvτο X. ΄Ατοπο, αφού A είναι πουθενά πυκνό σvτο X.
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(⇐=) ΄Εσvτω ότι intX(clX(A)) = � και έσvτω προς άτοπο ότι A είναι κάπου πυκνό σvτο X. Τότε,
∃U ∈ T \ � τέτοιο ώσvτε U ⊂ clX(A ∩ U) ⊆ clX(A). Επειδή U είναι ανοιχτό, από Πρότασvη 2.53(i)
οφείλει U = intX(U) και δηλάδή intX(U) 6= �. Επομένως, προκύπτει

� 6= intX(U) ⊂ intX(clX(A)) = �

΄Ατοπο.

Παρατήρηση 3.6. Αν (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X, όπου A 6= πουθενά πυκνό σvτο X,
τότε intX(clX(A)) 6= � και δηλαδή, ∃U ∈ T \� ώσvτε U ⊆ clX(A). Μάλισvτα, επειδή U είναι ανοιχτό
και clX(A) είναι κλεισvτό, θα ισvχύει ότι U ⊆ intX(clX(A)). Αντίσvτορφα, αν intX(clX(A)) 6= � ή,
ισvοδύναμα, αν ∃U ∈ T \ � ώσvτε U ⊆ clX(A), τότε A 6= πουθενά πυκνό σvτο X

Πρόταση 3.7. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και N ⊂ X πουθενά πυκνό σvτο X. Τότε, ισvχύουν:

(i) intX(N) = �

(ii) clX(X \N) = X

Απόδειξη. (i) Αφού N είναι πουθενά πυκνό σvτο X, από Πρότασvη 3.5 θα ισvχύει intX(clX(N)) = �.
Από Πρότασvη 2.42(i) έχουμε N ⊆ clX(N) και από Πρότασvη 2.53(iv), προκύπτει

N ⊆ clX(N) =⇒ intX(N) ⊆ intX(clX(N))

Επειδή intX(clX(N)) = �, είναι άμεσvο ότι intX(N) = �.
(ii) ΄Εσvτω προς άτοπο ότι clX(X \N) 6= �. Τότε, ∃U ∈ T \ � ώσvτε U ∩ clX(X \N) = �. Από

Πρότασvη 2.55(ii) γνωρίζουμε ότι clX(X \N) = X \ intX(N) και σvυνεπώς, θα ισvχύει

U ∩ (X \ intX(N)) = � =⇒ U ⊆ intX(N) =⇒ intX(N) 6= �

΄Ατοπο από το (i).

Πρόταση 3.8. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και F ⊂ X . Αν F είναι κλεισvτό και με κενό
εσvωτερικό σvτο X, τότε, F είναι πουθενά πυκνό σvτο X.

Απόδειξη. Εφόσvον F είναι κλεισvτό, από Πρότασvη 2.42(ii) έχουμε clX(F ) = F και από Πρότασvη 2.53
(iv), προκύπτει

clX(F ) = F =⇒ intX(clX(F )) = intX(F )

Αφού, από υπόθεσvη, ισvχύει intX(F ) = �, είναι άμεσvο ότι intX(clX(F )) = �. Από Πρότασvη 3.5
σvυμπεραίνουμε ότι F είναι πουθενά πυκνό σvτο X.
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Ορισμός 3.9. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και I μια μη κενή σvυλλογή υποσvυνόλων του X.
Το I λέγεται ιδεώδες του (X, T ) αν:

(i) ∀A ∈ I και B ⊆ A ισvχύει B ∈ I.

(ii) ∀A,B ∈ I ισvχύει A ∪ B ∈ I

Πόρισμα 3.10. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και I ένα ιδεώδες του (X, T ). Τότε, ισvχύουν:

(i) ∀A,B ∈ I ισvχύει A ∩ B ∈ I.

(ii) Αν {Ai}ni=1 είναι μια πεπερασvμένη σvυλλογή σvτοιχείων του I, τότε
n∪

i=1

Ai ∈ I.

Πρόταση 3.11. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και FN = {N ⊂ X : N πουθενά πυκνό σvτο X}.
Τότε, η σvυλλογή FN είναι ένα ιδεώδες του (X, T ) και δηλαδή:

(i) ∀A ∈ FN και B ⊆ A, ισvχύει B ∈ FN .

(ii) ∀A,B ∈ FN , ισvχύει A ∪ B ∈ FN .

Απόδειξη. (i) ΄Εσvτω N ∈ FN και οποιοδήποτε A ⊆ N . Από Πρότασvη 3.5 θα ισvχύει intX(clX(N)) =
�. Αφού A ⊆ N , από Πρότασvη 2.42 (iv) έχουμε ότι clX(A) ⊆ clX(N) και από Πρότασvη 2.53 (iv),
έπεται

clX(A) ⊆ clX(N) =⇒ intX(clX(A)) ⊆ intX(clX(N))

Εφόσvον intX(clX(N)) = �, είναι άμεσvο ότι intX(clX(A)) = � και άρα, από Πρότασvη 3.5, το A είναι
πουθενά πυκνό σvτο X.

(ii) ΄Εσvτω N1, N2 ∈ FN και έσvτω x0 ∈ N1 ∪N2 και U ∈ T ώσvτε x0 ∈ U . Τότε, επειδή τα N1, N2

είναι πουθενά πυκνά σvτο X, από Παρατήρησvη 3.3 ∃V1, V2 ∈ T \ � με V1 ⊆ U , V2 ⊆ U και τέτοιο
ώσvτε N1∩ (V1∪V2) = � και N2∩ (V1∪V2). Επειδή V1 ∈ T \� και V2 ∈ T \�, θέτουμε V = V1∪V2

και δηλαδή V ∈ T \ �. Επίσvης, αφού V1 ⊆ U και V2 ⊆ U , οφείλει V ⊆ U και προκύπτει ότι

(N1 ∪N2) ∩ V = (N1 ∩ V ) ∪ (N2 ∩ V ) = �

Εφόσvον τα x0, U ήταν τυχαία, σvυμπεραίνουμε πως ∀U ∈ T , όπου (N1 ∪ N2) ∩ U 6= �, ∃V ∈ T \ �
με V ⊆ U και τέτοιο ώσvτε (N1 ∪N2) ∩ V = �. Συνεπώς, από Παρατήρησvη 3.3, το σvύνολο N1 ∪N2

είναι πουθενά πυκνό σvτο X.

Πρόταση 3.12. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊂ Y ⊆ X. Αν A είναι πουθενά πυκνό σvτο
Y , τότε, το A είναι πουθενά πυκνό σvτο X.
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Απόδειξη. ΄Εσvτω προς άτοπο ότι A 6= πουθενά πυκνό σvτο X. Τότε, από Παρατήρησvη 3.6 ισvχύει πως
intX(clX(A)) 6= � και άρα, ∃U ∈ T \ � ώσvτε U ⊆ clX(A). Από το τελευταίο, έχουμε

A ∩ U 6= � =⇒ Y ∩ U 6= �

και εφόσvον U ⊆ clX(A), είναι άμεσvο ότι

� 6= Y ∩ U ⊆ Y ∩ clX(A) = clY (A)

Επειδή το σvύνολο Y ∩ U είναι ανοιχτό, μη κενό σvτο Y , από Πρότασvη 2.53(i) και (i), προκύπτει

� 6= Y ∩ U = intY (Y ∩ U) ⊆ intY (clY (A))

Από Παρατήρησvη 3.6, καταλήγουμε πως A 6= πουθενά πυκνό σvτο Y . ΄Ατοπο.

Πρόταση 3.13. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊂ Y ⊆ X. Αν A είναι πουθενά πυκνό σvτο
X και το Y είναι ανοιχτό, τότε το A είναι πουθενά πυκνό σvτο Y .

Απόδειξη. Εσvτω προς άτοπο ότι A 6= πουθενά πυκνό σvτο Y . Τότε, από Παρατήρησvη 3.6 θα ισvχύει
πως intY (clY (A)) 6= � και οπότε, ∃V ∈ TY \ � ώσvτε V ⊆ clY (A). Επειδή Y είναι ανοιχτό σvτο X
και V ανοιχτό σvτο Y , από Πρότασvη 2.66 έπεται ότι το V είναι ανοιχτό σvτο X και αφού V ⊆ clY (A),
από Πρότασvη 2.53(ii) και (iv), έχουμε

V = intX(V ) ⊆ intX(clY (A))
V ̸=⊘=⇒ intX(Y ∩ clX(A)) = intX(clY (A)) 6= �

Επιπλέον, από Πρότασvη 2.53(v), ισvχύει

intX(Y ) ∩ intX(clX(A)) = intX(clY (A)) 6= �

Εφόσvον A πουθενά πυκνό σvτο X, από Πρότασvη 3.5 έχουμε ότι intX(clX(A)) = � και άρα,
προκύπτει

� 6= intX(Y ) ∩ intX(clX(A)) = intX(Y ) ∩ � = �

΄Ατοπο.

3.2 Ισvχνά, 2ης κατηγορίας και σvυνισvχνά σvύνολα

Ορισμός 3.14. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και E ⊆ X . Θα λέμε ότι το E είναι ισvχνό
(meager) σvτο X, αν γράφεται ως αριθμήσvιμη ένωσvη πουθενά πυκνών υποσvυνόλων του X.
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Ορισμός 3.15. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊂ X. Το σvύνολο A είναι ισvχνό σvτο X αν
περιέχεται σvε μια αριθμήσvιμη ένωσvη κλεισvτών υποσvυνόλων του X, με κενό εσvωτερικό σvτο X.

Ορισμός 3.16. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και I μια μη κενή σvυλλογή υποσvυνόλων του X.
Το I λέγεται σv-ιδεώδες του (X, T ) αν:

(i) ∀A ∈ I και B ⊆ A ισvχύει B ∈ I.

(ii) Για οποιοδήποτε αριθμήσvιμη οικογένεια {En}n∈N ⊆ X με En ∈ I, ∀n ∈ N, ισvχύει
∪
n∈N

En ∈ I.

Πόρισμα 3.17. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και I ένα σv-ιδεώδες του (X, T ). Τότε ∀A,B ∈ I
ισvχύει A ∩ B ∈ I.

Πρόταση 3.18. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και FE = {E ⊆ X : E ισvχνόσvτο X}. Τότε, η
σvυλλογή FΕ είναι ένα σv-ιδεώδες του (X, T ) και δηλαδή:

(i) ∀A ∈ FE και B ⊆ A, ισvχύει B ∈ FE.

(ii) Αν {En}n∈N ⊆ FE, ισvχύει
∪
n∈N

En ∈ FE.

Απόδειξη. (i) ΄Εσvτω E ∈ FE και οποιοδήποτε A ⊆ E. Αν A = �, τότε A είναι πουθενά πυκνό σvτο
X και δηλαδή θα είναι ισvχνό σvτο X, ενώ αν A 6= �, θεωρούμε x0 ∈ A. Επειδή E είναι ισvχνό σvτο
X, ∃{Nn}n∈N ⊂ X, όπου Nn είναι πουθενά πυκνό σvτο X , ∀n ∈ N και ώσvτε E =

∪
n∈N

Nn. Εφόσvον

x0 ∈ A ⊆
∪
n∈N

Nn, ∃n0 ∈ N τέτοιο ώσvτε x0 ∈ Nn0 και ορίζουμε το σvύνολο

An = {x ∈ X : (x ∈ A ∧ x ∈ Nn), n ∈ N} ⊆ Nn

Είναι άμεσvο ότι x0 ∈ A ∩Nn0 = An0 και δηλαδή x0 ∈
∪
n∈N

An.

Αντίσvτροφα, αν x0 ∈
∪
n∈N

An, τότε ∃n0 ∈ N ώσvτε x0 ∈ An0 = A∩Nn0και οπότε x0 ∈ A. Επομένως,

A =
∪
n∈N

An και επειδή An ⊆ Nn, ∀n ∈ N, από Πρότασvη 3.11(i) θα είναι πουθενά πυκνό σvτο X και

σvυνεπώς, το A είναι ισvχνό σvτο X.
(ii) ΄Εσvτω μια αριμήσvιμη οικογένεια {En}n∈N ⊆ X με En να είναι ισvχνό σvτο X, ∀n ∈ N. Τότε

∃{Nn
k }k∈N ⊆ X οκογένεια πουθενά πυκνών σvυνόλων σvτο X, τέτοια ώσvτε ∀n ∈ N, ισvχύει En =∪

k∈N
Nn

k . Από 1.7 η ένωσvη
∪
n∈N

∪
k∈N

Nn
k είναι αριθμήσvιμη ένωσvη πουθενά πυκνών υποσvυνόλων του X και

δηλαδή, το σvύνολο
∪
n∈N

En =
∪
n∈N

∪
k∈N

Nn
k είναι ισvχνό σvτο X.
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Ορισμός 3.19. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και S ⊆ X . Θα λέμε ότι το S είναι 2ης

κατηγορίας (second category) σvτο X, αν δεν είναι ισvχνό σvτο X.

Παρατήρηση 3.20. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Αν A είναι 2ης κατηγορίας σvτο
X, τότε A 6= �.

Πρόταση 3.21. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και τυχαία A ⊆ B ⊆ X. Αν A είναι 2ης

κατηγορίας σvτο X, τότε και B είναι 2ης κατηγορίας σvτο X.

Απόδειξη. ΄Αμεσvο από 3.18(i) και τον ορισvμό των σvυνόλων 2ης κατηγορίας.

Πόρισμα 3.22. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊂ Y ⊆ X. Αν A είναι ισvχνό σvτο X και
Y είναι 2ης κατηγορίας σvτο X, τότε, το σvύνολο Y \ A είναι 2ης κατηγορίας σvτο X.

Απόδειξη. ΄Εσvτω προς άτοπο ότι Y \A είναι ισvχνό σvτο X. Τότε, έχουμε Y ⊆ (Y \A)∪A και δηλαδή,
από Πρότασvη 3.18(i) και (ii), το Y είναι ισvχνό σvτο X ως υποσvύνολο ένωσvης ισvχνών υποσvυνόλων του
X. ΄Ατοπο.

Πρόταση 3.23. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊂ Y ⊆ X. Αν A είναι ισvχνό σvτο Y , τότε,
το A είναι ισvχνό σvτο X.

Απόδειξη. Εφόσvον A είναι ισvχνό σvτο Y , ∃{Nn}n∈N ⊂ Y , όπου ∀n ∈ N, Nn είναι πουθενά πυκνό σvτο
Y και A =

∪
n∈N

Nn ⊂ Y . Από Πρότασvη 3.12 , ∀n ∈ N έχουμε

Nn πουθενά πυκνό σvτο Y &Y ⊆ X =⇒ Nn πουθενά πυκνό σvτο X

Είναι άμεσvο ότι το σvύνολο A =
∪
n∈N

Nn είναι ισvχνό σvτο X.

Πόρισμα 3.24. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊂ Y ⊆ X. Αν A είναι 2ης κατηγορίας σvτο
X, τότε, το A είναι 2ης κατηγορίας σvτο Y . Ισvοδύναμα, αν A 6= ισvχνό σvτο X, τότε A 6=ισvχνό σvτο Y .

Απόδειξη. ΄Εσvτω προς άτοπο ότι A είναι ισvχνό σvτο Y . Επειδή Y ⊆ X, από Πρότασvη 3.23 , θα ισvχύει
ότι A είναι επίσvης ισvχνό σvτο X. ΄Ατοπο.

Πρόταση 3.25. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊂ Y ⊆ X. Αν A είναι ισvχνό σvτο X και
το Y είναι ανοιχτό , τότε, το A είναι ισvχνό σvτο Y .

Απόδειξη. Εφόσvον το A είναι ισvχνό σvτο X, θα υπάρχει {Nn}n∈N ⊂ X, όπου ∀n ∈ N, Nn είναι
πουθενά πυκνό σvτο X και A =

∪
n∈N

Nn ⊂ Y . Από Πρότασvη 3.13 , ∀n ∈ N έχουμε

Nn πουθενά πυκνό σvτο X &Y ανοιχτό =⇒ Nn πουθενά πυκνό σvτο Y

Είναι άμεσvο ότι το σvύνολο A =
∪
n∈N

Nn είναι ισvχνό σvτο Y .
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Πόρισμα 3.26. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊂ Y ⊆ X. Αν A είναι 2ης κατηγορίας σvτο
Y και Y ανοιχτό, τότε, το A είναι 2ης κατηγορίας σvτο X. Ισvοδύναμα, αν A 6= ισvχνό σvτο Y και Y
ανοιχτό, τότε A 6= ισvχνό σvτο X.

Απόδειξη. ΄Εσvτω προς άτοπο ότι A είναι ισvχνό σvτο X. Επειδή Y είναι ανοιχτό, από Πρότασvη 3.25,
θα ισvχύει ότι A είναι επίσvης ισvχνό σvτο Y . ΄Ατοπο.

Ορισμός 3.27. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και R ⊆ X . Θα λέμε ότι το σvύνολο R είναι
σvυνισvχνό (comeager) σvτο X, αν το σvυμπλήρωμα X \R είναι ισvχνό σvτο X.

Ορισμός 3.28. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Το σvύνολο A είναι σvυνισvχνό σvτο X
αν περιέχει μια αριθμήσvιμη τομή ανοιχτών και πυκνών υποσvυνόλων του X.

Πρόταση 3.29. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, R ⊆ X σvυνισvχνό σvτο X και Y ⊆ X. Αν Y
είναι ανοιχτό, τότε, το Y ∩R είναι σvυνισvχνό σvτο Y .

Απόδειξη. Αφού R είναι σvυνισvχνό σvτο X, το X \R είναι ισvχνό σvτο X. Επειδή Y ⊆ X είναι ανοιχτό,
από Πρότασvη 3.25, ισvχύει πως

X \R ισvχνό σvτο X &Y ανοιχτό =⇒ X \R ισvχνό σvτο Y

και κατά σvυνέπεια, Y \ (X \R) είναι σvυνισvχνό σvτο Y . Είναι άμεσvο ότι το Y ∩R = Y \ (X \R) θα
είναι σvυνισvχνό σvτο Y .

Πόρισμα 3.30. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, R ⊆ X σvυνισvχνό σvτο X και Y ⊆ X. Αν Y
είναι ανοιχτό και 2ης κατηγορίας σvτο X, τότε, το Y ∩R είναι 2ης κατηγορίας σvτο Y .

Απόδειξη. Εφόσvον Y ⊆ X είναι ανοιχτό, από την προηγούμενη πρότασvη, έχουμε ότι R ∩ Y είναι
σvυνισvχνό σvτο Y . Επιπλέον, ισvχύει ότι

Y = (Y ∩R) ∪ [Y ∩ (X \R)]

και έσvτω προς άτοπο ότι Y ∩ R είναι ισvχνό σvτο X. Τότε, επειδή Y ∩ (X \ R) ⊆ X \ R , από
Πρότασvη 3.18(i) και (ii), το Y είναι ισvχνό σvτο X, ως ένωσvη ισvχνών υποσvυνόλων του X. ΄Ατοπο.

3.3 Οι τελεσvτές E, S και H

Ορισμός 3.31. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, A ⊆ X και x0 ∈ X. Θα λέμε ότι το x0 είναι
ισvχνό σvχετικά με το A , αν ∃U ∈ T με x0 ∈ U , τέτοιo ώσvτε το σvύνολο U ∩A είναι ισvχνό σvτο
X.
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Ορισμός 3.32. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, A ⊆ X και x0 ∈ X. Θα λέμε ότι x0 είναι 2ης

κατηγορίας σvχετικά με το A , αν ∀U ∈ T με x0 ∈ U , το σvύνολο U ∩A είναι 2ης κατηγορίας
σvτο X.

Παρατήρηση 3.33. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, A ⊆ X και x0 ∈ X. Το x0 είναι ισvχνό
σvχετικά με το A, αν δεν είναι 2ης κατηγορίας σvχετικά με το A.
Ισvοδύναμα, το x0 είναι 2ης κατηγορίας σvχετικά με το A, αν δεν είναι ισvχνό σvχετικά με το A.

Ορισμός 3.34. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, A ⊆ X και x0 ∈ X. Θα λέμε ότι το x0 είναι
heavy σvχετικά με το A , αν ∃U ∈ T με x0 ∈ U , τέτοιο ώσvτε κάθε y ∈ U είναι 2ης κατηγορίας
σvχετικά με το A.

Ορισμός 3.35. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος. Η σvυνάρτησvη E : P(X) −→ P(X) είναι ένας
τελεσvτής που δέχεται ως όρισvμα ένα A ⊆ X και η εικόνα του είναι το σvύνολο όλων των σvτοιχείων
του X, τα οποία είναι ισvχνά σvχετικά με το A. ΄Ετσvι, ∀A ⊆ X έχουμε

E(A) = {x ∈ X : x ισvχνό σvχετικά με το A}

Ορισμός 3.36. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος. Η σvυνάρτησvη S : P(X) −→ P(X) είναι ένας
τελεσvτής που δέχεται ως όρισvμα ένα A ⊆ X και η εικόνα του είναι το σvύνολο όλων των σvτοιχείων
του X, τα οποία είναι 2ης κατηγορίας σvχετικά με το A. ΄Ετσvι, ∀A ⊆ X έχουμε

S(A) = {x ∈ X : x 2ης κατηγορίας σvχετικά με το A}

Ορισμός 3.37. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος. Η σvυνάρτησvη H : P(X) −→ P(X) είναι ένας
τελεσvτής που δέχεται ως όρισvμα ένα A ⊆ X και η εικόνα του είναι το σvύνολο όλων των σvτοιχείων
του X, τα οποία είναι heavy σvχετικά με το A. ΄Ετσvι, ∀A ⊆ X έχουμε

H(A) = {x ∈ X : x heavy σvχετικά με το A}

Πρόταση 3.38. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Αν A είναι ισvχνό σvτο X, τότε
S(A) = �. Ισvοδύναμα, αν S(A) 6= �, τότε το A είναι 2ης κατηγορίας σvτο X.

Απόδειξη. ΄Εσvτω προς άτοπο ότι υπάρχει x0 ∈ X που είναι 2ης κατηγορίας σvχετικά με το A. Τότε,
∃U ∈ T με x0 ∈ U και ώσvτε U ∩A είναι 2ης κατηγορίας σvτο X. Επειδή το A είναι ισvχνό σvτο X, από
Πρότασvη 3.18(i) οποιοδήποτε E ⊆ A θα είναι επίσvης ισvχνό σvτο X. Επιλέγοντας E = U ∩ A ⊆ A,
προκύπτει άτοπο.

Παρατήρηση 3.39. Αν (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X ισvχνό σvτο X, από Πρότασvη 3.38
σvυμπεραίνουμε ότι κάθε x ∈ X είναι ισvχνό σvχετικά με το A.

Παρατήρηση 3.40. Αν (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X, τότε από Παρατήρησvη 3.33 έχουμε
E(A) = X \ S(A).
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Παρατήρηση 3.41. Αν (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X, από ορισvμό των heavy σvημείων
σvχετικά με το A, παρατηρούμε ότι H(A) = intX(S(A)) και δηλαδή, το H(A) είναι ανοιχτό υποσvύνολο
του X. Επίσvης, από Παρατήρησvη 3.40, είναι άμεσvο ότι τα σvύνολα E(A) και H(A) θα είναι ξένα μεταξύ
τους.

Πρόταση 3.42. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Τότε:

(i) Το σvύνολο E(A) είναι ανοιχτό σvτο X.

(ii) Το σvύνολο S(A) είναι κλεισvτό σvτο X.

(iii) Το σvύνολο S(A) \ H(A) είναι πουθενά πυκνό σvτο X.

Απόδειξη. (i) ΄Εσvτω x0 ∈ E(A). Τότε, ∃U ∈ T με x0 ∈ U0 και ώσvτε ώσvτε το U ∩A είναι ισvχνό σvτο
X. Αρκεί να δειχτεί ότι U ⊆ E(A), ή ισvοδύναμα, αν y ∈ U =⇒ y ∈ E(A).
΄Εσvτω οποιοδήποτε y0 ∈ U . Επειδή U είναι ανοιχτό, ∃V ∈ T ώσvτε y0 ∈ V ⊆ U . Επιπλέον, ισvχύει

V ⊆ U =⇒ V ∩ A ⊆ U ∩ A

και αφού U ∩ A ισvχνό σvτο X, από Πρότασvη 3.18 (i) σvυμπεραίνουμε πως V ∩ A είναι ισvχνό σvτο
X. Αφού V είναι ανοιχτό, είναι άμεσvο ότι το y0 είναι ισvχνό σvχετικά με το A και δηλαδή y0 ∈ E(A).
Αφού y0 ∈ U ήταν τυχαίο, έχουμε το ζητούμενο.

(ii) ΄Αμεσvο, από Παρατήρησvη 3.40 επειδή S(A) = X \ E(A) και δηλαδή, S(A) είναι κλεισvτό ως
σvυμπλήρωμα ανοιχτού υποσvυνόλου του X.

(iii) Από Παρατήρησvη 3.41 θα ισvχύει πως H(A) = intX(S(A)). Αφού S(A) είναι κλεισvτό, από
Πρότασvη 2.42(ii) έχουμε S(A) = clX(S(A)) και από Πρότασvη 2.59(i), ισvχύει ότι

∂S(A) = clX(S(A)) \ intX(S(A)) = S(A) \ H(A)

Και πάλι, επειδή S(A) είναι κλεισvτό, από Πρότασvη 2.61 προκύπτει

intX(∂S(A)) = � =⇒ intX(S(A) \ H(A)) = �

Από Πρότασvη 3.5 έχουμε το ζητούμενο.

Πρόταση 3.43. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Τότε, ισvχύει A ∪ S(A) ⊆ clX(A).

Απόδειξη. Από Πρότασvη 2.42(i) ισvχύει A ⊆ clX(A) και δηλαδή, αρκεί να δειχθεί ότι S(A) ⊆ clX(A).
΄Εσvτω x0 ∈ S(A). Τότε, το x0 είναι 2ης κατηγορίας σvχετικά με το A και οπότε, ∀U ∈ T με x0 ∈ U ,
έχουμε U ∩ A 2ηςκατηγορίας σvτο X. Από Παρατήρησvη 3.20 οφείλει U ∩ A 6= � και εφόσvον το U
ήταν τυχαίο, έχουμε το ζητούμενο.
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Πρόταση 3.44. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Αν H(A) 6= �, τότε το σvύνολο
A ∩H(A) είναι 2ηςκατηγορίας σvτο X.

Απόδειξη. ΄Εσvτω x0 ∈ A ∩ H(A) και έσvτω προς άτοπο ότι A ∩ H(A) είναι ισvχνό σvτο X. Τότε,
x0 ∈ E(A ∩ H(A)) και δηλαδή, ∃U ∈ T με x0 ∈ U και ώσvτε U ∩ A ∩ H(A) είναι ισvχνό σvτο X.
Επιπλέον, επειδή x0 ∈ H(A) το οποίο είναι ανοιχτό, επιλέγουμε U ⊆ H(A) και δηλαδή έχουμε

U ∩ A ∩H(A) ισvχνό σvτο X =⇒ U ∩ A ισvχνό σvτο X (1)

Ταυτόχρονα, ισvχύει x0 ∈ H(A) ⊆ S(A) και κατα σvυνέπεια, ∀V ∈ T με x0 ∈ V , θα ισvχύει ότι
V ∩ A είναι 2ης κατηγορίας σvτο X. Επιλέγοντας V = U , προκύπτει ότι U ∩ A είναι 2ης κατηγορίας
σvτο X (2).
Από τις (1), (2) προκύπτει άτοπο και επομένως, , το σvύνολο A ∩ H(A) είναι 2ης κατηγορίας σvτο

X.

Παρατήρηση 3.45. Γνωρίζουμε ότι για κάποιο σvύνολο A ⊆ X, θα ισvχύει E(A) = X \ S(A) και
σvυνεπώς, το A μπορεί να εκφρασvτεί ως

A = (A ∩ E(A)) ∪ (A ∩ S(A))

Επιπλέον, A ∩ S(A) = (A ∩H(A)) ∪ [A ∩ (S(A) \ H(A))] για τα οποία, έχουμε αποδείξει ότι:

(i) Από Πρότασvη 3.42(iii), έχουμε ότι S(A) \ H(A) πουθενά πυκνό σvτο X και από Πρότασvη 3.11
(i), το σvύνολο A ∩ (S(A) \ H(A)) είναι, επίσvης, πουθενά πυκνό σvτο X.

(ii) Αν H(A) 6= �, τότε από Πρότασvη 3.44, το σvύνολο A ∩H(A) είναι 2ης κατηγορίας σvτο X.

3.4 Θεωρήματα για ισvχνά σvύνολα

Πρόταση 3.46. ΄Εσvτω (X, T ) 2ος αριθμήσvιμος τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Τότε, το σvύνολο
A ∩ E(A) είναι ισvχνό σvτο X.

Απόδειξη. Αφού (X, T ) 2ος αριθμήσvιμος, οφείλει να έχει μία αριθμήσvιμη βάσvη περιοχών και θεωρούμε
B = {Bn : n ∈ N} αυτή τη βάσvη.
΄Εσvτω x0 ∈ A ∩ E(A). Επειδή x0 ∈ E(A), ∃U ∈ T με x0 ∈ U0, τέτοιο ώσvτε το U ∩A είναι ισvχνό

σvτο X. Επειδή U είναι ανοιχτό και B είναι βάσvη, ∃n0 ∈ N ώσvτε x0 ∈ Bn0 ⊆ U και οπότε, ισvχύει

Bn0 ⊆ U =⇒ Bn0 ∩ A ⊆ U ∩ A
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Επομένως, από Πρότασvη 3.18(i) το Bn0 ∩ A είναι ισvχνό σvτο X. Εφόσvον το x0 ∈ A ∩ E(A) ήταν
τυχαίο, σvυμπεραίνουμε ότι ∀x ∈ A ∩ E(A), υπάρχεουν n ∈ N και Bn ∈ B, τέτοια ώσvτε x ∈ Bn και
Bn ∩ A είναι ισvχνό σvτο X. Θεωρούμε αριθμήσvιμο σvύνολο δεικτών J ⊆ N ώσvτε E(A) ⊂

∪
n∈J

Bn και

∀n ∈ J , ισvχύει πως Bn ∩ A είναι ισvχνό σvτο X. Είναι άμεσvο ότι

E(A) ⊂
∪
n∈J

Bn =⇒ E(A) ∩ A ⊂
∪
n∈J

Bn ∩ A =
∪
n∈J

[Bn ∩ A]

όπου, από Πρότασvη 3.18(ii) οφείλει
∪

n∈J
[Bn ∩ A] να είναι ισvχνό σvτο X. Κατά σvυνέπεια, και πάλι

από Πρότασvη 3.18(i) , το E(A) ∩ A είναι ισvχνό σvτο X.

Θεώρημα 3.47. (Banach) ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος και A ⊆ X. Τότε, το σvύνολο A ∩ E(A)
είναι ισvχνό σvτο X.

Απόδειξη. ΄Εσvτω x0 ∈ A ∩ E(A). Τότε, υπάρχει ανοιχτό U ⊂ X, με x0 ∈ U , ώσvτε U ∩ A είναι
ισvχνό σvτο X. Αφού U είναι ανοιχτό, ∃δ > 0 και ανοιχτή μπάλα V0 = Bρ(x0, δ), τέτοια ώσvτε V0 ⊆ U .
΄Εχουμε

V0 ⊆ U =⇒ V0 ∩ A ⊆ U ∩ A

και άρα, το V0 ∩A είναι ισvχνό σvτο X. Εφόσvον το x0 ∈ A∩ E(A) ήταν τυχαίο, σvυμπεραίνουμε ότι
∀x ∈ A∩E(A), υπάρχει ανοιχτή μπάλα V ⊂ X, τέτοια ώσvτε x ∈ V και V ∩A∩E(A) είναι ισvχνό σvτο
X.
Θεωρούμε I ένα αυθαίρετο σvύνολο δεικτών και τη σvυλλογή ανοιχτών μπαλών F = {Va ⊂ X :

a ∈ I} με τις εξής ιδιότητες:

(a) ∀a ∈ I, το Va ∩ A ∩ E(A) είναι ισvχνό σvτο X.

(b) ∀a, b ∈ I, όπου a 6= b, ισvχύει Va ∩ Vb = �.

(c) Η οικογένεια είναι κορεσvμένη, δηλαδή, για οποιοδήποτε ανοιχτό, μη κενό U ⊂ X με
U ∩ Va = � , ∀a ∈ I, θα ισvχύει ότι U ∩ A ∩ E(A) είναι 2ης κατηγορίας σvτο X.

΄Εχουμε ότι A ∩ E(A) = (A ∩ E(A) ∩
∪
a∈I

Va) ∪ (A ∩ E(A) ∩ (X \
∪
a∈I

Va)) και ισvχυριζόμασvτε τα

παρακάτω:

(i) (A ∩ E(A) ∩ (X \
∪
a∈I

Va) είναι πουθενά πυκνό σvτο X.

(ii) (A ∩ E(A) ∩
∪
a∈I

Va) είναι ισvχνό σvτο X.
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Για το (i): ΄Εσvτω προς άτοπο ότι A ∩ E(A) ∩ (X \
∪
a∈I

Va) είναι κάπου πυκνό σvτο X.

Τότε, intX(clX(A∩E(A)∩ (X \
∪
a∈I

Va))) 6= � και υπάρχει ανοιχτό, μη κενό U0 ⊂ clX(A∩E(A)∩

(X \
∪
a∈I

Va)) . Για κάθε a ∈ I, ισvχύει

clX(X \
∪
a∈I

Va) ∩ Va = �

και κατά σvυνέπεια, ∀a ∈ I έχουμε U0 ∩ Va = �. Από (c), είναι άμεσvο ότι U0 ∩ A ∩ E(A)
είναι 2ης κατηγορίας σvτο X και άρα, από Παρατήρησvη 3.20, οφείλει U0 ∩ A ∩ E(A) 6= �. ΄Εσvτω
x0 ∈ U0 ∩ A ∩ E(A) . Επειδή x0 ∈ E(A), υπάρχει ανοιχτό U1 ⊂ X, με x0 ∈ U1, ώσvτε U1 ∩ A
είναι ισvχνό σvτο X. Αφού x0 ∈ U1, που είναι ανοιχτό, ∃δ > 0 και ανοιχτή μπάλα V (x0, δ) ώσvτε
V (x0, δ) ⊆ U1. Κατά σvυνέπεια, έχουμε ότι

V (x0, δ) ⊆ U1 =⇒ V (x0, δ) ∩ A ⊆ U1 ∩ A

και άρα, το V (x0, δ) ∩ A είναι ισvχνό σvτο X (1).
Ταυτόχρονα, επειδή x0 ∈ U0, που είναι ανοιχτό, επιλέγουμε κατάλληλα τη V (x0, δ), έτσvι ώσvτε

V (x0, δ) ⊆ U0. Είναι άμεσvο ότι ∀a ∈ I, ισvχύει

V (x0, δ) ∩ Va = � =⇒ V (x0, δ) /∈ F

και σvυνεπώς, αφού V (x0, δ) είναι ανοιχτό, θα ισvχύει πως V (x0, δ) ∩ A είναι 2ης κατηγορίας σvτο
X (2).
Από τις (1) , (2), προκύπτει άτοπο και δηλαδή, το σvύνολο A ∩ E(A) ∩ (X \

∪
a∈I

Va) είναι πουθενά

πυκνό σvτο X.
Για το (ii): ΄Εχουμε ότι (A ∩ E(A) ∩

∪
a∈I

Va) =
∪
a∈I

[Va ∩ A ∩ E(A)]. Για κάθε a ∈ I, ισvχύει πως

Va ∩A ∩ E(A) είναι ισvχνό σvτο X και δηλαδή, ∀a ∈ I υπάρχει αριθμήσvιμη οικογένεια {Nn
a }n∈N ⊆ X,

όπου ∀n ∈ N, Nn
a είναι πουθενά πυκνό σvτο X, και ισvχύει

Va ∩ A ∩ E(A) =
∪
n∈N

Nn
a

Επομένως, έχουμε ∪
a∈I

(Va ∩ A ∩ E(A)) =
∪
a∈I

∪
n∈N

Nn
a =

∪
n∈N

∪
a∈I

Nn
a

και θέτοντας Nn =
∪
a∈I

Nn
a , προκύπτει

∪
a∈I

(Va∩A∩E(A)) =
∪
n∈N

Nn. Αρκεί να δειχθεί ότι ∀n ∈ N,

το σvύνολο Nn είναι πουθενά πυκνό σvτο X. ΄Εσvτω προς άτοπο ότι για κάποιο n ∈ N, το Nn είναι
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κάπου πυκνό σvτο X. Τότε, intX(clX(Nn) 6= � και υπάρχει ανοιχτό, μη κενό S0 ⊂ clX(N
n) . Επειδή

A ∩ E(A) ∩ (X \
∪
a∈I

Va) είναι πουθενά πυκνό σvτο X και S0 ανοιχτό, από Πρότασvη 3.7(i) έχουμε

intX(A ∩ E(A) ∩ (X \
∪
a∈I

Va)) = �

=⇒ S0 ⊈ A ∩ E(A) ∩ (X \
∪
a∈I

Va)

και οπότε, οφείλει S0 ∩ [A∩ E(A)∩
∪
a∈I

Va] 6= �. Είναι άμεσvο ότι ∃a0 ∈ I, ώσvτε S0 ∩ Va0 6= � και

ισvχύει:

Nn = Nn
a0
∪ (

∪
α∈I
α ̸=a0

Nn
a )

=⇒ clX(N
n) = clX(N

n
a0
∪ (

∪
α∈I
α ̸=a0

Nn
a ))

και από Πρότασvη 2.42(v) προκύπτει

clX(N
n) = clX(N

n
a0
) ∪ clX(

∪
α∈I
α ̸=a0

Nn
a )

Για κάθε a ∈ I, έχουμε Va ∩ A ∩ E(A) =
∪
n∈N

Nn
a και σvυνεπώς, ισvχύει Nn

a ⊂ Va. Οπότε

clX(N
n) ⊆ clX(N

n
a0
) ∪ clX(

∪
α∈I
α ̸=a0

Va)

=⇒ clX(N
n) ∩ Va0 ⊆ [clX(N

n
a0
) ∪ clX(

∪
α∈I
α ̸=a0

Va)] ∩ Va0

=⇒ clX(N
n) ∩ Va0 ⊆ [clX(N

n
a0
) ∩ Va0 ] ∪ [clX(

∪
α∈I
α ̸=a0

Va) ∩ Va0 ] (3)

Για κάθε a 6= a0, ισvχύει Va ∩ Va0 = � και επειδή είναι ανοιχτά, από Πόρτασvη 2.62 θα ισvχύει ότι
clX(

∪
α∈I
α ̸=a0

Va) ∩ Va0 = � και άρα, η (3) μετατρέπεται σvτην

clX(N
n) ∩ Va0 ⊆ clX(N

n
a0
) ∩ Va0 ⊆ clX(N

n
a0
)
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Επειδή S0 ⊆ clX(Nn), τότε

S0 ∩ Va0 ⊆ clX(N
n) ∩ Va0 ⊆ clX(N

n
a0
)

Το S0 ∩ Va0 είναι ανοιχτό, μη κενό υποσvύνολο του X, και σvυνεπώς, έχουμε V = S0 ∩ Va0 ⊆
clX(N

n
a0
) , το οποίο είναι άτοπο, καθώς Nn

a0
είναι πουθενά πυκνό σvτο X και από Πρότασvη 3.5 οφείλει

intX(clX(N
n
a0
)) = �.

Επομένως, ∀n ∈ N, το Nn είναι πουθενά πυκνό σvτο X και οπότε, το σvύνολο∪
a∈I

[Va ∩ A ∩ E(A)] =
∪
n∈N

Nn

θα είναι ισvχνό σvτο X. Εφόσvον ολοκληρώθηκε η απόδειξη των (i) και (ii), σvυμπεραίνυμε ότι το

A ∩ E(A) =
∪
a∈I

[Va ∩ A ∩ E(A)] ∪ [(X \
∪
a∈I

Va) ∩ A ∩ E(A)]

είναι ισvχνό υποσvύνολο του X.

Πρόταση 3.48. (Kuratowski) ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και {Xi}i∈I ⊆ X με Xi ισvχνό σvτο
X, ∀i ∈ I. Αν Xi είναι ανοιχτό σvτο

∪
i∈I

Xi, τότε το σvυνόλο
∪
i∈I

Xi είναι επίσvης ισvχνό σvτο X.[6]

Πρόταση 3.49. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Τότε, το σvύνολο A ∩ E(A) είναι
ισvχνό σvτο X.

Απόδειξη. Για οποιοδήποτε x ∈ A ∩ E(A), ∃U ∈ T \ � ώσvτε U ∩ A είναι ισvχνό σvτο X. Θέτουμε
A ∩ E(A) = {xi}i∈I και δηλαδή, ∀i ∈ I υπάρχουν Ui ∈ T \ �, όπου Ui ∩ A ισvχνό σvτο X. Στη
σvυνέχεια, θέτουμε Xi = Ui ∩ A. Αφού Ui ⊆

∪
i∈I

Ui με Ui ∈ T \ �, ∀i ∈ I και
∪
i∈I

Ui ∈ T \ �, από

Πρότασvη 2.65 έχουμε ότι Ui είναι ανοιχτό σvτο
∪
i∈I

Ui και κατά σvυνέπεια, θα ισvχύει ότι Ui ∩ A είναι

ανοιχτό σvτο
∪
i∈I

Ui ∩ A =
∪
i∈I

(Ui ∩ A). ΄Αρα, Xi είναι ανοιχτό σvτο
∪
i∈I

Xi, ∀i ∈ I και σvυνεπώς, από

Πρότασvη 3.48, το σvύνολο
∪
i∈I

Xi =
∪
i∈I

(Ui ∩A) θα είναι ισvχνό σvτο X. Αφού A∩ E(A) ⊆
∪
i∈I

(Ui ∩A),

από Πρότασvη 3.18(i), το σvύνολο A ∩ E(A) θα είναι ισvχνό σvτο X.

Πρόταση 3.50. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Αν S(A) = �, τότε, το A είναι
ισvχνό σvτο X.

Απόδειξη. Αφού E(A) = X\S(A), είναι άμεσvο ότι A = (A∩E(A))∪(A∩S(A)) και επειδή S(A) = �,
ισvχύει A = A ∩ E(A). Από Πρότασvη 3.49 , το A είναι ισvχνό σvτο X.
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Πόρισμα 3.51. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Αν A είναι 2ης κατηγορίας σvτο X,
τότε S(A) 6= �. Επιπλέον, ∃U ∈ T \ � ώσvτε U ∩ A είναι 2ης κατηγορίας σvτο X.

Πρόταση 3.52. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Τότε, S(A) = �, αν και μόνο εάν,
H(A) = �.

Απόδειξη. (=⇒) ΄Αμεσvο, αφού H(A) ⊆ S(A) = � και άρα, H(A) = �.
(⇐=) Γνωρίζουμε ότι S(A) = H(A) ∪ (S(A) \ H(A)) , όπου S(A) \ H(A) είναι πουθενά πυκνό

σvτο X. Παρατηρούμε ότι

A = [A ∩ E(A)] ∪ [A ∩H(A)] ∪ [A ∩ (S(A) \ H(A))]

και από υπόθεσvη, H(A) = �. Συνεπώς, έχουμε

A = [A ∩ E(A)] ∪ [A ∩ (S(A) \ H(A))]

όπου, από Πρότασvη 3.49 , A ∩ E(A) είναι ισvχνό σvτο X και επιπλέον, από Παρατήρησvη 3.45(i) το
A∩ (S(A)\H(A)) είναι πουθενά πυκνό σvτο X. Επομένως, από Πρότασvη 3.18(ii) σvυμπεραίνουμε πως
το A είναι ισvχνό σvτο X. Από Πρότασvη 3.38 έχουμε ότι S(A) = �.

Λήμμα 3.53. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Τότε, υπάρχουν ξένα μεταξύ τους
S ⊆ A και E ⊆ A, όπου:

(i) To E είναι ισvχνό σvτο X.

(ii) Κάθε x ∈ S είναι heavy σvχετικά με το A.

Απόδειξη. (i) Παρατηρούμε ότι

A = [A ∩ E(A)] ∪ [A ∩H(A)] ∪ [A ∩ (S(A) \ H(A))]

όπου, από Πρότασvη 3.49, A ∩ E(A) είναι ισvχνό σvτο X και επιπλέον, από Παρατήρησvη 3.45(i) το
A ∩ (S(A) \ H(A)) είναι πουθενά πυκνό σvτο X. Θέτοντας

E = [A ∩ E(A)] ∪ [A ∩ (S(A) \ H(A))]

και από Πρότασvη 3.18(ii), προκύπτει ότι E είναι ισvχνό σvτο X.
(ii) ΄Αμεσvο, αφού A∩H(A) ⊆ H(A) και δηλαδή, θέτοντας S = A∩H(A), έχουμε ότι, αν x ∈ S,

τότε, x ∈ H(A) και άρα, το x είναι heavy σvχετικά με το A.
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Λήμμα 3.54. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και αριθμήσvιμη οικογένεια F = {An ⊆ X : n ∈ N}.
Αν

∪
n∈N

An = X, τότε το σvύνολο

E = {x ∈ X : ∃n ∈ Nώσvτε x ∈ An ∩ (X \ H(An))}
είναι ισvχνό σvτο X.
Απόδειξη. Από το Λήμμα 3.53, ∀n ∈ N, έχουμε An = Sn ∪ En, όπου

(i) Sn = An ∩H(An).

(ii) En = [An ∩ E(An)] ∪ [An ∩ (S(An) \ H(An))] = An ∩ (X \ H(An)) θα είναι ισvχνό σvτο X.
΄Εσvτω οποιοδήποτε x0 ∈ E. Αφού

∪
n∈N

An = X, θα υπάρχει n0 ∈ N και An0 ∈ F , ώσvτε x0 ∈ En0 .

Είναι άμεσvο ότι x0 ∈
∪
n∈N

En το οποίο, είναι ισvχνό υποσvύνολο του X. Επειδή το x0 ήταν τυχαίο,

σvυμπεραίνουμε ότι E ⊆
∪
n∈N

En και σvυνεπώς, από Πρότασvη 3.18(ii), το E είναι ισvχνό σvτο X.

3.5 Χώροι Baire

Ορισμός 3.55. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος. O (X, T ) θα καλείται χώρος Baire, αν για
οποιοδήποτε αριθμήσvιμη σvυλλογή U = {Un ∈ T : Un πυκνό σvτο X,n ∈ N}, ισvχύει

clX(
∩
n∈N

Un) = X

Παρατήρηση 3.56. Είναι ισvοδύναμο να πούμε ότι: o (X, T ) είναι χώρος Baire, αν για οποιοδήποτε
αριθμήσvιμη σvυλλογή F = {Fn ⊆ X : Fn κλεισvτό& intX(Fn) = �, n ∈ N} , ισvχύει

intX(
∪
n∈N

Fn) = �

Πρόταση 3.57. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος Baire και E ⊂ X ισvχνό σvτο X. Τότε, ισvχύει
intX(E) = �.
Απόδειξη. Αφού E είναι ισvχνό σvτο X, από Ορισvμό 3.15, θα υπάρχει {Fn}n∈N ⊂ X, όπου ∀n ∈ N,
Fn είναι κλεισvτό, με κενό εσvωτερικό σvτο X και E ⊆

∪
n∈N

Fn. Επειδή (X, T ) είναι Baire, οφείλει

intX(
∪
n∈N

Fn) = � και άρα, από Πρότασvη 2.53(iv) ισvχύει

E ⊆
∪
n∈N

Fn =⇒ intX(E) ⊆ intX(
∪
n∈N

Fn) = �

56



Πόρισμα 3.58. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος. Ο (X, T ) είναι Baire αν και μόνο εάν κάθε
U ∈ T είναι 2ης κατηγορίας σvτο X.

Απόδειξη. (=⇒) ΄Εσvτω προς άτοπο ότι ∃U ∈ T \ � ώσvτε V ισvχνό σvτο X. Από Πρότασvη 3.57 ,
κάθε ισvχνό υποσvύνολο του X εχει κενό εσvωτερικό σvτο X και άρα intX(U) = �. Επιπλέον, αφού U
ανοιχτό, μη κενό, από Πρότασvη 2.53(ii) έχουμε ότι

� 6= U = intX(U) = �

΄Ατοπο.
(⇐=)΄Εσvτω προς άτοπο ότι ο (X, T ) δεν είναι Baire. Τότε, θα υπάρχει {Fn}n∈N ⊂ X, όπου

∀n ∈ N, Fn είναι κλεισvτό και με κενό εσvωτερικό σvτο X και τέτοιο ώσvτε intX(
∪
n∈N

Fn) 6= �. Απο

Πρότασvη 3.8, το Fn είναι πουθενά πυκνό σvτο X ,∀n ∈ N και σvυνεπώς, το σvύνολο
∪
n∈N

Fn είναι ισvχνό

σvτο X. Εφόσvον intX(
∪
n∈N

Fn) 6= �, ∃U ∈ T \ � ώσvτε

U ⊆ intX(
∪
n∈N

Fn)

και από Πρότασvη 2.53(iv) προκύπτει

intX(
∪
n∈N

Fn) ⊆
∪
n∈N

Fn =⇒ U ⊆
∪
n∈N

Fn

και δηλαδή, από Πρότασvη 3.18(i) θα ισvχύει∪
n∈N

Fn ισvχνό σvτο X =⇒ U ισvχνό σvτο X

΄Ατοπο, αφού U είναι ανοιχτό υποσvύνολο του X.

Παρατήρηση 3.59. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος. Ο (X, T ) είναι Baire αν και μόνο εάν, το
X ⊆ X είναι 2ης κατηγορίας σvτο X και δηλαδή, κάθε x ∈ X είναι 2ης κατηγορίας σvχετικά με το X.
΄Ενας χώρος Baire θα καλείται και homogeneous second category

Πρόταση 3.60. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος Baire και R ⊆ X σvυνισvχνό σvτο X. Τότε,
ισvχύει clX(R) = X και δηλαδή, κάθε σvυνισvχνό υποσvύνολο του X είναι πυκνό σvτο X.

Απόδειξη. Αρκεί ∀U ∈ T \ � να ισvχύει ότι U ∩ clX(R) 6= �.
΄Εσvτω οποιοδήποτε U ∈ T \ �. Αφού R σvυνισvχνό σvτο X, το E = X \ R ⊂ X είναι ισvχνό σvτο

X, όπου από Πρότασvη 3.57 ισvχύει intX(E) = �. ΄Εχουμε ότι
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U ⊈ intX(E) =⇒ U ∩ (X \ intX(E)) 6= �

και από Πρότασvη 2.55(ii) προκύπτει

U ∩ clX(X \ E) 6= � =⇒ U ∩ clX(R) 6= �

Εφόσvον το U ήταν τυχαίο, ισvχύει το ζητούμενο.

Πρόταση 3.61. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος Baire και R ⊆ X σvυνισvχνό σvτο X. Τότε, για
οποιοδήποτε U ∈ T \ �, το U ∩R είναι 2ης κατηγορίας σvτο X.

Απόδειξη. ΄Εσvτω οποιοδήποτε U ∈ T \ �. Αφού (X, T ) είναι Baire, από Πόρισvμα 3.58 το U είναι
2ηςκατηγορίας σvτο X. Επειδή R σvυνισvχνό σvτο X και U ανοιχτό και 2ης κατηγορίας σvτο X, από
Πόρισvμα 3.26 σvυμπεραίνουμε ότι

U ∩R 6= ισvχνό σvτο R&U ανοιχτό =⇒ U ∩R 6= ισvχνό σvτο X

Εφόσvον U ήταν τυχαίο, ισvχύει το ζητούμενο.

Πρόταση 3.62. ΄Εσvτω Baire και R ⊆ X σvυνισvχνό σvτο X. Τότε, ισvχύουν:

(i) X ⊆ H(R) και δηλαδή X \ H(R) = �.

(ii) Το ζεύγος (R, TR) θα είναι επίσvης χώρος Baire.

Απόδειξη. (i) ΄Εσvτω οποιοδήποτε x0 ∈ X και έσvτω προς άτοπο ότι x0 /∈ H(R). Τότε, ∀U ∈ T με
x0 ∈ U , ∃V ∈ T \ � με V ⊆ U , το V ∩R είναι ισvχνό σvτο X. Από Πρότασvη 3.61 προκύπτει άτοπο.

(ii) Αρκεί να δειχθεί ότι οποιοδήποτε ανοιχτό σvύνολο σvτο R είναι και 2ης κατηγορίας σvτο R.
΄Εσvτω προς άτοπο ότι ∃UR ∈ TR \� ώσvτε UR ισvχνό σvτο R. Τότε, ∃U ∈ T \� ώσvτε UR = U ∩R

και επειδή R ⊆ X, από Πρότασvη 3.23 έχουμε ότι

U ∩R ισvχνό σvτο R =⇒ U ∩R ισvχνό σvτο X

Από Πρότασvη 3.61 προκύπτει άτοπο.

Παρατήρηση 3.63. (i) Αν (X, T ) τοπολογικός χώρος Baire και R ⊆ X σvυνισvχνό σvτο X, τότε
∀U ∈ T \ �, θα ισvχύει U = H(R ∩ U).

(ii) Αν (X, T ) τοπολογικός χώρος Baire και R ⊆ X σvυνισvχνό σvτο X, τότε ∀U ∈ T \�, το ζέυγος
(R ∩ U, TR∩U) θα είναι χώρος Baire.
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Πρόταση 3.64. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος Baire , R ⊆ X σvυνισvχνό σvτο X και U ∈ T \�.
Τότε, το U ∩R είναι:

(i) σvυνισvχνό σvτο U

(ii) 2ης κατηγορίας σvτο U

(iii) πυκνό σvτο U

Απόδειξη. (i) ΄Αμεσvο από Πρότασvη 3.29.
(ii) Αφού (X, T ) είναι Baire, από Πρότασvη 3.58 το U είναι 2ης κατηγορίας σvτο X και από Πόρισvμα

3.30, έχουμε το ζητούμενο.
(iii) ΄Εσvτω V0 ∈ TU \� και έσvτω προς άτοπο ότι V0 ∩ (U ∩R) = V0 ∩R = �. Αφού V0 ∈ TU \�

και U ∈ T \�, από Πρότασvη 2.66 θα ισvχύει ότι V0 ∈ T \� και δηλαδή ∃V0 ∈ T \� ώσvτε V0∩R = �.
Επειδή (X, T ) είναι Baire και R είναι σvυνισvχνό σvτο X, από Πρότασvη 3.60 το R είναι πυκνό σvτο X
και οπότε, ∀V ∈ T \ � θα ισvχύει V ∩ R 6= �. Επιλέγοντας V = V0 προκύπτει άτοπο. Συνεπώς, το
U ∩R είναι πυκνό σvτο U .
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4 Η έννοια της περίπου σvυνέχειας

Στο πρωτότυπο άρθρο [7] αναλύεται διεξοδικά η έννοια των σvημείων του πεδίου ορισvμού μια
σvυνάρτησvης f : R2 −→ R, σvτα οποία η f είναι “densely apporached”. Συγκεκρμένα, αν (ξ, η) ∈ R2,
η f είναι densely approached σvτο (ξ, η) αν ∀ε > 0 υπάρχει U ⊆ R2 ανοιχτή περιοχή του (ξ, η), τέτοια
ώσvτε το σvύνολο {(x, y) ∈ U : |f(x, y) − f(ξ, η)| < ε} είναι πυκνό σvτο U . Η σvυγκεκριμένη ιδιότητα
γενικεύεται σvτην έννοια της περίπου σvυνέχειας, όπως αναφέρεται σvτο [8].

Ορισμός 4.1. ΄Εσvτω (X, T ), (Y,V) τοπολογικοί χώροι, μια σvυνάρτησvη f : X −→ Y και x0 ∈ X.
Η f καλείται περίπου σvυνεχής σvτο x0 , αν ∀G ∈ V με f(x0) ∈ G, ∃U ∈ T με x0 ∈ U , τέτοιο
ώσvτε U ⊆ clX(f

−1[G]). Ισvοδύναμα, η f είναι περίπου σvυνεχής σvτο x0, αν ∀G ∈ V με f(x0) ∈ G,
ισvχύει x0 ∈ intX(clX(f

−1[G])). Αν η f : X −→ Y είναι περίπου σvυνεχής σvε κάθε x ∈ X, τότε θα
λέγεται περίπου σvυνεχής.

Πόρισμα 4.2. ΄Εσvτω (X, T ), (Y,V) τοπολογικοί χώροι, σvυνάρτησvη f : X −→ Y περίπου σvυνεχής
και U ⊆ X. Αν U είναι ανοιχτό και μη κενό, τότε, η σvυνάρτησvη f |U : U −→ Y είναι περίπου
σvυνεχής.

Απόδειξη. ΄Εσvτω ο τοπολογικός υπόχωρος (U, TU) και θεωρούμε τυχαία x0 ∈ U και G ∈ V με
f(x0) ∈ G. Αφού f είναι περίπου σvυνεχής σvτο x0, ∃V ∈ T με x0 ∈ V και ώσvτε V ⊆ clX(f

−1[G]).
Αφού U ∈ T και V ∈ T , θέτουμε VU = U ∩ V και δηλαδή VU ∈ T . Επιπλέον, παρατηρούμε ότι
x0 ∈ VU και VU ⊆ V ⊆ clX(f

−1[G]). Επειδή U ∈ T \ � και VU ∈ T \ �, με VU ⊆ U , από Πρότασvη
2.65 θα ισvχύει ότι το VU ∈ TU \�. Εφόσvον τα x0 και G ήταν τυχαία, σvυμπεραίνουμε πως ∀x ∈ U και
∀G ∈ V με f(x) ∈ G, ∃VU ∈ TU , με x ∈ VU και ώσvτε VU ⊆ clX(f

−1[G]).

Σε αυτο σvημείο, υπενθυμίζουμε ότι αν (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X, έχουμε

S(A) = {x ∈ X : x είναι 2ης κατηγορίας σvχετικά με το A}

= {x ∈ X : ∀U ∈ T με x ∈ U, το U ∩ A είναι 2ης κατηγορίας σvτο X}

Πρόταση 4.3. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Το σvύνολο S(A) έχει τις εξής
ιδιότητες:

(i) A ⊆ B =⇒ S(A) ⊆ S(B)

(ii) S(S(A)) ⊆ S(A)

(iii) S(A ∪ B) = S(A) ∪ S(B)
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Απόδειξη. (i) ΄Εσvτω A ⊆ B και τυχαίο x0 ∈ S(A). Τότε, ∀U ∈ T με x0 ∈ U θα ισvχύει ότι U ∩ A
είναι 2ης κατηγορίας σvτο X. ΄Εχουμε ότι

A ⊆ B =⇒ U ∩ A ⊆ U ∩ B

και από Πρότασvη 3.21 , το σvύνολο U ∩ B είναι 2ης κατηγορίας σvτο X. Αφού το U ήταν τυχαίο,
έχουμε το ζητούμενο.

(ii) ΄Εσvτω x0 ∈ S(S(A)) και έσvτω οποιοδήποτε U ∈ T με x0 ∈ U . Τότε, U ∩ S(A) είναι 2ης
κατηγορίας σvτο X και από Παρατήρησvη 3.20 θα ισvχύει U ∩ S(A) 6= �. ΄Εσvτω, τώρα, οποιοδήποτε
y0 ∈ U ∩S(A). Επειδή y0 ∈ U , το οποίο είναι ανοιχτό, από Πρότασvη 2.18 ∃V ∈ T ώσvτε y0 ∈ V ⊆ U .
Επιπλέον, επειδή y0 ∈ S(A) και y0 ∈ V , όπου V ανοιχτό, το σvύνολο V ∩A είναι 2ης κατηγορίας σvτο
X. Εφόσvον y0 ήταν τυχαίο, σvυμπεραίνουμε πως ∀V ∈ T , όπου V ⊆ U και V ∩S(A) 6= �, το σvύνολο
V ∩ A είναι 2ης κατηγορίας σvτο X. Εφόσvον, U ήταν επίσvης τυχαίο, προκύπτει ότι U ∩ A είναι 2ης

κατηγορίας σvτο X και σvυνεπώς, έχουμε το ζητούμενο.
(iii) ΄Εχουμε ότι

S(A) = {x ∈ X : ∀U ∈ T με x ∈ U, το U ∩ A είναι 2ης κατηγορίας σvτο X}

και επίσvης

S(B) = {x ∈ X : ∀U ∈ T με x ∈ U, το U ∩ B είναι 2ης κατηγορίας σvτο X}

΄Εσvτω x0 ∈ S(A) ∪ S(B) και έσvτω U ∈ T , με x0 ∈ U . Τότε είτε U ∩A είναι 2ης κατηγορίας σvτο X,
είτε U ∩ B είναι 2ης κατηγορίας σvτο X και οπότε

(U ∩ A) ∪ (U ∩ B) είναι 2ης κατηγορίας σvτο X

=⇒ U ∩ (A ∪ B) είναι 2ης κατηγορίας σvτο X

Εφόσvον ισvχύει ∀U ∈ T , με x0 ∈ U , είναι άμεσvο ότι

x0 ∈ {x ∈ X : ∀U ∈ T με x ∈ U, το U ∩ (A ∪B) είναι 2ης κατηγορίας σvτο X} = S(A ∪B)

Επειδή το x0 που επιλέχθηκε ήταν τυχαίο, σvυμπεραίνουμε ότι S(A) ∪ S(B) ⊆ S(A ∪ B).

Αντίσvτροφα, έσvτω οποιοδήποτε x0 ∈ S(A∪B) και έσvτω προς άτοπο ότι x0 ∈ E(A)∩E(B). Τότε,
το x0 είναι ισvχνό σvχετικά με τα A και B, οπότε

∃U1 ∈ T με x0 ∈ U1 &U1 ∩ A ισvχνό σvτο X

και ταυτόχρονα
∃U2 ∈ T με x0 ∈ U2 &U2 ∩B ισvχνό σvτο X
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Αφού U1, U2 ∈ T \� και U1∩U2 6= �, επιλέγουμε U = U1∩U2 και δηλαδή U ∈ T \�. Επιπλέον,
θα ισvχύει

U ∩ A ⊆ U1 ∩ A&U ∩B ⊆ U2 ∩ B

και άρα, από Πρότασvη 3.18(i), οφείλει U ∩ A ισvχνό σvτο X και U ∩ B ισvχνό σvτο X. Κατ’επέκτασvη,
από 3.18(ii) έχουμε (U ∩ A) ∪ (U ∩ B) ισvχνό σvτο X και σvυνεπώς, προκύπτει ότι

∃U ∈ T με x0 ∈ U & (U ∩ A) ∪ (U ∩B) ισvχνό σvτο X

=⇒ ∃U ∈ T με x0 ∈ U &U ∩ (A ∪ B) ισvχνό σvτο X (1)

Επειδή, από υπόθεσvη, έχουμε x0 ∈ S(A ∪B), τότε ισvχύει πως

∀V ∈ T με x0 ∈ V, τo V ∩ (A ∪B) είναι 2ης κατηγορίας σvτο X (2)

Από τις (1), (2) καταλήγουμε σvε άτοπο. Επομένως, θα πρέπει

x0 ∈ X \ (E(A) ∩ E(B)) =⇒ x0 ∈ (X \ E(A)) ∪ (X \ E(B))

και από Παρατήρησvη 3.40, θα ισvχύει ότι x0 ∈ S(A) ∪ S(B). Εφόσvον το x0 που επιλέχθηκε ήταν
τυχαίο, σvυμπεραίνουμε πως S(A ∪ B) ⊆ S(A) ∪ S(B).

Πρόταση 4.4. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και {Ai}i∈I ⊆ X. Τότε S(
∩
i∈I

Ai) ⊆
∩
i∈I

S(Ai).

Απόδειξη. Ισvχύει πως

S(
∩
i∈I

Ai) = {x ∈ X : ∀U ∈ T με x ∈ U, το U ∩
∩
i∈I

Ai είναι 2
ης κατηγορίας σvτο X}

΄Εσvτω x0 ∈ S(
∩
i∈I

Ai) και έσvτω προς άτοπο ότι ∃i0 ∈ I, ώσvτε το x0 να είναι ισvχνό σvχετικά με το Ai0 .

Τότε ∃U ∈ T , με x0 ∈ U και ώσvτε το U ∩ Ai0 είναι ισvχνό σvτο X. ΄Εχουμε ότι

U ∩
∩
i∈I

Ai ⊆ U ∩ Ai0

και άρα, από Πρότασvη 3.18(i), το U ∩
∩
i∈I

Ai θα είναι, επίσvης, ισvχνό σvτο X. ΄Ατοπο. Επομένως, ∀i ∈ I

ισvχύει πως το x0 είναι 2ης κατηγορίας σvχετικά με το Ai και άρα

x0 ∈ {x ∈ X : ∀U ∈ T με x ∈ U, ∀i ∈ I το U ∩ Ai είναι 2
ης κατηγορίας σvτο X} =

∩
i∈I

S(Ai)

Εφόσvον το x0 ∈ S(
∩
i∈I

Ai) που επιλέχθηκε ήταν τυχαίο, σvυμπεραίνουμε ότι S(
∩
i∈I

Ai) ⊆
∩
i∈I

S(Ai).
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Πρόταση 4.5. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος Baire και A ⊆ X. Τότε, ισvχύει X \ S(A) ⊆
intX(S(X \ A)).

Απόδειξη. ΄Εσvτω x0 ∈ X \ S(A). Τότε, ∃U ∈ T με x0 ∈ U και ώσvτε U ∩ A ισvχνό σvτο X και
θεωρούμε τυχαία y0 ∈ U και V ∈ T με y0 ∈ V . Αφού U ∩ V 6= � και είναι ανοιχτά, θέτουμε
G = U ∩ V , όπου θα ισvχύει G ∈ T \ �. ΄Εχουμε ότι

G = (G ∩ A) ∪ (G ∩ (X \ A))

και επειδή G∩A ⊆ U∩A, από Πρότασvη 3.18(i) το G∩A είναι ισvχνό σvτο X. Αφού (X, T ) είναι Baire
και G ∈ T \ �, από Πρότασvη 3.58, το G είναι 2ης κατηγορίας σvτο X και σvυνεπώς, το G ∩ (X \ A)
θα είναι 2ης κατηγορίας σvτο X. Επιπλέον. έχουμε

G ∩ (X \ A) ⊆ V ∩ (X \ A)

και από Πρότασvη 3.21 , το V ∩ (X \ A) είναι 2ης κατηγορίας σvτο X. Εφόσvον το V ήταν τυχαίο,
σvυμπεραίνουμε ότι y0 ∈ S(X \ A) και επειδή το y0 ∈ U ήταν τυχαίο, έπεται ότι

x0 ∈ U ⊆ S(X \ A) =⇒ x0 ∈ intX(S(X \ A))

Πρόταση 4.6. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και F : P(X) −→ P(X) με απεικόνισvη

F (A) = A ∪ S(A), ∀A ⊆ X.

Τότε, το F είναι ένας τελεσvτής κλεισvτότητας και δηλαδή, ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες:

(i) F (�) = �

(ii) A ⊆ F (A)

(iii) F (F (A)) = F (A)

(iv) F (A ∪ B) = F (A) ∪ F (B)

Απόδειξη. (i) ΄Αμεσvο.
(ii) Προκύπτει από Πρότασvη 4.3(i).
(iii) ΄Εσvτω x0 ∈ F (F (A)). Παρατηρούμε ότι

F (F (A)) = F (A ∪ S(A)) = A ∪ S(A) ∪ S(A ∪ S(A))
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και από Πρότασvη 4.3(iii) προκύπτει

F (F (A)) = A ∪ S(A) ∪ S(A) ∪ S(S(A)) = A ∪ S(A)

και άρα F (F (A)) = F (A).
(iv) Και πάλι, από Πρότασvη 4.3(iii) έχουμε

S(A) ∪ S(B) ⊆ S(A ∪ B)

=⇒ A ∪ B ∪ S(A) ∪ S(B) ⊆ A ∪ B ∪ S(A ∪ B)

=⇒ F (A) ∪ F (B) ⊆ F (A ∪ B)

Αντίσvτροφα, έσvτω ότι για κάποιο x0 ∈ X έχουμε x0 /∈ F (A) ∪ F (B). Τότε, οφείλει x0 /∈ S(A),
x0 /∈ S(B) και δηλαδή

x0 ∈ X \ (S(A) ∪ S(B)) =⇒ x0 ∈ (X \ S(A)) ∩ (X \ S(B))

Από Παρατήρησvη 3.40, θα ισvχύει ότι x0 ∈ E(A)∩ E(B) και οπότε, το x0 είναι ισvχνό σvχετικά με τα A
και B. Επομένως, ∃U1 ∈ T με x0 ∈ U1, ώσvτε U1 ∩ A ισvχνό σvτο X και όμοια, ∃U2 ∈ T με x0 ∈ U2,
ώσvτε U2 ∩ A ισvχνό σvτο X. Εφόσvον U1 ∈ T \ � και U2 ∈ T \ �, θέτουμε U = U1 ∩ U2 και δηλαδή
U ∈ T \ �. ΄Εχουμε

U ∩ (A ∪B) ⊆ (U ∩ A) ∪ (U ∩B)

και επειδή U ⊆ U1 και U ⊆ U2, προκύπτει

U ∩ (A ∪ B) ⊆ (U1 ∩ A) ∪ (U2 ∩ B)

Από Πρότασvη 3.18(i) και (ii), σvυμπεραίνουμε πως U ∩ (A∪B) είναι ισvχνό σvτο X και άρα, το x0 είναι
ισvχνό σvχετικά με το A ∪ B. Είναι άμεσvο ότι x0 /∈ F (A ∪ B).

Ορισμός 4.7. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, A ⊆ X και ο τελεσvτής F που ορίσvτηκε σvτην
Πρότασvη 4.6. Θα λέμε ότι το A είναι F−κλεισvτό, αν ισvχύει ότι A = F (A).

Πόρισμα 4.8. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Τότε ισvχύουν:

(i) Το � είναι F−κλεισvτό.

(ii) Το X είναι F−κλεισvτό.

(iii) Αν A.B ⊆ X είναι F−κλεισvτά, τότε το A ∪B είναι F−κλεισvτό.
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Απόδειξη. (i) ΄Αμεσvο από Πρότασvη 4.6(i).
(ii) Από Πρότασvη 4.6(ii) έχουμε

X ⊆ F (X) = X ∪ S(X) ⊆ X ∪X = X

και οπότε X = F (X).
(iii) Αν A,B είναι F−κλεισvτά, τότε A = F (A) και B = F (B) και δηλαδή A∪B = F (A)∪F (B).

Από Πρότασvη 4.6(iv) προκύπτει

A ∪ B = F (A) ∪ F (B) = F (A ∪ B)

Πρόταση 4.9. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και {Ai}i∈I ⊆ X. Αν Ai είναι F−κλεισvτό, ∀i ∈ I,
τότε το σvύνολο

∩
i∈I

Ai είναι F−κλεισvτό.

Απόδειξη. Αφού
∩
i∈I

Ai ⊆ X, από Πρότασvη 4.6(ii) έχουμε

∩
i∈I

Ai ⊆ F (
∩
i∈I

Ai) =
∩
i∈I

Ai ∪ S(
∩
i∈I

Ai)

Από Πρότασvη 4.4 ισvχύει ότι S(
∩
i∈I

Ai) ⊆
∩
i∈I

S(Ai) και οπότε

F (
∩
i∈I

Ai) ⊆
∩
i∈I

Ai ∪
∩
i∈I

S(Ai) =
∩
i∈I

[Ai ∪ S(Ai)] =
∩
i∈I

F (Ai)

Επειδή Ai είναι F−κλεισvτό, ∀i ∈ I, ισvχύει F (Ai) = Ai και κατ’επέκτασvη
∩
i∈I

F (Ai) =
∩
i∈I

Ai. Συνεπώς,

προκύπτει ότι ∩
i∈I

Ai ⊆ F (
∩
i∈I

Ai) ⊆
∩
i∈I

F (Ai) =
∩
i∈I

Ai

και άρα
∩
i∈I

Ai = F (
∩
i∈I

Ai).

Πρόταση 4.10. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος. Θεωρούμε, επίσvης, τη σvυλλογή TF = {X \A :
A ⊆ X, A είναι F − κλεισvτό}. Τότε, η TF είναι τοπολογία σvτο X και θα λέμε ότι είναι τοπολογία
που επάγεται από το F .

Απόδειξη. (i) Από Πόρισvμα 4.8(ii), το X είναι F−κλεισvτό και επειδή � = X \X, οφείλει � ∈ TF .
΄Ομοια, από Πόρισvμα 4.8(i), το � είναι F−κλεισvτό και αφού X = X \ �, έπεται ότι X ∈ TF .
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(ii) ΄Εσvτω U1, U2 ∈ TF . Τότε, υπάρχουν F−κλεισvτά A1, A2 ⊆ X, ώσvτε U1 = X \ A1 και
U2 = X \ A2. ΄Εχουμε

U1 ∩ U2 = (X \ A1) ∩ (X \ A2) = X \ (A1 ∪ A2)

Από 4.8(iii), αν A1, A2 είναι F−κλεισvτά, τότε το A1∪A2 είναι, επίσvης, F−κλεισvτό και οπότε U1∩U2 ∈
TF .

(iii) ΄Εσvτω I μη κενό σvύνολο και {Ui}i∈I οικογένεια σvτοιχείων της TF . Τότε ∀i ∈ I ∃Ai ⊆ X
F−κλεισvτό, τέτοιο ώσvτε Ui = X \ Ai. ΄Εχουμε∪

i∈I

Ui =
∪
i∈I

(X \ Ai) = X \
∩
i∈I

Ai

Από Πρότασvη 4.9, αν Ai είναι F−κλεισvτό, ∀i ∈ I, τότε το
∩
i∈I

Ai είναι, επίσvης, F−κλεισvτό και άρα∪
i∈I

Ui ∈ TF .

Πρόταση 4.11. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος Baire. Θεωρούμε TF = {X \ A : A ⊆
X, A είναι F − κλεισvτό} η τοπολογία που επάγεται από το F . Τότε, ισvχύει T ⊆ TF .

Απόδειξη. Αρκεί να δειχθεί ότι κάθε T −κλεισvτό είναι και TF−κλεισvτό. Ισvοδύναμα, αρκεί να δειχτεί
πως

A = F (A) ⇐⇒ S(A) ⊆ A

Πράγματι, έσvτω x0 ∈ S(A). Αν x0 /∈ A, τότε, αφού A είναι T −κλεισvτό, το X \ A είναι ανοιχτό και
από Πρότασvη 2.18, ∃U ∈ T ώσvτε x0 ∈ U ⊆ X \ A. ΄Ομως, αυτό σvυνεπάγεται U ∩ A = � και οπότε
U ∩ A ισvχνό σvτο X. Επομένως, ισvχύει x0 /∈ S(A), το οποίο είναι άτοπο από υπόθεσvη. ΄Αρα, οφείλει
x0 ∈ A και αφού το x0 ήταν τυχαίο, προκύπτει S(A) ⊆ A.
Αντίσvτορφα, αν S(A) ⊆ A, έχουμε A = A ∪ S(A) = F (A).

Ορισμός 4.12. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, A ⊆ X και η τοπολογία TF = {X \ A : A ⊆
X, A είναι F − κλεισvτό}. Ορίζουμε τα παρακάτω:

(i) Η κλεισvτότητα του A ως προς TF θα σvυμβολίζεται με clF (A) και ισvούται με

clF (A) = A ∪ S(A)

(ii) Το εσvωτερικό του A ως προς TF θα σvυμβολίζεται με intF (A) και από Πρότασvη 2.55 (i), θα
ισvούται με

intF (A) = A \ clF (X \ A)
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Πρόταση 4.13. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος Baire και θεωρούμε επίσvης την τοπολογία TF =
{X \ A : A ⊆ X, A είναι F − κλεισvτό}. Τότε, ∀A ⊆ X ισvχύει

intF (clF (A)) = intX(S(A))

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι ∀B ⊆ X, ισvχύει

clF (B) ⊆ B ∪ S(B)

Από Πρότασvη 3.43 προκύπτει
clF (B) ⊆ clX(B)

και εξίσvου
clF (X \B) ⊆ clX(X \B)

=⇒ X \ clX(X \B) ⊆ X \ clF (X \B)

και άρα, από Πρότασvη 2.55(i) έχουμε

intX(B) ⊆ intF (B)
B=S(A)=⇒ intX(S(A)) ⊆ intF (S(A))

Απόο Πρότασvη 2.53(iv) έχουμε intF (S(A)) ⊆ intF (A ∪ S(A)) = intF (clF (A)) και σvυνεπώς

intX(S(A)) ⊆ intF (clF (A)) (1)

Αντίσvτροφα, θέτοντας B = clF (A) = A ∪ S(A) και από Πρότασvη 2.55(i) έχουμε

intF (clF (A)) = intF (B) = B \ clF (X \B)

= B \ [(X \B) ∪ S(X \B)]

= B ∩ [B ∩ (X \ S(X \B))]

και από Πρότασvη 4.5 θα ισvχύει

B ∩ [B ∩ (X \ S(X \B))] ⊆ B ∩ intX(S(B))

=⇒ intF (clF (A)) ⊆ B ∩ intX(S(B)) ⊆ intX(S(B)) = intX(S(A ∪ S(A)))
και από Πρότασvη 4.3(ii), (iii) και Πρότασvη 2.53(iv) έχουμε

intX(S(A ∪ S(A))) = intX(S(A) ∪ S(S(A)) ⊆ intX(S(A) ∪ S(A)) = intX(S(A))

και σvυνεπώς
intF (clF (A)) ⊆ intX(S(A)) (2)

Από τις (1), (2) προκύπτει το ζητούμενο.
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Ορισμός 4.14. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος, σvυνάρτησvη f : X −→ R, η τοπολογία TF =
{X \ A : A ⊆ X, A είναι F − κλεισvτό} και x0 ∈ X. Θα λέμε ότι η f είναι περίπου σvυνεχής σvτο x0

ως προς TF , αν ∀G ⊆ R ανοιχτό, με f(x0) ∈ G, ∃V ∈ TF με x0 ∈ V , τέτοιο ώσvτε V ⊆ clF (f
−1[G]).

Ισvοδύναμα, η f είναι περίπου σvυνεχής σvτο x0 ως προς TF , αν ∀G ⊆ R ανοιχτό, με f(x0) ∈ G, ισvχύει
x0 ∈ intF (clF (f

−1[G])).

Πρόταση 4.15. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος Baire και σvυνάρτησvη f : X −→ R. ΄Εσvτω,
επίσvης, η τοπολογία TF = {X\F (A) : A ⊆ X} και τυχαίο x0 ∈ X. Τότε, τα επόμενα είναι ισvοδύναμα:

(i) Για κάθε ανοιχτό G ⊆ R με f(x0) ∈ G, το x0 είναι heavy σvχετικά με το f−1[G].

(ii) Η f είναι περίπου σvυνεχής σvτο x0 ως προς TF .

Απόδειξη. ΄Εσvτω ότι για οποιοδήποτε G ⊆ R ανοιχτό, μη κενό και ώσvτε f(x0) ∈ G ισvχύει x0 ∈
H(f−1[G]). ΄Εχουμε

x0 ∈ H(f−1[G]), ∀G ⊆ R ανοιχτό, μη κενό
και από Παρατήρησvη 3.41

⇐⇒ x0 ∈ intX(S(f−1[G]), ∀G ⊆ R ανοιχτό, μη κενό

Από Πρότασvη 4.13

⇐⇒ x0 ∈ intF (clF (f
−1[G])), ∀G ⊆ R ανοιχτό, μη κενό

Πρόταση 4.16. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος Baire. Τότε, ∀A ⊆ X ισvχύει intF (clF (A)) ⊆
intX(clX(A)).

Απόδειξη. Από Πρότασvη 4.13 έχουμε

intF (clF (A)) = intX(S(A))

και από Πρότασvη 3.43 ισvχύει S(A) ⊆ clX(A). Από Πρότασvη 2.53(iv) προκύπτει άμεσvα ότι

intF (clF (A)) = intX(S(A)) ⊆ intX(clX(A))
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5 Χώροι Blumberg

Ορισμός 5.1. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος. Ο (X, T ) θα λέγεται χώρος Blumberg, αν
∀f : X −→ R ∃D ⊆ X πυκνό σvτο X, έτσvι ώσvτε η f |D : D −→ R είναι σvυνεχής.

Το θεώρημα Blumberg ισvχυρίζεται πως για οποιαδήποτε f : R −→ R, υπάρχει D ⊆ R πυκνό
σvτο R, ώσvτε η f |D : D −→ R είναι σvυνεχής και δηλαδή, το R εφοδιασvμένο με τη σvυνήθη τοπολογία
είναι χώρος Blumberg. Ειδικότερα, σvτο πρωτότυπο άρθρο [7] (1922), αποδεικνύεται ότι το R2 εφο-
διασvμένο με την ευκλείδια τοπολογία είναι, επίσvης, χώρος Blumberg. Το σvημαντικότερο ερώτημα
που προκύπτει, με αφορμή τον παραπάνω ορισvμό, είναι, ποιοι χώροι είναι Blumberg. Μια απάντησvη
σvε αυτό το ερώτημα, δόθηκε από τους J. C. Bradford and C. Goffman, για την περίπτωσvη όπου το
X είναι εφοδιασvμένο με κάποια μετρική. Συγκεκριμένα, σvτο [9] (1959) αποδεικνύεται ο παρακάτω
ισvχυρισvμός.

Θεώρημα 5.2. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος. Τότε, ο (X, ρ) είναι χώρος Blumberg, αν και μόνο
εάν είναι χώρος Baire.

Η ευθύς σvυνεπαγωγή, δηλαδή, ότι εάν ένας μετρικός χώρος είναι Blumberg, τότε θα είναι χώρος
Baire ή ισvοδύναμα, ότι εάν ένας μετρικός χώρος δεν είναι Baire, τότε δε θα είναι χώρος Blumberg,
δίνει έναν περιορισvμό ως προς το σvύνολο των χώρων που θα μπορούσvαν να είναι Blumberg. Ει-
δικότερα, αυτή η κατεύθυνσvη του θεωρήματος γενικεύεται σvε τοπολογικούς χώρους και υποδεικνύει,
ότι το σvύνολο των χώρων Blumberg θα περίεχεται σvτο σvύνολο των χώρων Baire. Για την απόδειξη
αυτού του ισvχυρισvμού, έχουμε την παρακάτω πρότασvη.

Πρόταση 5.3. (Bradford-Goffman) ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος. Αν (X, T ) δεν είναι Baire,
τότε υπάρχει σvυνάρτησvη f : X −→ R, ώσvτε για οποιοδήποτε D ⊆ X πυκνό σvτο X, ισvχύει ότι
f |D : D −→ R είναι ασvυνεχής.

Η απόδειξη της αντίσvτροφης σvυνεπαγωγής του θεωρήματος 5.2, δηλαδή ότι αν ένας μετρικός
χώρος είναι Baire, τότε ειναι χώρος Blumberg, αναλύεται σvε δύο βασvικά βήματα.

Πρόταση 5.4. (Πρώτο βήμα) ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και σvυνάρτησvη f : X −→ R.
΄Εσvτω, επίσvης, το σvύνολο

R = {x ∈ X : f είναι περίπου σvυνεχής σvτο x ως προς TF}
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όπου TF η τοπολογία που επάγεται από τον τελεσvτή F , που ορίσvτηκε σvτην Πρότασvη 4.6. Τότε,
ισvχύουν:

(i) Το R είναι σvυνισvχνό σvτο X.

(ii) Αν ο (X, T ) είναι Baire, τότε το R είναι πυκνό σvτο X ως προς T και η σvυνάρτησvη f |R :
R −→ R είναι περίπου σvυνεχής ως προς την επαγόμενη τοπολογία του R ⊆ X.

Πρόταση 5.5. (Δεύτερο βήμα) ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος και f : X −→ R περίπου σvυνεχής.
Τότε, ∃D ⊆ X πυκνό σvτο X, τέτοιο ώσvτε η f |D : D −→ R είναι σvυνεχής.

Σημειώνουμε πως για το δεύτερο βήμα, είναι απαραίτητο για το X να είναι εφοδιασvμένο με κάποια
μετρική. Ξεκινώντας, λοιπόν, από ένα (X, ρ) μετρικό χώρο Baire και για οποιοδήποτε σvυνάρτησvη
f : X −→ R, βρίσvκουμε ένα R ⊆ X πυκνό σvτο X και μοναδικό για την f που επιλέχθηκε, τέτοιο
ώσvτε η f |R : R −→ R είναι περίπου σvυνεχής. Στη σvυνέχεια, για τη δεδομένη f , περιοριζόμασvτε
σvτον υπόχωρο (R, ρR), όπου η σvυνάρητησvη g = f |R είναι περίπου σvυνεχής σvε κάθε σvημείο του R .
Εκεί, κατασvκευάζουμε ένα D ⊆ R πυκνό σvτο R, τέτοιο ώσvτε η g|D είναι σvυνεχής. Εφόσvον D είναι
πυκνό σvτο R και R είναι πυκνό σvτο X, από Πρότασvη 2.75, προκύπτει ότι το D θα είναι πυκνό σvτο X.
Επιπλέον, επειδήD ⊆ R, θα ισvχύει πως g|D = f |D και δηλαδή, τελικά, η σvυνάρτησvη f |D : D −→ R θα
είναι σvυνεχής. Παρατηρούμε ότι τα τελευταία δύο σvυμπεράσvματα που προαναφέρθηκαν, ικανοποιούν
ακριβώς τις προϋποθέσvεις του θεωρήματος Blumberg. Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι η απόδειξη των
προτάσvεων 5.3, 5.4 και 5.5, είναι επαρκείς για την απόδειξη του ισvχυρισvμού του θεωρήματος 5.2.

5.1 Απόδειξη της Θεωρήματος 5.2

Απόδειξη της Πρότασvης 5.3

Απόδειξη. ΄Εσvτω D ⊆ X πυκνό σvτο X. Αφού (X,T ) δεν είναι Baire, ∃U ∈ T \ � ισvχνό σvτο
X. Είναι άμεσvο ότι ∃{Nn}n∈N ⊆ X, όπου ∀n ∈ N, το Nn είναι πουθενά πυκνό σvτο X και ώσvτε
U =

∪
n∈N

Nn. Θεωρούμε σvυνάρτησvη f : X −→ R με τύπο

f(x) = n , αν x ∈ Nn n ∈ N& f(x) = 0 , αν x ∈ X \
∪
n∈N

Nn

Εφόσvον D είναι πυκνό και U ανοιχτό, ισvχύει

U ∩D 6= � =⇒
∪
n∈N

Nn ∩D 6= �
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και έσvτω x0 ∈
∪
n∈N

Nn ∩ D. Τότε, ∃n0 ∈ N ώσvτε x0 ∈ Nn0 και θεωρούμε οποιοδήποτε ανοιχτό

V ∈ T με x0 ∈ V . Αφού U ∈ T και V ∈ T , θέτουμε V0 = U ∩ V και δηλαδή V0 ∈ T . Επίσvης, θα
ισvχύει ότι x0 ∈ V0 ⊆ U ∩ V . Εφόσvον D είναι πυκνό σvτο X και V0 ανοιχτό, έχουμε V0 ∩D 6= � και
επιπλέον, επειδή Nn0 πουθενά πυκνό σvτο X, οφείλει D ⫅̸ Nn0 . Είναι άμεσvο πως

∃y0 ∈ V0 ∩ (D \Nn0) ⊆ (U ∩ V ) ∩ (D \Nn0)

και σvυνεπώς, θα υπάρχει n1 6= n0, τέτοιο ώσvτε y0 ∈ V ∩D∩Nn1 και |f(y0)−f(x0)| = |n1−n0| ≥ 1.
Επειδή τα V και D που επιλέχθηκαν ήταν τυχαία, σvυμπεραίνουμε ότι ∀D ⊆ X πυκνό σvτο X, η f είναι
ασvυνεχής σvτα σvημεία του D ∩ U και κατά σvυνέπεια, η f |D είναι ασvυνεχής.

Απόδειξη της Πρότασvης 5.4

Απόδειξη. (i) Εφόσvον το R με τη σvυνήθη τοπολογία είναι 2ος αριθμήσvιμος τοπολογικός χώρος,
θεωρούμε BR = {Gn ⊆ R : n ∈ N} ⊂ P(R) μια αριθμήσvιμη βάσvη περιοχών του R. Επειδή
X =

∪
n∈N

f−1[Gn] , από Λήμμα 3.54, γνωρίζουμε ότι το σvύνολο

E = {x ∈ X | ∃n ∈ Nώσvτε x ∈ f−1[Gn] ∩ (X \ H(f−1[Gn]))}

θα είναι ισvχνό σvτο X. Αρκεί να δειχθεί ότι X \R ⊆ E.
΄Εσvτω x0 ∈ X \R και δηλαδή f 6= F−περίπου σvυνεχής σvτο x0. Τότε, υπάρχει ανοιχτό G ⊂ R με

f(x0) ∈ G, ώσvτε x0 ∈ X \ intF (clF (f−1[G])). Από Πρότασvη 4.13, γνωρίζουμε πως

intF (clF (f
−1[G])) = intX(S(f−1[G])) =⇒ X \ intF (clF (f−1[G])) = X \ intX(S(f−1[G]))

Συνεπώς, έχουμε x0 ∈ X \ intX(S(f−1[G])) και από Παρατήρησvη 3.41, προκύπτει ότι x0 ∈ X \
H(f−1[G]). Επειδή το G είναι ανοιχτό και BR είναι βάσvη, ∃n0 ∈ N και Gn0 ∈ BR, ώσvτε f(x0) ∈
Gn0 ⊆ G. ΄Εχουμε

Gn0 ⊆ G =⇒ f−1[Gn0 ] ⊆ f−1[G]

Από Πρότασvη 4.3(i) και την Πρότασvη 2.53(iv), προκύπτει

intX(S(f−1[Gn0 ])) ⊆ intX(S(f−1[G]))

και από Παρατήρησvη 3.41, θα ισvχύει

H(f−1[Gn0 ]) ⊆ H(f−1[G]) =⇒ X \ H(f−1[G]) ⊆ X \ H(f−1[Gn0 ])
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Αφού x0 ∈ X \ H(f−1[G]), έπεται ότι x0 ∈ X \ H(f−1[Gn0 ]). Επιπλέον, έχουμε f(x0) ∈ Gn0 και
άρα x0 ∈ f−1[Gn0 ]. Είναι, λοιπόν, άμεσvο πως x0 ∈ f−1[Gn0 ] ∩ (X \ H(f−1[Gn0 ])) ⊆ E. Εφόσvον το
x0 ∈ X \R ήταν τυχαίο, προκύπτει το ζητούμενο.

(ii) Υπενθυμίζουμε ότι ∀A ⊆ X, το σvύνολο intR(A) = intX(A) ∩ R είναι το εσvωτερικό του A
σvτο R και clR(A) = clX(A) ∩ R είναι η αντίσvτοιχη κλεισvτότητα του A σvτο R. Επίσvης, ∀A ⊆ X, τα
σvύνολα intF (A) και clF (A) είναι το εσvωτερικό και η αντίσvτοιχη κλεισvτότητα του A ως προς TF και
όπως δόθηκαν σvτον ορισvμό 4.12.
Αν (X, T ) είναι Baire, από Πρότασvη 3.60, το σvύνολο R θα είναι πυκνό σvτο X ως σvυνισvχνό

υποσvύνολο του X. ΄Εσvτω, τώρα, οποιοδήποτε x0 ∈ R και ανοιχτό G ⊆ R με f(x0) ∈ G. Αρκεί να
δειχθεί ότι x0 ∈ intR(clR(f

−1[G])).
Αφού x0 ∈ R, από (i) έχουμε ότι η f είναι F−περίπου σvυνεχής σvτο x0 και δηλαδή, θα ισvχύει

x0 ∈ intF (clF (f
−1[G])). Από Πρότασvη 4.16 ισvχύει

intF (clF (f
−1[G])) ⊆ intX(clX(f

−1[G]))

και άρα, έπεται ότι x0 ∈ intX(clX(f
−1[G])). Επομένως, ∃V ∈ T με x0 ∈ V και ώσvτε V ⊆ clX(f

−1[G])
και έχουμε

V ⊆ clX(f
−1[G]) =⇒ V ∩R ⊆ clX(f

−1[G]) ∩R

Θέτοντας VR = V ∩R, όπου V ∈ T \ �, οφείλει VR ∈ TR \ � και επειδή x0 ∈ V ∩R, προκύπτει ότι

x0 ∈ VR ⊆ clR(f
−1[G])

Από Πρότασvη 2.53(iv) έχουμε

intX(VR) ⊆ intX(clR(f
−1[G])) =⇒ intX(VR) ∩R ⊆ intX(clR(f

−1[G])) ∩R

=⇒ intR(VR) ⊆ intR(clR(f
−1[G]))

Εφόσvον V ∈ TR, από Πρότασvη 2.53(ii) θα ισvχύει πως VR = intR(VR) και οπότε

VR ⊆ intR(clR(f
−1[G]))

Αφού x0 ∈ VR, είναι άμεσvο ότι x0 ∈ intR(clR(f
−1[G])). Δεδομένου ότι το G που επιλέχθηκε ήταν

τυχαίο, σvυμπεραίνουμε πως η f |R είναι περίπου σvυνεχής σvτο x0. Τέλος, επειδή το x0 ∈ R ήταν,
επίσvης, τυχαίο, καταλήγουμε ότι η f |R είναι περίπου σvυνεχής.

Ορισμός 5.6. ΄Εσvτω A μη κενό σvύνολο (αλφάβητο) και έσvτω, επίσvης, n ∈ N. Θα σvυμβολί-
ζουμε με An το σvύνολο όλων των ακολουθιών μήκους n σvτο A. Για κάθε n ≥ 1, έχουμε An =
{(a0, a1, ..., an−1) : ai ∈ A, ∀i ∈ {0, 1, ..., n − 1}} και για n = 0, θέτουμε A0 = {{�}} (ακολουθία
μήκους 0). Θέτουμε

A<N =
∪
n∈N

An, όπου αν t ∈ A<N =⇒ |t| = n : t ∈ An
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Στο AN θεωρούμε την εξής μερική διάταξη:
΄Εσvτω s, t ∈ A<N, θα γράφουμε s v t όταν το s είναι αρχικό τμήμα του t. Αυτό, σvημαίνει

πως |s| ≤ |t| και δηλαδή, αν s = (s0, s1, ..., sn−1) και t = (t0, t1, ..., tn−1), θα ισvχύει si = ti,
∀i ∈ {0, 1, ..., n− 1}. ΄Ενα δέντρο σvτο A είναι ένα σvύνολο T ⊆ A<N, τέτοιο ώσvτε ∀t ∈ T , ισvχύει

{s ∈ A<N : s v t} ⊆ T

Ορισμός 5.7. ΄Εσvτω A μη κενό σvύνολο και δέντρο T σvτο A. Το T καλείται pruned, αν δεν
περιέχει μεγισvτικούς κόμβους και δηλαδή, ∀t ∈ T ∃t′ ∈ T , τέτοιο ώσvτε t v t′ και t 6= t′.

Ορισμός 5.8. ΄Εσvτω A μη κενό σvύνολο και δέντρο T σvτο A. Για κάθε t ∈ T ορίζουμε τα παρακάτω:

• PredT (t) = {s ∈ T : t v t′ & t 6= t′}

• SuccT (t) = {s ∈ T : t v s}

• ImmSuccT (t) = IST (t) = {s ∈ T : t v t′ & t 6= t′ & |s| = |t|+ 1}

• IncompatibleT (t) = IncT (t) = {s ∈ T : s /∈ PredT (t)& s /∈ SuccT (t)} = {s ∈ T : s⊥t}

Παρατήρηση 5.9. Αν s, t ∈ T , τότε s ∈ SuccT (t), αν και μόνο εάν t ∈ PredT (s).

Παρατήρηση 5.10. Αν s, t ∈ T , τότε s ∈ IncT (t), αν και μόνο εάν t ∈ IncT (s).

Ορισμός 5.11. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος και σvυνάρτησvη f : X −→ R περίπου σvυνεχής. Μια
τρίαδα (x,B,G) θα καλείται f−σvυμβατή, αν ισvχύουν:

(i) x ∈ X

(ii) B ⊆ X ανοιχτή μπάλα κέντρου x

(iii) G ⊆ R ανοιχτό, με f(x) ∈ G

(iv) B ⊆ clX(f
−1[G])

Για τη σvυνέχεια του κεφαλαίου, σvταθεροποιούμε μια σvυνάρτησvη f : X −→ R, η οποία είναι περίπου
σvυνεχής. Επιπλέον, ∀x, y ∈ X θεωρούμε τη μετρική

d(x, y) = min{ρ(x, y), 1}

έτσvι ώσvτε (X, d) = Bρ(x0, 1), για κάποιο x0 ∈ X. Επειδή, εξ ορισvμού, δεν υπάρχει βλάβη σvτην
περίπτωσvη όπου η μετρική ρ είναι φραγμένη, για λόγους σvυνοχής, θέτουμε ρ = d και δηλαδή (X, ρ) =
Bρ(x0, 1).
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Ορισμός 5.12. ΄Εσvτω A = κ ο πληθάριθμος του σvυνόλου των f−σvυμβατών τριάδων σvτο X και
έσvτω T ένα δέντρο σvτο A χωρίς μεγισvτικά σvτοιχεία (pruned). ΄Ενα T−σvχήμα από f−σvυμβατές
τριάδες, θα λέμε μια οικογένεια f−σvυμβατών τριάδων {(xt, Bt, Gt) : t ∈ T} με τις εξής ιδιότητες:

(i) B⊘ = X

(ii) ∀t ∈ T ,
∪

s∈IST (t)

Bs ⊆ Bt ⊆ clX(
∪

s∈IST (t)

Bs).

(iii) ∀t ∈ T και ∀s, s′ ∈ IST (t), αν s 6= s′, τότε Bs ∩Bs′ = � και επίσvης, Gs ⊆ Gt και Gs′ ⊆ Gt.

(iv) ∀t ∈ T , ∃s ∈ IST (t) τέτοιο ώσvτε xs = xt.

(v) ∀t ∈ T με |t| ≥ 1, έχουμε max{diam(Bt), diam(Gt)} <
1

|t|
.

x0

x0 x2 xix1

Λήμμα 5.13. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος, σvυνάρτησvη f : X −→ R και T = {(xt, Bt, Gt) : t ∈ T}
ένα T−σvχήμα f−σvυμβατών τριάδων. Τότε, ισvχύει ότι

X = clX(
∪

t∈T (n)

Bt), ∀n ∈ N

όπου T (n) = {{t ∈ T : |t| = n}.

Απόδειξη. Για n = 0 , έχουμε X = B(⊘).
΄Εσvτω προς επαγωγή ότι για κάποιο n ∈ N ισvχύει X = clX(

∪
t∈T (n)

Bt).

Τότε, έχουμε
X = clX(

∪
t∈T (n)

Bt)
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(ii)=⇒ X ⊆ clX(
∪

t∈T (n)

(clX(
∪

s∈IST (t)

Bs)

και από Πρότασvη 2.42 προκύπτει

X ⊆ clX(
∪

t∈T (n)

(
∪

s∈IST (t)

Bs)) = clX(
∪

t∈T (n+1)

Bt)

Συνεπώς, από αρχή μαθηματικής επαγωγής, έχουμε το ζητούμενο.

Λήμμα 5.14. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος και T = {(xt, Bt, Gt) : t ∈ T} ένα T−σvχήμα
f−σvυμβατών τριάδων. Τότε ∀t ∈ T και ∀s ∈ SuccT (t) ισvχύει:

(i) Bs ⊆ Bt

(ii) Gs ⊆ Gt

Απόδειξη. (i)(Με επαγωγή) ΄Εσvτω t ∈ T και s ∈ SuccT (t).
Για n = 1, έχουμε s ∈ {u ∈ T : u ∈ SuccT (t)& |u| = |t| + 1} και δηλαδή s ∈ IST (t). Από (ii),

οφείλει BS ⊆ Bt.
΄Εσvτω n ∈ N και έσvτω ότι ∀s ∈ SuccT (t) με |s| = |t|+ n, ισvχύει BS ⊆ Bt.

Θεωρούμε s′ ∈ {u ∈ T : u ∈ SuccT (t)& |u| = |t|+ n+ 1} . Τότε ∃st ∈ T ώσvτε

s′ ∈ IST (st)& st ∈ SuccT (t)

Συνεπώς, οφείλει |st| = |t| + n και από επαγωγική υπόθεσvη, προκύπτει Bst ⊆ Bt. Τέλος, αφού
s′ ∈ IST (st), από Ιδιότητα 1 έχουμε Bs′ ⊆ Bst ⊆ Bt.

(ii) ΄Ομοια με το (i).

Λήμμα 5.15. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος και T = {(xt, Bt, Gt) : t ∈ T} ένα T−σvχήμα
f−σvυμβατών τριάδων. Τότε ∀t ∈ T και ∀n ≥ 1 ∃sn ∈ T , τέτοιο ώσvτε

xsn = xt & |sn| = |t|+ n

Απόδειξη. (Με επαγωγή) ΄Εσvτω t ∈ T και Kn = {u ∈ T : |u| = |t|+ n&u = t} και αρκεί να δείχτεί
ότι Kn 6= �, ∀n ∈ N.
Για n = 1, θεωρούμε το σvύνολο K1 = {u ∈ T : |u| = |s| + 1&u = t}. Τότε, από (iv) ∃s1 ∈

IST (t) ώσvτε s1 = t και δηλαδή s1 ∈ K1.
΄Εσvτω n ∈ N και έσvτω ότι Kn 6= �.

75



Θεωρούμε το Kn+1 = {u ∈ T : |u| = |t| + n + 1&u = t}. Από επαγωγική υπόθεσvη ∃sn ∈ Kn

και θεωρούμε το σvύνολο IST (sn). Και παλι από (iv), ∃s′ ∈ IST (sn) με xs′ = xsn και θα ισvχύει ότι
|s′| = |sn|+ 1. Είναι άμεσvο πως

|s′| = |sn|+ 1 = |t|+ n+ 1&xs′ = xsn = xt

και σvυνεπώς s′ ∈ Kn+1.

Λήμμα 5.16. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος και T = {(xt, Bt, Gt) : t ∈ T} ένα T−σvχήμα
f−σvυμβατών τριάδων. Τότε ∀t, s ∈ T με |t| = |s| και t 6= s, ισvχύει Bt ∩ Bs = �.

Απόδειξη. (Με επαγωγή) ΄Εσvτω t, s ∈ T με |t| = |s| και t 6= s.
Για |t| = |s| = 1, θεωρούμε t0 ∈ T τον αρχικό κόμβο του δέντρου και σvυνεπώς, οφείλει t, s ∈

IST (t0). Από (iii), έχουμε άμεσvα ότι Bs ∩ Bt = �.
΄Εσvτω n ∈ N και έσvτω ότι ∀t, s ∈ T με |t| = |s| = n και t 6= s, ισvχύει Bt ∩ Bs = �.

Θεωρούμε t′, s′ ∈ T με |t′| = |s′| = n+ 1 και t′ 6= s′. Διακρίνουμε 2 περιπτώσvεις.
Αν ∃u ∈ T ώσvτε t′, s′ ∈ IST (u), τότε, από (iii), οφείλει Bt′ ∩Bs′ = �.
Αν ∃t, s ∈ T ώσvτε t′ ∈ IST (t), s′ ∈ IST (s) και ut 6= us, τότε έχουμε |t| = |s| = n και από

επαγωγική υπόθεσvη, οφείλει Bt ∩ Bs = �. Αφού t′ ∈ IST (t), από (ii) έχουμε Bt′ ⊆ Bt και όμοια,
επειδή s′ ∈ IST (s), έχουμε Bs′ ⊆ Bs. Προκύπτει ότι

Bt′ ⊆ Bt &Bs′ ⊆ Bs &Bt ∩Bs = � =⇒ Bt′ ∩ Bs′ = �

Λήμμα 5.17. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος και T = {(xt, Bt, Gt) : t ∈ T} ένα T−σvχήμα
f−σvυμβατών τριάδων. Τότε ∀s, t ∈ T με s⊥t, ισvχύει ότι Bs ∩ Bt = �.

Απόδειξη. ΄Εσvτω t ∈ T και έσvτω s ∈ IncT (t). Τότε, οφείλει s 6= t και αν |s| = |t|, τότε, από
Λήμμα 5.16 θα ισvχύει ότι Bs ∩ Bt = �. ΄Εσvτω, λοιπόν, ότι |s| 6= |t| και χωρίς βλάβη, θεωρούμε πως
|s| > |t|. Αν |t| = 0, δηλαδή είναι ο αρχικός κόμβος του δέντρου, τότε έπεται ότι s ∈ SuccT (t), το
οποίο είναι άτοπο. Συνεπώς, οφείλει |t| = nt > 0 και |s| = ns > nt. Τότε, λοιπόν, ∃sp ∈ PredT (s),
έτσvι ώσvτε |sp| = nt = |t|. Αν ίσvχυε πως Bsp ∩ Bt 6= �, από Λήμμα 5.16 προκύπτει sp = t και κατά
σvυνέπεια, έχουμε t ∈ PredT (t). Από Παρατήρησvη 5.9, σvυμπεραίνουμε ότι s ∈ SuccT (t), το οποίο
είναι άτοπο. Τέλος, από Παρατήρησvη 5.10, προκύπτει το ίδιο σvυμπέρασvμα και σvτην περίπτωσvη όπου
t ∈ IncT (s).

Παρατήρηση 5.18. Αν T = {(xt, Bt, Gt) : t ∈ T}, D = {xs ∈ X : s ∈ T} και t ∈ T , το σvύνολο
D μπορεί να διαμερισvτεί ως εξής:

• {xs ∈ D : s v t& s 6= t}
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• {xs ∈ D : s ⊥ t}

• {xs ∈ D : t v s}

Λήμμα 5.19. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος και T = {(xt, Bt, Gt) : t ∈ T} ένα T−σvχήμα
f−σvυμβατών τριάδων. Αν D = {xs ∈ X : s ∈ T} και xt ∈ D, τότε

xs ∈ Bt ⇐⇒ t v s

Απόδειξη. (=⇒) ΄Εσvτω xs ∈ Bt.
Αν s v t& s 6= t , τότε, |s| < |t| και δηλαδή ∃n0 ∈ N ώσvτε |t| = |s| + n0. Από Λήμμα 5.15,

∃sn0 ∈ T ώσvτε
|sn0 | = |s|+ n0 = |t|& sn0 = s

Συνεπώς, έχουμε |sn0 | = |t| , sn0 6= t και οπότε, από Λήμμα 5.16, είναι άμεσvο ότι

Bsn0
∩Bt = � =⇒ xs /∈ Bt

΄Ατοπο. Ειπλέον, αν s ⊥ t, από Λήμμα 5.17 προκύπτει, επίσvης, πως Bs ∩ Bt = � =⇒ xs /∈ Bt.
Από την Παρατήρησvη 5.18 είναι άμεσvο ότι αν xs ∈ Bt, τότε, οφείλει να ισvχύει t v s και δηλαδή
s ∈ SuccT (t).

(⇐=) ΄Εσvτω s ∈ T ώσvτε t v s. Τότε, s ∈ SuccT (t) και από Λήμμα 5.14(i), έχουμε Bs ⊆ Bt =⇒
xs ∈ Bt.

Λήμμα 5.20. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος και T = {(xt, Bt, Gt) : t ∈ T} ένα T−σvχήμα
f−σvυμβατών τριάδων. Αν D = {xs ∈ X : s ∈ T}, τότε ∀t ∈ T ισvχύουν:

(i) D ∩ Bt = {xs : t v s}

(ii) D ∩ Bt ⊆ f−1[Gt]

Απόδειξη. (i) (=⇒) ΄Εσvτω x ∈ D ∩ Bt. Τότε x = xs για κάποιο s ∈ T και δηλαδή xs ∈ Bt. Από
Λήμμα 5.19, έχουμε άμεσvα ότι t v s και δηλαδή x ∈ {xs : t v s}.

(⇐=) ΄Εσvτω s ∈ T ωσvτε t v s. Τότε, ισvχύει s ∈ SuccT (t) και από Λήμμα 5.14(i), οφείλει

Bs ⊆ Bt =⇒ xs ∈ Bt
s∈T=⇒ xs ∈ D ∩Bt

(ii) Από (i) έχουμε D ∩ Bt = {xs : t v s}. Για οποιοδήποτε s ∈ SuccT (t) ισvχύει f(xs) ∈ Gs και
από Λήμμα 5.14(ii), έχουμε

Gs ⊆ Gt =⇒ f(xs) ∈ Gt =⇒ xs ∈ f−1[Gt]

Αφού το xs ∈ SuccT (t) ήταν τυχαίο, προκύπτει το ζητούμενο.
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Πρόταση 5.21. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος, σvυνάρτησvη f : X −→ R και T = {(xt, Bt, Gt) :
t ∈ T} ένα T−σvχήμα f−σvυμβατών τριάδων. Τότε, ισvχύουν:

(i) Το σvύνολο D = {xt ∈ X : t ∈ T} είναι πυκνό σvτο X.

(ii) Η σvυνάρτησvη f |D : D −→ R είναι σvυνεχής.

Απόδειξη. (i) ΄Εσvτω x0 ∈ X, n ∈ N και θέτουμε Dn = {xt : |t| = n}. Από, Λήμμα 5.13 έχουμε
x0 ∈ clX(

∪
t∈T (n)

Bt) και σvυνεπώς, αν δ > 0 οφείλει

Bρ(x0, δ) ∩Bt 6= � =⇒ ∃t ∈ T (n)ώσvτε Bρ(x0, δ) ∩ Bt 6= �

(v)=⇒ ρ(x0, t) <
1

2n
+ δ

Αφού το x0 ∈ X, n ∈ N και δ > 0 ήταν τυχαία και επειδή D =
∪
n∈N

Dn, έχουμε το ζητούμενο.

(ii) ΄Εσvτω x0 ∈ D και ε > 0. Αφού x0 ∈ D, ∃t ∈ T ώσvτε x0 = xt και από Λήμμα 5.15 μπορούμε

να υποθέσvουμε ότι |t| = n και ώσvτε
1

n
< ε. Από (v) έχουμε diam(Gt) <

1

n
< ε. Επειδή f(xt) ∈ Gt

και diam(Gt) < ε, τότε
Gt ⊆ (f(xt)− ε, f(xt) + ε)

και από Λήμμα 5.20 προκύπτει

Bt ∩D ⊆ f−1[Gt] ⊆ f−1[(f(xt)− ε, f(xt) + ε)]

Συνεπώς, ∀x ∈ Bt∩D, έχουμε ότι f(x) ∈ (f(xt)− ε, f(xt)+ ε) = (f(x0)− ε, f(x0)+ ε) και δηλαδή,
∀x ∈ Bt ∩D θα ισvχύει |f(x)− f(x0)| < ε. Εφόσvον τα x0 ∈ D και ε > 0 ήταν τυχαία, προκύπτει το
ζητούμενο.

Ορισμός 5.22. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος και (x,B,G) μια f−σvυμβατή τριάδα. Μια οικογένεια
F = {(xi, Bi, Gi) : i ∈ I}, όπου I ⊆ κ, θα λέγεται ε−ανάλυσvη της (x,B,G), αν ικανοποιεί τις
παρακάτω ιδιότητες:

(i) ∀i ∈ I, Bi ⊆ B και Gi ⊆ G.

(ii) ∀i, j ∈ I με i 6= j έχουμε Bi ∩Bj = �.

(iii) ∃i ∈ I ώσvτε xi = x.

(iv) ∀i ∈ I έχουμε max{diam(Bi), diam(Gi)} < ε
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Λήμμα 5.23. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος, (x,B,G) μια f−σvυμβατή τριάδα και ε > 0. ΄Εσvτω,
επίσvης, το σvύνολο

Pε = {F : F είναι ε− ανάλυσvη της (x,B,G), εφοδιασvμένο με τη διάταξη ⊆ του περιέχεσvθαι}

Τότε, το Pε είναι ένα μη κενό, μερικά διατεταγμένο σvύνολο και κάθε αλυσvίδα του Pε έχει άνω φράγμα
σvτο Pε.

Απόδειξη. Εφόσvον G είναι ανοιχτό και f(x) ∈ G, είναι εφικτό να επιλέξουμε ανοιχτό G0 ⊆ G, τέτοιο
ώσvτε f(x) ∈ G0 και diam(G0) < ε. Επειδή η f είναι περίπου σvυνεχής σvτο x, ∃U ⊆ X ανοιχτό,
με x ∈ U και ώσvτε U ⊆ clX(f

−1[G0]). Αφού B,U είναι ανοιχτά σvτο X και x ∈ B ∩ U , θέτοντας
V = B∩U , έπεται ότι V είναι ανοιχτό, μη κενό υποσvύνολο του X. Επειδή V είναι ανοιχτό και x ∈ V ,

υπάρχουν r <
ε

2
και ανοιχτή μπάλα B0 = Bρ(x, r) ⊆ V και κατ’επέκτασvη, έχουμε

B0 ⊆ V ⊆ U ⊆ clX(f
−1[G0])

Παρατηρούμε, λοιπόν, ότι η τριάδα (x,B0, G0) είναι f−σvυμβατή και η F0 = {(x,B0, G0)} ικανοποιεί
τις ιδιότητες (i), (ii), (iii), (iv) του ορισvμού (5.22). Συνεπώς, θα ισvχύει ότι F0 ∈ Pε και δηλαδή,
Pε 6= �.
Επιλέγουμε, τώρα, μια οποιοδήποτε αλυσvίδα C ⊆ P και θεωρούμε το σvύνολο

∪
C = {(x′, B′, G′) : ∃F ∈ C ώσvτε (x′, B′, G′) ∈ F}

Αρκεί να δειχτεί ότι
∪

C ∈ Pε, δηλαδή ότι ικανοποιεί τις ιδιότητες (i), (ii), (iii), (iv) του ορισvμού
(5.22) και επιπλέον, ότι είναι άνω φράγμα της C. Επιπλέον, μπορούμε να υποθέσvουμε πως C 6= �.
Διαφορετικά, αν C = �, τότε επειδή Pε 6= �, η τριάδα (x,B0, G0) είναι ένα άνω φράγμα της C σvτο
Pε.
Για την ιδιότητα (i): ΄Εσvτω (x′, B′, G′) ∈

∪
C. Τότε ∃F ∈ C, ώσvτε (x′, B′, G′) ∈ F . Επιπλέον,

F = {(xi, Bi, Gi) : i ∈ I} για κάποιο I ⊆ κ και δηλαδή, ∃j ∈ I ώσvτε (x′, B′, G′) = (xj, Bj, Gj).
Αφού F ∈ Pε και (xj, Bj, Gj) ∈ F , από (i) έχουμε Bj ⊆ B και Gj ⊆ G. Αφού Bj = B′ και Gj = G′,
θα ισvχύει ότι B′ ⊆ B &G′ ⊆ G.

Για την ιδιότητα (ii): ΄Εσvτω (x1, B1, G1) ∈
∪
C και (x2, B2, G2) ∈

∪
C, όπου x1 6= x2. Τότε

∃F1,F2 ∈ Pε, ώσvτε (x1, B1, G1) ∈ F1 και (x2, B2, G2) ∈ F2. Εφόσvον C είναι αλυσvίδα, τότε είτε
F1 ⊆ F2, είτε F2 ⊆ F1. Χωρίς βλάβη, θεωρούμε F1 ⊆ F2 και τότε, έχουμε ότι (x1, B1, G1) ∈ F2 και
(x2, B2, G2) ∈ F2. Επιπλέον, F2 = {(xi, Bi, Gi) : i ∈ I} για κάποιο I ⊆ κ και δηλαδή, ∃i1, i2 ∈ I με
i1 6= i2, τέτοια ώσvτε (x1, B1, G1) = (xi1 , Bi1 , Gi1) και (x2, B2, G2) = (xi2 , Bi2 , Gi2). Επειδή F2 ∈ Pε,
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(xi1 , Bi1 , Gi1) ∈ F2, (xi2 , Bi2 , Gi2) ∈ F2 και i1 6= i2, από (ii) οφείλει Bi1 ∩ Bi2 = �. Αφού Bi1 = B1

και Bi2 = B2, έπεται ότι B1 ∩ B2 = �.

Για την ιδιότητα (iii): ΄Εσvτω F ∈ C. Τότε F ∈ Pε και εφόσvον F = {(xi, Bi, Gi) : i ∈ I}
για κάποιο I ⊆ κ, από ιδιότητα (iii) ∃i0 ∈ I, τέτοιο ώσvτε (xi0 , Bi0 , Gi0) ∈ F και xi0 = x. Επειδή
F ∈ C, έπεται ότι (xi0 , Bi0 , Gi0) ∈

∪
C. Θέτοντας (x′, B′, G′) = (xi0 , Bi0 , Gi0), προκύπτει, τελικά,

ότι ∃(x′, B′, G′) ∈
∪

C, τέτοια ώσvτε x′ = x.

Για την ιδιότητα (iv): ΄Εσvτω (x′, B′, G′) ∈
∪
C. Τότε ∃F ∈ C, ώσvτε (x′, B′, G′) ∈ F . Επιπλέον,

F = {(xi, Bi, Gi) : i ∈ I} για κάποιο I ⊆ κ και δηλαδή, ∃j ∈ I ώσvτε (x′, B′, G′) = (xj, Bj, Gj).
Αφού F ∈ Pε και (xj, Bj, Gj) ∈ F , από (iv) έχουμε

max{diam(Bj), diam(Gj)} < ε

και επιεδή Bj = B′ και Gj = G′, θα ισvχύει ότι max{diam(B′), diam(Gj)} < ε.
Από τα παραπάνω, σvυμπεραίνουμε πως το σvύνολο

∪
C ικανοποιεί τις ιδιότητες (i), (ii), (iii), (iv)

του ορισvμού (5.22) και δηλαδή
∪

C ∈ Pε. Θεωρώντας, τώρα, ένα οποιοδήποτε A ⊆ C, είναι αντιληπτό
ότι

A = {Fk : k ∈ K, Fk ∈ C}

και αν (x′, B′, G′) ∈
∪

A, τότε ∃k ∈ K ώσvτε (x′, B′, G′) ∈ Fk. Εφόσvον ∀k ∈ K έχουμε Fk ∈ C,
έπεται ότι (x′, B′, G′) ∈

∪
C. Είναι άμεσvο πως το σvύνολο

∪
C είναι άνω φράγμα της C. Επειδή η C

που επιλέχτηκε ήταν τυχαία, σvυμπεραίνουμε ότι κάθε αλυσvίδα του Pε θα έχει άνω φράγμα σvτο Pε.

Λήμμα 5.24. (Zorn) ΄Εσvτω (X,�) μερικά διατεταγμενος χώρος. Αν κάθε αλυσvίδα C ⊆ X έχει
άνω φράγμα σvτο X, τότε το X περιέχει τουλάχισvτον ένα μεγισvτικό σvτοιχέιο.

Λήμμα 5.25. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος, (x,B,G) μια f−σvυμβατή τριάδα και ε > 0. Αν
FM = {(xi, Bi, Gi) : i ∈ I}, όπου I ⊆ κ, είναι μια μεγισvτική ε−ανάλυσvη της (x,B,G), τότε ισvχύει

B ⊆ clX(
∪
i∈I

Bi)

Απόδειξη. Θεωρούμε το σvύνολο

Pε = {F : F είναι ε− ανάλυσvη της (x,B,G), εφοδιασvμένο με τη διάταξη ⊆ του περιέχεσvθαι}

Από Λήμμα 5.23, γνωρίζουμε ότι Pε 6= � και επιπλέον, κάθε αλυσvίδα του Pε έχει άνω φράγμα
σvτο Pε. Τότε, από Λήμμα Zorn, το σvύνολο Pε θα περιέχει τουλάχισvτον ένα μεγισvτικό σvτοιχείο
FM = {(xi, Bi, Gi) : i ∈ I}, I ⊆ κ. ΄Εσvτω προς άτοπο ότι intX(B \

∪
i∈I

Bi) 6= �. Τότε ∃U ⊆ B
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ανοιχτό, μη κενό, τέτοιο ώσvτε U ⊆ B \
∪
i∈I

Bi. Επειδή (x,B,G) είναι f−σvυμβατή τριάδα, το σvύνολο

f−1[G] είναι πυκνό σvτο B και κατά σvυνέπεια, αφού U ⊆ B και είναι ανοιχτό, το f−1[G] θα είναι πυκνό
σvτο U . Οπότε, ∃xU ∈ U ∩ f−1[G]. Επιπλέον, εφόσvον G είναι ανοιχτό και f(xU) ∈ G, είναι εφικτό να
επιλέξουμε ανοιχτό GU ⊆ G, τέτοιο ώσvτε f(xU) ∈ GU και diam(GU) < ε. Επειδή η f είναι περίπου
σvυνεχής σvτο xU , θα υπάρχει ανοιχτό V ⊆ B με xU ∈ V και ώσvτε V ⊆ clX(f

−1[GU ]). Εφόσvον
xU ∈ U και xU ∈ V , θέτουμε VU = U ∩ V ανοιχτό, μη κενό και έχουμε xU ∈ VU . Αφού VU ανοιχτό
και xU ∈ VU , θα υπάρχουν rU > 0 και ανοιχτή μπάλα BU = Bρ(xU , rU) ⊆ VU και κατ’επέκτασvη,
έχουμε

BU ⊆ VU ⊆ V ⊆ clX(f
−1[GU ])

Είναι άμεσvο ότι η τριάδα (xU , BU , GU) είναι f−σvυμβατή και επιπλέον BU ∩
∪
i∈I

Bi = �. Θέτουμε

F ′
M = {(xi, Bi, Gi) : i ∈ I} ∪ {(xU , Bρ(xU , rU), GU)}

και παρατηρούμε ότι FM ⊂ F ′
M . Αρκεί να δειχτεί ότι F ′

M ∈ Pε και δηλαδή, το F ′
M να ικανοποιεί τις

ιδιότητες (i), (ii), (iii), (iv) του ορισvμού (5.22).
Για την ιδιότητα (i): ΄Εσvτω (x′, B′, G′) ∈ F ′

M . Αν (x′, B′, G′) = (xi0 , Bi0 , Gi0) για κάποιο i0 ∈ I,
τότε (x′, B′, G′) ∈ FM και επειδή FM ∈ Pε, από (i) θα ισvχύει ότι B′ ⊆ B και G′ ⊆ G. Αν
(x′, B′, G′) = (xU , BU , GU), τότε έχουμε

BU ⊆ VU ⊆ U ⊆ B &GU ⊆ G

και σvυνεπώς, B′ ⊆ B και G′ ⊆ G.
Για την ιδιότητα (ii): ΄Εσvτω (x1, B1, G1) ∈ F ′

M και (x2, B2, G2) ∈ F ′
M , όπου x1 6= x2. Αν

(x1, B1, G1) = (xi1 , Bi1 , Gi1) και (x2, B2, G2) = (xi2 , Bi2 , Gi2) για κάποια i1, i2 ∈ I, με i1 6= i2,
έχουμε (x1, B1, G1) ∈ FM , (x2, B2, G2) ∈ FM και από (ii), οφείλει B1 ∩ B2 = �. Αν (x1, B1, G1) =
(xi1 , Bi1 , Gi1) για κάποιο i1 ∈ I και (x2, B2, G2) = (xU , BU , GU), τότε αφού

Bi1 ⊆
∪
i∈I

Bi &BU ∩
∪
i∈I

Bi = �

προκύπτει Bi1 ∩ Bu = � και δηλαδή B1 ∩B2 = �.
Για την ιδιότητα (iii): Εφόσvον FM ∈ Pε, από (iii) έχουμε ότι ∃(xi0 , Bi0 , Gi0) ∈ FM , με i0 ∈ I,

τέτοιο ώσvτε xi0 = x. Αφού FM ⊂ F ′
M , είναι άμεσvο ότι (xi0 , Bi0 , Gi0) ∈ F ′

M και xi0 = x.
Για την ιδιότητα (iv): ΄Εσvτω (x′, B′, G′) ∈ F ′

M . Αν (x′, B′, G′) = (xi0 , Bi0 , Gi0) για κάποιο i0 ∈ I,
τότε (x′, B′, G′) ∈ FM και επειδή FM ∈ Pε, από (iv) θα ισvχύει ότι diam(B′) < ε και diam(G′) < ε.

Αν (x′, B′, G′) = (xU , BU , GU), τότε, αφού BU = Bρ(xU , rU), όπου rU <
ε

2
, έχουμε diam(BU) < ε

και επιπλέον diam(GU) < ε. Σε κάθε περίπτωσvη, έπεται ότι

max{diam(B′), diam(G′)} < ε
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Από τα παραπάνω, σvυμπεραίνουμε πως το F ′
M ικανοποιεί τις ιδιότητες (i), (ii), (iii), (iv) του ορισv-

μού (5.22) και άρα F ′
M ∈ Pε. Επομένως, η F ′

M είναι ε−ανάλυσvη της τριάδας (x,B,G) και επειδή
FM ⊂ F ′

M , καταλήγουμε ότι το FM δεν είναι μεγισvτική ε−ανάλυσvη της (x,B,G). ΄Ατοπο. Συνεπώς,
θα πρέπει

intX(B \
∪
i∈I

Bi) = �

και από Πρότασvη (2.55) (i) προκύπτει

B \ clX(
∪
i∈I

Bi) = � =⇒ B ⊆ clX(
∪
i∈I

Bi)

Πόρισμα 5.26. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος, (x,B,G) μια f−σvυμβατή τριάδα και ε > 0. Τότε
υπάρχει μεγισvτική ε−ανάλυσvη της (x,B,G), που ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες:

(i) ∀i ∈ I, Bi ⊆ B και Gi ⊆ G.

(ii) ∀i, j ∈ I με i 6= j έχουμε Bi ∩Bj = �.

(iii) ∃i ∈ I ώσvτε xi = x.

(iv) ∀i ∈ I έχουμε max{diam(Bi), diam(Gi)} < ε.

(v) B ⊆ clX(
∪
i∈I

Bi)

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άμεσvα από τα Λήμματα (5.23) , (5.25) και το λήμμα του Zorn.

Λήμμα 5.27. ΄Εσvτω (X, ρ) μετρικός χώρος. Τότε, υπάρχει T−σvχήμα f−σvυμβατών τριάδων.

Απόδειξη. Υπενθυμίζουμε ότι A = κ είναι ο πληθάριθμος του σvυνόλου των f−σvυμβατών τριάδων σvτο
X. Θα κατασvκευάσvουμε μια ακολουθία {T n}n∈N και f−σvυμβατές τριάδες (xt, Bt, Gt), όπου t ∈ T n,
έτσvι ώσvτε ∀n ∈ N ισvχύουν τα παρακάτω:

(a) T n ⊆ A<N

(b) ∀t ∈ T n έχουμε |t| = n

(c) T n ⊆ T n+1
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(d) ∀s ∈ T n+1 και ∀m < |s|, ισvχύει ότι s|m ∈ Tm, όπου s|m είναι το μοναδικό αρχικό τμήμα του
s μήκους m

(e) Το
∪

m≤n

Tm ικανοποιεί τις ιδιότητες (i), (ii), (iii), (iv), (v) του ορισvμού (5.12), με τον περιορισvμό

ότι αν για κάποιο t ∈
∪

m≤n

Tm έχουμε s ∈ IS ∪
m≤n

Tm(t), θα πρέπει να ισvχύει |t| < n.

Τότε, το T =
∪
n∈N

T n είναι ένα pruned δέντρο σvτο A και το σvύνολο {(xt, Bt, Gt) : t ∈ T} είναι

ένα T−σvχήμα f−σvυμβατών τριάδων. Η κατασvκευή θα γίνει με τη βοήθεια αναδρομής σvτο n ∈ N.
Για n = 0, επιλέγουμε οποιοδήποτε x0 ∈ X και θεωρούμε την τριάδα (x0, X,R), όπου, όπως

έχουμε ορίσvει, ισvχύει X = Bρ(x0, 1). Ορίζουμε T 0 = {�} και

(x⊘, B⊘, G⊘) = (x0, X,R)

Από Πόρισvμα (5.26) θα υπάρχει μια μεγισvτική ε−ανάλυσvη της (x⊘, B⊘, G⊘) και θεωρούμε F⊘ αυτή
την οικογένεια. Τότε, ∃I⊘ ⊆ κ ώσvτε F⊘ = {(xi, Bi, Gi) : i ∈ I⊘}και θέτουμε

IS(�) = {�⌢i : i ∈ I⊘}

Το T 1 = IS(�) πληρεί τις (a), (b), (c), (d) και επιπλέον, το σvύνολο

T 0 ∪ T 1

ικανοποιεί την (e).
΄Εσvτω ότι για κάποιο n ∈ N έχουν ορισvτεί τα T 0, T 1, ..., T n και οι τριάδες (xt, Bt, Gt), με t ∈ Tm,

m ≤ n, έτσvι ώσvτε να ικανοποιούνται οι (a), (b), (c), (d), (e) που αναφέρονται παραπάνω.
Επιλέγουμε οποιοδήποτε t ∈ T n και θεωρούμε την f−σvυμβατή τριάδα (xt, Bt, Gt). Επιλέγοντας

ε =
1

n+ 1
, από Πόρισvμα (5.26), θα υπάρχει μια μεγισvτική

1

n+ 1
−ανάλυσvη της (xt, Bt, Gt) και θεω-

ρούμε Ft αυτή την οικογένεια. Τότε ∃It ⊆ κ ώσvτε Ft = {(xi, Bi, Gi) : i ∈ It} και θέτουμε

IS(t) = {t⌢i : i ∈ It}

Θεωρώντας, τώρα, το σvύνολο

T n+1 =
∪
t∈Tn

IS(t) =
∪
t∈Tn

{t⌢i : i ∈ It}

παρατηρούμε ότι πληρεί τις (a), (b), (c), (d) και επιπλέον, το σvύνολο∪
m≤n

Tm ∪ T n+1 =
∪

m≤n+1

Tm
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ικανοποιεί την (e). Συμπεραίνουμε ότι ∀n ∈ N κατασvκευάζονται τα σvύνολα T 0, T 1, ...T n, ... και έτσvι,
ολοκληρώνεται η αναδρομή. Θέτοντας

T =
∪
n∈N

T n

προκύπτει το ζητούμενο T−σvχήμα f−σvυμβατών τριάδων.

Η απόδειξη της Πρότασvης 5.5 προκύπτει άμεσvα από την Πρότασvη 5.21 και το Λήμμα 5.27. Εδώ,
λοιπόν, ολοκληρώνται η απόδειξη του Θεωρήματος 5.2.
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6 Επέκτασvη του Θ. Blumberg σvε 2ους αριθμήσvιμους T2

τοπολογικούς χώρους

Ορισμός 6.1. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος. Ο (X, T ) θα λέμε ότι είναι T2, αν ∀x, y ∈ X με
x 6= y, ∃Ux, Uy ∈ T με x ∈ Ux, y ∈ Uy και ώσvτε Ux ∩ Uy = �.

Πόρισμα 6.2. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και Y ⊆ X. Αν ο (X, T ) είναι T2, τότε o (Y, TY )
είναι, επίσvης, T2 τοπολογικός χώρος.

Απόδειξη. ΄Εσvτω προς άτοπο ότι (Y, TY ) 6= T2. Τότε ∃x, z ∈ Y , ώσvτε ∀UY
x ∈ TY με x ∈ UY

x και
∀UY

z ∈ TY με z ∈ UY
z , ισvχύει UY

x ∩UY
z 6= �. ΄Εσvτω, τώρα, οποιαδήποτε Vx ∈ T με x ∈ Vx και Vz ∈ T

με z ∈ Vz. Θέτοντας V Y
x = Vx ∩ Y και V Y

z = Vz ∩ Y , έπεται ότι x ∈ V Y
x , z ∈ V Y

z και σvυνεπώς, θα
ισvχύει V Y

x ∩ V Y
z 6= �. ΄Εχουμε, λοιπόν, ότι

V Y
x ⊆ Vx &V Y

z ⊆ Uz &V Y
x ∩ V Y

z 6= � =⇒ Vx ∩ Vz 6= �

Εφόσvον τα Vx ∈ T και Vz ∈ T που επιλέχθηκαν ήταν τυχαία, σvυμπεραίνουμε πως ∃x, z ∈ X, ώσvτε
∀Vx ∈ T με x ∈ Vx και ∀Vz ∈ T με z ∈ Vz, θα ισvχύει Vx ∩ Vz 6= �. ΄Ατοπο, αφού o (X, T ) είναι
T2.

Υπενθυμίζουμε ότι από Πρότασvη 5.3, αν ένας τοπολογικός χώρος (X, T ) είναι Blumberg, τότε
οφείλει να είναι χώρος Baire. Επιπλέον, από το Θεώρημα 5.2 έχουμε ότι κάθε μετρικός χώρος
Baire είναι και χώρος Blumberg. Σε αυτό το κεφάλαιο, παρουσvιάζεται μια διαφορετική επέκτασvη του
θεωρήματος Blumberg, που αφορά 2ους αριθμήσvιμους και T2 τοπολογικούς χώρους. Συγκεκριμένα,
θα αποδειχθεί η εξής πρότασvη:

Πρόταση 6.3. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος Baire. Αν ο (X, T ) είναι 2ος αριθμήσvιμος και
T2, τότε είναι χώρος Blumberg.

Σημειώνουμε πως η ιδέα της απόδειξης της παραπάνω πρότασvης, προέρχεται από τους K. C.
Ciesielski, M. E. Martınez–Gomez, και J. B. Seoane–Sepulveda οι οποίοι, σvτο [10] (2018), δίνουν
μια νέα απόδειξη του θεωρήματος Blumberg για σvυναρτήσvεις f : R −→ R. Παρατηρούμε, επίσvης, ότι
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αν το X είναι πεπερασvμένο, η απόδειξη είναι τετριμμένη και οπότε, για τη σvυνέχεια, θα θεωρήσvουμε
πως το X είναι άπειρο.
Η απόδειξη της πρότασvης 6.3 αναλύεται σvε δύο βήματα.
Το πρώτο βήμα αποτελεί η Πρότασvη 5.4, από την οποία, έχουμε ότι για κάθε τοπολογικό χώρο

(X, T ) και για κάθε σvυνάρτησvη f : X −→ R, ∃R ⊆ X σvυνισvχνό σvτο X και ώσvτε η f |R : R −→ R
είναι περίπου σvυνεχής. Υπενθυμίζουμε ότι, αν ο (X, T ) είναι Baire, τότε από Πρότασvη 3.60 το σvύνολο
R θα είναι πυκνό σvτο X. Επιπλέον, αν (X, T ) είναι 2ος αριθμήσvιμος και T2, τότε από Πρότασvη 2.83
και Πόρισvμα 6.2, ο υπόχωρος (R, TR) θα είναι, επίσvης, 2ος αριθμήσvιμος και T2 τοπολογικός χώρος.
Το δεύτερο βήμα είναι όμοιο με εκείνο της απόδειξης του θεωρήματος 5.2, με τη διαφορά ότι

εργαζόμασvτε σvε 2ους αριθμήσvιμους και T2 τοπολογικούς χώρους, αντί για μετρικούς χώρους. ΄Ετσvι,
ξεκινώντας από ένα (X, T ) 2ο αριθμήσvιμο και T2 τοπολογικό χώρο Baire και για οποιαδήποτε f :
X −→ R, βρίσvκουμε ένα R ⊆ X πυκνό σvτο X, μοναδικό για την f που επιλέχθηκε και τέτοιο
ώσvτε η f |R : R −→ R είναι περίπου σvυνεχής. Στη σvυνέχεια, για τη δεδομένη f , περιοριζόμασvτε
σvτον υπόχωρο (R, TR) ο οποίος, όπως εξηγήσvαμε, θα είναι 2ος αριθμήσvιμος και T2. Επιπλέον, η
σvυνάρητησvη g = f |R είναι περίπου σvυνεχής σvε κάθε σvημείο του R και σvτη σvυνέχεια, κατασvκευάζουμε
ένα D ⊆ R πυκνό σvτο R, έτσvι ώσvτε η g|D είναι σvυνεχής. Εφόσvον D είναι πυκνό σvτο R και R είναι
πυκνό σvτο X, από Πρότασvη 2.75, προκύπτει ότι το D θα είναι πυκνό σvτο X. Τέλος, επειδή D ⊆ R,
θα ισvχύει πως g|D = f |D και δηλαδή, τελικά, η σvυνάρτησvη f |D : D −→ R θα είναι σvυνεχής. ΄Εχουμε,
λοιπόν, την εξής πρότασvη:

Πρόταση 6.4. ΄Εσvτω (X, T ) 2ος αριθμήσvιμος και T2 τοπολογικός χώρος, όπου X άπειρο και f :
X −→ R περίπου σvυνεχής. Τότε ∃D ⊆ X πυκνό σvτο X, τέτοιο ώσvτε η f |D : D −→ R είναι σvυνεχής.

Η απόδειξη του θεωρήματος 6.3 προκύπτει από την Πρότασvη 5.4 και την Πρότασvη 6.4. Τονίζουμε
πως αντίθετα με την Πρότασvη 5.5, η απόδειξη της Πρότασvης 6.4 δεν απαιτεί τη χρήσvη του λήμματος
του Zorn και ειδικότερα, είναι επαρκές να χρησvιμοποιηθεί μαθηματική επαγωγή. Αυτό, είναι επόμενο
από το γεγονός ότι ο χώρος είναι 2ος αριθμήσvιμος. Επιπροσvθέτως, για την απόδειξη της Πρότασvης
6.4, μπορούμε να υποθέσvουμε πως το X δεν έχει απομονωμένα σvημεία. Πράγματι, αν K = {x ∈ X :
x απομονωμένο σvημείο του X}, έχουμε

X = clX(K) ∪ (X \ clX(K))

όπου K ∩ (X \ clX(K)) = �. Το σvύνολο X \ clX(K) είναι ανοιχτό υποσvύνολο του X και f περίπου
σvυνεχής, οπότε από Πρότασvη 4.2, ο περιορισvμός

f |X\clX(K) : X \ clX(K) −→ R

είναι επίσvης περίπου σvυνεχής. Θέτουμε h = f |X\clX(K). Γνωρίζουμε ότι η f είναι σvυνεχής σvτα
απομονωμένα σvημεία του X και δηλαδή f |K : K −→ R είναι σvυνεχής. ΄Εσvτω, επίσvης, ότι έχουμε
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D ⊆ X \ clX(K) πυκνό σvτο X \ clX(K) με h|D : D −→ R σvυνεχής. Τότε, D ∩K = �, το σvύνολο
D ∪K είναι πυκνό σvτο X και η σvυνάρτησvη f |D∪K : D ∪K −→ R είναι σvυνεχής.
Για την πυκνότητα: Πράγματι, έσvτω x0 ∈ X. Αν x0 ∈ clX(K) και U ∈ T με x0 ∈ U , είναι

άμεσvο ότι U ∩K 6= �. Επιπλέον, x0 ∈ X \ clX(K) και U ∈ T με x0 ∈ U , επειδή X \ clX(K) είναι
ανοιχτό, από Πρότασvη 2.18 ∃V ∈ T με x0 ∈ V και ώσvτε V ⊆ X \ clX(K). Αφού D είναι πυκνό σvτο
X \ clX(K), είναι άμεσvο ότι V ∩D 6= � =⇒ U ∩D 6= �. Σε κάθε περίπτωσvη, αν x0 ∈ X και U ∈ T
με x0 ∈ U , προκύπτει U ∩ (D ∪K) 6= � και σvυνεπώς, το D ∪K είναι πυκνό σvτο X.
Για τη σvυνέχεια: ΄Εσvτω προς άτοπο ότι ∃x0 ∈ D ∪ K ώσvτε f 6= σvυνεχής σvτο x0. Αν x0 ∈ K

προκύπτει άτοπο, αφού x0 θα είναι απομονωμένο σvημείο του X. Αν x0 ∈ D, τότε ∃G ⊆ R με
f(x0) ∈ G και ώσvτε ∀U ∈ T με x0 ∈ U , ισvχύει f(U) ⊈ G. Επειδή x0 ∈ D ⊆ X \ clX(K), το
οποίο είναι ανοιχτό, από Πρότασvη 2.18 ∃V0 ∈ T με x0 ∈ V0 και ώσvτε V0 ⊆ X \ clX(K). Επιλέγοντας
U = V0, προκύπτει ότι f(V ) ⊈ G και κατά σvυνέπεια, h(V ) ⊈ G. Αυτό, όμως, είναι άτοπο, διότι από
υπόθεσvη, η σvυνάρτησvη h είναι σvυνεχής σvτο D.

6.1 Απόδειξη της Πρότασvης 6.3

Ορισμός 6.5. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και σvυνάρτησvη f : X −→ R περίπου σvυνεχής.
Μια τρίαδα (x, U,G) θα καλείται f−σvυμβατή, αν ισvχύουν:

(i) x ∈ X

(ii) U ⊆ X ανοιχτό, με x ∈ U

(iii) G ⊆ R ανοιχτό, με f(x) ∈ G

(iv) U ⊆ clX(f
−1[G])

Για τη σvυνέχεια του κεφαλαίου, σvταθεροποιούμε μια σvυνάρητησvη f : X −→ R, η οποία είναι
περίπου σvυνεχής.

Ορισμός 6.6. ΄Εσvτω N2
↑ = {(i, j) ∈ N× N : i ≤ j} ⊂ N× N και θεωρούμε λεξικογραφική διάταξη

ως εξής:
Αν (i, j) ∈ N2

↑ & (k, l) ∈ N2
↑ έχουμε (i, j) <lex (k.l) όταν:

• Είτε i < k
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• Είτε i = k & j < l

Ορισμός 6.7. ΄Εσvτω (X, T ) T2 τοπολογικός χώρος, όπου X άπειρο. ΄Ενα f− σvυμβατό άνω τριγ-
ωνικό σvχήμα είναι ένα σvύνολο {(xi, U

j
i , G

j
i ) : (i, j) ∈ N2

↑} και έχει τις παρακάτων ιδιότητες:

(i) ∀(i, j) ∈ N2
↑ η τρίαδα (xi, U

j
i , G

j
i ) είναι f−σvυμβατή και diam(Gj

i ) <
1

j
.

(ii) ∀j ∈ N, η σvυλλογή {U j
i ⊂ X | i ≤ j} αποτελείται από ξένα ανά δύο ανοιχτά υποσvύνολα του X.

(iii) ∀i ∈ N, η σvυλλογή {U j
i ⊂ X | i ≤ j} είναι μια φθίνουσvα ακολουθία ανοιχτών υποσvυνόλων του

X.

(iv) Αν (i, j) ∈ N2
↑ & (k, l) ∈ N2

↑ με (i, j) <lex (k, l), τότε, είτε U j
i ∩U l

k = �, είτε U l
k×Gl

k ⊂ U j
i ×Gj

i .


(x1, U

1
1 , G

1
1) (x1, U

2
1 , G

2
1) · · · (x1, U

n
1 , G

n
1 ) · · ·

(x2, U
2
2 , G

2
2) · · · (x2, U

n
2 , G

n
2 ) · · ·

. . . ... ...
(xn, U

n
n , G

n
n) · · ·

. . .


Παρατήρηση 6.8. Για κάθε i ∈ N, η σvυλλογή {Gj

i : j ∈ N} αποτελεί βάσvη περιοχών του f(xi).
Ωσvτόσvο, η σvυλλογή {U j

i : j ∈ N} δεν είναι απαραίτητα βάσvη περιοχών του xi.

Πρόταση 6.9. ΄Εσvτω (X, T ) τοπολογικός χώρος και B ⊆ X ανοιχτό, μη κενό. Επίσvης, θεωρούμε
μια πεπερασvμένη οικογένεια U = {U ⊆ X : U ανοιχτό, μη κενό}. Τότε, ∃B∗ ⊆ B ανοιχτό, μη κενό
και ώσvτε ∀U ∈ U θα ισvχύει:

• Είτε B∗ ∩ U = �

• Είτε B∗ ⊆ U

και θα λέμε ότι το B είναι σvε καλή θέσvη σvχετικά με τη U .

Απόδειξη. Αν |U| = 1 και δηλαδή U = {U}, θέτουμε

B∗ = B ∩ U, ανB ∩ U 6= � ∧ B∗ = B, αν B ∩ U = �
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΄Εσvτω n ∈ N ώσvτε |U| = n και έσvτω προς επαγωγή ότι το B είναι σvε καλή θέσvη σvχετικά με τη U .
Θεωρούμε ανοιχτό, μη κενό U∗ ⊆ X ώσvτε U∗ /∈ U και θέτουμε U∗ = U ∪ U∗. Τότε, από επαγωγική
υπόθεσvη, ∃B∗ ⊆ X ανοιχτό, μη κενό και ώσvτε

B∗ = B ∩ U, ανB ∩ U 6= �, U ∈ U ∧ B∗ = B, αν B ∩ U = �, U ∈ U

Θέτουμε
B∗∗ = B∗ ∩ U, ανB∗ ∩ U∗ 6= � ∧ B∗∗ = B∗, αν B∗ ∩ U∗ = �

και παρατηρούμε ότι:

• Αν B∗∗ = B∗ ∩ U∗, τότε B∗∗ ⊆ U∗ &B∗∗ ⊆ U, ∀U ∈ U

• Αν B∗∗ = B∗, τότε B∗∗ ∩ U∗ = �&B∗∗ ∩ U = �, ∀U ∈ U

Αφού, επιπλέον, ισvχύει B∗∗ ⊆ B∗ ⊆ B, σvυμπεραίνουμε ότι το B είναι σvε καλή θέσvη σvχετικά με τη U∗

και σvυνεπώς, ολοκληρώθηκε το επαγωγικό βήμα.

Πρόταση 6.10. ΄Εσvτω (X, T ) T2 τοπολογικός χώρος και μια πεπερασvμένη ακολουθία {x1, x2, ..., xn}
σvτοιχείων του X, διαφορετικά μεταξύ τους. Επίσvης, έσvτω πεπερσvμένη οικογένεια {U1, U2, ..., Un}
ανοιχτών υποσvυνόλων του X, όπου ∀i ≤ n ισvχύει xi ∈ Ui. Τότε, υπάρχει νέα πεπερασvμένη οικογένεια
{U ′

1, U
′
2, ..., U

′
n} ανοιχτών υποσvυνόλων του X, τέτοια ώσvτε ∀i ≤ n ισvχύουν:

(i) xi ∈ U ′
i

(ii) Αν j ≤ n με j 6= i, τότε U ′
j ∩ U ′

i = �

Απόδειξη. Εφόσvον (X, T ) είναι T2, ∀i 6= j ∃V j
i ∈ T με xi ∈ V j

i , xj /∈ V j
i και ∃V i

j ∈ T με xj ∈ V i
j ,

xi /∈ V i
j και ώσvτε V

j
i ∩ V i

j = �. Για κάθε i ∈ {1, 2, ..., n} θέτουμε

Vi =
∩
j ̸=i

V j
i =⇒ Vi ∈ T

όπου θα ισvχύει xi ∈ Vi , xj /∈ Vi και Vi ∩ Vj = �, ∀j 6= i. Θέτοντας U ′
i = Vi ∩Ui, προκύπτει ακριβώς

ότι
xi ∈ U ′

i ⊆ Ui &U ′
i ∩ U ′

j = �, ∀j 6= i

Λήμμα 6.11. ΄Εσvτω (X, T ) 2ος αριθμήσvιμος και T2 τοπολογικός χώρος, όπου X άπειρο και D =
{xi ∈ X : i ∈ N} ένα αριθμήσvιμο υποσvύνολο του X. Αν υπάρχει f− σvυμβατό άνω τριγωνικό σvχήμα
{(xi, U

j
i , G

j
i ) : (i, j) ∈ N2

↑}, τότε η σvυνάρτησvη f |D : D −→ R είναι σvυνεχής
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Απόδειξη. ΄Εσvτω (i, j) ∈ N2
↑ και τυχαίο x0 ∈ U j

i ∩D. Αρκεί να δειχθεί ότι f(x0) ∈ Gj
i . Αφού x0 ∈ D,

∃m ∈ N ώσvτε x0 = xm. ΄Εχουμε ότι:
• Αν m = i, τότε, τετριμμένα ισvχύει f(xm) = f(xi) ∈ Gj

i .

• Αν m ≤ j &m 6= i, τότε xm ∈ U j
m &xm ∈ U j

i =⇒ xm ∈ U j
m ∩ U j

i (1).

Επιπλέον, από (ii) ισvχύει

U j
m ∩ U j

i = � , ∀j ∈ N , i ≤ j , m ≤ j ,m 6= i (2)

Από τις (1), (2) προκύπτει άτοπο και σvυνεπώς, απορρίπτεται.
Είναι άμεσvο πως m > j ≥ i και οπότε (i, j) <lex (m,m). Επειδή

xm ∈ Um
m &xm ∈ U j

i =⇒ xm ∈ Um
m ∩ U j

i

και επομένως, από (iv), έχουμε Gm
m ⊂ R με diam(Gm

m) <
1

m
και ώσvτε

(xm, f(xm)) ∈ Um
m ×Gm

m ⊂ U j
i ×Gj

i

Εφόσvον το x0 ∈ D ήταν τυχαίο, έχουμε το ζητούμενο.

Λήμμα 6.12. ΄Εσvτω (X, T ) 2ος αριθμήσvιμος και T2 τοπολογικός χώρος, όπου X άπειρο. Τότε,
υπάρχει f− σvυμβατό άνω τριγωνικό σvχήμα.
Απόδειξη. Θεωρούμε B = {Bi : i ∈ N} ⊂ P(X) μια αριθμήσvιμη βάσvη του (X, T ). Για όλα τα
(i, j) ∈ N2

↑ , θα επιλεχθούν xi ∈ X και ανοιχτά U j
i ⊂ X, Gj

i ⊂ R, τέτοια ώσvτε να ικανοποιούνται τα
παρακάτω:

(1) xi ∈ Bi

(2) U j
i ⊆ clX(f

−1[Gj
i ])

(3) xi ∈ U j
i ∩ f−1[Gj

i ] και diam(Gj
i ) <

1

j

(4) Αν (i, j) ∈ N2
↑ & (k, l) ∈ N2

↑ ώσvτε (i, j) <L (k.l), τότε, είτε U j
i ∩ U l

k = �, είτε U l
k × Gl

k ⊂
U j
i ×Gj

i και ∀j ∈ N, η σvυλλογή {U j
i ⊂ X | i ≤ j} αποτελείται από, ξένα ανά δύο, ανοιχτά σvύνολα.

΄Εσvτω n ∈ N και έσvτω προς επαγωγή ότι για όλα τα i ≤ j < n ισvχύουν οι (1)− (2)− (3)− (4).
Σύμφωνα με το άνω τριγωνικό σvχήμα έχουμε
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
(x1, U

1
1 , G

1
1) (x1, U

2
1 , G

2
1) · · · (x1, U

n−1
1 , Gn−1

1 ) .
(x2, U

2
2 , G

2
2) · · · (x2, U

n−1
2 , Gn−1

2 ) .
. . . ... ...

(xn−1, U
n−1
n−1 , G

n−1
n−1) .

.


Η ολοκλήρωσvη του επαγωγικού βήματος θα γίνει με την εύρεσvη σvτοιχείου xn ∈ X και σvτη σvυνέχεια

με τη σvυμπλήρωσvη των f−σvυμβατών τριάδων σvτη n-οσvτή σvτήλη του παραπάνω σvχήματος.
΄Εσvτω Bn ∈ B, το οποίο είναι βασvικό ανοιχτό υποσvύνολο του X και δηλαδή είναι ανοιχτό. Αφού

η σvυλλογή {U j
i : i ≤ j < n} είναι πεπερασvμένη, από Πρότασvη 6.9, το Bn βρίσvκεται σvε καλή θέσvη

σvχετικά με τη {U j
i : i ≤ j < n}. Συνεπώς, ∃B∗

n ⊆ Bn τέτοιο ώσvτε είτε B∗
n ⊆ U j

i , i ≤ j < n, είτε
B∗

n ∩ U j
i = � και θεωρούμε το σvύνολο

A = {(i, j) ∈ N2
↑ : j < n&B∗

n ⊆ U j
i }

Διακρίνουμε δύο περιπτώσvεις.
Περίπτωσvη 1 : ΄Εσvτω A 6= �.
Τότε, ∃(i0, j0) ∈ N2

↑ ώσvτε (i0, j0) = max(A). Παρατηρούμε ότι ∀(i, j) ∈ A, έχουμε B∗
n ⊆ U j0

i0
⊆

U j
i , και επιπλέον, θα ισvχύει B∗

n ⊆ U j0
i0

⊆ clX(f
−1[Gj0

i0
]). Αφού το σvύνολο f−1[Gj0

i0
] είναι πυκνό σvτο

B∗
n, το σvύνολο B∗

n ∩ f−1[Gj0
i0
] είναι άπειρο και οπότε

∃xn ∈ B∗
n ∩ f−1[Gj0

i0
] \ {xi : i < n}

Για όλα τα i ≤ n επιλέγουμε ανοιχτά Gn
i ⊂ R με diam(Gn

i ) <
1

n
και τετοια ώσvτε f(xn) ∈ Gn

n ⊆ Gj0
i0

και f(xi) ∈ Gn
i ⊆ Gn−1

i , αν i < n. Η f είναι περίπου σvυνεχής σvτο xi, i ≤ n και οπότε, ∃Un
i ⊂ X με

xi ∈ Un
i και ώσvτε U

n
i ⊆ clX(f

−1[Gn
i ]). Επειδή η σvυλλογή {Un

i : i ≤ n} είναι πεπερασvμένη και (X, T )
είναι T2, εκλεπτύνουμε τα Un

i και από Πρότασvη 6.10, είναι εφικτό

• Un
n ⊆ B∗

n \ {xi : i < n}

• Un
i ⊆ Un−1

i , αν i < n

• Un
i ∩ Un

k = �, αν k 6= i

Περίπτωσvη 2 : ΄Εσvτω A = �.
Τότε, ∀(i, j) ∈ A ισvχύει B∗

n ∩ U j
i = �, οπότε, επιλέγουμε xn ∈ B∗

n και το ανοιχτό διάσvτημα

Gn
n = (f(xn) −

1

n
, f(xn) +

1

n
). Ταυτχόρονα, για όλα τα i < n, θεωρούμε ανοιχτά Gn

i ⊂ R, όπου

diam(Gn
i ) <

1

n
και f(xi) ∈ Gn

i ⊆ Gn−1
i . Η f είναι περίπου σvυνεχής σvτο xi, i ≤ n και άρα, ∃Un

i ⊂ X
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με xi ∈ Un
i ⊆ clX(f

−1[Gn
i ]) και ώσvτε U

n
i ⊆ clX(f

−1[Gn
i ]). Και πάλι, επειδή {Un

i : i ≤ n} είναι
πεπερασvμένη και (X, T ) είναι T2, εκλεπτύνουμε τα Un

i και από Πρότασvη 6.10, είναι εφικτό

• Un
n ⊆ B∗

n

• Un
i ⊆ Un−1

i , αν i < n

• Un
i ∩ Un

k = �, αν k 6= i

Σε κάθε περίπτωσvη, είναι εύκολο να ελέγξουμε πως οι οι τριάδες (xi, U
n
i , G

n
i ) θα είναι f−σvυμβατές

και ικανοποιούνται οι ιδιότητες (1)− (2)− (3)− (4). Με την ολοκλήρωσvη του επαγωγικού βήματος
σvτις παραπάνω περιπτώσvεις, σvυμπεραίνουμε πως έχουμε το ζητούμενο ∀n ∈ N.

Η απόδειξη της Πρότασvης 6.4 προκύπτει άμεσvα από το Λήμμα 6.11 και από το Λήμμα 6.12. ΄Ετσvι,
ολοκληρώνεται η απόδειξη της Πρότασvης 6.3.
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