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ΠΔΡΗΛΖΦΖ 
 

Ζ παξνύζα εξγαζία εμεηάδεη πξνβιήκαηα κε γξακκηθήο ζπκπεξηθνξάο επίπεδσλ πιαηζηαθώλ 

θνξέσλ από ράιπβα κε βάζε ηε ζεσξία ηεο ειαζηηθήο επζηάζεηαο. Ζ θέξνπζα ζπκπεξηθνξά ησλ 

θαηαζθεπώλ έλαληη επζηάζεηαο επηζεκαίλεηαη ζηε δηεζλή βηβιηνγξαθία σο κείδνλνο ζεκαζίαο. 

Δπηπιένλ, όηαλ εηζάγνληαη θαηαζθεπαζηηθέο δηαηάμεηο ή αηέιεηεο ην πξόβιεκα γίλεηαη πεξηζζόηεξν 

απαηηεηηθό θαη ζπλάκα αξθεηά ελδηαθέξνλ. ηόρνο ηεο εξγαζίαο είλαη λα εκβαζύλεη ζηα θαηλόκελα 

κε γξακκηθήο ζπκπεξηθνξάο αηειώλ θνξέσλ κε κέιε κεηαβιεηήο δπζθακςίαο. 

 

ην πξώην θεθάιαην παξνπζηάδεηαη ν θπβηθόο λόκνο κεηαβνιήο ηεο ξνπήο αδξαλείαο δηαηνκώλ 

δηπινύ ηαπ θαη ε επίιπζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο κέινπο ππό ζιίςε κε ηηο ζπλαξηήζεηο Bessel. 

Έπεηηα, εμάγνληαη νη αλαιπηηθέο ζρέζεηο ζύκθσλα κε ηε γξακκηθή ζεσξία ειαζηηθήο επζηάζεηαο γηα 

δηάθνξεο πεξηπηώζεηο ιπγηζκνύ πιαηζίσλ κε ή ρσξίο κεηάζεζε θαη ηα απνηειέζκαηα ζπλνςίδνληαη 

ζηα αληίζηνηρα δηαγξάκκαηα θξίζηκσλ θνξηίσλ θαζώο θαη κεθώλ ιπγηζκνύ. 

 

ην δεύηεξν θεθάιαην, αθνύ γίλεη αλαθνξά ζηελ ελεξγεηαθή κέζνδν, αλαπηύζζεηαη ε ζεσξία 

κεηξίσο κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ θαη εμάγνληαη νη ζρέζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ηε κε γξακκηθή 

ζπκπεξηθνξά ηνπ πιαηζηαθνύ θνξέα έλαληη θακπηηθνύ ιπγηζκνύ. Δλ ζπλερεία, επηζπλάπηνληαη 

παξακεηξηθέο ζπγθξίζεηο κεηαμύ ησλ δξόκσλ ηζνξξνπίαο, νη νπνίνη εμήρζεζαλ κέζσ αιγνξίζκσλ 

ζηε γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ Fortran, ελώ γίλεηαη θαη ε ζύγθξηζε κε ηηο αληίζηνηρεο γξακκηθέο 

ιύζεηο. Σέινο, δηεξεπλάηαη ε επηξξνή αξρηθώλ αηειεηώλ θαη ζπγθεθξηκέλα ηεο έθθεληξεο θόξηηζεο 

ζηε θέξνπζα ηθαλόηεηα ηνπ πιαηζίνπ, απ’ όπνπ ιακβάλνληαη ελδηαθέξνληα ζπκπεξάζκαηα πνπ 

αθνξνύλ ζπζηήκαηα πνπ ράλνπλ ηελ επζηάζεηά ηνπο κέζσ ζεκείνπ δηαθιάδσζεο. 

 

ην ηξίην θεθάιαην βειηηώλεηαη ε πξνζνκνίσζε ηνπ κνληέινπ κε ηελ εηζαγσγή ελόο ζηξνθηθνύ θαη 

έπεηηα ελόο κεηαθηλεζηαθνύ ειαηεξίνπ. Με ηνλ ηξόπν απηό δύλαηαη λα κειεηεζεί θνξέαο κε αθξηβήο 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ώζηε λα πξνζεγγίδεηαη ε πξαγκαηηθή θέξνπζα ηθαλόηεηα ελόο πιαηζίνπ κηαο 

θαηαζθεπήο. Αθόκα, επηζεκαίλνληαη νη δπζθνιίεο ηεο επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο, νπόηε 

πξνηείλεηαη κία απινπνηεηηθή πξνζέγγηζε πνπ, όκσο, δελ πξέπεη λα εηζάγεη ζεκαληηθά ζθάικαηα. 

 

ην ηειεπηαίν θεθάιαην εξεπλάηαη ε αμηνπηζηία ηεο ελεξγεηαθήο κεζόδνπ θαζώο θαη ηνπ θπβηθνύ 

λόκνπ κεηαβνιήο ηεο δπζθακςίαο κέζσ ινγηζκηθώλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ (Sap2000 θαη Adina) 

κε γξακκηθέο θαη κε γξακκηθέο αλαιύζεηο. Πεξηγξάθνληαη νη ηξόπνη πξνζνκνίσζεο ησλ θνξέσλ θαη 

αθνινπζνύλ νη ζπγθξίζεηο γηα έλα επξύ θάζκα δηάθνξσλ παξακέηξσλ. Σα απνηειέζκαηα 

επηζπλάπηνληαη ζε ζπγθξηηηθνύο πίλαθεο θαη δηαγξάκκαηα δξόκσλ ηζνξξνπίαο ησλ κε γξακκηθώλ 

αλαιύζεσλ, όπνπ γίλεηαη εκθαλέζηεξε ε πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά ηεο θαηαζθεπήο.  
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ABSTRACT 
 

The present thesis examines problems related to the non-linear behaviour of plane steel frames 

according to the theory of elastic stability. In the literature the load behaviour of structures against 

stability is noted as major importance. Furthermore, when construction provisions or defects are 

imported the problem becomes more challenging and also more interesting. The aim of this thesis is 

to deepen the effects of non-linear behavior of imperfect frames with members of variable stiffness. 

 

The first chapter presents the cubic law variation of the moment of inertia of double tee sections and 

the solution of the differential equation of a member under compression with Bessel functions. Then 

the analytical relations are exported according to the linear theory of elastic stability for various 

buckling cases of frames with or without transfer. The results are summarized in the respectively 

diagrams of critical loads and effective buckling lengths. 

 

In the second chapter, after a reference to the energy method, the theory of moderately large 

displacements is developed and the relations describing the nonlinear behaviour of the frame under 

flexural buckling are exported. Subsequently, parametric comparisons between the entire 

(prebuckling and postbuckling) equilibrium paths are attached. Those were exported via algorithms 

in Fortran programming language. Also, the comparison with the corresponding linear solutions were 

made. Finally, the influence of initial imperfections, specifically the loading eccentricity, is 

investigated about the frames load behaviour. There we obtain interesting results concerning systems 

which lose their stability through a bifurcational point. 

 

In the third chapter we improve the simulation of the model by introducing a torsional and then a 

translational spring. In this way frames with accurate boundary conditions may be considered so that 

the actual load carrying capacity of a plane-frame -which is included in a structure- can be 

approximated. Furthermore, the difficulties of solving this problem are highlighting, so a simplified 

approach is proposed, which, however, should not introduce significant errors. 

 

The last chapter presents the investigation about the reliability of both the energy method and the 

cubic law of stiffness variation, through finite element software (Sap2000 and Adina) with linear and 

nonlinear analysis. Herein the simulation of the plane-frames is described, and the comparisons are 

following with a wide range of various parameters. The comparative results are attached in both 

tabular and graphical form. Especially, from the non-linear equilibrium paths becomes apparent the 

actual behaviour of the construction. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΘΔΩΡΙΑ ΔΛΑΣΙΚΗ ΔΤΣΑΘΔΙΑ 

 



 

 Με Γξακκηθή Αλάιπζε Δπζηάζεηαο Πιαηζίσλ κε Μέιε Μεηαβιεηήο Γπζθακςίαο 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΘΔΩΡΙΑ ΔΛΑΣΙΚΗ ΔΤΣΑΘΔΙΑ 

1.1 Πξόινγνο 
 

 

Οη αζηνρίεο ησλ ζπλήζσλ θαηαζθεπώλ πνιηηηθνύ κεραληθνύ εκπίπηνπλ ζε κία από δύν απιέο 

θαηεγνξίεο: (1) ζηελ αζηνρία πιηθώλ θαη (2) ζηελ έιιεηςε επζηάζεηαο. Ο πξώηνο ηύπνο αζηνρίαο, 

κπνξεί ζπλήζσο λα πξνβιεθζεί επαξθώο, αλαιύνληαο ηηο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο ηεο θαηαζθεπήο γηα 

ηελ αξρηθή κε παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε απηήο. 

Αληηζέησο, ε πξόβιεςε ηεο αζηνρίαο ιόγσ αζηάζεηαο ηεο θαηαζθεπήο απαηηεί ηε δηακόξθσζε 

εμηζώζεσλ ηζνξξνπίαο ή θηλεκαηηθώλ εμηζώζεσλ ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηεο 

θαηαζθεπήο. Δθόζνλ ε παξακνξθσκέλε απηή θαηάζηαζε δελ είλαη εθ ησλ πξνηέξσλ γλσζηή γηα κία 

θαηαζθεπή, αιιά εμαξηάηαη ζηηο πξνο επίιπζε παξακνξθώζεηο, ην πξόβιεκα πνπ πξνθύπηεη είλαη 

κε γξακκηθό. 

Ο ράιπβαο σο δνκηθό πιηθό ζπλδπάδεη ηελ πςειή αληνρή θαη ηελ θαηεξγαζία, επηηξέπνληαο ηελ 

παξαγσγή δνκηθώλ κειώλ κε θάζε επηζπκεηό ζρήκα θαη πάρνο δηαηνκήο. Απηό δίλεη ηελ επθαηξία 

ζηνλ κειεηεηή γηα θαηλνηόκεο ιύζεηο θαη πεξίηερλα ζρήκαηα, ζπλεπώο ζε ειαθξύηεξα δνκηθά 

ζηνηρεία, κε πεξηζζόηεξν νξηαθή εθκεηάιιεπζε ηνπ πιηθνύ. Ωζηόζν, απηή ε επειημία ζηνλ 

ζρεδηαζκό θάλεη ηελ θαηαζθεπή πεξηζζόηεξν εύθακπηε, ηόζν ζε επίπεδν θνξέα όζν θαη ηνπηθά, ζε 

επίπεδν κέινπο ή δηαηνκήο, θαη επνκέλσο παξακνξθώλεηαη εληνλόηεξα όηαλ θνξηίδεηαη. Μ’ απηόλ 

ηνλ ηξόπν ε θαηαζθεπή ελδέρεηαη λα νδεγεζεί ζε θαηλόκελα αζηάζεηαο (ή αιιηώο ιπγηζκνύ) ηα 

νπνία ζπλδένληαη κε απόηνκε θαη έληνλε αύμεζε ηεο παξακόξθσζεο γηα κηθξή αύμεζε ηνπ 

επηβαιιόκελνπ θνξηίνπ. 

 

 

“Όια ηα θπζηθά θαηλόκελα είλαη κεηαβνιέο  

ηεο ελέξγεηαο... Σν αληηθείκελν πνπ έπεζε  

πήγε ζηε ζέζε ειαρίζηεο ελέξγεηαο. Απηή  

είλαη ε ιεγόκελε «επζηάζεηα» πνπ έρνπλ ηα  

ζπζηήκαηα... Γη’ απηό ιέκε ε ελέξγεηα είλαη  

παληνύ.” 

Γ. Ναλόπνπινο 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ζ «επζηάζεηα» -πνπ απνθαιεί ν 

δηαθεθξηκέλνο Φπζηθόο- κεηαθξάδεηαη ζηελ 

Διαζηηθή Δπζηάζεηα ησλ Καηαζθεπώλ σο 

ζηαηηθή ηζνξξνπία ε νπνία δηαθξίλεηαη ζε: 

α) επζηαζή, 

β) αζηαζή θαη 

γ) νπδεηέξα ηζνξξνπία.  
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 ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1 

 

Ηαλνπάξηνο 2012 

Σα ηειεπηαία ρξόληα, κε ηε ξαγδαία εμέιημε ησλ ππνινγηζηηθώλ ζπζηεκάησλ, έρεη κεησζεί αηζεηά ν 

ππνινγηζηηθόο ρξόλνο. Με ηνλ ηξόπν απηό θαζίζηαηαη επθνιόηεξε ε αλάιπζε ελόο θνξέα ηόζν κε 

ηε γξακκηθή όζν θαη κε ηε κε γξακκηθή ζεσξία. Ζ πξώηε αληηπξνζσπεύεη ηελ απινύζηεξε δπλαηή 

ζπκπεξηθνξά κηαο θαηαζθεπήο, ελώ κε ηε δεύηεξε είκαζηε ζε ζέζε λα εηζάγνπκε γεσκεηξίεο ή κε 

γξακκηθνύο λόκνπο ησλ πιηθώλ ώζηε λα επηηύρνπκε πην αθξηβή απνηειέζκαηα. 

Πην ζπγθεθξηκέλα, όηαλ νη παξακνξθώζεηο ηνπ ππό κειέηε θνξέα απμάλνπλ αξθεηά, ε γξακκηθή 

ζεσξία απέρεη από ηελ πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά θαη ε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηα  εμσηεξηά θνξηία κε 

ηηο αλαπηπζζόκελεο κεηαηνπίζεηο γίλεηαη κε γξακκηθή (κε γξακκηθόηεηα γεσκεηξίαο). Αθόκα, από 

έλα επίπεδν έληαζεο θαη πάλσ ε ζπκπεξηθνξά ηνπ πιηθνύ πεξηγξάθεηαη από κία κε γξακκηθή ζρέζε 

ηάζεσλ – παξακνξθώζεσλ (κε γξακκηθόηεηα πιηθνύ). 

ε αξθεηέο, πάλησο, πεξηπηώζεηο ε γξακκηθή αλάιπζε πιεζηάδεη ηθαλνπνηεηηθά ηελ πξαγκαηηθή 

θαηάζηαζε, ελώ είλαη πξνθαλέο όηη δελ απαηηνύληαη νη εηδηθέο γλώζεηο θαη ν ππνινγηζηηθόο θόξηνο. 

Απ’ηελ άιιε ε εθαξκνγή κηαο κε γξακκηθήο αλάιπζεο έρεηο σο πιενλέθηεκα ηελ θαηαλόεζε ηεο 

πξαγκαηηθήο ζπκπεξηθνξάο ηεο θαηαζθεπήο. 

 

Οη κέζνδνη αλάιπζεο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη δηαθξίλνληαη ζε απηέο πνπ ζεσξνύλ όηη ε ζρέζε ηάζεσλ 

– παξακνξθώζεσλ είλαη γξακκηθή θαη ζε απηέο πνπ ζεσξνύλ όηη είλαη κε γξακκηθή από θάπνην 

επίπεδν ηάζεο θαη πάλσ. Αλαθέξνληαη αληίζηνηρα σο ειαζηηθέο ή αλειαζηηθέο κέζνδνη αλάιπζεο. 

Οκνίσο ππάξρνπλ κέζνδνη ζηηο νπνίεο νη εμηζώζεηο δηαηππώλνληαη ζηελ απαξακόξθσηε ή 

παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηνπ θνξέα, γλσζηέο αληηζηνίρσο σο κέζνδνη αλάιπζεο 1
εο

 ή 2
εο

 ηάμεο. 

Μπνξεί λα έρνπκε θαη ζπλδπαζκό ησλ παξαπάλσ αλαθεξόκελσλ κεζόδσλ, ιακβάλνληαο ππόςε θαη 

ηηο δύν κε γξακκηθόηεηεο, πιηθνύ θαη γεσκεηξίαο. Αθόκα δύλαηαη νη κέζνδνη αλάιπζεο λα 

ζπκπεξηιακβάλνπλ ηηο αηέιεηεο, είηε πξνζνκνηώλνληαο ηελ αξρηθή γεσκεηξία ηνπ πιαηζίνπ, είηε 

εθαξκόδνληαο θάπνηα νξηδόληηα θνξηία ζηηο δηάθνξεο ζηάζκεο ηνπ πιαηζίνπ. 

 

 
Σσήμα 1.1 

 

ηα πιαίζηα ηεο παξνύζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο ζα αζρνιεζνύκε κε ηελ δηεξεύλεζε πιαηζηαθώλ 

θνξέσλ ζε θαηλόκελα ιπγηζκνύ. Σα πιαίζηα πνπ καο απαζρνινύλ είλαη νξζνγσληθήο κνξθήο θαη 

απνηεινύληαη από ππνζηπιώκαηα δηαηνκήο κεηαβιεηνύ εκβαδνύ θαη δπζθακςίαο. Οη κέζνδνη 

αλάιπζεο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη αθνξνύλ ηελ ειαζηηθή πεξηνρή ηνπ πιηθνύ (γξακκηθή ζρέζε 

ηάζεσλ – παξακνξθώζεσλ), ελώ νη θπζηθέο ζπλζήθεο δηαηππώλνληαη ζηελ παξακνξθσκέλε 

θαηάζηαζε ηνπ θνξέα. Αθόκα, ιακβάλνληαη ππόςε γεσκεηξηθέο αηέιεηεο (έθθεληξε θόξηηζε) νη 

νπνίεο ζρεηίδνληαη κε ζεκαληηθέο απνθιίζεηο ηεο παξακνξθσκέλεο γεσκεηξίαο από ηελ 

απαξακόξθσηε. Σα ηειεπηαία πξνθύπηνπλ από ηε Με Γξακκηθή Αλάιπζε Διαζηηθήο Δπζηάζεηαο 

θαη πεξηγξάθνληαη εθηελώο ζηα επόκελα θεθάιαηα. Αθνινπζεί ε Γξακκηθή Αλάιπζε Διαζηηθήο 

Δπζηάζεηαο. 
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ΓΡΑΜΜΗΚΖ ΘΔΩΡΗΑ ΔΛΑΣΗΚΖ ΔΤΣΑΘΔΗΑ  

 

Με Γξακκηθή Αλάιπζε Δπζηάζεηαο Πιαηζίσλ κε Μέιε Μεηαβιεηήο Γπζθακςίαο 

1.2 Βαζηθέο Έλλνηεο 

1.2.1 Κακπηηθόο Λπγηζκόο Δπζύγξακκσλ Ράβδσλ 

 

Σα πξνβιήκαηα ηεο επζηάζεηαο παξνπζηάδνληαη ζε πεξίπησζε ζιηβνκέλσλ κειώλ. 

Από ηελ αληνρή ησλ πιηθώλ γλσξίδνπκε όηη όηαλ κία επζύγξακκε ξάβδνο πξηζκαηηθήο (ζηαζεξήο) 

δηαηνκήο, ζιίβεηαη αμνληθά, ε αύμεζε ηεο θνξηίζεσο κέρξη θάπνηαο νξηζκέλεο θξίζηκεο ηηκήο 

πξνθαιεί ζπλερώο απμαλόκελε αμνληθή βξάρπλζε. Γλσξίδνπκε, επίζεο, όηη όηαλ κία ειαζηηθή 

ξάβδνο έρεη ιπγεξόηεηα κεγαιύηεξε θάπνηαο νξηζκέλεο (ειάρηζηεο) ηηκήο, ε έληαζε απηή βξίζθεηαη 

εληόο ειαζηηθήο πεξηνρήο θαη ε αμνληθή βξάρπλζε είλαη αλάινγε ηεο θνξηίζεσο. Δάλ ε θόξηηζε 

ππεξβεί ηελ πξναλαθεξζείζα θξίζηκε ηηκή, ε ξάβδνο εγθαηαιείπεη ηελ επζύγξακκε κνξθή αμνληθήο 

παξακνξθώζεσο ιακβάλνπζα κία ειαθξώο θακππισκέλε κνξθή (ιόγσ θάκςεσο). Ζ ζπκπεξηθνξά 

απηή ηεο ξάβδνπ είλαη γλσζηή σο θακπηηθόο ιπγηζκόο, ν νπνίνο ιακβάλεη ρώξα σο πξνο ηνλ θύξην 

άμνλα ηεο δηαηνκήο κε ηε κηθξόηεξε ξνπή αδξαλείαο θαη σο εθ ηνύηνπ κε ηε κεγαιύηεξε 

ιπγεξόηεηα. 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη ε ιπγεξή απηή ξάβδνο ηζνξξνπεί ηόζν ζε επζύγξακκε κνξθή (γηα θόξηηζε 

κηθξόηεξε ηεο θξίζηκεο), όζν θαη ζε ειαθξώο θακππισκέλε κνξθή (γηα θόξηηζε ίζε ή κεγαιύηεξε 

ηεο θξίζηκεο). Μηθξή αύμεζε ηεο θόξηηζεο, πάλσ από ηελ θξίζηκε ηηκή, πξνθαιεί ζεκαληηθά 

κεγαιύηεξε θαη δπζαλάινγε θακπηηθή παξακόξθσζε. ε θάπνηα δε δεδνκέλε ηηκή ηεο θνξηίζεσο 

αξρίδεη ε δηαξξνή (ζηελ αθξαία ίλα ηεο πεξηζζόηεξν εληεηλόκελεο από θάκςε δηαηνκήο), ε νπνία 

απμαλνκέλεο πεξαηηέξσ ηεο θνξηίζεσο επεθηείλεηαη, νδεγνύζα αθνινύζσο ζε αλειαζηηθό ή 

πιαζηηθό ιπγηζκό. Δπεηδή γηα θόξηηζε κεγαιύηεξε ηεο θξίζηκεο ηα πεξηζώξηα κεηαιπγηζκηθήο 

αληνρήο ηεο ξάβδνπ είλαη πξαθηηθώο πεξηνξηζκέλα, ζεσξνύκε όηη ε θξίζηκε θόξηηζε ζπλδέεηαη κε 

ηε κέγηζηε θέξνπζα ηθαλόηεηα αμνληθά ζιηβνκέλσλ ξάβδσλ θαη σο εθ ηνύηνπ ε θόξηηζε απηή θαηά 

ηελ νπνία ιακβάλεη ρώξα ν ειαζηηθόο ιπγηζκόο απνηειεί θξηηήξην ζρεδηαζκνύ. Ζ αληηζηνηρνύζα 

ζηελ παξαπάλσ θξίζηκε θόξηηζε ιπγηζκνύ είλαη, ελ γέλεη, πνιύ κηθξόηεξε ηεο ηάζεσο αλαινγίαο 

ηνπ πιηθνύ από ην νπνίν είλαη θαηαζθεπαζκέλε ε ξάβδνο. 

Από ηα παξαπάλσ παξαηεξνύκε όηη νη επζύγξακκεο ιπγεξέο ξάβδνη κεγάινπ ζρεηηθά κήθνπο 

ζπγθξηηηθά κε ηηο δηαζηάζεηο ηεο δηαηνκήο ηνπο από γξακκηθά ειαζηηθό πιηθό ζιηβόκελεο αμνληθά, 

εληείλνληαη γξακκηθά απμαλνκέλεο ηεο θνξηίζεσο κέρξη νξηζκέλεο θξίζηκεο ηηκήο (ζηάδην 

πξνιπγπζκηθήο ζπκπεξηθνξάο). Όηαλ ε θόξηηζε ιάβεη ηελ θξίζηκε ηηκή ηεο, ε ξάβδνο εγθαηαιείπεη 

ηελ επζύγξακκε κνξθή ηζνξξνπίαο, ππνθείκελε ζε πνιύ κηθξή θάκςε σο πξνο ηνλ θύξην άμνλα κε 

ηελ κηθξόηεξε ξνπή αδξαλείαο (θαηλόκελν ειαζηηθνύ ιπγηζκνύ). Αθνινύζσο, ε ξάβδνο εληεηλόκελε 

κε γξακκηθά, κπνξεί λα θέξεη θόξηηζε κεγαιύηεξε ηεο θξίζηκεο (ζηάδην κεηαιπγηζκηθήο 

ζπκπεξηθνξάο) θζάλνπζα ζε θαηάζηαζε αζηνρίαο γηα νξηζκέλε ηηκή ηεο θνξηίζεσο κεηά από 

δηαξξνή ζηελ πεξηνρή ηεο κέγηζηεο ξνπήο θάκςεσο (θαηλόκελν αλειαζηηθνύ ιπγηζκνύ). Δλ ηνύηνηο, 

επεηδή ηα πεξηζώξηα κεηαιπγηζκηθήο αληνρήο είλαη πνιύ πεξηνξηζκέλα, ζεσξνύκε όηη ε θέξνπζα (ζε 

αμνληθή ζιίςε) ηθαλόηεηα ηεο ξάβδνπ από πξαθηηθήο πιεπξάο αληηζηνηρεί ζηελ θξίζηκε θόξηηζε 

ειαζηηθνύ θνξηίνπ ιπγηζκνύ. 

 

 

 
Εικόνα 1.1   



4 

 

 

 ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1 

 

Ηαλνπάξηνο 2012 

Οη βαζηθέο παξαδνρέο ηεο γξακκηθήο (θιαζηθήο) ζεσξίαο ειαζηηθήο επζηάζεηαο γηα ειαζηηθά 

ζπζηήκαηα, απνηεινύκελα από ξάβδνπο κε πξηζκαηηθή δηαηνκή θαη επζύγξακκν άμνλα είλαη νη 

αθόινπζεο : 

1. Σν πιηθό από ην νπνίν είλαη θαηαζθεπαζκέλν ην ειαζηηθό ζύζηεκα είλαη νκνγελέο, ηζόηξνπν 

θαη γξακκηθώο ειαζηηθό, αθνινπζεί δειαδή ην λόκν ηνπ Hooke. 

2. Σν δηάγξακκα ηάζεσο –αλεγκέλεο παξακνξθώζεσο ζεσξείηαη ηαπηόζεκν ηόζν γηα ηε ζιίςε 

όζν θαη ηνλ εθειθπζκό. 

3. Δπίπεδεο δηαηνκέο θάζεηεο ζηνλ απαξακόξθσην άμνλα ηεο ξάβδνπ πξν ηεο θάκςεσο, 

παξακέλνπλ επίπεδεο κεηά ηελ θάκςε θαη ζηνλ παξακνξθσκέλν άμνλα απηήο (παξαδνρή 

Bernoulli). 

4. Σα εμσηεξηθά εγθάξζηα θνξηία ελεξγνύλ επί επηπέδνπ δηεξρνκέλνπ από ην θέληξν 

δηαηκήζεσο ηεο δηαηνκήο θαη παξαιιήινπ πξνο ηνλ θύξην άμνλα αδξαλείαο απηήο. Απηό 

απνθιείεη νπνηαδήπνηε ζηξνθή ή ζηξέςε ηεο δηαηνκήο πεξί ηνλ άμνλα ηνπ κέινπο, ε νπνία 

επνκέλσο ππόθεηηαη ζε θάκςε ελόο εθ ησλ θπξίσλ επηπέδσλ ηεο. 

5. Οη ζπληζηώζεο ησλ κεηαθηλήζεσλ θαηά ηνλ άμνλα ηεο ξάβδνπ θαη εγθαξζίσο πξνο απηόλ 

είλαη κηθξέο, ζε ζύγθξηζε κε ηηο δηαζηάζεηο ηεο δηαηνκήο. 

6. Ζ επηξξνή ηεο δηαηκεηηθήο παξακόξθσζεο επί ηνπ βέινπο θάκςεσο ακειείηαη. 

7. Σα θξίζηκα θνξηία ιπγηζκνύ ππνινγίδνληαη ζεσξώληαο όηη ε ζηαηηθή παξακόξθσζε 

νθείιεηαη κόλν ζηελ θάκςε, ακειείηαη δειαδή ε αμνληθή παξακόξθσζε πνπ ηπρόλ 

πξνεγήζεθε. 

 

ηε κεραληθή ησλ παξακνξθσζίκσλ ζσκάησλ ε κε γξακκηθόηεηα νθείιεηαη είηε ζηε θύζε ηνπ 

πιηθνύ είηε ζε θαζαξά γεσκεηξηθνύο ιόγνπο. Ζ γξακκηθή ζεσξία επζηάζεηαο ή ιπγηζκνύ θνξέσλ 

από γξακκηθώο ειαζηηθό πιηθό είλαη κε γξακκηθή αλάιπζε (ζηαηηθή δεπηέξαο ηάμεσο), δηόηη ε 

ηζνξξνπία ηνύησλ, αληίζεηα από όηη ζπκβαίλεη ζηελ θιαζηθή ζηαηηθή ιακβάλεηαη ζηελ 

παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε. πλεπώο ε αλάιπζε επζηάζεηαο ή ιπγηζκνύ είλαη απηή θαζ’εαπηή κε 

γξακκηθή αλάιπζε. Δμ’ άιινπ ε κε γξακκηθόηεηα ζηε κε γξακκηθή ζεσξία επζηάζεηαο ζπλδέεηαη 

κε ηηο αθξηβέζηεξεο εθθξάζεηο ησλ ζρέζεσλ ξνπώλ θακππινηήησλ, ε αλαθνξά ησλ νπνίσλ γίλεηαη 

ζηελ παξάγξαθν 2.1. Δπεηδή ζα αζρνιεζνύκε κε γξακκηθώο ειαζηηθό πιηθό (ράιπβαο), ε κε 

γξακκηθή ζεσξία επζηάζεηαο είλαη γεσκεηξηθήο θύζεσο. 

 

1.2.2 ρέζε Ρνπήο Κάκςεσο – Κακππιόηεηαο  

 

Θεσξώληαο, όπσο ζην ζρήκα, ηνλ ζεηηθό άμνλα x λα θαηεπζύλεηαη πξνο ηα δεμηά θαη ηνλ ζεηηθό 

άμνλα w πξνο ηα θάησ, ε θακππιόηεηα ηνπ άμνλα ηεο δνθνύ θ(x) είλαη ζεηηθή, εάλ ε δνθόο 

θακπηόκελε ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάησ, ελώ αξλεηηθή εάλ ε δνθόο ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα 

άλσ. 

 
Σσήμα 1.2 
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ΓΡΑΜΜΗΚΖ ΘΔΩΡΗΑ ΔΛΑΣΗΚΖ ΔΤΣΑΘΔΗΑ  

 

Με Γξακκηθή Αλάιπζε Δπζηάζεηαο Πιαηζίσλ κε Μέιε Μεηαβιεηήο Γπζθακςίαο 

πλεπώο, ε δνθόο ηνπ ζρήκαηνο θάκπηεηαη κε αξλεηηθή θακππιόηεηα, ε νπνία ζπλδέεηαη κε ζεηηθή 

ξνπή θάκςεσο, ζύκθσλα κε ηα πξναλαθεξζέληα. Σόηε, όπσο γλσξίδνπκε από ηελ Αληνρή ησλ 

Τιηθώλ, κπνξνύκε λα γξάςνπκε ηε ζρέζε 

1 ( )
( )

( )

M x
x

R x E I
  


          (1.1) 

 

,όπνπ θ(x) ε θακππιόηεηα ηνπ άμνλα ηεο δνθνύ ζηε ζέζε x, M(x) ε αλαπηπζζόκελε ξνπή θάκςεσο 

ζηε ζέζε απηή θαη ΔΗ ε θακπηηθή αληίζηαζε ηεο δηαηνκήο, ζεσξνύκελε ζηαζεξή θαζ’ όιν ην κήθνο 

ηεο δνθνύ, εθ’ όζνλ ε δνθόο έρεη δηαηνκή πξηζκαηηθή (ζηαζεξή). Ο ηύπνο (1.1) πνπ ηζρύεη γηα πιηθό 

γξακκηθά ειαζηηθό (πιηθό Hooke) εμάγεηαη σο αθνινύζσο. 

Μπνξνύκε λα ππνζέζνπκε όηη ππό ηελ επίδξαζε ζεηηθώλ ξνπώλ θάκςεσο ην ζηνηρείν dx θάκπηεηαη 

ζύκθσλα κε ηόμν θύθινπ κε δηαηνκέο κκ΄ θαη λλ΄ πνπ παξακέλνπλ – ζύκθσλα κε ηηο παξαπάλσ 

παξαδνρέο – επίπεδεο θαη θάζεηεο ζηηο δηακήθεηο ίλεο ηεο δνθνύ. Απηό ηζρύεη αλεμάξηεηα ηνπ θαηά 

πόζν ην πιηθό είλαη γξακκηθά ειαζηηθό ή όρη. εκεηώλεηαη όηη νη πξνεθηάζεηο ησλ αλσηέξσ δύν 

δηαηνκώλ (πνπ απέρνπλ κεηαμύ ηνπο θαηά dx) ηέκλνληαη ζ’ έλα ζεκείν Ο΄ πνπ είλαη ην θέληξν 

θακππιόηεηαο κε αληίζηνηρε αθηίλα θακππιόηεηαο R. Ζ γσλία κεηαμύ ησλ επηπέδσλ δηαηνκώλ κκ΄ 

θαη λλ΄ ηζνύηαη κε dζ.  

Λόγσ ηεο θακπηηθήο παξακόξθσζεο ηνπ ζηνηρείνπ dx κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε όηη ε δηαηνκή λλ΄ 

ζηξέθεηαη θαηά dζ σο πξνο ηε δηαηνκή κκ΄ (σο πξνο άμνλα θάζεην ζην επίπεδν xw) κε θνξά 

αληίζεηε εθείλεο ησλ δεηθηώλ ηνπ ξνινγηνύ. Ζ ζηξνθή απηή είλαη αξλεηηθή ζύκθσλα κε ηελ 

πξνεθηεζείζα ζήκαλζε. πλεπώο γηα κηα ίλα πνπ βξίζθεηαη ζε απόζηαζε y θάησ από ηελ 

θεληξνβαξηθή (νπδέηεξε) γξακκή (δειαδή y > 0) ηζρύεη ε ζρέζε: 

( )dx y d     

, όπνπ ην πξόζεκν νθείιεηαη ζην όηη ε αύμεζε ηνπ x θαηά ηελ ζεηηθή (δεμηά) θαηεύζπλζε 

ζπλεπάγεηαη αξλεηηθή γσλία dζ. Δμ άιινπ, αλεγκέλε παξακόξθσζε εy = ε (ράξηλ απιόηεηαο) ηεο 

παξαπάλσ ίλαο κεηαμύ δηαηνκώλ κκ΄ θαη λλ΄ (πνπ είλαη ζεηηθή ζε πεξίπησζε επηκήθπλζεο) ηζνύηαη 

κε  

( )dx d
y

dx dx





    . 

 

Γηα πιηθό γξακκηθά ειαζηηθό ηζρύεη ε ζρέζε: 

( )x y

E I




 
 
 

 

, ή ιόγσ ηεο πξνεγνύκελεο έθθξαζεο 

( )x d

E I dx


 


           (1.2) 

 

Από ην ζρήκα παξαηεξνύκε όηη dx = R dζ θαη άξα ε (1.2) ηαπηίδεηαη κε ηελ (1.1). Δπηπιένλ, ηζρύεη: 

tan
dw

w΄
dx

   . 

 

Μέζσ, όκσο, ηεο γξακκηθήο ζεσξίαο ειαζηηθήο επζηάζεηαο (ζεσξία κηθξώλ βειώλ) κπνξνύκε γηα 

κηθξέο γσλίεο ζ λα γξάςνπκε ηελ πξνζεγγηζηηθή ζρέζε: 

tan
dw

dx
    

θαη ζπλεπώο 
2

2

d d w

dx dx


 .           (1.3) 
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πλδπάδνληαο ηηο ζρέζεηο (1.1), (1.2) θαη (1.3) βξίζθνπκε ηελ αθόινπζε ζρέζε ξνπήο θάκςεσο 

Μ(x) – θακππιόηεηαο θ(x) γηα γξακκηθά ειαζηηθό πιηθό. 
2

2
( ) ( )

d w
x E I E I w΄΄ x

dx
                 (1.4) 

 

 

1.3 Μνξθέο Μεηαβνιήο ηεο Γπζθακςίαο 
 

Μεξηθέο θνξέο πξνθύπηεη ε αλάγθε, από πξαθηηθό ελδηαθέξνλ, λα βξνύκε ην ζρήκα ππνζηπιώκαηνο 

ηνπ νπνίνπ ην βάξνο, γηα δεδνκέλε ηηκή θξίζηκνπ θνξηίνπ ιπγηζκνύ, ζα είλαη ην ειάρηζην. Πξώηνο ν 

Lagrange θαηαπηάζηεθε κε ηελ επίιπζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο. Αλέθεξε όηη ην 

πξόβιεκα ήηαλ λα βξεζεί ε θακπύιε ε νπνία θαζνξίδεη ην ππνζηύισκα κε ηε κέγηζηε 

απνδνηηθόηεηα. Σν (ιαλζαζκέλν) ζπκπέξαζκά ηνπ ήηαλ όηη ην απνδνηηθόηεξν ππνζηύισκα ζα 

απνηειείηαη από ζηαζεξή θπθιηθή δηαηνκή. 

Πεξαηηέξσ έξεπλα γηα ην ίδην ζέκα έγηλε από ηνλ Clausen, ν νπνίνο άθεζε απξνζδηόξηζηε ηε 

δηαηνκή ησλ ξάβδσλ θαη ππέζεζε κόλν όηη ήηαλ όκνηεο θαη κε ίδηεο δεζκεύζεηο. Σν απνηέιεζκα ηεο 

έξεπλάο ηνπ ήηαλ όηη ην απνδνηηθόηεξν ππνζηύισκα είλαη 3 / 2  θνξέο πην ηθαλό από ην αληίζηνηρν 

θπθιηθό κε ηελ ίδηα αληνρή. 

Ο Α. Ono επίζεο έθηαζε πεξίπνπ ζην ίδην απνηέιεζκα ρξεζηκνπνηώληαο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ 

κεγέζνπο n ζηελ εμίζσζε (1.5). Βξήθε όηη ε ηηκή n γηα ηνλ ειάρηζην όγθν ηεο δνθνύ είλαη n = 0.93 

θαη όηη ν αληίζηνηρνο όγθνο ήηαλ ην 87% ηεο ξάβδνπ ζηαζεξήο δηαηνκήο κε ίδηα αληνρή. 

 

Με ζθνπό λα κεησζεί ην βάξνο κειώλ ππό ζιίςε, κεξηθέο θνξέο ρξεζηκνπνηνύληαη ζηύινη 

κεηαβιεηήο δηαηνκήο. Ζ δηαθνξηθή εμίζσζε ηεο παξεθθιηλνύκελεο θακπύιεο γηα απηέο ηηο 

πεξηπηώζεηο εμήρζε από ηνλ Euler, ν νπνίνο δηεξεύλεζε ζηύινπο κε δηάθνξα ζρήκαηα, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ απηά ηνπ θνινβνύ θώλνπ θαη ηεο ππξακίδαο. Ζ επζηάζεηα ξάβδσλ νη νπνίεο 

νξηνζεηνύληαη από επηθάλεηα πεξηζηξνθήο ζπδεηήζεθε από ηνλ Lagrange. 

Δπίζεο, έρεη κειεηεζεί κηα αμηνζεκείσηε πεξίπησζε πξαθηηθνύ ελδηαθέξνληνο, ζηελ νπνία ε ξνπή 

αδξαλείαο ηεο δηαηνκήο πνηθίιεη ζύκθσλα κε ηελ απόζηαζε θαηά κήθνο κηαο ξάβδνπ πςσκέλε ζε 

θάπνηα δύλακε. Από ην βηβιίν ησλ Timoshenko and Gere παξαηεξνύκε ζην ρήκα 1.3 ηηο κνξθέο 

πνπ κπνξνύλ λα πάξνπλ κέιε ππό ζιίςε. 

 

 

 

Σσήμα 1.3             Εικόνα 1.2   
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Με Γξακκηθή Αλάιπζε Δπζηάζεηαο Πιαηζίσλ κε Μέιε Μεηαβιεηήο Γπζθακςίαο 

Αλ ε ξνπή αδξαλείαο (δπζθακςία) ηεο δηαηνκήο πνηθίιεη σο ε δύλακε ηεο απόζηαζεο από ην ζεκείν 

δέζκεπζεο Ο, ηόηε κπνξνύκε λα εθθξάζνπκε ηε ξνπή αδξαλείαο ζε θάζε ζεκείν ηεο ξάβδνπ mn ζηε 

κνξθή: 

( ) 1

n

x

x
I I

a

 
  

 
           (1.5) 

, όπνπ I1 είλαη ε δπζθακςία ζηελ θνξπθή ηνπ ζηύινπ. Λακβάλνληαο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ n, 

παξαηεξνύκε πνηθίια ζρήκαηα ηνπ ππνζηπιώκαηνο.  

Όηαλ n = 1 παξαηεξνύκε ηελ πεξίπησζε ζηύινπ από νξζνγσληθή δηαηνκή κε ζηαζεξό πάρνο t θαη 

κεηαβαιιόκελν πιάηνο (ρ. 1.3.β). 

Ζ ππόζεζε n = 2 αλαπαξηζηά κε επαξθή αθξίβεηα, ηελ πεξίπησζε ζύλζεηνπ ππνζηπιώκαηνο πνπ 

απνηειείηαη από ηέζζεξα γσληαθά πνπ ελώλνληαη κε δηαγσλίνπο (ρ. 1.3.γ θαη Δηθόλα 1.2). Δδώ ην 

εκβαδόλ ηνπ ζηύινπ παξακέλεη ζηαζεξό θαη ε ξνπή αδξαλείαο ηεο δηαηνκήο είλαη αλάινγε ηνπ 

ηεηξαγώλνπ ηεο απόζηαζεο ηνπ θέληξνπ βάξνπο ησλ γσληαθώλ από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ ηεο 

δηαηνκήο. Ζ πεξίπησζε απηή έρεη κειεηεζεί από ηνλ Δξκόπνπιν Ι. (1984) θαζώο θαη κεηαγελέζηεξα 

από ηνπο Raftoyiannis I. and Ermopoulos J.(2005). Δπίζεο, κε ηελ παξαπάλσ κεηαβνιή κπνξεί λα 

πξνζνκνησζεί ζύλζεην ππνζηύισκα απνηεινύκελν από δύν δηπιά ηαπ ηα νπνία απνκαθξύλνληαη 

από ην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο ή αθόκα από έλα δηπιό ηαπ κε κεηαβαιιόκελν ύςνο θνξκνύ 

(ρσξίο ν θνξκόο λα ιακβάλεηαη ππόςε ζηε δπζθακςία ηεο δηαηνκήο). 

Σέινο, ιακβάλνληαο n = 4, παξαηεξνύκε πεξηπηώζεηο ζπκπαγνύο δηαηνκήο θόινπξνπ θώλνπ ή 

ππξακίδαο. 

Ζ δηαθνξηθή εμίζσζε ηεο παξεθθιηλνύκελεο θακπύιεο (ρ. 1.3.δ) ιακβάλεη ηε κνξθή: 
2

1 2

n
x d w

E I P w
a dx

 
      

 
 , ε νπνία επηιύεηαη κέζσ ησλ ζπλαξηήζεσλ Bessel γηα θάζε ηηκή ηνπ n. 

 

1.3.1 Κπβηθή Μεηαβνιή Γπζθακςίαο 

 

Μηα πεξίπησζε κεηαβνιήο ηεο δπζθακςίαο πνπ δελ πεξηγξάθεηαη ζηηο παξαπάλσ αλαθνξέο θαη πνπ 

δελ έρεη κειεηεζεί έσο ηώξα είλαη ε θπβηθή κεηαβνιή. Ζ πεξίπησζε απηή απαληάηαη ζε θαηαζθεπέο 

κε κέιε ησλ νπνίσλ ε δηαηνκή δηπινύ ηαπ κεηαβάιιεηαη κε ηνλ ίδην γξακκηθό ξπζκό ζηνπο δύν 

άμνλεο, y θαη z. Ζ κεηαβνιή απηή γίλεηαη πεξηζζόηεξν θαηαλνεηή ζηα παξαθάησ ζρήκαηα, όπνπ 

παξαηεξνύκε κεηαβάιιεηαη ην ύςνο ηνπ θνξκνύ θαζώο θαη ηα πιάηε ησλ πεικάησλ ελώ 

παξακέλνπλ ζηαζεξά όια ηα πάρε.  

    
Σσήμα 1.4 
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Αθνινύζσο γίλεηαη αλαθνξά ζηε δηαδηθαζία κε ηελ νπνία πξνθύπηεη ν λόκνο κεηαβνιήο ηεο 

δπζθακςίαο ηεο δηαηνκήο. 

Ζ ξνπή αδξαλείαο σο πξνο ηνλ άμνλα y ζηνλ πόδα ηνπ κέινπο είλαη: 
2 3 2 23 3

1 1 1 1 1,1 ,11
1 ,1 1 ,12

2 6 2 12 2 12

f f fw w w w

b f w

t b t b h t b ht h t hh
I I t b I

        
           

   

 

, όπνπ h1 θαη h2 ηα ύςε ησλ δηαηνκώλ από ηα κέζα ησλ πεικάησλ. 

 

Παξαιείπνληαο ηνλ πξώην όξν, θαζώο ζπλεηζθέξεη θαηά πνιύ κηθξό πνζνζηό ζηε ζπλνιηθή ξνπή, ε 

ζπλνιηθή ξνπή αδξαλείαο ζηελ αθξαία δηαηνκή (θεθαιή) ηνπ κέινπο είλαη: 
2 3

2 2 ,2

2
2 12

f w w
t b h t h

I
  

   

 

Δηζάγνληαο ηε γξακκηθή κεηαβνιή ησλ αμόλσλ y θαη z θαηά κήθνο ηνπ δνκηθνύ κέινπο 

,22 2 1

1 ,1 1

w

w

hh b L

h h b a
  

  

1 1
1, 1

L l a
ό l΄

a a



    

 

, ε ξνπή ζε ηπραίν ζεκείν x ζα παίξλεη ηε κνξθή: 
2 3

1 1 ,1( )
2 12

f w
w

t tx x x
I x b h h

a a a

     
             

     
 

3

1( )
x

I x I
a

 
  

 
   (1.6) 

 

Ζ ηειεπηαία ζρέζε εθθξάδεη ηε κεηαβνιή ηεο ξνπήο αδξαλείαο θαη γηα ηνλ άμνλα z. 

 

 

εκαληηθή Παξαηήξεζε! 

Να ζεκεησζεί εληόλσο ε παξαηήξεζε όηη νη ιόγνη ησλ δηαζηάζεσλ ηεο δηαηνκήο πνπ αλαθέξνπκε 

δελ είλαη απνιύησο ίζνη κεηαμύ ηνπο. 

πγθεθξηκέλα, δελ κπνξεί λα ηζρύεη ηαπηόρξνλα ε ηζόηεηα: 

,22

1 ,1

w

w

hh

h h
 ,  ζηελ πξαγκαηηθόηεηα νη ιόγνη είλαη πεξίπνπ ίζνη:      

,22

1 ,1

.
w

w

hh

h h
 

Έηζη, αθήλεηαη ζηνλ κειεηεηή λα εθιέγεη πνηόο ιόγνο ζα θαζνξίδεη ην κέγεζνο 1 1 / .l΄ l a  

Δδώ απιώο επηβάιιεηαη λα δηαηππώζνπκε όηη ε δπζκελέζηεξε παξαδνρή αλαθνξηθά κε ηελ 

κεηαβνιή ιακβάλεηαη κέζσ ηεο ηζόηεηαο: 

,2 1

,1

h L

h a





  

, πνπ αλαθέξεηαη ζηα εμσηεξηθά ύςε ησλ δηαηνκώλ δηπινύ ηαπ. 

Δπίζεο, ε κεγαιύηεξε αθξίβεηα ηεο κεζόδνπ δηαπηζηώλεηαη όηαλ ηα πιάηε ησλ πεικάησλ ηεο 

δηαηνκήο ηνπ κέινπο κεηαβάιινληαη κε ίδην ξπζκό κεηαβνιήο κε ηηο δηαζηάζεηο h1 , h2 : 

2 2 1

1 1

h b L

h b a
  . 

 

ηελ πεξίπησζε απηή ιακβάλνπκε ξνπέο αδξαλείαο κε απόθιηζε από ηελ πξαγκαηηθή ηεο ηάμεσο 

ηνπ 10
-3

 γηα ηνλ άμνλα y θαη 10
-4

 γηα ηνλ άμνλα z. Πεξηζζόηεξε αλαθνξά ζα γίλεη ζην ηειεπηαίν 

θεθάιαην ηεο παξνύζαο εξγαζίαο. 
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Με Γξακκηθή Αλάιπζε Δπζηάζεηαο Πιαηζίσλ κε Μέιε Μεηαβιεηήο Γπζθακςίαο 

Αλ αθήζνπκε Η1 ηε ξνπή αδξαλείαο ηνπ κέινπο ζηε ζέζε x = 0, ε ξνπή θάκςεσο γίλεηαη: 
3

1( ) ( )
x

M x E I w΄΄ x
a

 
     

 
 

 Από ηελ ηζνξξνπία ξνπώλ θάκςεσο παίξλνπκε: 

( ) ( ) ( ) 0
2

dx dw
M M dM q dx V dV dx N dN dx

dx
              

Ακειώληαο δηαθνξηθνύο όξνπο αλώηεξεο ηάμεο ιακβάλνπκε: 

dM dw
V N

dx dx
             (1.7) 

 

 Από ηελ ηζνξξνπία ησλ δπλάκεσλ θαηά ηε δηέπζπλζε ηνπ άμνλα w ιακβάλνπκε: 

dV
q

dx
             (1.8) 

 

 Από ηελ ηζνξξνπία ησλ δπλάκεσλ θαηά ηε δηέπζπλζε ηνπ άμνλα x ιακβάλνπκε: 

0 0 ( ) .N dN N dN N x               (1.9) 

 

Έηζη, παξαγσγίδνληαο ηε ζρέζε (1.7) θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηηο (1.8) θαη (1.9) θαηαιήγνπκε: 
2 2

2 2
( ) ( ) ( )

d d
M x N w x q x

dx dx
     

Αθόκα, γηα κία δνθό ππό ζιίςε θαη κεδεληθό θαηαλεκεκέλν θνξηίν q παίξλνπκε: 
2 2

2 2
( ) ( ) 0

d d
M x P w x

dx dx
    

Ζ ηειεπηαία ζρέζε κε αληηθαηάζηαζε ηνπ λόκνπ κεηαβνιήο ηεο δπζθακςίαο γίλεηαη: 
32 2 2

12 2 2
( ) ( ) 0

d x d d
E I w x P w x

dx a dx dx

  
       

   

 

 

Με απηό ηνλ ηξόπν ζρεκαηίδεηαη ε δηαθνξηθή εμίζσζε ηεο νπνίαο ε επίιπζε κάο δίλεη ηε κνξθή ηεο 

εμίζσζεο ηνπ βέινπο θάκςεσο ζηνηρείνπ κε θπβηθή κεηαβνιή δπζθακςίαο ππό αμνληθή ζιίςε. 
3

2 3

1

6 ( ) ( ) 6 ( ) ( ) 0
P a

x w΄΄ x w΄΄ x x w΄΄΄ x x w΄΄΄΄ x
E I


       


 

Ζ επίιπζε γίλεηαη κέζσ ησλ εμηζώζεσλ Bessel θαηαιήγνληαο ζην δεηνύκελν βέινο θάκςεσο: 

 

1 1
1 1 1 1 1( ) 1,2 1,2

l l
w x A x BesselJ B x BesselY C x D

x x
 

   
              

   
  (1.10) 

, όπνπ 
32

2 2

1 1

1 1

2

P

E I l

 
 

  
       

        (1.11) 

θαη  
2

1

m

P l

E I






, όπνπ Im ε ξνπή αδξαλείαο ζην κέζνλ ηεο ξάβδνπ: 

3

1
1

/ 2
m

a l
I I

a

 
  

 
 

Βαζηδόκελνη ζηηο πξνεγνύκελεο εμηζώζεηο ζα πξνρσξήζνπκε ζηηο αλαιύζεηο ησλ πιαηζηαθώλ 

θνξέσλ έλαληη ιπγηζκνύ.  
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1.4 Πεξίπησζε Αληηζπκκεηξηθνύ Λπγηζκνύ κε Μεηάζεζε 
 

 
Σσήμα 1.5 

 

Σν ζπκκεηξηθό ακθηαξζξσηό νξζνγσληθό πιαίζην ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο ζεσξνύκε όηη θνξηίδεηαη 

ζηνπο θόκβνπο από δύν ίζα θνξηία Ρ. Δίλαη εύινγν όηη από ηελ έλαξμε ηεο θόξηηζεο θάζε ζεκείνπ 

ηνπ δξόκνπ ηζνξξνπίαο αληηζηνηρεί ζε ζπκκεηξηθή παξακόξθσζε. Όηαλ ην θνξηίν θηάζεη κηα 

νξηζκέλε θξίζηκε ηηκή, ηόηε ην πιαίζην απόηνκα ζα κεηαθηλεζεί πξνο ηα αξηζηεξά (ή δεμηά), 

παξακνξθνύκελν θαηά αζύκκεηξν ηξόπν. Ζ κνξθή απηή ιπγηζκνύ πνπ ζπλδέεηαη κε κεηάζεζε 

θαιείηαη ιπγηζκόο κε κεηάζεζε (sway buckling). Αλ παξεκπνδίδεηαη ε νξηδόληηα κεηάζεζε ηνπ 

πιαηζίνπ, ηόηε απηό ζα κπνξεί λα θέξεη αθόκα κεγαιύηεξν θνξηίν κέρξη λα ράζεη ηελ επζηάζεηά ηνπ 

κε ζπκκεηξηθή όκσο παξακόξθσζε. Ζ ηειεπηαία κνξθή νλνκάδεηαη ιπγηζκόο άλεπ κεηαζέζεσο 

(non sway buckling). 

ηα πιαίζηα ηεο παξνύζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο κειεηάηαη έλα δηκειέο νξζνγσληθό πιαίζην 

εληαηηθώο ηζνδύλακν κε ην ακθηαξζξσηό πιαίζην ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο θαη απνηειείηαη από έλα 

ππνζηύισκα κεηαβιεηήο δπζθακςίαο θαη εκβαδνύ θαη κία δνθό ζηαζεξήο δηαηνκήο. Πξόθεηηαη λα 

αλαδεηήζνπκε ηα θξίζηκα θνξηία ιπγηζκνύ ππό ηα νπνία ην πιαίζην ράλεη ηελ επζηάζεηά ηνπ ζηηο 

δύν θαηεγνξίεο ιπγηζκνύ: κε θαη ρσξίο κεηάζεζε. 

ηελ πξώηε πεξίπησζε εμεηάδνπκε ην πιαίζην ηνπ ρήκαηνο (1.6.α) κε νξηδόληηα θύιηζε ζην κέζνλ 

ηνπ δπγώκαηνο θαη ζηε δεύηεξε πεξίπησζε (ρ. 1.6.β) κε θαηαθόξπθε θπιηόκελε πάθησζε ζηνλ 

αληίζηνηρν θόκβν. Ζ ηειεπηαία πξνζνκνίσζε αληηπξνζσπεύεη ηελ πεξίπησζε ζπκκεηξηθνύ 

ιπγηζκνύ άλεπ κεηαζέζεσο, ζηελ νπνία αληηζηνηρεί ην κηθξόηεξν θνξηίν ιπγηζκνύ. Οη ππόινηπεο 

κνξθέο ιπγηζκνύ άλεπ κεηαζέζεσο επηζπλάπηνληαη ζην ζρήκα πνπ αθνινπζεί, ελώ νη εληαηηθώο 

ηζνδύλακνη θνξείο ζην ρήκα (1.7). 
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Σσήμα 1.6 

 

 

 
Σσήμα 1.7 

  



12 

 

 

 ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1 

 

Ηαλνπάξηνο 2012 

1.4.1 Πεξηγξαθή ηνπ Πιαηζίνπ 

 
Σσήμα 1.8 

 

πλάξηεζε βέινπο θάκςεσο ηνπ ππνζηπιώκαηνο: 

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

( ) 1,2 1,2
l l

w x A x BesselJ B x BesselY C x D
x x

 
   

              
     

3
2

2 2

1 1 1

1 1

2

P

l

 
 

 
     

  
 

 

 

Παξάγσγνη βέινπο θάκςεσο: 

3/2 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1
1 1 1 1 1 1

1 1

( ) 1,2 0,2

1,2 0,2

l l
w x ΄ x A x BesselJ A l x BesselJ

x x

l l
B x BesselY B l x BesselY C

x x

  

  


    

             
    

   
           

     
2

1 1 1
1 1 1 15/2

1 1 1

( ) 1,2 1,2
l l l

w x ΄΄ A BesselJ B BesselY
x x x


 

    
           

       
2

1 1 1 1
1 1 1 17/2

1 1 1 1

1 1 1
1 1

1 1 1

( ) 2 1,2 0,2

2 1,2 0,2

l l l l
w x ΄΄΄ A BesselJ A BesselJ

x x x x

l l l
B BesselY B BesselY

x x x


  

  

    
            

    

   
          

     
Δμίζσζε βέινπο θάκςεσο κέινπο δηαηνκήο ζηαζεξνύ εκβαδνύ θαη ξνπήο αδξαλείαο ζην νπνίν δελ 

ππνβάιιεηαη αμνληθή δύλακε: 

 

  3 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2w x A x B x C x D     
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Γεσκεηξηθέο πλζήθεο (Κηλεκαηηθέο): 

 πλνξηαθέο 

I. 1( ) 0w a   

II. 2 (0) 0w   

 

 πλέρεηαο 

III. 1 1 2 2( ) ( )w΄ L w΄ l  

IV. 2 2( ) 0w l   

 

Φπζηθέο πλζήθεο: 

 πλνξηαθέο 

V. 1 1 ( ) 0E I w΄΄      

VI. 2 2 (0) 0E I w΄΄     

 

 Ηζνξξνπία ξνπώλ ζηνλ θόκβν 

VII. 

3

1
1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0

L
w΄΄ L w΄΄ l

a

 
       

 
 

 

 Ηζνξξνπία νξηδνληίσλ δπλάκεσλ 

VIII. 

3 2

1 1
1 1 1 1 1 1 1 13

( ) 3 ( ) ( ) 0
L L

w΄΄΄ L w΄΄ L P w΄ L
a a

 
          

 
 

 

1.4.2 Δμίζσζε Λπγηζκνύ 

 

Από ηηο παξαπάλσ εμηζώζεηο πξνρσξνύκε ζηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο θαηαιήγνληαο ζηελ 

εμίζσζε πνπ πεξηγξάθεη ην θνξηίν ιπγηζκνύ. Αλαιπηηθά ε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζείηαη 

πεξηγξάθεηαη παξαθάησ. 

Πξνθεηκέλνπ λα έρνπκε θαιύηεξε επνπηεία ησλ ππνινγηζκώλ αθνινπζνύλ νη εμήο αληηθαηαζηάζεηο: 

 

 ,1 1

1

1

1,2 ,

2
1, ,

1
1

aJ BesselJ l΄

J BesselJ

l΄







 
 
 
 

  
 

   

 ,1 1

1

1

1,2

2
1,

1
1

aY BesselY l΄

Y BesselY

l΄







 
 
 
 

  
 

 

0

1

2
0, ,

1
1

J BesselJ

l΄



 
 
 
 

  
    

0

1

2
0,

1
1

Y BesselY

l΄



 
 
 
 

  
   

 

(I). 1 1
1 1 1 1 1( ) 1,2 1,2 0

l l
w a A a BesselJ B a BesselY C a D

a a
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3 2

2 2 2 2( )w x A x A l x    

   1 1 1 1 1 1

1 ,1 1 ,1 1 1

1,2 1,2 0

0a a

A a BesselJ l΄ B a BesselY l΄ C a D

A a J B a Y C a D

          

         

 

 

Οκνίσο αληηθαζηζηνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο Bessel θαη γηα ηηο επόκελεο ζπλζήθεο. 

 

(V). 

2

1
1 1 ,1 1 ,15/2

( ) 0a a

l
w΄΄ a A J B Y

a

 
       

,1 ,1

1 1 1 1

,1 ,1

a a

a a

Y J
A B B A

J Y
         

(ΗΗ). 2 2(0) 0 0w D    

(VI). 2 2(0) 0 0w΄΄ B    

(IV). 2

2 2 2 2 2( ) 0w l C A l      

 

Έηζη, ε ζπλάξηεζε ηνπ βέινπο θάκςεσο ηεο δνθνύ γίλεηαη: 

 

 

(ΗΗΗ). 1 1 2 2( ) ( )w΄ L w΄ l
 

 

3/2 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1
1 1 1 1 1 1

1 1

( ) 1,2 0,2

1,2 0,2

l l
w΄ L L A L BesselJ A l L BesselJ

L L

l l
B L BesselY B l L BesselY C

L L

  

  


    

            
    

   
            

     

3/2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

1

2 2 2
1, 0, 1,

1 1 1
1 1 1

2
0,

1
1

L A L BesselJ A l L BesselJ B L BesselY

l΄ l΄ l΄

B l L BesselY C

l΄

  







      
      
              
      

             
      

 
 
    
 

   
 

 

3/2

1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1

1/2

1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1

1/2 1/2

1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1

/ / / /

/ /

L A L J A l L J B L Y B l L Y C

L A J l L J B A Y B A l L Y C

L A J l L J L B Y l L Y C

 

 

 





 

             
 

           
 

             
   

 

 
2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

( ) 3

( ) 3 2

w x ΄ A x A l

w ΄ l A l A l A l

   

      
 

 
2 1/2 1/2

2 2 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 12 / /A l L A J l L J L B Y l L Y C                
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(VΗΗ). 

3

1
1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0

L
w΄΄ L w΄΄ l

a

 
       

 
 

 

 

3 2

1 1
1 1 1 1 1 2 2 25/2

1

2 1/2

1 1 1
2 1 1 1 13

2 2

6 0

6

L l
A J B Y A l

a L

l L
A A J B Y

l a





 
            

 

  
     

  

 

 ή  
2 1/2

1 1 1
2 1 1 13

2 26

a

a

Jl L
A A J Y

l a Y

    
     
    

 

 

(VIII). 

3 2

1 1
1 1 1 1 1 1 1 13

( ) 3 ( ) ( ) 0
L L

w΄΄΄ L w΄΄ L P w΄ L
a a

 
          

 
 

 

2

1 1 1
1 1 1 1 1 0 1 1 1 07/2

1 1 1

2

1 1 1
1 1 1 0 1 1 1 07/2

1 1 1

2

1
1 1 1 1 1 15/2

1

( ) 2 2

2 2

( )

l l l
w΄΄΄ L A J A J B Y B Y

L L L

l l l
A J A J B Y B Y

L L L

l
w΄΄ L A J B Y

L


 


 



 
          

 

 
          

 


    

 

Έηζη, ε ηειεπηαία ζπλζήθε γίλεηαη 

 

3

1 1 1 1 1 1 12

1 1

1 1
1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1

1 1

3 1/23

1 1
1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 02 2

1 1 1 1

( ) 3 ( ) ( ) 0

2 2 3

/ / 0

P a
L w΄΄΄ L w΄΄ L w΄ L

L E I

l l
A J A J B Y B Y A J B Y

L L

P a L CP a
A J A l L J B Y B l L Y

E I l E I l

 

 
 




    

 

 
              

 

  
            
      

 

 

Αληηθαζηζηώλαο ην 

3
2

1 1

P

l






 

, έρνπκε
 

 1 1
1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1

1 1

1/2

1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1

1

2 2 3

/ / 0

0

l l
A J A J B Y B Y A J B Y

L L

A J A l L J B Y B l L Y L C

C

 

  

 
             

 

             
 

 
 

 

Έηζη, από ηηο πλζήθεο (ΗΗΗ), (V) θαη (VII) έρνπκε 

 
2 1/2

,1 ,11/2 1/21 1 1
1 1 1 2 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 03

2 ,1 ,1

/ /
3

a a

a a

J Jl L
A J Y l L A J l L J L A Y l L Y

a Y Y
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2
,1 ,1 ,11 1 1

1 1 2 1 1 1 1 0 1 1 03

2 ,1 ,1 ,1

,1

0 02
,11 1 1

2 1 13
,12

1 1

,1

3/2
0 ,11 1 1

23

2 1 1

/ /
3

1 /
3

1

3 /

a a a

a a a

a

a

a

a

a a

J J Jl L
J Y l J Y l L J l L Y

a Y Y Y

J
J Y

Yl L
l l L

Ja
J Y

Y

J Y Jl L
l

a l L


 








   
             

    

 
  

        
  

  
 

   
     

 

,1 0

1 ,1 ,1 1a a

Y

J Y J Y



  

 

, έηζη ώζηε λα έρνπκε όιεο ηηο ζπλαξηήζεηο Bessel ζην 2
ν
 κέινο. 

 

Από ηνλ λόκν κεηαβνιήο ηεο δπζθακςίαο έρνπκε: 

 
 

3
31

1 1 1 1 3

1

/ 2
1 / 2

1 / 2

m
m

Ia l
I I I l΄ I

a l΄

 
       

  
 

 

Ζ εμίζσζε ιπγηζκνύ γίλεηαη: 

 

 

3/2
0 ,1 ,1 01 1 2 1

3 3

1 1 ,1 ,1 11 12 1

3/2 3/2
0 ,1 ,1 01 1 2

3 3

1 1 ,1 ,1 11 12 1

1

/3 1 / 2

1

/3 1 / 2

a am

a a

a am

a a

J Y J YI l L l l

a l J Y J Yl Ll΄

J Y J YI l L l

a l J Y J Yl Ll΄









    
    

     

   
     

     

 

 

Αθνινύζσο αληηθαζηζηνύκε ηα αδηαζηαηνπνηεκέλα αδξαλεηαθά θαη γεσκεηξηθά κεγέζε: 

2

,mI

I
    2

1

,
l

r
l

   1
1 ,

l
l΄

a
  θαζώο θαη ην αδηάζηαην θνξηίν ιπγηζκνύ 

3

2 2

1

1 1

2
 

 
   

 
 

. 

 
 

3/2

3/2 0 ,1 ,1 013/2

1 13 3/2

1 ,1 ,1 11 1

1

1 1/1 1
1

23 1 / 2 1 1

2

a a

a a

J Y J Yl΄
l΄ l΄ r

J Y J Yl΄ l

l

 



    
         

        
  
 
 

 

 

Σειηθώο ε εμίζσζε ιπγηζκνύ ιακβάλεη ηε κνξθή: 

3/2 3/2

0 ,1 ,1 0 1 1

1 ,1 ,1 1 1 1

1
1

11 1

2 3 1 / 2

a a

a a

J Y J Y ΄ ΄r

J Y J Y ΄ ΄

 




       

       
      

 

 

, ή αιιηώο 

2
0 ,1 ,1 0 1

3/2

1 ,1 ,1 1 1

1

1
1

1
1 1

31 1

2

J Y J Y ΄ r

J Y J Y ΄

΄

 

 

 




      

     
       

  
 

     (1.12) 
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1.5 Πεξίπησζε πκκεηξηθνύ Λπγηζκνύ Άλεπ Μεηαζέζεσο 

1.5.1 Πεξηγξαθή ηνπ Πιαηζίνπ 

 

 
Σσήμα 1.9 

 

Γεσκεηξηθέο πλζήθεο (Κηλεκαηηθέο): 

 πλνξηαθέο 

I. 1( ) 0w a   

II. 2 (0) 0w΄   

 

 πλέρεηαο 

III. 1 1 2 2( ) ( )w΄ L w΄ l  

IV. 1 1( ) 0w L   

V. 2 2( ) 0w l   

 

Φπζηθέο πλζήθεο: 

 πλνξηαθέο 

VI. 1 1 ( ) 0E I w΄΄      

 

 Ηζνξξνπία ξνπώλ ζηνλ θόκβν 

VII. 

3

1
1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0

L
w΄΄ L w΄΄ l

a

 
       

 
 

 

 Ηζνξξνπία θαηαθνξύθσλ δπλάκεσλ 

VIII. 2 2 (0) 0w΄΄΄    
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Ζ ζπλάξηεζε θαζώο θαη νη παξάγσγνη ηνπ βέινπο θάκςεσο ηνπ ππνζηπιώκαηνο ηζρύνπλ θαη εδώ 

αθξηβώο όπσο αλαθέξνληαη ζην θεθάιαην (1.1). Οκνίσο πξαγκαηνπνηνύληαη νη ίδηεο 

αληηθαηαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ Bessel. 

Αθνινπζεί ε επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

1.5.2 Δμίζσζε Λπγηζκνύ 

 

(I). 1 1
1 1 1 1 1( ) 1,2 1,2 0

l l
w a A a BesselJ B a BesselY C a D

a a
 

   
               

   
 

   1 1 1 1 1 1

1 ,1 1 ,1 1 1

1,2 1,2 0

0a a

A a BesselJ l΄ B a BesselY l΄ C a D

A a J B a Y C a D

          

         

 

 

(IV). 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

( ) 1,2 1,2
l l

w L A L BesselJ B L BesselY C L D
L L

 
   

              
   

 

1 1 1 1 1 1 1

1 1

2 2
1, 1,

1 1
1 1

A L BesselJ B L BesselY C L D

l΄ l΄

 

   
   
           
   

       
   

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) 0w L A L J B L Y C L D            

(VI). 

2

1
1 1 ,1 1 ,15/2

( ) 0a a

l
w΄΄ a A J B Y

a

 
       

,1 ,1

1 1 1 1

,1 ,1

a a

a a

Y J
A B B A

J Y
         

(ΗΗ). 2 2(0) 0 0w΄ C    

(VIII). 2 2 2(0) 0 6 0 0w΄΄΄ A A      

(V). 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2( ) 0 0w l B l D D B l          

 

Έηζη, ε ζπλάξηεζε ηνπ βέινπο θάκςεσο ηεο δνθνύ γίλεηαη: 

 

   2 2

2 2 2 2 2w x B x l    

 

(ΗΗΗ). 1 1 2 2( ) ( )w΄ L w΄ l
 

 

3/2 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1
1 1 1 1 1 1

1 1

1/2 1/2

1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0

( ) 1,2 0,2

1,2 0,2

/ /

l l
w΄ L L A L BesselJ A l L BesselJ

L L

l l
B L BesselY B l L BesselY C

L L

L A J l L J L B Y l L Y

  

  

 



 

    
             

    

   
           

   

          
  1C  

 

 

 

 2 2 2 22w΄ l B l   
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1/2 1/2

2 2 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 12 / /B l L A J l L J L B Y l L Y C                
   

 

 

(VII). 

3

1
1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0

L
w΄΄ L w΄΄ l

a

 
       

 
 

 
3 2 2 1/2

,11 1 1 1
1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 25/2 3

1 ,1

2 2
a

a

JL l l L
A J B Y B A J Y B

a L a Y

      
                      

 

 

Αληηθαζηζηώληαο ην C1 ζηελ εμίζσζε ηεο πλζήθεο (ΗΗΗ) από ηηο πλζήθεο (Η) θαη (IV) έρνπκε: 

 

1 1 ,1 1 ,1 1a aD A a J B a Y C a          

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 ,1 1 ,1 1

1 1 1 1 1 1 1 ,1 1 ,1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 ,1 1 1 ,1

1 1 1 1

0a a

a a

a a

A L J B L Y C L A a J B a Y C a

A L J B L Y A a J B a Y C a L C l

L La a
C A J J B Y Y

l l l l

               

                 

   
               

   
   

 

 

    11/2 1/2

2 2 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 ,1

1 1

1

1 1 ,1

1 1

2 / / a

a

L a
B l L A J l L J L B Y l L Y A J J

l l

L a
B Y Y

l l

  
 

                 
 
 

 
      

 
 

 

 

Σν δεύηεξν κέινο ηξνπνπνηείηαη σο εμήο: 

1 1 1 1 1

1 1 0 1 1 0 1 1 ,1

1 1 1 1 1 1

,1 ,11 1 1 1 1 1

1 1 ,1 1 1 0 1 1 0

1 1 1 1 1 1 ,1 1 ,1

,11

1

1 ,1

a

a a

a

a a

a

a

L l L l L a
A J J B Y Y A J J

L L L L l l

J JL L l L L la
B Y Y A J J J Y Y

l l L L l L Y L Y

JL
Y

l Y

 

 

     
                   
     
     

  
                    

  
  


   



,1 ,11 1 1 1 1

1 1 1 1 1 0 0

1 1 ,1 1 1 1 ,1

a a

a a

J JL L L L l
A J A Y A Y J

L l Y L l L Y


     
                        

    

 

,1 ,11 1 1

1 1 1 0 0

1 1 ,1 1 ,1

a a

a a

J JL L l
A J Y J Y

L l Y L Y


      
                         

 

 

Έηζη, νη εμηζώζεηο ησλ πλζεθώλ (ΗΗΗ) θαη (VII) ζρεκαηίδνπλ ηελ δεηνύκελε εμίζσζε ιπγηζκνύ. 

,1 ,11 1 1

2 2 1 1 1 0 0

1 1 ,1 1 ,1

2 1/2
,11 1

2 2 1 1 1 13

,1

2

2

a a

a a

a

a

J JL L l
B l A J Y J Y

L l Y L Y

Jl L
B A J Y

a Y
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,1

0 0 2 1/2
,11 1 1 1 1 1 2

3

1 1 1 2,1

1 1

,1

a

a

a

a

J
J Y

YL L l l L l

L l L aJ
J Y

Y




 
              

        
 

 

3/2 3/2
,1 0 0 ,1 1 11 1 1 2 1

3/23
1 ,1 ,1 1 2 11 1

a a

a a

J Y J Y Ll L l L

J Y J Y la l l




       
     

       

 

3/2
3/2 3/2

,1 0 0 ,1 11 1 1 2 1 1

3

1 ,1 ,1 1 2 1 1 1

a a

a a

J Y J Y l L l L L

J Y J Y a l l l




        
       

        

 

 

Αληηθαζηζηώληαο ηε ξνπή αδξαλείαο ζην κέζνλ ηνπ ζηύινπ Ηm  

 
 

3
31

1 1 1 1 3

1

/ 2
1 / 2

1 / 2

m
m

Ia l
I I I l΄ I

a l΄

 
       

  
 

θαζώο θαη ην αδηάζηαην θνξηίν ιπγηζκνύ β
2
  

3

2 2

1

1 1

2
 

 
   

 
 

 , γηα ην δεύηεξν κέινο έρνπκε: 

 

 

3/2 3/23/2
3/2 3/2

11 1 2 1 1

3 3

1 1 12 1 1 1

1 1 1 1

2 21 / 2

mI l L l L L

a l l ll΄
 




      
                          

 

 

Δπηπιένλ, εηζάγνπκε ηα αδηάζηαηα κεγέζε πνπ αθνξνύλ ηα κήθε θαη ηηο ξνπέο αδξαλείαο ησλ 

κειώλ: 

2

1

,
l

r
l

   1
1 ,

l
l΄

a


  2

.mI

I
   

 

 
 

3/2 3/2 3/2

3/23/2 1

1 13

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1

2 21 / 2
l΄ l΄ r

l΄ l l l l


 





      
                   

                

 

13/2 3/2

1 11 1

3/2 3/2

1 1
3/2

1 1

1 1

1 1
1 1

1 1 1/

1 / 2 1 / 2
1 1 1 1

2 2

l΄
l ll΄ l΄

r r
l΄ l΄

l΄ l΄
l l

   

 

  
     

            
       

        
    
   

 

 

3/23/2

1 1 21 1
1 13/2

1
1

11
1 1 1 1

1 / 2 2
1

2

ll΄ l
r l r l΄

l΄
l

    






                                

  
 
 

 

 

  



21 

 

 

ΓΡΑΜΜΗΚΖ ΘΔΩΡΗΑ ΔΛΑΣΗΚΖ ΔΤΣΑΘΔΗΑ  

 

Με Γξακκηθή Αλάιπζε Δπζηάζεηαο Πιαηζίσλ κε Μέιε Μεηαβιεηήο Γπζθακςίαο 

πλεπώο ε εμίζσζε ιπγηζκνύ ζρεκαηίδεηαη σο εμήο: 

 

 2

1 1,1 0 0 ,1

3/2

1 ,1 ,1 1 1

1 1 1

1
2

a a

a a

l r l΄J Y J Y

J Y J Y l΄

 



            
    

  
 

      (1.13) 
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1.6 Δμαγσγή Γηαγξακκάησλ 
 

Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη ηα δηαγξάκκαηα ηα νπνία απνηεινύληαη από ηηο θακπύιεο ησλ θξίζηκσλ 

θνξηίσλ 2

cr  ηεο γξακκηθήο αλάιπζεο πνπ πξνεγήζεθε σο πξνο ην αλεγκέλν κήθνο ηνπ 

ππνζηπιώκαηνο 1l΄ , γηα δηάθνξεο πεξηπηώζεηο ησλ γεσκεηξηθώλ κεγεζώλ 2

1 2

mIl
r

l I
   . 

πγθεθξηκέλα, επηιέρζεθαλ σο βέιηηζηεο νη ηηκέο 0.0625;0.125;0.25;0.5;1.0;2.0;4.0;8.0r   . 

Δπηπιένλ, λα ζεκεησζεί όηη ηα απαηηνύκελα δηαγξάκκαηα εμήρζεζαλ κέζσ επαλαιεπηηθήο 

δηαδηθαζίαο (Μέζνδνο ησλ ίζσλ δηαζηεκάησλ) ζε πξόγξακκα ηεο γιώζζαο fortran. 

 

Πεξίπησζε Αληηζπκκεηξηθνύ Λπγηζκνύ κε Μεηάζεζε 

 

 
 

Πεξίπησζε πκκεηξηθνύ Λπγηζκνύ άλεπ Μεηαζέζεσο 
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Αμηνζεκείσην είλαη όηη ζηηο παξαπάλσ θακπύιεο γίλεηαη πεξηζζόηεξν εκθαλήο ε κε γξακκηθόηεηα 

ηεο κεηαβνιήο ηεο δπζθακςίαο αλ ηηο ζπγθξίλνπκε κε ηηο αληίζηνηρεο πιαηζίσλ πνπ απνηεινύληαη 

από ππνζηπιώκαηα κε κέιε ηεηξαγσληθήο κεηαβνιήο ηεο δπζθακςίαο (βιέπε ζρεηηθέο 

βηβιηνγξαθηθέο αλαθνξέο). 

Δπηπιένλ, εμήρζεζαλ γηα θάζε πεξίπησζε νη αληίζηνηρεο θακπύιεο αλεγκέλνπ κήθνπο ιπγηζκνύ, έλα 

κέγεζνο εμίζνπ ρξήζηκν γηα ηνλ έιεγρν επζηάζεηαο κηαο θαηαζθεπήο. Σν ηειηθό κήθνο ιπγηζκνύ, 

άξα, πξνθύπηεη από ην ύςνο ηνπ ππνζηπιώκαηνο πνιιαπιαζηαζκέλν επί ηνλ ζπληειεζηή Κ. 

 

Πεξίπησζε Αληηζπκκεηξηθνύ Λπγηζκνύ κε Μεηάζεζε 

 

 
 

Πεξίπησζε πκκεηξηθνύ Λπγηζκνύ άλεπ Μεηαζέζεσο 

 

 
 

Παξαηεξνύκε όηη ηα κήθε ιπγηζκνύ θπκαίλνληαη κεηαμύ ησλ ηηκώλ 1,80 θαη 5,50 γηα ηελ πεξίπησζε 

ηνπ κεηαζεηνύ ιπγηζκνύ θαη ησλ ηηκώλ 0,70 θαη 1,95 γηα ηνλ ζπκκεηξηθό ιπγηζκό ρσξίο κεηάζεζε. 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 

ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΘΔΩΡΙΑ ΔΛΑΣΙΚΗ ΔΤΣΑΘΔΙΑ 

 



 

 Με Γξακκηθή Αλάιπζε Δπζηάζεηαο Πιαηζίσλ κε Μέιε Μεηαβιεηήο Γπζθακςίαο 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 

ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΘΔΩΡΙΑ ΔΛΑΣΙΚΗ ΔΤΣΑΘΔΙΑ 

2.1 Βαζηθέο Έλλνηεο 
 

 
Σσήμα 2.1 Δπόμοι ιζοπποπίαρ από γπαμμική και μη γπαμμική ανάλςζη  

ζςζηήμαηορ με και συπίρ αηέλεια  

 

Όπσο αλαθέξνπκε θαη ζηελ παξάγξαθν 1.1, ε πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά ηεο θαηαζθεπήο πνιιέο 

θνξέο απνθιίλεη ζεκαληηθά από ηε γξακκηθή αλάιπζε. Πιένλ εηζάγνληαη γεσκεηξηθέο αηέιεηεο – 

γηα παξάδεηγκα έθθεληξε θόξηηζε, παξακέλνπζεο ηάζεηο, κηθξέο αλσκαιίεο θαηαζθεπαζηηθήο 

θύζεο, θηι. – νη νπνίεο πξνθαινύλ κεγάιε κείσζε ζηελ αξρηθή θέξνπζα ηθαλόηεηα. Δπηπιένλ, ε κε 

γξακκηθή αλάιπζε κάο δίλεη πιεξνθνξίεο γηα ηε κεηαιπγηζκηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα βνεζώληαο 

λα θαηαλνήζνπκε ζε βάζνο ην θπζηθό πξόβιεκα. 

Γηα ηνπο ιόγνπο απηνύο είλαη απαξαίηεηε ε κε γξακκηθή αλάιπζε ειαζηηθήο επζηάζεηαο. Δθ ησλ 

κεζόδσλ κειέηεο ηεο ειαζηηθήο επζηάζεηαο, πιένλ πξόζθνξε είλαη ε ελεξγεηαθή κέζνδνο, ε 

εθαξκνγή ηεο νπνίαο απαηηεί δηαδηθαζίεο ηνπ Λνγηζκνύ ησλ Μεηαβνιώλ, γηα ηελ εμαγσγή ησλ 

ζρεηηθώλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ θαη ησλ αληίζηνηρσλ θπζηθώλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ, πνπ δηέπνπλ 

ηελ ηζνξξνπία ησλ πιαηζίσλ ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε. 

 

Οη βαζηθέο παξαδνρέο (1) έσο (4) πνπ πεξηγξάγνπλ ηε γξακκηθή ζεσξία ειαζηηθήο επζηάζεηαο 

(παξάγξαθνο 1.1.1) ηζρύνπλ θαη ζηε κε γξακκηθή ζεσξία πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε παξαθάησ. 

Απηή δηαθξίλεηαη ζε ζεσξία κεηξίσο κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ θαη ζεσξία κεγάισλ 

κεηαηνπίζεσλ. Ζ πξώηε αλαθέξεηαη ζε κία ελδηάκεζε θαηεγνξία παξακνξθώζεσο (intermediate 

class of deformation), γλσζηή θαη σο ζεσξία επζηαζείαο κεηξίσο κεγάισλ ζηξνθώλ (moderately 

large rotations). ύκθσλα κε ηε ζεσξία απηή ρξεζηκνπνηνύκε ηηο παξαθάησ εθθξάζεηο 

παξακνξθώζεσλ θαη θακππινηήησλ: 
2 2

1
,

2

du du dw

dx dx dx


    
      

     

   
2

2
.

d w

dx
          (2.1) 
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ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο ε αλεγκέλε παξακόξθσζε ε είλαη κηθξή ζπγθξηηηθά κε ηε κνλάδα, όπσο ζηε 

γξακκηθή ζεσξία επζηάζεηαο. Σν ραξαθηεξηζηηθό, όκσο, απηήο ηεο θαηεγνξίαο παξακνξθώζεσο 

είλαη όηη ε θιίζε (γσλία ζηξνθήο) dw/dx είλαη κεηξίνπ κεγέζνπο (moderate rotation), ε δε πνζόηεηα 

0.5(dw/dx)
2
 είλαη αθόκε κηθξόηεξε αιιά νπσζδήπνηε όρη ακειεηέα ζπγθξηηηθά κε ηε κνλάδα. Δάλ ε 

θαη 0.5(dw/dx)
2
 ζηε ζρέζε (2.1.1) είλαη κηθξέο πνζόηεηεο ζπγθξηηηθά κε ηε κνλάδα, ηόηε θαη du/dx 

ζα είλαη κηθξή πνζόηεηα έλαληη ηεο κνλάδνο θαη ζπλεπώο ε πνζόηεηα 0.5(du/dx)
2
 κπνξεί λα 

ακειεζεί σο αλσηέξσ ηάμεσο. Ωο εθ ηνύηνπ, ζ’απηήλ ηελ πεξίπησζε νη ζρέζεηο (2.1) απινπνηνύληαη 

σο εμήο: 

 
2

1
,

2

du dw

dx dx


 
   

 
   

2

2
.

d w

dx
           (2.2) 

 

Ζ κε γξακκηθή ζεσξία επζηάζεηαο κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ βαζίδεηαη ζε αθξηβέζηεξε έθθξαζε ηεο 

θακππιόηεηαο. Καη’ απηήλ ε θακππιόηεηα έρεη ηελ αθόινπζε έθθξαζε: 

 
2

2

3/2
2

.

1

d w

dx

dw

dx





  
  
   

          (2.3) 

Ζ ζεσξία απηή είλαη γλσζηή θαη σο «ζηαηηθή ηξίηεο ηάμεσο». Ο πξνζδηνξηζκόο κεηαηνπίζεσλ 

ζύκθσλα κε ηε ζρέζε (2.3) ζπλδέεηαη κε ηε ζεσξία κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ (large deformations) ε 

νπνία ζηε μελόγισζζε βηβιηνγξαθία αλαθέξεηαη σο ζεσξία ηεο “Elastica”. Ζ κε γξακκηθή ζεσξία 

επζηάζεηαο, πνπ βαζίδεηαη ζηε ζρέζε (2.3), είλαη γλσζηή θαη σο «επζηάζεηα εηο κεγάιεο 

κεηαηνπίζεηο» ή «επζηάζεηα εηο κεγάιε δηαηαξαρή» (stability in the “large”). 

Ζ κε γξακκηθή ζεσξία επζηάζεηαο, πνπ ζα αλαπηπρζεί θαησηέξσ θαη πνπ πξαθηηθώο είλαη πνιύ 

επαξθήο, είλαη ησλ κεηξίσο κεγάισλ ζηξνθώλ. 

 

Ζ αλαπηπζζόκελε ζε ηπρνύζα δηαηνκή (εκβαδνύ Α) ξνπή θάκςεσο, βάζεη ηεο ζρέζεσο ,y yE    

ηζνύηαη κε  
2( ) y y

A A A

M x ydA E ydA E ydA y dA   


        

ή 

.M EI             (2.4) 

 

Ζ παξαπάλσ ζρέζε είλαη αθξηβήο δηόηη θαηά ηελ εμαγσγή ηεο δελ έγηλε θακία πξνζέγγηζε, πιελ ησλ 

παξαδνρώλ 1~4 (παξάγξαθνο 1.1.1). 

 

Σέινο, παξαηεξνύκε όηη όηαλ κία επζύγξακκε ξάβδνο (δηαηνκήο A) επηπνλείηαη αμνληθά ππό 

δπλάκεσο Ν ελεξγνύζα ζην άθξνλ απηήο, ε αλεγκέλε παξακόξθσζε ε=Ν/ΔA είλαη ζηαζεξή, ζε όιν 

ην κήθνο ηνπ θεληξνβαξηθνύ ηεο άμνλα. πλεπώο, δπλάκεη ηεο ζρέζεο (2.2) ζα έρνπκε: 

 

21
( ) .

2

du
N x EA w

dx

 
  

 
         (2.5) 
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2.1.1 Δλεξγεηαθή Μέζνδνο 

 

Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ θξηζίκσλ θνξηίσλ ησλ θαηαζθεπώλ έρνπλ εθαξκνζζεί επηηπρώο δηάθνξεο 

κέζνδνη, πνπ κπνξνύλ λα εληαρζνύλ θπξίσο ζηηο αθόινπζεο ηξεηο: 

1. Σελ θιαζηθή κέζνδν ηζνξξνπίαο ηνπ Euler (Euler’s classical approach), γλσζηή θαη σο 

ζηαηηθή κέζνδν ηζνξξνπίαο (static equilibrium approach) ή κέζνδν γεηηνληθήο ηζνξξνπίαο 

(adjacent equilibrium approach). 

2. Σελ ελεξγεηαθή κέζνδν (energy approach) ή κέζνδν δπλακηθήο ελέξγεηαο (potential energy 

approach), ε νπνία είλαη επίζεο ζηαηηθή κέζνδνο. 

3. Σελ δπλακηθή ή θηλεκαηηθή κέζνδν (dynamic or kinetic approach). 

 

ηε δεύηεξε θαηεγνξία εληάζζεηαη θαη ε Αξρή ησλ Γπλαηώλ Έξγσλ ζηε ηαηηθή. Ζ Αξρή ησλ 

Γπλαηώλ Έξγσλ ζηε Γπλακηθή θαη ε Αξρή Hamilton αλήθνπλ ζηελ ηξίηε θαηεγνξία κεζόδσλ. 

Υαξαθηεξηζηηθό ηεο πξώηεο κεζόδνπ ηνπ Euler θαη ηεο ηξίηεο θαηεγνξίαο κεζόδσλ είλαη όηη 

εθαξκόδνληαη ηόζν ζε ζπληεξεηηθά, όζν θαη ζε κε ζπληεξεηηθά ειαζηηθά ζπζηήκαηα, ελώ αληίζεηα 

ε δεύηεξε θαηεγνξία κεζόδσλ εθαξκόδεηαη ζε ζπληεξεηηθά ζπζηήκαηα πιελ ηεο Αξρήο ησλ 

Γπλαηώλ Έξγσλ ζηε ηαηηθή, ε νπνία είλαη εθαξκόζηκε θαη ζε κε ζπληεξεηηθά ζπζηήκαηα. 

 

Τπελζπκίδεηαη όηη κία δύλακε θαιείηαη ζπληεξεηηθή, αλ ην έξγν πνπ εθηειείηαη από απηήλ θαηά ηε 

κεηαηόπηζε ηνπ ζεκείνπ εθαξκνγήο ηεο είλαη αλεμάξεην ηνπ δξόκνπ (ηξνρηάο), εμαξηώκελν 

απνθιεηζηηθώο από ηελ αξρηθή θαη ηειηθή ζέζε ηνπ ζεκείνπ εθαξκνγήο ηεο δύλακεο. ’ απηήλ ηελ 

πεξίπησζε ε δύλακε πξνθύπηεη από δπλακηθό πεδίν (potential force). Αληίζεηα, όηαλ κία δύλακε δελ 

πξνθύπηεη από δπλακηθό πεδίν (non-potential force) είλαη κε ζπληεξεηηθή (π.ρ. ε δύλακε ηξηβήο). Σν 

έξγν ησλ κε ζπληεξεηηθώλ δπλάκεσλ εμαξηάηαη από νιόθιεξε ηελ ηξνρηά, πνπ αθνινπζεί ην ζεκείν 

εθαξκνγήο ηεο κε ζπληεξεηηθήο δύλακεο θαη όρη από ηελ αξρηθή θαη ηειηθή ζέζε ηνπ. 

 

’ απηήλ ηελ εξγαζία ζα αζρνιεζνύκε κε ηελ ελεξγεηαθή κέζνδν. Ζ ελεξγεηαθή κέζνδνο 

εθαξκόδεηαη ζε ζπληεξεηηθά ζπζηήκαηα ζηα νπνία όιεο νη δπλάκεηο απνξξένπλ από δπλακηθό 

(ζπληεξεηηθέο δπλάκεηο). Σν ζπλνιηθό δπλακηθό (total potential) U
T
 νπνηνπδήπνηε ειαζηηθνύ 

ζπληεξεηηθνύ ζπζηήκαηνο ηζνύηαη κε ην δπλακηθό ησλ εζσηεξηθώλ δπλάκεσλ U, πνπ θαιείηαη θαη 

ειαζηηθή ελέξγεηα ή ελέξγεηα παξακνξθώζεσο (strain energy), θαη ην δπλακηθό ησλ εμσηεξηθώλ 

δπλάκεσλ Ω, δειαδή 

 

U
T
 = U + Ω.           (2.6) 

 

Ζ δπλακηθή ελέξγεηα (ή ζπλνιηθό δπλακηθό) ελόο ειαζηηθνύ ζπζηήκαηνο, επξηζθνκέλνπ ζε θάπνηα 

παξακνξθσζηαθή θαηάζηαζε νξίδεηαη σο ην έξγν πνπ εθηειείηαη από όιεο ηηο εζσηεξηθέο θαη 

εμσηεξηθέο δπλάκεηο, αλ ην ζύζηεκα κεηαθηλεζεί από ηελ αλώηεξε παξακνξθσζηαθή θαηάζηαζε ζε 

άιιε, πνπ ιακβάλεηαη σο αθεηεξία θαη ε νπνία ζπλήζσο είλαη ε αθόξηηζηε θαηάζηαζε. 

Δίλαη θαλεξό όηη ε δπλακηθή ελέξγεηα ησλ εζσηεξηθώλ δπλάκεσλ ηζνύηαη κε ηελ ελέξγεηα (έξγν) 

παξακνξθώζεσο U πνπ έρεη απνηακηεπζεί ζην θνξηηζζέλ ζύζηεκα. Σνύην δε, δηόηη αλ ην ζύζηεκα 

κεηαθηλεζεί από ηελ θνξηηζκέλε θαηάζηαζε ζηελ αθόξηηζε, ην έξγν πνπ ζα εθηειεζζεί ηαπηίδεηαη 

κε ηελ ελέξγεηα παξακνξθώζεσο. Δμ άιινπ, ε δπλακηθή ελέξγεηα ησλ εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ, 

ζύκθσλα κε ηνλ αλώηεξν νξηζκό, είλαη αξλεηηθή, δηόηη θάζε θνξηίν πνπ δξα ζην ζύζηεκα εθηειεί 

αξλεηηθό έξγν, θαζώο ην ζύζηεκα από ηελ αξρηθή θαηάζηαζε επηζηξέθεη ζηελ αξρηθή αθόξηηζηε 

θαηάζηαζε. Έηζη, π.ρ. ζηελ πεξίπησζε ζπγθεληξσκέλσλ δπλάκεσλ Ρi (i = 1, 2, …, n) ε δπλακηθή 

ελέξγεηα δίλεηαη από ηε ζρέζε 

1

n

i i

i

P


              (2.7) 

όπνπ δi (i = 1, 2, …, n) ηα αληίζηνηρα βέιε (κεηαζέζεηο) ζηηο ζέζεηο εθαξκνγήο ησλ δπλάκεσλ. 
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Παξαηεξνύκε, δειαδή, όηη ε δπλακηθή ελέξγεηα ησλ εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ δελ ηζνύηαη κε ην έξγν 

ησλ εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ, πνπ πξαγκαηνπνηείηαη από απηέο, θαζώο απμάλνπλ βαζκηαία από ην 

κεδέλ κέρξη ηεο ηειηθήο ηνπο ηηκήο. 

 

Έηζη, ε δπλακηθή ελέξγεηα δνθνύ ε νπνία θνξηίδεηαη κε ζπγθεληξσκέλν θαη θαηαλεκεκέλν θνξηίν 

(P θαη q αληίζηνηρα), δίλεηαη από ηε ζρέζε 
2

0 0

1
( )

2

l l

T M
U U dx qwdx P w a

EI
       .       (2.8) 

Θέηνληαο M EIw  , παίξλνπκε: 

2

0 0

1
( )

2

l l

TU EIw dx qwdx P w a     . 

 

Δλεξγεηαθά θξηηήξηα 

Γύν κεγίζηεο ζεκαζίαο ελεξγεηαθά θξηηήξηα πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη επξύηαηα είλαη ηα αθόινπζα: 

1. Κξηηήξην ηζνξξνπίαο: Έλα ζπληεξεηηθό ζύζηεκα ππό ζηαηηθή θόξηηζε ηζνξξνπεί ζε 

θάπνηα ζέζε, όηαλ ην ζπλνιηθό δπλακηθό U
T
 έρεη ζηάζηκε ηηκή (stationary value) ζηε ζέζε 

απηή. 

2. Κξηηήξην επζηάζεηαο: Μία θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο νπνηνπδήπνηε ζπληεξεηηθνύ ζπζηήκαηνο 

είλαη επζηαζήο γηα κηθξνύ κεγέζνπο δηαηαξαρή (stability in the “small”), όηαλ ην ζπλνιηθό 

δπλακηθό U
T
 πνπ αληηζηνηρεί ζε απηή έρεη ζρεηηθό (ηνπηθό) ειάρηζην. 

 

ύκθσλα κε ην πξώην ελεξγεηαθό θξηηήξην ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε γηα λα ηζνξξνπεί έλα 

νπνηνδήπνηε ζπληεξεηηθό ζύζηεκα είλαη ην ζπλνιηθό δπλακηθό απηνύ λα έρεη ζηάζηκε ηηκή. Γηα ην 

ιόγν απηό ην θξηηήξην είλαη γλσζηό θαη σο Αξρή ηεο ηαζίκνπ Σηκήο ηεο Γπλακηθήο Δλέξγεηαο 

(Principle of stationary potential energy) θαη είλαη απηό πνπ ζα καο απαζρνιήζεη ζηηο επόκελεο 

παξαγξάθνπο. 

 

Σν ζπλνιηθό δπλακηθό ζηελ πεξίπησζε δηαθεθξηκέλσλ ζπζηεκάησλ είλαη κηα κνλόηηκνο ζπλερήο 

ζπλάξηεζε ησλ γεληθεπκέσλ ζπληεηαγκέσλ qi( i = 1, 2, …, n), σο θαη ζπλάξηεζε ηεο εμσηεξηθήο 

θόξηηζεο πνπ ζπκβνιηθά παξηζηάλνπκε κε Ρ, δειαδή U
T
 = U

T 
(q;P). Αθόκε ππνζέηνπκε όηη όιεο νη 

κεξηθέο παξάγσγνη ηεο U
T
 σο πξνο qi ππάξρνπλ θαη είλαη ζπλερείο ζηελ εμεηαδόκελε πεξηνρή 

(δειαδή ε U
T
 είλαη αλαιπηηθή ζπλάξηεζε). Αλαθεξόκελνη πάληνηε ζε ζπληεξεηηθά ζπζηήκαηα, 

ρσξίο λα πεξηνξίζνπκε ηε γεληθόηεηα, δπλάκεζα λα ζεσξήζνπκε όηη ε ππό έξεπλα ζέζε ηζνξξνπίαο 

ζπκπίπηεη κε ηελ αξρή ησλ ζπληεηαγκέλσλ 

qi = 0, i = 1, 2, …, n.          (2.9) 

 

Μπνξνύκε λα αλαπηύμνπκε ηε ζπλάξηεζε ηνπ ζπλνιηθνύ δπλακηθνύ U
T
 (πνπ αληηζηνηρεί ζε 

ηπρνύζα γεηηνληθή ζέζε qi ≠ 0) ζε ζεηξά Taylor πεξί ηε ζηαηηθή ζέζε ηζνξξνπίαο qi = 0, νπόηε 

πξνθύπηεη 

1 2

1 0

2 3

1 1 1 1 1
0 0

( , ,..., ; ) (0,0,...,0; )

1 1

2! 3!

Tn
T T

n i

i i

T Tn n n n n

i j i j k

i j i j ki j i j k

U
U q q q P U P q

q

U U
q q q q q R

q q q q q



    


 



 
  

    



 

     (2.10) 

 

, όπνπ qi ≠ 0 είλαη ηπρνύζα (ζπκβηβαζηή κε ηνπο ππάξρνληεο ζπλδέζκνπο) γεηηνληθή ζέζε ηεο ππό 

κειέηε ζέζεσο ηζνξξνπίαο qi = 0, ελώ R παξηζηά ην άζξνηζκα όξσλ αλσηέξαο ηάμεο. 
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Δθ’ όζνλ ε ζέζε qi = 0 παξηζηά ζέζε ηζνξξνπίαο, ην ζπλνιηθό δπλακηθό πνπ αληηζηνηρεί ζε απηήλ, 

ζύκθσλα κε ην πξώην ελεξγεηαθό θξηηήξην, έρεη ζηάζηκε ηηκή θαη ζπλεπώο 

0
0

0,
T

T

i

i

U
U

q


 


   i = 1, 2, …, n.        (2.11) 

 

Έλαο άιινο ζπληνκνγξαθηθόο ηξόπνο δηαηππώζεσο ηεο ζρέζεο (2.10) είλαη ν αθόινπζνο 

2 31 1

2! 3!

T T T TU U U U R               (2.12) 

, όπνπ νη πνζόηεηεο δU
T
, δ

2
UΣ, δ

3
U

Σ
 ηαπηίδνληαη κε ηνπο αληίζηνηρνπο όξνπο ηεο ζρέζεο (2.10) θαη 

θαινύληαη πξώηε, δεύηεξε θαη ηξίηε κεηαβνιή. 

ύκθσλα κε ηελ Αξρή ηεο ηαζίκνπ Σηκήο ηεο δπλακηθήο ελέξγεηαο (πνπ ηζρύεη ηόζν γηα 

πνιπβάζκηα, όζν θαη ζπλερή ζπζηήκαηα) γηα ηε ζέζε ηζνξξνπίαο qi = 0, έπεηαη 

(0; ) 0.T TU U P             (2.13) 

 

Ζ επέθηαζε ησλ αλσηέξσ ζηα ζπλερή ζπζηήκαηα - απαηηνύζα δηαδηθαζίεο ηνπ Λνγηζκνύ ησλ 

Μεηαβνιώλ, δηόηη ην ζπλνιηθό δπλακηθό δελ είλαη πιένλ ζπλάξηεζε αιιά ζπλαξηεζηαθό (fuctional) 

– δελ έρεη ζε όιεο πεξηπηώζεηο βαζηζζεί ζε απζηεξέο καζεκαηηθέο δηαδηθαζίεο. Δλ ηνύηνηο, έρεη γίλεη 

απνδεθηό, όηη ηα δύν ελεξγεηαθά θξηηήξηα θαη νη ζρέζεηο (2.12), (2.13) ηζρύνπλ θαη γηα ζπλερή 

ζπζηήκαηα. 

 

2.1.2 Η Δπηξξνή ησλ Αξρηθώλ Αηειεηώλ 

 

Από ηελ έλαξμε ησλ πξώησλ πεηξακάησλ, ζηηο αξρέο ηνπ πξνεγνύκελνπ αηώλα, πξνο επαιήζεπζε 

ησλ ζεσξεηηθώλ αλαιύζεσλ, δηαπηζηώζεθε ην εμήο παξάδνμν: ζε νξηζκέλεο κελ πεξηπηώζεηο ηα 

ζεσξεηηθώο ιακβαλόκελα θξίζηκα θνξηία ιπγηζκνύ επξίζθνλην πνιύ θνληά ζηα πεηξακαηηθά θνξηία 

ιπγηζκνύ, ζε άιιεο δε ζε νμεία δηάζηαζε. ηελ ηειεπηαία πεξίπησζε ηα πεηξακαηηθά θνξηία 

ιπγηζκνύ ήηαλ πάληνηε κηθξόηεξα από ηα ζεσξεηηθά, ελίνηε δε δηέθεξαλ πεξηζζόηεξν ηνπ 30%. 

Υαξαθηεξηζηηθή ήηαλ ε πεξίπησζε αμνληθώο ζιηβνκέλσλ θπιηλδξηθώλ θειπθώλ, ησλ νπνίσλ ηα 

πεηξακαηηθώο κεηξνύκελα θνξηία ιπγηζκνύ ήηαλ θαηά 20% κηθξόηεξα ησλ ζεσξεηηθώο 

ιακβαλνκέλσλ. ήκεξα έρεη γίλεη γεληθώο απνδεθηό όηη ε βαζηθή αηηία απηήο ηεο αζπκθσλίαο 

νθείιεηαη ζηηο αλαπόθεπθηεο κηθξέο εθηξνπέο ζην αξρηθώο παξαδεθηό ζρήκα κηαο θαηαζθεπήο ή 

ζηηο πάληνηε ππάξρνπζεο κηθξέο εγγελείο αλσκαιίεο θαηαζθεπαζηηθήο θύζεο, ή ηέινο 

εθθεληξόηεηεο θόξηηζεο. 

 

ην ζεκείν απηό αμίδεη λα δηεπθξηληζζεί όηη ε ηελειόηηηα ελόο ζπζηήκαηνο είλαη έλλνηα ζρεηηθή, 

εμαξηώκελε από ηελ άπνςε από ηελ νπνία εμεηάδεηαη ην ζύζηεκα. Πξάγκαηη, κπνξεί λα ηνληζζεί όηη 

έλα ζύζηεκα είλαη ηέλειο από δύν δηαθνξεηηθέο απόςεηο: πγθξεθξηκέλα, είηε από άπνςεο 

θαηαζηάζεσο θαη γεσκεηξίαο (θαίηνη κπνξεί λα ζπλδέεηαη κε νξηαθό ζεκείν), είηε από άπνςεο 

επζηάζεηαο (ζπλδεόκελεο κε αζηαζέο ζεκείν δηαθιαδώζεσο). ηελ δεύηεξε πεξίπησζε ην θξίζηκν 

θνξηίν αθαξηαίνπ ιπγηζκνύ ιακβάλεη ηε κέγηζηε δπλαηή ηηκή ηνπ. Ζ δηάθξηζε απηή δηαπηζηώλεηαη 

εύθνια ζηελ πεξίπησζε ελόο απινύ εθ δύν ξάβδσλ πιαηζίνπ. Σνύην, όηαλ είλαη ηειείσο νξζνγσληθό 

(γεσκεηξηθά ηέιεην), ράλεη ηελ επζηάζεηά ηνπ κέζσ νξηαθνύ ζεκείνπ (δειαδή είλαη αηειέο από 

άπνςεο επζηάζεηαο) ελώ γηα θάπνηα ειαθξώο κεγαιύηεξεο ηεο νξζήο γσλίαο ράλεη ηελ επζηάζεηά 

ηνπ κέζσ ζεκείνπ δηαθιαδώζεσο κε ηε κεγαιύηεξε δπλαηή ηηκή ηνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ. Κάηη 

παξόκνην ηζρύεη θαη γηα ηελ πεξίπησζε ηεο ειαθξώο κεγαιύηεξεο ηεο κεδεληθήο εθθεληξόηεηαο 

θόξηηζεο. Ζ αλσηέξσ δηάθξηζε δελ ππάξρεη ζηε γξακκηθή αλάιπζε επζηάζεηαο, ε νπνία ηαπηίδεηαη 

κε δηαθιαδηθή (bifurcational) αλάιπζε. ην ηέινο ηνπ παξόληνο θεθαιαίνπ γίλεηαη ε δηαπίζησζε 

ησλ παξαπάλσ κέζσ αλαιπηηθήο δηεξεύλεζεο. 
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2.2 Με Γξακκηθή Αλάιπζε Οξζνγσληθνύ Πιαηζίνπ κε ηε Μέζνδν ησλ Μεηξίσο 

Μεγάισλ Μεηαηνπίζεσλ 
 

Όπσο γλσξίδνπκε ήδε ε κεηαβνιή ηεο δπζθακςίαο ησλ κειώλ πνπ κειεηάκε είλαη ηεο κνξθήο: 
3

1
1 1 1,0( ) .

x
I x I



 
  

 
          (2.14) 

Δπηπιένλ, εθηόο από κεηαβνιή ηεο ξνπήο αδξαλείαο, έρνπκε θαη γξακκηθά κεηαβαιιόκελν εκβαδόλ: 

1,0( )
x

F x F
a

  ,          (2.15) 

όπνπ F1,0  ην εκβαδόλ ηεο βάζεο  ηνπ ππνζηπιώκαηνο. 

 

’απηό ην ζεκείν πξέπεη λα αλαθέξνπκε όηη ε ζρέζε (2.5) ηξνπνπνηείηαη σο εμήο: 

21
( ) ( )

2

du
N x E F x w ό

dx


 
     

 
 

, δειαδή απνδερόκαζηε όηη ε αμνληθή δύλακε πνπ θαηαπνλεί ην κέινο δηαηεξείηαη ζηαζεξή θαζ’ όιν 

ην κήθνο ηνπ. 

 

πλάξηεζε βέινπο θάκςεσο ηνπ κέινπο: 

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

( ) 1,2 1,2
l l

w x A x BesselJ B x BesselY C x D
x x

 
   

              
   

  (2.16) 
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2 21

1 1

1 1

2

S
k

l

 


  
        

        (2.17) 

  

Παξάγσγνη βέινπο θάκςεσο: 

3/2 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1
1 1 1 1 1 1

1 1

( ) 1,2 0,2

1,2 0,2

l l
w x ΄ x A x BesselJ A l x BesselJ

x x

l l
B x BesselY B l x BesselY C

x x

  

  


    

             
    

   
           

   

 

2

1 1 1
1 1 1 15/2

1 1 1

( ) 1,2 1,2
l l l

w x ΄΄ A BesselJ B BesselY
x x x


 

    
           

     

 

2

1 1 1 1
1 1 1 17/2

1 1 1 1

1 1 1
1 1

1 1 1

( ) 2 1,2 0,2

2 1,2 0,2

l l l l
w x ΄΄΄ A BesselJ A BesselJ

x x x x

l l l
B BesselY B BesselY

x x x


  

  

    
            

    

   
          

   

 

Δμίζσζε βέινπο θάκςεσο κέινπο δηαηνκήο ζηαζεξνύ εκβαδνύ θαη ξνπήο αδξαλείαο ζην νπνίν δελ 

ππνβάιιεηαη αμνληθή δύλακε: 

  3 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2w x A x B x C x D              (2.18) 
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2.2.1 Πεξηγξαθή ηνπ Πιαηζίνπ 

 

Μειεηάηαη ην δηκειέο νξζνγσληθό πιαίζην ΑΒΓ (βι. ρήκα) ην νπνίν ππόθεηηαη ζε ζπγθεληξσκέλν 

θαηαθόξπθν θνξηίν Ρ ζηνλ θόκβν Β. Ζ θόξηηζε ζεσξείηαη όηη ελεξγεί έθθεληξα θαη ζε κηθξή 

απόζηαζε e από ηνλ άμνλα ηνπ ππνζηπιώκαηνο ΑΒ. 

Σν ππνζηύισκα ζηεξίδεηαη κε άξζξσζε ζην Α, ελώ ε δνθόο ΒΓ κε νξηδόληηα θύιηζε ζην Γ. 

Δπηπιένλ, ε δηαηνκή ηνπ ζηύινπ ππαθνύεη ζηελ θπβηθή κεηαβνιή δπζθακςίαο Η1(x) θαζώο επίζεο 

θαη ζηε γξακκηθή κεηαβνιή ηνπ εκβαδνύ F1(x), ελώ ην δύγσκα απνηειείηαη από δηαηνκή ζηαζεξώλ 

γεσκεηξηθώλ θαη αδξαλεηαθώλ ραξαθηεξηζηηθώλ I2, F2. 

 

 
Σσήμα 2.2 Γευμεηπία πλαιζίος και θόπηιζηρ  

 

Γπλάκεη ησλ γξακκηθώλ ζπζηαηηθώλ θαζώο θαη ησλ κε γξακκηθώλ θηλεκαηηθώλ ζρέζεσλ ε 

ζπλνιηθή δπλακηθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο δίλεηαη από ηελ εμίζσζε: 

 

1 2TU U U             (2.19) 

, όπνπ U1 είλαη ε ειαζηηθή ελέξγεηα πνπ αθνξά ην ππνζηύισκα, U2 ε ειαζηηθή ελέξγεηα ηεο δνθνύ 

θαη Ω ην δπλακηθό ηεο εμσηεξηθήο θόξηηζεο. πγθεθξηκέλα είλαη: 

 

1 2

2 2

1 1 1 1 1 1

1 1
( ) ( )

2 2

L

a

U E I x w΄΄ F x ΄ w΄ dx
  

         
   

  

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2

0

1 1

2 2

l

U E I w ΄΄ F ΄ w΄ dx
  

         
   

       (2.20) 

1 1 2 2( ) ( )P L P e w΄ l       

 

, όπνπ F(x) νξίδεηαη ην κεηαβιεηό εκβαδόλ ηεο δηαηνκήο ηνπ ππνζηπιώκαηνο. 
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Λακβάλνληαο ηελ πξώηε κεηαβνιή ηεο εζσηεξηθήο ελέξγεηαο πνπ αθνξά ηνλ ζηύιν έρνπκε 

 
1

1

2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
2 ( ) ( ) 2

2 2

1 1
( ) ( ) ( )

2 2

L

a

L

a

U E I x w΄΄ w΄΄ F x ΄ w΄ ΄ w΄ w΄ dx

E I x w΄΄ w΄΄ F x ΄ w΄ ΄ F x ΄ w΄ w΄ w΄ dx

    

    

  
             

  

    
                  

    





 

 

Μεηά από κία παξαγνληηθή νινθιήξσζε σο πξνο δμ θαη δύν παξαγνληηθέο νινθιεξώζεηο σο πξνο 

δw βξίζθνπκε:

 
 

11

1

11

2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2

1 1 1 1 1

1
( ) ( ) ( )

2

1 1
( ) ( )

2 2

1
( )

2

LL
L

a a

LL

a a

U E I x w΄΄ w΄ E I x w΄΄ w΄dx F x ΄ w΄

F x ΄ w΄ dx F x ΄ w΄ w΄ w

F x ΄ w΄ w΄ w dx


    

   

 

               
 

    
               

    

  
       

  





1L

a



 

 

1 1

1

1

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
( ) ( ) ( )

2 2

1 1
( ) ( ) ( )

2 2

L L

L

a a

L

a

E I x w΄΄ w΄ F x ΄ w΄ F x ΄ w΄ w΄ w

E I x w΄΄ w΄ F x ΄ w΄ F x ΄ w΄ w΄ w dx


    

    

   
                  

   

                             
      



 

 

 

1
1

1

1 1

2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2

1 1 1 1 1

1
( ) ( ) ( )

2

1 1
( ) ( )

2 2

1
( ) ( )

2

LL
L

a

L L

aa

E I x w΄΄ w΄ E I x w΄΄ w F x ΄ w΄

F x ΄ w΄ w΄ w F x ΄ w΄ dx

E I x w΄΄ F x ΄ w΄ w΄




   

   



               
 

    
              

    

            
  



1

1 1

L

a

w dx
 
 

 
  


 

 

Όπσο πξνθύπηεη από ηελ παξαπάλσ ζρέζε, ην ζπλαξηεζηαθό ηνπ πλνιηθνύ Γπλακηθνύ είλαη 

ζπλάξηεζε ηεζζάξσλ αλεμαξηήησλ ζπλαξηήζεσλ: μ1(x1), μ2(x2), w1(x1), w2(x2). Δθαξκόδνληαο ηελ 

Αξρή ηεο ηαζίκνπ Σηκήο ηνπ πλνιηθνύ Γπλακηθνύ θαη κε δεδνκέλν όηη νη κεηαβνιέο δμ θαη δw σο 

απζαίξεηεο είλαη θαη αλεμάξηεηεο κεηαμύ ηνπο θάζε έλα από ηα νινθιεξώκαηα βάζεη ηνπ 

ζεκειηώδνπο ιήκκαηνο ηνπ Λνγηζκνύ ησλ Μεηαβνιώλ ηζνύηαη κε κεδέλ. Έηζη, θαηαιήγνπκε ζηηο 

αθόινπζεο εμηζώζεηο Euler-Lagrange, νη νπνίεο δηέπνπλ ηελ ηζνξξνπία ηνπ πιαηζίνπ ζηελ 

παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε. 

 

 2 2

1 1 1 1

1 1
( ) 0 ( ) 0

2 2
F x ΄ w΄ F x ΄ w΄ 

       
             

      
 

   2

1 1 1 1 1

1
( ) ( ) 0

2
E I x w΄΄ F x ΄ w΄ w΄
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2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2

1 1 1 1 1

1 1
( ) ( ) ( ) 0

2 2

1
( ) ( ) 0

2

E I x w΄΄ F x ΄ w΄ w΄ F x ΄ w΄ w΄΄

E I x w΄΄ F x ΄ w΄ w΄΄

 



                          
      

            
  

 

 

Όκνηα δηαδηθαζία κε ην θαηαθόξπθν κέινο αθνινπζνύκε θαη γηα ην δύγσκα (γηα δηαηνκή ζηαζεξνύ 

εκβαδνύ θαη ξνπήο αδξαλείαο): 

2 2

2 2 2 2 2

1 1
0 0

2 2
F ΄ w΄ ΄ w΄ 

     
          

    
 

  2

2 2 2 2 2 2

1
0

2
E I w ΄΄ F ΄ w΄ w΄΄

           
  

 

2.2.2 Γηαθνξηθέο Δμηζώζεηο Ιζνξξνπίαο 

 

πλνπηηθά νη δηαθνξηθέο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο πνπ δηακνξθώζακε είλαη: 

 

2

2
2

1 12

1
( ) 0

2

1
0

2

i i i

i i i i

i

E F x ΄ w΄

d
E I w΄΄ F ΄ w΄ w΄΄

dx





  
     

  

 
        

 

   1,2.i       (2.21) 

 

Γεσκεηξηθέο πλζήθεο (Κηλεκαηηθέο): 

 

 πλνξηαθέο  1 2 1( ) (0) ( ) 0w a w      

 

 πλέρεηαο  1 1 2 2( ) ( ),w L l
  1 1 2 2( ) ( ),L w l  

  1 1 2 2( ) ( )w΄ L w΄ l
  

 (2.22) 

 

Φπζηθέο πλζήθεο: 

 

 πλνξηαθέο 

2

2 2

1
(0) (0) 0,

2
΄ w΄      1 2( ) (0) 0w΄΄ w΄΄    

 Ηζνξξνπία ξνπώλ ζηνλ θόκβν 
3

1
1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0

L
w΄΄ L w΄΄ l P e

a

 
        

 
 

 Ηζνξξνπία θαηαθόξπθσλ δπλάκεσλ               (2.23) 

  2

1 1 1 1 1 1 2 2 2

1
( ) ( ) ( ) 0

2
F L ΄ L w΄ L w΄΄΄ l P

 
       

 
  

 Ηζνξξνπία νξηδνληίσλ δπλάκεσλ 

 
3 2

2 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 13

1
( ) ( ) ( ) ( ) 3 ( ) 0

2

L L
F L ΄ L w΄ L w΄ L w΄΄΄ L w΄΄ L

a a
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Ζ ζπλζήθε (2.23.6) δηακνξθώζεθε έπεηηα από παξαγώγηζε ηεο ξνπήο θάκςεσο γηα ην ζεκείν 

1 1x L : 

 
1 1

3 2

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 13

1

( ) ( ) ( ) 3 ( )
x L

L Ld
E I x w΄΄ x w΄΄΄ L w΄΄ L

dx a a

 
          

   
 

Μεηά από νινθιήξσζε ησλ ζρέζεσλ (2.21) θαη ιακβάλνληαο ππόςε ηε ζρέζε (2.23.1) παίξλνπκε: 

 

2 1
1 1

1

2

2 2

2

1 1 1 12

1

2

1

2 ( )

1
0

2

0

0

S
΄ w΄

E F x

΄ w΄

d
E I w΄΄ S w΄΄

dx

w ΄΄΄΄





  


 

    



         (2.24) 

, όπνπ S1 είλαη ε αμνληθή ζιηπηηθή δύλακε ηνπ ππνζηπιώκαηνο. Πξνθαλώο, ε αμνληθή δύλακε ηεο 

δνθνύ είλαη κεδέλ. 

Πξνθεηκέλνπ λα έρνπκε θαιύηεξε επνπηεία ησλ ππνινγηζκώλ αθνινπζνύλ νη εμήο αληηθαηαζηάζεηο: 

 

 

 

,1 1

,0 1

1

1

1,2 ,

0,2 ,

2
1, ,

1
1

a

a

J BesselJ l΄

J BesselJ l΄

J BesselJ

l΄











 
 
 
 

  
 

   

 

 

,1 1

,0 1

1

1

1,2

0,2

2
1,

1
1

a

a

Y BesselY l΄

Y BesselY l΄

Y BesselY

l΄











 
 
 
 

  
 

 

0

1

2
0, ,

1
1

J BesselJ

l΄



 
 
 
 

  
 

   
0

1

2
0,

1
1

Y BesselY

l΄



 
 
 
 

  
 

 

 

Ζ εθαξκνγή ησλ ζπλζεθώλ (2.22.1), (2.22.2) θαζώο θαη ησλ (2.23.2), (2.23.3) θαη (2.23.6) δίλεη: 

 

a) 1 1
1 1 1 1 1( ) 1,2 1,2 0

l l
w A BesselJ B BesselY C D     

 

   
               

   
 

b) 2 0D   

c) 
,1

1 1

,1

a

a

J
B A

Y
    

d) 2 0   

e) 

3 2
2 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 13

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3 ( ) 0

2

L L
F L ΄ L w΄ L w΄ L w΄΄΄ L w΄΄ L

a a
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Μέζσ ηεο ζρέζεο 

2 1
1 1

1

1

2 ( )

S
΄ w΄

E F x
   


,  έρνπκε: 

 

 

3/2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0

32 2 2

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 13 5/2 7/2

1 1 1

1
1 0

1

3 2 2

0

S C S L A L J A l L J B L Y B l L Y

L l L l l
E I A J B Y E I A J A J B Y

a L a L L

l
B Y

L

 

 




                
 

  
                        


    



 

 

1/2 1 1
1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0

1 1

2 2

1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 13 1/2 3 1/2

1 1 1

1
1 0

1

3 2 2

0

l l
S C S L A J A J B Y B Y

L L

l l l
E I A J B Y E I A J A J B Y

a L a L L

l
B Y

L

 

 





 

               
 

 
                    


    



 

 

 
2

1/2 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 13 1/2

1 1 1 1

2

1 1 1 1
1 0 1 03 1/2

1 1 1 1

l l E I l
C L A J A J B Y B Y A J B Y

L L S a L

E I l l l
A J B Y

S a L L L


 


 


   

                     

  
             

 

 

Με αληηθαηάζηαζε ηνπ 

2
2 1

1 1

S

l

 



 

 
 , παίξλνπκε: 

 

2

1
1

1/2 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 13 1/2

1 1 1 1

2

1
1

1 1 1 1 1
1 0 1 03 1/2

1 1 1 1

0

S
l

l l E I l
C L A J A J B Y B Y A J B Y

L L S a L

S
l

E I l l l
A J B Y

S a L L L

 

 

 

 




 

     
                    


 

    
              

 

 

Από ηηο ζρέζεηο (2.22.6), (2.23.4) θαη (2.23.5) παίξλνπκε: 

 

a) 1 1 2 2( ) ( )w΄ L w΄ l  

2 3/2

2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0( ) 3w΄ l A l C L A L J A l L J B L Y B l L Y                 
 

 

b) 

3

1
1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0

L
w΄΄ L w΄΄ l P e

a
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3 2

1 1
1 1 1 1 1 2 2 25/2

1

1 1 1 1 1 1 2 2 2

6 0

6 0

L l
A J B Y A l P e

a L

S L A J B Y A l P e

  
             

 

            

 

c) 2

1 1 1 1 1 1 2 2 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) 0

2
F L ΄ L w΄ L w΄΄΄ l P

 
       

 
 

 

Μέζσ ηεο ζρέζεο  2 1
1 1

1

1

2 ( )

S
΄ w΄

E F x
   


, έρνπκε: 

1
1 2 2 2

2

6 0
6

S P
S A P A


      

  
 

Έηζη, κε αληηθαηάζηαζε ηνπ Α2 ζηε ζρέζε (b) πξνθύπηεη: 

 ,1

1 1 1 1 1 1 2

,1

0
a

a

J
S A L J Y S P l P e

Y

 
            

 
 

 1 2

1

,1

1 1 1 1

,1

a

a

P e S P l
A

J
S L J Y

Y

   
 

 
    

 

 

Δπηπιένλ γηα ην C2 από ηε ζρέζε (a) είλαη: 

 

,1 ,11/2 21 1 1
2 1 1 1 0 1 0 2

1 ,1 ,1 1 2

,1 ,11 2 21 1 1
1 0 1 0 2

1 ,1 ,1 1 2,1

1 1 1 1

,1

2

2

a a

a a

a a

a aa

a

J Jl l S P
C L A J J Y Y l

L Y Y L

J JP e S P l l l S P
J J Y Y l

L Y Y LJ
S L J Y

Y

 

 


 

          
  

    
         

        
 

 

 

Έηζη ηα βέιε θάκςεσο γίλνληαη: 

 

3

2 2 2 2 2 2

,1 ,11 23 21 1 1 1
2 1 0 1 0 2 2 2

2 1 ,1 ,1 1 2,1

1 1 1 1

,1

( )

6 2

a a

a aa

a

w x A x C x

J JP e S P lS P l l S P
x J J Y Y x l x

L Y Y LJ
S L J Y

Y

 

   

    
             

          
   

            (2.25) 

 

 (2.26) 

  

 

1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1

,11 2 1 1
1

1 ,1 1,1

1 1 1 1

,1

( ) 1,2 1,2

1,2 1,2
a

aa

a

l l
w x A x BesselJ B x BesselY D

x x

JP e S P l l l
x BesselJ BesselY

x Y xJ
S L J Y

Y
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2.2.3 Δμίζσζε Λπγηζκνύ 

 

 

Ζ εμίζσζε ιπγηζκνύ ζα πξνθύςεη από ηελ εμίζσζε: 

1 1 2 2( ) ( )L w l    

 

Ζ αμνληθή βξάρπλζε ηνπ ππνζηπιώκαηνο μ1(x1) πξνθύπηεη από ηελ νινθιήξσζε ηεο ζρέζεο: 

2 1
1 1

1

1

2 ( )

S
΄ w΄

E F x
    


  

  1

1 1 2

1 1 1 1 1

1 1

1
( ) ( )

( ) 2

x

a

S x a
x w΄ x dx

E F x


 
  

 
 

 

Όκσο ν παξάγνληαο  

2 3 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

2

1 1
1 1 1 1 1

1 1

( ) 1,2 0,2

1,2 0,2

l l
w΄ x x A x BesselJ A l x BesselJ

x x

l l
B x BesselY B l x BesselY

x x

  

  


    

             
    

   
           

     
δελ νινθιεξώλεηαη αλαιπηηθά θαζώο κέζα ζην νινθιήξσκα ππεηζέξρνληαη ζπλαξηήζεηο Bessel 

πςσκέλεο ζην ηεηξάγσλν θαζώο θαη γηλόκελα ζπλαξηήζεσλ Bessel δηαθνξεηηθήο ηάμεο θαη είδνπο. 

 

Έηζη νδεγνύκαζηε ζε αξηζκεηηθή επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. πγθεθξηκέλα ε εμίζσζε ιπγηζκνύ ζα 

έρεη ηε κνξθή: 

   (2.27) 
 

 

 

Ο ηειεπηαίνο όξνο απινπνηείηαη σο εμήο: 

   
,1

0 0

,1 ,1 0 0 ,11 2 1 21 1
2 2

,11 1 1 1 1 1 ,1 1 ,1 1
1 1

,1

1 1

a

a a a

a a a

a

J
Y J

Y J Y J YP e S P l P e S P ll l
l l

JS L L S L L Y J J Y
J Y

Y

 

 
             

        
         
 

 

 

Αδηαζηαηνπνίεζε 

 

Γηα ηελ αξηζκεηηθή επίιπζε, όκσο, είλαη απαξαίηεηε ε αδηαζηαηνπνίεζε ησλ κεγεζώλ, ώζηε ηα 

κήθε λα παίξλνπλ αλεγκέλεο ηηκέο. Έηζη, γηα ην βέινο θάκςεσο ηνπ θαηαθόξπθνπ ζηνηρείνπ 

δηαηξνύκε όια ηα κεγέζε κήθνπο κε ην ύςνο ηνπ ππνζηπιώκαηνο l1, ελώ γηα ην βέινο ηεο δνθνύ 

δηαηξνύκε αληηζηνίρσο κε ην κήθνο l2: 

* ,i
i

i

x
x

l
   

( )
( )* i i

i i

i

w x
w x

l
 . 
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1 1 2 31
1 1 1 2

1 1 2

,1 ,11 2 1 1
1 0 1 0 2

1 ,1 ,1 1,1

1 1 1 1

,1

1
( )

( ) 2 3

L

a

a a

a aa

a

S L a S P
w΄ x dx l

E F L

J JP e S P l l l
J J Y Y l

L Y Y LJ
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πγθεθξηκέλα, γηα ηελ επίιπζε ηεο εμίζσζεο ιπγηζκνύ πξαγκαηνπνηνύληαη νη παξαθάησ 

αληηθαηαζηάζεηο: 

 

1

1

1 1 1

2 2 1

1

1/

1 1/

/

l

a l΄

L l a l΄

l l l r





   

 

   

1

1 1

1 1

2 2

/

1 1
~ ~ 1

0 ~ 0 ~ 1

e e l e

x a L
l΄ l΄

x l

 

  

 

    (2.28) 

 

Έηζη, ην βέινο θάκςεσο ηεο δνθνύ ζα γίλεη: 

 
  ,1 0 0 ,11 221 1

2 2

2 1 1 1 ,1 1 ,1 1

1 1
3

a a

a a

J Y J YP e S P lS P l
w l

S L L Y J J Y


      
      

        
 

Δλώ, δηαηξώληαο αξηζκεηέο θαη παξνλνκαζηέο κε ην κήθνο l1, έρνπκε: 

 
  ,1 0 0 ,1121

2 2

2 ,1 1 ,1 11
1

1

1 1
3 1 1/1

1

a a

a a

J Y J YP e S P rS P
w l

Y J J Yl΄
S

l΄

      
      

         
 

 

Σέινο, κέλνπλ νη αληηθαηαζηάζεηο γηα ηα θνξηία: 
2

2 1 ,
m

P l

E I






  

2
2 2 21 1

1 1/m

m

S l
k S k E I l

E I


    


 

 

Έηζη, ην αλεγκέλν βέινο θάκςεσο ηνπ δπγώκαηνο γίλεηαη: 

 

 

2 2 2

1 2

2 2

2

2 2 2 2 2

1 1 ,1 0 0 ,1

2 2 ,1 1 ,1 11
1

1

/
(1)*

3

/ /
1

1 1/1
/ 1

m

m m a a

a a

m

k E I l
w l

E I l e k E I l r J Y J Y

Y J J Yl΄
k E I l

l΄



  

  
  

 

           
    

          
 

 

 (2.29) 

 

 

 

Αληηζηνίρσο, γηα ηελ αλεγκέλε βξάρπλζε ηνπ ζηύινπ ζα είλαη: 
1 12 2 2

2 21
1 1 1 1 1 1 1 12

1 1 1

/ 1 1
( ) ( ) ( )

( ) 2 2

L L

m

a a

k I l k
L w x ΄ dx w x ΄ dx

F L





       

 

, όπνπ 

2
2 1 1 1

1

( )

m

l F L

I



   ε αλεγκέλε ιπγεξόηεηα ηνπ ζηνηρείνπ κε 

 1 1
1 1 1,0 1,0 1,0 1( ) 1

L l a
F L F F F l΄

a a


       .       (2.30) 

  

   2 2 2 2 2 2

,1 0 0 ,1

2

2 ,1 1 ,1 11

1

(1)* 1
3 1 1/1

1

a a

a a

k r e k r J Y J Y
w

Y J J Yl΄
k

l΄
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Μέλεη, ηέινο, ε αδηαζηαηνπνίεζε ηνπ νινθιεξώκαηνο ε νπνία αθνξά ηελ πξώηε παξάγσγν ηνπ 

βέινπο θάκςεσο θαζώο θαη ηα άθξα κέζα ζηα νπνία νξίδεηαη. 

 
1 1

1

1 1/

2 2

1 1 1 1 1 1

1/

( ) ( )

L l΄

a l΄

w x ΄ dx w x ΄ dx



   

1/2

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1

1 1 1

1/2

1 1 1 1

1 1 1

2 2
( ) 1, 0,

2 2
1, 0,

2 2
( ) 1, 0,

w x ΄ x A BesselJ A BesselJ
x x x

B BesselY B BesselY
x x x

w x ΄ x A BesselJ BesselJ
x x x

J

  

  

  





    
        

       

   
        

      

    
       

       


,1 ,1

,1 ,11 1 1

2 2
1, 0,

a a

a a

J
BesselY BesselY

Y Yx x x

      
       

      

    (2.31) 

 

, όπνπ  
   2 2 2

1 2

1

,1 ,12 1
1 1 1 1 1 12

,1 1 ,1

a a

a a

e k rP e S P l
A

J JL
S L J Y k J Y

Y l Y

       
 

   
           

     
 

Ζ κεηαθίλεζε ηνπ ππνζηπιώκαηνο ζηελ θεθαιή 1 1( )w L  ζα είλαη (ζρέζε 2.26): 

 

   2 2 2 2 2 2 2 2
,1

1 1 1 2 2 2

1 ,1,12

1 1

,1

1
1 1

a

aa

a

e k r e k rJ
w J Y e r

l΄ Y k k kJ
k J Y

Y

                
              

           
 

 

 
2

1 2

1

1
1w e r r

l΄ k

 
     

 
         (2.32) 

 

 

Παξαηήξεζε 
ηνπο παξαπάλσ ππνινγηζκνύο αλαθεξόκαζηε ζην εκβαδόλ ηεο δηαηνκήο ηνπ πνδόο ηνπ ζηύινπ 

F1,0. 

Αλ ν κειεηεηήο επηζπκεί λα δνπιεύεη κε ηελ αληηθαηάζηαζε ελόο κέζνπ εκβαδνύ Fm, απηό πνπ 

αιιάδεη ζηε θόξκνπια ησλ ππνινγηζκώλ ηειηθώο ζα αθνξά κόλν ηε ιπγεξόηεηα ηνπ ζιηβόκελνπ 

ζηνηρείνπ 2 2

1 1 1 1( ) / ml F L I    σο εμήο: 

1 1
1 1

1 1

1
( )

/ 2 1 / 2
m m

L l΄
F L F F

a l l΄


   

 
 , αθνύ ηώξα ζα είλαη 

1
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/ 2

m

x
F x F

a l



.  (2.33) 
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2.3 Αξηζκεηηθή Δπίιπζε Δμίζσζεο Λπγηζκνύ 

2.3.1 Αξηζκεηηθή Οινθιήξσζε 

 

Δπηιέγεηαη, γηα αξρή, σο κέζνδνο αξηζκεηηθήο νινθιήξσζεο ε κέζνδνο ηνπ ηξαπεδίνπ. 

Ζ πξνζέγγηζε πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε είλαη ε εμήο: 

 

 1 02 / 2S S S h    

, όπνπ 
0 ( ) ( )bS f f  , όπνπ α θαη b δειώλνπλ ηα άθηξα ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο θαη είλαη: 

1

1
,

l΄
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1
1b
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  . 
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    (2.34) 
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2.3.2 Πξνγξακκαηηζκόο 

 

Με ηελ παξαπάλσ θόξκνπια ρξεζηκνπνηνύκε ηελ Fortran σο γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ γηα ηελ 

εμαγσγή ησλ απαξαίηεησλ απνηειεζκάησλ. 

Αθνινπζεί ην δηάγξακκα ξνήο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ εμαγσγή ηνπ δξόκνπ ηζνξξνπίαο ηνπ 

βέινπο θάκςεσο ηνπ ζηύινπ γηα ην ηππηθό δηκειέο πιαίζην ηνπ ρήκαηνο 2.2, ελώ ν θώδηθαο 

παξαηίζεηαη ζην Παξάξηεκα. 

 

 

 
Σσήμα 2.3 Διάγπαμμα ποήρ για ηοςρ δπόμοςρ ιζοπποπίαρ ηος  βέλοςρ κάμτευρ  
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2.3.3 πζρεηηζκόο ηνπ Φνξηίνπ Λπγηζκνύ κε ηε ηξνθή ηνπ Τπνζηπιώκαηνο. 

 

Ζ πξώηε παξάγσγνο ζην ζεκείν ηεο θεθαιήο ηνπ ζηύινπ κάο δίλεη: 

 
 2 2

,1 0 ,1 0

1 1

,1 1 ,1 11

1

/
1 1/ 1

1 1 1/1

a a

a a

Y J J Yk e r r
w΄ l΄

Y J J Yl΄

l΄

      
      

    

 

 
 

1 1

12 2

,1 0 ,1 0

,1 1 ,1 11

1
1 1/ 1

/

1
1 1/

a a

a a

w΄ l΄
l΄

r k e r
Y J J Y

Y J J Yl΄




  
    
      
      
      

     (2.36) 

 

Μ’απηόλ ηνλ ηξόπν κπνξνύκε λα εμάγνπκε δηαγξάκκαηα θνξηίσλ-ζηξνθήο ηεο θεθαιήο ηνπ 

ππνζηπιώκαηνο. 

 

 

2.4 Απνηειέζκαηα Με Γξακκηθήο Αλάιπζεο – Γηαγξάκκαηα 

2.4.1 Γηαγξάκκαηα Βέινπο Κάκςεσο  

 

Αξρηθά παξνπζηάδνπκε ηα δηαγξάκκαηα γηα ηα βέιε θάκςεσο ηεο θεθαιήο ηνπ ζηύινπ w1(L1) γηα 

κεδεληθή εθθεληξόηεηα θαη γηα δηάθνξεο γεσκεηξηθέο ηηκέο θαζώο θαη ηηκέο ιπγεξόηεηαο. Δπίζεο, 

γίλεηαη ζύγθξηζε ησλ κε γξακκηθώλ δξόκσλ ηζνξξνπίαο κε ηηο αληίζηνηρεο γξακκηθέο επηιύζεηο. 

 

 1 1,l΄   r = 0.5, ξ = 1.0, ι = 150 – 100 – 40 

 
Πξνθαλώο νη (κε γξακκηθνί) δξόκνη ηζνξξνπίαο -κε ζεηξά από πάλσ πξνο ηα θάησ- αληηζηνηρνύλ 

ζηηο ιπγεξόηεηεο 150, 100 θαη 40. Οκνίσο θαη γηα ηα δηαγξάκκαηα πνπ αθνινπζνύλ. 
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 1 1,l΄   r = 1.0, ξ = 0.5, ι = 150 – 100 – 40  

 
 

 1 1,l΄   r = 1.0, ξ = 0.5, ι = 150 – 100 – 40  

+r = 0.5, ξ = 1.0 

 
Από ηα παξαπάλσ έπθνια δηαπηζηώλνπκε θαη’αξρήλ όηη όζν κεγαιύηεξε ε ιπγεξόηεηα ηόζν 

πεξηζζόηεξν ε κε γξακκηθή αλάιπζε πξνζεγγίδεη ηε ιύζε ηεο γξακκηθήο ζεσξίαο, ζπλεπώο ηόζν 

κεγαιύηεξν ην θξίζηκν θνξηίν. 

Δπηπιένλ, ελώ ε γξακκηθή αλάιπζε δίλεη ίδηα ιύζε γηα ην ίδην γηλόκελν r  , κεηαμύ ησλ κε 

γξακκηθώλ αλαιύζεσλ παξαηεξείηαη δηαθνξά σο πξνο ην θξίζηκν θνξηίν ε νπνία ζα εμεηαζηεί ζηε 

ζπλέρεη πεξηζζόηεξν αλαιπηηθά. 
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 1 4,l΄   r = 1.0, ξ = 1.0, ι = 150 – 100 – 40  

 
Αλ ζπγθξίλνπκε ηα δύν πξνεγνύκελα ζρήκαηα παξαηεξνύκε όηη απμάλνληαο ην r ή ην ξ από 0,5 ζε 

1,0 κεηώλεηαη ην θξίζηκν θνξηίν ηνπ πιαηζίνπ, ζπκπέξαζκα ζην νπνίν είρακε θαηαιήμεη θαη από ηε 

γξακκηθή ζεσξία ειαζηηθήο επζηάζεηαο. Απηό ζεκαίλεη όηη όζν απμάλνπκε ην κήθνο δνθνύ ή ηε 

δπζθακςία ηεο δηαηνκήο ηεο, ηόζν απμάλεηαη ε αληνρή ηνπ πιαηζίνπ ζε ιπγηζκό. 

 

Γηα κε κεδεληθή εθθεληξόηεηα παίξλνπκε ζπλνπηηθά ηα παξαθάησ δηαγξάκκαηα. 

 1 1,l΄   r = 1.0, ξ = 1.0, ι = 150, e = 0 – 0.00010
-4

 – 0.001 – 0.01 

 
Από ην παξαπάλσ ζρήκα δηαπηζηώλνπκε όηη όζν κεγαιύηεξε είλαη ε εθθεληξόηεηα θόξηηζεο, ηόζν 

κεγαιύηεξε ε κείσζε ζην θξίζηκν θνξηίν ιπγηζκνύ. Υαξαθηεξηζηηθό όηη παξνπζία εθθεληξόηεηαο 

κόιηο 1%, νδεγεί ζε κείσζε ηεο θέξνπζαο ηθαλόηεηαο θαηά 15% (από 1,63 ζε 1,39).  
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2.4.2 Γηαγξάκκαηα σο πξνο l1΄ 
Δλ ζπλερεία επηζπλάπηνληαη ηα δηαγξάκκαηα απ’ηα νπνία παίξλνπκε ηα κέγηζηα θξίζηκα θνξηία γηα 

θάζε πεξίπησζε γεσκεηξηθώλ ιόγσλ 1 0 ~10l΄  . 

Απηά πξνέθπςαλ δεκηνπξγώληαο ζηνλ θώδηθα άιινλ έλα εμσηεξηθό βξόρν θξαηώληαο θάζε θνξά ηε 

κέγηζηε ηηκή ηνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ βcr
2
 γηα θάζε ηηκή ηνπ γεσκεηξηθνύ ιόγνπ 1l΄ . 

 

 r = 1.0, ξ = 0.25, ι = 150  

+ r = 0.5, ξ = 0.5, ι = 150  

+ r = 0.25, ξ = 1.0, ι = 150 

 
 r = 1.0, ξ = 0.5, ι = 150  

+ r = 0.5, ξ = 1.0, ι = 150 
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 r = 4.0, ξ = 0.5, ι = 150

+ r = 2.0, ξ = 1.0, ι = 150  

+ r = 1.0, ξ = 2.0, ι = 150 

+ r = 0.5, ξ = 4.0, ι = 150 

 
 

Από ηα παξαπάλσ ηξία δηαγξάκκαηα εύθνια παξαηεξείηαη όηη ε επηξξνή ηνπ γεσκεηξηθνύ κεγέζνπο 

2

1

,
l

r
l

  είλαη κεγαιύηεξε από όηη ηνπ αληίζηνηρνπ 
2

mI

I
  . Δμ άιινπ απηό βεβαηώλεηαη θαη από ηελ 

εμίζσζε ιπγηζκνύ, ζπγθεθξηκέλα ζηελ έθθξαζε ηνπ βέινπο θάκςεσο ηνπ δπγώκαηνο w2(l2), ζηελ 

νπνία ην r είλαη πςσκέλν ζε κεγαιύηεξε δύλακε έλαληη ηνπ ξ (ρέζε 2.29). 

ηε γξακκηθή αλάιπζε δελ είρακε ηε δπλαηόηεηα λα θαηαιήμνπκε ζε ηέηνην ζπκπέξαζκα θαζώο νη 

δύν γεσκεηξηθνί ιόγνη παξνπζηάδνληαλ ζε έλα γηλόκελν πςσκέλνη ζηελ ίδηα δύλακε (κνλάδα) 

(ρέζε 1.12). 

 

Αλαθνξηθά κε ηηο ζπγθξίζεηο πνπ πξνεγήζεθαλ σο πξνο ην κέγεζνο ξ ζα πξέπεη λα επηζεκάλνπκε ηα 

εμήο: 

Έρνπκε δηαηππώζεη ην ζπκπέξαζκα όηη όζν κεγαιύηεξε ε ηηκή ηνπ ξ, ηόζν κηθξόηεξν ην θνξηίν 2 . 

Απηό ζεκαίλεη όηη όζν πην δύζθακπηε είλαη ε δηαηνκή ηεο δνθνύ ηόζν απνδνηηθόηεξν ζα είλαη ην 

πιαίζην ζε επζηάζεηα. Μάιηζηα, αλ εηζάγνπκε απεηξία δπζθακςίαο ηνπ δπγώκαηνο, ηόηε ην 

ππνζηύισκα κπνξεί λα ζεσξεζεί όηη παθηώλεηαη ζηνλ θόκβν Β (βιέπε ρήκα). 

Αληίζεηα, όζν κεγαιύηεξε ε ξνπή αδξαλείαο ζην κέζνλ ηνπ ζηύινπ, ηόζν κηθξόηεξν ην 

αδηάζηαην θνξηίν 
2 . ’ απηό ην ζεκείν, όκσο, δελ πξέπεη λα ζπγρένπκε ην θνξηίν P, ην 

νπνίν δελ αθνινπζεί ηελ ίδηα ζύγθξηζε θαζώο πνιιαπιαζηάδεηαη κε ην Im ζύκθσλα κε ηνλ 

ηύπν: 
2

2

1

.mE I
P

l

  
  

Σειηθώο, άξα, ζα πξνθύπηεη επίζεο κεγαιύηεξν Pcr γηα κεγαιύηεξε κέζε ξνπή αδξαλείαο, Im. 

Σα παξαπάλσ ηζρύνπλ αλεμαξηήησο ηηκήο αλεγκέλσλ κεθώλ 1l΄  θαζώο θαη αλεγκέλσλ 

εθθεληξνηήησλ e , όπσο ζα δνύκε ζηε ζπλέρεηα.  
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2.4.3 Γηαγξάκκαηα σο πξνο ηελ Δθθεληξόηεηα 

 

 

Γηα ηελ εμαγσγή ησλ δηαγξακκάησλ κε νξηδόληηα άμνλα ηηο ηηκέο εθθεληξνηήησλ δεκηνπξγήζακε 

ζηνλ αξρηθό θώδηθα άιινλ έλα εμσηεξηθό βξόρν ζηνλ νπνίν δίλνπκε πνιιέο ηηκέο εθθεληξνηήησλ 

(κε βήκα αλεγκέλεο εθθεληξόηεηαο 0.005) θξαηώληαο ζηαζεξή ηελ ηηκή ηνπ γεσκεηξηθνύ ιόγνπ 1l΄ . 

 

 1 0.001 1 2,l΄    r = 1.0, ξ = 1.0, ι = 150 

 
 

 1 0.001~10,l΄  r = 1.0, ξ = 1.0, ι = 150 
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Από ην παξαπάλσ δηάγξακκα επηβεβαηώλνπκε ηηο ηηκέο γηα κεδεληθή εθθεληξόηεηα πνπ πξνέθπςαλ 

θαη από ηηο πξνεγνύκελεο αλαιύζεηο: 

 

l1΄ βcr
2 

0.001 1.39580782848000 

1.0 1.63549139592960 

2.0 1.67282128256000 

3.0 1.65801576693760 

4.0 1.62490737955840 

5.0 1.58410315130880 

6.0 1.53985088648960 

7.0 1.49464255037440 

8.0 1.44901079101440 

9.0 1.40400980213760 

10.0 1.36006816907520 

Πίνακαρ 2.1  

 

Παξαηεξείηαη δειαδή ε απμνκείσζε πνπ ππάξρεη θαη ζην παξαθάησ δηάγξακκα θαζώο απμάλεη ε 

ηηκή ηνπ 1 .l΄  
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2.4.4 Γηεξεύλεζε ηεο Δπηξξνήο Αηειεηώλ 

 

Όπσο έρνπκε αλαθέξεη ζηελ αξρή ηνπ παξόληνο θεθαιαίνπ, νη κεηαζεηνί θνξείο ζρήκαηνο Γ 

παξνπζηάδνπλ επζηαζή ή αζηαζή κεηαιπγηζκηθή ζπκπεξηθνξά. Απηό εμαξηάηαη από ηε θνξά ησλ 

αξρηθώλ αηειεηώλ, ησλ νπνίσλ ε επηξξνή επί ηεο θέξνπζαο ηθαλόηεηαο ελόο ζιηβόκελνπ 

ζπζηήκαηνο, πνπ ζπλδέεηαη κε αζηαζή κεηαιπγηζκηθό δξόκν ηζνξξνπίαο δηεξρόκελνπ δηα ζεκείνπ 

δηαθιαδώζεσο, όπσο είδακε, κπνξεί λα είλαη αξθεηά ζεκαληηθή. Δπηπιένλ, νη επηθίλδπλεο 

πεξηπηώζεηο ζπζηεκάησλ είλαη εθείλεο πνπ ζπλδένληαη κε «αθαξηαίν ιπγηζκό». Απηή ε κνξθή 

ιπγηζκνύ ζπλδέεηαη είηε κε νξηαθό ζεκείν είηε κε ζπκκεηξηθό αζηαζέο (ή αζύκκεηξν) ζεκείν 

δηαθιαδώζεσο. ηελ πεξίπησζε όπνπ ην ζύζηεκα ράλεη ηελ επζηάζεηά ηνπ κέζσ αζηαζνύο ζεκείνπ 

δηαθιαδώζεσο (θαη κάιηζηα ζηελ πεξίπησζε αζύκκεηξνπ ζεκείνπ δηαθιαδώζεσο) είλαη 

πεξηζζόηεξν έληνλε ε επηξξνή ησλ αξρηθώλ αηειεηώλ ζηε κείσζε ηεο θέξνπζαο ηθαλόηεηαο. 

 

ην παξόλ ππνθεθάιαην ζα παξαηεξήζνπκε, κέζα από ηε δηεξεύλεζε ησλ ήδε εμαγόκελσλ 

αλαιπηηθώλ ζρέζεσλ ιπγηζκνύ, κε πνηόλ ηξόπν ε θνξά ησλ αξρηθώλ αηειεηώλ επεξεάδεη ηε 

ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. Σα ζπκπεξάζκαηα πνπ ζα αθνινπζήζνπλ δηεπθξηλίδνληαη κέζα από ηα 

αληίζηνηρα δηαγξάκκαηα, ελώ νη ζεσξεηηθέο ιύζεηο επηβεβαηώλνληαη από αξηζκεηηθό παξάδεηγκα κε 

ινγηζκηθό πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ. Κιείλνληαο, παξαηεξνύκε ζε ζρεκαηηθή δηάηαμε ηνλ 

δεπηεξεύνληα δξόκν ηζνξξνπίαο θαζώο θαη ην αζύκκεηξν ζεκείν δηαθιαδώζεσο. 

 

2.4.4.1 Αζύμμεηπο Σημείο Διακλάδυζηρ 

 

Γεληθώο ηα αηειή ζπζηήκαηα γίλνληαη αζηαζή κέζσ νξηαθνύ ζεκείνπ. Δληνύηνηο, ππό 

ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο, αηειή πιαίζηα παξνπζηάδνπλ αζηάζεηα κέζσ ζεκείνπ δηαθιάδσζεο. Σν 

πιαίζην ην νπνίν δηεξεπλάηαη ζηελ παξνύζα δηπισκαηηθή, ιόγσ ηεο αμνληθήο παξακνξθσζηκόηεηαο 

ησλ ππνζηπισκάησλ, κπνξεί λα ράζεη ηελ επζηάζεηά ηνπ κέζσ αζύκκεηξνπ ζεκείνπ δηαθιάδσζεο 

γηα κία ζπγθεθξηκέλε εθθεληξόηεηα ecr, αλεμάξηεηα από ην εάλ ε ζηήξημε ζην θαηαθόξπθν κέινο 

είλαη άξζξσζε ή πάθησζε (βιέπε Κνπλάδεο θαη ινηπνί). Ζ θξίζηκε εθθεληξόηεηα είλαη ην όξην 

κεηαμύ ιπγηζκνύ κέζσ νξηαθνύ ζεκείνπ ή ζεκείνπ δηαθιάδσζεο. Παξόκνηα ζπκπεξάζκαηα έρνπλ 

εμαρζεί από ηνπο Ioannidis et al. (2005) γηα πιαίζηα ζηα νπνία ε αηέιεηα δελ νθείιεηαη ζε 

εθθεληξόηεηα θνξηίνπ αιιά ζε απνθιίζεηο ησλ πιαηζίσλ από ηε ζεσξεηηθή ηνπο γεσκεηξία, γηα 

παξάδεηγκα ιόγσ αξρηθήο θακππιόηεηαο. Σα παξαπάλσ δηαπηζηώλνληαη ζε εξγαζίεο ησλ ίδησλ 

κειεηεηώλ θαη γηα ζπζηήκαηα δύν βαζκώλ ειεπζεξίαο (δηκειέο νξζνγσληθό πιαίζην ζηεξηδόκελν ζε 

αθιόλεηεο αξζξώζεηο). Σέινο, από άιινπο κειεηεηέο έρεη ιεθζεί ππόςε, κέζσ αξηζκεηηθώλ 

αλαιύζεσλ, θαη ε αλειαζηηθή, γεσκεηξηθά κε γξακκηθή ζπκπεξηθνξά κε ηελ παξνπζία αξρηθώλ 

αηειεηώλ (Μαγείξνπ 2011). 

ηελ πεξίπησζή καο ε πξνζέγγηζε ηεο θξίζηκεο εθθεληξόηεηαο έγηλε κέζσ επαλαιεπηηθήο 

δηαδηθαζίαο ηνπ δξόκνπ ηζνξξνπίαο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο έθθεληξεο θόξηηζεο. Οη παξάκεηξνη πνπ 

επηιέρζεθαλ αληηζηνηρνύλ ζε έλαλ πεξηζζόηεξν ξεαιηζηηθό θνξέα - από ηηο πεξηπηώζεηο πνπ έρνπλ 

κειεηεζεί έσο ηώξα - ώζηε λα πξνρσξήζνπκε έπεηηα (§2.4.4.2) ζηελ αληίζηνηρε ζύγθξηζε κε ην 

ινγηζκηθό πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ ADINA. 

 

Γεσκεηξηθά θαη Αδξαλεηαθά Υαξαθηεξηζηηθά 

 

 1 1l΄   

 r = 1 

 ξ = 3.375 

 ι1 = 54.41 

 e  → κεηαβαιιόκελε.  
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Από ηηο αληίζηνηρεο αλαιύζεηο πξνθύπηνπλ ηα παξαθάησ θξίζηκα θνξηία: 

 

e  βcr
2
 

-0,01 0,58458 

0,0 0,70317 

0,00010 0,70813 

0,00020 0,71455 

0,00025 0,71924 

0,00028 0,7234 

0,00029 0,72549 

0,00030 0,72978 

0,00030016 0,73051 

 

Μεηά ηελ ηηκή ηεο εθθεληξόηεηαο e  = +0.00030016 παξαηεξνύκε όηη νη ηηκέο ηνπ θνξηίνπ β
2
 πνπ 

πξνθύπηνπλ δελ αληηζηνηρνύλ ζε δξόκν ηζνξξνπίαο ηεο γλσζηήο κέρξη ηώξα κνξθήο. Ζ ηηκή e 

εθθξάδεη ηελ θξίζηκε εθθεληξόηεηα ecr ε κείσζε ηεο νπνίαο ζπλεπάγεηαη κείσζε ηεο ηηκήο ηνπ 

νξηαθνύ θνξηίνπ ιπγηζκνύ βs
2
. Ζ ηηκή e = ecr είλαη ε κεγαιύηεξε δπλαηή γηα ηελ νπνία ην πιαίζην 

ράλεη ηελ ειαζηηθή επζηάζεηά ηνπ. Πξάγκαηη, γηα e > ecr ην πιαίζην εκθαλίδεη έλαλ ζπλερώο 

απμαλόκελν δξόκν ηζνξξνπίαο, ν νπνίνο γηα θάπνηα ηηκή ηνπ θνξηίνπ νδεγεί ζηε δηαξξνή θαη γηα 

πεξαηηέξσ αύμεζε ζε απώιεηα ηεο επζηάζεηάο ηνπ κέζσ πιαζηηθνύ ιπγηζκνύ. Δπηπιένλ, λα 

ζεκεησζεί όηη γηα λα πξνζεγγίζνπκε κε κεγάιε αθξίβεηα (10
-8

) ηελ θξίζηκε εθθεληξόηεηα 

ρξεηάζηεθε λα εμάγνπκε ηηο ιύζεηο ησλ δξόκσλ ηζνξξνπίαο μεθηλώληαο από ηελ (αλεγκέλε) ηηκή ηνπ 

βέινπο θάκςεσο ζηελ θεθαιή ηνπ ππνζηπιώκαηνο  
6

1 1( ) 10w L  . 

Αθόκα, εθηειέζηεθε βήκα βέινπο 
53,125 10w      

θαη βήκα θνξηίνπ  2 510   . 

Σα παξαπάλσ δηαπηζηώλνληαη επθνιόηεξα ζηα δηαγξάκκαηα πνπ αθνινπζνύλ. 

 e  = -0.01 ; 0.0 ; +0.0001 ; +0.0002 ; +0.00030016 
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 e  = -0.01 ; -0.005 ; 0.0 ; +0.00030016, κε w(1) > 0 

e  = +0.00030017 ; +0.005 ; +0.01, κε w(1) < 0 

 
 

Δπίζεο κεγάιν ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ν δξόκνο ηζνξξνπίαο γηα ηηκέο εθθεληξνηήησλ κηθξόηεξσλ 

ηεο θξίζηκεο ηηκήο θαη γηα αξλεηηθέο ηηκέο ηνπ βέινπο θάκςεσο. 

 

Έηζη, ζρεκαηίδεηαη ην αθόινπζν δηάγξακκα ζην νπνίν ζπλνςίδνληαη θάζε πηζαλόο δξόκνο 

ηζνξξνπίαο. 

 

 e  = -0.01 ; -0.005 ; 0.0 ; +0.00030016, κε w(1) > 0 

e  = -0.01 ; -0.005 ; 0.0 ; +0.00030017 ; +0.005 ; +0.01, κε w(1) < 0 
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ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ κπνξνύκε λα απνηππώζνπκε ηελ θακπύιε επαηζζεζίαο ηνπ θνξέα ζε 

γεσκεηξηθή αηέιεηα ιόγσ έθθεληξεο θόξηηζεο, 2 2( ).s s e   ηε γξαθηθή παξάζηαζε πνπ αθνινπζεί 

πεξηιακβάλνληαη όια ηα θξίζηκα θνξηία ιπγηζκνύ γηα εθθεληξόηεηεο e  = -0.03 ~ +0.00030016. 

 

 
 

Δδώ θαίλεηαη κε ηνλ πιένλ εύθνιν ηξόπν ε αύμεζε ηεο θέξνπζαο ζπκπεξηθνξάο ηνπ θνξέα έσο ηελ 

ηηκή ηνπ θξίζηκνπ δηαθιαδηθνύ θνξηίνπ βcr
2
 = 0.730514, ην νπνίν αληηζηνηρεί ζηελ θξίζηκε ηηκή ηεο 

εθθεληξόηεηαο cre  = + 0.00030016. 

εκαληηθή παξαηήξεζε απνηειεί ην γεγνλόο όηη από ηελ αληίζηνηρε γξακκηθή αλάιπζε ηνπ ίδηνπ 

θνξέα παίξλνπκε αθξηβώο ην ίδην θξίζηκν θνξηίν! Δηζάγνπκε, δειαδή, ηηο παξακέηξνπο 

1 3,375 3,375r      θαη παίξλνπκε γηα ηελ ηηκή ηνπ 1 1l΄  : 2 0,73051cr  . 

 

2.4.4.2 Απιθμηηικό Παπάδειγμα 

 

Γηα ηνπο ζθνπνύο κηαο νινθιεξσκέλεο κειέηεο αθνινπζείηαη αξηζκεηηθό παξάδεηγκα θαη ζύγθξηζε 

ησλ απνηειεζκάησλ κε ην ινγηζκηθό ADINA. 

Σν πιαίζην κνξθήο Γ απνηειείηαη από ην ππνζηύισκα κεηαβιεηήο δηαηνκήο δηπινύ ηαπ δηαζηάζεσλ 

200x200 (δηαηνκή πόδα) θαη 400x400 (δηαηνκή θεθαιήο) θαη από ηε δνθό ζηαζεξήο δηαηνκήο 

δηπινύ ηαπ δηαζηάζεσλ 200x200. 

Σα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ πιαηζίνπ είλαη: 

 1 2 6,0 1l l m r     

 1 1l΄   

 5 4

1 2I I 18,606375 10 m    

 ξ = 3,375 

 F1(L1) = 0,0153 m
2
 

 ι1 = 54,41 

Αλαιπηηθόηεξα παξνπζηάδνληαη ε γεσκεηξία ησλ δηαηνκώλ θαη ηνπ θνξέα θαζώο θαη ε 

πξνζνκνίσζε ηνπ θνξέα ζην ινγηζκηθό ζηηο παξαγξάθνπο 4.1 θαη 4.3 αληίζηνηρα.  
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Ζ εθθεληξόηεηα ηεο θόξηηζεο επηιέγεηαη λα γίλεη ζην πξώην node πνπ ππάξρεη εθαηέξσζελ ηνπ 

θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο ηνπ ππνζηπιώκαηνο, δειαδή ζε απόζηαζε 0,05 m. Ζ αλεγκέλε 

εθθεληξόηεηα επνκέλσο ζα είλαη: 

0,05 / 6,0 0,008333e     . 

 

Οη δξόκνη ηζνξξνπίαο ηνπ πξνγξάκκαηνο παξνπζηάδνληαη ζηηο παξαθάησ εηθόλεο, ε πξώηε 

αλαθέξεηαη ζηνλ αζηαζή ( e  = -0,008333) θαη ε δεύηεξε ζηνλ επζηαζή δξόκν ηζνξξνπίαο ( e  = 

+0,008333). 

 

 
Εικόνα 2.1  Αζηαθήρ δπόμορ ιζοπποπίαρ (απνηηική εκκενηπόηηηα)  

 

 
Εικόνα 2.2  Εςζηαθήρ δπόμορ ιζοπποπίαρ (θεηική εκκενηπόηηηα)  

 

Αθνινπζνύλ ηα ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα πνπ έρνπλ εμαρζεί από ηηο αλαιπηηθέο ζρέζεηο πνπ έρνπλ 

πξνθύςεη κέρξη ηώξα. ην παξαπάλσ ζρήκα επηζπλάπηνληαη θαη ηα δύν δηαγξάκκαηα, ν αξηζηεξόο 

θιάδνο αλαθέξεηαη ζηε ζεηηθή θαη ν δεμηόο ζηελ αξλεηηθή εθθεληξόηεηα. 
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Πξνρσξνύκε ζηελ αδηαζηαηνπνίεζε ησλ δηαγξακκάησλ πνπ πήξακε από ην ινγηζκηθό 

πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ θαη ζηελ ζύγθξηζε κε ηα αληίζηνηρα ζεσξεηηθά. 

 

 

 
 

Παξαηεξνύκε κηθξή απόθιηζε κεηαμύ ησλ απνηειεζκάησλ. πγθεθξηκέλα ην αλεγκέλν θξίζηκν 

θνξηίν πνπ πξνθύπηεη από ηνλ (αζηαζή) δξόκν ηζνξξνπίαο ηνπ ινγηζκηθνύ είλαη: 
2675,567 0,610416cr crP kN    *. 

Δλώ ην ζεσξεηηθό απνηέιεζκα κάο δίλεη: 
2 0,59562cr   (απόθιηζε από ηελ πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά 2,4%). 
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*Ζ αδηαζηαηνπνίεζε ηνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ ιπγηζκνύ πεξηγξάθεηαη πεξηζζόηεξν αλαιπηηθά ζηελ 

παξάγξαθν 4.3. 

 

Σέινο, αθνινπζνύλ ηα δηαγξάκκαηα ησλ ζεσξεηηθώλ απνηειεζκάησλ κε ηνπο δύν δξόκνπο 

ηζνξξνπίαο (γηα ζεηηθή θαη αξλεηηθή αηέιεηα) θαζώο θαη ηνλ δεπηεξεύνληα δξόκν ηζνξξνπίαο ν 

νπνίνο έρεη εμαρζεί από ηελ θξίζηκε εθθεληξόηεηα πνπ βξέζεθε ζηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν. 

Παξαηεξνύκε πώο νη δξόκνη ηζνξξνπίαο πξνζεγγίδνπλ αζπκπησηηθά ηνλ αληίζηνηρν δεπηεξεύνληα 

δξόκν δηαθιαδηθήο ηζνξξνπίαο. 

 
 

Αλ πξνρσξήζνπκε ζηελ αδηαζηαηνπνίεζε ηνπ άμνλα ησλ θνξηίσλ σο πξνο ην θξίζηκν δηαθιαδηθό 

θνξηίν 2 0,73046cr   ζα πάξνπκε ην παξαθάησ δηάγξακκα. Παξαηεξνύκε ν δεπηεξέπσλ δξόκνο 

ηζνξξνπίαο ηέκλεη ηνλ θαηαθόξπθν άμνλα ησλ θνξηίσλ ζηελ ηηκή 1 (ζεκείν δηαθιάδσζεο). 
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2.4.4.3 Διακλαδική Ανάλςζη 

 

Γηα ηνλ θνξέα ηνπ ζρήκαηνο 2.2, ζύκθσλα κε ηε γξακκηθή ζεσξία ειαζηηθήο επζηάζεηαο, νη 

δηαθνξηθέο εμηζώζεηο κνξθώλνληαη όπσο ζηελ παξάγξαθν 1.4.1 κε ηε δηαθνξά όηη ζηε ζπλζήθε 

(VII) ππεηζέξρεηαη θαη ε ξνπή ιόγσ ηεο εθθεληξόηεηαο. 

 

Γεσκεηξηθέο πλζήθεο (Κηλεκαηηθέο): 

 πλνξηαθέο 

I. 1( ) 0w a   

II. 2 (0) 0w   

 

 πλέρεηαο 

III. 1 1 2 2( ) ( )w΄ L w΄ l  

IV. 2 2( ) 0w l   

 

Φπζηθέο πλζήθεο: 

 πλνξηαθέο 

V. 1 1 ( ) 0E I w΄΄      

VI. 2 2 (0) 0E I w΄΄     

 

 Ηζνξξνπία ξνπώλ ζηνλ θόκβν 

VII. 

3

1
1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0

L
w΄΄ L w΄΄ l P e

a

 
        

 
 

 

 Ηζνξξνπία νξηδνληίσλ δπλάκεσλ 
3 2

1 1
1 1 1 1 1 1 1 13

( ) 3 ( ) ( ) 0
L L

w΄΄΄ L w΄΄ L P w΄ L
a a

 
          

   
 

Με ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο ιακβάλνπκε ηηο εθθξάζεηο ησλ βειώλ θάκςεσο. Σν βέινο 

θάκςεσο ηνπ ππνζηπιώκαηνο ζα έρεη ηελ παξαθάησ κνξθή: 

 

1 1
1 1 1 1 1 1

1 1

( ) 1,2 1,2
l l

w x A x BesselJ B x BesselY
x x

 
   

           
   

   (2.37) 

, όπνπ 
2

1

3/2

1

2
1

1 1 0 0

1

1

/ 3

1 1

21
1 1

3 1
1

a a

a a

A r e

L

l΄J Jr
J Y J Y

l΄ Y Y

l΄

 


 

  


 
  

                        
       

  (2.38) 

θαη 

1 1
a

a

J
B A

Y
              (2.39) 
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Αθόκα ην αδηαζηαηνπνηεκέλν βέινο θάκςεσο ζηελ θεθαιή ηνπ ζηύινπ ζα είλαη: 

 

1
1 1 1 1

11

1
(1 1/ ) 1 a

a

JA
w l΄ J Y

l΄ YL

  
        

   
       (2.40) 

 

Να ζεκεηώζνπκε εδώ όηη γηα απεηξία ηνπ βέινπο θάκςεσο ιακβάλνπκε ην θξίζηκν θνξηίν ιπγηζκνύ. 

Σν βέινο θάκςεσο όπσο παξαηεξνύκε ζηε ζρέζε (2.40) είλαη αλάινγν ηνπ όξνπ Α1. Έηζη, 

απεηξίδνληαο ηνλ όξν, ή κεδελίδνληαο ηνλ παξνλνκαζηή ηνπ θιάζκαηνο ζηε ζρέζε (2.38) εμάγνπκε 

ηε γλσζηή εμίζσζε ιπγηζκνύ (ζρ. 1.12): 

2
10 0

3/2

1 1 1

1

1
1

1
1 1

31 1

2

΄J Y J Y r

J Y J Y ΄

΄

 

 

 




      

     
       

  
 

 

 

Αθνύ πήξακε ηελ έθθξαζε ηνπ βέινπο θάκςεσο πξνρσξνύκε ζηελ εμαγσγή ησλ δηαγξακκάησλ γηα 

πεξηπηώζεηο θνξηίζεσλ κε έθθεληξε θόξηηζε. 

πγθεθξηκέλα, εμεηάδνπκε ηνλ θνξέα πνπ κειεηάηαη ζηελ παξάγξαθν 2.4.4.1 κε ραξαθηεξηζηηθά 

3,375r    θαη γηα εθθεληξόηεηα θόξηηζεο 0,01e   . 

ην παξαθάησ δηάγξακκα επηζπλάπηνληαη νη δξόκνη ηζνξξνπίαο από ηε κε γξακκηθή αλάιπζε 

(θόθθηλν) θαζώο θαη ε θακπύιε πνπ πξνέθπςε από ηε γξακκηθή αλάιπζε πνπ έγηλε παξαπάλσ 

(πξάζηλν). 

 

 r = 1,0 ; ξ = 3,375 ; 0,01e    

 
 

Φπζηθά, αλ πξνρσξήζνπκε κέρξη ηελ απεηξία ηνπ βέινπο θάκςεσο (βιέπε επόκελν δηάγξακκα) ην 

θνξηίν πνπ ιακβάλνπκε δελ είλαη άιιν από ην θξίζηκν θνξηίν ιπγηζκνύ: 
2

cr  = 0,730512 (w = 10485). Ζ ηηκή απηή ζεκεηώλεηαη γηα νπνηαδήπνηε εθθεληξόηεηα. 

Να ζεκεησζεί όηη γηα ζεηηθή ηηκή εθθεληξόηεηαο (ζεηηθή αηέιεηα) ν δξόκνο ηζνξξνπίαο πξνθύπηεη 

ίδηνο κε ηνλ επηζπλαπηόκελν αιιά κε αληίζεην βέινο θάκςεσο. 
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’ απηό ην ζεκείν κπνξνύκε λα ζπγθξίλνπκε ην θνξηίν πνπ εμάγεηαη από ηε γξακκηθή αλάιπζε κε 

ην αληίζηνηρν ηεο κε γξακκηθήο. Σν θξίζηκν θνξηίν ιπγηζκνύ ηεο κε γξακκηθήο αλάιπζεο γηα 

εθθεληξόηεηα -0,01 παξαηεξείηαη όηαλ ην βέινο θάκςεσο παίξλεη ηηκή w = 0,0681. Γηα ηελ ίδηα ηηκή 

βέινπο από ηε γξακκηθή αλάιπζε παίξλνπκε: 

β
2
 = 0,65252. 

Σν ηειεπηαίν απνθιίλεη από ην (πξαγκαηηθό) κε γξακκηθό θξίζηκν θνξηίν ( 2

cr  = 0,5845765) θαηά 

πεξίπνπ 12%. 

 

πλερίδνληαο κε ηνλ ίδην ηξόπν γηα δηάθνξεο εθθεληξόηεηεο ιακβάλνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα. 

 

e  
2

cr  

non-linear 
w 

2  

linear
 

απόθιηζε 

% 

0 0,70317 0,0121 0,73051 3,9 

-0,005 0,62240 0,0485 0,67404 8,3 

-0,01 0,58458 0,0681 0,65252 11,6 

-0,05 0,44884 0,1360 0,56250 25,3 

Πίνακαρ 2.1  

 

Παξαηεξνύκε πώο απμάλεη ε απόθιηζε κεηαμύ ησλ αλαιύζεσλ από 4 ζε 25% γηα αύμεζε ηεο 

εθθεληξόηεηαο από 0 ζε 5%. Αθόκα, αμηνζεκείσην απνηειεί ε αύμεζε ηνπ βέινπο ζην νπνίν 

εθδειώλεηαη ην θξίζηκν θνξηίν ιπγηζκνύ. ηνλ πίλαθα ζεκεηώλεηαη ην αδηάζηαην βέινο θάκςεσο. 

Γηα ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα, κε ύςνο ζηύινπ 6 m, ην βέινο παίξλεη αληίζηνηρα ηηο ηηκέο:  

_ γηα εθθεληξόηεηα 0%: 0,0726 m 

_ γηα εθθεληξόηεηα 5%: 0,816 m. 

Σέινο, λα ζεκεησζεί όηη γηα κεδεληθή εθθεληξόηεηα ην θνξηίν ηεο γξακκηθήο αλάιπζεο δελ είλαη 

άιιν από ην θξίζηκν θνξηίν ιπγηζκνύ, ην νπνίν ιακβάλεηαη από όιεο ηηο γξακκηθέο αλαιύζεηο όηαλ 

απεηξίδεηαη ην βέινο θάκςεσο. 
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 Με Γξακκηθή Αλάιπζε Δπζηάζεηαο Πιαηζίσλ κε Μέιε Μεηαβιεηήο Γπζθακςίαο 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 

3 ΠΔΡΙΠΣΩΔΙ ΠΛΑΙΙΩΝ ΜΔ ΓΙΑΦΟΡΔΣΙΚΔ ΤΝΟΡΙΑΚΔ 

ΤΝΘΗΚΔ 
 

 

Ζ πεξίπησζε ηεο κε γξακκηθήο αλάιπζεο πνπ έρεη κειεηεζεί κέρξη ηώξα απνηειεί κηα ηδαληθή 

πεξίπησζε θνξέα ηνπ νπνίνπ ην ππνζηύισκα παξαιακβάλεη κεδεληθή ξνπή ζηνλ πόδα. Δπηπιένλ, ην 

πιαίζην πνπ εμεηάδεηαη είλαη πιήξσο κεηαζεηό κε απνηέιεζκα λα πξαγκαηνπνηείηαη ν 

αληηζπκκεηξηθόο ιπγηζκόο κε κεηάζεζε. 

ηελ πξαγκαηηθόηεηα ν θνξέαο πνπ πεξηγξάθεηαη παξαπάλσ δύζθνια απαληάηαη ζηηο θαηαζθεπέο. 

Δίλαη ζύλεζεο ε κεηάζεζε ελόο πιαηζίνπ λα παξεκπνδίδεηαη είηε από ζπζηήκαηα δπζθακςίαο 

(ηνηρώκαηα, ρηαζηί ζπλδέζκνπο) είηε από άιιεο θαηαζθεπέο πνπ βξίζθνληαη ζε επαθή κε ην ππό 

εμέηαζε πιαίζην, κε απνηέιεζκα λα έρνπκε κεξηθώο κεηαζεηή ή θαη ακεηάζεηε ζπκπεξηθνξά. Από 

ηε γξακκηθή ζεσξία ειαζηηθήο επζηάζεηαο γλσξίδνπκε όηη ζ’απηέο ηηο πεξηπηώζεηο ν θνξέαο 

θαζίζηαηαη πιένλ δύζθακπηνο κε απνηέιεζκα ηελ αύμεζε ηνπ θξηζίκνπ θνξηίνπ. 

Αλαθνξηθά κε ηε ξνπή πνπ κπνξεί λα παξαιάβεη ην ππνζηύισκα ζηε βάζε ηνπ κεγάιν ξόιν παίδεη 

ε ζύλδεζε: γηα παξάδεηγκα ζε κηα ζύλδεζε ξνπήο ε ζπκπεξηθνξά ηνπ πιαηζίνπ ζα είλαη 

δηαθνξεηηθή. Αθόκα, ε ζηξνθηθή δέζκεπζε εμαξηάηαη θαη από ηα άιια κέιε (δνθνί θαη 

ππνζηπιώκαηα) πνπ ζπληξέρνπλ ζηνλ ίδην θόκβν. 

Δίλαη επνκέλσο αληηιεπηό όηη ζε θάζε κία απ’ηηο παξαπάλσ πεξηπηώζεηο ην όξην απώιεηαο ηεο 

ειαζηηθήο επζηάζεηαο ηνπ πξαγκαηηθνύ πιαηζίνπ είλαη (έσο θαη πνιύ) κεγαιύηεξν από ην κέρξη 

ηώξα ππνινγηζζέλ. Γηα ηνλ ιόγν απηό θξίλεηαη απαξαίηεηε ε δηεξεύλεζε ελόο κνληέινπ πνπ 

ιακβάλεη ππόςε πνιππινθόηεξεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο. 

 

 
Εικόνα 3.1* 

 

ηα πιαίζηα ηεο παξνύζαο εξγαζίαο πξνηείλεηαη ε πξνζνκνίσζε ηεο ζηξνθηθήο δέζκεπζεο πνπ 

πξνζδίδνπλ ζηε βάζε ηνπ ππνζηπιώκαηνο ηα ζπληξέρνληα κέιε κε ζηξνθηθό ειαηήξην θαη έλα 

ειαηήξην επζπγξάκκνπ θίλεζεο ζηελ ζηήξημε ηεο δνθνύ πνπ πξνζνκνηώλεη ην ζύζηεκα δπζθακίαο 

ηνπ πιαηζίνπ ην νπνίν κπνξεί λα πξνέξρεηαη αθόκα θαη από επαθή ή ζύλδεζε ηνπ πιαηζίνπ κε άιιεο 

θαηαζθεπέο. 

Σέινο, γίλεηαη δηεξεύλεζε ηεο επηξξνήο ηεο παξνπζίαο ηεο αμνληθήο δύλακεο ηεο δνθνύ. 

 

 

*Η όψη ηου αριζηερού κηιρίου προέρχεηαι από ηην διδακηορική διαηριβή ηου Γ. Μαγείρου.  
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3.1 Πιαίζηα κε Γύζθακπηεο ηξνθηθέο πλδέζεηο Τπνζηπισκάησλ 

 
Σσήμα 3.1 

 

Σν δηκειέο πιαίζην όπσο βιέπνπκε ζην ρήκα θνξηίδεηαη έθθεληξα από έλα θαηαθόξπθν θνξηίν Ρ 

πνπ δξα θαηά ηε δηεύζπλζε ηνπ άμνλα ηνπ ππνζηπιώκαηνο. Ζ δνθόο ζηεξίδεηαη ζε κία νξηδόληηα 

θύιηζε ε νπνία επηηξέπεη ην πιαίζην λα κεηαηεζεί είηε πξνο αξηζηεξά είηε πξνο δεμηά. Ζ κόλε 

δηαθνξά κε ηνπο πξνεγνύκελνπο θνξείο παξνπζηάδεηαη ζηε βάζε ηνπ ππνζηπιώκαηνο όπνπ έρνπκε 

εηζάγεη πεξηζηξεθόκελν ειαηήξην. 

Δθ’ όζνλ ην ειαηήξην είλαη γξακκηθώο ειαζηηθό ε αλαπηπζζόκελε αληίδξαζε (δειαδή ε ξνπή 

θάκςεσο) είλαη αλάινγε ηεο αληίζηνηρεο κεηαηόπηζεο (γσλία ζηξνθήο ηεο δηαηνκήο). Γειαδή ε 

αλαπηπζζόκελε αληίδξαζε ( )C w΄   ζην άθξν Α ζα είλαη αλάινγε ηεο αληίζηνηρεο εζσηεξηθήο 

δύλακεο Μ(α), όπνπ C ν δείθηεο αληηζηάζεσο ηνπ πεξηζηξνθηθνύ ειαηεξίνπ. Με βάζε ην επηιεγέλ 

ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ παξαηεξνύκε όηη ε ζηξνθή 1 ( )w΄   έρεη ζεηηθή θνξά, ελώ ε ξνπή θάκςεσο 

1 1( ) ( )w΄΄ a     είλαη αξλεηηθή. 

 

Όπσο θαη ζηελ παξάγξαθν (2.2.2) πξνζζέηνληαο ηε ζπλεηζθνξά ηνπ ζηξνθηθνύ ειαηεξίνπ, ε 

ζπλνιηθή δπλακηθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο δίλεηαη από ηελ εμίζσζε: 

1

2

2

2 2 2

1 1 1 1 1 1

2

2 2

2 2 2 2 2 2 1 1 2 2

0

1 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1
( ) ( )

2 2

L

T

a

l

U E I x w΄΄ F x ΄ w΄ dx C w΄

E I w ΄΄ F ΄ w΄ dx P L P e w΄ l

 

 

  
             

   

  
               

   





   (3.1) 

 

, όπνπ F(x) νξίδεηαη ην κεηαβιεηό εκβαδόλ ηεο δηαηνκήο ηνπ ππνζηπιώκαηνο.  
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Αθόκα ζεσξνύληαη πιένλ γλσζηέο ε ζπλάξηεζε βέινπο θάκςεσο ηνπ ππνζηπιώκαηνο: 

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

( ) 1,2 1,2
l l

w x A x BesselJ B x BesselY C x D
x x

 
   

              
   

 

32
2 21

1 1

1 1

2

S
k

l

 


  
          

, θαζώο θαη ε ζπλάξηεζε βέινπο θάκςεσο κέινπο δηαηνκήο ζηαζεξνύ εκβαδνύ θαη ξνπήο αδξαλείαο 

ζην νπνίν δελ ππνβάιιεηαη αμνληθή δύλακε:

   3 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2w x A x B x C x D     
 

 

3.1.1 Γηαθνξηθέο Δμηζώζεηο Ιζνξξνπίαο 

 

Όπσο πξνέθπςαλ θαη γηα ην πιαίζην ρσξίο ζηξνθηθέο δεζκεύζεηο (§ 2.2.2) ζπλνπηηθά νη δηαθνξηθέο 

εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο πνπ δηακνξθώλνπκε είλαη 

21
( ) 0

2
i i iE F x ΄ w΄

  
     

  
 

 
2

2

1 12

1
0,

2
i i i i

i

d
E I w΄΄ F ΄ w΄ w΄΄

dx

 

       
 

   1,2.i       (3.2) 

 

Όζνλ αθνξά ηηο ζπλζήθεο πνπ πεξηγξάθνπλ ην πιαίζην ε κόλε πνπ ην δηαθνξνπνηεί από ηελ παιαηά 

πξνζνκνίσζε αθνξά ηε ξνπή θάκςεσο ζηε βάζε ηνπ ππνζηπιώκαηνο ε νπνία ηώξα εμαξηάηαη από 

ηνλ δείθηε αληηζηάζεσο ηνπ πεξηζηξνθηθνύ ειαηεξίνπ C. Όπσο πεξηγξάθεηαη παξαπάλσ ε ζρέζε 

πνπ ζπλδέεη ηα δύν κεγέζε ζα είλαη (ζρ. 2.23.2): 2 1 1( ) ( ) 0.w΄΄ a C w΄       

 

Γεσκεηξηθέο πλζήθεο (Κηλεκαηηθέο): 

 πλνξηαθέο  1 2 1( ) (0) ( ) 0w a w      

 (3.3) 

 πλέρεηαο  1 1 2 2( ) ( ),w L l
  1 1 2 2( ) ( ),L w l  

  1 1 2 2( ) ( )w΄ L w΄ l  

 

Φπζηθέο πλζήθεο: 

 πλνξηαθέο 

2

2 2

1
(0) (0) 0,

2
΄ w΄      2 1 1( ) ( ) 0w΄΄ a C w΄     

   2 2 (0) 0,w΄΄    

 Ηζνξξνπία ξνπώλ ζηνλ θόκβν 
3

1
1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0

L
w΄΄ L w΄΄ l P e

a

 
        

 
 

 Ηζνξξνπία θαηαθόξπθσλ δπλάκεσλ               (3.4) 

  2

1 1 1 1 1 1 2 2 2

1
( ) ( ) ( ) 0

2
F L ΄ L w΄ L w΄΄΄ l P

 
       

 
  

 Ηζνξξνπία νξηδνληίσλ δπλάκεσλ 

 
3 2

2 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 13

1
( ) ( ) ( ) ( ) 3 ( ) 0

2

L L
F L ΄ L w΄ L w΄ L w΄΄΄ L w΄΄ L

a a
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Ζ ζπλζήθε (3.4.6) δηακνξθώζεθε έπεηηα από παξαγώγηζε ηεο ξνπήο θάκςεσο γηα ην ζεκείν 1 1x L : 

 
1 1

3 2

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 13

1

( ) ( ) ( ) 3 ( )
x L

L Ld
E I x w΄΄ x w΄΄΄ L w΄΄ L

dx a a

 
          

   

 

Μεηά από νινθιήξσζε ησλ ζρέζεσλ (3.2) θαη ιακβάλνληαο ππόςε ηε ζρέζε (3.4.1) παίξλνπκε: 

 

2 1
1 1

1

2

2 2

2

1 1 1 12

1

2

1

2 ( )

1
0

2

0

0

S
΄ w΄

E F x

΄ w΄

d
E I w΄΄ S w΄΄

dx

w ΄΄΄΄





  


 

    



         (3.5) 

, όπνπ S1 είλαη ε αμνληθή ζιηπηηθή δύλακε ηνπ ππνζηπιώκαηνο. 

Φπζηθά γηα θαιύηεξε επνπηεία ησλ ππνινγηζκώλ αθνινπζνύλ νη αληηθαηαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

Bessel: 

 

 

 

,1 1

,0 1

1

1

1,2 ,

0,2 ,

2
1, ,

1
1

a

a

J BesselJ l΄

J BesselJ l΄

J BesselJ

l΄











 
 
 
 

  
 

   

 

 

,1 1

,0 1

1

1

1,2

0,2

2
1,

1
1

a

a

Y BesselY l΄

Y BesselY l΄

Y BesselY

l΄











 
 
 
 

  
 

 

0

1

2
0, ,

1
1

J BesselJ

l΄



 
 
 
 

  
 

   
0

1

2
0,

1
1

Y BesselY

l΄



 
 
 
 

  
 

 

 

Ζ εθαξκνγή ησλ ζπλζεθώλ (3.3.1), (3.3.2) θαζώο θαη ησλ (3.4.2), (3.4.3) θαη (3.4.6) δίλεη: 

 

a) 1 1
1 1 1 1 1( ) 1,2 1,2 0

l l
w A BesselJ B BesselY C D     

 

   
               

   
 

b) 2 0D   

c) 2 1 1 1 1( ) ( ) ( ) * ( )w΄΄ a C w΄ w΄΄ a C w΄         

 

, όπνπ               (3.6) 
 

 
2

1
1 1 ,1 1 ,15/2

( ) a a

l
w΄΄ A J B Y

a





     

 

 1* / .C C E 
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 1 1 ,1 1 1 ,0 1 ,1 1 1 ,0 13/2

1
( ) a a a aw΄ A a J A l a J B a Y B l a Y C

a
                 

 

 1 ,1 1 1 ,0 1 ,1 1 1 ,0 11/2

1
a a a aA J A l΄ J B Y B l΄ Y C

a
            

 

 

 

1 ,1 1 1 ,0 1 ,1 1 1 ,0 11

1/2 2

11
1 ,1 1 ,15/2

( )

( )

a a a a

a a

A J A l΄ J B Y B l΄ Y Cw΄

a lw΄΄
A J B Y

a

  



          


 
    

 

2
1 ,1 1 1 ,0 1 ,1 1 1 ,0 1

2

1 1 ,1 1 ,1

a a a a

a a

A J A l΄ J B Y B l΄ Y Ca

l A J B Y

  



          
  

     

 2
1 1 1 ,0 1 ,0

2

1 1 ,1 1 ,1

1 *
a a

a a

C l΄ A J B Ya
C

l A J B Y

 



      
     

     
 

  2
1 1 1 ,0 1 ,0 1

2

1 ,1 1 ,1

* 1
a a

a a

C l΄ A J B Y l
C

A J B Y a

        
   

    

   
2

1 1
1 1 ,0 1 ,0 1 ,1 1 ,13/2

1

*
a a a a

l΄ l΄
C A J B Y A J B Y

C a

 

 

 
            

 
 

 

d) 2 0   

e) 

3 2
2 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 13

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3 ( ) 0

2

L L
F L ΄ L w΄ L w΄ L w΄΄΄ L w΄΄ L

a a


  
             

   
 

 

3/2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0

32 2 2

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 13 5/2 7/2

1 1 1

1
1 0

1

3 2 2

0

S C S L A L J A l L J B L Y B l L Y

L l L l l
E I A J B Y E I A J A J B Y

a L a L L

l
B Y

L

 

 




                
 

  
                        


    



 

 

Όπσο πξνθύπηεη θαη ζηελ παξάγξαθν (2.2.2) έρνπκε ηειηθά: 

1 0C 
 

 

Έηζη, ε ζρέζε (c) γίλεηαη: 

 

   
2

1 1
1 ,0 1 ,0 1 ,1 1 ,13/2

1
0

*
a a a a

l΄ l΄
A J B Y A J B Y

C a

 

 

 
           

 
 

1 ,0 1 ,0

2

1 ,1 1 ,1 11

1

*

a a

a a

A J B Ya a

A J B Y l΄ Cl΄ 
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, ή 

1
,0 ,0

1 1

2
11

,1 ,1

1

1

*

a a

a a

B
J Y

l΄ Aa

BC l΄ a
J Y

A





 
 

   
   

       (3.7) 

 

Από ηηο ζρέζεηο (3.3.6), (3.4.4) θαη (3.4.5) παίξλνπκε: 

 

a) 1 1 2 2( ) ( )w΄ L w΄ l  

2 3/2

2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0( ) 3w΄ l A l C L A L J A l L J B L Y B l L Y                 
 

 

b) 

3

1
1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0

L
w΄΄ L w΄΄ l P e

a

 
        

 
 

 

 

3 2

1 1
1 1 1 1 1 2 2 25/2

1

1 1 1 1 1 1 2 2 2

6 0

6 0

L l
A J B Y A l P e

a L

S L A J B Y A l P e

  
             

 

            

 

c) 2

1 1 1 1 1 1 2 2 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) 0

2
F L ΄ L w΄ L w΄΄΄ l P

 
       

 
 

 

Μέζσ ηεο ζρέζεο  2 1
1 1

1

1

2 ( )

S
΄ w΄

E F x
   


, έρνπκε: 

1
1 2 2 2

2

6 0
6

S P
S A P A


      

  
 

Έηζη, κε αληηθαηάζηαζε ηνπ Α2 ζηε ζρέζε (b) πξνθύπηεη: 

   1 1 1 1 1 1 1 2 0S L A J B Y S P l P e            

 1 2 1 1 1 1

1

1 1 1

P e S P l S L B Y
A

S L J

       
 

 
 

, ή 

 

        (3.8)
 

 

 

Με αληηθαηάζηαζε ζηε ζρέζε (3.7) παίξλνπκε: 

 

 

1 2 1
,0 ,0

11 1 1 1 1

2
1 21 1

,1 ,1

11 1 1 1

1

*

a a

a a

P e S P l J
J Y

Yl΄ S L A Ya

P e S P lC l΄ a J
J Y

YS L A Y





   
  

    
   

       
  

 

 

  

 1 21 1

1 11 1 1 1

P e S P lB J

A YS L A Y
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Έηζη, πξνθύπηεη ν ζπληειεζηήο Α1 ηνπ βέινπο θάκςεσο ηνπ ππνζηπισκάηνο: 

 

 1 2

1 1 1

1

1

,0 ,1

1 1

11

,0 ,1

1

1

*

1

*

a a

a a

P e S P l

S L Y
A

l΄
J J

C a l΄ J

Yl΄
Y Y

C a l΄









   

 


 
   

    
 

    
   

 

 

Όπσο παξαηεξνύκε ν ζπληειεζηήο ηνπ ζηξνθηθνύ ειαηεξίνπ C* εκθαλίδεηαη ζηνλ παξνλνκαζηή 

ησλ θιαζκάησλ ησλ αζξνηζκάησλ. Πξνθεηκέλνπ λα εμάγνπκε απνηειέζκαηα θαη γηα κεδεληθή 

ζηξνθηθή δπζθακςία ζηε βάζε ηνπ ππνζηπιώκαηνο (πεξίπησζε άξζξσζεο) έρνπκε: 

 

 1 2

1 1 1

1

1

,0 ,1

1 1

11

,0 ,1

1

*
*

*
*

a a

a a

P e S P l

S L Y
A

l΄ C
J C J

a l΄ J

Yl΄ C
Y C Y

a l΄









   

 


 
    

   
 

     
  

 

 

Θέηνληαο C* = 0 πξνθύπηεη: 

 

   

 
1 2 1 2

1 21 1 1 1 1

1
,1 ,11 ,1

1 1 1 1 1 1
,1 1 ,1 ,1

a a a

a a a

P e S P l P e S P l

P e S P lS L Y S L
A

J JJ J
Y J S L J Y

Y Y Y Y

       

     
  

   
        

 

 

 

Μ’ απηόλ ηνλ ηξόπν επηβεβαηώλεηαη ε επίιπζε πνπ έρνπκε αθνινπζήζεη έσο ηώξα από ηελ 

πεξίπησζε πιαηζηαθνύ θνξέα ρσξίο ζηξνθηθό ειαηήξην ζηε βάζε ηνπ ππνζηπιώκαηνο (§2.2.2). 

 

Από ηε ζρέζε 3.8 γηα ην Β1 παίξλνπκε: 

 

 1 2 1
1 1

11 1 1

P e S P l J
B A

YS L Y

   
  

 
 

 

 1 2

1 2 1 1 11
1

11 1 1 1

,0 ,1

1 1

11

,0 ,1

1

*
*

*
*

a a

a a

P e S P l

P e S P l S L YJ
B

YS L Y l΄ C
J C J

a l΄ J

Yl΄ C
Y C Y

a l΄
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Αληηθαζηζηώληαο ηηο ζηαζεξέο Α1 θαη Β1 ζηε ζπλζήθε (3.3.1) έρνπκε: 

 

1 1
1 1 1 1 1( ) 1,2 1,2 0

l l
w A BesselJ B BesselY C D     

 

   
               

   
 

 

 

1 2 1
1 ,1 ,1 1 1

11 1 1

1 21
1 ,1 ,1 ,1 1

1 1 1 1

0

0

a a

a a a

P e S P l J
A J a Y A D

YS L Y

P e S P lJ
A J Y a Y D

Y S L Y



 

    
         

   

    
          

  

 

 

 
1 2 1

,1 ,1

1 1 21 1 1

,1 1

1 1 11

,0 ,1

1 1

11

,0 ,1

1

0
*

*

*
*

a a

a

a a

a a

P e S P l J
J Y

Y P e S P lS L Y
a Y D

S L Yl΄ C
J C J

a l΄ J

Yl΄ C
Y C Y

a l΄

 









     
     

      
    

   
    

   
 

     
  

 

 

Σειηθώο γηα ην D1 πξνθύπηεη: 

 

 

   

,1 ,0 ,0 ,11 2

1

1 1
1 1 ,1 ,1 1 ,0 1 1 ,0

1

*
*

*

a a a a

a a a a

Y J Y JP e S P l
D C

L l΄ CS Y J Y J Y J Y J C
a a l΄





     
  

 
           

  

 

 

Γηα C* = 0 ην D1 γίλεηαη: 

1 0D   

Δπηβεβαηώλεηαη, άξα, από ηε ιύζε ρσξίο ζηξνθηθό ειαηήξην (§2.2.2). 

 

 

Μέλεη ν πξνζδηνξηζκόο ηεο ζηαζεξάο C2 ε νπνία ζα πξνθύςεη από ηε ζρέζε (3.3.6): 
2 3/2

1 1 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0( ) ( ) 3w΄ L w΄ l A l C L A L J A l L J B L Y B l L Y                  
 

 

3/2 2

2 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 2 2

21 1 1 1
1 0 1 0 2 2

1 1 11

3

3

C L A L J A l L J B L Y B l L Y A l

A l B l
J J Y Y A l

L A LL

 

 

               
 

  
           

   

 

 

Αληηθαζηζηώληαο θαη ην 1
2

26

S P
A





 παίξλνπκε ηειηθά: 

 

21 1 1 1 1
2 1 0 1 0 2

1 1 1 21
2

A l B l S P
C J J Y Y l

L A LL
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, ή 

 

 
 1 21 1 21 1

2 1 0 0 1 1 0 2

1 1 1 1 1 1 22

P e S P lA l l S P
C J Y Y J Y Y l

L Y S L Y L




     
                

 

 

Έηζη, ην βέινο θάκςεσο ηεο δνθνύ 2 2( )w l  παίξλεη ηε κνξθή: 

 

 

 

(3.9) 

 

 

 

Ζ έθθξαζε ηνπ βέινπο θάκςεσο ηνπ ππνζηπιώκαηνο ζα είλαη: 

 

 

 

1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 2

1 1 1

1

1

,0 ,1

1 1

11

,0 ,1

1

1 2 1
1

11 1 1

( ) 1,2 1,2

,

,
*

*

*
*

a a

a a

l l
w x A x BesselJ B x BesselY D

x x

ό

P e S P l

S L Y
A

l΄ C
J C J

a l΄ J

Yl΄ C
Y C Y

a l΄

P e S P l J
B

YS L Y

 











   
            

   

   

 


 
    

   
 

     
  

   
 

 

 

   

1

,1 ,0 ,0 ,11 2

1

1 1
1 1 ,1 ,1 1 ,0 1 1 ,0

1

,

*
*

*

a a a a

a a a a

A

Y J Y JP e S P l
D C

L l΄ CS Y J Y J Y J Y J C
a a l΄







     
  

 
           

  

   (3.10) 

 

 

 

’ απηό ην ζεκείν πξέπεη λα αλαθέξνπκε όηη νη εμηζώζεηο ησλ βειώλ θάκςεσο ιακβάλνπλ πνιύ 

κεγάιεο εθθξάζεηο ιόγσ ηεο πνιππινθόηεηαο πνπ εηζάγεη ε ζηαζεξά ειαηεξίνπ C. Δπηπιένλ, ε 

εμίζσζε ιπγηζκνύ ζηελ νπνία ζα θαηαιήμνπκε ζα πξέπεη λα εηζαρζεί ζηνλ θώδηθα ηνπ 

πξνγξάκκαηνο ζε γιώζζα Fortran. 

πλεπώο, γηα ππνινγηζηηθή επθνιία -θαη άξα θαιύηεξε επνπηεία ησλ αξηζκεηηθώλ 

αληηθαηαζηάζεσλ- αιιά θαη θαιύηεξε επνπηεία ηνπ θώδηθα ηνπ πξνγξάκκαηνο πξνηηκήζεθε νη 

εθθξάζεηο ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ βέινπο θάκςεσο ηνπ ππνζηπιώκαηνο Α1 θαη Β1 λα κελ 

αληηθαζηζηώληαη άκεζα. Αθόκα, κε ηνλ ηξόπν απηό πεηπραίλνπκε έλα ιεηηνπξγηθό πξόγξακκα πνπ 

κάιηζηα είλαη «γξεγνξόηεξν» από ην αληίζηνηρν πνπ δεκηνπξγήζεθε γηα ηνλ πιαηζηαθό θνξέα ρσξίο 

ζηξνθηθό ειαηήξην!  

3

2 2 2 2 2 2

3 21 1 1 1 1 1
2 1 0 2 1 0 2 2 2

2 1 1 21 1

( )

6 2

w x A x C x

S P A l B l S P
x J J x Y Y x l x

L LL L
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3.1.2 Δμίζσζε Λπγηζκνύ 

 

 

Ζ εμίζσζε ιπγηζκνύ ζα πξνθύςεη από ηελ εμίζσζε: 

1 1 2 2( ) ( )L w l    

 

Ζ αμνληθή βξάρπλζε ηνπ ππνζηπιώκαηνο μ1(x1) πξνθύπηεη από ηελ νινθιήξσζε ηεο ζρέζεο: 

2 1
1 1

1

1

2 ( )

S
΄ w΄

E F x
    


  

  1

1 1 2

1 1 1 1 1

1 1

1
( ) ( )

( ) 2

x

a

S x a
x w΄ x dx

E F x


 
  

 
 

 

Καηά ηα γλσζηά (ιόγσ ηεο πνιππινθόηεηαο ησλ ζπλαξηήζεσλ Bessel) νδεγνύκαζηε ζε αξηζκεηηθή 

επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. πλεπώο, ζα πξέπεη λα βξνύκε ηηο εθθξάζεηο ηεο πξώηεο παξαγώγνπ ηνπ 

βέινπο θάκςεσο ηνπ ππνζηπιώκαηνο ζηηο ζέζεηο 1x a  θαη 1 1.x L  Πξηλ πξνρσξήζνπκε όκσο είλαη 

απαξαίηεηνο ν νξηζκόο ησλ αδηάζηαησλ κεγεζώλ θαη γηα ηα δύν κέιε ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο. 

 

πγθεθξηκέλα ε έθθξαζε ηνπ ηεηξαγώλνπ ηεο πξώηεο παξαγώγνπ είλαη: 

2 3 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

2

1 1
1 1 1 1 1

1 1

( ) 1,2 0,2

1,2 0,2

l l
w΄ x x A x BesselJ A l x BesselJ

x x

l l
B x BesselY B l x BesselY

x x

  

  


    

             
    

   
           

   

 

 

Αδηαζηαηνπνίεζε 

 

Όπσο αλαθέξεηαη πην αλαιπηηθά ζηελ παξάγξαθν (2.2.4) ηα κήθε πνπ αθνξνύλ ην ππνζηύισκα 

δηαηξνύληαη κε ην κήθνο ππνζηπιώκαηνο l1 ελώ ηα αληίζηνηρα γηα ηε δνθό (πιελ ηεο εθθεληξόηεηαο) 

δηαηξνύληαη κε ην κήθνο δνθνύ l2. 

πγθεθξηκέλα ηζρύνπλ νη παξαθάησ αληηθαηαζηάζεηο: 

 

1

1

1 1 1

2 2 1

1

1/

1 1/

/

l

a l΄

L l a l΄

l l l r





   

 

   

1

1 1

1 1

2 2

/

1 1
~ ~ 1

0 ~ 0 ~ 1

e e l e

x a L
l΄ l΄

x l

 

  

 

    (3.11) 

 

Αθόκα ζα ρξεηαζηνύκε ηα αδηάζηαηα κεγέζε ησλ επηβαιιόκελσλ θνξηίσλ: 
2

2

1 1

,
P

l

 



 
 

2
2 1 ,

m

P l

E I






  

2
2 2 21 1

1 1/m

m

S l
k S k E I l

E I


    


 

, ησλ αδξαλεηαθώλ κεγεζώλ  

2

m





 

, θαζώο θαη ηνλ γλσζηό λόκν κεηαβνιήο : 

 
 

3 3
31 1

1 1 1 1 1 1 3

1

/ 2
( ) 1 / 2

1 / 2

m
m

Ix a l
I x I I I I l΄ I

a a l΄
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Όζνλ αθνξά ηε ζηαζεξά ειαηεξίνπ  1* /C C E   παξαηεξνύκε εθθξάδεηαη ζε 1/m. 

Έηζη, πνιιαπιαζηάδνληαο κε ην κήθνο ηνπ ζηύινπ ζα έρνπκε 

 1 1 1/ *C C l E C l      . 

 

Ξεθηλώληαο κε ην βέινο θάκςεσο ηεο δνθνύ έρνπκε: 

3 21 1 1 1 1 1
2 2 2 1 0 2 1 0 2 2 2

2 1 1 21 1

( )
6 2

S P A l B l S P
w x x J J x Y Y x l x

L LL L
 

    
                        

 

 

Πην ζπγθεθξηκέλα γηα ηνπο ζπληειεζηέο Α1 θαη Β1 έρνπκε: 

 

 

 

1 2

1 1 1

1

1

,0 ,1

1 1

11

,0 ,1

1

*
*

*
*

a a

a a

P e S P l

S L Y
A m

l΄ C
J C J

a l΄ J

Yl΄ C
Y C Y

a l΄









   

 
 

 
    

   
 

     
  

 

Οκνίσο γηα ην Β1. 

Κξίλεηαη ζε απηό ην ζεκείν απαξαίηεην νη δύν ζπληειεζηήο λα πάξνπλ λέα αδηάζηαηε κνξθή. 

πκςεθίδνληαο ην γεγνλόο όηη δηαηξνύληαη κε ίζε πνζόηεηα ηνπο θέξλνπκε ζηελ εμήο αδηάζηαηε 

κνξθή δηαηξώληαο κε 
1L . 

 

 1 2

1 1 1 1

1 1

,0 ,1

1 1

11

,0 ,1

1

*
*

*
*

a a

a a

P e S P l

A S L Y

L l΄ C
J C J

a l΄ J

Yl΄ C
Y C Y

a l΄









   

 


 
    

   
 

     
  

 

θαη 

 1 21 1 1

1 1 1 11 1

P e S P lB J A

S L Y YL L

   
  

 
 

 

Ο αξηζκεηήο γίλεηαη: 

 

   

     
 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 21 2

2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 1

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

/ / /

/

/ /

/ 1 1/

m m m

m

E I l e k E I l E I l lP e S P l

S L Y k E I l L Y

e k l e l k l l e k r

k L Y k L l Y k l΄ Y
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Δλώ γηα ηνλ παξνλνκαζηή πνιιαπιαζηάδνληαο θάζε θιάζκα κε ην κήθνο 1l  έρνπκε: 

1 11
,0 1 ,1 ,0 ,1

1 1

1 1

3/2

,0 ,1 1

1

*
*

1a a a a

a a

l΄ l΄C l C
J C l J J C J

a l΄ l΄

l l΄

C
J C J l΄

l΄

 

 




   
     
            

    
   
   

 
      

  

 

 

Σειηθώο νη ζπληειεζηέο παίξλνπλ ηηο παξαθάησ κνξθέο: 

 

 
 

2 2 2

2

1 11

1 3/2

,0 ,1 1

1 1

13/2

,0 ,1 1

1

1 1/

a a

a a

e k r

k l΄ YA

L C
J C J l΄

l΄ J

YC
Y C Y l΄

l΄

 







   

  


 
     

   
 

      
  

      (3.12) 

θαη  

 
 

2 2 2

1 1 1

2

1 1 11 1
1 1/

e k rB J A

k l΄ Y YL L

    
  

  
       (3.13) 

 

 

ην εμήο ζα εξγαδόκαζηε κε ηηο παξαπάλσ εθθξάζεηο. 

 

Ζ λέα ζρέζε ηνπ βέινπο θάκςεσο ηεο δνθνύ ζα είλαη: 

 
2

2 2

2 1 1 1 1
2 2 2 1 0 2 1 0 2

1 1 11 1

2
2 2

2
2

1

( )
6

2

x A l B lk
w x x J J x Y Y x

l L LL L

lk
x

l


  




    
                     

     

 
    

 

 

 

Ζ ηηκή ηεο εμίζσζεο ζην αδηάζηαην ζεκείν 2 2* / 1x l l   ζα είλαη: 

2 2
2 1 1 1 1

2 1 0 1 0

1 11 1

(1)
3

A l B lk
w r J J Y Y

L LL L


  

   
                

   
   (3.14) 

 

 

Αληηζηνίρσο, γηα ηελ αλεγκέλε βξάρπλζε ηνπ ζηύινπ ζα είλαη: 
1 12 2 2

2 21
1 1 1 1 1 1 1 12

1 1 1

/ 1 1
( ) ( ) ( )

( ) 2 2

L L

m

a a

k I l k
L w x ΄ dx w x ΄ dx

F L
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, όπνπ 

2
2 1 1 1

1

( )

m

l F L

I



   ε αλεγκέλε ιπγεξόηεηα ηνπ ζηνηρείνπ κε 

 1 1
1 1 1,0 1,0 1,0 1( ) 1

L l a
F L F F F l΄

a a


       .       (3.15) 

 

 

Πξνρσξνύκε κε ηηο εθθξάζεηο ηεο πξώηεο παξαγώγνπ ηνπ βέινπο θάκςεσο ηνπ ζηύινπ ζηηο ζέζεηο 

1x a  θαη 1 1x L  ή ζηηο αδηάζηαηεο ζέζεηο 1 11/x l΄  θαη 1 11 1/x l΄  , αληηζηνίρσο. 

 

3/2 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1
1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 11

( ) 1,2 0,2

1,2 0,2

1,2 0,2

l l
w΄ x x A x BesselJ A l x BesselJ

x x

l l
B x BesselY B l x BesselY

x x

A l l l
BesselJ BesselJ

x x xx

  

  

  


    

             
    

   
           

   

  
     

  

1 1 1 1

1 1 11

1,2 0,2
B l l l

BesselY BesselY
x x xx

  

 
   
  

    
          

     

 

 

   1 1
1 ,1 1 ,0 ,1 1 ,0( ) a a a a

A B
w΄ J l΄ J Y l΄ Y

a
  


          

 

Παξαπάλσ έρνπκε ζρεκαηίζεη ηα 
1

1

A

L
 θαη 

1

1

B

L
. Άξα ζα είλαη: 

11 1 1 1
1

1 1 1

1
LA A l a A

l΄
aa L L L


       

θαη νκνίσο γηα ην Β 

11 1
1

1 1

1
L

l΄
a L L

 
     

 

πλεπώο ζα έρνπκε: 

 

   
22

1 1
1 1 ,1 1 ,0 1 ,1 1 ,0

1 1 1

1
1 1a a a a

A B
w΄ l΄ J l΄ J l΄ Y l΄ Y

l΄ L L
 

   
              
     

  (3.16) 

 

1 1 1 1
1 1 1 0 1 0

1 11 1

( )
A l B l

w΄ L J J Y Y
L LL L
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2

2

1 1
1 1 0 1 0

1 1 1

1 1

1
1

1 1
1 1

A B
w΄ J J Y Y

l΄ L L

l΄ l΄

 

    
    

                                 
     

   (3.17) 

 

 

Σέινο, ζα ρξεηαζηνύκε ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ην βέινο θάκςεσο ηνπ ζηύινπ ζηελ θνξπθή κε ην 

θνξηίν ιπγηζκνύ 
2 . Καη’ αξρήλ ην βέινο θάκςεσο ζα είλαη: 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1( )w L A L J B L Y D            

κε 

1 1 ,1 1 ,1a aD A a J B a Y        

 

 

ηελ αδηάζηαηε κνξθή (δηαηξώληαο κε 1l ) ζα έρνπκε: 

1 1
1 1 ,1 1 ,1

1 1 1 1 1 1 11 1

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1a a

A B
w J J Y Y

l΄ l΄ l΄ l΄ l΄ l΄ l΄L L

            
                            
               

 

 

Ζ παξαπάλσ ζρέζε πξέπεη λα επηιπζεί σο πξνο ην θνξηίν ιπγηζκνύ. Δπνκέλσο μεθηλάκε από ηνπο 

ζπληειεζηέο Α1 θαη Β1. 

 

 
 

 
 

2 2 2 2 2

2

1 1 1 11

1 3/2 3/2

,0 ,1 1 ,0 ,1 1

1 11

13/2 3/2

,0 ,1 1 ,0 ,1 1

1 1

/

1 1/ 1 1/

a a a a

a a a a

e k r k e r r

k l΄ Y l΄ YA

L C C
J C J l΄ J C J l΄

l΄ l΄J

YC C
Y C Y l΄ Y C Y l΄

l΄ l΄

  

 
 

 
 

      

    
 

    
             

       
   

             
   

1

1

J

Y



 
 
 

 

 

 
 

 

 

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

2

1 1 1 1 1 11 1 1

/

1 1/ 1 1/

e k r k e r rB J A J A

k l΄ Y Y l΄ Y YL L L

        
     

    
 

 

 

 

1
1 1 ,1

1 1 1 11

2 2

1 1
1 ,1

1 1 1 1 1 11

1 1 1 1
1 1 1

/ 1 1 1
1 1

1 1/

a

a

A
w J J

l΄ l΄ l΄ l΄L

k e r r J A
Y Y

l΄ Y Y l΄ l΄ l΄L



      
              
       

        
                         

 

   

   

1 1 1 1 1 ,1 1 1 1 ,1

1 1
1 1 1 ,1 1 1 1 ,1

1 1

( ) a a

a a

w L A L J a J B L Y a Y

A B
L J L a J L Y L a Y

L L
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2 2

1 1 1 1 1
,1 ,1

13/2

,0 ,1 1

1 1

13/2

,0 ,1 1

1

2 2

1

1 1 1 1 1

/ 1 1
1

1 1/

/ 1 1 1
1 1

1 1/

a a

a a

a a

k e r r

l΄ Y l΄ l΄ J
J Y

YC
J C J l΄

l΄ J

YC
Y C Y l΄

l΄

k e r r
Y Y

l΄ Y l΄ l΄ l΄











    
   

    
     

   
     

   
 

      
  

      
          

     
,1a

 
 
  

 

 

 

1
,1 ,12 2

1 1 1

1 ,1

1 1 1 1 1 3/2

,0 ,1 1

1 1

13/2

,0 ,1 1

1

1 1
1

/ 1 1 1
1 1

1 1/

a a

a

a a

a a

J
J Y

Y l΄ l΄k e r r
Y Y

l΄ Y l΄ l΄ l΄ C
J C J l΄

l΄ J

YC
Y C Y l΄

l΄









 
 
 


                      
            

      
         

  
       

   













 

 

’ απηό ην ζεκείν θξίλεηαη απαξαίηεην λα γίλεη ε επαιήζεπζε γηα C΄ = 0. 

Σν ηειεπηαίν άζξνηζκα ηνπ παξελζεηηθνύ γίλεηαη: 

1
,1 ,1

1 1 1 ,1 1 ,1 1

,1
,1 ,1 1 1 ,11 1 1 1 1

1

,1 1 ,1 1

1 1
1

1 1 1 1
1 1

a a

a a

a
a a a

a a

J
J Y

Y l΄ l΄ J Y Y J
Y

J J Y J YJ l΄ l΄ l΄ l΄
Y

Y Y Y Y

   
        

         
                  



 

Έηζη, ην βέινο θάκςεσο γίλεηαη: 

 

 

 

 

2 2

1 1 ,1 ,1

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2

/1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

1 1/

/

a a

k e r r
w Y Y Y

l΄ l΄ Y l΄ l΄ l΄ l΄ l΄

k e r r





           
                    

          

   

 

Όπσο θαηαιήμακε, δειαδή, θαη ζηελ παξάγξαθν 2.2.4, ζρέζε 2.18. 

 

Σειηθά, ε επίιπζε σο πξνο ην θνξηίν ιπγηζκνύ δίλεη: 

 

 

 

2 2

1

1 1 1

/1
1

1 1/

k e r r
w R

l΄ l΄ Y
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1

2 2
2 1

1 11
1

1
,1 ,1

1 1 1

1 ,1

1 1 1 3/2

,0 ,1 1

1

3/2

,0 ,1 1

1

1 1/

,

1 1
1

1 1 1
1 1

l ΄

a a

a

a a

a a

Y k k
w l΄ r

Q e r e r

ό

J
J Y

Y l΄ l΄
Q Y Y

l΄ l΄ l΄ C
J C J l΄

l΄

C
Y C Y l΄

l΄











 
 

 

       
 

   
        

       
          

    
     

  

 
     

 

1

1

J

Y







  (3.18) 

 

 

Μ’ απηόλ ηνλ ηξόπν έρνπκε ό,ηη ρξεηαδόκαζηε γηα λα πξνρσξήζνπκε ζηε δεκηνπξγία ηνπ 

πξνγξάκκαηνο γηα ηελ εμαγσγή ησλ δηαγξακκάησλ κέζσ ηεο γιώζζαο πξνγξακκαηηζκνύ Fortran. 
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3.1.3 Πξνγξακκαηηζκόο 

 

Αθνινύζσο παξαηίζεηαη ην δηάγξακκα ξνήο ηνπ πξνγξάκκαηνο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηε 

δηεμαγσγή ησλ δηαγξακκάησλ. 

Παξαηεξνύκε όηη έρεη πξνζηεζεί ζηελ εηζαγσγή ησλ δεδνκέλσλ ε παξάκεηξνο πνπ αθνξά ηε 

ζηαζεξά ηνπ ζηξνθηθνύ ειαηεξίνπ C΄. 

 

 
Σσήμα 3.2 Διάγπαμμα ποήρ για ηοςρ δπόμοςρ ιζοπποπίαρ ηος βέλοςρ κάμτευρ  

 

ην παξάξηεκα παξαηίζεηαη ν θώδηθαο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πξνγξάκκαηνο πνπ αθνξά ην βέινο 

θάκςεσο ζην ζεκείν ηεο θεθαιήο ηνπ ππνζηπιώκαηνο ππό θνξηίν ιπγηζκνύ β
2
. 
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3.1.4 Απνηειέζκαηα – Γηαγξάκκαηα  

 

Σα πξώηα δηαγξάκκαηα πνπ εμήρζεζαλ αθνξνύζαλ κεδεληθή ζηαζεξά ειαηεξίνπ πξνο επαιήζεπζε 

ηεο κεζόδνπ. Γηαπηζηώζεθε ηαύηηζε ησλ ηηκώλ ησλ θνξηίσλ. Δπίζεο, επαιεζεύζεθε όηη ηα 

πξνγξάκκαηα εθηεινύληαη ζε (έσο πνιύ) κηθξόηεξν ρξόλν ζπγθξηηηθά κε εθείλα πνπ πεξηγξάθνπλ 

ηελ πεξίπησζε πιαηζηαθνύ θνξέα ρσξίο ζηξνθηθή δέζκεπζε. 

 

Αθνινπζνύλ ηα εμήο δηαγξάκκαηα γηα δηάθνξεο πεξηπηώζεηο ιπγεξνηήησλ: 

i. Βέινπο Κάκςεσο ρσξίο Δθθεληξόηεηα  2

1 1(1 1/ )w l΄    

ii. Βέινπο Κάκςεσο κε Δθθεληξόηεηα  2

1 1(1 1/ )w l΄    

iii. Αδηάζηαηνπ Λόγνπ 1l΄   2

1cr l΄  . 

 

Γηαγξάκκαηα Βέινπο Κάκςεσο ρσξίο Δθθεληξόηεηα 

 

 

 1 1,l΄   r = 1.0, ξ = 1.0, ι = 100, C΄ = 0 – 5 – 20 – 100 – 10
5
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 1 1,l΄   r = 1.0, ξ = 1.0, ι = 40, C΄ = 0 – 5 – 20 – 100 – 10^05 

 

 
 

 

 

 1 1,l΄   r = 1.0, ξ = 1.0, ι =100, C΄ = 0 – 5 – 20 – 100 – 10^05 

+ ι = 40 , C΄ = 0 – 5 – 20 – 100 – 10^05 
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Γηαγξάκκαηα Βέινπο Κάκςεσο κε Δθθεληξόηεηα 

 

 1 1,l΄   r = 1.0, ξ = 1.0, e = 0.03, ι =40, C΄ = 0 – 5 – 100 – 10^07 

 

 
 

 

 1 1,l΄   r = 1.0, ξ = 1.0, e = 0.03, ι =40, C΄ = 0 – 5 – 100 – 10^07 

+ e = 0.0, ι =40, C΄ = 0 – 5 – 100 – 10^07 
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Γηαγξάκκαηα σο πξνο l1΄ 
 

Δδώ ηα απνηειέζκαηα παξνπζηάδνπλ αθόκα κεγαιύηεξν ελδηαθέξνλ από πιεπξάο όηη νη θακπύιεο 

σο πξνο l1΄ ηείλνπλ λα πάξνπλ ηε κνξθή ακεηάζεηνπ θνξέα, έρνληαο ήδε «γλσξίζεη» από 

πξνεγνύκελεο αλαιύζεηο (§1.2) θακπύιεο σο πξνο l1΄ ακεηάζεησλ θνξέσλ. Γηα ηνλ ιόγν απηό 

επηδηώρζεθε ε εμαγσγή ησλ δηαγξακκάησλ κε ζηαδηαθή αύμεζε ηεο αδηάζηαηεο ζηαζεξάο ειαηεξίνπ 

C΄ γηα θνξέα κε ίδηα ραξαθηεξηζηηθά ώζηε λα γίλεη πεξηζζόηεξν αληηιεπηή ε παξαπάλσ 

ζπκπεξηθνξά. 

 

 r = ξ = 1.0, ι = 40, e = 0, C΄ = 0.0 

 

 
 

 r = ξ = 1.0, ι = 40,e = 0, C΄ = 10^07 
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 r = ξ = 1.0, ι = 40,e = 0, C΄ = 0.1 – 1.0 – 5.0 - 10^07 

 

 
 

 

 

 r = ξ = 1.0, ι = 40,e = 0, C΄ = 0.0 – 0.1 – 0.2 – 0.3 
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Αλαιπηηθόηεξα, γηα ην δηάζηεκα ηηκώλ ηεο ζηαζεξάο ειαηεξίνπ C΄ = 0.0~1.0 κε βήκα 0.1 παίξλνπκε 

ην παξαθάησ δηάγξακκα. 

 

 r = ξ = 1.0, ι = 40,e = 0, C΄ = 0.0 ~ 1.0 

 

 
 

Σέινο, επηζπλάπηεηαη έλα ζπγθξηηηθό δηάγξακκα κε δηαθνξεηηθέο ιπγεξόηεηεο γηα ηέζζεξηο 

πεξηπηώζεηο ειαηεξίσλ. 

 

 r = ξ = 1.0,e = 0, ι = 150, C΄ = 0.0 – 1.0 – 5.0 - 10^07 

+ ι = 40, C΄ = 0.0 – 1.0 – 5.0 - 10^07 
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3.1.5 Αζύκκεηξν εκείν Γηαθιάδσζεο 

 

Με ζθνπό ηελ εμαγσγή ηνπ ζεκείνπ δηαθιαδώζεσο θαζώο θαη ηνπ δεπηεξεύνληα δξόκνπ ηζνξξνπίαο 

αθνινπζήζεθε ε ίδηα δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάθεηαη ζηελ παξάγξαθν 2.4.4.1. Πην ζπγθεθξηκέλα, 

έγηλε ε επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία γηα θνξεά κε δεδνκέλεο παξακέηξνπο: 

 1 1l΄   

 r = 1 

 ξ = 3.375 

 ι1 = 54.41 

 e → κεηαβαιιόκελε. 

 

Έηζη, δηαπηζηώζεθε ε ίδηα θξίζηκε εθθεληξόηεηα πνπ είρακε βξεη γηα ηνλ θνξέα ρσξίο ζηξνθηθή 

δέζκεπζε ζηνλ πόδα ηνπ ππνζηπιώκαηνο (C = 0), ecr = +0,00030016. Δδώ ην θξίζηκν θνξηίν γηα 

ηελ δεδνκέλε εθθεληξόηεηα  (θξίζηκν θνξηίν δηαθιάδσζεο) απμήζεθε ζε 
2 2,578307c   

, έλαληη ηνπ αληίζηνηρνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ ρσξίο ζηξνθηθή δέζκεπζε  
2 0,730514c  . 

 
 

 

3.2 Πιαίζηα κε Πεξηνξηζκέλε Μεηάζεζε 
 

ηηο επόκελεο παξαγξάθνπο ζα αζρνιεζνύκε κε ηελ πξνζνκνίσζε ηνπ πιαηζηαθνύ θνξέα ώζηε λα 

επηηύρνπκε κία αθόκα πεξηζζόηεξν πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά. Όπσο αλαθέξεηαη θαη ζηελ εηζαγσγή 

ηνπ παξόληνο θεθαιαίνπ, πξνθεηκέλνπ λα εηζάγνπκε ηελ πεξηνξηζκέλε κεηάζεζε ηνπ πιαηζίνπ 

γίλεηαη ρξήζε ειαηεξίνπ επζπγξάκκνπ θίλεζεο. 

Πξηλ από νπνηαδήπνηε καζεκαηηθή επίιπζε, όκσο, παξαηεξνύκε όηη από ηελ έλαξμε ηεο εμσηεξηθήο 

θόξηηζεο ε δνθόο θαηαπνλείηαη θακπηηθά θαη σο εθ ηνύηνπ ν πξνιπγηζκηθόο δξόκνο ηζνξξνπίαο δελ 

κπνξεί λα αγλνεζεί. Έηζη, ε παξακόξθσζε ηνπ πιαηζίνπ είλαη ζπλάξηεζε δύν αλεμάξηεησλ 

κεηαβιεηώλ (δηβάκην ζύζηεκα). ην ζεκείν απηό, θξίλνληαο ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

πνιππινθόηεξε, πξνηείλεηαη κία ελδηαθέξνπζα ελαιιαθηηθή ιύζε (παξάγξαθνο 3.2.2), ηα 
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απνηειέζκαηα ηεο νπνίαο θξίλνληαη ηδηαίηεξα ζην ηειεπηαίν θεθάιαην ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο 

όπνπ πξαγκαηνπνηνύληαη νη ζπγθξίζεηο ησλ ζεσξεηηθώλ απνηειεζκάησλ κε ηηο αληίζηνηρεο ησλ 

ινγηζκηθώλ ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ. 

 
Σσήμα 3.3 

 

ην παξαπάλσ ζρήκα βιέπνπκε πώο κνξθώλεηαη ν πιαηζηαθόο θνξέαο κε ηελ πξνζζήθε ηνπ 

κεηαθηλεζηαθνύ ειαηεξίνπ. Ζ ζπλνιηθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο ζα είλαη 

1 2TU U U  
 

 

Πην ζπγθεθξηκέλα νη ειαζηηθέο ελέξγεηεο ησλ κειώλ θαζώο θαη ην δπλακηθό ηεο εμσηεξηθήο 

θόξηηζεο, αληίζηνηρα, ζα είλαη 

 

1 2

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2

L

a

U E I x w΄΄ F x ΄ w΄ dx C w΄ 
  

            
   

  

2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

0

1 1 1
(0)

2 2 2

l

bU E I w ΄΄ F ΄ w΄ dx 
  

            
   

     (3.19) 

1 1 2 2( ) ( )P L P e w΄ l     
 

 

Να ζεκεηώζνπκε όηη ζπκβνιίζακε ηηο ζηαζεξέο ηνπ ζηξνθηθνύ θαη ηνπ κεηαθηλεζηαθνύ ειαηεξίνπ 

κε C θαη Kb , αληίζηνηρα. 

Γηα ηηο αλάγθεο ηεο εμαγσγήο ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ θαη έλεθα ηεο πνιππινθόηεηαο ηνπ 

ζπζηήκαηνο ιακβάλνπκε ηελ πξώηε κεηαβνιή ησλ εζσηεξηθώλ ελεξγεηώλ θάζε κέινπο μερσξηζηά. 

 
1

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1
2 ( ) ( ) 2 ( )

2 2 2

L

a

U E I x w΄΄ w΄΄ F x ΄ w΄ ΄ w΄ w΄ dx C w΄     
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2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0

1 1 1
2 2 (0)

2 2 2

l

bU E I w ΄΄ w΄΄ F ΄ w΄ ΄ w΄ w΄ dx     
  

                
  



 
 

Μεηά από κία παξαγνληηθή νινθιήξσζε σο πξνο δμ θαη δύν παξαγνληηθέο νινθιεξώζεηο σο πξνο 

δw βξίζθνπκε (ε δηαδηθαζία πεξηγξάθεηαη πεξηζζόηεξν αλαιπηηθά ζηελ παξάγξαθν 2.2.2): 

 

 Πξώηε κεηαβνιή ηεο εζσηεξηθήο ελέξγεηαο ηνπ ππνζηπιώκαηνο 

 

 

1
1

1

1 1

2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2

1 1 1 1 1

1
( ) ( ) ( )

2

1 1
( ) ( )

2 2

1
( ) ( )

2

LL
L

a

L L

aa

U E I x w΄΄ w΄ E I x w΄΄ w F x ΄ w΄

F x ΄ w΄ w΄ w F x ΄ w΄ dx

E I x w΄΄ F x ΄ w΄ w΄




    

   



               
 

    
              

    

           
 



1

1 1 1 1( ) ( )

L

a

w dx C w΄ w΄   
 
 

    
  



  (3.20) 

 

 Πξώηε κεηαβνιή ηεο εζσηεξηθήο ελέξγεηαο ηεο δνθνύ 

 

 

2
2

2

2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 20
0 0

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

00

2

2 2 2 2 2 2 2

1

2

1 1

2 2

1

2

ll
l

l l

U E I w ΄΄ w΄ E I w΄΄ w F ΄ w΄

F ΄ w΄ w΄ w F ΄ w΄ dx

E I w ΄΄ F ΄ w΄ w΄ w

    

   

 

               
 

    
              

    

                
    



2

2 2 2 2

0

(0) (0)

l

bdx    

  (3.21) 

 

Έηζη, ζρεκαηίδνληαη νη γλσζηέο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο 

 

2

2
2

1 12

1
( ) 0

2

1
0

2

i i i

i i i i

i

E F x ΄ w΄

d
E I w΄΄ F ΄ w΄ w΄΄

dx





  
     

  

 
        

 

   1,2.i       (3.22) 

 

Με ηνλ ηξόπν απηό θαηαιήγνπκε ζηηο ζπλζήθεο πνπ πεξηγξάθνπλ ηνλ πιαηζηαθό καο θνξέα. 

 

Γεσκεηξηθέο πλζήθεο (Κηλεκαηηθέο): 

 πλνξηαθέο  1 2 1( ) (0) ( ) 0w a w      

(3.23) 

 πλέρεηαο  1 1 2 2( ) ( ),w L l
  1 1 2 2( ) ( ),L w l  

  1 1 2 2( ) ( )w΄ L w΄ l  

 

Φπζηθέο πλζήθεο: 

 πλνξηαθέο 

2

2 2

1
(0) (0) 0,

2
΄ w ΄

 
  

 
   2 1 1( ) ( ) 0w΄΄ a C w΄      ,   2 (0) 0w ΄΄    (3.24~.26) 
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 Ηζνξξνπία ξνπώλ ζηνλ θόκβν 
3

1
1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0

L
w΄΄ L w΄΄ l P e

a

 
        

 
      (3.27) 

 Ηζνξξνπία θαηαθόξπθσλ δπλάκεσλ 

  2 2

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

2 2
F L ΄ L w΄ L w΄΄΄ l F l ΄ l w΄ l w΄ l P 

   
             

     
ή    1 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 0S w΄΄΄ l S w΄ l P              (3.28) 

 Ηζνξξνπία νξηδνληίσλ δπλάκεσλ 

 
3 2

2 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 23

1
( ) ( ) ( ) ( ) 3 ( ) (0) 0

2
b

L L
F L ΄ L w΄ L w΄ L w΄΄΄ L w΄΄ L K

a a
 

  
               

   

ή     

3 2

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 23

( ) ( ) 3 ( ) (0) 0b

L L
S w΄ L w΄΄΄ L w΄΄ L K

a a


 
            

 
  (3.29) 

 

Οη παξαπάλσ ζπλζήθεο κνξθνπνηήζεθαλ ζύκθσλα κε ηελ εμίζσζε 

  21
( ) ( ) ( ) ,

2
i i i i i i i iS L F L ΄ L w΄ L

 
    

 
  γηα i = 1, 2.     (3.30) 

 

Όκσο, ε αμνληθή δύλακε παξακέλεη ζηαζεξή ζε όιν ην κήθνο ηνπ θάζε κέινπο όπσο έρνπκε 

απνδείμεη κέζα από ηνλ Λνγηζκό ησλ Μεηαβνιώλ. πλεπώο, ε παξαπάλσ ζπλζήθε, εηδηθά γηα 

ζύλδεζε ηεο δνθνύ κε ην κεηαθηλεζηαθό ειαηήξην, κάο δίλεη: 

2

2 2 2 2 2 2

1
( ) (0) (0) (0)

2
S l S F ΄ w΄

 
     

 
 

 

Σέινο, κεδελίδνληαο ην δμ2(0) ζηελ πξώηε κεηαβνιή ηεο ειαζηηθήο ελέξγεηαο ηεο δνθνύ, 

ιακβάλνπκε 

2

2 2 2 2

1
(0) (0) (0) 0

2
bF ΄ w΄ K 

 
      

 
.       (3.31) 

 

Αθόκα κεδελίδνληαο ην 1 ( )w΄   επαιεζεύνπκε ηε ζρέζε ξνπήο ζηε βάζε ηνπ ππνζηπιώκαηνο πνπ 

είρακε εμάγεη ζηελ παξάγξαθν 3.1.1: 

2 1 1( ) ( ) 0.w΄΄ a C w΄       

 

Αλαθνξηθά κε ηηο γεσκεηξηθέο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πξέπεη λα ζεκεηώζνπκε όηη δελ πξέπεη λα 

ζπγρένπκε ηελ αμνληθή βξάρπλζε ηεο δνθνύ ζην ζεκείν x2 = 0 κε ηελ αληίζηνηρε ηεο πεξίπησζεο 

ηεο άξζξσζεο όπνπ έρνπκε 

2(0) 0,   

θαζόηη ζηελ πεξίπησζή καο πθίζηαηαη ε κεξηθή κεηάζεζε, ζπλεπώο, όπσο θαη ζην πιήξσο κεηαζεηό 

πιαίζην, ε αμνληθή βξάρπλζε ζηνλ κέζνλ ηνπ δίζηπινπ πιαηζίνπ είλαη δηάθνξε ηνπ κεδελόο. 

 

Αθνύ έρνπκε ζρεκαηίζεη ηηο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο κπνξνύκε λα πξνρσξήζνπκε ζηελ επίιπζε ηνπ 

δηβάζκηνπ ζπζηήκαηνο. 
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3.2.1 Δπίιπζε ηνπ πζηήκαηνο 

 

Αθνινπζνύλ νη εθθξάζεηο ησλ βειώλ θάκςεσο θαζώο θαη ησλ βξαρύλζεσλ. 

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

( ) 1,2 1,2
l l

w x A x BesselJ B x BesselY C x D
x x

 
   

              
     

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) sin( ) cos( )w x A k x B k x C x D      

   1

1 1 2

1 1 1 1 1 1

1 1

1
( ) ( )

( ) 2

x

a

S x a
x C w΄ x dx

E F x


 
  

 
       (3.32) 

2

22 2
2 2 2 2 2 2

2 0

1
( ) ( )

2

x
S x

x C w ΄ x dx
E F




  
   

, όπνπ  

3
2

2 21
1

1 1 1

1 1

2

S
k

l ΄

 


 
     

  
 

 

Δπηπιένλ, ηζρύνπλ, όπσο ζε θάζε επίιπζε πνπ έρεη πξνεγεζεί, νη αληηθαηαζηάζεηο ησλ εμηζώζεσλ 

Bessel (§3.1.1). 

 

Ξεθηλώληαο από ηηο ζπλζήθεο (3.23.1), (3.23.2) θαη (3.25), (3.26) θαη (3.29) παίξλνπκε 

a) 1 1 ,1 1 ,1 1 1( ) 0a aw A J B Y C D              

b) 2 2 2(0) 0 0w B D     

c) 2 1 1( ) ( ) 0w΄΄ a C w΄       

   
2

1 1
1 1 ,0 1 ,0 1 ,1 1 ,13/2

1

*
a a a a

l΄ l΄
C A J B Y A J B Y

C a

 

 

 
            

 
 

(όκνηα κε ηελ παξάγξαθν 3.1.1). 

d) 2 2 20 0 0w΄΄ B D      

e) 

3 2

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 23

( ) ( ) 3 ( ) (0) 0b

L L
S w΄ L w΄΄΄ L w΄΄ L K

a a


 
            

 
 

1 1 2(0) 0bS C K       

 

Από ηε ζρέζε (3.32.4) κπνξνύκε λα θαηαιήμνπκε: 

1 1 2 2 1 10 /b bS C K C C S C K               (3.33) 

Αθόκα θαηαιήγνπκε όηη ηζρύεη: 2 1 1S S C     

 

Δπηπιένλ, από ηελ ζρέζε (3.23.3) παίξλνπκε 
1 0C  , νπόηε ε έθθξαζε ηεο βξάρπλζεο ηνπ ζηύινπ 

παίξλεη ηε γλσζηή κνξθή: 

  1

1 1 2

1 1 1 1 1

1 1

1
( ) ( ) .

( ) 2

x

a

S x a
x w΄ x dx

E F x


 
  

 
 

 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2

( ) sin( )

( ) cos( )

( ) sin( )

w x A k x C x

w ΄ x A k k x C

w ΄΄ x A k k x
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Αθνινπζνύλ νη ζρέζεηο (3.23.6), (3.27) θαη (3.28). 

a) 1 1 2 2( ) ( )w΄ L w΄ l  

3/2

1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 2 2 2 2 2cos( )L A L J A l L J B L Y B l L Y C A k k l C                  
 

 

b) 

3

1
1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0

L
w΄΄ L w΄΄ l P e

a

 
        

 
 

  2

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2sin( ) 0S L A J B Y A k k l E I P e               

 

Αληηθαζηζηώληαο ηελ έθθξαζε ηνπ 2

2 2 2S k E I   , έρνπκε: 

 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2sin( ) 0S L A J B Y S A k l P e             

 1 1 1 1 1 1

2

2 2 2sin( )

P e S L A J B Y
A

S k l

      
 


 

 

c) 1 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 0S w΄΄΄ l S w΄ l P        
3

1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2cos( ) cos( ) 0S A k k l S A k k l S C P            
 

1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2cos( ) cos( ) 0 0S S A k k l S A k k l S C P S S C P                 
 

1
2

2

S P
C

S


 

 

 

Αληηθαζηζηώληαο ηα Α2 θαη C2 ζηε ζρέζε (a) έρνπκε: 

 

3/2

1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1 1
2 2 2

2 2 2 2

cos( )
sin( )

L A L J A l L J B L Y B l L Y C

P e S L A J B Y S P
k k l

S k l S

               
 

       
  



 

 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 2

2 2 2 2

3/2

1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0

cos( )
sin( )

P e S L A J B Y S P
C k k l

S k l S

L A L J A l L J B L Y B l L Y 

       
    



            
 

 

 

Δμηζώλνληαο ην C1 κε ην αληίζηνηρν πνπ είρακε βξεη παξαπάλσ κέζσ ηεο ζρέζεο (3.25) ζα είλαη: 

   
 2

1 1 1 1 1 11 1
1 ,0 1 ,0 1 ,1 1 ,1 23/2

2 2 2

3/21
1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0

2

1

* tan( )
a a a a

P e S L A J B Yl΄ l΄
A J B Y A J B Y k

C a S k l

S P
L A L J A l L J B L Y B l L Y

S

 

 

 

       
            

  


             
 

 

            (3.34) 

Σέινο, ε ζρέζε (3.23.4) ζα δίλεη: 

1 1 2 2( ) ( )w L l
 

2

22 2
1 1 ,1 1 1 ,1 1 1 1 2 2 2 2

2 0

1
( )

2

l

a a

S x
A L J B L Y C L D C w ΄ x dx

E F


           

   

 

ηελ ηειεπηαία ζρέζε κπνξνύκε λα αληηθαηαζηήζνπκε ηηο εθθξάζεηο ησλ: 
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2

1 1
1 1 ,0 1 ,0 1 ,1 1 ,13/2

1
,

*
a a a a

l΄ l΄
C A J B Y A J B Y

C a

 

 

 
           

 
 

2 1 1 / ,bC S C K   

1 1 ,1 1 ,1 1a aD A J B Y C          
 

2 1 1S S C  
 

 

Δπηπιένλ, αληηκεησπίδεηαη θαη ην νινθιήξσκα ηνπ ηεηξαγώλνπ ηεο πξώηεο παξαγώγνπ ηνπ βέινπο 

θάκςεσο ηεο δνθνύ. 

 

 
2 2 2 2

2

22 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
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( ) cos( ) cos ( ) 2 cos( )

( ) cos ( ) 2 cos( )

sin( ) cos( )
2
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l l l l

l

w ΄ x A k k x C A k k x C A k k x C

w ΄ x dx A k k x dx C dx A k C k x dx
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A k C l A
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2

2 2 22 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2
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2 2 2 2 2 2 2 2

sin( )

sin( ) cos( )
2 sin( )

2

sin( ) cos( )
2 sin( )

2

k l
k C

k

k l k l k l
A k C l A C k l

k

k l k l k l
A A k C k l C l

  

  
       

   
        

 

 

 

Έηζη, ε εμίζσζε γίλεηαη: 

2 2
1 1 ,1 1 1 ,1 1 1 1 2

2

22 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

sin( ) cos( )
sin( ) / 2

4

a a

S x
A L J B L Y C L D C

E F

k l k l k l
A A k C k l C l


          



   
        

 

    (3.35)
 

Με ηνλ ηξόπν απηό έρνπκε θαηαιήμεη ζηηο δύν εμηζώζεηο (3.34) θαη (3.35) κε δύν αγλώζηνπο: ηα Α1 

θαη Β1. 

 

Πξηλ πξνρσξήζνπκε όκσο ζε πεξαηηέξσ καζεκαηηθή αλάιπζε ζα πξέπεη λα παξαηεξήζνπκε όηη θαη 

ζηηο δύν εμηζώζεηο ν θνξηηζηηθόο ζπληειεζηήο k2 εκπεξηέρεηαη ζε ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο 

(sine, cosine, tangent). Δπηπιένλ, ην k2 εθθξάδεηαη κέζσ ηνπ ζπληειεζηή C1, 

   
2

1 1
2 1 1 1 1 ,0 1 ,0 1 1 ,1 1 ,13/2

1

*
a a a a

l΄ l΄
S S C S A J B Y S A J B Y

C a

 

 

 
                 

 
, 

ζηνλ νπνίνλ εκπξηέρνληαη νη άγλσζηεο ζηαζεξέο Α1, Β1. Αθόκα, ν όξνο 2

2A  (ζρ. 3.35) νδεγεί ζε κε 

γξακκηθή ζπζρέηηζε ησλ Α1, Β1. Από ηα παξαπάλσ θαηαιήγνπκε όηη ηα κε γξακκηθά ζπζηήκαηα 

2x2 επηιύνληαη κόλν κέζσ επαλαιεπηηθώλ δηαδηθαζηώλ. 

Σν ηειεπηαίν ζε ζπλδπαζκό κε ην ήδε ππάξρνλ δπζεπίιπην ζύζηεκα (εμαηηίαο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

Bessel θαηά θύξην ιόγν), εληζρύνπλ ηελ πνιππινθόηεηα ηνπ πξνβιήκαηνο. Δπηπιένλ, ιόγσ ηνπ 

κεγάινπ αξηζκνύ επαλαιεπηηθώλ δηαδηθαζηώλ πνπ αθνινπζνύληαη δελ είκαζηε ζε ζέζε λα 

γλσξίδνπκε ηνλ βαζκό αμηνπηζηίαο πνπ ζα έρνπλ ηα ηειηθά απνηειέζκαηα. Γηα ηνπο ιόγνπο απηνύο 

παξνπζηάδεηαη ζηελ επόκελε παξάγξαθν κία ηξνπνπνίεζε ηνπ θπζηθνύ πξνζνκνηώκαηνο ε νπνία 

δηεπθνιύλεη ηελ εμαγσγή ηεο εμίζσζεο ιπγηζκνύ. Ζ αμηνπηζηία ησλ απνηειεζκάησλ θξίλεηαη ζην 

ηειεπηαίν θεθάιαην ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο.  
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3.2.2 Απινπνίεζε ηνπ Πξνβιήκαηνο 

 

Με ζθνπό ηελ άκεζε αληηκεηώπηζε ηνπ πξνβιήκαηνο θξίλεηαη αλαγθαία ε πηνζέηεζε κηαο 

απιντθόηεξεο πξνζνκνίσζεο, ηεο νπνίαο ηα απνηειέζκαηα ζα πξέπεη λα πιεζηάδνπλ κε κεγάιε 

πξνζέγγηζε απηά ηεο πξαγκαηηθήο ζπκπεξηθνξάο ηνπ πιαηζίνπ κε πεξηνξηζκέλε κεηάζεζε. 

Ζ επξεζηηερλία πνπ επηιέγεηαη ζ’απηό ην ζεκείν μεπεξλά ηε δπζθνιία ηνπ δηβάζκηνπ ζπζηήκαηνο. Ο 

ηξόπνο κε ηνλ νπνίν επηηπγράλεηαη απηό αθνξά απιώο ην ζεκείν ηνπνζέηεζεο ηνπ κεηαθηλεζηαθνύ 

ειαηεξίνπ ην νπνίν πιένλ ζπλδέεηαη ζηνλ θόκβν δνθνύ ππνζηπιώκαηνο, κε απνηέιεζκα λα 

εμαιείθεη ηελ θαηαπόλεζε ηεο δνθνύ ζε αμνληθή δύλακε. 

 
Σσήμα 3.4 

Οη εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο πνπ πεξηγξάθνπλ ην ζύζηεκα είλαη νη εμήο. 

 

Γεσκεηξηθέο πλζήθεο (Κηλεκαηηθέο): 

 πλνξηαθέο  1 2 1( ) (0) ( ) 0w a w      

 

 πλέρεηαο  1 1 2 2( ) ( ),w L l
  1 1 2 2( ) ( ),L w l  

  1 1 2 2( ) ( )w΄ L w΄ l
  

 (3.36) 

 

Φπζηθέο πλζήθεο: 

 πλνξηαθέο 

2

2 2

1
(0) (0) 0,

2
΄ w΄    2 1 1( ) ( ) 0,w΄΄ a C w΄     

  2 2 (0) 0,w΄΄     (3.37~.39) 

 Ηζνξξνπία ξνπώλ ζηνλ θόκβν 
3

1
1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0

L
w΄΄ L w΄΄ l P e

a

 
        

 
      (3.40) 

 Ηζνξξνπία θαηαθόξπθσλ δπλάκεσλ 

  2

1 1 1 1 1 1 2 2 2

1
( ) ( ) ( ) 0

2
F L ΄ L w΄ L w΄΄΄ l P

 
       

 
     (3.41) 
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 Ηζνξξνπία νξηδνληίσλ δπλάκεσλ 

 
3 2

2 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 13

1
( ) ( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( ) 0

2
b

L L
F L ΄ L w΄ L w΄ L w΄΄΄ L w΄΄ L K w L

a a


  
               

   

                                                                                                                                          (3.42) 
 

πλερίδνληαο κε ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο θαηαιήγνπκε ζηηο παξαθάησ εθθξάζεηο γηα ηελ 

εμαγσγή ησλ βειώλ θάκςεσο. Γεδνκέλεο ηεο εμνηθείσζεο κε ηελ επίιπζε ησλ ζπζηεκάησλ 

παξνπζηάδνληαη ακέζσο ηα απνηειέζκαηα. 

 

Βέινο θάκςεσο ππνζηπιώκαηνο 

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

( ) 1,2 1,2
l l

w x A x BesselJ B x BesselY C x D
x x

 
   

              
   

 

 1 2

1 1 1

1 2

,1 1 ,111
1 ,1 1 1 ,0 2

1

2
1,1 1 ,111

1 ,1 1 1 ,0 2

*
* * ( ) *

*
* * ( ) *

a a

b a b b a

a a

b a b b a

P e S P l

S L Y
A

J l΄ J Cl΄L
J C K J C K S K l J C

a a a a J

Yl΄ Cl΄L
C K C K S K l C

a a a a





   

 


   
             

 
  
     

                
 
 

 

 

 1 2 1
1 1

11 1 1

P e S P l J
B A

YS L Y

   
  

 
 

 

1 1 1 1 1 1 1

1

1 1

b

b

A L J B L Y D
C K

K L S

     
  

 
 

 

1 1 1 1

1 ,1 1 ,1

1 1 1 1

1

1 1

1

b b

a a

b b

b

b

K L J K L Y
A a J a B a Y a

S K L S K L
D

K a

S K L

      
            

         



 

 

 

Βέινο θάκςεσο δνθνύ 

  3 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2w x A x B x C x D     
 

1
2

26

S P
A




  

21 1 1 1 1
2 1 1 0 1 0 2

1 1 1 21
2

A l B l S P
C C J J Y Y l

L A LL
 

   
                  

2 2 0B D   

 

Να ζεκεησζεί όηη επαιεζεύζεθαλ νη παξαπάλσ ιύζεηο κε ηηο αληίζηνηρεο ηεο παξαγξάθνπ (3.1.1) 

γηα κεδεληζκό ηεο ζηαζεξάο ηνπ κεηαθηλεζηαθνύ ειαηεξίνπ  
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3.2.3 Δμίζσζε Λπγηζκνύ 

 

Ζ εμίζσζε ιπγηζκνύ ζα πξνθύςεη θαηά ηα γλσζηά από ηελ εμίζσζε: 

1 1 2 2( ) ( )L w l    

 

Αδηαζηαηνπνίεζε 

 

ηα κέρξη ηώξα θεθάιαηα δελ έρεη γίλεη κόλν ε αδηαζηαηνπνίεζε ηεο ζηαζεξάο ηνπ κεηαθηλεζηαθνύ 

ειαηεξίνπ: 
3

31
1

1 1( )

bK l
K΄ K l

E I L


  


 

, ελώ ζπκίδνπκε θαη ηελ αδηάζηαηε ζηαζεξά ηνπ ζηξνθηθνύ ειαηεξίνπ: 

 1 1 1/ *C C l E C l       

 

Γηαηξώληαο ην βέινο ζηελ θνξπθή ηνπ ππνζηπιώκαηνο κε ην κήθνο 1,l  παίξλνπκε 

1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1 11 1

1 1 1 1
1 1 1 1

A B D
w J Y C

l΄ l΄ l΄ l΄ lL L

       
                   

       
   (3.43) 

Με ηνλ ηξόπν απηό νη παξάγνληεο ησλ βειώλ θάκςεσο πνπ πεξηέρνπλ ηηο ζηαζεξέο ησλ ειαηεξίσλ 

ηξνπνπνηνύληαη σο εμήο: 

 

 
 

2 2 2

2

1 11

1

1 1/

e k r

k l΄ YA

L

    

  



 

, όπνπ  

 
3

2 3/2 2 31
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1

3
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1

/ 2 1
1

1

/ 2 1
1
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1 11 1 1 1
1 1 ,1 ,13

1 11 1 1 12 1

1 11

11
3

2 1

1 1

1 1
1

1 1
1

/ 2 1 1
1

1

/
1

/ 2 1 1
1

1

΄
l΄ l΄A B A B

J Y J Y
l΄ l΄L L L Ll΄

k ΄
l΄ l΄D

K΄ l΄l

l΄
k ΄

l΄ l΄

 

 
                                  

      
   

 
   
      

   

 

 

Καηά όκνην ηξόπν ην αδηάζηαην βέινο ηεο δνθνύ ζην ζεκείν ηνπ θόκβνπ είλαη 

 
2 2

2 1 1 1 1
2 1 1 0 1 0

1 11 1

(1)
3

A l B lk
w r C J J Y Y

L LL L


  

   
                 

   
  (3.44) 

 

Σέινο, γηα ηηο αλάγθεο ηνπ πξνγξακκαηηζκνύ απαηηνύληαη νη ζρέζεηο ηνπ βέινπο θάκςεσο ζηηο 

ζέζεηο 11/ l΄  θαη 11 1/ l΄  θαζώο θαη ε ζρέζε ηνπ αδηάζηαηνπ εμσηεξηθνύ θνξηίνπ β
2
 κε ην αδηάζηαην 

βέινο θάκςεσο ζηελ θεθαιή ηνπ ζηύινπ 1

1

1
1w

l΄

 
 

 
: 

   1 1
1 1 ,1 1 ,0 1 ,1 1 ,0 1

1 1 1

1
1 1a a a a

A B
w΄ l΄ J l΄ J l΄ Y l΄ Y C

l΄ L L
 

 
             

 
  (3.45) 

 

1 1
1 1 0 1 0 1

1 1 1

1 1

1
1

1 1
1 1

A B
w΄ J J Y Y C

l΄ L L

l΄ l΄

 

   
   

                            
   

    (3.46) 

 

 

3

2 1
1 2

21 1
2

1

11
1 1

/ 2 1

1
1

l΄΄
w k

l΄ k l΄ r k

e r
Q e r

l΄



      
           

         


   

     (3.47) 

 

, όπνπ 

,1 ,1 1 ,1

1

11 1 1 1

1 1
1

a a aY J J Y
Q

l΄ Zl΄ l΄ Y l΄

 
       

  

 

 

Ζ έθθξαζε ηνπ Ε δίλεηαη ζηελ πξνεγνύκελε ζειίδα. 
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3.2.4 Πξνγξακκαηηζκόο 

 

Καηά ηα γλσζηά, ελ ζπλερεία, κνξθνπνηνύκε ηνλ θώδηθα ηνπ πξνγξάκκαηνο. Παξαηεξνύκε θαη ζην 

δηάγξακκα ξνήο πνπ επηζπλάπηεηαη παξαθάησ έρεη πξνζηεζεί ε αδηάζηαηε ζηαζεξά ηνπ 

κεηαθηλεζηαθνύ ειαηεξίνπ Κ΄. 

 

 
Σσήμα 3.5 Διάγπαμμα ποήρ για ηοςρ δπόμοςρ ιζοπποπίαρ ηος βέλοςρ κάμτευρ  

 

Ο αληίζηνηρνο αιγόξηζκνο επηζπλάπηεηαη ζην Παξάξηεκα. 
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3.2.5 Απνηειέζκαηα – Γηαγξάκκαηα 

 

’ απηό ην ζεκείν πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη γηα λα εμάγνπκε ηνπο ζσζηνύο δξόκνπο ηζνξξνπνίαο πνπ 

αθνξνύλ κεγάιεο ηηκέο ηνπ Κ΄ ζα πξέπεη ην βέινο θάκςεσο ηεο θεθαιήο ηνπ ζηύινπ λα παίξλεη 

αξλεηηθέο ηηκέο. Απηό θαζίζηαηαη ζαθέο θαζώο όζν απμάλεη ε ηηκή ηνπ κεηαθηλεζηαθνύ ειαηεξίνπ 

ηόζν ν θόκβνο Γ ηεο δνθνύ γίλεηαη πεξηζζόηεξν ακεηάζεηνο θαη επνκέλσο εκπνδίδεηαη λα θηλεζεί 

πξνο ηα αξηζηεξά. Λεπηνκεξέζηεξε πεξηγξαθή γίλεηαη ζηελ παξάγξαθν 4.4.3, όπνπ επηβεβαηώλνπκε 

κε ην ινγηζκηθό πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ ηα δύν ζηάδηα πνπ επηζπλάπηνληαη ζην ρήκα 3.6: ην 

πξώην -θαη πνιύ ζύληνκν- ζηάδην (ρήκα 3.6.α) όπνπ ην βέινο ηεο θεθαιήο ηνπ ζηύινπ παίξλεη 

πνιύ κηθξέο αιιά ζεηηθέο ηηκέο θαη ην δεύηεξν ζηάδην ζην νπνίν ην πιαίζην ράλεη ηελ επζηάζεηά ηνπ 

θηλνύκελν πξνο ηα δεμηά (ρήκα 3.6.β). 

Ζ παξαπάλσ παξαηήξεζε κάο επηβεβαηώλεη ηελ αξρηθή ζέζε όηη ε δνθόο, αθνύ βξαρύλεηαη αμνληθά, 

παξαιακβάλεη ζιηπηηθό θνξηίν. 

 
Σσήμα 3.6 

 

 1 1,l΄   r = 1.0, ξ = 1.0, ι = 100, Κ΄ = 0 – 1 – 2 – 5 – 10 – 20 – 50 
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 1 1,l΄   r = 1.0, ξ = 1.0, ι = 40, Κ΄ = 0 – 1 – 2 – 5 – 10 – 20 – 50 

 
 

 

 1 1,l΄   r = 1.0, ξ = 1.0, ι = 100, Κ΄ = 0 – 1 – 2 – 5 – 10 – 20 – 50 

+ ι = 40, Κ΄ = 0 – 1 – 2 – 5 – 10 – 20 – 50 

 
 

Πξνθαλώο, ζηα παξαπάλσ ζρήκαηα, ηα δηαγξάκκαηα κε ηε κεδεληθή δπζθακςία ειαηεξίνπ 

αληηζηνηρνύλ ζηνπο δξόκνπο ηζνξξνπίαο κε ηα κηθξόηεξα θνξηία ιπγηζκνύ θαη αληίζηνηρα εθείλα κε 

ηε κέγηζηε δπζθακςία αληηζηνηρνύλ ζηνπο δξόκνπο ηζνξξνπίαο κε ηα κεγαιύηεξα θξίζηκα θνξηία. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4 

4 ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΔ ΑΝΑΛΤΔΙ 
 

Οπνηαδήπνηε ζεσξία αλαπηύζζεηαη είλαη απαξαίηεην λα δηαπηζησζεί αλ πξνζεγγίδεη επαξθώο ηελ 

πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά ηεο θαηαζθεπήο. ηελ παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία απηό γίλεηαη έπεηηα 

από ηελ πξνζνκνίσζε θνξέσλ κε ηε ρξήζε ινγηζκηθώλ αξθεηά θαιήο αθξίβεηαο, ηνπ Sap2000 θαη 

ηνπ Adina. Σν πξώην επηιέρζεθε ιόγσ ηεο επθνιίαο ηνπ ζρεδηαζκνύ, ώζηε λα εμάγνπκε 

γξεγνξόηεξα απνηειέζκαηα ζε πεξηπηώζεηο όπνπ ήηαλ αλαγθαίν, θαη ην δεύηεξν ιόγσ ηεο 

ηθαλόηεηαο εμαγσγήο δηαγξακκάησλ ηεο κε γξακκηθήο αλάιπζεο κε ζθνπό λα γίλνπλ νη αληίζηνηρεο 

ζπγθξίζεηο κε ηνπο ζεσξεηηθνύο δξόκνπο ηζνξξνπίαο.  

Αθόκα, κπνξεί λα δηαηππσζεί κε κεγάιε αζθάιεηα όηη εθηόο ηνπ ειέγρνπ πνπ γίλεηαη ζηα 

ζεσξεηηθώο εμαγόκελα απνηειέζκαηα, ηζρύεη θαη ην αληίζηξνθν: κέζσ ηεο δηαδηθαζίαο ησλ 

αξηζκεηηθώλ αλαιύζεσλ πνπ αθνινπζνύλ είκαζηε ζε ζέζε λα θξίλνπκε αλ ηα εκπνξηθά 

πξνγξάκκαηα κάο δίλνπλ ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα. 

 

 

4.1 Δπηινγή Πιαηζηαθώλ Φνξέσλ 
 

Όπσο αλαθέξνπκε ζην πξώην θεθάιαην (§ 1.3.1), ζύκθσλα κε ηνλ θπβηθό λόκν κεηαβνιήο ηεο 

δπζθακςίαο, ε κεγαιύηεξε αθξίβεηα ηεο κεζόδνπ επηηπργάλεηαη όηαλ ηζρύεη ε εμίζσζε ησλ ιόγσλ: 

2 2 1

1 1

h b L

h b a
   

, όπνπ h1 θαη h2 ηα ύςε ησλ αθξαίσλ δηαηνκώλ δηπινύ ηαπ κεηξνύκελα από ηα κέζα ησλ πεικάησλ. 

Παξά ηαύηα, πξνηηκήζεθε λα γίλνπλ νη ζπγθξίζεηο κε ηελ ζπληεξεηηθόηεξε παξαδνρή ηνπ θπβηθνύ 

λόκνπ κεηαβνιήο, όπνπ ηζρύνπλ νη ηζόηεηεο: 

,2 2 1

,1 1

h b L

h b a





  . 

Με ηνλ ηξόπν απηό, γλσξίδνληαο εθ ησλ πξνηέξσλ όηη ηα θξίζηκα θνξηία είλαη θαηάηη κηθξόηεξα 

από ηα πξαγκαηηθά, ζα δηαπηζηώζνπκε πόζν ππέξ ηεο αζθαιείαο δηαζηαζηνινγνύκε, κε δεδνκέλν 

όηη ε πξνζνκνίσζε ησλ θνξέσλ ζηα δύν ινγηζκηθά πιεζηάδεη παξαπάλσ από αξθεηά ηελ 

πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά. 

 

Σα γεσκεηξηθά θαη αδξαλεηαθά ζηνηρεία ησλ δηαηνκώλ επηιέρζεθαλ κε ζθνπό λα ειέγμνπκε θαη λα 

ζπγθξίλνπκε θνξείο κε κεγάιν εύξνο ησλ αδηάζηαησλ κεγεζώλ: 

1
1 ,

l
l΄

a
  2

1

,
l

r
l

   
2

,mI

I
   

2
2 1 1 1

1

( )
.

m

l F L

I



  

πγθεθξηκέλα νη δηαηνκέο πνπ επηιέρζεθαλ επηζπλάπηνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

 

Γηαηνκή 
Ρνπή Αδξαλείαο (x10

-4
 m

4
) 

άμνλαο y άμνλαο z 

200 0,55130 0,20010 

400 4,82900 1,60000 

100 0,05732 0,02504 

600 16,79000 5,40000 

Πίνακαρ 4.1 Αδπανειακά μεγέθη ηυν διαηομών  
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Σν όλνκα ηεο δηαηνκήο κάο δίλεη ηε δηάζηαζε ηνπ πιάηνπο ηνπ πέικαηνο θαζώο θαη ηνπ ζπλνιηθνύ 

ύςνπο ηεο δηαηνκήο δηπινύ ηαπ. Αθόκε, ηα πάρε ησλ δηαηνκώλ είλαη: 

30 ,ft mm

   

9 .wt mm  

 
Σσήμα 4.1 

 

Αλαθνξηθά κε ηε γεσκεηξία ηνπ πιαηζίνπ, επηιέρζεθαλ 6 πεξηπηώζεηο θνξέσλ κε δηαθνξεηηθέο 

δηαηνκέο ζηελ αξρή θαη ζην ηέινο θάζε κέινπο (ζπλεπώο δηαθνξεηηθνί ιόγνη ξ θαη ι1), γηα θάζε έλαλ 

από ηνπο νπνίνπο εθηειέζηεθαλ 3 πεξηπηώζεηο ηνπ ιόγνπ κεθώλ: r = 1.0 ; 0.5 ; 2.0. 

Σν ύςνο ηνπ ζηύινπ ζα είλαη 6,0 m γηα όιεο ηηο πεξηπηώζεηο πιελ ηεο ηειεπηαίαο (πεξίπησζε 6) 

όπνπ επηιέρζεθε ύςνο 3,0 m. 

Οη πιαηζηαθνί θνξείο επηζπλάπηνληαη ζηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί, όπνπ F1(L1) ην εκβαδόλ ηεο 

θεθαιήο ηνπ ζηύινπ, Η2 ε ξνπή αδξαλείαο ηεο αληίζηνηρεο δνθνύ θαη Ηm ε ξνπή ζην κέζνλ ηνπ 

ππνζηπιώκαηνο. ηε ζηήιε ησλ πεξηπηώζεσλ (ζηήιε 1) αλαθέξεηαη κε ηα δύν πξώηα κεγέζε ε 

δηαηνκή ηνπ πόδα θαη ηεο θεθαιήο ηνπ ππνζηπιώκαηνο, αληίζηνηρα, θαη κε ην ηξίην ε (ζηαζεξή) 

δηαηνκή ηεο δνθνύ (κνλάδεο ζε κέηξα). 

 

      άμνλαο y άμνλαο z 

Πεξηπηώζεηο F1(L1) I2 (x10
-4

) Im (x10
-4

) ξ ι1 Im (x10
-4

) ξ ι1 

1.200-400-200 0,0153 0,5513 1,86064 3,375 54,4084 0,67534 1,22499 90,3101 

2.100-400-200 0,0153 0,5513 0,89563 1,62457 78,4213 0,39125 0,70967 118,6506 

3.200-400-400 0,0153 4,829 1,86064 0,38531 54,4084 0,67534 0,13985 90,3101 

4.100-600-200 0,0231 0,5513 2,45760 4,45782 58,1704 1,0736 1,94738 88,0112 

5.100-600-600 0,0231 16,79 2,45760 0,14637 58,1704 1,0736 0,06394 88,0112 

6.200-400-200 0,0153 0,5513 1,86064 3,375 27,2042 0,67534 1,22499 45,1551 

Πίνακαρ 4.2 Πεπιπηώζειρ πλαιζιακών θοπέυν  

 

Παξαηεξνύκε από ηνλ Πίλαθα 4.2 ην (κεγάιν) εύξνο ηηκώλ πνπ επηηπγράλεηαη ζρεηηθά κε ηα κεγέζε:  

ξ ( 0,06 έσο 4,46 ) 

θαη ι1 ( 27 έσο 119 ). 

Δπηπιένλ, ην 1l΄  παίξλεη ηηο ηηκέο 1 (πεξηπηώζεηο 1, 2, 6), 2 (πεξίπησζε 3) θαη 5 (πεξηπηώζεηο 4, 5). 

Πην ζπγθεθξηκέλα, κπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε όηη ην ξ παίξλεη ηε κεγαιύηεξε θαη ηε κηθξόηεξε ηηκή 

(γηα ηνλ ίδην άμνλα) κε ηαπηόρξνλα ίδηεο ηηκέο ιπγεξόηεηαο θαη αλαινγίαο κεθώλ 1l΄  (πεξηπηώζεηο 4 

θαη 5). Αθόκα, ην κέγεζνο 1l΄  παίξλεη ίδηεο ηηκέο γηα αληίζηνηρα κηθξή θαη ζρεηηθώο κεγάιε ηηκή ξ 

(πεξηπηώζεηο 1 θαη 3). Σέινο, αλαθνξηθά κε ηελ πεξίπησζε 6 επηιέρζεθε ην ύςνο ζηύινπ 3 m κε 

ζθνπό λα επηηύρνπκε κηθξόηεξεο ηηκέο ιπγεξόηεηαο. 
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’ απηό ην ζεκείν πξέπεη λα ζεκεηώζνπκε όηη κεγάιεο κεηαβνιέο ζηελ δπζθακςία ηεο δηαηνκήο 

κέινπο ππό ζιίςε θαη θάκςε δελ είλαη πάληα δεθηέο. Γηα παξάδεηγκα, ζηηο πεξηπηώζεηο 4 θαη 5 – 

όπνπ ην ππνζηύισκα «μεθηλάεη» από ηε δηαηνκή 100 θαη «ηεξκαηίδεη» κε ηε δηαηνκή 600 – 

ελδέρεηαη λα ππάξμεη θαηάξξεπζε ηνπ θνξέα ιόγσ πιαζηηθνπνίεζεο ηεο δηαηνκήο ηνπ πόδα (ζηελ 

πεξίπησζε θπζηθά όπνπ έρνπκε ζηξνθηθή δπζθακςία ζηνλ πόδα) πνιύ λσξίηεξα από ην θξίζηκν 

θνξηίν θαηάξξεπζεο ιόγσ ιπγηζκνύ, νπόηε κηιάκε γηα κε γξακκηθόηεηα πιηθνύ – θάηη ην νπνίν δελ 

καο απαζρνιεί ζηελ παξνύζα εξγαζία. 

Δπηπιένλ, ζηηο πεξηπηώζεηο 3 θαη 5 παξαηεξνύκε όηη ε δνθόο απνηειείηαη από ζηαζεξή δηαηνκή 

ίδησλ ραξαθηεξηζηηθώλ κε απηήλ ζηελ θεθαιή ηνπ ζηύινπ, ζπλεπώο ε δπζθακςία ηνπ δπγώκαηνο 

είλαη ζίγνπξα κεγαιύηεξε από απηήλ ηνπ ζηύινπ (κηθξέο ηηκέο ξ = Ηm / I2). Με άιια ιόγηα ζηελ 

αλάιπζε ηνπ εληαηηθνύ θνξέα δελ πιεξείηαη ν ηθαλνηηθόο ζρεδηαζκόο. 

Με ηηο ηειεπηαίεο παξαηεξήζεηο ηνλίδεηαη όηη ν ζρεδηαζκόο κειώλ κε κεηαβιεηή δηαηνκή ρξήδεη 

κεγαιύηεξεο πξνζνρήο από όια ηα ζηάδηα ηεο αλάιπζεο. ηελ ζπγθεθξηκέλε εξγαζία εθιέρζεθαλ νη 

παξαπάλσ «ηνικεξέο» πεξηπηώζεηο πιαηζηαθώλ θνξέσλ απιώο γηα ηελ επίηεπμε ζπγθξηηηθήο 

κειέηεο κεγάινπ εύξνπο ησλ παξακέηξσλ. Γηα ηελ πεξίπησζε κηθξώλ ηηκώλ ξ ζα γίλεη πεξαηηέξσ 

αλαθνξά ζηελ παξάγξαθν 4.4.1. 

Πξηλ από ηελ επηζύλαςε ησλ απνηειεζκάησλ αθνινπζνύλ ζπλνπηηθά νη ηξόπνη κε ηνπο νπνίνπο 

έγηλαλ νη πξνζνκνηώζεηο ζηα δύν ινγηζκηθά πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ. 

 

4.2 Αλαιύζεηο κε ην Λνγηζκηθό Sap2000 
 

Οη αλαιύζεηο κε ην πξόγξακκα Sap2000 έγηλαλ κε ηελ πξνζνκνίσζε ηνπ θνξέα κε ζηνηρεία δνθνύ. 

Σν ζιηβόκελν ζηνηρείν (ππνζηύισκα) απνηειείηαη από 50 ηκήκαηα, ζρεκαηίδνληαο ζηνηρεία κήθνπο 

πεξί ησλ 12 cm (γηα ηηο πεξηπηώζεηο κε ύςνο ζηύινπ 6 m) θαη 6 cm (γηα ηελ πεξίπησζε 3 m). Ζ 

δνθόο απνηειείηαη από 1 κέινο ζηηο πεξηπηώζεηο ησλ αλαιύζεσλ κε κεηαζεηνύο θνξείο, θαζώο δελ 

αλαιακβάλεη αμνληθή δύλακε. ηηο αλαιύζεηο ησλ κεξηθώο κεηαζεηώλ θνξέσλ ηκήζεθε ζε ζηνηρεία 

ελόο κέηξνπ. 

Αθνύ νξίδνληαη νη δηαηνκέο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη πξνρσξνύκε ζηελ γεσκεηξία ηνπ θνξέα: γηα ην 

κέινο ηνπ ππνζηπιώκαηνο έρνπκε ηε δπλαηόηεηα λα εηζάγνπκε ηε κεηαβνιή σο εμήο: 

“Define → Section Properties → Frame Sections → Add New Property →Frame Section Property 

Type: Other”. Δπηιέγνληαο ην εηθνλίδην Non Prismatic εκθαλίδνληαη νη επηινγέο γηα ηηο δηαηνκέο 

αξρήο θαη πέξαηνο ηνπ ζηνηρείνπ. Δπηιέγνπκε Κπβηθή κεηαβνιή ξνπήο αδξαλείαο πεξί ηνπο άμνλεο y 

θαη z. 

 
Εικόνα 4.1 Ειζαγυγή μεηαβληηήρ διαηομήρ  
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Ο έιεγρνο ζε ιπγηζκό νξίδεηαη κέζσ ηνπ “Load Case → Load Case Type → Buckling” , αθνύ πξηλ 

έρνπκε νξίζεη ζηνλ θόκβν ηνπ πιαηζίνπ θαηαθόξπθν θνξηίν (κε θνξά βαξύηεηαο) ίζν κε κνλάδα. 

Δπηιέγεηαη κέηξν ειαζηηθόηεηαο Δ = 210x10
6
 ΚPa (λ = 0.3) θαη κεδεληθό βάξνο πιηθνύ. ηελ εηθόλα 

πνπ αθνινπζεί θαίλνληαη ε επηβνιή ηνπ θνξηίνπ θαζώο θαη ν ηύπνο θόξηηζεο. Σν ζπγθεθξηκέλν 

κνληέιν αλαθέξεηαη ζηελ πεξίπησζε θνξέα 1.  

 

 
Εικόνα 4.2 Ειζαγυγή θόπηιζηρ  

 

Ζ αλάιπζε έγηλε κε ηνπο βαζκνύο ειεπζεξίαο πνπ αλαθέξνληαη ζην επίπεδν ηνπ πιαηζίνπ (XZ), 

δειαδή κεηαθηλήζεηο θαηά x θαη z θαη ζηξνθή θαηά y. Σα απνηειέζκαηα εμάγνληαη κέζσ ηεο 

επηινγήο “Display → Show Tables →Analysis Results → Structure Output → Buckling Factors”. 

Οη ηδηνκνξθέο εμάιινπ θαίλνληαη ακέζσο κεηά ηελ αλάιπζε κε ηα αληίζηνηρα θξίζηκα θνξηία ζην 

πιαίζην καδί κε ην όλνκα ηνπ αξρείνπ ηνπ πξνγξάκκαηνο. 

 
Εικόνα 4.3 Εξαγυγή αποηελεζμάηυν  
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4.3 Αλαιύζεηο κε ην Λνγηζκηθό ADINA 
 

Οη αλαιύζεηο κε ην ινγηζκηθό Adina έγηλαλ κε επηθαλεηαθά ζηνηρεία (shell elements) κε ζθνπό ηελ 

επίηεπμε κεγαιύηεξεο αθξίβεηαο. Σν κήθνο ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ είλαη 5 cm, από εκπεηξία 

ηνπ πξνγξάκκαηνο θαη γηα ηα δεδνκέλα κήθε ησλ κειώλ. Ωο βαζκνί ειεπζεξίαο, νκνίσο κε 

πξνεγνπκέλσο, επηιέγνληαη νη κεηαθηλήζεηο θαηά x θαη z θαη ε ζηξνθή θαηά y, ελώ γηα ηελ 

νξζόηεξε επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο εηζάγνπκε κεγάιεο κεηαηαηνπίζεηο / ζηξνθέο (θαη κηθξέο 

παξακνξθώζεηο): 

Control → Analysis Assumptions → Kinematics → Displacements/Rotations : Large. 

 

Με ην ινγηζκηθό απηό έγηλαλ δύν ηύπνη αλαιύζεσλ, ε γξακκηθή θαη ε κε γξακκηθή αλάιπζε 

ιπγηζκνύ, Linearized Buckling θαη Collapse Analysis, αληίζηνηρα. Με ηνλ ηξόπν απηό έρνπκε ηελ 

επθαηξία λα ζπγθξίλνπκε θαη ηα θξίζηκα θνξηία πνπ πξνθύπηνπλ από ηε γξακκηθή ζεσξία ειαζηηθήο 

επζηάζεηαο. Απ’ ηελ άιιε ην “collapse analysis” κάο δίλεη θαη ηνλ κεηαιπγηζκηθό δξόκν ηζνξξνπίαο. 

Γηα ηνλ ράιπβα επηιέρζεθε πιηθό ειαζηηθό ηζνηξνπηθό κε κέηξν ειαζηηθόηεηαο E = 210x10
6
 MPa. 

 

Ο θόκβνο απαζρόιεζε ηδηαίηεξα ην θνκκάηη ηεο πξνζνκνίσζεο, θαζώο επηιέρζεθε λα ζρεδηαζζεί 

ππό πεξηζζόηεξν πξαγκαηηθέο ζπλζήθεο. Όπσο κπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε θαη ζηελ εηθόλα πνπ 

αθνινπζεί, πξνθεηκέλνπ λα ζπλδέζνπκε ηα δύν κέιε κε rigid links, νξίδνπκε σο master ην ζεκείν 

ζην κέζνλ (θέληξν βάξνπο) ηνπ ππνζηπιώκαηνο θαη slave ηηο γξακκέο πνπ νξίδνπλ ηα πέικαηα θαη 

ηνλ θνξκό. Αλαιόγσο θαη γηα ηε δνθό κε ηε δηαθνξά όηη σο master ηνπ θόκβνπ επηιέγεηαη ην κέζνλ 

ηνπ θάησ πέικαηνο (ίδην ζεκείν θαη γηα ηα δύν κέιε). Έηζη, ην δύγσκα εδξάδεηαη νιόθιεξν επάλσ 

ζην ππνζηύισκα δεκηνπξγώληαο ζηεξεό θόκβν ν νπνίνο δελ επηηξέπεη ειαζηηθή ζύλδεζε (ζπλζήθε 

ίζσλ ζηξνθώλ). ε πεξίπησζε πνπ νξίδνπκε σο master ην θέληξν βάξνπο ηεο δνθνύ θαη slaves ηα 

πεξηθεξεηαθά ηκήκαηα, ε αλάιπζε δελ πξνρσξεί εμαηηίαο ηνπ όηη ην ίδην ζεκείν (θέληξν βάξνπο 

ππνζηπιώκαηνο) δελ κπνξεί λα ιεηηνπξγεί σο master θαη slave ηαπηόρξνλα. 

 

 
Εικόνα 4.4 Πποζομοίυζη κόμβος  
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Με ηε δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάθεηαη πξνεγνπκέλσο απνθεύγεηαη ε ειιεηπήο πξνζνκνίσζε ηεο 

επόκελεο εηθόλαο. Παξ’ όια απηά, όπσο δηαπηζηώζεθε, ν θάησζη ζρεδηαζκόο ηεο γεσκεηξίαο δελ 

είλαη ιαλζαζκέλνο, θαζόηη δίλεη θξίζηκα θνξηία ιπγηζκνύ πνιύ θνληά ζηα πξαγκαηηθά. 

 

 
Εικόνα 4.5 Εναλλακηική πποζομοίυζη κόμβος  

 

Με ηνλ ηξόπν απηό ν θνξέαο παίξλεη ηελ παξαθάησ κνξθή. 

 

 
Εικόνα 4.6 Τελική μοπθή ηος θοπέα  

 

Γηα ηελ πεξίπησζε ηεο “collapse analysis” γίλεηαη δίλνληαο κία γεσκεηξηθή αηέιεηα ζην θέληξν 

βάξνπο ηεο θεθαιήο ηνπ ππνζηπιώκαηνο, ζπγθεθξηκέλα θαηαθόξπθε κεηαθίλεζε πξνο ηα θάησ 
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θαηά 0,001 m (Analysis Options). Δπηπιένλ, δίλνπκε βήκα αλαιύζεσλ 0,025 (Control → Time 

Step). 

 

  
     Εικόνα 4.7 Γευμεηπική αηέλεια     Εικόνα 4.8 Σσημαηιζμόρ ελαηηπίος  

 

Αθόκα, γηα ηελ πξνζνκνίσζε ηνπ ειαηεξίνπ εηζάγνπκε ην αληίζηνηρν element group θαη νξίδνπκε 

ηε δπζθακςία ηνπ ειαηεξίνπ (“Element Stiffness”). Έπεηηα δίλνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ δεύηεξνπ 

ζεκείνπ (δελ επεξεάδεη ην κήθνο ηνπ ειαηεξίνπ), ην δεζκεύνπκε κε πάθησζε θαη νξίδνπκε ην 

ειαηήξην: Meshing → Element → Spring. Ζ πξνζνκνίσζε ηνπ ειαηεξίνπ παξαηίζεηαη ζηηο εηθόλεο 

4.8 θαη 4.9. 

 

 
Εικόνα 4.9 Δςζκαμτία ελαηηπίος  
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Σέινο, πξνρσξνύκε ζηελ εμαγσγή ησλ απνηειεζκάησλ. Ζ γξακκηθή αλάιπζε κάο δίλεη ακέζσο ην 

θξίζηκν θνξηίν ιπγηζκνύ, ελώ αλαθνξηθά κε ηελ κε γξακκηθή αλάιπζε είλαη απαξαίηεηα ηα 

δηαγξάκκαηα επηβαιιόκελνπ θνξηίνπ – βέινπο θάκςεσο γηα ηα νπνία αθνινπζνύκε ηελ εμήο 

δηαδηθαζία: 

Γίλνπκε ην node ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο θεθαιήο ηνπ ππνζηπιώκαηνο 

Definitions → Model Point → Node  

θαη έπεηηα από ην  

Graph → Response Curve (Model Point) 

επηιέγνπκε “Displacement – X DISPLACEMENT” γηα ηνλ άμνλα x θαη “Time – LAMDA” γηα ηνλ 

άμνλα y. 

 

Αλαθνξηθά κε ηα θξίζηκα θνξηία ιπγηζκνύ ηνπ ινγηζκηθνύ Adina πξέπεη λα γίλεη ηδηαίηεξα 

θαηαλνεηό όηη ε δηαηνκή πνπ εηζάγνπκε απέρεη θαηά έλα κηθξό πνζνζηό (2 ~ 3.5%) από ηελ 

πξαγκαηηθή. Απηό επεηδή νη επηθάλεηεο ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο από ηα θέληξα βάξνπο. πλεπώο, ε 

ηειηθή ξνπή αδξαλείαο ηεο δηαηνκήο ζην πξόγξακκα ζα ιακβάλεη ππόςε εηο δηπινύλ ην νξζνγσληθό 

θνκκάηη κάδαο πνπ νξίδεηαη από ην κηζό πάρνο πέικαηνο επί ην πάρνο θνξκνύ. 

Γηα ηνλ ιόγν απηό, πξνθεηκέλνπ λα είλαη ζπγθξίζηκα ηα απνηειέζκαηα κε ηα ζεσξεηηθώο 

εμαγόκελα, όηαλ πξνρσξήζνπκε ζηελ κεηαηξνπή ηνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ Pcr ζε 2

cr , ζα ζεσξήζνπκε 

σο ξνπή αδξαλείαο ηνπ πόδα ηνπ ππνζηπιώκαηνο απηήλ πνπ ιακβάλνπκε από ην πξόγξακκα. 

 

 
Σσήμα 4.2 

 

Ζ παξαπάλσ ζεκείσζε απνηειεί ηνλ ιόγν γηα ηνλ νπνίν δελ είκαζηε ζε ζέζε λα ζπγθξίλνπκε ηα 

απνηειέζκαηα πνπ εμάγνπλ ηα δύν πξνγξάκκαηα (Sap2000 θαη Adina), νη δηαθνξέο ησλ νπνίσλ 

γίλνληαη αληηιεπηέο ζηνπο πίλαθεο ηεο παξαγξάθνπ 4.4. 

Έηζη, νη ξνπέο αδξαλείαο ζην κέζνλ (γηα ηνλ άμνλα y, ζε κέηξα) ζα είλαη νη εμήο: 

 

Πεξηπηώζεηο Im (x10
-4

) 

1.200-400-200 1,89725 

2.100-400-200 0,92856 

3.200-400-400 1,89725 

4.100-600-200 2,54797 

5.100-600-600 2,54797 

6.200-400-200 1,89725 

Πίνακαρ 4.3  
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4.4 πγθξίζεηο Κξίζηκσλ Φνξηίσλ 
 

ηηο επόκελεο παξαγξάθνπο επηζπλάπηνληαη νη ζπγθξίζεηο ησλ ζεσξεηηθώλ απνηειεζκάησλ κε ηα 

αληίζηνηρα απνηειέζκαηα ησλ ινγηζκηθώλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ. πγθεθξηκέλα, παξνπζηάδνληαη 

πξώηα ηα θξίζηκα θνξηία πνπ πξνέθπςαλ από ην Sap2000 θαη έπεηηα από ην Adina (ρσξίο θαη κε 

εθθεληξόηεηα). ηνπο πίλαθεο πνπ αθνινπζνύλ είλαη ζθηαζκέλεο κε θίηξηλν νη απνθιίζεηο 10 ~ 15 % 

ελώ κε θόθθηλν νη άλσ ηνπ 15 %. 

 

4.4.1 Μεηαζεηνί Φνξείο ρσξίο ηξνθηθή Γέζκεπζε 

 

ηηο ηειεπηαίεο γξακκέο ησλ πηλάθσλ πνπ αθνινπζνύλ επηζπλάπηνληαη νη κέζνη όξνη ησλ 

απνθιίζεσλ γηα θάζε πεξίπησζε αλάιπζεο. Ο πξώηνο κέζνο όξνο αθνξά όιεο ηηο πεξηπηώζεηο 

θνξέσλ (18 ζηνλ αξηζκό), ελώ ν δεύηεξνο δελ πεξηιακβάλεη ηηο πεξηπηώζεηο πνπ νλνκάζακε 

«ηνιεκξέο» ζηελ παξάγξαθν 4.1. Απηέο έρνπλ λα θάλνπλ ζην παξόλ ππνθεθάιαην κε ηελ πεξίπησζε 

5 (δνθόο κε πνιύ κεγαιύηεξε δπζθακςία ζπγθξηηηθά κε ηελ αληίζηνηρε ηνπ ππνζηπιώκαηνο). 

 

  
r 

ζεσξεηηθό Sap2000 απόθιηζε 

% 

ζεσξεηηθό απόθιηζε 

% linear Pcr βcr
2
 non-linear 

1 

1 0,73051 795,187 0,73264 0,290 0,70313 4,027 

0,5 1,22361 1322,039 1,21805 -0,456 1,14881 5,685 

2 0,40203 437,681 0,40325 0,303 0,39279 2,594 

2 

1 1,27696 706,5 1,35229 5,570 1,23395 8,751 

0,5 1,86483 1062,138 2,03300 8,272 1,77191 12,843 

2 0,76447 412,463 0,78948 3,168 0,74790 5,267 

3 

1 2,40484 2675,296 2,46487 2,435 2,25579 8,482 

0,5 2,75068 3038,32 2,79934 1,738 2,52507 9,797 

2 1,89135 2098,591 1,93352 2,181 1,80253 6,775 

4 

1 0,58276 853,067 0,59505 2,066 0,56448 5,138 

0,5 1,00798 1489,45 1,03896 2,982 0,95578 8,006 

2 0,31330 454,541 0,31706 1,186 0,30735 3,064 

5 

1 2,40409 4036,922 2,81594 14,626 2,28989 18,681 

0,5 2,48110 4153,675 2,89738 14,367 2,33175 19,522 

2 2,25060 3751,941 2,61715 14,006 2,16106 17,427 

6 

1 0,73051 3090,826 0,71193 -2,611 0,67690 4,920 

0,5 1,22361 4897,156 1,12799 -8,477 1,07893 4,349 

2 0,40203 1731,61 0,39885 -0,798 0,38381 3,770 

 
    

4,701 

 

8,283 

 
    

2,836 6,232 

Πίνακαρ 4.4 

 

Γεληθώο, γηα ην πξόγξακκα Sap2000, δηαθξίλνπκε κεγαιύηεξε ζύγθιηζε κε ηε γξακκηθή αλάιπζε. 

Παξαηεξνύκε ζηνλ Πίλαθα 4.3 όηη ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο ε κε γξακκηθή ζεσξία ειαζηηθήο 

επζηάζεηαο κάο έδσζε θξίζηκα θνξηία ππέξ ηεο αζθαιείαο, ελ ζπγθξίζεη κε ηα αληίζηνηρα ηνπ 

πξνγξάκκαηνο Sap2000. Σν απηό ηζρύεη θαη γηα ην ινγηζκηθό Adina γηα ην θνκκάηη ηεο κε 

γξακκηθήο αλάιπζεο, εμαηξνπκέλσλ δύν πεξηπηώζεσλ ζηνπο θνξείο 4 θαη 6 (r = 0.5). 
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Αθόκα πξέπεη λα ζεκεηώζνπκε όηη ζηελ πεξίπησζε θνξέα 5 ε απνθιίζεηο είλαη κεγαιύηεξεο από ηηο 

επηηξεπόκελεο. Απηό ην θαηλόκελν ζπκπεξαζκαηηθά ηζρύεη ιόγσ ηεο κηθξήο ηηκήο ξ (= 0.15), θαη όρη 

εμαηηίαο ηνπ κεγάινπ 1l΄ (= 5). Αλ θαη ην ηειεπηαίν παίδεη έλαλ ξόιν ζηελ αθξίβεηα ηεο κεζόδνπ, 

ζηελ πεξίπησζε θνξέα 4, όπνπ έρνπκε ίδηα ηηκή 1l΄  αιιά πνιύ κεγαιύηεξε ηηκή ξ (= 4.5), δελ 

ζπκβαίλνπλ νη ίδηεο απνθιίζεηο. Σα παξαπάλσ ηζρύνπλ θαη γηα ηηο ζπγθξίζεηο πνπ αθνινπζνύλ. 

 

Ζ ζύγθξηζε ηνπ Πίλαθα 4.4 έγηλε θαη γηα ηα αληίζηνηρα πιαίζηα κε ιπγηζκό σο πξνο ηνλ αζζελή 

άμνλα ησλ ππνζηπισκάησλ, z. Οη δηαηνκέο ησλ δπγσκάησλ έκεηλαλ ίδηεο, επνκέλσο κεηώζεθε ε ηηκή 

ηνπ ξ ζε θάζε πεξίπησζε (βι. Πίλαθα 4.2). Καηά ζπλέπεηα ηα απνηειέζκαηα πνπ παίξλνπκε 

απνθιίλνπλ έσο 30% από απηά ηνπ Sap2000 (κέζνο όξνο απόθιηζεο κέρξη 10%). Γηα ην ιόγν απηό 

δελ επηζπλάπηνληαη ζην ηεύρνο ηεο εξγαζίαο, όκσο γίλεηαη πεξαηηέξσ αλαθνξά ζηελ παξάγξαθν 

4.4.4. 

 

  

r 
ζεσξεηηθό 

linear 

ADINA  

linear 
απόθιηζε 

% 

ζεσξεηηθό 

non-linear 

ADINA  

non-linear 
απόθιηζε 

% 
Pcr βcr

2 
Pcr βcr

2 

1 

1 0,73051 831 0,75086 4,587 0,70313 795,234 0,71854 2,145 

0,5 1,22361 1391 1,25686 4,524 1,14881 1245,61 1,12549 -2,072 

2 0,40203 455,3 0,41139 4,161 0,39279 448,073 0,40486 2,981 

2 

1 1,27696 745,5 1,37632 10,510 1,23395 711,133 1,31287 6,011 

0,5 1,86483 1135 2,09540 14,161 1,77191 1014,47 1,87288 5,391 

2 0,76447 431,2 0,79607 7,375 0,74790 423,46 0,78178 4,334 

3 

1 2,40484 2949 2,66461 11,490 2,25579 2735,61 2,47180 8,739 

0,5 2,75068 3342 3,01971 10,667 2,52507 2864,6 2,58835 2,445 

2 1,89135 2315 2,09175 11,326 1,80253 2233,34 2,01796 10,676 

4 

1 0,58276 888,6 0,59785 5,982 0,56448 848,795 0,57107 1,154 

0,5 1,00798 1561 1,05024 7,429 0,95578 1382,63 0,93024 -2,746 

2 0,31330 471,6 0,31729 4,760 0,30735 464,36 0,31242 1,623 

5 

1 2,40409 4480 3,01415 23,069 2,28989 4152,34 2,79370 18,034 

0,5 2,48110 4608 3,10027 22,810 2,33175 3962,76 2,66615 12,542 

2 2,25060 4156 2,79616 22,367 2,16106 3999,13 2,69062 19,682 

6 

1 0,73051 3228 0,72918 1,750 0,67690 2968,47 0,67055 -0,947 

0,5 1,22361 5127 1,15814 -3,614 1,07893 4144,8 0,93627 -15,237 

2 0,40203 1800 0,40660 3,032 0,38381 1747,51 0,39475 2,770 

    
  9,645 

   
6,640 

    
  7,025 

   
4,618 

Πίνακαρ 4.5 

 

Γεληθά δηαπηζηώλεηαη κεγαιύηεξε αθξίβεηα ηεο κε γξακκηθήο αλάιπζεο, ελ ζπγθξίζεη κε ηε 

γξακκηθή ζεσξία ειαζηηθήο επζηάζεηαο. 
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Αθνινπζνύλ νη ζπγθξίζεηο κε έθθεληξε θόξηηζε κε αλεγκέλεο εθθεληξόηεηεο από 2.4 έσο 4.8 %. Σα 

ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα πξνθύπηνπλ κόλν από ηε κε γξακκηθή αλάιπζε. 

 

  
r 

ζεσξεηηθό 

non-linear 

ADINA non-linear απόθιηζε 

% 
e  

Pcr βcr
2 

1 

1 0,51840 587,098 0,53048 2,278 

-0.0240625 0,5 0,81131 865,604 0,78213 -3,731 

2 0,30069 353,999 0,31986 5,993 

2 

1 0,93534 538,371 0,99392 5,894 

-0.0240625 0,5 1,31574 747,557 1,38012 4,664 

2 0,57919 337,449 0,62299 7,031 

3 

1 1,93131 2350,86 2,12415 9,078 

-0.0240625 0,5 2,16470 2461,2 2,22385 2,660 

2 1,52456 1919,09 1,73402 12,079 

4 

1 0,41065 621,549 0,41818 1,800 

-0.024375 0,5 0,65927 955,227 0,64268 -2,582 

2 0,23311 364,785 0,24543 5,020 

5 

1 2,10814 3828,82 2,57604 18,163 

-0.024375 0,5 2,12895 3617,83 2,43408 12,536 

2 1,97102 3669,91 2,46912 20,173 

6 

1 0,45101 1982,13 0,44775 -0,728 

-0.048125 0,5 0,67980 2626,29 0,59325 -14,588 

2 0,26716 1260,05 0,28463 6,138 

     

7,508 

 

     

5,618 

 Πίνακαρ 4.6 

 

Γεληθώο παξαηεξείηαη κία κηθξή αύμεζε ηεο απόθιηζεο ζηα θξίζηκα θνξηία κε εθθεληξόηεηα ελ 

ζπγθξίζεη κε ηα αληίζηνηρα κε κεδεληθή εθθεληξόηεηα. 
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4.4.2 Μεηαζεηνί Φνξείο κε ηξνθηθή Γέζκεπζε 

 

ηηο επόκελεο πεξηπηώζεηο δεζκεύνπκε ηνλ πόδα ηνπ ππνζηπιώκαηνο θαη ζηξνθηθά (θαηά ηε 

δηεύζπλζε y) γηα λα ειέγμνπκε ηα ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα. Απηό ην θαηαθέξλνπκε εηζάγνληαο κηα 

πνιύ κεγάιε ηηκή ηνπ ζηξνθηθνύ ειαηεξίνπ (ζεσξεηηθά άπεηξε): 

C΄ = 10
7
. 

ηα πξνγξάκκαηα, αληηζηνίρσο, ζεσξήζακε ην ππνζηύισκα παθησκέλν. 

 

  

r 
ζεσξεηηθό 

non-linear 

Sap2000 απόθιηζε 

% 

ADINA 

linear 

ADINA 

non-linear απόθιηζε 

% 
Pcr βcr

2
 Pcr βcr

2
 

1 

1 2,50944 2796,2 2,57626 2,594 2982 2895,58 2,61634 4,086 

0,5 3,33895 3762,006 3,4661 3,668 3988 3639,44 3,28847 -1,535 

2 1,98416 2198,347 2,02543 2,038 2362 2342,82 2,11689 6,270 

2 

1 2,36901 1315,931 2,51878 5,946 1393 1334,91 2,46447 3,873 

0,5 3,39915 1947,273 3,72721 8,802 2066 1838,17 3,39357 -0,165 

2 1,59243 871,638 1,66837 4,552 926,1 912,894 1,68536 5,514 

3 

1 6,01349 6901,59 6,35873 5,429 7523 6953,44 6,28287 4,288 

0,5 6,83964 7963,513 7,33713 6,78 8648 7279,94 6,57789 -3,979 

2 4,79958 5418,882 4,99265 3,867 5920 5721,64 5,16986 7,162 

4 

1 1,01240 1524,112 1,06314 4,772 1598 1539,83 1,03600 2,278 

0,5 1,56765 2383,34 1,66249 5,705 2488 2223,59 1,49603 -4,787 

2 0,67798 1021,59 0,71261 4,859 1078 1067,04 0,71791 5,561 

5 

1 4,49709 7662,805 5,34516 15,866 8287 7517,32 5,05766 11,084 

0,5 4,65230 8026,831 5,59908 16,910 8665 7148,09 4,80925 3,263 

2 4,08962 6819,036 4,75659 14,022 7381 7027,9 4,72838 13,509 

6 

1 2,44373 10708,495 2,46655 0,925 11090 10478,7 2,36704 -3,240 

0,5 3,17133 13852,205 3,19066 0,606 14240 12071,6 2,72686 -16,300 

2 1,95830 8537,627 1,96652 0,418 8894 8756,09 1,97792 0,992 

     

5,987 
   

5,438 

     

4,064 
   

4,669 

Πίνακαρ 4.7 
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r 

ζεσξεηηθό ADINA non-linear απόθιηζε 

% 
e  

   non-linear Pcr βcr
2 

1 

1 2,02615 2364,82 2,13676 5,177 

-0.0240625 0,5 2,49944 2746,13 2,48130 -0,731 

2 1,70425 2164,82 1,95605 12,873 

2 

1 1,82593 1034,95 1,91069 4,436 

-0.0240625 0,5 2,50118 1353,69 2,49914 -0,082 

2 1,28627 764,309 1,41104 8,843 

3 

1 5,12563 5925,44 5,35401 4,266 

-0.0240625 0,5 5,81728 6295,66 5,68853 -2,263 

2 4,08707 4969,16 4,48995 8,973 

4 

1 0,76895 1180,84 0,79447 3,212 

-0.024375 0,5 1,10060 1571,17 1,05709 -4,116 

2 0,54984 900,75 0,60603 9,272 

5 

1 4,07672 6858,27 4,61425 11,649 

-0.024375 0,5 4,19973 6470,39 4,35329 3,527 

2 3,65790 6329,01 4,25817 14,097 

6 

1 1,83627 7973,12 1,80106 -1,955 

-0.048125 0,5 2,16088 8453,88 1,90965 -13,156 

2 1,59551 7371,76 1,66521 4,186 

 
 

   

6,267 

 

 
 

   

5,569 

 Πίνακαρ 4.8 

 

4.4.3 Μεξηθώο Μεηαζεηνί Φνξείο κε ηξνθηθή Γέζκεπζε 

 

ηνπο πίλαθεο πνπ αθνινπζνύλ γίλνληαη ζπγθξίζεηο κεξηθώο κεηαζεηώλ θνξέσλ ζε ζπλδπαζκό κε 

δύζθακπηε ζηξνθηθή ζηήξημε ηνπ πόδα ηνπ ππνζηπιώκαηνο. Αξρηθά παξαζέηνπκε θνξείο κε 

πεξηνξηζκέλε κεηάζεζε κόλν (Κ΄ ≠ 0, C΄ = 0): Πίλαθεο 4.9 έσο 4.11 θαη έπεηηα δεζκεύνπκε θαη ηε 

ζηξνθή ηεο βάζεο ηνπ ππνζηπιώκαηνο (C΄ ≠ 0): Πίλαθαο 4.12. 

Τπελζπκίδεηαη όηη, επεηδή, γηα απεηξία ηνπ κεηαθηλεζηαθνύ ειαηεξίνπ (πεξίπησζε άξζξσζεο), ε κε 

γξακκηθή επίιπζε δελ καο δίλεη πνιύ αμηόπηζηα απνηειέζκαηα, επηζπλάπηνληαη ηα ζεσξεηηθά 

απνηειέζκαηα κέρξη ηελ αδηάζηαηε ζηαζεξά Κ΄ = 30. Όπσο ζα δηαπηζηώζνπκε από ηηο επηιύζεηο ησλ 

πξνγξακκάησλ, ε απεηξία ηεο ζηαζεξάο ηνπ ειαηεξίνπ δελ δηαθέξεη πνιύ από ηελ ηηκή 30, σο πξνο 

ην θξίζηκν θνξηίν. Από παιαηόηεξε δηπισκαηηθή εξγαζία έρεη εμαρζεί ην ζπκπέξαζκα όηη νη 

δηαθνξνπνηήζεηο από ηηο ηηκέο 30 ~ 50 ζην άπεηξν δελ εηζάγνπλ πξαθηηθό ζθάικα (κηθξόηεξν ηνπ 

1%) θαη έηζη κπνξνύκε λα ζεσξνύκε ηνπο θνξείο απόιπηα ακεηάζεηνπο. 

Γηα ηηο ζπγθξίζεηο επηιέρζεθαλ νη πεξηπηώζεηο θνξέσλ 1, 2 θαη 5 (ε επηινγή δελ έγηλε ηπραία αιιά 

πξνθεηκέλνπ λα θαηαιήμνπκε ζηε ζύγθξηζε ηνπ Πίλαθα 4.12). Ζ ηειεπηαία, όπσο είδακε, έθεξε όρη 

κηθξέο απνθιίζεηο κεηαμύ ηεο ζεσξίαο θαη ησλ ινγηζκηθώλ ηνπ εκπνξίνπ. Με ηνπο Πίλαθεο 4.9 έσο 

4.11 παξαηεξνύκε όηη νη απνθιίζεηο ηεο ηάμεσο ηνπ 20 % κεηώλνληαη αηζζεηά ζην 4 ~ 10 %. Απηό 

κάο νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα όηη ε κέζνδνο ηεο παξνύζαο εξγαζίαο κάο δίλεη αθόκα πην αμηόπηζηα 

απνηειέζκαηα ζηελ πεξίπησζε κεξηθώο κεηαζεηνύ πιαηζίνπ. 

Να ζεκεησζεί εληόλσο όηη ηα κεηαθηλεζηαθά ειαηήξηα ηνπνζεηήζεθαλ ζην ειεύζεξν άθξν ηνπ 

δπγώκαηνο (θόκβνο Γ), ώζηε λα επηηύρνπκε ηε ζύγθξηζε πνπ επηζπκνύκε θαη όρη ζηε ζύλδεζε 

δνθνύ-ππνζηπιώκαηνο.  
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Με Γξακκηθή Αλάιπζε Δπζηάζεηαο Πιαηζίσλ κε Μέιε Μεηαβιεηήο Γπζθακςίαο 

 

 
  ζεσξεηηθό 

non-linear 

Sap2000 απόθιηζε 

% 

 
  Pcr βcr

2 

1 - r=1 

Κ΄=1 3,01359 3572,7366 3,29172 8,449 

Κ΄=5 9,24561 10082,2511 9,28921 0,469 

Κ΄=10 9,40275 10208,5538 9,40558 0,030 

Κ΄=∞ 
 

10252,3682 9,44595 
 

1 - r=0.5 

Κ΄=1 3,37655 4031,6158 3,71450 9,098 

Κ΄=5 9,50431 10503,2978 9,67714 1,786 

Κ΄=10 9,94259 10875,9856 10,02052 0,778 

Κ΄=∞ 
 

11016,5966 10,15007 
 

1 - r=2 

Κ΄=1 2,73909 3236,8975 2,98229 8,155 

Κ΄=5 8,99653 9758,8473 8,99125 -0,059 

Κ΄=10 9,04285 9795,7500 9,02525 -0,195 

Κ΄=∞ 
 

9808,0680 9,03660 
 

2 - r=1 

Κ΄=1 4,80631 3161,4544 6,05123 20,573 

Κ΄=5 6,78843 3982,9166 7,62357 10,955 

Κ΄=10 6,84710 4003,8174 7,66357 10,654 

Κ΄=∞ 
 

4019,7318 7,69403 
 

2 - r=0.5 

Κ΄=1 4,90846 3183,7636 6,09393 19,453 

Κ΄=5 7,27347 4280,7429 8,19363 11,230 

Κ΄=10 7,42539 4343,9690 8,31465 10,695 

Κ΄=∞ 
 

4394,6051 8,41157 
 

2 - r=2 

Κ΄=1 4,63477 3074,0670 5,88397 21,230 

Κ΄=5 6,41213 3754,0410 7,18548 10,763 

Κ΄=10 6,42571 3760,7450 7,19832 10,733 

Κ΄=∞ 
 

3765,8730 7,20813 
 

5 - r=1 

Κ΄=1 4,55098 7751,6215 5,40711 15,833 

Κ΄=5 6,41922 10331,1089 7,20642 10,924 

Κ΄=10 6,72177 10702,2773 7,46533 9,960 

Κ΄=∞ 
 

11054,7976 7,71123 
 

5 - r=0.5 

Κ΄=1 4,54588 7811,3126 5,44875 16,570 

Κ΄=5 6,54543 10759,9200 7,50554 12,792 

Κ΄=10 6,90407 11219,7688 7,82631 11,784 

Κ΄=∞ 
 

11659,2796 8,13288 
 

5 - r=2 

Κ΄=1 4,55194 7706,2278 5,37545 15,320 

Κ΄=5 6,11646 9691,4625 6,76024 9,523 

Κ΄=10 6,32683 9934,0390 6,92945 8,697 

Κ΄=∞ 
 

10161,4278 7,08806 
 

    

9,859 

   

7,307 

Πίνακαρ 4.9 
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 ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4 

  

Ηαλνπάξηνο 2012 

 
  ζεσξεηηθό ADINA non-linear απόθιηζε 

% 

 
  non-linear Pcr βcr

2 

1 - r=1 

Κ΄=1 3,01359 3647,52 3,29577 8,562 

Κ΄=5 9,24561 10661,90 9,63370 4,028 

Κ΄=10 9,40275 10842,30 9,79671 4,021 

Κ΄=∞ 
 

10904,10 9,85255 
 

1 - r=0.5 

Κ΄=1 3,37655 3941,70 3,56158 5,195 

Κ΄=5 9,50431 10824,50 9,78062 2,825 

Κ΄=10 9,94259 11163,80 10,08720 1,434 

Κ΄=∞ 
 

11289,10 10,20042 
 

1 - r=2 

Κ΄=1 2,73909 3414,42 3,08515 11,217 

Κ΄=5 8,99653 10447,10 9,43962 4,694 

Κ΄=10 9,04285 10538,00 9,52175 5,030 

Κ΄=∞ 
 

10569,30 9,55003 
 

2 - r=1 

Κ΄=1 4,80631 3261,45 6,02118 20,177 

Κ΄=5 6,78843 4249,01 7,84438 13,461 

Κ΄=10 6,84710 4272,26 7,88731 13,188 

Κ΄=∞ 
 

4290,20 7,92043 
 

2 - r=0.5 

Κ΄=1 4,90846 3275,25 6,04666 18,824 

Κ΄=5 7,27347 4400,75 8,12452 10,475 

Κ΄=10 7,42539 4450,55 8,21646 9,628 

Κ΄=∞ 
 

4490,21 8,28968 
 

2 - r=2 

Κ΄=1 4,63477 3200,40 5,90847 21,557 

Κ΄=5 6,41213 - 
  

Κ΄=10 6,42571 - 
  

Κ΄=∞ 
 

- 
  

5 - r=1 

Κ΄=1 4,55098 8139,40 5,47620 16,895 

Κ΄=5 6,41922 10256,10 6,90032 6,972 

Κ΄=10 6,72177 10568,00 7,11017 5,463 

Κ΄=∞ 
 

10871,10 7,31409 
 

5 - r=0.5 

Κ΄=1 4,54588 8788,19 5,91271 23,117 

Κ΄=5 6,54543 9845,89 6,62433 1,191 

Κ΄=10 6,90407 10136,00 6,81952 -1,240 

Κ΄=∞ 
 

10417,80 7,00911 
 

5 - r=2 

Κ΄=1 4,55194 8723,31 5,86906 22,442 

Κ΄=5 6,11646 10001,30 6,72889 9,102 

Κ΄=10 6,32683 10235,90 6,88673 8,130 

Κ΄=∞ 
 

10459,00 7,03683 
 

     

9,855 

     

6,150 

Πίνακαρ 4.10 

 

*ηελ πεξίπησζε θνξέα 2 (r=2) ην ινγηζκηθό καο έδσζε απνηειέζκαηα θαηά πνιύ κεγαιύηεξα από 

ηα αλακελόκελα.  
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Με Γξακκηθή Αλάιπζε Δπζηάζεηαο Πιαηζίσλ κε Μέιε Μεηαβιεηήο Γπζθακςίαο 

Από ηηο επηιύζεηο ηνπ Adina, γηα όιεο ηηο πεξηπηώζεηο δπζθακςίαο ηνπ ειαηεξίνπ Κ΄ = 5 θαη άλσ, 

επηβεβαηώζακε όηη ην πιαίζην ράλεη ηελ επζηάζεηά ηνπ θηλνύκελν πξνο ηα δεμηά, ζπλεπώο νη ηηκέο 

ησλ βειώλ θάκςεσο είλαη αξλεηηθέο. Γηα ηελ αθξίβεηα, νη πξώηεο 4 (ζπλήζσο) ηηκέο πξνθύπηνπλ γηα 

ζεηηθό βέινο θάκςεσο (θίλεζε πξνο ηα αξηζηεξά) θαη έπεηηα ν θνξέαο θηλείηαη πξνο ηα δεμηά. 

Αθόκα, παξαηεξείηαη (από ην αληίζηνηρν δηάγξακκα θνξηίνπ-ζηξνθήο) όηη ε ζηξνθή ηεο θεθαιήο 

ηνπ ζηύινπ έρεη ην ίδην πξόζεκν (αξλεηηθό) ζε όιν ηνλ δξόκν ηζνξξνπίαο. Ζ Δηθόλα 4.10 

απνζαθελίδεη ηελ παξαπάλσ πεξηγξαθή ε νπνία αλαθέξεηαη κόλν γηα θνξηίζεηο κε κεδεληθή 

εθθεληξόηεηα (βιέπε θαη ρήκα 3.6). 

 
Εικόνα 4.10  

’ απηό ην ζεκείν είλαη απαξαίηεην λα επηζεκάλνπκε όηη ζ’ όιεο ηηο παξαπάλσ πεξηπηώζεηο ν 

θνξέαο ράλεη ηελ επζηάζεηά ηνπ, δειαδή ν δξόκνο ηζνξξνπίαο είλαη αζηαζήο θαη όρη επζηαζήο. ηα 

παξαπάλσ δηαγξάκκαηα (Δηθόλα 4.10), πξνθεηκέλνπ λα εζηηάζνπκε ζηελ πξνιπγηζκηθή 

ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα, δελ έρνπκε «πξνρσξήζεη» ηνπο δξόκνπο ηζνξξνπίαο έσο ην ζεκείν 

ιπγηζκνύ. εκεηώλνπκε ηελ παξαπάλσ παξαηήξεζε νύησο ώζηε λα κελ ζπγρέεηαη ε ηζνξξνπία 

(επζηαζήο ή αζηαζήο) κε ηε θνξά κεηαθίλεζεο ηνπ θνξέα (αξηζηεξά ή δεμηά). 

 

 

Πξηλ ζρνιηάζνπκε ηνπο πίλαθεο πνπ αθνινπζνύλ θαη πξνθεηκέλνπ λα έρνπκε θαιύηεξε επνπηεία ησλ 

ζπγθξίζεσλ πξέπεη λα αλαθέξνπκε ηα κεγέζε ησλ δπζθακςηώλ ησλ ειαηεξίσλ πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ: 

 1 1/C C l E      

3

1

1 1( )

bK l
K΄

E I L





 

Φνξέαο 1: 200-400-200    Φνξέαο 2: 100-400-200 

1 11 / 1930C C E l KNm     
   1 11 / 200C C E l KNm       

3

1 1 11 ( ) / 470bK΄ K E I L l KN    
  

3

1 1 11 ( ) / 470bK΄ K E I L l KN      

Φνξέαο 5: 100-600-600 

1 11 / 200C C E l KNm       
3

1 1 11 ( ) / 1632bK΄ K E I L l KN      
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 ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4 

  

Ηαλνπάξηνο 2012 

 

  
C΄ K΄ 

ζεσξεηηθό Sap2000 απόθιηζε 

% 
|δ/δν| 

non-linear Pcr βcr
2 

1 - r=1 

 

C=1930 

K=470 

(ΚΝ) 

0 0 0,70313 795,187 0,73264 4,027 1,000 

0,1 0 0,74064 836,133 0,77037 3,858 1,001 

0 0,1 0,93353 1074,37 0,98986 5,691 1,000 

1 0 1,02516 1147,164 1,05693 3,006 1,003 

0 1 3,01359 3572,7366 3,29172 8,449 0,996 

1 1 3,35884 3952,013 3,64116 7,754 1,003 

5 1 3,97211 4625,751 4,26190 6,800 0,996 

1 5 10,36938 11177,216 10,29805 -0,693 0,100 

5 5 12,24518 13411,052 12,35618 0,898 0,369 

1Δ+07 30 18,45514 19303,644 17,78528 -3,766 0,052 

2 - r=1 

 

C=200 

K=470 

(ΚΝ) 

0 0 1,23396 706,5 1,35229 8,750 1,000 

0,1 0 1,24665 723,679 1,38517 10,000 1,001 

0 0,1 1,61466 987,244 1,88965 14,553 0,995 

1 0 1,35066 776,472 1,48622 9,121 1,005 

0 1 5,19882 3161,454 6,05123 14,087 0,809 

1 1 5,55978 3311,93 6,33925 12,296 0,856 

5 1 6,62256 3661,247 7,00787 5,498 0,971 

1 5 7,19744 4193,704 8,02703 10,335 0,055 

5 5 8,48323 4864,273 9,31054 8,886 0,036 

1Δ+07 30 14,51576 7583,914 14,51611 0,002 0,006 

5 - r=1 

 

C=200 

K=1632 

(ΚΝ) 

0 0 2,28989 4036,922 2,81594 18,681 1,000 

0,1 0 2,30300 4056,594 2,82966 18,612 1,001 

0 0,1 2,56715 4549,282 3,17333 19,102 0,970 

1 0 2,41554 4226,055 2,94787 18,058 1,010 

0 1 4,55098 7751,6215 5,40711 15,833 0,660 

1 1 4,75016 8040,972 5,60895 15,311 0,670 

5 1 5,40860 9012,775 6,28683 13,969 0,707 

1 5 6,67214 10671,509 7,44387 10,367 0,170 

5 5 7,54378 11847,345 8,26407 8,716 0,171 

1Δ+07 30 13,25326 19894,21 13,87713 4,496 0,028 

      

9,090 

 Πίνακαρ 4.11  

 

Αμίδεη λα ζεκεηώζνπκε όηη, ζύκθσλα κε ηνλ Δπξσθώδηθα 3, ν θνξέαο κπνξεί λα θαηαηαγεί σο 

ακεηάζεηνο όηαλ έρεη έλα θαηαθόξπθν ζύζηεκα δπζθακςίαο πνπ λα κεηώλεη ηηο νξηδόληηεο 

κεηαηνπίζεηο θαηά 80%, δειαδή ν ιόγνο ηεο νξηδόληηαο κεηαθίλεζεο πιαηζίνπ κε ζύζηεκα 

δπζθακςίαο (δ) πξνο ηελ αληίζηνηρε πιαηζίνπ ρσξίο ζύζηεκα δπζθακςίαο (δ0) λα είλαη κηθξόηεξνο 

από 20% (δ/δ0 < 0,2). H κέγηζηε νξηδόληηα κεηαηόπηζε δελ είλαη άιιν παξά ην βέινο θάκςεσο ηεο 

θεθαιήο ηνπ ππνζηπιώκαηνο, w1(L1). 

Έηζη, ζηνλ Πίλαθα 4.11 κπνξνύκε λα παξαθνινπζήζνπκε πόζν ακεηάζεηνο γίλεηαη ν θνξέαο 

παξάιιεια κε ηελ αύμεζε ησλ ζηαζεξώλ ησλ ειαηεξίσλ. 
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Δπηπιένλ, ζηνλ παξαπάλσ πίλαθα αλ παξαηεξήζνπκε πώο κεηαβάιιεηαη ε επζηάζεηα ηνπ 

πιαηζηαθνύ θνξέα γηα ίζεο αλεγκέλεο ζηαζεξέο ειαηεξίσλ, δηαπηζηώλνπκε όηη ε αύμεζε ζηελ νπνία 

ζπληειεί ην κεηαθηλεζηαθό ειαηήξην είλαη πνιιέο θνξέο πνιιαπιάζηα από ηελ αληίζηνηρε ηνπ 

ζηξνθηθνύ. Γηα παξάδεηγκα, ζηελ πεξίπησζε θνξέα 1, γηα C΄ = 0 θαη Κ΄ = 0.1, ε θέξνπζα 

ζπκπεξηθνξά απμάλεηαη θαηά 35,1%, ελώ γηα Κ΄ = 0 θαη C΄ = 0.1, κόλν 5,2%. Οκνίσο θαη γηα ηνπο 

άιινπο θνξείο. 

 

Ζ παξαπάλσ παξαηήξεζε κάο νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα όηη ε κεηαθηλεζηαθή δέζκεπζε ηνπ πιαηζίνπ 

πξνζθέξεη πνιύ κεγαιύηεξε αληνρή ηνπ θνξέα ζε επζηάζεηα, έλαληη ηεο ζηξνθηθήο δέζκεπζεο. 

 

ε ζπλδπαζκό κε ηα παξαπάλσ κπνξεί θάπνηνο λα δηεξσηεζεί: ππό πνία δπζθακςία ζηξνθηθνύ 

ειαηεξίνπ επηηπγράλνπκε ηελ ίδηα θέξνπζα ηθαλόηεηα κε έλα αληηζηνίρσο κεξηθώο κεηαζεηό πιαίζην 

κε κεξηθή κεηαθηλεζηαθή δέζκεπζε. 

Δπεηδή ε ζηξνθηθή δπζθακςία, όκσο, δελ κεηαβάιιεη θαηά ηόζν κεγάιν βαζκό ην θξίζηκν θνξηίν 

ηνπ θνξέα, εδώ ζα κειεηήζνπκε ην αληίζηξνθν: ώζηε λα βξνύκε πνηά είλαη ε δπζθακςία ηνπ 

κεηαθηλεζηαθνύ ειαηεξίνπ ε νπνία πξνζθέξεη ίδην αθξηβώο θξίζηκν θνξηίν ζε ιπγηζκό κε ην 

αληίζηνηρν πιαηζηαθνύ θνξέα κε παθησκέλν ην θάησ άθξν ηνπ ππνζηπιώκαηνο. Ζ δηεξεύλεζε πνπ 

αθνινπζεί αθνξά ηνπο θνξείο ηνπ Πίλαθα 4.11 (1, 2 θαη 5). 

 

Φνξέαο 
Pcr 

(C=0;Κb=0) 

Pcr 

(C=∞;Κb=0) 

Kb 

αληίζηνηρν 

Pcr 

(C=0;Κb αλη.) 
α % 

1.200-400-200 795,2 2796,2 338 2796,3 256 

2.100-400-200 706,5 1332,0 108 1334,1 89 

5.100-600-600 4036,9 7662,8 1570 7663,0 90 

Πίνακαρ 4.12  

 

ηνλ Πίλαθα 4.12 (κνλάδεο ζε ΚΝ) επηζπλάπηνπκε ζηε δεύηεξε ζηήιε ην θξίζηκν θνξηίν ηνπ θνξέα 

ρσξίο θακία δέζκεπζε ειαηεξίνπ, ζηελ ηξίηε ην θξίζηκν θνξηίν πνπ κάο δίλεη ν θνξέαο κε 

παθησκέλε βάζε ππνζηπιώκαηνο ρσξίο κεηαθηλεζηαθό ειαηήξην, ζηελ ηέηαξηε ε δπζθακςία ηνπ 

κεηαθηλεζηαθνύ ειαηεξίνπ πνπ απαηηείηαη γηα λα «θηάζνπκε» ην ίδην Pcr κε ηε δεύηεξε ζηήιε θαη 

ηέινο ην θξίζηκν θνξηίν πνπ επηηπγράλνπκε κόλν κε ην κεηαθηλεζηαθό ειαηήξην (γηα επαιήζεπζε) 

θαζώο θαη ην πνζνζηό αύμεζεο ηνπ θνξηίνπ. Οη αληίζηνηρεο ζηαζεξέο Κb πξνέθπςαλ έπεηηα από 

επαλαιήςεηο κε ην πξόγξακκα Sap2000. 

 

Πξώηε παξαηήξεζε απνηειεί ην γεγνλόο όηη ελώ ζηνλ θνξέα 1 ην θξίζηκν θνξηίν απμήζεθε θαηά 

256%, ζηνπο ππόινηπνπο απμήζεθε κόλν 90%. Απηό ζπκβαίλεη επεηδή ζηνλ πξώην ε δηαηνκή ηνπ 

πόδα ηνπ ππνζηπιώκαηνο (200) έρεη ξνπή αδξαλείαο πεξίπνπ 10 θνξέο κεγαιύηεξε από ηελ 

αληίζηνηρε (100) ζηνπο άιινπο θνξείο. πλεπώο, ζπκπεξαίλνπκε όηη ε επηηειεζηηθόηεηα ηεο 

ζηξνθηθήο δπζθακςίαο δελ εμαξηάηαη κόλν από ην ζηξνθηθό ειαηήξην αιιά θαη από ηε δπζθακςία 

ηεο δηαηνκήο, θαζώο όζν θαιύηεξα ηα αδξαλεηαθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο δηαηνκήο, ηόζν κεγαιύηεξε ε 

θέξνπζα ηθαλόηεηα πνπ επηηπγράλεηαη. 

Κάηη αληηζηξόθσο αλάινγν παξαηεξείηαη γηα ην κεηαθηλεζηαθό ειαηήξην. Αλ δώζνπκε ζην 

κεηαθηλεζηαθό ειαηήξην ηνπ θνξέα 2 ηελ ίδηα ηηκή κε ην αληίζηνηρν ηνπ θνξέα 5 (Κb = 1570 KN) 

θαη γηα κεδεληθό ζηξνθηθό ειαηήξην παίξλνπκε θξίζηκν θνξηίν Pcr = 3939,4 KN. Σν θνξηίν απηό 

είλαη 458% κεγαιύηεξν από ην αληίζηνηρν γηα ηνλ θνξέα 2 ρσξίο θαλέλα ειαηήξην. Απηό ζεκαίλεη 

όηη γηα δηαηνκή θεθαιήο ζηύινπ 400 θαη δνθνύ 200 πεηπραίλνπκε 5,5 θνξέο κεγαιύηεξε αληνρή, ζε 

αληίζεζε κε ηελ πεξίπησζε δηαηνκήο ζηελ θεθαιή ηνπ ζηύινπ θαη δνθό 600 (κόλν 1,9 θνξέο 

κεγαιύηεξν θνξηίν ζε ιπγηζκό). 
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Όπσο αλαθέξακε ζηελ παξάγξαθν 3.2.2 ε δηαθνξνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο κάο επηβάιιεη λα 

επηβεβαηώζνπκε όηη νη παξαδνρέο πνπ ιάβακε ππόςε, ώζηε λα ηζρύεη ε κέζνδνο, είλαη αιεζήο. 

Βαζηθή ππόζεζε απνηειεί ην γεγνλόο όηη ε παξάιεηςε ηεο αμνληθήο δύλακεο πνπ αζθείηαη ζηε δνθό 

δελ δηαθνξνπνηεί ζε κεγάιν βαζκό ην θξίζηκν θνξηίν ζε ιπγηζκό. Γηα ηνλ ιόγν απηό αθνινπζεί ν 

Πίλαθαο 4.13 ζηνλ νπνίν επηζπλάπηνληαη θξίζηκα θνξηία ηα νπνία πξνθύπηνπλ από δύν πεξηπηώζεηο 

δέζκεπζεο ηνπ πιαηζηαθνύ θνξέα θαηά ηε δηεύζπλζε x. ηελ πξώηε ηνπνζεηνύκε ην κεηαθηλεζηαθό 

ειαηήξην ζηνλ θόκβν Β (ζύλδεζε δνθνύ-ππνζηπιώκαηνο). Με απηόλ ηνλ ηξόπν εμάγνπκε 

απνηειέζκαηα θξίζηκσλ θνξηίσλ ιπγηζκνύ θνξέσλ ζηνπο νπνίνπο ην δύγσκα δελ θαηαπνλείηαη από 

ζιίςε. ηε δεύηεξε πεξίπησζε ην ειαηήξην ηνπνζεηείηαη, όπσο ζηηο αλαιύζεηο πνπ πξνεγήζεθαλ, 

ζηνλ θόκβν Γ.  

 

  

Β Γ 
απόθιηζε 

% 
S2 

1 - r=1 

Κ΄=1 3577,55 3572,74 0,134 -1138,45 

Κ΄=5 10086,07 10082,25 0,038 1060,00 

Κ΄=10 10209,16 10208,55 0,006 -554,24 

1 - r=0.5 

Κ΄=1 4033,88 4031,62 0,056 -1119,36 

Κ΄=5 10508,59 10503,30 0,050 1729,04 

Κ΄=10 10877,11 10875,99 0,010 985,69 

1 - r=2 

Κ΄=1 3246,78 3236,90 0,304 1144,06 

Κ΄=5 9761,09 9758,85 0,023 586,38 

Κ΄=10 9796,06 9795,75 0,003 -294,81 

2 - r=1 

Κ΄=1 3165,03 3161,45 0,113 -917,43 

Κ΄=5 3986,58 3982,92 0,092 343,67 

Κ΄=10 4007,79 4003,82 0,099 -300,94 

2 - r=0.5 

Κ΄=1 3185,09 3183,76 0,042 -838,080 

Κ΄=5 4281,23 4280,74 0,011 574,780 

Κ΄=10 4344,30 4343,97 0,008 512,580 

2 - r=2 

Κ΄=1 3081,94 3074,07 0,255 -1019,74 

Κ΄=5 3754,23 3754,04 0,005 -190,54 

Κ΄=10 3760,86 3760,75 0,003 165,22 

5 - r=1 

Κ΄=1 7756,24 7751,62 0,060 -767,44 

Κ΄=5 10338,57 10331,11 0,072 2234,53 

Κ΄=10 10709,41 10702,28 0,067 -2477,10 

5 - r=0.5 

Κ΄=1 7813,74 7811,31 0,031 -751,10 

Κ΄=5 10764,55 10759,92 0,043 2340,90 

Κ΄=10 11224,26 11219,77 0,040 -2698,98 

5 - r=2 

Κ΄=1 7714,65 7706,23 0,109 -808,70 

Κ΄=5 9701,19 9691,46 0,100 -2018,23 

Κ΄=10 9943,13 9934,04 0,091 2066,35 

    
  

0,069 

 Πίνακαρ 4.13 

 

Παξαηεξνύκε από ηνλ πίλαθα όηη ν κέζνο όξνο ησλ απνθιίζεσλ ησλ δύν πεξηπηώζεσλ πεξηνξίδεηαη 

κόιηο ζην 0,07% (κέγηζηε ζην 0,3%). Μάιηζηα, κπνξνύκε εύθνια λα δηαθξίλνπκε όηη όζν απμάλεηαη 

ε δπζθακςία ηνπ ειαηεξίνπ ηόζν ε απόθιηζε γίλεηαη κηθξόηεξε. 
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4.4.4 Πξαγκαηηθή Αθξίβεηα ηεο Μεζόδνπ 

 

ηελ αξρή ηνπ παξόληνο θεθαιαίνπ (§4.1) ζρνιηάζακε ηηο πεξηπηώζεηο ησλ κεηαβνιώλ ησλ 

δηαζηάζεσλ ηεο δηαηνκήο δηπινύ ηαπ. Πξηλ ην θιείζηκν ησλ ζπγθξίζεσλ γηα ηα θξίζηκα θνξηία 

ζεσξείηαη απαξαίηεην λα επηζπλάςνπκε ηηο ζπγθξίζεηο νη νπνίεο απνθαιύπηνπλ ηελ κέγηζηε δπλαηή 

αθξίβεηα ηεο κεζόδνπ. Δδώ ηζρύνπλ νη αλαινγίεο: 

2 2 1

1 1

.
h b L

h b a
   

 

ηηο δηαηνκέο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη, άξα, όιεο νη δηαζηάζεηο παξακέλνπλ ίδηεο πιελ ηνπ νιηθνύ 

ύςνπο, πνπ ελώ πξηλ ήηαλ ίδην κε ην πιάηνο πέικαηνο, ηώξα δηαθνξνπνηείηαη σο εμήο: 

 

Γηαηνκή 
h νιηθό bf Iy 

(mm) (mm) (m
4
) 

200 215 200 6,48600E-05 

400 415 400 5,23000E-04 

100 115 100 8,01700E-06 

600 615 600 1,77000E-03 

Πίνακαρ 4.14 

 

      άμνλαο y άμνλαο z 

Πεξηπηώζεηο F1(L1) I2 (x10
-4

) Im (x10
-4

) ξ ι1 Im (x10
-4

) ξ ι1 

1.200-400-200 0,0155 0,64860 2,18903 3,375 50,4884 0,67534 1,0412 90,8985 

2.100-400-200 0,0155 0,64860 1,25266 1,9313 66,7423 0,39141 0,6035 119,3997 

3.200-400-400 0,0155 5,23000 2,18903 0,4186 50,4884 0,67534 0,1291 90,8985 

4.100-600-200 0,0233 0,64860 3,43858 5,3015 49,3901 1,0740 1,6559 88,3737 

5.100-600-600 0,0233 17,7000 3,43858 0,1943 49,3901 1,0740 0,0607 88,3737 

6.200-400-200 0,0155 0,64860 2,18903 3,375 25,2442 0,67534 1,0412 45,4492 

Πίνακαρ 4.15 

 

Να ζεκεησζεί όηη νη πξαγκαηηθέο ξνπέο αδξαλείαο ζην κέζνλ ηνπ ππνζηπιώκαηνο ειάρηζηα απέρνπλ 

από ηηο ζεσξεηηθώο εμαγόκελεο: 

  
Ρνπή Αδξαλείαο (m

4
) 

Μεηαβνιή Γηαηνκή άμνλαο y άμνλαο z 

ηύινπ ζην κέζνλ Κπβηθόο λόκνο Πξαγκαηηθή Κπβηθόο λόκνο Πξαγκαηηθή 

200-400 300 2,18903E-04 2,20000E-04 6,75338E-05 6,75200E-05 

100-400 250 1,25266E-04 1,27100E-04 3,91406E-05 3,90800E-05 

100-600 350 3,43858E-04 3,50000E-04 1,07402E-04 1,07200E-04 

Πίνακαρ 4.16 

 

Ζ γεσκεηξία ησλ θνξέσλ παξακέλεη όπσο ζηηο πξνεγνύκελεο αλαιύζεηο. 

Σα ζεσξεηηθώο εμαγόκελα απνηειέζκαηα ζπγθξίζεθαλ κε ηα αληίζηνηρα ηνπ Sap2000. Κπξίσο 

επηθεληξσλόκαζηε ζηηο πεξηπηώζεηο όπνπ είρακε κεγάιεο απνθιίζεηο, ζπλεπώο αθνινπζνύλ νη 

πίλαθεο κε ηηο κε γξακκηθέο αλαιύζεηο ρσξίο έθθεληξε θόξηηζε. ην αξηζηεξό κέξνο ηνπ πίλαθα 

θαίλνληαη ηα απνηειέζκαηα γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ ν πόδαο ηνπ ππνζηπιώκαηνο ζπλδέεηαη 

αξζξσηά θαη ζην δεμηό κέξνο όπνπ ζπλδέεηαη κε πάθησζε. 
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Πεξίπησζε Άξζξσζεο Πεξίπησζε Πάθησζεο 

  

ζεσξεηηθό Sap2000 απόθιηζε 

% 

ζεσξεηηθό Sap2000 απόθιηζε 

% non-linear Pcr βcr2 non-linear Pcr βcr
2 

1 

0,70108 924,005 0,72361 3,114 2,50409 3241,983 2,53889 1,371 

1,14329 1520,72 1,19092 3,999 3,32546 4355,02 3,41054 2,495 

0,39212 511,605 0,40065 2,130 1,98218 2543,096 1,99157 0,471 

2 

1,09361 824,321 1,12810 3,057 2,13181 1595,98 2,18413 2,396 

1,62396 1234,446 1,68936 3,872 3,09324 2336,916 3,19812 3,279 

0,64696 482,91 0,66087 2,105 1,44273 1070,05 1,46439 1,479 

3 

2,19612 2941,837 2,30383 4,675 5,84321 7679,583 6,01409 2,841 

2,47933 3349,098 2,62277 5,469 6,69820 8869,581 6,94601 3,568 

1,73092 2297,993 1,79962 3,818 4,62360 6027,281 4,72013 2,045 

4 

0,48431 996,162 0,49663 2,481 0,90512 1850,843 0,92273 1,908 

0,83654 1726,932 0,86095 2,836 1,38977 2856,991 1,42434 2,427 

0,26098 532,765 0,26561 1,742 0,61896 1256,68 0,62651 1,205 

5 

2,19824 4577,601 2,28214 3,676 4,2253 8776,74 4,37560 3,435 

2,26927 4726,912 2,35658 3,705 4,47113 9235,34 4,60424 2,891 

2,00121 4215,422 2,10158 4,776 3,66344 7729,12 3,85332 4,928 

6 

0,67293 3582,292 0,70135 4,052 2,43351 12361,04 2,42007 -0,555 

1,06847 5600,439 1,09646 2,553 3,13363 15916,89 3,11624 -0,558 

0,38246 2021,861 0,39584 3,381 1,95408 9847,041 1,92787 -1,359 

    

3,414 
   

2,178 

    

3,286 
   

1,864 

Πίνακαρ 4.17 

 

Δίλαη πξνθαλέο όηη ηα ζεσξεηηθά επξήκαηα πιεζηάδνπλ πνιύ πεξηζζόηεξν ηα αληίζηνηρα ηνπ 

ινγηζκηθνύ. πγθεθξηκέλα, από 8.3% θαη 6.0% νη απνθιίζεηο κεηώζεθαλ ζηηο ηηκέο 3.4% θαη 2.2%, 

αληίζηνηρα. Υαξαθηεξηζηηθό απνηειεί ην γεγνλόο όηη ζηελ πεξίπησζε ηνπ θνξέα 5 (όπνπ ην ξ είλαη 

πνιύ κηθξό) νη απνθιίζεηο κεηώζεθαλ από ην 20% ζην 3%. Σν ηειεπηαίν κάο ελζαξξύλεη λα 

εμάγνπκε κε αζθάιεηα θξίζηκα θνξηία θνξέσλ νη νπνίνη ιπγίδνπλ εθηόο ηνπ επηπέδνπ ηνπ πιαηζίνπ 

(ξνπή αδξαλείαο ηνπ ππνζηπιώκαηνο θαηά ηνλ αζζελή άμνλα z). 

 

Δπηπιένλ, ην γεγνλόο όηη ζηελ πεξίπησζε θνξέα 6 ηα ζεσξεηηθώο εμαγόκελα απνηειέζκαηα είλαη 

κεγαιύηεξα από ηα αληίζηνηρα ηνπ Sap2000 θαη ζε ζπλδπαζκό κε ηηο αληίζηνηρεο παξαηεξήζεηο γηα 

ηηο ίδηεο πεξηπηώζεηο θνξέσλ ζηνπο Πίλαθεο 4.3 έσο 4.7 κάο νδεγεί κε αζθάιεηα ζην ζπκπέξαζκα 

όηη ηα ινγηζκηθά πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ εμάγνπλ θξίζηκα θνξηία ππέξ ηεο αζθαιείαο γηα κηθξέο 

ηηκέο ιπγεξνηήησλ. πλεπώο, ε πξαγκαηηθή θέξνπζα ζπκπεξηθνξά ηνπ πιαηζίνπ ζε ιπγηζκό είλαη 

(θαηά έλα κηθξό πνζνζηό) κεγαιύηεξε. Οη ηειεπηαίεο αλαιύζεηο κε ηελ αληηθαηάζηαζε ησλ 

δηαηνκώλ γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη αθξηβέζηεξα ν θπβηθόο λόκνο κεηαβνιήο επηβεβαηώλνπλ ηελ 

παξαπάλσ ζεκείσζε, ηνπιάρηζηνλ γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ παθησκέλνπ ππνζηπιώκαηνο. 

  



119 

 

 

ΑΡΗΘΜΖΣΗΚΔ ΑΝΑΛΤΔΗ   

  

Με Γξακκηθή Αλάιπζε Δπζηάζεηαο Πιαηζίσλ κε Μέιε Μεηαβιεηήο Γπζθακςίαο 

4.5 πγθξίζεηο Γηαγξακκάησλ κε Γξακκηθώλ Αλαιύζεσλ 
 

Αθνινπζνύλ ζπγθξίζεηο ησλ δξόκσλ ηζνξξνπίαο κεηαμύ ησλ ζεσξεηηθώλ απνηειεζκάησλ θαη ηνπ 

ινγηζκηθνύ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina. Να ζεκεησζεί όηη ηα δηαγξάκκαηα πνπ αθνινπζνύλ 

αθνξνύλ ηηο πεξηπηώζεηο θνξέσλ (1~6) πνπ αλαθέξζεθαλ ζηελ παξάγξαθν 4.1. 

 

 Φνξέαο 1 (r=1) – Παθησκέλε βάζε ππνζηπιώκαηνο  

 
 

 

 Φνξέαο 1 (r=1) – Παθησκέλε βάζε ππνζηπιώκαηνο – έθθεληξε θόξηηζε 
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 Φνξέαο 1 (r=1) – Παθησκέλε βάζε ππνζηπιώκαηνο – έθθεληξε θόξηηζε 

+ Φνξέαο 6 (r=1) – Παθησκέλε βάζε ππνζηπιώκαηνο – έθθεληξε θόξηηζε 

 
 

 

 Φνξέαο 2 (r=0.5) – Αξζξσηή βάζε ππνζηπιώκαηνο 
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 Φνξέαο 1 (r=0.5) – Παθησκέλε βάζε ππνζηπιώκαηνο 

 
 

 

 Φνξέαο 1 (r=0.5) – Παθησκέλε βάζε ππνζηπιώκαηνο – κε θαη ρσξίο εθθεληξόηεηα θόξηηζεο 
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 Φνξέαο 3 (r=0.5) – Παθησκέλε βάζε ππνζηπιώκαηνο – έθθεληξε θόξηηζε 

 
 

 

 Φνξέαο 4 (r=0.5) – Αξζξσηή βάζε ππνζηπιώκαηνο – έθθεληξε θόξηηζε 

 
 

 

  



123 

 

 

ΑΡΗΘΜΖΣΗΚΔ ΑΝΑΛΤΔΗ   

  

Με Γξακκηθή Αλάιπζε Δπζηάζεηαο Πιαηζίσλ κε Μέιε Μεηαβιεηήο Γπζθακςίαο 

 

 Φνξέαο 6 (r=1) – Παθησκέλε βάζε ππνζηπιώκαηνο – ρσξίο θαη κε έθθεληξεο θνξηίζεηο 

 
 

πγθεθξηκέλα, ηα δηαγξάκκαηα ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο ειήθζεζαλ από ηηο εμήο εθθεληξόηεηεο 

θνξηίζεσο (κε ζεηξά από πάλσ πξνο ηα θάησ): 

0e  = 0 

1e  = -0,016042 

2e  = -0,032083 

3e  = -0,048125 

Πξνθαλώο ηζρύεη απηό πνπ έρνπκε δηαπηζηώζεη θαη ζεσξεηηθά: όζν κεγαιύηεξε είλαη ε αηέιεηα ηνπ 

ζπζηήκαηνο, ηόζν κηθξόηεξν ζα είλαη ην θξίζηκν θνξηίν ζε ιπγηζκό. 

Δπηπιένλ, ζην παξαπάλσ ζρήκα επαιεζεύεηαη (όπσο θαη ζηα πξνεγνύκελα δηαγξάκκαηα) όηη κε ηελ 

έθθεληξε θόξηηζε ην θξίζηκν θνξηίν εθδειώλεηαη ζε κεγαιύηεξεο αλεγκέλεο ηηκέο ησλ νξηδόληησλ 

κεηαηνπίζεσλ, δειαδή ηνπ βέινπο θάκςεσο ζηελ θεθαιή ηνπ ππνζηπιώκαηνο. Μάιηζηα, γηα ηελ 

κεγαιύηεξε εθθεληξόηεηα 3e  παξαηεξνύκε όηη ην θξίζηκν θνξηίν δηαπηζηώλεηαη ζηελ ηηκή 

αλεγκέλνπ βέινπο w1 = 0,337 → πξαγκαηηθή νξηδόληηα κεηαηόπηζε πιαηζίνπ: 0,337 3 1,0m . 

 

Σειηθώο, από ηελ πνηόηεηα ησλ δηαγξακκάησλ πνπ πξνεγήζεθαλ δηαπηζηώλνπκε πνιύ θαιή 

πξνζέγγηζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ηνπ θνξέα ζύκθσλα κε ηε ζεσξία κε γξακκηθήο ειαζηηθήο 

επζηάζεηαο. Ζ κνξθή ησλ θακπύισλ είλαη απνιύησο αθξηβήο, ελώ έρεη πξνεγεζεί ν ζρνιηαζκόο γηα 

ηα θξίζηκα θνξηία ζηηο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπο. Να πξνζζέζνπκε όηη (ηδηαίηεξα ζηηο 

πεξηπηώζεηο κε κεδεληθή εθθεληξόηεηα θνξηίζεσο) πξνζδηνξίδεηαη επηηπρώο θαη ε νξηδόληηα 

κεηαηόπηζε ηνπ θνξέα, κεηά ηελ νπνία ν θνξέαο ράλεη ηελ επζηάζεηά ηνπ. 
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4.6 πκπεξάζκαηα ελ Πεξηιήςεη 
 

 

ηελ παξνύζα εξγαζία κειεηήζεθε ε ζπκπεξηθνξά πιαηζηαθώλ θνξέσλ ζε θαηλόκελα δεπηέξαο 

ηάμεσο ζύκθσλα κε ηε γξακκηθή θαη (θπξίσο) ηε κε γξακκηθή ζεσξία ειαζηηθήο επζηάζεηαο. 

Δηζαγάγακε ηνλ θπβηθό λόκν κεηαβνιήο ηεο δπζθακςίαο θαη από ηελ ηζνξξνπία ξνπώλ θαη 

δπλάκεσλ εμαγάγακε ηελ κνξθή ηνπ βέινπο θάκςεσο -ππό κνξθή ζπλαξηήζεσλ Bessel- δνθνύ κε 

κεηαβιεηή δηαηνκή δηπινύ ηαπ θαη σο πξνο ηηο δύν έλλνηεο. Έπεηηα, κέζσ ηεο ελεξγεηαθήο κεζόδνπ 

θαη ησλ δηαδηθαζηώλ ηνπ Λνγηζκνύ ησλ Μεηαβνιώλ εμαγάγακε ηηο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο πνπ 

εθθξάδνπλ ην πιαίζην κνξθήο Γ ζε αληηζπκκεηξηθό ιπγηζκό κε κεηάζεζε. 

 

Οη δξόκνη ηζνξξνπίαο πνπ πξνέθπςαλ εθθξάδνπλ απνιύησο ηθαλνπνηεηηθά ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ 

πιαηζηαθνύ θνξέα έλαληη ιπγηζκνύ. Αθνύ έγηλαλ νη απαξαίηεηεο ζπγθξίζεηο σο πξνο ηα γεσκεηξηθά 

θαη αδξαλεηαθά κεγέζε εμήρζεζαλ δηαγξάκκαηα σο πξνο ηα αδηάζηαηα κεγέζε (ύςνο ζηύινπ θαη 

εθθεληξόηεηα θόξηηζεο). Δλ ζπλερεία, έγηλε πεξαηηέξσ δηεξεύλεζε ηεο επηξξνήο γεσκεηξηθώλ 

αηειεηώλ, δειαδή ηεο έθθεληξεο θόξηηζεο, ώζηε λα εμάγνπκε ην αζύκκεηξν ζεκείν δηαθιάδσζεο. 

Με ηελ εκβάζπλζε ζηε ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα ν νπνίνο ράλεη ηελ επζηάζεηά ηνπ κέζσ ζεκείνπ 

δηαθιάδσζεο θαηαιήμακε ζε ελδηαθέξνληα ζπκπεξάζκαηα. Αθόκα, επηβεβαηώζακε ηε κεγάιε 

ζεκαζία ηνπ πξνζήκνπ ησλ αξρηθώλ αηειεηώλ γηα ηε θέξνπζα ηθαλόηεηα ησλ θνξέσλ κε κεηάζεζε. 

 

Κάζε εμεηαδόκελν πιαίζην κηαο θαηαζθεπήο δελ δξα κεκνλσκέλα, αιιά ζπκβάιινπλ ζηελ αληνρή 

θαη ηελ επζηάζεηά ηνπ θαη ηα ππόινηπα κέιε πνπ ζπληξέρνπλ ζε απηό. Γηα ην ιόγν απηό 

αζρνιεζήθακε κε ηελ πξνζνκνίσζε ησλ ζπλζεθώλ ζηήξημεο νη νπνίεο ζα αληαπνθξίλνληαη ζε 

πεξηζζόηεξν πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά. Αθνινύζεζε, έηζη, (ζηαδηαθά) ε εηζαγσγή ηνπ ζηξνθηθνύ 

ειαηεξίνπ ζηνλ πόδα ηνπ ππνζηπιώκαηνο θαη έπεηηα ηνπ κεηαθηλεζηαθνύ ειαηεξίνπ ζην ειεύζεξν 

άθξν ηεο δνθνύ. Γηα ην πξώην έγηλε μαλά εκβάζπλζε ηεο κειέηεο ζηελ αζηάζεηα ηνπ θνξέα κέζσ 

ζεκείνπ δηαθιάδσζεο απ’ όπνπ πξνέθπςαλ αξθεηά ελδηαθέξνληα ζπκπεξάζκαηα. 

 

ηελ πεξίπησζε ηεο πξνζνκνίσζεο ηνπ κεξηθώο κεηαζεηνύ πιαηζίνπ, ιόγσ ηεο πνιππινθόηεηαο ηνπ 

πξνβιήκαηνο, πξνηείλεηαη έλα απινπνηεηηθό κνληέιν ζην νπνίν δελ ζα εηζάγνληαη πξαθηηθά 

ζθάικαηα. Σέινο, εμήρζεζαλ νη δξόκνη ηζνξξνπίαο θαη ζπγθξίζεθαλ κε ηνπο αληίζηνηρνπο ηνπ 

πιήξνπο κεηαζεηνύ πιαηζίνπ ρσξίο ζηξνθηθέο δεζκεύζεηο. 

 

ην ηειεπηαίν θνκκάηη ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο πξαγκαηνπνηήζακε αξηζκεηηθέο αλαιύζεηο 

θνξέσλ ππό έλα επξύ θάζκα δεδνκέλσλ δηαηνκώλ θαη γεσκεηξηώλ. Έηζη, έγηλαλ νη ζπγθξίζεηο ησλ 

θξίζηκσλ θνξηίσλ ηεο ειαζηηθήο (γξακκηθήο θαη κε γξακκηθήο) αλάιπζεο κε ηα πξνγξάκκαηα 

Sap2000 θαη Adina γηα όιεο ηηο πεξηπηώζεηο ιπγηζκνύ πνπ αλαπηύρζεθαλ ζεσξεηηθά. Σα 

απνηειέζκαηα θξίλνληαη ηθαλνπνηεηηθά θαη ηδηαίηεξα γηα ηελ πξαγκαηηθή αθξίβεηα ηνπ θπβηθνύ 

λόκνπ κεηαβνιήο ηεο δπζθακςίαο απνιύησο επηηπρή. Αθόκα, έγηλε παξακεηξηθή δηεξεύλεζε ηεο 

ζπλεηζθνξάο κεηαμύ ησλ δπζθακςηώλ ησλ ειαηεξίσλ ζηε θέξνπζα ηθαλόηεηα ηνπ πιαηζίνπ. Σέινο, 

ζπγθξίλακε ηνπο δξόκνπο ηζνξξνπίαο ησλ κε γξακκηθώλ αλαιύζεσλ, όπνπ παξαηεξήζακε θαη 

ζρεκαηηθά ηελ πνιύ θαιή πξνζέγγηζε ηεο αλαιπηηθήο κεζόδνπ. 

 

πλνςίδνληαο, κε ηελ παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία εμάγνπκε αλαιπηηθέο εθθξάζεηο θαζώο θαη κε 

γξακκηθέο επηιύζεηο θνξέσλ κε κέιε θπβηθήο κεηαβνιήο δπζθακςίαο, ηα νπνία έσο ηώξα δελ 

ζπλαληάκε ζηε δηεζλή βηβιηνγξαθία. Δπίζεο, ηνλίδεηαη ε ζεκαζία θαη ν πξσηεύσλ ξόινο ησλ 

θαηλνκέλσλ δεπηέξαο ηάμεσο, ε δηεξεύλεζε ησλ νπνίσλ είλαη επηβεβιεκέλε, αιιά θαη ε δπζθνιία 

ηεο καζεκαηηθήο πξνζέγγηζεο θαη ηεο πξνζνκνίσζεο ηεο πξαγκαηηθήο ζπκπεξηθνξάο κηαο 

θαηαζθεπήο. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 
 

Παπακάηυ επιζςνάπηονηαι οι αλγόπιθμοι πος σπηζιμοποιήθηκαν για ηην εξαγυγή ηυν δπόμυν 

ιζοπποπίαρ καθώρ και για ηα διαγπάμμαηα υρ ππορ ηα αδιάζηαηα μεγέθη μηκών 1 1 /l΄ l a , και 

εκκενηποηήηυν, .e  

 

Οι μεηαβληηέρ πος θέηοςμε πεπιγπάθονηαι υρ εξήρ: 

W = 1 1( )w L  (βέλορ κάμτευρ ςποζηςλώμαηορ ζηη θέζη 1 1x L ) 

XK = k (αδιάζηαηο θοπηίο S πος καηαπονεί ηο ςποζηύλυμα) 

C1 = ακπίβεια επανάλητηρ 

ΧΕ = e  (αδιάζηαηη ηιμή εκκενηπόηηηαρ 1/e l ) 

XL = λ
2
 (αδιάζηαηη ηιμή λςγηπόηηηαρ) 

R = r (αδιάζηαηορ λόγορ μηκών ηυν μελών 2 1/l l ) 

P = π (αδιάζηαηορ λόγορ ποπών αδπανείαρ 2/m I ) 

ΧΙ = 1l΄  (αδιάζηαηορ λόγορ μηκών 1 /l a ) 

Ε = C΄ (αδιάζηαηη ηιμή ζηαθεπάρ ζηποθικού ελαηηπίος:  1 1/C΄ C l E   ) 

CB = K΄ (αδιάζηαηη ηιμή ζηαθεπάρ μεηακινηζιακού ελαηηπίος: 
3

1

1 1( )

bK l
K΄

E I L





) 

XB = β
2
  

XG = μ  

 

 

Διάγραμμα θορηίοσ-βέλοσς κάμυεφς 2

1w   τφρίς ζηροθικό ελαηήριο 

 
C********************************************************** 
       PROGRAM DIAGR 

C****************************************************** 

 IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,O-Z) 

 

 PARAMETER(W_MIN=1.D-03, W_MAX=0.091D0, NSTEPS_W=180) 

 PARAMETER(XK_MIN=0.1D0, XK_MAX=1.7D0, NSTEPS_XK=10000) 

       

           OPEN(1,FILE='B-W.TXT') 

           XE=-0.001D0 

           XL=150.D0 

           R=1.D0 

           P=0.5D0 

           XI=1.D0 

 

       DO I=0,NSTEPS_W 

 W=W_MIN+I*(W_MAX-W_MIN)/NSTEPS_W 

 XK_OK=-1000000.D0 

             XB_OK=-1000000.D0 

 C1=1.D0   

 DO J=0,NSTEPS_XK 

            XK=XK_MIN+J*(XK_MAX-XK_MIN)/NSTEPS_XK 

 XB=XK**2.D0*(W-R)/(XE-R) 
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XB=DABS(XB) 

 XG=XK*(1.D0/XI+0.5D0)**1.5D0 

XJ0=DBESJ0(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

 XJ1=DBESJ1(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

 Y0=DBESY0(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

 Y1=DBESY1(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

 XJA=DBESJ1(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

 YA=DBESY1(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

 YA0=DBESY0(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

 XJA0=DBESJ0(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

           

  F1=(XB/XK**2.D0*(XE-R)+R)**2.D0/(1.D0/XI+1/XI**2.D0)/(XJ1-XJA/ 

    1         YA*Y1)**2.D0*(-XG*DSQRT(XI)*XJA0+XJA/ 

    2                    YA*XG*DSQRT(XI)*YA0)**2.D0 

      

  F2=((XB/XK**2.D0*(XE-R)+R)/(1.D0+1.D0/XI))**2.D0*(1.D0+XG/ 

    1                   DSQRT(1.D0+1.D0/XI)*(Y0*XJA-XJ0*YA)/(YA*XJ1-XJA* 

    2                        Y1))**2.D0 

 

  S0=F1+F2 

S1=0.D0 

XH=0.01D0 

 

             DO K=1,99 

 

       X=1.D0/XI+K*XH 

       X2=2*XG/DSQRT(X) 

 

        S1=S1+(XB/XK**2.D0*(XE-R)+R)**2.D0/(X*(1.D0+1.D0/XI))* 

    1                 (DBESJ1(X2)-X2/2.D0*DBESJ0(X2)-XJA/YA*DBESY1(X2)+XJA/ 

    2                 YA*X2/2.D0*DBESY0(X2))**2.D0/(XJ1-XJA/YA*Y1)**2.D0 

 

     ENDDO ! K 

 

          S=XH/2.D0*(S0+2.D0*S1) 

          D=XB*R**2.D0*P/3.D0*(1.D0-XK**2.D0/XB)+(XE-R+XK**2.D0/XB* 

    1          R)/(XK**2.D0/XB*(1.D0+1.D0/XI))*(1.D0+(Y0*XJA- 

    2              YA* XJ0)/(YA*XJ1-Y1*XJA)*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI))- 

    3          (XK/XL)**2.D0-S/2.D0  

  C=DABS(D) 

   

  IF (C.LT.C1) THEN 

  C1=C 

  XK_OK=XK 

  XB_OK=XB 

  END IF 

ENDDO ! J 

 WRITE(1,*) W , XB_OK , C1 

 WRITE(*,*) W , XB_OK , C1 

 

      ENDDO ! I 

      CLOSE(1) 

      STOP 

      END 
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Διάγραμμα θορηίοσ-βέλοσς κάμυεφς 2

1w   με ζηροθικό ελαηήριο 

 

 
C****************************************************** 

      PROGRAM DIAGR 

C****************************************************** 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,O-Z)  

 

      PARAMETER(W_MIN=0.001D0, W_MAX=0.091D0, NSTEPS_W=180) 

      PARAMETER(XK_MIN=1.1D0, XK_MAX=2.5D0, NSTEPS_XK=10000) 

 

      OPEN(1,FILE='B-W.TXT') 

 

           XE=0.D0 

           XL=45.155D0 

           R=2.D0 

           P=1.225D0 

           XI=1.D0 

           E=1.D+07 

 

      DO I=0,NSTEPS_W 

 

          W=W_MIN+I*(W_MAX-W_MIN)/NSTEPS_W 

 

          XK_OK=-1000000.D0 

          XB_OK=-1000000.D0 

          C1=1.D0 

 

          DO J=0,NSTEPS_XK 

 

              XK=XK_MIN+J*(XK_MAX-XK_MIN)/NSTEPS_XK 

 

      XG=XK*(1.D0/XI+0.5D0)**1.5D0 

      XJ0=DBESJ0(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

      XJ1=DBESJ1(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

      Y0=DBESY0(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

      Y1=DBESY1(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

      XJA=DBESJ1(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

      YA=DBESY1(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

      YA0=DBESY0(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

      XJA0=DBESJ0(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

 

      V=(XJA0*E-XJA*(XG*XI**1.5D0+E/XG/DSQRT(XI)))/(-YA0*E+YA*(XG* 

1                  XI**1.5D0+E/XG/DSQRT(XI)))+XJ1/Y1 

 

      XB=XK**2.D0*W/(XE-R)*(1.D0+1.D0/XI)*Y1/((YA*XJ1/Y1-XJA)* 

1  1             DSQRT((1.D0+1.D0/XI)/XI)/V+(1.D0+1.D0/XI)*Y1- 

    2             DSQRT((1.D0+1.D0/XI)/XI)*YA)-XK**2.D0*R/(XE-R) 

      XB=DABS(XB) 

 

      A3=(XB*XE+R*(XK**2.D0-XB))/(XK**2.D0*(1.D0+1.D0/XI)*Y1*V) 

      B3=(XB*XE+R*(XK**2.D0-XB))/(XK**2.D0*(1.D0+1.D0/XI)*Y1)-XJ1/ 

    1               Y1*A3 
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      F1=(A3*DSQRT(1.D0+XI)*(XJA-XG*DSQRT(XI)*XJA0)+B3*DSQRT(1.D0+ 

    1               XI)*(YA-XG*DSQRT(XI)*YA0))**2.D0 

 

      F2=(A3*(XJ1-XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)*XJ0)+B3*(Y1-XG/DSQRT(1.D0+ 

    1               1.D0/XI)*Y0))**2.D0 

 

      S0=F1+F2 

      S1=0.D0 

      XH=0.01D0 

 

      DO K=1,99 

 

          X=1.D0/XI+K*XH 

          X2=2*XG/DSQRT(X) 

 

          S1=S1+(A3*DSQRT((1.D0+1.D0/XI)/X)*(DBESJ1(X2)-X2/2.D0* 

    1              DBESJ0(X2))+B3*DSQRT((1.D0+1.D0/XI)/X)*(DBESY1(X2)- 

    2              X2/2.D0*DBESY0(X2)))**2.D0 

 

      ENDDO ! K 

 

      S=XH/2.D0*(S0+2.D0*S1) 

      D=(XB-XK**2.D0)*R**2.D0*P/3.D0+A3*(XJ1-XG/DSQRT(1.D0+1.D0/ 

    1               XI)*XJ0)+B3*(Y1-XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)*Y0)-(XK/XL)** 

    2               2.D0-S/2.D0 

 

      C=DABS(D) 

 

      IF (C.LT.C1) THEN 

           C1=C 

           XK_OK=XK 

           XB_OK=XB 

      END IF 

 

          ENDDO ! J 

 

          WRITE(1,*) W , XB_OK , C1 

          WRITE(*,*) W , XB_OK , C1 

      ENDDO ! I 

      CLOSE(1) 

      STOP 

      END 
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Διάγραμμα κρίζιμοσ θορηίοσ-αδιάζηαηοσ μήκοσς 2

1cr l΄   με ζηροθικό ελαηήριο 

 

 
C****************************************************** 

      PROGRAM DIAGR 

C****************************************************** 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,O-Z) 

 

      PARAMETER(W_MIN=0.015D0, W_MAX=0.035D0, NSTEPS_W=40) 

      PARAMETER(XK_MIN=0.1D0, XK_MAX=1.5D0, NSTEPS_XK=10000) 

 

      OPEN(1,FILE='B-L1.TXT') 

 

          XE=0.D0 

          XL=40.D0 

          R=1.D0 

          P=1.D0 

          E=0.9D0 

 

          F=0.2D0 

      DO L=1,50 

          XI=L*F 

          XMAXB=0.D0 

          W1=0.D0 

 

          DO I=0,NSTEPS_W 

 

              W=W_MIN+I*(W_MAX-W_MIN)/NSTEPS_W 

 

              XK_OK=-1000000.D0 

              XB_OK=-1000000.D0 

              C1=1.D0 

 

              DO J=0,NSTEPS_XK 

 

      XK=XK_MIN+J*(XK_MAX-XK_MIN)/NSTEPS_XK 

 

      XG=XK*(1.D0/XI+0.5D0)**1.5D0 

      XJ0=DBESJ0(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

      XJ1=DBESJ1(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

      Y0=DBESY0(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

      Y1=DBESY1(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

      XJA=DBESJ1(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

      YA=DBESY1(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

      YA0=DBESY0(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

      XJA0=DBESJ0(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

      V=(XJA0*E-XJA*(XG*XI**1.5D0+E/XG/DSQRT(XI)))/(-YA0*E+YA*(XG* 

    1                XI**1.5D0+E/XG/DSQRT(XI)))+XJ1/Y1 

 

      XB=XK**2.D0*W/(XE-R)*(1.D0+1.D0/XI)*Y1/((YA*XJ1/Y1-XJA)* 

    1  1               DSQRT((1.D0+1.D0/XI)/XI)/V+(1.D0+1.D0/XI)*Y1- 

    2  2               DSQRT((1.D0+1.D0/XI)/XI)*YA)-XK**2.D0*R/(XE-R) 

      XB=DABS(XB) 
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      A3=(XB*XE+R*(XK**2.D0-XB))/(XK**2.D0*(1.D0+1.D0/XI)*Y1*V) 

      B3=(XB*XE+R*(XK**2.D0-XB))/(XK**2.D0*(1.D0+1.D0/XI)*Y1)-XJ1/ 

    1  1             Y1*A3 

 

      F1=(A3*DSQRT(1.D0+XI)*(XJA-XG*DSQRT(XI)*XJA0)+B3*DSQRT(1.D0+ 

    1  1              XI)*(YA-XG*DSQRT(XI)*YA0))**2.D0 

 

      F2=(A3*(XJ1-XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)*XJ0)+B3*(Y1-XG/DSQRT(1.D0+ 

    1              1.D0/XI)*Y0))**2.D0 

 

      S0=F1+F2 

      S1=0.D0 

      XH=0.01D0 

 

      DO K=1,99 

 

          X=1.D0/XI+K*XH 

          X2=2*XG/DSQRT(X) 

 

          S1=S1+(A3*DSQRT((1.D0+1.D0/XI)/X)*(DBESJ1(X2)-X2/2.D0* 

    1                  DBESJ0(X2))+B3*DSQRT((1.D0+1.D0/XI)/X)*(DBESY1(X2)- 

    2                  X2/2.D0*DBESY0(X2)))**2.D0 

 

                  ENDDO ! K 

 

                  S=XH/2.D0*(S0+2.D0*S1) 

                  D=(XB-XK**2.D0)*R**2.D0*P/3.D0+A3*(XJ1-XG/DSQRT(1.D0+1.D0/ 

    1  1                  XI)*XJ0)+B3*(Y1-XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)*Y0)-(XK/XL)** 

    2  2                  2.D0-S/2.D0 

 

                  C=DABS(D) 

 

                  IF (C.LT.C1) THEN 

          C1=C 

          XK_OK=XK 

          XB_OK=XB 

                  END IF 

 

                  ENDDO ! J 

              IF (XB_OK.GT.XMAXB) THEN 

                   XMAXB=XB_OK 

                   W1=W 

              ENDIF 

          ENDDO ! I 

 

          WRITE(1,*) XI , XMAXB , C1 

          WRITE(*,*) XI , XMAXB , C1 

      ENDDO ! L 

      CLOSE(1) 

      STOP 

      END 
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Διάγραμμα κρίζιμοσ θορηίοσ-εκκενηρόηηηας 2

cr e   με ζηροθικό ελαηήριο 

 

 
C****************************************************** 

      PROGRAM DIAGR 

C****************************************************** 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,O-Z) 

 

      PARAMETER(W_MIN=0.01D0, W_MAX=0.07D0, NSTEPS_W=120) 

      PARAMETER(XK_MIN=0.6D0, XK_MAX=1.D0, NSTEPS_XK=10000) 

 

      OPEN(1,FILE='B-E.TXT') 

 

          XI=1.D0 

          XL=54.41D0 

          R=1.D0 

          P=3.375D0 

          E=0.D0 

 

          F=3.D-04 

      DO L=1,3 

          XE=L*F 

          XMAXB=0.D0 

          W1=0.D0 

          DO I=0,NSTEPS_W 

 

              W=W_MIN+I*(W_MAX-W_MIN)/NSTEPS_W 

  XK_OK=-1000000.D0  

              XB_OK=-1000000.D0 

  C1=1.D0 

 

  DO J=0,NSTEPS_XK 

 

       XK=XK_MIN+J*(XK_MAX-XK_MIN)/NSTEPS_XK 

 

       XG=XK*(1.D0/XI+0.5D0)**1.5D0 

                   XJ0=DBESJ0(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

       XJ1=DBESJ1(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

       Y0=DBESY0(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

       Y1=DBESY1(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

       XJA=DBESJ1(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

       YA=DBESY1(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

       YA0=DBESY0(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

       XJA0=DBESJ0(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

 

      V=(XJA0*E-XJA*(XG*XI**1.5D0+E/XG/DSQRT(XI)))/(-YA0*E+YA*(XG* 

    1              XI**1.5D0+E/XG/DSQRT(XI)))+XJ1/Y1 

 

      XB=XK**2.D0*W/(XE-R)*(1.D0+1.D0/XI)*Y1/((YA*XJ1/Y1-XJA)* 

    1                    DSQRT((1.D0+1.D0/XI)/XI)/V+(1.D0+1.D0/XI)*Y1- 

    2                    DSQRT((1.D0+1.D0/XI)/XI)*YA)-XK**2.D0*R/(XE-R) 

      XB=DABS(XB) 

 

       A3=(XB*XE+R*(XK**2.D0-XB))/(XK**2.D0*(1.D0+1.D0/XI)*Y1*V) 
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      B3=(XB*XE+R*(XK**2.D0-XB))/(XK**2.D0*(1.D0+1.D0/XI)*Y1)-XJ1/ 

    1                    Y1*A3 

 

      F1=(A3*DSQRT(1.D0+XI)*(XJA-XG*DSQRT(XI)*XJA0)+B3*DSQRT(1.D0+ 

    1                    XI)*(YA-XG*DSQRT(XI)*YA0))**2.D0 

       F2=(A3*(XJ1-XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)*XJ0)+B3*(Y1-XG/DSQRT(1.D0+ 

    1              1.D0/XI)*Y0))**2.D0 

       S0=F1+F2 

                   S1=0.D0 

                   XH=0.01D0 

                   DO K=1,99 

 

                       X=1.D0/XI+K*XH 

          X2=2*XG/DSQRT(X) 

 

                      S1=S1+(A3*DSQRT((1.D0+1.D0/XI)/X)*(DBESJ1(X2)-X2/2.D0* 

    1                 DBESJ0(X2))+B3*DSQRT((1.D0+1.D0/XI)/X)*(DBESY1(X2)- 

    2                       X2/2.D0*DBESY0(X2)))**2.D0 

 

                   ENDDO ! K 

 

                   S=XH/2.D0*(S0+2.D0*S1) 

      D=(XB-XK**2.D0)*R**2.D0*P/3.D0+A3*(XJ1-XG/DSQRT(1.D0+1.D0/ 

    1              XI)*XJ0)+B3*(Y1-XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)*Y0)-(XK/XL)** 

    2              2.D0-S/2.D0 

      C=DABS(D) 

 

      IF (C.LT.C1) THEN 

          C1=C 

           XK_OK=XK 

           XB_OK=XB 

       END IF 

              ENDDO ! J 

 

              IF (XB_OK.GT.XMAXB) THEN 

                   XMAXB=XB_OK 

       W1=W 

 ENDIF 

          ENDDO ! I 

       

          WRITE(1,*) XE , XMAXB , C1 

          WRITE(*,*) XE , XMAXB , C1 

 

      ENDDO ! L 

 

      CLOSE(1) 

      STOP 

      END 
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Διάγραμμα θορηίοσ-βέλοσς κάμυεφς 2

1w   με ζηροθικό και μεηακινηζιακό ελαηήριο 

 

 

C****************************************************** 

      PROGRAM DIAGR 

C****************************************************** 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,O-Z) 

 

      PARAMETER(W_MIN=0.001D0, W_MAX=0.091D0, NSTEPS_W=90) 

      PARAMETER(XK_MIN=2.D0, XK_MAX=2.6D0, NSTEPS_XK=10000) 

 

      OPEN(1,FILE='B-W.TXT') 

          XE=0.D0 

          XL=40.D0 

          R=1.D0 

          P=1.D0 

          XI=1.D0 

          E=5.D0 

          CB=0.D0 

 

      DO I=0,NSTEPS_W 

          W=-W_MIN-I*(W_MAX-W_MIN)/NSTEPS_W 

          XK_OK=-1000000.D0 

          XB_OK=-1000000.D0 

          C1=1.D0 

 

          DO J=0,NSTEPS_XK 

 XK=XK_MIN+J*(XK_MAX-XK_MIN)/NSTEPS_XK 

 

 XF=XK**2.D0/CB*((XI/2.D0+1.D0)/(XI+1.D0))**3.D0-1.D0 

 XH=XK**2.D0/CB*((XI/2.D0+1.D0)/(XI+1.D0))**3.D0-(1.D0+1.D0/XI) 

 XG=XK*(1.D0/XI+0.5D0)**1.5D0 

 XJ0=DBESJ0(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

 XJ1=DBESJ1(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

 Y0=DBESY0(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

 Y1=DBESY1(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

 XJA=DBESJ1(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

 YA=DBESY1(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

 YA0=DBESY0(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

 XJA0=DBESJ0(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

 

 V=(DSQRT(XI+1.D0)*XJ1*E*CB-XJA*E*CB-XF*CB*(XG*XI**1.5D0*E* 

    1         XJA0-XG**2.D0*XI**3.D0*XJA-XI*XJA*E))/(-DSQRT(XI+1.D0)* 

    2               Y1*E*CB+YA*E*CB+XF*CB*(XG*XI**1.5D0*E*YA0-XG**2.D0* 

    3               XI**3.D0*YA-XI*YA*E))+XJ1/Y1 

 

 XB=W*XK**2.D0*(1.D0+1.D0/XI)*Y1*(1.D0/XK**2.D0*((XI+1.D0)/(XI/ 

    1         2.D0+1.D0))**3.D0-1.D0/CB)/(DSQRT(1.D0/XI+1.D0)*(XE-R)* 

    2               (YA/DSQRT(XI)-DSQRT(1.D0/XI+1.D0)*Y1+(XJA/DSQRT(XI)- 

    3               XJ1*YA/Y1/DSQRT(XI))/V))*CB-XK**2.D0*R/(XE-R) 

 

 XB=DABS(XB) 

 

  A3=(XB*XE+R*(XK**2.D0-XB))/(XK**2.D0*(1.D0+1.D0/XI)*Y1*V) 
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  B3=(XB*XE+R*(XK**2.D0-XB))/(XK**2.D0*(1.D0+1.D0/XI)*Y1)-XJ1/ 

    1               Y1*A3 

 

 D3=(-A3*XJ1-B3*Y1)*(1.D0+1.D0/XI)/XI/XF+DSQRT((1.D0+ 

    1         1.D0/XI)/XI)*(-A3*XJA-B3*YA)/XF*XH 

 

 C3=(1.D0+1.D0/XI)/XH*(A3*XJ1+B3*Y1+D3/(1.D0+1.D0/XI)) 

 

 F1=(A3*DSQRT(1.D0+XI)*(XJA-XG*DSQRT(XI)*XJA0)+B3*DSQRT(1.D0+ 

    1               XI)*(YA-XG*DSQRT(XI)*YA0)+C3)**2.D0 

 

 F2=(A3*(XJ1-XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)*XJ0)+B3*(Y1-XG/DSQRT(1.D0+ 

    1         1.D0/XI)*Y0)+C3)**2.D0 

 

 S0=F1+F2 

 S1=0.D0 

 XT=0.01D0 

 

 DO K=1,99 

 

     X=1.D0/XI+K*XT 

     X2=2*XG/DSQRT(X) 

 

     S1=S1+(A3*DSQRT((1.D0+1.D0/XI)/X)*(DBESJ1(X2)-X2/2.D0* 

    1             DBESJ0(X2))+B3*DSQRT((1.D0+1.D0/XI)/X)*(DBESY1(X2)- 

    2                   X2/2.D0*DBESY0(X2))+C3)**2.D0 

 ENDDO ! K 

 

 S=XT/2.D0*(S0+2.D0*S1) 

 D=(XB-XK**2.D0)*R**2.D0*P/3.D0+C3+A3*(XJ1-XG/DSQRT(1.D0+1.D0/ 

    1         XI)*XJ0)+B3*(Y1-XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)*Y0)-(XK/XL)** 

    2               2.D0-S/2.D0 

 

 C=DABS(D) 

 

 IF (C.LT.C1) THEN 

       C1=C 

       XK_OK=XK 

       XB_OK=XB 

 END IF 

          ENDDO ! J 

 

          WRITE(1,*) W , XB_OK , C1 

          WRITE(*,*) W , XB_OK , C1 

      ENDDO ! I 

      CLOSE(1) 

      STOP 

      END 
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Γραμμική θεφρία-Ανηιζσμμεηρικός Λσγιζμός με μεηάθεζη 

Διάγραμμα κρίζιμοσ θορηίοσ-αδιάζηαηοσ μήκοσς 2

1cr l΄ 
 
 

 

 

C****************************************************** 

      PROGRAM DIAGR 

C****************************************************** 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,O-Z) 

      PARAMETER(XI_MIN=0.1D0, XI_MAX=10.1D0, NSTEPS_XI=100) 

      PARAMETER(XK_MIN=0.5D0, XK_MAX=2.D0, NSTEPS_XK=1000000) 

       

      OPEN(1,FILE='B-K4.TXT') 

 

          R=1.225D0 

 

      DO I=0,NSTEPS_XI 

 

          XI=XI_MIN+I*(XI_MAX-XI_MIN)/NSTEPS_XI 

 

          XK_OK=-1000000.D0 

          C1=1.D0 

 

          DO J=0,NSTEPS_XK 

 

  XK=XK_MIN+J*(XK_MAX-XK_MIN)/NSTEPS_XK 

               

 XG=XK*(0.5D0+1.D0/XI)**1.5D0 

 XJ0=DBESJ0(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

 XJ1=DBESJ1(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

 Y0=DBESY0(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

 Y1=DBESY1(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+1.D0/XI)) 

 XJA=DBESJ1(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

 YA=DBESY1(2.D0*XG*DSQRT(XI)) 

 

  D=XG*(Y0*XJA-YA*XJ0)/(Y1*XJA-YA*XJ1) 

 

  B=DSQRT(1.D0+1.D0/XI)*(1.D0-XK**2.D0*R*(1.D0+1.D0/XI)/3.D0) 

  C=DABS(D-B) 

 

  IF (C.LT.C1) THEN 

     C1=C 

     XK_OK=XK 

  END IF 

   

          ENDDO ! J 

          XK_OK=XK_OK**2.D0 

 

          WRITE(1,*) XI, XK_OK , C1 

          WRITE(*,*) XI, XK_OK , C1 

      ENDDO ! I 

      CLOSE(1) 

      STOP 

      END 
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Γραμμική θεφρία-σμμεηρικός Λσγιζμός τφρίς μεηάθεζη 

Διάγραμμα κρίζιμοσ θορηίοσ-αδιάζηαηοσ μήκοσς 2

1cr l΄ 
 
 

 

 

C****************************************************** 

      PROGRAM DIAGR 

C****************************************************** 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,O-Z) 

      PARAMETER(XI_MIN=0.1D0, XI_MAX=10.D0, NSTEPS_XI=99) 

      PARAMETER(XK_MIN=0.1D0, XK_MAX=3.3D0, NSTEPS_XK=1000000) 

 

      OPEN(1,FILE='B-K7.TXT') 

 

          R=8.D0 

 

      DO I=0,NSTEPS_XI 

 

          XI=XI_MIN+I*(XI_MAX-XI_MIN)/NSTEPS_XI 

 

          XK_OK=-1000000.D0 

          C1=1.D0 

 

          DO J=0,NSTEPS_XK 

               

  XK=XK_MIN+J*(XK_MAX-XK_MIN)/NSTEPS_XK 

  XG=XK*(1.D0+XI/2.D0)**1.5D0/XI 

 XJ0=DBESJ0(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+XI)) 

 XJ1=DBESJ1(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+XI)) 

 Y0=DBESY0(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+XI)) 

 Y1=DBESY1(2.D0*XG/DSQRT(1.D0+XI)) 

  XJA=DBESJ1(2.D0*XG) 

  YA=DBESY1(2.D0*XG) 

 

  D=(XJA*Y0-XJ0*YA)/(YA*XJ1-XJA*Y1) 

 

  B=DSQRT(XI+1.D0)/(XI*XG)+XG*R*(XI+1.D0)**2.5D0/ 

    1               ((1.D0/XI+1.D0)*(XI/2.D0+1.D0)**3.D0) 

  C=DABS(D-B) 

 

  IF (C.LT.C1) THEN 

      C1=C 

      XK_OK=XK 

  END IF 

 

          ENDDO ! J 

 

          XA=XK_OK**2.D0*(1.D0+XI/2.D0)**3.D0 

          WRITE(1,*) XI, XA , C1 

          WRITE(*,*) XI, XA , C1 

      ENDDO ! I 

      CLOSE(1) 

      STOP 

      END 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


