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Πρόλογος 
 

 

Η παρούσα πτυχιακή εργασία αποτελεί µια εισαγωγή σε βασικές έννοιες της Θεωρίας 
Αριθµών. Πιο συγκεκριµένα µελετάµε τις αριθµητικές συναρτήσεις και την 
συνάρτηση ζ του Riemann, και τέλος προσπαθήσαµε να συνδέσουµε τις δύο αυτές 
έννοιες. 

Στο πρώτο κεφάλαιο παραθέτουµε τους βασικούς ορισµούς της Θεωρίας Αριθµών, 
όπως αυτούς των πρώτων αριθµών, των αριθµητικών συναρτήσεων και κάποια 
σηµαντικά θεωρήµατα όπως το Μικρό Θεώρηµα του Fermat, το Θεώρηµα  Auler-
Fermat  και αυτό του Legendre. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο εξετάζουµε κάποιες πολύ γνωστές αριθµητικές συναρτήσεις, 
όπως αυτη του  Euler, του Mobius και τις συναρτήσεις των διαιρετών, όπως είναι η 
τ(n) και η σ(n). Στη συνέχεια αποδεικνύουµε βασικές ιδιότητες τους και εξετάζουµε 
αν είναι πολλαπλασιαστικές. 

Το τρίτο κεφάλαιο εξετάζει τις συναρτήσεις π(x) και li(x), που αν και δεν είναι 
αριθµητικές συναρτήσεις παρουσιάζουν ενδιαφέρον στην µελέτη των πρώτων 
αριθµών. Επίσης δίνουµε ένα αριθµητικό φράγµα για την π(x) µέσω µιας ανισότητας 
και το αποδεικνύουµε.  

Με το τρίτο κεφάλαιο ολοκληρώνεται το µέρος της Θεωρίας  Αριθµών και 
προχωράµε στην Αναλυτική Θεωρία Αριθµων µελετώντας την συνάρτηση ζ και την 
εικασία του Riemann. Αναλυτικότερα, στο τέταρτο κεφάλαιο βλέπουµε τα βασικά 
σηµείας της εργασίας του Riemann µε τίτλο “On the Number of Primes less than a 
Given Magnitude” και πως καταλήγει στην καλύτερη προσέγγιση της συνάρτησης 
π(x). Υπολογίζουµε αριθµητικές τιµές της ζ για το 2 και για κάθε άρτιο, και τέλος 
βλέπουµε µία εφαρµογη της. 

Στη συνέχεια, το πέµπτο κεφάλαιο αναφέρεται στην Εικασία του Riemann µε την 
βοήθεια της συνάρτησης ξ(x). Εν συνεχεία αποδεικνύουµε µέσω εργαλείων 
ασυµπτωτικής ανάλυσης µια αναγκάια συνθήκη της Εικασίας. 

Τέλος, στο έκτο κεφάλαιο βλέπουµε την συνάρτηση ζ σαν γεννήτρια συνάρτηση και 
τη σχέση της µε τις αριθµητικές συναρτήσεις. Με αυτό τον τρόπο συνδέονται τα δύο 
µέρη της διπλωµατικής εργασίας και κλείνει η εργασία. 

 



 

 

 

 

 

Abstract 
 

The primary objective in my diploma thesis is to make an introduction to Arithmetic 
Functions and to Riemann’s Zeta Function. The first chapter is introductory and 
contains the basic definitions and theorems in Number Theory. The second chapter is 
about the basic arithmetic functions, such as the function of Euler and Mobius. The 
third chapter focuses on functions π(x) and li(x), so we can study the distribution of 
prime numbers on the set of real numbers. However, the first three chapters concern 
Number Theory, unlike the last three chapters, where we deal with Analytic Number 
Theory, by introducing the Riemann’s Zeta function and the Riemann Hypothesis. 
Specifically, the forth chapter focuses on the basic points of Riemann’s paper “On the 
Number of Primes Less than a Given Magnitude” and we compute some arithmetic 
values for the Riemann Zeta Function. Moreover, the objective of the fifth chapter is 
the Riemann Hypothesis and the proof of a sufficient condition of the Hypothesis. In 
conclusion, in the sixth chapter, we study the Zeta Function as a generating function 
and we connect it to the arithmetic functions. 
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Κεφάλαιο 1ο  

 

Εισαγωγή 
 

Το παρόν κεφάλαιο αποτελεί µια βασική εισαγωγή στην θεωρία αριθµών και 
ουσιαστικά περιέχει βασικά εργαλεία που θα χρησιµοποιηθούν στα παρακάτω 
κεφάλαια. Αρκετές αποδείξεις παραλείπονται, διότι αποτελούν τετριµένες γνώσεις 
θωρίας αριθµών. 

 

Στην θεωρία αριθµών κεντρικό ρόλο διαδραµατίζουν οι πρώτοι αριθµοί: 

Ορισµός 1.1 Κάθε θετικός ακέραιος αριθµός, µεγαλύτερος της µονάδας, ο οποίος 
διαρείται µόνο µε τον εαυτό του και την µονάδα, καλείται πρώτος αριθµος. 

 

Ορισµός 1.2 Δύο αριθµοί  a,b !!  ονοµάζονται πρώτοι προς αλλήλους ή πρώτοι 
µεταξύ τους αν δεν υπάρχει  αριθµός  c !! , c > 1  τέτοιος ώστε να διαιρεί και τον a
και τον b . Συµβολίζουµε (a,b) = 1  , όπου (a,b)  είναι ο Μεγιστος Κοινός Διαιρέτης 
(Μ.Κ.Δ.) του a και του b. 

 

Ληµµα 1.1 (1ο θεώρηµα Ευκλείδη/Λήµµα Ευκλείδη) Έστω p πρώτος,  a,b !! . Αν 
p | ab  τότε p | a  ή p | b . 

 

Θεώρηµα 1.1 (Θεµελιώδης Θεώρηµα της Αριθµητικής) Κάθε θετικός ακέραιος n 
µπορεί να  αναπαρασταθεί σε γινόµενο πρώτων παραγόντων κατά µοναδικό τρόπο µε 
την εξής µρφή n = p1

e1 p2
e2 ...pn

en .   

 

Ορισµός 1.3 Δύο ακέραιοι αριθµοί a,b καλούνται ισοδύναµοι ή ισοϋπόλοιποι modulo 
m , όπου m ένας ακέραιος αριθµός, αν ο m διαιρεί την διαφορά a-b. Συµβολίζουµε: 
a ! b(modm) . 

Λήµµα 1.2 Έστω p πρώτος και  a,b !! . Τότε (a + b) p! ap + bp (mod p)  

Απόδειξη: 

Από το Διώνυµο του Νεύτωνα έχουµε: (a + b)p = ap + bp + p
r

!

"
#

$

%
&

r=1

p'1

( ap' rbr . 
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Θα δείξουµε ότι p
r

!

"
#

$

%
&

r=1

p'1

( ap' rbr ) 0(mod p)! p | p
r

"

#
$

%

&
'

r=1

p(1

) ap( rbr . 

Αρκεί να δείξουµε ότι p | p
r

!

"
#

$

%
& : 

p
r

!

"
#

$

%
& =

p!
r!(p ' r)!

= p(p '1)(p ' r +1)
r!

 

! p(p "1)(p " r +1) = p
r

#

$
%

&

'
( r!! p | p

r

#

$
%

&

'
( r!  

p | 1,2,..., p !1  αφού ο p είναι πρώτος. Επίσης ξέρουµε πως r < p  άρα p | r! 

Άρα p | p
r

!

"
#

$

%
& . 

 

Θεώρηµα 1.2 (Το Μικρό Θεώρηµα του Fermat) Αν ο p είναι πρώτος και  a !!  µε 
(a, p) = 1τότε ap!1 = 1(mod p)  

Απόδειξη: 

Εφόσον (a, p) = 1  αρκεί να δείξουµε ότι a
p = a(mod p) . Θα το αποδείξουµε 

παίρνοντας περιπτώσεις για το a : 

 

Για a = 0  είναι προφανές. 
Έστω το  a !! , µε επαγωγή στο a  έχουµε: 

Για a = 1 : 1p ! 1(mod p) , που ισχύει. 

Έστω ότι ισχύει για a , δηλαδή ap ! a(mod p) , θα δείξω ότι ισχύει για a +1 : 

(a +1)p ! ap +1p (mod p)  (από Λήµµα 1.2) 

! (a +1)p " ap +1(mod p)! (a +1)p " a +1(mod p)  (από επαγωγική υπόθεση) 

Άρα αν  a !! ισχύει. 

Έστω τώρα ότι a < 0 . 

Τότε !a > 0  και έχουµε πως (!a)p = !a(mod p)" (!1)p a p = !a(mod p)  

Αν p ! 2" (#1)p = #1  έχουµε ισοδύναµα: 
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!ap " !a(mod p)# ap " a(mod p)  . 

Αν p = 2! ("1)2 = 1 και !a " a(mod2) . 

Οπότε έχουµε ισοδύναµα ότι a2 ! a(mod2) . 

 

Παράδειγµα: Έχουµε ότι (3, 7) = 1 , σύµφωνα µε το Μικρό Θεώρηµα του Fermat 
υπολογίζουµε: 37!1 mod7 = 36 mod7 = 1mod7 .                                                  
Πράγµατι 36 mod7 = 729mod7 = (7 !104 +1)mod7 = 1mod7  

 

Ορισµός 1.4 Αριθµητικές συναρτήσεις καλούνται όλες εκείνες οι συναρτήσεις που 
έχουν πεδίο ορισµού , τους φυσικούς αριθµούς ή κάποιο υποσύνολο του  ! . 

 

Ορισµός 1.5 Μια αριθµητική συνάρτηση f  καλείτε πολλαπλασιαστική 
(multiplicative function) όταν ισχύει f (1) = 1  και f (m !n) = f (m) ! f (n) , !m,n"!  
τέτοια ώστε (m,n) = 1 .  Αν m, n δεν είναι πρώτοι προς αλλήλους και οι παραπάνω 
σχέσεις ισχύουν !m,n"!  τότε η f  καλείτε πλήρως πολλαπλασιαστική. 

 

Ορισµός 1.6  Η συνάρτηση Euler !(n) µας δίνει το πλήθος των αριθµών, οι οποίοι 
είναι µικρότεροι ή ίσοι και πρώτοι προς τον n. 

 

Μερικές τιµές δίνονται στο πίνακα: 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

!(n)  1 1 2 2 4 2 6 4 6 4 10 

 

 Το παρακάτω θεώρηµα αποτελεί γενίκευση του µικρού θεωρήµατος του Fermat:  

 

Θεώρηµα 1.3 ( Το θεώρηµα Fermat-Εuler): Αν  a,m !!  και (a,m) = 1 , τότε 
a! (m ) " 1(modm) . 

Έτσι αν ο m είναι πρώτος, !(m)=m-1 , και έχουµε το Μικρό Θεώρηµα του Fermat. 

Παράδειγµα: Έχουµε (7,9)=1, τότε το Θεώρηµα Fermat-Εuler µας λέει ότι 
7! (9) mod9 = 76 mod9 = 1mod9 . Πράγµατι 
76 mod9 = 117649mod9 = (13072 !9 +1)mod9 = 1mod9  
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Θεώρηµα  1.4 ( Το θεώρηµα Legendre) Εάν ο n είναι ένας θετικός ακέραιος 
αριθµός και ο p πρώτος τέτοιος ώστε p | n , τότε ο p εµφανίζεται στην κανονική 

αναπαράσταση του n! µε εκθέτη ep , όπου ep =
n
pk

!

"
!

#

$
#

k=1

%

& . 

Απόδειξη: 

Για ένα δεδοµένο ακέραιο k, τα πολλαπλάσια του p k  τα οποία δεν ξεπερνούν το n 
είναι τα pk ,2pk , 3pk ,...,qpk , όπου ο q είναι ο µεγαλύτερος ακέραιος τέτοιος ώστε 

qpk ! n . Δηλαδή ο q είναι ο µεγαλύτερος ακέραιος που δεν ξεπερνάει τον 
n
pk

. Με 

άλλα λόγια είναι ίσος µε τον n
pk

!

"
!

#

$
# . Έτσι ο p k  είναι ο αριθµός των θετικών 

πολλαπλασιών του p k  οι οποίοι δεν ξεπερνούν το n . 

Εάν τώρα m = qpk ,  µε 1 ! m ! n  και (p,q) = 1 , και 0 ! k ! r , τότε ο m συνεισφέρει 
ακριβώς k στο σύνολο του εκθέτη ep , µε τον οποίο ο p  εµφανίζεται στην κανονική 
αναπαράσταση του n! .   

Επιπλέον ο m µετράται ακριβώς k φορές στο άθροισµα : n
p

!

"
!

#

$
# +

n
p2

!

"
!

#

$
# +

n
p3

!

"
!

#

$
# + ...  

µια φορά σαν πολλαπλάσιο του p, µια σαν πολλαπλάσιο του p2 ,…, µια σαν 
πολλαπλάσιο του  και καµοία άλλη φορά. Αν k = 0 , τότε ο m  δεν προσµετράται 
στο άθροισµα. 

Γι’ αυτό τον λόγο ep =
n
pk

!

"
!

#

$
#

k=1

%

& . 

Ας δούµε ένα απλό παράδειγµα: 9 = 32 , πόσες φορές θα εµφανίζεται το 3 στο 9 
παραγοντικό;  

Το θεώρηµα του Legendre µας λέει ότι εµφανίζεται µε εκθέτη e3 , που δίνεται απο 
την σχέση 

e3 =
9
3k

!
"!

#
$#k=1

%

& =
9
31

!
"!

#
$#
+

9
32

!
"!

#
$#
+

9
33

!
"!

#
$#
+

9
34

!
"!

#
$#
+ ... = 3!" #$ + 1!" #$ + 0.33!" #$ + ... = 3+1+ 0 + 0 + ... = 4

 

Ας δούµε τώρα πως πως αναπτύσεται σε πρώτους παράγοντες το 9!: 

9!= 1 !2 ! 3 ! 4 !5 !6 ! 7 !8 !9 = 2 ! 3 !22 !5 !2 ! 3 ! 7 !23 ! 32 = 27 ! 34 !5 ! 7  

Βλέπουµε δηλαδή οτί το θεώρηµα του Legendre µας δίνει ακριβώς τον εκθέτη του 
αριθµού 3 στο 9! . 
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Κεφάλαιο 2ο   

 

Αριθµητικές Συναρτήσεις 
 

§2.1.  Η συνάρτηση Euler !(n)  
 

Όπως είδαµε και στο προηγούµενο κεφάλαιο η συνάρτηση Euler είναι µια αριθµητική 
συνάρτηση η οποία µας δίνει τους αριθµούς που είναι µικρότεροι και πρώτοι προς 
τον n. Παρακάτω θα εξετάσουµε κάποιες βασικές ιδιότητες:  

Εναλλακτικά µπορούµε να γράψουµε την συνάρτηση και ως εξής: !(n) = 1
(m,n)
"
#
"

$
%
$

m=1

n

&  

 

Πρόταση 2.1: Η συνάρτηση !(n)  είναι πολλαπλασιαστική, δηλαδή  !m,n "! τέτοια 
ώστε (m,n) = 1 , τότε !(m "n) = !(m) "!(n)   

Απόδειξη:  

Αρχικά υποθέτουµε πως m,n > 1 ,διαφορετικά  το πρόβληµα είναι τετριµένο αφού 
!(1) = 1. Ταξινοµούµε τους φυσικούς 1,2,....,mn  σε ένα πίνακα µε n  στήλες και m  
γραµµές: 

1 2 3 ... m
m +1 m + 2 m + 3 ... 2m
... ... ... ...

(n !1)m +1 (n !1)m + 2 (n !1)m + 3 ... nm

 

 Οι i  φυσικοί αποτελούν ενα πλήρες σύστηµα υπολοίπων1 modmn , έτσι η !(mn)  
είναι το πλήθος των i  που είναι πρώτοι προς τον mn ή ισοδύναµα ικανοποιούν την 
σχέση (i,m) = (i,n) = 1 .  

Βλέπουµε πως οι φυσικοί  σε µια συγκεκριµένη  στήλη είναι ισοδύναµοι modm  και 
οι m στήλες αποτελούν m  κλάσεις υπολοίπων modm . Άρα ακριβώς !(m)  στήλες 
αποτελούνται από i  φυσικούς αριθµούς που είναι πρώτοι προς τον m , ενώ στις  
υπόλοιπες στήλες τα i στοιχεία τους έχουν έχουν µέγιστο κοινό διαιρέτη (i,m) > 1 . 

                                                        
1 Ορισµός 1. : Καλούµε κλάση υπολοίπων [a]  (modn) , όλους εκείνους τους αριθµούς που έχουν 
υπόλοπο a  (modn) . 
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Τώρα κάθε στήλη που περιέχει στοιχεία πρώτα µε τον m  έχει την µορφή 
c,  m+c, 2m+c, .... , (n-1)m+c , για κάποιο c φυσικό αριθµό.  Ξέρουµε ότι το σύνολο 
! = {1,  2,  ..., n-1}  είναι ένα πλήρες σύνολο υπολοίπων modn .  

Ισχυρισµός: Το σύνολο ! = {a "m + c |  a#A} είναι πλήρες σύνολο υπολοίπων. 

Απόδειξη Ισχυρισµού:  

Εάν το am + c ! "a m + c (modn) , όπου a, !a "A , αυτό συνεπάγεται , την απαλοιφή 
του c και του m, επειδή (m,n) = 1 ,  πως a ! "a (modn) , δηλαδή a = !a . Έτσι 
βλέπουµε ότι τα στοιχεία a !m + c  ανήκουν όλα σε διαφορετικές κλάσεις υπολοίπων 
, άρα το B είναι πλήρης κλάση υπολοίπων   modn . 

Αυτες οι στήλες λοιπόν, περιέχουν !(n)  φυσικούς αριθµούς πρώτους προς τον n . 
Δηλαδή !(m)  στήλες περιέχουν !(n) φυσικούς αριθµούς i  που είναι πρώτοι προς 
τον mn . Άρα !(m "n) = !(m) "!(n) . 

 

Πρόταση 2.2 Για κάθε αριθµό n = pe , όπου p  πρώτος, ισχύει ότι !(n) = pe " pe"1  

Απόδειξη:  

Ο ! pe( )  είναι το πλήθος των ακεραίων 1,..., pe{ } , οι οποίοι είναι πρώτοι προς τον 

pe , οι οποίοι δεν διαιρούνται από τον p . Αυτό το σύνολο έχει pe  στοιχεία, από τα 

οποία p
e

p = pe!1    είναι πολλαπλάσια του p . Άρα !(pe ) = pe " pe"1 . 

 

Πρόταση 2.3 Για κάθε φυσικό αριθµό n ισχύει !(d) = n
d |n
" ,  όπου το άθροισµά είναι 

πάνω σε όλους τους διαιρέτες  d του  n. 

Απόδειξη:  

Έστω S = {1,2,...,n} . Κάθε στοιχείο a  του συνόλου S  έχει µια σχέση διαιρετότητας 
µε το n, δηλαδή είτε είναι πρώτο προς το είναι είτε (a,n) = d , όπου d  διαρέτης του n. 

Ορίζουµε τα σύνολα Sd = a !S : (a,n) = n
d

"
#
$

%
&
'

. Τα σύνολα Sd , διαµερίζουν το S  σε 

ξένα µεταξύ τους υποσύνολα, αφού αν το a !S τότε (a,n) =
n
d

 , µοναδικός διαιρέτη 

του n.  Έτσι Sd
d |n
! = S = n . Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι Sd = !(d) .  
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Τώρα 
 
a !Sd " a !! :1 # a # n,(a,n) = n

d
 (1).  Κατασκευάζουµε !a :  !a = a " d

n
,  το 

 !a "! , αφού 
n
d
= (a,n) . Μετασχήµατίζοντας την δεξια πλευρά της ισοδυναµίας (1), 

διαιρώντας της µε το n d , έχουµε: 
 
a !Sd " a = n

d
# $a ,   $a !! :1 % $a % d  &'( ( $a ,d) = 1  

Έτσι το Sd , είναι ο αριθµός των !a , που βρίσκοντα αποκλειστικά µεταξύ του 1 και 
του d, και είναι πρώτοι προς το d, δηλαδή Sd = !(d) . 

 

Παράδειγµα: Εξετάζουµε τον αριθµό 12. Οι διαιρέτες του είναι: 1,2,3,4,6,12. 
Υπολογίζουµε το άθροισµα: 

!(d) =!(1)+!(2)+!(3)+!(4)+!(6)+!(12) =1+1+ 2 + 2 + 2 + 4 =12
d|12
!

  

Βλέπουµε ότι η πρόταση µας επαληθεύεται. 

 

 

Πρόταση 2.4 Για κάθε φυσικό αριθµό n του οποίου η κανονική µορφή είναι 

n = p1
e1 p2

e2 ...pk
ek

 ισχύει ότι !(n) = n " 1#
1
p1

$
%&

'
()
" 1# 1

p2

$
%&

'
()
" ... " 1# 1

pk

$
%&

'
()  

Απόδειξη: 

Η απόδειξη θα γίνει µε επαγωγή στον δείκτη k . 

Για k = 1  , από την Πρόταση 2.2 , που αποδείξαµε παραπάνω, ισχύει η επαγωγική 
µας βάση. 

Έστω ότι ισχύει για k, θα δείξουµε ότι ισχύει για k+1: 

Ο n γράφεται ώς εξής: n = p1
e1 p2

e2 ...pk
ek pk+1

ek+1 . Τώρα όµως οι p1
e1 p2

e2 ...pk
ek και pk+1

ek+1  είναι 
πρώτοι µεταξύ τους (από τον ορισµό της κανονικής αναπαράστασης ενός φυσικού 
αριθµού)  
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Άρα από την Πρόταση 2.1 έχουµε: 
! n( ) = ! p1

e1 p2
e2 ...pk

ek " pk+1
ek+1( ) = ! p1

e1 p2
e2 ...pk

ek( ) "! pk+1
ek+1( )

= p1
e1 p2

e2 ...pk
ek " 1# 1

p1

$
%&

'
()
" 1# 1

p2

$
%&

'
()
" ... " 1# 1

pk

$
%&

'
()
" pk+1

ek+1 # pk+1
ek+1 #1( )

= p1
e1 p2

e2 ...pk
ek " 1# 1

p1

$
%&

'
()
" 1# 1

p2

$
%&

'
()
" ... " 1# 1

pk

$
%&

'
()
" pk+1

ek+1 " 1# 1
pk+1

$
%&

'
()

= p1
e1 p2

e2 ...pk
ek pk+1

ek+1 " 1# 1
p1

$
%&

'
()
" 1# 1

p2

$
%&

'
()
" ... " 1# 1

pk

$
%&

'
()
" 1# 1

pk+1

$
%&

'
()

= n " 1# 1
p1

$
%&

'
()
" 1# 1

p2

$
%&

'
()
" ... " 1# 1

pk

$
%&

'
()
" 1# 1

pk+1

$
%&

'
()

 

! n( ) = ! p1
e1 p2

e2 ...pk
ek " pk+1

ek+1( ) = ! p1
e1 p2

e2 ...pk
ek( ) "! pk+1

ek+1( )
= p1

e1 p2
e2 ...pk

ek " 1# 1
p1

$
%&

'
()
" 1# 1

p2

$
%&

'
()
" ... " 1# 1

pk

$
%&

'
()
" pk+1

ek+1 # pk+1
ek+1 #1( )

= p1
e1 p2

e2 ...pk
ek " 1# 1

p1

$
%&

'
()
" 1# 1

p2

$
%&

'
()
" ... " 1# 1

pk

$
%&

'
()
" pk+1

ek+1 " 1# 1
pk+1

$
%&

'
()

= p1
e1 p2

e2 ...pk
ek pk+1

ek+1 " 1# 1
p1

$
%&

'
()
" 1# 1

p2

$
%&

'
()
" ... " 1# 1

pk

$
%&

'
()
" 1# 1

pk+1

$
%&

'
()

= n " 1# 1
p1

$
%&

'
()
" 1# 1

p2

$
%&

'
()
" ... " 1# 1

pk

$
%&

'
()
" 1# 1

pk+1

$
%&

'
()  

Μια δεύτερη απόδειξη βασίζεται στην Αρχή του Εγκλισµού-Αποκλεισµού. 

 

 

Η παραπάνω πρόταση µας βοηθάει πολύ στον υπολογισµό της ! , παρ’όλα αυτά είναι 
απαραίτητο να ξέρουµε την κανονική αναπαράσταση του n , πράγµα που δεν είναι 
πάντα εύκολο, όπως φαίνεται και απο τα παρακάτω παραδείγµατα: 

Ø ! 580( ) = !(22 "5 "29) = 580 " 1
2
4
5
28
29

=
64.960
290

= 224  

Ø ! 581( ) = !(7 "83) = 581 " 6
7
82
83

=
285.852
581

= 492  

Ø ! 582( ) = !(2 " 3 "97) = 582 " 1
2
2
3
96
97

=
111.744
582

= 192  

Ø ! 32.844( ) = !(22 " 3 " 7 "17 "23) = 32.844 " 1
2
2
3
6
7
16
17
22
23

=
138.733.056
16.422

= 8.448  

 



 9 

 

§2.2 Η συνάρτηση Mobius µ(n)  
 

Ορισµός 2.1 Η συνάρτηση του Mobius ορίζεται ως εξής:  

µ(n) =
1 , !"  #$  n=1

(%1)r , !"  #$  n = p1
e1 p2

e2 ...pr
er

0 , &'!($)*#'+!

,

-
.

/
.

 

 

Παραδείγµα: µ 580( ) = µ(22 !5 !29) = ("1)3 = "1 , µ 581( ) = µ(7 !83) = ("1)2 = 1 ,  

µ 582( ) = µ(2 ! 3 !97) = ("1)3 = "1 , µ 32.844( ) = µ(22 ! 3 ! 7 !17 !23) = ("1)5 = "1 . 

 

Πρόταση 2.5  Η συνάρτηση µ(n) είναι πολλαπλασιαστική. Δηλαδή !m,n "! τέτοια 
ώστε (m,n) = 1 , τότε µ(m !n) = µ(m) !µ(n) . 

Απόδειξη:  

Πρέπει να δείξουµε ότι για δύο τυχαίους πρώτους προς αλλήλους  m,n , 
µ(m !n) = µ(m) !µ(n) . 

Εστω η κανονική τους αναπαράσταση n = p1
e1 p2

e2 ...pk
ek ,m = p1

r1 p2
r2 ...pl

rl .  Τότε 
µ(n) = (!1)k  και µ(m) = (!1)l . 

Το γινόµενο τους θα είναι: m !n = p1
e1 p2

e2 ...pk
ek p1

r1 p2
r2 ...pl

rl  και 
µ(nm) = (!1)k+ l = (!1)k (!1)l = µ(n)µ(m)  

Άρα η συνάρτηση του Mobius είναι πολλαπλασιαστική. 

 

Πρόταση 2.6 : Αν n = 1  τότε µ(d)
d |n
! = 1 , και  µ(d)

d |n
! = 0 , αν n > 1. 

Απόδειξη: 

Για n = 1 , είναι προφανές, αφού µ(1) = 1 , εξ’ ορισµού. 

Για n > 1, έστω η κανονική αναπαράσταση n = p1
e1 p2

e2 ...pk
ek  
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Τότε το άθροισµα πάνω στους διαιρέτες µας δίνει: 
µ(d)

d |n
! = µ(1) + µ(pi )

1"i"k
! + µ(pi pj )

i# j
1"i, j"k

! + ...+ µ(p1p2 ...pk )  όπου το τυχαίο 

άθροισµα µ(pi1
i1 ! i2 ! ...! i"
# $ pi2 $ ... $ pi" )   εκτείνεται σε όλους τους δυνατούς 

συνδυασµούς ! , διαφορετικών µεταξύ τους πρώτων παραγώντων του n . 

Από τον ορισµό προκύπτει πως στην περίπτωση που όλοι οι πρώτοι δεν είναι 
διάφοροι µεταξύ τους η συνάρτηση Mobius µηδενίζεται. 

Από τον δυωνυµικό τύπο συνεπάγεται ότι  

µ(d)
d |n
! = 1+ k

1
"
#$

%
&'
((1) + k

2
"
#$

%
&'
((1)2 + ...+ k

k
"
#$

%
&'
((1)k = (1(1)k = 0 . 

Εποµένως  µ(d)
d |n
! = 0 . 

 

Θεώρηµα 2.1 (Τύπος Αντιστροφής του Mobius) Αν ισχύει ότι g(n) = f (d)
d |n
!  τότε 

f (n) = µ(n
d
)

d |n
! " g(d) , και αντιστρόφως. 

 

Απόδειξη: 

Γενικά για κάθε αριθµητική συνάρτηση, έστω f (n)  ισχύει ότι: 

f (n)
d |n
! = f (d

n
)

d |n
! ,  αφού 

n
d
= !d ,  όπου !d  διαρέτης του n . 

Ακολουθώντας την ίδια λογική, προκύπτει ότι:   µ(d
n

)
d |n
! g(d) = µ(d)

d |n
! g(d

n
)      (1)   

Όµως  µ(d)g(d
n

) =
d |n
! µ(d) " f (#)

# |n
d

!
$

%

&
&

'

(

)
)d |n

!     (2)   

Αλλά !d | n , αρα µ(d)g(d
n
)

d |n
! = µ(d) f (")

"d |n
!  

Οµοίως µπορούµε να γράψουµε f (!) " f (!)
d | n
!

#
$

%

&
&

'

(

)
)d |n

# = µ(d)
!d |n
# f (!)  
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Συνεπώς  µ(d)g(d
n

) =
d |n
! f (") # µ(d)

d | n
"

!
$

%

&
&

'

(

)
)      (3)

d |n
!  

Αλλά από την Πρόταση 2.6 είδαµε ότι µ(d) = 1
d | n
!

" #
n
!
= 1# n = !  

Στην περίπτωση όµως που το n = !  προκύπτει ότι :  

f (!) " µ(d)
d | n
!

#
$

%

&
&

'

(

)
) = f (n)      (4)

d |n
#    

Από (1),(3),(4)! g(n) = f (d)
d |n
"   

Τότε f (n) = µ(n
d
)

d |n
! " g(d)  

Για το αντίστροφο: 

 

f (d)
d |n
! = f (n

d
)

d |n
! = µ( n

"d
)g(")

" |n
d

! = µ( n
"d
)g(")

d" |n
!

d |n
! = g(") µ( n

"d
)

d | n
"

!

=1
! "# $#

#

$

%
%
%
%%

&

'

(
(
(
((

d" |n
!  

Συνεπώς για n = ! , λαµβάνουµε f (d) = g(n)
d |n
!

 

 

Πρόταση 2.7  Για κάθε φυσικό αριθµό n  ισχύει: !(n) = µ(d)
d |n
" n

d  

Απόδειξη: 

Στην Πρόταση 2.6 δείξαµε ότι µ(d)
d |n
! = 1  ή 0. Έτσι µπορούµε να γράψουµε ότι 

µ(d)
d |n
! =

1
n

"
#"

$
%$

 . Ξέρουµε όµως ότι !(n) = 1
(m,n)
"
#
"

$
%
$

m=1

n

& = µ(d)
d |(n,m )
&

m=1

n

& . Οι συνθηκες 

των αθροίσµατων είναι: 1 ! m ! n,  d | n "#$ d | m , δηλαδή να ισχύει 1 ! "d ! n  για 

κάποιο  ! "!  ή 1 ! " !
n
d

 και  d | n . 

Εποµένως το γράφουµε ως:  

µ(d)
d |(n,m )
!

m=1

n

! = µ(d)
"=1

n
d

!
m=1

n

! =
n
d
µ(d)

d |n
! #$(n) = n

d
µ(d)

d |n
!
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§2.3  Η συναρτήσεις ! (n),  " (n)  
 

Μια άλλη κατηγορία αριθµητικών συναρτήσεων που παρουσιάζει ιδιαίτερο 
ενδιαφέρον είναι οι συναρτήσεις που αναφέρονται στους  διαιρέτες του n : 

Ορισµός 2.2 Ορίζουµε ! (n) τον αριθµό των διαιρετών του n, δηλαδή ! (n) = 1
d |n
"  και 

! (n)  το άθροισµα των διαιρετών του n, δηλαδή ! (n) = d
d |n
" . 

Πρόταση 2.8 Εάν n = p1
e1 p2

e2 ...pk
ek , τότε ! (n) = ei +1( )

i=1

k

"  

 

Απόδειξη:  

Έστω m = p1
l1 p2

l2 ...pk
lk . Για να διαιρεί τον n = p1

e1 p2
e2 ...pk

ek θα πρέπει 0 ! li ! ei  για 
i = 1,2,...,k  και αυτό γιατί κάθε παράγοντας pi  του m  πρέπει να είναι µικρότερος ή 
ίσος από κάθε pi  στοιχείο του n . Έτσι εάν το m = p1

l1 p2
l2 ...pk

lk  είναι διαιρέτης του n
υπάρχουν e1 +1  επιλογές για τον l1 , e2 +1  επιλογές για τον l2 , ..., ek +1  επιλογές για 
τον lk . Άρα από απλή συνδυαστική υπάρχουν e1 +1( ) e2 +1( )... ek +1( )  επιλογές για 

τους l1,l2 ,...,lk . Συνεπώς οι διαιρέτες του n είναι ! (n) = ei +1( )
i=1

k

" . 

Πρόταση 2.9  Εάν n = p1
e1 p2

e2 ...pk
ek , τότε ! (n) =

pi
ei +1 "1
pi "1

#
$%

&
'(i=1

k

)  

Απόδειξη:  

Το άθροισµα των διαιρετών του n = p1
e1 p2

e2 ...pk
ek ,  µπορεί να εκφραστεί από το 

γινόµενο: 1+ p1 + p1
2 + ...+ p1

a1( ) 1+ p2 + p22 + ...+ p2a2( )... 1+ pk + pk2 + ...+ pkak( )  
χρησιµοποιώντας τον τύπο για το άθροισµα µιας πεπερασµένης γεωµετρικής σειράς, 
που είανι ο εξής: 

1+ x + x2 + ...+ xn = xn+1 !1
x !1   

 

Βλέπουµε ότι η παραπάνω έκφραση γίνεται: 
! (n) = 1+ p1 + p1

2 + ...+ p1
a1( ) 1+ p2 + p22 + ...+ p2a2( )... 1+ pk + pk2 + ...+ pkak( )

=
p1
e1 +1 "1
p1 "1

#
$%

&
'(

p2
e2 +1 "1
p2 "1

#
$%

&
'(
... pk

ek +1 "1
pk "1

#
$%

&
'(
=

pi
ei +1 "1
pi "1

#
$%

&
'(i=1

k

)
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Οπότε καταλήξαµε στο ζητούµενο. 

 

Πρόταση 2.10  Οι συναρτήσεις ! (n) , ! (n)  είναι πολλαπλασιαστικές.  

 

Σηµείωση : Και οι δύο συναρτήσεις αποτελούν ειδικές περιπτώσεις της συνάρτησης 
!" (n) , η οπόια ορίζεται ως εξής: !" (n) = d"

d |n
# . 

Έτσι βλέπουµε ότι για ! = 0 , ! 0 (n) = d 0
d |n
" = 1

d |n
" = # (n)  ενώ για ! = 1, 

!1(n) = d1
d |n
" = d

d |n
" = ! (n) . 
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Κεφάλαιο 3ο   

 

Η συναρτήσεις ! (x),  li(x)  
 

§3.1 Ορισµοί Συναρτήσεων 
 

Η συνάρτηση  ! (x) ορίζεται ως συνάρτηση απαρίθµισης των πρώτων αριθµών που 
δεν υπερβαίνουν τον πραγµατικό αριθµό  x, δηλαδή για κάθε  x>0 µας δίνει τον 
αριθµό των πρώτων που είναι µικρότεροι από x. Για παράδειγµα για  x = 7 :! (7) = 3 , 
διότι έχουµε τους 2, 3, 5 πρώτους αριθµούς µικρότερους από 7. 

Η συνάρτηση  δεν είναι αριθµητική συνάρτηση διότι έχει σαν πεδίο ορισµού όλους 
τους πραγµατικούς αριθµούς, όµως είναι µια σηµαντική συνάρτηση στη θεωρία 
αριθµών. Η ! (x) δεν έχει κάποιο συγκεκριµένο τύπο καθώς δεν έχουµε πλήρη γνώση 
για την κατανοµή των πρώτων αριθµών µέσα στο σύνολο των ακεραίων  και γι’αυτον 
τον λόγο η συγκεκριµένη συνάρτηση παρουσιάζει ένα µεγάλο ερευνητικό 
ενδιαφέρον. 

Έχουν γίνει πολλές προσπάθεις να προσεγγιστεί αριθµητικά, ένα απο τα 
σηµαντικότερα αποτελέσµατα είναι το Θεώρηµα Πρώτων Αριθµών, το οποίο 

περιγράφει την ασυµπτωτική κατανοµή των πρώtων αριθµών :
 
! (x) ! x

log x
 

Ο Gauss κατάφερε να αποδείξει ότι η ! (x)  προσεγγίζεται ακόµα καλύτερα από το 

λογαριθµικό ολοκλήρωµα  li(x) = dt
log t2

x

! , συγκεκριµένα έδειξε ότι 
 
li(x) ! x

log x
, 

χρησιµοποιώντας τον κανόνα του L’ Hospital. 

Στον παρακάτω πίνακα, βλέπουµε µερικά αριθµητικά αποτελέσµατα στα οποία είναι 
εµφανές ότι η li(x)  για µεγάλους αριθµούς δίνει καλύτερα αποτελέσµατα: 
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x  x ln x  li(x)  ! (x)  

10 4.3 51.2 4 

100 21.7 29.1 25 

500 80.4 100.8 95 

1000 144.7 176.6 168 

5000 587.0 683.2 669 

10000 1087.0 1245.0 1230 

15000 1559.9 1775.6 1754 

106 72381.9 78632 78498 

109 48254630 50849240 50847478 

Αριθµητικά Αποτελέσµατα της li(x)  και ! (x)  

 

 

Έτσι βλέπουµε ότι µπορεί η διαφορά στους µικρούς αριθµούς να µην είναι τόσο 
εµφανής, αλλά καθώς πλησιάζουµε σε όλο και µεγαλύτερους αριθµούς η προσέγγιση 
της li(x)  είναι πολύ καλύτερη.  

 

§3.2 Αριθµητικό Φράγµα για την Συνάρτηση ! (x)  

 

Στο εδάφιο αυτό θα αναφερθούµε σε αριθµητικά φράγµατα για της συναρτήσεις που 
εξετάσαµε προηγουµένως. Συγκεκριµένα θα αποδείξουµε µια ανισότητα για την 
συνάρτηση ! (x) . Η απόδειξη βασίζεται στην µέθοδο που ακολουθεί το βιβλίο των 
Μιχαήλ Θ. Ρασσιά και Αλέξανδρος Χ. Παπαϊωάννου που βρίσκεται στην 
βιβλιογραφια. 

Πρόταση 3.1 Για κάθε θετικό ακέραιο n ! 2 ισχύει η ανισότητα: 

1
6

n
logn

< ! (n) " 6 n
logn

 

Αποδειξη: 

Επειδή πρόκειται για µια µακροσκελής απόδειξη θα την δούµε σε βήµατα: 
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Βήµα 1ο :  Θα δείξουµε ότι για κάθε θετικό ακέραιο n ! 2  ισχύει ότι  
1
6

n
logn

< ! (n)  

Αρχικά θα αποδείξουµε ότι για κάθε θετικό ακέραιο n ! 2 ισχύει ότι

2n ! 2n
n

"
#$

%
&'
! 4n . 

• Η ανισότητα 2n ! 2n
n

"
#$

%
&'

 αποδεικνύεται απλά µέσω της µαθηµατικής 

επαγωγής:  

§ Για n = 2 : 4 ! 4
2

"
#$

%
&'
=

4!
2!(4 ( 2)!

=
1 )2 ) 3 ) 4
1 )2 )1 )2

= 6 . Άρα η επαγωγική µας 

βάση ισχύει. 

§ Έστω ότι ισχύει για n , ισχύει δηλαδή ότι 2n ! 2n
n

"
#$

%
&'

 (1)  

Θα δείξουµε ότι ισχύει για n +1 . 

Έχουµε: 

2n + 2
n +1

!
"#

$
%&
=

(2n + 2)!
(n +1)!(n +1)!

=
(2n)!
(n)!(n)!

'
(2n +1)(2n + 2)

(n +1)2
(
(1)
2n ' (2n +1)(2n + 2)

(n +1)2  

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι για n ! 2ότι ισχύει : 

(2n +1)(2n + 2)
(n +1)2

! 2" (2n +1)(2n + 2) ! 2(n +1)2 " 2n2 + 2n ! 0" 2n(n +1) ! 0
 

που ισχύει διότι n ! 2 . 

Άρα 2(n +1)
n +1

!

"
#

$

%
& ' 2

n+1  

Δηλαδή δείξαµε ότι: 2n ! 2n
n

"
#$

%
&'

, !n " 2 . 

• Στη συνέχεια θέλουµε να δείξουµε το άλλο µέρος της ανισότητας : 
2n
n

!
"#

$
%&
' 4n  

Εδώ θα στηριχτούµε στο γεγονός ότι : 

2n
n

!
"#

$
%&
< 2n

0
!
"#

$
%&
+ 2n

1
!
"#

$
%&
+ ...+ 2n

2n
!
"#

$
%&
= 22n = 4n  
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Έτσι επαληθεύεται και το άλλο µέρος της ανισότητας. 

Άρα δείξαµε πως  για κάθε θετικό ακέραιο n ! 2 ισχύει 2n ! 2n
n

"
#$

%
&'
! 4n  (2)  . 

Λογαριθµίζοντας την Σχέση (2) έχουµε: 

2n ! 2n
n

"
#$

%
&'
! 4n ( log2n ! log 2n

n
"
#$

%
&'
! log 4n

( n log2 ! log (2n)!
n!n!

! n log 4(

n log2 ! log((2n)!) ) log(2n!) ! n log 4(

 

n log2 ! log((2n)!) " 2 log(n!) ! n log 4  (3)   

 

Σύµφωνα µε το θεώρηµα Legendre ξέρουµε ότι όταν ένας φυσικός αριθµός  n !! , 
περιέχει ένα πρώτο παράγοντα p  τότε ο n!  θα έχει την p  στην κανονική του 

αναπαράσταση  µε εκθέτη :
 
ep =

n
pk

!

"
!

#

$
#

k=1

+%

&  

Συνεπώς 

log(2n!) ! 2 log(n!) = ep log
p"2n
# pi ! 2 ep log

p"n
# p = n

pk
$

%
$

&

'
&

k=1

+(

#)
%
$

*

'
& log

p"2n
# p ! 2 n

pk
$

%
$

&

'
&

k=1

+(

#)
%
$

*

'
& log

p"n
# p  

Όµως ισχύει ότι : 
n
pk

!

"
!

#

$
#

k=1

+%

&'
"
!

(

$
# log

p)2n
& p = n

pk
!

"
!

#

$
#

k=1

+%

&'
"
!

(

$
# log

p)2n
& p , και αυτό γιατί αν pi > n ,  

τότε n
pk

!

"
!

#

$
# = 0 . 

Άρα έχουµε : 

 
log(2n!) ! 2 log(n!) = n

pk
"

#
"

$

%
$

k=1

+&

'(
#
"

)

%
$ log

p*2n
' p ! 2 n

pk
"

#
"

$

%
$

k=1

+&

'(
#
"

)

%
$ log

p*2n
' p =

n
pk

"

#
"

$

%
$ ! 2

n
pk

"

#
"

$

%
$

k=1

+&

'
k=1

+&

'(
#
"

)

%
$ log

p*2n
' p = n

pk
"

#
"

$

%
$ ! 2

n
pk

"

#
"

$

%
$

+
,-

.
/0k=1

+&

'
(

#
"
"

)

%
$
$
log

p*2n
' p

 

 

Τώρα όµως οι όροι του αθροίσµατος 
n
pk

!

"
!

#

$
# % 2

n
pk

!

"
!

#

$
# , µπορεί να είναι 0 ή  το πολύ 1, διότι: 

n
pk

!

"
!

#

$
# % 2

n
pk

!

"
!

#

$
# <

n
pk

% 2 n
pk

%1
&
'(

)
*+
= 2 .  
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 Όµως οι όροι του αθροίσµατος µηδενίζονται για k τέτοιο ώστε pi
k > 2n , δηλαδή για 

k > log2n
log p

 

Άρα  n
pk

!

"
!

#

$
# % 2

n
pk

!

"
!

#

$
#

&
'(

)
*+k=1

+,

- =
n
pk

!

"
!

#

$
# % 2

n
pk

!

"
!

#

$
#

&
'(

)
*+k=1

log 2n
log p

!

"
!

#

$
#

- . 1
k=1

log 2n
log p

!

"
!

#

$
#

-  

Αντικαθιστώντας στη σχέση µε την διαφορά των λογαρίθµων έχουµε: 

log(2n!) ! 2 log(n!) = n
pk

"

#
"

$

%
$ ! 2

n
pk

"

#
"

$

%
$

&
'(

)
*+k=1

+,

-
.

#
"
"

/

%
$
$
log

p02n
- p =

1
k=1

log 2n
log pi

"

#
"

$

%
$

-
.

#

"
"
"

/

%

$
$
$
log

p02n
- p 0 log2n

log p
log

p02n
- p = log2n = 1 (2n)log2n

p02n
-

 

Αντικαθιστώντας το αποτέλεσµα στην ανισότητα (3) έχουµε: 
n log2 ! " (2n)log2n#

" (2n) $ n log2
log2n

>
n 2
log2n

=
2n

4 log2n
#

" (2n) > 1
4

2n
log2n

>
1
6

2n
log2n

 

Άρα η ανισότητα 
1
6

n
logn

< ! (n) , ισχύει όταν ο n είναι άρτιος. Αρκεί λοιπόν να 

εξετάσουµε την περίπτωση όπου ο n είναι περιττός: 

! (2n +1) " ! (2n) > 1
4

2n
log2n

=
1
4

2n
2n +1

2n +1
log2n

>
1
4

2n
2n +1

2n +1
log(2n +1)

 

Εύκολα δείχνουµε ότι  
 

2n
2n +1

!
2
3
,"n #! .  Άρα:

! (2n +1) > 1
4
2
3

2n +1
log(2n +1)

=
1
6

2n +1
log(2n +1)

 

Συνεπώς η ανισότητα 
1
6

n
logn

< ! (n) , !n " 2 ισχύει! 

Βήµα 2ο: Θα δείξουµε την άλλη πλευρά της ανισότητας : ! (n) " 6 n
logn

, για κάθε 

θετικό ακέραιο n ! 2.  

Έχουµε ήδη αποδείξει ότι: log(2n!) ! 2 log(n!) = 2n
pk

"

#
"

$

%
$ ! 2

n
pk

"

#
"

$

%
$

&
'(

)
*+k=1

+,

-
.

#
"
"

/

%
$
$
log

p02n
- p  

Όπου κανένας από τους όρους 2n
pk

!
"
!

#
$
#,%2

n
pk

!
"
!

#
$
#   δεν είναι αρνητικός.  
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 Eίναι προφανές ότι: 2n
p

!
"
!

#
$
# % 2

n
p

!
"
!

#
$
# =1&

2n
pk

!
"
!

#
$
# % 2

n
pk

!
"
!

#
$
#

'
()

*
+,k=1

-

. . 

Εποµένως: 

 

Όµως για τους πρώτους αριθµούς p , τέτοιοι ώστε n < pi ! 2n , ισχύει ότι 

2n
p

!

"
!

#

$
# % 2

n
p

!

"
!

#

$
# = 1  , καθώς  και n

p
!

"
!

#

$
# = 0  

Άρα   

Κάνοντας χρήση τώρα της συνάρτησης Chebysev , έχουµε: 

log(2n!)! 2 log(n!) "! (2n)!! (n)#! (2n)!! (n) < n log4  

Έστω ότι το n µπορεί να εκφραστεί σαν τέλεια δύναµη του 2. Τότε απο την τελευταία 
σχέση θα έχουµε:  

! (2 !2m )"! (2m ) < 2m log22 #
! (2m+1)"! (2m ) < 2m+1 log22 #

 

Για m=1 έχουµε:  

! (22 )!! (2) < 22 log2
!

! (2"+1)!! (2" ) < 2"+1 log2
 

Αθροίζοντας τα: !(2"+1) #!(2) < 22 + 23 + ...+ 2" + 2"+1( ) log2 , 

 όµως !(2) = log2 , άρα !(2"+1) < 1+ 22 + 23 + ...+ 2" + 2"+1( ) log2 = (2"+1 #1)log2 . 

Ισχύει συνεπώς ότι !(2"+1) < 2"+1 log2 . 

Για κάθε φυσικό n µπορούµε να επιλέξουµε κατάλληλο ακέραιο m τέτοιο ώστε: 
2m ! n < 2m+1 . 

Τότε :
!(n) = log p

p<n
" # log p

p<2m
" = !(2m )$!(n) < 2m+2 log2 = 22 %2m log2 # 4n log2 . 

Έστω Ν το πλήθος των πρώτων αριθµών pi , τέτοιοι ώστε n
r < pi ! n , όπου 

0 < r < 1 , για i = 1,2,...,N .  

log(2n!) ! 2 log(n!) " 2n
p

#

$
#

%

&
% ! 2

n
p

#

$
#

%

&
% = 1

'
()

*
+,k=1

+-

.
/

$
#
#

0

&
%
%
log

pi 12n
. pi "

2n
p

#

$
#

%

&
% ! 2

n
p

#

$
#

%

&
% = 1

'
()

*
+,k=1

+-

.
/

$
#
#

0

&
%
%
log

n< pi 12n
. pi

2n
p

!

"
!

#

$
# = 1

log(2n!) ! 2 log(n!) " log p
n< pi #2n
$

!(x) = log p
p<x
"
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 Τότε : 

lognr < log p1
lognr < log p2

...
lognr < log pN

!

"

#
#

$

#
#

% N lognr < log p
nr < p&n
'  

Δηλαδή ! (n) " ! (nr )#$ %& logn
r < log p

nr < p'n
(  

Από όλα τα παραπάνω, προκύπτει ότι : 

 

! (n)!! (nr )"# $% logn
r < 4n log2&

! (n)lognr < 4n log2 +! (nr )lognr &

! (n) < 4n log2
lognr

+! (nr ) < 4n log2
lognr

+ nr &

! (n) < n
logn

4 log2
r

+ nr!1 logn'
()

*
+,

 

Έστω η συνάρτηση f (x) =
log x
x1! r

,  x !!+ . Τότε !f (x) =

1
x
x1" r " (1" r)x"r log x

x1" r( )2
.  

Έιναι !f (x) = 0" x#r = (1# r)x#r log x" log x = 1
1# r

, δηλαδή x = e1 (1! r ) . 

Καταλήγουµε λοιπόν στο συµπέρασµα πως η f (x) µας λαµβάνει µέγιστο για 

x = e1 (1! r ) , οπότε f (x) ! 1
e(1" r)

# f (n) ! 1
e(1" r)

. 

Συνεπώς  nr!1 logn " 1
e(1! r)

# ! (n) < n
logn

4 log2
r

+ 1
e(1! r)

$
%&

'
()

 

Όπου για r=2/3 : ! (n) <
n
logn

6 log2 + 3
e

!
"#

$
%&  

 

Όµως ισχύει ότι 6 log2 +
3
e
< 6  και έτσι ! (n) < 6 n

logn
 

Άρα δείξαµε ότι για κάθε θετικό ακέραιο n ! 2 ισχύει η ανισότητα: 

1
6

n
logn

< ! (n) " 6 n
logn

. 
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Κεφάλαιο 4ο  

 

Η Συνάρτηση ζ του  Riemann  
 

 

§4.1 Ιστορική Αναφορά 

 

Το 1859 ο Bernard Riemann  δηµοσιεύσε µια οχτασέλιδη εργασία µε τίτλο “On the 
Number of Primes Less Than a Given Magnitude”, στην οποία µελέτησε την 
κατανοµή των πρώτων αριθµών σε σχέση µε την συνάρτηση ζ, η οποία είναι πλέον 
γνωστή ως συνάρτηση Riemann. Η εργασία είχε εισαγωγικό χαρακτήρα µε σκοπό να 
ακολουθηθεί από µια µετέπειτα, µε πληρέστερο και πιο αναλυτικό περιεχόµενο. Το 
παραπάνω διαπιστώνεται από την αλληλογραφία µεταξύ του Riemann και του 
Weierstrass. 

Η εργασία χαίρει εξαιρετικής ιστορικής και ερευνητικης σηµασίας, µιας και 
αποτέλεσε αντικέιµενο έρευνας για πάρα πολλούς µαθηµατικούς, µεταξύ τους και 
κορυφαίων προσωπικοτήτων όπως ο Mertens, o von Mongolt, o Hadamard, o Valle-
Poussin κ.ά.  

Στην προσπάθεια του Riemann να συνδέσει τις ρίζες της συνάρτησης ζ µε την 
κατανοµή των πρώτων αριθµών µέσα στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών, έκανε 6 
υποθέσεις  από της οποίες µια µένει αναπάντητη µέχρι και σήµερα και είναι η 
περίφηµη “Εικασία του Riemann” ( Riemann Hypothesis) στην οποία θα 
αναφερθούµε αναλυτικότερα στο 5ο κεφάλαιο. 

 

 

 

§4.2  Η εργασία του Riemann: “On the Number of Primes Less Than 
a Given Magnitude” 

 

Στο συγκεκριµένο εδάφιο θα προσπαθήσουµε να εντοπίσουµε τα συµαντικότερα 
βήµατα στην εργασία του Riemann. Η παρακάτω περιγραφή είναι αποσπασµατική 
και επικεντρώνεται στα βασικά επιχειρήµατα του Riemann διότι σκοπός µας είναι να 
δείξουµε την προσφορά της εργασίας στην µελέτη των πρώτων. Για περαιτέρω 
µελέτη βλέπε [3]. 
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O Riemann ξεκινάει την εργασία του µε βασικό σηµειο τον τύπο του Euler γνωστο 
και ως “The Euler Product Formula”:  

 

 

1
nsn!!

" =
1

1# 1
ps

p
$ ! , p  πρώτος αριθµός 

Ο παραπάνω τύπος προκύπτει αν αναπτύξουµε κάθε παράγοντα από τα δεξιά ως 
εξής:  

1

1! 1
ps

= 1+ 1
ps

+
1
p2( )s

+
1
p3( )s

+ ...  

Παρατηρούµε ότι το γινόµενο τους είναι το άθροισµα των όρων του τύπου : 
1

p1
n1 p2

n2 ...pr
nr( )s

. Από το Θεµελειώδης Θεώρηµα της Αριθµητικής συµπεραίνουµε ότι 

είναι το 
 

1
nsn!!

" . 

Η χρήση του τύπου του Euler από τον Riemann είναι σαφώς επηρεασµένη από τον 
δάσκαλό του, τον Dirichlet. Ο Dirichlet χρησιµοποίησε τον τύπο για  s !!  και τον 
απέδειξε αυστηρά, εν αντιθέσει µε τον Euler ο οποίος τον διατύπωσε για  s !!  και η 
απόδειξη του δεν ήταν πλήρης.  

Ο Riemann ως  πρωτεργάτης των συναρτήσεων µιγαδικής µεταβλητής, θα ήταν 
λογικό να υποθέσει ότι  s !! . Εύκολα αποδυκνείεται οτι τα δύο µέλη του τύπου 
συγκλίνουν για  s !! , Re s ! 1  όµως ο Riemann πηγαίνει πολύ παραπέρα και δείχνει 
ότι ο τύπος ισχύει για όλες τις τιµές του s  πάνω στο  ! , εκτός απο τον πόλο για s = 1
. 

Στην συνέχεια εστιάζουµε στην γενίκευση που είχε κάνει για την συνάρτηση του 
παραγοντικού, δηλαδή από n!= n ! (n "1) ! (n " 2) ! ... !2 !1  στην : 

!(s) = e" xxs
0

#

$ dx  (1) 

Έτσι η !(s)  ορίζεται για κάθε  s !! µε s > !1  και για κάθε  s !!  µε Re s > !1 . 
Ενώ για  s !! , !(s) = s!  

Μία άλλη αναπαράσταση της !(s) , από τον Euler πάλι, είναι η εξής: 

!(s) = lim
N"#

1 $2 $ ... $N
(s +1) $ (s + 2) $ ... $ (s + N )

(N +1)s  (2) 

Οι (1) και (2) συµπίπτουν για  s !! µε s > !1 . 
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 Μερικές ιδιότητες της !(s)  είναι : 

• !(s) = 1+ s
n

"
#$

%
&'
(1

n=1

)

* + 1+ 1
n

"
#$

%
&'
s

 

• !(s) = s!(s "1)  

• ! " s
#(s) "#($s)

= sin! s  

• !(s) = 2s!( s
2
)!(s "1

2
)# " 12  

Ο Riemann παίρνει τον τύπο για το παραγοντικό !(s)  για s-1 και αντικαθιστά το x  

µε το nx : !(s "1)
ns

= e"nxxs
0

#

$ dx , s > 0 , n = 1,2,3... 

Στην συνέχεια αθροίζει πανω στο n και µε την βοήθεια της ταυτότητας : 

r!n
n=1

"

# = (r !1)!1 , έχει το εξής αποτέλεσµα:  

!(s "1) 1
nsn=1

#

$ =
xs"1

ex "10

#

% dx . 

Το εποµενο βήµα είναι να θεωρήσει το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα απο το 
άπειρο προς το µηδέν, µαζι µε το µηδεν,  και ξανά στο άπειρο, ως εξής: 

!x( )s
ex !1"

"

#
dx
x  

Ο υπολογισµός του οποίου δίνει:  

!x( )s
ex !1"

"

#
dx
x

= (ei$ s ! ei$ s ) xs!1

ex !10

"

# dx  

Έτσι σε συνδυασµό µε τα προηγούµενα έχουµε:  

!x( )s
ex !1"

"

#
dx
x

= 2i sin($ s)%(s !1) 1
nsn=1

"

& '

%(! s )
2$ is

1
nsn=1

"

& =
%(!s)
2$i

!x( )s
ex !1"

"

#
dx
x

 

Και έτσι ορίζεται η συνάρτηση του Riemann:  
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! (s) = "(#s)
2$i

#x( )s
ex #1%

%

&
dx
x  

σε όλο το µιγαδικό επίπεδο, εκτός από τον πόλο για s = 1 . 

Να σηµειώσουµε ότι η συνάρτηση  ! (s)  του Riemann για είναι ίση µε την 

συνάρτηση Dirichlet . Τονίζουµε ότι η συνάρτηση Riemann είναι 

κυρίως γνωστή και χρησιµοποιείται ευρέως µε την παραπάνω µορφή: . 

Έχουµε δηλαδή ότι ! (s) =
1
nsn=1

"

# ,  από τον τύπο γινοµένου του Euler έχουµε:  

,  

Λογαριθµίζοντας την παραπάνω σχέση, και κάνοντας χρήση του αναπτύγµατος : 

log(1! x) = !x !
1
2
x2 !

1
3
x3 ! ...  

Έχουµε:   ,  

Η διπλή σειρά συγκλίνει πλήρως για , άρα δεν έχει σηµασία η σειρά των 
αθροισµάτων , συνεπώς:  

, . 

Το άθροισµα µπορεί να γραφεί σαν ολοκλήρωµα Stieltjes: 

, 

Όπου J x( )  είναι η συνάρτηση που ξεκινάει για x = 0 , και αυξάνεται µε βήµα 1  για 

τους πρώτους p , µε βήµα 12  για τα τετράγωνα των πρώτων, µε βήµα 13  για τους 
κύβους των πρώτων κλπ 

Στην  θεωρία ολοκληρωµάτων Stieltjes η τιµής της J x( )  σε κάθε βήµα, ορίζεται η 
µέση τιµή µεταξύ νέας και παλιάς. Ένας τύπος για την J x( )  είναι ο εξής: 

J x( ) = 1
2

1
n
+

1
npn !x

"
pn <x
"

#

$
%
%

&

'
(
(

. 

Re s > 1

! (s) = 1
nsn=1

"

#

! (s) = 1
nsn=1

"

#

! (s) = 1
1" p" s

p
# ! Re s > 1

 
log! (s) = 1

n
p"ns

n#!
$%
&
'

(

)
*

p
$ Re s > 1

Re s > 1

 
log! (s) = 1

n
p"ns

n#!
$

p
$ Re s > 1

log! (s) = x" s dJ x( )
0

#

$
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Έτσι λοιπόν: 

log! (s) = s J x( )x" s"1 dx
0

#

$ , . 

Στην συνέχεια 

log! (s)
s

= J x( )x" s"1 dx
0

#

$ , . 

 

Και καταλήγουµε στον εξής τύπο:  

J x( ) = 1
2!i

log" x( )xs ds
sa# i$

a+ i$

% , . 

Ο οποίος αν αναλυθεί παραπάνω θα µας δώσει βασικό αποτέλεσµα της εργασίας του 
είναι ο παρακάτω αναλυτικός τύπος για την J(x) : 

J x( ) = Li x( ) ! Li x p( )
p
" ! log2 + dt

t(t 2 !1)log tx

#

$ , x > 1.  (4.1) 

 

Σκοπός του Riemann ήταν να βρεi έναν τύπο για την ! (x) . Στην συνέχεια 
παρατηρούµε ότι ο αριθµός των «πρώτων τετραγώνων» µικροτερων του x είναι ίσος 
µε τον αριθµών των πρώτων που είναι µικρότερη από το x

1
2 , το οποίο δεν είναι 

τίποτα άλλο από το ! x
1
2( ) . Συνεπάγεται λοιπόν ότι η J x( )  και η ! x( )  σχετίζονται 

µε την σχέση: 

J x( ) = ! x( ) + 1
2
! x

1
2( ) + ...+ 1n! x

1
n( ) + ...  

Από τον τύπο αντιστροφής του Möbius, έχουµε:  

! x( ) = J x( ) " 1
2
J x

1
2( ) " 13 J x

1
3( ) " ...+ µ n( )

n
! x

1
n( ) + ... 

‘οπου µ n( )  η συνάρτηση του Möbius. 

Έτσι µαζί µε τον τύπο (4.1) η παραπάνω σχέση δίνει µια αναλυτική µορφή της ! (x) , 
δηλαδή το ζητούµενο της εργασίας. 

Αν αντικαταστήσουµε τώρα την J(x) , στον τύπο για την ! (x) , αποτελείται από τρία 
µέρη: 

-Αυτά που αυξάνονται σταθερά µαζί µε το x : Li x( )  

Re s > 1

Re s > 1

Re s > 1
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-Αυτά που αυξάνονται µε το x , αλλά ταλαντεύονται : Li x p( ) , και 

-Αυτά που δεν αυξάνονται όσο αυξάνεται το x : log2 + dt
t(t 2 !1)log tx

"

# .  

Δεν επιλέγουµε τα τελευταία και ο τύπος για την ! (x)  έχει την εξής µορφή: 

! x( ) = Li x( ) " 1
2
Li x

1
2( ) " 13 Li x

1
3( ) " 15 Li x5( ) + 16 Li x

1
6( ) " 17 Li x

1
7( ) + ...

 

Στην πραγµατικότητα ο πρώτος όρος είναι η προσέγγιση του Gauss: 

 
! x( ) ! dt

log t2

x

" = Li x( ) # Li 2( ) ,  

Ενώ σύµφωνα µε τον Riemann η προσέγγιση τίνει:  

 
! x( ) ! Li x( ) " µ(n)

n
Li x

1
n( )

n=2

#

$ . 

 

 

 

Ένας µεταγενέστερος πίνακας, συγκρίνει τις δύο προσεγγίσεις: 

 

x  Προσεγγιστικό Λάθος 
Riemann 

Προσεγγιστικό Λάθος 
Gauss 

1.000.000 30 130 

2.000.000 -9 122 

3.000.000 0 155 

4.000.000 33 206 

5.000.000 -64 125 

6.000.000 24 228 

7.000.000 -38 179 

8.000.000 -6 223 

9.000.000 

10.000.000 

-53 

88 

187 

339 
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§4.3 Αριθµητικές Τιµές για την συνάρτηση Riemann 

 

Ο υπολογισµός των τιµών της συνάρτησης Riemann δεν είναι κάτι τετριµένο 
και αυτό το καταλαβαίνουµε και από τον τύπο της. Σε αυτό το κεφάλαιο θα βρούµε 
τις τιµές, πρώτα για s = 2 και στην συνέχεια για κάθε άρτιο s = 2! ,  ! "! . 

Υπολογισµός της τιµής ! 2( ) . 

Σε αυτό το εδάφιο προσπαθούµε να βρούµε την τιµή της συνάρτησης Riemann  για 

s = 2 , να βρούµε δηλαδή την τιµή της σειράς 
1
n2n!1

" . Το παραπάνω πρόβληµα είχε 

διατυπωθεί για πρώτη φορά το 1644 από τον ιταλό µαθηµατικό Pietro Mengoli και 
είναι γνωστό σαν “Πρόβληµα Basel”. Λύθηκε το 1733 από τον Euler και πήρε το 
όνοµα από την πόλη καταγωγής του. Φυσικά τότε η διατύπωση δεν αφορούσε την 
τιµη της ! 2( ) , αλλά το άθροισµα των αντιστρόφων τετραγώνων των φυσικών 

αριθµών : 
1
n2n!1

"  .  

Για τον υπολογισµό της ! 2( ) , θα χρησιµοποιήσουµε τον τύπου sin z  που το 
επεκτείνει σε µορφή γινοµένου: 

sin z = z 1! z
n"

#
$%

&
'(n)0

* = z 1! z2

n2" 2

#
$%

&
'(n+1

*  

Το πρώτο γινόµενο είναι πάνω σε όλους τους µη µηδενικούς ακεραίους, ενώ το 
δεύτερο προκύπτει από τον πρώτο, αν ενώσουµε άνα δύο τους όρους για ±n . 

Η όλη ιδέα της ανάπτυξης είναι ότι θεωρούµε το sin z  σαν ένα πολυώνυµο µε άπειρες 
ρίζες στα σηµεία z = n !" ,  n !! . Για την πλήρη απόδειξη του τύπου µπορούµε να 
ανατρέξουµε σε κάποιο βιβλίο Μιγαδικής Ανάλυσης. όπως στο βιβλίο των Marsden 
και Hoffman, Βασική Μιγαδική Ανάλυση (Κεφάλαιο 7, παράδειγµα 7.1). 

Αν αναπτύξουµε τώρα το δεύτερο µέρος του γινοµένου παίρνουµε µια δυναµοσειρά 
για το sin z , η οποία πρέπει να συµπίπτει µε το ανάπτυγµα Taylor, που είναι το εξής: 

sin z = z ! z
3

3!
+
z5

5!
! ...  

Έτσι συγκρίνοντας του συντελεστές για το z3  βλέπουµε ότι πρέπει να ισχύει: 

!
1

n2" 2
n#1
$ = !

1
3!
%

1
n2n#1

$ =
" 2

3!
%

1
n2n#1

$ =
" 2

6
 

Συνεπώς ! 2( ) = " 2

6
. 
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 Υπολογισµός της τιµής ! 2"( ) . 

Συνεχίζουµε µε την σχέση για το sin z : 

sin z = z 1! z2

n2" 2

#
$%

&
'(n)1

* . 

Λογαριθµίζοντας την, έχουµε:  

lnsin z = ln z + 1! z2

n2" 2

#
$%

&
'(n)1

* . 

Παραγωγίζοντας κάθε όρο παίρνουµε:  

cot z = 1
z
!

2z
n2" 2 1! z2

n2" 2

#
$%

&
'(

!1

n)1
* . 

Υπολογίζουµε την σειρά: 

2z
n2! 2 1" z2

n2! 2

#
$%

&
'(

"1

=
2z
n2! 2

z2

n2! 2

#
$%

&
'() *0

+
)

= 2 z2) +1

n2) +2! 2) +2
) *0
+ = 2 z2) "1

n2)! 2)
) *1
+ . 

Αντικαθιστώντας έχουµε: 

cot z = 1
z
! 2 z2" !1

n2"# 2"
n$1
%

"$1
% =

1
z
! 2

& 2"( )z2" !1

# 2"
" $1
% . (1) 

Το οποίο είναι η σειρά Laurent για το cot z . Σκοπός µας είναι να συγκρίνουµε τον 
παραπάνω τύπο µε ένα άλλο αναάπτυγµα. Έχουµε: 

e t= 1+ t + t
2

2!
+
t 3

3!
+ ...! et"1

t
= 1+ t

2!
+
t 2

3!
+ ...

 

Το αντίστροφό του έχει ανάπτυγµα Taylor, το οποίο γράφεται ως εξής: 

t
et !1

= (1+ t
2!

+
t 2

3!
+ ...)!1 = Bm

m!
t m

m"0
# . (2)

 

Όπου
 
B0 ,B1,B2 ,...

 
είναι συγκεκριµένες σταθερές, γνωστές ως αριθµοί Bernoulli. 

Έχουµε ότι: 

t
et !1

=
t
2
(e

t +1
et !1

!1) = t
2
(e

t 2 + e! t 2

et 2 ! e! t 2
!1) = t

2
(coth t

2
!1) = t

2
(i cot it

2
!1)

 

Θέτοντας τώρα σαν z =
it
2

, έχουµε: 
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t
et !1

= zcot z ! z
i
= zcot z + iz  

Αντικαθιστώντας στο ανάπτυγµα Taylor και διαιρώντας µε το z  προκύπτει : 

cot z = !i + 1
z

Bm
m!

t m
m"0
# = !i + Bm

m!
2
i

$
%&

'
()m"0

#
m

zm!1  

Συγκρίνοντας τους συντελεστές των δύο αναπτυγµάτων, συνεπάγεται ότι : 

 

!2
" 2#( )z2# !1

$ 2# =
B2#
2#( )!

2
i

%
&'

(
)*
2#

z2# !1 +!2
" 2#( )
$ 2# =

B2#
2#( )!

2
i

%
&'

(
)*
2#

 

Άρα  

! 2"( ) = (#1)
" #122" #1$ 2"B2"

2"( )! . 

 

 

Παράδειγµα: 

 ! 2( ) = " 2B2 ,! 4( ) = #
" 4B4
3
,! 6( ) = #

2" 6B6
45

,... 

Οι πρώτες τιµές των αριθµών Bernoulli είναι:  

B0 = 1,B1 = !
1
2
,B2 =

1
6
,B4 = !

1
30
,B6 =

1
42
,...  

Για κάθε περιττό m > 1ισχύει Bm = 0 . 

Παρατήρηση: Από τον τύπο προκύπτει εύκολα και η τιµή για το ! 2( ) , δηλαδή για 
! = 1, έχουµε: 

! 2( ) = ("1)
1"122#1"1$ 2#1B2#1
2 #1( )! =

("1)021$ 2B2
2!

= $ 2B2 =
$ 2

6
, 

την οποία είχαµε υπολογίσει στο προηγούµενο εδάφιο. 
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4.4 Εφαρµογές 

 

Πρόταση 4.1 Έστω P η πιθανότητα δύο τυχαίων φυσικών αριθµων x, y  να είναι 

πρώτοι µεταξύ τους. Δείξτε ότι : P =
1

! (2)
 

Απόδειξη:  

Όταν (x, y) = 1!
p | x
"
p | y

#

$
%

&
%

, για κάθε p  πρώτος. Βέβαια το γεγονός ότι ένας πρώτος 

pk  διαιρεί ή τον x ή τον y , είναι ανεξάρτητο µε το αν τους διαιρεί ένας άλλος 
πρώτος p! .  

Έτσι έχουµε: 

 

P = Pr (x, y) = 1{ } = Pr p1 | x( )! p1 | y( ){ } "Pr p2 | x( )! p2 | y( ){ } "… =

= Pr p | x( )! p | y( ){ }
p
# = 1$ Pr p | x( )% p | y( ){ }( )

p
#  

Συνεπώς τα ενδεχόµενα p | x( ), p | y( )  είναι ανεξάρτητα άρα:  

P = 1! Pr p | x( )" p | y( ){ }( )
p
# = 1! Pr p | x( ){ } $Pr p | y( ){ }( )

p
# =

1! 1
p
$
1
p

%
&'

(
)*p

# = 1! 1
p2

%
&'

(
)*p

# =
1
1

1! p!2
p
#

=
1

+ (2)
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Κεφάλαιο 5ο. Η Εικασία του Riemann 
 

 5.1 Εισαγωγή. 

 

Η Εικασία του Riemann, διατυπωµένη στην εργασία του “On the Number of Primes 
less than a given Magnitude”, λέει ότι όλες οι µη τετριµένες ρίζες της συνάρτησης ζ 

έχουν πραγµατικό µέρος ίσο µε . Έτσι στο µιγαδικό επίπεδο έχουµε τις τετρηµένες 

ρίζες που βρίσκονται πάνω στον πραγµατικό άξονα και είναι όλοι οι αρνητικοί άρτιοι 

αριθµοί και όλες οι υπόλοιπες πάνω στον άξονα .  

Η απόδειξη της εικασίας του Riemann αποτελεί µέχρι και σήµερα ένα ανοικτό 
πρόβληµα, από τα σηµαντικότερα στην Θεωρία Αριθµών και στα µαθηµατικά 
γενικότερα. 

Με οδηγό την εργασία του E. Crosswald “Generalization of a formula of Heyman and 
its application to the study of the Riemann zeta function”, θα προσπαθήσουµε όχι να 
απόδείξουµε την Εικασία του Riemann αλλά να δείξουµε µία αναγκαία συνθήκη έτσι 
ώστε αν αυτή δεν επαληθεύεται η εικασία δεν είναι αποδείξιµη.  

 

5.2 Το θεώρηµα του Crosswald 

 

Η εργασία του Crosswald αποτελεί συνέχεια του Heyman ο οποίος µελετάει 

συνρτήσεις της µορφής , αναλυτικές µέσα στο δίσκο . Οι 

συναρτήσεις τις παραπάνω µορφής όταν  ικανοποιούν  κάποιες συνθήκες για τις 
συνιστώσες , εκτιµούνται ασυµπτωτικά και έτσι καταλήγουν σε µια γενίκευση του 
τύπου του Sterling . 

Ο Crosswald συνθέτει και αποδικνύει ένα αρκετά σύνθετο θεώρηµα το οποίο φαίνετα 
από την αρχή ότι δεν είναι εύχριστο και δεν εφαρµάζοται παντού καθώς οι συνθήκες 
είναι πάρα πολλές και πολύ συγκεκριµένες. Παρόλα αυτά εφαρµόζει πλήρως στις 
ανάγκες µας για την συνάρτηση ζ.  

Ξεκινόντας την µελέτη για το παρακάτω θεώρηµα πρέπει να ορίσουµε κάποιες 
κλάσεις συνόλων:  

Θεωρούµε τις αναλυτικές συναρτήσεις  στον δίσκο , µε 

πραγµατικές τιµές στον άξονα των πραγµατικών, τέτοιες ώστε . 

1
2

Re(s) = 1
2

f (z) = a n
n=0

!

" zn z < R(! ")

an
1 n ! (e n)n (2!n)"1 2

f (z) = a n
n=0

!

" zn z < R(! ")

lim
x!R

f (x) = "
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Θέτουµε  και ορίζουµε αναδροµικά για  τις 

εξής συναρτήσεις: . 

Ορίζουµε την κλάση συναρτήσεων Α={όλες εκείνες τις  για τις οποίες µε  
ισχύει , για αρκετά µεγάλα x}. Υποθέτουµε ότι υπάρχει συνάρτηση 

 τέτοια ώστε να ικανοποιεί τις ακόλουθες υποθέσεις για κάποιες : 

1.  

2. .  

 Θέτοντας τώρα  , παίρνουµε ότι: 

3. . 

Ορίζουµε την κλάση συναρτήσεων ={όλες εκείνες τις συναρτήσεις για τις 
οποίες µπορούν να οριστούν οι }. 

Έστω ότι  η µοναδική ρίζα της  (5.1) η οποια πλησιάζει το R καθώς 
το . Ορίζεται κλάση Δ=Δ(α) η κλάση συναρτήσεων δ=δ(α) που ικανοποιούν 
τις υποθέσεις 1,2,3 για κάποια . 

Για ένα συγκεκριµένο φυσικό αριθµό m και µια , θέτουµε: 

 και έπειτα επιλέγουµε 
µια  για να ορίσουµε : 

. 

Συµβολίζουµε µε ,  όπου  και θέτουµε  

 όπου Ν περιττός και . 

 

Με την βοήθεια των παραπάνω διατυπώνουµε το θεώρηµα: 

 

a1(z) = z
d(log f (z))

dz
= z( f '(z) f (z)) ! >1

a! (z) = z
da!!1(z)
dz

!" v ! 3
!" (x) !! (x)

! (x) ! !"

lim
x!R

! 2 (x)a2 (x) = "

lim
x!R

! 3(x)a3(x) = 0

!(";# ) =max
$ !#

f "1(x) f (xei$ )

lim
x!R

!(";# ) = 0

F f (z)
! (x)

r = r(n) a1(r) = n
n!"

a(x)!"

a(x)!"

b(x) =max{a2m+1a2
!3m!5/2,a2

!3m!3/2a2
2m,a2

!3m!5/2a3
2m+2,a2

!3m!7/2a2m+2}
! (x)!"(" )

!m (x;" ,a) = a2
1/2 (x)max{("a2 )

!1 exp(! 1
2
" 2#2 ),$(x," ),%(x)}

N
!

!

"#
$

%&"
= '!
!1!!2 !...!" !

!1 +!2 + ... +!" = !

!" (x) =
(#1)N /2

N!
1
k!k=1

k1

$ N
!

%

&'
(

)*"
av1 (x)av2 (x)...avk (x) k1 = [N / 3]
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Θεώρηµα 5.1 Εάν  ανήκει στην κλάση F και   η µοναδική 

ρίζα της , τότε για οποιαδήποτε επιλογή φυσικού αριθµού m, και 
 οι συντελεστές  της  θα αναλύονται ασυµπτωτικά ως εξής: 

 

Βλέπουµε πως το σφάλµα της παραπάνω προσέγγισης εξαρτάτε καθαρά από την α 
και την δ που θα επιλέξουµε. Γενικότερα θέλουµε να είναι όσο µικρότερος γίνεται για 
αυτό και επιλέγουµε . Αν τώρα  και  τότε θα λέµε 
ότι . 

 

5.3 Αναγκαία συνθήκη της Εικασίας του Riemann 

 

Έστω η συνάρτηση  όπου η  είναι η συνάρτηση 

Riemann.  Θέτοντας , έχουµε: , ολική συνάρτηση 

του t, τάξης ένα. Μία ισοδύναµη µορφή της Εικασίας του Riemann είναι η εξής: 

Όλες οι ρίζες της  είναι πραγµατικοί αριθµοί. 

Εάν ισχύει το παραπάνω παρατηρούµε ότι η είναι πραγµατικός αριθµός και µία 

από τις συνέπειες είναι πως . Στην πραγµατικότητα αυτή 
η συνθήκη είναι προφανης: Η  είναι µια άρτια συνάρτηση και οι συντελεστές 

του  εναλλάσουν πρόσιµο κατα τέτοιο τρόπο ώστε   

και έτσι επαληθεύουµε  πως  και . 

Μπορούµε βέβαια να θεωρήσουµε την  σαν συνάρτηση του .  Στην 
συγκεκριµένη περίπτωση χρησιµοπειούµε τον συµβολισµό του  Heyman, θέτοντας 

. Έτσι θα έχουµε  µια ολική συνάρτηση τάξεως 

½. 

Οπότε εάν  είναι µια πραγµατική ρίζα της  τότε  είναι µια αρνητική 
ρίζα της  και η εικασία του Riemann είναι ισοδύναµη µε την εξής διατύπωση: 

Όλες οι ρίζες της είναι αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί. 

f (z) = a n
n=0

!

" zn r = r(n)

a1(r) = n a(x)!"
! (x)!"(" ) an f (z)

an = f (r)r!n (2! 2"2 (r))
!1/2{ (2" !1

2 (r))
#"(# + 1

2#=0

3m

# )$2# (r)+%($m (x;% ,a)} =

= f (r)r!n (2! 2"2 (r))
!1/2{1+! !1/2 (2" !1

2 (r))
#"(# + 1

2#=0

3m

# )$2# (r)+%($m (x;% ,a)}

a(x) = g.l.bda!"a(x) a(x)!A f !F
f !F1

!(s) = 1
2
s(s !1)"

!s
2"( s
2
)# (s) ! (s)

s = 1
2
+ it !(1

2
+ it) = !(t) = c n

n=0

"

# tn

!(t)

c0
µn = ncn

2 ! (n +1)cn!1cn+1 > 0
!(t)

t2 !(t) = ("1)mam
m=0

#

$ t2m,am > 0

µ2m = 2ma2m
2 > 0 µ2m+1 = (2m + 2)amam+1 > 0

!(t) t2

z = t2 !(t) = f ("t2 ) = f (z) = a n
n=0

#

$ zn

t0 !(t) z0 = !t0
2

f (z)

f (z)
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Συνεπώς θα ισχύει ότι η  πρέπει να είναι θετική για κάθε 
. 

Παρότι η παραπάνω συνθήκη δεν αποδυκνύυει την Εικασία του Riemann, εάν δεν 
ισχύει για κάποια n , τότε η Εικασία παύει να είναι αληθής και δεν επιδέχεται 
απόδειξη.  Για τον παραπάνω λόγο παρουσιάζουµε την απόδειξη ότι : 

      (5.1) 

Με την βοήθεια του θεωρήµατος 5.1 θα αποδείξουµε ότι: 

     (5.2) 

 

Απόδειξη: 

Κάνοντας χρήση του ορισµού  της καθώς και του γενικευµένου τύπου του 
Stirling έχουµε: 

,  (5.3) 

όπου , 

, και  οι αριθµοί Bernoulli. 

Ορίζουµε:  και αναδροµικά για :   

Τώρα για , όπου  µπορούµε να δείξουµε ότι : 

 

 και γενικά 

 

Εάν λοιπόν  και για ,  από την σχέση  5.3 
θα έχουµε ότι για κάθε  στο δίσκο :  

 

Dn = ncn
2 ! (n +1)cn!1cn+1

n !1

Dn > 0

Dn = a
2
n (1+!(log

"1 n))

f (z)

log f (z) = 1
2
z1/2 log z

1/2

2!e
+ 7
8
z1/2 log z + 1

4
log!

2
+ J(z

1/2

2
+ 1
4
)+Q(z)

J(z) = 1
!

z
u2 + z20

!

" log 1
1# e#2!u

du = B2"
2" (2" #1)

z1#2" +$(
v=1

m

% z1#2m )

Q(z) = log! (z1/2 + 1
2
) B!

J1(z) = z
d
dz
J(1
2
z1/2 + 1

4
) ! >1 J! (z) = z

d
dz
J!!1(z)

arg z ! ! "" ! > 0

J1(z) =
1
2
B2z

!1/2 (1! z!1/2 )+"(z!3/2 )

J2 (z) =
1
4
B2z

!1/2 (1! z!1/2 )+"(z!3/2 )

J! (z) = (!1)
! B2z

!1/2 (2!! ! (2z1/2 )!1)+"(z!3/2 ) = (!1)
!

6
z!1/2 (2!! ! 1

2
z!1/2 )+"(z!3/2 )

a1(z) = z( f '(z) f (z)) ! >1 a! (z) = z !a!"1(z)
! > 0 arg z < ! !"

a1(z) =
1
4
z1/2 log z

1/2

2!
+ 7
8
! 1
12
(z!1/2 ! z!1)+"(z!3/2 )
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, για . (5.4) 

Τώρα για να εφαρµόσουµε το θεώρηµα 5.1 θέτουµε  και επιλέγουµε δ τέτοια 
ώστε . Παρατηρούµε ότι  και ότι για κάθε , 

 για x αρκετά µεγάλο. Έτσι παίρνουµε  και για 
έχουµε ότι . 

Στην συνέχεια επιβεβαιώνουµε πως καθώς το ,   

 και .   (5.5) 

Τέλος ελέφχουµε αν όλες οι υπόλοιπες υποθέσεις του θεωρήµατος επαληθεύονται για 
την : 

Όντως για και για  κάνοντας χρήση της (5.3) και της παρακάτω 

ιδιότητας: , έχουµε: 

 

Τώρα αν θέσουµε , έχουµε  που ισχύει 

για  καθώς το . Μπορούµε να διαπιστώσουµε ότι το ίδιο ισχύει 

και για . Σε αυτή την περίπτωση ισχύει πως: , έτσι 

από τον τύπο του Stirling έχουµε: 

και έτσι κάνοντας χ΄ηηση του 

a2 (z) =
1
8
z1/2 log ez

1/2

2!
+ 1
24
(z!1/2 ! 2z!1)+"(z!3/2 )

a! (z) = 2
!!!1z1/2 log e

!!1z1/2

2"
+ (!1)

!

6
z!1/2 (2!! ! 1

2
z!1/2 )+"(z!3/2 ) ! >1

z = x
! = x!1/6 log!1/2 x R = ! ! >1

a1(x) > an (x) a(x) = a(x) = a1(x)
f (z)!F f (z)!F1

x!" ! 2 (x)a2 (x) !
1
16

x1/6 "#

! 3(x)a3(x) !
1
8
log x"1/2 # 0 ! 2x1/2 = x1/6 log!1 "#

f (z)

z = xi! ! < " < # !!

Q(z) ! 2" z1/2+1/2 < exp{" 1
2
(log2)x1/3 log"1/2 x}

log f (z) ! log f (z) < ! 1
2
(1! cos!

2
)x1/2 log x

1/2

2"e
! 1
8
! 2x1/2 + 7

8
log x + 1

4
log"

2
+"(x!1/2 )

!(1
2
x1/2 log x

1/2

2"e
+ 7
8
log x + 1

4
log"

2
+"(x!1/2 ))

= ! 1
2
1! cos!

2
#
$%

&
'( x

1/2 log x
1/2

2"e
! 1
8
! 2x1/2 +"(x!1/2 )

= ! 1
16

! 2x1/2 log x
1/2

2"e
! 1
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= ! 1
16
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1
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4
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%
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4
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8
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*
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,
-
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ορισµού της δ η παραπάνω γίνεται: 

,Επίσης έχουµε , έτσι ώστε έτσι 

και  άρα έχοουµε πως

. 

Δηλαδή συµπαιρένουµε ότι 

, 

όπου ισχύει παντού στο . Αυτό τελειώνει την απόδειξη ότι η  , 
άρα και . 

Τώρα πλέον είµαστε έτοιµοι να κάνουµε χρήση του θεωρήµατος και να 
υπολογίσουµε τις . 

Αντικαθιστούµε το x µε την ρίζα της εξίσωσης  η οποία ικανοποεί την (5.4): 

    (5.6) 

Σηµειώνουµε τις συνέπειες της (5.6): 

1.  για κάθε  

2.  

3.  

Τωρα επιλέγουµε και υπολογίζουµε τις ποσότητες που ορίζουν την : 

! 1
2
z1/2 + 1

4
"
#$

%
&' < 2! )1/2 exp ( 1

4
! x1/2 +)(x1/6 )*

+
,

-
.
/

Re z1/2 + 1
2

!
"#

$
%& >

1
2
, Im z1/2 + 1

2
!
"#

$
%& ' x

1/2 sin! / 2 ( x1/2

0 ! ! z1/2 + 1
2

"
#$

%
&' < x1/2 !" # ReQ(z) < 1

12
log x

!" # log f (xei! ) < ! 1
4
" x1/2 +$(x1/6 )+$(log x) < ! 1

5
" x1/2

log f (xei! ) ! log f (x) < !x1/2 log x
1/2

2"e
+ "
5

"
#$

%
&'
< !x1/2 log x

1/2

2"e
< ! 1

32
x1/2 = log#(x)

! !" " # " ! f (z)!F1
f (z)!F
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r = r(n)

r1/2 log r
1/2

2!
= 4 n ! 7

8
"
#$

%
&' +

r!1/2 ! r!1

3
"
#$

%
&'
+((r!3/2 )

r1/2 log r
1/2

2!
!
"#

$
%&
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=((n'm ) m > 0

log x ! 2 logn " !2 log2 n
1
4
r1/2 = n ! 7

8
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$%
&
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2!
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8
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$%
&
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= n log!1 n(1+"((log2 n)(log
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Διαπιστώνουµε ότι η µεγαλύτερη ποσότητα είναι η , συνεπώς  

 και έτσι το θεώρηµα υπολογίζει τις  ως εξής:  

an = f (r)r!n (2! 2"2 (r))
!1/2{1+! !1/2 (2" !1

2 (r))
#"(# + 1

2#=2

6

# )$2# (r)+%(n
2 )}  (5.7) 

και µετά από υπολογισµούς προκύπτει:  

an = r
!n f (r)(2!"2 (r))

!1/2 1! (24n)!1 +"(n logn)!1( )     (5.8) 

Υπολογίζουµε τώρα την Dn , ο οποίος αποτελούσε και τον αρχικό µας σκοπό: 

Αντικαθιστώντας την (5.8) έχουµε: 

Dn = nan
2 1! (1+ n!1)h(n)1+" (n logn)!1( ){ }  όπου 

h(n) = rn
2nrn!1

!(n!1)rn+1
!(n+1) f !2 (rn ) f (rn+1) f (rn!1) " a

!2 (rn )a(rn+1)a(rn!1)( )!1/2 . 

Έστω g(x) = log f (r(x))! 1
2
loga2 (r(x))! x log(r(x))    (5.9) 

Aν ορίσουµε τώρα τις πεπερασµένες διαφορές !kg(i)  θα έχουµε: 

!2g(n "1) = g(n +1)" 2g(n)+ g(n "1)  και h(n) = exp !2g(n "1){ }  και η Dn έχει την 
εξής µορφή:  

Dn = nan
2 1! (1+ n!1)exp "2g(n !1){ } 1+# (n logn)!1( )$% &'{ }    (5.10) 

Από την (5.9) βλέπουµε ότι η g είναι διπλά διαφορίσιµη άρα 
!2g(n "1) = ##g (n +!), ! <1 .  

Συµβολίζουµε: !f = df / dr, !a! = dav / dr, !r = df / dx  τότε da1 / dx = !a1 !r . 
Πραγωγίσοντας την a1(r) = x  έχουµε : !a1 !r =1 .  

Δηλαδή:  !r / r = (r !a1)
"1 = a2

"1       (5.11) 

Ολοκληρώνουµε την (5.9) : 

(da2 )
!1 exp(! 1

2
! 2"2 ) ="((r1/3 log1/2 r)!1 exp(! 1

32
r1/6 ))

#(r) = exp(! 1
32
r1/6 )

a2
!17/2a1

5 ="((r!7/4 log!7/2 r)
a2
!15/2a3

4a4 ="((r!5/4 log!5/2 r)
a2
!17/2a3

6 ="((r!5/4 log!5/2 r)
a2
!19/2a1

6 ="((r!7/4 log!7/2 r)

!((r"5/4 log"5/2 r)

!2 =!(n"2 ) an
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!g (x) = !f f( ) !r " 1
2

!a2 a2( ) !r " logr " x( !r r) = (a1 " "
1
2

!a2 a2( )" x)( !r r)" logr

= " 1
2
a3a2

"1( !r r)" logr = " 1
2
a3a2

"2 " logr
 

Και άλλη µια φορά: 

!!g (x) = 1
2
a2
"3 2a3 !a2 " a2a3!( ) !r " ( !r r) = 1

2
a2
"3 2a3r !a2 " a2ra3!( )"1#

$
%

&
'
(
( !r / r)

= "( !r / r) 1+) (r1/2 logr)"1( )( ) = "a2
"1(1+)(n"1))

 

Αντικαθιστώντας στις an  έχουµε:  

2a2 (r(x)) = a1(r(x))!
7
8
+ 1
4
r1/2 (x)+"(r!1/2 (x))

= x ! 7
8
+ 1
4
r1/2 (x)+"(r!1/2 (x))

= x + (x log!1 x)(1+"(log2 x log
!1 x))

 

Και συνεπως: 

 !a2
!1 = !2x!1(1+ log!1 x +"(log2 x log

!1 x))!1 = !2x!1(1! log!1 x +"(log2 x log
!1 x))  

Επειδή ! <1 , προκύπτει: 

!2g(n "1) = ##g (n +!)
= "2(n +!)"1(1" log"1(n +!)+$(log2(n +!)log2(n +!))(1+$(n

"1))
= "2n"1(1" log"1 n +$(log2 n log

"2 n))
 

Το οποίο συνεπάγεται πως: 

exp !2g(n "1){ } =1" 2n"1 +#((n logn)"1) , και έτσι η (5.10) γίνεται:  

Dn = nan
2 1! (1+ n!1) 1! 2n!1 +" (n logn)!1( )#$ %& 1+"((n logn)

!1#$ %&{ }
= nan

2 1! 1! n!1 +" (n logn)!1( )#$ %& 1+" (n logn)!1( )#$ %&{ }
= an

2 (1+"(log!1 n))

 

Με το οποίο ολοκληρώνεται και η απόδειξη µας. 
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Κεφάλαιο 6  

 

Επίλογος 

 

 Στα τρία πρώτα κεφάλαια είδαµε βασικές έννοιες της Θεωρίας Αριθµών, αναλύσαµε 
τις αριθµητικές συναρτήσεις και τις ιδιότητες τους και µελετήσαµε άλλες 
συναρτήσεις που έχουν σχέση µε τους πρώτους αριθµούς. Στη συνέχεια εξετάσαµε 
βασικές έννοιες της Αναλυτικής Θεωρίας Αριθµών όπως η συνάρτηση ζ και η 
Εικασία του Riemann. Επειδή όµως  η Θεωρία Αριθµών βαδίζει παράλληλα µε την 
Αναλυτική Θεωρία Αριθµών, στο τελευταίο αυτό κεφάλαιο της παρούσας εργασίας 
γίνεται µια σύνδεση των δύο αυτών ενοτήτων. 

Η σύνδεση αυτή γίνεται µέσω της έννοιας της γεννήτριας συνάρτησης:  

Ορισµός 6.1: Γεννήτρια συνάρτηση της ακολουθίας πραγµατικών αριθµών (an )  
είναι κάθε συνάρτηση F(s)  της µορφής: 

F(s) = angn (s)
n=0

!

"
 

Τότε λέµε πως η συνάρτηση f (s)  είναι γεννήτρια συνάρτηση της ακολουθίας 
πραγµατικών αριθµών (an ) . 

Για Re(s) > 2 , ισχύει η ισότητα: 
! (s !1)
! (s)

= "(n)
nsn=1

"

# , όπου η !(n) είναι η συνάρτηση 

Euler. 

Παρόµοιες σχέσεις µπορούµε να βρούµε και για την συνάρτηση του Mobious καθώς 
και για τις συναρτήσεις των διαιρετών. Συγκεκριµένα ισχύει: 

1
! (s)

= µ(n)
nsn=1

!

"  και επίσης ! 2 (s) = " (n)
nsn=1

!

" . Γενικότερα δε !" (s) = #" (n)
nsn=1

!

" . 

Έτσι βλέπουµε ότι η συνάρτηση ! (s !1)
! (s)

 είναι γεννήτρια συνάρτηση της !(n) , η 

! 2 (s)  είναι η γεννήτρια της µ(n)  κ.ό.κ.  
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