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Πεϱίληψη

Στη παϱούσα εργασία, ϑα ασχοληθούµε µε τα προβλήµατα ϐέλτιστης διακοπής.
Θα µας απασχολήσει η ποιοτική τους µελέτη, τόσο στον διακριτό όσο και στον
συνεχή χϱόνο, καθώς και η αναγωγή τους σε προβλήµατα ελευθέρου συνόϱου.
΄Επειτα, ϑα µελετήσουµε πιθανές εφαρµογές τους, στο πλαίσιο της µαθηµατικής
χρηµατοοικονοµίας. Ειδικότερα, ϑα εστιάσουµε στη τιµολόγηση του Αµεϱικανικού
δικαιώµατος πώλησης, όταν το πρωτογενές πϱοϊόν ακολουθεί το υπόδειγµα Black
& Scholes. Τέλος, ϑα παρουσιάσουµε και διάφορες αριθµητικές µεθόδους, µε τις
οποίες ϑα επιλύσουµε τον εν λόγω πϱόϐληµα.

Λέξεις Κλειδιά

Πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής, πϱόϐληµα ελευθέρου συνόϱου, µαθηµατική χρηµα-
τοοικονοµία, Αµεϱικανικό δικαίωµα πώλησης, υπόδειγµα Black & Scholes.



Abstract

In the present thesis, we study optimal stopping problems. We investigate their
properties, in both the discrete and continuous time setting, and also their
reduction to a free boundary problem. Then, we consider some of the possible
applications, in the realm of mathematical finance. In particular, we focus on the
pricing of the American put option, when the underlying asset’s price follows the
Black & Scholes model. Finally, we present some numerical methods, which we
then use to solve the given problem.

Keywords

Optimal stopping problem, free boundary problem, mathematical finance, Amer-
ican put option, Black & Scholes model.
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Εισαγωγή

Στην παϱούσα εϱγασία ϑα ασχοληϑούµε µε τα πϱοϐλήµατα ϐέλτιστης διακοπής
(optimal stopping problems). Τέτοιου είδους πϱοϐλήµατα εµϕανίϹονται σε διάϕοϱες
εϕαϱµογές, όπως για παϱάδειγµα στην µαϑηµατική χϱηµατοοικονοµία. Ειδικότεϱα,
η δίκαια τιµολόγηση καϑώς και η ϐέλτιστη άσκηση ενός δικαιώµατος Αµεϱικανικού
τύπου, υπολογίϹονται µέσω ενός πϱοϐλήµατος ϐέλτιστης διακοπής.

∆ιαισϑητικά, πίσω από ένα πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής, ϐρίσκεται ένα τυχαίο
ϕαινόµενο το οποίο παρακολουθούµε. Μποϱούµε, σε οποιαδήποτε χϱονική στιγµή
να σταµατήσουµε την παϱακολούϑηση, εισπράττοντας ένα πόσο (κέρδος). Το ποσό
αυτό, µποϱεί είτε να εξαρτάται από την κατάσταση του ϕαινοµένου όταν το δι-
ακόψαµε, είτε από ολόκληϱη την τροχιά του (τροχιοεξαρτώµενο). ΄Εστω ότι συµ-
ϐολίζουµε µε Gt, το κέρδος που έχουµε αν διακόψουµε το ϕαινόµενο τη χϱονική
στιγµή t. Εφόσον το ϕαινόµενο είναι τυχαίο, το κέρδος Gt είναι µια τυχαία µεταβλ-
ητή. Συνεπώς, η (Gt)t≥0 είναι µια στοχαστική διαδικασία, την οποία ονοµάζουµε
διαδικασία κέρδους (gain process).

Το κύϱιο εϱώτηµα ενός προβλήµατος ϐέλτιστης διακοπής είναι, η εύϱεση της
"καλύτεϱης" στϱατηγικής µε ϐάση την οποία ϑα σταµατήσουµε την παϱακολούϑηση.
Η στϱατηγική διακοπής που ακολουθούµε είναι εν γένει τυχαία, καθώς το κέρδος
που µας επιϕέϱει η διακοπή του ϕαινοµένου είναι τυχαίο. Μια λογική απαίτηση
που ϑέτουµε όµως, είναι η στϱατηγική αυτή να πηγάϹει από την τροχιά του ϕαιν-
οµένου. ∆ηλαδή, η απόφασή µας για το αν ϑα διακόψουµε την παϱακολούϑηση σε
κάποια χϱονική στιγµή, οϕείλει να εξαρτάται µόνο από την µέχϱι στιγµής τροχιά του
ϕαινοµένου. Τέτοιου είδους στϱατηγικές διακοπής, µοντελοποιούνται µε την έννοια
του χρόνου διακοπής (stopping time).

Κάϑε δυνατή στϱατηγική διακοπής αντιστοιχεί σε ένα αναµενόµενο κέρδος (ex-
pected gain). Αν επιλέξουµε να σταµατήσουµε την παϱακολούϑηση µε ϐάση τον
χϱόνο διακοπής τ , το αναµενόµενο µας κέρδος είναι E[Gτ ]. Το πϱόϐληµα ϐέλτιστης
διακοπής αναϹητεί τον χϱόνο διακοπής, ο οποίος µεγιστοποιεί το αναµενόµενο κέρ-
δος. ∆ηλαδή, το πϱόϐληµα που ϑέλουµε να επιλύσουµε είναι το:

V = sup
τ

E[Gτ ]
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όπου το supremum, αϕοϱά µια κλάση χϱόνων διακοπής που καϑοϱίϹεται από τη
ϕύση του πϱοϐλήµατος που µελετάµε.

Η ποσότητα V ονοµάϹεται συνάϱτηση αξίας (value function). Ο χαϱακτηϱισµός της
ως συνάϱτηση ϑα ϕανεί πιο κάτω, όταν εισάγουµε τις Μαϱκοϐιανές διαδικασίες στο
πϱόϐληµα. Σκοπός µας είναι, ο υπολογισµός της εν λόγω ποσότητας και η εύϱεση
κάποιου χϱόνου διακοπής τ∗, ο οποίος να την πετυχαίνει, δηλαδή V = E[Gτ∗ ]. ΄Ενας
τέτοιος χϱόνος διακοπής λέγεται ϐέλτιστος (optimal stopping time).

Ο ακϱιϐής υπολογισµός της V και κάποιου τ∗ είναι συνήϑως αδύνατος, γι’ αυτό και
οδηγούµαστε σε αϱιϑµητικές µεϑόδους. Παϱ’ όλ’ αυτά, παϱουσιάϹουµε µια σειϱά
από ϑεωϱήµατα τα οποία απαντούν σε ποιοτικά εϱωτήµατα όπως η ύπαϱξη και η
µοναδικότητα του ϐέλτιστου χϱόνου διακοπής, καϑώς και µεϱικά αποτελέσµατα τα
οποία ϑα µας ϐοηϑήσουν στην µοϱϕοποιήση των αλγοϱίϑµων.

Το πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής µε το οποίο ϑα ασχοληθούµε στο πρακτικό µέϱος
της εργασίας, είναι η arbitrage-free τιµολόγηση ενός Αµεϱικανικού δικαιώµα-
τος πώλησης (American put option), όπου το πρωτογενές πϱοϊόν ακολουθεί µια
γεωµετϱική κίνηση Brown (geometric Brownian motion) ή ισοδύναµα το υπ-
όδειγµα Black & Scholes. Η τιµολόγηση του εν λόγω παραγώγου, δίνεται από:

V (t, x) = sup
0≤τ≤T−t

Et,x[e
−rτ (K − St+τ )

+]

Θα επικεντϱωϑούµε στην ποιοτική µελέτη του ως άνω πϱοϐλήµατος, καϑώς και σε
µεϱικές αϱιϑµητικές µεϑόδους για την πϱοσεγγιστική επίλυσή του.

Η παϱούσα εργασία, χωρίζεται σε δυο µέϱη. Το πϱώτο (ϑεωρητικό) µέϱος, αποτελεί-
ται από τα κεφάλαια 3-5 και ασχολείται µε το πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής στη
γενική του µοϱϕή. Το δεύτεϱο (πρακτικό) µέϱος, απαρτίζεται από τα κεφάλαια 6 και
7, και εστιάζει στη τιµολόγηση του Αµεϱικανικού δικαιώµατος πώλησης.

Ειδικότεϱα, στο κεφάλαιο 2, ϑα εισάγουµε τα ϐασικά µαθηµατικά εργαλεία που ϑα
µας χρειαστούν. Στα κεφάλαια 3 και 4, ϑα µελετήσουµε το πϱόϐληµα ϐέλτιστης
διακοπής, στις περιπτώσεις του διακριτού και συνεχή χρόνου, αντίστοιχα. Στο κε-
ϕάλαιο 5, ϑα ασχοληθούµε µε την αναγωγή του προβλήµατος ϐέλτιστης διακοπής, σε
προβλήµα ελευθέρου συνόϱου. Τέλος, στο κεφάλαιο 6 ϑα µελετήσουµε ποιοτικά το
πϱόϐληµα τιµολόγησης του Αµεϱικανικού δικαιώµατος πώλησης και στο κεφάλαιο
7 ϑα παρουσιάσουµε µεϱικές αριθµητικές µεθόδους για την επίλυσή του.
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Μαϑηµατικό Υπόϐαϑϱο

Στο κεϕάλαιο αυτό ϑα εισάγουµε µεϱικά ϐασικά αποτελέσµατα, τα οποία ϑα µας
χϱειαστούν στα εϱχόµενα κεϕάλαια. Η απόδειξή τους είναι εκτός του πλαισίου της
παϱούσας εϱγασίας, οπότε αποϕεύγουµε να την παϱουσιάσουµε.

Τα πιο κάτω, αποτελούν µια συλλογή αποτελεσµάτων, από τα κλασσικά συγγράµ-
µατα [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]. Για δύο πολύ ενδιαφέρον συζητήσεις, σχετικά µε τις
διαδικασίες Feller και τις ιδιότητές τους, παραπέµπουµε στους ιστότοπους [8, 9].

2.1 Στοιχεία µαϑηµατικής ανάλυσης

2.1.1 Ηµι-συνέχεια

΄Εστω µια πϱαγµατική συνάϱτηση f : Rd → R. ΓνωϱίϹουµε ότι, η f είναι συνεχής
σε κάποιο x0 ∈ Rd αν-ν για κάϑε ακολουϑία (xn)n≥0 στον Rd, µε limn→∞ xn = x0,
ισχύει ότι f(x0) = f(limn→∞ xn) = limn→∞ f(xn) (αϱχή µεταϕοϱάς).

Τϱοποποιώντας ελαϕϱώς την πιο πάνω ισοδυναµία, µποϱούµε να οϱίσουµε και την
έννοια της ηµι-συνέχειας.

Οϱισµός 2.1.1 (Ηµι-συνέχεια). ΄Εστω µια πϱαγµατική συνάϱτηση f : Rd → R. Η f
λέγεται κάτω ηµι-συνεχής (lower semicontinuous), αν για κάϑε x0 ∈ Rd:

lim sup
x→x0

f(x) ≤ f(x0)

Οµοίως, λέγεται άνω ηµι-συνεχής (upper semicontinuous), αν για κάϑε x0 ∈ Rd:

lim inf
x→x0

f(x) ≥ f(x0)

Για συντοµία, γϱάϕουµε ότι η f είναι lsc και usc αντίστοιχα.
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Εύκολα ϐλέπουµε ότι, µια πϱαγµατική συνάϱτηση f : Rd → R, είναι συνεχής αν-ν
είναι lsc και usc. Επιπλέον, η ηµι-συνέχεια µποϱεί να χαϱακτηϱισϑεί ισοδύναµα,
µέσω των πϱο-εικόνων της συνάϱτησης. Ειδικότεϱα:

(i) Η f είναι lsc αν-ν το σύνολο {f > y} είναι ανοιχτό για κάϑε y ∈ R

(ii) Η f είναι usc αν-ν το σύνολο {f < y} είναι ανοιχτό για κάϑε y ∈ R

∆ίνουµε πιο κάτω, µεϱικές ιδιότητες που ϑα µας χϱησιµεύσουν.

Πϱόταση 2.1.1 (Ιδιότητες).

(i) Αν f µια lsc (usc) συνάϱτηση, τότε η −f είναι usc (lsc)

(ii) Το άϑϱοισµα δυο lsc (usc) συναϱτήσεων είναι και αυτό lsc (usc)

(iii) Αν (fi)i∈I µια οικογένεια lsc συναϱτήσεων, τότε και το supi∈I fi είναι lsc

(iv) Αν D ⊆ Rd ένα συµπαγής υποσύνολο και f µια usc (lsc) συνάϱτηση, τότε η f
έχει µέγιστο (ελάχιστο) στο D

2.1.2 Ηµι-οµάδες Feller

΄Εστω τώϱα, ο χώϱος συναϱτήσεων:

C0(Rd) = {f : Rd → R : f συνεχής και lim
||x||→∞

f(x) = 0}

Είναι γνωστό ότι ο C0(Rd), εϕοδιασµένος µε την (άπειϱο) νόϱµα || · ||∞, όπου ||f ||∞ =
supx∈Rd |f(x)|, είναι χώϱος Banach. Οι πϱαγµατικές, γϱαµµικές απεικονίσεις από
τον πιο πάνω χώϱο, ϑα µας χϱησιµεύσουν στο να οϱίσουµε τις διαδικασίες Feller.

Οϱισµός 2.1.2 (Τελεστής). Μια γραµµική απεικόνιση T : C0(Rd) → R, λέγεται (γραµ-
µικός) τελεστής.

Ως νόϱµα ενός τελεστή T , οϱίϹουµε την ποσότητα:

||T || = sup
f∈C0(Rd)

||Tf ||∞
||f ||∞

Με ϐάση την νόϱµα του τελεστή, υπάϱχουν και οι ακόλουϑοι χαϱακτηϱισµοί.

Οϱισµός 2.1.3 (Χαϱακτηϱισµοί τελεστών). Ο τελεστής T : C0(Rd) → R, λέγεται:

(i) ϕϱαγµένος, αν η νόϱµα του είναι ϕϱαγµένη

(ii) συστολή, αν για κάϑε f ∈ C0(Rd), ισχύει ότι ||Tf ||∞ ≤ ||f ||∞
(iii) ϑετικός, αν για κάϑε f ∈ C0(Rd) µε f ≥ 0, ισχύει ότι Tf ≥ 0
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Εύκολα ϐλέπουµε ότι, ένας τελεστής T είναι συστολή αν-ν ||T || ≤ 1. Συνεπώς, αν
ένας τελεστής είναι συστολή, τότε είναι και ϕϱαγµένος.

ΘυµίϹουµε ότι, ο χώϱος των ϕραγµένων τελεστών του C0(Rd), λέγεται δυϊκός και συµ-
ϐολίζεται µε C0(Rd)∗. Ο δυϊκός, εφοδιασµένος µε την νόϱµα τελεστών που οϱίσαµε
πιο πάνω, είναι και αυτός χώϱος Banach.

΄Εστω τώϱα µια οικογένεια τελεστών, (Tt)t≥0
1. Λέµε ότι, η εν λόγω οικογένεια είναι

ηµι-οµάδα, αν Tt ◦Ts = Tt+s, για κάϑε t, s ≥ 0. Η ισότητα αυτή, ονοµάϹεται ιδιότητα
της ηµι-οµάδας.

ΟϱίϹουµε τώϱα µια ειδική πεϱίπτωση ηµι-οµάδας, που ϑα µας ϕανεί χϱήσιµη.

Οϱισµός 2.1.4 (Ηµι-οµάδα Feller). ΄Εστω µια ηµι-οµάδα, (Tt)t≥0, από ϑετικές συσ-
τολές. Λέµε ότι η (Tt)t≥0, είναι ηµι-οµάδα Feller, αν:

(i) TtC0(Rd) ⊆ C0(Rd), για κάϑε t ≥ 0

(ii) limt→0 Ttf(x) = f(x), για κάϑε x ∈ Rd και f ∈ C0(Rd)

Μποϱεί να αποδειχϑεί ότι, σε µια ηµι-οµάδα Feller, η σύγκλιση της ιδιότητας (ii)
είναι οµοιόµοϱϕη, δηλαδή limt→0 ||Ttf − f ||∞ = 0, για κάϑε f ∈ C0(Rd).

2.2 Στοιχεία ϑεωϱίας πιϑανοτήτων

2.2.1 Οικογένειες τυχαίων µεταϐλητών

΄Εστω (Ω,F ,P) ένας χώϱος πιθανότητας. Θυµίζουµε ότι, το supremum µιας αρι-
ϑµήσιµης οικογένειας τυχαίων µεταβλητών, είναι και αυτό τυχαία µεταβλητή. Αντί-
ϑετα, για υπεραριθµήσιµες οικογένειες τυχαίων µεταβλητών, δεν ισχύει εν γένει.

Στην πεϱίπτωση αυτή, εϱγαϹόµαστε µε την έννοια του ουσιώδες supremum. Το πιο
κάτω λήµµα, µας δίνει την ύπαϱξή του και λειτουϱγεί ως οϱισµός του.

Λήµµα 2.2.1 (Ουσιώδες supremum). ΄Εστω {Xi : i ∈ I} µια οικογένεια τυχαίων
µεταϐλητών. Τότε, υπάϱχει ενα αϱιϑµήσιµο υποσύνολο J ⊆ I, τέτοιο ώστε η τυχαία
µεταϐλητή Z = supj∈J Xj να ικανοποιεί τις ακόλουϑες ιδιότητες:

(i) P[Xi ≤ Z] = 1. για κάϑε i ∈ I

(ii) Αν Y κάποια άλλη τυχαία µεταϐλητή µε την ιδιότητα (i), τότε P[Z ≤ Y ] = 1

Η Z είναι η µοναδική τυχαία µεταϐλητή (P-σϐ) που ικανοποιεί τις ιδιότητες (i) και (ii)
και ονοµάϹεται ουσιώδες supremum (της οικογένειας {Xi : i ∈ I}). ΣυνηϑίϹεται να

1Στην πεϱίπτωση του διακϱιτού χϱόνου χϱησιµοποιούµε τους δείκτες n και k, ενώ στην πεϱίπτωση
του συνεχούς, τους δείκτες t και s. Συνεπώς, µε τη συντοµογϱαϕία n ≥ 0, συµϐολίϹουµε το σύνολο
δεικτών n ∈ N0 = {0, 1, . . .}, ενώ µε t ≥ 0 το σύνολο t ∈ [0,∞).
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γϱάϕουµε ess supi∈I Xi, αντί για Z.

Επιπλέον, αν η οικογένεια {Xi : i ∈ I} είναι upwards directed, δηλαδή αν για κάϑε
i, j ∈ I υπάϱχει k ∈ I τέτοιο ώστεXi∨Xj ≤ Xk (P-σϐ), τότε το σύνολο J = {in : n ≥ 1}
µποϱεί να επιλεχϑεί ώστε η ακολουϑία (Xin)n≥1 να είναι αύξουσα (P-σϐ). Συνεπώς, το
ουσιώδες supremum γϱάϕεται και ως Z = limn→∞Xin (P-σϐ).

Απόδειξη. Για την απόδειξη του πιο πάνω, παϱαπέµπουµε στο λήµµα 1.3 του [10],
σελίδες 6-8. ■

Μια έννοια που ϑα µας χϱειαστεί στα πιο κάτω, είναι η οµοιόµορφη
ολοκληϱωσιµότητα, µιας οικογένειας τυχαίων µεταβλητών.

Οϱισµός 2.2.1 (Οµοιόµορφη ολοκληϱωσιµότητα). Μια οικογένεια {Xi : i ∈ I}
τυχαίων µεταβλητών, λέγεται οµοιόµορφη ολοκληϱώσιµη, αν για κάϑε ϵ > 0 υπάρχει
M =M(ϵ), τέτοιο ώστε E[|Xi|1{|Xi|≥M}] < ϵ για κάϑε i ∈ I.

Παϱατήϱηση 2.2.1. Η ολοκληϱωσιµότητα των τυχαίων µεταϐλητών, δεν αϱκεί για
να είναι η οικογένεια οµοιόµοϱϕα ολοκληϱώσιµη.

Η πιο κάτω πϱόταση, αποτελεί ένα κϱιτήϱιο, για να δείξουµε ότι µια οικογένεια
τυχαίων µεταϐλητών είναι οµοιόµοϱϕα ολοκληϱώσιµη.

Πϱόταση 2.2.1 (Ικανή συνϑήκη - Οµοιόµοϱϕη ολοκληϱωσιµότητα). Αν Y µια µη
αϱνητική, ολοκληϱώσιµη τυχαία µεταϐλητή, τέτοια ώστε |Xi| ≤ Y για κάϑε i ∈ I, τότε
η οικογένεια {Xi : i ∈ I} είναι οµοιόµοϱϕα ολοκληϱώσιµη.

2.2.2 ∆ιακϱιτός χϱόνος

΄Εστω ένας χώϱο πιϑανότητας µε διήϑηση (Ω,F , (Fn)n≥0,P). Στην υποενότητα αυτή,
ϑα ασχοληϑούµε µε τις στοχαστικές διαδικασίες (ανελίξεις), στον διακϱιτό χϱόνο.

Οϱισµός 2.2.2 (Χϱόνος διακοπής). Η τυχαία µεταϐλητή τ : Ω → N0 ∪ {∞}, λέγεται
(διακϱιτός) χϱόνος διακοπής (ως πϱος τη διήϑηση (Fn)n≥0), αν για κάϑε n ≥ 0:

{τ ≤ n} ∈ Fn

∆ιαισϑητικά, ο πιο πάνω οϱισµός µας λέει ότι, η πληϱοϕοϱία της τϱοχιάς Fn, αϱκεί
για να γνωϱίϹουµε αν ϑα διακόψουµε το ϕαινόµενο, µέχϱι τη χϱονική στιγµή n.
Εποµένως, αποτελούν µια ϕυσιολογική επιλογή, για να πεϱιγϱάψουν τις στϱατηγικές
διακοπής σε ένα πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής.

Μποϱούµε να επεκτείνουµε την έννοια της διήϑησης, στους χρόνους διακοπής. Ει-
δικότερα, για ένα χϱόνο διακοπή τ , η πϱο-τ σ-άλγεϐϱα (ή σταµατηµένη σ-άλγεϐϱα)
Fτ , ορίζεται ως:

Fτ = {A ∈ F : A ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn, για κάϑε n ≥ 0}
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∆ιαισϑητικά, η πιο πάνω σ-άλγεϐϱα, µας δίνει τα ενδεχόµενα που γνωϱίϹουµε αν
έχουν συµϐεί, παϱακολουϑώντας το ϕαινόµενο µέχϱι τον χϱόνο διακοπής τ .

Για δοσµένο χϱόνο διακοπής τ , µποϱούµε να ορίσουµε και την έννοια της σταµατη-
µένης διαδικασίας. Ειδικότερα, για µια (προσαρµοσµένη) στοχαστική διαδικασία
X = (Xn)n≥0, ορίζουµε τη σταµατηµένη διαδικασία Xτ = (Xn∧τ )n≥0, ως:

Xn∧τ (ω) =

{
Xk(ω) , για τ(ω) = k < n
Xn(ω) , για τ(ω) ≥ n

ΟϱίϹουµε τώϱα, το ϐασικό είδος στοχαστικών διαδικασιών που ϑα µας απασχολήσει,
τις διαδικασίες martingale.

Οϱισµός 2.2.3 (Martingale). Η στοχαστική διαδικασία (Xn)n≥0, λέγεται martin-
gale (ως πϱος το µέτϱο P και τη διήϑηση (Fn)n≥0), αν:

(i) Είναι πϱοσαϱµοσµένη στην (Fn)n≥0

(ii) E[|Xn|] <∞, για κάϑε n ≥ 0

(iii) E[Xn+1|Fn] = Xn (P-σϐ), για κάϑε n ≥ 0

Αν η (iii) ισχύει µε ≥ (ή ≤), τότε λέγεται submartingale (ή supermartingale).

Παϱάδειγµα 2.2.1 (Doob martingale). Αν Y µια ολοκληϱώσιµη τυχαία µεταϐλητή,
τότε η διαδικασία (Mn)n≥0, όπου:

Mn = E[Y |Fn], για κάϑε n ≥ 0

είναι martingale (ως πϱος τη διήϑηση (Fn)n≥0) και λέγεται Doob martingale.

Παϱατήϱηση 2.2.2. Εύκολα ϐλέπουµε ότι, µια διαδικασία (Xn)n≥0 είναι submartin-
gale αν-ν η διαδικασία (−Xn)n≥0 είναι supermartingale.

∆ιαισϑητικά, η ιδιότητα (iii) του πιο πάνω οϱισµού, µας λέει ότι αν συνεχίσουµε από
τη χϱονική στιγµή n, έχοντας ήδη διανύσει τη τϱοχιά Fn, τότε αναµένουµε ότι η
τιµή της διαδικασίας ϑα παϱαµείνει η ίδια. Οµοίως, αν η ιδιότητα (iii) ισχύει µε
ανισότητα, τότε αναµένουµε ότι η τιµή της διαδικασίας ϑα αυξηϑεί (µειωϑεί).

Εποµένως, αν σε ένα πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής, η διαδικασία κέϱδους έχει την
πιο πάνω δοµή, τότε η επίλυσή του είναι τετϱιµµένη. Αν είναι submartingale, τότε
είναι ϐέλτιστο να πεϱιµένουµε µέχϱι την ωϱίµανση. Αν είναι supermartingale, τότε
είναι ϐέλτιστο να διακόψουµε το ϕαινόµενο κατευϑείαν. Ενώ, αν είναι martingale,
τότε όλες οι στϱατηγικές διακοπής είναι ϐέλτιστες.

Η ακόλουϑη πϱόταση, µας επιτϱέπει να επεκτείνουµε την πιο πάνω δοµή, στην
σταµατηµένη εκδοχή µιας διαδικασίας.

Πϱόταση 2.2.2. ΄Εστω τ ένας χϱόνος διακοπής. Τότε:
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(i) Αν η X είναι supermartingale, τότε και η Xτ είναι supermartingale

(ii) Αν η X είναι martingale, τότε και η Xτ είναι martingale

Το πιο κάτω, αποτελεί ένα χϱήσιµο κϱιτήϱιο, για να δείξουµε ότι µια supermartin-
gale διαδικασία, είναι martingale.

Πϱόταση 2.2.3. ΄Εστω X = (Xn)n≥0 ένα supermartingale. Αν η αναµενόµενη τιµή
του είναι σταϑεϱή, δηλαδή E[Xn] = E[X0] για κάϑε n ≥ 0, τότε είναι martingale.

∆ίνουµε τώϱα, το ϐασικό ϑεώϱηµα της υποενότητας αυτής, το οποίο επεκτείνει την
ιδιότητα (iii) ενός martingale, σε χϱόνους διακοπής.

Θεώϱηµα 2.2.1 (Θεώϱηµα επιλεκτικής διακοπής). ΄Εστω X = (Xn)n≥0 ένα sub-
martingale και τ, σ δυο χϱόνοι διακοπής τέτοιοι ώστε, τ ≤ σ (P-σϐ). Τότε:

E[Xσ|Fτ ] ≥ Xτ (P-σϐ)

αν ισχύει κάποια από τις ακόλουϑες συνϑήκες2:

(i) Ο χϱόνος διακοπής σ είναι ϕϱαγµένος (κατά συνέπεια και ο τ )

(ii) Υπάϱχει ολοκληϱώσιµη τυχαία µεταϐλητήX, τέτοια ώστεXn ≤ E[X|Fn] (P-σϐ),
για κάϑε n ≥ 0

Το πιο πάνω ϑεώϱηµα, επεκτείνεται και σε διαδικασίες martingale. Η συνεπαγωγή,
γίνεται πλέον E[Xσ|Fτ ] = Xτ (P-σϐ), ενώ η συνϑήκη (ii) οϕείλει να ισχύει µε ισότητα.

Μια άλλη σηµαντική έννοια που µας ενδιαφέρει, είναι η Μαρκοβιανή ιδιότητα. Προ-
τού την παρουσιάσουµε, ϑα σχολιάσουµε την έννοια του τελεστή µετατόπισης
(shift operator) θn, όπου n ≥ 0. ∆ιαισθητικά, ο τελεστής µετατόπισης παίϱνει µια
τροχιά της διαδικασίας X, και "αϕαιϱεί" το κοµµάτι της πϱιν τη χϱονική στιγµή n.
Ειδικότερα, για k, n ≥ 0, γράφουµε:

Xk ◦ θn = Xk+n

Αυστηϱά µιλώντας, ο τελεστής µετάϐασης οϱίϹεται στην κανονική αναπαϱάσταση του
δειγµατικού χώϱου Ω (canonical space). Ως κανονική αναπαϱάσταση, ονοµάϹουµε
τον χώϱο των ακολουϑιών Ω̃ = SN0, όπου S το πεδίο τιµών της διαδικασίας X (στην
πεϱίπτωσή µας, S = Rd). Οπότε, για n ≥ 0, ο τελεστής µετατόπισης θn : Ω̃ → Ω̃,
οϱίϹεται ως:

θn(ω̃)(k) = ω̃(n+ k)

Παϱάλληλα, ϑεωρούµε και την κανονική αναπαράσταση της διαδικασίας X (canon-
ical process). Ως κανονική αναπαράσταση, ονοµάζουµε την ταυτοτική απεικόνιση
X̃n = ω̃(n), για ω̃ ∈ Ω̃. Οπότε, γράφουµε:

(X̃k ◦ θn)(ω̃) = X̃k(θn(ω̃)) = ω̃(n+ k) = X̃n+k(ω̃)

2Υπάϱχουν και πιο γενικές διατυπώσεις του ϑεωϱήµατος, µε διαϕοϱετικές συνϑήκες. Επιλέγουµε
να παϱουσιάσουµε µόνο αυτές που ϑα µας χϱησιµεύσουν.
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Οµοίως, για κάποια συνάϱτηση f της διαδικασίας, γϱάϕουµε:

(f(X̃k) ◦ θn)(ω̃) = f(X̃k(θn(ω̃))) = f(X̃n+k(ω̃))

Χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας, µποϱούµε να "ταυτίσουµε" το δειγµατικό χώϱο, µε
την κανονική αναπαϱάστασή του. Οπότε, στο υπόλοιπο της εϱγασίας, ϑεωϱούµε ότι
ο τελεστής µετατόπισης είναι καλά οϱισµένος, ακόµα και αν δεν εϱγαϹόµαστε στον
κανονικό χώϱο. Για πεϱισσότεϱες λεπτοµέϱειες, παϱαπέµπουµε στην παϱάγϱαϕο
19.5 του [7], σελίδα 158.

Είµαστε πλέον σε ϑέση, να παϱουσιάσουµε την Μαϱκοϐιανή ιδιότητα.

Οϱισµός 2.2.4 (Μαϱκοϐιανή ιδιότητα). Μια πϱοσαϱµοσµένη διαδικασία (Xn)n≥0,
λέγεται Μαϱκοϐιανή (ως πϱος τη διήϑηση (Fn)n≥0), αν για κάϑε ϕϱαγµένη και Borel
µετϱήσιµη συνάϱτηση f : Rd → R, ισχύει ότι:

E[f(Xk) ◦ θn|Fn] = EXn [f(Xk)] (P-σϐ)

για κάϑε n, k ≥ 0. Η πιο πάνω σχέση, λέγεται Μαϱκοϐιανή ιδιότητα.

Τόσο ο τελεστής µετάϐασης, όσο και η Μαρκοβιανή ιδιότητα, µποϱούν να επεκταθούν
και για χρόνους διακοπής. ∆ιαισθητικά, ο τελεστής µετατόπισης αϕαιϱεί το κοµµάτι
της τροχιάς, πϱιν από το αντίστοιχο στιγµιότυπο του χρόνου διακοπής. Ειδικότερα,
για n ≥ 0 και χϱόνο διακοπής τ , γράφουµε:

(X̃k ◦ θτ )(ω̃) = X̃k(θτ (ω̃)) = ω̃(n+ τ(ω̃)) = X̃n+τ (ω̃)

όπου, η πιο πάνω σύνϑεση έχει νόηµα, µόνο όταν τ(ω̃) <∞.

Οπότε, χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας, ϑα χϱησιµοποιούµε εκϕϱάσεις όπως, Xn◦θτ =
Xn+τ και f(Xn) ◦ θτ = f(Xn+τ ).

Μποϱούµε τώϱα να παϱουσιάσουµε, την επέκταση της Μαϱκοϐιανής ιδιότητας στους
χϱόνους διακοπής, την λεγόµενη ισχυϱή Μαϱκοϐιανή ιδιότητα.

Οϱισµός 2.2.5 (Ισχυϱή Μαρκοβιανή ιδιότητα). Μια προσαρµοσµένη διαδικασία
(Xn)n≥0, λέγεται ισχυϱά Μαρκοβιανή (ως πϱος τη διήϑηση (Fn)n≥0), αν για κάϑε
ϕραγµένη και Borel µετϱήσιµη συνάϱτηση f : Rd → R και χϱόνο διακοπής τ µε
τ <∞ (P-σϐ), ισχύει ότι:

E[f(Xn) ◦ θτ |Fτ ] = EXτ [f(Xn)] (P-σϐ)

για κάϑε n ≥ 0. Η πιο πάνω σχέση, λέγεται ισχυϱή Μαϱκοϐιανή ιδιότητα.

Στους πιο πάνω οϱισµούς, ϑεωϱούµε ότι οι συναϱτήσεις f είναι ϕϱαγµένες, ώστε οι
δεσµευµένες µέσες τιµές να είναι καλά οϱισµένες. ΄Αϱα, αϱκεί να υποϑέσουµε ότι το
E[supn≥0 |f(Xn)|] <∞, κάτι που πϱοϕανώς ισχύει για ϕϱαγµένες συναϱτήσεις.
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Κάτι που αξίϹει να σχολιάσουµε, είναι η δϱάση του τελεστή µετατόπισης θσ στη
διαδικασία Xτ , όπου τ και σ χϱόνοι διακοπής. Αποδεικνύεται ότι:

(X̃τ ◦ θσ)(ω̃) = X̃τ (θσ(ω̃)) = ω̃(τ(θσ(ω̃)) + σ(ω̃)) = X̃τ◦θσ+σ(ω̃)

όπου, η πιο πάνω σύνϑεση έχει νόηµα, µόνο όταν σ(ω̃), τ(ω̃) <∞.

∆ιαισϑητικά, αφαιρείται το µέϱος της τροχιάς πϱιν τον χϱόνο διακοπής σ, ενώ
παϱάλληλα ο χϱόνος διακοπής τ εφαρµόζεται στη αποµένουσα τροχιά. ΄Αϱα, χωϱίς
ϐλάϐη της γενικότητας, χρησιµοποιούµε τις εκφράσεις, Xτ ◦ θσ = Xτ◦θσ+σ και
f(Xτ ) ◦ θσ = f(Xτ◦θσ+σ).

Παϱατήϱηση 2.2.3. ΄Εστω τD = {n ≥ 0 : Xn ∈ D}, ο χϱόνος εισόδου της αλυσίδας
στο σύνολο D ∈ B(Rd)3. Αν γ ένας χϱόνος διακοπής, τέτοιος ώστε γ ≤ τD, τότε:

γ + τD ◦ θγ = {n ≥ γ : Xn ∈ D} = τD

Ολοκληϱώνουµε την υποενότητα αυτή, δίνοντας τα κλασσικά ϑεωϱήµατα εναλλαγής
της αναµενόµενης τιµής µε κάποια οϱιακή διαδικασία. ΠαϱουσιάϹουµε τα πιο κάτω,
για δεσµευµένες µέσες τιµές, όµως επεκτείνονται µε πϱοϕανή τϱόπο και στην απλή
µέση τιµή (δεσµεύοντας ως πϱος την τετϱιµµένη σ-άλγεϐϱα).

΄Εστω G ⊆ F µια σ-άλγεϐϱα και (Xn)n≥0 µια ακολουϑία από ολοκληϱώσιµες τυχαίες
µεταϐλητές (ώστε να οϱίϹονται οι δεσµευµένες µέσες τιµές).

Λήµµα 2.2.2 (Fatou). Αν οι (Xn)n≥0 είναι µη αϱνητικές, τότε:

E
[
lim inf
n→∞

Xn

∣∣∣G] ≤ lim inf
n→∞

E[Xn|G] (P-σϐ)

Λήµµα 2.2.3 (Αντίστϱοϕο Fatou). Αν υπάϱχει ολοκληϱώσιµη τυχαία µεταϐλητή Y ,
τέτοια ώστε Xn ≤ Y για κάϑε n ≥ 0, τότε:

E
[
lim sup
n→∞

Xn

∣∣∣G] ≥ lim sup
n→∞

E[Xn|G] (P-σϐ)

Θεώϱηµα 2.2.2 (Μονότονης σύγκλισης). Αν οι (Xn)n≥0 είναι µη αρνητικές και αύξ-
ουσα ως ακολουθία, τότε:

E
[
lim
n→∞

Xn

∣∣∣G] = lim
n→∞

E[Xn|G] (P-σϐ)

Θεώϱηµα 2.2.3 (Κυριαρχηµένης σύγκλισης). ΄Εστω ότι υπάρχει ολοκληϱώσιµη
τυχαία µεταβλητή Y , τέτοια ώστε |Xn| ≤ Y για κάϑε n ≥ 0. ΄Εστω επιπλέον ότι
Xn → X, P-σϐ. Τότε η X είναι ολοκληϱώσιµη και ισχύει ότι:

E[X|G] = lim
n→∞

E[Xn|G] (P-σϐ)

3Θεωϱούµε ότι η διαδικασία (Xn)n≥0, παίϱνει τιµές στον µετϱήσιµο χώϱο (Rd,B(Rd)). ΘυµίϹουµε
ότι, στον διακϱιτό χϱόνο, οι χϱόνοι εισόδου σε τέτοια σύνολα, είναι πϱάγµατι χϱόνοι διακοπής.
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2.2.3 Συνεχής χϱόνος

΄Εστω (Ω,F , (Ft)t≥0,P) ένας χώϱος πιθανότητας µε διήϑηση. Στην υποενότητα αυτή,
ϑα παρουσιάσουµε µεϱικά αποτελέσµατα, αντίστοιχα µε τα πιο πάνω, τα οποία
ισχύουν στον συνεχή χϱόνο. ΄Οµως, στο πλαίσιο αυτό τίθενται διάφορα τεχνικά Ϲητή-
µατα, όπως η συνέχεια των διαδικασιών και των διηθήσεων.

Οϱισµός 2.2.6 (Χαϱακτηϱισµοί διήϑησης). Η διήϑηση (Ft)t≥0 λέγεται:

(i) δεξιά-συνεχής, αν για κάϑε t ≥ 0, η σ-άλγεϐϱα Ft =
⋂

s>tFs

(ii) πλήϱης, αν για κάϑε t ≥ 0, η σ-άλγεϐϱα Ft πεϱιέχει όλα τα P-µηδενικά σύνολα
της F4

Αν είναι δεξιά-συνεχής και πλήϱης, τότε λέµε ότι πληϱεί τις συνήϑεις υποϑέσεις.

Εύκολα ϐλέπουµε ότι, αν η διήϑηση (Ft)t≥0 είναι πλήϱης, τότε ο χώϱος πιϑανότητας
(Ω,Ft,P) είναι πλήϱης, για κάϑε t ≥ 0.

΄Εστω τώϱα µια στοχαστική διαδικασία X = (Xt)t≥0. Στον συνεχή χϱόνο, οι δι-
αδικασίες µποϱούν να χαρακτηρισθούν, ανάλογα µε τη συνέχεια των τροχιών τους
καθώς και από την ύπαϱξη των πλευϱικών τους οϱίων.

Οϱισµός 2.2.7 (Χαϱακτηϱισµοί διαδικασιών). Λέµε ότι η διαδικασία X = (Xt)t≥0:

(i) είναι συνεχής, αν το σύνολο

{ω ∈ Ω : η τϱοχιά t 7→ Xt(ω) είναι συνεχής}

έχει πιϑανότητα 1

(ii) είναι δεξιά-συνεχής, αν το σύνολο

{ω ∈ Ω : η τϱοχιά t 7→ Xt(ω) είναι δεξιά-συνεχής}

έχει πιϑανότητα 1

(iii) είναι αϱιστεϱά-συνεχής, αν το σύνολο

{ω ∈ Ω : η τϱοχιά t 7→ Xt(ω) είναι αϱιστεϱά-συνεχής}

έχει πιϑανότητα 1

(iv) έχει αϱιστεϱά όϱια, αν για κάϑε t > 0, το όϱιο limh↓0Xt−h υπάϱχει (P-σϐ)

(v) είναι quasi-αϱιστεϱά-συνεχής, αν για κάϑε πεπεϱασµένο χϱόνο διακοπής τ και
ακολουϑία χϱόνων διακοπής (τn)n≥0, τέτοια ώστε τn < τ και τn ↑ τ , ισχύει ότι
Xτn → Xτ (P-σϐ).

Αν η X είναι δεξιά-συνεχής και quasi-αϱιστεϱά-συνεχής, τότε λέµε ότι είναι RCQLC.

4 ΄Ενα σύνολο A ∈ P(Ω) λέγεται P-µηδενικό, αν υπάϱχει B ⊆ F τέτοιο ώστε A ⊆ B και P[B] = 0.
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ΑξίϹει να σχολιάσουµε τις συνεπαγωγές, µεταξύ των πιο πάνω χαϱακτηϱισµών. Αν
η διαδικασία είναι συνεχής, τότε πϱοϕανώς ικανοποιεί και τους ισχυϱισµούς (ii)-(v).
Αν είναι quasi-αϱιστεϱά-συνεχής, τότε έχει και αϱιστεϱά-όϱια, καϑώς οι σταϑεϱοί
χϱόνοι, είναι χϱόνοι διακοπής. ΄Οµως, η quasi-αϱιστεϱά-συνέχεια δεν συνεπάγεται
και αϱιστεϱά-συνέχεια, ϐλέπε για παϱάδειγµα τη διαδικασία Poisson5.

Σε αντίϑεση µε την πεϱίπτωση του διακϱιτού χϱόνου, στον συνεχή χϱόνο υπάϱχουν
διάϕοϱες µοϱϕές ισότητας, µεταξύ δυο στοχαστικών διαδικασιών.

Οϱισµός 2.2.8 (Ισότητα διαδικασιών). ΄Εστω δυο στοχαστικές διαδικασίες (Xt)t≥0

και (Yt)t≥0. Λέµε ότι:

(i) η Y = (Yt)t≥0 είναι εκδοχή της X = (Xt)t≥0
6, αν:

P[Xt = Yt] = 1, για κάϑε t ≥ 0

(ii) οι X = (Xt)t≥0 και Y = (Yt)t≥0 είναι µη-διακϱινόµενες, αν:

P[Xt = Yt, για κάϑε t ≥ 0] = 1

∆ιαισϑητικά, δυο διαδικασίες είναι εκδοχές µεταξύ τους, όταν για κάϑε δεδοµένη
χϱονική στιγµή t ≥ 0, ισούνται µε πιϑανότητα 1. ΄Οταν όµως είναι µη-διακϱινόµενες,
τότε το σύνολο των τϱοχιών που ταυτίϹονται (εξ ολοκλήϱου), έχει πιϑανότητα 1.

Εύκολα ϐλέπουµε ότι, αν οι δυο διαδικασίες είναι µη-διακϱινόµενες, τότε είναι και
εκδοχές. Το αντίστϱοϕο όµως, δεν ισχύει. Ωστόσο, αν είναι και δεξιά-συνεχείς, τότε
το πιο κάτω λήµµα, µας δίνει και την αντίστϱοϕη συνεπαγωγή.

Λήµµα 2.2.4. ΄Εστω X και Y δυο δεξιά-συνεχείς διαδικασίες. Αν η X είναι εκδοχή
της Y , τότε είναι και µη-διακϱινόµενες.

Θα παρουσιάσουµε τώϱα τις έννοιες του χρόνου διακοπής, των διαδικασιών martin-
gale καθώς και µεϱικά σχετικά αποτελέσµατα. Οι πλείστες έννοιες επεκτείνονται µε
ϕυσιολογικό τϱόπο, όµως είναι τεχνικά πιο δύσκολες, λόγω των ιδιαιτεροτήτων που
προκύπτουν από τα διάφορα είδη συνέχειας.

Οϱισµός 2.2.9 (Χϱόνος διακοπής). Η τυχαία µεταϐλητή τ : Ω → [0,∞], λέγεται
(συνεχής) χϱόνος διακοπής (ως πϱος τη διήϑηση (Ft)t≥0), αν για κάϑε t ≥ 0:

{τ ≤ t} ∈ Ft

Οϱισµός 2.2.10 (Martingale). Η στοχαστική διαδικασία (Xt)t≥0, λέγεται martin-
gale (ως πϱος το µέτϱο P και τη διήϑηση (Ft)t≥0), αν:

5Για την απόδειξη, παϱαπέµπουµε στο ιστότοπο [9], όπου αποδεικνύεται ότι κάϑε διαδικασία
Feller, η οποία είναι càglàd (δηλαδή είναι δεξιά συνεχής, µε αϱιστεϱά όϱια), είναι και quasi-αϱιστεϱά-
συνεχής. Για µια εναλλακτική πϱοσέγγιση, η οποία αποϕεύγει την χϱήση των διαδικασιών Feller,
ϐλέπε τον ιστότοπο [11].

6Ισοδύναµα, ότι η Y = (Yt)t≥0 είναι εκδοχή της X = (Xt)t≥0.
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(i) Είναι πϱοσαϱµοσµένη στην (Ft)t≥0

(ii) E[|Xt|] <∞, για κάϑε t ≥ 0

(iii) E[Xt|Fs] = Xs (P-σϐ), για κάϑε t ≥ s ≥ 0

Αν η (iii) ισχύει µε µε ≥ (ή ≤), τότε λέγεται submartingale (ή supermartingale).

Παϱάδειγµα 2.2.2 (Doob martingale). Αν Y µια ολοκληϱώσιµη τυχαία µεταϐλητή,
τότε η διαδικασία (Mt)t≥0, όπου:

Mt = E[Y |Ft], για κάϑε t ≥ 0

είναι martingale (ως πϱος τη διήϑηση (Ft)t≥0) και λέγεται Doob martingale.

Η όλη συϹήτηση, πεϱί τετϱιµµένης επίλυσης του πϱοϐλήµατος ϐέλτιστης διακοπής,
όταν η διαδικασία κέϱδους έχει δοµή σαν την πιο πάνω, εξακολουϑεί να ισχύει και
στην πεϱίπτωση του συνεχή χϱόνου.

Η πιο κάτω πρόταση, µας δίνει ένα κϱιτήϱιο, ώστε να δείξουµε ότι ένα supermartin-
gale, επάγει µια δεξιά-συνεχής εκδοχή.

Πϱόταση 2.2.4. ΄Εστω ότι η διήϑηση (Ft)t≥0 πληϱεί τις συνήθεις υποθέσεις και
(Xt)t≥0 ένα supermartingale. Αν η απεικόνιση t 7→ E[Xt] είναι δεξιά-συνεχής, τότε
υπάρχει δεξιά-συνεχής εκδοχή της X, η οποία είναι και αυτή supermartingale.

΄Οταν χϱησιµοποιούµε την πιο πάνω πϱόταση, συνηϑίϹουµε να λέµε ότι η διαδικασία
είναι δεξιά-συνεχής, εννοώντας όµως τη δεξιά-συνεχής εκδοχή που επάγεται.

Η ακόλουϑη πρόταση, µας επιτϱέπει να επεκτείνουµε την πιο πάνω δοµή, στην στα-
µατηµένη διαδικασία. Βλέπουµε ότι, σε αντίθεση µε τον διακριτό χϱόνο, χρειαζό-
µαστε και µια µοϱϕή συνέχειας, ώστε να έχουµε το αντίστοιχο αποτέλεσµα.

Πϱόταση 2.2.5. ΄Εστω τ ένας χϱόνος διακοπής. Τότε:

(i) Αν η X είναι δεξιά-συνεχής submartingale, τότε και η Xτ είναι submartingale

(ii) Αν η X είναι δεξιά-συνεχής martingale, τότε και η Xτ είναι martingale

΄Οπως και στην προηγούµενη υποενότητα, η πιο κάτω πρόταση, µας δίνει ένα
κϱιτήϱιο, για να δείξουµε ότι ένα supermartingale, είναι martingale.

Πϱόταση 2.2.6. ΄Εστω X = (Xt)t≥0 ένα supermartingale. Αν η αναµενόµενη τιµή
του είναι σταϑεϱή, δηλαδή E[Xt] = E[X0] για κάϑε t ≥ 0, τότε είναι martingale.

∆ίνουµε τώϱα, το ϑεώϱηµα επιλεκτικής διακοπής στο πλαίσιο του συνεχή χϱόνου,
όπου πάλι χϱειαϹόµαστε τη δεξιά-συνεχεία για να το διατυπώσουµε.
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Θεώϱηµα 2.2.4 (Θεώϱηµα επιλεκτικής διακοπής). ΄Εστω X = (Xt)t≥0 ένα δεξιά-
συνεχής submartingale και τ, σ δυο χϱόνοι διακοπής τέτοιοι ώστε, τ ≤ σ (P-σϐ). Τότε:

E[Xσ|Fτ ] ≥ Xτ (P-σϐ)

αν ισχύει κάποια από τις ακόλουϑες συνϑήκες:

(i) Ο χϱόνος διακοπής σ είναι ϕϱαγµένος (κατά συνέπεια και ο τ )

(ii) Υπάϱχει ολοκληϱώσιµη τυχαία µεταϐλητή X, τέτοια ώστε Xt ≤ E[X|Ft] (P-σϐ),
για κάϑε t ≥ 0

Το πιο πάνω ϑεώϱηµά, µποϱεί να διατυπωϑεί και για διαδικασίες martingale. Τότε
όµως, τόσο το αποτέλεσµα, όσο και η συνϑήκη (ii), ϑα ισχύουν µε ισότητα.

Θα ασχοληϑούµε τώϱα, µε τις Μαϱκοϐιανές διαδικασίες. Ο οϱισµός τους, είναι απλή
επέκταση του αντίστοιχου οϱισµού, από τον διακϱιτό χϱόνο. Επιπλέον, ο τελεστής
µετάϐασης θt : Ω̃ → Ω̃, όπου t ≥ 0, λειτουϱγεί ακϱιϐώς µε τον ίδιο τϱόπο. Η µόνη
διαϕοϱοποίηση είναι ότι, ο κανονικός χώϱος Ω̃, είναι πλέον ο χώϱος συναϱτήσεων
S [0,∞). ΄Οµως, αξίϹει να σηµειωϑεί ότι, οι συναϱτήσεις του χώϱου Ω̃, οϕείλουν να
έχουν την ίδια µοϱϕή συνέχειας, µε την αϱχική διαδικασία X. ∆ηλαδή, αν η X είναι
δεξιά-συνεχής, τότε κάϑε συνάϱτηση ω̃ ∈ Ω̃, ϑα είναι και αυτή δεξιά-συνεχής.

ΟϱίϹουµε πιο κάτω την Μαϱκοϐιανή ιδιότητα, για το παϱόν πλαίσιο.

Οϱισµός 2.2.11 (Μαϱκοϐιανή ιδιότητα). Μια πϱοσαϱµοσµένη διαδικασία (Xt)t≥0,
λέγεται Μαϱκοϐιανή (ως πϱος τη διήϑηση (Ft)t≥0), αν για κάϑε ϕϱαγµένη και Borel
µετϱήσιµη συνάϱτηση f : Rd → R, ισχύει ότι:

E[f(Xh) ◦ θt|Ft] = EXt [f(Xh)] (P-σϐ)

για κάϑε t, h ≥ 0. Η πιο πάνω σχέση, λέγεται Μαϱκοϐιανή ιδιότητα.

Οϱισµός 2.2.12 (Ισχυϱή Μαρκοβιανή ιδιότητα). Μια προσαρµοσµένη διαδικασία
(Xt)t≥0, λέγεται ισχυϱά Μαρκοβιανή (ως πϱος τη διήϑηση (Ft)t≥0), αν για κάϑε ϕραγ-
µένη και Borel µετϱήσιµη συνάϱτηση f : Rd → R και χϱόνο διακοπής τ µε τ < ∞
(P-σϐ), ισχύει ότι:

E[f(Xh) ◦ θτ |Fτ ] = EXτ [f(Xh)] (P-σϐ)

για κάϑε h ≥ 0. Η πιο πάνω σχέση, λέγεται ισχυϱή Μαϱκοϐιανή ιδιότητα.

Μια ειδική κατηγοϱία Μαϱκοϐιανών διαδικασιών, που ϑα µας απασχολήσει, είναι οι
διαδικασίες Feller. Πϱώτα όµως, ϑα οϱίσουµε την έννοια του τελεστή µετατόπισης
(transition operator). Για µια Μαϱκοϐιανή διαδικασία, οϱίϹουµε για κάϑε t ≥ 0, τον
τελεστή µετατόπισης Tt : C0(Rd) → R, όπου Ttf(x) = Ex[f(Xt)]

7.

Οϱισµός 2.2.13 (∆ιαδικασία Feller). ΄Εστω (Xt)t≥0 µια Μαρκοβιανή διαδικασία.
Λέµε ότι η (Xt)t≥0 είναι διαδικασία Feller, αν η συλλογή (Tt)t≥0, σχηµατίζει µια
ηµι-οµάδα Feller.

7Η µέση τιµή Ex[f(Xt)] είναι καλά οϱισµένη, διότι η f ∈ C0(Rd) είναι ϕϱαγµένη.
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Οι διαδικασίες Feller, έχουν "καλή συµπεριφορά" ως πϱος την αρχική τους κατάσ-
ταση. Αποδεικνύεται ότι8, αν (Xt)t≥0 µια διαδικασία Feller, τότε:

Xx
t

d→ Xy
t καϑώς x→ y, για δεδοµένο t ≥ 0

Xx
t

P→ x καϑώς t→ 0, για δεδοµένο x ∈ Rd

όπου µε Xx
t , συµϐολίϹουµε την κατάσταση της διαδικασίας, την χϱονική στιγµή

t ≥ 0, δεδοµένου ότι ξεκίνησε από την κατάσταση x ∈ Rd.

ΟϱίϹουµε τώϱα, το ϐασικό είδος διαδικασίας που ϑα µας απασχολήσει.

Οϱισµός 2.2.14 (Κίνηση Brown). Μια διαδικασία (Bt)t≥0 λέγεται (µονοδιάστατη)
κίνηση Brown (ως πϱος τη διήϑηση (Ft)t≥0), αν είναι πϱοσαϱµοσµένη και τέτοια ώστε:

(i) Για κάϑε 0 ≤ s < t, η πϱοσαύξηση Bt −Bs ⊥⊥ Fs

(ii) Για κάϑε 0 ≤ s ≤ t, η πϱοσαύξηση Bt −Bs ∼ N(0, t− s)

(iii) Είναι συνεχής

Αν επιπλέον, B0 = 0, τότε λέγεται τυπική κίνηση Brown.

Η κίνηση Brown είναι η απλούστεϱη και πιο συνήϑης επιλογή, όταν ϑέλουµε να
προσθέσουµε ϑόϱυϐο (noise), σε ένα υπάρχον ντετερµινιστικό µοντέλο. Η παϱουσία
της, εκφράζει την τυχαιότητα του ϕυσικού ϕαινοµένου που ϑέλουµε να περιγράψ-
ουµε. ΄Ενα παϱάδειγµα της µεϑοδολογίας αυτής, είναι οι στοχαστικές διαφορικές εξ-
ισώσεις, οι οποίες επεκτείνουν τις συνήθεις αυτόνοµες διαφορικές εξισώσεις, προσθέ-
τοντας τους ϑόϱυϐο (υπό τη µοϱϕή της κίνησης Brown).

Βλέπουµε στο σχήµα 2.1, µεϱικές τϱοχιές της τυπικής κίνησης Brown. Ο κώδικας
που χϱησιµοποιήϑηκε για την πϱοσοµοίωση, δίνεται στο παϱάϱτηµα A.1.

Σχήµα 2.1: Τϱοχιές της µονοδιάστατης (τυπικής) κίνησης Brown.

8Βλέπε λήµµα 17.3, του [5], σελίδες 315-316.
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Ο ορισµός της κίνησης Brown, επεκτείνεται µε ϕυσιολογικό τϱόπο και στις πολ-
λές διαστάσεις. Ορίζουµε ως d-διάστατη (τυπική) κίνηση Brown, τη διαδικασία
B = (Bt)t≥0, µε Bt = (B

(1)
t , B

(2)
t , . . . , B

(d)
t ), όπου οι B(i) είναι d ανεξάϱτητες,

µονοδιάστατες (τυπικές) κινήσεις Brown.

Βλέπουµε στο σχήµα 2.2, µεϱικές τροχιές της δισδιάστατης κίνησης Brown. Ο
κώδικας που χρησιµοποιήθηκε για την προσοµοίωση, είναι απλή επέκταση της
µονοδιάστατης πεϱίπτωσης (ϐλέπε παϱάϱτηµα A.1)

Σχήµα 2.2: Τϱοχιές της δισδιάστατης (τυπικής) κίνησης Brown.

Οϱισµός 2.2.15 (∆ιάχυση Itô). Μια διαδικασία X = (Xt)t≥0 λέγεται (χϱονικά
οµογενής) διάχυση Itô, αν ικανοποιεί την ακόλουϑη στοχαστική διαφορική εξίσωση:

dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dBt, για κάϑε t ≥ 0

X0 = x ∈ Rd

όπουB = (Bt)t≥0 είναι µιαm-διάστατη κίνηση Brown και οι συντελεστές b : Rd → Rd,
σ : Rd → Rd×m είναι Lipschitz.

Παϱατήϱηση 2.2.4. Αποδεικνύεται ότι, κάϑε διάχυση Itô είναι συνεχής, ισχυϱά
Μαρκοβιανή και Feller. Για την απόδειξη του τελευταίου ισχυρισµού, παραπέµπουµε
στο ιστότοπο [8].

Παϱάδειγµα 2.2.3 (Γεωµετϱική κίνηση Brown). Η διαδικασία (Xt)t≥0, λέγεται
γεωµετϱική κίνηση Brown, αν είναι λύση της πιο κάτω:

dXt = µXtdt+ σXtdBt για κάϑε t ≥ 0

X0 = x

όπου οι σταϑεϱές µ, x ∈ R και σ > 0.

Ισοδύναµα, αν Xt = xeµt+σBt, για κάϑε t ≥ 0. Η παϱάµετϱος µ λέγεται τάση του
µοντέλου, καθώς η αναµενόµενη τιµή της διαδικασίας είναι E[St] = xeµt. Συνεπώς,
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η µ εκφράζει τη τάση µε την οποία αυξάνεται (ή µειώνεται) η τιµή της διαδικασίας.
Η παϱάµετϱος σ λέγεται µεταβλητότητα του µοντέλου, καθώς ϱυθµίζει (πολλαπλασι-
αστικά) την πηγή τυχαιότητας του µοντέλου.

Στο σχήµα 2.3, ϐλέπουµε µεϱικές τροχιές της γεωµετϱικής κίνησης Brown. Ο
κώδικας που χρησιµοποιήθηκε για την προσοµοίωση, δίνεται στο παϱάϱτηµα A.2.

Σχήµα 2.3: Τϱοχιές της γεωµετϱικής κίνησης Brown.

Για κάϑε διάχυση Itô, µποϱούµε να ορίσουµε και διάφορους τελεστές. Ειδικότερα,
ϑα ορίσουµε τον γεννήτορα, τον χαρακτηριστικό τελεστή, τον διαφορικό τελεστή κα-
ϑώς και διάφορες συσχετίσεις µεταξύ τους.

Οϱισµός 2.2.16 (Γεννήτοϱας). ΄Εστω X = (Xt)t≥0 µια διάχυση Itô. Ο γεννήτοϱας
της X, έστω AX , οϱίϹεται ως:

AXf(x) = lim
t↓0

Ex[f(Xt)]− f(x)

t

Το πεδίο οϱισµού του, έστω domAX , πεϱιέχει όλες τις συναϱτήσεις f : Rd → R, τέτοιες
ώστε να υπάϱχει το πιο πάνω όϱιο, για κάϑε x ∈ Rd.

Οϱισµός 2.2.17 (Χαϱακτηϱιστικός τελεστής). ΄Εστω X = (Xt)t≥0 µια διάχυση Itô.
Ο χαϱακτηϱιστικός τελεστής της X, έστω AX , οϱίϹεται ως:

AXf(x) = lim
U↓x

Ex[f(XτUc )]− f(x)

Ex[τUc ]

όπου το όϱιο U ↓ x, συµβολίζει µια ϕθίνουσα ακολουθία ανοιχτών περιοχών του x,
έστω U = (Un)n≥0, τέτοιες ώστε

⋂∞
n=0 Un = {x}.

Το πεδίο οϱισµού του AX , έστω domAX , πεϱιέχει όλες τις συναϱτήσεις f : Rd → R,
τέτοιες ώστε να υπάϱχει το πιο πάνω όϱιο για κάϑε x ∈ Rd και ακολουϑία U .
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Μποϱεί να αποδειχθεί ότι, ο χαρακτηριστικός τελεστής, είναι επέκταση του γεννή-
τορα. Ειδικότερα, αποδεικνύεται ότι domAX ⊆ domAX και για κάϑε f ∈ domAX ,
ισχύει ότι AXf = AXf .

Οϱισµός 2.2.18 (∆ιαϕοϱικός τελεστής). ΄Εστω X = (Xt)t≥0 µια διάχυση Itô. Ο
διαϕοϱικός τελεστής της X, έστω LX , οϱίϹεται ως:

LXf(x) =
d∑

i=1

bi(x)
∂f

∂xi
(x) +

1

2

d∑
i=1

d∑
j=1

(σσT )ij(x)
∂2f

∂xi∂xj
(x)

όπου υπονοείται ότι η f , είναι επαϱκώς οµαλή, ώστε να οϱίϹεται η πιο πάνω ποσότητα.

∆ίνουµε τις ακόλουϑες δυο πϱοτάσεις, οι οποίες µας επιτϱέπουν να ταυτίσουµε τους
πιο πάνω τελεστές, για συγκεκϱιµένες κλάσεις συναϱτήσεων.

Πϱόταση 2.2.7. ΄Εστω X = (Xt)t≥0 µια διαχύση Itô και έστω µια πραγµατική
συνάϱτηση f ∈ C2(Rd), µε συµπαγές στήϱιγµα. Τότε, η f ∈ domAX και ισχύει
ότι AXf = LXf .

Πϱόταση 2.2.8. ΄Εστω X = (Xt)t≥0 µια διαχύση Itô και έστω µια πραγµατική
συνάϱτηση f ∈ C2(Rd). Τότε, η f ∈ domAX και ισχύει ότι AXf = LXf .

Ολοκληϱώνουµε το κεϕάλαιο αυτό, σχολιάϹοντας την έννοια της "σκοτωµού" (killing)
µιας διάχυσης Itô. Είδαµε ότι, αν X = (Xt)t≥0 µια διάχυση Itô, τότε ο γεννήτοϱας
της ταυτίϹεται µε τον διαϕοϱικό τελεστή της (για κατάλληλη κλάση συναϱτήσεων):

AXf =
d∑

i=1

bi
∂f

∂xi
+

1

2

d∑
i=1

d∑
j=1

(σσT )ij
∂2f

∂xi∂xj

΄Ενα εϱώτηµα που πϱοκύπτει, είναι κατά πόσο υπάϱχει κάποια διαδικασία X̃, της
οποίας ο γεννήτοϱας να δίνεται από:

AX̃f =
d∑

i=1

bi
∂f

∂xi
+

1

2

d∑
i=1

d∑
j=1

(σσT )ij
∂2f

∂xi∂xj
− cf = AXf − cf

όπου c : Rd → R µια µη αϱνητική, ϕϱαγµένη και συνεχής συνάϱτηση, την οποία
ονοµάϹουµε συντελεστή "σκοτωµού" (killing coefficient).

Πϱάγµατι, υπάρχει µια τέτοια διαδικασία, η οποία πϱοκύπτει σταµατώντας
("σκοτώνοντας") τα µονοπάτια της (Xt)t≥0, σε ένα τυχαίο χϱόνο. Ειδικότερα, υπ-
άρχει ένας τυχαίος χϱόνος ζ, τέτοιος ώστε:

X̃t(ω) =

{
Xt(ω) , για ζ(ω) < t
∂ , για ζ(ω) ≥ t

όπου ∂ /∈ Rd µια τεϱµατική κατάσταση (cemetary state).
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Κατά σύµϐαση, ϑεωϱούµε ότι κάϑε συνάϱτηση της (X̃t)t≥0 (δηλαδή κάϑε συνάϱτηση
µε πεδίο οϱισµού τον Rd ∪ {∂}), παίϱνει τη τιµή µηδέν στην κατάσταση ∂.

Αποδεικνύεται ότι, η σκοτωµένη διαδικασία (X̃t)t≥0 είναι και αυτή ισχυϱά Μαρκο-
ϐιανή, καθώς και ότι για κάϑε ϕραγµένη και συνεχής συνάϱτηση f , ισχύει ότι:

Ex[f(X̃t)] = Ex[e
−

∫ t
0 c(Xs)dsf(Xt)]



3

∆ιακϱιτός Χϱόνος

Στο κεϕάλαιο αυτό, ϑα ασχοληϑούµε µε τα πϱοϐλήµατα ϐέλτιστης διακοπής, στην
πεϱίπτωση του διακϱιτού χϱόνου. Αν και δεν εµϕανίϹονται άµεσα στις εϕαϱµογές που
ϑέλουµε να µελετήσουµε, τα χϱησιµοποιούµε στις αϱιϑµητικές µεϑόδους επίλυσης,
αντίστοιχων πϱοϐληµάτων στον συνεχή χϱόνο.

Θα ασχοληϑούµε µόνο µε την πεϱίπτωση του πεπεϱασµένου χϱονικού οϱίϹοντα.
Θα ξεκινήσουµε µελετώντας το πϱόϐληµα στη γενική του µοϱϕή, ενώ στο τέλος ϑα
σχολιάσουµε και πως η επιπλέον υπόϑεση για Μαϱκοϐιανή δοµή στην υποκείµενη
διαδικασία, µποϱεί να οδηγήσει σε µια εναλλακτική πϱοσέγγιση.

Η ϑεωϱία που παϱουσιάϹουµε στηϱίϹεται κυϱίως στην δουλειά των [10], ενώ πολύ
ενδιαϕέϱον συϹητήσεις για το ϑέµα υπάϱχουν και στα [12, 2, 13].

3.1 Γενικό πλαίσιο

Ξεκινάµε, οϱίϹοντας το γενικό πλαίσιο, µε το οποίο ϑα ασχοληϑούµε στο κεϕάλαιο
αυτό. ΄Εστω (Ω,F ,P), ο χώϱος πιϑανότητας που πεϱιγϱάϕει τις δυνατές εκϐάσεις
του ϕαινοµένου που παϱακολουϑούµε.

΄Εστω G = (Gn)n≥0, η διαδικασία κέϱδους του ϕαινοµένου. Εποµένως, η τυχαία
µεταϐλητή Gn, παϱιστάνει το κέϱδος που έχουµε αν σταµατήσουµε το ϕαινόµενο τη
χϱονική στιγµή n. Λόγω της ϕυσικής εϱµηνείας της G ως κέϱδος, ϕαίνεται εύλογο
να υποϑέσουµε ότι είναι µη αϱνητική. ΄Οµως, ϑα δούµε και πιο κάτω, ότι η επιπλέον
αυτή υπόϑεση δεν επηϱεάϹει τις σχετικές αποδείξεις, γι’ αυτό και την παϱαλείπουµε.

Επίσης, ϑεωϱούµε και την παϱαγόµενη διήϑηση της G, την οποία συµϐολίϹουµε µε
(Fn)n≥0. ∆ηλαδή, για κάϑε n ≥ 0, η σ-άλγεϐϱα Fn = σ(Gk : 0 ≤ k ≤ n), παϱιστάνει
την πληϱοϕοϱία που µας δίνει η τϱοχιά του ϕαινοµένου µέχϱι και τη χϱονική στιγµή
n. Στα πιο κάτω ϑεωϱούµε τον χώϱο πιϑανότητας µε διήϑηση (Ω,F , (Fn)n≥0,P).
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3.1.1 Πϱος τα πίσω επαγωγή

΄Οπως αναϕέϱαµε και πιο πάνω, στο κεφάλαιο αυτό ϑα ασχοληθούµε µόνο µε την
πεϱίπτωση του πεπερασµένου χϱονικού ορίζοντα. ΄Εστω λοιπόν, N ∈ N ο χϱονικός
ορίζοντας (ωρίµανση) του ϕαινοµένου. ΄Αϱα, η διαδικασία κέρδους και η παραγό-
µενη διήϑησή της, ορίζονται µέχϱι και τη χϱονική στιγµή N , δηλαδή (Gn)0≤n≤N και
(Fn)0≤n≤N .

Συνεπώς, το πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής, το οποίο ϑα µελετήσουµε στο κεϕάλαιο
αυτό, είναι το:

V N
0 = sup

0≤τ≤N
E[Gτ ] (3.1.1)

όπου µε 0 ≤ τ ≤ N , συµϐολίϹουµε τους χϱόνων διακοπής, µε τιµές µεταξύ του 0
και N (P-σϐ).

Για να έχει νόηµα η επίλυση του πϱοϐλήµατος 3.1.1, πϱέπει να επιϐάλουµε και
κάποιους επιπλέον πεϱιοϱισµούς στη διαδικασία G, ώστε το supremum να είναι
πεπεϱασµένο. Ακολουϑώντας τον συλλογισµό των [10], υποϑέτουµε ότι:

E
[

sup
0≤n≤N

|Gn|
]
<∞ (3.1.2)

Η συνϑήκη ολοκληϱωσιµότητας 3.1.2, µας εξασϕαλίϹει ότι E[Gτ ] < ∞, για κάϑε
χϱόνο διακοπής 0 ≤ τ ≤ N . ∆ιαϕοϱετικά, η επίλυση του 3.1.1 ϑα ήταν τετϱιµµένη
(κάϑε χϱόνος διακοπής µε άπειϱο αναµενόµενο κέϱδος ϑα ήταν ϐέλτιστος).

΄Οπως πϱοδίδει και η ονοµασία της υποενότητας, ϑα επιδιώξουµε να λύσουµε το
πϱόϐληµα 3.1.1 επαγωγικά. Η ιδέα είναι, να εντάξουµε το πϱόϐληµα 3.1.1, σε µια
(αριθµήσιµη) ακολουθία προβληµάτων, την οποία µποϱούµε να λύσουµε επαγωγικά.

Για κάϑε χϱονική στιγµή 0 ≤ n ≤ N , οϱίϹουµε το πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής:

V N
n = sup

n≤τ≤N
E[Gτ ] (3.1.3)

Εύκολα ϐλέπουµε ότι η υπόϑεση 3.1.2, εξασϕαλίϹει ότι το πϱόϐληµα 3.1.3 είναι
καλά οϱισµένο, για κάϑε 0 ≤ n ≤ N . Με ϐάση τον πιο πάνω συµϐολισµό, το
αϱχικό πϱόϐληµα 3.1.1, ταυτίϹεται µε το 3.1.3, για n = 0. Επιπλέον, για n = N , το
πϱόϐληµα 3.1.3 είναι τετϱιµµένο, καϑώς ο µοναδικός διαϑέσιµος χϱόνος διακοπής,
είναι ο σταϑεϱός τ ≡ N (µε αντίστοιχη αξία V N

N = GN ).

Αποµένει να κατασκευάσουµε µια αναδϱοµική σχέση, η οποία συνδέει τα προβλή-
µατα 3.1.3. ΄Εχοντας µια τέτοια σχέση, µποϱούµε ξεκινώντας από τη τετριµµένη
πεϱίπτωση για n = N , να υπολογίσουµε αναδϱοµικά τη λύση του αρχικού προβλή-
µατος 3.1.1 (ισοδύναµα τη λύση του 3.1.3 για n = 0).

Η παϱατήϱηση, στην οποία ϑα στηρίξουµε τη Ϲητούµενη αναδϱοµή, είναι ότι σε κάϑε
χϱονική στιγµή 0 ≤ n ≤ N − 1, µποϱούµε είτε να σταµατήσουµε, είτε να προχωρή-
σουµε στη χϱονική στιγµή n + 1. Μια πιθανή προσέγγιση, είναι να εργαστούµε
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άπληστα (greedy), δηλαδή να επιλέξουµε την πϱάξη που αξίϹει περισσότερο. Θα
δούµε πιο κάτω ότι, ο συλλογισµός αυτός είναι πράγµατι ϐέλτιστος.

΄Εστω (SN
n )0≤n≤N , το κέϱδος που έχουµε σε κάϑε χϱονική στιγµή 0 ≤ n ≤ N ,

ακολουϑώντας την πιο πάνω στϱατηγική. Τη χϱονική στιγµή n = N , η µοναδική
µας επιλογή είναι να σταµατήσουµε. Εποµένως, έχουµε ότι SN

N = GN . Τη χϱονική
στιγµή n = N−1, µποϱούµε είτε να σταµατήσουµε, είτε να συνεχίσουµε στη χϱονική
στιγµή n = N . Αν επιλέξουµε να σταµατήσουµε, το κέϱδος µας είναι GN−1. Αν
επιλέξουµε να συνεχίσουµε, το κέϱδος µας είναι ίσο µε το κέϱδος της χϱονικής
στιγµής n = N , δεδοµένης της µέχϱι στιγµής τϱοχιάς µας, δηλαδή E[SN

N |FN−1]
1.

Λειτουϱγώντας άπληστα, επιλέγουµε το µεγαλύτεϱο από τα δυο:

SN
N−1 = max{GN−1,E[SN

N |FN−1]}

ΣυνεχίϹοντας µε τον ίδιο συλλογισµό, οδηγούµαστε στο πιο κάτω αναδϱοµικό σχήµα:

SN
N = GN (3.1.4)

SN
n = max{Gn,E[SN

n+1|Fn]}, n = N − 1, N − 2 . . . , 0 (3.1.5)

Η ακολουϑία που παϱάγει το πιο πάνω σχήµα, είναι µονοσήµαντα οϱισµένη, λόγω
της τελικής συνϑήκης 3.1.4. Αυτός είναι και ο κύϱιος πεϱιοϱισµός της πϱοσέγγισης
αυτής, καϑώς στην πεϱίπτωση του άπειϱου χϱονικού οϱίϹοντα, δεν έχουµε κάποια
συνϑήκη ανάλογη της 3.1.42. Συνεπώς, η µέϑοδος της πϱος τα πίσω επαγωγής,
µποϱεί να εϕαϱµοστεί µόνο στην πεϱίπτωση του πεπεϱασµένου χϱονικού οϱίϹοντα.

Η στϱατηγική που συνοδεύει την πιο πάνω αναδϱοµή, είναι να σταµατήσουµε την
παϱακολούϑηση, όταν το κέρδος της άµεσης διακοπής, είναι µεγαλύτεϱο του κέρ-
δους συνέχειας στην επόµενη χϱονική στιγµή. Εύκολα ϐλέπουµε ότι, ο συλλογισµός
αυτός περιγράφεται από τους ακόλουθους χρόνους διακοπής:

τNn = inf{n ≤ k ≤ N : SN
k = Gk}, n = N,N − 1, . . . , 0 (3.1.6)

Παϱατήϱηση 3.1.1. Εύκολα ϐλέπουµε ότι n ≤ τNn ≤ N , για κάϑε 0 ≤ n ≤ N , λόγω
της τελικής συνϑήκης 3.1.4.

Θα αποδείξουµε ότι, το αναδϱοµικό σχήµα 3.1.4-3.1.5 και οι χϱόνοι διακοπής
3.1.6, πράγµατι λύνουν την ακολουθία προβληµάτων 3.1.3 (και κατά συνέπεια το
πϱόϐληµα 3.1.1).

Αποδεικνύουµε πϱώτα ένα ενδιάµεσο αποτέλεσµα, το οποίο ϑα µας χϱειαστεί. Στην
πιο κάτω πϱόταση, δείχνουµε ότι ξεκινώντας από τη χϱονική στιγµή 0 ≤ n ≤ N και
έχοντας ήδη διανύσει τη τϱοχιά Fn, το µέγιστο αναµενόµενο κέϱδος που µποϱούµε
να έχουµε, πεϱιγϱάϕεται από την τυχαία µεταϐλητή SN

n . Επιπλέον, πετυχαίνουµε τη
τιµή αυτή, ακολουϑώντας την στϱατηγική που υποδεικνύει ο χϱόνος διακοπής τNn .

1Το κέϱδος GN είναι τυχαία µεταϐλητή. ΄Αϱα η µέχϱι στιγµής τϱοχιά, FN−1, επηϱεάϹει τις δυνατές
τιµές της.

2Ισχύει µια αναδϱοµική σχέση όµοια της 3.1.5 και στην πεϱίπτωση του άπειϱου οϱίϹοντα (ϐλέπε
[10]). ΄Οµως, χωϱίς κάποια "αϱχική" συνϑήκη ανάλογη της 3.1.4, δεν µποϱούµε να αξιοποιήσουµε
(ξεκινήσουµε) την αναδϱοµή για τον αναλυτικό υπολογισµό της ακολουϑίας.
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Πϱόταση 3.1.1. ΄Εστω ότι ισχύει η συνϑήκη 3.1.2. Τότε, για κάϑε 0 ≤ n ≤ N :

SN
n ≥ E[Gτ |Fn] για κάϑε n ≤ τ ≤ N (3.1.7)

SN
n = E[GτNn

|Fn] (3.1.8)

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε και τους δυο ισχυϱισµούς επαγωγικά.

Σχέση 3.1.7

• Επαγωγική ϐάση

Για n = N , ο µοναδικός διαϑέσιµος χϱόνος διακοπής, είναι ο σταϑεϱός τ ≡ N . ΄Αϱα:

Gτ ≡ GN ⇒ E[Gτ |FN ] = E[GN |FN ] = GN = SN
N

• Επαγωγική υπόϑεση

΄Εστω ότι ισχύει ο ισχυϱισµός για n = k, όπου 1 ≤ k ≤ N − 1. ∆ηλαδή:

SN
k ≥ E[Gτ |Fk] για κάϑε k ≤ τ ≤ N

• Επαγωγικό ϐήµα

Θα δείξουµε ότι ισχύει ο ισχυϱισµός για n = k − 1, δηλαδή ότι:

SN
k−1 ≥ E[Gτ |Fk−1] για κάϑε k − 1 ≤ τ ≤ N

΄Εστω ένας χϱόνος διακοπής k − 1 ≤ τ ≤ N . ΟϱίϹουµε τώϱα τον τ̃ = τ ∨ k. Ο τ̃
είναι χϱόνος διακοπής, ως το maximum µεταξύ δυο χϱόνων διακοπής και εύκολα
ϐλέπουµε ότι k ≤ τ̃ ≤ N . Συνεπώς:

E[Gτ |Fk−1] = E[Gτ1{τ=k−1} +Gτ1{τ≥k}|Fk−1]

= E[Gτ1{τ=k−1}|Fk−1] + E[Gτ1{τ≥k}|Fk−1]

= Gk−11{τ=k−1} + E[Gτ̃ |Fk−1]1{τ≥k}

= Gk−11{τ=k−1} + E
[
E[Gτ̃ |Fk]

∣∣∣Fk−1

]
1{τ≥k}

≤ Gk−11{τ=k−1} + E[SN
k |Fk−1]1{τ≥k}

≤ SN
k−11{τ=k−1} + SN

k−11{τ≥k}

= SN
k−1

όπου στην πϱώτη ανισότητα, επικαλεστήκαµε την επαγωγική υπόϑεση.

Σχέση 3.1.8

• Επαγωγική ϐάση

΄Ιδιο επιχείϱηµα µε τη σχέση 3.1.7.
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• Επαγωγική υπόϑεση

΄Εστω ότι ισχύει ο ισχυϱισµός για n = k, όπου 1 ≤ k ≤ N − 1. ∆ηλαδή:

SN
k = E[GτNk

|Fk]

• Επαγωγικό ϐήµα

Θα δείξουµε ότι ισχύει ο ισχυϱισµός για n = k − 1, δηλαδή ότι:

SN
k−1 = E[GτNk−1

|Fk−1]

Πϱάγµατι:

E[GτNk−1
|Fk−1] = E[GτNk−1

1{τNk−1=k−1} +GτNk−1
1{τNk−1≥k}|Fk−1]

= E[GτNk−1
1{τNk−1=k−1}|Fk−1] + E[GτNk−1

1{τNk−1≥k}|Fk−1]

= SN
k−11{τNk−1=k−1} + E[GτNk

|Fk−1]1{τNk−1≥k}

= SN
k−11{τNk−1=k−1} + E

[
E[GτNk

|Fk]
∣∣∣Fk−1

]
1{τNk−1≥k}

= SN
k−11{τNk−1=k−1} + E[SN

k |Fk−1]1{τNk−1≥k}

= SN
k−11{τNk−1=k−1} + SN

k−11{τNk−1≥k}

= SN
k−1

όπου στην πέµπτη ισότητα, επικαλεστήκαµε την επαγωγική υπόϑεση. ■

Χϱησιµοποιώντας τις σχέσεις 3.1.7-3.1.8, µποϱούµε να αποδείξουµε το κεντϱικό
αποτέλεσµα της υποενότητας αυτής. Στο πιο κάτω ϑεώϱηµα δείχνουµε ότι, η τυχαία
µεταϐλητή SN

n λύνει (έµµεσα) το πϱόϐληµα 3.1.3, ότι ο χϱόνος διακοπής τNn είναι
ϐέλτιστος καϑώς και δυο χαϱακτηϱισµούς για την ακολουϑία (SN

n )0≤n≤N .

Θεώϱηµα 3.1.1 (Πϱος τα πίσω επαγωγή). ΄Εστω ότι ισχύει η συνϑήκη 3.1.2. Τότε
για δεδοµένο 0 ≤ n ≤ N :

(i) Ο τNn είναι ο µικϱότεϱος ϐέλτιστος χϱόνος διακοπής του πϱοϐλήµατος 3.1.3

(ii) Η ακολουϑία (SN
k )n≤k≤N είναι το µικϱότεϱο supermartingale που κυϱιαϱχεί την

(Gk)n≤k≤N

(iii) Η σταµατηµένη ακολουϑία (SN
k∧τNn

)n≤k≤N είναι martingale

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε πϱώτα τον ισχυϱισµό (ii), καϑώς χϱειάϹεται στην απόδειξη
του ισχυϱισµού (i).

Ισχυϱισµός (ii)

Από κατασκευή της ακολουϑίας (SN
k )n≤k≤N (ϐλέπε σχήµα 3.1.4-3.1.5), έπεται άµεσα

ότι είναι supermartingale3και ότι κυϱιαϱχεί την (Gk)n≤k≤N .
3Εύκολα ϐλέπουµε ότι είναι πϱοσαϱµοσµένη και ολοκληϱώσιµη.
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΄Εστω τώϱα (S̃k)n≤k≤N , ένα άλλο supermartingale που κυϱιαϱχεί την (Gk)n≤k≤N .
Αϱκεί να δείξουµε ότι S̃k ≥ SN

k , για κάϑε n ≤ k ≤ N . Θα το αποδείξουµε επαγωγικά.

• Επαγωγική ϐάση

Για l = N , εύκολα ϐλέπουµε ότι SN
N = GN ≤ S̃N .

• Επαγωγική υπόϑεση

΄Εστω ότι ισχύει ο ισχυϱισµός για l = k, όπου n+ 1 ≤ k ≤ N − 1. ∆ηλαδή:

SN
k ≤ S̃k

• Επαγωγικό ϐήµα

Θα δείξουµε ότι ισχύει ο ισχυϱισµός, για l = k − 1, δηλαδή:

SN
k−1 ≤ S̃k−1

Πϱάγµατι:

SN
k−1 = max{Gk−1,E[SN

k |Fk−1]}
≤ max{Gk−1,E[S̃k|Fk−1]}
≤ max{Gk−1, S̃k−1}
= S̃k−1

όπου στην πϱώτη ανισότητα, επικαλεστήκαµε την επαγωγική υπόϑεση.

Ισχυϱισµός (i)

∆είχνουµε πϱώτα ότι ο τNn είναι ϐέλτιστος. Η σχέση 3.1.7, µας δίνει ότι:

E[SN
n ] ≥ E[Gτ ] για κάϑε n ≤ τ ≤ N ⇒ E[SN

n ] ≥ sup
n≤τ≤N

E[Gτ ] = V N
n

Επιπλέον, από τη σχέση 3.1.8, παίϱνουµε ότι:

E[SN
n ] = E[GτNn

] ≤ sup
n≤τ≤N

E[Gτ ] = V N
n

Οι δυο πιο πάνω σχέσεις, µας δίνουν ότι V N
n = E[SN

n ] = E[GτNn
]. Συνεπώς, ο τNn

είναι πϱάγµατι ϐέλτιστος για το πϱόϐληµα 3.1.3.

΄Εστω τώϱα n ≤ τ∗ ≤ N , ένας άλλος ϐέλτιστος χϱόνος διακοπής για το πϱόϐληµα
3.1.3. Θα αποδείξουµε ότι τNn ≤ τ∗ (P-σϐ). Αν δείξουµε ότι, SN

τ∗ = Gτ∗ (P-σϐ), τότε
από τον οϱισµό του τNn ως infimum (ϐλέπε σχέση 3.1.6), ϑα έχουµε το Ϲητούµενο.



26 3.1. Γενικό πλαίσιο

Από κατασκευή της ακολουϑίας (SN
k )n≤k≤N , έχουµε ότι SN

k ≥ Gk, για κάϑε n ≤ k ≤
N . Εποµένως, έπεται και ότι SN

τ∗ ≥ Gτ∗. Αν τώϱα P[SN
τ∗ > Gτ∗ ] > 0, τότε:

E[Gτ∗ ] < E[SN
τ∗ ] ≤ E[SN

n ] = V N
n

όπου στη δεύτεϱη ανισότητα, επικαλεστήκαµε το ϑεώϱηµα επιλεκτικής διακοπής4.

Η γνήσια ανισότητα στην πιο πάνω σχέση, οδηγεί σε άτοπο, καϑώς υποϑέσαµε ότι ο
τ∗ είναι ϐέλτιστος για το πϱόϐληµα 3.1.3.

Ισχυϱισµός (iii)

Αϱκεί να επιϐεϐαιώσουµε την martingale ιδιότητα5. Πϱάγµατι:

E[SN
(k+1)∧τNn |Fk] = E[SN

(k+1)∧τNn 1{τNn ≤k} + SN
(k+1)∧τNn 1{τNn ≥k+1}|Fk]

= E[SN
(k+1)∧τNn 1{τNn ≤k}|Fk] + E[SN

(k+1)∧τNn 1{τNn ≥k+1}|Fk]

= SN
τNn
1{τNn ≤k} + E[SN

k+1|Fk]1{τNn ≥k+1}

= SN
τNn
1{τNn ≤k} + SN

k 1{τNn ≥k+1}

= SN
k∧τNn 1{τNn ≤k} + SN

k∧τNn 1{τNn ≥k+1}

= SN
k∧τNn

για κάϑε n ≤ k ≤ N − 1. ■

ΣυνοψίϹοντας, στην υποενότητα αυτή, παϱουσιάσαµε µια µεϑοδολογία αναλυτικής
επίλυσης του προβλήµατος ϐέλτιστης διακοπής 3.1.1. Οι υποθέσεις του προβλήµα-
τος 3.1.1, εκ πϱώτης όψης ϕαίνονται αρκετά δεσµευτικές. ΄Οµως, όπως ϑα δούµε και
στο πρακτικό κοµµάτι της εργασίας, συνηθίζεται να προσεγγίζουµε τη λύση προβλη-
µάτων ϐέλτιστης διακοπής στον συνεχή χϱόνο, από τέτοιου είδους προβλήµατα.

Παϱόλο που η διαδικασία είναι άµεση, εν γένει είναι εξαιρετικά δύσκολο να υπ-
ολογίσουµε τη δεσµευµένη µέση τιµή στην εξίσωση 3.1.5. Το πως υπολογίζουµε ή
εκτιµούµε τη µέση τιµή αυτή, αποτελεί το κύϱιο χαρακτηριστικό που διαφοροποιεί
τις αριθµητικές µεθόδους, που ϑα παρουσιάσουµε στο δεύτεϱο µέϱος της εργασίας.

Ανάλογα αποτελέσµατα µε το ϑεώϱηµα 3.1.1, ισχύουν και στην πεϱίπτωση του
συνεχή χρόνου. Οµοίως µε πιο πάνω, την λύση στο πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής,
µας δίνει το µικϱότεϱο supermartingale που κυριαρχεί την διαδικασία κέρδους, ενώ
η εν λόγω διαδικασία ϑα είναι και martingale έως την (ϐέλτιστη) διακοπή της.

4O χϱόνος διακοπής τ∗ είναι ϕϱαγµένος από N .
5Το ότι είναι προσαρµοσµένη και ολοκληϱώσιµη, έπεται από το ότι η (SN

k )n≤k≤N είναι super-
martingale.
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3.2 Μαϱκοϐιανό πλαίσιο

Πϱοτού πϱοχωϱήσουµε στην πεϱίπτωση του συνεχή χϱόνου, ϑα σχολιάσουµε µια
εναλλακτική µοϱϕή του πϱοϐλήµατος, που πϱοκύπτει όταν η υποκείµενη διαδικασία
είναι Μαϱκοϐιανή. Θα δούµε ότι, στο πλαίσιο αυτό µποϱούµε να εκϕϱάσουµε τη
λύση του πϱοϐλήµατος, ως µια (πϱαγµατική) συνάϱτηση του χώϱου καταστάσεων.

ΟϱίϹουµε πϱώτα, το πλαίσιο που ϑα µας απασχολήσει στην παϱούσα ενότητα. ΄Εστω
X = (Xn)n≥0 µια χϱονικά οµογενής, ισχυϱά Μαρκοβιανή αλυσίδα στον χώϱο πι-
ϑανότητας µε διήϑηση (Ω,F , (Fn)n≥0,Px)

6. Επιπλέον, ϑεωρούµε ότι η διαδικασία
παίϱνει τιµές στον µετϱήσιµο χώϱο (Rd,B(Rd)), καθώς και ότι το µέτϱο πιθανότητας
Px, είναι τέτοιο ώστε Px[X0 = x] = 1, για κάποιο x ∈ Rd.

Η διαδικασία κέϱδους, δίνεται πλέον ως συνάϱτηση της υποκείµενης διαδικασίας X.
Ειδικότεϱα, έστω G : Rd → R µια µετϱήσιµη συνάϱτηση. ΄Οπως και µε την υπόϑεση
3.1.2, υποϑέτουµε ότι η συνάϱτηση G, είναι τέτοια ώστε:

Ex

[
sup

0≤n≤N
|G(Xn)|

]
<∞ (3.2.1)

για κάϑε x ∈ Rd, όπου µε Ex συµϐολίϹουµε την µέση τιµή κάτω από το µέτϱο Px.

Με ϐάση τα πιο πάνω, ϐλέπουµε ότι σε αυτό το πλαίσιο, υπάϱχει άµεση εξάϱτηση
από την αϱχική κατάσταση της αλυσίδας, x ∈ Rd. Συνεπώς, το αντίστοιχο πϱόϐληµα
ϐέλτιστης διακοπής, παίϱνει πλέον τη µοϱϕή:

V N
0 (x) = sup

0≤τ≤N
Ex[G(Xτ )] (3.2.2)

Εύκολα ϐλέπουµε ότι η υπόϑεση 3.2.1, µας εξασϕαλίϹει ότι το πϱόϐληµα 3.2.2 είναι
καλά οϱισµένο, για κάϑε x ∈ Rd. Το κύϱιο πλεονέκτηµα του πιο πάνω πλαισίου,
είναι ότι µας επιτϱέπει να µελετήσουµε το πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής 3.2.2, µέσω
της απεικόνισης Rd ∋ x 7→ V N

0 (x). Θα δούµε πιο κάτω, πως το γεγονός αυτό, µας
οδηγεί σε µεϱικά επιπλέον συµπεϱάσµατα για τη λύση του πϱοϐλήµατος.

Μποϱούµε να δείξουµε ότι, το πϱόϐληµα 3.2.2 ανάγεται στο πϱόϐληµα 3.1.1 της
πϱοηγούµενης ενότητας. Πϱάγµατι, έστω κάποιο x ∈ Rd. Θεωϱούµε ως διαδικασία
κέϱδους την (Gn)0≤n≤N , όπου Gn = G(Xn) και για µέτϱο πιϑανότητας το Px, που
πεϱιγϱάψαµε πιο πάνω. Τότε, το πϱόϐληµα 3.2.2, για το συγκεκϱιµένο x, αποτελεί
ειδική πεϱίπτωση του πϱοϐλήµατος 3.1.1.

΄Αϱα, µποϱούµε να χϱησιµοποιήσουµε τη µέϑοδο της πϱος τα πίσω επαγωγής για να
το επιλύσουµε. Συνεπώς, η ακολουϑία (SN

n )0≤n≤N και οι χϱόνοι διακοπής τNn , που
πεϱιγϱάψαµε στην πϱοηγούµενη ενότητα, µας δίνουν το Ϲητούµενο. Το ενδιαϕέϱον
εϱώτηµα της ενότητας αυτής, είναι κατά πόσο η Μαϱκοϐιανή δοµή της υποκείµενης
αλυσίδας, µας δίνει κάποια επιπλέον πληϱοϕοϱία.

6Για τα αποτελέσµατα που ϑέλουµε να παρουσιάσουµε, αϱκεί να υποθέσουµε ότι η διήϑηση
(Fn)n≥0 είναι η παραγόµενη διήϑηση της X. Παϱ’ όλ’ αυτά, η επιπλέον αυτή υπόθεση δεν επηϱεάϹει
τις σχετικές αποδείξεις γι’ αυτό και την παραλείπουµε.
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Το πϱοτέϱηµα του πλαισίου αυτού, είναι ότι µποϱούµε να συνδέσουµε άµεσα την
ακολουϑία (SN

n )0≤n≤N , µε τη συνάϱτηση αξίας V N
0 . Η ταυτότητα, που µας επιτϱέπει

να κάνουµε αυτή την αναγωγή, είναι η SN
n = V N−n

0 (Xn). Η ιδέα πίσω από την
απόδειξή της, είναι ότι λόγω της Μαϱκοϐιανής δοµής της αλυσίδας X, υπάϱχει µια
µοϱϕή "συµµετϱίας" µεταξύ του πϱοϐλήµατος 3.2.2 για N − n και του 3.1.3 για n.

Παϱατήϱηση 3.2.1. Στο πϱόϐληµα 3.2.2, ο χϱονικός δείκτης συµβολίζει τον
εναποµείναντα χϱόνο µέχϱι την ωρίµανση, ενώ στο πϱόϐληµα 3.1.3, τη χϱονική στιγµή
από την οποία ξεκινάµε την αναϹήτηση.

∆είχνουµε στο πιο κάτω λήµµα, ότι πϱάγµατι ισχύει η πιο πάνω σχέση.

Λήµµα 3.2.1. ΄Εστω ότι ισχύει η υπόϑεση 3.2.1. Τότε, για κάϑε 0 ≤ n ≤ N :

SN
n = V N−n

0 (Xn) (3.2.3)

Απόδειξη. Από την αναδϱοµική κατασκευή της (SN
n )0≤n≤N (ϐλέπε σχήµα 3.1.4-

3.1.5), παίϱνουµε οτι SN−n
k ◦ θn = SN

n+k. Οπότε, για 0 ≤ n ≤ N , ισχύει ότι:

τNn = inf{n ≤ k ≤ N : SN
k = G(Xk)}

= inf{n ≤ k ≤ N : SN−n
k−n ◦ θn = G(Xk−n) ◦ θn}

= n+ inf{0 ≤ k ≤ N − n : SN−n
k = G(Xk)} ◦ θn

= n+ τN−n
0 ◦ θn

Χϱησιµοποιώντας την πιο πάνω σχέση, την Μαϱκοϐιανή ιδιότητα της αλυσίδας X =
(Xn)0≤n≤N , καϑώς και τη σχέση 3.1.8, οδηγούµαστε στη σχέση:

SN
n = Ex[G(XτNn

)|Fn]

= Ex[G(Xn+τN−n
0 ◦θn)|Fn]

= Ex[G(XτN−n
0

) ◦ θn|Fn]

= EXn [G(XτN−n
0

)]

Επιπλέον, οι σχέσεις 3.1.7-3.1.8, µας δίνουν ότι:

Ex[S
N−n
0 ] = Ex[G(XτN−n

0
)] = sup

0≤τ≤N−n
Ex[G(Xτ )] = V N−n

0 (x)

Από τις δυο τελευταίες σχέσεις, έπεται το Ϲητούµενο. ■

Κάτι που αξίϹει να σχολιαστεί είναι ότι, η ποσότητα V N−n
0 (x) του πϱοϐλήµατος 3.2.2

(όπου x ∈ Rd), είναι πϱαγµατικός αϱιϑµός, ενώ η V N−n
0 (Xn) στη σχέση 3.2.3, είναι

τυχαία µεταϐλητή.
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ΟϱίϹουµε τώϱα, για κάϑε 0 ≤ n ≤ N , τα ακόλουϑα σύνολα:

CN
n = {x ∈ Rd : V N−n

0 (x) > G(x)} (3.2.4)

DN
n = {x ∈ Rd : V N−n

0 (x) = G(x)} (3.2.5)

καϑώς και τον χϱόνο εισόδου της αλυσίδας στο DN
n :

τD = inf{0 ≤ n ≤ N : Xn ∈ DN
n } (3.2.6)

Εύκολα ϐλέπουµε ότι, τα σύνολα 3.2.4 και 3.2.5 είναι συµπληϱωµατικά, διότι το
σύνολο {x ∈ Rd : V N−n

0 (x) < G(x)} = ∅, για κάϑε 0 ≤ n ≤ N . Πϱάγµατι, από
τον οϱισµό του πϱοϐλήµατος 3.2.2, ϐλέπουµε ότι η V N−n

0 κυϱιαϱχεί την G, στον Rd.
Εποµένως, ο χώϱος καταστάσεων της αλυσίδας, διαµεϱίϹεται στα δυο αυτά σύνολα.

Λόγω της ταυτότητας 3.2.3, ο χϱόνος εισόδου τD, ταυτίζεται µε τον τN0 της προηγού-
µενης παραγράφου (ϐλέπε σχέση 3.1.6). Συνεπώς, είναι εύλογο να ονοµάσουµε τα
σύνολα CN

n και DN
n , ως σύνολο συνέχειας (continuation set) και διακοπής (stopping

set), αντίστοιχα.

Είµαστε πλέον σε ϑέση, να αποδείξουµε το κεντϱικό αποτέλεσµα της ενότητας αυτής.
Στο πιο κάτω ϑεώϱηµα, ϐλέπουµε πως τα αποτελέσµατα της µεϑόδου της πϱος τα
πίσω επαγωγής (ϐλέπε ϑεώϱηµα 3.1.1), επεκτείνονται στο παϱόν πλαίσιο.

Θεώϱηµα 3.2.1 (Μαρκοβιανό πλαίσιο - Οµογενές). ΄Εστω ότι ισχύει η υπόθεση 3.2.1.
Τότε, για κάϑε x ∈ Rd, έχουµε ότι:

(i) Η συνάϱτηση αξίας V n
0 , ικανοποιεί τις εξισώσεις Wald-Bellman:

V 0
0 (x) = G(x) (3.2.7)

V n
0 (x) = max{G(x),Ex[V

n−1
0 (X1)]}, n = N,N − 1 . . . , 0 (3.2.8)

Για δεδοµένο x ∈ Rd, ισχύει επιπλέον ότι:

(ii) Ο τD είναι ο µικϱότεϱος ϐέλτιστος χϱόνος διακοπής για το πϱόϐληµα 3.2.2

(iii) Η ακολουϑία (V N−n
0 (Xn))0≤n≤N είναι το µικϱότεϱο Px−supermartingale που

κυϱιαϱχεί την (G(Xn))0≤n≤N

(iv) Η σταµατηµένη ακολουϑία (V N−n∧τD
0 (Xn∧τD))0≤n≤N είναι Px−martingale

Απόδειξη. Η ταυτότητα 3.2.3, µας επιτϱέπει να επικαλεστούµε το ϑεώϱηµα 3.1.1 της
πϱοηγούµενης ενότητας, από όπου έπονται άµεσα οι ισχυϱισµοί (ii)-(iv).

Ισχυϱισµός (i)

Εύκολα ϐλέπουµε ότι, οι εξισώσεις Wald-Bellman, είναι το ανάλογο του σχήµατος
3.1.4-3.1.5, στο τϱέχον πλαίσιο.
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Η αϱχική συνϑήκη 3.2.7, έπεται άµεσα από τον οϱισµό του πϱοϐλήµατος 3.2.2.
Πϱάγµατι, για N = 0, ο µοναδικός διαϑέσιµος χϱόνος διακοπής είναι ο σταϑεϱός
τ ≡ 0. Εποµένως, ισχύει ότι V 0

0 (x) = Ex[G(Xτ )] = G(x).

Χϱησιµοποιώντας τώϱα, τις σχέσεις 3.2.3 και 3.1.5, έχουµε ότι:

V N−n
0 (Xn) = SN

n

= max{G(Xn),Ex[S
N
n+1|Fn]}

= max{G(Xn),Ex[V
N−(n+1)
0 (Xn+1)|Fn]}

= max{G(Xn),Ex[V
N−(n+1)
0 (X1) ◦ θn|Fn]}

= max{G(Xn),EXn [V
N−(n+1)
0 (X1)]}

για κάϑε 0 ≤ n ≤ N .

Θέτοντας n = 0 στην πιο πάνω σχέση, παίϱνουµε ότι (κάτω από το µέτϱο Px) ισχύει
η αναδϱοµή V N

0 (x) = max{G(x),Ex[V
N−1
0 (X1)]}. Επιπλέον, εύκολα ϐλέπουµε ότι,

η απόδειξη της ταυτότητας 3.2.3 µποϱεί να τροποποιηθεί, ώστε να επιλεχθεί οποιοσ-
δήποτε ϕυσικός αριθµός (µέχϱι και το N ), ως ωρίµανση του προβλήµατος. ΄Αϱα, από
την πιο πάνω αναδϱοµή, έπεται η Ϲητούµενη σχέση 3.2.8. ■

3.2.1 Μη-οµογενείς Μαϱκοϐιανές αλυσίδες

Ολοκληϱώνουµε το κεϕάλαιο του διακϱιτού χϱόνου, εξετάϹοντας και την πεϱίπτωση
όπου η υποκείµενη Μαϱκοϐιανή αλυσίδα X, είναι χϱονικά µη-οµογενής.

΄Εστω λοιπόν, X = (Xn)0≤n≤N , µια µη-οµογενής Μαρκοβιανή αλυσίδα. Γνωρίζουµε
ότι, η διαδικασία Z = (Zn)0≤n≤N , όπου Zn = (n,Xn), είναι χϱονικά οµογενής
Μαρκοβιανή αλυσίδα. Συνεπώς, µποϱούµε να εφαρµόσουµε τα πιο πάνω αποτελέσ-
µατα, ϑεωρώντας ως υποκείµενη διαδικασία την Z.

Λόγω της επαύξησης της αλυσίδας X, µε τη χϱονική στιγµή n, χρειάζεται να
τροποποιήσουµε κατάλληλα και το πϱόϐληµα ϑέλουµε να επιλύσουµε. Ως µέτϱο
πιθανότητας του µετρήσιµου χώϱου (Ω,F), ϑεωρούµε το µέτϱο Pn,x, το οποίο είναι
τέτοιο ώστε Pn,x[Xn = x] = 1, για κάποιο x ∈ Rd και 0 ≤ n ≤ N .

Η διαδικασία κέρδους, είναι πλέον συνάϱτηση και της χϱονικής στιγµή. Ει-
δικότερα, έστω G : {0, 1, . . . , N} × Rd → R µια µετϱήσιµη συνάϱτηση. Η συνθήκη
ολοκληρωσιµότητας 3.2.1, παίϱνει πλέον τη µοϱϕή:

En,x

[
sup

0≤k≤N−n
|G(n+ k,Xn+k)|

]
<∞ (3.2.9)

για κάϑε 0 ≤ n ≤ N και x ∈ Rd, όπου µε En,x συµϐολίϹουµε την µέση τιµή κάτω
από το µέτϱο Pn,x.

Ανάλογα, τϱοποποιούµε και το πϱος επίλυση πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής 3.2.2:

V N
0 (n, x) = sup

0≤τ≤N−n
En,x[G(n+ τ,Xn+τ )] (3.2.10)
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Για την επίλυση του πϱοϐλήµατος 3.2.10. αϱκεί να αποδείξουµε µια σχέση, ανάλογη
της 3.2.3. Πϱάγµατι, αποδεικνύεται ότι ισχύει η ακόλουϑη ταυτότητα:

SN
n+k = V N

0 (n+ k,Xn+k) (3.2.11)

για κάϑε 0 ≤ k ≤ N − n.

Η απόδειξή της, είναι όµοια µε αυτή της σχέσης 3.2.3, οπότε την παϱαλείπουµε.

Τϱοποποιούµε, µε παϱόµοιο τϱόπο, τα σύνολα συνέχειας και διακοπής, 3.2.4 και
3.2.5 αντίστοιχα, καϑώς και τον χϱόνο εισόδου 3.2.6:

C = {(n, x) ∈ {0, 1, . . . , N} × Rd : V N
0 (n, x) > G(n, x)} (3.2.12)

D = {(n, x) ∈ {0, 1, . . . , N} × Rd : V N
0 (n, x) = G(n, x)} (3.2.13)

τD = inf{0 ≤ k ≤ N − n : Zn+k = (n+ k,Xn+k) ∈ D} (3.2.14)

Πϱιν δώσουµε το κεντϱικό αποτέλεσµα της ενότητας, ϑα δείξουµε έναν ισοδύναµο
χαϱακτηϱισµό για τις διαδικασίες supermartingale, µε ϐάση τις superharmonic
συναϱτήσεις. Για να αποδείξουµε τον εν λόγω ισχυϱισµό, ϑα χϱειαστούµε την έννοια
του τελεστή µετάϐασης. ∆ίνουµε πιο κάτω τον σχετικό οϱισµό.

Οϱισµός 3.2.1 (Τελεστής µετάϐασης). ΟϱίϹουµε ως τελεστή µετάϐασης της αλυσίδας
Z, την απεικόνιση:

Tf(n, x) = En,x[f(n+ 1, Xn+1)]

όπου (n, x) ∈ {0, 1, . . . , N − 1} × Rd.

Ως πεδίο οϱισµού του τελεστή µετάϐασης, ϑεωϱούµε κάϑε µετϱήσιµη συνάϱτηση
f : {0, 1, . . . , N}×Rd → R, τέτοια ώστε η τυχαία µεταϐλητή f(n+1, Xn+1), να είναι
ολοκληϱώσιµη ως πϱος Pn,x, για κάϑε (n, x) ∈ {0, 1, . . . , N − 1} × Rd.

Χϱησιµοποιώντας τον τελεστή µετάϐασης, µποϱούµε να οϱίσουµε και την έννοια της
superharmonic συνάϱτησης, την οποία οϱίϹουµε πιο κάτω.

Οϱισµός 3.2.2 (Superharmonic συνάϱτηση). Μια µετϱήσιµη συνάϱτηση f :
{0, 1, . . . , N} × Rd → R, λέγεται superharmonic (ως πϱος τη Z) αν:

Tf(n, x) ≤ f(n, x)

για κάϑε (n, x) ∈ {0, 1, . . . , N − 1} × Rd, όπου T ο τελεστής µετάϐασης της Z.

Στον πιο πάνω οϱισµό, υπονοείται ότι αν f µια superharmonic συνάϱτηση, τότε
οι τυχαίες µεταϐλητές f(n + 1, Xn+1) είναι ολοκληϱώσιµες ως πϱος Pn,x, για κάϑε
(n, x) ∈ {0, 1, . . . , N − 1} × Rd (ώστε να είναι καλά οϱισµένο το αϱιστεϱό µέλος).

Είµαστε πλέον σε ϑέση, να αποδείξουµε τον Ϲητούµενο ισχυϱισµό. Βλέπουµε
στην πιο κάτω πρόταση, κάτω από ποιες συνθήκες, µποϱεί µια superharmonic
συνάϱτηση, να επάγει µια διαδικασία supermartingale.
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Πϱόταση 3.2.1. ΄Εστω µια µετϱήσιµη συνάϱτηση f : {0, 1, . . . , N} ×Rd → R, τέτοια
ώστε οι τυχαίες µεταϐλητές f(n+ k,Xn+k), να είναι ολοκληϱώσιµες ως πϱος Pn,x, για
κάϑε (n, x) ∈ {0, 1, . . . , N} × Rd και 0 ≤ k ≤ N − n. Τότε, η f είναι superharmonic
συνάϱτηση αν-ν η διαδικασία (f(n+ k,Xn+k))0≤k≤N−n είναι Pn,x−supermartingale.

Απόδειξη. Λόγω της Μαϱκοϐιανής ιδιότητας της Z, ισχύει η ακόλουϑη ταυτότητα:

Tf(Zn+k) = EZn+k
[f(Z1)] = Ez[f(Z1) ◦ θn+k|Fn+k] = Ez[f(Zn+k+1)|Fn+k]

όπου z = (n, x), η αϱχική κατάσταση της αλυσίδας και 0 ≤ k ≤ N − n.

” ⇒ ” ΄Εστω ότι η f είναι superharmonic. Τότε, η πιο πάνω σχέση µας δίνει ότι:

Ez[f(Zn+k+1)|Fn+k] = Tf(Zn+k) ≤ f(Zn+k)

” ⇐ ” ΄Εστω ότι η διαδικασία (f(n+k,Xn+k))0≤k≤N−n είναι Pz−supermartingale.
Τότε, η supermartingale ιδιότητά της, µας δίνει ότι:

Ez[f(Zn+k+1)|Fn+k] ≤ f(Zn+k)

Θέτοντας k = 0 και παίϱνοντας µέσες τιµές, Ez, στα δυο µέλη, έχουµε ότι:

Tf(z) = Ez[f(Zn+1)] ≤ Ez[f(Zn)] = f(z)

όπου η δεύτεϱη ισότητα, έπεται από το γεγονός ότι Zn = z (Pz−σϐ). ■

∆ίνουµε τώϱα, το ϐασικό αποτέλεσµα της υποενότητας αυτής. Στο πιο κάτω ϑεώϱηµα,
ϐλέπουµε πως τροποποιούνται τα αποτελέσµατα του ϑεωρήµατος 3.2.1, όταν η υπ-
οκείµενη αλυσίδα είναι µη-οµογενής.

Θεώϱηµα 3.2.2 (Μαϱκοϐιανό πλαίσιο - Μη-οµογενές). ΄Εστω ότι ισχύει η υπόϑεση
3.2.9. Τότε, για κάϑε (n, x) ∈ {0, 1, . . . , N − 1} × Rd, έχουµε ότι:

(i) Η συνάϱτηση αξίας V N
0 , ικανοποιεί τις εξισώσεις Wald-Bellman:

V N
0 (n, x) = max{G(n, x), TV N

0 (n, x)}

(ii) Η συνάϱτηση αξίας V N
0 , είναι η µικϱότεϱη superharmonic συνάϱτηση που κυρι-

αρχεί την G στο {0, 1, . . . , N} × Rd

Για δεδοµένο (n, x) ∈ {0, 1, . . . , N} × Rd, ισχύει επιπλέον ότι:

(iii) Ο τD είναι ο µικϱότεϱος ϐέλτιστος χϱόνος διακοπής για το πϱόϐληµα 3.2.10

(iv) Η σταµατηµένη ακολουθία (V N
0 ((n + k) ∧ τD, X(n+k)∧τD))0≤k≤N−n είναι

Pn,x−martingale
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Απόδειξη. Η ταυτότητα 3.2.11, µας επιτϱέπει να επικαλεστούµε το ϑεώϱηµα 3.1.1,
από όπου έπονται οι ισχυρισµοί (ii)-(iv). Ειδικότερα, για τον ισχυϱισµό (ii), χρησι-
µοποιούµε και την πρόταση 3.2.1.

Ισχυϱισµός (i)

Χϱησιµοποιώντας τώϱα, τις σχέσεις 3.2.11 και 3.1.5, έχουµε ότι:

V N
0 (Zn+k) = SN

n+k

= max{G(Zn+k),En,x[V
N
0 (Zn+k+1)|Fn+k]}

= max{G(Zn+k),En,x[V
N
0 (Z1) ◦ θn+k|Fn+k]}

= max{G(Zn+k),EZn+k
[V N

0 (Z1)]}

για κάϑε 0 ≤ k ≤ N − (n+ 1).

Θέτοντας k = 0 στην πιο πάνω σχέση, παίϱνουµε ότι:

V N
0 (n, x) = max{G(Zn),EZn [V

N
0 (Z1)]} = max{G(n, x), TV N

0 (n, x)}

όπου η δεύτεϱη ισότητα, έπεται από το γεγονός ότι Zn = (n, x) (Pn,x−σϐ). ■

ΣυνοψίϹοντας, στην πιο πάνω ενότητα, παϱουσιάσαµε ένα εναλλακτικό πλαίσιο για το
πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής, 3.2.2 και 3.2.10, όταν η υποκείµενη διαδικασία που
παϱακολουϑούµε είναι Μαϱκοϐιανή. Στο εϱχόµενο κεϕάλαιο, ϑα δούµε ότι όµοια
αποτελέσµατα µε τα πιο πάνω, ισχύουν και στην πεϱίπτωση του συνεχή χϱόνου.

Στην παϱούσα εργασία, δεν ϑα εφαρµόσουµε άµεσα τα πιο πάνω αποτελέσµατα.
΄Οµως, αποτελούν µια καλή εισαγωγή στο αντίστοιχο πλαίσιο του συνεχή χρόνου.
Επίσης, ϐλέπουµε στον ισχυϱισµό (ii) του ϑεωρήµατος 3.2.2, ότι η πρόταση 3.2.1,
µας επιτϱέπει να αναζητήσουµε τη Ϲητούµενη συνάϱτηση αξίας, µέσω ενός προβ-
λήµατος συναρτησιακής (αρµονικής) ανάλυσης. Η χϱησιµότητα του αποτελέσµατος
αυτού, ϑα ϕανεί στην πεϱίπτωση του συνεχή χρόνου, όπου η έννοια των αρµονικών
συναϱτήσεων, συνδέεται άµεσα µε την ϑεωρία των διαφορικών εξισώσεων.



4

Συνεχής Χϱόνος

Στο κεφάλαιο αυτό, ϑα παρουσιάσουµε κάποια γενικά αποτελέσµατα για τα προβλή-
µατα ϐέλτιστης διακοπής, στον συνεχή χϱόνο. Θα δούµε πιο κάτω ότι, οι πλείστες έν-
νοιες που παϱουσιάσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, επεκτείνονται µε ϕυσιολογικό
τϱόπο και στην πεϱίπτωση του συνεχή χρόνου.

Θα ασχοληϑούµε πϱώτα, µε την γενική µοϱϕή του πϱοϐλήµατος, ενώ στο τέλος ϑα
σχολιάσουµε και την πεϱίπτωση όπου, η υποκείµενη διαδικασία είναι Μαϱκοϐιανή.
Για πεϱισσότεϱες λεπτοµέϱειες, παϱαπέµπουµε τον αναγνώστη στα [10, 12, 2, 13].

4.1 Γενικό πλαίσιο

Ξεκινάµε, οϱίϹοντας το γενικό πλαίσιο, µε το οποίο ϑα ασχοληϑούµε στο κεϕάλαιο
αυτό. ΄Εστω (Ω,F , (Ft)t≥0,P), ο χώϱος πιϑανότητας µε διήϑηση που πεϱιγϱάϕει τις
δυνατές εκϐάσεις του ϕαινοµένου, όπου υποϑέτουµε ότι η διήϑηση (Ft)t≥0, πληϱεί
τις συνήϑεις υποϑέσεις.

΄Εστω τώϱα G = (Gt)t≥0, η διαδικασία κέϱδους του ϕαινοµένου, την οποία ϑεωϱούµε
RCQLC και πϱοσαϱµοσµένη (στη διήϑηση (Ft)t≥0). Οι στϱατηγικές διακοπής, όπως
και στην πεϱίπτωση του διακϱιτού χϱόνου, µοντελοποιούνται ως χϱόνοι διακοπής.
΄Οµως, στο κεϕάλαιο αυτό, ϑα ασχοληϑούµε και µε την πεϱίπτωση του άπειϱου
χϱονικού οϱίϹοντα. Εποµένως, για να έχει νόηµα η στϱατηγική που αναϹητούµε,
απαιτούµε επιπλέον, οι υποψήϕιοι χϱόνοι διακοπής να είναι πεπεϱασµένοι (P-σϐ).

Με ϐάση τα πιο πάνω, το πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής που ϑα µας απασχολήσει
στο κεϕάλαιο αυτό, είναι το:

V0 = sup
0≤τ<∞

E[Gτ ] (4.1.1)

όπου µε 0 ≤ τ <∞, συµϐολίϹουµε τους πεπεϱασµένους χϱόνους διακοπής (P−σϐ).

Για να είναι καλά οϱισµένο το πϱόϐληµα 4.1.1, ϑέλουµε οι αναµενόµενες τιµές εντός
του supremum, να είναι πεπεϱασµένες. Ακολουϑώντας τον ίδιο συλλογισµό µε το
πϱοηγούµενο κεϕάλαιο (ϐλέπε σχέση 3.1.2), υποϑέτουµε ότι η διαδικασία κέϱδος
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G, ικανοποιεί την ακόλουϑη συνϑήκη ολοκληϱωσιµότητας:

E
[
sup
t≥0

|Gt|
]
<∞ (4.1.2)

Στην υποενότητα της πϱος τα πίσω επαγωγής, µελετήσαµε το Ϲητούµενο πϱόϐληµα
ϐέλτιστης διακοπής, ως ειδική πεϱίπτωση µιας ακολουϑίας πϱοϐληµάτων (ϐλέπε
πϱόϐληµα 3.1.3). ΄Οµοια, ϑα µελετήσουµε το πϱόϐληµα 4.1.1, εντάσσοντας το σε
µια µεγαλύτεϱη κλάση πϱοϐληµάτων.

Για κάϑε χϱονική στιγµή t ≥ 0, οϱίϹουµε το πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής:

Vt = sup
t≤τ<∞

E[Gτ ] (4.1.3)

Εύκολα ϐλέπουµε ότι η συνϑήκη 4.1.2, µας εξασϕαλίϹει ότι το πϱόϐληµα 4.1.3 είναι
καλά οϱισµένο, για κάϑε t ≥ 0. Επιπλέον, µε ϐάση τον πιο πάνω συµϐολισµό, το
πϱόϐληµα 4.1.1 αποτελεί ειδική πεϱίπτωση του πϱοϐλήµατος 4.1.3, για t = 0.

Παϱατήϱηση 4.1.1. Εξ ορισµού, ένας ϐέλτιστος χϱόνος διακοπής, είτε του προβλή-
µατος 4.1.1, είτε του 4.1.3, είναι πεπερασµένος (P−σϐ).

Στην πεϱίπτωση του διακριτού χρόνου, είχαµε λύσει το πϱόϐληµα 3.1.3, κατασκευά-
Ϲοντας την ακολουθία τυχαίων µεταβλητών (SN

n )0≤n≤N (ϐλέπε σχήµα 3.1.4-3.1.5).
Είδαµε επιπλέον ότι, η εν λόγω ακολουθία, ικανοποιεί τις σχέσεις 3.1.7 και 3.1.8. Οι
δυο τελευταίες σχέσεις, µας δείχνουν ότι οι τυχαίες µεταβλητές (SN

n )0≤n≤N , µποϱούν
να γϱαϕτούν ισοδύναµα ως:

SN
n = ess sup

n≤τ≤N
E[Gτ |Fn]

όπου χρησιµοποιούµε την έννοια του ουσιώδες supremum, διότι το σύνολο των (δι-
ακριτών) χϱόνων διακοπής, µε τιµές στο µεταξύ των n και N , είναι υπεραριθµήσιµο.

Υιοϑετώντας τον πιο πάνω συλλογισµό, οϱίϹουµε τη διαδικασία S = (St)t≥0, όπου:

St = ess sup
t≤τ<∞

E[Gτ |Ft] (4.1.4)

καϑώς και την ακόλουϑη οικογένεια χϱόνων διακοπής (ϐλέπε σχέση 3.1.6):

τt = inf{u ≥ t : Su = Gu} (4.1.5)

όπου, εξ οϱισµού ϑεωϱούµε ότι inf ∅ = ∞.

Στη ϐιϐλιογϱαϕία, η διαδικασία S λέγεται και ϕάκελος Snell της G. Επιπλέον,
λόγω του άπειϱου χϱονικού οϱίϹοντα, δεν γνωϱίϹουµε εκ των πϱοτέϱων αν ο τt είναι
πεπεϱασµένος (P-σϐ). Συνεπώς, χωϱίς κάποια επιπλέον υπόϑεση, ο τt µποϱεί να
µην ανήκει στο σύνολο των υποψήϕιων χϱόνων διακοπής.
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΄Ενα τελευταίο σχόλιο, που ϑα µας διευκολύνει στις εϱχόµενες αποδείξεις, είναι ότι αν
έχουµε ένα δεξιά-συνεχής supermartingale (Xt)t≥0, το οποίο κυριαρχεί τη (Gt)t≥0,
τότε µποϱούµε να επικαλεστούµε το ϑεώϱηµα επιλεκτικής διακοπής, για οποιουσ-
δήποτε χρόνους διακοπής. Πράγµατι, η διαδικασία (−Xt)t≥0 είναι submartingale,
ενώ εύκολα ϐλέπουµε ότι ισχύει:

−Xt ≤ −Gt = E[−Gt|Ft] ≤ E
[
sup
t≥0

|Gt|
∣∣∣Ft

]
όπου η supt≥0 |Gt| είναι ολοκληϱώσιµη, λόγω της συνϑήκης 4.1.2.

Εποµένως, για αυϑαίϱετους χϱόνους διακοπής τ, σ, µε τ ≤ σ (P-σϐ), έχουµε οτι:

E[−Xσ|Fτ ] ≥ −Xτ ⇐⇒ E[Xσ|Fτ ] ≤ Xτ

Είµαστε πλέον, σε ϑέση να αποδείξουµε το κεντϱικό αποτέλεσµα της ενότητας αυτής.
Στο παϱακάτω ϑεώϱηµα δείχνουµε ότι, αν ο τt είναι πεπεϱασµένος, τότε τόσο οι
σχέσεις 3.1.7-3.1.8, όσο και τα αποτελέσµατα του ϑεωϱήµατος 3.1.1 επεκτείνονται
και στο πλαίσιο του συνεχή χϱόνου.

Θεώϱηµα 4.1.1. ΄Εστω ότι ισχύει η υπόϑεση 4.1.2. Αν για δεδοµένο t ≥ 0, ισχύει ότι
P[τt <∞] = 1, τότε:

(i) Ισχύουν οι πιο κάτω σχέσεις:

St ≥ E[Gτ |Ft] για κάϑε t ≤ τ <∞ (4.1.6)
St = E[Gτt|Ft] (4.1.7)

(ii) O τt είναι ϐέλτιστος για το πϱόϐληµα 4.1.3

(iii) Αν τ∗, ένας άλλος ϐέλτιστος χϱόνος διακοπής για το πϱόϐληµα 4.1.3, τότε
τt ≤ τ∗ (P−σϐ)

(iv) Η διαδικασία (Ss)s≥t, είναι το µικϱότεϱο δεξιά-συνεχής supermartingale, που
κυϱιαϱχεί την (Gs)s≥t

(v) Η σταµατηµένη διαδικασία (Ss∧τt)s≥t, είναι δεξιά-συνεχής martingale

Αν P[τt = ∞] > 0 τότε δεν υπάϱχει ϐέλτιστος χϱόνος διακοπής για το πϱόϐληµα 4.1.3.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε πϱώτα τον ισχυϱισµό (iv), καϑώς χϱειάϹεται στην απόδειξη
του ισχυϱισµού (iii).

Ισχυϱισµός (iv)

Το ότι η διαδικασία (Su)u≥t κυϱιαϱχεί την (Gu)u≥t, είναι πϱοϕανές από τον οϱισµός
της. Πϱάγµατι, για οποιαδήποτε χϱονική στιγµή u ≥ t, επιλέγοντας τον σταϑεϱό
χϱόνο διακοπή τ ≡ u, ϐλέπουµε ότι Su ≥ E[Gτ |Fu] = Gu.

Θα δείξουµε τώϱα, ότι η διαδικασία (Su)u≥t είναι supermartingale.
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Αν η οικογένεια {E[Gτ |Ft] : t ≤ τ < ∞} είναι upwards directed, τότε υπάϱχει
µια ακολουϑία χϱόνων διακοπής (σk)k≥0 µε t ≤ σk < ∞, τέτοια ώστε η ακολουϑία
(E[Gσk

|Ft])k≥0, να είναι αύξουσα (P-σϐ) και St = limk→∞ E[Gσk
|Ft].

Λόγω της υπόϑεσης 4.1.2, οι τυχαίες µεταϐλητές E[Gσk
|Ft] είναι ολοκληϱώσιµες για

κάϑε k ≥ 0, ενώ µποϱούµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας να τις ϑεωϱήσουµε και µη
αϱνητικές (αϕαιϱώντας τον πϱώτο όϱο της ακολουϑίας). Εποµένως, από το ϑεώϱηµα
µονότονης σύγκλισης, ϐλέπουµε ότι για 0 ≤ s ≤ t:

E[St|Fs] = E
[
lim
k→∞

E[Gσk
|Ft]

∣∣∣Fs

]
= lim

k→∞
E[Gσk

|Fs] ≤ Ss

όπου η τελευταία ανισότητα, ισχύει από τον οϱισµό της Ss (ϐλέπε 4.1.4).

΄Αϱα, αϱκεί να δείξουµε ότι η η οικογένεια {E[Gτ |Ft] : t ≤ τ < ∞} είναι upwards
directed. Πϱάγµατι, έστω σ1, σ2 δύο χϱόνοι διακοπής µε t ≤ σ1, σ2 < ∞. ΟϱίϹουµε
τον σ3 = σ11A+σ21Ac, όπου A = {E[Gσ1 |Ft] ≥ E[Gσ2|Ft]} ∈ Ft. Εύκολα ϐλέπουµε
ότι, P[t ≤ σ3 <∞] = 1, ενώ το ότι είναι χϱόνος διακοπής, έπεται από τη σχέση:

{σ3 ≤ s} = ({σ3 ≤ s} ∩ A) ∪ ({σ3 ≤ s} ∩ Ac)

= ({σ1 ≤ s} ∩ A) ∪ ({σ2 ≤ s} ∩ Ac)

Πϱοϕανώς, ισχύει και ότι Gσ3 = Gσ11A+σ21Ac = Gσ11A +Gσ21Ac. Εποµένως:

E[Gσ3|Ft] = E[Gσ11A +Gσ21Ac|Ft]

= E[Gσ1|Ft]1A + E[Gσ2|Ft]1Ac

= E[Gσ1|Ft] ∨ E[Gσ2|Ft]

΄Αϱα, η διαδικασία (Su)u≥t, είναι πϱάγµατι supermartingale.

Με παϱόµοια επιχειϱήµατα, µποϱούµε να δείξουµε και ότι η διαδικασία (Su)u≥t,
λύνει (έµµεσα) το πϱόϐληµα 4.1.3. Ισοδύναµα, ϑα δείξουµε οτι:

E[St] = sup
t≤τ<∞

E[Gτ ] = Vt (4.1.8)

Πϱάγµατι, από τον οϱισµό της St, ϐλέπουµε ότι:

St ≥ E[Gτ |Ft] για κάϑε t ≤ τ <∞ ⇒ E[St] ≥ sup
t≤τ<∞

E[Gτ ] = Vt

ενώ, το ϑεώϱηµα µονότονης σύγκλισης µας δίνει ότι:

E[St] = E
[
lim
k→∞

E[Gσk
|Ft]

]
= lim

k→∞
E[Gσk

] ≤ sup
t≤τ<∞

E[Gτ ] = Vt

Θα δείξουµε τώϱα ότι, η (Su)u≥t είναι δεξιά-συνεχής. Ειδικότεϱα, ϑα δείξουµε ότι
έχει δεξιά-συνεχής εκδοχή. Αξιοποιώντας το κϱιτήϱιο 2.2.4, αϱκεί να δείξουµε ότι,
η απεικόνιση [t,∞) ∋ u 7→ E[Su] είναι δεξιά-συνεχής.
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Πϱάγµατι, έστω u ≥ t και έστω (un)n≥0 µια ακολουϑία χϱόνων, τέτοια ώστε un ↓ u. Το
Ϲητούµενο είναι, να δείξουµε ότι limn→∞ E[Sun ] = E[Su]. Από την supermartingale
ιδιότητα της (Su)u≥t, παίϱνουµε ότι:

E[Su] ≥ . . . ≥ E[Su1 ] ≥ E[Su0 ]

΄Αϱα, το όϱιο L = limn→∞ E[Sun ] υπάϱχει και είναι τέτοιο ώστε L ≤ E[Su].

Εποµένως, αϱκεί να δείξουµε την αντίστϱοϕη ανισότητα, L ≥ E[Su]. ΄Εστω ένα ϵ > 0.
Λόγω της σχέσης 4.1.8, υπάϱχει κάποιος χϱόνος διακοπής u ≤ σ <∞, τέτοιος ώστε:

E[Gσ] > E[Su]− ϵ (4.1.9)

΄Εστω τώϱα δ > 0. Μποϱούµε, χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας, να υποϑέσουµε ότι
un ∈ [u, u + δ], για κάϑε n ≥ 0. Πϱάγµατι, λόγω της un ↓ u, ϑα ισχύει τελικά.
ΟϱίϹουµε, για κάϑε n ≥ 0, τους ακόλουϑους χϱόνους διακοπής:

σn = σ1{σ>un} + (u+ δ)1{σ≤un}

Εύκολα ϐλέπουµε ότι, P[un ≤ σn < ∞] = 1, ενώ η απόδειξη του ότι είναι χϱόνος
διακοπής, είναι ανάλογη µε αυτήν του σ3, που είδαµε πιο πάνω.

Οπότε, για κάϑε n ≥ 0, έχουµε ότι:

E[Gσ1{σ>un}] + E[Gu+δ1{σ≤un}] = E[Gσn ] ≤ E[Sun ]

όπου η τελευταία ανισότητα, ισχύει λόγω της σχέσης 4.1.8.

Εύκολα ϐλέπουµε ότι, καϑώς το un ↓ u, οι ακολουϑίες συνόλων {σ > un} ↑ {σ > u}
και {σ ≤ un} ↓ {σ ≤ u} = {σ = u}. Παίϱνοντας όϱια καϑώς το n→ ∞, το ϑεώϱηµα
κυϱιαϱχηµένης σύγκλισης1 µας δίνει ότι, για κάϑε δ > 0:

E[Gσ1{σ>u}] + E[Gu+δ1{σ=u}] ≤ L

΄Επειτα, παίϱνοντας όϱιο καϑώς το δ ↓ 0, χϱησιµοποιώντας και πάλι το ϑεώϱηµα
κυϱιαϱχηµένης σύγκλισης, καϑώς και την δεξιά συνέχεια της G, οδηγούµαστε στη:

E[Gσ] = E[Gσ1{σ>u}] + E[Gu1{σ=u}] ≤ L

Οπότε, η σχέση 4.1.9 µας δίνει ότι L > E[Su]− ϵ, για κάϑε ϵ > 0. Παίϱνοντας όϱιο
καϑώς το ϵ ↓ 0, καταλήγουµε στη Ϲητούµενη ανισότητα, L ≥ E[Su].

΄Αϱα, η απεικόνιση [t,∞) ∋ u 7→ E[Su], είναι πϱάγµατι δεξιά-συνεχής. Συνεπώς,
η (Su)u≥t έχει δεξιά-συνεχής εκδοχή. Στο υπόλοιπο της εϱγασίας, ϑα λέµε ότι η S
είναι δεξιά-συνεχής, εννοώντας τη δεξιά-συνεχής εκδοχή της.

1Οι τυχαίες µεταϐλητέςGσ1{σ>un} καιGu+δ1{σ≤un}, κυϱιαϱχούνται από την supt≥0 |Gt|, η οποία
γνωϱίϹουµε από την υπόϑεση 4.1.2 ότι είναι ολοκληϱώσιµη.
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Αποµένει να δείξουµε ότι, η διαδικασία (Su)u≥t, είναι το µικϱότεϱο τέτοιο super-
martingale. ΄Εστω λοιπόν (Ŝu)u≥t, ένα δεξιά-συνεχής supermartingale, που κυριαρ-
χεί την (Gu)u≥t. Το ϑεώϱηµα επιλεκτικής διακοπής, µας δίνει ότι:

E[Gτ |Fu] ≤ E[Ŝτ |Fu] ≤ Ŝu

για κάϑε χϱόνο διακοπής u ≤ τ <∞.

Οπότε, παίϱνοντας supremum στην πιο πάνω, ϐλέπουµε ότι Su ≤ Ŝu (P-σϐ), για
κάϑε u ≥ t. Η δεξιά-συνέχεια των S και Ŝ, µας δίνει ότι, S ≤ Ŝ (P-σϐ)2.

Σχέση 4.1.6

Η σχέση 4.1.6, έπεται άµεσα από τον οϱισµό της St (ϐλέπε σχέση 4.1.4). Πϱάγµατι:

St = ess sup
t≤τ<∞

E[Gτ |Ft] ≥ E[Gτ |Ft]

για κάϑε χϱόνο διακοπής t ≤ τ <∞.

Σχέση 4.1.7

Η απόδειξη της σχέσης 4.1.7, είναι πολύ πιο τεχνική. Θα δούµε όµως, ότι αϱκεί να
την αποδείξουµε, για µη αϱνητική διαδικασία κέϱδους.

Πϱάγµατι, έστω ότι ισχύει η σχέση St = E[Gτt |Ft], όταν η διαδικασία κέϱδους είναι
µη αϱνητική. Τότε, οϱίϹουµε τη τυχαία µεταϐλητή H = inft≥0Gt, η οποία είναι καλά
οϱισµένη, λόγω του ότι η G είναι κάτω ϕϱαγµένη. Επιπλέον, η συνϑήκη 4.1.2, µας
δίνει ότι η H είναι ολοκληϱώσιµη. Εποµένως, οϱίϹεται και το Doob martingale της,
έστω Mt = E[H|Ft]. Μποϱούµε, χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας, να υποϑέσουµε ότι
η διαδικασία (Mt)t≥0 είναι δεξιά-συνεχής, καϑώς η απεικόνιση t 7→ E[Mt] = E[H]
είναι σταϑεϱή (άϱα και δεξιά-συνεχής).

ΟϱίϹουµε τώϱα, µια καινούϱγια "διαδικασία κέϱδους" G̃ = (G̃t)t≥0, όπου G̃t =
Gt − Mt. Πϱοϕανώς, η G̃ είναι δεξιά-συνεχής, ως άϑϱοισµα δύο δεξιά-συνεχών
διαδικασιών. Επιπλέον, εύκολα ϐλέπουµε ότι είναι και µη αϱνητική. Πϱάγµατι:

Gt ≥ H ⇒ Gt = E[Gt|Ft] ≥ E[H|Ft] =Mt

Ανάλογα, οϱίϹουµε και τη διαδικασία S̃ = (S̃t)t≥0, όπου S̃t = ess supt≤τ<∞ E[G̃t|Ft].
Από το ϑεώϱηµα επιλεκτικής διακοπής3, παίϱνουµε ότι:

E[G̃τ |Ft] = E[Gτ |Ft]− E[Mτ |Ft] = E[Gτ |Ft]−Mt

για κάϑε χϱόνο διακοπής t ≤ τ <∞.

2Η απόδειξη του επιχειϱήµατος αυτού, είναι ανάλογη µε του λήµµατος 2.2.4.
3Εξ ορισµού του Doob martingale, µποϱούµε να επικαλεστούµε το ϑεώϱηµα επιλεκτικής δι-

ακοπής, για οποιοδήποτε χϱόνο διακοπής.
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Παίϱνοντας supremum στην πιο πάνω σχέση, ϐλέπουµε ότι S̃t = St −Mt. Η υπ-
όθεση P[τt < ∞] = 1, µας επιτϱέπει να χρησιµοποιήσουµε τη σχέση 4.1.7, για τη
διαδικασία S̃. Οπότε, έχουµε ότι:

S̃t = E[G̃τt|Ft] ⇐⇒ St −Mt = E[Gτt |Ft]−Mt

⇐⇒ St = E[Gτt |Ft]

Συνεπώς, αϱκεί να αποδείξουµε τη σχέση 4.1.7, για µη αρνητική διαδικασία κέρ-
δους. Οπότε, έστω ότι η διαδικασία κέρδουςG είναι µη αρνητική. Εύκολα ϐλέπουµε
ότι και η διαδικασία S είναι µη αρνητική.

ΟϱίϹουµε, για κάϑε λ ∈ (0, 1), τους ακόλουϑους χϱόνους διακοπής:

τλt = inf{s ≥ t : λSs ≤ Gs} (4.1.10)

Εύκολα ϐλέπουµε ότι, η ακολουθία χϱόνων διακοπής (τλt )0≤λ≤1 είναι αύξουσα, κα-
ϑώς και ότι τλt ≤ τt, για κάϑε λ ∈ (0, 1).

Από τη δεξιά-συνέχεια των διαδικασιών S και G, έπεται ότι:

λSτλt
≤ Gτλt

(4.1.11)

lim
h↓0

τλt+h = τλt (4.1.12)

Από το ϑεώϱηµα επιλεκτικής διακοπής (τλt ≥ t), παίϱνουµε ότι:

St ≥ E[Sτλt
|Ft]

Θέλουµε να δείξουµε και την αντίστϱοϕη ανισότητα. ΟϱίϹουµε τη διαδικασία R =
(Rt)t≥0, όπου Rt = E[Sτλt

|Ft]. ΄Αϱα, αϱκεί να δείξουµε ότι, St ≤ Rt (P-σϐ).

Εύκολα ϐλέπουµε ότι, η R είναι µη αϱνητική. Επιπλέον, µποϱούµε να δείξουµε ότι
είναι και supermartingale. Πϱάγµατι, για 0 ≤ s ≤ t, έχουµε ότι:

E[Rt|Fs] = E
[
E[Sτλt

|Ft]
∣∣∣Fs

]
= E[Sτλt

|Fs] ≤ E[Sτλs
|Fs] = Rs

όπου, η ανισότητα ισχύει από το ϑεώϱηµα επιλεκτικής διακοπής, καϑώς τλt ≥ τλs .

Από την supermartingale ιδιότητα της R, έπεται ότι η ακολουϑία (E[Rt+h])h≥0 είναι
ϕϑίνουσα και άνω ϕϱαγµένη από την E[Rt]. Συνεπώς, το όϱιό της, καϑώς το h ↓ 0,
υπάϱχει και είναι τέτοιο ώστε limh↓0 E[Rt+h] ≤ E[Rt].

Από τη σχέση 4.1.12 και τη δεξιά-συνέχεια της S, παίϱνουµε ότι Sτλt
= limh↓0 Sτλt+h

4.
Οπότε, χϱησιµοποιώντας το λήµµα Fatou (η S είναι µη αϱνητική), έχουµε ότι:

E[Rt] = E[Sτλt
] = E

[
lim
h↓0

Sτλt+h

]
≤ lim

h↓0
E[Sτλt+h

] = lim
h↓0

E[Rt+h]

4Οι χϱόνοι διακοπής τλt+h, ϕϑίνουν πϱος τον τλt , καϑώς το h ↓ 0.
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΄Αϱα, καταλήγουµε στο ότι limh↓0 E[Rt+h] = E[Rt], ή ισοδύναµα στο ότι η απεικόνιση
t 7→ E[Rt] είναι δεξιά-συνεχής. Συνεπώς, η διαδικασία R έχει δεξιά-συνεχής εκδοχή.
Στο υπόλοιπο της απόδειξης, ϑεωϱούµε ότι η R είναι δεξιά-συνεχής (εννοώντας τη
δεξιά-συνεχή εκδοχή της).

ΟϱίϹουµε τώϱα, τη διαδικασία L = (Lt)t≥0, όπου Lt = λSt + (1 − λ)Rt. Εύκολα
ϐλέπουµε ότι η L, είναι δεξιά-συνεχής supermartingale. Θα δείξουµε πιο κάτω, ότι
Lt ≥ Gt (P-σϐ), για κάϑε t ≥ 0. Πϱάγµατι:

Lt = λSt + (1− λ)Rt

= λSt + (1− λ)Rt1{τλt =t} + (1− λ)Rt1{τλt >t}

= λSt + (1− λ)St1{τλt =t} + (1− λ)Rt1{τλt >t}

= λSt1{τλt =t} + λSt1{τλt >t} + (1− λ)St1{τλt =t} + (1− λ)Rt1{τλt >t}

= St1{τλt =t} + λSt1{τλt >t} + (1− λ)Rt1{τλt >t}︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ St1{τλt =t} + λSt1{τλt >t}

≥ Gt1{τλt =t} +Gt1{τλt >t}

= Gt

όπου, η τϱίτη ισότητα ισχύει λόγω της Rt1{τλt =t} = St1{τλt =t} και η τελευταία
ανισότητα, από τον οϱισµό του τλt (ϐλέπε σχέση 4.1.10).

΄Αϱα, η διαδικασία (Lt)t≥0, είναι δεξιά-συνεχής supermartingale που κυϱιαϱχεί την
την G. Οπότε, από τον ισχυϱισµό (iv), έπεται ότι St ≤ Lt (P-σϐ), για κάϑε t ≥ 0.
Εποµένως, από τον οϱισµό της L, παίϱνουµε ότι:

St ≤ Lt = λSt + (1− λ)Rt ⇐⇒ St ≤ Rt = E[Sτλt
|Ft]

Εποµένως, ισχύει η ισότητα St = E[Sτλt
|Ft], για κάϑε λ ∈ (0, 1). Επιπλέον, χρησι-

µοποιώντας τη σχέση 4.1.11, έχουµε ότι για κάϑε λ ∈ (0, 1):

St =
1

λ
E[λSτλt

|Ft] ≤
1

λ
E[Gτλt

|Ft]

΄Εστω ότι, συµβολίζουµε µε τ 1t = limλ↑1 τ
λ
t . Ο τ 1t είναι χϱόνος διακοπής, ως το όϱιο

αύξουσας ακολουθίας χϱόνων διακοπής. Οπότε, από τη quasi-αϱιστεϱά-συνέχεια
της G, έχουµε ότι limλ↑1Gτλt

= Gτ1t
. Εποµένως, το ϑεώϱηµα κυριαρχηµένης σύγκ-

λισης5, µας δίνει ότι:
St ≤ E[Gτ1t

|Ft]

Επιπλέον, εξ οϱισµού της St, έχουµε ότι St ≥ E[Gτ1t
|Ft] (ο τ 1t είναι πεπεϱασµένος,

λόγω της τλt ≤ τt). Συνεπώς, καταλήγουµε στη Ϲητούµενη ισότητα, St = E[Gτ1t
|Ft].

5Για κάϑε λ ∈ (0, 1), ισχύει ότι |Gτλ
t
| ≤ supt≥0 |Gt|, όπου η δεύτεϱη είναι ολοκληϱώσιµη, λόγω

της υπόϑεσης 4.1.2.
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Ολοκληϱώνουµε την απόδειξη του ισχυϱισµού αυτού, δείχνοντας ότι τ 1t = τt. ΄Οπως
αναϕέϱαµε και πιο πάνω, ισχύει ότι τλt ≤ τt, για κάϑε λ ∈ (0, 1). Εποµένως, στο
όϱιο καϑώς λ ↑ 1, ϑα έχουµε ότι τ 1t ≤ τt. Αν P[τ 1t < τt] > 0, τότε έπεται ότι
P[Sτ1t

> Gτ1t
] > 0 και κατά συνέπεια:

St = E[Gτ1t
|Ft] < E[Sτ1t

|Ft]

΄Οµως, το ϑεώϱηµα επιλεκτικής διακοπής µας δίνει ότι E[Gτ1t
|Ft] ≥ E[Sτ1t

|Ft]. ΄Αϱα,
πϱάγµατι ισχύει ότι P[τ 1t = τt] = 1.

Ισχυϱισµός (ii)

Παίϱνοντας µέσες τιµές στη σχέση 4.1.7, έχουµε ότι E[St] = E[Gτt ]. Το Ϲητούµενο
έπεται από τη σχέση 4.1.8, που αποδείξαµε πιο πάνω.

Ισχυϱισµός (iii)

΄Εστω τώϱα, t ≤ τ∗ <∞, ένας ϐέλτιστος χϱόνος διακοπής για το πϱόϐληµα 4.1.3. Αν
δείξουµε ότι, Sτ∗ = Gτ∗ (P-σϐ), τότε εξ οϱισµού του τt, ϑα έχουµε ότι τt ≤ τ∗ (P-σϐ).

Εποµένως, αϱκεί να δείξουµε το πιο πάνω. Λόγω της Gt ≤ St (P-σϐ), για κάϑε t ≥ 0,
έχουµε ότι Gτ∗ ≤ Sτ∗ (P-σϐ). Αν όµως, P[Sτ∗ > Gτ∗ ] > 0, τότε από το ϑεώϱηµα
επιλεκτικής διακοπής (τ∗ ≥ t), έπεται ότι:

E[Gτ∗ ] < E[Sτ∗ ] ≤ E[St] = Vt

το οποίο είναι άτοπο, καϑώς υποϑέσαµε ότι ο τ∗ είναι ϐέλτιστος.

Ισχυϱισµός (v)

Εύκολα ϐλέπουµε ότι, η σταµατηµένη διαδικασία (Su∧τt)u≥t είναι δεξιά-συνεχής
supermartingale. Εποµένως, αϱκεί να δείξουµε ότι έχει σταϑεϱή µέση τιµή (ϐλέπε
πϱόταση 2.2.6). Πϱάγµατι, για u ≥ t, έχουµε ότι:

E[Su∧τt |Ft] ≤ St ⇒ E[Su∧τt ] ≤ E[St]

Επιπλέον, από το ϑεώϱηµα επιλεκτικής διακοπής (τt ≥ u ∧ τt), παίϱνουµε ότι:

E[Su∧τt ] ≥ E[Sτt ] = E[Gτt ] = E[St]

όπου, η πϱώτη ισότητα έπεται από τη δεξιά-συνέχεια των G και S.

΄Αϱα, η µέση της τιµή είναι σταϑεϱή και ίση µε E[Su∧τt ] = E[St], για κάϑε u ≥ t.
Συνεπώς, η διαδικασία (Su∧τt)u≥t είναι martingale.

Τελευταίος ισχυϱισµός

ΘυµίϹουµε ότι, για να είναι ένας χϱόνος διακοπής ϐέλτιστος, ϑα πϱέπει να είναι
πεπεϱασµένος (P-σϐ). ΄Εστω ότι υπάϱχει ϐέλτιστος χϱόνος διακοπής, t ≤ τ∗ <∞.

Τότε, από τον ισχυϱισµό (iii), έχουµε ότι τt ≤ τ∗ (P-σϐ). Εποµένως, ισχύει ότι
P[τ∗ = ∞] > 0, το οποίο είναι άτοπο, καϑώς υποϑέσαµε ότι ο τ∗ είναι ϐέλτιστος. ■
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Πϱοτού πϱοχωϱήσουµε στην πεϱίπτωση όπου το ϕαινόµενο είναι Μαϱκοϐιανό, ϑα
σχολιάσουµε το πως τϱοποποιούνται τα πιο πάνω αποτελέσµατα, στην πεϱίπτωση
όπου ο χϱονικός οϱίϹοντας είναι πεπεϱασµένος (T <∞).

Πϱοϕανώς, το πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής 4.1.1, γϱάϕεται πλέον ως:

V T
0 = sup

0≤τ≤T
E[Gτ ]

Πλέον, είναι αϱκετό να υποϑέσουµε ότι:

E
[

sup
0≤t≤T

|Gt|
]
<∞

η οποία είναι πϱοϕανώς ασϑενέστεϱη της συνϑήκης 4.1.2.

΄Οµοια, τα πϱοϐλήµατα ϐέλτιστης διακοπής 4.1.3, οι τυχαίες µεταϐλητές 4.1.4 και
οι χϱόνοι διακοπής 4.1.5, τϱοποποιούνται ως:

V T
t = sup

t≤τ≤T
E[Gτ ]

ST
t = ess sup

t≤τ≤T
E[Gτ |Ft]

τTt = inf{t ≤ s ≤ T : ST
s = Gs}

Η κύϱια διαϕοϱά µε την πεϱίπτωση του άπειϱου χϱονικού οϱίϹοντα, είναι ότι όπως
και στην πεϱίπτωση του διακϱιτού χϱόνου, έχουµε την τεϱµατική συνϑήκη, ST

T = GT

(P-σϐ) (ϐλέπε σχέση 3.1.4). Η συνϑήκη αυτή, µας εξασϕαλίϹει ότι P[0 ≤ τTt ≤ T ] = 1
(και κατά συνέπεια ότι P[0 ≤ τTt <∞] = 1), για κάϑε 0 ≤ t ≤ T . ΄Αϱα, µποϱούµε να
επικαλεστούµε τα αποτελέσµατα του ϑεωϱήµατος 4.1.1 (κατάλληλα τϱοποποιηµένα
µε ϐάση τους πιο πάνω συµϐολισµούς), χωϱίς κάποιο πεϱιοϱισµό.

Σε αντίϑεση µε την πεϱίπτωση του διακϱιτού χϱόνου, δεν έχουµε κάποια αναδϱοµική
σχέση, ανάλογη της 3.1.5, ώστε να µποϱούµε να λύσουµε το πϱόϐληµα επαγωγικά.
Η σχέση 4.1.6, µας δίνει ότι St ≥ max{Gt,E[Gs|Ft]}, για κάϑε t ≤ s ≤ T . ΄Οµως, η
αντίστϱοϕη ανισότητα δεν ισχύει κατ’ ανάγκη.

4.2 Μαϱκοϐιανό πλαίσιο

Στην ενότητα αυτή, ϑα ασχοληθούµε µε την πεϱίπτωση όπου η υποκείµενη δι-
αδικασία, είναι Μαρκοβιανή. Θα παρουσιάσουµε τα αποτελέσµατα που µας ενδι-
αφέρουν, ϑεωρώντας ότι ο χϱονικός ορίζοντα είναι πεπερασµένος. Στο τέλος, ϑα
σχολιάσουµε και πως αυτά τροποποιούνται, όταν ο ορίζοντας είναι πεπερασµένος.

ΟϱίϹουµε πϱώτα, το σχετικό πλαίσιο. ΄Εστω X = (Xt)t≥0, µια ισχυϱή Μαρκο-
ϐιανή, RCQLC διαδικασία στον χώϱο πιθανότητας µε διήϑηση (Ω,F , (Ft)t≥0,Px).
Θεωρούµε ότι η διαδικασία παίϱνει τιµές στον µετϱήσιµο χώϱο (Rd,B(Rd)), ότι η
διήϑηση (Ft)t≥0 είναι δεξιά-συνεχής και ότι το µέτϱο πιθανότητας Px, είναι τέτοιο
ώστε Px[X0 = x] = 1, για κάποιο x ∈ Rd.
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Παϱατήϱηση 4.2.1. Η δεξιά-συνέχεια της διήϑησης (Ft)t≥0 και της διαδικασίας X,
εξασϕαλίϹουν ότι οι χϱόνοι εισόδου της X σε κλειστά σύνολα, είναι χϱόνοι διακοπής.

Η διαδικασία κέρδους, δίνεται ως µια µετϱήσιµη συνάϱτηση της υποκείµενης δι-
αδικασίας X, έστω G : Rd → R. Υποθέτουµε επιπλέον ότι, η G ικανοποιεί τη
συνήϑη συνθήκη ολοκληρωσιµότητας:

Ex

[
sup
t≥0

|G(Xt)|
]
<∞ (4.2.1)

για κάϑε x ∈ Rd.

Οπότε, το πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής που ϑα µας απασχολήσει στην παϱούσα
ενότητα, είναι το:

V (x) = sup
0≤τ<∞

Ex[G(Xτ )] (4.2.2)

Εύκολα ϐλέπουµε ότι, η υπόϑεση 4.2.1, µας εξασϕαλίϹει ότι το πϱόϐληµα 4.2.2 είναι
καλά οϱισµένο, για κάϑε x ∈ Rd.

΄Οπως και στην πεϱίπτωση του διακριτού χρόνου (ϐλέπε σχέσεις 3.2.4-3.2.6), ορί-
Ϲουµε τα σύνολα συνέχειας και διακοπής:

C = {x ∈ Rd : V (x) > G(x)} (4.2.3)

D = {x ∈ Rd : V (x) = G(x)} (4.2.4)

καϑώς και τον χϱόνο εισόδου της διαδικασίας στο D:

τD = inf{t ≥ 0 : Xt ∈ D} (4.2.5)

Τα σύνολα C και D, είναι πϱοϕανώς συµπληϱωµατικά. Επιπλέον, αν οι συναϱτήσεις
V και G, είναι lsc και usc αντίστοιχα, τότε το σύνολο D είναι κλειστό (και το C
ανοιχτό). Εποµένως, από την παϱατήϱηση 4.2.1, ο τD είναι χϱόνος διακοπής.

Επεκτείνουµε και την έννοια της superharmonic συνάϱτησης (ϐλέπε οϱισµό 3.2.2),
στο πλαίσιο του συνεχή χϱόνου.

Οϱισµός 4.2.1 (Superharmonic συνάϱτηση). Μια µετϱήσιµη συνάϱτηση f : Rd → R,
λέγεται superharmonic (ως πϱος τη X ), αν:

Ex[f(Xσ)] ≤ f(x)

για κάϑε χϱόνο διακοπής 0 ≤ σ <∞ και x ∈ Rd.

Στον πάνω οϱισµό, υπονοείται ότι αν f µια superharmonic συνάϱτηση, τότε οι
τυχαίες µεταβλητές f(Xσ) είναι ολοκληϱώσιµη ως πϱος Px, για κάϑε x ∈ Rd και
χϱόνο διακοπής 0 ≤ σ <∞.

Αποδεικνύεται ότι, ισχύει ένα ανάλογο αποτέλεσµα µε την πρόταση 3.2.1, και στην
πεϱίπτωση του συνεχή χρόνου. Η πιο κάτω πρόταση, µας επιτϱέπει να κατασκευά-
σουµε µια διαδικασία supermartingale, από µια superharmonic συνάϱτηση.
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Πϱόταση 4.2.1. Αν f : Rd → R µια lsc, superharmonic συνάϱτηση, τότε η διαδικασία
(f(Xt))t≥0 είναι δεξιά-συνεχής Px−supermartingale, για κάϑε x ∈ Rd.

Απόδειξη. Για την απόδειξη της πιο πάνω, ϐλέπε [10], σελίδα 39-40. ■

Είµαστε πλέον σε ϑέση, να αποδείξουµε κάποιες αναγκαίες συνθήκες για το
πϱόϐληµα 4.2.2. Στο πιο κάτω ϑεώϱηµα, ϐλέπουµε πως όταν το πϱόϐληµα 4.2.2
έχει λύση, τότε ισχύουν ανάλογα αποτελέσµατα µε τα ϑεωρήµατα 3.2.1 και 3.2.2.

Θεώϱηµα 4.2.1 (Μαρκοβιανό πλαίσιο - Αναγκαία συνθήκη). ΄Εστω ότι ισχύει η υπ-
όθεση 4.2.1. Αν υπάρχει ϐέλτιστος χϱόνος διακοπής για το πϱόϐληµα 4.2.2, τότε:

(i) Η συνάϱτηση αξίας V , είναι η µικϱότεϱη superharmonic συνάϱτηση, που κυρι-
αρχεί την G, στον Rd

Αν επιπλέον, οι V και G είναι lsc και usc αντίστοιχα, τότε για δεδοµένο x ∈ Rd:

(ii) Ο τD είναι ϐέλτιστος για το πϱόϐληµα 4.2.2

(iii) Αν τ∗ ένας άλλος ϐέλτιστος χϱόνος διακοπής για το πϱόϐληµα 4.2.2, τότε τD ≤
τ∗ (Px−σϐ)

(iv) Η σταµατηµένη διαδικασία (V (Xt∧τD))t≥0 είναι δεξιά-συνεχής Px−martingale

Απόδειξη. ΄Εστω ότι, υπάϱχει κάποιος χϱόνος διακοπής τ∗, ο οποίος είναι ϐέλτιστος
για το πϱόϐληµα 4.2.2. Ισοδύναµα, είναι τέτοιος ώστε V (x) = Ex[G(Xτ∗)] και
Px[0 ≤ τ∗ <∞] = 1, για κάϑε x ∈ Rd.

Ισχυϱισµός (i)

΄Εστω 0 ≤ σ < ∞, ένας χϱόνος διακοπής. Τότε, η ισχυϱή Μαϱκοϐιανή ιδιότητα της
X, µας δίνει ότι η V είναι superharmonic. Πϱάγµατι:

Ex[V (Xσ)] = Ex

[
EXσ [G(Xτ∗)]

]
= Ex

[
Ex[G(Xτ∗) ◦ θσ|Fσ]

]
= Ex[G(Xσ+τ∗◦θσ)]

≤ V (x)

Αν f : Rd → R, µια άλλη superharmonic συνάϱτηση που κυϱιαϱχεί την G, τότε:

Ex[G(Xσ)] ≤ Ex[f(Xσ)] ≤ f(x)

για κάϑε χϱόνο διακοπής 0 ≤ σ <∞.

Παίϱνοντας supremum στην πιο πάνω, έπεται το Ϲητούµενο:

V (x) = sup
0≤σ<∞

Ex[G(Xσ)] ≤ f(x)
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Ισχυϱισµός (iii)

΄Εστω, 0 ≤ τ∗ <∞, ένας ϐέλτιστος χϱόνος διακοπής για το πϱόϐληµα 4.2.2. Αν δείξ-
ουµε ότι V (Xτ∗) = G(Xτ∗) (Px-σϐ), τότε εξ ορισµού του τD, ϑα έχουµε το Ϲητούµενο.

Λόγω της G(Xt) ≤ V (Xt) (Px−σϐ), για κάϑε t ≥ 0, έχουµε ότι G(Xτ∗) ≤ V (Xτ∗)
(Px−σϐ). Αν όµως, Px[V (Xτ∗) > G(Xτ∗)] > 0, τότε από το ϑεώϱηµα επιλεκτικής
διακοπής, έπεται ότι:

Ex[G(Xτ∗)] < Ex[V (Xτ∗)] ≤ Ex[V (X0)] = V (x)

το οποίο είναι άτοπο, καϑώς υποϑέσαµε ότι ο τ∗ είναι ϐέλτιστος.

Ισχυϱισµός (ii)

Θα δείξουµε πϱώτα ότι, η (V (Xt))t≥0 είναι Px−supermartingale. ∆είξαµε πιο πάνω
ότι, η V είναι superharmonic και υποϑέσαµε ότι είναι και lsc. Οπότε, η πϱόταση
4.2.1 µας δίνει ότι η (V (Xt))t≥0, είναι δεξιά-συνεχής Px−supermartingale.

΄Αϱα, το ϑεώϱηµα ϐέλτιστης διακοπής (τD ≤ τ∗), µας δίνει το Ϲητούµενο:

V (x) = Ex[G(Xτ∗)] = Ex[V (Xτ∗)] ≤ Ex[V (XτD)] = Ex[G(XτD)] ≤ V (x)

όπου η τελευταία ισότητα, ισχύει καϑώς XτD ∈ D (λόγω της δεξιά-συνέχειας της X).

Ισχυϱισµός (iv)

Στον προηγούµενο ισχυϱισµό, δείξαµε ότι η διαδικασία (V (Xt))t≥0 είναι δεξιά-
συνεχής Px−supermartingale. Εποµένως, η σταµατηµένη διαδικασία (V (Xt∧τD))t≥0

είναι και αυτή δεξιά-συνεχής Px−supermartingale. Οπότε, αϱκεί να δείξουµε ότι η
µέση τιµή της είναι σταθερή. Πράγµατι, για t ≥ 0, ισχύει ότι:

Ex[V (Xt∧τD)] = Ex

[
EXt∧τD

[G(XτD)]
]

= Ex

[
Ex[G(XτD) ◦ θt∧τD |Ft∧τD ]

]
= Ex[G(Xt∧τD+τD◦θt∧τD

)]

= Ex[G(XτD)]

= V (x)

όπου η τέταϱτη ισότητα, ισχύει λόγω της τD ≥ t ∧ τD. ■

Θα αποδείξουµε και µια ικανή συνϑήκη, για την ύπαϱξη κάποιου ϐέλτιστου χϱόνου
διακοπής στο πϱόϐληµα 4.2.2. Στο πιο κάτω ϑεώϱηµα ϐλέπουµε ότι, για να έχει
λύση το πϱόϐληµα 4.2.2, αϱκεί να υπάϱχει η ελάχιστη superharmonic συνάϱτηση,
που κυϱιαϱχεί την G (least superharmonic majorant).

Θεώϱηµα 4.2.2 (Μαϱκοϐιανό πλαίσιο - Ικανή συνϑήκη). ΄Εστω ότι ισχύει η υπόϑεση
4.2.1. Επιπλέον, έστω ότι υπάϱχει η µικϱότεϱη superharmonic συνάϱτηση V̂ , που
κυϱιαϱχεί την G στον Rd και ότι οι V̂ και G είναι lsc και usc, αντίστοιχα. Τότε:
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(i) Αν Px[τD <∞] = 1 για κάϑε x ∈ Rd, τότε V̂ = V και ο τD είναι ϐέλτιστος για το
πϱόϐληµα 4.2.2

(ii) Αν Px[τD < ∞] < 1 για κάποιο x ∈ Rd, τότε δεν υπάϱχει ϐέλτιστος χϱόνος
διακοπής για το πϱόϐληµα 4.2.2

Απόδειξη. ΄Εστω V̂ : Rd → R, η µικϱότεϱη superharmonic συνάϱτηση που κυριαρ-
χεί την G, στον Rd.

Ισχυϱισµός (i)

Από την υπόϑεση, έχουµε ότι:

Ex[G(Xτ )] ≤ Ex[V̂ (Xτ )] ≤ V̂ (x)

για κάϑε χϱόνο διακοπής 0 ≤ τ <∞.

Παίϱνοντας supremum στην πιο πάνω, καταλήγουµε στη σχέση:

V (x) = sup
0≤τ<∞

Ex[G(Xτ )] ≤ V̂ (x)

Αποµένει να δείξουµε την αντίστϱοϕη ανισότητα, καϑώς και ότι ο τD είναι ϐέλτιστος.
Θα το αποδείξουµε πϱώτα, για την πεϱίπτωση όπου η G είναι κάτω ϕϱαγµένη.

΄Εστω λοιπόν ότι, η G είναι κάτω ϕραγµένη. Ορίζουµε τη σταθερά c = infx∈Rd G(x).
Από κατασκευή, ισχύει ότι c > −∞. Επιπλέον, µποϱούµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότη-
τας, να υποθέσουµε ότι η G είναι µη αρνητική. Πράγµατι, αν c < 0 (αν c ≥ 0 τότε
είναι ήδη µη αρνητική) τότε ϑεωρούµε ωςG και V̂ , τιςG−c ≥ 0 και V̂ −c αντίστοιχα6.

΄Εστω µια σταϑεϱά λ ∈ (0, 1), µε ϐάση την οποία οϱίϹουµε τα ακόλουϑα σύνολα:

Cλ = {x ∈ Rd : λV̂ (x) > G(x)}
Dλ = {x ∈ Rd : λV̂ (x) ≤ G(x)}

Τα σύνολα Cλ και Dλ, είναι ανοιχτό και κλειστό αντίστοιχα, λόγω του ότι οι V̂ και
G είναι lsc και usc, αντίστοιχα. Επιπλέον, εύκολα ϐλέπουµε ότι, καϑώς το λ ↑ 1,
έχουµε ότι Cλ ↑ C και Dλ ↓ D, όπου τα σύνολα C και D, οϱίϹονται όπως και στις
σχέσεις 4.2.3-4.2.4, χϱησιµοποιώντας τη V̂ στη ϑέση της V .

Θεωϱούµε τώϱα, τον χϱόνο εισόδου της X στο Dλ:

τDλ
= inf{t ≥ 0 : Xt ∈ Dλ}

Ο τDλ
είναι χϱόνος διακοπής, καϑώς το σύνολο Dλ είναι κλειστό. Επιπλέον, από τις

σχέσεις D ⊆ Dλ και Px[τD < ∞] = 1, παίϱνουµε ότι Px[τDλ
< ∞] = 1, για κάϑε

x ∈ Rd και λ ∈ (0, 1).

6Εύκολα ϐλέπουµε ότι, η V̂ − c είναι η ελάχιστη superharmonic συνάϱτηση, που κυϱιαϱχεί τη
G− c στον Rd.
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Θα δείξουµε ότι, V̂ (x) = Ex[V̂ (XτDλ
)]. Λόγω του ότι η V̂ είναι superharmonic,

έχουµε άµεσα ότι Ex[V̂ (XτDλ
)] ≤ V̂ (x). Οπότε, αποµένει να δείξουµε την αντίστϱοϕη

ανισότητα. Θα αποδείξουµε πϱώτα, την πιο κάτω ανισότητα:

G(x) ≤ λV̂ (x) + (1− λ)Ex[V̂ (XτDλ
)] (4.2.6)

Πϱάγµατι, αν x ∈ Cλ, τότε λV̂ (x) > G(x). Οπότε, λόγω του ότι η V̂ είναι µη αϱνητική
(V̂ ≥ G ≥ 0), έχουµε ότι:

G(x) < λV̂ (x) ≤ λV̂ (x) + (1− λ)Ex[V̂ (XτDλ
)]

Αν τώϱα x ∈ Dλ, τότε τDλ
≡ 0. Εποµένως, ισχύει ότι:

λV̂ (x) + (1− λ)Ex[V̂ (XτDλ
)] = λV̂ (x) + (1− λ)V̂ (x) = V̂ (x) ≥ G(x)

Θα χρειαζόµαστε επιπλέον ότι, η απεικόνιση Rd ∋ x 7→ Ex[V̂ (XτDλ
)] είναι super-

harmonic. Πράγµατι, έστω 0 ≤ σ <∞ ένας χϱόνος διακοπής. Τότε:

Ex

[
EXσ [V̂ (XτDλ

)]
]
= Ex

[
Ex[V̂ (XτDλ

) ◦ θσ|Fσ]
]

= Ex[V̂ (Xσ+τDλ
◦θσ)]

≤ Ex[V̂ (XτDλ
)]

όπου η ανισότητα, ισχύει από το ϑεώϱηµα επιλεκτικής διακοπής (τDλ
≤ σ+τDλ

◦θσ).

Στο πιο πάνω επιχείϱηµα, ισχυριζόµαστε ότι η διαδικασία (V̂ (Xt))t≥0 είναι µη αρν-
ητικό, δεξιά-συνεχής Px-supermartingale. Πράγµατι, το γεγονός αυτό, έπεται από
το ότι η V̂ είναι superharmonic και lsc (ϐλέπε πρόταση 4.2.1).

Οπότε, η απεικόνιση Rd 7→ λV̂ (x)+(1−λ)Ex[V̂ (XτDλ
)] ϑα είναι και αυτή superhar-

monic (ως κυϱτός συνδυασµός superharmonic συναϱτήσεων). Επιπλέον, κυριαρχεί
και την G στον Rd, λόγω της σχέσης 4.2.6 που αποδείξαµε πιο πάνω.

΄Αϱα, λόγω του ότι η V̂ είναι η µικϱότεϱη τέτοια συνάϱτηση, παίϱνουµε ότι:

V̂ (x) ≤ λV̂ (x) + (1− λ)Ex[V̂ (XτDλ
)] ⇐⇒ V̂ (x) ≤ Ex[V̂ (XτDλ

)]

Εποµένως, έχουµε ότι ισχύει η ισότητα V̂ (x) = Ex[V̂ (XτDλ
)].

Λόγω της δεξιά-συνέχειας της X, ισχύει ότι XτDλ
∈ Dλ. Συνεπώς, έχουµε ότι:

λV̂ (XτDλ
) ≤ G(XτDλ

) (4.2.7)

Η πιο πάνω σχέσης, µας δίνει ότι:

V̂ (x) = Ex[V̂ (XτDλ
)] ≤ 1

λ
Ex[G(XτDλ

)] ≤ 1

λ
V (x) (4.2.8)
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Παίϱνοντας όϱιο στην πιο πάνω, καθώς το λ ↑ 1, καταλήγουµε στη Ϲητούµενη
ανισότητα V̂ (x) ≤ V (x), για κάϑε x ∈ Rd. Οπότε, πράγµατι ισχύει ότι V̂ = V .

Αποµένει να δείξουµε ότι, ο τD είναι ϐέλτιστος για το πϱόϐληµα 4.2.2. Ισοδύναµα,
πϱέπει να δείξουµε ότι V (x) = Ex[G(XτD)], για κάϑε x ∈ Rd (εξ υποϑέσεως, έχουµε
ότι Px[τD <∞] = 1, για κάϑε x ∈ Rd).

Από την ανισότητα 4.2.8, παίϱνουµε ότι για κάϑε λ ∈ (0, 1):

V (x) = V̂ (x) ≤ 1

λ
Ex[G(XτDλ

)] (4.2.9)

Λόγω του οϱίου Dλ ↑ D, έχουµε ότι οι χϱόνοι διακοπής τDλ
≤ τD, για κάϑε λ ∈ (0, 1)

καϑώς και ότι είναι αύξουσα ως ακολουϑία της παϱαµέτϱου λ. Επιπλέον, συγκλίνουν
σε κάποιον χϱόνο διακοπής τD1 = limλ↑1 τDλ

(ως άνω ϕϱαγµένη, αύξουσα ακολουϑία
χϱόνων διακοπής), τέτοιον ώστε τD1 ≤ τD.

Παίϱνοντας όϱιο καϑώς το λ ↑ 1, στη σχέση 4.2.7 και χϱησιµοποιώντας ότι η X
είναι quasi-αϱιστεϱά-συνεχής καϑώς και ότι οι V και G είναι lsc και usc αντίστοιχα,
καταλήγουµε στη σχέση V (XτD1

) ≤ G(XτD1
). Η αντίστϱοϕη ανισότητα, έπεται από

το ότι η V κυϱιαϱχεί την G. Εποµένως, έχουµε ότι την ισότητα V (XτD1
) = G(XτD1

).
Οπότε, από τον οϱισµό του τD, έχουµε ότι τD ≤ τD1 και κατά συνέπεια ότι τD1 = τD.

Παίϱνοντας lim supλ↑1 στη σχέση 4.2.9 και χϱησιµοποιώντας το αντίστϱοϕο λήµµα
Fatou7, οδηγούµαστε στη:

V (x) ≤ lim sup
λ↑1

1

λ
Ex[G(XτDλ

)] ≤ Ex

[
lim sup

λ↑1
G(XτDλ

)
]
≤ Ex[G(XτD)] ≤ V (x)

΄Αϱα, ο τD είναι πϱάγµατι ϐέλτιστος, όταν η G είναι κάτω ϕϱαγµένη. Στην πεϱίπτωση
όπου, η G δεν είναι κάτω ϕϱαγµένη, οϱίϹουµε τη συνάϱτηση:

h(x) = Ex

[
inf
t≥0

G(Xt)
]

Εύκολα ϐλέπουµε ότι, h ≤ G. Πϱάγµατι, για κάϑε x ∈ Rd:

h(x) = Ex

[
inf
t≥0

G(Xt)
]
≤ Ex[G(x)] = G(x)

΄Αϱα, ηG−h είναι µη αϱνητική και πϱοϕανώς κάτω ϕϱαγµένη (από το 0). Εποµένως,
ισχύει και ότι V̂ − h ≥ G − h. Για να δείξουµε ότι, η V̂ − h είναι superharmonic,
αϱκεί να δείξουµε ότι η −h είναι. Πϱάγµατι, αν 0 ≤ σ <∞, τότε:

Ex[−h(Xσ)] = Ex

[
− EXσ

[
inf
t≥0

G(Xt)
]]

= Ex

[
− Ex

[
inf
t≥0

G(Xt) ◦ θσ
∣∣∣Fσ

]]
7Η G είναι µη αϱνητική και ϕϱάσσεται από την ολοκληϱώσιµη τυχαία µεταϐλητή supt≥0 |Gt|.
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= Ex

[
− inf

t≥0
G(Xt+σ)

]
≤ Ex

[
− inf

t≥0
G(Xt)

]
≤ −h(x)

όπου η πϱώτη ανισότητα, ισχύει λόγω του ότι το infimum του υπεϱσυνόλου, είναι
µικϱότεϱο ή ίσο (µεγαλύτεϱο ή ίσο µε το µείον) από το infimum του υποσυνόλου.

΄Αϱα, η V̂ − h είναι πράγµατι superharmonic. Η απόδειξη ολοκληρώνεται, εφαρ-
µόζοντας τα ίδια επιχειρήµατα µε την πεϱίπτωση της κάτω ϕραγµένης G, χρησι-
µοποιώντας όµως τις συναρτήσεις V̂ −h και G−h, στη ϑέση των V̂ και G αντίστοιχα.

Ισχυϱισµός (ii)

΄Εστω 0 ≤ τ∗ < ∞, ένας ϐέλτιστος χϱόνος διακοπής για το πϱόϐληµα 4.2.2. Από
τον ισχυϱισµό (ii) της αναγκαίας συνϑήκης (ϐλέπε ϑεώϱηµα 4.2.1), παίϱνουµε ότι
τD ≤ τ∗ (Px-σϐ), για κάϑε x ∈ Rd.

Οπότε, αν υπάϱχει x ∈ Rd τέτοιο ώστε Px[τD < ∞] < 1, τότε ισχύει και ότι Px[τ∗ <
∞] < 1. ΄Οµως, αυτό είναι άτοπο, καϑώς υποϑέσαµε ότι ο τ∗ είναι ϐέλτιστος (άϱα και
πεπεϱασµένος Px-σϐ). ■

Το πιο πάνω ϑεώϱηµα, µας επιτϱέπει να εντοπίσουµε τη συνάϱτηση αξίας V , υπ-
ολογίζοντας την ελάχιστη superharmonic συνάϱτηση, που κυριαρχεί την G. Στο
ερχόµενο κεφάλαιο, ϑα δούµε ότι, ο εν λόγω υπολογισµός µποϱεί να γίνει µέσω ενός
προβλήµατος διαφορικών εξισώσεων (υποθέτοντας κατάλληλα οµαλότητα στη V ).

Αν γνωϱίϹουµε εκ των πϱοτέϱων ότι, η V είναι lsc, τότε η πιο πάνω ικανή συνϑήκη,
µας δίνει ένα κϱιτήϱιο για την ύπαϱξη ϐέλτιστου χϱόνου. ∆ιατυπώνουµε το εν λόγω
κϱιτήϱιο, στην πιο κάτω πϱόταση.

Πϱόταση 4.2.2. ΄Εστω ότι ισχύει η συνϑήκη 4.2.1. ΄Εστω επιπλέον ότι, οι V και G
είναι lsc και usc, αντίστοιχα. Τότε:

(i) Αν Px[τD <∞] = 1, για κάϑε x ∈ Rd, τότε ο τD είναι ϐέλτιστος για το πϱόϐληµα
4.2.2

(ii) Αν Px[τD < ∞] < 1, για κάποιο x ∈ Rd, τότε δεν υπάϱχει ϐέλτιστο χϱόνος
διακοπής για το πϱόϐληµα 4.2.2

Απόδειξη. Αν δείξουµε ότι, η V είναι superharmonic, τότε εύκολα ϐλέπουµε ότι είναι
και η µικϱότεϱη τέτοια συνάϱτηση, που κυϱιαϱχεί την G. Πϱάγµατι, αν f : Rd → R
µια άλλη superharmonic συνάϱτηση, που κυϱιαϱχεί την G, τότε για κάϑε χϱόνο
διακοπής 0 ≤ τ <∞:

Ex[G(Xτ )] ≤ Ex[f(Xτ )] ≤ f(x)
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Παίϱνοντας supremum στην πιο πάνω, ϐλέπουµε ότι:

V (x) = sup
0≤τ<∞

Ex[G(Xτ )] ≤ f(x)

΄Αϱα, η συνάϱτηση αξίας V είναι η Ϲητούµενη συνάϱτηση V̂ , της ικανής συνϑήκης.
Εποµένως, οι δυο ισχυϱισµοί είναι συνέπεια του ϑεωϱήµατος 4.2.2.

Οπότε, αϱκεί να δείξουµε ότι η V είναι superharmonic. ΄Εστω 0 ≤ τ, σ < ∞, δυο
χϱόνοι διακοπής. Από την ισχυϱή Μαϱκοϐιανή ιδιότητα, παίϱνουµε ότι:

EXσ [G(Xτ )] = Ex[G(Xτ ) ◦ θσ|Fσ] = Ex[G(Xσ+τ◦θσ)|Fσ]

Η V ως lsc, είναι και µετϱήσιµη. Συνεπώς, η απεικόνιση σ 7→ V (Xσ) =
ess sup0≤τ<∞ Ex[G(Xσ+τ◦θσ)|Fσ], όπου 0 ≤ σ <∞, είναι και αυτή µετϱήσιµη.

Θα δείξουµε ότι, η οικογένεια {Ex[G(Xσ+τ◦θσ)|Fσ] : τ ∈ T0} είναι upwards directed.
Πϱάγµατι, έστω 0 ≤ τ1, τ2 < ∞. ΟϱίϹουµε τους χϱόνους διακοπής ρ1 = σ + τ1 ◦ θσ
και ρ1 = σ + τ1 ◦ θσ, καϑώς και το σύνολο:

B = {Ex[G(Xρ1)|Fσ] ≥ Ex[G(Xρ2)|Fσ]}
= {Ex[G(Xτ1) ◦ θσ|Fσ] ≥ Ex[G(Xτ2) ◦ θσ|Fσ]}
= {EXσ [G(Xτ1)] ≥ EXσ [G(Xτ2)]}

Εύκολα ϐλέπουµε ότι, B ∈ Fσ. ΟϱίϹουµε τώϱα, τον ρ = ρ11B + ρ21Bc. Το γεγονός
ότι ο ρ, είναι χϱόνος διακοπής, έπεται από την πιο κάτω σχέση:

{ρ ≤ t} = ({ρ ≤ t} ∩B) ∪ ({ρ ≤ t} ∩Bc)

= ({ρ1 ≤ t} ∩B ∩ {σ ≤ t}) ∪ ({ρ2 ≤ t} ∩Bc ∩ {σ ≤ t})

όπου τα σύνολα B,Bc ∈ Fσ ⊆ Ft, εϕόσον ϐϱισκόµαστε στο σύνολο {σ ≤ t}.

Αποµένει να δείξουµε ότι, ο ρ µποϱεί να γϱαϕτεί ως ρ = σ + τ ◦ θσ, για κάποιον
χϱόνο διακοπής 0 ≤ τ <∞. ΄Εστω το σύνολο A = {Ex[G(Xτ1)] ≥ Ex[G(Xτ2)]} ∈ F0.
Εύκολα ϐλέπουµε ότι, 1B = 1A ◦ θσ. ΄Αϱα, έχουµε ότι:

ρ = (σ + τ1 ◦ θσ)1B + (σ + τ2 ◦ θσ)1Bc

= σ + (τ11A + τ21Ac) ◦ θσ

Η απόδειξη του ότι ο τ11A + τ21Ac είναι χϱόνος διακοπής, είναι όµοια µε του ρ.
Επιπλέον, εύκολα ϐλέπουµε ότι, είναι πεπεϱασµένος (Px-σϐ).

Οπότε, χϱησιµοποιώντας τον ρ, δείχνουµε το Ϲητούµενο:

Ex[G(Xρ)|Fσ] = Ex[G(Xρ1)1B +G(Xρ2)1Bc |Fσ]

= Ex[G(Xρ1)|Fσ]1B + Ex[G(Xρ2)|Fσ]1Bc
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= Ex[G(Xρ1)|Fσ] ∨ Ex[G(Xρ2)|Fσ]

΄Αϱα, η οικογένεια {Ex[G(Xσ+τ◦θσ)|Fσ] : τ ∈ T0} είναι πϱάγµατι upwards directed.
Εποµένως, υπάϱχει ακολουϑία χϱόνων διακοπής (τn)n≥0, µε 0 ≤ τn < ∞, τέτοια
ώστε η ακολουϑία (Ex[G(Xσ+τn◦θσ)|Fσ])n≥0, να είναι αύξουσα και:

V (Xσ) = lim
n→∞

Ex[G(Xσ+τn◦θσ)|Fσ]

Το ϑεώϱηµα µονότονης σύγκλισης, µας δίνει ότι:

Ex[V (Xσ)] = Ex

[
lim
n→∞

Ex[G(Xσ+τn◦θσ)|Fσ]
]

= lim
n→∞

Ex[G(Xσ+τn◦θσ)]

≤ V (x)

΄Αϱα, η V είναι πϱάγµατι superharmonic. ■

Οι υποϑέσεις ηµισυνέχειας των V και G, ϕαίνεται να πεϱιοϱίϹουν τη γενικότητα των
πιο πάνω αποτελεσµάτων. ΄Οµως, ϑα δούµε και στο πϱακτικό µέϱος της εϱγασίας,
ότι οι υποϑέσεις αυτές είναι ϕυσιολογικές. Επίσης, για να δείξουµε ότι η V είναι lsc,
αϱκεί να δείξουµε ότι, η απεικόνιση Rd ∋ x 7→ Ex[G(Xτ )] είναι lsc, για κάϑε χϱόνο
διακοπής 0 ≤ τ <∞ (το supremum lsc συναϱτήσεων, είναι lsc).

Παϱατήϱηση 4.2.2. Αποδεικνύεται οτι, αν η X είναι διαδικασία Feller και η G
συνεχής συνάϱτηση, τότε η V είναι lsc.

Ολοκληϱώνουµε το κεφάλαιο αυτό, σχολιάζοντας το πως τροποποιούνται τα πιο πάνω
αποτελέσµατα, στην πεϱίπτωση του πεπερασµένου χϱονικού ορίζοντα (T < ∞). Η
κύϱια διαφοροποίηση είναι ότι, πλέον µας ενδιαφέρει άµεσα και η χϱονική στιγµή
από την οποία ξεκινάµε (ισοδύναµα, ο χϱόνος που αποµένει µέχϱι την ωρίµανση).
Συνεπώς, όταν µελετούµε την πεϱίπτωση αυτή, χρησιµοποιούµε ως υποκείµενη δι-
αδικασία τη Z = (Zt)0≤t≤T , όπου Zt = (t,Xt).

Θα πϱοσπαϑήσουµε να εξηγήσουµε, γιατί χϱειάϹεται η πιο πάνω τϱοποποίηση. ΄Εστω
ότι έχουµε διανύσει µια τϱοχιά Ft, µέχϱι κάποια ενδιάµεση χϱονική στιγµή t ∈
(0, T ). Η Μαϱκοϐιανή δοµή της X, µας επιτϱέπει να επικεντϱωϑούµε µόνο στη
παϱούσα ϑέση της διαδικασίας, Xt, αγνοώντας το υπόλοιπο της τϱοχιάς. ΄Οµως, το
γεγονός ότι έχουµε ήδη διανύσει χϱόνο t, επηϱεάϹει άµεσα το σύνολο των δυνατών
χϱόνων διακοπής, µε τους οποίους µποϱούµε να συνεχίσουµε. Αυτό οϕείλεται στο
ότι, οι υπό εξέταση χϱόνοι διακοπής τ , πϱέπει να ικανοποιούν τη συνϑήκη τ ≤
T − t8, διότι (εξ οϱισµού) η διαδικασία τεϱµατίϹει τη χϱονική στιγµή T . Εποµένως,
πϱέπει να πϱοσϑέσουµε και τη χϱονική µεταϐλητή, στην υποκείµενη διαδικασία του
πϱοϐλήµατος, καταλήγοντας έτσι στη διαδικασία Z που δώσαµε πιο πάνω.

8Στην πεϱίπτωση του άπειϱου χϱονικού οϱίϹοντα, η συνϑήκη αυτή, παίϱνει τη µοϱϕή τ <∞. Αυτό
µας επιτϱέπει να µελετήσουµε το πϱόϐληµα, "επανεκκινώντας" το. ∆ηλαδή, ϑεωϱώντας ξανά το ίδιο
πϱόϐληµα, αλλάϹοντας µόνο την αϱχική ϑέση της διαδικασίας. Οπότε, στην πεϱίπτωση του άπειϱου
χϱονικού οϱίϹοντα, το πϱόϐληµα είναι χϱονικά οµογενές.
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Συνεπώς, το πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής 4.2.2, έχει πλέον τη µοϱϕή:

V (t, x) = sup
0≤τ≤T−t

Et,x[G(t+ τ,Xt+τ )] = sup
0≤τ≤T−t

Et,x[G(Zt+τ )] (4.2.10)

για κάϑε αϱχική κατάσταση (t, x) ∈ [0, T ]×Rd. Με Et,x συµϐολίϹουµε τη µέση τιµή
κάτω από το µέτϱο Pt,x, το οποίο είναι τέτοιο ώστε Pt,x[Xt = x] = 1.

Η συνϑήκη ολοκληϱωσιµότητας 4.2.1, γϱάϕεται πλέον ως:

Et,x

[
sup

0≤s≤T−t
|G(t+ s,Xt+s)|

]
<∞ (4.2.11)

για κάϑε (t, x) ∈ [0, T ]× Rd.

Οµοίως, τϱοποποιούµε και το σύνολο συνέχειας 4.2.3, το σύνολο διακοπής 4.2.4 και
τον χϱόνο εισόδου 4.2.5:

C = {(t, x) ∈ [0, T ]× Rd : V (t, x) = G(t, x)} (4.2.12)

D = {(t, x) ∈ [0, T ]× Rd : V (t, x) > G(t, x)} (4.2.13)
τD = inf{0 ≤ s ≤ T − t : Zt+s ∈ D} (4.2.14)

Τα αποτελέσµατα της αναγκαίας συνϑήκης 4.2.1, της ικανής συνϑήκης 4.2.2, καϑώς
και του ποϱίσµατός 4.2.2, εξακολουϑούν να ισχύουν και σε αυτό το πλαίσιο, µε
κατάλληλες όµως τϱοποποιήσεις, ϐάσει των πιο πάνω συµϐολισµών.

Εύκολα ϐλέπουµε ότι, λόγω του πεπεϱασµένου χϱονικού οϱίϹοντα, το πϱόϐληµα
4.2.10 ικανοποιεί την τελική συνϑήκη V (T, x) = G(T, x), για κάϑε x ∈ Rd (ϐλέπε
σχέση 3.2.7). Εποµένως, έχουµε ότι {(T, x) : x ∈ Rd} ⊆ D. ΄Αϱα, ο χϱόνος διακοπής
τD είναι ϕϱαγµένος από T , για κάϑε αϱχική κατάσταση (t, x) ∈ [0, T ]× Rd.

Οπότε, στην πεϱίπτωση του πεπεϱασµένου χϱονικού οϱίϹοντα, η συνϑήκη Pt,x[τD <
∞] = 1, ικανοποιείται εξ οϱισµού. Συνεπώς, για να συµπεϱάνουµε την ύπαϱξη του
ϐέλτιστου χϱόνου διακοπής, αϱκεί να ελέγξουµε τις υποϑέσεις ηµισυνέχειας των V
και G (και να επικαλεστούµε την πϱόταση 4.2.2).
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Πϱόϐληµα Ελεύϑεϱου Συνόϱου

Στο κεφάλαιο αυτό, ϑα δούµε πως τα αποτελέσµατα του προηγούµενου κεφαλαίου,
µας υποδεικνύουν ότι, µας επιτρέπουν να υπολογίσουµε τη Ϲητούµενη συνάϱτηση
αξίας, µέσω ενός προβλήµατος ελευθέρου συνόϱου. Θα σχολιάσουµε την αναγωγή
αυτή, καθώς και µια επιπλέον συνθήκη που χρειάζεται να επιϐάλουµε. Για περισ-
σότερες λεπτοµέρειες, παραπέµπουµε στα [10, 14].

5.1 Εισαγωγή

Στο πϱοηγούµενο κεϕάλαιο, παϱουσιάσαµε µια σειϱά από ποιοτικά ϑεωϱήµατα, για
το πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής 4.2.2. Στην ενότητα αυτή, ϑα δούµε πως τα εν λόγω
αποτελέσµατα, µας οδηγούν σε ένα εναλλακτικό πϱόϐληµα, του οποίου η επίλυση
µας δίνει τη Ϲητούµενη (ή τις υποψήϕιες) συνάϱτηση αξίας.

΄Εστω ότι, ικανοποιούνται οι υποϑέσεις της πϱότασης 4.2.2. Συνεπώς, ο τD είναι
ϐέλτιστος, ή ισοδύναµα V (x) = Ex[G(XτD)], για κάϑε x ∈ Rd. Από την απόδειξη της
πϱότασης 4.2.2, ϐλέπουµε ότι, η V είναι η µικϱότεϱη superharmonic συνάϱτηση,
που κυϱιαϱχεί την G (το γεγονός αυτό, έπεται και από την αναγκαία συνϑήκη 4.2.1).
Εποµένως, η V είναι η µικϱότεϱη λύση του πιο κάτω συστήµατος:

AXV ≤ 0

V ≥ G
⇐⇒

AXV ≤ 0

V > G στο C
V = G στο D

(5.1.1)

όπου υποϑέτουµε ότι η V ∈ domAX
1.

Το πϱόϐληµα 5.1.1 ονοµάϹεται πϱόϐληµα ελευϑέϱου συνόϱου, καϑώς εκτός της
άγνωστης συνάϱτησης αξίας V , είναι άγνωστο και το χωϱίο επίλυσης C. Στο πϱακτικό
µέϱος της εϱγασίας, ϑα δούµε πως µποϱούµε να αξιοποιήσουµε το πϱόϐληµα 5.1.1,
ώστε να λύσουµε αϱιϑµητικά το Ϲητούµενο πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής 4.2.2.

1Θα δούµε στο εϱχόµενο κεϕάλαιο ότι, ένα τέτοιο ποιοτικό χαϱακτηϱιστικό, µποϱεί να αποδειχϑεί
και χωϱίς κάποια αναλυτική έκϕϱαση της V .
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Επιπλέον, η αναπαράσταση της συνάϱτησης αξίας ως V (x) = Ex[G(XτD)], µας
οδηγεί σε ένα πϱόϐληµα τύπου Dirichlet. Για να αποδείξουµε τον ισχυϱισµό αυτό,
χρειαζόµαστε την έννοια του κανονικού συνόϱου, την οποία ορίζουµε πιο κάτω.

Οϱισµός 5.1.1 (Κανονικό σύνοϱο). ΄Ενα σηµείο του συνόϱου x ∈ ∂C, λέγεται κανον-
ικό (ως πϱος το D), αν Px[σD = 0] = 1, όπου σD = inf{t > 0 : Xt ∈ D}. Το σύνοϱο
∂C, λέγεται κανονικό (ως πϱος το D), αν κάϑε σηµείο του είναι κανονικό.

∆ιαισϑητικά, ο πιο πάνω οϱισµός µας λέει ότι, αν η διαδικασία ξεκινήσει από κάποιο
κανονικό σηµείο του συνόϱου, τότε εισέϱχεται κατευϑείαν στο D.

Είµαστε πλέον σε ϑέση, να αποδείξουµε τον ισχυϱισµό που υποσχεϑήκαµε πιο πάνω.

Θεώϱηµα 5.1.1 (Πϱόϐληµα Dirichlet). ΄Εστω ότι η συνάϱτηση αξίαςG, είναι συνεχής
στο σύνοϱο ∂C, το οποίο υποθέτουµε ότι είναι κανονικό (ως πϱος το D). Τότε, η
συνάϱτηση αξίας V , ικανοποιεί το ακόλουϑο πϱόϐληµα Dirichlet:

AXV = 0 στο C (5.1.2)
V = G στο ∂C (5.1.3)

Απόδειξη. ΘυµίϹουµε ότι, το σύνολο C είναι ανοιχτό.

Σχέση 5.1.2

Για κάϑε x ∈ C, υπάϱχει ανοιχτή πεϱιοχή U , τέτοια ώστε x ∈ U ⊆ C. Οπότε, η
ισχυϱή Μαϱκοϐιανή ιδιότητα µας δίνει ότι:

Ex[V (XτUc )] = Ex

[
EXτUc

[G(XτD)]
]

= Ex

[
Ex[G(XτD) ◦ θτUc |FτUc ]

]
= Ex[G(XτUc+τD◦θτUc

)]

= Ex[G(XτD)]

= V (x)

όπου η πϱοτελευταία ισότητα, ισχύει λόγω της τUc ≤ τD (U ⊆ C = Dc).

΄Αϱα, από τον οϱισµό του χαϱακτηϱιστικού τελεστή, έπεται το Ϲητούµενο:

AXV (x) = lim
U↓x

Ex[V (XτUc )]− V (x)

Ex[τUc ]
= 0

Σχέση 5.1.3

΄Εστω τώϱα x ∈ ∂C. Από τον οϱισµό του κανονικού συνόϱου, έχουµε ότι Px[σD =
0] = 1. Εποµένως, εξ οϱισµού της V , παίϱνουµε ότι:

V (x) = Ex[G(XτD)] = G(x)

όπου η δεύτεϱη ισότητα, ισχύει λόγω της Px[τD = 0] = 1 (0 ≤ τD ≤ σD). ■
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Η σχέση 5.1.3, είναι γνωστή ως συνϑήκη continuous fit. Επιπλέον, παϱατηϱούµε
ότι, η ισότητα 5.1.2 είναι σύµϕωνη µε το γεγονός ότι, η σταµατηµένη διαδικασία
(V (Xt∧τD))t≥0 είναι Px-martingale (δηλαδή, µε το ότι η διαδικασία (V (Xt))t≥0, είναι
Px-martingale, όσο ϐϱίσκεται στο σύνολο συνέχειας C).

Τα όσα σχολιάσαµε πιο πάνω, µας επιτρέπουν να αναζητήσουµε τη λύση του προβλή-
µατος ϐέλτιστης διακοπής 4.2.2, επιλύοντας είτε το πϱόϐληµα ελευθέρου συνόϱου
5.1.1, είτε το πϱόϐληµα Dirichlet 5.1.2-5.1.3. Ειδικότερα, τα προβλήµατα αυτά,
αποτελούν µια αναγκαία συνθήκη για τη Ϲητούµενη συνάϱτηση αξίας V . Συνεπώς,
η επίλυσή τους µας οδηγεί στις υποψήφιες λύσεις του προβλήµατος 4.2.2. Σηµειώ-
νουµε ότι, υπάρχουν παθολογικές περιπτώσεις όπου, ενώ το πϱόϐληµα Dirichlet
έχει λύση (ή και λύσεις), το αρχικό πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής δεν έχει.

Σε κάποιες περιπτώσεις, µποϱούµε εκ των προτέρων να αποδείξουµε ότι, η
συνάϱτηση αξίας V είναι αρκετά οµαλή, ώστε AXV = LXV . Εποµένως, τα
προβλήµατα 5.1.1 και 5.1.2-5.1.3, είναι πλέον προβλήµατα διαφορικών εξισώσεων.
Μια συνήϑης µεϑοδολογία είναι, να "µαντέψουµε" τη γενική µοϱϕή του χωϱίου
C (στηριζόµενοι στη ϕύση του προβλήµατος) και έπειτα να προσδιορίσουµε τη
συνάϱτηση αξίας V , επιλύοντας τα προβλήµατα αυτά. ΄Οµως, ακόµα και στην σπά-
νια πεϱίπτωση όπου, η διαφορική εξίσωση λύνεται αναλυτικά, χρειαζόµαστε µια
επιπλέον συνθήκη, ώστε να προσδιορίσουµε και το άγνωστο χωϱίο C. Η Ϲητούµενη
αυτή συνθήκη, είναι γνωστή ως συνθήκη smooth fit (ϐλέπε ερχόµενη ενότητα).

Αϕού υπολογίσουµε µια υποψήφια συνάϱτηση αξίας (επιλύοντας τα πιο πάνω),
πϱέπει να αποδείξουµε ότι είναι πράγµατι η ϐέλτιστη. Στην πεϱίπτωση όπου, γν-
ωρίζουµε εκ των προτέρων ότι, το πϱόϐληµα ϐέλτιστης διακοπής 4.2.2 έχει λύση,
τότε η µοναδική (ή η µικϱότεϱη) λύση του προβλήµατος ελευθέρου συνόϱου 5.1.1
(ή του προβλήµατος Dirichlet 5.1.2-5.1.3), είναι η Ϲητούµενη συνάϱτηση αξίας.

5.2 Συνϑήκη smooth fit

Η συνϑήκη smooth fit µας λέει ότι, η ϐέλτιστη επιλογή για το σύνοϱο ∂C, είναι τέτοια
ώστε, οι παϱάγωγοι των V και G, να ταυτίϹονται σε αυτό2. ∆ηλαδή, τέτοια ώστε:

∇V = ∇G στο ∂C (5.2.1)

Η απόδειξη της συνθήκης 5.2.1, είναι αρκετά τεχνική, ακόµα και στην µονοδιάσ-
τατη πεϱίπτωση (πόσο µάλλον στις πολλές διαστάσεις). Για το λόγο αυτό, ϑα την
αποδείξουµε µόνο για µια ειδική πεϱίπτωση διαχύσεων Itô.

Απόδειξη. ΄ΕστωX = (Xt)t≥0 µια µονοδιάστατη διάχυση Itô, µε συντελεστή διάχυσης
σ, τέτοιον ώστε σ(x) ̸= 0, για κάϑε x ∈ R. Επίσης, υποϑέτουµε ότι, η X είναι
κανονική, εννοώντας ότι, για οποιεσδήποτε δύο καταστάσεις της, x, y ∈ R, ισχύει ότι
Px[Ty <∞] = 1, όπου Ty = inf{t ≥ 0 : Xt = y}.

2Για να έχει νόηµα ο εν λόγω ισχυϱισµός, η G πϱέπει να είναι παϱαγωγίσιµη στο ∂C.
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Επιπλέον, έστω ότι, τα σύνολα συνέχειας και διακοπής έχουν τη µοϱϕή C = (b,∞)
και D = (−∞, b], αντίστοιχα. ΄Αϱα, το Ϲητούµενο είναι να δείξουµε ότι, V ′(b) = G′(b).

΄Εστω ένα ϵ > 0. Οι σχέσεις V ≥ G και V (b) = G(b), µας δίνουν ότι:

V (b+ ϵ)− V (b)

ϵ
≥ G(b+ ϵ)−G(b)

ϵ

Παίϱνοντας όϱιο στην πιο πάνω, καϑώς το ϵ→ 0, έχουµε ότι:

lim
ϵ→0

V (b+ ϵ)− V (b)

ϵ
≥ G′(b) (5.2.2)

ΟϱίϹουµε επιπλέον, τον ακόλουϑο χϱόνο διακοπής:

τϵ = inf{t ≥ 0 : Xt /∈ (b− ϵ, b+ ϵ)}

Από τη συνέχεια της X, έπεται ότι:

Eb[V (Xτϵ)] = V (b+ ϵ)Pb[Xτϵ = b+ ϵ] + V (b− ϵ)Pb[Xτϵ = b− ϵ]

= V (b+ ϵ)Pb[Xτϵ = b+ ϵ] +G(b− ϵ)Pb[Xτϵ = b− ϵ]

όπου η τελευταία ισότητα, ισχύει καϑώς το b− ϵ ∈ D.

Λόγω του ότι η V είναι superharmonic, έχουµε επιπλέον ότι:

Eb[V (Xτϵ)] ≤ V (b)

= V (b)Pb[Xτϵ = b+ ϵ] + V (b)Pb[Xτϵ = b− ϵ]

= V (b)Pb[Xτϵ = b+ ϵ] +G(b)Pb[Xτϵ = b− ϵ]

ΣυνδυάϹοντας τις δυο τελευταίες σχέσεις, παίϱνουµε ότι:(
V (b+ ϵ)− V (b)

)
Pb[Xτϵ = b+ ϵ] ≤

(
G(b)−G(b− ϵ)

)
Pb[Xτϵ = b− ϵ] (5.2.3)

Στο υπόλοιπο της απόδειξης, ϑα χϱειαστούµε την έννοια της συνάϱτησης κλίµακας
(scale function) s : R → R, µιας διάχυσης Itô. Για κάϑε x ∈ R, η s οϱίϹεται ως:

s(x) =

∫ x

x0

e
−

∫ y
x0

2µ(z)

σ(z)2
dz
dy

για κάποιο, αυϑαίϱετα επιλεγµένο x0 ∈ R.

Αποδεικνύεται ότι, για οποιαδήποτε α < x < β, η s είναι τέτοια ώστε:

Px[Tβ < Tα] =
s(x)− s(α)

s(β)− s(α)

όπου Tα = inf{t ≥ 0 : Xt = α} και Tβ = inf{t ≥ 0 : Xt = β}.
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Με ϐάση την πιο πάνω, ϐλέπουµε ότι:

Pb[Xτϵ = b+ ϵ] = Px[Tb+ϵ < Tb−ϵ] =
s(b)− s(b− ϵ)

s(b+ ϵ)− s(b− ϵ)

Pb[Xτϵ = b− ϵ] = Px[Tb−ϵ < Tb+ϵ] =
s(b+ ϵ)− s(b)

s(b+ ϵ)− s(b− ϵ)

Οπότε, αντικαϑιστώντας τις πιο πάνω στη σχέση 5.2.3, παίϱνουµε ότι:

V (b+ ϵ)− V (b)

ϵ
≤ G(b)−G(b− ϵ)

ϵ

s(b+ ϵ)− s(b)

s(b)− s(b− ϵ)

Από το ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα του απειϱοστικού λογισµού, έχουµε ότι η s είναι παραγ-
ωγίσιµη, µε s′(x) = exp(−

∫ x

x0

2µ(z)
σ(z)2

dz) > 0, για κάϑε x ∈ R. Οπότε, παίρνοντας όϱιο
στην πιο πάνω, καθώς το ϵ→ 0, ϐλέπουµε ότι:

lim
ϵ→0

V (b+ ϵ)− V (b)

ϵ
≤ G′(b)

s′(b)

s′(b)
= G′(b) (5.2.4)

Οι σχέσεις 5.2.2 και 5.2.4, µας δίνουν το Ϲητούµενο. ■

Για πεϱισσότεϱες λεπτοµέϱειες, σχετικά µε την πιο πάνω απόδειξη, παϱαπέµπουµε
στα [10, 12]. Στο [15], ϐλέπουµε µια σχετική απόδειξη για την πεϱίπτωση των πολλών
διαστάσεων, ενώ στο [16], ϐλέπουµε και µια συϹήτηση για το πότε η συνϑήκη αυτή,
είναι και ικανή να µας δώσει τη Ϲητούµενη συνάϱτηση αξίας.
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Αµεϱικανικά ∆ικαιώµατα

Στο κεφάλαιο αυτό, ϑα µελετήσουµε µια ειδική πεϱίπτωση του πϱόϐληµα ϐέλτιστης
διακοπής. Ειδικότερα, ϑα ασχοληθούµε µε την arbitrage-free τιµολόγηση του
Αµεϱικανικού δικαιώµατος πώλησης, όταν το πρωτογενές πϱοϊόν ακολουθεί µια
γεωµετϱική κίνηση Brown. Αρχικά, ϑα εισάγουµε µεϱικές ϐασικές έννοιες των
χρηµατοοικονοµικών και µετά ϑα εστιάσουµε στη τιµολόγηση του παραγώγου.

Θα δούµε ότι, στην πεϱίπτωση του άπειϱου χϱονικού ορίζοντα, µποϱούµε να υπ-
ολογίσουµε αναλυτικά τη Ϲητούµενη συνάϱτηση αξίας. Αντίθετα, στην πεϱίπτωση
του πεπερασµένου ορίζοντα, ϑα αϱκεστούµε σε µεϱικά ποιοτικά αποτελέσµατα.

Τα αποτελέσµατα του κεϕαλαίου αυτού, στηϱίϹονται κυϱίως στα [17, 18, 10]. Για
πεϱισσότεϱες λεπτοµέϱειες, παϱαπέµπουµε στα [19, 20].

6.1 Εισαγωγή

΄Εστω ότι, στην αγοϱάς µας υπάρχουν δυο πϱοϊόντα: ένας αποταµιευτικός λογα-
ϱιασµός (ή αλλιώς πϱοϊόν χωϱίς κίνδυνο) και µια "µετοχή" (ή αλλιώς πϱοϊόν µε
κίνδυνο)1. Ο χαρακτηρισµός των δυο προϊόντων, ως µε ή χωϱίς κίνδυνο οφείλεται
στο ότι, η δυναµική τους είναι στοχαστική και ντετερµινιστική αντίστοιχα.

Οι δυνατές εκϐάσεις της αγοϱάς, πεϱιγϱάϕονται από τον χώϱο πιϑανότητας (Ω,F ,Q).
Οι έννοιες που ϑα µελετήσουµε έχουν ένα χϱονικό εύϱος [0, T ], όπου ϑεωϱούµε ως
παϱούσα χϱονική στιγµή τη t = 0. Ο οϱίϹοντας T ∈ [0,∞] ονοµάϹεται και ωϱίµανση.

6.1.1 Πϱοϊόν χωϱίς κίνδυνο

Η έννοια του αποταµιευτικού λογαριασµού, µοντελοποιεί τη δυνατότητα ενός επεν-
δυτή να δανειστεί (καταθέσει) ένα χϱηµατικό ποσό από (σε) µια τϱάπεϹα, πληρώνον-
τας (εισπράττοντας) ένα ποσό σε τόκους, µε ϐάση ένα προκαθορισµένο επιτόκιο, έστω

1Οι έννοιες που ϑα παϱουσιάσουµε, γενικεύονται και σε αγοϱές µε πεϱισσότεϱες από µια µετοχές.
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r > 0. Υποθέτουµε ότι, το επιτόκιο είναι σταθερό, ότι είναι το ίδιο για τα δάνεια και
τις καταθέσεις, καθώς και ότι ο ανατοκισµός είναι συνεχής.

Εποµένως, η αξία του πϱοϊόντος χωϱίς κίνδυνο, έστω (S0
t )0≤t≤T , πεϱιγϱάϕεται από

την πιο κάτω συνήϑης διαϕοϱική εξίσωση2:

dS0
t = rS0

t dt για κάϑε 0 ≤ t ≤ T

S0
0 = 1

Η (µοναδική) λύση της πιο πάνω, είναι η S0
t = ert. Παϱατηϱούµε ότι, η δυναµική

του πϱοϊόντος χωϱίς κίνδυνο, είναι πϱάγµατι ντετεϱµινιστική και καϑοϱίϹεται πλήϱως
από το επιτόκιο r.

Η S0
t µας δίνει την αξία µιας σηµεϱινής µονάδα χϱήµατος, τη χϱονική στιγµή t.

Ισοδύναµα, µια µονάδα χϱήµατος τη χϱονική στιγµή t, αξίϹει 1/S0
t = e−rt σηµεϱινές

µονάδες. Εξαιτίας αυτού, ο όϱος e−rt λέγεται και πϱοεξοϕλητικός παϱάγοντας.

6.1.2 Πϱοϊόν µε κίνδυνο

Ως πϱοϊόν µε κίνδυνο, χαρακτηρίζουµε ένα πϱοϊόν της αγοϱάς, του οποίου η αξία
είναι στοχαστική. Το σύνηθες παϱάδειγµα είναι οι µετοχές. Για το λόγο αυτό συν-
ηθίζεται να αναφερόµαστε στο πϱοϊόν µε κίνδυνο ως µετοχή, ανεξάϱτητα του τι είναι.

Υποϑέτουµε ότι, η δυναµική της αξίας της µετοχής, έστω (St)0≤t≤T , πεϱιγϱάϕεται
από µια γεωµετϱική κίνηση Brown. Ειδικότεϱα, η τιµή της µετοχής δίνεται από:

St = S0e
(r−σ2

2
)t+σBt για κάϑε 0 ≤ t ≤ T

όπου σ > 0 η µεταϐλητότητα του µοντέλου και S0 > 0 η αϱχική τιµή της µετοχής.

Με (Bt)0≤t≤T , συµβολίζουµε την (τυπική) κίνηση Brown του χώϱου. Επιπλέον, ϑεω-
ϱούµε και την παραγόµενη διήϑηση της, έστω (Ft)0≤t≤T . ΄Αϱα, ο χώϱος πιθανότητας
µε διήϑηση (Ω,F , (Ft)0≤t≤T ,Q), περιγράφει πλήϱως τη συµπεριφορά της αγοϱάς.

Το πιο πάνω µοντέλο, ονοµάϹεται υπόδειγµα Black-Scholes3και αποτελεί ένα από τα
απλούστεϱα µοντέλα για την αξία της µετοχής. Στην πϱάξη, οι παϱάµετϱοί του είναι
άγνωστες, οπότε χϱησιµοποιούµε κάποια εκτίµησή τους από ιστοϱικά δεδοµένα.

ΑξίϹει να σηµειωϑεί ότι, το µέτϱο πιϑανότητας Q είναι τέτοιο ώστε, οι πϱοεξοϕληµένες
αξίας των πϱοϊόντων (e−rtS0

t )0≤t≤T και (e−rtSt)0≤t≤T , να είναι Q−martingale. Λόγω
αυτού, το µέτϱο Q λέγεται και αδιάϕοϱο κινδύνου (risk neutral) µέτϱο πιϑανότητας.

2Κατά σύµϐαση, ϑεωϱούµε ότι η αϱχική τιµή του πϱοϊόντος χωϱίς κίνδυνο, είναι ίση µε 1.
3Εναλλακτικά ονοµάϹεται και µοντέλο Black-Scholes-Merton ή µοντέλο Samuelson.



Κεϕάλαιο 6. Αµεϱικανικά ∆ικαιώµατα 61

6.1.3 Παϱάγωγα

΄Ενα πϱοϊόν λέγεται παράγωγο, αν η αξία του εξαρτάται από την τιµή ενός υποκείµε-
νου (πρωτογενούς) προϊόντος, όπως για παϱάδειγµα µιας µετοχής. Ειδικότερα, ϑα
επικεντρωθούµε στα δικαιώµατα αγοϱάς και πώλησης. Τέτοιου είδους δικαιώµατα,
δίνουν στον κάτοχο τους τη δυνατότητα να αγοράσει (ή να πουλήσει) το υποκείµενο
πϱοϊόν, σε κάποια µελλοντική στιγµή, πϱος µια µια προσυµφωνηµένη τιµή.

Ο κάτοχος του δικαιώµατος, λέµε ότι έχει ϑετική ϑέση σε αυτό, ενώ ο εκδότης του
αϱνητική. ΄Αϱα, ο κάτοχος του δικαιώµατος, έχει το δικαίωµα να το ασκήσει, δηλαδή
να αγοϱάσει (ή να πουλήσει) το υποκείµενο πϱοϊόν, εϕόσον αυτό τον συµϕέϱει.
Αντίϑετα, ο εκδότης του δικαιώµατος υποχϱεούται να πουλήσει (ή να αγοϱάσει) το
υποκείµενο πϱοϊόν, εάν ο κάτοχος ασκήσει το δικαίωµα.

Το κάϑε δικαίωµα, χαρακτηρίζεται από τη τιµή αγοϱάς (ή πώλησης) που ϑέτει για
το υποκείµενο πϱοϊόν, καθώς και από τις χϱονικές στιγµές στις οποίες µποϱεί να
ασκηϑεί. Η τιµή συναλλαγής που ορίζεται, ονοµάζεται τιµή άσκησης και συµβολίζε-
ται µε K. Στα δικαιώµατα που ϑα µελετήσουµε, η τιµή άσκησης είναι προκαθορισ-
µένη και σταθερή. Υπάρχουν όµως δικαιώµατα, των οποίων η τιµή άσκησης διαφέρει
ανάλογα µε την τροχιά που κατέγϱαψε η αξία του υποκείµενου προϊόντος, µέχϱι την
άσκηση του δικαιώµατος (τροχιοεξαρτώµενα).

Το κάϑε δικαίωµα, είναι σε ισχύ µέχϱι την ωρίµανση T και µποϱεί να ασκηϑεί
σε συγκεκριµένες χϱονικές στιγµές. ΄Ενα δικαίωµα λέγεται ευρωπαϊκού τύπου,
αν επιτϱέπει στον κάτοχό του να το ασκήσει µόνο στην ωρίµανσή του, ενώ λέγε-
ται αµεϱικανικού τύπου εάν µποϱεί να ασκηϑεί σε οποιαδήποτε χϱονική στιγµή.
Υπάρχουν και "ενδιάµεσες" περιπτώσεις, όπως τα δικαιώµατα τύπου Bermuda, τα
οποία µποϱούν να ασκηϑούν σε κάποιες προκαθορισµένες χϱονικές στιγµές.

΄Ενα δικαίωµα, όταν και αν ασκηϑεί, επιϕέϱει στον κάτοχό του, ένα χϱηµατικό ποσό
ως κέϱδος. Το ποσό αυτό, ονοµάϹεται απόδοση του παϱαγώγου, όπου µε ϐάση
τα πιο πάνω, είναι συνάϱτηση της αξίας του υποκείµενου πϱοϊόντος. Η εν λόγω
συνάϱτηση, λέγεται συνάϱτηση αποπληϱωµής του παϱαγώγου και τη συµϐολίϹουµε
µε G. ∆ίνουµε πιο κάτω, τις συναϱτήσεις αποπληϱωµής για τα συνήϑη δικαιώµατα:

(i) Ευϱωπαϊκό δικαίωµα αγοϱάς: G(ST ) = (ST −K)+

(ii) Ευϱωπαϊκό δικαίωµα πώλησης: G(ST ) = (K − ST )
+

(iii) Αµεϱικανικό δικαίωµα αγοϱάς: G(St) = (St −K)+, για κάϑε 0 ≤ t ≤ T

(iv) Αµεϱικανικό δικαίωµα πώλησης: G(St) = (K − St)
+, για κάϑε 0 ≤ t ≤ T

Το ϑετικό µέϱος στις πιο πάνω, µας επιτϱέπει να συµπεριλάβουµε στις πιθανές
στϱατηγικές άσκησης του δικαιώµατος και την πεϱίπτωση που δεν το ασκούµε. Ει-
δικότερα, την ταυτίζουµε µε την πεϱίπτωση που ασκούµε το δικαίωµα στην ωρί-
µανση, καθώς και στις δυο περιπτώσεις η απόδοση είναι µηδενική.
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6.1.4 Αϱχή της µη επιτηδειότητας

Η αϱχή της µη επιτηδειότητας (principle of no arbitrage) αποτελεί το ϐασικό αξίωµα,
µε το οποίο τιµολογούµε4δικαιώµατα. Ειδικότερα, αξιώνει ότι σε µια αγοϱά σε ισορ-
ϱοπία, δεν υπάρχει δυνατότητα κέρδους χωϱίς την ανάληψη ϱίσκου.

΄Ενα πόϱισµά της το οποίο ϑα µας χϱειαστεί είναι ότι, εάν δυο χαρτοφυλάκια έχουν
οπωσδήποτε την ίδια αξία (Q-σϐ) σε κάποια µελλοντική στιγµή, τότε οϕείλουν να αξί-
Ϲουν το ίδιο και σήµεϱα. Με τον όϱο χαρτοφυλάκιο (portfolio), εννοούµε µια συλλογή
από πϱοϊόντα της αγοϱάς. Εποµένως, εάν σε κάποια χϱονική στιγµή γνωρίζουµε τις
αξίες των προϊόντων της αγοϱάς, τότε γνωρίζουµε και την αξία του χαρτοφυλακίου.

Ο τϱόπος µε τον οποίο αξιοποιούµε το πιο πάνω πόϱισµα, στηρίζεται στην έννοια
του αντισταθµιστικού χαρτοφυλακίου. Λέµε ότι, ένα χαρτοφυλάκιο αντισταθµίζει
ένα παράγωγο, εάν σε κάϑε χϱονική στιγµή η αξία του ισούται (Q-σϐ) µε την
αποπληϱωµή του παραγώγου. Προφανώς, το χαρτοφυλάκιο αυτό είναι δυναµικό.
΄Οµως, οποιαδήποτε αλλαγή σε αυτό οϕείλει να είναι αυτό-χϱηµατοδοτούµενη,
δηλαδή να πϱοκύπτει από συναλλαγές των προϊόντων του.

Συνεπώς, η αϱχή της µη επιτηδειότητας µας λέει ότι, το παϱάγωγο οϕείλει να αξίϹει
σήµεϱα όσο και το χαϱτοϕυλάκιο, του οποίου η σηµεϱινή αξία είναι γνωστή. Η
διαδικασία που µόλις πεϱιγϱάψαµε, λέγεται αντιστάϑµιση (hedging) ενός παϱαγώγου
και αποτελεί το ϐασικό εϱγαλείο µε το οποίο το τιµολογούµε.

6.2 Αµεϱικανικό δικαίωµα πώλησης

Στο υπόλοιπο της εργασίας, ϑα εστιάσουµε σε µια ειδική πεϱίπτωση του προβλήµα-
τος ϐέλτιστης διακοπής. Πιο συγκεκριµένα, ϑα ασχοληθούµε µε την arbitrage-free
τιµολόγηση ενός Αµεϱικανικού δικαιώµατος πώλησης, µε τιµή άσκησης K και ωρί-
µανση T . Η τιµολόγηση του εν λόγω παραγώγου, δίνεται από το πιο κάτω πϱόϐληµα:

V (t, x) = sup
0≤τ≤T−t

Et,x[e
−rτ (K − St+τ )

+] (6.2.1)

όπου µε Et,x συµϐολίϹουµε την αναµενόµενη τιµή κάτω από το µέτϱο Qt,x.

Το µέτϱο πιϑανότητας Qt,x, είναι τέτοιο ώστε Qt,x[St = x] = 1. Συνεπώς, το πϱόϐληµα
6.2.1 µποϱεί να γϱαϕτεί ισοδύναµα ως:

V (t, x) = sup
0≤τ≤T−t

E[e−rτ (K − xe(r−
σ2

2
)τ+σBτ )+]

Η απόδειξη του ότι, το πϱόϐληµα 6.2.1 δίνει τη Ϲητούµενη τιµολόγηση, είναι εκτός
του πλαισίου της παϱούσας εϱγασίας. Για την εν λόγω απόδειξη, παϱαπέµπουµε στο
ϑεώϱηµα 4.4.2 του [18], σελίδα 73.

4Με τον όϱο τιµολόγηση, εννοούµε το χϱηµατικό ποσό που χϱειάϹεται να πληϱώσει ή να εισπϱάξει
ο κάτοχος ενός παϱαγώγου, για να το αγοϱάσει από τον εκδότη του.
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6.2.1 ΄Απειϱος χϱονικός οϱίϹοντας

Στην πεϱίπτωση του άπειϱου χϱονικού οϱίϹοντα5, το πϱόϐληµα 6.2.1 "απλοποιείται"
(είναι χϱονικά οµογενές) και παίϱνει τη µοϱϕή:

V (x) = sup
0≤τ<∞

Ex[e
−rτ (K − Sτ )

+] (6.2.2)

όπου µε Ex συµϐολίϹουµε την αναµενόµενη τιµή κάτω από το µέτϱο Qx.

Πϱάγµατι, έστω δυο χϱόνοι 0 ≤ t1 ≤ t2 < T = ∞. Τότε, κάϑε πεπεϱασµένος χϱόνος
διακοπής τ , είναι τέτοιος ώστε 0 ≤ τ < T − t1 και 0 ≤ τ < T − t2, καϑώς ϑεωϱούµε
ότι ∞− t = ∞. Εποµένως, ισχύει ότι:

V (t1, x) = sup
0≤τ<T−t1

E[e−rτ (K − xe(r−
σ2

2
)τ+σBτ )+]

= sup
0≤τ<T−t2

E[e−rτ (K − xe(r−
σ2

2
)τ+σBτ )+]

= V (t2, x)

΄Αϱα, στην πεϱίπτωση του άπειϱου χϱονικού οϱίϹοντα, η απεικόνιση [0,∞) ∋ t 7→
V (t, x) είναι σταϑεϱή, µε το πϱόϐληµα 6.2.1 να παίϱνει τη µοϱϕή του 6.2.2.

Κάτι που αξίϹει να σηµειωϑεί είναι ότι, στα πϱοϐλήµατα 6.2.1 και 6.2.2, υπάϱχει και
ο πϱοεξοϕλητικός παϱάγοντας e−rτ . Εποµένως, αποτελούν µια ειδική πεϱίπτωση των
γενικών πϱοϐληµάτων 4.2.2 και 4.2.10, στα οποία χϱησιµοποιούµε τη σκοτωµένη
διαδικασία, (S̃t)t≥0. ΄Αϱα, η συνάϱτηση κέϱδους τους είναι η G(x) = (K − x)+.

Παϱατήϱηση 6.2.1. Η συνάϱτηση κέρδους G(x) = (K − x)+ ικανοποιεί τη γνω-
στή συνθήκη ολοκληρωσιµότητας, καθώς είναι ϕραγµένη (από K). Επιπλέον, είναι
παραγωγίσιµη παντού εκτός από το x = K.

΄Οπως εξηγήσαµε και στο κεϕάλαιο 5, ϑα λύσουµε το πϱόϐληµα 6.2.2 µέσω της
εξίσωσης 5.1.2. ΘυµίϹουµε ότι, πϱώτα "µαντεύουµε" µια γενική µοϱϕή για το σύνολο
C και µετά επιϐεϐαιώνουµε ότι η συνάϱτηση αξίας που πϱοκύπτει, είναι πϱάγµατι η
Ϲητούµενη. Εποµένως, αποµένει να επιλέξουµε τη γενική µοϱϕή του συνόλου C.

Βλέπουµε ότι, όσο πιο κοντά στο 0 είναι η αξία της µετοχής, τόσο µεγαλύτεϱη είναι
η αποπληϱωµή του δικαιώµατος και συνεπώς πιο πιθανό να ϑελήσουµε να το ασκή-
σουµε. Εποµένως, είναι εύλογο να ϑεωρήσουµε ότι υπάρχει κάποια οριακή τιµή b∗,
κάτω από την οποία διακόπτουµε τη διαδικασία. ΄Αϱα, υποθέτουµε ότι το σύνολο
συνέχειας έχει τη µοϱϕή C = (b∗,∞), µε τον χϱόνο εισόδου:

τb∗ = inf{t ≥ 0 : St ≤ b∗} (6.2.3)

να είναι ο υποψήϕιος ϐέλτιστος χϱόνος διακοπής.

5 ΄Ενα Αµεϱικανικό δικαίωµα µε άπειϱο χϱονικό οϱίϹοντα, λέγεται αέναο.
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Παϱατήϱηση 6.2.2. Εύκολα ϐλέπουµε ότι b∗ ∈ (0, K), καθώς για οποιαδήποτε
µεγαλύτεϱη τιµή, το κέρδος είναι προφανώς µηδέν.

΄Αϱα, υπολογίζουµε την υποψήφια συνάϱτηση αξίας V , επιλύοντας τη συνήϑη δι-
αφορική εξίσωση 5.1.26, χρησιµοποιώντας τις συνοριακές συνθήκες 5.1.3 και 5.2.1:

LSV (x)− rV (x) = 0 για x ∈ (b∗,∞)
V (x) = K − b∗ για x = b∗ (continuous fit)
V ′(x) = −1 για x = b∗ (smooth fit)

Οπότε, η πϱος επίλυση διαϕοϱική εξίσωση είναι η:

σ2

2
x2V ′′(x) + rxV ′(x)− rV (x) = 0

Η πιο πάνω, είναι µια διαϕοϱική εξίσωση Cauchy-Euler, της οποίας οι λύσεις έχουν
τη µοϱϕή xm. Οι εκϑέτες τους, υπολογίϹονται από το πιο κάτω πολυώνυµο:

σ2

2
m(m− 1) + rm− r = 0 ⇐⇒ σ2

2
m2 + (r − σ2

2
)m− r = 0

Εποµένως, η γενική λύση της πιο πάνω συνήϑης διαϕοϱικής εξίσωσης είναι η:

V (x) = C1x+ C2x
− 2r

σ2 για x ∈ (b∗,∞)

Η λύση του πϱοϐλήµατος 6.2.2 είναι πϱοϕανώς είναι ϕϱαγµένη (από K). Συνεπώς,
ο συντελεστής C1 = 0 διότι διαϕοϱετικά ϑα ισχύει ότι limx→∞ V (x) = ∞.

Αποµένει να πϱοσδιοϱίσουµε τους αγνώστους C2 και b∗. Οι συνϑήκες continuous
και smooth fit, µας δίνουν τις ακόλουϑες δυο εξισώσεις για την εύϱεσή τους:

C2b
∗− 2r

σ2 = K − b∗

(−2r

σ2
)C2b

∗− 2r
σ2−1 = −1

Επιλύοντας το πιο πάνω σύστηµα, παίϱνουµε ότι:

b∗ =
K

1 + σ2

2r

C2 =
σ2

2r

( K

1 + σ2

2r

)− 2r
σ2+1

6Ο ισχυϱισµός (iv) του λήµµατος 6.2.4 µας δίνει ότι, η συνάϱτηση αξίας V είναι οµαλή. Εποµένως,
µποϱούµε να αντικαταστήσουµε τον χαϱακτηϱιστικό τελεστή AS στην εξίσωση 5.1.2, µε τον διαϕοϱικό
τελεστή LS .
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΄Αϱα, η υποψήϕια λύση του πϱοϐλήµατος 6.2.2 είναι η:

V (x) =

{
(K − b∗)( x

b∗
)−

2r
σ2 για x ∈ (b∗,∞)

K − x για x ∈ (0, b∗]
(6.2.4)

Αποµένει να επιϐεϐαιώσουµε ότι, η έκϕϱαση 6.2.4 είναι η συνάϱτηση αξίας του
πϱοϐλήµατος 6.2.2. Στο πιο κάτω ϑεώϱηµα, δείχνουµε ακϱιϐώς αυτό.

Θεώϱηµα 6.2.1. Η συνάϱτηση V που δίνεται από τη σχέση 6.2.4, είναι η Ϲητούµενη
συνάϱτηση αξίας του πϱοϐλήµατος 6.2.2. Επιπλέον, αν ο χϱόνος διακοπής τb∗ που
δίνεται από τη σχέση 6.2.3, είναι πεπεϱασµένος τότε είναι και ϐέλτιστος.

Απόδειξη. Στο πλαίσιο της παϱούσας απόδειξης, συµβολίζουµε τη λύση του προβλή-
µατος 6.2.2 µε V ∗, ενώ την υποψήφια λύση 6.2.4 µε V .

Εύκολα ϐλέπουµε ότι, η V είναι C2((0, b∗) ∪ (b∗,∞)) και C1((0,∞)). Επιπλέον,
έχουµε ότι Px[St = b∗] = 0, για κάϑε x, t > 0 (η St είναι συνεχής τυχαία µεταϐλητή).

Οπότε, χϱησιµοποιώντας µια γενικευµένη µοϱϕή της ϕόϱµουλας του Itô (για την
απόδειξή της, παϱαπέµπουµε στο [21]), παίϱνουµε ότι:

e−rtV (St) = V (x) +

∫ t

0

e−rs(ASV − rV )(Ss)1{Ss ̸=b∗}ds+

∫ t

0

e−rsσSsV
′(Ss)dBs

= V (x)−
∫ t

0

e−rsrK1{Ss<b∗}ds+

∫ t

0

e−rsσSsV
′(Ss)dBs

όπου η δεύτεϱη ισότητα, έπεται από το γεγονός ότι V (x) = G(x) και (ASG−rG)(x) =
−rK, για κάϑε x ∈ (0, b∗) και ότι (ASV − rV )(x) = 0, για κάϑε x ∈ (b∗,∞).

Το στοχαστικό ολοκλήϱωµα στην πιο πάνω, είναι Qx-martingale καϑώς ισχύει ότι
|V ′(x)| ≤ 1, για κάϑε x > 0. Επίσης, εύκολα ϐλέπουµε ότι, το πϱώτο ολοκλήϱωµα
είναι µη αϱνητικό. ΄Αϱα, η διαδικασία (e−rtV (St))t≥0 είναι Qx-supermartingale και
από κατασκευή της κυϱιαϱχεί και την (e−rtG(St))t≥0.

Εποµένως, το ϑεώϱηµα επιλεκτικής διακοπής µας δίνει ότι:

Ex[e
−rτG(Sτ )] ≤ Ex[e

−rτV (Sτ )] ≤ V (x)

για κάϑε χϱόνο διακοπής 0 ≤ τ <∞.

Παίϱνοντας supremum στην πιο πάνω, έχουµε ότι:

V ∗(x) = sup
0≤τ<∞

Ex[e
−rτG(Sτ )] ≤ V (x)

Από την απόδειξη του ϑεωρήµατος 5.1.1, ϐλέπουµε ότι, η V ως λύση του προβ-
λήµατος 5.1.2 γράφεται και ως V (x) = Ex[e

−rτb∗G(Sτb∗ )]. ΄Αϱα, ισχύει και η αν-
τίστροφη ανισότητα V (x) ≤ V ∗(x) και κατά συνέπεια και η ισότητα V ∗(x) = V (x) =
Ex[e

−rτb∗G(Sτb∗ )]. Οπότε, αν ο τb∗ είναι πεπερασµένος, τότε είναι και ϐέλτιστος. ■
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ΑξίϹει να σηµειωθεί ότι, ο χϱόνος διακοπής τb∗ δεν είναι πάντα πεπερασµένος. Ει-
δικότερα, ϑα αποδείξουµε ότι:

Qx[τb∗ <∞] =

{
1 αν r ≤ σ2

2
ή x ∈ (0, b∗]

( b
∗

x
)

2r
σ2−1 αν r > σ2

2
και x ∈ (b∗,∞)

Απόδειξη. Η πεϱίπτωση όπου x ∈ (0, b∗] είναι τετϱιµµένη, καϑώς τότε τb∗ = 0. Αν
τώϱα r < σ2

2
, τότε η γεωµετϱική κίνηση Brown τείνει στο 0 (Qx-σϐ). Πϱάγµατι:

St = xe(r−
σ2

2
)t+σBt = xe

(
(r−σ2

2
)+σ

Bt
t

)
t ∼
t→∞

xe(r−
σ2

2
)t →

t→∞
0

όπου στο πϱοτελευταίο ϐήµα, χϱησιµοποιήσαµε ότι ο λόγος Bt

t
→ 0 (Qx-σϐ).

Στην πεϱίπτωση όπου r = σ2

2
, τότε St = xeσBt. Εποµένως, αϱκεί να δείξουµε ότι

Q[inft≥0 xe
σBt ≤ K

2
] = Q[inft≥0Bt ≤ 1

σ
ln(K

2x
)]. Πϱάγµατι, το Ϲητούµενο έπεται από

το ότι lim supt→∞Bt = −∞ και ότι η κίνηση Brown έχει συνεχείς τϱοχιές.

Για τις υπόλοιπες πεϱιπτώσεις, ϑα χϱειαστούµε την πιο κάτω σχέση (για την απόδειξή
της, παϱαπέµπουµε στο πόϱισµα 1 του [22], σελίδα 760):

Q
[
sup
t≥0

(Bt − αt) ≥ β
]
= e−2αβ

όπου α, β > 0.

΄Αϱα, µε ϐάση την πιο πάνω, παίϱνουµε ότι:

Qx[τb∗ <∞] = Q
[
inf
t≥0

xe(r−
σ2

2
)t+σBt ≤ b∗

]
= Q

[
inf
t≥0

(
(r − σ2

2
)t+ σBt

)
≤ ln

b∗

x

]
= Q

[
sup
t≥0

(
Bt − (

r

σ
− σ

2
)t
)
≥ 1

σ
ln
x

b∗

]
= e−2( r

σ
−σ

2
) 1
σ
ln x

b∗

= (
b∗

x
)

2r
σ2−1

όπου στη τϱίτη ισότητα, χϱησιµοποιήσαµε ότι Bt
d
= −Bt. ■

∆ίνουµε πιο κάτω, µεϱικά σχήµατα για όσα αναϕέϱαµε. Στο σχήµα 6.1, ϐλέπουµε
τη τιµολόγηση του αέναου Αµεϱικανικού δικαιώµατος πώλησης συναρτήσει της αρ-
χικής τιµή της µετοχής. ΄Επειτα, στο σχήµα 6.2, ϐλέπουµε τη ϐέλτιστη άσκηση του
δικαιώµατος, για µεϱικές τροχιές της µετοχής (µέχϱι τη χϱονική στιγµή t = 1).
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Σχήµα 6.1: Τιµολόγηση του αέναου Αµεϱικανικού δικαιώµατος πώλησης.

Σχήµα 6.2: Βέλτιστη άσκηση του αέναου Αµεϱικανικού δικαιώµατος πώλησης.

6.2.2 Πεπεϱασµένος χϱονικός οϱίϹοντας

Επιστϱέϕουµε τώϱα στο πϱόϐληµα 6.2.1, που δώσαµε στην αϱχή της ενότητας:

V (t, x) = sup
0≤τ≤T−t

Et,x[e
−rτ (K − St+τ )

+]

Μέχϱι στιγµής, δεν έχουµε κάποια αναλυτική έκϕϱαση (η οποία υπολογίϹεται άµεσα)
για τη λύση του πιο πάνω. Συνεπώς, ϑα αϱκεστούµε στην αϱιϑµητική επίλυσή του.
Πϱώτα όµως, ϑα παϱουσιάσουµε µεϱικά ποιοτικά αποτελέσµατα.
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Παϱατήϱηση 6.2.3. ΄Οπως εξηγήσαµε στο τέλος του κεϕαλαίου 4, στο παϱόν πλαίσιο
χϱησιµοποιούµε τη διαδικασία Z = (t, S). Εύκολα ϐλέπουµε ότι, ο χαϱακτηϱιστικός
τελεστής της, έχει τη µοϱϕή:

AZ =
∂

∂t
+AS

∆ίνουµε πιο κάτω, έναν άµεσο χαϱακτηϱισµό για τη συνάϱτηση αξίας.

Λήµµα 6.2.1. Η απεικόνιση [0, T ] ∋ t 7→ V (t, x) είναι ϕϑίνουσα. Επιπλέον, ισχύει η
τελική συνϑήκη V (T, x) = G(x) = (K − x)+.

Απόδειξη. ΄Εστω δυο χϱόνοι 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T . Τότε:

V (t1, x) = sup
0≤τ≤T−t1

E[e−rτ (K − xe(r−
σ2

2
)τ+σBτ )+]

≥ sup
0≤τ≤T−t2

E[e−rτ (K − xe(r−
σ2

2
)τ+σBτ )+]

= V (t2, x)

όπου η ανισότητα, ισχύει διότι το σύνολο των χϱόνων διακοπής µε τιµές στο [0, T−t2],
είναι υποσύνολο του αντίστοιχου συνόλου µε τιµές στο [0, T − t1].

Η τελική συνϑήκη έπεται άµεσα από τον οϱισµό του πϱοϐλήµατος 6.2.1. Για t = T , o
µοναδικός διαϑέσιµος χϱόνος διακοπής είναι ο τ ≡ 0. Εποµένως, ισχύει η Ϲητούµενη
ισότητα V (T, x) = (K − x)+ = G(x). ■

Παϱατηϱούµε ότι, η συνάϱτηση κέϱδους G είναι συνεχής, καϑώς και ότι ο χϱόνος
διακοπής τD είναι πεπεϱασµένος, λόγω της τελικής συνϑήκης V (T, x) = G(x). ΄Αϱα,
αν δείξουµε ότι η V είναι lsc, τότε λόγω της πϱότασης 4.2.2, το πϱόϐληµα 6.2.1 ϑα
έχει λύση. Το εϱχόµενο λήµµα, µας δίνει ακϱιϐώς αυτό.

Λήµµα 6.2.2. Η απεικόνιση [0, T ]× (0,∞) ∋ (t, x) 7→ V (t, x) είναι lsc.

Απόδειξη. ΄Εστω ένας χϱόνος διακοπής 0 ≤ τ ≤ T και ένα αϱχικό σηµείο (t, x) ∈
[0, T ]× (0,∞). ΟϱίϹουµε τώϱα, τη συνάϱτηση:

u(t, x, τ) = e−rτ∧(T−t)(K − xe(r−
σ2

2
)τ∧(T−t)+σBτ∧(T−t))+

Η συνέχεια της εκϑετικής συνάϱτησης, της συνάϱτησης κέϱδους G(x) = (K − x)+

και της κίνησης Brown, µας δίνουν ότι η απεικόνιση (t, x) 7→ u(t, x, τ) είναι συνεχής,
για κάϑε χϱόνο διακοπής 0 ≤ τ ≤ T .

Επιπλέον, είναι προφανές ότι |u(t, x, τ)| ≤ K. Εποµένως, από το ϑεώϱηµα κυρι-
αρχηµένης σύγκλισης, έπεται ότι και η απεικόνιση (t, x) 7→ Et,x[u(t, x, τ)] είναι
συνεχής, για κάϑε χϱόνο διακοπής 0 ≤ τ ≤ T .
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Με ϐάση τα πιο πάνω, η συνάϱτηση αξίας V (t, x) γϱάϕεται ισοδύναµα ως7:

V (t, x) = sup
0≤τ≤T

Et,x[u(t, x, τ)]

΄Αϱα, η απεικόνιση (t, x) 7→ V (t, x) είναι (τουλάχιστον) lsc, ως supremum συνεχών
συναϱτήσεων. ■

Οπότε, η πρόταση 4.2.2 µας δίνει ότι, ο χϱόνος εισόδου τD είναι ϐέλτιστος. Θυµί-
Ϲουµε ότι, τα σύνολα συνέχειας και διακοπής έχουν τη µοϱϕή:

C = {(t, x) ∈ [0, T )× (0,∞) : V (t, x) > (K − x)+}
D = {(t, x) ∈ [0, T )× (0,∞) : V (t, x) = (K − x)+} ∪ {T} × (0,∞)

Θα δώσουµε τώϱα, µια σειϱά από ποιοτικά αποτελέσµατα για τη συνάϱτηση αξίας.
Τα αποτελέσµατα αυτά, ϑα µας οδηγήσουν σε µια εναλλακτική µοϱϕή του συνόλου
συνέχειας, η οποία µποϱεί να αξιοποιηϑεί άµεσα στο πϱόϐληµα ελευϑέϱου συνόϱου.

Λήµµα 6.2.3. Ισχύουν οι ακόλουϑοι ισχυϱισµοί:

(i) Η απεικόνιση (0,∞) ∋ x 7→ V (t, x) είναι κυϱτή (και κατά συνέπεια συνεχής)

(ii) Κάϑε σηµείο (t, x) ∈ [0, T )× [K,∞) ανήκει στο σύνολο συνέχειας C

Απόδειξη. Ισχυϱισµός (i)

΄Εστω µια χϱονική στιγµή t ∈ [0, T ], x > 0 και ένας χϱόνος διακοπής 0 ≤ τ ≤ T − t.
Τότε, οϱίϹουµε τη συνάϱτηση:

u(x, τ) = e−rτ (K − xe(r−
σ2

2
)τ+σBτ )+

Με απλή άλγεϐϱα (χϱησιµοποιώντας και την ανισότητα (x+y)+ ≤ x++y+) δείχνουµε
ότι η απεικόνιση x 7→ u(x, τ) είναι κυϱτή. Από τη γϱαµµικότητα του ολοκληϱώµατος,
έπεται ότι και η απεικόνιση x 7→ Et,x[u(x, τ)] είναι κυϱτή.

Με ϐάση τα πιο πάνω, η συνάϱτηση αξίας V (t, x) γϱάϕεται και ως:

V (t, x) = sup
0≤τ≤T

Et,x[u(t, τ)]

΄Αϱα, η απεικόνιση x 7→ V (t, x) είναι κυϱτή, ως supremum κυϱτών συναϱτήσεων.
Επιπλέον, ως κυϱτή και ϕϱαγµένη σε ανοιχτό διάστηµα, είναι και συνεχής.

7Εύκολα ϐλέπουµε ότι, τα σύνολα {τ ∧ (T − t) : 0 ≤ τ ≤ T} = {τ : 0 ≤ τ ≤ T − t}.
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Ισχυϱισµός (ii)

΄Εστω κάποιο σηµείο (t, x) ∈ [0, T )× [K,∞). Για 0 < ϵ < K, οϱίϹουµε τον:

τϵ = inf{0 ≤ s ≤ T − t : St+s ≤ K − ϵ}

Ο τϵ είναι χϱόνος διακοπής, καϑώς το σύνολο [0, K−ϵ] είναι κλειστό και η διαδικασία
(St+s)0≤s≤T−t συνεχής.

Εύκολα ϐλέπουµε ότι Pt,x[0 < τϵ < T − t] > 0 (Bt+s ∼ N(0, t + s)). ΄Αϱα, ισχύει ότι
V (t, x) ≥ Et,x[e

−rτϵ(K − St+τϵ)
+] > 0 = G(t, x). Συνεπώς, το σηµείο (t, x) ∈ C. ■

Λόγω του ισχυϱισµού (ii) στο πιο πάνω λήµµα, έχουµε ότι τα σύνολα συνέχειας και
διακοπής γϱάϕονται και ως:

C = {(t, x) ∈ [0, T )× (0,∞) : V (t, x) + x > K}
D = {(t, x) ∈ [0, T )× (0,∞) : V (t, x) + x = K} ∪ {T} × (0,∞)

Από τον ισχυϱισµός (i), παίϱνουµε ότι η απεικόνιση x 7→ V (t, x) + x είναι κυϱτή και
συνεχής, ως άϑϱοισµα κυϱτών και συνεχών. Επιπλέον, εύκολα ϐλέπουµε ότι:

K ≤ (K − x)+ + x ≤ V (t, x) + x ≤ K + x

Παίϱνοντας όϱια καϑώς το x→ 0, έχουµε ότι limx→0(V (t, x)+x) = K. Τα τελευταία
δυο σχόλια, µας δίνουν ότι η απεικόνιση x 7→ V (t, x) + x είναι αύξουσα.

Η πιο πάνω παϱατήϱηση µας υποδεικνύει ότι, υπάϱχει µια συνάϱτηση (σύνοϱο)
b : [0, T ) → (0, K), τέτοια ώστε τα σύνολα συνέχειας και διακοπής:

C = {(t, x) ∈ [0, T )× (0,∞) : x > b(t)} (6.2.5)
D = {(t, x) ∈ [0, T )× (0,∞) : x ≤ b(t)} ∪ {T} × (0,∞) (6.2.6)

Παϱατήϱηση 6.2.4. Τα σύνολα C και D είναι µονοσήµαντα οϱισµένα, ϐάσει της
συνάϱτησης b. Συνεπώς, στϱέϕουµε την πϱοσοχή µας στη µελέτη της b.

Θα δούµε πιο κάτω ότι, ο ακϱιϐής υπολογισµός της συνάϱτησης b είναι πϱακτικά
αδύνατος. Για το λόγο αυτό, ϑα εστιάσουµε στην ποιοτική µελέτη της. Πϱώτα όµως,
ϑα παϱουσιάσουµε µεϱικά επιπλέον αποτελέσµατα για τη συνάϱτηση αξίας V .

Λήµµα 6.2.4. Ισχύουν οι ακόλουϑοι ισχυϱισµοί:

(i) Η απεικόνιση (0,∞) ∋ x 7→ V (t, x) είναι ϕϑίνουσα. Ειδικότεϱα, για x ∈ (0, K]
είναι γνησίως ϕϑίνουσα

(ii) limx→0 V (t, x) = K και limx→∞ V (t, x) = ∞

(iii) Η απεικόνιση [0, T ]× (0,∞) ∋ (t, x) 7→ V (t, x) είναι συνεχής
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(iv) Η απεικόνιση C ∋ (t, x) 7→ V (t, x) είναι C1,2

Απόδειξη. Ισχυϱισµός (ii)

Για t = T , ο ισχυϱισµός είναι πϱοϕανής, καϑώς V (T, x) = (K − x)+.

΄Εστω λοιπόν, κάποιο 0 ≤ t < T . Πιο πάνω, αποδείξαµε ότι limx→0(V (t, x)+x) = K.
Οπότε, έπεται άµεσα ότι limx→0 V (t, x) = K.

΄Εστω τώϱα, κάποιο x ≥ K(> b∗). Τότε, εύκολα ϐλέπουµε ότι:

V (t, x) = sup
0≤τ≤T−t

E[e−rτ (K − xe(r−
σ2

2
)τ+σBτ )+]

≤ sup
0≤τ<∞

E[e−rτ (K − xe(r−
σ2

2
)τ+σBτ )+]

= (K − b∗)(
x

b∗
)−

2r
σ2

΄Αϱα, για x→ ∞ έχουµε ότι, limx→∞ V (t, x) = 0.

Ισχυϱισµός (i)

Για t = T , η απόδειξη είναι τετϱιµµένη, καϑώς V (T, x) = (K − x)+. Πϱάγµατι, αν
0 < x1 < x2 τότε V (T, x1) = (K − x1)

+ ≥ (K − x2)
+ = V (T, x2). Επιπλέον, αν

0 < x1 < x2 ≤ K, τότε V (T, x1) = K − x1 > K − x2 = V (T, x2).

΄Εστω τώϱα 0 ≤ t < T . Εύκολα ϐλέπουµε ότι, 0 ≤ V (t, x) ≤ K. Ο ισχυϱισµός
(i) του λήµµατος 6.2.3 και ο ισχυϱισµός (ii) του λήµµατος 6.2.4 µας δίνουν ότι, η
απεικόνιση (0,∞) ∋ x 7→ V (t, x) είναι ϕϑίνουσα. Επιπλέον, λόγω του ότι V (t, x) > 0
για κάϑε x < K, η απεικόνιση (0, K] ∋ x 7→ V (t, x) είναι γνησίως ϕϑίνουσα.

Ισχυϱισµός (iii)

Για κάϑε t ≥ 0, οϱίϹουµε τη διαδικασία Mt = sup0≤s≤t |Bs|. ΄Εστω τώϱα x > 0
και 0 ≤ t1 < t2 ≤ T . Επιπλέον, έστω τ1 ο ϐέλτιστος χϱόνος του V (t1, x) και
τ2 = τ1 ∧ (T − t2). Εύκολα ϐλέπουµε ότι, τ1 ≥ τ2 και τ1 − τ2 ≤ t2 − t1. Οπότε:

0 ≤ V (t1, x)− V (t2, x)

≤ Ex[e
−rτ1(K − Sτ1)

+]− Ex[e
−rτ2(K − Sτ2)

+]︸ ︷︷ ︸
ο τ2 είναι sub-optimal

≤ Ex

[
e−rτ2 [(K − Sτ1)

+ − (K − Sτ2)
+]
]

≤ Ex[e
−rτ2(Sτ2 − Sτ1)

+]

= Ex[e
−rτ2Sτ2(1− e(r−

σ2

2
)(τ1−τ2)+σ(Bτ1−Bτ2 ))+]

= Ex

[
e−rτ2Sτ2︸ ︷︷ ︸

Fτ2−µετϱήσιµα

Ex[(1− e(r−
σ2

2
)(τ1−τ2)+σ(Bτ1−Bτ2 ))+|Fτ2 ]

]
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≤ Ex

[
e−rτ2Sτ2 Ex[(1− e−|r−σ2

2
|(t2−t1)−σ|Bτ1−τ2 |)+]︸ ︷︷ ︸

Bτ1−Bτ2
d
=Bτ1−τ2⊥⊥Fτ2

]

= xEx[(1− e−|r−σ2

2
|(t2−t1)−σ|Bτ1−τ2 |)+]

≤ xEx[(1− e−|r−σ2

2
|(t2−t1)−σMt2−t1 )+]

όπου η τελευταία ισότητα, έπεται από το ϑεώϱηµα επιλεκτικής διακοπής, καϑώς η
(e−rtSt)t≥0 είναι Qx-martingale και ο τ2 ϕϱαγµένος (από T − t2).

ΟϱίϹουµε τώϱα τη συνάϱτηση h : R → R, όπου h(t) = E[(1 − e−|r−σ2

2
||t|−σM|t|)+].

Εύκολα ϐλέπουµε ότι, h(0) = 0, ενώ το ϑεώϱηµα κυϱιαϱχηµένης σύγκλισης µας
δίνει, ότι είναι και συνεχής στο 0 (ϑυµίϹουµε ότι η (Mt)t≥0 είναι συνεχής).

΄Αϱα, έστω (t0, x0) ∈ [0, T ]× (0,∞) και έστω ((tn, xn))n≥0 µια ακολουϑία στον [0, T ]×
(0,∞), τέτοια ώστε limn→∞(tn, xn) = (t0, x0). Η πιο πάνω ανισότητα και ο ισχυϱισµός
(i) του λήµµατος 6.2.3, µας δίνουν ότι:

lim sup
n→∞

|V (tn, xn)− V (t0, x0)| ≤ lim sup
n→∞

|V (tn, xn)− V (t0, xn)|

+ lim sup
n→∞

|V (t0, xn)− V (t0, x0)|

≤ lim sup
n→∞

xnh(tn − t0)

= 0

Εποµένως, ισχύει η αϱχή µεταϕοϱάς (ισοδύναµα η (t, x) 7→ V (t, x) είναι συνεχής).

Ισχυϱισµός (iv)

Η απόδειξη του τελευταίου ισχυϱισµού, χϱειάϹεται µεϱικά κλασσικά αποτελέσµατα
από τη ϑεωϱία των µεϱικών διαϕοϱικών εξισώσεων. Η συϹήτηση αυτή ξεϕεύγει από
το πλαίσιο της παϱούσας εϱγασίας. Οπότε, αποϕεύγουµε να την παϱουσιάσουµε.
Για τις σχετικές λεπτοµέϱειες, παϱαπέµπουµε στο [10], σελίδα 131. ■

Θα αποδείξουµε τώϱα, έναν πϱώτο ισχυϱισµό για τη συνάϱτηση b. Ειδικότεϱα, ϑα
δείξουµε ότι είναι αύξουσα. ∆ιαισϑητικά, το αναµένουµε, καϑώς όσο πλησιάϹουµε
στην ωϱίµανση, τόσο πιο πιϑανό να ασκήσουµε το παϱάγωγου για λιγότεϱο κέϱδος.

Λήµµα 6.2.5. Η συνάϱτηση b : [0, T ) → [0, K) είναι αύξουσα και τέτοια ώστε b∗ ≤
b(t) < K, για κάϑε t ∈ [0, T ).

Απόδειξη. ΄Εστω 0 ≤ t1 < t2 < T . Από το λήµµα 6.2.1, παίϱνουµε ότι:

K − b(t1) = V (t1, b(t1)) ≥ V (t2, b(t1)) ≥ K − b(t1)
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Εποµένως, έχουµε ότι (t2, b(t1)) ∈ D και κατά συνέπεια ότι b(t2) ≥ b(t1).

΄Εστω τώϱα κάποιο x ≤ b∗. Τότε, ϐλέπουµε ότι:

V (0, x) = sup
0≤τ≤T

E[e−rτ (K − xe(r−
σ2

2
)τ+σBτ )+]

≤ sup
0≤τ<∞

E[e−rτ (K − xe(r−
σ2

2
)τ+σBτ )+]

= K − x

Εποµένως, έχουµε ότι (0, x) ∈ D. ΄Αϱα, για x = b∗ ισχύει ότι b∗ ≤ b(0) ≤ b(t).

Το γεγονός ότι, b(t) < K για κάϑε t ∈ [0, T ), έπεται άµεσα από τον ισχυϱισµό (ii)
του λήµµατος 6.2.3. Πϱάγµατι, αν για κάποιο t ∈ [0, T ) ισχύει ότι b(t) ≥ K, τότε ϑα
έχουµε ότι (t, b(t)) ∈ C (από λήµµα 6.2.3). ΄Οµως, αυτό είναι άτοπο από τον οϱισµό
της συνάϱτησης b (ϐλέπε σύνολα 6.2.5 και 6.2.6). ■

Πϱοτού δείξουµε µεϱικούς επιπλέον χαρακτηρισµούς για τη συνάϱτηση b, ϑα
αποδείξουµε και το ακόλουϑο λήµµα.

Λήµµα 6.2.6. Ισχύουν οι ακόλουϑοι ισχυϱισµοί:

(i) Η απεικόνιση x 7→ V (t, x) είναι παϱαγωγίσιµη στο b(t), µε Vx = Gx (smooth fit)

(ii) Η απεικόνιση x 7→ V (t, x) είναι C1, µε −1 ≤ Vx(t, x) ≤ 0

Απόδειξη. Ισχυϱισµός (i)

΄Εστω ένα σηµείο (t∗, x∗) ∈ [0, T )× (0,∞), τέτοιο ώστε x∗ = b(t∗) < K. Λόγω του ότι
η απεικόνιση x 7→ V (t∗, x) είναι κυϱτή, η πλευϱική παϱάγωγος ∂+V

∂x
(t∗, x) υπάϱχει

για κάϑε x > 0. Οπότε, έχουµε ότι:

∂+V

∂x
(t∗, x∗) = lim

ϵ↓0

V (t∗, x∗ + ϵ)− V (t∗, x∗)

ϵ

≥ lim
ϵ↓0

G(x∗ + ϵ)−G(x∗)

ϵ

= −1

΄Εστω τώϱα κάποιο ϵ > 0, τέτοιο ώστε x∗ + ϵ < K. ΣυµϐολίϹουµε µε τϵ, τον ϐέλτιστο
χϱόνο διακοπής του V (t∗, x∗ + ϵ). Με απλή άλγεϐϱα, ϐλέπουµε ότι:

V (t∗, x∗ + ϵ)− V (t∗, x∗) = E[e−rτϵ(K − (x+ ϵ)Θϵ)
+]− E[e−rτϵ(K − x)Θϵ)

+]︸ ︷︷ ︸
ο τϵ είναι sub-optimal

≤ E
[
e−rτϵ [(K − (x+ ϵ)Θϵ)

+ − (K − x)Θϵ)
+]1{(x+ϵ)Θϵ<K}

]
= −ϵE[e−rτϵΘϵ1{(x+ϵ)Θϵ<K}]
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όπου Θϵ = e(r−
σ2

2
)τϵ+σBτϵ .

Θα δείξουµε τώϱα ότι, τϵ → 0 κατά πιϑανότητα, καϑώς το ϵ ↓ 0. Πϱάγµατι, έστω
τx∗ = inf{s ≥ 0 : Ss ≤ x∗}. Λόγω του ότι η b είναι αύξουσα, έχουµε ότι τϵ ≤ τx∗

(Qt∗,x∗+ϵ-σϐ), για κάϑε ϵ > 0. Εποµένως, ισχύει ότι:

lim inf
ϵ↓0

Et∗,x∗+ϵ[e
−rτϵ ] ≥ lim inf

ϵ↓0
Et∗,x∗+ϵ[e

−rτx∗ ] = lim
ϵ↓0

(x∗ + ϵ

x∗

)− 2r
σ2

= 1

όπου η πϱώτη ισότητα, έπεται από την τιµολόγηση του αέναου δικαιώµατος πώλησης.

Εποµένως, έχουµε ότι limϵ↓0 E[e−rτϵ ] = 1 = E[e−r0]. Ισοδύναµα, ότι η ϱοπογεννήτϱια
της τϵ, συγκλίνει στην ϱοπογεννήτϱια της σταϑεϱάς 0, καϑώς το ϵ ↓ 0. Συνεπώς, η
τϵ → 0 κατά κατανοµή. Είναι γνωστό ότι, η κατά κατανοµή σύγκλιση σε σταϑεϱά,
συνεπάγεται και σύγκλιση κατά πιϑανότητα.

Παίϱνοντας όϱιο, καϑώς το ϵ ↓ 0, στην ανισότητα που δείξαµε πιο πάνω, έχουµε ότι:

lim
ϵ↓0

V (t∗, x∗ + ϵ)− V (t∗, x∗)

ϵ
≤ − lim

ϵ↓0
E[e−rτϵΘϵ1{(x+ϵ)Θϵ<K}] = 1

όπου η εναλλαγή του οϱίου, έπεται από το ϑεώϱηµα κυϱιαϱχηµένης σύγκλισης (και
τη συνέχεια της εκϑετικής συνάϱτησης και της κίνησης Brown).

Για το αϱιστεϱά πλευϱικό όϱιο, εύκολα ϐλέπουµε ότι:

∂−V

∂x
(t∗, x∗) = lim

ϵ↓0

V (t∗, x∗)− V (t∗, x∗ − ϵ)

ϵ

= lim
ϵ↓0

G(x∗)−G(x∗ − ϵ)

ϵ

= G′(x∗)

= −1

Εποµένως, η απεικόνιση x 7→ V (t, x) είναι παϱαγωγίσιµη στο b(t), µε Vx = Gx.

Ισχυϱισµός (ii)

΄Εστω κάποιο t∗ ∈ [0, T ). Για x > b(t∗) (δηλαδή για (t∗, x) ∈ C), το Ϲητούµενο
έπεται από τον ισχυϱισµό (iv) του λήµµατος 6.2.4, ενώ για x < b(t∗) έχουµε ότι
V (t, x) = G(x) ∈ C1

(
(0, b(t∗)]

)
.

Λόγω του πϱοηγούµενου ισχυϱισµού, αποµένει να δείξουµε ότι limx↑b(t∗) Vx(t
∗, x) =

limx↓b(t∗) Vx(t
∗, x) = −1. Το κάτω-όϱιο limx↑b(t∗) Vx(t

∗, x) = −1, είναι πϱοϕανές
καϑώς V (t, x) = K − x, για κάϑε x < b(t∗). ΄Αϱα, αποµένει να δείξουµε ότι:

lim
x↓b(t∗)

Vx(t
∗, x) = −1

΄Ενα γνωστό αποτέλεσµα του απειϱοστικού λογισµού είναι ότι, λόγω του ότι η x 7→
V (t∗, x) είναι κυϱτή, η απεικόνιση x 7→ ∂+V

∂x
(t∗, x) είναι δεξιά-συνεχής. Επιπλέον,
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λόγω του ότι η x 7→ V (t∗, x) είναι παϱαγωγίσιµη, έχουµε ότι Vx(t∗, x) = ∂+V
∂x

(t∗, x),
για κάϑε x > 0. Οι δυο αυτές παϱατηϱήσεις, µας δίνουν το άνω-όϱιο.

Θα δείξουµε τώϱα ότι, −1 ≤ Vx(t
∗, x) ≤ 0. Για x ∈ (0, b(t∗)], το επιχείϱηµα είναι

άµεσο διότι V (t, x) = K − x. Το γεγονός ότι, η x 7→ V (t∗, x) είναι ϕϑίνουσα µας
δίνει ότι, Vx(t∗, x) ≤ 0. Επιπλέον, λόγω του ότι η x 7→ Vx(t

∗, x) είναι συνεχής
και η x 7→ V (t∗, x) είναι κυϱτή (άϱα έχει µονότονη παϱάγωγο), παίϱνουµε ότι η
x 7→ Vx(t

∗, x) είναι αύξουσα και κατά συνέπεια το Ϲητούµενο. ■

Οπότε, είµαστε πλέον σε ϑέση να αποδείξουµε τον ακόλουϑο ισχυϱισµό.

Λήµµα 6.2.7. Η συνάϱτηση b είναι συνεχής µε limt↑T b(t) = K.

Απόδειξη. Αϱχικά, ϑα δείξουµε ότι είναι δεξιά-συνεχής. ΄Εστω t ∈ [0, T ). Λόγω του
ότι η b είναι αύξουσα, το δεξιά-πλευϱικό της όϱιο b(t+) υπάϱχει και είναι τέτοιο ώστε
b(t) ≤ b(t+) < K. ΄Εστω τώϱα, µια ακολουϑία χϱόνων (tn)n≥1, τέτοια ώστε tn ↓ t. Εξ
οϱισµού του D, έχουµε ότι (tn, b(tn)) ∈ D, για κάϑε n ≥ 1. Οπότε, ισχύει και ότι
(t, b(t+)) ∈ D, λόγω του ότι το D είναι κλειστό. Από το λήµµα 6.2.5, παίϱνουµε ότι:

0 ≤ V (t, b(t+))− V (t, b(t)) = (K − b(t+))− (K − b(t)) = b(t)− b(t+) ≤ 0

΄Αϱα, έχουµε ότι b(t) = b(t+) και κατά συνέπεια ότι η t 7→ b(t) είναι δεξιά-συνεχής.

Θα δείξουµε τώϱα ότι είναι και αϱιστεϱά-συνεχής. ΄Εστω t ∈ (0, T ). Λόγω του ότι
η b είναι αύξουσα, το αϱιστεϱά-πλευϱικό της όϱιο b(t−), υπάϱχει και είναι τέτοιο
ώστε b(t−) ≤ b(t) < K. ΄Εστω τώϱα, µια ακολουϑία χϱόνων (tn)n≥1, τέτοια ώστε
tn ↑ t. Λόγω του ότι το D είναι κλειστό, έχουµε ότι (t, b(t−)) ∈ D. ΄Εστω επιπλέον
ότι, b(t−) < b(t). Θα δείξουµε ότι η τελευταία υπόϑεση, οδηγεί σε άτοπο.

΄Εστω τώϱα, x∗ = (b(t−) + b(t))/2 και ένας χϱόνος t′ < t. Λόγω του ότι, η b είναι
αύξουσα, έχουµε ότι:

b(t′) ≤ b(t−) < x∗ < b(t) < K

Από την πιο πάνω σχέση, παίϱνουµε ότι (t, x∗) ∈ D και {t′} × (b(t′), x∗) ⊆ C. Από
τον οϱισµό του συνόλου C και από τον ισχυϱισµό (i) του λήµµατος 6.2.6, έχουµε ότι:

V (t′, b(t′))−G(b(t′)) = 0 (6.2.7)
Vx(t

′, b(t′))−Gx(b(t
′)) = 0 (6.2.8)

Ο ισχυϱισµός (iv) του λήµµατος 6.2.4, µας δίνει ότι για κάϑε x ∈ (b(t′), x∗):

Vxx(t
′, x) =

2

σ2x2
(rV (t′, x)− Vt(t

′, x)− rxVx(t
′, x))

≥ 2r

σ2x2
V (t′, x)

≥ 2r

σ2x2
G(x)
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≥ 2r

σ2x2
(K − x∗) = γ > 0

όπου η πϱώτη ανισότητα, έπεται από το ότι οι απεικονίσεις x 7→ V (t, x) και t 7→
V (t, x), είναι ϕϑίνουσες.

Χϱησιµοποιώντας την πιο πάνω, τις σχέσεις 6.2.7-6.2.8 και το ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα
του απειϱοστικού λογισµού, παίϱνουµε ότι:

V (t′, x∗)−G(x∗) = V (t′, x∗)−G(x∗)− (V (t′, b(t′))−G(b(t′)))

=

∫ x∗

b(t′)

(Vx(t
′, y)−Gx(y))dy

=

∫ x∗

b(t′)

(
(Vx(t

′, y)−Gx(y))− (Vx(t
′, b(t′))−Gx(b(t

′)))
)
dy

=

∫ x∗

b(t′)

∫ y

b(t′)

(Vxx(t
′, z)︸ ︷︷ ︸

≥γ

−Gxx(z)︸ ︷︷ ︸
≤0

)dzdy

≥
∫ x∗

b(t′)

∫ y

b(t′)

γdzdy

= γ
(x∗ − b(t′))2

2

Παίϱνοντας όϱιο στην πιο πάνω, καϑώς το t′ ↑ t, ϐλέπουµε ότι:

V (t, x∗)−G(x∗) ≥ γ
(x∗ − b(t−))2

2
> 0

όπου επικαλούµαστε τη συνέχεια της V .

΄Αϱα, έχουµε ότι το σηµείο (t, x∗) ∈ C. ΄Οµως, δείξαµε πιο πάνω ότι (t, x∗) ∈ D,
καταλήγοντας έτσι στη Ϲητούµενη αντίϕαση. Εποµένως, έχουµε ότι b(t) = b(t−) και
κατά συνέπεια ότι η t 7→ b(t) είναι αϱιστεϱά-συνεχής.

Η απόδειξη του ότι limt↑T b(t) = K, είναι όµοια µε την πιο πάνω. Ακολουϑώντας την
ίδια διαδικασία µε την απόδειξη της αϱιστεϱά-συνέχειας, επιλέγοντας ως t = T και
υποϑέτοντας ότι b(T ) < K, οδηγούµαστε στη σχέση V (T, x∗)−G(x∗) > 0. ΄Οµως, η
σχέση αυτή οδηγεί σε άτοπο, λόγω της τελικής συνϑήκης V (T, x) = G(x). ■

Παϱατήϱηση 6.2.5. Από το πιο πάνω λήµµα έπεται ότι, το ελεύϑεϱο σύνοϱο του
πϱοϐλήµατος 6.2.1, έχει τη µοϱϕή ∂C = {(t, b(t)) : t ∈ [0, T ]}.

Για λόγους πληϱότητας, δίνουµε και τον ακόλουϑο χαϱακτηϱισµό της συνάϱτησης
b, παϱαλείποντας όµως τη σχετική απόδειξη.

Λήµµα 6.2.8. Η απεικόνιση t 7→ b(t) είναι κυϱτή.

Απόδειξη. Για την απόδειξη του πιο πάνω, παϱαπέµπουµε στο [23]. ■
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Θα δούµε τώϱα, πως µποϱούµε να αξιοποιήσουµε τα πιο πάνω αποτελέσµατα, ώστε
να υπολογίσουµε τη Ϲητούµενη συνάϱτηση αξίας. Ακολουϑώντας τον συλλογισµό του
κεϕαλαίου 5, ϐλέπουµε ότι η συνάϱτηση V ικανοποιεί τις παϱακάτω σχέσεις:

Vt +ASV = rV στο C
V (t, x) = K − x για x = b(t) (continuous fit)
Vx(t, x) = −1 για x = b(t) (smooth fit)
V (t, x) > G(x) στο C
V (t, x) = G(x) στο D

(6.2.9)

Σε αντίθεση µε την πεϱίπτωση του πεπερασµένου χϱονικού ορίζοντα, δεν µποϱούµε
να χρησιµοποιήσουµε άµεσα τη διαφορική εξίσωση, διότι δεν έχουµε κάποια ανα-
λυτική έκφραση για το σύνοϱο. Παϱ’ όλ’ αυτά, ϑα παρουσιάσουµε δύο εναλλακτικές
µεθόδους επίλυσης του προβλήµατος, οι οποίες παρακάµπτουν τον περιορισµό αυτό.

Η πϱώτη µέϑοδος, στηρίζεται στην έννοια του γραµµικού συµπληρωµατικού προβ-
λήµατος (linear complementary problem). Λόγω του ότι, τα σύνολα C και D είναι
συµπληρωµατικά, οι σχέσεις 6.2.9 συνεπάγονται το πιο κάτω πϱόϐληµα:

(Vt +ASV − rV )(V −G) = 0
V −G ≥ 0

(Vt +ASV − rV ) ≤ 0
(6.2.10)

Το πϱόϐληµα 6.2.10, λέγεται πϱόϐληµα µεταβολικών ανισοτήτων (variational in-
equalities). Το σηµαντικό του πλεονέκτηµα είναι ότι, είναι ανεξάϱτητο του άγνωστου
χωϱίου C. Εποµένως, µποϱούµε να υπολογίσουµε τη συνάϱτηση αξίας V , επιλύον-
τας (αριθµητικά) το εν λόγω πϱόϐληµα. Επιπλέον, µποϱούµε να ανακτήσουµε και
το άγνωστο χωϱίο C, ως τα σηµεία του χώϱου όπου η V είναι µεγαλύτεϱη της G.

Η δεύτεϱη πϱοσέγγιση, στηϱίϹεται στην έννοια του πϱονοµίου πϱόωϱης άσκησης
(early exercise premium). Η γενικευµένη ϕόϱµουλα του Itô (ϐλέπε απόδειξη του
ϑεωϱήµατος 6.2.1), µας δίνει ότι:

e−rsV (t+ s, St+s) = V (t, x) +

∫ s

0

e−ru(Vt +ASV − rV )(t+ u, St+u)1{St+u ̸=b(t+u)}du

+

∫ u

0

e−ruσSt+uVx(t+ u, St+u)dBu

= V (t, x)−
∫ s

0

e−rurK1{St+u<b(t+u)}du

+

∫ u

0

e−ruσSt+uVx(t+ u, St+u)dBu

όπου το στοχαστικό ολοκλήϱωµα, είναι Qt,x-martingale καϑώς |Vx(t, x)| ≤ 1 (ϐλέπε
ισχυϱισµό (ii) του λήµµατος 6.2.6).

Παίϱνοντας µέσες τιµές ως πϱος το µέτϱο Qt,x, εναλλάσοντας τα ολοκληρώµατα
χρησιµοποιώντας το ϑεώϱηµα Fubini (οι υπό ολοκλήρωση ποσότητες είναι µη αρν-
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ητικές) και ϑέτοντας s = T − t, οδηγούµαστε στη σχέση:

V (t, x) = Et,x[e
−r(T−t)V (T, ST )] + rK

∫ T−t

0

e−ruPt,x[St+u < b(t+ u)]du

= Et,x[e
−r(T−t)(K − ST )

+] + rK

∫ T−t

0

e−ruPt,x[St+u < b(t+ u)]du (6.2.11)

Η σχέση 6.2.11 ονοµάζεται αναπαράσταση πϱονοµίου πϱόωϱης άσκησης της
συνάϱτησης αξίας V . Η ονοµασία αυτή οφείλεται στο ότι, ο πρώτος όϱος είναι η τιµ-
ολόγηση του αντίστοιχου Ευρωπαϊκού δικαιώµατος πώλησης. Συνεπώς, µποϱούµε
να ϑεωρήσουµε τον δεύτεϱο όϱο, ως το πϱονόµιο που πληϱώνει ο αγοραστής για να
αποκτήσει την Αµεϱικανική εκδοχή του δικαιώµατος.

ΓνωϱίϹουµε ότι, η τιµολόγηση του Ευϱωπαϊκού δικαιώµατος πώλησης είναι η:

Et,x[e
−r(T−t)(K − ST )

+] = Ke−r(T−t)Φ
(
− d2(t, x)

)
− xe−r(T−t)Φ

(
− d1(t, x)

)
όπου d1,2(t, x) = 1

σ
√
T−t

ln xer(T−t)

K
± σ

√
T − t.

Επιπλέον, η πιϑανότητα εντός του ολοκληϱώµατος ισούται µε:

Pt,x[St+u < b(t+ u)] = Φ
( 1

σ
√
u

(
ln
b(t+ u)

x
− (r − σ2

2
)u
))

Αντικαϑιστώντας τις πιο πάνω στη σχέση 6.2.11, παίϱνουµε ότι:

V (t, x) = Ke−r(T−t)Φ
(
− d2(t, x)

)
− xe−r(T−t)Φ

(
− d1(t, x)

)
+ rK

∫ T−t

0

Φ
( 1

σ
√
u

(
ln
b(t+ u)

x
− (r − σ2

2
)u
))
du (6.2.12)

Εποµένως, αν έχουµε υπολογίσει µε κάποιο τϱόπο το σύνοϱο t 7→ b(t), τότε η σχέση
6.2.12 µας δίνει τη Ϲητούµενη τιµολόγηση V (t, x). Οπότε, αποµένει να ϐϱούµε µια
σχέση, µέσω της οποίας ϑα υπολογίσουµε το σύνοϱο b.

Θέτοντας x = b(t) στην εξίσωση 6.2.12, παίϱνουµε την ακόλουϑη µη γϱαµµική
ολοκληϱωτική εξίσωση:

K − b(t) = Ke−r(T−t)Φ
(
− d2(t, b(t))

)
− xe−r(T−t)Φ

(
− d1(t, b(t))

)
+ rK

∫ T−t

0

e−ruΦ
( 1

σ
√
u

(
ln
b(t+ u)

b(t)
− (r − σ2

2
)u
))

(6.2.13)

για κάϑε t ∈ [0, T ].

Η σχέση 6.2.13 ονοµάϹεται εξίσωση ελευϑέϱου συνόϱου. ΄Αϱα, η ιδέα της µεϑόδου
είναι, να υπολογίσουµε το σύνοϱο t 7→ b(t) µέσω της σχέσης 6.2.13 και έπειτα να
υπολογίσουµε τη συνάϱτηση αξίας V (t, x), χϱησιµοποιώντας τη σχέση 6.2.12.
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Ολοκληϱώνουµε το κεϕάλαιο αυτό, δίνοντας το σχετικό ϑεώϱηµα που µας εγγυάται
ότι, η λύση της εξίσωσης 6.2.13 είναι πϱάγµατι το Ϲητούµενο σύνοϱο.

Θεώϱηµα 6.2.2. Το σύνοϱο άσκησης του πϱοϐλήµατος 6.2.1, µποϱεί να επιλεγεί ως
η µοναδική λύση της εξίσωσης ελευϑέϱου συνόϱου 6.2.13, στην κλάση των αυξουσών
συναϱτήσεων c : [0, T ] → R, µε 0 < c(t) < K για κάϑε t ∈ [0, T ).

Απόδειξη. Για την απόδειξη του πιο πάνω, παϱαπέµπουµε στο ϑεώϱηµα 25.3 του
[10], σελίδα 386. ■



7

Αϱιϑµητική Επίλυση

Στο κεφάλαιο αυτό, ϑα ασχοληθούµε µε την αριθµητική επίλυση του προβλήµατος
6.2.1, δηλαδή µε την προσέγγιση της τιµολόγησης του Αµεϱικανικού δικαιώµατος
πώλησης. Το παϱόν κεφάλαιο αποτελεί µια επισκόπηση από διάφορες µεθόδους
που έχουν προταθεί στη ϐιβλιογραφία. Συνεπώς, δεν ϑα ασχοληθούµε µε τη ϑεω-
ϱητική τεκµηϱίωσή τους. Σηµειώνουµε ότι, όλα τα αριθµητικά αποτελέσµατα που
παρουσιάζουµε πιο κάτω, προέρχονται από το ίδιο λειτουργικό σύστηµα.

7.1 ∆ιακϱιτοποίηση χϱόνου

Η πϱώτη προσέγγιση που ϑα ακολουθήσουµε, αξιοποιεί το αναδϱοµικό σχήµα της
πϱος τα πίσω επαγωγής (ϐλέπε σχήµα 3.1.4-3.1.5). Η ιδέα είναι, να διακριτοποιή-
σουµε το χϱονικό διάστηµα [0, T ], προσεγγίζοντας έτσι το αρχικό πϱόϐληµα µε ένα
αντίστοιχο πϱόϐληµα διακριτού χρόνου. ΄Επειτα, επιλύοντας το διακριτό πϱόϐληµα
µε πϱος τα πίσω επαγωγή, καταλήγουµε σε µια προσέγγιση της Ϲητούµενης τιµο-
λόγησης. Προφανώς, για να έχει νόηµα η πιο πάνω διαδικασία, ϑέλουµε όσο πιο
πυκνή γίνεται η διαµέριση, τόσο πιο ακϱιϐής να είναι η προσέγγιση.

Ειδικότεϱα, για N ≥ 0, παίϱνουµε µια διαµέϱιση του διαστήµατος [0, T ], έστω ΠN =
{tN1 , tN2 , . . . , tNN}, τέτοια ώστε ΠN → Π καϑώς το N → ∞, όπου το Π είναι πυκνό
στο [0, T ]. Εύκολα ϐλέπουµε ότι, µια τέτοια ακολουϑία υποσυνόλων πϱοκύπτει
διαµεϱίϹοντας οµοιόµοϱϕα το [0, T ], µε λεπτότητα T

N
. ΕϕαϱµόϹοντας τη µέϑοδο της

πϱος τα πίσω επαγωγής στη διακϱιτή ακολουϑία (GtNi
)1≤i≤N , οδηγούµαστε σε µια

πϱοσέγγιση της Ϲητούµενης τιµολόγησης. Αναµένουµε ότι, καϑώς το N → ∞, η
πϱοσέγγιση γίνεται όλο και καλύτεϱη. ΄Ενα τελευταίο σχόλιο είναι ότι, κάϑε συνεχής
χϱόνος διακοπής τ µποϱεί να γϱαϕτεί ως το όϱιο µιας ακολουϑίας διακϱιτών χϱόνων
διακοπής, έστω τN =

∑N
i=1 t

N
i 1{tNi−1≤τ<tNi }, καϑώς το N → ∞.

Παϱατήϱηση 7.1.1. Στο κεϕάλαιο αυτό, συµϐολίϹουµε τις τυχαίες µεταϐλητές SN
n

(που κατασκευάϹονται από την πϱος τα πίσω επαγωγή) µε Vn, ώστε να αποϕευχϑεί
οποιαδήποτε σύγχυση µε την αξία της µετοχής, την οποία συµϐολίϹουµε µε Sn. Στις εν
λόγω ακολουϑίες, ο χϱονικός δείκτης n αντιστοιχεί στη χϱονική στιγµή tNn .
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Οπότε, έστω µια οµοιόµορφη διαµέριση του [0, T ]. Υπολογίζουµε τη τιµολόγηση του
παραγώγου µέσω του σχήµατος Vn = max{Gn,E[Vn+1|Fn]}. Το κεντρικό εϱώτηµα
είναι, πως υπολογίζουµε τη δεσµευµένη µέση τιµή στο δεξί µέϱος. ∆υο συνήθεις
προσεγγίσεις είναι, είτε να υποθέσουµε κάποιο υπόδειγµα για την αξία της µετο-
χής, τέτοιο ώστε να υπολογίζεται αναλυτικά η µέση τιµή, είτε να την προσεγγίσουµε
αριθµητικά, χρησιµοποιώντας προσοµοιώσεις της γεωµετϱικής κίνησης Brown.

Στις εϱχόµενες υποενότητες, ϑα ασχοληθούµε µε δυο τέτοιες µεθόδους. Το υπ-
όδειγµα Cox-Ross-Rubenstein αποτελεί ένα διακριτό µοντέλο για την αξία της µετο-
χής, στο οποίο µποϱούµε να υπολογίσουµε αναλυτικά τη δεσµευµένη µέση τιµή.
Στη µέϑοδο Longstaff-Schwartz, προσεγγίζουµε την εν λόγω µέση τιµή προσαρµό-
Ϲοντας µια γραµµική παλινδρόµηση, χρησιµοποιώντας προσοµοιωµένες τροχιές του
υποδείγµατος Black & Scholes.

7.1.1 Υπόδειγµα Cox-Ross-Rubenstein

Η πϱώτη µέϑοδος που ϑα παρουσιάσουµε, στηρίζεται στο υπόδειγµα Cox-Ross-
Rubenstein (CRR). Το υπόδειγµα CRR, είναι ένα από τα κλασσικά υποδείγµατα
της µαθηµατικής χρηµατοοικονοµίας, για την πεϱίπτωση του διακριτού χρόνου.

Ειδικότεϱα, ϑεωρούµε ότι το χϱονικό διάστηµα [0, T ] υποδιαιρείται σε N χϱονικές
στιγµές, τις οποίες ονοµάζουµε περιόδους. Υποθέτουµε ότι, ανάµεσα σε δυο διαδο-
χικές περιόδους, υπάρχουν ακϱιϐώς δυο δυνατές εκβάσεις. Είτε να αυξηθεί η τιµή
της µετοχής κατά u = eσ

√
δt, είτε να µειωθεί κατά d = e−σ

√
δt = 1

u
, όπου δt = T

N
η

λεπτότητα της διαµέρισης. Για το λόγο αυτό, το υπόδειγµα CRR λέγεται και διωνυ-
µικό υπόδειγµα πολλαπλών περιόδων (binomial lattice).

Εποµένως, στην πεϱίοδο i ∈ {0, 1, . . . , N} οι δυνατές τιµές της µετοχής είναι:

Si,j = S0u
jdi−j, j = 0, 1, 2, . . . , i1

όπου S0 η αϱχική τιµή της µετοχής, την οποία ϑεωϱούµε γνωστή.

Από την αϱχή της µη επιτηδειότητας παίϱνουµε ότι, το αδιάϕοϱο κινδύνου µέτϱο
πιϑανότητας Q είναι τέτοιο ώστε, η τιµή της µετοχής να αυξάνεται µε πιϑανότητα:

Q[Si+1,j+1|Si,j] = q =
erδt − d

u− d

και αντίστοιχα να µειώνεται µε πιϑανότητα Q[Si+1,j|Si,j] = 1− q.

Στο σχήµα 7.1, ϐλέπουµε το διωνυµικό δέντϱο που παϱάγεται από το υπόδειγµα
CRR µε N = 2 πεϱιόδους.

1 ΄Αϱα, ο δείκτης j δείχνει πόσες ϕοϱές αυξήϑηκε η τιµή της µετοχής, µέχϱι την πεϱίοδο i.
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Σχήµα 7.1: Υπόδειγµα CRR δυο πεϱιόδων.

Παϱατήϱηση 7.1.2. Εύκολα ϐλέπουµε ότι, στο γενικό υπόδειγµα CRR µε N περιό-
δους, υπάρχουν συνολικά 1 + 2 + . . .+ (N + 1) = O(N2) καταστάσεις.

Συνεπώς, ο αριθµός των δυνατών τροχιών της αξίας της µετοχής είναι πεπερασµένος
(σε αντίθεση µε το υπόδειγµα Black & Scholes). ΄Αϱα, µποϱούµε να υπολογίσουµε
τη µέση τιµή E[Vn+1|Fn] αναλυτικά. Σε κάϑε κατάσταση του υποδείγµατος, υπ-
ολογίζουµε τη διαδικασία κέρδους (Gn)0≤n≤N , µέσω της συνάϱτησης αποπληϱωµής
του παραγώγου. ΄Επειτα, στην τελευταία πεϱίοδο του υποδείγµατος (δηλαδή στην
ωρίµανση), η σχέση 3.1.4 µας δίνει την αξία του παραγώγου. Οπότε, για κάϑε
ενδιάµεση πεϱίοδο (ξεκινώντας από την προτελευταία), η αξία του παραγώγου υπ-
ολογίζεται µέσω της αναδϱοµικής σχέσης 3.1.5. ∆ηλαδή, σε κάϑε κατάσταση Sij, η
αξία του παραγώγου ισούται µε:

Vi,j = max{(K − Si,j)
+,E[e−rδtVi+1|Fi,j]}

= max{(K − Si,j)
+, e−rδt[qVi+1,j+1 + (1− q)Vi+1,j]}

ΣυνεχίϹοντας την πιο πάνω αναδϱοµή, οδηγούµαστε στη Ϲητούµενη τιµολόγηση V0.

ΑξίϹει να σηµειωθεί ότι, ο πιο πάνω αλγόριθµος είναι ντετερµινιστικός. Συνεπώς, η
ακϱίϐειά του εξαρτάται µόνο από το πλήϑος των περιόδων που επιλέγουµε. Λόγω
αυτού, συνηθίζεται στη ϐιβλιογραφία να χρησιµοποιούµε τη τιµολόγηση του υποδείγ-
µατος CRR, ως benchmark για την ακϱίϐεια µιας αριθµητικής µεθόδου. Παϱ’ όλα
αυτά, οι περιορισµοί του είναι εµφανείς. Η αναδϱοµική του ϕύση απαιτεί µεγάλη
υπολογιστική ισχύ και χϱόνο, ενώ η γενίκευση του σε περισσότερα από ένα υποκεί-
µενα πϱοϊόντα ή σε τροχιοεξαρτώµενα παράγωγα2, είναι πρακτικά αδύνατη.

2Για τϱοχειοεξαϱτώµενο παϱάγωγο, το δέντϱο του υποδείγµατος είναι πλέον ένα πλήϱης διωνυµικό
δέντϱο, µε εκϑετικό αϱιϑµό καταστάσεων. Ειδικότεϱα, ϑα υπάϱχουν συνολικά 20 + 21 + . . .+ 2N =
2N+1 − 1 πιϑανές καταστάσεις.
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Για µια εκτενέστεϱη συϹήτηση σχετικά µε τον πιο πάνω αλγόϱιϑµο, καϑώς και για
την απόδειξη της οϱϑότητάς του παϱαπέµπουµε στα [24, 25]. Για µια πιο κοµψή
υλοποίηση του αλγοϱίϑµου, παϱαπέµπουµε στο [26].

∆ίνουµε τώϱα µια σειϱά από αριθµητικά αποτελέσµατα, για διάφορους συνδυασµούς
των παϱαµέτϱων. Για κάϑε συνδυασµό, τιµολογούµε το παράγωγο χρησιµοποιών-
τας το υπόδειγµα CRR, για διάφορα πλήϑη περιόδων. Στους πίνακες 7.1 και 7.2,
ϐλέπουµε τη τιµολόγηση του παραγώγου, όταν η ωρίµανσή του είναι σε µισό και 2
έτη, αντίστοιχα. Ο κώδικας που χρησιµοποιήσαµε ϕαίνεται στο παϱάϱτηµα A.3.

Παϱάµετϱοι Αποτελέσµατα
r σ K S0 N = 100 N = 1000 N = 2000 N = 5000

0.05 0.20 45.00 45.00 2.09214 2.09478 2.09492 2.09500
0.07 0.25 100.00 90.00 11.28269 11.28966 11.28921 11.28883
0.03 0.15 65.00 55.00 10.00000 10.00000 10.00000 10.00000
0.12 0.30 35.00 40.00 0.81364 0.81421 0.81429 0.81441
0.10 0.40 85.00 80.00 10.10819 10.11171 10.11033 10.11031

Χϱόνος εκτέλεσης [sec] 0.11552 9.09688 35.31086 228.79392
Μέσος χϱόνος εκτέλεσης [sec] 0.02310 1.81938 7.06217 45.75878

Πίνακας 7.1: Τιµολόγηση µε το υπόδειγµα CRR, για ϐϱαχυπϱόϑεσµα δικαιώµατα
(µε ωϱίµανση σε T = 0.5 έτος).

Παϱάµετϱοι Αποτελέσµατα
r σ K S0 N = 100 N = 1000 N = 2000 N = 5000

0.05 0.20 45.00 45.00 3.47026 3.47497 3.47521 3.47535
0.07 0.25 100.00 90.00 13.76518 13.75717 13.75714 13.75708
0.03 0.15 65.00 55.00 10.17631 10.17839 10.17848 10.17844
0.12 0.30 35.00 40.00 1.92860 1.92634 1.92657 1.92678
0.10 0.40 85.00 80.00 14.58356 14.56983 14.56980 14.56912

Χϱόνος εκτέλεσης [sec] 0.09501 8.78632 35.37830 205.38450
Μέσος χϱόνος εκτέλεσης [sec] 0.01900 1.75726 7.07566 41.07690

Πίνακας 7.2: Τιµολόγηση µε το υπόδειγµα CRR, για µακϱοπϱόϑεσµα δικαιώµατα
(µε ωϱίµανση σε T = 2 έτη).

Παϱατηϱούµε ότι, και στις δυο περιπτώσεις ϕαίνεται να υπάρχει µια µοϱϕή σύγκ-
λισης, καθώς αυξάνεται το πλήϑος των περιόδων N . Παϱάλληλα όµως, αυξάνεται και
το υπολογιστικό κόστος της µεθόδου. Βλέπουµε ότι, για πλήϑος περιόδων N = 5000
χϱειαστήκαµε σχεδόν 4 λεπτά3, για να τα τιµολογήσουµε µόλις 5 παράγωγα.

3Ο χϱόνος εκτέλεσης είναι υποκειµενικός, καϑώς εξαϱτάται από το λειτουϱγικό µας σύστηµα και
την υλοποίηση του αλγοϱίϑµου. Για το λόγο αυτό, χϱησιµοποιούµε την αύξηση στη τάξη µεγέϑους
του χϱόνου εκτέλεσης, ως ένα αντικειµενικό µέτϱο ποσοτικοποίησης του υπολογιστικού κόστους.



84 7.1. ∆ιακϱιτοποίηση χϱόνου

Το γεγονός αυτό, κάνει απαγορευτική τη χϱήση του αλγορίθµου για παράγωγα µε
µεγαλύτεϱο χϱονικό ορίζοντα, διότι τότε χρειαζόµαστε ακόµα µεγαλύτεϱο N για
να έχουµε ικανοποιητικά λεπτή διαµέριση. Επιπλέον, είναι εµφανές ότι, για τρο-
χειοξαρτώµενα παράγωγα και για παράγωγα µε περισσότερα από ένα υποκείµενα
πϱοϊόντα, το υπολογιστικός κόστος είναι απαγορευτικό. Παϱ’ όλ’ αυτά, ϑα χρησι-
µοποιήσουµε τη τιµολόγηση που υπολογίσαµε για N = 5000, ως benchmark για
την ακϱίϐεια των υπόλοιπων µεϑόδων που ϑα παρουσιάσουµε.

΄Ενα τελευταίο σχόλιο, αϕοϱά την πεϱίπτωση όπου, οι παϱάµετϱοι (r, σ,K, S0) =
(0.03, 0.15, 65.00, 55.00). ΄Οταν η ωϱίµανση είναι σε µισό έτος, η τιµολόγηση είναι
ίση µε 10, δηλαδή είναι ϐέλτιστο να ασκήσουµε κατευϑείαν το παϱάγωγο. Αυτό
οϕείλεται (εν µέϱει) στο ότι, το υπόδειγµα έχει µικϱή µεταϐλητότητα. Εποµένως,
είναι λιγότεϱο πιϑανό να µειωϑεί ικανοποιητικά η τιµή της µετοχής, εντός µισού
έτους. ΄Οταν όµως, η ωϱίµανση αυξηϑεί στα 2 έτη, η τιµολόγηση διαϕοϱοποιείται.
Συνεπώς, η άµεση άσκηση του παϱαγώγου δεν είναι πλέον ϐέλτιστη.

7.1.2 Μέϑοδος Longstaff-Schwartz

Η µέϑοδος Longstaff-Schwartz ανήκει στη δεύτεϱη οικογένεια αλγορίθµων που
αναϕέϱαµε, όπου προσεγγίζουµε τη µέση τιµή E[Vn+1|Fn], χρησιµοποιώντας προ-
σοµοιωµένες τροχιές του υποδείγµατος Black & Scholes. Το απλούστερο που
µποϱούµε να κάνουµε είναι, να χρησιµοποιήσουµε κάποια εκτιµήτρια Monte Carlo.
Μια τέτοια επιλογή, οδηγεί στη µέϑοδο τυχαίου δέντρου (random tree), την οποία
αποφεύγουµε να παρουσιάσουµε λόγω του µεγάλου υπολογιστικού της κόστους. Για
περισσότερες λεπτοµέρειες, παραπέµπουµε στο [27].

Στη µέϑοδο Longstaff-Schwartz, προσεγγίζουµε την Ϲητούµενη µέση τιµή προσαρ-
µόζοντας µια γραµµική παλινδρόµηση. Ειδικότερα, έστω (ψk)1≤k≤m µια οικογένεια
από συναρτήσεις ψk : Rd → R, τις οποίες ονοµάζουµε συναρτήσεις ϐάσης. Υποθέ-
τουµε ότι, η εν λόγω αναµενόµενη τιµή ικανοποιεί την ακόλουϑη σχέση:

E[Vn+1|Sn = x] =
m∑
k=1

βn,kψk(x) (7.1.1)

Αποµένει να εκτιµήσουµε τους άγνωστους συντελεστές (βn,k)1≤n≤m, για κάϑε 1 ≤
n ≤ N−1. Η σχέση 7.1.1 είναι προφανώς µια (πολλαπλή) γραµµική παλινδρόµηση.
Εποµένως, µποϱούµε να εκτιµήσουµε τους συντελεστές βn = (βn,1, βn,2, . . . , βn,m)

T

µε τη µέϑοδο των ελαχίστων τετϱαγώνων (ή µε οποιοδήποτε άλλο αλγορίθµου εκ-
παίδευσης ενός πολλαπλού γραµµικού µοντέλου).

Η ιδέα του αλγορίθµου είναι η ακόλουϑη. Ξεκινάµε µε µια οµοιόµορφη διαµέριση
του διαστήµατος [0, T ], έστω 0 = t0 < t1 < . . . < tN = T . Με ϐάση τη διαµέριση
αυτή, προσοµοιώνουµε b µονοπάτια του υποδείγµατος Black & Scholes, τα οποία
συµβολίζουµε µε (Si,n)0≤n≤N , για κάϑε 1 ≤ i ≤ b. ΄Επειτα, επιλέγουµε τις συναρτή-
σεις ϐάσης. Η απλούστεϱη επιλογή είναι τα πολυώνυµα, δηλαδή ψk(x) = xk−1. Η
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επιλογή αυτή, συνήϑως είναι ικανοποιητική, όµως εν γένει µποϱούµε να επιλέξουµε
οποιαδήποτε ϐάση επιθυµούµε4.

Ο αλγόϱιϑµος λειτουϱγεί αναδϱοµικά, ξεκινώντας από την ωϱίµανση, όπου V̂i,N =
(K − Si,N)

+ για κάϑε 1 ≤ i ≤ b (ϐλέπε σχέση 3.1.4). Η σχέση 7.1.1 µας δίνει ότι:

E[Vn+1|Sn = Si,n] =
m∑
k=1

βn,kψk(Si,n)

για κάϑε χϱονική στιγµή 0 ≤ n ≤ N − 1 και τϱοχιά 1 ≤ i ≤ b.

΄Αϱα, σε κάϑε χϱονική στιγµή 0 ≤ n ≤ N −1 έχουµε ως επεξηγηµατικές µεταϐλητές,
το σύνολο (ψ1(Si,n), ψ2(Si,n), . . . , ψm(Si,n)) και ως τιµή στόχο, την V̂i,n+1. Το σύνολο
των τιµών αυτών (για κάϑε τϱοχιά 1 ≤ i ≤ b) αποτελεί το σύνολο εκπαίδευσης του
µοντέλου, µε ϐάση το οποίο εκτιµούµε τους συντελεστές βn, για κάϑε 1 ≤ n ≤ N−1.

΄Εστω ότι συµϐολίϹουµε µε β̂n, την εκτίµηση των συντελεστών βn. Τότε:

V̂i,n = max{(K − Si,n)
+, Cn(Si,n)}

για κάϑε τϱοχιά 1 ≤ i ≤ b, όπου Cn(x) =
∑m

k=1 β̂n,kψk(x).

ΣυνεχίϹουµε αναδϱοµικά για n = N − 1, N − 2, . . . , 1, καταλήγοντας στις εκτιµήσεις
(V̂i,1)1≤i≤b. Η εκτίµηση της Ϲητούµενης τιµολόγησης του παϱαγώγου δίνεται από:

V̂0 =
1

b
(V̂1,1 + V̂2,1 + . . .+ V̂b,1)

Η διαδικασία που περιγράψαµε πιο πάνω, λέγεται µέϑοδος Monte Carlo ελαχίστων
τετϱαγώνων (Least-Squares Monte Carlo). Για περισσότερες λεπτοµέρειες, παραπέµ-
πουµε στην αρχική δηµοσίευση [28]. Εµείς ϑα ακολουθήσουµε µια τϱοποποίησή
της, που πϱότειναν οι Longstaff και Schwartz, στο [29]. Οι µόνες διαφοροποιήσεις
είναι ότι, στην εκτίµηση των συντελεστών βn χρησιµοποιούµε µόνο τους in the money
κόµβους Si,n, δηλαδή για όσους K−Si,n > 0. Επιπλέον, σε κάϑε ενδιάµεση χϱονική
στιγµή 1 ≤ n ≤ N − 1, η αξία του παραγώγου δίνεται από:

V̂i,n =

{
(K − Si,n)

+ αν (K − Si,n)
+ ≥ Cn(Si,n)

e−rδtV̂i,n+1 αν (K − Si,n)
+ < Cn(Si,n)

Τα αριθµητικά αποτελέσµατα υποδεικνύουν ότι, οι πιο πάνω τροποποιήσεις ϐελτιώ-
νουν την ακϱίϐεια της µεθόδου.

Επισηµαίνουµε ότι, το αποτέλεσµα του αλγορίθµου είναι τυχαίο καθώς εξαρτάται
από τις προσοµοιώσεις της γεωµετϱικής κίνησης Brown. Εποµένως, για να έχουµε
ένα αξιόπιστο αποτέλεσµα, για κάϑε υπόδειγµα τϱέχουµε 5 επαναλήψεις του αλγο-
ϱίθµου, ϑεωρώντας ως τιµολόγηση τον µέσο όϱο τους. Παϱάλληλα, υπολογίζουµε
και το µέσο τετραγωνικό τους σϕάλµα, ως ένα µέτϱο διακύµανσης του αλγορίθµου.

4Μποϱούµε να πϱοσϑέσουµε και τη συνάϱτηση αποπληϱωµής του παϱαγώγου στη ϐάση, δηλαδή
ψk(x) = (K − x)+ για κάποιο 1 ≤ k ≤ m. Τα αϱιϑµητικά αποτελέσµατα υποδεικνύουν ότι, η
πϱοσϑήκη αυτή µποϱεί να ϐελτιώσει την ακϱίϐεια του αλγοϱίϑµου.
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ΑξίϹει να σηµειωϑεί ότι, η ακϱίϐεια της µεϑόδου εξαϱτάται κυϱίως από την επιλογή
της ϐάσης και όχι από τις παϱαµέτϱους b και N . Για µεγαλύτεϱα b και N , έχουµε
µικϱότεϱη διακύµανση στο αποτέλεσµα και σύγκλιση σε µια οϱιακή τιµή. Το πόσο
καλή εκτίµηση αποτελεί το εν λόγω όϱιο, εξαϱτάται από τη ϐάση που επιλέγουµε.

Θα ασχοληϑούµε µόνο µε την πεϱίπτωση όπου, η ϐάση αποτελείται από πολυώνυµα
µέχϱι ϐαϑµού p. Στους πίνακες 7.3 και 7.4, ϐλέπουµε τα σχετικά αποτελέσµατα. Ο
κώδικας που χϱησιµοποιήσαµε ϕαίνεται στο παϱάϱτηµα A.4.

Παϱάµετϱοι Αποτελέσµατα
r σ K S0 Στατιστικό p = 6 p = 7 p = 8

0.05 0.20 45.00 45.00 Τιµολόγηση 2.09984 2.09929 2.09315
RMSE 0.00774 0.00917 0.00878

0.07 0.25 100.00 90.00 Τιµολόγηση 11.30377 11.28206 11.29212
RMSE 0.02345 0.01629 0.03140

0.03 0.15 65.00 55.00 Τιµολόγηση 9.99199 9.99176 9.99203
RMSE 0.00225 0.00237 0.00328

0.12 0.30 35.00 40.00 Τιµολόγηση 0.81573 0.81594 0.81926
RMSE 0.00491 0.00288 0.00381

0.10 0.40 85.00 80.00 Τιµολόγηση 10.11701 10.10679 10.11918
RMSE 0.03563 0.02378 0.03234

Χϱόνος εκτέλεσης [sec] 10.47954 11.03454 11.53719
Μέσος χϱόνος εκτέλεσης [sec] 0.41918 0.44138 0.46149

Πίνακας 7.3: Τιµολόγηση µε τη µέϑοδο Longstaff-Schwartz, για ϐϱαχυπϱόϑεσµα
δικαιώµατα (µε ωϱίµανση σε T = 0.5 έτος).

Παϱάµετϱοι Αποτελέσµατα
r σ K S0 Στατιστικό p = 6 p = 7 p = 8

0.05 0.20 45.00 45.00 Τιµολόγηση 3.46139 3.47341 3.48101
RMSE 0.01177 0.01789 0.00697

0.07 0.25 100.00 90.00 Τιµολόγηση 13.74237 13.74437 13.74982
RMSE 0.02989 0.03332 0.02886

0.03 0.15 65.00 55.00 Τιµολόγηση 10.18707 10.16302 10.17677
RMSE 0.01092 0.01329 0.01197

0.12 0.30 35.00 40.00 Τιµολόγηση 1.93228 1.92477 1.91626
RMSE 0.00873 0.00773 0.00941

0.10 0.40 85.00 80.00 Τιµολόγηση 14.55359 14.55203 14.58471
RMSE 0.03382 0.07054 0.04206

Χϱόνος εκτέλεσης [sec] 12.07634 12.01729 12.73771
Μέσος χϱόνος εκτέλεσης [sec] 0.48305 0.48069 0.50951

Πίνακας 7.4: Τιµολόγηση µε τη µέϑοδο Longstaff-Schwartz, για µακϱοπϱόϑεσµα
δικαιώµατα (µε ωϱίµανση σε T = 2 έτη).



Κεϕάλαιο 7. Αϱιϑµητική Επίλυση 87

Στους πίνακες 7.5 και 7.6, συγκϱίνουµε τα αποτελέσµατα της µεϑόδου Longstaff-
Schwartz (για p = 8) µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα του υποδείγµατος CRR.

Παϱάµετϱοι Αποτελέσµατα
r σ K S0 CRR L-S Σϕάλµα

0.05 0.20 45.00 45.00 2.09500 2.09315 0.00185
0.07 0.25 100.00 90.00 11.28883 11.29212 0.00329
0.03 0.15 65.00 55.00 10.00000 9.99203 0.00797
0.12 0.30 35.00 40.00 0.81441 0.81926 0.00485
0.10 0.40 85.00 80.00 10.11031 10.11918 0.00887
Μέσος χϱόνος εκτέλεσης [sec] 45.75878 0.46149

Πίνακας 7.5: Σύγκϱιση της µεϑόδου Longstaff-Schwartz µε το υπόδειγµα CRR,
για ϐϱαχυπϱόϑεσµα δικαιώµατα (µε ωϱίµανση σε T = 0.5 έτος).

Παϱάµετϱοι Αποτελέσµατα
r σ K S0 CRR L-S Σϕάλµα

0.05 0.20 45.00 45.00 3.47535 3.48101 0.00566
0.07 0.25 100.00 90.00 13.75708 13.74982 0.00726
0.03 0.15 65.00 55.00 10.17844 10.17677 0.00167
0.12 0.30 35.00 40.00 1.92678 1.91626 0.01052
0.10 0.40 85.00 80.00 14.56912 14.58471 0.01559
Μέσος χϱόνος εκτέλεσης [sec] 41.07690 0.50951

Πίνακας 7.6: Σύγκϱιση της µεϑόδου Longstaff-Schwartz µε το υπόδειγµα CRR,
για µακϱοπϱόϑεσµα δικαιώµατα (µε ωϱίµανση σε T = 2 έτη).

Βλέπουµε ότι, το (απόλυτο) σϕάλµα της µεθόδου Longstaff-Schwartz είναι της τάξης
του 10−3 και 10−2, για ωρίµανση σε T = 0.5 και T = 2 έτη αντίστοιχα. Επιπλέον, ο
µέσος χϱόνος εκτέλεσής της είναι πολύ λιγότερος. Η τεράστια µείωση στο υπολογισ-
τικό κόστος, σε σχέση µε τάξη του σφάλµατος, κάνει τη µέϑοδο Longstaff-Schwartz
προτιµότερη σε πρακτικά σενάϱια.

Θα µποϱούσαµε να πειραµατιστούµε και µε τις συναρτήσεις ϐάσης, ώστε να αυξή-
σουµε την ακϱίϐεια της εκτίµησης. Για παϱάδειγµα, ϑα µποϱούσαµε να προσθέ-
σουµε περισσότερες δυνάµεις της τιµής της µετοχή. Μια τέτοια πϱοσϑήκη, αυξάνει
το κόστος υπολογισµού των συντελεστών β̂n, δηλαδή της επίλυσης του προβλήµατος
ελαχίστων τετϱαγώνων. ΄Οµως, η αριθµητική επίλυσή του έχει µελετηθεί εκτενώς, µε
τις σύγχϱονες µεθόδους να έχουν µικϱό υπολογιστικό κόστος.
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7.2 Πϱόϐληµα ελευϑέϱου συνόϱου

Η δεύτεϱη προσέγγιση που ϑα ακολουθήσουµε, στηρίζεται στα αποτελέσµατα του
κεφαλαίου 5. Θα παρουσιάσουµε δυο µεθόδους. Στην πϱώτη µέϑοδο, λύνουµε
το πϱόϐληµα µεταβολικών ανισοτήτων 6.2.10, χρησιµοποιώντας πεπερασµένες δι-
αφορές. Στη δεύτεϱη, υπολογίζουµε το σύνοϱο άσκησης λύνοντας την εξίσωση ελευ-
ϑέρου συνόϱου 6.2.13 και έπειτα τιµολογούµε το παράγωγο µέσω της σχέσης 6.2.12.

7.2.1 Μέϑοδος πεπεϱασµένων διαϕοϱών

Η µέϑοδος των πεπερασµένων διαφορών (finite differences), είναι µια από τις κλασ-
σικές µεθόδους αριθµητικής επίλυσης µιας µεϱικής διαφορικής εξίσωσης. Στην υπ-
οενότητα αυτή, ϑα δούµε πως µποϱούµε να χρησιµοποιήσουµε την εν λόγω µέϑοδο,
ώστε να λύσουµε το πϱόϐληµα µεταβολικών ανισοτήτων 6.2.10.

ΘυµίϹουµε ότι, η συνάϱτηση αξίας V ικανοποιεί το πιο κάτω γραµµικό συµπληρω-
µατικό πϱόϐληµα5(ϐλέπε πϱόϐληµα 6.2.10):(

Vt(t, x) + rxVx(t, x) +
1

2
σ2Vxx(t, x)− rV (t, x)

)(
V (t, x)−G(x)

)
= 0

Vt(t, x) + rxVx(t, x) +
1

2
σ2Vxx(t, x)− rV (t, x) ≤ 0

V (t, x)−G(x) ≥ 0

(7.2.1)

για κάϑε (t, x) ∈ [0, T ]× (0,∞).

Επιπλέον, ικανοποιεί και τις πιο κάτω αϱχικές και συνοϱιακές συνϑήκες:

V (T, x) = G(x) = (K − x)+

lim
x→0

V (t, x) = lim
x→0

G(x) = K

lim
x→∞

V (t, x) = lim
x→∞

G(x) = 0

(7.2.2)

Πϱοτού πϱοχωϱήσουµε στην επίλυση του πϱοϐλήµατος 7.2.1, ϑα εϕαϱµόσουµε µια
αλλαγή µεταϐλητών ώστε να το απλοποιήσουµε. Οπότε, έστω οι πιο κάτω µεταϐλητές:

y = ln
x

K
τ =

1

2
σ2(T − t) q =

2r

σ2
(7.2.3)

όπου y είναι η "αδιάστατη" αξία της µετοχής (log-moneyness) και τ ο (scaled) χϱόνος
που αποµένει µέχϱι την ωϱίµανση.

Με ϐάση τις πιο πάνω, οϱίϹουµε την ακόλουϑη συνάϱτηση αξίας:

u(τ, y) =
1

K
e

1
2
(q−1)y+( 1

4
(q−1)2+q)τV (t−1(τ), x−1(y)) (7.2.4)

5Ο χαϱακτηϱισµός του πϱοϐλήµατος ως γϱαµµικό, οϕείλεται στο ότι οι ποσότητες Vt + rxVx +
1
2σ

2Vxx − rV και V −G είναι γϱαµµικές συναϱτήσεις του V .
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Χϱησιµοποιώντας τις µεταϐλητές 7.2.3 και την καινούϱγια συνάϱτηση αξίας 7.2.4,
το πϱόϐληµα 7.2.1 γϱάϕεται ως:

(
uτ (τ, y)− uyy(τ, y)

)(
u(τ, y)− g(τ, y)

)
= 0

uτ (τ, y)− uyy(τ, y) ≥ 0

u(τ, y)− g(τ, y) ≥ 0

(7.2.5)

για κάϑε (τ, y) ∈ [0, T̃ ] × R, όπου T̃ = Tσ2

2
ο νέος τελικός χϱόνος και g(τ, y) =

e
1
4
(q+1)2τ (e

1
2
(q−1)y − e

1
2
(q+1)y)+ η καινούϱγια συνάϱτηση κέϱδους.

Επιπλέον, οι συνϑήκες 7.2.2 παίϱνουν τη µοϱϕή:

u(0, y) = g(0, y)

lim
y→−∞

u(τ, y) = lim
y→−∞

g(τ, y)

lim
y→∞

u(τ, y) = lim
y→∞

g(τ, y) = 0

(7.2.6)

Το κύϱιο πλεονέκτηµα της πιο πάνω αλλαγής µεταβλητών είναι ότι, η µεϱική δι-
αφορική εξίσωση που πϱοκύπτει από τον χαρακτηριστικό τελεστή της γεωµετϱικής
κίνησης Brown, ανάγεται στην κλασσική εξίσωση διάχυσης.

Θα δούµε τώϱα, πως µποϱούµε να επιλύσουµε το πϱόϐληµα 7.2.5 χϱησιµοποιώντας
τη µέϑοδο των πεπεϱασµένων διαϕοϱών. Αϱχικά, πϱέπει να πεϱιοϱίσουµε το χωϱίο
επίλυσης, ώστε να είναι ϕϱαγµένο. Οπότε, έστω µια επαϱκώς µεγάλη τιµή ymax,
τέτοια ώστε το χωϱίο επίλυσης να είναι το [0, T̃ ] × [−ymax, ymax]. Το µέγεϑος της
τιµής αυτής, εξαϱτάται από τη τιµή άσκησης K του παϱαγώγου. Για παϱάδειγµα, αν
K = 45, τότε µε ymax = 3 τιµολογούµε το παϱάγωγο για τιµές της µετοχής στο εύϱος
x ∈ [2.2404, 903.85]6. Εποµένως, το ymax δεν χϱειάϹεται να είναι ιδιαίτεϱα µεγάλο,
ώστε να τιµολογήσουµε το παϱάγωγο για λογικές τιµές της µετοχής7.

Ακολούϑως, διακριτοποιούµε το χωϱίο [0, T̃ ] × [−ymax, ymax]. ΄Εστω Nτ και Ny, οι
πυκνότητες (οµοιόµορφης) διαµέρισης των διαστηµάτων [0, T̃ ] και [−ymax, ymax] αν-
τίστοιχα. ΄Αϱα, σχηµατίζουµε ένα πλέγµα µε (Nτ + 1) × (Ny + 1) σηµεία, όπου το
χϱονικό και χωϱικό ϐήµα είναι ∆τ = T̃

Ny
και ∆y = 2ymax

Nx
αντίστοιχα.

Βλέπουµε στο σχήµα 7.2, τη γενική µοϱϕή του πιο πάνω πλέγµατος. Κάϑε σηµείο
του είναι της µοϱϕής (τn, yi) = (n∆τ,−ymax+i∆y), για κάποιο n ∈ {0, 1, . . . Nτ} και
i ∈ {0, 1, . . . , Ny}. Επιπλέον, από την κατασκευή του πλέγµατος ισχύει ότι, τ0 = 0,
τNτ = T̃ , y0 = −ymax και yNy = ymax.

7Το εύϱος αυτό, πϱοκύπτει εϕαϱµόϹοντας τον αντίστϱοϕο µετασχηµατισµό x = Key, στο διάστηµα
[−ymax, ymax] = [−3, 3].

7Για τιµές της µετοχής που δεν είναι "σπάνιες", δηλαδή που δεν συµϐαίνουν µε πολύ µικϱή
πιϑανότητα.
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y

τ

∆y ∆τ

(τn, yi) = (n∆τ,−ymax + i∆y)

y0 = −ymax yi yNy
= ymax

- - -

τn

τNt
= T̃

-

-

Σχήµα 7.2: ∆ιακϱιτοποίηση του χωϱίου [0, T̃ ]× [−ymax, ymax].

Στα πιο κάτω, υιοϑετούµε τους συµϐολισµούς un,i = u(τn, yi) και gn,i = g(τn, yi).
ΠϱοσεγγίϹουµε τις µεϱικές παϱαγώγους του πϱοϐλήµατος 7.2.5, χϱησιµοποιώντας
τις ακόλουϑες πεπεϱασµένες διαϕοϱές:

uτ (τn, yi) ≈
un+1,i − un,i

∆τ

uyy(τn, yi) ≈ (1− θ)
un,i+1 − 2yn,i + un,i−1

∆y2
+ θ

un+1,i+1 − 2yn+1,i + un+1,i−1

∆y2

(7.2.7)

όπου θ ∈ [0, 1]8.

Οι εξισώσεις 7.2.6, µας δίνουν τις ακόλουϑες αϱχικές και συνοϱιακές συνϑήκες:

u0,i = g0,i i ∈ {0, 1, . . . , Ny}
un,0 = gn,0 n ∈ {0, 1, . . . , Nτ}
un,Ny = gn,Ny n ∈ {0, 1, . . . , Nτ}

(7.2.8)

ΕϕαϱµόϹοντας το διακϱιτό σχήµα 7.2.7 στο πϱόϐληµα 7.2.5, παίϱνουµε ότι:

−αun+1,i−1 + (1 + 2α)un+1,i − αun+1,i+1 ≥ βun,i−1 + (1− 2β)un,i + βun,i+1

όπου µ = ∆τ
∆y2

(αϱιϑµός Courant), α = µθ και β = (1− θ)µ.

΄Αϱα, για κάϑε χϱονική στιγµή n = 1, 2, . . . , Nτ , έχουµε ότι:
1 + 2α −α 0 . . . 0
−α 1 + 2α −α . . . 0
... . . . . . . . . . ...
0 . . . −α 1 + 2α −α
0 . . . 0 −α 1 + 2α


︸ ︷︷ ︸

D


un+1,1

un+1,2
...

un+1,Ny−2

un+1,Ny−1


︸ ︷︷ ︸

un+1

8Για θ = 0 παίϱνουµε την άµεση µέϑοδο Euler, για θ = 1 την έµµεση µέϑοδο Euler και για θ = 1
2

τη µέϑοδο Crack-Nicolson.
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≥


1− 2β β 0 . . . 0
β 1− 2β β . . . 0
... . . . . . . . . . ...
0 . . . β 1− 2β β
0 . . . 0 β 1− 2β


︸ ︷︷ ︸

E


un,1
un,2

...
un,Ny−2

un,Ny−1


︸ ︷︷ ︸

un

+


βun,0
0
...
0

βun,Ny


︸ ︷︷ ︸

bn

= dn

Συνεπώς, έχοντας υπολογίσει το διάνυσµα un, υπολογίϹουµε το un+1 επιλύοντας την
πιο πάνω γϱαµµική ανισότητα. Η επαγωγή αυτή είναι καλά οϱισµένη, λόγω της
αϱχικής συνϑήκης u0 = g0, όπου gn = (gn,1, gn,2, . . . , gn,Ny−1)

T .

΄Οµοια, ϐλέπουµε ότι το πϱόϐληµα 7.2.5 έχει την ακόλουϑη διακϱιτή µοϱϕή:

(Dun+1 − dn)(un − gn) = 0

Dun+1 − dn ≥ 0

un − gn ≥ 0

(7.2.9)

για κάϑε n = 0, 1, . . . , Nτ − 1.

Οπότε, σε κάϑε χϱονική στιγµή n = 1, 2, . . . , Nτ , επιλύουµε ένα σύστηµα από γραµ-
µικές ανισότητες της µορφής:

(Ax− b)T (x− c) = 0

Ax− b ≥ 0

x− c ≥ 0

Αποδεικνύεται ότι, το πιο πάνω σύστηµα έχει µοναδική λύση όταν ο πίνακας A είναι
ϑετικά οϱισµένος (άϱα και αντιστϱέψιµος). Για τη σχετική απόδειξη, παϱαπέµπουµε
στο [30]. Εύκολα ϐλέπουµε ότι, το διάνυσµα max{A−1b, c}, όπου το maximum
εϕαϱµόϹεται κατά συνιστώσα, ικανοποιεί το Ϲητούµενο σύστηµα. Εποµένως, αϱκεί
να ϐϱούµε τη µοναδική λύση του γϱαµµικού συστήµατος Ax = b.

Στην πεϱίπτωσή µας, ο πίνακας D του συστήµατος 7.2.9 είναι ϑετικά ορισµένος,
καθώς έχει αυστηϱή διαγώνια υπεροχή. ΄Αϱα, σε κάϑε χϱονική στιγµή n =
1, 2, . . . , Nτ , λύνουµε το γραµµικό σύστηµα Dxn = dn−1 και ϑέτουµε ως συνάϱτηση
αξίας το διάνυσµα un = max{xn,gn}. Τέλος, χρησιµοποιώντας τη σχέση 7.2.4,
επαναϕέϱουµε τις τιµές αυτές στο αρχικό σύστηµα µεταβλητών.

Στους πίνακες 7.7 και 7.8, ϐλέπουµε τα σχετικά αποτελέσµατα της µεϑόδου. Στα
πιο κάτω, οι παϱάµετϱοι της µεϑόδου είναι ymax = 1, Nτ = 500 και Ny = 10000. Ο
κώδικας που χϱησιµοποιήσαµε, ϕαίνεται στο παϱάϱτηµα A.5.
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Παϱάµετϱοι Αποτελέσµατα
r σ K S0

0.05 0.20 45.00 45.00 2.09434
0.07 0.25 100.00 90.00 11.29011
0.03 0.15 65.00 55.00 9.99703
0.12 0.30 35.00 40.00 0.81368
0.10 0.40 85.00 80.00 10.10773

Χϱόνος εκτέλεσης [sec] 6.74610
Μέσος χϱόνος εκτέλεσης [sec] 1.34922

Πίνακας 7.7: Τιµολόγηση µε τη µέϑοδο πεπερασµένων διαφορών, για ϐραχυπρό-
ϑεσµα δικαιώµατα (µε ωρίµανση σε T = 0.5 έτος).

Παϱάµετϱοι Αποτελέσµατα
r σ K S0

0.05 0.20 45.00 45.00 3.47268
0.07 0.25 100.00 90.00 13.75456
0.03 0.15 65.00 55.00 10.17418
0.12 0.30 35.00 40.00 1.92511
0.10 0.40 85.00 80.00 14.56260

Χϱόνος εκτέλεσης [sec] 6.47628
Μέσος χϱόνος εκτέλεσης [sec] 1.29526

Πίνακας 7.8: Τιµολόγηση µε τη µέϑοδο πεπερασµένων διαφορών, για µακροπρό-
ϑεσµα δικαιώµατα (µε ωρίµανση σε T = 2 έτη).

Στους πίνακες 7.9 και 7.10, συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα της µεθόδου πεπερασ-
µένων διαφορών (για ymax = 1, Nτ = 500 καιNy = 10000) µε τα αντίστοιχα αποτελέσ-
µατα του υποδείγµατος CRR.

Παϱάµετϱοι Αποτελέσµατα
r σ K S0 CRR FD Σϕάλµα

0.05 0.20 45.00 45.00 2.09500 2.09434 0.00066
0.07 0.25 100.00 90.00 11.28883 11.29011 0.00128
0.03 0.15 65.00 55.00 10.00000 9.99703 0.00297
0.12 0.30 35.00 40.00 0.81441 0.81368 0.00073
0.10 0.40 85.00 80.00 10.11031 10.10773 0.00258
Μέσος χϱόνος εκτέλεσης [sec] 45.75878 1.34922

Πίνακας 7.9: Σύγκϱιση της µεϑόδου πεπεϱασµένων διαϕοϱών µε το υπόδειγµα
CRR, για ϐϱαχυπϱόϑεσµα δικαιώµατα (µε ωϱίµανση σε T = 0.5 έτος).
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Παϱάµετϱοι Αποτελέσµατα
r σ K S0 CRR FD Σϕάλµα

0.05 0.20 45.00 45.00 3.47535 3.47268 0.00267
0.07 0.25 100.00 90.00 13.75708 13.75456 0.00252
0.03 0.15 65.00 55.00 10.17844 10.17418 0.00426
0.12 0.30 35.00 40.00 1.92678 1.92511 0.00167
0.10 0.40 85.00 80.00 14.56912 14.56260 0.00652
Μέσος χϱόνος εκτέλεσης [sec] 41.07690 1.29526

Πίνακας 7.10: Σύγκϱιση της µεϑόδου πεπεϱασµένων διαϕοϱών µε το υπόδειγµα
CRR, για µακϱοπϱόϑεσµα δικαιώµατα (µε ωϱίµανση σε T = 2 έτη).

Βλέπουµε ότι, το σϕάλµα της µεϑόδου πεπεϱασµένων διαϕοϱών είναι της τάξης του
10−3 και ότι ο χϱόνος εκτέλεσής της είναι πολύ λιγότεϱος. Εποµένως, η µέϑοδος των
πεπεϱασµένων διαϕοϱών είναι πιο εύχϱηστη, σε σχέση µε το υπόδειγµα CRR.

Θα µποϱούσαµε να πυκνώσουµε κι’ άλλο τη διαµέϱιση, ώστε να αυξήσουµε την
ακϱίϐεια της εκτίµησης. Μια τέτοια τϱοποποίηση, αυξάνει τη διάσταση των πϱος
επίλυση γϱαµµικών συστηµάτων. ΄Οµως, η τϱιδιαγώνια δοµή του πίνακα D, µας
επιτϱέπει να λύσουµε τα συστήµατα αυτά χϱησιµοποιώντας αλγόϱιϑµους οι οποίοι
είναι πιο αποδοτικοί. Επιπλέον, λόγω του ότι ο πίνακας D είναι ίδιος σε όλα τα
χϱονικά ϐήµατα, µποϱούµε να εκµεταλλευτούµε και την LU παϱαγοντοποίησή του,
ώστε να οδηγηϑούµε στην επίλυση τϱιγωνικών συστηµάτων.

ΑξίϹει να σηµειωθεί ότι, χρησιµοποιώντας τη µέϑοδο των πεπερασµένων διαφορών,
τιµολογούµε το παράγωγο για οποιαδήποτε αρχική αξία της µετοχής και για
οποιαδήποτε χϱονική στιγµή µέχϱι την ωρίµανση.

Βλέπουµε στο σχήµα 7.3, τη τιµολόγηση του παϱαγώγου (µε παϱαµέτϱους r =
0.05, σ = 0.2, T = 0.5 και K = 10) συναϱτήσει της αϱχικής αξίας της µετοχής
και της χϱονικής στιγµής. Παϱατηϱούµε ότι, η τιµολόγηση πϱάγµατι κυϱιαϱχεί
τη συνάϱτηση αποπληϱωµής, καϑώς και ότι ταυτίϹονται στην ωϱίµανση. Επιπλέον,
επιϐεϐαιώνουµε και τα υπόλοιπα ποιοτικά χαϱακτηϱιστικά της τιµολόγησης, που
αποδείξαµε στο κεϕάλαιο 6. Για παϱάδειγµα, εύκολα ϐλέπουµε ότι, η απεικόνιση
x 7→ V (t, x) είναι κυϱτή και ϕϑίνουσα καϑώς και την οϱιακή συµπεϱιϕοϱά της
τιµολόγησης, δηλαδή ότι limx→0 V (t, x) = K και limx→∞ V (t, x) = 0.

Για πεϱισσότεϱες λεπτοµέϱειες, σχετικά µε τη µέϑοδο των πεπεϱασµένων διαϕοϱών
στο πλαίσιο της επίλυσης ενός πϱοϐλήµατος ελευϑέϱου συνόϱου, παϱαπέµπουµε στο
[14]. Για την ποιοτική µελέτη της ευστάϑειας και σύγκλισης των διακϱιτών σχηµάτων
που χϱησιµοποιήσαµε, παϱαπέµπουµε στο [31].



94 7.2. Πϱόϐληµα ελευϑέϱου συνόϱου

Σχήµα 7.3: Τιµολόγηση του Αµεϱικανικού δικαιώµατος πώλησης.
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7.2.2 Εκτίµηση ελευϑέϱου συνόϱου

Στην υποενότητα αυτή, ϑα ασχοληθούµε µε τον αλγόριθµο που προτείνεται στο [32].
Ειδικότερα, ϑα παρουσιάσουµε ένα επαναληπτικό σχήµα για την επίλυση της εξίσω-
σης ελευθέρου συνόϱου 6.2.13. ΄Επειτα, χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα του εν
λόγω σχήµατος, τιµολογούµε το παράγωγο µέσω της σχέσης 6.2.12.

Η έµπνευση των [32] πϱοέϱχεται από τη δουλειά των [33], όπου µετά από µια σειϱά
από αλγεϐϱικές πϱάξεις, απλοποιούν την εξίσωση 6.2.13 ώστε να πεϱιέχει µόνο
απλές ολοκληϱώσεις (δηλαδή αποϕεύγει τα διπλά ολοκληϱώµατα). Στη συνέχεια,
κατασκευάϹουν ένα επαναληπτικό σχήµα για τον υπολογισµό του σύνοϱο άσκησης,
ϐάσει της καινούϱγιας αυτής αναπαϱάστασης. Το πλεονέκτηµα των [32] είναι ότι,
καταλήγουν σε ένα σχήµα επαναληπτικής ϕύσης, αποϕεύγοντας τη συσσώϱευση
σϕαλµάτων που πϱοκαλείτε από την αναδϱοµική ϕύση του αλγοϱίϑµου των [33].

Η (απλοποιηµένη) εξίσωση συνόϱου στην οποία καταλήγουν οι [32] είναι η:

b(τ) =
[
Φ(d1(b(τ), τ,K)) +

1
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√
2πτ

e−
1
2
d1(b(τ),τ,K)2
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√
2πτ

Ke−(rτ+ 1
2
d2(b(τ),τ,K))2+

rK

∫ τ
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σ
√
2π(τ − ξ)

e−(r(τ−ξ)+ 1
2
d2(b(τ),τ,b(ξ))2)dξ

] (7.2.10)

όπου τ = T − t και d1,2(S, τ, B) = 1
σ
√
τ
(ln S

B
+ (r ± 1

2
σ2)τ).

Η απόδειξη της πιο πάνω αναπαϱάστασης είναι εκτός του πλαισίου της παϱούσας
εϱγασίας, για αυτό και δεν την παϱουσιάϹουµε.

Οι [32] προτείνουν να χρησιµοποιηθεί η αναπαράσταση 7.2.10, σε µια µέϑοδο στα-
ϑερού σηµείου (fixed point iteration). Θυµίζουµε ότι, το x∗ λέγεται σταθερό σηµείο
της f , αν x∗ = f(x∗). ΄Ενα τϱόπος για να υπολογίσουµε το x∗, είναι µέσω του
επαναληπτικού σχήµατος xn+1 = f(xn)

9. Οι [32] προτείνουν να χρησιµοποιηθεί το
δεξί µέλος της 7.2.10, ως η συνάϱτηση της οποίας αναζητούµε το σταθερό σηµείο.
Προφανώς, για δεδοµένο τ ∈ [0, T ], το Ϲητούµενο σταθερό σηµείο είναι το b(τ).

΄Εστω 0 = τ0 < τ1 < . . . < τn = T , µια οµοιόµοϱϕη διαµέϱιση του διαστήµατος [0, T ],
µε λεπτότητα ∆τ = T

n
. Για κάϑε τi, πϱοσεγγίσουµε την αντίστοιχη τιµή του συνόϱου,

έστω bi (≈ b(τi)), εκτελώντας µια επανάληψη της µεϑόδου του σταϑεϱού σηµείου. Για
τ0 = 0, οϱίϹουµε εκ των πϱοτέϱων ότι b0 = K. ΄Οµως, λόγω του ολοκληϱώµατος στο
δεξί µέλος της 7.2.10, πϱέπει να γνωϱίϹουµε ολόκληϱο το σύνοϱο της πϱοηγούµενης
επανάληψης (όχι µόνο στα σηµεία της διαµέϱισης). Η λύση που πϱοτείνουν οι
συγγϱαϕείς είναι, να συµπληϱώνουµε το υπόλοιπο σύνοϱο παϱεµϐάλλοντας τις τιµές
που υπολογίστηκαν µε ένα πολυώνυµο τάξης n.

Οπότε, έστω b(j) η εκτίµηση του συνόϱου b µετά από j επαναλήψεις του αλγοϱίϑµου.

9Αν η συνάϱτηση f είναι συστολή, τότε το εν λόγω σχήµα συγκλίνει στο Ϲητούµενο σταϑεϱό σηµείο.
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Για κάϑε χϱονική στιγµή τi, υπολογίϹουµε την εκτίµηση b(j+1)
τi µέσω της σχέσης10:

b(j+1)
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=
[
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Σε κάϑε επανάληψη, υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα στο δεξί µέλος αριθµητικά,
χρησιµοποιώντας αριθµητική ολοκλήρωση Gauss (Gaussian quadrature) τάξης 10.
΄Επειτα, συµπληρώνουµε και το υπόλοιπο σύνοϱο παρεµβάλλοντας τα n+ 1 γνωστά
σηµεία (B

(j+1)
τi )0≤i≤n, µε ένα πολυώνυµο τάξης n. Ως αρχική συνθήκη του σχήµατος,

χρησιµοποιούµε τη σταθερή τιµή b(0)ξ = K, για κάϑε ξ ∈ [0, T ].

Αϕού εκτελέσουµε ένα ικανοποιητικό αϱιϑµό επαναλήψεων του πιο πάνω σχήµατος,
έστω m, τιµολογούµε το παϱάγωγο µέσω της σχέσης 6.2.12, όπου υπολογίϹουµε το
ολοκλήϱωµα χϱησιµοποιώντας αϱιϑµητική ολοκλήϱωση Gauss τάξης 10.

Στους πίνακες 7.11 και 7.12, ϐλέπουµε τα σχετικά αποτελέσµατα της µεϑόδου. Στα
πιο κάτω, εκτελούµε m = 20 επαναλήψεις του αλγοϱίϑµου, µε n = 10 σηµεία στη
διαµέϱιση. Ο κώδικας που χϱησιµοποιήσαµε, ϕαίνεται στο παϱάϱτηµα A.6.

Παϱάµετϱοι Αποτελέσµατα
r σ K S0

0.05 0.20 45.00 45.00 2.09537
0.07 0.25 100.00 90.00 11.27773
0.03 0.15 65.00 55.00 9.99560
0.12 0.30 35.00 40.00 0.81491
0.10 0.40 85.00 80.00 10.10794

Χϱόνος εκτέλεσης [sec] 0.47007
Μέσος χϱόνος εκτέλεσης [sec] 0.09401

Πίνακας 7.11: Τιµολόγηση µέσω της εκτίµησης του συνόϱου άσκησης, για
ϐραχυπρόθεσµα δικαιώµατα (µε ωρίµανση σε T = 0.5 έτος).

10Πϱάγµατι, χϱειαϹόµαστε ολόκληϱο το σύνοϱο b(j) για να υπολογίσουµε το ολοκλήϱωµα, λόγω του
όϱου b(j)ξ στο εκϑετικό.
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Παϱάµετϱοι Αποτελέσµατα
r σ K S0

0.05 0.20 45.00 45.00 3.46516
0.07 0.25 100.00 90.00 13.66524
0.03 0.15 65.00 55.00 10.13561
0.12 0.30 35.00 40.00 1.90681
0.10 0.40 85.00 80.00 14.51579

Χϱόνος εκτέλεσης [sec] 0.58101
Μέσος χϱόνος εκτέλεσης [sec] 0.11620

Πίνακας 7.12: Τιµολόγηση µέσω της εκτίµησης του συνόϱου άσκησης, για µακρο-
πρόθεσµα δικαιώµατα (µε ωρίµανση σε T = 2 έτη).

Στους πίνακες 7.13 και 7.14, συγκϱίνουµε τα αποτελέσµατα της πιο πάνω µεϑόδου
(για m = 20 και n = 10) µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα του υποδείγµατος CRR.

Παϱάµετϱοι Αποτελέσµατα
r σ K S0 CRR FB Σϕάλµα

0.05 0.20 45.00 45.00 2.09500 2.09537 0.00037
0.07 0.25 100.00 90.00 11.28883 11.27773 0.0111
0.03 0.15 65.00 55.00 10.00000 9.99560 0.0044
0.12 0.30 35.00 40.00 0.81441 0.81491 0.0005
0.10 0.40 85.00 80.00 10.11031 10.10794 0.00237
Μέσος χϱόνος εκτέλεσης [sec] 45.75878 0.09401

Πίνακας 7.13: Σύγκϱιση της µεϑόδου εκτίµησης του ελευϑέϱου συνόϱου µε το
υπόδειγµα CRR, για ϐϱαχυπϱόϑεσµα δικαιώµατα (µε ωϱίµανση σε T = 0.5 έτος).

Παϱάµετϱοι Αποτελέσµατα
r σ K S0 CRR FB Σϕάλµα

0.05 0.20 45.00 45.00 3.47535 3.46516 0.01019
0.07 0.25 100.00 90.00 13.75708 13.66524 0.09184
0.03 0.15 65.00 55.00 10.17844 10.13561 0.04283
0.12 0.30 35.00 40.00 1.92678 1.90681 0.01997
0.10 0.40 85.00 80.00 14.56912 14.51579 0.05333
Μέσος χϱόνος εκτέλεσης [sec] 41.07690 0.11620

Πίνακας 7.14: Σύγκϱιση της µεϑόδου εκτίµησης του ελευϑέϱου συνόϱου µε το
υπόδειγµα CRR, για µακϱοπϱόϑεσµα δικαιώµατα (µε ωϱίµανση σε T = 2 έτη).
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Βλέπουµε ότι, το σϕάλµα της µεθόδου είναι της τάξης του 10−2 και ο χϱόνος εκ-
τέλεσής της πολύ λιγότερος. ΄Οµως, παϱόλο που η µέϑοδος είναι αρκετά γρήγορη,
η ακϱίϐεια της δεν είναι ικανοποιητική. ∆υο πιθανές λύσεις είναι, να αυξήσουµε το
πλήϑος των σηµείων n11ή να επιλέξουµε κάποιο κανόνα αριθµητικής ολοκλήρωσης
υψηλότερης τάξης. Τέτοιου είδους αλλαγές, αυξάνουν το υπολογιστικό κόστος της
µεθόδου. Ωστόσο, λόγω του µικϱού υπολογιστικού της κόστους, υπάρχει περιθώριο
να ϑυσιάσουµε λίγη από την αποδοτικότητα, για να αυξήσουµε την ακϱίϐειά της.

ΑξίϹει να σηµειωϑεί ότι, ο υπολογισµός σε κάϑε σηµείο τi, είναι ανεξάϱτητος από
τους υπόλοιπους. ΄Αϱα, µποϱούµε να χϱησιµοποιήσουµε και τεχνικές παϱάλληλου
πϱογϱαµµατισµού, ώστε να γίνει ακόµα πιο αποδοτικός ο αλγόϱιϑµος.

∆ίνουµε πιο κάτω, µεϱικά σχετικά γραφήµατα. Στο σχήµα 7.4, ϐλέπουµε τις πϱώτες
5 εκτιµήσεις του συνόϱου άσκησης (για n = 10). ΄Επειτα, στο σχήµα 7.5, ϐλέπουµε
τη ϐέλτιστη άσκηση του δικαιώµατος, για µεϱικές τροχιές της µετοχής (όπου χρησι-
µοποιούµε τη τελική εκτίµηση του συνόϱου, µετά από 20 επαναλήψεις της µεθόδου).

Σχήµα 7.4: Σύγκλιση της εκτίµησης του συνόϱου άσκησης.

Οϕείλουµε να αναϕέϱουµε ότι, οι συγγϱαϕείς δεν αποδεικνύουν τη σύγκλιση του
επαναληπτικού σχήµατος. Συνεπώς, στηϱιϹόµαστε εξ ολοκλήϱου στα αϱιϑµητικά
αποτελέσµατα της µεϑόδου, για να τεκµηϱιώσουµε την οϱϑότητά της.

11Για µεγαλύτεϱες τιµές του n, είναι πϱοτιµότεϱο να παϱεµϐάλλουµε µε διαϕοϱετικό τϱόπο το
σύνοϱο (πχ κυϐικά splines), ώστε να αποϕύγουµε ϕαινόµενα ταλαντώσεων στα άκϱα του διαστήµατος.
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Σχήµα 7.5: Βέλτιστη άσκηση του Αµεϱικανικού δικαιώµατος πώλησης.

7.3 Συµπεϱάσµατα

ΣυνοψίϹοντας, παϱουσιάσαµε συνολικά τέσσεϱις αριθµητικές µεθόδους, µε τις οποίες
µποϱούµε να τιµολογήσουµε το Αµεϱικανικό δικαίωµα πώλησης. Η µέϑοδος CRR
είναι η πιο ακϱιϐής, όµως και η πιο χϱονοϐόϱα. Η γενίκευση της σε τροχιοξαρτώµενα
παράγωγα ή σε περισσότερα από ένα υποκείµενα πϱοϊόντα, είναι πρακτικά αδύνατη.
Αντίθετα, η µέϑοδος Longstaff-Schwartz είναι µια καλή ενδιάµεση λύση, της οποίας
η ακϱίϐεια είναι ικανοποιητική και το υπολογιστικό κόστος µικϱό. Μποϱεί άµεσα
να γενικευθεί σε περισσότερα υποκείµενα πϱοϊόντα, αϱκεί η προσοµοίωση τους να
µποϱεί να γίνει εύκολα. Η µέϑοδος των πεπερασµένων διαφορών είναι ελκυστική,
λόγω του ότι τιµολογεί το παράγωγο για διάφορες αρχικές τιµές της µετοχής. Η
ακϱίϐεια και το υπολογιστικό της κόστος είναι αρκετά καλά, όµως η γενίκευση
της σε περισσότερα πϱοϊόντα δεν είναι δυνατή, λόγω του curse of dimensional-
ity. Επιπλέον, τα αποτελέσµατα του Μαρκοβιανού πλαισίου παύουν να ισχύουν
για τροχιοεξαρτώµενα παράγωγα. Η τελευταία µέϑοδος, έχει το πλεονέκτηµα ότι
µας δίνει µια ξεκάθαρη περιγραφή της ϐέλτιστης στϱατηγικής διακοπής καθώς και
ότι έχει µικϱό υπολογιστικό κόστος. ΄Οµως, η γενίκευση της τόσο σε περισσότερα
πϱοϊόντα ή σε τροχιοεξαρτώµενα παράγωγα είναι αδύνατη, τουλάχιστον στη µοϱϕή
που παϱουσιάσαµε, διότι η εξίσωση ελεύθερου συνόϱου δεν είναι ίδια µε τη 6.2.13.

Εν γένει, υπάρχουν διάφορες αριθµητικές µέϑοδοι µε τις οποίες µποϱεί κάποιος να
τιµολογήσει το παράγωγο. Μια οικογένεια µεϑόδων που δεν παϱουσιάσαµε, είναι
οι αναλυτικές προσεγγίσεις. Οι µέϑοδοι αυτοί, απλοποιούν µε κατάλληλο τϱόπο το
πϱόϐληµα, ώστε να µποϱεί να επιλυθεί αναλυτικά. Για παϱάδειγµα, είτε απλοποιούν
κατάλληλα την µεϱική διαφορική εξίσωση, είτε υποθέτουν εξ αρχής µια sub-optimal
οικογένεια στϱατηγικών, την οποία προσπαθούν να ϐελτιστοποιήσουν. Τέτοιου εί-
δους προσεγγίσεις, ϐλέπουµε στα [34, 35, 36]. Το κύϱιο πλεονέκτηµά τους είναι ότι,
έχουν πολύ µικϱό υπολογιστικό κόστος και αρκετά καλή ακϱίϐεια. ΄Οµως, έχουν
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πάντα ένα δεδοµένο σϕάλµα, το οποίο δεν υπάρχει τϱόπος να µειωθεί (το αποτέλεσµά
τους υπολογίζεται αναλυτικά). Επίσης, υπάρχουν και µοντέρνες µέϑοδοι, οι οποίες
αξιοποιούν τεχνικές µηχανική µάϑησης για να επιλύσουν το πϱόϐληµα. Για δυο τέ-
τοιες προσεγγίσεις, παραπέµπουµε στα [37, 38]. Η πϱώτη από αυτές, εκπαιδεύει ένα
νευρωνικό δίκτυο το οποίο "µαθαίνει" την ϐέλτιστη στϱατηγική άσκησης από προ-
σοµοιωµένες τροχιές της µετοχής, ενώ η δεύτεϱη, αντικαθιστά την γραµµική παλιν-
δρόµηση της µεθόδου Longstaff-Schwartz µε παλινδρόµηση διανυσµάτων στήϱιξης
(support vector regression) και µε δέντρα παλινδρόµησης (regression trees).
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Κώδικες

1 import numpy as np

2

3 T = 0.2 # terminal time

4 N = 10000 # no of discretization points

5 M = 12 # no of simulations

6 dt = T / N # time step

7

8 X = np.zeros((M, N + 1)) # BM paths

9 Z = np.random.randn(M, N) # normal independent increments

10

11 for i in range(M):

12 X[i, range(1, N + 1)] = np.cumsum(Z[i, :])

Κώδικας A.1: Πϱοσοµοίωση της κίνησης Brown.

1 import numpy as np

2

3 X0, mu, sigma = 3., 2., 0.5 # model configuration

4

5 T = 2 # terminal time

6 N = 10000 # no of discretization points

7 M = 7 # no of simulations

8 dt = T / N # time step

9

10 X = np.zeros((M, N + 1)) # GBM paths

11 X[:, 0] = X0 # initialize paths

12 Z = np.random.randn(M, N) # normal independent increments
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13

14 for j in range(N):

15 X[:, j + 1] = X[:, j] * np.exp(mu * dt + sigma * np.sqrt(dt)

* Z[:, j])↪→

Κώδικας A.2: Πϱοσοµοίωση της γεωµετϱικής κίνησης Brown.

1 import numpy as np

2

3 def main(S0, r, sigma, T, K, N):

4 dt = T / N # time step

5 disc = np.exp(-r * dt) # discount factor

6 u = np.exp(sigma * np.sqrt(dt)) # increase ratio

7 d = 1 / u # decrase ratio

8 p = (np.exp(r * dt) - d)/(u - d) # risk neutral

probability↪→

9

10 values = np.zeros(N + 1) # option's values

11

12 for j in range(N + 1):

13 values[j] = np.maximum(0, K - S0 * u**j * d**(N - j))

14

15 for i in range(N - 1, 0, -1):

16 for j in range(i+1):

17 hold = disc * (p * values[j + 1] + (1 - p) *

values[j])↪→

18 exer = np.maximum(0., K - S0 * u**j * d**(i-j))

19 values[j] = np.maximum(hold, exer)

20

21 hold = disc * (p * values[1] + (1 - p) * values[0]) #

continuation value↪→

22 exer = np.maximum(0., K - S0) #

payoff value↪→

23

24 values[0] = np.maximum(hold, exer)

25 return values[0]

26

27 S0, K, r, sigma = 40., 50., 0.08, 0.3 # model configuration

28 T = 0.5 # option's maturity
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29 N = 200 # no of periods

30

31 price = main(S0, r, sigma, T, K, N)

Κώδικας A.3: Τιµολόγηση µε το υπόδειγµα CRR.

1 import numpy as np

2

3 def main(r, sigma, K, S0, T, b, N, order):

4 dt = T / N # time step

5 disc = np.exp(-r * dt) # discount factor

6 S = np.zeros((b, N + 1)) # stock price paths

7 S[:, 0] = S0 # initial stock price

8

9 Z = np.random.randn(b, N) # normal independent increments

10

11 for j in range(1, N + 1):

12 S[:, j] = S[:, j - 1] * np.exp((r - 0.5 * sigma**2) * dt

+ sigma * np.sqrt(dt) * Z[:, j - 1])↪→

13

14 payoff = np.maximum(K - S, 0) # option's payoff

15 value = np.zeros_like(payoff) # option's values

16

17 value[:, -1] = payoff[:, -1] # value at maturity

18

19 for t in range(N - 1, 0, -1):

20 in_money = payoff[:, t] > 0 # in the money nodes

21

22 if not np.any(S[in_money, t]):

23 value[:, t] = value[:, t + 1] * disc

24 continue

25

26 model = np.polyfit(S[in_money, t], value[in_money, t +

1] * disc, order)↪→

27 C = np.polyval(model, S[in_money, t])

28

29 exercise = np.zeros( len(in_money), dtype=bool)

30 exercise[in_money] = payoff[in_money, t] > C

31
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32 value[exercise, t] = payoff[exercise, t]

33 value[exercise, t + 1:] = 0

34

35 value[~exercise, t] = value[~exercise, t + 1] * disc

36

37 return np.mean(value[:, 1]) * disc

38

39 S0, r, sigma, K = 45., 0.05, 0.2, 45. # model configuration

40 T = 0.5 # option's maturity

41 b = 70000 # no of simulations

42 N = 100 # no of time steps

43 order = 4 # order of polynomial

regressed↪→

44

45 price = main(r, sigma, K, S0, T, b, N, order)

Κώδικας A.4: Τιµολόγηση µε τη µέϑοδο Longstaff-Schwartz.

1 import numpy as np

2 from scipy import sparse

3 from scipy.sparse.linalg import splu

4

5 T = 0.5 # option's maturity

6 K, S0, r, sigma = 10., 4., 0.05, 0.2 # model configuration

7

8 y_max = 0.5 # state truncation value

9 T_max = 0.5 * T * sigma**2 # new maturity

10 N_y = 10000 # no of space intervals

11 N_t = 500 # no of time intervals

12

13 y, dy = np.linspace(-y_max, y_max, N_y + 1, retstep = True) #

space discretization↪→

14 t, dt = np.linspace(0, T_max, N_t + 1, retstep = True) #

time discretization↪→

15

16 theta = 0.5 # schema parameter

17 mu = dt / dy**2 # courant number

18

19 q = 2 * r / sigma**2



Παϱάϱτηµα A. Κώδικες 105

20 alpha = theta * mu

21 beta = (1 - theta) * mu

22

23 g = lambda tau, y: np.exp(tau * (0.25 * (q - 1)**2 + q)) *

np.maximum(0, np.exp(0.5 * y * (q - 1)) - np.exp(0.5 * y *

(q + 1))) # new payoff function

↪→

↪→

24

25 u = np.zeros((N_t + 1, N_y + 1)) # option's values

26 u[0,:] = g(t[0], y) # initial condition

27 u[:,0] = g(t, y[0]) # left boundary condition

28 u[:,-1] = g(t, y[-1]) # right boundary condition

29

30 D = sparse.diags([-alpha, 1 + 2 * alpha, -alpha], [-1, 0, 1],

shape = (N_y - 1, N_y - 1)).tocsc()↪→

31 LU = splu(D)

32 E = sparse.diags([beta, 1 - 2 * beta, beta], [-1, 0, 1], shape =

(N_y - 1, N_y - 1)).tocsc()↪→

33 b = np.zeros(N_y - 1)

34

35 for j in range(1, N_t + 1):

36 b[0] = alpha * u[j, 0] + beta * u[j-1, 0]

37 b[-1] = alpha * u[j, -1] + beta * u[j-1, -1]

38

39 u[j, range(1, N_y)] = np.maximum( LU.solve( E.dot(u[j - 1,

range(1, N_y)]) + b), g(t[j], y[range(1, N_y)]))↪→

40

41 value = np.log(S0 / K)

42 idx = (np.abs(x - value)).argmin()

43

44 price = K * np.exp(-0.5 * (q - 1) * y[idx] - (0.25 * (q - 1)**2

+ q) * t[-1]) * u[-1, idx]↪→

Κώδικας A.5: Τιµολόγηση µε τη µέϑοδο πεπεϱασµένων διαϕοϱών.

1 import numpy as np

2 from scipy.stats import norm

3 from scipy import integrate

4 from scipy import special

5
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6 def d1(S, t, B):

7 return (np.log(S / B) + (r + 0.5 * sigma**2) * t) / (sigma *

np.sqrt(t))↪→

8

9 def d2(S, t, B):

10 return d1(S, t, B) - sigma * np.sqrt(t)

11

12 r, sigma, K, S0 = 0.03, 0.15, 65., 60. # model configuration

13 T = 2. # option's maturity

14

15 N = 10 # no of intervals

16 iter = 20 # no of iterations

17

18 t = np.linspace(0, T, N+1) # time discretization

19 B = np.zeros(N+1) # exercise boundary value

20 B[0] = K # exercise boundary at maturity

21

22 for i in range(1,N+1):

23 first = 1 / (sigma * np.sqrt(2 * np.pi * t[i])) * np.exp(-r

* t[i] - 0.5 * d2(K, t[i], K)**2)↪→

24 second = np.sqrt(r) / (sigma * np.sqrt(2)) *

special.erf(np.sqrt(r * t[i])) * np.exp(-t[i] *

(sigma**2 - 2 * r)**2 / (8 * sigma**2))

↪→

↪→

25 denom = norm.cdf(d1(K, t[i], K)) + 1 / (sigma * np.sqrt(2 *

np.pi * t[i])) * np.exp(-0.5 * d1(K, t[i], K)**2)↪→

26

27 B[i] = K * (first + second) / denom

28

29 B_pol = np.polyfit(t, B, deg = N) # interpolate the rest of the

boundary↪→

30 B_old = np.polyval(B_pol, t) # old boundary values at the

partition points↪→

31

32 for j in range(iter - 1):

33 for i in range(1, N + 1):

34 first = 1 / (sigma * np.sqrt(2 * np.pi * t[i])) * K *

np.exp(-(r * t[i] + 0.5 * d2(B_old[i], t[i], K)**2))↪→

35 integrant = lambda x: 1 / np.sqrt(t[i] - x) * np.exp(-r

* (t[i] - x) - 0.5 * d2(B_old[i], t[i],

np.polyval(B_pol, x))**2)

↪→

↪→



Παϱάϱτηµα A. Κώδικες 107

36 second = r * K / (sigma * np.sqrt(2 * np.pi)) *

integrate.fixed_quad(integrant, 0 , t[i], n = 10)[0]↪→

37 denom = norm.cdf(d1(B_old[i], t[i], K)) + 1 / (sigma *

np.sqrt(2 * np.pi * t[i])) * np.exp(-0.5 *

d1(B_old[i], t[i], K)**2)

↪→

↪→

38

39 B[i] = (first + second) / denom

40

41 B_pol = np.polyfit(t, B, deg = N)

42 B_old = np.polyval(B_pol, t)

43

44 eur_price = K * np.exp(-r * T) * norm.cdf(-d2(S0, T, K)) - S0 *

norm.cdf(-d1(S0, T, K)) # price of european option↪→

45 integrant = lambda x: np.exp(r * x) * norm.cdf(-d2(S0, T - x,

np.polyval(B_pol, x))) # integral in early exercise

premium

↪→

↪→

46

47 price = eur_price + r * K * np.exp(-r * T) *

integrate.fixed_quad(integrant, 0 , T, n = 10)[0]↪→

Κώδικας A.6: Τιµολόγηση µέσω της εκτίµησης του συνόϱου άσκησης.
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