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Abstract

The purpose of this dissertation is the full explanation and analysis of a particular statistical
model, the mixed linear model. The topics of discussion and points of reference when study-
ing statistical models are well known and are not subject to special changes from statistical
model to statistical model.

We will therefore begin this dissertation by making readers understand what a mixed linear
model is, what its three main categories are and when it should be used. We will then
mathematically de�ne the mixed linear model and attempt to estimate its parameters using
well-known methods of statistical analysis.

As the statistical packages that have been developed in recent years greatly facilitate our
analyses, we will show through examples how we can �t a mixed linear model with the help of
R. We will then be able to estimate the parameters of the model, while particular attention
will be paid to the interpretation of our results.

Finally, as our model is allowed to have only categorical variables, we will describe the mixed
analysis of variance and discuss the assumptions that our data must verify in order to per-
form it. We will then move on to the main analysis using R to statistically �t our model
and come to useful conclusions for our study problem.
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ÅéóáãùãÞ

Óå ìéá åðï÷Þ ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí ðëçñïöüñçóç êáé ôç ëÞøç áðïöÜóåùí âÜóåé äåäïìÝíùí,
ï ôïìÝáò ôçò óôáôéóôéêÞò áíáäåéêíýåôáé óå ðñùôáñ÷éêü ðáñÜãïíôá åîáãùãÞò ÷ñÞóéìùí ðëç-
ñïöïñéþí. Ç óôáôéóôéêÞ ìáò äßíåé ôçí äõíáôüôçôá íá ëáìâÜíïõìå áêáôÝñãáóôá äåäïìÝíá êáé
íá ôá ìåôáôñÝðïõìå óå ïõóéáóôéêÝò ãíþóåéò, åðéôñÝðïíôáò ìáò íá êÜíïõìå ðñïâëÝøåéò êáé
åñìçíåßåò.

¸íá ìåãÜëï ìÝñïò ôçò åðéóôÞìçò ôçò óôáôéóôéêÞò, áó÷ïëåßôáé ìå ôçí êáôáóêåõÞ êáé áíÜëõóç
óôáôéóôéêþí ìïíôÝëùí. ¸íá óôáôéóôéêü ìïíôÝëï, ðñïóðáèåß íá áðïôõðþóåé Ýíá ðñáãìáôéêü
ðñüâëçìá Þ öáéíüìåíï ìå ôçí ÷ñÞóç ìáèçìáôéêþí ìïíôÝëùí êáé óôáôéóôéêþí õðïèÝóåùí.
¸íáò åñåõíçôÞò áðü ôçí ìåñéÜ ôïõ, ðñïóðáèåß óå ðñþôç öÜóç íá åíôïðßóåé êáé ýóôåñá íá
ïñßóåé ôéò ó÷åôéêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ ðéóôåýåé üôé åðçñåÜæïõí ôï ðñüâëçìá ìåëÝôçò ôïõ, êáé
óôçí óõíÝ÷åéá íá åðéëÝîåé ôï êáôÜëëçëï óôáôéóôéêü ìïíôÝëï êáôÜ ôïí ßäéï ãéá íá ðåñéãñÜøåé
ôçí ó÷Ýóç ôùí ìåôáâëçôþí áõôþí. Êáèþò êáíÝíá ðñáãìáôéêü ðñüâëçìá äåí åßíáé åíôåëþò
ðñïâëÝøéìï, ôá óôáôéóôéêÜ ìïíôÝëá åíóùìáôþíïõí ôçí áâåâáéüôçôá áõôÞ, ìå ôçí ýðáñîç ôùí
ôõ÷áßùí óöáëìÜôùí.

Óôçí óýã÷ñïíç åðï÷Þ, åñ÷üìáóôå áíôéìÝôùðïé ìå ìéá ðëçèþñá åñùôçìÜôùí ðïõ áðáéôïýí
áðÜíôçóç êáé ìå Ýíá ôåñÜóôéï üãêï äéáèÝóéìùí äåäïìÝíùí. Ïé åñåõíçôÝò ùò áðÜíôçóç áõôïý,
Ý÷ïõí áíáðôýîåé Ýíá åõñý öÜóìá óôáôéóôéêþí ìïíôÝëùí ãéá ôçí áíôéìåôþðéóç äéáöïñåôéêþí
ôýðùí äåäïìÝíùí, åñåõíçôéêþí åñùôçìÜôùí êáé ðñïâëçìÜôùí. Ï ôïìÝáò ôçò óôáôéóôéêÞò ãéá
ôïí ðáñáðÜíù ëüãï, åßíáé Ýíáò êëÜäïò ðïõ óõíå÷þò åîåëßóóåôáé ãéá íá åßíáé óå èÝóç íá áíôé-
ìåôùðßóåé ìå åðéôõ÷ßá üëåò ôéò íÝåò ðñïêëÞóåéò.

Ç ñáãäáßá åîÝëéîç ôçò ôå÷íïëïãßáò Ý÷åé ïäçãÞóåé óå ôåñÜóôéá ìåôáâïëÞ óôçí ðïóüôçôá êáé
äéáèåóéìüôçôá ôùí äåäïìÝíùí ðïõ Ý÷ïõìå óôçí êáôï÷Þ ìáò. Áðü åêåß ðïõ ðñßí ëßãåò äå-
êáåôßåò åß÷áìå ðñüóâáóç óå ðïëý ðåñéïñéóìÝíï áñéèìü äåäïìÝíùí, ðëÝïí Ý÷ïõìå ðñüóâáóç
óå ôåñÜóôéï üãêï äåäïìÝíùí. Ìáæß ìå ôçí åîÝëéîç ôçò ôå÷íïëïãßáò, Þñèå êáé ç åîÝëéîç ôùí
õðïëïãéóôþí êáé ùò áðïôÝëåóìá áõôïý, ç äçìéïõñãßá ðñïãñáììáôéóôéêþí ðñïãñáììÜôùí ó÷å-
äéáóìÝíá åéäéêÜ ãéá óôáôéóôéêïýò õðïëïãéóìïýò êáé áíÜëõóç äåäïìÝíùí, êÜíïíôáò ðéï åýêïëç
ôçí êáèçìåñéíüôçôá ôùí óôáôéóôéêïëüãùí. Ç áíÜðôõîç ôùí ðñïãñáììáôéóôéêþí ðñïãñáììÜ-
ôùí Þôáí áíáãêáßá ãéá ôçí áíôéìåôþðéóç ôïõ ôåñÜóôéïõ üãêïõ äåäïìÝíùí êáé áðïôåëåß Ýíá
éó÷õñü åñãáëåßï êáé ìéá áðáñáßôçôç ãíþóç ãéá ôïõò óôáôéóôéêïëüãïõò.
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ óôçí èåùñßá ôùí Êáíïíéêþí Ìéêôþí Ãñáììéêþí

ÌïíôÝëùí

1.1 ÅéóáãùãÞ

Ôï ðñþôï êåöÜëáéï èá áðïôåëÝóåé ìßá åéóáãùãÞ óôá êáíïíéêÜ ìéêôÜ ãñáììéêÜ ìïíôÝëá ðïõ
èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí êáè' üëç ôçí äéÜñêåéá ôçò äéðëùìáôéêÞò åñãáóßáò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá
èá äïèåß Ýìöáóç óôçí ðåñéãñáöÞ ôïõò, þóôå ìå ôçí ïëïêëÞñùóç ôïõ êåöáëáßïõ íá õðÜñ÷åé
ìéá óáöÞ ðñþôç åéêüíá ôïõ áíáãíþóôç ãéá ôá ìéêôÜ ãñáììéêÜ ìïíôÝëá, Ýôóé þóôå ç ìåôÜâáóç
óôá åðüìåíá êåöÜëáéá íá ãßíåé ìå ïìáëü ôñüðï.

Ùóôüóï ç áöåôçñßá ôïõ êåöáëáßïõ èá áöïñÜ ôçí ðåñéãñáöÞ åíüò Üëëïõ ãíùóôïý ìïíôÝëïõ,
ôïõ ìïíôÝëïõ óôáèåñþí åðéäñÜóåùí, êáèþò õðÜñ÷åé óýíäåóç ìå ôá ìéêôÜ ãñáììéêÜ ìïíôÝëá.
Óôçí óõíÝ÷åéá èá ãßíåé ç åéóáãùãÞ óôçí ðñþôç êáôçãïñßá ìéêôþí ãñáììéêþí ìïíôÝëùí, ôï
ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí êáé ëüãù ôçò óýíäåóçò ôïõ ìå ôï ìïíôÝëï óôáèåñþí åðéäñÜóåùí,
èá êáôáãñáöïýí ïé äéáöïñÝò ôïõò êáé èá áíáëõèåß ðëÞñùò ðüôå åßíáé êáôÜëëçëç ç ÷ñçóéìï-
ðïßçóç ôïõ åíüò ìïíôÝëïõ Ýíáíôé ôïõ Üëëïõ. Åðßóçò èá ãßíåé áíáöïñÜ óôá ôñßá äéáöïñåôéêÜ
åßäç óõã÷ùíåýóåùí (pooling), ôá ïðïßá ìå ôçí óåéñÜ ôïõò èá ìáò ïäçãÞóïõí óå ìßá áêüìá
óçìáíôéêÞ äéáöïñÜ ìåôáîý åíüò ìïíôÝëïõ óôáèåñþí åðéäñÜóåùí êáé åíüò ìéêôïý ãñáììéêïý
ìïíôÝëïõ.

ÔÝëïò èá áó÷ïëçèïýìå êáé èá ðåñéãñÜøïõìå ðëÞñùò ôéò äõï åíáðïìåßíáíôåò êáôçãïñßåò ìé-
êôþí ãñáììéêþí ìïíôÝëùí, ôï ìïíôÝëï ìïôßâïõ óõíäéáêõìÜíóåùí êáé ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí
óõíôåëåóôþí.

1.2 ÌïíôÝëï Óôáèåñþí ÅðéäñÜóåùí

Óôç óõãêåêñéìÝíç åíüôçôá èá ðåñéãñÜøïõìå ôï ìïíôÝëï óôáèåñþí åðéäñÜóåùí. ¼ðùò óå êÜèå
óôáôéóôéêü ìïíôÝëï, Ýôóé êáé óôï ìïíôÝëï óôáèåñþí åðéäñÜóåùí ÷ñçóéìïðïéïýìå ôéò ìåôáâëç-
ôÝò ðïõ èåùñïýìå óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÝò ãéá ôï ðñüâëçìá êáé ôá äåäïìÝíá ðïõ ìåëåôÜìå.
Ðéï óõãêåêñéìÝíá óôï ìïíôÝëï óôáèåñþí åðéäñÜóåùí, èåùñïýìå ôçí åðßäñáóç ìéáò ìåôáâëç-
ôÞò ùò óôáèåñÞ åðßäñáóç. Ïé óõíôåëåóôÝò ìéáò óôáèåñÞò åðßäñáóçò êáëïýíôáé ðáñÜìåôñïé (Þ
óõíôåëåóôÝò) óôáèåñþí åðéäñÜóåùí, ìå ôçí éäéüôçôá ðïõ ôïõò îå÷ùñßæåé íá áðïôåëåß üôé ëáì-
âÜíïõí óôáèåñÝò ôéìÝò. ÄéáöïñåôéêÜ ìðïñïýìå íá ðïýìå, üôé ïé ôéìÝò ôùí óõíôåëåóôþí åßíáé
óôáèåñÝò ãéá üëåò ôéò ðáñáôçñÞóåéò åíôüò ìéáò ïìÜäáò Þ åíôüò ìéáò êáôçãïñßáò. Áõôü Ý÷åé
ùò áðïôÝëåóìá ç ó÷Ýóç ìåôáîý ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò êáé ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëç-
ôþí, íá åßíáé ç ßäéá ãéá üëá ôá áíôéêåßìåíá ìåëÝôçò Þ ôá õðïêåßìåíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò, åíôüò
ôïõ ßäéïõ åðéðÝäïõ ìéáò êáôçãïñéêÞò ìåôáâëçôÞò. ÁðëïúêÜ ç ìïñöÞ ôïõ ìïíôÝëïõ ìðïñåß íá
ãñáöåß ùò åîÞò:

ÌïíôÝëï Óôáèåñþí ÅðéäñÜóåùí = ÓôáèåñÜ + ÓôáèåñÝò ÅðéäñÜóåéò + Ôõ÷áßï ÓöÜëìá.
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Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé äåí õðÜñ÷åé ðåñéïñéóìüò ùò ðñïò ôïí ôýðï ìéáò ìåôáâëçôÞò ãéá íá
èåùñçèåß üôé ç åðßäñáóç ôçò åßíáé óôáèåñÞ. ÄçëáäÞ åßôå ç ìåôáâëçôÞ åßíáé êáôçãïñéêÞ åßôå
ðïóïôéêÞ, ìðïñåß åîßóïõ ç åðßäñáóç ôçò íá èåùñçèåß ùò óôáèåñÞ åðßäñáóç. Ç äéáöïñÜ ðïõ
èá ðñïêýøåé èá Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõò, êáèþò óôçí ðåñßðôùóç ôçò ðïóïôé-
êÞò ìåôáâëçôÞò Ý÷ïõìå Ýíáí óõíôåëåóôÞ, åíþ óôçí ðåñßðôùóç ôçò êáôçãïñéêÞò ìåôáâëçôÞò ï
áñéèìüò ôùí óõíôåëåóôþí éóïýôáé ìå ôïí áñéèìü ôùí åéêïíéêþí ìåôáâëçôþí ôçò áíôßóôïé÷çò
êáôçãïñéêÞò ìåôáâëçôÞò. Óôçí óõíÝ÷åéá èá åéóÜãïõìå ôïí áíáãíþóôç óå Ýíá ðáñÜäåéãìá, ôï
ïðïßï èá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé óôéò åðüìåíåò åíüôçôåò.

ÐáñÜäåéãìá 1.2

Óêïðüò ôçò ìåëÝôçò åßíáé ç óýãêñéóç äõï äéáöïñåôéêþí ìç÷áíçìÜôùí Lazer ðïõ ÷ñçóéìïðïéïý-
íôáé óôï ÷åéñïõñãåßï ãéá ôçí äéüñèùóç ôçò ìõùðßáò. ¸÷ïõìå äåäïìÝíá ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå
äÝêá äéáöïñåôéêÜ éáôñéêÜ êÝíôñá, ôá ïðïßá ÷ñçóéìïðïéïýí êáé ôá äõï ìç÷áíÞìáôá. Åðßóçò ãéá
êÜèå Üôïìï ðïõ õðïâÜëëåôáé óôçí ÷åéñïõñãéêÞ åðÝìâáóç, ãíùñßæïõìå ðñïöáíþò ðïéï éáôñéêü
êÝíôñï åðéóêÝöôçêå êáé ðïéï ìç÷Üíçìá Lazer ÷ñçóéìïðïßçóå, ôçí çëéêßá ôïõ, ôïõò âáèìïýò
ìõùðßáò ðñéí ôçí ÷åéñïõñãéêÞ åðÝìâáóç (ìÝóïò üñïò ìõùðßáò ôùí äõï ìáôéþí) êáèþò êáé
Ýðåéôá áðü ôñåßò ìÞíåò. Äçìéïõñãïýìå ôï óôáôéóôéêü ìïíôÝëï, ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò åîÞò
ìåôáâëçôÝò:

� Çëéêßá áíÜ ãêñïõð (18-25,25-35,35-50,50+).

� Ìõùðßá ðñéí ôçí ÷åéñïõñãéêÞ åðÝìâáóç.

� Ìç÷áíÞìáôá Lazer (Á Þ Â).

� ÉáôñéêÜ ÊÝíôñá (Éáôñéêü ÊÝíôñï 1, Éáôñéêü ÊÝíôñï 2, ...).

ÓõíïðôéêÜ ìðïñïýìå íá áíáöÝñïõìå üôé ç ìõùðßá ðñéí ôçí ÷åéñïõñãéêÞ åðÝìâáóç áðïôåëåß ôçí
ìïíáäéêÞ ìáò óõíå÷Þ ìåôáâëçôÞ. Áíôßèåôá ïé õðüëïéðåò ôñåßò ìåôáâëçôÝò åßíáé êáôçãïñéêÝò,
ðåñéÝ÷ïíôáò ôÝóóåñéò, äõï êáé äÝêá åðéìÝñïõò õðïêáôçãïñßåò áíôßóôïé÷á. Áí åðéèõìïýìå íá
ãßíïõìå ëßãï ðéï óõãêåêñéìÝíïé ãéá ôçí åðßäñáóç ôïõ éáôñéêïý êÝíôñïõ, èá ðñÝðåé íá ðñïóôåèåß
óôï ìïíôÝëï ìáò êáèþò åíäÝ÷åôáé íá õðÜñ÷ïõí äéáöïñÝò ìåôáîý ôùí éáôñéêþí êÝíôñùí ðïõ
ìðïñåß íá ïöåßëïíôáé óå éáôñéêïýò ëüãïõò Þ óå ëüãïõò ðïõ áãíïïýìå. Ç åîáñôçìÝíç ìåôá-
âëçôÞ óôï ðñüâëçìá áõôü åßíáé ç ìõùðßá ìåôÜ ôï ðÝñáò ôùí ôñéþí ìçíþí áðü ôçí ÷åéñïõñãéêÞ
åðÝìâáóç, ç ïðïßá ðñïöáíþò êáé åßíáé óõíå÷Þò.

Áí ïé åðéäñÜóåéò ôùí ðáñáðÜíù ìåôáâëçôþí èåùñçèïýí óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò, ôüôå êáôáëÞãïõìå
óå Ýíá ìïíôÝëï óôáèåñþí åðéäñÜóåùí. Óõíçèßæåôáé üôáí èåùñïýìå ôçí åðßäñáóç ìéáò êáôçãï-
ñéêÞò ìåôáâëçôÞò ùò óôáèåñÞ, íá áíáöåñüìáóôå óå áõôÞí ùò êáôçãïñéêÞ óôáèåñÞ åðßäñáóç,
åíþ óôçí ðåñßðôùóç ôçò ðïóïôéêÞò ìåôáâëçôÞò, ùò ðïóïôéêÞ óôáèåñÞ åðßäñáóç. ÔÝëïò áíôé-
óôïé÷åß Ýíáò óõíôåëåóôÞò ãéá ôçí óõíå÷Þ óôáèåñÞ åðßäñáóç ôçò ìõùðßáò ðñéí ôçí ÷åéñïõñãéêÞ
åðÝìâáóç, åíþ áíôéóôïé÷ïýí ôñåßò ãéá ôçí óôáèåñÞ åðßäñáóç ôçò çëéêßáò.

2



1.3 ÌïíôÝëï Ôõ÷áßùí ÅðéäñÜóåùí

Óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá áíáöåñèÞêáìå óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç åðßäñáóç ìéáò ìåôáâëçôÞò
èåùñåßôáé óôáèåñÞ åðßäñáóç, ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò íá ëáìâÜíïõí óôáèåñÝò ôéìÝò. Ùóôüóï
õðÜñ÷åé ç äõíáôüôçôá êÜôù áðü óõãêåêñéìÝíåò ðñïûðïèÝóåéò, íá èåùñÞóïõìå ôçí åðßäñáóç
ìéáò ìåôáâëçôÞò ùò ôõ÷áßá åðßäñáóç. Ïé óõíôåëåóôÝò ìéáò ôõ÷áßáò åðßäñáóç êáëïýíôáé ðá-
ñÜìåôñïé (Þ óõíôåëåóôÝò) ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí êáé õðï÷ñåùôéêÜ áêïëïõèïýí ìéá êáôáíïìÞ.
Óôçí ðåñßðôùóç ìáò êáèþò ìåëåôÜìå êáíïíéêÜ ìéêôÜ ãñáììéêÜ ìïíôÝëá, ç êáôáíïìÞ ðïõ
áêïëïõèïýí åßíáé ç êáíïíéêÞ.

ÅðïìÝíùò ãéá íá êáôáëÞîïõìå óå Ýíá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï, ðñÝðåé íá èåùñÞóïõìå óôï
ìïíôÝëï ìáò ôïõëÜ÷éóôïí ìßá ðáñÜìåôñï ùò óôáèåñÞ åðßäñáóç êáé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá ùò ôõ÷áßá.
Áí äçëáäÞ ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ÐáñÜäåéãìá 1.2 êáé èåùñÞóïõìå ôçí åðßäñáóç ôùí ìç÷áíç-
ìÜôùí Lazer ùò óôáèåñÞ åðßäñáóç êáé ôçí åðßäñáóç ôùí éáôñéêþí êÝíôñùí ùò ôõ÷áßá, ôüôå èá
êáôáëÞîïõìå óå Ýíá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï. Êáèþò Ý÷ïõìå êáé Üëëåò êáôçãïñßåò ìéêôþí
ãñáììéêþí ìïíôÝëùí ðïõ èá áíáëõèïýí óôçí óõíÝ÷åéá, ôï óõãêåêñéìÝíï ôï ïðïßï åßíáé êáé
ôï ðéï äéáäåäïìÝíï ïíïìÜæåôáé ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí. Ðïëý áðëÜ ìðïñåß íá ãñáöåß ùò
åîÞò:

ÌïíôÝëï Ôõ÷áßùí ÅðéäñÜóåùí = ÓôáèåñÜ + ÓôáèåñÝò ÅðéäñÜóåéò + Ôõ÷áßåò ÅðéäñÜóåéò +
Ôõ÷áßï ÓöÜëìá.

Ìßá ìåôáâëçôÞ ðñÝðåé õðï÷ñåùôéêÜ íá åßíáé êáôçãïñéêÞ êáé ü÷é ðïóïôéêÞ, ãéá íá èåùñçèåß
ç åðßäñáóç ôçò ôõ÷áßá. ÅðïìÝíùò óå ïðïéïäÞðïôå ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, èá Ý÷ïõìå
åêôüò áðü ôçí óôáèåñÜ êáé ôïõëÜ÷éóôïí äõï óõíôåëåóôÝò ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí.

¸ðåéôá áðü ôïí ïñéóìü ìéáò ôõ÷áßáò åðßäñáóçò, ôï åñþôçìá ðïõ Ý÷åé ðñïêýøåé Ý÷åé íá êÜíåé
ìå ôï ðüôå ïé åðßäñáóåéò ôùí ìåôáâëçôþí ðñÝðåé íá èåùñçèïýí ùò óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò êáé
ðüôå ùò ôõ÷áßåò. Ìå Üëëá ëüãéá ðüôå ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ìïíôÝëï óôáèåñþí
åðéäñÜóåùí êáé ðüôå ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí. AíáëõôéêÞ áðÜíôçóç èá äïèåß óôçí
åðüìåíç åíüôçôá.

YðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå ìßá ôõ÷áßá åðßäñáóç, ìå Ýíáí áðü ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò íá óõìâïëß-
æåôáé ùò âi. Ôüôå ï óõíôåëåóôÞò âi ïñßæåôáé ùò åîÞò:

âi ∼ N(0; ó2
â);

äçëáäÞ áêïëïõèåß ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ìÝóç ôéìÞ ìçäÝí êáé äéáêýìáíóç ó2
â, ìå ôçí äéá-

êýìáíóç íá áíôéðñïóùðåýåé ôçí ìåôáâëçôüôçôá ôçò ôõ÷áßáò åðßäñáóçò. Áîßæåé íá óçìåéùèåß
üôé üëïé ïé óõíôåëåóôÝò ìéáò ôõ÷áßáò åðßäñáóçò Ý÷ïõí êïéíÞ äéáêýìáíóç, åðïìÝíùò áêïëïõ-
èïýí áêñéâþò ôçí ßäéá êáôáíïìÞ.

ÁìÝóùò ìåôÜ ôïí ïñéóìü ìéáò ðáñáìÝôñïõ ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, ãßíåôáé êáôáíïçôü üôé êáôÜ
ôïí õðïëïãéóìü ôçò äéáêýìáíóçò ìéáò ìåìïíùìÝíçò ðáñáôÞñçóçò óôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜ-
óåùí, åêôüò áðü ôçí äéáêýìáíóç ôùí õðïëïßðùí, Ý÷ïõìå êáé ôçí ðñïóèÞêç ôçò äéáêýìáíóçò
ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí. Ðñïöáíþò ïé óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò äåí Ý÷ïõí êáìßá óõíåéóöïñÜ,
êáèþò åßíáé óôáèåñïß áñéèìïß.

Óôçí óõíÝ÷åéá èá êáôáëÞîïõìå óå Ýíá ÷ñÞóéìï óõìðÝñáóìá ãéá ôçí óõíäéáêýìáíóç äõï äéáöï-
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ñåôéêþí ðáñáôçñÞóåùí. Ãéá íá ãßíåé ðéï åýêïëá êáôáíïçôü èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ôï ÐáñÜäåéãìá
1.2, ãéá ôï ïðïßï èá õðïèÝóïõìå ôçí åðßäñáóç ôïõ éáôñåßïõ ùò ôçí ìïíáäéêÞ ìáò ôõ÷áßá åðß-
äñáóç. ÅðïìÝíùò óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå ðáñáôçñçôÝò ðïõ åðéóêÝðôïíôáé êïéíü éáôñåßï,
÷ùñßò íá ìáò åíäéáöÝñïõí ïé õðüëïéðåò ìåôáâëçôÝò êáèþò áðïôåëïýí óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò êáé
åðïìÝíùò ïé óõíôåëåóôÝò ôïõò åßíáé óôáèåñïß áñéèìïß, ç óõíäéáêýìáíóç ïðïéïíäÞðïôå äõï
éóïýôáé ìå ôçí äéáêýìáíóç ôïõ óõíôåëåóôÞ ôçò ôõ÷áßáò åðßäñáóçò ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ éá-
ôñåßïõ, ç ïðïßá ùóôüóï åßíáé êïéíÞ ãéá üëá ôá éáôñåßá. Óå áíôßèåôç ðåñßðôùóç, äçëáäÞ áí
åß÷áìå áóèåíåßò áðü äéáöïñåôéêÜ éáôñåßá ç óõíäéáêýìáíóç èá éóïýôáé ìå ìçäÝí, ëüãù ôçò áíå-
îáñôçóßáò ôùí ðáñáôçñÞóåùí áðü äéáöïñåôéêÜ éáôñåßá. Ãåíéêüôåñá èá ëÝãáìå üôé üôáí Ý÷ïõìå
ìßá ôõ÷áßá åðßäñáóç, áíåîÜñôçôá ìå ôïí áñéèìü ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí, ç óõíäéáêýìáíóç
äõï ðáñáôçñÞóåùí ðïõ áíÞêïõí óôçí ßäéá õðïïìÜäá ôçò ìåôáâëçôÞò ðïõ Ý÷åé ôõ÷áßá åðßäñáóç,
éóïýôáé ìå ôçí äéáêýìáíóç ôïõ óõíôåëåóôÞ ôçò ôõ÷áßáò åðßäñáóçò ôçò áíôßóôïé÷çò õðïïìÜäáò,
åíþ óå áíôßèåôç ðåñßðôùóç éóïýôáé ìå ìçäåí.

1.4 Óýãêñéóç ÌïíôÝëïõ Óôáèåñþí ÅðéäñÜóåùí êáé ÌïíôÝëïõ Ôõ÷áßùí

ÅðéäñÜóåùí

Ïé äõï ðñïçãïýìåíåò åíüôçôåò âïÞèçóáí ôïí áíáãíþóôç óôçí èåùñçôéêÞ êáôáíüçóç ôïõ ìï-
íôÝëïõ óôáèåñþí åðéäñÜóåùí êáé ôïõ ìïíôÝëïõ ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí. Óôçí óõãêåêñéìÝíç
åíüôçôá èá åðéêåíôñùèïýìå óôçí ÷ñçóéìüôçôá êÜèå ìïíôÝëïõ, áðáíôþíôáò ôáõôü÷ñïíá óôï
åñþôçìá ðüôå ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí êáé ðüôå ôï ìïíôÝëï
óôáèåñþí åðéäñÜóåùí ðïõ èÝóáìå óôï ÊåöÜëáéï 1.3. ÅíáëëáêôéêÜ êáëïýìáóôå íá áðáíôÞ-
óïõìå óôï åñþôçìá ðüôå èåùñïýìå ôçí åðßäñáóç ìéáò ìåôáâëçôÞò ùò óôáèåñÞ êáé ðüôå ùò
ôõ÷áßá. Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé áðïôåëåß ìßá ðïëý óçìáíôéêÞ åíüôçôá, áöïý ôá äõï áõôÜ
ìïíôÝëá åßíáé äéáöïñåôéêÜ êáé åóöáëìÝíç åðéëïãÞ èá åðéöÝñåé ëáíèáóìÝíá óõìðåñÜóìáôá.

Ìßá óôáèåñÞ åðßäñáóç Ý÷åé ôçí äõíáôüôçôá íá åßíáé åßôå ðïóïôéêÞ åßôå êáôçãïñéêÞ, åíþ ìßá
ôõ÷áßá åðßäñáóç ìðïñåß íá åßíáé ìüíï êáôçãïñéêÞ. ÅðïìÝíùò ôï åñþôçìá ãéá ôï ðüôå ç åðß-
äñáóç ìßáò ìåôáâëçôÞò ðñÝðåé íá èåùñçèåß ùò ôõ÷áßá êáé ðüôå ùò óôáèåñÞ, ðåñéïñßæåôáé ìüíï
ãéá ôéò êáôçãïñéêÝò ìåôáâëçôÝò.

Óôçí óõíÝ÷åéá èá ãßíåé áíáöïñÜ óôçí êáèïñéóôéêÞ óçìáóßá ôïõ åñùôÞìáôïò ôïõ ðñïâëÞìá-
ôïò ìáò óôçí åðéëïãÞ ìïíôÝëïõ. Ãéá íá ðñï÷ùñÞóïõìå óå ìéá óôáôéóôéêÞ ìåëÝôç, ðñïöáíþò
Ý÷ïõìå Þ ìáò Ý÷ïõí ïñßóåé ôï ðñüâëçìá ðïõ åîåôÜæïõìå, ôá äåäïìÝíá êáé ðñïöáíþò ðïéï
åßíáé ôï æçôïýìåíï. Óôçí ðåñßðôùóç ìáò ðáßæåé óçìáíôéêü ñüëï ôï æçôïýìåíï. ¸ôóé áí ôï
óõìðÝñáóìá ìáò èÝëïõìå íá áöïñÜ ôá äåäïìÝíá êáé ìüíï ðïõ äéáèÝôïõìå Þ áëëéþò ôéò åðé-
ìÝñïõò êáôçãïñßåò ðïõ ìáò äßíïíôáé, ôüôå ç åðéëïãÞ åßíáé ôï ìïíôÝëï óôáèåñþí åðéäñÜóåùí.
Áíôßèåôá áí ôï óõìðÝñáóìá ìáò èÝëïõìå íá áöïñÜ Ýíáí åõñýôåñï ðëõèõóìü ðïõ äåí Ý÷ïõìå
óôá äåäïìÝíá ìáò, ôüôå ç êáôÜëëçëç åðéëïãÞ åßíáé ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí.

Ãéá íá ãßíåé áðüëõôá êáôáíïçôÞ ç ðáñáðÜíù áíáöïñÜ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ÐáñÜäåéãìá
1.2. ÕðïèÝôïõìå üôé ôï æçôïýìåíï óôï ðáñÜäåéãìá ìáò åßíáé íá êáôáëÞîïõìå óôï ðéï áðïäï-
ôéêü ìç÷Üíçìá Lazer ãéá ôçí äéüñèùóç ôçò ìõùðßáò. Åðßóçò õðïèÝôïõìå üôé ðåñéóóüôåñá áðü
äÝêá éáôñéêÜ êÝíôñá ÷ñçóéìïðïéïýí ôá äõï ìç÷áíÞìáôá Lazer, ùóôüóï Ý÷ïõìå äåäïìÝíá ìüíï
ãéá äÝêá áðü áõôÜ. Áí ìáò æçôåßôå íá êáôáëÞîïõìå óôï ðáñáðÜíù óõìðÝñáóìá âáóéóìÝíç óôá

4



äÝêá éáôñéêÜ êÝíôñá êáé ìüíï ðïõ Ý÷ïõìå óôá äåäïìÝíá ìáò, ôüôå èåùñïýìå ôçí åðßäñáóç ôùí
éáôñéêþí êÝíôñùí ùò óôáèåñÞ êáé ç åðéëïãÞ ìáò åßíáé ôï ìïíôÝëï óôáèåñþí åðéäñÜóåùí. Áíôß-
èåôá áí åðéèõìïýìå íá êáôáëÞîïõìå óå Ýíá ãåíéêüôåñï óõìðÝñáóìá ãéá ôçí áðïäïôéêüôçôá
ôùí ìç÷áíçìÜôùí Lazer óå üëá ôá éáôñéêÜ êÝíôñá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé, ôüôå êáëïýìáóôå
íá èåùñÞóïõìå ôçí åðßäñáóç ôùí éáôñéêþí êÝíôñùí ùò ôõ÷áßá. Ðñáãìáôïðïéþíôáò áõôÞí ôçí
ðñïóáñìïãÞ, Ý÷ïõìå åðéëÝîåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí. ÔÝëïò
ìå âÜóç ôïí ïñéóìü ôïõ ðñïâëÞìáôïò, êáèþò åðéèõìïýìå íá êáôáëÞîïõìå óå óõìðåñÜóìáôá
ãéá ôá äõï óõãêåêñéìÝíá ìç÷áíÞìáôá Lazer, Á êáé Â, ç åðßäñáóç ôùí ìç÷áíçìÜôùí Lazer
åßíáé ç óôáèåñÞ ìáò åðßäñáóç.

ÄéáöïñåôéêÜ èá ëÝãáìå üôé ìßá óôáèåñÞ åðßäñáóç ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá íá åëÝãîïõìå ôéò äéá-
öïñÝò ôùí ôéìþí ôçò ìåôáîý óõãêåêñéìÝíùí åðéðÝäùí. Áíôßèåôá ìßá ôõ÷áßá åðßäñáóç ÷ñçóé-
ìïðïéåßôáé ãéá íá êáôáëÞîïõìå óå óõìðåñÜóìáôá ó÷åôéêÜ ìå ôçí êáôáíïìÞ ôùí ôéìþí ôçò,
äçëáäÞ ôç äéáêýìáíóç ìåôáîý ôùí ôéìþí ôçò áðüêñéóçò óôá äéÜöïñá åðßðåäá.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå ìßá êáôçãïñéêÞ ìåôáâëçôÞ ôçò ïðïßáò ôï äåßãìá åîáíôëåß ôïí
ðëçèõóìü ôçò, ôüôå ç ìåôáâëçôÞ áõôÞ Ý÷åé óôáèåñÞ åðßäñáóç, åíþ üôáí åðéëÝãïõìå ôï äåßãìá
ôçò áðü Ýíáí åõñýôåñï ðëçèõóìü, ôüôå ç åðßäñáóç ôçò áíôßóôïé÷çò ìåôáâëçôÞò èåùñåßôáé ôõ-
÷áßá. ÄçëáäÞ ïé åðéäñÜóåéò ìåôáâëçôþí üðùò ôï öýëï, ôï ìïñöùôéêü åðßðåäï (ðñùôïâÜèìéá-
äåõôåñïâÜèìéá-ôñéôïâÜèìéá åêðáßäåõóç), ôá çëéêéáêÜ ãêñïõð êáé Üëëåò áíôßóôïé÷åò ìåôáâëç-
ôÝò, èåùñïýíôáé óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò. Ï ëüãïò åßíáé üôé ìåëåôÜìå üëåò ôéò ðéèáíÝò õðïêáôç-
ãïñßåò ôùí ðáñáðÜíù êáôçãïñéêþí ìåôáâëçôþí Þ äéáöïñåôéêÜ ïëüêëçñï ôïí ðëçèõóìü ôïõò.
Áíôßèåôá áí ãéá ðáñÜäåéãìá åðéëÝãïõìå Ýíá äåßãìá áóèåíþí ãéá ôçí ìåëÝôç ìéáò èåñáðåßåò Þ
åðéëÝãïõìå Ýíá äåßãìá áðü äéáöïñåôéêÜ åßäç ðôçíþí, ôüôå ìéëÜìå ãéá ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò.

Óå Ýíá ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, ïé åêôéìÞóåéò ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí \óõññéêíþíïíôáé"
óå óýãêñéóç ìå ôéò áíôßóôïé÷åò ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí. ÄçëáäÞ áí õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå
ìéá êáôçãïñéêÞ ìåôáâëçôÞ êáé ç åðßäñáóç ôçò èåùñçèåß ôõ÷áßá, ïé ìÝóåò ôéìÝò ôùí åêôéìÞóåùí
ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí èá åßíáé ðéï êïíôÜ óôçí óõíïëéêÞ ìÝóç ôéìÞ áðü üôé áí åß÷å èåùñçèåß
ç åðßäñáóç ôçò ßäéáò ìåôáâëçôÞò ùò óôáèåñÞ. Ç éäéüôçôá áõôÞ ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, ìðïñåß
íá ìáò öáíåß ðÜñá ðïëý ÷ñÞóéìç óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå ìéêñü áñéèìü ðáñáôçñÞóåùí áíÜ
õðïïìÜäá. Ãíùñßæïõìå üôé óå ôÝôïéåò ðåñéðôþóåéò ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå óå áêñáßåò åêôé-
ìÞóåéò ëüãù ôïõ ìéêñïý áñéèìïý ðáñáôçñÞóåùí. Ùóôüóï èåùñþíôáò ôçí åðßäñáóç áõôÞò ôçò
ìåôáâëçôÞò ùò ôõ÷áßá, ëýíïõìå ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá êáèþò åéäéêüôåñá ãéá ôéò õðïïìÜäåò
ðïõ Ý÷ïõí ìéêñü áñéèìü ðáñáôçñÞóåùí, ïé ìÝóåò ôéìÝò ôïõò óõññéêíþíïíôáé óå ìåãÜëï âáèìü
ðñïò ôçí óõíïëéêÞ ìÝóç ôéìÞ.

ÔÝëïò ç äéáóôáõñþìåíç äïêéìÞ åßíáé Ýíáò ôýðïò êëéíéêÞò äïêéìÞò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôçí
óýãêñéóç äõï Þ ðåñéóóüôåñùí èåñáðåéþí Þ ãåíéêüôåñá äéáäéêáóéþí óôçí êáôáðïëÝìçóç ìéáò
áóèÝíåéáò Þ ìéáò ÷ñüíéáò ðÜèçóçò. ÊÜèå ðáñáôçñçôÞò ðïõ óõììåôÝ÷åé óôçí äïêéìÞ, ëáìâÜíåé
êáé ôéò äõï èåñáðåßåò êáôáãñáöüíôáò ôá áðïôåëÝóìáôá. ¸ôóé Ý÷ïõìå óôçí äéÜèåóç ìáò äåäï-
ìÝíá ìå ôçí áíôáðüêñéóç ðïõ åß÷áí ïé äõï èåñáðåßåò óôïí ßäéï ïñãáíéóìü. Ùóôüóï Ýíá óõ÷íü
ðñüâëçìá ðïõ áíôéìåôùðßæïõìå åßíáé üôé êÜðïéïé áóèåíåßò äåí ïëïêëçñþíïõí ôçí äéáäéêáóßá,
åðïìÝíùò êáôáëÞãïõìå íá ìåëåôÜìå åëëåéðÞ äåäïìÝíá. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ç åðéëïãÞ
ôïõ ìïíôÝëïõ ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí ðëåïíåêôåß Ýíáíôé ôïõ ìïíôÝëïõ óôáèåñþí åðéäñÜóåùí. Ï
ëüãïò åßíáé üôé ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí áíôëåß ðëçñïöïñßåò ôüóï ìåôáîý ôùí áóèåíþí
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üóï êáé åíôüò ôùí áóèåíþí, óå áíôßèåóç ìå ôï ìïíôÝëï óôáèåñþí åðéäñÜóåùí ðïõ áíôëåß ìüíï
åíôüò ôùí áóèåíþí, áãíïþíôáò ïõóéáóôéêÜ ôéò ðáñáôçñÞóåéò ìå åëëåéðÞ äåäïìÝíá. Ôï êÝñäïò
ìáò ìå ôçí åðéëïãÞ ôïõ ìïíôÝëïõ ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí åßíáé ç ìåßùóç ôïõ ôõðéêïý óöÜëìáôïò
ôïõ ìïíôÝëïõ, ôï ïðïßï ìåãáëþíåé üóï ðåñéóóüôåñåò åßíáé ïé åëëåßøåéò äåäïìÝíùí, êÜíïíôáò
ôüôå åðéôáêôéêÞ ôçí åðéëïãÞ ôïõ ìïíôÝëïõ ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí.

1.5 ÄéáöïñåôéêÜ Åßäç Óõã÷þíåõóçò

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá êáôáãñÜøïõìå ôá ôñßá äéáöïñåôéêÜ åßäç óõã÷ùíåýóåùí ìå ôçí âïÞèåéá
åíüò ðáñáäåßãìáôïò, ôá ïðïßá ìå ôçí óåéñÜ ôïõò èá ìáò âïçèÞóïõí íá êáôáëÞîïõìå óå ìßá
áêüìá, éäéáßôåñç äéáöïñÜ ìåôáîý åíüò ìïíôÝëïõ óôáèåñþí åðéäñÜóåùí êáé åíüò ìéêôïý ãñáì-
ìéêïý ìïíôÝëïõ.

ÐáñÜäåéãìá 1.5

ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå äåäïìÝíá ðïõ áöïñïýí ôïí êáèáñü ÷ñüíï ôñåîßìáôïò óå ëåðôÜ, ãéá
50 óõììåôÝ÷ïíôåò óôïí åôÞóéï áãþíá 10 ÷éëéïìÝôñùí ðïõ ðñáãìáôïðïéåßôáé óôçí ÊáëáìÜôá.
ÊÜèå äñïìÝáò åßíáé áðü 50 ÷ñïíþí Ýùò 60, Ý÷ïíôáò óõíïëéêÜ 6 óõììåôï÷Ýò óôïí åôÞóéï áõôü
áãþíá.

Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç, ãéá ôçí áíáëýóç ìáò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ðñïóÝããéóç ðëÞñçò
óõã÷þíåõóçò (complete-pooling), ç ïðïßá áðïôåëåß êáé ôï ðñþôï åßäïò óõã÷þíåõóçò. Áðï-
ôåëåß ìéá ðñïóÝããéóç óôáôéóôéêÞò ìïíôåëïðïßçóçò, üðïõ äåäïìÝíá áðü äéáöïñåôéêÝò ïìÜäåò Þ
êáôçãïñßåò óõíäõÜæïíôáé ìÜæé ãéá íá åêôéìçèïýí ïé ðáñáìÝôñïé ôïõ ìïíôÝëïõ. Ðéï óõãêåêñé-
ìÝíá ç ðñïóÝããéóç ðëÞñçò óõã÷þíåõóçò, ÷ñçóéìïðïéåß üëá ôá äåäïìÝíá óáí íá ðñïÝñ÷ïíôáé
áðü Ýíáí åííéáßï ïìïéïãåíÞ ðëçèõóìü, áãíïþíôáò äçëáäÞ ôçí ýðáñîç ôùí õðïïìÜäùí êáé ôéò
éäéáéôåñüôçôåò ðïõ ðñïêýðôïõí ùò áðïôÝëåóìá áõôïý.

Åýêïëá ãßíåôáé êáôáíïçôü üôé ôï ìïíôÝëï ðëÞñçò óõã÷þíåõóçò, äåí Ý÷åé áîéïðïéÞóåé óùóôÜ
ôá äåäïìÝíá ìáò êáé Ý÷ïõìå ÷Üóåé óçìáíôéêÝò ðëçñïöïñßåò, Ý÷ïíôáò óõãêåíôñþóåé üëåò ôéò
ðáñáôçñÞóåéò ìáò óå Ýíáí ðëçèõóìü. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ôá äõï âáóéêÜ ìåéïíåêôÞìáôá ðïõ
ðñïêýðôïõí åßíáé ôá åîÞò:

� ¸÷ïõìå êÜíåé ôçí õðüèåóç üôé êÜèå ðáñáôÞñçóç åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôéò Üëëåò.

� ÓõãêåêñéìÝíá ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ìáò, Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé ìßá ãñáììéêÞ ó÷Ýóç ôïõ
÷ñüíïõ ôñåîßìáôïò êáé ôçò çëéêßáò, ç ïðïßá åßíáé ç ßäéá ãéá êÜèå äñïìÝá.

Ïé ðáñáôçñÞóåéò ìåôáîý äéáöïñåôéêþí äñïìÝùí ìðïñåß íá åßíáé áíåîÜñôçôåò, ùóôüóï åßìáóôå
âÝâáéïé üôé ïé ðáñáôçñÞóåéò åíôüò åíüò äñïìÝá ó÷åôßæïíôáé. Åðßóçò ôï ìïíôÝëï ðáñÝ÷ïíôáò
ìáò ôçí ßäéá ó÷Ýóç ãéá ôïí ÷ñüíï ôñåîßìáôïò êáé ôçí çëéêßá ãéá êÜèå äñïìÝá, áãíüçóå ôï
ãåãïíüò ðùò ï êÜèå Üíèñùðïò åßíáé îå÷ùñéóôüò êáé ðñïöáíþò üôé ç ó÷Ýóç äåí åßíáé áêñéâÞò
ãéá ôïõò äñïìåßò ìåìïíùìÝíá. Åíäå÷ïìÝíùò ôá ìåéïíåêôÞìáôá ðïõ êáôáãñÜøáìå âáóßóôçêáí
áñêåôÜ óôï ÐáñÜäåéãìá 1.5, ùóôüóï áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé ôá ìåéïíåêôÞìáôá áõôÜ éó÷ýïõí
ãåíéêüôåñá ãéá êÜèå ìïíôÝëï ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ôçí ðñïóÝããéóç ðëÞñçò óõã÷þíåõóçò, Ý÷ïíôáò
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áõôÞ ôçí äïìÞ äåäïìÝíùí.

Óôçí óõíÝ÷åéá ãéá ôçí áíÜëõóç ìáò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ðñïóÝããéóç ìç óõã÷þíåõóçò
(no-pooling), ç ïðïßá áðïôåëåß êáé ôï äåýôåñï åßäïò óõã÷þíåõóçò. Áíôßèåôá ìå ôçí ðñïç-
ãïýìåíç ðåñßðôùóç, ç ðñïóÝããéóç ìç óõã÷þíåõóçò åîåôÜæåé êÜèå Ýíáí áðü ôïõò ðáñáôçñçôÝò
Þ ôá áíôéêåßìåíá ìåëÝôçò îå÷ùñéóôÜ. ÄçëáäÞ óôï ðáñÜäåéãìá ìáò åîåôÜæåé ôïõò 50 äñïìåßò
îå÷ùñéóôÜ, äçìéïõñãþíôáò Ýíá îå÷ùñéóôü ìïíôÝëï ãéá êÜèå äñïìÝá. ÌÝóù ôçò ðñïóÝããéóçò
áõôÞò, åðéôñÝðïõìå óå êÜèå äñïìÝá íá Ý÷åé ìïíáäéêÞ óôáèåñÜ êáé óõíôåëåóôÞ çëéêßáò.

Åê ðñþôçò üøåùò, ç ðñïóÝããéóç áõôÞ äåí åìöáíßæåé ôá ìåéïíåêôÞìáôá ôçò ðëÞñçò óõã÷þíåõ-
óçò. Ùóôüóï êáé åäþ åìöáíßæïíôáé äõï óçìáíôéêÜ ìåéïíåêôÞìáôá.

� ÅîåôÜæïíôáò ôïí êÜèå ðáñáôçñçôÞ îå÷ùñéóôÜ, ãßíåôáé ç õðüèåóç üôé ç ìßá ïìÜäá äåí
ðáñÝ÷åé ó÷åôéêÝò-÷ñÞóéìåò ðëçñïöïñßåò ãéá ôçí áëëÞ, äçëáäÞ ôï ìïíôÝëï áãíïåß ôõ÷üí
ðëçñïöïñßåò ìåôáîý ôùí ïìÜäùí. Ôï ðñüâëçìá áõôü äéïãêþíåôáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ
Ý÷ïõìå ðïëý ìéêñü áñéèìü ðáñáôçñÞóåùí áíÜ ïìÜäá, êáèþò áãíïþíôáò ôéò ðëçñïöïñßåò
ìåôáîý ôùí ïìÜäùí åýêïëá ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå óå áêñáßåò åêôéìÞóåéò.

� Ôï äåýôåñï ìåéïíÝêôçìá Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôá óõìðÝñáóìáôá ôá ïðïßá ìðïñïýìå íá êá-
ôáëÞîïõìå. ¸÷ïõìå ôçí äõíáôüôçôá äçëáäÞ, íá ðñïâïýìå óå óõìðåñÜóìáôá ìüíï ãéá
ôéò ïìÜäåò ðïõ äéáèÝôïõìå óôá äåäïìÝíá ìáò, áäõíáôþíôáò äçëáäÞ íá ãåíéêåýóïõìå ôá
óõìðåñÜóìáôá ìáò.

Ç ðñïóÝããéóç áõôÞ ìïéÜæåé íá åßíáé êáëýôåñç áðü ôçí áñ÷éêÞ, ùóôüóï Ý÷åé áêüìá äõï óç-
ìáíôéêÝò áäõíáìßåò. Óôçí óõíÝ÷åéá èá ðáñïõóéÜóïõìå ôï ôåëåõôáßï åßäïò óõã÷þíåõóçò, ôï
ïðïßï Ýñ÷åôáé íá ëýóåé ôá ðáñáðÜíù ðñïâëÞìáôá.

Ùóôüóï ðñïôïý ðáñïõóéÜóïõìå ôï ôåëåõôáßï åßäïò óõã÷þíåõóçò, èá êÜíïõìå ìßá óçìáíôéêÞ
óçìåßùóç ðïõ Ý÷åé ðáñáëåéöèåß Ýùò ôþñá. Ôá ôñßá äéáöïñåôéêÜ åßäç óõã÷ùíåýóåùí, åßíáé
ôñåßò äéáöïñåôéêïß ôñüðïé ðñïóÝããéóçò ôùí éåñáñ÷éêþí äåäïìÝíùí. Ôá éåñáñ÷éêÜ äåäïìÝíá,
áíáöÝñïíôáé óå Ýíá ôýðï äåäïìÝíùí, üðïõ ïé ìåìïíùìÝíåò ðáñáôçñÞóåéò ïñãáíþíïíôáé êáé
ïìáäïðïéïýíôáé óå ïìÜäåò Þ óõóôÜäåò. ÄéáöïñåôéêÜ èá ëÝãáìå, üôé êÜèå ïìÜäá ðåñéÝ÷åé
ðïëëáðëÝò õðïïìÜäåò êáé áíôßóôïé÷á áõôÝò ïé õðïïìÜäåò ìðïñïýí íá ðåñéÝ÷ïõí õðïïìÜäåò
ìéêñüôåñçò ôÜîçò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ìðïñïýìå íá óõëëÝãïõìå äåäïìÝíá ó÷åôéêÜ ìå ôéò åðéäü-
óåéò ôùí ìáèçôþí, ìå ôïõò ìáèçôÝò íá ïìáäïðïéïýíôáé ìå âÜóç ôá ó÷ïëåßá óôá ïðïßá öïéôïýí.
Áí åðéóôñÝøïõìå óôï ðáñÜäåéãìá ìáò, ôüôå ôï áíþôåñï óôñþìá ôçò éåñáñ÷ßáò åßíáé ï ðëçèõ-
óìüò üëùí ôùí äñïìÝùí, åíþ óôï åðüìåíï óôñþìá âñßóêïíôáé ïé 50 äñïìåßò ðïõ åðéëÝ÷èçêáí.
ÔÝëïò ôï ôåëåõôáßï óôñþìá ðåñéÝ÷åé ôéò ðïëëáðëÝò ðáñáôçñÞóåéò áíÜ äñïìÝá.

Ç ôåëåõôáßá ðñïóÝããéóç ðïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå ãéá ôçí áíÜëõóç ìáò, åßíáé ç ìåñéêÞ óõã÷þ-
íåõóç (partial-pooling), ç ïðïßá ïõóéáóôéêÜ åßíáé ìßá åíäéÜìåóç ðñïóÝããéóç ìåôáîý ôçò ðëÞñçò
óõã÷þíåõóçò êáé ôçò ìç óõã÷þíåõóçò óôï ðëáßóéï ôçò ìïíôåëïðïßçóçò éåñáñ÷éêþí äåäïìÝ-
íùí. Ç ðñïóÝããéóç áõôÞ áíáãíùñßæåé üôé êÜèå ïìÜäá ìðïñåß íá Ý÷åé ìïíáäéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ,
áëëÜ áíáãíùñßæåé åðßóçò üôé üëåò ïé ïìÜäåò óõíäÝïíôáé ìåôáîý ôïõò êáé óõíåðþò ìðïñåß íá
ðáñÝ÷ïõí ðïëýôéìåò ðëçñïöïñßåò ç ìßá ãéá ôçí Üëëç. ÅðïìÝíùò ç ðñïóÝããéóç ìåñéêÞò óõã÷þ-
íåõóçò, ëáìâÜíåé ðëçñïöïñßåò ôüóï åíôüò ôùí ïìÜäùí üóï êáé ìåôáîý ôùí ïìÜäùí, áîéïðïéþ-
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íôáò üëåò ôéò äõíáôÝò ðëçñïöïñßåò ðïõ ìáò äßíïíôáé ìÝóù ôùí äåäïìÝíùí ìáò.

ÊáôáëÞãïõìå ìå âÜóç üóá Ý÷ïõìå áíáöÝñåé íá óõìðåñÜíïõìå üôé ç ðñïóÝããéóç ìåñéêÞò
óõã÷þíåõóçò, åßíáé ç êáëýôåñç äõíáôÞ üôáí ìåëåôÜìå éåñáñ÷éêÜ äåäïìÝíá. Ç ðñïóÝããéóç
áõôÞ, åöáñìüæåôáé áðü Ýíá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï. Áíôßèåôá Ýíá ìïíôÝëï óôáèåñþí åðéäñÜ-
óåùí äåí åßíáé óå èÝóç íá åöáñìüóåé ôçí ðñïóÝããéóç ìåñéêÞò óõã÷þíåõóçò. Åîáéôßáò ôùí
ðëåïíåêôçìÜôùí ôçò ìåñéêÞò óõã÷þíåõóçò, êáôáëÞãïõìå üôé Ýíá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï
ðñïôéìÜôáé Ýíáíôé åíüò ìïíôÝëïõ óôáèåñþí åðéäñÜóåùí êáôÜ ôçí ìåëÝôç éåñáñ÷éêþí äåäïìÝ-
íùí.

ÔÝëïò åßìáóôå óå èÝóç íá êáôáãñÜøïõìå, üôé ç ðñïóÝããéóç ìåñéêÞò óõã÷þíåõóçò ïäçãåß óôï
öáéíüìåíï ôçò \óõññßêíùóçò" ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí ðïõ êáôáãñÜøáìå óôï ÊåöÜëáéï 1.4.

1.6 ÌïíôÝëï Ìïôßâïõ ÓõíäéáêõìÜíóåùí

Ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí Þôáí ç ðñþôç êáôçãïñßá ìéêôïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ ðïõ ðå-
ñéãñÜøáìå, ÷ùñßò ùóôüóï íá åßíáé ç ìïíáäéêÞ. Óôçí óõãêåêñéìÝíç åíüôçôá èá ãßíåé áíáöïñÜ
óôçí äåýôåñç êáôçãïñßá åíüò ìéêôïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ, ôïõ ìïíôÝëïõ ìïôßâïõ óõíäéáêõ-
ìÜíóåùí. Ôï ìïíôÝëï ìïôßâïõ óõíäéáêýìáíóåùí ÷ñçóéìïðïéåßôáé ìüíï óôçí ðåñßðôùóç ðïõ
Ý÷ïõìå äåäïìÝíá åðáíáëáìâáíüìåíùí ìåôñÞóåùí, äçëáäÞ Ý÷ïõìå åðáíáëáìâáíüìåíåò ìåôñÞ-
óåéò ãéá ôïí ßäéï ðáñáôçñçôÞ Þ ãéá ôï ßäéï áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò.

Ãéá íá ãßíåé êáôáíïçôü ôï ìïíôÝëï, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ÐáñÜäåéãìá 1.2, ðñáãìáôï-
ðïéþíôáò ùóôüóï ìéá ìéêñÞ ôñïðïðïßçóç. Ç ôñïðïðïßçóç áõôÞ èá ðñáãìáôïðïéçèåß ãéá íá
êáôáëÞîïõìå óå äåäïìÝíá åðáíáëáìâáíüìåíùí ìåôñÞóåùí, äçëáäÞ èá õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå
óõíïëéêÜ ôñåßò ìåôñÞóåéò ãéá êÜèå ðáñáôçñçôÞ ìåôÜ ôçí ÷åéñïõñãéêÞ åðÝìâáóç, ôïí ðñþôï,
ôïí äåýôåñï êáé ôïí ôñßôï ìÞíá. Åýêïëá áíôéëáìâáíüìáóôå üôé ïé åðáíáëáìâáíüìåíåò ìåôñÞ-
óåéò ìåôÜ ôçí ÷åéñïõñãéêÞ åðÝìâáóç ãéá ôïí ßäéï ðáñáôçñçôÞ, äåí åßíáé áíåîÜñôçôåò ìåôáîý
ôïõò. Åñ÷üìáóôå äçëáäÞ áíôéìÝôùðïé ìå ìéá íÝá êáôÜóôáóç êáé Ýíá íÝï ðñüâëçìá.

Ôï ðñüâëçìá áõôü Ýñ÷åôáé íá ôï ëýóåé ôï ìïíôÝëï ìïôßâïõ óõíäéáêýìáíóåùí, êáèþò åßíáé
óå èÝóç íá ìïíôåëïðïéåß ôçí óõó÷Ýôéóç ìåôáîý ôùí åðáíáëáìâáíüìåíùí ðáñáôçñÞóåùí ãéá
ôïí ßäéï ðáñáôçñçôÞ. Ç óõó÷Ýôéóç áõôÞ õðïäçëþíåôáé ìÝóù ôùí õðïëïßðùí, ìå ôïõò ôñåßò
ðéèáíïýò ôñüðïõò óõó÷Ýôéóçò íá ðáñïõóéÜæïíôáé óôçí óõíÝ÷åéá:

� corr(eij; eij′) = ñ:

� corr(eij; eij′) = ñ|j
′−j|:

� corr(eij; eij′) = ñj;j′ :

� |ñ| < 1:

Ôï corr óõìâïëßæåé ôçí óõó÷Ýôéóç, åíþ ôï eij ôá õðüëïéðá. Ôï i áíôéðñïóùðåýåé ôïí ðáñá-
ôçñçôÞ, ôï j ôçí ðáñáôÞñçóç ðïõ ìåëåôÜìå êáé ôï ñ åßíáé åíáò óôáèåñüò áñéèìüò ìå áðüëõôç
ôéìÞ ìéêñüôåñç ôïõ 1. Óôçí óõíÝ÷åéá èá áíáëõèïýí ïé ôñåßò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò.
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� Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå ôçí ðéï áðëÞ ðñïóÝããéóç, êáèþò èåùñïýìå üôé ç óõó÷Ý-
ôéóç ãéá üëá ôá æåýãç ìåôñÞóåùí ãéá ôïí ßäéï ðáñáôçñçôÞ, åßíáé óôáèåñÞ êáé ßóç ìå
ñ.

� Óôçí äåýôåñç ðåñßðôùóç ç óõó÷Ýôéóç ìåôáîý ôùí æåýãùí ìåôñÞóåùí ãéá ôïí ßäéï ðáñá-
ôçñçôÞ, ìåéþíåôáé êáèþò áðïìáêñýíïíôáé ÷ñïíéêÜ.

� Ç ôñßôç ðåñßðôùóç åßíáé êáé ç ðéï óýíèåôç, êáèþò Ý÷ïõìå äéáöïñåôéêÞ óõó÷Ýôéóç ãéá
êÜèå æåýãïò ìåôñÞóåùí.

Åþò ôþñá äåí Ý÷ïõìå êÜíåé êáìßá áíáöïñÜ óôéò ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò, êáèþò óôï ìïíôÝëï ìïôß-
âïõ óõíäéáêýìáíóåùí äåí èåùñïýìå ôçí åðßäñáóç êáìßáò ìåôáâëçôÞò ùò ôõ÷áßá. Ôï ìïíôÝëï
ìïôßâïõ óõíäéáêõìÜíóåùí, åßíáé óå èÝóç íá ìïíôåëïðïéåß ôïõò ôñåßò ðñïáíáöåñèåßò ôñüðïõò
óõó÷Ýôéóçò ìåôáîý ôùí åðáíáëáìâáíüìåíùí ìåôñÞóåùí ãéá ôïí ßäéï ðáñáôçñçôÞ êáé èåùñåß
ôéò åðéäñÜóåéò ôùí åðéèõìçôþí ìåôáâëçôþí ùò óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò. ÅðïìÝíùò êáôáëÞãïõìå
óå Ýíá ìïíôÝëï ÷ùñßò êáìßá ôõ÷áßá åðßäñáóç.

1.7 ÌïíôÝëï Ôõ÷áßùí Óõíôåëåóôþí

Ç ôñßôç êáé ç ôåëåõôáßá êáôçãïñßá ìéêôþí ãñáììéêþí ìïíôÝëùí ðïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå, áíôé-
óôïé÷åß êáé ðÜëé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå äåäïìÝíá åðáíáëáìâáíüìåíùí ìåôñÞóåùí, ìå ôï
ìïíôÝëï íá êáëåßôáé ùò ìïíôÝëï ôõ÷áßùí óõíôåëåóôþí. Áðïôåëåß ìéá åíáëëáêôéêÞ ðñïóÝããéóç
êáé åðéëïãÞ áðü ôï ìïíôÝëï ìïôßâïõ óõíäéáêõìÜíóåùí, ãéá ôçí ìïíôåëïðïßçóç ôÝôïéïõ åßäïõò
äåäïìÝíùí.

Ãåíéêüôåñá, èá ëÝãáìå üôé Ýíá ìïíôÝëï ôõ÷áßùí óõíôåëåóôþí ðñïóðáèåß íá åîçãÞóåé áñéèìç-
ôéêÜ ôçí ó÷Ýóç ìåôáîý ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò êáé ìßáò óõíäéáêýìáíóçò. Ìßá óõíäéá-
êýìáíóç ôþñá, ãíùñßæïõìå üôé åßíáé ìßá ìåôáâëçôÞ ç ïðïßá åîçãåß ìÝñïò ôçò ìåôáâëçôüôçôáò
ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò. Óôçí ðåñßðôùóç ìáò ãéá ôçí åðåîÞãçóç ôïõ ìïíôÝëïõ èá ÷ñç-
óéìïðïéÞóïõìå ôïí ÷ñüíï ùò ôçí ìåôáâëçôÞ óõíäéáêýìáíóçò.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá Ýíá ìïíôÝëï ôõ÷áßùí óõíôåëåóôþí, åðéôñÝðåé ìïíáäéêÝò ó÷Ýóåéò ìåôáîý ôçò
åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò êáé ôïõ ÷ñüíïõ ãéá êÜèå õðïêåßìåíï Þ ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò.
Ãéá íá ãßíåé áõôü, ç åðßäñáóç ôïõ ÷ñüíïõ ðåñéëáìâÜíåôáé óôï ìïíôÝëï êáé ìðïñåß íá ìåôñç-
èåß óå äéáöïñåôéêÝò ìïíÜäåò, üðùò ëåðôÜ, þñåò, çìÝñåò, åâäïìÜäåò ê.ë.ð. ÅÜí ðáñáëåßøïõìå
ôõ÷üí Üëëåò åðéäñÜóåéò, ôüôå ôï ìïíôÝëï ìáò óå áñ÷éêÞ ìïñöÞ ìðïñåß íá ãñáöåß ùò åîÞò:

� Åîáñôçì. ÌåôáâëçôÞ = ì + â∗÷ñüíïò + ... .

Ðáñáôçñïýìå üôé Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé ìéá ãñáììéêÞ ó÷Ýóç ìåôáîý ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôá-
âëçôÞò êáé ôïõ ÷ñüíïõ, ìå êëßóç â. Óôçí óõíÝ÷åéá èá ãßíïõìå ðéï óõãêåêñéìÝíïé, ÷ñçóé-
ìïðïéþíôáò ôï ÐáñÜäåéãìá 1.2 ìå ôéò ôñïðïðïéÞóåéò ùóôüóï ðïõ Ýãéíáí óôçí Åíüôçôá 1.6.
ÕðïèÝôïõìå ãéá ôçí áðëïýóôåõóç ôïõ ìïíôÝëïõ ìáò, üôé ìüíï ç åðßäñáóç ôùí ìç÷áíçìÜôùí
Lazer Þôáí óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ. ÅðïìÝíùò ðñïóèÝôïíôáò êáé ôçí åðßäñáóç ôïõ ÷ñüíïõ óôï
ìïíôÝëï ìáò, ôüôå ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò åîÞò:

� (Âáèì:Ìõùðéáò)ij = ì + lk + â ∗ timeij + eij;
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üðïõ ôï lk áíôéðñïóùðåýåé ôçí åðßäñáóç ôùí ìç÷áíçìÜôùí Lazer, Á êáé Â, ôï timeij áíôé-
ðñïóùðåýåé ôïí ÷ñüíï ðáñáôÞñçóçò j ãéá ôïí ðáñáôçñçôÞ i óå ìÞíåò êáé ôÝëïò ôï â åßíáé
ìßá óôáèåñÜ ðïõ áíôéðñïóùðåýåé ôçí ìÝóç ìåôáâïëÞ ôùí âáèìþí ìõùðßáò áíÜ ìÞíá. ¸÷ïõìå
äçëáäÞ, äçìéïõñãÞóåé ìßá ãñáììéêÞ ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí âáèìþí ìõùðßáò êáé ôïõ ÷ñüíïõ, ìå
êëßóç â.

Ïñßæïíôáò êáôÜ áõôüí ôïí ôñüðï ôï ìïíôÝëï, Ý÷ïõìå êÜíåé ôçí õðüèåóç üôé ç ó÷Ýóç ôùí
âáèìþí ìõùðßáò êáé ôïõ ÷ñüíïõ åßíáé ç ßäéá ãéá ðáñáôçñçôÝò ðïõ Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôï
ßäéï ìç÷Üíçìá Lazer. Ùóôüóï óôçí áñ÷Þ åðéóçìÜíèçêå üôé äçìéïõñãïýìå ìéá îå÷ùñéóôÞ ãñáì-
ìéêÞ ó÷Ýóç ìåôáîý ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò (âáèìïß ìõùðßáò) êáé ôïõ ÷ñüíïõ ãéá êÜèå
ðáñáôçñçôÞ. Ãéá íá åðéôåõ÷èåß áõôü, åéóÜãïõìå äõï íÝåò ìåôáâëçôÝò óôï ìïíôÝëï ìáò. Ç
ðñþôç åßíáé ç åðßäñáóç ôùí ðáñáôçñçôþí, åíþ ç äåýôåñç åßíáé ç åðßäñáóç ôïõ ÷ñüíïõ óå êÜèå
ðáñáôçñçôÞ. Ôï ìïíôÝëï ìáò ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

� (Âáèì:Ìõùðéáò)ij = ì + lk + â ∗ timeij + pi + (pâ)i ∗ timeij + eij;

üðïõ ôï pi åßíáé ç åðßäñáóç ôùí ðáñáôçñçôþí êáé áíôéðñïóùðåýåé ôçí äéáöïñÜ áðü ôçí ìÝóç
óôáèåñÜ ãéá ôïí i ðáñáôçñçôÞ, åíþ ç (pâ)i åßíáé ç åðßäñáóç ôïõ ÷ñüíïõ óå êÜèå ðáñáôçñçôÞ
êáé áíôéðñïóùðåýåé ôçí äéáöïñÜ áðü ôçí ìÝóç êëßóç ãéá ôïí i ðáñáôçñçôÞ. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå
êáôáöÝñåé íá äçìéïõñãÞóïõìå ìéá îå÷ùñéóôÞ ãñáììéêÞ ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí âáèìþí ìõùðßáò
êáé ôïõ ÷ñüíïõ ãéá êÜèå ðáñáôçñçôÞ, ôï ïðïßï Þôáí êáé ôï æçôïýìåíï ìáò.

¸÷ïõìå ïñßóåé ôéò ìåôáâëçôÝò ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôï ìïíôÝëï ìáò, ùóôüóï äåí Ý÷ïõìå êÜíåé
áêüìá êáìßá áíáöïñÜ ãéá ôï áí ïé íÝåò ìåôáâëçôÝò ðïõ Ý÷ïõí ðñïóôåèåß, Ý÷ïõí óôáèåñÝò
Þ ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò. ÖáíôÜæåé ëïãéêü ìå âÜóç üóá Ý÷ïõìå áíáöÝñåé óôçí Åíüôçôá 1.4, íá
èåùñÞóïõìå ôéò åðéäñÜóåéò ôùí äõï áõôþí íÝùí ìåôáâëçôþí ùò ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò.

Óôçí óõíÝ÷åéá èá êáôáãñÜøïõìå ôéò äõï óçìáíôéêÝò äéáöïñÝò ìåôáîý åíüò ìïíôÝëïõ ôõ÷áßùí
óõíôåëåóôþí êáé åíüò ìïíôÝëïõ ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí. Óôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí óõíôåëåóôþí,
Ý÷ïõìå ðñïóáñìüóåé Ýíáí üñï óõíäéáêõìÜíóåùí ðïõ åßíáé ï ÷ñüíïò, ùò ôõ÷áßá åðßäñáóç.
Áíôßèåôá óôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí äåí ãßíåôáé êáìßá ôÝôïéá ðñïóáñìïãÞ. Åðßóçò
ïé äõï íÝåò ìåôáâëçôÝò ðïõ Ý÷ïõí ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò, áðïôåëïýí ïõóéáóôéêÜ ôçí ðñïóùðéêÞ
êëßóç êáé óôáèåñÜ ôçò ãñáììÞò ðáëéíäñüìçóçò êÜèå ðáñáôçñçôÞ. ÅðïìÝíùò åßíáé ëïãéêü íá
õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ÷åé ìßá óõó÷Ýôéóç ìåôáîý ôïõò. Áíôßèåôá óå Ýíá ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðé-
äñÜóåùí, ïé ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò åßíáé áóõó÷Ýôéóôåò ìåôáîý ôïõò.

Åîáéôßáò ôþñá ôçò óõó÷Ýôéóçò ôùí äõï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, ãéá ôïí ïñéóìü ôïõò èá ÷ñçóé-
ìïðïéÞóïõìå ôçí äéìåôáâëçôÞ êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ. ÕðïèÝôïõìå üôé ó2

p; ó
2
pâ ç äéáêýìáíóç ôçò

åðßäñáóçò ôïõ ðáñáôçñçôÞ êáé ôçò åðßäñáóçò ôïõ ÷ñüíïõ óå êÜèå ðáñáôçñçôÞ áíôßóôïé÷á êáé
õðïèÝôïõìå åðßóçò üôé ç óõíäéáêýìáíóç éóïýôáé ìå óp;pâ, åðïìÝíùò êáôáëÞãïõìå:(

pi
(pâ)i

)
∼ N(0;G);

üðïõ:

G =

(
ó2
p óp;pâ

óp;pâ ó2
pâ

)
:
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Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé óôçí ðåñßðôùóç åíüò ìïíôÝëïõ ôõ÷áßùí óõíôåëåóôþí, óõíçèßæåôáé
üôáí èåùñïýìå ôçí åðßäñáóç ìéáò ìåôáâëçôÞò ùò ôõ÷áßá, íá áíáöåñüìáóôå óå áõôÞí ùò ôõ-
÷áßï óõíôåëåóôÞ êáé ü÷é ùò ôõ÷áßá åðßäñáóç.

ÓõìðåñáóìáôéêÜ èá ëÝãáìå üôé óå Ýíá ìïíôÝëï ôõ÷áßùí óõíôåëåóôþí, êÜèå ðáñáôçñçôÞò Þ
êÜèå áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò åðéôñÝðåôáé íá Ý÷åé ìïíáäéêÞ óôáèåñÜ êáé ìïíáäéêÞ êëßóç, ðïõ ðåñé-
ãñÜöïõí ôçí ó÷Ýóç ìåôáîý ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò êáé ìßáò ìåôáâëçôÞò óõíäéáêýìáíóçò.
ÅíáëëáêôéêÜ, ôï ìïíôÝëï ìðïñåß íá åñìçíåõèåß ùò Ýíá ìïíôÝëï ðïõ åðéôñÝðåé óôç óôáèåñÜ êáé
ôçí êëßóç ôçò ãñáììÞò ðáëéíäñüìçóçò íá äéáöÝñïõí ôõ÷áßá ìåôáîý ôùí äéáöüñùí ïìÜäùí Þ
ôùí õðïêåéìÝíùí ôçò ìåëÝôçò.

1.8 Åðßëïãïò

Ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, ôï ìïíôÝëï ìïôßâïõ óõíäéáêõìÜíóåùí êáé ôï ìïíôÝëï ôõ-
÷áßùí óõíôåëåóôþí Þôáí ïé ôñåßò êáôçãïñßåò ìéêôþí ãñáììéêþí ìïíôÝëùí ðïõ ðáñïõóéÜóôç-
êáí. ÊÜèå Ýíá Ý÷åé äéáöïñåôéêÞ ðñïóÝããéóç êáé êÜèå Ýíá Ý÷åé ôçí äéêÞ ôïõ ÷ñçóéìüôçôá êáé
ôï äéêü ôïõ óçìåßï åöáñìïãÞò êáôÜ ôçí ìåëÝôç åíüò ìéêôïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ.

Óôï ÊåöÜëáéï 3, ðñéí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï óôáôéóôéêü ðáêÝôï ôçò R ãéá ôçí óôáôéóôéêÞ
åðßëõóç åíüò ìéêôïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ, èá åðáíÝëèïõìå óôçí èåùñßá ôïõò êáôáãñÜöïíôáò
êÜðïéåò ðéï éäéáßôåñåò-óõãêåêñéìÝíåò ðáñáôçñÞóåéò, ôéò ïðïßåò áìÝóùò ìåôÜ èá åöáñìüóïõìå
êáé èá ðáñáôçñÞóïõìå ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ óôáôéóôéêïý ðáêÝôïõ ôçò R.

ÔÝëïò áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå äåäïìÝíá åðáíáëáìâáíüìåíùí ìå-
ôñÞóåùí, õðÜñ÷åé ç äõíáôüôçôá íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí.
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ÊåöÜëáéï 2

ÊáíïíéêÜ ÌéêôÜ ÃñáììéêÜ ÌïíôÝëá

2.1 ÅéóáãùãÞ

Óôï ÊåöÜëáéï 1 Ýãéíå ìéá åéóáãùãÞ óå èåùñçôéêü åðßðåäï óôá ìéêôÜ ãñáììéêÜ ìïíôÝëá, ìå
ôïí áíáãíþóôç íá áðïêôÜ ìéá ðñþôç åéêüíá ãé'áõôÜ. Óôï ÊåöÜëáéï 2 èá ðáñïõóéÜóïõìå ôçí
ìáèçìáôéêÞ ôïõò ðëåõñÜ.

Êáèþò ôï ìïíôÝëï óôáèåñþí åðéäñÜóåùí Þôáí êýñéï áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò óôï ðñïçãïýìåíï
êåöÜëáéï, áíáöïñéêÜ ìå ôéò äéáöïñÝò ðïõ åíôïðßæïíôáé ìå Ýíá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï, èá
ðáñïõóéÜóïõìå åí óõíôïìßá ôïí ôýðï ôïõ êáé êÜðïéá êýñéá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõ. ¸ôóé åêôüò
áðü ôéò äéáöïñÝò óå èåùñçôéêü åðßðåäï, èá åßìáóôå óå èÝóç íá ðáñáôçñÞóïõìå êáé áõôÝò ðïõ
êáôáãñÜöïíôáé êáèáñÜ óå ìáèçìáôéêü.

Óôçí óõíÝ÷åéá üðùò åßíáé áíáìåíüìåíï èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôá ìéêôÜ ãñáììéêÜ ìïíôÝëá, ìå ôá
áíôéêåßìåíá ìåëÝôçò íá åßíáé áíôßóôïé÷á ìå ïðïéïäÞðïôå Üëëï óôáôéóôéêü ìïíôÝëï. ÄçëáäÞ
èá îåêéíÞóïõìå ôçí áíáöïñÜ ìáò ðáñáèÝôïíôáò ôïí ãåíéêü ôýðï ôïõ ìïíôÝëïõ êáé õðïëïãßæï-
íôáò ôïí ðßíáêá äéáêýìáíóçò ôïõ. Åðßóçò èá åêôéìÞóïõìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ, äçëáäÞ ôéò
óôáèåñÝò êáé ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò êáé èá áíáöåñèïýìå óôçí åêôßìçóç ôùí ðáñáìÝôñùí äéáêý-
ìáíóçò ôïõò. Ïé ðáñÜìåôñïé äéáêýìáíóçò óå Ýíá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï, ðåñéëáìâÜíïõí ôçí
äéáêýìáíóç ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, ôçí äéáêýìáíóç ôùí õðïëïßðùí êáé ôçí óõíäéáêýìáíóç
ôùí ðáñáìÝôñùí ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí åöüóïí õðÜñ÷åé. ÔÝëïò èá êáôáóêåõÜóïõìå ôï äéÜ-
óôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí êáé èá ðáñïõóéÜóïõìå
ôïí Ýëåã÷ï ôïõ ëüãïõ ôùí ðéèáíïöáíåéþí, êáèþò êáé ôá êñéôÞñéá AIC, BIC.

2.2 ÌïíôÝëï Óôáèåñþí ÅðéäñÜóåùí

Ï ãåíéêüò ôýðïò ôïõ ìïíôÝëïõ óôáèåñþí åðéäñÜóåùí ãéá p óõíôåëåóôÝò êáé n ðáñáôçñÞóåéò
åßíáé ï åîÞò:

yi = ì + á1xi1 + a2xi2 + :::+ apxip + ei; i = 1; :::; n: (2.2)

� ì åßíáé ç óôáèåñÜ ôïõ ìïíôÝëïõ.

� a1; a2; :::; ap ïé p óõíôåëåóôÝò (Þ ðáñÜìåôñïé) ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí.

� e1; e2; :::; en áíôéðñïóùðåýïõí ôá õðüëïéðá.

Ç ó÷Ýóç (2.2) ãñÜöåôáé ùò åîÞò ãéá êÜèå ðáñáôÞñçóç:

y1 = ì + á1x11 + a2x12 + :::+ apx1p + e1
y2 = ì + á1x21 + a2x22 + :::+ apx2p + e2
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:::
:::
:::

yn = ì + á1xn1 + a2xn2 + :::+ apxnp + en:

Ç ó÷Ýóç (2.2) ôþñá, ìå ôçí ÷ñÞóç ðéíÜêùí-äéáíõóìÜôùí ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

y = Xá+ e: (2.3)

� y = (y1; y2; :::; yn)
′ åßíáé ôï (nx1) äéÜíõóìá ôéìþí ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò.

� X Ýíáò (nxk) ðßíáêáò ãéá ôéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò ìå k = p + 1, üðïõ p ï áñéèìüò
ôùí óõíôåëåóôþí ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí.

� á = (ì; a1; a2; :::; ap)
′ åßíáé ôï

(
(p + 1)x1)

)
äéÜíõóìá ôùí óõíôåëåóôþí ôùí óôáèåñþí

åðéäñÜóåùí.

� e = (e1; e2; :::; en)
′ åßíáé ôï (nx1) äéÜíõóìá ôùí õðïëïßðùí.

Ï ðßíáêáò X êáëåßôáé ðßíáêáò ó÷åäéáóìïý êáé Ý÷åé ôçí åîÞò ìïñöÞ:

X =


1 x11 x12 : : : x1p

1 x21 x22 : : : x2p
...

...
...

. . .
...

1 xn1 xn2 : : : xnp

 :

Ç ðñþôç óôÞëç ôïõ ðßíáêá ó÷åäéáóìïý óõìðëçñþíåôáé ðÜíôá áðü ôïí áñéèìü 1 ëüãù ôçò
óôáèåñÜò ì ðïõ õðÜñ÷åé óå êÜèå ìïíôÝëï. Ïé åðüìåíåò óôÞëåò ôïõ ðåñéÝ÷ïõí ôéò ôéìÝò ôùí
áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí.

Ïé äõï ôñüðïé ãñáöÞò åíüò ìïíôÝëïõ óôáèåñþí åðéäñÜóåùí ðïõ ðáñïõóéÜóôçêáí, åßíáé éóï-
äýíáìïé. Åýêïëá ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå áðü ôçí äéáíõóìáôéêÞ ìïñöÞ óôçí áíáëõôéêÞ,
ðñáãìáôïðïéþíôáò ôéò ðñÜîåéò ìåôáîý ôùí ðéíÜêùí-äéáíõóìÜôùí. Óôçí óõíÝ÷åéá èá ãßíïõìå
ëßãï ðéï óõãêåêñéìÝíïé ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí êáé ôéò áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò.

Ïé óõíôåëåóôÝò ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí åßíáé ïé Üãíùóôåò ðáñÜìåôñïé ôïõ ìïíôÝëïõ. Ëáì-
âÜíïõí óôáèåñÝò ôéìÝò åîïý êáé ôï üíïìá ôïõò êáé êáëïýìáóôå íá ôéò õðïëïãßóïõìå.

Áíôßèåôá ïé ôéìÝò xi1; xi2; :::; xip åßíáé ãíùóôÝò ìå âÜóç ôá äåäïìÝíá ðïõ Ý÷ïõìå. Êáèþò ìéá
óôáèåñÞ åðßäñáóç ìðïñåß íá åßíáé åßôå êáôçãïñéêÞ åßôå ðïóïôéêÞ Ý÷ïõìå äõï äéáöïñåôéêÝò ðå-
ñéðôþóåéò. Óôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ åîåôÜæïõìå ìéá êáôçãïñéêÞ óôáèåñÞ åðßäñáóç ìå x
åðéìÝñïõò õðïêáôçãïñßåò, Ý÷ïõìå x − 1 åéêïíéêÝò ìåôáâëçôÝò óôï ìïíôÝëï ìáò. Ïé áíåîÜñ-
ôçôåò ìåôáâëçôÝò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, ëáìâÜíïõí åßôå ôçí ôéìÞ 1 åßôå ôçí ôéìÞ 0. Ç ôéìÞ 1
åéóÜãåôáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç ðáñáôÞñçóç åíôÜóóåôáé óôçí åðéìÝñïõò õðïêáôçãïñßá, åíþ
óå áíôßèåôç ðåñßðôùóç ëáìâÜíåé ôçí ôéìÞ 0. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ åîåôÜæïõìå ìéá ðïóïôéêÞ
óôáèåñÞ åðßäñáóç, ÷ñåéáæüìáóôå ìüíï Ýíáí óõíôåëåóôÞ óôïí ãåíéêü ôýðï ôïõ ìïíôÝëïõ. Ç
ôéìÞ ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò ôüôå, ëáìâÜíåé áõôïýóéá ôçí ôéìÞ ôçò ðïóïôéêÞò ìåôáâëçôÞò
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ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ðáñáôÞñçóç áõôÞ.

ÐáñÜäåéãìá 2.2

Ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò Ý÷ïõí ðñïóïìïéùèåß (åðïìÝíùò åßíáé öáíôáóôéêÜ) êáé áíôé-
óôïé÷ïýí óå Ýíá ðåßñáìá óôï ïðïßï ìåëåôÜôáé ç áðïôåëåóìáôéêüôçôá äõï äéáöïñåôéêþí åéäþí
äßáéôáò Á, Â óå äéÜóôçìá åíüò ìÞíá. ¸÷ïõìå ëïéðüí äÝêá Üíôñåò óõììåôÝ÷ïíôåò, ðÝíôå áêï-
ëïõèïýí ðéóôÜ ôçí äßáéôá Á êáé ðÝíôå ôçí äßáéôá Â. Ôá äåäïìÝíá ðïõ Ý÷ïõìå ãéá ôïí êÜèå
óõììåôÝ÷ïíôá åßíáé ôá êéëÜ ðñéí áêñéâþò ôçí Ýíáñîç ôçò äßáéôáò êáé ôá êéëÜ ìåôÜ ôï ðÝñáò
áõôïý ôïõ ìÞíá. Ðñïöáíþò ãéá íá Ý÷ïõìå ðéï áóöáëÞ óõìðåñÜóìáôá, èá ìðïñïýóáìå íá
åß÷áìå äåäïìÝíá üðùò ç çëéêßá ôïõ êÜèå óõììåôÝ÷ïíôïò, åÜí Ý÷åé êÜðïéá éáôñéêü èÝìá ðïõ
åðçñåÜæåé ôçí áðþëåéá êéëþí ê.ë.ð, áëëÜ äåí åßíáé áõôüò ï óêïðüò ìáò. Ï Ðßíáêáò 2.1 ðïõ
ðåñéÝ÷åé ôá äåäïìÝíá ìáò åßíáé ï åîÞò:

ÐáñáôçñçôÞò Äßáéôá
Kg ðñéí ôçí

äßáéôá
Kg ìåôÜ ôçí

äßáéôá

1 A 103.2 101.1
2 A 95.7 93.0
3 B 93.1 90.5
4 A 99.0 96.2
5 B 88.9 87.1
6 B 81.2 79.8
7 Â 100.5 96.7
8 Á 107.1 104.3
9 Á 85.1 82.2
10 Â 77.7 74.6

Ðßíáêáò 2.1: ÄåäïìÝíá ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 2.2.

Èåùñïýìå ôçí åðßäñáóç ôçò äßáéôáò êáé ôçí åðßäñáóç ôùí êéëþí ðñéí ôçí äßáéôá ùò ôéò óôáèåñÝò
åðéäñÜóåéò ôïõ ìïíôÝëïõ ìáò. Åðéèõìïýìå ç ïìÜäá áíáöïñÜò óôï ðáñÜäåéãìá ìáò íá åßíáé ç
äßáéôá Á, åðïìÝíùò åéóÜãïõìå ôçí åîÞò åéêïíéêÞ ìåôáâëçôÞ:

xi1 =

{
1; äßáéôá Â

0; äßáéôá Á
; i = 1; 2; : : : ; 10:

ÅðïìÝíùò ôï ìïíôÝëï ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò åîÞò:

yi = ì + á1xi1 + á2xi2 + ei; i = 1; :::; 10: (2.4)

Ðéï óõãêåêñéìÝíá ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ï óõíôåëåóôÞò a1 áíôéóôïé÷åß óôçí äßáéôá Â êáé ï
a2 áíôéóôïé÷åß óôá êéëÜ ðñéí ôçí äßáéôá. Ç ó÷Ýóç (2.4) ãéá ôïõò ðáñáôçñçôÝò 1, 3 ãñÜöåôáé
ùò åîÞò:

y1 = ì + á1x11 + á2x12 + e1 = ì + 0á1 + 103:2á2 + e1

= ì + 103:2á2 + e1:
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y3 = ì + á1x31 + á2x32 + e3 = ì + 1á1 + 93:1á2 + e3

= ì + á1 + 93:1á2 + e3:

Óôçí óõíÝ÷åéá èá ãßíïõìå áíáëõôéêüôåñïé ãéá ôçí êáôáíïìÞ ðïõ áêïëïõèïýí ôá õðüëïéðá.

� e ∼ N(0; ó2I) Þ ei ∼ Í(0; ó2):

� E(e) = 0 Þ E(ei) = 0:

� V ar(e) = ó2I Þ V ar(ei) = ó2:

Ôá Xá, e åßíáé áóõó÷Ýôéóôá, åðïìÝíùò ôï ìÝóï äéÜíõóìá êáé ç äéáêýìáíóç ôïõ y åßíáé ôá
åîÞò:

� E(y) = E(Xá+ e) = E(Xá) + E(e) = Xá:

� V ar(y) = V ar(Xá+ e) = V ar(Xá) + V ar(e) = ó2I:

ÓõìðåñáóìáôéêÜ ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ôï äéÜíõóìá ôùí õðïëïßðùí e, áêïëïõèåß ôçí êá-
íïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ìÝóï äéÜíõóìá 0 êáé ðßíáêá äéáêýìáíóçò ó2I. Ôï ìÝóï äéÜíõóìá ôçò
åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò y éóïýôáé ìå Xá êáé ï ðßíáêáò äéáêýìáíóçò ôïõ ìå ó2I.

2.3 ÌéêôÜ ÃñáììéêÜ ÌïíôÝëá

Óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá Ýãéíå áíáöïñÜ óôïí ìáèçìáôéêü ïñéóìü ôïõ ìïíôÝëïõ óôáèåñþí
åðéäñÜóåùí. Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá åðéêåíôñùèïýìå óôïí ìáèçìáôéêü ïñéóìü åíüò ìéêôïý
ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ, ìå ôçí êõñéüôåñç äéáöïñÜ íá áðïôåëåß ç ðñïóèÞêç ôùí ôõ÷áßùí åðé-
äñÜóåùí. Ïé óõíôåëåóôÝò ôïõò êáèþò áó÷ïëïýìáóôå ìå êáíïíéêÜ ìéêôÜ ãñáììéêÜ ìïíôÝëá,
áêïëïõèïýí ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ. Ï ãåíéêüò ôýðïò ôïõ ìïíôÝëïõ ãéá p, q óõíôåëåóôÝò
óôáèåñþí êáé ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí áíôßóôïé÷á êáé ãéá n ðáñáôçñÞóåéò åßíáé ï åîÞò:

yi = ì + á1xi1 + a2xi2 + :::+ apxip + â1zi1 + â2zi2 + :::+ âqziq + ei; i = 1; :::; n: (2.5)

� ì åßíáé ç óôáèåñÜ ôïõ ìïíôÝëïõ.

� á1; á2; :::; áp ïé p óõíôåëåóôÝò ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí.

� â1; â2; :::; âq ïé q óõíôåëåóôÝò ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí.

� e1; e2; :::; en áíôéðñïóùðåýïõí ôá õðüëïéðá.

Ï ãåíéêüò ôýðïò ðïõ ðáñáèÝóáìå ãñÜöåôáé ùò åîÞò ãéá êÜèå ðáñáôÞñçóç:

y1 = ì + á1x11 + a2x12 + :::+ apx1p + â1z11 + â2z12 + :::+ âqz1q + e1
y2 = ì + á1x21 + a2x22 + :::+ apx2p + â1z21 + â2z22 + :::+ âqz2q + e2

:::
:::
:::

yn = ì + á1xn1 + a2xn2 + :::+ apxnp + â1zn1 + â2zn2 + :::+ âqznq + en:
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Ç ó÷Ýóç (2.5) ìå ôçí ÷ñÞóç ðéíÜêùí-äéáíõóìÜôùí ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

y = Xá+ Æâ+ e.

� y = (y1; y2; :::; yn)
′ åßíáé ôï (nx1) äéÜíõóìá ôéìþí ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò.

� Z Ýíáò (nxq) ðßíáêáò, üðïõ q ï áñéèìüò ôùí óõíôåëåóôþí ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí.

� â = (â1; â2; :::; âq)
′ åßíáé ôï (qx1) äéÜíõóìá ôùí óõíôåëåóôþí (Þ ðáñáìÝôñùí) ôùí ôõ-

÷áßùí åðéäñÜóåùí.

Ãéá ôá X;á äåí èá ãßíåé ðåñáéôÝñù áíáöïñÜ êáèþò éó÷ýïõí ôá ßäéá ðïõ êáôáãñÜöçêáí óôçí
ðñïçãïýìåíç åíüôçôá.

Ïé óõíôåëåóôÝò ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí åßíáé êáé áõôïß Üãíùóôïé êáé êáëïýìáóôå íá ôïõò
õðïëïãßóïõìå. Ãéá ôï äéÜíõóìá ôùí óõíôåëåóôþí ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí éó÷ýåé üôé:

� â ∼ Í(0;G), üðïõ V ar(â) = G;

åíþ ãéá Ýíá óõíôåëåóôÞ ìéáò ôõ÷áßáò åðßäñáóçò Ý÷ïõìå:

� âi ∼ Í(0; ó2
â).

Åðßóçò ãéá ôï äéÜíõóìá ôùí õðïëïßðùí Ý÷ïõìå üôé:

� e ∼ Í(0;R), üðïõ V ar(e) = R:

O ðßíáêáò Z ïíïìÜæåôáé êáé áõôüò ðßíáêáò ó÷åäéáóìïý êáé Ý÷åé äéÜóôáóç (nxq). Êáèïñßæåé
ôéò ôéìÝò ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí êáé óõìðëçñþíåôáé ìå ôï ßäéï óêåðôéêü ìå ôïí ðßíáêá
ó÷åäéáóìïý X ðïõ åîåôÜóáìå óôï ÊåöÜëáéï 2.2. Ç ìïñöÞ ôïõ åßíáé ç åîÞò:

Æ =


z11 z12 : : : z1q
z21 z22 : : : z2q
...

...
. . .

...
zn1 zn2 : : : znq

 :

Ç äéáöïñÜ ôïõ óôçí ìïñöÞ ìå ôïí ðßíáêá ó÷åäéáóìïýX, åíôïðßæåôáé óôçí áðïõóßá ôçò ðñþôçò
óôÞëçò ðïõ õðÞñ÷å óôïí ðßíáêá ó÷åäéáóìïý X, ëüãù ôçò óôáèåñÜò ì.

Ãíùñßæïíôáò ðëÝïí ðùò óõìðëçñþíïíôáé ïé äõï ðßíáêåò ó÷åäéáóìïý X, Z ãéá íá ìðïñïýìå
íá ãñÜøïõìå ïëïêëçñùìÝíá ôïí ôýðï ôïõ ìïíôÝëïõ ìÝíåé íá õðïëïãßóïõìå ôïõò óõíôåëåóôÝò
ôùí óôáèåñþí-ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, ìå ôïí ôñüðï õðïëïãéóìïý ôïõò íá ðáñïõóéÜæåôáé óôéò
åðüìåíåò åíüôçôåò.

ÐáñÜäåéãìá 2.3

Ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò Ý÷ïõí ðñïóïìïéùèåß (åðïìÝíùò åßíáé öáíôáóôéêÜ) êáé áíôéóôïé-
÷ïýí óå Ýíá ðåßñáìá óôï ïðïßï ìåëåôÜôáé ç áðïôåëåóìáôéêüôçôá äõï äéáöïñåôéêþí ìç÷áíþí
óôçí ðáñáãùãéêÞ äéáäéêáóßá ôïõ ôïìÝá ôçò âéïìç÷áíßáò. ¸÷ïõìå ëïéðüí ôñåßò äéáöïñåôéêïýò
åñãÜôåò, ìå ôïí êÜèå Ýíá íá ÷ñçóéìïðïéåß êáé ôéò äõï ìç÷áíÝò êáôáãñÜöïíôáò óôï ôÝëïò ôçí
âáèìïëïãßá. Ôá äåäïìÝíá âñßóêïíôáé óôïí Ðßíáêá 2.2.
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ÐáñáôÞñçóç ÅñãÜôçò Mç÷áíÞ Âáèìïëïãßá

1 1 Á 52.0
2 1 Á 52.7
3 1 Â 60.2
4 1 Â 58.4
5 2 Á 53.1
6 2 Á 54.6
7 2 Â 59.0
8 3 Á 57.3
9 3 Â 64.2

Ðßíáêáò 2.2: ÄåäïìÝíá ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 2.3.

Ç åðßäñáóç ôùí ìç÷áíþí áðïôåëåß ôçí óôáèåñÞ ìáò åðßäñáóç, åíþ ç åðßäñáóç ôùí åñãáôþí
áðïôåëåß ôçí ôõ÷áßá. Åðéèõìïýìå ç ïìÜäá áíáöïñÜò óôï ðáñÜäåéãìá ìáò íá åßíáé ç ìç÷áíÞ
Á, åðïìÝíùò åéóÜãïõìå ôçí åîÞò åéêïíéêÞ ìåôáâëçôÞ:

xi1 =

{
1; ìç÷áíÞ Â

0; ìç÷áíÞ Á
; i = 1; 2; : : : ; 9:

Åðßóçò óôï ìïíôÝëï ìáò èá Ý÷ïõìå ôñåßò óõíôåëåóôÝò ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí â1, â2, â3 ðïõ
áíôéðñïóùðåýïõí ôïõò ôñåßò åñãÜôåò êáôÜ óåéñÜ. ÅðïìÝíùò ôï ìïíôÝëï ìðïñåß íá åêöñáóôåß
ùò åîÞò:

yi = ì + á1xi1 + â1zi1 + â2zi2 + â3zi3 + ei; i = 1; :::; 9; (2.6)

Þ

y = Xá+ Æâ+ e: (2.7)

Èá áãíïÞóïõìå ôéò óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò ôïõ ìïíôÝëïõ êáé èá åðéêåíôñùèïýìå óôéò ôõ÷áßåò. Ï
ðßíáêáò ó÷åäéáóìïý Æ óõìðëçñþíåôáé ùò åîÞò:

Z =





1 0 0
1 0 0
1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1
0 0 1

·
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Ç ðñþôç óôÞëç áíôéóôïé÷åß óôïí åñãÜôç1, ç äåýôåñç óôïí åñãÜôç2 êáé ç ôåëåõôáßá óôïí
åñãÜôç3, åíþ êÜèå ãñáììÞ áíôéóôïé÷åß óå ìßá ðáñáôÞñçóç.

Áí ðñïóèÝóïõìå óôï ìïíôÝëï ìáò ôçí åðßäñáóç ôçò áëëçëåðßäñáóçò åñãÜôçò-ìç÷áíÞ êáé ôçí
èåùñÞóïõìå ôõ÷áßá åðßäñáóç, ôüôå èá Ý÷ïõìå Ýîé íÝåò ðáñáìÝôñïõò, ìå ôïí ðßíáêá Z íá ãñÜ-
öåôáé ùò åîÞò:

Z =





1 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1

·

Ç ðáñÜìåôñïò â4 áíôéóôïé÷åß óôçí áëëçëåðßäñáóç åñãÜôçò1-ìç÷áíÞ1, ç â5 óôçí áëëçëåðßäñáóç
åñãÜôçò1-ìç÷áíÞ2, ç â6 óôçí áëëçëåðßäñáóç åñãÜôçò2-ìç÷áíÞ1 ê.ï.ê.

Óôá ìéêôÜ ãñáììéêÜ ìïíôÝëá ôá ðñÜãìáôá äåí åßíáé ôüóï áðëÜ üðùò óôï ìïíôÝëï óôáèåñþí
åðéäñÜóåùí ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò äéáêýìáíóçò ôïõ ìïíôÝëïõ. ËáìâÜíïíôáò õðüøç ôçí
ãåíéêÞ ó÷Ýóç (2.7) ôïõ ìïíôÝëïõ, èá êáôáëÞîïõìå óå ðßíáêá äéáêýìáíóçò. Ãíùñßæïíôáò
üôé ïé óôáèåñÝò, ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò êáé ôá õðüëïéðá åßíáé áóõó÷Ýôéóôá ìåôáîý ôïõò êáé áí
èåùñÞóïõìå üôé V = V ar(y), ôüôå:

V = V ar(Xá+ Zâ+ e) = V ar(Xá) + V ar(Zâ) + V ar(e):

Ôá óôïé÷åßá ôùí á, × åßíáé óôáèåñïß áñéèìïß, åðïìÝíùò V ar(Xá) = 0. Åðßóçò ï ðßíáêáò Z
áðïôåëåßôáé áðü óôáèåñÝò ïðüôå êáôáëÞãïõìå:

V = ZV ar(â)Æ′ + V ar(e):

Ãíùñßæïõìå üôé V ar(â) = G êáé V ar(e) = R. ÅðïìÝíùò êáôáëÞãïõìå óôïí åîÞò ãåíéêü
ôýðï:

V = V ar(y) = ÆGZ′ +R: (2.9)

¸÷ïíôáò ôïí ãåíéêü ôýðï ôçò äéáêýìáíóçò ôïõ äéáíýóìáôïò y, èá êÜíïõìå ìéá áíáöïñÜ óôï
ìÝóï äéÜíõóìá ôïõ. Êáèþò ôï ìÝóï äéÜíõóìá ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí éóïýôáé ìå ìçäÝí,
åýêïëá êáôáëÞãïõìå üôé ôï ìÝóï äéÜíõóìá ôïõ y éóïýôáé ìå ×á.

Óôçí óõíÝ÷åéá èá ðáñáèÝóïõìå ôçí ãåíéêÞ ìïñöÞ ôùí ðéíÜêùíG,R îåêéíþíôáò ìå ôïí ðßíáêá
G, o ïðïßïò Ý÷åé äéÜóôáóç (qxq), üðïõ q ï áñéèìüò ôùí óõíôåëåóôþí ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí
(Þ ôõ÷áßùí óõíôåëåóôþí).

G =


V ar(â1) Cov(â1; â2) : : : Cov(â1; âq)

Cov(â2; â1) V ar(â2) : : : Cov(â2; âq)
...

...
. . .

...
Cov(âq; â1) Cov(âq; â2) : : : V ar(âq)

 :
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Ï ðßíáêáò R Ý÷åé äéÜóôáóç (nxn), üðïõ n ï áñéèìüò ôùí ðáñáôçñÞóåùí, ìå ôçí ãåíéêÞ ôïõ
ìïñöÞ íá åßíáé ç åîÞò:

R =


V ar(e1) Cov(e1; e2) : : : Cov(e1; eq)

Cov(e2; e1) V ar(e2) : : : Cov(e2; eq)
...

...
. . .

...
Cov(eq; e1) Cov(eq; e2) : : : V ar(eq)

 :

¸÷ïíôáò ôïí ãåíéêü ôýðï ôùí ðéíÜêùí G, R èá ôñïðïðïéÞóïõìå ôçí ó÷Ýóç (2.9) ãéá ôï
ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí êáé ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí óõíôåëåóôþí.

ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå äõï ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò êáé ÷ùñßæïõìå ôï äéÜíõóìá ôùí ôõ÷áßùí åðé-
äñÜóåùí â óå äõï õðïäéáíýóìáôá, â1 êáé â2. Ìå áíôßóôïé÷ï ôñüðï ÷ùñßæïõìå ôï Æ óå Z1 êáé
Z2. ¸÷ïõìå äçëáäÞ:

â =

[
â1
â2

]
êáé

Æ =
[
Z1 Z2

]
:

ÅðïìÝíùò êáôáëÞãïõìå:

Zâ = Z1â1 + Z2â2:

Ôï äéÜíõóìá G ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

G = V ar(â) =

[
V ar(â1) Cov(â1; â

′
2)

Cov(â2; â
′
1) V ar(â2)

]
=

[
G1 G12

G21 G2

]
:

ÅðïìÝíùò ç ó÷Ýóç (2.9) ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

V = Z1G1Z
′
1 + Z2G2Z

′
2 + Z1G12Z

′
2 + Z2G21Z

′
1 +R:

Ï ðáñáðÜíù ôýðïò áíôéóôïé÷åß óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå äõï ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò. Áí ðÜñïõìå
ôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå r ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò, ôüôå Ý÷ïõìå:

â = {âi}
r
i=1 êáé Z = [Z1;Z2; :::;Zr] = {Zi}ri=1 :

Ãéá ôïí ðßíáêá G éó÷ýåé üôé:

G = Var(â) = {Gii′}ri;i′=1 :

EðïìÝíùò ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå óôïí ãåíéêü ôýðï ôçò äéáêýìáíóçò ãéá r ôõ÷áßåò åðéäñÜ-
óåéò.

V =
r∑

i=1

ZiGiiZ
′
i +

r∑
i=1

r∑
i′=1
i̸=i′

ZiGii′Z
′
i′ +R; (2.10)
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üðïõ:

Gii = Var(âi) êáé Gii′ = Cov(âi; â
′
i′):

Êáèþò ôá õðüëïéðá ãéá ôá äõï áõôÜ ìïíôÝëá åßíáé áóõó÷Ýôéóôá ìåôáîý ôïõò, ï ðßíáêáò R
åßíáé äéáãþíéïò, åðïìÝíùò áí õðïèÝóïõìå üôé ç äéáêýìáíóç ôùí õðïëïßðùí éóïýôáé ìå ó2, ç
ó÷Ýóç (2.10) ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

V =
r∑

i=1

ZiGiiZ
′
i +

r∑
i=1

r∑
i′=1
i̸=i′

ZiGii′Z
′
i′ + ó2In: (2.11)

Ãéá ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí óõíôåëåóôþí ï ôýðïò (2.11) äåí ìðïñåß íá áðëïðïéçèåß ðåñéóóüôåñï.
Ùóôüóï ãéá ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, êáèþò ïé ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò åßíáé áóõó÷Ýôéóôåò
ìåôáîý ôïõò, êáôáëÞãïõìå üôé Gii′ = 0. ÄçëáäÞ G = {Gi}ri=1 ìå ôçí ó÷Ýóç (2.11) íá
ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

V =
r∑

i=1

ZiGiZ
′
i + ó2In:

Ãéá êÜèå ôõ÷áßá åðßäñáóç ãíùñßæïõìå üôé ïé ðáñÜìåôñïé ôçò Ý÷ïõí êïéíÞ äéáêýìáíóç, åðïìÝíùò
ï ðßíáêáò G ãéá ìßá ôõ÷áßá åðßäñáóç i ðïõ Ý÷åé qi óõíôåëåóôÝò ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

G ={�2
i Iqi}ri=1:

ÅðïìÝíùò ï ôåëéêüò ôýðïò ãéá ôïí ðßíáêá äéáêýìáíóçò åßíáé ï åîÞò:

V =
r∑

i=1

ZiZ
′
ió

2
i + ó2In: (2.12)

ÊáôáëÞãïõìå üôé ç ó÷Ýóç (2.12) áíôéóôïé÷åß óå Ýíá ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, åíþ ç ó÷Ýóç
(2.11) óå Ýíá ìïíôÝëï ôõ÷áßùí óõíôåëåóôþí.

Óôçí óõíÝ÷åéá ãéá êÜèå ìßá áðü ôéò ôñåßò äéáöïñåôéêÝò êáôçãïñßåò ìéêôþí ãñáììéêþí ìïíôÝ-
ëùí ðïõ Ý÷ïõìå ðáñïõóéÜóåé, èá õðïëïãßóïõìå ôïí ðßíáêá äéáêýìáíóçò V ìå ôçí âïÞèåéá
ïñéóìÝíùí ðáñáäåéãìÜôùí, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ãåíéêÞ ó÷Ýóç (2.9).

ÌïíôÝëï Ôõ÷áßùí ÅðéäñÜóåùí

Ï ðßíáêáò G óôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí åßíáé äéáãþíéïò, êáèþò ïé ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò
åßíáé áóõó÷Ýôéóôåò ìåôáîý ôïõò, êáé Ý÷åé äéÜóôáóç (qxq) üðïõ q ï áñéèìüò ôùí óõíôåëåóôþí
ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí. Ç ìïñöÞ ôïõ åßíáé ç åîÞò:

G =


V ar(â1) 0 : : : 0

0 V ar(â2) : : : 0
...

...
. . .

...
0 0 : : : V ar(âq)

 :
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ÄçëáäÞ êáôáëÞãïõìå óå Ýíá äéáãþíéï ðßíáêá ðïõ Ý÷åé êáôÜ óåéñÜ óôçí äéáãþíéï ôçí äéá-
êýìáíóç ôùí óõíôåëåóôþí ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí ðïõ Ý÷ïõìå ïñßóåé óôï ìïíôÝëï ìáò.
×ñçóéìïðïéïýìå ôï ÐáñÜäåéãìá (2.3), êáôÜ ôï ïðïßï ïé åðéäñÜóåéò ôùí åñãáôþí èåùñïýíôáé
ùò ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò ìå äéáêýìáíóç ó2

e . Ï ðßíáêáò G ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

G =

ó2
e 0 0
0 ó2

e 0
0 0 ó2

e

 :

Áí óõìðåñéëÜâïõìå óôï ìïíôÝëï ìáò ôçí áëëçëåðßäñáóç åñãÜôçò-ìç÷áíÞ, ç ïðïßá Ý÷åé ïñéóôåß
ùò ôõ÷áßá åðßäñáóç ìå äéáêýìáíóç ðïõ éóïýôáé ìå ó2

em, ôüôå Ý÷ïõìå:

G =



ó2
e 0 0 0 0 0 0 0 0
0 ó2

e 0 0 0 0 0 0 0
0 0 ó2

e 0 0 0 0 0 0
0 0 0 óem2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ó2

em 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ó2

em 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ó2

em 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ó2

em 0
0 0 0 0 0 0 0 0 ó2

em


:

Ïé ôñåßò ðñþôåò ôéìÝò ôçò äéáãùíßïõ áíôéóôïé÷ïýí óôïõò åñãÜôåò, åíþ ïé ôåëåõôáßåò Ýîé áíôé-
óôïé÷ïýí óôçí áëëçëåðßäñáóç.

Ï ðßíáêáò R ôþñá, Ý÷åé äéÜóôáóç (nxn) êáé áöïý ôá õðüëïéðá åßíáé áóõó÷Ýôéóôá ìåôáîý ôïõò
êáôáëÞãïõìå óå äéáãþíéï ðßíáêá ìå ôçí åîÞò ãåíéêÞ ìïñöÞ:

R =


V ar(e1) 0 : : : 0

0 V ar(e2) : : : 0
...

...
. . .

...
0 0 : : : V ar(en)

 :

Áí õðïèÝóïõìå üôé ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ìáò ç äéáêýìáíóç ôùí õðïëïßðùí éóïýôáé ìå ó2, ôüôå
ï ðßíáêáò R ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

R =



ó2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 ó2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 ó2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ó2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ó2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ó2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ó2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ó2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 ó2


:

¸÷ïíôáò êáôáãñÜøåé ôçí ãåíéêÞ ìïñöÞ ôùí ðéíÜêùí R,G èá õðïëïãßóïõìå ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ
ôïõ ðßíáêá ZGZ′ ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò (2.3), áãíïþíôáò óå ðñþôç öÜóç ôçí
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áëëçëåðßäñáóç.

Ï ðßíáêáò ZGZ′ ìðïñåß íá ðñïêýøåé ìå âÜóç ôïõò êáíüíåò ðïëëáðëáóéáóìïý ìåôáîý ôùí
ðéíÜêùí, ùóôüóï óôçí ðåñßðôùóç ðïõ äåí Ý÷åé ïñéóôåß êÜðïéá áëëçëåðßäñáóç ùò ôõ÷áßá åðß-
äñáóç êáé êÜôù áðü óõãêåêñéìÝíåò óõíèÞêåò ðïõ èá áíáöåñèïýí óôçí óõíÝ÷åéá Ý÷åé óôáèåñÞ
ìïñöÞ. Áõôü ðïõ åðéäéþêïõìå óôá äåäïìÝíá ìáò ãéá êÜèå ôõ÷áßá åðßäñáóç îå÷ùñéóôÜ, åßíáé
íá Ý÷ïõìå óõíå÷üìåíá ôéò ðáñáôçñÞóåéò ìáò ãéá êÜèå ðáñÜìåôñï ôõ÷áßáò åðßäñáóçò. ¸ôóé
êáôáëÞãïõìå óå ìßá ìïñöÞ ôïõ ðßíáêá Z üðùò óôï ðáñÜäåéãìá ìáò, ìå óõíå÷üìåíåò ôéìÝò
1 êáé óõíå÷üìåíá 0 áíÜ óôÞëç. Ôçñþíôáò áõôÞí ôçí ðñïûðüèåóç ï ðßíáêáò ZGZ′ èá Ý÷åé
óõãêåêñéìÝíç ìïñöÞ êÜèå öïñÜ. H ìïñöÞ áõôÞ èá áðïôåëåßôáé áðü ôåôñáãùíéêïýò äéáãþíéïõò
õðïðßíáêåò ìå êÜèå Ýíáí íá áíôéðñïóùðåýåé ìéá ðáñÜìåôñï ôõ÷áßáò åðßäñáóçò. H äéÜóôáóç
ôùí õðïðéíÜêùí éóïýôáé ìå ôïí áñéèìü ôùí ðáñáôçñÞóåùí ãéá ôçí åêÜóôïôå ðáñÜìåôñï. ÔÝ-
ëïò ï áñéèìüò ôùí äéáãùíßùí õðïðéíÜêùí éóïýôáé ìå ôïí áñéèìü ôùí ðáñáìÝôñùí ôùí ôõ÷áßùí
åðéäñÜóåùí ðïõ Ý÷ïõìå ïñßóåé óôï ìïíôÝëï.

Ï ðßíáêáò ZGZ′ ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò (2.3) ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

ZGÆ′ =



ó2
e ó2

e ó2
e ó2

e 0 0 0 0 0
ó2
e ó2

e ó2
e ó2

e 0 0 0 0 0
ó2
e ó2

e ó2
e ó2

e 0 0 0 0 0
ó2
e ó2

e ó2
e ó2

e 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ó2

e ó2
e ó2

e 0 0
0 0 0 0 ó2

e ó2
e ó2

e 0 0
0 0 0 0 ó2

e ó2
e ó2

e 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ó2

e ó2
e

0 0 0 0 0 0 0 ó2
e ó2

e


:

Ï ðáñáðÜíù ðßíáêáò áðïôåëåßôáé áðü ôñåßò äéáãþíéïõò õðïðßíáêåò, üóåò êáé ïé ðáñÜìåôñïé
ôõ÷áßáò åðßäñáóçò. O êÜèåíáò áðü áõôïýò áíôéóôïé÷åß óå ìßá ðáñÜìåôñï, ìå ôïí ðñþôï íá
Ý÷åé äéÜóôáóç (4x4) êáèþò Ý÷ïõìå 4 ðáñáôçñÞóåéò ãéá ôïí åñãÜôç1, ï äåýôåñïò (3x3) ê.ï.ê.

Eýêïëá ôþñá êáôáëÞãïõìå óôïí æçôïýìåíï ðßíáêá V, êáèþò ï ðßíáêáò R åßíáé äéáãþíéïò.

V =



ó
2
e
+ ó

2
ó
2
e

ó
2
e

ó
2
e

0 0 0 0 0
ó
2
e

ó
2
e
+ ó

2
ó
2
e

ó
2
e

0 0 0 0 0
ó
2
e

ó
2
e

ó
2
e
+ ó

2
ó
2
e

0 0 0 0 0
ó
2
e

ó
2
e

ó
2
e

ó
2
e
+ ó

2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ó

2
e
+ ó

2
ó
2
e

ó
2
e

0 0
0 0 0 0 ó

2
e

ó
2
e
+ ó

2
ó
2
e

0 0
0 0 0 0 ó

2
e

ó
2
e

ó
2
e
+ ó

2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ó

2
e
+ ó

2
ó
2
e

0 0 0 0 0 0 0 ó
2
e

ó
2
e
+ ó

2


:

ÓõìðåñáóìáôéêÜ èá ëÝãáìå üôé ï ðßíáêáò äéáêýìáíóçò V, Ý÷åé áíôßóôïé÷á äéáãþíéïõò ôå-
ôñáãùíéêïýò õðïðßíáêåò üðùò ï ðßíáêáò ZGZ′. Åðßóçò ç äéáãþíéïò ôïõ áðïôåëåßôáé áðü ôï
Üèñïéóìá ôçò äéáêýìáíóçò ôùí åñãáôþí êáé ôçò äéáêýìáíóçò ôùí õðïëïßðùí.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ óõìðåñéëÜâïõìå ôçí áëëçëåðßäñáóç åñãÜôçò-ìç÷áíÞ óôï ìïíôÝëï ìáò ôá
ðñÜãìáôá ðåñéðëÝêïíôáé áêüìá ðåñéóóüôåñï. Ðñïöáíþò êáé ðÜëé ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå
óôïí æçôïýìåíï ðßíáêá V ðñáãìáôïðïéþíôáò ôïõò ðïëëáðëáóéáóìïýò ìåôáîý ôùí ðéíÜêùí.
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Ç åðåîÞãçóç ðïõ èá äþóïõìå ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ÷ùñßò ôçí ðñáãìáôïðïéÞóç ôùí ðïëëá-
ðëáóéáóìþí, éó÷ýåé ãéá ôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå ïñßóåé ôçí \Á" ìåôáâëçôÞ êáé ôçí
áëëçëåðßäñáóç \Á-Â" ùò ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò.

Ìå ôïí ßäéï ôñüðï ìå ôï áñ÷éêü ìáò ðáñÜäåéãìá, äçìéïõñãïýìå ôïõò ôñåßò äéáãþíéïõò ôåôñá-
ãùíéêïýò õðïðßíáêåò ãéá ôïí êÜèå åñãÜôç, ùóôüóï áõôÞí ôçí öïñÜ ðñÝðåé íá êáôáíïÞóïõìå
ðïõ èá ðñïóôåèåß ç äéáêýìáíóç ôçò áëëçëåðßäñáóçò. Áó÷ïëïýìáóôå ìå ôçí ðñþôç ðáñÜìå-
ôñï ôõ÷áßáò åðßäñáóçò, äçëáäÞ ìå ôïí åñãÜôç1, ãíùñßæïíôáò üôé ï ðñþôïò õðïðßíáêáò Ý÷åé
äéÜóôáóç (4x4) êáé äçìéïõñãïýìå ôïí åîÞò ðßíáêá:

Å1Ì1 Å1Ì1 Å1Ì2 Å1Ì2


Å1Ì1 1 1 0 0
Å1Ì1 1 1 0 0
Å1Ì2 0 0 1 1
Å1Ì2 0 0 1 1

·

Ôï åñþôçìá ðïõ ôßèåôáé åßíáé ðùò äçìéïõñãåßôáé Ýíáò ôÝôïéïò ðßíáêáò. Áó÷ïëïýìáóôå ìüíï
ìå ôéò ðáñáôçñÞóåéò ðïõ Ý÷ïõìå ãéá ôïí åñãÜôç1 êáôÜ óåéñÜ, Ýôóé ïé ðñþôåò äõï óôÞëåò
áíôéðñïóùðåýïõí ôéò ðáñáôçñÞóåéò ðïõ êáôÝãñáøå ãéá ôçí ìç÷áíÞ1, åíþ ïé äõï ôåëåõôáßåò ôéò
ðáñáôçñÞóåéò ãéá ôçí ìç÷áíÞ2. Áíôßóôïé÷á éó÷ýåé ôï ßäéï êáé ãéá ôéò ãñáììÝò. Óõìðëçñþíïõìå
ôçí èÝóç (1,1) ôïõ õðïðßíáêá ìáò ìå ôïí áñéèìü 1, êáèþò Ý÷ïõìå ôáýôéóç ôçò ðñþôçò ãñáììÞò
êáé ôçò ðñþôçò óôÞëçò áöïý áðïôõðþíïõí ðáñáôçñÞóåéò ãéá ôçí ìç÷áíÞ1. Áíôßèåôá óôçí èÝóç
(1,3) ôïðïèåôïýìå ôï ìçäÝí, êáèþò Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåéò ãéá äéáöïñåôéêÝò ìç÷áíÝò. Ìå ôï ßäéï
óêåðôéêü óõìðëçñþíïõìå êáé ôïí õðüëïéðï ðßíáêá, ðñïóèÝôïíôáò ôåëéêÜ ôï ó2

em óôïí ðñþôï
äéáãþíéï õðïðßíáêá ôïõ ZGZ′ óôéò áíôßóôïé÷åò èÝóåéò ðïõ Ý÷ïõìå óõìðëçñþóåé ôçí ìïíÜäá.
Áíôßóôïé÷ç äéáäéêáóßá áêïëïõèåßôáé êáé ãéá ôéò õðüëïéðåò ðáñáìÝôñïõò. ÔåëéêÜ êáôáëÞãïõìå
óôïí åîÞò ðßíáêá:

ZGZ′ =



ó2
e + ó2

em ó2
e + ó2

em ó2
e ó2

e 0 0 0 0 0
ó2
e + ó2

em ó2
e + ó2

em ó2
e ó2

e 0 0 0 0 0
ó2
e ó2

e ó2
e + ó2

em ó2
e + ó2

em 0 0 0 0 0
ó2
e ó2

e ó2
e + ó2

em ó2
e + ó2

em 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ó2

e + ó2
em ó2

e + ó2
em ó2

e 0 0
0 0 0 0 ó2

e + ó2
em ó2

e + ó2
em ó2

e 0 0
0 0 0 0 ó2

e ó2
e ó2

e + ó2
em 0 0

0 0 0 0 0 0 0 ó2
e + ó2

em ó2
e

0 0 0 0 0 0 0 ó2
e ó2

e + ó2
em

 :

Eýêïëá ôþñá êáôáëÞãïõìå óôïí æçôïýìåíï ðßíáêá V, êáèþò ï ðßíáêáò R åßíáé äéáãþíéïò.

V =



è ó2
e + ó2

em ó2
e ó2

e 0 0 0 0 0
ó2
e + ó2

em è ó2
e ó2

e 0 0 0 0 0
ó2
e ó2

e è ó2
e + ó2

em 0 0 0 0 0
ó2
e ó2

e ó2
e + ó2

em è 0 0 0 0 0
0 0 0 0 è ó2

e + ó2
em ó2

e 0 0
0 0 0 0 ó2

e + ó2
em è ó2

e 0 0
0 0 0 0 ó2

e ó2
e è 0 0

0 0 0 0 0 0 0 è ó2
e

0 0 0 0 0 0 0 ó2
e è


;
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üðïõ è = ó2
e + ó2

em + ó2:

Ï ðßíáêáò äéáêýìáíóçò V Ý÷åé óôçí äéáãþíéï ôïõ ôï Üèñïéóìá ôçò äéáêýìáíóçò ôùí åñãáôþí,
ôçò áëëçëåðßäñáóçò êáé ôùí õðïëïßðùí.

ÌïíôÝëï Ôõ÷áßùí Óõíôåëåóôþí

Óå áíôßèåóç ìå ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, åäþ ãíùñßæïõìå áðü ôï ÊåöÜëáéï 1.6 üôé
õðÜñ÷åé óõó÷Ýôéóç ìåôáîý ôùí ôõ÷áßùí óõíôåëåóôþí ôïõ ìïíôÝëïõ. ÅðïìÝíùò äåí êáôáëÞ-
ãïõìå óå äéáãþíéï ðßíáêá, ìå ôçí ìïñöÞ ôïõ ðßíáêá G íá åßíáé áõôÞ ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå
áñ÷éêÜ.

ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå ôñßá Üôïìá ðïõ åöáñìüæïõí ôéò äßáéôåò Á, Â êáôáãñÜöïíôáò ôï óù-
ìáôéêü ôïõò âÜñïò óå ôõ÷áßåò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò. Ç äïìÞ ôùí äåäïìÝíùí ðáñïõóéÜæåôáé óôïí
Ðßíáêá 2.3.

ÐáñáôçñçôÞò Äßáéôá
Xñüíïò (óå
çìÝñåò)

1 Á t11
1 Á t12
1 Á t13
1 Á t14
2 Â t21
2 Â t22
2 Â t23
3 Á t31
3 Á t32

Ðßíáêáò 2.3: ÄïìÞ ôùí äåäïìÝíùí.

Èåùñïýìå ôçí åðßäñáóç ôùí ðáñáôçñçôþí (â1, â2, â3) êáé ôçí åðßäñáóç ôïõ ÷ñüíïõ óå êÜèå
ðáñáôçñçôÞ îå÷ùñéóôÜ (â1;t, â2;t, â3;t) ùò ôõ÷áßïõò óõíôåëåóôÝò. Ï ðßíáêáò Z åßíáé ï åîÞò:

Z =





1 t11 0 0 0 0
1 t12 0 0 0 0
1 t13 0 0 0 0
1 t14 0 0 0 0
0 0 1 t21 0 0
0 0 1 t22 0 0
0 0 1 t23 0 0
0 0 0 0 1 t31
0 0 0 0 1 t32

·
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ÕðïèÝôïõìå üôé ç äéáêýìáíóç ôùí ðáñáôçñçôþí éóïýôáé ìå ó2
p, ç äéáêýìáíóç ôçò åðßäñáóçò

ôïõ ÷ñüíïõ éóïýôáé ìå ó2
pt êáé ç áðü êïéíïý óõíäéáêýìáíóç éóïýôáé ìå óp;t. Ôüôå ï ðßíáêáò

G ãñÜöåôáé:

G =


ó2
p óp;t 0 0 0 0

óp;t ó2
pt 0 0 0 0

0 0 ó2
p óp;t 0 0

0 0 óp;t ó2
pt 0 0

0 0 0 0 ó2
p óp;t

0 0 0 0 óp;t ó2
pt

 :

¼ðùò âëÝðïõìå êáé ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ ðßíáêá G, ç óõó÷Ýôéóç åìöáíßæåôáé ìüíï ìåôáîý ôùí
óõíôåëåóôþí ãéá ôïí ßäéï ðáñáôçñçôÞ, ãéá ðáñÜäåéãìá â1 ìå â1;t.

Ï ðßíáêáò R åßíáé äéáãþíéïò, åðïìÝíùò éó÷ýåé:

R =


ó2 0 0 0 0 0
0 ó2 0 0 0 0
0 0 ó2 0 0 0
0 0 0 ó2 0 0
0 0 0 0 ó2 0
0 0 0 0 0 ó2

 :

Ï ðßíáêáò ZGZ′ ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé ï åîÞò:

ÆGZ′ =



í1;11 í1;12 í1;13 í1;14 0 0 0 0 0
í1;12 í1;22 í1;23 í1;24 0 0 0 0 0
í1;13 í1;23 í1;33 í1;34 0 0 0 0 0
í1;14 í1;24 í1;34 í1;44 0 0 0 0 0
0 0 0 0 í2;11 í2;12 í2;13 0 0
0 0 0 0 í2;12 í2;22 í2;23 0 0
0 0 0 0 í2;13 í2;23 í2;33 0 0
0 0 0 0 0 0 0 í3;11 í3;12
0 0 0 0 0 0 0 í3;12 í3;22


:

üðïõ íi;jk = ó2
p + (tij + tik)óp;t + tijtikó

2
pt:

Ï ðßíáêáò ZGZ′ Ý÷åé êáé áõôüò äéáãþíéïõò ôåôñáãùíéêïýò õðïðßíáêåò ìå äéÜóôáóç ßóç ìå ôéò
ìåôñÞóåéò ìáò ãéá ôïí êÜèå ðáñáôçñçôÞ. Åýêïëá ðñïêýðôåé ï ðßíáêáò äéáêýìáíóçò V, áöïý
ï ðßíáêáò R åßíáé äéáãþíéïò.

V =



í1;11 + ó2 í1;12 í1;13 í1;14 0 0 0 0 0
í1;12 í1;22 + ó2 í1;23 í1;24 0 0 0 0 0
í1;13 í1;23 í1;33 + ó2 í1;34 0 0 0 0 0
í1;14 í1;24 í1;34 í1;44 + ó2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 í2;11 + ó2 í2;12 í2;13 0 0
0 0 0 0 í2;12 í2;22 + ó2 í2;23 0 0
0 0 0 0 í2;13 í2;32 í2;33 + ó2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 í3;11 + ó2 í3;12
0 0 0 0 0 0 0 í3;12 í3;22 + ó2

 :
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ÌïíôÝëï Ìïôßâïõ ÓõíäéáêõìÜíóåùí

Óôï ìïíôÝëï ìïôßâïõ óõíäéáêõìÜíóåùí üðùò Ý÷ïõìå áíáöÝñåé, ìïíôåëïðïéïýìå ôçí óõó÷Ý-
ôéóç ìåôáîý ôùí åðáíáëáìâáíüìåíùí ìåôñÞóåùí ãéá ôïí ßäéï ðáñáôçñçôÞ êáé äåí åéóÜãïõìå
êÜðïéá ôõ÷áßá åðßäñáóç Þ ôõ÷áßï óõíôåëåóôÞ. ÅðïìÝíùò ï ðßíáêáò G åßíáé ìçäåíéêüò êáé ï
õðïëïãéóìüò ôïõ ðßíáêá äéáêýìáíóçò áíÜãåôáé óôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðßíáêá R. Ç ãåíéêÞ ôïõ
ìïñöÞ åßíáé ç åîÞò:

R =



R1 0 0 0 0 : : :
0 R2 0 0 0 : : :
0 0 R3 0 0 : : :
0 0 0 R4 0 : : :
0 0 0 0 R5 : : :
...

...
...

...
...

. . .


:

ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå äéáãþíéïõò ôåôñáãùíéêïýò õðïðßíáêåò Ri, ìå êÜèå Ýíá íá áíôéðñïóùðåýåé Ýíá
ðáñáôçñçôÞ Þ Ýíá áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò, ìå äéÜóôáóç ßóç ìå ôéò ðáñáôçñÞóåéò ðïõ äéáèÝôïõìå
ãéá ôïí åêÜóôïôå ðáñáôçñçôÞ.

Áí ôþñá èåùñÞóïõìå üôé Cov(ei; ej) = èij, ôüôå ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôçí ãåíéêÞ ìïñöÞ ôïõ
õðïðßíáêá Ri ùò åîÞò:

Ri =


ó2
1 è12 è13 è14 : : :

è21 ó2
2 è23 è24 : : :

è31 è32 ó2
3 è34 : : :

è41 è42 è43 ó2
4 : : :

...
...

...
...

. . .

 :

ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå ôñßá Üôïìá ðïõ åöáñìüæïõí ôéò äßáéôåò Á, Â êáôáãñÜöïíôáò ôï óù-
ìáôéêü ôïõò âÜñïò óå äéáöïñåôéêÝò åðéóêÝøåéò. Ç äïìÞ ôùí äåäïìÝíùí ðáñïõóéÜæåôáé óôïí
Ðßíáêá 2.4.

ÐáñáôçñçôÞò Äßáéôá ÅðéóêÝøåéò

1 Á 1
1 Á 2
1 Á 3
1 Á 4
2 Â 1
2 Â 2
2 Â 3
3 Á 1
3 Á 2

Ðßíáêáò 2.4: ÄïìÞ ôùí äåäïìÝíùí.
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Èåùñïýìå ôçí ðéï áðëÞ óõó÷Ýôéóç ðïõ ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå óôï ìïíôÝëï, äçëáäÞ üôé åßíáé
óôáèåñÞ êáé ßóç ìå ñ. Ôüôå ï ðßíáêáò R ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

R =



ó2 ñó2 ñó2 ñó2 0 0 0 0 0
ñó2 ó2 ñó2 ñó2 0 0 0 0 0
ñó2 ñó2 ó2 ñó2 0 0 0 0 0
ñó2 ñó2 ñó2 ó2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ó2 ñó2 ñó2 0 0
0 0 0 0 ñó2 ó2 ñó2 0 0
0 0 0 0 ñó2 ñó2 ó2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ó2 ñó2

0 0 0 0 0 0 0 ñó2 ó2


:

Ìå ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðßíáêá R êáôáëÞãïõìå óôï æçôïýìåíï ìáò ðïõ åßíáé ï õðïëïãéóìüò
ôïõ ðßíáêá äéáêýìáíóçò V, êáèþò õðÜñ÷åé ôáýôéóç ìåôáîý ôïõò.

2.4 Åêôßìçóç ôùí Óôáèåñþí ÅðéäñÜóåùí

Óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá Ýãéíå áíáöïñÜ óôïí ìáèçìáôéêü ïñéóìü ôùí ìéêôþí ãñáììéêþí
ìïíôÝëùí. ÊáôáãñÜøáìå üôé Ý÷ïõìå ôçí äõíáôüôçôá íá õðïëïãßóïõìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí
óôáèåñþí êáé ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, þóôå íá åßìáóôå óå èÝóç íá ãñÜøïõìå áíáëõôéêÜ
ôïí ôýðï ôïõ ìïíôÝëïõ. Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá åðéêåíôñùèïýìå óôçí åêôßìçóç ôùí óôáèåñþí
åðéäñÜóåùí, äçëáäÞ óôï äéÜíõóìá á. Ðñïöáíþò ç åêôßìçóç ôïõò ìå ôïõò áñéèìçôéêïýò ôñüðïõò
ðïõ èá ðåñéãñÜøïõìå óôçí óõíÝ÷åéá äåí åßíáé ðñáêôéêÞ, êáèþò ìðïñåß íá ãßíåé ðïëý ðéï åýêïëá
ìå ôçí âïÞèåéá ïðïéïõäÞðïôå óôáôéóôéêïý ðáêÝôïõ, ùóôüóï ïöåßëïõìå íá ìåëåôÞóïõìå êáé íá
êáôáíïÞóïõìå ôï èåùñçôéêü êáé õðïëïãéóôéêü êïììÜôé ôùí äéáöüñùí ìåèüäùí åêôßìçóçò ôùí
óôáèåñþí åðéäñÜóåùí.

2.4.1 ÓõíÜñôçóç ÐéèáíïöÜíåéáò

Ç åêôßìçóç ôçò ðáñáìÝôñïõ á èá ãßíåé ìå ôçí âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò ðéèáíïöÜíåéáò. Áðï-
ôåëåß ìéá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç, êáèþò åìöáíßæåôáé ãéá ðñþôç öïñÜ êáôÜ ôçí ìåëÝôç ôïõ ðéï
áðëïý óôáôéóôéêïý ìïíôÝëïõ, ôïõ áðëïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ êáé ìåôÝðåéôá ÷ñçóéìïðïéåßôáé
êáé åîåôÜæåôáé êáôÜ ôçí ìåëÝôç êáé ðéï óýíèåôùí óôáôéóôéêþí ìïíôÝëùí. Ç óõíÜñôçóç ðéèá-
íïöÜíåéáò óôçí ðåñßðôùóç ìåëÝôçò áíåîÜñôçôùí ðáñáôçñÞóåùí, ïñßæåôáé ùò ôï ãéíüìåíï ôçò
óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ãéá êÜèå ðáñáôÞñçóç. Êáèþò ç ìåëÝôç ìáò áöïñÜ ôá ìéêôÜ ãñáììéêÜ
ìïíôÝëá ïé ðáñáôçñÞóåéò äåí åßíáé áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò, åðïìÝíùò ç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜ-
íåéáò âáóßæåôáé óôçí ðïëõìåôáâëçôÞ êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ, ôçò ïðïßáò ï ïñéóìüò ðáñïõóéÜæåôáé
áìÝóùò ìåôÜ.

Ïñéóìüò: ¸óôù Ýíá ôõ÷áßï äéÜíõóìá X ìå äéÜóôáóç p, ôüôå ëÝãåôáé üôé áêïëïõèåß ôçí ðï-
ëõìåôáâëçôÞ êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ åÜí ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò äßíåôáé áðü ôïí
åîÞò ôýðï:
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f(X) = f(X1; X2; :::; Xp) =
(

1
2ð

)p=2 |Ó|−1=2exp
(
−1

2
(X−m)′Ó−1(×−m)

)
; (2.13)

üðïõ m åßíáé ôï ìÝóï äéáíýóìá êáé Ó ï óõììåôñéêüò-èåôéêÜ ïñéóìÝíïò ðßíáêáò äéáêýìáíóçò.
Ôüôå ãñÜöïõìå üôé × ∼ Íp(m;Ó):

Ãíùñßæïõìå üôé ôï ìÝóï äéÜíõóìá ôïõ y éóïýôáé ìå Xá êáé ï ðßíáêáò äéáêýìáíóçò ôïõ ìå
V, åðïìÝíùò áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ó÷Ýóç (2.13) êáé åêìåôáëëåõôïýìå ôï ãåãïíüò ðùò
ç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò éóïýôáé ìå ôçí óõíÜñôçóç ôçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ãéá ìéá
ðïëõìåôáâëçôÞ êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ, êáôáëÞãïõìå óôïí åîÞò ôýðï ãéá ôçí óõíÜñôçóç ðéèáíï-
öÜíåéáò:

L = L(ã;á;y) =
exp

(
−1

2
(y−Xá)′V−1(y−Xá)

)
(2ð)(1=2)n|V|1=2

;

üðïõ ã ôï äéÜíõóìá ôùí ðáñáìÝôñùí äéáêýìáíóçò ôïõ ìïíôÝëïõ. ÄçëáäÞ ç óõíÜñôçóç ðéèá-
íïöÜíåéáò ïñßæåôáé ùò ðñïò ôéò ðáñáìÝôñïõò á, ã.

Ùóôüóï ãéá ôïõò õðïëïãéóìïýò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç ëïãáñéèìïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜ-
íåéáò, ç ïðïßá äßíåôáé áðü ôçí åîÞò ó÷Ýóç:

l = −1

2
(y−Xá)′V−1(y−Xá)− 1

2
log|V| − 1

2
nlog(2ð): (2.14)

Ï óôü÷ïò ìáò åßíáé ç åýñåóç ôçò ðáñáìÝôñïõ á ðïõ ìåãéóôïðïéåß ôçí ðáñáðÜíù óõíÜñôçóç.
ÊÜôé ôÝôïéï ìðïñåß íá óõìâåß ìå äõï äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò, ïé ïðïßïé èá ðáñïõóéáóôïýí óôéò
åðüìåíåò õðïåíüôçôåò.

2.4.2 Åêôßìçóç ìå ôçí ìÝèïäï ÌÝãéóôçò ÐéèáíïöÜíåéáò (ML)

Óôçí õðïåíüôçôá áõôÞ èá áíáöåñèïýìå óôçí ðñþôç ìÝèïäï, ôçí ìÝèïäï ìÝãéóôçò ðéèáíï-
öÜíåéáò (óõìâïëßæåôáé ùò ML) èåùñþíôáò üôé ï ðßíáêáò äéáêýìáíóçò V åßíáé ãíùóôüò. Ç
äéáäéêáóßá ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí, ìðïñåß íá åßíáé áíåîÜñôçôç ôïõ
ðßíáêá V, ùóôüóï êáèþò Ý÷åé óõììåôï÷Þ óôïí ôåëéêü ôýðï åßíáé õðï÷ñåùôéêÞ ç ãíþóç ôïõ.
ÄéáöïñåôéêÜ åßìáóôå áíáãêáóìÝíïé íá ôïí áíôéêáôáóôÞóïõìå ìå ìßá åêôéìÞôñéá V̂.

Ãéá ôçí åýñåóç ôçò åêôéìÞôñéáò ìÝãéóôçò ðéèáíïöÜíåéáò, äçëáäÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ á̂, èá åñãá-
óôïýìå ìå áíôßóôïé÷ï ôñüðï ìå áõôüí ãéá ôçí ìåãéóôïðïßçóç ìßáò óõíÜñôçóçò. ÄçëáäÞ èá
ðáñáãùãßóïõìå ôçí ëïãáñéèìïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò ùò ðñüò ôï äéÜíõóìá ôçò
ðáñáìÝôñïõ á êáé óôçí óõíÝ÷åéá èá èÝóïõìå ôçí ó÷Ýóç ßóç ìå ôï ìçäÝí. ¸ôóé èá åßìáóôå
óå èÝóç íá õðïëïãßóïõìå ôçí åêôéìÞôñéá á̂ ðïõ ìåãéóôïðïéåß ôçí óõíÜñôçóç áõôÞí. Ùóôüóï
êáèþò ç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò äåí åßíáé ïñéóìÝíç ìüíï ùò ðñïò ôï á, èá Ý÷ïõìå ìåñéêÞ
ðáñáãþãéóç.

Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ôçò ëïãáñéèìïðïéçìÝíçò óõíÜñôçóçò ðéèáíïöÜ-
íåéáò ùò ðñïò ôï á, èá åñãáóôïýìå áñ÷éêÜ ìå ôçí ãåíéêÞ ìïñöÞ, êáôÜ ôçí ïðïßá Ý÷ïõìå üôé ôï
ìÝóï äéÜíõóìá éóïýôáé ìå ì êáé ï ðßíáêáò äéáêýìáíóçò ìå V. Ôüôå ç ó÷Ýóç (2.14) ãñÜöåôáé
ùò åîÞò:

l = −1

2
(y− ì)′V−1(y− ì)− 1

2
log|V| − 1

2
nlog(2ð):
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ÕðïèÝôïõìå üôé êÜèå óôïé÷åßï ôïõ ì ìðïñåß íá ãñáöåß ùò óõíÜñôçóç ôïõ äéáíýóìáôïò è,
äçëáäÞ éó÷ýåé üôé: ì=ì(è).

Ôüôå ç ëïãáñéèìïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

l = −1

2

(
y− ì(è)

)′
V−1

(
y− ì(è)

)
−1

2
log|V| − 1

2
nlog(2ð):

Ç ðñþôç ðáñÜãùãïò ôçò ëïãáñéèìïðïéçìÝíçò óõíÜñôçóçò ðéèáíïöÜíåéáò ùò ðñïò è ãñÜöåôáé
ùò åîÞò:

@l

@è
=

@ì′

@è
V−1

(
y− ì(è)

)
:

Óôçí ðåñßðôùóç ìáò Ý÷ïõìå:

� ì = Xá:

� è = á:

�
@ì′

@è
= ×′:

ÅðïìÝíùò ç ðñþôç ðáñÜãùãïò ôçò ëïãáñéèìïðïéçìÝíçò óõíÜñôçóçò ðéèáíïöÜíåéáò ùò ðñïò á,
ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

@l

@á
= X′V−1(y−Xá);

áðü ôçí ïðïßá êáôáëÞãïõìå:
X′V−1(y−Xá) = 0:

ÅðïìÝíùò ç åêôéìÞôñéá á̂ éóïýôáé ìå:

á̂ = (X′V−1X)−1X′V−1y:

Ç äéáêýìáíóç ôïõ á̂ åßíáé ç åîÞò:

V ar(á̂) = V ar((X′V−1X)−1X′V−1y)

= (X′V−1X)−1X′V−1V ar(y)V−1X(X′V−1X)−1

= (X′V−1X)−1X′V−1VV−1X(X′V−1X)−1

= (X′V−1X)−1:

ÅðïìÝíùò ìå ôçí âïÞèåéá ôçò ìåèüäïõ ìÝãéóôçò ðéèáíïöÜíåéáò õðïëïãßóáìå ôçí åêôéìÞôñéá
ôçò ðáñáìÝôñïõ á êáèþò êáé ôçí äéáêýìáíóç ôçò.

2.4.3 Åêôßìçóç ìå ôçí Õðïëåéðüìåíç ìÝèïäï ÌÝãéóôçò ÐéèáíïöÜíåéáò (REML)

Ç õðïëåéðüìåíç ìÝèïäïò ìÝãéóôçò ðéèáíïöÜíåéáò (óõìâïëßæåôáé ùò REML) áðïôåëåß ôçí äåý-
ôåñç êáé ôåëåõôáßá ìÝèïäï óôçí ïðïßá èá áíáöåñèïýìå ãéá ôçí åêôßìçóç ôùí óôáèåñþí åðé-
äñÜóåùí. Áñ÷éêÜ èá ãßíåé ìéá ãåíéêÞ ðåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ, ðñïôïý ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí
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ðåñßðôùóç ôïõ ìéêôïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ.

¼ðùò ìáò ðñïúäåÜæåé êáé ôï üíïìá ôçò ìåèüäïõ åñãáæüìáóôå ìå ôá õðüëïéðá. Êáëïýìáóôå
äçëáäÞ íá ïñßóïõìå ôçí óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò óõíáñôÞóåé ôùí õðïëïßðùí êáé ü÷é âÜóç ôïõ
äéáíýóìáôïò y. Ðñáãìáôïðïéþíôáò ôçí äéáöïñïðïßçóç áõôÞ, êáôáöÝñíïõìå íá åîáëÝéøïõìå
ôéò óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò áðü ôçí óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò, äçëáäÞ ôïí üñï á. Óôçí óõíÝ-
÷åéá êáëïýìáóôå íá õðïëïãßóïõìå ôçí óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò óõíáñôÞóåé ôùí õðïëïßðùí.
¸íáò ôñüðïò ãéá íá óõìâåß áõôü åßíáé ç åýñåóç åíüò óôáôéóôéêïý ìïíôÝëïõ ðïõ ðåñéãñÜöåé ôá
õðüëïéðá, üìùò óôçí ðåñßðôùóç ìáò èá áðïöåõ÷èåß êáèþò åßíáé áñêåôÜ ðïëýðëïêç äéáäéêáóßá
êáé äåí åßíáé áõôüò ï óêïðüò ìáò.

Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ìéêôïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ, ïñéóìÝíïé óõããñáöåßò ïñßæïõí ôá õðüëïéðá
ùò e = y − Xá̂ − Zâ̂, åíþ êÜðïéïé Üëëïé ùò e = y − Xá̂. ÄçëáäÞ åßôå áðïöáóßæïõí íá
áöáéñÝóïõí ôïí üñï Zâ̂ ìéáò êáé ôïí èåùñïýí üñï óöÜëìáôïò åßôå ü÷é. Óôçí åñãáóßá áõôÞ,
èá ïñßóïõìå ôá ðëÞñç õðüëïéðá ùò e = y − Xá̂ ãéá íá ôá äéáöïñïðïéÞóïõìå áðü ôá óõ-
íÞèç õðüëïéðá, e = y−Xá̂− Zâ̂. Óôçí óõíÝ÷åéá èá ïñßóïõìå ôçí óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá ðëÞñç õðüëïéðá. Ãéá ôïí ïñßóìï ôçò óõíÜñôçóçò ðéèáíïöÜíåéáò èá ÷ñç-
óéìïðïéÞóïõìå ÷ùñßò áðüäåéîç üôé ôá ðëÞñç õðüëïéðá åßíáé Ýíáò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôïõ
y êáé åðßóçò üôé ôá ðëÞñç õðüëïéðá êáé ç åêôéìÞôñéá á̂ åßíáé áíåîÜñôçôá. ¸ôóé ç óõíÜñôçóç
ðéèáíïöÜíåéáò ãéá ôï äéÜíõóìá ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí á êáé ôï äéÜíõóìá ôùí ðáñáìÝôñùí
äéáêýìáíóçò ã, ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ôï ãéíüìåíï ôçò ðéèáíïöÜíåéáò âáóéóìÝíç óôá ðëÞñç
õðüëïéðá êáé ôï á̂ ùò åîÞò:

L(ã;á;y) = L(ã;y−Xá̂)L(á; á̂;ã):

Ç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò ãéá ôï äéÜíõóìá ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí á êáé ôï äéÜíõóìá ôùí
ðáñáìÝôñùí äéáêýìáíóçò ã ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

L(ã;á;y) ∝ |V|−1=2exp
(
−1

2
(y−Xá)′V−1(y−Xá)

)
:

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðïëõìåôáâëçôÞ êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ãéá ôçí åêôéìÞôñéá á̂, ç ïðïßá Ý÷åé
ãíùóôÞ äéáêýìáíóç ðïõ õðïëïãßóôçêå óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá, êáôáëÞãïõìå óôïí åîÞò
ôýðï:

L(á; á̂;ã) ∝ |X′V−1X|−1=2exp
(

1
2
(á̂− á)′X′V−1X(á̂− á)

)
:

Ìå ôçí âïÞèåéá ôçò áñ÷éêÞò ó÷Ýóçò ç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò âáóéóìÝíç óôá ðëÞñç õðüëïéðá
ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

L(ã;y−Xá̂) =
L(ã;á;y)

L(á; á̂;ã)
:

ÅðïìÝíùò êáôáëÞãïõìå:

L(ã;y−Xá̂) ∝ |X′V−1X|−1=2|V|−1=2exp
(
−1

2
(y−Xá̂)′V−1(y−Xá̂)

)
:

Ç ðáñáðÜíù óõíÜñôçóç áðïôåëåß ôçí óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò õðïëïãéóìÝíç ìå ôçí ìÝèïäï
REML, ìå ôçí ëïãáñéèìïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò íá äßíåôáé áðü ôïí ðáñáêÜôù
ôýðï:

l = log(L(ã;y−Xá̂)) = −1

2

(
log|V|−log|X′V−1X|−1+(y−Xá̂)′V−1(y−Xá̂)

)
− 1

2
nlog(2ð):
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ÊáôáëÞîáìå óôçí ëïãáñéèìïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò óôçí ïðïßá üðùò Ýãéíå áíá-
öïñÜ êáé óôçí áñ÷Þ ôçò åíüôçôáò áðïõóéÜæåé ç óôáèåñÞ åðßäñáóç á. Åßíáé åìöáíÝò üôé õðÜñ÷åé
ç åêôéìÞôñéá á̂, ùóôüóï äåí åßíáé ãñáììÝíç óõíáñôÞóåé ôïõ á.

¸÷ïíôáò ôçí ëïãáñéèìïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç ãéá ôçí ìÝèïäï REML åßìáóôå ðëÝïí óå èÝóç
íá õðïëïãßóïõìå ôçí åêôéìÞôñéá á̂. Ï ôñüðïò ãéá íá óõìâåß áõôü åßíáé áíôßóôï÷ïò ìå áõ-
ôüí ôçò ðñïçãïýìåíçò åíüôçôáò, äçëáäÞ ðáñáãùãßæïíôáò ôçí ëïãáñéèìïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç
ðéèáíïöÜíåéáò ùò ðñïò ôçí åêôéìÞôñéá á̂. Êáèþò ïé äõï ëïãáñéèìïðïéçìÝíåò óõíáñôÞóåéò ðé-
èáíïöÜíåéáò ðïõ õðïëïãßóôçêáí ìå ôéò ìåèüäïõò ML, REML äéáöÝñïõí ìüíï ùò ðñïò ôïí
üñï |X′V−1X|−1 èá ðñïêýøïõí ôá ßäéá áðïôåëÝóìáôá, äçëáäÞ:

� á̂ = (X′V−1X)−1X′V−1y.

� V ar(á̂) = (X′V−1X)−1.

2.4.4 Óýãêñéóç Ìåèüäùí ML - REML

Ãéá ôçí åêôßìçóç ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí õðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò ìÝèïäïé, üðùò ôùí åðáíá-
ëçðôéêþí ãåíéêåõìÝíùí åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí, ùóôüóï èåùñÞèçêå óêüðéìï íá áíáöåñèïýìå
óå áõôÝò ôéò äõï, êáèþò åßíáé áõôÝò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óå Ýíá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï.
Åðßóçò óôï åðüìåíï êåöÜëáéï èá äïýìå üôé êáôÜ ôçí ðñïóáñìïãÞ åíüò ìéêôïý ãñáììéêïý
ìïíôÝëïõ ìå ôçí âïÞèåéá ôçò R, ÷ñçóéìïðïéåßôáé åßôå ç ìÝèïäïò ML åßôå ç REML.

ÊáôÜ ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõò ïé äõï áõôÝò ìÝèïäïé åß÷áí ùò êïéíÞ áöåôçñßá ôçí åýñåóç ôçò ðáñá-
ìÝôñïõ, ïõóéáóôéêÜ ôïõ äéáíýóìáôïò á, ðïõ ìåãéóôïðïéåß ôçí ëïãáñéèìïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç
ðéèáíïöÜíåéáò. ÊÜèå ìßá ôï Ýêáíå ìå äéáöïñåôéêü ôñüðï, ùóôüóï ç êáôÜëçîç ìåôÜ áðü ôïõò
õðïëïãéóìïýò Þôáí ç ßäéá. Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá èá ãßíåé ìéá óýãêñéóç ìåôáîý ôùí äõï áõôþí
ìåèüäùí, áíáöÝñïíôáò ãéá áõôüí ôïí óêïðü êÜðïéåò åðéðëÝïí ëåðôïìÝñåéåò ðïõ äåí åéðþèçêáí
óôéò äõï ðñïçãïýìåíåò åíüôçôåò.

Ç äéáöïñÜ ðïõ åíôïðßæåôáé ìåôáîý ôùí äõï áõôþí ìåèüäùí, åßíáé üôé ç äéáêýìáíóç ôçò åêôé-
ìÞôñéáò ðïõ õðïëïãßóôçêå ìå ôçí âïÞèåéá ôçò ìåèüäïõ ML, ìðïñåß íá åßíáé ìåñïëçðôéêÞ êÜôù
áðü óõãêåêñéìÝíåò ðñïûðïèÝóåéò. Áí ðñïóðáèÞóïõìå íá åñìçíåýóïõìå ôçí Ýííïéá ìåñïëç-
øßá, ôüôå áðü ìáèçìáôéêÞò ðëåõñÜò äçëþíåé üôé ç ìÝóç ôéìÞ ôçò åêôéìÞôñéáò ôçò äéáêýìáíóçò
äéáöÝñåé áðü ôçí ðñáãìáôéêÞ ôéìÞ ôçò, åíþ ðñáêôéêÜ äçëþíåé üôé ç åêôéìÞôñéá õðåñåêôéìÜ Þ
õðïôéìÜ ôçí ðñáãìáôéêÞ ôéìÞ ôçò äéáêýìáíóçò. Áîßæåé íá óçìåéùèåß ðáñüëï ðïõ äåí Ý÷åé ãßíåé
áêüìá áíáöïñÜ, üôé êáé ãéá ôçí åêôßìçóç ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç ìÝèï-
äïò ML Þ ç ìÝèïäïò REML. Ôï ðñüâëçìá ôçò ìåñïëçøßáò åíäÝ÷åôáé íá åìöáíéóôåß êáé ãéá
ôçí äéáêýìáíóç ôçò åêôéìÞôñéáò ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï õðïëïãéóìüò
ôïõò ãßíåé ìå ôçí ìÝèïäï ML. Ïé ðñïûðïèÝóåéò ãéá ôçí åìöÜíéóç ôçò ìåñïëçøßáò óôéò äõï
ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò åßíáé êïéíÝò êáé èá êáôáãñáöïýí óôçí óõíÝ÷åéá.

Áìöüôåñåò ïé ðñïûðïèÝóåéò Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå ôá äåäïìÝíá ìáò. Ôï ðñüâëçìá ôçò ìåñïëç-
øßáò åíäÝ÷åôáé íá åìöáíéóôåß óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå ìç éóïññïðçìÝíá äåäïìÝíá, äçëáäÞ
Ý÷ïõìå äéáöïñåôéêü áñéèìü ðáñáôçñÞóåùí áíÜ ïìÜäá. Ç äåýôåñç êáé ç ôåëåõôáßá ðñïûðüèåóç
Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò, ìå ôï ðñüâëçìá ôçò ìåñïëçøßáò íá äéïãêþíåôáé
ìå ôçí ìåßùóç ôïõ ìåãÝèïõò ôïõ äåßãìáôïò. Ç åìöÜíéóç ôçò ìåñïëçøßáò ïäÞãçóå óôçí ìåëÝôç
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êáé ôçí ðñïôßìçóç ôçò ìåèüäïõ REML êáôÜ ôçí ìåëÝôç åíüò ìéêôïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ,
êáèþò ìå ôïí ôñüðï ðïõ ïñßóôçêå êáé ôçí ðñïóÝããéóç ôïõ á ðïõ èåùñÞèçêå ðáñÜìåôñïò êáé
ü÷é óôáèåñÜ, äåí áíôéìåôùðßæåé ôï ßäéï ðñüâëçìá.

Åßíáé óçìáíôéêü íá ãßíåé êáôáíïçôü üôé ïé ôéìÝò ôùí óõíôåëåóôþí ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí
êáé ìå ôéò äõï ìåèüäïõò äåí èá äéáöÝñïõí óçìáíôéêÜ ìåôáîý ôïõò. Ç äéáöïñÜ ðïõ èá ðñï-
êýøåé èá åßíáé óçìáíôéêÞ ãéá ôá ôõðéêÜ ôïõò óöÜëìáôá óôçí ðåñßðôùóç ðïõ åìöáíßæåôáé ôï
öáéíüìåíï ôçò ìåñïëçøßáò, êáèþò èá åßíáé ìåñïëçðôéêÜ ðñïò ôá êáôþ.

ÔÝëïò ç óýãêñéóç äõï äéáöïñåôéêþí ìïíôÝëùí áðïôåëåß ìéá óõ÷íÞ ìåëÝôç óôçí óôáôéóôéêÞ,
êáèþò ìáò âïçèÜåé íá åðéëÝîïõìå ôï êáôáëëçëüôåñï ìïíôÝëï ìå âÜóç ôá äåäïìÝíá êáé ôï
ðñüâëçìá ðïõ ìåëåôÜìå. Óôçí óõãêåêñéìÝíç ðåñßðôùóç åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôçí óýãêñéóç ìé-
êôþí ãñáììéêþí ìïíôÝëùí ðïõ äéáöÝñïõí ùò ðñïò ôéò ðáñáìÝôñïõò ðïõ Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß.
Ìßá ãíùóôÞ ìÝèïäïò ãéá ôçí óýãêñéóç äõï äéáöïñåôéêþí ìïíôÝëùí, áðïôåëåß ï Ýëåã÷ïò ôïõ
ëüãïõ ôùí ðéèáíïöáíåéþí. Ï Ýëåã÷ïò áõôüò áðáéôåß ôçí ôéìÞ ôçò õðïëïãéóìÝíçò óõíÜñôçóçò
ðéèáíïöÜíåéáò êáé ãéá ôá äõï ìïíôÝëá. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá äõï ìïíôÝëá äéáöÝñïõí ìüíï
ùò ðñïò ôéò óôáèåñÝò ôïõò åðéäñÜóåéò, ôüôå ìðïñåß íá ãßíåé ÷ñÞóç ìüíï ôçò óõíÜñôçóçò ðé-
èáíïöÜíåéáò ðïõ õðïëïãßóôçêå ìå ôçí ìÝèïäï ML, êáèþò ç ìÝèïäïò REML áðáéôåß ôéò ßäéåò
áêñéâþò óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò.

2.5 Åêôßìçóç (Þ Ðñüâëåøç) ôùí Ôõ÷áßùí ÅðéäñÜóåùí

¸ðåéôá áðü ôçí åêôßìçóç ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí áêïëïõèåß ç åêôßìçóç ôùí ôõ÷áßùí. Ïé
óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò üðùò Ý÷ïõìå áíáöÝñåé åßíáé óôáèåñïß áñéèìïß, åðïìÝíùò õðÜñ÷åé ç äõ-
íáôüôçôá åêôßìçóçò ôïõò. Áíôßèåôá ãéá ôéò ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò ôáéñéÜæåé ðåñéóóüôåñï ï üñïò
ðñüâëåøç, ìéáò êáé åßíáé ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò. Ùóôüóï åðéëÝãïõìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áðü
åäþ êáé ðÝñá ôçí ðéï äéáäåäïìÝíç ïñïëïãßá, ðïõ åßíáé ç åêôßìçóç ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí.

ÊÜèå ðáñÜìåôñïò ôõ÷áßáò åðßäñáóçò ìå âÜóç ôïí ïñéóìü ôçò, áêïëïõèåß ôçí êáíïíéêÞ êáôá-
íïìÞ ìå áíáìåíüìåíç ôéìÞ ìçäÝí êáé äéáêýìáíóç ó2

â. Áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ÐáñÜäåéãìá
2.3, êáôÜ ôï ïðïßï Ý÷ïõìå ðñïóáñìüóåé ôçí åðßäñáóç ôùí åñãáôþí ùò ôõ÷áßá, ôüôå ãßíåôáé
êáôáíïçôü üôé ïé åêôéìÞóåéò ôùí ôéìþí ôùí ôñéþí åñãáôþí èá Ý÷ïõí ìåãÜëç ïìïéüôçôá áöïý
ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôçí ßäéá êáôáíïìÞ. Ùóôüóï áõôÞ ç ïìïéüôçôá äåí öáíôÜæåé êáé ôüóï ëïãéêÞ
êáé ãéá áõôüí ôïí ëüãï ç ðñïóÝããéóç ìáò èá åßíáé ëßãï äéáöïñåôéêÞ ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò êÜèå
ôõ÷áßáò åðßäñáóçò îå÷ùñéóôÜ. ÄçëáäÞ åöüóïí Ý÷ïõìå öôÜóåé óôï óçìåßï íá õðïëïãßóïõìå
ôçí ôéìÞ ôçò äéáêýìáíóçò, ôüôå Ý÷ïõìå ôçí êáôáíïìÞ óå ðëÞñç ìïñöÞ ãéá êÜèå ðáñÜìåôñï
ôõ÷áßáò åðßäñáóçò. ¸ðåéôá áõôü ðïõ åðéäéþêïõìå åßíáé íá ðñïâëÝøïõìå ôçí èÝóç êÜèå ðá-
ñáìÝôñïõ ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç êÜèå åñãÜôç, óôçí óõãêåêñéìÝíç
êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ.

Óôçí óõíÝ÷åéá èá ãßíåé ç åêôßìçóç ôçò ôõ÷áßáò åðßäñáóçò â, ìå ôçí âïÞèåéá ôçò ìåèüäïõ ML.
Ïñßæïõìå ôçí óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò ùò ðñïò ôá á, â, ã, äçëáäÞ ôéò óôáèåñÝò-ôõ÷áßåò åðé-
äñÜóåéò êáé ôï äéÜíõóìá ôùí ðáñáìÝôñùí äéáêýìáíóçò ã. Ç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò ìðïñåß
íá ãñáöåß ùò ôï ãéíüìåíï ôçò ðéèáíïöÜíåéáò ãéá ôï y äåäïìÝíïõ üìùò ôïõ äéáíýóìáôïò ôùí
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ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí â êáé ôïõ â ùò åîÞò:

L(á; â;ã;y) = L(á;ãR;ã|â)L(ãG; â);

üðïõ:

� ãR =ïé ðáñÜìåôñïé äéáêýìáíóçò ôïõ ðßíáêá R.

� ãG =ïé ðáñÜìåôñïé äéáêýìáíóçò ôïõ ðßíáêá G.

×ñçóéìïðïéïýìå ôçí ðïëõìåôáâëçôÞ êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ãéá ôéò ìåôáâëçôÝò y|â, â, ãíùñß-
æïíôáò ãéá ôçí y|â, üôé ôï ìÝóï äéÜíõóìá ôçò éóïýôáé ìå ×á + Zâ êáé Ý÷åé äéáêýìáíóç R.
ÅðïìÝíùò êáôáëÞãïõìå óôçí ðáñáêÜôù ó÷Ýóç:

L(á; â;ã;y) ∝ |R|−1=2exp
(
−1

2
(y−Xá− Æâ)′R−1(y−Xá− Æâ)

)
∗|G|−1=2exp(−1

2
â′G−1â):

Õðïëïãßæïõìå ôçí ëïãáñéèìïðïéÞìåíç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò, ç ïðïßá éóïýôáé ìå:

l = −1

2

(
log|R|+ (y−Xá− Æâ)′R−1(y−Xá− Æâ) + log|G|+ â′G−1â

)
− 1

2
nlog(2ð):

Ç åêôéìÞôñéá ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí ìå ôçí ìÝèïäï ML, èá ðñïêýøåé ðáñáãùãßæïíôáò ôçí
ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ùò ðñïò â.

@l

@â
= Z′R−1(y−Xá− Æâ)−G−1â

= −(Z′R−1Z+G−1)â+ Z′R−1(y−×á):

ÈÝôïíôáò ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ßóç ìå ôï ìçäÝí êáé ëýíïíôáò ôçí åîßóùóç ðïõ èá ðñïêýøåé
ùò ðñïò â êáôáëÞãïõìå óôïí åîÞò ôýðï:

â̂ = (Z′R−1Æ+G−1)−1Z′R−1(y−Xá):

ËáìâÜíïíôáò õðüøç üôé R = ó2I ãéá ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí êáé ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí
óõíôåëåóôþí, ç ó÷Ýóç ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

â̂ = (Z′Z+G−1=ó2)−1Z′(y−×á):

Ç ó÷Ýóç áðëïðïéåßôáé áêüìá ðåñéóóüôåñï áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ãåíéêÞ ó÷Ýóç ãéá ôçí
äéáêýìáíóç ôïõ ìïíôÝëïõ, äçëáäÞ V = ZGZ′ +R.

â̂ = GZ′V−1(y−Xá):

ÔÝëïò ç äéáêýìáíóç ôçò åêôéìÞôñéáò â̂ éóïýôáé ìå:

V ar(â̂) = GZ′V−1ZG−GZ′V−1X(X′V−1X)−1X′V−1ZG:

Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí ìå ôçí âïÞèåéá ôçò ìåèüäïõ REML, áêïëïõèïýìå
áíôßóôïé÷ç äéáäéêáóßá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ùóôüóï ôçí óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò ðïõ õðïëïãß-
óôçêå ìå ôçí ìÝèïäï REML óôçí Åíüôçôá 2.4.3. Êáèþò ïé äõï ëïãáñéèìïðïéçìÝíåò óõíáñôÞ-
óåéò ðéèáíïöÜíåéáò õðïëïãéóìÝíåò ìå ôçí ìÝèïäï ML êáé REML äéáöÝñïõí ìüíï ùò ðñïò ôïí
üñï |X′V−1X|−1, èá êáôáëÞîïõìå óôá ßäéá áðïôåëÝóìáôá. Ùóôüóï üðùò áíáöÝñáìå êáé óôçí
ðñïçãïýìåíç åíüôçôá, ç äéáêýìáíóç ôçò åêôéìÞôñéáò ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí õðïëïãéóìÝíç
ìå ôçí ìÝèïäï ML ìðïñåß íá åßíáé ìåñïëçðôéêÞ êÜôù áðü ôéò óõíèÞêåò ðïõ êáôáãñÜøáìå.
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2.6 Åêôßìçóç ôùí ÐáñáìÝôñùí Äéáêýìáíóçò

Óôçí óõãêåêñéìÝíç åíüôçôá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí åêôßìçóç ôùí ðáñáìÝôñùí äéáêýìáíóçò
åíüò ìéêôïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ. Ç äéáêýìáíóç ôùí õðïëïßðùí åßíáé ãíùóôü áðü ôçí ìåëÝôç
ðéï áðëþí óôáôéóôéêþí ìïíôÝëùí, üôé åßíáé äõíáôüí íá åêôéìçèåß ìå ôçí âïÞèåéá ôçò ìåèü-
äïõ ÌL Þ ÷ñçóéìïðïéþíôáò óôçí åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçí áíÜëõóç äéáóðïñÜò, ãíùóôÞ
êáé ùò ANOVA. Óå Ýíá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï ãéá ôçí åêôßìçóç ôùí ðáñáìÝôñùí äéáêý-
ìáíóçò ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé ìÝèïäïé ML, REML êáé ç ANOVA. H ANOVA üðùò
ãíùñßæïõìå ÷ñçóéìïðïéåßôáé êÜôù áðü óõãêåêñéìÝíåò óõíèÞêåò, áðáéôþíôáò ïé áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò íá åßíáé êáôçãïñéêÝò êáé ôá äåäïìÝíá ìáò éóïññïðçìÝíá. Êáèþò ç ìÝèïäïò áõôÞ
äåí åßíáé äéáäåäïìÝíç êáé äåí ðñïôéìÜôáé ãéá Ýíá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï êáé ëüãù ôïõ üôé ç
R ÷ñçóéìïðïéåß ìüíï ôéò ìåèüäïõò ML, REML ãéá ôçí åêôßìçóç ôïõò, èá ãßíåé áíáöïñÜ ìüíï
óå áõôÝò.

2.6.1 ÌÝèïäïé ML - REML

Ôï óêåðôéêü êáé ãéá ôéò äõï ìåèüäïõò åßíáé ôï ßäéï, êáèþò êáëïýìáóôå íá õðïëïãßóïõìå
ôéò ðáñáìÝôñïõò äéáêýìáíóçò ðïõ ìåãéóôïðïéïýí ôçí ëïãáñéèìïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç, ç ïðïßá
Ý÷åé õðïëïãéóôåß êáé ãéá ôéò äõï ìåèüäïõò óôï ÊåöÜëáéï 2.3. Óå áíôßèåóç ìå ôá ðéï áðëÜ
óôáôéóôéêÜ ìïíôÝëá, óôá ïðïßá ç åêôßìçóç ôçò äéáêýìáíóçò ôùí õðïëïßðùí ìå ôçí ìÝèïäï
ML ãßíåôáé ìå ó÷åôéêÞ åõêïëßá, óôá ìéêôÜ ãñáììéêÜ ìïíôÝëá ãéá ôçí åêôßìçóç óõíïëéêÜ ôùí
ðáñáìÝôñùí äéáêýìáíóçò, êÜôé ôÝôïéï äåí éó÷ýåé êáé ãéá ôéò äõï ìåèüäïõò. Ï ëüãïò åßíáé üôé
ç ó÷Ýóç ðïõ ðñïêýðôåé Ýðåéôá áðü ôçí ðáñáãþãéóç ôçò ëïãáñéèìïðïéçìÝíçò óõíÜñôçóçò ùò
ðñïò ôéò ðáñáìÝôñïõò äéáêýìáíóåéò äåí åßíáé ãñáììéêÞ. Åðßóçò ïé ó÷Ýóåéò ðïõ ðñïêýðôïõí
åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí äõï.

Êáëïýìáóôå äçëáäÞ íá ëýóïõìå Ýíá óýóôçìá ìç ãñáììéêþí åîéóþóåùí. Ãéá íá åðéôåõ÷èåß
áõôü åßìáóôå áíáãêáóìÝíïé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãíùóôÝò ìåèüäïõò ëýóçò ìç ãñáììéêþí
åîéóþóåùí, üðùò ç Newton-Raphson. Êáèþò ç åêôßìçóç ôïõò ìå ôçí âïÞèåéá åíüò óôáôéóôéêïý
ðáêÝôïõ åßíáé åöéêôÞ êáé áñêåôÜ ðéï áðëÞ, èåùñåßôáé óêüðéìï íá ðáñáëåéöèåß ç áðüäåéîç ìéáò
êáé åßíáé áñêåôÜ ðïëýðëïêç.

2.7 ÅîÝôáóç ôçò óçìáíôéêüôçôáò ôùí Óôáèåñþí ÅðéäñÜóåùí

Óôçí Åíüôçôá áõôÞ èá áíáöåñèïýìå óå äõï ãíùóôÝò ìåèüäïõò ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôçò óôáôéóôé-
êÞò óçìáíôéêüôçôáò ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí. Áîßæåé íá óçìåéùèåß ðùò ïé ìÝèïäïé ðïõ èá
ðáñïõóéáóôïýí, åßíáé áõôÝò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí êáé óôï óôáôéóôéêü ðáêÝôï ôçò R ãéá ôïí
Ýëåã÷ï ôçò óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí.

2.7.1 ÄéÜóôçìá Åìðéóôïóýíçò

Ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò áðïôåëåß ìéá ãíùóôÞ äéáäéêáóßá õðïëïãéóìïý ôïõ åýñïõò ôùí
ðéèáíþí ôéìþí ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò åíüò óôáôéóôéêïý ìïíôÝëïõ. Óôï ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï
ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò êáôáóêåõÜæåôáé êáôÜ êýñéï ëüãï ãéá ôéò óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò. ¸íá
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äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò 95% ãéá Ýíáí óõíôåëåóôÞ ìéáò óôáèåñÞò åðßäñáóçò ìå åêôéìþìåíç ôéìÞ
x êáé ôõðéêü óöÜëìá SE äßíåôáé áðü ôïí ðáñáêÜôù ôýðï:

(x− 1:96SE; x+ 1:96SE):

Åêôüò ôïõ åýñïõò ôùí ðéèáíþí ôéìþí ãéá ôéò óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò ëáìâÜíïõìå ìßá åðéðëÝïí
ðëçñïöïñßá. Aí ôï ìçäÝí åìðåñéÝ÷åôáé óôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò, ôüôå åßìáóôå âÝâáéïé
êáôÜ 95% üôé ç óôáèåñÞ åðßäñáóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óå áõôü ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò äåí
åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ, åðïìÝíùò ìðïñåß íá áöáéñåèåß áðü ôï ìïíôÝëï ìáò.

2.7.2 Õðïëïãéóìüò t-ôéìþí ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí Óôáèåñþí ÅðéäñÜóåùí

Ìéá äéáöïñåôéêÞ ðñïóÝããéóç ãéá ôçí åîÝôáóç ôçò óçìáíôéêüôçôáò ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí,
åßíáé ï õðïëïãéóìüò ôùí t-ôéìþí ôïõò. Êáèþò ïé óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò åßíáé óôáèåñïß áñéèìïß,
ï õðïëïãéóìüò ôùí t-ôéìþí ôïõò ãéá Ýíáí ôõ÷áßï óõíôåëåóôÞ á1 ìðïñåß íá óõìâåß ùò åîÞò:

t− value =
á̂1

se(á̂1)
;

üðïõ á̂1 ç åêôßìçóç ôïõ óõíôåëåóôÞ êáé se(á̂1) ôï ôõðéêü óöÜëìá ôçò åêôéìÞôñéáò á̂1. Ç ìç-
äåíéêÞ õðüèåóç (Ç0) ïñßæåé üôé ï óõíôåëåóôÞò éóïýôáé ìå ìçäÝí, åíþ ç åíáëëáêôéêÞ õðüèåóç
(Ç1) ïñßæåé üôé ï óõíôåëåóôÞò åßíáé äéÜöïñïò ôïõ ìçäåíüò.

Ç åýñåóç ôçò t-ôéìÞò äåí áñêåß ãéá íá áðïöáíèïýìå áí ç óôáèåñÞ ìáò åðßäñáóç åßíáé óôá-
ôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ. Ãíùñßæïõìå üôé ÷ñåéáæüìáóôå ôçí p-ôéìÞ ôçò êáé ãéá áõôüí ôïí óêïðü
÷ñåéáæüìáóôå ôïõò âáèìïýò åëåõèåñßáò ôïõ åëÝã÷ïõ.

Ùóôüóï ãéá ôá ìéêôÜ ãñáììéêÜ ìïíôÝëá ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí âáèìþí åëåõèåñßáò åßíáé áñêåôÜ
ðïëýðëïêç äéáäéêáóßá, ëüãù ôçò ðáñïõóßáò ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí êáé ôçò óõó÷Ýôéóçò ðïõ
åíäå÷ïìÝíùò õðÜñ÷åé åíôüò ôùí äåäïìÝíùí. ÕðÜñ÷ïõí áñêåôÝò ðñïóåããßóåéò ãéá ôïí õðïëï-
ãéóìü ôïõò, ùóôüóï äåí èá åðåêôáèïýìå. Óôï ÊåöÜëáéï 3 ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ óôáôéóôéêïý
ðáêÝôïõ ôçò R, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ðñïóÝããéóç ôùí Kenward êáé Roger (Small sample
inference for �xed e�ects from REML, Biometrics, 1997) ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõò.

2.8 ÊñéôÞñéá - ¸ëåã÷ïé ãéá ôçí Óýãêñéóç Ìéêôþí Ãñáììéêþí ÌïíôÝ-

ëùí

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá åéóÜãïõìå ôïí áíáãíþóôç óôïõò åëÝã÷ïõò-êñéôÞñéá ðïõ ìðïñïýìå íá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá ôçí óýãêñéóç äéáöïñåôéêþí ìéêôþí ãñáììéêþí ìïíôÝëùí. Ðéï óõ-
ãêåêñéìÝíá èá ðáñïõóéÜóïõìå ôïí Ýëåã÷ï ôïõ ëüãïõ ôùí ðéèáíïöáíåéþí êáé ôá êñéôÞñéá
AIC-BIC. Ïé ìÝèïäïé áõôïß åßíáé ãíùóôïß êáèþò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé êáôÜ êüñïí ãéá ôçí óý-
ãêñéóç óôáôéóôéêþí ìïíôÝëùí ðïõ äéáöÝñïõí ùò ðñïò ôéò ðáñáìÝôñïõò ôïõò. Óôéò åðüìåíåò
äõï õðïåíüôçôåò èá êáôáãñÜøïõìå ôçí ìáèçìáôéêÞ ôïõò ðëåýñá, ìå ôçí åöáñìïãÞ ôïõò óå
ðáñáäåßãìáôá íá ðáñïõóéÜæåôáé óôï åðüìåíï êåöÜëáéï.
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2.8.1 Ï ¸ëåã÷ïò ôïõ ëüãïõ ôùí Ðéèáíïöáíåéþí

Ï Ýëåã÷ïò ôïõ ëüãïõ ôùí ðéèáíïöáíåéþí ãéá íá ðñáãìáôïðïéçèåß áðáéôåß ôçí ôéìÞ ôçò óõ-
íÜñôçóçò ðéèáíïöÜíåéáò. ¹äç ãíùñßæïõìå üôé ç ôéìÞ ôçò ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß åßôå ìå ôçí
ìÝèïäï ML åßôå ìå ôçí ìÝèïäï REML. ÅðïìÝíùò ï Ýëåã÷ïò ôïõ ëüãïõ ôùí ðéèáíïöáíåéþí
ìðïñåß íá âáóßæåôáé åßôå óôçí ìÝèïäï ML åßôå óôçí ìÝèïäï REML. ¹äç êáôáãñÜøáìå üôé
óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá äõï ìïíôÝëá äéáöÝñïõí ìüíï ùò ðñïò ôéò óôáèåñÝò ôïõò åðéäñÜóåéò,
ôüôå ç åðéëïãÞ ôçò ìåèüäïõ ML åßíáé ìïíüäñïìïò.

ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå äõï ìïíôÝëá, ôï Á ìå óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò L1 êáé ôï Â ìå óõ-
íÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò L2, ìå ôï ìïíôÝëï Á íá Ý÷åé åðéðëÝïí óôáèåñÝò Þ ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò
Þ êáé ôéò äõï ôáõôü÷ñïíá óå ó÷Ýóç ìå ôï Â. Ç óõíÜñôçóç ãéá íá ðñáãìáôïðïéçèåß ï Ýëåã÷ïò
ôïõ ëüãïõ ôùí ðéèáíïöáíåéþí ìåôáîý ôùí äõï ìïíôÝëùí Á, Â åßíáé ç åîÞò:

2(log(L1)− log(L2)) ∼ ÷2
n;

ç ïðïßá áêïõëïõèåß ôçí ÷2
n êáôáíïìÞ ìå n âáèìïýò åëåõèåñßáò, üðïõ ôï n éóïýôáé ìå ôïí

áñéèìü ôùí ðáñáìÝôñùí ðïõ äéáöÝñïõí ôá äõï ìïíôÝëá.

Ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç (H0) ïñßæåé üôé ïé åðéðëÝïí åðéäñÜóåéò åßíáé ßóåò ìå ôï ìçäÝí, åíþ ç
åíáëëáêôéêÞ õðüèåóç (H1) ïñßæåé üôé ïé åðéðëÝïí åðéäñÜóåéò åßíáé äéÜöïñåò ôïõ ìçäåíüò. Äéá-
öïñåôéêÜ èá ëÝãáìå üôé áí åðáëçèåõôåß ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç åðéëÝãïõìå ôï ìïíôÝëï Â, áëëéþò
åðéëÝãïõìå ôï ìïíôÝëï Á.

2.8.2 ÊñéôÞñéá AIC-BIC

Ôá AIC, BIC áðïôåëïýí êñéôÞñéá åðéëïãÞò ôïõ âÝëôéóôïõ ìïíôÝëïõ. Óôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç
ôï êñéôÞñéï AIC üñéæåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

AIC = 2df − 2lnL̂;

üðïõ df ïé åíåñãïß âáèìïß åëåõèåñßáò êáé L̂ ç ìåãéóôïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò
õðïëïãéóìÝíç ìå ôçí ìÝèïäï ML Þ ìå ôçí ìÝèïäï REML.

Óôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ôï êñéôÞñéï BIC ïñßæåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

BIC = dfln(n)− 2lnL̂;

üðïõ df ïé åíåñãïß âáèìïß åëåõèåñßáò, n ï áñéèìüò ôùí ðáñáôçñÞóåùí êáé L̂ ç ìåãéóôïðïéçìÝíç
óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò õðïëïãéóìÝíç ìå ôçí ìÝèïäï ML Þ ìå ôçí ìÝèïäï REML.

Ðáñáôçñïýìå üôé óôïõò ôýðïõò ôùí äõï êñéôçñßùí áíáöåñèÞêáìå óôïõò åíåñãïýò âáèìïýò
åëåõèåñßáò, ïé ïðïßïé ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ôçí äéüñèùóç ôçò ìåñïëçøßáò. Ãéá ðïëýðëïêá
ìïíôÝëá, üðùò ôá ìéêôÜ ãñáììéêÜ ìïíôÝëá ëüãù ôçò ðáñïõóßáò ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí,
áíáöåñüìáóôå óå åíåñãïýò âáèìïýò åëåõèåñßáò, êáèþò äåí åßíáé áðëü íá õðïëïãéóôåß ï áñéèìüò
ôùí ðáñáìÝôñùí ùò ï áñéèìüò ôùí âáèìþí åëåõèåñßáò, ìéáò êáé ïé âáèìïß åëåõèåñßáò ðïõ
÷ñçóéìïðïéïýíôáé áðü ôï ìïíôÝëï åßíáé ëéãüôåñïé áðü ôïí áñéèìü ôùí ðáñáìÝôñùí.

Ï õðïëïãéóìüò ôùí åíåñãþí âáèìþí åëåõèåñßáò óå Ýíá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï äåí åßíáé

36



áðëÞ äéáäéêáóßá. ÕðÜñ÷ïõí áñêåôÝò äéáöïñåôéêÝò ðñïóåããßóåéò ùóôüóï äåí èá åðåêôáèïýìå.
Óôçí óõíÝ÷åéá êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá óôï ÊåöÜëáéï 3, èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí êáé ôá äõï êñéôÞñéá
ìå ôç âïÞèåéá ôçò R ãéá ôçí óýãêñéóç äéáöïñåôéêþí ìéêôþí ãñáììéêþí ìïíôÝëùí. Êáèþò ï
ôñüðïò õðïëïãéóìïý ôùí åíåñãþí âáèìþí åëåõèåñßáò ìÝóù ôçò R êáé êáô'åðÝêôáóç ïé ôéìÝò
ôùí äõï êñéôçñßùí AIC, BIC ðñïêýðôïõí ìå ôçí ßäéá ðñïóÝããéóç äåí áíôéìåôùðßæïõìå êÜðïéï
ðñüâëçìá ïñèüôçôáò.

ÓõìðåñéóìáôéêÜ èá ëÝãáìå üôé ïé ôéìÝò ôùí êñéôçñßùí AIC, BIC ìðïñåß íá åßíáé âáóéóìÝíåò
åßôå óôçí ìÝèïäï ML åßôå óôçí ìÝèïäï REML. Tï ðñïôéìçôÝï ìïíôÝëï ìå âÜóç ôá êñéôÞñéá
AIC, BIC åßíáé åêåßíï ìå ôçí ìéêñüôåñç ôéìÞ.
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ÊåöÜëáéï 3

ÁíÜëõóç Ìéêôþí Ãñáììéêþí ÌïíôÝëùí ìå ôç âïÞèåéá ôçò R

3.1 ÅéóáãùãÞ

Óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜóáìå ôçí ìáèçìáôéêÞ ðëåýñá åíüò ìéêôïý ãñáììéêïý
ìïíôÝëïõ, åóôéÜæïíôáò óôïí ãåíéêü ôïõ ôýðï, óôçí äéáêýìáíóç ôïõ ìïíôÝëïõ, óôïí õðïëï-
ãéóìü ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí êáèþò êáé óôçí åêôßìçóç ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí êáé ôçò
äéáêýìáíóçò ôïõò. Ïé õðïëïãéóìïß-åêôéìÞóåéò ôùí ðáñáðÜíù åííïéþí Ýãéíáí ìå ôçí ÷ñÞóç
ãíùóôþí ìåèüäùí, ïé ïðïßåò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé êáôÜ êüñïí êáé óå Üëëá óôáôéóôéêÜ ìïíôÝëá.
Ùóôüóï åýêïëá ãßíåôáé áíôéëçðôü, üôé êáôÜ ôçí ìåëÝôç åíüò ðñáãìáôéêïý ðñïâëÞìáôïò ìå
Ýíá ìåãÜëï áñéèìü ðáñáôçñÞóåùí êÜôé ôÝôïéï äåí åßíáé ïýôå ðñáêôéêü ïýôå åöéêôü.

Ôçí ëýóç óôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá Ýñ÷åôáé íá ìáò ôçí äþóåé ôï óôáôéóôéêü ðáêÝôï ôçò R. Ìå
ôçí âïÞèåéá ôïõ, óôéò åðüìåíåò åíüôçôåò èá ðáñïõóéÜóïõìå ðùò ìðïñïýìå íá ðñïóáñìüóïõìå
Ýíá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï êáé íá õðïëïãßóïõìå üóá áíáöÝñèçêáí óå èåùñçôéêü åðßðåäï
óôï ÊåöÜëáéï 2. Ãéá ôïí óêïðü áõôü èá âáóéóôïýìå óå óõãêåêñéìÝíá ðáñáäåßãìáôá, ðïõ ìå
ôçí âïÞèåéá ôïõò èá äåßîïõìå ðùò ðñïóåããßæåôáé Ýíá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï ìå ôçí ÷ñÞóç
ôçò R, ãéá üóï ôï äõíáôüí ðåñéóóüôåñåò äéáöïñåôéêÝò ðåñéðôþóåéò. Åêôüò áðü ôéò åíôïëÝò ðïõ
áðáéôïýíôáé óôçí R ãéá ôïí õðïëïãéóìü êáé ôçí åîáãùãÞ ôùí ôéìþí áõôþí, èá äïèåß Ýìöáóç
óôçí åñìçíåßá ôùí áðïôåëåóìÜôùí.

¸íá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï ìðïñåß íá áíôáðïêñéèåß óå Ýíá ìåãÜëï åýñïò äéáöïñåôéêþí
äåäïìÝíùí, üðùò åðßóçò êáé óå Ýíá ìåãÜëï áñéèìü äéáöïñåôéêþí ðåñéðôþóåùí. ÕðÜñ÷åé ç
äõíáôüôçôá ôá äåäïìÝíá íá Ý÷ïõí ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò ðçãÝò ïìáäïðïßçóçò, ç ïðïßá ìðïñåß íá
åßíáé éóïññïðçìÝíç Þ ü÷é. Ç ïìáäïðïßçóç åíäÝ÷åôáé åðßóçò íá åßíáé êáé éåñáñ÷éêÞ. Ùóôüóï
áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé ç ðñïóÝããéóç ôùí ìéêôþí ãñáììéêþí ìïíôÝëùí ìå ôçí âïÞèåéá ôçò R,
ãéá ïðïéáäÞðïôå äïìÞ äåäïìÝíùí åßíáé êáôÜ ìåãÜëï ðïóïóôü ç ßäéá. Åöüóïí ãßíïõí áíôéëç-
ðôÜ üóá åéðùèïýí óôéò åðüìåíåò åíüôçôåò, ï ÷åéñéóìüò ôùí äéáöüñùí äåäïìÝíùí èá ãßíåôáé ìå
ó÷åôéêÞ åõêïëßá.

Óôá äõï ðñþôá êåöÜëáéá, Ý÷ïõìå áíáöÝñåé üôé èåùñïýìå ôçí åðßäñáóç ìéáò ìåôáâëçôÞò ùò
ôõ÷áßá åðßäñáóç Þ ùò ôõ÷áßï óõíôåëåóôÞ. Ùóôüóï êáôÜ ôçí ìåëÝôç ôùí ìéêôþí ãñáììéêþí
ìïíôÝëùí ìå ôçí âïÞèåéá ôçò R, äåí óõíçèßæåôáé íá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ïé üñïé áõôïß. Ïé äõï
íÝïé üñïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé, åßíáé ç ôõ÷áßá óôáèåñÜ êáé ç ôõ÷áßá êëßóç. Óôçí óõíÝ÷åéá èá
êÜíïõìå ìßá óýíôïìç ðñþôç áíáöïñÜ ãéá ôïõò äõï áõôïýò üñïõò, ùóôüóï ôüóï óôçí Åíüôçôá
3.2, üóï êáé óôéò åðüìåíåò ìÝóù êáé ôùí ðáñáäåéãìÜôùí èá ãßíïõí üëá ðéï óáöÞ. Ïé äõï íÝïé
áõôïß üñïé, åßíáé ïõóéáóôéêÜ óõãêåêñéìÝíïé ôýðïé ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí êáé ôùí ôõ÷áßùí
óõíôåëåóôþí êáé áíáöÝñïíôáé óå óõãêåêñéìÝíá ðñÜãìáôá.

Ìßá ôõ÷áßá óôáèåñÜ, áíôéðñïóùðåýåé ôçí ìåôáâëçôüôçôá ìåôáîý ôùí äéáöïñåôéêþí ïìÜäùí
Þ óõóôÜäùí ìéáò åðßäñáóçò. Áí èåùñÞóïõìå ôçí åðßäñáóç ìéáò êáôçãïñéêÞò ìåôáâëçôÞò ùò
ôõ÷áßá óôáèåñÜ, ôüôå õðïèÝôïõìå üôé ïé ôéìÝò ôçò ìåôáâÜëëïíôáé ôõ÷áßá åíôüò ôùí åðéðÝäùí
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ôçò êáôçãïñéêÞò ìåôáâëçôÞò.

Ìßá ôõ÷áßá êëßóç ôþñá, ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá íá ëçöèåß õðüøç ç ìåôáâëçôüôçôá ôçò åðßäñáóçò
ìéáò óõíäéáêýìáíóçò óôéò äéáöïñåôéêÝò ïìÜäåò ìéáò êáôçãïñéêÞò ìåôáâëçôÞò. Ðéï óõãêåêñé-
ìÝíá ìßá ôõ÷áßá êëßóç, åðéôñÝðåé óôçí åðßäñáóç ìéáò óõíäéáêýìáíóçò íá ìåôáâÜëëåôáé ôõ÷áßá
óôá äéÜöïñá åðßðåäá ìéáò êáôçãïñéêÞò ìåôáâëçôÞò.

ÄéáöïñåôéêÜ èá ëÝãáìå, üôé ìßá ôõ÷áßá óôáèåñÜ åðéôñÝðåé óå êÜèå ïìÜäá íá Ý÷åé ôçí äéêÞ
ôçò ìïíáäéêÞ óôáèåñÜ, åíþ ìßá ôõ÷áßá êëßóç åðéôñÝðåé óå êÜèå ïìÜäá íá Ý÷åé ôçí äéêÞ ôçò
ìïíáäéêÞ êëßóç.

Ìå âÜóç üóá êáôáãñÜøáìå íùñßôåñá, áí èõìçèïýìå ôïí ïñéóìü ôïõ ÌïíôÝëïõ Ôõ÷áßùí Óõ-
íôåëåóôþí óôï ÊåöÜëáéï 1.7, åýêïëá óõìðåñáßíïõìå üôé ç åðßäñáóç ôùí ðáñáôçñçôþí åßíáé
ìßá ôõ÷áßá óôáèåñÜ, åíþ ç åðßäñáóç ôïõ ÷ñüíïõ óå êÜèå ðáñáôçñçôÞ áðïôåëåß ôçí ôõ÷áßá ìáò
êëßóç.

3.2 Ðåñéðôþóåéò ìå Ôõ÷áßá ÓôáèåñÜ êáé Ôõ÷áßá Êëßóç

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ìåëåôÞóïõìå äõï âáóéêÝò ðåñéðôþóåéò, åîçãþíôáò ðëÞñùò ðùò ìðïñïýí
íá áíáëõèïýí ìå ôçí âïÞèåéá ôçò R. Êáèþò êáé ïé äõï ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõí êÜðïéá âáóéêÜ ÷á-
ñáêôçñéóôéêÜ, óôçí óõíÝ÷åéá èá áíáöåñèïýìå óå áõôÜ ðñïôïý ìåôáâïýìå óôï ðáñÜäåéãìá ðïõ
èá áíáëýóïõìå ìå ôçí âïÞèåéá ôçò R. Ç åðåîÞãçóç ôùí äõï áõôþí ðåñéðôþóåùí áëëÜ êáé ôï
ðáñÜäåéãìá ôï ïðïßï èá áíáëýóïõìå óôçí óõíÝ÷åéá, èá åîåôÜóåé ôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå
ìßá ìüíï óôáèåñÞ åðßäñáóç, ç ïðïßá åßíáé áõóôçñÜ ðïóïôéêÞ. Óå áíôßóôïé÷á óõìðåñÜóìáôá
ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå êáé ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ åêôüò áðï ôçí ðïóïôéêÞ óôáèåñÞ åðß-
äñáóç, Ý÷ïõìå åðéðëÝïí óôáèåñÝò êáôçãïñéêÝò åðéäñÜóåéò.

Ãéá ôçí ðñþôç ðåñßðôùóç, ùò ðñþôï âÞìá èá ðáñïõóéÜóïõìå ôï äéÜãñáììá ôçò ãñáììéêÞò
ðáëéíäñüìçóçò ôïõ ìïíôÝëïõ, äçëáäÞ ôçí ó÷Ýóç ôçò ðïóïôéêÞò óôáèåñÞò åðßäñáóçò ìå ôçí
åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ. Ôï äéÜãñáììá èá ó÷åäéáóôåß ãéá ôñßá ôõ÷áßá óôïé÷åßá ôçò ìåôáâëçôÞò
ùò ðñïò ôçí ïðïßá õðÜñ÷åé ïìáäïðïßçóç.

Áðü ôï ÄéÜãñáììá 3.2, äéáðéóôþíïõìå üôé Ý÷ïõìå óôáèåñÞ êëßóç êáé ôõ÷áßá óôáèåñÜ. ÄçëáäÞ
ôï ìïíôÝëï åðéôñÝðåé óôéò óôáèåñÝò íá äéáöÝñïõí ôõ÷áßá ìåôáîý ôùí ïìÜäùí, êáèïñßæïíôáò
Ýôóé ôçí ôéìÞ ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò ãéá êÜèå ìåìïíùìÝíç ðáñáôÞñçóç, áöïý ç êëßóç
åßíáé êïéíÞ. Ôï ìïíôÝëï ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò åîÞò:

yij = ì + bxij + aj + eij:

Ïé óõíôåëåóôÝò ì, b áðïôåëïýí ôçí ìÝóç óôáèåñÜ êáé êëßóç áíôßóôïé÷á, åíþ ï aj áðïôåëåß ôçí
ôõ÷áßá óôáèåñÜ, ç ïðïßá åßíáé êáé ï ëüãïò ðïõ Ý÷ïõìå áðüêëéóç áðü ôçí ìÝóç óôáèåñÜ. Áðü
åäþ êáé óôï åîÞò èá êáëïýìå Ýíá ôÝôïéï ìïíôÝëï ùò ìïíôÝëï ôõ÷áßùí óôáèåñþí, ôï ïðïßï
ïõóéáóôéêÜ åßíáé ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí ðïõ ðáñïõóéÜóïõìå óôçí Åíüôçôá 1.3, áëëÜ
ìå äéáöïñåôéêÞ ïíïìáóßá.

Ãéá ôçí äåýôåñç ðåñßðôùóç, èá êéíçèïýìå áíÜëïãá ðáñïõóéÜæïíôáò ðñþôá ôï äéÜãñáììá ôçò
ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò ôïõ ìïíôÝëïõ ãéá ôñßá ôõ÷áßá óôïé÷åßá ôçò ìåôáâëçôÞò ùò ðñïò ôçí
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ÄéÜãñáììá 3.2: ÄéÜãñáììá ÃñáììéêÞò Ðáëéíäñüìçóçò ãéá ôï ÌïíôÝëï Ôõ÷áßùí Óôáèåñþí.

ïðïßá õðÜñ÷åé ïìáäïðïßçóç. Áðü ôï ÄéÜãñáììá 3.3, äéáðéóôþíïõìå üôé åêôüò áðü ôõ÷áßá
óôáèåñÜ, Ý÷ïõìå êáé ôõ÷áßá êëßóç. ÄçëáäÞ ôï ìïíôÝëï åðéôñÝðåé êáé óôéò óôáèåñÝò êáé óôéò
êëßóåéò íá äéáöÝñïõí ôõ÷áßá ìåôáîý ôùí ïìÜäùí, êáèïñßæïíôáò Ýôóé ôçí ôéìÞ ôçò åîáñôçìÝíçò
ìåôáâëçôÞò ãéá êÜèå ìåìïíùìÝíç ðáñáôÞñçóç. Ôï ìïíôÝëï óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ìðïñåß
íá åêöñáóôåß ùò åîÞò:

yij = ì + aj + (b+ cj)xij + eij:

Ïé óõíôåëåóôÝò ì, b áðïôåëïýí ôçí ìÝóç óôáèåñÜ êáé êëßóç áíôßóôïé÷á, åíþ ïé aj; cj áðïôå-
ëïýí ôçí ôõ÷áßá óôáèåñÜ êáé êëßóç êáé áðïôåëïýí ôïí ëüãï ðïõ Ý÷ïõìå áðüêëéóç áðü ôçí
ìÝóç óôáèåñÜ êáé ôçí ìÝóç êëßóç. ÏõóéáóôéêÜ Ý÷ïõìå ìßá óôáèåñÞ êëßóç êïéíÞ ãéá üëá ôá
õðïêåßìåíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáé ìßá ôõ÷áßá êëßóç ðïõ ìåôáâÜëëåôáé åíôüò ôùí åðéðÝäùí ôçò
ìåôáâëçôÞò ùò ðñïò ôçí ïðïßá õðÜñ÷åé ïìáäïðïßçóç. Áðü åäþ êáé óôï åîÞò èá êáëïýìå Ýíá
ôÝôïéï ìïíôÝëï ùò ìïíôÝëï ôõ÷áßùí êëßóåùí, ôï ïðïßï ïõóéáóôéêÜ åßíáé ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí
óõíôåëåóôþí ðïõ ðáñïõóéÜóïõìå óôçí Åíüôçôá 1.7, áëëÜ ìå äéáöïñåôéêÞ ïíïìáóßá.

¸÷ïíôáò ïëïêëçñþóåé ôçí èåùñçôéêÞ ìáò áíáöïñÜ óôá äõï áõôÜ ìïíôÝëá, áëëÜ êáé óôéò ôõ-
÷áßåò óôáèåñÝò êáé êëßóåéò, ãßíåôáé êáôáíïçôü üôé ç ðñïóèÞêç ôùí äõï áõôþí åéäéêþí üñùí
Þôáí áíáãêáßïé, êáèþò êáôÜ ôçí ìåëÝôç åíüò ìéêôïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ ìå ôçí âïÞèåéá ôçò
R, êáëïýìáóôå íá ãßíïõìå ðéï óõãêåêñéìÝíïé.

Áíáêåöáëáéþíïíôáò ðñÝðåé íá ãßíåé êáôáíïçôü üôé Ýíá ìïíôÝëï ôõ÷áßùí óôáèåñþí, áðáéôåß
ôçí ýðáñîç ìüíï ôõ÷áßùí óôáèåñþí óôï ìïíôÝëï. Áíôßèåôá Ýíá ìïíôÝëï ôõ÷áßùí êëßóåùí,
áðáéôåß ôçí ýðáñîç ôïõëÜ÷éóôïí ìßáò ôõ÷áßáò êëßóçò êáé ôïõëÜ÷éóôïí ìßáò ôõ÷áßáò óôáèåñÜò.
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ÄéÜãñáììá 3.3: ÄéÜãñáììá ÃñáììéêÞò Ðáëéíäñüìçóçò ãéá ôï ÌïíôÝëï Ôõ÷áßùí Êëßóåùí.

ÄçëáäÞ êáíÝíá áðü ôá äõï ìïíôÝëá äåí åíäéáöÝñåôáé ãéá ôéò óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò ðïõ Ý÷ïõí
÷ñçóéìïðïéçèåß óôï ìïíôÝëï, åßôå åßíáé ìüíï ðïóïôéêÝò åßôå åßíáé ìüíï êáôçãïñéêÝò åßôå õðÜñ-
÷åé óõíäõáóìüò ôïõò. ÅðéëÝ÷èçêå ç åðåîÞãçóç íá ãßíåé ãéá ìßá ðïóïôéêÞ óôáèåñÞ åðßäñáóç,
þóôå íá ìðïñåß íá êáôáóêåõáóôåß êáé ôï äéÜãñáììá ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò ôïõ ìïíôÝëïõ,
ìå óêïðü íá õðÜñ÷åé êáé ïðôéêïðïßçóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôçí ðëÞñç êáôáíüçóç ôïõ. Óôï
ÊåöÜëáéï 3.3 èá áó÷ïëçèïýìå ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ôï ïðïßï èá Ý÷åé ìüíï êáôçãïñéêÝò óôáèåñÝò
åðéäñÜóåéò.

3.2.1 ÌïíôÝëï Ôõ÷áßùí Óôáèåñþí

Ôï ðñþôï ìïíôÝëï ðïõ èá åîåôÜóïõìå ìå ôçí âïÞèåéá ôçò R, èá åßíáé ôï ìïíôÝëï ôõ÷áßùí
óôáèåñþí. Óôçí óõíÝ÷åéá ìå ôçí âïÞèåéá åíüò áðëïý ðáñáäåßãìáôïò èá Ý÷ïõìå ôçí äõíáôü-
ôçôá íá ðñïóáñìüóïõìå ôï ìïíôÝëï, üðùò åðßóçò íá êáôáãñÜøïõìå êáé íá åñìçíåýóïõìå ôéò
ôéìÝò ðïõ åîÜãïíôáé ìÝóù ôçò R ìå ôçí ÷ñÞóç áðëþí óõíáñôÞóåùí.

Ãéá ôçí áíÜëõóç ìáò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôá äåäïìÝíá sleepstudy ôçò âéâëéïèÞêçò lme4 ôçò
R. ¸÷ïõìå ëïéðüí 18 óõììåôÝ÷ïíôåò ìå óõíïëéêÜ äÝêá ðáñáôçñÞóåéò ï êáèÝíáò. Ôï ðåßñáìá
åîåôÜæåé ôïí ìÝóï ÷ñüíï áíôßäñáóçò (óå milli-second) áíÜ çìÝñá ãéá Üôïìá ðïõ Ý÷ïõí ðåñéï-
ñéóìÝíï ýðíï. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ôçí çìÝñá ìçäÝí ôá õðïêåßìåíá Ý÷ïõí êïéìçèåß êáíïíéêÜ
êáôáãñÜöïíôáò ôïí ÷ñüíï áíôßäñáóçò, åíþ ãéá ôéò åðüìåíåò åííéÜ çìÝñåò êáé åðïìÝíùò åííéÜ
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ðáñáôçñÞóåéò Ý÷ïõí ðåñéïñßóåé ôïí ýðíï ôïõò óå ôñåßò ìüíï þñåò.

¸ðåéôá áðü ôçí áíÜãíùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãßíåôáé êáôáíïçôü üôé ç ìßá åðßäñáóç ðïõ èá
ìáò áðáó÷ïëÞóåé, åßíáé ôùí çìåñþí êáé üôé ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé ï
÷ñüíïò áíôßäñáóçò. Åðßóçò öáíôÜæåé ëïãéêü íá ðñïóèÝóïõìå êáé ôçí åðßäñáóç ôùí ðáñáôçñç-
ôþí óôï ìïíôÝëï ìáò, êáèþò êÜèå õðïêåßìåíï åßíáé äéáöïñåôéêü. Ïé ðáñáôçñçôÝò áðïôåëïýí
Ýíá äåßãìá áðü Ýíá åõñýôåñï ðëçèõóìü êáé åðßóçò äåí åíäéáöåñüìáóôå íá êáôáëÞîïõìå óå
óõìðåñÜóìáôá ãéá ôïõò äåêáïêôþ óõãêåêñéìÝíïõò óõììåôÝ÷ïíôåò, åðïìÝíùò ç åðßäñáóç ôùí
õðïêåéìÝíùí èåùñåßôáé ôõ÷áßá.

Óôçí áíÜëõóç ìáò ãéá ôéò äéÜöïñåò óõíáñôÞóåéò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå, èá ÷ñåéáóôïýìå
ôçí âéâëéïèÞêç lme4 ôçò R. Ç óõíÜñôçóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáôÜ êýñéï ëüãï ãéá ôçí ðñï-
óáñìïãÞ åíüò ìéêôïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ åßíáé ç lmer. Ç óõíÜñôçóç lmer ìïéÜæåé áñêåôÜ
ìå ôçí óõíÜñôçóç lm, ðïõ óõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáôÜ ôçí ðñïóáñìïãÞ ìïíôÝëùí ãñáì-
ìéêÞò ðáëéíäñüìçóçò. Ùóôüóï óôçí ðåñßðôùóç ìáò Ý÷ïõìå Ýíá íÝï äåäïìÝíï, êáèþò ðñÝðåé
íá ðñïóèÝóïõìå êáé ôéò ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò. Óôï ðáñÜäåéãìá ìáò ãéá íá ðñïóèÝóïõìå ôçí
ôõ÷áßá óôáèåñÜ ôïõ õðïêåéìÝíïõ, êáëïýìáóôå íá åéóÜãïõìå ôï åîÞò üñéóìá: (1 | Subject).
Ôï ðáñáðÜíù üñéóìá äçëþíåé üôé åðéôñÝðïõìå óôçí óôáèåñÜ, ðïõ áíôéðñïóùðåýåôáé áðü ôï
1, íá ìåôáâÜëëåôáé áíÜëïãá ìå ôï õðïêåßìåíï Þ ãåíéêüôåñá íá ìåôáâÜëëåôáé åíôüò ôùí åðé-
ðÝäùí ôçò åðßäñáóçò ôïõ äåîéïý ìÝëïõò. Ç ìåôáâëçôÞ Reaction áðïôåëåß ôçí åîáñôçìÝíç
ìåôáâëçôÞ, åíþ ç åðßäñáóç ôùí çìåñþí (Days) áðïôåëåß ôçí óôáèåñÞ åðßäñáóç. ÔåëéêÜ ôï
ìïíôÝëï ðñïóáñìüæåôáé ùò åîÞò:

> random_intercept <-lmer(Reaction~Days +(1| Subject),

+ data=sleepstudy)

> random_intercept

Linear mixed model fit by REML ['lmerMod ']

Formula: Reaction ~ Days + (1 | Subject)

Data: sleepstudy

REML criterion at convergence: 1786.465

Random effects:

Groups Name Std.Dev.

Subject (Intercept) 37.12

Residual 30.99

Number of obs: 180, groups: Subject , 18

Fixed Effects:

(Intercept) Days

251.41 10.47

¸÷ïõìå êáôáöÝñåé ëïéðüí, ìå ôçí âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò lmer íá ðñïóáñìüóïõìå ôï ìïíôÝëï
ìáò êáé íá ðáñïõóéÜóïõìå êÜðïéåò âáóéêÝò ðëçñïöïñßåò ãéá áõôü. Ôï ìïíôÝëï ìðïñåß íá
åêöñáóôåß ùò åîÞò:

yij = á0 + á1xj + s0i + eij;
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üðïõ ôï yij äçëþíåé ôçí ôéìÞ ôïõ ÷ñüíïõ áíôßäñáóçò ôïõ i õðïêåéìÝíïõ ôçí xj çìÝñá, ôá á0
êáé á1 áðïôåëïýí ôçí óôáèåñÞ óôáèåñÜ êáé êëßóç áíôßóôïé÷á, åíþ ôï s0i áðïôåëåß ôçí ôõ÷áßá
óôáèåñÜ. Ðñïò ôï ðáñþí äåí èá åðåêôáèïýìå óôá áðïôåëÝóìáôá ôçò R, êáèþò ìå ôçí ÷ñÞóç
ôçò åðüìåíçò óõíÜñôçóçò (summary) èá ëÜâïõìå åêôüò áðü ôéò ðáñáðÜíù ðëçñïöïñßåò áêüìá
ðåñéóóüôåñåò.

> summary(random_intercept)

Linear mixed model fit by REML ['lmerMod ']

Formula: Reaction ~ Days + (1 | Subject)

Data: sleepstudy

REML criterion at convergence: 1786.5

Scaled residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-3.2257 -0.5529 0.0109 0.5188 4.2506

Random effects:

Groups Name Variance Std.Dev.

Subject (Intercept) 1378.2 37.12

Residual 960.5 30.99

Number of obs: 180, groups: Subject , 18

Fixed effects:

Estimate Std. Error t value

(Intercept) 251.4051 9.7467 25.79

Days 10.4673 0.8042 13.02

Correlation of Fixed Effects:

(Intr)

Days -0.371

Áðü ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá ãßíåôáé áíôéëçðôü üôé Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé êáé ðáñïõóéÜóåé
áñêåôÝò ÷ñÞóéìåò ðëçñïöïñßåò ãéá ôï ìïíôÝëï ìáò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ïé ðëçñïöïñßåò ðïõ
ìáò äßíïíôáé êáôÜ óåéñÜ åßíáé ïé åîÞò:

� ¸÷ïõìå ðñïóáñìüóåé Ýíá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ìÝèïäï REML.

� Ôïí ôýðï ôïõ ìïíôÝëïõ êáé ôï üíïìá ôïõ ðëáéóßïõ äåäïìÝíùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå.

� Ôçí ôéìÞ ôçò ìåãéóôïðïéçìÝíçò óõíÜñôçóçò ðéèáíïöÜíåéáò ìå ôçí ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ
REML.

� Ãéá ôá ôá õðüëïéðá äßíïíôáé: ç åëÜ÷éóôç/ìÝãéóôç ôéìÞò ôïõò, ç äéÜìåóïò êáé ïé ôéìÝò
ôïõ ðñþôïõ êáé ôñßôïõ ôåôáñôçìïñßïõ.
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� Ãéá ôéò ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò áíÜ óôÞëç äßíïíôáé: ï ðáñÜãïíôáò ïìáäïðïßçóçò ôùí ôõ÷áßùí
åðéäñÜóåùí, ôï üíïìá ôçò ôõ÷áßáò åðßäñáóçò êáé ôÝëïò ïé åêôéìÞóåéò ôùí ôéìþí ôçò
äéáêýìáíóçò êáé ôçò ôõðéêÞò ôïõò áðüêëéóçò.

� Ï áñéèìüò ôùí ðáñáôçñÞóåùí, ôï üíïìá ôçò ìåôáâëçôÞò ùò ðñïò ôçí ïðïßá õðÜñ÷åé
ïìáäïðïßçóç êáèþò êáé ï óõíïëéêüò áñéèìüò ôùí ïìÜäùí.

� Ãéá ôéò óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò áíÜ óôÞëç äßíïíôáé: ôá ïíüìáôá ôïõò, ïé åêôéìþìåíåò ôéìÝò
ôùí óõíôåëåóôþí ôïõò, ôï ôõðéêü ôïõò óöÜëìá êáé ç t-ôéìÞ ôïõ óôáôéóôéêïý åëÝã÷ïõ
óçìáíôéêüôçôáò ôùí óõíôåëåóôþí. ÔÝëïò õðïëïãßæåôáé êáé ç ôéìÞ ôçò óõó÷Ýôéóçò ôùí
äõï áõôþí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí.

Ïé óõíáñôÞóåéò lmer êáé summary, óõíÝâáëáí óôï íá õðïëïãßóïõìå üóá êáôáãñÜöçêáí ðñïç-
ãïõìÝíùò. Ùóôüóï åêôüò áðü ôéò ôéìÝò ðïõ ðáñïõóéÜóôçêáí Þäç ìå ôçí âïÞèåéá ôïõò ìðïñïýìå
íá åîÜãïõìå êÜðïéåò åðéðëÝïí ÷ñÞóéìåò ðëçñïöïñßåò, óôéò ïðïßåò èá áíáöåñèïýìå óôçí óõíÝ-
÷åéá. Áñ÷éêÜ èá åðéêåíôñùèïýìå óôá áðïôåëÝóìáôá ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí.

Ãåíéêüôåñá óå ðåñéðôþóåéò ìå ìßá ìüíï ðïóïôéêÞ óôáèåñÞ åðßäñáóç, ç ôéìÞ ôïõ óõíôåëåóôÞ
ôçò óôáèåñÜò (intercept), äçëþíåé ôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò üôáí ç
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ëÜâåé ôçí ôéìÞ ìçäÝí. Óôçí ðåñßðôùóç ìáò, ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôïõ
÷ñüíïõ áíôßäñáóçò ôçí çìÝñá 0 åßíáé 251.405ms.

Åðßóçò óå ðåñéðôþóåéò ìå ìßá ìüíï ðïóïôéêÞ óôáèåñÞ åðßäñáóç, ç ôéìÞ ôïõ óõíôåëåóôÞ ôçò
êëßóçò äçëþíåé ôçí ìÝóç ìåôáâïëÞ ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò üôáí áõîçèåß êáôÜ ìßá ìïíÜäá
ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ. Óôçí ðåñßðôùóç ìáò, ç ôéìÞ ôïõ ìÝóïõ ÷ñüíïõ áíôßäñáóçò êáèþò
ìåôáâáßíïõìå óôçí åðüìåíç çìÝñá, áõîÜíåôáé êáôÜ 10.467ms. ÓõíäõÜæïíôáò ôá äõï ðáñá-
ðÜíù óõìðåñÜóìáôá, ç ìÝóç ôéìÞ ôïõ ÷ñüíïõ áíôßäñáóçò ôçí çìÝñá 1 éóïýôáé ìå: 261:872ms
(251.405+10.467). ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå ôçí äõíáôüôçôá íá õðïëïãßóïõìå ôçí ìÝóç ôéìÞ ôïõ ÷ñü-
íïõ áíôßäñáóçò ãéá ïðïéáäÞðïôå çìÝñá.

ÔÝëïò ç óõó÷Ýôéóç ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí, áöïñÜ ôïõò óõíôåëåóôÝò êáé ü÷é ôéò ìåôáâëç-
ôÝò. Áðïôåëåß Ýíá ìÝôñï ðñüâëåøçò ðïõ ìáò âïçèÜåé íá êáôáíïÞóïõìå ðùò èá êéíçèåß ç ôéìÞ
ôïõ åíüò óõíôåëåóôÞ, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ åðáíáëçöèåß ôï ðåßñáìá êáé ãíùñßæïõìå üôé ç ôéìÞ
ôïõ Üëëïõ óõíôåëåóôÞ áõîÞèçêå Þ ìåéþèçêå. Óôçí ðåñßðôùóç ìáò åÜí õðïèÝóïõìå üôé áõîçèåß
ç åêôéìþìåíç ôéìÞ ôïõ óõíôåëåóôÞ ôùí çìåñþí, ôüôå ôï ðéï ðéèáíü åßíáé íá ìåéùèåß ç ôéìÞ ôïõ
óôáèåñïý üñïõ, ëüãù ôçò áñíçôéêÞò ôéìÞò ôçò óõó÷Ýôéóçò.

Ãéá ôéò ðáñáôçñÞóåéò ðïõ èá êáôáãñÜøïõìå ãéá ôçí ôõ÷áßá óôáèåñÜ, èá ÷ñåéáóôïýìå ôçí áíáìå-
íüìåíç ôéìÞ ôïõ ÷ñüíïõ áíôßäñáóçò ôçí çìÝñá 0, ç ïðïßá åßíáé 251.405ms êáé ôçí åêôßìçóç ôçò
ôõðéêÞò áðüêëéóçò ôçò åðßäñáóçò ôïõ õðïêåéìÝíïõ, ç ïðïßá éóïýôáé ìå 37.12ms. Åðßóçò ãíù-
ñßæïíôáò ðùò ïé ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò áêïëïõèïýí ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ, èá åêìåôáëëåõôïýìå
ôï ãåãïíüò ðùò ïé ôéìÝò ôïõò êõìáßíïíôáé óôï 68% ôùí ðåñéðôþóåùí ±1 ôõðéêÞ áðüêëéóç
áðü ôçí ìÝóç ôéìÞ, åíþ óôï 95% ôùí ðåñéðôþóåùí êõìáßíïíôáé ±2 ôõðéêÝò áðïêëßóåéò áðü
ôçí ìÝóç ôéìÞ.

Áí åðéóôñÝøïõìå óôï ðáñÜäåéãìá ìáò, ôüôå ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå üôé ôá õðïêåßìåíá ôçí
çìÝñá 0 èá Ý÷ïõí ðñïóùðéêÝò óôáèåñÝò ðïõ èá êõìáßíïíôáé áðü (251:405 − 37:12; 251:405 +
37:12) = (214:285; 288:525)ms óôï 68% ôùí ðåñéðôþóåùí, åíþ óôï 95% ôùí ðåñéðôþóåùí ôá
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õðïêåßìåíá èá Ý÷ïõí ðñïóùðéêÝò óôáèåñÝò ðïõ èá êõìáßíïíôáé áðü (251:405−2∗37:12; 251:405+
2 ∗ 37:12) = (177:165; 325:645)ms. Óå áíôßóôïé÷á óõìðåñÜóìáôá ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå
êáé ãéá ôéò õðüëïéðåò çìÝñåò, åöüóïí ðñþôá õðïëïãßóïõìå ôéò áíáìåíüìåíåò ôéìÝò ôïõò.

TÝëïò ãéá ôá õðüëïéðá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí åêôßìçóç ôçò ôõðéêÞò áðüêëéóçò, ç ïðïßá
éóïýôáé ìå 30.99. Ç ôõðéêÞ áðüêëéóç áíôéðñïóùðåýåé ôçí ìåôáâëçôüôçôá ôïõ ÷ñüíïõ áíôß-
äñáóçò ôéò äÝêá äéáöïñåôéêÝò çìÝñåò ãýñù áðü ôéò ãñáììÝò ðáëéíäñüìçóçò. Ðéï óõãêåêñé-
ìÝíá áöüôïõ ó÷åäéáóôåß ìéá ðñïóùðéêÞ ãñáììÞ ðáëéíäñüìçóçò ãéá êÜèå õðïêåßìåíï, ôüôå ïé
ðñáãìáôéêÝò ìåôñÞóåéò ôïõò èá êõìáßíïíôáé ìå ðéèáíüôçôá 95%, 61:98(= 2 ∗ 30:99) ìïíÜäåò
êáôáêüñõöá ðÜíù Þ êÜôù áðü ôéò ãñáììÝò ðáëéíäñüìçóçò.

Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé ãéá ôéò óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò ìáò äßíïíôáé ìüíï ïé t-ôéìÝò ôïõ óôáôéóôé-
êïý åëÝã÷ïõ êáé ü÷é ïé p-ôéìÝò. Ï ëüãïò åßíáé üôé äåí õðÜñ÷åé îåêÜèáñç åðéëïãÞ ùò ðñïò ôïõò
âáèìïýò åëåõèåñßáò ðïõ ðñÝðåé íá åðéëå÷èïýí ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõò êáé ãéá áõôü ç óõíÜñ-
ôçóç lmer áðïöåýãåé íá ôéò õðïëïãßóåé. Ðñïöáíþò õðÜñ÷ïõí áñêåôÝò ðñïóåããßóåéò, ÷ùñßò
üìùò íá õéïèåôïýíôáé áðü ôçí óõíÜñôçóç lmer õðü ôïí öüâï ëáíèáóìÝíùí-ðñïóåããéóôéêþí
õðïëïãéóìþí. Ùóôüóï ôüóï ãéá ôéò óôáèåñÝò üóï êáé ãéá ôéò ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò, èá áíáöÝ-
ñïõìå áñãüôåñá äéáöïñåôéêÝò ìåèüäïõò ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôçò óçìáíôéêüôçôáò ôïõò.

Ç åêôßìçóç ôùí óõíôåëåóôþí ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí äåí åîÜãåôáé óôá áðïôåëÝóìáôá ôçò
óõíÜñôçóçò summary. Ãéá ôçí åêôßìçóç ôïõò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí óõíÜñôçóç ranef.
ÅíäåéêôéêÜ èá ðáñïõóéÜóïõìå ôéò ôéìÝò ãéá ôá ðñþôá ðÝíôå õðïêåßìåíá.

> ranef(random_intercept)$Subject %>% head (5)

(Intercept)

308 40.783710

309 -77.849554

310 -63.108567

330 4.406442

331 10.216189

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå õðïêåßìåíï ìáò äßíåôáé ç ôéìÞ ôçò ôõ÷áßáò óôáèåñÜò ôïõ. Äéá-
öïñåôéêÜ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç óõíÜñôçóç coef, ç ïðïßá åêôéìÜ ôï Üèñïéóìá ôçò óôáèåñÜò ôçò
óôáèåñÞò êáé ôçò ôõ÷áßáò åðßäñáóçò. ÅíäåéêôéêÜ êáé ðÜëé èá ðáñïõóéÜóïõìå ôéò ðÝíôå ðñþôåò
ôéìÝò.

> coef(random_intercept)$Subject %>% head (5)

(Intercept)

308 292.1888

309 173.5556

310 188.2965

45



330 255.8115

331 261.6213

Ïé äõï ðáñáðÜíù óõíáñôÞóåéò åßíáé áõôÝò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ôçí åêôßìçóç ôùí ôõ÷áßùí
åðéäñÜóåùí, ìå ôçí êÜèå ìßá íá Ý÷åé ôçí äéêéÜ ôçò ÷ñçóéìüôçôá áíÜëïãá ìå ôï ôé áðïôåëÝóìáôá
åðéèõìïýìå íá ðáñïõóéÜóïõìå.

Åðáíåñ÷üìáóôå êáé ðÜëé óôï æÞôçìá ôçò óçìáíôéêüôçôáò ôùí óôáèåñþí êáé ôùí ôõ÷áßùí
åðéäñÜóåùí. Ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôçò óçìáíôéêüôçôáò ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí, ç ðéï óõíçèéóìÝíç
êáé åýêïëç åðéëïãÞ åßíáé ï õðïëïãéóìüò ôïõ äéáóôÞìáôïò åìðéóôïóýíçò. ¸ôóé Ýíá äéÜóôçìá
åìðéóôïóýíçò 95% êáôáóêåõÜæåôáé óôçí R ùò åîÞò:

> confint(random_intercept ,oldNames=FALSE)

Computing profile confidence intervals ...

2.5 % 97.5 %

sd_(Intercept )| Subject 26.007120 52.93598

sigma 27.813847 34.59105

(Intercept) 231.992326 270.81788

Days 8.886551 12.04802

Ãéá ôçí óôáèåñÞ åðßäñáóç ôùí çìåñþí, ðáñáôçñïýìå üôé ôï ìçäÝí äåí åìðåñéÝ÷åôáé óôï äéÜ-
óôçìá åìðéóôïóýíçò, åðïìÝíùò êáôáëÞãïõìå üôé áðïôåëåß óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ åðßäñáóç ãéá
ôï ìïíôÝëï ìáò. Ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ôùí äõï ðñþôùí ãñáììþí, áíôéóôïé÷ïýí óôçí
åðßäñáóç ôùí õðïêåéìÝíùí êáé óôá õðüëïéðá áíôßóôïé÷á êáé õðïëïãßæïõí Ýíá äéÜóôçìá åìðé-
óôïóýíçò 95% ãéá ôéò ôõðéêÝò ôïõò áðïêëßóåéò.

Ùóôüóï ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ãéá ôéò óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò, Ý÷ïõí êáé ìéá äéáöïñåôéêÞ
åñìçíåßá. ÄçëáäÞ ìðïñïýìå íá êáôáãñÜøïõìå üôé ç ôéìÞ ôïõ ÷ñüíïõ áíôßäñáóçò ôçí çìÝñá 0,
èá êõìáßíåôáé áðü 232ms Ýùò 270.818ms ôï 95% ôùí ðåñéðôþóåùí. Åðßóçò êáèþò ìåôáâáß-
íïìå óôçí åðüìåíç çìÝñá, ç áýîçóç ôçò ôéìÞò ôïõ ÷ñüíïõ áíôßäñáóçò êõìáßíåôáé áðü 8.887ms
Ýùò 12.048ms ôï 95% ôùí ðåñéðôþóåùí.

Ãéá ôçí åîÝôáóç ôçò óçìáíôéêüôçôáò ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí êáôáëÞãïõìå óôá êñéôÞñéá AIC,
BIC ãéá ôá äõï \áíôáãùíéóôéêÜ" ìïíôÝëá, ìå ôï Ýíá íá ðåñéÝ÷åé ôçí ôõ÷áßá åðßäñáóç ðïõ åðé-
èõìïýìå íá åîåôÜóïõìå åíþ ôï Üëëï ü÷é. Áíáëõôéêüôåñç áíáöïñÜ êáé åöáñìïãÞ ôùí êñéôçñßùí
èá ãßíåé óôçí åðüìåíç õðïåíüôçôá.

ÔÝëïò èá êáôáãñÜøïõìå ôñåßò åðéðëÝïí âïçèçôéêÝò óõíáñôÞóåéò ÷ùñßò üìùò ôçí ðáñïõóßáóç
ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôïõò. Ãéá ôçí ÷ñçóéìïðïßçóç ôùí äõï ðñþôùí åßíáé áðáñáßôçôç ç âéâëéï-
èÞêç merTools. Ïé óõíáñôÞóåéò åßíáé ïé åîÞò:
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> predict(random_intercept)

> predictInterval(random_intercept)

> VarCorr(random_intercept)

Ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ìáò äßíïõí ïé ôñåßò áõôÝò óõíÜñôçóåéò êáôÜ óåéñÜ åßíáé ôá åîÞò:

� ÅîÜãåé ôéò ðñïâëåðüìåíåò ôéìÝò ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò, äçëáäÞ ôéò ôéìÝò ðïõ áíá-
ìÝíåôáé íá ëÜâåé ìå âÜóç ôçí åêôßìçóç ôùí óõíôåëåóôþí ôïõ ìïíôÝëïõ. ÄéáöïñåôéêÜ
èá ëÝãáìå üôé áíáìÝíïõìå ôéò ôéìÝò áõôÝò ãéá ôçí åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ åöüóïí ÷ñçóé-
ìïðïéçèïýí íÝá äåäïìÝíá.

� Ìáæß ìå ôéò ðñïâëåðüìåíåò ôéìÝò ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò, äßíåôáé Ýíá äéÜóôçìá
ðñüâëåøçò ôùí ôéìþí áõôþí ôï ïðïßï ìðïñåß íá ôñïðïðïéçèåß.

� Äßíåôáé îå÷ùñéóôÜ ç ôõðéêÞ áðüêëéóç ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí êáèþò êáé ç ôéìÞ ôçò
óõó÷Ýôéóçò åöüóïí õðÜñ÷åé.

ÔÝëïò áí åîáéñÝóïõìå ôéò ôñåßò ðáñáðÜíù óõíÜñôçóåéò, üëåò ïé õðüëïéðåò åßíáé áõôÝò ðïõ ÷ñç-
óéìïðïéïýíôáé êáôÜ êýñéï ëüãï óå ìéá áíÜëõóç åíüò ìéêôïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ, áíåîáñôÞôïõ
äïìÞò äåäïìÝíùí, ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí Þ ïôéäÞðïôå Üëëï.

3.2.2 ÌïíôÝëï Ôõ÷áßùí Êëßóåùí

Ãéá ôçí åîÝôáóç ôïõ ìïíôÝëïõ ôõ÷áßùí êëßóåùí èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ðÜëé ôá äåäïìÝíá
sleepstudy ðïõ ìáò ðáñÝ÷åé ç âéâëéïèÞêç lme4 ôçò R, Ý÷ïíôáò ùóôüóï ìéá äéáöïñïðïßçóç
óå ó÷Ýóç ìå ôçí ðñïóÝããéóç ôçò ðñïçãïýìåíçò åíüôçôáò. ¸ôóé ëïéðüí, èá ãßíåé ç õðüèåóç
üôé ôï êÜèå õðïêåßìåíï åðçñåÜæåôáé äéáöïñåôéêÜ ìå ôï ðÝñáò ôùí çìåñþí ëüãù ôçò Ýëëåéøçò
ýðíïõ. ÅðïìÝíùò ç óôáèåñÞ åðßäñáóç ôùí çìåñþí äåí åßíáé áñêåôÞ, êáèþò åßíáé êïéíÞ ãéá üëá
ôá õðïêåßìåíá. Ãé'áõôüí ôïí ëüãï èá åéóÜãïõìå ìéá íÝá ôõ÷áßá åðßäñáóç, ìå ôçí âïÞèåéá ôçò
ïðïßáò èá åðéôñÝðïõìå óôçí åðßäñáóç ôùí çìåñþí íá äéáöÝñåé áíÜ õðïêåßìåíï. Ôï üñéóìá ãéá
íá ðñáãìáôïðïéçèåß êÜôé ôÝôïéï óôçí R, ëáìâÜíïíôáò õðüøç êáé ôçí ôõ÷áßá óôáèåñÜ ôùí õðï-
êåéìÝíùí, åßíáé ôï åîÞò: (1 + Days | Subject). O óõìâïëéóìüò áõôüò åêôüò áðü üôé åðéôñÝðåé
óôçí óôáèåñÜ ðïõ áíôéðñïóùðåýåôáé áðü ôï 1 íá ìåôáâÜëëåôáé åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí, åðé-
ôñÝðåé åðßóçò óôçí åðßäñáóç ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò (ôùí çìåñþí) íá äéáöÝñåé áíÜ åðßðåäï ôçò
åðßäñáóçò ôïõ äåîéïý ìÝëïõò (ôïõ õðïêåéìÝíïõ). ÄçëáäÞ ìå ôçí ÷ñÞóç ôïõ ïñßóìáôïò áõôïý,
åêôüò áðü ôçí ôõ÷áßá óôáèåñÜ ôùí õðïêåéìÝíùí, Ý÷ïõìå êáé ìßá ôõ÷áßá êëßóç ðïõ áíôéðñïóù-
ðåýåé ôçí åðßäñáóç ôùí çìåñþí óå êÜèå õðïêåßìåíï îå÷ùñéóôÜ. Ôï ìïíôÝëï ðñïóáñìüæåôáé
ùò åîÞò:

> random_slope <-lmer(Reaction~Days +(1+ Days|Subject),

+ data=sleepstudy)

> random_slope
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Linear mixed model fit by REML ['lmerMod ']

Formula: Reaction ~ Days + (1 + Days | Subject)

Data: sleepstudy

REML criterion at convergence: 1743.628

Random effects:

Groups Name Std.Dev. Corr

Subject (Intercept) 24.741

Days 5.922 0.07

Residual 25.592

Number of obs: 180, groups: Subject , 18

Fixed Effects:

(Intercept) Days

251.41 10.47

Ôï ìïíôÝëï ôï ïðïßï ðñïóáñìüóáìå ìå ôçí âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò lmer ìðïñåß íá åêöñáóôåß
ùò åîÞò:

yij = á0 + á1xj + s0i + s1ixj + eij;

üðïõ ôï yij äçëþíåé ôçí ôéìÞ ôïõ ÷ñüíïõ áíôßäñáóçò ôïõ i õðïêåéìÝíïõ ôçí xj çìÝñá, ôá á0 êáé
á1 áðïôåëïýí ôçí óôáèåñÞ óôáèåñÜ êáé êëßóç áíôßóôïé÷á, åíþ ôá s0i, s1i áðïôåëïýí ôçí ôõ÷áßá
óôáèåñÜ êáé êëßóç. Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé ôá âÞìáôá ðïõ áêïëïõèïýìå ðñïò ôï ðáñþí åßíáé
áíôßóôïé÷á ìå áõôÜ ôçò ðñïçãïýìåíçò åíüôçôáò. Ãéá ôïí ëüãï áõôü, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ôçí óõíÜñôçóç summary ìå óêïðü íá ëÜâïõìå ðëÞñåéò ðëçñïöïñßåò ãéá ôï ìïíôÝëï ìáò.

> summary(random_slope)

Linear mixed model fit by REML ['lmerMod ']

Formula: Reaction ~ Days + (1 + Days | Subject)

Data: sleepstudy

REML criterion at convergence: 1743.6

Scaled residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-3.9536 -0.4634 0.0231 0.4634 5.1793

Random effects:

Groups Name Variance Std.Dev. Corr

Subject (Intercept) 612.10 24.741

Days 35.07 5.922 0.07

Residual 654.94 25.592

Number of obs: 180, groups: Subject , 18

Fixed effects:
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Estimate Std. Error t value

(Intercept) 251.405 6.825 36.838

Days 10.467 1.546 6.771

Correlation of Fixed Effects:

(Intr)

Days -0.138

Oé ðëçñïöïñßåò ðïõ ëáìâÜíïõìå åßíáé ïé ßäéåò ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç, áí åîáéñÝóïõìå
ôçí ðñïóèÞêç ôçò íÝáò ôõ÷áßáò åðßäñáóçò êáé åðïìÝíùò ôçò óõó÷Ýôéóçò (óôÞëç Corr) ðïõ
äçìéïõñãåßôáé ëüãù ôçò ýðáñîçò äõï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí. Ïé ôéìÝò êáé ç åñìçíåßá ôùí óôá-
èåñþí åðéäñÜóåùí ðáñáìÝíïõí ïé ßäéåò, êáèþò äåí Ý÷åé áëëÜîåé êÜôé ãéá áõôÝò. Áíôßèåôá ç
äéáêýìáíóç ôçò ôõ÷áßáò óôáèåñÜò Ý÷åé ìåôáâëçèåß ëüãù ôçò ðñïóèÞêçò ìéáò íÝáò ôõ÷áßáò
åðßäñáóçò, ìå ôçí åñìçíåßá ôçò íá ãßíåôáé ìå áíôßóôïé÷ï ôñüðï. Óôçí óõíÝ÷åéá üôáí ãßíåé ï
õðïëïãéóìüò ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí èá ðáñáôçñÞóïõìå üôé êáé ïé åêôéìÞóåéò ãéá ôçí ôõ÷áßá
óôáèåñÜ ôïõ õðïêåéìÝíïõ åßíáé äéáöïñåôéêÝò, êÜôé ðïõ Þôáí áíáìåíüìåíï.

Ãéá ôéò ðáñáôçñÞóåéò ðïõ èá êáôáãñÜøïõìå ãéá ôçí ôõ÷áßá êëßóç, èá ÷ñåéáóôïýìå ôçí åêôß-
ìçóç ôçò ôõðéêÞò ôïõò áðüêëéóçò êáé ôçí åêôßìçóç ôïõ óõíôåëåóôÞ ôçò óôáèåñÞò åðßäñáóçò
Days. Ôüôå êáôáëÞãïõìå üôé ïé ðñïóùðéêÝò êëßóåéò ôùí õðïêåéìÝíùí, èá êõìáßíïíôáé áðü
(10:467 − 5:922; 10:467 + 5:922) = (4:545; 16:389)ms óôï 68% ôùí ðåñéðôþóåùí, åíþ óôï
95% ôùí ðåñéðôþóåùí ôá õðïêÝéìåíá èá Ý÷ïõí ðñïóùðéêÝò êëßóåéò ðïõ èá êõìáßíïíôáé áðü
(10:467− 2 ∗ 5:922; 10:467 + 2 ∗ 5:922) = (−1:377; 22:311)ms.

Ç óõó÷Ýôéóç ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, áðïôåëåß åðßóçò Ýíá ìÝôñï ðñüâëåøçò ôçò óõìðåñéöï-
ñÜò ôùí óõíôåëåóôþí. ÄçëáäÞ ìéá èåôéêÞ óõó÷Ýôéóç ðñïâëÝðåé üôé ç áýîçóç ôçò ôéìÞò ôïõ
åíüò óõíôåëåóôÞ èá ïäçãÞóåé êáôÜ ðÜóá ðéèáíüôçôá êáé óôçí áýîçóç ôïõ Üëëïõ. Ùóôüóï
ìáò äßíåé ìéá åðéðëÝïí ÷ñÞóéìç ðëçñïöïñßá üóïí áöïñÜ ôçí áðü êïéíïý óõíäéáêýìáíóç ôùí
ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí. Ãíùñßæïõìå áðü ôï ÊåöÜëáéï 1, üôé (s0i; s1i) ∼ N(0;G), üðïõ:

G =

(
ó2
1 ó1;2

ó2;1 ó2
2

)
;

ìå ôï ó1;2 Þ ó2;1 íá õðïëïãßæåôáé ùò åîÞò:

ó1;2 = ó2;1 = 0:07 ∗
√
ó2
1ó

2
2 = 10:255:

ÄçëáäÞ Ý÷ïíôáò ôçí äéáêýìáíóç êáé ôçí óõó÷Ýôéóç ôùí äõï åðéäñÜóåùí áðü ôá áðïôåëÝóìáôá
ôçò R, ìå ôçí âïÞèåéá ôçò ðáñáðÜíù ó÷Ýóçò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôçí áðü êïéíïý óõí-
äéáêýìáíóç ôùí äõï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí.

Ãéá ôçí åêôßìçóç ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí áõôÞí ôçí öïñÜ, åêôüò áðü ôçí åêôßìçóç ôçò åðß-
äñáóçò ôïõ õðïêåéìÝíïõ, êáëïýìáóôå íá åêôéìÞóïõìå êáé ôéò ôéìÝò ôçò ôõ÷áßáò êëßóçò, ôï
ïðïßï ãßíåôáé ìå ôçí âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò ranef. ÅíäåéêôéêÜ èá ðáñïõóéÜóïõìå ôéò ðÝíôå
ðñþôåò ôéìÝò.

49



> ranef(random_slope)

$Subject

(Intercept) Days

308 2.2585509 9.1989758

309 -40.3987381 -8.6196806

310 -38.9604090 -5.4488565

330 23.6906196 -4.8143503

331 22.2603126 -3.0699116

Áíôßóôïé÷á ìå ôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá, ìå ôçí ÷ñÞóç ôçò óõíÜñôçóçò coef ìðïñïýìå íá
Ý÷ïõìå ôï Üèñïéóìá ôùí óôáèåñþí êáé ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí. Óôçí ðåñßðôùóç ìáò óôçí
ðñþôç óôÞëç èá Ý÷ïõìå ôï Üèñïéóìá ôùí óôáèåñþí ôïõò, åíþ óôçí äåýôåñç ôï Üèñïéóìá ôùí
êëßóåùí ôïõò.

> coef(random_slope)

$Subject

(Intercept) Days

308 253.6637 19.6662617

309 211.0064 1.8476053

310 212.4447 5.0184295

330 275.0957 5.6529356

331 273.6654 7.3973743

332 260.4447 10.1951090

Óôï ìïíôÝëï áõôü ìå ôçí ÷ñÞóç ôçò óõíÜñôçóçò con�nt ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôùí äéáóôçìÜôùí
åìðéóôïóýíçò, åêôüò ôçò êáôáóêåõÞò ôïõò ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí
êáé ôéò ôõðéêÝò áðïêëßóåéò ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, êáôáóêåõÜæåôáé åðßóçò Ýíá äéÜóôçìá
åìðéóôïóýíçò ãéá ôçí óõó÷Ýôéóç ôçò ôõ÷áßáò óôáèåñÜò ìå ôçí ôõ÷áßá êëßóç. Ðñïôïý ðáñïõ-
óéÜóïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá, ïöåßëïõìå íá áíáöÝñïõìå üôé ç óõó÷Ýôéóç ëáìâÜíåé ôéìÝò óôï
äéÜóôçìá [-1,1].

> confint(random_slope ,oldNames=FALSE)

Computing profile confidence intervals ...

2.5 % 97.5 %

sd_(Intercept )| Subject 14.3814182 37.7159953

cor_Days .( Intercept )| Subject -0.4815008 0.6849863

sd_Days|Subject 3.8011641 8.7533808

sigma 22.8982669 28.8579965

50



(Intercept) 237.6806955 265.1295147

Days 7.3586533 13.5759188

Ðáñáôçñïýìå üôé óå óýãêñéóç ìå ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ðïõ ðáñïõóéÜóôçêáí óôçí
ðñïçãïýìåíç åíüôçôá, Ý÷ïõìå åðéðëÝïí ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá ôçí ôõðéêÞ áðüêëéóç
ôçò ôõ÷áßáò êëßóçò êáé óôçí äåýôåñç ãñáììÞ Ý÷ïõìå ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá ôçí óõ-
ó÷Ýôéóç ôùí äõï ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí.

Åðáíåñ÷üìáóôå óôï æÞôçìá ôçò óçìáíôéêüôçôáò ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí. ¼ðùò áíáöÝñèçêå
óôçí Åíüôçôá 3.2.1, ôá êñéôÞñéá AIC, BIC áðïôåëïýí ìéá ëýóç ãéá ôçí óýãêñéóç ôùí ìï-
íôÝëùí. ¸ôóé õðïëïãßæïíôáé ïé ôéìÝò ôùí êñéôçñßùí áõôþí ãéá ôá \áíôáãùíéóôéêÜ" ìïíôÝëá,
ìå ôï ìïíôÝëï ðïõ åðéëÝãåôáé ôåëéêÜ íá åßíáé áõôü ðïõ ëáìâÜíåé ôçí ìéêñüôåñç ôéìÞ ãéá ôá
êñéôÞñéá áõôÜ. Óôçí óõíÝ÷åéá èá ðáñïõóéÜóïõìå ôéò ôéìÝò ôùí êñéôçñßùí áõôþí ãéá ôá äõï
ìïíôÝëá ðïõ Ý÷ïõìå ðñïóáñìüóåé Ýùò ôþñá:

> AIC(random_intercept)

[1] 1794.465

> BIC(random_intercept)

[1] 1807.237

> AIC(random_slope)

[1] 1755.628

> BIC(random_slope)

[1] 1774.786

Áðü ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá êáôáëÞãïõìå üôé ôï äåýôåñï ìïíôÝëï, äçëáäÞ ôï ìïíôÝëï
ìå ôçí ôõ÷áßá óôáèåñÜ êáé êëßóç, åßíáé áõôü ðïõ ðñïóáñìüæåôáé êáëýôåñá óôá äåäïìÝíá êáé
óôï ðñüâëçìá ìáò. Ãéá ôï óõìðÝñáóìá áõôü ìáò åß÷áí Þäç ðñïúäåÜóåé ïé ôéìÝò ôçò ôõðéêÞò
áðüêëéóçò ôùí õðïêåéìÝíùí êáé ôùí õðïëïßðùí, ïé ïðïßåò ìåéþèçêáí áéóèçôÜ ìå ôçí ðñïóèÞêç
ôçò ôõ÷áßáò êëßóçò.

ÔÝëïò áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé ï Ýëåã÷ïò ôïõ ëüãïõ ôùí ðéèáíïöáíåéþí, äåí ðñïôéìÜôáé óôçí
ðåñßðôùóç ðïõ ôá äõï ìïíôÝëá äéáöÝñïõí ùò ðñïò ôéò ôõ÷áßåò ôïõò åðéäñÜóåéò. Ï ëüãïò åßíáé
üôé ï Ýëåã÷ïò ôçò ìçäåíéêÞò õðüèåóçò åßíáé áñêåôÜ óõíôçñéêüò, äßíïíôáò ìåãáëýôåñç åêôßìçóç
ãéá ôçí p-ôéìÞ. Áõôü ïöåßëåôáé óôï ãåãïíüò ðùò ï Ýëåã÷ïò ðñáãìáôïðïéåßôáé óå ìßá ïñéáêÞ
óõíèÞêç, ó2 ≥ 0. Ðáñüëï ðïõ ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå óå óùóôÜ óõìðåñÜóìáôá óôçí
ðåñßðôùóç ðïõ ç p-ôéìÞ åßíáé áñêåôÜ ìéêñÞ, o åëÝã÷ïò áõôüò áðïöåýãåôáé.
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3.3 ¸íá Äéáöïñåôéêü ÐáñÜäåéãìá

Ôï ðáñÜäåéãìá ôçò ðñïçãïýìåíçò åíüôçôáò Þôáí áñêåôÜ óõãêåêñéìÝíï, ðåñéÝ÷ïíôáò äõï åðé-
äñÜóåéò ìå ôçí åðßäñáóç ôùí çìåñþí íá áðïôåëåß ôçí äéáêñéôÞ óôáèåñÞ åðßäñáóç. Ôï ðáñÜ-
äåéãìá ôï ïðïßï èá ðáñïõóéÜóïõìå óôçí óõíÝ÷åéá, åêôüò áðü ôï ãåãïíüò ðùò èá Ý÷åé ôÝóóåñéò
äéáöïñåôéêÝò åðéäñÜóåéò, åðïìÝíùò ðïëëÝò äéáöïñåôéêÝò ðáñáëëáãÝò, èá ðåñéÝ÷åé åðßóçò êáé
êáôçãïñéêÝò ìåôáâëçôÝò ðñïóáñìïóìÝíåò ùò óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò. Áõôü óå ðñþôç áíÜãíùóç
óçìáôïäïôåß áëëáãÝò óôçí åñìçíåßá ôùí ôéìþí ôùí óõíôåëåóôþí ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí.

Ãåíéêüôåñá ìéá êáôçãïñéêÞ ìåôáâëçôÞ ìå p õðïïìÜäåò, ôçò ïðïßáò ç åðßäñáóçò ôçò Ý÷åé èåù-
ñçèåß ùò óôáèåñÞ åðßäñáóç, Ý÷åé p− 1 óõíôåëåóôÝò ìå ðñïåðéëåãìÝíç øåõäïêùäéêïðïßçóç. Ïé
ôéìÝò ôïõò äçëþíïõí ôçí äéáöïñÜ áðü ôçí ïìÜäá áíáöïñÜò, ç ïðïßá Ý÷åé êáèïñéóôåß áðü ôçí
R êáé ç ìÝóç ôéìÞ ôçò õðïäçëþíåôáé ìÝóù ôçò óôáèåñÜò (Intercept).

3.3.1 ÁíÜëõóç êáé Óýãêñéóç ôùí äéáöüñùí ÌïíôÝëùí

Ôï ðáñÜäåéãìá ìå ôï ïðïßï èá áó÷ïëçèïýìå óôçí Åíüôçôá 3.3 åßíáé ôï åîÞò:

ÐáñÜäåéãìá 3.3

Ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò áíôéóôïé÷ïýí óå Ýíá ðåßñáìá óôï ïðïßï ìåëåôÜôáé ç óõ÷íüôçôá
ïìéëßáò (óå Hz) Ýîé ðáñáôçñçôþí, ôñéþí ãõíáéêþí êáé ôñéþí áíäñþí. ÅîåôÜæåôáé ëïéðüí ç
ó÷Ýóç ôçò óõ÷íüôçôáò ïìéëßáò ãéá äõï äéáöïñåôéêÝò óõíèÞêåò, ôçí åõãåíéêÞ êáé ôçí áíåðß-
óçìç, ëáìâÜíïíôáò åðßóçò õðüøç êáé ôçí åðßäñáóç ôïõ öýëïõ. Ãéá íá óõìâåß áõôü êáôáãñÜ-
öåôáé ç ôéìÞ ôçò óõ÷íüôçôáò ïìéëßáò óå åðôÜ äéáöïñåôéêÜ óåíÜñéá, ìå ôï êÜèå Ýíá íá ðåñéÝ÷åé
ôçí åõãåíéêÞ êáé áíåðßóçìç óõíèÞêç. Ãéá ðáñÜäåéãìá óå Ýíá óåíÜñéï ãéá ôçí åõãåíéêÞ óõí-
èÞêç ïé ìáèçôÝò æçôïýóáí áðü Ýíáí êáèçãçôÞ ôïõò ìéá ÷Üñç, åíþ ãéá ôçí áíåðßóçìç óõíèÞêç
æçôïýóáí ìéá ÷Üñç áðü Ýíáí óõììáèçôÞ ôïõò. ÔÝëïò ôï óåíÜñéï åß÷å ôçí äõíáôüôçôá íá Ý÷åé
êïéíÞ åêäï÷Þ ãéá ôçí åõãåíéêÞ êáé ôçí áíåðßóçìç óõíèÞêç, äçëáäÞ Ýíá óåíÜñéï áöïñïýóå ôçí
ðåñßðôùóç \óõããíþìç ðïõ Þñèá ðïëý áñãÜ".

ÓåéñÜ Ý÷åé ç åéóáãùãÞ ôùí äåäïìÝíùí óôçí R êáé óôçí óõíÝ÷åéá ç ìåôáôñïðÞ ôùí ìåôáâëçôþí,
åêôüò ôçò óõ÷íüôçôáò, óå ðáñÜãïíôåò. Åðßóçò ìå ôçí âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò str èá ðáñïõ-
óéÜóïõìå ìßá ëßóôá, ç ïðïßá ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ (Þ áëëéùò óôÞëç ôùí äåäïìÝíùí) ðåñéÝ÷åé ôïí
ôýðï ôçò (áñéèìçôéêüò, ðáñÜãïíôáò ê.ë.ð.). Áí åßíáé ðáñÜãïíôáò ôüôå åìöáíßæåé ôïí áñéèìü
ôùí åðéðÝäùí êáé ôá ïíüìáôá ôïõò, åíþ áí åßíáé áñéèìçôéêÞ åìöáíßæåé ôéò ðÝíôå ðñþôåò ôéìÝò
ôçò.

> politeness=

+ read.csv("http :// www.bodowinter.com/tutorial/politeness

+ _data.csv")

> politeness [,"gender "]= factor(politeness [,"gender "])

> politeness [,"subject "]= factor(politeness [,"subject "])

> politeness [,"attitude "]= factor(politeness [,"attitude "])
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> politeness [,"scenario "]= factor(politeness [,"scenario "])

> str(politeness)

data.frame ': 84 obs. of 5 variables:

$ subject : Factor w/ 6 levels "F1","F2","F3",..

$ gender : Factor w/ 2 levels "F","M"

$ scenario : Factor w/ 7 levels "1" ,"2" ,"3" ,"4" ,..

$ attitude : Factor w/ 2 levels "inf","pol"

$ frequency: num 213 204 285 260 204 ...

Áí ãßíïõìå ðéï óõãêåêñéìÝíïé, ôüôå ï óõìâïëéóìüò ôùí ôñéþí ãõíáéêþí åßíáé: F1, F2, F3,
åíþ ôùí ôñéþí áíäñþí åßíáé: Ì3, Ì4, Ì7, ìå ôá åðôÜ óåíáñßá íá óõìâïëßæïíôáé áðü 1 Ýùò
7. ÔÝëïò ç åõãåíéêÞ óõíèÞêç óõìâïëßæåôáé ùò pol, åíþ ç áíåðßóçìç ùò inf ìå ôï üíïìá ôçò
ìåôáâëçôÞò íá åßíáé attitude.

Ïé ìåôáâëçôÝò ðïõ Ý÷ïõìå ùò åðéëïãÞ ãéá ôï ìïíôÝëï ìáò åßíáé áñêåôÝò. Ãéá íá áðïêôÞóïõìå
ìéá ðñþôç åéêüíá ãéá áõôÝò êáé ôéò äéáöïñÝò ðïõ åíäÝ÷åôáé íá Ý÷ïõí ìåôáîý ôùí åðéðÝäùí
ôïõò, ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá èçêïäéÜãñáììá. ÅíäåéêôéêÜ èá ðáñïõóéÜóïõìå ôï
èçêïäéÜãñáììá ãéá ôçí óõ÷íüôçôá óõíáñôÞóåé ôùí õðïêåéìÝíùí.

> boxplot(frequency~subject ,col=c(" white","white","white",

+ "lightgray ","lightgray "," lightgray"),

+ politeness ,main=" BoxPlot ")
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ÄéÜãñáììá 3.4: ÈçêïäéÜãñáììá Óõ÷íüôçôáò-ÕðïêåéìÝíùí ãéá ôá äåäïìÝíá ôïõ Ðáñáäåßãìá-
ôïò 3.3.

Ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ ÄéáãñÜììáôïò 3.4, äéáðéóôþíïõìå üôé õðÜñ÷ïõí äéáöïñïðïéÞóåéò óôçí
ôéìÞ ôçò óõ÷íüôçôáò ãéá ôïõò äéÜöïñïõò ðáñáôçñçôÝò, ìå ôçí äéáêýìáíóç ôùí ôéìþí åíôüò
ôùí õðïêåéìÝíùí íá öáßíåôáé áñêåôÜ õøçëÞ. ÅðéðëÝïí ôá ôñßá ðñþôá èçêïäéáãñÜììáôá áíôé-
óôïé÷ïýí óôéò ãõíáßêåò, åíþ ôá åðüìåíá ôñßá óôïõò Üíäñåò. Åýêïëá äéáêñßíïõìå üôé ïé ãõíáß-
êåò ôåßíïõí íá Ý÷ïõí õøçëüôåñç óõ÷íüôçôá ïìéëßáò óå óýãêñéóç ìå ôïõò Üíäñåò. Áíôßóôïé÷á
äéáãñÜììáôá ãéá íá áðïêôÞóïõìå ìéá ðñþôç åéêüíá, ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå êáé ãéá
ôéò ìåôáâëçôÝò scenario êáé attitude Þ ãéá ïðïéïäÞðïôå óõíäõáóìü åî'áõôþí.

Ïé åðéäñÜóåéò ðïõ Ý÷ïõìå ôçí äõíáôüôçôá íá óõìðåñéëÜâïõìå óôï ìïíôÝëï ìáò ìå ïðïéïäÞðïôå
ôñüðï åßíáé ôï õðïêÝéìåíï, ôï óåíÜñéï, ôï öýëï êáé ç óõìðåñéöïñÜ. Ïé äõï ôåëåõôáßåò ìå âÜóç
üóá Ý÷ïõí åéðùèåß áðïôåëïýí ôéò óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò. Ãéá ôçí åðßäñáóç ôçò óõìðåñéöïñÜò áí
èÝëïõìå íá ãßíïõìå ðéï óõãêåêñéìÝíïé, ôüôå ìðïñïýìå íá êáôáãñÜøïõìå üôé ìåëåôÜìå äõï
óõíèÞêåò êáé åíäéáöåñüìáóôå íá êáôáëÞîïõìå óå óõìðåñÜóìáôá ðïõ áöïñïýí ôéò äõï áõôÝò
óõíèÞêåò êáé ìüíï. Áíôßèåôá ôï õðïêåßìåíï êáé ôï óåíÜñéï áðïôåëïýí ôéò ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò.
Ôá óõìðåñÜóìáôá óôá ïðïßá èÝëïõìå íá êáôáëÞîïõìå äåí åðéèõìïýìå íá åßíáé âáóéóìÝíá ïýôå
óôá åðôÜ áõôÜ óåíÜñéá ïýôå óôïõò Ýîé ðáñáôçñçôÝò, ï ïðïßïò áðïôåëåß êáé ôïí êõñéüôåñï ëüãï
ðïõ ëáìâÜíïõìå áõôÞí ôçí áðüöáóç.

Ôï ðñþôï ìïíôÝëï ðïõ èá ðñïóáñìüóïõìå èá ðåñéÝ÷åé ôçí åðßäñáóç ôçò óõìðåñéöïñÜò êáé ôùí
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õðïêåéìÝíùí, êáôáëÞãïíôáò Ýôóé óôï åîÞò ìïíôÝëï:

> model1 <-lmer(frequency~attitude +(1| subject),data=politeness)

> summary(model1)

Linear mixed model fit by REML ['lmerMod ']

Formula: frequency ~ attitude + (1 | subject)

Data: politeness

REML criterion at convergence: 804.7

Scaled residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-2.2953 -0.6018 -0.2005 0.4774 3.1772

Random effects:

Groups Name Variance Std.Dev.

subject (Intercept) 3982 63.10

Residual 851 29.17

Number of obs: 83, groups: subject , 6

Fixed effects:

Estimate Std. Error t value

(Intercept) 202.588 26.151 7.747

attitudepol -19.376 6.407 -3.024

Correlation of Fixed Effects:

(Intr)

attitudepol -0.121

Ôï ìïíôÝëï ðïõ Ý÷ïõìå ðñïóáñìüóåé ìå ôç âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò lmer åßíáé ôï åîÞò:

yi = á0 + á1I(attitude = pol) + â1;j[i] + ei; i = 1; 2; :::; 84;

üðïõ ôï yi äçëþíåé ôçí ôéìÞ ôçò óõ÷íüôçôáò ïìéëßáò ãéá ôçí i ðáñáôÞñçóç, ôá á0 êáé á1 áðïôå-
ëïýí ôéò óôáèåñÝò óôáèåñÝò, åíþ ôï â1;j[i] áðïôåëåß ôçí ôõ÷áßá óôáèåñÜ. Ôï I(attitude = pol)
áðïôåëåß ìßá óõíÜñôçóç äåßêôç êáé ëáìâÜíåé ôçí ôéìÞ 1 óôçí ðåñßðôùóç ðïõ éó÷ýåé ç óõíèÞêç
ôçò ðáñÝíèåóçò, åíþ óå áíôßèåôç ðåñßðôùóç ëáìâÜíåé ôçí ôéìÞ 0. ÔÝëïò ôï j[i] äçëþíåé ôï
åðßðåäï ôçò ïìÜäáò (F1; F2; F3;M1;M2;M3) ãéá ôï õðïêåßìåíï i.

Ôï íÝï äåäïìÝíï ðïõ åíôïðßæåôáé óôçí ðáñáðÜíù óýíïøç, áöïñÜ ôéò óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò ëüãù
ôçò ýðáñîçò ôçò êáôçãïñéêÞò åðßäñáóçò attitude. Ç ïìÜäá áíáöïñÜò ðïõ Ý÷åé ïñßóåé ç R åß-
íáé ç áíåðßóçìç óõìðåñéöïñÜ. Ìå ôçí âïÞèåéá ôùí ðáñáðÜíù áðïôåëåóìÜôùí, êáôáëÞãïõìå
üôé ç ìÝóç óõ÷íüôçôá ïìéëßáò ãéá ôçí áíåðßóçìç óõíèÞêç åßíáé áõîçìÝíç êáôÜ 19.376Hz óå
óýãêñéóç ìå ôçí åõãåíéêÞ. ÔÝëïò ç ìÝóç óõ÷íüôçôá ïìéëßáò ãéá ôçí áíåðßóçìç óõíèÞêç åßíáé
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202.588Hz, åíþ ãéá ôçí åõãåíéêÞ óõíèÞêç åßíáé 183.212Hz.

Ç ôõðéêÞ áðüêëéóç ôùí õðïêåéìÝíùí éóïýôáé ìå 63.10Hz, ìå ôçí áíåðßóçìç óõíèÞêç íá Ý÷åé
ìÝóï üñï óôáèåñÜò 202.588Hz. ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå üôé ôá õðïêåßìåíá ãéá
ôçí áíåðßóçìç óõíèÞêç, èá Ý÷ïõí ðñïóùðéêÝò óôáèåñÝò ðïõ èá åßíáé Ýùò 63.1Hz ÷áìçëüôå-
ñåò Þ õøçëüôåñåò áðü ôïí ìÝóï üñï ôçò ïìÜäáò áõôÞò óôï 68% ôùí ðåñéðôþóåùí êáé ìÝ÷ñé
126.2Hz ÷áìçëüôåñåò Þ õøçëüôåñåò óôï 95% ôùí ðåñéðôþóåùí. Áíôßóôïé÷á ìå ôïí ßäéï ôñüðï
êáôáëÞãïõìå óå áíÜëïãá óõìðåñÜóìáôá êáé ãéá ôçí åðßóçìç óõíèÞêç.

Óôçí óõíÝ÷åéá èá äéáöïñïðïéÞóïõìå ôï ìïíôÝëï ìáò, ðñïóèÝôïíôáò ôçí åðßäñáóç ôïõ öýëïõ
áíôß ôçò óõìðåñéöïñÜò êáé Ý÷ïíôáò ùò ôõ÷áßåò óôáèåñÝò ôéò åðéäñÜóåéò ôùí õðïêåéìÝíùí êáé
ôùí óåíáñßùí. Ôï ìïíôÝëï óôï ïðïßï êáôáëÞãïõìå åßíáé ôï åîÞò:

> model2 <-lmer(frequency~gender +(1| subject )+(1| scenario)

+ ,data=politeness)

> summary(model2)

Linear mixed model fit by REML ['lmerMod ']

Formula: frequency ~ gender + (1 | subject) + (1 | scenario)

Data: politeness

REML criterion at convergence: 792.4

Scaled residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-2.47496 -0.57398 -0.07435 0.61985 2.85496

Random effects:

Groups Name Variance Std.Dev.

scenario (Intercept) 206.0 14.35

subject (Intercept) 610.8 24.71

Residual 751.0 27.40

Number of obs: 83, groups: scenario , 7; subject , 6

Fixed effects:

Estimate Std. Error t value

(Intercept) 246.99 15.84 15.59

genderM -108.24 21.06 -5.14

Correlation of Fixed Effects:

(Intr)

genderM -0.664

Ôï ìïíôÝëï ðïõ Ý÷ïõìå ðñïóáñìüóåé ìå ôç âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò lmer åßíáé ôï åîÞò:

yi = á0 + á1I(gender = male) + â1;j[i] + â2;k[i] + ei; i = 1; 2; :::; 84;
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üðïõ ôï yi äçëþíåé ôçí ôéìÞ ôçò óõ÷íüôçôáò ïìéëßáò ãéá ôçí i ðáñáôÞñçóç, ôá á0, á1 áðïôå-
ëïýí ôéò óôáèåñÝò óôáèåñÝò, åíþ ôá â1;j[i], â2;k[i] áðïôåëïýí ôéò ôõ÷áßåò óôáèåñÝò. ÔÝëïò ôï
j[i] äçëþíåé ôï åðßðåäï ôçò ïìÜäáò (F1; F2; F3;M1;M2;M3) ãéá ôï õðïêåßìåíï i êáé ôï k[i]
äçëþíåé ôï åðßðåäï ôçò ïìÜäáò ôïõ óåíáñßïõ (1,2,...,7) ãéá ôï õðïêåßìåíï i.

Áíôßóôïé÷á ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç èá åñìçíåýóïõìå ôï óôáèåñü ìÝñïò ôïõ ìïíôÝëïõ,
ìå ôçí ïìÜäá áíáöïñÜò ãéá ôçí êáôçãïñéêÞ åðßäñáóç ôïõ öýëïõ íá åßíáé ïé ãõíáßêåò. Êá-
ôáëÞãïõìå üôé ç ìÝóç óõ÷íüôçôá ïìéëßáò ãéá ôéò ãõíáßêåò åßíáé áõîçìÝíç êáôÜ 108.24Hz óå
óýãêñéóç ìå ôïõò Üíäñåò. Ç ìÝóç óõ÷íüôçôá ïìéëßáò ãéá ôéò ãõíáßêåò åßíáé 246.99Hz, åíþ ãéá
ôïõò Üíäñåò åßíáé 138.75Hz. Ôï áðïôÝëåóìá áõôü Þôáí áíáìÝíïìåíï ìå âÜóç ôï ÄéÜãñáììá
3.3.

Áí óôï ðñïçãïýìåíï ìïíôÝëï óõìðåñéëÜâïõìå êáé ôçí åðßäñáóç ôçò óõìðåñéöïñÜò ôüôå ôï
ìïíôÝëï ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

> model3 <-lmer(frequency~attitude+gender +(1| subject )+

+ (1| scenario),data=politeness)

> summary(model3)

Linear mixed model fit by REML ['lmerMod ']

Formula: frequency ~ attitude + gender + (1 | subject) +

+ (1 | scenario)

Data: politeness

REML criterion at convergence: 775.5

Scaled residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-2.2591 -0.6236 -0.0772 0.5388 3.4795

Random effects:

Groups Name Variance Std.Dev.

scenario (Intercept) 219.5 14.81

subject (Intercept) 615.6 24.81

Residual 645.9 25.41

Number of obs: 83, groups: scenario , 7; subject , 6

Fixed effects:

Estimate Std. Error t value

(Intercept) 256.846 16.116 15.938

attitudepol -19.721 5.584 -3.532

genderM -108.516 21.013 -5.164

Correlation of Fixed Effects:

(Intr) atttdp
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attitudepol -0.173

genderM -0.652 0.004

Ôï ìïíôÝëï ðïõ Ý÷ïõìå ðñïóáñìüóåé ìå ôç âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò lmer åßíáé ôï åîÞò:

yi = á0 + á1I(attitude = pol) + á2I(gender = male) + â1;j[i] + â2;k[i] + ei; i = 1; 2; :::; 84;

üðïõ ôï yi äçëþíåé ôçí ôéìÞ ôçò óõ÷íüôçôáò ïìéëßáò ãéá ôçí i ðáñáôÞñçóç, ôá á0, á1, á2
áðïôåëïýí ôéò óôáèåñÝò óôáèåñÝò, åíþ ôá â1;j[i], â2;k[i] áðïôåëïýí ôéò ôõ÷áßåò óôáèåñÝò. ÔÝëïò
ôï j[i] äçëþíåé ôï åðßðåäï ôçò ïìÜäáò (F1; F2; F3;M1;M2;M3) ãéá ôï õðïêåßìåíï i êáé ôï k[i]
äçëþíåé ôï åðßðåäï ôçò ïìÜäáò ôïõ óåíáñßïõ (1,2,...,7) ãéá ôï õðïêåßìåíï i.

Áíôßóôïé÷á ìå ôéò ðñïçãïýìåíåò ðåñéðôþóåéò, ïé ïìÜäåò áíáöïñÜò åßíáé ç ãõíáßêá êáé ç áíå-
ðßóçìç óõíèÞêç. Ëüãù ôçò ýðáñîçò êáé ôùí äõï óôáèåñþí åðéäñÜóåùí ìðïñïýìå íá êáôáëÞ-
îïõìå óôá åîÞò óõìðåñÜóìáôá:

� Ç ìÝóç óõ÷íüôçôá ïìéëßáò ôùí ãõíáéêþí ãéá ôçí áíåðßóçìç óõíèÞêç åßíáé 256.846Hz.

� Ç ìÝóç óõ÷íüôçôá ïìéëßáò ôùí ãõíáéêþí ãéá ôçí åðßóçìç óõíèÞêç åßíáé 237.125Hz
(256.846−19.721).

� Ç ìÝóç óõ÷íüôçôá ïìéëßáò ôùí áíäñþí ãéá ôçí áíåðßóçìç óõíèÞêç åßíáé 148.33Hz
(256.846−108.516).

� Ç ìÝóç óõ÷íüôçôá ïìéëßáò ôùí áíäñþí ãéá ôçí åðßóçìç óõíèÞêç åßíáé 128.609Hz (256.846
−19.721−108.516).

¸÷ïõìå äçëáäÞ ôçí ìÝóç ôéìÞ ôçò óõ÷íüôçôáò ïìéëßáò ãéá ïðïéïäÞðïôå óõíäõáóìü ôùí åðé-
ðÝäùí ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí, öýëï êáé óõìðåñéöïñÜ. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ôçí äõíáôüôçôá
íá åíôïðßóïõìå êáé íá êáôáãñÜøïõìå ôõ÷üí äéáöïñÝò ôïõò.

Ãéá ôçí óçìáíôéêüôçôá ôùí äõï óôáèåñþí åðéäñÜóåùí, áíôß ôçò ÷ñÞóçò ôïõ äéáóôÞìáôïò åìðé-
óôïóýíçò èá åéóÜãïõìå ìéá íÝá óõíÜñôçóç. Ç óõíÜñôçóç áõôÞ áíÞêåé óôï ðáêÝôï afex êáé
Ý÷åé üíïìá mixed. Áíáëýóáìå óôçí Åíüôçôá 3.2 ôïõò ëüãïõò ãéá ôïõò ïðïßïõò ç óõíÜñôçóç
lmer äåí õðïëïãßæåé ôéò p-ôéìÝò. Ãéá ôïí óêïðü áõôü äçìéïõñãÞèçêå ç óõíÜñôçóç mixed,
ç ïðïßá õðïëïãßæåé ôéò p-ôéìÝò ãéá ôá ìéêôÜ ãñáììéêÜ ìïíôÝëá ðïõ Ý÷ïõí ðñïóáñìïóôåß ìå
ôçí âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò lmer, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðñïóÝããéóç ôùí Kenward-Rogers ãéá
ôïõò âáèìïýò åëåõèåñßáò ôïõ åëÝã÷ïõ. Ç óõíÜñôçóç mixed ëáìâÜíåé ùò ïñßóìáôá ôï üíïìá
ôïõ ìïíôÝëïõ (Þ áëëéþò áíáëõôéêÜ ôïí ôýðï ôïõ) êáé ôá äåäïìÝíá ìáò. Ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ
ìáò äßíåé ç óõíÜñôçóç åßíáé ôá åîÞò:

> mixed(model3 ,data=politeness)

Contrasts set to contr.sum for the following variables:

attitude , gender , subject
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Formula (the first argument) converted to formula.

Fitting one lmer() model. [DONE]

Calculating p-values. [DONE]

Mixed Model Anova Table (Type 3 tests , S-method)

Model: frequency ~ attitude + gender +

+ (1 | subject) + (1 | scenario)

Data: politeness

Effect df F p.value

1 attitude 1, 70.05 12.47 *** <.001

2 gender 1, 4.01 26.67 ** .007

---

Signif. codes: 0 ¡*** 0.001 ¡** 0.01 ¡* 0.05 ¡+ 0.1 ¡ 1

Warning message:

Due to missing values , reduced number of observations to 83

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé p-ôéìÝò êáé ãéá ôéò äõï óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò, óõìðåñéöïñÜ êáé öýëï, åßíáé
ìéêñüôåñåò ôïõ 0.05. ÅðïìÝíùò áðïññßðôïõìå ôçí ìçäåíéêÞ õðüèåóç, êáôáëÞãïíôáò üôé êáé ïé
äõï åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÝò ìåôáâëçôÝò ãéá ôï ìïíôÝëï ìáò.

Ç ýðáñîç äõï óôáèåñþí åðéäñÜóåùí, ãåííÜ ôï åñþôçìá áí ç áëëçëåðßäñáóç ôïõò ðñÝðåé íá
ðñïóôåèåß óôï ìïíôÝëï, äçëáäÞ áí åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ åðßäñáóç. Ôçí áðÜíôçóç áõôÞ
áöïý ðñïóáñìüóïõìå Ýíá ìïíôÝëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí áëëçëåðßäñáóç, èá ìáò ôçí äþóåé ï Ýëåã÷ïò
ôïõ ëüãïõ ôùí ðéèáíïöáíåéþí. Ãéá íá ãßíåé Ýíáò ôÝôïéïò Ýëåã÷ïò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç óõíÜñôçóç
anova, ç ïðïßá Ý÷åé ùò ðñïåðéëïãÞ ôçí ìÝèïäï ML. Ìå âÜóç üóá Ý÷ïõìå êáôáãñÜøåé óôï
ÊåöÜëáéï 2, åöüóïí ôá äõï ìïíôÝëá äéáöÝñïõí ìüíï ùò ðñïò ôéò óôáèåñÝò ôïõò åðéäñÜóåéò, ç
ìÝèïäïò ML åßíáé ç åðéëïãÞ ìáò. ÅðïìÝíùò ï åëÝã÷ïò åßíáé ï åîÞò:

> model_with_interaction <-lmer(frequency~attitude+gender+

+ attitude*gender +(1| subject )+(1| scenario),data=politeness)

> anova(model3 ,model_with_interaction)

refitting model(s) with ML (instead of REML)

Data: politeness

Models:

model3

model_with_interaction:

npar AIC BIC logLik deviance

model3 6 807.10 821.61 -397.55 795.10

model_with_interaction 7 807.11 824.04 -396.55 793.11

Chisq Df Pr(>Chisq)

1.9963 1 0.1577 **
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---

Signif. codes: 0 ¡*** 0.001 ¡** 0.01 ¡* 0.05 ¡. 0.1 ¡ 1

Ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ëáìâÜíïõìå ìå ôçí âïÞèåéá ôçò R åßíáé ôá åîÞò:

Ïé âáèìïß åëåõèåñßáò ôùí ìïíôÝëùí, ïé ôéìÝò ôùí êñéôçñßùí AIC, BIC, ïé ôéìÝò ôçò ëïãá-
ñéèìïðïéçìÝíçò óõíÜñôçóçò ðéèáíïöÜíåéáò õðïëïãéóìÝíåò ìå ôçí ìÝèïäï ML êáé ôÝëïò ãéá
ôïí óôáôéóôéêü Ýëåã÷ï ôïõ ëüãïõ ôùí ðéèáíïöáíåéþí, ç ôéìÞ ôïõ, ïé âáèìïß åëåõèåñßáò êáé ç
p-ôéìÞ ôïõ.

Ç p-ôéìÞ ôïõ åëÝã÷ïõ ôïõ ëüãïõ ôùí ðéèáíïöáíåéþí åßíáé ìåãáëýôåñç ôïõ 0.05, åðïìÝíùò
êáôáëÞãïõìå üôé äåí Ý÷ïõìå ëüãï íá áðïññßøïõìå ôçí ìçäåíéêÞ õðüèåóç, äçëáäÞ üôé ç áë-
ëçëåðßäñáóç äåí áðïôåëåß óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ åðßäñáóç. ¸÷ïõìå äçëáäÞ êáôáëÞîåé óôéò
óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò ðïõ èá ðåñéÝ÷åé ôï ìïíôÝëï ìáò, ÷ùñßò íá Ý÷åé ãßíåé êÜôé áíÜëïãï ãéá ôéò
ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò.

Ìßá åðéðëÝïí ðáñÜìåôñï ðïõ äåí Ý÷ïõìå óõíõðïëïãßóåé, åßíáé ôï åíäå÷üìåíï ç åðßäñáóç ôçò
óõìðåñéöïñÜò íá äéáöÝñåé ãéá ôá äéÜöïñá óåíÜñéá üðùò åðßóçò êáé ãéá ôïõò äéÜöïñïõò ðá-
ñáôçñçôÝò. ÄéáöïñåôéêÜ èá ëÝãáìå, üôé åðéôñÝðïõìå óôá äõï åðßðåäá ôçò åðßäñáóçò ôçò óõ-
ìðåñéöïñÜò íá ìåôáâÜëëïíôáé åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí êáé ôùí óåíáñßùí. ÄçëáäÞ ãéá êÜèå
õðïêåßìåíï êáé óåíÜñéï èá Ý÷ïõìå äõï îå÷ùñéóôÝò ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò, ìßá ôõ÷áßá óôáèåñÜ êáé
ìßá ôõ÷áßá êëßóç, ìå ôçí ôõ÷áßá êëßóç íá áíôéðñïóùðåýåé ôçí åõãåíéêÞ óõíèÞêç. Ôá ïñßóìáôá
ãéá íá êáôáëÞîïõìå óå áõôÝò ôéò ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò ìå âÜóç üóá áíáöÝñèçêáí óôçí Åíüôçôá
3.2.2 åßíáé ôá åîÞò: (1+attitude | scenario), (1+attitude | subject).

¼ðùò ãßíåôáé êáôáíïçôü ïé åðéëïãÝò ãéá ôï ôåëéêü ìïíôÝëï åßíáé áñêåôÝò. Ïé äõï óôáèåñÝò
åðéäñÜóåéò äåí åðçñåÜæïíôáé áðü ôéò äéáöïñåôéêÝò ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò ðïõ èá Ý÷åé êÜèå ìïíôÝëï,
ïýôå ùò ðñïò ôçí óçìáíôéêüôçôá ôïõò áëëÜ ïýôå êáé ïé ôéìÝò ôïõò. ÅðïìÝíùò Ý÷ïíôáò ùò
áöåôçñßá ôéò äõï áõôÝò åðéäñÜóåéò, ïé äéáöïñïðïéÞóåéò ôùí ìïíôÝëùí èá áöïñïýí ôéò ôõ÷áßåò
åðéäñÜóåéò. ÅíäåéêôéêÜ óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá èá ðáñïõóéÜóïõìå ôéò ôéìÝò ôïõò êñéôçñßïõ
BIC ãéá óõãêåêñéìÝíïõò óõíäõáóìïýò ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí. Ïé óôÞëåò 1, 2 Ý÷ïõí éó÷ý
üôáí Ý÷ïõìå ôá åîÞò ïñßóìáôá: (1 | subject), (1 | scenario), åíþ ïé óôÞëåò 1, 3 êáé 2, 4 Ý÷ïõí
éó÷ý ìå ôá åîÞò ïñßóìáôá (1+attitude | subject), (1+attitude | scenario).

Ôõ÷áßá ÓôáèåñÜ 1 Ôõ÷áßá ÓôáèåñÜ 2 Ôõ÷áßá Êëßóç 1 Ôõ÷áßá Êëßóç 2 BIC
✗ ✗ ✗ 808.8381

✗ ✗ ✗ 827.0947
✗ ✗ 801.9678

✗ ✗ 817.6517
✗ 810.7806

✗ 810.4531
819.2661

Áðü ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá êáôáëÞãïõìå üôé ôï ôñßôï ìïíôÝëï êáôÜ óåéñÜ åßíáé áõôü
ðïõ ðñïóáñìüæåôáé êáëýôåñá óôá äåäïìÝíá ìáò. Ôï ìïíôÝëï áõôü ðåñéÝ÷åé ôéò äõï óôáèåñÝò

60



åðéäñÜóåéò, êáèþò êáé ôéò äõï ôõ÷áßåò óôáèåñÝò êáé åßíáé ïõóéáóôéêÜ ôï model3 ðïõ áíáëýóáìå
íùñßôåñá.

ÐáñáèÝôïõìå ôá êõñéüôåñá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôï ìïíôÝëï áõôü:

Formula: frequency ~ attitude + gender + (1 | subject) +

+ (1 | scenario)

Data: politeness

Random effects:

Groups Name Variance Std.Dev.

scenario (Intercept) 219.5 14.81

subject (Intercept) 615.6 24.81

Residual 645.9 25.41

Number of obs: 83, groups: scenario , 7; subject , 6

Fixed effects:

Estimate Std. Error t value

(Intercept) 256.846 16.116 15.938

attitudepol -19.721 5.584 -3.532

genderM -108.516 21.013 -5.164

Computing profile confidence intervals ...

2.5 % 97.5 %

(Intercept) 226.084997 287.60823

attitudepol -30.739625 -8.69669

genderM -149.340247 -67.68308

Óôçí áñ÷éêÞ ìáò áíáöïñÜ ãéá ôï ìïíôÝëï, Ý÷ïõìå êáôáãñÜøåé ôçí ìÝóç ôéìÞ ôçò óõ÷íüôçôáò
ïìéëßáò ãéá ïðïéïäÞðïôå óõíäõáóìü ôùí äõï åðéðÝäùí ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí. ×ñçóéìï-
ðïéþíôáò ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá, èá êáôáãñÜøïõìå êÜðïéá åðéðëÝïí óõìðåñÜóìáôá ôá
ïðïßá äåí ðáñïõóéÜóôçêáí íùñßôåñá:

� Ç ìÝóç óõ÷íüôçôá ïìéëßáò ôùí ãõíáéêþí åßíáé áõîçìÝíç êáôÜ 108.516Hz óå óýãêñéóç
ìå ôïõò Üíäñåò ãéá ôçí ßäéá óõíèÞêç.

� H ìÝóç óõ÷íüôçôá ïìéëßáò ãéá ôçí áíåðßóçìç óõíèÞêç åßíáé áõîçìÝíç êáôÜ 19.721Hz
óå óýãêñéóç ìå ôçí åõãåíéêÞ óõíèÞêç ãéá ôï ßäéï öýëï.

ÄéáöïñåôéêÜ ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò êáôáëÞãïõìå óôá åîÞò óõìðåñÜ-
óìáôá:

� Ç óõ÷íüôçôá ïìéëßáò ãéá ôï ãõíáéêåßï öýëï óôçí áíåðßóçìç óõíèÞêç êõìáßíåôáé áðü
226.085Hz Ýùò 287.608Hz ôï 95% ôùí ðåñéðôþóåùí.
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� Ç óõ÷íüôçôá ïìéëßáò ãéá ôçí åõãåíéêÞ óõíèÞêç åßíáé ìåéþìåíç ìåôáîý 30.741Hz êáé
8.701Hz óå óýãêñéóç ìå ôçí áíåðßóçìç óõíèÞêç ãéá ôï ßäéï öýëï ôï 95% ôùí ðåñéðôþ-
óåùí.

� H óõ÷íüôçôá ïìéëßáò ãéá ôïõò Üíäñåò åßíáé ìåéþìåíç ìåôáîý 149.34Hz êáé 67.683Hz óå
óýãêñéóç ìå ôéò ãõíáßêåò ãéá ôçí ßäéá óõíèÞêç ôï 95% ôùí ðåñéðôþóåùí.

Ç äéáêýìáíóç ôùí ôéìþí ôùí õðïêåéìÝíùí éóïýôáé ìå 615.6 êáé åßíáé êÜôé ðáñáðÜíù áðü äé-
ðëÜóéá áðü áõôÞí ãéá ôéò ôéìÝò ôùí óåíáñßùí ðïõ éóïýôáé ìå 219.5. H óõíïëéêÞ äéáêýìáíóç
åßíáé 1481, ìå áñêåôÜ ìåãÜëç óõìâïëÞ íá Ý÷åé ç ìåôáâëçôüôçôá ìåôáîý ôùí äéáöüñùí õðïêåé-
ìÝíùí, ç ïðïßá åßíáé ðåñßðïõ 41.5% (615.6/1481).

ÔÝëïò ç ôõðéêÞ áðüêëéóç ôùí óåíáñßùí êáé ôùí õðïêåéìÝíùí éóïýôáé ìå 14.81Hz, 24.81Hz
áíôßóôïé÷á, ìå ôéò äõï ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò íá åßíáé áóõó÷Ýôéóôåò ìåôáîý ôïõò. ÅðïìÝíùò ç
ôõðéêÞ áðüêëéóç ôïõ áèñïéóìÜôïò ôïõò éóïýôáé ìå: 28.894Hz (

√
14:812 + 24:812), ìå ôçí áíå-

ðßóçìç óõíèÞêç ãéá ôï ãõíáéêåßï öýëï íá Ý÷åé ìÝóï üñï óôáèåñÜò 256.846Hz. Ìðïñïýìå íá
êáôáëÞîïõìå äçëáäÞ, üôé ïé ãõíáßêåò óôçí áíåðßóçìç óõíèÞêç, èá Ý÷ïõí ðñïóùðéêÝò óôáèåñÝò
ðïõ èá åßíáé Ýùò 28.894Hz ÷áìçëüôåñåò Þ õøçëüôåñåò áðü ôïí ìÝóï üñï áõôü óôï 68% ôùí
ðåñéðôþóåùí êáé ìÝ÷ñé 57.788Hz ÷áìçëüôåñåò Þ õøçëüôåñåò óôï 95% ôùí ðåñéðôþóåùí. Áíôß-
óôïé÷á ìå ôïí ßäéï ôñüðï êáôáëÞãïõìå óå áíÜëïãá óõìðåñÜóìáôá ãéá ïðïéïäÞðïôå óõíäõáóìü
ôùí åðéðÝäùí ôùí äõï áõôþí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí.

3.3.2 ¼ëïé ïé ðéèáíïß ôñüðïé ðñïóáñìïãÞò Ôõ÷áßùí ÅðéäñÜóåùí óôçí R

Óôéò Åíüôçôåò 3.2, 3.3 ðáñïõóéÜóôçêáí äõï äéáöïñåôéêïß ôñüðïé ðñïóáñìïãÞò ôõ÷áßùí åðé-
äñÜóåùí ìå ôçí âïÞèåéá ôçò R. Ç ðñþôç ðåñßðôùóç ç ïðïßá åßíáé êáé ç áðëïýóôåñç, áöïñÜ ìßá
åðßäñáóç, Ýóôù Á, ç ïðïßá èåùñåßôáé ôõ÷áßá óôáèåñÜ ìå ôï üñéóìá íá åßíáé ôï åîÞò: (1 | A).
Ôüôå ãéá êÜèå åðßðåäï ôçò åðßäñáóçò ëáìâÜíïõìå ìéá îå÷ùñéóôÞ åêôßìçóç.

Ç äåýôåñç ðåñßðôùóç åßíáé ðéï óýíèåôç êáèþò åìðëÝêåé äõï äéáöïñåôéêÝò åðéäñÜóåéò. ×ñç-
óéìïðïéåßôáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ èåùñïýìå ðùò êÜèå åðßðåäï ôçò åðßäñáóçò Á, åðçñåÜæåôáé
äéáöïñåôéêÜ áðü ôçí åðßäñáóç Â, ìå ôï üñéóìá íá åßíáé ôï åîÞò: (1 + B | A). Óôçí ðåñßðôùóç
ðïõ ç ìåôáâëçôÞ Â åßíáé ðïóïôéêÞ, ôüôå Ý÷ïõìå ìßá ôõ÷áßá óôáèåñÜ êáé ìßá ôõ÷áßá êëßóç, ìå
ôçí ôõ÷áßá êëßóç íá áíôéðñïóùðåýåé ôçí ðïóïôéêÞ åðßäñáóç Â. Ãéá êÜèå åðßðåäï ôçò åðßäñáóçò
Á, ëáìâÜíïõìå åêôéìÞóåéò ôüóï ãéá ôçí ôõ÷áßá óôáèåñÜ üóï êáé ãéá ôçí ôõ÷áßá êëßóç. Ç ðåñß-
ðôùóç áõôÞ ðáñïõóéÜóôçêå óôçí Åíüôçôá 3.2.2. Áíôßèåôá áí ç ìåôáâëçôÞ Â åßíáé êáôçãïñéêÞ,
ôüôå Ý÷ïõìå ìßá ôõ÷áßá óôáèåñÜ êáé p − 1 ôõ÷áßåò êëßóåéò, üðïõ p ï áñéèìüò ôùí åðéðÝäùí
ôçò åðßäñáóçò Â. Áíôßóôïé÷á ãéá êÜèå åðßðåäï ôçò åðßäñáóçò Á, Ý÷ïõìå åêôßìçóç ôçò ôõ÷áßáò
óôáèåñÜò êáé ôùí p− 1 ôõ÷áßùí êëßóåùí, ìå êÜèå ôõ÷áßá êëßóç íá ôáõôßæåôáé ìå ìßá áðü ôéò
õðïïìÜäåò ôçò åðßäñáóçò Â, åîáéñþíôáò ôçí ïìÜäá áíáöïñÜò. ÔÝëïò áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé
ç ôõ÷áßá óôáèåñÜ êáé óôéò äõï ðåñéðôþóåéò, áíôéðñïóùðåýåé ôçí åðßäñáóç ôïõ äåîéïý ìÝëïõò,
äçëáäÞ ôçí åðßäñáóç Á.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ÐáñÜäåéãìá 3.3, èá ðñïóáñìüóïõìå Ýíá ìïíôÝëï ôï ïðïßï èá ðåñéÝ÷åé
ôïõò äõï áõôïýò ôñüðïõò ðñïóáñìïãÞò ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, ðáñïõóéÜæïíôáò óõíïðôéêÜ
ôá êõñéüôåñá óçìåßá ðïõ åðéèõìïýìå íá ôïíßóïõìå. Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé óôçí ðåñßðôùóç

62



ìáò ç åðßäñáóç Â åßíáé ç óõìðåñéöïñÜ, ç ïðïßá åßíáé ìéá êáôçãïñéêÞ åðßäñáóç ìå äõï õðïï-
ìÜäåò.

> model4 <-lmer(frequency~attitude+gender +(1| subject )+

+ (1+ attitude|scenario),data=politeness)

Random effects:

Groups Name Variance Std.Dev. Corr

scenario (Intercept) 203.49 14.265

attitudepol 71.02 8.427 0.00

subject (Intercept) 616.51 24.830

Residual 627.81 25.056

$scenario

(Intercept) attitudepol

1 -13.657911 0.7432393

2 3.810621 6.8764573

3 12.780617 -3.6926454

$subject

(Intercept)

F1 -13.936316

F2 10.440585

F3 3.495731

Ôï ìïíôÝëï ðïõ Ý÷ïõìå ðñïóáñìüóåé ìå ôç âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò lmer åßíáé ôï åîÞò:

yi =á0 + á1I(attitude = pol) + á2I(gender = male) + â1;j[i] + â2;k[i]

+ â3;k[i]I(attitude = pol) + ei; i = 1; 2; :::; 84;

üðïõ ôï yi äçëþíåé ôçí ôéìÞ ôçò óõ÷íüôçôáò ïìéëßáò ãéá ôçí i ðáñáôÞñçóç, ôá á0, á1, á2 áðï-
ôåëïýí ôéò óôáèåñÝò óôáèåñÝò, åíþ ôá â1;j[i], â2;k[i] áðïôåëïýí ôéò ôõ÷áßåò óôáèåñÝò êáé ôï â3;k[i]
áðïôåëåß ôçí ôõ÷áßá êëßóç. Ôï j[i] äçëþíåé ôï åðßðåäï ôçò ïìÜäáò (F1; F2; F3;M1;M2;M3)
ãéá ôï õðïêåßìåíï i êáé ôï k[i] äçëþíåé ôï åðßðåäï ôçò ïìÜäáò ôïõ óåíáñßïõ (1,2,...,7) ãéá ôï
õðïêåßìåíï i.

ÓõíïðôéêÜ èá ëÝãáìå üôé ëáìâÜíïõìå ìßá ôõ÷áßá óôáèåñÜ ãéá ôçí åðßäñáóç ôùí õðïêåéìÝíùí
êáé ãéá êÜèå åðßðåäï ôçò ìßá åêôßìçóç. Êáèþò ç åðßäñáóç ôçò óõìðåñéöïñÜò åßíáé ìéá êáôçãï-
ñéêÞ åðßäñáóç ìå äõï õðïïìÜäåò, Ý÷ïõìå ìßá ôõ÷áßá óôáèåñÜ êáé ìßá ôõ÷áßá êëßóç. ÅðïìÝíùò
ãéá êÜèå óåíÜñéï Ý÷ïõìå åêôéìÞóåéò ãéá ôçí ôõ÷áßá óôáèåñÜ êáé ôçí ôõ÷áßá êëßóç, ìå ôçí
ôõ÷áßá óôáèåñÜ íá áíôéðñïóùðåýåé ôçí åðßäñáóç ôùí óåíáñßùí, åíþ ôçí ôõ÷áßá êëßóç íá áíôé-
ðñïóùðåýåé ôçí åðßóçìç óõìðåñéöïñÜ. Óôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò ÷ñÞæåé ðñïóï÷Þò ç åñìçíåßá
ôçò ôéìÞò ôçò äéáêýìáíóçò ôçò ôõ÷áßáò êëßóçò. Ç ôéìÞ ôçò äéáêýìáíóçò ôçò ôõ÷áßáò êëßóçò,
äçëþíåé ôçí äéáêýìáíóç ôùí ðáñáôçñÞóåùí ôçò åðßóçìçò óõìðåñéöïñÜò åíôüò ôùí óåíÜñéùí
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êáé éóïýôáé ìå 71.02.

Ç ôåëåõôáßá ðåñßðôùóç äåí åßíáé ç ìïíáäéêÞ üôáí åðéèõìïýìå íá èåùñÞóïõìå ôéò åðéäñÜóåéò äõï
ìåôáâëçôþí ùò ôõ÷áßåò, ïé ïðïßåò óõíäÝïíôáé ìåôáîý ôïõò. Óå áíôßèåóç ìå ôçí ðñïçãïýìåíç
ðåñßðôùóç, óôçí óõãêåêñéìÝíç Ý÷ïõìå ìüíï ôõ÷áßåò êëßóåéò. ÄçëáäÞ ç åðßäñáóç ôïõ äåîéïý
ìÝëïõò, ç ïðïßá Þôáí ç ôõ÷áßá óôáèåñÜ áðïõóéÜæåé. Ãéá íá ðñáãìáôïðïéçèåß êÜôé ôÝôïéï, ôï
üñéóìá ðïõ ðñÝðåé íá åéóÜãïõìå åßíáé ôï åîÞò: (0 + B | A). Ãåíéêüôåñá óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç
ìåôáâëçôÞ Â åßíáé äéáêñéôÞ, ôüôå Ý÷ïõìå ìßá ôõ÷áßá êëßóç ðïõ áíôéðñïóùðåýåé ôçí åðßäñáóç
Â êáé ìßá åêôßìçóç ôçò ãéá êÜèå åðßðåäï ôçò åðßäñáóçò Á. Áíôßèåôá áí ç ìåôáâëçôÞ Â åßíáé
êáôçãïñéêÞ, ôüôå Ý÷ïõìå p ôõ÷áßåò êëßóåéò, üðïõ p ï áñéèìüò ôùí õðïïìÜäùí ôçò åðßäñáóçò
Â, ìå êÜèå ôõ÷áßá êëßóç íá ôáõôßæåôáé ìå ìßá áðü ôéò õðïïìÜäåò ôçò åðßäñáóçò Â. ÄçëáäÞ
ãéá êÜèå åðßðåäï ôçò åðßäñáóçò Á, Ý÷ïõìå p îå÷ùñéóôÝò åêôéìÞóåéò. Ç ÷ñÞóç ôïõ ðáñáðÜíù
ïñßóìáôïò óôï ÐáñÜäåéãìá 3.3 åîÜãåé ôá åîÞò áðïôåëÝóìáôá:

> model5 <-lmer(frequency~attitude+gender +(1| subject )+

+ (0+ attitude|scenario),data=politeness)

Random effects:

Groups Name Variance Std.Dev. Corr

scenario attitudeinf 203.5 14.27

attitudepol 275.4 16.59 0.86

subject (Intercept) 616.5 24.83

Residual 627.8 25.06

$scenario

attitudeinf attitudepol

1 -13.658245 -12.914386

2 3.810137 10.687341

3 12.781172 9.087555

Ôï ìïíôÝëï ðïõ Ý÷ïõìå ðñïóáñìüóåé ìå ôç âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò lmer åßíáé ôï åîÞò:

yi = á0 + á1I(attitude = pol) + á2I(gender = male) + â1;j[i] + â2;k[i]É(attitude = inf)

+ â3;k[i]I(attitude = pol) + ei; i = 1; 2; :::; 84;

üðïõ ôï yi äçëþíåé ôçí ôéìÞ ôçò óõ÷íüôçôáò ïìéëßáò ãéá ôçí i ðáñáôÞñçóç, ôá á0, á1, á2 áðïôå-
ëïýí ôéò óôáèåñÝò óôáèåñÝò, åíþ ôï â1;j[i] áðïôåëåß ôçí ôõ÷áßá óôáèåñÜ êáé ôá â2;k[i], â3;k[i] áðï-
ôåëïýí ôéò ôõ÷áßåò êëßóåéò. ÔÝëïò ôï j[i] äçëþíåé ôï åðßðåäï ôçò ïìÜäáò (F1; F2; F3;M1;M2;
M3) ãéá ôï õðïêåßìåíï i êáé ôï k[i] äçëþíåé ôï åðßðåäï ôçò ïìÜäáò ôïõ óåíáñßïõ (1,2,...,7)
ãéá ôï õðïêåßìåíï i.

ÓõíïðôéêÜ èá ëÝãáìå üôé Ý÷ïõìå äõï ôõ÷áßåò êëßóåéò, üóåò êáé ï áñéèìüò ôùí õðïïìÜäùí ôçò
óõìðåñéöïñÜò, ìå ôçí ðñþôç íá áíôéðñïóùðåýåé ôçí áíåðßóçìç åíþ ôçí äåýôåñç ôçí åõãåíéêÞ.
Ãéá êÜèå óåíÜñéï ëáìâÜíïõìå åêôéìÞóåéò ãéá ôéò äõï áõôÝò ôõ÷áßåò êëßóåéò. Áíôßóôïé÷á ìå ôçí
ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç ïé ôéìÝò ôçò äéáêýìáíóçò ôùí ôõ÷áßùí êëßóåùí, äçëþíïõí ôçí äéáêý-
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ìáíóç ôùí ðáñáôçñÞóåùí ôçò áíåðßóçìçò êáé åðßóçìçò óõìðåñéöïñÜò åíôüò ôùí óåíáñßùí.

¼ðùò õðÜñ÷åé ç äõíáôüôçôá íá èåùñÞóïõìå ìßá áëëçëåðßäñáóç ùò óôáèåñÞ åðßäñáóç, áíôß-
óôïé÷á ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå êáé ìßá áëëçëåðßäñáóç ùò ôõ÷áßá. Ôï üñéóìá ðïõ ðñÝðåé íá
åéóÜãïõìå ãéá íá ðñáãìáôïðïéçèåß áõôü åßíáé ôï åîÞò: (1 | Á:B). ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï üñéóìá
áõôü, ëáìâÜíïõìå ìßá ôõ÷áßá óôáèåñÜ êáé Ý÷ïõìå îå÷ùñéóôÞ åêôßìçóç ãéá êÜèå óõíäõáóìü
ôùí åðéðÝäùí ôùí äõï áõôþí åðéäñÜóåùí. Ç ÷ñÞóç ôïõ ðáñáðÜíù ïñßóìáôïò óôï ÐáñÜäåéãìá
3.3 åîÜãåé ôá åîÞò áðïôåëÝóìáôá:

> model6 <-lmer(frequency~attitude+gender +(1| subject )+

+ (1| scenario:attitude),data=politeness)

Random effects:

Groups Name Variance Std.Dev.

scenario:attitude (Intercept) 238.5 15.44

subject (Intercept) 616.9 24.84

Residual 628.2 25.06

$`scenario:attitude `

(Intercept)

1:inf -15.164085

1:pol -8.214203

2:inf -3.037781

2:pol 14.428515

3:inf 17.265382

3:pol 2.475939

Ôï ìïíôÝëï ðïõ Ý÷ïõìå ðñïóáñìüóåé ìå ôç âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò lmer åßíáé ôï åîÞò:

yi = á0 + á1I(attitude = pol) + á2I(gender = male) + â1;j[i] + (â2â3)k[i]l[i] + ei; i = 1; :::; 84;

üðïõ ôï yi äçëþíåé ôçí ôéìÞ ôçò óõ÷íüôçôáò ïìéëßáò ãéá ôçí i ðáñáôÞñçóç, ôá á0, á1, á2
áðïôåëïýí ôéò óôáèåñÝò óôáèåñÝò, åíþ ôá â1;j[i], (â2â3)k[i]l[i] áðïôåëïýí ôéò ôõ÷áßåò óôáèåñÝò.
ÔÝëïò ôï j[i] äçëþíåé ôï åðßðåäï ôçò ïìÜäáò (F1; F2; F3;M1;M2;M3) ãéá ôï õðïêåßìåíï i,
ôï k[i] äçëþíåé ôï åðßðåäï ôçò ïìÜäáò ôïõ óåíáñßïõ (1,2,...,7) ãéá ôï õðïêåßìåíï i êáé ôï l[i]
äçëþíåé ôï åðßðåäï ôçò ïìÜäáò ôçò óõìðåñéöïñÜò (inf,pol) ãéá ôï õðïêåßìåíï i.

ÓõíïðôéêÜ ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ëáìâÜíïõìå ìßá ôõ÷áßá óôáèåñÜ ãéá ôçí áëëçëåðßäñáóç
óõìðåñéöïñÜ-óåíÜñéï êáé ãéá êÜèå óõíäõáóìü ôùí åðéðÝäùí ôïõò, ãßíåôáé åêôßìçóç ôùí ôéìþí
ôïõò. Ç ôéìÞ ôçò äéáêýìáíóçò ôçò áëëçëåðßäñáóçò, äçëþíåé ôçí äéáêýìáíóç ôùí ðáñáôçñÞóåùí
ãéá üëïõò ôïõò ðéèáíïýò óõíäõáóìïýò ôùí åðéðÝäùí ôùí ìåôáâëçôþí óõìðåñéöïñÜ êáé óåíÜñéï.

Ïé ðáñáðÜíù åßíáé üëïé ïé ðéèáíïß ôñüðïé ðñïóáñìïãÞò ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí ìå ôçí âïÞèåéá
ôçò R.

65



3.4 ×åéñéóìüò ôùí ÖùëéáóìÝíùí ÄåäïìÝíùí

Óôçí áñ÷Þ ôïõ Êåöáëáßïõ 3, åðéóçìÜíèçêå üôé ç ðñïóÝããéóç ãéá Ýíá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï
ìå ôçí âïÞèåéá ôçò R ãéá ïðïéáäÞðïôå äïìÞ äåäïìÝíùí åßíáé êáôÜ ìåãÜëï ðïóïóôü ç ßäéá. Ìéá
ìéêñÞ äéáöïñïðïßçóç óôçí ðñïóÝããéóç êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá óôá ïñßóìáôá ôçò óõíÜñôçóçò
lmer, åíäÝ÷åôáé íá ðñïêýøïõí óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ìåëåôÜìå öùëéáóìÝíá äåäïìÝíá. Ðñïôïý
ãßíïõìå ðéï óõãêåêñéìÝíïé, èá êáôáãñÜøïõìå åí óõíôïìßá ðïéÜ áêñéâþò åßíáé ç äïìÞ ôùí öù-
ëéáóìÝíùí äåäïìÝíùí ìå ôçí ÷ñÞóç åíüò áðëïý ðáñáäåßãìáôïò.

Ôï ðáñÜäåéãìá ìáò áöïñÜ ó÷ïëéêÝò ôÜîåéò óå ó÷ïëåßá. ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå ôñßá ó÷ï-
ëåßá êáé åííéÜ ó÷ïëéêÝò ôÜîåéò. Ôüôå áí ïé ôñåßò ðñþôåò ôÜîåéò áíÞêïõí óôï ó÷ïëåßï Ýíá, ïé
åðüìåíåò ôñåßò óôï ó÷ïëåßï äõï êáé ïé ôåëåõôáßåò ôñåßò óôï ó÷ïëåßï ôñßá, Ý÷ïõìå äïìÞ öù-
ëéáóìÝíùí äåäïìÝíùí. Áíôßóôïé÷á ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå áóèåíåßò ðïõ ðáñáêïëïõèïýíôáé áðü
ãéáôñïýò Þ áóèåíåßò ðïõ íïóçëåýïíôáé óå íïóïêïìåßá. ÄçëáäÞ èÝëïõìå Ýíá óõãêåêñéìÝíï
áñéèìü áóèåíþí íá ðáñáêïëïõèïýíôáé ãéá ðáñÜäåéãìá ìüíï áðü ôïí ãéáôñü Ýíá, ÷ùñßò áõôïß
ïé áóèåíåßò íá Ý÷ïõí áíÜìåéîç ìå ïðïéïäÞðïôå Üëëïí ãéáôñü, ìå ôï ßäéï íá áíáìÝíåôáé êáé ãéá
ôïõò õðüëïéðïõò áóèåíåßò.

ÅíäéáöÝñïí åðßóçò ðáñïõóéÜæåé ï óõìâïëéóìüò ôïõò, êáèþò åíäÝ÷åôáé íá åßíáé ç áéôßá ôçò
äéáöïñïðïßçóçò ôùí ïñéóìÜôùí. ÁíáôñÝ÷ïõìå êáé ðÜëé óôï ðáñÜäåéãìá ìå ôá ó÷ïëåßá êáé ôéò
ó÷ïëéêÝò ôÜîåéò, ãéá ôï ïðïßï Ý÷ïõìå äõï äéáöïñåôéêÝò åðéëïãÝò. Îåêéíþíôáò ìå ôá ó÷ïëåßá,
ç åðéëïãÞ ôïõ óõìâïëéóìïý åßíáé êïéíÞ êáé åßíáé ç åîÞò: Ó1, Ó2, Ó3. Ç äéáöïñïðïßçóç Ý÷åé
íá êÜíåé ìå ôïí óõìâïëéóìü ôùí ôÜîåùí. Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ï óõìâïëéóìüò ôïõò åßíáé:
Ô1, Ô2, ..., Ô8, Ô9. Áíôßèåôá óôçí äåýôåñç ðåñßðôùóç ï óõìâïëéóìüò ôïõò åßíáé: Ô1, Ô2, Ô3,
Ô1, Ô2, Ô3, Ô1, Ô2, Ô3, ìå ôçí ðñþôç ôñéÜäá íá áíÞêåé óôï Ó1, ôçí äåýôåñç óôï Ó2 ê.ï.ê.

Åýêïëá êÜðïéïò ìðïñåß íá éó÷õñéóôåß üôé ï óõìâïëéóìüò ôùí äåäïìÝíùí áðïôåëåß ìéá éäéüôçôá
ôïõò êáé äåí ó÷åôßæåôáé ìå ôçí ðñïóáñìïãÞ ôïõ ìéêôïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ. Ùóôüóï óôçí
óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå üôé ï éó÷õñéóìüò áõôüò åßíáé ëáíèáóìÝíïò.

ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá óôï ïðïßï èÝëïõìå ç åðßäñáóç ôùí ôÜîåùí íá áðïôåëåß
ôçí ôõ÷áßá ìáò óôáèåñÜ, ìå ôï üñéóìá ðïõ ðñÝðåé íá åéóÜãïõìå íá åßíáé ãíùóôü áðü ôéò ðñïç-
ãïýìåíåò åíüôçôåò êáé íá åßíáé ôï åîÞò: (1 | Class). Ãéá ôçí ðñþôç ðåñßðôùóç óõìâïëéóìïý
ôùí ôÜîåùí äåí áíôéìåôùðßæïõìå êáíÝíá ðñüâëçìá, êáèþò Ý÷ïõìå äéáöïñåôéêü óõìâïëéóìü
ãéá êÜèå ìßá áðü ôéò åííéÜ ôÜîåéò, åðïìÝíùò èá Ý÷ïõìå åííéÜ äéáöïñåôéêÝò åêôéìÞóåéò.

Áíôßèåôá ãßíåôáé åýêïëá áíôéëçðôü üôé óôçí äåýôåñç ðåñßðôùóç ôï üñéóìá áõôü èá äçìéïõñãÞ-
óåé ðñïâëÞìáôá, êáèþò Ý÷ïõìå ßäéïõò óõìâïëéóìïýò ãéá ôéò ôñåßò ôÜîåéò êÜèå ó÷ïëåßïõ. Ðéï
óõãêåêñéìÝíá áíôß ãéá åííéÜ äéáöïñåôéêÝò åêôéìÞóåéò ãéá ôéò ó÷ïëéêÝò ôÜîåéò, ëüãù ôïõ óõì-
âïëéóìïý áõôïý èá ëÜâïõìå ìüíï ôñåßò (Ô1, Ô2, Ô3), ôï ïðïßï ðñïöáíþò êáé äåí åßíáé óùóôü.
Ãéá íá áíôéìåôùðéóôåß áõôü ôï ðñüâëçìá êáé íá Ý÷ïõìå îå÷ùñéóôÞ åêôßìçóç ãéá êÜèå ó÷ïëéêÞ
ôáîÞ, åßìáóôå áíáãêáóìÝíïé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï üñéóìá ôçò áëëçëåðßäñáóçò ôï ïðïßï
åßíáé ôï åîÞò: (1 | school:class). ÊáôÜ áõôüí ôïí ôñüðï èá ëÜâïõìå åêôßìçóç ãéá êÜèå óõí-
äõáóìü ó÷ïëåßïõ-ó÷ïëéêÞ ôÜîç ðïõ äéáèÝôïõìå óôá äåäïìÝíá ìáò.

ÐáñáìÝíïõìå óôçí ßäéá ðåñßðôùóç óõìâïëéóìïý, õðïèÝôïíôáò üôé èÝëïõìå íá ðñïóèÝóïõìå êáé
ôçí åðßäñáóç ôùí ó÷ïëåßùí ùò ìßá ôõ÷áßá óôáèåñÜ. Ôüôå ìå âÜóç üóá Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé,
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ôá üñéóìáôá ðïõ ðñÝðåé íá åéóÜãïõìå åßíáé ôá åîÞò: (1 | school:class), (1 | school). Áíôß ôïõ
áèñïßóìáôïò ôùí ðáñáðÜíù ïñéóìÜôùí, õðÜñ÷åé Ýíá êáéíïýñãéï, éóïäýíáìï üñéóìá ôï ïðïßï
÷ñçóéìïðïéåßôáé óôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò êáé åßíáé áõóôçñÜ ãéá öùëéáóìÝíá äåäïìÝíá. Ôï íÝï
üñéóìá åßíáé ôï åîÞò: (1 | school/class), ìå ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ëáìâÜíïõìå íá åßíáé áêñéâþò
ôá ßäéá êáé ãéá ôéò äõï ðåñéðôþóåéò. Ãåíéêüôåñá ôï üñéóìá áõôü, äçëþíåé üôé ç ìåôáâëçôÞ ôïõ
äåîéïý ìÝëïõò ôçò äéáãùíßïõ åßíáé öùëéáóìÝíç óôçí ìåôáâëçôÞ ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò, äçëáäÞ
óôçí ðåñßðôùóç ìáò üôé ïé ó÷ïëéêÝò ôÜîåéò åßíáé öùëéáóìÝíåò óôá ó÷ïëåßá. ÔÝëïò êáôÜ ôçí
÷ñÞóç ôïõ ëáìâÜíïõìå ìéá ôõ÷áßá óôáèåñÜ ãéá ôçí åðßäñáóç ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò, äçëáäÞ
ôïõ ó÷ïëåßïõ, üðùò åðßóçò êáé ìéá ôõ÷áßá óôáèåñÜ ãéá ôçí åðßäñáóç ôïõ äåîéïý ìÝëïõò, äçëáäÞ
ôùí ó÷ïëéêþí ôÜîåùí, ìå ôçí éäéáéôåñüôçôá ôçò äåýôåñçò ôõ÷áßáò óôáèåñÜò íá áðïôåëåß üôé ç
ìåôáâëçôÞ áõôÞ åßíáé öùëéáóìÝíç óå áõôÞí ôïõ áñéóôåñïý ìÝëïõò, êáôáëÞãïíôáò ôåëéêÜ óå
ìéá ôõ÷áßá áëëçëåðßäñáóç.

ÓõìðåñáóìáôéêÜ èá ëÝãáìå üôé ç áíôéìåôùðßóç ôùí öùëéáóìÝíùí äåäïìÝíùí åîáñôÜôáé áðü
ôçí ïíïìáóßá ôùí óôïé÷åßùí ôùí ìåôáâëçôþí. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå êïéíÝò ïíïìáóßåò,
ôüôå åßìáóôå áíáãêáóìÝíïé íá ðñïóöýãïõìå óôéò ëýóåéò ðïõ õðïäåß÷èçêáí íùñßôåñá. Óå
áíôßèåôç ðåñßðôùóç åöáñìüæïõìå üóá ðáñïõóéÜóôçêáí óôéò ðñïçãïýìåíåò åíüôçôåò. Ùóôüóï
ðÜíôá õðÜñ÷åé ç ëýóç ôçò ìåôáíïìáóßáò ôùí óôïé÷åßùí ôùí ìåôáâëçôþí, þóôå êÜèå Ýíá íá
Ý÷åé ìïíáäéêÞ ïíïìáóßá áðïöåýãïíôáò ôåëéêÜ ôÝôïéïõ åßäïõò ðñïâëÞìáôá.

3.5 Óýãêñéóç Äéáöïñåôéêþí ÌïíôÝëùí

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá óõãêåíôñþóïõìå ôéò äéáöïñåôéêÝò ðåñéðôþóåéò ðïõ åíäÝ÷åôáé íá óõíá-
íôÞóïõìå üôáí åðéèõìïýìå íá óõãêñßíïõìå äõï Þ ðåñéóóüôåñá ìéêôÜ ãñáììéêÜ ìïíôÝëá. Ï ÷åé-
ñéóìüò ôïõò áðáéôåß ìåãÜëç ðñïóï÷Þ, êáèþò åýêïëá ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå óå åóöáëìÝíá
áðïôåëÝóìáôá. Õðåíèõìßæïõìå üôé êáôÜ ôçí ðñïóáñìïãÞ ôùí ìïíôÝëùí ìáò ìå ôçí âïÞèåéá
ôçò óõíÜñôçóçò lmer, ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ç ìÝèïäïò REML ãéá ôïõò ëüãïõò ðïõ Ý÷ïõìå êáôá-
ãñÜøåé óôï ÊåöÜëáéï 2.

Ç ðñþôç ðåñßðôùóç áöïñÜ ôçí óýãêñéóç ìïíôÝëùí ðïõ äéáöÝñïõí ìüíï ùò ðñïò ôéò ôõ÷áßåò
ôïõò åðéäñÜóåéò, äçëáäÞ ç äéáöïñÜ ôùí äõï ìïíôÝëùí åßíáé üôé ôï Ýíá ðåñéÝ÷åé ìßá Þ ðåñéó-
óüôåñåò ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò óå óýãêñéóç ìå ôï Üëëï. Ç åðéëïãÞ ðïõ ðñïôéìÜôáé óå áõôÞí ôçí
ðåñßðôùóç åßíáé ç ÷ñÞóç ôùí êñéôçñßùí AIC, BIC ãéá ôá äõï \áíôáãùíéóôéêÜ" ìïíôÝëá. Ôï
ìïíôÝëï ìå ôçí ìéêñüôåñç ôéìÞ åßíáé êáé áõôü ðïõ ðñïôéìÜôáé. Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé êáôÜ
ôçí ÷ñÞóç ôùí óõíáñôÞóåùí AIC, BIC ç ìÝèïäïò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôïí õðïëïãéóìü
ôïõò, ôáõôßæåôáé ìå áõôÞí ðïõ Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé óôçí ðñïóáñìïãÞ ôïõ ìïíôÝëïõ, äçëáäÞ
ôçí ìÝèïäï REML.

Ç äåýôåñç ðåñßðôùóç áöïñÜ ôçí óýãêñéóç ìïíôÝëùí ðïõ äéáöÝñïõí áõôÞí ôçí öïñÜ ìüíï ùò
ðñïò ôéò óôáèåñÝò ôïõò åðéäñÜóåéò, äçëáäÞ ç äéáöïñÜ ôùí äõï ìïíôÝëùí åßíáé üôé ôï Ýíá ðåñéÝ-
÷åé ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò óå óýãêñéóç ìå ôï Üëëï. Ç ðéï óõíÞèçò åðéëïãÞ
åßíáé ç ÷ñÞóç ôçò óõíÜñôçóçò anova ãéá ôá äõï \áíôáãùíéóôéêÜ" ìïíôÝëá, ìå ôçí ïðïßá ëáì-
âÜíïõìå áðïôåëÝóìáôá ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôïõ ëüãïõ ôùí ðéèáíïöáíåéþí êáé ôá êñéôÞñéá AIC,
BIC. Ùóôüóï óôï ÊåöÜëáéï 2 åðéóçìÜíáìå üôé ï Ýëåã÷ïò ôïõ ëüãïõ ôùí ðéèáíïöáíåßùí ãéá
íá ðñáãìáôïðïéçèåß ìå ôçí âïÞèåéá ôçò ìåèüäïõ REML, áðáéôåß ôéò ßäéåò áêñéâþò óôáèåñÝò åðé-
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äñÜóåéò. Ç óõíÜñôçóç anova ôþñá, Ý÷åé ùò ðñïåðéëïãÞ ôçí ìÝèïäï ML, ïðüôå äåí ÷ñåéÜæåôáé
íá ðñïóèÝóïõìå êÜðïéï åðéðëÝïí üñéóìá. ÔÝëïò ïé ôéìÝò ôùí êñéôçñßùí AIC, BIC ðñïöáíþò
õðïëïãßæïíôáé êáé áõôÝò ìå âÜóç ôçí ìÝèïäï ML.

Ïé äõï ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò åßíáé åéäéêÝò, ðñïûðïèÝôïíôáò ç áðïêëåéóôéêÞ äéáöïñÜ ôùí ìï-
íôÝëùí íá åßíáé ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò óôáèåñÝò Þ ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò óå óýãêñéóç ìå ôï Üëëï.
Óå ìßá ðéï ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ äåí åßìáóôå âÝâáéïé ãéá ôïí ôñüðï ðñïóáñìïãÞò ôùí ôõ÷áßùí
åðéäñÜóåùí, ôüôå ÷ñçóéìïðïéïýíôáé êáé ðÜëé ôá êñéôÞñéá AIC, BIC ãéá ôá åðéëåãìÝíá ìïíôÝëá.
Êáèþò õðÜñ÷åé ðåñßðôùóç íá êáôáëÞîïõìå óå éóïäýíáìåò ôéìÝò, ç åðéëïãÞ ôïõ ìïíôÝëïõ åîáñ-
ôÜôáé áðü ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ. ÄçëáäÞ åöüóïí ïé ôéìÝò ôùí êñéôçñßùí åßíáé ßóåò äåí Ý÷åé
íüçìá íá åðéëÝîïõìå ôï ðéï óýíèåôï, êáôáëÞãïíôáò óôï ðéï áðëü ìïíôÝëï. Áíôßóôïé÷á óôçí
ðåñßðôùóç ðïõ åðéèõìïýìå Üìåóç óýãêñéóç ãéá äõï ìïíôÝëá ðïõ äéáöÝñïõí êáé ùò ðñïò ôéò
óôáèåñÝò êáé ùò ðñïò ôéò ôõ÷áßåò ôïõò åðéäñÜóåéò, ôüôå ç åðéëïãÞ åßíáé êáé ðÜëé ôá êñéôÞñéá
AIC, BIC.

3.6 ÓõíÜñôçóç lme

Ç óõíÜñôçóç lmer åßíáé ç ðéï âáóéêÞ êáé äéáäåäïìÝíç óõíÜñôçóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáôÜ
ôçí ðñïóáñìïãÞ åíüò ìéêôïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ, ÷ùñßò ùóôüóï íá åßíáé ç ìïíáäéêÞ. Ç
åíáëëáêôéêÞ åðéëïãÞ åßíáé ç ÷ñÞóç ôçò óõíÜñôçóçò lme, ôïõ ðáêÝôïõ nlme ôçò R. ÌéêñÝò
äéáöïñÝò ìåôáîý ôùí äõï óõíáñôÞóåùí åíôïðßæïíôáé óôá ïñßóìáôá ôïõò êáé óôá áðïôåëÝóìáôá
ðïõ äßíåé ç óýíïøç ôùí ìïíôÝëùí.

Ãéá ôçí ðáñïõóßáóç ôçò íÝáò áõôÞò óõíÜñôçóçò, èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ôá äåäïìÝíá sleepstudy
ôïõ Êåöáëáßïõ 3.2. Óôçí óõíÝ÷åéá èá êáôáãñÜøïõìå ðùò ðñïóáñìüæåôáé Ýíá ìïíôÝëï ôõ÷áßáò
óôáèåñÜò, ðáñïõóéÜæïíôáò åðßóçò ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ìáò äßíåé ç óõíÜñôçóç summary.

> model7 <-lme(Reaction~Days ,random =~1| Subject ,data=sleepstudy)

> summary(model7)

Linear mixed -effects model fit by REML

Data: sleepstudy

AIC BIC logLik

1794.465 1807.192 -893.2325

Random effects:

Formula: ~1 | Subject

(Intercept) Residual

StdDev: 37.12383 30.99123

Fixed effects: Reaction ~ Days

Value Std.Error DF t-value p-value

(Intercept) 251.40510 9.746716 161 25.79383 0

Days 10.46729 0.804221 161 13.01543 0
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Correlation:

(Intr)

Days -0.371

Standardized Within -Group Residuals:

Min Q1 Med Q3 Max

-3.2256707 -0.5528788 0.0108521 0.5187971 4.2506162

Number of Observations: 180

Number of Groups: 18

¸÷ïíôáò ùò áöåôçñßá ôïí ïñéóìü ôïõ ìïíôÝëïõ, ðáñáôçñïýìå üôé äåí Ý÷åé áëëÜîåé êÜôé ãéá
ôçí ðñïóáñìïãÞ ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí, ìå ôçí äéáöïñïðïßçóç íá áöïñÜ ìüíï ôéò ôõ÷áßåò
åðéäñÜóåéò. Ç óõíÜñôçóç lme áðáéôåß Ýíá êáéíïýñãéï üñéóìá, ôï random, óôï ïðïßï äçëþ-
íïíôáé îå÷ùñéóôÜ ïé ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò ôïõ ìïíôÝëïõ. Óôï ðáñÜäåéãìá ìáò õðïäåßîáìå ôïí
ôñüðï ðñïóèÞêçò ìéáò ôõ÷áßáò óôáèåñÜò óôï ìïíôÝëï ìáò, ç ïðïßá óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç
åßíáé ç Subject. Ãåíéêüôåñá ãéá íá ðñïóèÝóïõìå ìßá ôõ÷áßá óôáèåñÜ (Ýóôù Á) ÷ñçóéìïðïéþ-
íôáò ôçí óõíÜñôçóç lme, ðñÝðåé ôï üñéóìá random íá éóïýôáé ìå: ∼ 1 | Á.

Ãéá ôçí óýíïøç ôïõ ìïíôÝëïõ èá åðéóçìÜíïõìå ìüíï ôéò äéáöïñÝò ðïõ åíôïðßæïíôáé ìåôáîý
ôùí äõï óõíáñôÞóåùí. Ðáñáôçñïýìå üôé ç óõíÜñôçóç lme åîÜãåé ôéò ôéìÝò ôùí êñéôçñßùí AIC,
BIC óå áíôßèåóç ìå ôçí óõíÜñôçóç lmer. Ùóôüóï ç óçìáíôéêüôåñç äéáöïñÜ Ý÷åé íá êÜíåé ìå
ôéò p-ôéìÝò, ôéò ïðïßåò ãéá ëüãïõò ðïõ áíáëýóáìå íùñßôåñá ç óõíÜñôçóç lmer äåí õðïëïãß-
æåé. Áíôßèåôá ç óõíÜñôçóç lme åêôüò áðü ôéò ôéìÝò ôùí óôáôéóôéêþí åëÝã÷ùí, ðáñáèÝôåé ôïõò
âáèìïýò åëåõèåñßáò êáé ôéò p-ôéìÝò ôïõ, äßíïíôáò ôçí åõêáéñßá íá ðñïâïýìå óå óõìðåñÜóìáôá
ãéá ôçí óçìáíôéêüôçôá ôïõò ÷ùñßò ôçí ÷ñÞóç Üëëçò óõíÜñôçóçò.

Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé äåí åíôïðßæïíôáé äéáöïñÝò óôéò ôéìÝò êáé óôá ôõðéêÜ óöÜëìáôá ôùí
óôáèåñþí åðéäñÜóåùí Þ áíôßóôïé÷á óôéò ôéìÝò êáé óôçí ôõðéêÞ áðüêëéóç ôùí ôõ÷áßùí åðé-
äñÜóåùí. Áíôßóôïé÷á ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôá êñéôÞñéá AIC, BIC êáèþò êáé ôçí ôéìÞ ôçò
óõíÜñôçóçò ðéèáíïöÜíåéáò.

Ç ðñïåðéëïãÞ ôçò R êáé ãéá áõôÞí ôçí óõíÜñôçóç åßíáé ç ìÝèïäïò REML. Ïé óõíáñôÞóåéò ãéá
ôçí åêôßìçóç ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, ranef êáé coef, ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí êáé ðÜëé
äßíïíôáò áíôßóôïé÷á áðïôåëÝóìáôá. Ç äéáöïñïðïßçóç ãéá ôéò óõìðëçñùìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò
óõíáíôÜôáé êáôÜ ôçí êáôáóêåõÞ åíüò äéáóôÞìáôïò åìðéóôïóýíçò, ãéá ôï ïðïßï ÷ñçóéìïðïéåßôáé
ç óõíÜñôçóç intervals áíôß ôçò óõíÜñôçóçò con�nt, Ý÷ïíôáò ùò üñéóìá ôï üíïìá ôïõ ìïíôÝ-
ëïõ.

Ôá áíôßóôïé÷á ïñßóìáôá (1 + A | B), (0 + A | B) ãéá ôçí óõíÜñôçóç lme åßíáé ôá åîÞò:

� random=∼ 1 + A | B.

� random=∼ 0 + A | B.

Ôï ðëåïíÝêôçìá ôçò óõíÜñôçóçò lme óå óýãêñéóç ìå ôçí óõíÜñôçóç lmer, åßíáé ï õðïëïãéóìüò
ôùí p-ôéìþí ãéá ôïí óôáôéóôéêü Ýëåã÷ï óçìáíôéêüôçôáò ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí. Áíôßèåôá
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Ýíá áðü ôá ìåéïíåêôÞìáôá ôçò óõíÜñôçóçò lme, åßíáé üôé äåí ìðïñåß íá ðñïóáñìüóåé Ýíá
ìïíôÝëï ìå åëëåéðÞ äåäïìÝíá. Åðßóçò ìðïñåß ôá ïñßóìáôá ãéá ôçí åéóáãùãÞ ôùí ôõ÷áßùí
åðéäñÜóåùí ðïõ êáôáãñÜøáìå íùñßôåñá íá åßíáé áðëÜ, ùóôüóï ï óõíäõáóìüò ôïõò óå Ýíá
ìïíôÝëï, Ýóôù êáé äõï ôõ÷áßùí óôáèåñþí, ðñïûðïèÝôåé ôçí óõããñáöÞ åíüò óýíèåôïõ êþäéêá,
ôï ïðïßï ðñïöáíþò êáé äåí åßíáé ôï æçôïýìåíï.

ÊáôáëÞãïíôáò ç åðéëïãÞ êáé ç ÷ñÞóç ôçò óõíÜñôçóçò lme ìðïñåß íá ðñïôéìçèåß Ýíáíôé ôçò
lmer, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå ðëÞñç äåäïìÝíá êáé Ýíá áðëü ìïíôÝëï ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ìüíï
Ýíá áðü ôá ðáñáðÜíù ïñßóìáôá ãéá íá ðñïóáñìïóôïýí ïé ôõ÷áßåò ôïõ åðéäñÜóåéò.

3.7 ÂéâëéïèÞêåò êáé ÓõíáñôÞóåéò ôçò R

Óôçí õðïåíüôçôá áõôÞ èá óõãêåíôñþóïõìå ôéò âéâëéïèÞêåò, êáèþò êáé ôéò óõíáñôÞóåéò ðïõ
÷ñçóéìïðïéÞèçêáí êáèüëç ôçí äéÜñêåéá ôçò áíÜëõóçò ôùí ìéêôþí ãñáììéêþí ìïíôÝëùí ìå ôçí
âïÞèåéá ôçò R. Ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò èá áíáöåñèïýí åí óõíôïìßá ôá ïñßóìáôá ôïõò êáèþò êáé
ç ÷ñçóéìüôçôá ôïõò. Ïé âéâëéïèÞêåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí åßíáé ïé åîÞò:

� lme4: Ãéá ôçí ÷ñÞóç ôùí óõíáñôÞóåùí lmer, con�nt, ranef, coef.

� afex: Ãéá ôçí ÷ñÞóç ôçò óõíÜñôçóçò mixed.

� nlme: Ãéá ôçí ÷ñÞóç ôùí óõíáñôÞóåùí lme, intervals.

� merTools: Ãéá ôçí ÷ñÞóç ôùí âïçèçôéêþí óõíáñôÞóåùí predict, preditInterval.

Oé óõíáñôÞóåéò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí åßíáé ïé åîÞò:

� lmer (formula,data,REML)

Ç formula ðïõ åéóÜãåôáé äéá÷ùñßæåôáé ìå ôï óýìâïëï ∼, Ý÷ïíôáò óôï áñéóôåñü ôçò ìÝëïò ôçí
åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ êáé óôï äåîß ôçò ìÝëïò ôéò óôáèåñÝò êáé ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò ðïõ åðéèõ-
ìïýìå íá ðñïóèÝóïõìå óôï ìïíôÝëï ìáò. Åðßóçò åéóÜãåôáé ôï ðëáßóéï äåäïìÝíùí êáé åîáéôßáò
ôïõ ãåãïíüôïò ðùò ç ðñïåðéëïãÞ ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé ç ìÝèïäïò REML, áí åðéèõìïýìå íá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ìÝèïäï ML, ôüôå ôï üñéóìá REML ëáìâÜíåé ôçí ëïãéêÞ ôéìÞ FALSE.
ÔÝëïò ç óõíÜñôçóç ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôçí ðñïóáñìïãÞ åíüò ìéêôïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ.

� summary (üíïìá ôïõ ìïíôÝëïõ)

Ôï üñéóìá ðïõ äÝ÷åôáé ç óõíÜñôçóç summary åßíáé ôï üíïìá ôïõ ìïíôÝëïõ. ×ñçóéìïðïéþíôáò
ôçí ëáìâÜíïõìå ðëçñïöïñßåò ãéá ôá õðüëïéðá, ôçí óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò êáé ôéò óôáèåñÝò-
ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò.

� ranef (üíïìá ôïõ ìïíôÝëïõ)

Ôï üñéóìá ðïõ ëáìâÜíåé ç óõíÜñôçóç ranef åßíáé ôï üíïìá ôïõ ìïíôÝëïõ êáé åîÜãåé ôéò ôéìÝò
ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí.

� coef (üíïìá ôïõ ìïíôÝëïõ)
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Ôï üñéóìá ðïõ ëáìâÜíåé ç óõíÜñôçóç coef åßíáé ôï üíïìá ôïõ ìïíôÝëïõ êáé åîÜãåé ôï Üèñïéóìá
ôùí ôéìþí ôùí óôáèåñþí êáé ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí (îå÷ùñéóôÜ óôáèåñþí êáé êëßóåùí).

� con�nt (üíïìá ôïõ ìïíôÝëïõ)

Ôï üñéóìá ðïõ ëáìâÜíåé ç óõíÜñôçóç con�nt åßíáé ôï üíïìá ôïõ ìïíôÝëïõ êáé êáôáóêåõÜæåé
Ýíá äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò 95% ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí êáé ãéá ôéò
ôõðéêÝò áðïêëßóåéò ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí.

� AIC, BIC (üíïìá ôïõ ìïíôÝëïõ)

Tï üñéóìá ðïõ ëáìâÜíïõí ïé óõíáñôÞóåéò AIC, BIC åßíáé ôï üíïìá ôïõ ìïíôÝëïõ êáé åîÜãïõí
ôéò ôéìÝò ôùí êñéôçñßùí áõôþí.

� anova (model1,model2,re�t)

Ôá ïñßóìáôá ðïõ ëáìâÜíåé ç óõíÜñôçóç anova åßíáé ôá ïíüìáôá ôùí äõï ìïíôÝëùí ùò ðñïò
ôá ïðïßá èÝëïõìå íá ðñáãìáôïðïéçèåß ï Ýëåã÷ïò ôïõ ëüãïõ ôùí ðéèáíïöáíåéþí ìå ôçí ÷ñÞóç
ôçò ìåèüäïõ ML. Êáèþò ç ðñïåðéëïãÞ ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé ç ìÝèïäïò ML, áí åðéèõìïýìå íá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ìÝèïäï REML, ôüôå ôï üñéóìá re�t ëáìâÜíåé ôçí ëïãéêÞ ôéìÞ FALSE.
ÅîÜãåé ôçí ôéìÞ ôïõ åëÝã÷ïõ ôïõ ëüãïõ ôùí ðéèáíïöáíåéþí, ôïõò âáèìïýò åëåõèåñßáò ôïõ êáé
ôçí p-ôéìÞ ôïõ. ÔÝëïò õðïëïãßæåé êáé ôéò ôéìÝò ôùí êñéôçñßùí AIC, BIC.

� mixed (üíïìá ôïõ ìïíôÝëïõ,data)

Ôá ïñßóìáôá ðïõ åéóÜãïíôáé óôçí óõíÜñôçóç mixed åßíáé ôï üíïìá ôïõ ìïíôÝëïõ (Þ áë-
ëéþò ï ôýðïò ôïõ) êáé ôï ðëáßóéï äåäïìÝíùí. ËáìâÜíïõìå áðïôåëÝóìáôá ãéá ôéò p-ôéìÝò ôïõ
óôáôéóôéêïý åëÝã÷ïõ óçìáíôéêüôçôáò ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí, ãéá Ýíá ìïíôÝëï ðïõ Ý÷åé
ðñïóáñìïóôåß ìå ôçí âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò lmer, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðñïóÝããéóç ôùí
Kenward-Rogers ãéá ôïõò âáèìïýò åëåõèåñßáò.

� lme (formula,random,data)

Ç formula ðïõ åéóÜãåôáé äéá÷ùñßæåôáé ìå ôï óýìâïëï ∼, Ý÷ïíôáò óôï áñéóôåñü ôçò ìÝëïò ôçí
åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ êáé óôï äåîß ôçò ìÝëïò ôéò óôáèåñÝò åðéäñÜóåéò. Ïé ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò
åéóÜãïíôáé ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ ïñßóìáôïò random êáé åðßóçò êáëïýìáóôå íá åéóÜãïõìå êáé ôï
ðëáßóéï äåäïìÝíùí ìáò. ÔÝëïò ç óõíÜñôçóç ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôçí ðñïóáñìïãÞ åíüò ìéêôïý
ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ ÷ùñßò åëëåéðÞ äåäïìÝíá.

� intervals (üíïìá ôïõ ìïíôÝëïõ)

Ôï üñéóìá ðïõ ëáìâÜíåé ç óõíÜñôçóç intervals åßíáé ôï üíïìá ôïõ ìïíôÝëïõ êáé ÷ñçóéìï-
ðïéåßôáé ãéá ôçí êáôáóêåõÞ åíüò äéáóôÞìáôïò åìðéóôïóýíçò 95% ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí
óôáèåñþí åðéäñÜóåùí êáé ãéá ôéò ôõðéêÝò áðïêëßóåéò ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí, óôçí ðåñßðôùóç
ðïõ ôï ìïíôÝëï ìáò Ý÷åé ðñïóáñìïóôåß ìå ôçí âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò lme.

� boxplot (formula,col,data,main)
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Ç formula ðïõ åéóÜãåôáé äéá÷ùñßæåôáé ìå ôï óýìâïëï ∼, Ý÷ïíôáò óôï áñéóôÝñï ôçò ìÝëïò
ôï üíïìá ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò êáé óôï äåîß ôçò ìÝëïò ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ùò
ðñïò ôçí ïðïßá èá êáôáóêåõáóôåß ôï èçêïäéÜãñáììá. Ìå ôá ïñßóìáôá col, main ïñßæïõìå ôï
÷ñþìá êáé ôïí ôßôëï ôïõ èçêïäéáãñÜììáôïò áíôßóôïé÷á. ÔÝëïò êáëïýìáóôå íá åéóÜãïõìå êáé
ôï ðëáßóéï äåäïìÝíùí ìáò.

� str (üíïìá ôïõ ðëáéóßïõ äåäïìÝíùí)

Ôï üñéóìá ðïõ ëáìâÜíåé ç óõíÜñôçóç str åßíáé ôï ðëáßóéï äåäïìÝíùí êáé åîÜãåé ìßá ëßóôá, ç
ïðïßá ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ (Þ áëëéþò óôÞëç ôùí äåäïìÝíùí) ðåñéÝ÷åé ôïí ôýðï ôçò, ôá åðßðåäá
ôçò êáé ôéò ôéìÝò ôçò.

ÔÝëïò ïé âïçèçôéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ åðéóçìÜíèçêáí óôçí Åíüôçôá 3.2.1 èåùñÞèçêå óêüðéìï
íá ðáñáëåéöèïýí êáèþò Ý÷åé Þäç ãßíåé áíáëõôéêÞ áíáöïñÜ.

3.8 Åðßëïãïò

Áðü ôçí áíÜãíùóç ôïõ Êåöáëáßïõ 3, ãßíåôáé êáôáíïçôü üôé ç óùóôÞ ÷ñÞóç ôùí óõíáñôÞóåùí
lmer Þ lme, äçëáäÞ ç ðñïóáñìïãÞ åíüò ìéêôïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ ìå ôçí âïÞèåéá ôçò R,
äåí åìöáíßæåé éäéáßôåñåò äõóêïëßåò. Ïé äõóêïëßåò ðïõ åñ÷üìáóôå áíôéìÝôùðïé óå ðñþôç öÜóç,
Ý÷ïõí íá êÜíïõí ðåñéóóüôåñï ìå ôéò óôáèåñÝò êáé ôéò ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò ðïõ èá óõìðåñéëÜ-
âïõìå óôï ìïíôÝëï ìáò êáé ôïí ôñüðï ðïõ èá ìïíôåëïðïéçèïýí ïé ôõ÷áßåò åðéäñÜóåéò. Áöïý
êáôáëÞîïõìå óôï ôåëéêü ìïíôÝëï, ïöåßëïõìå íá áíáöÝñïõìå üôé ôá áðïôåëÝóìá ôçò óýíïøçò
ôïõ ìïíôÝëïõ áðü ìüíá ôïõò, äåí ìáò ëÝíå áðïëýôùò ôßðïôá. Ç ìåãáëýôåñç äõóêïëßá åìöá-
íßæåôáé ôþñá, êáèþò èá ðñÝðåé íá åßìáóôå óå èÝóç íá åñìçíåýóïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá áõôÜ
ãéá ïðïéïäÞðïôå ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï. Ç ðëåéïøçößá ôùí óõìðåñáóìÜôùí êáé åéäéêüôåñá
áõôÜ ðïõ ðñïêýðôïõí ìÝóù ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí, ðñÝðåé íá ðáñïõóéáóôïýí ìå ôñüðï ðïõ
íá åßíáé êáôáíïçôÜ ãéá ïðïéïäÞðïôå ãíùñßæåé ôï áñ÷éêü ìáò ðñüâëçìá, ÷ùñßò áðáñáßôçôá íá
ãíùñßæåé ôé åßíáé Ýíá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï.

Ôá ìïíôÝëá ðïõ ðáñïõóéÜóôçêáí óôï ÊåöÜëáéï 3 ðñïóáñìüóôçêáí ÷ùñßò êáíÝíá ðñüâëçìá.
Ùóôüóï ç óõíèÞêç áõôÞ äåí óõíáíôÜôáé ðÜíôá, êáèþò Ýíá ìéêôü ãñáììéêü ìïíôÝëï êáôÜ ôçí
ðñïóáñìïãÞ ôïõ ìðïñåß íá åìöáíßóåé ðñïâëÞìáôá óýãêëéóçò. ÕðÜñ÷ïõí áñêåôÝò äéáöïñåôéêÝò
ðáñÜìåôñïé ðïõ ìðïñïýí íá ïäçãÞóïõí óôï ðñüâëçìá áõôü. Óßãïõñá ìßá áðü áõôÝò Ý÷åé íá
êÜíåé ìå ôá äåäïìÝíá, ìå ôçí ðéèáíüôçôá åìöÜíéóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò óýãêëéóçò íá áõîÜíåôáé
óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå ìéêñü áñéèìü ðáñáôçñÞóåùí Þ ìç éóïññïðçìÝíá äåäïìÝíá. Åðßóçò
ç áýîçóç ôïõ áñéèìïý ôùí ôõ÷áßùí åðéäñÜóåùí êÜíåé ôï ìïíôÝëï ìáò ðéï ðïëýðëïêï, åðïìÝ-
íùò áõîÜíåé ôéò ðéèáíüôçôåò åìöÜíéóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò óýãêëéóçò. Ïé ðáñáðÜíù åßíáé äõï
áðü ôïõò ðïëëïýò ëüãïõò åìöÜíéóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò óýãêëéóçò.

Ôï ðñüâëçìá óýãêëéóçò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí óõíÜñôçóç lmer ãßíåôáé áíôéëçðôü ìå ôçí Ýîïäï
ôïõ ðáñáêÜôù óöÜëìáôïò: \boundary (singular) �t: see help('isSingular')". Áîßæåé íá ôïíé-
óôåß üôé ðáñüëï ôçí Ýîïäï ôïõ óöÜëìáôïò áõôïý, ç R ðñïóáñìüæåé êáíïíéêÜ ôï ìïíôÝëï ìáò.
Ëüãù üìùò ôùí ðñïâëçìÜôùí óýãêëéóçò, áíáìÝíïõìå ìç áîéüðéóôåò Þ ìç áêñéâåßò åêôéìÞóåéò
ôùí ðáñáìÝôñùí ôïõ ìïíôÝëïõ. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, ðñïôåßíåôáé ç äéáöïñïðïßçóç ôïõ ìï-
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íôÝëïõ þóôå íá îåðåñÜóôåé ôï ðñüâëçìá ôçò óýãêëéóçò.

ÔÝëïò Ýíá Üëëï æÞôçìá ðïõ ìáò áðáó÷üëåéóáé óôï ÊåöÜëáéï 3, Þôáí ïé p-ôéìÝò ôùí óôáèåñþí
åðéäñÜóåùí, ìå ôéò ôéìÝò ôïõò íá åîÜãïíôáé ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò lme êáé mixed áëëÜ ü÷é ãéá
ôçí óõíÜñôçóç lmer. Ç óõíÜñôçóç lmer áêïëïõèåß ìßá ðéï óõíôçñçôéêÞ ðñïóÝããéóç êáé ãéá
áõôüí ôïí ëüãï áðïöåýãåé íá ôéò õðïëïãßóåé. Áõôü ùóôüóï äåí óçìáßíåé üôé ïé p-ôéìÝò ôùí
äõï Üëëùí óõíáñôÞóåùí åßíáé ðñïóåããéóôéêÝò êáé åëëï÷åýïõí ôïí êßíäõíï åîáãùãÞò ëáíèá-
óìÝíùí ôéìþí. ÐñÝðåé íá ãßíåé êáôáíïçôü üôé ïé ôéìÝò ôïõò åßíáé áêñéâåßò êáé ìðïñïýí íá
ëçöèïýí Üöïâá õðüøç ãéá ôçí åîÝôáóç ôçò óçìáíôéêüôçôáò ôùí óôáèåñþí åðéäñÜóåùí.
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ÊåöÜëáéï 4

ÌéêôÞ ÁíÜëõóç ÄéáóðïñÜò

4.1 ÅéóáãùãÞ

Ç áíÜëõóçò äéáóðïñÜò (ANOVA) áðïôåëåß Ýíá áðü ôá ðéï ãíùóôÜ åñãáëåßá áíÜëõóçò óôçí
óôáôéóôéêÞ. ¸÷åé ùò óêïðü íá åëÝãîåé ôçí åðßäñáóç åíüò Þ ðåñéóóüôåñùí ðáñáãüíôùí óõãêñß-
íïíôáò ôïõò ìÝóïõò üñïõò äéáöïñåôéêþí ïìÜäùí. H áíÜëõóç äéáóðïñÜò ìå Ýíá ðáñÜãïíôá,
êáèþò êáé ìå äõï ðáñÜãïíôåò ìå Þ ÷ùñßò áëëçëåðßäñáóç áðïôåëïýí ôéò ðéï âáóéêÝò êáé ãíù-
óôÝò ìåèüäïõò ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ åñãáëåßïõ áíÜëõóçò. Ç ãíþóç ôïõò åéóÜãåé ôïí áíáãíþóôç
óôï óêåðôéêü ôçò óõãêåêñéìÝíçò ìåèüäïõ êáèþò êáé óôéò âáóéêÝò ôïõ Ýííïéåò.

Óôçí óõãêåêñéìÝíç åíüôçôá èá ãßíåé ðñïóÝããéóç ôïõ ìéêôïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ ìå ôçí âïÞ-
èåéá ôçò ANOVA. H ðñþôç åðéóÞìáíóç ìáò ðñÝðåé íá áöïñÜ ôï ãåãïíüò ðùò êáìßá áðü ôéò
âáóéêÝò ìåèüäïõò ðïõ áíáöÝñèçêáí äåí ÷ñçóéìïðïéåßôáé áõôïýóéá óôçí ðñïóÝããéóç ôïõ ìï-
íôÝëïõ. Ãé'áõôüí ôïí óêïðü èá åéóÜãïõìå ìéá íÝá ìÝèïäï, ç ïðïßá êáëåßôáé ìéêôÞ áíÜëõóç
äéáóðïñÜò Þ ìéêôÞ ANOVA, ôçí ïðïßá êáé èá áðïêáëïýìå áðü åäù êáé ðÝñá ùò ìéêôÞ ANOVA
ãéá óõíôïìßá êáé èá ðáñïõóéáóôåß óôçí óõíÝ÷åéá ôïõ êåöáëáßïõ.

Áñ÷éêÜ èá ãßíåé ìéá èåùñçôéêÞ áíáöïñÜ ôçò ìåèüäïõ, ðåñéãñÜöïíôáò ôçí ðëÞñùò, êáèþò êáé èá
áðïôõðùèïýí ÷áñáêôçñéóôéêÝò ðåñéðôþóåéò-ðáñáäåßãìáôá óôá ïðïßá ÷ñçóéìïðïéåßôáé. ¸ôóé èá
êáôáíïÞóïõìå ïõóéáóôéêÜ óå ôé åßäïõò ðñïâëÞìáôá áíáöÝñåôáé êáé ôáéñéÜæåé ç ìéêôÞ ANOVA.
¸ðåéôá ìå ôçí âïÞèåéá óõãêåêñéìÝíùí ðáñáäåéãìÜôùí êáé ôçò R èá ðáñïõóéÜóïõìå ðùò ìðï-
ñïýìå íá áíáëýóïõìå ðëÞñùò ìéá ìéêôÞ ANOVA äõï Þ ôñéþí ðáñáãüíôùí ìå óêïðü íá êáôá-
ëÞîïõìå óôçí åîáãùãÞ ÷ñÞóéìùí óõìðåñáóìÜôùí.

4.2 ÐåñéãñáöÞ ôçò ÌéêôÞò AíÜëõóçò ÄéáóðïñÜò

Ðñïôïý îåêéíÞóïõìå ìå ôçí ðåñéãñáöÞ ôçò ìéêôÞò ANOVA èá ãßíåé ìéá óýíôïìç áíáöïñÜ óå
âáóéêÝò Ýííïéåò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí óå üëç ôçí äéÜñêåéá ôïõ êåöáëáßïõ. Ç áöåôçñßá ìáò
èá áöïñÜ ôéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò, ïé ïðïßåò èá áíáöÝñïíôáé ùò ðáñÜãïíôåò (Þ factors),
åíþ ïé ïìÜäåò ôïõò ùò óôÜèìåò (Þ levels). Êáèþò óôçí ìåëÝôç ìáò èá Ý÷ïõìå õðï÷ñåùôéêÜ äõï
Þ ðåñéóóüôåñïõò ðáñÜãïíôåò, ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ èá ëáìâÜíåé ôéìÝò ãéá óõãêåêñéìÝíïõò
óõíäõáóìïýò áðü óôÜèìåò ôùí ðáñáãüíôùí. ÊÜèå ôÝôïéïò óõíäõáóìüò ïíïìÜæåôáé áãùãÞ (Þ
treatment).

Ìéá ìéêôÞ ANOVA ëïéðüí, åßíáé Ýíáò óõíäõáóìüò ìéáò ANOVA ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí
êáé ìéáò ANOVA åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá áðáéôïýíôáé ôïõëÜ÷éóôïí äõï
ðáñáãüíôåò, ìå ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáí åê ôùí ïðïßùí íá ìåôáâÜëëåôáé åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí êáé
ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáí ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí. Ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ óôçí ðåñßðôùóç ìáò åß-
íáé óõíå÷Þò, åíþ ïé ðáñÜãïíôåò áðïôåëïýí áõóôçñÜ êáôçãïñéêÝò ìåôáâëçôÝò. Ç êýñéá äéáöïñÜ
ôçò ìå ìéá ÁNOVA äõï ðáñáãüíôùí, ðïõ áðáéôåß äõï ðáñÜãïíôåò ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí
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Þ ìå ìéá åðáíáëáìâáíüìåíç ANOVA äõï êáôåõèýíóåùí, ðïõ áðáéôåß äõï ðáñÜãïíôåò åíôüò
ôùí õðïêåéìÝíùí, åßíáé ç õðï÷ñåùôéêÞ ðáñïõóßá ðáñáãüíôùí ôüóï ìåôáîý üóï êáé åíôüò ôùí
õðïêåßìåíùí, êÜôé ðïõ äåí óõìâáßíåé óôéò äõï ðñïáíáöåñèåßò ANOVA.

¸ðåéôá áðü ôçí áíÜãíùóç ôïõ ïñéóìïý ôçò ìéêôÞò ANOVA, åßíáé êáôáíïçôü üôé èá ìáò
áðáó÷ïëÞóïõí ïé Ýííïéåò åíôüò êáé ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí. Åßíáé ðïëý óçìáíôéêü ï áíá-
ãíþóôçò íá êáôáíïÞóåé ðëçñþò ôéò äõï áõôÝò Ýííïéåò, þóôå íá åßíáé óå èÝóç íá áíôéëçöèåß
ðïéïß ðáñÜãïíôåò åßíáé åíôüò êáé ðïéïß ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí. Åêôüò áðü ôï ãåãïíüò ðùò
ç ýðáñîç ôïõò åßíáé ðñïáðáéôïýìåíï ãéá ôçí ìéêôÞ ANOVA, èá ÷ñåéáóôïýí êáé óôçí óõíÝ÷åéá
óôçí áíÜëõóç ìå ôçí âïÞèåéá ôçò R. Ãé'áõôïýò ôïõò ëüãïõò óôçí óõíÝ÷åéá èá ãßíåé ìéá ðéï
ëåðôïìÝñçò áíáöïñÜ.

Ç ðñþôç Ýííïéá óôçí ïðïßá èá áíáöåñèïýìå åßíáé áõôÞ ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí. Ãéá íá ïñß-
óïõìå Ýíáí ôÝôïéï ðáñÜãïíôá ðñÝðåé ôá õðïêåßìåíá ìáò íá Ý÷ïõí ÷ùñéóôåß óå äõï Þ ðåñéóóüôå-
ñåò áíåîÜñôçôåò óôÜèìåò ôçò êáôçãïñéêÞò ìåôáâëçôÞò. ÊÜðïéá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðáñáäåßãìáôá
áðïôåëïýí ôï öýëï, ç åèíéêüôçôá, ôï çëéáêáêü ãêñïõð êëð. Áíôßèåôá ç åñìçíåßá ôïõ ðáñÜãï-
íôá åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí åßíáé ðéï óýíèåôç. ÁõôÞí ôçí öïñÜ ôï õðïêåßìåíï êáëåßôáé íá Ý÷åé
\óõììåôï÷Þ" óå üëåò ôéò óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ãéá ôï ßäéï õðïêåßìåíï
ðñÝðåé íá Ý÷åé êáôáãñáöåß ç ôéìÞ ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò óå üëåò ôéò óôÜèìåò ôïõ óõ-
ãêåêñéìÝíïõ ðáñÜãïíôá, ìå ôïí ÷ñüíï íá áðïôåëåß ôï ðéï ÷áñáêôçñéóôéêü ðáñÜäåéãìá. Óôçí
åðüìåíç åíüôçôá èá åíôïðßóïõìå ôïõò ðáñÜãïíôåò áõôïýò, ìå ôçí âïÞèåéá êÜðïéùí ÷áñáêôç-
ñéóôéêþí ðåñéðôþóåùí êáé ðáñáäåéãìÜôùí ðïõ óõíáíôÜìå óôçí ìéêôÞ ANOVA.

Ç áëëçëÝðéäñáóç ðïõ åìöáíßæåôáé ëüãù ôçò õðÜñîçò ðåñéóóüôåñùí áðü äõï ðáñáãüíôùí óôï
ìïíôÝëï ðáßæåé óçìáíôéêü ñüëï óôçí áíÜëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Åßíáé óçìáíôéêü íá óõìðå-
ñÜíïõìå ãñÞãïñá êáôÜ ôçí áíÜëõóç ìáò åÜí åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ, êáèþò ç ðñïóÝããéóç
êáé ç áíÜëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áëëÜæåé ìå ôçí áðïõóßá ôçò. ÐñáêôéêÜ üìùò ôé óçìáßíåé
ç ýðáñîç áëëçëåðßäñáóçò üôáí äéáèÝôïõìå äõï ðáñÜãïíôåò Á, Â. ¼ôé ç ôáõôü÷ñïíç äñÜóç
äõï óõãêåêñéìÝíùí óôÜèìåùí (áãùãÞ) ôùí ðáñáãüíôùí Á, Â äåí éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá
ôùí îå÷ùñéóôþí åðéäñÜóåùí ôùí äõï áõôþí óôÜèìåùí. ÄéáöïñåôéêÜ ç åðéññïÞ ðïõ èá Ý÷åé ç
óôÜèìç åíüò ðáñÜãïíôá óôçí åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ, åîáñôÜôáé áðü ôçí åðéëïãÞ ôçò óôÜèìçò
ôïõ Üëëïõ ðáñÜãïíôá.

¸íá áðü ôá æçôÞìáôá ðïõ äåí åðéóçìÜíèçêáí Ýùò ôþñá, åßíáé óå ôé åßäïõò óõìðåñÜóìáôá
êáôáëÞãïõìå åöáñìüæïíôáò ìéá ìéêôÞ ANOVA. Êáèþò âñéóêüìáóôå óå ðñþéìï óôÜäéï, áõôü
ðïõ ìðïñïýìå íá áíáöÝñïõìå åßíáé üôé ç ÷ñÞóç ìéáò ìéêôÞò ANOVA Ý÷åé ùò óêïðü ôçí óý-
ãêñéóç ôùí ìÝóùí üñùí ïìÜäùí ðïõ äéáóôáõñþíïíôáé ìå äõï Þ ðåñéóóüôåñïõò ðáñÜãïíôåò,
ïé ïðïßïé Ý÷ïõí ôéò éäéüôçôåò ðïõ êáôáãñÜøáìå ðñïçãïõìÝíùò. Áíáëõôéêüôåñç áíáöïñÜ óôá
óõìðåñÜóìáôá ôá ïðïßá ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí, êáèþò êáé óôïí ôñüðï åðßôåõîçò ôïõò êáé óôï
ãåíéêüôåñï óêåðôéêü èá äùèïýí êáôÜ ôçí ÷ñçóéìïðïßçóç ôïõ óôáôéóôéêïý ðáêÝôïõ ôçò R.

Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé üðùò êáé óå ïðïéáäÞðïôå ANOVA, Ýôóé êáé óôçí ìéêôÞ ANOVA
õðÜñ÷åé ç äõíáôüôçôá íá Ý÷ïõìå ðåñéóóüôåñïõò áðü ôñåßò ðáñÜãïíôåò, ìå ôçí ðñïûðüèåóç
üôé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáò ìåôáâÜëëåôáé åíôüò êáé ôïõëá÷ßóôïí Ýíáò ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí.
Ðñïöáíþò üóïõò ðåñéóóüôåñïõò ðáñÜãïíôåò äéáèÝôïõìå ôüóï ðéï ðïëýðëïêç, óýíèåôç êáé
÷ñïíïâüñá ãßíåôáé ç áíÜëõóç. Åìåßò èá ðåñéïñéóôïýìå óôçí ìåëÝôç ôùí ðåñéðôþóåùí ôùí äõï
êáé ôùí ôñéþí ðáñáãüíôùí. ÐñïâëÞìáôá ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ðåñéóóüôåñïõò áðü ôñåßò ðáñÜãïíôåò
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áíôéìåôùðßæïíôáé ìå ôï ßäéï óêåðôéêü.

4.3 Ðåñéðôþóåéò - Ðáñáäåßãìáôá

Óôçí õðïåíüôçôá áõôÞ èá áíáöåñèïýìå óå ôñåßò ÷áñáêôçñéóôéêÝò ðåñéðôþóåéò ðïõ ìðïñïýìå
íá óõíáíôÞóïõìå êáôÜ ôçí ìåëÝôç ìéáò ìéêôÞò ANOVA. Åêôüò áðü ôçí áíáöïñÜ ôùí ðåñé-
ðôþóåùí, èá ãßíïõìå áêüìá ðéï óõãêåêñéìÝíïé ìå ôçí êáôáãñáöÞ ðáñáäåéãìÜôùí ôá ïðïßá èá
âïçèÞóïõí óôçí ðëÞñç êáôáíüçóç, ôüóï ôçò ìéêôÞò ANOVA áëëÜ êáé ôùí åííïéþí åíôüò êáé
ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí.

Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ðïõ èá åîåôÜóïõìå èá Ý÷ïõìå ùò ðáñÜãïíôá åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí
ôïí ÷ñüíï, åíþ ùò ðáñÜãïíôá ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí ìßá óõíèÞêç. Ãéá íá ãßíïõìå áêüìá
ðéï óõãêåêñéìÝíïé èá äþóïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá. Óôü÷ïò ôçò áíÜëõóçò åßíáé ç óýãêñéóç äõï
èåñáðåéþí Á, Â ùò ðñïò ôçí áðïôåëåóìáôéêüôçôá ìå ôï ðÝñáò ôïõ ÷ñüíïõ óôçí ìåßùóç ôçò
áñôçñéáêÞò ðßåóçò ôùí áóèåíþí. Ïé áóèåíåßò åßôå ëáìâÜíïõí ôçí èåñáðåßá Á åßôå ôçí Â êáé
Ýóôù üôé Ý÷ïõìå óõíïëéêÜ ôÝóóåñéò ìåôñÞóåéò áíÜ äÝêá çìÝñåò. Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ôï
õðïêåßìåíï ìáò åßíáé ï áóèåíÞò åíþ ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ åßíáé ç áñôçñéáêÞ ðßåóç. Ðñïöá-
íþò ï ÷ñüíïò áðïôåëåß ôïí ðáñÜãïíôá åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí, åíþ ïé èåñáðåßåò ôïí ðáñÜãïíôá
ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí. Ìå ôçí ðñáãìáôïðïßçóç ôçò ìéêôÞò ANOVA èá êáôáëÞîïõìå åÜí ç
ìÝóç áñôçñéáêÞ ðßåóç ôùí áóèåíþí äéáöÝñåé óçìáíôéêÜ ìåôáîý ôùí äõï èåñáðåéþí óå ïðïéá-
äÞðïôå áðü ôéò ôÝóóåñéò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò.

Óôçí äåýôåñç ðåñßðôùóç êáé ðÜëé ï ðáñÜãïíôáò åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí åßíáé ï ÷ñüíïò, ùóôüóï
áõôÞí ôçí öïñÜ ï ðáñÜãïíôáò ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí åßíáé Ýíá ÷áñáêôçñéóôéêü ôïõ äåßãìá-
ôïò. Ðñï÷ùñÜìå óôï ðáñÜäåéãìá ìáò. Óêïðüò ôçò óõãêåêñéìÝíçò Ýñåõíáò åßíáé íá óõãêñßíåé
ôçí ðåñéåêôéêüôçôá ôïõ áëêïüë óôï áßìá ìåôáîý áíäñþí êáé ãõíáéêþí Ýðåéôá áðü ôçí êáôáíÜ-
ëùóç óõãêåêñéìÝíçò ðïóüôçôáò áëêïüë. Ïé ìåôñÞóåéò ëáìâÜíïíôáé óå ôñåßò óõãêåêñéìÝíåò
÷ñïíéêÝò óôéãìÝò. Ôï õðïêåßìåíï êáé ðÜëé åßíáé ï áóèåíÞò, ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ åßíáé ç
ðåñéåêôéêüôçôá ôïõ áëêïüë óôï áßìá, åíþ ïé ðáñÜãïíôåò åíôüò êáé ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí
åßíáé ï ÷ñüíïò êáé ôï öýëï áíôßóôïé÷á. Ìå ôçí ðñáãìáôïðïßçóç ôçò ìéêôÞò ANOVA áõôÞí
ôçí öïñÜ, ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé èá êáôáëÞîïõìå åÜí ç ìÝóç ðåñéåêôéêüôçôá ôïõ áëêïüë
óôï áßìá äéáöÝñåé óçìáíôéêÜ ìåôáîý ôùí äõï öýëùí óå ïðïéáäÞðïôå áðü ôéò ôñåßò ÷ñïíéêÝò
óôéãìÝò.

Óôçí ôåëåõôáßá ðåñßðôùóç äåí åìöáíßæåôáé ï ÷ñüíïò, áëëÜ áõôÞí ôçí öïñÜ Ý÷ïõìå ùò ðá-
ñÜãïíôá åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí ìéá óõíèÞêç, åíþ ùò ðáñÜãïíôá ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí
Ýíá ÷áñáêôçñéóôéêü ôïõ äåßãìáôïò. ¸óôù üôé áõôÞí ôçí öïñÜ èÝëïõìå íá åîåôÜóïõìå ôçí
åðßäñáóç ôçò Ýíôáóçò ôçò Üóêçóçò óôçí êáôÜèëéøç, ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò äéáöïñÝò ðïõ ìðï-
ñåß íá ðñïêýøïõí ìåôáîý ôùí äõï öýëëùí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá üóïí áöïñÜ ôçí Ýíôáóç ôçò
Üóêçóçò, Ý÷ïõìå ôñßá åßäç: ÷áìçëÞ, ìåóáßá êáé õøçëÞ. Ç äéáöïñÜ ìå ôá äõï ðñïçãïýìåíá
ðáñáäåßãìáôá Ýãêåéôáé óôï ãåãïíüò ðùò ï êÜèå óõììåôÝ÷ùí êáëåßôáé íá ðåñÜóåé êáé áðü ôá
ôñßá åðßðåäá Ýíôáóçò ôçò Üóêçóçò êáé íá êáôáãñÜøåé ôá áðïôåëÝóìáôá. ÅðïìÝíùò ç åîáñôç-
ìÝíç ìåôáâëçôÞ åßíáé ç êáôÜèëéøç, ç ïðïßá ìåôñÜôáé ìå ôçí ÷ñÞóç åíüò åéäéêïý äåßêôç, åíþ
ïé ðáñÜãïíôåò åíôüò êáé ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí åßíáé ç Ýíôáóç ôçò Üóêçóçò êáé ôï öýëï
áíôßóôïé÷á. ÔÝëïò êáôÜ ôçí ðñáãìáôïðïßçóç ôçò ìéêôÞò ANOVA èá êáôáëÞîïõìå åÜí ç ìÝóç
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âáèìïëïãßá ôçò êáôÜèëéøçò äéáöÝñåé óçìáíôéêÜ ìåôáîý äõï óõãêåêñéìÝíùí óôÜèìåùí ôïõ ðá-
ñÜãïíôá Ýíôáóç ôçò Üóêçóçò ãéá ïðïéïäÞðïôå öýëï.

Ïé ðáñáðÜíù áðïôåëïýí ôñåßò áðü ôéò ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ðïõ ìðïñïýìå íá óõíáíôÞóïõìå
êáôÜ ôçí ìåëÝôç ìéáò ìéêôÞò ANOVA äõï ðáñáãüíôùí. Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé åýêïëá ìðï-
ñïýí íá ãßíïõí ìéêôÝò ANOVA ôñéþí ðáñáãüíôùí, åöüóïí ðñïóôåèåß Ýíáò áêüìá êáôÜëëçëïò
ðáñÜãïíôáò. ¼óïí áöïñÜ ôá ðáñáäåßãìáôá, åêôüò áðü ôçí êáôáíüçóç ôïõ ìïíôÝëïõ êáé ôùí
åííïéþí åíôüò êáé ìåôáîý ôùí ðáñáãüíôùí, ìáò âïÞèçóáí íá Ý÷ïõìå ìéá ðñþôç åéêüíá ãéá
ôá óõìðåñÜóìáôá óôá ïðïßá åíäå÷ïìÝíùò ìáò æçôåßôå íá êáôáëÞîïõìå. ¸ôóé Ý÷ïõìå ó÷åäüí
ïëïêëçñþóåé ôçí èåùñçôéêÞ ìáò áíáöïñÜ óôï ìïíôÝëï êáé åßìáóôå óå èÝóç íá ðåñÜóïõìå óôï
ðñáêôéêü êïììÜôé ìå ôçí âïÞèåéá ôçò R.

4.4 ÌéêôÞ ANOVA äõï Ðáñáãüíôùí ìå ôç âïÞèåéá ôçò R

Óôçí óõãêåêñéìÝíç åíüôçôá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí áíÜëõóç ôçò ìéêôÞò ANOVA äõï ðá-
ñáãüíôùí ìå ôçí âïÞèåéá ôçò R. Åêôüò áðü ôéò âáóéêÝò õðïèÝóåéò ðïõ áðïôõðþèçêáí óôçí
Åíüôçôá 4.2, õðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò ôÝóóåñéò ðïõ ðáñáëåßöèçêáí, ãéá ôïí áðëïýóôáôï ëüãï üôé
óõíäÝïíôáé ìå ôçí R ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôïõò. ÅðïìÝíùò Ýðåéôá áðü ôçí áíáöïñÜ ôùí õðïèÝ-
óåùí áõôþí êáé ôçí åéóáãùãÞ ôïõ áíáãíþóôç óôï ðáñÜäåéãìá ôï ïðïßï èá ìåëåôÞóïõìå, èá
áêïëïõèÞóåé ìå ôçí âïÞèåéá ôçò R ç åðáëÞèåõóç áõôþí ôùí õðïèÝóåùí êáèþò êáé ç åöáñìïãÞ
ôçò ìéêôÞò ANOVA, ìå óêïðü íá êáôáëÞîïõìå óôá æçôïýìåíá óõìðåñÜóìáôá.

4.4.1 ÕðïèÝóåéò ãéá ôá ÄåäïìÝíá

Åöüóïí êáôáëÞîïõìå óå èåùñçôéêü åðßðåäï üôé óôï ðñüâëçìá ìáò ôáéñéÜæåé ç ìéêôÞ ANOVA,
ðñéí ôçí êýñéá áíÜëõóç ïöåßëïõìå íá åðáëçèåýóïõìå ôéò ôÝóóåñéò õðïèÝóåéò ðïõ èá áíáöåñ-
èïýí óôçí óõíÝ÷åéá. Ìå ôçí åðéâåâáßùóç ôïõò èá åßìáóôå óßãïõñïé üôé åêôüò áðü ôï ðñüâëçìá
êáé óôá äåäïìÝíá ôáéñéÜæåé ìßá ôÝôïéá áíÜëõóç. Ùóôüóï ïöåßëïõìå íá åðéóçìÜíïõìå üôé óôçí
ðåñßðôùóç ðïõ ìåëåôÜìå ðñáãìáôéêÜ äåäïìÝíá êáé ü÷é åéêïíéêÜ åßíáé óõ÷íü êáé ëïãéêü íá ìçí
åðáëçèåýïíôáé ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò åî áõôþí. Ïé ôÝóóåñéò õðïèÝóåéò åßíáé ïé åîÞò:

� Yðüèåóç 1: Äåí èá ðñÝðåé íá õðÜñ÷ïõí óçìáíôéêÜ áêñáßåò ôéìÝò óå êáìßá áãùãÞ ôïõ
ðñïâëÞìáôïò.

� Yðüèåóç 2: Ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ èá ðñÝðåé íá áêïëïõèåß êáôÜ ðñïóÝããéóç ôçí
êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ãéá êÜèå áãùãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

� Yðüèåóç 3: Ç äéáêýìáíóç ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò ðñÝðåé íá åßíáé ßóç ìåôáîý ôùí
ïìÜäùí ôùí ðáñáãüíôùí ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí. Ç õðüèåóç áõôÞ åßíáé ãíùóôÞ êáé
ùò ïìïéïãÝíåéá ôùí äéáöïñþí.

� Yðüèåóç 4: Ç äéáêýìáíóç ôùí äéáöïñþí ôùí ðáñáôçñïýìåíùí ôéìþí ìåôáîý ôùí ïìÜ-
äùí ôïõ ðáñÜãïíôá åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí ðñÝðåé íá åßíáé ßóç ãéá üëåò ôéò ïìÜäåò ôïõ
ðáñÜãïíôá ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí. Ç õðïèÝóç áõôÞ åßíáé ãíùóôÞ êáé ùò óöáéñéêüôçôá.
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Ìå ôçí áíáöïñÜ ôùí ðáñáðÜíù õðïèÝóåùí Ý÷ïõìå ïõóéáóôéêÜ ïëïêëçñþóåé ôç èåùñçôéêÞ
áíáöïñÜ ãéá ôçí ìéêôÞ ANOVA. ¸ôóé åßìáóôå ðëÝïí Ýôïéìïé íá ðåñÜóïõìå óôï ðáñÜäåéãìá
ôï ïðïßï êáé èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá ôçí áíÜëõóç ìå ôçí ÷ñÞóç ôçò R.

4.4.2 ÅéóáãùãÞ óôï ÐáñÜäåéãìá

Óôï ðáñÜäåéãìá ôï ïðïßï èá ìåëåôÞóïõìå èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôá äåäïìÝíá depression áðü
ôï ðáêÝôï datarium ôçò R. Ôá äåäïìÝíá áíôéóôïé÷ïýí óå Ýíá ðåßñáìá óôï ïðïßï ìåëåôÜôáé
ìéá èåñáðåßá ãéá ôçí êáôÜèëéøç. ¸÷ïõìå ëïéðüí äõï ïìÜäåò áóèåíþí (1: ctr - 2: treatment)
ìå ôçí ðñþôç ïìÜäá íá ìçí ëáìâÜíåé ôçí èåñáðåßá åíþ ôçí äåýôåñç íá åßíáé áõôÞ ðïõ ôçí
ëáìâÜíåé. Ïé áóèåíåßò áõôïß ðáñáêïëïõèÞèçêáí óå ôÝóóåñéò äéáöïñåôéêÝò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò
(t0: ðñï-èåñáðåßáò , t1: 1 ìÞíá ìåôÜ ôçí Ýíáñîç ôïõ ðåéñÜìáôïò , t2: 3 ìÞíåò ìåôÜ ôçí
Ýíáñîç ôïõ ðåéñÜìáôïò , t3: 6 ìÞíåò ìåôÜ ôçí Ýíáñîç ôïõ ðåéñÜìáôïò) êáé óå êÜèå ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ êáôáãñÜöçêå ç âáèìïëïãßá ôçò êáôÜèëéøçò. Ãéá ôçí êáôáãñáöÞ ôçò âáèìïëïãßáò ôçò
êáôÜèëéøçò ÷ñçóéìïðïéÞèçêå Ýíá ôõðïðïéçìÝíï åñùôçìáôïëüãéï, ìå ôéìÝò ðïõ êõìáßíïíôáé áðü
1 Ýùò 500. Ïé õøçëüôåñåò ôéìÝò óôçí êëßìáêá áõôÞ õðïäçëþíïõí ðéï óïâáñÜ óõìðôþìáôá
êáôÜèëéøçò. ÔÝëïò êáëïýìáóôå íá êáôáëÞîïõìå åÜí ïðïéáäÞðïôå áëëáãÞ óôçí âáèìïëïãßá
ôçò êáôÜèëéøçò åßíáé áðïôÝëåóìá ôçò áëëçëåðßäñáóçò ôùí ðáñáãüíôùí èåñáðåßáò êáé ÷ñüíïõ,
üðùò åðßóçò íá åîåôÜóïõìå êáé åíäå÷üìåíç äéáöïñåôéêÞ åðéññïÞ óõãêåêñéìÝíùí áãùãþí óôçí
ìÝóç âáèìïëïãßá ôçò êáôÜèëéøçò.

Ïé äõï ðáñÜãïíôåò ðïõ èá åîåôÜóïõìå óôï ðñüâëçìá ìáò åßíáé ç èåñáðåßá (treatment) êáé
ï ÷ñüíïò (time) ìå ôïí ðñþôï íá áðïôåëåß ôïí ðáñÜãïíôá ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí, åíþ
ôïí äåýôåñï ôïí ðáñÜãïíôá åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí. Ðñïöáíþò ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ
áðïôåëåßôáé áðü ôçí âáèìïëïãßá ôçò êáôÜèëéøçò (score). ÓõíïëéêÜ Ý÷ïõìå 96 ôéìÝò äåäïìÝíùí
êáé 24 óõììåôÝ÷ïíôåò.

¸÷ïíôáò óõìðåñéëÜâåé ôïõò äõï áõôïýò ðáñÜãïíôåò êáé ðñïöáíþò ôçí áëëçëåðßäñáóç ôïõò,
ôï ìïíôÝëï ìáò ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò åîÞò:

yijk = ì + ái + âj + (áâ)ij + åijk; i = 1; :::; 4; j = 1; 2; k = 1; 2; :::; 96;

üðïõ ì åßíáé ç óôáèåñÜ, ái åßíáé ç êýñéá åðßäñáóç ôçò i óôÜèìçò ôïõ ðáñÜãïíôá ÷ñüíïõ, âj
åßíáé ç êýñéá åðßäñáóç ôçò j óôÜèìçò ôïõ ðáñÜãïíôá èåñáðåßá, (áâ)ij åßíáé ç áëëçëåðßäñáóç
ðïõ ïöåßëåôáé óôïí óõíäõáóìü ôùí äõï ðáñáãüíôùí ÷ñüíïõ êáé èåñáðåßáò óôçí áãùãÞ (ij)
êáé åijk åßíáé ôï ôõ÷áßï óöÜëìá ôçò k ðáñáôÞñçóçò ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò y óôçí áãùãÞ
(ij).

4.4.3 ÅéóáãùãÞ óôçí R êáé ÅðáëÞèåõóç ôùí ÕðïèÝóåùí

Ðñïôïý îåêéíÞóïõìå ìå ôçí åðáëÞèåõóç ôùí ôåóóÜñùí õðïèÝóåùí, ðñÝðåé íá åéóÜãïõìå ôá
äåäïìÝíá óôçí R, êáèþò êáé ôéò áðáñáßôçôåò \âéâëéïèÞêåò" ðïõ èá ÷ñåéáóôïýìå êáèüëç ôçí
äéÜñêåéá ôçò áíÜëõóçò, ìå ôéò ïðïßåò êáé èá îåêéíÞóïõìå.
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> library(tidyverse)

> library(ggpubr)

> library(rstatix)

Ôá äåäïìÝíá åéóÜãïíôáé ùò åîÞò:

> data(" depression",package =" datarium ")

Êáëïýìáóôå ôþñá íá äçìéïõñãÞóïõìå ìéá åíéáßá óôÞëç ãéá ôéò ôÝóóåñéò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò ðïõ
äéáèÝôïõìå ôçí ïðïßá èá ïíïìÜóïõìå time, üðùò åðßóçò êáé ìéá óôÞëç score ìå ôçí âáèìïëïãßá
ôçò êáôÜèëéøçò óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ. ÔÝëïò èá ìåôáôñÝøïõìå ôéò óôÞëåò id êáé time óå
ðáñÜãïíôåò.

> depression <-depression %>%

+ gather(key="time",value=" score",t0 ,t1 ,t2 ,t3) %>%

+ convert_as_factor(id ,time)

ÐëÝïí Ý÷ïõìå öÝñåé ôá äåäïìÝíá óôçí êáôÜëëçëç ìïñöÞ þóôå íá îåêéíÞóïõìå ôçí åðáëÞ-
èåõóç ôùí ôåóóÜñùí õðïèÝóåùí ðïõ åðéóçìÜíèçêáí óôçí Õðïåíüôçôá 4.4.1, êáèþò Ý÷ïõìå
äçìéïõñãÞóåé ôéò óôÞëåò ðïõ ÷ñåéáæüìáóôáí (id, time, treatment, score).

Aêñáßåò ÔéìÝò

Ï ðñþôïò Ýëåã÷ïò áöïñÜ ôçí ýðáñîç áêñáßùí ôéìþí óôá äåäïìÝíá êáé ðïëý åýêïëá ï Ýëåã÷ïò
ãßíåôáé ùò åîÞò:

> group_by(depression ,time ,treatment) %>%

+ identify_outliers(score)

A tibble: 4 x 6

treatment time id score is.outlier is.extreme

<fct > <fct > <fct > <dbl > <lgl > <lgl >

1 ctr t0 5 150 TRUE FALSE

2 ctr t0 8 447 TRUE FALSE

3 treated t0 18 138 TRUE FALSE

4 treated t0 22 150 TRUE FALSE

Ðñéí ó÷ïëéÜóïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá, èá ãßíïõìå ëßãï ðéï áíáëõôéêïß ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò
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group by, %>%, êáèþò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé êáôÜ êüñïí. Ç óõíÜñôçóç (Þ äéáöïñåôéêÜ ôåëå-
óôÞò) %>% óõíäÝåé ôçí ðñïçãïýìåíç ìå ôçí åðüìåíç ãñáììÞ ôïõ êþäéêá. Ç óõíÜñôçóç
group by ôþñá, ïìáäïðïéåß ôéò ãñáììÝò ôùí äåäïìÝíùí ìáò ùò ðñïò ôïõò ðáñÜãïíôåò ðïõ
Ý÷åé óôá ïñßóìáôá ôçò. Ï óõíäõáóìüò ôùí äõï áõôþí óõíáñôÞóåùí óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñß-
ðôùóç, äçëþíåé óôçí R üôé áíáæçôïýìå ôéò áêñáßåò ôéìÝò ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò óôéò
áãùãÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

Áðü ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá âëÝðïõìå üôé ç R Ý÷åé åíôïðßóåé ôÝóóåñéò ðáñáôçñÞóåéò, ôéò
ïðïßåò Ý÷åé ðñïóäéïñßóåé ðëÞñùò äßíïíôáò ôï id êáé ôçí óôÜèìç ôùí äõï ðáñáãüíôùí óôçí
ïðïßá áíÞêåé ç êÜèå ìéá. Ç óôÞëç is.outlier óå óõíäõáóìü ìå ôçí ëïãéêÞ ôéìÞ TRUE ãéá êÜèå
ðáñáôÞñçóç ìáò âïçèÜåé íá êáôáëÜâïõìå üôé ïé ôÝóóåñéò áõôÝò ðáñáôçñÞóåéò åßíáé \áóõíÞèé-
óôåò", äçëáäÞ åßíáé óôá üñéá ôçò áêñáßáò ôéìÞò. Ùóôüóï ç óôÞëç ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé ãéá íá
êáôáíïÞóïõìå åÜí ôåëéêÜ õðÜñ÷ïõí áêñáßåò ôéìÝò, åßíáé ç is.extreme óôçí ïðïßá óå óõíäõáóìü
ìå ôçí ëïãéêÞ ôéìÞ FALSE ðïõ õðÜñ÷åé óå êÜèå ðáñáôÞñçóç, ìáò âïçèÜåé íá êáôáëÞîïõìå üôé
êáìßá áðü áõôÝò ôéò ðáñáôçñÞóåéò äåí áðïôåëåß åí ôÝëåé áêñáßá.

Õðüèåóç Êáíïíéêüôçôáò

Ãéá ôçí åðéâåâáßùóç ôçò õðüèåóçò ôçò êáíïíéêüôçôáò, Ý÷ïõìå äõï åðéëïãÝò. Ç ðñþôç åßíáé ìå
ôçí êáôáóêåõÞ åíüò äéáãñÜììáôïò Q-Q. Äçìéïõñãïýìå ëïéðüí Ýíá îå÷ùñéóôü äéÜãñáììá Q-Q
ãéá êÜèå áãùãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò, ìå ôçí êáôáêüñõöç óôÞëç íá áðïôåëåßôáé áðü ôá äåéãìáôéêÜ
ðïóïóôçìüñéá, åíþ ôçí ïñéæüíôéá áðü ôá èåùñçôéêÜ. Ôï äéÜãñáììá åßíáé ôï åîÞò:

> ggqqplot(depression ," score",ggtheme=theme_bw ())+

+ facet_grid(time~treatment ))
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ÄéÜãñáììá 4.4: ÄéÜãñáììá Q-Q ãéá ôá äåäïìÝíá ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò ôçò Õðïåíüôçôáò 4.4.2.

ÄéáöïñåôéêÜ ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí Ýëåã÷ï Shapiro-Wilk ãéá ôçí õðüèåóç êá-
íïíéêüôçôáò. Ï Ýëåã÷ïò ðáñïõóéÜæåôáé áìÝóùò ìåôÜ.

> group_by(depression ,time ,treatment) %>%

+ shapiro_test(score)

# A tibble: 8 x 5

treatment time variable statistic p

<fct > <fct > <chr > <dbl > <dbl >

1 ctr t0 score 0.945 0.572

2 treated t0 score 0.836 0.0248

3 ctr t1 score 0.918 0.268

4 treated t1 score 0.953 0.680

5 ctr t2 score 0.951 0.652

6 treated t2 score 0.957 0.734

7 ctr t3 score 0.873 0.0706

8 treated t3 score 0.932 0.398
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Ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ ÄéáãñÜììáôïò 4.4 êáé ôïí Ýëåã÷ï Shapiro-Wilk, óõìðåñáßíïõìå üôé åêôüò
ôçò áãùãÞò \treated-t0", ôá äåäïìÝíá ìáò åßíáé êáíïíéêÜ êáôáíåìçìÝíá ãéá êÜèå áãùãÞ ôïõ
ðñïâëÞìáôïò.

ÏìïéïãÝíåéá ôùí Äéáöïñþí

Ç åîÝôáóç ôçò ïìïéïãÝíåéáò ôùí äéáöïñþí èá ãßíåé ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ Levene's åëÝã÷ïõ. Ï
Ýëåã÷ïò èá ðñáãìáôïðïéçèåß óå êÜèå óôÜèìç ôïõ ðáñÜãïíôá time, ï ïðïßïò áðïôåëåß êáé ôïí
ðáñÜãïíôá åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí. Áí äåí áðïññéöèåß ç ìçäåíéêÞ õðüèåóç ôïõ åëÝã÷ïõ, ôüôå
ïé óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá treatment Ý÷ïõí ßóåò äéáêõìÜíóåéò, åíþ óå áíôßèåôç ðåñßðôùóç
äéáöÝñåé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá.

> group_by(depression ,time) %>%

+ levene_test(score~treatment)

# A tibble: 4 x 5

time df1 df2 statistic p

<fct > <int > <int > <dbl > <dbl >

1 t0 1 22 0.0753 0.786

2 t1 1 22 3.62 0.0701

3 t2 1 22 0.573 0.457

4 t3 1 22 0.339 0.567

Ãéá ôïí ðáñáðÜíù óôáôéóôéêü Ýëåã÷ï äßíïíôáé ïé âáèìïß åëåõèåñßáò, êáèþò êáé ïé F, p ôéìÝò
ôïõ. Áðü ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá ðáñáôçñïýìå üôé êáé óôéò ôÝóóåñéò óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãï-
íôá time, p> 0:05 åðïìÝíùò äåí Ý÷ïõìå ëüãï íá áðïññßøïõìå ôçí ìçäåíéêÞ õðüèåóç, äçëáäÞ
íá êáôáëÞîïõìå üôé ïé óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá treatment Ý÷ïõí ßóåò äéáêõìÜíóåéò óå êÜèå
óôÜèìç ôïõ ðáñÜãïíôá time.

Õðüèåóç ôçò Óöáéñéêüôçôáò

Ç õðüèåóç ôçò óöáéñéêüôçôáò äåí ÷ñåéÜæåôáé íá åëåã÷èåß îå÷ùñéóôÜ, êáèþò ãßíåôáé áõôüìá-
ôïò Ýëåã÷ïò êáôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôïõ ANOVA test êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá ìå ôçí ÷ñÞóç ôçò
óõíÜñôçóçò anova test. ÅÜí õðÜñ÷åé êÜðïéïò ðáñÜãïíôáò ðïõ ðáñáâéÜæåé áõôÞí ôçí õðüèåóç,
ôüôå äéïñèþíåôáé áõôüìáôá ìå ôçí âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò get anova table.

Ï Ýëåã÷ïò ôçò õðüèåóçò ôçò óöáéñéêüôçôáò ãßíåôáé ìå ôï ôåóô óöáéñéêüôçôáò ôïõ Mauchly.
Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ðáñáâéÜæåôáé ç õðüèåóç ôçò óöáéñéêüôçôáò, ÷ñåéÜæåôáé íá äéïñèþóïõìå
ôçí p-ôéìÞ ôùí êýñéùí åðéäñÜóåùí ôçò áãùãÞò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò åßôå ôç äéüñèùóç Huynh-
Feldt åßôå ôç äéüñèùóç Greenhouse-Geisser. Ùóôüóï äåí èá ãßíåé áíáëõôéêüôåñç áíáöïñÜ
ïýôå óôï ôåóô óöáéñéêüôçôáò ôïõ Mauchly, ïýôå óôéò äõï äéïñèþóåéò êáé èá âáóéóôïýìå óôá
áðïôåëÝóìáôá ðïõ ëáìâÜíïõìå ìå ôç âïÞèåéá ôçò R.
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4.4.4 Êýñéá ÁíÜëõóç êáé ÅîáãùãÞ ÓõìðåñáóìÜôùí

¸ðåéôá áðü ôçí åðáëÞèåõóç ôùí õðïèÝóåùí, åßìáóôå óå èÝóç íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ìéêôÞ
ANOVA ãéá ôçí áíÜëõóç ôùí äåäïìÝíùí ìáò. Ïöåßëïõìå íá åðéóçìÜíïõìå üôé üôáí èÝëïõìå
íá åöáñìüóïõìå ìéá ìéêôÞ ANOVA äõï ðáñáãüíôùí, ôá âÞìáôá ðïõ ðñÝðåé íá áêïëïõèÞ-
óïõìå åßíáé óõãêåêñéìÝíá. Ãé'áõôüí ôïí óêïðü óôçí óõíÝ÷åéá èá áíáöÝñïõìå åí óõíôïìßá ôá
óõãêåêñéìÝíá âÞìáôá.

� ÂÞìá 1: Ï ðñþôïò Ýëåã÷ïò ðïõ èá ðñáãìáôïðïéçèåß èá áöïñÜ ôçí óçìáíôéêüôçôá ôïõ
üñïõ ôçò áëëçëåðßäñáóçò ôùí äõï ðáñáãüíôùí êáé åßíáé ôï ðéï óçìáíôéêü âÞìá êáèþò
ç ìåôÝðåéôá áíÜëõóç åîáñôÜôáé áðü áõôüí.

O üñïò ôçò áëëçëåðßäñáóçò åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêüò.

� ÂÞìá 2i): Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï üñïò ôçò áëëçëåðßäñáóçò åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêüò,
ï åðüìåíïò Ýëåã÷ïò ðïõ ðñáãìáôïðïéåßôáé åßíáé ìéá áðëÞ áíÜëõóç êýñéùí åðéäñÜóåùí,
êáôÜ ôçí ïðïßá åîåôÜæïõìå ôçí åðßäñáóç ôïõ ðáñÜãïíôá Á óå üëåò ôéò óôÜèìåò ôïõ
ðáñÜãïíôá Â. ÅðïìÝíùò êáôáëÞãïõìå óôéò óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá Â, óôéò ïðïßåò åßíáé
óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ ç áðëÞ êýñéá åðßäñáóç Á.

� ÂÞìá 3i): Óôï âÞìá áõôü èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìüíï ôéò óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá Â,
ðïõ ìå âÜóç ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ åëÝã÷ïõ ôïõ âÞìáôïò 2i) èåùñÞèçêáí ùò óôáôéóôéêÜ
óçìáíôéêÝò. Óôéò óõãêåêñéìÝíåò óôÜèìåò, èá ðñáãìáôïðïéÞóïõìå ðïëëáðëÝò óõãêñßóåéò
êáôÜ æåýãç ìåôáîý ôùí õðïïìÜäùí ôïõ ðáñÜãïíôá Á, þóôå íá êáôáëÞîïõìå åí ôÝëåé
ìåôáîý ðïéþí õðïïìÜäùí ôïõ ðáñÜãïíôá Á åíôïðßæåôáé äéáöïñÜ.

O üñïò ôçò áëëçëåðßäñáóçò äåí åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêüò.

� ÂÞìá 2ii): Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï üñïò ôçò áëëçëåðßäñáóçò äåí åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìá-
íôéêüò, êáëïýìáóôå íá åñìçíåýóïõìå ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ åëÝã÷ïõ ôïõ âÞìáôïò 1, ôçí
óôáôéóôéêÞ óçìáíôéêüôçôá ôùí äõï êýñéùí åðéäñÜóåùí.

� ÂÞìá 3ii): ÔÝëïò ðñáãìáôïðïéïýìå ðïëëáðëÝò óõãêñßóåéò êáôÜ æåýãç ìåôáîý ôùí óôÜè-
ìåùí ôïõ Þ ôùí ðáñáãüíôùí ðïõ åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêïß óýìöùíá ìå ôï âÞìá 2ii).
ÅðïìÝíùò èá êáôáëÞîïõìå óå ôõ÷üí äéáöïñÝò ìåôáîý ôùí ïìÜäùí åíôüò ôùí ðáñáãü-
íôùí.

Káëïýìáóôå ðëÝïí íá ðåñÜóïõìå óôï ðñáêôéêü êïììÜôé, áêïëïõèþíôáò ôá ðáñáðÜíù âÞìáôá
êáé åöáñìüæïíôáò ôïõò êáôÜëëçëïõò åëÝã÷ïõò ìå ôçí âïÞèåéá ôçò R. Ï ðñþôïò Ýëåã÷ïò,
ðïõ åßíáé Ýíáò Ýëåã÷ïò ìéêôÞò ANOVA äõï êáôåõèýíóåùí, ãéá íá ðñáãìáôïðïéçèåß ðñÝðåé
ìáæß ìå ôçí åíôïëÞ íá åéóÜãïõìå ôá äåäïìÝíá, ôçí óôÞëç áñßèìçóçò ôùí õðïêåéìÝíùí ôïõ
ðñïâëÞìáôïò, ôçí åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ êáèþò êáé ôïõò ðáñÜãïíôåò åíôüò êáé ìåôáîý ôùí
õðïêåéìÝíùí. ÅðïìÝíùò ï Ýëåã÷ïò åßíáé ï åîÞò:

> mixed.anova <-anova_test(data=depression ,dv=score ,

+ wid=id ,between=treatment ,within=time)

> get_anova_table(mixed.anova)
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ANOVA Table (type II tests)

Effect DFn DFd F p p<.05 ges

1 treatment 1.00 22.00 17.886 3.45e-04 * 0.330

2 time 2.19 48.19 37.615 5.05e-11 * 0.402

3 treatment:time 2.19 48.19 7.164 1.00e-03 * 0.113

Áðü ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá êáé óå üôé áöïñÜ ôçí áëëçëåðßäñáóç, âëÝðïõìå üôé ìðïñïýìå
íá áðïññßøïõìå ôçí ìçäåíéêÞ õðüèåóç, áöïý p= 0:001 < 0:05. ÅðïìÝíùò êáôáëÞãïõìå üôé ç
áëëçëåðßäñáóç åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ êáé åðçñåÜæåé ôçí ôéìÞ ôçò âáèìïëïãßáò ôçò êáôÜ-
èëéøçò. Åßíáé ëïéðüí ðåñéôôü íá åëÝãîïõìå ôéò êýñéåò åðéäñÜóåéò.

Åöüóïí ç áëëçëåðßäñáóç åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ, áêïëïõèïýìå ôï âÞìá 2i) êáé ðéï óõãêå-
êñéìÝíá åðéëÝãïõìå íá åîåôÜóïõìå ôçí åðßäñáóç ôïõ ðáñÜãïíôá time, óå üëåò ôéò óôÜèìåò ôïõ
ðáñÜãïíôá treatment. Áíôßóôïé÷á ìðïñïýóáìå íá åîåôÜóïõìå ôçí åðßäñáóç ôïõ ðáñÜãïíôá
treatment óå üëåò ôéò óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá time.

> one.way <-group_by(depression ,treatment) %>%

+ anova_test(dv=score ,wid=id,within=time) %>%

+ get_anova_table () %>%

+ adjust_pvalue(method =" bonferroni ")

> one.way

# A tibble: 2 x 6

treatment Effect DFn DFd F p.adj

<fct > <chr > <dbl > <dbl > <dbl > <dbl >

1 ctr time 3 33 7.78 9.2 e- 4

2 treated time 3 33 47.0 1.04e-11

Áðü ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò p.adj ôéìÝò, óõìðåñáßíïõìå üôé
ìðïñïýìå íá áðïññßøïõìå ôçí ìçäåíéêÞ õðüèåóç êáé óôéò äõï ðåñéðôþóåéò, áöïý p< 0:05. Åðï-
ìÝíùò ç áðëÞ êýñéá åðßäñáóç ôïõ ÷ñüíïõ, åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ êáé óôéò äõï óôÜèìåò ôïõ
ðáñÜãïíôá treatment. ÁíáìÝíåôáé äçëáäÞ íá õðÜñ÷ïõí äéáöïñÝò óôçí ìÝóç âáèìïëïãßá ôçò
êáôÜèëéøçò ìåôáîý äéáöïñåôéêþí ÷ñïíéêþí óôéãìþí. ÅðïìÝíùò ãéá ôïí ôåëåõôáßï Ýëåã÷ï, èá
ðñáãìáôïðïéÞóïõìå ðïëëáðëÝò óõãêñßóåéò êáôÜ æåýãç ìåôáîý ôùí õðïïìÜäùí ôïõ ðáñÜãïíôá
time óå êÜèå óôÜèìç ôïõ ðáñÜãïíôá treatment, ìå óêïðü ôçí åýñåóç áõôþí ôùí ÷ñïíéêþí
óôéãìþí.

Ðñïôïý ðñáãìáôïðïéÞóïõìå ôïí Ýëåã÷ï áõôü, áîéæåß íá óçìåéùèåß üôé êáé óôïí ðñïçãïýìåíï
êáé óôïí åðüìåíï Ýëåã÷ï óôá áðïôåëÝóìáôá ðáñáëåßðïíôáé ïé áíïýóéåò óôÞëåò ðïõ ìáò äßíåé
ç R. Åðßóçò ãéá ôçí åîáãùãÞ ôïí p ôéìþí ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç äéüñèùóç êáôÜ Bonferroni ãéá
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ìåãáëýôåñç áêñßâåéá óôá áðïôåëÝóìáôá.

ÊáôÜ ôçí ðñáãìáôïðïßçóç ðïëëáðëþí óõãêñßóåùí, áõîÜíåôáé ç ðéèáíüôçôá óöÜëìáôïò ôýðïõ
I, äçëáäÞ ç áðüññéøç ôçò ìçäåíéêÞò õðüèåóçò, åíþ åßíáé ðñáãìáôéêÜ áëçèÞò. ¸íáò ôñüðïò
áíôéìåôþðéóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý, åßíáé ç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ Bonferroni ìå âÜóç ôçí
ïðïßá üôáí ðñáãìáôïðïéïýìå N óõíïëéêÜ ôÝôïéåò óõãêñßóåéò áíáðñïóáñìüæïõìå ôçí p-ôéìÞ
êÜèå åëÝã÷ïõ. Áí õðïèÝóïõìå üôé ôï áñ÷éêü åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò óõìâïëßæåôáé ìå p,
ôüôå ôï íÝï åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò p′ ðñïóáñìïóìÝíï êáôÜ Bonferroni ðñïêýðôåé ùò åîÞò:
p′ = p=N .

# ÷ñçóéìïðïéåßôáé paired Ýëåã÷ïò ãéáôß Ý÷ïõìå åðáíáëáìâáíüìåíåò ðáñáôçñÞóåéò ùò
ðñïò ôïí ÷ñüíï

> test <-group_by(depression ,treatment) %>%

+ pairwise_t_test(score~time ,paired=TRUE ,

+ p.adjust.method =" bonferroni ")

> test

# A tibble: 12 x 6

treatment group1 group2 n1 n2 p.adj

<fct > <chr > <chr > <int > <int > <dbl >

1 ctr t0 t1 12 12 0.362

2 ctr t0 t2 12 12 0.008

3 ctr t0 t3 12 12 0.029

4 ctr t1 t2 12 12 0.08

5 ctr t1 t3 12 12 0.385

6 ctr t2 t3 12 12 1

7 treated t0 t1 12 12 0.00000762

8 treated t0 t2 12 12 0.00000738

9 treated t0 t3 12 12 0.000261

10 treated t1 t2 12 12 1

11 treated t1 t3 12 12 1

12 treated t2 t3 12 12 1

Ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ ðáñáðÜíù åëÝã÷ïõ êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò p.adj ôéìÝò ôçò äéüñèùóçò
êáôÜ Bonferroni êáôáëÞãïõìå óôá åîÞò óõìðåñÜóìáôá:

� Ç ìÝóç âáèìïëïãßá ôçò êáôÜèëéøçò üôáí äåí ðñáãìáôïðïéåßôáé ç èåñáðåßá (äçëáäÞ óôçí
óôÜèìç ctr) åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ äéáöïñåôéêÞ ìåôáîý ôùí ÷ñïíéêþí óôéãìþí t0
vs t2 , t0 vs t3.

� Áíôßèåôá ç ìÝóç âáèìïëïãßá ôçò êáôÜèëéøçò üôáí äåí ðñáãìáôïðïéåßôáé ç èåñáðåßá (äç-
ëáäÞ óôçí óôÜèìç ctr) äåí äéáöÝñåé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ ìåôáîý ôùí ÷ñïíéêþí óôéãìþí
t0 vs t1 , t1 vs t2 , t1 vs t3 , t2 vs t3.

� Ç ìÝóç âáèìïëïãßá ôçò êáôÜèëéøçò üôáí ðñáãìáôïðïéåßôáé ç èåñáðåßá (äçëáäÞ óôçí
óôÜèìç treated) åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ äéáöïñåôéêÞ ìåôáîý ôùí ÷ñïíéêþí óôéãìþí
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t0 vs t1 , t0 vs t2 , t0 vs t3.

� Áíôßèåôá ç ìÝóç âáèìïëïãßá ôçò êáôÜèëéøçò üôáí ðñáãìáôïðïéåßôáé ç èåñáðåßá (äçëáäÞ
óôçí óôÜèìç treated) äåí äéáöÝñåé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ ìåôáîý ôùí ÷ñïíéêþí óôéãìþí
t1 vs t2 , t1 vs t3 , t2 vs t3.

Må ôçí åñìçíåßá ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôïõ ôåëåõôáßïõ åëÝã÷ïõ Ý÷ïõìå ïõóéáóôéêÜ ïëïêëç-
ñþóåé ôçí áíÜëõóç ìáò. ÕðÜñ÷åé åðßóçò ç äõíáôüôçôá êáôáóêåõÞò åíüò èçêïäéáãñÜììáôïò,
þóôå íá ðáñáôçñÞóïõìå üóá áðïäåß÷èçêáí ðñïçãïõìÝíùò, ôï ïðïßï êáé èá ðáñïõóéáóôåß óôçí
óõíÝ÷åéá.

> boxplot <-ggboxplot(depression ,x=" treatment",y=" score",

+ color="time")

ÄéÜãñáììá 4.5: ÈçêïäéÜãñáììá ãéá ôá äåäïìÝíá ôïõ ðáñáäåßãìáôïò ôçò Õðïåíüôçôáò 4.4.2

Ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ ÄéáãñÜììáôïò 4.5, ðáñáôçñïýìå üôé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé áóèåíåßò
ëáìâÜíïõí ôçí èåñáðåßá, ç âáèìïëïãßá ôçò êáôÜèëéøçò ìåéþíåôáé óçìáíôéêÜ áðü ôçí ðñþôç
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ (t1) êáé äéáôçñåßôáé ðåñßðïõ óôï ßäéï åðßðåäï ìÝ÷ñé ôï ôÝëïò ôïõ ðåéñÜìáôïò.
Áíôßèåôá üôáí äåí ÷ïñçãåßôáé èåñáðåßá, ç ðñþôç óçìáíôéêÞ ìåßùóç ðïõ åßíáé ùóôüóï ìéêñÞ,
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ðñáãìáôïðïéåßôáé ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t2.

Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé ç åðéëïãÞ ôçò êýñéáò åðßäñáóçò óôïí äåýôåñï Ýëåã÷ï (one.way), ëüãù
ôçò äéáôýðùóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá ôïõ åñùôÞìáôïò ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò
4.4.2 åßíáé åëåýèåñç. Óôçí ðåñßðôùóç üìùò ðïõ óôï ðñüâëçìá áíáöåñüôáí, üôé êáëïýìáóôå íá
åîåôÜóïõìå åÜí ç ìÝóç âáèìïëïãßá ôçò êáôÜèëéøçò äéáöÝñåé óçìáíôéêÜ ìåôáîý ôùí èåñáðåéþí
óå ïðïéáäÞðïôå áðü ôéò ôÝóóåñéò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò, ôüôå õðï÷ñåùôéêÜ èá Ýðñåðå íá åðéëÝîïõìå
íá åîåôÜóïõìå ôçí åðßäñáóç ôïõ ðáñÜãïíôá treatment óå üëåò ôéò óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá
time, þóôå ìå ôçí âïÞèåéá êáé ôïõ ôåëåõôáßïõ åëÝã÷ïõ íá áðáíôïýóáìå óôï åñþôçìá áõôü.
ÅðïìÝíùò ç äéáôýðùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáé ôï åñþôçìá ðïõ ôßèåôáé åíäå÷ïìÝíùò íá ðáßîåé
óçìáíôéêü ñüëï óôçí åðéëïãÞ ðïõ èá êÜíïõìå.

¼ðùò áíáöÝñèçêå êáé óôçí áñ÷Þ ôïõ êåöáëáßïõ, ç óçìáíôéêüôçôá ôïõ üñïõ ôçò áëëçëåðß-
äñáóçò ðáßæåé óðïõäáßï ñüëï, êáèþò ç ìåôÝðåéôá áíÜëõóç åîáñôÜôáé áðü áõôüí. Ãé'áõôüí ôïí
ëüãï èá ãßíåé ç õðüèåóç üôé ï üñïò áõôüò äåí åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêüò, Ýôóé þóôå íá
ðáñïõóéÜóïõìå óõíïðôéêÜ êáé ôçí Üëëç ðåñßðôùóç.

ÅðïìÝíùò ìå âÜóç ôïí ðñþôï Ýëåã÷ï mixed.anova, áðïäåéêíýåôáé üôé êáé ïé äõï êýñéåò åðé-
äñÜóåéò åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÝò, áöïý p< 0:05. ÄçëáäÞ ãéá êÜèå ðáñÜãïíôá îå÷ùñéóôÜ,
áðïìÝíåé íá ãßíïõí ðïëëáðëÝò óõãêñßóåéò êáôÜ æåýãç ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí äéüñèùóç êáôÜ
Bonferroni.

> depression %>%

+ pairwise_t_test(score~time paired=TRUE ,

+ p.adjust.method =" bonferroni ")

> depression %>%

+ pairwise_t_test(score~treatment ,p.adjust.method =" bonferroni ")

# A tibble: 6 x 6

.y. group1 group2 n1 n2 p.adj

<chr > <chr > <chr > <int > <int > <dbl >

1 score t0 t1 24 24 0.0000537

2 score t0 t2 24 24 0.000000243

3 score t0 t3 24 24 0.00000478

4 score t1 t2 24 24 0.518

5 score t1 t3 24 24 1

6 score t2 t3 24 24 1

ÅíäåéêôéêÜ ðáñïõóéÜóïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ìüíï ôïõ ðñþôïõ åëÝã÷ïõ, ôá ïðïßá êáé èá åñ-
ìçíÝõóïõìå ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò p.adj ôéìÝò ôçò äéüñèùóçò êáôÜ Bonferroni.

� Ç ìÝóç âáèìïëïãßá ôçò êáôÜèëéøçò åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ äéáöïñåôéêÞ ìåôáîý ôùí
÷ñïíéêþí óôéãìþí t0 vs t1 , t0 vs t2 , t0 vs t3.

� Áíôßèåôá ç ìÝóç âáèìïëïãßá ôçò êáôÜèëéøçò äåí äéáöÝñåé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ ìåôáîý
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ôùí ÷ñïíéêþí óôéãìþí t1 vs t2 , t1 vs t3 , t2 vs t3.

4.5 ÌéêôÞ ANOVA ôñéþí Ðáñáãüíôùí ìå ôç âïÞèåéá ôçò R

Óôçí óõãêåêñéìÝíç åíüôçôá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí áíÜëõóç ôçò ìéêôÞò ANOVA ôñéþí ðá-
ñáãüíôùí ìå ôçí âïÞèåéá ôçò R. ¼ðùò êáé ìéá ìéêôÞ áíáëýóç äéáóðïñÜò äõï ðáñáãüíôùí,
Ýôóé êáé ç óõãêåêñéìÝíç Ý÷åé êÜðïéá âáóéêÜ âÞìáôá ðïõ ðñÝðåé íá áêïëïõèÞóïõìå, þóôå
íá ðñáãìáôïðïéÞóïõìå ôçí óôáôéóôéêÞ ìáò áíÜëõóç êáé íá êáôáëÞîïõìå óôá æçôïýìåíá óõ-
ìðåñÜóìáôá, ôá ïðïßá êáé èá áíáöÝñïõìå óôçí óõíÝ÷åéá. Êáèþò ìéá ìéêôÞ ÁNOVA ôñéþí
ðáñáãüíôùí Ý÷åé ôçí äõíáôüôçôá åßôå íá Ý÷åé äõï ðáñÜãïíôåò åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí êáé Ýíá
ìåôáîý, åßôå ôï áíôßèåôï, èá ìåëåôÞóïõìå êáé ôéò äõï ðåñéðôþóåéò ìå ôçí äåýôåñç íá ãßíåôáé
ðéï åðéãñáììáôéêÜ.

4.5.1 Ìåèïäïëïãßá

Áíôßóôïé÷á ìå ôçí ðåñßðôùóç ôçò ìéêôÞò ANOVA äõï ðáñáãüíôùí, ôá âÞìáôá åßíáé óõãêå-
êñéìÝíá êáé áðïôåëïýí ïäçãü ãéá êÜèå ìéêôÞ ANOVA ôñéþí ðáñáãüíôùí. Ùóôüóï ðñïôïý
÷ñçóéìïðïéçèåß ï ðáñáêÜôù ïäçãüò, ðñÝðåé íá Ý÷ïõí åðáëçèåõôåß ïé õðïèÝóåéò ðïõ áðáéôïýíôáé
ãéá íá ðñáãìáôïðïéçèåß ìßá ôÝôïéá áíÜëõóç. Ôá âÞìáôá åßíáé ôá åîÞò:

� ÂÞìá 1: O ðñþôïò Ýëåã÷ïò áöïñÜ ôïí üñï ôçò áëëçëåðßäñáóçò ôùí ôñéþí ðáñáãüíôùí
êáé åßíáé ôï ðéï óçìáíôéêü âÞìá êáèþò ç ìåôÝðåéôá áíÜëõóç åîáñôÜôáé áðü áõôüí.

Ï üñïò ôçò áëëçëåðßäñáóçò ôùí ôñßùí ðáñáãüíôùí åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêüò.

� ÂÞìá 2i: Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï üñïò ôçò áëëçëåðßäñáóçò åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêüò,
ãéá ôïí åðüìåíï Ýëåã÷ï åðéëÝãïõìå ìéá áìößäñïìç áëëçëåðßäñáóç (Ýóôù ÁÂ) êáé åîåôÜ-
æïõìå ôçí åðßäñáóç ôçò óå êÜèå óôÜèìç ôïõ ðáñÜãïíôá Ã. ÅðïìÝíùò êáôáëÞãïõìå óôéò
óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá Ã, óôéò ïðïßåò åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ ç áðëÞ áìößäñïìç
áëëçëåðßäñáóç ÁÂ.

� ÂÞìá 3i: ¸ðåéôá èá ðñáãìáôïðïéÞóïõìå ìßá áðëÞ áíÜëõóç êýñéùí åðéäñÜóåùí. Ðéï
óõãêåêñéìÝíá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá Ã, ðïõ ìå âÜóç ôá áðï-
ôåëÝóìáôá ôïõ âÞìáôïò 2i èåùñÞèçêáí ùò óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÝò. Óôéò óõãêåêñéìÝíåò
óôÜèìåò èá åîÝôáóïõìå ôçí åðßäñáóç ôïõ ðáñÜãïíôá Á óå üëåò ôéò óôÜèìåò ôïõ ðáñÜ-
ãïíôá Â, êáôáëÞãïíôáò ìå áõôüí ôïí ôñüðï óôéò óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá Â, óôéò ïðïßåò
åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ ç áðëÞ êýñéá åðßäñáóç Á.

� ÂÞìá 4i: Óôï ôåëåõôáßï âÞìá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìüíï ôéò óôÜèìåò ôùí ðáñáãüíôùí
Ã, Â ðïõ ìå âÜóç ôá âÞìáôá 2i, 3i áíôßóôïé÷á, èåùñÞèçêáí ùò óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÝò.
Óôéò óõãêåêñéìÝíåò áãùãÝò ôùí äõï ðáñáãüíôùí, èá ðñáãìáôïðïéÞóïõìå ðïëëáðëÝò
óõãêñßóåéò êáôÜ æåýãç ìåôáîý ôùí õðïïìÜäùí ôïõ ðáñÜãïíôá Á, þóôå íá êáôáëÞîïõìå
åí ôÝëåé óå ðïéÝò áãùãÝò êáé ãéá ðïéÝò õðïïìÜäåò ôïõ ðáñÜãïíôá Á åíôïðßæåôáé äéáöïñÜ.

Ï üñïò ôçò áëëçëåðßäñáóçò ôùí ôñéþí ðáñáãüíôùí äåí åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêüò.
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� ÂÞìá 2ii: Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï üñïò ôçò áëëçëåðßäñáóçò äåí åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìá-
íôéêüò, ôüôå ôï ðñüâëçìá ìåôáôñÝðåôáé óå ìéêôÞ ANOVA äõï ðáñáãüíôùí êáé åßìáóôå
óå èÝóç íá áêïëïõèÞóïõìå üóá áíáöÝñáìå óôçí Åíüôçôá 4.4.

Ãéá ôá âÞìáôá 2i, 3i ôüóï ç åðéëïãÞ ôçò áìößäñïìçò áëëçëåðßäñáóçò üóï êáé ôçò êýñéáò
åðßäñáóçò åßíáé åëåýèåñç, åêôüò êáé áí ìÝóù ôïõ åñùôÞìáôïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò æçôåßôå êÜôé
óõãêåêñéìÝíï, ïðüôå êáëïýìáóôå íá åðéëÝîïõìå óõãêåêñéìÝíç áëëçëåðßäñáóç êáé êýñéá åðß-
äñáóç þóôå íá áðáíôÞóïõìå óôï åñþôçìá áõôü.

4.5.2 ÁíÜëõóç ÌéêôÞò ANOVA ôñéþí Ðáñáãüíôùí ìå äõï ÐáñÜãïíôåò åíôüò ôùí
ÕðïêåéìÝíùí

Ç ðñþôç ðåñßðôùóç ðïõ èá áó÷ïëçèïýìå èá áöïñÜ ôçí ìéêôÞ ANOVA ôñéþí ðáñáãüíôùí ìå
äõï ðáñÜãïíôåò åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí êáé Ýíá ìåôáîý. Ôï ðáñÜäåéãìá ìå ôï ïðïßï èá áó÷ï-
ëçèïýìå åßíáé ôï åîÞò:

ÐáñÜäåéãìá 4.5.2

Ôá äåäïìÝíá ôïõ ðáñáäåßãìáôïò Ý÷ïõí ðñïóïìïéùèåß (åðïìÝíùò åßíáé öáíôáóôéêÜ) ìå óêïðü
íá ìðïñïýí íá áíôáðïêñéèïýí óå ìéá ìéêôÞ áíÜëõóç äéáóðïñÜò ôñéþí ðáñáãüíôùí ìå äõï ðáñÜ-
ãïíôåò åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí. Ôï ðñüâëçìá áíôéóôïé÷åß óå Ýíá ðåßñáìá óôï ïðïßï ìåëåôÜôáé
ç åðßäñáóç äõï äéáöïñåôéêþí ôýðùí áóêÞóåùí óôï Üã÷ïò, ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò äéáöïñÝò
ìåôáîý ôùí äõï öýëùí. ¸÷ïõìå ëïéðüí äõï åéäþí áóêÞóåéò, Á êáé Â, ìå êÜèå óõììåôÝ÷ùí íá
ðñáãìáôïðïéåß êáé ôéò äõï áóêÞóåéò äéáäï÷éêÜ, ðñþôá ôçí Á êáé Ýðåéôá ôçí Â, êáôáãñÜöïíôáò
ôéò ôéìÝò óå äéÜöïñåò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ïé óõììåôÝ÷ïíôåò ðáñáêïëïõèÞèç-
êáí óå ôñåßò äéáöïñåôéêÝò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò (t1: 10 çìÝñåò ìåôÜ ôçí Ýíáñîç ôïõ ðåéñÜìáôïò,
t2: 20 çìÝñåò ìåôÜ ôçí Ýíáñîç ôïõ ðåéñÜìáôïò, t3: 30 çìÝñåò ìåôÜ ôçí Ýíáñîç ôïõ ðåéñÜìáôïò)
êáé óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ êáôáãñÜöçêå ç âáèìïëïãßá ôïõ Üã÷ïõò. Ãéá ôçí êáôáãñáöÞ ôçò
âáèìïëïãßáò ôïõ Üã÷ïõò ÷ñçóéìïðïéÞèçêå Ýíá ôõðïðïéçìÝíï åñùôçìáôïëüãéï, ìå ôéìÝò ðïõ
êõìáßíïíôáé áðü 10 Ýùò 100. Ïé õøçëüôåñåò ôéìÝò óôçí êëßìáêá áõôÞ õðïäçëþíïõí ðéï óï-
âáñÜ óõìðôþìáôá Üã÷ïõò. ÔÝëïò êáëïýìáóôå íá êáôáëÞîïõìå åÜí ïðïéáäÞðïôå áëëáãÞ ôçò
âáèìïëïãßáò ôïõ Üã÷ïõò åßíáé áðïôÝëåóìá ôçò áëëçëåðßäñáóçò ôùí ôñéþí ðáñáãüíôùí, üðùò
åðßóçò íá åîåôÜóïõìå êáé ôéò äéáöïñÝò ðïõ åíäÝ÷åôáé íá ðñïêýøïõí ãéá ôçí ìÝóç âáèìïëïãßá
ôïõ Üã÷ïõò, ìåôáîý ôùí äéáöïñåôéêþí ÷ñïíéêþí óôéãìþí áíÜëïãá ìå ôï öýëï êáé ôï åßäïò
ôçò Üóêçóçò.

Ïé ôñåßò ðáñÜãïíôåò ðïõ èá åîåôÜóïõìå óôï ðñüâëçìá ìáò, åßíáé ôï öýëï (gender), ï ÷ñü-
íïò (time) êáé ôï åßäïò ôçò Üóêçóçò (exercise), ìå ôïí ðñþôï ðáñÜãïíôá íá áðïôåëåß ôïí
ðáñÜãïíôá ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí, åíþ ôïõò äõï ôåëåõôáßïõò ôïõò ðáñÜãïíôåò åíôüò ôùí
õðïêåéìÝíùí. Ðñïöáíþò ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ áðïôåëåßôáé áðü ôçí âáèìïëïãßá ôïõ Üã÷ïõò
(score), åíþ ïíïìÜæïõìå ôá äåäïìÝíá ùò stress.

¸÷ïíôáò óõìðåñéëÜâåé ôïõò ôñåßò áõôïýò ðáñÜãïíôåò êáé üëåò ôéò ðéèáíÝò áëëçëåðéäñÜóåéò,
ôï ìïíôÝëï ìáò ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò åîÞò:

yijkl = ì + ái + âj + ãk + (áâ)ij + (áã)ik + (âã)jk + (áâã)ijk + åijkl;
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i = 1; 2; j = 1; 2; 3; k = 1; 2; l = 1; 2; :::; 120;

üðïõ ì åßíáé ç óôáèåñÜ, ái åßíáé ç êýñéá åðßäñáóç ôçò i óôÜèìçò ôïõ ðáñÜãïíôá öýëïõ, âj
åßíáé ç êýñéá åðßäñáóç ôçò j óôÜèìçò ôïõ ðáñÜãïíôá ÷ñüíïõ, ãk åßíáé ç êýñéá åðßäñáóç ôçò k
óôÜèìçò ôïõ ðáñÜãïíôá Üóêçóç, (áâ)ij åßíáé ç áëëçëåðßäñáóç ðïõ ïöåßëåôáé óôïí óõíäõáóìü
ôùí äõï ðáñáãüíôùí öýëïõ êáé ÷ñüíïõ óôçí áãùãÞ (ij), (áã)ik åßíáé ç áëëçëåðßäñáóç ðïõ
ïöåßëåôáé óôïí óõíäõáóìü ôùí äõï ðáñáãüíôùí öýëïõ êáé Üóêçóç óôçí áãùãÞ (ik), (âã)jk åß-
íáé ç áëëçëåðßäñáóç ðïõ ïöåßëåôáé óôïí óõíäõáóìü ôùí äõï ðáñáãüíôùí ÷ñüíïõ êáé Üóêçóçò
óôçí áãùãÞ (jk), (áâã)ijk åßíáé ç áëëçëåðßäñáóç ðïõ ïöåßëåôáé óôïí óõíäõáóìü ôùí ôñéþí
ðáñáãüíôùí öýëïõ, ÷ñüíïõ êáé Üóêçóçò óôçí áãùãÞ (ijk) êáé åijkl åßíáé ôï ôõ÷áßï óöÜëìá
ôçò l ðáñáôÞñçóçò ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò y óôçí áãùãÞ (ijk).

Óôï ðåßñáìá ìáò óõììåôÝ÷ïõí óõíïëéêÜ 20 Üôïìá, 10 Üíäñåò êáé 10 ãõíáßêåò, ïé ïðïßïé ðñþôá
áêïëïõèïýí ôçí Üóêçóç Á êáé êáôáãñÜöïõí ôçí âáèìïëïãßá óôéò ôñåßò äéáöïñåôéêÝò ÷ñïíé-
êÝò óôéãìÝò êáé Ýðåéôá áêïëïõèïýí ôçí Üóêçóç Â åêôåëþíôáò áêñéâþò ôçí ßäéá äéáäéêÜóéá.
ÅíäåéêôéêÜ èá ðáñïõóéÜóïõìå ôéò 20 ðñþôåò áðü ôéò óõíïëéêÜ 120 ôéìÝò äåäïìÝíùí.

id gender time exercise score

1 1 M t1 A 41.50072

2 2 M t1 A 39.30003

3 3 M t1 A 42.93013

4 4 M t1 A 42.87831

5 5 M t1 A 42.70582

6 6 M t1 A 42.30035

7 7 M t1 A 41.88945

8 8 M t1 A 40.01117

9 9 M t1 A 39.26681

10 10 M t1 A 39.03956

11 11 F t1 A 43.07726

12 12 F t1 A 41.51939

13 13 F t1 A 40.43556

14 14 F t1 A 37.40233

15 15 F t1 A 44.36228

16 16 F t1 A 37.49909

17 17 F t1 A 47.25567

18 18 F t1 A 44.96414

19 19 F t1 A 38.77505

20 20 F t1 A 36.00753

Ï êþäéêáò ãéá ôçí ðñïóïìïßùóç ôùí äåäïìÝíùí ìáò, üðùò åðßóçò êáé ôï óýíïëï ôùí 120
ãñáììþí ôùí äåäïìÝíùí ìáò, ðáñïõóéÜæåôáé óôï ôÝëïò ôçò åñãáóßáò óôçí åéäéêÞ åíüôçôá
ÐáñÜñôçìá. Óôçí óõíÝ÷åéá èá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíá ðßíáêá ìå ôçí ìÝóç ôéìÞ êáé ôçí ôõðéêÞ
áðüêëéóç êÜèå áãùãÞò.
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> group_by(stress ,time ,exercise ,gender) %>%

+ get_summary_stats(score ,type=" mean_sd ")

# A tibble: 12 x 7

gender time exercise variable n mean sd

<fct > <fct > <fct > <chr > <dbl > <dbl > <dbl >

1 F t1 A score 10 41.1 3.74

2 M t1 A score 10 41.2 1.61

3 F t1 B score 10 35.4 2.61

4 M t1 B score 10 32.9 2.48

5 F t2 A score 10 39.7 3.03

6 M t2 A score 10 34.2 3.02

7 F t2 B score 10 33.0 3.26

8 M t2 B score 10 33.2 3.96

9 F t3 A score 10 43.5 1.37

10 M t3 A score 10 51.4 3.93

11 F t3 B score 10 38.5 2.33

12 M t3 B score 10 33.1 3.63

ÔÝëïò ðñïôïý ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí åðáëÞèåõóç ôùí õðïèÝóåùí èá ÷ñåéáóôïýìå ôéò áíôßóôïé-
÷åò âéâëéïèÞêåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ãéá ôçí ìéêôÞ ANOVA äõï ðáñáãüíôùí, üðùò åðßóçò
èá ðñÝðåé êáé íá ìåôáôñÝøïõìå ôéò ôÝóóåñéò ðñþôåò óôÞëåò (id, gender, time , exercise) óå
ðáñÜãïíôåò.

ÅðáëÞèåõóç ôùí ÕðïèÝóåùí

Áêñáßåò ÔéìÝò

Ï Ýëåã÷ïò ôùí áêñáßùí ôéìþí ãßíåôáé ùò åîÞò:

> group_by(stress ,gender ,exercise ,time) %>%

+ identify_outliers(score)

# A tibble: 7 x 7

gender time exercise id score is.outlier is.extreme

<fct > <fct > <fct > <fct > <dbl > <lgl > <lgl >

1 F t2 A 20 45.3 TRUE FALSE

2 F t1 B 20 40.8 TRUE FALSE

3 F t2 B 12 26.6 TRUE FALSE

4 M t3 A 4 56.7 TRUE FALSE

5 M t3 A 6 57.4 TRUE FALSE

6 M t3 A 7 43.3 TRUE FALSE

7 M t2 B 8 24.9 TRUE FALSE
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Áðü ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá óõìðåñáßíïõìå üôé äåí õðÜñ÷ïõí áêñáßåò ôéìÝò óôá äåäïìÝíá
ìáò.

Õðüèåóç Êáíïíéêüôçôáò

Ãéá ôçí õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò èá ìáò âïçèÞóåé ôï äéÜãñáììá Q-Q.

> ggqqplot(stress ,"score",ggtheme=theme_bw ())+

+ facet_grid(gender+exercise~time ,labeller =" label_both ")

ÄéÜãñáììá 4.6: ÄéÜãñáììá Q-Q ãéá ôá äåäïìÝíá ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò ôçò Õðïåíüôçôáò 4.5.3.

Ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ ÄéáãñÜììáôïò 4.6, êáôÜ ðñïóÝããéóç óõìðåñáßíïõìå üôé ôá äåäïìÝíá
ìáò åßíáé êáíïíéêÜ êáôáíåìçìÝíá ãéá êÜèå áãùãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò, áöïý ç ðëåéïøçößá ôùí
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óçìåßùí âñßóêåôáé êïíôÜ óôçí éäáíéêÞ åõèåßá.

ÏìïéïãÝíåéá ôùí Äéáöïñþí

H åîÝôáóç ôçò ïìïéïãÝíåéáò ôùí äéáöïñþí èá ãßíåé ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ Levene's åëÝã÷ïõ.
Ï Ýëåã÷ïò èá ðñáãìáôïðïéçèåß óå êÜèå áãùãÞ ôùí ðáñáãüíôùí exercise, time, ïé ïðïßïé
áðïôåëïýí êáé ôïõò ðáñÜãïíôåò åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí.

> group_by(stress ,exercise ,time) %>%

+ levene_test(score~gender)

# A tibble: 6 x 6

time exercise df1 df2 statistic p

<fct > <fct > <int > <int > <dbl > <dbl >

1 t1 A 1 18 7.39 0.0141

2 t2 A 1 18 0.000600 0.981

3 t3 A 1 18 2.46 0.134

4 t1 B 1 18 0.0163 0.900

5 t2 B 1 18 0.106 0.748

6 t3 B 1 18 1.11 0.305

Ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ ðáñáðÜíù åëÝã÷ïõ êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò p-ôéìÝò, ðáñáôçñïýìå üôé
ïé óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá gender Ý÷ïõí ßóåò äéáêõìÜíóåéò óå êÜèå áãùãÞ ôùí äõï Üëëùí
ðáñáãüíôùí, åêôüò ôçò áãùãÞò \t1-Á", äçëáäÞ ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t1 ãéá ôçí Üóêçóç Á.
ÅðïìÝíùò áöïý ïé õðïèÝóåéò ìáò åðáëçèåýôçêáí åßìáóôå óå èÝóç íá ðåñÜóïõìå óôçí êýñéá
áíÜëõóç.

Êýñéá ÁíÜëõóç

Ï ðñþôïò Ýëåã÷ïò, ðïõ åßíáé Ýíáò Ýëåã÷ïò ìéêôÞò ANOVA ôñéþí êáôåõèýíóåùí, ãßíåôáé ìå
óêïðü íá åîåôÜóïõìå ôçí óôáôéóôéêÞ óçìáíôéêüôçôá ôïõ üñïõ áëëçëåðßäñáóçò ôùí ôñéþí
ðáñáãüíôùí. Ï Ýëåã÷ïò ðïõ ðñáãìáôïðïéåßôáé åßíáé ï åîÞò:

> mixed.anova <-anova_test(data=stress ,dv=score ,

+ wid=id ,between=gender ,within=c(time ,exercise ))

> get_anova_table(mixed.anova)

ANOVA Table (type II tests)

Effect DFn DFd F p p<.05 ges

1 gender 1 18 4.003 6.10e-02 0.023

2 time 2 36 51.377 2.84e-11 * 0.473
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3 exercise 1 18 168.645 1.40e-10 * 0.629

4 gender:time 2 36 4.592 1.70e-02 * 0.074

5 gender:exercise 1 18 8.723 9.00e-03 * 0.081

6 time:exercise 2 36 14.002 3.17e-05 * 0.236

7 gender:time:exercise 2 36 20.772 1.00e-06 * 0.315

Áðü ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá êáé óå üôé áöïñÜ ôçí áëëçëåðßäñáóç ôùí ôñéþí ðáñáãüíôùí,
ðáñáôçñïýìå üôé ìðïñïýìå íá áðïññßøïõìå ôçí ìçäåíéêÞ õðüèåóç, áöïý p< 0:05. ÅðïìÝ-
íùò êáôáëÞãïõìå üôé ç áëëçëåðßäñáóç ôùí ôñéþí ðáñáãüíôùí åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ êáé
åðçñåÜæåé ôçí ôéìÞ ôçò âáèìïëïãßáò ôoõ Üã÷ïõò. Åßíáé ëïéðüí ðåñéôôü íá åëÝãîïõìå ôéò áìöß-
äñïìåò áëëçëåðéäñÜóåéò.

Ãéá ôïí åðüìåíï Ýëåã÷ï åðéëÝãïõìå íá åîåôÜóïõìå ôçí åðßäñáóç ôçò áðëÞò áìößäñïìçò áëëçëå-
ðßäñáóçò gender-time óôéò óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá exercise. Ï Ýëåã÷ïò ðïõ ðñáãìáôïðïéåßôáé
åßíáé ï åîÞò:

> two.way <-group_by(stress ,exercise) %>%

+ anova_test(dv=score ,wid=id,within=time ,between=gender)

> get_anova_table(two.way)

# A tibble: 6 x 7

exercise Effect DFn DFd F p ges

<fct > <chr > <dbl > <dbl > <dbl > <dbl > <dbl >

1 A gender 1 18 1.40 2.53e- 1 0.021

2 A time 2 36 59.2 4.18e-12 0.705

3 A gender:time 2 36 24.1 2.27e- 7 0.493

4 B gender 1 18 11.6 3 e- 3 0.162

5 B time 1.45 26.0 3.75 5 e- 2 0.127

6 B gender:time 1.45 26.0 3.83 4.7 e- 2 0.13

Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé ç óôáôéóôéêÞ óçìáíôéêüôçôá ôçò áðëÞò áìößäñïìçò áëëçëåðßäñáóçò,
ãßíåôáé áðïäåêôÞ óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò 0.025, ðñïóáñìïóìÝíï êáôÜ Bonferroni. Óôçí
ðåñßðôùóç ìáò, äéåîÜãïõìå äõï åëÝã÷ïõò óôéò óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá exercise ãéá ôçí áðëÞ
áìößäñïìç áëëçëåðßäñáóç, åðïìÝíùò äéáéñïýìå ôï áñ÷éêü åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò 0.05 ìå ôïí
áñéèìü ôùí åëÝã÷ùí, äçëáäÞ ôï äõï. ÅðïìÝíùò ìå áõôüí ôïí ôñüðï êáôáëÞãïõìå óôï íÝï
åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò 0.025.

Áðü ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò p-ôéìÝò êáé ôï íÝï åðßðåäï óçìá-
íôéêüôçôáò, óõìðåñáßíïõìå üôé ç áðëÞ áìößäñïìç áëëçëåðßäñáóç gender-time åßíáé óôáôéóôéêÜ
óçìáíôéêÞ ãéá ôçí Üóêçóç Á ôïõ ðáñÜãïíôá exercise, åíþ äåí åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ ãéá
ôçí Üóêçóç Â. Óôçí óõíÝ÷åéá èá åîåôÜóïõìå ôçí åðßäñáóç ôïõ ðáñÜãïíôá time óôéò óôÜèìåò
ôïõ ðáñÜãïíôá gender, ðáñïõóéÜæïíôáò üìùò ìüíï ôá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôçí Üóêçóç Á áöïý
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ìüíï áõôÜ ìáò áöïñïýí.

> time.effect <-group_by(stress ,exercise ,gender) %>%

+ anova_test(dv=score ,wid=id,within=time) %>%

+ get_anova_table ()

> time.effect

# A tibble: 2 x 8

gender exercise Effect DFn DFd F p ges

<fct > <fct > <chr > <dbl > <dbl > <dbl > <dbl > <dbl >

1 F A time 1.16 10.5 3.38 9.1 e- 2 0.246

2 M A time 2 18 92.9 3.26e-10 0.86

Áíôßóôïé÷á ìå ôïí ðñïçãïýìåíï Ýëåã÷ï êáé óôïí óõãêåêñéìÝíï ç óôáôéóôéêÞ óçìáíôéêüôçôá
ôçò áðëÞò êýñéáò åðßäñáóçò ãßíåôáé áðïäåêôÞ óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò 0.025, ðñïóáñìï-
óìÝíï êáôÜ Bonferroni. Óôçí ðåñßðôùóç ìáò, äéåîÜãïõìå äõï åëÝã÷ïõò óôéò óôÜèìåò ôïõ
ðáñÜãïíôá gender ãéá ôçí áðëÞ êýñéá åðßäñáóç time, åðïìÝíùò äéáéñïýìå ôï áñ÷éêü åðßðåäï
óçìáíôéêüôçôáò 0.05 ìå ôïí áñéèìü ôùí åëÝã÷ùí, äçëáäÞ ôï äõï. ÅðïìÝíùò ìå áõôüí ôïí
ôñüðï êáôáëÞãïõìå óôï íÝï åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò 0.025.

Áðü ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò p-ôéìÝò êáé ôï íÝï åðßðåäï óçìá-
íôéêüôçôáò, äéáðéóôþíïõìå üôé ãéá ôçí Üóêçóç Á, ç áðëÞ êýñéá åðßäñáóç ôïõ ðáñÜãïíôá time
åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ ãéá ôï áíôñéêü öýëï, åíþ äåí åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ ãéá ôï
ãõíáéêåßï. Ï ôåëåõôáßïò Ýëåã÷ïò ðïõ èá ðñáãìáôïðïéçèåß èá Ý÷åé ùò óêïðü ôçí åýñåóç ôùí
÷ñïíéêþí óôéãìþí ðïõ åíôïðßæåôáé ç äéáöïñÜ óôçí ìÝóç âáèìïëïãßá ôïõ Üã÷ïõò. Óýìöùíá
ìå ôïõò ðñïçãïýìåíïõò åëÝã÷ïõò, ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå èá åßíáé ìüíï ãéá
ôï áíôñéêü öýëï üôáí ðñáãìáôïðïéåß ôçí Üóêçóç Á.

> test <-group_by(stress ,gender ,exercise) %>%

+ pairwise_t_test(score~time ,paired=TRUE ,

+ p.adjust.method =" bonferroni ") %>%

+ select(-statistic ,-df ,-p,-p.adj.signif)

> test

# A tibble: 3 x 8

gender exercise .y. group1 group2 n1 n2 p.adj

* <fct > <fct > <chr > <chr > <chr > <int > <int > <dbl >

1 M A score t1 t2 10 10 0.00027

2 M A score t1 t3 10 10 0.0000729

3 M A score t2 t3 10 10 0.00000238

Ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ ðáñáðÜíù åëÝã÷ïõ êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò p.adj ôéìÝò ôçò äéüñèùóçò
êáôÜ Bonferroni êáôáëÞãïõìå óôá åîÞò óõìðåñÜóìáôá:
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� Ç ìÝóç âáèìïëïãßá ôïõ Üã÷ïõò ãéá ôïõò Üíäñåò üôáí ðñáãìáôïðïéïýí ôçí Üóêçóç Á,
åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ äéáöïñåôéêÞ ìåôáîý ôùí ÷ñïíéêþí óôéãìþí t1 vs t2 , t1 vs
t3 , t2 vs t3.

Må ôçí áíÜëõóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôïõ ðáñáðÜíù åëÝã÷ïõ Ý÷ïõìå ïõóéáóôéêÜ ïëïêëçñþóåé
ôçí áíÜëõóç ìáò. Áíôßóôïé÷á ìå ôçí ìéêôÞ ANOVA äõï ðáñáãüíôùí, ìðïñïýìå íá êáôá-
óêåõÜóïõìå Ýíá èçêïäéÜãñáììá ãéá íá ðáñáôçñÞóïõìå üóá áðïäåßîáìå ðñïçãïõìÝíùò.

Áí ãéá ôéò áãùãÝò ðïõ äéáöÝñïõí ìåôáîý ôïõò, ÷ñåéÜæåôáé íá áðïöáíèïýìå ãéá ðïéÜ áðü ôéò
ôñåßò ç ìÝóç âáèìïëïãßá ôïõ Üã÷ïõò åßíáé ìåãáëýôåñç Þ ìéêñüôåñç, ìðïñåß åýêïëá íá ãßíåé ìå
ôçí ÷ñÞóç åíüò èçêïäéáãñÜììáôïò Þ äéáöïñåôéêÜ ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ ðßíáêá ðïõ êáôáóêåõÜ-
óôçêå íùñßôåñá êáé ðåñéÝ÷åé ôçí ìÝóç ôéìÞ êáé ôçí ôõðéêÞ áðüêëéóç ôùí ðáñáôçñÞóåùí ãéá
êÜèå áãùãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

ÄçëáäÞ ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò ôéìÝò ôïõ ðßíáêá, ç ìÝóç âáèìïëïãßá ôïõ Üã÷ïõò ãéá ôïõò Üí-
äñåò üôáí ðñáãìáôïðïéïýí ôçí Üóêçóç Á, ëáìâÜíåé ôçí ìåãáëýôåñç ôéìÞ ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ
t3, Ýðåéôá ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t2, åíù áêïëïõèåß ôåëåõôáßá ç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t1.

4.5.3 ÁíÜëõóç ÌéêôÞò ANOVA ôñéþí Ðáñáãüíôùí ìå äõï ÐáñÜãïíôåò ìåôáîý ôùí
ÕðïêåéìÝíùí

Ç äåýôåñç êáé ôáõôü÷ñïíá ôåëåõôáßá ðåñßðôùóç ðïõ èá áó÷ïëçèïýìå, èá áöïñÜ ôçí ìéêôÞ
ANOVA ôñéþí ðáñáãüíôùí ìå äõï ðáñÜãïíôåò ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí êáé Ýíáí åíôüò. Ôï
ðáñÜäåéãìá ìå ôï ïðïßï èá áó÷ïëçèïýìå åßíáé ôï åîÞò:

ÐáñÜäåéãìá 4.5.3

Ôá äåäïìÝíá ôïõ ðáñáäåßãìáôïò Ý÷ïõí ðñïóïìïéùèåß (åðïìÝíùò åßíáé öáíôáóôéêÜ) ìå óêïðü
íá åßíáé óå èÝóç íá áíôáðïêñéèïýí óå ìéá ìéêôÞ áíÜëõóç äéáóðïñÜò ôñéþí ðáñáãüíôùí ìå äõï
ðáñÜãïíôåò ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí. Ôï ðñüâëçìá áíôéóôïé÷åß óå Ýíá ðåßñáìá óôï ïðïßï
ìåëåôÜôáé ç åðßäñáóç äõï äéáöïñåôéêþí ðñïãñáììÜôùí åêãýìíáóçò óå áèëçôÝò ôçò êáëáèï-
óöáßñéóçò, ãéá ôçí âåëôßùóç ôïõ ýøïõò ôïõ Üëìáôïò. ¸÷ïõìå ëïéðüí äõï äéáöïñåôéêÜ åéäéêÜ
ðñïãñÜììáôá åêãýìíáóçò (ãéá åõêïëßá êáé óõíôïìßá èá áíáöÝñïíôáé ùò ðñïãñÜììáôá Á, Â)
êáé êÜèå óõììåôÝ÷ùí ðñáãìáôïðïéåß Ýíá áðü ôá äõï ðñïãñÜììáôá. Oé óõììåôÝ÷ïíôåò ðá-
ñáêïëïõèÞèçêáí óå äõï äéáöïñåôéêÝò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò (t1: 5 ìÝñåò ìåôÜ ôçí Ýíáñîç ôïõ
ðñïãñÜììáôïò åêãýìíáóçò, t2: 30 ìÝñåò ìåôÜ ôçí Ýíáñîç ôïõ ðñïãñÜììáôïò åêãýìíáóçò) êáé
óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ êáôáãñÜöçêå ôï ýøïò ôïõ Üëìáôïò ôïõò óå åêáôïóôÜ. Åðßóçò ëáìâÜ-
íåôáé õðüøç êáé ç çëéêßá ôùí óõììåôå÷üíôùí óôï ðåßñáìá, ÷ùñßæïíôáò ôïõò óå ôñßá çëéêéáêÜ
ãêñïýð ôá ïðïßá åßíáé ôá åîÞò: 18-23, 24-29, 30-35. ÔÝëïò êáëïýìáóôå íá êáôáëÞîïõìå åÜí
ïðïéáäÞðïôå áëëáãÞ óôï ýøïò ôïõ Üëìáôïò åßíáé áðïôÝëåóìá ôçò áëëçëåðßäñáóçò ôùí ôñéþí
ðáñáãüíôùí, üðùò åðßóçò íá åîåôÜóïõìå êáé ôéò äéáöïñÝò ðïõ åíäÝ÷åôáé íá ðñïêýøïõí ãéá ôï
ìÝóï ýøïò ôïõ Üëìáôïò, ìåôáîý ôùí ôñéþí çëéêéáêþí ãêñïõð áíÜëïãá ìå ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ
êáé ôï ðñüãñáììá åêãýìíáóçò ðïõ áêïëïõèïýí.

Ïé ôñåßò ðáñÜãïíôåò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôï ðñüâëçìá ìáò åßíáé ôï çëéêéáêü ãêñïõð
(agegroup), ôï ðñüãñáììá åêãýìíáóçò (program) êáé ï ÷ñüíïò (time) ìå ôïõò äõï ðñþôïõò
ðáñÜãïíôåò íá áðïôåëïýí ôïõò ðáñÜãïíôåò ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí, åíþ ôïí ôåëåõôáßï íá

96



áðïôåëåß ôïí ðáñÜãïíôá åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí. Ðñïöáíþò ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ áðïôå-
ëåßôáé áðü ôï ýøïò ôïõ Üëìáôïò (height), åíþ ïíïìÜæïõìå ôá äåäïìÝíá ùò df.

¸÷ïíôáò óõìðåñéëÜâåé ôïõò ôñåßò áõôïýò ðáñÜãïíôåò êáé üëåò ôéò ðéèáíÝò áëëçëåðéäñÜóåéò,
ôï ìïíôÝëï ìáò ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò åîÞò:

yijkl = ì + ái + âj + ãk + (áâ)ij + (áã)ik + (âã)jk + (áâã)ijk + åijkl;

i = 1; :::; 3; j = 1; 2; k = 1; 2; l = 1; 2; :::; 120;

üðïõ ì åßíáé ç óôáèåñÜ, ái åßíáé ç êýñéá åðßäñáóç ôçò i óôÜèìçò ôïõ ðáñÜãïíôá çëéêéáêü
ãêñïõð, âj åßíáé ç êýñéá åðßäñáóç ôçò j óôÜèìçò ôïõ ðáñÜãïíôá ðñüãñáììá åêãýìíáóçò, ãk
åßíáé ç êýñéá åðßäñáóç ôçò k óôÜèìçò ôïõ ðáñÜãïíôá ÷ñüíïõ, (áâ)ij åßíáé ç áëëçëåðßäñáóç
ðïõ ïöåßëåôáé óôïí óõíäõáóìü ôùí äõï ðáñáãüíôùí çëéêéáêü ãêñïõð êáé ðñüãñáììá åêãý-
ìíáóçò óôçí áãùãÞ (ij), (áã)ik åßíáé ç áëëçëåðßäñáóç ðïõ ïöåßëåôáé óôïí óõíäõáóìü ôùí
äõï ðáñáãüíôùí çëéêéáêü ãêñïõð êáé ÷ñüíïõ óôçí áãùãÞ (ik), (âã)jk åßíáé ç áëëçëåðßäñáóç
ðïõ ïöåßëåôáé óôïí óõíäõáóìü ôùí äõï ðáñáãüíôùí ðñüãñáììá åêãýìíáóçò êáé ÷ñüíïõ óôçí
áãùãÞ (jk), (áâã)ijk åßíáé ç áëëçëåðßäñáóç ðïõ ïöåßëåôáé óôïí óõíäõáóìü ôùí ôñéþí ðáñá-
ãüíôùí çëéêéáêü ãêñïõð, ðñüãñáììá åêãýìíáóçò êáé ÷ñüíïõ óôçí áãùãÞ (ijk) êáé åijkl åßíáé
ôï ôõ÷áßï óöÜëìá ôçò l ðáñáôÞñçóçò ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò y óôçí áãùãÞ (ijk).

Óôï ðåßñáìá óõììåôÝ÷ïõí óõíïëéêÜ 60 áèëçôÝò ìå ôïõò ìéóïýò íá áêïëïõèïýí ôï ðñüãñáììá
Á êáé ôïõò Üëëïõò ìéóïýò ôï ðñüãñáììá Â, Ý÷ïíôáò åðßóçò 20 áèëçôÝò óå êÜèå çëéêéáêü
ãêñïõð. ÅíäåéêôéêÜ èá ðáñïõóéÜóïõìå ôéò 20 ðñþôåò áðü ôéò óõíïëéêÜ 120 ôéìÝò äåäïìÝíùí,
ïé ïðïßåò åßíáé ïé åîÞò:

id program agegroup time height

1 1 A 18-23 t1 81.99862

2 2 A 18-23 t1 86.91579

3 3 A 18-23 t1 83.50700

4 4 A 18-23 t1 82.41670

5 5 A 18-23 t1 83.74661

6 6 A 18-23 t1 83.82926

7 7 A 18-23 t1 86.59186

8 8 A 18-23 t1 84.42510

9 9 A 18-23 t1 85.83972

10 10 A 18-23 t1 83.19073

11 11 A 24-29 t1 85.77187

12 12 A 24-29 t1 84.53678

13 13 A 24-29 t1 85.49728

14 14 A 24-29 t1 83.22941

15 15 A 24-29 t1 82.27768

16 16 A 24-29 t1 89.85602

17 17 A 24-29 t1 86.65676

18 18 A 24-29 t1 82.41406

19 19 A 24-29 t1 83.88048

20 20 A 24-29 t1 82.56478
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Ï êþäéêáò ãéá ôçí ðñïóïìïßùóç ôùí äåäïìÝíùí ìáò, üðùò åðßóçò êáé ôï óýíïëï ôùí 120
ãñáììþí ôùí äåäïìÝíùí ìáò, ðáñïõóéÜæåôáé óôï ôÝëïò ôçò åñãáóßáò óôçí åéäéêÞ åíüôçôá
ÐáñÜñôçìá. Óôçí óõíÝ÷åéá èá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíá ðßíáêá ìå ôçí ìÝóç ôéìÞ êáé ôçí ôõðéêÞ
áðüêëéóç êÜèå áãùãÞò.

> group_by(df ,time ,agegroup ,program) %>%

+ get_summary_stats(height ,type=" mean_sd ")

# A tibble: 12 x 7

program agegroup time variable n mean sd

<fct > <fct > <fct > <chr > <dbl > <dbl > <dbl >

1 A 18-23 t1 height 10 84.2 1.69

2 B 18-23 t1 height 10 78.7 3.10

3 A 24-29 t1 height 10 84.7 2.37

4 B 24-29 t1 height 10 85.0 2.46

5 A 30-35 t1 height 10 75.0 2.28

6 B 30-35 t1 height 10 83.1 2.89

7 A 18-23 t2 height 10 84.2 2.28

8 B 18-23 t2 height 10 83.3 1.29

9 A 24-29 t2 height 10 84.6 3.85

10 B 24-29 t2 height 10 87.2 3.78

11 A 30-35 t2 height 10 84.3 3.05

12 B 30-35 t2 height 10 81.5 1.85

Ç åðéâåâáßùóç ôùí õðïèÝóåùí Ý÷åé ãßíåé Þäç ìéá öïñÜ ãéá ôçí ìéêôÞ ANOVA ôñéþí ðáñáãü-
íôùí ìå äõï ðáñÜãïíôåò åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí. Ç äéáäéêáóßá êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå
äõï ðáñÜãïíôåò ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí åßíáé áíôßóôïé÷ç êáé ëüãù ôïõ ãåãïíüôïò ðùò äåí
Ý÷åé íá ìáò ðñïóöÝñåé êÜôé êáéíïýñãéï, èåùñåßôáé óêüðéìï íá ðáñáëåéöèåß. Ç ìüíç áíáöïñÜ
ðïõ èá ãßíåé èá åßíáé ãéá ôïí Levene's Ýëåã÷ï, ï ïðïßïò ðñÝðåé íá ðñáãìáôïðïéçèåß êáé ãéá ôïõò
äõï ðáñÜãïíôåò ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí, äçëáäÞ ãéá ôï üñéóìá agegroup*program. ÔÝëïò
ïöåßëïõìå íá áíáöÝñïõìå üôé ôá äåäïìÝíá ìáò åðáëçèåýïõí ôéò õðïèÝóåéò.

Êýñéá ÁíÜëõóç

O ðñþôïò Ýëåã÷ïò, ðïõ åßíáé Ýíáò Ýëåã÷ïò ìéêôÞò ANOVA ôñéþí êáôåõèýíóåùí, ãßíåôáé ìå
óêïðü íá åîåôÜóïõìå ôçí óôáôéóôéêÞ óçìáíôéêüôçôá ôïõ üñïõ áëëçëåðßäñáóçò ôùí ôñéþí
ðáñáãüíôùí. Ï Ýëåã÷ïò ðïõ ðñáãìáôïðïéåßôáé åßíáé ï åîÞò:

> mixed.anova <-anova_test(data=df,dv=height ,

+ wid=id ,within=time ,between=c(agegroup ,program ))

> get_anova_table(mixed.anova)
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ANOVA Table (type II tests)

Effect DFn DFd F p p<.05 ges

1 agegroup 2 54 22.969 6.05e-08 * 0.337

2 program 1 54 0.276 6.01e-01 0.003

3 time 1 54 30.658 9.31e-07 * 0.186

4 agegroup:program 2 54 11.333 7.77e-05 * 0.201

5 agegroup:time 2 54 3.371 4.20e-02 * 0.048

6 program:time 1 54 2.203 1.44e-01 0.016

7 agegroup:program:time 2 54 30.067 1.68e-09 * 0.309

Áðü ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá êáé óå üôé áöïñÜ ôçí áëëçëåðßäñáóç ôùí ôñéþí ðáñáãüíôùí,
ðáñáôçñïýìå üôé ìðïñïýìå íá áðïññßøïõìå ôçí ìçäåíéêÞ õðüèåóç, áöïý p< 0:05. ÅðïìÝíùò
êáôáëÞãïõìå üôé ç áëëçëåðßäñáóç ôùí ôñéþí ðáñáãüíôùí åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ êáé åðç-
ñåÜæåé ôçí ôéìÞ ôïõ ýøïõò ôïõ Üëìáôïò. Åßíáé ëïéðüí ðåñéôôü íá åëÝãîïõìå ôéò áìößäñïìåò
áëëçëåðéäñÜóåéò.

Ãéá ôïí åðüìåíï Ýëåã÷ï åðéëÝãïõìå íá åîåôÜóïõìå ôçí åðßäñáóç ôçò áðëÞò áìößäñïìçò áëëç-
ëåðßäñáóçò agegroup-program óôéò óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá time.

> two.way <-group_by(df,time) %>%

+ anova_test(dv=height ,wid=id,between=c(agegroup ,program ))

> get_anova_table(two.way)

# A tibble: 6 x 6

time Effect DFn DFd F p

* <fct > <chr > <dbl > <dbl > <dbl > <dbl >

1 t1 agegroup 2 54 27.0 7.59e- 9

2 t1 program 1 54 2.08 1.55e- 1

3 t1 agegroup:program 2 54 37.5 6.19e-11

4 t2 agegroup 2 54 5.92 5 e- 3

5 t2 program 1 54 0.253 6.17e- 1

6 t2 agegroup:program 2 54 4.41 1.7 e- 2

Áíôßóôïé÷á ìå ôçí Åíüôçôá 4.5.2, ôï åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò êáé åäþ åßíáé 0.025. ÅðïìÝíùò
áðü ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò p-ôéìÝò êáé ôï íÝï åðßðåäï óç-
ìáíôéêüôçôáò, óõìðåñáßíïõìå üôé ç áðëÞ áìößäñïìç áëëçëåðßäñáóç agegroup-program åßíáé
óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ êáé óôéò äõï óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá time, t1 êáé t2. Óôçí óõíÝ÷åéá èá
åîåôÜóïõìå ôçí åðßäñáóç ôïõ ðáñÜãïíôá agegroup óôéò óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá program ùò
åîÞò:
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> agegroup.effect <-group_by(df ,time ,program) %>%

+ anova_test(dv=height ,wid=id,between=agegroup) %>%

+ get_anova_table ()

> agegroup.effect

# A tibble: 4 x 7

program time Effect DFn DFd F p

* <fct > <fct > <chr > <dbl > <dbl > <dbl > <dbl >

1 A t1 agegroup 2 27 65.9 4.12e-11

2 B t1 agegroup 2 27 13.1 1.08e- 4

3 A t2 agegroup 2 27 0.053 9.48e- 1

4 B t2 agegroup 2 27 12.9 1.18e- 4

Áíôßóôïé÷á ìå ôçí Åíüôçôá 4.5.2, ôï åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò êáé åäþ åßíáé 0.025. ÅðïìÝíùò
ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ åëÝã÷ïõ êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò p-ôéìÝò êáé ôï íÝï åðßðåäï óçìáíôé-
êüôçôáò, äéáðéóôþíïõìå üôé ãéá ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t1, ç áðëÞ êýñéá åðßäñáóç ôïõ ðáñÜãïíôá
agegroup åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ êáé óôéò äõï óôÜèìåò ôïõ ðáñÜãïíôá program. Áíôßèåôá
ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t2, ç åðßäñáóç ôïõ ðáñÜãïíôá agegroup åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ ìüíï
óôçí óôÜèìç Â ôïõ ðáñÜãïíôá program. Ï ôåëåõôáßïò Ýëåã÷ïò ðïõ èá ðñáãìáôïðïéÞóïõìå
èá Ý÷åé ùò óêïðü ôçí åýñåóç ôùí çëéêéáêþí ãêñïõð ðïõ åíôïðßæåôáé ç äéáöïñÜ óôçí ìÝóç
ôéìÞ ôïõ ýøïõò ôïõ Üëìáôïò.

> test <-group_by(df ,time ,program) %>%

+ pairwise_t_test(height~agegroup ,p.adjust.method=

+ "bonferroni ") %>%

+ select(-p,-p.signif ,-p,-p.adj.signif)

> test

# A tibble: 9 x 8

program time .y. group1 group2 n1 n2 p.adj

<fct > <fct > <chr > <chr > <chr > <int > <int > <dbl >

1 A t1 height 18-23 24-29 10 10 1 e+ 0

2 A t1 height 18-23 30-35 10 10 7.97e-10

3 A t1 height 24-29 30-35 10 10 3.07e-10

4 B t1 height 18-23 24-29 10 10 9.65e- 5

5 B t1 height 18-23 30-35 10 10 5.13e- 3

6 B t1 height 24-29 30-35 10 10 4.38e- 1

7 B t2 height 18-23 24-29 10 10 6.42e- 3

8 B t2 height 18-23 30-35 10 10 3.83e- 1

9 B t2 height 24-29 30-35 10 10 1 e- 4

Ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ ðáñáðÜíù åëÝã÷ïõ êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôéò p.adj ôéìÝò ôçò äéüñèùóçò
êáôÜ Bonferroni êáôáëÞãïõìå óôá åîÞò óõìðåñÜóìáôá:
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� Ôï ìÝóï ýøïò ôïõ Üëìáôïò ãéá ôï ðñüãñáììá åêãýìíáóçò A ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t1,
åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ äéáöïñåôéêü ìåôáîý ôùí çëéêéáêþí ãêñïõð 18-23 vs 30-35
êáé 24-29 vs 30-35.

� Áíôßèåôá ôï ìÝóï ýøïò ôïõ Üëìáôïò ãéá ôï ðñüãñáììá åêãýìíáóçò A ôçí ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ t1, äåí äéáöÝñåé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ ìåôáîý ôùí çëéêéáêþí ãêñïõð 18-23 vs
24-29.

� Ôï ìÝóï ýøïò ôïõ Üëìáôïò ãéá ôï ðñüãñáììá åêãýìíáóçò Â ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t1,
åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ äéáöïñåôéêü ìåôáîý ôùí çëéêéáêþí ãêñïõð 18-23 vs 24-29
êáé 18-23 vs 30-35.

� Áíôßèåôá ôï ìÝóï ýøïò ôïõ Üëìáôïò ãéá ôï ðñüãñáììá åêãýìíáóçòÂ ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ
t1, äåí äéáöÝñåé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ ìåôáîý ôùí çëéêéáêþí ãêñïõð 24-29 vs 30-35.

� Ôï ìÝóï ýøïò ôïõ Üëìáôïò ãéá ôï ðñüãñáììá åêãýìíáóçò Â ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t2,
åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ äéáöïñåôéêü ìåôáîý ôùí çëéêéáêþí ãêñïõð 18-23 vs 24-29
êáé 24-29 vs 30-35.

� Áíôßèåôá ôï ìÝóï ýøïò ôïõ Üëìáôïò ãéá ôï ðñüãñáììá åêãýìíáóçòÂ ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ
t2, äåí äéáöÝñåé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ ìåôáîý ôùí çëéêéáêþí ãêñïõð 18-23 vs 30-35.

Må ôçí áíÜëõóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôïõ ôåëåõôáßïõ åëÝã÷ïõ, Ý÷ïõìå ïõóéáóôéêÜ ïëïêëçñþóåé
ôçí áíÜëõóç ìáò. ¸ôóé ëïéðüí Ý÷ïõìå ðëÝïí êáëýøåé êÜèå ðåñßðôùóç ãéá ìßá ìéêôÞ ANOVA
ôñéþí ðáñáãüíôùí, äåß÷íïíôáò ðùò ðñÝðåé íá áíôéìåôùðßæïíôáé ôÝôïéïõ åßäïõò ðñïâëÞìáôá.

4.6 ÂéâëéïèÞêåò êáé ÓõíáñôÞóåéò ôçò R

Óôçí õðïåíüôçôá áõôÞ èá óõãêåíôñþóïõìå ôéò âéâëéïèÞêåò, êáèþò êáé ôéò óõíáñôÞóåéò ðïõ
÷ñçóéìïðïéÞèçêáí êáèüëç ôçí äéÜñêåéá ôçò áíÜëõóçò ôçò ìéêôÞò ANOVA ìå ôçí âïÞèåéá ôçò
R. Ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò èá áíáöåñèïýí åí óõíôïìßá ôá ïñßóìáôá ôïõò êáèþò êáé ç ÷ñçóéìüôçôá
ôïõò. Ïé âéâëéïèÞêåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí åßíáé ïé åîÞò:

� tidyverse: Ãéá ôçí ôñïðïðïßçóç ôùí äåäïìÝíùí.

� ggpubr: Ãéá ôçí äçìéïõñãßá ôùí äéáãñáììÜôùí.

� rstatix: ÐåñéÝ÷åé üëåò ôéò óõíáñôÞóåéò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí óôçí åêôÝëåóç ôùí óôá-
ôéóôéêþí åëÝã÷ùí.

Oé óõíáñôÞóåéò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí åßíáé ïé åîÞò:

� anova test (data,dv,wid,between,within)

Ôá ïñßóìáôá ðïõ ëáìâÜíåé ç óõíÜñôçóç anova test åßíáé ôï ðëáßóéï äåäïìÝíùí (data), ôï
üíïìá ôïõ äéáíýóìáôïò ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò (dv), ôï üíïìá ôçò óôÞëçò ðïõ ðåñéÝ-
÷åé ôçí áñßèìçóç ôùí õðïêåéìÝíùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò (wid), ôïí (Þ ôïõò) ðáñÜãïíôá ìåôáîý
ôùí õðïêåéìÝíùí (between) êáé ôïí (Þ ôïõò) ðáñÜãïíôá åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí (within).
×ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ìéêôÞò ANOVA.
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� get anova table()

Tï üñéóìá ðïõ ëáìâÜíåé ç óõíÜñôçóç get anova table åßíáé ôï üíïìá ðïõ Ý÷ïõìå ïñßóåé óôçí
óõíÜñôçóç anova test. Ìå ôçí ÷ñÞóç ôçò, åîÜãåôáé ï ðßíáêáò ANOVA ðïõ õðïëïãßóôçêå ìå
ôçí âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò anova test êáé åöüóïí ðáñáâéÜæåôáé ç õðüèåóç ôçò óöáéñéêüôçôáò
ôüôå ãßíåôáé áõôüìáôá äéüñèùóç.

� pairwise t test (formula,paired,p.adjust.method)

Ç formula ðïõ åéóÜãåôáé äéá÷ùñßæåôáé ìå ôï óýìâïëï ∼, Ý÷ïíôáò óôï áñéóôåñü ôçò ìÝëïò ôçí
åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ êáé óôï äåîß ôçò ìÝëïò ôïí ðáñÜãïíôá ùò ðñïò ôïí ïðïßï èÝëïõìå íá
ðñáãìáôïðïéçèïýí ïé ðïëëáðëÝò óõãêñßóåéò êáôÜ æåýãç. Åöüóïí Ý÷ïõìå åðáíáëáìâáíüìåíåò
ðáñáôçñÞóåéò ãéá ôïí ðáñÜãïíôá áõôü, ôï üñéóìá paired ëáìâÜíåé ôçí ëïãéêÞ ôéìÞ TRUE.
ÔÝëïò ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ ïñßóìáôïò p.adjust.method ìðïñåß íá ãßíåé ÷ñÞóç ïðïéáóäÞðïôå
ðñïóÝããéóçò åðéèõìïýìå ãéá ôéò p-ôéìÝò, ìå ôçí ðñïóùðéêÞ åðéëïãÞ ìáò íá åßíáé ç ìÝèïäïò
Bonferroni.

� identify outliers (data,variable)

Ôá ïñßóìáôá ðïõ ëáìâÜíåé ç óõíÜñôçóç identify outliers åßíáé ôï ðëáßóéï äåäïìÝíùí êáé ôï
üíïìá ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò ãéá ôçí ïðïßá èá ðñáãìáôïðïéçèåß ï Ýëåã÷ïò ãéá ôïí
åíôïðéóìü ôùí áêñáßùí ôéìþí.

� levene test (data,formula)

Ôá ïñßóìáôá ðïõ ëáìâÜíåé ç óõíÜñôçóç levene test åßíáé ôï ðëáßóéï äåäïìÝíùí êáé ìßá for-
mula óôçí ïðïßá åéóÜãïíôáé ïé ìåôáâëçôÝò ãéá ôéò ïðïßåò èá ðñáãìáôïðïéçèåß ï Ýëåã÷ïò. Ôï
áñéóôÝñï ìÝëïò áðïôåëåßôáé áðü ôçí åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ, åíþ ôï äåîß ìÝëïò áðü ôïí (Þ
ôïõò) ðáñÜãïíôá ìåôáîý ôùí õðïêåéìÝíùí. ÔÝëïò äéá÷ùñßæïíôáé ìå ôï óýìâïëï ∼.

� ggboxplot (data,x,y,color)

Ôá ïñßóìáôá ðïõ ëáìâÜíåé ç óõíÜñôçóç ggboxplot åßíáé ôï ðëáßóéï äåäïìÝíùí (data), ôá ïíü-
ìáôá ôùí ìåôáâëçôþí ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí óôïí ïñéæüíôéo Üîïíá (x) êáé óôïí êáôáêüñõöï
(y) êáé ôÝëïò ôï üíïìá ôçò ìåôáâëçôÞò ðïõ èá ïñéóôåß ìå âÜóç ôá äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá ôùí
èçêïäéáãñáììÜôùí (color).

� ggqqplot (data,x,ggtheme,facet grid)

Ôá ïñßóìáôá ðïõ ëáìâÜíåé ôï äéÜãñáììá Q-Q ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ, åßíáé ôï ðëáßóéï äå-
äïìÝíùí (data), ôï üíïìá ôçò ìåôáâëçôÞò ùò ðñïò ôçí ïðïßá èá ó÷åäéáóôåß (x) êáé ôÝëïò
ôïõò ðáñÜãïíôåò ùò ðñïò ôïõò ïðïßïõò èá ïìáäïðïéçèåß êáé èá äéáéñåèåß óå ðïëëáðëÜ ðëáßóéá
(facet grid), ïé ïðïßïé ÷ùñßæïíôáé ìå ôï óýìâïëï ∼.

� convert as factor (data,name)

Ôá ïñßóìáôá ðïõ ëáìâÜíåé ç óõíÜñôçóç convert as factor åßíáé ôï ðëáßóéï äåäïìÝíùí êáé ôï
üíïìá ôçò ìåôáâëçôÞò (ïõóéáóôéêÜ ôçí óôÞëç ôùí äåäïìÝíùí) ðïõ åðéèõìïýìå íá ìåôáôñáðåß
óå ðáñÜãïíôá.
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� gather (data,key,value,...)

Ôá ïñßóìáôá ðïõ ëáìâÜíåé ç óõíÜñôçóç gather åßíáé ôï ðëáßóéï äåäïìÝíùí (data), ôï üíïìá
ôçò óôÞëçò ðñïò äçìéïõñãßá (key), ôï üíïìá ôçò óôÞëçò ôùí ôéìþí ðñïò äçìéïõñãßá (value)
êáé ôÝëïò ôá ïíïìÜôá ôùí óôçëþí ðïõ èá óõãêåíôñùèïýí óôéò äõï ðñïáíáöåñèåßò óôÞëåò (...).
Ç óôÞëç key ðåñéÝ÷åé ôá ïíüìáôá ôùí óôçëþí ðïõ èá óõãêåíôñùèïýí, åíþ ç óôÞëç value ôéò
ôéìÝò ôïõò. ÅðïìÝíùò ç ðáñáðÜíù óõíÜñôçóç ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôçí óõëëïãÞ ðïëëáðëþí
óôçëþí êáé ôçí ìåôáôñïðÞ ôïõò óå Ýíá æåýãïò íÝùí óôçëþí key-value.

� group by( data,group)

Ôá ïñßóìáôá ðïõ ëáìâÜíåé ç óõíÜñôçóç group by åßíáé ôï ðëáßóéï äåäïìÝíùí êáé ôï üíïìá
(Þ ïíüìáôá) ôçò óôÞëçò ôùí äåäïìÝíùí ùò ðñïò ôçí ïðïßá èÝëïõìå íá ïìáäïðïéÞóïõìå ôéò
ãñáììÝò ôùí äåäïìÝíùí ìáò.

� get summary stats (data,type)

Ôá ïñßóìáôá ðïõ ëáìâÜíåé ç óõíÜñôçóç get summary stats åßíáé ôï ðëáßóéï äåäïìÝíùí êáé
ôé ôýðï óõíïðôéêþí óôáôéóôéêþí åðéèõìïýìå íá åîÜãïõìå. Óôçí ðåñßðôùóç ìáò åðéëÝ÷èçêå ï
ôýðïò mean sd, ãéá ôçí ðáñïõóßáóç ôçò ìÝóçò ôéìÞò êáé ôçò ôõðéêÞò áðüêëéóçò êÜèå áãùãÞò.

� %>%

Ç ðáñáðÜíù óõíÜñôçóç ïõóéáóôéêÜ áðïôåëåß Ýíáí ôåëåóôÞ, ï ïðïßïò åéóÜãåôáé óôï ôÝëïò ôçò
åíôïëÞò þóôå íá óõíäÝóåé ôçí ðñïçãïýìåíç ìå ôçí åðüìåíç åíôïëÞ ôïõ êþäéêá. Ðéï óõãêå-
êñéìÝíá åßôå èá ðñïùèÞóåé ìéá ôéìÞ åßôå Ýíá áðïôåëÝóìá óôçí åðüìåíç ãñáììÞ ôïõ êþäéêá.

Ïé ðáñáðÜíù óõíáñôÞóåéò Ý÷ïõí ðïëëÜ ðåñéóóüôåñá ïñßóìáôá áðü áõôÜ ðïõ êáôáãñÜöçêáí,
ùóôüóï èåùñÞèçêå óêüðéìï íá ãßíåé áíáöïñÜ ìüíï óå áõôÜ ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí êáôÜ ôçí
äéÜñêåéá ôùí áíáëýóåùí ìáò. ÔÝëïò ç áîéïðïßçóç ôïõ ôåëåóôÞ %>% óôïí êþäéêá ìáò, âïÞ-
èçóå óôçí óýíäåóç ïñéóìÝíùí áðü ôéò ðáñáðÜíù óõíáñôÞóåéò.

4.7 Åðßëïãïò

Óôï ÊåöÜëáéï 4 ìåëåôÞóáìå áíáëõôéêÜ ôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ Ý÷ïõìå ìÝ÷ñé êáé ôñåßò ðáñÜãïíôåò
óå Ýíá ðñüâëçìá ìéêôÞò ANOVA. Êáèþò õðÜñ÷åé êáé ôï åíäå÷üìåíï óôï ðñüâëçìá ðïõ èá
óõíáíôÞóïõìå íá åìöáíßæïíôáé ðåñéóóüôåñïé, ç áíôéìåôþðéóç èá ðñÝðåé íá åßíáé áíÜëïãç. ÅÜí
õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå ôÝóóåñéò ðáñÜãïíôåò ðïõ åðáëçèåýïõí ôéò ðñïûðïèÝóåéò, óõíïðôéêÜ èá
ëÝãáìå üôé ï ðñþôïò Ýëåã÷ïò ðñÝðåé íá áöïñÜ ôçí áëëçëåðßäñáóç ôùí ôåóóÜñùí ðáñáãüíôùí.
Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ äåí åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ, ôüôå èá êáôáëÞãáìå íá áêïëïõèÞóïõìå
ôá âÞìáôá ìßáò ìéêôÞò ANOVA ôñéþí ðáñáãüíôùí, åíþ óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç êáëïýìáóôå
íá åîåôÜóïõìå ôçí åðßäñáóç ôçò áëëçëåðßäñáóçò ôùí ôñéþí ðáñáãüíôùí óå êÜèå óôÜèìç ôïõ
ôÝôáñôïõ ðáñÜãïíôá. Ç óõíÝ÷åéá ôçò äéáäéêáóßáò ãéá ôçí ïëïêëÞñùóç ôçò áíÜëõóçò åßíáé
áíÜëïãç êáé ìå âÜóç ôá üóá Ý÷ïõìå áíáöÝñåé óôéò Åíüôçôåò 4.4, 4.5.

Ãåíéêüôåñá ç ìéêôÞ ANOVA åßíáé ìéá ó÷åôéêÜ áðëÞ ìÝèïäïò, üóïí áöïñÜ ôçí äéáäéêáóßá, ôá
âÞìáôá êáé ôïí êþäéêá ðïõ ðñÝðåé ãñÜøïõìå óôï óôáôéóôéêü ðáêÝôï ôçò R ãéá ôçí ìåëÝôç êáé
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ôïí õðïëïãéóìü ôçò. Ùóôüóï ç äõóêïëßá ôçò åìöáíßæåôáé êáôÜ ôçí åñìçíåßá ôùí áðïôåëå-
óìÜôùí, êáèþò èá ðñÝðåé íá åßìáóôå áíáëõôéêïß êáé áêñéâåßò óôá ëåãüìåíá ìáò, ëáìâÜíïíôáò
ðÜíôá õðüøç ðïéï åßíáé ôï åñþôçìá ôïõ ðñïâëÞìáôïò, þóôå åí ôÝëåé íá ôï áðáíôÞóïõìå.

ÔÝëïò åßíáé ðïëý óçìáíôéêü íá ãßíåôáé åýêïëá áíôéëçðôÞ êáôÜ ôçí áíÜãíùóç åíüò ðñïâëÞ-
ìáôïò ìéá åíäå÷üìåíç ÷ñÞóç ôçò ìéêôÞò ANOVA ãéá ôçí ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Ãéá íá
åðéôåõ÷èåß áõôü åßíáé êïìâéêü íá Ý÷åé ãßíåé ðëÞñùò êáôáíïçôÞ ç èåùñßá ôïõ Êåöáëáßïõ 4.2.
Ôá êõñéüôåñá óçìåßá áöïñïýí ôçí áíáãêáéüôçôá äõï ðáñáãüíôùí, ôïõëÜ÷éóôïí åíüò ìåôáîý
êáé ôïõëÜ÷éóôïí åíüò åíôüò ôùí õðïêåéìÝíùí, üðùò åðßóçò íá Ý÷ïõí ãßíåé óáöåßò ïé Ýííïéåò
åíôüò êáé ìåôáîý.
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ÐáñÜñôçìá

Ç ðñïóïìïßùóç ôùí äåäïìÝíùí ôçò Åíüôçôáò 4.5.2 ãßíåôáé ùò åîÞò óôçí R:

> id <- rep (1:20 , 6)

> gender <- rep(c(rep("M", 10), rep("F", 10)), 6)

> time <- rep(c(rep("t1", 20), rep("t2", 20), rep("t3", 20)), 2)

> exercise <- rep(c(rep("A", 60), rep("B", 60)))

> score <- c(

+ rnorm (10, mean = 41.2, sd = 1.61) ,

+ rnorm (10, mean = 41.1, sd = 1.61) ,

+ rnorm (10, mean = 34.2, sd = 3.02) ,

+ rnorm (10, mean = 39.7, sd = 3.03) ,

+ rnorm (10, mean = 51.4, sd = 3.93) ,

+ rnorm (10, mean = 43.5, sd = 1.37) ,

+ rnorm (10, mean = 32.9, sd = 2.48) ,

+ rnorm (10, mean = 35.4, sd = 2.61) ,

+ rnorm (10, mean = 33.2, sd = 3.96) ,

+ rnorm (10, mean = 33.0, sd = 3.26) ,

+ rnorm (10, mean = 33.1, sd = 3.63) ,

+ rnorm (10, mean = 38.5, sd = 2.33)

+ )

> stress <- data.frame(id = id, gender = gender , time = time ,

+ exercise = exercise , score = score)

> stress <- stress %>%

+ convert_as_factor(id , time , exercise , gender)

Ïé 120 ôéìÝò ôùí äåäïìÝíùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ãéá ôçí áíÜëõóç ìáò óôï ÊåöÜëáéï 4.5.2
åßíáé ïé åîÞò:

id gender time exercise score

1 1 M t1 A 42.60260

2 2 M t1 A 42.54558

3 3 M t1 A 41.21322

4 4 M t1 A 37.12445

5 5 M t1 A 39.83567

6 6 M t1 A 39.34479

7 7 M t1 A 41.91712

8 8 M t1 A 39.06406

9 9 M t1 A 43.17977

10 10 M t1 A 39.05753

11 11 F t1 A 40.01736
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12 12 F t1 A 40.45291

13 13 F t1 A 43.91367

14 14 F t1 A 37.79378

15 15 F t1 A 36.12622

16 16 F t1 A 45.46494

17 17 F t1 A 38.05593

18 18 F t1 A 37.06927

19 19 F t1 A 35.27304

20 20 F t1 A 35.10349

21 1 M t2 A 37.13706

22 2 M t2 A 31.27280

23 3 M t2 A 30.68417

24 4 M t2 A 43.24250

25 5 M t2 A 33.03697

26 6 M t2 A 35.03205

27 7 M t2 A 35.97603

28 8 M t2 A 32.85025

29 9 M t2 A 35.64205

30 10 M t2 A 35.22941

31 11 F t2 A 38.93765

32 12 F t2 A 44.05116

33 13 F t2 A 46.16125

34 14 F t2 A 44.43555

35 15 F t2 A 39.83991

36 16 F t2 A 41.65633

37 17 F t2 A 38.37728

38 18 F t2 A 38.32313

39 19 F t2 A 45.19515

40 20 F t2 A 37.04311

41 1 M t3 A 49.84216

42 2 M t3 A 50.56911

43 3 M t3 A 50.31177

44 4 M t3 A 55.91269

45 5 M t3 A 48.47994

46 6 M t3 A 47.56137

47 7 M t3 A 50.49787

48 8 M t3 A 51.20415

49 9 M t3 A 51.53060

50 10 M t3 A 49.21283

51 11 F t3 A 47.76618

52 12 F t3 A 43.93065

53 13 F t3 A 44.50226

54 14 F t3 A 42.71526

55 15 F t3 A 43.02302

56 16 F t3 A 41.63059

57 17 F t3 A 43.75701
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58 18 F t3 A 44.88559

59 19 F t3 A 44.70807

60 20 F t3 A 42.63462

61 1 M t1 B 33.00635

62 2 M t1 B 30.23278

63 3 M t1 B 31.42259

64 4 M t1 B 32.03314

65 5 M t1 B 37.50142

66 6 M t1 B 31.00232

67 7 M t1 B 33.31295

68 8 M t1 B 32.90301

69 9 M t1 B 30.19533

70 10 M t1 B 32.51431

71 11 F t1 B 32.13332

72 12 F t1 B 38.62429

73 13 F t1 B 34.12448

74 14 F t1 B 32.68522

75 15 F t1 B 34.44078

76 16 F t1 B 34.54988

77 17 F t1 B 38.19668

78 18 F t1 B 35.33642

79 19 F t1 B 37.20381

80 20 F t1 B 33.70698

81 1 M t2 B 37.90374

82 2 M t2 B 34.12023

83 3 M t2 B 32.55710

84 4 M t2 B 30.79029

85 5 M t2 B 24.57713

86 6 M t2 B 36.71039

87 7 M t2 B 26.83496

88 8 M t2 B 35.21920

89 9 M t2 B 39.67368

90 10 M t2 B 26.89877

91 11 F t2 B 34.90124

92 12 F t2 B 33.13828

93 13 F t2 B 34.50929

94 14 F t2 B 31.27216

95 15 F t2 B 29.91368

96 16 F t2 B 40.73089

97 17 F t2 B 36.16432

98 18 F t2 B 30.10834

99 19 F t2 B 32.20149

100 20 F t2 B 30.32348

101 1 M t3 B 37.53696

102 2 M t3 B 33.77743

103 3 M t3 B 28.66864
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104 4 M t3 B 28.89280

105 5 M t3 B 28.55401

106 6 M t3 B 32.72946

107 7 M t3 B 29.09915

108 8 M t3 B 37.48288

109 9 M t3 B 42.99042

110 10 M t3 B 29.78058

111 11 F t3 B 46.56693

112 12 F t3 B 42.79088

113 13 F t3 B 36.07048

114 14 F t3 B 39.51401

115 15 F t3 B 35.43491

116 16 F t3 B 35.17119

117 17 F t3 B 33.84055

118 18 F t3 B 34.66693

119 19 F t3 B 44.23287

120 20 F t3 B 36.96984

Ç ðñïóïìïßùóç ôùí äåäïìÝíùí ôçò Åíüôçôáò 4.5.3 ãßíåôáé ùò åîÞò óôçí R:

> id <- rep (1:60 , 2)

> program <- rep(c(rep("A", 30), rep("B", 30)), 2)

> agegroup <- rep(c(rep ("18 -23", 10),

+ rep("24 -29" , 10), rep ("30-35" , 10)), 4)

> time <- rep(c("t1", "t2"), each = 60)

> height <- c(

+ rnorm (10, 84.2, 1.69),

+ rnorm (10, 84.7, 2.37),

+ rnorm (10, 75.0, 2.28),

+ rnorm (10, 78.7, 3.10),

+ rnorm (10, 85.0, 2.46),

+ rnorm (10, 83.1, 2.89),

+ rnorm (10, 84.2, 2.28),

+ rnorm (10, 84.6, 3.85),

+ rnorm (10, 84.3, 3.05),

+ rnorm (10, 83.3, 1.29),

+ rnorm (10, 87.2, 3.78),

+ rnorm (10, 81.5, 1.85)

+ )

> df <- data.frame(id = id , program = program ,

+ agegroup = agegroup , time = time , height = height)

> df <- df %>%

+ convert_as_factor(id , program , agegroup , time)
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Ïé 120 ôéìÝò ôùí äåäïìÝíùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ãéá ôçí áíÜëõóç ìáò óôï ÊåöÜëáéï 4.5.3
åßíáé ïé åîÞò:

id program agegroup time height

1 1 A 18-23 t1 81.99862

2 2 A 18-23 t1 86.91579

3 3 A 18-23 t1 83.50700

4 4 A 18-23 t1 82.41670

5 5 A 18-23 t1 83.74661

6 6 A 18-23 t1 83.82926

7 7 A 18-23 t1 86.59186

8 8 A 18-23 t1 84.42510

9 9 A 18-23 t1 85.83972

10 10 A 18-23 t1 83.19073

11 11 A 24-29 t1 85.77187

12 12 A 24-29 t1 84.53678

13 13 A 24-29 t1 85.49728

14 14 A 24-29 t1 83.22941

15 15 A 24-29 t1 82.27768

16 16 A 24-29 t1 89.85602

17 17 A 24-29 t1 86.65676

18 18 A 24-29 t1 82.41406

19 19 A 24-29 t1 83.88048

20 20 A 24-29 t1 82.56478

21 21 A 30-35 t1 77.07646

22 22 A 30-35 t1 75.35249

23 23 A 30-35 t1 73.00981

24 24 A 30-35 t1 73.11260

25 25 A 30-35 t1 72.95724

26 26 A 30-35 t1 74.87194

27 27 A 30-35 t1 73.20723

28 28 A 30-35 t1 77.05166

29 29 A 30-35 t1 79.57719

30 30 A 30-35 t1 73.51970

31 31 B 18-23 t1 85.62982

32 32 B 18-23 t1 78.61550

33 33 B 18-23 t1 79.66085

34 34 B 18-23 t1 76.39282

35 35 B 18-23 t1 76.95564

36 36 B 18-23 t1 74.40920

37 37 B 18-23 t1 78.29796

38 38 B 18-23 t1 80.36187

39 39 B 18-23 t1 80.03723

40 40 B 18-23 t1 76.24534

109



41 41 B 24-29 t1 85.71920

42 42 B 24-29 t1 86.02268

43 43 B 24-29 t1 88.43404

44 44 B 24-29 t1 84.16988

45 45 B 24-29 t1 83.00797

46 46 B 24-29 t1 89.51492

47 47 B 24-29 t1 84.35254

48 48 B 24-29 t1 83.66506

49 49 B 24-29 t1 82.41350

50 50 B 24-29 t1 82.29536

51 51 B 30-35 t1 80.92580

52 52 B 30-35 t1 85.36533

53 53 B 30-35 t1 87.19730

54 54 B 30-35 t1 85.69906

55 55 B 30-35 t1 81.70914

56 56 B 30-35 t1 83.28614

57 57 B 30-35 t1 80.43929

58 58 B 30-35 t1 80.39228

59 59 B 30-35 t1 86.35853

60 60 B 30-35 t1 79.28096

61 1 A 18-23 t2 84.87198

62 2 A 18-23 t2 81.88090

63 3 A 18-23 t2 83.16402

64 4 A 18-23 t2 83.82244

65 5 A 18-23 t2 89.71953

66 6 A 18-23 t2 82.71079

67 7 A 18-23 t2 85.20261

68 8 A 18-23 t2 84.76053

69 9 A 18-23 t2 81.84051

70 10 A 18-23 t2 84.34135

71 11 A 24-29 t2 88.66224

72 12 A 24-29 t2 85.82953

73 13 A 24-29 t2 84.65922

74 14 A 24-29 t2 83.33641

75 15 A 24-29 t2 78.68463

76 16 A 24-29 t2 87.76878

77 17 A 24-29 t2 80.37507

78 18 A 24-29 t2 86.65233

79 19 A 24-29 t2 89.98739

80 20 A 24-29 t2 80.42284

81 21 A 30-35 t2 89.69639

82 22 A 30-35 t2 87.14171

83 23 A 30-35 t2 82.59503

84 24 A 30-35 t2 84.92474

85 25 A 30-35 t2 82.16503

86 26 A 30-35 t2 81.98661
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87 27 A 30-35 t2 81.08637

88 28 A 30-35 t2 81.64545

89 29 A 30-35 t2 88.11728

90 30 A 30-35 t2 83.20349

91 31 B 18-23 t2 84.62373

92 32 B 18-23 t2 84.58670

93 33 B 18-23 t2 83.72153

94 34 B 18-23 t2 81.06649

95 35 B 18-23 t2 82.82702

96 36 B 18-23 t2 82.50827

97 37 B 18-23 t2 84.17861

98 38 B 18-23 t2 82.32598

99 39 B 18-23 t2 84.99852

100 40 B 18-23 t2 82.32174

101 41 B 24-29 t2 89.41924

102 42 B 24-29 t2 83.22159

103 43 B 24-29 t2 82.59949

104 44 B 24-29 t2 95.87176

105 45 B 24-29 t2 85.08605

106 46 B 24-29 t2 87.19456

107 47 B 24-29 t2 88.19220

108 48 B 24-29 t2 84.88872

109 49 B 24-29 t2 87.83922

110 50 B 24-29 t2 87.40313

111 51 B 30-35 t2 80.97940

112 52 B 30-35 t2 81.57676

113 53 B 30-35 t2 81.36529

114 54 B 30-35 t2 85.96783

115 55 B 30-35 t2 79.86000

116 56 B 30-35 t2 79.10517

117 57 B 30-35 t2 81.51823

118 58 B 30-35 t2 82.09860

119 59 B 30-35 t2 82.36686

120 60 B 30-35 t2 80.46225
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