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1.Εισαγωγή 
1.1 Εισαγωγή στην Επιχειρησιακή Έρευνα 
1.1.1 Μια σύντοµη ιστορική αναδροµή . 
Τα πρώτα σηµάδια ύπαρξης της Επιχειρησιακής Έρευνας παρατηρούνται τον 17ο αιώνα, όταν ο Charles 
Babbage - ο οποίος χαρακτηρίστηκε ως ο “πατέρας της Επιχειρησιακής Έρευνας” - διερεύνησε το κόστος 
µεταφοράς και το κόστος για την ταξινόµηση της αλληλογραφίας που συνέβαλαν στη δηµιουργία του 
γενικού αγγλικού “Ταχυδροµείου της πένας”. Στη συνέχεια, πολλοί ακόµα επιστήµονες όπως οι µαθηµατικοί 
Blaise Pascal και Christiaan Huygens έλυσαν προβλήµατα που αφορούσαν σύνθετες αποφάσεις (πρόβληµα 
σηµείων) χρησιµοποιώντας θεωρητικές ιδέες της θεωρίας των παιγνίων και αναµενόµενες τιµές. Άλλοι, 
όπως ο Pierre de Fermat και ο Jacob Bernoulli, έλυσαν αυτού του είδους τα προβλήµατα χρησιµοποιώντας 
συνδυαστικό συλλογισµό.  
Στην πραγµατικότητα όµως, το έτος γέννησής της θεωρείται το 1940. Εκείνη την εποχή, στην Αγγλία, κατά 
τη διάρκεια του Β’ Παγκοσµίου Πολέµου, προέκυψε κατά τις στρατιωτικές επιχειρήσεις το πρόβληµα της 
κατανοµής περιορισµένων πόρων. Κρίθηκε συνεπώς απαραίτητη η χρήση τεχνικών της Επιχειρησιακής 
Έρευνας µε στόχο την καλύτερη διαχείρηση του πολεµικού εξοπλισµού. Έτσι, σχεδόν 1.000 άνδρες και 
γυναίκες στη Βρετανία ασχολήθηκαν µε τον εν λόγω κλάδο, ενώ περίπου 200 επιστήµονες Επιχειρησιακής 
Έρευνας εργάστηκαν για τον βρετανικό στρατό. Ο Πάτρικ Μπλάκετ εργάστηκε για πολλούς διαφορετικούς 
οργανισµούς κατά τη διάρκεια του πολέµου, το 1941 η οµάδα του στο Τµήµα Επιχειρησιακής Έρευνας της 
Παράκτιας Διοίκησης (CC-ORS) -η οποία περιελάµβανε δύο µελλοντικούς νικητές του βραβείου Νόµπελ 
και πολλούς άλλους ανθρώπους που συνέχισαν να είναι εξέχοντες στους τοµείς τους- ανέλαβαν µια σειρά 
από κρίσιµες αναλύσεις που βοήθησαν την πολεµική προσπάθεια και οδήγησαν στη νίκη της µάχης του 
Ατλαντικού αλλά και της µάχης της Βρετανίας. 
Ξεκινώντας από τον 20ο αιώνα, η µελέτη της διαχείρισης αποθεµάτων θα µπορούσε να θεωρηθεί η 
προέλευση της σύγχρονης Επιχειρησιακής Έρευνας µε την “economic order quantity” που αναπτύχθηκε από 
τον Ford W. Harris το 1913, όµως η Επιχειρησιακή Έρευνα γρήγορα διείσδυσε και σε άλλες επιστήµες, όπως 
η φυσική όπου ο Percy Bridgman την ένταξε για την επίλυση προβληµάτων στη δεκαετία του 1920 και 
αργότερα προσπάθησε να τα επεκτείνει τις µεθόδους της και στις κοινωνικές επιστήµες. 
Αφετηρία της σύγχρονης Επιχειρησιακής Έρευνας θεωρείται ο ερευνητικός σταθµός Bawdsey στο Ηνωµένο 
Βασίλειο το 1937 µε µια πρωτοβουλία του επιθεωρητή του σταθµού, A. P. Rowe και Robert Watson-Watt. Ο 
Rowe συνέλαβε την ιδέα ως ένα µέσο ανάλυσης και βελτίωσης της λειτουργίας του συστήµατος ραντάρ 
έγκαιρης προειδοποίησης του Ηνωµένου Βασιλείου, µε την κωδική ονοµασία "Chain Home" . Αρχικά, ο 
Rowe ανέλυσε τη λειτουργία του εξοπλισµού ραντάρ και των δικτύων επικοινωνίας του, επεκτάθηκε 
αργότερα στο να συµπεριλάβει τη συµπεριφορά του επιχειρησιακού προσωπικού.΄Οσον αφορά την 
εµφάνιση της Επιχειρησιακής Έρευνας στην χώρα µας, συνέβη το 1963 όταν µια οµάδα επιστηµόνων  
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ανέλαβε την πρωτοβουλία να την προάγει στην Ελλάδα ιδρύοντας την µη κερδοσκοπική εταιρία “Ελληνική 
Εταιρία Επιχειρησιακών Ερευνών”  . 1

1.1.2 Προσπάθεια ορισµού της Επιχειρησιακής Έρευνας  
Όπως αναφέραµε η Επιχειρησιακή Έρευνα έχει ως στόχο την ανάληψη αποφάσεων που σχετίζονται µε την 
βέλτιστη λειτουργία συστηµάτων, βοηθά εποµένως στην ορθολογιστική αντιµετώπιση της λύσης 
πολύπλοκων προβληµάτων αλλά και προβληµάτων της καθηµερινότητας. Ένα απλόϊκό παράδειγµα για να 
γίνει ευρέως αντιληπτό είναι το εξής, κάποιο απόγευµα αποφασίζουµε να µαγειρέψουµε στην κουζίνα µας 
έχοντας µια περιορισµένη ποσότητα σε λάδι. Το πως θα κατανείµουµε  το λάδι που έχουµε στη διάθεσή µας 
ανάµεσα στα διάφορα φαγητά που πρόκειται να µαγειρέψουµε αποτελεί ένα πρόβληµα Επιχειρησιακής 
Έρευνας. 
Έχουν προταθεί αρκετοί ορισµοί κατά καιρούς χωρίς όµως να υπάρχουν αξιοσηµείωτες διαφορές µεταξύ 
τους , ας δούµε µερικούς από αυτους. 
Ένας ορισµός που µπορεί να δοθεί για την Επιχειρησιακή Έρευνα είναι ο εξής : 
Πρόκειται για την επιστήµη λήψης αποφάσεων ή επιστήµη της διαχείρισης, µια µαθηµατική επιστήµη που 
χρησιµοποιεί πληθώρα τεχνικών από τοµείς των µαθηµατικών όπως η µοντελοποίηση, η στατιστική και η 
βελτιστοποίηση. Στόχος της; Να καταλήξει σε βέλτιστες ή σχεδόν βέλτιστες λύσεις σε πολύπλοκα 
προβλήµατα λήψης αποφάσεων. 
Ενώ ο ορισµός που δόθηκε από την Ε.Ε.Ε.Ε (Ελληνική Εταιρία Επιχειρησιακών Ερευνών) έχει ως εξής: 
“Επιχειρησιακή Έρευνα είναι η επιστηµονική προετοιµασία των αποφάσεων της Διοικήσεως (µε την 
επιστηµονική ανάλυση των δεδοµένων και τη δηµιουργία µαθηµατικών προτύπων)”.  2

1.1.3 Μεθοδολογία/προσέγγιση του επιχειρησιακού ερευνητή 
1. Προσανατολισµός 
Το πρώτο βήµα, ο πρωταρχικός στόχος αυτού του βήµατος είναι να συγκροτηθεί η οµάδα που θα 
αντιµετωπίσει το πρόβληµα και να διασφαλιστεί ότι όλα τα µέλη της έχουν µια σαφή εικόνα για τα σχετικά 
ζητήµατα. 
2. Διατύπωση προβλήµατος 
Το πιο δύσκολο βήµα στην διαδικασία, ο στόχος του δεύτερου βήµατος είναι να υπάρχει σαφής ορισµός του 
προβλήµατος ως προς την οπτική του και τα επιθυµητά αποτελέσµατα και έχει 3 στάδια: πρώτον δήλωση 
ενός αδιαµφισβήτητου στόχου, δεύτερον µια ξεκάθαρη περιγραφή των παραγόντων που θα επηρεάσουν τον  
στόχο και τρίτον  ένας προσδιορισµός των περιορισµών στις πορείες δράσης, δηλαδή ο καθορισµός ορίων 
για συγκεκριµένες ενέργειες που µπορεί να λάβει ο λήπτης της απόφασης. 
3. Συλλογή δεδοµένων 
Τα δεδοµένα διεργασίας συλλέγονται ούτως ώστε να γίνει η µετάφραση του προβλήµατος που ορίστηκε στη 
δεύτερη φάση σε ένα µοντέλο που µπορεί στη συνέχεια να αναλυθεί αντικειµενικά. 

 Wikimedia Foundation. (2023, June 25). Operations research. Wikipedia. https://1

en.wikipedia.org/wiki/Operations_research 
 Ι Κολέτσος Ι., Στογιάννης Δ. (2021). Επιχειρησιακή Έρευνα, Θεωρία, Αλγόριθμοι και εφαρμογές. 2

Εκδόσεις Συμεών.
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4. Κατασκευή ενός µοντέλου για την αναπαράσταση του υπό µελέτη συστήµατος 
Ένα µοντέλο µπορεί να οριστεί επίσηµα ως µια επιλεκτική αφαίρεση της πραγµατικότητας. Συνήθως είναι 
πολύ πιο εύκολο να αναλυθεί ένα απλουστευµένο µοντέλο από το να αναλυθεί το αρχικό σύστηµα, και  
εφόσον το µοντέλο είναι µια εύλογα ακριβής αναπαράσταση, τα συµπεράσµατα που προκύπτουν από µια 
τέτοια ανάλυση µπορούν να επεκταθούν έγκυρα πίσω στο αρχικό σύστηµα. 
5. Επίλυση 
Από την οπτική γωνία ενός επαγγελµατία συχνά αρκεί να αποκτηθεί µια καλή λύση ακόµα κι αν δεν είναι 
εγγυηµένο ότι είναι η καλύτερη, καθώς είναι πιο σηµαντικό να επιτυγχάνεται γρήγορα µια ικανοποιητική 
λύση από την καταβολή πολλών προσπαθειών για τον προσδιορισµό της βέλτιστης. 
6. Επικύρωση Μοντέλου και Ανάλυση Δεδοµένων Εξόδου 
Μόλις επιτευχθεί µια λύση λαµβάνουν χώρα δύο δράσεις, πρώτα επαλήθευση ότι η λύση έχει νόηµα και 
έπειτα η ανάλυση ευαισθησίας -η χρησιµότητα ενός µοντέλου ελέγχεται διαπιστώνοντας πόσο καλά 
προβλέπει την επίδραση των αλλαγών. 
7. Εφαρµογή της λύσης 
Το τελευταίο βήµα είναι η εφαρµογή της τελικής λύσης. Εδώ, περιλαµβάνεται η µετατροπή των 
αποτελεσµάτων σε κατανοητές λειτουργικές οδηγίες έτσι ώστε οι αρµόδιοι διαχείρησης του δοθέντος 
συστήµατος να υλοποιήσουν και να διατηρήσουν τη βελτίωση που επιτεύχθηκε.  3

1.1.4 Στοιχεία-κλειδιά της Επιχειρησιακής Έρευνας 
Τα τρία στοιχεία-κλειδιά οποιουδήποτε θέµατος Επιχειρησιακής Έρευνας: 

•  Αλγόριθµοι και Στατιστική 
Όπως αναφέραµε η Επιχειρησιακή Έρευνα  βασίζεται κατά ένα µεγάλο βαθµό σε αλγόριθµους, µαθηµατικά 
και στατιστική. Μια πολύ σηµαντική οικογένεια αλγορίθµων στην Επιχειρησιακή Έρευνα είναι οι 
Αλγόριθµοι Βελτιστοποίησης, πρόκειται για αλγόριθµους που προσπαθούν να βρουν ένα µέγιστο ή ένα 
ελάχιστο, δεδοµένου ενός συγκεκριµένου συνόλου δυνατοτήτων. 
Δηλαδή, παραδείγµατος χάρη, ένας τέτοιος  αλγόριθµος θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί για την 
ελαχιστοποίηση του κόστους στελέχωσης ενός εργοστασίου, δίνοντας ως δεδοµένο ένα σύνολο περιορισµών 
στον αριθµό των ατόµων που χρειάζονται. 

•  Βελτιστοποίηση 
Πρόκειται για τη διαδικασία που αποσκοπεί στην εύρεση της καλύτερης δυνατής λύσης σε µια ερώτηση, 
δοθέντων πιθανών πρακτικών περιορισµών. Η βελτιστοποίηση µπορεί να αφορά τη µεγιστοποίηση ή την 
ελαχιστοποίηση ενός κόστους ή οφέλους που αποφασίζεται πριν από την έναρξη. 
Συχνά, είναι πιθανό να έχουµε πολλαπλούς στόχους, οπότε µπορούµε να ορίσουµε µια συνάρτηση 
συνδυασµένου κόστους εφαρµόζοντας σταθµίσεις των διαφορετικών δαπανών µας. 

•  Προσοµοίωση 

 Κολέτσος Ι., Στογιάννης Δ. (2021). Επιχειρησιακή Έρευνα, Θεωρία, Αλγόριθμοι και εφαρμογές. 3

Εκδόσεις Συμεών.
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Η προσοµοίωση µοιάζει στην πραγµατικότητα µε τη βελτιστοποίηση. Η προσοµοίωση µας επιτρέπει να 
χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο βελτιστοποίησης µε διαφορετική διαµόρφωση εισόδου για να 
προσοµοιώσουµε ποιό θα ήταν το βέλτιστο αποτέλεσµα µε αυτές τις διαφορετικές εισόδους.  4

1.1.5 Τοµείς Εφαρµογής της 
• Μεταφορές/Αεροπορικές εταιρίες  
Προβλήµατα ροής και διαδροµών, προγραµµατισµός δροµολογίων διανοµής κλπ για την ελαχιστοποίηση 
του κόστους µεταφοράς 
• Αυτοκινητοβιοµηχανία 
Προβλήµατα αξιοπιστίας, αντικατάστασης και επισκευής 
• Υγεία 
Προβλήµατα επιλογής υπό περιορισµούς, σε δύσκολες υγειονοµικά συνθήκες όπως σε πανδηµίες 
προβλήµατα διαλογής ασθενών και προτεραιοποίηση τους για εισαγωγή σε κλίνες ΜΕΘ. 
• Χρηµατιστήριο 
• Δηµόσιος Τοµέας 
Προβλήµατα προγραµµατισµού έργων 
Προβλήµατα ανθρώπινου δυναµικού 
• Εµπόριο/ Εξυπηρέτηση πελατών  
Προβλήµατα ουρών εξυπηρέτησης και αναµονής, όπου διερευνώνται τρόποι επιτάχυνσης της εξυπηρέτησης 
Προβλήµατα ελέγχου αποθεµάτων και παραγγελιών, όπου δαπανηρά κυκλοφορούντα κεφάλαια 
αποδεσµεύονται µε τον καθορισµό της κατάλληλης πολιτικής παραγγελιών 
• Βιοµηχανία 
Προβλήµατα κατανοµής επενδύσεων ή διαφηµίσεων 
Προβλήµατα προγραµµατισµού παραγωγής, καθορισµός της σειράς επεξεργασίας προϊόντων για την 
καλύτερη αξιοποίησης του εξοπλισµού και τον περιορισµό των αδρανών χρόνων 
• Οικονοµία 
Προβλήµατα ανταγωνισµού ή παιγνίων 
• Φυσικοί πόροι  
Προβλήµατα µεταφοράς και καταµερισµού 
Προβλήµατα τροφοδοσίας και διατροφής 
Προβλήµατα κατανοµής διαθέσιµων πόρων σε πολλαπλές χρήσεις µε τρόπο που να επιτυγχάνεται η µέγιστη 
δυνατή απόδοση. 

 Korstanje, J. (2020, March 1).What is operations research?. Medium. https://4

towardsdatascience.com/what-is-operations-research-1541fb6f4963 
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1.2 Μαρκοβιανές Αλυσίδες 
Η έρευνα και η µελέτη διαφόρων φυσικών φαινοµένων έδωσαν στους επιστήµονες όλων των κλάδων το 
έναυσµα για την ανάπτυξη µιας εννιαίας Θεωρίας που θα αφορά τη µοντελοποίηση και την ανάλυση 
φαινοµένων που εξελίσσονται στο χρόνο µε τρόπο  που εµφανίζει κάποια τυχαιοτητα. Το πρώτο βήµα για τη 
δηµιουργία αυτής της Θεωρίας έγινε από τον κλάδο της Φυσικής µε τη µελέτη φυσικών φαινοµένων όπως ο  
θερµικός  θόρυβος  στα ηλεκτρικά κυκλώµατα, η κίνηση Brown και πολλά άλλα. Έτσι, λοιπόν, έγινε έκδηλη 
η ανάγκη για να αναπαραστήσουµε τη συµπεριφορά ενός συστήµατος περιγράφοντας όλες τις διαφορετικές 
καταστάσεις που µπορεί να καταλαµβάνει και υποδεικνύοντας πώς κινείται µεταξύ αυτών των 
καταστάσεων. Λαµβάνοντας υπόψιν ότι το σύστηµα που µοντελοποιείται καταλαµβάνει µία και µόνο µία 
κατάσταση ανά πάσα στιγµή και η εξέλιξή του αντιπροσωπεύεται από µεταβάσεις από κατάσταση σε 
κατάσταση, οι οποίες συµβαίνουν στιγµιαία οδηγηθήκαµε στη ανάπτυξη της Θεωρίας των Στοχαστικών 
Ανελίξεων. Γιατί είναι όµως ιδιαίτερα χρήσιµη αυτή η Θεωρία; Διότι οι πληροφορίες που θα θέλαµε να 
λάβουµε σχετικά µε ένα σύστηµα (και µας αρκούν) είναι η πιθανότητα να βρεθούµε σε µια δεδοµένη 
κατάσταση ή σύνολο καταστάσεων σε µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή αφότου το σύστηµα τεθεί σε 
λειτουργία. 
Μια στοχαστική διαδικασία, λοιπόν, ορίζεται ως µια οικογένεια τυχαίων µεταβλητών {X(t),t ∈ T} δηλαδή, 
κάθε X(t) είναι µια τυχαία µεταβλητή και ως εκ τούτου ορίζεται σε κάποιο χώρο πιθανοτήτων. Το T 
ονοµάζεται σύνολο δεικτών ή χώρος παραµέτρων και είναι υποσύνολο του (−∞, +∞), µπορεί να είναι ένα 
συνεχές ή διακριτό υποσύνολο. Η παράµετρος t συνήθως αντιπροσωπεύει το χρόνο, οπότε το X(t) 
υποδηλώνει την τιµή που λαµβάνει η τυχαία µεταβλητή τη στιγµή t, η οποία ονοµάζεται κατάσταση και το 
σύνολο όλων των τιµών που λαµβάνει Χώρος Καταστάσεων. 
Εάν η µελλοντική εξέλιξη του συστήµατος εξαρτάται µόνο από την τρέχουσα κατάστασή του και όχι από 
την προηγούµενη ιστορία του, τότε µπορούµε να αναπαραστήσουµε το σύστηµα ως µια Μαρκοβιανή 
διαδικασία. Μια Μαρκοβιανή διαδικασία είναι ένας ειδικός τύπος στοχαστικής διαδικασίας της οποίας η 
συνάρτηση κατανοµής, υπό όρους πιθανότητας, ικανοποιεί την Μαρκοβιανή ή χωρίς µνήµη ιδιότητα : 

       Prob{Xn+1 = xn+1|Xn = xn, Xn−1 = xn−1,..., X0 = x0} = Prob{Xn+1 = xn+1|Xn = xn} ,

όπου n φυσικοί αριθµοί και xn µια κατάσταση.       

Όταν ο χώρος καταστάσεων είναι διακριτός τότε η διαδικασία ονοµάζεται αλυσίδα (Markov Chain). Έστω 
µια κατάσταση της αλυσίδας Μarkov i και µια άλλη καταστασή της j , τότε συµβολίζουµε την πιθανότητα 
µέταβασης της αλυσίδας από την κατάσταση i (Xn= i) στην j (Xn+1= j) ως  

                                             Prob{Xn+1 = j|Xn = i}=pij (n),  

όταν η παράµετρος του χρόνου αυξάνεται απο n σε n+1. Ο πίνακας P(n) που  έχει ως στοιχεία του τα pij (n) 
και παράλληλα ικανοποιεί τις ιδιότητες : 

•    0 ≤ pi j (n) ≤ 1                          και  

•   Σpij(n) = 1 για όλα τα i   
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ονοµάζεται Πίνακας Μarkov ή Στοχαστικός Πίνακας.  5

1.3 Μαρκοβιανές Διαδικασίες Απόφασης 
Στην προηγούµενη παράγραφο αναφερθήκαµε στις Μαρκοβιανές αλυσίδες οι οποίες χρησιµοποιούνται, στην 
δίκη µας περίπτωση της Επιχειρησιακής Έρευνας, για να περιγράψουµε τη συµπεριφορά ενός συστήµατος 
(π.χ σύστηµα ουράς) µε στόχο να αξιολογηθεί η απόδοση του . Είναι όµως εξίσου - ίσως και περισσότερο- 
σηµαντικό να µοντελοποιήσουµε τη λειτουργία του συστήµατος ώστε να βελτιώσουµε την απόδοση του, 
µέσω του σχεδιασµού µια Μαρκοβιανής Αλυσίδας διακριτού χρόνου. Έτσι ο Ronald Howard, στο βιβλίο του 
Dynamic Programming and Markov Processes το 1960 , κατέληξε ότι αντί απλώς να αποδεχόµαστε την 
εκάστοτε  αλυσίδα Markov και τον αντίστοιχο στοχαστικό της πίνακα, να διαγράψουµε ένα νέο µονοπάτι. 
Έτσι, για κάθε πιθανή κατάσταση της Μαρκοβιανής αλυσίδας λαµβάνουµε µια απόφαση σχετικά µε το ποιά 
ενέργεια θα πρέπει να εκτελεστεί -ανάµεσα από τις πολλές εναλλακτικές ενέργειες- σε αυτή την κατάσταση. 
Είναι προφανές ότι η ενέργεια που τελικά επιλέχθηκε επηρεάζει αφενός τις πιθανότητες µετάβασης 
αφετέρου το άµεσο και το επακόλουθο κόστος του εν λειτουργία συστήµατος. Στόχος; Να επιλέξουµε τις 
βέλτιστες ενέργειες για τις αντίστοιχες καταστάσεις λαµβάνοντας υπόψην τόσο το άµεσο όσο και το 
επακόλουθο κόστος. Η διαδικασία λήψης αποφάσεων που περιγράφτηκε  αναφέρεται ως Μαρκοβιανή 
διαδικασία απόφασης (Markov decision process). 
Οι Μαρκοβιανές διαδικασίες απόφασης (MDP) (πήραν το όνοµα τους από τον Ρώσο µαθηµατικό Andrey 
Markov καθώς αποτελούν προέκταση των αλυσίδων Markov) παρέχουν ένα µαθηµατικό πλαίσιο για τη 
µοντελοποίηση της διαδικασίας λήψης αποφάσεων σε καταστάσεις όπου τα αποτελέσµατα είναι εν µέρει 
τυχαία και εν µέρει υπό τον έλεγχο ενός υπεύθυνου λήψης αποφάσεων. Είναι ιδιαιτέρως χρήσιµες για τη 
µελέτη προβληµάτων βελτιστοποίησης που επιλύονται µέσω δυναµικού προγραµµατισµού, γεγονός που 
φαίνεται και από την ευρεία χρήση τους σε διάφορους κλάδους όπως αυτόν της ροµποτικής, του αυτόµατου 
ελέγχου, της οικονοµίας, της κατασκευής κ.α. 

1.4 Προσοµοίωση 
Η προσοµοίωση είναι µία µέθοδος η οποία θεωρείται η βέλτιστη εναλλακτική της παρατηρήσης ενός 
πραγµατικού συστήµατος. Κατατάσσεται πολύ ψηλά ανάµεσα στις πιο ευρέως χρησιµοποιούµενες από τις  
τεχνικές καθώς ανάµεσα στα πολλά προτερήµατα της είναι και η ταχύτητα, αφού ο υπολογιστής µπορεί να 
προσοµοιώσει ακόµη και χρόνια λειτουργίας µέσα σε λίγα δευτερόλεπτα. Πρόκειται για µία τεχνική κατά 
την οποία αρχικά αναπτύσσουµε ένα µοντέλο το οποίο περιγράφει κατάλληλα το σύστηµα µας, και στη 
συνέχεια εκτελούµε πειράµατα πάνω σε αυτό το µοντέλο µε στόχο να προβλεφθεί µε επιτυχία η 
συµπεριφορά του πραγµατικού συστήµατος κατά τη διάρκεια του χρόνου. Περιλαµβάνει µαθηµατικούς 
τύπους και λογικές σχέσεις που είναι απαραίτητες για την περιγραφή της συµπεριφοράς και της δοµής ενός 
πολύπλοκου και πραγµατικού συστήµατος για µεγάλο χρονικό διάστηµα. Αυτό είναι ένα και σύνηθες λάθος, 
δηλαδή, η εκτέλεση του µοντέλου για αυθαίρετη χρονική περίοδο καθώς η έξοδος της προσοµοίωσης  

 Μ.Λουλάκης (2019). Στοχαστικές Διαδικασίες.Ελληνικά Ακαδημαϊκά Ηλεκτρονικά Συγγράμματα 5

και Βοηθήματα.
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αλλάζει (συχνά δραστικά) κατά τη διάρκεια της εκτέλεσης, για το λόγο αυτό, η µοντελοποίηση 
προσοµοίωσης ασχολείται µε ένα στατιστικό πείραµα του οποίου η έξοδος πρέπει να ερµηνευτεί µε 
κατάλληλες στατιστικές δοκιµές. Τα δύο βασικά εργαλεία προσοµοίωσης είναι η δηµιουργία τυχαίων 
αριθµών και η δηµιουργία τυχαίων παρατηρήσεων από κατανοµές πιθανοτήτων. 
Η προσοµοίωση χρησιµοποιείται συχνά για τη διενέργεια ανάλυσης κινδύνου σε χρηµατοοικονοµικές 
διαδικασίες µε επανειληµµένη µίµηση της εξέλιξης των συναλλαγών που εµπλέκονται για τη δηµιουργία 
ενός προφίλ των πιθανών αποτελεσµάτων. Χρησιµοποιείται επίσης ευρέως και για την ανάλυση 
στοχαστικών συστηµάτων που θα συνεχίσουν να λειτουργούν επ' αόριστον µέσω της τυχαίας δηµιουργίας 
και της καταγραφής περιστατικών-γεγονότων σαν δηλαδή το σύστηµα να λειτουργούσε φυσικά. Θεωρείται 
"method of last resort"  καθώς καταφεύγουµε εκεί όταν καµιά άλλη τακτική δεν είναι κατάλληλη είτε για 6

παράδειγµα γιατί η πραγµατική παρατήρηση του συστήµατος µπορεί να είναι ιδιαίτερα δαπανηρή, είτε γιατί 
το πρόβληµα είναι αρκετά πολύπλοκο για να χρησιµοποιήσουµε γραµµικά, δυναµικά και τυπικά µοντέλα, 
είτε γιατί δεν υπάρχει επαρκής χρόνος για να επιτρέψουµε στο σύστηµα να λειτουργήσει εκτενώς κ.ο.κ. 

 Simulation in operations research. (n.d.). http://www.universalteacherpublications.com/univ/6

ebooks/or/Ch16/simintro.htm 
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2.Μαρκοβιανές Αλυσίδες 
2.1 Γενικά Στοιχεία 
Ας ξεκινήσουµε κατηγοριοποιώντας τις στοχαστικές διαδικασίες. O βασικός διαχωρισµός µιας στοχαστικής 
διαδικασίας γίνεται είτε µε βάση τον χώρο παραµέτρων Τ, είτε µε βάση τον χώρο καταστάσεων. Έτσι, µια 
στοχαστική διαδικασία µπορεί να έχει έναν διακριτό χώρο καταστάσεων, τότε η διαδικασία καλείται 
αλυσίδα, ή έναν συνεχή χώρο καταστάσεων και µπορεί να εξελίσσεται σε ένα διακριτό σύνολο χρονικών 
σηµείων ή συνεχώς στο χρόνο. Επιπλέον, σε συγκεκριµένα συστήµα ένας ακόµη διαχωρισµός µπορεί να 
συµβεί µε κριτήριο το χρόνο εκκίνησης της διαδικασίας, έτσι χαρακτηρίζεται ως µη-στάσιµη αν η εξέλιξή 
της εξαρτάται από τον χρόνο τον οποίο ξεκινά, ενώ µια στοχαστική διαδικασία λέγεται ότι είναι στάσιµη 
όταν παραµένει αµετάβλητη υπό µια αυθαίρετη χρονική µετατόπιση. Τέλος, όταν οι µεταβάσεις σε µια 
στοχαστική διαδικασία εξαρτώνται από το χρονικό διάστηµα που έχει παρέλθει, η στοχαστική διαδικασία 
λέγεται µη οµοιογενής. Όταν αυτές οι µεταβάσεις είναι ανεξάρτητες από τον χρόνο που έχει παρέλθει, λέµε 
ότι είναι οµοιογενής. 
Μια Μαρκοβιανή διαδικασία είναι µια στοχαστική διαδικασία της οποίας η δεσµευµένη συνάρτηση 
κατανοµής πιθανότητας ικανοποιεί την Μαρκοβιανή ή χωρίς µνήµη ιδιότητα. Κατά συνέπεια, µπορούµε να 
ορίσουµε τις Μαρκοβιανές αλυσίδες διακριτού χρόνου (DTMCs) και τις Μαρκοβιανές αλυσίδες συνεχούς 
χρόνου (CTMCs) καθώς και τις Μαρκοβιανές διαδικασίες διακριτού χρόνου και Μαρκοβιανές διαδικασίες 
συνεχούς χρόνου. Το ενδιαφέρον µας έγκειται µόνο στις Μαρκοβιανές αλυσίδες (διακριτού χώρου 
καταστάσεων) που εκτυλίσσονται τόσο σε διακριτό όσο και σε συνεχή χρόνο. 
Όσον αφορά τον χώρο (χρονικών) παραµέτρων Τ, για µια Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου 
παρατηρούµε την κατάστασή της σε ένα διακριτό αλλά άπειρο σύνολο χρονικών σηµείων. Οι µεταβάσεις 
από τη µια κατάσταση στην άλλη µπορούν να πραγµατοποιηθούν, ή όχι, µόνο σε αυτές τις χρονικές στιγµές 
που ως επί το πλείστον θεωρούνται ότι απέχουν µία µονάδα χρόνου. Εποµένως, µπορούµε να 
αναπαραστήσουµε, χωρίς βλάβη γενικότητας, το διακριτό σύνολο δεικτών T της υποκείµενης στοχαστικής 
διαδικασίας µε το σύνολο των φυσικών αριθµών {0, 1, 2, ...} όπου οι διαδοχικές παρατηρήσεις ορίζουν τις 
τυχαίες µεταβλητές  X0, X1,..., Xn,... στα χρονικά βήµατα 0,1,...,n,..., αντίστοιχα. 
Όπως ήδη έχουµε αναφέρει, µια Μαρκοβιανή αλυσίδα είναι ένας ειδικός τύπος στοχαστικής διαδικασίας αν 

για κάθε n ∈ℕ, η δεσµευµένη κατανοµή της Xn+1 δοθέντων των (X0, ..., Xn), ταυτίζεται µε τη δεσµευµένη 

κατανοµή της Xn+1 µε µόνη δοθείσα την Xn. Εποµένως, η   µε τιµές σε έναν αριθµήσιµο χώρο 

καταστάσεων 𝕏 είναι Μαρκοβιανή αλυσίδα, αν για κάθε n ∈ℕ και κάθε x0, … , xn+1, έχουµε: 

       ℙ[Xn+1 = xn+1|Xn = xn, Xn−1 = xn−1,..., X0 = x ]= ℙ[Xn+1 = xn+1|Xn = xn] .                                   (2.1) 

Η κατάσταση στην οποία βρίσκεται το σύστηµα στο χρονικό βήµα n+1 εξαρτάται µόνο από το πού 
βρίσκεται στο χρονικό βήµα n.  
Για τη διευκόλυνσή µας θα συµβολίζουµε µια κατάσταση xi  της αλυσίδας χρησιµοποιώντας µόνο το γράµµα 
της, i, και για µια άλλη κατάστασή της αντίστοιχα το εκάστοτε, έτσι θα συµβολίζουµε τις δεσµευµένες  
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πιθανότητες οι οποίες αποτελούν τις πιθανότητες µέταβασης της αλυσίδας από την κατάσταση i (xn= i) στην 
j (xn+1 = j) όταν η παράµετρος του χρόνου αυξάνεται από n σε n+1 ως  

                                            ℙ[Xn+1  = j|Xn = i]=pij (n).                                                       (2.2) 

Ο πίνακας P(n), που σχηµατίζεται µε την τοποθέτηση του pij(n) στη σειρά i και στη στήλη j, για όλα τα i και 
j, ονοµάζεται πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης και γράφεται:     

 

Όταν τα στοιχεία του δοθέντος πίνακα ικανοποιούν τις εξής 2 ιδιότητες: 
• 0 ≤ pij (n) ≤ 1,  

]                                                                                                                                            (2.4) 

ο πίνακας καλείται Μαρκοβιανός ή Στοχαστικός πίνακας. 
Ας συµβολίσουµε µε π0 την αρχική κατανοµή της αλυσίδας, ισχύει δηλαδή  

π0 :𝕏→[0,1] µε τύπο π0(x) = ℙ[X0=x].  

Πρόκειται για την συνάρτηση µάζας πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής X0 εποµένως ικανοποιεί τις 
παρακάτω συνθήκες  

                                                         π0(x) ≥0 ,∀ x∈𝕏 και  

Η π0  και ο στοχαστικός πίνακας P καθορίζουν πλήρως τις στατιστικές ιδιότητες της µαρκοβιανής αλυσίδας . 
Επιπλέον, το Θεώρηµα Συνέπειας του Kolmogorov µας εξασφαλίζει ότι για κάθε π0  και για κάθε στοχαστικό 
πίνακα P µπορούµε να κατασκευάσουµε µια Μαρκοβιανή αλυσίδα µε αυτά ακριβώς τα χαρακτηριστικά, 
αρχική κατανοµή π0  και πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης P.  
Μια Μαρκοβιανή αλυσίδα εκτυλίσσεται στο χρόνο ως εξής. Ας υποθέσουµε ότι αρχίζει σε κάποια αρχική 
ώρα 0 και σε κάποια αρχική κατάσταση i. Με δεδοµένο κάποιο (άπειρο) σύνολο χρονικών βηµάτων, η 
αλυσίδα µπορεί να αλλάξει κατάσταση σε καθένα από αυτά τα βήµατα αλλά µόνο σε αυτά τα χρονικά 
βήµατα. Για παράδειγµα, εάν στο χρονικό βήµα n η Μαρκοβιανή αλυσίδα βρίσκεται στην κατάσταση i, τότε 
η επόµενη κίνησή της θα είναι η κατάσταση j µε πιθανότητα pij(n). Συγκεκριµένα, εάν pii(n) > 0, µια 
κατάσταση που αναφέρεται ως αυτο-βρόχος, η αλυσίδα, µε πιθανότητα pii(n), θα παραµείνει στην τρέχουσα 
κατάστασή της. 

i pij (n) = 1
∀j
∑
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p00 (n) p01(n) ! p0 j (n) !

p10 (n) p11(n) ! p1 j (n) !

" " " " "
pi0 (n) pi1(n) ! pij (n) !

" " " " "

⎛

⎝

⎜
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⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

. (2.3)

π 0 (x) = 1
x∈Χ
∑ . (2.5)
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Η πιθανότητα να βρίσκεται στην κατάσταση j στο χρονικό βήµα n + 1 και στην κατάσταση k στο χρονικό 
βήµα n + 2, δεδοµένου ότι η Μαρκοβιανή  αλυσίδα βρίσκεται στην κατάσταση i στο χρονικό βήµα n, είναι      

ℙ[Xn+2=k,Xn+1=j |Xn =i] 

  =ℙ[Xn+2=k|Xn+1=j,Xn =i]ℙ[Xn+1=j|Xn =i] 

  =ℙ[Xn+2=k|Xn+1=j]ℙ[Xn+1=j|Xn =i] 

  = pjk(n+1)pij(n),  
Για να λάβουµε το παραπάνω αποτέλεσµα χρησιµοποιήσαµε πρώτα ιδιότητες δεσµευµένων πιθανοτήτων και 
εν συνεχεία χρησιµοποιήσαµε την ίδια την Μαρκοβιανή ιδιότητα. Μια ακολουθία καταστάσεων που 
επισκέπτεται η αλυσίδα ονοµάζεται διαδροµή: pjk(n+1)pij(n) είναι η πιθανότητα της διαδροµής δείγµατος i, j, 
k που ξεκινά στην κατάσταση i στο χρονικό βήµα n. Πιο γενικά, 

ℙ[Xn+m = a, Xn+m−1 = b,..., Xn+2 = k, Xn+1 = j|Xn = i]  

  =ℙ[Xn+m = a|Xn+m−1 = b]ℙ[Xn+m−1 = b|Xn+m−2 =c]···  

 ···ℙ[Xn+2 =k|Xn+1 = j]ℙ[Xn+1 = j|Xn =i]  

  = pba(n+m−1)pcb(n+m−2)···pjk(n+1)pij(n).  

Όταν η Μαρκοβιανή αλυσίδα είναι οµοιογενής εξ ορισµού ισχύει ότι για όλες τις καταστάσεις i και j:  

ℙ[Xn+1 = j|Xn = i] = ℙ[Xn+m+1 = j|Xn+m = i] για n = 0, 1, 2, . . . και m ≥ 0, εποµένως βρίσκουµε: 

ℙ[Xn+m = a, Xn+m−1 = b,..., Xn+2 =k, Xn+1 = j|Xn =i ]= pij pjk ··· pcb pba για όλες τις πιθανές τιµές του n.  78

Ας δούµε ένα παράδειγµα για να γίνουν πιο κατανοητά όλα τα παραπάνω. 

Παράδειγµα 2.1.  Έστω ένα µοντέλο πρόβλεψης του καιρού. Ας υποθέσουµε ότι µια οµοιογενής, διακριτού 9

χρόνου Μαρκοβιανή αλυσίδα περιγράφει καθηµερινά τον καιρό στα Ιωάννινα, µια πόλη στη βορειοδυτική 
Ελλάδα γνωστή για τις παρατεταµένες περιόδους βροχών. Έστω ότι υπάρχουν µόνο 3 τύποι καιρού: 
βροχερός, συννεφιασµένος και ηλιόλουστος. Αυτοί οι 3 τύποι καιρικών συνθηκών περιγράφουν τις 3 
καταστάσεις της Μαρκοβιανής µας αλυσίδας: κατάσταση 1 (Β) περιγράφει µια ως επί το πλείστον βροχερή 
µέρα, κατάσταση 2 (Σ) περιγράφει µια ως επί το πλείστον συννεφιασµένη µέρα και κατάσταση 3 (Η) 
περιγράφει µια ως επί το πλείστον ηλιόλουστη µέρα. Ο καιρός παρακολουθείται καθηµερινά. Σε µια 
οποιαδήποτε βροχερή µέρα, η πιθανότητα να βρέχει και την επόµενη µέρα υπολογίζεται 0.8,  η πιθανότητα 
να έχει συννεφιά την επόµενη µέρα είναι 0.15 ενώ η πιθανότητα η αυριανή µέρα να είναι ηλιόλουστη είναι 
µόλις 0.05. Οµοίως, πιθανότητες µπορούν να εκχωρηθούν όταν µια συγκεκριµένη ηµέρα είναι 
συννεφιασµένη ή ηλιόλουστη, όπως φαίνεται στο σχήµα. Αυτή είναι η πιθανότητα του δείγµατος 

 TAHA, H. A. (2007). Operations research: An introduction. Pearson Prentice Hall.7

 Μ.Λουλάκης (2019). Στοχαστικές Διαδικασίες.Ελληνικά Ακαδημαϊκά Ηλεκτρονικά Συγγράμματα 8

και Βοηθήματα.
 Stewart, W. J. (2013).Probability, markov chains, queues, and simulation: The mathematical 9

basis of performance modeling. World Publishing Corporation.
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Ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης Ρ για τη δοθείσα Μαρκοβιανή αλυσίδα είναι 

Τα στοιχεία του πίνακα Ρ αποτελόυν δεσµευµένες πιθανότητες. Για παράδειγµα, το στοιχείο p13 µας δίνει 
την πληροφορία ότι η πιθανότητα αύριο να έχει ήλιο, δεδοµένου ότι σήµερα έβρεχε, είναι 0.05. Μπορούµε 
να υπολογίσουµε µεγέθη όπως η πιθανότητα η αυριανή µέρα να έχει συννεφιά και µεθαύριο να είναι µια 
βροχερή µέρα, δεδοµένου ότι σήµερα έχει ήλιο. Σε αυτή την περίπτωση έχουµε, για όλα τα n = 0,1,2,..., 

Prob{Xn+2 = Β, Xn+1 = Σ|Xn = Η} = pΗΣ pΣΒ = 0.3 × 0.7 = 0.21.  

2.2 Πιθανότητες µετάβασης ανωτέρας τάξης  
Ας υποθέσουµε ότι µελετάµε µια Μαρκοβιανή αλυσίδα µε έναν γνωστό πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης P. 
Ένα ερώτηµα που µας ενδιαφέρει είναι το εξής: Εάν µια Μαρκοβιανή αλυσίδα βρίσκεται στην κατάσταση i 
τη χρονική στιγµή m, ποιά είναι η πιθανότητα n περιόδους αργότερα η Μαρκοβιανή αλυσίδα να βρίσκεται 
στην κατάσταση j; Εφόσον έχουµε να κάνουµε µε µια στάσιµη Μαρκοβιανή αλυσίδα, αυτή η πιθανότητα θα 
είναι ανεξάρτητη από το m, οπότε µπορούµε να γράψουµε 

ℙ[Xn+m  = j|Xm = i]=ℙ[Xn  = j|X0 = i]=pij(n) 

Όπου οι pij(n) ονοµάζονται πιθανότητες µετάβασης n-οστής τάξης της αλυσίδας. 
Οι πιθανότητες µετάβασης n-οστής τάξης της αλυσίδας µπορούν να υπολογιστούν από τον ακόλουθο 
αναδροµικό τύπο, που ονοµάζεται εξίσωση Chapman-Kolmogorov: 

Για πίνακες, οι εξισώσεις Chapman-Kolmogorov γράφονται ως 
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pij
(m ) = pik

(l )pkj
(m−l ) για 0 < l < m.

∀k
∑ (2.7)

P =
0.8 0.15 0.05
0.7 0.2 0.1
0.5 0.3 0.2

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟
.
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P(m) = P(l) P(m−l) , 

όπου, P(0) = I, ο ταυτοτικός πίνακας. Αυτή η σχέση δηλώνει ότι είναι δυνατό οποιοσδήποτε m-τάξης 
οµοιογενής πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης να γραφεί ως το άθροισµα των γινοµένων των πινάκων 
πιθανότητας µετάβασης l-βήµατος και (m − l)- βήµατος. Για να µεταβείτε από το i στο j σε m βήµατα, είναι 
απαραίτητο να πάτε από το i σε µια ενδιάµεση κατάσταση k σε l βήµατα, και στη συνέχεια από το k στο j 
στα υπόλοιπα βήµατα m − l. Αθροίζοντας όλες τις πιθανές ενδιάµεσες καταστάσεις k, θεωρούµε όλα τα 
πιθανά διακριτά µονοπάτια που οδηγούν από το i στο j σε m βήµατα. Σηµειώνουµε ειδικότερα ότι 

P(m) = PP(m−1) = P(m−1) P .  

Έστω ] η πιθανότητα η Μαρκοβιανή αλυσίδα να ξεκινάει από την κατάσταση i, και έστω ] να είναι το 

διάνυσµα σειρά του οποίου το στοιχείο i είναι το   Τότε το j στοιχείο του διανύσµατος που προκύπτει 

από το γινόµενο π(0)P(0) δίνει την πιθανότητα να βρίσκεται στην κατάσταση j µετά το πρώτο χρονικό βήµα. 

Το γράφουµε ως π(1) = π(0)P(0).  

Για µια οµοιογενή Μαρκοβιανή αλυσίδα γράφεται π(1) = π(0)P. 
Γενικά, µετά από n βήµατα, η κατανοµή πιθανότητας δίνεται από τον εξής τύπο,για µια οµοιογενή  

                                                                                                                                                                                                              

Δηλαδή, αναφερόµενοι στο προηγούµενο παράδειγµα, θέλουµε να µπορούµε να απαντήσουµε σε ερωτήσεις 
όπως “ποιά η πιθανότητα ενώ σήµερα έχει ήλιο σε δύο µέρες από τώρα να έχει συννεφιά;”. Δεδοµένου ότι ο 
καιρός την ενδιάµεση µέρα µπορεί να είναι σε οποιαδήποτε απο τις τρείς πιθανές καταστάσεις (βροχερός, 
συννεφιασµένος, ηλιόλουστος), πρέπει να εξετάσουµε τα πιθανά µονοπάτια που περιλαµβάνουν αυτές τις 
καταστάσεις, έτσι προκύπτει 

pHΒpΒΣ + pΗΣpΣΣ + pΗΗpΗΣ  

=]  

                                             = 0.5 × 0.15 + 0.3 × 0.2 + 0.2 × 0.3 = 0.195, 
στην πραγµατικότητα αναφερόµαστε στα παρακάτω 3 µονοπάτια: 

]  ]  ]  

Γνωρίζουµε ότι ο καιρός σήµερα µπορεί να χαρακτηριστεί ως µια µια από τις 3 πιθανές καταστάσεις {Β, Σ, 
Η}, η πιθανότητα όµως ο καιρός να είναι Β, Σ ή Η σε δύο µέρες από τώρα δίνεται στον πίνακα Ρ2 , τα 

στοιχεία του οποίου αποτελούν τις 9 διαφορετικές δυνατότητες. 

]  

Έτσι το στοιχείο (3,1) το οποίο είναι ίσο µε 0,710 δίνει την πιθανότητα να έχει βροχή σε δύο ηµέρες, 
δεδοµένου ότι έχει συννεφιά ήλιο. Σε ένα γενικότερο πλαίσιο, το στοιχείο (i,j) του τετραγώνου ενός πίνακα  

π i
(0) π (0)

pHκ pκΣ
κ =Β,Σ,Η
∑

Η→
0.5
Β→
0.15

Σ, Η→
0.3
Σ→
0.2
Σ, Η→

0.2
Η→

0.3
Σ.

2P =
0.8 0.15 0.05
0.7 0.2 0.1
0.5 0.3 0.2

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟
×

0.8 0.15 0.05
0.7 0.2 0.1
0.5 0.3 0.2

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟
=

0.770 0.165 0.065
0.750 0.175 0.075
0.710 0.195 0.095

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟
.
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πιθανοτήτων µετάβασης µιας οµοιογενούς Μαρκοβιανής αλυσίδας διακριτού χρόνου είναι η πιθανότητα να 
βρίσκεται στην κατάσταση j δύο χρονικά βήµατα από τώρα, δεδοµένου ότι η τρέχουσα κατάσταση είναι η  

κατάσταση i. Οµοίως, τα στοιχεία του P3 δίνουν τις δεσµευµένες πιθανότητες σε τρία βήµατα από τώρα και 

ούτω καθεξής. Για το συγκεκριµένο παράδειγµα, αποδεικνύεται ότι αν συνεχίσουµε να παίρνουµε όλο και 
µεγαλύτερες δυνάµεις του πίνακα P, τότε αυτή η ακολουθία συγκλίνει σε έναν πίνακα στον οποίο όλες οι 
σειρές είναι πανοµοιότυπες. Εχουµε 

]  

Για τη λήψη αυτών των αποτελεσµάτων χρησιµοποιήσαµε ουσιαστικά το θεώρηµα της ολικής πιθανότητας. 
Απαιτείται να αθροίσουµε όλα τα δείγµατα µονοπατιών µήκους 2 που οδηγούν από την κατάσταση i στην 
κατάσταση k. Για µια οµοιογενή Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου, έχουµε, για οποιαδήποτε n = 0, 1, 

2, . . . , ℙ[Xn+2  = k|Xn+1 = i]=pijpjk 

και από το θεώρηµα ολικής πιθανότητας παίρνουµε 

ℙ[Xn+2  = k|Xn+1 = i]=  

Mπορούµε να γενικεύσουµε τον πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης ενός σταδίου µιας οµοιογενούς 
Μαρκοβιανής αλυσίδας σε έναν πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης m-βήµατος του οποίου τα στοιχεία 
υπολογίζονται από τον αναδροµικό τύπο που αναφέραµε προηγουµένως (εξίσωση Chapman-Kolmogorov). 

Χρησιµοποιώντας τον συµβολισµό κατανοµής,  τα στοιχεία του διανύσµατος π(1) παρέχουν 

την πιθανότητα να βρισκόµαστε στις διάφορες καταστάσεις της Μαρκοβιανής αλυσίδας µετά το πρώτο 
χρονικό βήµα. Για παράδειγµα, αν ανατρέξουµε πίσω στο παράδειγµα καιρού των Ιωαννίνων και 
υποθέσουµε ότι οι παρατηρήσεις ξεκινούν στο χρονικό βήµα 0 µε τον καιρό να είναι συννεφιασµένος έχουµε 
π(0) = (0, 1, 0) και  

που επιστρέφει τη δεύτερη σειρά του πίνακα P. Έτσι, ξεκινώντας από την ηµέρα µηδέν µε µια 
συννεφιασµένη ηµέρα, η πιθανότητα ότι η πρώτη ηµέρα είναι επίσης συννεφιασµένη είναι 0.2, όπως 
υπολογίστηκε προηγουµένως. Για να υπολογίσουµε την πιθανότητα να είµαστε σε οποιαδήποτε κατάσταση  
µετά από δύο χρονικά βήµατα (ή µετά από n-χρονικά βήµατα), σχηµατίζουµε (για οµοιογενή αλυσίδα) 
 

lim
n→∞

Pn =
0.76250 0.16875 0.06875
0.76250 0.16875 0.06875
0.76250 0.16875 0.06875

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟
.

pij pjk .
∀j
∑

π i
( j ), j = 0,...,n,
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π (1) = π (0)P(0) = (0, 1, 0)
0.8 0.15 0.05
0.7 0.2 0.1
0.5 0.3 0.2

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟
= (0.7, 0.2, 0.1),

π (2) = π (1)P = π (0)P2,

π (2) = (0, 1, 0)
0.770 0.165 0.065
0.750 0.175 0.075
0.710 0.195 0.095

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟
= (0.750, 0.175, 0.075),
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Έτσι, η πιθανότητα να έχει συννεφιά δύο ηµέρες µετά την έναρξη των παρατηρήσεων σε µια συννεφιασµένη 
ηµέρα δίνεται µε 0.175. Κατά τον υπολογισµό αυτής της ποσότητας, έχουµε αθροίσει όλες τις διαδροµές 
δείγµατος µήκους 2 που ξεκινούν και τελειώνουν στην κατάσταση 2. 
Ενώ για τη γενικευµένη περίπτωση για n-χρονικά βήµατα χρησιµοποιούµε τον τύπο 2.8. 
Στο παράδειγµά µας για n→∞ έχουµε: 

]  

Ωστόσο το όριο, limn→∞π(n), δεν υπάρχει απαραίτητα για όλες τις Μαρκοβιανές αλυσίδες. 

2.3 Δοµή του χώρου καταστάσεων 
Ξεκινάµε οργανώνοντας τις καταστάσεις του χώρου µιας Μαρκοβιανής αλυσίδας. Ας θεωρήσουµε λοιπόν 

µια οµοιογενή Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου {Xn}n∈N0 στον χώρο καταστάσεων 𝕏 µε πίνακα 

πιθανοτήτων µετάβασης P = {p(x, y)}x,y∈𝕏. 

Η κατάσταση y ∈𝕏 είναι προσβάσιµη από την κατάσταση x ∈ 𝕏, αν υπάρχει n ≥ 0 τέτοιο ώστε p (x, y) > 0, 

συµβολίζεται x → y. Ενώ δύο καταστάσεις x, y ∈ 𝕏 επικοινωνούν αν x → y και y → x και θα συµβολίζεται 

x ↔ y. 
O χώρος καταστάσεων διαµερίζεται σε κλάσεις επικοινωνίας (communication classes) εντός των οποίων η 
αλυσίδα είναι πιο εύκολο να αναλυθεί.  

Ορισµός 2.3.1 Μια κλάση επικοινωνίας C θα λέγεται ανοιχτή, αν υπάρχουν καταστάσεις x ∈ C και y ∉ C 

τέτοιες ώστε x → y. Αν µια κλάση δεν είναι ανοιχτή, τότε είναι κλειστή.  
Ανοιχτές είναι οι κλάσεις  από τις οποίες η Μαρκοβιανή αλυσίδα µπορεί να φύγει προς άλλες κλάσεις. Αξίζει 
να σηµειωθεί ότι αν η αλυσίδα φύγει από µια ανοιχτή κλάση, δεν µπορεί να ξαναγυρίσει σε αυτήν, ενώ αν η 
αλυσίδα ξεκινήσει ή βρεθεί σε µια κλειστή κλάση, θα παραµείνει σε αυτή την κλάση για πάντα. 
Ορισµός 2.3.2 Μια κατάσταση j καλείται απορροφητική εάν επιστρέφει στον εαυτό της µε βεβαιότητα σε 
µία µετάβαση, δηλαδή  pjj = 1. 
Εάν η κλειστή κλάση επικοινωνίας C αποτελείται από µία κατάσταση, τότε αυτή η κατάσταση είναι 
απορροφητική κατάσταση. Κάθε µεµονωµένη κατάσταση που δεν είναι απορροφητική κατάσταση αποτελεί 
από µόνη της ένα ανοιχτό σύνολο. 
Ορισµός 2.3.3 Εάν το σύνολο όλων των καταστάσεων είναι κλειστό και δεν περιέχει κανένα κατάλληλο 
υποσύνολο που είναι κλειστό -δηλαδή αν ολόκληρος ο χώρος καταστάσεων είναι µια κλάση- τότε η 
Μαρκοβιανή αλυσίδα λέγεται ότι είναι µη υποβιβάσιµη. Αντιθέτως, εάν περιέχει κατάλληλα υποσύνολα που 
είναι κλειστά, η αλυσίδα λέγεται ότι είναι υποβιβάσιµη.  

lim
n→∞

π (n) = π (0) lim
n→∞

P(n) = (0, 1, 0)
0.76250 0.16875 0.06875
0.76250 0.16875 0.06875
0.76250 0.16875 0.06875

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟
= (0.76250, 0.16875, 0.06875).
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Ένα κλειστό υποσύνολο καταστάσεων λέγεται ότι είναι µη υποβιβάσιµο υποσύνολο εάν δεν περιέχει 
κατάλληλο υποσύνολο που να είναι κλειστό.Οποιοδήποτε κατάλληλο υποσύνολο ενός µη υποβιβάσιµου 
υποσυνόλου αποτελεί ένα σύνολο καταστάσεων που είναι ανοιχτό. 
Ορισµός 2.3.4 Μια κατάσταση j είναι παροδική εάν µπορεί να φτάσει σε άλλη κατάσταση αλλά δεν µπορεί 

να προσεγγιστεί από µια άλλη κατάσταση. Μαθηµατικά, αυτό θα συµβεί εάν ] για όλα τα i. Μια 

κατάσταση j είναι επαναληπτική εάν η πιθανότητα επανεπίσκεψης από άλλες καταστάσεις είναι 1. Αυτό 
µπορεί να συµβεί εάν και µόνο εάν η κατάσταση δεν είναι παροδική. 

Έστω µια Μαρκοβιανή αλυσίδα {Xn}n∈N0 στον χώρο καταστάσεων 𝕏 (αρηθµήσιµος). Ορίζουµε το 

συνολικό πλήθος των επισκέψεων της αλυσίδας στην κατάσταση x, για x∈𝕏, 

Η V(x) είναι µια τυχαία µεταβλητή µε τιµές στο ]  

Ένας εναλλακτικός ορισµός για την επαναληπτικότητα-παροδικότητα µιας κατάστασης είναι ο παρακάτω: 

Μια κατάσταση x∈𝕏 λέγεται επαναληπτική αν ]  Αντιθέτως, µια κατάσταση x∈𝕏 

ονοµάζεται παροδική αν ]  

Τονίζουµε σε αυτό το σηµείο ότι η επαναληπτικότητα και η παροδικότητα είναι ιδιότητες κλάσης. 
Θα αναφερθούµε σε κάποια σηµαντικά θεωρήµατα (παραλείποντας τις αποδείξεις) που συνδέουν τους 
ανωτέρω ορισµούς. 

Θεώρηµα 2.3.1 Κάθε ανοιχτή κλάση είναι παροδική. 

Θεώρηµα 2.3.2 Κάθε κλειστή και πεπερασµένη κλάση είναι επαναληπτική. 

Παράδειγµα 2.2 Έστω µια Μαρκοβιανή αλυσίδα που εξελίσσεται στον χώρο καταστάσεων 
𝕏={1,2,3,4,5,6,7,8} και έχει πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης 

lim
n→∞

pij
(n) = 0,

! 0 ∪{∞}.

Px[V (x) < ∞]= 0.

Px[V (x) < ∞]= 1.
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V (x) = δ {Xk = x}.
k=0

∞

∑

P =

1/ 4 3 / 4 0 0 0 0 0 0
3 / 4 1 / 4 0 0 0 0 0 0
1/ 4 0 0 1/ 4 1 / 4 1 / 4 0 0
0 1/ 4 1 / 2 0 0 1/ 4 0 0
0 0 0 0 0 1/ 4 3 / 4 0
0 0 0 0 3 / 4 0 1/ 4 0
0 0 0 0 1/ 4 1 / 4 1 / 4 1 / 4
0 0 0 0 0 0 1 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

.
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Παρατηρώντας ποιές καταστάσεις επικοινωνούν µεταξύ τους βρίσκουµε τις κλάσεις επικοινωνίες (για 

διευκόλυνση µπορούµε να φτιάξουµε και τον αντίστοιχο γράφο). Για παράδειγµα βλεπουµε ότι 1↔2 και δεν 

επικοινωνούν µε καµία άλλη κατάσταση, εποµένως πρόκειται για µια κλειστή κλάση επικοινωνίας. Με 

όµοιο τρόπο βρίσκουµε τελικά ότι η διαµέριση του 𝕏 σε κλάσεις επικοινωνίας είναι:  

𝕏]  

H C2 είναι ανοιχτή -αφού 3→1- συνεπώς και παροδική, ενώ οι κλάσεις C1 και C3 είναι κλειστές και 
πεπερασµένες εποµένως είναι επαναληπτικές.  10

Ορισµός 2.3.5 Μια κατάσταση j είναι περιοδική µε περίοδο t > 1 εάν µια επιστροφή είναι δυνατή µόνο σε t, 
2t, 3t, . .. βήµατα. Αυτό σηµαίνει ότι pjj(n) = 0, όποτε το n δεν διαιρείται µε το t. 

2.4 Χρόνοι Διακοπής-Στατιστικά χρόνου άφιξης  
Ορισµός 2.4.1 Μια τυχαία µεταβλητή Τ: Ω] αποτελεί χρόνο διακοπής της αλυσίδας, αν για κάθε 

 το ενδεχόµενο {Τ=n} ανήκει στην οικογένεια ενδεχοµένων Fn. 

Έστω 𝕏 ο χώρος καταστάσεων και i µια κατάσταση ο χρόνος πρώτης άφιξης στην i είναι χρόνος διακοπής 

της αλυσίδας ]  και συµβολίζεται  

  

Συµβολίζουµε επιπλέον, τον χρόνο πρώτης επιστροφής στην κατάσταση i ως ]  

Ορίζουµε στη συνέχεια, την δεσµευµένη πιθανότητα ]  την πιθανότητα δηλαδή ότι η αλυσίδα 

εγκαταλείποντας την κατάσταση j επανέρχεται για πρώτη φορά ξανά σε αυτή την κατάσταση n-βήµατα 
µετά, συµβολίζεται 

Πιο πριν είχαµε αναφερθεί στην πιθανότητα ] την πιθανότητα δηλαδή να επιστρέψει η αλυσίδα στην 

κατάσταση j σε n- βήµατα χωρίς όµως να αποκλείουµε την πιθανότητα η αλυσίδα να έχει επισκεφθεί ξανά 
την κατάσταση j στα ενδιάµεσα βήµατα, ίσως και παραπάνω από µια φορές.  
Ας δούµε πως συσχετίζονται οι δύο προαναφερθείσες πιθανότητες.  

Ισχύει ότι ]  αφού προφανώς η πιθανότητα η πρώτη επιστροφή στη κατάσταση j να 

συµβαίνει 1 βήµα µετά είναι απλώς η πιθανότητα ] . Επιπλέον, εφόσον ξεκινάµε από την κατάσταση j 

ισχύει ]  Έτσι γράφουµε 

  

= C1 ∪C2 ∪C3 = {1,2}∪{3,4}∪{5,6,7,8}.

→ ! 0 ∪{∞}

n∈! 0

{Xn}n∈!0

Ti
+ = inf{k > 0 :Xk = i}.

f jj
(n),

pjj
(n),

f jj
(1) = pjj

(1) = pjj ,

pjj

pjj
(0) = 1.

 Μ.Λουλάκης (2019). Στοχαστικές Διαδικασίες.Ελληνικά Ακαδημαϊκά Ηλεκτρονικά Συγγράμματα 10

και Βοηθήματα. 
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Τi = inf{k ≥ 0 :Xk = i}.

f jj
(n) = P[Xn = j,Xn−1 ≠ j,...,X1 ≠ j | X0 = j] , n = 1,2,....

pjj
(1) = f jj

(1)pjj
(0).
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Όσον αφορά την ]  πρόκειται για την πιθανότητα να βρεθεί η αλυσίδα στην κατάσταση j 2 βήµατα 

αφότου την εγκατέλειψε, εποµένως αυτό µπορεί να συµβεί µε 2 τρόπους: είτε η αλυσίδα φεύγει από την  

κατάσταση j, επιστρέφει στο επόµενο βήµα µε πιθανότητα ]  και επιστρέφει ξανά και στο δεύτερο βήµα 

που σηµαίνει πιθανότητα ]  είτε η αλυσίδα εγκαταλείπει την κατάσταση j και δεν επιστρέφει σε αυτή 

µέχρι το δεύτερο βήµα, δηλαδή µε πιθανότητα ]  Συνδυάζοντας τα παραπάνω καταλήγουµε στον εξής 

τύπο 
  
Οµοίως, και µε τη βοήθεια του θεωρήµατος ολικής πιθανότητας παίρνουµε  
                                                                              

Τελικά, για τον υπολογισµό της πιθανότητας ]  καταλήγουµε στον εξής αναδροµικό τύπο 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η πιθανότητα επιστροφής της αλυσίδας στην κατάσταση j οποιαδήποτε στιγµή στο 
µέλλον υπολογίζεται ως 

                                                      ]  όπου ]  

και χρησιµοποιείται για το έλεγχο επαναληπτικότητας ή παροδικότητας µιας κατάστασης j. Πιο 

συγκεκριµένα, αν ]  η κατάσταση είναι επαναληπτική. Αντιθέτως, αν ]  η κατάσταση j είναι 

παροδική. 
Γενικότερα, κάθε κατάσταση είναι είτε επαναληπτική είτε παροδική. 

Αναφερόµενοι σε µια επαναληπτική κατάσταση j - ] - ορίζουµε τον µέσο χρόνο επιστροφής ] της 

κατάστασης  j ως 

Είναι, δηλαδή, ο µέσος αριθµός βηµάτων που έγιναν για να επιστρέψει η αλυσίδα στην κατάσταση j για 
πρώτη φορά αφού την εγκατέλειψε. 

Ορισµός 2.4.2 Μια κατάσταση θα λέγεται γνησίως επαναληπτική όταν το ] είναι πεπερασµένο, δηλαδή 

]  

Η γνήσια επαναληπτικότητα είναι µια έννοια ισχυρότερη της επαναληπτικότητας. 

pjj
(2),

f jj
(1)

pjj
(1),

f jj
(2).

f jj
(n), n ≥1,

f jj = f jj
(n),

n=1

∞

∑ f jj = Pj[Tj
+ < ∞],

f jj = 1, f jj <1,

f jj = 1 M jj

M jj

M jj < ∞.
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pjj
(2) = f jj

(1)pjj
(1) + f jj

(2) = f jj
(1)pjj

(1) + f jj
(2)pjj

(0).

pjj
(n) = f jj

(l )pjj
(n−l ), n ≥1.

l=1

n

∑

f jj
(n) = pjj

(n) − f jj
(l )pjj

(n−l ), n ≥1.
l=1

n−1

∑

M jj = nf jj
(n)

n=1

∞

∑ .

(2.9)
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Θεώρηµα 2.4.1 Η γνήσια επαναληπτικότητα είναι ιδιότητα κλάσης, δηλαδή αν η κατάσταση i είναι γνησίως 

επαναληπτική και ] τότε και η j είναι γνησίως επαναληπτική. 

Ορίζουµε επιπροσθέτως, την πιθανότητα ]  να περάσει δηλαδή τουλάχιστον 1 φορά από την i κατάσταση 

στην κατάσταση j ως 
   

όπου ]  είναι η πιθανότητα πρώτης άφιξης από την i κατάσταση στην κατάσταση j σε n βήµατα-

µεταβάσεις, που µπορεί να υπολογιστεί αναδροµικά ως  

Αν ]  η αλυσίδα που ξεκινά από την κατάσταση i µπορεί να µη φτάσει ποτέ την κατάσταση j, ενώ όταν 

]  ορίζουµε την αναµενόµενη τιµή της ακολουθίας ]  για ένα σταθερό ζεύγος i και j 

] , που ονοµάζεται µέσος χρόνος πρώτης άφιξης και συµβολίζεται µε ]  Ισχύει, οµοίως µε πριν, 

Ορισµός 2.4.3 Μια κατάσταση j λέγεται ότι είναι περιοδική µε περίοδο p εάν εγκαταλείποντας την 
κατάσταση j µια επιστροφή είναι δυνατή µόνο σε έναν αριθµό µεταβάσεων που είναι πολλαπλάσιο του 
ακέραιου αριθµού p > 1. Με άλλα λόγια, η περίοδος της κατάστασης j ορίζεται ως ο µέγιστος κοινός 

διαιρέτης του συνόλου των ακεραίων n όπου ισχύει ] . Μια κατάσταση της οποίας η περίοδος είναι  

p = 1 λέγεται απεριοδική. 

Oρισµός 2.4.4 Μια κατάσταση απεριοδική και γνησίως επαναληπτική καλείται εργοδική. 

Αν όλες οι καταστάσεις µιας Μαρκοβιανής αλυσίδας είναι εργοδικές τότε η Μαρκοβιανή αλυσίδα 
ονοµάζεται εργοδική.  11

2.5 Αναλλοίωτες κατανοµές 
Αν µια αλυσίδα ξεκινήσει από µια αναλλοίωτη κατανοµή της θα παραµείνει σε αυτή για πάντα. Κατά µια 
έννοια οι αναλλοίωτες κατανοµές είναι οι φυσικές καταστάσεις µιας Μαρκοβιανής αλυσίδας, ενώ 
παράλληλα χαρακτηρίζουν και την ασυµπτωµατική συµπεριφορά της αλυσίδας. 

Συµβολίζουµε την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Χn µε  πn, δηλαδή 𝕏.  

j ∈Ci ,

fij ,

fij
(n)

fij <1,

fij = 1, fij
(n), n = 1,2,...,

(i ≠ j) Mij .

pjj
(n) > 0

π n = P[Xn = x], ∀x ∈

 Stewart, W. J. (2013).Probability, markov chains, queues, and simulation: The mathematical 11

basis of performance modeling. World Publishing Corporation.
�21

fij = fij
(n),

n=1

∞

∑

fij
(n) = pij

(n) − fij
(l )

l=1

n−1

∑ pij
(n−l ),n = 1,2,...

Mij = nfij
(n), i ≠ j.

n=1

∞

∑
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Tο σύνολο των κατανοµών στον 𝕏 θα συµβολίζεται µε ℳ(𝕏). 

Ορισµός 2.5.1 Μια κατανοµή π ∈ℳ(𝕏) θα ορίζεται ως αναλλοίωτη κατανοµή για την αλυσίδα {Χn}n µε 

πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης Ρ, αν ικανοποιεί την παρακάτω σχέση 

                                         ]  δηλαδή ]                                          (2.10) 

Θεώρηµα 2.5.1  Αν η αρχική κατανοµή π0∈M(𝕏) µιας αλυσίδας στον χώρο καταστάσεων έστω 𝕏 µε πίνακα 

πιθανοτήτων µετάβασης Ρ ικανοποιεί την παραπάνω σχέση τότε  

                                                            ]  για κάθε ]  

Επιπλέον η αλυσίδα είναι στάσιµη, δηλαδή έστω η Μαρκοβιανή αλυσίδα ]  για κάθε ] και 

για κάθε x0, x1, …, xk∈𝕏 έχουµε  

                       

Απόδειξη Το παραπάνω αποδεικνύεται επαγωγικά. Θα δείξουµε αρχικά ότι ]   

Για n=1 ισχύει  ]  και έχουµε υποθέσει ότι ικανοποιεί την (2.10). Έστω, ακόµη, ότι για κάποιο 

] έχουµε ]  Τότε ] Συνεπώς, ισχύει ]  

Για την απόδειξη του δεύτερου ισχυρισµού και µε χρήση της Μαρκοβιανής ιδιότητας έχουµε, 

Αναφέρουµε κάποια χρήσιµα πορίσµατα για τις αναλλοίωτες κατανοµές: 

Πόρισµα 1 Αν π µια αναλλοίωτη κατανοµή και j∈𝕏 τότε  

Δηλαδή, οποιαδήποτε αναλλοίωτη κατανοµή µιας αλυσίδας στηρίζεται σε γνησίως επαναληπτικές 
καταστάσεις. 

Πόρισµα 2 Αν µια Μαρκοβιανή αλυσίδα έχει αναλλοίωτη κατανοµή, τότε έχει τουλάχιστον µια γνησίως 
επαναληπτική κατάσταση. 

Πόρισµα 3 Μια µη υποβιβάσιµη Μαρκοβιανή αλυσίδα είναι γνησίως επαναληπτική, αν και µόνο αν έχει 
αναλλοίωτη κατανοµή. 

π = πΡ, π (x) = π (y)p(y, x),
y∈X
∑ ∀x ∈X.

π n = π 0, n∈!.

{Xn}n∈!0 , n,k ∈! 0

π n = π 0,∀n∈!.

π1 = π 0P = π 0,

n∈! π n = π 0. π n+1 = π nP = π 0P = π 0. π n = π 0,∀n∈!.

�22

P[Xn = x0,...,Xn+k = xk ]= P[Xn = x0 ]P[Xn+1 = x1 | Xn = x0 ]!P[Xn+k = xk | Xn+k−1 = xk−1]
                                     = π n (x0 )p(x0, x1)!p(xk−1, xk )
                                     = π 0 (x0 )p(x0, x1)!p(xk−1, xk )
                                     = P[Xn = x0,X1= x1,...,Xk = xk ].

                                                                                                                                     

P[Xn = x0,Xn+1 = x1,...,Xn+k = xk ]= P[X0 = x0,X1 = x1,...,Xk = xk ].

M jj = +∞⇒π ( j) = 0.

(2.11)



Μαρκοβιανές αλυσίδες, Μαρκοβιανές διαδικασίες απόφασης και προσοµοίωση

Πόρισµα 4 Μια µη υποβιβάσιµη Μαρκοβιανή αλυσίδα σε έναν πεπερασµένο χώρο καταστάσεων είναι 
γνησίως επαναληπτική. 

Θεώρηµα 2.5.2 Αν ] είναι µια µη υποβιβάσιµη γνησίως επαναληπτική αλυσίδα, τότε έχει µοναδική 

αναλλοίωτη κατανοµή. 

Θεώρηµα 2.5.3 Έστω µια µη υποβιβάσιµη γνησίως επαναληπτική Μαρκοβιανή αλυσίδα ]  τότε για 

κάθε κατάσταση j της αλυσίδας αν ] η ] είναι η αναλλοίωτη κατανοµή της 

αλυσίδας και ισχύει 

2.6 Αντιστρεψιµότητα 
Ισχύει ότι, όπως αναφέραµε, η κατάσταση ισορροπίας µια Μαρκοβιανής αλυσίδας είναι µια κατάσταση 
δυναµικής ισορροπίας, δηλαδή, η αλυσίδα εκτυλίσσεται στο χρόνο µε τρόπο τέτοιο ώστε να διατηρεί 
σταθερή την κατανοµή της. Ας υποθέσουµε τώρα, αντί να παρακολουθούµε τη διαδικασία να κινείται προς 
τα εµπρός στο χρόνο, την παρακολουθούµε να κινείται προς τα πίσω στο χρόνο, δηλαδή από την κατάσταση 
που καταλαµβάνει κάποια στιγµή το βήµα n στην κατάσταση που καταλαµβάνει στο χρονικό βήµα n − 1 
στην κατάστασή της στο χρονικό βήµα n − 2, και ούτω καθεξής. Σε αναλογία µε την παρακολούθηση 

ταινίας, η αρχική Μαρκοβιανή αλυσίδα ]  αντιπροσωπεύει τη συνήθη προβολή της ταινίας µε ένα 

καρέ ανά  n, ενώ η παρακολούθηση της διαδικασίας ανάποδα αντιστοιχεί στην προβολή της ταινίας προς τα 
πίσω. Όταν ο χρόνος γυρίζει προς τα πίσω µε αυτόν τον τρόπο, η διαδικασία ονοµάζεται αντίστροφη 
διαδικασία. Πώς µοιάζει η δυναµική της αλυσίδας όταν ο χρόνος κυλάει ανάποδα; 

Θεώρηµα 2.6.1 Έστω ] µια µη υποβιβάσιµη στάσιµη Μαρκοβιανή αλυσίδα µε π ισορροπία 

κατανοµής. Ορίζουµε την ακολουθία για χρόνο ] , ]  µε ]  Tότε η ]  είναι µια 

στάσιµη Μαρκοβιανή αλυσίδα µε κατανοµή π, όµως µε πιθανότητες µετάβασης ] που δίνονται από την εξήε 

σχέση  

                                                                         𝕏. 

Ορισµός 2.6.1 Aν η κατανοµή π ικανοποιεί την ] 𝕏, λέµε ότι η κατανοµή π και οι 

πιθανότητες µετάβασης  p βρίσκονται σε ακριβή ισορροπία και ότι η αλυσίδα είναι χρονικά αντιστρέψιµη. 

{Xn}n∈!0

{Xn}n∈!0 ,

Tj
+ = inf{k > 0 :Xk = j}, π ( j)

{Xn}n∈!0

{Xn}n∈!0

Ν ∈! {Υn}0≤n≤N Yn = XN−n . {Yn}n

p̂

π i pij = π j p ji , ∀i, j ∈

�23

π ( j) = 1
M jj

.

p̂ij =
π j

π i

p ji , ∀i, j ∈
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Αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι αν βιντεογραφούσαµε την ] , βλέποντας το φιλµ δε θα µπορούσαµε να 

διακρίνουµε τη φορά του χρόνου. 

Παράδειγµα 2.3 Έστω ένας ]  τυχαίος περίπατος σε ένα συνεκτικό, µη προσανοτολισµένο γράφο µε Μ 

κορυφές. Σε κάθε βήµα επιλέγουµε τυχαία µια από τις ακµές της κορυφής που βρισκόµαστε και 
µεταβαίνουµε στην άλλη κορυφή. 

Έστω ότι βρισκόµαστε στην κορυφή i ∈Μ µε βαθµό m(i), είναι προφανές ότι όλες οι m(i) κορυφές που 

συνδέονται µε την i είναι ισοπίθανες για τη µετάβασή µας. Έστω Α το σύνολο των ακµών του γράφου, για 
τις  πιθανότητες µετάβασης της αλυσίδας έχουµε  

Πρόκειται προφανώς για µια µη υποβιβάσιµη αλυσίδα και έχει εποµένως µοναδική αναλλοίωτη κατανοµή. 
  

όπου από την προηγούµενη σχέση ισούται µε 1 αν ] και 0 εναλλακτικά. Άρα, για c µια σταθερά 

παίρνουµε  ]  και η π βρίσκεται σε ακριβή ισορροπία µε τις πιθανότητες µετάβασης p. Από τη 

συνθήκη κανονικοποίησης παίρνουµε για  c 

όπου |Α| το πλήθος ακµών. Άρα, 
  

2.7 Μαρκοβιανές αλυσίδες συνεχούς χρόνου 
Σε µια Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου, ορίζουµε µια άπειρη (αριθµήσιµη) ακολουθία χρονικών 
βηµάτων στα οποία η αλυσίδα µπορεί είτε να αλλάξει κατάσταση είτε να παραµείνει στην τρέχουσα 
κατάστασή της. Ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης σε αυτήν την περίπτωση µπορεί να έχει µη µηδενικές 
πιθανότητες στη διαγώνιο, που ονοµάζονται αυτο-βρόχοι, που επιτρέπει την πιθανότητα η Μαρκοβιανή 
αλυσίδα να παραµείνει στην τρέχουσα κατάστασή της σε οποιοδήποτε χρονικό βήµα. Αντιθέτως, σε µια 
Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου, µια αλλαγή κατάστασης µπορεί να συµβεί ανά πάσα στιγµή.  

Ανάλογα µε τον ορισµό µιας Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου, λέµε ότι µια στοχαστική διαδικασία 
{X(t), t ≥ 0} είναι µια Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου εάν για όλους τις καταστάσεις n, και για 

οποιαδήποτε ακολουθία ]  έτσι ώστε ]  

{Xn}n

{Xn}n

i, j ∈M

π i = cm(i),

t0,t1,...,tn ,tn+1 t0 < t1 < ...tn < tn+1,
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pij =
1

m(i ) , i, j ∈A
0, i, j ∉A

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
.

m(i)pij = m( j)pji , ∀i, j ∈M ,

1= π i = c m(i) = 2c | A |
i∈M
∑ ,

i∈M
∑

π i =
m(i)
2 | A |

, ∀i ∈M .
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Με άλλα λόγια λέµε ότι µια στοχαστική διαδικασία {X(t), t ≥ 0} είναι µια Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς 
χρόνου είναι για τις καταστάσεις i, j, k και για όλες τις χρονικές στιγµές s, t, u µε t ≥0 και 0 ≤ u ≤ s, και 
ισχύει  

Όταν Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου είναι οµογενής οι πιθανότητες µετάβασης εξαρτώνται από τις 
διαφορές τ = t - s, σε αυτή την περίπτωση οι πιθανότητες µετάβασεις συµβολίζονται ως  

�25

P[X(tn+1) = xn+1 | X(tn ) = xn ,X(tn−1) = xn−1,…,X(t0 ) = x0 ]
                                    =P[X(tn+1) = xn+1 | X(tn ) = xn ].

P[X(s + t) = k | X(s) = j,X(u) = i]= P[X(s + t) = k | X(s) = j].

pij (τ ) = P[X(s +τ ) = j | X(s) = i], ∀s ≥ 0.
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3. Μαρκοβιανές Διαδικασίες 
Απόφασης  
Οι Μαρκοβιανές διαδικασίες απόφασης (MDP) µοντελοποιούν τη λήψη αποφάσεων σε διακριτά-στοχαστικά 
περιβάλλοντα. Η ουσία του µοντέλου είναι ότι ένας υπεύθυνος λήψης αποφάσεων, ή ο αποκαλούµενος 
"πράκτορας", κατοικεί σε ένα περιβάλλον, το οποίο αλλάζει κατάσταση τυχαία ως απάντηση στον τρόπο που 
επιλέγει να δράσει ο λήπτης αποφάσεων. Η κατάσταση του περιβάλλοντος επηρεάζει την άµεση ανταµοιβή 
που λαµβάνει ο πράκτορας, καθώς και τις πιθανότητες µελλοντικών µεταβάσεων κατάστασης. Ο στόχος του 
πράκτορα είναι να επιλέξει τις κατάλληλες  ενέργειες για να µεγιστοποιήσει µακροπρόθεσµα τη  συνολική 
του  ανταµοιβή.  
Τις Μαρκοβιανές διαδικασίες απόφασης µπορούµε να τις δούµε ως ένα µαθηµατικό πλαίσιο µέσα στο οποίο 
αντιµετωπίζονται όλα τα προβλήµατα ενισχυµένης εκµάθησης (Reinforcement Learning - RL ). Σε γενικές 
γραµµές, πρόκειται για ένα πλαίσιο που χρησιµοποιείται για την µοντελοποίηση προβληµάτων λήψης 
αποφάσεων όπου τα αποτελέσµατα είναι εν µέρει τυχαία και εν µέρει προκαθορισµένα. 
Αποτελεσµατικοί αλγόριθµοι για MDPs που βασίζονται σε δυναµικό προγραµµατισµό και γραµµικό 
προγραµµατισµό, και πιο πρόσφατα σε συµπαγείς αναπαραστάσεις, επιτρέπουν τη µοντελοποίηση και 
επίλυση µεγάλων προβληµάτων σχεδιασµού από την τεχνητή νοηµοσύνη, την επιχειρησιακή έρευνα, την 
οικονοµία, τη ροµποτική και τις επιστήµες συµπεριφοράς.  12

3.1 Βασικές Έννοιες 
Για να γίνουν όµως καλύτερα κατανοητές οι Μαρκοβιανές διαδικασίες αποφάσης πρέπει πρώτα να 
αναφερθούµε σε κάποιους σηµαντικούς όρους που αποτελούν και την βάση της ενισχυµένης εκµάθησης. 
Όπως αναφερθήκαµε και στην εισαγωγή µας υπάρχει: 
• Ο πράκτορας (υπεύθυνος λήψης αποφάσεων), ένα software πρόγραµµα που είναι υπεύθυνο για την λήψη  

αποφάσεων, πρόκειται για µια  µία οντότητα την οποία εµείς εκπαιδεύουµε στο πλαίσιο της ενισχυµένης 
εκµάθησης για να λαµβάνει τις σωστές αποφάσεις. Αυτοί οι πράκτορες αλληλεπιδρούν µε το περιβάλλον 
µε ενέργειες και λαµβάνουν ανταµοιβές ανάλογα µε το αποτέλεσµα της εκάστοτε ενέργειας. 

• Το περιβάλλον είναι ο “χώρος” µε τον οποίο αλληλεπιδρά ο πράκτορας,  πρόκειται για ένα πραγµατικό ή 
ένα περιβάλλον προσοµοίωσης. Στην πραγµατικότητα είναι η διατύπωση του προβλήµατός µας προς 
επίλυση. Ο πράκτορας δεν µπορεί να ελέγξει το περιβάλλον µπορεί µόνο να ελέγξει τις δικές του 
ενέργειες. 

• Ενέργεια, είναι η επιλογή που κάνει ο πράκτορας στο τρέχουν χρονικό βήµα. Σηµειώνουµε ότι 
γνωρίζουµε εκ των προτέρων το σύνολο ενεργειών – αποφάσεων που ο πράκτορας µπορεί να εκτελέσει. 

• Η κατάσταση είναι η θέση του πράκτορα σε µία συγκεκριµένη χρονική στιγµή στο περιβάλλον έτσι κάθε 
φορά που ο πράκτορας εκτελεί µία ενέργεια το περιβάλλον του επιστρέφει µία ανταµοιβή και µία νέα 
κατάσταση στην οποία βρίσκεται ο πράκτορας εκτελώντας την ενέργεια. 

 M.L. Littman (2001) International Encyclopedia of the Social & Behavioral Sciences.12
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• Ανταµοιβές (rewards) είναι οι αριθµητικές τιµές που λαµβάνει ο πράκτορας κατά την εκτέλεση µίας 
ενέργειας σε κάποια κατάσταση στο περιβάλλον. Οι αριθµητικές τιµές είναι είτε θετικές είτε αρνητικές 
ανάλογα µε την εκάστοτε ενέργεια. 

• Πολιτική, η πολιτική είναι η διαδικασία σκέψης πίσω από την επιλογή µίας ενέργειας. Πρακτικά, είναι 
µία κατανοµή πιθανότητας που εκχωρείται στο σύνολο των ενεργειών δηλαδή οι ενέργειες µε µεγάλη 
ανταµοιβή θα έχουν πιο µεγάλη πιθανότητα και το αντίστροφο.  13

3.2 Μαρκοβιανές Διαδικασίες Ανταµοιβής (MRP) 
Στην ενισχυµένη εκµάθηση στόχος είναι η µεγιστοποίηση της συνολικής ανταµοιβής. Στην ενισχυµένη 
εκµάθηση δεν εκπαιδεύεις τον πράκτορα αλλά του δίνεις θετικές οι αρνητικές ανταµοιβές ανάλογα µε τις 
αποφάσεις του. 
Ορίζουµε τις Μαρκοβιανές διαδικασίες ανταµοιβής, πρόκειται για Μαρκοβιανές αλυσίδες που επιστρέφουν 
µία τιµή για κάθε κατάσταση που βρίσκεται ο πράκτορας. Ορίζονται από το σύνολο (Χt, p, r, α), όπου Χt η 
κατάσταση του συστήµατος στο τέλος του χρόνου t, pij η πιθανότητα µετάβασης από την κατάσταση i στην 
j, r η ανταµοιβή και α ο παράγοντας προεξόφλησης. Θεωρούµε ότι ο πράκτορας λαµβάνει την ανταµοιβή 
του εφόσον εγκαταλείψει την κατάσταση, σε χρόνο δηλαδή t+1. Για να γίνει πιο κατανοητό, έστω ότι έχουµε 
ένα ροµπότ µε συγκεκριµένες λειτουργίες που ακολουθεί µια Μαρκοβιανή διαδικασία. Υπάρχουν πολλές 
καταστάσεις, από την καθιστή θέση έως τον τερµατισµό λειτουργίας που είναι η τελική κατάσταση. 

 14

 Blackburn. (2022, May 2). Introduction to reinforcement learning : Markov-Decision process. 13

Medium. https://towardsdatascience.com/introduction-to-reinforcement-learning-markov-
decision-process-44c533ebf8da

 Understanding the markov decision process (MDP). Built In. (n.d.). https://builtin.com/machine-14

learning/markov-decision-process
�27
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3.3 Ένα Τυπικό Μοντέλο MDP 
Στις Μαρκοβιανές διαδικασίες ανταµοιβής η πιθανότητα µετάβασης και οι ανταµοιβές ήταν περισσότερο ή 
λιγότερο τύχες δηλαδή στοχαστικές, τώρα όµως οι ανταµοιβές και η νέα κατάσταση που µεταφέρεται ο 
πράκτορας εξαρτώνται επίσης και από την ενέργεια που επιλέγει ο πράκτορας. Στην πραγµατικότητα και µε 
απλά λόγια ο πράκτορας τώρα έχει τον έλεγχο της µοίρας του. 
Εστιάζουµε στον τρόπο σχεδιασµού της λειτουργίας µιας Μαρκοβιανής αλυσίδας διακριτού χρόνου ώστε να 
βελτιστοποιηθεί η απόδοσή της. Όπως έχουµε ήδη αναφέρει οι Μαρκοβιανές διαδικασίες απόφασης έχουν 
την εξής ιδιαιτερότητα σε σχέση µε τις Μαρκοβιανές αλυσίδες µε τις οποίες ασχοληθήκαµε στο 
προηγούµενο κεφάλαιο. Εδώ, για κάθε πιθανή κατάσταση της αλυσίδας λαµβάνουµε µια απόφαση σχετικά 
µε το ποιά από τις διάφορες εναλλακτικές ενέργειες θα εκτελέσουµε σε αυτή την κατάσταση. Στην ουσία, 
δεν δεχόµαστε τον προκαθορισµένο πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης, αλλά µε την ενέργεια που επιλέγουµε 
επηρεάζονται τόσο οι πιθανότητες µετάβασης όσο και το άµεσο και επακόλουθο κόστος (ανταµοιβή). Η 
ενέργεια που επιλέγουµε είναι η βέλτιστη όσον αφορά το άµεσο και επακόλουθο κόστος. 
Προχωράµε σε κάποιους συµβολισµούς που θα χρειαστούµε για να περιγράψουµε ένα µοντέλο διαδικασίας 
λήψης αποφάσεων. Ορίζουµε i την κατάσταση µιας διακριτού χρόνου Μαρκοβιανής αλυσίδας που 
παρατηρείται µετά από κάθε µετάβαση,  Ορίζουµε ως di=k την απόφαση που λαµβάνεται 

στην κατάσταση i, και µε Κ το σύνολο αποφάσεων (ενεργειών). Το διάνυσµα (d0,d1,…,dM) προσδιορίζει τις 
αποφάσεις που λαµβάνονται για τις αντίστοιχες καταστάσεις και αποτελεί µια πολιτική της Μαρκοβιανής 
διαδικασίας απόφασης, η πολιτική που ακολουθείται θα συµβολίζεται µε R. ‘Ετσι, ως di(R) ορίζεται η 
απόφαση που λαµβάνεται στην πολιτική R στην κατάστση i. Το άµεσο κόστος δηλαδή η αναµενόµενη τιµή 
του αν ληθφεί η απόφαση di=k συµβολίζεται µε Cik. Η απόφαση di=k που λαµβάνεται στην κατάσταση i 
καθορίζει, όπως αναφέραµε, και ποιές θα είναι οι πιθανότητες µετάβασης για την επόµενη µετάβαση από 
την i  οι οποίες συµβολίζονται µε pij(k). Tέλος ορίζουµε ως α τον συντελεστή-παράγοντας προεξόφλησης ο 
οποίος λαµβάνει τιµές από το 0 µέχρι το 1. Ο α µπορεί να ισούται µε 1/(1+i) όπου i το τρέχον επιτόκιο ανά 
περίοδο, είναι λοιπόν η τωρινή αξία µιας µονάδας κόστους σε µια περίοδο στο µέλλον. Αντίστοιχα, ορίζουµε 

το ] ως η τωρινή αξία µιας µονάδας κόστους σε m περιόδους στο µέλλον. 

3.3.1 Κριτήρια Κόστους 
Στόχος είναι να βρεθεί η βέλτιστη πολιτική, σύµφωνα µε κάποιο κριτήριο κόστους, που θα λαµβάνει υπόψιν 
και το άµεσο και το επακόλουθο κόστος που προκύπτει από την εξέλιξη της διαδικασίας. 
Υπάρχουν ποικίλα κριτήρια αναφέρουµε επιγραµµατικά 2 από αυτά, ένα κριτήριο είναι η “ελαχιστοποίηση 
του µακροπορόθεσµου αναµενόµενου µέσου κόστους ανά µονάδα χρόνου” και  το “κριτήριο 
προεξοφληµένου κόστους”. Το τελευταίο κριτήριο κρίνεται προτιµότερο από το κριτήριο µέσου κόστους 
όταν οι χρονικές περίοδοι για την Μαρκοβιανή αλυσίδα είναι αρκετά µεγάλες ώστε το χρηµατικό και 
χρονικό κόστος θα πρέπει να λαµβάνονται υπόψιν. Ένα άλλο πλεονέκτηµα είναι ότι το κριτήριο του 
προεξοφληµένου κόστους µπορεί εύκολα να προσαρµοστεί στην αντιµετώπιση µιας Μαρκοβιανής 
διαδικασίας απόφασης πεπερασµένης περιόδου όπου η Μαρκοβιανή αλυσίδα θα τερµατιστεί µετά από ένα 
συγκεκριµένο πλήθος περιόδων. 

i ∈{0,1,...,M}.

am
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Ελαχιστοποίηση του µακροπορόθεσµου αναµενόµενου µέσου κόστους ανά µονάδα χρόνου 
Το αναµενόµενο µέσο κόστος ανά µονάδα χρόνου E(C) υπολογίζεται ως: 

]  όπου ] για κάθε i και ] συµβολίζει την κατανοµή σταθερής 

κατάστασης της κατάστασης του συστήµατος υπό την πολιτική R που αξιολογούµε. Αφού λύσουµε το 

] για κάθε µια από τις πολιτικές υπολογίζουµε το E(C). Ψάχνουµε, λοιπόν, ποιά πολιτική 

διαθέτει το ελάχιστο αναµενόµενο µέσο κόστος ανά µονάδα χρόνου. Αυτή θεωρείται και η βέλτιστη. 
Κριτήριο προεξοφληµένου κόστους 
Αυτό το κριτήριο µπορεί να εφαρµοστεί στις 2 από τις 4 µεθόδους που θα εξετάσουµε στη συνέχεια, στη 
µέθοδο βελτίωσης πολιτικής και στη µέθοδο του γραµµικού προγραµµατισµού. Θα αναφερθούµε σε αυτό το 
κριτήριο εκτενέστερα κατά τη διάρκεια περιγραφής των µεθόδων. 

Παράδειγµα 3.1 Μια εταιρία εµφιάλωσης διαθέτει ένα µηχάνηµα βασικό στη διαδικασία παραγωγής. Λόγω 
του όγκου εργασίας που συνεπάγεται µεγάλη χρήση του µηχανήµατος το µηχάνηµα φθείρεται γρήγορα µε 
αποτέλεσµα να µειώνεται η απόδοση και να πέφτει η ποιότητα παραγωγής. Για να αποφευχθούν περεταίρω 
προβλήµατα γίνεται έλεγχος του µηχανήµατος κάθε εβδοµάδα και η κατάσταση “υγείας” του ταξινοµείται σε 
4 κατηγορίες: 0 το µηχάνηµα είναι σαν καινούριο, 1 το µηχάνηµα είναι λειτουργικό αλλά µε µικρές 
αλλοιώσεις, 2 το µηχάνηµα είναι µεν λειτουργικό αλλά µε µεγάλες αλλοιώσεις και 3 το µηχάνηµα θεωρείται 
µη λειτουργικό. Μετά από στατιστική ανάλυση πήραµε τον κάτωθι πίνακα που δείχνει τη σχετική συχνότητα 
(πιθανότητες) της κάθε πιθανής µετάβασης από την κατάσταση του ενός µήνα στην κατάσταση του 
επόµενου.  15

Λαµβάνουµε υπόψιν ότι οι πιθανότητες µετάβασης δεν επηρεάζονται από την κατάσταση τους 
προγενέστερους µήνες. Δηλαδή ικανοποιείται η Μαρκοβιανή ιδιότητα. Εποµένως, έστω Χt η κατάσταση του 

µηχανήµατος στο τέλος του µήνα t. Ορίζουµε τη στοχαστική διαδικασία ] είναι µια 

Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου µε πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης τον παραπάνω. 
Παρατηρούµε ότι όταν το µηχάνηµα εισέλθει στην κατάσταση 3 παραµένει εκεί, όπως είναι εξάλλου λογικό 
όταν το µηχάνηµα καταστεί µη λειτουργικό παραµένει µη λειτουργικό εκτός και αν παρέµβει τρίτος. Με  

E(C) = Cikπ i ,
i=0

M

∑ k = di (R) (π 0,π1,...,πM )

(π 0,π1,...,πM )

{Xt ,t = 0,1,2,...}

Κατάσταση 0 1 2 3

0 0 7/8 1/16 1/16

1 0 3/4 1/8 1/8

2 0 0 1/2 1/2

3 0 0 0 1

 LIEBERMAN, G. J., & HILLIER, F. S. (2005). Introduction to operations research. McGraw-Hill.15

�29



Μαρκοβιανές αλυσίδες, Μαρκοβιανές διαδικασίες απόφασης και προσοµοίωση

άλλα λόγια η κατάσταση 3 είναι απορροφητική. Το εργοστάσιο δεν µπορεί να αφήσει το µηχάνηµα στην 
κατάσταση 3 διότι έτσι αναστέλλεται η παραγωγή, άρα πρέπει να το αντικαταστήσει (στην κατάσταση 3 δεν  
επιδιορθώνεται), και το νέο µηχάνηµα ξεκινά από την κατάσταση 0. Και πριν την κατάσταση 3, όµως, 
ενδέχεται να προκύψουν ελαττωµατικά ανταλλακτικά που χρειάζονται αντικατάσταση.   
Το κόστος της χαµένης παραγωγής είναι 2,000€ ενώ το κόστος αντικατάστασης 4,000€. Άρα το συνολικό 
κόστος κάθε φορά που το µηχάνηµα βρίσκεται στην κατάσταση 3 είναι 6,000€. Το αναµενόµενο κόστος ανά 
εβδοµάδα από ελαττωµατικά ανταλλακτικά έχει ως εξής: 

Παρατηρούµε ότι ακολουθείται µια συγκεκριµένη πολιτική συντήρησης, στο µηχάνηµα δεν γίνονται 
επισκευές µόνο αντικατάσταση όταν κάτι δε λειτουργεί. 
Άρα ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης τροποποιείται ως: 

Για να αξιολογήσουµε αυτή την πολιτική συντήρησης πρέπει να εξετάσουµε τόσο το άµεσο κόστος που 
προκύπτει την ακόλουθη εβδοµάδα όσο και το επακόλουθο κόστος που προκύπτει από τον συγκεκριµένο 
τρόπο µε τον οποίο εξελίσσεται το σύστηµα. 
Το µέτρο απόδοσης για τις Μαρκοβιανές αλυσίδες είναι το αναµενόµενο µέσο κόστος ανά µονάδα χρόνου, 
το οποίο υπολογίζουµε µε τις πιθανότητες κατάστασης και λύνοντας το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων: 

]  

]  

]  

]  

Και ]  

Εποµένως από το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων προκύπτει: 

Κατάσταση Αναμενόμενο κόστος ανά εβδομάδα,€

0 0

1 1,000

2 3,000

Κατάσταση 0 1 2 3

0 0 7/8 1/16 1/16

1 0 3/4 1/8 1/8

2 0 0 1/2 1/2

3 1 0 0 0

π 0 = π 3

π1 =
7
8
π 0 +

3
4
π1

π 2 =
1
16

π 0 +
1
8
π1 +

1
2
π 2

π 3 =
1
16

π 0 +
1
8
π1 +

1
2
π 2

1= π 0 +π1 +π 2 +π 3
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]  

Ως εκ τούτου το µακροπρόθεσµο αναµενόµενο µέσο κόστος ανά εβδοµάδα για τη δοθείσα πολιτική 
συντήρησης είναι: 

]  

Ωστόσο αυτή είναι µια από τις πολλές πολιτικές συντήρησης που υπάρχουν και θα πρέπει να συγκριθούν 
ώστε να βρεθεί η βέλτιστη πολιτική µε τη µικρότερη ζηµία για την επιχείρηση. 
Συγκεντρώνουµε σε ένα πίνακα τις πιθανές αποφάσεις µε τις αντίστοιχες ενέργειες που µπορούν να ληθφούν 
µετά από κάθε έλεγχο. 

Συγκεντρωτικός πίνακας µε κόστη: 

Αυτό που ψάχνουµε είναι η βέλτιστη πολιτική συντήρησης. 
Οι καταστάσεις από το εκάστοτε επίπεδο που βρισκόταν η , περιγράφονταν από την MC. Είχαµε 3 πιθανές 
αποφάσεις που µπορούσαµε να λάβουµε, να µην προβούµε σε καµία ενέργεια, να επισκευάσουµε το 
µηχάνηµα ή να το αντικαταστήσουµε. Αποφασίσαµε και αναλύσαµε µια συγκεκριµένη πολιτική: 

]  δηλαδή στις καταστάσεις 0, 1, 2 δεν κάνουµε τίποτα και όταν εισέλθει στην 

κατάσταση 3 προβαίνουµε στην αντικατάσταση. 
Το γενικό µας µοντέλο πληροί τις προϋποθέσεις για να είναι µια Μαρκοβιανή διαδικασία απόφασης επειδή 
διαθέτει τη Μαρκοβιανή ιδιότητα που χαρακτηρίζει οποιαδήποτε Μαρκοβιανή διαδικασία. Ειδικότερα, 
δεδοµένης της τρέχουσας κατάστασης και απόφασης, οποιαδήποτε πιθανολογική δήλωση σχετικά µε το 
µέλλον της διαδικασίας δεν επηρεάζεται καθόλου από την παροχή οποιασδήποτε πληροφορίας σχετικά µε το 
ιστορικό της διαδικασίας. Αυτή η ιδιότητα ισχύει εδώ αφού πρώτον έχουµε να κάνουµε µε µια Μαρκοβιανή  

π 0 =
2

13
,  π1 =

7
13

,  π 2 =
2

13
,  π 3 =

2
13

.

0π 0 +1,000π1 + 3,000π 2 + 6,000π 3 =
25,000
13

= 1,923.08€.

Απόφαση Ενέργεια Σχετικές καταστάσεις

1 Καμία ενέργεια 0,1,2

2 Γενική επισκευή 2

3 Αντικατάσταση 1,2,3

Απόφαση Κατάσταση Αναμενόμενο 
κόστος λόγω 

ελαττωματικών 
ανταλλακτικών

Κόστος 
συντήρησης

Κόστος από 
αναστολή 
παραγωγής

Συνολικό 
κόστος ανά 
εβδομάδα

1 0 0 0 0 0

1 1,000 0 0 1,000

2 3,000 0 0 3,000

2 2 0 2,000 2,000 4,000

3 1, 2, 3 0 4,000 2,000 6,000

(d0,d1,d2,d3) = (1,1,1,3),
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αλυσίδα, δεύτερον οι νέες πιθανότητες µετάβασης εξαρτώνται µόνο από την τρέχουσα κατάσταση και 
απόφαση και τέλος το άµεσο αναµενόµενο κόστος εξαρτάται επίσης µόνο από την τρέχουσα κατάσταση και 
απόφαση. 
Η περιγραφή µιας πολιτικής συνεπάγεται δύο ιδιότητες. Μια ιδιότητα είναι ότι µια πολιτική είναι στάσιµη. 
Δηλαδή, όποτε το σύστηµα βρίσκεται στην κατάσταση i, ο κανόνας για τη λήψη της απόφασης είναι πάντα ο 
ίδιος ανεξάρτητα από την τιµή του τρέχοντος χρόνου t. Η δεύτερη ιδιότητα είναι ότι µια πολιτική είναι 
ντετερµινιστική. Δηλαδή, όποτε το σύστηµα βρίσκεται στην κατάσταση i, ο κανόνας για τη λήψη της 
απόφασης επιλέγει σίγουρα µια συγκεκριµένη απόφαση.  
Χρησιµοποιώντας αυτό το γενικό πλαίσιο, επιστρέφουµε τώρα στο πρωτότυπο παράδειγµα και βρίσκουµε τη 
βέλτιστη πολιτική απαριθµώντας και συγκρίνοντας όλες τις σχετικές πολιτικές. Κάνοντας αυτό, θα 
αφήσουµε το R να υποδηλώνει µια συγκεκριµένη πολιτική και το di(R) να υποδηλώνει την αντίστοιχη 
απόφαση που πρέπει να ληφθεί στην κατάσταση i. 

3.3.2 Η µέθοδος της Εξαντλητικής Απαρίθµησης 
Πρόκειται για µια µέθοδο ιδιαίτερα χρήσιµη όταν αναφερόµαστε σε µικρά προβλήµατα µε λίγα δεδοµένα - 
όπως το παράδειγµά µας- καθώς είναι ταυτόχρονα απλή και γρήγορη. 
Στη διάθεσή µας έχουµε τις εξής πολιτικές που µπορούµε να ακολουθήσουµε: 
• R1 →Αντικατάσταση στην κατάσταση 3 
• R2 →Αντικατάσταση στην κατάσταση 3 και συντήρηση στη 2 
• R3 →Αντικατάσταση στις καταστάσεις 2 και 3 
• R4 →Αντικατάσταση στις καταστάσεις 1, 2 και 3 

Προφανώς κάθε πολιτική έχει δικό της διαφορετικό πίνακα µετάβασης, ο οποίος υπολογίζεται εύκολα.  
Πολιτική 1η: 

Πολιτική 2η: 

Πολιτική d0(R) d1(R) d2(R) d3(R)

R1 1 1 1 3

R2 1 1 2 3

R3 1 1 3 3

R4 1 3 3 3

Κατάσταση 0 1 2 3

0 0 7/8 1/16 1/16

1 0 3/4 1/8 1/8

2 0 0 1/2 1/2

3 1 0 0 0
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Πολιτική 3η: 

Πολιτική 4η: 

Ενώ παράλληλα γνωρίζουµε ότι για τα κόστη (σε δολάρια) ισχύει το εξής:  

Αφού λύσουµε το ] για κάθε µια από τις πολιτικές, στο δοθέν παράδειγµα έχουµε 4 πιθανές 

πολιτικές, υπολογίζουµε το E(C).  

Τελικά, υπολογίζουµε το E(C) για κάθε πολιτική, µε το αντίστοιχο σύνολο ]  και έχουµε: 

Κατάσταση 0 1 2 3

0 0 7/8 1/16 1/16

1 0 3/4 1/8 1/8

2 0 0 0 0

3 1 0 0 0

Κατάσταση 0 1 2 3

0 0 7/8 1/16 1/16

1 0 3/4 1/8 1/8

2 1 0 0 0

3 1 0 0 0

Κατάσταση 0 1 2 3

0 0 7/8 1/16 1/16

1 1 0 0 0

2 1 0 0 0

3 1 0 0 0

Κατάσταση
Απόφαση

1 2 3

0 0 - -

1 1,000 - 6,000

2 3,000 4,000 6,000

3 - - 6,000

(π 0,π1,π 2,π 3)

(π 0,π1,π 2,π 3)
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Με βάση το κριτήριο ελαχιστοποίησης του µακροπρόθεσµου αναµενόµενου κόστους προκύπτει ότι η 
βέλτιστη πολιτική είναι η 2η, δηλαδή αντικατάσταση του µηχανήµατος όταν βρεθεί στην κατάσταση 3 και 
επιδιόρθωση όταν βρεθεί στην κατάσταση 2. Το προκύπτον αναµενόµενο µακροπρόθεσµο κόστος ανά 
εβδοµάδα είναι 1,667$. 
Η µέθοδος της εξαντλητικής απαρίθµησης, µε την οποία λύσαµε το πρόβληµά µας, είναι κατάλληλη για την 
εύρεση της βέλτιστης πολιτικής σε παραδείγµατα όπως αυτό µε πολύ µικρό όγκο δεδοµένων και λίγες 
πολιτικές. Σε προβλήµατα, όµως που υπάρχει πληθώρα πιθανών πολιτικών αυτή η µέθοδος είναι µη βιώσιµη 
για προφανείς λόγους, σε αυτές τις περιπτώσεις απαιτούνται αλγόριθµοι ώστε να βρεθεί η βέλτιστη 
πολιτική. 

3.3.3 Γραµµικός Προγραµµατισµός 
Γραµµικός Προγραµµατισµός και Κριτήριο Ελαχιστοποίησης Μέσου Κόστους 
Για να περάσουµε στην περιγραφή της επόµενης µεθόδου του “Γραµµικού Προγραµµατισµού” πρέπει 
πρώτα να αναφερθούµε στις τυχαιοποιηµένες πολιτικές. 
Είδαµε ότι η εκάστοτε πολιτική χαρακτηρίζεται από τις τιµές di(R) µε i=0, 1, …, M 

]   

Θα µπορούσε όµως, ισοδύναµα, να ορίζεται από έναν πίνακα µε στοιχεία τις τιµές της Dik, η οποία παίρνει 
την τιµή 1 αν η απόφαση k λαµβάνεται στην κατάσταση i µε i=0, 1, …, M και k =1, 2, …,K, και 0 σε όποια 
άλλη περίπτωση. Συνεπώς κάθε σειρά του πίνακα µπορεί να περιέχει µόνο ένα 1 και τα υπόλοιπα 0. 
Η ευκολότερη λύση για να επιλυθεί οποιοδήποτε πρόβληµα µε γραµµικό προγραµµατισµό θα ήταν αν το 
αναµενόµενο κόστος της εκάστοτε πολιτικής µπορούσε να εκφραστεί ως γραµµική συνάρτηση του Dik ή 
κάποιας συσχετιζόµενης µεταβλητής, µε τους αντίστοιχους γραµµικούς περιορισµούς. Κάτι τέτοιο όµως δεν 
είναι εφικτό καθώς το Dik λαµβάνει ακέραιες τιµές, ενώ στο γραµµικό προγραµµατισµό απαιτούνται 
συνεχείς µεταβλητές. Για να ξεπεραστεί αυτό το εµπόδιο ορίζουµε, λοιπόν, εκ νέου την πολιτική αντί να 
απατείται η ίδια απόφαση κάθε φορά που το σύστηµα βρίσκεται στην κατάσταση i, τώρα θα απαιτείται ο 
καθορισµός µιας κατανοµής πιθανοτήτων για να ληθφεί η απόφαση όταν το σύστηµα βρίσκεται στην 
κατάσταση i. Ο “νέος” ορισµός της πολιτικής που χρησιµοποιεί κατανοµές πιθανοτήτων ονοµάζεται 
τυχαιοποιηµένη πολιτική και προσδιορίζεται ως: 
Dik =P{απόφαση = k  | κατάσταση = i}. 

Πολιτική (π0, π1, π2, π3) Αναµενόµενο µέσο κόστος ($)

R1

R2

R3

R4

� ( 213 , 713 , 213 , 213)

� ( 221 , 57 , 221 , 221)

� ( 211 , 711 , 111 , 111)

� 113 2 *0 + 7*1,000 + 2*3,000 + 2*6,000[ ]= $1,923
� 121 2 *0 +15*1,000 + 2*4,000 + 2*6,000[ ]= $1,667
� 111 2 *0 + 7*1,000 +1*6,000 +1*6,000[ ]= $1,727

� ( 12 , 716 , 132 , 132 ) � 132 16*0 +14 *6,000 +1*6,000 +1*6,000[ ]= $3,000

d0 (R),d1(R),...,dM (R){ }.
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Τώρα µπορούµε να προχωρήσουµε στην διατύπωση του γραµµικού προγραµµατισµού. Ορίζουµε τις 
µεταβλητές απόφασης yik για κάθε i =0, 1, …, M και k =1, 2, …,K, ως τη µη δεσµευµένη πιθανότητα 
σταθερής κατάστασης όταν το σύστηµα βρίσκεται στην κατάσταση i  και λαµβάνεται η απόφαση k. 
yik =P{κατάσταση = i και απόφαση = k}. 
Ισχύουν επίσης οι σχέσεις 

]      και    ] , όπου αν τις συνδυάσουµε παίρνουµε τον τύπο για τις τυχαιοποιηµένες 

µεταβλητές, 

]  

Η µεταβλητή yik  υπόκειται στους εξής περιορισµούς: 

• ]  

• ]  

• ]  

Το µακροπρόθεσµο αναµενόµενο κόστος τώρα ορίζεται ως  

]  

Εποµένως, στόχος του γραµµικού µοντέλου προγραµµατισµού είναι να επιλεχθεί το κατάλληλο yik έτσι ώστε 
να ελαχιστοποιηθεί το µακροπρόθεσµο αναµενόµενο κόστος Z = E(C), έχοντας πάντα υπόψιν τους 
περιορισµούς στους οποίους υπόκειται. 
Αν το µοντέλο που προκύπτει δεν είναι πολύ πολύπλοκο µπορεί να επιλυθεί µε τη µέθοδο Simplex. 
Συνεχίζοντας στο παράδειγµά µας έχουµε: 
Παρατηρώντας τους πιθανούς συνδυασµούς καταστάσεων και αποφάσεων καταλήγουµε ότι οι µεταβλητές 

απόφασης που χρειάζονται στο µοντέλο (δηλαδή όσες δεν έιναι 0) είναι οι ]  και 

]   Καταλήγουµε έτσι στο εξής µοντέλο του γραµµικού προγραµµατισµού 

]  

Με τους παρακάτω περιορισµούς 

yik = π iDik π i = yik
k=1

K

∑

Dik =
yik
π i

= yik

yik
k=1

K

∑
.

π i
i=1

M

∑ = 1⇒ yik
k=1

K

∑
i=0

M

∑ = 1.

π ij = π i pij ⇒
i=0

M

∑ yjk
k=1

K

∑ = yik pij (k)
k=1

K

∑
i=0

M

∑ ,   j = 0,1,...,M .

yik ≥ 0,    i = 0,1,...,M ,  k = 1,2,...,K .

E(C) = π iCikDik =
k=1

K

∑
i=0

M

∑ Cikyik .
k=1

K

∑
i=0

M

∑

y01,  y11,  y13,  y21,  y22,  y23

y33.

Z = 1,000y11 + 6,000y13 + 3,000y21 + 4,000y22 + 6,000y23 + 6,000y33.
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]  

Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο Simplex παίρνουµε τη βέλτιστη λύση: 

]  

συνεπώς, 

]  

Καταλήγωντας, έτσι ότι η βέλτιστη πολιτική είναι η ίδια στην οποία καταλήξαµε χρησιµοποιώντας τη 
µέθοδο επαυξηµένες απαρίθµησης. 

Γραµµικός Προγραµµατισµός και Κριτήριο Προεξοφληµένου Κόστους 
Ορίζουµε τις σταθερές βj µε j=0,1,…,Μ, µπορούν να επιλεχθούν αυθαίρετα χωρίς να επηρεαστεί η βέλτιστη 
πολιτική που θα προκύψει από το µοντέλο πρέπει όµως να ικανοποιούν τους κάτωθι περιορισµούς 

] και       ]     µε  j=0,1,…,Μ. 

Στη συνέχεια επιλέγονται οι τιµές για τις συνεχείς µεταβλητές απόφασης µε στόχο να ελαχιστοποιηθεί η  

]  µε τους περιορισµούς 

• ]  

• ]  

Όµοια µε πριν βρίσκουµε τη βέλτιστη λύση µε τη µέθοδο Simplex και η αντίστοιχη πολιτική ορίζεται από 

την]  

Οι µεταβλητές yik θεωρούνται ως ο προεξοφληµένος αναµενόµενος χρόνος όντας στην κατάσταση i να 

ληφθεί η απόφαση k όταν η αρχική κατανοµή πιθανοτήτων είναι ]  

Ορίζοντας ] {στο χρόνο n, κατάσταση=i και απόφαση=k} τότε ]  . 

y01 + y11 + y13 + y21 + y22 + y23 + y33 = 1
y01 − (y13 + y23 + y33) = 0
y21 + y22 + y23 − ( 116 y01 + 1

8 y11 12 y21) = 0
y33 − ( 116 y01 + 1

8 y11 12 y21) = 0
yik ≥ 0.

y01 =
2
21

,   (y11, y13) = 5
7

,0⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ,   (y21, y22, y23) = 0, 2

21
,0⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ ,   y33 =

2
21

,

D01 = 1,   (D11,D13) = (1,0),   (D21,D22,D23) = (0,1,0),   D33 = 1.

β j = 1         
j=0

M

∑ β j > 0

Z = Cikyik
k=1

K

∑
i=0

M

∑ ,

yjk − a yik pij (k) = β j
k=1

K

∑
i=0

M

∑
k=1

K

∑ ,     j=0,1,...,M,

yik ≥ 0,      i = 0,1,...,M ;k = 1,2,...,K .

Dik =
yik

yik
k=1

K

∑
.

P{X0 = j},  j = 0,1,...,M .

zik
n = P yik = zik

0 + azik
1 + a2zik

2 + a3zik
3 + ...
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Αν θεωρηθεί το βj ως οι πιθανότητες αρχικής κατάστασης τότε το Ζ µπορεί να θεωρηθεί ως το αντίστοιχο 
αναµενόµενο συνολικό προεξοφληµένο κόστος. 

3.3.4 Αλγόριθµος Βελτίωσης Πολιτικής 
Αλγόριθµος Βελτίωσης Πολιτικής και Κριτήριο Ελαχιστοποίησης Μέσου Κόστους 

Γενικά όταν επιλεγέι και εφαρµοστεί µια πολιτική και βρισκόµαστε στην κατάσταση i λαµβάνοντας την 
απόφαση di(k), πρώτον προκύπτει το αναµενόµενο κόστος Cik και δεύτερον το σύστηµα µετακινείται στην 
επόµενη παρατηρούµενη χρονική περίοδο στην κατάσταση j µε πιθανότητα µετάβασης pij(k). Εάν η 
κατάσταση  j επηρεάζει το κόστος το οποίο έχει προκύψει, τότε ορίζουµε ως qij(k) αναµενόµενο κόστος που 
έχει προκύψει όταν το σύστηµα βρίσκεται στην κατάσταση i λαµβάνεται η απόφαση k και µετακινείται στην 
κατάσταση  j , και τότε το αναµενόµενο κόστος Cik υπολογίζεται ως 

]  

Για να συνεχίσουµε στην περιγραφή του αλγόριθµου βελτίωσης πολιτικής θα αναφερθούµε σύντοµα σε 
κάποιες σχέσεις. Μπορεί να αποδειχθεί ότι για κάθε δοθείσα πολιτική R υπάρχουν οι τιµές g(R), v0(R), … , 
vM(R), οι οποίες ικανοποιούν  

]  

Ισχύει επίσης η αναδροµική σχέση 

]  όπου  

Επίσης, δεδοµένου ότι, 

]  

καταλήγουµε στην 

]  

Ο αλγόριθµος βελτίωσης πολιτικής στην ουσία επιλύει το σύστηµα εξισώσεων µε στόχο να βρεθούν οι τιµές 
g(R1), v0(R1), … , vM-1(R1) δεδοµένου ότι συµβατικά επιλέγεται vM(R1)=0, αφού έχει επιλεχθεί αυθαίρετα µι  

πολιτική R1. Στη συνέχεια επιλέγεται µια καλύτερη πολιτική R2, και οι επαναλήψεις συνεχίζονται µέχρι να 
βρεθεί η βέλτιστη πολιτική, µέχρι δηλαδή οι επαναλήψεις να δώσουν διαδοχικά 2 πανοµοιότυπες πολιτικές.  

Επιλύοντας τις ]  βρίσκουµε τους “αγνώστους” έτσι 

ώστε να προχωρήσουµε στη βελτίωση πολιτικής Rn, δηλαδή στην Rn+1, που συνεπάγεται στην 
πραγµατικότητα την ελαχιστοποίηση της 

Cik = qij (k)pij (k).
j=0

M

∑

g(R)+ vi (R) = Cik + pij (k)vj (R),    i = 0,1,2,...,M .
j=0

M

∑

vi
n (R) = Cik + pij (k)vj

n−1(R),    i = 0,1,2,...,M ,
j=0

M

∑

g(R) = π iCik ,
i=0

M

∑

vi
n (R)− vj

n (R) ≈ vi (R)− vj (R).

g(Rn ) = Cik + pij (k)vj (Rn )−
j=0

M

∑ vi (Rn ),    i = 0,1,...,M ,
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]  

Ο αλγόριθµος έχει δύο ιδιότητες 

• ]  

• Για να βρεθεί η βέλτιστη πολιτική ο αλγόριθµος χρειάζεται έναν πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων. 

Επιστρέφοντας στο παράδειγµά µας: 
Επιλέγουµε αρχικά αυθαίρετα µια πολιτική, έστω την R1, δηλαδή αντικατάσταση στην κατάσταση 3 
(απόφαση 3) αλλά δεν κάνουµε τίποτα στις υπόλοιπες καταστάσεις (απόφαση 1). 
1η Επανάληψη. Επιλύουµε τις κάτωθι εξίσώσεις, δεδοµένου ότι v3(R1)=0. 

]  

Τελικά, 

]  

Στη συνέχεια εφαρµόζουµε τη βελτίωση της πολιτικής, µε στόχο να βρούµε τη βελτιωµένη πολιτική R2, 
τέτοια ώστε η απόφαση k στην κατάσταση i να ελαχιστοποιεί 

Κατάσταση 0: ]  

Κατάσταση 1: ]  

Κατάσταση 2: ]  

Κατάσταση 3:]  

Στην κατάσταση 0 µπορούµε να λάβουµε µόνο την απόφαση 1, ενώ στην κατάσταση 3 ξέρουµε ότι 
παίρνουµε την απόφαση 3. Για την κατάσταση 1, οι πιθανές αποφάσεις είναι οι 1 και 3, έτσι 

Cik + pij (k)vj (Rn )−
j=0

M

∑ vi (Rn ).

g(Rn+1) ≤ g(Rn ),      n = 1,2,...

g(R1) = 7
8 v1(R1)+ 1

16 v2 (R1)− v0 (R1)
g(R1) = 1,000 + 3

4 v1(R1)+ 1
8 v2 (R1)− v1(R1)

g(R1) = 3,000 + 1
2 v2 (R1)− v2 (R1)

g(R1) = 7
8 6,000 + v0 (R1)

g(R1) = 1,923
v0 (R1) = −4,077
v0 (R1) = −2,615
v2 (R1) = 2,154.

C0k − p00 (k)(4,077)− p01(k)(2,165)+ p02 (k)(2,154)+ 4,077

C1k − p10 (k)(4,077)− p11(k)(2,165)+ p12 (k)(2,154)+ 2,615

C2k − p20 (k)(4,077)− p21(k)(2,165)+ p22 (k)(2,154)− 2,154

C3k − p30 (k)(4,077)− p31(k)(2,165)+ p32 (k)(2,154)

Κατάσταση 1

Απόφαση C1k p10(k) p11(k) p12(k) p13(k) Αξία

1 1,000 0 3/4 1/8 1/8 1,923

3 6,000 1 0 0 0 4,538
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Παρατηρούµε ότι το ελάχιστο είναι στην απόφαση 1, εποµένως στην κατάσταση 1 λαµβάνουµε την 
απόφαση 1, δηλαδή να µη προχωρήσουµε σε καµία ενέργεια για το µηχάνηµα, στην πολιτική R2. 
Αντίστοιχα για την κατάσταση 2 έχουµε 

Είναι εµφανές ότι το ελάχιστο (-769) είναι στην απόφαση 2, εποµένως στην κατάσταση 2 λαµβάνουµε την 
απόφαση 2 στην πολιτική R2, κάτι που τη διαφοροποιεί από την R1 και έτσι µπορούµε να προχωρήσουµε 
στην επόµενη επανάληψη. 

2η Επανάληψη. Επιλύουµε τις κάτωθι εξίσώσεις, δεδοµένου ότι v3(R2)=0. 

]  

Η λύση είναι  

N  

Προχωράµε στην ελαχιστοποίηση της 

Κατάσταση 1: ]  

Κατάσταση 2: ]  

Έχουµε τις τιµές-αξίες για κάθε κατάσταση 

Κατάσταση 2

Απόφαση C2k p20(k) p21(k) p22(k) p23(k) Αξία

1 3,000 0 0 1/2 1/2 1,923

2 4,000 0 1 0 0 -769

3 6,000 1 0 0 0 -231

g(R2 ) = 7
8 v1(R2 )+ 1

16 v2 (R2 )− v0 (R1)
g(R2 ) = 1,000 + 3

4 v1(R2 )+ 1
8 v2 (R2 )− v1(R2 )

g(R2 ) = 4,000 + v1(R2 )− v2 (R2 )
g(R2 ) = 6,000 + v0 (R2 )

g(R2 ) = 1,667
v0 (R2 ) = −4,333
v0 (R2 ) = −3,000
v2 (R2 ) = −667.

C1k − p10 (k)(4,333)− p11(k)(3,000)+ p12 (k)(667)+ 3,000

C2k − p20 (k)(4,333)− p21(k)(3,000)+ p22 (k)(667)+ 667.

Απόφαση Αξία Κατάστασης 1 Αξία Κατάστασης 2

1 1,667 3,333

2 - 1,667

3 4,667 2,334
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Συνεπώς, καταλήγουµε ότι η απόφαση 1 στην κατάσταση 1 ελαχιστοποιεί την αξία και η απόφαση 2 στην 
κατάσταση 2. Είναι εµφανές όµως ότι η R3 είναι πανοµοιότυπη µε την R2, έτσι τεραµατίζεται ο αλγόριθµος 
και η βέλτιστη πολιτική είναι  

Αλγόριθµος Βελτίωσης Πολιτικής και Κριτήριο Προεξοφληµένου Κόστους 

Ακολουθώντας  όµοιο τρόπο µε πριν, επιλέγουµε τυχαία µια πολιτική R1 και ξεκινάµε τις n επαναλήψεις. 
Αρχικά για την Rn πολιτική επιλύουµε το σύστηµα Μ+1 εξισώσεων 

]  

Στη συνέχεια χρησιµοποιώντας τις τιµές που βρέθηκαν στο προηγούµενο βήµα την εναλλακτική πολιτική 
Rn+1 ώστε για κάθε i η απόφαση di(Rn+1) =k να ελαχιστοποιεί την  

]  

Έπειτα, συνεχίζουµε µε το έλεγχο βελτιστότητας, δηλαδή τεραµατισµός των επαναλήψεων αν η νέα πολιτική  
Rn+1 ταυτίζεται µε την προηγούµενη Rn. 
Ενώ ισχύουν οι 2 ιδιότητες που ίσχυαν για τον αλγόριθµο µε την εφαρµογή ελαχιστοποίησης του 
αναµενόµενου κόστου (µε τις αντιστοιχίες που απαιτούνται) τώρα ισχύει και µια τρίτη ιδιαίτερα χρήσιµη 
ιδιότητα, ο αλγόριθµος είναι έγκυρος και χωρίς την υπόθεση ότι η Μαρκοβιανή αλυσίδα που σχετίζεται µε 
κάθε πίνακα µετάβασης είναι µη υποβιβάσιµη. 

3.3.5 Μέθοδος Διαδοχικών Προσεγγίσεων 
Έστω ότι η Μαρκοβιανή διαδικασία απόφασης θα λειτουργεί επ’άπειρον και ψάχνουµε τη βέλτιστη πολιτική 
για αυτή τη διαδικασία. Η µέθοδος των  διαδοχικών προσεγγίσεων βασίζεται στην ιδέα εύρεσης βέλτιστης 
πολιτικής για τις αποφάσεις που πρέπει να ληφθούν στην πρώτη χρονική περίοδο όταν η διαδικασία έχει 
µόνο n χρονικές περιόδους πριν τερµατιστεί. Ξεκινάµε µε n=1, n=2, … και καθώς το n µεγαλώνει οι 
βέλτιστες πολιτικές που βρίσκονται θα συγκλίνουν σε µια βέλτιστη πολιτική για το µη πεπερασµένο 
πρόβληµα που µας ενδιαφέρει. Δηλαδή, οι πολιτικές που υπολογίζονται στις χρονικές περιόδους  n=1, n=2, 
… αποτελούν τις διαδοχικές προσεγγίσεις. 

Κατάσταση Απόφαση

0 1

1 1

2 2

3 3

Vi (Rn ) = Cik + a pij (k)Vj (Rn ),     i = 0,1,...,M .
j=0

M

∑

Cik + a pij (k)Vj (Rn ).
j=0

M

∑
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Ορίζουµε για αυτή τη µέθοδο το αναµενόµενο συνολικό εκπτωτικό κόστος, δεδοµένου ότι η διαδικασία 

ξεκινά από την κατάσταση i και συνεχίζει µόνο για n περιόδους,  το συµβολίζουµε µε ]  και ισχύει ο 

αναδροµικός τύπος 

]  

Η τιµή ελαχιστοποίησης του k αποτελέι τη βέλτιστη απόφαση που µπορεί να ληφθεί στην πρώτη περίοδο 

όταν η διαδικασία έχει ως εφαλτήριο την κατάσταση i. Η µέθοδος ξεκινά µε n=1 και ]  ώστε  

]  

Συνεχίζοντας στην επίλυση του προβλήµατος, 

Παρατηρώντας τον πίνακά µας βλέπουµε ότι στην κατάσταση i=0 η η µόνη πιθανή απόφαση είναι η k=1, για 
i=1 οι πιθανές αποφάσεις είναι οι k=1 ή 3, για i=2 είναι οι k=1 ή 2 ή 3 και στην i=3 η µόνη απόφαση που 
µπορεί να ληφθεί είναι η k=3. 
Επιλέγοντας τον συντελεστή προεξόφλησης α=0.9 έχουµε τα κάτωθι αποτελέσµατα. 

Για n=1 λαµβάνουµε τις τιµές του k για τις οποίες ελαχιστοποιείται η ]  

]  

Εποµένως, βλέπουµε ότι λαµβάνουµε την απόφαση 1 στις καταστάσεις 0,1,2 και όταν το σύστηµα βρεθεί 
στην κατάσταση 3 λαµβάνουµε την απόφαση 3 . 
Στη δεύτερη επανάληψη έχουµε 

Vi
n

Vi
n = min

k
Cik + a pij (k)Vj

n−1

j=0

M

∑
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
,      i = 0,1,...,M .

Vi
0 = 0,

Vi
1 = min

k
{Cik},       i = 0,1,...,M .

Απόφαση Κατάσταση Αναμενόμενο 
κόστος λόγω 

ελαττωματικών 
ανταλλακτικών

Κόστος 
συντήρησης

Κόστος από 
αναστολή 
παραγωγής

Συνολικό 
κόστος ανά 
εβδομάδα

1 0 0 0 0 0

1 1,000 0 0 1,000

2 3,000 0 0 3,000

2 2 0 2,000 2,000 4,000

3 1, 2, 3 0 4,000 2,000 6,000

Vi
1.

V0
1 = min

k=1
{C0k} = 0             k=1

V1
1 = min

k=1,3
{C1k} = 1,000       k=1

V2
1 = min

k=1,2,3
{C2k} = 3,000      k=1

V3
1 = min

k=3
{C3k} = 6,000      k=3
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]    

Εδώ στην κατάσταση 0 και 1 αφήνουµε το µηχάνηµα στην κατάσταση που είναι (απόφαση 1), όταν βρεθεί 
στην κατάσταση 2 εκτελούνται επιδιορθώσεις (απόφαση 2) και όταν φτάσει στην κατάσταση 3 τότε γίνεται 
η αντικατάστασή του (απόφαση 3). 

Συνεχίζονται οι επαναλήψεις, καθώς το αναµενόµενο συνολικό εκπτωτικό κόστος όταν ξεκινάµε από την 

κατάσταση i σε ένα πρόβληµα 2 χρονικών περιόδων ]  δεν συγκλίνει ακόµη στο αντίστοιχο κόστος ενός 

προβλήµατος µε µη πεπερασµένες χρονικές περιόδους, ]  

Έτσι στην τρίτη επανάληψη έχουµε 
  

]  

Οι επαναλήψεις µπορούν να συνεχιστούν µέχρι να ισχύουν οι συγκλίσεις  

]  

Παρατηρούµε ωστόσο, ότι αυτή η βέλτιστη πολιτική για το πρόβληµα µη πεπερασµένων περιόδων, που 
είναι ίδια µε αυτή που προέκυψε στη δεύτερη επανάληψη, ταυτίζεται µε τη βέλτιστη πολιτική που βρέθηκε 
από τον αλγόριθµο βελτείωσης πολιτικής αλλά και από τον γραµµικό προγραµµατισµό. Τέλος, αξίζει να 
σηµειωθεί ότι όπως προκύπτει εάν τερµατίζαµε τη µέθοδο διαδοχικών προσεγγίσεων στη δεύτερη 
επανάληψη θα βρίσκαµε τη βέλτιστη πολιτική για το πρόβληµα µη πεπερασµένων περιόδων, κάτι όµως που 
δε θα µπορούσαµε να ξέραµε εκ των προτέρων χωρίς να έχουν εφαρµοστεί οι προηγούµενες µέθοδοι.  

V0
2 = 0 + 0.9 7

8 (1,000)+ 1
16 (3,000)+ 1

16 (6,000)[ ]= 1,294                                                              k=1

V1
2 = min 1,000 + 0.9 3

4 (1,000)+ 1
8 (3,000)+ 1

8 (6,000)[ ]  , 6,000 + 0.9 1(0)[ ]{ } = 2,688                k=1

V2
2 = min

3,000 + 0.9 1
2 (3,000)+ 1

2 (6,000)[ ]  , 4,000 + 0.9 1(1,000)[ ]  , 
6,000 + 0.9 1(0)[ ]

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
= 4,900                      k=2

V3
2 = 6,000 + 0.9 1(0)[ ]{ } = 6,000                                                                                                k=3

Vi
2,

Vi .

V0
3 = 0 + 0.9 7

8 (2,668)+ 1
16 (4,900)+ 1

16 (6,000)[ ]= 2,730                                                               k=1

V1
3 = min 1,000 + 0.9 3

4 (2,688)+ 1
8 (4,900)+ 1

8 (6,000)[ ]  , 6,000 + 0.9 1(1,2,94)[ ]{ } = 4,041          k=1

V2
3 = min

3,000 + 0.9 1
2 (4,900)+ 1

2 (6,000)[ ]  , 4,000 + 0.9 1(2,688)[ ]  , 
6,000 + 0.9 1(1,294)[ ]

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
= 6,419                       k=2

V3
3 = 6,000 + 0.9 1(1,294)[ ]{ } = 7,165                                                                                            k=3

V0
n →14,949 , V1

n →16,262 , V2
n →18,636 , V3

n →19,454.
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4. Προσομοίωση 
Η προσοµοίωση µε χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή -η οποία βασίζεται στη µαθηµατική µοντελοποίηση-
χρησιµοποιείται καθηµερινά στην επιστηµονική έρευνα όλων των τύπων, για πληροφόρηση στη λήψη 
αποφάσεων στις επιχειρήσεις και την κυβέρνηση, συµπεριλαµβανοµένης της εθνικής άµυνας, και για το 
σχεδιασµό και τον έλεγχο πολύπλοκων συστηµάτων όπως αυτά για τις µεταφορές, τις αλυσίδες προµήθειας, 
και ούτω καθεξής.  
Η τεχνική αυτή χρησιµοποιείται για την απόκτηση εικόνας σχετικά µε την αναµενόµενη ποιότητα και τη 
λειτουργία αυτών των συστηµάτων και για τη διεξαγωγή αξιολογήσεων "τί θα συνέβαινε εάν" συστηµάτων 
που µπορεί να µην υπάρχουν ακόµη ή να µην υπόκεινται σε πειραµατισµό. Για παράδειγµα, ένα από τα πιο 
σηµαντικά και θεαµατικά γεγονότα στο σύµπαν είναι η έκρηξη ενός αστεριού σε σουπερνόβα. Τέτοιες 
εκρήξεις δηµιούργησαν το δικό µας ηλιακό σύστηµα µε όλα τα βαρύτερα στοιχεία του και έχουν συνδράµει  
στην άντληση πληροφοριών σχετικά µε το µέγεθος, την ηλικία και τη σύνθεση του σύµπαντός µας. Ωστόσο, 
µέσα στον γαλαξία µας, η σουπερνόβα είναι εξαιρετικά σπάνια. Πώς µπορούµε, λοιπόν, να µελετήσουµε 
κάτι που δεν µπορεί να αντιγραφεί σε ένα εργαστήριο; Εκεί µπαίνει στην ιστορία η προσοµοίωση. Σε πολλές 
εφαρµογές, από τη φυσική στη βιολογία στη χηµεία και τη µηχανική, οι επιστήµονες χρησιµοποιούν 
µοντέλα υπολογιστών - η κατασκευή των οποίων απαιτεί τη διατύπωση µαθηµατικών και στατιστικών 
µοντέλων, την ανάπτυξη αλγορίθµων και τη δηµιουργία λογισµικού - για να µελετήσουν φαινόµενα που 
είναι πολύ µεγάλα, µικρά, πολύ γρήγορα, πολύ αργά, πολύ σπάνια ή πολύ επικίνδυνα για µελέτη σε 
εργαστήριο 
Η προσοµοίωση κατατάσσεται πολύ ψηλά ανάµεσα στις πιο ευρέως χρησιµοποιούµενες τεχνικές της 
επιχειρησιακής έρευνας και µια  από τις πιο βασικές τεχνικές της καθώς πρόκειται για ένα εξαιρετικά 
ευέλικτο και ισχυρό εργαλείο. Μέσα σε λίγα δευτερόλεπτα ή λεπτά, µπορούν  να προσοµοιωθούν ακόµη και 
χρόνια λειτουργίας ενός τυπικού συστήµατος, ενώ παράγεται µια σειρά από στατιστικές παρατηρήσεις 
σχετικά µε την απόδοση του συστήµατος κατά τη διάρκεια αυτής της περιόδου. Χρησιµοποιείται επίσης 
ευρέως για την ανάλυση στοχαστικών συστηµάτων που θα συνεχίσουν να λειτουργούν επ' αόριστον. Για 
τέτοια συστήµατα, ο υπολογιστής δηµιουργεί τυχαία και καταγράφει τα περιστατικά των διαφόρων 
γεγονότων που οδηγούν το σύστηµα σαν να λειτουργούσε φυσικά. Λόγω της ταχύτητάς του, ο υπολογιστής 
µπορεί να προσοµοιώσει ακόµη και χρόνια λειτουργίας µέσα σε λίγα δευτερόλεπτα. Η καταγραφή της 
απόδοσης της προσοµοιωµένης λειτουργίας του συστήµατος για έναν αριθµό εναλλακτικών σχεδίων ή 
διαδικασιών λειτουργίας επιτρέπει στη συνέχεια την αξιολόγηση και τη σύγκριση αυτών των εναλλακτικών 
προτού επιλεγεί µια.  16

 “fueling innovation and Discovery: The mathematical sciences in the 21st Century” at nap.edu. 16

Mathematical Simulations / When the Lab Isn’t Big Enough | Fueling Innovation and Discovery: 
The Mathematical Sciences in the 21st Century | The National Academies Press. (n.d.). https://
nap.nationalacademies.org/read/13373/chapter/5

 

�43

https://nap.nationalacademies.org/read/13373/chapter/5
https://nap.nationalacademies.org/read/13373/chapter/5


Μαρκοβιανές αλυσίδες, Μαρκοβιανές διαδικασίες απόφασης και προσοµοίωση

4.1 Εφαρµογές της Προσοµοίωσης 
Όπως προαναφέραµε η προσοµοίωση είναι µία τεχνική η οποία διακρίνεται για την ιδιαίτερη ευελιξία της 
και µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την διερεύνηση σχεδόν κάθε είδους στοχαστικού συστήµατος µε τον 
αντίστοιχο φυσικά βαθµό δυσκολίας. Θα αναφερθούµε σύντοµα σε κάποιες από τις πιο σηµαντικές 
κατηγορίες συστηµάτων που εφαρµόζεται  η προσοµοίωση, ενώ πρέπει να επισηµανθεί ότι είναι σύνηθες να  
χρησιµοποιούνται αλλά µαθηµατικά µοντέλα για την ανάλυση απλοποιηµένων µορφών των συστηµάτων και 
στη συνέχεια να εφαρµόζεται η προσοµοίωση µε σκοπό τη βελτίωση του αποτελέσµατος. 
• Σχεδιασµός και λειτουργία ουρών αναµονής 
Οι αποφάσεις που αφορούν τον προσδιορισµό της δυναµικότητας αυτών των συστηµάτων είναι συχνά 
δύσκολες επειδή είναι αδύνατον να προβλεφθεί επακριβώς ο χρόνος άφιξης και ο χρόνος εξυπηρέτησης των 
µονάδων. Πολλά µαθηµατικά µοντέλα είναι διαθέσιµα για την ανάλυση σχετικά απλών τύπων συστηµάτων 
ουράς. Δυστυχώς, αυτά τα µοντέλα µπορούν να παρέχουν µόνο πρόχειρες προσεγγίσεις στην καλύτερη 
περίπτωση πιο περίπλοκων συστηµάτων ουράς. Ωστόσο, η προσοµοίωση είναι κατάλληλη για την 
αντιµετώπιση ακόµη και πολύ περίπλοκων συστηµάτων ουράς, έτσι πολλές από τις εφαρµογές της 
εµπίπτουν σε αυτήν την κατηγορία. 
• Έλεγχος αποθεµάτων 
Ο έλεγχος αποθεµάτων σε συστήµατα των οποίων τα προϊόντα έχουν αβέβαιη ζήτηση, µπορεί να αναλυθεί 
µε µαθηµατικά µοντέλα όµως όταν τα συστήµατα είναι πιο πολύπλοκα η προσοµοίωση βοηθά σηµαντικά. 
• Εκτίµηση της πιθανότητας ολοκλήρωσης ενός έργου εντός της προθεσµίας 
Και ενώ υπάρχουν διάφορες πιο "απλοϊκές" προσεγγίσεις όπως η προσέγγιση τριών εκτιµήσεων PERT  για 
πιο χονδρικές εκτιµήσεις της πιθανότητας να ολοκληρωθεί το τρέχον έργο εντός προθεσµίας δυστυχώς, 
συνήθως η εν λόγω εκτίµηση είναι αρκετά πιο αισιόδοξη µε σηµαντικές αποκλίσεις από την 
πραγµατικότητα. Έτσι, µε τη δηµιουργία τυχαίων παρατηρήσεων από τις κατανοµές πιθανοτήτων της 
διάρκειας των διαφόρων δραστηριοτήτων του εκάστοτε project προσοµοιώνεται πότε αρχίζει και πότε 
τελειώνει η κάθε δραστηριότητα και κατεπέκταση συνολικά το έργο. Επαναλαµβάνοντας την προσοµοίωση 
αρκετές φορές -χιλιάδες ή όσες κριθεί απαραίτητο- µπορούµε να λάβουµε µία πολύ καλή εκτίµηση της 
πιθανότητας να ολοκληρωθεί το project εντός προθεσµίας. 
• Σχεδιασµός και Λειτουργία Συστηµάτων Διανοµής 
Κάθε µεγάλη εταιρεία παραγωγής χρειάζεται ένα αποτελεσµατικό σύστηµα διανοµής για τη διανοµή των 
προϊόντων της από τα εργοστάσια και τις αποθήκες στους πελάτες της. Υπάρχουν πολλές µεταβλητές που 
εµπλέκονται στη λειτουργία ενός τέτοιου συστήµατος, όπως για παράδειγµα ποιά οχήµατα και πότε είναι 
διαθέσιµα για την αποστολή εµπορεύµατος, πόσο διαρκεί µία αποστολή κλπ. Λειτουργώντας όµοια µε την 
προηγούµενη κατηγορία δηµιουργώντας δηλαδή τυχαίες παρατηρήσεις από τις σχετικές κατανοµές 
πιθανοτήτων, η προσοµοίωση µπορεί εύκολα να αντιµετωπίσει αυτού του είδους τις αβεβαιότητες. Έτσι, 
χρησιµοποιείται αρκετά συχνά για τη δοκιµή διαφόρων συνδυασµών για τη βελτίωση του σχεδιασµού και 
της λειτουργίας αυτών των συστηµάτων. 
• Σχεδιασµός και Λειτουργία Κατασκευαστικών Συστηµάτων  
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Ένα µεγάλο ποσοστό των εφαρµογών της προσοµοίωσης αφορά συστήµατα παραγωγής. Πολλά από αυτά τα 
συστήµατα µπορούν να θεωρηθούν ως ένα σύστηµα ουράς κάποιου είδους (π.χ. ένα σύστηµα ουράς όπου οι 
µηχανές είναι οι “εξυπηρετητές” και οι εργασίες προς επεξεργασία είναι οι “πελάτες”). Ωστόσο, διάφορες 
προβλήµατα που έχουν εκ φύσεως αυτά τα συστήµατα (π.χ. περιστασιακές βλάβες µηχανών, ελαττωµατικά 
εξαρτήµατα που χρειάζονται επιδιόρθωση ή αντικατάσταση) ξεπερνούν το πεδίο εφαρµογής των  
συνηθισµένων µοντέλων ουράς. Γι’ αυτό είναι επιτακτική η χρήση της προσοµοίωσης ώστε να απαντηθούν 
τα διάφορα ερωτήµατα που προκύπτουν όπως πόσες µηχανές πρέπει να χρησιµοποιηθούν, την ποσότητα  
υλικών, ποιά µπορεί να είναι η διάρκεια των εργασιών, ποιός είναι ο συντελεστής της παραγωγικής 
διαδικασίας και όλα αυτά µε στόχο να έχουµε την βέλτιστη λειτουργία του συστήµατος. 
• Ανάλυση Χρηµατοοικονοµικού Κινδύνου 
Η ανάλυση χρηµατοοικονοµικού κινδύνου ήταν ένας από τους πρώτους τοµείς εφαρµογής της 
προσοµοίωσης και συνεχίζει να είναι ένας πολύ ενεργός τοµέας. Έστω ότι θέλουµε να αξιολογήσουµε µια 
προτεινόµενη κεφαλαιακή επένδυση µε µελλοντικό cash flow αβέβαιο. Δηµιουργώντας τυχαίες 
παρατηρήσεις από τις κατανοµές πιθανοτήτων για το cash flow σε κάθε µία από τις αντίστοιχες χρονικές 
περιόδους (και λαµβάνοντας υπόψη τις σχέσεις µεταξύ χρονικών περιόδων), η προσοµοίωση µπορεί να 
δηµιουργήσει χιλιάδες σενάρια για την έκβαση της επένδυσης και παρέχει µια κατανοµή πιθανότητας της 
απόδοσης από την επένδυση ούτως ώστε η διοίκηση να αξιολογήσει τον κίνδυνο που συνεπάγεται η  
πραγµατοποίηση της επένδυσης. Μια παρόµοια προσέγγιση επιτρέπει την ανάλυση του κινδύνου που 
σχετίζεται µε την επένδυση σε διάφορους τίτλους, συµπεριλαµβανοµένων των πιο εξωτικών 
χρηµατοοικονοµικών µέσων όπως πωλήσεις, κλήσεις, συµβόλαια µελλοντικής εκπλήρωσης, µετοχές κ.λπ 
Υπάρχουν όµως και εφαρµογές της προσοµοίωσης σε διάφορες επιστήµες όπως η Δοµική Βιολογία όπου 
καλείται να δώσει απαντήσεις σε θέµατα νευραλγικής σηµασίας, η απάντηση των οποίων µπορεί να 
βελτιώσει την ποιότητα ζωής χιλιάδων ασθενών. Για παράδειγµα, πολλές από τις λειτουργίες του κυττάρου 
εκτελούνται από πρωτεΐνες - µεγάλα µόρια που διπλώνουν σε ένα ακριβές σχήµα για να ολοκληρώσουν µια 
συγκεκριµένη εργασία. Προς το παρόν, κανείς δεν ξέρει πώς να πάρει τη χηµική φόρµουλα για µια πρωτεΐνη 
και να προβλέψει το σχήµα που θα πάρει. Ένα λάθος σε υπό κυτταρικό επίπεδο µπορεί να έχει επιπτώσεις 
που επηρεάζουν ολόκληρο το σώµα και να προκαλέσει σοβαρές ασθένειες όπως η κυστική ίνωση. Το σχήµα 
καθορίζεται από τις δυνάµεις µεταξύ των πολλών ατόµων εντός της πρωτεΐνης και µεταξύ αυτών των 
ατόµων και του περιβάλλοντός τους. Ο υπολογισµός του καθαρού αποτελέσµατος όλων αυτών των 
δυνάµεων είναι µια τροµακτική υπολογιστική πρόκληση, αλλά η προσοµοίωση πλησιάζει αυτόν τον στόχο. 
Πέρα όµως από τους προαναφερθέντες τοµείς η προσοµοίωση κρίνεται χρήσιµη και σε πολλούς άλλους  
όπως η υγειονοµική περίθαλψη και η ιατρική όπου απαντούνται ερωτήµατα όπως χρόνος και ανταπόκριση 
ασθενοφόρων, κόστος και αποτελεσµατικότητα έγκαιρης ανίχνευσης µίας νόσου, αντιστοίχιση δότη - 
µοσχεύµατος κλπ, άλλες βιοµηχανίες υπηρεσιών έχουν επίσης αποδειχθεί γόνιµα πεδία για την εφαρµογή 
της προσοµοίωσης. Αυτές οι βιοµηχανίες περιλαµβάνουν τις κρατικές υπηρεσίες, τις τράπεζες, τη διαχείριση 
ξενοδοχείων, τα εστιατόρια, τα εκπαιδευτικά ιδρύµατα, τον σχεδιασµό αντµετώπισης καταστροφών, τον 
στρατό, τα πάρκα αναψυχής και πολλούς άλλους. Σε πολλές περιπτώσεις, τα συστήµατα που 
προσοµοιώνονται είναι, στην πραγµατικότητα, συστήµατα ουράς κάποιου τύπου. Σε άλλες επιστήµες όπως η  
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αστροφυσική όπου σε κάποιες περιπτώσεις όπως αναφέραµε δεν είναι δυνατόν να παρατηρηθούν τα 
φαινόµενα, ούτε όµως και να δηµιουργηθούν εργαστηριακά άρα θα πρέπει να προσοµοιωθούν.  17

4.2 Η Προσοµοίωση στις Μελέτες Επιχειρησιακής Έρευνας 
Όπως έχει ήδη αναφερθεί η Επιχειρησιακή Έρευνα χρησιµοποιεί ευρέως την προσοµοίωση για την ανάλυση 
στοχαστικών συστηµάτων. Μερικά από αυτά τα στοχαστικά συστήµατα µοιάζουν µε Μαρκοβιανές αλυσίδες 
και µε τα συστήµατα ουράς και άλλα είναι πιο περίπλοκα. Χρησιµοποιώντας κατανοµές πιθανοτήτων για τη 
δηµιουργία διαφόρων τυχαίων γεγονότων που συµβαίνουν στο σύστηµα, η µέθοδος της προσοµοίωσης 
µιµείται τη λειτουργία του πραγµατικού συστήµατος. Εποµένως, ένα µοντέλο προσοµοίωσης συνθέτει το 
σύστηµα δηµιουργώντας το συστατικό προς συστατικό και γεγονός προς γεγονός. Στη συνέχεια, το µοντέλο 
εκτελεί το προσοµοιωµένο σύστηµα για να λάβει στατιστικές παρατηρήσεις της απόδοσης του συστήµατος 
που προκύπτουν από διάφορα τυχαία δηµιουργούµενα συµβάντα.  
Όταν η προσοµοίωση χρησιµοποιείται ως µέρος µιας µελέτης της Επιχειρησιακής Έρευνας, γίνεται πρώτα 
κάποια προκαταρκτική ανάλυση (µε προσεγγιστικά µαθηµατικά µοντέλα) για να αναπτυχθεί ένας πρόχειρος 
σχεδιασµός του συστήµατος (συµπεριλαµβανοµένων των διαδικασιών λειτουργίας του). Στη συνέχεια, η  
προσοµοίωση χρησιµοποιείται για να “τρέξει” συγκεκριµένους σχεδιασµούς ώστε να εκτιµηθεί πόσο καλά 
αποδίδει ο καθένας. Αφού αναπτυχθεί και επιλεγεί ένας λεπτοµερής σχεδιασµός µε αυτόν τον τρόπο, το 
σύστηµα -αν είναι εφικτό- δοκιµάζεται σε πραγµατική χρήση για να τελειοποιηθεί το τελικό σχέδιο. 
Η προσοµοίωση ενός σύνθετου συστήµατος χρείαζεται κάποια προετοιµασία, πρέπει να σχεδιαστεί ένα 
λεπτοµερές µοντέλο προσοµοίωσης για να περιγράψει τη λειτουργία του συστήµατος και τον τρόπο 
προσοµοίωσής του. Αρχικά, ορίζεται η κατάσταση του συστήµατος. Στη συνέχεια, προσδιορίζονται οι 
πιθανές καταστάσεις του συστήµατος και τα πιθανά γεγονότα που µπορούν να αλλάξουν την κατάσταση του 
συστήµατος. Έπειτα, µέσα στο πρόγραµµα προσοµοίωσης πρέπει να βρίσκεται το “ρολόι προσοµοίωσης” το 
οποίο καταγράφει την πάροδο του (προσοµοιωµένου) χρόνου. Το επόµενο βήµα είναι να επιλεγεί µια 
µέθοδος για την τυχαία παραγωγή γεγονότων. Τέλος, προσδιορίζεται ένας τύπος για την αναγνώριση των 
µεταβάσεων κατάστασης που προκαλούνται από τα διάφορα είδη γεγονότων. 
Ωστόσο, όταν πρόκειται για σχετικά πολύπλοκα συστήµατα, η προσοµοίωση τείνει να είναι µια σχετικά 
δαπανηρή διαδικασία. Μετά τη διαµόρφωση ενός λεπτοµερούς µοντέλου προσοµοίωσης, συχνά απαιτείται 
πολύς χρόνος για την ανάπτυξη και τον εντοπισµό σφαλµάτων των προγραµµάτων που απαιτούνται για την 
εκτέλεση της προσοµοίωσης. Στη συνέχεια, µπορεί να χρειαστούν πολλές και χρονοβόρες εκτελέσεις του 
υπολογιστή για να ληφθούν καλές εκτιµήσεις για το πόσο καλά θα λειτουργούσαν όλα τα εναλλακτικά 
σχέδια του συστήµατος. Τέλος, όλα αυτά τα δεδοµένα θα πρέπει να αναλυθούν προσεκτικά πριν εξαχθούν 
τελικά συµπεράσµατα. Όλη αυτή η διαδικασία απαιτεί συνήθως πολύ χρόνο και προσπάθεια. Εποµένως, η 
προσοµοίωση δεν θα πρέπει να χρησιµοποιείται όταν είναι διαθέσιµη µια λιγότερο δαπανηρή διαδικασία που 
µπορεί να παρέχει τις ίδιες πληροφορίες. Ένα από τα κύρια πλεονεκτήµατα ενός µαθηµατικού µοντέλου 
είναι ότι αφαιρεί την ουσία του προβλήµατος και αποκαλύπτει την υποκείµενη δοµή του, παρέχοντας έτσι  

 LIEBERMAN, G. J., & HILLIER, F. S. (2005). Introduction to operations research. McGraw-Hill.17
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εικόνα για τις σχέσεις αιτίου-αποτελέσµατος µέσα στο σύστηµα. Εποµένως, εάν υπάρχει η επιλογή να 
κατασκευάστει ένα µαθηµατικό µοντέλο που είναι ταυτόχρονα µια λογική εξιδανίκευση του προβλήµατος 
και υπάγεται σε λύση, αυτή η προσέγγιση είναι συνήθως προτιµότερη από την προσοµοίωση. Ωστόσο, 
πολλά προβλήµατα είναι πολύ περίπλοκα για να επιτρέψουν αυτή την προσέγγιση. Έτσι, η προσοµοίωση 
παρέχει συχνά τη µόνη πρακτική προσέγγιση σε ένα πρόβληµα. 

4.2.1 Τα Βήµατα για την Εφαρµογή της Προσοµοίωσης 
Θα περιγράψουµε εν συντοµία όλα τα τυπικά βήµατα που εµπλέκονται σε µια µεγάλη µελέτη επιχειρησιακής 
έρευνας που βασίζεται στην εφαρµογή της προσοµοίωσης. Στην πραγµατικότητα πρόκειται για µια 
διαδικασία 8 βηµάτων, πρέπει όµως να υπογραµµιστεί ότι ορισµένες εφαρµογές της προσοµοίωσης δεν 
απαιτούν όλα τα βήµατα. 
Πρώτο βήµα, διατύπωση του προβλήµατος και σχεδιασµός της µελέτης. Απαντώνται ερωτήµατα όπως ποίο 
είναι το πρόβληµα που η διοίκηση θέλει να µελετηθεί, ποιά µέτρα απόδοσης του συστήµατος την 
ενδιαφέρουν και ούτω καθεξής. Βήµα δεύτερο, συλλογή των δεδοµένων και διατύπωση του µοντέλου 
προσοµοίωσης. Οι κατανοµές πιθανοτήτων των σχετικών ποσοτήτων είναι ένα δεδοµένο που χρεάζεται, για 
παράδειγµα, για ένα σύστηµα ουράς οι πληροφορίες που απαιτούνται είναι η κατανοµή του χρόνου µεταξύ 
αφίξεων και η κατανοµή του χρόνου εξυπηρέτησης. Προκειµένου να δηµιουργηθούν αντιπροσωπευτικά 
σενάρια για την απόδοση ενός συστήµατος, είναι σηµαντικό µια προσοµοίωση να δηµιουργεί τυχαίες 
παρατηρήσεις από αυτές τις κατανοµές αντί να χρησιµοποιεί απλώς µέσους όρους. Πρακτικά, είναι δυνατή  
µόνο η εκτίµηση αυτών των κατανοµών. Αυτό γίνεται µετά από άµεσες παρατηρήσεις από µια υπάρχουσα 
εκδοχή του υπό µελέτη συστήµατος ή από ένα παρόµοιο σύστηµα. Μετά την εξέταση αυτών των δεδοµένων 
για µια συγκεκριµένη ποσότητα, εάν η µορφή της κατανοµής είναι ασαφής αλλά µοιάζει µε τη µορφή ενός 
τυπικού τύπου κατανοµής, µπορεί να χρησιµοποιηθεί µια στατιστική δοκιµή που ονοµάζεται έλεγχος χ2 
καλής προσαρµογής για να ελεγχθεί εάν τα δεδοµένα ταιριάζουν σε αυτό τυποποιηµένη µορφή. Εάν δεν 
µπορούν να ληφθούν σχετικά δεδοµένα επειδή δεν υπάρχει παρόµοιο σύστηµα, χρησιµοποιούνται άλλες 
πιθανές πηγές πληροφοριών για την εκτίµηση. Ένα µοντέλο προσοµοίωσης συχνά διατυπώνεται µε βάση 
ένα διάγραµµα ροής που συνδέει µεταξύ τους τα διάφορα στοιχεία του συστήµατος. Δίνονται κανόνες 
λειτουργίας για κάθε στοιχείο, συµπεριλαµβανοµένων των κατανοµών πιθανοτήτων που ελέγχουν πότε θα 
συµβούν γεγονότα εκεί. Το µοντέλο χρειάζεται µόνο να περιέχει αρκετές λεπτοµέρειες για να αποτυπώσει 
την ουσία του συστήµατος. Τρίτο βήµα περιλαµβάνει τον έλεγχο ακρίβειας του µοντέλου προσοµοίωσης. 
Αυτό επιτυγχάνεται κυρίως µε την εµπλοκή τους ανθρώπων που είναι πιο εξοικειωµένοι µε τον τρόπο 
λειτουργίας του συστήµατος πριν από την κατασκευή ενός προγράµµατος υπολογιστή. Βήµα τέταρτο, 
επιλογή του λογισµικού και κατασκευή προγράµµατος. Υπάρχουν τέσσερις κύριες κατηγορίες λογισµικού 
που χρησιµοποιούνται για προσοµοιώσεις υπολογιστή: το λογισµικό υπολογιστικών φύλλων (spread-shit 
software), οι γενικής χρήσης γλώσσες προγραµµατισµού όπως C, FORTRAN,PASCAL κλπ, οι γενικής 
χρήσης γλώσσες προσοµοίωσης όπως οι πιο πρόσφατες εκδόσεις των GPSS, SLAM κλπ, και η τέταρτη 
κατηγορία είναι οι προσοµοιωτές. Αξίζει να αναφέρουµε ότι ένας προσοµοιωτής µπορεί να είναι ένα 
εξαιρετικό εργαλείο εάν το σύστηµα προς προσοµοίωση ταιριάζει ακριβώς στην προβλεπόµενη κατηγορία 
για τον προσοµοιωτή καθότι η περιγραφή των επιτρεπόµενων χαρακτηριστικών του συστήµατος είναι  
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αρκετά περιορισµένη.  Πέµπτο βήµα, έλεγχος της εγκυρότητας του µοντέλου προσοµοίωσης. Μετά την 
κατασκευή και τον εντοπισµό σφαλµάτων του προγράµµατος υπολογιστή, το επόµενο βασικό βήµα είναι να 
ελεγχθεί εάν το µοντέλο προσοµοίωσης που ενσωµατώνεται στο πρόγραµµα παρέχει έγκυρα αποτελέσµατα 
για το σύστηµα που αντιπροσωπεύει. Συγκεκριµένα, τα µέτρα απόδοσης για το πραγµατικό σύστηµα θα   
πρέπει να προσεγγιστούν επαρκώς από τις τιµές των µετρήσεων που παράγονται από το µοντέλο 
προσοµοίωσης. Έκτο βήµα, σχεδιασµός των προσοµοιώσεων που θα εκτελεστούν. Σε αυτό το σηµείο, 
λαµβάνονται αποφάσεις σχετικά µε το ποιές συνθέσεις του συστήµατος θα προσοµοιωθούν. Πρέπει να 
ληφθούν τώρα αποφάσεις και για ορισµένα στατιστικά ζητήµατα, όπως για παράδειγµα η διάρκεια της 
περιόδου “προθέρµανσης”, δηλαδή της περιόδου µέχρι το σύστηµα να φτάσει στη συνθήκη σταθερής 
κατάστασης ώστε να ξεκινήσει η συλλογή δεδοµένων, ή η διάρκεια εκτέλεσης της προσοµοίωσης. Έβδοµο 
βήµα, διεξαγωγή των εκτελέσεων της προσοµοίωσης και ανάλυση των αποτελεσµάτων. Ό,τι  παράγει η κάθε 
εκτέλεση προσοµοίωσης παρέχει στατιστικές εκτιµήσεις για τα επιθυµητά µέτρα απόδοσης  του εκάστοτε 
συστήµατος.Τελευταίο βήµα είναι η παρουσίαση προτάσεων βάσει συµπερασµάτων που έχουν εξαχθεί από 
τα αποτελέσµατα των επαναλήψεων της προσοµοίωσης  στη Διοίκηση. 
Πρέπει να σηµειωθεί ότι η προσοµοίωση δεν παράγει ακριβείς τιµές για τα µέτρα απόδοσης ενός 
συστήµατος. Αντίθετα, κάθε εκτέλεση προσοµοίωσης µπορεί να θεωρηθεί ως ένα στατιστικό πείραµα που 
δηµιουργεί στατιστικές παρατηρήσεις της απόδοσης του προσοµοιωµένου συστήµατος. Αυτές οι 
παρατηρήσεις χρησιµοποιούνται για την εξαγωγή στατιστικών εκτιµήσεων των µέτρων απόδοσης. Η αύξηση 
της διάρκειας µιας εκτέλεσης αυξάνει την ακρίβεια αυτών των εκτιµήσεων. Ένα κοινό λάθος στη χρήση της 
προσοµοίωσης είναι ότι τα συµπεράσµατα βασίζονται σε υπερβολικά µικρά δείγµατα, επειδή η στατιστική  
ανάλυση ήταν ανεπαρκής ή τελείως ελλιπής. Ως εκ τούτου, απαιτείται ένα πολύ µεγαλύτερο µέγεθος 
δείγµατος για να µπορέσουµε να βγάλουµε ένα έγκυρο συµπέρασµα σε εύλογο επίπεδο στατιστικής 
σηµασίας. 

4.3 Κατηγορίες της Προσοσµοίωσης 
Δύο ευρείες κατηγορίες της µεθόδου προσοµοίωσης είναι η προσοµοίωση διακριτών γεγονότων και η 
συνεχής προσοµοίωση. 
Μια προσοµοίωση διακριτών γεγονότων είναι αυτή όπου οι αλλαγές στην κατάσταση του συστήµατος 
συµβαίνουν στιγµιαία σε τυχαία σηµεία του χρόνου ως αποτέλεσµα της εµφάνισης διακριτών γεγονότων. 
Μια συνεχής προσοµοίωση είναι αυτή όπου αλλαγές στην κατάσταση του συστήµατος συµβαίνουν 
αδιάκοπα µε την πάροδο του χρόνου. Οι συνεχείς προσοµοιώσεις τυπικά απαιτούν τη χρήση διαφορικών 
εξισώσεων για την περιγραφή του ρυθµού µεταβολής των µεταβλητών κατάστασης. Έτσι, η ανάλυση τείνει 
να είναι σχετικά πολύπλοκη. Προσεγγίζοντας τις συνεχείς αλλαγές στην κατάσταση του συστήµατος µε 
περιστασιακές διακριτές αλλαγές, είναι συχνά δυνατό να χρησιµοποιηθεί µια προσοµοίωση διακριτών 
γεγονότων για να προσεγγιστεί η συµπεριφορά ενός συνεχούς συστήµατος. Αυτό τείνει να απλοποιεί 
σηµαντικά την ανάλυση. 
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4.3.1 Ο Χρόνος στην Προσοµοίωση 
Όσον αφορά το “ρολόι προσοµείωσης ” και την καταγραφή της λειτουργίας του συστήµατος υπάρχουν δύο 
βασικές µέθοδοι. Η µέθοδος “Fixed- Time Incrementing”, όπου αρχικά γίνεται αύξηση του χρόνου κατά ένα  
µικρό σταθερό µέγεθος και στη συνέχεια γίνεται ενηµέρωση του συστήµατος προσδιορίζοντας ποιά 
γεγονότα έχουν λάβει χώρα κατά τη διάρκεια του χρόνου που πέρασε και πως διαµορφώθηκε η κατάσταση 
του συστήµατος µετά. Η δέυτερη µέθοδος “Next-Event Incrementing” όπου ο χρόνος αυξάνεται στο χρόνο  

που συµβαίνει το επόµενο γεγονός και στη συνέχεια ενηµερώνεται το σύστηµα προσδιορίζοντας τη νέα του 
κατάσταση που προκύπτει από αυτό το συµβάν και τυχαία παράγοντας το χρόνο µέχρι να συµβεί το 
οποιοδήποτε επόµενο γεγονός που µπορεί να προκύψει από αυτή την κατάσταση. 

4.4 Γεννήτρια Τυχαίων Αριθµών 
Η εφαρµογή ενός µοντέλου προσοµοίωσης απαιτεί τυχαίους αριθµούς για να ληφθούν τυχαίες παρατηρήσεις 
από κατανοµές πιθανοτήτων. 
Η διαδικασία που χρησιµοποιείται από έναν υπολογιστή για να ληφθεί µια σειρά τυχαίων αριθµών 
ονοµάζεται “γεννήτρια τυχαίων αριθµών”. 
Όρισµος 4.4.1: Μια γεννήτρια τυχαίων αριθµών είναι ένας αλγόριθµος που παράγει ακολουθίες αριθµών που 
ακολουθούν µια καθορισµένη κατανοµή πιθανοτήτων και έχουν την εµφάνιση τυχαιότητας. Η κατανοµή 
πιθανοτήτων υποδηλώνει ότι µια πιθανότητα µπορεί να συσχετιστεί µε την εµφάνιση κάθε αριθµού που 
παράγεται από τον αλγόριθµο. Με τον όρο τυχαίος αριθµός υποδηλώνουµε µια τυχαία παρατήρηση από 
κάποια µορφή οµοιόµορφης κατανοµής, έτσι ώστε όλοι οι πιθανοί αριθµοί να είναι ισοπίθανοι. 
Οι τυχαίοι αριθµοί µπορούν να χωριστούν σε δύο κύριες κατηγορίες, τους τυχαίους ακέραιους αριθµούς και 
τους οµοιόµορφους τυχαίους αριθµούς, που ορίζονται ως εξής: 
Τυχαίος ακέραιος αριθµός : πρόκειται για µια τυχαία παρατήρηση από µια διακριτή οµοιόµορφη κατανοµή 

σε ένα εύρος ]  Οι πιθανότητες για αυτή την κατανοµή είναι  

]                                                                                                   (4.1) 

Συνήθως ισχύει ότι ] ή 1. 

Οµοιόµορφος τυχαίος αριθµός : είναι µια τυχαία παρατήρηση από µια συνεχή οµοιόµορφη κατανοµή σε 
κάποιο διάστηµα [a, b]. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας αυτής της οµοιόµορφης κατανοµής είναι  

]  
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Αξίζει να σηµειωθεί ότι στην πραγµατικότητα πρόκειται για ψευδοτυχαίους αριθµούς καθώς αυστηρά 
µιλώντας, οι αριθµοί που παράγονται από τον υπολογιστή δεν θα πρέπει να ονοµάζονται τυχαίοι αριθµοί 
επειδή είναι προβλέψιµοι και αναπαραγόµενοι (κάτι που µερικές φορές δίνει πλεονέκτηµα), δεδοµένης της 
γεννήτριας τυχαίων αριθµών που χρησιµοποιείται. 

4.5 Δηµιουργία Τυχαίων Παρατηρήσεων από µια 
Κατανοµή Πιθανότητας 
Με δεδοµένη µια ακολουθία τυχαίων αριθµών, πώς µπορεί κανείς να δηµιουργήσει µια ακολουθία τυχαίων 
παρατηρήσεων από µια δεδοµένη κατανοµή πιθανότητας; Πολλές διαφορετικές προσεγγίσεις είναι 
διαθέσιµες, ανάλογα µε τη φύση της κατανοµής. Θα αναφερθούµε επιγραµµατικά. 
• Απλές Διακριτές Κατανοµές 
Για µερικές απλές διακριτές κατανοµές, µια ακολουθία τυχαίων ακεραίων αριθµών µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για τη δηµιουργία τυχαίων παρατηρήσεων µε απλό τρόπο. Απλώς κατανείµετε τις πιθανές 
τιµές ενός τυχαίου αριθµού στα διάφορα αποτελέσµατα στην κατανοµή πιθανοτήτων σε ευθεία αναλογία µε 
τις αντίστοιχες πιθανότητες αυτών των αποτελεσµάτων. 
• Η Μέθοδος Αντίστροφου Μετασχηµατισµού 
Για πιο περίπλοκες κατανοµές, είτε διακριτές είτε συνεχείς, η µέθοδος του αντίστροφου µετασχηµατισµού  
(Inverse Transformation Method) µπορεί µερικές φορές να χρησιµοποιηθεί για τη δηµιουργία τυχαίων 
παρατηρήσεων. Αφήνοντας το X να είναι η τυχαία µεταβλητή, συµβολίζουµε τη συνάρτηση αθροιστικής 
κατανοµής µε 

]  

Στη συνέχεια, η δηµιουργία κάθε παρατήρησης απαιτεί τα ακόλουθα δύο βήµατα. Αρχικά, παράγοντας έναν 
οµοιόµορφο τυχαίο αριθµό έστω z ανάµεσα από το 0 και το 1. Έπειτα, ορίζεται F(x)=z και λύνοντας ως προς 
x παίρνουµε την τυχαία παρατήρηση από την κατανοµή. 
Η δοθείσα µέθοδος χρησιµοποιείται και για κατανοµές όπως η εκθετική, η Erlang και η κανονική κατανοµή 
(σε αυτή την περίπτωση µπορεί να χρησιµοποιηθεί και η εφαρµογή του Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος, 
που όµως δεν κρίνεται ιδιαίτερα αποτελεσµατική). 
Όταν όµως δεν είναι εφικτός ο υπολογισµός της αντίστροφης -ένα αρκετά συχνό φαινόµενο- τότε δε µπορεί 
να εφαρµοστεί η Μέθοδος του Αντίστροφου Μετασχηµατισµού και εφαρµόζεται η Μέθοδος Απόρριψης- 
Αποδοχής (Acceptance-Rejection Method). Συχνα αυτές οι µέθοδοι είναι πολύ πιο γρήγορες, ακόµα και σε 
περιπτώσεις που είναι εφικτή η εφαρµογή της µεθόδου του αντίστροφου µετασχηµατισµού.  

4.6 Τεχνικές Μείωσης της Διασποράς 
Επειδή συνήθως απαιτείται σηµαντικός χρόνος στον υπολογιστή για να διεξάγει τις εκτελέσεις 
προσοµοίωσης, είναι σηµαντικό να ληφθούν όσο το δυνατόν περισσότερες και ακριβείς πληροφορίες από το  

F(x) = P{X ≤ x}.
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σύστηµα ώστε να εφαρµοστεί η προσοµοίωση έχοντας δώσει έµφαση στην αποτελεσµατικότητα του 
πειραµατικού σχεδιασµού. Υπάρχουν αρκετές τεχνικές για την αύξηση της ακρίβειας, δηλαδή τη µείωση της 
διασποράς, των εκτιµητριών του δείγµατος. Οι τεχνικές µείωσης της διασποράς συχνά ονοµάζονται τεχνικές 
Monte Carlo. 
Η στρωµατοποιηµένη δειγµατοληψία (Stratified Sampling) είναι µια σχετικά απλή τεχνική Monte Carlo για 
τη λήψη καλύτερων εκτιµήσεων. Αυτή η µέθοδος έχει 2 προτερήµατα που οδηγούν σε πιο ακριβείς 
προσεγγίσεις.Πρώτον, από την ίδια τη φύση της τυχαιότητας, ένα τυχαίο δείγµα µπορεί να µην παρέχει µια 
ιδιαίτερα οµοιόµορφη διατοµή της κατανοµής. Δεύτερον, ορισµένα τµήµατα µιας διανοµής µπορεί να είναι 
πιο κρίσιµα από άλλα για την απόκτηση ακριβούς εκτίµησης, αλλά η τυχαία δειγµατοληψία δεν δίνει 
ιδιαίτερη προτεραιότητα στη λήψη παρατηρήσεων από αυτά τα τµήµατα. Για παράδειγµα, η ουρά µιας 
εκθετικής κατανοµής είναι ιδιαίτερα κρίσιµη για τον προσδιορισµό του µέσου όρου της. Η 
στρωµατοποιηµένη δειγµατοληψία παρακάµπτει αυτές τις δυσκολίες διαιρώντας την κατανοµή σε τµήµατα 
που ονοµάζονται στρώµατα, όπου κάθε στρώµα θα δειγµατοληπτόταν ξεχωριστά µε δυσανάλογα βαριά 
δειγµατοληψία από τα πιο κρίσιµα στρώµατα. 
Η δεύτερη τεχνική µείωσης της διασποράς είναι η µέθοδος των συµπληρωµατικών τυχαίων αριθµών 
(Method of Complementary Random Numbers). Αυτή η µέθοδος είναι µια ειδική περίπτωση της µεθόδου 
των αντιθετικών παραλλαγών, η οποία επιχειρεί να δηµιουργήσει ζεύγη τυχαίων παρατηρήσεων µε υψηλή 
αρνητική συσχέτιση, έτσι ώστε ο συνδυασµένος µέσος όρος να τείνει να είναι πιο κοντά στον µέσο όρο. Το 
κίνητρο αυτής της µεθόδου είναι ότι η τυχαιότητα επιλογής στους οµοιόµορφους τυχαίους αριθµούς που 
δηµιουργούνται µπορεί να κάνει τον µέσο όρο των τυχαίων παρατηρήσεων που προκύπτουν να να είναι 
ουσιαστικά στη µία πλευρά του αληθινού µέσου όρου, ενώ τα συµπληρώµατα αυτών των οµοιόµορφων 
τυχαίων αριθµών (που είναι επίσης οµοιόµορφοι τυχαίοι αριθµοί) θα έτειναν να αποδώσουν σχεδόν αντίθετο 
αποτέλεσµα. Εποµένως, χρησιµοποιώντας τόσο τους αρχικούς οµοιόµορφους τυχαίους αριθµούς όσο και τα 
συµπληρώµατά τους για τη δηµιουργία τυχαίων παρατηρήσεων και στη συνέχεια υπολογιζοντας το 
συνδυασµένο µέσο όρο του δείγµατος παρέχεται µια πιο ακριβή εκτίµηση του µέσου όρου. 

4.7 Συµπέρασµα 
Η προσοµοίωση είναι ένα ευρέως χρησιµοποιούµενο εργαλείο για την εκτίµηση της απόδοσης πολύπλοκων 
στοχαστικών συστηµάτων εάν πρόκειται να χρησιµοποιηθούν σχεδιασµοί ή λειτουργικές πολιτικές. Ωστόσο, 
µε την έναρξη µιας σειράς εκτελέσεων µε τις προδιαγεγραµµένες συνθήκες εκκίνησης, µπορούµε επίσης να 
χρησιµοποιήσουµε την προσοµοίωση για να περιγράψουµε την παροδική συµπεριφορά ενός προτεινόµενου 
συστήµατος. Επιπλέον, εάν χρησιµοποιήσουµε διαφορικές εξισώσεις, η προσοµοίωση µπορεί να εφαρµοστεί 
σε συστήµατα των οποίων οι καταστάσεις αλλάζουν συνεχώς µε το χρόνο. 
Η προσοµοίωση είναι µια από τις πιο δηµοφιλείς τεχνικές της επιχειρησιακής έρευνας επειδή είναι ένα τόσο 
ευέλικτο, ισχυρό και διαισθητικό εργαλείο. Όπως αναφέραµε, µέσα σε λίγα δευτερόλεπτα ή λεπτά, µπορεί 
να προσοµοιώσει ακόµη και χρόνια λειτουργίας ενός τυπικού συστήµατος, ενώ παράγει µια σειρά από 
στατιστικές παρατηρήσεις σχετικά µε την απόδοση του συστήµατος κατά τη διάρκεια αυτής της περιόδου. 
Από την άλλη πλευρά, η προσοµοίωση δεν πρέπει να θεωρείται πανάκεια κατά τη µελέτη στοχαστικών 
συστηµάτων. Παρέχει µόνο στατιστικές εκτιµήσεις και όχι ακριβή αποτελέσµατα και συγκρίνει  
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εναλλακτικές αντί να παράγει µια βέλτιστη. Επιπλέον, παρά τις εντυπωσιακές προόδους στο λογισµικό, η 
προσοµοίωση µπορεί να είναι ένας σχετικά αργός και δαπανηρός τρόπος. 
Τέλος, η προσοµοίωση αποδίδει µόνο αριθµητικά δεδοµένα σχετικά µε την απόδοση του συστήµατος, έτσι 
ώστε να µην παρέχει καµία πρόσθετη εικόνα για τις σχέσεις αιτίας-αποτελέσµατος εντός του συστήµατος, 
εκτός από τις ενδείξεις που µπορούν να εξαχθούν από αυτούς τους αριθµούς (και από την ανάλυση που 
απαιτείται για κατασκευάστε το µοντέλο προσοµοίωσης). 
Για όλους αυτούς τους λόγους, οι αναλυτικές µέθοδοι (όταν είναι διαθέσιµες) και η προσοµοίωση έχουν 
σηµαντικούς συµπληρωµατικούς ρόλους για τη µελέτη στοχαστικών συστηµάτων. 
Η προσοµοίωση έχει αναµφισβήτητα µια πολύ σηµαντική θέση στη θεωρία και την πράξη της 
επιχειρησιακής έρευνας αποτελεί ένα ανεκτίµητο εργαλείο για χρήση σε εκείνα τα προβλήµατα όπου οι 
αναλυτικές τεχνικές είναι ανεπαρκείς. 
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