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ΕΙΑΓΩΓΗ 
 

Η παροφςα μελζτθ αςχολείται με το πρόβλθμα δρομολόγθςθσ οχθμάτων με 
κζρδθ, που είναι γνωςτό ςτθν διεκνι ορολογία ωσ Vehicle Routing Problem with 
Profits (VRPP). Ρρόκειται για ζνα πρόβλθμα εφρεςθσ τθσ διαδρομισ που πρζπει να 
ακολουκιςει ζνασ ςτόλοσ οχθμάτων ϊςτε να εξυπθρετιςει ζνα δεδομζνο ςφνολο 
πελατϊν, με ςτόχο το βζλτιςτο κζρδοσ. To VRPP είναι μία επζκταςθ του Vehicle 
Routing Problem, ςτο οποίο το ηθτοφμενο είναι θ ελαχιςτοποίθςθ του κόςτουσ. 

 Το VRP, αλλά και το VRPP, είναι ζνα πρόβλθμα που αφορά τομείσ μεταφοράσ, 
διανομισ και logistics. Σε αρκετοφσ τομείσ τθσ αγοράσ, το κόςτοσ μεταφοράσ κατά ζνα 
μεγάλο ποςοςτό του προςτίκεται ςτθν τιμι του προϊόντοσ. Ζτςι, θ χριςθ 
υπολογιςτικϊν μεκόδων με ςκοπό τθν μείωςθ του κόςτουσ μεταφοράσ μπορεί να 
ςθμαίνει μείωςθ του ολικοφ κόςτουσ μζχρι και ζωσ 20%. Ζτςι, το VRP βρίςκει ςυχνά 
εφαρμογι ςε εταιρείεσ διανομϊν και courier. 

Το ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα (VRP) ζχει γίνει αντικείμενο αρκετϊν μελετϊν τα 
τελευταία 40 χρόνια, λόγω τθσ πρακτικισ του χρθςιμότθτασ αλλά και τθσ δυςκολίασ 
του. Είναι ζνα πρόβλθμα ακζραιθσ βελτιςτοποίθςθσ τφπου NP-hard, που ςθμαίνει ότι 
ο υπολογιςτικόσ χρόνοσ που απαιτεί θ επίλυςι του αυξάνει εκκετικά όςο αυξάνει το 
μζγεκοσ του προβλιματοσ. 

 Ρρζπει να αναφζρουμε πωσ κατά τθν εφαρμογι του VRP ςτον πραγματικό 
κόςμο ςυχνά εμφανίηονται δευτερεφοντεσ περιοριςμοί. Το αποτζλεςμα είναι θ 
δθμιουργία πολυάρικμων υποπροβλθμάτων που ζχουν ωσ βάςθ τουσ το VRP. Μερικά 
από τα πιο γνωςτά είναι: 

 Οι πελάτεσ πρζπει να ικανοποιθκοφν μζςα ςε ζνα χρονικό διάςτθμα (VRP with 
time windows - VRPTW)  

 Υπάρχουν περιςςότεροι του ενόσ κεντρικοί κόμβοι (Multiple Depot VRP - 
MDVRP) 

 Οι πελάτεσ μποροφν να επιςτρζψουν μερικά προϊόντα ςτον κεντρικό κόμβο 
(VRP with Pick-Up and Delivering - VRPPD) 

Το VRPP ειςάγει ςτο VRP τον παράγοντα των εςόδων, δίνοντασ νζεσ 
διαςτάςεισ ςτο πρόβλθμα του VRP. Το αντικείμενο βελτιςτοποίθςθσ ςτο VRPP ςυχνά 
είναι το κζρδοσ με αποτζλεςμα πελάτεσ που δεν ςυμβάλλουν ςτθν αφξθςθ του, να 
αποκλείονται από τισ διαδρομζσ και να μθν εξυπθρετοφνται. Η παροφςα εργαςία 
παρουςιάηει ζνα ολοκλθρωμζνο τρόπο επίλυςθσ του VRPP. Ειςάγει ζνα πρωτότυπο, 
με βάςθ όςα γνωρίηουμε, μακθματικό μοντζλο  και μία μζκοδο επίλυςθσ για 3 είδθ 
του προβλιματοσ VRPP: Profitable Vehicle Routing Problem, Team Orienteering 
Problem, Prize-Collecting VRP. 
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Αυτό που κάνει το VRPP να ξεχωρίηει από το VRP και να το μελετάμε εδϊ ωσ 
ζνα διαφορετικό πρόβλθμα είναι, ουςιαςτικά, θ αβεβαιότθτα ςυμμετοχισ των 
κόμβων ςτθν λφςθ. Αυτό ζχει ωσ αποτζλεςμα τθν φπαρξθ διαφορετικοφ, ζωσ ενόσ 
ςθμείου, μακθματικοφ μοντζλου για το πρόβλθμα αυτό.  Αυτι θ αβεβαιότθτα 
ςυμμετοχισ των κόμβων ςτθν λφςθ ζχει και μία άλλθ επίπτωςθ. 

Επίςθσ, ειςάγεται ζνα καινοφργιο πρόβλθμα, επζκταςθ του VRPP, και το 
αντίςτοιχο μακθματικό μοντζλο. Το ονομάςαμε Fleet-Selective VRPP και πρόκειται για 
μια παραλλαγι του VRPP ςτθν οποία δεν είναι υποχρεωτικό να ςυμπεριλθφκοφν όλα 
τα οχιματα ςτθν λφςθ, επιπροςκζτωσ για τθν χρθςιμοποίθςθ κάκε οχιματοσ υπάρχει 
ζνα αρχικό κόςτοσ χριςθσ. Το FS-VRPP είναι, δθλαδι, ζνασ ςυνδυαςμόσ δφο 
προβλθμάτων. Το πρϊτο είναι θ δρομολόγθςθ των οχθμάτων και το δεφτερο θ 
επιλογι του βζλτιςτου ςτόλου που κα χρθςιμοποιθκεί.  
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ΠΕΡΙΓΡΑΥΗ ΣΟΤ ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΟ & ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΥΙΚΗ 

ΕΠΙΚΟΠΗΗ 
 

Σο Πρόβλημα Δρομολόγηςησ Οχημάτων με Κζρδη 

Στο VRPP το ηθτοφμενο είναι ο κακοριςμόσ των διαδρομϊν που πρζπει να 
ακολουκιςει  ζνασ ςτόλοσ οχθμάτων, με ζδρα ζναν κεντρικό κόμβο, με ςκοπό τθν 
εξυπθρζτθςθ ενόσ ςυνόλου γεωγραφικά διαςκορπιςμζνων πελατϊν, ζτςι ϊςτε το 
κζρδοσ να είναι μζγιςτο. 

 

ςχήμα 1 Συπικά δεδομζνα για το VRPP 

 

Αναλυτικά, υπάρχει ζνασ ςτόλοσ όμοιων οχθμάτων που ζχει ωσ ζδρα ζναν 
κεντρικό κόμβο, ο οποίοσ ουςιαςτικά είναι μία πολφ μεγάλθ αποκικθ κάποιου 
προϊόντοσ. Γφρω από τον κεντρικό κόμβο υπάρχουν διάςκορποι πελάτεσ (κόμβοι). Οι 
πελάτεσ ζχουν ςυγκεκριμζνθ ηιτθςθ για το προϊόν του κεντρικοφ κόμβου. Τα ζςοδα 
από τθν εξυπθρζτθςθ κάποιου κόμβου είναι γνωςτά και προκακοριςμζνα και 
ανεξάρτθτα από τθν απόςταςθ του από τον κεντρικό κόμβο. 

 Πλα τα οχιματα πρζπει να χρθςιμοποιθκοφν ςτθν λφςθ, δεν ςυμβαίνει 
το ίδιο και για τουσ πελάτεσ. 

 Κάκε πελάτθσ εξυπθρετείται το πολφ μια φορά 
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 Πλα τα οχιματα ξεκινοφν από τον κεντρικό κόμβο και ςτο τζλοσ 
επιςτρζφουν ςε αυτόν. 

 Πλα τα οχιματα ζχουν τθν ίδια χωρθτικότθτα 

 Κάκε διαδρομι μεταξφ κόμβων ζχει ζνα προκακοριςμζνο κόςτοσ, το 
οποίο είναι ίδιο για το κάκε όχθμα 

 Ζνα όχθμα δεν μπορεί να εξυπθρετιςει μόνο ζνα ποςοςτό τθσ ηιτθςθσ 
κάποιου πελάτθ, ςτθν περίπτωςθ που τον εξυπθρετεί παραδίδει το 
100% τθσ ηιτθςισ του. 

 Το ηθτοφμενο είναι οι διαδρομζσ που πρζπει να ακολουκιςουν τα οχιματα. 
Κατά τθν παροφςα εργαςία ζγινε μελζτθ για 3 είδθ του προβλιματοσ του VRPP. Η 
κφρια διαφορά τουσ είναι το αντικείμενο βελτιςτοποίθςθσ. Ζτςι, ςτο PVRPP οι 
διαδρομζσ είναι αυτζσ που μεγιςτοποιοφν το κζρδοσ, ςτθν περίπτωςθ του TOP αυτζσ 
που μεγιςτοποιοφν τα ζςοδα ενϊ ςτο PCVRPP αυτζσ που ελαχιςτοποιοφν το κόςτοσ. 
Στισ περιπτϊςεισ των TOP και PCVRPP υπάρχουν περιοριςμοί ωσ προσ το μζγιςτο 
κόςτοσ ι τισ ελάχιςτεσ αποδοχζσ, αντίςτοιχα 

 

ςχήμα 2 Συπικά αποτελζςματα του VRPP 

 

Ππωσ φαίνεται ςτο ςχιμα 2 ςτθν λφςθ δεν είναι αναγκαίο να εξυπθρετθκοφν 
όλοι οι κόμβοι Οι κόμβοι που τελικά, που κα εξυπθρετθκοφν είναι αυτοί που 
ςυμβάλλουν ςτθν αφξθςθ των κερδϊν.  

Στθν πραγματικότθτα, τα προβλιματα με τα οποία αςχολοφμαςτε ςε αυτι τθν 
εργαςία ςυνδζονται με τα αρχετυπικά, καλά μελετθμζνα ςυνδιαςτικά προβλιματα 
του Traveling Salesman Problem (TSP) και VRP. Υπάρχουν πολυάρικμεσ αναφορζσ ςε 
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αυτά τα προβλιματα, μερικζσ από τισ οποίεσ ζιναι των Toth and Vigo (2001) και Gutin 
and Punnen (2002). Ακολουκοφν περιλιψεισ δθμοςιεφςεων με περιεχόμενο ςυναφι 
με τθν παροφςα εργαςία:  

Feillet et al (2005): Αςχολείται με το TSP με κζρδθ το οποίο είναι μια γενίκευςθ 
του TSP, όπου δεν είναι απαραίτθτο να εξυπθρετθκοφν όλοι οι πελάτεσ. Ζνα κζρδοσ 
ςυνδζεται με κάκε πελάτθ. Αντιμετοπίηουν το TSPP ωσ πρόβλθμα δφο διακριτϊν 
υποπροβλθμάτων βελτιςτοποίθςθσ, όπου οι δφο ςτόχοι είναι θ μεγιςτοποίθςθ των 
αποδοχϊν και θ ταυτόχρονθ ελαχιςτοποίθςθ του κόςτουσ. Αναφζρονται, επίςθσ, ςτισ 
δφο υποπεριπτϊςεισ των TOP και Prize-Collecting (PCTSP). Εκτενισ αναφορά γίνεται 
ςτθν υπάρχουςα βιβλιογραφία, ςε διάφορεσ μεκόδουσ μοντελοποίθςθσ κακϊσ και 
ςτουσ τρόπουσ επίλυςθσ του. Επίςθσ, δίνεται ζμφαςθ ςτο ενδιαφζρον που 
παρουςιάηει αυτι θ τάξθ προβλθμάτων, με ςεβαςμό ςε εφαρμογζσ και ςε κεωρθτικά 
αποτελζςματα. Μετά από προςεκτικι ανάγνωςθ αυτισ τθσ εργαςίασ, κατανοοφμε ότι 
επιλφεται περιςςότερο για τθν περίπτωςθ ενόσ οχιματοσ παρά για τθν περίπτωςθ 
πολλϊν οχθμάτων. 

Archetti et al (2005): Αςχολοφνται με το TOP ωσ γενίκευςθ ςτθν περίπτωςθ των 
πολλαπλϊν διαδρομϊν του OP.  Στισ εφαρμογζσ τουσ, παρζχεται ζνασ ςυνδυαςμόσ 
πικανϊν πελατϊν και αποκομίηεται κζρδοσ από τθν εξυπθρζτθςθ κάκε πελάτθ. Ζνασ 
ςτόλοσ οχθμάτων παρζχεται για τθν εξυπθρζτθςθ των πελατϊν, ςε ζνα οριςμζνο 
χρονικό όριο. Το κζρδοσ ενόσ πελάτθ μπορεί να αποκομιςτεί από ζνα όχθμα το πολφ. 

 Ο ςκοπόσ είναι να εντοπιςτοφν οι πελάτεσ που μεγιςτοποιοφν το ςυνολικό 
κζρδοσ που αποκομίηεται ενϊ ικανοποιείται ο οριςμζνοσ χρόνοσ για κάκε όχθμα. 
Ρροτείνουν δφο παραλλαγζσ ενόσ tabu search και ενόσ neighborhood search 
αλγορίκμου βελτιςτοποίθςθσ για τθ λφςθ του TOP. Αναφορζσ γίνονται ςτθν 
υπολογιςτικι εμπειρία και ςτισ επιδόςεισ του αλγόρικμου. 

Tang  και  Miller-Hooks (2005): Αςχολοφνται επίςθσ με το TOP και το επιλφουν με 
τθν ανάπτυξθ ενόσ tabu search heuristic. Ο tabu search αλγόρικμοσ ενςωματϊνεται ςε 
μία υιοκετθτικι διαδικαςία μνιμθσ που διαφοροποιείται μεταξφ μικρϊν και μεγάλων 
γειτονικϊν ςταδίων κατά τθ διάρκεια βελτίωςθσ τθσ λφςθσ.  
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ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΗ ΔΙΑΣΤΠΩΗ ΚΑΙ ΕΠΙΛΤΗ ΣΟΤ 

ΜΟΝΣΕΛΟΤ 
 

Μαθηματικά μοντέλα του VRPP 
 

Σε αυτό το ςθμείο πρζπει να γίνει κατανοθτό το ότι το μακθματικό μοντζλο 
που παρουςιάηουμε προορίηεται για τθν επίλυςθ των προβλθμάτων που 
προθγουμζνωσ ορίςτθκαν. Ράντωσ, εφκολα κάποιοσ με μικρζσ αλλαγζσ μπορεί να 
χρθςιμοποιιςει το μοντζλο αυτό για επίλυςθ παραπλιςιων προβλθμάτων (π.χ. για 
οχιματα διαφορετικϊν χωρθτικοτιτων) 

 

The Profitable Vehicle Routing Problem With Profits 

 

Ονοματολογία 

ip  αποδοχζσ από τθν εξυπθρζτθςθ του κόμβου i 

b = χωρθτικότθτα (ςε βάροσ ι όγκο του κάκε οχιματοσ). 

ai = το μζγεκοσ τθσ παράδοςθσ ςτον κόμβο i, μετρθμζνο ςτθν ίδια μονάδα 
μζτρθςθσ με τθν χωρθτικότθτα των οχθμάτων 

cij = το κόςτοσ τθσ απευκείασ διαδρομισ από τον κόμβο i ςτον κόμβο j 
(υποκζτουμε cij 0 και cij=cji για όλα τα ij) 

N ο ςυνολικόσ αρικμόσ των κόμβων 

οι μεταβλθτζσ απόφαςθσ είναι: 

yik: 1 αν το όχθμα k επιςκζπτεται τον κόμβο i, αλλιϊσ 0. 

xijk: 1 αν το όχθμα k κάνει τθν απευκείασ διαδρομι από τον κόμβο i ςτον 
κόμβο j, αλλιϊσ 0. 

 

Ο αντικειμενικόσ ςτόχοσ είναι 

max
i ik ij ijk

ik ijk

p y c x , i, j, k.  (1) 

όπου i ik

ik

p y  οι ςυνολικζσ αποδοχζσ 
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και 
ij ijk

ijk

c x  το ςυνολικό κόςτοσ 

 

Ρεριοριςμοί 

 

ijk jk

i

x y j, k.    (2) 

ijk ik

j

x y    i, k.  (3) 

Οι περιοριςμοί (2) & (3) είναι γνωςτοί ωσ περιοριςμοί ανάκεςθσ. 
Εξαςφαλίηουν ‘ότι όςεσ φορζσ το όχθμα k επιςκεφτεί τον κόμβο i τόςεσ φορζσ κα πάει 
καταφκάςει και κα αναχωριςει από αυτόν 

 
(4) 

Ο περιριςμόσ (4) είναι γνωςτόσ ωσ περιοριςμόσ εξάλειψθσ υποδιαδρομϊν. 

                                                  (5)    

Ο περιοριςμόσ (5) εξαςφαλίηει να μθν ξεπεραςτεί θ χωρθτικότθτα του κάκε 
οχιματοσ 

 

Ο περιοριςμόσ (6) εξαςφαλίηει τθν χρθςιμοποίθςθ όλων των οχθμάτων ςτθν 
λφςθ και ότι κάκε κόμβοσ (εκτόσ από τον κεντρικό) κα επιςκεφτεί από το πολφ από 
ζνα όχθμα. 

       (7) 

i, j = 1, 2, …, N ,όπου N ο αρικμόσ των κόμβων 

k= 1, 2, …, K, όπου K ο αρικμόσ των οχθμάτων 

 

Στο ςθμείο αυτό πρζπει να γίνει μία αναφορά ςτον περιοριςμό (4). 
Υποδιαδρομζσ ονομάηουμε όλεσ τισ διαδρομζσ που ζχουν ωσ ςθμείο εκκίνθςθσ 
οποιοδιποτε κόμβο, εκτόσ του κεντρικοφ. Βάςθ του μακθματικοφ μοντζλου υπάρχει 
περίπτωςθ φπαρξθ λφςθσ θ οποία περιζχει υποδιαδρομζσ. Ο περιοριςμόσ (4) ζχει ωσ 
ςκοπό τθν απόρριψι τουσ. Ακολουκεί θ μακθματικι απόδειξθ. 
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 (4) 

Ασ υποκζςουμε ότι υπάρχουν ςυνολικά 7 κόμβοι (ςυμπεριλαμβανομζνου και 
του κεντρικοφ) και 2 οχιματα. Για να αποδείξουμε ότι όλεσ οι λφςεισ που περιζχουν 
υποδιαδρομζσ αποκλείονται από τθν (4) υποκζτουμε ότι θ λφςθ είναι 

. Η διαδρομι του οχιματοσ 1 ςυνίςταται από 2 
υποδιαδρομζσ 1-5-2-1 και 3-4-3. Αν πάρουμε τθν διαδρομι που δεν περιζχει τον 
κεντρικό κόμβο (1) εφαρμόηοντασ τθν (4) ζχουμε: 

 

 

όπου φυςικά x341=x431=1 

ακροίηοντασ τισ δφο ανιςότθτεσ παίρνουμε 7 12, κάτι που ςαφϊσ 
αποκλείει τθν υποδιαδρομι (όπωσ και οποιαδιποτε άλλθ υποδιαδρομι).  

Για να δείξουμε ότι για όλεσ τισ λφςεισ που δεν περιζχουν υποδιαδρομζσ 
υπάρχουν uj ικανοποιοφν τθν (4) υποκζτουμε ότι το όχθμα 1 κάνει τθν διαδρομι 1-5-
2-1 και το όχθμα 2 τθν διαδρομι 1-3-4-6-1 αυτό ςθμαίνει πωσ θ λφςθ είναι 

 

Ασ εξετάςουμε τι ςυμβαίνει για το όχθμα 2. Θζτουμε uik ίςο με τθν κζςθ τθσ 
διαδρομισ ςτθν οποία ο κόμβοσ επιςκζπτεται από το όχθμα 2. Η διαδρομι είναι 1-3-
4-5-1 ζτςι u12=1, u32=2,u42 =3,… Οι κόμβοι που δεν επιςκζπτονται από το όχθμα 2 
παίρνουν με τυχαία ςειρά τουσ ακζραιουσ αρικμοφσ που υπολείπονται ωσ το N. Αν 
πάρουμε ζνα τυχαίο xij2 που ιςοφται με τθν μονάδα κα ζχουμε  

2 2 2 1i j iju u Nx N
 

επειδι το όχθμα 2 επιςκζπτεται τον κόμβο j αμζςωσ μετά τον κόμβο k (xij2=1)  

2 2 1i ju u
 

 ζχουμε δθλαδι  

1 1N N
 

που ιςχφει 

Αν τϊρα πάρουμε ζνα τυχαίο xik2 το οποίο ιςοφται με μθδζν κα ζχουμε 

2 2 2 1i j iju u Nx N
 

δθλαδι ui2-uj2≤N-1 το οποίο ιςχφει επειδι ui2≤N και uj2>1 οπότε θ μεγαλφτερθ τιμι 
που μπορεί να πάρει το ui2-uj2 είναι το N-2 και θ ανιςότθτα ικανοποιείται. Στο ίδιο 
αποτζλεςμα κα φτάςουμε αν εξετάςουμε και τθν διαδρομι του οχιματοσ 1.  
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The Team Orienteering Problem 

 

Ονοματολογία 

ip  αποδοχζσ από τθν εξυπθρζτθςθ του κόμβου i 

b = χωρθτικότθτα (ςε βάροσ ι όγκο του κάκε οχιματοσ). 

ai = το μζγεκοσ τθσ παράδοςθσ ςτον κόμβο i, μετρθμζνο ςτθν ίδια μονάδα 
μζτρθςθσ με τθν χωρθτικότθτα των οχθμάτων 

cij = το κόςτοσ τθσ απευκείασ διαδρομισ από τον κόμβο i ςτον κόμβο j 
(υποκζτουμε cij 0 και cij=cji για όλα τα ij) 

N ο ςυνολικόσ αρικμόσ των κόμβων 

οι μεταβλθτζσ απόφαςθσ είναι: 

yik: 1 αν το όχθμα k επιςκζπτεται τον κόμβο i, αλλιϊσ 0. 

xijk: 1 αν το όχθμα k κάνει τθν απευκείασ διαδρομι από τον κόμβο i ςτον 
κόμβο j, αλλιϊσ 0. 

 

Ο αντικειμενικόσ ςτόχοσ είναι 

max i ik

ik

p y , i, j, k.  (1) 

όπου i ik

ik

p y  οι ςυνολικζσ αποδοχζσ 

 

Ρεριοριςμοί 

ij ijk

ijk

c x cmax     (2) 

όπου 
ij ijk

ijk

c x  το ςυνολικό κόςτοσ και cmax το μζγιςτο κόςτοσ 

ijk jk

i

x y j, k.    (3) 

ijk ik

j

x y    i, k.  (4) 
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Οι περιοριςμοί (3) & (4) είναι γνωςτοί ωσ περιοριςμοί ανάκεςθσ. 
Εξαςφαλίηουν ‘ότι όςεσ φορζσ το όχθμα k επιςκεφτεί τον κόμβο i τόςεσ φορζσ κα πάει 
καταφκάςει και κα αναχωριςει από αυτόν 

 (5) 

Ο περιoριςμόσ (5) είναι εξαςφαλίηει τθν μθ φπαρξθ υποδιαδρομϊν ςτθ λφςθ 

                                               (6) 

Ο περιοριςμόσ (6) εξαςφαλίηει να μθν ξεπεραςτεί θ χωρθτικότθτα του κάκε 
οχιματοσ 

 

Ο περιοριςμόσ (7) εξαςφαλίηει τθν χρθςιμοποίθςθ όλων των οχθμάτων ςτθν 
λφςθ και ότι κάκε κόμβοσ (εκτόσ από τον κεντρικό) κα επιςκεφτεί από το πολφ από 
ζνα όχθμα. 

       (8) 

i, j = 1, 2, …, N ,όπου N ο αρικμόσ των κόμβων 

k= 1, 2, …, K, όπου K ο αρικμόσ των οχθμάτων 

 

The Prize-Collecting VRPP 

 

Ονοματολογία 

ip  αποδοχζσ από τθν εξυπθρζτθςθ του κόμβου i 

b = χωρθτικότθτα (ςε βάροσ ι όγκο του κάκε οχιματοσ). 

ai = το μζγεκοσ τθσ παράδοςθσ ςτον κόμβο i, μετρθμζνο ςτθν ίδια μονάδα 
μζτρθςθσ με τθν χωρθτικότθτα των οχθμάτων 

cij = το κόςτοσ τθσ απευκείασ διαδρομισ από τον κόμβο i ςτον κόμβο j 
(υποκζτουμε cij 0 και cij=cji για όλα τα ij) 

N ο ςυνολικόσ αρικμόσ των κόμβων 
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οι μεταβλθτζσ απόφαςθσ είναι: 

yik: 1 αν το όχθμα k επιςκζπτεται τον κόμβο i, αλλιϊσ 0. 

xijk: 1 αν το όχθμα k κάνει τθν απευκείασ διαδρομι από τον κόμβο i ςτον 
κόμβο j, αλλιϊσ 0. 

 

Ο αντικειμενικόσ ςτόχοσ είναι 

min
ij ijk

ijk

c x , i, j, k.  (1) 

όπου 
ij ijk

ijk

c x  το ςυνολικό κόςτοσ 

 

Ρεριοριςμοί 

i ik

ik

p y pmax     (2) 

όπου i ik

ik

p y  οι ςυνολικζσ αποδοχζσ και pmax οι ελάχιςτεσ αποδοχζσ 

ijk jk

i

x y j, k.    (3) 

ijk ik

j

x y    i, k.  (4) 

Οι περιοριςμοί (3) & (4) είναι γνωςτοί ωσ περιοριςμοί ανάκεςθσ. 
Εξαςφαλίηουν ‘ότι όςεσ φορζσ το όχθμα k επιςκεφτεί τον κόμβο i τόςεσ φορζσ κα πάει 
καταφκάςει και κα αναχωριςει από αυτόν 

  (5) 

Ο περιοριςμόσ (5) εξαςφαλίηει τθν μθ φπαρξθ υποδιαδρομϊν ςτθ λφςθ 

                                               (6) 

Ο περιοριςμόσ (6) εξαςφαλίηει να μθν ξεπεραςτεί θ χωρθτικότθτα του κάκε 
οχιματοσ 
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Ο περιοριςμόσ (7) εξαςφαλίηει τθν χρθςιμοποίθςθ όλων των οχθμάτων ςτθν 
λφςθ και ότι κάκε κόμβοσ (εκτόσ από τον κεντρικό) κα επιςκεφτεί από το πολφ από 
ζνα όχθμα. 

       (8) 

i, j = 1, 2, …, N ,όπου N ο αρικμόσ των κόμβων 

k= 1, 2, …, K, όπου K ο αρικμόσ των οχθμάτων 

 

Διαδικαςία επίλυςησ του VRPP 
 

Για τθν βελτιςτοποίθςθ χρθςιμοποιικθκε το πρόγραμμα LINGO τθσ εταιρίασ 
LINDO. Το LINGO είναι ζνα εργαλείο βελτιςτοποίθςθσ για γραμμικά, μθ γραμμικά και 
ακζραια ςυςτιματα, ςε περιβάλλον windows.  

Ο υπολογιςτισ που χρθςιμοποιικθκε είναι ζνασ mobile AMD Sempron 3000+ 
με 512mb μνιμθ με λογιςμικό windows XP τθσ Microsoft. Οι δοκιμζσ που ζγιναν, 
μερικζσ από τισ οποίεσ κα παρουςιαςτοφν ςτθν ςυνζχεια, ζγιναν με αλθκινά ι 
αλθκοφανι δεδομζνα. Για παράδειγμα για κάκε πόλθ θ ηιτθςι τθσ (ςε προϊόν) 
επιλζχκθκε ωσ ανάλογθ του πλθκυςμοφ τθσ και οι αποςτάςεισ μεταξφ των πόλεων 
είναι οι πραγματικζσ. 

Η προετοιμαςία των δεδομζνων ζγινε ςτο excel του MS Office το οποίο το 
Lingo ζχει τθν δυνατότθτα να αναγνωρίηει. Επίςθσ ζγινε μια προςπάκεια να γίνει 
ανάλυςθ των αποτελεςμάτων τόςο για τον υπολογιςτικό χρόνο που απαιτοφςαν όςο 
και ςτθν εξιγθςθ αυτϊν. 

Οι δοκιμζσ-τρεξίματα ιταν το πιο χρονοβόρο μζροσ τθσ παροφςασ μελζτθσ. 
Συνολικά ζγιναν πάνω από 60 δοκιμζσ, κάκε μία από τισ οποίεσ διιρκεςε από λίγα 
δευτερόλεπτα ζωσ και 48 ϊρεσ. 

Τζλοσ, για τα παραδείγματα που κα παρουςιαςτοφν ςτθν ςυνζχεια τα 
αποτελζςματα παρουςιάηονται ςε γραφικι μορφι ζτςι ϊςτε να είναι κατανοθτά ςτον 
αναγνϊςτθ. Η γραφικι μορφι, αυτϊν, ζγινε ςε περιβάλλον Autocad. 
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ΑΝΑΛΤΗ ΕΤΑΙΘΗΙΑ ΚΑΙ ΤΠΟΛΟΓΙΣΙΚΗ ΕΜΠΕΙΡΙΑ 
 

Κατά τθν διάρκεια τθσ ανάλυςθσ ευαιςκθςίασ ζγιναν πολυάρικμα τρεξίματα 
του προγράμματοσ.  Τα διάφορα δεδομζνα που χρθςιμοποιικθκαν κάκε φορά δεν 
ιταν τυχαία, αλλά άλλαηαν βάςθ κάποιου ςυγκεκριμζνου μοτίβου.  Ζτςι, κρίνεται 
ςκόπιμο να γίνει μία μικρι αναφορά ςτα αποτελζςματα και ζνασ ςφντομοσ 
ςχολιαςμόσ τουσ. 

Ωσ δεδομζνα χρθςιμοποιικθκε μία υποκετικι διανομι κάποιου υποκετικοφ 
προϊόν. Ωσ κόμβοι χρθςιμοποιικθκαν 15 πόλεισ τθσ Ιςπανίασ, με κεντρικό κόμβο τθν 
Μαδρίτθ, και τα κόςτθ υπολογίςτθκαν βάςθ των  πραγματικϊν οδικϊν αποςτάςεων 
τουσ. Η ηιτθςθ ςε προϊόν κάκε πόλθσ επιλζχκθκε ωσ ανάλογθ του πλθκυςμοφ τθσ και 
ςτισ περιςςότερεσ χρθςιμοποιικθκαν 3 οχιματα με ςυνολικι χωρθτικότθτα κοντά 
ςτθν ολικι ηιτθςθ. Τα δεδομζνα υπάρχουν αναλυτικά ςτο παράρτθμα. 

 

The Profitable Vehicle Routing Problem with Profits 
 

Πςο αφορά το (PVRPP), αρχικά, ζγιναν δοκιμζσ κρατϊντασ ςτακερά τα 
δεδομζνα και αλλάηοντασ τισ απολαβζσ ανά πακζτο 

 

 

διάγραμμα 1 επαναλήψεισ του Lingo προσ αποδοχζσ ανά πακζτο για το PVRPP 

 

Ραρατθρϊντασ το διάγραμμα 1 είναι εμφανζσ  πωσ αυξάνοντασ το αντίτιμο 
που παίρνει θ εταιρία ανά πακζτο, το πρόγραμμα κακυςτερεί να δϊςει λφςθ. Ο 
χρόνοσ που κάνει το πρόγραμμα δείχνει να ςτακεροποιείται για μεγάλα αντίτιμα, με 
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κάποιεσ διακυμάνςεισ. Μια λογικι εξιγθςθ ςε αυτό είναι ότι για χαμθλά αντίτιμα οι 
λφςεισ είναι ςχετικά απλζσ. Για μικρό αντίτιμο, δθλαδι, θ εταιρεία  ςίγουρα κα ζχει 
ηθμιά και ζτςι κάκε όχθμα κα επιςκεφτεί μία το πολφ πόλθ ϊςτε θ ηθμιά να 
ελαχιςτοποιθκεί. Πςο αυξάνεται το αντίτιμο οι πόλεισ που επιςκζπτεται κάκε όχθμα 
κα αυξάνονται και ζτςι θ λφςθ κα γίνεται όλο και πιο πολφπλοκθ, φτάνοντασ ςε ζνα 
ςθμείο όπου όλεσ οι πόλεισ κα επιςκζπτονται και θ περαιτζρω αφξθςθ του αντίτιμου 
δεν κα οδθγεί ςε πιο πολφπλοκθ λφςθ. Αυτό μπορεί να γίνει εμφανζσ ςτο διάγραμμα  
2. 

 

διάγραμμα 2 επαναλήψεισ του Lingo και πόλεισ που εξυπηρετοφνται προσ αποδοχζσ ανά πακζτο για το PVRPP 

 

rev/pack iterations revenue cost income 

0.4 131403 176.4 311.34 -134.94 

0.5 272335 379.5 447.54 -68.04 

0.6 470482 512.4 496.2 16.2 

0.7 1020647 618.1 515.65 102.45 

0.8 1736753 706.4 515.65 190.75 

0.9 2793169 795.7 515.65 280.05 

1 2806090 883 515.65 367.35 

1.1 4840226 1037.3 579.59 457.71 

1.2 2578062 1131.6 579.59 552.01 

1.3 5285179 1301.3 653.89 647.41 

1.4 9405317 1401.4 653.89 747.51 

1.5 3733208 1501.5 653.89 847.61 

1.6 10100571 1601.6 653.89 947.71 
πίνακασ 1 αποτελζςματα μεταβολήσ του παράγοντα αποδοχζσ ανά πακζτο για το PVRPP 

 

Τα ςτοιχεία του πίνακα 1 δεν είναι και πολφ χριςιμα ςτθν εταιρεία. Είναι 
λογικό όςο αυξάνεται το αντίτιμο ανά πακζτο να αυξάνονται τα κζρδθ. Το μόνο που 
μποροφμε να αναφζρουμε είναι ότι υπάρχει ζνα ελάχιςτο αντίτιμο ανά πακζτο, ςτθν 
προκειμζνθ περίπτωςθ 0.6, για το οποίο θ εταιρεία παρουςιάηει κζρδθ. 
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Στθ ςυνζχεια ζγιναν δοκιμζσ διατθρϊνασ ςτακερά τα δεδομζνα και 
αλλάηοντασ τθν μεταφορικι ικανότθτα των οχθμάτων 

 

διάγραμμα 3 επαναλήψεισ του Lingo προσ χωρητικότητα κάθε οχήματοσ για το PVRPP 

 

Ραρατθρϊντασ το διάγραμμα 3 γίνεται αντιλθπτό πωσ ο χρόνοσ που κάνει το 
πρόγραμμα για να δϊςει αποτελζςματα ελαχιςτοποιείται για οχιματα με μεγάλθ 
χωρθτικότθτα. Μία λογικι εξιγθςθ ςε αυτό είναι ότι ςε αυτζσ τισ περιπτϊςεισ,  ο 
περιοριςμόσ των ςυνολικϊν πακζτων ανά όχθμα παφει να υφίςταται και ζτςι 
οδθγοφμαςτε ςε απλοφςτερο πρόβλθμα. 

capacity iterations revenue cost income 

200 876992 420.8 418.36 2.44 

300 426561 492 472.53 19.47 

400 1679642 731.2 533.02 198.18 

500 2038248 754.4 547.62 206.78 

600 66272 754.4 513.55 240.85 

700 133565 754.4 513.55 240.85 

800 236828 754.4 513.55 240.85 

900 223028 754.4 513.55 240.85 

1000 107449 754.4 513.55 240.85 
πίνακασ 2 αποτελζςματα μεταβολήσ του παράγοντα χωρητικότητα κάθε οχήματοσ για το PVRPP 

 

Τα ςτοιχεία του πίνακα 2 μπορεί να φανοφν αρκετά χριςιμα ςε μία εταιρεία. 
Βάςθ αυτϊν μπορεί κάποιοσ να αποφαςίςει εάν τα υπάρχοντα οχιματα είναι επαρκι 
ι όχι. Είναι λογικό όςο αυξάνεται θ χωρθτικότθτα των οχθμάτων, να αυξάνεται το 
κζρδοσ τθσ εταιρείασ. Βζβαια, όπωσ είναι εμφανζσ, υπάρχει ζνα μζγιςτο όριο 
χωρθτικότθτασ όπου περεταίρω αφξθςι τθσ δεν οδθγεί ςε μεγαλφτερα κζρδθ, αφοφ 
από ζνα ςθμείο και μετά θ χωρθτικότθτα των οχθμάτων πάντα υπερκαλφπτει τθν 
ηιτθςθ. Στθ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ είναι 600. Μάλιςτα οχιματα χωρθτικότθτασ 
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μεγαλφτερθσ των τετρακοςίων δίνουν ικανοποιθτικά  κζρδθ (82% του μζγιςτου 
δυνατοφ) 

Τζλοσ για το PVRPP ζγιναν δοκιμζσ αλλάηοντασ των αρικμό των οχθμάτων με 
όλα τα υπόλοιπα δεδομζνα να διατθρουνται ςτακερά 

 

διάγραμμα 4 επαναλήψεισ του Lingo προσ εφροσ διαθζςιμων οχημάτων για το PVRPP 

 

Πςο αυξάνεται ο αρικμόσ των οχθμάτων, αυξάνεται και θ πολυπλοκότθτα με 
το λογικό αντίκτυπο ςε υπολογιςτικό χρόνο.  Πςο όμωσ ο αρικμόσ των οχθμάτων 
φτάνει κοντά ςτον αρικμό των πόλεων το πρόβλθμα απλοποιείται. Στθν περίπτωςθ, 
μάλιςτα, που τα οχιματα είναι ίςα με τισ πόλεισ θ λφςθ είναι μοναδικι, αφοφ κάκε 
όχθμα αναγκαςτικά επιςκζπτεται και από μία πόλθ. Το παραπάνω διάγραμμα, 
λοιπόν, αντικατοπτρίηει ακριβϊσ αυτό. 

ships iterations revenue cost income 

1 227 262 147.34 115 

2 127404 504.8 341.92 163 

3 2157078 684 510.09 174 

4 3066673 754.4 619.87 135 

5 10386284 754.4 689.36 65 

6 655319 754.4 758.86 -4 

7 77154 754.4 843.66 -89 

8 122735 754.4 932.61 -178 
πίνακασ 3 αποτελζςματα μεταβολήσ του παράγοντα χωρητικότητα κάθε οχήματοσ για το PVRPP 

 

Τα ςτοιχεία του πίνακα 3 είναι πολφ ςθμαντικά ςε μια εταιρεία. Βάςθ αυτϊν 
μπορεί να πάρει κάποιοσ τθν απόφαςθ πόςα οχιματα πρζπει να χρθςιμοποιθκοφν, 
αν υπάρχει ζλλειψθ οχθμάτων ι αν χρθςιμοποιοφνται υπεραρκετά.  
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The Team Orienteering Problem 
 

Η περίπτωςθ μεγιςτοποίθςθσ αποδοχϊν με ζνα μζγιςτο κόςτοσ (TOP) είναι 
αρκετά διαφορετικι από τθν προθγοφμενθ περίπτωςθ. Στθν περίπτωςθ αυτι υπάρχει 
μία παράμετροσ, το μζγιςτο κόςτοσ, που δεν υπιρχε προθγουμζνωσ και θ 
πολυπλοκότθτα του προβλιματοσ εξαρτάται άμεςα από αυτιν όπωσ είναι εμφανζσ 
ςτο διάγραμμα 5. 

 

διάγραμμα 5 επαναλήψεισ του Lingo προσ μζγιςτο κόςτοσ για το ΣΟP 

 

Για το λόγο αυτό, αν και ζγιναν αρκετζσ δοκιμζσ με διάφορα δεδομζνα, τα 
αποτελζςματα των οποίων, όπωσ και ο υπολογιςτικόσ χρόνοσ, κα παρατεκοφν ςτθν 
ςυνζχεια, δεν κρίνεται ςκόπιμο να γίνει αναφορά ςτθ διακφμανςθ του υπολογιςτικοφ 
χρόνου και ςτθν πολυπλοκότθτα του κάκε προβλιματοσ, αφοφ δοκιμζσ με 
διαφορετικά μζγιςτα κόςτθ κα οδθγοφςαν ςε τελείωσ διαφορετικά αποτελζςματα και 
ςυμπεράςματα.  

Στθν προκειμζνθ περίπτωςθ που τα δεδομζνα του προβλιματοσ διατθρικθκαν 
ςτακερά, ενϊ το μζγιςτο κόςτοσ ζλαβε τιμζσ από 300 ζωσ 1000 και τα αποτελζςματα 
είναι εμφανι ςτον πίνακα 4: 
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maxcost iterations revenue cost profit 

300 19227 182.4 290.47 -108.07 

400 62271 504.8 387.78 117.02 

500 1460578 683.2 496.2 187 

600 17900311 754.4 599.48 154.92 

700 753420 800.8 699.77 101.03 

800 152192 800.8 788.72 12.08 

900 268000 800.8 892.47 -91.67 

1000 13561 800.8 994.74 -193.94 
πίνακασ 4 αποτελζςματα μεταβολήσ του παράγοντα προσ μζγιςτο κόςτοσ για το ΣΟP 

 

Τα αποτελζςματα, που φαίνονται ςτον πίνακα 4, ιταν ςχετικά αναμενόμενα. Τα 
κόςτθ είναι αρκετά κοντά ςτο μζγιςτο κόςτοσ ζτςι ϊςτε οι αποδοχζσ να είναι όςο το 
δυνατόν μεγαλφτερεσ. Επίςθσ είναι εμφανζσ ότι θ αφξθςθ του μζγιςτου κόςτουσ από 
μία τιμι και μετά  δεν οδθγεί ςε μεγαλφτερεσ αποδοχζσ. Στθν περίπτωςθ αυτι, 
αφξθςθ του μζγιςτου κόςτουσ πάνω από τθν τιμι του 700 δεν οδθγεί ςε μεγαλφτερεσ 
αποδοχζσ. Αν παρατθριςουμε τθ διακφμανςθ του κζρδουσ, γίνεται κατανοθτό ότι θ 
τιμι του μζγιςτου κόςτουσ είναι κάτι που χρειάηεται ςοβαρι μελζτθ ζτςι ϊςτε τα 
αποτελζςματα να οδθγοφν ςε κζρδοσ και να είναι χριςιμα ςτθν εταιρεία. 

Δοκιμζσ ζγιναν επίςθσ διατθρϊντασ ςτακερά τα δεδομζνα και αλλάηοντασ τισ 
τιμζσ αποδοχϊν ανά πακζτο. Το μζγιςτο κόςτοσ ςτθν κάκε περίπτωςθ ιταν κατά 50 
μονάδεσ  μεγαλφτερο τθσ βζλτιςτθσ λφςθσ του προθγοφμενου προβλιματοσ (PVRPP). 
Τα αποτελζςματα μαηί με τουσ υπολογιςτικοφσ χρόνουσ είναι εμφανι ςτο διάγραμμα 
6. 

 

διάγραμμα 6 επαναλήψεισ του Lingo προσ αποδοχζσ ανά πακζτο για το ΣΟP 

 

 

0

50000000

10000000

15000000

20000000

25000000

30000000

35000000

40000000

0 0.5 1 1.5 2

it
e
ra

ti
o

n
s

revenue/packagr

iterations



23 
 

rev/pack top max cost iterations revenue cost income 

0.4 361.34 36665 200.4 353.03 -152.63 

0.5 497.54 597374 427 496.2 -69.2 

0.6 546.2 8327488 531.6 544.84 -13.24 

0.7 565.65 18939220 640.5 551.78 88.72 

0.8 565.65 7785587 732 564.29 167.71 

0.9 565.65 13456352 823.5 564.29 259.21 

1 565.65 6565273 915 551.78 363.22 

1.1 629.59 378223192 1049.4 626.1 423.3 

1.2 629.59 80803452 1144.8 626.1 518.7 

1.3 703.89 80340 1301.3 698.35 602.95 

1.4 703.89 281118 1401.4 695.61 705.79 

1.5 703.89 1259413 1501.5 699.75 801.75 
πίνακασ 5 αποτελζςματα μεταβολήσ του παράγοντα αποδοχζσ ανά πακζτο για το ΣΟP 

 

Είναι αξιοςθμείωτο το ότι για μια τιμι αποδοχϊν ανά πακζτο ο υπολογιςτικόσ 
χρόνοσ είναι πολλαπλάςιοσ των υπολοίπων. Η εξιγθςθ αυτοφ χρειάηεται περαιτζρω 
μελζτθ που δεν κρίκθκε ςκόπιμο να γίνει ςτο πλαίςιο τθσ παροφςασ εργαςίασ. Τα 
ςυγκεκριμζνα αποτελζςματα δεν είναι ιδιαίτερα χριςιμα ςτθν εταιρεία, αφοφ είναι 
λογικό αφξθςθ των αποδοχϊν ανά πακζτο να ςθμαίνει μεγαλφτερεσ αποδοχζσ και 
κζρδθ.  

Τζλοσ ζγιναν δοκιμζσ κρατϊντασ ςτακερά τα δεδομζνα και αλλάηοντασ τθν 
χωρθτικότθτα των οχθμάτων. Το μζγιςτοσ κόςτοσ λιφκθκε, όπωσ και ςτθν 
προθγοφμενθ περίπτωςθ, κατά 50 μονάδεσ μεγαλφτερο τθσ βζλτιςτθσ λφςθσ του 
προθγοφμενου προβλιματοσ (PVRPP). Τα αποτελζςματα φαίνονται ςτο διάγραμμα 7. 

 

διάγραμμα 7 επαναλήψεισ του Lingo προσ χωρητικότητα κάθε οχήματοσ για το ΣΟP 
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capacity maxcost iterations revenue cost income 

200 468.36 3188128 446.4 454.5 -8.1 

300 522.53 5772484 516 519.49 -3.49 

400 583.02 12137612 755.2 572.6 182.6 

500 597.62 16600081 778.4 594.82 183.58 

600 563.55 1674813 778.4 560.51 217.89 

700 563.55 2214501 778.4 560.51 217.89 

800 563.55 3337258 778.4 560.51 217.89 

900 563.55 3741776 778.4 560.51 217.89 

1000 563.55 1957963 778.4 560.51 217.89 
πίνακασ 6 αποτελέςματα μεταβολήσ του παράγοντα χωρητικότητασ κάθε οχήματοσ για το ΣΟP 

 

Τα  ςτοιχεία του πίνακα 6 μποροφν να οδθγιςουν ςε χριςιμα ςυμπεράςματα 
για τθν εταιρεία. Για τα ςυγκεκριμζνα δεδομζνα, χωρθτικότθτα οχθμάτων μεγαλφτερθ 
από 500 οδθγεί ςτισ μζγιςτεσ  αποδοχζσ, ενϊ ακόμα και ςτθν τιμι 400 οι αποδοχζσ 
είναι αρκετά κοντά ςτισ μζγιςτεσ δυνατζσ. Επίςθσ, αφξθςθ τθσ χωρθτικότθτασ ςε τιμι 
ανϊτερθ από 600 δεν οδθγεί ςε αφξθςθ των κερδϊν. Αξίηει να ςθμειωκεί ότι αυτό 
ςυμφωνεί με τα αποτελζςματα του προβλιματοσ (PVRPP).  Ζχοντασ υπόψθ τα 
ςτοιχεία αυτά, μια εταιρεία μπορεί να κρίνει αν θ χωρθτικότθτα των ιδθ υπάρχων 
οχθμάτων είναι ικανοποιθτικι ι αν χρειάηεται να γίνει ανανζωςθ. 

 

The Prize-Collecting VRPP 
 

Η περίπτωςθ ελαχιςτοποίθςθσ κόςτουσ με μία ελάχιςτθ αποδοχι (PCVRPP) 
μοιάηει αρκετά με τθν προθγοφμενθ περίπτωςθ (TOP). Ππωσ και πριν, ςτθν 
περίπτωςθ αυτι υπάρχει μία παράμετροσ (οι ελάχιςτεσ αποδοχζσ) θ οποία επθρεάηει 
άμεςα τθν πολυπλοκότθτα του προβλιματοσ. Αυτό γίνεται εμφανζσ ςτο διάγραμμα 8. 
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διάγραμμα 8 επαναλήψεισ του Lingo προσ ελάχιςτεσ αποδοχζσ για το PC-VRPP 

 

Για το λόγο αυτό, αν και ζγιναν αρκετζσ δοκιμζσ με διάφορα δεδομζνα,   των 
οποίων τα αποτελζςματα  και ο υπολογιςτικόσ χρόνοσ κα παρατεκοφν ςτθν ςυνζχεια, 
δεν κρίνεται ςκόπιμο να γίνει αναφορά ςτθ διακφμανςθ του υπολογιςτικοφ χρόνου 
και ςτθν πολυπλοκότθτα του κάκε προβλιματοσ, αφοφ δοκιμζσ με διαφορετικζσ 
ελάχιςτεσ αποδοχζσ  κα οδθγοφςαν ςε τελείωσ διαφορετικά αποτελζςματα και 
ςυμπεράςματα.  

Από το διάγραμμα 8 είναι εμφανζσ ότι όςο αυξάνονται οι ελάχιςτεσ αποδοχζσ 
το πρόβλθμα γίνεται πιο πολφπλοκο και ο υπολογιςτικόσ χρόνοσ μεγαλφτεροσ. Αυτό 
είναι λογικό αν ςκεφτεί κανείσ ότι όςο αυξάνονται οι ελάχιςτεσ αποδοχζσ, αυξάνεται 
και ο αρικμόσ των πόλεων που πρζπει να επιςκεφτοφν και ζτςι το πρόβλθμα γίνεται 
πιο πολφπλοκο. 

Στθν προκειμζνθ περίπτωςθ τα δεδομζνα του προβλιματοσ διατθρικθκαν 
ςτακερά, ενϊ το μζγιςτο κόςτοσ ζλαβε τιμζσ από 300 ζωσ 750. Σε κάκε περίπτωςθ οι 
αποδοχζσ, το κόςτοσ, το κζρδοσ και οι επαναλιψεισ που ζκανε το LINGO για να βγάλει 
αποτελζςματα, ιταν: 

min revenue iterations revenue cost profit 

300 966 352.8 311.34 41.46 

400 6967 400.8 353.03 47.77 

500 72008 504.8 387.78 117.02 

600 370144 607.2 447.54 159.66 

700 712979 706.4 515.65 190.75 

750 4033499 754.4 579.59 174.81 
πίνακασ 7 αποτελζςματα μεταβολήσ του παράγοντα ελάχιςτεσ αποδοχζσ για το PC-VRPP 
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Τα αποτελζςματα του πίνακα 8 ιταν ςχετικά αναμενόμενα. Οι αποδοχζσ είναι 
αρκετά κοντά ςτισ ελάχιςτεσ δυνατζσ, ζτςι ϊςτε το κόςτοσ να είναι όςο το δυνατόν 
μικρότερο.  

Δοκιμζσ ζγιναν επίςθσ διατθρϊντασ ςτακερά τα δεδομζνα και αλλάηοντασ τισ 
τιμζσ αποδοχϊν ανά πακζτο. Οι ελάχιςτεσ αποδοχζσ ςτθν κάκε περίπτωςθ ιταν κατά 
50 μονάδεσ  μικρότερεσ τθσ βζλτιςτθσ λφςθσ του  προβλιματοσ (PVRPP). Τα 
αποτελζςματα μαηί με τουσ υπολογιςτικοφσ χρόνουσ είναι: 

 

διάγραμμα 9 επαναλήψεισ του Lingo προσ αποδοχζσ ανά πακζτο για το PC-VRPP 

 

rev/pack 
min 

revenue iterations revenue cost profit 

0.4 126.4 3689 176.4 311.34 -134.94 

0.5 329.5 145287 329.5 410.01 -80.51 

0.6 462.4 766326 472.8 466.99 5.81 

0.7 568.1 1189129 569.8 489.26 80.54 

0.8 656.4 601478 660.8 490.64 170.16 

0.9 745.7 800296 768.6 496.2 272.4 

1 833 764788 854 496.2 357.8 

1.1 987.3 3237292 993.3 550.4 442.9 

1.2 1081.6 2298811 1083.6 550.4 533.2 

1.3 1251.3 24581021 1263.6 634.44 629.16 

1.4 1351.4 25367100 1360.8 634.44 726.36 

1.5 1451.5 23701720 1458 634.44 823.56 
πίνακασ 8 αποτελζςματα μεταβολήσ του παράγοντα αποδοχζσ ανά πακζτο για το PC-VRPP 
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Τα ςυγκεκριμζνα αποτελζςματα δεν είναι ιδιαίτερα χριςιμα ςτθν εταιρεία 
αφοφ είναι λογικό, αφξθςθ των αποδοχϊν ανά πακζτο να ςθμαίνει μεγαλφτερεσ 
αποδοχζσ και κζρδθ.  

Τζλοσ ζγιναν δοκιμζσ κρατϊντασ ςτακερά τα δεδομζνα και αλλάηοντασ τθν 
χωρθτικότθτα των οχθμάτων. Οι ελάχιςτεσ αποδοχζσ λιφκθκαν, όπωσ και ςτθν 
προθγοφμενθ περίπτωςθ, κατά 50 μονάδεσ μικρότερεσ τθσ βζλτιςτθσ λφςθσ του 
προβλιματοσ (PVRP). Τα αποτελζςματα είναι: 

 

διάγραμμα 10 επαναλήψεισ του Lingo προσ χωρητικότητα κάθε οχήματοσ για το PC-VRPP 

 

capacity 
min 

revenue iterations revenue cost profit 

200 370.8 412526 388.8 404.45 -15.65 

300 442 254252 444 430.84 13.16 

400 681.2 541445 683.2 491.33 191.87 

500 704.4 1635777 706.4 505.93 200.47 

600 704.4 262087 706.4 471.86 234.54 

700 704.4 81738 706.4 471.86 234.54 

800 704.4 78579 706.4 471.86 234.54 

900 704.4 108022 706.4 471.86 234.54 

1000 704.4 103426 706.4 471.86 234.54 
πίνακασ 9 αποτελζςματα μεταβολήσ του παράγοντα χωρητικότητα κάθε οχήματοσ για το PC-VRPP 

 

Είναι ςχεδόν αδφνατο από τα  ςτοιχεία του πίνακα 9 κάποιοσ να ςυςχετίςει το 
ελάχιςτο κόςτοσ με τθν χωρθτικότθτα των οχθμάτων. Ο παράγοντασ των ελάχιςτων 
αποδοχϊν επθρεάηει άμεςα το ελάχιςτο κόςτοσ ϊςτε να βγει κάποιο χριςιμο 
ςυμπζραςμα. Ζτςι ο ςχολιαςμόσ κα γίνει μόνο με το κζρδοσ.  
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Τα ςτοιχεία του πίνακα 8 μποροφν να οδθγιςουν ςε χριςιμα ςυμπεράςματα 
για τθν εταιρεία. Για τα ςυγκεκριμζνα δεδομζνα, χωρθτικότθτα οχθμάτων μεγαλφτερθ 
από 600 οδθγεί ςτο μζγιςτο δυνατό κζρδοσ, ενϊ ακόμα και ςτθν τιμι 400 το κζρδοσ 
είναι αρκετά κοντά ςτο μζγιςτο δυνατό. Επίςθσ, αφξθςθ τθσ χωρθτικότθτασ ςε τιμι 
ανϊτερθ από 600 δεν οδθγεί ςε αφξθςθ των κερδϊν. Αξίηει να ςθμειωκεί ότι αυτό 
ςυμφωνεί με τα αποτελζςματα και των δφο προθγοφμενων προβλθμάτων (PVRP και 
TOP). Ζτςι θ απόφαςθ που πρζπει να πάρει θ εταιρεία για το αν θ χωρθτικότθτα των 
ιδθ υπάρχων οχθμάτων είναι ικανοποιθτικι ι αν χρειάηεται να γίνει ανανζωςθ, 
μπορεί να γίνει με βάςθ των αποτελεςμάτων, οποιουδιποτε από τα 3 είδθ 
προβλιματοσ. 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΣΑ 
 

Κατά τθν διάρκεια τθσ παροφςασ μελζτθσ ζγιναν μερικζσ δοκιμζσ πάνω ςε μια 
υποκετικι διανομι προϊόντων ςε 15 πόλεισ τισ Ελλάδασ. Σε ζνα υποκετικό ςενάριο 
μία εταιρεία με ζδρα τθν Ακινα παράγει ζνα προϊόν και εξετάηει τθν διάκεςθ του 
ςτθν επαρχία. Μετά από ζρευνα αγοράσ ζγινε γνωςτι θ ηιτθςθ του προϊόντοσ τθσ 
ςτισ 14 μεγαλφτερεσ πόλεισ τθσ Ελλάδασ.  

Λόγω ζλλειψθσ πραγματικϊν δεδομζνων ωσ κόςτοσ επιλζχκθκε θ οδικι 
απόςταςθ των πόλεων πολλαπλαςιαςμζνθ με μία τυπικι κατανάλωςθ ενόσ 
επαγγελματικοφ βαν (9,2 λίτρα ανά 100χλμ). Η ςυνολικι ηιτθςθ ςε προϊόν όλων των 
πόλεων επιλζχκθκε 1000 πακζτα και κατανεμικθκε ςτισ πόλεισ αναλογικά ωσ προσ 
τον πλθκυςμό τουσ. Χρθςιμοποιικθκαν 3 οχιματα με χωρθτικότθτα, ανάλογα με τθν 
περίπτωςθ, από 450 ζωσ 500 πακζτα και ανάλογα με τθν περίπτωςθ οι απολαβζσ ανά 
πακζτο ιταν από 0,8 ζωσ 1,3 ευρϊ. Τα δεδομζνα για κάκε παράδειγμα υπάρχουν 
αναλυτικά ςτο παράρτθμα. 
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The Profitable Vehicle Routing Problem with Profits 

 

Στθν περίπτωςθ αυτι οι διαδρομζσ κα είναι αυτζσ που βελτιςτοποιοφν το 
κζρδοσ. Στο πρϊτο παράδειγμα οι απολαβζσ ανά πακζτο επιλζχκθκαν ίςεσ με 0,8 ενϊ 
θ χωρθτικότθτα κάκε οχιματοσ 450 πακζτα. Τα αποτελζςματα  ςτθ γραφικι τουσ 
μορφι είναι 

 

ςχήμα 3 αποτελζςματα 1ου παραδείγματοσ για το PVRPP 

 

Στο ςχιμα 3 βλζπουμε πωσ αποκλείονται από τθν διαδρομι θ Καλαμάτα και θ 
Αλεξανδροφπολθ. Αυτό ςυμβαίνει επειδι θ βελτιςτοποίθςθ του κζρδουσ απαιτεί 
διαδρομζσ με πόλεισ που αποφζρουν λιγότερα ζςοδα από το κόςτοσ να αποκλείονται 
από τθν διαδρομι. Για το λόγο του αλθκζσ, κα μποροφςε κάποιοσ να πει ότι εφόςον θ 
Ξάνκθ ςυμπεριλαμβάνεται ςτισ διαδρομζσ, κα ζπρεπε να ςυμπεριλθφκεί και θ 
Αλεξανδροφπολθ. Αυτό φαίνεται εφλογο αφοφ επίςκεψθ τθσ Αλεξανδροφπολθσ κα 
απζφερε 20.8 ευρϊ και το κόςτοσ από Ξάνκθ είναι 11.224. Φυςικά αυτό είναι λάκοσ . 
Τα αποτελζςματα δείχνουν τθν διαδρομι Ξάνκθ-Κατερίνθ ωσ βζλτιςτθ. Αυτι ζχει 
κζρδοσ 23.2(ζςοδα από τθν επίςκεψθ ςτθν Κατερίνθ)-26.772(κόςτοσ διαδρομισ)=-
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3.572 ευρϊ. Η διαδρομι, για να ςυμπεριλθφκεί και θ Αλεξανδροφπολθ, κα ζπρεπε να 
είναι Ξάνκθ-Αλεξανδροφπολθ-Κατερίνθ και κα απζφερε κζρδθ 20.8(ζςοδα από τθν 
επίςκεψθ ςτθν Αλεξανδροφπολθ)+23.2(ζςοδα από τθν επίςκεψθ ςτθν Κατερίνθ)-
(11.224+37.812) (κόςτοσ διαδρομισ)=-5.036<-3.572. Θα ηθμίωνε δθλαδι τθν εταιρεία 
με 1.464 ευρϊ. 

Στο επόμενο παράδειγμα αυξιςαμε τισ αποδοχζσ ανά πακζτο κατά 0,5. Τα 
αποτελζςματα ςε γραφικι μορφι είναι: 

 

ςχήμα 4 αποτελζςματα 2ου παραδείγματοσ για το PVRPP 

 

Τα αποτελζςματα δεν παρουςίαςαν κάτι μθ αναμενόμενο. Λόγω των υψθλϊν 
αποδοχϊν ανά πακζτο και αφοφ θ χωρθτικότθτα των οχθμάτων το επιτρζπει, όλεσ οι 
πόλεισ εξυπθρετοφνται από τα οχιματα. 

Επίςθσ για όποιον γνωρίηει τθν γεωγραφία τθσ Ελλάδασ οι διαδρομζσ που 
ακολουκοφν τα οχιματα είναι λογικζσ. Η ςειρά, δθλαδι, με τθν οποία επιςκζπτονται 
τα οχιματα τισ πόλεισ είναι θ ίδια με αυτιν με που κα ακολουκοφςε κάποιοσ αν 
ζπρεπε να επιςκεφτεί αυτζσ τισ πόλεισ, χωρίσ να κάνει άςκοπεσ διαδρομζσ. Αυτό 
βζβαια ιταν αναμενόμενο αφοφ θ ελαχιςτοποίθςθ του κόςτουσ το επιβάλλει. 
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Εμφανείσ είναι και οι περιοριςμοί τθσ χωρθτικότθτασ. Ιδιαίτερα ςτθν 
περίπτωςθ του οχιματοσ που επιςκζπτεται μόνο τθν Θεςςαλονίκθ. Στθν περίπτωςθ 
αυτι αν και υπάρχουν πόλεισ, κοντά ςτθν Θεςςαλονίκθ, που κα ιταν λογικό να τισ 
επιςκεφτεί το όχθμα  αυτό δεν ςυμβαίνει, αφοφ θ χωρθτικότθτα του οχιματοσ δεν 
επαρκεί. 

Στθν επόμενθ περίπτωςθ αυξιςαμε τθν χωρθτικότθτα του κάκε οχιματοσ 
κατά 50 πακζτα, ενϊ οι αποδοχζσ ανά πακζτο διατθρικθκαν ςτο 1,3. Τα 
αποτελζςματα είναι τα εξισ: 

 

ςχήμα 5 αποτελζςματα 3
ου

 παραδείγματοσ για το PVRPP 

Ππωσ ιταν αναμενόμενο λόγω των υψθλϊν αποδοχϊν ανά πακζτο και ςτθν 
περίπτωςθ αυτι, όλεσ οι πόλεισ επιςκζπτονται. Βλζπουμε ότι οι διαδρομζσ είναι λίγο 
διαφορετικζσ. Λόγω τθσ αφξθςθσ τθσ χωρθτικότθτασ, το όχθμα που επιςκζπτεται τθν 
Θεςςαλονίκθ κάνει μεγαλφτερθ διαδρομι και επιςκζπτεται 2 πόλεισ που βρίςκονται 
κοντά ςτθν διαδρομι Ακινα-Θεσ/νίκθ. Αν παρατθριςουμε, προςεκτικά, όμωσ το 
ςχιμα 5 κα δοφμε ότι υπάρχει ζνα όχθμα που αναλϊνεται ςτθν διαδρομι Ακινα-
Καλαμάτα (χωρίσ να επιςκζπτεται άλλεσ πόλεισ). Αυτό ςυμβαίνει επειδι το 
πρόγραμμα είναι αναγκαςμζνο να χρθςιμοποιιςει και τα 3 οχιματα. Αν ςκεφτεί 
κάποιοσ πωσ θ χρθςιμοποίθςθ ενόσ οχιματοσ επιφζρει και επιπλζων κόςτθ όπωσ το 
μεροκάματο του οδθγοφ γίνεται εμφανζσ ότι ςτθν περίπτωςθ αυτι αυτό το όχθμα 
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είναι πλεονάηων και δεν κα ζπρεπε να χρθςιμοποιθκεί, αφοφ θ χωρθτικότθτα των 2 
υπόλοιπων είναι επαρκισ. Ραρόλα αυτά θ λφςθ είναι καλφτερθ από τθν 
προθγοφμενθ. Φυςικά, οι αποδοχζσ είναι οι βζλτιςτεσ δυνατζσ και ςτισ 2 λφςεισ, αφοφ 
όλεσ οι πόλεισ επιςκζπτονται. Το κόςτοσ όμωσ ςτθν περίπτωςθ αυτι είναι μικρότερο 
τθσ προθγοφμενθσ (306.82< 320.16). Αυτό ιταν αναμενόμενο αφοφ οι μεγαλφτερεσ 
χωρθτικότθτεσ οχθμάτων δίνουν τθν δυνατότθτα να ακολουκθκοφν διαδρομζσ με 
μικρότερα κόςτθ. 

 

The Team Orienteering Problem 

Στθν περίπτωςθ αυτι θ μεγιςτοποίθςθ των αποδοχϊν επιτυγχάνεται με τα 
οχιματα να επιςκζπτονται όςο το δυνατόν περιςςότερεσ πόλεισ. Βζβαια, αυτό 
περιορίηεται από το μζγιςτο κόςτοσ το οποίο δεν πρζπει να ξεπεραςτεί. 

Αυτό είναι εμφανζσ ςτα αποτελζςματα. Στθν περίπτωςθ αυτι, μάλιςτα, τα 
οχιματα επιςκζφτθκαν όλεσ τισ πόλεισ, αφοφ το μζγιςτο κόςτοσ το επζτρεψε. Ρόλεισ 
όπωσ Αλεξανδροφπολθ και Καλαμάτα αντίκετα με τθν περίπτωςθ (PVRPP), μιλϊντασ 
πάντα για ίδιεσ αποδοχζσ ανά πακζτο, τϊρα επιςκζπτονται από τα οχιματα και 
αυξάνουν τισ αποδοχζσ φτάνοντάσ τεσ ςτο μζγιςτο δυνατό. Στο ςυγκεκριμζνο 
παράδειγμα θ χωρθτικότθτα του κάκε οχιματοσ επιλζχκθκε 450 πακζτα και οι 
αποδοχζσ ανά πακζτο ίςεσ με 0,8 ευρϊ. 

Τα αποτελζςματα είναι: 
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ςχήμα 6 αποτελζςματα παραδείγματοσ για το TOP 

 

 

The Prize-Collecting VRPP 

Στθν περίπτωςθ αυτι θ ελαχιςτοποίθςθ του κόςτουσ επιτυγχάνεται με τα 
οχιματα να επιςκζπτονται όςο το δυνατόν λιγότερεσ πόλεισ και με τισ διαδρομζσ να 
είναι όςο το δυνατόν πιο μικρζσ. Βζβαια, πρζπει να εξαςφαλίηονται οι ελάχιςτεσ 
αποδοχζσ. Ζτςι υπάρχει και ζνασ ελάχιςτοσ αρικμόσ πόλεων που πρζπει να 
επιςκεφτοφν τα οχιματα. 

Στο παράδειγμα θ χωρθτικότθτα επιλζχκθκε ίςθ με 450 πακζτα και οι 
αποδοχζσ ανά πακζτο ίςεσ με 0,8 ευρϊ. 
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ςχήμα 7 αποτελέςματα παραδείγματοσ για το PC-VRPP 

 

Αυτό είναι εμφανζσ από τα αποτελζςματα. Υπάρχουν πόλεισ που κα 
μποροφςαν να αυξιςουν το κζρδοσ (κάτι το οποίο είναι εμφανζσ από τα 
προθγοφμενα παραδείγματα) αλλά ςτθν περίπτωςθ αυτι δεν επιςκζπτονται από τα 
οχιματα κρατϊντασ, ζτςι, το κόςτοσ χαμθλό. 

Ραρατθρϊντασ τα αποτελζςματα είναι εμφανζσ πωσ ςτθν ςυγκεκριμζνθ 
περίπτωςθ το 3ο όχθμα (που κάνει τθν διαδρομι Ακινα-Λαμία) είναι πλεονάηων και 
το κόςτοσ κα ιταν μικρότερο αν χρθςιμοποιοφςαμε μόνο 2 οχιματα.  
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ΕΠΕΚΣΑΗ ΜΟΝΣΕΛΟΤ – ΣΟ FLEET SELECTIVE VRPP (FS-

VRPP) 
 

Κατά τθν διάρκεια των δοκιμαςτικϊν τρεξιμάτων του VRPP ανζκυψε ζνα 
πρόβλθμα. Ασ ποφμε πωσ μια εταιρεία αντιμετωπίηει ζνα πρόβλθμα δρομολόγθςθσ 
οχθμάτων με κζρδθ. Ουςιαςτικά, πρζπει να διαλζξει μζςα από ζνα πλικοσ πελατϊν, 
αυτοφσ που μεγιςτοποιοφν τα κζρδθ τθσ. Ρριν βάλει ςε εφαρμογι το μακθματικό 
μοντζλο του VRPP , θ εταιρεία, πρζπει να πάρει μία απόφαςθ, πόςα οχιματα κα 
χρθςιμοποιιςει. Ακριβϊσ επειδι οι πελάτεσ που τελικά κα εξυπθρετθκοφν, και  
επομζνωσ ο όγκοσ του μεταφερόμενου φορτίου, δεν είναι γνωςτοί ςτο ςθμείο αυτό, θ 
απόφαςθ αυτι είναι πολφ δφςκολθ και μπορεί να οδθγιςει ςε μθ βζλτιςτθ λφςθ. Για 
τον λόγο αυτό κάναμε μία προςπάκεια αντιμετϊπιςθσ του προβλιματοσ επιλογισ 
βζλτιςτου ςτόλου και δρομολόγθςθσ οχθμάτων ωσ ζνα ενιαίο πρόβλθμα.  

Το πρόβλθμα, αφοφ δεν βρικαμε κάτι ςτθν διεκνι βιβλιογραφία, το 
ονομάςαμε Fleet Selective Vehicle Routing Problem with Profits. Στο FS-VRPP το 
ηθτοφμενο είναι ο κακοριςμόσ των διαδρομϊν που πρζπει να ακολουκιςει  ζνασ 
ςτόλοσ οχθμάτων, με ζδρα ζναν κεντρικό κόμβο, με ςκοπό τθν εξυπθρζτθςθ ενόσ 
ςυνόλου γεωγραφικά διαςκορπιςμζνων πελατϊν, ζτςι ϊςτε το κζρδοσ να είναι 
μζγιςτο. Η διαφορά με τθν προθγοφμενθ περίπτωςθ (VRPP) είναι ότι δεν είναι 
αναγκαίο όλα τα οχιματα να χρθςιμοποιθκοφν ςτθν λφςθ, αν όμωσ χρθςιμοποιθκοφν 
υπάρχει ζνα αρχικό κόςτοσ που πρζπει να πλθρωκεί. 

Αναλυτικά, υπάρχει ζνασ ςτόλοσ μθ όμοιων  οχθμάτων που ζχει ωσ ζδρα ζναν 
κεντρικό κόμβο, ο οποίοσ ουςιαςτικά είναι μία πολφ μεγάλθ αποκικθ κάποιου 
προϊόντοσ . Γφρω από τον κεντρικό κόμβο υπάρχουν διαςκορπιςμζνοι πελάτεσ 
(κόμβοι). Οι πελάτεσ ζχουν ςυγκεκριμζνθ ηιτθςθ για το προϊόν του κεντρικοφ κόμβου. 
Τα ζςοδα από τθν εξυπθρζτθςθ κάποιου κόμβου είναι επίςθσ γνωςτά. Αν κάποιο 
όχθμα χρθςιμοποιθκεί ςτθν λφςθ υπάρχει ζνα αρχικό κόςτοσ που πρζπει να πλθρωκεί 
(κόςτοσ οδθγοφ, αςφάλειασ κτλ) 

 Δεν είναι αναγκαίο όλα τα οχιματα να χρθςιμοποιθκοφν ςτθν λφςθ, το 
ίδιο ιςχφει και για τουσ πελάτεσ.  

 Το κάκε όχθμα ζχει τθν δικι του χωρθτικότθτα, κατά βάςθ διαφορετικι 
των υπολοίπων 

 Κάκε πελάτθσ εξυπθρετείται το πολφ μια φορά. 

 Πλα τα οχιματα ξεκινοφν από τον κεντρικό κόμβο και ςτο τζλοσ 
επιςτρζφουν ςε αυτόν. 

 Το κόςτοσ διαδρομισ μεταξφ δφο κόμβων είναι γνωςτό και 
διαφορετικό για κάκε όχθμα 

 Ζνα όχθμα δεν μπορεί να εξυπθρετιςει μόνο ζνα ποςοςτό τθσ ηιτθςθσ 
κάποιου πελάτθ, ςτθν περίπτωςθ που τον εξυπθρετεί παραδίδει το 
100% τθσ ηιτθςισ του. 
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 Το ηθτοφμενο είναι οι διαδρομζσ που πρζπει να ακολουκιςουν τα οχιματα. 
Στο PVRPP οι διαδρομζσ είναι αυτζσ που μεγιςτοποιοφν το κζρδοσ, ςτθν περίπτωςθ 
του TOP μεγιςτοποιοφν τα ζςοδα ενϊ ςτο PCVRPP  ελαχιςτοποιοφν το κόςτοσ. 

 

ΣΑ ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΜΟΝΣΕΛΑ 

The Fleet Selective Profitable Vehicle Routing Problem With Profits 
 

Ονοματολογία 

ip  αποδοχζσ από τθν εξυπθρζτθςθ του κόμβου i 

bk = χωρθτικότθτα (ςε βάροσ ι όγκο του κάκε οχιματοσ). 

ai = το μζγεκοσ τθσ παράδοςθσ ςτον κόμβο i, μετρθμζνο ςτθν ίδια μονάδα 
μζτρθςθσ με τθν χωρθτικότθτα των οχθμάτων 

cijk = το κόςτοσ τθσ απευκείασ διαδρομισ από τον κόμβο i ςτον κόμβο j για το 
όχθμα k (υποκζτουμε cikj 0 και cijk=cjik για όλα τα ijk) 

Ν ο ςυνολικόσ αρικμόσ κόμβων 

οι μεταβλθτζσ απόφαςθσ είναι: 

yik: 1 αν το όχθμα k επιςκζπτεται τον κόμβο i, αλλιϊσ 0. 

xijk: 1 αν το όχθμα k κάνει τθν απευκείασ διαδρομι από τον κόμβο i ςτον 
κόμβο j, αλλιϊσ 0. 

yik: 1 αν το όχθμα k επιςκζπτεται τον κόμβο i, αλλιϊσ 0. 

gk: το αρχικό κόςτοσ εκκίνθςθσ του οχιματοσ k 

 

Ο αντικειμενικόσ ςτόχοσ είναι 
  

όπου i ik

ik

p y  οι ςυνολικζσ αποδοχζσ 

ijk ijk

ijk

c x  το ςυνολικό κόςτοσ 

και   το ςυνολικό αρχικό κόςτοσ για όλα τα οχιματα που κα 
χρθςιμοποιθκοφν 
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Ρεριοριςμοί 

 

ijk jk

i

x y j, k.    (2) 

ijk ik

j

x y    i, k.  (3) 

Οι περιοριςμοί (2) & (3) είναι γνωςτοί ωσ περιοριςμοί ανάκεςθσ. 
Εξαςφαλίηουν ότι όςεσ φορζσ το όχθμα k επιςκεφτεί τον κόμβο i τόςεσ φορζσ κα πάει 
καταφκάςει και κα αναχωριςει από αυτόν 

  (4) 

Ο περιοριςμόσ (4) εξαςφαλίηει τθν μθ φπαρξθ υποδιαδρομϊν ςτθν λφςθ. 
Απόδειξι του ζχει γίνει ςτθν περίπτωςθ του VRPP. 

i ik k

i

a y b    k.                     (5)    

Ο περιοριςμόσ (5) εξαςφαλίηει να μθν ξεπεραςτεί θ χωρθτικότθτα του κάκε 
οχιματοσ 

 

Ο περιοριςμόσ (6) εξαςφαλίηει τθν χρθςιμοποίθςθ όλων των οχθμάτων ςτθν 
λφςθ και ότι κάκε κόμβοσ (εκτόσ από τον κεντρικό) κα επιςκεφτεί από το πολφ από 
ζνα όχθμα. 

   (7) 

i, j = 1, 2, …, N ,όπου N ο αρικμόσ των κόμβων 

k= 1, 2, …, K, όπου K ο αρικμόσ των οχθμάτων 
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The Team Orienteering Problem 

 

Ονοματολογία 

ip  αποδοχζσ από τθν εξυπθρζτθςθ του κόμβου i 

bk = χωρθτικότθτα (ςε βάροσ ι όγκο του κάκε οχιματοσ). 

ai = το μζγεκοσ τθσ παράδοςθσ ςτον κόμβο i, μετρθμζνο ςτθν ίδια μονάδα 
μζτρθςθσ με τθν χωρθτικότθτα των οχθμάτων 

cijk = το κόςτοσ τθσ απευκείασ διαδρομισ από τον κόμβο i ςτον κόμβο j για το 
όχθμα k (υποκζτουμε cikj 0 και cijk=cjik για όλα τα ijk) 

Ν ο ςυνολικόσ αρικμόσ κόμβων 

οι μεταβλθτζσ απόφαςθσ είναι: 

yik: 1 αν το όχθμα k επιςκζπτεται τον κόμβο i, αλλιϊσ 0. 

xijk: 1 αν το όχθμα k κάνει τθν απευκείασ διαδρομι από τον κόμβο i ςτον 
κόμβο j, αλλιϊσ 0. 

yik: 1 αν το όχθμα k επιςκζπτεται τον κόμβο i, αλλιϊσ 0. 

gk: το αρχικό κόςτοσ εκκίνθςθσ του οχιματοσ k 

 

οι μεταβλθτζσ απόφαςθσ είναι: 

yik: 1 αν το όχθμα k επιςκζπτεται τον κόμβο i, αλλιϊσ 0. 

xijk: 1 αν το όχθμα k κάνει τθν απευκείασ διαδρομι από τον κόμβο i ςτον 
κόμβο j, αλλιϊσ 0. 

 

Ο αντικειμενικόσ ςτόχοσ είναι 

max i ik

ik

p y , i, j, k.  (1) 

όπου i ik

ik

p y  οι ςυνολικζσ αποδοχζσ 

Ρεριοριςμοί 
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όπου  το ςυνολικό κόςτοσ και cmax το μζγιςτο κόςτοσ και   

το ςυνολικό αρχικό κόςτοσ για όλα τα οχιματα που κα χρθςιμοποιθκοφν 

 

ijk jk

i

x y j, k.    (3) 

ijk ik

j

x y    i, k.  (4) 

Οι περιοριςμοί (3) & (4) είναι γνωςτοί ωσ περιοριςμοί ανάκεςθσ. 
Εξαςφαλίηουν ότι όςεσ φορζσ το όχθμα k επιςκεφτεί τον κόμβο i τόςεσ φορζσ κα πάει 
καταφκάςει και κα αναχωριςει από αυτόν 

  (5) 

Ο περιοριςμόσ (5) εξαςφαλίηει τθν μθ φπαρξθ υποδιαδρομϊν ςτθ λφςθ  

i ik k

i

a y b    k.                     (6)    

Ο περιοριςμόσ (6) εξαςφαλίηει να μθν ξεπεραςτεί θ χωρθτικότθτα του κάκε 
οχιματοσ 

         

Ο περιοριςμόσ (7) εξαςφαλίηει τθν χρθςιμοποίθςθ όλων των οχθμάτων ςτθν 
λφςθ και ότι κάκε κόμβοσ (εκτόσ από τον κεντρικό) κα επιςκεφτεί από το πολφ από 
ζνα όχθμα. 

   (8) 

i, j = 1, 2, …, N ,όπου N ο αρικμόσ των κόμβων 

k= 1, 2, …, K, όπου K ο αρικμόσ των οχθμάτων 

 

The Prize-Collecting VRPP 

 

Ονοματολογία 

ip  αποδοχζσ από τθν εξυπθρζτθςθ του κόμβου i 

bk = χωρθτικότθτα (ςε βάροσ ι όγκο του κάκε οχιματοσ). 
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ai = το μζγεκοσ τθσ παράδοςθσ ςτον κόμβο i, μετρθμζνο ςτθν ίδια μονάδα 
μζτρθςθσ με τθν χωρθτικότθτα των οχθμάτων 

cijk = το κόςτοσ τθσ απευκείασ διαδρομισ από τον κόμβο i ςτον κόμβο j για το 
όχθμα k (υποκζτουμε cikj 0 και cijk=cjik για όλα τα ijk) 

Ν ο ςυνολικόσ αρικμόσ κόμβων 

οι μεταβλθτζσ απόφαςθσ είναι: 

yik: 1 αν το όχθμα k επιςκζπτεται τον κόμβο i, αλλιϊσ 0. 

xijk: 1 αν το όχθμα k κάνει τθν απευκείασ διαδρομι από τον κόμβο i ςτον 
κόμβο j, αλλιϊσ 0. 

yik: 1 αν το όχθμα k επιςκζπτεται τον κόμβο i, αλλιϊσ 0. 

gk: το αρχικό κόςτοσ εκκίνθςθσ του οχιματοσ k 

 

οι μεταβλθτζσ απόφαςθσ είναι: 

yik: 1 αν το όχθμα k επιςκζπτεται τον κόμβο i, αλλιϊσ 0. 

xijk: 1 αν το όχθμα k κάνει τθν απευκείασ διαδρομι από τον κόμβο i ςτον 
κόμβο j, αλλιϊσ 0. 

 

Ο αντικειμενικόσ ςτόχοσ είναι 

  

όπου   το ςυνολικό κόςτοσ 

και   το ςυνολικό αρχικό κόςτοσ για όλα τα οχιματα που κα 
χρθςιμοποιθκοφν 

 

Ρεριοριςμοί 

i ik

ik

p y pmax     (2) 

όπου i ik

ik

p y  οι ςυνολικζσ αποδοχζσ και pmax οι ελάχιςτεσ αποδοχζσ 

ijk jk

i

x y j, k.    (3) 
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ijk ik

j

x y    i, k.  (4) 

Οι περιοριςμοί (3) & (4) είναι γνωςτοί ωσ περιοριςμοί ανάκεςθσ. 
Εξαςφαλίηουν ότι όςεσ φορζσ το όχθμα k επιςκεφτεί τον κόμβο i τόςεσ φορζσ κα πάει 
καταφκάςει και κα αναχωριςει από αυτόν 

  (5) 

Ο περιοριςμόσ (5) εξαςφαλίηει  τθν μθ φπαρξθ υποδιαδρομϊν ςτθ λφςθ  

i ik k

i

a y b    k.                     (6)    

Ο περιοριςμόσ (6) εξαςφαλίηει να μθν ξεπεραςτεί θ χωρθτικότθτα του κάκε 
οχιματοσ 

          

Ο περιοριςμόσ (7) εξαςφαλίηει τθν χρθςιμοποίθςθ όλων των οχθμάτων ςτθν 
λφςθ και ότι κάκε κόμβοσ (εκτόσ από τον κεντρικό) κα επιςκεφτεί από το πολφ από 
ζνα όχθμα. 

              (8) 

i, j = 1, 2, …, N ,όπου N ο αρικμόσ των κόμβων 

k= 1, 2, …, K, όπου K ο αρικμόσ των οχθμάτων 

 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
 

Το παράδειγμα που ακολουκεί αφορά μια υποκετικι διανομι προϊόντων ςε 
12 πόλεισ τισ Ελλάδασ με βάςθ τθν Θεςςαλονίκθ. Ωσ κόςτοσ επιλζχκθκε θ οδικι 
απόςταςθ των πόλεων πολλαπλαςιαςμζνθ με τθν κατανάλωςθ του κάκε οχιματοσ. 
Επιλζχκθκαν 3 τυχαία επαγγελματικά βαν ςυνολικισ χωρθτικότθτασ 1160 πακζτων θ 
οποία κατανεμικθκε ςτα 3 οχιματα ανάλογα τθν πραγματικισ τουσ. Ωσ αρχικό 
κόςτοσ επιλζχκθκε το 1% του κόςτοσ αγοράσ του κάκε οχιματοσ. Η ςυνολικι ηιτθςθ 
ςε προϊόν όλων των πόλεων επιλζχκθκε 1002 πακζτα και κατανεμικθκε ςτισ πόλεισ 
αναλογικά ωσ προσ τον πλθκυςμό τουσ. Οι απολαβζσ ανά πακζτο ιταν από 0,8 ευρϊ. 
Τα ςτοιχεία του κάκε οχιματοσ, αναλυτικά, είναι: 
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Πχθμα αρχικό κόςτοσ κατανάλωςθ χωρθτικότθτα 

1 138.89 10.23l/km 315 

2 153.75 9.4l/km 170 

3 156.80 11.76l/km 675 
πίνακασ 10 κφρια χαρακτηριςτικά οχημάτων παραδείγματοσ FS-VRPP 

 

Το παράδειγμα αφορά τθν περίπτωςθ του PVRPP και τα αποτελζςματα ςε γραφικι 
μορφι είναι:

 

ςχήμα 8 αποτελζςματα  παραδείγματοσ για το FS-VRPP 

 

Εντφπωςθ κάνει ότι επιλζγονται τα οχιματα που επιλζγονται είναι το 1ο και το 
3ο. Το 1ο προφανϊσ για το μικρό κόςτοσ εκκίνθςθσ και το 3ο για τθν μεγάλθ του 
χωρθτικότθτα. Οι δφο αυτοί παράγοντεσ, ςτθν περίπτωςθ αυτι, είναι πιο ςθμαντικοί 
από τθν κατανάλωςθ, αφοφ το 2ο όχθμα που ζχει και τθν μικρότερθ κατανάλωςθ δεν 
επιλζχκθκε. Το 1ο όχθμα κάνει μία αρκετά μικρι διαδρομι (Θες/νίκθ-Βόλοσ-Λάριςα) 
και ζτςι θ μεγάλθ κατανάλωςθ που ζχει δεν επθρεάηει ςθμαντικά το κόςτοσ, θ οποία 
ζτςι και αλλιϊσ αντιςτακμίηεται από το μικρό κόςτοσ εκκίνθςθσ του οχιματοσ. Το 3ο 
όχθμα επιςκζπτεται ζνα μεγάλο αρικμό πόλεων εκμεταλλεφοντασ ζτςι τθν μεγάλθ 
χωρθτικότθτά του. Ο ςυνδυαςμόσ των  2 οχθμάτων επιτρζπει τον παροπλιςμό του 2ου 
οχιματοσ και ζτςι το κόςτοσ κρατείται χαμθλά. 
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ΕΥΑΡΜΟΓΗ ΣΟΤ VRPP ΣΟ ΦΩΡΟ ΣΗ ΝΑΤΣΙΛΙΑ 
 

Το VRPP μπορεί να βρει εφαρμογι ςτο χϊρο τθσ ναυτιλίασ. Εδϊ κα 
αςχολθκοφμε με ζνα υποκετικό ςενάριο το οποίο όμωσ είναι βαςιςμζνο ςε αρκετά 
πραγματικά ςτοιχεία. 

 Λόγω περιοριςμζνων βροχοπτϊςεων τα νθςιά του Αιγαίου αντιμετωπίηουν 
πρόβλθμα λειψυδρίασ. Η κυβζρνθςθ αποφαςίηει ότι για να αντιμετωπιςτεί το 
φαινόμενο, θ ποςότθτα του μεταφερόμενου νεροφ προσ τα 15 νθςιά με το 
μεγαλφτερο πρόβλθμα λειψυδρίασ πρζπει να αυξθκεί κατά 40%. Ζτςι, κθρφττει 
διαγωνιςμό ςτον οποίο οι εταιρείεσ που ςυμμετάςχουν δθλϊνουν τθν προκυμία τουσ 
να μεταφζρουν  πόςιμο νερό από το λιμάνι του Λαυρίου, Ελευςίνασ θ τθσ όδου ςε 
ζνα ι περιςςότερα από τα νθςιά. Η ποςότθτα που πρζπει να μεταφζρουν είναι 
ςυγκεκριμζνθ και θ μεταφορά πρζπει να γίνεται κάκε 2 εβδομάδεσ. Η κυβζρνθςθ 
είναι διατεκειμζνθ να πλθρϊςει 6,37 ευρϊ για τθν μεταφορά κάκε μετρικοφ τόνου 
πόςιμου νεροφ 

Εταιρεία διακζτει 2 υδροφόρεσ που λειτουργοφν ςτον χϊρο του Αιγαίου με 
ζδρα το Λαφριο. Το πρόγραμμα λειτουργίασ των υδροφόρων επιτρζπει τθν ςυμμετοχι 
τουσ ςτον διαγωνιςμό αφοφ ζχουν αρκετό «ελεφκερο» χρόνο για ζνα επιπλζον 
δρομολόγιο κάκε 2 εβδομάδεσ. Οι υδροφόρεσ ζχουν μεταφορικι ικανότθτα 2704 
τόνων θ κάκε μία και καταναλϊνουν πετρζλαιο που αντιςτοιχεί ςε περίπου 9,33 ευρϊ 
ανά ναυτικό μίλι. 

Η εταιρεία εξετάηει τθν ςυμμετοχι τθσ ςτον διαγωνιςμό. Επειδι οι υδροφόρεσ 
ζχουν μικρότερθ χωρθτικότθτα από τθν ςυνολικι ηιτθςθ όλων των νθςιϊν, αναηθτά 
τθν επιλογι αυτϊν που κα μεγιςτοποιιςουν τα κζρδθ τθσ. 

Στθν περίπτωςθ αυτι κεωροφμε ότι τα πάγια κόςτθ χριςθσ του πλοίου δεν 
εξαρτϊνται από τθν διαδρομι που κάνει κάκε πλοίο. Οι μιςκοί δθλαδι του 
πλθρϊματοσ, θ αςφάλιςθ του πλοίου κτλ. δεν κα επθρεαςτοφν από ζνα παραπάνω 
δρομολόγιο ανά 2 εβδομάδεσ. Το μόνο δθλαδι που κα προςμετριςουμε ωσ κόςτοσ 
είναι θ κατανάλωςθ ςε καφςιμα. 

Η αναγκαία μεταφερόμενθ ποςότθτα πόςιμου νεροφ ςε κάκε νθςί δίνεται από 
τον παρακάτω πίνακα. 

Λαφριο 0.0 Κουφονιςια 229.92 

Ράτμοσ 793.94 Αγακονιςι 103.93 

Σφμθ 1637.09 Θθραςία 168.36 

Νίςυροσ 251.16 Σχοινοφςα 129.41 
Ανάφθ 171.50 Δονοφςα 102.40 

Λειψοί 438.48 Ηρακλειά 94.86 

Κίμωλοσ 483.09 Αρκοί 33.92 

Αμοργόσ 1167.83 ςφνολο 6214.90 

Φολζγανδροσ 419.01     
πίνακασ 11 αναγκαία μεταφερόμενη ποςότητα νερού τησ εφαρμογήσ ςτη ναυτιλία 
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Τα αποτελζςματα που πιραμε ςε γραφικι μορφι είναι: 

 

ςχήμα 9 αποτελζςματα  εφαρμογήσ ςτη ναυτιλία 

 

Ππωσ ιταν αναμενόμενο, τα πλοία δεν επιςκζπτονται όλα τα νθςιά, αφοφ δεν 
το επιτρζπει θ χωρθτικότθτα τουσ. Τα πλοία ςχεδόν εξαντλοφν τθν χωρθτικότθτα τουσ 
(2672,2 με ολικι 2704 και 2692 με ολικι 2704) κάτι που ςθμαίνει ότι θ τιμι των 6,37 
ευρϊ ανά μεταφερόμενο τόνο είναι ιδιαίτερα ελκυςτικι και θ εταιρεία κα μποροφςε 
να κάνει προςφορά και ςε μικρότερθ τιμι. Βζβαια, δεν πρζπει να ξεχνάμε ότι ςτο 
κόςτοσ δεν ζχουν ςυμπεριλθφκεί κακόλου τα πάγια κόςτθ κάτι που πρζπει να 
προςμετρθκεί αν γίνει καλφτερθ προςφορά.  
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ΤΜΠΕΡΑΜΑΣΑ – ΠΡΟΣΑΕΙ ΓΙΑ ΠΕΡΑΙΣΕΡΩ ΜΕΛΕΣΗ 
 

Ζνα μεγάλο μζροσ τθσ μελζτθσ που ζγινε για το VRPP αναλϊκθκε ςτθν 
ανάλυςθ ευαιςκθςίασ. Από τα δοκιμαςτικά τρεξίματα του προγράμματοσ είναι 
φανερό πωσ ο υπολογιςτικόσ χρόνοσ που απαιτείται, εκτόσ από το μζγεκοσ του 
προβλιματοσ, εξαρτάται ςε ζναν ςθμαντικό βακμό από τα δεδομζνα που κα 
ειςαχκοφν ςτο πρόγραμμα. Η διαφορά, αυτι, ςε υπολογιςτικό χρόνο είναι αρκετά 
μεγάλθ και δεν πρζπει να αγνοθκεί. 

Μία λογικι εξιγθςθ είναι ότι υπάρχουν αςφμμετρα δεδομζνα που 
φωτογραφίηουν τθν λφςθ. Φανταςτείτε, δθλαδι, ζνα δίκτυο πόλεων με κεντρικό 
κόμβο τθν Ακινα, κάποιεσ πόλεισ ςτον χϊρο τθσ Ελλάδασ και κάποιεσ άλλεσ ςτθν 
άλλθ πλευρά τθσ γθσ. Είναι λογικό το πρόγραμμα, γριγορα, να απορρίψει αυτζσ τισ 
«άλλεσ» πόλεισ και ζτςι το πρόβλθμα να μεταςχθματιςτεί ςε άλλο μικρότερθσ τάξθσ 
που περιλαμβάνει μόνο τισ ελλθνικζσ πόλεισ και να ζχουμε γριγορα αποτζλεςμα. 

Βζβαια, υπάρχουν περιπτϊςεισ που θ διαφορά ςε υπολογιςτικό χρόνο δεν 
εξθγείται τόςο εφκολα. Για δεδομζνα φαινομενικά ίδια με ελάχιςτεσ διαφορζσ είχαμε 
ςθμαντικζσ αποκλίςεισ. Μία πικανι εξιγθςθ είναι ότι το LINGO ξεκινάει από μία 
τυχαία λφςθ και αυτι παίηει ςθμαντικό ρόλο ςτθν διαδικαςία επίλυςθσ. 
Χαρακτθριςτικό είναι ότι για το ίδιο ακριβϊσ πρόβλθμα ο χρόνοσ που ζκανε το LINGO 
για να το λφςει είχε μικρζσ αλλά αιςκθτζσ αποκλίςεισ. 

Αυτό που ζγινε, επίςθσ, κατανοθτό από τθν παροφςα μελζτθ είναι ότι το VRPP 
είναι ζνα πολφ δφςκολο πρόβλθμα. Ακόμα και για προβλιματα ςχετικά μικροφ 
μεγζκουσ απαιτεί μεγάλθ υπολογιςτικι δφναμθ. Ζνασ ςφγχρονοσ υπολογιςτισ για 
προβλιματα μεγζκουσ 15-18 κόμβων (μζγεκοσ για τα οποίο ζγινε θ παροφςα μελζτθ) 
κα δϊςει αποτελζςματα, ςυνικωσ, μετά από αρκετζσ ϊρεσ.  

Είναι γνωςτό από παλαιότερεσ μελζτεσ ότι το VRPP είναι τφπου NP-hard. Τα 
πειραματικά αποτελζςματα από τθν παροφςα μελζτθ δεν κα μποροφςαν να ιταν 
διαφορετικά. Το ακόλουκο διάγραμμα, τα δεδομζνα του οποίου είναι πειραματικά, 
δείχνει πωσ αυξάνεται ο υπολογιςτικόσ χρόνοσ ανάλογα με τον αρικμό τον κόμβων, 
ςτθν περίπτωςθ μασ. 
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διάγραμμα 11 επαναλήψεισ προσ ςυνολικό αριθμό κόμβων 

 

Τθν παραπάνω καμπφλθ το excel τθν προςεγγίηει ωσ y=6.004e0,842x, ο 
υπολογιςτικόσ χρόνοσ δθλαδι αυξάνει εκκετικά όςο αυξάνει το μζγεκοσ του 
προβλιματοσ. Αυτό επιβεβαιϊνει τον οριςμό του VRPP ωσ πρόβλθμα τφπου NP-Hard. 

Βάςθ των υπολογιςτικϊν χρόνων που χρειάςτθκαν ιταν εμφανζσ ότι το FS-
VRPP είναι ζνα πρόβλθμα αρκετά πιο πολφπλοκο και ςφνκετο από το VRPP. Κάτι 
αναμενόμενο αφοφ εκτόσ τθσ επιλογισ των βζλτιςτων διαδρομϊν, εδϊ, υπάρχει και θ 
επιλογι του βζλτιςτου ςτόλου. Ζτςι, το FS-VRPP χρειάηεται πολλαπλάςιο 
υπολογιςτικό χρόνο ακόμα και για προβλιματα πολφ μικρότερου μεγζκουσ ςε ςχζςθ 
με το VRPP. 

Στο ςθμείο αυτό γίνεται κατανοθτό ότι για μεγαλφτερα προβλιματα είναι 
κεμιτό να γίνει μία προςπάκεια μείωςθσ του υπολογιςτικοφ χρόνου. Αυτό μπορεί να 
γίνει με δφο τρόπουσ. Ο πρϊτοσ είναι με τθν χρθςιμοποίθςθ ενόσ πιο ςφγχρονου και 
δυνατοφ υπολογιςτικοφ ςυςτιματοσ. Βζβαια υπάρχουν όρια και ακόμα και το πιο 
ςφγχρονο ςφςτθμα τθσ αγοράσ κα μειϊςει τον υπολογιςτικό χρόνο, ςτθν καλφτερθ 
περίπτωςθ, ςτο 1/5. Ο δεφτεροσ τρόποσ είναι να γίνει προςπάκεια εφρεςθσ 
αλγορίκμων που βελτιϊνουν τον υπολογιςτικό χρόνο (heuristics). 

Τα τελευταία χρόνια, μάλιςτα, θ τάςθ που επικρατεί είναι θ χρθςιμοποίθςθ 
αλγορίκμων που βρίςκουν λφςεισ αρκετά κοντά ςτθν βζλτιςτθ με το πλεονζκτθμα ότι 
τθν βρίςκουν αρκετά πιο γριγορα. Ο ςυνδυαςμόσ neighborhood search με tabu 
search, ζτςι ϊςτε να αποκλείονται οι ανεπικφμθτοι κόμβοι που δεν ςυμβάλλουν ςτθν 
αφξθςθ του κζρδουσ φαίνεται αρκετά ελκυςτικι ιδζα κάτι που επιβεβαιϊνει και θ 
δουλειά του Archetti. 

Πςο αφορά τθν περίπτωςθ του FS-VRPP για προβλιματα μεγαλφτερου 
μεγζκουσ προτείνεται θ επίλυςθ του με τον κλαςικό τρόπο που γίνεται ζωσ ςιμερα. Ο 
διαχωριςμόσ του, δθλαδι, ςε δφο είδθ προβλθμάτων: επιλογι βζλτιςτου ςτόλου και 
δρομολόγθςθ οχθμάτων.  Βζβαια, επειδι ςε αυτοφ του είδουσ τα προβλιματα δεν 
είναι γνωςτόσ εκ των προτζρων ο αρικμόσ των ςυνολικϊν πελατϊν που κα 
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εξυπθρετθκοφν, ςυνεπϊσ και θ ολικι ηιτθςθ, αυτόσ ο τρόποσ μπορεί να οδθγιςει ςε 
λάκοσ επιλογι ςτόλου και ςε αυτι τθν περίπτωςθ πρζπει να επανεκτιμθκεί. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 



48 
 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΥΙΑ 
 

Archetti, C., A. Hertz, and M. G. Speranza (2007). Metaheurisitics for the team 
orienteering problem. Journal of Heuristics 13, 49–76. 

Feillet D, Dejax P and Gendreau M (2005) Traveling salesman problems with profits. 
Transportation Science 39:188−205. 

G. Gutin, A.P. Punnen (2002), The Traveling Salesman Problem and its Variations, 
Kluwer Academic, Norwell, MA 

Tang H and Miller-Hooks E (2005) A tabu search heuristic for the team orienteering 
problem. Computers & Operations Research 32: 1379–1407. 

The VRP WEB (2007) - http://neo.lcc.uma.es/radi-aeb/WebVRP/ - Accessed September 
16th, 2007 

 
Toth, P. and D. Vigo (2002). The Vehicle Routing Problem. SIAM Monographs on 

Discrete Mathematics and Applications, SIAM Publishing. 

Winston, W. (2004) Operations Research: Applications and Algorithms.Brooks/Cole – 
Thompson Learning. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://neo.lcc.uma.es/radi-aeb/WebVRP/


49 
 

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

ΔΕΔΟΜΕΝΑ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΣΩΝ 

Δεδομένα για την ανάλυςη ευαιςθηςίασ 

 

Επειδι ζγιναν πολυάρικμα δοκιμαςτικά τρεξίματα για τθν ανάλυςθ ευαιςκθςίασ δεν 

κα  τα παρακζςουμε όλα, αφοφ κάτι τζτοιο κα ιταν κουραςτικό για τον αναγνϊςτθ. 

Αντ’ αυτοφ κα δϊςουμε τα δεδομζνα που είναι κοινά για όλα τα τρεξίματα. 

Στα περιςςότερα παραδείγματα χρθςιμοποιικθκαν 3 οχιματα ςυνολικά 
χωρθτικότθτασ 330 πακζτων (το κακζνα). Ππου αναφζρεται άλλθ τιμι από αυτιν, 
φυςικά ιςχφει θ τιμι που αναφζρεται. 

Για τισ πόλεισ ιςχφουν: 

 
ζήηηζη ζε πακέηα 

Madrid  0 

Barcelona  328 

Valencia  103 

Sevilla  91 

Málaga  72 

Bilbao  67 

Gijón 60 

Alicante  47 

Zaragoza  46 

Murcia  40 

Granada  32 

Vigo  30 

Cadiz  29 

San Sebastian  28 

A Corunna  28 

σύνολο 1001 

 

Κεντρικόσ κόμβοσ : Madrid  

Οι αποδοχζσ ςε κάκε πόλθ υπολογίηονται από το γινόμενο ηιτθςθ ςε πακζτο * 

αποδοχζσ ανά πακζτο 
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1ο παράδειγμα για το PVRPP 

 

3 οχιματα ςυνολικά χωρθτικότθτασ 450 πακζτων (το κακζνα).  

Για τισ πόλεισ ιςχφουν: 

  
ηιτθςθ ςε 
πακζτα αποδοχζσ 

Ακινα 0 0 

Θεςςαλονίκθ 444 355.2 

Ράτρα 103 82.4 

Λάριςα 77 61.6 

Βόλοσ 68 54.4 

Ιωάννινα 43 34.4 

Χαλκίδα 36 28.8 

Καβάλα 31 24.8 

Καλαμάτα 31 24.8 

Σζρρεσ 30 24 

Κατερίνθ 29 23.2 

Τρίκαλα 29 23.2 

Λαμία 27 21.6 

Αλεξανδροφπολθ 26 20.8 

Ξάνκθ 25 20 

ςφνολο 999 799.2 

 

Κεντρικόσ κόμβοσ : Ακινα 
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2ο παράδειγμα για το PVRPP 

 

3 οχιματα ςυνολικά χωρθτικότθτασ 450 πακζτων (το κακζνα).  

Για τισ πόλεισ ιςχφουν: 

  
ηιτθςθ ςε 
πακζτα αποδοχζσ 

Ακινα 0 0 

Θεςςαλονίκθ 444 577.2 

Ράτρα 103 133.9 

Λάριςα 77 100.1 

Βόλοσ 68 88.4 

Ιωάννινα 43 55.9 

Χαλκίδα 36 46.8 

Καβάλα 31 40.3 

Καλαμάτα 31 40.3 

Σζρρεσ 30 39 

Κατερίνθ 29 37.7 

Τρίκαλα 29 37.7 

Λαμία 27 35.1 

Αλεξανδροφπολθ 26 33.8 

Ξάνκθ 25 32.5 

ςφνολο 999 1298.7 

 

Κεντρικόσ κόμβοσ : Ακινα 
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3ο παράδειγμα για το PVRPP 

 

3 οχιματα ςυνολικά χωρθτικότθτασ 500 πακζτων (το κακζνα).  

Για τισ πόλεισ ιςχφουν: 

  
ηιτθςθ ςε 
πακζτα αποδοχζσ 

Ακινα 0 0 

Θεςςαλονίκθ 444 577.2 

Ράτρα 103 133.9 

Λάριςα 77 100.1 

Βόλοσ 68 88.4 

Ιωάννινα 43 55.9 

Χαλκίδα 36 46.8 

Καβάλα 31 40.3 

Καλαμάτα 31 40.3 

Σζρρεσ 30 39 

Κατερίνθ 29 37.7 

Τρίκαλα 29 37.7 

Λαμία 27 35.1 

Αλεξανδροφπολθ 26 33.8 

Ξάνκθ 25 32.5 

ςφνολο 999 1298.7 

 

Κεντρικόσ κόμβοσ : Ακινα 
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παράδειγμα για το TOP 

 

3 οχιματα ςυνολικά χωρθτικότθτασ 450 πακζτων (το κακζνα).  

Για τισ πόλεισ ιςχφουν: 

  
ηιτθςθ ςε 
πακζτα αποδοχζσ 

Ακινα 0 0 

Θεςςαλονίκθ 444 355.2 

Ράτρα 103 82.4 

Λάριςα 77 61.6 

Βόλοσ 68 54.4 

Ιωάννινα 43 34.4 

Χαλκίδα 36 28.8 

Καβάλα 31 24.8 

Καλαμάτα 31 24.8 

Σζρρεσ 30 24 

Κατερίνθ 29 23.2 

Τρίκαλα 29 23.2 

Λαμία 27 21.6 

Αλεξανδροφπολθ 26 20.8 

Ξάνκθ 25 20 

ςφνολο 999 799.2 

 

Κεντρικόσ κόμβοσ : Ακινα 

Μζγιςτο κόςτοσ : 321,86 
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παράδειγμα για το PC-VRPP 

 

3 οχιματα ςυνολικά χωρθτικότθτασ 450 πακζτων (το κακζνα).  

Για τισ πόλεισ ιςχφουν: 

  
ηιτθςθ ςε 
πακζτα αποδοχζσ 

Ακινα 0 0 

Θεςςαλονίκθ 444 355.2 

Ράτρα 103 82.4 

Λάριςα 77 61.6 

Βόλοσ 68 54.4 

Ιωάννινα 43 34.4 

Χαλκίδα 36 28.8 

Καβάλα 31 24.8 

Καλαμάτα 31 24.8 

Σζρρεσ 30 24 

Κατερίνθ 29 23.2 

Τρίκαλα 29 23.2 

Λαμία 27 21.6 

Αλεξανδροφπολθ 26 20.8 

Ξάνκθ 25 20 

ςφνολο 999 799.2 

 

Κεντρικόσ κόμβοσ : Ακινα 

ελάχιςτα ζςοδα : 703,6 
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παράδειγμα για το FS-VRPP 

 

για τα οχιματα ιςχφει: 

Πχθμα αρχικό κόςτοσ κατανάλωςθ χωρθτικότθτα 

1 138.89 10.23l/km 315 

2 153.75 9.4l/km 170 

3 156.80 11.76l/km 675 

 

για τισ πόλεισ ιςχφουν: 

  ζήηηζη αποδοχέρ 

Θεζζαλονίκη 0 0 

Πάηπα 206 164.8 

Λάπιζα 155 124 

Βόλορ 136 108.8 

Ιωάννινα 86 68.8 

Χαλκίδα 73 58.4 

Καβάλα 63 50.4 

Σέππερ 59 47.2 

Καηεπίνη 59 47.2 

Τπίκαλα 58 46.4 

Λαμία 54 43.2 

Αλεξανδπούπολη 53 42.4 

σύνολο 1002 801.6 

 

Κεντρικόσ κόμβοσ : Θεςςαλονίκθ 
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Εφαρμογή ςτη ναυτιλία 

 

2 υδροφόρα πλοία χωρθτικότθτασ 2704 μετρικϊν τόνων (το κακζνα) 

για τα νθςιά (κόμβουσ) ιςχφουν: 

  ηιτθςθ αποδοχζσ 

Λαφριο 0 0 

Ράτμοσ 783.93 4993.68 

Σφμθ 16937.09 10428.29 

Νίςυροσ 251.16 1599.92 

Ανάφθ 171.5 1092.45 

Λειψοί 438.48 2791.15 

Κίμωλοσ 483.09 3077.27 

Αμοργόσ 1167.83 7439.06 

Φολζγανδροσ 419.01 2669.10 

Κουφονιςια 229.92 1464.60 

Αγακονιςι 103.93 662.03 

Θθραςία 168.36 1072.44 

Σχοινοφςα 129.41 824.34 

Δονοφςα 102.40 652.27 

Ηρακλειά 94.86 604.25 

Αρκοί 33.92 216.09 

ςφνολο 6214.90 39588.92 

 

Κεντρικόσ κόμβοσ : Λαφριο 
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Ο κώδικασ του LINGO 
 

The Profitable Vehicle Routing Problem with Profits 

 

!code for the PVRPP made by Vasilis Tourloupis; 

 

SETS: 

 

CITY/1..18/:P,W,A; 

SHIP/1..3/:B; 

LINK(CITY,CITY,SHIP):X; 

LINKZ(CITY,SHIP):Y,U; 

LINKS(CITY,CITY):DIST; 

ENDSETS 

 

  DATA: 

 

B =              330 330 330; !B= capacity of vehicle; 

 

    DIST=@OLE( 'M:\My Stuff\Sxoli\Diplwmatikh\liridi\mine\wrong.xls', 

'dist'); !cost of route; 

    P=@OLE( 'M:\My Stuff\Sxoli\Diplwmatikh\liridi\mine\wrong.xls', 

'profit'); !profit for servicing nod; 

    A=@OLE( 'M:\My Stuff\Sxoli\Diplwmatikh\liridi\mine\wrong.xls', 

'a'); !a=demand of product; 

    @OLE( 'M:\My Stuff\Sxoli\Diplwmatikh\liridi\mine\wrong.xls', 

'x','y','w')=X,Y,W; 

 

  ENDDATA 

 

 

REVENUE= 

@SUM(SHIP(K): 

 @SUM(CITY(L): 

P(L)*Y(L,K)) 

); 

COST= 

@SUM(SHIP(K): 

 @SUM(CITY(L): 

  @SUM(CITY(J): DIST(L,J)*X(L,J,K)) 

 ) 

); 

 

MAX=REVENUE-COST; !objective for the PVRPP; 

 

!assigment constraints; 

@FOR(CITY(K): 

 @FOR(SHIP(L): 

  @SUM(CITY(J) : X(K,J,L)) = Y(K,L); 

 ) 

); 

 

@FOR(CITY(K): 

 @FOR(SHIP(L): 
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  @SUM(CITY(J) : X(J,K,L)) = Y(K,L); 

 ) 

); 

 

!capacity contraint; 

@FOR(SHIP(K) : @SUM(CITY(L) : A(L)*Y(L,K)) <= B(K);); 

 

 

!ensures the existence of all vehicles in the solution+a nod will not 

be visited twice; 

@FOR(CITY(K) | K #EQ# 1 :  

 @SUM(SHIP(L) : Y(K,L)) = @SIZE(SHIP);); 

@FOR(CITY(K) | K #GE# 2 : 

 @SUM(SHIP(L):Y(K,L))=W(K)); 

                            

@FOR(LINK:@BIN(X);); 

@FOR(LINKZ:@BIN(Y);); 

@FOR(CITY(K) | K #GE# 2 : 

 @BIN(W(K))); 

 

  

   N=@SIZE(CITY); 

!subroute elimination constraint; 

@FOR(SHIP(L): 

   @FOR(CITY(K):@FOR(CITY(J)|J#GT#1#AND#K#GT#1: 

   U(J,L)-U(K,L) + N*X(J,K,L)<N-1;)); 

); 

@FOR(LINKZ:U>=0;); 

 

The Team Orienteering Problem 

 

!code for the TOP made by Vasilis Tourloupis; 

 

SETS: 

 

CITY/1..18/:P,W,A; 

SHIP/1..3/:B; 

LINK(CITY,CITY,SHIP):X; 

LINKZ(CITY,SHIP):Y,U; 

LINKS(CITY,CITY):DIST; 

ENDSETS 

 

  DATA: 

 

B =              330 330 330; !B= capacity of vehicle; 

 

    DIST=@OLE( 'M:\My Stuff\Sxoli\Diplwmatikh\liridi\mine\wrong.xls', 

'dist'); !DIST=cost of route; 

    P=@OLE( 'M:\My Stuff\Sxoli\Diplwmatikh\liridi\mine\wrong.xls', 

'profit'); !P=profit for servicing nod; 

    A=@OLE( 'M:\My Stuff\Sxoli\Diplwmatikh\liridi\mine\wrong.xls', 

'a'); !A=demand of product; 

    @OLE( 'M:\My Stuff\Sxoli\Diplwmatikh\liridi\mine\wrong.xls', 

'x','y','w')=X,Y,W; 
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  ENDDATA 

 

 

REVENUE= 

@SUM(SHIP(K): 

 @SUM(CITY(L): 

P(L)*Y(L,K)) 

); 

COST= 

@SUM(SHIP(K): 

 @SUM(CITY(L): 

  @SUM(CITY(J): DIST(L,J)*X(L,J,K)) 

 ) 

); 

 

MAX=REVENUE; !objective for the TOP; 

COST<=(max cost); !replace (max cost) with the actual maximum cost; 

 

!assigment constraints; 

@FOR(CITY(K): 

 @FOR(SHIP(L): 

  @SUM(CITY(J) : X(K,J,L)) = Y(K,L); 

 ) 

); 

 

@FOR(CITY(K): 

 @FOR(SHIP(L): 

  @SUM(CITY(J) : X(J,K,L)) = Y(K,L); 

 ) 

); 

 

!capacity contraint; 

@FOR(SHIP(K) : @SUM(CITY(L) : A(L)*Y(L,K)) <= B(K);); 

 

 

!ensures the existence of all vehicles in the solution+a nod will not 

be visited twice; 

@FOR(CITY(K) | K #EQ# 1 :  

 @SUM(SHIP(L) : Y(K,L)) = @SIZE(SHIP);); 

@FOR(CITY(K) | K #GE# 2 : 

 @SUM(SHIP(L):Y(K,L))=W(K)); 

                            

@FOR(LINK:@BIN(X);); 

@FOR(LINKZ:@BIN(Y);); 

@FOR(CITY(K) | K #GE# 2 : 

 @BIN(W(K))); 

 

  

   N=@SIZE(CITY); 

!subroute elimination constraint; 

@FOR(SHIP(L): 

   @FOR(CITY(K):@FOR(CITY(J)|J#GT#1#AND#K#GT#1: 

   U(J,L)-U(K,L) + N*X(J,K,L)<N-1;)); 

); 

@FOR(LINKZ:U>=0;); 
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The Prize Collecting Vehicle Routing Problem with Profits 

 

!code for the PC-VRPP made by Vasilis Tourloupis; 

 

SETS: 

 

CITY/1..18/:P,W,A; 

SHIP/1..3/:B; 

LINK(CITY,CITY,SHIP):X; 

LINKZ(CITY,SHIP):Y,U; 

LINKS(CITY,CITY):DIST; 

ENDSETS 

 

  DATA: 

 

B =              330 330 330; !B= capacity of vehicle; 

 

    DIST=@OLE( 'M:\My Stuff\Sxoli\Diplwmatikh\liridi\mine\wrong.xls', 

'dist'); !DIST=cost of route; 

    P=@OLE( 'M:\My Stuff\Sxoli\Diplwmatikh\liridi\mine\wrong.xls', 

'profit'); !P=profit for servicing nod; 

    A=@OLE( 'M:\My Stuff\Sxoli\Diplwmatikh\liridi\mine\wrong.xls', 

'a'); !A=demand of product; 

    @OLE( 'M:\My Stuff\Sxoli\Diplwmatikh\liridi\mine\wrong.xls', 

'x','y','w')=X,Y,W; 

 

  ENDDATA 

 

 

REVENUE= 

@SUM(SHIP(K): 

 @SUM(CITY(L): 

P(L)*Y(L,K)) 

); 

COST= 

@SUM(SHIP(K): 

 @SUM(CITY(L): 

  @SUM(CITY(J): DIST(L,J)*X(L,J,K)) 

 ) 

); 

 

MIN=COST; !objective for the PC-VRPP; 

REVENUE>=(min rev); !replace (min rev) with the actual minimum cost; 

 

!assigment constraints; 

@FOR(CITY(K): 

 @FOR(SHIP(L): 

  @SUM(CITY(J) : X(K,J,L)) = Y(K,L); 

 ) 

); 

 

@FOR(CITY(K): 

 @FOR(SHIP(L): 

  @SUM(CITY(J) : X(J,K,L)) = Y(K,L); 

 ) 

); 
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!capacity contraint; 

@FOR(SHIP(K) : @SUM(CITY(L) : A(L)*Y(L,K)) <= B(K);); 

 

 

!ensures the existence of all vehicles in the solution+a nod will not 

be visited twice; 

@FOR(CITY(K) | K #EQ# 1 :  

 @SUM(SHIP(L) : Y(K,L)) = @SIZE(SHIP);); 

@FOR(CITY(K) | K #GE# 2 : 

 @SUM(SHIP(L):Y(K,L))=W(K)); 

                            

@FOR(LINK:@BIN(X);); 

@FOR(LINKZ:@BIN(Y);); 

@FOR(CITY(K) | K #GE# 2 : 

 @BIN(W(K))); 

 

  

   N=@SIZE(CITY); 

!subroute elimination constraint; 

@FOR(SHIP(L): 

   @FOR(CITY(K):@FOR(CITY(J)|J#GT#1#AND#K#GT#1: 

   U(J,L)-U(K,L) + N*X(J,K,L)<N-1;)); 

); 

@FOR(LINKZ:U>=0;); 

 

The Fleet Selective Profitable Vehicle Routing Problem with Profits 

 

!code for the FS-PVRPP made by Vasilis Tourloupis; 

 

SETS: 

 

CITY/1..12/:P,W,A; 

SHIP/1..3/:B,BUY; 

LINK(CITY,CITY,SHIP):X,DIST; 

LINKZ(CITY,SHIP):Y,U; 

!LINKS(CITY,CITY):DIST; 

ENDSETS 

 

  DATA: 

 

B =              315 170 675; !B= capacity of vehicle; 

BUY =          138.89 153.75 156.80; !initial cost of each vehicle; 

    DIST=@OLE( 'M:\Sxoli\Diplwmatikh\lyridi\mine\byshipgr12.xls', 

'DIST'); !cost of route; 

    P=@OLE( 'M:\Sxoli\Diplwmatikh\lyridi\mine\byshipgr12.xls', 

'profit'); !profit for servicing nod;  

    A=@OLE( 'M:\Sxoli\Diplwmatikh\lyridi\mine\byshipgr12.xls', 'a'); 

!a=demand of product; 

    @OLE( 'M:\Sxoli\Diplwmatikh\lyridi\mine\byshipgr12.xls', 

'x','y','w')=X,Y,W; 

  ENDDATA 

 

 

REVENUE= 
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@SUM(SHIP(K): 

 @SUM(CITY(L): 

P(L)*Y(L,K)) 

); 

COST= 

@SUM(SHIP(K): 

 @SUM(CITY(L): 

  @SUM(CITY(J): DIST(L,J,K)*X(L,J,K)) 

 ) 

); 

BUYCOST= 

@SUM(SHIP(K): 

 @SUM(CITY(L)| L #LE# 1 : Y(L,K)*BUY(K)) 

); 

MAX=REVENUE-COST-BUYCOST; !objective for the FS-PVRPP; 

 

!assigment constraints; 

@FOR(CITY(K): 

 @FOR(SHIP(L): 

  @SUM(CITY(J) : X(K,J,L)) = Y(K,L); 

 ) 

); 

 

@FOR(CITY(K): 

 @FOR(SHIP(L): 

  @SUM(CITY(J) : X(J,K,L)) = Y(K,L); 

 ) 

); 

 

!capacity contraint; 

@FOR(SHIP(K) : @SUM(CITY(L) : A(L)*Y(L,K)) <= B(K);); 

 

 

 

!ensures a nod will not be visited twice; 

@FOR(CITY(K) | K #GE# 2 : 

 @SUM(SHIP(L):Y(K,L))=W(K)); 

                            

@FOR(LINK:@BIN(X);); 

@FOR(LINKZ:@BIN(Y);); 

@FOR(CITY(K) | K #GE# 2 : 

 @BIN(W(K))); 

 

  

   N=@SIZE(CITY); 

!subroute elimination constraint; 

@FOR(SHIP(L): 

   @FOR(CITY(K):@FOR(CITY(J)|J#GT#1#AND#K#GT#1: 

   U(J,L)-U(K,L) + N*X(J,K,L)<N-1;)); 

); 

@FOR(LINKZ:U>=0;); 
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The Fleet Selective Team Orienteering Problem 

 

!code for the FS-PC-VRPP made by Vasilis Tourloupis; 

 

SETS: 

 

CITY/1..12/:P,W,A; 

SHIP/1..3/:B,BUY; 

LINK(CITY,CITY,SHIP):X,DIST; 

LINKZ(CITY,SHIP):Y,U; 

!LINKS(CITY,CITY):DIST; 

ENDSETS 

 

  DATA: 

 

B =              315 170 675; !B= capacity of vehicle; 

BUY =          138.89 153.75 156.80; !initial cost of each vehicle; 

    DIST=@OLE( 'M:\Sxoli\Diplwmatikh\lyridi\mine\byshipgr12.xls', 

'DIST'); !cost of route; 

    P=@OLE( 'M:\Sxoli\Diplwmatikh\lyridi\mine\byshipgr12.xls', 

'profit'); !profit for servicing nod;  

    A=@OLE( 'M:\Sxoli\Diplwmatikh\lyridi\mine\byshipgr12.xls', 'a'); 

!a=demand of product; 

    @OLE( 'M:\Sxoli\Diplwmatikh\lyridi\mine\byshipgr12.xls', 

'x','y','w')=X,Y,W; 

  ENDDATA 

 

 

REVENUE= 

@SUM(SHIP(K): 

 @SUM(CITY(L): 

P(L)*Y(L,K)) 

); 

COST= 

@SUM(SHIP(K): 

 @SUM(CITY(L): 

  @SUM(CITY(J): DIST(L,J,K)*X(L,J,K)) 

 ) 

); 

BUYCOST=           !BUYCOST=initial cost for all vehicles; 

@SUM(SHIP(K): 

 @SUM(CITY(L)| L #LE# 1 : Y(L,K)*BUY(K)) 

); 

 

MAX=REVENUE; !objective for the TOP; 

COST+BUYCOST<=(max cost); !replace (max cost) with the actual maximum 

cost; 

 

!assigment constraints; 

@FOR(CITY(K): 

 @FOR(SHIP(L): 

  @SUM(CITY(J) : X(K,J,L)) = Y(K,L); 

 ) 

); 

 

@FOR(CITY(K): 
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 @FOR(SHIP(L): 

  @SUM(CITY(J) : X(J,K,L)) = Y(K,L); 

 ) 

); 

 

!capacity contraint; 

@FOR(SHIP(K) : @SUM(CITY(L) : A(L)*Y(L,K)) <= B(K);); 

 

 

 

!ensures a nod will not be visited twice; 

@FOR(CITY(K) | K #GE# 2 : 

 @SUM(SHIP(L):Y(K,L))=W(K)); 

                            

@FOR(LINK:@BIN(X);); 

@FOR(LINKZ:@BIN(Y);); 

@FOR(CITY(K) | K #GE# 2 : 

 @BIN(W(K))); 

 

  

   N=@SIZE(CITY); 

!subroute elimination constraint; 

@FOR(SHIP(L): 

   @FOR(CITY(K):@FOR(CITY(J)|J#GT#1#AND#K#GT#1: 

   U(J,L)-U(K,L) + N*X(J,K,L)<N-1;)); 

); 

@FOR(LINKZ:U>=0;); 

 

The Fleet Selective  Prize Collecting Vehicle Routing Problem with Profits 

 

!code for the FS-PC-VRPP made by Vasilis Tourloupis; 

 

SETS: 

 

CITY/1..12/:P,W,A; 

SHIP/1..3/:B,BUY; 

LINK(CITY,CITY,SHIP):X,DIST; 

LINKZ(CITY,SHIP):Y,U; 

!LINKS(CITY,CITY):DIST; 

ENDSETS 

 

  DATA: 

 

B =              315 170 675; !B= capacity of vehicle; 

BUY =          138.89 153.75 156.80; !initial cost of each vehicle; 

    DIST=@OLE( 'M:\Sxoli\Diplwmatikh\lyridi\mine\byshipgr12.xls', 

'DIST'); !cost of route; 

    P=@OLE( 'M:\Sxoli\Diplwmatikh\lyridi\mine\byshipgr12.xls', 

'profit'); !profit for servicing nod;  

    A=@OLE( 'M:\Sxoli\Diplwmatikh\lyridi\mine\byshipgr12.xls', 'a'); 

!a=demand of product; 

    @OLE( 'M:\Sxoli\Diplwmatikh\lyridi\mine\byshipgr12.xls', 

'x','y','w')=X,Y,W; 

  ENDDATA 
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REVENUE= 

@SUM(SHIP(K): 

 @SUM(CITY(L): 

P(L)*Y(L,K)) 

); 

COST= 

@SUM(SHIP(K): 

 @SUM(CITY(L): 

  @SUM(CITY(J): DIST(L,J,K)*X(L,J,K)) 

 ) 

); 

BUYCOST= 

@SUM(SHIP(K): 

 @SUM(CITY(L)| L #LE# 1 : Y(L,K)*BUY(K)) 

); 

MIN=COST+BUYCOST; !objective for the PC-VRPP; 

REVENUE>=(min rev); !replace (min rev) with the actual minimum cost; 

 

!assigment constraints; 

@FOR(CITY(K): 

 @FOR(SHIP(L): 

  @SUM(CITY(J) : X(K,J,L)) = Y(K,L); 

 ) 

); 

 

@FOR(CITY(K): 

 @FOR(SHIP(L): 

  @SUM(CITY(J) : X(J,K,L)) = Y(K,L); 

 ) 

); 

 

!capacity contraint; 

@FOR(SHIP(K) : @SUM(CITY(L) : A(L)*Y(L,K)) <= B(K);); 

 

 

 

!ensures a nod will not be visited twice; 

@FOR(CITY(K) | K #GE# 2 : 

 @SUM(SHIP(L):Y(K,L))=W(K)); 

                            

@FOR(LINK:@BIN(X);); 

@FOR(LINKZ:@BIN(Y);); 

@FOR(CITY(K) | K #GE# 2 : 

 @BIN(W(K))); 

 

  

   N=@SIZE(CITY); 

!subroute elimination constraint; 

@FOR(SHIP(L): 

   @FOR(CITY(K):@FOR(CITY(J)|J#GT#1#AND#K#GT#1: 

   U(J,L)-U(K,L) + N*X(J,K,L)<N-1;)); 

); 

@FOR(LINKZ:U>=0;); 
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Συπικό Αποτέλεςμα LINGO 
 

Το LINGO μασ δίνει κάποιεσ πλθροφορίεσ ςχετικά με τθν διαδικαςία και τθν πορεία 
τθσ λφςθσ 

Η ςτιλθ reduced cost δείχνει το «κόςτοσ» ειςαγωγισ τθσ κάκε μεταβλθτισ ςτθ λφςθ. 
Για παράδειγμα αν μία μεταβλθτι ζχει reduced cost 10, τότε θ χρθςιμοποίθςθ τθσ 
ςτθν λφςθ, αυτομάτωσ, ςθμαίνει μείωςθ του υποκειμενικοφ ςτόχου κατά 10 μονάδεσ  

Η ςτιλθ Slack or Surplus δείχνει το κατά πόςο κοντά είναι μία μεταβλθτι να 
ικανοποιιςει μία ιςότθτα. Για παράδειγμα ςτθν ςειρά 3 ζχουμε Slack or Surplus 
242,42 που ςθμαίνει ότι το cost .με optimal value  242,42, ςε αυτι τθ ςειρά απζχει 
242,42 μονάδεσ από τθν ικανοποίθςθ τθσ ιςότθτασ τθσ. 

Η ςτιλθ Dual Price μπορεί να ερμθνευκεί ωσ θ ποςότθτα κατά τθν οποία  κα 
αυξανόταν ο υποκειμενικόσ ςτόχοσ εάν θ ςτακερι ποςότθτα (δεξιά πλευρά τθσ 
ιςότθτασ) αυξανόταν κατά μία μονάδα. 

Τα ονόματα των μεταβλθτϊν είναι αυτά που ζχουν δοκεί ςτο πρόγραμμα. Στθν 
περίπτωςι μασ είναι: 

REVENUE Τα ζςοδα από τθν εξυπθρζτθςθ κόμβων 

COST Το ςυνολικό κόςτοσ των διαδρομϊν που απαρτίηουν τθν λφςθ 

N Ο ςυνολικόσ αρικμόσ των κόμβων 

P (i) Τα ζςοδα που κα αποφζρει θ εξυπθρζτθςθ του κόμβου i 

W(i) Το ςφνολο των οχθμάτων που κα επιςκεφτεί των κόμβο i 

A(i) Η ηιτθςθ ςε προϊόν του κόμβου i 

B(i) Η μεταφορικι ικανότθτα του οχιματοσ i 

X(I,j,k) μεταβλθτι απόφαςθσ 

Y(i) 1 εάν ο κόμβοσ I εξυπθρετείται, αλλιϊσ 0 

U(I,k) 
μεταβλθτι που χρθςιμοποιείται για τθν εξάλειψθ 
υποδιαδρομϊν 

DIST(I,j) Το κόςτοσ τθσ διαδρομισ από τον κόμβο I ςτον j 
 

Ακολουκεί ζνα τυπικό αποτζλεςμα του LINGO 

   Global optimal solution found. 
   Objective value:                              242.4200 
   Extended solver steps:                            7810 
   Total solver iterations:                        425193 
 
 
 
    Export Summary Report 
    --------------------- 
    Transfer Method:       OLE BASED 
    Workbook:              M:\Sxoli\Diplwmatikh\lyridi\mine\data1.xls 
    Ranges Specified:               3 
        x 
        y 
        w 
    Ranges Found:                   1 
    Range Size Mismatches:          0 
    Values Transferred:           675 
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Variable Value Reduced Cost Variable Value Reduced Cost Variable Value Reduced Cost 
REVENUE 708.8 0 

 
X( 7, 9, 3) 0 27.048 

 
X( 15, 5, 2) 0 40.204 

COST 242.42 0 
 

X( 7, 10, 1) 0 4.968 
 

X( 15, 5, 3) 0 40.204 
N 15 0 

 
X( 7, 10, 2) 0 4.968 

 
X( 15, 6, 1) 0 52.44 

P( 1) 0 0 
 

X( 7, 10, 3) 1 4.968 
 

X( 15, 6, 2) 0 52.44 
P( 2) 355.2 0 

 
X( 7, 11, 1) 0 35.788 

 
X( 15, 6, 3) 0 52.44 

P( 3) 82.4 0 
 

X( 7, 11, 2) 0 35.788 
 

X( 15, 7, 1) 0 62.284 
P( 4) 61.6 0 

 
X( 7, 11, 3) 0 35.788 

 
X( 15, 7, 2) 0 62.284 

P( 5) 54.4 0 
 

X( 7, 12, 1) 0 25.3 
 

X( 15, 7, 3) 0 62.284 
P( 6) 34.4 0 

 
X( 7, 12, 2) 0 25.3 

 
X( 15, 8, 1) 0 5.152 

P( 7) 28.8 0 
 

X( 7, 12, 3) 0 25.3 
 

X( 15, 8, 2) 0 5.152 
P( 8) 24.8 0 

 
X( 7, 13, 1) 0 14.444 

 
X( 15, 8, 3) 0 5.152 

P( 9) 24.8 0 
 

X( 7, 13, 2) 0 14.444 
 

X( 15, 9, 1) 0 85.836 
P( 10) 24 0 

 
X( 7, 13, 3) 0 14.444 

 
X( 15, 9, 2) 0 85.836 

P( 11) 23.2 0 
 

X( 7, 14, 1) 0 73.784 
 

X( 15, 9, 3) 0 85.836 
P( 12) 23.2 0 

 
X( 7, 14, 2) 0 73.784 

 
X( 15, 10, 1) 0 14.26 

P( 13) 21.6 0 
 

X( 7, 14, 3) 0 73.784 
 

X( 15, 10, 2) 0 14.26 
P( 14) 20.8 0 

 
X( 7, 15, 1) 0 62.284 

 
X( 15, 10, 3) 0 14.26 

P( 15) 20 0 
 

X( 7, 15, 2) 0 62.284 
 

X( 15, 11, 1) 0 26.772 
W( 1) 0 0 

 
X( 7, 15, 3) 0 62.284 

 
X( 15, 11, 2) 0 26.772 

W( 2) 1 0 
 

X( 8, 1, 1) 0 62.56 
 

X( 15, 11, 3) 0 26.772 
W( 3) 1 0 

 
X( 8, 1, 2) 0 62.56 

 
X( 15, 12, 1) 0 40.572 

W( 4) 1 0 
 

X( 8, 1, 3) 0 62.56 
 

X( 15, 12, 2) 0 40.572 
W( 5) 1 0 

 
X( 8, 2, 1) 0 15.18 

 
X( 15, 12, 3) 0 40.572 

W( 6) 1 0 
 

X( 8, 2, 2) 0 15.18 
 

X( 15, 13, 1) 0 47.932 
W( 7) 1 0 

 
X( 8, 2, 3) 0 15.18 

 
X( 15, 13, 2) 0 47.932 

W( 8) 0 0 
 

X( 8, 3, 1) 0 57.408 
 

X( 15, 13, 3) 0 47.932 
W( 9) 0 0 

 
X( 8, 3, 2) 0 57.408 

 
X( 15, 14, 1) 0 11.224 

W( 10) 1 0 
 

X( 8, 3, 3) 0 57.408 
 

X( 15, 14, 2) 0 11.224 
W( 11) 1 0 

 
X( 8, 4, 1) 0 32.292 

 
X( 15, 14, 3) 0 11.224 

W( 12) 1 0 
 

X( 8, 4, 2) 0 32.292 
 

X( 15, 15, 1) 0 460 
W( 13) 1 0 

 
X( 8, 4, 3) 0 32.292 

 
X( 15, 15, 2) 0 460 

W( 14) 0 0 
 

X( 8, 5, 1) 0 35.236 
 

X( 15, 15, 3) 0 460 
W( 15) 0 0 

 
X( 8, 5, 2) 0 35.236 

 
Y( 1, 1) 1 0 

A( 1) 0 0 
 

X( 8, 5, 3) 0 35.236 
 

Y( 1, 2) 1 0 
A( 2) 444 0 

 
X( 8, 6, 1) 0 49.22 

 
Y( 1, 3) 1 0 

A( 3) 103 0 
 

X( 8, 6, 2) 0 49.22 
 

Y( 2, 1) 0 0 
A( 4) 77 0 

 
X( 8, 6, 3) 0 49.22 

 
Y( 2, 2) 1 0 

A( 5) 68 0 
 

X( 8, 7, 1) 0 57.132 
 

Y( 2, 3) 0 0 
A( 6) 43 0 

 
X( 8, 7, 2) 0 57.132 

 
Y( 3, 1) 0 0 

A( 7) 36 0 
 

X( 8, 7, 3) 0 57.132 
 

Y( 3, 2) 0 0 
A( 8) 31 0 

 
X( 8, 8, 1) 0 460 

 
Y( 3, 3) 1 0 

A( 9) 31 0 
 

X( 8, 8, 2) 0 460 
 

Y( 4, 1) 0 0 
A( 10) 30 0 

 
X( 8, 8, 3) 0 460 

 
Y( 4, 2) 0 0 

A( 11) 29 0 
 

X( 8, 9, 1) 0 80.776 
 

Y( 4, 3) 1 0 
A( 12) 29 0 

 
X( 8, 9, 2) 0 80.776 

 
Y( 5, 1) 0 0 

A( 13) 27 0 
 

X( 8, 9, 3) 0 80.776 
 

Y( 5, 2) 0 0 
A( 14) 26 0 

 
X( 8, 10, 1) 0 9.752 

 
Y( 5, 3) 1 0 

A( 15) 25 0 
 

X( 8, 10, 2) 0 9.752 
 

Y( 6, 1) 0 0 
B( 1) 450 0 

 
X( 8, 10, 3) 0 9.752 

 
Y( 6, 2) 0 0 

B( 2) 450 0 
 

X( 8, 11, 1) 0 24.472 
 

Y( 6, 3) 1 0 
B( 3) 450 0 

 
X( 8, 11, 2) 0 24.472 

 
Y( 7, 1) 0 0 

X( 1, 1, 1) 0 460 
 

X( 8, 11, 3) 0 24.472 
 

Y( 7, 2) 0 0 
X( 1, 1, 2) 0 460 

 
X( 8, 12, 1) 0 35.42 

 
Y( 7, 3) 1 0 

X( 1, 1, 3) 0 460 
 

X( 8, 12, 2) 0 35.42 
 

Y( 8, 1) 0 0 
X( 1, 2, 1) 0 47.38 

 
X( 8, 12, 3) 0 35.42 

 
Y( 8, 2) 0 0 

X( 1, 2, 2) 1 47.38 
 

X( 8, 13, 1) 0 45.724 
 

Y( 8, 3) 0 0 
X( 1, 2, 3) 0 47.38 

 
X( 8, 13, 2) 0 45.724 

 
Y( 9, 1) 0 0 

X( 1, 3, 1) 0 19.872 
 

X( 8, 13, 3) 0 45.724 
 

Y( 9, 2) 0 0 
X( 1, 3, 2) 0 19.872 

 
X( 8, 14, 1) 0 16.284 

 
Y( 9, 3) 0 0 

X( 1, 3, 3) 0 19.872 
 

X( 8, 14, 2) 0 16.284 
 

Y( 10, 1) 0 0 
X( 1, 4, 1) 0 33.028 

 
X( 8, 14, 3) 0 16.284 

 
Y( 10, 2) 0 0 

X( 1, 4, 2) 0 33.028 
 

X( 8, 15, 1) 0 5.152 
 

Y( 10, 3) 1 0 
X( 1, 4, 3) 0 33.028 

 
X( 8, 15, 2) 0 5.152 

 
Y( 11, 1) 0 0 

X( 1, 5, 1) 0 29.808 
 

X( 8, 15, 3) 0 5.152 
 

Y( 11, 2) 0 0 
X( 1, 5, 2) 0 29.808 

 
X( 9, 1, 1) 0 26.128 

 
Y( 11, 3) 1 0 

X( 1, 5, 3) 0 29.808 
 

X( 9, 1, 2) 0 26.128 
 

Y( 12, 1) 0 0 
X( 1, 6, 1) 0 40.296 

 
X( 9, 1, 3) 0 26.128 

 
Y( 12, 2) 0 0 

X( 1, 6, 2) 0 40.296 
 

X( 9, 2, 1) 0 65.78 
 

Y( 12, 3) 1 0 
X( 1, 6, 3) 0 40.296 

 
X( 9, 2, 2) 0 65.78 

 
Y( 13, 1) 1 0 

X( 1, 7, 1) 0 8.096 
 

X( 9, 2, 3) 0 65.78 
 

Y( 13, 2) 0 0 
X( 1, 7, 2) 0 8.096 

 
X( 9, 3, 1) 0 19.78 

 
Y( 13, 3) 0 0 

X( 1, 7, 3) 1 8.096 
 

X( 9, 3, 2) 0 19.78 
 

Y( 14, 1) 0 0 
X( 1, 8, 1) 0 62.56 

 
X( 9, 3, 3) 0 19.78 

 
Y( 14, 2) 0 0 

X( 1, 8, 2) 0 62.56 
 

X( 9, 4, 1) 0 51.796 
 

Y( 14, 3) 0 0 
X( 1, 8, 3) 0 62.56 

 
X( 9, 4, 2) 0 51.796 

 
Y( 15, 1) 0 0 

X( 1, 9, 1) 0 26.128 
 

X( 9, 4, 3) 0 51.796 
 

Y( 15, 2) 0 0 
X( 1, 9, 2) 0 26.128 

 
X( 9, 5, 1) 0 48.392 

 
Y( 15, 3) 0 0 

X( 1, 9, 3) 0 26.128 
 

X( 9, 5, 2) 0 48.392 
 

U( 1, 1) 0 0 
X( 1, 10, 1) 0 56.304 

 
X( 9, 5, 3) 0 48.392 

 
U( 1, 2) 0 0 

X( 1, 10, 2) 0 56.304 
 

X( 9, 6, 1) 0 42.044 
 

U( 1, 3) 0 0 
X( 1, 10, 3) 0 56.304 

 
X( 9, 6, 2) 0 42.044 

 
U( 2, 1) 0 0 

X( 1, 11, 1) 0 41.032 
 

X( 9, 6, 3) 0 42.044 
 

U( 2, 2) 0 0 
X( 1, 11, 2) 0 41.032 

 
X( 9, 7, 1) 0 27.048 

 
U( 2, 3) 0 0 

X( 1, 11, 3) 0 41.032 
 

X( 9, 7, 2) 0 27.048 
 

U( 3, 1) 0 0 
X( 1, 12, 1) 0 30.452 

 
X( 9, 7, 3) 0 27.048 

 
U( 3, 2) 0 0 

X( 1, 12, 2) 0 30.452 
 

X( 9, 8, 1) 0 80.776 
 

U( 3, 3) 14 0 
X( 1, 12, 3) 0 30.452 

 
X( 9, 8, 2) 0 80.776 

 
U( 4, 1) 0 0 

X( 1, 13, 1) 1 19.688 
 

X( 9, 8, 3) 0 80.776 
 

U( 4, 2) 14 0 
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X( 1, 13, 2) 0 19.688 
 

X( 9, 9, 1) 0 460 
 

U( 4, 3) 10 0 
X( 1, 13, 3) 0 19.688 

 
X( 9, 9, 2) 0 460 

 
U( 5, 1) 14 0 

X( 1, 14, 1) 0 78.568 
 

X( 9, 9, 3) 0 460 
 

U( 5, 2) 0 0 
X( 1, 14, 2) 0 78.568 

 
X( 9, 10, 1) 0 73.14 

 
U( 5, 3) 11 0 

X( 1, 14, 3) 0 78.568 
 

X( 9, 10, 2) 0 73.14 
 

U( 6, 1) 14 0 
X( 1, 15, 1) 0 67.712 

 
X( 9, 10, 3) 0 73.14 

 
U( 6, 2) 0 0 

X( 1, 15, 2) 0 67.712 
 

X( 9, 11, 1) 0 59.432 
 

U( 6, 3) 13 0 
X( 1, 15, 3) 0 67.712 

 
X( 9, 11, 2) 0 59.432 

 
U( 7, 1) 14 0 

X( 2, 1, 1) 0 47.38 
 

X( 9, 11, 3) 0 59.432 
 

U( 7, 2) 14 0 
X( 2, 1, 2) 1 47.38 

 
X( 9, 12, 1) 0 48.852 

 
U( 7, 3) 0 0 

X( 2, 1, 3) 0 47.38 
 

X( 9, 12, 2) 0 48.852 
 

U( 8, 1) 14 0 
X( 2, 2, 1) 0 460 

 
X( 9, 12, 3) 0 48.852 

 
U( 8, 2) 14 0 

X( 2, 2, 2) 0 460 
 

X( 9, 13, 1) 0 38.18 
 

U( 8, 3) 0 0 
X( 2, 2, 3) 0 460 

 
X( 9, 13, 2) 0 38.18 

 
U( 9, 1) 0 0 

X( 2, 3, 1) 0 42.228 
 

X( 9, 13, 3) 0 38.18 
 

U( 9, 2) 0 0 
X( 2, 3, 2) 0 42.228 

 
X( 9, 14, 1) 0 97.06 

 
U( 9, 3) 0 0 

X( 2, 3, 3) 0 42.228 
 

X( 9, 14, 2) 0 97.06 
 

U( 10, 1) 14 0 
X( 2, 4, 1) 0 17.112 

 
X( 9, 14, 3) 0 97.06 

 
U( 10, 2) 14 0 

X( 2, 4, 2) 0 17.112 
 

X( 9, 15, 1) 0 85.836 
 

U( 10, 3) 1 0 
X( 2, 4, 3) 0 17.112 

 
X( 9, 15, 2) 0 85.836 

 
U( 11, 1) 14 0 

X( 2, 5, 1) 0 19.872 
 

X( 9, 15, 3) 0 85.836 
 

U( 11, 2) 14 0 
X( 2, 5, 2) 0 19.872 

 
X( 10, 1, 1) 0 56.304 

 
U( 11, 3) 2 0 

X( 2, 5, 3) 0 19.872 
 

X( 10, 1, 2) 0 56.304 
 

U( 12, 1) 14 0 
X( 2, 6, 1) 0 34.04 

 
X( 10, 1, 3) 0 56.304 

 
U( 12, 2) 0 0 

X( 2, 6, 2) 0 34.04 
 

X( 10, 2, 1) 0 7.82 
 

U( 12, 3) 12 0 
X( 2, 6, 3) 0 34.04 

 
X( 10, 2, 2) 0 7.82 

 
U( 13, 1) 0 0 

X( 2, 7, 1) 0 41.952 
 

X( 10, 2, 3) 0 7.82 
 

U( 13, 2) 0 0 
X( 2, 7, 2) 0 41.952 

 
X( 10, 3, 1) 0 53.452 

 
U( 13, 3) 14 0 

X( 2, 7, 3) 0 41.952 
 

X( 10, 3, 2) 0 53.452 
 

U( 14, 1) 0 0 
X( 2, 8, 1) 0 15.18 

 
X( 10, 3, 3) 0 53.452 

 
U( 14, 2) 0 0 

X( 2, 8, 2) 0 15.18 
 

X( 10, 4, 1) 0 22.356 
 

U( 14, 3) 0 0 
X( 2, 8, 3) 0 15.18 

 
X( 10, 4, 2) 0 22.356 

 
U( 15, 1) 14 0 

X( 2, 9, 1) 0 65.78 
 

X( 10, 4, 3) 0 22.356 
 

U( 15, 2) 14 0 
X( 2, 9, 2) 0 65.78 

 
X( 10, 5, 1) 0 27.784 

 
U( 15, 3) 0 0 

X( 2, 9, 3) 0 65.78 
 

X( 10, 5, 2) 0 27.784 
 

DIST( 1, 1) 460 0 
X( 2, 10, 1) 0 7.82 

 
X( 10, 5, 3) 0 27.784 

 
DIST( 1, 2) 47.38 0 

X( 2, 10, 2) 0 7.82 
 

X( 10, 6, 1) 0 39.928 
 

DIST( 1, 3) 19.872 0 
X( 2, 10, 3) 0 7.82 

 
X( 10, 6, 2) 0 39.928 

 
DIST( 1, 4) 33.028 0 

X( 2, 11, 1) 0 9.292 
 

X( 10, 6, 3) 0 39.928 
 

DIST( 1, 5) 29.808 0 
X( 2, 11, 2) 0 9.292 

 
X( 10, 7, 1) 0 4.968 

 
DIST( 1, 6) 40.296 0 

X( 2, 11, 3) 0 9.292 
 

X( 10, 7, 2) 0 4.968 
 

DIST( 1, 7) 8.096 0 
X( 2, 12, 1) 0 20.24 

 
X( 10, 7, 3) 0 4.968 

 
DIST( 1, 8) 62.56 0 

X( 2, 12, 2) 0 20.24 
 

X( 10, 8, 1) 0 9.752 
 

DIST( 1, 9) 26.128 0 
X( 2, 12, 3) 0 20.24 

 
X( 10, 8, 2) 0 9.752 

 
DIST( 1, 10) 56.304 0 

X( 2, 13, 1) 0 30.544 
 

X( 10, 8, 3) 0 9.752 
 

DIST( 1, 11) 41.032 0 
X( 2, 13, 2) 0 30.544 

 
X( 10, 9, 1) 0 73.14 

 
DIST( 1, 12) 30.452 0 

X( 2, 13, 3) 0 30.544 
 

X( 10, 9, 2) 0 73.14 
 

DIST( 1, 13) 19.688 0 
X( 2, 14, 1) 0 31.832 

 
X( 10, 9, 3) 0 73.14 

 
DIST( 1, 14) 78.568 0 

X( 2, 14, 2) 0 31.832 
 

X( 10, 10, 1) 0 460 
 

DIST( 1, 15) 67.712 0 
X( 2, 14, 3) 0 31.832 

 
X( 10, 10, 2) 0 460 

 
DIST( 2, 1) 47.38 0 

X( 2, 15, 1) 0 20.332 
 

X( 10, 10, 3) 0 460 
 

DIST( 2, 2) 460 0 
X( 2, 15, 2) 0 20.332 

 
X( 10, 11, 1) 0 14.26 

 
DIST( 2, 3) 42.228 0 

X( 2, 15, 3) 0 20.332 
 

X( 10, 11, 2) 0 14.26 
 

DIST( 2, 4) 17.112 0 
X( 3, 1, 1) 0 19.872 

 
X( 10, 11, 3) 1 14.26 

 
DIST( 2, 5) 19.872 0 

X( 3, 1, 2) 0 19.872 
 

X( 10, 12, 1) 0 28.06 
 

DIST( 2, 6) 34.04 0 
X( 3, 1, 3) 1 19.872 

 
X( 10, 12, 2) 0 28.06 

 
DIST( 2, 7) 41.952 0 

X( 3, 2, 1) 0 42.228 
 

X( 10, 12, 3) 0 28.06 
 

DIST( 2, 8) 15.18 0 
X( 3, 2, 2) 0 42.228 

 
X( 10, 13, 1) 0 35.42 

 
DIST( 2, 9) 65.78 0 

X( 3, 2, 3) 0 42.228 
 

X( 10, 13, 2) 0 35.42 
 

DIST( 2, 10) 7.82 0 
X( 3, 3, 1) 0 460 

 
X( 10, 13, 3) 0 35.42 

 
DIST( 2, 11) 9.292 0 

X( 3, 3, 2) 0 460 
 

X( 10, 14, 1) 0 24.932 
 

DIST( 2, 12) 20.24 0 
X( 3, 3, 3) 0 460 

 
X( 10, 14, 2) 0 24.932 

 
DIST( 2, 13) 30.544 0 

X( 3, 4, 1) 0 31.096 
 

X( 10, 14, 3) 0 24.932 
 

DIST( 2, 14) 31.832 0 
X( 3, 4, 2) 0 31.096 

 
X( 10, 15, 1) 0 14.26 

 
DIST( 2, 15) 20.332 0 

X( 3, 4, 3) 0 31.096 
 

X( 10, 15, 2) 0 14.26 
 

DIST( 3, 1) 19.872 0 
X( 3, 5, 1) 0 28.796 

 
X( 10, 15, 3) 0 14.26 

 
DIST( 3, 2) 42.228 0 

X( 3, 5, 2) 0 28.796 
 

X( 11, 1, 1) 0 41.032 
 

DIST( 3, 3) 460 0 
X( 3, 5, 3) 0 28.796 

 
X( 11, 1, 2) 0 41.032 

 
DIST( 3, 4) 31.096 0 

X( 3, 6, 1) 0 22.54 
 

X( 11, 1, 3) 0 41.032 
 

DIST( 3, 5) 28.796 0 
X( 3, 6, 2) 0 22.54 

 
X( 11, 2, 1) 0 9.292 

 
DIST( 3, 6) 22.54 0 

X( 3, 6, 3) 0 22.54 
 

X( 11, 2, 2) 0 9.292 
 

DIST( 3, 7) 26.036 0 
X( 3, 7, 1) 0 26.036 

 
X( 11, 2, 3) 0 9.292 

 
DIST( 3, 8) 57.408 0 

X( 3, 7, 2) 0 26.036 
 

X( 11, 3, 1) 0 39.192 
 

DIST( 3, 9) 19.78 0 
X( 3, 7, 3) 0 26.036 

 
X( 11, 3, 2) 0 39.192 

 
DIST( 3, 10) 53.452 0 

X( 3, 8, 1) 0 57.408 
 

X( 11, 3, 3) 0 39.192 
 

DIST( 3, 11) 39.192 0 
X( 3, 8, 2) 0 57.408 

 
X( 11, 4, 1) 0 8.096 

 
DIST( 3, 12) 28.888 0 

X( 3, 8, 3) 0 57.408 
 

X( 11, 4, 2) 0 8.096 
 

DIST( 3, 13) 18.032 0 
X( 3, 9, 1) 0 19.78 

 
X( 11, 4, 3) 1 8.096 

 
DIST( 3, 14) 76.176 0 

X( 3, 9, 2) 0 19.78 
 

X( 11, 5, 1) 0 13.708 
 

DIST( 3, 15) 65.964 0 
X( 3, 9, 3) 0 19.78 

 
X( 11, 5, 2) 0 13.708 

 
DIST( 4, 1) 33.028 0 

X( 3, 10, 1) 0 53.452 
 

X( 11, 5, 3) 0 13.708 
 

DIST( 4, 2) 17.112 0 
X( 3, 10, 2) 0 53.452 

 
X( 11, 6, 1) 0 27.324 

 
DIST( 4, 3) 31.096 0 

X( 3, 10, 3) 0 53.452 
 

X( 11, 6, 2) 0 27.324 
 

DIST( 4, 4) 460 0 
X( 3, 11, 1) 0 39.192 

 
X( 11, 6, 3) 0 27.324 

 
DIST( 4, 5) 5.52 0 

X( 3, 11, 2) 0 39.192 
 

X( 11, 7, 1) 0 35.788 
 

DIST( 4, 6) 19.504 0 
X( 3, 11, 3) 0 39.192 

 
X( 11, 7, 2) 0 35.788 

 
DIST( 4, 7) 27.232 0 

X( 3, 12, 1) 0 28.888 
 

X( 11, 7, 3) 0 35.788 
 

DIST( 4, 8) 32.292 0 
X( 3, 12, 2) 0 28.888 

 
X( 11, 8, 1) 0 24.472 

 
DIST( 4, 9) 51.796 0 

X( 3, 12, 3) 0 28.888 
 

X( 11, 8, 2) 0 24.472 
 

DIST( 4, 10) 22.356 0 
X( 3, 13, 1) 0 18.032 

 
X( 11, 8, 3) 0 24.472 

 
DIST( 4, 11) 8.096 0 
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X( 3, 13, 2) 0 18.032 
 

X( 11, 9, 1) 0 59.432 
 

DIST( 4, 12) 5.704 0 
X( 3, 13, 3) 0 18.032 

 
X( 11, 9, 2) 0 59.432 

 
DIST( 4, 13) 13.616 0 

X( 3, 14, 1) 0 76.176 
 

X( 11, 9, 3) 0 59.432 
 

DIST( 4, 14) 45.356 0 
X( 3, 14, 2) 0 76.176 

 
X( 11, 10, 1) 0 14.26 

 
DIST( 4, 15) 34.868 0 

X( 3, 14, 3) 0 76.176 
 

X( 11, 10, 2) 0 14.26 
 

DIST( 5, 1) 29.808 0 
X( 3, 15, 1) 0 65.964 

 
X( 11, 10, 3) 0 14.26 

 
DIST( 5, 2) 19.872 0 

X( 3, 15, 2) 0 65.964 
 

X( 11, 11, 1) 0 460 
 

DIST( 5, 3) 28.796 0 
X( 3, 15, 3) 0 65.964 

 
X( 11, 11, 2) 0 460 

 
DIST( 5, 4) 5.52 0 

X( 4, 1, 1) 0 33.028 
 

X( 11, 11, 3) 0 460 
 

DIST( 5, 5) 460 0 
X( 4, 1, 2) 0 33.028 

 
X( 11, 12, 1) 0 13.984 

 
DIST( 5, 6) 25.208 0 

X( 4, 1, 3) 0 33.028 
 

X( 11, 12, 2) 0 13.984 
 

DIST( 5, 7) 24.472 0 
X( 4, 2, 1) 0 17.112 

 
X( 11, 12, 3) 0 13.984 

 
DIST( 5, 8) 35.236 0 

X( 4, 2, 2) 0 17.112 
 

X( 11, 13, 1) 0 21.16 
 

DIST( 5, 9) 48.392 0 
X( 4, 2, 3) 0 17.112 

 
X( 11, 13, 2) 0 21.16 

 
DIST( 5, 10) 27.784 0 

X( 4, 3, 1) 0 31.096 
 

X( 11, 13, 3) 0 21.16 
 

DIST( 5, 11) 13.708 0 
X( 4, 3, 2) 0 31.096 

 
X( 11, 14, 1) 0 37.812 

 
DIST( 5, 12) 11.132 0 

X( 4, 3, 3) 0 31.096 
 

X( 11, 14, 2) 0 37.812 
 

DIST( 5, 13) 10.58 0 
X( 4, 4, 1) 0 460 

 
X( 11, 14, 3) 0 37.812 

 
DIST( 5, 14) 51.152 0 

X( 4, 4, 2) 0 460 
 

X( 11, 15, 1) 0 26.772 
 

DIST( 5, 15) 40.204 0 
X( 4, 4, 3) 0 460 

 
X( 11, 15, 2) 0 26.772 

 
DIST( 6, 1) 40.296 0 

X( 4, 5, 1) 0 5.52 
 

X( 11, 15, 3) 0 26.772 
 

DIST( 6, 2) 34.04 0 
X( 4, 5, 2) 0 5.52 

 
X( 12, 1, 1) 0 30.452 

 
DIST( 6, 3) 22.54 0 

X( 4, 5, 3) 1 5.52 
 

X( 12, 1, 2) 0 30.452 
 

DIST( 6, 4) 19.504 0 
X( 4, 6, 1) 0 19.504 

 
X( 12, 1, 3) 0 30.452 

 
DIST( 6, 5) 25.208 0 

X( 4, 6, 2) 0 19.504 
 

X( 12, 2, 1) 0 20.24 
 

DIST( 6, 6) 460 0 
X( 4, 6, 3) 0 19.504 

 
X( 12, 2, 2) 0 20.24 

 
DIST( 6, 7) 38.916 0 

X( 4, 7, 1) 0 27.232 
 

X( 12, 2, 3) 0 20.24 
 

DIST( 6, 8) 49.22 0 
X( 4, 7, 2) 0 27.232 

 
X( 12, 3, 1) 0 28.888 

 
DIST( 6, 9) 42.044 0 

X( 4, 7, 3) 0 27.232 
 

X( 12, 3, 2) 0 28.888 
 

DIST( 6, 10) 39.928 0 
X( 4, 8, 1) 0 32.292 

 
X( 12, 3, 3) 0 28.888 

 
DIST( 6, 11) 27.324 0 

X( 4, 8, 2) 0 32.292 
 

X( 12, 4, 1) 0 5.704 
 

DIST( 6, 12) 13.8 0 
X( 4, 8, 3) 0 32.292 

 
X( 12, 4, 2) 0 5.704 

 
DIST( 6, 13) 24.564 0 

X( 4, 9, 1) 0 51.796 
 

X( 12, 4, 3) 0 5.704 
 

DIST( 6, 14) 64.584 0 
X( 4, 9, 2) 0 51.796 

 
X( 12, 5, 1) 0 11.132 

 
DIST( 6, 15) 52.44 0 

X( 4, 9, 3) 0 51.796 
 

X( 12, 5, 2) 0 11.132 
 

DIST( 7, 1) 8.096 0 
X( 4, 10, 1) 0 22.356 

 
X( 12, 5, 3) 0 11.132 

 
DIST( 7, 2) 41.952 0 

X( 4, 10, 2) 0 22.356 
 

X( 12, 6, 1) 0 13.8 
 

DIST( 7, 3) 26.036 0 
X( 4, 10, 3) 0 22.356 

 
X( 12, 6, 2) 0 13.8 

 
DIST( 7, 4) 27.232 0 

X( 4, 11, 1) 0 8.096 
 

X( 12, 6, 3) 1 13.8 
 

DIST( 7, 5) 24.472 0 
X( 4, 11, 2) 0 8.096 

 
X( 12, 7, 1) 0 25.3 

 
DIST( 7, 6) 38.916 0 

X( 4, 11, 3) 0 8.096 
 

X( 12, 7, 2) 0 25.3 
 

DIST( 7, 7) 460 0 
X( 4, 12, 1) 0 5.704 

 
X( 12, 7, 3) 0 25.3 

 
DIST( 7, 8) 57.132 0 

X( 4, 12, 2) 0 5.704 
 

X( 12, 8, 1) 0 35.42 
 

DIST( 7, 9) 27.048 0 
X( 4, 12, 3) 0 5.704 

 
X( 12, 8, 2) 0 35.42 

 
DIST( 7, 10) 4.968 0 

X( 4, 13, 1) 0 13.616 
 

X( 12, 8, 3) 0 35.42 
 

DIST( 7, 11) 35.788 0 
X( 4, 13, 2) 0 13.616 

 
X( 12, 9, 1) 0 48.852 

 
DIST( 7, 12) 25.3 0 

X( 4, 13, 3) 0 13.616 
 

X( 12, 9, 2) 0 48.852 
 

DIST( 7, 13) 14.444 0 
X( 4, 14, 1) 0 45.356 

 
X( 12, 9, 3) 0 48.852 

 
DIST( 7, 14) 73.784 0 

X( 4, 14, 2) 0 45.356 
 

X( 12, 10, 1) 0 28.06 
 

DIST( 7, 15) 62.284 0 
X( 4, 14, 3) 0 45.356 

 
X( 12, 10, 2) 0 28.06 

 
DIST( 8, 1) 62.56 0 

X( 4, 15, 1) 0 34.868 
 

X( 12, 10, 3) 0 28.06 
 

DIST( 8, 2) 15.18 0 
X( 4, 15, 2) 0 34.868 

 
X( 12, 11, 1) 0 13.984 

 
DIST( 8, 3) 57.408 0 

X( 4, 15, 3) 0 34.868 
 

X( 12, 11, 2) 0 13.984 
 

DIST( 8, 4) 32.292 0 
X( 5, 1, 1) 0 29.808 

 
X( 12, 11, 3) 0 13.984 

 
DIST( 8, 5) 35.236 0 

X( 5, 1, 2) 0 29.808 
 

X( 12, 12, 1) 0 460 
 

DIST( 8, 6) 49.22 0 
X( 5, 1, 3) 0 29.808 

 
X( 12, 12, 2) 0 460 

 
DIST( 8, 7) 57.132 0 

X( 5, 2, 1) 0 19.872 
 

X( 12, 12, 3) 0 460 
 

DIST( 8, 8) 460 0 
X( 5, 2, 2) 0 19.872 

 
X( 12, 13, 1) 0 10.856 

 
DIST( 8, 9) 80.776 0 

X( 5, 2, 3) 0 19.872 
 

X( 12, 13, 2) 0 10.856 
 

DIST( 8, 10) 9.752 0 
X( 5, 3, 1) 0 28.796 

 
X( 12, 13, 3) 0 10.856 

 
DIST( 8, 11) 24.472 0 

X( 5, 3, 2) 0 28.796 
 

X( 12, 14, 1) 0 50.968 
 

DIST( 8, 12) 35.42 0 
X( 5, 3, 3) 0 28.796 

 
X( 12, 14, 2) 0 50.968 

 
DIST( 8, 13) 45.724 0 

X( 5, 4, 1) 0 5.52 
 

X( 12, 14, 3) 0 50.968 
 

DIST( 8, 14) 16.284 0 
X( 5, 4, 2) 0 5.52 

 
X( 12, 15, 1) 0 40.572 

 
DIST( 8, 15) 5.152 0 

X( 5, 4, 3) 0 5.52 
 

X( 12, 15, 2) 0 40.572 
 

DIST( 9, 1) 26.128 0 
X( 5, 5, 1) 0 460 

 
X( 12, 15, 3) 0 40.572 

 
DIST( 9, 2) 65.78 0 

X( 5, 5, 2) 0 460 
 

X( 13, 1, 1) 1 19.688 
 

DIST( 9, 3) 19.78 0 
X( 5, 5, 3) 0 460 

 
X( 13, 1, 2) 0 19.688 

 
DIST( 9, 4) 51.796 0 

X( 5, 6, 1) 0 25.208 
 

X( 13, 1, 3) 0 19.688 
 

DIST( 9, 5) 48.392 0 
X( 5, 6, 2) 0 25.208 

 
X( 13, 2, 1) 0 30.544 

 
DIST( 9, 6) 42.044 0 

X( 5, 6, 3) 0 25.208 
 

X( 13, 2, 2) 0 30.544 
 

DIST( 9, 7) 27.048 0 
X( 5, 7, 1) 0 24.472 

 
X( 13, 2, 3) 0 30.544 

 
DIST( 9, 8) 80.776 0 

X( 5, 7, 2) 0 24.472 
 

X( 13, 3, 1) 0 18.032 
 

DIST( 9, 9) 460 0 
X( 5, 7, 3) 0 24.472 

 
X( 13, 3, 2) 0 18.032 

 
DIST( 9, 10) 73.14 0 

X( 5, 8, 1) 0 35.236 
 

X( 13, 3, 3) 0 18.032 
 

DIST( 9, 11) 59.432 0 
X( 5, 8, 2) 0 35.236 

 
X( 13, 4, 1) 0 13.616 

 
DIST( 9, 12) 48.852 0 

X( 5, 8, 3) 0 35.236 
 

X( 13, 4, 2) 0 13.616 
 

DIST( 9, 13) 38.18 0 
X( 5, 9, 1) 0 48.392 

 
X( 13, 4, 3) 0 13.616 

 
DIST( 9, 14) 97.06 0 

X( 5, 9, 2) 0 48.392 
 

X( 13, 5, 1) 0 10.58 
 

DIST( 9, 15) 85.836 0 
X( 5, 9, 3) 0 48.392 

 
X( 13, 5, 2) 0 10.58 

 
DIST( 10, 1) 56.304 0 

X( 5, 10, 1) 0 27.784 
 

X( 13, 5, 3) 0 10.58 
 

DIST( 10, 2) 7.82 0 
X( 5, 10, 2) 0 27.784 

 
X( 13, 6, 1) 0 24.564 

 
DIST( 10, 3) 53.452 0 

X( 5, 10, 3) 0 27.784 
 

X( 13, 6, 2) 0 24.564 
 

DIST( 10, 4) 22.356 0 
X( 5, 11, 1) 0 13.708 

 
X( 13, 6, 3) 0 24.564 

 
DIST( 10, 5) 27.784 0 

X( 5, 11, 2) 0 13.708 
 

X( 13, 7, 1) 0 14.444 
 

DIST( 10, 6) 39.928 0 
X( 5, 11, 3) 0 13.708 

 
X( 13, 7, 2) 0 14.444 

 
DIST( 10, 7) 4.968 0 

X( 5, 12, 1) 0 11.132 
 

X( 13, 7, 3) 0 14.444 
 

DIST( 10, 8) 9.752 0 
X( 5, 12, 2) 0 11.132 

 
X( 13, 8, 1) 0 45.724 

 
DIST( 10, 9) 73.14 0 

X( 5, 12, 3) 1 11.132 
 

X( 13, 8, 2) 0 45.724 
 

DIST( 10, 10) 460 0 
X( 5, 13, 1) 0 10.58 

 
X( 13, 8, 3) 0 45.724 

 
DIST( 10, 11) 14.26 0 
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X( 5, 13, 2) 0 10.58 
 

X( 13, 9, 1) 0 38.18 
 

DIST( 10, 12) 28.06 0 
X( 5, 13, 3) 0 10.58 

 
X( 13, 9, 2) 0 38.18 

 
DIST( 10, 13) 35.42 0 

X( 5, 14, 1) 0 51.152 
 

X( 13, 9, 3) 0 38.18 
 

DIST( 10, 14) 24.932 0 
X( 5, 14, 2) 0 51.152 

 
X( 13, 10, 1) 0 35.42 

 
DIST( 10, 15) 14.26 0 

X( 5, 14, 3) 0 51.152 
 

X( 13, 10, 2) 0 35.42 
 

DIST( 11, 1) 41.032 0 
X( 5, 15, 1) 0 40.204 

 
X( 13, 10, 3) 0 35.42 

 
DIST( 11, 2) 9.292 0 

X( 5, 15, 2) 0 40.204 
 

X( 13, 11, 1) 0 21.16 
 

DIST( 11, 3) 39.192 0 
X( 5, 15, 3) 0 40.204 

 
X( 13, 11, 2) 0 21.16 

 
DIST( 11, 4) 8.096 0 

X( 6, 1, 1) 0 40.296 
 

X( 13, 11, 3) 0 21.16 
 

DIST( 11, 5) 13.708 0 
X( 6, 1, 2) 0 40.296 

 
X( 13, 12, 1) 0 10.856 

 
DIST( 11, 6) 27.324 0 

X( 6, 1, 3) 0 40.296 
 

X( 13, 12, 2) 0 10.856 
 

DIST( 11, 7) 35.788 0 
X( 6, 2, 1) 0 34.04 

 
X( 13, 12, 3) 0 10.856 

 
DIST( 11, 8) 24.472 0 

X( 6, 2, 2) 0 34.04 
 

X( 13, 13, 1) 0 460 
 

DIST( 11, 9) 59.432 0 
X( 6, 2, 3) 0 34.04 

 
X( 13, 13, 2) 0 460 

 
DIST( 11, 10) 14.26 0 

X( 6, 3, 1) 0 22.54 
 

X( 13, 13, 3) 0 460 
 

DIST( 11, 11) 460 0 
X( 6, 3, 2) 0 22.54 

 
X( 13, 14, 1) 0 59.156 

 
DIST( 11, 12) 13.984 0 

X( 6, 3, 3) 1 22.54 
 

X( 13, 14, 2) 0 59.156 
 

DIST( 11, 13) 21.16 0 
X( 6, 4, 1) 0 19.504 

 
X( 13, 14, 3) 0 59.156 

 
DIST( 11, 14) 37.812 0 

X( 6, 4, 2) 0 19.504 
 

X( 13, 15, 1) 0 47.932 
 

DIST( 11, 15) 26.772 0 
X( 6, 4, 3) 0 19.504 

 
X( 13, 15, 2) 0 47.932 

 
DIST( 12, 1) 30.452 0 

X( 6, 5, 1) 0 25.208 
 

X( 13, 15, 3) 0 47.932 
 

DIST( 12, 2) 20.24 0 
X( 6, 5, 2) 0 25.208 

 
X( 14, 1, 1) 0 78.568 

 
DIST( 12, 3) 28.888 0 

X( 6, 5, 3) 0 25.208 
 

X( 14, 1, 2) 0 78.568 
 

DIST( 12, 4) 5.704 0 
X( 6, 6, 1) 0 460 

 
X( 14, 1, 3) 0 78.568 

 
DIST( 12, 5) 11.132 0 

X( 6, 6, 2) 0 460 
 

X( 14, 2, 1) 0 31.832 
 

DIST( 12, 6) 13.8 0 
X( 6, 6, 3) 0 460 

 
X( 14, 2, 2) 0 31.832 

 
DIST( 12, 7) 25.3 0 

X( 6, 7, 1) 0 38.916 
 

X( 14, 2, 3) 0 31.832 
 

DIST( 12, 8) 35.42 0 
X( 6, 7, 2) 0 38.916 

 
X( 14, 3, 1) 0 76.176 

 
DIST( 12, 9) 48.852 0 

X( 6, 7, 3) 0 38.916 
 

X( 14, 3, 2) 0 76.176 
 

DIST( 12, 10) 28.06 0 
X( 6, 8, 1) 0 49.22 

 
X( 14, 3, 3) 0 76.176 

 
DIST( 12, 11) 13.984 0 

X( 6, 8, 2) 0 49.22 
 

X( 14, 4, 1) 0 45.356 
 

DIST( 12, 12) 460 0 
X( 6, 8, 3) 0 49.22 

 
X( 14, 4, 2) 0 45.356 

 
DIST( 12, 13) 10.856 0 

X( 6, 9, 1) 0 42.044 
 

X( 14, 4, 3) 0 45.356 
 

DIST( 12, 14) 50.968 0 
X( 6, 9, 2) 0 42.044 

 
X( 14, 5, 1) 0 51.152 

 
DIST( 12, 15) 40.572 0 

X( 6, 9, 3) 0 42.044 
 

X( 14, 5, 2) 0 51.152 
 

DIST( 13, 1) 19.688 0 
X( 6, 10, 1) 0 39.928 

 
X( 14, 5, 3) 0 51.152 

 
DIST( 13, 2) 30.544 0 

X( 6, 10, 2) 0 39.928 
 

X( 14, 6, 1) 0 64.584 
 

DIST( 13, 3) 18.032 0 
X( 6, 10, 3) 0 39.928 

 
X( 14, 6, 2) 0 64.584 

 
DIST( 13, 4) 13.616 0 

X( 6, 11, 1) 0 27.324 
 

X( 14, 6, 3) 0 64.584 
 

DIST( 13, 5) 10.58 0 
X( 6, 11, 2) 0 27.324 

 
X( 14, 7, 1) 0 73.784 

 
DIST( 13, 6) 24.564 0 

X( 6, 11, 3) 0 27.324 
 

X( 14, 7, 2) 0 73.784 
 

DIST( 13, 7) 14.444 0 
X( 6, 12, 1) 0 13.8 

 
X( 14, 7, 3) 0 73.784 

 
DIST( 13, 8) 45.724 0 

X( 6, 12, 2) 0 13.8 
 

X( 14, 8, 1) 0 16.284 
 

DIST( 13, 9) 38.18 0 
X( 6, 12, 3) 0 13.8 

 
X( 14, 8, 2) 0 16.284 

 
DIST( 13, 10) 35.42 0 

X( 6, 13, 1) 0 24.564 
 

X( 14, 8, 3) 0 16.284 
 

DIST( 13, 11) 21.16 0 
X( 6, 13, 2) 0 24.564 

 
X( 14, 9, 1) 0 97.06 

 
DIST( 13, 12) 10.856 0 

X( 6, 13, 3) 0 24.564 
 

X( 14, 9, 2) 0 97.06 
 

DIST( 13, 13) 460 0 
X( 6, 14, 1) 0 64.584 

 
X( 14, 9, 3) 0 97.06 

 
DIST( 13, 14) 59.156 0 

X( 6, 14, 2) 0 64.584 
 

X( 14, 10, 1) 0 24.932 
 

DIST( 13, 15) 47.932 0 
X( 6, 14, 3) 0 64.584 

 
X( 14, 10, 2) 0 24.932 

 
DIST( 14, 1) 78.568 0 

X( 6, 15, 1) 0 52.44 
 

X( 14, 10, 3) 0 24.932 
 

DIST( 14, 2) 31.832 0 
X( 6, 15, 2) 0 52.44 

 
X( 14, 11, 1) 0 37.812 

 
DIST( 14, 3) 76.176 0 

X( 6, 15, 3) 0 52.44 
 

X( 14, 11, 2) 0 37.812 
 

DIST( 14, 4) 45.356 0 
X( 7, 1, 1) 0 8.096 

 
X( 14, 11, 3) 0 37.812 

 
DIST( 14, 5) 51.152 0 

X( 7, 1, 2) 0 8.096 
 

X( 14, 12, 1) 0 50.968 
 

DIST( 14, 6) 64.584 0 
X( 7, 1, 3) 0 8.096 

 
X( 14, 12, 2) 0 50.968 

 
DIST( 14, 7) 73.784 0 

X( 7, 2, 1) 0 41.952 
 

X( 14, 12, 3) 0 50.968 
 

DIST( 14, 8) 16.284 0 
X( 7, 2, 2) 0 41.952 

 
X( 14, 13, 1) 0 59.156 

 
DIST( 14, 9) 97.06 0 

X( 7, 2, 3) 0 41.952 
 

X( 14, 13, 2) 0 59.156 
 

DIST( 14, 10) 24.932 0 
X( 7, 3, 1) 0 26.036 

 
X( 14, 13, 3) 0 59.156 

 
DIST( 14, 11) 37.812 0 

X( 7, 3, 2) 0 26.036 
 

X( 14, 14, 1) 0 460 
 

DIST( 14, 12) 50.968 0 
X( 7, 3, 3) 0 26.036 

 
X( 14, 14, 2) 0 460 

 
DIST( 14, 13) 59.156 0 

X( 7, 4, 1) 0 27.232 
 

X( 14, 14, 3) 0 460 
 

DIST( 14, 14) 460 0 
X( 7, 4, 2) 0 27.232 

 
X( 14, 15, 1) 0 11.224 

 
DIST( 14, 15) 11.224 0 

X( 7, 4, 3) 0 27.232 
 

X( 14, 15, 2) 0 11.224 
 

DIST( 15, 1) 67.712 0 
X( 7, 5, 1) 0 24.472 

 
X( 14, 15, 3) 0 11.224 

 
DIST( 15, 2) 20.332 0 

X( 7, 5, 2) 0 24.472 
 

X( 15, 1, 1) 0 67.712 
 

DIST( 15, 3) 65.964 0 
X( 7, 5, 3) 0 24.472 

 
X( 15, 1, 2) 0 67.712 

 
DIST( 15, 4) 34.868 0 

X( 7, 6, 1) 0 38.916 
 

X( 15, 1, 3) 0 67.712 
 

DIST( 15, 5) 40.204 0 
X( 7, 6, 2) 0 38.916 

 
X( 15, 2, 1) 0 20.332 

 
DIST( 15, 6) 52.44 0 

X( 7, 6, 3) 0 38.916 
 

X( 15, 2, 2) 0 20.332 
 

DIST( 15, 7) 62.284 0 
X( 7, 7, 1) 0 460 

 
X( 15, 2, 3) 0 20.332 

 
DIST( 15, 8) 5.152 0 

X( 7, 7, 2) 0 460 
 

X( 15, 3, 1) 0 65.964 
 

DIST( 15, 9) 85.836 0 
X( 7, 7, 3) 0 460 

 
X( 15, 3, 2) 0 65.964 

 
DIST( 15, 10) 14.26 0 

X( 7, 8, 1) 0 57.132 
 

X( 15, 3, 3) 0 65.964 
 

DIST( 15, 11) 26.772 0 
X( 7, 8, 2) 0 57.132 

 
X( 15, 4, 1) 0 34.868 

 
DIST( 15, 12) 40.572 0 

X( 7, 8, 3) 0 57.132 
 

X( 15, 4, 2) 0 34.868 
 

DIST( 15, 13) 47.932 0 
X( 7, 9, 1) 0 27.048 

 
X( 15, 4, 3) 0 34.868 

 
DIST( 15, 14) 11.224 0 

X( 7, 9, 2) 0 27.048 
 

X( 15, 5, 1) 0 40.204 
 

DIST( 15, 15) 460 0 
 
 

 
 
 
 
 
Row Slack or Surplus Dual Price Row Slack or Surplus Dual Price Row Slack or Surplus Dual Price 
1 0 0 

 
250 14 0 

 
499 28 0 

2 0 -1 
 

251 28 0 
 

500 14 0 
3 242.42 -1 

 
252 28 0 

 
501 14 0 
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4 5.2 0 
 

253 14 0 
 

502 28 0 
5 0 0 

 
254 28 0 

 
503 28 0 

6 0 0 
 

255 28 0 
 

504 28 0 
7 0 0 

 
256 28 0 

 
505 14 0 

8 0 0 
 

257 14 0 
 

506 14 0 
9 0 0 

 
258 14 0 

 
507 0 0 

10 0 0 
 

259 14 0 
 

508 4 0 
11 0 0 

 
260 14 0 

 
509 3 0 

12 0 0 
 

261 28 0 
 

510 1 0 
13 0 0 

 
262 14 0 

 
511 14 0 

14 0 0 
 

263 14 0 
 

512 14 0 
15 0 0 

 
264 14 0 

 
513 14 0 

16 0 0 
 

265 28 0 
 

514 13 0 
17 0 0 

 
266 28 0 

 
515 12 0 

18 0 0 
 

267 14 0 
 

516 2 0 
19 0 0 

 
268 14 0 

 
517 0 0 

20 0 0 
 

269 14 0 
 

518 14 0 
21 0 0 

 
270 14 0 

 
519 14 0 

22 0 0 
 

271 0 0 
 

520 28 0 
23 0 0 

 
272 0 0 

 
521 14 0 

24 0 0 
 

273 0 0 
 

522 18 0 
25 0 0 

 
274 0 0 

 
523 17 0 

26 0 0 
 

275 14 0 
 

524 0 0 
27 0 0 

 
276 0 0 

 
525 28 0 

28 0 0 
 

277 0 0 
 

526 28 0 
29 0 0 

 
278 0 0 

 
527 28 0 

30 0 0 
 

279 14 0 
 

528 27 0 
31 0 0 

 
280 14 0 

 
529 26 0 

32 0 0 
 

281 0 0 
 

530 16 0 
33 0 0 

 
282 14 0 

 
531 14 0 

34 0 0 
 

283 14 0 
 

532 28 0 
35 0 0 

 
284 14 0 

 
533 28 0 

36 0 0 
 

285 0 0 
 

534 24 0 
37 0 0 

 
286 0 0 

 
535 10 0 

38 0 0 
 

287 0 0 
 

536 14 0 
39 0 0 

 
288 0 0 

 
537 13 0 

40 0 0 
 

289 14 0 
 

538 11 0 
41 0 0 

 
290 0 0 

 
539 24 0 

42 0 0 
 

291 0 0 
 

540 24 0 
43 0 0 

 
292 0 0 

 
541 24 0 

44 0 0 
 

293 14 0 
 

542 23 0 
45 0 0 

 
294 14 0 

 
543 7 0 

46 0 0 
 

295 0 0 
 

544 12 0 
47 0 0 

 
296 28 0 

 
545 10 0 

48 0 0 
 

297 28 0 
 

546 24 0 
49 0 0 

 
298 28 0 

 
547 24 0 

50 0 0 
 

299 14 0 
 

548 25 0 
51 0 0 

 
300 14 0 

 
549 11 0 

52 0 0 
 

301 14 0 
 

550 0 0 
53 0 0 

 
302 14 0 

 
551 14 0 

54 0 0 
 

303 28 0 
 

552 12 0 
55 0 0 

 
304 14 0 

 
553 25 0 

56 0 0 
 

305 14 0 
 

554 25 0 
57 0 0 

 
306 14 0 

 
555 25 0 

58 0 0 
 

307 28 0 
 

556 24 0 
59 0 0 

 
308 28 0 

 
557 23 0 

60 0 0 
 

309 14 0 
 

558 13 0 
61 0 0 

 
310 14 0 

 
559 11 0 

62 0 0 
 

311 14 0 
 

560 25 0 
63 0 0 

 
312 0 0 

 
561 25 0 

64 0 0 
 

313 14 0 
 

562 27 0 
65 0 0 

 
314 14 0 

 
563 13 0 

66 0 0 
 

315 0 0 
 

564 17 0 
67 0 0 

 
316 0 0 

 
565 16 0 

68 0 0 
 

317 14 0 
 

566 14 0 
69 0 0 

 
318 0 0 

 
567 27 0 

70 0 0 
 

319 0 0 
 

568 27 0 
71 0 0 

 
320 14 0 

 
569 27 0 

72 0 0 
 

321 14 0 
 

570 26 0 
73 0 0 

 
322 14 0 

 
571 25 0 

74 0 0 
 

323 0 0 
 

572 0 0 
75 0 0 

 
324 14 0 

 
573 13 0 

76 0 0 
 

325 14 0 
 

574 27 0 
77 0 0 

 
326 0 0 

 
575 27 0 

78 0 0 
 

327 14 0 
 

576 14 0 
79 0 0 

 
328 14 0 

 
577 0 0 

80 0 0 
 

329 0 0 
 

578 4 0 
81 0 0 

 
330 0 0 

 
579 3 0 

82 0 0 
 

331 14 0 
 

580 1 0 
83 0 0 

 
332 0 0 

 
581 14 0 

84 0 0 
 

333 0 0 
 

582 14 0 
85 0 0 

 
334 14 0 

 
583 14 0 

86 0 0 
 

335 14 0 
 

584 13 0 
87 0 0 

 
336 14 0 

 
585 12 0 

88 0 0 
 

337 0 0 
 

586 2 0 
89 0 0 

 
338 28 0 

 
587 0 0 

90 0 0 
 

339 28 0 
 

588 14 0 
91 0 0 

 
340 14 0 

 
589 14 0 

92 0 0 
 

341 28 0 
 

590 14 0 
93 0 0 

 
342 28 0 

 
591 0 0 
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94 0 0 
 

343 14 0 
 

592 4 0 
95 423 0 

 
344 14 0 

 
593 3 0 

96 6 0 
 

345 28 0 
 

594 1 0 
97 35 0 

 
346 14 0 

 
595 14 0 

98 0 0 
 

347 14 0 
 

596 14 0 
99 0 0 

 
348 28 0 

 
597 14 0 

100 0 0 
 

349 28 0 
 

598 13 0 
101 0 0 

 
350 28 0 

 
599 12 0 

102 0 0 
 

351 14 0 
 

600 2 0 
103 0 0 

 
352 14 0 

 
601 0 0 

104 0 0 
 

353 14 0 
 

602 14 0 
105 0 0 

 
354 0 0 

 
603 14 0 

106 0 0 
 

355 14 0 
 

604 14 0 
107 0 0 

 
356 14 0 

 
605 0 0 

108 0 0 
 

357 0 0 
 

606 4 0 
109 0 0 

 
358 0 0 

 
607 3 0 

110 0 0 
 

359 14 0 
 

608 1 0 
111 0 0 

 
360 0 0 

 
609 14 0 

112 0 0 
 

361 0 0 
 

610 14 0 
113 0 0 

 
362 14 0 

 
611 14 0 

114 14 0 
 

363 14 0 
 

612 13 0 
115 14 0 

 
364 14 0 

 
613 12 0 

116 14 0 
 

365 0 0 
 

614 2 0 
117 0 0 

 
366 14 0 

 
615 0 0 

118 0 0 
 

367 14 0 
 

616 14 0 
119 0 0 

 
368 0 0 

 
617 14 0 

120 0 0 
 

369 14 0 
 

618 15 0 
121 14 0 

 
370 14 0 

 
619 1 0 

122 0 0 
 

371 0 0 
 

620 5 0 
123 0 0 

 
372 0 0 

 
621 4 0 

124 0 0 
 

373 14 0 
 

622 2 0 
125 14 0 

 
374 0 0 

 
623 0 0 

126 14 0 
 

375 0 0 
 

624 15 0 
127 0 0 

 
376 14 0 

 
625 15 0 

128 14 0 
 

377 14 0 
 

626 14 0 
129 14 0 

 
378 14 0 

 
627 13 0 

130 14 0 
 

379 0 0 
 

628 3 0 
131 0 0 

 
380 28 0 

 
629 1 0 

132 0 0 
 

381 28 0 
 

630 15 0 
133 0 0 

 
382 14 0 

 
631 15 0 

134 0 0 
 

383 28 0 
 

632 16 0 
135 14 0 

 
384 28 0 

 
633 2 0 

136 0 0 
 

385 14 0 
 

634 6 0 
137 0 0 

 
386 14 0 

 
635 5 0 

138 0 0 
 

387 28 0 
 

636 3 0 
139 14 0 

 
388 14 0 

 
637 16 0 

140 14 0 
 

389 14 0 
 

638 16 0 
141 0 0 

 
390 28 0 

 
639 16 0 

142 14 0 
 

391 28 0 
 

640 0 0 
143 14 0 

 
392 28 0 

 
641 14 0 

144 14 0 
 

393 14 0 
 

642 4 0 
145 0 0 

 
394 28 0 

 
643 2 0 

146 0 0 
 

395 28 0 
 

644 16 0 
147 0 0 

 
396 14 0 

 
645 16 0 

148 0 0 
 

397 28 0 
 

646 26 0 
149 14 0 

 
398 28 0 

 
647 12 0 

150 0 0 
 

399 14 0 
 

648 16 0 
151 0 0 

 
400 14 0 

 
649 0 0 

152 0 0 
 

401 28 0 
 

650 13 0 
153 14 0 

 
402 14 0 

 
651 26 0 

154 14 0 
 

403 14 0 
 

652 26 0 
155 0 0 

 
404 28 0 

 
653 26 0 

156 28 0 
 

405 28 0 
 

654 25 0 
157 28 0 

 
406 28 0 

 
655 24 0 

158 28 0 
 

407 14 0 
 

656 14 0 
159 14 0 

 
408 14 0 

 
657 12 0 

160 14 0 
 

409 14 0 
 

658 26 0 
161 14 0 

 
410 0 0 

 
659 26 0 

162 14 0 
 

411 14 0 
 

660 28 0 
163 28 0 

 
412 14 0 

 
661 14 0 

164 14 0 
 

413 0 0 
 

662 18 0 
165 14 0 

 
414 0 0 

 
663 17 0 

166 14 0 
 

415 14 0 
 

664 15 0 
167 28 0 

 
416 0 0 

 
665 28 0 

168 28 0 
 

417 0 0 
 

666 28 0 
169 14 0 

 
418 14 0 

 
667 28 0 

170 28 0 
 

419 14 0 
 

668 27 0 
171 28 0 

 
420 14 0 

 
669 26 0 

172 28 0 
 

421 0 0 
 

670 16 0 
173 14 0 

 
422 28 0 

 
671 14 0 

174 14 0 
 

423 28 0 
 

672 28 0 
175 14 0 

 
424 14 0 

 
673 28 0 

176 14 0 
 

425 28 0 
 

674 14 0 
177 28 0 

 
426 28 0 

 
675 0 0 

178 14 0 
 

427 14 0 
 

676 4 0 
179 14 0 

 
428 14 0 

 
677 3 0 

180 14 0 
 

429 28 0 
 

678 1 0 
181 28 0 

 
430 14 0 

 
679 14 0 

182 28 0 
 

431 14 0 
 

680 14 0 
183 14 0 

 
432 28 0 

 
681 14 0 
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184 28 0 
 

433 28 0 
 

682 13 0 
185 28 0 

 
434 28 0 

 
683 12 0 

186 28 0 
 

435 14 0 
 

684 2 0 
187 14 0 

 
436 28 0 

 
685 0 0 

188 14 0 
 

437 28 0 
 

686 14 0 
189 14 0 

 
438 14 0 

 
687 14 0 

190 14 0 
 

439 28 0 
 

688 14 0 
191 28 0 

 
440 28 0 

 
689 0 0 

192 14 0 
 

441 14 0 
 

690 4 0 
193 14 0 

 
442 14 0 

 
691 3 0 

194 14 0 
 

443 28 0 
 

692 1 0 
195 28 0 

 
444 14 0 

 
693 14 0 

196 28 0 
 

445 14 0 
 

694 14 0 
197 14 0 

 
446 28 0 

 
695 14 0 

198 28 0 
 

447 28 0 
 

696 13 0 
199 28 0 

 
448 28 0 

 
697 12 0 

200 28 0 
 

449 14 0 
 

698 2 0 
201 14 0 

 
450 14 0 

 
699 0 0 

202 14 0 
 

451 14 0 
 

700 14 0 
203 14 0 

 
452 0 0 

 
701 14 0 

204 14 0 
 

453 14 0 
 

702 0 0 
205 28 0 

 
454 14 0 

 
703 0 0 

206 14 0 
 

455 0 0 
 

704 0 0 
207 14 0 

 
456 0 0 

 
705 0 0 

208 14 0 
 

457 14 0 
 

706 0 0 
209 28 0 

 
458 0 0 

 
707 0 0 

210 28 0 
 

459 0 0 
 

708 0 0 
211 14 0 

 
460 14 0 

 
709 0 0 

212 14 0 
 

461 14 0 
 

710 14 0 
213 14 0 

 
462 14 0 

 
711 0 0 

214 14 0 
 

463 0 0 
 

712 14 0 
215 0 0 

 
464 14 0 

 
713 10 0 

216 0 0 
 

465 14 0 
 

714 14 0 
217 0 0 

 
466 0 0 

 
715 0 0 

218 0 0 
 

467 14 0 
 

716 11 0 
219 14 0 

 
468 14 0 

 
717 14 0 

220 0 0 
 

469 0 0 
 

718 0 0 
221 0 0 

 
470 0 0 

 
719 13 0 

222 0 0 
 

471 14 0 
 

720 14 0 
223 14 0 

 
472 0 0 

 
721 14 0 

224 14 0 
 

473 0 0 
 

722 0 0 
225 0 0 

 
474 14 0 

 
723 14 0 

226 28 0 
 

475 14 0 
 

724 14 0 
227 28 0 

 
476 14 0 

 
725 0 0 

228 28 0 
 

477 0 0 
 

726 0 0 
229 14 0 

 
478 14 0 

 
727 0 0 

230 14 0 
 

479 14 0 
 

728 0 0 
231 14 0 

 
480 0 0 

 
729 14 0 

232 14 0 
 

481 14 0 
 

730 14 0 
233 28 0 

 
482 14 0 

 
731 1 0 

234 14 0 
 

483 0 0 
 

732 14 0 
235 14 0 

 
484 0 0 

 
733 14 0 

236 14 0 
 

485 14 0 
 

734 2 0 
237 28 0 

 
486 0 0 

 
735 14 0 

238 28 0 
 

487 0 0 
 

736 0 0 
239 14 0 

 
488 14 0 

 
737 12 0 

240 28 0 
 

489 14 0 
 

738 0 0 
241 28 0 

 
490 14 0 

 
739 0 0 

242 28 0 
 

491 0 0 
 

740 14 0 
243 14 0 

 
492 28 0 

 
741 0 0 

244 14 0 
 

493 28 0 
 

742 0 0 
245 14 0 

 
494 14 0 

 
743 0 0 

246 14 0 
 

495 28 0 
 

744 14 0 
247 28 0 

 
496 28 0 

 
745 14 0 

248 14 0 
 

497 14 0 
 

746 0 0 
249 14 0 

 
498 14 0 

     


