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Περίληψη 
 

Τα PINNs (physics informed neural networks) αποτελούν μία μοντέρνα μέθοδο με ευρεία 
χρήση στα προβλήματα μηχανικής, καθώς συνδυάζουν τις αρχές της μηχανικής 
μάθησης με εκείνες της μηχανικής, δίνοντας τη δυνατότητα για πιο ακριβείς και 
υπολογιστικά αποδοτικές λύσεις σε πολύπλοκα προβλήματα. Στην εργασία αυτή, 
χρησιμοποιούνται PINNs για την επίλυση του στατικού και του δυναμικού προβλήματος 
κάμψης δοκού Euler-Bernoulli υπό διαφορετικές συνθήκες στήριξης. Αναλύεται το 
πρόβλημα μεταφοράς θερμότητας με αγωγή σε στατική και σε δυναμική κατάσταση, το 
πρόβλημα μεταφοράς μάζας διάχυσης-συναγωγής σε στατική κατάσταση και το 
στατικό πρόβλημα κάμψης διδιάστατης πλάκας σε κατάσταση επίπεδης έντασης. Το 
νευρωνικό δίκτυο είναι ικανό να προβλέψει τη λύση των προβλημάτων με υψηλή 
ακρίβεια, συγκρίνοντας τα αποτελέσματα με αναλυτικές λύσεις όπου αυτές είναι 
διαθέσιμες, αλλά και με αποτελέσματα από τις μεθόδους των πεπερασμένων διαφορών 
και των πεπερασμένων στοιχείων. Δίνεται έμφαση στη δημιουργία του PINN μέσω του 
MATLAB© [2], στην αρχιτεκτονική, τις παραμέτρους της μεθόδου και στον τρόπο 
βελτιστοποίησης αυτών με στόχο την υψηλότερη σύγκλιση.   
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Abstract 
 

Physics-informed neural networks (PINNs) play a really important role in today’s 
engineering by integrating data-driven machine learning with physical principles, enabling 
more accurate and efficient solutions to complex problems. In this work, physics-informed 
neural networks (PINNs) are used to run the static and the transient problem for an Euler-
Bernoulli beam under bending with various structural supports. The static and transient 
heat conduction problem, the static diffusion – convection mass transfer problem, and the 
static plane stress plate under bending problem are investigated thoroughly. The neural 
network is capable of predicting high accuracy results, compared to analytic solution and 
solution from finite differences and finite elements models. Utmost attention is given to 
the PINN creation via MATLAB©, its architecture, the method’s parameters and their 
optimization process, trying to achieve lower mean absolute errors.  
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1. Εισαγωγή 
 

Στον κλάδο της μηχανικής, η αναζήτηση για ακριβή και αποδοτική αναπαράσταση των 
φυσικών φαινομένων αποτελεί μεγάλη πρόκληση. Μηχανικοί και ερευνητές συνεχώς 
ψάχνουν νέες και καινοτόμες μεθοδολογίες για να απεικονίσουν τη συμπεριφορά 
συστημάτων και διεργασιών.  

Τα φυσικά μοντέλα (physical models) αποτελούν τη βάση για την κατανόηση και τη 
πρόβλεψη της συμπεριφοράς σε ένα πολύ ευρύ φάσμα εφαρμογών, από δομική 
μηχανική (structural mechanics), σε ρευστοδυναμική, μεταφορά θερμότητας και 
ηλεκτρομαγνητισμό. Παραδοσιακά, οι αναλυτικές λύσεις χρησιμοποιούνταν στη 
μοντελοποίηση, αλλά τέτοιες μέθοδοι κρίνοντας ανεπαρκείς για πιο περίπλοκα 
συστήματα, όπως αυτά που συναντάμε στη καθημερινότητα. Μια νέα εποχή έφερε η 
μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων (finite element method) από τον R. Courant [3], 
που αργότερα έγινε πιο δημοφιλής από τον O.C. Zienkiewicz τη δεκαετία του ’50 [4]. Η 
μέθοδος επίλυσης διαφορικών εξισώσεων αυτή έδωσε τη δυνατότητα διακριτοποίησης 
πολύπλοκων γεωμετριών και υλικών, επιτρέποντας την προσέγγιση προβλημάτων της 
καθημερινότητας απλά διακριτοποιώντας τη γεωμετρία στα πεπερασμένα στοιχεία [5]. 
Από τότε, αυτή ή μέθοδος αποτελεί βασικό και αναντικατάστατο εργαλείο στις 
επιστήμες. 

Βέβαια, η ακρίβεια της ΜΠΠ (μεθόδου πεπερασμένων στοιχείων) εξαρτάται άμεσα από 
την ποιότητα του πλέγματος, και το υπολογιστικό κόστος μπορεί να είναι απαγορευτικό 
για προβλήματα πολλών διαστάσεων. Έτσι, τα τελευταία χρόνια υπάρχει μια μεγάλη 
τάση να συνδιάζονται τεχνικές της μηχανικής μάθησης με τις παραδοσιακές 
προσεγγίσεις των φυσικών μοντέλων, ελαχιστοποιώντας με τον τρόπο αυτό τα 
μειονεκτήματα της κάθε μεθόδου ξεχωριστά. Η μηχανική μάθηση αποτελεί εφαρμογή 
της τεχνητής νοημοσύνης (artificial intelligence) η οποία περιλαμβάνει την μελέτη 
αλγορίθμων και στατιστικών μοντέλων που χρησιμοποιούν τα πληροφοριακά 
συστήματα για να πετύχουν έναν συγκεκριμένο στόχο χωρίς να ακολουθούν οδηγίες 
άμεσα από τον χρήστη, αλλά βασιζόμενοι μόνο σε αναγνώριση μοτίβων (pattern 
recognition) και συμπερασματολογία (inference). Το 1ο νευρωνικό δίκτυο 
δημιουργήθηκε τη δεκαετία του ’50 από τον Marvin Minsky [6], ενώ ως ξεχωριστός 
επιστημονικός κλάδος έγινε περίπου 10 με 20 χρόνια μετά από αυτό, με αλγορίθμους 
όπως του «πιο κοντινού γείτονα» [7]. Αυτή η ένωση δίνει την δυνατότητα εξερεύνησης 
προβλημάτων που παλαιότερα ήταν ανέγγιχτα λόγω των παραπάνω περιορισμών.  

Αυτές οι εξελίξεις έφεραν στην επιφάνεια τα υποκατάστατα μοντέλα (surrogate models) 
ή μεταμοντέλα. Ουσιαστικά, αποτελούν προσεγγίσεις φυσικών μοντέλων αλλά 
κατευθυνόμενα από δεδομένα (data driven) [8], με αποτέλεσμα να γεφυρώνουν το 
χαμηλό υπολογιστικό κόστος με την ακρίβεια υπολογισμών, αποφεύγοντας την 
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κοστοβόρα επίλυση των διαφορικών εξισώσεων που διέπουν το πρόβλημα. Επιπλέον, 
τα υποκατάστατα μοντέλα χρησιμοποιούν αλγορίθμους μηχανικής μάθησης 
(διεργασίες Gauss) ή και βαθειάς μάθησης (νευρωνικά δίκτυα) [9], για να αντιστοιχούν 
παραμέτρους εισόδου σε παραμέτρους εξόδου βασισμένοι σε δεδομένα εκπαίδευσης 
(training data) που προέρχονται από το πραγματικό φυσικό μοντέλο. 

Η παρούσα εργασία επικεντρώνεται σε ένα τέτοιο υποκατάστατο μοντέλο, το PINN. Ένα 
νευρωνικό δίκτυο το οποίο δέχεται πληροφορία από την φυσική του προβλήματος, 
δηλαδή από την ίδια τη διαφορική εξίσωση. Μία μεθοδολογία που τα τελευταία χρόνια 
φέρνει την επανάσταση στον κλάδο των προσομοιώσεων [10], [11]. Ο στόχος της 
εργασίας είναι να διερευνηθούν οι δυνατότητες που έχουν τα PINNs σε προβλήματα 
που συναντά ο σημερινός μηχανικός στην καθημερινότητά του.  
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2. Θεωρητικό Μέρος 
 

2.1. Νευρωνικά δίκτυα (Neural Networks) 
 

Τα μεγάλα άλματα στη τεχνολογία των τελευταίων ετών οδήγησαν σε μαθηματικά 
μοντέλα βασιζόμενα στην φυσική του προβλήματος (physics based mathematical 
models). Αυτά τα μοντέλα είναι πλέον πολύ ικανά στο να περιγράφουν την απόκριση 
ενός συστήματος με υψηλή ακρίβεια. Παρόλα αυτά σε πολλές εφαρμογές όπως είναι 
αυτές της μη γραμμικότητας ή/και δυναμικών συστημάτων με πολλές διαστάσεις, το 
υπολογιστικό κόστος τέτοιων μοντέλων μπορεί να είναι αρκετά υψηλό. Αυτό το κόστος, 
πιο συγκεκριμένα, γίνεται απαγορευτικό σε περιπτώσεις συστημάτων που εξαρτώνται 
από πολλές παραμέτρους, τα οποία συναντώνται πιο συχνά σε στοχαστικές αναλύσεις, 
αναλύσεις ευαισθησίας και σε προβλήματα βελτιστοποίησης. Σε τέτοια προβλήματα 
απαιτείται μεγάλος αριθμός προσομοιώσεων. 

Για την παράκαμψη αυτού του προβλήματος, τα αρχικό μοντέλο αντικαθίσταται από 
μεταμοντέλα (metamodels) ή υποκατάστατα μοντέλα (surrogate modes), δηλαδή από 
μία συνάρτηση η οποία προσομοιώνει την περίπλοκη συμπεριφορά του συστήματος με 
πολύ χαμηλότερο υπολογιστικό κόστος ανά προσομοίωση. Για μια πιο σαφή περιγραφή 
έστω ένα υπολογιστικό μοντέλο Μ το οποίο απεικονίζει Μ-διάστασης διανύσματα x 
στον RN (χώρος της λύσης y). Επιπλέον, οι εσωτερικοί μηχανισμοί του μοντέλου Μ είναι 
άγνωστοι. Μόνο το αποτέλεσμα είναι προσβάσιμο y = M(x) [1]. 

  

 : M NM x D R y R      2.1 

 

Ένα μεταμοντέλο, τώρα, ορίζεται ως: 

 : M NM x D R y R

ώ

M


    



 2.2 

 

Η κατασκευή ενός μεταμοντέλου μπορεί να βασιστεί στον λειτουργικό χώρο του 
αρχικού μοντέλου Μ ή/και σε πληροφορία αναφορικά με τη συμπεριφορά του 
συστήματος προερχόμενη είτε από πειραματικά δεδομένα είτε από το αρχικό μοντέλο 
(αυτή η προσέγγιση αναφέρεται στα συνθετικά δεδομένα (synthetic data).  

Ένα πολύ απλό τέτοιο παράδειγμα αποτελεί η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων 
(least-squares approach). Έστω ένα αρχικό μοντέλο Μ του τύπου y = M(x). Υποθέτουμε 



4 
 

ότι δεν υπάρχει καμία πληροφορία για τους εσωτερικούς μηχανισμούς του μοντέλου, 
αλλά αντ’ αυτού υπάρχουν μερικές μετρήσεις στ μορφή (xi, yi). Έτσι, κατασκευάζουμε 
ένα μεταμοντέλο θεωρώντας πως το λειτουργικό του σχήμα είναι γραμμικό (της 
μορφής y = ax + b). Τα a και b αποτελούν τις παραμέτρους του μεταμοντέλου, οι οποίες 
πρέπει να βρεθούν ώστε να υπάρχει όσο δυνατόν μεγαλύτερη συμφωνία 
αποτελεσμάτων μεταξύ μοντέλου και μεταμοντέλου. Στην περίπτωση των ελαχίστων 
τετραγώνων οι παράμετροι που δίνουν το καλύτερο αποτέλεσμα είναι: 

 

1

2

1

( )( )

( )

N

i i
i

N

i
i

a y bx

x x y y
b

x x





 

 







 2.3 

 

Είναι προφανές πως μπορούν να θεωρηθούν πιο περίπλοκα λειτουργικά σχήματα όπως 
για παράδειγμα πολυώνυμα υψηλότερων τάξεων ή νευρωνικά δίκτυα. Η λογική όμως 
σε κάθε περίπτωση είναι η ίδια. Γίνεται χρήση δεδομένων (είτε πειραματικών ή 
συνθετικών) για τη βαθμονόμηση των παραμέτρων του μεταμοντέλου. Εφόσον η 
κατασκευή του μοντέλου εξαρτάται άμεσα από δεδομένα (data), τότε αυτή η 
προσέγγιση μοντελοποίησης ονομάζεται βασιζόμενη σε δεδομένα (data driven 
modelling) και το ίδιο το μοντέλο data driven model [8]. Ο όρος data driven σχετίζεται 
στις μέρες μας με τη μηχανική μάθηση (machine learning).  

Η μηχανική μάθηση αποτελεί εφαρμογή της τεχνητής νοημοσύνης (artificial intelligence) 
η οποία περιλαμβάνει την μελέτη αλγορίθμων και στατιστικών μοντέλων που 
χρησιμοποιούν τα πληροφοριακά συστήματα για να πετύχουν έναν συγκεκριμένο 
στόχο χωρίς να ακολουθούν οδηγίες άμεσα από τον χρήστη, αλλά βασιζόμενοι μόνο σε 
αναγνώριση μοτίβων (pattern recognition) και συμπερασματολογία (inference).  Η 
διαδικασία της εκμάθησης ξεκίνα με παρατηρήσεις δεδομένων (όπως παραδείγματα, 
οδηγίες) για την αναζήτηση μοτίβων σε αυτά. Ο στόχος είναι ο αλγόριθμός να παίρνει 
καλύτερες αποφάσεις στο μέλλον με βάση την εκμάθηση που του έγινε από τον χρήστη.  

Οι αλγόριθμοι μηχανικής μάθησης χωρίζονται σε δύο μεγάλες κατηγορίες, με επίβλεψη 
(supervised) και χωρίς επίβλεψη (unsupervised) [12]. Οι πρώτοι είναι ικανοί να 
δημιουργήσουν ένα μαθηματικό μοντέλο από ένα σετ δεδομένων (inputs και outputs). 
Έπειτα από επαρκή εκμάθηση, το μοντέλο είναι ικανό να προβλέψει την απόκριση υπό 
οποιοδήποτε input. Οι unsupervised αλγόριθμοι δημιουργούν ένα μοντέλο από ένα σετ 
μόνο input. Η εκμάθηση χωρίς επίβλεψη χρησιμοποιείται για την αναγνώριση μοτίβων 
στα δεδομένα και για την κατηγοριοποίηση τους. Φαίνεται, λοιπόν, πως οι αλγόριθμοι 
μηχανικής μάθησης αποτελούν ικανούς υποψήφιους για τη δημιουργία 
μεταμοντέλων/υποκατάστατων μοντέλων περίπλοκων φυσικών συστημάτων. Τα 
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δεδομένα που θα χρησιμοποιηθούν για την εκμάθηση του αλγορίθμου μπορούν να 
προκύψουν είτε από την αναλυτική λύση του προβλήματος, είτε από άλλη simulation-
based μέθοδο (FEA), είτε από κανονικά πειράματα.  

Τα νευρωνικά δίκτυα (neural networks) [13] είναι μαθηματικά μοντέλα επεξεργασίας 
πληροφορίας εμπνευσμένα από τα βιολογικά νευρωνικά δίκτυα που βρίσκουμε στον 
ανθρώπινο εγκέφαλο. Όπως και το βιολογικό τους ισοδύναμο, είναι ικανά να 
εκπαιδεύονται από παρατήρηση δεδομένων, ήτοι από προηγούμενα παραδείγματα και 
όχι όντας προγραμματισμένα να επιτελούν ένα συγκεκριμένο σκοπό. Η δομική μονάδα 
ενός νευρωνικού δικτύου είναι ο νευρώνας (neuron) (Εικόνα 1). Ένας τεχνητός νευρώνας 
j είναι μια μονάδα επεξεργασίας με τις εξής λειτουργίες: 

1. Τροφοδοτείται με ένα σήμα xi από τη σύναψη i (synapse). 
2. Το πολλαπλασιάζει με ένας βάρος (weight) ειδικό για τη συγκεκριμένη σύναψη 

wji. 
3. Αθροίζει όλα τα γινόμενα xiwji για κάθε σύναψη. 
4. Προσθέτει ένα όρο πόλωσης (bias) bj. 
5. Επεξεργάζεται το τελικό άθροισμα σε μια συνάρτηση ενεργοποίησης (activation 

function) φ, για παράδειγμα τη σιγμοειδή (sigmoid) ή την υπερβολική 
εφαπτομένη.  

6. Εξάγει το αποτέλεσμα yj.  

Σε μαθηματικούς όρους, ο νευρώνας j περιγράφεται ως [1]: 

 

1

( )
n

j ji i j
i

y w x b


   2.4 

 

 

Εικόνα 1: Απεικόνιση ενός τεχνητού νευρώνα, δομικής μονάδας ενός τεχνητού νευρωνικού δικτύου [1]. 
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Η συνάρτηση ενεργοποίησης συνήθως είναι είτε η σιγμοειδής ή η υπερβολική 
εφαπτομένη, ήτοι: 

 
( )

1

( )

X

X

X X

X X

e
X

e
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e e
X

e e
















 2.5 

 

Ένα νευρωνικό δίκτυο είναι ουσιαστικά ένας γράφος (graph) με τους νευρώνες να είναι 
οι κόμβοι αυτού και τις συνάψεις οι κατευθυνόμενες ακμές (edges) [9]. Τα βάρη και οι 
πολώσεις βαθμονομούνται με την διαδικασία της εκπαίδευσης. Ανάλογα με τον τρόπο 
σύνδεση των νευρώνων, τα νευρωνικά δίκτυα χωρίζονται σε διαφορετικές κατηγορίες. 
Η πιο δημοφιλής είναι τα νευρωνικά δίκτυα πρόσθιας τροφοδότησης - Feed-Forward-
Neural-Networks (FFNN) [14]. Αρχιτεκτονικά, ένα FFNN αποτελείται από ένα επίπεδο 
layer τροφοδοσίας (input layer), ένα output layer, και μεταξύ αυτών ένα ή περισσότερα 
κρυμμένα επίπεδα (hidden layers) (Εικόνα 2). Νευρωνικά δίκτυα με περισσότερες από ένα 
κρυμμένο επίπεδο ονομάζονται deep neural networks. Από άποψη συνδεσιμότητας, 
νευρώνες ενός επιπέδου σε ένα FFNN μπορούν να συνδεθούν μόνο με νευρώνες του 
επόμενου επιπέδου προς το τελευταίο (output layer). Αυτό σημαίνει ότι η πληροφορία 
κινείται μόνο προς την μία κατεύθυνση. 

 

Εικόνα 2: Παράδειγμα νευρωνικού δικτύου εμπρόσθιας τροφοδότησης [1]. 
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Για την εκπαίδευση ενός νευρωνικού δικτύου, αρχικά του παρέχεται ένα σετ 
δεδομένων. Μετά ορίζεται μια συνάρτηση ποινής (loss function), όπως αυτή του μέσου 
τετραγώνου του σφάλματος [1]: 

 2_ _

1 2

ˆ( , )

:  target output

ˆ :  network output

Number of data

k k
k

k

k

MSE w b y y R

y

y



  
 

2.6 

 

Η εκπαίδευση (training) του νευρωνικού δικτύου επικεντρώνεται στην εύρεση των 
βέλτιστων βαρών w και πολώσεων b για την ελαχιστοποίηση του σφάλματος MSE(w,b). 
Αυτή αποτελεί ένα μη κυρτό (non convex) πρόβλημα βελτιστοποίησης και υλοποιείται 
μέσω διαφόρων αλγορίθμων βελτιστοποίησης. 

Σύμφωνα με τα παραπάνω, το FFNN αποτελεί μία μη γραμμική απεικόνιση από των 
χώρο των input στον χώρο των output. Η πολύ ισχυρή ακρίβεια της μεθόδου 
αποδεικνύεται θεωρητικά από το universal function approximation theorem που λέει ότι: 

Ένα νευρωνικό δίκτυο με ένα κρυμμένο επίπεδο, το οποίο περιέχει ορισμένο αριθμό 
νευρώνων και έχει μη σταθερή, με φυσικά όρια και συνεχή συνάρτηση ενεργοποίησης 
μπορεί να προσεγγίσει κάθε συνεχή συνάρτηση σε ένα συμπαγή υποχώρο. (15) 

Όμως, όσο και να αποδεικνύεται ότι τα FFNNs αποτελούν προσέγγιση για κάθε 
συνάρτηση, δεν υπάρχουν σαφείς οδηγίες για την ακριβή αρχιτεκτονική του δικτύου, 
είτε την εκπαίδευση αυτού. Συνεπώς, η βέλτιστη αρχιτεκτονική και παράμετροι 
μπορούν να βρεθούν μόνο με δοκιμή και σφάλμα. 

Είναι γεγονός πως τα FFNNs παρουσιάζουν δυσκολίες όσο το πλήθος των διαστάσεων 
του υποχώρου που αντιστοιχεί είτε στο input είτε στο output μεγαλώνει. Το πρόβλημα 
αυτό λύνεται χρησιμοποιώντας άλλες αρχιτεκτονικές. Ένα τέτοιο παράδειγμα είναι τα 
συνελικτικά νευρωνικά δίκτυα (Convolutional Neural Networks-CNNs) [16]. Συνήθως 
εφαρμόζονται στην αναγνώριση μοτίβων-σχημάτων σε εικόνες και βίντεο,  σε 
διαχωρισμό εικόνων και κατηγοριοποίηση αυτών, σε εφαρμογές με χρονοσειρές κλπ. 
[17]. Η επεξεργασία της εικόνας γίνεται σε εικόνες με πολλαπλά κανάλια τροφοδότησης 
(input channels) (Εικόνα 3). Κάθε κανάλι αντιστοιχεί σε ένα χρώμα, και κάθε πίξελ 
αποτελείται από τρία τέτοια κανάλια (κόκκινο, πράσινο και μπλε). Για παράδειγμα, σε 
ένα σετ εικόνων (RGB images) η τροφοδότηση (input) είναι πλέον ένας πίνακας 
(δημιουργημένος από ένα πλήθος arrays) που αποτελείται από: (αριθμό εικόνων) X 
(ύψος εικόνας) X (πλάτος εικόνας) X (κανάλια τροφοδότησης). Άλλα παραδείγματα 
αποτελούν οι αλγόριθμοι ημι-επιβλεπόμενης εκπαίδευσης, οι αλγόριθμοι ενεργής 
εκπαίδευσης κ.α.  
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Εικόνα 3: Παράδειγμα CNN αναγνώρισης και ταξινόμησης οχημάτων [18]. 

 

2.1.1. PINNs (Physics Informed Neural Networks) 
 

Τις τελευταίες δεκαετίες, μηχανική μάθηση και τεχνητή νοημοσύνη χρησιμοποιούνται 
ευρέως σε όλο και περισσότερα επιστημονικά πεδία, ακόμα στην μηχανική. Μία από τις 
μεγαλύτερες προκλήσεις στην εφαρμογή μηχανικής μάθησης στη μηχανική είναι ο 
τρόπος ένταξης πληροφορίας σχετικής με τη φυσική του εξεταζόμενου προβλήματος, 
ένα στοιχείο που βελτιώνει και την απόδοση του αλγορίθμου αλλά και τον τρόπο με 
τον οποίο ερμηνεύει καταστάσεις. Τα PINNs (physics informed neural networks) 
απαντούν σε αυτήν την πρόκληση εισάγοντας στο νευρωνικό δίκτυο τους φυσικούς 
νόμους και περιορισμούς του εκάστοτε προβλήματος. Η χρήση τους πλέον είναι πολύ 
δημοφιλής σε προβλήματα ρευστοδυναμικής, μηχανικής στερεών αλλά και 
κβαντομηχανικής [10] [19] [20].  

Συνεχίζοντας στον τρόπο δημιουργίας ενός PINN, λαμβάνεται η γενική μορφή της 
μερικής διαφορικής εξίσωσης: 

 [ ] 0, x Ω, t [0,T]u N u     2.7 

όπου u = u(x,t) και Ν ένας πιθανώς μη γραμμικός τελεστής διαφόρισης. Το 1ο μέλος 
αυτής της διαφορικής ορίζεται ως f = f(x,t) [11]. Στη συνέχεια, η λύση u(x,t) της 
διαφορικής προσεγγίζεται με τη βοήθεια ενός νευρωνικού δικτύου L, όπου: 

 ( , , , )L x t w b u  2.8 

Αυτές οι δύο πληροφορίες: α) η εικόνα της διαφορικής εξίσωσης f και β) η εκτίμηση της 
λύσης από ένα νευρωνικό δίκτυο αποτελούν τα συστατικά στοιχεία για ένα PINN. Το 
δίκτυο αυτό μπορεί να επιτευχθεί χρησιμοποιώντας τον κανόνα αλυσίδας για την 
αυτόματη διαφόριση (automatic differentiation) [21]. 

Η εκπαίδευση του νευρωνικού δικτύου γίνεται ελαχιστοποιώντας το τετράγωνο του 
μέσου σφάλματος MSE (mean squared loss) [10]. 
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 f uMSE MSE MSE   2.9 
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 2.10 

 

To MSEf εκφράζει το σφάλμα της διαφορικής εξίσωσης. Αυτό πρέπει να είναι ίσο με το 
μηδέν με βάση την 2.7 σε κάθε collocation point του χωρίου του προβλήματος. Τα σημεία 
αυτά τοποθετούνται στρατηγικά στο εξεταζόμενο χωρίο κάθε φορά, και είναι τα σημεία 
στις μεθόδους της υπολογιστικής μηχανικής που υπολογίζεται μία λύση ή 
προσεγγίζεται. Η επιλογή των collocation points επηρεάζει άμεσα την ακρίβεια και τη 
σύγκλιση μιας λύσης, είτε αυτή είναι μία ολοκλήρωση, μία λύση από πεπερασμένα 
στοιχεία, ακόμα και στις εφαρμογές της μηχανικής μάθησης. 

 Αντίστοιχα, u(xu, tu) αποτελεί την πρόβλεψη της λύσης που παρέχει το νευρωνικό 
δίκτυο σε collocation point i, το οποίο αποτελεί σημείο συνοριακής ή αρχικής συνθήκης, 
ενώ ui είναι η πραγματική τιμή που πρέπει να είναι στο σύνορο ορισμένη από τις 
συνοριακές και τις αρχικές συνθήκες.  Άρα, ο όρος MSEu απαιτεί την ικανοποίηση των 
συνοριακών-αρχικών συνθηκών του προβλήματος. Έξτρα περιορισμοί του 
προβλήματος μπορούν να ενσωματωθούν προσθέτοντας όρους στο MSE.  

Άρα, το πρόβλημα πλέον είναι ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης. Πιο συγκεκριμένα, η 
συνάρτηση κόστους (cost function) είναι το MSE. Αυτή, ελαχιστοποιείται από ειδικούς 
αλγορίθμους (gradient descent, stochastic gradient descent etc.) αναζητώντας τα 
βέλτιστα βάρη και τις πολώσεις (weights and biases) του νευρωνικού δικτύου. 

Παρόλο το γεγονός ότι δεν υπάρχει κάποια εγγύηση ότι αυτή η διαδικασία συγκλίνει 
στο καθολικό ελάχιστο, η εμπειρία έχει δείξει ότι αν η διαφορική εξίσωση είναι καλά 
τοποθετημένη (well-posed) και η λύση της μοναδική, η μέθοδος είναι ικανή να 
αποκτήσει ικανοποιητική ακρίβεια με επαρκή αριθμό collocation points και επαρκή 
αρχιτεκτονική δικτύου [11]. 
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2.1.1.1. Gradient Descent 
 

Νωρίτερα έγινε αναφορά στη μέθοδο Gradient Descent ως συνήθης μέθοδος εύρεσης 
ακροτάτων. Η μέθοδος αυτή βασίζεται στην αρχική θεώρηση του Cauchy (1847), ότι η 
κατεύθυνση ελαχιστοποίησης μίας συνάρτησης είναι αντίθετη εκείνης του διανύσματος 
των μερικών παραγώγων της συνάρτησης αυτής (22). Για παράδειγμα, σε μία 
διδιάστατη συνάρτηση κόστους, το γράφημα που δείχνει πως δουλεύει ο αλγόριθμος 
gradient descent είναι τριών διαστάσεων: 

 

Εικόνα 4: Γράφημα για τον αλγόριθμο gradient descent για μία διδιάστατη συνάρτηση κόστους. [23] 

 

 

 Πιο συγκεκριμένα, το gradient μίας συνάρτησης είναι:  

 

Εικόνα 5: Gradient of a function. 
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Αυτό έχει μία πολύ σημαντική ιδιότητα. Όταν κινούμαστε πάνω στην κατεύθυνση 
αυτού, από οποιοδήποτε σημείο του n-διάστατου χώρου, η τιμή της συνάρτησης 
αυξάνεται ή μειώνεται με τον υψηλότερο ρυθμό.  

 Παρουσιάζονται τα βήματα του αλγορίθμου βελτιστοποίησης αυτού: 

1. Ξεκινάμε με ένα τυχαίο σημείο στο χώρο Χ1.  
2. Θέτουμε τον αριθμό επανάληψης i =1. 
3. Βρίσκουμε την κατεύθυνση κίνησης μας Si: 

 

 ( )i iS f X   2.11 

   

4. Επιλέγουμε βήμα λi και βρίσκουμε το νέο σημείο ως: 
 

 1 ( )i i iX X f X     2.12 

   

5. Έλεγχος εύρεσης ελαχίστου. Αν ελάχιστο σταματάμε την διαδικασία, αλλιώς 
προχωράμε στην επόμενη επανάληψη. 
 
Ένα σημαντικό πρόβλημα της μεθόδου αυτής είναι η αδυναμία εύρεσης ολικών 
ακροτάτων. Για τον λόγο αυτό, αναπτύχθηκαν και άλλοι μέθοδοι που 
λαμβάνουν υπόψη περισσότερη πληροφορία σχετική με το πρόβλημα.. 

 

2.1.1.2. Αλγόριθμοι L-BFGS και Adam 
 

Στην προσπάθεια βελτίωσης των αλγορίθμων βελτιστοποίησης υπήρξε η ανάγκη 
χρήσης μεγαλύτερης πληροφορίας από το φυσικό πρόβλημα. Η quasi-Newton μέθοδοι 
(22) χρησιμοποιούν τον Εσσιανό (Hessian) πίνακα B, ο οποίος αποτελείται από τις 
μερικές παραγώγους 2ης τάξης της συνάρτησης κόστους. Έτσι, το νέο σημείο πιο κοντά 
στο βέλτιστο υπολογίζεται ως: 

 1 ( )i i i iX X f X      2.13 

   

Φαίνεται ότι η μέθοδος gradient descent μπορεί να εξαχθεί από την παραπάνω εξίσωση 
αν ο Εσσιανός πίνακας είναι ο μοναδιαίος Ι. Η χρήση του Εσσιανού δίνει πολλά 
προτερήματα στις μεθόδους βελτιστοποίησης που χρησιμοποιείται, όπως είναι η 
πληροφορία για την καμπυλότητα, η ταχύτητα σύγκλισης αλλά και καλύτερη 
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διακριτοποίησης μεταξύ τοπικής (local) και ολικής (global) συμπεριφοράς, αλλά και 
γενικότερα για το κριτήριο σύγκλισης (μόνο εάν ο Εσσιανός στο σημείο είναι θετικά 
ημιορισμένος μπορεί να είναι ακρότατο). 

 

L-BFGS 

 Η μέθοδος Broyden-Fletcher-GoldFarm-Shanno (BFGS) αποτελεί μία μέθοδο-
ακρογωνιαίο λίθο του τομέα της βελτιστοποίησης. Είναι και αυτή μια οιωνεί Newton 
μέθοδος (quasi-Newton). Αυτό που προσφέρει συγκριτικά με τις προηγούμενες 
μεθόδους μέχρι τότε, είναι η δυνατότητα ενημέρωσης (update) του Εσσιανού 
διατηρώντας το ότι είναι θετικά ορισμένος. Οι απαιτήσεις όμως σε μνήμη, την κρίνουν 
απαγορευτική σε προβλήματα μεγάλης κλίμακας, όπως είναι τα προβλήματα με PINNs 
που συζητάμε σε αυτήν την εργασία. Για τον λόγο αυτό, χρησιμοποιείται η μέθοδος L-
BFGS, μία πιο αποδοτική υπολογιστικά προσέγγιση του BFGS αλγορίθμου (low memory), 
στην οποία διατηρείται περιορισμένος αριθμός διανυσμάτων που αντιπροσωπεύουν 
προηγούμενες επαναλήψεις. 
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Τα βήματα του αλγορίθμου είναι τα εξής [24]: 

 

 

1

1 1

1
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Adam 

Παρόλα αυτά όμως, η μέθοδος L-BFGS παρουσιάζει μια δυσκολία στην εύρεση ολικών 
ακροτάτων, καθώς αν βρει ένα τοπικό ακρότατο, είναι δύσκολο να απομακρυνθεί αυτό 
και να ψάξει κάπου αλλού. Πλέον χρησιμοποιούνται νεότερες μέθοδοι, υπολογιστικά 
αποδοτικότερες και με λιγότερες αδυναμίες. Ένας εκ των πιο διαδεδομένων τέτοιων 
αλγορίθμων είναι ο αλγόριθμος Adam [25]. Χρησιμοποιείται στην αποδοτική εύρεση 
των βέλτιστων παραμέτρων νευρωνικών δικτύων και γενικότερα στη στοχαστική 
βελτιστοποίηση. Με βάση τα gradients του μέσου όρου και της διασποράς των 
παραμέτρων των προηγούμενων επαναλήψεων, προσαρμόζει το ρυθμό εκπαίδευσης 
του δικτύου. Πιο συγκεκριμένα, κάθε παράμετρος του δικτύου έχει δικό της ξεχωριστό 
ρυθμό εκπαίδευσης και αυτός προσαρμόζεται πάλι ξεχωριστά. Επίσης, είναι 
υπολογιστικά αποδοτικότερος διότι δε χρησιμοποιεί όλα τα δεδομένα εκπαίδευσης 
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(training data), άλλα ένα υποσύνολο αυτών σε κάθε επανάληψη. Με τον τρόπο αυτό 
καταφέρνει σε κάθε epoch, να περνάει από όλα τα σημεία και «δοκιμάζει» με κάποιον 
τρόπο διαφορετικές λύσεις, απορρίπτοντας εκείνες που δεν ωθούν προς το ολικό 
ακρότατο 
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2.2. Μηχανική Συνεχούς και Ελαστικότητα 
 

Η ύλη αποτελείται από μόρια, τα οποία με τη σειρά τους αποτελούνται από άτομα και 
υποατομικά σωματίδια. Υπάρχουν, παρόλα αυτά, πολλά παραδείγματα της 
καθημερινότητας, στα οποία η συμπεριφορά ενός υλικού μπορεί να περιγραφεί και να 
προβλεφθεί από θεωρίες οι οποίες δε δίνουν καμία σημασία στη μοριακή δομή αυτού. 
Τέτοια παραδείγματα μπορεί να είναι η μετατόπιση μιας κατασκευής υπό δεδομένη 
φόρτιση, η ταχύτητα του νερού σε έναν σωλήνα σε συνθήκες διαφοράς πίεσης ή/και η 
οπισθέλκουσα δύναμη σε ένα κινούμενο σώμα. Η θεωρία που περιγράφει τέτοια 
φαινόμενα, χωρίς να δίνει σημασία στην μακροκλίμακα του υλικού είναι γνωστή ως 
θεωρία συνεχούς [26]. Πρακτικά, δέχεται κανείς με αυτή τη θεωρία ότι το υλικό μπορεί 
να διαιρεθεί επ’ αόριστο, και με αυτόν τον τρόπο χρησιμοποιείται και ο όρος 
«απειροστός όγκος» ενός υλικού, που αποτελεί τη βάση για την ανάλυση πληθώρας 
φυσικών φαινομένων. Σημειώνεται, βέβαια, πως υπάρχουν πολλά φαινόμενα (διάδοση 
κυμάτων, ροή ενός πολυμερικού τήγματος κλπ.) στα οποία η θεωρία του συνεχούς δεν 
εφαρμόζεται. Τότε, χρησιμοποιούνται άλλους είδους θεωρίες και μοντέλα, όπως αυτό 
της μοριακής δυναμικής.  

 

Η μηχανική του συνεχούς μέσου μελετά την απόκριση των υλικών υπό διαφορετικές 
συνθήκες φόρτισης. Χωρίζεται συνήθως σε δύο μεγάλες κατηγορίες: α) γενικές αρχές 
που χαρακτηρίζουν κάθε μέσο (αρχή διατήρησης μάζας/ορμής/ενέργεια, ανισότητα 
εντροπίας) και β) καταστατικές εξισώσεις που χαρακτηρίζουν συγκεκριμένα υλικά. 
Αυτές οι καταστατικές εξισώσεις περιγράφουν τη διαφορετική απόκριση που έχουν δύο 
μέσα υπό ίδιες συνθήκες, όπως για παράδειγμα η διαφορά στη συμπεριφορά ενός 
μετάλλου σε σύγκριση με το νερό υπό δεδομένη πίεση. Επιπλέον, για το ίδιο μέσο, η 
απόκριση ποικίλλει και σε σχέση με διαφορετικές συνθήκες φόρτισης. Για παράδειγμα, 
υπό μέτριες συνθήκες φόρτισης, η παραμόρφωση στον χάλυβα εξαφανίζεται με την 
αφαίρεση του φορτίου, ενώ πάνω από ένα όριο οι παραμορφώσεις είναι μόνιμες ή 
επέρχεται θραύση [26]. Το μέσο το οποίο επιστρέφει στην αρχική του κατάσταση μετά 
την άρση των δυνάμεων που του ασκούνται ονομάζεται ελαστικό.  

 

Υπάρχουν άλλα δύο μεγέθη που μπορούν να χαρακτηρίσουν την διαφορετική 
συμπεριφορά ενός υλικού υπό δεδομένες συνθήκες. Αυτά είναι η ομοιογένεια του και η 
ανισοτροπία του. Ένα υλικό χαρακτηρίζεται ομοιογενές εάν σε όλα τα σημεία που το 
απαρτίζουν οι ιδιότητες του είναι ίδιες (αντίθετο: ανομοιογενές). Επιπροσθέτως, ένα 
υλικό χαρακτηρίζεται ισότροπο όταν οι ιδιότητες του είναι ίδιες ως προς οποιαδήποτε 
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διεύθυνση (περαιτέρω χαρακτηρισμοί: εγκαρσίως ισότροπο, ορθότροπο, ανισότροπο) 
[27].  

Ο κλάδος της μηχανικής και των μαθηματικών που αφορά τη μοντελοποίηση της 
συμπεριφοράς ενός παραμορφωσίμου σώματος υπό την επίδραση εξωτερικών 
δράσεων, όταν αυτό είναι συνεχές, ομογενές, ισότροπο και ελαστικό ονομάζεται 
ελαστικότητα (elasticity).  

 

Στην περίπτωση που ισχύουν ταυτόχρονα τα παρακάτω χαρακτηριστικά: 

1. Η σχέση μεταξύ επιβαλλόμενου φορτίου και παραμόρφωσης είναι γραμμική. 
2. Ο ρυθμός επιβολής του φορτίου δεν αποτελεί παράμετρο επιρροής. 
3. Με την άρση του φορτίου, η επικείμενη παραμόρφωση εξαφανίζεται. 
4. Οι παραμορφώσεις είναι μικρές. 

Τότε, το υλικό χαρακτηρίζεται ως γραμμικά ελαστικό (linearly elastic). Η καταστατική 
εξίσωση που υπακούει αυτό το υλικό ονομάζεται γενικευμένος νόμος του Hooke και 
συνδέει την τάση με την παραμόρφωση ως εξής: 

 ij ijkl klC   2.16 

όπου: 
σij, ο τανυστής των τάσεων (stress tensor - 2nd order) 

Cijkl, ο τανυστής στιβαρότητας ή τανυστής των ελαστικών σταθερών (elasticity tensor – 
4th order) 

εkl, ο απειροελάχιστος τανυστής των τροπών (infinitesimal strain tensor – 2nd order) 

 

Εικόνα 6: Τα στοιχεία του τανυστή των τάσεων σε έναν απειροστό όγκο του υλικού [26]. 
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Ο τανυστής των ελαστικών σταθερών αποτελείται στη γενική περίπτωση από συνολικά 
81 στοιχεία. Τα ισότροπα υλικά, όμως, έχουν άπειρο αριθμό επιπέδων συμμετρίας. 
Συνεπώς, για τον πλήρη ορισμό τους μόνο 2 ελαστικές σταθερές είναι αναγκαίες, σε 
αντίθεση με τα ανισότροπα που είναι 21. Οι σταθερές αυτές μπορούν να είναι το μέτρο 
ελαστικότητας ή μέτρο Young Ε, ο λόγος Poisson ν, ή/και το μέτρο διάτμησης G, με τη 
σχετική τους εξάρτηση: 

 2 (1 )G v   2.17 

Αντίστοιχα, ο απειροελάχιστος τανυστής των τροπών ε, αποτελεί το συμμετρικό 
κομμάτι του τανυστή παραμόρφωσης grad(u): 

 1
 part of ( )

2
Tu u symmetric u         2.18 

Με: 

 
x x x

y y y

z z z

u u u

x y z

u u u
u

x y z

u u u

x y z

   
    
   

      
   
    

 2.19 

όπου: 
ux, η παραμόρφωση στον άξονα x των καρτεσιανών συντεταγμένων 

uy, η παραμόρφωση στον άξονα y των καρτεσιανών συντεταγμένων 

uz, η παραμόρφωση στον άξονα z των καρτεσιανών συντεταγμένων 

 

Μέσω, λοιπόν, του γενικευμένου νόμου του Hooke (2.16) αναδεικνύεται η σχέση 
τάσεων-τροπών (και εν δυνάμει παραμορφώσεων) σε ένα γραμμικά ελαστικό μέσο. Η 
σημασία της ύπαρξης μιας τέτοιας έκφρασης διαφαίνεται πρωτίστως στη διατύπωση 
των διαφορικών εξισώσεων κίνησης για κάθε συνεχές μέσο.  

Η εξαγωγή των εξισώσεων περιγράφεται αναλυτικά [26]. Η αρχή στην οποία βασίζεται 
είναι η εξής: Κάθε στοιχείο του συνεχούς πρέπει να υπακούει στον 2ο νόμο του Νεύτωνα. 
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Η διαφορική εξίσωση κίνησης (equation of motion) έχει την εξής μορφή: 

 ij
i i

j

f
x


 


 


 2.20 

όπου: 
ρ: η μαζική πυκνότητα 

fi: οι μαζικές δυνάμεις που ασκούνται στο μέσο (πχ βάρος) 

αi: η επιτάχυνση 

Και εκφράζοντας το 2ο μέλος ως προς τις παραμορφώσεις: 

 2

2

ij i
i

j

u
f

x t


 

 
 

 
 2.21 

Οι εξισώσεις αυτές πρέπει να ικανοποιούνται για κάθε μέσο σε κίνηση, είτε αυτό είναι 
στερεό είτε υγρό. Αν μηδενιστεί ο όρος της επιτάχυνσης, τότε η εξίσωση κίνησης 
ανάγεται στην εξίσωση στατικής ισορροπίας (static equilibrium equation): 

 
0ij

i
j

f
x





 


 2.22 

Παρατηρεί κανείς πως το πλήθος των εξισώσεων είναι ίσο με 3, ενώ το πλήθος των 
αγνώστων είναι 6 (λόγω της συμμετρίας του τανυστή των τάσεων). Επομένως, για να 
λυθεί ένα τέτοιο πρόβλημα υπεισέρχονται και οι καταστατικές εξισώσεις που 
αναφέρθηκαν παραπάνω. Έτσι, στην περίπτωση του γραμμικού ελαστικού μέσου, 
αντικαθίσταται η τάση σύμφωνα με τον γενικευμένο νόμο του Hooke (2.16), και οι 
άγνωστοι πλέον γίνονται 3 -> ux, uy, uz.  
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2.2.1. Θεωρία δοκού Euler-Bernoulli 
 

Ο τομέας της δομικής μηχανικής είναι φυσικό πως είναι βαθιά συνδεδεμένος με τις αρχές της 
ελαστικότητας που συζητήσαμε παραπάνω. Πολλές φορές όμως η πολυπλοκότητα της θεωρίας 
ελαστικότητας αποτελεί ή/και αποτελούσε στο παρελθόν εμπόδιο στα πρακτικά καθημερινά 
προβλήματα του δομικού σχεδιασμού. Αυτές οι δυσκολίες γεφυρώνονται μέσω κάποιων 
θεωριών-επιστημονικών εργαλείων που δημιουργήθηκαν ανά τα χρόνια, απλοποιώντας τις 
εξισώσεις που διέπουν τα φυσικά προβλήματα με έγκυρες θεωρήσεις και προσαρμογές. Μια 
τέτοια θεωρία στη μηχανική είναι και θεωρία Euler-Bernoulli. Βασικές παραδοχές της είναι [28]: 

 Ισχύει ο νόμος του Hooke 
 Η δοκός είναι ομοιόμορφη 
 Ο λόγος μήκος/πάχος της δοκού είναι μεγάλος 
 Κάθε διατομή επίπεδη και κάθετη στον διαμήκη άξονα της δοκού πριν την 

παραμόρφωση, παραμένει επίπεδη και κάθε μετά από την κάμψη 

Αυτή η παραδοχή έχει ως αποτέλεσμα μηδενική διατμητική παραμόρφωση. Σε αυτή τη θεωρία, 
η κάθετη μετατόπιση w υπακούει στην εξής διαφορική εξίσωση 4ης τάξης [29]: 

 2 2

2 2
( ) ( ),  for 0<x<Lf

d d w
EI c w q x

dx dx
   2.24 

Όπου: 

Ε: το μέτρο ελαστικότητας 

Ι: η ροπή αδράνειας ως προς τον άξονα y 

q: το κατανεμημένο φορτίο 

 

Εικόνα 7: Απεικόνιση της δοκού και της διατομής της. Διαφαίνονται τα μεγέθη που αποτελούν τη διαφορική εξίσωση 
[29]. 
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Οι συνοριακές συνθήκες σε αυτή τη 4ης τάξης διαφορική εξίσωση είναι 4. Δύο αναγκαίες και δύο 
φυσικές. Οι αναγκαίες αποτελούνται από τον ορισμό της κάθετης μετατόπισης w και της κλίσης 

dw/dx, ενώ οι φυσικές την καμπτική ροπή 𝛦𝛪 ௗ
మ௪

ௗ௫మ
 και την διατμητική δύναμη ௗ

ௗ௫
(𝛦𝛪

ௗమ௪

ௗ௫మ
) στα 

άκρα της δοκού. Οι φυσικές εξασφαλίζουν την ισορροπία με τα εφαρμοσμένα φορτία. Ανάλογα 
με τον τρόπο στήριξης της δοκού, οι συνοριακές συνθήκες λαμβάνουν και την αντίστοιχη τιμή. 

Στο δυναμικό πρόβλημα, η εξίσωση κίνησης Euler-Bernoulli έχει την εξής μορφή: 

 2 2 2

2 2 2
( ) ( , )f

d d w dw d w
EI c q x t

dx dx dt dt
    2.25 

Εφόσον είναι 4ης τάξης ως προς x και 2ης ως προς t, χρειάζεται 6 συνολικά αρχικές και 
συνοριακές συνθήκες για να βρεθεί μοναδική λύση. 

 

2.2.2. Επίπεδη Ένταση (Plane Stress) 
 

Η πολυπλοκότητα των εξισώσεων πεδίου (field equations) της ελαστικότητας εμποδίζει 
την ανάπτυξη αναλυτικών σχέσεων που να περιγράφουν τη συμπεριφορά ενός μέσου 
σε ένα τέτοιο τρισδιάστατο πρόβλημα (3D). Για τον λόγο αυτό, αναπτύσσονται λύσεις 
για μειωμένης τάξης προβλήματα (reduced problems) τα οποία συνήθως 
περιλαμβάνουν αξονική συμμετρία ή χρησιμοποιούν τις δύο διαστάσεις (2D) [30] για να 
απλοποιήσουν συγκεκριμένες πτυχές του ολόκληρου προβλήματος.  

Υπάρχει μια τάξη προβλημάτων στην ελαστικότητα, των οποίων η λύση (ήτοι οι 
παραμορφώσεις και οι τάσεις) είναι ανεξάρτητη της μία εκ των τριών συντεταγμένων 
λόγω της γεωμετρίας, των συνοριακών συνθηκών και των εξωτερικά επιβαλλόμενων 
φορτίων. Αυτά ονομάζονται προβλήματα επίπεδης ελαστικότητας (plane elasticity) [31], 
[32]. Είναι φανερό πως αυτή η θεώρηση αποτελεί μια προσέγγιση του προβλήματος, 
καθώς κάθε κατασκευή είναι στην πραγματικότητα τρισδιάστατη. Η ακρίβεια μιας 
τέτοιας προσέγγισης εξαρτάται τόσο από το ίδιο το πρόβλημα (συνοριακές συνθήκες 
και φόρτιση) όσο και από την ίδια τη γεωμετρία. Τα προβλήματα επίπεδης 
ελαστικότητας χωρίζονται σε δύο μεγάλες κατηγορίες, στα προβλήματα επίπεδης 
εντατικής κατάστασης (plane stress) και στα προβλήματα επίπεδης παραμορφωσιακής 
κατάστασης (plane strain). 

Έστω η περίπτωση μιας λεπτής πλάκας που καταπονείται με δυνάμεις που ενεργούν επί 
του συνόρου της με διεύθυνση παράλληλη προς το επίπεδο της πλάκας, και 
ταυτόχρονα ομοιόμορφα κατανεμημένες ως προς το πάχος της (Εικόνα 8). Αν 
ταυτόχρονα υποτεθεί ότι το μέσο επίπεδο της πλάκας (midplane) συμπίπτει με το 
επίπεδο Οxy του θεωρούμενου συστήματος αξόνων Oxyz, τότε οι εκτός επιπέδου (out 
of plane) συνιστώσες του τανυστή των τάσεων είναι μηδενικές [33]. 
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 0zz xz yz      2.26 

 

Εικόνα 8: Μια επίπεδη πλάκα σε επίπεδη ένταση. α) Αρχική κατάσταση β) Μέσο επίπεδο γ) Τελική θεώρηση [34] 

 

Συνοπτικά, για να είναι μία τέτοια κατασκευή σε επίπεδη εντατική κατάσταση πρέπει να 
ισχύουν οι παρακάτω παραδοχές: 

1. Όλα τα επιβαλλόμενα φορτία ασκούνται στη διεύθυνση του μέσου επιπέδου, και 
είναι συμμετρικά σε σχέση με αυτό. 

2. Όλες οι συνθήκες στήριξης είναι συμμετρικές ως προς το μέσο επίπεδο. 
3. Οι εντός επιπέδου (in-plane) παραμορφώσεις, τροπές και τάσεις θεωρούνται 

σταθερές σε σχέση με το πάχος. 
4. Οι επίπεδες και οι διατμητικές τάσεις ως προς τον άξονα-z είναι μηδενικές ή 

αμελητέες.   
5. Η πλάκα είναι κατασκευασμένη από το ίδιο υλικό σε όλο της το πάχος. 

Επομένως, το μαθηματικό μοντέλο της πλάκας σε επίπεδη εντατική κατάσταση είναι 
ένα δισδιάστατο Πρόβλημα Συνοριακών Τιμών (Boundary Value Problem), στο οποίο το 
επίπεδο προβάλλεται πάνω στο μέσο επίπεδο του συστήματος (Εικόνα 8-γ). Σε αυτήν 
την κατάσταση, η 3η διάσταση (άξονας-z) περιγράφεται ως συνάρτηση των x,y 
ολοκληρωμένη ως προς το πάχος της πλάκας h (Εικόνα 9).  
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Εικόνα 9: Τάσεις, τροπές, παραμορφώσεις και εσωτερικές δυνάμεις σε πλάκα η οποία βρίσκεται σε επίπεδη ένταση 
[35]. 

 

Ο τανυστής των τάσεων παίρνει την εξής μορφή: 

 
plane stress

0

0

0 0 0

xx xy xz xx xy

yx yy yz yx yy

zx zy zz

    
     

  

   
       
     

 2.27 

 

 

Με την ίδια λογική, ο γενικευμένος νόμος του Hooke (2.16) παίρνει τη μορφή:  

 

2

1 0

1 0
1

1 2
0 0

2

xx xx

yy yy

xy xy

  
  


  

 
    
                  
 

 2.28 

όπου: 

Ε: μέτρο Young, 

ν: λόγος Poisson 

 

Αντίστοιχα, από την εξίσωση 2.23 προκύπτει ότι: 
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0

0

2

xx
x

yy
y

xy

x
u

uy

y x





 
 
  

                 
   

 2.29 

 
Με τον τρόπο αυτό, εξάγονται οι σχέσεις που συνδέουν τις τάσεις σ με τις 
παραμορφώσεις u στην επίπεδη εντατική κατάσταση. Σχέσεις που θα χρησιμοποιηθούν 
για την επίλυση των εξισώσεων πεδίου.   

2.2.3. Στατικό πρόβλημα 
 

Ένα πρόβλημα επίπεδης εντατικής κατάστασης, όντας μια πιο ιδανική θεώρηση του 
γενικού προβλήματος της ελαστικότητας, περιγράφεται από την εξισώσεις πεδίου 
αυτής. Στο στατικό πρόβλημα υπολογίζεται η απόκριση του στερεού υπό φορτία τα 
οποία δε προκαλούν σοβαρά αδρανειακά φαινόμενα και φαινόμενα απόσβεσης. 
Επομένως, δεν υπάρχει χρονική μεταβολή ούτε των φορτίων αλλά ούτε και της 
απόκρισης της κατασκευής. Οι εξισώσεις στατικής ισορροπίας (2.22), ανάγονται για το 
πρόβλημα της επίπεδης έντασης (plane stress) στην εξής μορφή: 

 
0

0

xyxx
x

xy yy
y

f
x y

f
x y

 

 



  

 
 

  
 

 2.30 

 

Χρησιμοποιώντας τον γενικευμένο νόμο του Hooke για την επίπεδη εντατική 
κατάσταση (2.28), οι τελικές εξισώσεις που χρειάζεται να επιλυθούν στο Πρόβλημα 
Συνοριακών Τιμών ως προς [ux(x, y), uy(x, y)] είναι: 

 

 

 

 

2 22 2

2 2 2

2 22 2

2 2 2
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1 2 1
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1 2 1
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x y y y x x
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 

      
       

             
      

       
             

 2.31 

 



24 
 

ή σε διανυσματική μορφή: 
 
 

 1
: ( ( ))

2
Tu u f      2.32 
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2.3. Μεταφορά θερμότητας (Heat Transfer) 
 

Από τη μελέτη της θερμοδυναμικής είναι γνωστό πως ενέργεια μπορεί να μεταφέρεται 
μέσω των διαδράσεων ενός συστήματος με το περιβάλλον του. Αυτές οι διαδράσεις 
λέγονται έργο και θερμότητα. Η θερμοδυναμική πραγματεύεται μόνο τις τελικές 
καταστάσεις τέτοιων διαδικασιών, ενώ το συμπληρωματικό για αυτήν πεδίο της 
μεταφοράς θερμότητας επικεντρώνεται στους μηχανισμούς που διέπουν δυνατή μία 
τέτοια μεταφορά.  

Μεταφορά θερμότητας ή θερμότητα ορίζεται ως η θερμική ενέργεια σε κατάσταση 
μεταφοράς λόγω χωρικής διαφορικής θερμοκρασίας. Οποτεδήποτε υπάρχει διαφορά 
θερμοκρασίας σε ένα μέσο ή μεταξύ μέσων, πρέπει να εμφανιστεί μεταφορά 
θερμότητας [36].  

Η μεταφορά θερμότητας χωρίζεται σε 3 τύπους (modes). Για να αναφερθούμε 1) στη 
μεταφορά θερμότητας που θα εμφανιστεί σε ένα ακίνητο μέσο (είτε στερεό ή υγρό) 
λόγω διαφοράς θερμοκρασίας χρησιμοποιούμε τον όρο αγωγή (conduction), 2) στη 
μεταφορά θερμότητας που θα συμβεί μεταξύ μιας επιφάνειας και ενός κινούμενου 
ρευστού όταν αυτά βρίσκονται σε διαφορετικές θερμοκρασίες χρησιμοποιούμε τον όρο 
συναγωγή (convection). 3) Ο τελευταίος μηχανισμός μεταφοράς θερμότητας 
ονομάζεται θερμική ακτινοβολία. Όλες οι επιφάνειες πεπερασμένης θερμοκρασίας 
εκπέμπουν ενέργεια υπό τη μορφή ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων. Συνεπώς, υπάρχει 
καθαρή μεταφορά θερμότητας με ακτινοβολία μεταξύ δύο επιφανειών διαφορετικής 
θερμοκρασίας. Στην παρούσα εργασία θα επικεντρωθούμε σε προβλήματα αγωγής.  

 

Εικόνα 10: Οι τρεις μηχανισμοί μεταφοράς θερμότητας [35]. 
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2.3.1. Αγωγή θερμότητας (conduction) 
 

Για την ποσοτικοποίηση του ποσού της μεταφερόμενης ενέργειας σε κάθε περίπτωση, 
είναι σημαντικό να είναι κατανοητός ο φυσικός μηχανισμός που αποτελεί την βάση της 
μεταφοράς θερμότητας. Η αγωγή μπορεί να οριστεί και ως μεταφορά ενέργειας από τα 
πιο ενεργητικά σωματίδια στα λιγότερα ενεργητικά εξαιτίας των αλληλεπιδράσεων 
αυτών σε ένα μέσο. Άρα, η μεταφορά ενέργειας δια της αγωγής συμβαίνει προς την 
κατεύθυνση χαμηλότερης θερμοκρασίας.  

 

Εικόνα 11: Διάχυση θερμότητας [35]. 

Οι διεργασίες μεταφοράς θερμότητας ποσοτικοποιούνται με εξισώσεις που εκφράζουν 
ρυθμό μεταβολής. Έτσι υπολογίζεται η ενέργεια που μεταφέρεται ανά μονάδα χρόνου. 
Η εξίσωση μεταφοράς θερμότητας με αγωγή είναι ο γνωστός νόμος του Fourier, ο 
οποίος για ένα μονοδιάστατο πρόβλημα εκφράζεται ως εξής [29]: 

 ''
x

dT
q k

dx
   2.33 

Όπου: 

qx
’’: ο ρυθμός μεταφοράς θερμότητας κατά τη διεύθυνση x ανά μονάδα επιφάνειας 

κάθετη προς τη διεύθυνση της μεταφοράς σε (W/m2) 

k: η θερμική αγωγιμότητας (thermal conductivity) (W/mK) 

dT/dx: η 1η παράγωγος της θερμοκρασίας κατά τη διεύθυνση x 

Το αρνητικό πρόσημο στην εξίσωση είναι συνέπεια του ότι η θερμότητα μεταφέρεται 
προς την κατεύθυνση της μειούμενης θερμοκρασίας. 
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2.3.2. Εξίσωση διάχυσης θερμότητας 
 

Σύμφωνα με τον 1ο νόμο της Θερμοδυναμικής για έναν τυχαίο όγκο ελέγχου, η αύξηση 
στο ποσό της ενέργειας που είναι αποθηκευμένη σε αυτόν πρέπει να ισούται με το ποσό 
ενέργειας που εισέρχεται στον όγκο μείον το ποσό ενέργειας που εξέρχεται αυτού.  

Σύμφωνα με  [36], ο 1ος νόμος αναφέρεται στην ολική ενέργεια, η οποία αποτελείται από 
μηχανική ενέργεια (κινητική και δυναμική) και εσωτερική ενέργεια. Η εσωτερική 
ενέργεια διαχωρίζεται περαιτέρω σε θερμική ενέργεια και σε άλλες μορφές όπως χημική, 
πυρηνική. Στη μελέτη της μεταφοράς θερμότητας εστιάζουμε μόνο στη θερμική. Όμως, 
το άθροισμα της μηχανικής και της θερμικής ενέργειας δε διατηρείται, γιατί θα 
μπορούσε να συμβεί μια χημική αντίδραση που να αυξήσει τη θερμική ενέργεια, ή ένας 
ηλεκτρικός κινητήρας εντός του συστήματος θα μπορούσε να μετατρέψει ηλεκτρική σε 
μηχανική ενέργεια. Επομένως, υπάρχει ανάγκη αναδιατύπωσης του παραπάνω 
ορισμού του πρώτου νόμου ενσωματωμένου στη μελέτη της μεταφοράς θερμότητας. 
Καθώς ο θερμοδυναμικός νόμος ισχύει για κάθε χρονική στιγμή t, μπορούμε να τον 
εκφράσουμε και με ρυθμούς. 

 Ο ρυθμός αύξησης της θερμικής και μηχανικής ενέργειας που βρίσκονται 
αποθηκευμένες στον όγκο ελέγχου πρέπει να ισούται με τον ρυθμό με τον οποίο η 
θερμική και μ η μηχανική ενέργεια εισέρχονται στον όγκο ελέγχου , μείον τον ρυθμός 
που εξέρχονται από αυτού, συν τον ρυθμό με τον οποίο παράγονται εντός αυτού [36].  

 

 gst in out
dEdE dE dE

dt dt dt dt
    2.34 

 

Όπου: 

Est: αποθηκευμένη μηχανική και θερμική ενέργεια 

Ein, Eout: μεταφορά θερμικής και μηχανικής ενέργειας από και προς τις επιφάνειες 
ελέγχου, δηλαδή όρος εισροής και εκροής 

Eg: παραγωγική θερμικής και μηχανικής ενέργειας  

 

Σε απουσία κίνησης ή ομοιόμορφη κίνηση δεν υπάρχουν αλλαγές στη μηχανική ενέργεια 
ούτε προστίθεται έργο στο σύστημα. Άρα, λαμβάνονται υπόψη μόνο οι θερμικές μορφές 
ενέργειας. 
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Οι όροι του ρυθμού αγωγής για κάθε συντεταγμένη στο καρτεσιανό σύστημα σύμφωνα 
και με το ανάπτυγμα Taylor για τον διαφορικό όγκο ελέγχου παίρνουν τη μορφή: 

 
, i = x,y,zi

i di i

q
q q di

i


 


 2.35 

 

Ο όρος της πηγής ενέργειας, η οποία σχετίζεται με το ρυθμό παραγωγής θερμικής 
ενέργειας: 
 

 gd
qdxdydz

dt


   2.36 

 

Όπου 𝑞̇: ο ρυθμός παραγωγής ενέργειας ανά μονάδα όγκου του μέσου (W/m3). 

Τέλος, αν το υλικό δεν υφίσταται αλλαγή φάσης και άρα η επίδραση της λανθάνουσας 
θερμότητας δε λαμβάνεται υπόψη, η αποθήκευση της ενέργειας εκφράζεται ως: 

 st
p

d
C dxdydz

dt t
 




 2.37 

 

Αντικαθιστώντας στην πιο πάνω εξίσωση της διατήρησης των ενεργειών, παίρνουμε 
την εξίσωση θερμότητας: 

 
( ) ( ) ( ) pk k k q C

x x y y z z t
      

   
      

  2.38 

 

Η εξίσωση αυτή αποτελεί το βασικό εργαλείο για την ανάλυση της αγωγής θερμότητας. 
Από τη λύση της, προκύπτει η θερμοκρασιακή κατανομή T(x,y,z) συναρτήσει του 
χρόνου. 

Συχνά, ανάλογα και με το πρόβλημα, χρησιμοποιούμε απλοποιημένες μορφές της 
παραπάνω γενικευμένης εξίσωσης. Σε συνθήκες μόνιμης κατάστασης, δεν υπάρχει 
μεταβολή στο ποσό της αποθηκευμένης ενέργειας άρα η εξίσωση παίρνει τη μορφή: 

 

 
( ) ( ) ( ) 0k k k q

x x y y z z

     
   

     
  2.39 

 

Αντίστοιχα, αν δεν υπάρχει παραγωγή ενέργειας και η μεταφορά θερμότητας είναι 
μονοδιάστατη: 
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( ) 0

d
k

x dx

 



 2.40 

 

Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήματος αγωγής περιλαμβάνουν τον ορισμό της 
θερμοκρασίας ή της ροής θερμότητας σε ένα συγκεκριμένο σημείο. 

 

 
 or 

o

o
x x

kA Q
x




    


 2.41 
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2.4. Πρόβλημα διάχυσης-συναγωγής 
 

Στο προηγούμενο κεφάλαιο είδαμε ότι θερμότητα μεταφέρεται εάν υπάρχει διαφορά 
θερμοκρασίας σε ένα μέσο. Με τον ίδιο τρόπο, εάν υπάρχει διαφορά συγκέντρωσης 
ενός χημικού συστατικού σε ένα μίγμα, πρέπει να συμβεί μεταφορά μάζας. Το θεωρητικό 
υπόβαθρο που παρουσιάζεται σε αυτό το υποκεφάλαιο βασίζεται στα εξής βιβλία [36], 
[37]. 

Αν θεωρήσουμε αντίστοιχα έναν θάλαμο στον οποίο είναι διαχωρισμένα με 
διαχωριστικό δύο αέρια σε ίδιες συνθήκες θερμοκρασίας και πίεσης, και το 
διαχωριστικό απομακρυνθεί χωρίς να διαταράξει το ρευστό, τότε τα συστατικά θα 
μεταφερθούν με διάχυση. Η διάχυση είναι προς την κατεύθυνση μείωσης της 
συγκέντρωσης. Επειδή η κίνηση των μορίων είναι τυχαία, δηλαδή υπάρχει εξίσου 
πιθανότητα ένα μόρια να κινηθεί προς τα αριστερά και δεξιά, τότε θα επέλθουν 
ομοιόμορφες συγκεντρώσεις των δύο συστατικών μετά από αρκετό χρόνο [36]. 
Δεδομένου ότι παρόμοιοι φυσικοί μηχανισμοί σχετίζονται με τη μεταφορά θερμότητας 
μέσω αγωγής και τη μεταφορά μάζας μέσω διάχυσης, οι αντίστοιχες εξισώσεις έχουν 
παρόμοια μορφή. Η εξίσωση ρεύματος για τη διάχυση μάζας είναι γνωστή ως νόμος 
του Fick [36]: 

 ''
A AB AJ CD x    2.42 

Όπου:  

JA: η διαχεόμενη γραμμομοριακή ρήση του συστατικού (kmol*m2/s) 

DAB: η διαχυτότητα μάζας ή συντελεστής διμερούς διάχυσης 

C,x: η γραμμομοριακή συγκέντρωση και το αντίστοιχο κλάσμα της CA/C 

Όπως στην μεταφορά θερμότητας με συναγωγή εμφανίζεται οριακό στρώμα λόγω της 
βαθμίδας θερμοκρασίας μεταξύ επιφάνειας στερεού και ροής πάνω από αυτό qconv = 
h(Ts-Tinf), έτσι δημιουργείται και ένα οριακό στρώμα λόγω βαθμίδας συγκέντρωσης 
(Εικόνα 12) πλέον όταν για παράδειγμα αέρας κινείται πάνω από την επιφάνεια μιας 
δεξαμενής νερού (ατμός που μεταφέρεται σε αέριο ρεύμα λόγω εξάτμισης) ή μιας 
επιφάνειας στερεού (εξάχνωση). Η μεταφορά ουσίας με συναγωγή καθορίζεται από τις 
συνθήκες που επικρατούν στο οριακό στρώμα. 
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Εικόνα 12: Οριακό στρώμα σε πρόβλημα μεταφοράς μάζας [38]. 

Σε πάχος του οριακού στρώματος y>0 η μεταφορά μάζας μιας ουσίας συμβαίνει και 
λόγω οριζόντιας μεταφοράς ρευστού και λόγω διάχυσης. Στο y=0 του οριακού 
στρώματος, δηλαδή πάνω στην επιφάνεια η ταχύτητα θεωρείται μηδενική. Επομένως, 
μεταφοράς ουσίας λόγω οριζόντιας μεταφοράς (advection) του ρευστού δεν υπάρχει. Η 
μεταφορά ουσίας λοιπόν στην επιφάνεια εξαρτάται μόνο από το φαινόμενο της 
διάχυσης, και σύμφωνα με το νόμο του Fick: 

 

0

''

y

S

C
D

y



  


 2.43 

Ανάλογα με την εξίσωση θερμικής συναγωγής, έχουμε ότι: 

 ''
inf( )S m sh C C    2.44 

Άρα ο συντελεστής μεταφοράς μάζας με συναγωγή hm, ο οποίος φαίνεται από τις 
παραπάνω εξισώσεις να εξαρτάται άμεσα από τις συνθήκες του οριακού στρώματος 
είναι αυτός που καθορίζει τη μεταφορά μάζας με συναγωγή. 

Προβλήματα στα οποία είναι σημαντική η μεταφορά μάζας με διάχυση-συναγωγή 
μπορεί να είναι σε εναλλάκτες θερμότητας [36], χημικές και βιολογικές διεργασίες [37] 
(ιχνηλάτηση χημικών στοιχείων σε αντιδραστήρες), ή σε οποιονδήποτε εξοπλισμό που 
διευκολύνει τη μεταφορά μάζας. 

Η γενική διαφορική εξίσωση προκύπτει από το ισοζύγιο μάζας σε έναν διαφορικό όγκο. 
[37] 

 ( ) ( )

( ) ( ) 0

( ) ( )

ό ό

ί ώ

or

dc
D C uC R

dt

   
   

 
 

    

 2.45 
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Στη μονοδιάστατη στατική κατάσταση χωρίς αντίδραση, η παραπάνω εξίσωση οδηγεί: 

 2

02
0,  for x (x ,x )L

dC d C
u D
dx d x

     2.46 

 

Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήματος περιλαμβάνουν τον ορισμό της ποσότητας 
της ουσίας ή της βαθμίδας συγκέντρωσης σε ένα συγκεκριμένο σημείο. 

 

 
 or 

o

o
x x

C
C C C

x



 


 2.47 

Η αριθμητική επίλυση τέτοιων προβλημάτων καθίσταται δύσκολη [39]. Στα 
περισσότερα προβλήματα, η μεταφορά μάζας λόγω συναγωγής υπερισχύει αυτή της 
διάχυσης, δηλαδή ο λόγος D/u << 1. Αυτό σημαίνει ότι η επίλυση δεν είναι εύκολη 
παρόλο την ελλειπτική μορφή  της διαφορικής εξίσωσης, καθώς το πρόβλημα γίνεται 
κακώς ορισμένο (ill-conditioned). 
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3. Ανάλυση και Αποτελέσματα 
 

3.1. Αυτόματη διαφόριση (Automatic differentiation) 
 

Προηγουμένως αναφερθήκαμε στην διαδικασία της αυτόματης διαφόρισης, έναν 
τρόπο διαφόρισης που χρησιμοποιείται εκτενώς στους τομείς της μηχανικής μάθησης 
και της βελτιστοποίησης. Ο μηχανισμός αυτός δεν είναι ούτε αριθμητικός, όπως είναι οι 
πεπερασμένες διαφορές, ούτε συμβολικός. Χρησιμοποιεί όμως συμβολικούς κανόνες 
διαφόρισης παρέχοντας αριθμητικές τιμές, επομένως μπορεί να υπάρχει κάποια 
παρανόηση. Πιο συγκεκριμένα, βρίσκει το τελικό αποτέλεσμα συνθέτοντας με τον 
κανόνα της αλυσίδας όλες τις ενδιάμεσες παραγώγους, από τις οποίες έχει αποθηκεύσει 
την αριθμητική τιμή τους. Αυτή η διαδικασία γίνεται με 2 τρόπους, είτε με πέρασμα προς 
τα εμπρός (forward pass) στην αλυσίδα, είτε προς τα πίσω (backward pass) [21]. 

 

Εικόνα 13: Αυτόματη διαφόριση [21]. 

Καθώς αποτελεί βασικό εργαλείο της υπολογιστικής μεθόδου που χρησιμοποιείται στην 
παρούσα εργασία, καθίσταται αναγκαία η επαλήθευση της ακρίβειας των 
αποτελεσμάτων του. Για τον λόγο αυτό, γίνεται μια σύγκριση των τριών μεθόδων που 
αναφέρθηκαν (πεπερασμένες διαφορές, συμβολική διαφόριση και αυτόματη διαφόριση) 
για διαφορετικές κοινές συναρτήσεις. Χρησιμοποιείται το λογισμικό MATLAB©. Πιο 
συγκεκριμένα για την συμβολική διαφόριση το Symbolic Toolbox™ [40], και για την 
αυτόματη διαφόριση το Deep Learning Toolbox™

 [41]. 



34 
 

Στις παρακάτω εικόνες παρουσιάζεται η γραφική απεικόνιση της σύγκρισης των 
μεθόδων διαφόρισης αυτών για μερικές κλασσικές συναρτήσεις μίας μεταβλητής της 
όπως: f(x) = x3, x4, lnx. 

 

Εικόνα 14: Σύγκριση μεθόδων διαφόρισης συνάρτησης μίας μεταβλητής 3ης τάξεως. 

 

 

Εικόνα 15: Σύγκριση μεθόδων διαφόρισης συνάρτησης μίας μεταβλητής 4ης τάξεως. 
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Εικόνα 16: Σύγκριση μεθόδων διαφόρισης λογαριθμικής συνάρτησης. 

 

Επιβεβαιώνεται λοιπόν πως ο τρόπος χρήσης της αυτόματης διαφόρισης δίνει σωστά 
αποτελέσματα και είναι ικανός να χρησιμοποιηθεί για τη δημιουργία του νευρωνικού 
δικτύου. 
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3.2. Κάμψη δοκού 
3.2.1. Πακτωμένη δοκός στο αριστερό άκρο 

 

Στόχο αποτελεί η επικύρωση της χρήσης των PINNs στην επίλυση του προβλήματος της 
κάμψης δοκού σε στατική κατάσταση. Το νευρωνικό δίκτυο εκπαιδεύεται στην 
προσομοίωση της δοκού ομοιόμορφης διατομής με σταθερό μέτρο ελαστικότητας υπό 
ομοιόμορφο κατανεμημένο φορτίο. Το πρόβλημα αυτό υπακούει στην εξίσωση Euler-
Bernoulli (2.2.1). 

Η προς ανάλυση δοκός (πακτωμένη στο αριστερό της άκρο) έχει τα εξής χαρακτηριστικά και τις 
εξής συνοριακές συνθήκες.  

Πίνακας 1: Παράμετροι προβλήματος κάμψης πακτωμένης δοκού. 

Παράμετρος Τιμή 
Mήκος δοκού – L  1.0m 
Μέτρο ελαστικότητας – Ε 107N/m 
Πάχος – Β  0.1m 
Ύψος – h  0.1m 
Κατανεμημένος φορτίο  -102Ν/m 

 

 ( 0) 0  ( 0) 0  w x w x     3.1 

Η αναλυτική λύση με βάση αυτά τα χαρακτηριστικά του προβλήματος είναι: 

 2
2 2( ) (6 4 )

24

qx
w x L Lx x

EI
    3.2 

Για την επίλυση του προβλήματος, οι παράμετροι και η αρχιτεκτονική του PINN που 
χρησιμοποιείται παρουσιάζονται παρακάτω. Τα collocation σημεία που 
χρησιμοποιούνται έχουν ίση απόσταση μεταξύ τους.  

Η συνάρτηση κόστους που χρησιμοποιείται βασίζεται στη διαφορική εξίσωση που 
προκύπτει από τη θεωρία Euler-Bernoulli και ορίζεται ως: 

 ''''

2

1

1
( , 0)

x

n

i
i

f EIw q

lossF MSE f f
n 

 

  
 3.3 

όπου w, η πρόβλεψη της λύσης του προβλήματος από το νευρωνικό δίκτυο. 

Και για τη συνολική συνάρτηση κόστους λαμβάνονται υπόψη και οι συνοριακές 
συνθήκες: 

 ( ( 0), 0) ( ( 0), 0)lossBC MSE w x MSE w x

loss lossF lossBC

   
 

 3.4 
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Πίνακας 2: Παράμετροι νευρωνικού δικτύου πακτωμένης δοκού. 

Παράμετρος Τιμή 
Collocation Points 1000 
Input x 
Layers 3 
No. of Neurons per layer 5 
Activation function tanh 
Output w 
Iterations 2000 
Hessian Matrix Approximations 5 
Optimization Tolerance 1e-12 

 

Η βελτιστοποίηση γίνεται μέσω αλγορίθμου βελτιστοποίησης L-BFGS του Optimization 
Toolbox™ του MATLAB©. 

Σημαντική προϋπόθεση για την ακρίβεια του αλγορίθμου αποτελεί η επικύρωση ότι ο 
τρόπος που καταλήγουμε στην τελική συνάρτηση κόστους, και κυρίως το κομμάτι που 
σχετίζεται με τη διαφορική εξίσωση είναι σωστά διατυπωμένο. Η χρήση στα PINNs της 
αυτόματης διαφόρισης συνεπάγεται στο MATLAB© μία διαδικασία από βήματα (dlarray, 
functions, dfeval, dlgradient). Επαληθεύουμε την διαδικασία αυτή χρησιμοποιώντας τη 
συμβολική διαφόριση από το symbolic toolbox™ του MATLAB©, και αντικαθιστώντας 
την λύση από το νευρωνικό δίκτυο με την αναλυτική λύση. Αν η συνάρτηση κόστους 
είναι μηδενική, τότε η διατύπωση είναι σωστή. 

 

Εικόνα 17: Επικύρωσης διαφορικής εξίσωσης κάμψης πακτωμένης δοκού. 

Παρατηρούνται επίσης και τα βήματα της μεθόδου βελτιστοποίησης κατά τη διάρκεια 
επίλυσης του αλγορίθμου, όπως είναι ο αριθμός της επανάληψης, ο αριθμός 
υπολογισμού της συνάρτησης, η τιμή της συνάρτησης κόστους και η νόρμα του 
σφάλματος (Εικόνα 18). 
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Εικόνα 18: Αναλυτικά το output του αλγορίθμου βελτιστοποίησης κατά τη διάρκεια της εκπαίδευσης του δικτύου. 

Συγκρίνεται κατά την εκπαίδευση (training) του δικτύου η τωρινή (current) με το μαύρο χρώμα 
λύση με την αναλυτική (κόκκινο χρώμα). Στο σημείο αυτό της εκπαίδευσης η προσέγγιση δεν 
είναι ικανοποιητική. 

 

Εικόνα 19: Ενδιάμεση προσέγγιση από το PINN, πριν την ολοκλήρωση της εκπαίδευσης, συγκριτικά με την αναλυτική 
λύση. 

 

 

 

 



39 
 

Η εκπαίδευση του δικτύου διαρκεί περίπου 30 λεπτά. Τα τελικά αποτελέσματα είναι τα 
εξής: 

 

Εικόνα 20: Αποτέλεσμα προσέγγισης της λύσης από το PINN για την πακτωμένη δοκό συγκριτικά με την αναλυτική 
λύση. 

Παρατηρείται ότι η λύση από το PINN συγκλίνει στην αναλυτική. Επίσης φαίνεται να 
ικανοποιείται πλήρως η συνοριακή συνθήκη της πάκτωσης. Το μέσο τετραγωνικό 
σφάλμα μεταξύ των δύο λύσεων είναι ίσο με 9.34x10-7.  
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3.2.2. Δοκός με δύο απλές στηρίξεις 
 

Στόχο αποτελεί η επικύρωση της χρήσης των PINNs στην επίλυση του προβλήματος της 
κάμψης δοκού σε στατική κατάσταση. Το νευρωνικό δίκτυο εκπαιδεύεται στην 
προσομοίωση της δοκού ομοιόμορφης διατομής με σταθερό μέτρο ελαστικότητας υπό 
ομοιόμορφο κατανεμημένο φορτίο. Το πρόβλημα αυτό υπακούει στην εξίσωση Euler-
Bernoulli (2.2.1). 

Η προς ανάλυση δοκός (απλές στηρίξεις στα 2 άκρα) έχει τα εξής χαρακτηριστικά και τις εξής 
συνοριακές συνθήκες.  

Πίνακας 3: Παράμετροι προβλήματος κάμψης δοκού με δύο απλές στηρίξεις. 

Παράμετρος Τιμή 
Mήκος δοκού – L  1.0m 
Μέτρο ελαστικότητας – Ε 107N/m 
Πάχος – Β  0.1m 
Ύψος – h  0.1m 
Κατανεμημένος φορτίο  102Ν/m 

 

 ( 0) 0  ( 0) 0  

( ) 0  ( ) 0  

w x w x

w x L w x L

   
   




 3.5 

Η αναλυτική λύση με βάση αυτά τα χαρακτηριστικά του προβλήματος είναι: 

 3 3 2( ) ( 2 )
24

qx
w x L x x

EI
     3.6 

Για την επίλυση του προβλήματος, οι παράμετροι και η αρχιτεκτονική του PINN που 
χρησιμοποιείται παρουσιάζονται παρακάτω. Τα collocation σημεία που 
χρησιμοποιούνται έχουν ίση απόσταση μεταξύ τους.  

Η συνάρτηση κόστους που χρησιμοποιείται βασίζεται στη διαφορική εξίσωση που 
προκύπτει από τη θεωρία Euler-Bernoulli και ορίζεται ως: 

 ''''

2

1

1
( , 0)

x

n

i
i

f EIw q

lossF MSE f f
n 

 

  
 3.7 

όπου w, η πρόβλεψη της λύσης του προβλήματος από το νευρωνικό δίκτυο. 

Και για τη συνολική συνάρτηση κόστους λαμβάνονται υπόψη και οι συνοριακές 
συνθήκες: 

 ( ( 0), 0) ( ( 0),0)

( ( ), 0) ( ( ), 0)

lossBC MSE w x MSE w x

MSE w x L MSE w x L

loss lossF lossBC

   
   

 

 3.8 
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Πίνακας 4: Παράμετροι νευρωνικού δικτύου δοκού με δύο απλές στηρίξεις. 

Παράμετρος Τιμή 
Collocation Points 100 
Input X 
Layers 4 
No. of Neurons per layer 10 
Activation function tanh 
Output W 
Iterations 7500 
Hessian Matrix Approximations 10 
Optimization Tolerance 1e-12 

 

Η βελτιστοποίηση γίνεται μέσω αλγορίθμου βελτιστοποίησης L-BFGS του Optimization 
Toolbox™ του MATLAB©. 

Σημαντική προϋπόθεση για την ακρίβεια του αλγορίθμου αποτελεί η επικύρωση ότι ο 
τρόπος που καταλήγουμε στην τελική συνάρτηση κόστους, και κυρίως το κομμάτι που 
σχετίζεται με τη διαφορική εξίσωση είναι σωστά διατυπωμένο. Η χρήση στα PINNs της 
αυτόματης διαφόρισης συνεπάγεται στο MATLAB© μία διαδικασία από βήματα (dlarray, 
functions, dfeval, dlgradient). Επαληθεύουμε την διαδικασία αυτή χρησιμοποιώντας τη 
συμβολική διαφόριση από το symbolic toolbox™ του MATLAB©, και αντικαθιστώντας 
την λύση από το νευρωνικό δίκτυο με την αναλυτική λύση. Αν η συνάρτηση κόστους 
είναι μηδενική, τότε η διατύπωση είναι σωστή. 

 

Εικόνα 21: Επικύρωσης διαφορικής εξίσωσης κάμψης δοκού με δύο απλές στηρίξεις. 
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Εικόνα 22: Τελικό αποτέλεσμα σύγκλισης του PINN στο πρόβλημα της δοκού με τις δύο απλές στηρίξεις, συγκριτικά 
με την αναλυτική λύση. 

Παρατηρείται ότι η λύση από το PINN συγκλίνει στην αναλυτική. Επίσης φαίνεται να 
ικανοποιείται πλήρως η συνοριακή συνθήκη της πάκτωσης. Το μέσο τετραγωνικό 
σφάλμα μεταξύ των δύο λύσεων είναι ίσο με 9.99x10-8. 

3.2.3. Δυναμικό πρόβλημα-Δοκός σε ελεύθερη δόνηση 
 

Στόχο αποτελεί η επικύρωση της χρήσης των PINNs στην επίλυση της εξίσωσης κίνησης 
Euler-Bernoulli. Το νευρωνικό δίκτυο εκπαιδεύεται στην προσομοίωση της δυναμικής 
απόκρισης δοκού ομοιόμορφης διατομής με σταθερό μέτρο ελαστικότητας υπό αρχική 
παραμόρφωση. Το πρόβλημα αυτό υπακούει στην εξίσωση κίνησης Euler-Bernoulli 
(2.2.1). 

Η  αναλυτική εξίσωση της μετατόπισης θεωρείται να είναι: 

 2( , ) sin( ) cos(2 )w x t x t   3.9 

Η προς ανάλυση δοκός (απλές στηρίξεις στα 2 άκρα) έχει τα εξής χαρακτηριστικά και τις εξής 
συνοριακές συνθήκες και αρχικές συνθήκες.  

Πίνακας 5: Παράμετροι προβλήματος δοκού υπό ελεύθερη δόνηση. 

Παράμετρος Τιμή 
Mήκος δοκού – L  1.0m 
Μέτρο ελαστικότητας – Ε 12*107N/m 
Πάχος – Β  0.1m 
Ύψος – h  0.1m 
Κατανεμημένος φορτίο  0Ν/m 
Αρχική μετατόπιση – W0

 sin(πx) 
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Συντελεστής απόσβεσης – C  0 
 

 

0

( 0) 0  ( 0) 0  

( ) 0  ( ) 0  

( 0)   ( 0) 0  

x

x
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w x w x
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   

   

   





 3.10 

 

Για την επίλυση του προβλήματος, οι παράμετροι και η αρχιτεκτονική του PINN που 
χρησιμοποιείται παρουσιάζονται παρακάτω. Τα collocation σημεία που 
χρησιμοποιούνται έχουν ίση απόσταση μεταξύ τους.  

Η συνάρτηση κόστους που χρησιμοποιείται βασίζεται στη διαφορική εξίσωση που 
προκύπτει από τη θεωρία Euler-Bernoulli και ορίζεται ως: 

 '''' ''

2

1

1
( , 0)

x t

n

i
i

f EIw w

lossF MSE f f
n





  

  
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όπου w, η πρόβλεψη της λύσης του προβλήματος από το νευρωνικό δίκτυο. 

Και για τη συνολική συνάρτηση κόστους λαμβάνονται υπόψη οι συνοριακές συνθήκες 
και αρχικές συνθήκες: 

 '

'

'

_ ( ( 0), 0) ( ( 0),0)

( ( ), 0) ( ( ), 0)

( ( 0),0) ( ( 0),0)

x

x

t

lossBC IC MSE w x MSE w x

MSE w x L MSE w x L

MSE w t MSE w t

loss lossF lossBC

   

   

   

 
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Πίνακας 6: Παράμετροι νευρωνικού δοκού υπό ελεύθερη δόνηση. 

Παράμετρος Τιμή 
Collocation Points 100 
Input X, t 
Layers 4 
No. of Neurons per layer 32 
Activation function tanh 
Output W 
Iterations 100000 
Hessian Matrix Approximations 50 
Optimization Tolerance 1e-12 

 

Η βελτιστοποίηση γίνεται μέσω αλγορίθμου βελτιστοποίησης L-BFGS του Optimization 
Toolbox™ του MATLAB©. 
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Στα αποτελέσματα, δίνονται οι αποτελέσματα της κάθετης μετατόπισης w όλου του 
μήκους της δοκού σε σύγκριση με την αναλυτική λύση σε χρόνους t = 0, 0.25, 0.5, 0.75 
και 1 αντίστοιχα. Το συνολικό μέσο τετραγωνικό σφάλμα για όλα τα σημεία collocation 
του PINN ισούται με 7.27*10-5. Τα αποτελέσματα επαληθεύονται με την αντίστοιχη 
δουλειά της εργασίας [42] με ελάχιστα διαφορετική αρχιτεκτονική δικτύου, όπου το 
σφάλμα είναι ίσο με 9.88*10-5. 

 

 

Εικόνα 23: Η σύγκλιση του PINN στο δυναμικό πρόβλημα ελεύθερης δόνησης για t =0s στην αναλυτική λύση [42]. 
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Εικόνα 24: Η σύγκλιση του PINN στο δυναμικό πρόβλημα ελεύθερης δόνησης για t =0.25s στην αναλυτική λύση [42]. 

 

Εικόνα 25: Η σύγκλιση του PINN στο δυναμικό πρόβλημα ελεύθερης δόνησης για t =0.5s στην αναλυτική λύση [42]. 
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Εικόνα 26: Η σύγκλιση του PINN στο δυναμικό πρόβλημα ελεύθερης δόνησης για t =0.75s στην αναλυτική λύση [42]. 

 

Εικόνα 27: Η σύγκλιση του PINN στο δυναμικό πρόβλημα ελεύθερης δόνησης για t =1s στην αναλυτική λύση [42]. 

Στα περισσότερα χρονικά σημεία παρατηρείται υψηλή ακρίβεια στην πρόβλεψη της 
λύσης από το PINN. Οι μεγαλύτερες αποκλίσεις παρατηρούνται στην τελευταία εικόνα 
(t = 1s), όπου κυρίως στα άκρα της δοκού, δηλαδή στα σημεία εφαρμογής των 
συνοριακών συνθηκών, τα σφάλμα είναι μεγάλο. Αυτό διαφαίνεται και από το μέσο 
τετραγωνικό σφάλμα, το οποίο σε αυτή τη χρονική στιγμή εμφανίζει την υψηλότερη 
τιμή του, 2.61x10-4. 
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3.2.4. Συζήτηση αποτελεσμάτων 
 

Η ανάλυση αυτή επικυρώνει την ακρίβεια των νευρωνικών δικτύων στην επίλυση 
στατικών προβλημάτων δοκού. Παρόλα αυτά, εφόσον ο χρόνος εκπαίδευσης του 
δικτύου είναι μεγάλος (συγκριτικά με την εύρεση της λύσης με ολοκλήρωση), η 
αποδοτικότητα των PINN χρειάζεται να διερευνηθεί σε πολυπλοκότερα προβλήματα. 
Αναφορικά με το δυναμικό πρόβλημα, στην περίπτωση της ελεύθερης δόνησης, το πολύ 
χαμηλό μέσο τετραγωνικό σφάλμα δείχνει την αξιοπιστία της μεθόδου να προβλέπει τη 
λύση, αποτελέσματα που επαληθεύουν την αντίστοιχη εργασία [42]. 
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3.3. Αγωγή θερμότητας (heat conduction) 
 

3.3.1. Αγωγή θερμότητας σε στατική κατάσταση 
 

Στόχο αποτελεί η επικύρωση της χρήσης των PINNs στην επίλυση του προβλήματος της 
αγωγής θερμότητας σε στατική κατάσταση. Το νευρωνικό δίκτυο εκπαιδεύεται στην 
προσομοίωση ενός 2D τοιχώματος με σταθερό συντελεστή θερμικής αγωγιμότητας. Το 
πρόβλημα αυτό υπακούει στην εξίσωση θερμότητας (2.3.2). Το τοίχωμα είναι μονωμένο 
στο πάνω και το κάτω άκρο με σταθερή θερμοκρασία 0 βαθμούς Κελσίου, ενώ στο δεξιά 
άκρο η θερμοκρασία είναι ίση με 1 βαθμό. Στο αριστερά άκρο εφαρμόζεται θερμοροή 
με τιμή -1. 

Το προς ανάλυση τοίχωμα έχει τα εξής χαρακτηριστικά και τις εξής συνοριακές 
συνθήκες.  

Πίνακας 7: Παράμετροι προβλήματος αγωγής θερμότητας σε στατική κατάσταση. 

Παράμετρος Τιμή 
Mήκος τοιχώματος – L  8m 
Συντελεστής θερμικής αγωγιμότητας - k 1W/mK 
Πλάτος – W 2m 

 

 

0
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   
  

    
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Για την επίλυση του προβλήματος, οι παράμετροι και η αρχιτεκτονική του PINN που 
χρησιμοποιείται παρουσιάζονται παρακάτω. Τα collocation σημεία που 
χρησιμοποιούνται έχουν ίση απόσταση μεταξύ τους.  

Η συνάρτηση κόστους που χρησιμοποιείται βασίζεται στη διαφορική εξίσωση που 
προκύπτει από τη θεωρία αγωγής θερμότητας και ορίζεται ως: 

 2 2
2
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1

( )

1
( , 0)

n
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i

T T
f k T k

x y

lossF MSE f f
n 

 
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 

  
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Και για τη συνολική συνάρτηση κόστους λαμβάνονται υπόψη και οι συνοριακές 
συνθήκες: 
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 3.15 

 

 

Πίνακας 8: Παράμετροι νευρωνικού δικτύου αγωγής θερμότητας. 

Παράμετρος Τιμή 
Collocation Points 5000 
Input x,y 
Layers 5 
No. of Neurons per layer 16 
Activation function tanh 
Output T 
Iterations 2000 
Hessian Matrix Approximations 5 
Optimization Tolerance 1e-12 

 

Η βελτιστοποίηση γίνεται μέσω αλγορίθμου βελτιστοποίησης L-BFGS του Optimization 
Toolbox™ του MATLAB©, αλλά γίνεται χρήση και του αλγορίθμου ADAM.  
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Το αποτέλεσμα συγκρίνεται με το αποτέλεσμα μιας άλλης μεθόδου, αυτής των 
πεπερασμένων στοιχείων, χρησιμοποιώντας το PDE Toolbox™ του MATLAB©.  

 

Εικόνα 28: Το πλέγμα του χωρίου για την επίλυση του προβλήματος αγωγής θερμότητας σε στατική κατάσταση με 
πεπερασμένα στοιχεία. 

 

Εικόνα 29: Σύγκριση αποτελεσμάτων μεταξύ FEM(αριστερά) και PINN(δεξιά). 

Το PINN φαίνεται να προσεγγίζει τη λύση του προβλήματος αγωγής θερμότητας με 
ικανοποιητική ακρίβεια. Πιο συγκεκριμένα, συγκρίνοντας με τη μέθοδο των 
πεπερασμένων στοιχείων ποιοτικά από την Εικόνα 29, η φυσική του προβλήματος έχει 
αποτυπωθεί σωστά, η θερμοκρασία μειώνεται κατά τον άξονα – x όσο κινούμαστε προς 
το αριστερό άκρο με την αρνητική θερμοροή. Το συνολικό μέσο τετραγωνικό σφάλμα 
των 2 μεθόδων ήταν ίσο με 7.8x10-3. 
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Εικόνα 30: Η αλλαγή της θερμοκρασίας με τον άξονα χ, υπό σταθερό y=1. 

 

3.3.2. Δυναμικό πρόβλημα αγωγής θερμότητας 
 

Στόχο αποτελεί η επικύρωση της χρήσης των PINNs στην επίλυση του δυναμικού 
προβλήματος της αγωγής θερμότητας. Το νευρωνικό δίκτυο εκπαιδεύεται στην 
προσομοίωση ενός 2D τοιχώματος με σταθερό συντελεστή θερμικής αγωγιμότητας. Το 
πρόβλημα αυτό υπακούει στην εξίσωση θερμότητας (2.3.2). Το τοίχωμα είναι μονωμένο 
στο πάνω και το κάτω άκρο με σταθερή θερμοκρασία 0 βαθμούς Κελσίου, ενώ στο δεξιά 
άκρο η θερμοκρασία είναι ίση με 1 βαθμό. Στο αριστερά άκρο εφαρμόζεται θερμοροή 
με τιμή -1. Η αρχική θερμοκρασία του τοιχώματος είναι ίση με 10 βαθμούς Κελσίου. 

Το προς ανάλυση τοίχωμα έχει τα εξής χαρακτηριστικά και τις εξής συνοριακές 
συνθήκες και αρχικές συνθήκες.  

Πίνακας 9: Παράμετροι δυναμικού προβλήματος αγωγής θερμότητας. 

Παράμετρος Τιμή 
Mήκος τοιχώματος – L  8m 
Συντελεστής θερμικής αγωγιμότητας - k 1W/mK 
Πλάτος – W 2m 
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Για την επίλυση του προβλήματος, οι παράμετροι και η αρχιτεκτονική του PINN που 
χρησιμοποιείται παρουσιάζονται παρακάτω. Τα collocation σημεία που 
χρησιμοποιούνται έχουν ίση απόσταση μεταξύ τους.  

Η συνάρτηση κόστους που χρησιμοποιείται βασίζεται στη διαφορική εξίσωση που 
προκύπτει από τη θεωρία αγωγής θερμότητας  και ορίζεται ως: 
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Και για τη συνολική συνάρτηση κόστους λαμβάνονται υπόψη και οι συνοριακές 
συνθήκες: 
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Πίνακας 10: Παράμετροι νευρωνικού δικτύου δυναμικού προβλήματος αγωγής θερμότητας. 

Παράμετρος Τιμή 
Collocation Points 5000 
Input x,y 
Layers 5 
No. of Neurons per layer 16 
Activation function tanh 
Output T 
Iterations 2000 
Hessian Matrix Approximations 5 
Optimization Tolerance 1e-12 
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3.3.3. Συζήτηση αποτελεσμάτων 
 

Οι θερμοκρασίας που λήφθηκαν από την πρόβλεψη του PINN είναι πανομοιότυπες με 
εκείνες από τα πεπερασμένα στοιχεία, επικυρώνοντας την ακρίβεια των νευρωνικών 
δικτύων για το πρόβλημα αγωγής θερμότητας στη στατική κατάσταση. Στο δυναμικό 
πρόβλημα, ενώ φαίνεται η βελτιστοποίηση να οδεύει προς ένα plateau, η συνάρτηση 
κόστους δε μειώνεται ικανοποιητικά ώστε τα αποτελέσματα να μπορούν να 
αξιοποιηθούν. Χρειάζεται περεταίρω διερεύνηση στο συγκεκριμένο πρόβλημα 
αναφορικά με την αρχιτεκτονική του δικτύου, ή/και των όρων ποινής που μπορούν να 
χρησιμοποιηθούν. 
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3.4. Μεταφορά μάζας -  Πρόβλημα διάχυσης-συναγωγής 
 

3.4.1. Μεγάλος λόγος D/u 
Στόχο αποτελεί η επικύρωση της χρήσης των PINNs στην επίλυση του στατικού 
προβλήματος μεταφοράς μάζας διάχυσης-συναγωγής. Το νευρωνικό δίκτυο 
εκπαιδεύεται στην προσομοίωση του προβλήματος σε ένα μονοδιάστατο χωρίο. Το 
πρόβλημα αυτό υπακούει στην εξίσωση διάχυσης-συναγωγής. Το χωρίο έχει μοναδιαίο 
μήκος και οι συνοριακές συνθήκες δίνουν την ποσότητα της διαχεόμενης μάζας στα 
δύο άκρα του χωρίου με τιμή 0 και 1 αντίστοιχα 

Το προς ανάλυση χωρίο έχει τα εξής χαρακτηριστικά και τις εξής συνοριακές συνθήκες.  

Πίνακας 11: Παράμετροι στατικού προβλήματος μεταφοράς μάζας διάχυσης-συναγωγής με μεγάλο λόγο D/u. 

Παράμετρος Τιμή 
Mήκος τοιχώματος – L  1 
Συντελεστής διαχυτότητας - D 0.1 
Ταχύτητα συναγωγής – u 1 
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Για την επίλυση του προβλήματος, οι παράμετροι και η αρχιτεκτονική του PINN που 
χρησιμοποιείται παρουσιάζονται παρακάτω. Τα collocation σημεία που 
χρησιμοποιούνται έχουν ίση απόσταση μεταξύ τους.  

Η συνάρτηση κόστους που χρησιμοποιείται βασίζεται στη διαφορική εξίσωση που 
προκύπτει από τη θεωρία αγωγής θερμότητας και ορίζεται ως: 
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Και για τη συνολική συνάρτηση κόστους λαμβάνονται υπόψη και οι συνοριακές 
συνθήκες: 

 _

( ( 0),0) ( ( 1),1)
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MSE x MSE x 
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 3.21 

 

Συγκρίνονται τρεις περιπτώσεις. Ως πρότυπη λύση χρησιμοποιούμαι την συνάρτηση 
bvp5c του MATLAB©. Η bvp5c αποτελεί έναν κώδικα πεπερασμένων διαφορών, ο οποίος 
χρησιμοποιεί τη μέθοδο Lobatto Illa τεσσάρων σταδίων. Το πολυώνυμο της λύσης είναι 



55 
 

συνεχές στον χώρο C1 με ακρίβεια 5ης τάξης στο κλειστό ολοκληρώσιμο χωρίο [43]. Η 
ακριβής λύση μετά την ολοκλήρωση, συγκρίνεται με τη πρόβλεψη του PINN σε δύο 
διαφορετικές περιπτώσεις χρήσης αλγορίθμου βελτιστοποίησης, μία με την L-BFGS και 
μία με τον ADAM. Παρακάτω δίνονται οι παράμετροι των εκάστοτε νευρωνικών 
δικτύων. 

Πίνακας 12: Παράμετροι νευρωνικού δικτύου στατικού προβλήματος μεταφοράς μάζας διάχυσης-συναγωγής με 
μεγάλο λόγο D/u (L-BFGS). 

Παράμετρος Τιμή 
Collocation Points 1000 
Input x 
Layers 9 
No. of Neurons per layer 20 
Activation function tanh 
Output φ 
Iterations 1500 

 

Πίνακας 13: Παράμετροι νευρωνικού δικτύου στατικού προβλήματος μεταφοράς μάζας διάχυσης-συναγωγής με 
μεγάλο λόγο D/u (ADAM). 

Παράμετρος Τιμή 
Collocation Points 1000 
Input x 
Layers 9 
No. of Neurons per layer 20 
Activation function tanh 
Output φ 
Iterations 1500 

 

 

3.4.1.1. Αποτελέσματα 
 

Στις παρακάτω εικόνες φαίνεται η σύγκλιση των αλγορίθμων βελτιστοποίησης. Στη 
μέθοδο L-BFGS φαίνεται ότι κοντά στην 75η επανάληψη του αλγορίθμου βρίσκεται εν 
τέλει το ακρότατο. Στην περίπτωση του αλγορίθμου ADAM, έπειτα από κάποιες αρχικές 
ταλαντώσεις (οι οποίες δικαιολογούνται λόγω του τρόπου λειτουργίας του 
αλγορίθμου), το ακρότατο βρίσκεται άμεσα. 
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Εικόνα 31: Μείωση συνάρτησης κόστους κατά τη βελτιστοποίηση στο πρόβλημα διάχυσης-συναγωγής με υψηλό λόγο 
D/u (L-BFGS). 

 

Εικόνα 32Εύρεση ελαχίστου κατά τη βελτιστοποίηση στο πρόβλημα διάχυσης-συναγωγής με υψηλό λόγο D/u από τον 
αλγόριθμο ADAM. 
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Εικόνα 33: Τελικά αποτελέσματα πρόβλεψης της λύσης από το PINN στο πρόβλημα διάχυσης-συναγωγής με υψηλό 
D/u. 

Φαίνεται ότι το PINN μπορεί να προβλέψει με υψηλή ακρίβεια τη λύση. Και με τις 2 
μεθόδους, καταφέρνει να συγκλίνει πάνω ακριβώς στη λύση των πεπερασμένων 
διαφορών. 

3.4.2. Μικρός λόγος D/u 
 

Αναφερθήκαμε και στο θεωρητικό μέρος, στο ότι υπάρχει μία δυσκολία αριθμητικής 
επίλυσης του προβλήματος διάχυσης-συναγωγής όταν το φαινόμενο της συναγωγής 
είναι πολύ έντονο. Σε αυτό το υποκεφάλαιο θα εξετάσουμε ακριβώς αυτό. Το μόνο που 
αλλάζει συγκριτικά με το προηγούμενο πρόβλημα είναι οι τιμές D και u. 

Το χωρίο έχει μοναδιαίο μήκος και οι συνοριακές συνθήκες δίνουν την ποσότητα της 
διαχεόμενης μάζας στα δύο άκρα του χωρίου με τιμή 0 και 1 αντίστοιχα 

Το προς ανάλυση χωρίο έχει τα εξής χαρακτηριστικά και τις εξής συνοριακές συνθήκες.  

Πίνακας 14: Παράμετροι στατικού προβλήματος μεταφοράς μάζας διάχυσης-συναγωγής ) για μικρό λόγο D/u. 

Παράμετρος Τιμή 
Mήκος τοιχώματος – L  1 
Συντελεστής διαχυτότητας - D 0.01 
Ταχύτητα συναγωγής – u 3 
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Για την επίλυση του προβλήματος, οι παράμετροι και η αρχιτεκτονική του PINN που 
χρησιμοποιείται παρουσιάζονται παρακάτω. Τα collocation σημεία που 
χρησιμοποιούνται έχουν ίση απόσταση μεταξύ τους.  

Η συνάρτηση κόστους που χρησιμοποιείται βασίζεται στη διαφορική εξίσωση που 
προκύπτει από τη θεωρία αγωγής θερμότητας και ορίζεται ως: 

 2

2

2

1

1
( , 0)

n

i
i

d d
f u D

dx dx

lossF MSE f f
n 

 
  

  
 3.23 

Και για τη συνολική συνάρτηση κόστους λαμβάνονται υπόψη και οι συνοριακές 
συνθήκες: 

 _

( ( 0),0) ( ( 1),1)

lossBC loss Dirichlet

MSE x MSE x 
 
  

 3.24 

 

Συγκρίνονται τρεις περιπτώσεις. Ως πρότυπη λύση χρησιμοποιούμαι την συνάρτηση 
bvp4c του MATLAB©. Η ακριβής λύση μετά την ολοκλήρωση, συγκρίνεται με τη 
πρόβλεψη του PINN σε δύο διαφορετικές περιπτώσεις χρήσης αλγορίθμου 
βελτιστοποίησης, μία με την L-BFGS και μία με τον ADAM. Παρακάτω δίνονται οι 
παράμετροι των εκάστοτε νευρωνικών δικτύων. 

Πίνακας 15: Παράμετροι νευρωνικού δικτύου στατικού προβλήματος μεταφοράς μάζας διάχυσης-συναγωγής (L-
BFGS) για μικρό λόγο D/u. 

Παράμετρος Τιμή 
Collocation Points 1000 
Input x 
Layers 9 
No. of Neurons per layer 20 
Activation function tanh 
Output φ 
Iterations 1500 

 

Πίνακας 16: Παράμετροι νευρωνικού δικτύου στατικού προβλήματος μεταφοράς μάζας διάχυσης-συναγωγής για 
μικρό λόγο D/u (ADAM). 

Παράμετρος Τιμή 
Collocation Points 10000 
Input x 
Layers 20 
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No. of Neurons per layer 40 
Activation function tanh 
Output φ 
Iterations 500 

 

3.4.2.1. Αποτελέσματα 
 

Τα αποτελέσματα από την επίλυση του προβλήματος με τις πεπερασμένες διαφορές, και με το 
PINN (L-BFGS και ADAM) είναι τα εξής: 

 

Εικόνα 34: Τελικά αποτελέσματα πρόβλεψης της λύσης από το PINN στο πρόβλημα διάχυσης-συναγωγής με μικρό 
λόγο D/u. 

Παρατηρείται πως το PINN με τη μέθοδο L-BFGS δεν κατάφερε να προσεγγίσει την απότομη 
κλίση της λύσης στο πρόβλημα που υπερέχει το φαινόμενο της συναγωγής. Ο αλγόριθμος 
αδυνατούσε στην εύρεση του ολικού ελαχίστου της συνάρτησης κόστους. Αντιθέτως, με τη 
χρήση του αλγορίθμου ADAM, και τη συνεχή αλλαγή των training δεδομένων κατάφερε μετά από 
4 ώρες (αριθμός epochs εξαρτάται από τις παραμέτρους του προβλήματος) να εντοπίσει το ολικό 
ελάχιστο και να συγκλίνει στη λύση των πεπερασμένων διαφορών. 
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3.5. Επίπεδη ένταση (plane stress) 
 

Στόχο αποτελεί η επικύρωση της χρήσης των PINNs στην επίλυση του προβλήματος της 
επίπεδης έντασης σε στατική κατάσταση. Το νευρωνικό δίκτυο εκπαιδεύεται στην 
προσομοίωση μιας διδιάστατης πακτωμένης δοκού με σταθερό μέτρο ελαστικότητας 
υπό φορτίο στο ελεύθερο άκρο της. Το πρόβλημα αυτό υπακούει στην εξίσωση στατικής 
ισορροπίας για την επίπεδη ένταση (2.2.2). 

Η προς ανάλυση διδιάστατη δοκός (πακτωμένη στο αριστερό της άκρο) έχει τα εξής 
χαρακτηριστικά και τις εξής συνοριακές συνθήκες.  

Πίνακας 17: Παράμετροι προβλήματος κάμψης διδιάστατης δοκού επίπεδης έντασης. 

Παράμετρος Τιμή 
Mήκος δοκού – L  4.0m 
Μέτρο ελαστικότητας – Ε 107N/m 
Λόγος Poisson - v  0.3 
Πάχος - b 0.05m 
Ύψος – h  1m 
Φορτίο - F  -1MN 

 

 :  ( , 0,...., ) 0,  ( , 0,...., ) 0

 δεξί άκρο (πάκτωση)

:  σn=f ,  για x = 0 και y = 0,......,h

 αριστερό άκρο (ελεύθερο άκρο που ασκείται η δύναμη)

Dirichlet Ux x L y h Uy x L y h

Neumann 

     



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Η αναλυτική λύση με βάση αυτά τα χαρακτηριστικά του προβλήματος είναι: 
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Για την επίλυση του προβλήματος, οι παράμετροι και η αρχιτεκτονική του PINN που 
χρησιμοποιείται παρουσιάζονται παρακάτω. Τα collocation σημεία που 
χρησιμοποιούνται έχουν ίση απόσταση μεταξύ τους.  

Η συνάρτηση κόστους που χρησιμοποιείται βασίζεται στη διαφορική εξίσωση 
ισορροπίας που προκύπτει από τη θεωρία ελαστικότητας και ορίζεται ως: 
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όπου w, η πρόβλεψη της λύσης του προβλήματος από το νευρωνικό δίκτυο. 

Και για τη συνολική συνάρτηση κόστους λαμβάνονται υπόψη και οι συνοριακές 
συνθήκες: 

 _ _

( ( , 0,...., ) ( , 0, ...., ) , 0)

([  ],[  Fy])xx x xy y xy x yy y

lossBC loss Dirichlet loss NEumann

MSE Ux x L y L Uy x L y L

MSE n n n n Fx

loss lossF lossBC

   

 
    
  

 

 3.28 

 

Πίνακας 18: Παράμετροι νευρωνικού δικτύου πακτωμένης δοκού σε επίπεδη ένταση. 

Παράμετρος Τιμή 
Collocation Points 4096 
Input X,Y 
Layers 5 
No. of Neurons per layer 15 
Activation function tanh 
Output Ux,Uy 
Iterations 10000 
Hessian Matrix Approximations 5 
Optimization Tolerance 1e-12 

 

Η βελτιστοποίηση γίνεται μέσω αλγορίθμου βελτιστοποίησης L-BFGS του Optimization 
Toolbox™ του MATLAB©. 

Σημαντική προϋπόθεση για την ακρίβεια του αλγορίθμου αποτελεί η επικύρωση ότι ο 
τρόπος που καταλήγουμε στην τελική συνάρτηση κόστους, και κυρίως το κομμάτι που 
σχετίζεται με τη διαφορική εξίσωση είναι σωστά διατυπωμένο. Η χρήση στα PINNs της 
αυτόματης διαφόρισης συνεπάγεται στο MATLAB© μία διαδικασία από βήματα (dlarray, 
functions, dfeval, dlgradient). Επαληθεύουμε την διαδικασία αυτή χρησιμοποιώντας τη 
συμβολική διαφόριση από το symbolic toolbox™ του MATLAB©, και αντικαθιστώντας 
την λύση από το νευρωνικό δίκτυο με την αναλυτική λύση. Αν η συνάρτηση κόστους 
είναι μηδενική, τότε η διατύπωση είναι σωστή. 
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Εικόνα 35: Επικύρωσης διαφορικής επίπεδης έντασης. 

 

Το αποτέλεσμα του δεξιά script με τη συμβολική παραγώγιση είναι της τάξεως του 10-

13, πρακτικά μηδέν, επομένως η διαφορική μας εξίσωση έχει διατυπωθεί σωστά. 

 

 

Εικόνα 36: Αποτέλεσμα επίλυσης προβλήματος επίπεδης έντασης. 
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Εικόνα 37: Πεδίο των κάθετων μετατοπίσεων από την εκτίμηση της λύσης του PINN στο πρόβλημα της επίπεδης 
έντασης. 

3.5.1. Συζήτηση αποτελεσμάτων 
 

Παρατηρείται πως η προσέγγιση της λύσης από το νευρωνικό δίκτυο αποκλίνει από 
την πραγματική αναμενόμενη συμπεριφορά μιας πακτωμένης δοκού. Στο δεξί άκρο του 
σχήματος είναι εμφανές ότι δεν ικανοποιείται η Dirichlet συνοριακή συνθήκη. Το 
αποτέλεσμα αυτό είναι οφείλεται είτε σε λανθασμένη αρχιτεκτονική του δικτύου ή σε 
μη βελτιστοποίηση του. Απαιτείται περαιτέρω διερεύνηση για ικανοποιητικότερη 
σύγκλιση. Η συνάρτηση κόστους στο παράδειγμα αυτό δεν έγινε μικρότερη από την 
τιμή του 105. 
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4. Συμπεράσματα 
 

Στη παρούσα εργασία διερευνήθηκαν οι δυνατότητες της μηχανικής μάθησης, και πιο 
συγκεκριμένα της βαθειάς μάθησης (deep learning) στην επίλυση προβλημάτων που 
μπορεί να συναντήσει ένας μηχανικός. Σε κάθε πρόβλημα στο επίκεντρο ήταν ο τρόπος 
χρήσης και εκπαίδευσης του νευρωνικού δικτύου μέσω του MATLAB© για την επίλυση 
της εκάστοτε διαφορικής εξίσωσης. Οι συγκρίσεις των αποτελεσμάτων έγιναν είτε με 
διαθέσιμες στη βιβλιογραφία αναλυτικές λύσεις ή με τη χρήση άλλων υπολογιστικών 
μεθόδων που είναι γνωστό ότι έχουν μεγάλη ακρίβεια (πεπερασμένα στοιχεία, 
πεπερασμένες διαφορές. 

Επαληθεύτηκε η ακρίβεια της μεθόδου της αυτόματης διαφόρισης (automatic 
differentiation) συγκρίνοντας με άλλες μεθόδους (πεπερασμένες διαφορές, συμβολική 
διαφόριση) στο MATLAB©. Η αυτόματη διαφόριση είναι το βασικό εργαλείο διαφόρισης 
στα προβλήματα βελτιστοποίησης νευρωνικών δικτύων, και η σωστή χρήση της 
αποτελεί βασική προυπόθεση για τη εκπαίδευση ενός PINN που θα είναι ικανό να 
προβλέψει τη λύση ενός προβλήματος. Τονίζεται, επίσης, η σημασία της σωστής 
διατύπωσης (και ο τρόπος μετέπειτα διαχείρισης) της διαφορικής εξίσωσης αλλά και 
των συνοριακών συνθηκών του προβλήματος. Απαιτείται μια σύγκριση με μια πιθανή 
αναλυτική λύση, αν εκείνη είναι διαθέσιμη ώστε να υπάρχει η βεβαιότητα ότι δεν 
χάνεται πληροφορία από τη φυσική του προβλήματος. 

Αναλύθηκε το στατικό πρόβλημα της κάμψης δοκού με διαφορετικού τύπου στηρίξεις 
και επιβεβαιώθηκε η ακρίβεια του PINN στην πρόβλεψη της λύσης, συγκρίνοντας με 
αναλυτικές λύσεις. Στο αντίστοιχο δυναμικό πρόβλημα, για κάθε χρονικό βήμα η 
ακρίβεια ήταν μεγάλη, πέρα από τον τελικό χρόνο κοντά στη μία συνοριακή συνθήκη. 
Αποδεικνύεται η σημασία της διαδικασίας βελτιστοποίησης του δικτύου, αλλά και οι 
επιλογές των παραμέτρων που καθιστούν την αρχιτεκτονική του. Ο αριθμός των 
ενδιάμεσων στρωμάτων, ο αριθμός των νευρώνων, τα collocation points και οι 
παράμετροι ποινής που εισάγονται στη συνάρτηση κόστους παίζουν σημαντικό ρόλο 
στην ακρίβεια της λύσης. 

Το στατικό πρόβλημα της αγωγής θερμότητας επιλύεται με υψηλή ακρίβεια, 
συγκρινόμενο με τα αποτελέσματα από τα πεπερασμένα στοιχεία του MATLAB©. 
Παρατηρείται ήδη η ποικιλία των προβλημάτων που μπορούν να επιλυθούν με τα 
PINNs. Το δυναμικό πρόβλημα δεν σύγκλινε όπως αναμενόταν, παρά την σωστή 
διατύπωση της διαφορικής. Σε αυτό το πρόβλημα δοκιμάστηκε για πρώτη φορά ή 
χρήση του αλγορίθμου Adam για την βελτιστοποίηση (αντί για την L-BFGS), η οποία 
έδωσε ακριβώς τα ίδια αποτελέσματα. Η μη σύγκλιση του συγκεκριμένου προβλήματος 
δείχνει την ανάγκη για μελλοντική έρευνα πάνω στο συγκεκριμένο πρόβλημα. 
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Διαφορετικοί παράμετροι του δικτύου θα πρέπει να δώσουν ένα ικανοποιητικό 
αποτέλεσμα. 

Εξετάστηκε, επιπλέον, ένα πρόβλημα μεταφοράς μάζας διάχυσης-συναγωγής σε 
στατική κατάσταση. Η ικανότητα του PINN να βρει σωστή λύση σε ένα κοινώς δύσκολο 
πρόβλημα για αριθμητική επίλυση δείχνει την ανθεκτικότητα της μεθόδου. Στο 
πρόβλημα με υψηλό λόγο συντελεστή διαχυτότητας/ταχύτητας συναγωγής και οι δύο 
αλγόριθμοι βελτιστοποίησης (Adam και L-BFGS) σύγκλιναν στο αποτέλεσμα που 
προέκυψε από τις πεπερασμένες διαφορές του MATLAB©. Στο αντίστοιχο πρόβλημα με 
χαμηλό λόγο D/u, δηλαδή όταν υπερέχει το φαινόμενο της συναγωγής στη μεταφορά 
μάζας αποδεικνύεται η ανωτερότητα του αλγορίθμου Adam σε προβλήματα 
βελτιστοποίησης με νευρωνικά δίκτυα. Η δυνατότητα που δίνει ο αλγόριθμός να 
χρησιμοποιεί διαφορετικό αριθμό δεδομένων εκπαίδευσης σε κάθε επανάληψη τον 
καθίστασαι ικανό να βρει το ολικό ελάχιστο, και να μην παραμείνει σε ένα τοπικό, όπως 
έκανε η L-BFGS. 

Στο πρόβλημα της επίπεδης έντασης, ενώ η επικυροποίηση της διατύπωσης της 
διαφορικής και ο χειρισμός αυτής κατά τη διαφόριση ήταν σωστή, δοκιμάστηκαν 
πολλοί συνδυασμοί παραμέτρων ποινικοποίησης και διαφορετικές αρχιτεκτονικές 
δικτύου, η σύγκλιση δεν επήλθε. Χρειάζεται περαιτέρω έρευνα στο συγκεκριμένο 
πρόβλημα, και όπως έδειξε το πρόβλημα μεταφοράς μάζας, πιθανότατα να χρειάζεται 
διαφορετικός αλγόριθμός βελτιστοποίησης (Adam).  

Συνολικά, έγινε κατανοητή η χρήση των PINNs και η δημιουργία ενός τέτοιου τύπου 
νευρωνικού δικτύου για την επίλυση διαφορετικών προβλημάτων της ζωής του 
μηχανικού. Έγιναν κατανοητά τα προτερήματα και τα μειονεκτήματα σε σύγκριση με 
άλλες υπολογιστικές μεθόδους, και δόθηκε το έναυσμα για έρευνα ακόμα 
πολυπλοκότερων προβλημάτων, στα οποία τα PINNs θα καταφέρουν να αναδείξουν 
την χρησιμότητά τους. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



67 
 

5. Μελλοντική Έρευνα 
 

Όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, ήδη κάποια από τα προβλήματα που αναλύθηκαν 
χρίζουν μελλοντικής έρευνας ή αποτελούν βάση για την επίλυση ακόμα 
πολυπλοκότερων προβλημάτων. Το πρόβλημα της επίπεδης έντασης χρειάζεται να 
εξεταστεί περαιτέρω και με τη χρήση του αλγορίθμου βελτιστοποίησης Adam. Μετά την 
επίλυση αυτού, έχει ενδιαφέρον η επίλυση του δυναμικού προβλήματος, μαζί με την 
εισαγωγή του μη γραμμικού όρου στον τανυστή των τροπών.  

Εφόσον αναπτύσσεται οικειότητα με τη θεωρία της επίπεδης έντασης, φαίνεται 
ενδιαφέρουσα η εισαγωγή οπών σε τέτοιες κατασκευές, και η ανάλυση προβλημάτων 
επαφής μεταξύ πλακών. Επόμενο βήμα θα μπορούσε να αποτελεί και η ανάλυση 
προβλημάτων ανισότροπων ή και ανομοιογενών υλικών σε τέτοιου είδους συνθήκες. 
Τα σύνθετα υλικά αποτελούν ήδη το παρόν σε προβλήματα επίπεδης έντασης, και με 
πολύ ενδιαφέρουσες εφαρμογές όπως αυτή του μηχανοκίνητου αθλητισμού και 
γενικότερα της αυτοκίνησης και αεροκίνησης. Η σύζευξη μιας τέτοιας ανάλυσης με 
πρόβλημα CFD και η ανάλυση της αλληλεπίδρασης στερεού-ρευστού θα είχε τεράστιο 
ενδιαφέρον. 

Τέλος, σε οποιαδήποτε από τις αναλύσεις που έγιναν, μπορούν να εξεταστούν 
πολυπλοκότερες συνοριακές και αρχικές συνθήκες, γεωμετρίες, και συνδιασμός όλων 
αυτών για εν δυνάμει προβλήματα βελτιστοποίησης γεωμετρίας με στόχο την 
αποδοτικότερη μεταφορά θερμότητας, χαμηλή μάζα γεωμετρίας, σύσταση και 
διευθέτηση ινών σύνθετου υλικού. 
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Παράρτημα 
 

Convection Diffusion Problem using bvp5c – MATLAB 

 

 


