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“Failures are the pillars of success ”

Dave Barry
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Περίληψη

Στην παρούσα διατριβή γίνεται μία γενικότερη μελέτη συμπαγών αντικειμένων συζευγμένων με βαθ-

μωτά πεδία. Μετά από μία σύντομη εισαγωγή, γίνεται παρουσίαση ενός νέου βαρυτικού μοντέλου το

οποίο γενικεύει την Brans-Dicke θεωρία με την εισαγωγή μίας καινούργιας παραμέτρου η οποία τρο-

ποποιεί τον κινητικό όρο του βαθμωτού. Λύνοντας τις εξισώσεις Einstein-Klein-Gordon βρίσκουμε

καινούργιες σφαιρικά συμμετρικές λύσεις οι οποίες είτε ανάγονται στη λύση Schwarzschild της Γε-

νικής Σχετικότητας είτε παράγουν νέες λύσεις σκουλικοτρύπων των οποίων τα χαρακτηριστικά

εξαρτώνται από τη νέα παράμετρο.

Στη συνέχεια, εξετάζουμε την απόκριση συμπαγών αντικείμενων κάτω από πρώτης τάξης βαθμωτές

διαταραχές, σε ένα scalar-tensor βαρυτικό μοντέλο το οποίο περιέχει μία non-minimal αλληλεπίδρα-
ση μετάξυ του βαρυτικού βαθμωτού και του τανυστή Einstein. Τα υπό εξέταση συμπαγή αντικε-

ίμενα είναι hairy μελανές οπές και σκουλικότρυπες ντυμένα με ένα canonical και phantom scalar
αντίστοιχα. Θεωρούμε τη διάδοση εξωτερικών, δοκιμαστικών, minimally-coupled βαθμωτών πε-

δίων σε αυτούς του χωροχρόνους, οι οποίοι διαθέτουν effective AdS asymptotics και δείχνουμε ότι

είναι δυνατός ο σχηματισμός echoes λόγω παγίδευσης των πεδίων μεταξύ της σφαίρας φωτονίων και

του συνόρου AdS. Η λύση της μελανής οπής, διαθέτοντας ορίζοντα, παράγει echoes των οποίων το

πλάτος φθήνει με το χρόνο, υποδεικνύοντας την ευστάθεια του αντικειμένου. Αντιθέτως, ο χωρο-

χρόνος της σκουλικότρυπας αποκρίνεται με echoes με πλάτος σταθερό και ίσο με αυτό του αρχικού

ringdown, δηλώνοντας την ύπαρξη κανονικών τρόπων ταλάντωσης. Τέλος, κόντα σε μία κρίσιμη

τιμή για τη μάζα της σκουλικότρυπας, βρίσκουμε ότι οι διαταραχές παρουσιάζουν μία συνένωση

από δύο διαφορετικά είδη από echoes. Το πρώτο είδος σχετίζεται με την περιοχή παγίδευσης του

ενεργού δυναμικού μεταξύ της σφαίρας φωτονίων και του AdS συνόρου ενώ το δεύτερο παράγεται

από ένα νέο πηγάδι δυναμικού που σχηματίζεται πάνω στο λαίμο της σκουλικότρυπας.

Επιπλέον, συνεχίζουμε την παραπάνω έρευνα θεωρώντας την hairy μελανή οπή Rinaldi και εξε-

τάζοντας την αντίδρασή της κάτω από axial βαρυτικές διαταραχές. Βρίσκουμε ότι σε πρώτη τάξη

το αντικείμενο είναι βαρυτικά ευσταθές παρόλο που σε συγκεκριμένες περιοχές του παραμετρικού

χώρου παράγονται αρνητικά πηγάδια δυναμικού. Τα ποιοτικά χαρακτηριστικά της κυματομορφής

του ringdown εξαρτόνται αποκλειστικά από το λόγο των δύο παραμέτρων που καθορίζουν την

λύση, συγκεκριμένα τη μάζα m της μελανής οπής και τη σταθερά σύζευξης μεταξύ του βαρυτι-

κού βαθμωτού και του τανυστή Einstein `η. Επίσης, αποδεικνύουμε ότι καθώς ο λόγος m/`η
αυξάνεται, το παραγόμενο ringdown μεταβαίνει από ένα το οποίο περιέχει echoes σε ένα τυπικό

quasinormal ringdown ακολουθούμενο από μία late-time εκθετική ουρά.

Τέλος, θεωρούμε disformal μετασχηματισμούς μιας υποκλάσης της θεωρίας Horndeski στην οποία

έχουμε σύζευξη μεταξύ του βαθμωτού πεδίου και του τανυστή Einstein. Μετασχηματίζοντας μία

seed hairy μετρική μελανής οπής, παράγουμε ένα νέο συμπαγές αντικείμενο το οποίο παρεμβάλλεται

μεταξύ μελανής οπής και σκουλικότρυπας με συνεχή τρόπο, μεταβάλλοντας την τιμή μίας κρίσιμης

παραμέτρου της λύσης. Επιπροσθέτως, δείχνουμε πως η null ενεργειακή συνθήκη παραβιάζεται

για την περίπτωση της σκουλικότρυπας και μελετούμε την ευστάθεια του αντικειμένου υπολογίζο-

ντας αριθμητικά την χρονική εξέλιξη γραμμικών βαθμωτών διαταραχών που διαδίδονται σε αυτή τη

γεωμετρία.
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Κεφάλαιο 1

Πρόλογος

Η Γενική Θεωρία της Σχετικότητας (ΓΘΣ) είναι η πιο επιτυχημένη θεωρία βαρύτητας που έχουμε

μέχρι σήμερα. Γενικεύοντας τη θεωρία του Νεύτωνα, εισάγει έννοιες όπως οι μελανές οπές, οι

σκουλικότρυπες, τα βαρυτικά κύματα, ο χωροχρόνος κ.α. Αν και πολλές από αυτές τις έννοιες, για

πολλά χρόνια, υπήρχαν μόνο ’’στο χαρτί’’ ως μαθηματικές λύσεις των διαφορικών εξισώσεων της

θεωρίας πλέον αναγνωρίζουμε την ισχύ αυτού του μοντέλου καθώς με τις ακριβείς προβλέψεις του

έχει βοηθήσει άκομη στην ανάπτυξη νέων τεχνολογιών, όπως το GPS.

Οι εξισώσεις κίνησης της ΓΘΣ προκύπτουν από μεταβολές στη δράση Einstein - Hilbert και εφαρ-

μόζοντας κατάλληλες συνοριακές συνθήκες. Ως θεωρία έχει αποδειχθεί οτι αποτελεί ένα αρκετά

πλούσιο πεδίο έρευνας, τόσο από την άποψη της εξερεύνησης τοπικών λύσεων, όσο και για την

μελέτη της κοσμολογικής συμπεριφοράς του σύμπαντος. Αν και είναι σύμφωνη με αρκετές πειραμα-

τικές μετρήσεις, πρόσφατα αστροφυσικά δεδομένα και κοσμολογικές παρατηρήσεις, υποδεικνύουν

ότι η ΓΘΣ θα πρέπει να τροποποιηθεί στο όριο των μεγάλων αποστάσεων καθώς δεν είναι σε θέση

να εξηγήσει την επιταχυνόμενη διαστολή του σύμπαντος. Επιπρόσθετα γνωρίζουμε ότι σε υψηλές

ενέργειες η θεωρία καταρρέει. Το γεγονός ότι προβλέπει άπειρη ενέργεια για την αρχική στιγμή της

δημιουργιάς του σύμπαντος ή για τα κεντρικό σημείο στο εσωτερικό μίας μελανής οπής, είναι ενδε-

ίξεις που υποδεικνύουν πως το συγκεκριμένο μοντέλο δεν είναι σε θέση να εξηγήσει τους φυσικούς

μηχανισμούς που οδηγούν σε αυτές τις συμπεριφορές . Επομένως είναι ανάγκη να τροποποιηθεί και

στο όριο των μικρών αποστάσεων, ώστε να συμπεριλαμβάνει και τα κβαντικά φαινόμενα οδηγώντας

στη θεμελίωση μίας κβαντικής θεωρίας βαρύτητας.

Μία από τις απλούστερες τροποποιήσεις της ΓΘΣ επιτυγχάνεται με την εισαγωγή ενός βαθμωτού

πεδίου στη δράση, με αποτέλεσμα τη δημιουργία ενός μοντέλου που περιγράφει τη συμπεριφορά

του χωροχρόνου μέσω ενός μετρικού τανυστή και ενός βαθμωτού πεδίου. Τέτοια μοντέλα λέμε ότι

ανήκουν στην κατηγορία των Θεωριών Βαθμωτού - Τανυστή (ΘΒΤ) (scalar–tensor theories). Τα

βαθμωτά πεδία έχουν κεντρικό ρόλο στις τροποποιήσεις της Γενικής Σχετικότητας (ΓΘΣ) τόσο

σε μικρές όσο και σε μεγάλες αποστάσεις. Σε μικρές αποστάσεις μπορούν να οδηγήσουν στη

δημιουργία ‘‘τριχωτών’’ μελανών οπών (hairy black holes) καθώς και λύσεων που περιγράφουν

σκουλικότρυπες (wormholes). Σε μεγαλές αποστάσεις παράγουν λύσεις ικάνες να περιγράψουν

την πληθωριστική φάση (inflation) του σύμπαντος αλλά και την ‘‘πρόσφατη’’ επιταχυνόμενη δια-

στολή του. Δεν είναι λοιπόν περίεργο που οι (scalar-tensor theories) εμφανίστηκαν μέσα από την

προσπάθεια εύρεσης μιας βιώσιμης θεωρίας βαρύτητας η οποία θα έλυνε τις ασυνέπειες της ΓΘΣ

με τα παρατηρησιακά δεδομένα.
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Η αλληλεπίδραση του βαθμωτού γίνεται σε πρώτο βαθμό εφικτή, μέσω μιας αλληλεπίδρασης ελάχι-

στης σύζευξης (minimal coupling), ενώ στην πλήρη της μορφή, μέσω μιας αλληλεπίδρασης μή –

ελάχιστης αλληλεπίδρασης (non–minimal coupling) με τη βαρύτητα. Μία κρίσιμη προϋπόθεση η ο-

ποία πρέπει να ικανοποιηθεί κατα την κατασκευή ενός μοντέλου ΘΒΤ, είναι ότι οι εξισώσεις κίνησης

θα πρέπει να παραμένουν δεύτερης τάξης ως προς τις παραγώγους, έτσι ώστε να αποφευχθούν οι

λεγόμενες αστάθειες Ostrogradski. Η πιο γενική Λανγκρανζιανή στις τέσσερις διαστάσεις, η οποία

πληροί αυτή την προϋπόθεση ανακαλύφθηκε σχεδόν σαράντα χρόνια πριν από τον G.W.Horndeski
και έχει τη μορφή [222]

L =
i=5∑
i=2

Li , (1.1)

L2 = K(Φ, X) ,

L3 = −G3(Φ, X)�Φ ,

L4 = G4(Φ, X)R+G4,X

[
(�Φ)2 − (∇µ∇νΦ)2

]
.

L5 = G5(Φ, X)Gµν∇µ∇νΦ− 1

6
G5,X

[
(�Φ)3 − 3�Φ(∇µ∇νΦ)2 + 2(∇µ∇νΦ)3

]
,

όπου έχουμε θέσει κ = 8πG = 1. Οι συναρτήσεις K και Gi , i = 1, 2, 3 εξαρτώνται από το

βαθμωτό πεδίο και την κινητική του ενέργεια X = −1
2∇µΦ∇µΦ. R είναι το βαθμωτό Ricci και

Gµν ο τανυστής Einstein ενώ χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό Gi,X ≡ ∂Gi
∂X .

Η γενική φύση της συγκεκριμένης Λαγκρανζιανής προδιαθέτει κάποιον να αναρωτηθεί εάν υπάρχουν

συγκεκριμένες υποθεωρίες της Horndeski οι οποίες έχουν ενδιαφέρουσες ιδιότητες. Στο κεφάλαιο

3 της παρούσας διατριβής θα ασχοληθούμε με μία εξέχουσα υποκατηγορία της (1.1) - την θεωρία

Brans-Dicke (BD) - η οποία περιγράφεται από τη δράση

SBD =
1

16π

∫
d4x
√
−g
(

ΦR− ωBD
Φ

gµνΦ,µΦ,ν

)
+

∫
d4x
√
−g Lm(gκλ,Ψ) , (1.2)

όπου Ψ είναι τα πεδία ύλης. Η Brans-Dicke είναι μία από τις πρώτες scalar-tensor theories που

κατάφεραν να τροποποιήσουν την ΓΘΣ με τέτοιο τρόπο ώστε το νέο μοντέλο να ικανοποιεί την

Αρχή του Mach και την Ασθενή Αρχή της Ισοδυναμίας (weak equivalence principle). Περιλαμβάνει

μία effective βαρυτική σταθερά, που παίζει το ρόλο της σταθεράς του Νεύτωνα, Geff η οποία είναι

αντιστρόφως ανάλογη του βαθμωτού πεδίου Geff ∼ 1
φ . Επιπλέον χαρακτηρίζεται από μία αδιάστατη

σταθερά σύζευξης ωBD της οποίας οι υψηλές τιμές υποδηλώνουν μεγαλύτερη συνεισφορά από το

τανυστικό κομμάτι της θεωρίας ενώ οι πιο χαμηλές τιμές σημαίνουν μεγαλύτερη συνεισφορά από

το βαθμωτό πεδίο συνεπώς, η ΓΘΣ ανακτάται στο όριο ω → ∞. Η BD είναι μία από τις πιο

καλά θεμελιωμένες και μελετημένες τροποποιήσεις της βαρύτητας που υπάρχουν στη βιβλιογραφία

καθώς, μεγάλο ενδιαφέρον παρουσιάζει το γεγονός ότι προκύπτει με φυσικό τρόπο σε μοντέλα

supergravity, στο όριο χαμηλών ενεργειών στις θεωρίες χορδών όπως και σε higher-dimensional
θεωρίες Kaluza-Klein μετά από διαστατική ελάττωση [19].

Συγκεκριμένα, θα στηριχθούμε σε ένα τροποποιημένο μοντέλο της Brans-Dicke [46, 47] το οποίο

την γενικεύει δίνοντάς της πιο πλούσια δυναμική με την εισαγωγή μιας νέας παραμέτρου η οποία ε-

πιτρέπει τη σύζευξη μεταξύ βαθμωτού και ύλης πέρα από την minimal σύζευξη βαθμωτού-μετρικής.

Αυτή η νέα αλληλεπίδραση εισαγάγει ένα νέο scale στη θεωρία το οποίο τροποποιεί τις εξισώσεις

κίνησης άκομα και στο κενό, χωρίς την παρουσία ύλης. Το νέο αυτό μοντέλο παρουσιάζει ενδια-

φέρουσα κοσμολογία [48] όντας ικανό να περιγράψει και την περίοδο πληθωρισμού αλλά και την

πρόσφατη επιταχυνόμενη διαστολή του σύμπαντος. Το καινούργιο scale της θεωρίας τροποποιεί

τις εξισώσεις Friedmann με επιπλέον κινητικούς ορούς στους οποίους συνεισφέρει και το βαθμωτό
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πεδίο. Στις γενικές λύσεις ενός radiation universe βρέθηκαν κλάδοι στους οποίους δεν παράγεται

η αρχική ιδιομορφία του σύμπαντος ενώ ταυτόχρονα, δημιουργείται μία βραχυπρόθεσμη περίοδος

επιταχυνόμενης διαστολής μέσα στο πλαίσιο της γενικότερης επιβράδυνσης. Επίσης κατά την dust
era, βρέθηκε αριθμητικά περίοδος επιταχυνόμενης διαστολής, σε συμφωνία με τη συμπεριφορά των

παραμέτρων πυκνότητας (density parameters) και της καταστατικής εξίσωσης (equation of state)
της σκοτεινής ενέργειας ενώ, η βαρυτική σταθερά παρουσιάζει μια μικρή απόκλιση για ένα μεγάλο

δίαστημα του redshift και βρίσκεται σε συμφωνία με τα παρατηρησιακά δεδομένα.

Η ενδιαφέρουσα συμπεριφορά του μοντέλου σε κοσμολογικές κλίμακες μας παρότρυνε να εξετάσου-

με τις συνέπειες που ενδεχομένως να έχει αυτή η νέα σύζευξη στις μικρές κλίμακες δηλαδή, στις

τοπικές λύσεις. Οι λύσεις της κλασσικής BD είναι είτε σκουλικότρυπες, είτε ακάλυπτες ιδιομορ-

φίες, είτε η λύση Schwarzschild. Για να αποφύγει κανείς αυτό το πρόβλημα και να πάρει νέες

λύσεις, πρέπει να εισάγει στην δράση έναν όρο δυναμικού [40, 50]. Επομένως, έχει ενδιαφέρον

να ελέγξουμε εάν αυτή η τροποποίηση στην αρχική θεωρία - η οποία διαφέρει από την εισαγωγή

δυναμικού και επιπλέον δεν είναι δυνατόν να απορροφηθεί σε έναν επαναορισμό του ω - μπορεί να

δώσει καινούργιες λύσεις μελανών οπών ή και σκουλικότρυπων. Θα λύσουμε τις εξισωσείς κίνησης

χρησιμοποιώντας conformal μετασχηματισμούς και θα μελετήσουμε του κατά πόσο αυτό το νέο

πρότυπο μπορεί να περιγράψει καινούργιες λύσεις hairy μελανών οπών ή και λύσεις wormhole.

Στα κεφάλαια 4, 5 μελετάται η ευστάθεια συμπαγών αντικείμενων σε μια πιο γενικευμένη θεωρία

ή οποία παραμένει υπο κλάση της Horndeski [161] και χρησιμοποιεί πεδία Galileon, των οποίων

οι εξισώσεις κίνησης είναι αναλλοίωτες κάτω από συμμετρία μετατόπισης (shift symmetry) φ →
φ+ bµx

µ + c. Η Λαγκρανζιανή σε αυτή την περίπτωση έχει την μορφή

S =

∫
d4x
√
−g
[
R

8π
− (εgµν + ηGµν)∂µΦ∂νΦ

]
, (1.3)

όπου Φ ένα πραγματικό άμαζο βαθμωτό πεδίο, η η σταθερά σύζευξης κινητικού όρου-καμπυλότητας

με διαστάσεις μήκους στο τετράγωνο και ε μία παράμετρος που παίρνει τιμές ±1 και κατά συνέπεια

καθορίζει εάν το βαθμωτό πεδίο θα διαδίδεται με θετική ενέργεια ή θα είναι phantom.

Τα συμπαγή αντικείμενα γενικότερα, έχουν κεντρικό ρόλο στη σύγχρονη αστροφυσική, καθώς

οι σχετικιστικές συγκρούσεις μεταξύ τους είναι μπορούν να μας δώσουν καινούργιες πληροφορίες

όσον αφορά τις αστροφυσικές διαδικασίες σε συνθήκες εξαιρετικά υψηλής βαρύτητας. Οι τελευτα-

ίες ανιχνεύσεις βαρυτικών κυμάτων [147, 148, 149, 150, 151] από ανιχνευτές στη Γη έχουν δώσει

σημαντικές πληροφορίες στο πεδίο της ισχυρής βαρύτητας. Η αρχική φάση του βαρυτικού ringdown
από συγχωνεύσεις μελανών οπών, που περιγράφεται από τα λεγόμενα quasinormal modes (QNMs)
[152, 153, 154, 155], συμβάλλει επιπλέον στην κατανόηση των διαδικασιών χαλάρωσής τους καθώς

και στην ταυτοποίηση της ισχύουσας θεωρίας βαρύτητας. Παρόλα αυτά, μία καταληκτική ερμηνεία

αυτών των φαινομένων δεν έχει βρεθεί ακόμη. Περιμένουμε πως η μελλοντική κατασκευή ανιχνευ-

τών που θα λειτουργούν στο διάστημα θα μας βοηθήσει να κατανοήσουμε καλύτερα τις βαρυτικές

αλληλεπιδράσεις και, θα ρίξει φως στο ερώτημα της ύπαρξης εξωτικών συμπαγών αντικειμένων (ex-
otic compact objects)(ECOs) [156, 157, 158, 159] τα οποία μπορεί να έχουν δομή και συμπεριφορά

κοντά στον ορίζοντα η οποία να είναι πλήρως διαφορετική από αυτήν ενός ορίζοντα γεγονότων μίας

μελανής οπής.

Στο κεφάλαιο 4 θεωρώντας τη διάδοση ενός εξωτερικού, ελάχιστα συζευγμένου με τη μετρική

βαθμωτού πεδίου, θα εξετάσουμε τα παραγόμενα ringdown σήματα από τη μελανή οπή Rinaldi [180]
και τη σκουλικότρυπα [96], οι οποίες προβλέπονται από τη δράση (1.3) με ένα κανονικό ή phantom
βαθμωτό πεδίο αντίστοιχα. Οι λύσεις αυτές έχουν κωδικοποιημένο το βαθμωτό, και μέτρο της

σύζευξής του, μέσα στις μετρικές συναρτήσεις ως primary charge [180, 96], το οποίο ασυμπτωτικά
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παίζει το ρόλο μίας effective κοσμολογικής σταθεράς. Η πάροτρυνση για να θεωρήσουμε τις εν λόγω

λύσεις έρχεται από το γεγονός ότι διαθέτουν με φυσικό τρόπο ένα asymptotic reflective boundary
εξωτερικά της PS, το οποίο θα μπορούσε να δώσει μία διαφορετική συμπεριφορά σε σχέση με τους

ασυμπτωτικά επίπεδους χωροχρόνους. Επιπροσθέτως, σκοπός μας είναι να εξετάσουμε το ringdown
των συγκεκριμένων αντικειμένων και να καταλάβουμε εάν δίνουν διαφορετική συμπεριφορά μεταξύ

τους. Κάτι τέτοιο θα είχε ενδιαφέρον γιατί και τα δύο χαρακτηρίζονται από μία σφαίρα φωτονίων

και ένα ασυμπτωτικό AdS σύνορο.

Η παραπάνω ανάλυση συνεχίζεται στο κεφάλαιο 5 εφαρμόζοντας της πιο ‘‘ρεαλιστικές’’ axial βαρυτι-
κές διαταραχές στην μελανή οπή Rinaldi. Οι βαρυτικές διαταραχές γενικότερα στις τροποποιημένες

θεωρίες βαρύτητας μπορούν δώσουν πληροφορίες για τη ταχύτητα διάδοσης των βαρυτικών κυμάτων

σε αυτά τα μοντέλα. Οι πρόσφατες παρατηρήσεις των GW170817 και GRB170817A υποδηλώνουν

πως τα βαρυτικά κύματα ταξιδεύουν με ταχύτητα φωτός, με απόκλιση μικρότερη από 10−15
. Παρόλο

που οι Horndeski θεωρίες προβλέπουν μια διαφορετική ταχύτητα δίαδοσης για τα βαρυτικά κύματα,

πρόσφατα δημοσιέυτηκαν μελέτες [219, 220, 221] οι οποίες δείχνουν ότι δουλεύοντας σε κάποιες

εκδοχές της Horndeski, βασισμένες στην Telleparallel gravity, μπορεί κανείς να κατασκευάσει

μία πιο γενική θεωρία Horndeski στην οποία τα βαρυτικά κύματα ταξιδεύουν με ταχύτητα φωτός,

χωρίς να χρειαστεί να απαλειφθούν οι όροι G5(ϕ,X) και G4(ϕ,X) οι οποίοι είναι πολύ περιορι-

σμένοι στην κλασσική Horndeski. Συνεπώς, μέσω της Teleparallel προσέγγισης μπορεί κανείς να

ξαναχρησιμοποιήσει αυτούς τους όρους, το οποίο είναι ένας ενδιαφέρον τρόπος να ‘‘αναγεννήσει’’

κανείς την θεωρία Horndeski. Παρόλο που η ανάλυσή μας είναι βασισμένη στην curvature-based
διαμόρφωση της Horndeski, είναι πολύ ενδιαφέρον το γεγονός ότι υπάρχουν τρόποι να ξεφύγει

κανείς από τους αυστηρούς περιορισμούς που έχουν θέσει οι πειραματικές μετρήσεις στη θεωρία.

Ο σκοπός της συγκεκριμένης έρευνας είναι διττός. Πρώτα βλέπουμε πώς και εάν επηρεάζει η

αλληλεπίδραση του βαθμωτού με τον τανυστή Einstein την ευστάθεια της μελανής οπής. Λόγω

της σταθεράς σύζευξης η οποία εμφανίζεται σαν φορτίο στη μετρική, περιμένουμε να πάρουμε

επιπλέον πληροφορίες οι οποίες θα μας δώσουν μία καλύτερη κατάνοηση για την ευστάθεια του

αντικειμένου, παρόλο που για να αποκτήσουμε μία πλήρη εικόνα της βαρυτικής ευστάθειας θα έπρεπε

να θεωρήσουμε επιπλέον και polar διαταραχές οι οποίες γενικά αλληλεπιδρούν με το scalar hair
που υπάρχει στις λύσεις των scalar-tensor θεωριών. ΄Ενας δεύτερος στόχος είναι να εξετάσουμε

το πως αυτή η σύζευξη επηρεάζει το ringdown και να καταλάβουμε εάν μπορούν να δημιουργηθούν

βαρυτικά echoes.

Τέλος, στο κεφάλαιο 6 θεωρούμε disformal μετασχηματισμούς στην ίδια υποκλάση της Horndeski
1.3 στην οποία έχουμε σύζευξη μεταξύ του βαθμωτού πεδίου και του τανυστή Einstein. Οι disfor-
mal μετασχηματισμοί χρησιμοποιήθηκαν από τον Bekenstein [224] σε μία προσπάθεια να περιγράψει

την βαρύτητα με τη χρήση δύο γεωμετριών. Η ανάγκη για δύο γεωμετρίες ήρθε από την απαίτηση

πως η πρώτη θα περιγράφει την βαρύτητα ενώ, η δεύτερη θα καθορίζει τη γεωμετρία στην οποία

διαδίδεται η ύλη. Η προσέγγιση αυτή είναι πολύ βολική εάν κανείς θέλει να περιγράψει εναλλακτι-

κές θεωρίες βαρύτητας, όπως είναι οι θεωρίες βαθμωτού-τανυστή (scalar-tensor). Για να υπάρχει

συνέπεια με τις πειραματικές μετρήσεις στο πλαίσιο της ΓΘΣ, χρησιμοποιείται μία Riemannian
μετρική gµν για την περιγραφή της γεωμετρίας και, για την περιγραφή της βαρυτικής δυναμικής

πρέπει να εισαχθεί μία εξίσωση που συσχετίζει την gµν με την ‘‘φυσική’’ γεωμετρία ĝµν πάνω στην

οποία κινείται η ύλη [224]

ds2 = ĝµνdx
µdxν ≡

(
gµνA(φ) + L2B(φ)∂µφ∂νφ

)
dxµdxν , (1.4)

όπου L μία κλίμακα μήκους(length scale). Η μετρική gµν και η ‘‘φυσική’’ μετρική της ύλης ĝµν
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συνδέονται μέσω ενός conformal και ενός disformal μετασχηματισμού.

Στο [224] ο Bekenstein επιχείρησε να προσδώσει ένα φυσικό νόημα στη συσχέτιση των δύο μετρι-

κών (1.4). Οταν B = 0 συνδέονται μέσω ενός conformal μετασχηματισμού, ο οποίος δεν αλλάζει

τις γωνίες τοπικά και ‘‘τεντώνει’’ ή ‘‘συρρικνώνει’’ ισόποσα τον χωροχρόνο προς όλες τις κατευθύν-

σεις. ΄Οταν B 6= 0 οι μετρικές σχετίζονται μέσω ενός disformal μετασχηματισμού ο οποίος αφενός

αλλάζει τις γωνίες τοπικά και αφετέρου προκαλεί μία διαφορετική παραμόρφωση στην κατεύθυνση

που είναι παράλληλη στο ∂µφ σε σχέση με τις παραμορφώσεις στις υπόλοιπες κάθετες διευθύνσεις .

Η μετρική ĝµν πρέπει να χρησιμοποιηθεί εξ αρχής για να δει κανείς το φυσικό πλαίσιο που εισάγεται

από τον disformal μετασχηματισμό.

Γενικότερα, αυτού του είδους οι μετασχηματισμοί έχουν χρησιμοποιηθεί επανηλημένα στη βιβλιο-

γραφία σε μελέτες πολλών θεωριών βαθμωτού-τανυστή όπως και στη θεωρία Horndeski [161].

Στο [225] οι συγγραφείς έδειξαν ότι οι disformal μετασχηματισμοί όταν εφαρμοστούν σε ένα υ-

ποσύνολο της Horndeski Λαγκρανζιανής, παίζουν παρόμοιο ρόλο με την εφαρμογή των conformal
μετασχηματισμών στις θεωρίες βαθμωτού-τανυστή. Η σύζευξη του disformal όρου με την ύλη

μελετήθηκε στο [230] όπου και βρέθηκαν καινούργιες λύσεις συμπαγών αντικειμένων. Στο [233]

μελετήθηκε η πιθανότητα να χρησιμοποιηθούν disformal μετασχηματισμοί στα βαθμωτά πεδία των

DHOST θεωριών δευτέρας τάξης [231, 232], προκειμένου να βρεθούν νέες αναλυτικές σφαιρικά

συμμετρικές hairy λύσεις σε αυτά τα μοντέλα. Η δουλειά αυτή επεκτάθηκε περαιτέρω στο [234]

εφαρμόζοντας disformal μετασχηματισμούς σε γνωστές στατικές και stealth λύσεις της ΓΘΣ όπου

και μελετήθηκαν οι απεικονίσεις αυτών των λύσεων, οι οποίες μπορούν να περιγράψουν μελανές

οπές, σκουλικότρυπες αλλά και ακάλυπτες ιδιομορφίες. Τέλος, η συσχέτιση (1.4) μεταξύ δύο μετρι-

κών χρησιμοποιήθηκε στο [236] όπου βρέθηκαν νέες hairy λύσεις μελανών οπών, σε ένα bi-metric
scalar-tensor μοντέλο, οι οποίες παραβίαζαν το no-hair θεώρημα.

Χρησιμοποιώντας ως κίνητρο την παρατήρηση του Bekenstein [224] όσον αφορά τις παραμορφώσεις

που προκαλούν οι disformal μετασχηματισμοί αλλά και τα αποτελέσματα των [231, 232, 234],

εξετάζουμε την δυνατότητα αξιοποίησής τους για να εφαρμόσουμε ένα disformation σε μία μελανή

οπή και να την μετατρέψουμε σε σκουλικότρυπα. Για αρχικό αντικείμενο χρησιμοποιούμε την hairy
μελανή οπή Rinaldi [180]. Εφαρμόζοντας το μετασχηματισμό

gµν → ĝµν = Ω2(Φ, X)gµν +W (Φ, X)∂µΦ∂νΦ , (1.5)

όπου Φ το βαρυτικό βαθμωτό της Horndeski και X = ∇µΦ∇µΦ, το αποτέλεσμα που παίρνουμε

είναι ένα νέο συμπαγές αντικείμενο το οποίο παρεμβάλλεται μεταξύ μελανής οπής και σκουλικότρυ-

πας με συνεχή τρόπο, μεταβάλλοντας την τιμή μίας κρίσιμης παραμέτρου της λύσης. Επιπρο-

σθέτως, εξετάζουμε την πιθανή παραβίαση της φωτοειδούς ενεργειακής συνθήκης (null energy
condition)(NEC) και μελετούμε την ευστάθεια του αντικειμένου υπολογίζοντας αριθμητικά την

χρονική εξέλιξη γραμμικών βαθμωτών διαταραχών που διαδίδονται σε αυτή τη γεωμετρία.
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Κεφάλαιο 2

Εισαγωγή

2.1 Βαθμωτές διαταραχές μελανών οπών

Η διαταρακτική ανάλυση συμπαγών αντικειμένων αποτελεί ένα χρήσιμο εργαλείο σε διάφορα πλα-

ίσια, από την αστροφυσική μέχρι τη φυσική υψηλών ενεργειών [223]. Στην ΓΘΣ οταν μία μελανή

οπή ή ένα συμπαγές αντικείμενο διαταραχθεί, ανταποκρίνεται με την εκπομπή βαρυτικών κυμάτων

των οποίων η συμπεριφορά μπορεί να χωριστεί σε τρία διαφορετικά στάδια [105]. Μια αρχική

εκρηκτική εκτόνωση ακτινοβολίας (initial outburst), ακολουθούμενη από μία μακρά περίοδο απο-

σβενύμενων ταλαντώσεων οι οποίες καθορίζονται από ημι-κανονικούς τρόπους ταλάντωσης (quasi-
normal modes) (QNM) με συγκεκριμένες συχνότητες και τέλος, από το σχηματισμό μιας ‘‘ουράς’’

η οποία καταστέλλει την ταλαντωτική συμπεριφορά στο σήμα. Η απορροφητική φύση του ορίζοντα

γεγονότων στις μελανές οπές, κάνει αδύνατη την συνήθη ανάλυση του σήματος σε κανονικούς

τρόπους ταλάντωσης, αφού το σύστημα δεν έχει συμμέτρια χρονικής μετατόπισης. Τα QNMs
είναι λύσεις ενός προβλήματος ιδιοτιμών του, υπό διαταραχή, αντικειμένου και περιγράφουν τις

‘‘φυσικές’’ συχνοτήτες ταλάντωσής του καθώς αυτό μεταβαίνει προς την ισορροπία. Στη γενική

περίπτωση οι συχνότητες αυτές είναι μιγαδικές, το πραγματικό μέρος των οποίων συνδέεται με

τη συχνότητα ταλάντωσης των διαταραχών και το φανταστικό με τον ρυθμό με τον οποίο φθήνει

το σήμα (damping). Οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις είναι συνήθως μή-κανονικοποιήσιμες και δεν

αποτελούν πλήρη βάση.

΄Οπως θα δούμε και στα επόμενα κεφάλαια, η ανάλυση σε κανονικούς τρόπους ταλάντωσης είναι

εφικτή μόνο με την εισαγωγή μηχανισμών οι οποίοι θα διατηρούν την ενέργεια στο σύστημα.

Τέτοιοι μηχανισμοί μπορεί να δημιουργηθούν στα λεγόμενα Εξωτικά Συμπαγή Αντικείμενα (Exotic
Compact Objects (ECOs)) όπου ο ορίζοντας γεγονότων μπορεί να έχει αντικασταθεί από την

επιφάνεια του αντικείμενου ή από το λαιμό μιας wormhole.

Για να αποκτήσουμε μία πιο πλήρη εικόνα, σε αυτή την ενότητα θα περιγράψουμε την διαδικασία

με την οποία μελετούμε τη διάδοση ενός δοκιμαστικού πεδίου στο εξωτερικό μίας μελανής οπής.

Η κατάνοηση της διάδοσης κυμάτων σε γεωμετρίες μελανών οπών είναι ιδιαίτερα χρήσιμη για μία

μεγάλη γκάμα προβλημάτων όπως, η σκεδάση και απορρόφηση πεδίων από μελανές οπές, η ανάλυση

ευστάθειάς τους, η δημιουργία βαρυτικών κυμάτων από δυαδικά συστήματα κ.α.

Η πιο απλή περίπτωση ενός τέτοιου διαταρακτικού προβλήματος είναι να θεωρήσει κανείς τη διάδοση
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βαθμωτών πεδίων/διαταραχών μέσα στο χωροχρόνο μιας μελανής οπής Schwarzschild

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1 +

2M

r

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(2.1)

όπουM η μάζα του αντικειμένου. ΄Ενα άμαζο βαθμωτό πεδίο Φ διαδίδεται σύμφωνα με την εξίσωση

Klein-Gordon

�Φ = 0⇐⇒ 1√
−g

∂µ
[√
−ggµν∂νΦ

]
= 0 . (2.2)

όπου g ορίζουσα του μετρικού τανυστή gµν . Η σφαιρική συμμετρία της μετρικής μπορεί να αξιο-

ποιηθεί αναλύοντας το πεδίο

Φ(t, r, θ, φ) =
ψ(r, t)

r
Ylm(θ, φ) , (2.3)

όπου Ylm οι σφαιρικές αρμονικές συναρτήσεις. Μετά από μία δόση άλγεβρας, μπορεί να κανείς να

δείξει ότι η συνάρτηση ψ είναι λύση μιας effetive Schrodinger εξίσωσης με ενεργό δυναμικό[
∂2

∂t2
− ∂2

∂r2
∗

+ V (r)

]
ψ(r, t) = 0 , (2.4)

όπου r∗ η tortoise coordinate dr∗ =
√

g(r)
f(r) dr και

V (r) =

(
1− 2M

r

)[
`(`+ 1)

r2
+

2M

r3

]
, (2.5)

όπου ` ο κβαντικός αριθμός τροχιακής στροφορμής που προήλθε από το χωρισμό των γωνιακών

μεταβλητών χρησιμοποιώντας τις σφαιρικές αρμονικές συναρτήσεις

∇2Ylm(θ, φ) = −`(`+ 1)Ylm(θ, φ) .

Συνεπώς, το πρόβλημα διάδοσης των βαθμωτών (και όχι μόνο) διαταραχών γύρο από μία μελανή

οπή, ανάγεται σε ένα μονοδιάστατο πρόβλημα σκέδασης. Η χρήση της tortoise συντεταγμένης είναι

μία συνηθισμένη επιλογή σε προβλήματα διαταραχών μελανών οπών γιατί οι καμπύλες dr∗ = ±dt
ανταποκρίνονται στις φωτοειδείς ακτινικές γραμμές (radial null curves) της γεωμετρίας. Λύνοντας

την διαφορική της εξίσωση, βλέπει κανείς πως η r∗ καθορίζεται από τον λογάριθμο της r ο οποίος

προκαλεί τη συμπεριφορά

r → rh ⇒ r∗ → −∞ ,

r → +∞ ⇒ r∗ → +∞ ,

όπου rh = 2M ο ορίζοντας γεγονότων της μελανής οπής. Δηλαδή, το ημι-άπειρο διάστημα εξω-

τερικά της μελανής οπής (2M,+∞) απεικονίζεται στο άπειρο διάστημα (−∞,+∞). Η λύση της

(2.4) δίνει τη χρονική εξέλιξη των διαταραχών σε αυτό τον χωροχρόνο.

2.2 Συνοριακές συνθήκες και Quasinormal modes

Το φάσμα των QNM είναι ένα άπειρο σύνολο μιγαδικών συχνοτήτων που περιγράφει τις αποσβε-

νύμενες ταλαντώσεις του αντικειμένου καθώς αυτό οδεύει προς την ισορροπία. Η περιγραφή της
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Σχήμα 2.1: Ενεργό δυναμικό βαθμωτών διαταραχών για ` = 0, 1, 2 ως συνάρτηση του r(αριστερά)
και του r∗(δεξιά)

διαδικασίας του quasinormal ringing έγινε πρώτη φορά από τον Vishveshwara όταν θεώρησε τη

σκέδαση βαρυτικών κυμάτων από μία μελανή οπή Schwarzschild [152].

Για να βρούμε τα QNMs, χρησιμοποιούμε την (2.4) και θεωρούμε επιπλέον αρμονική εξάρτηση

ψ(r, t) = ψ̂(r)e−iωt, το οποίο οδηγεί στη μορφή

d2ψ̂(r)

dr2
∗

+
(
ω2 − V

)
ψ̂(r) = 0 , (2.6)

η οποία είναι πανομοιότυπη με την εξίσωση που βρήκαν οι Regge-Wheeler το 1957 κατά την ανάλυση

των βαρυτικών διαταραχών. Το ενεργό δυναμικό στη συγκεκριμένη περίπτωση ανταποκρίνεται σε

ένα single barrier του οποίου η κορυφή είναι κοντά στην τελευταία ασταθή κυκλική τροχιά των

φωτονίων (unstable circular photon orbit) (r = 3M). Κοντά στον ορίζοντα γεγονότων και το

χωροειδές άπειρο έχουμε

r → rh , r → +∞ ⇒ V → 0

το οποίο συνεπάγεται ότι δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της (2.6) ασυμπτωτικά θα είναι της

μορφής Φ ∼ e−iω(t±r∗). Οτιδήποτε βρίσκεται πέρα από τον ορίζοντα γεγονότων δεν συνδέεται

αιτιακά με τον υπόλοιπο χωροχρόνο επομένως η μοναδική λύση που είναι αποδεκτή είναι αυτή που

ταξιδεύει ελεύθερα προς το ορίζοντα χωρίς να ανακλάται

Φ ∼ e−iω(t+r∗) , r∗ → −∞ (r → rh) .

Κατά αναλογία η συνοριακή συνθήκη που επιβάλλουμε στο χωροειδές άπειρο είναι

Φ ∼ e−iω(t−r∗) , r∗ → +∞ (r → +∞)

Χρησιμοποιώντας τις παραπάνω συνοριακές συνθήκες στην (2.6) βρίσκουμε το διακριτό σύνολο των

ιδιοτιμών ω τα λεγόμενα QNMs. Μία βασική διαφορά μεταξύ των QNMs και άλλων προβλημάτων

φυσικής που εμπλέκουν μικρές διαταραχές/διακυμάνσεις, όπως π.χ. η ταλαντευόμενη χορδή, είναι

πως τις περισσοτέρες φορές το σύστημα χάνει ενέργεια. Εδώ αυτή η απώλεια ωφείλεται στα κύματα

που χάνονται πίσω από τον ορίζοντα γεγονότων ή ταξιδεύοντας εσαεί προς το ασυμπτωτικό άπειρο.

Αυτό οδηγεί σε αποσβενύμενες ταλαντώσεις που ανταποκρίνονται σε μιγαδικές συχνότητες ω =
ωR + iωi.

Το ωi δείχνει το βαθμό της απόσβεσης και το ωR τη συχνότητα ταλάντωσης. Οι συχνότητες με

το μικρότερο βαθμό απόσβεσης είναι αυτές που συνεισφέρουν περισσότερο στο τελικό σήμα σε
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μεγάλους χρόνους. Αντίθετα, η συνεισφορά των modes με το μεγαλύτερο ωi μειώνεται εκθετικά

με το χρόνο. ΄Οταν βρεθούν modes με θετικό μιγαδικό μέρος ωi τότε λέγεται ότι ο εν λόγω

χωροχρόνος είναι ασταθής κάτω από γραμμικές διαταραχές.

Τα συμπαγή αντικείμενα με τα οποία θα ασχοληθούμε στα επόμενα κεφάλαια έχουν AdS ασυμ-

πτωτική συμπεριφορά. Στους AdS χωροχρόνους οι επιβαλλόμενες συνοριακές συνθήκες πρέπει να

μοντελοποιούν το γεγονός ότι οι διαταραχές δεν μπορούν να ξεφύγουν προς το χωροειδές άπει-

ρο. Το AdS σύνορο τις περιορίζει δημιουργώντας ουσιαστικά ένα ‘‘κουτί’’ μέσα στο οποίο αυτές

μπορούν να διαδωθούν, κάτι που αντιστοιχεί σε ανακλαστικές συνοριακές συνθήκες

Φ→ 0 , r → AdS Boundary .

Κατά συνέπεια, το quasinormal ringing στάδιο επικρατεί καθ΄όλη τη διαρκεία της χρονικής εξέλιξής

[99] τους δηλαδή, δεν παρατηρείται ο σχηματισμός κάποιας ‘‘ουράς’’ (late-time tail)[99, 109, 108]
όπως στις περιπτώσεις των ασυμπτωτικά επίπεδων ή de-Sitter χωροχρόνων. Οι διαταραχές οι οποίες

ανακλόνται από το AdS σύνορο είναι αυτές που παράγουν την επιπλέον ταλαντωτική συμπεριφορά

καταστρέφοντας το σχηματισμό μιας ‘‘ουράς’’[110, 108].

2.3 Ασυμπτωτική συμπεριφορά σε μεγάλους χρόνους

Μετά από χρόνια μελέτης από την επιστημονική κοινότητα, η γενική συμπεριφορά διαταραχών γύρο

από συμπαγή αντικείμενα, έχει κατανοηθεί σε έναν μεγάλο βαθμό. Τα βασικά χαρακτηριστικά αυ-

τής της συμπεριφοράς είναι κοινά τόσο για βαθμωτές, ηλεκτρομαγνητικές και βαρυτικές διαταραχές

όσο και για περιστρεφόμενα ή μή, συμπαγή αντικείμενα. Γενικά παρουσιάζονται τρία ξεχωριστά

στάδια. Μία αρχική εκτόνωση ακτινοβολίας η όποια μεταφέρει ενέργεια μέσω βαρυτικών κύματων

ακολουθούμενη από μία περίοδο αποσβενύμενων ταλαντώσεων των οποίων οι συχνότητες χαρακτη-

ρίζουν το υπό μελέτη αντικείμενο. Αυτό το στάδιο έχει μελετηθεί σε βάθος και στη βιβλιογραφία

υπάρχει με τον όρο ‘‘quasinormal ringing’’. ΄Εχει αποδειχθεί ότι η συμπεριφορά των διαταραχών

σε αυτό το στάδιο δεν επηρεάζεται από τις αρχικές συνθήκες που θα διαλέξει κανείς για τις δια-

ταραχές, αλλά καθορίζεται μόνο από το συμπαγές αντικείμενο και το χωροχρονικό background το

οποίο δημιουργεί.

Για ασυμπτωτικά επίπεδους χωροχρόνους το τρίτο στάδιο που ακολουθεί το quasinormal ring-
ing, είναι η εμφάνιση μίας ‘‘ουράς’’ της οποίας το πλατός φθήνει με μία συγκεκριμένη δύναμη
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Σχήμα 2.2: Συμπεριφορά ενός Γκαουσιανού κυματοπακέτου διαδιδόμενου στο χωροχρόνου μίας

μελανής οπής Schwarzschild.
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(inverse power-law) κάτι που παρουσιάστηκε πρώτη φορά στα [111, 112, 113]. Οι μέλετες αυτές

επεκτάθηκαν και σε άλλες λύσεις μελανών οπών μέχρι τον σχηματισμό μιάς πλήρους εικόνας η

οποία παρουσιάστηκε σε μία σειρά από δημοσιεύσεις [105, 106, 107, 114]. Η συμπεριφορά της

ακτινοβολίας όπως παρατηρείται από συγκεκριμένες αποστάσεις (φωτοειδές άπειρο και όριζοντας

γεγονότων) από το συμπαγές αντικείμενο ανακαλύφθηκε στα [105, 114]. Επιπλέον, αριθμητικές

προσομοιώσεις της κατάρευσης ένος self-gravitating βαθμωτού πεδίου έδειξαν πως ο σχηματισμός

των inverse power-law ‘‘ουρών’’ είναι ένα γενικό χαρακτηριστικό της εκπεμπόμενης ακτινοβολίας,

ακόμη και αν δεν σχηματιστεί μία μελανή οπή. Μία ακόμη απόδειξη των παραπάνω αποτελεσμάτων

για την κυματική εξίσωση στον χωροχρόνο Kerr, χωρίς την υπόθεση συμμετριών και για την subex-
tremal περίπτωση δώθηκε στα [106, 107]. Συνεπώς, εάν το εκπεμπόμενο πεδίο Φ παρατηρηθεί από

συγκεκριμένη ακτινική απόσταση r και επίσης είναι στατικό πριν την κατάρευση τότε για t→∞

Φ ∼ t−(2`+2) .

Στο σχήμα 2.2 παρουσιάζεται η χρονική εξέλιξη μίας βαθμωτής διαταραχής μέσα στο χωροχρόνο

Schwarzschild. Στο αριστερό πάνελ φαίνονται ξεκάθαρα οι αποσβενύμενες ταλαντώσεις του πεδίου

μέχρι να φτάσει στην ισορροπία. Στο λογαριθμικό διάγραμμα (δεξί πάνελ) γίνονται διακριτά τα τρία

στάδια που περιγράφουμε παραπάνω. Μετά την αρχική εκτόνωση ακτινοβολίας, η διαταραχή μπαίνει

στο στάδιο του quasinormal ringing το οποίο χαρακτηρίζεται από της QNM συχνότητες ω. Μετά

από ένα πεπερασμένο χρονικό διάστημα, η ταλαντωτική συμπεριφορά δίνει τη θέση της στην inverse
power-law ‘‘ουρά’’. Υποστηρίζεται πως η φύση της ουράς σχετίζεται με την επίσης inverse power-
law συμπεριφορά του ενεργού δυναμικού στους ασυμπτωτικά επίπεδους χωροχρόνους για r∗ →∞
[105, 114] και επιπλέον, λόγω της οπισθοσκέδασης (backscattering) από την καμπυλότητα του

background[111, 112]. Αυτή είναι η πλήρης εικόνα της εξέλιξης των διαταραχών σε ασυμπτωτικά

επίπεδους χωροχρόνους.

Από τα παραπάνω καταλαβαίνουμε ότι η ασυμπτωτική συμπεριφορά του χωροχρόνου καθορίζει τη

συμπεριφορά των πεδίων για μεγάλους χρόνους, ενώ η φύση του συμπαγούς αντικειμένου διέπει

το στάδιο του quasinormal ringing. Η παρατήρηση αυτή δημιουργεί άμεσα το ερώτημα του πόσο

θα αλλάξει η χρονική εξέλιξη των διαταραχών εάν πχ αντί για έναν ορίζοντα γεγονότων έχουμε

κάτι άλλο, όπως πχ το λαιμό μίας σκουλικότρυπας, ή αντί για ασυμπτωτικά επίπεδη συμπεριφορά

έχουμε AdS ;

Σε ασυμπτωτικά AdS χωροχρόνους δεν υπάρχουν εξερχόμενα κύματα προς το χωροειδές άπειρο.

Το AdS σύνορο δημιουργεί ένα ‘‘κουτί’’ έξω από το οποίο οι διαταραχές δεν μπορούν να διαδωθούν,

κάτι που επιβάλλει ανακλαστικές συνοριακές συνθήκες. Κατ΄ επέκταση το στάδιο του ringing διέπει

τη χρονική εξέλιξη σε όλους τους χρόνους δηλ. δεν σχηματίζεται κάποια ‘‘ουρά’’ οπώς στους

ασυμπτωτικά επίπεδους ή dS χωροχρόνους [99, 109, 108].

2.4 Κανονικοί τρόποι ταλάντωσης του Anti de Sitter χωρο-
χρόνου

Στην περίπτωση όπου το background είναι ένας pure AdS χωροχρόνος (χωρίς μελανή οπή), το

ενεργό δυναμικό αντιστοιχεί σε ένα απειρόβαθο πηγάδι, μέσα στο οποίο δημιουργούνται bound
states. Χωρίς την ύπαρξη κάποιας μελανής οπής, άρα και ενός ορίζοντα γεγονότων, δεν υπάρχει

κάποιος μηχανισμός ο οποίος να δημιουργεί διαρροή ενέργειας από το σύστημα. Αυτός είναι ο

λόγος που το φάσμα ω των QNM αποτελείται μόνο από κανονικούς τρόπους ταλάντωσης δηλ. το
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φανταστικό μέρος ωi είναι μηδενικό. Το φάσμα για ένα άμαζο βαθμωτό πεδίο βρέθηκε πρώτη φορά

στο [118]. Για βαρυτικές διαταραχές του τετραδιάστατου AdS χώρου, το φάσμα υπολογίστηκε

αρχικά στο [119] και γενικεύτηκε για αυθαίρετο αριθμό διάστασεων στο [120]

ωRAdS = 2n+D + `− j , n ∈ N ,

όπου RAdS η ακτίνα το AdS χώρου, D ο αριθμός των διάστασεων του χωροχρόνου, ` ο κβαντικός

αριθμός τροχιακής στροφορμή και j = 1 για βαθμωτά πεδία και το τανυστικό κομμάτι των βαρυ-

τικών διαταραχών, j = 2 και j = 3 για το διανυσματικό και το βαθμωτό κομμάτι των βαρυτικών

διαταραχών.

2.5 Αριθμητική ολοκλήρωση κυματικής εξίσωσης

΄Οπως πιθανότατα είναι γνωστό στον αναγνώστη, οι περισσότερες διαφορικές εξισώσεις που προ-

κύπτουν σε ένα επιστημονικό πρόβλημα, είναι αρκετά πολύπλοκες κάνοντας την ακριβή επίλυσή

τους πρακτικά αδύνατη. Επομένως, η χρήση αριθμητικών μεθόδων και προσεγγίσεων είναι καίριας

σημασίας τόσο για την εξαγωγή ποσοτικής πληροφορίας, όσο και ως μέσο βοήθειας για την κατα-

νόηση της ποιοτικής συμπεριφοράς των λύσεων. Μία βασική κατηγορία αριθμητικών μεθόδων που

χρησιμοποιούνται στην επίλυση διαφορικών εξισώσεων είναι οι γνωστές μέθοδοι πεπερασμένων

διαφορών στις οποίες οι παράγωγοι της διαφορικής αντικαθιστόνται από κατάλληλες εκφράσεις που

περιέχουν διαφορές. Στην παρούσα ενότητα θα δούμε πως εφαρμόζεται η συγκεκριμένη μέθοδος

στην κυματική εξίσωση

2.5.1 Πεπερασμένες διαφορές

Υπενθυμίζουμε ότι η παράγωγος μιας συνάρτησης f(x) ορίζεται από το όριο

f ′(x) = lim
∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
. (2.7)

Υποθέτοντας ότι η f(x) είναι απείρως παραγωγίσιμη τότε εφαρμόζοντας το θεώρημα Taylor έχουμε

f(x+ ∆x) = f(x) + ∆xf ′(x) +
∆x2

2!
f ′′(x) +

∆x3

3!
f (3)(x) + . . . (2.8)

όπου αναδιατάσσοντας τους όρους παίρνουμε

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
= f ′(x) +

∆x

2!
f ′′(x) +

∆x2

3!
f (3)(x) + . . .⇒

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
= f ′(x) +O(∆x) (2.9)

το οποίο μας δίνει τη διαφορά που εμφανίζεται στον ορισμό της παραγώγου. Θεωρώντας επιπλέον

το expansion του f(x−∆x):

f(x+ ∆x) = f(x)−∆xf ′(x)− ∆x2

2!
f ′′(x)− ∆x3

3!
f (3)(x) + . . . , (2.10)

και αφαιρώντας την (2.10) από την (2.8) καταλήγουμε στη σχέση

f(x+ ∆x)− f(x−∆x)

2∆x
= f ′(x) +O(∆x2) (2.11)
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η οποία προσεγγίζει ακόμη περισσότερο την τιμή της παραγώγου αφού το σφάλμα είναι της τάξης

O(∆x2). Για την προσέγγιση των παραγώγων δέυτερης τάξης προσθέτουμε τις (2.8) και (2.10) και

βρίσκουμε

f(x+ ∆x)− 2f(x) + f(x−∆x)

2∆x
= f ′′(x) +O(∆x2) . (2.12)

Λόγω της συμμετρίας των σημείων x που επιλέγονται για την προσέγγιση των παραγώγων, οι

σχέσεις (2.11) και (2.12) λέμε ότι είναι κεντρικές προσεγγίσεις διαφορών (central difference ap-
proximations). Η σχέση (2.9) είναι γνωστή ως forward difference approximation. Σημειώνουμε

πως οι central προσεγγίσεις παρέχουν μεγαλύτερη ακρίβεια στους υπολογισμούς καθώς είναι δευ-

τέρας τάξης O(∆x2) ενώ οι forward προσεγγίσεις πρώτης O(∆x).

2.5.2 Εφαρμογή - Μονοδιάστατη κυματική εξίσωση

Ξεκινάμε από το πρόβλημα συνοριακών συνθηκών για τη μονοδιάστατη κυματική εξίσωση:

utt − c2uxx = 0 , 0 < x < L , (2.13)

όπου u(0, t) = 0, u(L, t) = 0 και u(x, 0) = f(x). Διακριτοποιούμε το χώρο (x, t) εισάγοντας ένα

πλέγμα του οποίου τα σημεία καθορίζονται από τις τιμές xi = i∆x , tj = j∆t και οι αντίστοιχες

τιμές της συνάρτησης u από ui,j ' u(xi, tj).

Χρησιμοποιόντας κεντρικές προσεγγίσεις για τις παραγώγους της διαφορικής καταλήγουμε στην

εξίσωση διαφορών

ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

∆t2
= c2 ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

∆x2
+O(∆x2,∆t2) , (2.14)

η οποία καθορίζει την τιμή της u την επόμενη χρονική στιγμή tj+1 = (j + 1)∆t

ui,j+1 = 2ui,j − ui,j−1 +

(
c∆t

∆x

)2

(ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j) . (2.15)

Παρατηρούμε πως η παραπάνω εξίσωση διαφορών είναι τριών επιπέδων. Για να καθορίσουμε την

τιμή στην χρονική στιγμή tj+1 πρέπει να γνωρίζουμε τις τιμές της συνάρτησης για tj και tj−1 που

συνεπάγεται ότι για να ξεκινήσουμε την αριθμητική ολοκλήρωση, την χρονική στιγμή t1, πρέπει να
γνωρίζουμε τις τιμές ui,j για j = 0 και j = −1. Οι τιμές για j = 0 καθορίζονται από την αρχική

συνθήκη u(x, 0) = f(x) και επιπλέον υποθέτουμε πως u(x, t < 0) = 0 το οποίο συνεπάγεται ότι

ui,j<0 = 0.
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Ευστάθεια Von Neumann

Θεωρούμε την προσέγγιση με πεπερασμένες διαφορές στη μονοδιάστατη κυματική εξίσωση

ui,j+1 = 2ui,j − ui,j−1 +

(
c∆t

∆x

)2

(ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j) . (2.16)

Οπως γνωρίζουμε η γενική λύση της κυματικής εξίσωσης μπορεί να εκφραστεί σαν ένα άθροισμα

Fourier πάνω στις εκάστοτε συχνότητες. Συνεπώς, συγκεντρωνόμαστε στο να καταλάβουμε πως

το παραπάνω αριθμητικό σχήμα επηρεάζει το δομικό στοιχείο πάνω στο οποίο είναι χτισμένη η

γενική λύση δηλαδή, μία μιγαδική εκθετική συνάρτηση. Υποθέτουμε ότι τη χρονική στιγμή t = tj
η λύση δίνεται από το εκθετικό ui,j = eiωxi . Αντικαθιστούμε παραπάνω και βρίσκουμε πως η λύση

την επόμενη χρονική στιγμή tj+1 είναι επίσης μία εκθετική συνάρτηση

ui,j+1 =

[
1− 2

(
c∆t

∆x

)2

sin2 ω∆x

2

]
eiωxi ⇒ ui,j+1 = λui,j , (2.17)

όπου

λ = 1− 2

(
c∆t

∆x

)2

sin2 ω∆x

2
. (2.18)

Επομένως, σε κάθε χρονικό βήμα ∆t, η επίδραση του αριθμητικού σχήματος (2.16) είναι ο πολλα-

πλασιασμός της εκθετικής συνάρτησης με τον λεγόμενο παράγοντα μεγέθυνσης λ. Συνεχίζοντας

στο ίδιο μοτίβο, βρίσκουμε ότι μετά από n βήματα θα έχουμε

ui,j+n = λn ui,j , (2.19)

άρα καταλαβαίνουμε πως η ευστάθεια του σχήματος καθορίζεται από την τιμή του λ. Εάν |λ| > 1
τότε οι αριθμητικές λύσεις (2.19) θα απειρίζονται για t→∞ (n→∞). Επομένως απαιτούμε ότι

|λ| ≤ 1 (2.20)

το οποίο συνεπάγεται

−1 ≤ 1− 2

(
c∆t

∆x

)2

sin2 ω∆x

2
≤ 1⇒ −2 ≤ −2

(
c∆t

∆x

)2

sin2 ω∆x

2
≤ 0 . (2.21)

Το δεύτερο κομμάτι της ανισότητας ικάνοποιείται πάντα ενώ το πρώτο οδηγεί στη συνθήκη(
c∆t

∆x

)2

sin2 ω∆x

2
≤ 1⇒ c∆t

∆x
≤ 1⇒ ∆t ≤ ∆x

c
(2.22)

η οποία θέτει ένα άνω φράγμα στα χρονικά βήματα που μπορούν να χρησιμοποιηθούν. Η (2.22)

είναι γνωστή ως συνθήκη Courant-Friedrichs-Lewis (CFL) .

2.6 Παραγωγή echoes από συμπαγή αντικείμενα

Το 2015 έγινε η πρώτη απευθείας ανίχνευση βαρυτικών κυμάτων παραγόμενων από την σύγκρουση

δύο συμπαγών αντικειμένων [64]. Το συγκεκριμένο γεγονός σηματοδοτεί την αρχή μίας νέας

εποχής για την επιστημονική κοινότητα στην οποία ο πειραματικός έλεγχος φυσικών φαινομένων
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σε συνθήκες εξαιρετικά ισχυρής βαρύτητας είναι πλέον εφικτός [65]. Το ανιχνευόμενο βαρυτικό

σήμα μπορεί να χωριστεί σε 3 στάδια [66, 67, 69]: το inspiral στάδιο, που ανταποκρίνεται σε μεγάλες

αποστάσεις των δύο αντικειμένων και προσεγγίζεται καλά από post-Newtonian approximations,
το merger στάδιο όπου τα δύο αντικείμενα συνενώνονται και το οποίο μπορεί να αναλυθεί μόνο μέ

αριθμητικές προσομοιώσεις, και το ringdown στάδιο όπου το τελικό αντικείμενο που δημιουργείται

από τη συνένωση εκτονώνεται μεταβαίνοντας προς τη ισορροπία δηλαδή προς μία στάσιμη λύση των

εξισώσεων κίνησης.

Για μεγάλο διάστημα υπήρχε η πεποίθηση στην επιστημονική κοινότητα ότι το στάδιο του ring-
down διέπεται από τα quasinormal modes (QNMs) του τελικού προιόντος της συνένωσης. Στην

περίπτωση που το τελικό αντικείμενο είναι μία Kerr μελανή οπή τότε το φάσμα των QNM εξαρτάται

μόνο από τη μάζα και την γωνιακή στροφορμή του αντικειμένου όπως υποδεικνύει και το no-hair
conjecture. Συνεπώς, η ανίχνευση μερικών modes του ringdown θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί

για τη μέτρηση της μάζας και της γωνιακής στροφορμής του αντικειμένου καθώς και της ισχύος

του θεωρήματος no-hair. Η παραπάνω ροή σκέψης υποδηλώνει πως το ringdown του αντικειμένου

μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να αποδείξουμε την ύπαρξη κάποιου ορίζοντα γεγονότων σε ένα

συμπαγές αντικείμενο.

Στην πρωτοποριάκη δημοσίευση [192] οι συγγραφείς ξεκαθάρισαν το τοπίο, όσον αφορά τη σχέση

μεταξύ του ringdown, των QNMs και του light ring (photon sphere) (PS), δείχνοντας πως ο

μόνος τρόπος γία να αποφανθούμε για τη φύση του αντικειμένου - του οποίου τα βαρυτικά κύμα-

τα ανιχνέυσαμε - είναι να εστιάσουμε τις μετρήσεις στην late-time συμπεριφορά του ringdown.
Ουσιαστικά απέδειξαν πως η ανίχνευση και η μέτρηση των modes του initial ringdown δεν είναι

αρκετή για να ξεχωρίσουμε εάν το αντικείμενο εν τέλει διαθέτει ορίζοντα γεγονότων ή όχι. Συνε-

πώς, οι μέχρι τώρα μετρήσεις των LIGO, VIRGO θα μπορούσαν να έχουν προέλθει και από άλλα,

τα λεγόμενα και ‘‘εξωτικά’’ (Exotic Compact Objects) (ECOs) , αντικείμενα πέραν των μελανών

οπών.

Η υπόθεση ότι το στάδιο του ringdown διέπεται από τις quasinormal frequencies - οι οποίες

ορίζονται ως πόλοι της κατάλληλης συνάρτησης Green [154] - δεν ισχύει κατά κανόνα. Τα QNMs
μίας μελανής οπής σχέτιζονται άμεσα με τις ιδιαίτερες συνοριακές συνθήκες του ορίζοντα δηλαδή

την απαίτηση ότι τίποτα δεν μπορεί να εξέλθει από αυτόν. Εάν το τελικό αντικείμενο δεν διαθέτει

ορίζοντα οι συνοριακές συνθήκες αλλάζουν πλήρως, συνεπώς αλλάζοντας εντελώς το φάσμα των

QNM. Από την άλλη, η κυματομορφή του ringdown του υπό διαταραχή αντικειμένου σχετίζεται

με τις κυκλικές, φωτοειδείς, ασταθείς γεωδαισιακές του χωροχρόνου [154, 74]. Η συχνότητα του

ringdown συνδέεται με την τροχιακή συχνότητα των γεωδαισιακών ενώ ο ρυθμός απόσβεσης (του

ringdown) με τα instability time scales των γεωδαισιακών τροχιών δηλαδή με το μέσο χρόνο που

αναμένουμε να ξεφύγουν τα σωματίδια από την τελευταία ασταθή κυκλική τροχιά. ΄Αρα, θεωρητικά

το στάδιο του ringdown δεν θα έπρεπε να εξαρτάται από την ύπαρξη ή μή ενός ορίζοντα γεγονότων,

εάν το τελικό αντικείμενο διαθέτει μία photon sphere.

Εάν το τελικό αντικείμενο είναι μία μελανή οπή, η συνοριακή συνθήκη που επιβάλλεται στο ορίζο-
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Σχήμα 2.3: Απεικόνιση της ακτινικής πτώσης ενός σημειακού σωματιδίου (κόκκινη διακεκομμένη)

σε μία horizonless σκουλικότρυπα. Η μαύρη γραμμή υποδεικνύει το λαιμό και οι δύο γκρίζες

γραμμές τις σφαίρες φωτονίων. ΄Οταν το σωματίδιο κόβει οποιαδήποτε από τις γκρι γραμμές,

διεγείρει τα modes της PS τα οποία παγιδεύονται στο πηγάδι δυναμικού μεταξύ των δύο PS (σχ.

2.4 αριστερά). Η εικόνα έχει παρθεί από το [192].

Σχήμα 2.4: (αριστερά) Ενεργό δυναμικό (` = 2) δυναμικό σε tortoise συντεταγμένες για μία static
traversable σκουλικότρυπα (πάνω πάνελ) με rthroat = 2.001M και μία μελανή οπή Schwarzschild
(κάτω πάνελ). (Δεξιά) Σύγκριση βαρυτικών κυματομορφών παραγόμενων από την πτώση σημεια-

κού σωματιδίου στους δύο χωροχρόνους. Η εικόνα έχει παρθεί από το [192].

ντα παίρνει τις κυματομορφές του ringdown και τις ‘‘κλειδώνει’’ πίσω από τον ορίζοντα επομένως,

σε αυτή την περίπτωση τα QNMs της μελανής οπής συμπτωματικά περιγράφουν και την μορφή

του ringdown. Εάν όμως αντί για μελανή οπή έχουμε ένα ‘‘εξωτικό’’ αντικείμενο χωρίς ορίζοντα

(ECO) (π.χ. gravastar [68], σκουλικότρυπα [58, 157], κ.α.) τότε η εκτόνωση του αντικειμένου α-

ποτελείται από τα ringdown modes λόγω του light-ring ακολουθούμενα από τα πραγματικά QNMs
του αντικειμένου. Τα πρώτα δεν εξαρτόνται από της συνοριακές συνθήκες και είναι παρόμοια με την

περίπτωση των μελανών οπών, ενώ τα δεύτερα (τα πραγματικά QNMs του αντικειμένου) θα δια-

φέρουν δραματικά από τα αντίστοιχα QNMs μίας μελανής οπής αφού ορίζονται μέσω διαφορετικών

συνοριακών συνθηκών. Επομένως, είναι δυνατόν, τα αρχικά ringdown δύο αντικειμένων να φα-

ίνονται σχεδόν πανομοιότυπα στο time-domain αλλά το QNM φάσμα τους να διαφέρει δραματικά,

όπως αυτό εξάγεται λύνοντας την αντίστοιχη εξίσωση ιδιοτιμών (frequency-domain).

Για να επιβεβαιωθεί η παραπάνω εικόνα, τουλάχιστον στο πλαίσιο της Γενικής Σχετικότητας, οι

συγγραφείς στο [192] μελέτησαν το ringdown και τα αντίστοιχα QNMs ενός εξωτικού αντικειμένου

που διαθέτει photon sphere αλλά όχι ορίζοντα. Συγκεκριμένα μελέτησαν τη βαρυτική ακτινοβολία

που προκαλείται από ένα σημειακό σωματίδιο το οποίο πέφτει ακτινικά σε μία traversable thin-
shell Schwarzschild σκουλικότρυπα και σύγκριναν τα αποτελέσματα με αυτά μίας μελανής οπής

Schwarzschild. Βρήκαν ότι το αρχικό σήμα του ringdown το οποίο οφείλεται στα modes της PS
είναι πανομοιότυπο με αυτό της μελανής οπής παρόλο που τα QNM φάσματα των δύο αντικειμένων
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διαφέρουν σε μεγάλο βαθμό και, οποιαδήποτε διαφοροποίηση στα σήματα γίνεται φανερή στην late-
time συμπεριφορά του ringdown με την ύπαρξη των echoes (σχ.2.4 δεξιά) τα οποία προέρχονται

από τα trapped modes της εσωτερικής ευσταθούς PS της σκουλικότρυπας (σχ.2.4 αριστερά).

Στο [70] μέσω της σκέδασης Γκαουσιανών κυματόπακέτων σε χωροχρόνους εξωτικών αντικειμένων

όπως, thin-shell gravastars [68], thin-shell wormholes κ.α., βρέθηκε πως οποιαδήποτε διαφοροπο-

ίηση στον ορίζοντα, λόγω της ύπαρξης μίας άλλης επιφάνειας στην θέση του [68] ή λόγω κβαντικών

διορθώσεων [52, 53, 57, 54], εμπλουτίζει το βαρυτικό σήμα με echoes. Επίσης μελετήθηκε η head-
on σύγκρουση μεταξύ δύο solitonic Boson Stars (BS).

Στο [127] βρέθηκε η ύπαρξη echoes σε χωροχρόνους που παρεμβάλλονται μεταξύ μελανής οπής και

σκουλικότρυπας για τον toy-model χωροχρόνο [246]. Μία παρόμοια ανάλυση πραγματοπιήθηκε

επίσης στο [126] για ακριβείς λύσεις των εξισώσεων Shiromizu-Maeda-Sasaki [55] η οποίες περι-

γράφουν το on-brane βαρυτικό πεδίο στο δεύτερο Randall-Sundrum brane-world scenario (RS2)
[56]. Στο [202] οι συγγραφείς μοντελοποίησαν την ύπαρξη ύλης στο αστροφυσικό περιβάλλον ενός

συμπαγούς αντικείμενου με την προσθήκη ενός massive non-thin shell ύλης στο χωροχρόνο μίας

thin-shell σκουλικότρυπας και εξέτασαν εάν η ύπαρξη ύλης στο περιβάλλον το αντικειμένου είναι

ικανή να παράξει echoes. Τα αποτελέσματά τους υποδεικνύουν πως εάν εν τέλει παρατηρηθούν

πειραματικά τα echoes τότε πιθανότατα θα οφείλονται σε νέους φυσικούς μηχανισμούς κοντά στον

ορίζοντα πάρα στο αστροφυσικό περιβάλλον του αντικειμένου.
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Κεφάλαιο 3

Σκουλικότρυπες στην

Τροποποιημένη Brans-Dicke θεωρία

3.1 Εισαγωγή

Τα βαθμωτά πεδία έχουν κεντρικό ρόλο στις τροποποιήσεις της Γενικής Σχετικότητας (ΓΘΣ)

τόσο σε μικρές όσο και σε μεγάλες αποστάσεις. Σε μικρές αποστάσεις μπορούν να οδηγήσουν στη

δημιουργία ‘‘τριχωτών’’ μελανών οπών (hairy black holes) καθώς και λύσεων που περιγράφουν

σκουλικότρυπες (wormholes). Σε μεγαλές αποστάσεις παράγουν λύσεις ικάνες να περιγράψουν την

πληθωριστική φάση (inflation) του σύμπαντος αλλά και την ‘‘πρόσφατη’’ επιταχυνόμενη διαστολή

του. Δεν είναι λοιπόν περίεργο που οι θεωρίες βαθμωτού-τανυστή (ΘΒΤ) (scalar-tensor theories)
εμφανίστηκαν μέσα από την προσπάθεια εύρεσης μιας βιώσιμης θεωρίας βαρύτητας η οποία θα έλυνε

τις ασυνέπειες της ΓΘΣ με τα παρατηρησιακά δεδομένα. ΄Οπως είναι γνωστό, η Brans-Dicke θεωρία

(BD) [18] είναι μία από τις πρώτες ΘΒΤ που κατάφεραν να τροποποιήσουν την ΓΘΣ με τέτοιο τρόπο

ώστε το νέο μοντέλο να ικανοποιεί την Αρχή του Mach και την Ασθενή Αρχή της Ισοδυναμίας

(ΑΑΙ)(weak equivalence principle). Σε αυτό το μοντέλο υπάρχει μία effective βαρυτική σταθερά

του Νεύτωνα Geff η οποία είναι αντιστρόφως ανάλογη του βαθμωτού πεδίου Geff ∼ 1
φ . Επιπλέον

χαρακτηρίζεται από μία αδιάστατη σταθερά σύζευξης ωBD της οποίας οι υψηλές τιμές υποδηλώνουν

μεγαλύτερη συνεισφορά από το τανυστικό κομμάτι της θεωρίας ενώ οι πιο χαμηλές τιμές σημαίνουν

μεγαλύτερη συνεισφορά από το βαθμωτό πεδίο. Η ΓΘΣ ανακτάται στο όριο ω →∞.

Είναι σημαντικό να σημειώσουμε πως η BD εμφανίζεται σε μοντέλα της supergravity, στις χαμηλές

ενέργειες θεωριών χορδών και σε θεωρίες Kaluza-Klein μετά από διαστατική ελάττωση [19]. Τα

παραπάνω μοντέλα δίνουν σωστά όρια στην Νευτώνεια θεωρία, αλλά πρέπει να δίνεται ιδιαίτερη προ-

σοχή όταν κανείς μελετάει αυτές τις θεωρίες και συγκρίνει τις προβλέψεις τους με αυτές της ΓΘΣ.

Εν γένει τα βαθμωτά πεδία, αναλόγως και με τη σύζευξη που έχουν με τη βαρύτητα, λειτουργούν ως

φορείς επιπλέον δυνάμεων, πέραν των τεσσάρων γνώστων. ΄Οσον αφορά την BD, τοπικές μετρήσεις

στον ηλιακό σύστημα υποδεικνύουν ότι το ω πρέπει να είναι της τάξης των μερικών χιλιάδων [20].

Επομένως, τα βαθμωτά πεδία που χρησιμοποιούνται σε θεωρητικό επίπεδο πρέπει να περιλαμβάνουν

και ένα μηχανισμό ο οποίος θα ελαχιστοποιεί την συνεισφορά τους στις μικρές αποστάσεις. ΄Ενας

τέτοιος μηχανισμός αναπτύχθηκε από τον Vainshtein [21, 22] για μοντέλα massive gravity.

Σε μεγάλες αποστάσεις οι κοσμολογικές παρατηρήσεις υποδεικνύουν ότι το ω πρέπει να λαμβάνει

σχετικά μικρές τιμές, ανάλογα πάντα και με το εκάστο τε μοντέλο. Από την άλλη, είναι πιθανό η
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σύζευξη με την βαρύτητα ω να εξαρτάται από την κλίμακα [24] και να παίρνει διαφορετικές τιμές

σε μικρές και μεγάλες αποστάσεις. Σε αυτή την περίπτωση το ω θα μπορούσε να λαμβάνει μικρές

τιμές σε μεγάλες αποστάσεις (υποδεικνύοντας απόκλιση από την ΓΘΣ) και μεγάλες τιμές σε μικρές

αποστάσεις (έτσι ώστε να επαληθεύει τις τοπικές παρατηρήσεις βλ. ηλιακό σύστημα).

΄Οσον αφορά τις μικρές αποστάσεις, λίγο μετά την θεμελίωση της θεωρίας ο Brans βρήκε 4 οι-

κογένειες τοπικών, στατικών και σφαιρικά συμμετρικών λύσεων [36]. Στη βιβλιογραφία αρκετοί

υποστήριξαν πως αυτές οι λύσεις θα μπορούσαν να περιγράψουν νέες μη-τετριμμένες λύσεις με-

λανών οπών, διαφορετικών από αυτές της ΓΘΣ. Αυτοί οι ισχυρισμοί αποδείχθηκαν λανθασμένοι

σε μία σειρά δημοσιεύσεων. Στο [37] ο Hawking έδειξε ότι οι λύσεις μελανών οπών της BD είναι

ίδιες με αυτές της ΓΘΣ. Το αποτέλεσμα αυτό γενικέυτηκε ύστερα στις ΘΒΤ [38] αλλά και σε

λύσεις με παρουσία κοσμολογικής σταθεράς [39]. Τέλος, στο [44] μέσα από αναλυτική μελέτη, α-

ποδείχθηκε ότι όλες οι στατικές, σφαιρικά συμμετρικές λύσεις της BD είναι ικανές να περιγράψουν

σκουλικότρυπες, ακάλυπτες ιδιομορφίες (naked singularities) ή την λύση Schwarzschild αλλά, όχι

καινούργιες λύσεις μελανών οπών.

Με την εισαγωγή ενός ηλεκτρομαγνητικού πεδίου στη θεωρία, οι λύσεις στις 4 διαστάσεις ανάγονται

στη λύση Reissner-Nordstrom με ένα σταθερό βαθμωτό πεδίο [37]. Ωστόσο σε μεγαλύτερο αριθμό

διαστάσεων νεες μη-τετριμμένες λύσεις μελανών οπών έχουν βρεθεί [45] το οποίο είναι συνέπεια

της παρουσίας του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου στην εξίσωση κίνησης του βαθμωτού, δρώντας ως

πηγή για την δημιουργία μίας μη-τετριμμένης συμπεριφοράς από το βαθμωτό πεδίο.

Πρόσφατα μία νέα τροποποιήση της BD [46] εμφανίστηκε στη βιβλιογραφία στην οποία το βαθ-

μωτό πεδίο παρουσιάζει σύζευξη και με την ύλη, πέρα από την μετρική [47]. Αυτή η νέα σύζευξη

εισαγάγει ένα νέο scale στη θεωρία το οποίο τροποποιεί τις εξισώσεις κίνησης άκομα και στο κε-

νό, χωρίς παρουσία ύλης. Το νέο αυτό μοντέλο παρουσιάζει ενδιαφέρουσα κοσμολογία [48] όντας

ικανό να περιγράψει και την περίοδο πληθωρισμού αλλά και την πρόσφατη επιταχυνόμενη διαστο-

λή του σύμπαντος. Το νέο scale της θεωρίας τροποποιεί τις εξισώσεις Friedmann με επιπλέον

κινητικούς ορούς στους οποίους συνεισφέρει και το βαθμωτό πεδίο. Στις γενικές λύσεις ενός radi-
ation universe βρέθηκαν κλάδοι στους οποίους δεν παράγεται η αρχική ιδιομορφία του σύμπαντος

ενώ ταυτόχρονα, δημιουργείται μία βραχυπρόθεσμη περίοδος επιταχυνόμενης διαστολής μέσα στο

πλαίσιο της γενικότερης επιβράδυνσης. Η παραγωγή εντροπίας είναι επίσης εφικτή στο πρώιμο

σύμπαν. Κατά την dust era, βρέθηκε αριθμητικά περίοδος επιταχυνόμενης διαστολής, σε συμφω-

νία με τη συμπεριφορά των παραμέτρων πυκνότητας (density parameters) και της καταστατικής

εξίσωσης (equation of state) της σκοτεινής ενέργειας ενώ, η βαρυτική σταθερά παρουσιάζει μια

μικρή απόκλιση για ένα μεγάλο δίαστημα του redshift σε συμφωνία με τα παρατηρησιακά δεδομένα.

Η ενδιαφέρουσα συμπεριφορά του μοντέλου σε κοσμολογικές κλίμακες μας παροτρύνει να εξετάσου-

με τις συνέπειες που ενδεχομένως να έχει αυτή η νέα σύζευξη και στις μικρές κλίμακες δηλαδή,

στις τοπικές λύσεις. ΄Οπως προείπαμε οι λύσεις τις BD είναι είτε σκουλικότρυπες, είτε ακάλυπτες

ιδιομορφίες, είτε η λύση Schwarzschild. Για να αποφύγει κανείς αυτό το πρόβλημα και να πάρει

νέες λύσεις, πρέπει να εισάγει στην δράση έναν όρο δυναμικού [40, 50]. Επομένως, έχει ενδιαφέρον

να ελέγξουμε εάν αυτή η τροποποίηση στην αρχική θεωρία - η οποία διαφέρει από την εισαγωγή

δυναμικού και επιπλέον δεν είναι δυνατόν να απορροφηθεί σε έναν επαναορισμό του ω - μπορεί να

δώσει καινούργιες λύσεις μελανών οπών ή και σκουλικότρυπων.

Γι αυτό το λόγο, θα δούμε περιληπτικά τη συμπεριφορά των λύσεων στο κενό της BD στην ενότητα

3.2 και στη συνέχεια θα λύσουμε τις εξισώσεις του νέου μοντέλου στην ενότητα 3.3 όπου και θα

καθορίσουμε τα συμπαγή αντικείμενα που αυτές μπορούν να περιγράψουν. Τέλος, στην ενότητα

3.5 έχουμε τα συμπεράσματά μας.
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3.2 Λύσεις της Brans-Dicke στο κενό

Η δράση της θεωρίας στο κενό, με αυθαίρετο αριθμό διαστάσεων D(≥ 4) και στο σύστημα Jordan
δίνεται από

I =
1

16π

∫
dDx
√
−g(φR− ω

φ
gµν∇µφ∇νφ .) . (3.1)

΄Επειτα από μεταβολές στην μετρική και το βαθμωτό πεδίο λαμβάνουμε τις παρακάτω εξισώσεις

κίνησης

φGµν ≡ φ(Rµν −
1

2
gµνR)

=
ω

φ

[
∇µφ∇νφ−

1

2
gµν(∇φ)2

]
+ ∇µ∇νφ− gµν∇2φ , (3.2)

∇2φ = 0 , (3.3)

όπου d = D − 3. Ξεκινάμε την επίλυση των εξισώσεων (3.2)-(3.3) εφαρμόζοντας τον ακόλουθο

σύμμορφο μετασχηματισμό (conformal transformation)

gµν = Ω2ḡµν , (3.4)

με

Ω−(d+1) = φ , (3.5)

και

φ̄ =
√

2a

∫ φ dφ

φ
=
√

2a lnφ, a =
d+ 2

d+ 1
+ ω . (3.6)

Η δράση (3.1) στο σύστημα Einstein παίρνει τη μορφή της ΓΘΣ με ένα ελάχιστα συζευγμένο

βαθμωτό πεδίο (φ̄)

Ī =
1

16π

∫
dDx
√
−ḡ[R̄− 1

2
(∇̄φ̄)2] , (3.7)

όπου R̄ και ∇̄ η βαθμωτή καμπυλότητα και η συναλλοίωτη παράγωγος ως προς τη νέα μετρική ḡµν
αντίστοιχα. Σημειώνουμε ότι:

• Η σχέση (3.6) συνεπάγεται a > 0 (ω > −d+2
d+1), και λαμβάνουμε φ̄ = 0 στο χωροειδές άπειρο.

• Η δράση παίρνει την απλούστερη μορφή μίας ΓΘΣ με ένα ελάχιστα συζευγμένο βαθμωτό

πεδίο, κάτω από την εφαρμογή του σύμμορφου μετασχηματισμού.

• Η δράση (3.1) είναι μαθηματικά ισοδύναμη με την (3.7). Ωστόσο, σημειώνουμε πως στο

Einstein σύστημα, τα δοκιμαστικά σωματίδια αποκτούν μεταβλητή αδρανειακή μάζα με το

χωροχρόνο και δεν κινούνται πλέον πάνω στις γεωδαισιακές. Αυτή η φυσική μη-ισοδυναμία

μπορεί να κατανοηθεί από τον σύμμορφο μετασχηματισμό στη μετρική (3.4), (3.5). Ο με-

τασχηματισμός εξαρτάται από το βαθμωτό πεδίο το οποίο παραμετροποιεί τα πεδία ύλης του

μοντέλου. Επομένως, η φυσική συμπεριφορά της θεωρίας μπορεί να κατανοηθεί μόνο εάν η

σύζευξη με την ύλη καθοριστεί με συγκεκριμένο τρόπο.

Επομένως, θα μπορούσαμε να πούμε πως οι δύο θεωρίες είναι ισοδύναμες από καθαρά μαθη-

ματική σκοπιά αλλά όχι και από φυσική.
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Μεταβάλλοντας τη δράση (3.7) παίρνουμε τις εξισώσης κίνησης οι οποίες με αυτέ τις αρχικές

(3.2)-(3.3) μέσα από τις σχέσεις

(gµν , φ) = (e
− 2

(d+1)
√

2a
φ̄
ḡµν , e

1√
2a
φ̄
) . (3.8)

Χρησιμοποιώντας ισοτροπικές συντεταγμένες [51]

ds̄2 = −efdt2 + e−h(dρ2 + ρ2dΩ2
d+1) , (3.9)

στην D-διάστατη BD στο κενό και αξιοποιώντας την (3.8), βρίσκουμε τη λύση,

ds2 = Ω2ds̄2 =

(
ρd + ρdo
ρd − ρdo

) 2
d+1

[
(d+1)(1−γ2)

ad

]1/2
ds̄2 , (3.10)

φ =

(
ρd − ρdo
ρd + ρdo

)[ (d+1)(1−γ2)
ad

]1/2
, (3.11)

όπου γ σταθερά ολοκλήρωσης και η ds̄2
δίνεται από τη σχέση (3.9). Είναι εύκολο να δειχθεί

ότι η λύση (3.10) είναι ασυμπτωτικά επίπεδη και το σημείο ρ = ρo αντιστοιχεί σε μία ακάλυπτη

ιδιομορφία. Αυτό μπορεί να βρεθεί υπολογίζοντας τη βαθμωτή καμπυλότητα της (3.10) μέσα από

τη σχέση

R = Ω−2R̄− 2(d+ 2)Ω−3ḡµν∇̄µ∇̄νΩ

− (d+ 2)(d− 1)Ω−4ḡµν∇̄µΩ∇̄νΩ , (3.12)

και δείχνοντας πως απειρίζεται για μηδενική ακτίνα. Ξανά, παρατηρούμε ότι:

• Για γ = 1, η λύση (3.10) ανάγεται στη D-διάστατη λύση Schwarzschild με ένα σταθερό

βαθμωτό πεδίο (φ = 1) και BD θεωρία ανάγεται στη ΓΘΣ.

• Το βαθμωτό πεδίο παίρνει τιμές στο διάστημα φ ∈ (0, 1]. Από τη δράση (3.7) παρατηρο-

ύμε πως οι εξισώσεις κίνησης είναι αναλλοίωττες κάτω από το μετασχηματισμό φ̄ → −φ̄.
Επομένως, μπορούμε να πάρουμε ακόμη μία λύση της BD στο κενό

ds2 =

(
ρd − ρdo
ρd + ρdo

) 2
d+1

[
(d+1)(1−γ2)

ad

]1/2
ds̄2 , (3.13)

φ =

(
ρd + ρdo
ρd − ρdo

)[ (d+1)(1−γ2)
ad

]1/2
, (3.14)

όπου ds̄2
δίνεται από τη σχέση (3.9). Σε αυτή την περίπτωση το βαθμωτό φ παίρνει τιμές

στην περιοχή [1,∞). Ωστόσο ο χωροχρόνος παραμένει ασυμπτωτικά επίπεδος και το σημείο

ρ = ρo αντιστοιχεί σε ακάλυπτη ιδιομορφία, εκτός αν γ = 1. ΄Οταν γ = 1,το βαθμωτό γίνεται

σταθερό και η λύση (3.13) γίνεται η D-διάστατη λύση Schwarzschild. Σημειώνουμε ότι το

φ = 0 αντιστοιχεί σε μία άπειρη τιμή της βαρυτικής σταθεράς ενώ, φ = ∞ αντιστοιχεί σε

μηδενική βαρυτικής σταθεράς συνεπώς, θα θέλαμε ιδανικά το φ να απειρίζεται ή να μηδενίζεται

μόνο στις ιδιομορφίες.
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Η μετρική (3.10) είναι στην ουσία η πρώτη κλάση λύσεων του Brans ‘‘μεταμφιεσμένη’’ αφού εάν

αντικαταστήσουμε D = 4, τότε d = 1 και α = 3+2ω
2 , το οποίο συνδέεται με τη σταθερά λ μέσω

της σχέσης
1
α = 1

ω+3/2 = λ (βλ. 3.4). Αντικαθιστώντας τα παραπάνω στο στοιχείο μήκους, μαζί

με τη μορφή του ds̄2
παίρνουμε

ds2 = −
(

1− ρo/ρ
1 + ρo/ρ

)α(λ,γ)+2γ

dt2 +

(
1− ρ2

o

ρ2

)2(
1 + ρo/ρ

1− ρo/ρ

)α(λ,γ)+2γ [
dρ2 + ρ2dΩ2

]
(3.15)

που είναι ακριβώς αυτό που βρίσκουμε στη (3.59). Η απαίτηση να είναι πραγματικό το βαθμωτό

πεδίο στο Einstein σύστημα φ̄, συνεπάγεται α > 0 (ω > −3
2 ιν Δ=4) άρα, μόνο η πρώτη κλάση

λύσεων του Brans μπορρεί να ανακτηθεί στο σύστημα Jordan. Υπάρχουν ακόμη τρεις κλάσεις

λύσεων που έχει βρει ο Brans οι οποίες αντιστοιχούν σε ω < −3
2 (για μία λεπτομερή ανάλυση των

λύσεων του Brans βλ. [44].

Με βάση τα παραπάνω, συμπεραίνουμε πως η μοναδική λύση μελανής οπής στο κένο, στην BD
θεωρία, είναι η λύση Schwarzschild.

3.3 Τροποποιημένη Brans-Dicke θεωρία

Η ‘‘τροποιημένη Brans-Dicke’’ θεωρία [46] περιγράφεται από τις ακόλουθες εξισώσεις κίνησης

Gµν =
8π

φ
(Tµν + T µν) , (3.16)

Tµν =
φ

2λ(ν+8πφ2)2

{
2
[
(1+λ)ν+4π(2−3λ)φ2

]
φ;µφ;ν−

[
(1+2λ)ν+4π(2−3λ)φ2

]
δµνφ

;ρφ;ρ

}
+

φ2

ν+8πφ2

(
φ;µ

;ν−δµν�φ
)
,

(3.17)

�φ=4πλT , (3.18)

T µν;µ=
ν

φ(ν+8πφ2)
T µνφ;µ , (3.19)

όπου ν είναι η σταθερά της νέας σύζευξης. Οι εξισώσεις αυτές προέρχονται έπειτα από μεταβολές

στη δράση [47]

S =
η

2(8π)3/2

∫
d4x
√
−g
[√
|ν+8πφ2|R− 8π

λ

ν+4π(2−3λ)φ2

|ν+8πφ2|3/2
gµνφ,µφ,ν

+ 16π

√
|ν + 8πφ2|

φ
Lm(gκλ,Ψ)

]
, (3.20)

όπου η = sgn(φ). Υπάρχει μία μή-ελάχιστη ζεύξη μεταξύ ύλης και βαθμωτού η ένταση της οποίας

καθορίζεται στην τιμή της νέας σταθεράς ν. Από την (3.19) φαίνεται ότι η ν λειτουργεί ως ένα

μέτρο της απόκλισης από τη αρχή διατήρησης της ενέργειας για την ύλη. Θέτοντας ν = 0 η θεωρία

καταλήγει στην αρχική BD (;;). Ενδιαφέρον παρουσιάζει και το γεγονός ότι αν θεωρήσουμε λύσεις

στο κενό T µν = 0, και η διατήρηση της ενέργειας ικανοποιείται και η τροποποίηση της θεωρίας

παραμένει λόγω της παρουσίας του ν και αυτή και η ουσιώδης διαφορά με τις λύσεις στο κενό της

κλασσικής BD. Επομένως, θα συνεχίσουμε στη εξέταση της συμπεριφοράς των λύσεων της (3.20)

στο κενό δηλαδή με Lm(gκλ,Ψ) = 0.

21



Χρησιμοποιώντας κατάλληλους σύμμορφους μετασχηματισμούς και επαναορίζοντας το πεδίο φ σε

σ [47]

g̃µν = Ω2(φ)gµν , (3.21)

dφ

dσ
=

√
|λ|
16π

√
|ν+8πφ2| , (3.22)

Ω =
( |ν+8πφ2|

8π

) 1
4
, (3.23)

μπορούμε να φέρουμε την δράση (3.20) στο Einstein σύστημα

S =
η

16π

∫
d4x

√
−g̃
(
R̃− 1

2
εελg̃

µνσ,µσ,ν

)
, (3.24)

όπου ε = sgn(ν+8πφ2), ελ = sgn(λ). Για να αποφύγουμε τα ghosts και να επιβάλουμε θετικές

κινητικές ενέργειες στο πεδίο σ απαιτούμε από εδώ και πέρα να ισχύει εελ > 0. Η συνθήκη αυτή

ικανοποιείται στις δύο περιπτώσεις όπου τα ε και ελ είναι ομόσημα και θα μας δημιουργήσει δύο

ξεχωριστούς κλάδους λύσεων όταν εφαρμόσουμε τον αντίστροφο σύμμορφο μετασχηματισμό για

να περάσουμε στο Jordan σύστημα. Για ε > 0 οι σχέσεις (3.22),(3.23) γίνονται

σ =

√
2

|λ|
ln
∣∣∣4πφ+

√
2π
√
ν+8πφ2

∣∣∣ , (3.25)

φ =
s

8π

(
e

√
|λ|
2
σ−2πνe−

√
|λ|
2
σ
)
, (3.26)

Ω =
1√
8π

∣∣∣e√ |λ|2 σ+2πνe−
√
|λ|
2
σ
∣∣∣ 12 (3.27)

όπου s = sgn(4πφ+
√

2π
√
ν + 8πφ2) = sgn

(
e

√
|λ|
2
σ+2πνe−

√
|λ|
2
σ
)
, ενώ για ε < 0 παίρνουμε

σ =

√
2

|λ|
arcsin

(√8π

|ν|
φ
)
, (3.28)

φ =

√
|ν|
8π

sin
(√ |λ|

2
σ
)
. (3.29)

Ω =
( |ν|

8π

) 1
4
[

cos
(√ |λ|

2
σ
)] 1

2
(3.30)

όπου −π
2 <

√
|λ|
2 σ < π

2 . Με τις παραπάνω σχέσεις (3.25)-(3.30) μπορούμε να μετασχηματίζουμε

τις λύσεις μεταξύ των Einstein και Jordan συστημάτων.

Στο Einstein σύστημα (3.24) όπου έχουμε ένα βαθμωτό πεδίο ελάχιστα συζευγμένο με τηκ κα-

μπυλότητα, οι εξισώσεις κίνησης δίνονται από

G̃µν =
1

2
σ,µσ,ν −

1

4
g̃µν g̃

κλσ,κσ,λ , (3.31)

�̃σ = 0 . (3.32)
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Η στατική και σφαιρικά συμμετρική τους λύση τους είναι ήδη γνωστή [51]

ds̃2 = −efdt2 + e−h
[
dρ2 + ρ2

(
dθ2 + sin2θ dϕ2

)]
, (3.33)

σ = 2
√

1−γ2 ln
ρ− ρo
ρ+ ρo

, (3.34)

ef =
(ρ− ρo
ρ+ ρo

)2γ
, (3.35)

e−h =
(

1− ρ2
o

ρ2

)2 (ρ+ ρo
ρ− ρo

)2γ
, (3.36)

όπου ρo > 0, γ σταθερές ολοκλήρωσης. Η παραπάνω λύση έχει αποδειχθεί ότι περιγράφει ακάλυπτες

από ορίζοντα ιδιομορφίες ή την λύση Schwarzschild όταν γ = ±1 [51]. Σε αυτό το σημείο είμαστε

σε θέση να μετασχηματίσουμε την παραπάνω μετρική στο σύστημα Jordan χρησιμοποιώντας τις

αντίστροφες σχέσεις των (3.22),(3.23). Στις ισοτροπικές συντεταγμένες έχουμε

ds2 = −Ω−2efdt2 + Ω−2e−h
[
dρ2 + ρ2

(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)]
(3.37)

ενώ σε σφαιρικές συντεταγμένες λαμβάνουμε

r = ρΩ−1e−
h
2 , (3.38)

ds2 = −Ω−2efdt2 +
r2

ρ2

dr2

( drdρ)2
+ r2(dθ2 + sin2θ dϕ2) . (3.39)

Συνεχίζουμε με την εξέταση της συμπεριφοράς των λύσεων για τους δύο κλάδους ε > 0 και ε < 0.
Σκοπός μας είναι να καταλάβουμε έαν είναι ικανές να δώσουν και καινούργιες λύσεις μελανών οπών

ή σκουλικότρυπων διαφορετικών από την ΓΘΣ.

3.4 Τοπικές λύσεις

3.4.1 Κλάδος ε < 0

Σε αυτό τον κλάδο λύσεων απαιτούμε ε < 0 και ελ < 0. Η πρώτη ανισότητα ικανοποιείται για

ε = sgn(ν + 8πφ2) < 0⇐⇒ −π
2
<

√
|λ|
2
σ <

π

2
=⇒

ν < 0 & ρ > ρo
eK + 1

eK − 1
όπου, K =

π

2
√

2|λ|(1− γ2)
(3.40)

ενώ η δεύτερη συνεπάγεται

ελ < 0 =⇒ ω < −3/2 . (3.41)
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Το βαθμωτό πεδίο και η μετρική του χωροχρόνου σε αυτή την περίπτωση δίνονται από

φ =

√
|ν|
8π

sin

(√
2|λ|(1− γ2) ln

ρ− ρo
ρ+ ρo

)
, (3.42)

gtt = −
(8π

|ν|

) 1
2

sec
(√

2|λ|(1− γ2) ln
ρ− ρo
ρ+ ρo

)(ρ− ρo
ρ+ ρo

)2γ
, (3.43)

gρρ =
(8π

|ν|

) 1
2

sec
(√

2|λ|(1− γ2) ln
ρ− ρo
ρ+ ρo

)(
1− ρ2

o

ρ2

)2(
1 + ρo/ρ

1− ρo/ρ

)2γ

. (3.44)

Μερικά πράγματα που παρατηρούμε είναι:

1. Η σταθερά ν εισάγει ένα νέο scale στην μετρική.

2. Για ν = 0 το στοιχείο μήκους ds2
απειρίζεται και δεν καταλήγουμε σε κάποια γνωστή λύση

της BD θεωρίας. Αυτό εξηγείται από το γεγονός ότι η ανισότητα ε = sgn(ν + 8πφ2) < 0
δεν μπορεί να ικανοποιηθεί για ν = 0 και ολόκληρος ο κλάδος ακυρώνεται.

3. Ο χωροχρόνος είναι ασυμπτωτικά επίπεδος αφού

lim
ρ→∞

gtt = −

√
8π

|ν|
, lim

p→∞
gρρ =

√
8π

|ν|

.

4. Για γ = ±1 το βαθμωτό πεδίο είναι σταθερό, η μετρική καταλήγει στην Schwarzschild, με

μάζα M = ±2ρo αντίστοιχα, και όλη η θεωρία καταλήγει στην ΓΘΣ.

5. Για γ 6= ±1 τα gtt, gρρ απειρίζονται στο σημείο ρ = ρo
eK+1
eK−1

.

6. Το βαθμωτό φ μηδενίζεται σε μεγάλες αποστάσεις ρ→∞ ή όταν λ→ 0(ω →∞).

Για να καταλάβουμε τι αντικείμενο περιγράφει η εν λόγω μετρική βοηθάει να κοιτάξουμε δύο ακόμα

ποσότητες, το areal radius και το βαθμωτό Ricci. Οι ποσότητες αυτές σα συνάρτησεις της ακτινικής

συντεταγμένης δίνονται αντίστοιχα από

r = ρΩ−1e
h
2 = Ω−1 1

ρ

(ρ+ ρo)
γ+1

(ρ− ρo)γ−1

=
( |ν|

8π

)−1/4
sec

1
2

(
α(λ, γ) ln

ρ− ρo
ρ+ ρo

)1

ρ
(ρ+ ρo)

1+γ (ρ− ρo)1−γ , (3.45)

R =

√
|ν|
2π

(1− γ2)ρ4ρ2
o

(ρ− ρo)2(γ−2)

(ρ+ ρo)2(γ+2)
sec

(
α(λ, γ) ln

ρ− ρo
ρ+ ρo

)
·

·

{
4 cos2

(
α(λ, γ) ln

ρ− ρo
ρ+ ρo

)
+ 3|λ|

[
cos

(
α(λ, γ) ln

ρ− ρo
ρ+ ρo

)
− 5
]}

. (3.46)

Παρατηρούμε ότι και αυτές απειρίζονται στο σημείο ρ = ρo
eK+1
eK−1

λόγω του της τέμνουσας (sec).
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Για γ 6= ±1 το areal radius απειρίζεται στα σημεία ρ → ∞ και ρ → ρo
eK+1
eK−1

, όπου K = πα(λ,γ)
2

και επίσης παρουσιάζει ακρότατο-ελάχιστο στο σημείο που ικανοποιεί την εξίσωση

dr

dρ
= 0→ − 1

α(λ, γ)

(
ρo
ρ

+
ρ

ρo
− 2γ

)
= tan

(
α(λ, γ) ln

ρ− ρo
ρ+ ρo

)
. (3.47)

Σημειώνουμε πως το διάστημα 0 ≤ ρ ≤ ρo
eK+1
eK−1

είναι μη-φυσικό. Εξετάζοντας τη συμπεριφορά

της (3.45) φαίνεται ότι το r(ρ) παραμένει θετικό στο διάστημα ρ > ρo
eK+1
eK−1

. Ο απειρισμός του

areal radius σε δύο σημεία και η ύπαρξη ελαχίστου (του οποίου η τιμή είναι θετική) υποδεικνύουν

πως το στοιχείο μήκους περιγράφει έναν χωροχρόνο σκουλικότρυπας. Για να αιτιολογήσουμε την

τελευταία πρόταση θα εκφράσουμε το στοιχείο μήκοους (3.37) σε σφαιρικές συντεταγμένες και

στην μορφή της μετρικής Morris-Thorne [58].

ds2 = −e−2Φ(r)dt2 +
dr2

1− b(r)/r
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2) . (3.48)

Εξισώνοντας τις μετρικές (3.37),(3.48) βρίσκουμε τη μορφή των redshift-Φ(r) και shape-b(r) συ-

ναρτήσεων

Φ(r) =
1

2

(
ln ef + ln Ω−2

)
, (3.49)

b(r) = r

[
1− 1

Ω−2e−h

(
dr

dρ

)2
]
. (3.50)

Ως προς τις συντεταγμένες οι παραπάνω παίρνουν τη μορφή

Φ(r) =
1

4
ln

(
8π

|ν|

)
+

1

2

{
ln

(
ρ(r)− ρo
ρ(r) + ρo

)2γ

− ln

[
cos

(
α(λ, γ) ln

ρ(r)− ρo
ρ(r) + ρo

)]}
, (3.51)

b(r)

r
= 1−

{
ρ(r)2 + ρ2

o − 2γρ(r)ρo + ρ(r)ρoα(λ, γ) tan
(
α(λ, γ) ln ρ(r)−ρo

ρ(r)+ρo

)
√

2 (ρ(r)2 − ρ2
o)

}2

. (3.52)

Για να περιγράφει ο χωροχρόνος μας μία σκουλικότρυπα πρέπει παραπάνω συναρτήσεις να ικανο-

ποιούν κάποιες ιδιότητες [58, 59]. Πιο συγκεκριμένα πρέπει:

• Η redshift συνάρτηση Φ(r) θέλουμε να είναι πεπερασμένη για να αποφύγουμε την ύπαρξη

οριζόντων γεγονότων.

• b(r)
r ≤ 1 στο διάστημα [rth,+∞), όπου rth είναι η ακτίνα του λαιμού-η ελάχιστη τιμή του areal

radius. Η συνθήκη αυτή επιβάλλεται έτσι ώστε το ακτινικό κομμάτι του ιδιομήκους(proper
radial distance) l(r) = ±

∫ r
rth

dr

1− b(r)
r

να παίρνει μόνο πεπερασμένες τιμές.

• b(rth)
rth

= 1 πάνω στον λαιμό. Η σχέση αυτή χρειάζεται έτσι ώστε η ακτίνα του λαιμού να είναι

ακρότατο του areal radius.

• b′(r) < b(r)
r που καταλήγει στην b′(rth) < 1 για r = rth. Η σχέση αυτή έρχεται στη

βιβλιογραφία με το όνομα flare-out condition και επιβάλλει στην τιμή της ακτίνας του λαιμού

rth να είναι ελάχιστο - και όχι οποιοδήποτε ακρότατο - του areal radius.
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Αν και δεν είναι εμφανές από την αλγεβρική της μορφή η (3.52) ικανοποιεί όλες τις παραπάνω

ιδιότητες στο διάστημα [rth,+∞). Επιπλέον, λύνοντας την εξίσωση που δίνει την ακτίνα του

λαιμού
b(rth)
rth

= 1 καταλήγουμε στη πίσω στη σχέση (3.47) το οποίο μας δείχνει ότι όντως ο λαιμός

προκύπτει στο ελάχιστο του areal radius όπως αναμέναμε. Η ακτίνα είναι ανάλογη με r ∝ |ν|−1/4

συνεπώς το ιδιο-εμβαδόν του λαιμού A(ρ) = 4πr(ρ)2
ακολουθεί συνδέεται με τη νέα σταθερά από

τη σχέση

A(ρ) ∝ |ν|−1/2 . (3.53)

Το βαθμωτό Ricci είναι πεπερασμένο πάνω στο λαιμό επομένως η λύση περιγράφει μια προσπελάσιμη

σκουλικότρυπα τουλάχιστον in principle. Απειρίζεται όμως στο ρ = ρo
eK+1
eK−1

που αντιστοιχεί

στη ‘‘δεύτερη’’ ασυμπτωτική περιοχή r → ∞ της σκουλικότρυπας. Ο απειρισμός του βαθμωτού

Ricci υποδεικνύει την ύπαρξη μιας χωροχρονικής ιδιομορφίας . ΄Ομως η ιδιομορφία αυτή δεν είναι

‘‘πραγματική’’ καθώς αντιστοιχεί σε άπειρη απόσταση δηλαδή, μία γεωδαισιακή δε θα έφτανε την

ιδιομορφία για πεπερασμένες τιμές της αφινικής παραμέτρου της. Επομένως, η περιοχή κοντά στο

ρ = ρo
eK+1
eK−1

ανταποκρίνεται σε μακρίνα από το λαιμό σημεία αλλά δεν είναι ασυμπτωτικά επίπεδη.

΄Αρα έχουμε μια σκουλικότρυπα που είναι ασυμπτωτικά επίπεδη στη μία μερία ρ → ∞ αλλά όχι

και στην άλλη. Δηλαδή οι δύο πλευρές της δεν είναι συμμετρικές. Μία αντίστοιχη συμπεριφορά

παρουσιάζει και η 1η κλάση λύσεων του Brans (βλ. [43, 44] για λεπτομέρειες).

Κάθε σκουλικότρυπα εξόρισμού πρέπει να παραβιάζει την φωτοειδή ενεργειακή συνθήκη (ΦΕΣ)

(Null Energy Condition) [58]. Χρησιμοποιώντας το σύστημα ενός στατικού παρατηρητή ως προς

τις συντεταγμένες (r, θ, φ) μπορούμε να εκφράσουμε την πυκνότητα ενέργειας και την ακτινική

πίεση συναρτήσει της ισοτροπικής ακτίνας χρησιμοποιώντας τις σχέσεις

% =
1

r2

db

dρ

(
dr

dρ

)−1

, (3.54)

pr =
2

r

(
1− b

r

)
dΦ

dρ

(
dr

dρ

)−1

− b3

r
. (3.55)

΄Οπως φαίνεται και στο διάγραμμα 3.2, κοντά στο λαιμό έχουμε αρνητική πυκνότητα ενέργειας

συνεπώς παραβιάζεται και η ασθενής ενεργειακή συνθήκη (ΑΕΣ) (Weak Energy Condition).
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Σχήμα 3.1: Διάγραμμα των gtt (πορτοκαλί), gρρ (μπλε), areal radius r (πράσινη),
dr
dρ (κόκκινη) και

βαθμωτού Ricci (μωβ) συναρτήσει της ισοτροπικής ακτίνας με ρo = 1 , γ = 0.2 , λ = −1 , ν = 3.

΄Ολες οι ποσότητες απειρίζονται στο ρ = ρo
eK+1
eK−1

που αντιστοίχεί στο ασυμπτωτικό άπειρο r →∞.

Το areal radius έχει ελάχιστο (σημείο μηδενισμού της κόκκινης καμπύλης) στο οποίο όλες οι

ποσότητες είναι πεπερασμένες. Το σημείο αυτό συνδέει τις δύο ασυμπτωτικές περιοχές ρ → ∞
και ρ → ρo

eK+1
eK−1

και είναι εξόρισμού ο λαιμός της σκουλικότρυπας. Το βαθμωτό πεδίο είναι

πεπερασμένο για ρ > ρo
eK+1
eK−1

ενώ μηδενίζεται όταν ρ→∞.
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Σχήμα 3.2: Διάγραμα της ενεργειακής πυκνότητας %(μπλε) και της παραγώγου του r(ρ) ως προς

το ρ για ρo = 1 , γ = −0.2 , λ = −2 , ν = 3. Η ενεργειακή πυκνότητα γίνεται αρνητική κοντά στο

λαιμό (μηδενισμός του
dr
dρ) κάτι που υποδεικνύει την ύπαρξη ‘‘εξωτικής’’ ύλης (exotic matter και

την παραβίαση της ΑΕΣ.

3.4.2 Κλάδος ε > 0

Σε αυτό τον κλάδο λύσεων απαιτούμε ε > 0 και ελ > 0. Η πρώτη ανισότητα ισχύει για κάθε ρ > ρo
και η δεύτερη θέτει ένα όριο στις τιμές της BD παραμέτρου ω > −3/2. Το βαθμωτό πεδίο και η
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μετρική του χωροχρόνου σε δίνονται από

φ =
s

8π

∣∣∣∣ (1− ρo/ρ
1 + ρo/ρ

)α(λ,γ)

− 2πν

(
1 + ρo/ρ

1− ρo/ρ

)α(λ,γ) ∣∣∣∣ , (3.56)

gtt = −8π

∣∣∣∣∣
(
ρ2 − ρ2

o

)α(λ,γ)

(ρ− ρo)2α(λ,γ) + 2πν(ρ+ ρo)2α(λ,γ)

∣∣∣∣∣(1− ρo/ρ
1 + ρo/ρ

)2γ
, (3.57)

gρρ = 8π

∣∣∣∣∣
(
ρ2 − ρ2

o

)α(λ,γ)

(ρ− ρo)2α(λ,γ) + 2πν(ρ+ ρo)2α(λ,γ)

∣∣∣∣∣
(

1− ρ2
o

ρ2

)2(
1 + ρo/ρ

1− ρo/ρ

)2γ

, (3.58)

όπου s = sgn(4πφ+
√

2π(ν + 8πφ2)), α(λ, γ) =
√

2 |λ| (1− γ2). Μερικά πράγματα που παρατη-

ρούμε είναι:

1. Πάλι η σταθερά ν εισάγει ένα νέο scale στην μετρική.

2. Για ν = 0 η μετρική παίρνει τη μορφή

gtt = −8π

(
1− ρo/ρ
1 + ρo/ρ

)2γ−α(λ,γ)

, gρρ = 8π

(
1− ρ2

o

ρ2

)2(
1 + ρo/ρ

1− ρo/ρ

)α(λ,γ)+2γ

(3.59)

η οποία είναι η 1η κλάση λύσεων του Brans [36] της αρχικής BD θεωρίας. ΄Αρα η λύση αυτού

του κλάδου έχει σωστό όριο στις λύσεις της BD.

3. Ο χωροχρόνος είναι ασυμπτωτικά επίπεδος, όπως προηγουμένως, αφού

lim
ρ→∞

gtt = − 8π

|2πν + 1|
, lim

ρ→∞
gρρ =

8π

|2πν + 1|
. (3.60)

4. Για γ = ±1 το βαθμωτό πεδίο γίνεται σταθερό, η μετρική καταλήγει στην Schwarzschild, με
μάζα M = ±2ρo αντίστοιχα, και όλη η θεωρία καταλήγει στην ΓΘΣ.

5. Στο όριο λ→ 0 (ω →∞) η μετρική παίρνει τη μορφή

gtt = − 8π

|1 + 2πν|

(
1− ρo/ρ
1 + ρo/ρ

)2γ

, gρρ =
8π

|1 + 2πν|

(
1− ρ2

o

ρ2

)2(
1 + ρo/ρ

1− ρo/ρ

)2γ

,

(3.61)

η οποία είναι ίδια με την λύση (3.34)-(3.36) μαζί με το scale που εισάγει η παράμετρος ν
αλλά μία σημαντική διαφορά μεταξύ τους είναι πως σε αυτή την περίπτωση το βαθμωτό πεδίο

είναι σταθερό. Η φύση αυτού το ορίου δεν είναι ξακάθαρη, όπως στην κλασσική BD γιατί

προκαλεί απειρισμούς και στον κινητικό όρο του βαθμωτού πεδίου στη δράση και στον τανυστή

ορμής-ενέργειας στις εξισώσεις κίνησης.
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Το areal radius και το βαθμωτό Ricci δίνονται από

r =

√
8π

ρ

∣∣∣∣∣(ρ− ρo)α(λ,γ)−2(γ−1) · (ρ+ ρo)
α(λ,γ)+2(γ+1)

(ρ− ρo)2α(λ,γ) + 2πν(ρ+ ρo)2α(λ,γ)

∣∣∣∣∣
1/2

, (3.62)

R =(γ2 − 1)ρ4ρ2
o

(ρ− ρo)2(γ−2)

(ρ+ ρo)2(γ+2)
·

(3|λ| − 2)

[(
ρ−ρo
ρ+ρo

)2α(λ,γ)
+ 4π2ν2

(
ρ+ρo
ρ−ρo

)2α(λ,γ)
]
− 4πν(15|λ|+ 2)

2π

∣∣∣∣(ρ−ρoρ+ρo

)α(λ,γ)
+ 2πν

(
ρ+ρo
ρ−ρo

)α(λ,γ)
∣∣∣∣ , (3.63)

για τα οποία παρατηρούμε τα ακόλουθα:

1. Το r μηδενίζεται στο ρ = ρo λόγω του παράγοντα (ρ−ρo)α(λ,γ)−2(γ−1)
αφού α(λ, γ)−2(γ−

1) > 0 για κάθε γ2 < 1.

2. Το βαθμωτό Ricci απειρίζεται στο ρ = ρo και παράλληλα το gtt δεν έχει καμία ρίζα στο

διάστημα ρ > ρo. Επομένως στο ρ = ρo δηλαδή στο κέντρο της σφαιρικής συμμετρίας r = 0,
έχουμε μία ιδιομορφία η οποία δεν καλύπτεται από ορίζοντα.

3. Η περιοχή ρ→∞ ανταποκρίνεται στο ασυμπτωτικό άπειρο r →∞.
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Σχήμα 3.3: Συμπεριφορά των gtt(πορτοκαλί), gρρ(μπλε), αρεαλ ραδιυς r(πράσινο), drdρ(κόκκινο) και

Ricci scalar(μωβ) ως προς την ισοτροπική ακτίνα για ρo = 1 , γ = 0.2 , λ = 2 , ν = −5. Στο ρ = ρo
οι συντελεστές της μετρικής και το areal radius μηδενίζονται. Εκτός της περίπτωσης γ = ±1
(όπου παίρνουμε τη μελανή οπή Schwarzschild), η λύση περιγράφει μια ιδιομορφία στο ρ = ρo που

δεν καλύπτεται από ορίζοντα.

Με βάση τα παραπάνω συμπεραίνουμε πως η μετρική μας περιγράφει μόνο ακάλυπτες ιδιομορφίες.

΄Ομως, όπως είδαμε από τις σχέσεις (3.59) η λύση μας εμπεριέχει την 1η κλάση λύσεων του Brans
σαν υποπερίπτωση. Στη βιβλιογραφία έχει βρεθεί ότι αυτή η κλάση λύσεων μπορεί να περιγράψει

και σκουλικότρυπες για συγκεκριμένες περιοχές του παραμετρικού της χώρου [44]. Επομένως, θα

περίμενε κανείς αυτή η συμπεριφορά να έχει κληροδοτηθεί και στην δική μας λύση.

΄Ενας χωροχρόνος για να κατηγοριοποιηθεί σαν σκουλικότρυπα πρέπει να έχει δύο ασυμπτωτικές

περιοχές και μία περιοχή ελάχιστης επιφάνειας που να τις συνδέει. Επομένως, απαιτούμε από το
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areal radius r να απειρίζεται και σε κάποιο άλλο σημείο, πέρα από το ρ → ∞ και επιπλέον να

έχει και ένα ελάχιστο με τιμή μεγαλύτερη του μηδενός. Η μόνη περίπτωση για την οποία η (;;)

παράγει μία δεύτερη ασυμπτωτική περιοχή είναι εάν απαιτήσουμε το μηδενισμό του παρονομαστή,

(ρ − ρo)2α(λ,γ) + 2πν(ρ + ρo)
2α(λ,γ) = 0. Λύνοντας την τελευταία εξίσωση βρίσκουμε το δεύτερο

σημείο όπου r →∞,

ρ = ρo
1 +N

1−N
, N = (−2πν)1/2α , (3.64)

όπου απαιτούμε

− 1

2π
< ν < 0 , (3.65)

έτσι ώστε ρ > ρo. Οπως και στην προηγούμενη ενότητα, καθορίζουμε τις redshift και shape συ-

ναρτήσεις χρησιμοποιούμε τις σχέσεις (3.49), (3.50) και με ανάλογα βήματα βρίσκουμε την ακτινική

πίεση και την ενεργειακή πυκνότητα. Τα μακροσκελή αποτελέσματα του υπολογισμού τους δίνονται

στο παρακάτω παράρτημα.

Στο σχήμα 3.4 παρατηρούμε ότι υπάρχει μια ιδιομορφία στη μία ασυμπτωτική περιοχή όπου το

βαθμωτό Ricci απειρίζεται. Δηλαδή, κατά αναλογία με τη λύση του κλάδου ε < 0 αλλά και την 1η

κλάση του Brans, η σκουλικότρυπα που βρήκαμε είναι ασύμμετρη.

Κλείνοντας αυτή την ενότητα, παρουσιάζουμε συνοπτικά τα αποτελέσματα για την λύση ε > 0:

1. Οταν γ = ±1 παίρνουμε τη λύση Schwarzschild και όλη η θεωρία καταλήγει στην ΓΘΣ.

2. Για γ 6= ±1 έχουμε δύο υποπεριπτώσεις. Εάν η παράμετρος ν ικανοποιεί τη συνθήκη (3.65)

τότε λαμβάνουμε μία λύση ασύμμετρης σκουλικότρυπας διαφορετικά, παίρνουμε μόνο ακάλυ-

πτες ιδιομορφίες.
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Σχήμα 3.4: Συμπεριφορά των gtt(πορτοκαλί), gρρ(μπλε), areal radius r(πράσινο), drdρ(κόκκινο) και

Ricci scalar(μωβ) ως προς την ισοτροπική ακτίνα για ρo = 1, γ = 0, λ = 2, ν = −0.019. Οι τιμή

του ν έχει επιλεχθεί έτσι ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη (3.5). Το areal radius απειρίζεται κοντά

στα σημεία ρ→∞ και ρ = ρo
1+N
1−N υποδεικνύοντας τις ασυμπτωτικές περιοχές. Ανάμεσα σε αυτές

τις περιοχές το r παρουσιάζει ένα ελάχιστο όπου βρίσκεται ο λαιμός της σκουλικότρυπας.
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Σχήμα 3.5: Σύγκριση των ενεργειακών πυκνοτήτων της λύσης ε > 0 υπό τον περιορισμό %(μπλε)
και της 1η κλάσης λύσεων του Brans %BD(κίτρινο). Τα σημεία μηδενισμού των

dr
dρ(κόκκινο) και

drBD
dρ (μωβ) υποδεικνύουν τους λαιμούς για την κάθε σκουλικότρυπα. ΄Εχουμε θέσει ρo = 1, γ =

0.5, λ = 2, ν ' −5.8 · 10−4
. Η πυκνότητα γίνεται αρνητική και για τα δύο αντικείμενα κάθως

πλησιάζουμε το λαιμό επομένως πέρα από την ΦΕΣ παραβιάζεται και ΑΕΣ.

3.5 Συμπεράσματα

Οι τέσσερις λύσεις του Brans I-IV της BD θεωρίας περιγράφουν μόνο ακάλυπτες ιδιομορφίες ή

σκουλικότρυπες, σύμφωνα με το θεώρημα του Hawking, αλλά ποτέ μελανές οπές. Οι ακάλυπτες

ιδιομορφίες θεωρούνται μή-φυσικές λύσεις γιατί το πρόβλημα αρχικών τιμών δεν είναι καλά ορι-

σμένο σε αυτούς τους χωροχρόνους, κατατρέφοντας την ντετερμινιστική φύση της θεωρίας. Οι

λύσεις αυτές είναι στο κενό με το βαθμωτό πεδίο της θεωρίας να παίρνει το ρόλο μίας effective
ύλης. Η δυναμική του βαθμωτού πεδίου του επιτρέπει να παραβιάζει τις ενεργειακές συνθήκες,

επομένως είναι κατά κάποιο τρόπο αναμενόμενο να μπορούν οι εν λόγω λύσεις να περιγράψουν και

σκουλικότρυπες.

Αυτά τα αντικείμενα θεωρούνται ‘‘εξωτικά’’ γιατί η δημιουργία τους απαιτεί την παρουσία κάποιας

μορφής ύλης η οποία να παραβιάζει της ενεργειακές συνθήκες. Η αυτή παραβίαση είναι προαπαιτο-

ύμενο για μία σκουλικότρυπα διότι στα εν λόγω αντικείμενα πρέπει οι ακτίνες φωτός να συγκλίνουν

καθώς πλησιάζουν το λαιμό και να αποκλίνουν κατά την απομάκρυνσή τους από αυτόν. Η μετα-

βολή από τη σύγκλιση στην απόκλιση πραγματοποιείται μέσω βαρυτικής απώθησης που ασκείται

στις διερχόμενες ακτίνες φωτός, συμπεριφορά η οποία επιτυγχάνεται εάν στην περιοχή κοντά στο

λαιμό υπάρχει αρνητική πυκνότητα ενέργειας. Στη ΓΘΣ η αρνητική πυκνότητα δημουργείται από

μία ‘‘εξωτική ύλη’’ ενώ στην BD από το ίδιο το βαθμωτό πεδίο.

Σκοπός της παρούσας δουλειάς ήταν αρχικά να εξετάσουμε εάν η νέα τροποποιημένη Brans-Dicke
θεωρία μπορεί να δώσει καινούργιες λύσεις μελανών οπών ή σκουλικότρυπων διαφορετικών της

ΓΘΣ και στη συνέχεια να μελετήσουμε τα χαρακτηριστικά τους. Η θεωρία αυτή τροποποιεί την

αρχική BD με την εισαγωγή μίας νέας σταθεράς ν [46, 47] στον όρο σύζευξης της κινητικής

ενέργειας του βαθμωτού πεδίου με την βαρύτητα. Η νέα αυτή σύζευξη δημιουργεί μια επιπλέον

συνεισφορά στην effective ύλη της BD ακόμα και στην περίπτωση του κενού. Λύνοντας τις εξισώσεις

Einstein-Klein-Gordon βρήκαμε καινούργιες λύσεις οι οποίες επηρεάζονται από την σταθερά ν.
Απαιτώντας την απουσία ghosts οι λύσεις χωρίζονται σε δύο ξεχωριστούς κλάδους (ε > 0 και

ε < 0). Οι λύσεις του κλάδου ε < 0 περιγράφουν είτε ακάλυπτες ιδιομορφίες, είτε τη λύση

Schwarzschild είτε, καινούργιες σκουλικότρυπες των οποίων ο λαιμός εξαρτάται από την τιμή του
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ν. Οι λύσεις του κλάδου ε > 0 δίνουν και αυτές ακάλυπτες ιδιομορφίες, την λύση Schwarzschild
και νέες σκουλικότρυπες με τη μόνη διαφορά ότι σε αυτή την περίπτωση δεν επιτεύχθηκε η εξαγωγή

μίας αναλυτικής σχέσης που να συνδέει το μέγεθος του λαιμού με τη σταθερά ν. Παρόλα αυτά,

με βάση την αριθμήτικη ανάλυση που έγινε είναι προφανές ότι και σε αυτή την περίπτωση ο λαιμός

εξαρτάται από το ν. Επιπλέον οι λύσεις αυτού του κλάδου έχουν συνεχές όριο στην 1η κλάση

λύσεων του Brans της αρχικής Brans-Dicke θεωρίας και τις εμπεριέχουν σαν ειδική περίπτωση.

Τέλος εξετάστηκε η παραβίαση των ενεργειακών συνθηκών κοντά στο λαίμο και βρέθηκε ότι και

στις δύο περιπτώσεις πέρα από την ΦΕΣ (NEC) παραβιάζεται και η ΑΕΣ (WEC).
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Κεφάλαιο 4

Echoes συμπαγών αντικειμένων σε
θεωρίες βαθμωτού-τανυστή

4.1 Εισαγωγή

Η ανίχνευση βαρυτικών κυμάτων από την σύγκρουση συμπαγών αντικειμένων προσφέρει νέες ευκαι-

ρίες για μελέτη και περαιτέρω κατανόηση των αντικειμένων αυτών. Οι μελλοντικές παρατηρήσεις,

που θα ακολουθήσουν αυτές του LIGO [147]-[151], θα προσφέρουν καινούργια στοιχεία για τη φύση

της βαρυτικής αλληλεπίδρασης και της αστροφυσικής συμπεριφοράς, σε συνθήκες εξαιρετικά ισχυ-

ρής βαρύτητας. Οι πρόσφατες παρατηρήσεις δεν είναι ακόμα ικανές για να φανερώσουν με ακρίβεια

τη δομή του χωροχρόνου πέρα από την σφαίρα φωτονίων (photon sphere)(PS) ωστόσο αναμένεται

ότι στα επόμενα χρόνια θα είμαστε σε θέση να κατανοήσουμε το strong gravity regime μέσα από

τις μελλοντικές ανιχνεύσεις. Συγκεκριμένα, στις προσδοκίες της επιστημονικής κοινότητας είναι η

ακριβής ανίχνευση της φάσης του ringdown η οποία, σε μικρούς χρόνους χαρακτηρίζεται από μία

σειρά από αποσβενύμενους τρόπους ταλάντωσης γνωστούς ως quasinormal modes (QNMs) [152]-

[155] ενώ σε μεγάλους χρόνους μπορεί να παρουσιάσει ιδιόμορφη συμπεριφορά λόγω μη γνωστής

φυσικής [192].

Η προοπτική είναι ότι οι μελλοντικοί ανιχνευτές θα μας δώσουν πληροφορίες για τους φυσικούς

μηχανισμούς που λαμβάνουν χώρα κοντά στους ορίζοντες γεγονότων των μελανών οπών και θα

μας απαντήσουν για το αν αυτές οι περιοχές περιγράφονται από νέα φυσική. Αντικείμενα πέρα

των μελανών οπών, χωρίς ορίζοντες γεγονότων, κατασκευάστηκαν πρόσφατα και είναι γνωστά στη

βιβλιογραφία ως Exotic Compact Objects (ECOs) [156]-[159]. Οποιαδήποτε διαφοροποίηση της

δομής του χωροχρόνου σε κλίμακες κοντά στον ορίζοντα, θα μπορούσε να παράξει μία σειρά από

echoes τα οποία θα ακολουθούν το αρχικό ringdown [192, 70]. Τα δεδομένα από το LIGO έχουν

ήδη αναλυθεί για το αν περιέχουν echoes [71, 72, 73].

Η γενική θεώρηση με βάση την σημερινή γνώση είναι ότι η κυματομορφή του ringdown καθορίζεται

από τα QNMs τα τελικού προιόντος. Συνεπώς, η ανίχνευση των overtones από το ringdown θα

επιτρέψει την ακριβή μέτρηση χαρακτηριστικών παραμέτρων του συμπαγούς αντικειμένου όπως

η μάζα, το φορτίο και η γωνιακή στροφορμή. Αρκετές μελέτες υποδεικνύουν ότι το ringdown
χαρακτηρίζεται από τα modes που δημιουργούνται λόγω της διέγερσης των φωτονίων που κινούνται

στις ασταθείς κυκλικές τροχίες πάνω στην PS, γνωστά και ως photon sphere modes [74]-[81]. Αυτά

τα QNMs σχετίζονται άμεσα με την ύπαρξη μίας PS και, εάν το αντικείμενο είναι μία ασυμπτωτικά
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επίπεδη μελανή οπή τότε κανένα άλλο είδος από modes δεν διεγείρεται. Από την άλλη, για τα ECOs
παρόλο που τα photon sphere modes συνεχίζουν να υπάρχουν και να καθορίζουν την αρχική φάση

του ringdown - όπως και στις μελανές οπές - δεν ανήκουν πλέον στο QNM φάσμα [192, 70].

Οι σκουλικότρυπες είναι ECO λύσεις των εξισώσεων Einstein οι οποίες συνδέουν μεταξύ τους

διαφορετικά σημεία του σύμπαντος ή ακόμη και δύο διαφορετικά σύμπαντα [82, 83]. Παρολό που

η αιτιακή δομή τους (casual structure) είναι διαφορετική των μελανών οπών, διαθέτουν και αυτές

PSs και συνεπώς μπορούν μιμηθούν τις μελανές οπές στα δεδομένα βαρυτικών κυμάτων εάν κανείς

επικεντρωθεί μόνο στην αρχική φάση του ringdown. Οι Lorentzian σκουλικότρυπες στην ΓΘΣ

συζητήκαν στα [84, 85, 86], χρησιμοποιώντας μία στατική, σφαιρικά συμμετρική μετρική για την

οποία και βρέθηκαν οι συνθήκες για την ύπαρξη μίας traversable σκουλικότρυπας. Δυστυχώς, οι

λύσεις αυτές στο πλαίσιο της ΓΘΣ συνεπάγονται την παραβίαση της null energy condition (NEC).
Για να σχηματιστούν, χρειάζεται να υπάρχει μία κατανομή εξωτικής ύλης, τουλάχιστον στο πλαίσιο

της ΓΘΣ. ΄Εχουν γίνει πολλές προσπάθειες για να κατασκευαστούν σκουλικότρυπες οι οποίες να

μήν παραβιάζουν την NEC [86, 87, 88] σε modified gravity θεωρίες όπως οι Brans-Dicke , f(R)
[90], Einstein-Gauss-Bonnet [91], Einstein-Cartan και γενικές scalar-tensor θεωρίες [92].

Μία σειρά από πρόσφατες μελέτες [192, 70] υποδηλώνει πως η ανίχνευση του ringdown θα μπορούσε

οριστικά να αποδείξει την ύπαρξη ή μη, ενός ορίζοντα γεγονότων γύρο από το συμπαγές αντικείμενο.

Το συμπέρασμά τους βασίζεται στο γεγονός ότι ένα ECO θα είχε μία επιφάνεια ανακλαστικής φύσης

μετά από την PS, αντί για έναν ορίζοντα γεγονότων. Κάτι τέτοιο θα οδηγούσε στη δημιουργία

μία περιοχής παγίδευσης μεταξύ της επιφάνειας και της PS, λόγω της οποίας οι διαταραχές θα

εκδηλώνονταν στους μεγάλους χρόνους σαν echoes. Τέλος, με τον θεωρητικό υπολογισμό των

ringdown για ECO αντικείμενα, όπως οι σκουλικότρυπες, υποστηρίχθηκε ότι η ακριβής παρατήρησή

του σε μεγάλους χρόνους θα είναι ικανή θα διαχωρίσει εάν το εν λόγω αντικείμενο είναι ECO ή

μελανή οπή [192, 70].

Στην παρούσα μελέτη θα εξετάσουμε τα παραγόμενα ringdown σήματα από συμπαγή αντικείμενα

scalar-tensor θεωριών, οι οποίες ανήκουν στην κλάση Horndeski [93] και δίνουν δευτέρας τάξης

εξισώσεις κίνησης στις τέσσερις διαστάσεις [162, 163, 94] (για μία επισκόπηση των θεωριών Horn-
deski βλ. [175]) Η μελανή οπή [179]-[182] και η σκουλικότρυπα [96] τις οποίες θα μελέτησουμε

σχηματίζονται από μία δράση με ένα κανονικό ή phantom βαθμωτό πεδίο αντίστοιχα, το οποίο

είναι συζευγμένο με τον τανυστή Einstein. Οι λύσεις αυτές έχουν κωδικοποιημένο το βαθμω-

τό, και μέτρο της σύζευξής του, μέσα στις μετρικές συναρτήσεις ως primary charge [180, 96],

το οποίο ασυμπτωτικά παίζει το ρόλο μίας effective κοσμολογικής σταθεράς. Η πάροτρυνση για

να θεωρήσουμε τις εν λόγω λύσεις έρχεται από το γεγονός ότι διαθέτουν με φυσικό τρόπο ένα

asymptotic reflective boundary εξωτερικά της PS, το οποίο θα μπορούσε να δώσει μία διαφορετική

συμπεριφορά σε σχέση με τους ασυμπτωτικά επίπεδους χωροχρόνους. Ο anti-de Sitter (AdS) χω-

ροχρόνος είναι αναγκαίος για τις ολογραφικές θεωρίες οι οποίες χτίζονται μέσα από την εφαρμογή

της gauge/gravity duality (δυικότητα). Σκοπός της ολογραφίας είναι η μελέτη strongly coupled
φαινομένων χρησιμοποιώντας dual βαρυτικά συστήματα όπου το coupling είναι ασθενές [97]. Αυτή

η δυικότητα, η οποία είναι καλά θεμελιωμένη στις θεωρίες χορδών, έχει πολλές ενδιαφέρουσες ε-

φαρμογές μία εκ των οποίων είναι και η φυσική συμπηκνωμένης ύλης (condensed matter physics).
Σε αυτά τα μοντέλα, οι AdS μαύρες τρύπες στο βαρυτικό κλάδο έχουν ουσιαστικό ρόλο έτσι ώστε

να επιτευχθεί ένα πλούσιο phase structure στο σύστημα της συμπηκνωμένης ύλης που βρίσκεται

στο conformal boundary (για μία επισκόπηση βλ. [98]). Οι ολογραφικές θεωρίες πυροδότησαν

την επιστημόνική κοινότητα για εκτενή μελέτη των AdS μελανών οπών, του σχηματισμού και της

ευστάθειάς τους, των οποίων τα QNMs δίνουν πληροφορία για την προσέγγιση προς τη θερμική

ισορροπία της dual θεωρίας στο conformal bourdary [99].
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Οι σκουλικότρυπες σε AdS χώρους μελετήθηκαν στο [100] σε μία προσπάθεια μελέτης των φυσικών

μηχανισμών που λαμβάνουν χώρα σε κλειστά σύμπαντα (closed universes). Αυτή η συζήτηση συν-

δέεται με τον πληθωρισμό και την αστάθεια του κενού (vacuum decay). Μία ιδιαίτερη υλοποίηση

των παραπάνω ιδεών βρίσκεται στο σχηματισμό των baby-Universes μέσω quantum tunneling τα

οποία εν τέλει αποσυνδέονται από το θυγατρικό σύμπαν [101]. Πρόσφατα, η σύνδεση της φυσικής

των σκουλικοτρύπων με αυτή των κλειστών συμπάντων επανεξετάστηκε στο [102], χρησιμοποι-

ώντας χαρακτηριστικά που σχετίζονται με μία αρνητική κοσμολογική σταθερά και ασυμπτωτικά

AdS χωροχρόνους.

Σκοπός μας είναι να εξετάσουμε το ringdown των προαναφερθέντων συμπαγών αντικειμένων των

scalar-tensor θεωρίων, θεωρώντας τη διάδοση ενός εξωτερικού, ελάχιστα συζευγμένου με τη με-

τρική βαθμωτού πεδίου, με την ελπίδα οτι αυτά τα δύο αντικείμενα θα δίνουν διαφορετική μεταξύ

τους συμπεριφορά, παρόλο που και τα δύο χαρακτηρίζονται από μία σφαίρα φωτονίων και ένα α-

συμπτωτικό AdS σύνορο. Θα χρησιμοποιήσουμε τη μεθοδολογία των [103, 104] θεωρώντας ένα

εξωτερικό δοκιμαστικό βαθμωτό πεδίο στη δράση. Υπογραμμίζουμε ότι το βαθμωτό αυτό δεν ισο-

δυναμεί με το βαρυτικό βαθμωτό πεδίο της θεωρίας το οποίο κάνει backreaction στη μετρική για

να δώσει τις scalarized λύσεις που έχουμε θεωρήσει. Μέσα από την παραπάνω ανάλυση μελετούμε

τη αντίδραση των δύο λύσεων κάτω από μικρές διακυμάνσεις, η οποία κωδικοποιεί την πληρο-

φορία του βαρυτικού βαθμωτού το οποίο παράγει με φυσικό τρόπο ένα effective σύνορο παρόλο

που δεν υπάρχει κάποια κοσμολογική σταθερά στη δράση. Πιο περίπλοκα non-minimal couplings
έχουν αναλυθεί σε αυτά τα μοντέλα, αν και η αλληλεπίδραση μεταξύ του δοκιμαστικού και του

βαρυτικού βαθμωτού δημιουργεί μία κρίσιμη τιμή της σταθεράς σύζευξης κάτω από την οποία δεν

ικανοποιούνται οι απαιτούμενες συνοριακές συνθήκες για τα QNMs [104].

Η δουλειά είναι οργανωμένη ως εξής. Στην ενότητα 4.2 γίνεται μία ανασκόπηση της μελανής οπής

και της σκουλικότρυπας που θα μελετηθούν. Στην 4.3 υπολογίζονται τα ενεργά δυναμικά για ένα

βαθμωτό πεδίο που σκεδάζεται σε αυτούς τους δύο χωροχρόνους. Στην ενότητα 4.4 συζητάμε

το πλαίσιο της αριθμητικής ολοκλήρωσης και της χρονική εξέλιξης των διαταραχών ενώ, στις δύο

επόμενες παρουσιάζονται τα αποτελέσματα για την μελανή οπή και τη σκουλικότρυπα αντίστοιχα.

Τέλος στην 4.6 είναι τα συμπεράσματά μας.

4.2 Αναλυτικές λύσεις συμπαγών αντικειμένων

Παρακάτω παρουσιάζουμε συνοπτικά δύο αναλυτικές λύσεις [180, 96] της Λαγκρανζιανής Horn-
denski με μη-ελάχιστη ζεύξη στον κινητικό όρο (non-minimal kinetic coupling)

S =

∫
dx4√−g

{
R
8π
− [ε gµν + η Gµν ]φ,µφ,ν

}
, (4.1)

όπου R είναι το βαθμωτό Ricci, Gµν ο τανυστής Einstein, gµν ο μετρικός τανυστής με g = det gµν ,
φ ένα πραγματικό άμαζο βαθμωτό πεδίο και η η σταθερά σύζευξης του κινητικού όρου με τη

βαρύτητα με διαστάσεις μήκους στο τετράγωνο. ΄Οταν ε = 1 η θεωρία περιέχει ένα κανονικό

(canonical) βαθμωτό πεδίο με θετική κινητική ενέργεια ενώ, για ε = −1 ένα phantom πεδίο με

αρνητική κινητική ενέργεια.

Η λύση μελανής οπής [180] είναι στατική, σφαιρικά συμμετρική και ασυμπτωτικά Anti-de Sitter
(AdS). Η μετρική της δίνεται από

ds2 = −f(r)dt2 + g(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) , (4.2)
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όπου

f(r) =
1

4

(
3− 8µ

r
+
r2

3l2η
+
lη
r

arctan
r

lη

)
, (4.3)

g(r) =
(r2 + 2l2η)

2

(r2 + l2η)
2 4f(r)

, (4.4)

Ψ2(r) ≡
(
φ′(r)

)2
= − ε

8πl2η

r2(r2 + 2l2η)
2

(r2 + l2η)
3 4f(r)

. (4.5)

Εδώ να τονίσουμε πως η παραπάνω μετρική περιγράφει μία μελανή οπή μόνο όταν ε = 1 και εη < 0
(βλ. [180, 96] για λεπτομέρειες). Το µ είναι μία σταθερά ολοκλήρωσης που έχει το ρόλο της

μάζας και το lη =
√
|εη| μία παράμετρος που χαρακτηρίζει το μέτρο της σύζευξης του κινητικού

όρου. Λόγω του arctan, η ακτινική συντεταγμένη παίρνει τιμές στο διάστημα r ∈ (0,∞). Στο όριο

r → 0 η συνάρηση f(r) δίνει ασυμπτωτικά Schwarzschild συμπεριφορά δηλαδή, f(r) ≈ 1 − 2µ
r ,

ενώ για r →∞ παίρνουμε f(r) ≈ 3
4 + r2

12l2η
δηλαδή ασυμπτωτικά AdS συμπεριφορά. Να σημειωθεί

ότι μέσα στις συναρτήσεις της μετρικής (4.3) και (4.4), εμφανίζεται το η σταθερά σύζευξης lη
μεταξύ βαθμωτού πεδίου και καμπυλότητας. Επομένως, η συγκεκριμένη μελανή οπή είναι hairy και

χαρακτηρίζεται επιπλέον και από το βαθμωτό πεδίο (4.5).

Η σκουλικότρυπα που βρέθηκε στο [96], ακολουθώντας τη λογική του [180], δίνεται από
1

ds2 = −f(ξ)dt2 + g(ξ)dξ2 + (ξ2 + a2)(dθ2 + sin2 θdϕ2) . (4.6)

όπου εη < 0, ε = −1 και

g(ξ) =
ξ2(ξ2 + a2 + 2l2η)

2

(ξ2 + a2)(ξ2 + a2 + l2η)
2F (ξ)

, (4.7)

f(ξ) =
a√

ξ2 + a2
exp

[∫ ξ

0

ξ(ξ2 + a2 + 2l2η)
2

l2η(ξ
2 + a2)(ξ2 + a2 + l2η)F (ξ)

dξ

]
, (4.8)

Ψ2(ξ) ≡
(
φ′(r)

)2
= − ε

8πl2η

ξ2(ξ2 + a2 + 2l2η)
2

(ξ2 + a2)(ξ2 + a2 + l2η)
3F (ξ)

, (4.9)

με

F (ξ) = 3− 8µ√
ξ2 + a2

+
ξ2 + a2

3l2η
+

lη√
ξ2 + a2

arctan

(√
ξ2 + a2

lη

)
. (4.10)

Παρατηρούμε ότι πάλι η σταθερά σύζευξης εμφανίζεται μέσα στη μετρική και το phantom βαθμω-

τό πεδίο που δημιουργεί τη σκουλικόρυπα δίνεται από την (4.9). Η συνάρηση F (ξ) παρουσιάζει

ελάχιστο στο ξ = 0, όποτε για να είναι παντού θετική απαιτούμε F (0) > 0. Από την τελευταία

εξάγουμε ένα όριο για τις τιμές που μπορεί να λάβει η σταθερά της μάζας µ

2µ < a

(
3

4
+
α2

12
+

1

4α
arctanα

)
, (4.11)

όπου α ≡ a/lη μία αδιάστατη παράμετρος που ορίζει το λόγο της ακτίνας του λαιμού a σε σχέση

με τη σταθερά σύζευξης lη. Μακριά από το λαιμό στο όριο |ξ| → ∞, οι συναρτήσεις g(ξ) και f(ξ)
λαμβάνουν την ασυμππτωτική μορφή

g(ξ) = 3
l2η
ξ2

+O

(
1

ξ4

)
, f(ξ) = A

ξ2

l2η
+O(ξ0) , (4.12)

1
Σημειώνεται ότι οι συντεταγμένες (t, ξ, θ, φ) σε αυτή την περίπτωση δεν είναι οι συνήθεις Schwarzschild συ-

ντεταγμένες αφού το ξ δεν είναι η ακτίνα καμπυλότητας των σφαιρών συμμετρίας ξ =ςονστ> 0.
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όπου το A εξαρτάται από τα a, lη, µ και μπορεί να υπολογιστεί μόνο αριθμητικά. Αυτή η συμπεριφορά

υποδηλώνει ότι ασυμπτωτικά έχουμε ένα χώρο AdS με σταθερή αρνητική καμπυλότητα. Κοντά στο

λαιμό ξ = 0 βρίσκουμε

g(ξ) = B
ξ2

l2η
+O(ξ4) , f(ξ) = 1 +O(ξ2) , (4.13)

όπου το B εξαρτάται από τα α και µ. Επιπλέον το σύστημα συντεταγμένων καταρέει στο ξ = 0
όπου g(0) = 0.

4.3 Διάδοση βαθμωτού πεδίου σε χωροχρόνους συμπαγών

αντικειμένων

Στην παρούσα μελέτη ενδιαφερόμαστε να αναλύσουμε την αντίδραση των συμπαγών αντικειμένων

που παρουσιάστηκαν παραπάνω, στην περίπτωση όπου διαταράσονται από τη διάδοση ενός εξωτε-

ρικού βαθμωτού πεδίου που έχει ελάχιστη σύζευξη με τη βαρύτητα. Να σημειωθεί ότι με τη λέξη

‘‘εξωτερικό’’ δεν εννοούμε το (βαρυτικό) βαθμωτό πεδίο της θεωρίας (;;) αλλά ένα καινούργιο,

ξένο βαθμωτό πεδίο ως προς τα υπό μελέτη αντικείμενα. Η διάδοση μίας άμαζης βαθμωτής διατα-

ραχής Φ στο χωροχρόνο ενός συμπαγούς αντικειμένου (ο οποίος θα δίνεται από μία μετρική gµν)
διέπεται από την εξίσωση Klein-Gordon

�Φ = 0⇐⇒ 1√
−g

∂µ
[√
−ggµν∂νΦ

]
= 0 . (4.14)

Λόγω σφαιρικής συμμετρίας του χωροχρόνου μπορούμε να αναλύσουμε το βαθμωτό Φ(t, ρ, θ, φ)
στο ακτινικό και το γωνιακό κομμάτι του υποθέτωντας ότι έχει τη μορφή

Φ(t, ρ, θ, φ) =
ψ(ρ, t)

R(ρ)
Ylm(θ, φ) , (4.15)

όπου Ylm είναι οι σφαιρικές αρμονικές, ρ μία γενική ακτινική συντεταγμένη και R(ρ)2 μία συνάρτηση

του ρ. Η (4.14) μετά από λίγη άλγεβρα μπορεί να έρθει σε μορφή που παρομοιάζει τη εξίσωση

Schrodinger [
∂2

∂t2
− ∂2

∂ρ2
∗

+ V (ρ)

]
ψ(ρ, t) = 0 , (4.16)

με ένα ενεργό δυναμικό (effective potential) της μορφής

V (ρ) = f(ρ)

(
`(`+ 1)

R(ρ)2
+

R
′′
(ρ)

g(ρ)R(ρ)
+

f ′(ρ)R′(ρ)

2g(ρ)f(ρ)R(ρ)
− g′(ρ)R′(ρ)

2g2(ρ)R(ρ)

)
, (4.17)

όπου ` ο κβαντικός αριθμός της γωνιακής στροφορμής και ρ∗ η συνήθης tortoise συντεταγμένη

οριζόμενη από τη σχέση

dρ∗ =

√
g(ρ)

f(ρ)
dρ .

Η εξίσωση (4.16) δείχνει πως το πρόβλημα το βαθμωτών διαταραχών σε συμπαγή αντικείμενα μπορεί

να αναχθεί σε ένα απλό μονοδιάστατο πρόβλημα σκέδασης με ένα effective δυναμικό. Εφαρμόζοντας

αυτή τη διαδικασία στη μελανή οπή (4.3)-(4.5) και στη σκουλικότρυπα (4.7)-(4.9) βρίσκουμε τα
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Σχήμα 4.1: Ενεργό δυναμικό βαθμωτών διαταραχών με ` = 1 για τη μελανή οπή (4.3)-

(4.5)(αριστερά) και τη σκουλικότρυπα (4.7)-(4.9) (δεξιά) με ακτίνα λαιμού a = 1, για τρεις διαφο-

ρετικές τιμές του lη και με µ = 0.1.

αντίστοιχα ενεργά δυναμικά που ένα εξωτερικό βαθμωτό πεδίο ‘‘αισθάνεται’’ όταν διαδίδεται σε

αυτούς τους χωροχρόνους.

Η εικόνα 4.1 παρουσιάζει τα ενεργά δυναμικά για διάφορες τιμές της σταθεράς σύζευξης. Πα-

ρατηρούμε ότι η μελανή οπή παρουσιάζει μία κορυφή ακριβώς έξω από τον ορίζοντα γεγονότων

ενώ ασυμπτωτικά το δυναμικό απειρίζεται. Αυτός ο απειρισμός κωδικοποιεί την ασυμπτωτική AdS
συμπεριφορά του χωροχρόνου. Η αύξηση του lη οδηγεί στην απομάκρυνση του συνόρου γεγονός

το οποίο εξηγείται από το ότι η σταθερά σύζευξης έχει διαστάσεις μήκους στο τετράγωνο. Υπό μία

έννοια το lη δρα σαν αντίστροφη κοσμολογική σταθερά συνεπώς, στο όριο lη →∞ ο χωροχρόνος

γίνεται ασυμπτωτικά επίπεδος, κάτι που θα αντιστοιχούσε σε μηδενική κοσμολογική σταθερά. Το

δυναμικό της σκουλικότρυπας έχει αρκετά διαφορετική μορφή σε σχέση με την μελανής οπής, όπως

φαίνεται στο σχήμα 4.1. Υπάρχει μία κορυφή στο λαιμό ξ = 0, που αντιστοιχεί στην σφαίρα

φωτονίων (photon sphere) (PS) ενώ ασυμπτωτικά το δυναμικό απειρίζεται. Η επίδραση του lη
είναι και σε αυτή την περίπτωση εμφανής. Αν και δεν αποδείχθηκε αναλυτικά, η αριθμητική μας

μελέτη υποδεικνύει πως και οι δύο κορυφές του V εμφανίζονται κοντά στην PS, αφού το ύψος τους

επηρεάζεται κυρίως από την τιμή του ` που σχετίζεται άμεσα με την ενέργεια των παγιδευμένων

φωτονιών στις ασταθείς κυκλικές τροχιές της PS.

4.4 Αριθμητική ολοκλήρωση - Χρονική εξέλιξη

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζουμε συνοπτικά το πλαίσιο της αριθμητικής διαδικάσιας ολοκλήρω-

σης, βασισμένοι στο [105], το οποίο θα μας δώσει την αντίδραση του συμπαγούς αντικειμένου ως

προς το χρόνο, όταν διαταράσσεται από ένα βαθμωτό πεδίο. Ορίζοντας ψ(ρ∗, t) = ψ(i∆ρ∗, j∆t) =
ψi,j , V (ρ(ρ∗)) = V (ρ∗, t) = V (i∆ρ∗, j∆t) = Vi,j , η εξίσωση (4.16) γράφεται

ψi+1,j − 2ψi,j + ψi−1,j

∆ρ2
∗

− ψi,j+1 − 2ψi,j + ψi,j−1

∆t2
− Viψi,j = 0 . (4.18)

Χρησιμοποιώντας σαν αρχική συνθήκη ένα Γκαουσιανό κυματοπακέτο (Gaussian wave-packet) της

μορφής ψ(ρ∗, t) = exp
[
− (ρ∗−c)2

2σ2

]
και ψ(ρ∗, t < 0) = 0, όπου c και σ αντιστοιχούν στο κέντρο και

2R(ρ) ≡ R(r) = r για την λύση της μελανής οπής και R(ρ) ≡ R(ξ) =
√
ξ2 + a2 για την σκουλικότρυπα.
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το πλάτος του κυματοπακέτου, μπορούμε να βρούμε την χρονική εξέλιξη του βαθμωτού πεδίου ψ
από τη σχέση

ψi,j+1 = −ψi,j−1 +

(
∆t

∆ρ∗

)2

(ψi+1,j + ψi−1,j) +

(
2− 2

(
∆t

∆ρ∗

)2

− Vi∆t2
)
ψi,j , (4.19)

όπου η συνθήκη ευστάθειας Von Neumann της μεθόδου, απαιτεί
∆t

∆ρ∗
< 1. Επιπλέον, το ενεργό

δυναμικό είναι θετικό και μηδενίζεται πάνω στον ορίζοντα της μελανής οπής (αλλά όχι πάνω στο

λαιμό της σκουλικότρυπας), αλλά απειρίζεται όταν r → ∞ (ή |ξ| → ∞). Αυτό επιβάλλει στο ψ
να μηδενίζεται στο άπειρο και για τα δύο αντικείμενα που αντιστοιχεί σε ανακλαστικές (reflective)
συνοριακές συνθήκες. Για να υπολογίσουμε τις ακριβείς τιμές του δυναμικού Vi, ολοκληρώνουμε

αριθμητικά την διαφορική εξίσωση για την tortoise συντεταγμένη και μετά την λύνουμε ως προς

την αντίστοιχη ακτινική συντεταγμένη. Κατά τη διάρκεια της αριθμητικής ολοκλήρωσης, πραγμα-

τοποιήθηκαν διάφορα τεστ σύγκλισης των αποτελεσμάτων χρησιμοποιώντας διαφορετικά βήματα

ολοκλήρωσης και αριθμητικής ακρίβειας των εσωτερικών υπολογισμών, με σκοπό να επιβεβαιωθεί

η τελική μορφή των παρακάτω αποτελεσμάτων.

Στις ενότητες που ακολουθούν θέτουμε την μάζα και των δύο αντικειμένων µ = 0.1 και υπολο-

γίζουμε την χρονική εξέλιξη των διαταραχών πολύ κοντά στον ορίζοντα γεγονότων για τη μελανή

οπή, και στο ξ = 0.01 για τη σκουλικότρυπα.

4.5 Μελανή οπή

Το σχήμα 4.2 παρουσιάζει τη χρονική εξέλιξη των βαθμωτών διαταραχών στο χωροχρόνο (;;)-(;;).

Το κύριο χαρακτηριστικό που παρατηρούμε είναι η παραγωγή echoes που ακολουθεί το αρχικό

quasinormal ringdown. Το μοτίβο τους γίνεται πιο εμφανές για πιο μεγάλες τιμές του ` λόγω του

ότι μεταφέρεται περισσότερη ενέργεια από την PS όταν διαταράσσεται. Από την άλλη, για σφαιρικά

συμμετρικές διαταραχές ` = 0, τα echoes δεν είναι εμφανή γιατί η PS δεν διεγείρεται επαρκώς. Η

ανάλυσή μας επιβεβαιώνει ότι ο ρυθμός πτώσης των βαθμωτών διαταραχών είναι εκθετικός όπως

και στο [99, 108], κάτι που φαίνεται πιο καθαρά για ` = 0. Αυτή η συμπεριφορά δεν παρατηρείται

στην περίπτωση των ασυμπτωτικά επίπεδων μελανών οπών, όπου μετά το quasinormal ringing
παρατηρείται μία power-law πτώση [105, 113, 114], και της οποίας η εμφάνιση συνδέεται με την

ασυμπτωτική συμπεριφορά του χρονοειδούς άπειρου στους AdS χώρους το οποίο δρα σαν ανακλα-

στική επιφάνεια. Τα echoes έχουν αρκετά μικρότερο πλάτος σε σχέση με το αρχικό ringdown
που είναι σε συμφωνία με τις μελέτες [103, 104, 115] και την απορροφητική φύση του όριζοντα,

υποδεικνύοντας την ευστάθεια του αντικειμένου.

Στο σχήμα 4.3 παρουσιάζεται η επίδραση της σταθεράς σύζευξης. ΄Οταν το lη αυξάνεται το σύνορο

του AdS χώρου απομακρύνεται από τον ορίζοντα (βλ.σχήμα 4.1). Ως εκ τούτου, το ανακλόμενο

κύμα από την PS έχει να διανύσει μεγαλύτερη απόσταση μέχρι να συναντήσει το AdS σύνορο,

να ανακλαστέι, και να επιστρέψει για να ξανα-διαταράξει την PS. ΄Αρα η αύξηση του lη οδηγεί

στην καθυστέρηση της άφιξης των echoes. Σε αυτό το σημείο είναι σημαντικό να σημειώσουμε

ότι τα echoes δεν δημιουργούνται λόγω παγίδευσης των διαταραχών ανάμεσα στην PS και την

επιφάνεια του αντικειμένου αλλά, λόγω της ασυμπτωτικής συμπεριφοράς του χώρου στο άπειρο.

Αυτή η διαφορά μπορεί να έχει σημαντικές επιπτώσεις στο πλαίσιο της αντιστοιχίας AdS/CFT εάν

εισαχθεί μία αρνητική κοσμολογική σταθερά. Σε αυτό το πλαίσιο ένα ringdown στο bulk αντιστοιχεί

στην προσέγγιση σε θερμική ισορροπία στο σύνορο, όπου ισχύει η CFT. Παρόλα αυτά, δεν έχει

βρεθεί ακόμη μία ακριβής ερμηνεία στο σύνορο, για μια ακολουθία από ringdowns, όπως τα echoes
(βλ. [123, 124] για περισσότερες λεπτομέρειες σχετικά με το ρόλο των echoes στη AdS/CFT).
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Σχήμα 4.2: Χρονική εξέλιξη βαθμωτών διαταραχών με ` = 0 (πάνω πάνελ) ` = 1 (κεντρικό πάνελ)

και ` = 2 (κάτω πάνελ) διαδιδόμενων στο χωροχρόνο της μελανής οπής (;;)-(;;) με µ = 0.1 και

lη = 1.
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Σχήμα 4.3: Χρονική εξέλιξη των διαταραχών για ` = 2 στο χωροχρόνο της μαύρης τρύπας (;;)-(;;)

με µ = 0.1 και lη = 4 (αριστερά), lη = 5 (δεξιά). Ο μαύρες διακεκομένες γραμμές υποδηλώνουν τις

χρονικές στιγμές που αναμένεται η άφιξη του επόμενου echo όπως αυτές υπολογίστηκαν από την

(4.20).

Για να κατανοήσουμε καλύτερα την επίδραση του lη στο χρόνο άφιξης των echoes, υπολογίσαμε

αριθμητικά το χρόνο που χρειάζεται μία ακτίνα φωτός για να διανύσει μία διαδρομή από την PS
μέχρι το AdS σύνορο και πάλι πίσω. Για μία μετρική της μορφής (4.2) αύτη χρονική διαφορά δίνεται

από [192, 125]

∆t = 2

∫ Boundary

PS

√
g(r)

f(r)
dr . (4.20)

΄Οπως φαίνεται από τα διαγραμμάτα 4.3, η χρονική θέση των echoes όπως προέκυψε από την

αριθμητική ολοκλήρωση, είναι σε πολύ καλή συμφωνία με τις τιμές των ∆t που υπολογίστηκαν από

την (4.20) (βλ. μαύρες διακεκομμένες γράμμες στο σχήμα). Αυτή η συμφωνία ενισχύει περαιτέρω

την ερμηενεία, ότι ο σχηματισμός των echoes δημιουργείται λόγω δευτερογενών διαταραχών της

PS από τα ανακλόμενα στο AdS σύνορο κύματα.

4.6 Σκουλικότρυπα

Στην εικόνα 4.4 απεικονίζεται η συμπεριφορά του εξωτερικού βαθμωτού πεδίου καθώς διαδίδεται

μέσα στο χωροχρόνο της σκουλικότρυπας (4.8)-(4.9). Η απόκριση του αντικειμένου παρουσιάζει

και σε αυτή την περίπτωση echoes ύστερα από το αρχικό ringdown, το οποίο δημιουργείται λόγω

της πρωταρχικής σκέδασης του βαθμωτού πεδίου με την PS. ΄Οπως και στην περίπτωση της με-

λανής οπής, οι ` = 0 διαταραχές δεν διεγείρουν επαρκώς την PS δημιουργώντας echoes λιγότερο

ταλαντευόμενα σε σχέση με αυτά που λαμβάνουμε για ` > 0. Ωστόσο, παρατηρούμε πως το πλάτος

τους δεν φθίνει με το χρόνο, σε αντίθεση με τη μελανή οπή.

Αυτή η διαφορετική συμπεριφορά δημιουργεί ένα εύκολο κριτήριο για να διαχωρίσει κανείς εάν το

αντικείμενο υπό μελέτη είναι μελανή οπή ή σκουλικότρυπα. Ο υποκείμενος μηχανισμός που οδηγεί

σε αυτό το σήμα μπορεί να κατανοηθεί εύκολα από το γεγονός ότι τώρα, αντί για έναν ορίζοντα

γεγονότων έχουμε έναν λαιμό σκουλικότρυπας, συνεπώς, η συνολική ενέργεια διατηρείται και δεν

χάνεται πίσω από κάποιον ορίζοντα. Το πεδίο μας ταξιδεύει μέσα από το λαιμό προς τη δεύτερη

περιοχή της σκουλικότρυπας και στη συνέχεια ανακλάται από το δεύτερο AdS σύνορο (βλ.σχήμα

4.1).
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Η επίδραση της σταθεράς σύζευξης lη δίνεται στο σχήμα 4.5. Πέρα από το γεγονός ότι έχουμε

echoes μετά το αρχικό ringdown, βλέπουμε ότι το lη δρα σαν ένα μέτρο του διαθέσιμου χώρου στο

σύμπαν, αφού για πιο υψηλές τιμές του το πεδίο έχει να ταξιδέψει μεγαλύτερη απόσταση ανάμεσα

στο λαιμό και το AdS σύνορο. Ως επακόλουθο, δημιουγείται μία αναλογία μεταξύ του lη και

του χρόνου διαστήματος που περιμένουμε να εμφανιστούν τα echoes. Για να το επαληθεύσουμε,

υπολογίζουμε αυτό το χρονικό διάστημα, όπως και στην περίπτωση της μελανής οπής, από τη σχέση

∆t = 2

∫ Boundary

Throat

√
g(r)

f(r)
dr . (4.21)

΄Οπως φαίνεται και στο σχήμα 4.5, η χρονική θέση των echoes από την αριθμητική ολοκλήρωση, ε-

ίναι σε συμφωνία με τις τιμές των ∆t που υπολογίστηκαν από την (4.21) (βλ. μαύρες διακεκομμένες

γράμμες στο σχήμα). Αυτή η συμφωνία επιβεβαιώνει ότι τα echoes παράγονται λόγω της ανακλα-

στικής φύσης του AdS συνόρου και όχι λόγω κάποιας διπλής κορυφής (double barrier) στο ενεργό

δυναμικό κοντά στο λαιμό, όπως συμβαίνει συνήθως στις λύσεις που περιγράφουν σκουλικότρυπες

(βλ. [192], [126]-[206]).

Η ύπαρξη echoes με πλάτος όμοιο με του αρχικού ringdown υποδεικνύει πως τέτοια αντικείμενα

μπορεί να χαρακτηρίζονται από κανονικούς τρόπους ταλάντωσης (normal modes) παρόμοιους με

αυτούς που βρέθηκαν στα [129, 130, 131]. Για την ακρίβεια, θα μπορούσε κανείς να κάνει μία

ανάλυση του βαθμωτού πεδίου (mode decomposition) έτσι ώστε να υπολογίσει αυτές τις συχνότη-

τες. Στην περίπτωσή μας η περίπλοκη μορφή της μετρικής κάνει μια τέτοια ανάλυση δύσκολη σε

τεχνικό επίπεδο. Από τη στιγμή που τα echoes εμφανίζονται σε συγκεκριμένα χρονικά διαστήματα

(timescales) κάποιος μπορεί να δελεαστεί να προσεγγίσει αυτές τις συχνότητες με μία σχέση της

μορφής ω ∼ 2π/∆t. Η αριθμητική μας ανάλυση υποδεικνύει ότι ω ∼ µ/lη, ενώ το ` δεν εμφανίζεται

να έχει κάποια σημαντική συνεισφορά σε αυτή την προσέγγιση, πέρα από το γεγονός ότι επηρεάζει

την συχνότητα ταλάντωσης του κάθε ringdown.

Extremal σκουλικότρυπα

Μέχρι στιγμής, οι τιμές των παραμέτρων που έχουμε θεωρήσει για την σκουλικότρυπα, ανταπο-

κρίνονται σε ένα ενεργό δυναμικό με μία μοναδική κορυφή στο λαιμό και δύο περιοχές πιθανής

παγίδευσης του πεδίου (πηγάδια δυναμικού). Εάν διαλέξουμε παραμέτρους τέτοιες ώστε η μάζα

να προσεγγίζει (ή να είναι ίση) με την οριακή της τιμή µ ' µextreme (βλ. σχέση (4.11)), τότε το

ενεργό δυναμικό παρουσιάζει δύο κορυφές κοντά στο λαιμό, ειδικά για υψηλές τιμές του `. Σε αυτή

την περίπτωση εμφανίζονται τρεις περιοχές πιθανής παγίδευσης του πεδίου οι οποίες επηρεάζονται

από την ακτίνα του λαιμού, την μάζα, και τη γωνιακή στροφορμή με τρόπο ο οποίος φαίνεται στο

σχήμα 4.6. Τα τρία πηγάδια δυναμικού θα οδηγήσουν σε echoes που παράγονται από δύο είδη

περιοχών διαφορετικής φύσεως: τις αρχικές περιοχές μεταξύ της PS και του συνόρου AdS, και μία
καινούργια περιοχή στο λαιμό της σκουλικότρυπας.
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Σχήμα 4.4: Χρονική εξέλιξη των διαταραχών με ` = 0 (πάνω πάνελ) ` = 1 (μεσσαίο πάνελ), ` = 2
(κάτω πάνελ) στο χωροχρόνο της σκουλικότρυπας (4.8)-(4.9) με lη = 10, µ = 0.1 και a = 1.
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Σχήμα 4.7: Χρονική εξέλιξη βαθμωτών διαταραχών με ` = 5 στο χωροχρόνο της σκουλικότρυπας

με µ = µextreme ≈ 0.37, a = 1 και lη = 5 (πάνω πάνελ), lη = 7 (κάτω πάνελ).
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Σχήμα 4.5: Χρονική εξέλιξη των διαταραχών με ` = 1 στο χωροχρόνο της σκουλικότρυπας (4.8)-

(4.9) με µ = 0.1, a = 1 και lη = 5 (αριστερά), lη = 10 (δεξιά).

a  1.1 , μ=0.42
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Σχήμα 4.6: Αριστερό πάνελ: Ενεργό δυναμικό με lη = 1 , ` = 10 και µ = µextreme για διάφορες

τιμές της ακτίνας του λαιμού a. Δεξί πάνελ: Ενεργό δυναμικό με lη = 1 , a = 1 , µ = µextreme για

διάφορες τιμές της γωνιακής στροφορμής `.

Στο σχήμα 4.7 παρατηρούμε μία νέα συμπεριφορά η οποία δεν εμφανιζόταν στις προγούμενες περι-

πτώσεις. Εκτός από τα αρχικά echoes που παράγονται από το AdS σύνορο, έχουμε και την εμφάνιση

δευτερογενών echoes, με μικρότερο πλάτος, που προέρχονται από την νέα περιοχή παγίδευσης που

σχηματίζεται στο λαιμό της σκουλικότρυπας. Παρατηρούμε επίσης πως λόγω της συμβολής μετα-

ξύ των echoes, το σήμα καταλήγει να δείχνει θορυβώδες για μεγάλους χρόνους. Παρόλα αυτά η

ύπαρξη echoes από δύο διαφορετικές περιοχές παγίδευσης που προκύπτουν φυσικά σε χωροχρόνο

σκουλικότρυπας, αναφέρεται εδώ για πρώτη φορά.

Συμπεράσματα

Στην παρούσα εργασία εξετάστηκε η συμπεριφορά βαθμωτών διαταραχών διαδιδόμενους σε χω-

ροχρόνους μελανών οπών και σκουλικότρυπων με effective AdS συμπεριφορές στο ασυμπτωτικό

άπειρο, λόγω της αλληλεπίδρασης ενός νέου βαθμωτού πεδίου Φ με την βαρύτητα. Η συμπεριφορά

των διαταραχών είναι παρόμοια για τα δύο είδη αντικειμένων. Μετά το αρχικό ringdown παρατηρε-

ίται η εμφάνιση echoes των οποίων ο χρόνος εμφάνισης (timescale) είναι ανάλογος της σταθεράς

σύζευξης μεταξύ του βαθμωτού Φ και της βαρύτητας. Η ύπαρξη του AdS συνόρου στην λύση της

μελανής οπής, οδηγεί σε σήματα με παρόμοια συμπεριφορά με αυτή που λαμβάνουμε από μία μαύρη

τρύπα με κβαντικές διορθώσεις στον ορίζοντα γεγονότων [207]. Επιπλέον, μία τέτοια συμπεριφορά
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μπορεί να έχει ενδιαφέρουσες εφαρμοφές στο πλαίσιο της AdS/CFT αντιστοιχίας (βλ. [123, 124]

για μία ολογραφική περιγραφή των echoes στην dual CFT).

Παρόλο που η σκουλικότρυπα στην παρούσα εργασία παρουσιάζει ένα ενεργό δυναμικό με μία κο-

ρυφή κοντά στο λαιμό, παρόμοιο με αυτά των Bronnikov-Ellis και Morris-Thorne σκουλικότρυπων

[137, 138, 136, 84], έχουμε παραγωγή echoes από την ανακλαστική συμπεριφορά του AdS συνόρου.

Για την περίπτωση της extremal σκουλικότρυπας παρατηρούνται δύο είδη από echoes λόγω του

συνορού AdS και του πηγαδιού που σχηματίζεται πάνω στο λαιμό. Το μοτίβο αυτό είναι παρομοίο

με αυτο που βρέθηκε στο [139] αν και στην δική μας περίπτωση οι περιοχές παγίδευσης εμφανίζο-

νται φυσικά στο δυναμικό για συγκεκριμένες επιλογές των παραμέτρων της θεωρίας και της λύσης

και δεν εισαγάγονται με το ‘‘χέρι’’.

Τέλος, σε αντίθεση με την περίπτωση της μελανής οπής, τα echoes στη σκουλικότρυπα δεν φθήνουν

με το χρόνο και διατηρούν πλάτος ίδιο με του αρχικού ringdown. Η συμπεριφορά αυτή υποδεικνύει

την ύπαρξη κανονικών τρόπων ταλάντωσης και πιθανών ασταθειών, παρόμοιων με αυτά που βρέθη-

καν στο [140]. Η θεώρηση βαρυτικών διαταραχών, αντί για βαθμωτών (βλ. [141, 142, 143, 144])

είναι πιθανό να οδηγήσει στην αστάθεια της σκουλικότρυπας και να προκαλέσει εν δυνάμει την

διαστολή της ή την κατάρευσή της σε μελανή οπή [145, 146].
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Κεφάλαιο 5

Ευστάθεια μελανών οπών ισχυρά

συζευγμένων με βαθμωτά πεδία

5.1 Εισαγωγή

Τα συμπαγή αντικείμενα έχουν κεντρικό ρόλο στη σύγχρονη αστροφυσική, καθώς οι σχετικιστι-

κές συγκρούσεις μεταξύ τους είναι πιθανό να μας δώσουν καινούργιες πληροφορίες όσον αφορά τις

αστροφυσικές διαδικασίες σε συνθήκες εξαιρετικά υψηλής βαρύτητας. Οι τελευταίες ανιχνεύσεις

βαρυτικών κυμάτων [147, 148, 149, 150, 151] από ανιχνευτές στη Γη έχουν δώσει σημαντικές πλη-

ροφορίες στο πεδίο της ισχυρής βαρύτητας. Η αρχική φάση του βαρυτικού ringdown από συγχωνε-

ύσεις μελανών οπών, που περιγράφεται από τα quasinormal modes (QNMs) [152, 153, 154, 155],

συμβάλλει επιπλέον στην κατανόηση των διαδικασιών χαλάρωσής τους καθώς και στην ταυτοποίηση

της ισχύουσας θεωρίας βαρύτητας. Παρόλα αυτά, μία καταληκτική ερμηνεία αυτών των φαινομένων

δεν έχει βρεθεί ακόμη. Συνεπώς, περιμένουμε πως η μελλοντική κατασκευή ανιχνευτών που θα λει-

τουργούν στο διάστημα θα μας βοηθήσει να κατανοήσουμε καλύτερα τις βαρυτικές αλληλεπιδράσεις

και, θα ρίξει φως στο ερώτημα της ύπαρξης εξωτικών συμπαγών αντικειμένων (exotic compact
objects)(ECOs) [156, 157, 158, 159] τα οποία μπορεί να έχουν δομή και συμπεριφορά κοντά στον

ορίζοντα η οποία να είναι πλήρως διαφορετική από αυτήν ενός ορίζοντα γεγονότων μίας μελανής

οπής.

Τα ECOs είναι λύσεις της ΓΘΣ και των modified gravity θεωριών οι οποίες περιγράφουν συμπα-

γή αντικείμενα με εξωτικές ιδιότητες όπως, μελανές οπές που ‘‘αποφεύγουν’’ το no-hair θεώρημα

και διαθέτουν ενδιαφέρουσα multipolar δομή [193], σκουλικότρυπες χωρίς ιδιομορφίες οι οποίες

ενώνουν διαφορετικά σύμπαντα [157] καθώς και αντικείμενα δίχως ορίζοντα με ιδιαίτερη χωρο-

χρονική συμπεριφορά σε κοντινές αποστάσεις (near-horizon structures) [203]. Η πλειοψηφία των

ECOs που διαθέτουν σφαίρα φωτονίων, μπορεί να μιμηθεί τη συμπεριφορά των μελανών οπών με

φυσικό τρόπο όταν αυτά διαταρράσονται, και παράγουν ringdown κυματομορφές στο time domain
οι οποίες είναι πανομοιότυπες με αυτές μίας μαύρης τρύπας [192, 70]. Αυτό συμβαίνει λόγω της

μή-διαφοράς των διεγέρσεων της σφαίρας φωτονίων κάτω από εξωτερικες διαταραχές. Η επίδραση

των ECOs στο σήμα γίνεται εμφανής μόνο σε μεγάλους χρόνους με τη μορφή αποσβενύμενων

επαναλήψεων των διεγέρσεων της σφαίρας φωτονίων, γνωστών σαν echoes, οι οποίες σχηματίζο-

νται λόγω της παγίδευσης των διαταραχών σε πηγάδια δυναμικού και του σχηματισμού πιθανών

quasibound states [194, 195, 196, 197]. Αυτά τα modes είναι που αντιπροσωπεύουν το πραγματικό

QNM φάσμα του ECO τα οποία στο frequency domain διαφέρουν δραματικά από τα QNMs των
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μελανών οπών [198]. Σε ότι ακολουθεί θα αναφερόμαστε στο φασματικό περιεχόμενο του αρχικού

ringdown ως ‘‘QNM φάσμα’’ κάθε φορά που τα echoe timescales είναι επαρκώς μεγάλα, παρόλο

που το εν λόγω φάσμα δεν αντιπροσωπεύει απαραίτητα το πραγματικό QNM φάσμα που προκύπτει

από το πλήρες πρόβλημα ιδιοτιμών.

Παρόλο που η ΓΘΣ έχει εξηγήσει πολλές πειραματικές μετρήσεις, οι τροποποιημένες θεωρίες βα-

ρύτητας προσπαθούν να περιγράψουν φαινόμενα στα οποία η ΓΘΣ αποτυγχάνει όπως, η κατασκευή

ενός βιώσιμου κοσμολογικού πληθωριστικού μοντέλου και η εξήγηση της σκοτεινής ενέργειας [160].

Η πιο γενική θεωρία βαθμωτού-τανυστή στις τέσσερις διαστάσεις της οποίας η δράσης κατασκευ-

άζεται από μία μετρική και ένα βαθμωτό πεδίο, είναι η θεωρία Horndenski [161]. Το συγκεκριμένο

μοντέλο περιέχει υπο-θεωρίες οι οποίες διατηρούν τη συμμετρία κάτω από μετασχηματισμούς του

Γαλιλαίου [162, 163], οδηγούν σε εξισώσεις κίνησης δεύτερης τάξης και δεν παράγουν ghost α-

στάθειες [164, 165, 166, 167]. Η πιο ευρέως μελετημένη υπο-κλάση της Horndenski περιγράφεται
από μια Λαγκρανζιανή με ένα βαθμωτό πεδίο συζευγμένο με τον τανύστή καμπυλότητας Einstein.

Στις κοσμολογικές κλίμακες, ο όρος σύζευξης της παραπάνω θεώρίας παράγει πολύ ενδιαφέρουσες

συμπεριφορές στην δυναμική του πληθωρισμού. Πιο συγκεκριμένα, επιτρέπει την υλοποίηση μίας

slow-roll φάσης, διότι ενεργεί σαν όρος τριβής [168, 169], επιτρέποντας δυναμικά όπως αυτό του

Higgs [170], κάνοντάς τον έναν πολύ ελκυστικό όρο στο γενικότερο πλαίσιο των θεωριών Horn-
denski. Μία γενίκευση του συγκεκριμένου όρου και η εφαρμογή του στον πληθωρισμό αναλύθηκε

πρόσφατα στα [171, 172, 173]. Κατά την πληθωριστική φάση του σύμπαντος η ΓΘΣ προβλέπει

ότι οι βαθμωτές και οι τανυστικές διαταραχές καταλήγουν σε ένα φάσμα το οποίο έχει υποστεί

μετατόπιση προς το ερυθρό (red-shifted)[174]. Συνεπώς, θα περίμενε κανείς ότι η παρουσία του

non-minimal kinetic όρου θα μεγιστοποιούσε περαιτέρω τη μετατόπιση προς το ερυθρό του φάσμα-

τος των διαταραχών λόγω της δράσης του σαν όρος τριβής, το οποίο κατά συνέπεια σχετίζεται με

τη μείωση της παραμέτρου Hubble κατά τον πληθωρισμό (για μία ανασκόπηση της επίδρασης του

non-minimal kinetic όρου στον πληθωρισμό βλ.[175]). Αντιθέτως, εαν τα βαθμωτά πεδία που είναι

συζευγμένα με τον τανυστή Einstein είναι phantom και διαδίδονται με αρνητική ενέργεια, τότε το

φάσμα των βαθμωτών και τανυστικών διαταραχών κατά τον πληθωρισμό παρουσίαζει μετατόπιση

προς το κυανό (blue-shifted)[176]. Η δυναμική τους στην κοσμολογία και οι αστάθειες στις οποίες

ταχυόνια και ghosts εμφανίζονται στην υπέρυθρη περιοχή (infrared region) για σημερινές τιμές της

παραμέτρου Hubble συζητήθηκαν στο [177]. Ο συγκεκριμένος όρος έχει χρησιμοποιηθεί για την

κατασκευή κοσμολογικών μοντέλων, πέρα από το πλαίσιο του πληθωρισμού [178].

Πέρα από τις εφαρμογές στην κοσμολογία, η συγκεκριμένη υπο-κλάση της Horndenski επιτρέπει

την κατασκευή λύσεων μελανών οπών με βαθμωτά ίχνη (scalar hair) [179, 180, 181, 183, 182]. Κατά

συνέπεια, μία σημαντική πτυχή αυτών των αντικειμένων είναι η ευστάθειά τους κάτω από διαταραχές.

΄Οσον αφορά το σχηματισμό ευσταθών hairy μελανών οπών, πρέπει να γίνεται ‘‘αποφυγή’’ του

θεωρήματος εξάλιψης ιχνών (no-hair theorem) [184, 185], το οποίο μεταφράζεται στην ύπαρξη ενός

μηχανισμού εξισορρόπισης έξω από τον ορίζοντα γεγονότων ο οποίος να υπερτερεί της βαρυτικής

έλξης. ΄Ενα τυπικό παράδειγμα υπάρχει στο πλαίσιο της ολογραφίας. ΄Ενα φορτισμένο βαθμωτό

πεδίο εμβαπτισμένο σε μία anti-de Sitter Λαγκρανζιανή οδηγεί στο σχηματισμό hair στον ορίζοντα

ως αποτέλεσμα της εξισορρόπισης μεταξύ της ελκτυκής φύσης της βαρύτητας και της απωστικής

φύσης του ηλεκτρομαγνητισμού [186, 187]. Τότε, σύμφνωνα με την gauge/gravity duality, ένας
τέτοιος μηχανισμός επιτρέπει μία ολογραφική αλλαγή φάσης η οποία οδηγεί σε μία σύμμορφη θεωρία

πεδίου (conformal field theory) που περιγράφει ένας ολογραφικό υπεραγωγό στο AdS σύνορο

[188, 189, 190].

Η ευστάθεια στατικών και σφαιρικά συμμετρικών μελανών οπών στις θεωρίες βαθμωτού-τανυστή με

εξισώσεις κίνησης δεύτερης τάξης είναι ένα πεδίο έντονης ερευνητικής δραστηριότητας. Στο [213]
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πραγματοποιήθηκε ανάλυση των odd-type γραμμικών διαταραχών στη Horndenski θεωρία και πα-

ρουσιάστηκαν εξισώσεις που περιγράφουν τις συνθήκες ευστάθειας και την αποφυγή σχηματισμού

κάποιας ghost ή gradient αστάθειας. Η συγκεκριμένη μελέτη επεκτάθηκε στο [214] οπού έγινε η

εξαγωγή ανάλογων συνθηκών για τις odd-parity διαταραχές και επιπλέον, βρέθηκε και η ταχύτητα

διάδοσης των βαρυτικών κυμάτων. Σε αυτές τις μελέτες δεν χρησιμοποιήθηκε κάποια συγκεκρι-

μένη μετρική και έτσι δεν έγινε ανάλυση ευστάθειας κάποιας στατικής και σφαιρικά συμμετρικής

μελανής οπής της θεωρίας. Μία τέτοια ανάλυση έγινε στο [215] όπου μελετήθηκε η ευστάθεια μίας

hairy μελανής οπής της Horndenski με ένα βαθμωτό πεδίο που έχει χρονική εξάρτηση και βρέθηκε

ότι οι odd-parity διαταραχές οδηγούν σε αστάθειες. Επίσης, στο [216] εξετάστηκαν οι βαθμωτές

διαταραχές σε μελανές οπές με χρονοεξαρτώμενα βαθμωτά πεδία και βρέθηκε ότι παρουσιάζουν

gradient αστάθειες.

Στην υποπερίπτωση της Horndenski όπου το βαθμωτό πεδίο αλληλεπιδρά κινητικά με τον τανυστή

Einstein υπάρχει απευθείας σύζευξη της ύλης με την καμπυλότητα και έχουν βρεθεί τοπικές λύσεις

στις οποίες αυτή η σταθερά σύζευξης εμφανίζεται ως φορτίο στη μετρική της μελάνης οπής, το οποίο

μπορεί να παίξει το ρόλο μιας effective αρνητικής κοσμολογικής σταθεράς, παρόλο που η αρχική

δράση δεν περιέχει κάποιον τέτοιο όρο. Θα είχε μεγάλο ενδιαφέρον να μελετηθούν οι ιδιότητες

αυτών των λύσεων και να εξεταστεί εαν αυτή η αλληλεπίδραση μεταξύ ύλης και καμπυλότητας

μπορεί να μας δώσει μία βιώσιμη λύση ενός συμπαγούς αντικειμένου. Πιθαντότατα, η πιο σημαντική

απαίτηση που έχουμε για την βιωσιμότητα αυτών των λύσεων, είναι η ευστάθειά τους κάτω από

διαταραχές. Με αυτό το σκοπό, πρόσφατα μελετήθηκε ευστάθεια της μελανής οπής [180] κάτω από

βαθμωτές διαταραχές στο [191]. Σε πρώτης τάξης διαταραχές, η σταθερά σύζευξης δημιουργεί ένα

effective AdS σύνορο στο ενεργό δυναμικό της κυματικής εξίσωσης, το οποίο διέπει τη διάδοση

των διαταραχών. Το σύνορο αυτό λειτουργεί σαν καθρέφτης και δημιουργεί μία περιοχής πιθανής

παγίδευσης έξω από την σφαίρα φωτονίων (photon sphere) χωρίς να χρειαστεί να γίνει η εισαγωγή

μιας αρνητικής κοσμολογικής σταθεράς στη δράση. Ως αποτέλεσμα, το ringdown της μελανής

οπής παρουσιάζει αποσβενύμενα echoes στο σήμα. Επομένως, αυτά τα scalarized αντικείμενα

της Horndenski θεωρίας διαθέτουν εναλλακτικούς μηχανισμούς παραγωγής echoes πέρα από τους

συνηθισμένους οι οποίοι δημιουργούν περιοχές παγίδευσης εσωτερικά της σφαίρας φωτονίων λόγω

δομικών αλλαγών κοντά στον ορίζοντα [192, 70, 199, 200, 201, 202, 203, 204, 205, 206].

Οι βαρυτικές διαταραχές στις τροποποιημένες θεωρίες βαρύτητας μπορούν δώσουν πληροφορίες για

τη ταχύτητα διάδοσης των βαρυτικών κυμάτων σε αυτά τα μοντέλα. Οι πρόσφατες παρατηρήσεις

των GW170817 και GRB170817A υποδηλώνουν πως τα βαρυτικά κύματα ταξιδεύουν με ταχύτητα

φωτός, με απόκλιση μικρότερη από 10−15
. Οι συνέπειες αυτών των πειραματικών αποτελεσμάτων

για μοντέλα σκοτεινής ενέργειας και εναλλακτικές θεωρίες βαρύτητας συζητήθηκαν στα [217, 218].

Συγκεκριμένα, αυτοί οι περιορισμοί στην ταχύτητα διάδοσης των βαρυτικών κυμάτων χρησιμοποι-

ήθηκαν για να εξεταστεί η βιωσιμότητα κάποιων υπο-κλάσεων της Horndenski. Στο [209] γίνεται

εκτενής ανάλυση για το πώς ο όρος αλληλεπίδρασης μεταξή του κινήτικού όρου του βαθμωτού και

του τανυστή Einstein επηρεάζει την ταχύτητα των βαρυτικών κυμάτων. Συγκεκριμένα, βρέθηκε

ότι η κινητική ενέργεια ενός ελάχιστα συζευγμένου βαθμωτού δεν αλλάζει κατά την κοσμολογική

εξέλιξη όμως παρόλα αυτά, η ενέργεια ενός βαθμωτού το οποίο αλληλεπιδρά με τον τανυστή Ein-
stein αλλάζει, καθώς το σύμπαν διαστέλλεται. Κατά την περίοδο του πληθωρισμού λειτουργεί σαν

όρος τριβής ενώ, όσο το σύμπαν διαστέλλεται η συνεισφορά του στην κοσμολογική εξέλιξη ελα-

χιστοποιείται με αποτέλεσμα τα βαρυτικά κύματα να ταξιδεύουν με ταχύτητα φωτός στην σημερινή

εποχή.

Παρόλο που οι Horndenski θεωρίες προβλέπουν μια διαφορετική ταχύτητα δίαδοσης για τα βαρυ-

τικά κύματα, πρόσφατα δημοσιέυτηκαν μελέτες [219, 220, 221] οι οποίες δείχνουν ότι δουλεύοντας

σε κάποιες εκδοχές της Horndenski, βασισμένες στην Telleparallel gravity, μπορεί κανείς να κατα-
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σκευάσει μία πιο γενική θεωρία Horndenski στην οποία τα βαρυτικά κύματα ταξιδεύουν με ταχύτητα

φωτός, χωρίς να χρειαστεί να απαλειφθούν οι όροι G5(ϕ,X) και G4(ϕ,X) οι οποίοι είναι πολύ

περιορισμένοι στην κλασσική Horndenski. Συνεπώς, μέσω της Teleparallel προσέγγισης μπορεί

κανείς να ξαναχρησιμοποιήσει αυτούς τους όρους, το οποίο είναι ένας ενδιαφέρον τρόπος να ‘‘α-

ναγεννήσει’’ κανείς την θεωρία Horndenski. Παρόλο που η ανάλυσή μας είναι βασισμένη στην

curvature-based διαμόρφωση της Horndenski, είναι πολύ ενδιαφέρον το γεγονός ότι υπάρχουν

τρόποι να ξεφύγει κανείς από τους αυστηρούς περιορισμούς που έχουν θέσει οι πειραματικές με-

τρήσεις στη θεωρία.

Ο σκοπός της παρούσιας ανάλυσης είναι διττός. Πρώτα θέλουμε να δούμε την επίδραση της σύζευ-

ξης του βαθμωτού με τον τανυστή Einstein στην ευστάθεια των τοπικών λύσεων της Horndenski.
Θα δουλέψουμε με την λύση [180] για την οποία οι βαθμωτές διαταραχές έχουν αναλυθεί [191, 207]

για ένα μεγάλο εύρος της σταθεράς σύζευξης. Σε αυτές τις μελέτες η συγκεκριμένη hairy μελανή

οπή βρέθηκε ότι είναι ευσταθής σε γραμμικό επίπεδο. Στην παρούσα δουλειά, επεκτείνουμε τις πα-

ραπάνω αναλύσεις χρησιμοποιώντας axial βαρυτικές διαταραχές. Λόγω της σταθεράς σύζευξης η

οποία εμφανίζεται σαν φορτίο στη μετρική, περιμένουμε να πάρουμε επιπλέον πληροφορίες οι οποίες

θα μας δώσουν μία καλύτερη κατάνοηση για την ευστάθεια αυτών των αντικειμένων, παρόλο που

για να αποκτήσουμε μία πλήρη εικόνα της βαρυτικής ευστάθειας θα έπρεπε να θεωρήσουμε επιπλέον

και polar διαταραχές οι οποίες γενικά αλληλεπιδρούν με το scalar hair που υπάρχει στις λύσεις

των scalar-tensor θεωριών. ΄Ενας δεύτερος στόχος είναι να εξετάσουμε το πως αυτή η σύζευξη

επηρεάζει το ringdown και να καταλάβουμε εάν μπορούν να δημιουργηθούν βαρυτικά echoes.

5.2 Αναλυτικές λύσεις συμπαγών αντικειμένων

Θα χρησιμοποιήσουμε ξανά τις τοπικές λύσεις της Horndeski θεωρίας στις οποίες το βαθμωτό πεδίο

αλληλεπιδρά με την καμπυλότητα μέσα από τον κινητικό του όρο. Η Λαγκρανζιανή της δίνεται από

L =
i=5∑
i=2

Li , (5.1)

L2 = K(Φ, X) ,

L3 = −G3(Φ, X)�Φ ,

L4 = G4(Φ, X)R+G4,X

[
(�Φ)2 − (∇µ∇νΦ)2

]
.

L5 = G5(Φ, X)Gµν∇µ∇νΦ− 1

6
G5,X

[
(�Φ)3 − 3�Φ(∇µ∇νΦ)2 + 2(∇µ∇νΦ)3

]
,

όπου X = −1
2∇µΦ∇µΦ. Θεωρούμε ένα συγκεκριμένο υποσύνολο αυτής, με μή-τετριμμένο L2 =

K(Φ, X) = 2εX και G4(Φ, X) = (8π)−1−ηX. Σε αυτή την περίπτωση η δράση παίρνει την μορφή

S =

∫
d4x
√
−g
[
R

8π
− (εgµν + ηGµν)∂µΦ∂νΦ

]
, (5.2)

όπου gµν η μετρική, g = det(gµν), R η βαθμωτή καμπυλότητα Ricci, Gµν ο τανυστής Einstein, Φ
ένα πραγματικό άμαζο βαθμωτό πεδίο και η η σταθερά σύζευξης κινητικού όρου-καμπυλότητας με

διαστάσεις μήκους στο τετράγωνο. Η παράμετρος ε παίρνει τιμές ±1. ΄Οταν ε = +1, έχουμε ένα

canonical βαθμωτό με θετική κινητική ενέργεια ,ενώ για ε = −1 ένα phantom πεδίο με αρνητική

ενέργειας διάδοσης.
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Οι εξισώσεις κίνησης δίνονται από

Gµν = 8π
[
εTµν + ηΘµν

]
, (5.3αʹ)

[εgµν + ηGµν ]∇µ∇νΦ = 0 , (5.3βʹ)

όπου

Tµν = ∇µφ∇νΦ− 1

2
gµν(∇Φ)2 , (5.4)

Θµν = −1

2
∇µΦ∇νΦR+ 2∇αΦ∇(µφR

α
ν)

+∇αΦ∇βΦRµανβ +∇µ∇αΦ∇ν∇αΦ

−∇µ∇νΦ�Φ− 1

2
(∇Φ)2Gµν (5.5)

+ gµν
[
− 1

2
∇α∇βΦ∇α∇βΦ +

1

2
(�Φ)2 −∇αΦ∇βΦRαβ

]
.

Μία στατική και σφαιρικά συμμετρική λύση έχει βρεθεί στο [180] όπου το βαθμωτό πεδίο εξαρτάται

μόνο από την ακτινική συντεταγμένη. Η λύση υφίσταται κάτω από τον περιορισμό εη < 0 ο οποίος

οδηγεί στον ορισμό της ακόλουθης σταθεράς σύζευξης

`η = |εη|1/2 . (5.6)

Ως προς το γενικό στοιχείο μήκους

ds2 = −gtt(r)dt2 + grr(r)dr
2 + gθθ(r)dΩ2 , (5.7)

η λύση αντιστοιχεί σε gθθ(r) = r2
όπου r ∈ (0,+∞) και δίνεται από τις συναρτήσεις

gtt(r) = −1

4
F (r) , (5.8αʹ)

grr(r) =
(r2 + 2`2η)

2

(r2 + `2η)
2F (r)

, (5.8βʹ)

F (r) =

[
3 +

r2

3`2η
− 8m

r
+
`η
r

arctan

(
r

`η

)]
, (5.8γʹ)

ενώ το βαθμωτό hair της θεωρίας δίνεται από

(∂rΦ)2 = Ψ2 = − ε

8π`2η

r2grr
r2 + `2η

, (5.9)

το οποίο συνεπάγεται

4πηΨ2 =
1

2

r2

r2 + `2η
grr > 0 , ∀r > rh (5.10)

όπου r = rh η ακτίνα του ορίζοντα γεγονότων. Σημειώνουμε ότι η ασυμπτωτική συμπεριφορά

της συνάρτησης (5.8αʹ) για r → +∞, γίνεται F (r) ∼ r2/`2η, όπου ο όρος `2η παίζει το ρόλο

μίας effective κοσμολογικής σταθεράς με διαστάσεις μήκους στο τετράγωνο ( δουλεύοντας σε

γεωμετρικές μονάδες). Παρόλα αυτά υπογραμμίζουμε ότι η δράση δεν περιέχει κάποια κοσμολογική

σταθερά και αυτή η effective δημιουργία της στην λύση ωφείλεται αμιγώς στη αλληλεπίδραση μεταξύ

του βαθμωτού και του τανυστή Einstein.
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Ακόμη μία σημαντική σημείωση είναι ότι οι εξισώσεις κίνησης του βαθμωτού πεδίου (5.3βʹ) μπο-

ρούν να εκφραστούν σαν νόμοι διατήρησης του Noether current που αντιστοιχεί στη συμμετρία

μετατόπισης του Galileon δηλαδή, Φ → Φ + δΦ, όπου δΦ σταθερά. Μπορεί απευθείας να βρεθεί

πως το current δίνεται από

Jµ = (εgµν + ηGµν)∇νΦ . (5.11)

Η μελανή οπή ικανοποιεί την φυσική απαίτηση του να μην απειρίζεται η νόρμα του Noether current
στον ορίζοντα μέσω της (5.6). Ωστόσο, το βαθμωτό πεδίο απειρίζεται στον ορίζοντα όπως φαίνεται

απευθείας από την (5.9). Η (5.9) συνεπάγεται επιπλέον ότι οι συναρτήσεις της μετρικής μπορούν

να εκφραστούν ως προς το βαθμωτό πεδίο. Αυτό είναι ακόμη ένα στοιχείο που υποδεικνύει πως

το βαθμωτό αποτελεί ένα ενδογενές κομμάτι της γεωμετρίας. Τέλος, σημειώνουμε πως μέσω της

ταυτότητας Bianchi ∇µGµν = 0, η σχέση (5.3αʹ) οδηγεί στην εξίσωση

∇µ
[
εTµν + ηΘµν

]
= 0 . (5.12)

Αντικαθιστώντας τις (5.4) και (5.5) στην ταυτότητα Bianchi καταλήγει κανείς στην σχέση (5.3βʹ).

Δηλαδή, η εξίσωση κίνησης του βαθμωτού (5.3βʹ) είναι μία διαφορική συνέπεια του συστήματος

(5.3αʹ) λόγω του general covariance και της απουσίας επιπλέον βαθμών ελευθερίας. Σημειώνουμε

επίσης, πως η λύση ανάγεται στη μελανή οπή Schwarzschild στο όριο `η → +∞, συνεπώς η εν

λόγω μετρική αποτελεί μία hairy γενίκευση της Schwarzschild με effective AdS-asymptotics, που
προκύπτει όταν ο spin-0 βαθμός ελευθερίας εμπλουτίζεται δυναμικά από την αλληλεπίδραση με το

γκραβιτόνιο, δηλαδή λόγω του όρου Gµν∂µΦ∂νΦ.

Παρατηρούμε ότι οι συναρτήσεις (5.8) της μαύρης τρύπας [180] εξαρτώνται μόνο από την παράμετρο

`η, και την μάζα m. Δηλαδή, δεν περιέχουν κάποια πληροφορία που να υποδεικνύει για το αν το

συμπαγές αντικείμενο παράγεται από κανονική ή phantom ύλη εφόσον εη < 0. Παρόλο που

στο [180] το βαθμωτό θεωρήθηκε ότι είναι canonical (ε > 0) και το coupling αρνητηικό (η < 0),
επιβεβαιώσαμε ότι η ίδια λύση παράγεται ακόμη και στην περίπτωση που το βαθμωτό είναι phantom
(ε < 0) και το coupling θετικό (η > 0).

Τέλος αναφέρουμε ότι στο [169] ακολουθώντας τη λογική του [180], παρουσιάστηκε μία λύση

σκουλικότρυπας η οποία υποστηρίζεται από phantom βαθμωτό. Παρόλα αυτά, μπορεί να αποδειχθεί

ότι η λύση της σκουλικότρυπας [169] είναι στην πραγματικότητα η λύση της μελανής οπής [180]

έπειτα από την εφαρμογή ενός μετασχηματισμού συντεταγμένων. Ξεκινώντας από τη λύση της

μελανής οπής

ds2 = −1

4
F (r)dt2 +

(r2 + 2l2η)
2

(r2 + l2η)
2F (r)

dr2 + r2dΩ2. (5.13)

εφαρμόζουμε το μετασχηματισμό συντεταγμένων

u2 = r2 − a2, u ∈ (−∞,+∞) (5.14)

μαζί με τον επαναορισμό

dt2 =
4(

3− 8m
a + a2

3l2η
+

lη
a arctan

(
a
lη

))dT 2 = CdT 2 . (5.15)

Σημειώνουμε ότι ο εν λόγω μετασχηματισμός καλύπτει δύο φορές την περιοχή r > a της μελανής

οπής. Θέτωντας στη σταθερά a μία τιμή τέτοια ώστε a > rh, παίρνουμε μία γεωμετρία που καλύπτει
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δύο φορές την περιοχή r > rh. Εφαρμόζωντας τον μετασχηματισμό (5.14), βρίσκουμε:

ds2 = −CF (
√
u2 + a2)dT 2

+
u2(u2 + a2 + 2l2η)

2

(u2 + a2)(u2 + a2 + l2η)
2F (

√
u2 + a2)

du2

+ (u2 + a2)dΩ2, (5.16)

F (
√
u2 + a2) =

(
3− 8m√

u2 + a2
+
u2 + a2

3l2η
+

lη√
u2 + a2

arctan

(√
u2 + a2

lη

))
. (5.17)

Η παραπάνω μετρική είναι η λύση που βρέθηκε στο [96] εκτός από την μορφή του gtt η οποία

αφαίθηκε στη μορφή αόριστου ολοκληρώματος. Συγκεκριμένα, το ολοκλήρωμα της συνάρτησης gtt
που βρέθηκε στο [96] μπορεί να λυθεί επακριβώς για να δώσει

gtt =
a√

u2 + a2
exp

[∫ u

0

u(u2 + a2 + 2`2η)
2

`2η(u
2 + a2)(u2 + a2 + `2η)F (

√
u2 + a2)

dr

]

=
a√

u2 + a2
exp

[∫ u

0

(
d(ln[

√
u2 + a2F (

√
u2 + a2)])

du

)
du

]

=
F (
√
u2 + a2)

F (a)

(5.15)
=

C

4
F (
√
u2 + a2) (5.18)

Προφανώς ένα αντικέιμενο δεν μπορεί να αλλάγει φυσικές ιδιότητες εαν το εξετάζουμε από διαφορε-

τικό σύστημα συντεταγμένων επομένως, η μετρική (5.16) είναι απλώς η μελανή οπή (5.8) γραμμένη

σε ένα περίεργο σύστημα συντεταγμένων και εσφαλμένα αναγωρίστηκε ως σκουλικότρυπα. Το α-

ποτέλεσμα είναι σε συμφωνία με το [61] στο οποίο υποστηρίχθηκε η απουσία στατικών και σφαιρικά

συμμετρικών σκουλικοτρύπων στη Horndeski θεωρία.

5.3 Axial βαρυτικές διαταραχές

Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουμε την ανάλυση βαρυτικών διαταραχών στην μελανή οπή

[180] χρησιμοποιώντας το φορμαλισμό του Chandrasekhar [208]. Η πιο γενική μετρική για έναν

αξισυμμετρικό μη-στατικό χωροχρόνο (axisymmetric non-stationary) χωροχρόνο.

ds2 = −e2f0dt2 + e2f3(dφ− q0dt− q1dr − q2dθ)
2 + e2f1dr2 + e2f2dθ2 . (5.19)

Η παραπάνω μορφή μπορεί να βρεθεί χρησιμοποιώντας το θεώρημα Cotton-Darboux το οποίο

δηλώνει ότι οποιαδήποτε τρισδιάστατη μετρική g = gij∂i∂j , μπορεί να εκφραστεί σε διαγώνια

μορφή εφαρμόζοντας ένα τοπικό μετασχηματισμό συντεταγμένων.

Η background μετρική περιγράφεται για qi = 0. Σε αυτό το σύστημα (gauge) οι axial διαταραχές
περιγράφονται από τις μη-μηδενικές τιμές των qi ενώ οι polar διαταραχές από της μεταβολές fi →
fi + δfi και qi = 0. ΄Επειτα από εφαρμογή των διαταραχών στις εξισώσεις κίνησης και κρατώντας

όρους πρώτης τάξης βρίσκουμε ότι οι μη-τετριμμένοι όροι είναι οι G03, G13, G23. Για την ακρίβεια,
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η εξίσωση δG03 = δT̂03
1
ικανοποιείται αυτόματα από τις άλλες δύο. Συγκεκριμένα βρίσκουμε,

δG13 =
1

2r3 sin2 θ

1
√
gtt

d

dθ
Q+

r sin θ

2gtt
√
grr

d

dt

[
d

dr
qa −

d

dt
qb

]
, (5.20αʹ)

δT̂13 =
4πηΨ2

grr
δG13 , (5.20βʹ)

δG23 = − 1

2r2 sin2 θ

1
√
gttgrr

d

dr
Q+

sin θ

2gtt

d

dt

[
d

dθ
qa −

d

dt
qc

]
, (5.20γʹ)

δT̂23 =
4πηΨ2

grr

(
1

2r2 sin2 θ

−1
√
gttgrr

d

dr
Q− sin θ

2gtt

d

dt

[
d

dθ
qa −

d

dt
qc

])
(5.20δʹ)

− 4πη
d

dr

(
Ψ2

2grr

)
1

r2 sin2 θ
√
gtt
√
grr

Q ,

όπου Q =

[
r2 sin3 θ

√
gtt√
grr

d

dθ
qb − r2 sin3 θ

√
gtt√
grr

d

dr
qc

]
. Ορίζοντας,

F =

(
1− 4πηΨ2

grr

)
Q , (5.21)

οι διαφορικές εξισώσεις δGab = δT̂ab, χρησιμοποιώντας (5.20αʹ-5.20δʹ), γίνονται

1

r4 sin3 θ

√
gtt
√
grr

(
grr

grr − 4πηΨ2

)
d

dθ
F =

d

dt

[
d

dt
qb −

d

dr
qa

]
, (5.22αʹ)

1

r2 sin3 θ

√
gtt√
grr

(
grr

grr + 4πηΨ2

)
d

dr
F =

d

dt

[
d

dθ
qa −

d

dt
qc

]
. (5.22βʹ)

Παραγωγίζοντας τις (5.22αʹ) και (5.22βʹ) ως προς θ και r αντίστοιχα, και στη συνέχεια προσθέτο-

ντάς τες, λαμβάνουμε την εξίσωση που διέπει τη συμπεριφορά των διαταραχών

r4

√
gtt
√
grr

(
grr − 4πηΨ2

grr

)
d

dr

[
1

r2

√
gtt√
grr

(
grr

grr + 4πηΨ2

)
d

dr
F

]
− r

2

gtt

d2F

dt2
+sin3 θ

d

dθ

[
1

sin3 θ

d

dθ
F

]
= 0 .

(5.23)

Μετά από χωρισμό των μεταβλητών, παρατηρούμε πως το γωνιακό κομμάτι της διαφορικής είναι

ίδιο με αυτό της περίπτωσης Schwarzschild και έχει λύσεις τα πολυώνυμα Gegenbauer, κάτι που
οφείλεται στη σφαιρική συμμετρία των δύο χωροχρόνων. Επομένως, θέτοντας F = R(r, t)S(θ),

όπου στο παράρτημα Γʹ δείχνουμε αναλυτικά ότι S(θ) = C
−3/2
`+2 (θ), η (5.23) γράφεται ως

r4

√
gtt
√
grr

(
grr − 4πηΨ2

grr

)
d

dr

[
1

r2

√
gtt√
grr

(
grr

grr + 4πηΨ2

)
d

dr
R

]
− r2

gtt

d2R

dt2
− (`+ 2)(`− 1)R = 0 .

(5.24)

1
όπου T̂ab = 8π

[
εTab + ηΘab

]
(σημειώστε ότι οι δείκτες a, b είναι Lorentz και όχι χωροχρονικοί δείκτες).

53



όπου ` ο κβαντικός αριθμός γωνιακής στροφορμής των διαταραχών. Για αισθητικούς λόγους

θέτουμε τα παρακάτω μεγέθη

h =

√
gtt√
grr

, A =

(
grr

grr + 4πηΨ2

)
, B =

(
grr − 4πηΨ2

grr

)
, (5.25)

τα οποία μας βοηθούν να γράψουμε την εξίσωση (5.24) στην φαινομενικά πιο απλή μορφή

Br2h
d

dr

[
1

r2
Ah

d

dr
R

]
− d2R

dt2
− (`+ 2)(`− 1)

r2
gttR = 0 . (5.26)

Τέλος, ορίζοντας ένα βαθμωτό πεδίο

u =
R

r

√
A , (5.27)

και χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό της τορτοισε συντεταγμένης h = dr/dr∗, εκφράζουμε

την εξίσωση των διαταραχών σε μια μορφή που θυμίζει αυτή της εξίσωσης Schrodinger

h
d

dr

[
h
d

dr
u

]
− 1

AB

d2u

dt2
−

[
(`+ 2)(`− 1)

r2

gtt
AB

+
r√
A
h
d

dr

(
h
d

dr

(√
A

r

))]
u = 0 (5.28)

με ενεργό ,Regge-Wheeler, δυναμικό που δίνεται από

V (r) =
(`+ 2)(`− 1)

r2

gtt
AB

+
r√
A
h
d

dr

(
h
d

dr

(√
A

r

))
. (5.29)

Αντικαθιστώντας στην (5.29) τη μετρική της Rinaldi μελανής οπής και παίρνοντας το όριο `η →
+∞, ξαναγυρνάμε πίσω στο δυναμικό της Schwarzschild. Επίσης, σημαντικό χαρακτηριστικό της

(5.28) είναι η ύπαρξη του πολλαπλασιαστικού παράγοντα 1/AB η οποία κωδικοποιεί την τροποπο-

ίηση της ταχύτητας διάδοσης των βαρυτικών κυμάτων [209].

Η (5.28) μας δείχνει ότι μπορεί κανείς να κάνει αναγωγή του προβλήματος των axial διαταραχών

γύρω από συμπαγή αντικείμενα σε ένα μονοδιάστατο πρόβλημα σκέδασης με ενεργό δυναμικό.

Εφαρμόζοντας τη διαδικασία που περιγράφεται παραπάνω στη μελανή οπή (5.8)-(5.9) βρίσκουμε το

ενεργό δυναμικό των βαρυτικών διαταραχών καθώς διαδίδονται σε αυτόν τον χωροχρόνο. Η συμπε-

ριφορά του για διάφορες τιμές της γωνιακής στροφορμής ` δίνεται στην εικόνα 5.1. Παρατηρούμε το

σχηματισμό μίας κορυφής δυναμικού για υψηλά `η, που αντιστοιχεί στη θέση της σφαίρας φωτονιών

(photon sphere - PS) r = 3m. Για ένα μεγάλος πληθος μελανών οπών, η αναφορά [74] ανέδειξε ότι

η γωνιακή συχνότητα και τα instability timescales των null γεωδαισιακών που κινούνται στις αστα-

θείς κυκλικές τροχιές στη σφαίρα φωτονίων, συνδέονται αντίστοιχα με τη συχνότητα ταλάντωσης

και το ρυθμό απόσβεσης (dampring rate) των eikonal QNMs. Η ύπαρξη τέτοιων φυγοκεντρικών

(centrifugal) δυναμικών είναι υπεύθυνη για το prompt ringdown και τα ‘‘photon sphere QNMs’’
που έχουν βρεθεί σε μία πληθώρα μελανών οπών [75, 76, 77, 78, 79, 80, 81]. Σε ότι ακολουθεί,

θα δείξουμε πως η παραπάνω αντιστοίχιση ισχύει μόνο στο όριο της ΓΘΣ και μακριά από αυτήν

καταρρέει.

Ασυμπτωτικά το δυναμικό τείνει σε μία σταθερή τιμή, κάτι που διαφοροποιεί τις βαρυτικές από τις

βαθμωτές διαταραχές [191], και επιπλέον, κωδικοποιεί την μή ασυμπτωτικά επίπεδη συμπεριφορά

του χωροχρόνου. Συγκεκριμένα, στο χωροειδές άπειρο, σε μηδενική τάξη το δυναμικό πηγαίνει ως

V (r → ∞) ∼ A +O (1/r) όπου η σταθερά A εξαρτάται από τις παραμέτρους ` και `η και μπορεί

να υπολογιστεί μόνο αριθμήτικα. Μία παρόμοια συμπεριφορά έχει παρατηρηθεί και στο [144] για

την περίπτωση των vector διαταραχών στη συγκεκριμένη μελανή οπή.
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Σε αυτό το σημείο, σημειώνουμε τις διαστάσεις διάφορων μεγεθών που εμφανίζονται στις ακόλουθες

εικόνες. Σύμφωνα με τη σύμβαση των γεωμετρικών μονάδων, η μάζα της μελανής οπής m και του

coupling `η έχουν διαστάσεις τετραγωνικού μήκους ενώ, οι διαταραχές u και ο λόγος m/`η είναι

αδιάστατα μεγέθη άρα και κατάλληλα για την ανάλυση που ακολουθεί. Τέλος, το ενεργό δυναμικό

V (r) έχει διαστάσεις μήκους εις την −2, όπως αναμένουμε, ενώ η συχνότητα ω έχει διαστάσεις

μήκους.
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Σχήμα 5.1: Αριστερά: Ενεργό δυναμικό με `η = 100 , m = 0.1 για διάφορες τιμές της `. Δεξιά:

Ενεργό δυναμικό με m = 0.5 , ` = 2 ως προς τη σταθερά σύζευξης `η.

5.4 Αριθμητική ολοκλήρωση - Χρονική εξέλιξη

Χρησιμοποιούμε τη μέθοδο αριθμητικής ολοκλήρωσης που παρουσιάστηκε πρώτη φορά στο [105], η

οποία δίνει τη συμπεριφορά των διαταραχών της μετρικής καθώς διαδίδονται σε ένα σταθερό χωρο-

χρονικό υπόβαθρο. Ορίζουμε u(r∗, t) = u(i∆r∗, j∆t) = ui,j , V (r(r∗)) = V (r∗) = V (i∆r∗) = Vi,
A(r∗) = A(i∆r∗) = Ai και B(r∗) = B(i∆r∗) = Bi και η (5.28) παίρνει τη μορφή

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

∆r2
∗

− 1

AiBi

ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

∆t2
− Vi ui,j = 0 . (5.30)

Σαν αρχική συνθήκη, χρησιμοποιούμε ένα Γκαουσιανό κυματοπακέτο της μορφής

ψ(r∗, t) = exp
[
−(r∗ − c)2/(2σ2)

]
και ψ(ρ∗, t < 0) = 0, όπου c και σ είναι ο μέσος και το

πλάτος του πακέτου και υπολόγιζουμε τη χρονική εξέλιξη του u από τη σχέση

ui,j+1 = AiBi ∆t2
(
ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

∆r2
∗

− Viui,j
)

+ 2ui,j − ui,j−1 , (5.31)

όπου η συνθήκη Courant-Friedrichs-Lewy απαιτεί ∆t/∆r∗ < 1/(AiBi). Για τον υπολογισμό

των τιμών του δυναμικού Vi, ολοκληρώνουμε την εξίσωση για την tortoise συντεταγμένη και στη

συνέχεια λύνουμε ως προς το r. Επιπλέον, απαιτούμε το μηδενισμό των διαταραχών στο άπειρο

χρησιμοποιώντας τις συνοριακές συνθήκες uimax,j = 0, λόγω της ασυμπτωτικής AdS συμπεριφοράς

της λύσης μας (για περισσότερες λεπτομέρειες σχετικά με συνοριακές συνθήκες σε AdS χώρους

βλ. [210, 154]). Για επιπλέον πληροφορίες σχετικά με την διαδικασία της αριθμητικής ολοκλήρωσης

και της σύγκλισης αυτής βλ. παράρτημα Δʹ
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5.5 Εξέλιξη βαρυτικων διαταραχών

Παρόλο που ο χωροχρόνος που με τον οποίο δουλεύουμε δεν περιγράφει μία μελανή οπή εμβα-

πτισμένη μέσα σε ένα σύμπαν με αρνητική κοσμολογική σταθερά, έχει νόημα να τον συγκρίνουμε

την λύση Schwarzschild-AdS αφού, η σταθερά `η εισάγει μία effective κοσμολογική σταθερά στη

γεωμετρία. Σε ότι ακολουθεί θα υιοθετήσουμε την κατηγοριοποίηση του [99] που αφορά τις α-

συμπτωτικά AdS μελανές οπές με τη χρήση δύο παραμέτρων, του AdS radius r = RAdS και του

ορίζοντα r = rh. Η μελανή οπή που εξετάζουμε εδώ εξαρτάται επίσης από δύο παραμέτρους, τη

μάζα m και τη σταθερά σύζευξης `η. Η μάζα ελέγχει τη συμπεριφορά του ορίζοντα rh (συνεπως

και της σφαίρας φωτονίων) και η `η καθορίζει την τιμή του AdS radius r = Reff . Ωστόσο, μία ση-

μαντική διαφορά ανάμεσα στις δύο λύσεις είναι πως η μία περιγράφει μία μαύρη τρύπα εμβαπτισμένη

μέσα σε ένα AdS χωροχρόνο ενώ, η scalarized λύση είναι ‘‘ντυμένη’’ με το βαθμωτό πεδίο του ο-

ποίου η ύπαρξη δημιουργεί την effective AdS συμπεριφορά στο ασυμπτωτικό άπειρο. Υπό αυτή την

έννοια η πάραμετρος `η καθορίζει τη δύναμη του βαθμωτού hair και κατά συνέπεια την τιμή Reff .

Στην περίπτωσή μας, ο effective κοσμολογικός ορίζοντας δίνεται από Reff =
√

3 `η. Μπορεί κανείς

να κατηγοριοποιήσει τις μελανές οπές μέσα AdS χωροχρόνούς [99] ως (1) μικρές μελανές οπές με

rh << RAdS , (2) μεσαίου μεγέθους μελανές οπές όπου rh ∼ RAdS και (3) μεγάλες μελανές οπές

με rh >> RAdS . Στην παρούσα δημιοσίευση χρησιμοποιούμε μία αντίστοιχη κατηγοριοποίηση για

να διαχωρίζουμε μεταξύ μικρών (rh << Reff), μεσαίων (rh ∼ Reff) και μεγάλων hairy μελανών

οπών (rh >> Reff) (βλ. εικόνα 5.2).

Σε ότι ακολουθεί, εφαρμόζουμε την αριθμητική ολοκλήρωση που περιγράψαμε παραπάνω για να

υπολογίσουμε την χρονική απόκριση των axial βαρυτικών διαταραχών σε μελανές οπές των παρα-

πάνω κατηγοριών. Στις παρακάτω εικόνες υπολογίζουμε την απόκριση σε κοντινή απόσταση από

τον ορίζοντα r − rh = 10−5
, αν και έχουμε επιβεβαιώσει ότι παίρνουμε ποιοτικά τα ίδια αποτε-

λέσματα ακόμη και διαλέξουμε σημεία αρκετά έξω από τον ορίζοντα. Επιπλέον, πραγματοποιήσαμε

τεστς σύγκλισης για να επιβεβαιώσουμε την ορθότητα της αριθμητικής μεθόδου. Συγκεκριμένα,

υπολογίσαμε την απόκριση της μελανής οπής στο όριο όπου η επίδραση του βαθμωτού πεδίου ελα-

χιστοποιείται `η →∞ (επιλέξαμε `η = 1000 παρόλο που ακόμη και για `η = 10 το δυναμικό V (r)
συγκλίνει στο δυναμικό Regge-Wheeler). Χρησιμοποιώντας την Prony method [211] εξάγουμε το

φάσμα από το σήμα της απόκρισης του αντικειμένου, για μεγάλα couplings και συγκρίνουμε εάν

τα modes του αρχικού ringdown συμφωνούν με τα ήδη γνωστά axial gravitational QNMs των

Schwarzschild μελανών οπών [208]. Στην εικόνα 5.3 δείχνουμε το prompt ringing μικρών μελανών

οπών για ` = 2 βαρυτικές διαταραχές. Θεωρούμε μόνο την περίπτωση όπου η μάζα είναι m = 0.1
έτσι ώστε να έχουμε ένα clear ringing phase, αφού για τα couplings επιλέξαμε τιμές από 4 εώς

100 οι οποίες ανταποκρίνονται σε μεγάλα echo timescales και κάνουν δυνατή την εξαγωγή των

QNMs από το αρχικό ringdown. Η εικόνα 5.3 δείχνει ότι η μείωση του `η έχει μηδαμινή επίδραση

στο φάσμα ενώ για `η → ∞ τα modes προσεγγίζουν την fundamental Schwarzschild QNM με

ακρίβεια ∼ 0.1%

Για λόγους πληρότητας, υπολογίστηκαν επιπλέον τα instability timescales των null γεωδαισιακών

(Lyapunov exponents) πάνω στην PS [74] και βρέθηκε ότι στο όριο της ΓΘΣ ισχύει η αντιστοιχία

μεταξύ null γεωδαισιακών και eikonal (large `) QNMs. Αυτό είναι αναμενόμενο αφού στο εν λόγω

όριο η μελανή οπή προσεγγίζει τη Schwarzschild και τα βαρυτικά κύματα διαδίδονται με ταχύτη-

τα φωτός. Αυτό το στοιχείο επιβεβαιώνει περαιτέρω την ορθότητα της αριθμητικής διαδικασίας

που ακολουθήσαμε και συνεπάγεται την διαφοροποίηση στην ταχύτητα διάδοσης των βαρυτικών

κυμάτων. Συγκεκριμένα, στη περίπτωση όπου m = 0.1, `η = 100 (m/`η = 10−3
), το instability

timescale των null γεωδαισιακών και ο ρυθμός απόσβεσης (decay rate) της θεμελιώδους QNM
για ` = 10 (όριο των eikonal) axial διαταραχές, εμφανίζουν διαφορά μικρότερη από 0.5%. Από
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την άλλη, όταν το `η δεν είναι επαρκώς μεγάλο, η ταχύτητα διάδοσης των βαρυτικών κυμάτων

τροποποιείται, σύμφωνα με την (5.28), κάτι το οποίο οδηγεί σε εμφανή ασυμφωνία μεταξύ των null
γεωδαισιακών και των eikonal fundamental QNMs. Για παράδειγμα, διαλέγοντας m = 5, `η = 1
(m/`η = 5) το instability timescale και ο ρυθμός απόσβεσηςγια ` = 10 διαταραχές παρουσιάζουν

διαφορά ∼ 50%. Επομένως, συμπεραίνουμε ότι τα eikonal fundamental QNMs δεν σχετίζονται

πάντα με τις null γεωδαισιακές στον συγκεκριμένο χωροχρόνο.
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Σχήμα 5.2: Διαφορά μεταξύ της ακτίνας του AdS και του ορίζοντα συναρτήσει των m και `η,
όπου Reff =

√
3 `η. Για m << `η έχουμε rh << Reff , για m ' `η έχουμε rh ' Reff , ενώ για

m >> `η έχουμε rh >> Reff . Το ελάχιστο των καμπυλών παρουσιάζει κοντά στο m/`η ' 3.1 και

υποδεικνύει τα σημεία του παραμετρικού χώρου (m, `η) για τα οποία rh >> Reff .
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Σχήμα 5.3: Αριστερά: Απόκριση της μελανής οπής κάτω από βαρυτικές διαταραχές με ` = 2,
m = 0.1 για διάφορες τιμές του `η. Δεξιά: Θεμελιώδη ` = 2 modes των οποίων η εξαγωγή έγινε

από το prompt ringing της μελανής οπής με m = 0.1 και `η = 4, 10, 50, 100 από αριστερά προς

τα δεξιά.

Στην εικόνα 5.4 παρουσιάζεται η χρονική εξέλιξη των βαρυτικών διαταραχών για μάζες στην πε-

ριοχή m << `η (m/`η ∼ O(10−3)). Αξίζει να σημειωθεί ότι το αρχικό ringdown είναι πολύ κοντά

σε αυτό που λαμβάνουμε από μια μελανή οπή Schwarzschild, μία αναμενόμενη συμπεριφορά καθώς

η τιμή του `η είναι πολύ υψηλή σε σχέση με την μάζα προσεγγίζοντας έτσι το όριο `η → ∞ στο

οποίο επιστρέφουμε στις λύσεις της Γενικής Σχετικότητας. Καθώς αυξάνεται το ` οι διαταραχες

φθήνουν πιο γρήγορα και αποκτούν μεγαλύτερη συχνότητα ταλάντωσης καθώς περισσότερη ενέρ-

γεια μεταβιβάζεται από τη σφαίρα φωτονίων. Η συγκεκριμένη συμπεριφορά είναι αναμενόμενη αφού

κάτι παρόμοιο συμβαίνει και για τη διάδοση βαρυτικών διαταραχών σε μελανές οπές Schwarzschild
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[154]. Ωστόσο, η late time συμπεριφορά φανερώνει ότι, αντί για ένα power-law cutoff, τα πεδία τε-

ίνουν σε μία σταθερή τιμή η οποία σχετίζεται με την ασυμπτωτική τιμή του effective δυναμικού (βλ.

σχήμα 5.1) καθώς και με την αναμονή των echoes που φτάνουν αργότερα. Η τελική late time ουρά

θα πρέπει να γίνεται εμφανής για μεγάλες μελανές οπές στις οποίες τα echoes θα απορροφηθούν

σχετικά γρήγορα από τον ορίζοντα.

Η 5.5 απεικονίζει την εξέλιξη των διαταραχών για m < `η (m/`η ∼ O(10−1)). Παρατηρούμε

το σχηματισμό των echoes τα οποία ακολουθούν το αρχικό ringdown. Σε αυτή την παραμετρική

περιοχή, η σχέση μάζας και σταθεράς σύζευξης γίνεται πιο ξεκάθαρη. Κρατώντας σταθερό το `η
και αυξάνοντας τη μάζα, οι διαταραχές θα ταξιδέψουν μικρότερη απόσταση μεταξύ της σφαίρας

φωτονιών και του συνόρου AdS κάτι το οποίο οδηγεί στον πιο σύντομο, χρονικά, σχηματισμό των

echoes. Ακριβώς ίδια συμπεριφορά παρατηρείται εαν κανείς κρατήσει τη μάζα σταθερή και μειώσει

το `η. Το ίδιο μοτίβο παρατηρήθηκε και στο [191] για την περίπτωση των βαθμωτών διαταραχών

οι οποίες ταξιδεύουν με ταχύτητα φωτός, σε αντίθεση με τις βαρυτικές διαταραχές της παρούσας

ανάλυσης. Αυτό συνεπάγεται ότι μία αντίστοιχη ανάλυση μέσω null γεωδαισιακών παρόμοια με

αυτή των [192, 70, 203], στην οποία τα echoe timescales υπολογίζονται προσεγγιστικά μέσω του

χρόνου που χρειάζεται το φως για να ταξιδέψει από την PS στο AdS σύνορο και πίσω, χάνει το

νόημά της. Η περίπτωσή μας είναι πιο πολυσύνθετη αφού δεν μπορούμε πλέον να θεωρήσουμε

null γεωδαισιακές αλλά αντιθέτως, πρέπει να θεωρήσουμε κύματα τα οποία ταξιδεύουν σε ένα

μεταβαλλόμενο μέσο με μεταβλητή ταχύτητα διάδοσης η οποία εξαρτάται από το εκάστοτε χωρικό

σημείο. Παρόλα αυτά, πραγματοποιήσαμε μία τυπική ανάλυση με null γεωδαισιακές και βρήκαμε ότι

για μεγάλα `η, όπου η ταχύτητα διάδοσης είναι πολύ κοντά σε αυτή του φωτός, τα echoe timescales
υπολογίζονται με ικανοποιητική ακρίβεια ενώ, όσο μειώνεται το coupling μειώνεται και η συμφωνία

μεταξύ των echoe timescales που βρίσκουμε μέσω null γεωδαιτικών και του χρόνου εμφάνισης

των echoes που προκύπτει από την αριθμητική ολοκλήρωση και την εξαγωγή των time domain
profiles. Σε κάθε περίπτωση, τα αποτελέσματα της συγκεκριμένης ανάλυσης ενισχύόυν τη άποψη

της τροποποιημένης ταχύτητας διάδοσης όσων αφορά τις βαρυτικές διαταραχές.
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Σχήμα 5.4: Δυναμικό (αριστερά) και χρονική εξέλιξη (δεξιά) βαρυτικών διαταραχών για διάφορα

`, με `η = 100, m = 0.1. Οι παραπάνω τιμές αντιστοιχούν σε μικρές μελανές οπές υπό την έννοια

ότι rh << Reff (m/`η ∼ O(10−3)).
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Σχήμα 5.5: Δυναμικό (αριστερά) και χρονική εξέλιξη (δεξιά) βαρυτικών διαταραχών για ` = 2
διαταραχές με `η = 5 και διάφορες τιμές της μάζας m. Οι παραπάνω τιμές αντιστοιχούν σε μεσαίου

μεγέθους μελανές οπές υπό την έννοια ότι rh ∼ Reff (m/`η ∼ O(10−1)).

Για να αποκτήσουμε μια πιο σφαιρική εικόνα για την επίδραση του λόγου m/`η στην απόκριση

της μελανής οπής, όταν αυτή διαταράσσεται βαρυτικά, στο σχήμα 5.6 κατασκευάζουμε τη χρονική

εξέλιξή της για ένα πιο μεγάλο εύρος τιμών της μάζας κρατώντας την παράμετρο `η σταθερή. Καθώς

αυξάνεται το m τα echoes δίνουν τη θέση τους σε μία quasinormal ringing συμπεριφορά ενώ,

οποιαδήποτε περαιτέρω αύξηση της μάζας οδηγεί σε ένα μοναδικό ringdown το οποίο ακολουθείται

από μία σταθερή ‘‘ουρά’’ (late-time tail). Συμπεραίνουμε πως αυτή η συμπεριφορά πηγάζει από τη

μορφή του δυναμικού το οποίου η κορυφή μειώνεται καθώς αυξάνεται το m. ΄Ετσι, η ενεργειακή

περιοχή στην οποία μπορούν να παγιδευτούν κάποια modes, τα οποία οδηγούν σε echoes, συνεχώς

μειώνεται και, κατά συνέπεια η quasinormal συμπεριφορά από τη σφαίρα φωτονίων επικρατεί έναντι

των echoes.

΄Οταν η μάζα γίνει ανάλογη του (m/`η ∼ O(100)) ή αρκετά μεγαλύτερη του `η (m/`η ∼ O(102)),
το δυναμικό σχηματίζει αρνητικά πηγάδια στην περιοχή κοντά στον ορίζοντα (βλ. 5.7, 5.8 αντίστοι-

χα). ΄Ενω κάτι τέτοιο θα μπορούσε να οδηγήσει σε αστάθεια του αντικειμένου, παρατηρούμε πως

οι διαταραχές παρουσιάζουν μία εκθετική μείωση. Αντιθέτως, όσο αυξάνεται η μάζα η περίοδος

του quasinormal ringing μείωνεται (αφού πλέον δεν υπάρχει σφαίρα φωτονίων στο δυναμικό) και

τα πεδία σβήνουν ακόμη πιο γρήγορα παρόλο που τα πηγάδια στο δυναμικό αποκτούν μεγαλύτε-

ρο βάθος. Η εκθετική φύση της τελικής ουράς των διαταραχών σχετίζεται με τα effective AdS
asymptotics της λύσης τα οποία επιβάλλουν ανακλαστικές συνοριακές συνθήκες στο χωροειδές

άπειρο και είναι σε συμφωνία με τη γενικότερη συμπεριφορά που παρουσιάζουν οι διαταραχές σε

AdS μαύρες τρύπες [116]. Η ουρά εμφανίζεται σε αυτές τις περιπτώσεις γιατί τα echoes χάνονται

ταχύτατα πίσω από τον ορίζοντα και η ασυμπτωτική σύμπεριφορα εμφανίζεται σε πιο σύντομους

χρόνους. Περιμένουμε ακόμη και οι διαταραχές σε μικρές μελανές οπές εν τέλει να παρουσιάζουν

εκθετικές ουρές απλά σε πολύ μεγαλύτερους χρόνους.
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Σχήμα 5.6: Δυναμικό (αριστερά) και χρονική εξέλιξη (δεξιά) για ` = 2 διαταραχές της μελανής

οπής με `η = 0.1 και διάφορες μάζες m.
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Σχήμα 5.7: Δυναμικό (αριστερά) και χρονική εξέλιξη (δεξιά) για ` = 2 διαταραχές της μελανής οπής

με `η = 1 και διάφορες μάζες m. Αυτές οι τιμές αντιστοιχούν σε μεσαίου μεγέθους αντικείμενα με

rh ∼ Reff (m/`η ∼ O(100)).
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Σχήμα 5.8: Δυναμικό (αριστερά) και χρονική εξέλιξη (δεξιά) για ` = 2 διαταραχές της μελανής

οπής με `η = 5 και διάφορες μάζες m. Η επιλογή τιμών μάζας και σταθεράς σύζευξης αντιστοιχεί

σε μεγάλου μεγέθους αντικείμενα με rh >> Reff (m/`η ∼ O(102)).
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Σχήμα 5.9: Χρονική εξέλιξη ` = 2 διαταραχών της μελανής οπής με σταθερό λόγο m/`η ' 0.1
(αριστερά), m/`η ' 0.3 (κέντρο) και m/`η = 1 (δεξιά).

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε πως η υπο εξέταση μελανή οπή είναι ευσταθής κάτω από βαρυτικές

διαταραχές ενώ, τα ποιοτικά χαρακτηριστικά της απόκρισής της εξαρτώνται κυριώς από την τιμή

του λόγου m/`η. Στο σχήμα 5.9 παρουσιάζεται αυτή η συμπεριφορά για αντικείμενα μεσαίου

μεγέθους. Η ανάλυσή μας υποδεικνύει ότι το μοτίβο αυτό συνεχίζέται ανεξαρτήτως του μεγέθους

του αντικειμένου. Αν και η πηγή των echoes στην περίπτωσή μας σχετίζεται με την ασυμπτωτική

συμπεριφορά του χωροχρόνου, και όχι λόγω κάποιας τροποποίησης γύρο από τον ορίζοντα, τα

αποτελέσματά μας είναι σε συμφωνία με διαταραχές από σκουλικότρυπες στις οποίες μειώνεται ο

λαιμός [206] και με μοντέλα black-bounce που περιγράφουν την μεταβάση μίας regular μαύρης

τρύπας σε σκουλικότρυπα [127].

5.6 Συμπεράσματα

Στην παρούσα εργασία, μελετήθηκε η ευστάθεια ενός στατικού, σφαιρικά συμμετρικού συμπαγούς

αντικειμένου της Horndeski θεωρίας στο οποίο το βαθμωτό πεδίο της θεωρίας αλληλεπιδρά με

τον τανυστή Einstein. Το συγκεκριμένο μοντέλο παράγει μία ακριβή λύση μελανής οπής ‘‘ντυ-

μένης’’ με το βαθμωτό πεδίο το οποίο και παράγει μία effective AdS συμπεριφορά στο άπειρο. Η

ευστάθέια εξετάστηκε σε γραμμικό επίπεδο χρησιμοποιώντας axial βαρυτικές διαταραχές, με τεχνι-

κές χρονικής εξέλιξης και συμπληρωματικές εξαγωγές των QNM συχνοτήτων. Τα αποτελέσματα

υποδεικνύουν ότι η εν λόγω μελανή οπή είναι ευσταθής με αποκρίσεις η οποίες σβήνουν με το

χρονό. Τα ποιοτικά χαρακτηριστικά της απόκρισής της εξαρτώνται από την τιμή του λόγου m/`η.
Καθώς ο λόγος αυξάνεται, το βαρυτικό ringdown μεταβαίνει μεταξύ τριών διαφορετικών μοτίβων.

Συγκεκριμένα παρουσιάζει ένα τυπικό quasinormal ringdown (m/`η . 10−2
), ένα long-lived state

όπου κυριαρχούν echoes (10−2 . m/`η . 10−1
) και τέλος, ένα state στο οποίο τα echoes σβήνουν

ταχύτατα και έχουμε την εμφάνιση εκθετικών αποσβενύμενων ουρών (m/`η & 10−1
).

Παρόλα τα ευρήματα της συγκεκριμένης μελέτης τα οποία υποδεικνύουν ευστάθεια, σημειώνουμε

ότι θεωρήσαμε μόνο το axial κομμάτι των διαταραχών. Γενικά, θα πρέπει να εξεταστεί και το polar
κομμάτι των βαρυτικών διακυμάνσεων για να μπορεί να εξαχθεί ένα τελικό συμπέρασμα για την

ευστάθεια του αντικειμένου. Το συγκεκριμένο εγχείρημα μπορεί να αποβεί εξαιρετικό δύσκολο από

τεχνικής άποψης, όσον αφορά την αναγωγή των διαταρακτικών εξισώσεων σε μία μονοδιάστατη

Zerilli-like αφού οι polar βαθμοί ελευθερίας εν γένει αλληλεπιδρούν με το βαθμωτό πεδίο στις

scalar-tensor θεωρίες. ΄Ενα πρώτο βήμα σε αυτή την κατεύθυνση είναι να θεωρήσέι κανείς radial
διαταραχές οι οποίες συνήθως προσομοιάζουν σε ικανοποιητικό βαθμό τις polar [249, 250, 251, 252]

και μπορούν να δώσουν μία πιο πλήρη εικόνα για την γενική ευστάθεια του αντικειμένου.

Πέρα από την αξιοποίηση των τεχνικών χρονικής εξέλιξης, μία ακόμη ενδιαφέρουσα ανάλυση θα

ήταν μία πλήρης εξέταση στο frequency domain των axial και των polar QNMs με παρόμοιο
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τρόπο όπως στις αναφορές [103, 104]. Επιπλέον, η διαφοροποίηση της ταχύτητας διάδοσης των

βαρυτικών κυμάτων στη συγκεκριμένη γεωμετρία καθιστά ύψιστής σημασίας την ανάλυση πιθανών

παρατηρησιακών αποτυπωμάτων αυτής της συμπεριφοράς έτσι ώστε να μπορεί κανείς να ξεχωρίσει

εαν το παρατηρούμενο σήμα παράγεται από κάποια modified gravity ή από strongly-lensed βαρυτικά

κύματα της Γενικής Σχετικότητας [253, 254].

Σε μία πρόσφατη δημοσίευση [212], μία κλάση μηχανικών μοντέλων αναλύθηκε όπου ένας κανο-

νικός(canonical) βαθμός ελευθερίας αλληλεπιδρά με έναν άλλο ο οποίος έχει αρνητική κινητική

ενέργεια (ghost). Εκεί οι συγγραφείς απέδειξαν πως το σύστημα είναι απολύτως σταθερό για ο-

ποιαδήποτε αρχική συνθήκη, παρόλο που κανείς θα περίμενε να παρουσιάζει αστάθεια λόγω της

ύπαρξης του ghost. Στην περίπτωσή μας, αντιμετωπίσαμε ένα νοητικά παρόμοιο σύστημα, αποτε-

λούμενο από μία μελανή οπή για την οποία η κινητική ενέργεια του βαθμωτού ίχνους (scalar hair)
μπορεί να είναι είτε θετική είτε αρνητική (ο ένας βαθμός ελευθερίας) αρκεί η αλληλεπίδραση του

με τον τανυστή Einstein να έχει το αντίθετο πρόσημο (ο δεύτερος βαθμός ελευθερίας) δηλαδή, να

είναι ελκτική ή απωστική αντίστοιχα. Και για τις δύο περιπτώσεις βρίσκουμε πως η μελανή οπή

είναι σταθερή κάτω από βαρυτικές διαταραχές, κάτι το οποίο αποτελεί παράδειγμα πως οι κλασσική

ανάλυση στο [212] παρουσιάζει αναλογίες - και ίσως να μπορούσε να εφαρμοστεί - στη φυσική

των μελανών οπών. Επομένως, η σχέση της κινητικής ενέργειας του βαθμωτού ίχνους με την

αλληλεπίδρασή του ίχνους αυτού με τον τανυστή Einstein αξίζει περαιτέρω εξέταση, κάτι το οποίο

αφήνουμε για μελλοντική μελέτη.
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Κεφάλαιο 6

Μετάβαση μελανής οπής σε

σκουλικότρυπα μέσω disformal
μετασχηματισμών στην Horndenski
θεωρία

6.1 Εισαγωγή

Οι disformal μετασχηματισμοί χρησιμοποιήθηκαν από τον Bekenstein [224] σε μία προσπάθεια να

περιγράψει την βαρύτητα με τη χρήση δύο γεωμετριών. Η ανάγκη για δύο γεωμετρίες ήρθε από

την απαίτηση πως η πρώτη θα περιγράφει την βαρύτητα ενώ, η δεύτερη θα καθορίζει τη γεωμετρία

στην οποία διαδίδεται η ύλη. Η προσέγγιση αυτή είναι πολύ βολική εάν κανείς θέλει να περιγράψει

εναλλακτικές θεωρίες βαρύτητας, όπως είναι οι θεωρίες βαθμωτού-τανυστή (scalar-tensor). Για

να υπάρχει συνέπεια με τις πειραματικές μετρήσεις στο πλαίσιο της ΓΘΣ, χρησιμοποιείται μία Rie-
mannian μετρική gµν για την περιγραφή της γεωμετρίας και, για την περιγραφή της βαρυτικής

δυναμικής πρέπει να εισαχθεί μία εξίσωση που συσχετίζει την gµν με την ‘‘φυσική’’ γεωμετρία ĝµν
πάνω στην οποία κινείται η ύλη

ds2 = ĝµνdx
µdxν ≡

(
gµνA(φ) + L2B(φ)∂µφ∂νφ

)
dxµdxν , (6.1)

όπου L μία κλίμακα μήκους(length scale). Η μετρική gµν και η ‘‘φυσική’’ μετρική της ύλης ĝµν
συνδέονται μέσω ενός conformal και ενός disformal μετασχηματισμού.

Στο [224] ο Bekenstein επιχείρησε να προσδώσει ένα φυσικό νόημα στη συσχέτιση των δύο μετρι-

κών (6.1). Οταν B = 0 συνδέονται μέσω ενός conformal μετασχηματισμού, ο οποίος δεν αλλάζει

τις γωνίες τοπικά και ‘‘τεντώνει’’ ή ‘‘συρρικνώνει’’ ισόποσα τον χωροχρόνο προς όλες τις κατευθύν-

σεις. ΄Οταν B 6= 0 οι μετρικές σχετίζονται μέσω ενός disformal μετασχηματισμού ο οποίος αφενός

αλλάζει τις γωνίες τοπικά και αφετέρου προκαλεί μία διαφορετική παραμόρφωση στην κατεύθυνση

που είναι παράλληλη στο ∂µφ σε σχέση με τις παραμορφώσεις στις υπόλοιπες κάθετες διευθύνσεις .

Η μετρική ĝµν πρέπει να χρησιμοποιηθεί εξ αρχής για να δει κανείς το φυσικό πλαίσιο που εισάγεται

από τον disformal μετασχηματισμό.

Αυτού του είδους οι μετασχηματισμοί έχουν χρησιμοποιηθεί σε μελέτες πολλών θεωριών βαθμωτού-
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τανυστή όπως η θεωρία Horndeski [161]. Στο [225] οι συγγραφείς έδειξαν ότι οι disformal μετασχη-
ματισμοί όταν εφαρμοστούν σε ένα υποσύνολο της Horndeski Λαγκρανζιανής, παίζουν παρόμοιο

ρόλο με την εφαρμογή των conformal μετασχηματισμών στις θεωρίες βαθμωτού-τανυστή. Επίσης,

έχουν χρησιμοποιηθεί σε θεωρίες Horndeski υψηλότερης τάξης για να μελετηθεί η ευστάθειά τους

και η πιθανή ύπαρξη ghost ασταθειών [226, 227]. Οι κοσμολογικές διαταραχές σε αυτά τα μοντέλα

μελετήθηκαν στο [228] όπου τα αποτελέσματα έδειξαν πως τόσο οι βαθμωτές όσο και οι τανυστικές

διαταραχές σε ένα ισοτροπικό και επίπεδο χωροχρόνο είναι αναλλοίωτες κάτω από disformal μετα-
σχηματισμούς. Η αναλλοιώτητα παρατηρήσιμων μεγεθών κάτω από conformal μετασχηματισμούς

συζητήθηκε στο [229].

Η σύζευξη του disformal όρου με την ύλη μελετήθηκε στο [230] όπου και βρέθηκαν λύσεις συμπα-

γών αντικειμένων. Παρουσιάστηκε ένα μοντέλο θεωρίας βαθμωτού-τανύστη, με άμαζο βαθμωτό

πεδίο, και μελετήθηκε το φαινόμενο του spontaneous scalarization ενός αργά περιστρεφόμενου συ-

μπαγούς αντικειμένου λόγω της σύζευξης του disformal όρου με την ύλη. Στο [233] μελετήθηκε η

πιθανότητα να χρησιμοποιηθούν disformal μετασχηματισμοί στα βαθμωτά πεδία των DHOST θε-

ωριών δευτέρας τάξης [231, 232], προκειμένου να βρεθούν νέες αναλυτικές σφαιρικά συμμετρικές

hairy λύσεις σε αυτά τα μοντέλα. Η δουλειά αυτή επεκτάθηκε περαιτέρω στο [234] εφαρμόζο-

ντας disformal μετασχηματισμούς σε γνωστές στατικές και stealth λύσεις της ΓΘΣ όπου και

μελετήθηκαν οι απεικονίσεις αυτών των λύσεων οι οποίες μπορούν να περιγράψουν μελανές οπές,

σκουλικότρυπες αλλά και ακάλυπτες ιδιομορφίες. Στο [235] μελετήθηκε η disformal απεικόνιση

μίας stealth Kerr μελανής οπής, στις DHOST θεωρίες.

Η συσχέτιση (6.1) μεταξύ δύο μετρικών χρησιμοποιήθηκε στο [236] όπου βρέθηκαν νέες hairy
λύσεις μελανών οπών, σε ένα bi-metric scalar-tensor μοντέλο, οι οποίες παραβίαζαν το no-hair
θεώρημα. Σε αυτή τη μελέτη οι συγγραφείς έθεσαν την παράμετρο A = L2 = 1 και την B ίση

με μία σταθερή τιμή ανεξάρτητη του βαθμωτού πεδίου φ. Χρησιμοποιήθηκε ένα βαθμωτό πεδίο

συζευγμένο με την φυσική μετρική gµν και επιπλέον, ένα ηλεκτρομαγνητικό πέδιο που αλληλεπιδρά

με την μετρική της ύλης ĝµν . Λύνοντας τις εξισώσεις κίνησης αποδείχθηκε ότι η θεωρία περιγράφει

μία hairy μαύρη τρύπα με ένα βαθμωτό πεδίο έξω από τον ορίζοντα. Η παράμετροςB όντας σταθερά,

λειτουργεί σαν μία effective κοσμολογική σταθερά δίνοντας τη δυνατότητα στον χωροχρόνο να είναι

ασυμπτωτικά επίπεδος, dS ή AdS. Επίσης, έγινε θερμοδυναμική ανάλυση της εν λόγω μελανής οπής.

Χρησιμοποιώντας ως κίνητρο την παρατήρηση του Bekenstein [224] όσον αφορά τις παραμορφώσεις

που προκαλούν οι disformal μετασχηματισμοί σε έναν χωροχρόνο, θα εξετάσουμε την πιθανότητα

να αξιοποίησής τους για να εφαρμόσουμε ένα disformation σε μία μελανή οπή και να την μετα-

τρέψουμε σε σκουλικότρυπα. Για αρχικό συμπαγές αντικείμενο θα χρησιμοποιήσουμε την hairy
μελανή οπή του Rinaldi [180], η οποία είναι λύση μία υπο-κλάσης της Horndeski και στην οποία,

το βαθμωτό πεδίο (hair) εμφανίζεται μέσα στις συναρτήσεις της μετρικής (primary hair).

Ακολουθώντας το [234] εφαρμόζουμε τον disformal μετασχηματισμό

gµν → ĝµν = Ω2(Φ, X)gµν +W (Φ, X)∂µΦ∂νΦ , (6.2)

όπου Φ το βαθμωτό πεδίο της υπο-κλάσης της Horndeski και X = ∇µΦ∇µΦ. Στη συνέχεια

θα δείξουμε ότι υπάρχει μία κρίσιμη παράμετρος η οποία ελέγχει την μετάβαση της μελανής οπής

σε σκουλικότρυπα. Τέλος, θα εξετάσουμε την πιθανή παραβίαση της φωτοειδούς ενεργειακής

συνθήκης (null energy condition)(NEC) και θα μελετήσουμε τη συμπεριφορά ενός εξωτερικού

βαθμωτού πεδίου, μέσω της χρονικής του εξέλιξης, το οποίο διαδίδεται σε αυτόν τον υπο μετάβαση

χωροχρόνο.
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6.2 Μελανή οπή με βαθμωτό πεδίο συζευγμένο κινητικά με

τον τανυστή Einstein

Σε αυτή την ενότητα θα περιγράψουμε τα βασικά στοιχεία της hairy μελανής οπής Rinaldi [180], η
οποία είναι λύση μίας υποκατηργορίας της Horndeski στην οποία ο κινητικός όρος του βαθμωτού

πεδίου αλληλεπιδρά με τον τανυστή Einstein. Για λόγους πληρότητας υπενθυμίζουμε πως η πλήρης

Λαγκρανζιανή Horndeski δίνεται από

L =

i=5∑
i=2

Li , (6.3)

L2 = K(Φ, X) ,

L3 = −G3(Φ, X)�Φ ,

L4 = G4(Φ, X)R+G4,X

[
(�Φ)2 − (∇µ∇νΦ)2

]
.

L5 = G5(Φ, X)Gµν∇µ∇νΦ− 1

6
G5,X

[
(�Φ)3 − 3�Φ(∇µ∇νΦ)2 + 2(∇µ∇νΦ)3

]
,

όπου X = ∇µΦ∇µΦ. Η υποκατηγορία με την οποία θα ασχοληθούμε στη συνέχεια περιλαμβάνει

μή-τετριμμένους όρους L2 = K(Φ, X) = −εX και G4(Φ, X) = (8π)−1 + η
2X. Συνεπώς η δράση

αυτής της υπο-κλάσης δίνεται από

S =

∫
d4x
√
−g
[
R

8π
− (εgµν + ηGµν)∂µΦ∂νΦ

]
, (6.4)

όπου gµν η μετρική, g = det(gµν), R η βαθμωτή καμπυλότητα, Gµν ο τανυστής Einstein, Φ ένα

πραγματικό άμαζο βαθμωτό πεδίο και η μία σταθερά σύζευξης με διαστάσεις τετραγωνικού μήκους.

Η παράμετρος ε ισούται με ±1. ΄Οταν ε = +1, έχουμε ένα canonical βαθμωτό πεδίο που διαδίδεται

με θετική ενέργεια, ενώ η περίπτωση ε = −1 ανταποκρίνεται σε ένα phantom βαθμωτό πεδίο το

οποίο διαδίδεται με αρνητική κινητική ενέργεια.

Μεταβολές στη δράση (6.4) ως προς τη μετρική gµν και το βαθμωτό Φ δίνουν τις ακόλουθες

εξισώσεις κίνησης

Gµν = 8π
[
εTµν + ηΘµν

]
, (6.5αʹ)

[εgµν + ηGµν ]∇µ∇νΦ = 0 , (6.5βʹ)

όπου

Tµν = ∇µφ∇νΦ− 1

2
gµν(∇Φ)2 , (6.6)

Θµν = −1

2
∇µΦ∇νΦR+ 2∇αΦ∇(µφR

α
ν)

+∇αΦ∇βΦRµανβ +∇µ∇αΦ∇ν∇αΦ

−∇µ∇νΦ�Φ− 1

2
(∇Φ)2Gµν (6.7)

+ gµν
[
− 1

2
∇α∇βΦ∇α∇βΦ +

1

2
(�Φ)2 −∇αΦ∇βΦRαβ

]
.

Μία στατική σφαιρικά συμμετρική μελανή οπή σε αυτό το μοντέλο βρέθηκε στο [180], υπό την

υπόθεση ότι το βαθμωτό πεδίο έχει εξάρτηση μόνο από την ακτινική συντεταγμένη. Μέσα από τη

διαδικασία επίλυσης προκύπτει ο περιορισμός εη < 0, οποίος οδηγεί στο ορισμό της παραμέτρου

`η = |εη|1/2 . (6.8)
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Ως προς μία μετρική της μορφής

ds2 = −gtt(r)dt2 + grr(r)dr
2 + gθθ(r)dΩ2 , (6.9)

η λύση αντιστοιχεί σε gθθ(r) = r2
με r ∈ (0,+∞) και με τις ακόλουθες μετρικές συναρτήσεις

gtt(r) = −
[

3

4
+

r2

12`2η
− 2m

r
+
`η
4r

arctan

(
r

`η

)]
= −1

4
F (r) , (6.10αʹ)

grr(r) =
(r2 + 2`2η)

2

(r2 + `2η)
2F (r)

, (6.10βʹ)

όπου F (r) =
[
3 + r2

3`2η
− 8m

r +
`η
r arctan

(
r
`η

)]
, ενώ το βαθμωτό hair της λύσης δίνεται από

X = − ε

8π`2η

r2

r2 + `2η
. (6.11)

΄Ενα σημαντικό χαρακτηριστικό της λύσης είναι ότι δεν απαιτεί κάποια συγκεκριμένη τιμή για την

παράμετρο ε, όπως φαίνεται και από την (6.11). Ο μοναδικός περιορισμός της λύσης είναι ότι

εη < 0, απορροφάται από στον ορισμού της κινητικής παραμέτρου σύζευξης (kinetic coupling)
(6.8). Στο [180] ο συγγραφέας θεώρησε ένα canonical βαθμωτό πεδίο και οι εξισώσεις κίνησης

όντως ικανοποιούνταν για ε = −1, εφόσον εη < 0. Ωστόσο, το γεγονός ότι το Φ εξαρτάται μόνο

από την ακτινική συντεταγμένη, σημαίνει ότι το διάνυσμα ∂µΦ είναι χωροειδές (spacelike), το οποίο

δίνει ε = −1 δηλαδή, η εν λόγω μελανή οπή μπορεί να δημιουργείται και από ένα phantom βαθμωτό

πεδίο. Για να κρατήσουμε την ανάλυσή μας όσο πιο γενική γίνεται αποφασίσαμε να μην δηλώσουμε

κάποια σταθερή τιμή για το ε. Η σταθερά σύζευξης λειτουργεί ως πηγή για την δημιουργία μίας

ασυμπτωτικά AdS συμπεριφοράς στο χωροχρόνο επομένως, η μελανή οπή αναπαράγει την λύση

Schwarzschild στο όριο lη → +∞. Συνεπώς , αυτή η γεωμετρία μπορεί να κατανοηθεί ως μία

hairy γενίκευση της λύσης Schwarzschild με effective AdS συμπεριφορά, όταν η δυναμική του spin-
0 βαθμού ελευθερίας εμπλουτίζεται επιπλέον από την κινητική αλληλεπίδρασή του με το γκραβιτόνιο

δηλαδή, από τον όρο Gµν∂µΦ∂νΦ.

Σε πρώτης τάξης προσέγγιση αποδείχθηκε στο [191] ότι λόγω της ασυμπτωτικής AdS συμπερι-

φοράς - η οποία λειτουργεί ως καθρέφτης για τα κύματα που παράγονται από τις διαταραχές ενός

εξωτερικού βαθμωτού πεδίου - σχηματίζεται ένα effective δυναμικό έξω από τον ορίζοντα το οποίο

περιέχει περιοχές πιθανής παγίδευσης των εισερχόμενων κυμάτων. ΄Ετσι, στην εν λόγω έρευνα

βρέθηκε ότι το ringdown της μελανής οπής παρουσιάζει αποσβενύμενα echoes, υποδεικνύοντας την

ευστάθεια του αντικείμενου κάτω από αυτού του είδους τις διαταραχές. Επιπλέον, ο υπολογισμός

των axial βαρυτικών διαταραχών στο [237] απέδειξε την περαιτέρω ευστάθεια αυτού του hairy
συμπαγούς αντικειμένου.

6.3 Παραγωγή σκουλικότρυπας μέσω disformal μετασχημα-
τισμών

Με αφορμή την δουλειά που πραγματοποιήθηκε στο [234], θα προτείνουμε μία μέθοδο για την παρα-

γωγή μίας γεωμετρίας που παρεμβάλλεται μεταξύ τεσσάρων διαφορετικών αντικειμένων. Μίας μελα-

νής οπής, μίας regular μελανής οπής, μίας one-way σκουλικότρυπας - δηλαδή μίας σκουλικότρυπας

η οποία περιέχει έναν ορίζοντα γεγονότων πάνω στο λαιμό - και μίας two-way σκουλικότρυπας η
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οποία, θεωρητικά τουλάχιστον, είναι traversable. Εφαρμόζοντας τον disformal μετασχηματισμό

(6.2) στη μετρική (6.9) παίρνουμε

dŝ2 = −Ω2(Φ, X)
1

4
F (r)dt2 +

Ω2(Φ, X) +W (Φ, X)X
(r2+l2η)2

(r2+2l2η)2
F (r)

dr2 + Ω2(Φ, X)r2dΩ2 . (6.12)

Σημειώνουομε ότι οι απαιτούμενες συνθήκες που καθιστούν τον μετασχηματισμό μία αντιστρέψιμή

απεικόνιση είναι [234]

Ω 6= 0 , (6.13)

Ω2 −X(Ω2)X −X2WX 6= 0 . (6.14)

Η ύπαρξη κάποιου ορίζοντα γεγονότων μπορεί να μελετηθεί χρησιμοποιώντας την νόρμα του Ko-
dama vector ∇µR∇µR, όπου R η gθθ συνιστώσα της μετρικής. Με βάση το [234] ένας ορίζοντας

γεγονότων αντιστοιχεί σε μονές θετικές ρίζες του Kodama vector, οι διπλές ρίζες υποδεικνύουν

την υπάρξη κάποιου λαιμού σκουλικότρυπας. Η νόρμα του χρησιμοποιώντας τη μετρική (6.12)

παίρνει τη μορφή

∇µR∇µR = 4

(r2+l2η)2

(r2+2l2η)2
F (r)

Ω2(Φ, X) +W (Φ, X)X

(
ΩΦ(Φ)′r2 + ΩX(X)′r2 + Ω2r

)2
, (6.15)

όπου οι τόνοι συμβολίζουν παραγώγιση ως προς την ακτινική συντεταγμένη r. Εάν ο δεύτερος

παράγοντας της παραπάνω σχέσης έχει ρίζες τότε αυτές θα αντιστοιχούν σε λαιμό σκουλικότρυπας,

λόγω του εκθέτη. Ωστόσο επειδή θέλουμε η γεωμετρία μας να παρεμβάλλεται μεταξύ διαφορετικών

αντικειμένων, θα πρέπει να ακολουθήσουμε μία διαφορετική οδό. Αντιθέτως, θέλουμε να εστιάσου-

με στον παρονομαστή της (6.15) και να διαλέξουμε μία κατάλληλη μορφή για τη συνάρτηση W .

Επίσης, προκειμένου να μπορεί η γεωμετρία μας να περιγράψει και μελανές οπές είναι χρήσιμο να

θέσουμε τον conformal factor Ω = 1. Από τη στιγμή που αυτή η επιλογή δεν αποκλείει την ύπαρξη

κάποιας φωτοειδούς, η ύπαρξη ενός ορίζοντα θα πρέπει να εξαρτάται από κάποια νέα παράμετρο,

την οποία και θα εισάγουμε. Υπενθυμίζουμε ότι για τη λύση (6.10αʹ), (6.10βʹ) το X έχει τη μορφή

X =
−ε

8πl2η

r2

r2 + l2η
, (6.16)

το οποίο συνεπάγεται

r2 =
−8πl4ηX

8πl2ηX + ε
. (6.17)

Διατηρώντας τη συμμετρία μετατόπισης (shift symmetry) της θεωρίας υποθέτουμε ότι η συνάρτηση

W έχει εξάρτηση W = W (X). Στόχος μας είναι να τροποποιήσουμε την grr συνιστώσα της

μετρικής έτσι ώστε να περιλαμβάνει τον όρο
r2

r2−a2 , όπου a μία καινούργια παράμετρος με διαστάσεις

μήκους στο τετράγωνο. Σύμφωνα με τη σχέση (6.17), η κατάλληλη W μπορεί εύκολα να βρεθεί

ίση με

W = − 1

X
+

8πl4ηX

8πl4ηX + a2(8πl2ηX + ε)
, (6.18)

η οποία μόλις αντικατασταθεί στη μετρική δίνει

ds̃2 = −1

4
F (r)dt2 +

dr2

(r2−a2)
r2

(r2+l2η)2

(r2+2l2η)2
F (r)

+ r2dΩ2 . (6.19)
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Η μετρική (6.19) περιγράφει τον χωροχρόνο σκουλικότρυπας εφόσον η νέα παράμετρος a είναι με-

γαλύτερη από τη ακτίνα του ορίζοντα της υποβόσκουσας μαύρης τρύπας. Για να γίνει πιο ξεκάθαρο

αυτό το χαρακτηριστικό της λύσης, πραγματοποιούμε ένα μετασχηματισμό συντεταγμένων ωστέ

να καλύψουμε την περιοχή r > a δύο φορές. Αυτό γίνεται εύκολα επιλέγοντας τη συντεταγμένη

x2 = r2 − a2, x ∈ R, η οποία συνεπάγεται

(
dr

dx

)2

=
r2 − a2

r2
και έτσι οδηγεί στη μετρική

ds̃2 = −1

4
F (
√
x2 + a2)dt2 +

dx2

(x2+a2+l2η)2

(x2+a2+2l2η)2
F (
√
x2 + a2)

+ (x2 + a2)dΩ2 . (6.20)

Η μετρική αυτή όντως μπορούμε να δούμε οτί παρεμβάλλεται μεταξύ μελανής οπής, regular μελανής

οπής, one-way σκουλικότρυπας και two-way σκουλικότρυπας καθώς η παράμετρος a αυξάνεται

παίρνοντας τιμές στο διάστημα [0, rh] ,όπου rh ο ορίζοντας γεγονότων της υποκείμενης μελανής

οπής. Σημειώνουμε πως αυτό είναι εφικτό επειδή στη συνιστώσα gtt, η F (r) είναι μία αύξουσα

συνάρτηση παρέχοντας τη δυνατότητα να χρησιμοποιήσουμε τον disformal μετασχηματισμό για

να επιβάλλουμε στις συναρτήσεις της μετρικής να παίρνουν μόνο θετικές τιμές. ΄Οταν a > rh, η

x = 0 υπερεπιφάνεια περιγράφει το λαιμό της σκουλικότρυπας. Υπό ένα πιο αυστηρά μαθηματικό

πρίσμα μπορούμε να κατανοήσουμε αυτό το αποτέλεσμα ως εξής. Σύμφωνα με το [238], ο λαιμός

μίας traversable σκουλικότρυπας Σ, είναι μια δισδιάστατη υπερεπιφάνεια ελάχιστου εμβαδού που

βρίσκουμε όταν πάρουμε χωροειδείς φέτες σταθερού χρόνου (constant-time spatial slices). Για να

υπολογίσουμε το εμβαδόν αυτής της επιφάνειας AΣ, χρησιμοποιούμε την εξίσωση

AΣ =

∫ √
g(2)d2x , (6.21)

με normal Gaussian συντεταγμένες gijdx
idxj = dn2 + gabdx

adxb. Για να αντιστοιχεί η Σ σε

λαιμό, πρέπει να ικανοποιείται η minimal area condition δηλαδή

δAΣ =

∫
∂n

√
g(2)d2x = −

∫ √
g(2)Tr(K)δnd2x = 0 , (6.22)

δ2AΣ = −
∫ √

g(2)(∂nTr(K)− Tr(K)2)δnδnd2x ≥ 0 , (6.23)

όπου Kab = −1
2∂ngab η εξωτερική καμπυλότητα της Σ. Χρησιμοποιώντας το στοιχείο μήκους

(6.20), βρίσκουμε μετά από λίγη άλγεβρα ότι και η extremality condition,

Tr(K) = −1

2
gab∂ngab = −1(1 + sin2 θ)

2(x2 + a2)
∂x(x2 + a2)

1
√
gxx

x=0
= 0 , (6.24)

αλλά και η minimal area condition,

− ∂nTr(K) = −∂xTr(x)
1
√
gxx

x=0
=

4(a2 + `2η)
2(1 + sin2 θ)

(a3 + 2a`2η)
2

gtt(0) > 0 , (6.25)

ικανοποιούνται αρκεί η παράμετρος a να είναι μεγαλύτερη από την ακτίνα του ορίζοντα.

Επιπλέον υπογραμμίζουμε ότι, κατά αναλογία με τη μελανή οπή (6.10αʹ), (6.10βʹ), η οποία καταλήγει

στη Schwarzschild γεωμετρία στο όριο όπου το kinetic coupling `η προσεγγίζει το άπειρο, η μετρική

(6.20) καταλήγει στην bouncing μετρική του [246]

ds2 = −
(

1− 2m√
x2 + a2

)
dt2 +

dr2(
1− 2m√

x2+a2

) + (x2 + a2)dΩ2 , (6.26)
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στο όριο lη → ∞, η οποία πρόσφατα έχει γίνει αντικείμενο έντονης ερευνητικής δραστηριότητας

[239, 240, 241, 242, 243, 244, 245, 127]. ΄Εχοντας καταλήξει στην τελική μορφή της λύσης μας,

μία ερώτηση που εγείρεται φυσικά είναι να βρούμε ποιά δράση θα μπορούσε να παράξει τέτοιου

είδους λύσεις. Σε μία τέτοια υποθετική δράση η seed μετρική gµν θα πρέπει να μπορεί να εκφραστεί

ως προς την μετασχηματισμένη μετρική ĝµν . ΄Ομως, η μετρική ĝµν περιέχει όρους που γίνονται

contracted με την seed μετρική gµν , συγκεκριμένα ο όρος (6.18), και έτσι η τελική δράση θα

περιείχε όρους αλληλεπίδρασης των δύο μετρικών. ΄Ενας τρόπος να αποφύγουμε αυτό το πρόβλημα

θα ήταν να εκφράσουμε αναλύτικά την gµν ως προς την ĝµν δηλαδή να βρούμε τον αντίστροφο

disformal μετασχηματισμό, κάτι το οποίο είναι δύσκολο από τεχνικής άποψης.

Συνεχίζουμε παρουσιάζοντας την γενικότερη λογική πίσω από την προσέγγιση που χρησιμοποιούμε

για να λύσουμε αυτό το πρόβλημα. Η bouncing λύση πρέπει να παράγεται από μία γενική δράση,

στο Einstein σύστημα, της μορφής

S =

∫
d4x
√
−ĝ R̂

8π
+ L̂m , (6.27)

όπου L̂m μία γενική Λαγκρανζιανή της ύλης. Συνεπώς, οι αντίστοιχες εξισώσεις κίνησης θα είναι

της μορφής (6.27)

Ĝµν = 8πT̂µν , (6.28)

που σημαίνει ότι μπορούμε να εκφράσουμε το αριστερό μέρος της (6.28) ως προς την αρχική- seed-
μετρική και να βρούμε τη μορφή του τανυστή ορμής-ενέργειας T̂µν , ο οποίος παράγει την bouncing
λύση. Συγκεκριμένα βρίσκουμε ότι η σύνδεση περιέχει ένα όρο που δημιουργείται από την εφαρμογή

του disformal μετασχηματισμού,

Dµ
σν =

1

2(1 +WX)

[
∇µΦ(∇νW∇σΦ +∇σW∇νΦ + 2W∇ν∇σΦ)+ (6.29)

∇σΦ∇νΦ(W∇µΦ∇βΦ∇βW −∇µW (1 +WX))
]
, (6.30)

ενώ το αριστερός μέλος της (6.28) διαβάζει

Ĝµν(ĝ) = Gµν(g) + Sµν(g, ∂µΦ) . (6.31)

Υπογραμμίζουμε πως το δεξί μέλος της (6.31) περιέχει όρους της seed μετρικής και του Galileon
βαθμωτού πεδίου της θεωρίας. ΄Ετσι, εάν υπήρχε μία αναλυτική έκφραση για τον αντίστροφο

disformal, θα μπορούσε κανείς να βρει τον νέο τανυστή ορμής-ενέργειας T̂µν

T̂µν(g(ĝ), ∂µΦ) =
Gµν(g(ĝ))

8π
+
Sµν(g(ĝ), ∂µΦ)

8π

(6.5a)
= (6.32)

[εTµν(g(ĝ), ∂µΦ) + ηΘµν(g(ĝ), ∂µΦ)] +
Sµν(g(ĝ), ∂µΦ)

8π
. (6.33)

Η παραπάνω σχέση φανερώνει ότι είναι δυνατόν να πάρουμε την bouncing λύση (6.20) ξεκινώντας

από την μελανή οπή του Rinaldi και αναβαθμίζοντας τον αρχικό τανυστή ορμής-ενέργειας με την

εισαγωγή του νέου όρου Sµν .

΄Ενα επιπλέον στοιχείο που αναδεικνύεται από την (6.32), είναι ότι η παραγόμενη λύση σκουλι-

κότρυπας που λαμβάνουμε είναι απλά ένα deformation της αρχικής γεωμετρίας, η οποία περιγράφει

μία μαύρη τρύπα.

Με βάση τη δουλειά του Bekenstein [224], η βαρύτητα περιγράφεται από την μετασχηματισμένη

μετρική ĝµν , ενώ ο τανυστής ορμής-ενέργειας από την αρχική seed μετρική η οποία αλληλεπιδρά με
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τα πεδία ύλης της θεωρίας. Επομένως, μπορούμε να εκφράσουμε ποιοτικά τη δράση με τη μορφή

S =

∫
d4x
√
−ĝ

[
R̂(ĝ)

8π
+

√
−g√
−ĝ

(LNMDC(g, ∂µΦ) + LD(g, ∂µΦ) + LC(g, ∂µΦ))

]
, (6.34)

όπου LNMDC η Λαγκρανζιανή της ύλης της αρχικής θεωρίας, LD μία ακόμη Λαγκρανζιανή για τα

πεδία ύλης, της οποίας οι μεταβολές δίνουν τον τελευταίο όρο της (6.32) και η LC παράγει τον

περιορισμό των πεδίων ύλης της αρχικής λύσης μέσω ενός κατάλληλου πολλαπλασιαστή Lagrange.
Τέλος, χρησιμοποιώντας τη σχέση που συνδέει τις δύο μετρικές, μπορούμε να εκφράσουμε το

μετασχηματισμένο (λόγω του disformal) στοιχείο όγκου√
−ĝd4x = Ω3(Ω2 +WX)1/2√−gd4x , (6.35)

ως προς την seed μετρική μέσω του θεωρήματος Sylvester για τις ορίζουσες.

6.4 ΄Ελεγχος ενεργειακών συνθηκών

Χρησιμοποιώντας την έκφραση (6.28), μπορούμε να ελέγξουμε πιθάνες παραβιάσεις της φωτοειδούς

ενεργειακής συνθήκης καθώς η παράμετρος a αυξάνεται και η λύση μας μεταβαίνει από την αρχική

μελανή οπή στην two-way σκουλικότρυπα. Για την απλοποίηση των υπολογισμών θέτουμε τον

όριζοντα γεγονότων στην υπερεπιφάνεια r = 1. Συνεπώς, μπορούμε να εκφράσουμε τη μάζα της

μελανής οπής m ως προς το kinetic coupling lη μέσω της σχέσης

m =
1

24

(
9 +

1

l2η
+ 3lη arctan

[
1

lη

])
, (6.36)

και κατά συνέπεια να μειώσουμε τον παραμετρικό χώρο της γεωμετρίας μας. Σημειώνουμε πως η

μάζα παίρνει την τιμή
1

2
στο όριο lη → ∞, η οποία είναι η οριακή τιμή μάζας της μελανής οπής

Schwarzschild. Στα διαγράμματα που ακολουθούν παρουσιάζουμε τις παραβιάσεις της φωτοειδούς

ενεργειακής συνθήκης για διάφορες τιμές της παραμέτρου a.

Σχήμα 6.1: Παραβίαση της φωτοειδούς ενεργειακής συνθήκης για την περίπτωση της μελανής οπής

ως προς το kinetic coupling.
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Σχήμα 6.2: Αριστερά: Παραβίαση της φωτοειδούς ενεργειακής συνθήκης για την one-way σκου-

λικότρυπα ως προς το kinetic coupling. Δεξιά: Παραβίαση της φωτοειδούς ενεργειακής συνθήκης

για την two-way σκουλικότρυπα ως προς το kinetic coupling.

Ξεκινάμε την ανάλυση της παραβίασης της φωτοειδούς ενεργειακής συνθήκης για την περίπτωση

της μελανής οπής δηλαδή για a = 0. ΄Οπως φαίνεται στο σχήμα 6.1, η συνθήκη παραβιάζεται και

το μέτρο της παραβίασης αυξάνεται κάθως μειώνεται η σταθερά σύζευξης lη ενώ, μακριά από τον

ορίζοντα της μελανής οπής παρατηρούμε την αποκατάσταση της εν λόγω συνθήκης. Η συμπερι-

φορά αυτή οφείλεται στο γεγονός ότι για μικρές τιμές της σταθεράς lη η βαρυτική έλξη γίνεται

ισχυρότερη και η κινητική ενέργεια του βαθμωτού πεδίου πρέπει να εξισορροπίσει αυτή την έλξη

προκειμένου να έχουμε τον σχηματισμό μίας hairy μελανής οπής. Μακριά από τον ορίζοντα η

συνθήκη αποκαθιστάται και όπως φάνηκε και στο [237] το συμπαγές αντικείμενο είναι ευσταθές

κάτω από axial βαρυτικές διαταραχές. Επίσης σημειώνουμε πως, η απαίτηση να έχουμε τοπικά

θετικές τιμές της ενεργειακής πυκνότητας (energy density) όπως αυτή μετράται από έναν στατικό

παρατηρητή, ικανοποιείται.

΄Οταν το a παίρνει μή-μηδενικές τιμές, βλέπουμε από το σχήμα 6.2 ότι το μέτρο της παραβίασης

αυξάνεται για μεγαλύτερες τιμές του throat radius, κάτι το οποίο αναμέναμε. Αυτό σημαίνει πως

ο τανυστής Sµν (βλέπε (Βʹ.12) ) είναι υπεύθυνος για αυτή την παραβίαση αλλά, η εξοτική ύλη

είναι περιορισμένη κοντά στο λαιμό της σκουλικότρυπας. Στην επόμενη ενότητα θα ελέγξουμε

την απόκριση της two-way σκουλικότρυπας κάτω από βαθμωτές διαταραχές και θα συγκρίνουμε

τα αποτελέσματα με αυτά της αρχικής μελανής οπής. Θα περίμενε κανείς να βρεί αστάθειες της

σκουλικότρυπας για μικρές τιμές του lη αφού η ύλη σε αυτή την παραμετρική περιοχή γίνεται

εξαιρετικά εξωτική.

6.5 Χρονική εξέλιξη βαθμωτών διαταραχών

Σε αυτή την ενότητα μελετάται η χρονική εξέλιξη βαθμωτών διαταραχών στη γεωμετρία (6.20).

Χρησιμοποιούμε ένα εξωτερικό δοκιμαστικό βαθμωτό πεδίο και θεωρούμε την διάδοσή του στην

περιοχή των συμπαγών αντικειμένων που περιγράφονται από την εν λόγω μετρική. Συγκεκριμένα ο

στόχος μας είναι να εξάγουμε την εξίσωση Regge-Wheeler με το αντίστοιχο ενεργό δυναμικό και

στην συνέχεια να την λύσουμε αριθμητικά χρησιμοποιώντας την μέθοδο πεπερασμένων διαφορών

ακολουθώντας την λογική του [114]. Για να κρατήσουμε την ανάλυση όσο πιο γενική γίνεται

ξεκινάμε θεωρώντας μία μετρική της μορφής

ds2 = −f(x)dt2 + g(x)dx2 + ρ2(x)dΩ2 , (6.37)
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όπου στην περίπτωση της μελανής οπής, η ακτινική συντεταγμένη ίσουται με x = r και είναι θετική

ενώ, παράλληλα έχουμε gθθ = r2
. Για την περίπτωση σκουλικότρυπας, η συντεταγμένη x παίρνει

τιμές στο διάστημα (−∞,+∞) και η συνιστώσα gθθ είναι ίση με x2 +a2
. Η εξίσωση Klein-Gordon

για ένα δοκιμαστικό βαθμωτό πεδίο Ψ που διαδίδεται σφαιρικά συμμετρικούς χωροχρόνους διαβάζει

1√
−g

∂µ
[√
−ggµν∂νΨ

]
= 0 . (6.38)

Εκμεταλλευόμενοι τη σφαιρική συμμετρία του προβλήματος θεωρούμε την εξάρτηση Ψ(t, x, θ, φ) =
R(x)Y l

m(θ, φ)e−iwt και η παραπάνω εξίσωση παίρνει τη μορφή

h(x)∂x
[
ρ2(x)h(x)∂xR(x)

]
+ [w2 − `(`+ 1)f(x)]R(x) = 0 , (6.39)

όπου h(r) =

√
f(x)√
g(x)

και ` ο κβαντικός αριθμός τροχιακής στροφορμής κατά αναλογία με το πρόβλημα

στο άτομο του υδρογόνου. Χρησιμοποιώντας tortoise συντεταγμένες x∗, dx∗ =
dx

h(x)
, η παραπάνω

εξίσωση παίρνει τη μορφή

∂x∗
[
ρ2(x)∂x∗R(x)

]
+ [w2 − `(`+ 1)f(x)]R(x) = 0 . (6.40)

Τέλος, αντικαθιστώντας R(x) = ψ(x)
ρ(x) , βλέπουμε ότι το ακτινικό κόμματι της διαφορικής καταλήγει

στη μορφή

∂2ψ(x)

∂x∗2
+
[
w2 − VRW (x)

]
ψ(x) = 0 , (6.41)

με το ενεργό Regge-Wheeler δυναμικό να διαβάζει

VRW = l(l + 1)
f(x)

ρ2(x)
+

2f(x)g(x)∂
2ρ(x)
∂x2

+ g(x)∂f(x)
∂x

∂ρ(x)
∂x − f(x)∂g(x)

∂x
∂ρ(x)
∂x

2g(x)ρ2(x)
. (6.42)

Γνωρίζοντας πλέον το ενεργό δυναμικό, είμαστε σε θέση να ολοκληρώσουμε αριθμητικά τη διαφο-

ρική (6.41) ακολουθώντας τη διαδικασία που χρησιμοποιήθηκε πρώτη φορά στο [114]. Ορίζοντας

ψ(x∗, t) = ψ(i∆x∗, j∆t) = ψi,j , V (x(x∗)) = V (x∗, t) = V (i∆x∗, j∆t) = Vi,j , η εξίσωση (6.41)

γράφεται

ψi+1,j − 2ψi,j + ψi−1,j

∆x2
∗

− ψi,j+1 − 2ψi,j + ψi,j−1

∆t2
− Viψi,j = 0 . (6.43)

Χρησιμοποιώντας σαν αρχική συνθήκη ένα Γκαουσιανό κυματοπακέτο (Gaussian wave-packet) της

μορφής ψ(x∗, t) = exp
[
− (x∗−c)2

2σ2

]
ανδ ψ(x∗, t < 0) = 0, όπου c και σ αντιστοιχούν στο κέντρο

και το πλάτος του κυματοπακέτου, μπορούμε να βρούμε την χρονική εξέλιξη του βαθμωτού πεδίου

ψ από τη σχέση

ψi,j+1 = −ψi,j−1 +

(
∆t

∆x∗

)2

(ψi+1,j + ψi−1,j) +

(
2− 2

(
∆t

∆x∗

)2

− Vi∆t2
)
ψi,j , (6.44)

όπου η συνθήκη ευστάθειας Von Neumann της μεθόδου, απαιτεί
∆t

∆x∗
< 1. Επιπλέον, το ενερ-

γό δυναμικό είναι θετικό και μηδενίζεται πάνω στον ορίζοντα της one-way σκουλικότρυπας (αλλά

όχι πάνω στο λαιμό της two-way σκουλικότρυπας), αλλά απειρίζεται στο ασυμπτωτικό χωροειδές

άπειρο και για τα δύο συμπαγή αντικείμενα. Αυτό επιβάλλει στο ψ να μηδενίζεται στο άπειρο και

για τα δύο αντικείμενα που αντιστοιχεί σε ανακλαστικές (reflective) συνοριακές συνθήκες. Για
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να υπολογίσουμε τις ακριβείς τιμές του δυναμικού Vi, ολοκληρώνουμε αριθμητικά την διαφορική

εξίσωση για την tortoise συντεταγμένη και μετά λύνουμε ως προς την αντίστοιχη ακτινική συ-

ντεταγμένη. Κατά τη διάρκεια της αριθμητικής ολοκλήρωσης, πραγματοποιήθηκαν διάφορα τεστ

σύγκλισης χρησιμοποιώντας διαφορετικά βήματα ολοκλήρωσης και αριθμητικής ακρίβειας των εσω-

τερικών υπολογισμών, με σκοπό να επιβεβαιωθεί η τελική μορφή των παρακάτω αποτελεσμάτων.

Εφαρμόζοντας τη διαδικάσια που περιγράψαμε παραπάνω, υπολογίζουμε την χρονική απόκριση των

δύο συμπαγών αντικειμένων όταν αυτά διαταράσσονται σε γραμμικό επίπεδο από ένα εξωτερικό

βαθμωτό πεδίο. Στις ενότητες που ακολουθούν η χρονική εξέλιξη των διαταραχών υπολογίζεται

πολύ κοντά στον ορίζοντα γεγονότων και στο λαίμο, της one-way και της two-way σκουλικότρυπας

αντίστοιχα.

6.5.1 Two-Way Σκουλικότρυπα

Στο σχήμα. 6.3 παρουσιάζεται η χρονική εξέλιξη ενός εξωτερικού βαθμωτού πεδίου καθώς αυτό

διαδίδεται στον χωροχρόνο της two-way σκουλικότρυπας (6.20). Οι παράμετροι έχουν λάβει τιμές

τέτοιες ώστε α > rh. Το κύριο χαρακτηριστικό που παρατηρούμε είναι η παραγωγή echoes που

ακολουθεί το αρχικό quasinormal ringdown. Το μοτίβο τους γίνεται πιο εμφανές για πιο μεγάλες

τιμές του ` λόγω του ότι μεταφέρεται περισσότερη ενέργεια από την PS όταν διαταράσσεται. Από

την άλλη, για σφαιρικά συμμετρικές διαταραχές ` = 0, τα echoes δεν είναι εμφανή γιατί η PS δεν

διεγείρεται επαρκώς.

Στην εικόνα. 6.4 κρατάμε σταθερή την τιμή της τροχιακής στροφορμής ` και εξετάζουμε την επίδρα-

ση της σταθεράς σύζευξης `η. Η αύξηση του `η - το οποίο έχει το ρόλο μίας effective κοσμολογικής

σταθεράς η οποία με τη σειρά της δημιουργεί ένα AdS σύνορο - οδηγεί στην απομάκρυνση του

AdS συνόρου από τον λαιμό. Ως αποτέλεσμα, το ανακλόμενο κύμα από την PS έχει να διανύσει

μεγαλύτερη απόσταση μέχρι να συναντήσει το AdS σύνορο, να ανακλαστέι, και να επιστρέψει για

να ξανα-διαταράξει την PS. Συνεπώς, οποιαδήποτε αύξηση του lη οδηγεί στην καθυστέρηση της

άφιξης των echoes. Σε αυτό το σημείο είναι σημαντικό να σημειώσουμε ότι τα echoes δεν δημιουρ-

γούνται λόγω παγίδευσης των διαταραχών ανάμεσα στην PS και την επιφάνεια του αντικειμένου

αλλά, λόγω της ασυμπτωτικής συμπεριφοράς του χώρου στο άπειρο.

Στο σχήμα. 6.5 παρουσιάζεται η επίδραση του μεγέθους του λαιμού α. Παρατηρούμε πως και η

συχνότητα ταλάντωσης (τr = 1/ωr) αλλά και ο ρυθμός απόσβεσης (τi = 1/ωi) επηρεάζονται από

το μέγεθος του λαιμού. Η συμπεριφορά αυτή μπορεί να κατανοηθεί παρατηρώντας το σχήμα που

παίρνει το ενεργό δυναμικό. Καθώς το α αυξάνεται αντλείται λιγότερη ενέργεια από τη σφαίρα

φωτονίων δημιουργώντας σήματα με μικρότερη συχνότητα ταλάντωσης. Επιπλέον βλέπουμε πως

μειώνεται η κλισή του δυναμικού με τη αύξηση του α, συμπεριφορά η οποία προκαλεί μείωση της

απόσβεσης στο σήμα.

Τέλος, είναι σημαντικό να σημειώσουμε ότι το πλάτος των echoes δεν μειώνεται με το χρόνο το

οποίο υποδεικνύει πως δεν υπάρχει της συνολικής ενέργειας στο σύστημα. Το πεδίο περνάει μέσα

από τον λαιμό προς τη δεύτερη περιοχή της σκουλικότρυπας και στη συνέχεια ανακλάται από το

δεύτερο AdS σύνορο από το οποίο και ανακλάται. Η συνολική διατήρηση της ενέργειας υποδεικνύει

πως ο χωροχρόνος χαρακτηρίζεται από κανονικούς τρόπους ταλάντωσης παρόμοιους με αυτούς που

βρέθηκαν στα [105, 113, 129, 247, 130, 131, 248]. Θα μπορούσε κανείς να κάνει μία ανάλυση του

βαθμωτού πεδίου (mode decomposition) έτσι ώστε να υπολογίσει αυτές τις συχνότητες αλλά στην

περίπτωσή μας η περίπλοκη μορφή της μετρικής κάνει μια τέτοια ανάλυση δύσκολη σε τεχνικό

επίπεδο.
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Σχήμα 6.3: Ενεργό δυναμικό (αριστερά) και χρονική εξέλιξη (δεξιά) βαθμωτών διαταραχών, ως

προς το `, στο χωροχρόνο της two-way σκουλικότρυπας με `η = 10, α = 2 και m = 0.1.
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Σχήμα 6.4: Ενεργό δυναμικό (αριστερά) και χρονική εξέλιξη (δεξιά) βαθμωτών διαταραχών, ως

προς το `η, στο χωροχρόνο της two-way σκουλικότρυπας με ` = 2, α = 2 και m = 0.1.
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Σχήμα 6.5: Ενεργό δυναμικό (αριστερά) και χρονική εξέλιξη (δεξιά) βαθμωτών διαταραχών, ως

προς το α,στο χωροχρόνο της two-way σκουλικότρυπας με ` = 2, `η = 5 και m = 0.1.
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Σχήμα 6.6: Ενεργό δυναμικό (αριστερά) και χρονική εξέλιξη (δεξιά) βαθμωτών διαταραχών, ως

προς το `, στο χωροχρόνο της one-way σκουλικότρυπας με m = 0.1 και `η = 1.

6.5.2 One-way Σκουλικότρυπα

Στην παρούσα ενότητα, θέτουμε την τιμή του λαίμου ίση με τον ορίζοντα της υποκείμενης μελανής

οπής α = rh έτσι ώστε το συμπαγές μας αντικείμενο (6.20) να περιγράφει μία one-way σκουλι-

κότρυπα η οποία διαθέτει μία φωτοειδή υπερεπιφάνεια πάνω στο λαιμό. Στο σχήμα 6.6 έχουμε τη

χρονική εξέλιξη γραμμικών βαθμωτών διαταραχών σε αυτό τον χωροχρόνο. Η απόκριση του αντι-

κειμένου παρουσιάζει echoes παρόμοια με την περίπτωση της two-way σκουλικότρυπας τα οποία

ακολουθούν το αρχικό ringdown.Οι ` = 0 διαταραχές δεν διεγείρουν επαρκώς τη σφαίρα φωτονίων

έξω από το λαιμό και συνεπώς οδηγούν σε σήματα με μικρότερη συχνότητα ταλάντωσης συγκριτικά

με τις περιπτώσεις για ` > 0.

Στο σχήμα 6.7 παρατηρούμε την επίδραση της μάζα στη χρονική εξέλιξη των σημάτων. Καθώς τοm
αυξάνει, τα echoes δίνουν τη θέση τους σε ένα τυπικό quasinormal ringdown το οποίο ακολουθείται

από μία σταθερή late-time ουρά. Συμπεραίνουμε πως η εν λόγω συμπεριφορά προκύπτει λόγω του

ενεργού δυναμικού του οποίου η κορυφή στη σφαίρα φωτονίων μειώνεται με την αύξηση της μάζας.

Αυτό οδηγεί στη μείωση του όγκου της περιοχής πιθανής παγίδευσης των κυμάτων. ΄Ετσι η

συνεισφορά των echoes στο τελικό σήμα μειώνεται με αποτέλεσμα η απόκριση που λαμβάνουμε να

χαρακτηρίζεται από το τυπικό quasinormal ringing λόγω της διαταραχής της σφαίρας φωτονίων.

Οποιαδήποτε περαιτέρω αύξηση του m ισχυροποιεί την απόσβεση του quasinormal ringing (βλέπε

σχήμα 6.8) υποδεικνύοντας πως το συμπαγές αντικείμενο μεταβαίνει ταχύτερα προς την ισορροπία.

Σημειώνουμε πως το πεδίο σε μεγάλους χρόνους σταθεροποιείται σε μία μή-μηδενική τιμή έπειτα

από το αρχικό ringdown. Παρόμοια συμπεριφορά παρατηρήθηκε και στο [237] όπου axial βαρυτικές
διαταραχές διαδίδονταν στο χωροχρόνο της μελανής οπής Rinaldi [180]. Επίσης, σε αντίθεση

με την two-way wormhole, είναι εμφανές το γεγονός ότι το πλάτος των echoes σε αυτή την

περίπτωση φθήνει με το πέρασμα του χρόνου. Η συμπεριφορά αυτή είναι αναμενόμενη αφού ο

λαίμος σε αυτή την περίπτωση συμπίπτει με μία φωτοειδή υπερεπιφάνεια (ορίζοντα) γεγονός το οποίο

αλλάζει ολοκληρωτικά τις συνοριακές συνθήκες του προβλήματος και οδηγεί στη μή-διατήρηση της

συνολικής ενέργειας. Δηλαδή, τα εν λόγω συμπαγή αντικείμενα ανταποκρίνονται στις διαταραχές

με παρόμοιο τρόπο με τις μελανές οπές αφού, οποιαδήποτε επιπλέον πληροφορία που πιθανόν να

φανέρωνε την ύπαρξη ενός λαιμού είναι παγιδευμένη πίσω από τον ορίζοντα.
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Σχήμα 6.7: Ενεργό δυναμικό (αριστερά) και χρονική εξέλιξη (δεξιά) βαθμωτών διαταραχών, ως

προς το m, στην one-way σκουλικότρυπα ` = 2 και `η = 1.
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Σχήμα 6.8: Ενεργό δυναμικό (αριστερά) και χρονική εξέλιξη (δεξιά) βαθμωτών διαταραχών, ως

προς τ m, στην one-way σκουλικότρυπα ` = 2 και `η = 1.
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6.6 Συμπεράσματα

Στην παρούσα μελέτη εξετάσαμε την επίδραση των disformal μετασχηματισμών σε μία μελανή οπή

με σκοπό να την απεικονίσουμε σε σκουλικότρυπα. Ξεκινήσαμε από την hairy λύση Rinaldi η

οποία είναι λύση μιας υποκλάσης της Horndeski στην οποία ο κινητικός όρος του βαθμωτού πεδίου

αλληλεπιδρά με τον τανυστή Einstein. Στη συνέχεια εφαρμόζοντας ένα disformal μετασχηματισμό,
απεικονίσαμε αυτό το αντικείμενο σε ένα χωροχρόνο ο οποίος παρεμβάλλεται μεταξύ μελανής οπής,

regular μαύρης τρύπας, one-way και two-way σκουλικότρυπας ανάλογα με την τιμή της παραμέτρου

a. Υπολογίζοντας τον τανυστή ορμής-ενέργειας της νέας γεωμετρίας βρήκαμε ότι η εν λόγω

διαδικασία ισοδυναμεί με ένα deformation του τανυστή ορμής-ενέργειας της αρχικής seed μετρικής.

Ελέγχθηκαν οι παραβιάσεις της φωτοειδούς ενεργειακής συνθήκης καθώς η παράμετρος a αυξάνει

και το αντικείμενο μεταβαίνει από μελανή οπή σε σκουλικότρυπα. Κρατώντας σταθερή την τιμή

του ορίζοντα r = 1, βρήκαμε ότι για μή-μηδενικές τιμές του a η παραβίαση γίνεται ισχυρότερη

με την αύξηση του μεγέθους του λαιμού. Η παραβίαση αυτή συμβαίνει λόγω του επιπλέον όρου

που δημιουργείται στον τανυστή ορμής-ενέργειας του αρχικού αντικειμένου από την εφαρμογή του

disformal μετασχηματισμού.

Ολοκληρώνοντας αριθμητικά την εξίσωση Regge-Wheeler, μελετήσαμε την απόκριση αυτών των

αντικειμένων κάτω από γραμμικές βαθμωτές διαταραχές. Η ανάλυσή μας υποδεικνύει τον σχημα-

τισμό echoes μετά το στάδιο του quasinormal ringing και για τα δύο αντικείμενα, των οποίων η

περίοδος εμφάνισης είναι ανάλογη της κινητικής σταθερά σύζευξης `η. Το μοτίβο των σημάτων

είναι παρόμοιο αυτών που λάμβανει κανείς από μελανές οπές με κβαντικές διορθώσεις κοντά στον

ορίζοντα [207] παρόλο που τα συμπαγή αντικείμενα στη δική μας περίπτωση δεν περιέχουν κάποιου

τέτοιου είδους διόρθωση. Η effective AdS ασυμπτωτική συμπεριφορά των λύσεων λειτουργεί ως

κάτοπτρο το οποίο ανακλά τα κύματα που προέρχονται από τη σφαίρα φωτονίων, αναγκάζοντάς τα

να επιστρέψουν και να την ξανα-διαταράξουν, δημιουργώντας τα παρατηρούμενα echoes.

Μία βασική διαφορά μεταξύ των υπό μελέτη αντικειμένων είναι η ύπαρξη του ορίζοντα στην one-
way σκουλικότρυπα ο οποίος προκαλεί απορρόφηση ενέργειας οδηγόντας σε σήματα των οποίων

το πλάτος φθήνει με το χρόνο, σε αντίθεση με την two-way σκουλικότρυπα. Μαθηματικά, η

διαφορά αυτή κωδικοποιείται στην δραστική αλλαγή των συνοριακών συνθηκών που επιβάλλονται

στην αριθμητική ολοκλήρωση του προβλήματος σκέδασης. Για την two-way σκουλικότρυπα, η

σταθερότητα του πλάτους των echoes υποδεικνύει την ύπαρξη κανονικών τρόπων ταλάντωσης,

καθώς και πιθανών ασταθειών, παρόμοιες με αυτές που βρέθηκαν στο [140].

Θεωρούμε ότι οι βαρυτικές διαταραχές θα μας παρέχουν επιπλέον πληροφορία και θα βοηθήσουν να

καθορίσουμε το εάν τα εν λόγω αντικείμενα είναι ευσταθή, κάτι το οποίο αφήνουμε για μελλόντική

δουλειά. Ενδιαφέρουσα θα ήταν επίσης η επέκταση της παρούσας μελέτης, χρησιμοποιώντας ως

αρχικό seed αντικείμενο τη μελανή οπή [183] η οποία είναι επίσης μία hairy λύση της ίδιας υπο-

κατηγορίας της Horndeski. Το επιπλέον χαρακτηριστικό αυτής της λύσης είναι πως το βαθμωτό

πεδίο εξαρτάται και από τον χρόνο επομένως, θα είχε ενδιαφέρον να μελετήσουμε τις συνέπειες που

θα είχε η εφαρμογή ενός disformal μετασχηματισμού σε αυτή την πιο πλούσια μετρική.
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Κεφάλαιο 7

Επίλογος

Η έρευνα που πραγματοποιήθηκε στο πλαίσιο της παρούσας διδακτορικής διατριβής οδήγησε στην

παραγωγή τεσσάρων επιστημονικών δημοσιεύσεων οι οποίες παρουσιάζονται στα κεφάλαια 3, 4, 5

και 6.

Στο κεφάλαιο 3 ασχοληθήκαμε με μία υποκατηγορία της Λανγκρανζιανής Horndeski (1.1) - την

θεωρία Brans-Dicke (BD) - η οποία περιγράφεται από τη δράση

SBD =
1

16π

∫
d4x
√
−g
(

ΦR− ωBD
Φ

gµνΦ,µΦ,ν

)
+

∫
d4x
√
−g Lm(gκλ,Ψ) , (7.1)

όπου Ψ είναι τα πεδία ύλης. Συγκεκριμένα, στηριχθήκαμε σε ένα τροποποιημένο μοντέλο της

Brans-Dicke [46, 47] το οποίο την γενικεύει δίνοντάς της πιο πλούσια δυναμική με την εισαγωγή

μιας νέας παραμέτρου η οποία επιτρέπει τη σύζευξη μεταξύ βαθμωτού και ύλης πέρα από την

minimal σύζευξη βαθμωτού-μετρικής. Αυτή η νέα αλληλεπίδραση εισαγάγει ένα νέο scale στη

θεωρία το οποίο τροποποιεί τις εξισώσεις κίνησης άκομα και στο κενό, χωρίς την παρουσία ύλης.

Σκοπός της συγκεκριμένης έρευνας ήταν αρχικά να εξετάσουμε εάν η νέα τροποποιημένη Brans-
Dicke θεωρία μπορεί να δώσει καινούργιες λύσεις μελανών οπών ή σκουλικότρυπων διαφορετικών

της ΓΘΣ και στη συνέχεια να μελετήσουμε τα χαρακτηριστικά τους. Η θεωρία αυτή τροποποιεί

την αρχική BD με την εισαγωγή μίας νέας σταθεράς ν [46, 47] στον όρο σύζευξης της κινητικής

ενέργειας του βαθμωτού πεδίου με την βαρύτητα. Η νέα αυτή σύζευξη δημιουργεί μια επιπλέον

συνεισφορά στην effective ύλη της BD ακόμα και στην περίπτωση του κενού. Λύνοντας τις εξισώσεις

Einstein-Klein-Gordon βρήκαμε καινούργιες λύσεις οι οποίες επηρεάζονται από την σταθερά ν.
Απαιτώντας την απουσία ghosts οι λύσεις χωρίζονται σε δύο ξεχωριστούς κλάδους (ε > 0 και

ε < 0). Οι λύσεις του κλάδου ε < 0 περιγράφουν είτε ακάλυπτες ιδιομορφίες, είτε τη λύση

Schwarzschild είτε, καινούργιες σκουλικότρυπες των οποίων ο λαιμός εξαρτάται από την τιμή του

ν. Οι λύσεις του κλάδου ε > 0 δίνουν και αυτές ακάλυπτες ιδιομορφίες, την λύση Schwarzschild
και νέες σκουλικότρυπες με τη μόνη διαφορά ότι σε αυτή την περίπτωση δεν επιτεύχθηκε η εξαγωγή

μίας αναλυτικής σχέσης που να συνδέει το μέγεθος του λαιμού με τη σταθερά ν. Παρόλα αυτά,

με βάση την αριθμήτικη ανάλυση που έγινε είναι προφανές ότι και σε αυτή την περίπτωση ο λαιμός

εξαρτάται από το ν. Επιπλέον οι λύσεις αυτού του κλάδου έχουν συνεχές όριο στην 1η κλάση

λύσεων του Brans της αρχικής Brans-Dicke θεωρίας και τις εμπεριέχουν σαν ειδική περίπτωση.

Τέλος εξετάστηκε η παραβίαση των ενεργειακών συνθηκών κοντά στο λαίμο και βρέθηκε ότι και

στις δύο περιπτώσεις πέρα από την ΦΕΣ (NEC) παραβιάζεται και η ΑΕΣ (WEC).

Στο κεφάλαιο 4 μελετήθηκε η ευστάθεια συμπαγών αντικείμενων σε μια πιο γενικευμένη θεωρία
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ή οποία παραμένει υπο κλάση της Horndeski [161] και χρησιμοποιεί πεδία Galileon, των οποίων

οι εξισώσεις κίνησης είναι αναλλοίωτες κάτω από συμμετρία μετατόπισης (shift symmetry) φ →
φ+ bµx

µ + c. Η Λαγκρανζιανή σε αυτή την περίπτωση έχει την μορφή

S =

∫
d4x
√
−g
[
R

8π
− (εgµν + ηGµν)∂µΦ∂νΦ

]
, (7.2)

όπου Φ ένα πραγματικό άμαζο βαθμωτό πεδίο, η η σταθερά σύζευξης κινητικού όρου-καμπυλότητας

με διαστάσεις μήκους στο τετράγωνο και ε μία παράμετρος που παίρνει τιμές ±1 και κατά συνέπεια

καθορίζει εάν το βαθμωτό πεδίο θα διαδίδεται με θετική ενέργεια ή θα είναι phantom. Θεωρώντας

τη διάδοση ενός εξωτερικού, ελάχιστα συζευγμένου με τη μετρική βαθμωτού πεδίου, μελετήσαμε

τα παραγόμενα ringdown σήματα από τη μελανή οπή Rinaldi [180] και τη σκουλικότρυπα [96], οι

οποίες προβλέπονται από τη δράση (7.2) με ένα κανονικό ή phantom βαθμωτό πεδίο αντίστοιχα.

Βρέθηκε ότι η συμπεριφορά των διαταραχών είναι παρόμοια για τα δύο είδη αντικειμένων. Μετά

το αρχικό ringdown παρατηρείται η εμφάνιση echoes των οποίων ο χρόνος εμφάνισης (timescale)
είναι ανάλογος της σταθεράς σύζευξης μεταξύ του βαθμωτού Φ και της βαρύτητας. Η ύπαρξη του

AdS συνόρου στην λύση της μελανής οπής, οδηγεί σε σήματα με παρόμοια συμπεριφορά με αυτή

που λαμβάνουμε από μία μαύρη τρύπα με κβαντικές διορθώσεις στον ορίζοντα γεγονότων [207].

Η σκουλικότρυπα παρόλο που παρουσιάζει ένα ενεργό δυναμικό με μία κορυφή κοντά στο λαιμό,

παρόμοιο με αυτά των Bronnikov-Ellis και Morris-Thorne σκουλικότρυπων [137, 138, 136, 84],

δημιουργεί echoes από την ανακλαστική συμπεριφορά του AdS συνόρου. Για την περίπτωση της

extremal σκουλικότρυπας παρατηρούνται δύο είδη από echoes λόγω του συνορού AdS και του

πηγαδιού που σχηματίζεται πάνω στο λαιμό. Το μοτίβο αυτό είναι παρομοίο με αυτο που βρέθηκε

στο [139] αν και στην δική μας περίπτωση οι περιοχές παγίδευσης εμφανίζονται φυσικά στο δυναμικό

για συγκεκριμένες επιλογές των παραμέτρων της θεωρίας και της λύσης και δεν εισαγάγονται με

το ‘‘χέρι’’. Τέλος, σε αντίθεση με την περίπτωση της μελανής οπής, τα echoes στη σκουλικότρυπα

δεν φθήνουν με το χρόνο αλλά διατηρούν πλάτος ίδιο με του αρχικού ringdown. Η συμπεριφορά

αυτή υποδεικνύει την ύπαρξη κανονικών τρόπων ταλάντωσης και πιθανών ασταθειών, παρόμοιων

με αυτά που βρέθηκαν στο [140].

Η παραπάνω έρευνα συνεχίστηκε στο κεφάλαιο 5 στο οποίο εφαρμόσαμε axial βαρυτικές διαταραχές

στην μελανή οπή Rinaldi. Μελετήθηκε η ευστάθέια του αντικειμένου σε γραμμικό επίπεδο χρη-

σιμοποιώντας τεχνικές χρονικής εξέλιξης και συμπληρωματικές εξαγωγές των QNM συχνοτήτων.

Τα αποτελέσματά μας, υποδεικνύουν ότι η εν λόγω μελανή οπή είναι ευσταθής με αποκρίσεις η οπο-

ίες σβήνουν με το χρονό. Τα ποιοτικά χαρακτηριστικά της απόκρισής της εξαρτώνται από την τιμή

του λόγου m/`η. Καθώς ο λόγος αυξάνεται, το βαρυτικό ringdown μεταβαίνει μεταξύ τριών διαφο-

ρετικών μοτίβων. Συγκεκριμένα παρουσιάζει ένα τυπικό quasinormal ringdown (m/`η . 10−2
),

ένα long-lived state όπου κυριαρχούν echoes (10−2 . m/`η . 10−1
) και τέλος, ένα state στο

οποίο τα echoes σβήνουν ταχύτατα και έχουμε την εμφάνιση εκθετικών αποσβενύμενων ουρών

(m/`η & 10−1
).

Παρόλα τα ευρήματα της συγκεκριμένης μελέτης τα οποία υποδεικνύουν ευστάθεια, σημειώνουμε

ότι θεωρήσαμε μόνο το axial κομμάτι των διαταραχών. Γενικά, θα πρέπει να εξεταστεί και το polar
κομμάτι των βαρυτικών διακυμάνσεων για να μπορεί να εξαχθεί ένα τελικό συμπέρασμα για την

ευστάθεια του αντικειμένου. Το συγκεκριμένο εγχείρημα μπορεί να αποβεί εξαιρετικό δύσκολο από

τεχνικής άποψης, όσον αφορά την αναγωγή των διαταρακτικών εξισώσεων σε μία μονοδιάστατη

Zerilli-like αφού οι polar βαθμοί ελευθερίας εν γένει αλληλεπιδρούν με το βαθμωτό πεδίο στις

scalar-tensor θεωρίες. ΄Ενα πρώτο βήμα σε αυτή την κατεύθυνση είναι να θεωρήσέι κανείς radial
διαταραχές οι οποίες συνήθως προσομοιάζουν σε ικανοποιητικό βαθμό τις polar [249, 250, 251, 252]

και μπορούν να δώσουν μία πιο πλήρη εικόνα για την γενική ευστάθεια του αντικειμένου.
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Τέλος, στο κεφάλαιο 6 θεωρήσαμε disformal μετασχηματισμούς στην ίδια υποκλάση της Horndeski
1.3 στην οποία έχουμε σύζευξη μεταξύ του βαθμωτού πεδίου και του τανυστή Einstein. Χρησι-

μοποιώντας ως κίνητρο την παρατήρηση του Bekenstein [224] όσον αφορά τις παραμορφώσεις που

προκαλούν οι disformal μετασχηματισμοί αλλά και τα αποτελέσματα των [231, 232, 234], εξετάσα-

με την δυνατότητα να εφαρμόσουμε ένα disformation σε μία μελανή οπή και να την μετατρέψουμε

σε σκουλικότρυπα. Για αρχικό αντικείμενο χρησιμοποιήσαμε την hairy μελανή οπή Rinaldi [180].
Το αποτέλεσμα που παίρνουμε είναι ένα νέο συμπαγές αντικείμενο το οποίο παρεμβάλλεται μεταξύ

μελανής οπής και σκουλικότρυπας με συνεχή τρόπο, μεταβάλλοντας την τιμή μίας κρίσιμης παρα-

μέτρου της λύσης. Υπολογίζοντας τον τανυστή ορμής-ενέργειας της νέας γεωμετρίας βρήκαμε ότι η

εν λόγω διαδικασία ισοδυναμεί με ένα deformation του τανυστή ορμής-ενέργειας της αρχικής seed
μετρικής.Ελέγχθηκαν οι παραβιάσεις της φωτοειδούς ενεργειακής συνθήκης καθώς η παράμετρος a
αυξάνει και το αντικείμενο μεταβαίνει από μελανή οπή σε σκουλικότρυπα. Κρατώντας σταθερή την

τιμή του ορίζοντα r = 1, βρήκαμε ότι για μή-μηδενικές τιμές του a η παραβίαση γίνεται ισχυρότερη

με την αύξηση του μεγέθους του λαιμού. Η παραβίαση αυτή συμβαίνει λόγω του επιπλέον όρου

που δημιουργείται στον τανυστή ορμής-ενέργειας του αρχικού αντικειμένου από την εφαρμογή του

disformal μετασχηματισμού.

Επιπλέον, ολοκληρώσαμε αριθμητικά την εξίσωση Regge-Wheeler και μελετήσαμε την απόκριση

αυτών των αντικειμένων κάτω από γραμμικές βαθμωτές διαταραχές. Η ανάλυσή μας υποδεικνύει

τον σχηματισμό echoes μετά το στάδιο του quasinormal ringing και για τα δύο αντικείμενα, των

οποίων η περίοδος εμφάνισης είναι ανάλογη της κινητικής σταθερά σύζευξης `η. Το μοτίβο των

σημάτων είναι παρόμοιο αυτών που λάμβανει κανείς από μελανές οπές με κβαντικές διορθώσεις

κοντά στον ορίζοντα [207] παρόλο που τα συμπαγή αντικείμενα στη δική μας περίπτωση δεν περι-

έχουν κάποιου τέτοιου είδους διόρθωση. Η effective AdS ασυμπτωτική συμπεριφορά των λύσεων

λειτουργεί ως κάτοπτρο το οποίο ανακλά τα κύματα που προέρχονται από τη σφαίρα φωτονίων,

αναγκάζοντάς τα να επιστρέψουν και να την ξανα-διαταράξουν, δημιουργώντας τα παρατηρούμενα

echoes. Μία βασική διαφορά μεταξύ των υπό μελέτη αντικειμένων είναι η ύπαρξη του ορίζοντα

στην one-way σκουλικότρυπα ο οποίος προκαλεί απορρόφηση ενέργειας οδηγόντας σε σήματα των

οποίων το πλάτος φθήνει με το χρόνο, σε αντίθεση με την two-way σκουλικότρυπα. Μαθηματικά,

η διαφορά αυτή κωδικοποιείται στην δραστική αλλαγή των συνοριακών συνθηκών που επιβάλλο-

νται στην αριθμητική ολοκλήρωση του προβλήματος σκέδασης. Για την two-way σκουλικότρυπα,

η σταθερότητα του πλάτους των echoes υποδεικνύει την ύπαρξη κανονικών τρόπων ταλάντωσης,

καθώς και πιθανών ασταθειών, παρόμοιες με αυτές που βρέθηκαν στο [140].
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Παράρτημα Αʹ

Πυκνότητα και ακτινική Πίεση

τοπικών λύσεων στην

Τροποποιημένη Brans-Dicke θεωρία

Σε αυτό το παράτημα παρουσιάζεται συνοπτικά η ακριβής μορφή της ακτινικής πίεσης και της ενερ-

γειακής πυκνότητας, συναρτήσει της ισοτροπικής ακτινικής συντεταγμένης, για τους δύο κλάδους

λύσεων που παρουσιάστηκαν παραπάνω

ε < 0:

% =−
ρ4ρ2

o

√
|ν|
(
ρ+ρo
ρ−ρo

)−2γ

2
√

2π(ρ− ρo)4(ρ+ ρo)4
sec

(
α(λ, γ) log

(
ρ− ρo
ρ+ ρo

))
·{

− 2γα(λ, γ) sin

(
2α(λ, γ) log

(
ρ− ρo
ρ+ ρo

))
+ 4

(
γ2 − 1

)
cos2

(
α(λ, γ) log

(
ρ− ρo
ρ+ ρo

))
+

(
γ2 − 1

)
|λ|
(

cos

(
2α(λ, γ) log

(
ρ− ρo
ρ+ ρo

))
− 9

)}
,

pr =
ρ3ρo

√
|ν|
(
ρ+ρo
ρ−ρo

)−2γ

2
√
π(ρ− ρo)4(ρ+ ρo)4

{
− 4
√

1− γ2
√
|λ|
(
−ρ2 + γρρo − ρ2

o

)
tan

(
α(λ, γ) log

(
ρ− ρo
ρ+ ρo

))

− 3
√

2
(
γ2 − 1

)
ρρo |λ| tan2

(
α(λ, γ) log

(
ρ− ρo
ρ+ ρo

))
− 2
√

2
(
γ2 − 1

)
ρρo

}
·

cos

(
α(λ, γ) log

(
ρ− ρo
ρ+ ρo

))
.
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ε > 0:

% =
ρ4ρ2

o

(
ρ+ρo
ρ−ρo

)−2γ (
ρ2 − ρ2

o

)−2α(λ,γ)

4π(ρ− ρo)4(ρ+ ρo)4

√
(ρ2 − ρ2

o)
−2α(λ,γ) (2πν(ρ+ ρo)2α(λ,γ) + (ρ− ρo)2α(λ,γ)

)2 ·{(
γ2 − 1

)
|λ|

(
4π2ν2(ρ+ ρo)
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}
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όπου α(λ, γ) =
√

2|λ|(1− γ2) .
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Παράρτημα Βʹ

Disformal μετασχηματισμοί
βαρυτικών τανυστών στη Horndeski
θεωρία

Σε αυτό το παράρτημα παρουσιάζονται οι μετασχηματισμοί διάφορων όρων των βαρυτικών τανυστών

κάτω από τη δράση του disformal μετασχηματισμού

Η αντίστροφη μετασχηματισμένη μετρική μπορεί να βρεθεί εύκολα από την σχέση Sherman-
Morrison

ĝµν =
1

Ω2

(
gµν − W

Ω2 +WX
∂µΦ∂νΦ

)
, (Βʹ.1)

όπου οι δείκτες του όρου ∂µΦ∂νΦ ανέβηκαν χρησιμοποιώντας την αρχική μετρική gµν . Η (Βʹ.1)

υποδεικνύει τους περιορισμούς

Ω 6= 0 , (Βʹ.2)

Ω2 +WX 6= 0 . (Βʹ.3)

Επιπλέον, για να διατηρηθεί η Lorentzian υπογραφή πρέπει να ισχύουν οι σχέσεις [225]

Ω2 > 0 , (Βʹ.4)

Ω2 +WX > 0 . (Βʹ.5)

Η χρήση της (Βʹ.1) δίνει την μετασχηματισμένη Levi Civita συνοχή

Γ̂αµν =
1

2

[
1

Ω2

(
gαβ − W

Ω2 +WX
∂αΦ∂βΦ

)]
×[

(∂νΩ2)gβµ + (∂µΩ2)gνβ − (∂βΩ2)gµν

+Ω2 (∂νgβµ + ∂µgνβ − ∂βgµν)

+∂νW∂βΦ∂µΦ + ∂µW∂νΦ∂βΦ− ∂βW∂µΦ∂νΦ

+W (∂ν(∂βΦ)∂µΦ + ∂βΦ∂ν(∂µΦ))

+W (∂µ(∂νΦ)∂βΦ + ∂νΦ∂µ(∂βΦ))

−W (∂β(∂µΦ)∂νΦ− ∂µΦ∂β(∂νΦ))] .
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Για λόγους απλοποίησης θέτουμε των υπολογισμών θέτουμε Ω = 1 και βρίσκουμε ότι η συνοχή

παίρνει τη μορφή

Γ̂αµν = Γαµν +Dα
µν , (Βʹ.6)

όπου ο Dα
µν δίνεται από

Dα
µν =

1

2
ĝαβ(∂νW∂βΦ∂µΦ + ∂µW∂νΦ∂βΦ− ∂βW∂µΦ∂νΦ) +∇ν(∂µΦ)∂αΦ

W

1 +WX
. (Βʹ.7)

Σημειώνουμε ότι η μετρική στην (Βʹ.7) είναι η μετασχηματισμένη μετρική, η οποία κάτω από τον

περιορισμό Ω = 1, συνεπάγεται ότι ĝµν =

(
gµν − W

1 +WX
∂µΦ∂νΦ

)
. Επίσης, ο όρος Dα

µν

διατηρεί τη συμμετρία της συνοχής Levi Civita στους κάτω δείκτες και είναι ένας πραγματικός

τανυστής όπως αναμέται από την διαφορά δύο συνοχών. Η απλή μορφή της (Βʹ.6) υποδεικνύει πως

μπορούμε να τους υπόλοιπους τανυστές καμπυλότητας ως ακολούθως

R̂ρσµν = ∂µΓ̂ρσν − ∂νΓ̂ρσµ + Γ̂ρκµΓ̂κσν − Γ̂ρκνΓ̂κσµ

= ∂µΓρσν + ∂µD
ρ
σν − ∂νΓρσµ − ∂νDρ

σµ +
(
Γρκµ +Dρ

κµ

)
(Γκσν +Dκ

σν)− (Γρκν +Dρ
κν)
(
Γκσµ +Dκ

σµ

)
= ∂µΓρσν − ∂νΓρσµ + ΓρκµΓκσν − ΓρκνΓκσµ

+ ∂µD
ρ
σν + ΓρκµD

κ
σν − ΓκσµD

ρ
κν − ∂νDρ

σµ − ΓρκνD
κ
σµ + ΓκσνD

ρ
κµ +Dρ

κµD
κ
σν −Dρ

κνD
κ
σµ ,

από το οποίο βρίσκουμε

→ R̂ρσµν = Rρσµν +∇µDρ
σν −∇νDρ

σµ +Dρ
κµD

κ
σν −Dρ

κνD
κ
σµ . (Βʹ.8)

Χρησιμοποιώντας ότι το δαβ = gαρgβρ είναι αναλλοίωτο κάτω από disformal μετασχηματισμούς,

βρίσκουμε την απεικόνιση του τανυστή Ricci

→ R̂σν = Rσν +∇µDµ
σν −∇νDµ

σµ +Dµ
κµD

κ
σν −Dµ

κνD
κ
σµ . (Βʹ.9)

Τέλος, κλείνοντας τους δείκτες της (Βʹ.9) με την μετασχηματισμένη μετρική βρίσκουμε το βαθμωτό

Ricci

R̂ = R+∇µDµν
ν −∇νDµν

µ +Dµ
κµD

κν
ν −Dµ

κνD
κν
µ− (Βʹ.10)

W∂σΦ∂νΦ

1 +WX
(Rσν +∇µDµ

σν −∇νDµ
σµ +Dµ

κµD
κ
σν −Dµ

κνD
κ
σµ). (Βʹ.11)

Συνεπώς, ο τανυστής Einstein διαβάζει

Ĝµν = R̂µν −
1

2
ĝµνR̂

= Rµν +∇κDκ
µν −∇νDκ

µκ +Dκ
λκD

λ
µν −Dκ

λνD
λ
µκ

− 1

2
(gµν +W∂µΦ∂νΦ)

[
R+∇κDκλ

λ −∇λDκλ
κ +Dκ

σκD
σλ
λ −Dκ

σλD
σλ
κ

− W∂σΦ∂λΦ

1 +WX
(Rσλ +∇κDκ

σλ −∇λDκ
σκ +Dκ

ρκD
ρ
σλ −D

κ
ρλD

ρ
σκ)
]
,

το οποίο δίνει τη σχέση

Ĝµν = Gµν + Sµν , (Βʹ.12)

όπου

Sµν =∇κDκ
µν −∇νDκ

µκ +Dκ
λκD

λ
µν −Dκ

λνD
λ
µκ −

1

2
W∂µΦ∂νΦR

− 1

2
ĝµν

[
∇κDκλ

λ −∇λDκλ
κ +Dκ

σκD
σλ
λ −Dκ

σλD
σλ
κ

− W∂σΦ∂λΦ

1 +WX
(Rσλ +∇κDκ

σλ −∇λDκ
σκ +Dκ

ρκD
ρ
σλ −D

κ
ρλD

ρ
σκ)
]
. (Βʹ.13)
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Παράρτημα Γʹ

Επίλύση γωνιάκης διαφορικής

εξίσωσης

Παρακάτω παρουσιάζεται τη λύση του γωνιακού μέρους της διαφορικής (5.23). Η εξίσωση προς

επίλυση έχει τη μορφή:

sin3 θ
d

dθ

[
1

sin3 θ

dS(θ)

dθ

]
+AS(θ) = 0 , (Γʹ.1)

όπου A η σταθερά που προκύπτει από το χωρισμό των μεταβλητών. Μετά από την αλλαγή μετα-

βλητής x = cos θ η διαφορική παίρνει τη μορφή:

(1− x2)S ′′ + 2xS ′ +AS = 0 . (Γʹ.2)

Σημειώνουμε πως η παραπάνω είναι παρόμοια με τη διαφορική εξίσωση Legendre με τη διαφορά

ενός προσήμου. Η συγκεκριμένη εξίσωση ονομάζεται ultraspherical ή Gegenbauer διαφορική ε-

ξίσωση και έχει τρεις εναλλάκτικές αλλά ισοδύναμες μορφές οι οποίες δίνουν τα ίδια αποτελέσματα

Θα ασχοληθούμε τις δύο από αυτές οι οποίες είναι σχετικές με τη μελέτη μας

Μορφή πρώτη:

(1− x2)S ′′ − 2(m+ 1)xS ′ + (`−m)(`−m+ 1)S = 0 . (Γʹ.3)

Οι λύση της παραπάνω δίνεται από

S = (x2 − 1)−m/2 [C1P
m
` (x) + C2Qm` (x)] , (Γʹ.4)

όπου Pm` (x) και Qm` (x) οι συναρτήσεις Legendre πρώτου και δεύτερου είδους αντίστοιχα. Σημει-

ώνουμε ότι m = −2.

Μορφή δεύτερη:

(1− x2)S ′′ − (2n+ 1)xS ′ + k(k + 2n)S = 0 . (Γʹ.5)

Η δεύτερη μορφή έχει λύσεις της μορφής

S = (x2 − 1)(1−2n)/4
[
C1P

n−1/2
−1/2+k+n(x) + C2Qn−1/2

−1/2+k+n(x)
]
, (Γʹ.6)
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όπου n = −3/2. Εάν η σχέση −1/2 + k + n δίνει ακέραιο, τότε η παραπάνω λύση δίνει τα

Gegenbauer πολυώνυμα, Cnk . Εξισώνοντας τις (Γʹ.3) και (Γʹ.4), παίρνουμε −1/2 + k + n = l →
k = `+ 2, συνεπώς η λύση παίρνει τη μορφή

S = C
−3/2
`+2 (θ) . (Γʹ.7)

Επομένως, η εξίσωση (Γʹ.2) δίνει την τελική μορφή της σταθεράς διαχωρισμού A = (`+ 2)(`−1) .
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Παράρτημα Δʹ

Ανάλυση & σύγκλιση αριθμητικού
κώδικα

Στο παρόν παράρτημα συζητάμε αναλυτικά τη διαδικασία της αριθμητικής ολοκλήρωσης η οποία

χρησιμοποιείται και περιγράφεται συνοπτικά στις ενότητες 4.4 και 5.4. Οι σχετικές εξισώσεις που

μας ενδιαφέρουν είναι οι (4.18),(4.19), (5.30) και (5.31), μαζί με τη συνθήκη CFL και τις ανακλα-

στικές συνοριακές συνθήκες στο ακτινικό χωροειδές άπειρο. Ως προς την tortoise συντεταγμένη

r∗, παρατηρούμε ότι όταν το r τείνει στο άπειρο, το r∗ τείνει σε μία σταθερή τιμή την οποία θα

συμβολίζουμε με rmax∗ .

Αυτή η συμπεριφορά του r∗ έχει δύο επιπτώσεις: πρώτον, οι συνοριακές συνθήκες ως προς το r∗
παίρνουν τη μορφή u(rmax∗ , t) = uimax,j = 0 και δεύτερον, η περιοχή ενδιαφέροντος στο διάγραμμα

(r∗ − t) βρίσκεται αριστερά της κάθετης γραμμής r = rmax∗ όπως φαίνεται στο σχήμα Δʹ.1.

Είναι σημαντικό να σημειώσούμε πως η τιμή που παίρνει η σταθερά rmax∗ είναι ανάλογη αυτής της

σταθεράς σύζευξης `η δηλαδή, rmax∗ ∼ `η (βλ. πίνακα Δʹ.1). Συνεπώς, η τιμή του `η καθορίζει

το εύρος του r∗ αφού r∗ ∈ (−∞ , rmax∗ ]. Μία σημαντική συνέπεια της παραπάνω αναλογίας είναι

πως, καθώς το `η αυξάνεται πρέπει και ο αριθμός των σημείων του αριθμητικού πλέγματος N να

αυξάνεται αναλόγως έτσι ώστε η τιμή του βήματος της αριθμητικής ολοκλήρωσης ∆r∗ να παραμένει

επαρκώς μικρή. Για να καταλάβουμε καλύτερα γιατί συμβαίνει αυτό πρέπει να κατανοήσουμε κάποιες

τεχνικές λεπτομέρειες της διαδικασίας που εκτελείται από τον υπολογιστικό μας κώδικα.

Το πρώτο βήμα είναι να βρούμε τη συνάρτηση r(r∗) λύνοντας αριθμητικά τη διαφορική εξίσωση της

tortoise συντεταγμένης

dr(r∗)

dr∗
=

√
f(r(r∗))

g(r(r∗))
, (Δʹ.1)

μαζί με τη συνθήκη r(r∗ = 0) = 1.00001 rh η οποία θα μας φιξάρει τη σταθερά ολοκλήρω-

σης. Επομένως, μετά την ολοκλήρωση έχουμε r(r∗ → −∞) → rh, r(r∗ = 0) = 1.00001 rh και

r(r∗ → rmax∗ ) → ∞, το οποίο συνεπάγεται r∗ ∈ (−∞ , rmax∗ ]. Ωστόσο, για να μπορέσουμε να

υλοποιήσουμε την χρονική εξέλιξη του u, πρέπει να δουλέψουμε σε ένα πεπερασμένο εύρος του r∗.
Για να το πετύχουμε, διαλέγουμε μία επαρκώς αρνητική τιμή

1
για το r∗ (την οποία συμβολίζουμε

με rmin∗ ) η οποία θα είναι το δεύτερο άκρο του εύρους του r∗. Επομένως, στο πλαίσιο της αριθμητι-

1
Σημειώνουμε ότι κρατάμε αυτή την τιμή σταθερή για όλες τις χρονικές εξελίξεις που πραγματοποιήθηκαν.
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Σχήμα Δʹ.1: Διάγραμμα του αριθμήτικού πλέγματος στο (r∗ − t) επίπεδο. Οι τιμές των σημε-

ίων πάνω στις κόκκινες γραμμές καθορίζονται μέσω των αρχικών και συνοριακών συνθηκών του

προβλήματος. Τα σημεία της πράσινης γραμμής u(r∗ = 0, t) αντιστοιχούν στα αποτελέσματα που

παρουσιάζουμε στις δημοσιεύσεις και τα οποία αντιστοιχούν στο σημείο r = 1.00001 rh. Τα υ-

πόλοιπα σημεία του πλέγματος καθορίζονται μέσω της επαναληπτικής σχέσης (5.31) ξεκινώντας

από το σημείο uimax−1,1. Τα μπλε βέλη αποτελούν μία γραφική απεικόνιση της σχέσης που δίνει

τη χρονική εξέλιξη (5.31) για το σημείο uimax−1,1.

κής ολοκλήρωσης θα δουλέψουμε στο διάστημα rnumerical∗ ∈ [rmin∗ , rmax∗ ] παρόλο που θεωρητικά

r∗ ∈ (−∞ , rmax∗ ].

Το τελικό κομμάτι του κώδικα το οποίο υπολογίζει τα time domain profiles δέχεται σαν ορίσματα

τις τιμές των rmin∗ , rmax∗ και N στη διεύθυνση r∗. Με βάση αυτά, υπολογίζει το χωρικό βήμα της

ολοκλήρωσης ∆r∗ από τη σχέση

∆r∗ =
rmax∗ + |rmin∗ |

N
(Δʹ.2)

και το χρονικό βήμα από την ∆t = c∆r∗ όπου c μία θετική σταθερά που ικανοποιεί τη συνθήκη

CFL και η οποία δεν πρέπει να παρερμηνεύεται με την ταχύτητα του φωτός. Το γεγόνος ότι το

rmin∗ είναι σταθερό για όλα τα evolutions σε συνδυασμό με την αναλογία rmax∗ ∝ `η συνεπάγεται,

μέσω της σχέσης (Δʹ.2), ότι καθώς το `η αυξάνεται θα πρέπει επίσης να αυξήσουμε το N έτσι

ώστε να κρατήσουμε την τιμή του βήματος ∆r∗ επαρκώς μικρή.

`η rmax∗
0.1 1.017

5 29.501

100 351.929

Πίνακας Δʹ.1: Τιμές αναφοράς που υποδεικνύουν ότι rmax∗ ∝ `η.

Τέλος, με βάση όλα τα παραπάνω μπορούμε να φτιάξουμε διαγράμματα σύγκλισης για να δείξουμε

και ποσοτικά την ακρίβεια του αριθμητικού μας κώδικα. Τα γραφήματα σύγκλισης που παρου-

σιάζουμε παρακάτω αναφέρονται στα αποτελέσματα του κεφαλαίου 5 ωστόσο η ίδια συμπεριφορά

παρατηρείται Για να παράξουμε τα διαγράμματα υπολογίζουμε πρώτα τις τιμές του u(r∗, t) για ένα

συγκεκριμένο σημείο πάνω στο πλέγμα για όλο και μικρότερα βήματα ολοκλήρωσης ∆r∗ αυξάνοντας
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την τιμή του N . Θα συμβολίζουμε αυτές τις τιμές με u(r∗, t)|N . Στη συνέχεια χρησιμοποιούμε

την τιμή u(r∗, t) για τον μέγιστο επιλεγμένο αριθμό των σημείων του πλέγματος (δηλ. για το

μικρότερο βήμα ∆r∗) ως τιμή αναφοράς η οποία υποδεικνύει την καλύτερη προσέγγιση στην πραγ-

ματική τιμή του u στο συγκεκριμένο σημείο. Θα συμβολίζουμε αυτή την τιμή ως u(r∗, t)|best. Για

να υπολογίσουμε το error αφαιρούμε τις τιμές u(r∗, t)|N για κάθε N από την τιμή της καλύτερης

προσέγγισης και παίρνουμε την απόλυτη τιμή δηλαδή,

|Error|N =
∣∣∣u(r∗, t)|best − u(r∗, t)|N

∣∣∣ . (Δʹ.3)

5000 6000 7000 8000 9000 10000

5.× 10-9
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E
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1000 1500 2000 2500

1.× 10-4

2.× 10-4

5.× 10-4

0.001

0.002
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E
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Σχήμα Δʹ.2: Αριστερά: Καμπύλη σύγκλισης για m = 0.1 , `η = 100, τιμές οι οποίες αντιστοιχούν

σε ένα clear prompt ringdown. Ως u(r∗, t)|best διαλέγουμε την τιμή του u για N = 12000
πλεγματικά σημεία, δηλαδή u(r∗, t)|12000. ΄Ολα τα σημεία έχουν εξαχθεί για r∗ = 0 και t/m =
225.228. Δεξιά: Καμπύλη σύγκλισης για m = 0.5 , `η = 5 τιμές οι οποίες αντιστοιχούν σε echoes
μετά το initial ringdown. Ως u(r∗, t)|best διαλέγουμε την τιμή του u για N = 2800 πλεγματικά

σημεία δηλαδή, u(r∗, t)|2800. ΄Ολα τα σημεία έχουν εξαχθεί για r∗ = 0 και t/m = 234.637.

Τα διαγράμματα στο σχήμα Δʹ.2 φανερώνουν πως ο κώδικάς μας συγκλίνει ανεξάρτητα από το

αν το αντικείμενο ‘‘αντιδρά’’ με καθαρό ringdown ή με σήμα που περιέχει echoes δηλ. σε πολύ

διαφορετικές περιοχές του παραμετρικού χώρου (m, `η). Παρόλο που για την πρώτη περίπτωση,

της εικόνας Δʹ.2 (αριστερά), έχουμε πιο ταχεία σύγκλιση του κώδικα, περιμένουμε πως το ίδιο θα

συμβεί και στη δεύτερη περίπτωση (σχήμα Δʹ.2 δεξιά) εάν αυξήσουμε περαιτέρω τον αριθμό των

σημείων του πλέγματος. Τέλος, σημειώνουμε πως παρόλο που οι επιλεγμένες τιμές για τον αριθμό

των πλεγματικών σημείων N είναι πολύ διαφορετικές για τις δύο καμπύλες του σχήματος Δʹ.2, τα

αντίστοιχα βήματα ∆r∗ είναι της ίδιας τάξης μεγέθους και για τις δύο περιπτώσεις, όπως φαίνεται

και στον πίνακα Δʹ.2.
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`η = 100 , m = 0.1

Σημεία Πλέγματος (N) ∆r∗

5000 0.07

6000 0.058

7000 0.05

8000 0.043

9000 0.039

10000 0.035

12000 0.029

`η = 5 , m = 0.5

Σημεία Πλέγματος (N) ∆r∗

1000 0.0695

1200 0.0579

1600 0.0434

2000 0.0347

2200 0.0316

2600 0.0267

2800 0.0248

Πίνακας Δʹ.2: Τιμές του χωρικού βήματος ∆r∗ για διάφορες επιλογές του αριθμού των σημείων

του πλέγματος N . Διαφορετικές τιμές των σημείων του πλέγματος αντιστοιχούν σε παρόμοιες

τιμές των ∆r∗ λόγω των διαφορετικών επιλογών του `η.
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