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Τα σχήµατα της εργασίας έχουν σχεδιαστεί µε την χρήση λογισµικού CAD και 
αποτελούν απλώς µια εικονική αναπαράσταση των φαινοµένων.
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Στη παρούσα διπλωµατική εργασία µελετούµε το φαινόµενο της ανάµιξης εντός 

περιορισµένου αποδέκτη. Από κατακόρυφη οπή, τοποθετηµένη στο πυθµένα 

περιορισµένου αποδέκτη εκρέει ρευστό η ροή του οποίου, µπορεί να περιγραφεί ως µια 

τυρβώδης ανωστική φλέβα. Το περιβάλλον ρευστό είναι αρχικά οµογενές και ακίνητο 

ενώ η πυκνότητα του διαφέρει ελάχιστα από αυτήν της φλέβας. Το ρευστό της φλέβας 

είναι ελαφρύτερο. Συνεπώς, λόγω της αρχικής του ορµής και της επίδρασης των 

ανωστικών δυνάµεων θα κινηθεί προς τα πάνω. Μόλις η τυρβώδης φλέβα φτάσει στην 

οροφή του περιορισµένου αποδέκτη θα κινηθεί οριζόντια, δηµιουργώντας έτσι µια λεπτή 

στρώση ελαφρύτερου ρευστού. Η ίδια διαδικασία συνεχίζεται µε αποτέλεσµα το 

σχηµατισµό δύο οριζόντιων περιοχών εντός του αποδέκτη. Η ανώτερη περιοχή η οποία 

έχει αναµιχθεί µε το ρευστό της φλέβας εµφανίζει πυκνοµετρική στρωµάτωση. Από την 

άλλη µεριά, η κατώτερη περιοχή δεν έχει αναµιχθεί και εµφανίζει οµογενή κατανοµή 

πυκνότητας ίση µε την αρχική πυκνότητα του αποδέκτη. Η διεπιφάνεια µεταξύ των δύο 

περιοχών κατέρχεται λόγω της ανάµιξης στην ανώτερη περιοχή. Έτσι, το παρόν 

φαινόµενο µετουσιώνεται αυτοµάτως σε ένα χρονικά µεταβαλλόµενο πρόβληµα. 

Για τον προσδιορισµό του ρυθµού ανάµιξης καθώς επίσης και της χρονικά 

µεταβαλλόµενης πυκνοµετρικής κατανοµής αναπτύχθηκε ένα αριθµητικό προσοµοίωµα 

που βασίζεται στον αλγόριθµο που πρώτος εισήγαγε ο Germeles (1975). Σε κάθε χρονικό 

βήµα επιλύεται ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν την ροή της 

φλέβας στην ανώτερη περιοχή, χρησιµοποιώντας την µέθοδο Runge-Kutta τέταρτης 

τάξεως. Στην κατώτερη περιοχή τα χαρακτηριστικά της φλέβας υπολογίζονται µέσω της 

γενικευµένη θεωρίας των List & Imberger (1973). 

Τα αποτελέσµατα του αλγορίθµου συγκρίνονται µε πειράµατα τα οποία διεξήχθησαν στο 

εργαστήριο Υδροµηχανικής και Περιβαλλοντικής Τεχνικής του Πανεπιστηµίου 

Θεσσαλίας. Για την επαλήθευση του υπολογιστικού µοντέλου χρησιµοποιήθηκε η 

µέθοδος της οπτικοποίησης της ροής µε την χρήση Laser (Laser Induced Fluorescence). 

Κατά την πειραµατική διαδικασία υπολογίστηκε ο ρυθµός καθόδου της διεπιφάνειας 

καθώς επίσης και τα πυκνοµετρικά προφίλ για κάθε χρονική στιγµή. Ο δείκτης που 

χρησιµοποιήθηκε είναι η Ροδαµίνη 6G. Τα αποτελέσµατα δείχνουν να βρίσκονται σε 

εξαιρετική συµφωνία µε το υπολογιστικό προσοµοίωµα . 

Ο παρών αλγόριθµος επιλύει το πρόβληµα της ανάµιξης εντός περιορισµένου αποδέκτη 

τόσο µε απλές φλέβες και πλούµια όσο και µε τυρβώδεις ανωστικές φλέβες. 
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ABSTRACT 

In the present thesis the effect of mixing into a confined environment has been 

considered. Fluid injected from a vertical nozzle placed at the bottom of the bounded 

region can be described as a turbulent buoyant jet .The environment is initially calm, 

homogeneous, and the tank fluid has slightly different density if compared to that of the 

jet. Jet fluid is lighter than ambient surroundings, thus when it starts flowing it moves 

upwards due to its initial momentum and the buoyant force effect. Once the turbulent jet 

reaches the top of the bounded region, it spreads out horizontally creating a thin layer of a 

lighter fluid. The process continues, resulting in the establishment of two horizontal 

regions within the confined space. The upper region has been mixed with jet fluid and has 

developed density stratification. The lower region is unmixed and has a homogeneous 

density distribution equal the initial ambient density. The first front of the upper region is 

descending because of the mixing process. Thus, the present phenomenon is transformed 

into a time-depended problem. 

To estimate the ratio of mixing as well as the instantaneous density profiles of the 

environment we have developed a numerical code based on the scheme first introduced by 

Germeles (1975). At each time step, the system of differential equations of motion is 

solved across the upper region using a fourth order Runge-Kutta solver. In the lower 

region the characteristics of the jet are computed using the global theory of List & 

Imberger (1973). 

The numerical solutions are compared with experiments conducted in the Laboratory of 

Hydromechanics and Environmental Engineering of the University of Thessaly. A Laser 

Induced Fluorescence (LIF) method is used to measure the time-dependent density 

profiles as well as the position of the descending first front (interface between mixed 

upper and unmixed lower layer of ambient fluid) as a function of time. The tracer used is 

Rhodamine 6G. The numerical simulation showed excellent agreement with experiments. 

The numerical model developed is capable of solving the problem of mixing in confined 

spaces by simple jets, plumes and turbulent buoyant jets. 
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Πίνακας Συµβόλων 

(α) Ελληνικά σύµβολα 

� συντελεστής συµπαράσυρσης 

�TH συντελεστής συµπαράσυρσης Top-Hat 

�� συντελεστής συµπαράσυρσης απλής φλέβας 

�� συντελεστής συµπαράσυρσης πλουµίου  

β(z) ειδική άνωση φλέβας σε απόσταση z 

Δ�� αρχική διαφορά πυκνότητας µεταξύ αποδέκτη και φλέβας 

	
��  συνάρτηση κατανοµής της πυκνοµετρικής στρωµάτωσης 


�, �, ��  µέση-χρονικά πυκνοµετρική διακύµανση 

� λόγος 1/e πλάτους συγκέντρωσης προς 1/e πλάτους της ταχύτητας  

µ(z) η ειδική ογκοµετρική παροχή 

ν κινηµατικό ιξώδες ρευστού φλέβας 

ρc  πυκνότητα ρευστού φλέβας στον άξονα 

ρο  αρχική πυκνότητα ρευστού φλέβας 

ρ(z)  πυκνότητα ρευστού στη  δεξαµενή διάχυσης  

(β) Λατινικά σύµβολα 

A εµβαδόν οπής εκροής της φλέβας 

B αρχική ειδική άνωση φλέβας 

b χαρακτηριστικό 1/e πλάτος κατανοµής ταχύτητας της φλέβας 

bc χαρακτηριστικό 1/e πλάτος κατανοµής συγκέντρωσης της φλέβας 

C αρχική συγκέντρωση φλέβας  

cc(z) συγκέντρωση φλέβας στον άξονα σε απόσταση z από την πηγή 

Cp = 0,27 παράµετρος πλάτους φλέβας  

D διάµετρος της φλέβας 

Fo  πυκνοµετρικός αριθµός Froude της φλέβας 

g επιτάχυνση βαρύτητας 

go’ =(∆ρ/ρ)οg φαινοµενική ανωστική επιτάχυνση 

H ενεργό ύψος δεξαµενής 

h απόσταση της διεπιφάνειας από το ακροφύσιο 

Hολ ολικό ύψος δεξαµενής 
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L πλάτος ή µήκος της δεξαµενής 

lQ, lM  κλίµακες µήκους 

M αρχική ορµή ρέοντος ρευστού 

m(z)  ειδική ορµή φλέβας σε απόσταση z 

Q αρχική ογκοµετρική παροχή φλέβας 

Qe ογκοµετρική παροχή συµπαράσυρσης 

Re αριθµός Reynolds της φλέβας 

Ro αρχικός αριθµός Richarson της φλέβας  

Rp οριακός αριθµός Richarson πλουµίου  

R,Ri αριθµός Richarson 

U(h) ταχύτητα καθόδου της διεπιφάνειας  

ue ταχύτητα συµπαράσυρσης 

W µέση αρχική ταχύτητα εξόδου φλέβας 

wc(z) ταχύτητα στο κέντρο της φλέβας σε απόσταση z από την πηγή 

zo  απόσταση νοητού κέντρου φλέβας από ακροφύσιο  

 (γ) ∆είκτες  

α µέγεθος του περιβάλλοντος ρευστού (αποδέκτης)  

c παράµετρος στον άξονα της φλέβας  

j παράµετρος που αφορά απλή ανωστική φλέβα 

o παράµετρος που αφορά σε αρχική τιµή 

p παράµετρος που αφορά πλούµιο  

(δ) Εκθέτες 

�  µέση τιµή (time-averaged) παραµέτρου 

 µεταβαλλόµενο µέγεθος (∆ιακύµανση) 
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1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

1.1 Εισαγωγικό σηµείωµα 

Σε ένα µεγάλο αριθµό προβληµάτων που καλούνται να επιλύσουν οι µηχανικοί σήµερα, 

είναι απαραίτητη η κατανόηση της συµπεριφοράς των τυρβωδών ανωστικών φλεβών 

εντός περιορισµένου αποδέκτη. Πληθώρα βιοµηχανικών διαδικασιών απαιτούν την 

εισαγωγή ρευστού διαφορετικής πυκνότητας εντός περιορισµένου αποδέκτη. Τυπικό 

παράδειγµα αποτελεί η εισαγωγή καταλύτη (agent) σε δεξαµενές όπου περιέχεται υγρό 

φυσικό αέριο (LNG). Οι δεξαµενές υγρού φυσικού αερίου (LNG) είναι συνήθως 

κυκλικές και η διάµετρος τους φτάνει τα 75 µέτρα. Το LNG πρέπει να διατηρείται σε 

χαµηλές θερµοκρασίες (περίπου -162 oC) και γι αυτό προστίθεται καταλύτης (agent) ο 

οποίος βοηθά στην επιτάχυνση της διαδικασίας εντός της δεξαµενής. Οι περισσότερες 

δεξαµενές (LNG) διαθέτουν στην βάση τους µια οπή από την οποία ο καταλύτης 

(agent) εισάγεται µε σταθερή παροχή. Το δεδοµένο πρόβληµα µετουσιώνεται απ’ 

ευθείας σε ένα πρόβληµα εύρεσης του ρυθµού ανάµιξης του καταλύτη µε τον χρόνο 

καθώς και του µηχανισµού µε τον οποίο θα διαχυθεί εντός της δεξαµενής. Ανάλογο 

πρόβληµα προκύπτει σε κλειστούς κλιµατιζόµενους χώρους καθώς και σε κάθε 

πρόβληµα όπου δύο ρευστά µε ελαφρώς διαφορετικές πυκνότητες αναµιγνύονται εντός 

κλειστού οµογενούς χώρου. Λύση στα παραπάνω προβλήµατα δίδονται µέσω της 

θεωρίας του «filling box». 

Η θεωρία ή µηχανισµός του «Filling Box» περιγράφει το φαινόµενο όπου µια φλέβα, 

τοποθετηµένη στο κέντρο της βάσης µιας δεξαµενής, αρχίζει να ρέει εντός αρχικά 

οµογενούς και ακίνητου περιβάλλοντος ρευστού. Η ανερχόµενη φλέβα συναντά το άνω 

όριο του αποδέκτη και διαχέεται οριζοντίως δηµιουργώντας µια στρώση ελαφρύτερου 

ρευστού. Η διαδικασία αυτή συνεχίζεται ορίζοντας έτσι δυο περιοχές που χωρίζονται µε 

διεπιφάνεια. Την υπερκείµενη ανώτερη περιοχή ανάµιξης στην οποία υπάρχει 

πυκνοµετρική στρωµάτωση και την υποκείµενη κατώτερη περιοχή µε οµοιόµορφη 

κατανοµή πυκνότητας. Οι δύο αυτές περιοχές όπως είναι λογικό δεν αλληλεπιδρούν 

ενώ το πάχος της άνω στρώσης µεταβάλλεται µε τον χρόνο καθώς η διεπιφάνεια 

µετακινείται προς τα κάτω. 

Ο µηχανισµός του «filling box» αποτελεί µια εξιδανικευµένη κατάσταση ανάµιξης δύο 

ρευστών. Παρόλα αυτά αποτελεί την µαθηµατική βάση για τη µεθοδολογία µε βάση 

την οποία προσοµοιώνεται η ανάµιξη εντός περιορισµένου αποδέκτη. Το φαινόµενο 

αυτό αποτελεί πεδίο έρευνας τόσο για τους µηχανικούς όσο και για τους ερευνητές των 

θετικών επιστηµών (φυσικούς, µαθηµατικούς κλπ.). 
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1.2 Αντικείµενο της εργασίας 

Αντικείµενο της παρούσας εργασίας είναι η αριθµητική προσοµοίωση του µηχανισµού 

“filling box” µε απλές κατακόρυφες φλέβες (jets), πλούµια (plumes) και τυρβώδεις 

ανωστικές φλέβες (buoyant jets). Επιπρόσθετα, η αριθµητική προσοµοίωση 

συγκρίνεται µε τα αποτελέσµατα πειραµάτων τα οποία οργανώθηκαν στα πλαίσια 

αυτής της διπλωµατικής εργασίας στο Εργαστήριο Υδροµηχανικής και 

Περιβαλλοντικής Τεχνικής του Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας. Τα πειραµατικά αυτά 

αποτελέσµατα συµπληρώθηκαν από εργαστηριακές µετρήσεις οι οποίες έγιναν στο 

πλαίσιο της µεταπτυχιακής εργασίας του κ. Ηλία Παππά. 

Για τον µηχανισµό του “filling box” δεν έχει έως σήµερα δοθεί λύση κλειστής µορφής 

η οποία να περιγράφει την χρονική εξέλιξη της ανάµιξης. Αρκετοί ερευνητές έχουν 

ασχοληθεί τόσο µε την αριθµητική προσοµοίωση του µηχανισµού (Germeles 1975 , 

Worster and Huppert (1983)) όπως επίσης και µε την πειραµατική του επαλήθευση 

(Baines and Turner 1968, Wong and Griffiths 1999) δίδοντας λύσεις µόνο για την 

συµπεριφορά των απλών ανωστικών φλεβών (πλουµίων). 

Στα πλαίσια της παρούσας διπλωµατικής εργασίας επιχειρείται η δηµιουργία ενός 

αλγορίθµου ο οποίος θα επιλύει την ροή των φλεβών σε περιορισµένο αποδέκτη στην 

γενική τους µορφή. Με άλλα λόγια, η προσοµοίωση αυτή θα είναι εφαρµόσιµη τόσο σε 

φλέβες και πλούµια όσο και σε ενδιάµεσες, µεταβατικές καταστάσεις (τυρβώδεις 

ανωστικές φλέβες). 

1.3 ∆ιάρθρωση της εργασίας 

Η παρούσα διπλωµατική εργασία αποτελείται από πέντε (5) κεφάλαια και τρία (3) 

παραρτήµατα. Στο παρόν κεφάλαιο, γίνεται µια εισαγωγή στο αντικείµενο της 

διπλωµατικής εργασίας. 

Ακολούθως, στο δεύτερο κεφάλαιο δίδεται µια συνοπτική παρουσίαση στην θεωρία 

των φλεβών η οποία περιλαµβάνει και την γενικευµένη θεωρία των List & Imberger, η 

οποία λόγω της γενικότητας της, χρησιµοποιείται κατά κύριο λόγο στους 

υπολογισµούς. Στην συνέχεια γίνεται αναφορά στον περιορισµένο αποδέκτη καθώς και 

στην επιρροή αυτού στην ροή των φλεβών. Οι διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν 

την ροή µιας οποιασδήποτε φλέβας θα επεκταθούν ώστε να λάβουν υπόψη την 

προκαλούµενη πυκνοµετρική στρωµάτωση στον αποδέκτη. 

Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζεται η αριθµητική προσοµοίωση (numerical simulation) 

της θεωρίας του filling box. Ο αλγόριθµος παρουσιάζεται κάνοντας τόσο αναφορά στο 

υπολογιστικό σχήµα όσο και στις βασικές παραδοχές κατά την επίλυση. Ο πηγαίος 

κώδικας έχει γραφεί µε την βοήθεια του υπολογιστικού πακέτου MatLab και δίδεται 

αναλυτικά στο Παράρτηµα Α στο τέλος της εργασίας. 
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Τα αποτελέσµατα του αριθµητικού µοντέλου παρουσιάζονται στο τέταρτο κεφάλαιο 

µέσα από επιλεγµένα παραδείγµατα. Παράλληλα συγκρίνονται και ερµηνεύονται τα 

αποτελέσµατα µε την θεωρία. Όπως αναφέραµε και παραπάνω στα πλαίσια αυτής της 

εργασίας οργανώθηκε µια σειρά πειραµάτων τα αποτελέσµατα των οποίων 

συγκρίνονται µε το υπολογιστικό µοντέλο. Επιπλέον, έχει γίνει ανάλυση ευαισθησίας 

του αλγόριθµου ώστε να ελεγχθεί η ευστάθεια του υπολογιστικού σχήµατος ως προς το 

χρονικό βήµα υπολογισµού. Στο τέλος του κεφαλαίου παρουσιάζονται εφαρµογές της 

θεωρίας του «filling box» σε διάφορα προβλήµατα µηχανικού και τα αποτελέσµατα 

έχουν προκύψει από την εφαρµογή του δεδοµένου υπολογιστικού µοντέλου. 

Στο πέµπτο και τελευταίο κεφάλαιο συνοψίζονται τα συµπεράσµατα της διπλωµατικής 

εργασίας και τίθενται προβληµατισµοί για πιθανή βελτίωση του υπολογιστικού 

µοντέλου. Στο παράρτηµα Α δίδεται αναλυτικά η αριθµητική µέθοδος Runge-Kutta 

τέταρτης τάξεως για συστήµατα και ο πηγαίος κώδικας ο οποίος χρησιµοποιήθηκε. 

Τέλος στο παράρτηµα Β δίδονται τεχνικές λεπτοµέρειες απαραίτητες για την υλοποίηση 

των πειραµάτων όπως είναι η συσχέτιση της πυκνότητας µε την αλατότητα και η 

αναφορά στην ψηφιακή επεξεργασία της εικόνας για την εξαγωγή των πειραµατικών 

αποτελεσµάτων. 
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2 ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ 

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται αναφορά στις βασικές έννοιες της ροής των φλεβών. 

Ξεκινώντας από την περίπτωση της απλής φλέβας (jet) καταλήγουµε στην µαθηµατική 

περιγραφή της ροής των τυρβωδών ανωστικών φλεβών (buoyant jets). Στη συνέχεια 

αναλύεται η επίδραση του περιορισµένου αποδέκτη στις φλέβες εισάγοντας της θεωρία 

του “filling box” .Τέλος παρουσιάζεται µια βιβλιογραφική ανασκόπηση των εργασιών 

σχετικά µε την θεωρία του “filling box”. 

2.1 Εισαγωγή 

Τυρβώδεις εκτοξευόµενες φλέβες είναι οι φλέβες ή δέσµες ρευστού από ένα 

ακροφύσιο, σωλήνα, ή οπή οποιασδήποτε γεωµετρίας, που διαχέονται σε οµοειδές ή µη 

ρευστό και ανήκουν στην κατηγορία των ελεύθερων διατµητικών ροών (free shear 

flows). Με τον όρο εκτοξευόµενη φλέβα ορίζουµε την φλέβα η οποία διαχέεται σε 

οµοειδές ρευστό µε την ίδια ή διαφορετική πυκνότητα. Τυρβώδης σηµαίνει ότι στο 

πεδίο ροής της φλέβας υπάρχει χρονική διακύµανση της ταχύτητας και συγκέντρωσης 

κάποιας ουσίας ή δείκτη που µεταφέρει η εκτοξευόµενη φλέβα. 

Οι βασικές µορφές (τύποι) φλεβών που υπάρχουν είναι οι παρακάτω 

i. απλή εκτοξευόµενη φλέβα µόνο µε αρχική ορµή (jet) 

ii. πλούµιο ή απλή ανωστική µε ‘µηδενική’ αρχική ορµή αλλά µε πυκνοµετρική 

διαφορά σε σχέση µε το περιβάλλον διάχυσης (plume) 

iii. ανωστική φλέβα µε αρχική ορµή και πυκνοµετρική διαφορά σε σχέση µε το 

περιβάλλον ρευστό (buoyant jets) 

Ως απλή φλέβα ορίζουµε την εκροή ρευστού από οπή οποιασδήποτε γεωµετρίας σε ένα 

αποδέκτη που περιέχει παρόµοιο ρευστό. Η ροή στην περίπτωση αυτή εξαρτάται 

κυρίως από την αρχική ορµή της φλέβας, δηλαδή την αρχική ταχύτητα. Από την άλλη 

µεριά, το πλούµιο είναι η ροή η οποία έχει αρκετές οµοιότητες µε αυτήν της απλής 

φλέβας, αλλά προκαλείται από την άνωση την οποία δηµιουργεί η αρχική διαφορά 

πυκνότητας µεταξύ του ρευστού του πλουµίου και του αποδέκτη. Η ανωστική φλέβα 

που αρχικά έχει ορµή και άνωση, είναι η ροή που συναντάται συχνότερα στην φύση και 

αποτελεί µια µεταβατική (ενδιάµεση) κατάσταση µεταξύ της απλής φλέβας και του 

πλουµίου.  

Η ροή µιας απλής φλέβας ή ενός πλουµίου εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες οι 

οποίες περιλαµβάνουν την γεωµετρία της φλέβας, τη µέση ταχύτητα εξόδου, την αρχική 

διαφορά πυκνότητας µεταξύ ρευστού φλέβας και αποδέκτη καθώς και τον αρχικό 
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αριθµό Reynolds. Στη συνέχεια δίνεται µια γενική περιγραφή των βασικών παραµέτρων 

µιας ανωστικής φλέβας. 

i. Η παροχή της φλέβας ρµ, είναι η µάζα στην µονάδα του χρόνου που διέρχεται 

από ένα επίπεδο, κάθετο στη ροή της φλέβας και δίνεται από τη σχέση: 

 �� � � ��
�, ����
�

 (2-1) 

όπου Α είναι το εµβαδόν της διατοµής της φλέβας κάθετα στην ροή, U είναι η 

µέση ταχύτητα της φλέβας (ως προς το χρόνο), ρ είναι η πυκνότητα της φλέβας 

και µ η ειδική παροχής της φλέβας  

ii. Η ροή ορµής της φλέβας, ρm ορίζεται ως η ορµή στην µονάδα του χρόνου που 

διέρχεται από ένα επίπεδο κάθετο στην διεύθυνση της ροής της φλέβας και 

δίνεται από την σχέση:  

 �� � � ���
�, ����
�

 (2-2) 

iii. Η ροή άνωσης ρβ που διέρχεται στη µονάδα του χρόνου από ένα επίπεδο κάθετο 

στη διεύθυνση ροής της φλέβας δίνεται από τη σχέση: 

 �� � � �  � �
�, ����
�

 (2-3) 

όπου ∆ρ είναι η διαφορά της πυκνότητας ανάµεσα στο περιβάλλον ρευστό και 

αυτό της φλέβας και β είναι η ροή ειδικής άνωσης. 

Θα ήταν δόκιµο να αναλύσουµε παρακάτω κάθε µια από τις περιπτώσεις (µορφές) των 

φλεβών ξεκινώντας από την απλή φλέβα και το πλούµιο και τέλος να περιγράψουµε τις 

ανωστικές φλέβες µέσω της γενικευµένης θεωρία των List and Imberger (1973). Θα 

χρησιµοποιήσουµε τα σύµβολα Q, M, B για τις αρχικές τιµές της ειδικής παροχής, 

ειδικής ορµής, και ειδικής άνωσης αντίστοιχα, στο στόµιο (ακροφύσιο) απ’ όπου 

εξέρχεται η φλέβα. 

2.1.1 Απλή κυκλική φλέβα (jet) 

Θεωρούµε µια βυθισµένη φλέβα ρευστού µε πυκνότητα ρ η οποία διαχέεται σε οµοειδές 

ακίνητο ρευστό (αποδέκτη). Η φλέβα µε αρχική ογκοµετρική παροχή Q έχει µόνον 

ορµή M, η δε πυκνότητα της είναι ίδια µε αυτή του περιβάλλοντος ρευστού. 

Η αρχική ορµή της φλέβας κατά την έξοδο είναι  

 �! � �"# (2-4) 
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ενώ ορίζουµε σαν κινηµατική ή ειδική ορµή (specific momentum flux) την ορµή ανά 

µονάδα µάζας κινουµένου ρευστού. 

 ! � "# (2-5) 

Η αρχική ογκοµετρική παροχή (specific mass flux) στην έξοδο από τη ‘‘πηγή’’ είναι 

 " � �# (2-6) 

όπου Α είναι η επιφάνεια του ανοίγµατος της ‘‘πηγής’’ και W η µέση ταχύτητα εξόδου. 

Στην περίπτωση όπου έχουµε κυκλική φλέβα διαµέτρου D η αρχική ογκοµετρική 

παροχή κατά την έξοδο είναι  

 " � $%�
4 # (2-7) 

 
Σχήµα 2-1 Κατακόρυφη φλέβα µε αρχική ταχύτητα W και αρχική συγκέντρωση C. 

Καθώς η ροή αναπτύσσεται κατά τον άξονα της φλέβας εµφανίζει αρχικά στρωτή ροή 

ενώ στην συνέχεια εµφανίζονται δακτυλιοειδείς στρόβιλοι (vortex rings) που 

ζευγαρώνουν. Μετά από δύο ζευγαρώµατα η ροή γίνεται ακανόνιστη (µετάβαση στην 
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τυρβώδη ροή). Η περιοχή ανάµεσα στο ακροφύσιο και το σηµείο µετάβασης σε τύρβη 

ονοµάζεται περιοχή εγκατάστασης της ροής (zone of flow establishment,ZFE), ενώ η 

περιοχή στα κατάντη του σηµείου µετάβασης σε τύρβη ονοµάζεται περιοχή 

εγκατεστηµένης ροής (zone of established flow, ZEF). 

Σε απόσταση z από την «πηγή» (nozzle) στην περιοχή της εγκατεστηµένης (τυρβώδους) 

ροής (ZEF) η µέση ταχύτητα w µπορεί να περιγραφεί µε µια εξίσωση της µορφής 

 ' � '
�, �� ή ' � '()
�, �� (2-8) 

όπου wc=wc(z) είναι η µέγιστη µέση ταχύτητα που παρατηρείται στον άξονα και είναι 

συνάρτηση µόνο της απόστασης από την πηγή z και )
�, �� είναι κάποια κατανοµή της 

µέσης ταχύτητας όπου )
�, 0� � 1. Από µετρήσεις προέκυψε ότι η κατανοµή µέσης 

ταχύτητας w (καθώς και της µέσης συγκέντρωσης c ουσίας που µεταφέρει η φλέβα) 

είναι κανονική. Οι κατανοµές της µέσης ταχύτητας και συγκέντρωσης (ή διαφοράς 

πυκνότητας ) µπορούν να περιγραφούν µε τις εξής εκθετικές (Gaussian) συναρτήσεις 

που έχουν προκύψει από πειραµατικά δεδοµένα. 

 '
�, �� � '(
��exp /0
�/2��3και 7
�, �� � c(
��exp /0
�/2(��3 (2-9) 

Ως b και bc ορίζουµε την απόσταση από τον άξονα στην οποία η µέση ταχύτητα και ή 

µέση συγκέντρωση αντίστοιχα έχουν τιµή 1/e (e=2.718…είναι η βάση των Νεπέριων 

λογαρίθµων) αυτής στον άξονα. 

 

Σχήµα 2-2 Αδιαστατοποιηµένη κατανοµή µέσης ταχύτητας (αριστερά) και µέσης 

θερµοκρασιακής διαφοράς (δεξιά) σε απλή φλέβα (Papanicolaou 1984, 

Papanicolaou &List 1988) 

Με βάση τις παραπάνω σχέσεις µπορούν να υπολογιστούν η ειδική παροχή καθώς και η 

ειδική ορµή της φλέβας κατά µήκος του άξονα της. Έχουµε δηλαδή σύµφωνα µε την 

εξίσωση (2-1) ότι 

 �� � � ��
�, ����
�

� � � '
�, ��2$���
:;

<;
 = 

 

 �
�� � � '>
�� ?@A B0 C�2D�E 2$���
:∞

<∞
� $'>2� (2-10) 
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Οµοίως από την εξίσωση (2-2) έχουµε 

 �
�� � � '>
��� ?@A B02 C�2D�E 2$���
:∞

<∞
� $'>�2�

2  (2-11) 

2.1.2 Απλή ανωστική φλέβα ή πλούµιο (plume) 

Η απλή ανωστική φλέβα ή πλούµιο παράγεται από µια πηγή άνωσης χωρίς αρχική ορµή 

(ποσότητα κίνησης). Ορίζουµε σαν κινηµατική ή ειδική άνωση (specific buoyancy flux) 

στην «πηγή» την ανά µονάδα µάζας ρέοντος ρευστού άνωση  

 F � 
�α 0 �ο��α �" � �G ′ " (2-12) 

που έχει διαστάσεις [Β]=L
4
/T

3
, όπου  �H … η πυκνότητα του ακίνητου αποδέκτη 

�� … η πυκνότητα της φλέβας (��< �H)  

Στα πλούµια όπως και στις απλές φλέβες, οι αδιάστατες κατανοµές της µέσης 

ταχύτητας και συγκέντρωσης έχουν εκθετική µορφή 

 '
�, �� � '(
��exp B0 C�2D�E και 7
�, �� � 7(
��exp I0 J �2(K�L 

 

 

όπου τα b και bc είναι τα 1/e πλάτη που ορίζονται από τις εκθετικές αυτές κατανοµές 

αντίστοιχα. 

2.1.3  Τυρβώδεις Ανωστικές Φλέβες (Buoyant jets ή Forced plumes) 

Όπως αναφέρεται και παραπάνω οι περισσότερες φλέβες οι οποίες παρατηρούνται στην 

φύση έχουν τόσο αρχική ορµή όσο και άνωση. Έτσι αν η αρχική ορµή είναι 

επικρατέστερη η φλέβα αρχικά συµπεριφέρεται σαν απλή φλέβα (jet), ενώ στη συνέχεια 

µετά κάποια απόσταση από την πηγή σαν πλούµιο. Από τις αρχικές παραµέτρους Q, M, 

B µπορούµε να ορίσουµε τις παρακάτω κλίµακες µήκους (Fischer et al.,1979) ως εξής 

 MN � "
√P (2-13) 

και 

 MQ � PR/S
TU/�  (2-14) 

Με βάση αυτές τις κλίµακες µήκους όλες οι παράµετροι της ροής µπορούν να 

εκφραστούν ως συνάρτηση των αδιάστατων όρων z/MN και z/MQ όπως φαίνεται στον 

πίνακα που ακολουθεί. Οι σταθερές των παρακάτω εξισώσεων προσδιορίστηκαν µε 

ακρίβεια στη ∆ιδακτορική ∆ιατριβή του Papanicolaou (1984) και είναι οι ακόλουθες:
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Πίνακας 1 Χαρακτηριστικά της ροής απλών φλεβών και πλουµίων συναρτήσει των  

  αρχικών παραµέτρων και των lQ, lM 

Απλές Φλέβες Πλούµια 

√P'� � 0.132 
√P'� � 0.132 J �MQK 

b
�� � 0.109� b
�� � 0.105� 

2>
�� � 0.126� 2>
�� � 0.112� 

\7 MN� � ] MN� � 0.165 
\7 MN� � ] MN� � 0.09 J �MQK�/R

 

�" � 0.252 �MN 
�TU/�
P^/S � 0.140 J �MQK^/R

 

�P � 0.90 
�P � 0.290 J �MQKS/R

 

Στον Πίνακα 1 ορίζουµε ως S=C/c τη µέση αραίωση (η διάλυση) στον άξονα της 

φλέβας. 

Στην περίπτωση των ανωστικών φλεβών οι αναλυτικές σχέσεις των διαφορετικών 

παραµέτρων προκύπτουν από τις εξισώσεις διατήρησης µάζας (συνέχειας), ποσότητας 

της κίνησης (ορµής) και άνωσης σαν συνάρτηση της απόστασης z από την πηγή 

(ακροφύσιο). Σηµαντική παράµετρος για τον προσδιορισµό των χαρακτηριστικών της 

ανωστικής φλέβας κατέχει ο ρυθµός συµπαράσυρσης του περιβάλλοντος ρευστού µέσα 

στην ροή της φλέβας. Θεωρούµε λοιπόν µια κάθετη αξονοσυµµετρική ανωστική φλέβα 

µέσα σε οµογενές περιβάλλον ρευστό όπου η µέση ταχύτητα και η συγκέντρωση σε 

απόσταση z από την «πηγή» ακολουθούν «γκαουσιανές» κατανοµές. 

Σε ένα αξονοσυµµετρικό σύστηµα συντεταγµένων (z,r) οι βασικές εξισώσεις για 

τυρβώδη ασυµπίεστη ροή είναι οι εξής: 

Εξίσωση συνέχειας  

 
_'_� ` 1� _
�a�_� � 0 (2-15) 

εξίσωση ποσότητας κίνησης (ορµής) 

 � J' _'_� ` a _'_� K � 0�� 0 _A_� 0 � 1� _
�'bab�_�  (2-16) 

και εξίσωση διατήρησης της µάζας (µεταφορά συγκέντρωσης) 

 
1� ∂∂� C�7a ` �7 ′a′D ` ∂∂� C'7 ` ' ′a′D � 0 (2-17) 
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Όπου w, u και c είναι οι µέσες (time-averaged) ταχύτητες κατά την αξονοσυµµετρική 

(z) και εγκάρσια (r) διεύθυνση αντίστοιχα, ενώ c είναι η συγκέντρωση δείκτη ή ουσίας 

που µεταφέρει η φλέβα σε απόσταση z. Ακολούθως οι 'b, ab, 7b είναι οι διακυµάνσεις 
των ταχυτήτων και της συγκέντρωσης. 

Για την απλούστευση των παραπάνω εξισώσεων θα γίνουν δυο βασικές παραδοχές 

i. Η πίεση εντός του ρευστού είναι υδροστατική (γραµµική µεταβολή µε το βάθος) 

 
_A_� � 0�H� (2-18) 

ii. Ισχύει η προσέγγιση-παραδοχή του Boussinesq (Boussinesq approximation) 

δηλαδή, ότι για µικρές διαφορές πυκνότητας Δ�/�H d 1 κατά την µίξη δυο 

ρευστών µπορούµε να θεωρήσουµε ότι γενικά ισχύει � e �α εκτός από την 

περίπτωση που η πυκνότητα πολλαπλασιάζεται µε την επιτάχυνση της 

βαρύτητας g. 

Με αυτόν τον τρόπο η εξίσωση διατήρησης της ποσότητας κίνησης (ορµής) γράφεται 

 � J' _'_� ` a _'_� K � 0�� ` �f� 0 � 1� _
�'′a′�_� =  

 ' _'_� ` a _'_� � J�f 0 �� K � 0 1� _
�'′a′�_�  (2-19) 

Ολοκληρώνοντας την εξίσωση συνέχειας (2-15) κατά µήκος της φλέβας (πρακτικά από 

r=0 έως r=b) έχουµε: 

 
dd� � '2$���

h

i
� 02$�a � '2$���

h

i
;  µ
�� � � '2$���

k

i
 (2-20) 

Παρόµοια, η ολοκληρωτική µορφή της εξίσωσης ποσότητας κίνησης έχει ως εξής  

 
dd� � '�2$���

h

i
� � J�α 0 �� K �2$��� ;  m
�� � � '�2$���

h

i

h

i
 (2-21) 

το δεξί µέλος της εξίσωσης αντιπροσωπεύει την ανωστική δύναµη ανά µονάδα µήκους 

z. Η ανωστική δύναµη κατά την ροή ενός ρευστού προέρχεται από την επίδραση της 

βαρύτητας λόγω πυκνοµετρικής διαφοράς. Έτσι σε µια ανωστική φλέβα η µεταβολή 

της ορµής (momentum) συµβαίνει λόγω της µεταβολής της πυκνότητας κατά µήκος της 

φλέβας. Κάνοντας την παραδοχή ότι  � m  7, και χρησιµοποιώντας την εξίσωση 

διατήρησης µάζας του δείκτη (2-17), προκύπτει ότι η ροή ειδικής άνωσης είναι 

 F � � ' ∆��α �2$���
h

i
� π

��
1 ` �� '> ∆�>�f �2� � "∆�G�α � � no�	�ά (2-22) 

Συνεπώς από τις εξισώσεις (2-20), (2-21) και (2-22) έχουµε ότι 
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d�d� � 2π2ap  (2-23) 

 d�d� � $ ∆�(
∆�α ���2� 

(2-24) 

Ενώ η άνωση παραµένει σταθερή συνεπώς 

 
d�d� � 0 (2-25) 

όπου λ ορίζεται ως το πηλίκο bc/b. 

2.1.4 Η υπόθεση της συµπαράσυρσης (Entrainment Hypothesis) 

Στην πραγµατεία τους οι Morton et al (1956) ανέπτυξαν για πρώτη φορά µια 

ολοκληρωµένη θεωρία για την περιγραφή των ανωστικών φλεβών. Η ανάπτυξη της 

θεωρίας αυτής έγινε µε βάση την υπόθεση της συµπαράσυρσης (entrainment 

hypothesis). Ο Taylor (1958) υπέθεσε, ότι η ακτινική συνιστώσα της ταχύτητας 

(διείσδυσης) του περιβάλλοντος ρευστού στα όρια της φλέβας είναι ανάλογη µε την 

ταχύτητα στον άξονα της φλέβας πολλαπλασιασµένη µε µια σταθερά α που ονοµάζεται 

συντελεστής συµπαράσυρσης. Σε µια κυκλική φλέβα παραδείγµατος χάριν έχουµε ότι  

 "q � 2$2 �'>  (2-26) 

όπου b είναι το πλάτος της φλέβας και  r'( είναι η ταχύτητα εισροής (συµπαράσυρσης) 

στο όριο της φλέβας. Από την εξίσωση (2-10) έχουµε ότι �
�� � π'(2�, ενώ η ροή 

ειδικής άνωσης είναι  

 �
�� � π
��

1 ` �� '> ∆�>�f �2� (2-27) 

Έχουµε λοιπόν ότι '> � 2�/� και 2 � �/√2$� άρα οι εξισώσεις, (2-23), (2-24)και 

(2-25)µπορούν να γραφτούν ως  

 
d�d� � 2√2π��U/� (2-28) 

 
d�d� � 1 ` ��

2 ���  (2-29) 

 
d�d� � 0 (2-30) 

2.1.5 Γενικευµένη Θεωρία των List & Imberger  

Πριν εισάγουµε την θεωρία των List & Imberger θα ήταν δόκιµο να ορισθεί ο αριθµός 

Richardson µιας ανωστικής φλέβας. Ο αριθµός Richardson Ro µιας ανωστικής φλέβας 

ορίζεται ως ο λόγος των δυο χαρακτηριστικών µηκών lQ και lM (Fischer et al.,1979) 
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 stu � MNMQ � "TU/�
P^/S � Cπ4DU/S 1wu � C$4DU/S x
 ��/����%#  (2-31) 

όπου Fo είναι ο αρχικός πυκνοµετρικός αριθµός Froude της φλέβας και είναι ο λόγος 

των ανωστικών προς τις αδρανειακές δυνάµεις που συµβάλλουν στην κίνηση και 

διασπορά της. Σε απόσταση z από το ακροφύσιο ο αριθµός Richardson R(z) της φλέβας 

ορίζεται αντίστοιχα εάν χρησιµοποιήσουµε τις τοπικές τιµές των παραµέτρων εκεί, 

δηλαδή  

 s
�� � ��U/�
�^/S  (2-32) 

Οι Papanicolaou & List (1988) από µετρήσεις σε ανωστικές φλέβες κατάφεραν να 

προσδιορίσουν τον τοπικό αριθµό Richardson R(z) από µετρήσεις ταχυτήτων και 

συγκεντρώσεων (Σχήµα 2-3) 

 

Σχήµα 2-3 Τοπικός αριθµός Richardson ανωστικών φλεβών R(z) σαν συνάρτηση της 

αδιάστατης απόστασης z/lM (Papanicolaou &List 1988) 

Από το παραπάνω σχήµα προκύπτει ότι: 

i. Όταν η ροή αρχικά έχει τη συµπεριφορά φλέβας (jet-like, z/lM<1) τότε R(z)~z. 

ii. Όταν η ροή συµπεριφέρεται σαν πλούµιο (plume-like, z/lM>5) τότε 

R(z)=Rp=σταθερό 

Η σταθερά προέκυψε (µετά από διόρθωση) ίση µε Rp=0.63. Η ασυµπτωτική 

συµπεριφορά του τοπικού αριθµού Richardson R(z) προκύπτει (πλην των πειραµατικών 

µετρήσεων) και από διαστατική ανάλυση. Τέλος, από το παραπάνω διάγραµµα 

παρατηρούµε ότι µια ανωστική φλέβα µε την µικρότερη δυνατή αρχική άνωση B θα 

γίνει πλούµιο σε απόσταση z µεγαλύτερη από 5lM από την «πηγή» πράγµα που 

σηµαίνει ευστάθεια στην αλληλεπίδραση άνωσης και αδρανειακών δυνάµεων. 

Οι List & Imberger (1973) ανέπτυξαν µια γενικευµένη θεωρία για τις ανωστικές 

φλέβες, µε βάση την οποία ο µηχανικός µπορεί να υπολογίσει την ογκοµετρική παροχή 
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και ορµή σε οποιαδήποτε απόσταση από την πηγή, εάν γνωρίζει τις αρχικές 

παραµέτρους. Χρησιµοποιώντας τις αρχές διαστατικής ανάλυσης και την ασυµπτωτική 

θεωρία µπόρεσαν να εκφράσουν τον τοπικό αριθµό Richardson σαν συνάρτηση της 

απόστασης z, του αρχικού αριθµού Richardson Ro, του αριθµού Richardson του 

πλουµίου Rp=0.63 καθώς και µιας σταθεράς Cp η οποία είναι µια έκφραση του πλάτους 

της φλέβας. 

 

Η σταθερά παράµετρος πλάτους φλέβας Cp=0.27 εκτιµήθηκε από τα πειραµατικά 

δεδοµένα των Papanicolaou & List (1988) από την σχέση  

 \y � �
�√� � √2π 2�  (2-33) 

Με βάση την ασυµπτωτική θεωρία ο τοπικός αριθµός Richardson R(z) της φλέβας 

µπορεί να υπολογιστεί από την εξίσωση  

 
s
��sy � J ��GK zsusy{ |1 ` zsusy{� IJ ��iK� 0 1L}

<U/�
; ��i

susy � �MQ
\ysy (2-34) 

όπου 

 �G � "
\y√P � MN\y � 3.7MN � 3.28% (2-35) 

Από την εξίσωση (2-34) για απλές φλέβες (Ro� 0) προκύπτει ότι R(z)~z, ενώ για 

πλούµια (Ro� sy) προκύπτει ότι R(z)=Rp που δείχνει ότι εκτός από την µεταβατική 

περιοχή (1<z/lM<5), η παραπάνω εξίσωση ισχύει τόσο για φλέβες όσο και για πλούµια. 

Συνεπώς οι παράµετροι της ροής µιας ανωστικής φλέβας µ(z) και m(z) µπορούν να 

εκφραστούν σε αδιάστατη µορφή σύµφωνα µε τις παρακάτω εξισώσεις. 

 
�P � |1 ` zsusy{� IJ ��iK� 0 1L}

�/R
 (2-36) 

 �" � ��G |1 ` zsusy{� IJ ��iK� 0 1L}
U/R

 (2-37) 

µε Q, M την αρχική ειδική παροχή (flux) και ορµή (momentum) στην «πηγή». 

Η παραπάνω θεωρία παρουσιάζει εξαιρετική συµβατότητα µε τις µετρήσεις οι οποίες 

έγιναν από τους Papanicolaou & List (1988) όπως και φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 
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Σχήµα 2-4 Σύγκριση των προγνώσεων της γενικής θεωρίας των List & Imberger (1973) µε 

τα πειραµατικά αποτελέσµατα των Papanicolaou & List (1988). (α) Αδιάστατη 

ποσότητα κίνησης και (β) αδιάστατη ογκοµετρική παροχή σαν συνάρτηση της 

απόσταση z/lM από την πηγή. 

2.2 Περιορισµένος Αποδέκτης 

Η ροή των ανωστικών φλεβών στις περισσότερες περιπτώσεις επηρεάζεται από τα 

φυσικά ή τεχνητά όρια του περιβάλλοντος µέσα στο οποίο ρέουν. Όταν µια 

κατακόρυφη φλέβα, της οποίας η «πηγή» βρίσκεται στο βυθό ενός θαλάσσιου 

αποδέκτη, φτάνει στην επιφάνεια της θάλασσας τότε η ροή εξαναγκάζεται να αλλάξει 

κατεύθυνση και να ακολουθήσει οριζόντια πορεία λόγω της επιρροής των ορίων. 

Παροµοίως, σε έναν κλειστό κλιµατιζόµενο χώρο όταν θερµός αέρας αρχίσει να ρέει 

από «πηγή» η οποία βρίσκεται στο ύψος του δαπέδου αρχικά η ροή του µπορεί να 

προσοµοιωθεί ως µια τυρβώδης ανωστική φλέβα. Στην συνέχεια καθώς η φλέβα 

ανέρχεται (λόγω θερµοκρασιακής διαφοράς επιδρούν ανωστικές δυνάµεις), µετά από 

λίγα δευτερόλεπτα η φλέβα θα φτάσει στην οροφή του κλειστού χώρου µε αποτέλεσµα 

να επιδράσουν τα στερεά όρια και να κινηθεί οριζόντια (Σχήµα 2-5). Η οριζόντια 

κίνηση µε την σειρά της δηµιουργεί µια στρώση ρευστού η οποία λόγω διαφοράς 

πυκνότητας θα παραµένει στην οροφή του δωµατίου. Η στρώση του ελαφρύτερου 

ρευστού η οποία έχει σχηµατιστεί θα αντικατασταθεί από µια δεύτερη ελαφρύτερη 

στρώση ρευστού µε αποτέλεσµα η πρώτη να κατέλθει. Η εξέλιξη αυτής της διαδικασίας 

έχει ως αποτέλεσµα την δηµιουργία δυο περιοχών εντός του κλειστού χώρου. Η άνω 

περιοχή, η οποία έχει σχηµατιστεί λόγω της ανάµιξης του ρέοντος ρευστού της φλέβας 

µε το περιβάλλον ρευστό, θα εµφανίζει µια πυκνοµετρική στρωµάτωση ενώ η κάτω 

περιοχή θα έχει οµοιόµορφη κατανοµή πυκνότητας. Ο παραπάνω µηχανισµός γνωστός 

και ως µηχανισµός του «Filling Box», αποτελεί φαινόµενο συνυφασµένο µε την ροή 

φλεβών εντός περιορισµένων αποδεκτών και εµφανίζει πολλές εφαρµογές σε 

προβλήµατα µηχανικού. 
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Σχήµα 2-5 Μηχανισµός του “Filling Box” (Bolster 2007) 

Για την επίλυση προβληµάτων της παραπάνω µορφής, απαιτείται η προσαρµογή των 

διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν την ροή µιας ανωστικής φλέβας, έτσι ώστε να 

λαµβάνεται υπ’ όψην η στρωµάτωση του περιβάλλοντος ρευστού. 

2.2.1 Ανωστικές φλέβες σε πυκνοµετρικά-στρωµατωµένο αποδέκτη 

Σε περίπτωση όπου ο αποδέκτης είναι στρωµατωµένος τότε η µέση (χρονικά) 

πυκνότητα του αποδέκτη γράφεται ως εξής: 

 �� � �α 0 �ο
�, �, �� (2-38) 

όπου 

 �α � �ο
1 0 	
��� (2-39) 

είναι η πυκνοµετρική-στρωµάτωση του περιβάλλοντος ρευστού, 
�, �, �� η µέση-

χρονικά πυκνοµετρική διακύµανση η οποία προκαλείται από την ροή της φλέβας και 

ε(z) είναι η συνάρτηση κατανοµής της πυκνοµετρικής στρωµάτωσης. Έτσι µπορούµε να 

ξαναγράψουµε την εξίσωση της διατήρησης της µάζας (συγκέντρωσης) ως εξής  

 
dd� � 2π�� ' 
�, �, ����

k
��

i
� 0� d	
��d� �
�� (2-40) 

και κατά συνέπεια η εξίσωση (2-30) στην περίπτωση της πυκνοµετρικής στρωµάτωσης 

ξαναγράφεται ως 



 

 16 

 
d�d� � 0� d	
��

d� �
�� (2-41) 

Η παραπάνω εξίσωση µαζί µε τις εξισώσεις (2-28) και (2-29) δηµιουργούν το κάτωθι 

σύστηµα διαφορικών εξισώσεων οι οποίες µπορούν να επιλυθουν αριθµητικά έχοντας 

τις αρχικές συνθηκές µ(0)=Q, m(0)=M και β(0)=B 

 
d�d� � 2√2πα�U/�  

 ���� � 1 ` ��
2 ���  

 

(2-42) 

 ���� � 0� d	
��d� �
�� 
 

Οι Papanicolaou & List (1988) επιλύοντας το παραπάνω σύστηµα για την περίπτωση 

της απλής φλέβας (jet) και του πλουµίου (plume) προσδιόρισαν τους συντελεστές 

συµπαράσυρσης για απλή φλέβα και πλούµιο. 

 �� � 0.0545 � 0.0025 (2-43) 

 �� � 0.0875 � 0.0042 (2-44) 

Όπως παρατηρούµε ο συντελεστής συµπαράσυρσης διαφέρει για φλέβες και πλούµια. 

Ο List (1979,1982) θεώρησε ότι ο α είναι ανάλογος του τετραγώνου του τοπικού 

αριθµού Richardson της φλέβας, και πρότεινε την παρακάτω σχέση 

 � � �� 0 
�� 0 ��� zs
��s� {�
 (2-45) 

όπου s� είναι ο αριθµός Richardson του πλουµίου. 

2.2.2 Ο µηχανισµός του ‘filling box’ 

Ας θεωρήσουµε µια ορθογώνια δεξαµενή ή οποιαδήποτε δεξαµενή της οποίας το 

εµβαδόν της οριζόντιας τοµής δεν µεταβάλλεται µε το ύψος. Στο κέντρο του πυθµένα 

(ή της οροφής) της δεξαµενής υπάρχει οπή από την οποία εκρέει κατακόρυφη φλέβα. 

Όταν η φλέβα φτάνει στην οροφή (ή τον πυθµένα) της δεξαµενής τότε διαχέεται 

αµέσως οριζόντια δηµιουργώντας ένα λεπτό στρώµα οµογενούς ρευστού. Στο σηµείο 

αυτό θα θεωρήσουµε ότι τα κατακόρυφα τοιχώµατα δεν επηρεάζουν την δηµιουργία 

του λεπτού στρώµατος. Η θεώρηση αυτή θα αιτιολογηθεί και παρακάτω. Η ίδια 

διαδικασία θα συνεχισθεί µε αποτέλεσµα στρώσεις οµογενούς ρευστού να προστίθενται 

στην οροφή
1
 της δεξαµενής µε αποτέλεσµα να δηµιουργείται µια σταθερή στρωµάτωση 

του περιβάλλοντος ρευστού η οποία κατέρχεται µε τον χρόνο. Η «σταθερότητα» της 

                                                
1
 Για χάρη ευκολίας θεωρούµε η φλέβα ρέει προς τα πάνω και το φυσικό όριο είναι η οροφή της 

δεξαµενής. 
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στρωµάτωσης θα υπερνικήσει τα φαινόµενα τύρβης και ανάµιξης στον αποδέκτη µε 

αποτέλεσµα η ροή της φλέβας να µην µπορεί να φέρει αστάθεια (over-turning) της 

στρωµάτωσης. 

 

Σχήµα 2-6  Γραφική αναπαράσταση του µηχανισµού ‘filling box’. Η µπλε 

έντονη (bold) γραµµή αναπαριστά την θεωρητική ροή της φλέβας  

ενώ η διακεκοµµένη πράσινη γραµµή την θέση της διεπιφάνειας για 

δεδοµένες χρονικές στιγµές t1 και t2 (Αναπαραγωγή σχήµατος από 

Baines & Turner, 1968). 

Όπως φαίνεται και στο παραπάνω σχήµα, η διεπιφάνεια µεταξύ της στρωµατωµένης και 

της οµογενούς περιοχής κατέρχεται µε τον χρόνο. Η κατακόρυφη ταχύτητα της U(h) 

είναι συνάρτηση του ρυθµού ανάµιξης της φλέβας µε το περιβάλλον ρευστό στην 

περιοχή h<z<H, όπου h είναι το ύψος της διεπιφάνειας. Κατά συνέπεια είναι και 

συνάρτηση της τοπικής ειδικής παροχής της φλέβας µ(h). Έχουµε λοιπόν ότι  

 0��
�� � �
�� � 0A �d�d����� � �
�� (2-46) 

Ως Α θεωρούµε το εµβαδόν της οριζόντιας τοµής της δεξαµενής. 

Η ροή της φλέβας διαφέρει στην περιοχή εντός του στρωµατωµένου περιβάλλοντος από 

αυτή του οµογενούς. Στην άνω περιοχή η ροή της µπορεί να περιγραφεί µέσω των 

εξισώσεων. 

 
d�d� � 2√2πα�U/�  

 d�d� � 1 ` ��
2 ���  

 

 

 d�d� � 0� d	
��d� �
�� 
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για κάθε χρονική στιγµή. 

Από την άλλη, για την περιοχή 0<z<h τα χαρακτηριστικά της φλέβας µπορούν να 

υπολογιστούν µέσω της γενικευµένης θεωρίας των List και Imberger (1973) καθ’ όσον 

η ροή της φλέβας γίνεται εντός οµογενούς ρευστού. 

 

Σχήµα 2-7  Πυκνοµετρική κατανοµή στον άξονα της φλέβας και του 

περιβάλλοντος ρευστού στις χρονικές στιγµές t1 και t2. 

(Αναπαραγωγή σχήµατος από Baines & Turner, 1968). 

Από το παραπάνω σχήµα παρατηρούµε ότι η πυκνοµετρική κατανοµή είναι µια 

συνάρτηση του χρόνου. Καθώς η διεπιφάνεια κατεβαίνει η κατανοµή µεταβάλλεται µε 

αποτέλεσµα να µεταβάλει και την πυκνότητα κάθε σηµείου που βρίσκεται πάνω από 

την διεπιφάνεια. Γι αυτό τον λόγο, απαιτείται η εισαγωγή κάποιων χρονικών 

κλιµάκων οι οποίες θα αποτελούν ένα µέτρο σύγκρισης του ρυθµού καθόδου της 

διεπιφάνειας και του ρυθµού µεταβολής της πυκνότητα του περιβάλλοντος ρευστού. 

Χρονικές Κλίµακες 

Οι χρονικές κλίµακες που µπορούµε να συσχετίσουµε µε τις παραµέτρους της ροής 

είναι τέσσερις. Η πρώτη χρονική κλίµακα Τ1 ορίζεται ως ο χρόνος που απαιτείται έτσι 

ώστε το ρευστό της φλέβας που εισρέει µε σταθερή παροχή Q να αντικαταστήσει όλο 

τον όγκο της δεξαµενής � � ��, όπου Α το εµβαδόν της οριζόντιας τοµής της 

δεξαµενής και Η το ύψος αυτής. Έτσι µπορούµε να γράψουµε ότι  

 �U � ��"  (2-47) 

Σε ανωστικές φλέβες, όταν ο αρχικός αριθµός Richardson Rο είναι µικρότερος από 

αυτόν του πλουµίου sy � 0.63 η αρχική ειδική ορµή Μ και άνωση Β παίζουν εξίσου 

σηµαντικό ρόλο στην ανάπτυξη της ροής της φλέβας. Γι αυτό τον λόγο µια δεύτερη 

χρονική κλίµακα Τ2 µπορεί να προσδιοριστεί ως 
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 �� � PT  (2-48) 

Ο χρόνος ο οποίος απαιτείται ώστε η διεπιφάνεια να κατέβει µέχρι την απόσταση h από 

την πηγή (βλέπε Σχήµα 2.7) όταν η ροή της φλέβας προσεγγίζει αυτή του πλουµίου ή 

της απλής φλέβας µπορεί να υπολογιστεί ολοκληρώνοντας της εξίσωση (2-46). 

Επιπλέον ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις 

 
���� � 2√2$��PU/� = �
�� e 2√2$��PU/�� (2-49) 

για την περίπτωση της απλής φλέβας και  

 �
�� � 65 $�y I9
1 ` ���5$ �yFLU/R �^/R (2-50) 

για την περίπτωση του πλουµίου (Morton et al. 1956). 

Έτσι, όταν ο µηχανισµός ανάµειξης είναι µια απλή φλέβα 

 � � � d� � 0� � d��
��
�

�

�

i
e 0 �

2√2$��PU/� �ln 
��|H� � �
2√2$��PU/� ln J�� K (2-51) 

ενώ στην περίπτωση του πλουµίου ο αντίστοιχος χρόνος είναι 

 t � � �� �
�

i
� 54$�� z 5$9
1 ` �����{U/R F<U/R�<�/R IJ�� K�/R 0 1L (2-52) 

Από τις εξισώσεις (2-51) και (2-52) είναι προφανές ότι η διεπιφάνεια θεωρητικά δεν θα 

φτάσει ποτέ στο ύψος h=0. Από τις σχέσεις ορίζουµε δύο χρονικές κλίµακες, �� για την 

περίπτωση των απλών φλεβών (Caulfield & Woods 2002) και �� για την περίπτωση 

των πλουµίων (Baines and Turner 1968). 

 �� � A
2√2$��PU/� (2-53) 

 

Τj είναι ο χρόνος που απαιτείται έτσι ώστε να γεµίσει ο όγκος ΑΗ όταν η παροχή µιας 

απλής φλέβας είναι ίση µε µ(H), ενώ Τp είναι ο αντίστοιχος χρόνος που απαιτείται για 

ένα πλούµιο να γεµίσει τον όγκο ΑΗ όταν η παροχή του είναι ίση µε µ(H). Έτσι οι 

εξισώσεις (2-51) και (2-52) γράφονται σε αδιαστατοποιηµένη µορφή ως 

 �� � � 54π�� z 5π9
1 ` �����{U/R F<U/R�<�/R   (2-54) 
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και 

 o� � ��� � IJ�� K�/R 0 1L (2-56) 

Τέλος χρησιµοποιώντας την θεωρία των List & Imberger (1973) µπορούµε να 

καταλήξουµε σε αντίστοιχες χρονικές κλίµακες �� και �� που είναι οι 

 

 �� � �\yPU/� (2-57) 

και 

 �y � 32 � s��/R
\y^/R F<U/R�<�/R (2-58) 

Ευστάθεια της στρωµάτωσης 

Στο σηµείο αυτό είναι δυνατόν να συζητηθεί κάτω από ποιες συνθήκες η θεωρία του 

περιορισµένου αποδέκτη «Filling Box» έχει ισχύ καθώς επίσης πότε η γενική αστάθεια 

στο σύστηµα (over-turning) µπορεί να λάβει χώρα. Θα θεωρήσουµε ότι το ρευστό 

διαχέεται οριζοντίως στην οροφή του αποδέκτη σε χρόνο ∆t ο οποίος τείνει στο µηδέν. 

Κατά τον χρόνο αυτό σχηµατίζει µια στρώση πάχους ∆z και δηµιουργεί µια διαφορά 

πυκνότητας  f. Η ανωστική δύναµη ισορροπίας ανά µονάδα µάζας στην στρώση αυτή 

θα ισούται µε F � � Δ�  H. Για ορθογώνιες δεξαµενές µε διαστάσεις L × L × H η 

σχέση µπορεί να γραφεί και ως F � �� Δz  f. Από την άλλη µεριά η αδρανειακή 

δύναµη λόγω της ροής του ρευστού της φλέβας στην άνω στρώση είναι � � U
� π'���. 

Αν θεωρήσουµε λοιπόν ότι η ποσότητα κίνησης του ρευστού της φλέβας 

αντιπροσωπευτική της αδράνειας µπορεί να υποστεί ανάκλαση στην οροφή του 

αποδέκτη τότε δηµιουργείται µια καθοδική ροή η οποία τείνει να διαταράξει την 

ευστάθεια της στρωµάτωσης. Η τάση αυτή (over-turning tendency) ποσοτικοποιείται µε 

τον λόγο I/B και είναι (Baines & Turner 1968) 

 
�F � 2 � Δz  fπ'���  (2-59) 

Για µεγάλες τιµές του λόγου Ι/Β παρατηρείται αστάθεια. Η αστάθεια συνήθως 

συµβαίνει σε σχετικά µακρόστενες δεξαµενές-αποδέκτες, όπου ο λόγος βάθους προς 

την οριζόντια διάσταση είναι πολύ µεγαλύτερος από την µονάδα. 

 o� � ��� � ln J�� K (2-55) 
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2.3 Βιβλιογραφική Ανασκόπηση 

Οι τυρβώδεις ανωστικές φλέβες µελετήθηκαν αρχικά από τους Morton et al (1956) οι 

οποίοι περιέγραψαν την συµπεριφορά τους βασιζόµενοι στην υπόθεση της 

συµπαράσυρσης (entrainment hypothesis), την οποία πρώτος εισήγαγε ο G.I.Taylor 

(1952). Στην εργασία τους οι Morton et al. (1956) προσδιόρισαν τις παραµέτρους της 

ροής ενός πλουµίου σαν συνάρτηση της απόστασης από την «πηγή». Επιπλέον, 

εξήγησαν τον ρόλο τον οποίο κατέχει η πυκνότητα του περιβάλλοντος στην ροή των 

πλουµίων τα οποία παρατηρούνται στην φύση όπως π.χ. η ροή ηφαιστειακής τέφρας 

λόγω ηφαιστειακών εκρήξεων. Σε αυτή τη περίπτωση η έκταση της ατµόσφαιρας 

συγκρινόµενη µε αυτήν ενός πλουµίου µπορεί να θεωρηθεί αρκετά µεγάλη, έτσι ώστε 

τα όρια της να µην επηρεάζουν την ροή του πλουµίου. Συνεπώς η πυκνοµετρική 

στρωµάτωση του περιβάλλοντος µπορεί να προσδιοριστεί από πριν και τελικά οι 

παράµετροι της ροής της φλέβας καθώς και τα όρια του αποδέκτη δεν προκαλούν 

χρονική µεταβολή της πυκνοµετρικής στρωµάτωσης του περιβάλλοντος ρευστού. Από 

την άλλη µεριά, σε περιορισµένους αποδέκτες όπως είναι µια πειραµατική δεξαµενή, η 

επιρροή των ορίων του αποδέκτη είναι εµφανής. Η φλέβα επηρεάζεται από τα όρια του 

αποδέκτη µε αποτέλεσµα να µεταβάλλεται η πυκνοµετρική του στρωµάτωση µε τον 

χρόνο. Οι Baines και Turner (1969) ανέλυσαν την θεωρία του περιορισµένου αποδέκτη 

(Filling Box) για την περίπτωση των απλών πλουµίων προσδιορίζοντας τον µηχανισµό 

µε τον οποίο δηµιουργείται η πυκνοµετρική στρωµάτωση και έδωσαν αναλυτικές 

λύσεις στην περίπτωση που η ροή είναι ευσταθής, πράγµα το οποίο ισχύει για µεγάλους 

χρόνους και όταν η ροή εντός του αποδέκτη έχει αποκατασταθεί. Ουσιαστικά, για 

µεγάλους χρόνους η ροή του πλουµίου δεν µεταβάλλεται µε τον χρόνο όµως τα 

χαρακτηριστικά του περιβάλλοντος ρευστού για δεδοµένο ύψος πάνω από τη στάθµη 

εκροής της φλέβας αυξάνονται µε τον χρόνο και µάλιστα γραµµικά. Οι ίδιοι κατέληξαν 

στο συµπέρασµα ότι η πυκνοµετρική στρωµάτωση εξαρτάται µόνο από την αρχική 

άνωση. Σε πείραµα το οποίο οι ίδιοι εκτέλεσαν, τοποθέτησαν δύο «πηγές» µε 

διαφορετική άνωση και παρατήρησαν ότι το ασθενέστερο πλούµιο διαχέεται σε ένα 

µέσο ύψος ενώ η µεταβολή πυκνότητας που δηµιουργείται είναι αµελητέα σε σχέση µε 

µια και µόνο «πηγή». 

Ο µηχανισµός του ‘Filling Box’ έχει µελετηθεί περεταίρω και σε πιο πρόσφατες 

µελέτες. Για την χρονική εξέλιξη της πυκνοµετρικής στρωµάτωσης ο Germeles (1975) 

δηµιούργησε ένα υπολογιστικό σχήµα το οποίο βασίζεται στην διακριτοποίηση του 

αποδέκτη. Χωρίζοντας τον αποδέκτη σε στρώσεις πεπερασµένου πάχους επιλύονται οι 

διαφορικές εξισώσεις της ροής της φλέβας τοπικά µέσω της αριθµητικής µεθόδου του 

Runge-Kutta τέταρτης τάξεως. Τα αποτελέσµατα του αριθµητικού µοντέλου του 

Germeles (1975) συνάδουν µε τις πειραµατικές µετρήσεις και δίδουν σηµαντικές 

πληροφορίες για την συµπεριφορά των φλεβών πριν την αποκατάσταση της ροής εντός 

του περιορισµένου αποδέκτη. Οι τιµές των παραµέτρων α και λ οι οποίες 

χρησιµοποιούνται στην περίπτωση των φλεβών ή πλουµιών σε µη περιορισµένους 

αποδέκτες, µπορούν µε αρκετά µεγάλη ακρίβεια να χρησιµοποιηθούν και στην 

περίπτωση των περιορισµένων αποδεκτών. Αργότερα οι Worster and Huppert (1982) 
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πρότειναν µια προσεγγιστική αναλυτική λύση για την περίπτωση του πλουµίου 

αδιαστατοποιώντας τις παραµέτρους της ροής. Οι προσεγγιστικές εξισώσεις παρόλα 

αυτά προσεγγίζουν µε ικανοποιητική ακρίβεια τον µηχανισµό του ‘filling box’ για 

µεγάλους χρόνους και πριν την αποκατάσταση της ροής. Οι Caulfield and Woods 

(2002) έδωσαν και αυτοί αναλυτικές λύσεις για τυρβώδεις ανωστικές φλέβες οι οποίες 

εν συνεχεία συγκρίθηκαν µε αριθµητικά σχήµατα. Από την άλλη µεριά οι Wong & 

Griffiths (1999) ανάλυσαν περεταίρω τον µηχανισµό του “filling box” εισάγοντας 

περισσότερες από µια «πηγές». Οι Wong & Griffiths (1999) κατέληξαν ότι η 

πυκνοµετρική στρωµάτωση που δηµιουργείται λόγω δυο «πηγών» είναι παρόµοια µε 

αυτή της µιας. Η θεωρία του “filling box” έχει µελετηθεί ακόµη και στο επίπεδο των 

εφαρµογών της. Οι Cooper & Linden (1996), Hunt, Cooper & Linden (2001) καθώς και 

Bolster & Linden (2007) µελέτησαν την συµπεριφορά της στρωµάτωσης λόγω της 

επίδρασης πηγής θερµού αέρα σε περιορισµένο αποδέκτη. Παράλληλα εισήγαν µέσα 

στον περιορισµένο αποδέκτη οπές διεξόδου (vents) από τις οποίες µπορεί να διαφεύγει 

ή να εισάγεται περιβάλλον ρευστό.  
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3  ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΜΑ 

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται εκτενής παρουσίαση της αριθµητικής επίλυσης του “filling 

box”. Ο παρών αλγόριθµος βασίζεται στην διακριτοποίηση που πρώτος εισήγαγε ο 

Germeles (1975).  

3.1 Περιγραφή του προβλήµατος 

Ας θωρήσουµε µια ορθογώνια δεξαµενή µε διαστάσεις L × L × H. 

 

Σχήµα 3-1 Ορθογώνια δεξαµενή διαστάσεων L × L × H 

Ας θωρήσουµε µια ορθογώνια δεξαµενή µε διαστάσεις L × L × H. Στο κέντρο του 

πυθµένα σε ύψος z=0 υπάρχει κυκλική οπή διαµέτρου D από την οποία εκρέει µια 

κατακόρυφη φλέβα ρευστού. Στο Σχήµα 3-2 φαίνεται κατακόρυφη τοµή της δεξαµενής 

η οποία διέρχεται από το κέντρο της οπής. 
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Σχήµα 3-2 Τοµή της ορθογώνιας δεξαµενής η οποία περνά από τον άξονα της κυκλικής 

οπής 

Τη χρονική στιγµή t = t0 αρχίζει να εκρέει ρευστό από την οπή µε αρχική παροχή Q και 

διαφορά πυκνότητας ∆ρ, µικρότερης σε σχέση µε το ρευστό του αποδέκτη. Μετά από 

χρόνο t η φλέβα φτάνει στην οροφή της δεξαµενής  και αναγκάζεται από την επίδραση 

του ορίου να εκτραπεί οριζόντια σχηµατίζοντας µετά πάροδο χρόνου ∆t µια στρώση 

ελαφρύτερου ρευστού πάχους ∆z. 

 
Σχήµα 3-3 Πυκνοµετρικό προφίλ για το πρώτο χρονικό βήµα. Η µπλε γραµµή 

προσδιορίζει την πυκνοµετρική κατανοµή. 
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Τη στρώση αυτή που είναι η πρώτη στρώση ρευστού η οποία δηµιουργήθηκε την 

συµβολίζουµε ως ∆z(1,1). Η λογική βάσει της οποίας δίδεται αυτός ο συµβολισµός 

καθώς και το πώς αποθηκεύονται τα αποτελέσµατα στον αλγόριθµο θα περιγραφεί 

παρακάτω στην παράγραφο 3.2. 

Το πάχος της στρώσης ∆z(1,1) προκύπτει ως το πηλίκο του όγκου ρευστού της φλέβας 

που φτάνει στην οροφή σε χρόνο ∆t διά του εµβαδού της οριζόντιας διατοµής της 

δεξαµενής A. 

 

 Δ�
1,1� � �
�� � Δ��  (3-1) 

όπου µ(Η) είναι η παροχή της φλέβας σε απόσταση Η και υπολογίζεται από την σχέση 

(2-37).Ο χρόνος ∆t είναι αρκετά µικρός έτσι ώστε η παροχή µ(Η) να θεωρείται 

σταθερή. 

Η διαφορά πυκνότητας ∆ρ(1,1) του περιβάλλοντος ρευστού µεταξύ της µη 

αναµειγµένης περιοχής και της πρώτης στρώσης προκύπτει από τη σχέση διατήρησης 

της συνολικής ανωστικής δύναµης της φλέβας σε χρόνο ∆t 

 

 Δ�
1,1� � " Δ�i�
��  (3-2) 

όπου Δ�i είναι η αρχική διαφορά πυκνότητας και Q η αρχική παροχή της φλέβας. Στην 

αριστερή πλευρά του παραπάνω σχήµατος (Σχήµα 3-3) φαίνεται η πυκνοµετρική 

κατανοµή καθ’ ύψος της δεξαµενής µετά την προσθήκη της πρώτης στρώσης . 

 

Η παραπάνω διαδικασία συνεχίζεται και για χρόνο t=2∆t, στην περίπτωση όµως αυτή η 

ροή της φλέβας γίνεται σε οµογενές περιβάλλον µέχρι το ύψος Η-∆z(1,1) ενώ για την 

περιοχή Η-∆z(1,1)<z<H η ροή έχει πυκνοµετρική στρωµάτωση η οποία όπως είναι 

γνωστό δεν µπορεί να περιγραφεί από την γενικευµένη θεωρία των List & Imberger 

(1973). Γι αυτό το λόγο απαιτείται να επιλυθεί αριθµητικά το σύστηµα των διαφορικών 

εξισώσεων 

 

 
d�d� � 2√2π��U/� 

 d�d� � 1 ` ��
2 ���  

 d�d� � 0� d	
��
d� �
�� 

Όπου ορίζουµε d	
��/d�=0Δ�
��/
��Δ��. 
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Έχουµε λοιπόν για το χρονικό βήµα από ∆t έως 2∆t : 

Για το χρονικό βήµα από ∆t έως 2∆t  Παρατηρούµε ότι καθώς ανέρχεται η φλέβα σε 

απόσταση Η-∆z(1,1) (βλέπε Σχήµα 3-3) συναντά την διεπιφάνεια. Η παροχή της φλέβας 

που θα εισέλθει στην στρώση πάχους ∆z(1,1) θα είναι µ[Η-∆z(1,1)] και υπολογίζεται 

µέσω της γενικευµένης θεωρίας των List & Imberger (1973). Η παροχή αυτή καθώς 

επίσης η ειδική ορµή και η ειδική άνωση της φλέβας θα αποτελέσουν τις αρχικές 

συνθήκες για την επίλυση του παραπάνω συστήµατος διαφορικών εξισώσεων. 

Οι εξισώσεις θα επιλυθούν στο διάστηµα H-∆z(1,1) <z <Η µε την χρήση της 

αριθµητικής µεθόδου των Runge-Kutta τέταρτης τάξεως µε αρχικές συνθήκες τις 

εξής: 

µ(0)=µ[Η-∆z(1,1)] 

m(0)=m(H-∆z(1,1)] 

β(0)=Β 

Εδώ θεωρούµε ότι d	
��/d� � 0Δ�
1,1�//��Δ�
1,1�3 και ότι ο συντελεστής 

συµπαράσυρσης 

είναι συνάρτηση του τοπικού αριθµού Richardson R(Η-∆z(1,1)). 

Έχοντας λοιπόν τόσο τις αρχικές συνθήκες των µεταβλητών των διαφορικών 

εξισώσεων και το συντελεστή συµπαράσυρσης µπορούµε να επιλύσουµε αριθµητικά το 

σύστηµα. Μετά την επίλυση θα προκύψουν οι νέες τιµές µ(Η)new, m(H)new, β(H)new. Η 

παροχή µ(Η)new θα φτάσει στην οροφή δηµιουργώντας µια νέα στρώση ελαφρύτερου 

ρευστού. Όπως φαίνεται και στο (Σχήµα 3-3) οι δύο νέες στρώσεις θα έχουν τα 

παρακάτω χαρακτηριστικά. 

Ο όγκος ρευστού στη στρώση πάχους ∆z(2,1) είναι ο όγκος της στρώσης πάχους 

∆z(1,1) προσαυξηµένος την παροχή που µπήκε µείον την παροχή που βγήκε. 

 Δ�
2,1� � "in 0 "out� Δ� ` Δ�
1,1� =  

 Δ�
2,1� � �
� 0 Δ�� 0 �
��¡q¢� Δ� ` Δ�
1,1� (3-3) 

  

 � � �� 0 
�� 0 ��� zs
��s� {�
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Σχήµα 3-4 Μεταβολή του πάχους ενδιάµεσης στρώσης λόγω µεταβολής της παροχής 

Όµως καθώς η φλέβα ανέρχεται η παροχή αυξάνεται µε το ύψος δηλαδή Qin<Qout. 

Συνεπώς το πάχος της στρώσης ∆z(2,1) η οποία θα «αντικαταστήσει» την ∆z(1,1) θα 

µειωθεί. Το γεγονός αυτό δικαιολογείται άµεσα λόγω του ότι η συµπαράσυρση 

(entrainment) που συντελείται µέσα στην στρώση συµπαρασύρει περιβάλλον ρευστό µε 

αποτέλεσµα να µειώνεται ο όγκος της στρώσης και κατ’ επέκταση να µειώνεται το 

πάχος της. 

Στην συνέχεια καθώς η φλέβα συναντά τώρα την οροφή της δεξαµενής (φυσικό όριο) 

θα αναγκαστεί και πάλι να κινηθεί οριζόντια δηµιουργώντας µια νέα στρώση 

ελαφρύτερου ρευστού µε πάχος 

 

 Δ�
2,2� � �
��¡q¢  Δ��  (3-4) 

Στο παρακάτω σχήµα βλέπουµε το νέο προφίλ των πυκνοτήτων µέσα στην δεξαµενή 

καθώς και τις στρώσεις του περιβάλλοντος ρευστού όπως αυτές έχουν διαµορφωθεί. 
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Σχήµα 3-5 Πυκνοµετρικό προφίλ για το δεύτερο χρονικό βήµα. 

Για την νέα πυκνοµετρική κατανοµή παρατηρούµε τα εξής: 

Η µεταβολή του πάχους της στρώσης ∆z(1,1) δεν θα προκαλέσει πυκνοµετρική 

µεταβολή καθώς θεωρούµε ότι σε κάθε στρώση το ρευστό είναι οµογενές. Άρα 

∆ρ(2,1)=∆ρ(1,1) πράγµα το οποίο θα συµβαίνει για κάθε νέα στρώση που θα 

προστίθεται στην ‘οροφή’ του δοχείου. 

Από την άλλη µεριά, η στρώση ∆z(2,2) η οποία θα δηµιουργηθεί θα έχει διαφορετική 

πυκνότητα η οποία µάλιστα θα δηµιουργείται λόγω της µεταβολής της άνωσης 

(αραίωση της συγκέντρωσης της φλέβας). 

Έτσι 

 Δ�
2,2� � �� �
��¡q¢�  �
��¡q¢  (3-5) 

Όπου �� είναι η αρχική πυκνότητα του περιβάλλοντος και g η επιτάχυνση της 

βαρύτητας. 

Όπως γίνεται αντιληπτό, κατά την διάρκεια του δεύτερου χρονικού βήµατος η φλέβα 

«αντιλαµβάνεται» ως περιβάλλον ρευστό τον αποδέκτη µε το πυκνοµετρικό προφίλ του 

πρώτου βήµατος. Η ίδια διαδικασία συνεχίζεται και για τα επόµενα χρονικά βήµατα 

προσθέτοντας νέες στρώσεις ρευστού διαφορετικής πυκνότητας. Η ν-οστή στρώση η 

οποία θα δηµιουργηθεί θα προκύψει επαναλαµβάνοντας την διαδικασία και έχοντας ως 

πυκνοµετρικό προφίλ αυτό του χρονικού βήµατος ν-1. Λόγω της επιρροής της οροφής η 
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νέα στρώση(ν-οστή) θα καταλάβει το χώρο στον οποίο βρισκόταν η προηγούµενη (ν-1) 

µε αποτέλεσµα όλη η άνω περιοχή να µετακινηθεί προς τα κάτω, µετακινώντας κατ’ 

επέκταση και την διεπιφάνεια. 

3.2 Περιγραφή του Αλγορίθµου 

Όπως αναφέρθηκε και παραπάνω οι συµβολισµοί ∆z(2,1) και ∆z(1,1) προκύπτουν µέσα 

από τον τρόπο µε τον οποίο αποθηκεύονται τα αποτελέσµατα στον αλγόριθµο. Θα 

θεωρήσουµε λοιπόν ένα πίνακα διαστάσεων m × m. Ο πίνακας αυτός του οποίου η 

διάσταση m εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες του προβλήµατος καθώς και το είδος 

της ροής της φλέβας αναπαριστάται στο Σχήµα 3-7. Οι γραµµές i=1, 2, … ,m 

αναπαριστούν τον αριθµό του χρονικού βήµατος και κατ’ επέκταση την χρονική 

στιγµή. Οι στήλες j=1, 2,…, m αναπαριστούν τις αντίστοιχες στρώσεις οι οποίες έχουν 

δηµιουργηθεί σε κάθε χρονικό βήµα. Όπως είναι εµφανές ο πίνακας είναι τριγωνικός 

καθώς για χρονικό βήµα i=1 έχουµε µια στρώση για το δεύτερο χρονικό βήµα i=2 δύο 

στρώσεις και ούτω καθ’ εξής. Κάθε στοιχείο του πίνακα (κελί) φέρει πληροφορίες για 

την στρώση η οποία έχει δηµιουργηθεί η ακόµη µεταβληθεί σε δεδοµένο χρονικό βήµα. 

Έτσι κάθε κελί του πίνακα φέρει την πληροφορία για τις ιδιότητες του όπως είναι το 

πάχος της στρώσης ∆z(i,j) και η µεταβολή της πυκνότητας ∆ρ(i,j) ή ακόµη και την 

πυκνότητα της κάθε στρώσης ρ(i,j). Το ίδιο κελί φέρει πληροφορίες όµως και για την 

ροή της φλέβας. Η ειδική παροχή, η ειδική ορµή η ειδική άνωση ο συντελεστής 

συµπαράσυρσης καθώς και ο τοπικός αριθµός Richardson είναι ιδιότητες της φλέβας οι 

οποίες προκαλούν την µεταβολή της στρωµάτωσης και γι αυτό αποθηκεύονται στο κελί 

το οποίο προκάλεσαν την µεταβολή. Έτσι τα xQ(i,j), xM(i,j), xB(i,j), Ri(i,j) και a(i,j) 

που αποτελούν τα σύµβολα της ειδικής παροχής , ορµής, άνωσης, αριθµού Richardson 

και συντελεστή συµπαράσυρσης είναι και αυτές άµεσα τιµές του πίνακα. 

 

Σχήµα 3-6 Πυκνοµετρικό προφίλ για χρονικό βήµα k < m
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Σχήµα 3-7 Πίνακας καταχώρησης των αποτελεσµάτων 

Τα κόκκινα κελιά είναι τα κελιά τα οποία έχουν αριθµό στρώσης j=1. ∆ηλαδή 

αντιπροσωπεύουν την πρώτη στρώση του ρευστού πάνω από την διεπιφάνεια. Η πρώτη 

στρώση αρχικά δηµιουργήθηκε και στην συνέχεια το πάχος της µεταβάλλεται µε τον 

χρόνο λόγω της εισροής ρευστού από την µη αναµεµιγµένη ζώνη. Συνεπώς τα 

χαρακτηριστικά xQ, xM, xB, της φλέβας υπολογίζονται µέσω της γενικευµένης θεωρίας 

των List και Imberger (1973). Από την άλλη µεριά στα κελιά τα οποία έχουν 

χρωµατιστεί πράσινα υπολογίζονται οι τιµές xQ, xM, xB κλπ από την αριθµητική 

επίλυση των διαφορικών εξισώσεων. Όπως αναφέρεται και στην προηγούµενη ενότητα 

οι διαφορικές εξισώσεις επιλύονται αριθµητικά µε εφαρµογή της µεθόδου Runge-Kutta 

τέταρτης τάξης. Θεωρούµε ότι σε κάθε χρονικό βήµα η ροή της φλέβας 

«αντιλαµβάνεται» ως περιβάλλον ρευστό την πυκνοµετρική κατανοµή του 

προηγούµενου χρονικού βήµατος.  

 

Για τον υπολογισµό των xQ, xM και xB έχουν κατασκευασθεί 5 διαφορετικές 

συναρτήσεις – υπορουτίνες. Για κάθε χρονικό βήµα οι υπορουτίνες αυτές υπολογίζουν 

την ροή της φλέβας σε όλο τον αποδέκτη θεωρώντας ότι το χρονικό βήµα ∆t είναι 

αρκετά µικρό ώστε τα xQ, xM , xB να παραµένουν σταθερά. 



 

 31 

Πίνακας 2 Βασικές υπορουτίνες του αλγορίθµου 

Qfirstfront 

Υπολογίζει την ειδική παροχή στον 

άξονα της φλέβας σε απόσταση z από την 

πηγή για οµογενές περιβάλλον 

Mfirstfront 

Υπολογίζει την ειδική ορµή στον άξονα 

της φλέβας σε απόσταση z από την πηγή 

για οµογενές περιβάλλον 

Qstratified 

Υπολογίζει την ειδική παροχή στον 

άξονα της φλέβας σε απόσταση z από την 

αρχή του στρωµατωµένου 

περιβάλλοντος 

Mstratified 

Υπολογίζει την ειδική ορµή στον άξονα 

της φλέβας σε απόσταση z από την αρχή 

του στρωµατωµένου περιβάλλοντος 

Bstratified 

Υπολογίζει την ειδική άνωση στον άξονα 

της φλέβας σε απόσταση z από την αρχή 

του στρωµατωµένου περιβάλλοντος 

Οι παραπάνω υπορουτίνες µπορούν να οµαδοποιηθούν σε δύο βασικές οµάδες, τις 

firstfront και τις stratified. 

3.2.1 Yπορουτίνες Firstfront 

Στις υπορουτίνες Qfirstfront και Mfirstfront ο υπολογισµός των τιµών xQ και xM 

γίνεται από τις σχέσεις που έχουν προκύψει από τη θεωρία των List & Imberger (1973)  

 

 
@PP � |1 ` zsusy{� IJ ��iK� 0 1L}

�/R
  

 
@"" � ��i |1 ` zsusy{� IJ ��iK� 0 1L}

U/R
  

Ως Ro ορίζουµε τον αρχικό αριθµό Richardson και Rp τον αριθµό Richardson του 

πλουµίου ίσο µε 0.63. Η τιµή του xB ισούται µε την αρχική τιµή της ειδικής άνωσης 

καθώς δεν έχουµε µεταβολή της ανωστικής δύναµης. 

Ενώ το �i υπολογίζεται ως �i � 3.28%. Συνεπώς οι µεταβλητές εισόδου είναι οι M, Q, 

B, Ro (προκύπτει µέσα από τα M, Q και B), Rp, η διάµετρος D καθώς και η απόσταση z 

από την πηγή. Για να υπολογιστεί η απόσταση z σε κάθε βήµα απαιτείται, όπως είναι 

αντιληπτό, και το ύψος όπου βρίσκεται η διεπιφάνεια στο προηγούµενο χρονικό βήµα. 

Έτσι έχουµε ότι  
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 h(i)=H- �
t� � � 0 ∑ Δ�
¤, t 0 1�¥<U¦�U  (3-6) 

Με άλλα λόγια η απόσταση της διεπιφάνειας από την πηγή ισούται το ύψος Η µείον το 

άθροισµα όλων των στρώσεων στο προηγούµενο χρονικό βήµα. 

Παρακάτω δίδεται το διάγραµµα ροής της υπορουτίνας firstfront. 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.2.2 Yπορουτίνες Stratified 

Οι υπορουτίνες Stratified από την άλλη µεριά υπολογίζουν τις τιµές των xQ, xM και xB 

στην περιοχή του στρωµατωµένου αποδέκτη. Ο υπολογισµός γίνεται όπως 

προαναφέρθηκε µε αριθµητική επίλυση των διαφορικών εξισώσεων οι οποίες για 

λόγους απλοποίησης έχουν τροποποιηθεί για TOP-HAT (οµοιόµορφες στο πλάτος της 

φλέβας) κατανοµές ταχύτητας και συγκέντρωσης χωρίς όµως να επηρεάζεται η 

γενίκευση 

 
d�d� � 2√πα§��U/�  

 d�d� � ���  
 

 d�d� � � dρ
��d� 1�©  �
�� 
 

Έτσι ο συντελεστής συµπαράσυρσης γράφεται ώς αTH= α√2 ενώ η σταθερά � � 1 

ΑΡΧΗ Είσοδος αρχικών τιµών 

Q,M,Β , D (διάµετρος) και 

προφίλ πυκνοµετρικής 

στρωµάτωσης από το 

προηγούµενο χρονικό βήµα 

z=h(i)=H-�
t� � � 0 ∑  �
¤, t 0 1�¥<U¦�U , 

Υπολογισµός xQ, xM και xΒ 

ΤΕΛΟΣ 
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µ(0)= xQ(n,k-1) 

 

m(0)= xM(n,k-1) 

 

β(0)= xB(n,k-1) 

Στην τυχαία στρώση k για χρονικό βήµα n∆t<m∆t αναζητούµε τις τιµές xQ(n,k) , 

xM(n,k) και xB(n,k). Προφανώς τo k<n καθώς ο πίνακας είναι τριγωνικός. Το προφίλ 

του χρονικού βήµατος (n-1)∆t είναι γνωστό και ως εκ τούτου και η τιµής της 

συνάρτησης ρ(z) καθ’ ύψος της δεξαµενής. Οι τιµές xQ(n,k-1), xM(n,k-1) και xB(n,k-1) 

θεωρούµε ότι έχουν ήδη υπολογιστεί. Για να υπολογιστούν οι «νέες» τιµές xQ(n,k), 

xM(n,k) και xB(n,k) πρέπει να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών που προκύπτει 

επιλύοντας τις διαφορικές εξισώσεις. Οι αρχικές τιµές θα είναι 

 

 

 

 

 

 

η κλίση πυκνότητας 

 

ο συντελεστής συµπαράσυρσης  

 

Ενώ το σύστηµα θα επιλυθεί στο διάστηµα 0<z<∆z(n-1,k-1) 

 
 

Σχήµα 3-8 Σχηµατική περιγραφή των υπολογισµών στην υπορουτίνα Stratified 

Στο παραπάνω Σχήµα 3-8 απεικονίζεται γραφικά η διαδικασία υπολογισµού των νέων 

τιµών xQ, xM και xB µέσω της υπoρουτίνας Stratified. Τέλος πρέπει να αναφερθεί ότι η 

επίλυση των εξισώσεων γίνεται µε την εφαρµογή της µεθόδου Runge-Kutta τέταρτης 

τάξεως η οποία παρουσιάζεται αναλυτικά στο τέλος της εργασίας στο Παράρτηµα Α. 
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ΤΕΛΟΣ 

Είσοδος αρχικών τιµών 

xQ, xM, xB από 

προηγούµενη στρώση και 

πυκνοµετρικό προφίλ 

προηγούµενου χρονικού 

βήµατος 

Υπολογισµός για z=∆z 

Υπορουτίνα Runge . 

Επίλυση στο διάστηµα ∆z 

ΑΡΧΗ 
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3.3 ∆ιάγραµµα ροής Αλγορίθµου 

Ο δεδοµένος αλγόριθµος εστιάζει στον υπολογισµό της ανάµιξης από την έναρξη της 

εκροής της φλέβας µέχρι να αποκατασταθεί η ροή. Γι αυτό τον λόγο θεωρούµε ότι 

σταµατά πρακτικά όταν η διεπιφάνεια φτάσει σε απόσταση 0.1Η από την «πηγή» όπου 

Η είναι το ενεργό ύψος δεξαµενής. Αυτό κατά συνέπεια σηµαίνει ότι οι αρχικές 

διαστάσεις του πίνακα καταχώρησης των δεδοµένων παραµένει άγνωστη πριν την 

εξαγωγή των αποτελεσµάτων. Με άλλα λόγια δεν γνωρίζουµε επακριβώς σε πόσο 

χρόνο η διεπιφάνεια θα φτάσει σε απόσταση 0.1Η. Έτσι κατά την έναρξη των 

υπολογισµών θα θεωρήσουµε ότι ο πίνακας έχει διαστάσεις ίσες µε mtemp x mtemp. Η 

διάσταση αυτή προκύπτει εµπειρικά και κυρίως από παρατηρήσεις γραφηµάτων και 

ισούται µε 

a) �ªq«� �  ¬3��/Δ� στην περίπτωση των απλών φλεβών 

b) �ªq«� �  ¬4��/Δ� στην περίπτωση των τυρβωδών ανωστικών φλεβών και των 

πλουµίων. 

Όπου ∆t είναι το χρονικό βήµα µε το οποίο γίνονται οι υπολογισµοί. 

Οι τιµές αυτές προσδιορίζουν αρχικά τις διαστάσεις του πίνακα. Στην συνέχεια και 

καθώς η επίλυση βρίσκεται σε εξέλιξη υπολογίζεται ανά χρονικό βήµα η θέση της 

διεπιφάνειας. Έτσι οι υπολογισµοί τερµατίζονται όταν h(i)=H-∑ Δ�
t,¥��U ®�< 0.1Η και η 

νέα διάσταση του πίνακα ισούται µε �¡q¢ � t 0 1 όπου i το χρονικό βήµα στο οποίο 

έγινε ο τερµατισµός των υπολογισµών. 

Εν συνεχεία επαναπροσδιορίζεται ο πίνακας και τυπώνονται τα πυκνοµετρικά προφίλ 

και η θέση της διεπιφάνειας για κάθε χρονικό βήµα. Παρακάτω δίδεται το διάγραµµα 

ροής ενώ ο πηγαίος κώδικας ο οποίος δηµιουργήθηκε µε την χρήση του υπολογιστικού 

πακέτου MatLab δίδεται στο Παράρτηµα Α. 
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ΑΡΧΗ 

Αρχικές παράµετροι 

γεωµετρίας και ροής 

της φλέβας 

Υπολογισµός προσωρινού 

µεγέθους temp του πίνακα 

Loop για i= 1,…,m 

Loop για j=1,…,i 

j=1 ? 

ΝΑΙ 
Υπορουτίνα 

firstfront 

 

Υπορουτίνα 

Stratified 

 

Αποθήκευση των 

xQ(i,j), xM(i,j) 

και xB(i,j), 

Υπολογισµός 

των Ri(i,j), a(i,j), 

για το δεδοµένο 

βήµα 

ΟΧΙ 

1 2 
3 
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i=j ? 

∆z(i,j)= ∆t*xQ(i,j)/A 

 

∆ρ(i,j)= -ρamb/g*xB(i,j)/xQ(i,j) 

ή 

∆ρ(i,j)= ∆ρ0*Q/xQ(i,j) για i=1 

 

ΝΑΙ 

ΟΧΙ 

∆z(i,j-1)=(xQ(i,j)-xQ(i,j-1))*∆t/A + dz(i-1,j-1) 

 
 

∆ρ(i,j)= 0 
 

Αποθήκευση  

∆z(i,j) , ∆ρ(i,j) 

 

h=H-∑ Δ�
t,¥��U ®�<0.1*Η 

OXI 

NAI 

Λήξη υπολογισµών και επαναπροσδιορισµός 

του µεγέθους του πίνακα µε m=i-1 

 

Αποθήκευση και Εκτύπωση αποτελεσµάτων 

ΤΕΛΟΣ 

j=i? 

NAI 

OXI 

1 2 3 
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4 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

Στο κεφάλαιο αυτό δίδονται τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από τις αριθµητικές 

επιλύσεις τόσο για απλές φλέβες και πλούµια όσο και για τυρβώδεις ανωστικές φλέβας. 

Τα αποτελέσµατα αυτά συγκρίνονται µε πειραµατικές µετρήσεις οι οποίες έγιναν µε 

την τεχνική LIF (Laser Induced Fluorescence). Για τον αλγόριθµο που 

χρησιµοποιήθηκε έγινε ανάλυση ευαισθησίας ως προς το χρονικό βήµα ∆t, τα 

αποτελέσµατα της οποίας παρουσιάζονται µε επιλεγµένες δοκιµές. Τέλος, 

παρουσιάζονται µια εφαρµογή του αλγορίθµου σε προβλήµατα µηχανικού. 

4.1 Παρουσίαση των αποτελεσµάτων 

Ένας µεγάλος αριθµός υπολογισµών υλοποιήθηκε µε την βοήθεια του αλγορίθµου τόσο 

για φλέβες και πλούµια όσο και για τυρβώδεις ανωστικές φλέβες. Τα αποτελέσµατα 

παρουσιάζονται σε αδιάστατη µορφή. Οι αδιαστατοποιήσεις που έχουν γίνει είναι  

 

 ζ� � �� (4-1) 

όπου h η απόσταση της διεπιφάνειας από την πηγή της φλέβας και Η το ενεργό ύψος 

του αποδέκτη και 

 

 ° � �� (4-2) 

όπου z η κατακόρυφη απόσταση οποιουδήποτε σηµείου από την πηγή. Τέλος 

 o � �� (4-3) 

όπου � � �± στην περίπτωση της απλής φλέβας, � � �y στην περίπτωση του πλουµίου 

και � � �� � !/F για τυρβώδεις ανωστικές φλέβες. Η συγκέντρωση ενός δείκτη που 

µεταφέρεται και αναµειγνύεται στον αποδέκτη προκύπτει από το λόγο 

 ² � �H 0 �
°, o��H 0 ��  (4-4) 

όπου �H, �( είναι η πυκνότητα του περιβάλλοντος ρευστού και η πυκνότητα της φλέβας 

στην πηγή της, αντίστοιχα. 
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Ταχύτητα καθόδου της διεπιφάνειας και Πυκνοµετρική Κατανοµή 

Ο ρυθµός µε τον οποίο κατέρχεται (ή ανέρχεται) η διεπιφάνεια εξαρτάται από τις 

αρχικές συνθήκες της ροής καθώς και από την γεωµετρία του αποδέκτη. Παρακάτω 

παρουσιάζεται µια σειρά από περιπτώσεις ροών οι οποίες υπολογίστηκαν µε την χρήση 

του αλγορίθµου.  

Πίνακας 3 Χαρακτηριστικά παραδείγµατα ροών φλέβας (απλές φλέβες, τυρβώδεις 

ανωστικές φλέβες και πλούµια) 

Examples D(cm) Q (cc/s) go' 

M 

(cm
4
/s

2
) B(cm

4
/s

3
) Re Ro 

Jet 0.30 15.67 0.00 3473.81 0.00 7670 0.000 

Buoyant jet 0.50 6.42 14.70 209.91 94.37 1890 0.078 

Buoyant jet 1.00 14.78 14.70 278.14 217.27 2170 0.192 

Plume 1.00 8.19 22.28 85.40 182.47 1200 0.426 

Plume 1.00 5.54 22.53 39.08 124.82 830 0.633 

 
Σχήµα 4-1 Καµπύλη καθόδου της διεπιφάνειας για µηδενικό αρχικό αριθµό Richardson. 

Σύγκριση της θεωρητικής καµπύλης µε αυτήν του µοντέλου. 

Παρατηρούµε ότι η θεωρητική καµπύλη για την περίπτωση της απλής φλέβας µε 

Ro=0.00 ταυτίζεται πρακτικά µε αυτή του υπολογιστικού µοντέλου. Παρόλα αυτά η 

καµπύλη αυτή δεν έχει κάποια φυσική σηµασία. Στην περίπτωση όπου δεν εµφανίζεται 

αρχική άνωση ο σχηµατισµός της διεπιφάνειας δεν είναι εφικτός. Αντιθέτως, το ρευστό 

που αρχικά θα κινηθεί οριζόντια καθώς θα συναντήσει την οροφή δεν θα είναι 

ελαφρύτερο ώστε να παραµείνει εκεί. Η αρχική ορµή θα του «επιβάλει» να κινηθεί 

αντίθετα προς τα κάτω και να επανασυµπαρασυρθεί από την ροή της φλέβας (Σχήµα 
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4-2). Για αυτό το λόγο η παραπάνω καµπύλη αποτελεί κυρίως µια θεωρητική 

επαλήθευση του µοντέλου. 

 
Σχήµα 4-2 Επανακυκλοφορία ρευστού στην φλέβα για την περίπτωση της απλής φλέβας 

µε αρχικό αριθµό Richardson Ro=0 

Στην περίπτωση τώρα των τυρβωδών ανωστικών φλεβών η αρχική άνωση κατέχει 

σηµαντικό ρόλο στον ρυθµό καθόδου της διεπιφάνειας καθώς και στον προσδιορισµό 

των στιγµιαίων πυκνοµετρικών προφίλ. 

 
Σχήµα 4-3 Σύγκριση του ρυθµού καθόδου της διεπιφάνειας για δυο τυρβώδεις ανωστικές 

φλέβες µε αρχικούς αριθµούς Richardson Ro=0.078 και Ro=0.192. 
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Στο Σχήµα 4-3 συγκρίνονται δύο τυρβώδεις ανωστικές φλέβες µε την θεωρητική 

καµπύλη των απλών φλεβών. Είναι εµφανές ότι η επιρροή της αρχικής άνωσης 

επιταχύνει την κάθοδο της διεπιφάνειας καθώς και την ανάµιξη πάνω από την 

διεπιφάνεια. Η ανάµιξη αποτυπώνεται από τις κατανοµές της πυκνοµετρικής 

στρωµάτωσης. Καθώς η διεπιφάνεια κατέρχεται η άνω περιοχή δεν αποτελεί περιοχή 

πλήρους ανάµιξης. Αντιθέτως η πυκνότητες κατανέµονται όπως φαίνεται στο Σχήµα 4-4 

 
Σχήµα 4-4 ∆ιάγραµµα των αδιαστατοποιηµένων πυκνοµετρικών κατανοµών για δεδοµένες 

χρονικές στιγµές. Υπολογισµός για τυρβώδη ανωστική φλέβα µε αρχικό αριθµό 

Richardson Ro=0.0781. 

Η µορφολογία των κατανοµών είναι ίδια ανεξάρτητα από τις αρχικές συνθήκες. 

Παρουσιάζονται ωστόσο διαφορές ως προς τον βαθµό της ανάµιξης. Μια γρήγορη 

σύγκριση των διαγραµµάτων των σχηµάτων Σχήµα 4-4 και Σχήµα 4-5 οδηγεί στο 

συµπέρασµα ότι η αρχική άνωση και κατ’ επέκταση ο αρχικός αριθµός Richardson 

κατέχει σηµαντικό ρόλο στην µόρφωση των πυκνοµετρικών καµπυλών.  
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Σχήµα 4-5 ∆ιάγραµµα των αδιαστατοποιηµένων πυκνοµετρικών κατανοµών για δεδοµένες 

χρονικές στιγµές. Υπολογισµός για τυρβώδη ανωστική φλέβα µε αρχικό αριθµό 

Richardson Ro=0.192. 

Κοινό γνώρισµα και των δύο διαγραµµάτων αποτελεί η µορφολογία των καµπυλών. Η 

διεπιφάνεια η οποία σχηµατίζεται δηµιουργεί ένα πυκνοµετρικό «σκαλί» µεταξύ της 

κατώτερης µη αναµεµιγµένης στρώσης και της ανώτερης. Η απότοµη αυτή 

πυκνοµετρική µεταβολή έχει φυσική σηµασία καθώς η ανάµιξη µεταξύ των δυο 

περιοχών επιτυγχάνεται λόγω τύρβης. Αντιθέτως στην περιοχή της διεπιφάνειας η 

σταθερότητα της στρωµάτωσης καθώς και η έλλειψη τύρβης στην ροή καθόδου της 

διεπιφάνειας καθιστά την µοριακή διάχυση ως το µοναδικό παράγοντα διάχυσης µεταξύ 

της αναµεµιγµένης και οµογενούς στρώσης. Ωστόσο η µοριακή διάχυση είναι µια 

διαδικασία η οποία εξελίσσεται µε βραδύ ρυθµό συγκρινόµενη µε την τυρβώδη 

διάχυση. Στο χρονικό διάστηµα που µελετάται η ανάµιξη, η συµβολή της τελευταίας 

µπορεί να θεωρηθεί αµελητέα, µε συνέπεια την απότοµη µεταβολή της πυκνότητας 

στην διεπιφάνεια. Ωστόσο οι Kaye, Flynn & Cook (2010) έδειξαν ότι η διεπιφάνεια 

µεταξύ των δύο περιοχών έχει συγκεκριµένο πάχος στο οποίο µπορεί να αποτυπωθεί 

µια πιο οµαλή πυκνοµετρική µετάβαση από την άνω στην κάτω περιοχή. Άλλο ένα 

χαρακτηριστικό των καµπυλών αποτελεί η σύγκλιση τους προς την οριζόντια 

εφαπτοµένη στην περιοχή της διεπιφάνειας καθώς και προς την κατακόρυφη 

εφαπτοµένη στην περιοχή της οροφής (³² � 0). Η σύγκλιση αυτή δικαιολογείται 

άµεσα λόγω της µηδενικής ανάµιξης (ρυθµού µεταβολής της πυκνότητας στις δύο αυτές 
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περιοχές). Τέλος στην περίπτωση όπου τµήσουµε τις καµπύλες αυτές σε δεδοµένο 

σηµείο πάνω από την διεπιφάνεια µε µια οριζόντια ευθεία θα παρατηρήσουµε ότι για 

δεδοµένο ύψος ζ η τιµή της ‘συγκέντρωσης’ δ µεταβάλλεται σχεδόν γραµµικά µε τον 

χρόνο. 

 
Σχήµα 4-6 ∆ιάγραµµα µεταβολής της πυκνότητας σε δεδοµένο ύψος (z=H) πάνω από την 

διεπιφάνεια σε συνάρτηση µε τον χρόνο.(Τυρβώδης ανωστική φλέβα) 

Τέλος, εξετάστηκε η ανάµιξη σε περιορισµένο αποδέκτη όταν αυτή επιτυγχάνεται µε 

πλούµια. Και σε αυτή την περίπτωση η µορφή της καµπύλης καθόδου της διεπιφάνειας 

καθώς επίσης και οι πυκνοµετρικές χρονικές καµπύλες µοιάζουν µε αυτές των 

τυρβωδών ανωστικών φλεβών. Παρόλα αυτά η ροή του πλουµίου η οποία επηρεάζεται 

κυρίως από την επίδραση της άνωσης διαθέτει κάποιες ιδιαιτερότητες. Ο ρυθµός 

καθόδου της διεπιφάνειας δεν συναντά µεγάλες µεταβολές καθώς µεταβάλλεται ο 

αρχικός αριθµός Richardson. Οι πυκνοµετρικές κατανοµές µε την σειρά τους λόγω 

µικρής αρχικής ορµής της φλέβας δεν εξελίσσονται µε ταχύ ρυθµό. Αντιθέτως, η 

ανάµιξη που επιτελείται µέσω της ροής ενός πλουµίου θα µπορούσε να χαρακτηριστεί 

ως µια αργή διαδικασία. Ο χρόνος που απαιτείται για την πλήρη ανάµιξη του αποδέκτη 

είναι αρκετά µεγαλύτερος από αυτόν µιας τυρβώδους ανωστικής φλέβας. 
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Σχήµα 4-7 Σύγκριση του ρυθµού καθόδου της διεπιφάνειας για δυο πλούµια µε αρχικούς 

αριθµούς Richardson Ro=0.633και Ro=0.426 αντιστοίχως. 

Στην περίπτωση αυτή οι υπολογισµοί υπό-εκτιµούν την ταχύτητα καθόδου κατά την 

χρονική περίοδο 0.4<τ<2.5 και το σφάλµα είναι της τάξης του 4%. Το γεγονός αυτό 

συµβαίνει λόγω του ότι κατά τους υπολογισµούς θεωρούµε ότι ο συντελεστής 

συµπαράσυρσης µεταβάλλεται λόγω της µεταβολής του τοπικού αριθµού Richardson. 

Από την άλλη µεριά, η θεωρητική καµπύλη όπως είδαµε και στο κεφάλαιο 2.2.2 

προκύπτει βάση της παραδοχής ότι α=αp καθ’ ύψος της φλέβας για κάθε χρονική 

στιγµή. Ωστόσο παρατηρούµε ότι το υπολογιστικό µοντέλο είναι συνεπές ως προς την 

φυσική ερµηνεία των αποτελεσµάτων. Η καµπύλη καθόδου µε αρχικό αριθµό 

Richardson Ro=0.426 βρίσκεται κάτω από την καµπύλη του απλού πλουµίου για αρχικό 

αριθµό Richardson Ro=0.633. Το γεγονός αυτό επαληθεύει την αρχική µας θεώρηση 

καθώς όσο η ροή µιας φλέβας τείνει προς την ροή του απλού πλουµίου (R0�  Rp) τόσο 

πιο αργή είναι η διαδικασία της ανάµιξης εντός του περιορισµένου αποδέκτη. Τέλος, 

όπως φαίνεται και από το Σχήµα 4-8 οι κατανοµές της συγκέντρωσης στο χρόνο σε 

σύγκριση µε αυτές που δηµιουργούν οι τυρβώδεις ανωστικές φλέβες φανερώνουν 

ανάµιξη σε µικρότερο βαθµό. 
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Σχήµα 4-8 ∆ιάγραµµα των αδιαστατοποιηµένων πυκνοµετρικών κατανοµών για δεδοµένες 

χρονικές στιγµές. Υπολογισµός για πλούµιο µε αρχικό αριθµό Richardson 

Ro=0.426. 

 
Σχήµα 4-9 ∆ιάγραµµα µεταβολής της πυκνότητας σε δεδοµένο ύψος (z=H) πάνω από την 

διεπιφάνεια σε συνάρτηση µε τον χρόνο.(Πλούµιο) 
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Οι καµπύλες καθόδου της διεπιφάνειας συνοψίζονται στο παρακάτω διάγραµµα. Η 

χρονική κλίµακα η οποία χρησιµοποιήθηκε είναι η Τ2=Μ/Β. Ορίζουµε δηλαδή ως 

τ=t/T2. Όπως είναι φυσικό η χρονική κλίµακα Τ2 δεν µπορεί να ορισθεί για την 

περίπτωση των απλών φλεβών µε Ro=0. 

Επίσης, από το διάγραµµα του Σχήµατος 4-10 γίνεται αντιληπτό ότι η ταχύτητα 

καθόδου της διεπιφάνειας επιβραδύνεται όσο ο αρχικός αριθµός Richardson αυξάνεται. 

 
Σχήµα 4-10 ∆ιάγραµµα σύγκρισης του ρυθµού καθόδου της διεπιφάνειας για διαφορετικούς 

αρχικούς αριθµούς Richardson. 
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Χρονική µεταβολή της ροής της φλέβας 

Η ανάµιξη του αποδέκτη µε τον χρόνο επηρεάζει σηµαντικά και τα χαρακτηριστικά της 

φλέβας. Οι παράµετροι της φλέβας όπως η ειδική παροχή µ, η ειδική ποσότητα κίνησης 

m και η ειδική άνωση µεταβάλλονται µε τον χρόνο. Παρακάτω δίδονται τα 

χαρακτηριστικά αυτά µεγέθη σε αδιάστατη µορφή για την περίπτωση µιας τυρβώδους 

ανωστικής φλέβας µε Ro=0.078.  

 
Σχήµα 4-11 ∆ιάγραµµα µεταβολής της ειδικής παροχής καθ’ ύψος του αποδέκτη για τ=0, 

0.18, 0.70, 1.22 ,1.75. (Τυρβώδης ανωστική φλέβα Ro=0.078) 

Από τα Σχήµατα 4-11, 4-12 και 4-13 παρατηρούµε ότι η ειδική παροχή (όγκου), η 

ειδική ορµή και η ειδική άνωση µεταβάλλονται µε τον χρόνο. Ειδικότερα, η τιµή της 

ειδικής παροχής µ δείχνει να υποχωρεί καθώς σχηµατίζεται ο στρωµατωµένος 

αποδέκτης. Οι καµπύλες πάνω από την διεπιφάνεια «υποχωρούν» µε την πάροδο του 

χρόνου ενώ µόλις η διεπιφάνεια φτάσει σε απόσταση h=0.1H δεν παρατηρείται 

σηµαντική µεταβολή στην τιµή της ειδικής παροχής. Παρόµοια είναι και η 

συµπεριφορά της ειδική ορµής. Σε αυτήν την περίπτωση όµως οι σχηµατιζόµενες 

καµπύλες εµφανίζουν σηµείο καµπής ακριβώς εκεί όπου βρίσκεται η διεπιφάνεια. 

Τέλος σηµαντική είναι η µεταβολή της ειδικής άνωσης. Η τιµή της µεταβάλλεται 

γραµµικά καθώς τείνει προς το µηδέν ενώ εµφανίζεται ένα µεγάλο άλµα στην περιοχή 

της διεπιφάνειας. Το γεγονός αυτό επιβεβαιώνει πλήρως την θεωρία του “filling box”. 

Αρχικά διότι θεωρούµε ότι δηµιουργείται µια απότοµη µεταβολή της πυκνότητας στην 

περιοχή της διεπιφάνειας και κατόπιν διότι υποθέτουµε ότι η πυκνότητα στην οροφή 

είναι ίση µε την πυκνότητα της φλέβας εκεί καθώς η φλέβα διαχέεται οριζόντια. 
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Σχήµα 4-12 ∆ιάγραµµα µεταβολής της ειδικής ορµής καθ’ ύψος του αποδέκτη για τ=0, 

0.18, 0.70, 1.22 ,1.75. (Τυρβώδης ανωστική φλέβα Ro=0.078) 

 
Σχήµα 4-13 ∆ιάγραµµα µεταβολής της ειδικής άνωσης καθ’ ύψος του αποδέκτη για τ=0, 

0.18, 0.70, 1.22 ,1.75. (Τυρβώδης ανωστική φλέβα Ro=0.078) 
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Σχήµα 4-14 ∆ιάγραµµα µεταβολής του τοπικού αριθµού Richardson καθ’ ύψος του 

αποδέκτη για τ=0, 0.18, 0.70, 1.22 ,1.75. (Τυρβώδης ανωστική φλέβα 

Ro=0.078) 

 
Σχήµα 4-15 ∆ιάγραµµα µεταβολής του συντελεστή συµπαράσυρσης καθ’ ύψος του 

αποδέκτη για τ=0, 0.18, 0.70, 1.22 ,1.75. (Τυρβώδης ανωστική φλέβα 

Ro=0.078) 
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Παρόµοια είναι τα αποτελέσµατα και για τις απλές φλέβες ενώ σηµαντικές διαφορές 

παρουσιάζονται στα πλούµια όπως φαίνεται και στα παρακάτω σχήµατα. 

 
Σχήµα 4-16 ∆ιάγραµµα µεταβολής του τοπικού αριθµού Richardson καθ’ ύψος του 

αποδέκτη για τ=0, 0.35, 1.38, 2.43 ,3.47. (Πλούµιο Ro=0.426) 

 
Σχήµα 4-17 ∆ιάγραµµα µεταβολής του συντελεστή συµπαράσυρσης καθ’ ύψος του 

αποδέκτη για τ=0, 0.35, 1.38, 2.43 ,3.47. (Πλούµιο Ro=0.426)
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4.2 Σύγκριση µε τις πειραµατικές µετρήσεις 

Τα παραπάνω αποτελέσµατα δεν θα µπορούσαν να αποτελέσουν αξιόπιστη πηγή από 

µόνα τους. Γι αυτό το λόγο πραγµατοποιήθηκε µια σειρά πειραµάτων τόσο στο 

εργαστήριο Υδραυλικής του Εθνικού Μετσόβιου Πολυτεχνείου όσο και στο 

εργαστήριο Υδροµηχανικής και Περιβαλλοντικής Τεχνικής του Πανεπιστηµίου 

Θεσσαλίας. Οι πειραµατικές συσκευές στα δύο αυτά εργαστήρια απαιτούν την χρήση 

της ίδιας τεχνικής. Ωστόσο στο παρόν κείµενο δίδεται µια συνοπτική περιγραφή της 

πειραµατικής συσκευής που χρησιµοποιήθηκε στο εργαστήριο Υδροµηχανικής και 

Περιβαλλοντικής Τεχνικής του Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας. Τέλος πρέπει να σηµειωθεί 

ότι τόσο τα αποτελέσµατα όσο και ο αριθµός των πειραµάτων δεν ήταν επαρκή για την 

επαλήθευση του υπολογιστικού µοντέλου. Γι αυτό τον λόγο χρησιµοποιήθηκε ένας 

µεγάλος αριθµός αποτελεσµάτων από παλαιότερα πειράµατα που έγιναν στην ίδια 

συσκευή έχοντας πλήρη γνώση των αρχικών συνθηκών µε τις οποίες τα πείραµα αυτά 

εκτελέσθηκαν. 

4.2.1 Η πειραµατική διαδικασία 

Η πειραµατική συσκευή αποτελείται από δεξαµενή διάχυσης διαστάσεων 40 cm × 40 

cm × 60 cm που είναι κατασκευασµένη από Plexiglas. Στο κέντρο της οροφής της 

υπάρχει οπή στην οποία προσαρµόζεται το ακροφύσιο. Το ακροφύσιο δεν αποτελεί 

τµήµα της δεξαµενής αλλά ξεχωριστή διάταξη ώστε να µπορούµε να µεταβάλουµε κατά 

βούληση τη γεωµετρία της οπής. Το ακροφύσιο τοποθετηµένο στην δεξαµενή 

βρίσκεται στην στάθµη +52 cm µετρώντας την απόσταση από τον πυθµένα. Σε 

απόσταση +57.5cm από τον πυθµένα υπάρχει περιµετρική υπερχείλιση, από όπου το 

πλεονάζον νερό οδηγείται στην αποχέτευση. Στις δύο απέναντι κατακόρυφες πλευρές 

(πρόσοψη και πίσω όψη) έχει χαραχθεί τετραγωνικός κάναβος µε διαστάσεις 5cm × 

5cm. Η δεξαµενή είναι τοποθετηµένη σε υπερυψωµένη βάση.  

Το ακροφύσιο τροφοδοτείται µε το ρευστό της φλέβας από άλλη δεξαµενή η οποία 

βρίσκεται πλησίον της πρώτης. Σε αυτή τη γίνεται ανάµιξη του νερού µε το αλάτι ώστε 

να επιτευχθεί η απαιτούµενη πυκνοµετρική διαφορά και µε το δείκτη (ροδαµίνη 6G) για 

τη µέτρηση της συγκέντρωσης. Από αυτή το νερό της φλέβας οδηγείται σε δοχείο 

σταθερής στάθµης µε υπερχείλιση, µε τη χρήση βυθιζόµενης αντλίας και στη συνέχεια 

στο ακροφύσιο αφού διέλθει από παροχόµετρο για τη ρύθµιση και µέτρηση της 

απαιτούµενης παροχής.  

Επειδή το ρευστό της φλέβας είναι βαρύτερο απ’ αυτό της δεξαµενής διάχυσης, η οροφή 

της πειραµατικής συσκευής είναι ο πυθµένας, δεδοµένου ότι η άνωση λειτουργεί κατά 

την αντίθετη φορά από αυτήν που περιγράψαµε παραπάνω. Εποµένως για λόγους 

συνέπειας µε την προηγούµενη παρουσίαση του αλγόριθµου και για την σύγκριση των 
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αποτελεσµάτων, θα θεωρήσουµε ότι οροφή της δεξαµενής είναι ο πυθµένας της και 

αντίστροφα. 

 

Εικόνα 1 ∆εξαµενή διαστάσεων 40 cm � 40 cm � 60cm  (∆ιπλωµατική εργασία Ε. 

Λύτρα)  

 

Εικόνα 2 ∆οχείο σταθερής στάθµης µε υπερχείλιση. 
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Οι µετρήσεις έγιναν µε την τεχνική τοµογραφίας Laser ενώ µετρήθηκε η συγκέντρωση 

της ροδαµίνης µε LIF. (Laser Induced Fluorescence). Η µεθοδολογία µετρήσεων 

συνοψίζεται ως εξής: 

1. Υδατικό διάλυµα ροδαµίνης 6G που διεγείρεται από µονοχρωµατική 

ακτινοβολία (laser) µήκους κύµατος 532nm (πράσινο), εκπέµπει 

µονοχρωµατική ακτινοβολία (dye -laser, fluorescence) στη συχνότητα των 

570nm (κίτρινο), η ένταση της οποίας είναι ‘ανάλογη’ της ισχύος της ακτίνας 

laser, καθώς επίσης και της συγκέντρωσης της διαλυµένης ροδαµ ίνης στο 

νερό. Συγκεντρώσεις της τάξης των 20-50ppb µπορούν να µπλοκάρουν τη 

διέλευση της ακτίνας laser µέσα από το διάλυµα της ροδαµίνης. 

 

2. Η ισχύς της ακτίνας laser είναι 1W. 

 

3. ∆ηµιουργούµε ένα φύλο laser πάχους περίπου 1mm (όσο και το πάχος της 

ακτίνας) µε τη χρήση ενός πολυγωνικού 24-εδρου καθρέπτη που 

περιστρέφεται µε συχνότητα περίπου 20000 rpm. Εποµένως, εάν ο 

πολυγωνικός καθρέπτης έχει n-έδρες, η ακτίνα του laser περνά από κάθε 

σηµείο του φύλου – laser περί τις 20000 x n φορές το λεπτό (στην προκειµένη 

περίπτωση 480000 φορές το λεπτό).  

 

4. Εάν «χρωµατιστεί» το νερό της φλέβας µε ροδαµίνη, το φύλο laser τη 

διεγείρει µε αποτέλεσµα να εκπέµπεται ακτινοβολία στη συχνότητα των 570nm 

(κίτρινο) από κάθε σηµείο του πεδίου ροής όπου υπάρχει ροδαµίνη, η ένταση 

της οποίας είναι ανάλογη της συγκέντρωσης όταν αυτή δεν υπερβαίνει τα 50 ppb 

(Ferrier et al. 1993). 

 

Εικόνα 3 Συσκευή δηµιουργίας φύλλου Laser. 
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Για την εκτέλεση των πειραµάτων γεµίζουµε την δεξαµενή διάχυσης µε γλυκό νερό 

µέχρι το σηµείο της υπερχείλισης. Παράλληλα γεµίζουµε την δεύτερη δεξαµενή µε 

γλυκό νερό και προσθέτουµε τις απαραίτητες ποσότητες άλατος (NaCl) και ροδαµίνης 

6G. Στην συνέχεια µε την βοήθεια της βυθιζόµενης αντλίας το µίγµα της δεύτερης 

δεξαµενής µεταφέρεται στο δοχείο σταθερής στάθµης από το οποίο µε βαρύτητα 

οδηγείται στο ακροφύσιο. Η παροχή ρυθµίζεται µε παροχόµετρο συνδεδεµένο στο 

σωλήνα τροφοδοσίας της φλέβας. Απέναντι από την δεξαµενή τοποθετείται ψηφιακή 

κάµερα υψηλής ακρίβειας (4Mp) η οποία καταγράφει το πεδίο ροής µέσα στην 

δεξαµενή. Από τις επί µέρους φωτογραφίες (frames) προσδιορίζεται η συγκέντρωση της 

ροδαµίνης σαν συνάρτηση της φωτεινότητας, δεδοµένου ότι συνδέονται γραµµικά για 

συγκεντρώσεις ροδαµίνης µικρότερες από 50ppb.  

4.2.2 Σύγκριση Πειράµατος – Υπολογιστικού Μοντέλου 

Στις επόµενες παραγράφους θα συγκρίνουµε πειραµατικά και αριθµητικά 

αποτελέσµατα και στις τρεις κατηγορίες, τις απλές φλέβες, τις τυρβώδεις ανωστικές και 

τα πλούµια.  

Έλεγχος Καθόδου της ∆ιεπιφάνειας 

Απλές φλέβες: Σαν απλές φλέβες θεωρούνται πρακτικά οι φλέβες µε αρχικό αριθµό 

Richardson µικρότερο του 0.05. Παρόλα αυτά όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχήµα 

η µεταβολή του αριθµού Richardson έστω και κατά 0.01 µεταβάλει την ταχύτητα 

καθόδου της διεπιφάνειας. Αυτό συµβαίνει διότι η αρχική άνωση επιταχύνει αρχικά τον 

ρυθµό ανάµιξης. Όπως φαίνεται και στο (Σχήµα 4-18) οι καµπύλες για Ro=0.013 , 

Ro=0.038 και Ro=0.05 αποκλίνουν από την θεωρητική για µικρούς χρόνους. Ακόµη, 

κατά την πειραµατική διαδικασία διαπιστώθηκε ότι όταν η ροή της φλέβας φτάνει για 

πρώτη φορά στην οροφή δηµιουργούνται στρόβιλοι λόγω της έντονης τοπικά τύρβης. 

Οι στρόβιλοι αυτοί δηµιουργούν αρχικά µια στρώση ανάµιξης της οποίας το πάχος 

αποκλίνει από αυτό που υπολογίζεται για την πρώτη στρώση ∆z(1,1). Συνεπώς, η 

διεπιφάνεια αρχικά κατέρχεται ταχύτερα και παρατηρείται ασυµφωνία µεταξύ των 

πειραµατικών και των υπολογιστικών αποτελεσµάτων. Παρόµοια φαινόµενα 

παρατηρούνται και στις τυρβώδεις ανωστικές φλέβες. Στη συνέχεια η στρώση 

ανάµειξης ισορροπεί και τα πειραµατικά δεδοµένα είναι πολύ κοντά στις 

υπολογισµένες στάθµες της διεπιφάνειας. Όταν η ροή γίνεται περισσότερο ανωστική η 

απόκλιση αυτή µειώνεται. Για τον περιορισµό των µεγάλων δινών κατά την πρώτη 

επαφή της φλέβας µε την οροφή, προστέθηκε σε απόσταση 5 cm από την οροφή σίτα 

µε λεπτό διάκενο που είχε σαν αποτέλεσµα την ηπιότερη ανάµειξη στην αρχική 

στρώση.  
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Σχήµα 4-18 Αδιάστατη στάθµη της διεπιφάνειας σαν συνάρτηση του χρόνου για απλές 

φλέβες: Σύγκριση των πειραµατικών δεδοµένων και υπολογισµών για 

διαφορετικούς αρχικούς αριθµούς Richardson. 

 
Σχήµα 4-19 Αδιάστατη στάθµη της διεπιφάνειας σαν συνάρτηση του χρόνου για τυρβώδεις. 

ανωστικές φλέβες: Σύγκριση των πειραµατικών δεδοµένων και υπολογισµών 

για διαφορετικούς αρχικούς αριθµούς Richardson. 
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Τυρβώδεις ανωστικές φλέβες: Παρόµοια συµπεριφέρονται και οι τυρβώδεις 

ανωστικές φλέβες. Η απόκλιση είναι µεγαλύτερη για µικρούς χρόνους ενώ εν συνεχεία 

τα πειραµατικά αποτελέσµατα εναρµονίζονται µε τις υπολογιστικές εκτιµήσεις όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 4-19. 

Απλές ανωστικές φλέβες (πλούµια): Στην περίπτωση των πλουµίων οι αποκλίσεις των 

πειραµάτων και του υπολογιστικού µοντέλου είναι µικρότερες. Πρέπει να σηµειωθεί 

εδώ ότι οι εκτιµήσεις του ρυθµού καθόδου της διεπιφάνειας δείχνουν να προσεγγίζουν 

καλύτερα τη θεωρητική καµπύλη ενώ οι διαφορές κυµαίνονται στην περιοχή 2-4%. 

 
Σχήµα 4-20 Σύγκριση των πειραµατικών αποτελεσµάτων µε το υπολογιστικό µοντέλο 

για διαφορετικούς αρχικούς αριθµούς Richardson.(Πλούµια) 

Έλεγχος των πυκνοµετρικών προφίλ 

Τα πυκνοµετρικά προφίλ µετρήθηκαν για φλέβες και πλούµια. Τα αποτελέσµατα 

δείχνουν εξαιρετική συµβατότητα µε τους υπολογισµούς όπως φαίνεται και στο Σχήµα 

4-21. Πρέπει να αναφέρουµε ωστόσο ότι κατά τις πειραµατικές µετρήσεις που 

διεξήχθησαν για τον σκοπό της διπλωµατικής αυτής εργασίας παρουσιάστηκαν 

αποκλίσεις. Πρόκειται κυρίως για τις µετρήσεις στην περιοχή της διεπιφάνειας. Σε 

πολλά από τα πειράµατα δεν παρουσιάζεται η εκτιµούµενη απότοµη µεταβολή της 

πυκνότητας. 
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Σχήµα 4-21 Σύγκριση των πειραµατικών αποτελεσµάτων µε το υπολογιστικό µοντέλο 

για τα πυκνοµετρικά προφίλ σε δυο χρονικές στιγµές τ=1 και τ=0.5 

4.3 Ανάλυση Ευαισθησίας 

Έχοντας παρουσιάσει τα αποτελέσµατα του υπολογιστικού µοντέλου τίθεται το βασικό 

ερώτηµα: ποια είναι η ταχύτητα µε την οποία έγιναν οι υπολογισµοί. Ο υπολογιστικός 

χρόνος παίζει καθοριστικό ρόλο στην αξιολόγηση ενός αλγορίθµου και γι αυτό 

απαιτείται η ανάλυση ευαισθησίας ως προς µια αρχική παράµετρο του προβλήµατος. Η 

παράµετρος αυτή δεν µπορεί να είναι άλλη από το χρονικό βήµα υπολογισµού ∆t που 

καθορίζει το πόσο πυκνή θα είναι η διακριτοποίηση του αποδέκτη. Γι αυτόν το λόγο, το 

χρονικό βήµα επηρεάζει και την σύγκλιση των αποτελεσµάτων. Εδώ πρέπει να τονισθεί 

ότι η σύγκλιση των αποτελεσµάτων βρίσκεται σε αντιπαράθεση µε τον χρόνο 

υπολογισµού. Με άλλα λόγια για την µείωση σφάλµατος (υπολογισµών-θεωρίας) της 

τάξεως του 5% σε σφάλµα της τάξεως 2% ο υπολογιστικό χρόνος ο οποίος απαιτείται 

είναι εκθετικά µεγαλύτερος. Συνεπώς, αρκετές φορές επιλέγεται να επιλυθεί ένα 

πρόβληµα µε βάση τον βέλτιστο συνδυασµό «χρόνου υπολογισµού – σύγκλισης 

αποτελεσµάτων». 

Στο Σχήµα 4-22 γίνεται γραφική απεικόνιση του υπολογιστικού χρόνου σαν συνάρτηση 

του χρονικού βήµατος για την περίπτωση των απλών φλεβών. Το διάγραµµα αυτό είναι 

ενδεικτικό της µεταβολής του υπολογιστικού χρόνου µε το ∆t. Ο προσδιορισµός του 

υπολογιστικού χρόνου δεν έγινε µε κάποια συγκεκριµένη µεθοδολογία αλλά 

εκτιµήθηκε από τον χρόνο που απαιτείται ώστε ένας συµβατικός υπολογιστής να 

επιλύσει το πρόβληµα µε τις αρχικές συνθήκες του (Πίνακα 4). Έτσι το παρακάτω 
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διάγραµµα του Σχήµατος 4-22 δίδει µια τάξη µεγέθους του υπολογιστικού χρόνου για 

δεδοµένα χρονικά βήµατα ∆t. 

 

Σχήµα 4-22 Γραφική αναπαράσταση χρόνου υπολογισµού-χρονικό βήµα για φλέβες  

Πίνακας 4 Στοιχεία της ροής και της γεωµετρία του αποδέκτη. Τα στοιχεία αυτά 

χρησιµοποιήθηκαν για τον προσδιορισµό του υπολογιστικού χρόνου. 

Στοιχεία ροής της φλέβας D=0.5 cm Q=20 cm
3
/s g’= 15 cm/s

2
 

Γεωµετρία ∆εξαµενής  Η=52 cm b=40 cm A=1600 cm
2
 

 

Όπως φαίνεται και στο Σχήµα 4-22 η µετάβαση από το βήµα ∆t=0.5 σε ∆t=0.1 απαιτεί 

υπολογιστικό χρόνο της τάξης των 70000 s (19.4 ώρες). Από την άλλη µεριά το µέγιστο 

σχετικό σφάλµα µεταξύ των αποτελεσµάτων της καµπύλης για ∆t=0.5s και ∆t=0.1s 

είναι της τάξης του 6-7% (Σχήµα 4-23). 
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Σχήµα 4-23 Σύγκλιση του ρυθµού καθόδου της διεπιφάνειας για διάφορα χρονικά βήµατα 

∆t=0.1 s, ∆t=0.5 s, ∆t=1 s, ∆t=2 s και ∆t=5 s. 

 

Σχήµα 4-24 Σύγκλιση του πυκνοµετρικών προφίλ για διάφορα χρονικά βήµατα ∆t=0.1, 

∆t=0.5 s, ∆t=1 s, ∆t=2 s και ∆t=5 s για h/H=0.333, 0.5 και 0.666. 
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Από τα παραπάνω σχήµατα παρατηρούµε ότι οι καµπύλες παρουσιάζουν την µέγιστη 

απόκλιση για µεγάλους χρόνους τ=t/Tj. Αυτό συµβαίνει λόγω της µετάδοσης του 

σφάλµατος κατά την διαδικασία της ολοκληρώσεως. Το σχετικό σφάλµα για κάθε 

χρονικό βήµα προστίθεται στο επόµενο και ούτω καθ’ εξής. Το διάγραµµα του 

Σχήµατος 4-25 προέκυψε από την επίλυση µιας απλής φλέβας µε Ro=0. Η σύγκριση της 

µε την θεωρητική καµπύλη υποδεικνύει ότι η µεταβολή του σφάλµατος αυξάνεται µε 

τον χρόνο. 

Ανάλογο είναι το φαινόµενο και στην περίπτωση των τυρβωδών ανωστικών φλεβών 

ενώ στην περίπτωση των πλουµίων η σύγκλιση επιτυγχάνεται µε µεγαλύτερα χρονικά 

βήµατα (∆t=2 ή και ∆t=3).  

 

Σχήµα 4-25 Μεταβολή του σχετικού σφάλµατος κατά το υπολογισµό της καµπύλης 

καθόδου της διεπιφάνειας για Ro=0.  
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4.4 Εφαρµογές 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί η θεωρία του «filling box» βρίσκει εφαρµογή σε ένα µεγάλο 

αριθµό προβληµάτων µηχανικού. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα των εφαρµογών 

αυτών αποτελούν τα εξής: 

i. Κλιµατισµός κλειστού χώρου µέσα από µεµονωµένη πηγή «θερµού» ή 

«ψυχρού» αέρα. 

ii. Χλωρίωση δεξαµενής ύδατος από µεµονωµένη πηγή στο πυθµένα της 

δεξαµενής 

iii. Εισαγωγή καταλύτη (agent) παρόµοιας πυκνότητας σε δεξαµενή υγρού φυσικού 

αερίου (LNG) 

Για την παρουσίαση των εφαρµογών του υπολογιστικού µοντέλου θα αναπτύξουµε την 

περίπτωση (ii) καθώς αποτελεί συχνή πρακτική στο επάγγελµα του πολιτικού 

µηχανικού. 

Ας θεωρήσουµε λοιπόν µια ορθογώνια δεξαµενή µήκους 4 m πλάτους 4 m και ύψους 6 

m. Η δεξαµενή είναι γεµάτη µε γλυκό νερό θερµοκρασίας 15 oC. Για την χλωρίωση του 

ύδατος της δεξαµενής υπάρχει οπή στο κέντρο του πυθµένα η οποία τροφοδοτεί την 

δεξαµενή µε την οξειδωτική ουσία. Από την κυκλική οπή εκτοξεύεται κατακόρυφα 

χλωριωµένο νερό το οποίο αντλείται από τη δεξαµενή (βλέπε ), ενώ η ποσότητα της 

οξειδωτικής ουσίας που προστίθεται είναι 200 µονάδες ανά λίτρο νερού (µgr/L), χωρίς 

να επηρεάζει ουσιαστικά τον όγκο νερού της δεξαµενής. Η θερµοκρασία του νερού της 

φλέβας είναι 20 oC µε αποτέλεσµα να δηµιουργείται σταθερή στρωµατοποίηση 

ανάµεσα στο αναµειγµένο νερό και το νερό της δεξαµενής. Για παροχή αντλίας 10 l/s 

και διαµέτρους οπής 5 cm, 15 cm και 30 cm ζητείται να υπολογίσετε: 

1. Το χρόνο που απαιτείται ώστε η διεπιφάνεια να φτάσει σε απόσταση 1 m πάνω 

από την οπή 

2. Η πυκνοµετρικές κατανοµές του περιβάλλοντος ρευστού ανά 5 λεπτά και µέχρι 

η διεπιφάνεια να φτάσει σε απόσταση 1 m από την οπή. 

Οι αρχικές παράµετροι (συνθήκες) για τους υπολογισµούς φαίνονται στον πίνακα που 

ακολουθεί. Με βάση τον αρχικό αριθµό Richardson, η φλέβα διαµέτρου 5 cm πρακτικά 

θα έχει συµπεριφορά απλής φλέβας, αυτή διαµέτρου 15 cm συµπεριφορά ανωστικής 

φλέβας, ενώ αυτή διαµέτρου 30 cm θα συµπεριφέρεται σαν πλούµιο. 
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Πίνακας 5 Αρχικές συνθήκες φλεβών για την αριθµητική επίλυση της εφαρµογής 

Q D To Ta ρ0 ρa W M go' B Ro Z 

m
3
/s m 

o
C 

o
C kg/m3 kg/m3 m/s m

4
/s

2
 m/s

2
 m

4
/s

3
  m 

0.01 0.05 20 15 998.2 999.1 5.09 0.0509 0.0092 9.18E-05 0.0040 0.164 

0.01 0.15 20 15 998.2 999.1 0.57 0.0057 0.0092 9.18E-05 0.0617 0.492 

0.01 0.3 20 15 998.2 999.1 0.14 0.0014 0.0092 9.18E-05 0.349 0.984 

 

 

Εικόνα 4 Κατακόρυφη τοµή της δεξαµενής η οποία περνά από το κέντρο της 

κατακόρυφης οπής. Η κατακόρυφη οπή βρίσκεται στον πυθµένα ενώ ένας 

δεύτερος σωλήνας χρησιµοποιείται για να επανακυκλοφορεί το µη 

αναµεµιγµένο νερό. 

Απάντηση: 

Για την επίλυση της παραπάνω εφαρµογής υποθέτουµε ότι η διαφορά θερµοκρασίας 

µεταξύ του περιβάλλοντος ρευστού και του ρευστού της φλέβας είναι αρκετά µικρή 

ώστε να δηµιουργούνται µικρές πυκνοµετρικές διαφορές. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα τη 

διατήρηση της αρχικής ειδικής άνωσης, δεδοµένου ότι ο συντελεστής θερµικής 

διαστολής του νερού µένει πρακτικά αµετάβλητος (Papanicolaou & Kokkalis, 2008). Η 

πυκνότητα του νερού σαν συνάρτηση της θερµοκρασίας δίδεται από τη σχέση  

ρ(Τ)=-0.0041Τ2-0.0435Τ+1000.7  

για 10 οC < T <40 oC, όπου Τ σε οC και ρ σε kg/m3.έχοντας υπολογίσει τις πυκνότητες 

µπορούµε τώρα να υπολογίσουµε τις αρχικές συνθήκες του αλγορίθµου οι οποίες 

παρουσιάζονται παρακάτω στην µορφή πίνακα. 
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Σχήµα 4-26 Καµπύλη καθόδου της διεπιφάνειας για φλέβα διαµέτρου 5 cm. (Ro=0.00396) 

Σχήµα 4-27 Καµπύλη καθόδου της διεπιφάνειας για φλέβα διαµέτρου 15 cm. (Ro=0.0617) 
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Σχήµα 4-28 Καµπύλη καθόδου της διεπιφάνειας για φλέβα διαµέτρου 30 cm (Ro=0.3492) 

Από τα παραπάνω διαγράµµατα προκύπτει ότι ο χρόνος που απαιτείται µέχρι να φτάσει 

η διεπιφάνεια σε απόσταση 1 m από την πηγή αυξάνεται όσο αυξάνεται η διάµετρος της 

οπής. Συγκεκριµένα για φλέβες διαµέτρων 5, 15 και 30 cm οι αντίστοιχοι χρόνοι που 

απαιτούνται για να φτάσει η διεπιφάνεια σε απόσταση 1 m από τον πυθµένα είναι 7.72, 

21.9 και 36 min αντίστοιχα. 

∆εδοµένου ότι η αρχική ροή άνωσης είναι σταθερή για τις τρεις περιπτώσεις, η ανάµιξη 

εντός της δεξαµενής θα καθοριστεί από την αρχική ποσότητα κίνησης M της φλέβας. 

Παρακάτω δίδονται τα διαγράµµατα κατανοµής της συγκέντρωσης καθ’ ύψος της 

δεξαµενής σε διάφορες χρονικές στιγµές. 
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Σχήµα 4-29 Πυκνοµετρική κατανοµή για D=5cm µε αρχική συγκέντρωση φλέβας 

C=200µgr/L. (Ro=0.00396) 

 

Σχήµα 4-30 Πυκνοµετρική κατανοµή για D=15cm µε αρχική συγκέντρωση φλέβας 

C=200µgr/L. (Ro=0.0617) 
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Σχήµα 4-31 Πυκνοµετρική κατανοµή για D=30cm µε αρχική συγκέντρωση φλέβας 

C=200µgr/L. (Ro=0.3492) 

 

Σχήµα 4-32  Σύγκριση των πυκνοµετρικών κατανοµών για τις τρείς περιπτώσεις D=5,15 και 

30 cm για ίσους χρόνους t=7.73 min 

Από τα πυκνοµετρικά προφίλ των παραπάνω διαγραµµάτων προκύπτει ότι η ταχύτητα 

καθόδου της διεπιφάνειας είναι συνάρτηση του αρχικού αριθµού Richardson. Επίσης 
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είναι προφανές ότι (1) η περιοχή ανάµιξης για τον ίδιο χρόνο µιας απλής φλέβας έχει 

µεγαλύτερο βάθος από αυτή ενός πλουµίου όπως φαίνεται στο Σχήµα 4-32, (2) όταν η 

διεπιφάνεια βρίσκεται σε συγκεκριµένη απόσταση από τον πυθµένα, η συγκέντρωση 

του οξειδωτικού είναι πολύ µεγαλύτερη στην περίπτωση του πλουµίου σε σχέση µε την 

απλή φλέβα (βλ. διαγράµµατα Σχήµατος 4-33). 

 

Σχήµα 4-33 Σύγκριση των πυκνοµετρικών κατανοµών για τις τρεις περιπτώσεις D=5,15 και 

30 cm όταν η διεπιφάνεια βρίσκεται σε απόσταση 1 m από τον πυθµένα. 
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5 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Στα πλαίσια της παρούσας διπλωµατικής εργασίας δηµιουργήθηκε ένα υπολογιστικό 

προσοµοίωµα για την περιγραφή της ανάµιξης σε περιορισµένο αποδέκτη µε 

κατακόρυφη ανωστική φλέβα (filling box problem). Μελετήθηκαν κυκλικές 

κατακόρυφες ανωστικές φλέβες σε πυκνοµετρικά οµογενή αποδέκτη . Το µοντέλο 

υπολογίζει (1) την ταχύτητα καθόδου της διεπιφάνειας ανάµεσα στην ανώτερη 

πυκνοµετρικά στρωµατωµένη περιοχή ανάµειξης και την κατώτερη οµογενή 

πυκνοµετρικά περιοχή σαν συνάρτηση του χρόνου και (2) την µεταβολή της 

πυκνοµετρικής στρωµάτωσης στην ανώτερη στρώση του αποδέκτη, µέχρι η διεπιφάνεια 

να φτάσει σε µικρή απόσταση από την «πηγή». Ο αλγόριθµος µπορεί να περιγράψει την 

ροή κάθε τύπου κυκλικής κατακόρυφης φλέβας ανεξάρτητα από τον αρχικό αριθµό 

Richardson Ro, καθώς στηρίζεται στην γενικευµένη θεωρία των List & Imberger 

(1973).  

Ο αλγόριθµος βασίστηκε στην διακριτοποίηση που προτείνει ο Germeles (1975), ενώ 

επιλύει το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων οι οποίες περιγράφουν την ροή µιας 

τυρβώδους ανωστικής φλέβας µε την παραδοχή του συντελεστή συµπαράσυρσης. Το 

σύστηµα επιλύεται αριθµητικά µε τη µέθοδο Runge-Kutta τέταρτης τάξεως. 

Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από µια σειρά επιλύσεων µε διαφορετικές αρχικές 

συνθήκες για αρχικό αριθµό Richardson από πολύ µικρό Ro→0 (απλή φλέβα) µέχρι τον 

οριακό Rp≈0.63 (πλούµιο), συγκρίνονται τόσο µε την θεωρία όσο και µε πειραµατικές 

µετρήσεις. Η ταχύτητα καθόδου της διεπιφάνειας συνάδει µε τα πειραµατικά δεδοµένα 

τόσο για απλές και για τυρβώδεις ανωστικές φλέβες όσο και για πλούµια. Στην 

περίπτωση των πλουµίων παρατηρούνται µικρές αποκλίσεις από τις αντίστοιχες 

θεωρητικές καµπύλες ενώ στα πειραµατικά δεδοµένα παρατηρούνται αποκλίσεις της 

τάξεως του 5 %, που οφείλονται κυρίως στο ότι ο αρχικός αριθµός Richardson είναι 

µικρότερος του Rp≈0.63. Από την άλλη µεριά τα πυκνοµετρικά προφίλ δείχνουν να 

είναι συµβατά µε τα περιορισµένα πειραµατικά αποτελέσµατα. Ωστόσο ο αριθµός των 

πειραµάτων που υλοποιήθηκαν στα πλαίσια αυτής της εργασίας είναι περιορισµένος 

και δεν είναι δυνατόν να έχει αποδεικτική ισχύ για όλες τις περιπτώσεις των φλεβών. 

Σύµφωνα λοιπόν µε τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από τις παραπάνω επιλύσεις 

καταλήξαµε στα εξής συµπεράσµατα για τον µηχανισµό του «filling box» 

1. Η διεπιφάνεια που σχηµατίζεται µεταξύ της ανώτερης και της κατώτερης 

περιοχής κατέρχεται µε τον χρόνο. Η ταχύτητα καθόδου είναι µεγαλύτερη σε 

µια απλή φλέβα και γενικότερα αυξάνεται για φλέβες µε µικρότερους αρχικούς 
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αριθµούς Richardson. Τα αποτελέσµατα των υπολογισµών είναι συγκρίσιµα µε 

αυτά των µετρήσεων (Παππάς, 2012) µε LIF. 

2. Η θέση της διεπιφάνειας καθώς κατέρχεται συγκλίνει ασυµπτωτικά προς την 

θέση της «πηγής» της φλέβας. Πρακτικά θεωρούµε ότι σε απόσταση 5D (D 

είναι ή διάµετρος της οπής) από την «πηγή» η διεπιφάνεια βρίσκεται αρκετά 

κοντά στην «πηγή». 

3. Στην ανώτερη περιοχή του αποδέκτη λόγω ανάµιξης δηµιουργείται 

πυκνοµετρική στρωµάτωση η οποία µεταβάλλεται µε τον χρόνο. Οι 

πυκνοµετρικές κατανοµές εµφανίζουν ένα πυκνοµετρικό «σκαλί» ∆ρ στην θέση 

της διεπιφάνειας. Το πυκνοµετρικό αυτό «σκαλί» δεν µεταβάλλεται καθώς η 

διεπιφάνεια κατέρχεται. Η τιµή του είναι σταθερή και ισούται µε την διαφορά 

πυκνότητας µεταξύ της πρώτης στρώσης η οποία σχηµατίστηκε στην θέση της 

οροφής του αποδέκτη και του περιβάλλοντος ρευστού. Επίσης, η πυκνότητα σε 

µια τυχαία θέση του περιβάλλοντος ρευστού της ανώτερης περιοχής, εκεί 

δηλαδή όπου υφίσταται η πυκνοµετρική στρωµάτωση, αυξάνεται σχεδόν 

γραµµικά µε τον χρόνο.. 

4. Τα χαρακτηριστικά της ροής της φλέβας, δηλαδή η τοπική ειδική παροχή µ(z), η 

ειδική ορµή m(z) και η ειδική άνωση β(z) µεταβάλλονται µε τον χρόνο µέχρι η 

διεπιφάνεια να φτάσει πρακτικά στην θέση της «πηγής». Η ειδική παροχή, η 

ειδική ορµή και η ειδική άνωση µεταβάλλονται µε τον χρόνο µονάχα στην 

ανώτερη περιοχή ανάµιξης, ενώ αντίθετα στην κατώτερη οµογενή πυκνοµετρικά 

περιοχή δεν παρουσιάζουν κάποια µεταβολή. Για παράδειγµα, η τοπική ειδική 

άνωση β(z) η οποία αρχικά έχει σταθερή τιµή ίση µε την αρχική άνωση Β, θα 

εµφανίσει σε χρόνο �U ´ 0 µια απότοµη µεταβολή στην θέση της διεπιφάνειας. 

Στη συνέχεια µειώνεται γραµµικά µε το ύψος και τέλος στη θέση της οροφής 

µηδενίζεται. Η κατανοµή της ειδικής άνωσης καθ’ ύψος εµφανίζει παρόµοια 

µορφολογία για χρονική στιγµή �� µ �U  ωστόσο σε τυχαία θέση z θα ισχύει ότι 

β(z, ��)< β(z, �U). Όταν η διεπιφάνεια σταµατήσει πρακτικά να κατέρχεται η ροή 

της φλέβας στην περιοχή της ανάµιξης δεν παρουσιάζει µεταβολή των 

χαρακτηριστικών της.  

5. Ο τοπικός αριθµός Richardson εξαρτάται απόλυτα από τις τοπικές παραµέτρους 

της ροής της φλέβας και συνεπώς µεταβάλλεται και αυτός µε τον χρόνο µέσα 

στην ανώτερη περιοχή ανάµιξης. Συγκεκριµένα, καθώς η διεπιφάνεια 

κατέρχεται ο αριθµός Richardson µειώνεται µε το ύψος ενώ εµφανίζει απότοµη 

µεταβολή της τιµής του στην περιοχή της διεπιφάνειας.  

6. Τέλος, ο συντελεστής συµπαράσυρσης ο οποίος εξαρτάται άµεσα από τον 

τοπικό αριθµό Richardson της φλέβας µεταβάλλεται και αυτός µε τον χρόνο. 

Καθώς ο αριθµός Richardson µειώνεται καθ’ ύψος, µειώνεται και ο συντελεστής 

συµπαράσυρσης. Ακόµη και στην περίπτωση των πλουµίων, ο συντελεστής 

συµπαράσυρσης δεν παραµένει σταθερός καθ’ ύψος του αποδέκτη. Αντίθετα, 
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µειώνεται σηµαντικά όταν η φλέβα εισέρχεται στην ανώτερη περιοχή ανάµιξης 

και στο ύψος της οροφής η τιµή του προσεγγίζει αυτή της απλής φλέβας. 

Σε µελλοντική εργασία θα ήταν σκόπιµο να τροποποιηθεί ο αλγόριθµος κατάλληλα 

ώστε να µπορεί να περιγράφει την ροή µη κατακόρυφων (υπό γωνία ως προς την 

κατακόρυφο) φλεβών.  

Επίσης, το γεγονός ότι ο αποδέκτης έχει αρχικά οµοιόµορφη κατανοµή πυκνότητας 

αποτελεί µια εξιδανικευµένη περίπτωση η οποία σπάνια συµβαίνει στην φύση. Μια 

αρχική πυκνοµετρική κατανοµή (πριν την έναρξη ροής της φλέβας) πρέπει να 

προστεθεί ώστε να µπορέσει να προσοµοιωθεί ο µηχανισµός του «filling box» σε 

φυσικούς αποδέκτες όπως οι λίµνες και οι περιορισµένοι θαλάσσιοι αποδέκτες.  

Τέλος πρέπει να σηµειωθεί ότι ο χρόνος υπολογισµού κατά την επίλυση αποτελεί ένα 

σηµείο το οποίο επιδέχεται βελτίωση. Λύση στο πρόβληµα αυτό µπορεί να δοθεί µέσα 

από την βελτίωση του αριθµητικού σχήµατος. Η διακριτοποίηση του αποδέκτη θα 

πρέπει να είναι πιο πυκνή στην οροφή της δεξαµενής καθώς η ταχύτητα καθόδου των 

διεπιφανειών ανάµεσα στις υπολογιστικές στρώσεις είναι αρχικά µεγάλη, ενώ 

αντιθέτως όταν η διεπιφάνεια φτάσει σε µικρή απόσταση από την πηγή η µεταβολή των 

χαρακτηριστικών του αποδέκτη γίνεται πολύ αργά. Η πυκνότητα των στρώσεων µπορεί 

να ελεγχθεί µέσα από την προσαρµογή του χρονικού βήµατος (time step adjustment) 

κατά την διάρκεια της επίλυσης. 

 

Τέλος για την σύγκριση των υπολογισµών µε µετρήσεις είναι απαραίτητη η υλοποίηση 

µεγαλύτερου αριθµού πειραµάτων για όλο το εύρος αρχικών αριθµών Richardson της 

φλέβας. Εφαρµόζοντας την µέθοδο LIF τα πυκνοµετρικά προφίλ του περιβάλλοντος 

ρευστού σε ολόκληρο το βάθος του αποδέκτη µπορούν να προσδιοριστούν µε µεγάλη 

ακρίβεια, δεδοµένου ότι έχει γίνει κατάλληλη ρύθµιση του µετρητικού συστήµατος. 
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7 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 

7.1  Η µέθοδος Runge-Kutta 4
ης

 τάξης για συστήµατα 

Ένα σύστηµα m εξισώσεων πρώτης τάξης µε αρχικές τιµές, έχει την εξής µορφή 

 
d�Ud@ � )U
@, �U, �� , … , �·�  

 
d��d@ � )�
@, �U , ��, … , �·�  
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(7-1) 

 d�«d@ � )«
@, �U, �� , … , �·� 

 

 

Για r ¸ @ ¸ 2 και µε αρχικές συνθήκες 

 �U
r� � rU , ��
r� � r�,… , �·
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Η κλασσική µέθοδος Runge-Kutta τέταρτης τάξης για συστήµατα αποτελεί µια 

γενίκευσης την επίλυσης µιας διαφορικής εξίσωσης πρώτης τάξης. Η µέθοδος Runge-

Kutta για προβλήµατα αρχικών τιµών, που δίνεται από τις σχέσεις 

 ¹
r� � ¹i   

 ¤U � �)
@º, ¹º�  

 ¤� � �) J@º ` �2 , ¹º ` 12 ¤UK  

 ¤R � �) J@º ` �2 , ¹º ` 12 ¤�K  

 ¤S � �)
@º:U, ¹º ` ¤R� 
 

 



 

 76 

 

 ¹º:U � ¹º ` 16 /¤U ` 2¤� ` 2¤R ` ¤S3  

 για i=0, 1, 2,…,n-1  

µπορεί να γενικευτεί µε τον τρόπο που ακολουθεί. 

 

Έστω ο ακέραιος » µ 0 και � � 
2 0 r�/». ∆ιαµερίζουµε το διάστηµα /r, 23 σε » 

υποδιαστήµατα µε τα σηµεία  

 @� � r ` ®�  

  

Έστω '¥,�  η προσέγγιση της �¥
@�� για ® � 1, 2, … , » και t � 1, 2 , … , �. ∆ηλαδή, η '¥,� 

θα προσεγγίζει την λύση �¥
@� του (7-1) στον ® 0στο σηµείο @�. 

Για τις αρχικές συνθήκες θέτουµε 

 'U,i � rU, '�,i � r�, …'«,i � r«,   

Αν υποθέσουµε ότι, οι τιµές των 'U,�, '�,�, …,'«,�, έχουν υπολογιστεί, τότε 
υπολογίζουµε και τις τιµές 'U,�:U, '�,�:U, …,'«,�:U 

 

 ¤U,º � �)¥¼@�, 'U,� , '�,� , … , '·,�½ , i=1, 2, …, m 

 ¤�,¥ � �)¥ C@� ` �
� , 'U,� ` U

� ¤U,U, '�,� ` U
� ¤U,� , … , '·,� ` U

� ¤U,·D , i=1, 2, …, m 

 

¤R,¥ � �)¥ C@� ` �
� , 'U,� ` U

� ¤�,U, '�,� ` U
� ¤�,�, … , '·,� ` U

� ¤�,·D , i=1, 2, …, m 

¤S,¥ � �)¥¼@� ` �, 'U,� ` ¤R,U, '�,� ` ¤R,�, … , '·,� ` ¤R,·½ , i=1, 2, …, m 

Οπότε 

 'U,�:U � 'U,� ` 16 ¬¤U,¥ ` 2¤�,¥ ` 2¤R,¥ ` ¤S,¥ 
 

7.2 Πηγαίος Κώδικας MATLAB 

Με την χρήση του λογισµικού MATLAB κατασκευάστηκε ο πηγαίος κώδικας ο οποίος 

χρησιµοποιήθηκε για την αριθµητική προσοµοίωση. Οι υπορουτίνες κατασκευάστηκαν 

και χρησιµοποιήθηκαν µε την µορφή συναρτήσεων (functions). 
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Ο Βασικός Αλγόριθµος (Κύριος) 

 
%******************************************************************* 
% Filling Box Simulation (main.m) 
%******************************************************************* 
  
%  Program for the Analysis of the behaviour of a fluid entrained  

%  into a filling box 
%  ----------------------------------------------------------------- 
%  v1.00, December 2011 
%  (c) Copyright 2011 Georgios V. Deskos. All rights reserved 
%  email: gdeskosv@yahoo.gr 
%  School of Civil Engineering, National Technical University of     

%  Athens 
%  ----------------------------------------------------------------- 
%  Files that belong to the program: 
%  1. main.m (this file) 
%  2. Qfirstfront.m 
%  3. Mfirstfront.m 
%  4. Qstratified.m 
%  5. Mstratified.m 
%  6. Bstratifier.m 
%  7. Runge.m 

 
% Start main program  
clear %Clear memory (workspace) 
clc %Clear command window 
format long; %Show results with many decimals 

  
% Get the initial Flow values 
D=input('Give the nozzle diameter in cm  : '); 
Q=input('Give the initial flux in cm3/s  : '); 
g_=input('Give the buoyant accelaration  : '); 
dt=input('Give the time step in sec  : '); 

  
% Get the Filling box caracteristics 
H=input('Give the height of the tank in cm : '); 
b=input('Give the depth of the tank in cm  : '); 

  
tic %Initialize timer for analysis 
  
%--------------------------|--------------------|------------------- 
% Symbols and Values       | Units              |  Description 
%__________________________|____________________|___________________ 
U=4*Q/(pi()*D^2);          % cm/s               |  Initial velocity 
M=U*Q;                     % cm4/s2             | 
g=981;                     % cm/s2              |  Gravity 

accelaration  
rhoamb=1 ;                 % gr/cm3             |  Ambient Density 
rhotr=(g-g_)/g*rhoamb ;    % gr/cm3             |  Tracer Density 
drho0=-rhoamb+rhotr;       % gr/cm3             |   
B=g_*Q;                    % cm4/s3             |  Buoyancy 
lQ=Q/M^0.5;                % cm                 |  lQ meter scale 
lM=M^(3/4)/B^0.5;          % cm                 |  lM meter scale 
Ri=lQ/lM;                  %  -                 |  Richardson Number 
%__________________________%____________________|___________________  

  
%------------------------------------------------------------------- 
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% Constant Numbers       
%--------------------|--------------------|------------------------- 
% Symbols and Values | Units              |  Description 
%____________________|____________________|_________________________ 
Ro=Ri;               %          -         |  Initial Richardson Number 
Rp=0.63;             %          -         |  Plume Richardson Number 
RoRp=Ro/Rp;          %          -         | 
Cp=0.27;             %          -         |   
lamda=1.02;          %          -         |   
ajet=0.0545*sqrt(2); %          -         |  jet entr.coefficient 
aplume=0.0875*sqrt(2);%         -         | plume entr. coefficient 
%___________________________________________________________________  

  
%-------------------------------------------------------------------

%Characteristics of the Filling Box          
%--------------------|--------------------|------------------------- 

% Symbols and Values | Units              |  Description 
%____________________|____________________|_________________________ 

A = b^2;             %         cm2        |  Area 
zo=3.7*lQ;           %         cm         |    
%____________________%____________________|_________________________ 

  

  
% Calculating the T ( Time Scale ) 
%------------------------------------------------------------------- 
T1=A*H/Q; 
Tj = A/(Cp*M^(1/2)); 
Tp=9.57*A*B^(-1/3)*H^(-2/3); 
T2=M/B; 

  
if Ro > 0.4 
    T=Tp 
    v=4.0 
else 
    Ro<0.4 
    T=Tj 
    v=3.0 
end 

  
temp = round(v*T/dt) 

  
% Defining the Matrices  
%-------------------------------------------------------------------  
xQ = zeros(temp,temp); % Entrained unknown Flux hence xQ 
xM= zeros(temp,temp);  % Entrained unknown Flux hence xM 
xB=zeros(temp,temp);   % Entrained unknown Flux hence xB 
dz = zeros(temp,temp); % Stair steps at each time step 
rho= zeros(temp,temp); % Density at each layer and time step 
drho=zeros(temp,temp);% Density difference at each layer and time step 
Ri=zeros(temp,temp);   % Richardson Number  
a=zeros(temp,temp);    % Entrainment Coefficient 
z=zeros(temp,temp); 

  
% Calculating the entrainment characteristics xQ,xM,xB,rho            
%-------------------------------------------------------------------  
  for i=1:temp; 
      for j=1:i;        
      if j == 1; 
            xQ(i,j)=Qfirstfront(i,H,dz,zo,Ro,Rp,Q); 
            xM(i,j)=Mfirstfront(i,H,dz,zo,Ro,Rp,M); 
            xB(i,j)=B;  
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      else 
            xQ(i,j)=Qstratified(i,j,dz,xQ,xM,xB,rho,a,rhotr,rhoamb); 
            xM(i,j)=Mstratified(i,j,dz,xQ,xM,xB,rho,a,rhotr,rhoamb); 
            xB(i,j)=Bstratified(i,j,dz,xQ,xM,xB,rho,a,rhotr,rhoamb);     
      end 
%-------------------------------------------------------------------      
%Calculating dz 
 if i==j; 
         dz(i,j)=dt*xQ(i,j)/A; 
 elseif i,j==1; %#ok<EQEFF> 
     dz(i,j)=dt*xQ(i,j)/A; 
 else 
     dz(i,j-1)=(xQ(i,j)-xQ(i,j-1))*dt/A + dz(i-1,j-1); 
 end 
%-------------------------------------------------------------------     
% Calculating drho , rho  
     drho(1,1)=drho0*Q/xQ(1,1);  
       if j==i; 
        drho(1,1)=drho0*Q/xQ(1,1);  
           if j>1;             
                drho(i,j)= -rhoamb/g*xB(i,j)/xQ(i,j);   
           end 
       else   
       drho(i,j)=0; 
       end 
       if j == i; 
            rho(1,1)=drho(1,1)+ rhoamb; 
          if j>1; 
             rho(i,j)= drho(i,j)+rho(i-1,j-1); 
          end 
       else    
         rho(i,j)= rho(i-1,j); 
       end 
%-------------------------------------------------------------------      
% Richardson Number in every step 

  
  Ri(i,j)=xQ(i,j)*xB(i,j)^(1/2)/xM(i,j)^(5/4); 
 if Ri(i,j)> 0.63;  
     Ri(i,j)=0.63;  
 else 
Ri(i,j)=xQ(i,j)*xB(i,j)^(1/2)/xM(i,j)^(5/4);  
 end 
%-------------------------------------------------------------------    
% Entrainment coefficient  
if i==1; 
    a(i,j)=0; 
else 
a(i,j)=ajet-(ajet-aplume)*(Ri(i-1,j)/Rp)^(2); 
end 
%-------------------------------------------------------------------  
% Calculating the z  
sum=0;     
    for n=1:i+1; 
        if n==1; 
            sum=0; 
        else 
    sum=sum+dz(i,n-1); 
        end 
        z(i,j)=sum; 

    
    end 
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      end 

       
    for k=1:i; 
    sum=0; 
    for l=1:k; 
        sum=sum+dz(k,l); 
    end 
    h(i)=H-sum; 
   end 
  if h(i) < 0.1*H; 
  break 
  end 
   m=i-1 
  end 

   
%Resizing the matrices   

 
xQ = xQ(1:m,1:m); 
xM= xM(1:m,1:m);  % Entrained unknown Flux hence xM 
xB=xB(1:m,1:m);   % Entrained unknown Flux hence xB 
dz = dz(1:m,1:m); % Stair steps at each time step 
rho= rho(1:m,1:m); % Density at each layer and time step 
drho=drho(1:m,1:m); % Density difference at each layer and time step 
Ri=Ri(1:m,1:m);   % Richardson Number  
a=a(1:m,1:m);    % Entrainment Coefficient 

  
% Plot the Results  
%------------------------------------------------------------------- 

  
% Defining  the h  

  
for i=1:m; 
    sum=0; 
    for j=1:i; 
        sum=sum+dz(i,j); 
    end 

     
       h(i)=H-sum; 

   
end 

  
 for i=1:m+1; 
  if i==1 
      y(i)=1; 
  else 
y(i)=h(i)/H; 
  end 
 end 
x=(0:dt:m*dt)'/T; 
subplot(1,3,1) 
p=plot(x,y) 
set(p,'Color','blue','LineWidth',2); 
 plottitle=' Normalized interface elevation '; 

  
 if  T==Tj 
     labelx='t/Tj'; 
 elseif T==Tp 
     labelx='t/Tp'; 
 else 
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     labelx='t*B/M'; 
 end 

      
 labely='h/H' ; 
 xlabel(labelx) 
 ylabel(labely) 
 title(plottitle) 
 grid on 
 hold off 

  
% Non Dimensionalized Instantaneous Density Profiles  
%------------------------------------------------------------------- 
zeta=zeros(m,m+2); 

  
  for i=1:m; 
      for j=1:i;  
if j==1 
zeta(i,j)=0; 
elseif j==2 
zeta(i,2)=h(i)/H; 
else 
zeta(i,j)=(z(i,j)+h(i))/H; 
end 
      end 
  end 
     
delta=zeros(m,m+2);   

  

  
  for i=1:m; 
      for j=1:i;  
if j==1 
delta(i,j)=0; 
elseif j==2 
delta(i,2)=0; 
else 
delta(i,j)=(rhoamb-rho(i,j))/(rhoamb-rhotr); 
end 
      end 
  end 
%------------------------------------------------------------------- 
  
% Plot ambient densities  

  
x1=delta(round(0.1*m),1:round(0.1*m))'; 
y1=zeta(round(0.1*m),1:round(0.1*m))'; 
x2=delta(round(0.2*m),1:round(0.2*m))'; 
y2=zeta(round(0.2*m),1:round(0.2*m))'; 
x3=delta(round(0.3*m),1:round(0.3*m))'; 
y3=zeta(round(0.3*m),1:round(0.3*m))'; 
x4=delta(round(0.4*m),1:round(0.4*m))'; 
y4=zeta(round(0.4*m),1:round(0.4*m))'; 
x5=delta(round(0.5*m),1:round(0.5*m))'; 
y5=zeta(round(0.5*m),1:round(0.5*m))'; 
x6=delta(round(0.6*m),1:round(0.6*m))'; 
y6=zeta(round(0.6*m),1:round(0.6*m))'; 
x7=delta(round(0.7*m),1:round(0.7*m))'; 
y7=zeta(round(0.7*m),1:round(0.7*m))'; 
x8=delta(round(0.8*m),1:round(0.8*m))'; 
y8=zeta(round(0.8*m),1:round(0.8*m))'; 
x9=delta(round(0.9*m),1:round(0.9*m))'; 
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y9=zeta(round(0.9*m),1:round(0.9*m))'; 
x10=delta(m,1:m)'; 
y10=zeta(m,1:m)'; 
subplot(1,3,2) 
  
p1=stairs(x1,y1); 
set(p1,'Color','red','LineWidth',2); 
 hold on 
p2=stairs(x2,y2); 
set(p2,'Color','green','LineWidth',2); 
 hold on 
p3=stairs(x3,y3); 
set(p3,'Color','magenta','LineWidth',2); 
 hold on 
p4=stairs(x4,y4); 
set(p4,'Color','blue','LineWidth',2); 
 hold on 
p5=stairs(x5,y5); 
set(p5,'Color','Cyan','LineWidth',2); 
 hold on 
p6=stairs(x6,y6); 
set(p6,'Color','Yellow','LineWidth',2); 
 hold on 
 p7=stairs(x7,y7); 
set(p7,'Color','Green','LineWidth',2); 
 hold on 
p8=stairs(x8,y8); 
set(p8,'Color','Black','LineWidth',2); 
 hold on 
 p9=stairs(x9,y9); 
set(p9,'Color','red','LineWidth',2); 
 hold on 
  p10=stairs(x10,y10); 
set(p10,'Color','blue','LineWidth',2); 
 hold on 

  

  
 plottitle=' Non-dimensional Instantaneous density profiles '; 
 labelx='\delta'; 
 labely='\zeta' ; 
 xlabel(labelx) 
 ylabel(labely) 
 title(plottitle) 
 grid on 

  
toc %terminate timer and report elapsed time 
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Υπορουτίνες FirstFront 

 

• Qfirstfront 

 
function xQ=Qfirstfront(I, H, dz, zo, Ro, Rp,Q) 
sum = 0; 
if I>1; 

for k=1:I-1; 
    sum = sum + dz(I-1,k);  
end 

end 
z=H - sum; 
xQ=Q*z/zo*(1+(Ro/Rp)^2*((z/zo)^2-1))^(1/3); 

 

• Mfirstfront 

function  xM=Mfirstfront(I, H, dz, zo, Ro, Rp,M) 
sum = 0; 
if I>1; 

for k=1:I-1 
    sum = sum + dz(I-1,k);  
end 

end 
z=H - sum; 
xM=M*(1+(Ro/Rp)^2*((z/zo)^2-1))^(2/3); 

 

Υπορουτίνες Stratified 

 

• Qstratified 

function y=Qstratified(i,j,dz,xQ,xM,xB,rho,a,rhotr,rhoamb) 
% Boundary values for the Runge-Kutta 
Qo=xQ(i,j-1); 
Mo=xM(i,j-1); 
Bo=xB(i,j-1); 
% Auxiliary Function  
if j==2 
    h=dz(1,1); 
    dD_dz=(rho(1,1)-rhoamb)/(h*rhoamb); 
   else 
    h=dz(i-1,j-1); 
dD_dz= (rho(i-1,j-1)-rho(i-1,j-2))/(h* rho(i-1,j-2)); 
end 
%Entrainment coefficient 
a=a(i-1,j-1); 

  
f=runge(Qo,Mo,Bo,dD_dz,h,a); 
y=f(1); 

 

• Mstratified 

function y=Mstratified(i,j,dz,xQ,xM,xB,rho,a,rhotr,rhoamb) 
% Boundary values for the Runge-Kutta 
Qo=xQ(i,j-1); 
Mo=xM(i,j-1); 
Bo=xB(i,j-1); 
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% Auxiliary Function  
if j==2 
    h=dz(1,1); 
    dD_dz=(rho(1,1)-rhoamb)/(h*rhoamb); 
   else 
    h=dz(i-1,j-1); 
dD_dz= (rho(i-1,j-1)-rho(i-1,j-2))/(h* rho(i-1,j-2)); 
end 
%Entrainment coefficient 
a=a(i-1,j-1); 
  

  
f=runge(Qo,Mo,Bo,dD_dz,h,a); 
y=f(2); 

 

• Bstratified 

function y=Bstratified(i,j,dz,xQ,xM,xB,rho,a,rhotr,rhoamb) 
% Boundary values for the Runge-Kutta 
Qo=xQ(i,j-1); 
Mo=xM(i,j-1); 
Bo=xB(i,j-1); 
% Auxiliary Function  
if j==2 
    h=dz(1,1); 
    dD_dz=(rho(1,1)-rhoamb)/(h*rhoamb); 
   else 
    h=dz(i-1,j-1); 
dD_dz= (rho(i-1,j-1)-rho(i-1,j-2))/(h* rho(i-1,j-2)); 
end 
%Entrainment coefficient 
a=a(i-1,j-1); 

  

  
f=runge(Qo,Mo,Bo,dD_dz,h,a); 
y=f(3); 
 

 

Υπορουτίνα Runge 

 
function y=runge(Qo,Mo,Bo,dD_dz,h,a) 

  
g = 981; 

  
f1=@(m) 2*sqrt(pi())*a*abs(m)^0.5; 
f2=@(q,m,b) q*b/m; 
f3=@(q) -g*abs(dD_dz)*q; 

  

  
k11 = h*f1(Mo); 
k12 = h*f2(Qo,Mo,Bo); 
k13 = h*f3(Qo); 

  
k21=h*f1(Mo+0.5*k12); 
k22=h*f2(Qo+0.5*k11,Mo+0.5*k12,Bo+0.5*k13); 
k23=h*f3(Qo+0.5*k11); 
  
k31=h*f1(Mo+0.5*k22); 
k32=h*f2(Qo+0.5*k21,Mo+0.5*k22,Bo+0.5*k23); 
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k33=h*f3(Qo+0.5*k21); 

  
k41 = h*f1(Mo+k32); 
k42 = h*f2(Qo+k31,Mo+k32,Bo+k33); 
k43 = h*f3(Qo+k31); 

  
w1=Qo + (1/6)*(k11+2*k21+2*k31+k41); 

  
w2=Mo + (1/6)*(k12+2*k22+2*k32+k42); 

  
w3=Bo + (1/6)*(k13+2*k23+2*k33+k43); 
  
y=[ w1 w2 w3 ]; 
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8 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 

8.1 Σύνδεση µεταξύ Αλατότητας και Πυκνότητας 

Στο παρακάτω σχήµα απεικονίζεται η σχέση µέσω της οποίας υπολογίστηκε η 

πυκνότητα του νερού της φλέβας. Τόσο η θερµοκρασία όσο και η ποσότητα του άλατος 

που προστέθηκε επηρεάζουν την πυκνότητα. Επιπλέον δίδεται µια προσεγγιστική 

σχέση που συνδέει την αλατότητα (g/kg) και την θερµοκρασία (
o
C) µε την πυκνότητα 

του αλατισµένου νερού της φλέβας (kg/m
3
). 

 

Σχήµα 8-1 ∆ιάγραµµα συσχέτισης της πυκνότητα του νερού µε την αλατότητα και την 

θερµοκρασία.  
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Οι προσεγγιστικές σχέσεις που χρησιµοποιήθηκαν για την εξαγωγή του παραπάνω 

διαγράµµατος είναι οι εξής: 

Για την πυκνότητα του νερού που δεν περιέχει αλάτι έχουµε. 

 �
�� � 00.0041�� 0 0.0435� ` 1000.7 (8-1) 

 

Ενώ για την πυκνότητα του νερού που περιέχει αλάτι έχουµε 

 �¾ � � ` �] ` T]R/� ` \]� (8-2) 

όπου S είναι η αλατότητα σε g άλατος/kg νερού και οι σταθερές A, B και C 

 

A =8.24493x10-1-4.0899 x 10-3T+7.6438 x 10-5 T2 –8.2467 x 10-7 T3 +5.3675 x 10-9 T4 

 

B = - 5.724 x 10
-3

 + 1.0227 x 10
-4 

T – 1.6546 x 10
-6

 T
2
 

 

C = 4.8314 x 10
-4
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8.2 Φωτογραφίες από την πειραµατική διαδικασία 

Κατά την πειραµατική διαδικασία όπως αναφέραµε και στην παράγραφο 4.2.1 η ροή 

της φλέβας γίνεται κατακόρυφα µε φορά προς τα κάτω. Το ρευστό της φλέβας αποτελεί 

ένα µίγµα νερού, άλατος και ροδαµίνης 6G. Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν είναι 

ίδια µε αυτά της κατακόρυφης φλέβας µε φορά προς τα πάνω.Οι παρακάτω 

φωτογραφίες αποτελούν µέρος της οπτικοποίησης της ροής για την περίπτωση απλής 

φλέβας. Η κάµερα υψηλής ακρίβειας η οποία βρίσκεται έναντι της δεξαµενής λαµβάνει 

12 φωτογραφίες ανά sec (12 frames/sec). Ο υπολογισµός του χρόνου για το 

υπολογιστικό µοντέλο ξεκινά την στιγµή όπου η φλέβα θα φτάσει στο κάτω όριο της 

δεξαµενής. Παρακάτω δίδονται οι εξής φωτογραφίες: 

Πίνακας 6 Φωτογραφίες από την πειραµατική διαδικασία για απλή φλέβα 

 

t=0 s 

 

t=29 s 

 

t=58 s 

 

t=72 s 
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t=118 s 

 

t=146 s 

 

t=167 s 

 

t=202 s 

Από τις παραπάνω φωτογραφίες παρατηρούµε ότι η θέση της διεπιφάνειας για κάθε 

χρονική στιγµή γίνεται εύκολα αντιληπτή ακόµη και µε γυµνό µάτι. Για να 

σχεδιάσουµε την καµπύλη ανόδου της διεπιφάνειας υπολογίζουµε το µέσο πάχος h της 

κάτω (αναµεµιγµένης) περιοχής για κάθε χρονική στιγµή. Εν συνεχεία τοποθετούµε τα 

διάφορα h σε ένα σύστηµα συντεταγµένων µε τετµηµένη τον χρόνο t. Το διάγραµµα 

που θα προκύψει αποτελεί την καµπύλη ανόδου. Από την άλλη µεριά τα πυκνοµετρικά 

προφίλ δεν µπορούν να προκύψουν αλλιώς παρά µόνο ύστερα από την ανάλυση των 

φωτογραφιών µε την χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή. 


