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Εισαγωγή

Η κβαντική ϑεωρία πεδίου σε καµπύλους χωροχρόνους είναι η ϑεωρία στην οποί-
α η ύλη αντιµετωπίζεται πλήρως σύµφωνα µε τις αρχές της κβαντικής ϑεωρίας
πεδίου ενώ η ϐαρύτητα αντιµετωπίζεται κλασικά σε συµφωνία µε τη γενική ϑεωρί-
α της σχετικότητας. ∆εν αναµένεται να είναι µια ακριβής ϑεωρία της ϕύσης αλλά
ϑα πρέπει να παρέχει µια καλή προσέγγιση στην περιγραφή της όταν τα κβαντικά
ϕαινόµενα της ίδιας της ϐαρύτητας δεν παίζουν κυρίαρχο ϱόλο. Ανεξάρτητα από
την κλασική αντιµετώπιση της ϐαρύτητας, η κβαντική ϑεωρία πεδίου σε καµπύ-
λους χωροχρόνους µας παρέχει µερικές από τις ϐαθύτερες γνώσεις που έχουµε
µέχρι στιγµής σχετικά µε τη ϕύση της κβαντικής ϐαρύτητας.

Η κβαντική ϑεωρία πεδίου όπως διατυπώνεται συνήθως εµπεριέχει πολλά σ-
τοιχεία τα οποία είναι πολύ ξεχωριστά στο χωρόχρονο Minkowski, όταν δηλαδή
ο χωρόχρονος ϑεωρείται επίπεδος. Γνωρίζουµε όµως από την γενική ϑεωρία της
σχετικότητας ότι ο χωρόχρονος δεν είναι επίπεδος και πράγµατι υπάρχουν πολύ
ενδιαφέροντα ϕαινόµενα κβαντικής ϑεωρίας πεδίου σε περιβάλλοντα όπως το αρ-
χικό σύµπαν, οι περιοχές κοντά σε µαύρες τρύπες και ένα διαστελλόµενο σύµπαν,
όπου ο χωρόχρονος δεν µπορεί να προσεγγιστεί ως επίπεδος.

Είναι σχετικά απλό να γενικεύσουµε την κβαντική ϑεωρία πεδίου από τον
επίπεδο στον καµπύλο χωρόχρονο. Αυτό συµβαίνει γιατί υπάρχει ένας ξεκάθαρος
διαχωρισµός ανάµεσα στις εξισώσεις πεδίου και τις λύσεις τους. ΄Οπως ϑα δούµε
οι εξισώσεις πεδίου µπορούν να γενικευθούν ευθέως στον καµπύλο χωρόχρονο.
Οι λύσεις των εξισώσεων πεδίου δεν χρειάζεται να γενικευτούν από τον επίπεδο
στον καµπύλο χωρόχρονο και αυτό δεν επηρεάζει τη διατύπωση της ϑεωρίας.

Σε αυτή τη διπλωµατική εργασία τελικός σκοπός µας ϑα είναι η µελέτη της
παραγωγής σωµατιδίων σε ένα δισδιάστατο σύµπαν Robertson-Walker µε “µέσα”
και “έξω” περιοχές που ϑα έχουν τη µορφή χωρόχρονου Minkowski. Για να
καταλήξουµε εκεί, για να καταλήξουµε δηλαδή στην κβαντική ϑεωρία πεδίου σε
καµπύλους χωροχρόνους ξεκινάµε από τα ϐασικά στοιχεία της κλασικής ϑεωρίας
πεδίου τα οποία παρουσιάζουµε στο πρώτο κεφάλαιο. Στο δεύτερο κεφάλαιο προ-
χωράµε στην κβάντωση της ϑεωρίας σε χωρόχρονο Minkowski για ένα ϐαθµωτό
πεδίο. Μια σύντοµη αναφορά στη γενική ϑεωρία της σχετικότητας πραγµατοποιεί-
ται στο τρίτο κεφάλαιο η οποία εµπεριέχει τα απαραίτητα στοιχεία για να καταλήξ-
ουµε στον τανυστή καµπυλότητας Riemann τον οποίο ϑα εισαγάγουµε στη µελέτη
µας. Στο τέταρτο και τελευταίο κεφάλαιο ϑα έχουµε τα απαραίτητα εφόδια για να
κατασκευάσουµε µια κβαντική ϑεωρία πεδίου για καµπύλους χωροχρόνους και
συγκεκριµένα για ένα διαστελλόµενο σύµπαν Robertson-Walker µε “µέσα” και
“έξω” περιοχές Minkowski. Τα ϑεωρητικά συµπεράσµατα στα οποία ϑα καταλή-
γουµε κάθε ϕορά ϑα συνοδεύονται από αριθµητική µελέτη χρησιµοποιώντας το
πρόγραµµα mathematica.

Ολοκληρώνοντας την εισαγωγή αυτή ϑα ήθελα να ευχαριστήσω τον καθηγητή
µου κύριο Γεώργιο Κουτσούµπα για την εµπιστοσύνη που µου έδειξε και για την
πολύτιµη ϐοήθεια που µου προσέφερε κατά την εκπόνηση της διπλωµατικής µου
εργασίας.
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Κεφάλαιο 1

Κλασική Θεωρία Πεδίου

1.1 ΄Αποψη της ελάχιστης δράσης

Οι κβαντικές ϑεωρίες χτίζονται εφαρµόζοντας µια διαδικασία κβάντωσης στις κ-
λασικές ϑεωρίες. Το σηµείο έναρξης µιας κλασικής ϑεωρίας είναι η αρχή της
ελάχιστης δράσης. Η τροχία που ϑα ακολουθήσει ένα σωµατίδιο προσδιορίζεται
από το αξίωµα (αρχή) ότι από την ποικιλία των δυνατοτήτων ϑα επιλέξει εκείνη
για την οποία µια ποσότητα που καλείται δράση ϑα γίνει ελάχιστη. Η δράση S
ορίζεται

S =

∫ t2

t1

L(q(t), q̇(t))dt (1.1)

όπου q(t) η ϑέση του σωµατιδίου ως συνάρτηση του χρόνου και q̇(t) = dq(t)
dt η

ταχύτητά του, ενώ η L ονοµάζεται Λαγκρανζιανή συνάρτηση. Η συνάρτηση S δεν
είναι απλά µια συνάρτηση του t - είναι καλύτερα µια συνάρτηση ολόκληρου του
συνόλου των σηµείων q(t). Είναι µια συνάρτηση της συνάρτησης q(t), ή αλλιώς ένα
συναρτησιακό του q(t). Αυτό που ϑέλουµε να ξέρουµε είναι ποιό συγκεκριµένο
qc(t) ελαχιστοποεί την S.

q(t)

q1(t)

q2(t)

q3(t)

q4(t)

q5(t)

t1 t2

Σχήµα 1.1: Πιθανές χωροχρονικές τροχίες από το σηµείο q(t1) στο q(t2)

Θεωρούµε µια µικρή αλλαγή δq(t) στη διαδροµή από το q(t1) στο q(t2). Στο
ελάχιστο η αλλαγή δS στη δράση που αντιστοιχεί στην αλλαγή δq(t) ϑα πρέπει να

3



µηδενίζεται. Η αλλαγή στη δράση δίνεται από τη σχέση

δS =

∫ t2

t1

( ∂L

∂q(t)
δq(t) +

∂L

∂q̇(t)
δq̇(t)

)
dt (1.2)

αφού γενικά για µια συνάρτηση f(x1, x2, ..., xn) ισχύει

df(x1, x2, ..., xn) =
∂f(x1, x2, ..., xn)

∂x1
dx1+

∂f(x1, x2, ..., xn)

∂x2
dx2+...+

∂f(x1, x2, ..., xn)

∂xn
dxn

Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι δq̇(t) = d(δq(t))
dt έχουµε

δS =

∫ t2

t1

( ∂L

∂q(t)
δq(t) +

∂L

∂q̇(t)

d(δq(t))

dt

)
dt

και ολοκληρώνοντας στην (1.2) τον δεύτερο όρο κατά παράγοντες

δS =

∫ t2

t1

( ∂L

∂q(t)
δq(t)− d

dt

∂L

∂q̇(t)
δq(t)

)
dt+

[ ∂L

∂q̇(t)
δq(t)

]t2
t1

Εφόσον ϑεωρούµε αλλαγές στη διαδροµή κατά την οποίς όλες οι τροχιές ξεκινούν
τη χρονική στιγµή t1 και σταµατούν τη χρονική στιγµή t2 ϑα έχουµε ότι δq(t1) =
δq(t2) = 0. ΄Ετσι η συνθήκη δS = 0 γίνεται

δS =

∫ t2

t1

δq(t)
( ∂L

∂q(t)
− d

dt

∂L

∂q̇(t)

)
dt = 0

Η παραπάνω όµως πρέπει να ισχύει για κάθε δq(t) αφού η επιλογή του δq(t) ήταν
εξ αρχής αυθαίρετη. ΄Ετσι καταλήγουµε στην

∂L

∂q(t)
− d

dt

∂L

∂q̇(t)
= 0 (1.3)

που είναι η περίφηµη εξίσωση κίνησης Euler - Lagrange. Η λύση της δίνει την
τροχία qo(t) που πραγµατικά ακολουθεί το σωµατίδιο.

Θα δούµε τώρα πως ϑα χρησιµοποιήσουµε την προσέγγιση Lagrange - Hamil-
ton για το πεδίο, ξεκινώντας από την κλασική περίπτωση και περιοριζόµενοι στη
µία διάσταση για αρχή. Θα έχουµε στο µυαλό µας το όριοN →∞ της περίπτωσης
των N ϐαθµών ελευθερίας.

{qr(t); r = 1, 2, ..., N} −−−−→
N→∞

φ(x, t)

όπου το x τώρα είναι µία συνεχής µεταβλητή που επισηµαίνει την µετατόπιση της
“χορδής” (Σχήµα 1.2). Η εγκάρσια ταλάντωση της χορδής περιγράφεται από το
πεδίο φ(x, t). Σε κάθε σηµείο x της χορδής το φ(x, t) µετράει τη µετατόπιση απο
τη ϑέση ισορροπίας, τη χρονική στιγµή t, ενός µικρού στοιχείου χορδής γύρω από
το σηµείο x. Σε κάθε σηµείο x έχουµε έναν ανεξάρτητο ϐαθµό ελευθερίας φ(x, t)
- έτσι το σύστηµα πεδίο έχει ένα “συνεχές άπειρο” ϐαθµών ελευθερίας.

΄Ενα καινούργιο δεδοµένο εµφανίζεται επειδή η φ είναι συνεχής συνάρτηση
του x. Υποθέτουµε ότι η ίδια η L ϑα πρέπει να είναι χωρικό ολοκλήρωµα µιας
ϐαθµωτής συνάρτησης η οποία ϑα εξαρτάται και απο το ∂φ

∂x εκτός των φ και φ̇.
Τη συνάρτηση αυτή την ονοµάζουµε Λαγκρανζιανή πυκνότητα L = L

(
φ, ∂φ∂x , φ̇

)
4



qr−2

qr−1

qr

qr+1

qr+2

qr+3

qr+4

φ(x, t)

x

Σχήµα 1.2: το πέρασµα από ένα µεγάλο αριθµό διακριτών ϐαθµών ελευθερίας
(σωµατίδια µε µάζα που συνδέονται µε ελατήρια) στον συνεχή ϐαθµό ελευθερίας
(πεδίο).

(σε µια διάσταση). Θα εκφράσουµε τώρα τα πάντα συναρτήσει της Λαγκρανζιανής
πυκνότητας L. Η δράση S[φ] είναι ένα συναρτησιακό

S[φ] =

∫
L dt =

∫
dt

∫
L
(
φ,
∂φ

∂x
, φ̇
)
dx

΄Οπως και πριν χρησιµοποιούµε την ίδια ϑεµελιώδη αρχή

δS = 0

µε την αλλαγή στη δράση να δίνεται από τη σχέση

δS =

∫
dt

∫ [∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂
(
∂φ
∂x

)δ(∂φ
∂x

)
+
∂L
∂φ̇

δφ̇
]
dx

=

∫
dt

∫ [∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂
(
∂φ
∂x

) ∂
∂x

(δφ) +
∂L
∂φ̇

d

dt
(δφ)

]
dx

αφού δ
(
∂φ
∂x

)
= ∂

∂x (δφ) και δφ̇ = d
dt (δφ). Εφαρµόζοντας ξανά ολοκλήρωση

κατά παράγοντες στο x και στο t στον δεύτερο και τρίτο όρο αντίστοιχα έχουµε

δS =

∫
dt

∫ [∂L
∂φ

δφ− ∂

∂x

( ∂L
∂
(
∂φ
∂x

))δφ− ∂

∂t

(∂L
∂φ̇

)
δφ
]
dx+

[ ∂L
∂
(
∂φ
∂x

)δφ]x2

x2

+
[∂L
∂φ̇

δφ
]x2

x2

Οι δύο τελευταίοι όροι µηδενίζονται από τις αρχικές συνθήκες δφ(x1) = δφ(x2) =
0 αφήνοντας

δS =

∫
dt

∫ [∂L
∂φ

δφ− ∂

∂x

( ∂L
∂
(
∂φ
∂x

))δφ− d

dt

(∂L
∂φ̇

)
δφ
]
dx

Εφόσον η δφ είναι µια τυχαία συνάρτηση η απαίτηση δS = 0 µας δίνει την εξίσωση
πεδίου Euler - Lagrange

∂L
∂φ
− ∂

∂x

( ∂L
∂
(
∂φ
∂x

))− ∂

∂t

(∂L
∂φ̇

)
= 0

Η γενίκευση στις τρεις διαστάσεις είναι

∂L
∂φ
−∇

( ∂L
∂(∇φ)

)
− ∂

∂t

(∂L
∂φ̇

)
= 0
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Για τα σχετικιστικά πεδία η εξίσωση Euler - Lagrange γράφεται άµεσα σε αναλ-
λοίωτη µορφή

∂L
∂φ
− ∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

)
= 0

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση αυτή την Λαγκρανζιανή L = 1
2∂µφ∂

µφ− 1
2m

2φ2 ϑα
έχουµε

∂

∂φ

(1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2

)
− ∂µ

( ∂

∂(∂µφ)

(1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2

))
= 0

⇒ ∂

∂φ

(1

2

(∂φ
∂t

)2

− 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
−∇

( ∂

∂(∇φ)

(1

2

(∂φ
∂t

)2

− 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

))
− ∂

∂t

( ∂

∂φ̇

(1

2

(∂φ
∂t

)2

− 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

))
= 0

⇒ −m2 +∇2φ− ∂2φ

∂t2
= 0

Καταλήξαµε έτσι στην εξίσωση Klein - Gordon για το πεδίο φ(x, t)

(�+m2)φ(x, t) = 0 (1.4)

Το πεδίο φ(x, t) είναι ένα ϐαθµωτό πεδίο. Βαθµωτό σηµαίνει ότι το πεδίο έ-
χει µόνο µία ανεξάρτητη συνιστώσα σε κάθε σηµείο (x, t) - σε αντίθεση µε το
ηλεκτροµαγνητικό πεδίο, για παράδειγµα, στο οποίο η ανάλογη ποσότητα έχει
τέσσερις συνιστώσες ϕτιάχνοντας ένα τετραδιάστατο διανυσµατικό πεδίοAµ(x, t) =
(A0(x, t),A(x, t)). Στην κβαντική περίπτωση τα ϐαθµωτά πεδία είναι κατάλληλα
για να περιγράψουν σωµατίδια µε σπιν 0.

Ο λόγος που χρησιµοποιούµε τον Λαγκραζιανό ϕορµαλισµό είναι ότι καθιστά
εύκολο να ικανοποιηθεί το αναλλοίωτο κατά Lorentz καθώς και άλλες συµµετρίες.
Μια κλασική ϑεωρία µε Lorentz αναλλοίωτη Λαγκρανζιανή πυκνότητα όταν κβαν-
τιστεί µε κανονικό τρόπο κβάντωσης οδηγεί σε µια Lorentz αναλλοίωτη κβαντική
ϑεωρία.

1.2 Το ϑεώρηµα Noether

Η σχέση ανάµεσα σε συµµετρίες και νόµους διατήρησης στη ϑεωρία πεδίου δίνεται
από το ϑεώρηµα Noether. Το ϑεώρηµα αυτό αφορά συνεχείς µετασχηµατισµούς
στα πεδία φ οι οποίοι σε απειροστή µορφή µπορούν να γραφτούν

φ(x)→ φ′(x) = φ(x) + aδφ(x)

όπου a είναι µια απειροστή παράµετρος και δφ είναι µια παραµόρφωση του
πεδίου. Θα λέµε ότι ο µετασχηµατισµός αυτός είναι µια συµµετρία αν αφήνει
τις εξισώσεις κίνησης αναλλοίωτες. Αυτό εξασφαλίζεται αν η δράση S είναι αναλ-
λοίωτη κάτω από τον µετασχηµατισµό φ→ φ′.

Το ϑεώρηµα Noether συνοψίζεται ως εξής. Θεωρούµε σύστηµα που περι-
γράφεται από µια Λαγκρανζιανή L =

∫
d3xL(φ(x), ∂µφ(x)) και έχει εξίσωση

κίνησης ∂L
∂φ − ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
= 0. Κάθε συνεχής µετασχηµατισµός που αφήνει

αναλλοίωτη τη δράση S =
∫
Ldt συνεπάγεται ύπαρξη διατηρούµενου ϱεύµατος

jµ(x). Πιο γενικά µπορούµε να επιτρέψουµε στη δράση να αλλάζει κατά έναν
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επιφανειακό όρο αφού το ολοκλήρωµά του εν τέλει ϑα µηδενιστεί και δεν ϑα
επηρεάσει την παραγωγή της εξίσωσης Euler-Lagrange. Η Λαγκρανζιανή λοιπόν
αρκεί να είναι αναλλοίωτη κάτω από τον µετασχηµατισµό φ → φ′ µέχρι και την
τετρα-παραγώγιση

L(x)→ L(x) + a∂µJ
µ(x) για κάποιο Jµ (1.5)

Στην πράξη, αν εφαρµόσουµε ένα µετασχηµατισµό της µορφής

φ→ φ′ = φ+ aδφ

η αλλαγή στη Λαγκρανζιανή ϑα είναι ένας επιπλέον όρος

aδL = a
∂L
∂φ

δφ+ a
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)

΄Οµως η διαφορά των παραγώγων ισούται µε την παράγωγο της διαφοράς

δ(∂µφ) ≡ ∂µφ′ − ∂µφ = ∂µ(φ′ − φ) = ∂µδφ

έτσι η παραπάνω γράφεται

aδL = a
∂L
∂φ

δφ+ a
∂L

∂(∂µφ)
∂µ(δφ)

Επιπλέον ισχύει

∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

δφ
)

= ∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

)
δφ+

∂L
∂(∂µφ)

∂µδφ

΄Ετσι η αλλαγή στη Λαγκρανζιανή τελικά είναι

aδL = a
∂L
∂φ

δφ+ a∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

δφ
)
− a∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

)
δφ

= a
(∂L
∂φ
− ∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

))
δφ+ a∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

δφ
)

= a∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

δφ
)

όπου ο πρώτος όρος µηδενίστηκε λόγω της εξίσωσης Euler - Lagrange. Εξισώνον-
τας την αλλαγή αυτή µε τον όρο a∂µJµ(x) της σχέσης (1.5) ϐρίσκουµε

a∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

δφ
)

= a∂µJ
µ ⇒ a∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

δφ− Jµ
)

= 0 ⇒ ∂µj
µ = 0

(1.6)
µε jµ(x) = ∂L

∂(∂µφ)δφ − Jµ(x). Το αποτέλεσµα αυτό υποδηλώνει ότι το ϱεύµα jµ
διατηρείται. Ο παραπάνω νόµος διατήρησης εκφράζεται επίσης λέγοντας ότι το
ϕορτίο, που ορίζουµε Q =

∫
χώρο j

0d3x, είναι σταθερό στο χρόνο.

1.3 Τανυστής ενέργειας - ορµής και ορµή πεδίου

Το ϑεώρηµα Noether µπορεί να εφαρµοστεί και σε χωροχρονικούς µετασχηµα-
τισµούς όπως οι µετατοπίσεις και οι περιστροφές. Μπορούµε να περιγράψουµε
µια απειροστή χωροχρονική µετατόπιση

xµ → xµ′ = xµ + aµ
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σαν ένα µετασχηµατισµό του πεδίου µε τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος Taylor

φ(x)→ φ(x+ a) = φ(x) + aµ∂µφ(x) (1.7)

Η Λαγκρανζιανή είναι επίσης µια ϐαθµωτή συνάρτηση έτσι ϑα πρέπει να µετασχη-
µατίζεται µε τον ίδιο τρόπο

L → L+ aµ∂µL = L+ aν∂µ(δµνL) (1.8)

Συγκρίνοντας τη σχέση αυτή µε την (1.5) συµπεραίνουµε ότι Jµ = δµνL. ΄Ετσι
εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα Noether ϑα έχουµε από τη σχέση (1.6)

∂µ

(
aν

∂L
∂(∂µφ)

δφ− aνδµνL
)

= 0
(1.7)⇒ ∂µ

(
aν

∂L
∂(∂µφ)

∂νφ− aνδµνL
)

= 0

τέσσερα ξεχωριστά ϱεύµατα

Tµν ≡
∂L

∂(∂µφ)
∂νφ− δµνL (1.9)

Αυτός ακριβώς είναι ο τανυστής τάσης - ενέργειας ή αλλιώς ο τανυστής ενέργειας -
ορµής του πεδίου φ. Το διατηρούµενο ϕορτίο που σχετίζεται µε χρονικές µετατοπί-
σεις είναι η χαµιλτονιανή

H =

∫
T 00d3x =

∫
H d3x

όπου µε H έχουµε συµβολίσει την χαµιλτονιανή πυκνότητα.
Για τη Λαγκρανζιανή Klein - Gordon L = 1

2 (∂κφ)2 − 1
2m

2φ2 η σχέση (1.9) ϑα
δώσει

Tµν =
∂

∂(∂µφ)

(1

2
(∂κφ)2 − 1

2
m2φ2

)
∂νφ−

(1

2
(∂κφ)2 − 1

2
m2φ2

)
δµν

πολλαπλασιάζουµε από αριστερά µε τον µετρικό τανυστή ηaν =


1
−1

−1
−1


ηaνTµν = Tµa

= ηaν
∂

∂(∂µφ)

(1

2
(∂0φ)2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
∂νφ− ηaν

(1

2
(∂0φ)2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
δµν

τότε

T 00 = η0ν ∂

∂(∂0φ)

(1

2
(∂0φ)2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
∂νφ− η0ν

(1

2
(∂0φ)2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
δ0
ν

= ∂0φ∂
0φ− 1

2
(∂0φ)2 +

1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2φ2

= (∂0φ)2 − 1

2
(∂0φ)2 +

1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2φ2

=
1

2
(∂0φ)2 +

1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2φ2 (1.10)

8



Βρήκαµε έτσι τη µορφή της χαµιλτονιανής πυκνότητας. Το διατηρούµενο ϱεύµα
που σχετίζεται µε χωρικές µεταβολές είναι η ορµή

P i =

∫
T 0i d3x

Υπολογίζουµε

T 0i = ηiν
∂

∂(∂0φ)

(1

2
(∂0φ)2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
∂νφ− ηiν

(1

2
(∂0φ)2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
δ0
ν

(i 6=0)
= ∂0φ∂

iφ = −∂0φ∂iφ

΄Οπως ϑα δείξουµε και στη συνέχεια η π = ∂0φ είναι η λεγόµενη συζυγής ορµή
του πεδίου Klein-Gordon. Θα είναι τότε

P i = −
∫
π∂iφ d

3x (1.11)

και αντιµετωπίζουµε την ποσότητα αυτή ως την (ϕυσική) ορµή που ϕέρει το πεδίο,
την οποία δεν πρέπει να τη συγχέουµε µε τη συζυγή ορµή που ϑα χρησιµοποιούµε
κατά την κβάντωση της ϑεωρίας αργότερα.

Ο Λαγκρανζιανός ϕορµαλισµός της ϑεωρίας πεδίου είναι κατάλληλος για τη
σχετικιστική δυναµική επειδή όλες οι εκφράσεις είναι Lorentz αναλλοίωτες. Παρ’
όλα αυτά είναι χρήσιµο να χρησιµοποιούµε και τον χαµιλτονιανό ϕορµαλισµό
καθώς διευκολύνει τη µετάβαση στην κβαντική µηχανική. Αρχικά ορίζουµε τη
συζυγή ορµή ενός πεδίου ως την παράγωγο της Λαγκρανζιανής πυκνότητας ως
προς τη χρονική παράγωγο του πεδίου.

π ≡ ∂L
∂(∂0φ)

(1.12)

΄Οπως έχουµε ήδη δηλώσει στην περίπτωση της Λαγκρανζιανής Klein - Gordon η
συζυγής ορµή είναι

π =
∂

∂(∂0φ)

(1

2
(∂0φ)2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
= ∂0φ

Φυσικά αφού αναφερόµαστε στη χρονική παράγωγο σηµαίνει ότι έχουµε επιλέξει
ένα συγκεκριµένο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς. Εποµένως η χαµιλτονιανή
διατύπωση απαραίτητα παραβιάζει το αναλλοίωτο κατά Lorentz. Παρ’ όλα αυτά, αν
είµαστε προσεκτικοί, οι παρατηρήσιµες ποσότητες ϑα είναι Lorentz αναλλοίωτες.
Η χαµιλτονιανή είναι το χωρικό ολοκλήρωµα της χαµιλτονιανής πυκνότητας

H =

∫
H dn−1x

Η χαµιλτονιανή πυκνότητα µε τη σειρά της σχετίζεται µε τη Λαγκρανζιανή πυκνότη-
τα µε τον µετασχηµατισµό Legendre

H = πφ̇− L(φ, ∂µφ)
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΄Ετσι από τη Λαγκρανζιανή πυκνότητα Klein - Gordon µπορούµε να κατασκευά-
σουµε την χαµιλτονιανή πυκνότητα

H =

∫
d3x
(
πφ̇− L(φ, ∂µφ)

)
=

∫
d3x
(∂L
∂φ̇

φ̇− L(φ, ∂µφ)
)

=

∫
d3x
( ∂

∂φ̇

(1

2
φ̇2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

)
φ̇−

(1

2
φ̇2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2

))
=

∫
d3x
(
φ̇φ̇− 1

2
φ̇2 +

1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2φ2

)
=

∫
d3x
(1

2
φ̇2 +

1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2φ2

)
=

∫
d3x
(1

2
π2 +

1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2φ2

)
που είναι ακριβώς αυτή που ϐρήκαµε στη σχέση (1.10).

1.4 Λύση της κλασικής ϑεωρίας

Εµείς ϑα δουλέψουµε στην εικόνα του Heisenberg στην οποία είναι πιο εύκολη
η µελέτη χρονοεξαρτώµενων ποσοτήτων. Πριν προχωρήσουµε στην κβάντωση του
πεδίου ϑα ολοκληρώσουµε την κλασική ανάλυση λύνοντας τη ϑεωρία. ΄Ενα σύνολο
λύσεων της εξίσωσης Klein - Gordon

(�+m2)φ = 0

είναι το επίπεδο κύµα

uk(t, x) ∼ eikµxµ = e−iωt+ikx

όπου το κυµατάνυσµα kµ έχει συνιστώσες kµ = (ω,k) και η συχνότητα ω πρέπει
να ικανοποιεί τη σχέση διασποράς

ω2 = k2 +m2

Μπορούµε να γράψουµε την πιο γενική λύση κατασκευάζοντας ένα πλήρες, ορ-
ϑοκανονικό σύνολο λύσεων (modes) ως προς της οποίες µπορεί να εκφραστεί
οποιαδήποτε λύση. Για να έχει έννοια ο όρος “ορθοκανονικό” χρειάζεται να
ορίσουµε ένα ϐαθµωτό γινόµενο στο χώρο των λύσεων της εξίσωσης Klein - Gor-
don. Αν και οι λύσεις είναι συναρτήσεις του χωροχρόνου το κατάλληλο ϐαθµωτό
γινόµενο µπορεί να εκφραστεί ως το ολοκλήρωµα πάνω σε µια χρονικά σταθερή
υπερεπιφάνεια1 Σt.

1Για να εξηγήσουµε τον όρο υπερεπιφάνεια ϑα πρέπει πρώτα να δώσουµε τον ορισµό µιας πολ-
λαπλότητας. Η έννοια της πολλαπλότητας αντιστοιχεί σε έναν χώρο ο οποίος µπορεί να είναι καµπύ-
λος και να έχει µια πολύπλοκη τοπολογία αλλά σε τοπικές περιοχές µοιάζει µε τον Ευκλείδιο χώρο
Rn. Λέγοντας “µοιάζει σαν” δεν εννοούµε ότι η µετρική είναι ίδια αλλά ότι πιο αρχικές έννοιες
όπως συναρτήσεις και συντεταγµένες λειτουργούν µε παρόµοιο τρόπο. Ολόκληρη η πολλαπλότητα
κατασκευάζεται ενώνοντας οµαλά αυτές τις περιοχές µεταξύ τους. ΄Ενα κρίσιµο σηµείο είναι ότι η
διάσταση n των Ευκλείδιων χώρων που χρησιµοποιούνται πρέπει να είναι ίδια σε κάθε κοµµάτι της
πολλαπλότητας. Τότε λέµε ότι η πολλαπλότητα είναι διάστασης n. Με αυτή τη προσέγγιση µπορούµε
να αναλύσουµε συναρτήσεις σε έναν τέτοιο χώρο µετατρέποντάς τες (τοπικά) σε συναρτήσεις του Ευ-
κλείδιου χώρου. Μια υπερεπιφάνεια είναι µια (n-1)-διάστατη υποπολλαπλότητα Σ µιας n-διάστατης
πολλαπλότητας M . (Φυσικά αν n = 3 η Σ είναι απλά µια επιφάνεια). Η πιο συχνή χρήση της υπ-
ερεπιφάνειας είναι ως το σύνορο µιας κλειστής περιοχήςN µιας πολλαπλότηταςM που κατά σύµβαση
δηλώνεται ∂N . Αν για παράδειγµα η N αποτελείται από όλα τα στοιχεία του Rn που ϐρίσκονται σε
µια απόσταση από την αρχή r 6 1 τότε το όριο ∂N είναι η (n-1) σφαίρα που καθορίζεται από το r = 1.
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(φ1, φ2) = −i
∫

Σt

(φ1∂tφ
∗
2 − φ∗2∂tφ1)dn−1x ≡ −i

∫
Σt

φ1
←→
∂t φ

∗
2d
n−1x (1.13)

Θα δείξουµε τώρα ότι το παραπάνω εσωτερικό γινόµενο είναι ανεξάρτητο από
την υπερεπιφάνεια στην οποία ολοκληρώνουµε. ΄Εστω δύο υπερεπιφάνειες Σ1 και
Σ2. Υποθέτουµε ότι φ1 και φ2 ικανοποιούν την εξίσωση Klein - Gordon (∂2

µ +
m2)φ = 0. Επιπλέον αν οι υπερεπιφάνειες δεν είναι συµπαγείς ϑεωρούµε ότι οι
εξισώσεις αυτές µηδενίζονται στο χωρικό άπειρο. ΄ΕστωN ο χώρος που περικλύεται
από τις Σ1 και Σ2 και , αν είναι απαραίτητο , χρονοειδή όρια στα οποία ισχύει
u1

k = u2
k = 0. Τότε µπορούµε να γράψουµε

(φ1, φ2)Σ2
−(φ1, φ2)Σ1

= −i
∮
∂N=Σ1−Σ2

(φ1
←→
∂µφ

∗
2)dn−1x = −i

∫
N

∂µ(φ1
←→
∂µφ

∗
2)dnx

όπου στο τελευταίο ϐήµα έχουµε χρησιµοποιήσει την n-διάστατη εκδοχή του νό-
µου του Gauss. Η ποσότητα µέσα στο ολοκλήρωµα γράφεται

∂µ(φ1
←→
∂µφ

∗
2) = ∂µ(φ1∂µφ

∗
2 − φ∗2∂µφ1)

= ∂µφ1∂µφ
∗
2 + φ1∂

µ∂µφ
∗
2 − ∂µφ∗2∂µφ1 − φ∗2∂µ∂µφ1

= φ1∂
µ∂µφ

∗
2 − φ∗2∂µ∂µφ1 = −φ1m

2φ∗2 + φ∗2m
2φ1 = 0

λόγω της εξίσωσης Klein - Gordon. Εποµένως πράγµατι

(φ1, φ2)Σ1
= (φ1, φ2)Σ2

Εφαρµόζοντας το εσωτερικό γινόµενο σε δύο επίπεδα κύµατα µε διαφορετικά κυ-
µατανύσµατα ϑα έχουµε

(eik
µ
1 xµ , eik

µ
2 xµ) = −i

∫
(e−iω1t+ik1x∂te

iω2t−ik2x − eiω2t−ik2x∂te
−iω1t+ik1x)dn−1x

= −i
∫ (

e−iω1t+ik1xiω2e
iω2t−ik2x + iω1e

iω2t−ik2x(e−iω1t+ik1x
)
dn−1x

=

∫ (
ω2e
−i(ω1−ω2)tei(k1−k2)x + ω1e

−i(ω1−ω2)tei(k1−k2)x
)
dn−1x

= (ω1 + ω2)e−i(ω1−ω2)t

∫
ei(k1−k2)xdn−1x

= (ω1 + ω2)e−i(ω1−ω2)t(2π)n−1δ(n−1)(k1 − k2)

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει την ιδιότητα της δ συνάρτησης∫
eikxdn−1x = (2π)n−1δ(n−1)(k) (1.14)

Το εσωτερικό γινόµενο µηδενίζεται εκτός κι αν τα χωρικά κυµατανύσµατα, και
εποµένως και οι συχνότητες ω, είναι ίδια και για τις δύο λύσεις. ΄Ετσι ένα ορ-
ϑοκανονικό σύνολο από λύσεις ϑα δίνεται από τη σχέση

uk(xµ) =
eikµx

µ(
(2π)n−12ω

)1/2
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µε
(uk1

, uk2
) = δ(n−1)(k1 − k2)

Η στρατηγική µας είναι να επιµείνουµε ότι το ω ϑα είναι πάντα ϑετικός αριθµός
και ϑα συµπληρώσουµε το σύνολο των λύσεων µε τις µιγαδικές συζυγείς u∗k(xµ).
Θα λέµε ότι οι uk λύσεις είναι ϑετικής συχνότητας εννοώντας ότι ικανοποιούν τη
σχέση

∂tuk = −iωuk , ω > 0

ενώ τα u∗k είναι αρνητικής συχνότητας ικανοποιώντας την

∂tu
∗
k = iωu∗k , ω > 0

Οι συζυγείς µιγαδικές λύσεις είναι ορθογώνιες στις αρχικές λύσεις καθώς

(uk1
, u∗k2

) = −i
∫ (

uk1
∂t(u

∗
k2

)∗ − (u∗k2
)∗∂tuk1

)
dn−1x

= −i
∫ (

uk1∂tuk2 − uk2∂tuk1

)
dn−1x

= −i
∫ (

uk1
(−iω)uk2

− uk2
(−iω)uk1

)
dn−1x

= 0

και ορθοκανονικά µεταξύ τους

(u∗k1
, u∗k2

) = −i
∫ (

u∗k1
∂t(u

∗
k2

)∗ − (u∗k2
)∗∂tu

∗
k1

)
dn−1x

= −i
∫ (

u∗k1
∂tuk2

− uk2
∂tu
∗
k1

)
dn−1x

= −i
∫ (

u∗k1
(−iω)uk2

− uk2
(iω)u∗k1

)
dn−1x

= −i
∫ (eiωt−ik1x(−iω)e−iωt+ik2x

(2π)n−12ω
− e−iωt+ik2x(iω)eiωt−ik1x

(2π)n−12ω

)
dn−1x

=
−i(−iω)

(2π)n−12ω

∫ (
ei(ω−ω)tei(k2−k1)x + ei(ω−ω)tei(k2−k1)x

)
dn−1x

=
−1

(2π)n−1

∫
ei(k2−k1)xdn−1x

= −δn−1(k2 − k1) = −δn−1(k1 − k2)

όπου και πάλι έχουµε χρησιµοποιήσει την ιδιότητα (1.14) καθώς και το γεγονός
ότι η δ είναι άρτια συνάρτηση.

Μαζί οι λύσεις uk και u∗k σχηµατίζουν ένα πλήρες σύνολο µε τα στοιχεία του
οποίου µπορούµε να αναπαράγουµε οποιαδήποτε λύση της εξίσωσης Klein - Gor-
don. ΄Ετσι ϑα έχουµε τη γενική λύση

φ(t, x) =

∫
d3k[akuk(x, t) + a∗ku

∗
k(x, t)] (1.15)

12



Κεφάλαιο 2

Κβαντική Θεωρία Πεδίου σε
Χωρόχρονο Minkowski

2.1 Κβάντωση του ϐαθµωτού πεδίου

΄Εχουµε εισαγάγει το πεδίο φ(t, x) που έχει ϱόλο ανάλογο της συνιστώσας q(t) και
το πεδίο π(t, x) που έχει ϱόλο ανάλογο της ορµής p(t). Για να περάσουµε στην
κβάντωση της ϑεωρίας πεδίου µιµούµαστε την διαδικασία που ακολουθούµε στη
διακριτή περίπτωση και προάγουµε τις ποσότητες φ και π στους τελεστές φ̂ και π̂
στην εικόνα του Heisenberg. Το ξεχωριστό χαρακτηριστικό την κβαντικής ϑεωρίας
είναι η µη-µεταθετικότητα των ϐασικών ποσοτήτων της ϑεωρίας - για παράδειγµα
ο ϑεµελιώδης µεταθέτης (~ = 1)

[q̂r(t), p̂s(t)] = iδrs (2.1)

της διακριτής περίπτωσης. Περιµένουµε λοιπόν ότι οι τελεστές φ̂ και π̂ ϑα υπ-
ακοούν κάποια σχέση µετάθεσης η οποία είναι µια συνεχής γενίκευση της (2.1).
Ο µεταθέτης ϑα είναι της µορφής [φ̂(x, t), π̂(x′, t)] αφού οι διακριτοί δείκτες r και
s έχουν µετατραπεί στις συνεχείς µεταβλητές x και x′. Σηµειώνουµε επίσης ότι η
(2.1) αναφέρεται σε τελεστές την ίδια χρονική στιγµή. Η συνεχής γενίκευση του
συµβόλου δrs είναι η συνάρτηση δ του Dirac, δ(x−x′). ΄Ετσι λοιπόν ο ϑεµελιώδης
µεταθέτης της κβαντικής ϑεωρίας πεδίου ϑα είναι

[φ̂(t, x), π̂(t, x′)] = iδn−1(x− x′)

σε υπερεπιφάνειες ίδιου χρόνου. Επιπλέον ο µεταθέτης των δύο φ̂ ή δύο π̂ είναι

[φ̂(t, x), φ̂(t, x′)] = 0

[π̂(t, x), π̂(t, x′)] = 0

Θυµίζουµε ότι για τη συζυγή ορµή ισχύει

π̂ ≡ ∂L
∂(∂tφ̂)

= ∂tφ̂

για την Λαγκρανζιανή Klein - Gordon. Η συνάρτηση δ στην πρώτη σχέση υπ-
οδηλώνει ότι οι τελεστές σε ίδιες χρονικές στιγµές µετατίθενται παντού εκτός από
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τα χωρικά σηµεία στα οποία συµπίπτουν. Το δεδοµένο αυτό προκύπτει από τις
απαιτήσεις της αιτιότητας. Τελεστές που είναι χωροειδώς διαχωρισµένοι δεν µ-
πορούν να επηρεάσουν ο ένας τον άλλο.

Στην εικόνα του Heisenberg οι τελεστές φ̂ και π̂ µπορούν να γίνουν χρονικά
εξαρτώµενοι (Παράρτηµα Α΄) και τότε

φ̂(x) = φ̂(x, t) = eiHtφ̂(x)e−iHt

όµοια
π̂(x) = π̂(x, t) = eiHtπ̂(x)e−iHt

Η εξίσωση κίνησης του Heisenberg (Α΄.4) µας επιτρέπει να υπολογίσουµε τη
χρονική εξάρτηση των φ̂ και π̂.

i
∂φ̂(x, t)
∂t

=
[
φ̂(x, t),

∫
d3x′

(1

2
π̂2(x′, t) +

1

2
(∇φ̂(x′, t))2 +

1

2
m2φ̂2(x′, t)

)]

=
[
φ̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
π̂2(x′, t)

]
+
[
φ̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
(∇φ̂(x′, t))2

]
+
[
φ̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
m2φ̂2(x′, t)

)]
=
[
φ̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
π̂2(x′, t)

]
=
[
φ̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
π̂(x′, t)

] ∫
d3x′π̂(x′, t) +

∫
d3x′π̂(x′, t)

[
φ̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
π̂(x′, t)

]
=

∫
d3x′

(1

2
iδ(3)(x− x′)π̂(x′, t)

)
+

∫
d3x′

(1

2
iδ(3)(x− x′)π̂(x′, t)

)
=

∫
d3x′

(
iδ(3)(x− x′)π̂(x′, t)

)
= iπ̂(x, t)

όµοια

i
∂π̂(x, t)
∂t

=
[
π̂(x, t),

∫
d3x′

(1

2
π̂2(x′, t) +

1

2
(∇φ̂(x′, t))2 +

1

2
m2φ̂2(x′, t)

)]
(2.2)

Ισχύει η σχέση
∇(φ̂(∇φ̂)) = ∇φ̂∇φ̂+ φ̂∇2φ̂

έτσι το δεύτερο ολοκλήρωµα της (2.2) γράφεται∫
d3x′

(
∇φ̂(x′, t)

)2
=

∫
d3x′∇

(
φ̂(x′, t)(∇φ̂(x′, t))

)
−
∫
d3x′φ̂(x′, t)∇2φ̂(x′, t)

= −
∫
d3x′φ̂(x′, t)∇2φ̂(x′, t)

αφού το πρώτο ολοκλήρωµα µπορούµε να το µετατρέψουµε σε επιφανειακό το
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οποίο εν τέλει ϑα µηδενιστεί. Η (2.2) τότε ϑα γίνει

i
∂π̂(x, t)
∂t

=
[
π̂(x, t),

∫
d3x′

(1

2
π̂2(x′, t) +

1

2
φ̂(x′, t)(−∇2 +m2)φ̂(x′, t)

)]
=
[
π̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
π̂2(x′, t)

]
+
[
π̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
φ̂(x′, t)(−∇2 +m2)φ̂(x′, t)

]
=
[
π̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
φ̂(x′, t)

] ∫
d3x′(−∇2 +m2)φ̂(x′, t)

+

∫
d3x′φ̂(x′, t)

[
π̂(x, t),

∫
d3x′

1

2
(−∇2 +m2)φ̂(x′, t)

]
=

∫
d3x′

(
− iδ(3)(x− x′)(−∇2 +m2)φ̂(x′, t)

)
= −i(−∇2 +m2)φ̂(x′, t)

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει την [π̂(x, t), φ̂(x′, t)] = −iδ(x − x′). Από τα δύο
αποτελέσµατα έχουµε

∂2φ̂(x′, t)
∂t2

=
∂π̂(x′, t)

∂t
=
−i(∇2 +m2)φ̂(x′, t)

i

⇒ ∂2φ̂(x′, t)
∂t2

= (∇2 +m2)φ̂(x′, t)

⇒
(
− ∂2

∂t2
+∇2 +m2

)
φ̂(x′, t) = 0

⇒ (�+m2)φ̂(x′, t) = 0 (2.3)

που δεν είναι άλλη από την εξίσωση Klein - Gordon.
Ακριβώς όπως οι κλασικές λύσεις της Klein - Gordon µπορούν να αναπτυχθούν

ως προς τις λύσεις uk(xµ) έτσι µπορεί και ο κβαντικός τελεστής πεδίου φ̂(x, t).
∆ηλώνουµε τους τελεστές της ανάπτυξής του âk και â†k και έχουµε

φ̂(t, x) =

∫
dn−1k[âkuk(t, x) + â†ku

∗
k(t, x)] (2.4)

και παρόµοια έκφραση για την συζυγή ορµή

π̂(t, x) =
˙̂
φ(t, x) =

∫
dn−1k(−iω)[âkuk(t, x)− â†ku∗k(t, x)] (2.5)

Για να δούµε τις σχέσεις µετάθεσης που ικανοποιούν οι τελεστές âk και â†k ϑα
εισάγουµε τις (2.4) και (2.5) στη ϑεµελιώδη µεταθετική σχέση

[φ̂(t, x), π̂(t, x′)] = iδ(x− x′)
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Θα έχουµε λοιπόν

[φ̂(t, x), π̂(t, x′)] = (2.6)

=
[ ∫

dn−1k(âkuk(t, x) + â†ku
∗
k(t, x)),

∫
dn−1k′(−iωk′)(âk′uk′(t, x

′)− â†k′u∗k′(t, x′))
]

=
[ ∫

dn−1kâkuk(t, x),

∫
dn−1k′(−iωk′)âk′uk′(t, x

′)
]

−
[ ∫

dn−1âkuk(t, x),

∫
dn−1k′(−iω)â†k′u

∗
k′(t, x

′)]

+
[ ∫

dn−1kâ†ku
∗
k(t, x),

∫
dn−1k′(−iωk′)âk′uk′(t, x

′)
]

−
[ ∫

dn−1kâ†ku
∗
k(t, x),

∫
dn−1k′(−iωk′)â

†
k′u
∗
k′(t, x

′)
]

=

∫
dn−1k

∫
dn−1k′

[
âk, âk′ ](−iωk′)uk(t, x)uk′(t, x

′) (Α)

+

∫
dn−1k

∫
dn−1k′

[
â†k, â

†
k′ ](iωk′)u

∗
k(t, x)u∗k′(t, x

′)
]

(Β)

+

∫
dn−1k

∫
dn−1k′

[
âk, â

†
k′ ](iωk′)uk(t, x)u∗k′(t, x

′) (Γ)

+

∫
dn−1k

∫
dn−1k′

[
â†k, âk′ ](−iωk′)u

∗
k(t, x)uk′(t, x

′) (∆)

= iδ(n−1)(x− x′)

Αναγκαία συνθήκη για να ισχύει αυτή η ισότητα, δηλαδή η

(A) + (B) + (Γ) + (∆) = iδ(n−1)(x− x′) (2.7)

είναι να µηδενίζονται οι δύο πρώτοι όροι της όπου η χρονική εξάρτηση έχει τη
µορφή

e−i(ωk+ωk′ )t και ei(ωk+ωk′ )t

η οποία είναι αδύνατον να απαλειφθεί όπως απαιτείται ώστε το αποτέλεσµα να είναι
ανεξάρτητο του t. Αυτή η πρώτη συνθήκη ικανοποιείται αυτόµατα αν ισχύουν οι

[âk, âk′ ] = [â†k, â
†
k′ ] = 0 (2.8)

Στους όρους (Γ) και (∆) τώρα, τα χρονικά εκθετικά έχουν αντίθετο πρόσηµο οπότε
η χρονική τους εξάρτηση ϑα είναι της µορφής

ei(ωk′−ωk)t και e−i(ωk′−ωk)t

και µπορεί να απαλειφθεί αρκεί να είναι k′ = k, το οποίο διασφαλίζεται αυτόµατα
µε µια µεταθετική σχέση του τύπου

[âk, â
†
k′ ] ∼ δkk′

΄Οπως ϑα δείξουµε αµέσως η ισχύς της (2.7) απαιτεί να είναι ακριβώς

[âk, â
†
k′ ] = δkk′
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Πράγµατι για k′ = k⇒ ωk′ = ωk ϑα είναι (χρησιµοποιούµε την ιδιότητα (1.14) )

(Γ) =

∫
dn−1k

(iωk)

(2π)n−12ωk
eik(x−x′) = i

(2π)n−1

(2π)n−12
δn−1(x− x′) =

i

2
δn−1(x− x′)

και όµοια

(∆) =

∫
dn−1k

(−1)(−iωk)

(2π)n−12ωk
e−ik(x−x′) =

i

2
δn−1(x− x′)

αφήνοντας το επιθυµητό αποτέλεσµα

(Γ) + (∆) = iδ(n−1)(x− x′)

∆είξαµε λοιπόν ότι οι τελεστές âk και â†k ικανοποιούν τις σχέσεις µετάθεσης

[âk, âk′ ] = 0

[â†k, â
†
k′ ] = 0

[âk, â
†
k′ ] = δkk′ (2.9)

Στην εικόνα του Heisenberg οι κβαντικές καταστάσεις καλύπτουν ένα χώρο
Hilbert. Μια ϐολική ϐάση σε αυτό το χώρο Hilbert είναι η λεγόµενη αναπαράσταση
Fock. Τα κανονικοποιηµένα διανύσµατα ket της ϐάσης , τα οποία συµβολίζουµε
|〉 , µπορούν να κατασκευαστούν από το διάνυσµα |0〉 , που ονοµάζουµε κενό ή
κατάσταση χωρίς σωµατίδια. Η κατάσταση |0〉 έχει την ιδιότητα ότι εκµηδενίζεται
από όλους τους τελεστές (καταστροφής) âk

âk|0〉 = 0 ∀ k (2.10)

Η κατάσταση που παίρνουµε δρώντας στην κατάσταση |0〉 µε τον τελεστή (δηµιουργί-
ας) â†k ονοµάζεται κατάσταση ενός σωµατιδίου και συµβολίζεται |1k〉

|1k〉 = â†k|0〉

Η κατάσταση µε nk σωµατίδια µε ίδια ορµή k δηµιουργείται µε επαναλαµβανόµεν-
η δράση του τελεστή â†k

|nk〉 =
1√
nk!

(â†k)nk |0〉

ενώ η κατάσταση µε jn διεγέρσεις (σωµατίδια) διαφόρων ορµών ki ϑα είναι

|1nk1 ,
2 nk2 , ...,

j nkj 〉 =
1√

1nk!2nk! · · ·j nk!
(â†k1

)
1n(â†k2

)
2n · · · (â†kj )

jn|0〉

∆ρώντας σε µια τέτοια κατάσταση οι τελεστές δηµιουργίας και καταστροφής αλλά-
Ϲουν τον αριθµό των σωµατιδίων ως

â†ki |n1, n2, ...nj〉 =
√
ni + 1|n1, n2, ..., ni + 1, ..., nj〉

âki |n1, n2, ...nj〉 =
√
ni|n1, n2, ..., ni − 1, ..., nj〉

Ορίζουµε τον τελεστή αρίθµησης για κάθε κυµατάνυσµα

n̂k = â†kâk (2.11)
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ο οποίος υπακούει στη σχέση

n̂ki |n1, n2, ..., nj〉 = ni|n1, n2, ..., nj〉

Οι καταστάσεις που είναι ιδιοκαταστάσεις των τελεστών αρίθµησης σχηµατίζουν τη
ϐάση Fock όπως έχουµε ήδη αναφέρει.

΄Οταν πρωτοαναφερθήκαµε στη χαµιλτονιανή διατύπωση δηλώσαµε ότι αν και
παραβιάζει το αναλλοίωτο κατά Lorentz ϑα µπορούσαµε εν τέλει να έχουµε παρατηρή-
σιµες ποσότητες που να είναι Lorentz αναλλοίωτες. Ας ερευνήσουµε λοιπόν τη
συµπεριφορά της ϐάσης Fock κάτω από µετασχηµατισµούς Lorentz. Μεχρι τώρα
είχαµε το πλεονέκτηµα των συµµετριών του χώρου Minkowski, για παράδειγµα
χρησιµοποιήσαµε το επίπεδο κύµα ως ϐάση για τις λύσεις της εξίσωσης Klein
- Gordon. Το σηµαντικό χαρακτηριστικό αυτών των λύσεων είναι η ιδιότητα να
διαχωρίσουµε τις αρνητικές και τις ϑετικές συχνότητες επιτρέποντας έτσι την ερ-
µηνεία των συντελεστών στην ανάπτυξη του φ̂, ως προς τις λύσεις, ως τελεστές
καταστροφής και δηµιουργίας. Ας ϑεωρήσουµε τώρα µια ώθηση µε ταχύτητα
v = dx/dt η οποία µας οδηγεί σε νέες συντεταγµένες xµ′ που δίνονται από τις
σχέσεις

t′ = γt− γvx , x′ = γx− γvt

όπου γ = 1/
√

1− υ2 και ο αντίστροφος µετασχηµατισµός δίνεται απο τις

t = γt′ + γvx , x = γx′ + γvt′

Η χρονική παράγωγος των λύσεων στο νέο σύστηµα ϑα είναι

∂t′uk(t, x) = ∂t′
( e−iωt+ikx

[(2π)n−12ω]1/2

)
= ∂t′

(e−iω(γt′+γvx)+ik(γx′+γvt′)

[(2π)n−12ω]1/2

)
= (−iωγ + ikγv)

e−iω(γt′+γvx)+ik(γx′+γvt′)

[(2π)n−12ω]1/2
= (−iωγ + ikγv)uk(t, x)

= −i(ωγ − kγv)uk(t, x) = −iω′uk(t, x)

όπου
ω′ = γω − γvk

είναι απλά η συχνότητα του νέου συστήµατος. Είναι ξεκάθαρο λοιπόν ότι η κατάσ-
ταση που περιγράφει ένα σύνολο σωµατιδίων µε συγκεκριµένη ορµή “ωθείται” σε
µια κατάσταση που περιγράφει τα ίδια σωµατίδια µε “ενισχυµένη” ορµή. ΄Ετ-
σι ο τελεστής αρίθµησης στα δύο συστήµατα ϑα συµπίπτει και συγκεκριµένα η
κατάσταση του κένου ϑα συµπίπτει. Με αυτή την έννοια η επιλογή του αρχικού
συστήµατος αναφοράς ήταν άνευ σηµασίας.

2.2 Ενέργεια του κενού

Θυµίζουµε τη µορφή της χαµιλτονιανής

H =

∫
dn−1x

(1

2
˙̂
φ2 +

1

2
(∇φ̂)2 +

1

2
m2φ̂2

)
καθώς και την ανάπτυξη

φ̂(x, t) =

∫
dn−1k(âkuk(t, x) + â†ku

∗
k(t, x))
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΄Εστω ότι ϑέλουµε να εκφράσουµε τη χαµιλτονιανή αυτή ως προς τους τελεστές
δηµιουργίας και καταστροφής. Ξεκινάµε µε τον όρο φ̂2 για απλότητα.

1

2
m2

∫
dn−1xφ̂2 =

=
1

2
m2

∫
dn−1x

∫
dn−1k

∫
dn−1k′(âkuk + â†ku

∗
k)(âk′uk′ + â†k′u

∗
k′)

=
1

2
m2

∫
dn−1x

∫
dn−1k

∫
dn−1k′(âkâk′ukuk′ + â†kâk′u

∗
kuk′ + âkâ

†
k′uku

∗
k′ + â†kâ

†
k′u
∗
ku
∗
k′)

(2.12)

Επικεντρώνοντας στον πρώτο όρο της παρένθεσης και αµελώντας προς το παρόν
το ολοκλήρωµα στο k µπορούµε να εισάγουµε τις µορφές των λύσεων uk =

e−iωt+ikx

[(2π)n−12ω]1/2
µε αποτέλεσµα

∫
dn−1x

∫
dn−1k′âkâk′ukuk′ =

∫
dn−1x

∫
dn−1k′âkâk′

e−i(ω+ω′)tei(k+k′)x

2(2π)n−1
√
ωω′

(1.16)
=

∫
dn−1k′âkâk′

e−i(ω+ω′)t

2
√
ωω′

δn−1(k + k′)

k′→−k
= âkâ−k

e−2iωt

2ω

Θυµίζουµε ότι λόγω της σχέσης διασποράς ω2
k = k2 + m2 ϑα ισχύει ωk = ω−k.

΄Οµοια για τους υπόλοιπους όρους∫
dn−1x

∫
dn−1k′â†kâk′u

∗
kuk′ =

∫
dn−1x

∫
dn−1k′â†kâk′

ei(ω−ω
′)tei(k

′−k)x

2(2π)n−1
√
ωω′

=

∫
dn−1k′â†kâk′

ei(ω − ω′)t
2
√
ωω′

δ(n−1)(k′ − k)

k′→k
=

â†kâk′

2ω

∫
dn−1x

∫
dn−1k′âkâ

†
k′uku

∗
k′ =

∫
dn−1x

∫
dn−1k′âkâ

†
k′
ei(ω

′−ω)tei(k−k’)x

2(2π)n−1
√
ωω′

=

∫
dn−1k′âkâ

†
k′
ei(ω

′−ω)t

2
√
ωω′

δ(n−1)(k− k′)

k′→k
=

âkâ
†
k′

2ω

∫
dn−1x

∫
dn−1k′â†kâ

†
k′u
∗
ku
∗
k′ =

∫
dn−1x

∫
dn−1k′â†kâ

†
k′
ei(ω+ω′)ei(k+k′)x

2(2π)n−1
√
ωω′

=

∫
dn−1k′â†kâ

†
k′
ei(ω+ω′)t

2
√
ωω′

δn−1(k + k′)

k′→−k
= â†kâ

†
−k
e2iωt

2ω
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Βρίσκουµε έτσι ότι η συνεισφορά του όρου µε το φ̂2 στη χαµιλτονιανή ϑα είναι

1

2
m2

∫
dn−1φ̂2 =

1

2
m2

∫
dn−1k

1

2ω

[
âka−ke

−2iωt + â†kâk + âkâ
†
k + â†kâ

†
−ke

2iωt
]

(2.13)
Με ϐάση τα παραπάνω είναι εύκολο να υπολογίσουµε και τις συνεισφορές των
υπολοίπων όρων καθώς η χρονική παράγωγος ϑα “κατεβάζει” κάθε ϕορά έναν
όρο (±iω) ενώ τα υπόλοιπα αποτελέσµατα µένουν ίδια. ΄Ετσι ϑα έχουµε

1

2

∫
dn−1x

˙̂
φ2 =

1

2

∫
dn−1k

1

2ω

[
− ω2âka−ke

−2iωt + ω2â†kâk + ω2âkâ
†
k − ω2â†kâ

†
−ke

2iωt
]

=
1

2

∫
dn−1k

ω

2

[
− âka−ke

−2iωt + â†kâk + âkâ
†
k − â†kâ†−ke

2iωt
]
(2.14)

΄Οµοια η χωρική παραγώγιση ϑα “κατεβάζει” κάθε ϕορά έναν όρο (±ik) µε αποτέ-
λεσµα

1

2

∫
dn−1kx(∇φ̂)2 =

1

2

∫
dn−1k

k2

2ω

[
âka−ke

−2iωt + â†kâk + âkâ
†
k + â†kâ

†
−ke

2iωt
]

(2.15)
Προσθέτοντας τις σχέσεις (2.13) και (2.15) έχουµε

1

2

∫
dn−1k

m2

2ω

[
âka−ke

−2iωt + â†kâk + âkâ
†
k + â†kâ

†
−ke

2iωt
]

+
1

2

∫
dn−1k

k2

2ω

[
âka−ke

−2iωt + â†kâk + âkâ
†
k + â†kâ

†
−ke

2iωt
]

=
1

2

∫
dn−1k

ω2

2ω

[
âka−ke

−2iωt + â†kâk + âkâ
†
k + â†kâ

†
−ke

2iωt
]

=
1

2

∫
dn−1k

ω

2

[
âka−ke

−2iωt + â†kâk + âkâ
†
k + â†kâ

†
−ke

2iωt
]

(2.16)

΄Οπου έχουµε χρησιµοποιήσει τη σχέση k2 + m2 = ω2. Τέλος προσθέτοντας την
(2.14) στην (2.16) ϐρίσκουµε ότι η χαµιλτονιανή για το ϐαθµώτο πεδίο παίρνει τη
µορφή

H =
1

2

∫
dn−1k

[
â†kâk + âkâ

†
k

]
ω

=

∫
dn−1k

[
n̂k +

1

2
δ(n−1)(0)

]
ω (2.17)

Στο τελευταίο ϐήµα έχουµε χρησιµοποιήσει τη σχέση µετάθεσης

[âk, â
†
k′ ] = âkâ

†
k′ − â†k′ âk = δ(k− k′)

που δίνει

[âk, â
†
k] = âkâ

†
k − â†kâk = δ(0) ⇒ âkâ

†
k = δ(0) + â†kâk

καθώς και τον τελεστή αρίθµησης n̂k = â†kâk.
Ο παράγοντας δ(n−1)(0) υποδηλώνει ότι η χαµιλτονιανή είναι άπειρη όταν

µετριέται στο κενό |0〉. ∆ηλαδή το κενό περιέχει µια άπειρη πυκνότητα ενέργειας.
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Στον επίπεδο χωρόχρονο το πρόβληµα αυτό λύνεται εύκολα. Μια τέτοια ενέργεια
δεν είναι µετρήσιµη στη µη-ϐαρυτική ϕυσική έτσι µπορούµε να ανακανονικοποιή-
σουµε την ενέργεια του κενού ακόµα και κατά ένα άπειρο ποσό χωρίς να επηρεά-
σουµε τις παρατηρήσιµες ποσότητες. Αυτό µπορούµε να το κατορθώσουµε απλά
πετώντας τον όρο 1

2δ
(n−1)(0)ω ή , πιο κοµψά, ορίζοντας τη διαδικασία της ϕυσικής

διάταξης, την οποία συµβολίζουµε :: , και απαιτεί κάθε ϕορά που εµφανίζεται ένα
γινόµενο τελεστών καταστροφής και δηµιουργίας να ϐρίσκονται όλοι οι τελεστές
καταστροφής στα δεξιά των τελεστών δηµιουργίας. ΄Ετσι επιστρέφοντας στη σχέση
(2.17) η ϕυσική διάταξη απαιτεί

: âkâ
†
k : = â†kâk

οπότε
: H : =

∫
dn−1kâ†kâkω

και ο προβληµατικός όρος 1
2δ

(n−1)(0)ω έχει εξαφανιστεί. Μετά από αυτή την ανα-
ϑεώρηση η κατάσταση του κενού µετατρέπεται σε µια ιδιοκατάσταση µηδενικής
ενέργειας

〈0|H|0〉 = 0
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Κεφάλαιο 3

Γενική Θεωρία της
Σχετικότητας

3.1 Η αρχή της ισοδυναµίας

Η Γενική Θεωρία της Σχετικότητας, η ϑεωρία του Einstein για τη ϐαρύτητα, είναι
η πιο όµορφη και κοµψή ϕυσική ϑεωρία. Είναι η ίδρυση της κοσµολογίας -
το αντικείµενο που ανιχνεύει την εξέλιξη του σύµπαντος από την έντονα ϑερµή
και πυκνή αρχική του κατάσταση µέχρι την πιθανή µελλοντική1. Ο Einstein
επιδίωξε να ϐρει την απάντηση στην ερώτηση η οποία ϕαινόταν στους σύγχρονους
του, αλλά και στους προηγούµενους, άνευ σηµασίας. Ποιά έννοια συνδέεται µε
την απόλυτη ισοδυναµία της αδρανειακής και της ϐαρυτικής µάζας ; Αν όλα τα
σώµατα κινούνται σε ϐαρυτικά πεδία µε ακριβώς τον ίδιο τρόπο, ανεξαρτήτως της
σύστασής τους ή των δέσµιων δυνάµεων, τότε αυτό σηµαίνει ότι η κίνησή τους δεν
έχει τίποτα να κάνει µε τη ϕύση τους, αλλά µάλλον µε τη ϕύση του χωροχρόνου.
Και αν ο χωρόχρονος καθορίζει την κίνηση των σωµατιδίων , τότε σύµφωνα µε το
νόµο της δράσης - αντίδρασης, αυτό υποδηλώνει ότι ο χωρόχρονος µε τη σειρά του
διαµορφώνεται από τα σώµατα και την κίνησή τους.

Η ισοδυναµία της αδρανειακής και της ϐαρυτικής µάζας έχει εξακριβωθεί µε
µεγάλη ακρίβεια για τις δέσµιες ενέργειες των ατόµων και των πυρήνων. Επι-
πλέον, ως αποτέλεσµα πολύ προσεκτικών πειραµάτων µε χρήση λέιζερ, η γη και
το ϕεγγάρι ϐρέθηκαν να “πέφτουν” προς τον ήλιο µε ίδια επιτάχυνση µε ακρίβεια
1 προς 1013, καλύτερη και από τα πιο ακριβή πειράµατα τύπου Eötvös που πραγ-
µατοποιούνται στο εργαστήριο. Τα ουσιώδη αυτά αποτελέσµατα έχουν καθιερώσει
τη λεγόµενη ισχυρή εκδοχή της ισοδυναµίας αδρανειακής και ϐαρυτικής µάζας.
΄Ολα τα ελεύθερα σωµατίδια, ανεξαρτήτως της σύστασης τους ή του πόσο δεµένα
είναι τα συστατικά τους, κινούνται στο χωρόχρονο µέσα σε ένα τυχαίο ϐαρυτικό
πεδίο σαν να ήταν ταυτοτικά σωµατίδια. Επειδή η κίνησή τους στον χωρόχρονο δεν
έχει να κάνει µε τη ϕύση τους, έχει τελικά να κάνει µε τη ϕύση του χωροχρόνου.

Ο Einstein ένιωθε σίγουρος ότι υπήρχε ένα ϐαθύτερο νόηµα στην ισοδυναµία
αυτή. “Η πειραµατικά εξακριβωµένη ανεξαρτησία της µάζας από την επιτάχυνση

1Ο ίδιος ο Einstein δεν εφάρµοσε ποτέ τη ϑεωρία του στην εξέλιξη του κόσµου. Πράγµατι όταν
ανακάλυψε τη ϑεωρία (1915), ήταν κανόνας της δυτικής σκέψης ότι ο κόσµος διαρκούσε από το
“αιώνιο” στο “αιώνιο”. Η ανακάλυψη του Edwin Hubble (1927) της διαστολής του σύµπαντος κλόνισε
αυτή τη πίστη.

22



της πτώσης είναι ... ένα ισχυρό επιχείρηµα ώστε το αξίωµα της σχετικότητας να
επεκταθεί σε συστήµατα αναφοράς τα οποία, ως προς άλλα συστήµατα, δεν είναι σε
οµοιόµορφη κίνηση”. Η πεποίθηση αυτή τον οδήγησε στην διατύπωση της Αρχής
της ισοδυναµίας. Η αρχή της ισοδυναµίας παρέχει τη σύνδεση ανάµεσα στους
ϕυσικούς νόµους όπως τους παρατηρούµε στο εργαστήριο και στη µορφή τους
κάτω από οποιαδήποτε κατάσταση στο σύµπαν - πιο συγκεκριµένα, σε ισχυρά και
ποικίλα ϐαρυτικά πεδία. Παρέχει επίσης ένα εργαλείο στην ανάπτυξη της ϑεωρίας
της ϐαρύτητας όπως ϑα δούµε αργότερα.

Το σύµπαν είναι γεµάτο µε αντικείµενα µεγάλης µάζας τα οποία κινούνται
σχετικά µεταξύ τους. Το ϐαρυτικό πεδίο µπορεί να αλλάζει τυχαία µε το χώρο και
το χρόνο. Παρ’ όλα αυτά, η παρουσία της ϐαρύτητας δεν µπορεί να ανιχνευτεί
σε αρκετά µικρά συστήµατα αναφοράς µε ένα σωµατίδιο τα οποία είναι σε ελεύ-
ϑερη πτώση χωρίς καµία άλλη επίδραση πέραν της ϐαρύτητας. Το σωµατίδιο ϑα
παραµείνει σε ηρεµία σε ένα τέτοιο σύστηµα. Είναι ένα τοπικό αδρανειακό σύστη-
µα αναφοράς. Ο όρος τοπικό αδρανειακό σύστηµα και τοπικό Lorentz σύστηµα
είναι όροι συνώνυµοι. Οι νόµοι της ειδικής ϑεωρίας της σχετικότητας ισχύουν
σε αδρανειακά συστήµατα αναφοράς και γι’ αυτό ισχύουν και στη γειτονιά ένος
συστήµατος σε ελεύθερη πτώση. Με αυτό το τρόπο η σχετικότητα επεκτείνεται σε
τυχαία ϐαρυτικά πεδία.

Σε ένα δεδοµένο χωροχρονικό γεγονός αντιστοιχούν άπειρα τοπικά αδρανειακά
συστήµατα τα οποία σχετίζονται µε µετασχηµατισµούς Lorentz. ΄Ολα είναι ισοδύ-
ναµα για την περιγραφή ϕυσικών ϕαινοµένων σε µια αρκετά µικρή περιοχή του
χωροχρόνου. ΄Ετσι ϕτάνουµε στη διατύπωση της αρχής της ισοδυναµίας

Σε κάθε σηµείο του χωροχρόνου σε ένα τυχαίο ϐαρυτικό πεδίο (εννοώντας
οποτεδήποτε και οπουδήποτε στο σύµπαν) , µπορούµε να διαλέξουµε ένα τοπικό

αδρανειακό (Lorentz) σύστηµα αναφοράς ώστε οι νόµοι της ϕύσης να παίρνουν τη
µορφή που έχουν σε ένα µη επιταχυνόµενο Καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων

απουσία ϐαρύτητας.

Αυτό είναι το νόηµα της ισοδυναµίας της αδρανειακής και ϐαρυτικής µάζας που
είδε ο Einstein.

Ας ϑεωρήσουµε ένα σωµατίδιο που κινείται υπό την επίδραση µόνο ϐαρυ-
τικών δυνάµεων. Σύµφωνα µε την αρχή της ισοδυναµίας υπάρχει ένα σύστηµα
αναφοράς σε ελεύθερη πτώση ξa στο οποίο η εξίσωση κίνησής του ϑα είναι αυτή
της ευθύγραµµης οµαλής κίνησης στο χωρόχρονο, δηλαδή

d2ξa

dτ2
= 0 (3.1)

όπου dτ είναι ο ιδιόχρονος

dτ2 = −ηaβdξadξβ (3.2)

Τώρα ας υποθέσουµε ότι χρησιµοποιούµε ένα άλλο σύστηµα συντεταγµένων χµ,
το οποίο µπορεί να είναι ένα Καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων σε ηρεµία αλλά
µπορεί επίσης να είναι καµπυλόγραµµο, επιταχυνόµενο, περιστρεφόµενο ή όπως
ϑέλουµε. Οι συντεταγµένες ξa είναι συναρτήσεις του χµ και η (3.1) γίνεται

0 =
d

dτ

(dξa
dτ

)
=

d

dτ

(dχµ
dτ

∂ξa

∂χµ

)
=
d2χµ

dτ2

∂ξa

∂χµ
+
dχµ

dτ

d

dτ

( ∂ξa
∂χµ

)
=
d2χµ

dτ2

∂ξa

∂χµ
+
dχµ

dτ

dχν

dτ

∂

∂χν

( ∂ξa
∂χµ

)
=
∂ξa

∂χµ
d2χµ

dτ2
+

∂2ξa

∂χµ∂χν
dχµ

dτ

dχν

dτ
(3.3)
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όπου έχουµε χρησιµοποιήσει τη διαφόριση του ξa(χµ)

dξa(χµ) =
∂ξa

∂χµ
dχµ

ενώ γενικά ισχύει
d

dτ
=
dχλ

dτ

∂

∂χλ

Πολλαπλασιάζοντας την (3.3) µε ∂χλ

∂ξa και χρησιµοποιώντας τον κανόνα

∂ξa

∂χµ
∂χλ

∂ξa
= δλµ

έχουµε

∂χλ

∂ξa
∂ξa

∂χµ
d2χµ

dτ2
+
∂χλ

∂ξa
∂2ξa

∂χµ∂χν
dχµ

dτ

∂χν

dτ
= 0

⇒ δλµ
d2χµ

dτ2
+
∂χλ

∂ξa
∂2ξa

∂χµ∂χν
dχµ

dτ

∂χν

dτ
= 0

⇒ d2χλ

dτ2
+ +

∂χλ

∂ξa
∂2ξa

∂χµ∂χν
dχµ

dτ

∂χν

dτ
= 0

καταλήγοντας έτσι στην εξίσωση κίνησης

d2χλ

dτ2
+ Γλµν

dχµ

dτ

∂χν

dτ
= 0 (3.4)

όπου έχουµε ορίσει την αφινική σύνδεση

Γλµν ≡
∂χλ

∂ξa
∂2ξa

∂χµ∂χν
(3.5)

Η τροχιά που καθορίζεται από τη σχέση (3.4) ονοµάζεται γεωδαιτική. Ο ιδιόχρονος
(3.2) µπορεί επίσης να εκφραστεί σε ένα τυχαίο σύστηµα αναφοράς

dτ2 = −ηaβdξadξβ = −ηaβ
∂ξa

∂χµ
dχµ

∂ξβ

∂χν
dχν = −gµνdχµdχν (3.6)

όπου gµν είναι ο µετρικός τανυστής και ορίζεται ως

gµν ≡ ηaβ
∂ξa

∂χµ
∂ξβ

∂χν
(3.7)

3.2 Η σχέση ανάµεσα στα Γλµν και gµν

Η µελέτη των σωµατιδίων σε ελεύθερη πτώση µας δείχνει ότι το πεδίο που κα-
ϑορίζει τη ϐαρυτική δύναµη είναι η αφινική σύνδεση Γλµν ενώ το αναλλοίωτο
χρονικό διάστηµα ανάµεσα σε δύο γεγονότα µε δεδοµένες απειροστές διαφορές
συντεταγµένων καθορίζεται από τον µετρικό τανυστή gµν . Θα δείξουµε τώρα ότι το
gµν είναι επίσης το ϐαρυτικό δυναµικό, ότι δηλαδή οι παράγωγοί του καθορίζουν
το πεδίο Γλµν . Παραγωγίζοντας τη σχέση (3.7) ως προς χλ δίνει

∂gµν
∂χλ

=
∂

∂χλ

( ∂ξa
∂χµ

∂ξβ

∂χν
ηaβ

)
=

∂2ξa

∂χλ∂χµ
∂ξβ

∂χν
ηaβ +

∂ξa

∂χµ
∂2ξβ

∂χλ∂χν
ηaβ
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και χρησιµοποιώντας τη σχέση

Γλµν =
∂χλ

∂ξa
∂2ξa

∂χµ∂χν
⇒ ∂ξa

∂χλ
Γλµν =

∂2ξa

∂χµ∂χν

έχουµε
∂gµν
∂χλ

= Γρλµ
∂ξa

∂χρ
∂ξβ

∂χν
ηaβ + Γρλν

∂ξβ

∂χρ
∂ξa

∂χµ
ηaβ

Χρησιµοποιώντας ξανά την (3.7) έχουµε

∂gµν
∂χλ

= Γρλµgρν + Γρλνgρµ ⇒ ∂gµν
∂χλ

= Γkλµgkν + Γkλνgkµ (3.8)

Γράφουµε την ίδια εξίσωση εναλλάσσοντας τα µ και λ

∂gλν
∂χµ

= Γkµλgkν + Γkµνgkλ

και εναλλάσσοντας τα ν και λ ( στην (3.8) )

∂gµλ
∂χν

= Γkνµgkλ + Γkνλgkµ

Προσθέτοντας τις δύο πρώτες και αφαιρώντας την τρίτη ϑα έχουµε

∂gµν
∂χλ

+
∂gλν
∂χµ

− ∂gµλ
∂χν

= Γkλµgkν + Γkλνgkµ + Γkµλgkν + Γkµνgkλ − Γkνµgkλ − Γkνλgkµ

= 2gkνΓkλµ (3.9)

(Τα Γkµν και gµν είναι συµµετρικά κάτω από την αλλαγή µ↔ ν)
Ορίζουµε έναν πίνακα gνσ ως τον αντίστροφο του gνσ έτσι ώστε

gνσgκν = ηaβ
∂χν

∂ξa
∂χσ

∂ξβ
ηγδ

∂ξγ

∂χκ
∂ξδ

∂χν
= ηaβ

∂χσ

∂ξβ
ηγδ

∂ξγ

∂χκ
∂χν

∂ξa
∂ξδ

∂χν

= ηaβ
∂χσ

∂ξβ
ηγδ

∂ξγ

∂χκ
δδa = ηaβ

∂χσ

∂ξβ
ηγa

∂ξγ

∂χκ
= δβγ

∂χσ

∂ξβ
∂ξγ

∂χκ

=
∂χσ

∂ξβ
∂ξβ

∂χκ
= δσk

και πολλαπλασιάζουµε την (3.9) µε το gνσ. ΄Ετσι έχουµε

gνσ
(∂gµν
∂χλ

+
∂gλν
∂χµ

− ∂gµλ
∂χν

)
= 2gνσgκνΓkλµ

⇒ gνσ
(∂gµν
∂χλ

+
∂gλν
∂χµ

− ∂gµλ
∂χν

)
= 2δσkΓkλµ

⇒ Γσλµ =
1

2
gνσ
(∂gµν
∂χλ

+
∂gλν
∂χµ

− ∂gµλ
∂χν

)
(3.10)

Το δεξί µέλος της (3.10) ονοµάζεται και σύµβολο Christoffel και συµβολίζεται{
σ
λµ

}
≡ 1

2
gνσ
(∂gµν
∂χλ

+
∂gλν
∂χµ

− ∂gµλ
∂χν

)
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3.3 ∆ιανύσµατα και τανυστές

Ας ϑεωρήσουµε µια καµπύλη που διέρχεται από κάποιο σηµείο A σε ένα χώρο n-
διαστάσεων. Η καµπύλη αυτή ϑα καθορίζεται από n συναρτήσεις µιας ϐαθµωτής
ποσότητας λ της µορφής

xµ = zµ(λ) µ = 0, 1, ..., n− 1

Αν στο σηµείο A αντιστοιχεί η τιµή της παραµέτρου λ τότε σε ένα διπλανό σηµείο
A′ η τιµή της παραµέτρου ϑα είναι λ + dλ. Μπορούµε τώρα να ορίσουµε ως
εφαπτόµενο διάνυσµα V µ στο σηµείο A το

V µ =
dχµ

dλ

Το εφαπτόµενο διάνυσµα V µ που ορίζεται από την παραπάνω σχέση ϑα λέµε ότι
είναι ένα ανταλλοίωτο διάνυσµα. ΄Ενας µετασχηµατισµός από το σύστηµα χµ σε
ένα άλλο σύστηµα συντεταγµένων χ′µ ορίζεται από τις n εξισώσεις

χ′
µ

= fµ(χν) µ, ν = 0, 1, ..., n− 1

ενώ ο αντίστροφός του ϑα είναι

xµ = gµ(χ′
ν
) µ, ν = 0, 1, ..., n− 1

Οι µετασχηµατισµοί αυτοί είναι δυνατοί αν και µόνο αν οι Ιακωβιανές τους είναι
διάφορες του µηδενός, δηλαδή αν

det
(∂χ′µ
∂χν

)
6= 0 και det

( ∂χµ
∂χ′ν

)
6= 0

΄Ενα απειροστό διάνυσµα dχν που ορίζεται σ’ ένα σύστηµα χµ ϑα µετασχηµατίζεται
σ’ ένα άλλο σύστηµα χµ′ ως

dχ′
µ

=
∂χ′µ

∂χν
dχν

΄Εστω ότι το ανταλλοίωτο διάνυσµα V µ έχει ορισθεί σε ένα σύστηµα συντεταγµένων
χµ. Τότε οι συνιστώσες του σε ένα άλλο σύστηµα συντεταγµένων, έστω το χ′µ, ϑα
δίνονται από µετασχηµατισµούς της µορφής

V ′
µ

=
dχ′µ

dλ
=
∂χ′µ

∂χν
dχν

dλ
=
∂χ′µ

∂χν
V ν

Φυσικά µπορούµε να γυρίσουµε πίσω στις αρχικές συντεταγµένες καθώς ισχύει

∂χ′µ

∂χν
∂χν

∂χ′a
=
∂χ′µ

∂χ′a
= δµa ⇒ ∂χ′µ

∂χν
∂χν

∂χ′µ
= 1

και έτσι έχουµε

V ′
µ

=
∂χ′µ

∂χν
V ν ⇒ ∂χν

∂χ′µ
V ′

µ
=
∂χ′µ

∂χν
∂χν

∂χ′µ
V ν ⇒ V ν =

∂χν

∂χ′µ
V ′

µ

΄Ενας στενά σχετιζόµενος κανόνας µετασχηµατισµού είναι αυτός του συναλλοίωτου
διανύσµατος Uµ το οποίο κάτω από το µετασχηµατισµό συντεταγµένων χµ → χ′µ

µετασχηµατίζεται ως
U ′µ =

∂χν

∂χ′µ
Uν
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και αντίστροφα

Uν =
∂χ′µ

∂χν
U ′µ

Ο πιο απλός κανόνας µετασχηµατισµού είναι αυτός του ϐαθµωτού, το οποίο απλά
δεν αλλάζει κάτω από γενικούς µετασχηµατισµούς συντεταγµένων. Μια ϐαθµωτή
συνάρτηση φ(χµ) σε ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων ϑα είναι

φ = φ(χ′
µ
) = φ(χµ)

Η µερική παράγωγος όµως ενός ϐαθµωτού πεδίου ∂φ/∂χµ είναι ένα συναλλοίωτο
διάνυσµα καθώς σε ένα µετασχηµατισµένο σύστηµα αναφοράς είναι

∂φ

∂χ′µ
=

∂χν

∂χ′µ
∂φ

∂χν

µετασχηµατίζεται δηλαδή όπως τα συναλλοίωτα διανύσµατα.
Τα ϐαθµωτά µεγέθη και τα διανύσµατα (συναλλοίωτα και ανταλλοίωτα) εί-

ναι ειδικές περιπτώσεις µιας ευρύτερης κατηγορίας γεωµετρικών ποσοτήτων που
µετασχηµατίζονται µε ϐάση τους προηγούµενους κανόνες. Οι ποσότητες αυτές
καλούνται τανυστές. Τα ϐαθµώτα µεγέθη είναι τανυστές µηδενικής τάξης ενώ τα
διανύσµατα είναι τανυστές πρώτης τάξης. Θα ονοµάζουµε ανταλλοίωτο τανυστή
2ης τάξης, σε ένα n-διάστατο χώρο, την ποσότητα Tµν η οποία έχει n2 συνιστώσες
και µετασχηµατίζεται ως

T ′
aβ

=
∂χ′a

∂χµ
∂χ′β

∂χν
Tµν

Κατ’ ανάλογο τρόπο µπορούµε να ορίσουµε και τους τανυστές 2ης τάξης Tµν
(συναλλοίωτος) και Tµν (µεικτός) που µετασχηµατίζονται ως

T ′aβ =
∂χµ

∂χ′a
∂χν

∂χ′β
Tµν και T ′

a
β =

∂χ′a

∂χµ
∂χν

∂χ′β
Tµν

΄Ενας τανυστής µε πάνω δείκτες µ, ν, ... και κάτω δείκτες k, λ, ... µετασχηµατίζεται
ως γινόµενο ανταλλοίωτων διανυσµάτων V µW ν · ·· και συναλλοίωτων διανυσµάτων
UkYλ · ·· . Για παράδειγµα κάτω από το µετασχηµατισµό χµ → χ′µ ένας τανυστής
Tµ λν ϑα µετασχηµατιστεί στο

T ′
µ λ
ν =

∂χ′µ

∂χκ
∂χρ

∂χ′ν
∂χ′λ

∂χσ
Tκ σρ

Το πιο σηµαντικό παράδειγµα είναι ο µετρικός τανυστής που όπως έχουµε δηλώσει
για ένα γενικό σύστηµα συντεταγµένων είναι

gµν = ηaβ
∂ξa

∂χµ
∂ξβ

∂χν

όπου ξa είναι ένα τοπικό αδρανειακό σύστηµα αναφοράς. Σε ένα διαφορετικό
σύστηµα αναφοράς χ′µ ο µετρικός τανυστής είναι

gµν
′ = ηaβ

∂ξa

∂χ′µ
∂ξβ

∂χ′ν
= ηaβ

∂ξa

∂χρ
∂χρ

∂χ′µ
∂ξβ

∂χσ
∂χσ

∂χ′ν
=

∂χρ

∂χ′µ
∂χσ

∂χ′ν
gρσ
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Βλέπουµε ότι ο gµν είναι ένας συναλλοίωτος τανυστής. Ο αντίστροφός του είναι
ένας ανταλλοίωτος τανυστής καθώς αν ορίσουµε το gλµ έτσι ώστε

gλµgµν = δλν

ϑα έχουµε

∂χ′λ

∂χρ
∂χ′µ

∂χσ
gρσgµν

′ =
∂χ′λ

∂χρ
∂χ′µ

∂χσ
gρσ

∂χκ

∂χ′µ
∂χη

∂χ′ν
gκη =

∂χ′λ

∂χρ
gρσδkσ

∂χη

∂χ′ν
gκη

=
∂χ′λ

∂χρ
gρk

∂χη

∂χ′ν
gκη =

∂χ′λ

∂χρ
∂χη

∂χ′ν
δρη =

∂χ′λ

∂χρ
∂χρ

∂χ′ν
= δλν

είναι λοιπόν

gλµ
′

=
∂χ′λ

∂χρ
∂χ′µ

∂χσ
gρσ

όπως απαιτείται για έναν ανταλλοίωτο τανυστή.
Κάθε εξίσωση ϑα είναι αναλλοίωτη κάτω από γενικούς µετασχηµατισµούς συν-

τεταγµένων αν δηλώνει την ισότητα δύο τανυστών µε ίδιους πάνω και κάτω δείκ-
τες. Για παράδειγµα αν Aµ λν και Bµ λν είναι δύο τανυστές που υπακούν στον
κανόνα µετασχηµατισµού των τανυστών και στο σύστηµα συντεταγµένων χµ ισχύει
Aµ λν = Bµ λν τότε και στο σύστηµα χ′µ ϑα ισχύει Aµ λν

′
= Bµ λν

′
.

3.4 Καµπυλότητα του χωροχρόνου -
τανυστής Riemann

Ας ϑεωρήσουµε ένα πείραµα σκέψης. ∆ύο γειτονικά σώµατα που αφήνονται από
την ηρεµία πάνω από τη γη ακολουθούν παράλληλες διαδροµές σε µια µικρή
περιοχή των τροχιών τους, όπως ξέρουµε από την αρχή της ισοδυναµίας. Αλλά αν
µπορούσαµε να ανοίξουµε τρύπες στην γη µέσα από τις οποίες ϑα περνούσαν τα
σωµατίδια, τότε αυτά ϑα διασταυρώνονταν στο κέντρο της. Οπότε δεν υπάρχει ένας
χωρόχρονος Minkowski ο οποίος να καλύπτει µια µεγάλη περιοχή ή ολόκληρη τη
περιοχή που εµπεριέχει ένα σώµα µε µεγάλη µάζα.

Η άποψη του Einstein ήταν ότι η καµπυλότητα του χωροχρόνου προκαλούσε
τη διασταύρωση αυτή των σωµάτων. Σώµατα τα οποία σε αυτό τον καµπύλο
χωρόχρονο ακολουθούσαν ευθείες διαδροµές σε κάθε µικρή περιοχή, ακριβώς
όπως ϑα κάνανε στο χωρόχρονο Minkowski (επίπεδος) απουσία ϐαρύτητας. Η
παρουσία των ϐαρυτικών σωµάτων εµποδίζει την ύπαρξη ενός τέτοιου καθολικού
αδρανειακού συστήµατος αναφορας. Ο χωρόχρονος ϑα ήταν επίπεδος παντού
µόνο αν υπήρχε ένα τέτοιο σύστηµα. Συνεπώς, ο χωρόχρονος καµπυλώνεται από
τα σώµατα µε µάζα. Υπο την παρουσία τους ένα σωµατίδιο ακολουθεί µια γεω-
δαιτική τροχία, που είναι πάντα τοπικά ευθεία. Η έννοια της ϐαρυτικής δύναµης
έχει πλέον αντικατασταθεί από την καµπυλότητα του χωροχρόνου, και οι κινήσεις
των ελεύθερων σωµατιδίων µέσα σ’ αυτόν καθορίζονται από τις γεωδαιτικές (3.4).

Θέλουµε τώρα να κατασκευάσουµε έναν τανυστή από τον µετρικό τανυστή και
τις παραγώγους του. Αν χρησιµοποιήσουµε µόνο τον gµν και τις πρώτες παραγώ-
γους του τότε κανένας νέος τανυστής δεν µπορεί να κατασκευαστεί καθώς σε κάθε
σηµείο µπορούµε να ϐρούµε ένα σύστηµα αναφοράς στο οποίο οι πρώτες παράγ-
ωγοι του µετρικού τανυστή µηδενίζονται. Τότε ο επιθυµητός τανυστής ϑα είναι
ίσος µε κάποιον που µπορεί να κατασκευαστεί µόνο από τον µετρικό τανυστή, και

28



αφού αυτή ϑα είναι µια ισοδυναµία ανάµεσα σε τανυστές ϑα ισχύει σε οποιοδήποτε
σύστηµα συντεταγµένων. Η επόµενη απλούστερη περίπτωση είναι να κατασκευά-
σουµε έναν τανυστή από τον µετρικό τανυστή, τις πρώτες και τις δεύτερες παραγώ-
γους του. Για να το πετύχουµε αυτό ϑα χρειαστούµε τον µετασχηµατισµό της
αφινικής σύνδεσης. Θυµίζουµε τον ορισµό της

Γλµν =
∂χλ

∂ξa
∂2ξa

∂χµ∂χν

όπου ξa είναι το τοπικό αδρανειακό σύστηµα αναφοράς. Στο παράρτηµα Β΄ ϐρίσκ-
ουµε ότι περνώντας από το χµ σε ένα διαφορετικό σύστηµα χ′µ µπορούµε να
καταλήξουµε σε µια σχέση της µορφής

0 =
∂χ′τ

∂χλ

(∂Γλµν
∂χκ

− ∂Γλµκ
∂χν

+ ΓηµνΓλκη − ΓηµκΓλνη

)
− ∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂χ′η

∂χκ

(∂Γτρσ
′

∂χ′ν
− ∂Γτρη

′

∂χ′σ
− Γτλσ

′Γληρ
′
+ Γτλη

′Γλσρ
′)

Η παραπάνω σχέση µπορεί να γραφτεί σαν ένας κανόνας µετασχηµατισµού

Rτ
′

ρση =
∂χ′τ

∂χλ
∂χµ

∂χ′ρ
∂χν

∂χ′σ
∂χκ

∂χ′η
Rλµνκ (3.11)

όπου έχουµε ορίσει

Rλµνκ ≡
∂Γλµν
∂χκ

− ∂Γλµκ
∂χν

+ ΓηµνΓλκη − ΓηµκΓλνη (3.12)

Η εξίσωση (3.11) υποδηλώνει ότι ο Rλµνκ είναι ένας τανυστής. Ο τανυστής αυτός
ονοµάζεται τανυστής καµπυλότητας Riemann - Christoffel και εκφράζει την καµ-
πυλότητα του χώρου. Ο µηδενισµός του τανυστή Riemann σηµαίνει ότι ο χώρος
είναι επίπεδος.

Η συστολή του τανυστή Riemann οδηγεί σε ένα τανυστή δεύτερης τάξης, τον
τανυστή Ricci

Rµκ ≡ Rλµλκ
Μηδενισµός του τανιστή Ricci Rµν = 0 σηµαίνει ότι ο χώρος είναι κενός ύλης -
ενέργειας. Αξίζει λοιπόν να σηµειώσουµε ότι η εξίσωση Rµν = 0 από µόνη της
δεν σηµαίνει ότι ο χώρος είναι επίπεδος. Η παραπέρα συτολή του τανυστή Ricci
οδηγεί στη ϐαθµωτή καµπυλότητα Ricci

R ≡ Rµµ = gµκRµκ
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Κεφάλαιο 4

Κβαντική Θεωρία Πεδίου σε
Καµπύλο Χωρόχρονο

4.1 Κβάντωση του ϐαθµωτού πεδίου σε καµπύλο
χωρόχρονο

Ας ϑεωρήσουµε ένα σύνολο πεδίων φ̂(x) που διαδίδονται σε ένα καµπύλο χωρό-
χρονο µε αναλλοίωτο στοιχείο διαστήµατος

ds2 = gµν(x)dxµdxν

Αν το n δηλώνει τη διάσταση του χωροχρόνου τότε x0 ϑα είναι η χρονική συντε-
ταγµένη και x1, x2, ..., xn−1 ϑα είναι οι χωρικές. Η δράση S κατασκευάζεται από
το πεδίο φ̂ έτσι ώστε να είναι αναλλοίωτη κάτω από γενικούς µετασχηµατισµούς
συντεταγµένων

S[φ̂′(x), ∂′φ̂(x′), g′µν(x′)] = S[φ̂(x), ∂φ̂(x), gµν(x)]

Ο πιο απλός τρόπος να κατασκευάσουµε µια τέτοια δράση είναι να ξεκινήσουµε
µε τη δράση στο χωρόχρονο Minkowski και να αντικαταστήσουµε τους τανυστές
ηµν µε τους τανυστές gµν και τους στοιχειώδεις όγκους dnx µε τους αναλλοίωτους
στοιχειώδεις όγκους (−g)1/2dnx όπου g = det(gµν). Η απαίτηση η δράση να
είναι αναλλοίωτη κάτω από αλλαγές στα πεδία, οι οποίες µηδενίζονται στα όρια
της ολοκλήρωσης, δίνει τις εξισώσεις Euler - Lagrange

∂L
∂φ
− ∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

)
Η Λαγκρανζιανή πυκνότητα ενός ϐαθµωτού πεδίου σε καµπύλο χωρόχρονο είναι

L =
√−g 1

2

(
gµν∂µφ∂νφ−m2φ2 − ξRφ2

)
(4.1)

Παρατηρούµε την εµφάνιση των όρων
√−g και gµν . Συµπεριλαµβάνουµε επίσης

τη ϐαθµώτη καµπυλότητα R και µια αδιάστατη σταθερά ξ. Σηµειώνουµε ότι η
(4.1) δεν είναι η µόνη Λαγκρανζιανή η οποία µετατρέπεται στη Λαγκρανζιανή
Klein- Gordon όταν ο χωρόχρονος είναι επίπεδος. Αφού συµπεριλάβαµε έναν όρο
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ανάλογο του Rφ τότε γιατί όχι και έναν όρο ανάλογο του R2φ ή ανάλογο του
Rµν∂µ∂νφ ; Γενικά µιλώντας ϑέλουµε την απλούστερη γενίκευση της κβαντικής
ϑεωρίας πεδίου Minkowski στον καµπύλο χωρόχρονο, συνεπώς από τον ατελείω-
το αριθµό των πιθανών επιπρόσθετων όρων συµπεριλαµβάνουµε µόνο αυτούς για
τους οποίους έχουµε σοβαρό λόγο να το κάνουµε. Η σωστή ερώτηση λοιπόν είναι
γιατί να συµπεριλάβουµε τον όρο ξR. Υπάρχουν τουλάχιστον δύο λόγοι. Πρώτον
όταν m = 0 και το ξ έχει µια συγκεκριµένη αριθµητική τιµή (ξconf = 1

6 όταν
N = 4 , ξconf = 0 όταν N = 2) η δράση και η εξίσωση κίνησης είναι σύµµορ-
ϕα αναλλοίωτες. Μια λύση, δηλαδή, του χωροχρόνου µε µετρική gµν(x) είναι
επίσης λύση του χωροχρόνου µε µετρική Ω2(x)gµν(x) όπου Ω(x) είναι µια ϑετική
συνάρτηση. ΄Ετσι το ξconf είναι µια απλούστερη ή καλύτερη επιλογή του ξ από
το ξ = 0. ∆εύτερον η ανακανονικοποίηση της ϑεωρίας ενός πεδίου (συγκεκριµένα
ενός πεδίου µε έναν όρο λφ4 στη Λαγκρανζιανή) στον καµπύλο χωρόχρονο έχει
αποδειχθεί πως πρέπει απαραίτητα να εµπεριέχει έναν όρο ανάλογο του Rφ2.

Για να ϐρούµε την εξίσωση κίνησης υπολογίζουµε

∂L
∂φ

=
∂
[√−g 1

2

(
gµν∂µφ∂νφ−m2φ2 − ξRφ2

)]
∂φ

=
1

2

√−g(−m22φ− ξR2φ̂) = −√−g(m2φ+ ξRφ)

και

∂L
∂(∂µφ)

=
∂
[√−g 1

2

(
gµν∂µφ∂νφ−m2φ2 − ξRφ2

)]
∂(∂µφ)

=
√−ggµν∂νφ

Η Euler - Lagrange τότε γίνεται

−√−g(m2φ+ ξRφ)− ∂µ(
√−ggµν∂νφ) = 0

⇒ �φ+m2φ+ ξRφ = 0 (4.2)

όπου
�φ = (−g)−1/2∂µ[(−g)1/2gµν∂νφ] (4.3)

΄Ενα ϐαθµωτό πεδίο που ικανοποιεί την (4.2) στον n-διάστατο χώρο λέγεται ότι
είναι ελάχιστα συζευγµένο αν ξ = 0 και σύµµορφα συζευγµένο αν

ξ = ξconf ≡
n− 2

4(n− 1)
(4.4)

Για µια χωροειδή υπερεπιφάνεια µε µετρική γij (γ = det(γij))και µελλοντικά
- κατευθυνόµενο, µοναδιαίο, κάθετο διάνυσµα nµ, το εσωτερικό γινόµενο των
λύσεων τής παραπάνω εξίσωσης ορίζεται

(φ̂1, φ̂2) = −i
∫

Σ

(φ̂1∂µφ̂
∗
2 − φ̂∗2∂µφ̂1)nµ

√−γdn−1x (4.5)

το οποίο είναι ανεξάρτητο της υπερεπιφάνειας Σ. Η υπερεπιφάνεια Σ επιλέγεται
να είναι µια επιφάνεια Cauchy1 στον υπερβολικό χωρόχρονο.

1Υπονοείται από την αιτιότητα σε αυτή τη κατασκευή ότι η εξίσωση (4.2) έχει λύσεις οι οποίες ορίζον-
ται καθολικά στον χωρόχρονο. Για το λόγο αυτό αρκεί ο χωρόχρονος να είναι καθολικά υπερβολικός -
αυτό σηµαίνει να έχει µια επιφάνεια Cauchy. Τί είναι όµως µια επιφάνεια Cauchy; Είναι πρώτα απ’
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Μπορούµε τώρα να ξεκινήσουµε την κβάντωση της ϑεωρίας όπως και στο κε-
ϕάλαιο 2. Η συζυγής ορµή ϑα είναι

π =
∂L

∂(∂0φ)

η οποία για τη Λαγκρανζιανή µας είναι

π̂ =
√−g∂0φ̂

Μπορούµε να επιβάλλουµε τις σχέσεις µετάθεσης

[φ̂(t, x), φ̂(t, x′)] = 0

[π̂(t, x), π̂(t, x′)] = 0

[φ̂(t, x), π̂(t, x′)] =
i√−g δ

(n−1)(x− x′) (4.6)

Εδώ όλοι οι µεταθέτες υπολογίζονται για δύο πεδία στην επιφάνεια Σ. (Στο κε-
ϕάλαιο 2 η συζυγής ορµή ήταν π̂ =

˙̂
φ ενώ τώρα π̂ =

√−g ˙̂
φ , αυτός είναι και

ο λόγος που εµφανίζεται ο όρος
√−g στον παρονοµαστή). Στην κβαντική ϑεω-

ϱία πεδίου στον χωρόχρονο Minkowski ϐρήκαµε λύσεις της εξίσωσης κίνησης
οι οποίες χωρίζονταν σε χρονοεξαρτώµενους και χωροεξαρτώµενους παράγοντες.
Μπορέσαµε έτσι στη συνέχεια να διακρίνουµε τις λύσεις ϑετικής και αρνητικής
συχνότητας. Στην κβαντική ϑεωρία καµπύλου χωροχρόνου µπορούµε να ϐρούµε
ένα σύνολο τέτοιων λύσεων, το πρόβληµα όµως είναι ότι γενικά ϑα υπάρχουν πολ-
λά τέτοια σύνολα και δεν ϑα έχουµε κάποιο λόγο να προτιµήσουµε το ένα σύνολο
από τα υπόλοιπα. Η έννοια του κενού ή του τελεστή αρίθµησης ϑα εξαρτάται από
το σύνολο που ϑα επιλέξουµε.

Ας δούµε τι µπορούµε να κάνουµε. Θα µπορούµε πάντα να ϐρούµε ένα σύνολο
λύσεων ui(xµ) οι οποίες ϑα ικανοποιούν τις σχέσεις

(ui, uj) = δij (u∗i , u
∗
j ) = −δij (ui, u

∗
j ) = 0 (4.7)

Οι λύσεις αυτές µπορούν να επιλεγούν ώστε να είναι ένα πλήρες σύνολο και έτσι
τα πεδία αναπτύσσονται ως

φ̂ =
∑
i

(âiui(x) + â†iu
∗
i (x)) (4.8)

Οι τελεστές âi και â†i ικανοποιούν τις σχέσεις µετάθεσης

[âi, âj ] = 0 [â†i , â
†
j ] = 0 [âi, â

†
j ] = δij

Θα υπάρχει µια κατάσταση κενού η οποία καταστρέφεται από τους τελεστές κατασ-
τροφής

âi|0u〉 = 0 για όλα τα i

όλα µια κλειστή “ϕέτα” στον χωρόχρονο - µια τρισδιάστατη επιφάνεια Σ στην οποία δεν υπάρχουν δύο
σηµεία τα οποία να ενώνονται µε µια χρονοειδής ή ϕωτοειδής καµπλύλη. Για να χαρακτηρίζεται ως
Cauchy η Σ ϑα πρέπει να έχει επιπλέον την ακόλουθη ιδιότητα. Για κάθε σηµείο p του χωροχρόνου
κάθε χρονοειδής ή ϕωτοειδής καµπύλη που περνά από το p τέµνει την Σ. Η ιδέα αυτού του ορισµού
είναι ότι η ϕυσική στην Σ καθορίζει πλήρως τη ϕυσική στο µέλλον και το παρελθόν της Σ. ΄Ετσι, πιο
συγκεκριµένα, τα αρχικά δεδοµένα στην Σ είναι αρκετά για να καθορίσουν τη λύση της (4.2) σε όλο
τον χωρόχρονο.
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Από αυτή την κατάσταση κενού µπορούµε να δηµιουργήσουµε µια ολόκληρη
ϐάση Fock για τον χώρο Hilbert. ΄Οπως πριν µια κατάσταση µε ni διεγέρσεις
δηµιουργείται µε την επαναλαµβανόµενη δράση του τελεστή δηµιουργίας â†i

|ni〉 =
1√
ni!

(â†i )
ni |0u〉

και παρόµοια για καταστάσεις µε διαφορετικό είδος διεγέρσεων. Μπορούµε ακό-
µα να ορίσουµε έναν τελεστή αρίθµησης για κάθε συνάρτηση ui

n̂ui = â†i âi

Ο κάτω δείκτης u στην κατάσταση κενού και στον τελεστή αρίθµησης µας ϑυµίζουν
ότι ορίζονται ως προς το σύνολο των λύσεων ui.

Η µεθοδολογία αυτή ϕαίνεται αρκετά όµοια µε αυτή που είχαµε στον επίπεδο
χωρόχρονο. Γιατί δεν µπορούµε λοιπόν να δηλώσουµε ότι οι διεγέρσεις που
δηµιουργούνται από τα â†i είναι σωµατίδια και να τελειώνουµε; Θα µπορούσαµε
αλλά πρέπει να αντιµετωπίσουµε το γεγονός ότι υπάρχουν άλλες επιλογές που ϑα
µπορούσαµε να κάνουµε. Ας ϑεωρήσουµε ένα εναλλακτικό σύνολο από λύσεις
uj µε όλες τις ιδιότητες που είχαν οι προηγούµενες συµπεριλαµβανοµένης και
της δηµιουργίας (µαζί µε τις συζυγείς u∗j ) µιας πλήρους ϐάσης ως προς την οποία
µπορούµε να αναπτύξουµε τον τελεστή πεδίου

φ̂ =
∑
j

(âjuj + â
†
ju
∗
j )

Οι τελεστές καταστροφής και δηµιουργίας, âj και â†j , ικανοποιούν τις σχέσεις
µετάθεσης

[âj , âi] = 0 [â
†
j , â
†
i ] = 0 [âj , â

†
i ] = δji

και ϑα υπάρχει µια κατάσταση κενού |0u〉 η οποία καταστρέφεται από τους τελεστές
καταστροφής

âj |0u〉 = 0 για όλα τα j

Μπορούµε να κατασκευάσουµε µια ϐάση Fock επαναλαµβάνοντας τη δράση τελεστών
δηµιουργίας σε αυτό το κενό και να ορίσουµε τον τελεστή αρίθµησης

n̂uj = â
†
j âj

Αυτό που χάσαµε κατά τη µετάβαση από τον επίπεδο στον καµπύλο χωρόχρονο
είναι ο οποιοσδήποτε λόγος να προτιµήσουµε το ένα σύνολο λύσεων (ui) από το άλ-
λο (uj ). Στον επίπεδο χωρόχρονο µπορούσαµε να διαλέξουµε ένα σύνολο λύσεων
απαιτώντας να έχουν ϑετική συχνότητα ως προς τη συντεταγµένη που ορίζεται από
τη σχέση ∂tuk = −iωuk. Η χρονική συντεταγµένη δεν ήταν µοναδική, αφού ή-
µαστε ελεύθεροι να πραγµατοποιήσουµε µετασχηµατισµούς Lorentz, όµως είδαµε
ότι η κατάσταση κενού και ο τελεστής αρίθµησης είναι αναλλοίωτοι κάτω από
µετασχηµατισµούς Lorentz. ΄Ετσι κάθε αδρανειακός παρατηρητής συµφωνούσε
στο ποια είναι η κατάσταση του κενού ή στο πόσα σωµατίδια ϐρίσκονται σε µια
κατάσταση |ni〉
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4.2 Συντελεστές Bogolyubov

Θα ϑεωρήσουµε τώρα το πιο γενικό πλαίσιο όπου αν ένας παρατηρητής ορίζει τα
σωµατίδια ως προς ένα σύνολο λύσεων ui και ένας άλλος ως προς ένα σύνολο uj
ϑα διαφωνούν στο πόσα σωµατίδια παρατηρούνται (ή αν παρατηρούνται καθόλου
σωµατίδια). Για να το δούµε αυτό είναι ϐολικό να αναπτύξουµε κάθε σύνολο
λύσεων ως προς τις άλλες (κάτι που είναι εφικτό αφού και τα δύο σύνολα είναι
πλήρη).

uj =
∑
i

(αjiui + βjiu
∗
i ) (4.9)

και αντίστροφα
ui =

∑
j

(α∗jiuj − βjiu∗j ) (4.10)

Ο µετασχηµατισµός αυτός από το ένα σύνολο λύσεων στο άλλο είναι γνωστός
ως µετασχηµατισµός Bogolyubov και οι πίνακες αji και βji που υλοποιούν τον
µετασχηµατισµό είναι οι συντελεστές Bogolyubov. Χρησιµοποιώντας την ορθοκανον-
ικότητα των συναρτήσεων µπορούµε να δείξουµε ότι (για ευκολία αγνοούµε τον
παράγοντα √γnµ)

(ui, uj) =
(∑

k

(αikuk + βiku
∗
k), uj

)
=

∫ [∑
k

(αikuk + βiku
∗
k)∂µu

∗
j − u∗j∂µ

∑
k

(αikuk + βiku
∗
k)
]
dn−1x

=

∫ [∑
k

αikuk∂µu
∗
j +

∑
k

βiku
∗
k∂µu

∗
j −

∑
k

αiku
∗
j∂µuk −

∑
k

βiku
∗
j∂µu

∗
k

]
dn−1x

=
∑
k

αik

∫ (
uk∂µu

∗
j − u∗j∂µuk

)
dn−1x+

∑
k

βik

∫ (
u∗k∂µu

∗
j − u∗j∂µu∗k

)
dn−1x

=
∑
k

αik(uk, uj) +
∑
k

βik(u∗k, uj) =
∑
k

αikδkj
∑
k

βik0

= αij (4.11)

και όµοια

(ui, u
∗
j ) =

∫ [∑
k

(αikuk + βiku
∗
k)∂µuj − uj∂µ

∑
k

(αikuk + βiku
∗
k)
]
dn−1x

=
∑
k

αik

∫
(uk∂µuj − uj∂µuk)dn−1x+

∑
k

βik

∫
(u∗k∂µuj − uj∂µu∗k)dn−1x

=
∑
k

αik(uk, u
∗
j ) +

∑
k

βik(u∗k, u
∗
j ) =

∑
k

αik0 +
∑
k

βik(−δkj)

= −βij (4.12)
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Αν εισάγουµε τη σχέση (4.9) στην (ui, uj) = δij ϐρίσκουµε

(ui, uj) =
(∑

k

(αikuk + βiku
∗
k),
∑
k′

(αjk′uk′ + βjk′u
∗
k′)
)

=
∑
k,k′

(αikuk, αjkuk) +
∑
k,k′

(αikuk, βjk′u
∗
k′) +

∑
k,k′

(βiku
∗
k, αjk′uk′) +

∑
k,k′

(βiku
∗
k, βjk′u

∗
k′)

=
∑
k,k′

αikα
∗
jk′(uk, uk′) +

∑
k,k′

αikβjk′(uk, u
∗
k′) +

∑
k,k′

βikα
∗
jk′(u

∗
k, uk′) +

∑
k,k′

βikβ
∗
jk′(u

∗
k, u
∗
k′)

=
∑
k,k′

αikα
∗
jk′δkk′ +

∑
k,k′

αikβjk′ 0 +
∑
k,k′

βikα
∗
jk′ 0 +

∑
k,k′

βikβ
∗
jk′(−δkk′)

=
∑
k

(αikα
∗
jk − βikβ∗jk)

Θα είναι δηλαδή ∑
k

(αikα
∗
jk − βikβ∗jk) = δij (4.13)

΄Οµοια από τη σχέση (ui, u
∗
j ) = 0 δείχνουµε ότι∑
k

(αikβjk − βikαjk) = 0 (4.14)

Οι συντελεστές Bogolyubov µπορούν επίσης να χρησιµοποιηθούν για να περι-
γράψουν τον µετασχηµατισµό ανάµεσα στους τελεστές

âi =
∑
j

(αjiâj + β∗jiâ
†
j) (4.15)

και
âj =

∑
i

(α∗jiâi − β∗jiâ†i ) (4.16)

Για να το δείξουµε αυτό ξεκινάµε από το γεγονός ότι

(φ̂, ui) =
(∑

j

(âjuj + â†ju
∗
j ), ui

)
=
∑
j

âj(uj , ui) +
∑
j

â†j(u
∗
j , ui) = âi

΄Ετσι µπορούµε να γράψουµε

âi = (φ̂, ui) =
(∑

j

(âjuj + â
†
ju
∗
j ), ui

)
=
∑
j

âj(uj , ui) +
∑
j

â
†
j(u
∗
j , ui)

=
∑
j

âj

(∑
k

(αjkuk + βjku
∗
k), ui

)
+
∑
j

â
†
j

(∑
k

(α∗jku
∗
k + β∗jkuk), ui

)
=
∑
j

âj

(∑
k

αjk(uk, ui) +
∑
k

βjk(u∗k, ui)
)

+
∑
j

â
†
j

(∑
k

α∗jk(u∗k, ui) +
∑
k

β∗jk(uk, ui)
)

=
∑
j

âjαji +
∑
j

â
†
jβ
∗
ji =

∑
j

(αjiâj + β∗jiâ
†
j)

΄Οµοια ϑα ισχύει

(φ̂, ui) =
(∑

j

(âjuj + â
†
ju
∗
j ), ui

)
=
∑
j

âj(uj , ui) +
∑
j

â
†
j(u
∗
j , ui) = âi
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Απ’ όπου ϐρίσκουµε

âi = (φ̂, ui) =
(∑

j

(âjuj + â†ju
∗
j ), ui

)
=
∑
j

âj(uj , ui) +
∑
j

â†j(u
∗
j , ui)

=
∑
j

âj

(
uj ,
∑
k

(αikuk + βiku
∗
k)
)

+
∑
j

â†j

(
u∗j ,
∑
k

(αikuk + βiku
∗
k)
)

=
∑
j

âj

(∑
k

α∗ik(uj , uk) +
∑
k

β∗ik(uj , u
∗
k)
)

+
∑
j

â†j

(∑
k

α∗ik(u∗j , uk) +
∑
k

β∗ik(u∗j , u
∗
k)
)

=
∑
j

âjα
∗
ij −

∑
j

â†jβ
∗
ij =

∑
j

(α∗ij âj − β∗ij â†j)

4.3 Η έννοια των σωµατιδίων -
ανιχνευτές σωµατιδίων

Ας ϕανταστούµε τώρα ότι το σύστηµα είναι στο u-κενό |0u〉, στο οποίο δεν παρατηρούν-
ται u-σωµατίδια. Θα ϑέλαµε να µάθουµε πόσα σωµατίδια παρατηρούνται από
έναν παρατηρητή που χρησιµοποιεί τις λύσεις u. Υπολογίζουµε λοιπόν την ανα-
µενόµενη τιµή του τελεστή αρίθµησης n̂ui στο u-κενό.

〈0u|nui |0u〉 = 〈0u|â
†
i âi|0u〉 = 〈0u|

∑
jk

(αij â
†
j − βij âj)(α∗ikâk − β∗ikâ†k)|0u〉

=
∑
jk

αijα
∗
ik〈0u|â†j âk|0u〉 −

∑
jk

αijβ
∗
ik〈0u|â†j â†k|0u〉

+
∑
jk

(−βij)α∗ik〈0u|âj âk|0u〉+
∑
jk

(−βij)(−β∗ik)〈0u|âj â†k|0u〉

=
∑
jk

βijβ
∗
ik〈0u|âj â†k|0u〉

Στο τελευταίο ϐήµα έχουµε χρησιµοποιήσει το γεγονός ότι â|0u〉 = 0 , 〈0u|â† = 0.
Χρησιµοποιώντας τη σχέση [âj , â

†
k] = δjk ⇒ âj â

†
k − a

†
kâj = δjk ϑα έχουµε τελικά

〈0u|nui |0u〉 =
∑
jk

βijβ
∗
ik〈0f |(a†kâj + δjk)|0u〉

=
∑
jk

βijβ
∗
ikδjk〈0u|0u〉 =

∑
j

βijβ
∗
ij

΄Ετσι ο αριθµός των u-σωµατιδίων στο u-κενό µπορεί να εκφραστεί ως προς τους
συντελεστές Bogolyubov

〈0u|n̂ui |0u〉 =
∑
j

|βij |2 (4.17)

∆εν υπάρχει κάποιος λόγος να µηδενιστεί αυτή η ποσότητα. Αυτό που ϕαίνεται σαν
κενό για έναν παρατηρητή ϑα είναι µια κατάσταση γεµάτη σωµατίδια σύµφωνα µε
έναν άλλον. Αν κάποιο από τα βij δεν µηδενίζεται τότε οι καταστάσεις κενού δεν
συµπίπτουν.

Το ερώτηµα που εµφανίζεται είναι το ποιο σύνολο λύσεων µας προµηθεύει µε
την “καλύτερη” περιγραφή του ϕυσικού κενού και αντιστοιχεί πλησιέστερα στην
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πραγµατική µας εµπειρία της “µη ύπαρξης σωµατιδίων”. ΄Οπως ϕαίνεται τελικά το
ερώτηµα αυτό δεν µπορεί να απαντηθεί όπως διατυπώθηκε καθώς είναι απαραίτη-
το να συγκεκριµενοποιήσουµε τις λεπτοµέρειες της διαδικασίας της κβαντικής
µέτρησης η οποία χρησιµοποιείται για να ανιχνεύσουµε την ύπαρξη κβάντων.
Συγκεκριµένα η κατάσταση κίνησης της συσκευής µέτρησης µπορεί να επηρεά-
σει το αν ϑα παρατηρηθούν σωµατίδια ή όχι. Για παράδειγµα ένας ανιχνευτής
σε ελεύθερη πτώση δεν ϑα καταγράφει πάντα την ίδια πυκνότητα σωµατιδίων
όπως ένας µη αδρανειακός, επιταχυνόµενος ανιχνευτής. Στην πραγµατικότητα
αυτό είναι αλήθεια ακόµα και στον χωρόχρονο Minkowski. ΄Ενας επιταχυνόµενος
ανιχνευτής ϑα καταγράφει κβάντα ακόµα και στη κατάσταση κενού που ορίζεται
από τη σχέση âk|0〉. Το ιδιαίτερο χαρακτηριστικό του χωροχρόνου Minkowski δεν
είναι ότι υπάρχει ένα µοναδικό κενό (δεν υπάρχει), αλλά ότι η συµβατική κατάσ-
ταση κενού όπως ορίζεται ως προς τις λύσεις uk(xµ) = [(2π)n−12ω]−1/2eikµx

µ

είναι το ίδιο κενό για όλες τις αδρανειακές συσκευές µέτρησης σε όλο το χωρό-
χρονο. Αυτό συµβαίνει γιατί το κενό όπως ορίζεται από την âk|0〉 είναι αναλλοίωτο
κάτω από µετασχηµατισµούς Lorentz.

Από την ανάπτυξη αυτού του ϑέµατος µάθαµε ότι η έννοια των σωµατιδίων δεν
έχει καθολική σηµασία. Τα σωµατίδια µπορούν να καταγράψουν την παρουσία
τους σε κάποιους ανιχνευτές ενώ σε άλλους όχι. Κάποιος είναι ελεύθερος να
υποστηρίξει την ύπαρξη σωµατιδίων αλλά χωρίς να προσδιορίσει την κατάσταση
κίνησης του ανιχνευτή η έννοια των σωµατιδίων δεν είναι πολύ χρήσιµη ακόµα
και στο χωρόχρονο Minkowski.

Σε πολλά προβλήµατα που µας ενδιαφέρουν ο χωρόχρονος µπορεί να αν-
τιµετωπιστεί ως ασυµπτωτικά Minkowski στο µακρυνό παρελθόν και/ή µέλλον.
Κάτω από αυτές τις συνθήκες η επιλογή του “ϕυσικού” κενού Monkowski όπ-
ως ορίζεται από την σχέση (2.10) έχει ένα πολύ κατανοητό ϕυσικό νόηµα, την
απουσία δηλαδή σωµατιδίων σύµφωνα µε όλους τους αδρανειακούς παρατηρητές
στην ασυµπτωτική περιοχή. Αναφερόµαστε στο µακρινό παρελθόν και µέλλον ως
τις “µέσα” και “έξω” περιοχές αντίστοιχα. Αυτή η ορολογία µεταφερθηκε από
την κβαντική ϑεωρία πεδίου Minkowski όπου ϑεωρούµε ότι καθώς το t → ±∞
όλες οι αλληλεπιδράσεις των πεδίων τείνουν στο µηδέν. Εφόσον δουλεύουµε στην
εικόνα του Heisenberg αν διαλέξουµε την κατάσταση του κβαντικού πεδίου στην
“µέσα” περιοχή να είναι η κατάσταση του κενού τότε ϑα παραµείνει σε αυτή την
κατάσταση κατά τη διάρκεια της εξέλιξης στην οποία υπόκειται. Παρ’ όλα αυτά
όπως ϑα δείξουµε σύντοµα, σε µετέπειτα στιγµές έξω από την “µέσα” περιοχή
οι ανιχνευτές σε ελεύθερη πτώση µπορεί να καταγράφουν σωµατίδια σε αυτή την
κατάσταση κενού. Συγκεκριµένα αν υπάρχει και µια “έξω” περιοχή τότε το “µέσα”
κενό µπορεί να µη συµπίπτει µε το “έξω” κενό. Σε αυτή τη περίπτωση µια ϕυσική
(αδρανειακή) οµάδα παρατηρητών στην “έξω” περιοχή ϑα ανιχνεύει την παρουσία
σωµατιδίων. Μπορούµε λοιπόν να πούµε ότι σωµατίδια έχουν δηµιουργηθεί από
το χρονοεξαρτώµενο εξωτερικό ϐαρυτικό πεδίο.

4.4 Κοσµολογική δηµιουργία σωµατιδίων -
ένα απλό παράδειγµα

Σε αυτό το κοµµάτι Θα µελετήσουµε το πως µπορεί να προκληθεί δηµιουργία
σωµατιδίων σε ένα χωρόχρονο µε “µέσα” και “έξω” περιοχές Minkowski. ΄Ενας
κατάλληλος χωρόχρονος είναι ένα δισδιάστατο σύµπαν Robertson - Walker µε
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στοιχειώδες µήκος
ds2 = dt2 − a2(t)dx2 (4.18)

όπου τα χωρικά µέρη επεκτείνονται οµοιόµορφα όπως περιγράφεται απο τη ϐαθ-
µωτή συνάρτηση a(t). Εισάγωντας µια νέα παράµετρο του χρόνου η (το λεγόµενο
σύµµορφο χρόνο) που ορίζεται ως dη = dt/a ϑα έχουµε

t =

∫ t

dt′ =

∫ η

a(η′)dη′

και η (4.18) µπορεί να ξαναγραφτεί ως

ds2 = a2(η)(dη2 − dx2) = C(η)(dη2 − dx2) (4.19)

όπου έχουµε ορίσει τον σύµµορφο ϐαθµωτό παράγοντα C(η) = a2(η). Αυτή η
µορφή του στοιχειώδους µήκους είναι προφανώς σύµµορφη (Παράρτηµα Γ΄) στον
χωρόχρονο Minkowski. Θυµίζουµε πως ένας σύµµορφος µετασχηµατισµός µιας
µετρικής gµν περιγράφεται από

gµν(x)→ g̃µν(x) = Ω2(x)gµν(x)

Αφού λοιπόν ο χωρόχρονος Minkowski περιγράφεται από το στοιχειώδες µήκος

ds2 = dη2−dx2 και µετρική gµν =

(
1 0
0 −1

)
ο χωρόχρονος µε ds2 = a2(η)(dη2−

dx2) και µετρική g̃µν = a2(η)

(
1 0
0 −1

)
= a2(η)gµν είναι σύµµορφος µ’ αυτόν.

Σηµειώνουµε ότι ο ανταλλοίωτος τανυστής ϑα µετασχηµατιστεί ως

gµν → g̃µν = a−2(η)gµν (4.20)

Ας υποθέσουµε ότι

C(η) = A+B tanh(ρη) µε A,B, ρ σταθερά

τότε στο µακρυνό παρελθόν και µέλλον ο χωρόχρονος γίνεται Minkowski αφού

C(n)→ A±B, η → ±∞

Θεωρούµε την παραγωγή ελάχιστα συζευγµένων ϐαθµωτών σωµατιδίων µε µάζα.
Θυµίζουµε πως η εξίσωση για ένα ϐαθµώτο πεδίο µε µάζα σε καµπύλο χωρόχρονο
είναι

[�+m2 + ξ(n)R(x)]φ̂(x) = 0 (4.21)

Για την ελάχιστα συζευγµένη περίπτωση έχουµε ξ = 0 ενώ για τη σύµµορφα
συζευγµένη περίπτωση έχουµε ξ(n) ≡ 1

4 [(n− 2)/(n− 1)]. Παρατηρούµε ότι στις
2 διαστάσεις που µελετάµε το πρόβληµά µας η ελάχιστη και η σύµµορφη σύζευξη
είναι ισοδύναµες (ξ = 0).

Εφόσον τοC(η) δεν είναι συνάρτηση του x (της χωρικής συνιστώσας) µπορούµε
να χωρίσουµε τις µεταβλητές στις ϐαθµωτές συναρτήσεις που εµφανίζονται στη
λύση

φ̂(x) =
∑
i

[âiui(x) + â†iu
∗
i (x)]
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C(η)

A+B

A−B
η

“έξω” περιοχή

“µέσα” περιοχή

Σχήµα 4.1: Ο σύµµορφος παράγοντας C(η) = A + B tanh(ρη) αντιπροσωπεύει
ένα ασυµπτωτικά στατικό σύµπαν το οποίο υπόκειται σε µια περίοδο οµαλής επέκ-
τασης.

γράφοντας
uk(η, x) = (2π)−

1
2 eikxχk(η) (4.22)

Αντικαθιστώντας τη σχέση (4.22) στην ϑέση του φ̂ στην (4.21) µε ξ = 0 , την
d’Alembertian (4.3) και τη µετρική που δίνεται από τη σχέση (4.19) ϑα έχουµε

�uk(η, x) +m2uk(η, x) = 0

⇒ (−g)−1/2∂µ[(−g)1/2gµν∂ν(eikxχk(η))] +m2eikxχk(η) = 0

⇒ C(η)−1∂µ[C(η)gµν∂ν(eikxχk(η))] +m2eikxχk(η) = 0

⇒ C(η)−1∂µ[C(η)C(η)−1nµν∂ν(eikxχk(η))] +m2eikxχk(η) = 0

⇒ C(η)−1∂µ[∂µ(eikxχk(η))] +m2eikxχk(η) = 0

⇒ C(η)−1
(
eikx

∂2χk(η)

∂η2
+ k2eikxχk(η)

)
+m2eikxχk(η) = 0

Προκύπτει έτσι µια διαφορική εξίσωση για το χk(η)

d2

dη2
χk(η) + (k2 + C(η)m2)χk(η) = 0 (4.23)

Η εξίσωση αυτή µπορεί να λυθεί αναλυτικά µε τη ϐοήθεια υπεργεωµετρικών
συναρτήσεων. Οι κανονικοποιηµένες λύσεις που συµπεριφέρονται σαν τις λύσεις
ϑετικής συχνότητας στον χώρο Minkowski στο µακρινό παρελθόν είναι

uink (η, x) = (4πωin)−
1
2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× 2F1[1 + (iω−/ρ), iω−/ρ; 1− (iωin/ρ);
1

2
(1 + tanh(ρη))] (4.24)

η→−∞−→ (4πωin)−
1
2 eikx−iωinη

όπου

ωin = [k2 +m2(A−B)]
1
2

ωout = [k2 +m2(A+B)]
1
2

ω± =
1

2
(ωout ± ωin) (4.25)
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Από την άλλη µεριά οι λύσεις που συµπεριφέρονται σαν λύσεις Minkowski ϑετικής
συχνότητας στην “έξω” περιοχή καθώς το η → +∞ είναι

uoutk (η, x) = (4πωout)
− 1

2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× 2F1[1 + (iω−/ρ), iω−/ρ; 1 + (iωout/ρ);
1

2
(1− tanh(ρη))] (4.26)

η→+∞−→ (4πωout)
− 1

2 eikx−iωoutη

Προφανώς τα uink και uoutk δεν είναι ίσα, πράγµα που σηµαίνει ότι ο συντελεστής
Bogolyubov β στη σχέση

uj =
∑
i

(αjiui + βjiu
∗
i )

που περιγράφει τη συσχέτιση δυο διαφορετικών συνόλων λύσεων, δεν πρέπει να
µηδενίζεται. Για να το δείξουµε αυτό ϑα χρησιµοποιήσουµε τις ιδιότητες γραµ-
µικού µετασχηµατισµού των υπεργεωµετρικών συναρτήσεων (Παράρτηµα ∆΄) ώστε
να γράψουµε το uink ως προς το uoutk στη µορφή

uink (η, x) = αku
out
k (η, x) + βku

out
−k
∗
(η, x) (4.27)

µε

αk =

(
ωout
ωin

) 1
2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
βk =

(
ωout
ωin

) 1
2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)

Συγκρίνοντας τη σχέση (4.27) µε την uj =
∑
i(αjiui + βjiu

∗
i ) ϐρίσκουµε ότι οι

συντελεστές Bogolyubov δίνονται από τις

αkk′ = αkδkk′ βkk′ = βkδ−kk′ (4.28)

Στη συνέχεια υπολογίζουµε το µέτρο των συντελεστών Bogolyubov στο τετράγωνο.
΄Αλλωστε η µέση τιµή του τελεστή αρίθµησης N είναι |βk|2. Κάνουµε χρήση των
σχέσεων

Γ(iy)Γ(−iy) = |Γ(iy)|2 =
π

y sinh(πy)

Γ(1 + iy)Γ(1− iy) = |Γ(1 + iy)|2 =
πy

sinh(πy)

και έχουµε

|αk|2 = αkαk
∗ =

(
ωout
ωin

)
Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)

Γ(1 + iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(iω+/ρ)Γ(1 + iω+/ρ)

=

(
ωout
ωin

)
Γ(1− iωin/ρ)Γ(1 + iωin/ρ) π

ωout/ρ sinh(πωout/ρ)

Γ(1− iω+/ρ)Γ(1 + iω+/ρ) π
ω+/ρ sinh(πω+/ρ)

=

(
ωout
ωin

) πωin/ρ
sinh(πωin/ρ)

π
ωout/ρ sinh(πωout/ρ)

πω+/ρ
sinh(πω+/ρ)

π
ω+/ρ sinh(πω+/ρ)

=

(
ωout
ωin

)
ωin/ρ sinh(πω+/ρ)ω+/ρ sinh(πω+/ρ)

sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)ωout/ρω+/ρ

=
sinh2(πω+/ρ)

sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)
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΄Οµοια δείχνουµε

|βk|2 =
sinh2(πω−/ρ)

sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)
(4.29)

Τέλος, ως µια µικρή επαλήθευση των υπολογισµών µας, έχουµε αποδείξει ότι για
τους συντελεστές Bogolyubov ισχύει

∑
k(αikαjk

∗ − βikβjk
∗) = δij . Πράγµατι

στην περίπτωσή µας χρησιµοποιώντας τις σχέσεις

sinh
z

2
=
(cosh z − 1

2

) 1
2

cosh(a± b) = cosh a cosh b± sinh a sinh b

ϐρίσκουµε ότι

|αk|2 − |βk|2 =
sinh2(πω+/ρ)− sinh2(πω−/ρ)

sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)

=
sinh2

(
π
ρ

1
2 (ωout + ωin)

)
− sinh2

(
π
ρ

1
2 (ωout − ωin)

)
sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)

=

cosh

(
π
ρ (ωout+ωin)

)
−1

2 −
cosh

(
π
ρ (ωout−ωin)

)
−1

2

sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)

=

cosh

(
π
ρ ωout+

π
ρ ωin

)
2 − 1

2 −
cosh

(
π
ρ ωout−πρ ωin

)
2 + 1

2

sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)

=
cosh(πρωout) cosh(πρωin) + sinh(πρωout) sinh(πρωin)

2 sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)

−

[
cosh(πρωout) cosh(πρωin) + sinh(πρωout)

(
− sinh(πρωin)

)]
2 sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)

=
2 sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)

2 sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)

= 1

ακριβώς αυτό που περιµέναµε.
Ας ϑεωρήσουµε την περίπτωση που ένα κβαντικό πεδίο ϐρίσκεται στην κατάσ-

ταση |0in〉, όπως ορίζεται από την aj |0〉 = 0 συναρτήσει των λύσεων της “µέσα” πε-
ϱιοχής uink (τις οποίες έχουµε συσχετίσει µε τις λύσεις uj ). Στο µακρινό παρελθόν,
όπου ο χωρόχρονος είναι Minkowski, όλοι οι αδρανειακοί ανιχνευτές σωµατιδίων
ϑα καταγράφουν απουσία σωµατιδίων, έτσι ώστε µη επιταχυνόµενοι παρατηρητές
ϑα αναγνωρίσουν την κβαντική κατάσταση εκεί ως το ϕυσικό κενό.

Στην “έξω” περιοχή (η → +∞) ο χωρόχρονος είναι επίσης Minkowski και το
κβαντικό πεδίο είναι επίσης στην κατάσταση |0in〉 (αφού δουλεύουµε στην εικόνα
του Heisenberg), αλλά σε αντίθεση µε την κατάσταση στην “µέσα” περιοχή, η |0in〉
δεν ϑεωρείται από τους αδρανειακούς παρατηρητές στην “έξω” ως το ϕυσικό κενό.
Το ϱόλο αυτό παίζει η κατάσταση |0out〉 όπως ορίζεται συναρτήσει των λύσεων uoutk .
Πράγµατι οι µη επιταχυνόµενοι ανιχνευτές σωµατιδίων εκεί ϑα καταγράφουν την
παρουσία κβάντων. Ο αναµενόµενος αριθµός των κβάντων που ϑα καταγράφονται
δίνεται από τη σχέση (4.29). Μπορούµε λοιπόν να περιγράψουµε αυτή την κβαν-
τική εξέλιξη ως τη δηµιουργία σωµατιδίων λόγω της διαστολής του σύµπαντος.
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4.5 Το πρόβληµα της αριθµητικής λύσης

Μέχρι εδώ όλα καλά, µελετήσαµε το δισδιάστατο σύµπαν Robertson - Walker
µε “µέσα” και “έξω” περιοχές Minkowski, δείξαµε ότι οι µη επιταχυνόµενοι
ανιχνευτές στην “έξω” περιοχή ϑα καταγράφουν εν τέλει σωµατίδια µε ϐάση τη
σχέση (4.29) και καταλήξαµε στο πολύ σηµαντικό αποτέλεσµα ότι οι συντελεστές
Bogolyubov αkk′ και βkk′ είναι ανεξάρτητοι του χρόνου η.

Τι ϑα γινόταν όµως αν χρησιµοποιούσαµε τη σχέση (4.11)

αkk′ ∼ (uink , uk′
out)

στην προσπάθειά µας να λύσουµε το ίδιο πρόβληµα αριθµητικά; Η διαφορική
εξίσωση (4.23)

d2

dη2
χk(η) + (k2 + C(η)m2)χk(η) = 0 (4.30)

µπορεί να λυθεί αριθµητικά. Χρησιµοποιούµε αρχική συνθήκη την τιµή του

χk(η) = (2ωin)−
1
2 e−iωinη

στο η = −η0, όπου η0 αρκετά µεγάλος αριθµός. Θυµίζουµε πως όταν ο χωρό-
χρονος είναι Minkowski οι λύσεις είναι

uk(η, x) =
e−iωη+ikx

[(2π)2ω]
1
2

= (2π)−
1
2 eikxχk(η)

Η γραφική παράσταση που προκύπτει παίρνοντας το πραγµατικό κοµµάτι της
λύσης είναι

-20 -10 10 20 30
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Σχήµα 4.2: Μορφή της λύσης στην “µέσα” περιοχή όπως προκύπτει µε χρήση
του mathematica

Το γράφηµα αυτό υποδηλώνει ότι η λύση της διαφορικής εξαρτάται από το η.
Υποψιαζόµαστε έτσι ότι το εσωτερικό γινόµενο των λύσεων (και εποµένως οι συν-
τελεστές Bogolyubov ϑα εξαρτάται εν τέλει από τον χρόνο η. Προφανώς κάτι δεν
πάει καλά εφόσον το αποτέλεσµα είναι ήδη γνωστό από την αναλυτική λύση και
είναι ανεξάρτητο του η. Στο παράρτηµα Ε΄ καταφεύγουµε ξανά στις πράξεις για να
καταλάβουµε τι ακριβώς συµβαίνει µέσα στο εσωτερικό γινόµενο. ΄Οπως ϕαίνεται
από το αποτέλεσµα πράγµατι οι συντελεστές Bogolyubov δεν εξαρτώνται από τον
σύµµορφο χρόνο η. Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι αυτή η εξάρτηση που εµφανίζε-
ται στο mathematica είναι πραγµατικά αµελητέα. Οι κώδικες του mathematica
για τα παρακάτω διαγράµµατα ϐρίσκονται στο παράρτηµα F΄.
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Σκοπός µας ϑα είναι να καταλήξουµε στο αποτέλεσµα που προκύπτει για τον
συντελεστή Bogolyubov από τη σχέση (4.28) σύµφωνα µε την οποία ϑα είναι

αkk′ =

(
ωout
ωin

) 1
2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
δkk′ (4.31)

∆ίνοντας συγκεκριµένες τιµές στις παραµέτρους που εµφανίζονται έχουµε το αποτέ-
λεσµα
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Σχήµα 4.3: Ο συντελεστής Bogolyubov αkk συναρτήσει του σύµµορφου χρόνου
η.

Εµείς αυτό που ϑέλουµε είναι να καταλήξουµε σε αυτό το αποτέλεσµα µέσω του
εσωτερικού γινοµένου καθώς ισχύει

αkk ∼ (uink , u
out
k ) (4.32)

∆εν χρησιµοποιούµε ισότητα γιατί όπως ϑα δούµε και παρακάτω οι λύσεις uink , uoutk

δεν είναι απαραίτητα κανονικοποιηµένα. Στα διαγράµµατα που ϑα ακολουθή-
σουν ϑα παρουσιάζουµε στα αριστερά τα αποτελέσµατα που προκύπτουν χρησι-
µοποιώντας τις λύσεις όπως δίνονται από τις σχέσεις (4.24) και (4.26) ενώ στα δεξιά
χρησιµοποιώντας τις λύσεις που προκύπτουν από τη λύση της διαφορικής (4.30).
Αν τα διαγράµµατα συµπίπτουν ϑα έχουµε µια παραπάνω πληροφορία. ∆εν ϑα έ-
χουµε πλέον ανάγκη την αναλυτική µορφή των uink , uoutk , κάτι που ϑα ϕανεί πολύ
χρήσιµο αργότερα που ϑα εισάγουµε στο πρόβληµά µας τον όρο ξR. Ξεκινάµε
µε το εσωτερικό γινόµενο (uink , uk′

in) = δkk′ . Για k = k′ ϑα έχουµε τα σχήµατα
(4.4) και (4.5). ΄Οπως ϕαίνεται δεν δίνουν αποτέλεσµα µονάδα συνεπώς ϑα τα
κανονικοποιήσουµε διαιρώντας µε το εσωτερικό γινόµενο (uink , u

in
k ). Με αυτή τη

ποσότητα ϑα διαιρούµε όλα τα αποτελέσµατα που ϑα ακολουθήσουν. ΄Ετσι µετά
την κανονικοποίηση ϑα έχουµε τα σχήµατα (4.6) και (4.7). Για k 6= k′ προκύπ-
τουν τα (4.8) και (4.9) τα οποία είναι τόσο µικρά που ουσιαστικά είναι µηδέν όπως
και ϑα έπρεπε. Συνεχίζουµε µε το εσωτερικό γινόµενο (uink , uk′

in∗) = 0 για το
οποίο έχουµε τα σχήµατα (4.10) και (4.11) είναι δηλαδή και αυτό µηδέν. Για τους
συντελεστές Bogolyubov αkk′ για k = k′ έχουµε αποτέλεσµα τα σχήµατα (4.12)
και (4.13) σε απόλυτη συµφωνία µε το σχήµα (4.3). Τέλος για k 6= k′ ο συντε-
λεστής αkk′ ϑα πρέπει να µηδενίζεται. Πράγµατι ϑα έχουµε τα (4.14) και (4.15).

Καταλήξαµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι η εξάρτηση των εσωτερικών γινοµένων
από τον σύµµορφο χρόνο η είτε δεν υφίσταται καθόλου ή είναι τόσο µικρή που
ϑεωρείται αµελητέα. Παρ’όλα αυτά έχουµε αναφέρει ότι στο παράρτηµα Ε΄ γίνεται
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Σχήµα 4.4: Αναλυτική λύση: Εσωτερικό
γινόµενο (uink , u

in
k ) συναρτήσει του η
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Σχήµα 4.5: Αριθµητική λύση:
Εσωτερικό γινόµενο (uink , u

in
k ) συναρτή-

σει του η
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Σχήµα 4.6: Αναλυτική λύση: Κανον-
ικοποιηµένο εσωτερικό γινόµενο
(uink , u

in
k ) συναρτήσει του η

-100 -50 0 50 100

0.5

1.0

1.5

2.0

Σχήµα 4.7: Αριθµητική λύση: Κανον-
ικοποιηµένο εσωτερικό γινόµενο
(uink , u

in
k ) συναρτήσει του η
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Σχήµα 4.8: Αναλυτική λύση: Κανον-
ικοποιηµένο εσωτερικό γινόµενο
(uink , uk′

in) συναρτήσει του η
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Σχήµα 4.9: Αριθµητική λύση: Κανον-
ικοποιηµένο εσωτερικό γινόµενο
(uink , uk′

in) συναρτήσει του η
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Σχήµα 4.10: Αναλυτική λύση: Κανον-
ικοποιηµένο εσωτερικό γινόµενο
(uink , uk′

in∗) συναρτήσει του η
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Σχήµα 4.11: Αριθµητική λύση:
Κανονικοποιηµένο εσωτερικό γινόµενο
(uink , uk′

in∗) συναρτήσει του η
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Σχήµα 4.12: Αναλυτική λύση: Κανον-
ικοποιηµένο εσωτερικό γινόµενο
(uink , u

out
k ) συναρτήσει του η
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Σχήµα 4.13: Αριθµητική λύση:
Κανονικοποιηµένο εσωτερικό γινόµενο
(uink , u

out
k ) συναρτήσει του η
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Σχήµα 4.14: Αναλυτική λύση: Κανον-
ικοποιηµένο εσωτερικό γινόµενο
(uink , uk′

out) συναρτήσει του η
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Σχήµα 4.15: Αναλυτική λύση: Κανον-
ικοποιηµένο εσωτερικό γινόµενο
(uink , uk′

out) συναρτήσει του η

45



ξεκάθαρο ότι στην πραγµατικότητα δεν υπάρχει καµία τέτοια εξάρτηση. ∆είξαµε
όµως παράλληλα και κάτι εξίσου σηµαντικό. Η αριθµητική λύση δίνει τα ίδια
αποτελέσµατα µε την αναλυτική. Στην επόµενη ενότητα ϑα συνεχίσουµε τη µελέτη
µερικών ακόµα συµπερασµάτων µε χρήση της αναλυτικής λύσης καθώς είναι πιο
άµεση. ΄Οταν όµως εισαγάγουµε στο πρόβληµά µας τον όρο ξR η αναλυτική λύση
δεν ϑα µας είναι πλέον χρήσιµη. Τότε ϑα µας ϐοηθήσει η αριθµητική λύση και
δεν έχουµε πλέον κανένα λόγο να µην την εµπιστευτούµε.

4.6 Αριθµητική µελέτη των συµπερασµάτων

Τα αποτελέσµατα της ενότητας 4.4 κάνουν εύκολα ϕανερή µια ϕυσική περιγραφή.
Στο όριο που η µάζα m τείνει στο µηδέν ϑα έχουµε ωin =

√
k2 , ωout =

√
k2

και ω− = 1
2 (ωout − ωin) = 0. Τότε το τετράγωνο του µέτρου του συντελεστή

Bogolyubov βk ϑα είναι

|βk|2 =
sinh2(0)

sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)
= 0

δεν έχουµε δηλαδή παραγωγή σωµατιδίων. Αυτό είναι ένα παράδειγµα µιας σύµ-
µορφα τετριµένης κατάστασης, δηλαδή ένα σύµµορφα αναλλοίωτο πεδίο διαδίδε-
ται σε έναν χωρόχρονο ο οποίος είναι σύµµορφος µε τον χωρόχρονο Minkowski.
Η παραγωγή σωµατιδίων συµβαίνει µόνο όταν η σύµµορφη συµµετρία “σπάει”
από την παρουσία µάζας. Η διαδικασία παραγωγής µπορεί να ϑεωρηθεί ότι
προκλήθηκε από τη σύζευξη της διαστολής του χωροχρόνου στο κβαντικό πεδίο
µέσω της µάζας. Το µεταβαλλόµενο “ϐαρυτικό πεδίο” τροφοδοτεί ενέργεια στις
διαταραγµένες λύσεις του ϐαθµωτού πεδίου.

΄Οταν αποδίδουµε τη παραγωγή των κβάντων πεδίου στο µεταβαλλόµενο ϐαρυ-
τικό πεδίο ϕαίνεται ϕυσικό να περιγράψουµε τα ίδια τα σωµατίδια σαν να παράγονται
κατά τη διάρκεια της περιόδου διαστολής. Σίγουρα δεν παράγονται σωµατίδια σ-
τις ασυµπτωτικά στατικές περιοχές. Επιπλέον αν η (4.29) αντιπροσωπεύει µια
τελική πυκνότητα των σωµατιδίων τα οποία δεν ήταν παρόντα στη “µέσα” περι-
οχή κάποιος ϑα µπορούσε να περιµένει ότι µια µέτρηση που συµβαίνει σε µια
ενδιάµεση χρονική στιγµή, κατά τη διάρκεια της επέκτασης, ϑα αναδείκνυε µι-
α πυκνότητα σωµατιδίων µε τιµή κάπου µεταξύ του µηδέν και της τιµής που
προκύπτει απο την (4.29). ∆υστυχώς αυτές οι ιδέες δεν “αντέχουν” σε λεπτοµερή
έλεγχο. ΄Οπως έχουµε εξηγήσει όταν ο χωρόχρονος είναι καµπύλος δεν είναι δια-
ϑέσιµος κανένας ϕυσικός προσδιορισµός των σωµατιδίων. Παρ’ όλα αυτά εξ αιτί-
ας της ειδικής συµµετρίας του χωροχρόνου Robertson - Walker µπορεί κάποιος
να αναγνωρίσει µια πλεονεκτική κλάση παρατηρητών, τους “συν-κινούµενους”
παρατηρητές, που ϐλέπουν το σύµπαν σαν να διαστέλεται ακριβώς ισοτροπικά.
Τότε ϑα προσπαθήσει να αναγνωρίσει τα σωµατίδια στην επεκτεινόµενη περιοχή
µε την διέγερση “συν-κινούµενων” ανιχνευτών.

Ακόµα κι αν, για λόγους συµµετρίας, κατορθωθεί ένας συγκεκριµένος κα-
ϑορισµός των σωµατιδίων όπως προτάθηκε παραπάνω ο αριθµός των σωµατιδίων
δεν ϑα είναι σταθερός, ένα γεγονός που κάνει τη µέτρηση του εγγενώς αβέβαιη.
Αν ο µέσος ϱυθµός παραγωγής σωµατιδίων σε ένα διάστηµα ∆t είναι A τότε για
να καταφέρουµε µια ακριβή µέτρηση πρέπει να διαλέξουµε ένα ∆t τέτοιο ώστε
|A|∆t � 1 (A = ∆N

∆t ϑέλουµε ∆N � 1 ⇒ A∆t � 1). Επιπλέον υπάρχει η
αβεβαιότητα (m∆t)−1 στον αριθµό σωµατιδίων λόγω της αβεβαιότητας ενέργειας
- χρόνου του Heisenberg ((∆E)(∆t) ' ~ ⇒ (m∆N)(∆t) ' 1 ⇒ ∆N =
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(m∆t)−1). ΄Ετσι η συνολική αβεβαιότητα του αριθµού σωµατιδίων σε ένα χρονικό
διάστηµα ∆t είναι

∆N ≥ (m∆t)−1 + |A|∆t
µε ελάχιστη τιµή2 την 2(|A|/m)1/2. ΄Ετσι λοιπόν όσο το |A| 6= 0 και m 6=∞ αυτή
η εγγενής αβεβαιότητα στο N δεν εξαφανίζεται. Παρ’ όλα αυτά ξέρουµε από την
επιτυχία της κβαντικής ϑεωρίας πεδίου σε χωρόχρονο Minkowski ότι ϑα πρέπει
να υπάρχει κάποιας µορφής προσέγγιση στη ϑεωρία του καµπύλου χώρου για την
οποία ο αριθµός σωµατιδίων έχει “σχεδόν” κάποιο νόηµα. ΄Αλλωστε κατοικούµε
σε ένα διαστελλόµενο σύµπαν. Η παραπάνω ϕυσική υπόθεση προτείνει ότι αν ο
ϱυθµός παραγωγής σωµατιδίων είναι µικρός, ή η µάζα των σωµατιδίων µεγάλη,
τότε η έννοια ενός καλά ορισµένου αριθµού σωµατιδίων γίνεται µια χρήσιµη ιδέα
(µικραίνει η αβεβαιότητα του αριθµού σωµατιδίων).

Πώς µπορούν αυτές οι ιδέες να γίνουν πιο συγκεκριµένες; Η πυκνότητα και
ο ϱυθµός παραγωγής σωµατιδίων ϑα εξαρτάται προφανώς από το σθένος της δι-
αστελλόµενης κίνησης. Στο όριο της πολύ ασθενούς επέκτασης ϑα περιµέναµε ο
ϱυθµός παραγωγής να πέφτει οµαλά στο µηδέν και ως εκ τούτου να ανακτάται
η ϑεωρία του χωρόχρονου Minkowski. ΄Ενας έλεγχος της (4.29) αναδεικνύει ότι3
|βk|2 ∼ B2 → 0 καθώς το συνολικό µέγεθος της επέκτασης τείνει προς το µηδέν
- γιατί τότε A − B ' A + B (B → 0) ϕτάνοντας έτσι στο όριο του χωροχρόνου
Minkowski. Για να το δούµε αυτό ϕτιάχνουµε στο mathematica το γράφηµα
του |βk|2/B2 συναρτήσει του B και ϐλέπουµε ότι όταν το B → 0 το αποτέλεσµα
είναι ευθεία. Παρ’ όλα αυτά η παραγωγή σωµατιδίων πέφτει ακόµα πιο από-
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Σχήµα 4.16: Η ποσότητα |βk|2/B2 συναρτήσει του B για µικρά B

τοµα στο µηδέν όταν ο ϱυθµός επέκτασης πλησιάζει το µηδέν. Ο ϱυθµός αυτός

2Αν ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση g(t) = (mt)−1 + |A|t τότε g(t)′ = − t
−2

m
+ |A| και g(t)′′ =

2t−3

m
≥ 0. Βρίσκουµε έτσι ότι η συνάρτηση αυτή και συνεπώς η αβεβαιότητα του αριθµού σωµατιδίων

παρουσιάζει ελάχιστη τιµή όταν g(t)′ = 0 ⇒ −∆t−2

m
+ |A| = 0 ⇒ ∆t−2 = m|A| ⇒ ∆t =

(|A|m)−1/2. Η ελάχιστη αυτή τιµή είναι ∆N =
(|A|m)1/2

m
+ |A|(|A|m)−1/2 = 2(|A|/m)1/2.

3 ΄Οταν το B τείνει στο µηδέν (και k → 0)

sinh2(πω−/ρ) = sinh2
( π

2ρ
([k2 +m2(A+B)]1/2 − [k2 +m2(A−B)]1/2)

)
' sinh2

(πm
2ρ

((A+B)1/2 − (A−B)1/2)
)
' sinh2

(πm
2ρ

√
A((1 +

B

2A
)− (1−

B

2A
)
)

' sinh2(
πm

2ρ
√
A
B) '

π2m2

2ρA
B2 ∼ B2
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παραµετροποιείται εδώ από το ρ και για ρ→ 0 έχουµε µια εκθετική µείωση4

|βk|2 ρ→0−→ e−2πωin/ρ → 0 (4.33)

Για να το δούµε αυτό ϑα λογαριθµίσουµε το |βk|2 και ϑα το πολλαπλασιάσουµε
µε ρ. Το γράφηµα τότε ϑα πρέπει να είναι ευθεία καθώς το ρ→ 0. Πράγµατι
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Σχήµα 4.17: Η ποσότητα ρ ln(|βk|2) συναρτήσει του ρ για µικρά ρ

Η σχετιζόµενη παράµετρος “ϐραδύτητας” είναι το ρ/ωin το οποίο γίνεται µικρό
αν ρ � k ή ρ � m. Το ϕυσικό νόηµα της συνθήκης αυτής είναι εύκολα
κατανοητό. Αναµένουµε η κίνηση της διαστολής να διεγείρει τις λύσεις του πεδίου
για τα οποία ω . του ϱυθµού διαστολής. Τότε σύµφωνα και µε την (4.29) ϑα έ-
χουµε ρ/ωin ↑ ⇒ ωin/ρ ↓ ⇒ |βk|2 ↑. Για ω πολύ µεγαλύτερα από τον ϱυθµό διασ-
τολής η παραγωγή σωµατιδίων µειώνεται εκθετικά ρ/ωin ↓ ⇒ ωin/ρ ↑ ⇒ |βk|2 ↓.
Για το λόγο αυτό οι λύσεις υψηλού k δεν διεγείρονται τόσο αποτελεσµατικά. ΄Ο-
µοια η παραγωγή σωµατιδίων υψηλής µάζας είναι εκθετικά µικρή εξ αιτίας της
µεγάλης ποσότητας ενέργειας που πρέπει να εκλυθεί από το µεταβαλλόµενο ϐαρυ-
τικό πεδίο για να τροφοδοτήσει τη µάζα ηρεµίας των σωµατιδίων. Αν σχεδιάσουµε
το |βk|2 συναρτήσει και της ορµής k και της µάζας m ϑα έχουµε το σχήµα (4.18).
Πράγµατι λοιπόν παρατηρούµε ότι η παραγωγή σωµατιδίων είναι σηµαντική µόνο
για µικρά k και m, σε συµφωνία µε τη ϑεωρία, ενώ για µεγάλα k και m η παραγ-
ωγή είναι µηδαµινή.

4.7 Εισαγωγή της ϐαθµωτής καµπυλότητας R

Στην προηγούµενη ενότητα µελετήσαµε αριθµητικά τον αριθµό των παραγοµένων
σωµατιδίων συναρτήσει διαφόρων παραµέτρων σε ένα διαστελλόµενο δισδιάστατο
σύµπαν Robertson-Walker µε “µέσα” και “έξω” περιοχές Minkowski. Σ’ αυτό
το τελευταίο κοµµάτι ϑα ενσωµατώσουµε στη µελέτη µας και τη ϐαθµωτή καµ-
πυλότητα R την οποία εισαγάγαµε στη Λαγκρανζιανή για ένα ϐαθµωτό πεδίο σε

4 ΄Οταν το ρ τείνει στο µηδέν

|βk|2 =
sinh2(πω−/ρ)

sinh(πωin/ρ) sinh(πωout/ρ)
, sinhx =

ex − e−x

2

=

(
e
πω−/ρ−e−πω−/ρ

2

)2

eπωin/ρ−e−πωin/ρ
2

eπωout/ρ−e−πωout/ρ
2

ρ→0−→
(
eπω−/ρ

)2

eπωin/ρeπωout/ρ

=
e2π

1
2

(ωout/ρ−ωin/ρ)

eπωin/ρ+πωout/ρ
= eπωout/ρ−πωin/ρ−πωin/ρ−πωout/ρ = e−2πωin/ρ
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Σχήµα 4.18: Η ποσότητα |βk|2 συναρτήσει των k και m

καµπύλο χωρόχρονο στην αρχή του κεφαλαίου. Στο παράρτηµα Β΄ υπολογίζουµε
τη ϐαθµωτή καµπυλότητα R για το δισδιάστατο σύµπαν Robertson-Walker µε
µετρική

ds2 = C(η)(dη2 − dx2)

καταλήγοντας στην σχέση (Β΄.5)

R = C−1(η)
[
−C−2(η)

(∂C(η)

∂η

)2

+C−1(η)
∂2C(η)

∂η2

]
= C−1(η)(lnC(η))′′ (4.34)

Αντικαθιστώντας τη σχέση (4.34) στην εξίσωση κίνησης (4.21)

�uk +m2uk + ξRuk = 0

⇒C−1(η)
(
eikx

∂2χk(η)

∂η2
+ k2eikxχk(η)

)
+m2eikxχk(η) + ξC−1(η)(lnC(η))′′eikxχk(η) = 0

προκύπτει η διαφορική

∂2χk(η)

∂η2
+
(
k2 +m2C(η) + ξ(lnC(η))′′

)
χk(η) = 0 (4.35)

Από το σηµείο αυτό και στο εξής όταν αναφερόµαστε στην καµπυλότητα ϑα εν-
νοούµε τον όρο R(η) = (lnC(η))′′ ο οποίος πιο συγκεκριµένα έχει τη µορφή

R(η) =
Bρ2(2A tanh3(ρη)− 2A tanh(ρη) +B tanh4(ρη)−B)

(A+B tanh(ρη))2

και προφανώς για η = ±η0 µηδενίζεται.
∆εν έχουµε στη διάθεσή µας αναλυτικές λύσεις για να συνεχίσουµε, αυτό που

έχουµε όµως πλέον είναι η ϐεβαιότητα ότι η αριθµητική µελέτη ϑα µας παρέχει
τα σωστά αποτελέσµατα. Κατασκευάζουµε έτσι έναν κώδικα στο mathematica µε
τον οποίο µπορούµε να σχεδιάσουµε ον αριθµό σωµατιδίων που παράγονται, στο
διαστελλόµενο σύµπαν που µελετάµε, συναρτήσει της ορµής - ενέργειας k. Για τον
υπολογισµό του µέσου αριθµού σωµατιδίων |βk|2 χρησιµοποιούµε το εσωτερικό
γινόµενο

βk = βk,−k = −(uink , u
out
−k
∗
) (4.36)
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Σχήµα 4.19: Αναλυτική λύση: |βk|2
συναρτήσει του k για ξ = 0
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Σχήµα 4.20: Αριθµητική λύση: |βk|2
συναρτήσει του k για ξ = 0
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Σχήµα 4.21: ξ = 0.25
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Σχήµα 4.22: ξ = 0.3
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Σχήµα 4.23: ξ = 0.35
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Σχήµα 4.24: ξ = 0.2

όπως προκύπτει από τις σχέσεις (4.12) και (4.28). Στο όριο που δεν έχουµε εισ-
αγάγει ακόµα το R (δηλαδη για ξ = 0) το αποτέλεσµα ϑα πρέπει να συµπίπτει µε
αυτό της αναλυτικής λύσης από τη σχέση (4.29). Στα σχήµατα (4.19) και (4.20)
ϐλέπουµε ότι κάτι τέτοιο πράγµατι ισχύει. Στη συνέχεια παρουσιάζουµε τα ίδια
διαγράµµατα, την τιµή του |βk|2 συναρτήσει του k, για τιµές του ξ διάφορες του
µηδενός, έχουµε συµπεριλάβει δηλαδή και την καµπυλότητα R(η) στους υπολο-
γισµούς µας. Η συµπεριφορά των γραφηµάτων ϕαίνεται να είναι η ίδια µε πριν.
Μια επιπλέον παρατήρηση είναι η αύξηση του αριθµού σωµατιδίων για τα ίδια k
µε την αύξηση του ξ. Αν διαλέξουµε ένα τυχαίο k έστω k = 1.5 και σχεδιάσουµε
των αριθµό σωµατιδίων συναρτήσει του ξ παρατηρούµε την αύξησή του µε την
αύξηση του ξ.
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Σχήµα 4.25: Η ποσότητα |βk|2 συναρτήσει του ξ για k = 1.5

Αξίζει τέλος να δούµε τι συµβαίνει για την περίπτωση που η µάζα είναι µηδενική
αλλά υπάρχει η καµπυλότητα R στο πρόβληµά µας, δηλαδή το ξ 6= 0.
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Σχήµα 4.26: Η ποσότητα |βk|2 συναρτήσει του k για m = 0, ξ = 0.16

Γενικά παρατηρούµε ότι η εισαγωγή της καµπυλότητας R δεν επηρεάζει τη
µορφή των αποτελεσµάτων, ο αριθµός των σωµατιδίων συνεχίζει να µειώνεται µε
την αύξηση του k. ΄Αλλωστε η ίδια η καµπυλότητα R εµπεριέχει τον παράγοντα
της διαστολής C(η), λόγω της διαστολής έκανε την εµφάνισή της.

Ολοκληρώνοντας έχουµε καταλήξει στα εξής συµπεράσµατα όσον αφορά την
παραγωγή σωµατιδίων στη µελέτη µας: ∆εν έχουµε παραγωγή σωµατιδίων όταν
η µάζα είναι µηδενική. ΄Οταν το συνολικό µέγεθος της επέκτασης τείνει προς το
µηδέν ο αριθµός των σωµατιδίων που παράγονται είναι ανάλογος του B2 και τείνει
στο µηδέν. Η παραγωγή σωµατιδίων µειώνεται εκθετικά όταν ο ϱυθµός επέκτασης
ρ τείνει στο µηδέν. Για ω µεγαλύτερα από τον ϱυθµό διαστολής, δηλαδή για
µεγάλα m ή/και k έχουµε µείωση της παραγωγής σωµατιδίων. Με την εισαγωγή
της ϐαθµωτής καµπυλότητας R παρατηρούµε ποιοτικά την ίδια εξάρτηση των
παραγόµενων σωµατιδίων από το k, αυξάνοντας όµως τον παράγοντα ξ έχουµε
αύξηση της τάξης µεγέθους των παραγόµενων σωµατιδίων. Για σταθερή τιµή της
ορµής k ο αριθµός των σωµατιδίων που παράγονται αυξάνεται µε την αύξηση του
ξ. Τέλος, µηδενισµός της µάζας µε ξ 6= 0 εµφανίζει ανάλογα αποτελέσµατα µε τον
µηδενισµό του ξ µε m 6= 0.
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Παράρτηµα Α΄

Χώροι Hilbert και
σηµειογραφία Dirac

Οι κβαντικοί τελεστές όπως οι q(t), p(t) µπορούν να αναπαρασταθούν από γραµ-
µικούς µετασχηµατισµούς σε κατάλληλους απειροδιάστατους χώρους Hilbert. Σε
αυτό το παράρτηµα συγκεντρώνουµε τις ιδιότητες των χώρων Hilbert και εισ-
αγάγουµε την σηµειογραφία Dirac. Θα ϑεωρούµε πάντα µιγαδικούς διανυσ-
µατικούς χώρους.

Α΄.1 Απειροδιάστατοι διανυσµατικοί χώροι

΄Ενα διάνυσµα σε ένα χώρο πεπερασµένης διάστασης µπορεί να επεικονιστεί σαν
µια συλλογή συνιστωσών, π.χ a ≡ (a1, a2, a3, a4) , όπου κάθε ak είναι ένας
(µιγαδικός) αριθµός. Για να περιγράψουµε διανύσµατα σε απειροδιάστατους
χώρους πρέπει να χρησιµοποιήσουµε απείρως πολλές συνιστώσες. ΄Ενα σηµαν-
τικό παράδειγµα ενός απειροδιάστατου µιγαδικού διανυσµατικού χώρου είναι ο
χώρος L2 των τετραγωνικά ολοκληρώσιµων συναρτήσεων, δηλαδή το σύνολο όλων
των συναρτήσεων µιγαδικών τιµών ψ(q) τέτοιων ώστε το ολοκλήρωµα∫ +∞

−∞
|ψ(q)|2 dq

να συγκλίνει. ΄Ενας γραµµικός συνδυασµός δύο τέτοιων συναρτήσεων λ1ψ1(q) +
λ2ψ2(q) µε σταθερούς συντελεστές λ1,2 είναι και πάλι ένα στοιχείο του ίδιου δι-
ανυσµατικού χώρου. Μια συνάρτηση ψ ∈ L2 µπορεί να ϑεωρηθεί σαν ένα σύνολο
απείρως πολλών συνιστωσών ψq = ψ(q) µε έναν συνεχή “δείκτη” q. Αποδεικνύε-
ται ότι ο χώρος των κβαντικών καταστάσεων µιας σηµειακής µάζας στην κβαντική
µηχανική είναι ακριβώς ο χώρος των L2 τετραγωνικά ολοκληρώσιµων συναρτήσεων
ψ(q) όπου το q είναι η χωρική συνιστώσα του σωµατιδίου. Σε αυτή τη περίπτωση
η συνάρτηση ψ(q) ονοµάζεται κυµατοσυνάρτηση. Οι κβαντικές καταστάσεις ενός
συστήµατος δύο σωµατιδίων ανήκουν στο χώρο των συναρτήσεων ψ(q1, q2) όπου
q1,2 είναι οι συντεταγµένες κάθε σωµατιδίου. Στην κβαντική ϑεωρία πεδίου οι
“συντεταγµένες” είναι διαµορφώσεις φ̂(x) του πεδίου και η κυµατοσυνάρτηση
είναι ένα συναρτησιακό Ψ[φ̂(x)].
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Α΄.2 Σηµειογραφία Dirac

Η γραµµική άλγεβρα χρησιµοποιείται σε πολλούς τοµείς της ϕυσικής και η σηµειο-
γραφία Dirac είναι ένα ϐολικό εργαλείο για υπολογισµούς µε διανύσµατα και
γραµµικούς τελεστές. Η σηµειογραφία αυτή χρησιµοποιείται και για πεπερασµέ-
νους και για απειροδιάστατους διανυσµατικούς χώρους.

Για να δηλώσει ένα διάνυσµα ο Dirac πρότεινε να γράφουµε ένα σύµβολο όπως
τα |a〉, |x〉, |λ〉 , δηλαδή ένα γράµµα µέσα στις ειδικές αγκύλες (ket) |〉. Γραµµικοί
συνδυασµοί διανυσµάτων γράφονται σαν 2|υ〉 − 3i|ω〉.

΄Ενας γραµµικός τελεστής Â : V → V που δρα στον χώρο V µετασχηµατίζει
ένα διάνυσµα |υ〉 στο διάνυσµα Â|υ〉. ΄Ενας τελεστής Â είναι γραµµικός αν

Â(|υ〉+ λ|ω〉) = Â|υ〉+ λÂ|ω〉

για κάθε |υ〉, |ω〉 ∈ V και λ ∈ C.
Γραµµικές µορφές που δρούν πάνω σε διανύσµατα , f : V → C είναι covectors

(διανύσµατα από τον δϋικό χώρο) και δηλώνονται µε 〈f | (η αγκύλη 〈| ονοµάζεται
bra). Μια γραµµική µορφή 〈f | δρα πάνω στο διάνυσµα |υ〉 και δίνει ως αποτέ-
λεσµα τον αριθµό 〈f |υ〉.

Συνήθως ορίζουµε ένα ϐαθµωτό γινόµενο στον διανυσµατικό χώρο V . Το ϐα-
ϑµωτό γινόµενο των διανυσµάτων |υ〉 και |ω〉 µπορεί να γραφτεί ως (|υ〉, |ω〉) και
είναι ένας µιγαδικός αριθµός. Το ϐαθµωτό γινόµενο καθιερώνει µια αντιστοιχία
ανάµεσα στα διανύσµατα και τα covectors. Κάθε διάνυσµα |υ〉 ορίζει ένα covector
〈υ| το οποίο είναι η γραµµική απεικόνιση |ω〉 → (|υ〉, |ω〉). ΄Ετσι η σηµειογραφί-
α Dirac µας επιτρέπει να γράψουµε το εσωτερικό γινόµενο πιο συνοπτικά ως
(|υ〉, |ω〉) = 〈υ|ω〉.

Αν Â είναι ένας γραµµικός τελεστής ο συµβολισµός 〈υ|Â|ω〉 δηλώνει το ϐα-
ϑµωτό γινόµενο των διανυσµάτων |υ〉 και Â|ω〉. Η ποσότητα 〈υ|Â|ω〉 καλείται
επίσης στοιχείο πίνακα του τελεστή Â ως προς τις καταστάσεις |υ〉 και |ω〉.

Αν |υ〉 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα ενός τελεστή Â µε ιδιοτιµή υ τότε γράφουµε

Â|υ〉 = υ|υ〉

∆εν ϑα πρέπει να υπάρχει σύγχυση ανάµεσα στην ιδιοτιµή υ (η οποία είναι αρι-
ϑµός) και του διανύσµατος |υ〉.

Α΄.3 Ερµιτιανότητα

Το ϐαθµωτό γινόµενο σε ένα µιγαδικό διανυσµατικό χώρο είναι ερµιτιανό αν
(〈υ|ω〉)∗ = 〈ω|υ〉 για όλα τα διανύσµατα |υ〉 και |ω〉 (ο αστερίσκος ∗ δηλώνει
µιγαδική συζυγία). Σε αυτή τη περίπτωση η νόρµα 〈υ|υ〉 ενός διανύσµατος |υ〉
είναι πραγµατικός αριθµός.

΄Ενα ερµιτινό ϐαθµωτό γινόµενο µας επιτρέπει να ορίσουµε έναν ερµιτιανό
συζυγή Â† του τελεστή Â µέσω της σχέσης

〈υ|Â†|ω〉 = (〈ω|Â|υ〉)∗

η οποία ϑα πρέπει να ισχύει για κάθε |υ〉 και |ω〉. Σηµειώνουµε ότι ένας τελεστής
Â† προσδιορίζεται µοναδικά αν είναι γνωστά τα στοιχεία πίνακα 〈υ|Â†|ω〉 ως προς
όλα τα |υ〉 και |ω〉.
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Η διαδικασία της ερµιτανής συζυγίας έχει τις ιδιότητες

(Â+ B̂)† = Â† + B̂† (λÂ)† = λ∗Â† (ÂB̂)† = B̂†Â†

΄Ενας τελεστής Â ονοµάζεται ερµιτιανός αν Â† = Â , αντιερµιτιανός αν Â† = −Â
και µοναδιακός αν Â†Â = ÂÂ† = 1.

Σύµφωνα µε ένα αξίωµα της κβαντικής µηχανικής το αποτέλεσµα της µέτρησης
κάποιας ποσότητας είναι πάντα µια ιδιοτιµή του τελεστη Â που αντιστοιχεί σε αυτή
την ποσότητα. Οι ιδιοτιµές ενός ερµιτιανού τελεστή είναι πάντα πραγµατικές. Αυτό
παρακινεί µια σηµαντική υπόθεση που διατυπώνεται στην κβαντική µηχανική: Οι
τελεστές που αντιστοιχούν σε όλες τις παρατηρήσιµες ποσότητες είναι ερµιτιανοί.

Τα ιδιοδιανύσµατα ενός ερµιτιανού τελεστή που αντιστοιχούν σε διαφορετικές
ιδιοτιµές είναι πάντα ορθογώνια. Αυτό είναι εύκολο να αποδειχθεί: Αν |υ1〉 και
|υ2〉 είναι ιδιοδιανύσµατα ενός ερµιτιανού τελεστή Â µε ιδιοτιµές υ1 και υ2 τότε
τα υ1,2 είναι πραγµατικά. ΄Ετσι 〈υ1|Â = υ1〈υ1| , Â|υ2〉 = υ2|υ2〉 → 〈υ1|Âυ2〉 =
υ1〈υ1|υ2〉 = υ2〈υ1|υ2〉 πράγµα που σηµαίνει ότι 〈υ1|υ2〉 = 0 για υ1 6= υ2.

Α΄.4 Χώροι Hilbert

Σε ένα Ν-διάστατο διανυσµατικό χώρο µπορούµε να ϐρούµε ένα πεπερασµένο
σύνολο από διανύσµατα ϐάσης |e1〉, ..., |eN 〉 τέτοια ώστε οποιοδήποτε διάνυσµα
|υ〉 να εκφράζεται µοναδικά σαν ένας γραµµικός συνδυασµός

|υ〉 =

N∑
n=1

υn|en〉

Οι συντελεστές υn ονοµάζονται συνιστώσες του διανύσµατος |υ〉 στη ϐάση |en〉. Σε
µια ορθοκανονική ϐάση που ικανοποιεί την σχέση 〈em|en〉 = δmn το ϐαθµωτό
γινόµενο δύο διανυσµάτων |υ〉 , |ω〉 εκφράζεται µέσω των συνιστωσών τους υn , ωn
ως

〈υ|ω〉 =

N∑
n=1

υ∗nωn

Εξ ορισµού ένας διανυσµατικός χώρος είναι άπειρης διάστασης αν κανένα πεπερασ-
µένο σύνολο διανυσµάτων δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως ϐάση. Σε αυτή τη
περίπτωση κάποιος ϑα περίµενε να έχουµε µια άπειρη ϐάση |e1〉 , |e2〉 , ... , τέτοια
ώστε οποιοδήποτε διάνυσµα |υ〉 εκφράζεται µοναδικά από τον άπειρο γραµµικό
συνδυασµό

|υ〉 =

∞∑
n=1

υn|en〉 (Α΄.1)

Παρ’ όλα αυτά η σύγκλιση αυτής της άπειρης σειράς δεν είναι τετριµένο ϑέµα. Για
παράδειγµα αν τα διανύσµατα ϐάσης |en〉 είναι ορθοκανονικά τότε η νόρµα του
διανύσµατος |υ〉 είναι

〈υ|υ〉 =
( ∞∑
m=1

υ∗m〈em|
)( ∞∑

n=1

υn|en〉
)

=

∞∑
n=1

|υn|2 (Α΄.2)

Αυτή η σειρά πρέπει να συγκλίνει αν το διάνυσµα |υ〉 έχει πεπερασµένη νόρµα,
συνεπώς οι αριθµοί υn δεν µπορεί να είναι τυχαίοι. Για παράδειγµα δεν µπορούµε
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να περιµένουµε το άθροισµα
∑∞
n=1 n

2|en〉 αναπαριστά ένα καλά ορισµένο διάνυσ-
µα. Τώρα, αν οι συντελεστές υn πράγµατι ελαττώνονται αρκετά γρήγορα έτσι ώστε
η σειρά (Α΄.2) να συγκλίνει ϕαινεταί πιθανό ο άπειρος γραµµικός συνδυασµός
(Α΄.1) να συγκλίνει και να καθορίζει µοναδικά το διάνυσµα |υ〉. Παρ’ όλα αυτά
κάτι τέτοιο δεν ισχύει για όλους τους απειροδιάστατους χώρους. Οι απαιτούµενες
ιδιότητες από τον διανυσµατικό χώρο είναι γνωστές στην συναρτησιακή ανάλυση
ως πληρότητα και διαχωρισιµότητα.

΄Ενας χώρος Hilbert είναι ένας πλήρης διανυσµατικός χώρος µε ερµιτιανό ϐα-
ϑµωτό γινόµενο. ΄Οταν ορίζουµε µια κβαντική ϑεωρία διαλέγουµε έναν διαχωρίσι-
µο χώρο Hilbert ως το χώρο των κβαντικών καταστάσεων. Σε αυτή τη περίπτωση
υπάρχει µια αριθµήσιµη ϐάση |en〉 και όλα τα διανύσµατα µπορούν να αναπ-
τυχθούν όπως στην (Α΄.1). Από τη στιγµή που µια ορθοκανονική ϐάση επιλέγεται
όλα τα διανύσµατα |υ〉 αναπαριστώνται από συλλογές (υ1, υ2, ...) των συνιστωσών
τους. Για το λόγο αυτό ένας διαχωρίσιµος χώρος Hilbert µπορεί να ειδωθεί ως ο
χώρος των άπειρων µιγαδικών αριθµών |υ〉 ≡ (υ1, υ2, ...) τέτοιων ώστε το άθροισµα∑∞
n=1 |υn|2 να συγκλίνει. Η απαίτηση της σύγκλισης εγγυάται ότι κάθε ϐαθµωτό

γινόµενο 〈υ|ω〉 =
∑∞
n=1 υ

∗
nωn είναι πεπερασµένο.

Α΄.5 Εξέλιξη ενός κβαντικού συστήµατος

Η εξέλιξη ενός συστήµατος µπορεί να αναπαρασταθεί µε έναν από τους δύο
παρακάτω τρόπους. Ως µια χρονοεξαρτώµενη εξέλιξη της κατάστασης στον χώρο
Hilbert (εικόνα Schrödinger) ή κρατώντας την κατάσταση “ϕιξαρισµένη” και επιτρέ-
ποντας στις παρατηρήσιµες ποσότητες να εξελιχθούν σύµφωνα µε τις εξισώσεις
κίνησης (εικόνα Heisenberg). Στην εικόνα του Heisenberg οποιαδήποτε κατάσ-
ταση µπορεί να γραφτεί ως µια “ϕιξαρισµένη” κατάσταση στην οποία δρα ένας
µοναδιακός χρονικά εξελισόµενος τελεστής. (µε τον όρο µοναδιακός εννοούµε ότι
ισχύει U†U = U−1U = 1)

|Ψ(t)〉 = U(t)|Ψ(0)〉
όπου

U(t) = ei
∫
Hdt

Αν η χαµιλτονιανή είναι ανεξάρτητη του χρόνου έχουµε απλά U(t) = e−iHt. Η
έκφραση που προκύπτει από την εικόνα του Schrödinger για έναν χρονοανεξάρτο
τελεστή A ανάµεσα σε χρονοεξαρτώµενες καταστάσεις Ψ1(t)〉 και |Ψ2(t)〉 µπορεί
να γραφτεί στην εικόνα του Heisenberg µε χρονοεξαρτώµενο τελεστή A(t) και
χρονοανεξάρτητες καταστάσεις ως

〈Ψ2(t)|A|Ψ1(t)〉 = 〈Ψ2(0)|U†(t)AU(t)|Ψ1(0)〉
= 〈Ψ2(0)|A(t)|Ψ1(0)〉

όπου προφανώς ο τελεστής της εικόνας Heisenberg δίνεται από τη σχέση

A(t) = U†(t)AU(t) = eiHtAe−iHt (Α΄.3)

Εφόσον ο A(t) είναι χρονοεξαρτώµενος αναρωτιόµαστε ποιά ϑα είναι η εξίσωση
κίνησής του. ∆ιαφορίζοντας την παραπάνω σχέση ϐρίσκουµε

dA(t)

dt
= iHeiHtAe−iHt + eiHtA(−iH)e−iHt = iHA(t)− iA(t)H

= −i[A(t)H −HA(t)] = −i[A(t), H]
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Η σχέση
dA(t)

dt
= −i[A(t), H] (Α΄.4)

ονοµάζεται εξίσωση κίνησης του Heisenberg για τον A(t). Στο δεξί µέλος το H
είναι ο τελεστής του Schrödinger. Παρ’ όλα αυτά αν αντικαταστήσουµε τον H στη
ϑέση του A(t) στη σχέση (Α΄.3) ϐρίσκουµε

H(t) = eiHtHe−iHt = H∗eiHte−iHt = HeiHte−iHt = H

έτσι ο H µπορεί ισοδύναµα να ερµηνευτεί ως τελεστής του Heisenberg.
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Παράρτηµα Β΄

Τανυστής καµπυλότητας
Riemann

Β΄.1 Κατασκευή του τανυστή Riemann

Θέλουµε να κατασκευάσουµε έναν τανυστή από τον µετρικό τανυστή, τις πρώτες
και τις δεύτερες παραγώγους του. Για να το πετύχουµε αυτό ϑα χρειαστούµε τον
µετασχηµατισµό της αφινικής σύνδεσης. Θυµίζουµε τον ορισµό της

Γλµν =
∂χλ

∂ξa
∂2ξa

∂χµ∂χν

όπου ξa είναι το τοπικό αδρανειακό σύστηµα αναφοράς. Περνώντας από το χµ σε
ένα διαφορετικό σύστηµα χ′µ ϐρίσκουµε ότι

Γλµν
′

=
∂χ′λ

∂ξk
∂2ξa

∂χ′µ∂χ′ν
=
∂χ′λ

∂χρ
∂χρ

∂ξa
∂

∂χ′µ
( ∂χσ
∂χ′ν

∂ξa

∂χσ

)
=
∂χ′λ

∂χρ
∂χρ

∂ξa

[ ∂χσ
∂χ′ν

∂

∂χ′µ
( ∂ξa
∂χσ

)
+

∂2χσ

∂χ′µ∂χ′ν
∂ξa

∂χσ

]
=
∂χ′λ

∂χρ
∂χρ

∂ξa

[ ∂χσ
∂χ′ν

∂χτ

∂χ′µ
∂2ξa

∂χτ∂χσ
+

∂2χσ

∂χ′µ∂χ′ν
∂ξa

∂χσ

]
και χρησιµοποιώντας τον ορισµό της αφινικής σύνδεσης έχουµε

Γλµν
′

=
∂χ′λ

∂χρ
∂χτ

∂χ′µ
∂χσ

∂χ′ν
Γρτσ +

∂χ′λ

∂χρ
∂χρ

∂ξa
∂ξa

∂χσ
∂2χσ

∂χ′µ∂χ′ν

=
∂χ′λ

∂χρ
∂χτ

∂χ′µ
∂χσ

∂χ′ν
Γρτσ +

∂χ′λ

∂χρ
δρσ

∂2χσ

∂χ′µ∂χ′ν

=
∂χ′λ

∂χρ
∂χτ

∂χ′µ
∂χσ

∂χ′ν
Γρτσ +

∂χ′λ

∂χρ
∂2χρ

∂χ′µ∂χ′ν
(Β΄.1)

Εναλλάσσοντας τις πρωτεύουσες µε τις δευτερεύουσες συντεταγµένες η παραπάνω
σχέση γράφεται

Γλµν =
∂χλ

∂χτ ′
∂χρ′

∂χµ
∂χσ ′

∂χν
Γτρσ
′ +

∂χλ

∂χτ ′
∂2χτ ′

∂χµ∂χν
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Ο όρος στα δεξιά είναι αυτός που κάνει το Γλµν να µην είναι τανυστής οπότε ας τον
αποµονώσουµε

∂χτ ′

∂χλ
Γλµν =

∂χτ ′

∂χλ
∂χλ

∂χτ ′
∂χρ′

∂χµ
∂χσ ′

∂χν
Γτρσ
′ +

∂χτ ′

∂χλ
∂χλ

∂χτ ′
∂2χτ ′

∂χµ∂χν

⇒ ∂2χτ ′

∂χµ∂χν
=
∂χτ ′

∂χλ
Γλµν −

∂χρ′

∂χµ
∂χσ ′

∂χν
Γτρσ
′

Για να διώξουµε το αριστερό µέλος ϑα χρησιµοποιήσουµε την µεταθετικότητα της
µερικής παραγώγισης καθώς

∂3χτ ′

∂χκ∂χµ∂χν
=

∂3χτ ′

∂χν∂χµ∂χκ

΄Ετσι λοιπόν παραγώγιση ως προς το χκ ϑα δώσει

∂3χτ ′

∂χκ∂χµ∂χν
=

=
∂

∂χκ

(∂χ′τ
∂χλ

Γλµν −
∂χρ′

∂χµ
∂χσ ′

∂χν
Γτρσ
′
)

=
∂2χ′τ

∂χκ∂χλ
Γλµν −

∂2χ′ρ

∂χκ∂χµ
∂χ′σ

∂χν
Γτρσ
′ − ∂χ′ρ

∂χµ
∂2χ′σ

∂χκ∂χν
Γτρσ
′ +

∂χ′τ

∂χλ
∂Γλµν
∂χκ

− ∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂Γτρσ

′

∂χκ

=
(∂χ′τ
∂χη

Γηκλ −
∂χ′ρ

∂χκ
∂χ′σ

∂χλ
Γτρσ
′
)

Γλµν − Γτρσ
′ ∂χ

′σ

∂χν

(∂χ′ρ
∂χη

Γηκµ −
∂χ′η

∂χκ
∂χξ

′

∂χµ
Γρνξ
′
)

=
∂χ′τ

∂χη
∂χλ

∂χη
∂χη

∂χλ
∂χη

∂χλ
ΓηµνΓλκη − Γτρσ

′ ∂χ
′σ

∂χλ
Γλµν

∂χ′ρ

∂χκ
− Γτρσ

′ ∂χ
′σ

∂χλ
∂χλ

∂χν
∂χ′ρ

∂χη
∂χη

∂χλ
Γλκµ

+
∂χ′σ

∂χν
∂χ′η

∂χκ
∂χξ

′

∂χµ
∂χ′ρ

∂χ′λ
∂χ′σ

∂χ′ξ
Γλησ

′ ∂χ′λ

∂χ′σ
Γτρλ
′ − Γτρλ

′ ∂χ
′σ

∂χλ
∂χλ

∂χν
∂χ′ρ

∂χη
∂χη

∂χλ
Γλκν

+
∂χ′λ

∂χ′ρ
∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χ′λ
∂χ′ρ

∂χ′ξ
∂χ′η

∂χκ
∂χ′ξ

∂χν
Γτλσ

′Γληρ
′
+
∂χ′τ

∂χλ
∂Γλµν
∂χκ

− ∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂χ′η

∂χκ
∂Γτρσ

′

∂χη

=
∂χ′τ

∂χλ
ΓηµνΓλκη − Γτρσ

′ ∂χ
′σ

∂χλ
Γλµν

∂χ′ρ

∂χκ
− Γτρσ

∂χ′σ

∂χλ
Γλκµ

∂χ′ρ

∂χν
+
∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂χ′η

∂χκ
Γλησ

′
Γτρλ
′

− Γτρσ
′ ∂χ

′σ

∂χλ
Γλκν

∂χ′ρ

∂χµ
+
∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂χ′η

∂χκ
Γτλσ

′Γληρ
′
+
∂χ′τ

∂χλ
∂Γλµν
∂χκ

− ∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂Γτρσ

′

∂χκ

=
∂χ′τ

∂χλ

(∂Γλµν
∂χκ

+ ΓηµνΓλκη

)
− ∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂χ′η

∂χκ

(∂Γτρσ
′

∂χ′η
− Γτρλ

′Γλησ
′ − Γτλσ

′Γληρ
′)

− Γτρσ
′ ∂χ

′σ

∂χλ

(
Γλµν

∂χ′ρ

∂χκ
+ Γλκν

∂χ′ρ

∂χµ
+ Γλκµ

∂χ′ρ

∂χν

)
Η ίδια σχέση µε αλλαγµένα τα ν και κ ϑα δώσει

∂3χτ ′

∂χν∂χµ∂χκ
=

=
∂χ′τ

∂χλ

(∂Γλµχκ

∂χν
+ ΓηµκΓλνη

)
− ∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χκ
∂χ′η

∂χν

(∂Γτρσ
′

∂χ′η
− Γτρλ

′Γλησ
′ − Γτλσ

′Γληρ
′)

− Γτρσ
′ ∂χ

′σ

∂χλ

(
Γλµκ

∂χ′ρ

∂χν
+ Γλνκ

∂χ′ρ

∂χµ
+ Γλνµ

∂χ′ρ

∂χκ

)
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=
∂χ′τ

∂χλ

(∂Γλµχκ

∂χν
+ ΓηµκΓλνη

)
− ∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂χ′η

∂χκ

(∂Γτρη
′

∂χ′σ
− Γτρλ

′Γλησ
′ − Γτλη

′Γλσρ
′)

− Γτρσ
′ ∂χ

′σ

∂χλ

(
Γλµκ

∂χ′ρ

∂χν
+ Γλνκ

∂χ′ρ

∂χµ
+ Γλνµ

∂χ′ρ

∂χκ

)
Παρατηρούµε ότι αν αφαιρέσουµε τις δύο αυτές σχέσεις οι όροι που περιλαµβά-
νουν γινόµενα των Γ µε τα Γ′ απαλείφονται δίνοντας

0 =
∂χ′τ

∂χλ

(∂Γλµν
∂χκ

− ∂Γλµκ
∂χν

+ ΓηµνΓλκη − ΓηµκΓλνη

)
− ∂χ′ρ

∂χµ
∂χ′σ

∂χν
∂χ′η

∂χκ

(∂Γτρσ
′

∂χ′ν
− ∂Γτρη

′

∂χ′σ
− Γτλσ

′Γληρ
′
+ Γτλη

′Γλσρ
′)

Η παραπάνω σχέση µπορεί να γραφτεί σαν ένας κανόνας µετασχηµατισµού

Rτ
′

ρση =
∂χ′τ

∂χλ
∂χµ

∂χ′ρ
∂χν

∂χ′σ
∂χκ

∂χ′η
Rλµνκ (Β΄.2)

όπου έχουµε ορίσει

Rλµνκ ≡
∂Γλµν
∂χκ

− ∂Γλµκ
∂χν

+ ΓηµνΓλκη − ΓηµκΓλνη (Β΄.3)

Η εξίσωση (Β΄.2) υποδηλώνει ότι ο Rλµνκ είναι ένας τανυστής. Ο τανυστής αυτός
ονοµάζεται τανυστής καµπυλότητας Riemann - Christoffel και εκφράζει την καµ-
πυλότητα του χώρου.

Β΄.2 Υπολογισµός της ϐαθµωτής καµπυλότητας R
για το δισδιάστατο σύµπαν Robertson-Walker

Θυµίζουµε κάποιες ϐασικές σχέσεις όπως ο τανυστής Riemann

Rλµνκ ≡
∂Γλµν
∂χκ

− ∂Γλµκ
∂χν

+ ΓηµνΓλκη − ΓηµκΓλνη

ο τανυστής Ricci

Rµκ ≡ Rλµλκ =
∂Γλµλ
∂χκ

− ∂Γλµκ

∂χλ
+ ΓηµλΓλκη − ΓηµκΓλλη

η αφινική σύνδεση

Γρµν =
1

2
gλρ
(∂gνλ
∂χµ

+
∂gµλ
∂χν

− ∂gµν
∂χλ

)
και η ϐαθµωτή καµπυλότητα Ricci

R ≡ gµκRµκ (Β΄.4)

Για το δισδιάστατο σύµπαν Robertson - Walker µε µετρική ds2 = C(η)(dη2−dx2)

ο ανταλλοίωτος µετρικός τανυστής έχει τη µορφή gµκ =

(
C−1(η) 0

0 −C−1(η)

)
από τον οποίο υπολογίζουµε

g00 = C−1(η) , g01 = 0 , g10 = 0 , g11 = −C−1(η)
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Επιπλέον υπολογίζουµε

Γ0
00 =

1

2
gλ0
(∂g0λ

∂χ0
+
∂g0λ

∂χ0
− ∂g00

∂χλ

)
=

1

2
g00
(∂g00

∂χ0
+
∂g00

∂χ0
− ∂g00

∂χ0

)
+

1

2
g10
(∂g01

∂χ0
+
∂g01

∂χ0
− ∂g00

∂χ1

)
=

1

2
C−1 ∂C(η)

∂η

΄Οµοια

Γ1
01 = Γ1

01 = Γ0
11 =

1

2
C−1 ∂C(η)

∂η

και
Γ1

00 = Γ1
11 = Γ0

10 = Γ0
01 = 0

΄Ετσι υπολογίζουµε τη ϐαθµωτή καµπυλότητα Ricci

R = g00
(∂Γλ0λ
∂χ0

− ∂Γλ00

∂χλ
+ Γη0λΓλ0η − Γη00Γλλη

)
+ g11

(∂Γλ1λ
∂χ1

− ∂Γλ11

∂χλ
+ Γη1λΓλ1η − Γη11Γλλη

)
= g00

(∂Γ0
00

∂χ0
− ∂Γ0

00

∂χ0
+ Γη00Γ0

0η − Γη00Γ0
0η

)
+ g00

(∂Γ1
01

∂χ0
− ∂Γ1

00

∂χ1
+ Γη01Γ1

0η − Γη00Γ1
1η

)
+ g11

(∂Γ0
10

∂χ1
− ∂Γ0

11

∂χ0
+ Γη10Γ0

1η − Γη11Γ0
0η

)
+ g11

(∂Γ1
11

∂χ1
− ∂Γ1

11

∂χ1
+ Γη11Γ1

1η − Γη11Γ1
1η

)
= g00

(∂Γ1
01

∂χ0
− Γ0

00Γ1
10

)
+ g00Γ1

01Γ1
01 + g11

(
− ∂Γ0

11

∂χ0
− Γ0

11Γ0
00

)
+ g11Γ1

10Γ0
11

= C−1(η)
[ ∂
∂η

(1

2
C−1(η)

∂C(η)

∂η

)
− 1

4
C−2(η)

(∂C(η)

∂η

)2]
+

1

4
C−3(η)

(∂C(η)

∂η

)2

− C−1(η)
[ ∂
∂η

(
− 1

2
C−1(η)

∂C(η)

∂η

)
− 1

4
C−2(η)

(∂C(η)

∂η

)2]
− 1

4
C−3(η)

(∂C(η)

∂η

)2

= 2C−1
[ ∂
∂η

(1

2
C−1(η)

∂C(η)

∂η

)]
= 2C−1(η)

[
− 1

2
C−2(η)

∂C(η)

∂η

∂C(η)

∂η
+

1

2
C−1(η)

∂2C(η)

∂η2

]
= C−1(η)

[
− C−2(η)

(∂C(η)

∂η

)2

+ C−1(η)
∂2C(η)

∂η2

]
︸ ︷︷ ︸

(lnC(η))′′

Βρίσκουµε τελικά
R = C−1(η)(lnC(η))′′ (Β΄.5)
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Παράρτηµα Γ΄

Σύµµορφοι µετασχηµατισµοί

Συχνά χρησιµοποιούµε τα σύµµορφα διαγράµµατα Penrose για να απεικονίσουµε
την αιτιακή1 κατασκευή του χωροχρόνου. Αυτή είναι µια µέθοδος που µας
επιτρέπει να αναπαραστήσουµε τον άπειρο χωρόχρονο µε ένα πεπερασµένο διά-
γραµµα (συµπαγής πολλαπλότητα) εφαρµόζοντας ένα σύµµορφο µετασχηµατισµό
στη δοµή της µετρικής. ΄Ενας σύµµορφος µετασχηµατισµός της µετρικής περι-
γράφεται από τη σχέση

gµν(x)→ g̃µν(x) = Ω2gµν(x) (Γ΄.1)

για κάποια συνεχής, µη µηδενική, πεπερασµένη, πραγµατική συνάρτηση Ω(x).΄Οµοια
για τον αντίστροφο τανυστή ϑα ισχύει

g̃µν(x) = Ω−2(x)gµν

Από έναν τέτοιο µετασχηµατισµό της µετρικής µπορούµε να καταλήξουµε στους
σύµµορφους µετασχηµατισµούς διαφόρων ποσοτήτων. Για παράδειγµα τα σύµ-
ϐολα Christoffel

Γρµν =
1

2
gλρ
(∂gνλ
∂χµ

+
∂gµλ
∂χν

− ∂gµν
∂χλ

)
µετά από ένα σύµµορφο µετασχηµατισµό ϑα είναι

Γ̃ρµν =

=
1

2
g̃λρ
(∂g̃νλ
∂χµ

+
∂g̃µλ
∂χν

− ∂g̃µν
∂χλ

)
=

1

2
Ω−2gλρ

(∂(Ω2gνλ)

∂χµ
+
∂(Ω2gµλ)

∂χν
− ∂(Ω2gµν)

∂χλ

)
=

1

2
Ω−2gλρ

(
gνλ

∂Ω2

∂χµ
+ Ω2 ∂gνλ

∂χµ
+ gµλ

∂Ω2

∂χν
+ Ω2 ∂gµλ

∂χµ
− gµν

∂Ω2

∂χλ
− Ω2 ∂gµν

∂χλ

)
=

1

2
Ω−2gλρ

(
2gνλ

∂Ω

∂χµ
+ Ω2 ∂gνλ

∂χµ
+ 2gµλ

∂Ω

∂χν
+ Ω2 ∂gµλ

∂χµ
− 2gµν

∂Ω

∂χλ
− Ω2 ∂gµν

∂χλ

)
=

1

2
Ω−2Ω2gλρ

(∂gνλ
∂χµ

+
∂gµλ
∂χν

− ∂gµν
∂χλ

)
+

1

2
Ω−22Ωgλρ

(
gνλ

∂Ω

∂χµ
+ gµλ

∂Ω

∂χν
− gµν

∂Ω

∂χλ

)
1Με τον όρο αιτιακή κατασκευή εννοούµε τη σχέση ανάµεσα στο παρελθόν και το µέλλον όπως αυτή

καθορίζεται από τους κώνους ϕωτός.
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=
1

2
gλρ
(∂gνλ
∂χµ

+
∂gµλ
∂χν

− ∂gµν
∂χλ

)
+ Ω−1

(
δρν
∂Ω

∂χµ
+ δρµ

∂Ω

∂χν
− gλρgµν

∂Ω

∂χλ

)
= Γρµν + Ω−1

(
δρν
∂Ω

∂χµ
+ δρµ

∂Ω

∂χν
− gλρgµν

∂Ω

∂χλ

)
Οι σύµµορφοι µετασχηµατισµοί συρρικνώνουν ή επεκτείνουν µια πολλαπλότητα
και πρέπει να διαχωριστούν από τους µετασχηµατισµούς συντεταγµένων χµ → χ′µ

που απλώς αλλάζουν τις συντεταγµένες σε κάποιο κοµµάτι της πολλαπλότητας
αφήνοντας τη γεωµετρία αµετάβλητη.

Σαν µια απλή επίδειξη των διαγραµµάτων Penrose ϑεωρούµε τον δισδιάστατο
χωρόχρονο Minkowski που έχει στοιχείο διαστήµατος

ds2 = dt2 − dx2 (Γ΄.2)

Θα δουλέψουµε χρησιµοποιώντας τις συντεταγµένες u, υ που ορίζονται από τις
σχέσεις

u = t− x
υ = t+ x

και η (Γ΄.2) γίνεται

ds2 = dt2 − dx2 = (dt− dx)(dt+ dx) = dudυ (Γ΄.3)

µε2

gµν =
1

2

(
0 1
1 0

)
(Γ΄.4)

Ας κάνουµε ένα µετασχηµατισµό συντεταγµένων

u′ = 2 tan−1 u⇒ u′ = 2 arctanu⇒ u = tan
u′

2

υ′ = 2 tan−1 υ ⇒ υ′ = 2 arctan υ ⇒ υ = tan
υ′

2

όπου
−π ≤ u′, υ′ ≤ π (Γ΄.5)

2Θυµίζουµε από τη ϑεωρία της γραµµικής άλγεβρας ότι η τετραγωνική µορφη δύο µεταβλητών x
και y ορίζεται ως το πολυώνυµο δευτέρου ϐαθµού της µορφής

ax2 + 2βxy + γy2

Το πολυώνυµο αυτό µπορούµε να το εκφράσουµε ως

ax2 + 2βxy + γy2 =
(
x y

)(a β
β γ

)(
x
y

)
= zTAz

όπου ο πίνακας A είναι συµµετρικός και z =

(
x
y

)
. Σύµφωνα µε τα παραπάνω µπορούµε να ϐρούµε

τη νέα µορφή της µετρικής καθώς

ds2 = dudυ = 2
1

2
dudυ =

(
du dυ

)(0 1
2

1
2

0

)(
du
dυ

)
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Υπολογίζουµε

du =
(

tan
u′

2

)′
=

1

2

(
sin u′

2

cos u
′

2

)′
=
− 1

2 sin u′

2 sin u′

2 − cos u
′

2 cos u
′

2

(cos u
′

2 )2
du′

= −1

2

1

(cos u
′

2 )2
du′ = −1

2
sec

u′

2
du′

όµοια

dυ = −1

2
sec

υ′

2
dυ′

και η (Γ΄.3) γράφεται

ds2 =
1

4
sec2 u

′

2
sec2 υ

′

2
du′dυ′

µε

gµν(u′, υ′) =
1

8
sec2 u

′

2
sec2 υ

′

2

(
0 1
1 0

)
Αν τώρα πραγµατοποιήσουµε ένα σύµµορφο µετασχηµατισµό µε

Ω2 =
(1

4
sec2 u

′

2
sec2 υ

′

2

)−1

τότε
gµν(u′, υ′)→ g̃µν(u′, υ′) = Ω2gµν(u′, υ′) =

1

2

(
0 1
1 0

)
(Γ΄.6)

και το σύµµορφα σχετιζόµενο διάστηµα δίνεται από την

ds̃2 = du′dυ′ (Γ΄.7)

Η (Γ΄.7) έχει την ίδια µορφή µε την (Γ΄.3) αλλά καλύπτει µόνο τη συµπαγή περιοχή
(Γ΄.5) η οποία απεικονίζεται στο σχήµα (Γ΄.1)

i+

i−

i0i0

J−

J+J+

J−

u
′ =

π
ή u

=
∞

υ ′
=
π ή
υ
=∞

u ′
= −

π ή
u
= −∞ υ

′ =
−π

ή υ
=
−∞

Σχήµα Γ΄.1: Σύµµορφο διάγραµµα Penrose του χωρόχρονου Minkowski. Η
συµπαγής περιοχή −π ≤ u′, υ′ ≤ π είναι σύµµορφη σε ολόκληρο το χώρο
Minkowski (−∞ ≤ u, υ ≤ ∞). Οι ϕωτοειδής γραµµές u, υ =σταθερά παραµέ-
νουν σε γωνία 45o. Στο διάγραµµα ϕαίνεται ένας ασυµπτωτικά χρονοειδώς κινού-
µενος παρατηρητής.
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Η επίδραση του σύµµορφου µετασχηµατισµού (Γ.6) είναι να συρρικνώσει το άπειρο
στις συνοριακές γραµµές του διαγράµµατος. Το σύνορο του σχήµατος εµπεριέχει
διάφορα ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά. Αρχικά σηµειώνουµε ότι όλες οι ϕωτοει-
δείς γραµµές παραµένουν σε γωνία 45o στο διάγραµµα Penrose. Οι σύµµορφοι
µετασχηµατισµοί αφήνουν τους κώνους ϕωτός αναλλοίωτους. ΄Ετσι οποιαδήποτε
αιτιατή ανάλυση µπορεί να πραγµατοποιηθεί σχεδιάζοντας τις ϕωτοειδείς γραµ-
µές όπως και στον χωρόχρονο Minkowski. Ξεκάθαρα όλες οι ϕωτοειδείς γραµµές
ϑα τερµατίζουν στις διαγώνιες συνοριακές γραµµές που σηµειώνονται µε J+ και
J− και ονοµάζονται µελλοντικό και παρελθοντικό ϕωτοειδές άπειρο αντίστοιχα.
Ασυµπτωτικά χρονοειδείς γραµµές συγκλίνουν στα σηµεία i+ (µελλοντικό χρο-
νοειδές άπειρο) και i− (παρελθοντικό χρονοειδές άπειρο). ΄Οµοια ασυµπτωτικά
χωροειδείς γραµµές συγκλίνουν στο i0 (χωροειδές άπειρο). Η ανάλυση αυτή ε-
ϕαρµόζεται και στον τετραδιάστατο χωρόχρονο Minkowski εαν κάθε σηµείο του
διαγράµµατος ϑεωρηθεί σαν δισδιάστατη σφαίρα εκτός από τα σηµεία στον κάθετο
άξονα και το i0 που αναπαριστούν σηµεία. Τα J+ και J− είναι τότε τρισδιάστατες
επιφάνειες.
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Παράρτηµα ∆΄

Υπολογισµός των
συντελεστών Bogolyubov για
το δισδιάστατο σύµπαν
Robertson - Walker

Ξεκινάµε µε την υπεργεωµετρική

2F1[1 + (iω−/ρ), iω−/ρ; 1− (iωin/ρ);
1

2
(1 + tanh(ρη))]

και ϑα χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα (Abramowitz & Stegun 1965)

F [a, b; c; z] =
Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b)F [a, b; a+ b− c+ 1; 1− z]

+ (1− z)c−a−bΓ(c)Γ(a+ b− c)
Γ(a)Γ(b)

F [c− a, c− b; c− a− b− 1; 1− z]
(∆΄.1)

Θα έχουµε λοιπόν

F [1 + (iω−/ρ), iω−/ρ; 1− (iωin/ρ);
1

2
(1 + tanh(ρη))]

=
Γ(1− iωin/ρ)Γ(1− iωin/ρ− 1− iω−/ρ− iω−/ρ)

Γ(1− iωinρ− 1− iω−/ρ)Γ(1− iωin/ρ− iω−/ρ)

× F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + iω−/ρ+ iω−/ρ− 1 + iωin/ρ+ 1; 1− 1

2
(1 + tanh(ρη)]

+
(
1− 1

2
(1 + tanh(ρη))

)(1−ωin/ρ−1−iω−/ρ−iω−/ρ)

× Γ(1− iωin/ρ)Γ(1 + iω−/ρ+ iω−/ρ− 1 + iωin/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)

× F [1− iωin/ρ− 1− iω−/ρ, 1− iωin/ρ− iω−/ρ;

1− iωin/ρ− 1− iω−/ρ− iω−/ρ+ 1; 1− 1

2
(1 + tanh(ρη)]
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=
Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωin/ρ− 2iω−/ρ)

Γ(−iωin/ρ− iω−/ρ)Γ(1− iωin/ρ− iω−/ρ)

× F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + 2iω−/ρ+ iωin/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

+
(1

2
(1− tanh(ρη))

)(−iωin/ρ−2iω−/ρ) Γ(1− iωin/ρ)Γ(2iω−/ρ+ iωin/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)

× F [−iωin/ρ− iω−/ρ, 1− iωin/ρ− iω−/ρ;−iωin/ρ− 2iω−/ρ+ 1;
1

2
(1− tanh(ρη))]

=
Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωin/ρ− 2i

2ρ (ωout − ωin))

Γ(−iωin/ρ− i
2ρ (ωout − ωin))Γ(1− iωin/ρ− i

2ρ (ωout − ωin))

× F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 +
2i

2ρ
(ωout − ωin) + iωin/ρ;

1

2
(1− tanh(ρη))]

+ [
1

2
(1− tanh(ρη))](−iωin/ρ−

2i
2ρ (ωout−ωin))

Γ(1− iωin/ρ)Γ( 2i
2ρ (ωout − ωin) + iωin/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)

× F [−iωin/ρ−
i

2ρ
(ωout − ωin), 1− iωin/ρ−

i

2ρ
(ωout − ωin);

− iωin/ρ−
2i

2ρ
(ωout − ωin) + 1;

1

2
(1− tanh(ρη))]

=
Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + iωout/ρ;

1

2
(1− tanh(ρη))]

+ [
1

2
(1− tanh(ρη))]−iωout/ρ

Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)

× F [−iω+/ρ, 1− iω+/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))] (∆΄.2)

Στην υπεργεωµετρική της ποσότητας (∆΄.2) κάνουµε χρήση της σχέσης

F (a, b; c; z) = (1− z)c−a−bF (c− a, c− b; c; z) (∆΄.3)

και έχουµε

F [−iω+/ρ, 1− iω+/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

= F [1− iωout/ρ+ iω+/ρ, 1− iωout/ρ− 1 + iω+/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

× (1− 1

2
(1− tanh(ρη)))(1−iωout/ρ+iω+/ρ−1+iω+/ρ)

= F [1− iωout/ρ+
i

2ρ
(ωout + ωin),−iωout/ρ+

i

2ρ
(ωout + ωin); 1− iωout/ρ;

1

2
(1− tanh(ρη))]

× (1− 1

2
+

1

2
tanh(ρη))(−iωout/ρ+ 2i

2ρ (ωout+ωin))

= F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

× [
1

2
(1 + tanh(ρη))]iωin/ρ (∆΄.4)
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Αντικαθιστώντας τη µορφή (∆΄.4) στην υπεργεωµετρική (∆΄.2) ϑα έχουµε για την
αρχική υπεργεωµετρική

F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

=
Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + iωout/ρ;

1

2
(1− tanh(ρη))]

+
Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)
F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;

1

2
(1− tanh(ρη))]

× [
1

2
(1− tanh(ρη))]−iωout/ρ[

1

2
(1 + tanh(ρη))]iωin/ρ (∆΄.5)

Ας δούµε τι µπορούµε να κάνουµε µε τον παράγοντα

[
1

2
(1− tanh(ρη))]−iωout/ρ[

1

2
(1 + tanh(ρη))]iωin/ρ

Ισχύει ότι zw = ew ln z για κάθε µιγαδικό z και w. Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε

[
1

2
(1− tanh(ρη))]−iωout/ρ = e−iωout/ρ ln[ 12 (1−tanh(ρη))]

[
1

2
(1 + tanh(ρη))]iωin/ρ = eiωin/ρ ln[ 12 (1+tanh(ρη))]

Τώρα όµως εµφανίζεται ένα πρόβληµα καθώς το tanh(ρη) για µεγάλα ±η παίρνει
τιµές ±1 άρα ο λογάριθµος µηδενίζεται. Λογικά µπορούµε να ξεπεράσουµε αυτό
το εµπόδιο αν ϑεωρήσουµε ότι για µεγάλα η η παράσταση µέσα στο λογάριθµο
τείνει στο µηδέν, άρα ο λογάριθµος τείνει στο −∞ και επειδή πολλαπλασιάζεται
µε ±i κάθε ϕορά όλο αυτό το πράγµα απλά κάνει κύκλους στο µιγαδικό επίπεδο.
Αν δεχτούµε αυτή τη λογική µπορούµε να συνεχίσουµε γράφοντας

[
1

2
(1− tanh(ρη))]−iωout/ρ[

1

2
(1 + tanh(ρη))]iωin/ρ

= e−iωout/ρ ln[ 12 (1−tanh(ρη))]eiωin/ρ ln[ 12 (1+tanh(ρη))]

= e−iωout/ρ ln
[

1
2

cosh(ρη)−sinh(ρη)
cosh(ρη)

]
eiωin/ρ ln

[
1
2

cosh(ρη)+sinh(ρη)
cosh(ρη)

]
= e
−iωout/ρ ln

[
1
2

e−ρη
1
2
(eρη+e−ρη)

]
e
iωin/ρ ln

[
1
2

eρη

1
2
(eρη+e−ρη)

]
= e−iωout/ρ

[
ln[e−ρη ]−ln[eρη+e−ρη]

]
eiωin/ρ

[
ln[eρη]−ln[eρη+e−ρη ]

]
= e−iωout/ρ

[
−ρη−ln(2 cosh(ρη))]eiωin/ρ

[
ρη−ln(2 cosh(ρη))

]
= e

[
iωoutη+iωout/ρ ln(2 cosh(ρη))

]
e

[
iωinη−iωin/ρ ln(2 cosh(ρη))

]
= e

[
iωoutη+iωout/ρ ln(2 cosh(ρη))+iωinη−iωin/ρ ln(2 cosh(ρη))

]
= e2iω+η+ln(2 cosh(ρη)) iρ (ωout−ωin)

= e2iω+η+(2iω−/ρ) ln(2 cosh(ρη))
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΄Εχουµε έτοιµη τη νέα µορφή της αρχικής υπεργεωµετρικής

F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))] =

=
Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + iωout/ρ;

1

2
(1− tanh(ρη))]

+ e2iω+η+(2iω−/ρ) ln(2 cosh(ρη)) Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)

× F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))] (∆΄.6)

την οποία ϑα αντικαταστήσουµε στη σχέση (4.24) για το uink (η, x)

uink (η, x) = (4πωin)−
1
2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

= (4πωin)−
1
2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

×
[

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + iωout/ρ;

1

2
(1− tanh(ρη))]

+ e2iω+η+(2iω−/ρ) ln(2 cosh(ρη)) Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)

× F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

]

= (4πωin)−
1
2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)

+ (4πωin)−
1
2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]e2iω+η+(2iω−/ρ) ln(2 cosh(ρη))

× F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)

= (4πωin)−
1
2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)

+ (4πωin)−
1
2 eikx+iω+η+(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)
(∆΄.7)

΄Οµως ισχύει

uoutk (η, x) = (4πωout)
− 1

2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1 + iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

uout−k
∗
(η, x) = (4πωout)

− 1
2 eikx+iω+η+(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]
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και τελικά έχουµε ότι

uink (η, x) =

(
ωout
ωin

) 1
2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
uoutk

+

(
ωout
ωin

) 1
2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)
uout−k

∗

= αku
out
k (η, x) + βku

out
−k
∗ (∆΄.8)

µε

αk =

(
ωout
ωin

) 1
2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
(∆΄.9)

βk =

(
ωout
ωin

) 1
2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(iωout/ρ)

Γ(1 + iω−/ρ)Γ(iω−/ρ)
(∆΄.10)

Συγκρίνοντας τη σχέση (∆΄.8) µε την uj =
∑
i(αjiui + βjiu

∗
i ) ϐρίσκουµε ότι οι

συντελεστές Bogolyubov δίνονται από τις

αkk′ = αkδkk′ βkk′ = βkδ−kk′ (∆΄.11)
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Παράρτηµα Ε΄

Υπολογισµός του συντελεστή
Bogolyubov αkk′ µέσω του
εσωτερικού γινοµένου

Θυµίζουµε τον ορισµό του εσωτερικού γινοµένου

(φ̂1, φ̂2) = −i
∫

Σ

φ̂1(x)
←→
∂µ φ̂

∗
2(x)[−gΣ(x)]1/2dΣµ µε dΣµ = nµdΣ

καθώς και τις λύσεις

uink (η, x) = (4πωin)−
1
2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× 2F1[1 + (iω−/ρ), iω−/ρ; 1− (iωin/ρ);
1

2
(1 + tanh(ρη))]

uoutk (η, x) = (4πωout)
− 1

2 eikx−iω+η−(iω−/ρ) ln[2 cosh(ρη)]

× 2F1[1 + (iω−/ρ), iω−/ρ; 1 + (iωout/ρ);
1

2
(1− tanh(ρη))]

Αν το tµ = (0, x) είναι ένα διάνυσµα εφαπτόµενο στην επιφάνεια n = 0 τότε το
nµ = (n0, 0) ϑα είναι κάθετο σε αυτό άρα και στην επιφάνεια. Το διάνυσµα αυτό
κανονικοποιείται µε

−1 = gµνn
µnν = C(η)(n0)2 ⇒ n0 =

( 1

C(n)

)1/2

Επιπλέον η ορίζουσα της χωρικής µετρικής ικανοποιεί την

[−gΣ(x)]1/2 = [−(−C(η))]1/2 = [C(η)]1/2

΄Ετσι έχουµε n0[gΣ]1/2 =
(

1
C(n)

)1/2
[C(η)]1/2 = 1 και το εσωτερικό γινόµενο γίνε-

ται
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αkk′ =
(uink , uk′

out)

(uink , u
in
k )

=
−i

(uink , u
in
k )

∫
Σ

(uink ∂µuk′
out∗ − uk′out∗∂µuink )nµ[−gΣ]1/2dx

=
−i

(uink , u
in
k )

∫
(uink ∂0uk′

out∗ − uk′out∗∂0u
in
k )n0[−gΣ]1/2dx

=
−i

(uink , u
in
k )

∫
(uink ∂ηuk′

out∗ − uk′out∗∂ηuink )dx

Πριν αρχίσουµε τις πράξεις καλό ϑα ήταν να δούµε µε ποια λογική ϑα µπορούσαµε
να συνεχίσουµε. Μιας και έχουµε να κάνουµε µε εσωτερικά γινόµενα µια χρή-
σιµη ιδιότητα που έχουµε στη διάθεσή µας είναι ότι (uink ,uk′

in)

(uink ,u
in
k )

= δkk′
1. Ας

προσπαθήσουµε λοιπόν να ϕτιάξουµε τον όρο

−i
(uink , u

in
k )

∫
(uink ∂ηuk′

in∗ − uk′ in
∗
∂ηu

in
k )dx

Για να το πετύχουµε αυτό γράφουµε

∂ηuk′
out∗ = ∂η

[
(4πωout)

−1/2e−ik
′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)]

× F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη)]

]
= (4πωout)

−1/2e−ik
′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)](iω+)

× F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη)]

+ (4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)](iω− tanh(ρη))

× F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη)]

+ (4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)] (1− iω−/ρ)(−iω−/ρ)

(1− iωout/ρ)

×
(
− 1

2
ρ sech2(ρη)

)
F [2− iω−/ρ, 1− iω−/ρ; 2− iωout/ρ;

1

2
(1− tanh(ρη))]

Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα (∆΄.1) σε όλες τις παραπάνω υπεργεωµετρικές ϑα
έχουµε

∂ηuk′
out∗ =

=(4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)]

[
Γ(1− iωout/ρ)Γ(2iω−/ρ− iωout/ρ)

Γ(iω−/ρ− iωout/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)

×(iω+)F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− 2iω−/ρ+ iωout/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

+
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
(iω+)

Γ(1− iωout/ρ)Γ(iωout/ρ− 2iω−/ρ)

Γ(1− iω−/ρ)Γ(−iω−/ρ)

×F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

]
1Τα uink , u

out
k δεν είναι απαραίτητα κανονικοποιηµένα και αυτός είναι ο λόγος που διαιρόυµε µε

το εσωτερικό γινόµενο (uink , u
in
k )
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+(4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)]

[
Γ(1− iωout/ρ)Γ(2iω−/ρ− iωout/ρ)

Γ(iω−/ρ− iωout/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)

×(iω− tanh(ρη))F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1 + iωin/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

+
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
(iω− tanh(ρη))

Γ(1− iωout/ρ)Γ(iωout/ρ− 2iω−/ρ)

Γ(1− iω−/ρ)Γ(−iω−/ρ)

×F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

]

+(4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)]

[
Γ(2− iωout/ρ)Γ(−iωout/ρ+ 2iω−/ρ− 1)

Γ(−iωout/ρ+ iω−/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)

× (1− iω−/ρ)(−iω−/ρ)

1− iωout/ρ
(
− 1

2
ρ sech2(ρη)

)
F [2− iω−/ρ, 1− iω−/ρ; 2 + iωin/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

+
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ−1 (1− iω−/ρ)(−iω−/ρ)

1− iωout/ρ
Γ(2− iωout/ρ)Γ(1− 2iω−/ρ+ iωout/ρ)

Γ(2− iω−/ρ)Γ(1− iω−/ρ)

×
(
− 1

2
ρ sech2(ρη)

)
F [−iωout/ρ+ iω−/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 2iω−/ρ− iωout/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

]

Με τη ϐοήθεια των ιδιοτήτων των συναρτήσεων Γάµµα

Γ(z) = (z − 1)Γ(z − 1) (Ε΄.1)
zΓ(z) = Γ(1 + z) (Ε΄.2)

Μπορούµε να γράψουµε

− (1− iω−/ρ)(−iω−/ρ)

1− iωout/ρ
Γ(2− iωout/ρ)Γ(−iωout/ρ+ 2iω−/ρ− 1)

Γ(−iωout/ρ+ iω−/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)
=

=− (1− iω−/ρ)(−iω−/ρ)

1− iωout/ρ
Γ(1− iωout/ρ)Γ(2iω−/ρ− iωout/ρ)(1− iωout/ρ)

Γ(−iωout/ρ+ iω−/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)(2iω−/ρ− iωout/ρ− 1)

=
(1− iω−/ρ)(−iω−/ρ)

1 + iωin/ρ

Γ(1− iωout/ρ)Γ(2iω−/ρ− iωout/ρ)

Γ(iω−/ρ− iωout/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)

Με µια προσεκτική µατιά παρατηρούµε ότι µέσα στο ∂ηuk′out
∗ έχει εµφανιστεί το

Γ(1− iωout/ρ)Γ(2iω−/ρ− iωout/ρ)

Γ(iω−/ρ− iωout/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)

∂ηuk′
in∗

(4πωin)1/2
=

=
Γ(1− iωout/ρ)Γ(2iω−/ρ− iωout/ρ)

Γ(iω−/ρ− iωout/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)

[
e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)](iω+)

×F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1 + iωin/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]
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+e−ik
′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)](iω− tanh(ρη))

×F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1 + iωin/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

+e−ik
′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)] (1− iω−/ρ)(−iω−/ρ)

1 + iωin/ρ

(
− 1

2
ρ sech2(ρη)

)
×F [2− iω−/ρ, 1− iω−/ρ; 2 + iωin/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

]

Συµµαζεύοντας τους όρους που σχηµατίζουν την παραπάνω ποσότητα και αφή-
νοντας τους υπόλοιπους όρους ως έχουν το ∂ηuk′out

∗ έχει πλέον πάρει τη µορφή

∂ηuk′
out∗ =

=
(4πωout)

−1/2

(4πωin)−1/2

Γ(1− iωout/ρ)Γ(2iω−/ρ− iωout/ρ)

Γ(iω−/ρ− iωout/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)
∂ηuk′

in∗

+(4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)] Γ(1− iωout/ρ)Γ(iωout/ρ− 2iω−/ρ)

Γ(1− iω−/ρ)Γ(−iω−/ρ)

×
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
(iω+)

×F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

+(4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)] Γ(1− iωout/ρ)Γ(iωout/ρ− 2iω−/ρ)

Γ(1− iω−/ρ)Γ(−iω−/ρ)

×
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
(iω− tanh(ρη)

×F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

+(4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)] Γ(2− iωout/ρ)Γ(1− 2iω−/ρ+ iωout/ρ)

Γ(2− iω−/ρ)Γ(1− iω−/ρ)

×
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ−1 (1− iωout/ρ)(−iω−/ρ)

1− iωout/ρ
(
− 1

2
ρ sech2(ρη)

)
×F [−iωout/ρ+ iω−/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 2iω−/ρ− iωout/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

Με όµοιο τρόπο χρησιµοποιούµε τη σχέση (∆΄.1) στο uk′out
∗

uk′
out∗ =

=(4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)]F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1− iωout/ρ;
1

2
(1− tanh(ρη))]

=(4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)] Γ(1− iωout/ρ)Γ(2iω−/ρ− iωout/ρ)

Γ(iω−/ρ− iωout/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)

×F [1− iω−/ρ,−iω−/ρ; 1 + iωin/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

+(4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)]
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×Γ(1− iωout/ρ)Γ(iωout/ρ− 2iω−/ρ)

Γ(1− iω−/ρ)Γ(−iω−/ρ)

(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
×F [−iωout/ρ+ iω−/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1 + 2iω−/ρ− iωout/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

=
(4πωout)

−1/2

(4πωin)−1/2

Γ(1− iωout/ρ)Γ(2iω−/ρ− iωout/ρ)

Γ(iω−/ρ− iωout/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)
uk′

in∗

+(4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)]

×Γ(1− iωout/ρ)Γ(iωout/ρ− 2iω−/ρ)

Γ(1− iω−/ρ)Γ(−iω−/ρ)

(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
×F [−iωout/ρ+ iω−/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1 + 2iω−/ρ− iωout/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

Ας δούµε τη µορφή που έχει πάρει πλέον το εσωτερικό γινόµενο

αkk′ =
−i

(uink , u
in
k )

∫
(uink ∂ηuk′

out∗ − uk′out∗∂ηuink )dx

=
−i

(uink , u
in
k )

∫ [
uink

(4πωout)
−1/2

(4πωin)−1/2

Γ(1− iωout/ρ)Γ(2iω−/ρ− iωout/ρ)

Γ(iω−/ρ− iωout/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)
∂ηuk′

in∗

+uink (4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)] Γ(1− iωout/ρ)Γ(iωout/ρ− 2iω−/ρ)

Γ(1− iω−/ρ)Γ(−iω−/ρ)

×
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
(iω+)

×F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

+uink (4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)] Γ(1− iωout/ρ)Γ(iωout/ρ− 2iω−/ρ)

Γ(1− iω−/ρ)Γ(−iω−/ρ)

×
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
(iω− tanh(ρη))

×F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

+uink (4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)] Γ(2− iωout/ρ)Γ(1− 2iω−/ρ+ iωout/ρ)

Γ(2− iω−/ρ)Γ(1− iω−/ρ)

×
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ−1 (1− iωout/ρ)(−iω−/ρ)

1− iωout/ρ
(
− 1

2
ρ sech2(ρη)

)

×F [−iωout/ρ+ iω−/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 2iω−/ρ− iωout/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

− (4πωout)
−1/2

(4πωin)−1/2

Γ(1− iωout/ρ)Γ(2iω−/ρ− iωout/ρ)

Γ(iω−/ρ− iωout/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)
uk′

in∗∂ηu
in
k

−(4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)]

×Γ(1− iωout/ρ)Γ(iωout/ρ− 2iω−/ρ)

Γ(1− iω−/ρ)Γ(−iω−/ρ)

(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
×F [−iωout/ρ+ iω−/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1 + 2iω−/ρ− iωout/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]∂ηu

in
k

]
dx
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Τί έχουµε καταφέρει µε το νέο εσωτερικό γινόµενο που έχει εµφανιστεί ; Αφήνοντας
στην άκρη προς το παρόν τους υπόλοιπους όρους έχουµε

αkk′ =
(4πωout)

−1/2

(4πωin)−1/2

Γ(1− iωout/ρ)Γ(2iω−/ρ− iωout/ρ)

Γ(iω−/ρ− iωout/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)

×
( −i

(uink , u
in
k )

∫
(uink ∂ηuk′

in∗ − uk′ in
∗
∂ηu

in
k )dn−1x

)
=

(4πωin)1/2

(4πωout)1/2

Γ(1− iωout/ρ)Γ(2iω−/ρ− iωout/ρ)

Γ(iω−/ρ− iωout/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)
δkk′ (Ε΄.3)

Σε αυτόν τον όρο ακριβώς ϑα ϐρούµε ένα σκαλοπάτι να πατήσουµε, κάτι που ϑα
υποδεικνύει πως ϐρισκόµαστε σε καλό δρόµο. Αυτό ϑα γίνει χρησιµοποιώντας
στην παραπάνω την ιδιότητα (Ε΄.1). Τότε ϑα έχουµε

(4πωin)1/2

(4πωout)1/2

Γ(1− iωout/ρ)Γ(2iω−/ρ− iωout/ρ)

Γ(iω−/ρ− iωout/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)
=

=
(4πωout)

1/2

(4πωin)1/2

iωin/ρ

iωout/ρ

Γ(1− iωout/ρ)Γ(−iωin/ρ)

Γ(iω−/ρ− iωout/ρ)Γ(1− iωout/ρ+ iω−/ρ)

=
(4πωout)

1/2

(4πωin)1/2

Γ(−iωout/ρ)Γ(−iωin/ρ)(−iωout/ρ)(iωin/ρ)

(iωout/ρ)Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)

=
(4πωout)

1/2

(4πωin)1/2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)

Η (Ε΄.3) γίνεται λοιπόν

akk′ =
(4πωout)

−1/2

(4πωin)−1/2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
δkk′ (Ε΄.4)

Αυτή όµως είναι ακριβώς η µορφή του συντελεστή Bogolyubov αkk′ όπως τον
ϐρήκαµε στη σχέση (4.28) της αναλυτικής λύσης µε

αk =

(
ωout
ωin

) 1
2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
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΄Ετσι λοιπόν το αρχικό µας πρόβληµα λύνεται αρκεί “απλά” η περισσευούµενη
ποσότητα

− i
∫ [

uink (4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)] Γ(1− iωout/ρ)Γ(iωout/ρ− 2iω−/ρ)

Γ(1− iω−/ρ)Γ(−iω−/ρ)

×
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
(iω+)

×F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

+uink (4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)] Γ(1− iωout/ρ)Γ(iωout/ρ− 2iω−/ρ)

Γ(1− iω−/ρ)Γ(−iω−/ρ)

×
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
(iω− tanh(ρη)

×F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

+uink (4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)] Γ(2− iωout/ρ)Γ(1− 2iω−/ρ+ iωout/ρ)

Γ(2− iω−/ρ)Γ(1− iω−/ρ)

×
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ−1 (1− iωout/ρ)(−iω−/ρ)

1− iωout/ρ
(
− 1

2
ρ sech2(ρη)

)
×F [−iωout/ρ+ iω−/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 2iω−/ρ− iωout/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

−(4πωout)
−1/2e−ik

′x+iω+η+iω−/ρ ln[2 cosh(ρη)]

×Γ(1− iωout/ρ)Γ(iωout/ρ− 2iω−/ρ)

Γ(1− iω−/ρ)Γ(−iω−/ρ)

(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
×F [−iωout/ρ+ iω−/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1 + 2iω−/ρ− iωout/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]∂ηu

in
k

]
dx

να είναι µηδέν... ΄Οπως ϑα ϕανεί και στη συνέχεια η διαδικασία µόνο απλή δεν
είναι (και ίσως καταντήσει κουραστική) αλλά είναι µικρό το τίµηµα µπροστά στην
απόδειξη ότι οι συντελεστές Bogolyubov που µελετάµε είναι πράγµατι ανεξάρτητοι
του χρόνου η, ακόµα κι αν η αριθµητική λύση υπονοεί το αντίθετο.

Ως πρώτο ϐήµα ϑα αντικαταστήσουµε τα uink και ∂uink
∗ και η παραπάνω

ποσότητα παίρνει αυτόµατα τη µορφή

− i
∫

(4πωin)−1/2(4πωout)
−1/2eikx−ik

′xΓ(1− iωout/ρ)Γ(iωout/ρ− 2iω−/ρ)

Γ(1− iω−/ρ)Γ(−iω−/ρ)

×
[(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

×(iω+)F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

+
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))](iω− tanh(ρη))

×F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

+
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ−1
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]
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× (1− iω−/ρ)(−iω−/ρ)

1− iωout/ρ
(1− iωout/ρ)(−2iω−/ρ+ iωout/ρ)

(−iω−/ρ)(1− iω−/ρ)

(
− 1

2
sech2(ρη)

)
×F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ;−iωout/ρ+ 2iω−/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

(Ε΄.5)

−
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

×(−iω+)F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

−
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))](−iω− tanh(ρη))

×F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

−
(1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
F [2 + iω−/ρ, 1 + iω−/ρ; 2− iωin/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

(Ε΄.6)

× (1 + iω−/ρ)(iω−/ρ)

1− iωin/ρ
(1

2
ρ sech2(ρη)

)
×F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

]
dx

(Ε΄.7)

΄Ισως αναρωτιέστε που “πήγε” η ποσότητα

Γ(2− iωout/ρ)Γ(1− 2iω−/ρ+ iωout/ρ)

Γ(2− iω−/ρ)Γ(1− iω−/ρ)

αλλά χρησιµοποιώντας την ιδιότητα (Ε΄.2) απλά τη ϕέραµε στη µορφή

(1− iωout/ρ)(−2iω−/ρ+ iωout/ρ)

(−iω−/ρ)(1− iω−/ρ)

Γ(1− iωout/ρ)Γ(iωout/ρ− 2iω−/ρ)

Γ(1− iω−/ρ)Γ(−iω−/ρ)

µε σκοπό να ϐγάλουµε τις γάµµα συναρτήσεις κοινό παράγοντα.
Με µια πρώτη µατιά κάποιος ϑα ισχυριζόταν , και σωστά µάλιστα, ότι όλη

αυτή η ποσότητα είναι ανεξάρτητη του x εκτός από τον παράγοντα eikx−ik′x. Αυτό
σηµαίνει ότι χρησιµοποιώντας την σχέση (1.14) ϑα εµφανιστεί η δέλτα συνάρτηση
δ(k − k′) η οποία ϑα µηδενίσει ολόκληρη την ποσότητα για k 6= k′. Βολικό µέχρι
εδώ και σύµφωνο µε τα αποτελέσµατα µας. ΄Οµως για k = k′ δέλτα συνάρτηση
απειρίζεται κάτι που σίγουρα δεν µας ϐοηθάει στην απόδειξή µας. Συνεπώς η ίδια
η ποσότητα µέσα στο ολοκλήρωµα ϑα πρέπει µε κάποιο τρόπο να µηδενιστεί πριν
γίνει η ολοκλήρωση. Αν προς στιγµήν εµπιστευτούµε το mathematica ϑα δούµε
ότι η ποσότητα µέσα στις µεγάλες παρενθέσεις έχει τη µορφή του σχήµατος Ε΄.1.
΄Ενα ενθαρρυντικό αποτέλεσµα όµως όχι αρκετά ικανοποιητικό για το πρόβληµά
µας. ΄Οποτε συνεχίζουµε για να δούµε πως ϑα καταφέρουµε να µηδενίσουµε
ακριβώς την παραπάνω ποσότητα.

Θα προσπαθήσουµε λοιπόν να αναζητήσουµε περισσότερους κοινούς παράγοντες
ελπίζοντας η ποσότητα που εν τέλει ϑα αποµείνει να µηδενιστεί µε απλές πράξεις.
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Σχήµα Ε΄.1: Η µορφή της προς µηδενισµό ποσότητας όπως προκύπτει από το
mathamtica

Συγκεκριµένα ϑα προσπαθήσουµε να δηµιουργήσουµε σε κάθε όρο το γινόµενο2

1

2
(1 + tanh(ρη)

)−iωin/ρ
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

×F [1− iωout/ρ+ iω−/ρ, iω−/ρ− iωout/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

Για να το πετύχουµε αυτό ϑα κάνουµε κάποιες αλλαγές σε τρεις υπεργεωµετρικές.
Ξεκινάµε µε την υπεργεωµετρική (Ε΄.5) και χρησιµοποιούµε την ιδιότητα

c[a− (c− b)z]F (a, b; c; z)− ac(1− z)F (a+ 1, b; c; z)

+ (c− a)(c− b)zF (a, b; c+ 1; z) = 0 (Ε΄.8)

F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 2iω−/ρ− iωout/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))] =

(iω−/ρ− iωout/ρ)(2iω−/ρ− iωout/ρ)( 1
2 (1− tanh(ρη))

(2iω−/ρ− iωout/ρ)[iω−/ρ− iωout/ρ− (iω−/ρ− 1)( 1
2 (1 + tanh(ρη))]

×F [1 + iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 2iω−/ρ− iωout/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

− (iω−/ρ)(iω−/ρ− 1)( 1
2 (1 + tanh(ρη))

(2iω−/ρ− iωout/ρ)[iω−/ρ− iωout/ρ− (iω−/ρ− 1)( 1
2 (1 + tanh(ρη))]

× F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1 + 2iω−/ρ− iωout/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

(Ε΄.9)

Συνεχίζουµε µε την υπεργεωµετρική (Ε΄.6) στην οποία αρχικά χρησιµοποιούµε τη
σχέση (∆΄.3)

F [2 + iω−/ρ, 1 + iω−/ρ; 2− iωin/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))] =

(1

2
(1− tanh(ρη))

)−iωout/ρ−1

×F [−iωin/ρ− iω−/ρ︸ ︷︷ ︸
iω−/ρ−iωout/ρ

, 1− iωin/ρ− iω−/ρ︸ ︷︷ ︸
1+iω−/ρ−iωout/ρ

; 2− iωin/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

2Οι υπεργεωµετρικές συναρτήσεις έχουν την ιδιότητα F [a, b; c; z] = F [b, a; c; z]
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στη συνέχεια τη σχέση

c(c− 1)(z − 1)F (a, b; c− 1; z) + c[c− 1− (2c− 1− b− 1)z]F (a, b; c; z)

+ (c− a)(c− b)zF (a, b; c+ 1; z) = 0 (Ε΄.10)

F [2 + iω−/ρ, 1 + iω−/ρ; 2− iωin/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))] =

=
(1

2
(1− tanh(ρη))

)−iωout/ρ (1− iωin/ρ)(−iωin/ρ)

(1 + iω−/ρ)(iω−/ρ) 1
2 (1 + tanh(ρη))

×F [1 + iω−/ρ− iωout/ρ, iω−/ρ− iωout/ρ; 2iω−/ρ− iωout/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

−
(1

2
(1− tanh(ρη))

)−iωout/ρ−1 (1− iωin/ρ)[−iωin/ρ− (2iω−/ρ)( 1
2 (1 + tanh(ρη))]

(1 + iω−/ρ)(iω−/ρ) 1
2 (1 + tanh(ρη))

×F [1 + iω−/ρ− iωout/ρ, iω−/ρ− iωout/ρ; 1 + 2iω−/ρ− iωout/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

και τέλος τη σχέση

c[b− (c− a)z]F (a, b; c; z)− bc(1− z)F (a, b+ 1; c; z)

+ (c− a)(c− b)zF (a, b; c+ 1; z) = 0 (Ε΄.11)

F [2 + iω−/ρ, 1 + iω−/ρ; 2− iωin/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))] =

=
(1

2
(1− tanh(ρη))

)−iωout/ρ (1− iωin/ρ)(−iωin/ρ)(iω−/ρ− iωout/ρ)( 1
2 (1− tanh(ρη)))

(1 + iω−/ρ)(iω−/ρ) 1
2 (1 + tanh(ρη))

×F [1 + iω−/ρ− iωout/ρ, 1 + iω−/ρ− iωout/ρ; 2iω−/ρ− iωout/ρ; 1
2 (1 + tanh(ρη))]

[iω−/ρ− iωout/ρ− (iω−/ρ− 1)( 1
2 (1 + tanh(ρη))]

−
(1

2
(1− tanh(ρη))

)−iωout/ρ (1− iωin/ρ)(−iωin/ρ)(iω−/ρ− 1)( 1
2 (1 + tanh(ρη))

(1 + iω−/ρ)(iω−/ρ) 1
2 (1 + tanh(ρη))

×F [1 + iω−/ρ− iωout/ρ, iω−/ρ− iωout/ρ; 1 + 2iω−/ρ− iωout/ρ; 1
2 (1 + tanh(ρη))]

[iω−/ρ− iωout/ρ− (iω−/ρ− 1)( 1
2 (1 + tanh(ρη))]

−
(1

2
(1− tanh(ρη))

)−iωout/ρ−1 (1− iωin/ρ)[−iωin/ρ− (2iω−/ρ)( 1
2 (1 + tanh(ρη))]

(1 + iω−/ρ)(iω−/ρ) 1
2 (1 + tanh(ρη))

×F [1 + iω−/ρ− iωout/ρ, iω−/ρ− iωout/ρ; 1 + 2iω−/ρ− iωout/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

(Ε΄.12)

Η τελευταία υπεργεωµετρική που ϑα αλλάξουµε είναι η (Ε΄.7) στην οποία ϑα χρησι-
µοποιήσουµε την (∆΄.3) και έχουµε

F [iω−/ρ− iωout/ρ, 1− iωout/ρ+ iω−/ρ; 1 + 2iω−/ρ− iωout/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))] =

=
(1

2
(1− tanh(ρη))

)iωout/ρ
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

(Ε΄.13)
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Αντικαθιστώντας τις (Ε΄.5) , (Ε΄.6) και (Ε΄.7) µε τις (Ε΄.9) , (Ε΄.12) και (Ε΄.13) αντίσ-
τοιχα µπορούµε να δούµε µε µια προσεκτική µατιά ότι πράγµατι έχουµε καταφέρει
να δηµιουργήσουµε το γινόµενο

F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

×F [1− iωout/ρ+ iω−/ρ, iω−/ρ− iωout/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

εκτός από δύο όρους που έχουν το γινόµενο

F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

×F [1− iωout/ρ+ iω−/ρ, 1 + iω−/ρ− iωout/ρ;−iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

Ας δούµε πρώτα τι µας δίνουν αυτοί οι δύο(1

2
(1 + tanh(ρη))

)−iωin/ρ
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

×F [1− iωout/ρ+ iω−/ρ, iω−/ρ− iωout/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

×
[(

1
2 (1 + tanh(ρη))

)−1

iωin/ρ︷ ︸︸ ︷
(−2iω−/ρ+ iωout/ρ)

(
− 1

2 sech2(ρη)
)
(iω−/ρ− iωout/ρ)

(
1
2 (1− tanh(ρη))

)
[iω−/ρ− iωout/ρ− (iω−/ρ− 1)( 1

2 (1 + tanh(ρη))]

− (1 + iω−/ρ)(iω−/ρ)
(

1
2 sech2(ρη)

)(
1
2 (1− tanh(ρη))

)iωout/ρ
(1− iωin/ρ)(1 + iω−/ρ)(iω−/ρ)

(
1
2 (1 + tanh(ρη))

)
×
(

1
2 (1− tanh(ρη))

)−iωout/ρ
(1− iωin/ρ)(−iωin/ρ)(iω−/ρ− iωout/ρ)

(
1
2 (1− tanh(ρη))

)
[iω−/ρ− iωout/ρ− (iω−/ρ− 1)( 1

2 (1 + tanh(ρη))]

]
= 0

Απαλλαχτήκαµε λοιπόν από τους όρους αυτούς. Φτάνοντας στο τέλος η µόνη
ποσότητα που έχει µείνει όρθια είναι η(1

2
(1 + tanh(ρη))

)iωin/ρ
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

×F [1− iωout/ρ+ iω−/ρ, iω−/ρ− iωout/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

×
[

2ω+ + 2ω− tanh(ρη)

−
(

1
2 (1 + tanh(ρη))

)−1
(−2iω−/ρ+ iωout/ρ)

(
− 1

2 sech2(ρη)
)
(iω−/ρ)(iω−/ρ− 1)

(
1
2 (1 + tanh(ρη))

)
(2iω−/ρ− iωout/ρ)[iω−/ρ− iωout/ρ− (iω−/ρ− 1)( 1

2 (1 + tanh(ρη))]

+
(1 + iω−/ρ)(iω−/ρ)

(
1
2 sech2(ρη)

)(
1
2 (1 + tanh(ρη))

)−iωout/ρ( 1
2 (1 + tanh(ρη))

)iωout/ρ
(1− iωin/ρ)(1 + iω−/ρ)(iω−/ρ) 1

2 (1 + tanh(ρη))
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× (1− iωin/ρ)(−iωin/ρ)(iω−/ρ− 1)(iω−/ρ) 1
2 (1 + tanh(ρη))

(2iω−/ρ− iωout/ρ)︸ ︷︷ ︸
−iωin/ρ

[iω−/ρ− iωout/ρ− (iω−/ρ− 1)( 1
2 (1 + tanh(ρη))]

+
(1 + iω−/ρ)(iω−/ρ)

(
1
2 sech2(ρη)

)(
1
2 (1− tanh(ρη))

)iωout/ρ( 1
2 (1− tanh(ρη))

)−iωout/ρ
1− iωin/ρ

×
(

1
2 (1− tanh(ρη))

)−1
(1− iωin/ρ)[−iωin/ρ− 2iω−/ρ( 1

2 (1 + tanh(ρη))]

(1 + iω−/ρ)(iω−/ρ) 1
2 (1 + tanh(ρη))

]

=
(1

2
(1 + tanh(ρη))

)iωin/ρ
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

×F [1− iωout/ρ+ iω−/ρ, iω−/ρ− iωout/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

×
[

2iω+ + iω− tanh(ρη)

(
1
2 sech2(ρη)

)
[−iωin/ρ− 2iω−/ρ( 1

2 (1 + tanh(ρη))]

1
2 (1− tanh(ρη))

1

2
(1 + tanh(ρη))︸ ︷︷ ︸

1
2 sech2(ρη)

]

=
(1

2
(1 + tanh(ρη))

)iωin/ρ
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

×F [1− iωout/ρ+ iω−/ρ, iω−/ρ− iωout/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

×
[

2iω+ + 2iω− tanh(ρη) +
ρ[−iωin/ρ− 2iω−/ρ( 1

2 (1 + tanh(ρη))]
1
2

]

=
(1

2
(1 + tanh(ρη))

)iωin/ρ
F [1 + iω−/ρ, iω−/ρ; 1− iωin/ρ;

1

2
(1 + tanh(ρη))]

×F [1− iωout/ρ+ iω−/ρ, iω−/ρ− iωout/ρ; 1− iωout/ρ+ 2iω−/ρ;
1

2
(1 + tanh(ρη))]

×
[

2iω+ + 2iω− tanh(ρη)− (2iωin + 2iω−)︸ ︷︷ ︸
iω+

−2iω− tanh(ρη)

]

= 0

Πράγµατι λοιπόν µετά από αρκετό κόπο αλλά χωρίς κανέναν πλέον ενδοιασµό
ϕτάσαµε στο επιθυµητό αποτέλεσµα. Οι συντελεστές Bogolyubov δεν εξαρτώνται
σε καµία περίπτωση από το η το οποίο καταφέραµε να το εξαφανίσουµε από το
εσωτερικό γινόµενο αφήνοντας ως αποτέλεσµα τη σχέση (Ε΄.4)

akk′ =
(4πωout)

−1/2

(4πωin)−1/2

Γ(1− iωin/ρ)Γ(−iωout/ρ)

Γ(−iω+/ρ)Γ(1− iω+/ρ)
δkk′

στην οποία είχαµε καταλήξει και στην πρώτη µας λύση.
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H* Ypologismos esoterikwn ginomenwn xrhsimopoiontas

tis analutikes morfes twn u_k^8in< kai u_k^8out< *L

H* statheres: *L A = 10.5; B = 5.1; rho = 0.05; h0 = 115; nd = 10;

k = 1; m = 1; kt = 2; omin = Sqrt@k^2 + m^2 * HA - BLD; omout = Sqrt@k^2 + m^2 * HA + BLD;
omegaplin = 1 � 2 * Homout - ominL; omegasin = 1 � 2 * Homout + ominL;
H*sunarthsh CHnL: *L F@h_D = A + B * Tanh@rho * hD;
H* eksiswsh: *L eq = chi’’@hD + Hk^2 + m^2 * F@hDL * chi@hD;

omin2 = Sqrt@kt^2 + m^2 * HA - BLD; omout2 = Sqrt@kt^2 + m^2 * HA + BLD;
omegaplin2 = 1 � 2 * Homout2 - omin2L;
omegasin2 = 1 � 2 * Homout2 + omin2L;

Ukin@ h_, x_D = H1 � Sqrt@4 * Pi * ominDL *

E^HI k x - I * omegasin * h - HI * omegaplin � rho L * Log@2 * Cosh@rho * hDD L *

Hypergeometric2F1@1 + HI * omegaplin � rhoL , I * omegaplin � rho ,

1 - HI * omin � rhoL , 1 � 2 * H1 + Tanh@rho * hDLD;
Ukinstar@h_, x_D = Conjugate@Ukin@h, xDD;
UkinD@h_, x_D = D@Ukin@h, xD, hD;
UkinstarD@h_, x_D = Conjugate@UkinD@h, xDD;

Uktin@ h_, x_D = 1 � Sqrt@4 * Pi * omin2D *

E^HI kt x - I * omegasin2 * h - HI * omegaplin2 � rho L * Log@2 * Cosh@rho * hDD L *

Hypergeometric2F1@1 + HI * omegaplin2 � rhoL , I * omegaplin2 � rho ,

1 - HI * omin2 � rhoL , 1 � 2 * H1 + Tanh@rho * hDLD;
Uktinstar@h_, x_D = Conjugate@Uktin@h, xDD;
UktinD@h_, x_D = D@Uktin@h, xD, hD;
UktinstarD@h_, x_D = Conjugate@UktinD@h, xDD;

H* suntelesths bogolubov a_8kk<, sxesh H4.31L *L
ak = H omout � ominL^H1 � 2L HGamma@H1 - HI omin � rhoLLD Gamma@-I omout � rhoDL �

HGamma@-I omegasin � rhoD Gamma@1 - HI omegasin � rhoLDL ;

Plot@Re@akD, 8h, -100, 100<, PlotRange ® 8-1, -0.75<D
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H* eswteriko ginomeno Iu_k^8in< , u_k^8in<M *L
es@h_D = -I Integrate@Ukin@h, xD * UkinstarD@h, xD - Ukinstar@h, xD * UkinD@h, xD,

8x , -100 000, 100 000<D;

Plot@Re@es@hDD , 8h, -h0, h0<, PlotRange ® 828 000, 35 000<D
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H* kanonikopoihmeno eswteriko ginomeno Iu_k^8in< , u_k^8in<M *L
Plot@Re@es@hD � es@hDD, 8h, -h0, h0<, PlotRange ® 80, 2<D
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H* kanonikopoihmeno eswteriko ginomeno Iu_k^8in< , u_k’^8in<M *L
es2@h_D = -I Integrate@Ukin@h, xD * UktinstarD@h, xD - Uktinstar@h, xD * UkinD@h, xD,

8x , -100 000 , 100 000<D;

Plot@Re@es2@hD � es@hDD , 8h, -h0, h0<D
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H* kanonikopoihmeno eswteriko ginomeno Iu_k^8in< , 8u_k’^8in<M=^* *L
es3@h_D = -I Integrate@Ukin@h, xD * UktinD@h, xD - Uktin@h, xD * UkinD@h, xD,

8x , -100 000 , 100 000<D;

Plot@Re@es3@hD � es@hDD, 8h, -h0, h0<D
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Ukout@h_, x_D = H1 � Sqrt@4 * Pi * omoutDL *

E^HI * k * x - I * omegasin * h - HI * omegaplin � rho L * Log@2 * Cosh@rho * hDD L *

Hypergeometric2F1@1 + HI * omegaplin � rhoL , I * omegaplin � rho ,

1 + HI * omout � rhoL , 1 � 2 * H1 - Tanh@rho * hDLD;
Ukoutstar@h_, x_D = Conjugate@Ukout@h, xDD;
UkoutD@h_, x_D = D@Ukout@h, xD, hD;
UkoutstarD@h_, x_D = Conjugate@UkoutD@h, xDD;

Uktout@ h_, x_D = 1 � Sqrt@4 * Pi * omin2D *

E^HI kt x - I * omegasin2 * h - HI * omegaplin2 � rho L * Log@2 * Cosh@rho * hDD L *

Hypergeometric2F1@1 + HI * omegaplin2 � rhoL , I * omegaplin2 � rho ,

1 + HI * omout2 � rhoL , 1 � 2 * H1 + Tanh@rho * hDLD;
Uktoutstar@h_, x_D = Conjugate@Uktout@h, xDD;
UktoutD@h_, x_D = D@Uktout@h, xD, hD;
UktoutstarD@h_, x_D = Conjugate@UktoutD@h, xDD;

H* suntelesths bogolubov a_8kk<, sxesh H4.32L *L
alphakk@h_D =

-I HIntegrate@Ukin@h, xD * UkoutstarD@h, xD - Ukoutstar@h, xD * UkinD@h, xD,
8x , -100 000, 100 000<DL;

Plot@Re@alphakk@hD � es@hDD , 8h, -h0, h0<, PlotRange ® 8-1, -0.75< D
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H* suntelesths bogolubov a_8kk’<, k diaforo k’ *L
alphakkt@h_D =

-I Integrate@Ukin@h, xD * UktoutstarD@h, xD - Uktoutstar@h, xD * UkinD@h, xD,
8x , -100 000 , 100 000<D;

Plot@Re@alphakkt@hD � es@hDD, 8h, -h0, h0<D
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H* Ypologismos esoterikwn ginomenwn xrhsimopoiontas
tis arithmhtikes luseis u_k^8in< kai u_k^8out< *L

H* statheres *L A = 10.5; B = 5.1; rho = 0.05; h0 = 115; nd = 10; k = 1; m = 1; kt = 2;

omin = Sqrt@HkL^2 + m^2 * HA - BLD; omout = Sqrt@HkL^2 + m^2 * HA + BLD;
omegaplin = 1 � 2 * Homout - ominL; omegasin = 1 � 2 * Homout + ominL;
H*Synarthsh:*LF@h_D = A + B * Tanh@rho * hD;
H* eksiswsh:*L eq = chi’’@hD + HH-kL^2 + m^2 * F@hDL * chi@hD;
omin2 = Sqrt@kt^2 + m^2 * HA - BLD; omout2 = Sqrt@kt^2 + m^2 * HA + BLD;
omegaplin2 = 1 � 2 * Homout2 - omin2L;
omegasin2 = 1 � 2 * Homout2 + omin2L;

H* Lysh me arxikh synthiki sto -h_0: *L
solm = NDSolve@8eq � 0, chi@-h0D � Exp@-I * omin * H-h0LD � Sqrt@2 ominD,

chi’@-h0D � -I * omin * Exp@-I * omin * H-h0LD � Sqrt@2 ominD<, chi, 8h, -h0, +h0<D;
H* Lysh me arxikh synthiki sto +h_0: *L
solp = NDSolve@8eq � 0, chi@h0D � Exp@-I * omout * H+h0LD � Sqrt@2 omoutD,

chi’@h0D � -I * omout * Exp@-I * omout * H
+h0LD � Sqrt@2 omoutD<, chi, 8h, +h0, -h0<D;

eq2 = chi’’@hD + Hkt^2 + m^2 * F@hDL * chi@hD;
solm2 = NDSolve@8eq2 � 0, chi@-h0D � Exp@-I * omin2 * H-h0LD � Sqrt@2 omin2D,

chi’@-h0D � -I * omin2 * Exp@-I * omin2 * H-h0LD � Sqrt@2 omin2D<, chi, 8h, -h0, +h0<D;
solp2 = NDSolve@8eq2 � 0, chi@h0D � Exp@-I * omout2 * H+h0LD � Sqrt@2 omout2D,

chi’@h0D � -I * omout2 * Exp@-I * omout2 * H
+h0LD � Sqrt@2 omout2D<, chi, 8h, +h0, -h0<D;

Uin@h_, x_D = H2 PiL^H-1 � 2L E^8I * k * x< Hchi@hD �. solmL;
UinD@h_, x_D = D@Uin@h, xD, hD;
Uinstar@h_, x_D = Conjugate @Uin@h, xDD;
UinstarD@h_, x_D = Conjugate@UinD@h, xDD;

Utin@h_, x_D = H2 PiL^H-1 � 2L E^8I * kt * x< Hchi@hD �. solm2L;
UtinD@h_, x_D = D@Utin@h, xD, hD;
Utinstar@h_, x_D = Conjugate@Utin@h, xDD;
UtinstarD@h_, x_D = Conjugate @UtinD@h, xDD;

H* eswteriko ginomeno Iu_k^8in< , u_k^8in<M *L
Es@h_D = -I Integrate@Uin@h, xD * UinstarD@h, xD - Uinstar@h, xD * UinD@h, xD,

8x , -100 000, 100 000<D;



Plot@Re@Es@hDD , 8h, -h0, h0<, PlotRange ® 828 000, 35 000<D
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H* kanonikopoihmeno eswteriko ginomeno Iu_k^8in< , u_k^8in<M *L
Plot@Re@Es@hD � Es@hDD , 8h, -h0, h0<, PlotRange ® 80, 2<D
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H* kanonikopoihmeno eswteriko ginomeno Iu_k^8in< , u_k’^8in<M *L
Es2@h_D = -I Integrate@Uin@h, xD * UtinstarD@h, xD - Utinstar@h, xD * UinD@h, xD,

8x , -100 000 , 100 000<D;

Plot@Re@Es2@hD � Es@hDD , 8h, -h0, h0<D
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H* kanonikopoihmeno eswteriko ginomeno Iu_k^8in< , 8u_k’^8in<M=^* *L
Es3@h_D = -I Integrate@Uin@h, xD * UtinD@h, xD - Utin@h, xD * UinD@h, xD,

8x , -100 000 , 100 000<D;

Plot@Re@Es3@hD � Es@hDD, 8h, -h0, h0<D
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Uout@h_, x_D = H2 PiL^H-1 � 2L E^8I * k * x< Hchi@hD �. solpL;
Uoutstar@h_, x_D = Conjugate@Uout@h, xDD;
UoutstarD@h_, x_D = Conjugate@UoutD@h, xDD;
UoutD@h_, x_D = D@Uout@h, xD, hD;

Utout@h_, x_D = H2 PiL^H-1 � 2L E^8I * kt * x< Hchi@hD �. solp2L;
UtoutD@h_, x_D = D@Utout@h, xD, hD;
Utoutstar@h_, x_D = Conjugate@Utout@h, xDD;
UtoutstarD@h_, x_D = Conjugate@UtoutD@h, xDD;

H* suntelesths bogolubov a_8kk<, sxesh H4.32L *L
Alphakk@h_D = -I Integrate@Uin@h, xD * UoutstarD@h, xD - Uoutstar@h, xD * UinD@h, xD,

8x , -100 000 , 100 000<D;

Plot@Re@Alphakk@hD � Es@hDD , 8h, -h0, h0<, PlotRange ® 8-1, -0.75<D
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H* suntelesths bogolubov a_8kk’<, k diaforo k’ *L
Alphakkt@h_D = -I Integrate@Uin@h, xD * UtoutstarD@h, xD - Utoutstar@h, xD * UinD@h, xD,

8x , -100 000 , 100 000<D;

Plot@Re@Alphakkt@hD � Es@hDD, 8h, -h0, h0<D
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H* Arithmhtika sumperasmata ths enothtas 4.6 *L

H* Otan to synoliko megethos ths epektashs teinei sto mhden

to \beta_k ^2 einai analogo tou B^2 kai teinei sto mhden*L
A = 1; rho = 10; m = 0.5; k = 0;

omin@B_D = Sqrt@k^2 + m^2 * HA - BLD; omout@B_D = Sqrt@k^2 + m^2 * HA + BLD;
omegaplin@B_D = 1 � 2 * Homout@BD - omin@BDL;

beta1@B_D = HSinh@Pi * omegaplin@BD � rhoD^2L �
HSinh@Pi * omin@BD � rhoD Sinh@Pi * omout@BD � rhoDL ;

Plot@beta1@BD � B^2, 8B, 0, 0.5<, PlotRange ® 80.1, 0.5<D
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H* To \beta_k ^2 meionetai ekthetika

me th meiosh tou sydelesth epektashs rho *L
A = 150; B = 148; m = 0.5; k = 1;

omin = Sqrt@k^2 + m^2 * HA - BLD; omout = Sqrt@k^2 + m^2 * HA + BLD;
omegaplin = 1 � 2 * Homout - ominL;

beta1@rho_D = HSinh@Pi * omegaplin � rhoD^2L �
HSinh@Pi * omin � rhoD Sinh@Pi * omout � rhoDL;

Plot@rho * Log@Re@beta1@rhoDDD, 8rho, 0, 2<D
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H* To \beta_k ^2 auksanetai me th meiosh twn k kai m *L
A = 150; B = 148; rho = 0.8; ;

omin@m_, k_D = Sqrt@k^2 + m^2 * HA - BLD; omout@m_, k_D = Sqrt@k^2 + m^2 * HA + BLD;
omegaplin@m_, k_D = 1 � 2 * Homout@m, kD - omin@m, kDL;

beta1@m_, k_D = HSinh@Pi * omegaplin@m, kD � rhoD^2L �
HSinh@Pi * omin@m, kD � rhoD Sinh@Pi * omout@m, kD � rhoDL;

Plot3D@Re@beta1@m, kDD, 8m, 0, 0.2<, 8k, 0, 0.1<D
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H* Eisagwgh ths vathmwths kampylothtas R *L
A = 10; B = 9.9; rho = 2.5; h0 = 15; m = 0.16; ksi = 0.35;

Do@
H*Clear@"h"D;*L
k = 0.05 * i;

F@h_D = A + B * Tanh@rho * hD;
omin = Sqrt@k^2 + m^2 * HA - BLD; omout = Sqrt@k^2 + m^2 * HA + BLD;
R@h_D = HB * rho^2 * H2 * A Tanh@rho hD^3 - 2 * A * Tanh@rho hD + B * Tanh@rho hD^4 - BLL �

HHF@hDL^2L;
eq = chi’’@hD + Hk^2 + m^2 * F@hD + ksi R@hDL * chi@hD;
H* Lysh me arxikh synthiki sto -h_0: *L
solm = NDSolve@8eq � 0, chi@-h0D � Exp@-I * omin * H-h0LD � Sqrt@2 ominD,

chi’@-h0D � -I * omin * Exp@-I * omin * H-h0LD � Sqrt@2 ominD<, chi, 8h, -h0, +h0<D;
H* Lysh me arxikh synthiki sto +h_0: *L
solp = NDSolve@8eq � 0, chi@h0D � Exp@-I * omout * H+h0LD � Sqrt@2 omoutD,

chi’@h0D � -I * omout * Exp@-I * omout * H
+h0LD � Sqrt@2 omoutD<, chi, 8h, +h0, -h0<D;

Uin@h_, x_D = H2 PiL^H-1 � 2L E^8I * k * x< Hchi@hD �. solmL;
UinD@h_, x_D = D@Uin@h, xD, hD;
Uinstar@h_, x_D = Conjugate @Uin@h, xDD;
UinstarD@h_, x_D = Conjugate@UinD@h, xDD;
Uout@h_, x_D = H2 PiL^H-1 � 2L E^8I * H-kL * x< Hchi@hD �. solpL;
UoutD@h_, x_D = D@Uout@h, xD, hD;
beta@h_D = Abs@HI Integrate@ Uin@h, xD * UoutD@h, xD - Uout@h, xD * UinD@h, xD,

8x , -100 000, 100 000<DL �
-HI Integrate@Uin@h, xD * UinstarD @h, xD - Uinstar@h, xD * UinD@h, xD,

8x , -100 000, 100 000<DLD^2;
H*h=0.1 * i;*L
betastore@iD = Re@beta@0DD@@1DD, 8i, 0, 50<D

In[23]:= data = Table@80.05 * j, betastore@jD<
, 8j, 0, 50<D;

In[24]:=

ListLinePlot@data, PlotRange ® All, AxesLabel ® 8"k", "Èb_kÈ^2"<D

Out[24]=
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