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Περίληψη

Η παρούσα διδακτορική διατριβή είχε επίκεντρο την εξαγωγή και ανάλυση τοπικών λύσεων σε

τροποποιημένες θεωρίες βαρύτητας. Η αρχική ερευνητική εργασία στα πλαίσια της διδακτορικής

διατριβής επικεντρώθηκε στη μελέτη ενός βαθμωτού πεδίου το οποίο διαδίδεται στη γεωμετρία

σκουληκότρυπας Korolev-Sushkov με μη-τετριμμένη ασυμπτωτική συμπεριφορά Anti-deSitter. Α-
σχοληθήκαμε με την εξαγωγή των ιδιοκαταστάσεων του βαθμωτού πεδίου και υπολογίσαμε τα

πιθανά πλάτη μετάβασης μέσω φαινομένων σήραγγος [1]. ΄Επειτα, η έρευνα μας οδηγήθηκε στην

μελέτη της βαρυτικής ευστάθειας της γνωστής μελανής οπής Rinaldi στο πλαίσιο της θεωρίας
Horndeski. Χρησιμοποιήσαμε αξονικές διαταραχές γεωμετρίας και εξάγαμε την ενεργή εξίσωση
Schroedinger που διέπει τις διαταραχές, η οποία χρησιμοποιήθηκε προς την απόδειξη ευστάθειας
της γεωμετρίας Rinaldi κάτω από αξονικές διαταραχές. Δείξαμε ότι η ύπαρξη των ασυμπτωτικών
AdS παράγουν φαινόμενα ηχούς τα οποία επαναδιαταράσσουν τη φωτόσφαιρα της γεωμετρίας, κάτι
το οποίο επιμήκυνε τη διαδικασία σταθεροποίησης της μελανής οπής κάτω από διαταραχές. Επι-

προσθέτως, στο εν λόγω άρθρο [2], αποδείξαμε ότι η γεωμετρία σκουληκότρυπας, που αποτέλεσε

τη βάση της προηγούμενης ερευνητικής εργασίας, ήταν απλά μία γέφυρα Einstein-Rosen , κάτι
το οποίο ακύρωνε πρακτικά την ορθότητα της λύσης Korolev-Sushkov ως προσπελάσιμη σκου-
ληκότρυπα. Εκπορεύομενοι από το εν λόγω αποτέλεσμα, προτείναμε μία μεθοδολογία εξαγωγής

λύσεων σκουληκότρυπας στη θεωρία μέσω δύσμορφων μετασχηματισμών γεωμετρίας [3] και πα-

ρουσιάσαμε τη δυνατότητα εξαγωγής μεταβαλλόμενων λύσεων μεταξύ γεωμετρίας μελανής οπής,

κανονικοποιημένης μελανής οπής και προσπελάσιμης σκουληκότρυπας. Δείξαμε ότι η μετάβαση στη

γεωμετρία εξαρτάται από έναν ενεργό λόγο της μάζας του αντικειμένου προς μία κλίμακα μήκους

της θεωρίας στο δύσμορφο πλαίσιο, ενώ παρουσιάσαμε και την απόκριση βαθμωτών διαταραχών

για την εκάστοτε κατάσταση της γεωμετρίας.

Στο τρίτο έτος της διατριβής, από το οποίο ξεκινάει και η παρουσίαση των αποτελεσμάτων μας στο

κείμενο (κεφάλαιο 2), ασχοληθήκαμε με τη βαρυτική θεωρία Chern Simons και εξάγαμε επιτυχώς
τη γεωμετρία μίας αργά περιστρεφόμενης μελανής οπής με μη τετριμμένο αξιονικό νέφος, ενώ υ-

πολογίσαμε επίσης όλους τους όρους της παραμόρφωσης της γεωμετρίας[4]. Η εργασία επεκτείνε

προυπάρχοντα αποτελέσματα στις τοπικές λύσεις Chern-Simons, όπου η προσέγγιση της παραμόρ-
φωσης της μελανής οπής είχε γίνει με διαταρακτικό τρόπο στη σταθερά σύζευξης. Βασιζόμενοι

στα αποτελέσματα μας, ασχοληθήκαμε με τις ιδιότητες της γεωμετρίες σε συνθήκες ισχυρής ενερ-

γής σύζευξης όπου η διαταρακτική προσέγγιση παύει να ισχύει. Επιβεβαιώσαμε ότι το αξιονικό

νέφος είναι ικανό να αντιστρέψει τη στροφορμή του ορίζοντα της μελανής οπής κάτω από κρίσιμες

τιμές της σταθεράς σύζευξης προς το μέγεθος της μελανής οπής, υποδεικνύοντας έτσι ότι η πιθανή

τροποποίηση της βαρυτικής δράσης πρέπει να λαμβάνεται υπόψην ως προς τη φυσική κλίμακα της

λύσης κενού της θεωρίας [5]. Η ανάλυση μας επίσης εξακρίβωσε την ύπαρξη καινούριων ευσταθών

τροχιών στην παραμορφωμένη μελανή οπή.

Στο τέταρτο έτος της διατριβής, ασχοληθήκαμε με γεωμετρίες βαρυτικών μονοπόλων σε ένα ενεργό

τετραδιάστατο μοντέλο βαρύτητας που προκύπτει από την θεωρία Lovelock [6] με μη-τετριμμένη
συνεισφορά του όρου Gauss-Bonnet. Η έρευνα μας απέδειξε ότι η κλίμακα μήκους του όρου Gauss-
Bonnet είναι ικανή να κανονικοποιήσει το βαρυτικό μονόπολο σε κέντρο deSitter και θετική μάζα



ADM , κάτι το οποίο δεν ισχύει στο σενάριο της Γενικής Σχετικότητας. Επιβεβαιώσαμε τα αποτε-
λέσματα μας με ημιαναλυτικό και αριθμητικό τρόπο, που παρουσιάζονται στο κεφάλαιο 3.

Στη συνέχεια, μελετήσαμε τις θερμοδυναμικές ιδιότητες μελανών οπών με κόμη (hairy μελανές
οπές) προς την κατεύθυνση της θερμοδυναμικής ευστάθειας [7], η οποία ανάλυση παρουσιάζεται

στο κεφάλαιο 4. Εργαστήκαμε σε ένα πλήρως γενικό πλαίσιο θεωριών βαθμωτού τανυστή, όπου η

τροποποίηση της θεωρίας εξαρτάται από μία σταθερά σύζευξης με διαστάσεις μήκους. Αποδείξαμε

ότι αν το δευτερεύον βαθμωτό φορτίο της hairy μελανής οπής που υποστηρίζεται από την εκάστο-
τε θεωρία παραμορφώνει την εσωτερική δομή της γεωμετρίας, δημιουργώντας εσωτερικό ορίζοντα,

τότε η μελανή οπή της εκάστοτε τροποποιημένης θεωρίας βαρύτητας μπορεί να οδηγηθεί σε θερμο-

δυναμική ευστάθεια. Κάτι τέτοιο είναι προφανώς εφικτό μόνο σε μία μη-διαταρακτική προσέγγιση.

΄Ετσι, σε αντίθεση με τη μελανή οπή Schwarzschild , οι μελανές οπές με μέγεθος συγκρίσιμο ως
προς την σταθερά σύζευξης της τροποποιημένης θεωρίας μπορούν να εκτελέσουν μετάβαση φάσης

πρώτης τάξης στο θερμοδυναμικό παραμετρικό χώρο. Η ανάλυση μας χρησιμοποίησε αναλυτικά

αλλά και τοπολογικά επιχειρήματα, όπου η εν λόγω μετάβαση φάσης ταυτοποιήθηκε με μία διακριτή

αλλαγή θερμοδυναμικού τοπολογικού τομέα που χαρακτήρίζεται από ένα αντίστοιχο τοπολογικό

φορτίο.

Ακολούθως, ασχοληθήκαμε με την γενική περίπτωση μίας ενεργής τετραδιάστατης θεωρίας Love-
lock , χωρίς κάποια συμμετρία στο χώρο πεδίου, που καταλήγει σε ένα ευρύτερο πλαίσιο θεωρίων
Horndeski . Επιβεβαιώσαμε τη λύση της σκουληκότρυπας Ellis κάτω από κατάλληλη επιλογή των
ενεργών δυναμικών του πεδίου της συμπαγοποίησης [8]. Η θεωρία που καταλήξαμε περιγράφεται

από μη-τετριμμένη σύζευξη στον όρο Gauss-Bonnet αλλά και από παραγωγίσεις πεδίου υψηλότερης
τάξης. Στο πλαίσιο αυτό, εργαστήκαμε επίσης με επιτυχία προς την εξαγωγή έμμαζης προσπελάσι-

μης σκουληκότρυπας στη θεωρία, όπου παρουσιάσαμε δύο διαφορετικές μεθοδολογίες προς την

κατεύθυνση αυτή. Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στο κεφάλαιο 5

Τέλος, η τελευταία ερευνητική μας δραστηριότητα πριν τη παρουσίαση της διατριβής, που παρου-

σιάζεται στο κεφάλαιο 6, επικεντρώθηκε σε θεωρίες Beyond Horndeski με συμμετρία ομοτιμίας
και ολίσθησης του πεδίου. Παρουσιάσαμε έναν αυτοσυνεπή αλγόριθμο έυρεσης στατικών και σφαι-

ρικά συμμετρικών λύσεων με πρωτεύον βαθμωτό φορτίο, ο οποίος είναι λειτουργικός σε όλους

τους υποκλάδους της θεωρίας. Λόγω των φαινομενικά άπειρων υποκλάδων, επικεντρωθήκαμε σε

μοντέλα δράσης Beyond Horndeski με γραμμική συσχέτιση μεταξύ των συναρτησιακών G2 και

G4. Καταφέραμε να εξάγουμε λύσεις hairy μελανών οπών, κανονικοποιημένων μελανών οπών αλ-
λά και σολιτονικές γεωμετρίες [9]. ΄Ολες οι λύσεις που εξάγαμε είχαν μη-τετριμμένη συνεισφορά

πρωτεύοντος βαθμωτού φορτίου στη γεωμετρία, η ύπαρξη του οποίου επιβεβαιώθηκε από αυστηρά

μαθηματικά επιχειρήματα. Επιβεβαιώσαμε ότι οι λύσεις αυτές ικανοποιούν τις ενεργειακές συν-

θήκες κάτι το οποίο τις καθιστά πιο υγιή συμπαγή αντικείμενα από τις περισσότερες τοπικές λύσεις

τροποποιημένων θεωριών βαρύτητας. Επιπροσθέτως, ασχοληθήκαμε με την ακύρωση πιθανών πα-

θολογιών σε κάποιες προβληματικές γεωμετρίες μέσω δύσμορφων μετασχηματισμών γεωμετρίας

και με την πιθανή ύπαρξη γεωμετριών σκουληκότρυπας στις εν λόγω θεωρίες.
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Κεφάλαιο 1

Πρόλογος

1.1 Το ζήτημα της Κβαντικής Βαρύτητας

Παρά το γεγονός ότι η βαρυτική αλληλεπίδραση είναι πιθανώς η πιο θεμελιώδης φυσική διεργασία,

παραμένει ως η πιο αινιγματική θεωρία φυσικής του σήμερα. Πράγματι, το μεγαλύτερο ποσοστό

της ερευνητικής κοινότητας συμφωνεί ότι η μοντέρνα φυσική του 20ου και 21ου αιώνα βασίζεται

σε πρακτικά δύο πυλώνες, την Γενική Σχετικότητα και τη Κβαντική Θεωρία Πεδίου. Και οι δύο

θεωρίες μετράνε πολλές επιτυχίες στην εξήγηση των φαινομένων που τις αφορούν. Η Γενική

Σχετικότητα παρέχει το μαθηματικό πλαίσιο εξήγησης βαρυτικών συστημάτων από τη σκοπιά της

κλασικής φυσικής σε ένα μεγάλο εύρος ενεργειακής κλίμακας, ενώ η Κβαντική Θεωρία Πεδίου

λειτουργεί σε υψηλές ενεργειακές κλίμακες όπου η κλασική προσέγγιση της φυσικής αποτυγχάνει

να παρέχει σωστά αποτελέσματα. Ωστόσο, η Κβαντική Θεωρία Πεδίου υποθέτει ότι ο χωρόχρονος

είναι επίπεδος, ενώ ακόμα και οι επεκτάσεις της, όπως η Κβαντική Θεωρία Πεδίου σε καμπυλωμένο

χωρόχρονο, θεωρούν το χωρόχρονο ως μία ¨στέρεα’ βάση (υπόβαθρο) πάνω στην οποία διαδίδονται

τα κβαντικά πεδία, όπου η δυναμική συμπεριφορά του χωρόχρονου θεωρείται πρακτικά αμελητέα.

Η Γενική Σχετικότητα, από την άλλη πλευρά, δεν λαμβάνει υπόψη την κβαντική φύση της ύλης.

Συνεπώς, είναι φυσικό να αναρωτηθεί κανείς τι συμβαίνει εάν υπάρχει ένα ισχυρό βαρυτικό πεδίο

στις κβαντικές κλίμακες. Πώς συμπεριφέρονται τα κβαντικά πεδία υπό την παρουσία της βαρύτητας;

Υπάρχει κάποια συμβατότητα μεταξύ αυτών των εκπληκτικών θεωριών;

Βέβαια, οφείλουμε να διευκρινίσουμε ότι δεν υπάρχει κάποια ξεκάθαρη απόδειξη ότι η βαρύτητα θα

πρέπει να έχει κάποια κβαντική αναπαράσταση σε υψηλές ενέργειες (ή μικρές κλίμακες). Η βαρυτική

αλληλεπίδραση είναι ιδιαίτερα ασθενής σε σύγκριση με άλλες αλληλεπιδράσεις. Η χαρακτηριστική

κλίμακα κάτω από την οποία θα περιμέναμε να επιβεβαιώσουμε φαινόμενα κβαντικής βαρύτητας είναι

η κλίμακα Planck ℓP ∼ 10−35m. Μια τέτοια κλίμακα δεν είναι φυσικά προσβάσιμη από κανένα
τρέχον πείραμα και είναι επίσης αμφίβολο εάν θα είναι ποτέ προσβάσιμη από μελλοντικά πειράματα.

Ωστόσο, υπάρχουν αρκετοί λόγοι για τους οποίους κάποιος θα προτιμούσε κανείς να συνδυάσει τη

Γενική Σχετικότητα και τη Κβαντική Θεωρία Πεδίου. Η περιέργεια είναι πιθανώς η κινητήρια δύναμη

πίσω από την επιστημονική έρευνα. Υπό αυτή την οπτική γωνία, θα ήταν τουλάχιστον ασυνήθιστο

εάν η επιστημονική κοινότητα της βαρύτητας ήταν τόσο εύκολα διατεθειμένη να εγκαταλείψει κάθε

προσπάθεια μίας ενιαίας θεωρίας Κβαντικής Βαρύτητας που θα συμφιλίωνε τους δύο πυλώνες της

σύγχρονης θεωρητικής φυσικής. Επίπροσθέτως, το γεγονός ότι η κλίμακα Planck φαίνεται προς το
παρόν πειραματικά απρόσβατη δεν σημαίνει, με κανέναν τρόπο, ότι είναι φυσικά ασήμαντη. Αντίθετα,

μπορούμε εύκολα να αναφέρουμε μερικά πολύ σημαντικά ανοιχτά ζητήματα της σύγχρονης φυσικής
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που σχετίζονται με την κλίμακα Planck, όπως το σενάριο του Big Bang και η φύση των μελανών
οπών κοντά στη μοναδικότητα, δηλαδή το ιδιάζον σημείο καμπυλότητας του χωρόχρονου (curvature
singularity).

Η ανάγκη μίας ενιαίας κβαντικής θεωρίας των θεμελιωδών αλληλεπιδράσεων αποτυπώνεται τα τε-

λευταία χρόνια σε μία πληθώρα θεωρητικών μοντέλων που επιχείρησαν τα να περιγράψουν τη βα-

ρύτητα στο ίδιο ενεργειακό επίπεδο με τις υπόλοιπες αλληλεπιδράσεις. Οι προσπάθειες αύτες βα-

σίστηκαν κατά κύριο λόγο στο θεμελιώδη φορμαλισμό της κβαντομηχανικής, όπου οι καταστάσεις

ενός φυσικού συστήματος περιγράφονται από στοιχεία ενός χώρου Hilbert, ενώ τα φυσικά πεδία
εκπροσωπούνται από τελεστές του εν λόγου χώρου. Μέχρι στιγμής, όμως, κάθε προσπάθεια να

ενσωματωθεί η βαρύτητα σε αυτό το σχήμα είτε απέτυχε είτε δεν ήταν ικανοποιητική. Δύο πιθανές

εξαιρέσεις των παραπάνω συναντώνται στα μοντέλα θεωρίας (υπέρ)χορδών και θεωρίας βρόχων.

Ακόμα και τα μοντέλα αυτά, όμως, αντιμετωπίζουν άλλα εννοιολογικά ζητήματα, όπως η έλλειψη

μοναδικής κατάστασης κενού για τη θεωρία (υπέρ)χορδών και αδυναμίας κατασκευής κατάλληλου

χώρου Hilbert για τη θεωρία βρόχων. Το κύριο πρόβλημα ήταν ότι το βαρυτικό πεδίο περιγράφει
ταυτόχρονα τους βαρυτικούς βαθμούς ελευθερίας και τον χωρόχρονο στον οποίο οι βαθμοί αυ-

τοί ελευθερίας διαδίδονται. Αυτό αποτελεί μία πιο μαθηματική εξήγηση μίας βασικής αρχής της

βαρυτικής αλληλεπίδρασης. ΄Ολα τα πεδία, ανεξαιρέτως, αλληλεπιδρούν με τη βαρύτητα. Δεν υπάρ-

χει κάποιος τρόπος να αποπλέξουμε τους βαθμούς ελευθερίας της ζητούμενης κβαντικής θεωρίας,

κατάληγοντας έτσι σε μη-αντιμετωπίσημα και μη-γραμμικά συστήματα προς κβάντωση.

Οι πρώτες προσπάθειες κβάντωσης της βαρύτητας ξεκίνησαν ήδη από τη δεκαετία του 50, ακολου-

θώντας το παράδειγμα των ηλεκτρομαγνητικών αλληλεπιδράσεων. Οι προσπάθειες αυτές κατέληξαν

σε θεωρητικά αδιέξοδα λόγω του ότι η Γενική Σχετικότητα εκφυλίζεται αν τη θέσουμε σε καθο-

ρισμένο χωρόχρονο Minkowski , όπως έγινε στον ηλεκτρομαγνητισμό. Στη Γενική Σχετικότητα,
ο χωρόχρονος πάνω στον οποίο διαδίδονται οι βαθμοί ελευθερίας, δε μπορεί να είναι γνωστός εκ

των προτέρων, λόγω της αναλλοιώτητας της θεωρίας κάτω από διαφορομορφισμούς. Πράγματι, ο

χωρόχρονος είναι το δυναμικό πεδίο που προσπαθούμε να κβαντώσουμε. Προκειμένου να υπάρξουν

καλώς ορισμένες έννοιες αιτιατότητας και χρονικής εξέλιξης του φυσικού συστήματος, οι εξισώσεις

κίνησης πρέπει πρώτα να λυθούν και να εξελιχθούν, κατασκευάζοντας έτσι τον χωρόχρονο. ΄Οπως

γνωρίζουμε, κάθε φυσικό σύστημα που περιγράφεται από διαφορικές εξισώσεις οφείλει να έχει και

κατάλληλες αρχικές συνθήκες ώστε να έχουμε μία αυτοσυνεπή λύση. Το πρόβλημα στην κβαντι-

κή βαρύτητα προέκυψε από το γεγονός ότι μία αρχική κατάσταση του συστήματος δεν οδηγεί σε

ένα καθορισμένο χωρόχρονο, σε άμεση συσχέτιση με τη κβαντομηχανική Αρχή της Αβεβαιότη-

τας. Επομένως, αν οι αρχικές συνθήκες δε μας παρέχουν έναν καθορισμένο χωρόχρονο, πως θα

μπορούσαμε να εισάγουμε στη θεωρία θεμελιώδεις αρχές όπως η αιτιατότητα; Στις προσπάθειες

αυτές, εφαρμόστηκαν η κανονική και η συναλλοίωτη προσέγγιση κβάντωσης της φυσικής θεωρίας,

κάθε μία εκ των οποίων έδινε αρκετά διαφορετικές απαντήσεις αναφορικά με τη κβαντική φύση της

βαρυτικής αλληλεπίδρασης.

Συγκεκριμένα, η κανονική προσέγγιση χρησιμοποίησε το Χαμιλτονιανό φορμαλισμό της Γενικής

Σχετικότητας. Η βάση της προσέγγισης ήταν η εφαρμογή της ανάλυσης Arnowitt-Deser-Misner
(ADM) στη μετρική. ΄Επειτα, χρησιμοποιώντας επιφάνειες σταθερού χρόνου, κατασκευάστηκαν
οι κατάλληλες τρισδιάστατες χωρικές πολλαπλότητες (ως υποπολλαπλότητες του συνολικού χω-

ρόχρονου), πάνω στις οποίες εφαρμόστηκαν συγκεκριμένες σχέσεις μετάθεσης τελεστών, ώστε

να διατηρείται η έννοια της αιτιατότητας. Στον εν λόγω φορμαλισμό, οι κανονικές μεταβλητές

ήταν οι τρισδιάστατες μετρικές των υποπολλαπλοτήτων, ενώ οι εξισώσεις κίνησης του Einstein
λειτουργούσαν ως περιορισμοί Langrange των εν λόγω μετρικών και των συζυγών τους ορμών,
στη γνωστή πλέον (αλλά ακόμα άλυτη) εξίσωση Wheeler-De Witt . Στο όριο του ασυμπτωτικά
επίπεδου χωρόχρονου, οι αντίστοιχες εξισώσεις Χαμιλτον αναγνωρίστηκαν ως η χρονική εξέλιξη
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του συστήματος, κάτι το οποίο σήμαινε ότι ο Χαμιλτονιανός τελεστής κατέληγε στον τελεστή

χρονικής εξέλιξης μόνο στα όρια του χωρόχρονου Minkowski. Ενώ, σε αντίθεση με τη συναλλο-
ίωτη προσέγγιση, η κανονική προσέγγιση δε χρησιμοποιούσε την εφαρμογή κάποιου χωρόχρονου

Minkowski , υπήρξαν έντονα προβλήματα στη προσέγγιση, λόγω της απουσίας κάποιου καλώς
ορισμένου χώρου Hilbert για τις καταστάσεις.

Από την άλλη, η συναλλοίωτη προσέγγιση χρησιμοποίησε κατά βάση διαταρακτικές μεθόδους πάνω

σε ένα χωρόχρονο Minkowski θεωρώντας ότι η μετρική εκφράζεται ως gµν = ηµν +hµν , όπου hµν
υποδήλωνε το δυναμικό κομμάτι της γεωμετρίας. Πρακτικά, η κβάντωση του βαρυτικού τανυστή

hµν προσεγγίστηκε με τις συνήθεις μεθόδους της κβαντικής θεωρίας πεδίου, όπου θεωρήθηκε μία
βάση χωρόχρονου Minkowski πάνω στην οποία διαδίδεται το σπιν 2 βαρυτόνιο hµν . Παρόλαυτά,
η μη-γραμμική φύση της δράσης Einstein-Hilbert επέβαλλε τη θεώρηση ότι το βαρυτόνιο αποτελεί
παρά μόνο μία μικρή διαταραχή πάνω στο χωρόχρονο Minkowski , αν θέλουμε να μπορούμε να
εξάγουμε οποιοδήποτε αποτέλεσμα, και οι αλληλεπιδράσεις του με τα πεδία ύλης εκφράστηκαν συ-

νεπώς με διαταρακτικό τρόπο. Ενώ κάτι τέτοιο αποτέλεσε ένα πολύ σημαντικό βήμα, η προσπάθεια

αποτυγχάνει στην αντιμετώπιση της ουσίας του προβλήματος, που ήταν η θεώρηση της βαρυτικής

αλληλεπίδρασης στο ίδιο ενεργειακό επίπεδο με τα κβαντικά πεδία.

Στη συνέχεια, ακολούθησε η ερμήνευση της βαρυτικής θεωρίας ως μία θεωρία βαθμίδας Yang-
Mills της τοπικής ομάδας Lorentz, σε άμεση συσχέτιση με την κβάντωση των ηλεκτρασθενών
αλληλεπιδράσεων. ΄Ομως, όπως είναι πασίγνωστο πλέον, η θεωρία Γενικής Σχετικότητας υπό το

πρίσμα θεωριών βαθμίδας δεν ήταν επανακανονικοποιήσιμη. Συγκεκριμένα, σε ενεργειακές κλίμακες

πέρα των δύο βρόχων στις σκεδάσεις βαρυτονίου-βαρυτονίου, αποδείχθηκε ότι χρειάζονται άπειροι

όροι για την ακύρωση των απειριών. Συνεπώς, λόγω της μη-επανακανονικοποιησιμότητας της

Γενικής Σχετικότητας, επιβεβαιώθηκε ότι η ερμηνεία του κβαντικής βαρύτητας μέσω του βαρυτονίου

είναι εφαρμόσιμη μόνο σε χαμηλές ενεργειακές κλίμακες, κάτι το οποίο είναι αυτοσυνεπές με τα

παραπάνω σχόλια, αναφορικά με τη συναλλοίωτη προσέγγιση.

Μία μεγάλη θεωρητική επιτυχία στο κλάδο αυτό ήρθε με τη κατασκευή της θεωρίας χορδών. Στο

μοντέλο χορδών, τα αποτελέσματα της κβάντωσης και των φυσικών διεργασιών, αλλά και η ερ-

μηνεία τους, διέφεραν έντονα, καθώς η έννοια του σωματιδίου αντικαταστάθηκε με τη στοιχειώδη

χορδή πεπερασμένης τάσης, όπου δείχθηκε ότι διαφορετικές συχνότητες ταλάντωσης της χορδής

γεννούν τα σωματίδια του καθιερωμένου προτύπου αλλά και το βαρυτόνιο. Ακόμα και σήμερα,

μεγάλο μέρος της ερευνητικής κοινότητας πιστεύει ότι η θεωρία χορδών είναι πράγματι η Θεωρία

των Πάντων που ψάχνουμε προς την ενοποίηση των φυσικών αλληλεπιδράσεων. Το ζήτημα της

μη-επανακανονικοποιησιμότητας είχε λυθεί στην εν λόγω θεωρία λόγω του ότι οι χορδές, ως ε-

κτεταμένα δομικά στοιχεία της θεωρίας, εισήγαγαν μία φυσική κλίμακα μήκους, το μήκος Planck
,που προστάτευε τις διάφορες φυσικές διεργασίες από ανεπιθύμητους απειρισμούς. Παραδόξως,
όμως, το πρόβλημα βρέθηκε αλλού. Επειδή η κλίμακα χορδών (Regge slope) αποτελεί ελεύθερη
παράμετρο της θεωρίας, η φαινομενολογία (αλλά και η πιθανότητα πειραματικής επιβεβαιώσης) ε-

ξαρτάται από το μέγεθος της αντίστοιχης κλίμακας μάζας, την οποία η σύγχρονη θεώρηση με βάση

τα τρέχοντα πειραματικά αποτελέσματα τοποθετεί στην ελάχιστη τάξη των 10 TeV. Επιπλέον, η
έλλειψη μοναδικής κατάστασης κενού δημιουργεί πρόσθετες αβεβαιότητες αναφορικά με τη μικρο-

σκοπική εξήγηση της φύσης του χωρόχρονου. Αναφέρουμε ότι η ενεργή τετραδιάστατη θεωρία

χορδών βρέθηκε σχετικά νωρίς [10], όπου επιβεβαιώθηκαν μή-τετριμμένες διορθώσεις στη δράση

Einstein-Hilbert υπό παρουσία συζεύξεων του βαθμωτού πεδίου dilaton και του αξιονίου στους
βαρυτικούς τανυστές.

Λόγω λοιπόν των εν λόγω δυσκολιών και αποτελεσμάτων, η κοινότητα της θεωρητικής φυσικής

αντιλήφθηκε αρκετά γρήγορα ότι, τουλάχιστον όσον αφορά τις υψηλές ενεργειακές κλίμακες, η
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θεωρία της Γενικής Σχετικότητας είναι μία ενεργή θεωρία πεδίου και αποτελεί μέρος ενός ευρύτερου

θεωρητικού μοντέλου. Η έννοια της τροποποποίησης της βαρυτικής αλληλεπίδρασης δεν είναι

καθόλου καινούρια στην ιστορία της φυσικής. Πράγματι, αναφέρουμε ότι μετά τη θεμελίωση της

Νευτώνιας μηχανικής, ο Mach προκάλεσε την ορθότητα των συνθηκών του Νεύτωνα, στη βάση
του ότι ο χώρος δεν μπορεί να είναι μία απόλυτη έννοια. Η ιδέα του Mach ήταν ότι η αδράνεια
αποτελεί και αυτή μία αλληλεπίδραση μεταξύ σωμάτων. Η εν λόγω ιδέα, που αργότερα καθιερώθηκε

ως η Αρχή του Mach , χρησιμοποιήθηκε στο πεδιοθεωρητικό μοντέλο βαρύτητας του Einstein από
τους Dicke et al στο πασίγνωστο πλέον μοντέλο βαρύτητας Brans-Dicke [11], όπου θεώρησαν
ότι η βαρυτική σταθερά του Νεύτωνα θα έπρεπε να είναι μία συνάρτηση της πυκνότητα μάζας του

σύμπαντος. Η εν λόγω ιδέα αποτυπώθηκε μέσω μίας μη-τετριμμένης σύζευξης ενός βαθμωτού

πεδίου στο βαθμωτό Ricci της δράσης Einstein-Hilbert. Ενώ πλέον η θεωρία Brans-Dicke έχει
πρακτικά καταρριφθεί από ισχυρούς περιορισμούς, είναι άξια αναφοράς αφού έθεσε τις βάσεις προς

την κατασκευή θεωριών βαθμωτού-τανυστή.

1.2 Περιορισμοί της Γενικής Σχετικότητας και ανάγκες τρο-

ποποίησης της βαρύτητας

Η βάση της προηγούμενης συζήτησης ξεκίνησε από την καθαρή επιστημονική περιέργεια της πι-

θανής ύπαρξης μίας ενιαίας θεωρίας κβαντικής βαρύτητας. Αναφέρθηκαν επιγραμματικά κάποιοι

λόγοι που υποδεικνύουν ότι η βαρυτική αλληλεπίδραση οφείλει να έχει και αυτή μία κβαντική ανα-

παράσταση. Θα θέλαμε να παρουσιάσουμε εδώ λίγο πιο αναλυτικά κάποια ξεκάθαρα επιχειρήματα

που υποστηρίζουν αφενός αυτή τη κατεύθυνση, αλλά κυρίως οδηγούν στην ανάγκη τροποποίησης

της βαρυτικής θεωρίας. Πράγματι, όπως θα δούμε, τόσο από το υπεριώδες πλαίσιο ενεργειών όσο

όμως και από το υπέρυθρο, είναι σαφές ότι η Γενική Σχετικότητα αντιμετωπίζει ισχυρούς περιο-

ρισμούς στην καθολική της εφαρμογή κάτι το οποίο επιβάλλει την ανάγκη θεώρησης βαρυτικών

μοντέλων με πιο πλούσια δυναμική.

΄Ισως το πιο γνωστό ζήτημα της Γενικής Σχετικότητας είναι ο ορισμός της ενέργειας κενού και,

κατά συνέπεια, της κβαντικής κατάστασης κενού. Γνωρίζουμε ότι σε μη-βαρυτικά μοντέλα φυσικής

μπορούμε να μετρήσουμε μόνο τις διαφορές των ενεργειών μεταξύ των καταστάσεων, που σημαίνει

ότι η κανονικοποίηση της ενέργειας του φυσικού συστήματος είναι εντελώς αυθαίρετη. Κάτι τέτοιο

δεν ισχύει στη Γενική Σχετικότητα. Πράγματι, επειδή όλα τα φυσικά δομικά στοιχεία αλληλεπιδρούν

με τη βαρύτητα, η εισαγωγή οποιουδήποτε μη-τοπολογικού όρου στη δράση Einstein-Hilbert οδηγεί
σε διαφορετικές εξισώσεις κίνησης και διαφορετική έννοια ενέργειας κενού. Προς την προσπάθεια

να οριστεί μία ενέργεια κενού, είναι σύνηθες να περιοριστούμε σε ενέργειες κενού αναλλοίωτες

κάτω από διαφορομορφισμούς. Επομένως, η πρώτη ιδέα κατασκευής μίας ενέργειας κενού που

ικανοποιεί τις ταυτότητες Bianchi της συναλλοίωτης διατήρησης ήταν η θεώρηση ενός τέλειου
(κοσμολογικού) υγρού T vac

µν = −ρgµν , όπου ρ η πυκνότητα ενέργειας ενώ η αντίστοιχη ακτινική
πίεση ικανοποιεί τη σχέση P = −ρ. Αυτό ήταν και η βάση της εισαγωγής της κοσμολογικής
σταθεράς Λ στη δράση Einstein-Hilbert. Συγκεκριμένα, η πυκνότητα ενέργειας της κοσμολογικής
σταθεράς δίνεται άμεσα από τη σχέση ρ =M2

pΛ, όπου M
2
p είναι η μάζα Planck.

΄Οπως φαίνεται, είναι αρκετά εύκολο να εισάγουμε μία ενέργεια κενού στη δράση. Βέβαια, σε θε-

ωρητικό πλαίσιο, δεν έχουμε καμία ένδειξη για την αναμενόμενη τιμή της, αφού εισάχθηκε με το

χέρι στη δράση. Η τιμή της κοσμολογικής σταθεράς είναι πρακτικά μία σταθερά της φύσης. Το

πρόβλημα της εν λόγω θεώρησης είναι ότι, όπως γνωρίζουμε από την κβαντική θεωρία πεδίου, οι δια-

4



κυμάνσεις των κβαντικών πεδίων συνεισφέρουν στη συνολική τιμή της ενέργειας κενού. Εισάγοντας

ένα υπεριώδες άνω φράγμα, η συνεισφορά αυτή είναι της τάξης ρQFT
vac ∼ ℏk4max = O(1072) GeV ,

ενώ από τις κοσμολογικές παρατηρήσεις έχουμε ότι ρcosmo
vac = O(10−48) GeV , κάτι το οποίο πα-

ράγει ένα σφάλμα του λόγου αναμενόμενης τιμής προς τη μετρούμενη 120 τάξεων μεγέθους. Κανείς

στην ιστορία της φυσικής δεν ήταν ποτέ τόσο λάθος σε τέτοιο ποσοστό. Αυτό είναι το πασίγνωστο

πρόβλημα της κοσμολογικής σταθεράς [12]. Η ανάγκη όμως μίας ενέργειας κενού με αρνητική πίεση

και θετική ενεργειακή πυκνότητα έχει επιβεβαιωθεί από κοσμολογικές παρατηρήσεις προκειμένου

να εξηγηθεί η διαστολή του σύμπαντος. Πράγματι, σύμφωνα με το μοντέλο ΛCDM, γνωρίζουμε
πλέον ότι το 70% του συνολικού παρατηρήσιμου σύμπαντος αποτελείται από μία ¨μυστηριώδης’ ε-

νέργεια κενού, τη σκοτεινή ενέργεια, η οποία έχει κυρίαρχο ρόλο στην κοσμολογική εξέλιξη. Από

το υπόλοιπο 30%, το 25% αντιστοιχεί στη σκοτεινή ύλη, που έχει κυρίαρχο ρόλο σε γαλαξιακό

επίπεδο, για την οποία επίσης δεν έχουμε κάποια ξεκάθαρη απάντηση, ενώ είμαστε σίγουροι μόνο

για το περιεχόμενο του υπολειπόμενου 5%.

Εκτός των παραπάνω, η Γενική Σχετικότητα δεν παρέχει ένα αυτοσυνεπές μοντέλο πληθωρισμού.

Η ανάγκη του εν λόγω μοντέλου προκύπτει από το γνωστό ζήτημα της ομοιογένειας της κοσμικής

μικροκυματικής ακτινοβολίας. Η σύγχρονη θεώρηση για το πρώιμο σύμπαν, η οποία έχει βασιστεί

σε φαινομενολογικές αλλά και θεωρητικές ενδείξεις, είναι ότι το σύμπαν προήλθε από μία αρχική

κοσμολογική μοναδικότητα (Big Bang). ΄Επειτα, μέσω διαταραχών κβαντικής βαρύτητας, πέρασε
στη μετάβαση φάσης του πληθωρισμού, το τέλος του οποίου ξεκίνησε τη γνωστή αναθέρμανση

του σύμπαντος, που οδήγησε στη δημιουργία ύλης, δηλαδή των σωματιδίων του Καθιερωμένου

Προτύπου, μέσω λεπτογέννεσης/βαρυογέννεσης. Ο μηχανισμός του πληθωρισμού έχει καθιερω-

θεί πλέον να εξηγείται μέσω ενός αυθαίρετου βαθμωτού πεδίου που ονόμαζεται inflaton, το οποίο
όμως αποτελεί ένα πρόχειρο μοντέλο εξήγησης και όχι μέρος μίας ολοκληρωμένης θεωρίας. Επι-

προσθέτως, η εξήγηση της κυριαρχίας ύλης ως προς την αντιύλη, υπεύθυνη για τη λεπτογέννε-

ση/βαρυογέννεση, δεν παρέχεται από τη Γενική Σχετικότητα αλλά αποτελεί αντικείμενο έρευνας

της φυσικής στοιχειωδών σωματιδίων.

Τα ανοιχτά ζητήματα όμως δεν σταματούν εδώ. Μία από τις πιο ενδιαφέροντες προβλέψεις της

Γενικής Σχετικότητας ήταν, και κατά την αποψή μας θα είναι πάντα, η ύπαρξη μελανών οπών στο

σύμπαν. Ακόμα και όταν πρωτοαναφέρθηκαν ως πιθανές γεωμετρίες του σύμπαντος, οι φυσικοί

του 20ου αιώνα αντιμετώπισαν με ιδιαίτερη δυσπιστία την ύπαρξη τους. Ακόμα και η θεωρητική

κοινότητα θεωρούσε τα πρώτα χρόνια ότι οι μελανές οπές αποτελούν απλά μαθηματικά αντικείμενα

της θεωρίας. Η θεώρηση αυτή άλλαξε όταν παρατηρήθηκε έμμεσα η μελανή οπή Cygnus X-1
το 1964. Ενώ οι λύσεις μελανών οπών είχαν ένα ξεκάθαρο μαθηματικό ενδιαφέρον λόγω της

ιδιαιτερότητας της γεωμετρίας, η έρευνα των εν λόγω αντικειμένων, τόσο σε φυσικόμαθηματικό

όσο και σε αστροφυσικό επίπεδο, άνθισε από τότε.

Παρόλαυτά, οι γεωμετρίες των μελανών οπών της Γενικής Σχετικότητας αντιμετωπίζουν ένα σο-

βαρό θεωρητικό ζήτημα. Οι μελανές οπές της Γενικής Σχετικότητας χαρακτηρίζονται πλήρως από

τα φορτία της μάζας, της στροφορμής και του ηλεκτρομαγνητικού φορτίου, (αν και οι αστροφυ-

σικές μελανές οπές θεωρούνται πρακτικά ηλεκτρομαγνητικά ουδέτερες). Εκτός εαν μελετήσουμε

μελανές οπές με μη-τετριμμένες τοπολογίες, όπως οι γεωμετρίες της κατηγοριοποίησης Plebanski-
Demianski , δεν υπάρχουν άλλα φορτία που μπορούν να χαρακτηρίζουν τις μελανές οπές της Γενικής
Σχετικότητας. Συγκεκριμένα, σύμφωνα με τα θεωρήματα απουσίας κόμης μελανών οπών, στα οπο-

ία θα αναφερόμαστε ως θεωρήματα no-hair στο υπόλοιπο κείμενο, όλες οι στάσιμες, ασυμπτωτικά
επίπεδες γεωμετρίες μελανών οπών της Γενικής Σχετικότητας, που είναι συζευγμένες με την ηλε-

κτρομαγνητική αλληλεπίδραση και δεν έχουν μοναδικότητες εκτός του ορίζοντα χαρακτηρίζονται

πλήρως από τη μάζα, τη στροφορμή και το ηλεκτρομαγνητικό φορτίο.

5



Εν γένει, αναφερόμαστε στα θεωρήματα no-hair και όχι στο θεώρημα no-hair, καθώς, προκει-
μένου η μελανή οπή να περιγράφεται από παραπάνω φορτία, απαιτείται η ύπαρξη κάποιου ενεργού

τανυστή ενέργειας ορμής που θα μπορούσε δυνητικά να επηρεάσει το αποτέλεσμα της γεωμε-

τρίας. Επιπροσθέτως, δε μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε αποκλειστικά το κατάλογο σωματιδίων

του Καθιερωμένου Προτύπου, αφού ξέρουμε ότι και αυτό είναι μία ενεργή θεωρία. Επομένως, τα

θεωρήματα no-hair δεν έχουν αποδειχθεί. Οι πρώτες μελέτες προς αυτή την κατεύθυνση έγιναν
από τον Bekenstein [13, 14, 15, 16, 17, 18] σε γεωμετρίες σφαιρικής συμμετρίας, ο οποίος έδει-
ξε ότι αν ο ενεργός τανυστής ενέργειας ορμής κάποιου βαθμωτού πεδίου ικανοποιεί τις ασθενείς

ενεργειακές συνθήκες, η μελανή οπή της θεωρίας υπόκειται σε ένα αντίστοιχο θεώρημα no-hair.
Μία σημαντική παρατήρηση όμως στα θεωρήματα του Bekenstein όμως είναι το γεγονός ότι ο
ενεργός τανυστής ενέργειας ορμής, Tµν , ικανοποιούσε τη σχέση −T t

t + T θ
θ = 0, κάτι το οποίο δεν

ισχύει απαραίτητα σε τροποποιημένες θεωρίες βαρύτητας. Από τα πρώτα ερευνητικά αποτελέσματα

του Bekenstein , το ενδιαφέρον της θεωρητικής κοινότητας σε λύσεις μελανών οπών με περαιτέρω
φορτία αναπτύχθηκε με ραγδαίο ρυθμό.

Ο λόγος για αυτό έγκειται στο ακόλουθο θεωρητικό πείραμα. Σε κάθε φυσική θεωρία, θέλουμε

να έχουμε ένα καλώς ορισμένο πρόβλημα αρχικών συνθηκών ώστε, δωσμένης οποιαδήποτε κα-

τάστασης του φυσικού συστήματος, να μπορούμε να προβλέψουμε τη μελλοντική αλλά και την

παρελθοντική εξέλιξη του. Γνωρίζουμε όμως ότι οι μελανές οπές γεννιούνται στο σύμπαν από την

κατάρρευση αστεριών που παραβιάζουν την ανισότητα Buchdahl. Τίθεται λοιπόν το ερώτημα του
που βρίσκεται η πληροφορία αναφορικά με τη καταστατική εξίσωση του αστεριού. Ξεκινήσαμε από

ένα συμπύκνωμα αστρικής ύλης με μη-τετριμμένα χαρακτηριστικά, δηλαδή ένα αστέρι, το οποίο

κατέρρευσε και καταλήξαμε σε μία γεωμετρία που περιγράφεται το πολύ από τρεις παραμέτρους.

Υπάρχει βέβαια η μάλλον πρόχειρη απάντηση ότι όλη η πληροφορία είναι κρυμμένη πίσω από τον

ορίζοντα γεγονότων, αλλά αυτή η εξήγηση είναι ιδιαίτερα πρόχειρη και δεν έχει κάποια μαθηματική

υποστήριξη. Επιπροσθέτως, γνωρίζουμε από τον Hawking ότι οι μελανές οπές ακτινοβολούν, κάτι
το οποίο σημαίνει ότι κάποια στιγμή θα εξαχνωθούν πλήρως και η πληροφορία του αστεριού θα

έχει πραγματικά χαθεί. Το εν λόγω ζήτημα αναγνωρίζεται σήμερα ως το παράδοξο πληροφορίας

των μελανών οπών [19] και η συσχέτιση του με το θεώρημα no-hair είναι προφανής: Αν η γεω-
μετρία της μελανής οπής δύναται να περιγράφεται από περαιτέρω φορτία, τα φορτία αυτά μπορούν

να κωδικοποιήσουν την μη-τετριμμένη καταστατική εξίσωση του αστέρα, ενώ επίσης, σε συνέπεια

με τα προηγούμενα, μπορούν να παρέχουν και τις κατάλληλες γεωμετρικές παραμορφώσεις που

υποδεικνύουν την κατεύθυνση της τροποποιησης της βαρυτικής θεωρίας.

΄Ενα δεύτερο ζήτημα αναφορικά με τη γεωμετρία των μελανών οπών στη Γενική Σχετικότητα αφορά

την ύπαρξη μοναδικότητας σύμφωνα με το θέωρημα μοναδικότητας του Penrose [20]. Θυμίζουμε
ότι το θεώρημα του Penrose μας λέει ότι, αν ικανοποιούνται οι ισχυρές ενεργειακές συνθήκες στη
γεωμετρία της μελανής οπής, θα υπάρχει πάντα μία γεωδαισιακή ατέλεια, δηλαδή γεωδαισιακές που

δε μπορούν να παραμετροποιηθούν από όλο τον πραγματικό χώρο R, στο εσωτερικό της μελανής
οπής που αντιστοιχεί στη μοναδικότητα καμπυλότητας. Εκ πρώτης όψεος, το εν λόγω ζήτημα δε

φαίνεται ιδιαίτερα προβληματικό. Παρόλαυτά, από μαθηματικής απόψεως, είναι ίσως από τα πιο

σοβαρά ζητήματα που υποδεικνύουν ξεκάθαρα την ανάγκη τροποποίησης της βαρύτητας. Ας εξη-

γήσουμε: Η Γενική Σχετικότητα είναι μία θεωρία κατασκευασμένη σε μία πολλαπλότητα Lorentz
M , η οποία είναι εφοδιασμένη με μία καλώς ορισμένη μετρική g. Οι εξισώσεις Einstein μας πα-
ρέχουν τα φαινομενολογικά αποτελέσματα της θεωρίας, ώστε να μπορούμε να έχουμε προβλέψεις

για τον χωρόχρονο. Το πρόβλημα έγκειται στο ότι ξεκινάμε από μία θεωρία σε μία καλώς ορισμένη

πολλαπλότητα και καταλήγουμε σε λύσεις της θεωρίας που περιέχουν μία μοναδικότητα, δηλαδή ένα

σημείο που δεν ανήκει στην πολλαπλότητα. Η ύπαρξη των μοναδικοτήτων υποδηλώνει ξεκάθαρα

ότι η Γενική Σχετικότητα είναι μία ατελής θεωρία βαρύτητας. ΄Οχι επειδή οι μοναδικότητες αυτές

είναι αναγκαστικά αφύσικες. Το πρόβλημα είναι ότι η ίδια η πολλαπλότητα πάνω στην οποία κα-
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τασκευάζουμε τη φυσική θεωρία δε τις περιέχει εξ αρχής. Η σύγχρονη θεώρηση είναι ότι κοντά

στις μοναδικότητες καμπυλότητας των μελανών οπών, η θεωρία Γενικής Σχετικότητας δεν είναι

πλέον εμπιστεύσιμη και πρέπει να προβούμε σε μοντέλα κβαντικής βαρύτητας προς την εξακρίβω-

ση της πραγματικής φύσης των μελανών οπών. Ευτυχώς, τουλάχιστον, η εικασία της κοσμικής

λογοκρισίας μας προστατεύει από την ύπαρξη γυμνών μοναδικοτήτων στο σύμπαν, μοναδικοτήτων

καμπυλότητας δηλαδή που δεν κρύβονται πίσω από ορίζοντες γεγονότων.

Πρωτού κλείσουμε το εν λόγω υποκεφάλαιο, οφείλουμε να αναφέρουμε και το ζήτημα της θερ-

μοδυναμικής αστάθειας των μελανών οπών. Η ερμηνεία των μελανών οπών ως θερμοδυναμικά

συστήματα προέκυψε από τον Wheeler τη δεκαετία του 70. Η αφορμή της θερμοδυναμικής θε-
ώρησης των μελανών οπών ήταν το γεγονός ότι η εντροπία του σύμπαντος δε μπορεί προφανώς

να μειωθεί ποτέ. Τι γίνεται όμως όταν ένα σώμα απορροφάται από μία μελανή οπή; Αυτό το

προφανές αλλά ευφυέστατο θεωρητικό πείραμα οδήγησε προς την ερμηνεία των μελανών οπών ως

θερμοδυναμικά συστήματα και έπειτα, μέσω της έρευνας του Hawking για την ακτινοβολία των
μελανών οπών, είχαμε και την εξαγωγή των αντίστοιχων θερμοδυναμικών νόμων. Το ιδιαίτερα

περίεργο αποτέλεσμα της θεώρησης αυτής ήταν ότι οι μελανές οπές Schwarzschild έχουν αρνητική
θερμοχωρητικότητα, κάτι το οποίο τις καθιστά θερμοδυναμικά ασταθείς. Αυτό σημαίνει ότι κάθε

μελανή οπή Schwarzschild στο σύμπαν βρίσκεται σε μία διαρκή προσπάθεια να επέλθει σε θερμο-
δυναμική ισορροπία με το σύμπαν η οποία όμως είναι καταδικασμένη να αποτύχει. Συγκεκριμένα,

μέσω της ακτινοβολίας Hawking , η μελανή οπή συρρικνώνεται και συνεχίζει να θερμαίνεται μέσω
της γνωστής αντίστροφης σχέσης της θερμοκρασίας ως προς τον ορίζοντα γεγονότων. Αφού οι

μελανές οπές αυτές θα συνεχίσουν στη διαδικασία εξάχνωσης, κάποια στιγμή θα περάσουν και από

τα υποατομικά μεγέθη, όπου δε μπορούν πλέον να περιγραφούν με κλασικό τρόπο.

Θα μπορούσε βέβαια κάποιος να αντικρούσει το εν λόγω αποτέλεσμα, θεωρώντας ότι οι σφαιρικά

συμμετρικές μελανές οπές είναι αστροφυσικά αδιάφορες και πρέπει να μελετάμε μόνο τις περιστρε-

φόμενες μελανές οπές Kerr. Εκτός των ιδιαίτερων προβλημάτων που έχουν οι μελανές οπές Kerr
αναφορικά με την αβεβαιότητα της εσωτερικής τους δομής μέσω του διαγράμματος Penrose, γνω-
ρίζουμε από το [21], ότι οι περιστρεφόμενες μελανές οπές στα τελευταία στάδια της ζωής τους

χάνουν την στροφορμή τους και καταλήγουν σε ενεργές γεωμετρίες Schwarzschild . Επομένως,
παρά το γεγονός ότι ο χρόνος ζωής των αστροφυσικών μελανών οπών δεν επιτρέπει την πειραματι-

κή απόδειξη των παραπάνω, χρειαζόμαστε από τη θεωρία βαρύτητας έναν συνεπή τρόπο περιγραφής

των κβαντικών μελανών οπών, που μπορεί να υποστηρίζεται μόνο από μία κβαντική θεωρία βαρύτη-

τας, ή, τουλάχιστον, έναν μηχανισμό προστασίας της πλήρους εξάχνωσης της μελανής οπής που

δεν εμφανίζεται στο πλαίσιο της Γενικής Σχετικότητας.

Με βάση τα παραπάνω, λοιπόν, θεωρούμε πως είναι πλέον ξεκάθαρη η ανάγκη για τροποποίηση της

βαρυτικής θεωρίας του Einstein . Πράγματι, παρουσιάσαμε επιχειρήματα θεωρητικής φυσικής, επι-
χειρήματα κοσμολογίας αλλά και επιχειρήματα μαθηματικής θεμελίωσης που οδηγούν όλα με σαφή

τρόπο στην ίδια κατεύθυνση. Να αναφέρουμε, βέβαια, ότι παρά τις όποιες αδυναμίες της θεωρίας,

η Γενική Σχετικότητα παραμένει ακόμα το καλύτερο εργαλείο που έχουμε για να εξηγήσουμε φαι-

νόμενα βαρυτικής αλληλεπίδρασης σε συγκεκριμένες όμως κλίμακες. Από οτι παρατηρούμε όμως,

η πραγματική φύση της βαρύτητας, ως ένα ενιαία πλαίσιο, μας είναι ακόμα άγνωστη. Θυμόμαστε

στο σημείο αυτό το σχόλιο του συγγραφέα Zach Weinersmith ,

Aristotle said a bunch of stuff that was wrong. Galileo and Newton fixed things up. Then
Einstein broke everything again. Now, we’ve basically got it all worked out, except for small
stuff, big stuff, hot stuff, cold stuff, fast stuff, heavy stuff, dark stuff, turbulence, and the concept
of time.
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1.3 Τροποποιημένες θεωρίες βαρύτητας

΄Εχοντας πλέον καθιερώσει την ανάγκη τροποποίησης της βαρύτητας, το φυσικό ερώτημα που αντι-

μετώπισε η κοινότητα είναι η μαθηματική κατεύθυνση προς την οποία έπρεπε να κινηθεί. Λόγω των

επιτυχιών της Γενικής Σχετικότητας, οι τροποποιημένες θεωρίες βαρύτητας οφείλουν να αναπα-

ράγουν τη θεωρία της Γενικής Σχετικότητας κάτω από συγκεκριμένα όρια και να είναι ταυτόχρονα

ικανές να εξάγουν πιο πλούσια δυναμική στο υπεριώδες/υπέρυθρο ενεργειακό εύρος προκειμένου

να διορθώσουν τους παραπάνω περιορισμούς. Ενώ εκ πρώτης όψεος, η Γενική Σχετικότητα φα-

ίνεται ιδιαίτερα καλά θεμελιωμένη, χωρίς να αφήνει μαθηματικό χώρο για τροποποιήσεις, η ιστορία

των τροποποιημένων θεωριών βαρύτητας έδειξε ότι υπήρξαν πολλά αξιώματα που χρησιμοποίησε ο

Einstein στην κατασκευή της θεωρίας τα οποία μπορούν να τεθούν υπό ένα θεωρητικό μικροσκόπιο
προς τον έλεγχο της εγκυρότητας τους.

Πράγματι, κατά τη διάρκεια του 20ου και 21ου αιώνα κατασκευάστηκαν μία πληθώρα τροποποιη-

μένων θεωριών βαρύτητας, οι οποίες πρακτικά προκαλούσαν την ορθότητα των αξιωμάτων Einstein.
Προκειμένου να εξηγήσουμε την ιστορική πορεία των τροποποιημένων θεωριών βαρύτητας, ανα-

φέρουμε ότι η θεωρία Γενικής Σχετικότητας χρησιμοποιεί μία τετραδιάστατη πολλαπλότητα

εφοδιασμένη με μία Lorentz μετρική ως βαθμό ελευθερίας, που αποτελεί το άμαζο βα-
ρυτικό πεδίο, και μία συνοχή χωρίς στρέψη. Η δράση της θεωρίας διατηρεί την έννοια της

τοπικότητας και κατασκευάζεται από το απλούστερο βαθμωτό καμπυλότητας Ricci,
ώστε να αποφεύγονται οι αστάθειες Ostrogradsky 1 και είναι επίσης αναλλοίωτη κάτω από
διαφορομορφισμούς. Τα παραπάνω στοιχεία της θεωρίας Γενικής Σχετικότητας, που εμφα-

νίζονται με bold γράμματα, αποτέλεσαν τις βασικές κατευθύνσεις τροποποιήσης της βαρύτητας [22].
Παρουσιάζουμε στο υποκεφάλαιο αυτό τις πιο σημαντικές και καλά μελετημένες εξάυτών.

Το 1939 οι Fierz και Pauli [23] έθεσαν τις βάσεις για τη θεωρία έμμαζης βαρύτητας, όπου το βαρυ-
τόνιο είχε μία μάζαmg. Η θεωρία απέτυχε όμως να αναπαράγει τα αποτελέσματα της Γενικής Σχετι-

κότητας στο όριο του mg → 0 [24, 25, 26], ένα πρόβλημα που έμεινε γνωστό ως η ασυνέχεια vDVZ
στις θεωρίες έμμαζης βαρύτητας. Το ενδιαφέρον στις θεωρίες έμμαζης βαρύτητας αναζωπυρώθηκε

από την πιο πετυχημένη θεωρία έμμαζης βαρύτητας που ήρθε στο προσκήνιο το 2011 από του de
Rham, Gabadadze και Tolley , οι οποίοι κατασκευάσαν την θεωρία dRGT [27, 28, 29, 30, 31].
Παρόλαυτά, οι πρόσφατες παρατήρησεις των βαρυτικών κυμάτων [32, 33, 34, 35, 36] απέκλεισαν

όλες αυτές τις θεωρίες ως πιθανούς υποψήφιους.

Μία άλλη κατεύθυνση τροποποίησης της βαρύτητας, η οποία ήταν προφανής ήδη από τον Ein-
stein κατά τη κατασκευή της θεωρίας, αφορά την ύπαρξη μη-τετριμμένης στρέψης στη θεωρία.
Συγκεκριμένα, όπως μπορεί να επιβεβαιώσει κανείς από τα [37, 38, 39, 40], υπάρχει μία ξεκάθαρη

αντιστοίχιση της θεωρίας Γενικής Σχετικότητας με καμπυλότητα χωρίς στρέψη με την θεωρία Τη-

λεπαράλληλης Βαρύτητας με στρέψη χωρίς καμπυλότητα. Επομένως, φαίνεται αρκετά εύκολα ότι

τα μαθηματικά εργαλεία που έχουμε στη διάθεση μας προς την εξήγηση των βαρυτικών αλληλεπι-

δράσεων μπορούν να έχουν και μία εντελώς διαφορετική γεωμετρική δομή. Σήμερα, οι θεωρίες με

βαθμωτά στρέψης υψηλών τάξεων απολαμβάνουν το έντονο ενδιαφέρον της επιστημονικής κοινότη-

τας [41, 42, 43, 44, 45, 46, 47] , κυρίως προς την επίλυση κοσμολογικών ζητημάτων. Βέβαια, η

ύπαρξη μη-μηδενικής στρέψης δεν είναι απαραίτητο να ακυρώνει τη καμπυλότητα του χωρόχρονου

[48, 49, 50, 51, 52, 53], όπως γίνεται στο μοντέλο Τηλεπαράλληλης βαρύτητας. Ενώ γνωρίζουμε

από τον Palatini , ότι η δράση Einstein-Hilbert με μη-μηδενική στρέψη καταλήγει αναγκαστικά

1
Υπενθυμίζουμε εδώ το θεώρημα Ostrogradsky του 1850: Αν μία μη-εκφυλισμένη Λαγκρανζιανή, L(q, ..., q(n)),

εξαρτάται από την n-ιοστή παράγωγο κάποιας μεταβλητής q, με n > 1, τότε η ενεργειακή συνάρτηση στον Χαμιλ-
τονιανό φορμαλισμό δεν είναι κάτω-φραγμένη. Αυτό είναι η βάση της αστάθειας Ostrogradsky .
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στη συνοχή Levi-Civita εκ των εξισώσεων κίνησης, βαρυτικές θεωρίες μετρικής-συνοχής, υπό Λα-
γκρανζιανές μορφής f(R(g,Γ)), όπου οι βαθμοί ελευθερίας της δράσης είναι η μετρική και η συνοχή
του χωρόχρονου, έχουν μελετηθεί εντόνως τα τελευταία χρόνια [54, 55, 56, 57, 58], επηρεασμένες

από τις γνωστές θεωρίες f(R) [59].

΄Ισως η πιο προφανής επέκταση της Γενικής Σχετικότητας αποτυπώνεται στην ύπαρξη παραπάνω

διαστάσεων, κάτι το οποίο είχε μελετηθεί στο πλαίσιο θεωριών Kaluza-Klein [60, 61, 62, 63, 64]
από το 1920. Η κατεύθυνση θεωριών με υψηλότερες διαστάσεις άνθισε περαιτέρω από τα θε-

ωρήματα Lovelock [65, 66], που καθιέρωσαν έναν αυτοσυνεπή τρόπο κατασκευής βαρυτικών θε-
ωριών σε μεγαλύτερες διαστάσεις χωρίς την ύπαρξη ασταθειών Ostrogradsky, ενώ, προφανώς,
ίσως η μεγαλύτερη θεωρητική επιτυχία μοντέλων υψηλότερων διαστάσεων ήταν η θεωρία χορδών

[10, 67, 68, 69, 70, 71, 72], της οποίας η ενεργή τετραδιάστατη θεωρία παρουσίαζε μη-τετριμμένες

συζεύξεις του πεδίου dilaton και αξιονίου στα βαθμωτά καμπυλότητας Gauss-Bonnet και Chern-
Simons [10, 73, 74, 75, 76, 51]. Η έρευνα στην κατεύθυνση θεωριών υψηλότερων διαστάσεων
επεκτείνεται επίσης και στα γνωστά, πιο σύγχρονα, μοντέλα DGP [77, 78, 79, 80] των Gia Dvali,
Gregory Gabadadze, και Massimo Porrati , και Randall-Sundrum [81, 82]. Τα τελευταία χρόνια
έχει υπάρξει μία πληθώρα μελετών σε θεωρίες υψηλότερων διαστάσεων με εντυπωσιακά αποτε-

λέσματα [83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 104,

105, 106, 107] αναφορικά με τη φύση μελανών οπών αλλά και του ίδιου του χωρόχρονου, ως άμεση

συνέπεια της θεώρησης του σύμπαντος εμβαπτυσμένο σε μία πολυδιάστατη πολλαπλότητα.

Βέβαια, όπως προαναφέραμε, κάθε πιθανή τροποποίηση της βαρύτητας οφείλει να αναπαράγει τα

αποτελέσματα της Γενικής Σχετικότητας υπό συγκεκριμένα καλώς ορισμένα όρια. Προς τον σκοπό

αυτό, διάφορα σχήματα συμπαγοποίησης των θεωριών υψηλότερων διαστάσεων έχουν προταθεί

κατά καιρούς τα οποία βασίστηκαν στην ιδέα των Kaluza-Klein. Το αποτέλεσμα από τα εν λόγω
σχήματα συμπαγοποίησης ήταν η εξαγωγή ενεργών τετραδιάστατων θεωριών βαρύτητας όπου,

εκτός της μετρικής, οι βαθμοί ελευθερίας της θεωρίας περιλάμβαναν βαθμωτά πεδία, πεδία βαθ-

μίδας ή ακόμα και επιπλέον τανυστικά, που οδηγούν στο κλάδο θεωριών TeVeS (Tensor-Vector-
Scalar)[108, 109, 110]. Αναφερόμαστε σε κλάδο θεωριών, αφού το σενάριο μίας θεωρίας βαρύτητας
με επιπλέον βαθμωτούς, διανυσματικούς ή και τανυστικούς βαθμούς ελευθερίας παρέχει δυνητικά

άπειρα μοντέλα τροποποίησης. Θεωρίες βαρύτητας με επιπλέον τανυστικούς βαθμούς ελευθερίας

λειτουργούν υπό τη θεώρηση περισσοτέρων μετρικών τανυστών στη θεωρία, κάτι το οποίο παράγει

προφανώς παραπάνω από ένα βαρυτόνια [111, 112]. Από την άλλη, οι θεωρίες διανύσματος-τανυστή

περιέχουν ένα (ή παραπάνω) διανυσματικά πεδία συζευγμένα με τους βαρυτικούς τανυστές. Η πιο

απλή τέτοια θεωρία είναι η γνωστή θεωρία Proca[113, 114], ενώ έχουν αναπτυχθεί και γενικε-
ύσεις της [115, 116]. Οι πιο μελετημένες θεωρίες όμως ανήκουν στις γνωστές θεωρίες βαθμωτού-

τανυστή, εμπνευσμένες από τους Brans-Dicke [11] , οι οποίες έχουν διατηρήσει το ενδιαφέρον
της κοινότητας από το 60 μέχρι και σήμερα, λόγω της σχετικής τους απλότητας και ευκολίας στην

ερμηνεία των αποτελεσμάτων, οι οποίες αποτέλεσαν και τη θεωρητική βάση της παρούσας διατριβής.

Οι θεωρίες βαθμωτού-τανυστή χαρακτηρίζονται από τη διπλέτα βαθμών ελευθερίας (gµν ,Φ), και
επεκτείνουν με μη-τετριμμένο τρόπο τη Γενική Σχετικότητα μέσω σύζευξης ενός βαθμωτού πε-

δίου στους βαρυτικούς τανυστές. Η πιο γενική και έντονα μελετημένη θεωρία βαθμωτού τανυ-

στή έχει τις βάσεις της στη σπουδαία ερευνητική συνεισφορά του Horndeski, ο οποίος κατα-
σκεύασε το ευρύτερο θεωρητικό πλαίσιο που καθιέρωσε τις επιτρεπόμενες συζεύξεις του βαθμω-

τού πεδίου ώστε να ικανοποιείται η βασική συνθήκη εξισώσεων κίνησης δεύτερης τάξης [117].

Η συνθήκη αυτή, όπως είναι σαφές, είναι αναγκαία και ικανή για την αποφυγή ασταθειών Os-
trogradsky στη θεωρία και ανήκει στο ευρύτερο πλαίσιο της ιδέας του Lovelock. Το ενδια-
φέρον στη θεωρία Horndeski , αλλά και των επεκτάσεων της Beyond Horndeski και DHOST
[118, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 125] , παρά την φαινομενική απουσία κάποιας μικροσκο-
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πικής προέλευσης, ήταν ότι ενοποίησε τις θεωρίες βαθμωτού-τανυστή σε ένα ενιαίο θεωρητικό

πλαίσιο, που χρησιμοποιήθηκε για την εξαγωγή μη-τετριμμένων τοπικών λύσεων με βαθμωτό

φορτίο, παραβιάζοντας έτσι το θεώρημα no-hair (με ή χωρίς τον όρο Gauss-Bonnet) και πα-
ρείχε επίσης μία δυναμική αντιμετώπιση κοσμολογικών προβλημάτων της Γενικής Σχετικότητας

[126, 127, 128, 129, 130, 131, 132, 133, 134, 31, 135, 136, 137, 138, 139, 140, 141, 142, 143, 144,

145, 146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153, 154, 155, 156, 157, 158, 159, 160, 161]. Πρακτικά, οι

θεωρίες Horndeski βασίζονται στην απλή ιδέα εύρεσης επιστημονικών απαντήσεων μέσω ¨αντίστρο-
φης μηχανικής’ (reverse engineering). Πιο συγκεκριμένα, μας δίνουν το γενικό θεωρητικό μοντέλο
της επέκτασης της θεωρίας βαρύτητας με ένα βαθμωτό φορτίο το οποίο μπορεί να χρησιμοποιηθεί

είτε προς την μοντελοποίηση φαινομενολογικών αποτελεσμάτων είτε προς την κατανόηση θεωρητι-

κών προβλημάτων μελανών οπών. Και πράγματι, το γεγονός ότι οι περισσότερες θεωρίες βαρύτητας

υψηλότερων διαστάσεων καταλήγουν σε μία ενεργή θεωρία Horndeski μέσω συμπαγοποίησης υ-
ποστηρίζει τη μελέτη αυτού του μαθηματικού πλαισίου. Αναφέρουμε εδώ για χάρην πληρότητας

ότι η Horndeski δεν περιέχει τον όρο Chern-Simons που προκύπτει από τη θεωρία χορδών αλλά
περιέχει τον όρο Gauss-Bonnet[146]. Ο λόγος για αυτό είναι ότι ο όρος Chern-Simons , σε θε-
ωρίες χωρίς στρέψη [51], δεν ικανοποιεί εν γένει τη συνθήκη εξισώσεων κίνησης δεύτερης τάξης.

Η απουσία των προβλεπόμενων ασταθειών Ostrogradsky, όμως, επιβεβαιώνεται όταν το βαθμωτό
πεδίο συζευγμένο στον όρο Chern-Simons είναι γραμμικό στο συντεταγμένο χρόνο, κάτι το οποίο
παραβιάζει την αναλλοιώτητα κάτω από διαφορομορφισμούς [162, 163].

Από τη παραπάνω συζήτηση καταλήγει κανείς αβίαστα στο συμπέρασμα ότι οι τροποποιημένες θεω-

ρίες βαρύτητας αποτελούν αναπόσπαστο κομμάτι της έρευνας της βαρυτικής αλληλεπίδρασης, τόσο

σε επίπεδο τοπικών λύσεων όσο και στο επίπεδο κοσμολογικής δυναμικής. Η παρούσα διδακτορική

διατριβή είχε ως επίκεντρο τη μελέτη συμπαγών και εξωτικών σωμάτων που υποστηρίζονται από

θεωρίες βαθμωτού τανυστή. Επικεντρωθήκαμε σε μεθοδολογίες εξαγωγής νέων μη-τετριμμένων

λύσεων στις θεωρίες αυτές, αλλά και στη μελέτη ενδιαφέροντων ιδιοτήτων που τις χαρακτηρίζουν, οι

οποίες είναι αδύνατες να επιβεβαιωθούν υπό το πρίσμα της Γενικής Σχετικότητας. Αντιμετωπίσαμε

μία πληθώρα θεωριών βαθμωτού τανυστή, που περιλάμβαναν το μοντέλο θεωρίας Chern-Simons,
την ενεργή τετραδιάστατη θεωρία Lovelock, αλλά και γενικεύσεις του κλάδου Horndeski. Λόγω
της γενικότητας του προβλήματος, παρέχουμε στην αρχή των ακόλουθων κεφαλαίων μία κατάλ-

ληλη εισαγωγή προς το εκάστοτε αντικείμενο, τόσο σε επίπεδο θεωρίας όσο και σε επίπεδο των

ιδιοτήτων των τοπικών λύσεων που θα αντιμετωπίσουμε.
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Κεφάλαιο 2

Η τροποποιημένη θεωρία βαρύτητας

Chern-Simons

2.1 Εισαγωγή

Οι θεωρίες Chern-Simons είναι τροποποιημένες θεωρίες βαρύτητας, οι οποίες προτάθηκαν αρχικά
από τους Jackiw et al [164] σε τρισδιάστατα μοντέλα βαρύτητας και είναι επίσης συνεπείς με την
κατηγοριοποίηση θεωριών Lovelock όταν εισάγουμε μη-μηδενική στρέψη στη γεωμετρία [51]. Αρ-
κετά αργότερα, οι Jackiw και Pi [162] όρισαν το μοντέλο της θεωρίας με μηδενική στρέψη στις
τέσσερις διαστάσεις χρησιμοποιώντας ένα ψευδοβαθμωτό πεδίο συζευγμένο με τον όρο Chern-
Simons. Συγκεκριμένα, στην ανάλυση των Jackiw και Pi, το εν λόγω πεδίο είχε τεθεί να είναι
γραμμικό στον χρόνο κάτι το οποίο καθιστά τη θεωρία Chern-Simons μη αναλλοίωτη κάτω από
διαφορομορφισμούς. Αρκετά αργότερα, οι συγγραφείς του [163] έδειξαν ότι η εν λόγω επιλογή

ακυρώνει τις αστάθειες Ostrogradky της θεωρίας, που σχετίζεται με την ύπαρξη υψηλότερων τάξε-
ων του τανυστή Riemann στη δράση. Επομένως, η θεωρία Chern-Simons με μηδενική στρέψη
δεν αντιμετωπίζει προβλήματα από αστάθειες Ostrogradsky όταν το συζευγμένο πεδίο με τον όρο
Chern-Simons είναι γραμμικό στο χρόνο, όταν δηλαδή η θεωρία παύει να είναι αναλλοίωτη κάτω
από διαφορομορφισμούς.

΄Ενα σημαντικό αποτέλεσμα από τη μελετη των Jackiw και Pi ήταν ότι, ενώ οι εξισώσεις κίνησης
της θεωρίας διέφεραν από τη Γενική Σχετικότητα, η τετραδιάστατη θεωρία Chern-Simons υπο-
στήριζε τη λύση μελανής οπής Schwarzschild . Ο λόγος για αυτό είναι ότι στα πλαίσια σφαιρικής
συμμετρίας, ο όρος Chern-Simons , αλλά και ο τανυστής ενέργειας-ορμής του μηδενίζεται ταυτο-
τικά, ενώ το (ψευδο)βαθμωτό πεδίο του αξιονίου πρέπει να μηδενιστεί υπό την απουσία κάποιου

ενεργού δυναμικού λόγω του γνωστού ”no-hair” theorem [13, 14, 15, 17]. Αντίστοιχα, η λύση
Kerr δεν υποστηρίζεται από τη θεωρία, κάτι το οποίο σημαίνει ότι ο όρος Chern-Simons τροποποιεί
τη γεωμετρία περιστρεφόμενων μελανών οπών.

Πράγματι, στα πλαίσια της θεωρίας χορδών [73, 75, 74, 165], περιστρεφόμενες μελανές οπές τύπου

Kerr μπορούν να αποκτήσουν ”hair” λόγω της υπάρξης του αξιονικού πεδίου[166] και να βαθμω-
τοποιηθούν (scalarized). Το εν λόγω πεδίο στην ενεργή τετραδιάστατη θεωρία μετά τη συμπαγο-
ποίηση των παραπάνω διαστάσεων αποτελεί τη δυική μορφή του τανυστή H = dB, όπου B είναι ο
αντισυμμετρίκός spin-1 τανυστής της βαρυτικής πολλαπλέτας και είναι συζευγμένο με το βαρυτικό
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τοπολογικό όρο Chern-Simons , ο οποίος είναι επίσης γνωστός ως πυκνότητα Pontryagin [167].
Το ενδιαφέρον στη θεωρία αναζωπυρώθηκε όταν βρέθηκε ότι εν γένει η θεωρία χορδών αναγκα-

στικά απαιτεί διορθώσεις τύπου Chern-Simons για να παραμένει μαθηματικά αυτοσυνεπής. Στον
διαταρακτικό τομέα της θεωρίας χορδών, ο μηχανισμός Green-Schwarz για την ακύρωση ανωμαλι-
ών απαιτεί τέτοιου είδους διορθώσεις κατά τη συμπαγοποίηση στις τέσσερις διαστάσεις λόγω της

παραβίασης της διατήρησης αξονικού ρεύματος [165].

Τόσο στη περίπτωση του αξιονίου, όσο και στη περίπτωση θεωριών που συμπεριλαμβάνουν το πεδίο

dilaton , το οποίο είναι συζευγμένο με το βαθμωτό καμπυλώτητας Gauss-Bonnet [168], η ύπαρξη
του δευτερεύοντος βαθμωτού φορτίου είναι εφικτή λόγω της παραβίασης των ασθενών ενεργεια-

κών συνθηκών [169]. Τα αποτελέσματα αυτά τόνιζαν επίσης ότι μη-τετριμμένες συζεύξεις πεδίων

σε βαρυτικά βαθμωτά μπορούν να εξάγουν καίνούρια αποτελέσματα σε γνωστές γεωμετρίες της

Γενικής Σχετικότητας. Ο λόγος για αυτό είναι ότι τόσο το αξιόνιο όσο και το dilaton είναι βαρυ-
τικοί βαθμοί ελευθερίας και όχι ¨σωματίδια’ υπό την γνωστή έννοια του Καθιερωμένου Προτύπου.

Πράγματι, τα βαρυτικά βαθμωτά που λειτουργούν ως ενεργά δυναμικά για τα δύο αυτά πεδία είναι

υπεύθυνα για την παραβίαση των ασθενών ενεργειακών συνθηκών, κάτι το οποίο στα πλαίσια της

θεωρίας Chern-Simons είχε επίσης παρατηρηθεί σε κοσμολογικές αναλύσεις [170, 171] σε μοντέλα
τύπου Running-Vacuum.

Μετά τις πρώτες ερευνητικές προσπάθειες για τον υπολογισμού του αξιονικού νέφους σε περι-

στρεφόμενες γεωμετρίες, άρχισαν και οι πρώτες προσπάθειες για τον υπολογισμό της τροποποίη-

σης της γεωμετρίας [172, 173] σε συνθήκες αργής περιστροφής και ασθενής σύζευξης, ενώ στα

[174, 175, 176, 177] μελετήθηκαν περαιτέρω συνθήκες υψηλής περιστροφής με αριθμητικές με-

θόδους. Σήμερα, οι τοπικές λύσεις υπό παρουσία αξιονίων, με ή χωρίς τον όρο Chern-Simons
έχουν μελετηθεί περαιτέρω [178, 179, 180, 181, 182, 183], ενώ συμπεριλαμβάνονται πλέον λύσεις

μελανών μεμβράνων [184], μελανών χορδών [185] μέχρι και λύσεις τύπου Taub-NUT[186].

Παρολαυτά, οι περισσότερες ερευνητικές προσπάθειες επικεντρώθηκαν σε συνθήκες ασθενούς

σύζευξης. Συγκεκριμένα, λόγω της ασθενούς σύζευξης, οι εξισώσεις κίνησης μπορούσαν να λυ-

θούν με διαταρακτικό τρόπο. Ενώ κάτι τέτοιο είναι πλήρως ασφαλές, δε δίνει καμία πληροφορία

για τη συμπεριφορά του αξιονίου κοντά στη μελανή οπή, όπου έχουμε έντονες συνθήκες ισχυρής

βαρύτητας. Στα πλαίσια αυτά, επιλέξαμε να ασχοληθούμε με αργά περιστρεφόμενες, αλλά μικρο-

σκοπικές μελανές οπές όπου οι συνθήκες ασθενής σύζευξης, όπως θα δούμε, παύουν να ισχύουν

κοντά στη μελανή οπή και παρουσιάζονται ενδιαφέροντα καινούρια φαινόμενα.

Συγκεκριμένα, αφού εξάγαμε τη πλήρη λύση της γεωμετρίας μέσω μίας μη-κλειστής συναρτησια-

κής μορφής, παρουσιάσαμε ότι η παραβίαση των ενεργειακών συνθηκών εξαρτώνται από το λόγο

της σταθεράς σύζευξης προς το μέγεθος της μελανής οπής. Επομένως, μικρότερες μελανές οπές

σε αξιονικό νέφος υπόκεινται σε μεγαλύτερη παραβίαση των ασθενών ενεργειακών συνθηκών και

παραμορφώνονται πιο ισχυρά. Επιπροσθέτως, δείξαμε ότι η κατανομή της στροφορμής της μελανής

οπώς αποκτά μη-τετριμμένα χαρακτηριστικά κοντά στη μελανή οπή, τα οποία είναι εφικτά να δη-

μιουργήσουν νέες ευσταθείς γεωδαισιακές. Τέλος, προσπαθήσαμε να ελέγξουμε κατά πόσο ο όρος

Chern-Simons , μπορεί να οδηγήσει σε λύσεις σκουληκότρυπας, όπου είχαμε αρνητικό αποτέλεσμα
λόγω της χαμηλής περιστροφής.
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2.2 Το μοντέλο της θεωρίας Chern-Simons

Με βάση τα παραπάνω θεωρούμε αναγκαίο να έχουμε πρώτα μία αναλυτική παρουσίαση της θεωρίας

Chern-Simons. Θεωρούμε ένα αξιονικό πεδίο συζευγμένο με το βαρυτικό τοπολογικό όρο Chern-
Simons. Ο όρος αυτός, που θα καλούμε πλέον ως RCS για συντομία, κατασκευάζεται από τη

συναίρεση του τανυστή Riemann με τον δυικό του και δίνεται μέσω της σχέσης

RCS =
1

2
Rµ

νρσR̃
ν ρσ
µ , (2.1)

όπου το σύμβολο (̃. . . ) περιγράφει τον δυικό του Riemann , μέσω της σχέσης

R̃αβγδ =
1

2
R ρσ

αβ ερσγδ, (2.2)

με το ερσκλ =
√
−g(x) ϵ̂ρσκλ να είναι ο συναλλοίωτος τανυστής Levi-Civita υπό τη σύμβαση ότι

το σύμβολο ϵ̂0123 = 1, etc. Η δράση της θεωρίας που περιγράφει τη σύζευξης του αξιονίου στον
όρο RCS δίνεται ακολούθως:

S =
∫

d4x
√
−g

[
R

2κ2
− 1

2
(∂µb)(∂

µb)−AbRCS

]
=

∫
d4x

√
−g
[
R

2κ2
− 1

2
(∂µb)(∂

µb)

]
−

∫
d4xA b R̂CS , (2.3)

όπου R̂CS είναι ο όρος Chern-Simons με τον επίπεδο τανυστή Levi-Civita ϵ̂, κ = M−1
Pl είναι ο

αντίστροφος της (ελαττωμένης) μάζας Planck, b είναι ένα ψευδοβαθμωτό πεδίο που περιγράφει
το αξιόνιο και A είναι η παράμετρος σύζευξης του αξιονίου στον όρο Chern-Simons όπου έχει
διαστάσεις μήκος. Τονίζουμε ότι η δράση (2.3) είναι συμμετρική στη πεδιακή ολίσθηση κάτω από το

μετασχηματισμό b→ b+c, καθώς δεν έχουμε εισάγει κάποιο δυναμικό για το b ή όρο μάζας. Τέτοιου
είδους δράσεις προέρχονται από μοντέλα θεωρίας χορδών. Στη δική μας περίπτωση, η δράση

προκύπτει από την τετραδιάστατη ενεργή θεωρία, όπου κρατήθηκαν οι διορθώσεις τετραγωνικής

τάξης στις παραγώγους των βαθμών ελευθερίας[73]. Η παράμετρος A δίνεται μέσω του Regge
slope της χορδής, α′ =M−2

s , όπου Ms περιγράφει τη κλίμακα της χορδής ακολούθως[165]

A =

√
2

3

α′

48κ
, (2.4)

και είναι τάξης O
(
Mp

M2
s

)
.

Μεταβολή της δράσης ως προς τη μετρική και το αξιόνιο μας δίνει τις ακόλουθες εξισώσεις κίνησης

Gµν = κ2T b
µν + 4κ2ACµν , (2.5)

□b = ARCS , (2.6)

όπου T b
µν είναι ο τανυστής ενέργειας ορμής που προκύπτει από το κινητικό όρο του αξιονίου,

T b
µν = ∇µb∇νb−

1

2
gµν(∇b)2 . (2.7)
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Η ποσότητα Cµν είναι ο τανυστής Cotton[162] , που προκύπτει από τη μεταβολη του όρου bRCS

ως προς τη μετρική καί δίνεται ως

Cµν = −1

2
∇α
[
(∇βb)R̃αµβν + (∇βb)R̃ανβµ

]
. (2.8)

Τονίζουμε ότι, αντίθετα με τον όρο της ανωμαλίας βαθμίδας F ∧ F , ο βαρυτικός όρος bRCS δεν

είναι τοπολογικός, υπό την έννοια ότι συνεισφέρει στις πεδιακές εξισώσεις Einstein. Ο τανυστής
Cotton ικανοποιεί τον συναλλοίωτο κανόνα μη-διατήρησης,

∇µC
µν = −1

4
(∇νb)RCS . (2.9)

Το εν λόγω αποτέλεσμα μπορεί να επιβεβαιώθει άμεσα μέσω των εξισώσεων κίνησης. Είναι γνωστό

μέσω της συμμετριάς κάτω από διαφορομορφισμούς, ότι η εξίσωση κίνησης του βαθμωτού πεδίου

είναι απλά η ταυτότητα Bianchi των βαρυτικών εξισώσεων. Κάτω από τη συνθήκη ∇µGµν = 0,
όπου Gµν ≡ Rµν − 1

2gµνR είναι ο τανυστής Einstein , και προσέχοντας ότι ∇
µTµν = □b∇νb,

βρίσκει κανείς απευθείας ότι

0 = ∇µGµν = κ2∇µT b
µν + 4κ2A∇µCµν , (2.10)

από την οποία έχουμε ότι,

0 = κ2□b∇νb+ 4κ2A∇µCµν
2.6
=⇒ A RCS∇νb = −4A∇µCµν =⇒ ∇µCµν = −1

4
(∇νb)RCS .

(2.11)

Τονίζουμε ότι η διατήρηση του κανονικού τανυστή ενέργειας ορμής T b
µν παραβιάζεται, καθώς η

ποσότητα ∇µT b
µν δεν μηδενίζεται αλλά είναι ανάλογη της πυκνότητας Pontryagin (cf. 2.11)

∇µ T b
µν = −4A∇µCµν = A

1

4
(∇νb)RCS . (2.12)

Το εν λόγω απότελεσμα οδηγεί στην ύπαρξη ανταλλαγής ενέργειας του αξιονίου με τη βαρυτική

ανωμαλία RCS για χωρόχρονους όπου ο εν λόγω όρος δεν είναι τετριμμένος, όπως είναι οι περι-

πτώσεις ύπαρξης βαρυτικών κυμάτων [162, 171] ή οι περιπτωσεις περιστρεφόμενων μελανών οπών

[73, 74], που θα μας απασχολήσουν στη δική μας περίπτωση. Επιπροσθέτως, στο πλαίσιο της θεω-

ρίας χορδών, το αξιόνιο αποτελεί μέρος της βαρυτικής πολλαπλέτας της χορδής, (όπου ανήκει και

το βαρυτόνιο). Επομένως, η αντάλλαγη ενέργειας που περιγράφουμε είναι απλά η αλληλεπίδραση

των στοιχείων της πολλαπλέτας μεταξυ τους, κάτι το οποίο αποτελεί μία καλή ένδειξη ότι το αξι-

όνιο της θεωρίας πράγματι είναι ένας βαρυτικός βαθμός ελευθερίας. Μία σημαντική σημείωση εδώ

είναι ότι στο κοσμολογικό μοντέλο που αναλύθηκε στα [171, 187], ο όρος Chern-Simons παρουσι-
άστηκε να έχει κυριάρχο ρόλο στη φαινομενολογία του πρώιμου σύμπαντος, όπου έγινε η λογική

υπόθεση ότι μόνο τα πεδία από τη βαρυτική πολλαπλέτα υπάχουν στη φύση. Τα πεδία ύλης, δηλαδή

ακτινοβολία και φερμιόνια, γεννήθηκαν στο τέλος του πληθωρισμού. ΄Εδειξαν ότι η περίοδος του

πληθωρισμού μπορεί να συμβεί μέσω συμπυκνωμάτων βαρυτικών κυμάτων που ισχυροποιούν τον

όρο Chern-Simons και οδηγεί σε έναν ενεργό όρο de-Sitter στη δράση. Ο εν λόγω όρος έχει
κυρίαρχο ρόλο στο πρώιμο σύμπαν και οδηγεί σε πληθωρισμό χωρίς την ανάγκη πεδίων inflaton ,
λόγω καθαρών βαρυτικών αλληλεπιδράσεων. Η γέννηση χειραλικών φερμιονικών πεδίων στο τέλος

του πληθωρισμού ακυρώνει αυτή τη συμπεριφορά μέσω του μηχανισμού ακύρωσης ανωμαλιών και,

επομένως, η εποχή μετά το πληθωρισμό καθιστά την αξιονική ύλη (και την αντάλλαγη ενέργειας

με τον όρο Chern-Simons ) υποκυρίαρχη.

Πρωτού προχωρήσουμε στο κύριο κομμάτι, που είναι οι τοπικές λύσεις στη θεωρία, αναφέρουμε ότι

ο αναγνώστης μπορεί να βρει τις αναλύτικές πράξεις για τον τανυστή Cotton στο πρώτο παράρτημα.

15



2.3 Τοπικές λύσεις στη θεωρία Chern-Simons

Εφόσον το αξιονικό πεδίο είναι ψευδοβαθμωτό, επιβάλλει μια αξονική συμμετρία στο χωρόχρονο

που μπορεί να διαδωθεί. Προφανώς, αν θεωρήσουμε στατικούς και σφαιρικά συμμετρικούς χω-

ρόχρονους, ο όρος RCS μηδενίζεται ταυτοτικά και το αξιόνιο δεν έχει δυναμική. Επομένως, σε ένα

σφαιρικά συμμετρικό χωρόχρονο, η θεωρία είναι ουσιαστικά ίδια με τη Γενική Σχετικότητα. ΄Ομως,

η ύπαρξη του αξιονικού πεδίου b επιβάλλει μια αξονική συμμετρία και μπορούμε συνεπώς να ελέγξου-
με την ύπαρξη γεωμετριών με περιστροφή. Η ανάλυση μας θα επικεντρωθεί σε αναλυτικές λύσεις

περιστρεφόμενων μελανών οπώς. Για τον λόγο αυτό, περιοριζόμαστε σε αργά περιστρεφόμενους

χωρόχρονους, καθώς οι συνθήκες υψηλής περιστροφής καθιστούν αναλυτικά αποτελέσματα αδύνα-

τα. Θα επιτρέψουμε μόνο πρώτες τάξεις της παραμέτρου στροφορμής a της αργά περιστρεφόμενης
μελανής οπής τύπου Kerr , και θα ακυρώσουμε ότι περαιτέρω συνεισφορά τάξης O(a2).

Χρησιμοποιούμε την ακόλουθη γενική μορφή μετρικής

ds2 = −H(r)dt2 + F (r)dr2 − 2r2a sin2 θW (r)dtdϕ+ r2dΩ2 . (2.13)

Από την εξίσωση κίνησης του αξιονίου (2.7), έχουμε ότι ο όρος RCS μέχρι πρώτη τάξη στην

παράμετρο a δίνεται από τη σχέση

ARCS = −aA cos θW ′ 4F
2H2 + rHF ′(rH ′ − 2H) + F (−4H2 + r2(H ′)2 + 2rH(H ′ − rH ′′))

F 2H2r2
√
FH

,

(2.14)

όπου το αριστερό μέλος της εξίσωσης (2.7) δίνεται ως

□b =
1

F

[
∂2r +

(
2

r
− F ′

F
+
H ′

2H

)]
b+

1

r2
1

sin θ
∂θ [sin θ∂θb] , (2.15)

όπου ο τόνος περιγράφει παραγώγιση ως προς την ακτινική συντεταγμένη r. Χρησιμοποιώντας τη
μέθοδο διαχωρισμού μεταβλητών και προσέχοντας ότι το δεξιά μέλος της εξίσωσης (2.15) είναι

απλά ο τελεστής L2
της στροφορμής του b, εξάγουμε μέσω των παραπάνω σχέσεων ότι το αξιονικό

πεδίο θα δίνεται μέσω της συναρτησιακής μορφής

b = aAu(r)P1(cos θ) , (2.16)

όπου η συνάρτηση P1 περιγράφει το πολυώνυμο Legendre πρώτης τάξης, το οποίο απευθείας ε-
πιβεβαιώνει τη σωστή γωνιακή εξάρτηση των εξισώσεων. Τονίζουμε, όμως, ότι το φορτίο τουυ

αξιονίου δίνεται από την ελάχιστη τάξη του O(a). Επιστρέφοντας στις πεδιακές εξισώσεις (2.6),
βρίσκουμε ότι τα στοιχεία tt και rr των βαρυτικών εξισώσεων κίνησης ικανοποιούνται στο κε-
νό, καθώς οι αντίστοιχοι τανυστές ενέργειας ορμής για τα στοιχεία αυτά είναι τάξης O(a2), τους
οποίους αγνοούμε στην προσέγγιση μας. Αυτό σημαίνει προφανώς ότι

H(r) =
1

F (r)
= 1− 2M

r
, M ≡ GM , (2.17)

όπου G = 8π κ−2
είναι η Νευτώνια βαρυτική σταθερά στις (3+1)-διαστάσεις.

Επομένως, οι όποιες διορθώσεις στη μορφή της γεωμετρίας θα βρίσκονται στο μη-διαγώνιο όρο της

μετρικής gtϕ. Για το λόγο αυτό, χρησιμοποιούμε τον επαναορισμό

W (r) =
2M

r3
+ w(r) , (2.18)
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με σκοπό να εξάγουμε τις διορθώσεις, w(r), στην αργά περιστρεφόμενη γεωμετρία Hartle-Thorne
2.13, που επιβάλλονται από τη συνεισφορά του αξιονίου. Χρησιμοποιώντας τώρα τα αποτελέσματα

από τις εξισώσεις (2.16), (2.17) και (2.18), επικεντρωνόμαστε στο στοιχείο tϕ των βαρυτικών
εξισώσεων κίνησης. Συγκεκριμένα, βρίσκουμε ότι το στοιχείο tϕ του τανυστή Einstein

Gtϕ =
1

2
a(r − 2M) sin2 θ(4w′ + rw′′) +O(a2), (2.19)

δίνεται μέσω του αντίστοιχου στοιχείου του τανυστή Cotton ,

Ctϕ = −3AM(r − 2M)(ru′ − u)

r5
a sin2 θ +O(a2) . (2.20)

καθώς το στοιχείο Ttϕ μηδενίζεται στο προσεγγιστικό μας σχήμα, καθώς το αξιόνιο είναι τάξης
b ∼ O(aA),, όπως δείξαμε στην (2.16). Τα παραπάνω οδηγούν στην απλή διαφορική εξίσωση(u

r

)′
= − 1

24A2κ2M
(r4w′)′ . (2.21)

Ολοκληρώνοντας την παραπάνω σχέση και μηδενίζοντας την σταθερά ολοκλήρωσης που θα μας

έδινε αποκλίνουσα συναρτησιακή συμπεριφορά στον ορίζοντα, έχουμε το αποτέλεσμα

u(r) = − r5w′

24A2κ2M
. (2.22)

Επομένως, έχουμε πλέον εξάγει την πληροφορία από τους βαθμούς ελευθερίας της θεωρίας, ε-

κτός των διορθώσεων w στο μη-διαγώνιο στοιχείο της μετρικής, που μπορούν να υπολογιστούν
από την εξίσωση κίνησης του αξιονίου, μέσω της σχέσης (2.22). Συγκεκριμένα, εισάγοντας τα

αποτελέσματα μας στην εξίσωση κίνησης του αξιονίου, (2.7), εξάγουμε την ακόλουθη διαφορική

εξίσωση

r11(r−2M)w′′′+2r10(6r−11M)w′′+(28r10−50Mr9−576A2κ2M2r4)w′+3456A2κ2M3 = 0 .
(2.23)

Για να εξάγουμε τη λύση στη παραπάνω διαφορική, θεωρούμε ένα ανάπτυγμα σε σειρά της συνάρτη-

σης διορθώσεων w. Συγκεκριμένα, για να μηδενίζεται το αξιόνιο στη χωρική ασύμπτωτη, r → ∞,
το w′(r) πρέπει να είναι τουλάχιστον τάξης O(r−5) και συνεπώς το w(r) είναι τάξης O(r−4), το
οποίο, μέσω της σχέσης (2.18) επιβάλλει ότι ασυμπτωτικά η κυρίαρχη τάξη του gtϕ είναι η ίδια
με αυτή της γεωμετρίας Hartle-Thorne, δηλαδή η γεωμετρία ταυτίζεται ασυμπτωτικά με αυτή της
αργά περιστρεφόμενης μετρικής Kerr. Ορίζουμε λοιπόν τη διόρθωση w σε μία μη-κλειστή μορφή
ακολούθως

w(r) =
∞∑
n=4

dnM
n−2

rn
, (2.24)

όπου εισάγαμε τους όρους Mn−2
για να κρατήσουμε τους συντελεστές dn αδιάστατους. Πλέον,

το πρόβλημα εύρεσης της γεωμετρικής διόρθωσης w(r) μπορεί να αντιμετωπιστεί με το να βρούμε
απλά τους συντελεστές dn. Χρησιμοποιώντας τη σχέση (2.24), βρίσκουμε μετά από λίγη άλγεβρα
ότι η εξίσωση (2.23) μπορεί να δωθεί μέσω της σχέσης

3456A2κ2M3 − 162M7d9 + 256M7d8 + 8M2d4r
5

+

−1∑
n=−4

Mn+7
[
−(n+ 3)(n+ 6)(n+ 9)dn+9 + 2(n+ 4)2(n+ 8)dn+8

]
rn

+

∞∑
n=1

Mn+7
[
−(n+ 3)(n+ 6)(n+ 9)dn+9 + 2(n+ 4)2(n+ 8)dn+8

]
+ 576A2κ2Mn+3(n+ 3)dn+3

rn
= 0 .
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Για να μηδενίζεται το αριστερό μέλος της παραπάνω σχέσης για κάθε r, όλοι οι συντελεστές των
δυνάμεων rn πρέπει να μηδενίζονται. Αυτό οδηγεί στις ακόλουθες εξισώσεις

d4 = 0 ,

256d8 − 162d9 = −3456
A2κ2

M4

− (n+ 3)(n+ 6)(n+ 9)dn+9 + 2(n+ 4)2(n+ 8)dn+8 = 0 , για n = −1,−2,−3,−4

− (n+ 3)(n+ 6)(n+ 9)dn+9 + 2(n+ 4)2(n+ 8)dn+8 + 576
A2κ2

M4
(n+ 3)dn+3 = 0 όπου n ≥ 1 .

(2.25)

Χρησιμομποιώντας την ολίσθηση n→ n− 9, η τελευταία σχέση δίνει το αποτέλεσμα

dn =
2(n− 5)2(n− 1)

n(n− 6)(n− 3)
dn−1 +

576A2κ2

n(n− 3)M4
dn−6, όπου n ≥ 10 . (2.26)

Η παραπάνω αναδρομική σχέση απαιτεί να είναι γνωστά τα στοιχεία d4,5,6,7,8,9 όλους τους όρους
υψηλότερης τάξης. Από την (2.26), βρίσκουμε το ακόλουθο σύνολο αρχικών συνθηκών της ανα-

δρομικής σχέσης

d4 = d5 = 0 ,

−28d7 + 48d6 = 0 ,

−80d8 + 126d7 = 0 ,

256d8 − 162d9 = −3456
A2κ2

M4
.

(2.27)

Οπότε, έχουμε τέσσερις άγνωστους συντελεστές, αλλά τρείς σχέσεις στη διάθεση μας. Αυτό

σημαίνει ότι δε μπορούμε να εξάγουμε πλήρως όλους τους συντελεστές από τη σχέση (2.25).

Ο τρόπος να απόφυγουμε το εν λόγω πρόβλημα είναι να θεωρήσουμε το όριο ασθενούς πεδίου,

δηλαδή τη περίπτωση όπου το αξιόνιο δεν επηρεάζει τη γεωμετρία. Το όριο αυτό, στη περίπτωση

μας, ισχύει μόνο στην ασυμπτωτική περιοχή του χωρόχρονου, όπου η εξίσωση κίνησης του αξιονίου

μπορεί να λυθεί αναλυτικά. Πράγματι, οι όροι διόρθωσεις που σχετίζονται με την παραμόρφωση

της γεωμετρίας είναι υποκυρίαρχοι στην ασυμπτωτική περιοχή. Συνεπώς, από τη στιγμή που η

ασυμπτωτική περιοχή ορίζει τους κυρίαρχους όρους του αξιονίου ως προς την ακτινική του συ-

μπεριφορά, μπορούμε απλά να επιβάλλουμε την αντίστοιχη ισότητα και να εξάγουμε τις τιμές των

συντελεστών d6, d7, d8, d9 από την ασυμπτωτική περιοχή αντί από την εξίσωση που μας δίνει τη
πλήρη λύση. Συγκεκριμένα, εισάγωντας τη γεωμετρίας της αργά περιστρεφόμενης Kerr μετρικής,
η εξίσωση του αξιονίου στο άπειρο δίνει μέσω της απλής διαφορικής

−2u(r) + 2(r −M)u′(r) + (r2 − 2Mr)u′′(r) =
144M2

r5
, (2.28)

της οποίας η λύση παρουσιάζεται στο παράρτημα Βʹ και είναι

u(r) = − 5

4Mr2
− 5

2r3
− 9M

2r4
. (2.29)

Το αποτέλεσμα αυτό πρέπει να είναι συνεπές με τη σχέση (2.22), η οποία υπο το ανάπτυγμα (2.24)

δίνεται

u(r) =
1

24A2κ2M

[
4d4M

2 +
5d5M

3

r
+

6d6M
4

r2
+

7d7M
5

r3
+

8d8M
6

r4

]
+O(1/r5) . (2.30)
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Εκτελώντας τώρα τη σχέση ισότητας μεταξύ των σχέσεων (2.29) και (2.30), βρίσκουμε ότι οι

πρώτοι συντελεστές του αναπτύγματος (2.24) είναι οι

d4 = d5 = 0 , d6 = −5γ2 , d7 = −60γ2

7
, d8 = −27γ2

2
, d9 = 0, όπου γ2 =

A2κ2

M4
.

(2.31)

Τονίζουμε στο σημείο αυτό ότι μία σημαντική συνέπεια του παραπάνω αποτελέσματος είναι ότι η

σχέση (2.24) παράγει συντελεστές υψηλότερων άρτιων τάξεων του γ μέσω της (2.26),

d10 = d11 = 0 , d12, d13, d14 ∼ −γ4 , .... d21 ∼ −γ4 − γ6 ...., (2.32)

όπου ∼ περιγράφει θετική ανάλογια των συντελεστών υψηλότερης τάξης. Στο παράρτημα Γʹ,
αποδεικνύουμε την σύκλιση της σειράς (2.24) για κάθε πραγματική τιμή της σταθεράς γ ∈ R. Από
τις παραπάνω σχέσεις, παρατηρούμε ότι όλοι οι συντελεστές είναι αρνητικοί (ή μηδέν), κάτι το οποίο

θα μας απασχολήσει στα επόμενα. ΄Ενα δεύτερο σημαντικό αποτέλεσμα είναι ότι, όπως φαίνεται,

οι διορθώσεις δεν εξαρτώνται μόνο από την τιμή της σταθεράς σύζευξης στον όρο Chern-Simons
, αλλά από το λόγω της σταθεράς ως προς το μέγεθος της μελανής οπής. Αυτό σημαίνει ότι σε

επιπέδο τοπικών λύσεων, η σταθερά σύζευξης της θεωρίας μπορεί να παρουσιάζει μη τετριμμένα

χαρακτηριστικά στη λύση της μελανής οπής όταν το μέγεθος της μελανής οπής είναι συγκρίσιμο

με την ενεργή κλίμακα μήκους της τροποποίησης.

Συνοψίζοντας τα αποτελέσματα μας, έχουμε ότι η παραμορφωμένη γεωμετρία της αργά περιστρε-

φόμενης μελανής οπής δίνεται μέσω της σχέσης

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

dr2

1− 2M
r

+ r2 dΩ2 − 2 r2 a sin2 θW (r) dt dϕ , (2.33)

όπου ο μη-διαγώνιος όρος είναι ο

W (r) =
2M

r3
− A2κ2(189M2 + 120Mr + 70r2)

14r8
+O(A2n), όπου n = positive integer ≥ 2 ,

(2.34)

όπου οι υψηλότερες τάξεις διόρθωσηςO(A2n) μπορούν αν βρεθούν απευθείας μέσω της αναδρομικής
σχέσης (2.26). Τονίζουμε στο σημείο αυτό ότι λύσεις μελανών οπών με αρκετά μεγάλη μάζα M
καθιστούν τέτοιου είδους διορθώσεις αρκετά μικρές για να συνυπολογιστούν και καταλήγει κανεις

με αυτοσυνεπές τρόπο στις πρώτες λύσεις των [172, 167]. Αντιθέτως, αν θεωρήσουμε αρκετά μικρές

μελανές οπές, τέτοιου είδους διορθώσεις γίνονται αυξανόμενα πιο σημαντικές, ειδικά στη περιοχή

κοντά στον ορίζοντα. Στα πλαίσια αυτά, τα αποτελέσματά μας επεκτείνουν τη προυπάρχουσα

βιβλιογραφία και επιτρέπουν τη μελέτη του αξιονικού νέφους και των αντίστοιχων διορθώσεων

αυθαίρετα κοντά στον ορίζοντα της μελανής οπής.

Αντίστοιχα, η κατανομή του αξιονίου μπορεί να βρεθεί χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (2.16) ανδ

(2.22) στην ίδια τάξη του A ως

b = aA cos θ

(
− 5

4Mr2
− 5

2r3
− 9M

2r4

)
+O(Am), για m = 2n+ 1, n ∈ Z+, (2.35)

όπου Z+
είναι το σύνολο των θετικών ακεραίων. Τέλος, έχουμε το μη-μηδενικό στοιχείο του

τανυστή Cotton μέσω της (2.20) να δίνεται από τη σχέση

4κ2ACtϕ = a
r − 2M

2

∞∑
n=4

n(n− 3)dnM
n−2

rn+1
sin2(θ) , (2.36)
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που είναι αρνητικός για κάθε r > 2M , δηλαδή εκτός του ορίζοντα, λόγω του ότι οι συντελεστές
dn ≤ 0 για κάθε n όπως προκύπτει από τις (2.31) και (2.32). Πρωτού προχωρήσουμε, ελέγχουμε και
το αποτέλεσμα από το ολοκλήρωμα Komar αναφορικά με την ισομετρία του χώρου στην αζιμούθιαα
συντεταγμένη ϕ, που περιγράφεται από το διάνυσμα Killing ξ = ∂ϕ. Από τη σχέση

J =

∫
⋆dξ = aM , (2.37)

όπου ο τελεστής ⋆ περιγράφει τον δυικό τελεστή Hodge , έχουμε ότι το φορτίο του αξιονίου,
που είναι ανάλογο των Aa, είναι προφανώς ένα δευτερεύον φορτίο της γεωμετρίας, εφόσοσν δεν
είναι ανεξάρτητο των κυρίων φορτίων της λύσης της μελανής οπής, δηλαδή της μάζας και της

στροφορμής, όπως είναι σύνηθες σε βαθμωτοποιημένες λύσεις.

2.4 Η παραβίαση των ενεργειακών συνθηκών στη τοπική

λύση Chern-Simons

Σε αυτό το υποκεφάλαιο θα συζητήσουμε τη παραβίαση των ασθενών ενεργειακών συνθηκών

στη θεωρία και πως αυτή συνδέεται με τα γνωστά θεωρήματα no-hair. Ο Bekenstein [13, 14,
15, 17] είχε δείξει τη δεκαετία του 70 ότι βαθμωτά πεδία που δεν είναι συζευγμένα σε βαθμωτά
καμπυλότητας δε μπορούν να ¨ντύσουν’ μία μελανή οπή με βαθμωτό φορτίο, στήνοντας έτσι τις

βάσεις για τα θεωρήματα no-hair. Βασική προυπόθεση αυτού ήταν τα πεδία να μην παραβιάζουν
τις ασθενείς ενεργειακές συνθήκες, κάτι το οποίο θα σήμαίνε ότι τα ενεργά δυναμικά τους είναι

αρνητικά. Γνωρίζουμε όμως ότι ή διάδοση του αξιόνιου που το καθιστά δυναμικό βαθμό ελευθερίας

προκύπτει από τον όρο Chern-Simons, κάτι το οποίο ήδη διαφεύγει εκτός των αρχικών προβλέψεων
αναφορικά με τη φύση του βαθμωτού πεδίου. Στα παρακάτω, παρουσίαζουμε την παραβίαση των

φωτοειδών ενεργειακών συνθηκών (Null Energy Conditions/NEC) στη λύση, η οποία οδηγεί στη
παραβίαση όλων των ενεργειακών συνθηκών της Γενικής Σχετικότητας [188]. Συνεχίζουμε με το

τι μπορεί να εξάγει κανείς από την παραβίαση αυτή αναφορικά με τη φύση του αξιονικού φορτίου

στις περιστρεφόμενες μελανές οπές Chern-Simons.

΄Οπως προαναφέρθηκε, το μοναδικό μη-μηδενικό στοιχείο στο τανυστή ενέργειας ορμής δίνεται

από το στοιχείο tϕ του τανυστή Cotton. Συγκεκριμένα, η λύση μας στο κέλυφος (on-shell)
περιγράφεται από την ενεργειακή συνεισφορά

T eff
tϕ = 4κ2ACtϕ = a

r − 2M

2

∞∑
n=4

n(n− 3)dnM
n−2

rn+1
sin2(θ) . (2.38)

Λόγω του αρνητικού προσήμου των συντελεστών dn, η συνεισφορά του στοιχείου Ctϕ στον ενεργό

τανυστή ενέργειας ορμής είναι αρνητική έξω από τον ορίζοντα, r > 2M . Επι προσθέτως, για ένα
στάσιμο παρατηρητή, η ενεργειακή πυκνότητα είναι πρακτικά μηδενική καθώς το T t

t είναι τάξης

O(a2).

Για να παρουσιάσουμε την παραβίαση των NEC , ορίζουμε πρώτα τα ακόλουθα φωτοειδή διανύσματα
του χωρόχρονου

lµ± =

1, 0, 0,−
gtϕ
gϕϕ

±

√(
gtϕ
gϕϕ

)2

− gtt
gϕϕ

 . (2.39)
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Η συναίρεση με τον T eff
µν μας δίνει

T eff
µν lµ±l

ν
± = ±a(r − 2M)3/2

2
sin(θ)

∞∑
n=4

n(n− 3)dnM
n−2

rn+5/2
+O(a2) . (2.40)

Το παραπάνω αποτέλεσμα υποδεικνύει ότι: T eff
µν lµ+l

ν
+ ≤ 0 ενώ T eff

µν lµ−l
ν
− ≥ 0, όπου η ισότητα ισχύει

και στις δύο περιπτώσεις πάνω στον ορίζοντα r = 2M . Επόμένως, οι ενεργειάκες συνθήκες στο
εξωτερικό της μελανής οπής (εκτός από τα σημεία των πόλων θ = 0, π ).

Η εν λόγω παραβίαση οφείλεται καθαρά στη σύζευξη του αξιονίου με την πυκνότητα Pontryagin
. ΄Οπως παρατηρεί εύκολα κανείς, όσο ο λόγος της σταθεράς σύζευξης προς τη μάζα της μελανής

οπής αυξάνεται, η παραβίαση των ενεργειακών συνθηκών ισχυροποιείται και η παραμόρφωση της

γεωμετρίας γίνεται πιο έντονη. Στο διάγραμμα 2.1, παρουσιάζουμε τη μορφή της παραβίασης:

Κοντά στον ορίζοντα, η παραβίαση παίρνει τη μέγιστη της τιμή, ενώ μακρία από τη μελανή οπή

είναι αμελητέα, κάτι το οποίο είναι αυτοσυνεπές με το γεγονός ότι οι διορθώσεις λόγω του αξιονίου

είναι σημαντικές κοντά στον ορίζοντα της μελανής οπής. Επίσης, παρατηρούμε μία έντονη αύξηση

της παραβίασης καθώς αυξάνουμε την αδιάστατη σταθερά γ, που σημαίνει ότι μικρότερες μελανές
οπές μπορούν να ¨ντυθούν’ πιο εύκολα με βαθμωτό φορτίο.
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Σχήμα 2.1: Συμπεριφορά του Λ+ = T eff
µν lµ+l

ν
+/a στον ισημερινό θ = π/2 σε τάξη O(A2) με

εξάρτηση την ακτινική συντεταγμένη.

Από τα παραπάνω, φαίνεται να υπάρχει μία ισχυρή σχέση μεταξύ των ενεργειακών συνθηκών και

του βαθμωτού φορτίου των μελανών οπών. Από τις βαρυτικές εξισώσεις κίνησης, γνωρίζουμε ότι

τα πεδία ύλης και η γεωμετρία είναι συζευγμένα, όλοι οι βαθμοί ελευθερίας σε μία βαρυτική θεωρία

αλληλεπιδρούν με την βαρύτητα. Οι ενεργειακές συνθήκες μας δίνουν περαιτέρω πληροφορίες

για τη φύση της αλληλεπίδρασης. Συγκεκριμένα, οι ιδιότητες των πεδίων ύλης στην εκάστοτε

τροποποιημένη βαρυτική θεωρία σχετίζονται με το τρόπο που παραμορφώνεται η γεωμετρία γύρω

από τη μελανή οπή που η θεωρία υποστηρίζει. Επομένως, αν η ύπαρξη βαθμωτού φορτίου σχετίζεται

πράγματι με την παραβίαση των ενεργειακών συνθηκών, συνέπεια αυτού είναι και η παραμόρφωση

της γεωμετρίας. Hairy μελανές οπές είναι παραδείγματα τέτοιων παραμορφώσεων. Τονίζουμε στο
σημείο αυτό όμως, ότι το φορτίο λόγω του αξιονίου είναι απλά δευτερεύον, υπό την έννοια ότι

η μελανή οπή περιγράφεται ακόμα μέσω της μάζας και της στροφορμής ως ελεύθερα φορτία της

γεωμετρίας. Επόμένως, το πρόβλημα της πληροφορίας αναφορικά με την βαρυτική κατάρρευση του

αστεριού παραμένει άλυτο.
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2.5 Συμπεριφορά γεωδαισιακών υπό συνθήκες ισχυρής σύζευ-

ξης στη γεωμετρία

Στο εν λόγω υποκεφάλαιο θα συνεχίσουμε την ανάλυση μας και θα επικεντρωθούμε σε συνθήκες

ισχυρούς σύζευξης. Συγκεκριμένα, επιθυμούμε να ελέγξουμε κατά πόσο οι διορθώσεις που εξάγαμε

στα προηγούμενα μπορούν να δημιουργήσουν νέα φαινομενολογία κοντά στον ορίζοντα της μελανής

οπής. Για το σκοπό αυτό, επικεντρωθήκαμε στις γεωδαισιακές σωματιδιών κοντά στη μελανή οπή

και ελέγξαμε τη συμπεριφορά του ενεργού δυναμικού για διάφορες τιμές της αδιάστατης παραμέτρου

γ. Θα ξεκινήσουμε με μία γρήγορη παρουσίαση γεωδαισιακών σε περιστρεφόμενες γεωμετρίες και
στη συνέχεια θα παρουσιάσουμε τα κύρια αποτελέσματα μας.

΄Οπως είναι γνωστό, στάσιμες και αξισυμμετρικές γεωμετρίες έχουν δύο κύριες συμμετρίες Killing
, που περιγράφονται από τα διανύσματα Killing ,

k = ∂t, και ξ = ∂ϕ (2.41)

όπου το k είναι το χρονοειδές διάνυσμα που περιγράφει τις ισομετρίες στην μετατόπιση χρόνου και
το ξ είναι το χωροειδές διάνυσμα που περιγράφει τις ισομετρίες ισομορφικές με την ομάδα U(1).
Από τα εν λόγω διανύσματα, έχουμε 3 σταθερές κίνησης,

E = −kµuµ → gttṫ+ gtϕϕ̇ = −E ,

Lz = ξµuµ → gtϕṫ+ gϕϕϕ̇ = Lz ,

gµνu
µuν = ϵ ,

(2.42)

όπου E είναι η ενέργεια του σωματιδίου, Lz είναι η στροφορμή του (κατά τη διεύθυνση της καρ-

τεσιανής συντεταγμένης z) και uµ είναι το εφαπτόμενο διάνυσμα στην τροχιά της γεωδαισιακής με
ϵ = −1, 0 για έμμαζα και άμαζα σωματίδια αντστοίχως. Θεωρούμε επίσης κατάλληλα παραμετρο-
ποιημένες (affinely parametrized ) γεωδαισιακές, που μας παρέχουν τη τρίτη σταθερά της κίνησης.
Από τις πρώτες δύο, χρησιμοποιώντας μια γενική μορφή αξισυμμετρικής μετρικής, βρίσκει κανείς

άμεσα ότι

ṫ =
gtϕLz + gϕϕE

g2tϕ − gttgϕϕ
,

ϕ̇ = −
gtϕE + gttLz

g2tϕ − gttgϕϕ
,

(2.43)

ενώ από τη τρίτη εξίσωση έχουμε

grrṙ
2 + gθθθ̇

2 + V E
eff (r, θ) = 0 ,

όπου V E(r, θ) =
L2
zgtt + E2gϕϕ + 2ELzgtϕ

gttgϕϕ − g2tϕ
− ϵ .

(2.44)

Η συνάρτηση V E(r, θ) εξαρτάται από τη μάζα του σωματιδίου E, κάτι το οποίο τη καθιστά κακώς
ορισμένη για το ρόλο του ενεργού δυναμικού. Για να ορίσουμε το ενεργό δυναμικό, γνωρίζουμε

ότι η κινητική ενέργεια μηδενίζεται όταν η συνολική ενέργεια ισούται με τη δυναμική. Επομένως,

θέτοντας ṙ = θ̇ = 0 και λύνοντας την εξίσωση V E(r, θ) = 0 ως προς το E, το αποτέλεσμα μπορεί
να αναγνωριστεί ως το ενεργό δυναμικό της γεωδαισιακής. Ξαναγράφουμε το V E(r, θ) ως

V E(r, θ) = −
gϕϕE

2 + 2LzgtϕE + L2
zgtt + ϵ∆̃

∆̃
, (2.45)
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όπου ∆̃ = g2tϕ − gttgϕϕ είναι η ορίζουσα της μετρικής. Λόγω της υπογραφής Lorentz στη μετρική,

(− + ++), η ορίζουσα της είναι αρνητική που σημαίνει ότι ∆̃ > 0. Θέτοντας τώρα V E = 0, που
μηδενίζει τον αριθμητή, εξάγουμε μία τετραγωνική εξίσωση ως προς το E, από την οποία έχουμε
τη λύση

V (±)(r, θ) = −
Lzgtϕ
gϕϕ

±

√
∆̃

gϕϕ

√
L2
z − ϵgϕϕ . (2.46)

Με βάση τα παραπάνω, η σχέση (2.44) δίνεται ως

grrṙ
2 + gθθθ̇

2 =
(E − V (+))(E − V (−))

∆̃
. (2.47)

Το αριστερό μέλος της παραπάνω εξίσωσης είναι μη-αρνητικό και μηδενίζεται στα σημεία καμπής

του φασικού χώρου, όπου E = V (+)
ή E = V (−)

. Επομένως, η ενέργεια θα δίνεται είτε από τη

σχέση E = V (+)
είτε από τη σχέση E = V (−)

, κάτι το οποίο εξαρτάται από το πρόσημο των V (±)
.

Για την περίπτωση αργά περιστρεφόμενων γεωμετριών που θα μας ενδιαφέρει να μελετήσουμε για

τη λύση Chern-Simons , η απουσία εργόσφαιρας στην εξωτερική περιοχή σημαίνει ότι η ενέργεια
του σωματιδίου, E = −kµuµ, είναι θετικά ορισμένη. Μέσω της σχεσης (2.46), μπορούμε να
διαχωρίσουμε δύο περιπτώσεις:

1. Lzgtϕ < 0: Η περίπτωση αυτή αντιστοιχεί σε σωματίδια που περιστρέφονται με τη φορά
της γεωμετρίας της μελανής οπής. Σε αυτή τη περίπτωση, έχουμε ότι V (+) > 0 για όλο τον
εξωτερικό χώρο της μελανής οπής. Υποθέτωντας ότι V (−) < 0, βρίσκουμε ότι −gttL2

z > ϵ∆̃,
κάτι το οποίο είναι σαφές ότι ισχύει στον εξωτερικό χώρο, που σημαίνει ότι (E − V (−)) >
0, ∀E. Επομένως το ενεργό δυναμικό δίνεται από το V (+)

.

2. Lzgtϕ > 0: Η περίπτωση αυτή αντιστοιχεί σε σωματίδια που περιστρέφονται με τη φορά
της γεωμετρίας της μελανής όπης. Τότε, V (−) < 0 και συνεπώς (E − V (−)) > 0, ∀E.
Επιπροσθέτως, υποθέτοντας V (+) < 0, έχουμε ότι: −gttL2

z < ∆̃ϵ. Εφόσον η ορίζουσα,
∆̃ > 0 στον εξωτερικό χώρο και η σταθερά ϵ = 0,−1, είναι σαφές ότι το V (+)

θα είναι

αρνητικό, στην περιοχή όπου gtt > 0, δηλαδή στο εσωτερικό της μελανής οπής. ΄Αρα, το V (+)

μπορεί και πάλι να αντιμετωπιστεί ως το ενεργό δυναμικό υπό την έννοια ότι οι επιτρεπόμενες

περιοχές κίνησης ορίζονται μέσω της σχέσης V (+) ≤ E, αφου το δεξιά μέλος της εξίσωσης
(2.47) είναι μη-αρνητικό και μηδέν στα σημεία καμπής.

Συμπαιρένουμε λοιπόν ότι το ενεργό δυναμικό της τροχιάς δίνεται από τη σχέση

Veff (r, θ) = −
Lzgtϕ
gϕϕ

+

√
∆̃

gϕϕ

√
L2
z − ϵgϕϕ . (2.48)

Σε πρώτη τάξη στη παράμετρο στροφορμής O(a), η παραπάνω εξίσωση δίνει για την περίπτωση της
Kerr ότι το δυναμικό είναι το

Veff (r, θ) =

√
r(r − 2M)(L2

z + r2 sin2(θ))

r2 sin(θ)
+

2LzMa

r3
+O(a2) , (2.49)

το οποίο παρουσιάζουμε διαγραμματικά στην εικόνα (2.2).
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Σχήμα 2.2: Το ενεργό δυναμικό στον ισημερινό για χρονοειδείς γεωδαισιακές στη περίπτωση της

αργά περιστρεφόμενης Kerr. Η παράμετρος a έχει πάρει την τιμή a = 0.1.

Αυξάνοντας τη στροφορμή του σωματιδίου, εμφανίζονται τοπικά μέγιστα και ελάχιστα που υποδη-

λώνουν δεσμευμένες τροχιές (bound orbits). ΄Ομως, καθώς δεν έχουμε σφαιρική συμμετρία, το
δυναμικό θα είναι εξαρτώμενο από τη γωνία θ. Συνεπώς η κίνηση του σωματιδίου δε μπορεί να
περιοριστεί σε ένα επίπεδο χωρίς εξωτερικές δυνάμεις. Μπορούμε όμως να επικεντρωθούμε στα

σημεία καμπής στο επίπεδο θ − r θέτοντας το ενεργό δυναμικό να ισούται με κάποια καθορισμένη
ενέργεια, Veff = E και να σχεδιάσουμε το αντίστοιχο διάγραμμα που παρουσιάζουμε στην ει-
κόνα 2.3. Λόγω της σχέσης (2.47), τα φασικά σημεία του χώρου Veff = E ορίζουν τις καμπύλες
μηδενικής ταχύτητας (CZV), αφού το αριστερά μέλος της εξίσωσης επιβάλλει ότι ṙ = θ̇ = 0.
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Σχήμα 2.3: Καμπύλες μηδενικής ταχύτητας για χρονοειδείς γεωδαισιακές. Τα διαγράμματα έχουν

υπολογιστεί γιαM = 1, a = 0.1 και E = 0.95 (στην αριστερή πλευρά) και E = 0.9633 (στη δεξιά).
Η κάθετη γραμμή ορίζει τον ορίζοντα γεγονότων.

Είναι σαφές ότι σωματίδια που ξεκινούν την κίνηση τους στο εσωτερικό των παραπάνω CZV δε
μπορούν να δραπευτεύσουν στο άπειρο. Αυτό δε σημαίνει βέβαια ότι όλες αυτές οι τροχιές θα

μείνουν εκτός του ορίζοντα γεγονότων. Οι αρχικές συνθήκες θα ορίσουν το κατά πόσο το σωμα-

τίδιο πέφτει στην μελανή οπή ή παραμένει σε τροχιά γύρω από αυτή. Το μέλλον των σωματιδιών

μπορεί να οριστεί μόνο εάν αποσυζεύξουμε πλήρως τους βαθμούς ελευθερίας και ολοκληρώσουμε

τις αντίστοιχες διαφορικές εξισώσεις που προκύπτουν. Τονίζουμε όμως ότι για την περίπτωση της

στροφορμής Lz = 3.5M , εξάγουμε μία περιοχή φραγμένη από μία έλλειψη μηδενικής ταχύτητας.
΄Εμμαζα σωματίδια που ξεκινούν την κίνηση του μέσα στην έλλειψη θα μείνουν σε τροχιά για πάντα.

Δε μπορούν να διαφύγουν στο άπειρο ούτε θα πέσουν στη μελανή οπή. Για την περίπτωση των

σωματιδιών που περιστρέφονται αντίστροφα με τη μελανή οπή, η δομή των CZV είναι ποιοτικά ίδια.

Μπορούμε να προχωρήσουμε τώρα στη περίπτωση της αργά περιστρεφόμενης μελανής οπής Chern-
Simons που εξάγαμε στα προηγούμενα. Χρησιμοποιώντας την παραπάνω ανάλυση, μπορεί κανείς
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άμεσα να βρει ότι το ενεργό δυναμικό τροποποιείται και δίνεται μέσω της σχέσης

Veff (r, θ) = V K
eff (r, θ) +

Lzaw(r)

r2
. (2.50)

όπου το V K
eff (r, θ) είναι το ενεργό δυναμικό της αργά περιστρεφόμενης Kerr.

Εφόσον οι διορθώσεις της γεωμετρίας w(r) εμφανίζονται στο ενεργό δυναμικό (2.50) αναμένου-
με να δούμε μία ποιοτικά διαφορετική συμπεριφορά στις γεωδαισιακές των σωματιδίων καθώς η

παράμετρος γ αυξάνει. Προς αυτό το σκοπό, θα σχεδιάσουμε τα διαγράμματα του ενεργού δυ-
ναμικού και τις αντίστοιχες καμπύλες μηδενικής ταχύτητας για αυξανόμενα γ. Στις εικόνες 2.4
- 2.6 παρουσιάζονται τα εν λόγω αποτελέσματα για θετικές και αρνητικές τιμές της στροφορμής

του σωματιδίου. Παρατηρούμε μία εντελώς καινούρια συμπεριφορά στην περίπτωση του γ = 2. Το
ενεργό δυναμικό αποκτά μία απωστική συμπεριφορά για αντίθετα περιστρεφόμενες γεωδαισιακές

κοντά στον ορίζοντα και εμφανίζει ένα καινούριο τοπικό ελάχιστο, που συνεπάγεται μία καινούρια

οικογένεια ευσταθών τροχιών. Η εν λόγω απωστική φύση του ενεργού δυναμικού δημιουργεί

φαινόμενα σκέδασης σωματιδίων που πλησιάζουν πολύ κοντά τον ορίζοντα. Συνεπώς, αντίθετα

περιστρεφόμενες τροχιές δεν μπορούν να πέσουν στη μελανή οπή. Τονίζουμε στο σημείο αυτό ότι

η εξαγωγή των παρακάτω διαγραμμάτων (όπου η παράμετρος γ ≥ 1) είναι εφικτή μόνο αν κανείς
συνυπολογίσει κατά βάση όλες τις διορθώσεις που εξάγαμε στα προηγούμενα. Για να κατασκευ-

άσουμε τα εν λόγω διαγράμματα, υπογίσαμε τη συνεισφορά αρκετών διορθώσεων ώστε το πιθανό

σφάλμα από τις υψηλότερες διορθώσεις να είναι ελάχιστο. Τονίζουμε επίσης ότι ο εν λόγω υπολο-

γισμός είναι εφικτός διότι το ανάπτυγμα (2.24) που δίνει τις διορθώσεις της γεωμετρίας συγκλίνει,

όπως αποδείξαμε στο παράρτημα Γʹ
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Σχήμα 2.4: Το ενεργό δυναμικό στον ισημερινό για χρονοειδείς γεωδαισιακές στην περίπτωση της

αργά περιστρεφόμενης μελανής οπής Chern-Simons. (γ = 0.5, a = 0.1)
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Σχήμα 2.5: Το ενεργό δυναμικό στον ισημερινό για χρονοειδείς γεωδαισιακές στην περίπτωση της

αργά περιστρεφόμενης μελανής οπής Chern-Simons. (γ = 1, a = 0.1)
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Σχήμα 2.6: Το ενεργό δυναμικό στον ισημερινό για χρονοειδείς γεωδαισιακές στην περίπτωση της

αργά περιστρεφόμενης μελανής οπής Chern-Simons. (γ = 2, a = 0.1)

Η εν λόγω καινούρια συμπεριφορά μπορεί να επιβεβαιωθεί και από το ακόλουθο διάγραμμα CZV
, όπου έχουμε την εμφάνιση καινούριων σημείων καμπής κοντά στον ορίζοντα. Στην εικόνα 2.7,

παρατηρούμε παρεμφερής συμπεριφορά με την αργά περιστρεφόμενη Kerr μακριά από τον ορίζοντα,
αλλά κοντά στον ορίζοντα έχουμε μία νέα περιοχή που αποτρέπει τα σωματίδια να πέσουν στη

μελανή οπή. Στο [189], οι συγγραφείς μελέτησαν διεξοδικά το ενεργό δυναμικό της μετρικής Kerr
για τη περίπτωση της μελανής οπής, της κρίσιμης μελανής οπής (extremal black hole) και για
τη περίπτωση της γυμνής μοναδικότητας (naked singularity). Η περίπτωση της κρίσιμης Kerr
περιγράφει μία ισχυρά περιστρεφόμενη μελανή οπή. Εφόσον η Kerr αποτελεί λύση κενού και δεν
υπάρχουν πεδία ύλης συζευγμένα με τη βαρύτητα, μία ισχυρά περιστρεφόμενη γεωμετρία μελανής

οπής θα αντιστοιχεί πάντα σε ένα ισχυρά περιστρεφόμενο ορίζοντα γεγονότων. Στην κρίσιμη
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περίπτωση, το ενεργό δυναμικό που βρήκαν είχε μία παρεμφερή συμπεριφορά με τη περίπτωση του

γ = 2 που μελετάμε. Συγκεκριμένα, η απωστική φύση του δυναμικού που παρουσιάσαμε παραπάνω
εμφανίζεται και στην περίπτωση της κρίσιμης Kerr , όπου τα αντίθετα περιστρεφόμενα σωματίδια
με τη μελανή οπή σκεδάζονται κοντά στον ορίζοντα. Επομένως, το εν λόγω φαινόμενο φαίνεται

να σχετίζεται με μία ισχυρά περιστρεφόμενη περιοχή. ΄Οπως θα δείξουμε παρακάτω, αυτό ισχύει

και στη δική μας περίπτωση όπου ο χωρόχρονος παραμένει αργά περιστρεφόμενος όπως προκύπτει

από την στροφορμή Komar , αλλά η δομή της γεωμετρίας περιγράφεται από ισχυρά περιστρεφόμενα
αυτοτελή στοιχεία, ήτοι το αξιόνιο και το βαρυτικό πεδίο που είναι συζευγμένα μεταξύ τους μέσω του

Chern-Simons. Προς απόδειξη αυτών, θα προβούμε στη μελέτη της κατανομής της στροφορμής του
χωρόχρονου και των συνεισφορών που προκύπτουν από το αξιόνιο κοντά στον ορίζοντα γεγονότων

για συνθήκες ισχυρής σύζευξης, ώστε να εξηγήσουμε περαιτέρω την εν λόγω συμπεριφορά.
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Σχήμα 2.7: Καμπύλες μηδενικής ταχύτητας για χρονοειδείς γεωδαισιακές στην περίπτωση της αργά

περιστρεφόμενης μελανής οπής Chern-Simons. (γ = 2, a = 0.1)

2.6 Η κατανομή της στροφορμής στην τοπική λύση Chern-
Simons

Ακολουθώντας τον γνωστό φορμαλισμό των [190], συνεχίζουμε με τον αναλυτικό υπολογισμό της

στροφορμής του ορίζοντα γεγονότων της λύσης μας. Υπενθυμίζουμε ότι, όπως όλα τα διανύσματα

Killing , το διάνυσμα Killing που περιγράφει τις ισομετρίες ισομορφικές στη U(1), ήτοι το ξ = ∂ϕ,
ικανοποιεί την ταυτότητα

∇β∇βξα = −Rα
βξ

β , (2.51)

όπου Rα
β είναι ο τανυστής Ricci. Ολοκληρώνουμε την παραπάνω σχέση πάνω σε μία υπερεπιφάνεια

S, που μας δίνει ότι ∫
S
dΣα∇β∇βξα = −

∫
S
dΣαR

α
βξ

β . (2.52)

Ο τανυστής ∇αξβ , μέσω της εξίσωσης Killing , είναι αντισυμμετρικός, που σημαίνει ότι το ολο-
κλήρωμα του αριστερού μέλους της εξίσωσης μπορεί να γίνει πάνω σε μία διδιάστατη επιφάνεια,

ήτοι πάνω στο ∂S του S ∫
∂S
dΣαβ∇αξβ = −

∫
S
dΣαR

α
βξ

β . (2.53)

Επιλέγουμε την υπερεπιφάνεια S ως το εξωτερικό της μελανής οπής. Επομένως, η επιφάνεια ∂S
δίνεται μέσω μίας διδιάστατης επιφάνειας στο άπειρο, ∂S∞, και της διδιάστατης επιφάνειας στον
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ορίζοντα γεγονότων H. Συνεπώς, το αριστερό μέλος της παραπάνω σχέσης ξαναγράφεται ως∫
∂S
dΣαβ∇αξβ =

∫
∂S∞

dΣαβ∇αξβ +

∫
H
dΣαβ∇αξβ . (2.54)

Προφανώς το ολοκλήρωμα στο άπειρο αντιστοιχεί στο ολοκλήρωμα Komar, που μας δίνει τη συ-
νολική στροφορμή J από μετριέται στο άπειρο. Λύνοντας την (2.53) ως προς το J , βρίσκουμε

J = − 1

8π

∫
H
dΣαβ∇αξβ − 1

8π

∫
S
dΣαR

α
βξ

β . (2.55)

Μέσω τώρα των βαρυτικών εξισώσεων κίνησης (2.6), ο τανυστής Ricci μπορεί να ξαναγραφεί μέσω
του τανυστή ενέργειας ορμής που μας δίνει ότι

J = − 1

8π

∫
H
dΣαβ∇αξα −

∫
S
dΣα

(
Tα

β − 1

2
δαβT

)
ξβ . (2.56)

όπου ο Tµν περιγράφει τον συνολικό τανυστή ενέργειας ορμής (μαζί με τον τανυστή Cotton). Οι
παραπάνω όροι μπορούν να αναγνωριστούν ως δύο συνεισφορές της στροφορμής όπως μετριούνται

στο άπειρο. Η πρώτη συνεισφορά είναι απλά η στροφορμή του ορίζοντα της μελανής οπής,

JH = − 1

8π

∫
H
dΣαβ∇αξα , (2.57)

ενώ η δεύτερη συνεισφορά είναι η στροφορμή της ύλης έξω από τον ορίζοντα:

JM = −
∫
S
dΣα

(
Tα

β − 1

2
δαβT

)
ξβ . (2.58)

Προφανώς, αν δεν υπήρχε κάποια τροποποίηση της βαρυτικής θεωρίας, (Tµν = 0), η μοναδική
συνεισφορά έρχεται από τον ορίζοντα της μελανής οπής και η συνολική στροφορμή είναι ίδια με την

στροφορμή του ορίζοντα, δηλαδή J = JH . Αυτή είναι κ η περίπτωση της λύσης Kerr , όντας λύση
κενού.

Για να υπολογίσουμε τις δύο συνεισφορές, (2.57) και (2.58), πρέπει πρώτα να ορίσουμε το επι-

φανειακό στοιχείο ολοκληρωσης dΣαβ . Οι επιφάνειες που κατασκευάζουν το ∂S ορίζονται μέσω
των t = c1 και r = c2 όπου c1 και c2 σταθερές. Αποφύγαμε να χρησιμοποιήσουμε φωτοειδή
(null ) διανύσματα προς διευκόλυνση πράξεων αφού το αποτέλεσμα είναι το ίδιο. Εξάγουμε τα
δύο κάθετα one-forms nµ = n0∂µt και σµ = σ0∂µr, όπου n0 και σ0 σταθερές κανονικοποίη-
σης. Η n0 επιλέγεται έτσι ώστε nµn

µ = −σµσµ = −1. Σε τάξη O(a), οι σχέσεις αυτές δίνουν
n0 = 1/σ0 = ±

√
1− 2M/r. Για να έχουμε μελλοντικές και εξερχόμενες κατευθύνσεις στα δια-

νύσματα, πρέπει να επιλέξουμε n0 < 0 και σ0 > 0, δηλαδή

nµ = −
√

1− 2M

r
∂t ,

σµ =
1√

1− 2M
r

∂r .
(2.59)

Μέσω των εν λόγω διανυσμάτων το στοιχείο ολοκλήρωσης δίνει από τη σχέση dΣαβ =
√
g(2)nασβd

2x,

όπου g(2) το στοιχείο όγκου της διδιάστατης επαγόμενης (induced) μετρικής,
√
g(2) = r2 sin θ. Ο

υπολογισμός ∇αξβ = gαµΓβ
µϕ μας δίνει το αποτέλεσμα ότι

JH = − 1

8π

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dϕr2 sin θ nµσνg

µαΓν
αϕ . (2.60)
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Χρησιμοποιώντας τώρα τη λύση για τη μετρική της θεωρίας μας, βρίσκουμε ότι

nµσνg
µαΓν

αϕ =
sin2(θ)(−6M − 2rw(r) + r2w′(r))a

2r2
.

Εκτελώντας την ολοκλήρωση της (2.60), έχουμε το αποτέλεσμα

J =

[
1 +

2rw(r)− r2w′(r)

6M

]
Ma . (2.61)

Παίρνοντας τώρα το όριο r → +∞, εξάγουμε τη σωστή μορφή της στροφορμής όπως δίνεται από
το ολοκλήρωμα Komar , που είναι προφανές ότι μας δίνει J =Ma, αφού το w και το w′

μειώνονται

πιο γρήγορα από r2, κάτι το οποίο είναι αυτοσυνεπές με τον αρχικό υπολογισμό της μετρικής στα
πρώτα υποκεφάλαια. Από την άλλη, επιλέγοντας τον ορίζοντα γεγονότων, r = 2M , βρίσκουμε τη
στροφορμή του ορίζοντα να δίνεται από τη σχέση

JH =

[
1 +

2rw(r)− r2w′(r)

6M

]
r=2M

Ma . (2.62)

Για τη στροφορμή του αξιονίου βρίσκει κανείς απευθείας τη σχέση:

JM = −
∫
d3xn0

√
g(3)T t

ϕ , (2.63)

όπου g(3) είναι η ορίζουσα της τριδιάστατης επαγόμενης μετρικής της υπερεπιφάνειας t = const

που δίνεται από

√
g(3) = r2 sin θ/

√
1− 2M/r. Επομένως,

JM = 2π

∫ π

0
dθ sin θ

∫ +∞

2M
r2T t

ϕ . (2.64)

Αντικαθιστώντας το T t
ϕ σε τάξη O(a) και εκτελώντας τις αντίστοιχες ολοκληρώσεις έχουμε

JM =
a

6

∫ +∞

2M

[
2w(r)− r2w′′(r)

]
dr . (2.65)

Το εσωτερικό του ολοκληρώματος μπορεί να ξαναγραφεί ως

2w(r)− r2w′′(r) = − d

dr

(
r2w′(r)− 2rw(r)

)
, και εφόσον r2w′, rw(r) → 0, όταν το r → +∞, έχουμε το τελικό αποτέλεσμα

JM = −
[
2rw(r)− r2w′(r)

6M

]
r=2M

Ma . (2.66)

Συνεπώς, όπως αναμενόταν, οι σχέσεις (2.62) και (2.66) μας δίνουν τη συνολική στροφορμή

J = JH + JM =Ma . (2.67)

Το βασικό αποτέλεσμα των παραπάνω είναι ότι η συνολική στροφορμή Komar είναι πάλι ίση με
Ma, όπως είναι στη περίπτωση της Kerr, αλλά στη δική μας περίπτωση υπάρχει μία μη-τετριμμένη
εσωτερική δομή που ορίζεται από τη στροφορμή του ορίζοντα και του αξιονίου. Το αξιόνιο επι-

δρά στη μετρική της μελανής οπής επιβάλλοντας περιστροφή, που συμφωνεί με το γεγονός ότι ο

χωρόχρονος πρέπει να περιστρέφεται για να έχει το αξιόνιο δυναμική. Θυμίζουμε ότι για σφαιρικά
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συμμετρικές γεωμετρίες, RCS = 0 και το αξιόνιο δεν έχει δυναμική. Επιπροσθέτως, όπως προανα-
φέρθηκε, η παράμετρος γ, που εμφανίζεται στις διορθώσις w(r) αποτελεί μέτρο του πόσο ισχυρή
είναι η παραμόρφωση της γεωμετρίας. ΄Οσο αυξάνεται η παραμόρφωση, δηλαδή όσο αυξάνεται το

γ (που σημαίνει μελανές οπές μικρότερης μάζας), η στροφορμή της μελανής οπής αλλάζει. Το αξι-
όνιο αποκτά στροφορμή με τέτοιο τρόπο ώστε η συνολική στροφορμή να στο άπειρο να παραμένει

σταθερή και ίση με την περίπτωση της Kerr. ΄Ομως, όσο αυξάνεται το γ μέχρι μία κρίσιμη τιμή γc,
η στροφορμή του ορίζοντα μικράίνει, όπου στη κρίσιμη περίπτωση ο ορίζοντας δεν περιστρέφεται!

Μετά την τιμή αυτή, ο ορίζοντας αρχίζει να περιστρέφεται στην αντίθετη κατεύθυνση με αυξανόμε-

νο μέτρο (καθώς το γ αυξάνει). Επομένως, το μέτρο του κάθε στοιχείου της στροφορμής, μπορεί
εν γένει να πάρει μεγάλες τιμές, αλλά η συνολική στροφορμή του χωρόχρονου, όπως τη μετράει

ένας παρατηρητής στο άπειρο, παραμένει μικρή και αυτοσυνεπής με την προσέγγιση πρώτης τάξης

στην παράμετρο στροφορμής a.

Μπορεί κανείς να καταλάβει την εν λόγω συμπεριφορά έχοντας υπόψιν δύο αντικρουόμενα συστήμα-

τα· το χωρόχρονο κενού (λύση αργά περιστρεφόμενης Kerr) και το αξιόνιο που είναι συζευγμένο
στον όρο Chern-Simons. ¨Σβήνοντας’ τη σύζευξη, το σύστημα επιστέφει πίσω στη μετρική Kerr.
΄Οσο η σύζευξη είναι ενεργή, το αξιόνιο αποκτάει δυναμική και το βαθμωτό φορτίο του είναι απλά η

στροφορμή του συστήματος. Λόγω της μορφής της λύσης, το αξιόνιο τείνει να περιστρέψει την με-

λανή οπή αντίστροφα. ΄Οταν η σύζευξη γίνει αρκετά ισχυρή, ο ορίζοντας γεγονότων περιστρέφεται

αντίστροφα ως προς την μετρούμενη στροφορμή Komar, όπως δείχνουμε στην εικόνα 2.8. Αυτό
είναι ουσιαστικά η άμεση συνέπεια της ανταλλαγής ενέργειας μεταξύ βαρυτικού πεδίου και αξιονίου.
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Σχήμα 2.8: Η συνολική στροφορμή του συστήματος με τα αντίστοιχα στοιχεία της γεωμετρίας. Η

φθίνουσα γραμμή αντιστοιχεί στην στροφορμή του ορίζοντα γεγονότων, η άυξουσα γραμμή αντι-

στοιχεί στη στροφορμή του αξιονίου ενώ η σταθερή γραμμή αντιστοιχεί στη συνολική στροφορμή

της μελανής οπής.

2.7 Σκουληκότρυπες από ταίριασμα γεωμετριών στη θεω-

ρία Chern-Simons

Συνεχίζουμε με το πρόβλημα των τοπικών λύσεων στη θεωρία Chern-Simons προς την κατασκευή
λύσεων σκουληκότρυπας [191, 192]. Θα ακολουθήσουμε το μηχανισμό ταιριάσματος γεωμετρι-

ών (junctioning procedure )[188, 193, 194, 195, 196] μέσω του φορμαλισμού λεπτού κελύφους.
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Επιθυμούμε να εξάγουμε την επίδραση του τανυστή Cotton , υπεύθυνο για την παραβίαση των
ενεργειακών συνθηκών, πάνω στο λεπτό κέλυφος και να ελέγξουμε κατά πόσο τέτοιου είδους

γεωμετρίες στη θεωρία είναι εφικτές. Για το λόγο αυτό, θα ξεκινήσουμε με μία παρουσίαση του

μηχανισμού και θα παρουσιάσουμε στο τέλος τα αποτελέσματα μας.

Ο μηχανισμός ταιριάσματος γεωμετριών υποθέτει ότι ο χωρόχρονος της θεωρίας, V, μπορεί να δια-
χωριστεί από μία εμβαπτισμένη επιφάνεια Σ σε δύο περιοχές, V+

και V−
. Ονομάζουμε την μετρική

της περιοχής V±
ως g±µν και εισάγουμε συντεταγμένες x

α
±. Κατά αντιστοιχία, εισάγουμε στις δύο

πλευρές του Σ συντεταγμένες yi, όπου i = (0, 1, 2). Επιθυμούμε να βρούμε τις συνθήκες που
πρέπει να ισχύουν στις δύο περιοχές του χωρόχρονου, V±

, για να επιβεβαιώσουμε ότι η ένωση των

δύο γεωμετριών g+ και g− οδηγεί σε μία καλώς ορισμένη λύση των βαρυτικών εξισώσεων κίνησης.
Θεωρούμε ότι οι συντεταγμένες yi μπορούν να εισαχθούν και στις δύο πλευρές της υπερεπιφάνειας
και διαλέγουμε nµ να περιγράφει το μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο στο Σ με κατεύθυνση από το V−

στο V+
. Θα υποθέσουμε επίσης την ύπαρξη ενός συνεχούς συστήματος συντεταγμένων xµ, ξε-

χωριστο των xµ±, το οποίο μπορεί να χρησιμοποιηθεί τοπικά στις δύο πλευρές της υπερεπιφάνειας.
Προφανώς, οι συντεταγμένες αυτές επικαλύπτυνται από τις xµ± σε μία ανοιχτή περιοχή των V±

που

περιέχει το Σ.

Στην παρακάτω ανάλυση, το σύστημα συντεταγμένων xµ θα χρησιμοποιηθεί μόνο ποιοτικά για
την εξαγωγή των συνθηκών ταιριάσματος. Θεωρούμε ότι ένα σύνολο γεωδαισιακών (geodesic
congruence) μπορεί να τέμνει την υπερεπιφάνεια Σ κάθετα. Για το λόγο αυτό, ορίζουμε ως λ τον
ιδιόχρονο (ή ιδιοαπόσταση) των γεωδαισιακών και χωρίς βλάβη της γενικότητας, παραμετροποιούμε

έτσι ώστε οι γεωδαισιακές να τέμνουν την υπερεπιφάνεια στο λ = 0, έτσι ώστε το λ είναι αρνητικό
στο V−

και θετικό στο V+
. Συνεπώς, υπάρχει σημείο p ∈ V±

που περιγράφεται από τις συντε-

ταγμένες xµ που συνδέεται με την Σ μέσω κάποιας γεωδαισιακής, ενώ το λ(xµ) περιγράφει τον
ιδιόχρονο (ή ιδιοαπόσταση) από το Σ στο p πάνω στην εν λόγω τροχιά. Επομένως, μία οποιαδήποτε
μετατόπιση από την υπερεπιφάνεια μέσω κάποιας από τις γεωδαισιακές περιγράφεται φορμαλιστικά

από τη σχέση

nµ =
dxµ

dλ
=⇒ nµ = ϵ∂µλ =⇒ ∂µ = ϵnµ∂λ , (2.68)

όπου το nµ είναι κανονικοποιημένο στο nµn
µ = ϵ = ±1. Για να εκτελέσουμε το ταίριασμα των V+

και V−
μέσω της Σ, θα χρειαστεί να χρησιμοποιήσουμε τον φορμαλισμό των κατανομών. Συγκεκρι-

μένα, τη συνάρτηση κατανομής Heaviside μέσω του Θ(λ), για την οποία ισχύει ότι ∂λΘ(λ) = δ(λ),
όπου δ(λ) είναι η συνάρτηση κατανομής Dirac. Μέσω του εν λόγω φορμαλισμού θα εκφράζουμε
μία οποιαδήποτε ποσότητα A ως

A(x) = A+(x+)Θ(λ) +A−(x−)Θ(−λ) , (2.69)

όπου οι δείκτες ± υποδεικνύουν την τιμή του A στις περιοχές V±
αντιστοίχως. Η ασυνέχεια του

A πάνω στο Σ περιγράφεται από τη σχέση

[A] = A(V+)|Σ −A(V−)|Σ . (2.70)

Τέλος, εφαρμόζουμε τις συνθήκες

[nµ] = [eµi ] = 0 , (2.71)

όπου eµi =
∂xµ

∂yi
είναι ο τελεστής pullback που εκτελεί την απεικόνιση V± → Σ. Η σχέση [nµ] = 0

προκύπτει απευθείας από την (2.68), καθώς το σύστημα συντεταγμένων xµ είναι συνεχές στην
Σ, ενώ η σχέση [eµi ] = 0 προκύπτει από το γεγονός ότι η Σ περιγράφεται από το ίδιο σύστημα
συντεταγμένων yi και στις δύο πλευρές. Χρησιμοποιώντας τα παραπάνω, μπορούμε να αρχίσουμε
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να εξάγουμε τις συνθήκες ταιριάσματος γεωμετριών. Ξεκινάμε με τη μετρική του χωρόχρονου V
που εκφράζεται ως

gµν = g+µνΘ(λ) + g−µνΘ(−λ) , (2.72)

ενώ η παράγωγος δίνεται από

∂ρgµν = ∂+ρ g
+
µνΘ(λ) + ∂−ρ g

−
µνΘ(−λ) + ϵnρδ(λ)[gµν ] . (2.73)

Κατά την εξαγωγή των βαρυτικών τανυστών, γνωρίζουμε ότι θα έχουμε όρους της μορφής (∂g)2,
που θα παράγουν όρους δ2(λ), οι οποίοι γνωρίζουμε από βασική θεωρία κατανομών ότι δεν είναι
καλώς ορισμένοι. Αυτό σημαίνει ότι πρέπει να επιβάλλουμε τη συνθήκη

[gµν ] = 0 , (2.74)

που είναι η πρώτη συνθήκη ταιριάσματος. Θυμίζουμε ότι η μετρική μπορεί να γραφεί μέσω της

σχέσης gµν = hµν + ϵnµnν , όπου hµν είναι η πρώτη θεμελιώδης μορφή της υπερεπιφάνειας εκ-
φρασμένη στο σύστημα συντεταγμένων xµ. Μπορούμε λοιπόν να εξάγουμε ότι η πρώτη συνθήκη
ταιριάσματος (2.74), οδηγεί μέσω της (2.71) στη σχέση [gµν ] = [hµν ]. Χρησιμοποιώντας του
τελεστές pullback , μέσω των οποίων έχουμε ότι hij = hµνe

µ
i e

ν
j , εξάγουμε το αποτέλεσμα

[hij ] = 0 . (2.75)

Τονίζουμε στο σημείο αυτό ότι, ως γενικό κανόνα, όποιαδήποτε ποσότητα A που περιγράφεται από
τη σχέση (2.69), θα παράγει ένα μη-τετριμμένο όρο [A] όταν παραγωγίζεται, του οποίου η συνέπεια
με τις βαρυτικές εξισώσεις κίνησης πρέπει να ελέγχεται καθώς συνεχίζουμε. Μέσω των σχέσεων

(2.73) και (2.74), εξάγουμε ότι τα σύμβολα Christoffel , δίνονται από την εξίσωση

Γα
βγ = Θ(λ)Γ+α

βγ +Θ(−λ)Γ−α
βγ , (2.76)

ενώ οι παράγωγοι τους δίνονται από

∂δΓ
α
βγ = Θ(λ)∂δΓ

α
+βγ +Θ(−λ)∂δΓα

−βγ + ϵδ(λ)[Γα
βγ ]nδ . (2.77)

΄Αρα, ο τανυστής Riemann δίνεται από τη σχέση

Rα
βγδ = Θ(λ)Rα

+βγδ +Θ(−λ)Rα
−βγδ + δ(λ)Rα

βγδ , (2.78)

όπου

Rα
βγδ = ϵ

(
[Γα

βδ]nγ − [Γα
βγ ]nδ

)
. (2.79)

Παρατηρούμε ότι ο τανυστής Riemann είναι καλώς ορισμένος ως κατανομή, αλλά η συνάρτηση
δ οδηγεί σε μοναδικότητα καμπυλότητας (curvature singularity ) πάνω στην Σ. Στη Γενική
Σχετικότητα, η δεύτερη συνθήκη ταιριάσματος είναι το να ακυρωθεί ο εν λόγω όρος. Στη δική

μας περίπτωση έχουμε ακόμα να υπολογίσουμε τη συνεισφορά του τανυστή Cotton . Αναφέρουμε
όμως ότι μπορεί να δωθεί μία καθαρά φυσική εξήγηση στη καινούρια μοναδικότητα που εξάγαμε.

Περιγράφει την καμπυλότητα που προκαλείται από το λεπτό κέλυφος για να επιτευχθεί το ταίρισμα

γεωμετριών και να κατασκευάσουμε τη σκουληκότρυπα, πλήρως ανάλογα με το γεγονός ότι η

συνάρτηση δ χρησιμοποιείται για να περιγράψει τον τανυστή ενέργειας ορμής σημειακού σωματιδίου.
Μία δεύτερη σημαντική σημείωση είναι ότι εφόσον ο όρος R περιγράφεται από τη διαφορά συνοχών,
έχει κάποια τανυστική μορφή. Για να την εξάγουμε, τονίζουμε ότι το γεγονός ότι η μετρική

είναι συνεχής στη Σ μέσω των συντεταγμένων xµ σημαίνει ότι οι παράγωγοι της μετρικής που
οδηγούν σε τανυστές εφαπτόμενους στην υπερεπιφάνεια είναι επίσης συνεχής. Αυτό σημαίνει ότι αν

υπάρχει κάποια οποιαδήποτε ασυνέχεια στη ποσότητα ∂γgαβ , η ασυνέχεια αυτή έχει την κατεύθυνση

32



των κάθετων διανυσμάτων nα. ΄Αρα, υπάρχει κάποιος τανυστής qαβ που περιγράφει την εν λόγω
ασυνέχεια μέσω της σχέσης

[∂γgαβ] = nγqαβ =⇒ qαβ = ϵ[∂γgαβ]n
γ . (2.80)

Χρησιμοποιώντας την παραπάνω εξίσωση, μέσω της πρώτης συνθήκης [gαβ] = 0, βρίσκουμε ότι η
ασυνέχεια των σύμβολων Christoffel δίνεται ακολούθως

[Γα
βγ ] =

1

2
(qαβnγ + qαγnβ − qβγn

α) , (2.81)

και άρα η ασυνέχεια του Riemann εκφράζεται ως

Rα
βγδ =

ϵ

2
(qαδnβnγ − qαγnβnδ − qβδn

αnγ + qβγn
αnδ) . (2.82)

Τώρα που έχουμε την τανυστική μορφή του R, μπορούμε να βρούμε και την ασυνέχεια του τανυστή
Einstein,

Gµν = G+
µνΘ(λ) +G−

µνΘ(−λ) + δ(λ)Gµν , (2.83)

όπου

Gαβ =
ϵ

2
(qµαn

µnβ + qµβn
µnα − qnαnβ − ϵqαβ − (qµνn

µnν − ϵq)gαβ) . (2.84)

Από τη μορφή του Gαβ , παρατηρούμε ότι είναι συμμετρικός, όπως αναμενόταν, και είναι επίσης

εφαπτόμενος στην Σ, καθώς Gαβn
α = 0. Μπορούμε λοιπόν να τον ξαναγράψουμε ως

Gαβ = Gijeαi e
β
j . (2.85)

Υπολογίζοντας τη παραπάνω σχέση, καταλήγουμε στη μορφή

Gij = Gαβe
α
i e

β
j

=
ϵ

2
(−ϵqαβeai e

β
j + ϵqµν(g

µν − ϵnµnν)hij)

=
1

2
(−qαβeai e

β
j + qµνh

µνhij) .

Παρατηρούμε τώρα ότι η ποσότητα qαβe
α
i e

β
j είναι απλά η ασυνέχεια της εξωτερικής καμπυλότητας

στην υπερεπιφάνεια. Πράγματι, μέσω του ορισμού της εξωτερικής καμπυλότητας

[Kij ] = [(∇αnβ)e
α
i e

β
j ]

(2.71)
= [(∇αnβ)]e

α
i e

β
j

= −
(
[Γγ

αβ]nγ

)
eαi e

β
j

(2.81)
= −

(
1

2
(qγβnα + qγαnβ − qαβn

γ)

)
nγe

α
i e

β
j

=
ϵ

2
qαβe

α
i e

β
j ,

βρίσκουμε ότι

[Kij ] =
ϵ

2
qαβe

α
i e

β
j , [K] =

ϵ

2
hmn(qαβe

α
me

β
n) . (2.86)

Τώρα, αφού Kµνn
µ = 0, δηλαδή η εξωτερική καμπυλότητα της υπερεπιφάνειας είναι εφαπτόμενη

στην υπερεπιφάνεια κατά τα γνωστά, χρησιμοποιούμε πάλι το γεγονός Kij = Kµνe
µ
i e

µ
j για τους
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εφαπτόμενους τανυστές και έχουμε ότι ο τανυστής ασυνέχειας των παραγώγων της μετρικής q είναι
απλά

qαβ =
2

ϵ
[Kαβ] , (2.87)

που οδηγεί στο αποτέλεσμα που ψάχναμε, ήτοι

Rα
βγδ = (nβnγ [K

α
δ ]− nβnδ[K

α
γ ]− [Kβδ]n

αnγ + [Kβγ ]n
αnδ) , (2.88)

και κατά συνέπεια

Gαβ = −ϵ([Kαβ]− [K]gαβ)− [K]nαnβ . (2.89)

΄Εχοντας τώρα εξάγει τους απαραίτητους βαρυτικούς τανυστές, μπορούμε να προχωρήσουμε στα

στοιχεία του τανυστή ενέργειας ορμής για τη θεωρία Chern-Simons. Θα ξεκινήσουμε με την
τετριμμένη περίπτωση του T b

µν , όπως δίνεται από την εξίσωση (2.8). Ακολουθώντας την οδηγία

της σχέσης (2.69), το αξιόνιο γράφεται υπό τη μορφή

b = b+Θ(λ) + b−Θ(−λ) . (2.90)

Προφανώς, προκειμένου ο T b
µν = ∇µb∇νb−

1

2
gµν(∇b)2 να μην εμπεριέχει όρους της μορφής δ(λ)2,

πρέπει να επιβάλλουμε ότι

∂µb = ∂+µ b
+Θ(λ) + ∂−µ b

−Θ(λ) + ϵδ(λ)[b] =⇒ [b] = 0 , (2.91)

που σημαίνει ότι το αξιόνιο είναι συνεχές πάνω στην υπερεπιφάνεια. Εύκολα εξάγει λοιπόν κανείς

ότι

Tµν = T+
µνΘ(λ) + T−

µνΘ(−λ) , (2.92)

που σημαίνει ότι ο κανονικός τανυστής ενέργειας ορμής του αξιονίου δε συνεισφέρει στη δυναμική

του λεπτού κελύφους, υπό την έννοια ότι δεν εμφανίζει όρους της μορφής δ(λ). Κατά αντιστοιχία,
στη Γενική Σχετικότητα απαιτείται η εισαγωγή (με το χέρι) μίας κατανομής ενέργεας ενός λεπτού

κελύφους για να μπορέσει κανείς να παραβιάση τη συνθήκη Gαβ = 0 και να κατασκευάσει τη
γεωμετρία σκουληκότρυπας.

Συνεχίζουμε με την ανάλυση των στοιχείων που προκύπτουν από τον τανυστή Cotton. Παρατηρο-

ύμε πρωτίστως ότι, μέσω της γνωστής σχέσης |g| = −1

4
ε̂µνρσ ε̂αβγδ gµα gνβ gργ gσδ και της πρώτης

συνθήκης (2.74), έχουμε ότι

|g| =
∣∣g+∣∣Θ(λ) +

∣∣g−∣∣Θ(−λ) , (2.93)

που σημαίνει

εµνρσ = ε+µνρσΘ(λ) + ε−µνρσΘ(−λ) . (2.94)

Για να απλοποιήσουμε τις ακόλουθες πράξεις, ξαναγράφουμε τον τανυστή Cotton ως

Cµν = ∇αD
α
µν , (2.95)

μέσω του ορισμού

Dα
µν =

(
−∂

ξb

2
(R̃α

µξν + R̃α
νξµ)

)
, (2.96)

όπου μέσω των παραπάνω σχέσεων βρίσκουμε απευθείας ότι ο δυικός Riemann είναι απλά ο

R̃α
µξν = Θ(λ)R̃α

+µξν +Θ(−λ)R̃α
−µξν + δ(λ)Rα

µγδε
γδ
ξν . (2.97)
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Η ποσότητα της σχέσης (2.96) που ορίσαμε μπορεί να ξαναγραφεί τώρα υπό τη μορφή:

Dα
µν = Dα

+µνΘ(λ) +Dα
−µνΘ(−λ) + δ(λ)

(
−∂

ξb

2
Rα

µγδε
γδ
ξν + (µ↔ ν)

)
. (2.98)

Από τη στιγμή που ο Cotton είναι απλά η απόκλιση του Dα
µν , οι υπολογισμοί θα επιφέρουν

προβληματικά στοιχεία της μορφής ∂λδ(λ). Για τον λόγο αυτό, πρέπει να επιβάλλουμε ότι(
−∂

ξb

2
Rα

µγδε
γδ
ξν + (µ↔ ν)

)
= 0 . (2.99)

Υπολογίζοντας τώρα την απόκλιση του Dα
µν για να εξάγουμε τον Cotton στη χωρισμένη γεωμε-

τρία, έχουμε το αποτέλεσμα

Cµν = C+
µνΘ(λ) + C−

µνΘ(−λ) + ϵδ(λ)nα[D
α
µν ] = C+

µνΘ(λ) + C−
µνΘ(−λ) + δ(λ)Cµν , (2.100)

Τέλος, υπολογίζουμε τον όρο Cµν , μέσω της ασυνέχειας του D,

[Dαµν ] = Dαµν
+ |Σ −Dαµν

− |Σ

=

(
−∂+β b

+

2
R̃αµβν

+ +
−∂+β b

+

2
R̃ανβµ

+ −
−∂−β b

−

2
R̃αµβν

− −
−∂−β b

−

2
R̃ανβµ

−

)
|Σ

= −1

2

[
∂βb R̃

αµβν
]
− 1

2

[
∂βb R̃

ανβµ
]
,

όπου μέσω της εξίσωσης [nα] = 0, καταλήγουμε στη σχέση

Cµν = −1

2

[
∂βb R̃α

µβνnα

]
− 1

2

[
∂βb R̃α

νβµnα

]
. (2.101)

Παρατηρούμε ότι σε αντίθεση με τον Gµν , ο Cµν δεν είναι εφαπτόμενος στην υπερεπιφάνεια. Συ-

γκεκριμένα,

Cµνn
µ = −1

2

[
∂βb R̃α

νβµn
µnα

]
, Cµνn

ν = −1

2

[
∂βb R̃α

µβνn
νnα

]
.

Χρησιμοποιώντας τις συμμετρίες του δυικού Riemann, ο μοναδικός τρόπος ο Cµν να είναι εφα-

πτόμενος στην υπερεπιφάνεια είναι να ισχύει ότι ∂βb = f(x)nβ , δηλαδή η παράγωγος του αξιονίου
είναι παράλληλη με το κάθετο διάνυσμα, κάτι το οποίο είναι αδύνατο αφού το αξιόνιο έχει επίσης

γωνιακή εξάρτηση. Επομένως, πρέπει να εισάγει κανείς ένα λεπτό κέλυφος με μη τετριμμένο τα-

νυστή ενέργειας ορμής για να ικανοποιηθούν οι βαρυτικές εξισώσεις κίνησης, αφού δεν υπάρχει

κάποιος τρόπος να ακυρώσουμε τα κάθετα στοιχεία του Cµν . Καταλήγουμε λοιπόν ότι οι βαρυτικές

εξισώσεις στο κέλυφος δίνονται από τη σχέση

Gµν − 4Aκ2Cµν = κ2Sµν , (2.102)

όπου Sµν είναι ο τανυστής ενέργειας ορμής του κελύφους.

Μπορούμε πλέον να προχωρήσουμε στην κατασκευή της γεωμετρίας σκουληκότρυπας μέσω του

φορμαλισμού λεπτού κελύφους στη περίπτωση των αξιονικών μελανών οπών που εξάγαμε. Οι

μετρικές σε κάθε πολλαπλότητα V±
δίνονται για την περίπτωση της αγά περιστρεφόμενης μελανής

οπής Chern-Simons ως,

ds2± = −f±dt2±+
dr2±
f±

−2r2± sin2 θ±a±W±dt±dϕ±+r
2
±dΩ

2
± = −f±dt2±+

dr2±
f±

+r2±dθ
2
±+r

2
± sin2 θ±(dϕ±−a±W±dt±)

2
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όπου η δεύτερη ισότητα προέκυψε από το γεγονός ότι οι διορθώσεις O(a2) αγνοοούνται στην
προσέγγιση μας. Για να απλοποιήσουμε τις πράξεις, θα χρησιμοποιήσουμε τη μετρική σε ένα

περιστρεφόμενο σύστημα αναφοράς μέσω του μετασχηματισμού

dψ = dϕ− aW (R)dt , (2.103)

που δίνει ότι

ds2± = −f±dt2± +
dr2±
f±

+ r2±dθ
2
± + r2± sin2 θ±(dψ± − a±∆W±dt±)

2 , (2.104)

όπου ∆W = W (r) −W (R). Επομένως, οι συντεταγμένες xµ± είναι οι (t, r, θ, ψ)±. Θεωρούμε
τώρα την απεικόνιση εμβάπτισης στην υπερεπιφάνεια Σ, t± = T±(τ), r± = R±(τ), όπου τ είναι ο
ιδιόχρονος ενός παρατηρητή που κινείται μαζί με την υπερεπιφάνεια. Τότε, οι αντίστοιχες induced
μετρικές δίνονται από

ds2−|Σ = −

[
F (R−)Ṫ

2
− −

Ṙ2
−

F (R−)

]
dτ2 +R2

−(τ)dΩ
2 , (2.105)

ds2+|Σ = −

[
F (R+)Ṫ

2
+ −

Ṙ2
+

F (R+)

]
dτ2 +R2

+(τ)dΩ
2 , (2.106)

όπου F± = 1 − 2M/R±(τ) και η τελεία υποδεικνύει παραγώγιση ως προς τον ιδιόχρονο τ . Για
να εκτελέσουμε το ταίριασμα των δύο μετρικών, θέτουμε τη μετρική hij της υπερεπιφάνειας στη
μορφή

ds2Σ = −dτ2 +R2(τ)dθ2 +R2(τ) sin2 θdψ2 , (2.107)

που σημαίνει προφανώς ότι οι συντεταγμένες yi της υπερεπιφάνειας είναι οι (τ, θ, ψ) όπου θ = θ+ =
π − θ−. Για να ταιριάξουμε τις δύο μετρικές πάνω στην Σ, έχουμε τώρα ότι R+ = R− = R για
την ακτίνα του λαιμού, ενώ το Ṫ± ικανοποιεί τη σχέση

F±Ṫ± = β± =
√
Ṙ2

± + F± . (2.108)

Θεωρούμε επίσης ότι οι δύο μελανές οπές είναι ίδιας μάζας, που μας δίνει απευθείας ότι F+ =
F− =⇒ T+ = T− =⇒ β+ = β−. Τονίζουμε ότι επειδή το σύστημα αναφορά της κάθε
γεωμετρίας είναι περιστρεφόμενο, δεν μπορούμε (ακόμα) να ορίσουμε τη στροφορμή της κάθε

μελανής οπής στη περιοχή της υπερεπιφάνειας.

Χρειάζομαστε ακόμα να υπολογίσουμε τους τελεστές pullback, eµi και τα μοναδιαία one-forms, nµ.
Για το λόγο αυτό, αναφέρουμε ότι η τετραταχύτητα ενός παρατηρητή που κινείται μαζί με το λαιμό

της σκουληκότρυπας δίνεται από τη σχέση

eµτ =

(
β

F
, Ṙ, 0, 0

)
. (2.109)

Αυτό σημαίνει ότι ο παρατηρητής που κινείται μαζί με την υπερεπιφάνεια έχει μηδενική ταχύτητα

κατά τη διεύθυνση ψ, όπως αναμενόταν. Αντίστοιχα, το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα δίνεται από τη
σχέση

n±µ = ±
(
−Ṙ, β

F
, 0, 0

)
. (2.110)
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Τονίζουμε για τη συνέπεια των πράξεων ότι και οι δύο συνθήκες nµe
µ
τ = 0, nµn

µ = 1 ικανο-
ποιούνται. Μέσω των δύο τελευταίων σχέσεων έχουμε ότι η εξωτερική καμπυλότητα της υπερεπι-

φάνειας, που υπολογίζεται από τη σχέση K±
ij = −n±α

(
∂2xα

∂yi∂yj
+ Γα

βγ

∂xβ

∂yi
∂xγ

∂yj

)
είναι η

K±
ij = ±

 − β̇

Ṙ
0 −a±R2 sin2 θW ′

2

0 Rβ 0

−a±R2 sin2 θW ′

2 0 R sin2 θβ

 (2.111)

όπου ο τόνος υποδεικνύει παραγώγιση ως προς το R.

Για να υπολογίσουμε τώρα τη συνεισφορά του τανυστή Cotton στην υπερεπιφάνεια, πρέπει πρώτα να

εξάγουμε τη ποσότητα, −1

2
∂βbR̃α

µβνnα+(µ↔ ν), σε κάθε χωρόχρονο και μετά να υπολογίσουμε

τη διαφορά πάνω στην Σ. Υπενθυμίζουμε όμως ότι η λύση του αξιονίου είναι της μορφής

b± = a±Au± cos θ± , (2.112)

όπου u περιγράφει την ακτινική εξάρτηση. Για να ισχύει όμως ότι [b] = 0, δηλαδή το αξιόνιο είναι
συνεχές στο λαιμό, βρίσκουμε απευθείας ότι

a+ = −a− , (2.113)

εφόσον ισχύει ότι θ+ = π − θ−, που σημαίνει ότι οι δύο μελανές οπές περιστρέφονται αντίθε-
τα. Η συγκεκριμένη συνθήκη έχει ήδη αναφερθεί σε προηγούμενες δουλειές ταιριάσματος περι-

στρεφόμενων γεωμετριών, [197, 198]. Ο λόγος στη δική μας περίπτωση όμως είναι διαφορετικής

προέλευσης. Η συνθήκη της αντίθετης περιστροφής για τη κάθε μελανή οπή πρέπει να επιβληθεί

εκ των προτέρων προκειμένου το αξιόνιο να μην έχει ασυνέχειες στο λαιμό. Τονίζουμε ότι σε

ένα υψηλότερα περιστρεφόμενο σύστημα, όπου θα είχαμε όρους O(an), n > 1, το αξιόνιο θα
είχε εξάρτηση από πολυώνυμα Legendre υψηλότερης τάξης. Αυτό θα σήμαινε ότι το αποτέλεσμα
του [b] =⇒ a+ = −a− μπορεί να παύει να ισχύει. Κάτω από την εν λόγω συνθήκη λοιπόν,
επιβεβαιώνουμε ότι η συνεισφορά του τανυστή Cotton στην υπερεπιφάνεια μηδενίζεται ταυτοτικά,

Cµν = 0 . (2.114)

Οπότε, θεωρώντας την εισαγώγη ενός λεπτού κελύφους για την κατασκευή σκουληκότρυπας,

βρίσκουμε μέσω των εξισώσεων της (2.102) ότι το λεπτό κέλυφος περιγράφεται από τον τανυ-

στή ενέργειας ορμής

Sij = − ϵ

κ2
([Kij ]− [K]hij) , (2.115)

που είναι ακριβώς το ίδιο αποτέλεσμα με την περίπτωση της Γενικής Σχετικότητας. Υπολογίζοντας

τα στοιχεία του, βρίσκουμε ότι

Sij =
−ϵ
κ2


4 β
R 0 0

0 −R2
(
2β
R + 2β̇

Ṙ

)
0

0 0 −R2 sin2 θ
(
2β
R + 2β̇

Ṙ

)
 (2.116)

λόγω του ότι οι δύο μελανές οπές περιστρέφονται αντίστροφα. Καταλήγουμε ότι δεν υπάρχει

συνεισφορά του τανυστή Cotton στην υπερεπιφάνεια του ταιριάσματος για την περίπτωση αργά
περιστρεφόμενων μελανών οπών. Για να ελεγχθεί η κατασκευή σκουληκότρυπας στη θεωρία Chern-
Simons , πρέπει να ξεκινήσουμε αναγκαστικά με υψηλότερες τάξεις στροφορμής στη λύση κενού
και να εξάγουμε την ισχυρά περιστρεφόμενη γεωμετρία.
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2.8 Το πρόβλημα των ισχυρά περιστρεφόμενων λύσεων

Κατά τη διάρκεια του διδακτορικού έγιναν πολλές προσπάθειες να γενικεύσουμε τα προηγούμενα

σε συνθήκες ισχυρής περιστροφής χωρίς επιτυχία. Προφανώς, πάντα μπορεί κάποιος να αντιμε-

τωπίσει το ζήτημα των τοπικών λύσεων με αριθμητικό τρόπο, αλλά θέλαμε να επικεντρωθούμε σε

αναλυτικά αποτελέσματα. Θα προσπαθήσουμε σε αυτό το σύντομο υποκεφάλαιο να παρουσιάσουμε

εν συντομία τη δυσκολία της ισχυρά περιστρεφόμενης λύσης χωρίς να προβούμε σε εξαντλητικές

λεπτομέρειες.

Το πρόβλημα της εξαγωγής αναλυτικού αποτελέσματος στη θεωρία ξεκινάει απευθείας από τη

μορφή της εξίσωσης κίνησης του αξιονίου,

□b = ARCS (2.117)

Γνωρίζουμε ότι η πυκνότητα Pontryagin , όντας τοπολογική, δίνεται από την απόκλιση του τοπο-
λογικού ρεύματος

Kα = ϵαβγδ
[
Γκ

βλ∂γΓ
λ
δκ +

2

3
Γκ

βλΓ
λ
γµΓ

µ
δκ

]
= ϵαβγδK̃βγδ, (2.118)

όπου έχουμε την πλήρη απόδειξη στο πρώτο παράρτημα. Επομένως, είναι αρκετά εύκολο να ξανα-

γράψει κανείς την εξίσωση κίνησης του αξιονίου ως

∇µ(∇µb−AKµ) = 0 (2.119)

που αποτελεί άμεση συνέπεια της συμμετρίας ολίσθησης στο αξιόνιο κάτω από b → b + c. Η
παραπάνω εξίσωση θα μπορούσε να μας δώσει μία καθαρά γεωμετρική λύση μέσω της συνθήκης

∇µb = AKµ (2.120)

Δυστυχώς, κάτι τέτοιο δεν μπορεί ποτέ να ισχύει όταν η μετρική έχει μη-τετριμμένη εξάρτηση από

παραπάνω από μία συντεταγμένη, π.χ. r, θ όπως είναι στη περίπτωση μας. Ο λόγος για αυτό είναι
ότι το αξιόνιο, όντας βαθμωτό πεδίο, είναι ένα zero-form σε γλώσσα διαφορικών μορφών. ΄Αρα,
το αντίστοιχο one-form από τη δράση της εξωτερικής παραγώγου, db είναι πάντα κλειστό, όπως
προκύπτει από την ιδιότητα του d2 = 0. ΄Ομως, το τοπολογικό ρεύμα δεν είναι κλειστό εν γένει.
Μπορεί να είναι κλειστό μόνο σε συγκεκριμένες περιπτώσεις όπου η μετρική έχει εξάρτηση από

μόνο μία συντεταγμένη. Πράγματι, αναφέρουμε εδώ για πληρότητα ότι η λύση του αξιονίου που

βρήκαμε για την αργά περιστρεφόμενη μελανή οπή δεν ικανοποιεί τη σχέση (2.120). Συγκεκριμένα,

ολοκληρώνοντας την (2.117), το σωστό αποτέλεσμα είναι

∇µb = AKµ + Jµ (2.121)

όπου Jµ
ένα ρεύμα ολοκλήρωσης για το οποίο ισχύει ∇µJ

µ = 0. Δεν καταφέραμε να εξάγουμε
κάποιο τρόπο να ορίσουμε το ρεύμα J από καθαρά γεωμετρικές συνθήκες. Το βασικό απότελεσμα
που υποδεικνύει αυτή η σύντομη ανάλυση είναι ότι για να εξάγουμε μία αναλυτική λύση πρέπει να

βρεθεί κάποιο διατηρούμενο one-form J, τέτοιο ώστε να ισχύει ότι το one-form K + J να είναι
κλειστό, δηλαδή

⋆d ⋆ J = 0, d(K+ J) = 0 (2.122)

Η περίπτωση της αργά περιστρεφόμενης μελανής οπής ήταν εφικτή σε επίπεδο αναλυτικών λύσεων

καθώς οι εξισώσεις μπορούσαν να γραμμικοποιηθούν μέσω της πρώτης τάξης προσέγγισης στο
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O(a). Ακόμα και σε επίπεδο δεύτερης τάξης, τα αποτελέσματα ήταν ιδιαιτέρως αποθαρρυντικά.
Για το λόγο αυτό, προσπαθήσαμε αρκετές φορές, χωρίς επιτυχία, να λύσουμε τις εξισώσεις με

φορμαλιστικό τρόπο. Τέλος, οφείλουμε να αναφέρουμε ότι το εν λόγω ζήτημα μπορεί ίσως να

αντιμετωπιστεί σε πιο περίπλοκες θεωρίες Chern-Simons , με υψηλότερες τάξεις παραγώγων του
αξιονίου στην τροποποίηση της δράσης, έτσι ώστε να διατηρείται η συμμετρία ολίσθησης. Κάτι

τέτοιο θα ήταν αρκετά ενδιαφέρον να μελετηθεί καθώς το αξιόνιο θα είχε πάλι ως ενεργό δυναμικό

τον όρο Chern-Simons , αλλά η πολυπλοκότητα της δυναμικής μέσω των κινητικών όρων υψηλότε-
ρης τάξης θα μπορούσε δυνητικά να μας δώσει το διατηρούμενο ρεύμα J που χρειαζόμαστε για την
αναλυτική λύση.

2.9 Συμπεράσματα

Κλείνουμε λοιπόν το πρώτο κεφάλαιο της διατριβής που είχε επίκεντρο τις θεωρίες Chern-Simons.
Στο πρώτο κεφάλαιο, μελετήθηκε εκτενώς το φαινόμενο της παραμόρφωσης μίας αργά περιστρε-

φόμενης μελανής οπής τύπου Kerr υπό τη παρουσία αξιονίου συζευγμένου με τον όρο Chern-
Simons. Επικεντρωθήκαμε στην εξαγωγή της τοπικής λύση σε αναλυτική μορφή και βρήκαμε μία
γεωμετρία βαθμωτοποιημένης μελανής οπής με αξιονικό νέφος. Η λύση μας συμπεριλάμβανε τις

διορθώσεις δυνητικά όλων των τάξεων στη παράμετρο σύζευξης, κάτι το οποίο γενίκευεσε πρου-

πάρχοντα αποτελέσματα στις θεωρίες αυτές. Οι διορθώσεις στη μετρική βρέθηκαν αντιστρόφως

ανάλογες της ακτινικής συντεταγμένης, όπως αναμενόταν, που σημαίνει ότι η λύση μας επιστρέφει

στην αργά περιστρεφόμενη λύση κενού Kerr στο άπειρο. Από την άλλη, το γεγονός οτι εξάγαμε
τις διορθώσεις κάθε τάξης, μας επέτρεψε να μελετήσουμε τη λύση αυθαίρετα κοντά στον ορίζοντα.

Συζητήσαμε επίσης το ζήτημα της παραβίασης των ενεργειακών συνθηκών κοντά στη μελανή οπή,

που όπως σχολιάσαμε επέτρεψε την ύπαρξη δευτερεύοντος βαθμωτού φορτίου στη λύση μας. Η

ανάλυση μας έδειξε ότι οι φωτοειδείς ενεργειακές συνθήκες παραβιάζονται κοντά στον ορίζοντα

όπου η ισχύς της παραβίασης ήταν ανάλογη με την ενεργή σταθερά σύζευξης γ. Τονίσαμε ότι
άμεσο αποτέλεσμα αυτού ήταν ότι μικρές μελανές οπές, για τις οποίες η σταθερά σύζευξης γ
έχει κυρίαρχο ρόλο, επιτρέπουν μεγαλύτερη συνεισφορά του αξιονικού νέφους στη γεωμετρία.

Επιπροσθέτως, δείξαμε ότι η επίδραση του αξιονίου στη γεωμετρία εξαρτάται ενεργά από το λόγω

της σταθεράς σύζευξης προς τη μάζα της μελανής οπής κάτι το οποίο είναι ικανό να δημιουργήσει

καινούρια φαινόμενα κοντά στη μελανή οπή.

Συγκεκριμένα, η ανάλυση μας μας οδήγησε στη γεωδαισιακή συμπεριφορά έμμαζων σωματιδίων,

όπου παρατηρήθηκαν καινούριες ευσταθείς τροχιές καθώς αύξανε η τιμή της ενεργής σταθεράς

σύζευξης. Προσπαθήσαμε να ερμηνεύσουμε το φαινόμενο αυτό, μελετώντας την κατανομή της

στροφορμής γύρω από τη μελανή οπή, όπου βρέθηκε μία μη-τετριμμένη συμπεριφορά. Παρατηρήθηκε

ότι καθώς το γ αυξάνει, η στροφορμή της μελανής οπής κοντά στον ορίζοντα μειώνεται μέχρι
μία κρίσιμή τιμή που ορίζεται από κάποιο γc. Πέρα από την τιμή αυτή, ο ορίζοντας αρχίζει να
περιστρέφεται στην αντίθεση κατεύθυνση σε σχέση με την υπόλοιπη γεωμετρία και η στροφορμή του

μπορεί να πάρει δυνιτικά μεγάλες τιμές. Το εν λόγω φαινόμενο αποτελεί ένδειξη της αλληλεπίδρασης

μεταξύ της αργά περιστρεφόμενης Kerr της λύσης κενού και του αξιονίου που οδηγούν σε μία νέα
λύση γεωμετρίας.

Στη συνέχεια, μελετήθηκε η δυνατότητα κατασκευής γεωμετρίας σκουληκότρυπας μέσω του μη-

χανισμού ταιριάσματος γεωμετριών. Δείξαμε ότι στη προσέγγιση πρώτης τάξης της στροφορμής

που μας απασχόλησε στην εργασία αυτή, η κατασκευή της σκουληκότρυπας εξάγει τα ίδια αποτε-

λέσματα με την περίπτωση της Γενικής Σχετικότητας, καθώς η επίδραση του τανυστή Cotton πάνω
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στην υπερεπιφάνεια του λαιμού είναι ταυτοτικά μηδενική. Το αποτέλεσμα αυτό προέκυψε από τη

συνθήκη το αξιόνιο να μην παρουσιάζει ασυνέχειες πάνω στη γεωμετρία. Αυτό είχε άμεση συνέπεια

ότι, για να ταιριάξουμε δύο μελανές οπές με αξιονικό νέφος, οι δύο μελανές οπές που προσπαθήσα-

με να ταιριάξουμε για να κατασκευάσουμε τη σκουληκότρυπα πρέπει να περιστρέφονται αντίθετα.

Σχολιάσαμε ότι για να ελεγχθεί η πιθανότητα κατασκευής σκουληκότρυπας, πρέπει να προβούμε

σε ανάλυση ισχυρότερα περιστρεφόμενων γεωμετριών.

Τέλος, αναφέραμε το πρόβλημα της εύρεσης αναλυτικής λύσης σε ισχυρά περιστρεφόμενες γεωμε-

τρίες και εξηγήσαμε με φορμαλιστικό τρόπο τη δυσκολία εξαγωγής αναλυτικών λύσεων μέσω της

εξίσωσης του αξιονίου. ΄Οπως σχολιάσαμε, η απουσία υψηλότερων τάξεων παραγώγων του αξιονίου

καθιστά το πρόβλημα αδύνατο από αναλυτική σκοπιά και χρειάζεται μία περαιτέρω τροποποίηση στη

θεωρία αν επιθυμεί κανείς να εξάγει αναλυτικές λύσεις με καθαρά γεωμετρικό τρόπο. Διαφορετικά,

πρέπει κανείς να λύσει τις διαφορικές που προκύπτουν για μία γεωμετρία τύπου Kerr , όπου πρέπει
επίσης να βρεθεί μία κατάλληλη γενική μορφή τέτοιου είδους μετρικών για τη θεωρία. Στα πλαίσια

αυτά, σκοπεύουμε να συνεχίσουμε την εξερεύνηση τοπικών λύσεων στη θεωρία Chern-Simons όσο
αυξάνεται η κατανόηση μας για τις περιστρεφόμενες γεωμετρίες hairy μελανών οπών. Είναι μία
ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα πρόκληση να μελετηθεί το φαινόμενο της παραμόρφωσης της Kerr υπό τον
όρο Chern-Simons , ο οποίος έχει ισχυρά θεμέλια από θεωρίες υψηλότερων ενεργειών, όπως είναι
η θεωρία χορδών.
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Κεφάλαιο 3

Καθολικά μονόπολα στη

τετραδιάστατη θεωρία

Gauss-Bonnet

3.1 Εισαγωγή στα καθολικά μονόπολα

Τα καθολικά μονόπολα προτάθηκαν πρώτη φορά από τος Barriola και Vilenkin (BV) [199] ως
αυτοβαρυτικά (self-gravitating) αντικείμενα που αποτελούν στατικές λύσεις των βαρυτικών και
βαθμωτών εξισώσεων κίνησης της Γενικής Σχετικότητας με την ελάχιστη επέκταση μίας τριπλέτας

βαθμωτών πεδίων χa
, a = 1, 2, 3, που ανήκουν στη θεμελιώδη αναπαράσταση της καθολικής ομάδας

O(3). Η δράση συμπεριλαμβάνει ένα δυναμικό τύπου Higgs , το οποίο είναι ικανό να σπάσει την
εν λόγω συμμετρία της τριπλέτας σε συμμετρία O(2) μέσω κατάλληλης τιμής αναμενόμενου κενού
(v.e.v). Η δράση του μοντέλου BV είναι η ακόλουθη

S =

∫
d4x
√
|g|
{

R

16πGN
− 1

2
∂µχ

a∂µχa − λ

4

(
χaχa − η2

)2}
(3.1)

όπου gµν είναι η μετρική, g είναι η ορίζουσα της μετρικής και R είναι το βαθμωτό Ricci της γεω-

μετρίας με (16πGN)
−1 =

M2
P

2
όπου MP είναι η μάζα Planck.

Μέσω του θεωρήματος Goldstone , τα καθολικά μονόπολα έχουν άμαζα πεδία Goldstone που
σχετίζονται με αυτά. Οι ενεργειακές πυκνότητες των εν λόγω πεδίων αποσβένουν μακριά από

το κέντρο του μονοπόλου ως 1/r2, κάτι το οποίο οδηγεί στη προφανής απόκλιση της συνολικής
ενέργειας του μονοπόλου. Στο [199] έγιναν μερικοί προσεγγιστικοί υπολογισμοί της συνολικής

μάζας του μονοπόλου μελετώντας τη λύση εξωτερικά από το κέντρο. Το κέντρο του μονοπόλου

βρέθηκε να είναι τάξης δ ∼ λ−1/2 η−1
, κάτι το οποίο έδωσε την ευρετική προσέγγιση μάζας του

μονοπόλου της τάξης Mcore ∼ δ3 λ η4 = λ−1η. Η ύπαρξη καμπυλότητας στο εξωτερικό κομμάτι
του χωρόχρονου σημαίνει όμως ότι οι παραπάνω προσεγγίσεις δεν είναι απολύτως σωστές, καθώς

έπρεπε να ξαναμελετηθούν υπό το πρίσμα της δράσης (3.1). Η επιχειρηματολογία των [199] ήταν

ότι ο τομέας της βαρύτητας θα έπρεπε να ήταν αμελητέος στον υπολογισμό των παραμέτρων του

μονοπόλου, καθώς φαινομενολογικά, για να μπορούν να παρατηρηθούν τέτοιου είδους αντικείμενα,

θα έπρεπε να έχουν επιζήσει του πληθωρισμού. Επομένως, το δυναμικό σπάσιμο συμμετρίας που
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δημιουργεί τις εν λόγω λύσεις θα έπρεπε να συμβαίνει σε ενεργειακές κλίμακες πολύ χαμηλώτερες

του πληθωρισμού, που σημαίνει ότι η ≪ MP. Οι BV υποστήριξαν λοιπόν ότι είναι ασφαλές να
ακολουθήσουν προσεγγίσεις επίπεδου χωρόχρονου για την εξαγωγή της μάζας του μονοπόλου κατά

τάξη μεγέθους. Παρόλαυτά, όπως θα εξηγήσουμε παρακάτω, η ανάλυση αυτή δεν μπορεί να ισχύει

καθώς τα μονόπολα δημιουργούν νέες ισχυρές παραμορφώσεις στη γεωμετρία που μεταφράζονται

σε μία υπολειπόμενη στερεά γωνία (solid deficit angle) στη φύλλωση (foliation ) του σφαιρικά
συμμετρικού χωρόχρονου.

Προς απόδειξη των παραπάνω, παρουσιάζουμε εδώ τη διαδικασία των BV για την εξαγωγή του
καθολικού μονοπόλου. Στο εξωτερικό μέρος του χωρόχρονου, έξω δηλαδή από το κέντρο του μο-

νοπόλου, οι BV χρησιμοποιήσαν μία ασυμπτωτική ανάλυση των εξισώσεων κίνησης για τα βαθμωτά
πεδία χa

, a = 1, 2, 3 και για τις εξισώσεις Einstein,

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR = 8πGN T

χ
µν , (3.2)

όπου Gµν είναι ο τανυστής Einsteinκαι T
χ
µν είναι ο τανυστής ενέργειας ορμής της τριπλέτας, όπως

δίνεται από τη μεταβολή της (3.1). Για τη τριπλέτα θεωρήθηκε η ακόλουθη μορφή

χa = η h(r)
xa

r
, a = 1, 2, 3 (3.3)

όπου xa είναι χωρικές καρτεσιανές συντεταγμένες και r =
√
xaxa είναι η ακτινική απόσταση, ενώ

η συνάρτηση h(r) → 1 για r ≫ δ. Συνεπώς, για μεγάλες αποστάσεις το μέτρο της βαθμωτής τρι-
πλέτας προσεγγίζει την αναμενόμενη τιμή κενού η, αφού χaχa → η2, όπως μπορεί να επιβεβαιώσει
κανείς με τετριμμένο τρόπο. Τονίζουμε ότι σε αντίθεση με το αυθόρμητο σπάσιμο συμμετρίας,

όπου θέτει κανείς χaχa = η2 με τα χa
να είναι σταθερά, εδώ η προσπάθεια επικεντρώνεται στη

λύση των αντίστοιχων διαφορικών, που σημαίνει την εξαγωγή της δυναμικής της τριπλέτας. Είναι

υπό αυτή την έννοια που θα χρησιμοποιείται στα παρακάτω το δυναμικό σπάσιμο συμμετρίας ως

μηχανισμός εύρεσης λύσης.

Οι παραπάνω εξισώσεις μπορούν εύκολα να λυθούν στην ασυμπτωτική περιοχή r ≫ δ και δίνουν
μία μετρική που διαφοροποιείται από τη γνωστή λύση Schwarzschild. Συγκεκριμένα, σε πρώτη
τάξη στο r−1

, έχουμε το αποτέλεσμα

ds2 = −
(
1−8πGNη

2−2GNMcore

r

)
dt2+

dr2

1− 8πGN η2 − 2GN Mcore

r

+r2
(
dθ2+sin2θ dϕ2

)
, r ≫ δ .

(3.4)

΄Οπως παρατηρεί κανείς, το δυναμικό σπάσιμο συμμετρίας της θεωρίας είχε ως συνέπεια ο χω-

ρόχρονος να μην είναι ασυμπτωτικά επίπεδος αλλά να εμπεριέχει μία υπολειπόμενη στερεά γωνία

∆Ω = 8πGN η
2
. Πράγματι, ο χωρόχρονος επιστρέφει στην μετρική Schwarzschild μόνο στην

άσπαστη φάση του η → 0. Από την άλλη, αμελώντας τον όρο μάζας του μονοπόλου στο ακτινικό
άπειρο, η μετρική μπορεί να ξαναγραφεί ως

ds2 = −dt′2 + dr′
2
+
(
1− 8πGNη

2
)
r′

2
(
dθ2 + sin2θ dϕ2

)
, r ≫ δ , (3.5)

όπου χρησιμοποιήσαμε τον επαναορισμού του συντεταγμένου χρόνου t → (1 − 8πGN η
2)−1/2 t′

και εκτελέσαμε μία αλλάγη μεταβλήτης στο r της μορφής r → (1− 8πGN η
2)1/2 r′. Τονίζουμε ότι

η εν λόγω γεωμετρία δεν είναι επίπεδη καθώς ήδη από το βαθμωτό Ricci , έχουμε ότι

R ∝ 16πGN η
2

r2
, r → ∞ , (3.6)
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που σημαίνει ότι το βαθμωτό Ricci μηδενίζεται μόνο σε τάξη μεγαλύτερη του r−2
και όχι ταυτοτικά.

Η ύπαρξη τέτοιων υπολειπόμενων γωνιών στη γεωμετρία μπορεί να έχει σημαντικά φυσικά ακόλου-

θα αναφορικά με φαινόμενα σκέδασης. Το πλάτος σκέδασης άμαζων σωματιδίων, π.χ. φωτονίων

από το κοσμικό υπόβαθρο, σε γεωμετρίες με υπολειπόμενη γωνία οδηγεί σε ισχυρά φαινόμενα

lensing όπου σχηματίζονται δακτύλιοι Einstein[200, 201, 202, 203, 204]. Υπάρχει λοιπόν η δυνα-
τότητα εύρεσης τέτοιου είδους σωμάτων στο σύμπαν μέσω των χαρακτηριστικών αυτών συνεπειών

στη σκέδαση φωτονίων του κοσμικού υποβάθρου.

Μετά την πρόταση των BV αναφορικά με την ύπαρξη καθολικών μονοπόλων, εκτός του ότι ανα-
πτύχθηκε ερευνητικό ενδιαφέρον προς την εύρεση περαιτέρω λύσεων με τέτοιου είδους τοπολογικές

ατέλειες [205, 206, 207, 208], έχει υπάρξει επίσης στην κοινότητα μία ενδιαφέρουσα συζήτηση ανα-

φορικά με την ευστάθεια τέτοιων σωμάτων [209, 210, 211, 212, 213, 214]. Μία βασική συνεισφορά

στην εν λόγω συζήτηση είναι η διεξοδική ανάλυση που έγινε στο [215], όπου παρουσιάστηκαν ι-

σχυρά επιχειρήματα υπέρ της βαρυτικής αστάθειας καθολικών μονοπόλων. Συγκεκριμένα, στην εν

λόγω ερευνητική δουλειά μελετήθηκε το φαινόμενο της παραμόρφωσης της γεωμετρίας απαιτώντας

η γεωμετρική λύση στο εξωτερικό μέρος του μονοπόλου να μπορεί να συνεχιστεί μέσω του μη-

χανισμού ταιριάσματος γεωμετριών με τη λύση στο εσωτερικό, όπου η συνέχεια της γεωμετρίας

έγινε πάνω στην ακτίνα του μονοπόλου. Συγκεκριμένα, προκειμένου να διευθετηθεί το ζήτημα της

μοναδικότητας στο εσωτερικό του μονοπόλου, η γεωμετρία του εσωτερικού αντικαταστάθηκε με

μία γεωμετρία τύπου de-Sitter. ΄Ετσι, η μοναδικότητα στο r → 0 μπόρεσε να κανονικοποιηθεί και
το μέγεθος του μονοπόλου να βρεθεί με δυναμικό αντί για ευρετικό τρόπο, όπως είχαν κάνει οι

[199]. Τα βασικά αποτελέσματα της ανάλυσης αυτής ήταν ότι η ακτίνα του μονοπόλου δίνεται από

τη σχέση

rc = 2λ−1/2 η−1 , (3.7)

πάνω στην οποία εκτελείται η συνέχεια της τύπου Schwarzschild μετρικής του εξωτερικού,

ds2 = −
(
1− 8πGN η

2 − 2GNM

r

)
dt2 +

(
1− 8πGN η

2 − 2GNM

r

)−1
dr2 + r2 dΩ2 ,

με μία μετρική de-Sitter που δίνεται από τη σχέση

ds2 = −
(
1−H2 r2

)
dt2 +

(
1−H2 r2

)−1
dr2 + r2 dΩ2

όπου M είναι η μάζα του μονοπόλου ενώ H2 =
8πGN λ η

4

12
είναι η παράμετρος deSitter. Ο λόγος

για ένα τέτοιο ταίριασμα γεωμετριών ήρθε από την παρατήρηση ότι στο σημείο r → 0, το δυναμικό
Higgs της τριπλέτας καταλήγει σε μία ενεργή κοσμολογική σταθερά της μορφής ∝ η4, καθώς όλα
τα πεδία ύλης μηδενίζονται. Επομένως, το εσωτερικό του μονοπόλου περιγράφεται απλά από μία

ενεργή δράση Einstein-Hilbert με κοσμολογική σταθερά. Δυστυχώς, όμως, το ταίριασμα των εν
λόγω γεωμετριών επιβάλει μία αρνητική μάζα για το μονόπολο,

M ∼ −6πλ−1/2η < 0 , (3.8)

που αποτελεί τη βασική ένδειξη αστάθειας του μονοπόλου BV.

Οι συγγραφείς του [215] ερμήνευσαν αυτό το αποτέλεσμα ως άμεση συνέπεια της απωστικής βαρυ-

τικής φύσης που προκύπτει από την ενέργεια κενού H2
στο κέντρο του μονοπόλου. Σε συνέχεια

των παραπάνω αποτελεσμάτων, οι συγγραφείς του [216] κατηγοριοποίησαν τους πιθανούς χωρόχρο-

νους που μπορούν να προκύπτουν από αυτοβαρυτικά καθολικά μονόπολα μέσω της δράσης (3.1) και
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έδειξαν ότι, όταν απαιτηθεί κανονικότητα του κέντρου του μονοπόλου, η μετρική της λύσης μπορεί

να έχει το πολύ έναν ορίζοντα και η δομή του χωρόχρονου θα είναι τύπου de-Sitter. Στη συγκεκρι-
μένη ανάλυση χρησιμοποιήθηκαν μόνο ποιοτικά χαρακτηριστικά του δυναμικού της τριπλέτας, κάτι

το οποίο γενικεύει τα παραπάνω αποτελέσματα σε δυναμικά τύπου Higgs με πιο πλούσια δυναμική.

Από την άλλη, αν επιτραπεί κάποιου είδους μοναδικότητα στο κέντρο του r → 0, όπως στο μοντέλο
που μελετήθηκε στα [217, 218], τότε η δομή του χωρόχρονου θα είναι αρκετά διαφορετική. ΄Οπως

αποδείχθηκε στα [217, 218], όπου το μοντέλο BV ήταν εμβαπτυσμένο σε μία ενεργή δράση που
προκύπτει από τη μποζονική θεωρία χορδών, ο χωρόχρονος για μικρά r είναι διαφορετικός και το
αποτέλεσμα της αρνητικής μάζας του μονοπόλου ακυρώνεται.

Συγκεκριμένα, η ύπαρξη ηλεκτρομαγνητικών πεδίων σε τέτοιου είδους μοντέλα από τη θεωρία

χορδών μετατρέπει τις λύσεις των καθολικών μονοπόλων σε μαγνητικά μονόπολα, καθώς επιτρέπει

λύσεις μαγνητικού πεδίου της μορφής B ∼ 1/r2, όπως μελετήθηκαν στο [219]. Η ύπαρξη τέτοιου
είδους μαγνητικών μονοπόλων προκύπτει από τη σύζευξη του πεδίου dilaton στους όρουςMaxwell
και Kalb-Ramond της δράσης, όπου η ιδιάζουσα συμπεριφορά του μαγνητικού πεδίου κληρονομείται
από την ιδιάζουσα συμπεριφορά του αξιονίου, το οποίο είναι δυικό στον όρο Kalb-Ramond . Στη
προκειμένη περίπτωση, έχουμε ότι το μαγνητικό φορτίο της λύσης είναι ανάλογο του φορτίου του

αξιονίου. Τονίζουμε για πληρότητα και προς αποφυγή σύγχυσης με τα αποτελέσματα της θεωρίας

Chern-Simons ότι στη περίπτωση αυτή η γεωμετρία της λύσης ήταν σφαιρικά συμμετρική και το
¨φορτίο’ του αξιονίου ήταν απλά μία σταθερά ολοκλήρωσης.

Από τα παραπάνω προκύπτει το λογικό ερώτημα του κατά πόσο μπορεί κανείς να εξάγει λύσεις κα-

θολικών μονοπόλων τύπου BV σε τροποποιημένες θεωρίες βαρύτητας όπου η συνθήκη του κέντρου
de-Sitter θα οδηγεί πλέον σε θετική μάζα μόνο μέσω του βαρυτικού τομέα της δράσης χωρίς την
εισαγωγή άλλων μη-συζευγμένων πεδίων. Θα δείξουμε στα ακόλουθα ότι η απάντηση στο εν λόγω

ερώτημα είναι θετική. Υπάρχουν λύσεις καθολικών μονοπόλων με θετική μάζα και κανονικοποιη-

μένο κέντρο στη τετραδιάστατη θεωρία Gauss-Bonnet [153], όπου η κανονικοποίηση του αντικει-
μένου στο κέντρο προκύπτει από την σταθερά σύζευξης της θεωρίας στον όρο Gauss-Bonnet.

3.2 Η τετραδιάστατη θεωρία Gauss-Bonnet

Στο εν λόγω υποκεφάλαιο θα προβούμε σε μία σύντομη περιγραφή της τετραδιάστατης θεωρίας

Gauss-Bonnet , όπως παρουσιάστηκε από το [153], η οποία θα αποτελέσει τη βάση για την ύπαρξη
καθολικών μονοπόλων με θετική μάζα. Η θεωρία έχει το σημαντικό πλεονέκτημα ότι εμπεριέχει

ένα βαθμωτό πεδίο ως επιπλέον βαθμό ελευθερίας το οποίο είναι σύμμορφα συζευγμένο. Η συγκε-

κριμένη συμμετρία, όπως θα δούμε παρακάτω, μας δίνει μία καθαρά γεωμετρική συνθήκη από τις

εξισώσεις κίνησης που αποτελεί κλειδί στην εξαγωγή τοπικών λύσεων. Εν γένει, η πολυπλοκότητα

θεωρίων βαθμωτού-τανυστή σπανίως επιτρέπει αναλυτικές λύσεις. ΄Ομως, επιβάλλοντας συγκεκρι-

μένες συμμετρίες στη δράση, οι εξισώσεις κίνησης μπορούν να απλοποιηθούν αρκετά έτσι ώστε

να υπάρχει το ενδεχόμενο αναλυτικών τοπικών λύσεων στη θεωρία. ΄Οπως θα δείξουμε, η θεωρία

επιτρέπει μία μεγάλη απλοποίηση στις εξισώσεις κίνησης από το ίχνος των βαρυτικών εξισώσεων

όταν πάρει κανείς υπόψιν τη λύση του βαθμωτού πεδίου. Η δράση της θεωρίας περιγράφεται από

το ακόλουθο συναρτησοειδές

SeGB =
∫ d4x

√
|g|

16πGN

[
R− βe2Φ(R+ 6(∇Φ)2)− 2λe4Φ − α(ΦG

− 4Gµν∇µΦ∇νΦ− 4□Φ(∇Φ)2 − 2(∇Φ)4)
]
, (3.9)
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όπου G = RαβµνR
αβµν − 4RµνR

µν + R2
είναι ο όρος Gauss-Bonnet, ο οποίος είναι τοπολογικός

στις τέσσερις διαστάσεις, που σημαίνει ότι, αντίστοιχα με τον όρο Chern-Simons, εκφράζεται από
την απόκλιση ενός τοπολογικού ρεύματος. Οφείλουμε να τονίσουμε ότι στο όριο των μηδενικών

παραμέτρων σύζευξης α και λ, εξάγουμε απευθείας τη γνωστή θεωρία Einstein-Hilbert με σύμμορ-
φα συζευγμένο βαθμωτό πεδίο [16]. Προφανώς, η έννοια των σύμμορφα συζευγμένων βαθμωτών

πεδίων σε τροποποιημένες θεωρίες βαρύτητας δεν είναι καινούρια. Το πλεονέκτημα της συγκεκρι-

μένης δράσης αντί του [16] είναι ότι επιτρέπει την εξαγωγή hairy μελανών οπών όπου το βαθμωτό
πεδίο είναι καλώς ορισμένο παντού εκτός του κέντρου r = 0, σε αντίθεση με τη λύση του [16] όπου
το βαθμωτό πεδίο αποκλίνει στον ορίζοντα. Τονίζουμε επίσης ότι η εν λόγω θεωρία είχε εξαχθεί

ήδη από τους Lu και Pang στο [150], όπου θεώρησαν ένα ιδιάζον διαστατικό όριο μίας D-διάστατης
θεωρίας Lovelock [65, 163, 220] στις τέσσερις διαστάσεις μέσω σύμμορφης συμπαγοποίησης. Το
συγκεκριμένο αποτέλεσμα ορίζει μία ιδιαίτερα όμορφη σχέση μεταξύ της συμπαγοποιημένης θεω-

ρίας Lovelock με θεωρίες βαθμωτού τανυστή με σύμμορφα συζευγμένο βαθμωτό πεδίο .

Μεταβολή της δράσης (3.9) ως προς τη μετρική μας δίνει την βαρυτικές εξισώσεις κίνησης

(Eµν) : Gµν = −αHµν + βe2ΦAµν − λe4Φgµν (3.10)

όπου

Hµν = 2Gµν(∇Φ)2 + 4Pµανβ(∇αΦ∇βΦ−∇α∇βΦ) + 4(∇αΦ∇µΦ−∇α∇µΦ)(∇αΦ∇νΦ−∇α∇νΦ)

+4(∇µΦ∇νΦ−∇µ∇νΦ)□Φ+ gµν

(
2(□Φ)2 − (∇Φ)4 + 2∇α∇βΦ(2∇αΦ∇βΦ−∇α∇βΦ)

)
,

(3.11)

και

Aµν = Gµν + 2∇µΦ∇νΦ− 2∇µ∇νΦ+ gµν
(
2□Φ+ (∇Φ)2

)
(3.12)

ενώ η πόσότητα Pαβγδ = −1

4
ϵαβµνR

µνκλϵκλγδ είναι ο διπλά δυικός τανυστής Riemann και το ϵαβγδ

είναι ο τανυστής Levi-Civita με τη συνήθη σύμβαση ϵ0123 =
√
|g|. Από την άλλη, μεταβολή της

δράσης ως προς το βαθμωτό πεδίο Φ μας δίνει την εξίσωση

βR̃+
α

2
G̃ + 4λ = 0 (3.13)

όπου R̃ και G̃ είναι τα βαθμωτά Ricci και Gauss-Bonnet υπολογισμένα πάνω στη σύμμορφη με-
τρική g̃µν = e2Φgµν . Χρησιμοποιώντας τώρα το γεγονός ότι το βαθμωτό πεδίο είναι σύμμορφα
συζευγμένο στη θεωρία, εύκολα επιβεβαιώνει κανείς ότι ο συνδυασμός των εξισώσεων κίνησης

−2gµν
δSeGB

δgµν
+
δSeGB

δΦ
= 0 εξάγει τη συνθήκη

R+
α

2
G = 0 , (3.14)

που αποτελεί μία σημαντική γεωμετρική συνθήκη που πρέπει να ικανοποιούν οι λύσεις της θεωρίας.

Συγκεκριμένα, λόγω του (3.14), μπορεί κανείς να θεωρήσει μία σφαιρικά συμμετρική και ομογενή

μετρική της μορφής

ds2 = −f(r)dt2 + dr2

f(r)
+ r2dΩ2

(3.15)

και να επιβεβαιώσει τη λύση μελανής οπής του [153] μέσω του στοιχείου μετρικής

f(r) = 1 +
r2

2α

[
1−

√
1 + 4α

(
2GNM

r3
+
C

r4

)]
(3.16)
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όπου C είναι μια σταθερά ολοκλήρωσης που καθορίζεται από τις βαρυτικές εξισώσεις κίνησης ενώ
το M είναι η μάζα ADM της μελανής οπής. Με βάση το αποτέλεσμα αυτό, το βαθμωτό πεδίο
υπό την εν λόγω μετρική της σχέσης (3.16) μπορεί να εξαχθεί από το συνδυασμό των σχέσεων

E t
t − Er

r = 0 μέσω της (3.10), ο οποίος επιτρέπει τα ακόλουθα προφίλ για το βαθμωτό πεδίο της
λύσης:

Φ(r) = ln

(
c1

r + c2

)
(3.17)

Φ(r) = ln


√

−2α
β

r
sech

(
c3 ±

∫ r dr′

r′
√
f(r′)

) (3.18)

Οι σταθερές ολοκλήρωσης της λύσης μπορούν να προσδιοριστούν από τις υπολειπόμενες εξισώσεις

κίνησης της θεωρίας. ΄Ενα ενδιαφέρον αποτέλεσμα είναι ότι κάθε μία από τις λύσεις για το βαθμωτό

πεδίο καθορίζει διαφορετικές τιμές της σταθεράς ολοκλήρωσης της μετρικής, αλλά και διαφορετική

τιμή για τη σταθερά σύζευξης λ. Συγκεκριμένα, επιβάλλοντας την πρώτη περίπτωση μέσω της

σχέσης (3.17), έχουμε ότι C = 2α, c1 =
√
−2α/β και c2 = 0, ενώ λ =

β2

4α
. Αντίστοιχα, η

δεύτερη περίπτωση που έχουμε στην (3.18), οδηγεί στη σταθερά C = 0 με λ =
3β2

4α
, ενώ η σταθερά

c3 παραμένει ελεύθερη. Επιπροσθέτως, και οι δύο λύσεις οδηγούν στο ότι οι σταθερές α και β
πρέπει να είναι ετερόσημες, ήτοι αβ < 0. Παρατηρώντας τη δράση της θεωρίας (3.9) επιβεβαιώνει
κανείς ότι αν β < 0, τότε ο κανονικός κινητικός όρος του βαθμωτού πεδίου έχει το λάθος πρόσημο
που σημαίνει ότι το βαθμωτό πεδίο είναι phantom με βάση τη συνήθη ερμηνεία ότι οι ανώτερες
τάξεις παραγώγισης που εμφανίζονται, ήτοι ΦG − 4Gµν∇µΦ∇νΦ − 4□Φ(∇Φ)2 − 2(∇Φ)4, είναι
απλά αλληλεπιδράσεις. Για το λόγο αυτό, θα επιβάλλουμε στα παρακάτω τις συνθήκες β > 0 και
α < 0, όπως ήταν και η περίπτωση που επιλέχθηκε στην ανάλυση της μελανής οπής στο [141].

3.3 Καθολικά μονόπολα θετικής μάζας στη τετραδιάστατη

θεωρία Gauss-Bonnet

Ολοκληρώνοντας λοιπόν τη σύντομη περιγραφή της θεωρίας στην όποια θα εργαστούμε και τις

αντίστοιχες τοπικές λύσεις που ικανοποιεί, συνεχίζουμε στο κύριο κομμάτι του κεφαλαίου που

είναι η εξαγωγή καθολικών μονοπόλων θετικής μάζας. Συγκεκριμένα, θα δείξουμε ότι η επιλογή

της αρνητικής σταθεράς σύζευξης α είναι ικανή να ακυρώσει την ανάγκη αρνητικής μάζας για το
καθολικό μονόπολο με de-Sitter κέντρο [199, 215]. Για να εξάγουμε τη γεωμετρία του καθολικού
μονοπόλου, εισάγουμε στην εν λόγω δράση μία τριπλέτα βαθμωτού πεδίου χa

, a = 1, 2, 3, και το

αντίστοιχο δυναμικό Higgs V (χ) =
ξ

4
(χa χa − η2)2, έτσι ώστε η δράση να είναι η

S = SeGB +

∫
d4x
√

|g|
[
−1

2
(∂µχ

a)(∂µχa)− ξ

4
(χa χa − η2)2

]
, (3.19)

όπου ο άσπαστος τομέας ικανοποιεί μία εσωτερική συμμετρία O(3) κατά τα γνωστά. Πρακτικά,
περάσαμε απλώς τη τριπλέτα βαθμωτού πεδίου που δημιουργεί τις γεωμετρίες μονοπόλου μέσω της

δυναμικής θραύσης συμμετρίας στη τετραδιάστατη θεωρία Gauss-Bonnet. Οι αντίστοιχες εξισώσεις
κίνησης της δράσης είναι τροποποιημένες με τετριμμένο τρόπο μέσω της εισαγωγής του τανυστή

ενέργειας ορμής του τομέα Higgs, Tχ
µν = ∇µχ

a∇νχ
a − 1

2
gµν(∇χ)2 − gµνV (χ), στις βαρυτικές
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εξισώσεις

Gµν = −αHµν + βe2ΦAµν − λe4Φgµν + 8πGN T
χ
µν (3.20)

ενώ οι εξισώσεις του της τριπλέτας δίνονται από τη σχέση

□χa = ξχa(χbχb − η2) a, b = 1, 2, 3 (3.21)

κατά τα γνωστά, ενώ λόγω της συνεισφοράς της βαθμωτής τριπλέτας, η γεωμετρική συνθήκη της

σχέσης (3.14) γράφεται πλέον ως

R+
α

2
G + 8πGN T

χ = 0, (3.22)

όπου Tχ = gµνTχ
µν . Για να εξάγουμε τώρα τη λύση του καθολικού μονοπόλου, χρησιμοποιούμε

πάλι τη σχέση (3.3) η οποία σπάει την εσωτερική συμμετρία της τριπλέτας με δυναμικό τρόπο:

χa = η h(r)
xa

r
, xaxa = r2 (3.23)

όπου υπενθυμίζουμε ότι h(r) → 1 όταν r → ∞. Τονίζουμε ότι η εν λόγω συνθήκη για την ακτινική
συμπεριφορά της τριπλέτας οδηγεί επίσης στη συνθήκη ∂µh(r) → 0 όταν r → ∞. Τα αντίστοιχα
στοιχεία της τριπλέτας ορίζονται μέσω των συνήθων σχέσεων

x1 = r cosϕ sin θ, x2 = r sinϕ sin θ, x3 = r cos θ. (3.24)

Κάτω από αυτές τις σχέσεις, όλες οι τανυστικές και βαθμωτές εξισώσεις που συμπεριλαμβάνουν

τη συνεισφορά της τριπλέτας μεταφράζονται άμεσα ως συνεισφορές της συνάρτησης h(r). Συγκε-
κριμένα, κρατώντας την ομογενή φύση της σφαιρικά συμμετρικής μετρικής, όπως δίνεται από την

εξίσωση (3.15), βρίσκουμε ότι(
h′′ +

2h′

r

)
f + h′f ′ − ξη2h3 +

(
ξη2 − 2

r2

)
h = 0 , (3.25)

όπου ο τόνος υποδεικνύει παραγώγιση ως προς την ακτινική συντεταγμένη r.

Σε άμεση συσχέτιση με την αρχική δουλειά των BV , η συνεισφορά του τομέα της τριπλέτας μας
οδηγεί στο να λύσουμε τις εξισώσεις κίνησης στην ασυμπτωτική περιοχή r → ∞ και στο κέντρο
r → 0. Ας επικεντρωθούμε πρώτα στην ασυμπτωτική περιοχή, όπου θα θέσουμε h(r) → 1, κάτι το
οποίο ικανοποιεί την εξίσωση της τριπλέτας μέχρι τάξη O(r−1). Αναφέρουμε επίσης για πληρότητα
ότι θέτοντας h(r) = 1 +O(r−1) στην 3.25 για μεγάλες αποστάσεις υπό το πρίσμα του r → ∞, η
εν λόγω εξίσωση δε δίνει καμία καινούρια πληροφορία για το μετρικό στοιχείο f(r) στην τάξη 1/r.
Για να αποκτήσουμε την ασυμπτωτική μορφή του f(r), εισάγουμε τη προσέγγιση του h(r) ≈ 1
στην εξίσωση ίχνους (3.22), και βρίσκουμε ότι

f(r) = 1 +
r2

2α

[
1−

√
1 + 4α

(
2GNM

r3
+
C

r4
+
η28πGN

r2

)]
(3.26)

το οποίο σημαίνει ότι το δυναμικό της τριπλέτας μας εισάγει μία υπολειπόμενη στερεά γωνία στη

γεωμετρία της ασυμπτωτικής λύσης, κάτι το οποίο αναμενόταν από το καθολικό μονόπολο με βάση

τα αρχικά αποτελέσματα των [199]. Πράγματι, χρησιμοποιώντας την παραπάνω σχέση, έχουμε ότι

ασυμπτωτικά

f(r) ∼ 1− η2 8πGN − 2GNM

r
+O(r−2), r → ∞ . (3.27)
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Τονίζουμε επίσης ότι στην άθραυστη φάση όπου η = 0, αποκτάμε απευθείας την τοπική λύση
της θεωρίας. Η επιλογή τώρα του προφίλ του βαθμωτού πεδίου θα παίξει καθοριστικό ρόλο στην

κατασκευή του καθολικού μονοπόλου. Θυμίζουμε ότι το βαθμωτό πεδίο δίνεται μέσω της σχέσης

E t
t −Er

r των βαρυτικών εξισώσεων κίνησης ενώ ο τομέας της τριπλέτας για τον εν λόγω συνδυασμό

μηδενίζεται στην ασυμπτωτική τιμή του h(r) → 1. Συνεπώς, οι λύσεις του βαθμωτού πεδίου είναι
οι ίδιες που παρουσιάσαμε στις εξισώσεις (3.17) και (3.18). Θα διαλέξουμε το προφίλ (3.17),

εφόσον αυτό θα είναι υπεύθυνο για την σταθεροποίηση του μονοπόλου, δηλαδή τη κατασκευή

του μονοπόλου με θετική μαζα, όπως θα δείξουμε παρακάτω. Ο λόγος για αυτό είναι ότι το

συγκεκριμένο προφίλ του πεδίου μας εξάγει τις ακόλουθες τιμές των σταθερών ολοκλήρωσης

C = 2α, c1 =
√

−2α/β, c2 = 0 (3.28)

ενώ καθορίζουμε την παράμετρο λ να είναι

λ =
β2

4α
, (3.29)

για να έχουμε ένα συνεχές όριο στη λύση της μελανής οπής όταν το η → 0. Η μη μηδενική τιμή της
ολοκληρωτικής σταθεράς C θα μας δώσει τη δυνατότητα να ταιριάξουμε τον εξωτερικό χωρόχρονο
του μονοπόλου με ένα κέντρο deSitter χωρίς επιβάλλουμε αρνητική μάζα στο καθολικό μονόπολο.

Προχωράμε λοιπόν στην αντιμετώπιση των εξισώσεων κοντά στο κέντρο όπου r → 0, δηλαδή στο
εσωτερικό του μονοπόλου. Στην περιοχή αυτή είναι ασφαλές να θεωρήσουμε ότι η συνάρτηση h(r)
που καθορίζει τη δυναμική της τριπλέτας μηδενίζεται, ενώ το βαθμωτό πεδίο προσεγγίζει κάποια

σταθερή τιμή. Επομένως, θέτουμε

h(r) → 0, Φ(r) → Φ0, για r → 0 (3.30)

ενώ κρατάμε προφανώς τη τιμή της σταθεράς λ που βρήκαμε, καθώς είναι σταθερά σύζευξης της
θεωρίας. Για την εν λόγω περίπτωση, η μετρική αποκτά μία δομή τύπου deSitter

f(r) = 1 +
r2

2α

(
1−

√
1 +

α ξ η4 8πGN

3

)
(3.31)

όπως επιβεβαιώνεται από τη σχέση (3.22).

Παρατηρούμε ότι η εν λόγω σχέση περιορίζει τις τιμές της παραμέτρου α στα όρια

α ≥ −3

ξη4 8πGN
(3.32)

Το εν λόγω διάστημα της παραμέτρου α για την εσωτερική μετρικη (3.31) πράγματι περιγράφει ένα
κέντρο deSitter, αφού ο όρος στην παρένθεση είναι θετικά ορισμένος μέσω της συνθήκης α < 0,
ενώ ο όρος στη ρίζα είναι θετικός υπό τη συνθήκη (3.32). Αυτό αποτελεί και τη πρώτη βεβαίωση

ότι επιλέξαμε ορθά τη σχέση α < 0 και β > 0 για τη δράση μας. Τέλος, πρωτού προχωρήσουμε,
πρέπει ακόμα να ελέγξουμε την τιμή του βαθμωτού πεδίου Φ στο εσωτερικό. Οι βαρυτικές εξισώσεις
κίνησης μας δίνουν ότι

Φ0 =
1

2
ln

 3

β
−
√

9− 3η4κ2ξ |α|
β

±

√
β2η4κ2ξ |α|+ β2 (9− 3η4κ2ξ |α|)− 4β2

√
9− 3η4κ2ξ |α|+ 3β2

β2

 ,
(3.33)
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το οποίο έχει καλώς ορισμένη τιμή, δηλαδή. Φ0 ∈ R, όσο ισχύει η σχέση (3.32). Σημειώνουμε
εδώ ότι η β είναι ελευθερή ως παράμετρος και δεν μπορεί να οριστεί από τις εξισώσεις κίνησης του
εσωτερικού. Για να αποκτήσουμε μία πλήρη εικόνα, πρέπει να προβούμε σε αριθμητική επίλυση των

εξισώσεων, η οποία παρουσιάζεται στο επόμενο υποκεφάλαιο. Παρόλαυτα, εφόσον καταφέρουμε να

ταιριάξουμε τις δύο γεωμετρίες σε μία ενδιάμεση υπερεπιφάνεια που θα αποτελεί και την ακτίνα του

καθολικού μονοπόλου, είναι προφανές ότι η αριθμητική ανάλυση των αποτελεσμάτων δεν πρόκειται

να βγάλει κάποιά έντονα διαφοροποιούμενα αποτελέσματα από την ημι-αναλυτική προσέγγιση που

ακολουθούμε.

Από τη στιγμή που τα στοιχεία της μετρικής του εξωτερικού χώρου (3.26) και του κέντρου (3.31)

περιγράφουν τον ίδιο χωρόχρονο σε διαφορετικά ανοιχτά σύνολα της πολλαπλότητας, οφείλουν να

μπορούν να ταιριάξουν σε μία ενδιάμεση ακτίνα για να αποκτήσουμε μία πλήρη εικόνα. Το συγκε-

κριμένο ταίριασμα γεωμετριών θα μας δώσει και τις πιθανές τιμές της μάζας ADM του μονοπόλου.

Για τη διαδικασία του ταιριάσματος των γεωμετριών, θα ακολουθήσουμε τις συνθήκες Israel , όπου
εξισώνουμε την εσωτερική μετρική (3.31) με την εξωτερική μετρική (3.26) σε κάποια υπερεπιφάνεια,

ενώ εξισώνουμε επίσης και τις πρώτες παραγώγους της μετρικής προς αποφυγή ασυνεχειών. Συ-

γκεκριμένα, θεωρούμε μία καθολική μορφή μετρικής

ds2G = −F (r)dt2 + dr2

F (r)
+ r2dΩ2, (3.34)

όπου το στοιχείο F (r) ορίζεται μέσω συναρτήσεων κατανομών ως

F (r) = F1(r)Θ(δ − r) + F2(r)Θ(r − δ) (3.35)

όπου F1(r) = 1+
r2

2α

(
1−

√
1 +

αξη48πGN

3

)
, F2(r) = 1+

r2

2α

[
1−

√
1 + 4α

(
2GNM

r3
+

2α

r4
+
η28πGN

r2

)]
,

και Θ(r) είναι η κατανομή Heaviside , ενώ η δ υποδεικνύει την ενδιάμεση ακτίνα πάνω στην οποία
θα γίνει το ταίριασμα των γεωμετριών. Επομένως, οι συνθήκες Israel δίνουν απλά

F1(r)|r=δ = F2(r)|r=δ,
d

dr
F1(r)|r=δ =

d

dr
F2(r)|r=δ . (3.36)

Λύνοντας το παραπάνω σύστημα ως προς το δ και τη μάζα ADM , βρέθηκαν τέσσερις λύσεις, εκ
των οποίων μία δίνει θετικές τιμές και για τις δύο ποσότητες, ήτοι,

δ =
√
2

√
κ+

√
κ2 − 2αξ

ξη2κ
,

M =

√
2η

3GN
(−2κ+

√
κ2 − 2αξ)

√
κ
κ+

√
κ2 − 2αξ

ξ
(3.37)

όπου κ2 = 8πGN. Παρατηρούμε ότι για να διατηρηθεί η θετική τιμή της μάζας M , η παράμετρος

α περιορίζεται από το άνω φράγμα α < −3κ2

2ξ
, που μας δίνει το ενεργό επιτρεπόμενο διάστημα του

−3

ξη4κ2
≤ α < −3κ2

2ξ
. (3.38)
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Η ύπαρξη του άνω φράγματος για το αρνητικό α ήταν αναμενόμενη από τα αποτελέσματα του
καθολικού μονοπόλου στη Γενική Σχετικότητα. Πράγματι, αν το α μπορούσε να μηδενιστεί, α→ 0,
τότε η μάζα ADM του μονοπόλου υπολογίζεται με τετριμμένο τρόπο

Mα→0 = −16πη

3
√
ξ
, (3.39)

η οποία είναι η γνωστή αρνητική τιμή της μάζας του μονοπόλου που αναφέραμε στο πρώτο υπο-

κεφάλαιο από τα αποτελέσματα του [215]. Τονίζουμε στο σημείο αυτό ότι, αν είχαμε διαλέξει το

δεύτερο προφιλ του βαθμωτού πεδίου, το αποτέλεσμα του ταιριάσματος είναι απλά το ίδιο με τη

Γενική Σχετικότητα και στην προκειμένη περίπτωση η παράμετρος α δεν παίζει ρόλο στην εξαγωγή
της μάζας του μονοπόλου. Ο λόγος που ισχύει κάτι τέτοιο είναι επειδή ταιριάζουμε πρακτικά τις

υπόριζες ποσότητες των δύο μετρικών και είναι ο όρος 2α/r4 στην εξωτερική μετρική που στα-
θεροποιεί το μονόπολο. Αν είχαμε επιλέξεις το δεύτερο προφίλ για το βαθμωτό πεδίο, (3.18), ο

συγκεκριμένος όρος απουσιάζει από τη μορφή της μετρικής. Το κύριο αποτέλεσμα μας είναι λοιπόν

ότι μέσω της τετραδιάστατης θεωρίας Gauss-Bonnet που τροποποιεί το ίχνος των εξισώσεων από

R + 8πGNT
χ = 0 σε R +

α

2
G + 8πGN T

χ = 0 , μέσω της γεωμετρικής συνθήκης του σύμμορφα

συζευγμένου πεδίου, η απωστική βαρυτική φύση του μονοπόλου που σχετίζεται με το πρόβλημα

της αρνητικής μάζας διορθώνεται.

3.4 Αριθμητικά αποτελέσματα για το καθολικό μονόπολο

στη τετραδιάστατη θεωρία Gauss-Bonnet

Η εξαγωγή της λύσης για το μονόπολο BV με κανονικοποιημένο κέντρο deSitter είχε γίνει στο [215]
μέσω της αριθμητικής μεθόδου Runge-Kutta. Στη δική μας περίπτωση, η ύπαρξη του βαθμωτού
πεδίου, το οποίο αλλάζει γρήγορα μορφή στην περιοχή του κέντρου του μονοπόλου περιπλέκει το

πρόβλημα και απαιτεί ισχυρότερες μεθοδολογίες.

Στα παρακάτω, παρουσιάζουμε εν συντομία τα αποτελέσματα από την αριθμητική επίλυση των

εξισώσεων κίνησης και παρέχουμε σχολιασμούς για τις δύσκολίες που προέκυψαν. Αρχικά, χρησι-

μοποιήσαμε μία πιο γενική μορφή μετρικής,

ds2 = −G(r)dt2 + dr2

f(r)
+ r2dΩ2 , (3.40)

καθώς δεν υπάρχει κάποιος λόγος η μετρική να είναι ομοιογενής σε όλο το χωρόχρονο (|gtt| = g−1
rr ).

Για να αποκτήσουμε την αριθμητική λύση, αντικαταστήσαμε το στοιχείο G(r) από τις αντίστοιχες
εξισώσεις ίχνους και την εξίσωση της τριπλέτας. ΄Ετσι, μπορούσαμε να λύσουμε τις βαρυτικές

εξισώσεις ως προς τους βαθμούς ελευθερίας h, f,Φ. Καταλήξαμε έτσι σε τρεις διαφορικές εξισώσεις
που μπορούν να λυθούν ταυτόχρονα με αριθμητικό τρόπο.

Το πρόβλημα στον κώδικα ήταν ότι το διαφορικό σύστημα ήταν stiff, που σημαίνει ότι αρκετές προ-
σπάθειες εύρεσης λύσης απέκλιναν εκτός εαν πάρει κανείς ένα ικανοποιητικά μικρό βήμα στην στην

διακριτοποίηση των εξισώσεων. Χρησιμοποιήθηκε η μεθοδολογία ”StiffnessSwitching” του Math-
ematica , η οποία χρησιμοποιεί μεθοδολογίες παρεμβολής για να ενώσει τις τιμές που εξάγονται.
Θεωρήσαμε αρχικές τιμές για r = ϵ ≊ O(10−5)

f(ϵ) ≈ 1 , h(ϵ) ≈ 0.5 · ϵ , h′(ϵ) ≈ 0.5 , Φ(ϵ) ≈ 4.47 , and Φ′(ϵ) ≈ 0.001 , (3.41)
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ενώ θέσαμε τις τιμές των παραμέτρων της θεωρίας στα

η = 0.01 , ξ = 104 , α = −1.6 · 10−4 and β = 8 · 10−9. (3.42)

΄Ενα σημαντικό ζήτημα εδώ είναι ότι, παίρνοντας τις παραπάνω τιμές των παραμέτρων, και θέτοντας

λ =
β2

4α
από την εξίσωση (3.29), η αρχική τιμή του βαθμωτού πεδίου προκύπτει να είναι μηδενική,

κάτι το οποίο έρχεται σε αντίθεση με τις αρχικές συνθήκες (3.41). Ο λόγος για αυτό είναι ότι το

βαθμωτό πεδίο πολύ κοντά στο μηδέν πρακτικά συμπεριφέρεται ως σύναρτηση βήματος, όπως θα

δείξουμε παρακάτω. Επίσης, αναφέρουμε για πληρότητα ότι η εν λόγω επιλογή για τις τιμές των

παραμέτρων ικανοποιεί τις συνθήκες θετικής μάζας για το μονόπολο.

Είναι αρκετά σημαντικό για την εξήγηση των αποτελεσμάτων να δώσουμε περαιτέρω πληροφορίες

για τις αρχικές συνθήκες. Επιλέξαμε
√
ξη = 1 και μία τιμή για το α κοντά στο άνω φράγμα

αmax = −1.5 · 10−4
προκειμένου να μπορούμε να συγκρίνουμε τα αποτελέσματα με αυτά του [215].

Για παράδειγμα, για τις εν λόγω τιμές παραμέτρων, η ακτίνα του μονοπόλου στο μοντέλο μαςα

ήταν δ ≈ 2.47, ενώ στο μοντέλο (BV) έχουμε δBV = 2. Επίσης, διαλέξαμε αρχικές συνθήκες
για τη συνάρτηση της τριπλέτας παρεμφερείς με αυτές του [215], έτσι ώστε h(r → ∞) → 1. Η
μεγαλύτερη πρόκληση που αντιμετωπίσαμε στην ανάλυση ήταν η επιλογή της αρχικής τιμές του

βαθμωτού πεδίου Φ(ϵ). Για να έχουμε τη σωστή ασυμπτωτική τιμή του στοιχείου της μετρικής,
f(r → ∞) → 1 − η2 = 0.9999, έχουμε από τις εξισώσεις κίνησης ότι Φ(ϵ) ≈ 4.47. ΄Ομως, αν
διαλέξουμε Φ(ϵ) ≈ Φ0 = 0, τότε το στοιχείο της μετρικής συγκλίνει στη τιμή 0.99994, που δεν
είναι η σωστή ασυμπτωτική τιμή για τις σταθερές που διαλέξαμε. Επομένως, συμπαιρένουμε ότι

κοντά στο κέντρο το βαθμωτό πεδίο αυξάνεται πάρα πολύ απότομα από την τιμή 0 στην 4.47,
που σημαίνει ότι έχει μία συμπεριφορά συνάρτησης βήματος κοντά στο r = 0. Επίσης, μέσω της
θεωρητικής ανάλυσης για την ημιαναλυτική προσέγγιση, αναμένουμε ότι το βαθμωτό πεδίο είναι

πρακτικά σταθερό στο εσωτερικό του μονοπόλου μέχρι την ακτίνα δ = 2.47. Αυτός ήταν κ ο λόγος
που θέσαμε Φ′(ϵ) = 0.001 έτσι ώστε να εξάγουμε τα αναμενόμενα αποτελέσματα.

Κοντά στην ακτίνα του μονοπόλου, ο αριθμητικός κώδικας παρουσίασε περαιτέρω δυσκολίες, καθώς

η παράγωγος του βαθμωτού πεδίου γύρω από το κέντρο, Φ′(r ≃ δ), άλλαζε ραγδαία. Αυτό σημαίνει
ότι είτε πρέπει να χρησιμοποιηθούν ισχυρότερες αριθμητικές μέθοδοι ή πρέπει να χρησιμοποιηθεί

κάποια μέθοδος παρεμβολής για να ταιριάξουμε την εσωτερική με την εξωτερική μορφή του πεδίου.

Θυμίζουμε ότι και στην ημιαναλυτική προσέγγιση δεν ασχολήθήκαμε με το ταίριασμα του πεδίου,

καθώς μας ενδιέφερε η ποιοτική βεβαίωση του ότι οι γεωμετρίες μπορούν να ενωθούν. Διαλέξαμε

τη δεύτερη μέθοδο όπου χρησιμοποιήθηκε μία συνάρτηση παρεμβολής. Συγκεκριμένα, η αριθμητική

ανάλυση εφαρμόστηκε στις περιοχές r ∈ (ϵ, δ − 0.1) και r ∈ (δ + 0.1,∞), ενώ στην ενδιάμεση
περιοχή του (δ − 0.1, δ + 0.1) περάσαμε τη βοηθητική συνάρτηση για να ενώσει τις λύσεις. Από
τις αναμενόμενες συμπεριφορές των βαθμών ελευθερίας στο εξωτερικό, (r > δ + 0.1), θέσαμε τις
αρχικές συνθήκες f(δ + 0.1) ≈ 0.83, f ′(δ + 0.1) ≈ 0.12, Φ(δ + 0.1) ≈ 4.35, Φ′(δ + 0.1) = −0.39
και F (δ + 0.1) ≈ 0.999935.

Στα παρακάτω διαγράμματα παρουσιάζουμε τα αποτελέσματα από τον αριθμητικό κώδικα για τους

τρεις βαθμούς ελευθερίας της θεωρίας. ΄Εχουμε μία ιδιαίτερα καλή ταύτιση των αριθμητικών α-

ποτελεσμάτων με τα ημιαναλυτική. Συγκεκριμένα, στην ασυμπτωτική περιοχή η ημιαναλυτική με

την αριθμητική προσέγγιση δίνουν πρακτικά την ίδια ακριβώς συμπεριφορά, ενώ τα πιθανά σφάλ-

ματα κοντά στην ακτίνα του μονοπόλου είναι της τάξης του 10−5
. Τέλος, όπως φαίνεται από τη

τελευταία εικόνα, η συνάρτηση του βαθμωτό πεδίο στο εξωτερικό ταυτίζεται με την ημιαναλυτική

προσέγγιση. Και στα τρία διαγράμματα, χρησιμοποιούμε τρεις κάθετες γραμμές που υποδεικνύουν

το πάχος της ακτίνας του μονοπόλου και αντιστοιχούν στις τιμές r = δ−0.1, r = δ και r = δ+0.1
αντιστοίχως. Ολοκληρώνουμε με αυτό το τρόπο την ανάλυση μας για τα καθολικά μονόπολα στο
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εν λόγω μοντέλο.

Numerical calculation
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Σχήμα 3.1: Αριθμητικός υπολογισμός της συνάρτησης της τριπλέτας για η = 0.01, ξ = 104,
α = −1.6 · 10−4

, β = 8 · 10−9
, λ = −10−13

και κ = 1. Οι τρεις κάθετες γραμμέςν υποδεικνύουν
το πάχος της ακτίνας του μονοπόλου.

Numerical calculation

Theoretical calculation
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Σχήμα 3.2: Αριθμητικός και ημιαναλυτικός (διακεκομμένη γραμή) υπολογισμός του στοιχείου με-

τρικής για η = 0.01, ξ = 104, α = −1.6 · 10−4
, β = 8 · 10−9

, λ = −10−13
και κ = 1. Οι τρεις

κάθετες γραμμέςν υποδεικνύουν το πάχος της ακτίνας του μονοπόλου.
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Σχήμα 3.3: Αριμητικός και ημιαναλυτικός (διακεκομμένη γραμή) υπολογισμός του βαθμωτού πεδίου

για η = 0.01, ξ = 104, α = −1.6 · 10−4
, β = 8 · 10−9

, λ = −10−13
και κ = 1. Το βαθμωτό πεδίο

συμπεριφέρεται ως βηματική συνάρτηση κοντά στο r = 0. Οι τρεις κάθετες γραμμέςν υποδεικνύουν
το πάχος της ακτίνας του μονοπόλου.

3.5 Συμπεράσματα

Στο δεύτερο κεφάλαιο της διατριβής ασχοληθήκαμε με την ύπαρξη αυτοβαρυτικών καθολικών μο-

νοπόλων τύπου BV [199], στο μοντέλο της τετραδιάστατης θεωρίας Gauss-Bonnet που παρουσι-
άσαμε στο υποκεφάλαιο 3.2. Η εν λόγω θεωρία περιλαμβάνει ένα βαθμωτό πεδίο Φ το οποίο είναι
σύμμορφα συζευγμένο σε βαρυτικούς τανυστές και περιλαμβάνει μη-τετριμμένη σύζευξη στον όρο

Gauss-Bonnet μέσω μίας σταθεράς σύζευξης α. Εμβαπτύσαμε στη θεωρία μία τριπλέτα βαθμωτού
πεδίου τύπου Higgs και δείξαμε ότι το καθολικό μονόπολο που προκύπτει από τη δυναμική θραύση
συμμετρίας μπορεί να κανονικοποιηθεί στο r = 0 μέσω της σταθεράς σύζευξης α σε ένα κέντρο
deSitter. Εκτελέσαμε το ταίριασμα των γεωμετριών του εσωτερικού με τον εξωτερικό χωρόχρονο
πάνω στην ακτίνα του μονοπόλου δ και δείξαμε ότι η σταθερά α επιτρέπει μονόπολα θετικής μάζας,
κάτι το οποίο διορθώνει τα προβληματικά αποτελέσματα της Γενικής Σχετικότητας. Επίσης, επιβε-

βαιώσαμε την ύπαρξη της υπολειπόμενης στερεάς γωνίας στον εξωτερικό χωρόχρονο κάτι το οποίο

αποτελεί κύριο χαρακτηριστικό των γεωμετριών καθολικών μονοπόλων. Τέλος, επιβεβαιώσαμε τα

αποτελέσματα μας μέσω μίας αριθμητικής προσέγγισης όπου είχαμε μία πολύ καλή συμφωνία των

ημιαναλυτικών αποτελεσμάτων.

Η ύπαρξη της υπολειπόμενης γωνίας επιβάλλει παρεμφερή φαινομενολογικά αποτελέσματα με αυ-

τά του (ασταθούς) μονοπόλου [199] τα οποία συζητήθηκαν εν συντομία στο πρώτο υποκεφάλαιο.

΄Ομως, καθώς στην περίπτωση μας το μονόπολο μπορεί να έχει θετική μάζα, είναι πιθανό τέτοιου

είδους γεωμετρίες να είναι ευσταθείς, υποθέτωντας προφανώς τη φυσική ορθότητα της θεωρίας

πάνω στην οποία εργαστήκαμε. Η θετική τιμή της μάζας ADM του μονοπόλου μπορεί να προκύψει
από περιορισμούς στη σταθερά σύζευξης α, οι οποίοι, αν ικανοποιηθούν, επιβεβαιώνουν την ύπαρ-
ξη καθολικών μονοπόλων με θετική μάζα στη τετραδιάστατη θεωρία Gauss-Bonnet. Μπορούμε
εύκολα να επιβεβαιώσουμε επίσης ότι στο όριο του α → 0, εξάγουμε το καθολικό μονόπολο των
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BV , με τα αντίστοιχα προβληματικά χαρακτηριστικά του.

Θα θέλαμε επίσης να παρέχουμε μερικά σχόλια αναφορικά με τη κοσμολογία και τη φαινομενολογία

τέτοιου είδους αντικειμένων. Καταρχάς, όπως ήδη αναφέραμε στο υποκεφάλαιο 3.1, γεωμετρίες

καθολικών μονοπόλων χαρακτηρίζονται από μία υπολειπόμενη στερεά γωνία, που σχετίζεται άμεσα

με την αναμενόμενη τιμή κενού της τριπλέτας. Η λύση του καθολικού μονοπόλου που παρουσιάσα-

με στο κεφάλαιο αυτό, στα πλαίσια της τετραδιάστατης θεωρίας Gauss-Bonnet, είναι μία τοπική
αυτοβαρυτική λύση που περιλαμβάνει βαθμωτό δευτερεύον φορτίο λόγω της μη τετριμμένης φύσης

του βαθμωτού πεδίου. Η περαιτέρω ανάλυση του μοντέλου αποτελεί ένα ξεχωριστό αντίκείμενο

έρευνας, που δε θα ασχοληθούμε εδώ. Ο αναγνώστης παραπέμπεται στα [153, 155]) για περαιτέρω

πληροφορίες. Παρόλαυτά, αν η θεωρία έχει πράγματι φυσική σημασία, τέτοιου είδους καθολικά

μονόπολα μπορούν να έχουν καθοριστικό ρόλο ως υποψήφιοι σκοτεινής ύλης, εφόσον χαρακτη-

ρίζονται από θετική μάζα ADM και υπάρχουν σε αρκετά μεγάλη πυκνότητα στο πρώιμο σύμπαν με
μάζες κάτω της πληθωριστικής κλίμακας για να μην ¨εξαφανιστούν’ (dilute ) λόγω πληθωρισμού.
Από την άλλη, ανεξάρτητα των κοσμολογικών συνεπειών τέτοιου είδους λύσεων, η ύπαρξη καθο-

λικών μονοπόλων σε περιοχές του σύμπαντος θα οδηγήσει, όπως προαναφέραμε, σε δακτύλιους

Einstein [203] από τη σκέδαση φωτονίων CMB. Αυτό συμβαίνει επειδή η σκέδαση άμαζων σω-
ματιδίων σε τέτοιου είδους γεωμετρίες περιγράφεται από ένα πλάτος σκέδασης με ισχυρά μέγιστα

που εξαρτώνται από τη γωνία της σκέδασης αναφορικά με την υπολειπόμενη στερεά γωνία κάτι το

οποίο οδηγεί σε δομές δακτυλίων όπου το πλάτος σκέδασης δυνητικά απειρίζεται, ένα φαινόμενο

το όποίο ονομάστηκε ϊδιάζον βαρυτικός φακός’ (”Singular Lensing”) [204].

Από την άλλη, τα συνήθη φαινόμενα lensing από σκέδαση φωτονίων σε τέτοιου είδους γεωμετρίες,
όπου η γωνία σκέδασης βρίσκεται εκτός του πλαισίου singular lensing , εξαρτώνται εν γένει από
τη μάζα του μονοπόλου αλλά και από την ακτίνα του. Η μέτριση της παραμέτρου προσκρουσης

(impact parameter ) μπορεί να οδηγήσει σε επιπλέον περιορισμούς των παραμέτρων η, α και ξ
του μοντέλου. Επίσης, το γεγονός ότι η τετραδιάστατη θεωρία Gauss-Bonnetέχει μη τετριμμένες
λύσεις μελανών οπών [153] και παρουσιάζει πλούσια φαινομενολογία [155], μπορεί δυνητικά να

περιορίσει ισχυρότερα την παράμετρο α, κάτι το οποίο θα οδηγήσει στην εξαγωγή περαιτέρω πλη-
ροφορίας αναφορικά με τις σταθερές σύζευξης της θεωρίας. Μέσω των παραπάνω, είναι δυνητικά

πιθανό να έχουμε περιορισμούς όχι μόνο στη μάζα και στην ακτίνα του καθολικού μονοπόλου, αλλά

και στην πυκνότητα ύπαρξης τέτοιων αντικειμένων στο σύμπαν.

Κλείνουμε αυτό το κεφάλαιο τονίζοντας ότι η θετικότητα της μάζας του μονοπόλου που βρήκαμε

αποτελεί μία αισιόδοξη ένδειξη για την ευστάθεια του. Δε θα θέλαμε όμως να προβούμε σε έντο-

νους ισχυρισμούς ευστάθειας, καθώς πρέπει πρώτα να γίνει μία διεξοδική ανάλυση στη γεωμετρία,

αντίστοιχη με αυτή των γεωμετριών μελανών οπών [221, 222, 223, 224, 225, 226, 154, 227]. Συ-

γκεκριμένα, πρέπει πρώτα να υπολογιστούς οι ακτινικές διαταραχές στη γεωμετρία του μονοπόλου

και να επιβεβαιώσουμε ότι δεν έχουμε φαινόμενα απόκλισης κοντά στο κέντρο του. Τονίζουμε ότι

το ζήτημα βαρυτικών διαταραχών σε τέτοιου είδους γεωμετρίες δεν είναι καθόλου τετριμμένο λόγω

της υπολειπόμενης στερεάς γωνίας και αποτελεί μία ξεχωριστή ερευνητική εργασία. Το ζήτημα της

ευστάθειας τέτοιων σωμάτων μέσω ακτινικών διαταραχών δεν έχει επιλυθεί καν στα πλαίσια της

Γενικής Σχετικότητας, από όσο γνωρίζουμε, καθώς έχουμε μόνο προβλέψεις αστάθειας λόγω αρ-

νητικής μάζας. Παρολαυτά, το απότελεσμα της θετικής μάζας των κανονικοποιημένων μονοπόλων

είναι σίγουρα ένα πρώτο βήμα προς αυτή τη κατεύθυνση.
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Κεφάλαιο 4

Θερμοδυναμική ευστάθεια μελανών

οπών με κόμη

4.1 Εισαγωγή

Στο πρόσφατο άρθρο [228], η θερμοδυναμική ευστάθεια των μελανών οπών της Γενικής Σχε-

τικότητας μελετήθηκε ερμηνεύοντας τις μελανές οπές ως ατέλειες στον παραμετρικό χώρο των

αντίστοιχων θερμοδυναμικών ποσοτήτων. Συγκεκριμένα, θεωρώντας την γενικευμένη ελεύθερη

ενέργεια της μελανής οπής F που προκύπτει από τη περιστροφήWick της δράσης κατά τα γνωστά
[229], οι συγγραφείς του [228] κατασκεύασαν κατάλληλα διανυσμάτικά πεδία στο θερμοδυναμικό

παραμετρικό χώρο τα οποία μηδενίζονται για τις τοπικές λύσεις της βαρυτικής θεωρίας. ΄Ετσι, οι

μελανές οπές μπόρεσαν να ερμηνευθούν ως ατέλειες στον εν λόγω παραμετρικό χώρο, κάτι το οποίο

είναι ανάλογο με τις ατέλειες στη φυσική συμπυκνωμένης ύλης, όπου οι ατέλειες ερμηνεύονται ως

η απουσία διεγερμένων πεδίων. Αποτέλεσμα της ανάλυσης ήταν ότι οι μελανές οπές μπορούν να

κατηγοριοποιηθούν σε θερμοδυναμικά ευσταθείς (ασταθείς) μέσω ένα κατάλληλου αριθμού περι-

έλιξης (winding number) που μπορεί να έχει θετικές (αρνητικές τιμές), εγκαθιστώντας έτσι μία
άμεση σχέση της θερμοδυναμικής ευστάθειας μίας μελανής οπής με κάποιο τοπολογικό φορτίο.

Συγκεκριμένα, το άθροισμα των αριθμών περιέλιξης για τους διάφορους θερμοδυναμικούς κλάδους

της μελανής οπής σε συγκεκριμένη θερμοκρασία βρέθηκε να είναι ένας καθολικός αριθμός, δηλαδή

ένα τοπολογικό φορτίο, ανεξάρτητος από τις παραμέτρους της μελανής οπής που εξαρτάται μόνο

από τη θερμοδυναμική ασυμπτωτική συμπεριφορά της θερμοκρασίας της μελανής οπής για μικρές

και μεγάλες μελανές οπές. Βρέθηκε ότι διαφορετικά συστήματα μελανών οπών χαρακτηρίζονται

από αυτό το τοπολογικό φορτίο, που μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την καλύτερη κατανόηση της

θερμοδυναμικής των μελανών οπών. Το εν λόγω τοπολογικό φορτίο, λόγω της καθολικής του

φύσης για το σύστημα της μελανής οπής, μπορεί να παρέχει επίσης πιθανές πληροφορίες αναφορικά

με μικροσκοπικές μελανές οπές που είχε προβλεφθεί από τον Wheeler να έχουν κυρίαρχο ρόλο σε
θεμελιώδη ζητήματα κβαντικής βαρύτητας [230].

Η εν λόγω προσέγγιση των [228] χρησιμοποιήθηκε με επιτυχία και στην περίπτωση περιστρεφόμε-

νων μελανών οπών (με ή και χωρίς ηλεκτρομαγνητικό πεδίο) στο [231] ενώ στο [232] μελετήθηκαν

και οι περιστρεφόμενες μελανές οπές με ασυμπτωτικές anti de-Sitter. Η έρευνα συνεχίστηκε στην
περίπτωση μελανών οπών από θεωρίες υψηλότερης καμπυλότητας Lovelock [233] και σε γενικές
θεωρίες με όρο Gauss-Bonnet [234]. Από τότε, μόλις σε ένα χρόνο έχει υπάρξει ένα αυξανόμενο
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ενδιαφέρον στην τοπολογική κατηγοριοποίηση των μελανών οπών με βάση τις θερμοδυναμικές τους

ιδιότητες [235, 236, 237, 238, 239, 240, 241, 242, 243, 244, 245, 246, 247, 248, 249, 250, 251, 252,

253, 254, 255, 256, 257].

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με τη συγκεκριμένη θεώρηση των [228] στη γενικότητα της.

Θα μελετήσουμε παραδείγματα μελανών οπών με δευτερεύον βαθμωτό hair , το οποίο παραμορ-
φώνει τη γεωμετρία κενού ως αποτέλεσμα κάποιου βαθμωτού πεδίου συζευγμένο με μη-τετριμμένο

τρόπο σε βαρυτικούς τανυστές. Χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα που θα παρουσιάσουμε, θα

αντιμετωπίσουμε την εξαγωγή των συνθηκών που μπορούν να σταθεροποιήσουν θερμοδυναμικά

μία hairy μελανή οπή. Συγκεκριμένα, θα ασχοληθούμε με το πρόβλημα του ποιες είναι οι συν-
θήκες που πρέπει να ικανοποιούνται έτσι ώστε μία hairy μελανή οπή να αποκτήσει θετικό αριθμό
περιέλιξης. Κάτι τέτοιο θα σήμαινε ότι οι μελανές οπές που ικανοποιούν τις εν λόγω συνθήκες

είναι ικανές να αφήσουν απομεινάρια μελανών οπών (black hole remnant) τα οποία καθιστώνται
θερμοδυναμικά ευσταθή. ΄Οπως προαναφέραμε όμως στα προηγούμενα, δεν είναι πάντα εφικτό να

γνωρίζουμε την τοπική λύση κάποιας τροποποιημένες θεωρίας βαρύτητας, ακόμα και σε περιπτώσεις

σφαιρικής συμμετρίας, ειδικά όταν έχουμε να αντιμετωπίσουμε μη-τετριμμένες συζεύξεις του βαθ-

μωτού πεδίου χωρίς να ικανοποιείται κάποια συμμετρία που απλοποιεί τις πράξεις. Για τον λόγο

αυτό, θα πρσπαθήσουμε να εξάγουμε μία γενική μορφή hairy μελανών οπών που μπορεί να μο-
ντελοποιήσει ικανοποιητικά τις μορφές τέτοιων λύσεων κάτω από κάποιες λογικές συνθήκες. Θα

αποφύγουμε να επικεντρωθούμε σε συγκεκριμένες θεωρίες για να διατηρήσουμε τη γενικότητα των

αποτελεσμάτων.

Η ανάλυση μας θα οδηγήσει στο αποτέλεσμα ότι η ισχύς της παραμόρφωσης των μελανών οπών

κάτω από συζεύξεις βαθμωτών πεδίων σε βαρυτικούς τανυστές ελέγχεται από μία αδιάστατη πα-

ράμετρο που δίνεται μέσω του λόγου της σταθεράς σύζευξης της θεωρίας ως προς το μέγεθος

της μελανής οπής, ένα αποτέλεσμα που εξάγαμε ήδη ανεξάρτητα στο πρώτο κεφάλαιο στα πλαίσια

της θεωρίας Chern-Simons . Δείχνουμε ότι η παραμόρφωση μίας Schwarzschild μελανής οπής
σε τροποποιημένες θεωρίες θα δίνεται πρακτικά πάντα μέσω αυτής της αδιάστατης παραμέτρου και

επομένως, όσο μικραίνει η μελανή οπή και το μέγεθος της γίνεται συγκρίσιμο με την αντίστοιχη

κλίμακα μήκους της σταθεράς σύζευξης, η παραμόρφωση παύει να είναι υποκυρίαρχη και μπορεί να

σταθεροποιήσει τη μελανή οπή στα τελευταία στάδια.

4.2 Μελανές οπές σε λουτρό θερμότητας και κριτήρια θερ-

μοδυναμικής ευστάθειας

Θα ξεκινήσουμε με μία σύντομη ανασκόπηση στη θερμοδυναμική των μελανών οπών κατά την

οποία θα μείνουμε κυρίως σε ποιοτικά αποτελέσματα αποφεύγοντας αναλυτικούς υπολογισμους

προκειμένου να δώσουμε τη βάση της ανάλυσης που θα ακολουθήσει. Κάθε μελανή οπή μπορεί

να μελετηθεί σε συνθήκες υψηλής ή χαμηλής θερμοκρασίας. Γνωρίζουμε από βασική στατιστική

φυσική ότι οι υψηλές θερμοκρασίες σε ένα θερμοδυναμικό σύστημα μπορούν να αντιμετωπιστούν με

κλασικό τρόπο, υπό την έννοια ότι οι κβαντικές διορθώσεις στο εν λόγω σύστημα είναι αμελητέες.

Συστήματα υψηλών θερμοκρασιών μεταφράζονται σε μελανές οπές μεγάλου μεγέθους, ενώ για τη

μελέτη μικρών μελανών οπών μπορεί να απαιτηθεί μία ημικλασική προσέγγιση.

Για να κατανοήσουμε καλύτερα το ρόλο της θερμοκρασίας στην ευστάθεια των μελανών οπών, θε-

ωρούμε μία μελανή οπή σε λουτρό θερμότητας σε κανονική κατανομή, που σημαίνει ότι το σύστημα

της μελανής οπής βρίσκεται σε θερμική ισορροπία με κάποια θερμοκρασία T . Αυτό οδηγεί στο
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προφανές αποτέλεσμα ότι

TBH = T , (4.1)

Από την άλλη, γνωρίζουμε από βασική θεωρία μελανών οπών ότι η θερμοκρασία της μελανής οπής

δίνεται μέσω της επιφανειακής βαρύτητας κg,

TBH =
κg
2π

. (4.2)

Οι δύο παραπάνω σχέσεις μας δίνουν το γνωστό αποτέλεσμα

κg = 2πT , (4.3)

που συνδέει τη γεωμετρική ποσότητα της επιφανειακής βαρύτητας με τη θερμοκρασία του λουτρού

T , η οποία είναι μία ανεξάρτητη παράμετρος.

Η ανάλυση στα πλαίσια της κανονικής κατανομής σημαίνει ότι τα φορτία της μελανής οπής εκτός της

μάζας θεωρούνται καθορισμένα. Επομένως, μπορούμε να εκφράσουμε την επιφανειακή βαρύτητα ως

συνάρτηση της ακτίνας του ορίζοντα rh με rh = rh(M). Αυτό σημαίνει ότι η ακτίνα του ορίζοντα
rh είναι μία ανεξάρτητη παράμετρος που χαρακτηρίζει τη μελανή οπή μέσω του μεγέθους της. Υπό
αυτή την έννοια, η σχέση (4.3) μας δίνει τα διαφορετικά μεγέθη μελανών οπών που μπορούν να

βρίσκονται σε ισορροπία με το λουτρό θερμότητας. Για παράδειγμα, η περίπτωση της Schwarzschild
μας δίνει ότι

κSchwg =
1

2rh
. (4.4)

Μέσω της 4.3 έχουμε ότι το μέγεθος μίας μελανής οπής Schwarzschild σχετίζεται με την αντίστοιχη
θερμοκρασία του λουτρού μέσω της σχέσης

τ = 4πrSchwh , (4.5)

, όπου τ = T−1
και έχει διαστάσεις χρόνου. Επομένως, θεωρώντας μία μελανή οπή τύπου

Schwarschild βυθισμένη σε λουτρό θερμότητας για κάποια θερμοκρασία T , φαίνεται να μπορεί
να υπάρχει μόνο ένα μέγεθος για τη μελανή οπή. Αντίστοιχα για την περίπτωση της μελανής οπής

Kerr-Newman έχουμε ότι

κKN
g =

rKN,h − r−

2(r2KN,h + α2)
, r− =M −

√
M2 −Q2 − α2 , (4.6)

όπου α είναι η παράμετρος στροφορμής (στροφορμή ανά μονάδα μάζας). Μέσω πάλι της (4.3)
έχουμε ότι

τ = 4π
r3KN,h + α2rKN,h

r2KN,h −Q2 − α2
, (4.7)

που είναι ένα κυβικό πολυώνυμο. Αυτό σημαίνει ότι για κάποια θερμοκρασία λουτρού, μπορούν

να υπάρχουν παραπάνω από μία μελανές οπές με διαφορετικά μεγέθη. Για την περίπτωση της

Reissner-Nordstrom (α = 0) και της Kerr (Q = 0) έχουμε ομοίως ότι

τ =
4πr3RN,h

r2RN,h −Q2
: Reissner-Nordstrom (4.8)

τ = 4π
r3K,h + α2rK,h

r2K,h − α2
: Kerr (4.9)
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Για να κατανοήσουμε καλύτερα τη φυσική σημασία του μεγέθους της μελανής οπής με τη θερμο-

κρασία του λουτρού, παρουσιάζουμε στο παρακάτω διάγραμμα τις συναρτησιακές σχέσεις μεταξύ

του τ και της ακτίνας rh για διαφορετικές με βάση τις εξισώσεις (4.5), (4.8), (4.9), εκ των οποίων
μπορούμε να επιβεβαιώσουμε την ύπαρξη διαφορετικών κλάδων για την κάθε μελανή οπή. ΄Οπως

προαναφέραμε, η περίπτωση της Schwarzschild μπορεί να δώσει μόνο ένα πιθανό μέγεθος για τη
κάθε θερμοκρασία. Εισάγοντας παραπάνω φορτία στη μελανή οπή, παρατηρούμε ότι τόσο στη πε-

ρίπτωση της Reissner-Nordstrom αλλά και στην περίπτωση της Kerr έχουμε δύο πιθανούς κλάδους
που αντιστοιχούν σε μεγάλες και μικρές μελανές οπές. Από αυτούς τους κλάδους παρατηρούμε ότι

Σχήμα 4.1: Κλάδοι στατικών, στάσιμων και φορτισμένων μελανών οπών στη Γενική Σχετικότητα.

υπάρχει ένα άνω όριο της θερμοκρασίας πάνω από το οποίο δε μπορούμε να φτάσουμε σε κατάσταση

θερμικής ισορροπίας. Αυτή μεταφράζεται επίσης στο γεγονός ότι υπάρχει ένα κάτω όριο για το

μέγεθος της μελανής οπής, κάτω από το οποίο δεν μπορούμε να φτάσουμε σε κατάσταση θερμι-

κής ισοροππίας. Προφανώς, οι αντίστοιχες κρίσιμες τιμές για τη θερμοκρασία και και το μέγεθος

της μελανής οπής εξαρτώνται από τα χαρακτηριστικά της μελανής οπής που θεωρεί κανείς στην

ανάλυση του. Παρόλαυτά, είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρον να μελετήσουμε τις συνθήκες υπό τις οποίες

εμφανίζονται τέτοιου είδους ποιοτικές συμπεριφορές.

Για να μελετήσουμε την ευστάθεια των πιθανών μελανών οπών που προκύπτουν για τις διάφορες

θερμοκρασίες του λουτρού, παρατηρούμε από την εικόνα 4.1 ότι η συνάρτηση rh(T ) για τον κλάδο
των μεγάλων μελανών οπών έχει αρνητική κλίση, ∂rh/∂T < 0, ενώ ο κλάδος των μικρών μελανών
οπών έχει θετική, ∂rh/∂T > 0. Η κύρια ποσότητα που καθορίζει την τοπική ευστάθεια για την
κάθε περίπτωση είναι η θερμοχωρητικότητα της μελανής οπής που δίνεται από τη σχέση

CQ = T
dS

dT
, (4.10)

όπου μέσω κανόνα αλυσίδας ξαναγράφεται ως

CQ = T
∂rh
∂T

∂S

∂rh
. (4.11)

Εφόσον, όπως είναι γνωστό από τον κανόνα τουWald [258, 259, 260, 261], η εντροπία αυξάνεται μέ
αυξανόμενη επιφάνεια, η παράγωγος της ως προς την ακτίνα rh οφείλει να είναι θετικά ορισμένη που
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σημαίνει ότι το πρόσημο της θερμοχωρητικότητας καθορίζεται από τις αντίστοιχες κλίσεις ∂rh/∂T .
Καταλήγουμε ότι για το σύστυμα των δύο κλάδων έχουμε:

• Κλάδος μεγάλων μελανών οπών: CQ < 0 → Ασταθής κλάδος

• Κλάδος μικρών μελανών οπών: CQ > 0 → Ευσταθής κλάδος

αφού ∂rh/∂T < 0 για μεγάλες μελανές οπές ∂rh/∂T > 0 για τις μικρές μελανές οπές.

Ας θεωρήσουμε τώρα ένα σύστημα θερμοκρασίας T με όλα του τα στοιχεία σε θερμική ισορροπία.
΄Εστω τώρα οτι το σύστημα εμπεριέχει μικρές αποκλίσεις της μορφής ±δT από τη θερμοκρασία του
λουτρού T σε κάποια επιμέρους στοιχεία του. Τέτοιου είδους αποκλίσεις εμφανίζονται υπό μορφή
θερμικών διαταραχών, όπως δείχνουμε στην εικόνα 4.2. Σε αυτή τη περίπτωση, θα έχουμε φαινόμε-

να μεταφοράς θερμότητας από υψηλές σε χαμηλές θερμοκρασίες. Κατά τα γνωστά, ένα υποσύστημα

με θετική θερμοχωρητικότητα μειώνει/αυξάνει τη θερμοκρασία του, όταν εκπέμπει/απορροφά θερ-

μική ενέργεια, ενώ ένα υποσύστημα με αρνητική θερμοχωρητικότητα συμπεριφέρεται αντίστροφα.

Επομένως, μικρές αποκλίσεις θερμοκρασίας που εμφανίζονται σε υποσυστήματα θετικής θερμοχω-

ρητικότητας θα μηδενιστούν και θα ξαναέρθουν σε θερμική ισορροπία. Από την άλλη, όταν έχουμε

τέτοιου είδους αποκλίσεις σε συστήματα αρνητικής θερμοχωρητικότητας, αυτές οι απόκλίσεις συ-

νεχίζουν να αυξάνονται και η θερμική ισορροπία χάνεται. Αυτό σημαίνει ότι τα υποσυστήματα

θετικής/αρνητικής θερμοχωρητικότητας βρίσκονται σε ευσταθή/ασταθή θερμική κατάσταση με το

λουτρό, λόγω της αντίστοιχης εξέλιξης των θερμικών διαταραχών.

Σχήμα 4.2: Αρχικά, όλα τα μέρη του συστήματος είναι σε θερμική ισορροπία με το λουτρό θερ-

μοκρασίας T . ΄Οταν εμφανίζονται θερμικές διακυμάνσεις, έχουμε μικρές αποκλίσεις στα υπομέρη
του συστήματος από τη θερμική ισορροπία. Τα υποσυστήματα θετικής θερμοχωρητικότητας επι-

στρέφουν άμεσα σε ισορροπία, ενώ τα υποσυστήματα αρνητικής θερμοχωρητικότητας είναι θερμικά

ασταθή.

Το ζήτημα της ευσταθούς και ασταθούς θερμικής ισορροπίας μπορεί επίσης να μελετηθεί υπό το

πρίσμα της ελεύθερης ενέργειας της κανονικής κατανομής, που δίνεται από τη σχέση

F = E − S
τ
, (4.12)
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όπου E είναι η συνολική ενέργεια του συστήματος, S είναι η εντροπία και τ είναι η ελευθερή πα-
ράμετρος που ορίσαμε μέσω της σχέσης τ = T−1

. Εφόσον εργαζόμαστε στην κανονική κατανομή,

κάθε άλλο φορτίο της μελανής οπής εκτός της μάζας (ενέργειας) θεωρείται καθορισμένο. Οπότε,

μπορούμε να θεωρήσουμε την ενέργεια E και την εντροπία S (και συνεπώς την ελεύθερη ενέργεια
F) ως συναρτήσεις της μάζας ADM M , με το ηλεκτρομαγνητικό φορτίο και τη στροφορμή της
μελανής οπής να είναι σταθερή. Αυτό σημαίνει προφανώς ότι μπορούμε να εκφράσουμε τις εν λόγω

ποσότητες ως προς το μέγεθος της μελανής οπής rh, όπως προαναφέραμε.

Εκ κατασκευής, η ελεύθερη ενέργεια είναι ορισμένη με τέτοιο τρόπο έτσι ώστε κατά την οποιαδήποτε

μετάβαση του συστήματος από μία κατάσταση στην επόμενη, η ελεύθερη ενέργεια δε μπορεί να

αυξηθεί. Αυτό σημαίνει ότι τα τοπικά ελάχιστα της ελεύθερης ενέργειας αντιστοιχούν σε ευσταθείς

καταστάσεις ενώ τα τοπικά μέγιστα σε ασταθείς. Αυτο μεταφράζεται με τον προφανή μαθηματικό

τρόπο ως

1.
∂2F
∂r2h

∣∣∣
rh=R

> 0 → Ευσταθής ισορροπία

2.
∂2F
∂r2h

∣∣∣
rh=R

< 0 → Ασταθής ισορροπία

Οι εν λόγω συνθήκες ευστάθειας μέσω της ελεύθερης ενέργειας αφορούν απλά διαταραχές της F
ως προς το μέγεθος της μελανής οπής rh. ΄Ομως, όπως είδαμε στην εικόνα 4.2, διαταραχές του
rh αντικατοπτρίζονται σε διαταραχές της θερμοκρασίας. Αυτό σημαίνει ότι τα κριτήρια ευστάθειας
που προαναφέραμε χρησιμοποιώντας τη θερμοχωρητικότητα μπορούν να μεταφραστούν σε κριτήρια

ευστάθειας μέσω της ελεύθερης ενέργειας. Αυτό επιβεβαιώνεται άμεσα από την εικόνα 4.3, όπου

έχουμε σχεδιάσει την ελεύθερη ενέργεια των μελανών οπών Schwarzschild, Reissner-Nordstrom
και Kerr για συγκεκριμένη θερμοκρασία T , για την οποία εμφανίζονται οι δύο κλάδοι που σχολι-
άσαμε πριν. ΄Οπως βλέπουμε, ο κλάδος της μικρής μελανής οπής αντιστοιχεί σε τοπικό ελάχιστο της

ελεύθερης ενέργειας ενώ ο κλάδος της μεγάλης μελανής οπής σε τοπικό μέγιστο, όπως αναμενόταν.

Σχήμα 4.3: Η ελεύθερη ενέργεια για στατικές, στάσιμες και φορτισμένες μελανές οπές της Γενικής

Σχετικότητας.
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4.3 Μελανές οπές ως τοπολογικές ατέλειες στον θερμοδυ-

ναμικό παραμετρικό χώρο

Μετά από τη σύντομη ανασκόπηση για τη θερμοδυναμική των μελανών οπών, είμαστε πλέον σε

θέση να παρουσιάσουμε την τοπολογική προσέγγιση των [228] για την κατηγοριοποίηση των δια-

φόρων κλάδων των μελανών οπών σε θερμική ισορροπία με το λουτρό θερμότητας. Η βάση της

κατηγοριοποίησης είναι ότι οι ιδιότητες των μελανών οπών μελετώνται υπό το πρίσμα τοπολογι-

κών ατελειών, δηλαδή στοιχείων μηδενισμού κάποιου διανυσματικού πεδίου Φa(x⃗). Οι εν λόγω
ατέλειες είναι θερμοδυναμικής φύσεως, καθώς το διανυσματικό πεδίο Φa(x⃗) ορίζεται μέσω των
θερμοδυναμικών παραμέτρων της μελανής οπής. Συγκεκριμένα,

Φa =
(
Φrh ,ΦΘ

)
=

(
∂F
∂rh

,− cotΘ cscΘ

)
, (4.13)

όπου rh είναι η ακτίνα του ορίζοντα γεγονότων και Θ είναι μία βοηθητική παράμετρος ορισμένη στο
διάστημα 0 ≤ Θ ≤ π. Με την παραπάνω επιλογή του ΦΘ

, οι μηδενισμοί του Φa
θα βρίσκονται πάντα

πάνω στον άξονα Θ = π/2 του επιπέδου rh −Θ. Επομένως, οι ατέλειες ορίζονται από το γεωμε-
τρικό τόπο Θ = π/2 και ∂F/∂rh = 0. Οι εν λόγω ατέλειες ανατιστοιχούν στη λύση της μελανής
οπής, καθώς η συνθήκη τ = T−1

BH , όπου TBH η θερμοκρασία της μελανής οπής, ταυτίζεται με τη

συνθήκη ∂F/∂rh = 0, όπως δείξαμε παραπάνω. Συγκεκριμένα, για τ ̸= T−1
BH η ελεύθερη ενέργεια

είναι off-shell , δηλαδή δεν αντιστοιχεί σε λύση των εξισώσεων Einstein. Επομένως, επιλέγοντας
τ = T−1

BH , θέτουμε πρακτικά την ελεύθερη ενέργεια on-shell και, συνεπώς, τα σημεία για τα οποία
ισχύει Φa = 0 αντιστοιχούν σε μηδενισμούς του τανυστικού πεδίου Eµν = Gµν − κ2Tµν = 0. Υπό
αυτή την έννοια, απεικονίζουμε τους μηδενισμούς του διανυσματικού πεδίου Φa

σε λύσεις μελανών

οπών των βαρυτικών εξισώσεων Eµν = 0.

Για να συνεχίσουμε, ακολουθούμε τη δομή των τοπολογικών ρευμάτων κατά Duan et al , [262, 263],
και ορίζουμε το τοπολογικό ρεύμα

jµ =
1

2π
ϵµνρϵab∂νn

a∂ρn
b
όπου µ, ν, ρ = 0, 1, 2 και a, b = 1, 2 , (4.14)

όπου ∂ν = ∂/∂xν για το σύστημα ¨συντεταγμένων’ xν = (τ, rh,Θ), ενώ τα ϵ αντιστοιχούν στα
σύμβολα Levi-Civita των αντίστοιχων χώρων. Επίσης, το μοναδιαίο διάνυσμα n ορίζεται από τη
σχέση na = Φa/||Φ||, όπου Φ1,2 = Φrh,Θ. Η ύπαρξη του συμβόλου Levi-Civita στο τοπολογικό
ρεύμα επιβάλλει μηδενική απόκλιση ρεύματος, δηλαδή, ∂µj

µ = 0, και συνεπώς το τοπολογικό ρεύμα
διατηρείται. Αυτό μας επιτρέπει να ορίσουμε το αντίστοιχο τοπολογικό φορτίο κατά τα γνωστά

Q =

∫
Σ
d2xj0 , (4.15)

όπου Σ είναι μία περιοχή του παραμετρικού χώρου (rh,Θ), ενώ το ∂Σ αντιστοιχεί σε καμπύλη στο
επίπεδο rh −Θ. Ακολουθώντας τις απλές πράξεις του [262], μπορεί κανείς να επιβεβαιώσει ότι το
τοπολογικό ρεύμα της (4.14) γράφεται ως

jµ = δ(Φ⃗) Jµ
(Φ
x

)
, Jµ

(Φ
x

)
≡ 1

2
ϵab ϵ

µνρ∂νΦ
a ∂ρΦ

b , (4.16)

όπου χρησιμοποιήθηκε η διδιάστατη Λαπλασιανή∆Φa ln||Φ⃗|| = 2π δ(Φ⃗). Η ύπαρξη της κατανομής δ
στη σχέση (4.16) υποδηλώνει ότι το τοπολογικό ρεύμα είναι μη μηδενικό μόνο στους μηδενισμούς

του Φa
. Επομένως, το τοπολογικό φορτίο είναι μη μηδενικό μόνο στις περιοχές Σ εκείνες που
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περικλείουν ατέλειες. Επομένως, αφού η κάθε ατέλεια αντιστοιχεί σε μία λύση μελανής οπής μέσω

του παραπάνω ορισμού, κάθε λύση μελανής οπής έχει το αντίστοιχο δικό της τοπολογικό φορτίο.

Η τιμή του τοπολογικού φορτίου, Q, δίνεται από τη σχέση [228, 264]

Q =
N∑
i=1

wi , (4.17)

όπου i = 1, 2, ..., N είναι ο αριθμός των ατελειών που περικλείει το ∂Σ ενώ wi είναι οι αντίστοιχοι

αριθμοί περιέλιξης του ∂Σ για την ατέλεια i. Με βάση αυτό το αποτέλεσμα, μπορούμε πλέον να
ορίσουμε ένα τοπικό και ένα καθολικό τοπολογικό φορτίο ανάλογα με τη καμπύλη ∂Σ του Σ που
θα επιλέξουμε.

΄Εστω ότι υπάρχουν N μηδενισμοί του Φa
. Αν το ∂Σ περικλείει μόνο τον μηδενισμό i του Φa

,

τότε το τοπολογικό φορτίο αντιστοιχεί προφανώς μόνο στην ατέλεια i και ίσο με wi. Αυτός είναι

ο ορισμός του τοπικού τοπολογικού φορτίου. Αν το ∂Σ περικλείει όλο το παραμετρικό χώρο, τότε
συμπεριλαμβάνει προφανώς όλους τους μηδενισμούς του Φa

. Αυτός είναι ο ορισμός του καθολικού

τοπολογικού φορτίου. ΄Αρα, για να εξάγουμε το καθολικό τοπολογικό φορτίο χρειάζεται απλά να

υπολογίσουμε τον αριθμό περιέλιξης για κάθε ατέλεια και μετά να πάρουμε το αντίστοιχο άθροισμα.

Στο [228], προκειμένου να παρουσιαστεί μία σχέση μεταξύ των τοπολογικών φορτίων και της θερ-

μοδυναμικής ευστάθειας του κάθε κλάδου, είχαμε την ακόλουθη εικασία: Αριθμοί περιέλιξης wi με

τιμή +1 (−1) αντιστοιχούν σε ευσταθείς (ασταθείς) κλάδους της θερμοδυναμικής κατάστασης της
μελανής οπής. Θα προσπαθήσουμε εδώ να επιβεβαιώσουμε αυτή την υπόθεση. ΄Οπως προαναφέρα-

με, η τοπική ευστάθεια του κάθε κλάδου καθορίζεται από το πρόσημο της ∂2F/∂rh2. Οπότε, η
εικασία των [228] μεταφράζεται πρακτικά στο ότι ο αριθμός περιέλιξης κάθε κλάδου θα έχει μία άμε-

ση συσχέτιση με το πρόσημο της συνθήκης ευστάθειας ∂2F/∂rh2. Συγκεκριμένα, θα αποδείξουμε
ότι

wi = sgn

(
∂2F
∂r2h

∣∣∣∣∣
i

)
. (4.18)

Πράγματι, αντικαθιστώντας τη (4.16) στην (4.15), βρίσκουμε ότι

Q =

∫
Σ
drh dΘ δ(Φrh) δ(Θ) J0

(
Φ

x

)
⇒ Q =

∫
Σ
drh dΘ δ(Φrh) δ(Θ)

∂Φrh

∂rh

∂ΦΘ

∂Θ
. (4.19)

Υπενθυμίζουμε την ιδιότητα της κατανομής δ,

δ(f(x)) =
∑
i

δ(x− zi)

| dfdx |zi
, (4.20)

όπου zi αντιστοιχούν στις ρίζες της f , f(zi) = 0. Τότε, ξαναγράφουμε τα παραπάνω ακολούθως

Q =

∣∣∣∣∣∂ΦΘ

∂Θ

∣∣∣∣∣
Θ=π/2

−1 ∫
dΘδ(Θ− π/2)

∂ΦΘ

∂Θ

∑
i

∣∣∣∣∣∂Φrh

∂rh

∣∣∣∣∣
rh=zi

−1 ∫
drhδ(rh − zi)

∂Φrh

∂rh

⇒ Q =
∑
i

sgn

(
∂Φrh

∂rh

∣∣∣∣∣
i

)
,

(4.21)
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αφού ο μοναδικός μηδενισμός του ΦΘ βρίσκεται στο Θ = π/2 και ∂ΦΘ/∂Θ|π/2 = 1 > 0. Το-
νίζουμε ότι, εφόσον η περιοχή Σ περιλαμβάνει μόνο την ατέλεια i, τότε το παραπάνω άθροισμα
καταλήγει απλά το τοπικό τοπολογικό φορτίο, wi. Επιπροσθέτως, αφού Φrh = ∂F/∂rh, έχουμε
ότι ∂Φrh/∂rh = ∂2F/∂r2h, κάτι το οποίο επιβεβαιώνει τη ζητούμενη σχέση (4.18). ΄Εχοντας επι-
βεβαιώσει την υπόθεση για τη συσχέτιση των τοπολογικών φορτίων με την ευστάθεια/αστάθεια

των μελανών οπών, μπορούμε πλέον να προχωρήσουμε στην ανάλυση hairy μελανών οπών με δευ-
τερεύον βαθμωτό φορτίο και να ελέγξουμε κατά πόσο η συνεισφορά του βαθμωτού πεδίου στη

γεωμετρία μπορεί να οδηγήσει σε νέους θερμοδυναμικά ευσταθείς κλάδους, δηλαδή κλάδους με

θετικό αριθμό περιέλιξης, με βάση την παραπάνω ανάλυση.

4.4 Hairy μελανές οπές με δευτερεύον βαθμωτό φορτίο και
κριτήρια θερμοδυναμικής ευστάθειας

Σε αυτό το υποκεφάλαιο θα εξετάσουμε τις συνθήκες κάτω από τις οποίες μία μελανή οπή μπορεί

να γίνει θερμοδυναμικά ευσταθής ως αποτέλεσμα της αλληλεπίδρασης κάποιου βαθμωτού πεδίου

με το βαρυτικό πεδίο. Θα θεωρήσουμε προφανώς ότι η εν λόγω αλληλεπίδραση είναι ικανή να

παραμορφώσει τη γεωμετρία της μελανής οπής ¨ντύνοντάς’ τη με δευτερεύον βαθμωτό φορτίο.

Θα μελετήσουμε στατικές και σφαιρικά συμμετρικές λύσεις τύπου Schwarzschild με ασυμπτωτική
συμπεριφορά Minkowski και θα θεωρήσουμε επίσης ότι η ισχύς της αλληπίδρασης από τις μη-
τετριμμένες συζεύξεις του βαθμωτού πεδίου στους βαρυτικούς τανυστές ελέγχεται από μία σταθερά

σύζεξης A. Για το λόγο αυτό, γράφουμε μία γενικευμένη Λαγρανζιανή της μορφής

L = LEH + Lmatter +ALint , (4.22)

όπου LEH είναι η Λαγρανζιανή της Γενικής Σχετικότητας, Lmatter αντιστοιχεί στη Λαγρανζιανή

για τους όρους του βαθμωτού πεδίου με τετριμμένη βαρυτική σύζευξη, ενώ Lint όλες τις πιθανές

συζεύξεις του βαθμωτού πεδίου με τους βαρυτικούς τανυστές. Θα εργαστούμε κατά τα γνωστά σε

μονάδες ℏ = c = 1, όπου όλες οι φυσικές ποσότητες εκφράζονται σε μονάδες μήκους ή ενέργειας.
Μέσω της σταθεράς σύζευξης A, έχουμε την εισαγωγή μίας καινούριας κλίμακας μήκους η οποία
χαρακτηρίζει την ισχύ της αλληλεπίδρασης του βαθμωτού πεδίου με την βαρύτητα. Τονίζουμε

ότι, ακόμα και αν το A δεν έχει διαστάσεις μήκους, μπορούμε πάντα να δουλέψουμε σε διαστάσεις
μήκους χρησιμοποιώντας κατάλληλα το μήκος Planck. Για ευκολία και αποφυγή πιθανής σύγχυσης,
θα κρατήσουμε τη σταθερά A σε διαστάσεις μήκους.

Είναι γνωστό ότι όταν υπάρχουν μη τετριμμένες αλληλεπιδράσεις μέσω του όρου Lint, είναι πιθα-

νό να έχουμε τοπικές λύσεις από hairy μελανές οπές, που παραβιάζουν προφανώς τα αντίστοιχα
θεωρήματα no-hair . ΄Ομως, η σταθερά σύζευξης A που φαίνεται να ελέγχει την ισχύ της αλληλε-
πίδρασης δεν είναι η μόνη παράμετρος που παίζει ρόλο στην παραμόρφωση της μελανής οπής. Αυτό

συμβαίνει διότι κάθε μελανή οπή περιλαμβάνει μία χαρακτηριστική κλίμακα μήκους που ορίζεται

από τον ορίζοντα γεγονότων της rh. Κάνουμε την υπόθεση ότι η πραγματική παράμετρος της
παραμόρφωσης της γεωμετρίας ορίζεται μέσω μίας αδιάστατης παραμέτρου γ από τη σχέση

γ =
Aκ

r2h
. (4.23)

Η εν λόγω παράμετρος ορίζεται μέσω της σταθεράς αλληλεπίδρασης A, του μήκους Planck μέσω
του κ ∼ lPlanck και του μεγέθους της μελανής οπής μέσω του rh. Είναι σαφές ότι για καθο-
ρισμένη σταθερά σύζευξης A, η ενεργή σταθερά της παραμόρφωσης γ μπορεί να πάρει μεγάλες
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τιμές για μικρές μελανές οπές. Αυτό σημαίνει ότι, καθώς η μελανή οπή συρρικνώνεται, μέσω π.χ.

ακτινοβολίας Hawking, η ενεργή της αλληλεπίδραση με το βαθμωτό πεδίο της δράσης γίνεται όλο
και πιο σημαντική. Επομένως, για την περίπτωση των μεγάλων μελανών οπών, οι αλληλεπιδράσεις

αυτές οφείλουν να προσεγγίζονται με διαταρακτικό τρόπο, κρατώντας π.χ. τις πρώτες τάξεις του

A (η αντίστοιχα του γ) στον υπολογισμό της παραμόρφωσης της γεωμετρίας. Αυτό όμως παύει να
ισχύει όταν θεωρήσει κανείς μικρές μελανές οπές, καθώς η παραμόρφωση της γεωμετρίας από την

αλληλεπίδραση παύει να είναι υποκυριάρχη και η διαταρακτική προσέγγιση της λύσης σταματάει να

ισχύει.

Προς υποστήριξη του παραπάνω επιχειρήματος αναφορικά με τη μορφή της ενεργής σταθεράς σύζευ-

ξης γ, παραθέτουμε τα ακόλουθα επιχειρήματα:

• Γνωρίζουμε ότι, ανεξάρτητα από το αν η μελανή οπή έχει υποστεί παραμόρφωση ή όχι από
τις συζεύξεις του βαθμωτού πεδίου, υπάρχει πάντα μία κλίμακα μήκους της μελανής οπής που

καθορίζεται από την ακτίνα του ορίζοντα γεγονότων rh. Μπορούμε λοιπόν, χωρίς βλάβη της
γενικότητας να χρησιμοποιήσουμε την αδιάστατη ακτινική συντεταγμένη x = rh/r για να
μελετήσουμε τη μελανή οπή μέσω της ακόλουθης μορφής της γεωμετρίας R2 × S2

:

ds2 = −F (x)dt2 +
r2h
x4

dx2

H(x)
+
rh2

x2
dΩ2

(4.24)

όπου το στοιχείο
rh2

x2
είναι η συνάρτηση εμβαδού της σφαιρικής φύλλωσης και έχει δια-

στάσεις μήκους στο τετράγωνο. Προφανώς, η βάση dΩ2
και τα στοιχεία F (x) και H(x) είναι

αδιάστατα, ενώ οι βάσεις dt2 και r2hdx
2
έχουν διαστάσεις μήκους τετράγωνο για να έχουμε

σωστές διαστάσεις στο στοιχείο μήκους ds2.

• Εφόσον μελετάμε αποκλειστικά σφαιρικά συμμετρικές μελανές οπές με ασυμπτωτική συμπε-
ριφορά Minkowski , όλοι οι όροι των στοιχείων gtt και gxx της παραπάνω μετρικής οφείλουν
να αποσβένουν μεσω r−n

στο άπειρο, όπου n είναι θετικοί ακέραιοι. Αυτό σημαίνει ότι και οι
δύο συναρτήσεις μετρικής F (x) και H(x) μπορούν να αντιμετωπιστούν ως άπειρα αναπτύγ-
ματα ως προς τη συντεταγμένη x. Η δυνατότητα αυτή οφείλεται στο γεγονός ότι τα στοιχεία
της μετρικής οφείλουν να είναι αναλυτικές συναρτήσεις στο χώρο που ορίζονται για να μην

έχουμε ασυνέχειες στη γεωμετρία.

• Κάθε μορφή σφαιρικά συμμετρικής μετρικής πρέπει να μπορεί να επιστρέψει στη λύση Schwarzschild
στο όριο της μηδενικής σταθεράς σύζευξης.

Από τα παραπάνω, έχουμε ότι το χρονικό στοιχείο της μετρικής F (x) μπορεί να εκφράστει πάντα
ως ανάπτυγμα της μορφής

gtt(r) = −(1− x)

(
1 +

∑
n

γnfn(x)

)
, (4.25)

όπου x = rh/r όπως προαναφέραμε και fn(x) είναι πολυώνυμα του x. Ο εξωτερικός χώρος της
μελανής οπής, r > rh, αντιστοιχεί στο διάστημα 0 < x < 1, όπου x → 0 αντιστοιχεί προφανώς
στην ασυμπτωτική περιοχή r → ∞ ενώ η υπερεπιφάνεια x = 1 υποδηλώνει τον ορίζοντα γεγονότων
r = rh. Επομένως, η ασυμπτωτική συμπεριφορά Minkowski σημαίνει ότι fn(0) = 0, που σημαίνει
ότι τα πολυώνυμα fn(x) δεν έχουν σταθερό όρο. Προφανώς, το H(x) υπόκειται σε ανάλογη έκ-
φραση η οποία θα χρησιμοποιηθεί παρακάτω.
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΄Οπως μπορούμε εύκολα να παρατηρήσουμε, στο όριο των μεγάλων μελανών οπών, οι όροι της

παραμόρφωσης που κωδικοποιούνται στο άπειρο άθροισμα μηδενίζονται μέσω του γ → 0 και η
μετρική επιστρέφει στην κατάλληλη μορφή Schwarzschild. Χρησιμοποιώντας τώρα το γεγονός ότι
το χρονικό στοιχείο της μετρικής είναι αρνητικό στον εξωτερικό χώρο της μελανής οπής, έχουμε

ότι

1 +
∑
n

γnfn(x) > 0, για 0 < x < 1 . (4.26)

Από την άλλη, στο εσωτερικό της μελανής οπής, x > 1, ο παραπάνω όρος μπορεί και να μηδενίζεται
κάτι το οποίο υποδεικνύει την ύπαρξη εσωτερικού ορίζοντα. Η συνθήκη για την ύπαρξη εσωτερικού

ορίζοντα στη μετρική μας δίνεται συνεπώς από τη σχέση

1 +
∑
n

γnfn(x0) = 0, για κάποιο x0 > 1 . (4.27)

Θέλουμε τώρα να ελέγξουμε κατά πόσο οι αλληλεπιδράσεις του βαθμωτού πεδίου με το βαρυτικό

μπορούν να οδηγήσουν σε θερμοδυναμική ευστάθεια της μελανής οπής. Προς τον σκοπό αυτό,

θα εργαστούμε αντίστροφα θεωρώντας ένα θερμοδυναμικά ευσταθή κλάδο και θα εξάγουμε την

απαραίτητη συνθήκη. Ας θεωρήσουμε λοιπόν ότι η συνάρτηση τ(rh) για την hairy μελανή οπή που
έχουμε δεν είναι γραμμική ως αποτέλεσμα της παραμόρφωσης της γεωμετρίας και δημιουργούνται

δύο ασυμπτωτικά όρια στο επίπεδο τ − rh της θερμοδυναμικής κατάστασης, ενώ είναι συνεχής σε
όλο το ενδιάμεσο παραμετρικό χώρο. Τα όρια αυτά αντιστοιχούν προφανώς στα rh εκείνα για τα
οποία ισχύει τ → ∞, δηλαδή σε μηδενική θερμοκρασία της μελανής οπής. Με βάση τη συνθήκη του
ορίου Schwarzschild για τη μελανή οπή, αναμένουμε ότι το ένα ασυμπτωτικό όριο αντιστοιχεί στην
περίπτωση της μεγάλης μελανής οπής, που είναι πρακτικά η λύση Schwarzschild με διαταρακτικές
διορθώσεις και είναι θερμοδυναμικά ασταθής. Από την άλλη, ο δεύτερος κλάδος μελανής οπής

μπορεί να είναι θερμοδυναμικά ευσταθής αν όντως υπάρχει ένα πεπερασμένο (μη-μηδενικό) rh για
το οποίο τ → ∞. Τονίζουμε ότι το εν λόγω rh σηματοδοτεί το κάτω όριο για το μέγεθος της
μελανής οπής που μπορεί να βρεθεί σε θερμοδυναμικη ισορροπία. Σε αυτή τη περίπτωση, θα έχουμε

ένα κλάδο ο οποίος ικανοποιεί τη σχέση ∂τ/∂rh < 0, δηλαδή ∂rh/∂T > 0 στο επίπεδο rh− τ , που
σημαίνει ότι υπάρχει μελανή οπή με θετική θερμοχωρητικότητα και άρα θετικό τοπικό τοπολογικό

φορτίο, όπως δείξαμε από τη σχέση (4.21) στο υποκεφάλαιο 4.3. Επομένως, φαίνεται ότι η ύπαρξη

ευσταθούς θερμοδυναμικού κλάδου μπορεί να μελετηθεί μέσω των ορίων όπου τ → ∞, δηλαδή των
ορίων όπου μηδενίζεται η επιφανειακή βαρύτητα, όπως έχουμε από τη σχέση (4.3). Η επιφανειακή

βαρύτητα για μία σφαιρικά συμμετρική μελανή οπή δίνεται από τη σχέση

κg =
|g′tt|

2
√
−gtt grr

∣∣∣
r→rh

, (4.28)

όπου ο τόνος υποδηλώνει παραγώγιση ως προς τη συντεταγμένη r. Προφανώς, πρέπει να επιβάλλει
κανείς ότι η ορίζουσα της μετρικής είναι πεπερασμένη για όλο το διάστημα 0 < x < −∞ που οδηγεί
στη συνθήκη ότι το γινόμενο gtt grr είναι πεπερασμένο. ΄Αρα, η επιφανειακή βαρύτητα τείνει στο
μηδέν για τα rh εκείνα που ικανοποιούν τη σχέση g

′
tt(rh)| → 0. Χρησιμοποιώντας τη μορφή της

μετρικής που μελετάμε, έχουμε το αποτέλεσμα:

g′tt(rh) = − 1

rh

(
1 +

∑
n

γnfn(1)

)
. (4.29)

΄Αρα, g′tt(rh) → 0 για rh → ∞, που μας οδηγεί στο όριο Schwarzschild και για εκείνα τα (πεπερα-
σμένα) rh που ικανοποιούν

1 +
∑
n

γnfn(1) = 0 , (4.30)
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όπου θυμίζουμε ότι οι αδιάστατες παράμετροι γ εξαρτώνται από το rh μέσω της (4.23).

Τονίζουμε εδώ ότι η συνθήκη (4.30) είναι εφικτή μόνο κάτω από μη διαταρακτικές διορθώσεις της

μελανής οπής του κενού κάτω από τις αλληλεπιδράσεις του βαθμωτού πεδίου με τους βαρυτικούς

τανυστές. Είναι σαφές επίσης από τις εξισώσεις (4.25) και (4.30) ότι οι μελανές οπές που τις

ικανοποιούν είναι κρίσιμες. Παρατηρούμε ότι αυτό σημαίνει ότι πρέπει αναγκαστικά να υπάρχει

ένας εσωτερικός ορίζοντας, δηλαδή να ικανοποιείται και η σχέση (4.27) για κάποιο x0. Πράγματι,
η συνθήκη (4.30) σηματοδοτεί το όριο όπου ο ορίζοντας γεγονότων και ο εσωτερικός ορίζοντας

ταυτοποιούνται σε κάποιο r = x0rh. Το αποτέλεσμα μας είναι ότι αν οι αλληλεπιδράσεις του βαθ-
μωτού πεδίου με τη βαρύτητα είναι μη διαταρακτικές ως προς την ενεργή σταθερά σύζευξης γ,
κάτι το οποίο συμφωνεί με τα όρια των μικρών μελανών οπών, η μελανή οπή μπορεί να φτάσει

σε θερμοδυναμική ισορροπία μέσω δημιουργίας εσωτερικού ορίζοντα από την παραμόρφωση στο

εσωτερικό της. Αυτό οδηγεί επίσης σε μία δυναμική αλλαγή τοπολογικού τομέα, καθώς η μελανή

οπή Schwarzschild έχει αρνητικό τοπολογικό φορτίο, ενώ η αντίστοιχη hairy μελανή οπή που με-
λετήσαμε μπορεί να αποκτήσει θετικό τοπολογικό φορτίο στα κάτω όρια του μεγέθους της.

Για να ολοκληρώσουμε την ανάλυση μας, θα προβούμε τώρα στην εξαγωγή του τοπολογικού φορ-

τίου της μελανής οπής μέσω των ορίων της κρισιμότητας (extremality ). Συγκεκριμένα, θα δείξουμε
ότι αν ικανοποιείται η (4.30), υπάρχει πάντα ένα τοπικό τοπολογικό φορτίο που είναι θετικό. Ας

θεωρήσουμε λοιπόν τη μετρική της μελανής οπής (4.24), όπου μέσω της σχέσης (4.25) θέτουμε

F (x) = (1− x)

(
1 +

∑
n

γnfn(x)

)
, H(x) = (1− x)

(
1 +

∑
n

γnhn(x)

)
(4.31)

όπου, όπως πριν, για να έχουμε ασυμπτωτική συμπεριφορά Minkowski απαιτούμε ότι∑
n

γnfn(0) =
∑
n

γnhn(0) = 0. (4.32)

Επιβάλλοντας την (4.30), η επιφανειακή βαρύτητα μηδενίζεται που σημαίνει ότι τ → ∞ για κάποιο
πεπερασμένο (μη-μηδενικό) rh. Αυτό είναι η ελάχιστη ακτίνα ορίζοντα για την οποία η ελεύθερη

ενέργεια μπορεί να βρεθεί on-shell . Τότε, ο όρος
S

τ
της ελεύθερης ενέργειας (4.12) είναι υποκυ-

ρίαρχος, θεωρώντας προφανώς ότι η εντροπία είναι πεπερασμένη για πεπερασμένη ακτίνα μελανής

οπής. Αυθαίρετα κοντά στην κρίσιμη περίπτωση λοιπόν, η ελεύθερη ενέργεια του συστήματος ταυ-

τοποιείται ενεργά με τη μάζα ADM της μελανής οπής, η οποία λόγω ασυμπτωτικής επιπεδότητας
είναι η ίδια με τη μάζα Komar ,

M = − 1

8πG
lim
x→0

∮
S2

∇µKνdSµν , (4.33)

όπου Kν
είναι το διάνυσμα Killing από την ισομετρία στην μετατόπιση χρόνου, ενώ dSµν είναι το

διδιάστατο στοιχείο ολοκλήρωσης της σφαίρας S2
στο άπειρο. Εισάγοντας τη μορφή της μετρικής

μας, εξάγουμε απευθείας ότι

M = lim
x→0

rh
2G

g′tt(x)√
−gtt(x)grr(x)

= lim
x→0

rh ((x− 1)
∑∞

n=1 γ
nf ′n(x) +

∑∞
n=1 γ

nfn(x) + 1)

2G
√∑∞

n=1 γ
nfn(x)+1∑∞

n=1 γ
nhn(x)+1

όπου ο τόνος υποδηλώνει παραγώγιση ως προς το x. Επιβάλλοντας τώρα τη (4.32), έχουμε το
αποτέλεσμα

M(rh) =
rh
2G

(1−
∞∑
n=1

γnf ′n(0)). (4.34)
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Τονίζουμε ότι για μία φυσικά αποδεκτή λύση, η μάζα ADM πρέπει να είναι θετικά ορισμένη, κάτι
το οποίο οδηγεί στην επιπλέον συνθήκη

∞∑
n=1

f ′n(0)γ
n < 1, ∀rh. (4.35)

Κάτω από τη προσέγγιση της κρισιμότητας F ≊ M , η συνθήκη για μία θερμικά ευσταθής μελανή
οπή είναι απλά

∂F
∂rh

∣∣∣
rh=r∗h

≊
∂M

∂rh

∣∣∣
rh=r∗h

= 0,
∂2F
∂r2h

∣∣∣
rh=rh∗

≊
∂2M

∂r2h

∣∣∣
rh=rh∗

> 0 (4.36)

όπου το r∗h αντιστοιχεί στον ορίζοντα της μελανής οπής on-shell . Ουσιαστικά, το πρόβλημα της
εξαγωγής του θετικού τοπολογικού φορτίου είναι πλέον η αντιμετώπιση της εν λόγω πρότασης:

Δωσμένης της θετικής μάζας ADM (4.34), το ελάχιστο on-shell rh, για το οποίο ικανοποιείται η
συνθήκη κρισιμότητας αντιστοιχεί σε τοπικό ελάχιστο της M(rh).

Η εν λόγω πρόταση αποδεικνύεται αρκετά εύκολα από τον ορισμό της συνάρτησης M(rh). Πράγ-
ματι, ανοίγοντας το ανάπτυγμα της (4.34),

M(rh) =
rh
2G

− rh
2G

O
(
Aκ

r2h

)
− rh

2G
O
(
Aκ

r2h

)2

− ..., (4.37)

όπου χρησιμοποιήσαμε τον ορισμό γ =
Aκ

r2h
, έχουμε ότι

M(rh) → ∞, (∀rh → 0) και (∀rh → ∞) (4.38)

Από βασικά επιχειρήματα συνέχειας και διαφορισιμότητας τηςM(rh), έχουμε ότι αν υπάρχει τοπικό
ακρότατο της M(rh), τότε το ελάχιστο τοπικό ακρότατο r

∗
h που μπορούμε να έχουμε ικανοποιεί

∂2M

∂r2h

∣∣∣
rh=rh∗

> 0. Η εν λόγω θερμική κατάσταση, κάτω από τη συνθήκη της μηδενικής θερμοκρα-

σίας επιβάλλει ότι

∂2F
∂r2h

∣∣∣
rh=rh∗

> 0, (4.39)

που σημαίνει ότι έχουμε μία θερμοδυναμική κατάσταση με θετικό τοπολογικό φορτίο με βάση την

εξίσωση (4.18). Τα παραπάνω ενισχύουν και αποδεικνύουν το αποτέλεσμα ότι αν μία μελανή οπή

μπορεί να γίνει κρίσιμη κάτω από μη-διαταρακτικές συνεισφορές δευτερεύοντος βαθμωτού φορτίου,

το τελικό θερμικό στάδιο της μελανής οπής θα βρίσκεται σε τοπολογικό τομέα θετικού αριθμού

περιέλιξης. Τονίζουμε εδώ χάρην πληρότητας ότι η απόδειξη που παρουσιάσαμε δε λειτουργεί όταν∑∞
n=1 f

′
n(0)γ

n = 0. Πράγματι, για την περίπτωση αυτή, η μάζα ADM της hairy μελανής οπής είναι
ίδια με τη μάζα ADM της Schwarzschild και δε μπορούμε να έχουμε θερμοδυναμική ευστάθεια από
τη παραμόρφωση. Το εν λόγω αποτέλεσμα δεν ήταν προφανές στην προηγούμενη ανάλυση, κάτι το

οποίο επιβεβαιώνει την ανάγκη της δεύτερης απόδειξης. Προφανώς, για να αποφευχθεί κάτι τέτοιο,

τα πολυώνυμα fn(x) οφείλουν να έχουν τουλάχιστον έναν όρο γραμμικό στο x.

4.5 Το ζήτημα του ελάχιστου μήκους σε hairy μελανές οπές
και συμπεράσματα

Η εξίσωση (4.30) που εξάγαμε μας παρέχει ένα κάτω όριο του μεγέθους της μελανής οπής που

μπορεί να βρεθεί σε θερμοδυναμική ισορροπία με το λουτρό θερμότητας. Το κάτω όριο αυτό
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υπολογίζεται από τον ενεργό λόγο της σταθεράς σύζευξης της τροποποίησης προς το μέγεθος

της μελανής οπής και ορίζει τη συνθήκη θερμοδυναμικής ευστάθειας σε μηδενική θερμοκρασία.

Είναι σαφές ότι, αν ικανοποιείται η εν λόγω σχέση, θα ικανοποιείται για κάποια κρίσιμη τιμή της

παραμέτρου γ όταν είναι τάξης O(1). Κατά τάξη μεγέθους, η ελάχιστη δυνατή ακτίνα της μελανής
οπής θα δίνεται από τη σχέση

rh,min ∼ |Ã| lP , (4.40)

όπου χρησιμοποιήσαμε την αδιάστατη παράμετρο Ã μέσω της κανονικοποιημένης A = Ã2lP , ενώ
lP = κ/

√
8π υποδηλώνει το μήκος Planck .

Η ακτινοβολία Hawking είναι ο κύριος τρόπος που μία μελανή οπή μπορεί να εξελιχτεί σε μικρότερα
μεγέθη. Αν η παραμόρφωση της γεωμετρίας λόγω της συνεισφοράς του βαθμωτού πεδίου είναι

ικανές να δημιουργήσουν εσωτερικό ορίζοντα, η εξαγωγή θερμικής ενέργειας μέσω ακτινοβολίας

Hawking σταματάει. Επομένως, αν υπάρχει εσωτερικός ορίζοντας, η θερμική εξέλιξη της μελανής
οπής φτάνει σε μία μέγιστη θερμοκρασία Tmax (που συμβαίνει στο ∂rh/∂τ = ∞, τ = T−1

). Σε

αυτή την θερμοκρασία η θερμοχωρητικότητα της μελανής οπής απειρίζεται και αλλάζει πρόσημο,

σηματοδοτώντας μία μετάβαση φάσης πρώτης τάξης στο θερμοδυναμικό χώρο. Η εν λόγω μετάβαση

είναι συνεπής με την ασυνεχή αλλαγή του τοπολογικού φορτίου από −1 σε +1. Με βάση τη σχέση
(;;), ο ελάχιστος ορίζοντας που μπορεί να έχει η μελανή οπή μετά τη μετάβαση φάσης πρέπει να

ικανοποιεί

A/ℓP ≥ 1 , (4.41)

αν θέλουμε να αποφύγουμε ακτίνες οριζόντων με subplanckian μεγέθη. Ως αποτέλεσμα, οι πλήρεις
μη-διαταρακτικές λύσεις τροποποιημένων θεωριών βαρύτητας που ικανοποιεί τις παραπάνω συν-

θήκες μπορεί να είναι θερμικά ευσταθή απομεινάρια μελανών οπών.

Οι παραπάνω έννοιες για τη δημιουργία ελάχιστου μήκους της μελανής οπής μέσω κλίμακας μήκους

της τροποποιημένης θεωρίας βαρύτητας δεν προκύπτουν από τη δυναμική αντιμετώπιση της παρα-

μορφωμένης τοπικής λύσης υπό το πρίσμα της θερμοδυναμικής. Στο [265], οι συγγραφείς θεώρησαν

μία θεμελιώδη κλίμακα μήκους θ μέσω της Γενικευμένης Αρχής Αβεβαιότητας (Generalized Un-
certainty Principle (GUP)), η οποία μπορούσε να κανονικοποιήσει τη μοναδικότητα της μελανής
οπής. Ομοίως με τα δικά μας αποτελέσματα, βρήκαν παρεμφερή θερμοδυναμική συμπεριφορά. Τη

δημιουργία δηλαδή εσωτερικού ορίζοντα που σηματοδοτεί το τέλος της θερμοδυναμικής εξάχνωσης

της μελανής οπής. Επομένως, ο συνυπολογισμός κβαντικών διορθώσεων, είτε μέσω τροποποίησης

της βαρύτητας από ενεργές θεωρίες είτε μέσω βασικών αρχών κβαντομηχανικής όπως το GUP
φαίνεται να μπορούν να σταθεροποιήσουν τη μελανή οπή στα τελικά της θερμοδυναμαικά στάδια

μέσω αλλαγής της δομής του εσωτερικού της.

Είναι σαφές βέβαια ότι οι ημικλασσικές μας προσεγγίσεις της μελανής οπής παύουν να ισχύουν

όταν το μέγεθος του ελάχιστου ορίζοντα πλησιάζει τη κλίμακα μήκους της κβαντικής βαρύτητας

ℓP . Παρόλαυτά, η ανάλυση καθιστά εφικτό να εικάσει κανείς μία πιθανή συσχέτιση του τοπο-
λογικού φορτίου του [228] με μία θεωρία κβαντικής βαρύτητας, υπό την έννοιαα ότι η ύπαρξη

θερμικά ευσταθών μικροσκοπικών μελανών οπών με ελάχιστο μέγεθος της τάξης Planck μπορούν
να αποτελέσουν τα βασικά στοιχεία της δομής του χωροχρονικού αφρού [230].

Πρωτού κλείσουμε το υποκεφάλαιο, θεωρούμε σημαντικό να παρέχουμε μερικές πληροφορίες α-

ναφορικά με τη θερμοδυναμική φύση της ενεργής ετεροτικής θεωρίας χορδών μέσω της δράσης
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[10]

S =
∫

d4x
√

|g|
[ R

2κ2
− 1

4
exp(2

√
2κΦ)(∂b)2 − 1

2
(∂Φ)2 +

α′

16κ2
exp(−

√
2κΦ)(G − F 2)

− b
α′

2κ
(RCS + FµνF̃

µν)
]

(4.42)

όπου α′
είναι το Regge slope της χορδής, κ το ελαττωμένο μήκος Planck , b είναι το αξιόνιο, Φ

είναι το dilaton , F και F̃ είναι ο τανυστής ισχύς και ο δυικός τανυστής ισχύς του πεδίου βαθμίδας,
ενώ RCS είναι η πυκνότητα Pontryagin και G ο όρος Gauss-Bonnet. Ενώ η ενεργή αυτή θεωρία
είναι γνωστή από το 1987, μέχρι και τώρα δεν έχουν βρεθεί αναλυτικές λύσεις και μάλλον δε θα

βρεθούν ποτέ λόγω της ιδιαίτερης πολυπλοκότητας της. Οι περισσότερες μελέτες αναφορικα με τη

τοπική λύση της θεωρίας επικεντρώθηκαν σε απουσία πεδίου βαθμίδας θεωρώντας επιπροσθέτως

είτε απουσία του αξιονίου (ο αναγνώστης παραπέμπεται στα [169, 266, 221, 267, 268, 269, 270,

271, 272, 273, 274, 275] και στις αντίστοιχες αναφορές στα εν λόγω άρθρα) είτε απουσία του

dilaton που είναι η περίπτωση της θεωρίας Chern-Simons που μελετήσαμε στο πρώτο κεφάλαιο.
Οι περισσότερες προσεγγίσεις λύσεων έχουν γίνει με αριθμητικό ή διαταρακτικό τρόπο. Κάτι

τέτοιο καθιστά την εξαγωγή μίας σωστής θερμοδυναμικής μελέτης στις λύσεις πρακτικά αδύνατη,

καθώς, όπως δείξαμε, στο όριο των μικρών μελανών οπών η διαταρακτική προσέγγιση παύει να

ισχύει και μπορεί να δημιουργείται μία νέα, μη-τετριμμένη δομή της μελανής οπής. Πράγματι, ενώ

για τη περίπτωση της Gauss-Bonnet έχει υπάρξει πληθώρα μελετών, τα αποτελέσματα αναφορικά
με τη θερμοδυναμική εξέλιξη ήταν ιδιαιτέρως ασυνήθη. Συγκεκριμένα, στο [266] οι συγγραφείς

προσπάθησαν να μελετήσουν τη θερμοδυναμική της μελανής οπής μέσω προσεγγιστικής επίλυσης

κοντά στον ορίζοντα. ΄Οπως δείξαμε όμως, οι συντελεστές της προσεγγιστικής επίλυσης μπορούν

να είναι και οι ίδιοι συναρτήσεις του rh κάτι το οποίο καθιστά τη θερμοδυναμική μελέτη μέσω
ημιαναλυτικών σχέσεων κοντά στον ορίζοντα πρακτικά αδύνατη. Συγκεκριμένα, αναπτύσσοντας

κατά Taylor το χρονικό στοιχείο της μετρικής έχουμε ότι

gtt(r ≈ rh) = −
1 +

∑
n γ

nfn(1)

rh
(r − rh) +O((r − rh)

2) (4.43)

όπου, όπως είναι σαφές, ο αριθμητής είναι μία μη-τετριμμένη σχέση του rh, κάτι το οποίο δεν συνυ-
πολογίστηκε στη μελέτη των [266]. Επιπροσθέτως, είναι σημαντικό να τονίσουμε ότι ο αριθμητής

είναι απλά η συνθήκη κρισιμότητας και μπορεί να μηδενίζεται αν υπάρχει εσωτερικός ορίζοντας.

Αυτό σημαίνει ότι η προσέγγιση της θερμοδυναμικής συμπεριφοράς από ημιαναλυτικές σχέσεις κο-

ντά στον ορίζοντα μπορεί και να είναι εντελώς λάθος, καθώς η προσέγγιση δε λαμβάνει υπόψην τη

πιθανή μη-τετριμμένη δομή της hairy μελανής οπής. Επίσης, γνωρίζουμε ότι κρίσιμες μελανές οπές
έχουν τοπολογία της μορφής AdS2 × S2

κοντά στον ορίζοντα, κάτι το οποίο περιπλέκει την όποια

πιθανή προσέγγιση παραπάνω.

Αντίστοιχα, στο [275] υιοθετήθηκε μία αριθμητική προσέγγιση για τη θεωρία Gauss-Bonnet ,
αγνοόντας πάλι όμως τη πιθανή μη τετριμμένη σχέση του αριθμητή της (4.43) ως προς το rh. Η
ανάλυση τους έδειξε ότι η διαδικασίας εξάχνωσης της μελανής οπής σταματάει, αλλά ο τελικός της

θερμοδυναμικός κλάδος δεν αντιστοιχεί σε κρίσιμη μελανή οπή με μηδενική θερμοκρασία. Αυτό

σημαίνει πρακτικά ότι θα παραβιάζεται ο πρώτος νόμος θερμοδυναμικής, κάτι το οποίο φαίνεται

ιδιαίτερα περίεργο. Θεωρούμε ότι τέτοιου είδους αποτελέσματα είναι συνέπεια της λανθασμένης

προσέγγισης της μετρικής κοντά στον ορίζοντα και, επομένως, πρέπει κανείς να είναι ιδιαίτερα

προσεκτικός στη μελέτη της θερμοδυναμικής συμπεριφοράς. Το γεγονός ότι μπορούμε να εξάγουμε

με συνεπή τρόπο τη γεωμετρία κοντά στον ορίζοντα δε σημαίνει απαραιτήτως ότι γνωρίζουμε και

τη μορφή της λύσης ως προς τα θερμοδυναμικά φορτία.
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Πρέπει επίσης να τονίσουμε ότι η τετραδιάστατη θεωρία Gauss-Bonnet με σύμμορφα συζευγμένο
πεδίο μπορεί να έχει αναλυτική λύση όπως παρουσιάσαμε εν συντομία στο 3.2. Χρησιμοποιώντας τη

λογαριθμική μορφή της λύσης του βαθμωτού πεδίου με αρνητική σταθερά σύζευξης στον όροGauss-
Bonnet , μπορεί κανείς να επιβεβαιώσει ότι η λύση της θεωρίας έχει όντως δύο ορίζοντες λόγω
της σταθεράς σύζευξης α στην εξίσωση (3.9). Παρόλαυτά, η λύση έχει τρεις μοναδικότητες, όπως
προκύπτει από υπολογισμό του βαθμωτού Kretsmann. Ο εσωτερικός ορίζοντας είναι αποκομμένος
από τον εξωτερικό μέσω δύο μοναδικοτήτων καμπυλότητας στο εσωτερικό της μελανής οπής, ενώ

υπάρχει κατά τα γνωστά και η μοναδικότητα καμπυλότητας στο r = 0. Το συγκεκριμένο σημαίνει
ότι όσο συρρικνώνεται η μελανή οπή της εν λόγω θεωρίας, οι δύο εσωτερικές μοναδικότητες

πλησιάζουν η μία την άλλη, επειδή πλησιάζουν οι αντίστοιχοι ορίζοντες, αλλά η μελανή οπή δε

γίνεται ποτέ κρίσιμη! Το τελικό θερμοδυναμικό στάδιο της λύσης είναι άγνωστο: Είτε δεχόμαστε

ότι τελειώνει η εξάχνωση και μένει μία γυμνή μοναδικότητα όταν ο εξωτερικός ορίζοντας περνάει

το εξωτερικό singularity , που σημαίνει ξεκάθαρη παραβίαση της κοσμικής λογοκρισίας, είτε η
ομοιογενής λύση που υποστηρίζει η θεωρία αλλάζει μορφή όσο μικραίνει η μελανή οπή και η δράση

πέφτει σε ένα άλλο τοπικό ελάχιστο, που θα αντιστοιχεί σε κάποια ανομοιογενή μετρική, που μπορεί

να έχει σωστή θερμοδυναμική συμπεριφορά. Λόγω της απουσίας αναλυτικής λύσης στη θεωρία

Gauss-Bonnet που προκύπτει από την ενεργή δράση χορδών, (4.42), είναι ακόμα άγνωστο αν
τέτοιου είδους ζητήματα επιζούν και στη θεωρία Gauss-Bonnet με εκθετική σύζευξη του dilaton.
Αν κάτι τέτοιο ισχύει, μπορεί όντως τα αποτελέσματα των [275] να έχουν μία δόση ορθότητας

αναφορικά με το μέλλον της μελανής οπής. Παρόλαυτά, το φυσικό αποτέλεσμα του τέλους της

εξάχνωσης της μελανής οπής χωρίς να υπάρχει μηδενική θερμοκρασία παραμένει προβληματικό

και θα πρέπει να δωθεί μία κατάλληλη ερμηνεία για την πραγματική θερμοδυναμική εξέλιξη της

μελανής οπής Gauss-Bonnet . Κατά τη φυσική μας διαίσθηση, η πιο λογική ερμηνεία θα ήταν ότι
υπάρχουν παραπάνω από μία λύσεις στη θεωρία, λόγω προφανούς έλλειψης αντίστοιχου θεωρήματος

Birkhoff , και η μελανή οπή Gauss-Bonnet μεταβαίνει σε διαφορετική γεωμετρία στα τελικά της
στάδια. Αναφέρουμε για εδώ για χάρην πληρότητας ότι οι εν λόγω επιπλέον μοναδικότητες στη

τετραδιάτατη θεωρία Gauss-Bonnet με σύμμορφα συζευγμένο πεδίο συμβαίνουν όταν το υπόριζο
του μετρικού στοιχείου (3.16) μηδενίζεται. Συνεπώς, η λύση μονοπόλου που βρήκαμε στο 3 είναι

ασφαλής από τέτοιου είδους προβλήματα.

Κλείνοντας λοιπόν την ανάλυση μας, μπορούμε να καταλήξουμε ότι η παραμόρφωση μελανών οπών

από μη-τετριμμένες συζεύξεις μπορεί να διαφοροποιήσει ισχυρά όχι μόνο τη γεωμετρία του εξωτε-

ρικού χώρου αλλά και τη μορφή της εσωτερικής δομής της μελανής οπής. Κάτι τέτοιο δεν μπορεί

να είναι προφανές από τον εξωτερικό χώρο της μελανής οπής, πόσο μάλλον όταν το σύστημα μελε-

τάται από απόσταση. Τέτοιου είδους αλλαγές στη δομή μπορούν αν συμβούν μόνο υπό το πρίσμα

της μη-διαταρακτικής ανάλυσης της λύσης. Επίσης, όπως παρουσιάσαμε, αλλαγές στη δομή μέσω

δημιουργίας εσωτερικού ορίζοντα καθιστούν την παραμορφωμένη μελανή οπή θερμικά ευσταθής.

Το εν λόγω αποδείχτηκε στην εργασία αυτή και με τους δύο πιθανούς τρόπους, ώστε να εξάγουμε

μία ξεκάθαρη σχέση συνεπαγωγής. Κυρίαρχο εργαλείο αποτέλεσε η εικασία των [228] για τον

ορισμό τοπολογικού φορτίου με βάση τη θερμοδυναμική συμπεριφορά των μελανών οπών της Γε-

νικής Σχετικότητας. Τα παραπάνω αποτελέσματα επιβεβαιώνουν την ανάγκη ενδελεχούς μελέτης

των παραμορφωμένων μελανών οπών, καθώς, όπως φάνηκε, οι διορθώσεις στις γεωμετρίες της

Γενικής Σχετικότητας μπορούν κάλλιστα να παύουν να είναι υποκυρίαρχες σε συνθήκες ισχυρής

βαρύτητας. Τέλος, αν η θεωρητική μας ανάλυση συμφωνεί με τις πραγματικές φυσικές διεργασίες

του σύμπαντος, η εν λόγω μελέτη δίνει μία βάση για την ύπαρξη αρχέγονων μελανών οπών από το

πρώιμο σύμπαν μέσω τροποποιημένων θεωριών βαρύτητας.
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Κεφάλαιο 5

Προσπελάσιμες σκουληκότρυπες

τύπου Ellis σε θεωρίες Horndeski

5.1 Εισαγωγή στις σκουληκότρυπες

Οι σκουληκότρυπες αποτελούν μία από τις ενδιαφέρουσες και εξωτικές λύσεις των εξισώσεων Ein-
stein . Η βασική ιδιότητα μίας σκουληκότρυπας είναι ότι μπορεί να συνδέσει δύο απομακρυσμένους
χωρόχρονους μέσω μίας γεωμετρίας ¨γέφυρας’ που ονομάζεται λαιμός της σκουληκότρυπας. Υπάρ-

χουν διάφορες κατηγοριοποιήσεις με βάση τις ιδιότητες της γεωμετρίας αλλά και της τοπολογίας

πάνω στην οποία κατασκευάζονται τα εν λόγω αντικείμενα. Από τοπολογικής άποψης, οι σκου-

ληκότρυπες χωρίζονται σε εσωσυμπαντικές (intrauniverse), που ενώνουν δύο απομακρυσμένες
περιοχές του ίδιου σύμπαντος και διασυμπαντικές (interuniverse) που ενώνουν δύο διαφορετικά
σύμπαντα. Η διαφοροποίηση αυτή, όντας καθαρά τοπολογική, δε μπορεί να καθοριστεί από τη

γεωμετρία της σκουληκότρυπας, αλλά από την πολλαπλότητα πάνω στην οποία ορίζει κανείς τη

βαρυτική θεωρία. Συνεπώς, ένας παρατηρητής κοντά στο λαιμό μίας σκουληκότρυπας δε μπορεί να

επιβεβαιώσει το τοπολογικό της είδος. Προς αποφυγή σύγχυσης, θα μελετήσουμε μόνο διασυμπα-

ντικές σκουληκότρυπες, καθώς οι εσωσυμπαντικές κρύβουν κινδύνους κατασκευής χρονομηχανών

μέσω κλειστών αιτιατών καμπυλών [188, 276, 277]. Η συγκεκριμένη διαφοροποίηση παρουσιάζεται

στην παρακάτω εικόνα, όπου έχουμε εμβαπτύσει τη μορφή μίας σκουληκότρυπας σε κυλινδρικό

χώρο.

Σχήμα 5.1: Εσωσυμπαντική (αριστερά) και διασυμπαντική (δεξιά) μορφή σκουληκότρυπας

Οι σκουληκότρυπες ως έννοια είχαν θεωρηθεί αρχικώς από τον Flamm [278], ενώ η δεύτερη ιστο-
ρική αναφορά που σχετίζεται με αυτές οφείλεται στη θεωρητική αναλυτική συνέχεια της γεωμετρίας

της μελανής οπής Schwarzschild από τους Einstein και Rosen που κατασκεύασαν ένα θεωρητικό
αντικείμενο το οποίο ονομάστηκε γέφυρα Einstein-Rosen [279]. Βέβαια, πλέον γνωρίζουμε ότι
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οι γέφυρες Einstein-Rosen δεν είναι πραγματικές σκουληκότρυπες. Η γεωμετρία τους δίνεται α-
πλά μέσα από ένα κακό σύστημα συντεταγμένων της μελανής οπής Schwarzschild και αποτελεί
ένα μαθηματικό ¨ατύχημα’ που οφείλεται στην συμμετρία της ομοτιμίας του χρόνου, με ακριβώς

ανάλογο τρόπο όπως βρίσκει κανείς γεωμετρίες λευκών οπών. Πράγματι, θεωρώντας τη γεωμετρία

Schwarzschild

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

dr2(
1− 2M

r

) + r2dΩ2, (5.1)

και εκτελώντας την αλλαγή συντεταγμένων u2 = r − 2M , η γεωμετρία Schwarzschild παίρνει τη
μορφή της γέφυρας Einstein-Rosen

ds2 = − u2

u2 + 2M
dt2 + 4(u2 + 2M)du2 + (u2 + 2M)2dΩ2, (5.2)

όπου η συντεταγμένη u ανήκει στο (−∞,+∞). Είναι σαφές ότι η συντεταγμένη u, εκ του ορισμού
της, καλύπτει δύο φορές την περιοχή έξω από τον ορίζοντα ενώ αγνοεί πλήρως την εσωτερική πε-

ριοχή της μελανής οπής, παρότι το πεδίο τιμών της είναι θεωρητικά όλος ο χώρος R. Αυτό σημαίνει
ότι η ακτινική αυτή συντεταγμένη δεν είναι καλώς ορισμένη για να περιγράψει τη γεωμετρία και η

γέφυρα Einstein-Rosen είναι απλά μία μελανή οπή σε κακό σύστημα συντεταγμένων. Εκτός αυτού,
κατά τον ορισμό του λαιμού, ο λαιμός της σκουληκότρυπας που θα μπορούσε να συνδέσει τις δύο

απομακρυσμένες περιοχές βρίσκεται πάνω στον ορίζοντα γεγονότων r = 2M . Επομένως, η εν
λόγω γεωμετρία δεν είναι προσπελάσιμη και από τις δύο πλεύρες. Πράγματι, οποιαδήποτε αιτιατή

καμπύλη που εισέρχεται στο r = 2M μένει παγιδευμένη μέσα κατά τα γνωστά αφού οι συνθήκες

παγίδευσης είναι (ευτυχώς) αναλλοίωτες κάτω απο μετασχηματισμούς και θα έρθει λοιπόν αναγκα-

στικά σε επαφή με την μοναδικότητα του κέντρου. Τέλος, μελετώντας κανείς τη πλήρη αναλυτική

συνέχεια μίας γεωμετρίας Schwarzschild μέσα από τα διαγράμματα Penrose , επιβεβαιώνεται ότι ο
μοναδικός τρόπος να χρησιμοποιηθεί η γέφυρα Einstein-Rosen ως προσπελάσιμη σκουληκότρυπα
είναι να ακολουθήσουμε χωροειδείς τροχιές που είναι προφανώς φυσικά αδύνατο. Να αναφέρουμε ε-

δώ για πληρότητα ότι υπάρχει μία ιδιαίτερα όμορφη κομψότητα στο εν λόγω αποτέλεσμα. Το μέλλον

όλων των (φυσικά αποδεκτών) αιτιατών τροχιών που περνάνε από τον ορίζοντα είναι καταδικασμένο

να τις οδηγήσει στη μοναδικότητα, κάτι το οποίο αποτελεί αντένδειξη της ύπαρξης Einstein-Rosen
ως εκμεταλλεύσιμη γεωμετρία πρόσβασης σε άλλο σύμπαν. Από την άλλη, οι φυσικά μη-αποδεκτές

χωροειδέις τροχιές δεν έχουν κανένα πρόβλημα να έρθουν σε επαφή με το άλλο σύμπαν μέσω της

σφαίρας διακλάδωσης (bifurcation sphere) του διαγράμματος Penrose. Πρακτικά λοιπόν, κάθε
μελανή οπή θα έχει πράγματι τις γνωστές καταστροφικές συνέπειες για έναν παρατηρητή που την

προσπελαύνει μόνο εάν η τροχιά του παρατηρητή στη πολλαπλότητα ακολουθεί τη βασική αρχή

της αιτιατότητας. Το εν λόγω αποτέλεσμα δεν αποτελεί κάποια φοβερή ανακάλυψη, αλλά το ανα-

φέρουμε ως δείγμα μίας βασικής αρχής της θεωρητικής φυσικής: ΄Οσο χαλαρώνουμε τις συνθήκες

πάνω στις οποίες κατασκευάζουμε μία φυσική θεωρία, τόσο πιο πιθανό είναι να εξάγουμε διαφο-

ροποιημένα αποτελέσματα. Αυτή τη βασική αρχή την είδαμε ήδη στα πλαίσια των hairy μελανών
οπών, όπου παραβίαση των ενεργειακών συνθηκών οδήγησε σε παραβίαση του θεωρήματος no-hair
της Γενικής Σχετικότητας. Τέλος, αναφέρουμε ότι, ακόμα και τώρα, χρησιμοποιείται δυστυχώς

συχνά σε διάφορα συγγράματα και σημειώσεις Γενικής Σχετικότητας (που δε θα αναφέρουμε εδώ!)

η έννοια της σκουληκότρυπας για να περιγράψει γέφυρες Einstein-Rosen κάτι το οποίο προκαλεί
έντονη σύγχυση σε διάφορους νέους ερευνητές που ξεκινάνε να μελετήσουν τα εν λόγω αντικείμενα.

Η δεύτερη βασική συνεισφορά στον τομέα αυτόν έγινε από τον Wheeler , όταν ανέφερε πρώτος
τη γεωμετρία σκουληκότρυπας ως έννοια στο [280] χρησιμοποιώντας όμως κβαντικές διορθώσεις,

οι οποίες ήταν ικανές να επιφέρουν αλλαγή τοπολογίας στο εσωτερικό της μελανής οπής, κάτι το

οποίο έθεσε τις βάσεις για την έννοια του χωροχρονικού αφρού (spacetime foam). Περίπου 20
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χρόνια μετά ο Ellis πρότεινε μία γεωδαισιακά πλήρης γεωμετρία σκουληκότρυπας χρησιμοποιώντας
ένα βαθμωτό πεδίο συζευγμένο στη βαρύτητα με τετριμμένο τρόπο [281]. ’Οπως φαίνεται, οι σκου-

ληκότρυπες ως έννοια παρέμειναν κατά μεγάλο βαθμό εκτός ιδιαίτερου ερευνητικού ενδιαφέροντος.

Παρόλαυτά, το ενδιαφέρον της θεωρητικής κοινότητας σε λύσεις σκουληκότρυπας αναζωπυρώθηκε,

και επιζεί μέχρι και σήμερα, όταν οι Morris και Thorne, στο διάθεσιμο πλέον άρθρο τους [282],
όρισαν τις συνθήκες για την κατασκευή προσπελάσιμης σκουληκότρυπας. Στην εν λόγω ανάλυση,

οι συγγραφείς κατασκεύασαν μία στατική και σφαιρικά συμμετρική μορφή γεωμετρίας που είναι

ικανή να ενώσει δύο διαφορετικά σύμπαντα με δύο αντίστοιχες ασυμπτωτικά επίπεδες περιοχές και

να είναι δυνητικά προσπελάσιμη. Η ανάλυση επεκτάθηκε και σε ανθρώπινα προσπελάσιμες σκουλη-

κότρυπες μέσω της μελέτης των παλιρροιακών δυνάμεων στη σκουληκότρυπα, με τις οποίες όμως

δε θα ασχοληθούμε.

Ας μελετήσουμε σε αυτό το σημείο τα βασικά στοιχεία γεωμετρίας μίας προσπελάσιμης σκουλη-

κότρυπας. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορεί να θεωρήσει κανείς την ακόλουθή μορφή μετρικής

για τη σκουληκότρυπα

ds2 = −e2F (ℓ)dt2 + dℓ2 + r2(ℓ)dΩ2, (5.3)

όπου ℓ είναι η ακτινική συντεταγμένη που αντιστοιχεί στην ιδιοαπόσταση, ενώ οι συναρτήσεις F (ℓ)
και r(ℓ) είναι τουλάχιστον δύο φορές παραγωγίσιμες ως προς το ℓ για να μην υπάρχουν ασυνέχειες
στις εξισώσεις κίνησης. Θεωρούμε επίσης ότι η συντεταγμένη ℓ παίρνει τιμές στο (−∞,+∞),
έτσι ώστε να μπορούμε να αντιστοιχίσουμε τα θετικά και αρνητικά ℓ στο εκάστοτε σύμπαν με τις
αντίστοιχες ασυμπτωτικά επίπεδες περιοχές να ισχύουν στο ℓ→ ±∞. Τονίζουμε ότι αυτό σημαίνει
ότι ο λαιμός της σκουληκότρυπας βρίσκεται στο ℓ0 = 0, κάτι το οποίο μπορούμε πάντα να επιβάλ-
λουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας, εφόσον η συνάρτηση εμβαδού r(ℓ) είναι αυθαίρετη. Για να ε-

πιβεβαιώσουμε την ύπαρξη της χωρικής επιπεδότητας όμως, πρέπει να ισχύει ότι lim
ℓ→±∞

(
r(ℓ)

|ℓ|

)
= 1.

Προκειμένου να διατηρείται η προσπελασιμότητα της γεωμετρίας, πρέπει κανείς να επιβάλλει την

απουσία κάποιου ορίζοντα γεγονότων ως φωτοειδή υπερεπιφάνεια. Αυτό σημαίνει προφανώς ότι η

συνάρτηση F (ℓ) είναι παντού πεπερασμένη. Ομοίως με τη χωρική επιπεδότητα, η συνθήκη χωρο-
χρονική επιπεδότητας επιβάλλει ότι lim

ℓ→±∞
F (ℓ) = F±, όπου F± πεπερασμένες σταθερές, οι οποίες

μπορούν να απορροφηθούν σε απλό επαναορισμό του χρόνου.

Τέλος, και σημαντικότερο, η συνάρτηση εμβαδού r(ℓ) οφείλει να έχει (τουλάχιστον) ένα τοπικό
ελάχιστο που ορίζεται μέσω της σχέσης

r0 = min(r(ℓ)) (5.4)

Η εν λόγω τιμή του τοπικού ελαχιστού αντιστοιχεί στην ακτίνα του λαιμού της σκουληκότρυπας,

ενώ το αντίστοιχο ℓ0 για το οποίο ικανοποιείται η σχέση (5.4) υποδεικνύει την τοποθεσία του
λαιμού. Η περίπτωση παραπάνω από ενός ελαχίστου θα οδηγήσει σε σκουληκότρυπες με παραπάνω

από ένα λαιμό [283]. Για την εν λόγω περίπτωση, τονίζουμε ότι η ελευθερία του ℓ0 = 0 για την
περιοχή του λαιμού περιορίζεται υπό την έννοια ότι πρέπει να επιβεβαιώσει κανείς σε ποιον από τους

δυνητικά πολλαπλούς λαιμούς της σκουληκότρυπας αντιστοιχεί.

Αναφέρουμε στο σημείο αυτό ότι το σημείο ελαχίστου ℓ0 μπορεί να επιβεβαιωθεί με έναν ιδιαίτερα
κομψό φορμαλισμό μέσα από την εξωτερική καμπυλότητα του χώρου. Ακολουθώντας την ανάλυση

των [284], ο λαιμός μίας προσπελάσιμης σκουληκότρυπας, είναι μια διδιάστατη υπερεπιφάνεια Σ
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ελάχιστου εμβαδού που μπορούμε να εξάγουμε άμεσα από την εξίσωση υπερεπιφάνειας σταθερού

χρόνου. Πράγματι, κάτω από τη μορφή της μετρικής που εργαζόμαστε, η προκύπτουσα τρισδιάστατη

μετρική hµνdx
µdxν = dℓ2+ γABdx

AdxB = dℓ2+ r2(ℓ)dΩ2
βρίσκεται σε κανονικές συντεταγμένες

Gauss, (όπου A,B = 1, 2). Ο υπολογισμός του εν λόγω εμβαδού AΣ της υπερεπιφάνειας Σ δίνεται
συνεπώς κατά τα γνωστά από

AΣ =

∫ √
γ(2)d2x , (5.5)

δηλαδή από το ελαττωμένο στοιχείο χώρου της διδιάστατης επιφάνειας. Για να επιβεβαιώσουμε ότι

η Σ αντιστοιχεί πράγματι σε λαιμό σκουληκότρυπας, πρέπει να ισχύει ότι η ακτίνα εμβαδού r(ℓ)
γίνεται ελάχιστη, δηλαδή, υπό γενικότερο κανόνα, ικανοποιούνται οι συνθήκες ελάχιστου εμβαδού

της Σ που είναι πρακτικά η φυλλωμένη σφαίρα S2
. ΄Εχουμε λοιπόν

δAΣ =

∫
∂ℓ

√
γ(2)d2x = −

∫ √
γ(2)Tr(K)δℓd2x = 0 , (5.6)

δ2AΣ = −
∫ √

γ(2)(∂ℓTr(K)− Tr(K)2)δℓδℓd2x ≥ 0 , (5.7)

όπου KAB = −1
2∂ℓγAB είναι η εξωτερική καμπυλότητα της Σ και Tr(K) το ίχνος της. Επομένως,

οι δύο συνθήκες για την ύπαρξη λαιμού σκουληκότρυπας δίνονται απλά από τις σχέσεις

Tr(K) = −1

2
γAB∂ℓgAB = 0 , ∂ℓTr(K) < 0 (5.8)

Επιβεβαιώνει κανείς μετά από τετριμμένη άλγεβρα ότι, χρησιμοποιώντας τη μορφή της σφαιρικά συμ-

μετρικής μετρικής (5.3), οι εν λόγω συνθήκες επιστρέφουν την εξίσωση (5.4). Παρόλαυτά, είναι

ισχυρότερες καθώς μπορούν κάλλιστα να χρησιμοποιηθούν για επιβεβαίωση λαιμού σκουληκότρυ-

πας με διαφορετικές τοπολογίες φύλλωσης αντί της συνήθης S2
ή ακόμα και για την περίπτωση

περιστρεφόμενων γεωμετριών σκουληκότρυπας [285]. Αναφέρουμε για πληρότητα ότι η περίπτωση

χρονοεξαρτώμενων γεωμετριών σκουληκότρυπας είχε μελετηθεί στο [286].

Επιθυμούμε επίσης να σχολιάσουμε ότι μπορεί κανείς για ευκολία να επιβάλλει την επιπλέον συμ-

μετρία της ομοτιμίας της ιδιοαπόστασης, ℓ → −ℓ που σημαίνει ότι τα δύο σύμπαντα που συνδέει
η σκουληκότρυπα είναι τα ίδια, αφού F (ℓ) = F (−ℓ) και r(ℓ) = r(−ℓ). Η απουσία της εν λόγω
συμμετρίας δυσκολεύει συνήθως τους υπολογισμούς για την περίπτωση των διασυμπαντικών σκου-

ληκότρυπων. Για την περίπτωση των εσωσυμπαντικών σκουληκότρυπων, όμως, μπορεί να έχει

καταστροφικές συνέπειες καθώς θα οδηγήσει σε γέννηση χρονομηχανών. Επιπροσθέτως, αν δε-

χτούμε την ύπαρξη εσωσυμπαντικών σκουληκότρυπων, η παραβίαση της εν λόγω συμμετρίας είναι

πρακτικά ντετερμινιστική, καθώς είναι ιδιαίτερα απίθανο η συνάρτηση ερυθρομετατόπισης να είναι

συμμετρική κάτω από την ομοτιμία της ιδιοαπόστασης. Ο λόγος είναι ότι, για να διατηρήσουμε τη

συμμετρία, η πυκνότητα μάζας στα δύο στόματα της σκουληκότρυπας, δηλαδή στις δύο εισόδους

του λαιμού από τη κάθε πλευρά, πρέπει ανά πάσα στιγμή να είναι ίδια, κάτι το οποίο αποτελεί

ξεκάθαρο παράδειγμα λεπτού συντονισμού. Ο μηχανισμός γέννησης χρονομηχανής βασίζεται σε

αυτή τη διαφορά της ερυθρομετατόπισης μεταξύ των δύο στομάτων. Συγκεκριμένα, όταν η φυ-

σική απόσταση μεταξύ των δύο στομάτων είναι μικρότερη από την ολίσθηση του συντεταγμένου

χρόνου (σε φυσικές μονάδες c = 1) λόγω διαφοράς ερυθρομετατόπισης, η εσωσυμπαντική σκουλη-
κότρυπα λειτουργεί ως χρονομηχανή. Οι πρώτες αναλύσεις της περίπτωσης αυτής είχαν γίνει στα

[276, 277]. Συγκεκριμένα, στο [277], οι συγγραφείς απέδειξαν ότι δύο παρατηρητές σε μία εσω-

συμπαντική σκουληκότρυπα δε μπορούν να συγχρονίσουν τα ρολόγια τους κάτι το οποίο αποτελεί

παραβίαση της τοπικής συμμετρίας Lorentz της Γενικής Σχετικότητας λόγω τοπολογικών ιδιοτήτων
της πολλαπλότητας. Σε πλήρη αναλογία με την περίπτωση των μαγνητικών μονοπόλων, αυτό θα

σήμαινε (πιθανώς) παραβίαση της ταυτότητας Bianchi της βαρυτικής θεωρίας κάτω από τη γνωστή
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ερμηνεία της Γενικής Σχετικότητας ως θεωρία βαθμίδας της (τοπικής) ομάδας Lorentz. Επομένως,
είτε αντιμετωπίσουμε το ζήτημα των χρονομηχανών από φυσική άποψη είτε από μαθηματική, θα

λέγαμε ότι οι συνέπειες δημιουργίας τέτοιων αντικειμένων θα ήταν μάλλον καταστροφικές, καθώς

η ύπαρξη τους οδηγεί σε παραβίαση της αιτιατότητας της φυσικής μας θεωρίας μέσω παραβίασης

της ταυτότητας Bianchi του βαρυτικού τανυστή Riemann. Αναφέρουμε επίσης ότι στο [188] πα-
ρουσιάζεται μία πλήρης ανάλυση των παραπάνω με παιδαγωγικό τρόπο, όπου παραπέμπουμε τον

αναγνώστη για περαιτέρω πληροφορίες.

Τα παραπάνω που παρουσιάσαμε αποτελούν τη βασική περιγραφή γεωμετρίας σκουληκότρυπας. Πα-

ραδόξως, σε πρώτη ανάγνωση, οι γεωμετρικές ιδιότητες φαίνονται ιδιαίτερα απλές. Το πρόβλημα

στην κατασκευή της γεωμετρίας σκουληκότρυπας έγκειται στο γεγονός ότι η γεωμετρία λαιμού

απαιτεί τη παραβίαση των φωτοειδών ενεργειακών συνθηκών (NEC) προκειμένου να παραμένει ο
λαιμός προσπελάσιμος. Το εν λόγω συμπέρασμα μπορεί να επιβεβαιωθεί άμεσα από τις εξισώσεις

Einstein όπου θα χρησιμοποιήσουμε για ευκολία μία αλλαγή συντεταγμένων για να φέρουμε τη μορ-
φή της μετρικής στην πρωταρχική μορφή που είχαν θεωρήσει οιMorris και Thorne. Συγκεκριμένα,
χρησιμοποιώντας την αλλαγή συντεταγμένων σε συντεταγμένες Schwarzschild μέσω της

ℓ(r) = ±
∫ r

r0

dr′√
1− b±(r′)

r′

(5.9)

η μετρική έρχεται στη μορφή

ds2 = −e2F±(r)dt2 +
dr2

1− b±(r)
r

+ r2dΩ2
(5.10)

όπου λόγω του ότι η συντεταγμένη ιδιοαπόστασης ℓ μπορεί να έχει αρνητικές τιμές που αντιστοι-
χούν στο δεύτερο σύμπαν της σκουληκότρυπας, χρειαζόμαστε πλέον δύο σύνολα (patches) στη
πολλαπλότητα για να ορίσουμε τη πλήρη γεωμετρία. Από τη συνθήκη συνέχειας και διαφορισι-

μότητας των στοιχείων μετρικής, είναι σαφές ότι τα δύο συστήματα συντεταγμένων ταιριάζουν με

συνεχή τρόπο πάνω στο λαιμό. Από την άλλη, αν η γεωμετρία της σκουληκότρυπας είναι συμμε-

τρική κάτω από την ομοτιμία ℓ → −ℓ, τα δύο συστήματα συντεταγμένων είναι πρακτικά τα ίδια
και η ακτινική συντεταγμένη r καλύπτει το χώρο (r0,+∞) δύο φορές. Στο εν λόγω σύστημα,
έχει καθιερωθεί η F± να ονομάζεται συνάρτηση ερυθρομετατόπισης, αφού καθορίζει την ερυθρο-
μετατόπιση κάποιου εκπεμπόμενου σήματος, ενώ η συνάρτηση b± ονομάζεται συνάρτηση σχήματος
της σκουληκότρυπας λόγω της προφανούς της συσχέτισης με τη συνάρτηση εμβαδού στις αρχικές

συντεταγμένες της ιδιοαπόστασης.

Στο εν λόγω σύστημα, η συνθήκη ύπαρξης λαιμού μπορεί να αναπαραχθεί χρησιμοποιώντας την

εξίσωση (5.9). Συγκεκριμένα, αφού
dr

dℓ
= 0 πάνω στο λαιμό της σκουληκότρυπας, προκύπτει

άμεσα ότι

b±(r0) = r0, (5.11)

ενώ από τη συνθήκη χωρικής επιπεδότητα έχουμε b±(r) < r, ∀r ∈ (r0,+∞). Η σχέση (5.11)
είναι αναγκαία, αλλά όχι ικανή για να έχουμε προσπελάσιμο λαιμό σκουληκότρυπας. Πρέπει επίσης

να ικανοποιείται η συνθήκη ελαχίστου εμβαδού, η οποία στις συντεταγμένες μας δίνεται άμεσα από

d2r

dℓ2
=
dr

dℓ

d

dr

(
dr

dℓ

)
(5.9)
=

1

2r

(
b

r
− b′

)
> 0 (5.12)
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όπου ο τόνος υποδηλώνει παραγώγιση ως προς το r. Μέσω της σχέσης (5.11) για τον λαιμό,
έχουμε άμεσα ότι

b′±(r0) < 1 (5.13)

προκειμένου ο λαιμός της σκουληκότρυπας να παραμένει προσπελάσιμος. ΄Εχοντας τώρα τις απαρα-

ίτητες ιδιότητες της γεωμετρίας, μπορούμε να προχωρήσουμε στις εξισώσεις Einstein , Gµν = Tµν ,
όπου θεωρήσαμε ένα κατάλληλο τανυστή ενέργειας ορμής που μπορεί να υποστηρίξει την εν λόγω

γεωμετρία. Λόγω σφαιρικής συμμετρίας μπορούμε επικεντρωθούμε στα στοιχεία tt και rr των
εξισώσεων,

Gt
t = −b

′(r)

r2
= T t

t , (5.14)

Gr
r = −2rb(r)F ′(r) + b(r)− 2r2F ′(r)

r3
= T r

r , (5.15)

όπου ο συνδυασμός Gt
t −Gr

r μας δίνει

1

r

(
b(r)

r2
− b′(r)

r

)
− 2

(
1− b(r)

r

)
F ′(r)

r
= T t

t − T r
r (5.16)

που σε πιο συμπαγή μορφή γράφεται

−e
2F (r)

r

[
e−2F (r)

(
1− b(r)

r

)]′
= Tµνn

µnν (5.17)

όπου n είναι ένα φωτοειδές διάνυσμα. Παρατηρούμε ότι το δεξιά μέλος της εξίσωσης είναι απλά οι
φωτοειδείς ενεργειακές συνθήκες. Επικεντρωνόμαστε στο αριστερό μέλος της εξίσωσης, όπου από

τη συνθήκη απουσίας ορίζοντα γεγονότων στη γεωμετρία, ο όρος−e
2F (r)

r
μπροστά από τη παρένθε-

ση είναι είναι αρνητικά ορισμένος. Από την άλλη, ο όρος που παραγωγίζεται,

[
e−2F (r)

(
1− b(r)

r

)]′
,

δίνει μία θετική συνεισφορά λόγω της ύπαρξης λαιμού, αφού ξέρουμε ότι

e−2F (r)

(
1− b(r)

r

) ∣∣∣
r=r0

= 0, e−2F (r)

(
1− b(r)

r

)
> 0, ∀r > r0. (5.18)

΄Αρα,

Tµνn
µnν |r=r0 < 0 (5.19)

και οι φωτοειδείς ενεργειακές συνθήκες πάνω στο λαιμό αναγκαστικά παραβιάζονται ως αποτέλε-

σμα της απουσίας ορίζοντα γεγονότων και της ύπαρξης λαιμού. Τίθεται λοιπόν το ζήτημα του τί

είδους εξωτικά πεδία ύλης μπορούν δυνητικά να υποστηρίξουν τέτοιου είδους γεωμετρίες. Η πρώτη

απάντηση στο ερώτημα αυτό, αν και ετεροχρονισμένα με βάση την ανάλυση των Morris και Thorne
, ήρθε από τον Ellis [281], όπου έδειξε ότι ένα πεδίο με τετριμμένη σύζευξη στη βαρύτητα αλλά
λάθος πρόσημο στο κινητικό του όρου (phantom ) ήταν αρκετά εξωτικό για να υποστηρίξει λύση
σκουληκότρυπας.

Μετά από αυτές τις πρωταρχικές ερευνητικές συνεισφορές στον κλάδο, υπήρξε μία πληθώρα λύσε-

ων σκουληκότρυπας σε τροποποιημένες θεωρίες βαρύτητας. Συγκεκριμένα, μόνο μέσα στη τε-

λευταία δεκαετία, λύσεις προσπελάσιμων σκουληκότρυπων έχουν ήδη βρεθεί σε τροποποιημένες

θεωρίες βαρύτητας f(R) [287, 288, 289, 290, 291, 292, 293], f(R, T ) [294, 295, 296, 297], σε
τροποποιημένη τηλεπαράλληλη βαρύτητα [298], σε θεωρίες με μη-τετριμμένες συζεύξεις [299, 300],

θεωρίες με επιπλέον θεμελιώδη πεδία [301, 302, 303, 304, 305, 306], θεωρίες με όρο Gauss-Bonnet
[307, 308, 309, 283, 274], θεωρίες Brans-Dicke [310, 311, 312], θεωρίες Randal-Sundrum [313], σε
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μοντέλα braneworld [314], θεωρίες Palatini [315, 316], με ταιριάσματα γεωμετριών μέσω λεπτού
κελύφους [317, 318, 319, 320], θεωρίες Einstein τρίτης δύναμης (cubic gravity) [321], θεωρίες
Einstein-Dirac-Maxwell[322], θεωρίες έμμαζης βαρύτητας [323] και μέσω δύσμορφων μετασχημα-
τισμών γεωμετρίας [3, 130, 132, 141, 131]. Για περαιτέρω πληροφορίες σε λύσεις σκουληκότρυπας

από τροποποιημένες θεωρίες βαρύτητας παραπέμπουμε τον αναγνώστη στη πρόσφατη ανασκόπηση

του βιβλίου [324].

5.2 Η λύση σκουληκότρυπας Ellis στη θεωρία Horndeski α-
πό γενίκευση των δυναμικών Lovelock

Τη δεκαετία του 70, ο Horndeski έθεσε και απάντησε το ερώτημα του ποια είναι η πιο γενική
θεωρία βαθμωτού τανυστή που μπορεί κανείς να κατασκευάσει επιβάλλοντας τη βασική συνθήκη

ότι οι εξισώσεις κίνησης για τη μετρική και για το βαθμωτό πεδίο προκύπτουν ως διαφορικές

εξισώσεις δεύτερης τάξης [117], έτσι ώστε να μην έχουμε αστάθειες Ostrogradsky στη θεωρία. Η
πλήρης μορφή της θεωρίας δώθηκε από 4 Λαγρανζιανές πυκνότητες με άγνωστα ενεργά δυναμικά

λόγω της γενικότητας της προσέγγισης. Συγκεκριμένα, η δράση της θεωρίας βαρύτητας Horndeski
δίνεται από

S =

∫
d4x
√
|g|

16πG

[
i=5∑
i=2

Li

]
(5.20)

μέσω των πυκνοτήτων

L2 = G2(Φ, X) , (5.21)

L3 = G3(Φ, X)□Φ , (5.22)

L4 = G4(Φ, X)R+G4,X

[
(□Φ)2 − (∇µ∇νΦ)

2
]
. (5.23)

L5 = G5(Φ, X)Gµν∇µ∇νΦ− 1

6
G5,X

[
(□Φ)3 − 3□Φ(∇µ∇νΦ)

2 + 2(∇µ∇νΦ)
3
]
, (5.24)

όπου X = −1
2∇µΦ∇µΦ.

Ενώ η θεωρία Horndeski είχε πρακτικά ξεχαστεί για δεκαετίες, το ενδιαφέρον της κοινότητας α-
ναζωπυρώθηκε όταν αποδείχθηκε ότι το όριο αποσύζευξης του μοντέλου DGP [325] καταλήγει
στη θεωρία Galileon [326]. Η εν λόγω θεωρία είναι συμμετρική κάτω από το μαθηματικό πρότυπο
των μετασχηματισμών Γαλιλαίου στο χώρο του πεδίου, δηλαδή παρουσιάζει συμμετρία κάτω από

την ολίσθηση του βαθμωτού πεδίου Φ → Φ + c + bµx
µ
, όπου c και bµ σταθερές. Μία ιδιαίτερα

ενδιαφέρουσα ιδιότητα της θεωρίας είναι ο μηχανισμός Vainshtein με άμεση εφαρμογή στη κοσμο-
λογία αφού επιτρέπει οι επιδράσεις του βαθμωτού πεδίου να είναι κυρίαρχες μόνο σε κοσμολογικές

κλίμακες και όχι σε μικρότερες, όπως οι κλίμακες του ηλιακού μας συστήματος [327]. ΄Επειτα, οι

συγγραφείς των [328, 329] κατασκεύασαν την γενικευμένη θεωρία Galileon που αποδείχθηκε ότι
ήταν απλά μία υποκατηγορία της θεωρίας Horndeski [330]. Επιπροσθέτως, η θεωρία Horndeski
μπορεί να αντιμετωπιστεί ως η ενεργή θεωρία Lovelock στις 4 διαστάσεις μέσω συμπαγοποίησης
των υψηλότερων διαστάσεων [331]. Η γενικότητα της θεωρίας έχει παίξει κυρίαρχο ρόλο στην

επιβίωση της μέχρι και σήμερα καθώς όλες οι θεωρίες βαθμωτού τανυστή χωρίς στρέψη (ή άλλες

μη-τετριμμένες γεωμετρικές ιδιότητες) φαίνεται να αποτελούν υποκατηγορία της Horndeski[332].

΄Οπως αναμενόταν από την πολυπλοκότητα, αλλά και τη γενικότητα της θεωρίας η πλειοψηφία των

αναλυτικών λύσεων συμπαγών σωμάτων σε θεωρίες Horndeski έχουν εξαχθεί σε υποκατηγορίες
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της θεωρίες που χαρακτηρίζονται από συμμετρία ομοτιμίας του πεδίου, ϕ → −ϕ, και/ή συμμετρία
ολίσθησης του πεδίου ϕ→ ϕ+cst [333, 334, 132, 138, 135, 137, 127, 335, 336]. ΄Ομως, δεν υπάρχει
κάποιος ξεκάθαρος φυσικός λόγος που θα έπρεπε να μελετώνται οι λύσεις μόνο τέτοιου είδους

θεωρίων πέρα από την απλοποίηση των πράξεων που προσφέρουν λόγω των επιπλέον συμμετριών

στο χώρο του πεδίου. Πράγματι, όπως έχουμε προαναφέρει, η ύπαρξη μη-τετριμμένων συμμετριών

στη θεωρία μπορεί να επιτρέψει την εξαγωγή καινούριων hairy μελανών οπών και άλλων συμπαγών
σωμάτων που διαφοροποιούνται αρκετά από τις προβλέψεις της Γενικής Σχετικότητας [126, 337,

272, 273, 338, 339, 6, 5, 184, 340, 341, 342, 343, 344, 345, 346, 347, 348]. Από την άλλη, η μελέτη

τοπικών λύσεων σε θεωρίες χωρίς κάποια ξεκάθαρη συμμετρία συχνά καταλήγουν σε αδιέξοδο,

καθώς οι εξισώσεις κίνησης είναι αδύνατο να λυθούν αναλυτικά. Μία εξαίρεση σε αυτό ήταν η

μελέτη που έγινε στο [142], όπου οι συγγραφείς θεώρησαν μία γενική θεωρία Horndeski μέσω της
γενίκευσης των ενεργών δυναμικών που προκύπτουν κατά τη συμπαγοποίηση Kaluza-Klein από
τη θεωρία Lovelock [331].

Βασιζόμενοι στην εν λόγω μελέτη, [142], θα επικεντρωθούμε σε αυτό το κεφάλαιο σε εξαγωγή

λύσεων σκουληκότρυπας σε συμπαγοποιημένες τετραδιάστατες θεωρίες Lovelock , που ανήκουν
στην Horndeski, όπου τα αντίστοιχα ενεργά δυναμικά θεωρούνται άγνωστα. Βέβαια, η ύπαρξη
αγνώστων ενεργών δυναμικών του πεδίου καθιστά την εξαγωγή λύσης αδύνατη, καθώς υπάρχουν

παραπάνω βαθμοί ελευθερίας από εξισώσεις. Για το λόγο αυτό, θα εργαστούμε ανάποδα. Συγκε-

κριμένα, θα εξάγουμε λύσεις άμαζης σκουληκότρυπας και θα αποδείξουμε ότι η λύση αυτή είναι

η γνωστή σκουληκότρυπα Ellis. Συνεπώς, ενώ η σκουληκότρυπα Ellis είχε βρεθεί ως λύση μίας
πολύ πιο απλής θεωρίας, η απουσία κάποιας μάζας ADM επιτρέπει την εξαγωγή της λύσης σε πολύ
πιο περίπλοκες θεωρίες βαρύτητας.

Είναι γνωστό ότι η λύση Ellis περιγράφεται από το στοιχείο μήκους

ds2 = −dt2 + dx2 + (x2 + x20)dΩ
2, (5.25)

όπου το x0 περιγράφει την ακτίνα λαιμού της σκουληκότρυπας και αποτελεί λύση της απλής ε-
πέκτασης της δράσης Einstein-Hilbert μέσω της εισαγωγής ενός phantom βαθμωτού πεδίου που
περιγράφεται από τη σχέση Φ(x) = arctan(x/x0). Η πρώτη μας προσέγγιση προς την πλήρη
θεωρία θα είναι να θεωρήσουμε απλώς την εισαγωγή του όρου Gauss-Bonnet στη δράση με ένα
μη-τετριμμένο όρο σύζευξης,

S =

∫
d4x

√
|g|

16πG

[
R− 2δ(∂Φ)2 + V [Φ]G

]
, (5.26)

όπου G = RαβµνR
αβµν − 4RµνR

µν +R2
είναι ο όρος Gauss-Bonnet. Θεωρούμε ότι το στοιχείο δ

της βαρυτικής θεωρίας μπορεί να πάρει τιμές ±1 έτσι ώστε να μπορούμε να διαφοροποιήσουμε την
περίπτωση του κανονικού και phantom πεδίου ύλης, ενώ το V [Φ] είναι μία συνάρτηση σύζευξης του
πεδίου στον όρο Gauss-Bonnet το οποίο θα καθοριστεί από τη συνθήκη ύπαρξης λύσης άμαζης
σκουληκότρυπας. Οι εξισώσεις κίνησης της θεωρίας από τη μεταβολή της δράσης ως προς τη

μετρική και το βαθμωτο πεδίο δίνονται ακολούθως,

Gµν = Tµν +Θµν (5.27)

□Φ = −δ
4
V̇ (Φ)G , (5.28)

όπου

Tµν = 2δ

(
∇µΦ∇νΦ− 1

2
gµν(∂Φ)

2

)
, (5.29)
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είναι ο τανυστής ενέργειας ορμής του κινητικού όρου του πεδίου ενώ ο τανυστής

Θµν = −2∇α

[
Pα β

µ ν∇βV (Φ) + (µ↔ ν)
]
, (5.30)

είναι ο τανυστής ενέργειας ορμής που προκύπτει από τη μεταβολή της επέκτασης Gauss-Bonnet
ως προς τη μετρική, όπου Pαβγδ = −1

4ϵαβµνR
µνκλϵκλγδ είναι ο διπλά δυικός τανυστής Riemann.

Ο όρος V̇ (Φ) υποδηλώνει την παραγώγιση του V (Φ) ως προς το Φ.

Η αρχική προσθήκη του όρουGauss-Bonnet προς τον τελικό μας στόχο δεν ήταν τυχαία. Πράγματι,
γνωρίζουμε ότι στις τέσσερις διαστάσεις ο όρος the Gauss-Bonnet είναι τοπολογικός και μπορεί
συνεπώς να δωθεί από την απόκλιση του τοπολογικού ρεύματος

Kξ = −εξαβγε ρ ν
σ µ

[
Γσ

αρ∂βΓ
µ
γν +

2

3
Γσ

αρΓ
µ
βλΓ

λ
γν

]
. (5.31)

Θεωρώντας τη γενική μορφή σφαιρικά συμμετρικής μετρικής

ds2 = −F (x)dt2 + dx2

F (x)
+ r2(x)dΩ2, (5.32)

βρίσκουμε ότι το τοπολογικό ρεύμα της σχέσης (5.31) δίνεται ακολούθως,

Kξ = −

{
0,

2F ′(x)
(
1− 2F (x)r′(x)2

)
r(x)2

,−2 cot(θ)F ′′(x)

r(x)2
, 0

}
, (5.33)

όπου ο τόνος υποδηλώνει παραγώγιση ως προς τη μεταβλητή x. Αφού ∇ξK
ξ = G, μπορούμε να

απλοποιήσουμε τις πράξεις θεωρώντας μηδενική συνάρτηση ερυθρομετατόπισης, δηλαδή F (x) = 1,
αφού τότε ο όρος Gauss-Bonnet θα μηδενίζεται ταυτοτικά. Επομένως, καθορίζοντας το μετρικό
στοιχείο F (x) στο χώρο τοπικών λύσεων,

ds2 = −dt2 + dx2 + r2(x)dΩ2 , (5.34)

μας μένουν τρεις βαθμοί ελευθερίας (r(x),Φ(x), V (Φ)) οι οποίοι μπορούν πλέον να αντιμετωπιστούν
από τις εξισώσεις. Συγκεκριμένα, οι εξισώσεις κίνησης (5.27,5.28) απλοποιούνται στο σύστημα

Gµν = Tµν +Θµν , (5.35)

□Φ = 0 . (5.36)

Η μορφή του πεδίου μπορεί πλέον να καθοριστεί άμεσα κάτω από τη μορφή μετρικής (5.34). Πράγ-

ματι, από το στοιχείο θθ των βαρυτικών εξισώσεων εξάγουμε την απλή διαφορική

r′′(x) + δr(x)Φ′(x)2 = 0 . (5.37)

Η παραπάνω εξίσωση μπορεί να παρέχει δύο λύσεις με βάση την τιμή του δ, δηλαδή από το αν
το πεδίο είναι κανονικό ή phantom. Για την περίπτωση του δ = +1, η παραπάνω σχέση έχει
μόνο θετικά ορισμένα στοιχεία και η μοναδική αποδεκτή λύση είναι ο τετριμμένος χωρόχρονος

Minkowski με μηδενικό βαθμωτό πεδίο. Από την άλλη, θέτοντας δ = −1, που θα αποτελέσει και
τη βάση μας για το υπόλοιπο κεφάλαιο, βρίσκουμε άμεσα ότι

Φ(x) = Φ0 ±
∫ √

r′′(x)

r(x)
dx . (5.38)

82



Ο σταθερός όρος Φ0 μπορεί πάντα να απορροφηθεί μέσω ενός απλού επαναορισμού του πεδίου.

Συνεπώς, μπορούμε να επιλέξουμε τη λύση του βαθμωτού πεδίου

Φ(x) =

∫ √
r′′(x)

r(x)
dx . (5.39)

΄Εχοντας πλέον το βαθμωτό πεδίο, η αντίστοιχει εξίσωση από το στοιχείο xx των βαρυτικών εξι-
σώσεων είναι μία απλή διαφορική του r(x),

r(x)r′′(x) + r′(x)2 − 1 = 0 → r(x) =
√

(x− c1)2 + x20 , (5.40)

όπου c1 και x0 είναι ελεύθερες σταθερές ολοκλήρωσης. Τονίζουμε ότι το ¨φορτίο’ c1 είναι απλά
συνέπεια της δυνατότητας της τετριμμένης μετατόπισης της συντεταγμένης x και μπορεί πάντα να
απορροφηθεί χωρίς βλάβη της γενικότητας. Πράγματι, θέτοντας ℓ2 = (x − c1)

2
, βρίσκουμε ότι

dℓ2 = dx2. Επομένως, η συνάρτηση εμβαδού της σκουληκότρυπας δίνεται από τη σχέση

r(x) =
√
x2 + x20 , (5.41)

που οδηγεί στο αποτέλεσμα ότι το βαθμωτό πεδίο έχει πράγματι την ίδια μορφή με το πεδίο που

υποστηρίζει τη σκουληκότρυπα Ellis

Φ(x) = arctan

(
x

x0

)
. (5.42)

Τέλος, αντιμετωπίζουμε το στοιχείο tt των εξισώσεων κίνησης που μπορεί να αντιστραφεί σε δια-
φορική εξίσωση του δυναμικού σύζευξης V (Φ) ως προς το Φ και δίνεται από

V̈ (Φ)− 4 tan(Φ)V̇ (Φ) = 0 → V (Φ) = α

(
2 tan(Φ)

3
+

1

3
tan(Φ) sec2(Φ)

)
. (5.43)

Επομένως, η σκουληκότρυπα Ellis που δίνεται από τη διπλέτα{
gµν = diag(−1, 1, (x2 + x20), (x

2 + x20) sin
2 θ),Φ(x) = arctan

(
x

x0

)}
, (5.44)

υποστηρίζεται και από την εκτεταμένη βαρυτική θεωρία

S =

∫
d4x

√
|g|

16πG

[
R+ 2(∂Φ2) + α

(
2 tan(Φ)

3
+

1

3
tan(Φ) sec2(Φ)

)
G
]
, (5.45)

που περιλαμβάνει μη-τετριμμένη σύζευξη στον όρο Gauss-Bonnet.

Συνεχίζουμε τώρα με τη γενίκευση του αποτελέσματος εισάγοντας υψηλότερες τάξεις παραγώγισης

του πεδίου στη θεωρία, κάτι το οποίο αποτελεί σύνηθες χαρακτηριστικό των συμπαγοποιημένων

θεωριών Lovelock [150, 142, 331]. Υπάρχει όμως και ένας δεύτερος σημαντικός λόγος πίσω από
αυτή τη θεώρηση. Είναι γνωστό ότι η ύπαρξη ενός phantom πεδίου σε μία βαρυτική θεωρία
θα παράγει βαρυτικές αστάθειες στη τοπική λύση [349]. ΄Ομως, όταν η δράση της θεωρίας μας

εμπεριέχει υψηλότερες τάξεις παραγώγισης του πεδίου, δε μπορούμε να επιβεβαιώσουμε απευθείας

ότι ο όρος δ = −1 θα αναπαράγει αναγκαστικά ασταθείς τοπικές λύσεις, καθώς είναι πιθανό οι
κινητικοί όροι υψηλότερης τάξης να μπορούν να διορθώσουν τέτοιου είδους παθολογίες [2]. Το

εν λόγω αποτέλεσμα το είδαμε ήδη στη περίπτωση της τετραδιάστατης θεωρίας Gauss-Bonnet
όπου το πρόσημο του κανονικού κινητικού όρου με το πρόσημο της σταθεράς των υψηλότερων
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συζεύξεων έπρεπε απλώς να είναι αντίθετα. Πιο συγκεκριμένα, όπως έχουμε προαναφέρει, το πεδίο

αυτών των θεωριών πρέπει να αντιμετωπίζεται ως βαρυτικός βαθμός ελευθερίας και όχι ως κανονικό

πεδίο ύλης. Τέλος, αναφέρουμε ότι λόγω υψηλότερων όρων παραγώγισης, δεν είναι σαφές από τον

ορισμό της συζυγούς ορμής αν το πεδίο είναι πράγματι phantom ή όχι. Για τους παραπάνω λόγους
θεωρήσαμε την ακόλουθη επέκταση της δράσης

S =

∫
d4x

√
|g|

16πG

[
R+ 2(∂Φ2) + α

(
2 tan(Φ)

3
+

1

3
tan(Φ) sec2(Φ)

)
G

+V2(Φ)G
µν∂µΦ∂νΦ+ V3(Φ)(∇Φ)4 + V4(Φ)(∇Φ)2(□Φ)

]
,

(5.46)

η οποία μελετήθηκε σε ακόμα μεγαλύτερη γενικότητα στο [142]. Η περιπλοκότητα της παραπάνω

θεωρίας οδηγεί σε υψηλά μη-τετριμμένες εξισώσεις που δεν παρέχουν περαιτέρω πληροφορίες από

το να γραφτούν σε τανυστική μορφή. Ο στόχος μας είναι να ελέγξουμε κατά πόσο η διπλέτα της

λύσης Ellis ,(5.44), μπορεί να υποστηριχθεί και από την εν λόγω επέκταση.

Λόγω της απλότητας της λύσης Ellis , όλο το διαφορικό σύστημα των βαρυτικών εξισώσεων μπορεί
να αντιστραφεί και να καταλήξουμε σε ένα καινούριο σύστημα διαφορικών των τριών δυναμικών

ως προς το βαθμωτό πεδίο. Πράγματι, οι εξισώσεις κίνησης σε ορθοκανονικό σύστημα αναφοράς

δίνονται ακολούθως,

tt : 2 tan(Φ)V̇2(Φ)− V2(Φ)
(
6 tan2(Φ)− 3

)
− V3(Φ) + V̇4(Φ)− 4V4(Φ) tan(Φ) = 0 , (5.47)

xx : V2(Φ)
(
2 tan2(Φ)− 1

)
+ 3V3(Φ)− V̇4(Φ) + 4V4(Φ) tan(Φ) = 0 , (5.48)

θθ : tan(Φ)V̇2(Φ) + V2(Φ)− 4V2(Φ) tan
2(Φ)− V3(Φ) + V̇4(Φ)− 4V4(Φ) tan(Φ) = 0 . (5.49)

Τονίζουμε ότι το x0 δεν εμφανίζεται στις βαρυτικές εξισώσεις κίνησης, που σημαίνει ότι η ακτίνα
λαιμού της σκουληκότρυπας επιβιώνει ως ελέυθερο φορτίο στην εκτεταμένη θεωρία. Παρατηρούμε

τώρα εύκολα ότι ο συνδυασμός των εξισώσεων tt− θθ δίνει μία απλή διαφορική του V2. Πράγματι,
εξάγουμε ότι

tt− θθ : sin(2Φ)V̇2(Φ) + 4V2(Φ) cos(2Φ) = 0 =⇒ V2(Φ) = β csc2(2Φ) , (5.50)

όπου η β είναι σταθερά ολοκλήρωσης της θεωρίας και αποτελεί σταθερά σύζευξης. Συνεχίζουμε
παρατηρώντας ότι οι εξισώσεις tt και xx είναι γραμμικές αλγεβρικές εξισώσεις του V3. Από τη
σχέση xx βρίσκουμε ότι

V3(Φ) =
1

3

(
β csc2(2Φ)− 1

2
β sec4(Φ) + V̇4(Φ)− 4V4(Φ) tan(Φ)

)
. (5.51)

Εισάγοντας το τελευταίο αποτέλεσμα στην εξίσωση tt εξάγουμε μία απλή διαφορική του V4

β − 2 sin2(Φ) cos4(Φ)V̇4(Φ) + V4(Φ) sin
3(2Φ) = 0 , (5.52)

του οποίου η λύση δίνει

V4(Φ) = −1

2
β csc(Φ) sec3(Φ) + γ sec4(Φ) , (5.53)

ενώ το V3 δίνεται πλέον αντίστοιχα

V3(Φ) = β csc2(2Φ) . (5.54)
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Τονίζουμε στο σημείο αυτό ότι η εν λόγω επιλογή των δυναμικών μηδενίζει on-shell όλη την ε-
πέκταση της δράσης που θεωρήσαμε και είναι υπό αυτή την έννοια που η λύση Ellis μπορεί να
υποστηρίζεται από τη γενικευμένη θεωρία. ΄Ομως, οποιαδήποτε απόκλιση από τη λύση της σκου-

ληκότρυπας Ellis στη θεωρία, είτε θεωρώντας έμμαζες σκουληκότρυπες, είτε θεωρώντας βαρυτικές
διαταραχές στη γεωμετρία, θα ¨ενεργοποιήσει’ τη συνεισφορά του όρου Gauss-Bonnet και των υψη-
λότερων παραγώγίσεων, κάτι το οποίο επιτρέπει πολύ πιο πλούσιο κατάλογο λύσεων και φυσικών

φαινομένων από την αρχική θεωρία του Ellis.

΄Ενα δεύτερο σημαντικό σχόλιο αφορά τη γνωστή αστάθεια των λύσεων σκουληκότρυπας στις θε-

ωρίες Horndeski [350, 351]. Η εισαγωγή των λόγω επεκτάσεων στη θεωρία μπορούν δυνητικά να
επιρρεάσουν ισχυρά το χρόνο ζωής τέτοιων αντικειμένων σε αντίθεση με τη θεωρία του Ellis. Για
την επιβεβαίωση αυτού, απαιτείτε μία προσεκτική και μη-τετριμμένη ανάλυση πολικών και αξονικών

διαταραχών στη γεωμετρία για να ελέγξει κανείς κατά πόσο η ύπαρξη της γεωμετρίας Ellis στην
εκτεταμένη θεωρία είναι πιο ευσταθής σε σχέση με την τετριμμένη. Λόγω των σταθερών σύζευξης

που η εκτεταμένη θεωρία περιλαμβάνει, αναμένουμε ο χρόνος ζωής να είναι πράγματι αρκετά δια-

φορετικός σε σχέση με την αρχική λύση Ellis , καθώς θα συνεισφέρουν στις εξισώσεις διάδοσης
των διαταραχών. Η εν λόγω μελέτη αποτελεί μία ενδιαφέρουσα συνέχεια της ερευνητικής αυτής

εργασίας.

5.3 ΄Εμμαζες σκουληκότρυπες σε θεωρίες Horndeski από
δύσμορφους μετασχηματισμούς της Ellis

Μέχρι στιγμής, επικεντρωθήκαμε σε άμαζες σκουληκότρυπες, αφού η γενικότητα της προσέγγισης

μας καθιστά την εξαγωγή μίας πλήρους βαρυτικής λύσης αδύνατη. Τονίζουμε, όμως, ότι έμμαζες

σκουληκότρυπες μπορούν πάντα να βρεθούν στο γενικό πλαίσιο της Horndeski μέσω απλών σύμ-
μορφων ή γενικευμένων δύσμορφων μετασχηματισμών γεωμετρίας. Οι δύσμορφοι μετασχηματισμοί

γεωμετρίας είχαν προταθεί πρώτη φορά από τον Bekenstein [18],

gµν → ĝµν = Ω(Φ)2gµν −W (Φ)∂µΦ∂νΦ (5.55)

ως γενίκευση της πιθανής γεωμετρίας πάνω στην οποία η ύλη μίας βαρυτικής θεωρίας διαδίδε-

ται. Αρκετά αργότερα, στο [352] αποδείχθηκε ότι οι δύσμορφοι μετασχηματισμοί γεωμετρίας από

μία θεωρία Horndeski καταλήγουν σε κάποια άλλη θεωρία Horndeski ή σε επεκτάσεις της, ήτοι
στις θεωρίες Beyond Horndeski [353, 121] και στις θεωρίες Degenerate Higher Order Scalar
Tensor(DHOST) [354, 123, 125]. Η απεικόνιση μίας θεωρίας Horndeski σε επεκτάσεις της είναι
εφικτή αν επιλέξουμε τη σύμμορφη συνάρτηση Ω ή/και τη δύσμορφη συναρτήση W να εξαρτώνται
και από τον κινητικό όρο του βαθμωτού πεδίου X = −1

2(∂Φ)
2
. Οι δύσμορφοι μετασχηματισμοί

γεωμετρίας έχουν μελετηθεί έκτοτε ως αλγόριθμος εύρεσης λύσεων με πληθώρα μη-τετριμμένων

παραδειγμάτων [355, 356, 3, 130, 141, 357], όπου η συνήθης προσέγγιση ήταν η εξαγωγή λύσεων

σκουληκότρυπας από προυπάρχουσες hairy μελανές οπές ή απλά η εύρεση νέων τοπικών λύσεων.
Προς αποφυγή σύγχυσης, θα ακολουθήσουμε τη συνήθη ονοματολογία όπου η gµν ονομάζεται
μετρική τροφοδότησης (seed metric). Παρουσιάζουμε επίσης κάποιους βασικούς κανόνες μετα-
σχηματισμού κάτω από δύσμορφους μετασχηματισμούς γεωμετρίας στο τέταρτο παράρτημα.

Κάτω από το μετασχηματισμό (5.55), η δυσμορφή μετρική ĝµν θα αποτελεί λύση του αντίστοιχου
δύσμορφου πλαισίου της θεωρίας Horndeski σε άμεση αναλογία με τη γνωστή συσχέτιση των
πλαισίων Einstein και Jordan [358, 359]. Πρωτού συνεχίσουμε στην ανάλυση της δύσμορφης
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γεωμετρίας, οφείλουμε να αναφέρουμε ότι ο μετασχηματισμός του αντίστοιχου στοιχείου όγκου

της μετρικής τροφοδότησης στη δράση δίνεται από τη σχέση√
−ĝd4x = (Ω6(Ω2 + 2WX))1/2

√
−gd4x , (5.56)

μέσω του θεωρήματος ορίζουσας του Sylvester. Αντίστοιχα, η αντίστροφη δύσμορφη μετρική
δίνεται από την σχέση Sherman-Morrison

ĝµν =
1

Ω2

(
gµν +

W

Ω2 + 2WX
∂µΦ∂νΦ

)
, (5.57)

όπου οι ανταλλοίωτοι παράγωγοι του πεδίου, ∂µΦ∂νΦ, ορίζονται μέσω της αντίστροφης μετρικής
τροφοδότησης gµν . Επομένως, όπως είναι σαφές από τις εξισώσεις (5.55),(5.56) και (5.57), οι
δύσμορφοι μετασχηματισμοί γεωμετρίας περιορίζονται κάτω από τη συνθήκη αντιστρεψιμότητας του

μετασχηματισμού και τη συνθήκη υπογραφής Lorentz της δύσμορφης μετρικής από τις ανισότητες:

Ω2 > 0, Ω2 + 2WX > 0 (5.58)

Θεωρώντας τώρα μία οποιαδήποτε ασυμπτωτικά επίπεδη στατική και σφαιρικά συμμετρική μετρική

της μορφής (5.32), που υποστηρίζεται από ένα στατικό και σφαιρικά συμμετρικό βαθμωτό πεδίο,

μπορούμε να εξάγουμε το δύσμορφο στοιχείο μήκους της γεωμετρίας που δίνεται από

dŝ2 = −F (x)Ω2(Φ)dt2 +
Ω2(Φ) + 2W (Φ)X

F (x)
dx2 +Ω2(Φ)r2(x)dΩ2

(5.59)

όπου τονίζουμε ότι το dΩ2
είναι το στοιχείο στερεάς γωνίας της σφαιρικής φύλλωσης ενώ το Ω2(Φ)

είναι ο παράγοντας του σύμμορφου μέρους του μετασχηματισμού.

΄Οπως γνωρίζουμε, η ύπαρξη ορίζοντα γεγονότων δίνεται από τη συνθήκη της φωτοειδούς υπε-

ρεπιφάνειας μέσω της λύσης του gtt = 0, δηλαδή της υπερεπιφάνειας Killing της ισομετρίας στις
μετατοπίσεις χρόνου. Εν γένει, όμως, η ύπαρξη οριζόντων μπορεί να μελετηθεί χρησιμοποιώντας

την νόρμα του διανύσματος Kodama ∇µR∇µR, όπου R η συνάρτηση εμβαδού της φυλλωμένης
σφαίρας S2

. Ακολουθώντας τη μελέτη του [356] μονές θετικές ρίζες της νόρμας του διανύσματος

Kodama αντιστοιχούν σε ορίζοντες γεγονότων, ενώ οι διπλές ρίζες υποδεικνύουν την πιθανή υπάρ-
ξη κάποιου λαιμού σκουληκότρυπας. Εισάγωντας τη γενική δύσμορφη μετρική της (5.59) εξάγουμε

το αποτέλεσμα

∇µR∇µR =
F (x)

Ω2(Φ) + 2W (Φ)X
[ΩΦr(x)∂xΦ+ Ω(Φ)∂xr(x)]

2, (5.60)

όπου οι τόνοι συμβολίζουν παραγώγιση ως προς την ακτινική συντεταγμένη x, ενώ το ΩΦ είναι

η παραγώγιση του σύμμορφου παράγοντα Ω ως προς το βαθμωτό πεδίο. Οι ρίζες της παραπάνω
σχέσης μας παρέχουν όλους τους πιθανούς ορίζοντες της δύσμορφης γεωμετρίας. Τονίζουμε ότι

αν υπάρχουν διπλές ρίζες στην (5.60), πρέπει να ελέγξουμε το λαιμό σκουληκότρυπας ως προς

την προσπελασιμότητα μέσω των συνθηκών που προαναφέραμε, δηλαδή τη συνθήκη ελαχίστου

εμβαδού και τη συνθήκη απουσίας ορίζοντα γεγονότων, προκειμένου να επιβεβαιώσουμε ότι η

δύσμορφη μετρική περιγράφει πράγματι μία προσπελάσιμη σκουληκότρυπα. Εκτός της πιθανής

ύπαρξης διπλής ρίζας από το παράγοντα στη παρένθεση, διπλή ρίζα μπορεί να βρεθεί επίσης μέσω της

σχέσης (Ω2(Φ)+2W (Φ)X)−1 = 0, κάτι το οποίο είχε χρησιμοποιηθεί στα [3, 130] ως μεθοδολογία
εξαγωγής λύσεων προσπελάσιμης σκουληκότρυπας από μελανές οπές.
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Επιστρέφοντας τώρα στη περίπτωση της σκουληκότρυπας Ellis , όπου F (x) = 1, μπορούμε εύκολα
να εξάγουμε καινούριες έμμαζες σκουληκότρυπες μέσα στο γενικότερο πλαίσιο της Horndeski , α-
κολουθώντας τέτοιου είδους μετασχηματισμούς. Πράγματι, ένας γενικός δύσμορφος μετασχηματός

στην σκουληκότρυπα Ellis μας δίνει το στοιχείο μήκους

dŝ2 = −Ω2(Φ)dt2 + (Ω2(Φ) + 2W (Φ)X)dx2 +Ω2(Φ)r2(x)dΩ2. (5.61)

Κάτω από την εν λόγω μορφή μετρικής, η ύπαρξη έμμαζης σκουληκότρυπας με ασυμπτωτική επι-

πεδότητα μεταφράζεται στις παρακάτω συνθήκες:

• Ο σύμμορφος παράγοντας Ω(Φ)2 είναι θετικά ορισμένος και αποσβένει στο άπειρο ως Ω(Φ(x))2 →
1 − 2M

x σε πρώτη τάξη του x
−1
. Η ενεργή μάζα ADM που εμφανίσαμε θα σχετίζεται ανα-

γκαστικά με την ακτίνα λαιμού της μετρικής τροφοδότησης x0, αφού δεν υπάρχουν άλλα
ελεύθερα φορτία.

• Ο συνδυασμός (Ω2(Φ) + 2W (Φ)X) αποσβένει στο άπειρο και είναι θετικά ορισμένος.

• Ο όρος Ω(Φ)r(x) έχει την ασυμπτωτική συμπεριφορά της συνάρτησης εμβαδού σε συντεταγ-
μένες Schwarzschild , δηλαδή Ω2(Φ)r(x)2 → x στη χωρική ασύμπτωτη, ενώ υπάρχει ακόμα
μία μη-μηδενική ελάχιστη τιμή που μπορεί να πάρει, η οποία αντιστοιχεί στην ακτίνα λαιμού. Α-

ναφέρουμε για πληρότητα ότι αν μπορεί να ικανοποιείται και η σχέση (Ω2(Φ)+2W (Φ)X)−1 =
0 μέσω διπλής ρίζας, τότε είναι πιθανό η δύσμορφη γεωμετρία να περιγράφεται από παραπάνω
από ένα λαιμούς.

Οι παραπάνω τρεις συνθήκες μεταφράζονται στο παρακάτω συμπέρασμα: ΄Εχοντας εξάγει τη σκου-

ληκότρυπα Ellis στο πλαίσιο της εκτεταμένης θεωρίας Horndeski , μπορούμε μέσω δύσμορφων
μετασχηματισμών να εξάγουμε έμμαζες σκουληκότρυπες σε άλλες θεωρίες Horndeski . Το εν
λόγω συμπέρασμα αποτελεί αλγόριθμο/μεθοδολογία εύρεσης λύσεων σκουληκότρυπας σε θεωρίες

Hordeski. Η εν λόγω μεθοδολογία μπορεί κάλλιστα να επεκταθεί χρησιμοποιώντας την περαι-
τέρω εξάρτηση Ω(Φ, X), W (Φ, X), που απεικονίζουν τη θεωρία τροφοδότησης σε κάποιο κλάδο
της Beyond Horndeski ή DHOST ανάλογα την επιλογή μας[125]. Επιπροσθέτως, η ύπαρξη της
λύσης Ellis στην εκτεταμένη θεωρία εμπλουτίζει μέσω της διαδικασίας αυτής τα διάφορα πλαίσια
Horndeski που υποστηρίζουν λύσεις σκουληκότρυπας.

Ας δούμε τώρα ένα σχετικά απλό παράδειγμα των παραπάνω. Επιλέγουμε έναν τετριμμένο δύσμορφο

μετασχηματισμό με W = 0, που καταλήγει απλά σε σύμμορφες απεικονίσεις. Η επιλογή

gµν → (1− 2ζ cosΦ)gµν (5.62)

όπου ζ μία καινούρια παράμετρος που επιλέγουμε για να έχουμε καλώς ορισμένο σύμμορφο πα-
ράγοντα, μας δίνει το στοιχείο μήκους

ds2 = −

(
1− 2ζx0√

x2 + x20

)
dt2 +

(
1− 2ζx0√

x2 + x20

)[
dx2 + (x2 + x20)dΩ

2
]
. (5.63)

Είναι τώρα εύκολο να επιβεβαιώσουμε ότι η συνάρτηση εμβαδού

R(x) =

√√√√(1− 2ζx0√
x2 + x20

)
(x2 + x20) =

√
x0

(
x0 − 2ζ

√
x2 + x20

)
+ x2 (5.64)
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δίνει πράγματι τη σωστή ασυμπτωτική συμπεριφορά R(x) ∼ x στο x → ∞. Από την άλλη, η
απουσία ορίζοντα γεγονότων περιορίζει τη παράμετρο ζ μέσω του άνω φράγματος

ζ <
1

2
, (5.65)

το οποίο καθιστά και τον μετασχηματισμό που χρησιμοποιήσαμε καλώς ορισμένο. Επιβεβαιώνουμε

ότι η γεωμετρία έχει πράγματι ένα ελάχιστο εμβαδό της φυλλωμένης σφαίρας στο x = 0 με μία
καινούρια ακτίνα λαιμού

xt =
√
1− 2ζx0 . (5.66)

Τέλος, επιβεβαιώνουμε ότι η αντίστοιχη μάζα ADM της παραπάνω σκουληκότρυπας δίνεται απλά
από τη σχέση

Meffective = ζx0 (5.67)

που σημαίνει, όπως προαναφέραμε, ότι η ακτίνα λαιμού της μετρικής τροφοδότησης μπορεί να έχει

το ρόλο της μάζας ADM στο σύμμορφο/δύσμορφο πλαίσο της θεωρίας. Αναφέρουμε για πληρότητα
ότι εφόσον ο σύμμορφος μετασχηματισμός δεν έχει ιδιάζοντα σημεία, η γεωμετρία σκουληκότρυπας

που εξάγαμε είναι ασφαλής από μοναδικότητες καμπυλότητας.

5.4 Επαναβαθμωτοποίηση της σκουληκότρυπας Ellis : ΄Εμ-
μαζες σκουληκότρυπες από διαταρακτική προσέγγιση

Δείξαμε ότι η σκουληκότρυπα Ellis υποστηρίζεται από την εκτεταμένη θεωρία Horndeski . Υ-
πάρχει όμως το εξής σημαντικό ζήτημα: Η σκουληκότρυπα Ellis της εκτεταμένης θεωρίας δεν
παρέχει καμία πληροφορία αναφορικά με τις σταθερές σύζευξης που υπάρχουν στην επέκταση. Η

περίπτωση αυτή θυμίζει το σενάριο όπου μία τοπική λύση της Γενικής Σχετικότητας υποστηρίζε-

ται από μία θεωρία βαθμωτού τανυστή όταν το πεδίο της θεωρίας δεν είναι δυναμικό. Υπό αυτή

την έννοια, φαίνεται να εμφανίζεται μία ενδιαφέρουσα συσχέτιση με το ζήτημα της βαθμωτοποίησης.

Το φαινόμενο της βαθμωτοποίησης περιγράφει την διέγερση του βαθμωτού πεδίου της θεωρίας

κάτω από μία τετριμμένη λύση κενού, κάτι το οποίο μπορεί να αλλάξει έντονα τις ιδιότητες της

γεωμετρίας. Πράγματι, το φαινόμενο της φυσικής βαθμωτοποίησης των μελανών οπών βασίζε-

ται στη δυναμική συμπεριφορά του βαθμωτού πεδίου πάνω σε μία λύση κενού το οποίο μπορεί να

παραμορφώσει τη γεωμετρία με διαταρακτικό τρόπο. Θυμίζουμε εδώ ότι η διαταρακτική προσέγ-

γιση της βαθμωτοποίησης παύει να ισχύει σε μελανές οπές μικρού μεγέθους, όπως έχουμε ήδη

εξηγήσει. Τονίζουμε ότι θα ασχοληθούμε με την έννοια της φυσικής βαθμωτοποίησης, αντί της

αυθόρμητης βαθμωτοποίησης [360, 361, 362], όπου η διέγερση του βαθμωτού πεδίου βασίζεται σε

κάποια ταχυονική αστάθεια. Σε άμεση αναλογία με την περίπτωση των μελανών οπών της δράσης

Einstein-Hilbert, η σκουληκότρυπα Ellis αποτελεί μία λύση της δράσης Ellis , δηλαδή της δράσης
Einstein-Hilbert με την ελάχιστη επέκταση ενός phantom βαθμωτού πεδίου. Δείξαμε όμως ότι
η εν λόγω λύση υποστηρίζεται και από την εκτεταμένη θεωρία μέσω των on-shell μηδενισμών
τανυστών ενέργειας ορμής που περιέχει. Μπορούμε λοιπόν να περάσουμε χρονοανεξάρτητες διατα-

ραχές στη γεωμετρία και να επιβεβαιώσουμε ότι και η γεωμετρία της σκουληκότρυπας Ellis μπορεί
να τροποποιηθεί από την επέκταση της θεωρίας Horndeski, σε άμεση αναλογία με τη γεωμετρία
Schwarzschild που μπορεί να τροποποιηθεί σε θεωρίες Horndeski.
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Συγκεκριμένα, για την περίπτωση της σκουληκότρυπας Ellis που υποστηρίζεται ήδη από ένα μη-
τετριμμένο βαθμωτό πεδίο, εισάγουμε τον όρο ¨επαναβαθμωτοποίηση’ για να διαχωρίσουμε το εν

λόγω σενάριο από τη συνήθη διαδικασία. Η επαναβαθμωτοποίηση βασίζεται στην ιδέα ότι το πρου-

πάρχον βαθμωτό πεδίο της σκουληκότρυπας μπορεί να αποκτήσει πιο πλούσια δυναμική λόγω της

ύπαρξης των μη-τετριμμένων συζεύξεων στη δράση, κάτι το οποίο θα παρέχει και πληροφορίες

αναφορικά με τις σταθερές σύζευξης της θεωρίας. ΄Ενα ιδιαίτερο ενδιαφέρον φαινόμενο που προ-

κύπτει είναι ότι η τροποποιημένη λύση Ellis αποκτάει μάζα λόγω του όρου Gauss-Bonnet, όπως
θα αποδείξουμε ακολούθως.

Επιθυμούμε λοιπόν να εξάγουμε νέες λύσεις στην επέκταση της θεωρίας Horndeski που δίνεται
στην (5.46), με τα δυναμικά της θεωρίας να δίνονται από τις σχέσεις (5.50),(5.53) και (5.54).

Επιλέγουμε την ακόλουθη γενική μορφή σφαιρικά συμμετρικής μετρικής

ds2 = −F (x)dt2 + dx2

S(x)
+ (x2 + x20)dΩ

2 . (5.68)

Λόγω της ξεκάθαρης πολυπλοκότητας των εξισώσεων κίνησης, είναι σαφές ότι αναλυτικές λύσεις

είναι αδύνατες. Για τον λόγο αυτό, επικεντρωνόμαστε στη διαταρακτική προσέγγιση της επαναβαθ-

μωτοποιημένης λύσης, μέσω των σταθερών σύζευξης. Εφόσον η σκουληκότρυπα Ellis αποτελεί
λύση της επέκτασης της θεωρίας, μπορούμε να την επιλέξουμε ως την αντίστοιχη λύση (ψευδούς)

¨κενού’ της θεωρίας. Επιλέγουμε επίσης τη παράμετρο της διαταραχής να είναι η σταθερά σύζευ-

ξης α του όρου Gauss-Bonnet. Για να διατηρήσουμε μία σχετική απλότητα στους υπολογισμούς,
υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι οι υπόλοιπες σταθερές σύζευξης, β και γ, περιγράφο-
νται από μία σταθερά αναλογίας ως προς το α. Συγκεκριμένα, θέτουμε β = αλ1 και γ = αλ2,
όπου λ1,2 υποδηλώνουν αδιάστατες σταθερές. Συνεχίζουμε λοιπόν χρησιμοποιώντας την ακόλουθη
διαταρακτική προσέγγιση:

F (x) = 1 + αf(x) +O(α2) , (5.69)

S(x) = 1 + αs(x) +O(α2) , (5.70)

Φ(x) = arctan

(
x

x0

)
+ αh(x) +O(α2) . (5.71)

Οι εν λόγω προσεγγίσεις θα μας επιτρέψουν να αποτυπώσουμε τις πληροφορίες της εκτεταμένης

θεωρίας στη τοπική λύση της γεωμετρίας, παραμορφώνοντας την άμαζη σκουληκότρυπα Ellis σε
έμμαζη. Πράγματι, εισάγοντας τα παραπάνω στις εξισώσεις κίνησης και κρατώντας μόνο την πρώτη

τάξη διαταραχής O(α), εξάγουμε το ακόλουθο ιδιαίτερα απλό διαφορικό σύστημα

(−2x0h+ xs)′ = 0 , (5.72)

xf ′ + 2x0h
′ + s = 0 , (5.73)

(x2 + x20)f
′′ + x(f ′ − s′)− 2s = 0 . (5.74)

Οι παραπάνω εξισώσεις αντιστοιχούν στις βαρυτικές εξισώσεις (t, t), (r, r) και το συνδυασμό
(t, t) − (θ, θ), αντίστοιχα. Παρατηρούμε ότι οι σταθερές σύζευξης λ1 και λ2 δεν εμφανίζονται
στις εξισώσεις. Επομένως, σε προσέγγιση πρώτης τάξης ως προς το α, η λύση τροποποιείται
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καθαρά λόγω του όρου Gauss-Bonnet. Ολοκληρώνοντας το παραπάνω σύστημα, εξάγουμε ότι

h(x) =
h1x0
x

arctan

(
x

x0

)
− h1 +

h0
x

− s0
2x0

, (5.75)

f(x) = f0 + 2h1 arctan

(
x

x0

)
, (5.76)

s(x) =
2x0
x2

(
−h1x+ h1x0 arctan

(
x

x0

)
+ h0

)
, (5.77)

όπου h0, h1, f0, και s0 είναι σταθερές ολοκλήρωσης. Για να αποφύγουμε πιθανές αποκλίσεις
του βαθμωτού πεδίου στο x = 0, πρέπει να θέσουμε h0 = 0. Αντίστοιχα, για να έχουμε την
ίδια ασυμπτωτική συμπεριφορά του βαθμωτού πεδίου στο άπειρο, θέτουμε s0 = −2h1x0. Τέλος,
η συνθήκη ασυμπτωτικής επιπεδότητας επιβάλλει ότι f0 = −πh1. ΄Εχουμε επομένως μόνο την
ανεξάρτητη σταθερά ολοκλήρωσης h1, που δεν μπορεί να καθοριστεί από γεωμετρικές συνθήκες.
Η πλήρης λύση δίνεται από τα στοιχεία

F (x) = 1 + α

[
2h1 arctan

(
x

x0

)
+ πh1

]
, (5.78)

S(x) = 1− 2αh1x0
x2

[
x− x0 arctan

(
x

x0

)]
, (5.79)

Φ(x) = arctan

(
x

x0

)
+
αh1x0
x

arctan

(
x

x0

)
. (5.80)

Η εν λόγω λύση παρουσιάζει ελάχιστο στη συνάρτηση εμβαδού στο x = 0, δεν έχει ορίζοντες
(λόγω διαταρακτικής προσέγγισης) και περιγράφει μία παραμορφωμένη σκουληκότρυπα Ellis. ΄Ε-
χουμε λοιπόν το αποτέλεσμα ότι η εισαγωγή του όρου Gauss-Bonnet στη δράση Ellis επιτρέπει τη
σκουληκότρυπα Ellis , αλλά και μία καινούργια επαναβαθμωτοποιημένη γεωμετρία. Αναπτύσσοντας
τη λύση στο άπειρο όμως, έχουμε ότι

F (x) = 1− 2αh1x0
x

+O
(

1

x2

)
, και S(x) = 1− 2αh1x0

x
+O

(
1

x2

)
. (5.81)

Επομένως, μέσω της διαδικασίας επαναβαθμωτοποίησης, η σκουληκότρυπα Ellis , που αποτελεί
μία μη-βαρυτική γεωμετρία λόγω έλλειψης μάζας, μπορεί να αποκτήσει μία μάζα ADM που δίνεται
από τη σχέση M = αh1x0. Παρατηρούμε ότι η μάζα αυτή εξαρτάται από τη σταθερά σύζευξης
α, κάτι το οποίο σημαίνει ότι ο όρος Gauss-Bonnet εισάγει όρους μάζας στην σκουληκότρυπα.
΄Ενα ενδιαφέρον σχόλιο είναι ότι ο φορτίο του βαθμωτού πεδίου στην επαναβαθμωτοποιημένη λύση

είναι q = −x0(1 − 1
2αh1π) = −x0 + 1

2Mπ. Αυτό σημαίνει ότι ο όρος Gauss-Bonnet έχει εισάγει
συνεισφορά και στο φορτίο του βαθμωτού πεδίου, κάτι το οποίο αναμενόταν. Από τη παραπάνω

σχέση, η ακτίνα λαιμού x0 της σκουληκότρυπας δίνεται ως προς τις παραμέτρους της λύσης q, h1
και α από τη σχέση |x0| = q(1 + 1

2αh1π). Επομένως, η επαναβαθμωτοποιημένη σκουληκότρυπα
είναι μεγαλύτερη από την Ellis για το ίδιο βαθμωτό φορτίο q των δύο λύσεων.

Τέλος, αναφέρουμε για πληρότητα ότι η εν λόγω διαταρακτική προσέγγιση της έμμαζης σκουλη-

κότρυπας παραβιάζει τη συμμετρία ομοτιμίας στην ακτινική συντεταγμένη. Ενώ κάτι τέτοιο δεν

εμφανίζει ευτυχώς προβλήματα αρνητικής μάζας σε κάποιο από τα δύο σύμπαντα, η ερυθρομετα-

τόπιση στο κάθε στόμα της σκουληκότρυπας είναι διαφορετική. Θυμίζουμε ότι, αν εργαζόμασταν

σε τοπολογία εσωσυμπαντικής σκουληκότρυπας, αυτό θα σήμαινε άμεσα ότι η εν λόγω γεωμετρία

θα μετατράπει σε χρονομηχανή.
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5.5 Συμπεράσματα

Στο εν λόγω κεφάλαιο ασχοληθήκαμε διεξοδικά με τη μελέτη γεωμετριών σκουληκότρυπας σε

θεωρίες Horndeski χωρίς να επιβάλλουμε συγκεκριμένες συμμετρίες στο βαθμωτό πεδίο της θε-
ωρίας. Η έρευνα μας βασίστηκε στη γενίκευση των ενεργών δυναμικών βαθμωτού πεδίου από

τη θεμελιώδη θεωρία Lovelock , που περιέχει τον όρο Gauss-Bonnet και επιπλέον όρους παρα-
γώγισης πεδίου υψηλότερης τάξης. Ο στόχος μας ήταν η εξαγωγή της σκουληκότρυπας Ellis στο
γενικευμένο πλαίσιο αλλά και η παρουσίαση μεθοδολογιών εξαγωγής έμμαζων σκουληκότρυπων

χρησιμοποιώντας την άμαζη σκουληκότρυπα Ellis. Παρουσιάσαμε δύο διαφορετικές μεθοδολογίες.
Η πρώτη βασίστηκε στο πλαίσιο θεωριών Horndeski, όπου δείξαμε την δυνατότητα εξαγωγής λύσε-
ων σκουληκότρυπας σε (δυνητικά άπειρες) θεωρίες Horndeski μέσω δυσμορφων μετασχηματισμών,
ενώ στη δεύτερη εκμεταλλευτήκαμε το φαινόμενο της επαναβαθμωτοποίησης για να εξάγουμε νέες

λύσεις στο καθορισμένο μοντέλο. Η επαναβαθμωτοποίηση μας οδήγησε στο ιδιαίτερα ενδιαφέρον

αποτέλεσμα ότι η σκουληκότρυπα Ellis μπορεί να αποκτήσει μάζα μέσα από τον όρο Gauss-Bonnet.

΄Ενα σημαντικό αποτέλεσμα της μελέτης μας είναι ότι παρέχουμε έναν αυτοσυνεπή τρόπο να εξάγου-

με λύσεις σκουληκότρυπας σε θεωρίες Horndeski χωρίς να επιβάλλουμε συμμετρίες στη θεωρία.
Γνωρίζουμε για την περίπτωση των hairy μελανών οπών ότι η προσέγγιση των παραμορφωμένων
γεωμετριών βασίζεται στις λύσεις κενού της δράσης Einstein-Hilbert. Σε άμεση αναλογία, οι πι-
θανές λύσεις σκουληκότρυπας που μπορούν να υποστηρίξουν οι θεωρίες Horndeski μπορούν πλέον
να μελετηθούν υπό το πρίσμα της γεωμετρίας Ellis ως λύση (ψευδούς) ¨κενού’ της θεωρίας, είτε
μέσω δύσμορφων μετασχηματισμων γεωμετρίας είτε μέσω της επαναβαθμωτοποίησης. Τονίζουμε

ότι η άμαζη φύση της γεωμετρίας Ellis , αλλά και η απλότητα της γεωμετρίας λαιμού αποτέλε-
σε μία σημαντική διεύκολυνση στους υπολογισμούς. Στα πλαίσια αυτά, υποθέτουμε ότι πιθανές

λύσεις άλλων εξωτικών άμαζων αντικειμενών στις θεωρίες Horndeski μπορούν να υποστηριχθούν
αντίστοιχα από παραπάνω από μία θεωρίες, κάτι το οποίο εμπλουτίζει με άμεσο τρόπο τον κατάλογο

τοπικών λύσεων των εν λόγω θεωριών.

Το βασικό συμπέρασμα των παραπάνω είναι ότι η συσχέτιση άμαζων (εξωτικών) συμπαγών σω-

μάτων, όπως η σκουληκότρυπα Ellis, με τη θεωρία που τις ικανοποιεί είναι εκφυλισμένη, καθώς
η ίδια λύση μπορεί να υποστηριχθεί από παραπάνω από ένα πλαίσιο θεωρίας Horndeski. ΄Αμεση
συνέπεια αυτού είναι ότι η αστάθεια από την απόκριση των εν λόγω αντικειμένων κάτω από βα-

ρυτικές διαταραχές μπορεί να βελτιωθεί επιλέγοντας κατάλληλες τιμές στις σταθερές σύζευξης,

επεκτείνοντας έτσι το χρόνο ζωής της. Βέβαια, αναμένουμε και πάλι η σκουληκότρυπα Ellis στην
εκτεταμένη θεωρία να είναι βαρυτικά ασταθής λόγω των [350, 351]. Παρόλαυτά, η πιθανή βελτιώση

της βαρυτικής αστάθειας της σκουληκότρυπας Ellis αποτελεί μία ενδιαφέρουσα και συναρπαστική
προοπτική συνέχειας της εν λόγω μελέτης.
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Κεφάλαιο 6

Μελανές οπές με πρωτεύον

βαθμωτό φορτίο σε θεωρίες Beyond
Horndeski

6.1 Επισκόπηση παραβιάσεων του θεωρήματος no-hair σε
θεωρίες βαθμωτού τανυστή

Το θεώρημα no-hair, γνωστό επίσης ως ¨θεώρημα μοναδικότητας’ στα πλαίσια των μελανών ο-
πών [14, 15, 363, 364, 365, 366, 367], αποτελεί μία θεμελιώδη έννοια στη θεωρία της Γενικής

Σχετικότητας. Το εν λόγω θεώρημα επιβάλλει ουσιαστικά το ότι όλες οι μελανές οπές μπορούν

να περιγραφούν πλήρως από μόλις τρεις παρατηρήσιμες ποσότητες, ανεξάρτητα από τις αρχικές

συνθήκες της κατάρρευσης ή την καταστατική εξίσωση του αστεριού που τις δημιούργησε. Οι

ποσότητες αυτές είναι η μάζα ADM της μελανής οπής, η στροφορμή της και το πιθανό ηλεκτρομα-
γνητικό φορτίο που τις χαρακτηρίζει, αν και οι μελανές οπές σε αστροφυσικά πλαίσια θεωρούνται

εν γένει ηλεκτρομαγνητικά ουδέτερες. Το θεώρημα no-hair μας λέει επομένως ότι αυτές οι τρεις
παράμετροι μπορούν να καθορίσουν με μοναδικό τρόπο τη γεωμετρία μίας μελανής οπής. Μία

βασική συνέπεια αυτού είναι ότι οποιαδήποτε δύο μελανές οπές με την ίδια μάζα, στροφορμή και

ηλεκτρομαγνητικό φορτίο θα παρουσιάζουν τις ίδιες ακριβώς ιδιότητες στη γεωμετρία, δηλαδή τις

ίδιες βαρυτικές αλληλεπιδράσεις ανεξάρτητα από τις ιδιότητες του αστεριού προ κατάρρευσης. Το

προβληματικό στοιχείο που παρουσιάζεται στο εν λόγω αποτέλεσμα είναι ότι αντιτίθεται στη βάση

ότι κάθε φυσική θεωρία, δωσμένων κατάλληλων αρχικών συνθηκών, πρέπει να είναι ικανή να ε-

ξάγει την μελλοντική αλλά και την παρελθοντική εξέλιξη ενός φυσικού συστήματος. Η περίπτωση

των μελανών οπών είναι συνεπώς μοναδική στο εν λόγω ζήτημα, καθώς δεν μπορούμε να εξάγουμε

καμία ουσιαστική πληροφορία αναφορικά με την καταστατική εξίσωση του πρώιμου αστεριού, παρα-

τηρώντας την αντίστοιχη μελανή οπή στο σύμπαν, παραβιάζοντας έτσι την αρχή της πληροφορίας.

Ο εν λόγω εκφυλισμός αναφορικά με τους βαθμούς ελευθερίας του συστήματος υπό κατάρρευση

αποτελεί τη βάση του θεωρήματος no-hair.

Γνωρίζουμε όμως ότι η Γενική Σχετικότητα είναι μία ενεργή θεωρία πεδίου που αποσκοπεί στη

μελέτη του σύμπαντος σε ένα καθορισμένο εύρος ενεργειακής κλίμακας. Πράγματι, πληθώρα από

κοσμολογικές παρατηρήσεις υποδεικνύουν ότι η Γενική Σχετικότητα παρουσιάζει ισχυρούς περιο-

93



ρισμούς στην εφαρμογή της. Οι κυριότεροι εξ αυτών προκύπτουν από την έλλειψη δυνατότητας

να εξηγήσουμε τη σκοτεινή ενέργεια, τη σκοτεινή ύλη αλλά και να παρέχουμε ένα αυτοσυνεπές

σενάριο πληθωρισμού στα πρώιμα στάδια του σύμπαντος. Επιπροσθέτως, γνωρίζουμε ότι η Γενι-

κή Σχετικότητα δεν είναι μία επανακανονικοποιήσιμη θεωρία πεδίου που σημαίνει ότι η κβαντική

φύση της βαρυτικής αλληλεπίδρασης δεν μπορεί να αποτυπωθεί στη θεωρία αυτή. Λόγω των εν

λόγω παρατηρήσεων, η έρευνα της βαρυτικής αλληλεπίδρασης έχει κινηθεί προς την κατεύθυνση

της μελέτης τροποποποιημένων θεωριών βαρύτητας, που αποτέλεσε και το κύριο αντικείμενο της

διατριβής. Τις τελευταίες δεκαετίες έχουν γίνει πολυάριθμες προσπάθειες κατασκευής καινούριων

θεωριών βαρύτητας προς την αντιμετώπιση των παραπάνω ζητημάτων. Οι πιο έντονα μελετημένες

θεωρίες ανήκουν στο ευρύτερο πλαίσιο των θεωριών βαθμωτού τανυστή, λόγω της απλότητας τους

και τη (σχετική) ευκολία που παρουσιάζουν σε υπολογισμούς. Οι εν λόγω θεωρίες εισάγουν έναν

επιπλέον βαθμό ελευθερίας μέσω της ύπαρξης ενός βαθμωτού πεδίου το οποίο μπορεί να είναι

συζευγμένο σε βαρυτικούς τανυστές με τετριμμένο ή μη-τετριμμένο τρόπο. Επιπροσθέτως, γνω-

ρίζουμε πλέον ότι ένα μεγάλο ποσοστό των τροποποιημένων βαρυτικών θεωριών που προτάθηκαν

κατά τα χρόνια μπορούν να αντιμετωπιστούν ως ενεργές θεωρίες βαθμωτού τανυστή. Λόγω αυτού,

οι θεωρίες βαθμωτού τανυστή έχουν χρησιμοποιηθεί εντόνως τα τελευταία χρόνια ως εργαλείο

εξήγησης φυσικών φαινομένων όπου η Γενική Σχετικότητα έχει αποτύχει. ΄Οπως αναφέραμε στο

προηγούμε κεφάλαιο, η πιο διαδεδομένη θεωρία βαθμωτού τανυστή με ένα βαθμωτό πεδίο που πα-

ράγει εξισώσεις κίνησης δεύτερης τάξης είναι η θεωρία Horndeski [368]. Η θεωρία Horndeski έχει
αποτελέσει τη βάση μελέτης θεωριών βαθμωτού τανυστή λόγω της γενικότητας της. Πρόσφατα,

όμως, η θεωρία Horndeski επεκτάθηκε με επιπλέον όρους στη δράση, οι οποίοι μπορούν να ο-
δηγούν σε εξισώσεις κίνησης υψηλότερης τάξης χωρίς να εισάγουν αθέμιτους ασταθείς βαθμούς

ελευθερίας. ΄Ενα παράδειγμα της εν λόγω επέκτασης είναι η θεωρία Beyond Horndeski[353, 332],
που θα αποτελέσει το κύριο μοντέλο μελέτης σε αυτό το κεφάλαιο.

Σε άμεση αναλογία με τη Γενική Σχετικότητα, θεωρήματα no-hair έχουν επίσης κατασκευαστεί
για θεωρίες βαθμωτού τανυστή [15, 363, 364]. Τα εν λόγω θεωρήματα επιβάλλουν αντίστοιχους

περιορισμούς στις μελανές οπές που υποστηρίζονται από θεωρίες βαθμωτού τανυστή και οδηγούν

σε τετριμμένες λύσεις του βαθμωτού πεδίου κάτω από τη ικανοποίηση των ενεργειακών συνθη-

κών. ΄Ομως, σχεδόν άμεσα μετά τα πρώτα θεωρήματα no-hair , έγινε αντιληπτό από την κοινότητα
ότι οι θεωρίες βαθμωτού τανυστή μπορούν να εύκολα να παραβιάσουν τα αντίστοιχα θεωρήματα.

Πράγματι, κάθε φυσικό θεώρημα είναι τόσο ισχυρό όσο είναι οι συνθήκες υπό τις οποίες ορίζεται.

Είδαμε ήδη στην παρούσα διατριβή ότι η παραβίαση των ενεργειακών συνθηκών μπορεί κάλλιστα να

¨ντύσει’ μία μελανή οπή με βαθμωτό φορτίο. Μία από τις πρώτες και πιο γνωστές παραβιάσεις των

θεωρημάτων no-hair σε θεωρίες βαθμωτού τανυστή έγινε στα πλαίσια της ενεργής τετραδιάστατης
θεωρίας χορδών [169], ενώ αργότερα ακόλουθησε μία πληθώρα νέων λύσεων σε διάφορες τροποποι-

ημένες θεωρίες βαρύτητας, όπως π.χ. σε θεωρίες βαθμωτού τανυστή [369, 370, 371, 372, 373, 374,

375, 133, 376, 347, 377, 148, 378, 379, 380, 149, 127, 381, 382, 140, 344, 338, 131, 339], σε θεωρίες

Gauss-Bonnet και Chern-Simons[360, 361, 362, 337, 269, 271, 383, 384, 270, 173, 176, 4, 5, 385],
σε θεωρίες με αβελιανά και μη-αβελιανά πεδία βαθμίδας [386, 387, 388, 389, 390, 391, 392, 151,

393, 394, 395, 396, 397, 398, 134, 399, 400, 401, 402, 403, 404, 222, 405, 406], και σε θεωρίες

υψηλότερων ή χαμηλώτερων από τέσσερις διαστάσεων [407, 153, 142, 408, 409, 410, 411, 412, 343].

Είναι σημαντικό όμως να θυμίσουμε ότι, το βαθμωτό φορτίο που μπορεί να παραμορφώσει μία

μελανή οπή Γενικής Σχετικότητας κατηγοριοποιείται σε πρωτεύον και δευτερεύον. Στα πλαίσια

των θεωριών βαθμωτού τανυστή, το πρωτεύον βαθμωτό φορτίο ορίζεται ως μία φυσική, ελεύθερη

ποσότητα που χαρακτηρίζει τη μελανή οπή της θεωρίας και δεν συσχετίζεται με τις τρεις γνωστές

παραμέτρους της μάζας, στροφορμής και ηλεκτρομαγνητικού φορτίου. Στη συγκεκριμένη περίπτω-

ση, το βαθμωτό φορτίο είναι άμεσα συσχετισμένο με κάποια εσωτερική συμμετρία της θεωρίας,

που οδηγεί στην ύπαρξη ενός ρεύματος Noether[413]. Το διατηρούμενο φορτίου του ρεύματος
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είναι ακριβώς το πρωτεύον φορτίο της μελανής οπής. Από την άλλη, το δευτερεύον φορτίο, όπως

είδαμε στα κεφάλαια 2 και 4, οδηγεί μόνο σε τροποποιήσεις της μετρικής της μελανής οπής, χωρίς

να εισάγει ανεξάρτητες παραμέτρους στη γεωμετρία. Οι εν λόγω τροποποιήσεις οφείλονται στις

σταθερές σύζευξης της θεωρίας, ενώ το δευτερεύον βαθμωτό φορτίο ορίζεται μέσω συνάρτησης

κάποιου προυπάρχοντος φορτίου της μελανής οπής. Επομένως, η γεωμετρία παραμένει πρακτικά

πλήρως ορισμένη μέσω των φορτίων μάζας, στροφορμής και ηλεκτρομαγνητικού φορτίου, ενώ θα

υπάρχουν επιπλέον τροποποιήσεις λόγω των σταθερών σύζευξης.

Μέχρι πρόσφατα, δεν υπήρχε καμία αναλυτική λύση με πρωτεύον βαθμωτό φορτίο σε θεωρίες βαθ-

μωτού τανυστή. Ενώ έχουν υπάρξει μερικές αριθμητικές/ημι-αναλυτικές προσεγγίσεις [414, 126,

415], οι περισσότερες μελανές οπές σε θεωρίες βαθμωτού τανυστή που βρέθηκαν χαρακτηρίζονται

από δευτερεύον βαθμωτό φορτίο. ΄Οπως προαναφέραμε, προκειμένου να υπάρξουν λύσεις με πρω-

τεύον βαθμωτό φορτίο, η θεωρία πρέπει να ικανοποιεί κάποια επιπλέον συμμετρία του βαθμωτού

φορτίου για να μας εξάγει τουλάχιστον κάποιο ρεύμα Noether. Ακόμα και σε αυτές τις περιπτώσεις
όμως, δεν είναι σίγουρο ότι θα υπάρχει αναλυτική λύση, πόσο μάλλον σε κλειστή μορφή. ΄Ενα εν-

διαφέρον πλαίσιο που μπορεί κανείς να ελέγξει τα παραπάνω είναι οι θεωρίες Beyond Horndeski
με συμμετρία πεδίου κάτω από ομοτιμία (Φ → −Φ) και ολίσθηση (Φ → Φ + c). Σε αυτές τις
θεωρίες, η δράση εξαρτάται μόνο από παραγώγους του πεδίου, κάτι το οποίο επιτρέπει το πεδίο να

είναι γραμμικό στο χρόνο ενώ διατηρείται η συμβατότητα της μορφής του με στατικές και σφαιρικά

συμμετρικές μετρικές. Χρησιμοποιώντας την εν λόγω παρατήρηση, αποδείχθηκε πρόσφατα η ύπαρ-

ξη αναλυτικών μελανών οπών με πρωτεύον φορτίο σε τέτοιου είδους θεωρίες [413]. Με βάση την

έρευνα αυτή, μελανές οπές με πρωτεύον βαθμωτό φορτίο μελετήθηκαν επίσης στο [416] σε πλαίσια

αυθαίρετων διαστάσεων.

Στο κεφάλαιο αυτό, θα προβούμε σε μία διεξοδική μελέτη των εν λόγω θεωριών σε όλη τους τη

γενικότητα, αποδεικνύοντας την ύπαρξη πρωτεύοντος βαθμωτού φορτίου με μαθηματικά αυτοσυνε-

πή τρόπο. Θα παρουσιάσουμε πως μπορεί να εξάγει κανείς (δυνητικά) άπειρες λύσεις στατικών και

σφαιρικά συμμετρικών μελανών οπών στις εν λόγω θεωρίες Beyond-Horndeski και θα ασχοληθο-
ύμε με την ανάλυση της γεωμετρίας των λύσεων που υποστηρίζονται. ΄Ενα από τα πιο ενδιαφέρονται

αποτελέσματα που εξάγαμε είναι ότι οι μελανές οπές αυτές μπορούν να κανονικοποιηθούν λόγω του

πρωτεύοντος βαθμωτού φορτίου. Επιπροσθέτως, οι ενεργειακές συνθήκες για τις εν λόγω λύσεις

μπορούν να ικανοποιούνται για λόγους που θα εξηγήσουμε παρακάτω, κάτι το οποίο τις καθιστά

πιο υγιείς γεωμετρίες από τις περισσότερες άλλες λύσεις σε θεωρίες βαθμωτού τανυστή.

6.2 Η θεωρία Beyond Horndeski με συμμετρία ομοτιμίας και
ολίσθησης στο πεδίο

΄Οπως παρουσιάσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο, η θεωρία Horndeski αποτελεί ένα γενικευμένο
πλαίσιο θεωριών βαθμωτού τανυστή και δίνεται από τη δράση

S =

∫
d4x
√

|g|
16πG

[
i=5∑
i=2

Li

]
(6.1)
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με τις Λαγκρανζιανές πυκνότητες Li να ορίζονται ακολούθως

L2 = G2(Φ, X) , (6.2)

L3 = G3(Φ, X)□Φ , (6.3)

L4 = G4(Φ, X)R+G4,X

[
(□Φ)2 − (∇µ∇νΦ)

2
]
. (6.4)

L5 = G5(Φ, X)Gµν∇µ∇νΦ− 1

6
G5,X

[
(□Φ)3 − 3□Φ(∇µ∇νΦ)

2 + 2(∇µ∇νΦ)
3
]
, (6.5)

όπου X = −1
2∇µΦ∇µΦ. Η επέκταση της θεωρίας σύμφωνα με τα [353, 332] εισάγει στις Λαγκραν-

ζιανές πυκνότητες δύο ακόμα όρους,

LBH
4 = F4(Φ, X)ϵµνρσϵ

αβγσ(∇µΦ)(∇αΦ)(∇νβΦ)(∇ργΦ) (6.6)

LBH
5 = F5(Φ, X)ϵµνρσϵαβγδ(∇µΦ)(∇αΦ)(∇νβΦ)(∇ργΦ)(∇δσΦ), (6.7)

οι οποίοι όμως δεν είναι ανεξάρτητοι. Συγκεκριμένα, η συνθήκη αποφυγής ασταθειώνOstrogradsky
επιβάλλει ότι οι συναρτήσεις F4 και F5 είναι συσχετισμένες μέσω των συναρτήσεων Horndeski από
την εξίσωση

XG5XF4 = 3F5(G4 − 2XG4X). (6.8)

΄Οπως είναι σαφές από τη μορφή των Λαγκρανζιανών πυκνοτήτων που παρουσιάζονται, οι όροι

L3,L5 και LBH
5 δεν είναι αναλλοίωτοι κάτω από την ομοτιμία πεδίου λόγω του περιττού αριθμού

των συζεύξεων του βαθμωτού πεδίου. Αντίστοιχα, αν όλα τα Gi και Fi είναι ανεξάρτητα του

βαθμωτού πεδίου Φ και εξαρτώνται μόνο από τον κινητικό όροX, τότε η θεωρία εμφανίζει συμμετρία
ολίσθησης του πεδίου, αφού εξαρτάται μόνο από τις παραγώγους του. Η συγκεκριμένη περίπτωση

αναγνωρίζεται ως ένα άμαζο πεδίο με υψηλότερες τάξεις παραγώγισης και μη-τετριμμένες συζεύξεις

σε βαρυτικούς τανυστές. Στο κεφάλαιαο αυτό, θα ασχοληθούμε αποκλειστικά με την περίπτωση

της θεωρίας Beyond-Horndeski με συμμετρία ομοτιμίας και ολίσθησης στο πεδίο. Η δράση μας,
σε γεωμετρικές μονάδες (c = G = 1) δίνεται σύμφωνα με τα παραπάνω ως εξής:

S =

∫
d4x
√
|g|

16π

[
G4(X)R+G4X [(□Φ)2 − Φ;µνΦ

;µν ] +G2(X) + F4(X)ϵµνρσϵαβγσΦ;µΦ;αΦ;νβΦ;ργ

]
,

(6.9)

όπου χρησιμοποιήσαμε το συμβολισμό Φ;µ ≡ ∂µΦ, Φ;µν ≡ ∇µ∂νΦ για ευκολία. Η δράση της (6.9)
είναι η πιο γενική θεωρία Beyond-Horndeski με συμμετρία ομοτιμίας σε άμαζο πεδίο που μπορούμε
να κατασκευάσουμε. Η προκύπτουσα συμμετρία ολίσθησης της θεωρίας οδηγεί στην ύπαρξη ενός

ρεύματος Noether, δωσμένο από τη σχέση

J = Jµdx
µ, Jµ =

1√
|g|

δS

δ(∂µΦ)
, (6.10)

ενώ η εξίσωση κίνησης του βαθμωτού πεδίου είναι απλά η εξίσωση ∇µJ
µ = 0. Η μορφή της

εξίσωσης κίνησης του βαθμωτού πεδίου μέσω του διατηρούμενο ρεύματος μας επιτρέπει να χρησι-

μοποιήσουμε το θεώρημα Stokes και να ορίσουμε ένα πιθανό διατηρούμενο φορτίο της θεωρίας Qs

που δίνεται άμεσα από την γνωστή εξίσωση

Qs =
1

N

∫
⋆J , (6.11)

όπου ο τελεστής ⋆ είναι ο δυικός Hodge, ενώ το N είναι απλά μία σταθερά κανονικοποίησης.
Προφανώς, η ύπαρξη μίας μαθηματικής σχέσης για το φορτίο δεν σημαίνει και αναγκαστικά ότι το
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φορτίο αυτό υπάρχει, καθώς μπορεί να μηδενίζεται πάντα ταυτοτικά. Θα δούμε για την περίπτωση

των στατικών και σφαιρικά συμμετρικών μελανών οπών πως εμφανίζεται το φορτίο Noether στη
γεωμετρία της μελανής οπής, ¨ντύνοντας’ έτσι τη λύση μας με πρωτεύον βαθμωτό φορτίο. Προς

τον σκοπό αυτό, θα χρησιμοποιήσουμε στην παρακάτω ανάλυση τη γενική μορφή μετρικής

ds2 = −h(r)dt2 + 1

f(r)
dr2 + r2dΩ2 , (6.12)

όπου dΩ2 = dθ2 + sin2 θ dϕ2. Αντιστοίχως, εκφράζουμε το βαθμωτό πεδίο μέσω χωριζομένων
μεταβλητών ως

Φ(t, r) = qt+Ψ(r) , (6.13)

με τη παράμετρο q να έχει διαστάσεις [L]−1
στη σύμβαση μας, όπου [L] ≡ (μονάδες μήκους),

αφού το βαθμωτό πεδίο είναι αδιάστατο. Η γραμμική εξάρτηση του βαθμωτού πεδίου Φ ως προς
το συντεταγμένο χρόνο είναι εφικτή κάτω από τη συμμετρία ολίσθησης. Πράγματι, εφόσον το

πεδίο είναι άμαζο και η θεωρία περιέχει μόνο παραγώγους του, η χρονική εξάρτηση του πεδίου δεν

εμφανίζεται ούτε στη δράση ούτε στις εξισώσεις κίνησης, αλλά παρέχει ένα μη-τετριμμένο στοιχείο

ρεύματος J t
, προκειμένου το πρωτεύον φορτίο να είναι μη-μηδενικό. Από τη μορφή του πεδίου

όμως, είναι σαφές ότι θα έχουμε μία μη-μηδενική συνεισφορά στο στοιχείο tr του ενεργού τανυστή
ενέργειας ορμής Tµν . Κάτι τέτοιο, αντιτίθεται στη μορφή της στατικής και σφαιρικά συμμετρικής
μετρικής που θεωρήσαμε, καθώς το αντίστοιχο στοιχείο του τανυστή Einstein Gtr είναι ταυτοτικά

μηδενικό για τη μετρική του (6.12). Επομένως, πιθανές λύσεις της θεωρίας οφείλουν να ικανοποιούν

Ttr = 0. Η απάντηση στο εν λόγω ζήτημα είναι το ότι οι εξισώσεις κίνησης ικανοποιούνται για
μη-τετριμμένο βαθμωτό πεδίο όταν το ακτινικό στοιχείο του ρεύματος Noether, Jr

μηδενίζεται.

Πράγματι, από τη μεταβολή της δράσης ως προς τη μετρική και το βαθμωτό πεδίο, θα έχουμε τις

εξισώσεις Eµν

(
≡ 1√

|g|
δS

δgµν

)
= 0 και EΦ

(
≡ 1√

|g|
δS

δΦ

)
= 0. Από τη συνθήκη αναλλοιώτητας

κάτω από διαφορομορφισμούς της δράσης, έχουμε κατά τα γνωστά [332] ότι

∇νEµν = −∇µΦ EΦ (6.14)

Χρησιμοποιώντας τη συναρτησιακή μορφή της εξίσωσης κίνησης του βαθμωτού πεδίου ∇µJ
µ = 0,

τη ταυτότητα Bianchi του τανυστή Einstein, ∇µGµν = 0 και τη μορφή του βαθμωτού πεδίου μέσω
της (6.13) στη γεωμετρία της (6.12), είναι σαφές ότι η παραπάνω ταυτότητα οδηγεί στις ακόλουθες

τέσσερις εξισώσεις

∇ν(Ttν − qJν) = 0, ∇ν(Trν) = Ψ′(r)∇νJ
ν , ∇νTθν = 0, ∇νTϕν = 0 (6.15)

που πρέπει να ικανοποιούνται ως γεωμετρικές συνθήκες υπό τις (6.12) και (6.13). Από την πρώτη

και τη δεύτερη σχέση έχουμε τη λύση

Ttν = qJν , Jr = 0 (6.16)

οι οποίες οδηγούν στο στοιχείο Ttr να μηδενίζεται on-shell. Οι υπόλοιπες σχέσεις μας λένε ότι τα
γωνιακά στοιχεία του τανυστή ενέργειας ορμής πρέπει να διατηρούνται. Τα παραπάνω βρίσκονται

σε συμφωνία με την ανάλυση των [133] αναφορικά με την παραβίαση του θεωρήματος no-hair
σε θεωρίες Horndeski με συμμετρία στην ολίσθηση και ομοτιμία πεδίου. Επιβεβαιώνουμε ότι,
χρησιμοποιώντας τις εν λόγω συνθήκες, η εξίσωση κίνησης του πεδίου ικανοποιείται όταν Jr = 0
μέσω της

∇µJ
µ = ∂µJ

µ + Γµ
µνJ

ν = Γµ
µtJ

t = 0 (6.17)
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αφού Γµ
µt = 0 για στατικές και σφαιρικά συμμετρικές μετρικές, ενώ το φορτίο Qs δίνεται αντίστοιχα

Qs ∼
∫
d3x
√
|g|J t

, όπου η ολοκλήρωση εκτελείται στις χωρικές συντεταγμένες. Τονίζουμε ότι το

φορτίο της συμμετρίας ολίσθησης είναι μη-μηδενικό λόγω του μη-τετριμμένου στοιχείου ρεύματος

J t
, που προκύπτει από τη γραμμική εξάρτηση του πεδίου από τον συντεταγμένο χρόνο.

Αρκεί λοιπόν να εργαστούμε πάνω στις εξισώσεις Ett = 0, Err = 0 και EJ(= Jr) = 0. Ακολου-
θώντας τα αποτελέσματα των [413], έχουμε τις ακόλουθες εξισώσεις κίνησης της θεωρίας κάτω

από τις (6.12) και (6.13):

EJ = −fh
′

h
2rZX + r2G2X + 2G4X − 2fZX + 2q2

f

h

ZX −G4X

2X
+

2q2fr

h

G4 + Z − 2XG4X

4X2

(
f ′

f
− h′

h

)
(6.18)

Err = −fh
′

h
2rZ − r2G2 − 2G4 − 2fZ + 2q2

f

h

Z +G4

2X
− 4q2fr

h
X ′G4 + Z − 2XG4X

4X2
− f(Ψ′)2EJ

(6.19)

Ett = X ′4rZX + 2

(
f ′

f
− h′

h

)
rZ − Err

f
−
(
(Ψ′)2 +

q2

fh

)
EJ (6.20)

ο τόνος υποδηλώνει παραγώγιση ως προς την ακτινική συντεταγμένη r, ο δείκτης X υποδεικνύει
παραγώγιση της εκάστοτε συνάρτησης Horndeski ως προς τον κινητικό όρο, ο Z (X) είναι μια
βοηθητική συνάρτηση που θα μας επιτρέψει να εκφράσουμε τις παραπάνω περίπλοκες εξισώσεις

κίνησης σε μία πιο συμπαγή μορφή και ορίζεται μέσω της σχέσης

Z (X) ≡ 2XG4X −G4(X) + 4X2F4(X) , (6.21)

ενώ, για την εξαγωγή των παραπάνω, χρησιμοποιήσαμε επίσης την εξίσωση που μας δίνει τον

κινητικό όρο του πεδίου

X =
1

2

(
q2

h
− fΨ′2

)
. (6.22)

Σε πρώτη ανάγνωση, οι εξισώσεις κίνησης φαίνονται ιδιαίτερα περίπλοκες για να εξαχθεί οποιαδήπο-

τε αναλυτική λύση. Υπάρχει όμως μία ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα απλοποίηση μέσω της (6.20). Πράγ-

ματι, η Ett περιλαμβάνει αυτούσια τα Err και EJ που μηδενίζονται on-shell. Επομένως, προκειμένου

να ικανοποιείται η Ett έχουμε απλά τη συνθήκη
(
f ′

f
− h′

h

)
= −2

ZXX
′

Z
, η οποία ολοκληρώνεται

άμεσα και μας δίνει το αποτέλεσμα

f

h
=
γ2

Z2
, (6.23)

όπου γ είναι μία σταθερά ολοκλήρωσης που αποτελεί σταθερά σύζευξης της θεωρίας. Το παραπάνω
αποτέλεσμα μας λέει ότι η ομοιογένεια (ή ανομοιογένεια) των στατικών και σφαιρικά συμμετρικών

τοπικών λύσεων στη θεωρία εξαρτάται από τη συσχέτιση που έχουν τα συναρτησιακά G4 και F4

της θεωρίας. Ενώ στην απλή θεωρία Horndeski, όπου F4 = 0, υπάρχει μόνο μία μορφή του
G4 που μας δίνει ομοιογενείς λύσεις (την οποία αναφέρουμε στο τελευταίο παράρτημα), η ύπαρξη

του F4 εμπλουτίζει με πρακτικά άπειρους τρόπους τις πιθανές ομοιογενείς λύσεις που υπάρχουν

στο πλαίσιο της Beyond-Horndeski με συμμετρία ολίσθησης και ομοτιμίας πεδίου. Το δεύτερο

σημαντικό αποτέλεσμα είναι ότι μπορούμε πλέον να αντικαταστήσουμε άμεσα τους λόγους
f

h
που

εμφανίζονται στις (6.18) και (6.19). Συγκεκριμένα, πολλαπλασιάζοντας την (6.18) με Z και την
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(6.19) με τον όρο ZX και αφαιρόντας κατά μέλη, EJZ−ErrZX , έχουμε το ακόλουθο ιδιαίτερα απλό

αποτέλεσμα,

r2(G2Z)X + 2(G4Z)X

(
1− q2γ2

2Z2X

)
= 0, (6.24)

ενώ, ομοίως, η Err υπό την (6.23) γράφεται ως μία ιδιαίτερα απλή διαφορική

2γ2
(
hr − q2r

2X

)′
= −r2G2Z − 2G4Z

(
1− q2γ2

2Z2X

)
+
q2γ2X ′r

ZX2
(2XG4X −G4) . (6.25)

Συνοψίζοντας, οι εξισώσεις κίνησης της θεωρίας γράφονται σε μία αρκετά πιο συμπαγή μορφή ως

f

h
=
γ2

Z2
, (6.26)

r2(G2Z)X + 2(G4Z)X

(
1− q2γ2

2Z2X

)
= 0, (6.27)

2γ2
(
hr − q2r

2X

)′
= −r2G2Z − 2G4Z

(
1− q2γ2

2Z2X

)
+
q2γ2X ′r

ZX2
(2XG4X −G4) , (6.28)

όπου αξίζει να σχολιαστεί στο σημείο αυτό ότι, επιλέγοντας μία οποιαδήποτε δράση Beyond-
Horndeski με τις συμμετρίες που μας ενδιαφέρουν, οι πρώτες δύο εξισώσεις είναι απλές αλγεβρικές
σχέσεις ενώ μόνο η τρίτη είναι διαφορική εξίσωση. Επομένως, δωσμένων των συναρτησιακών

μορφών των G2(X), G4(X), και F4(X), οι παραπάνω εξισώσεις είναι εύκολα αντιμετωπίσιμες και
μπορούν να λυθούν ως προς τους βαθμούς ελευθερίας h(r), f(r), και Ψ(r). Αυτό σημαίνει ότι,
επιλέγοντας αυθαίρετες συναρτήσεις για τα συναρτησιακά Beyond-Horndeski, μπορούμε πάντα να
εξάγουμε την αντίστοιχη στατική και σφαιρικά συμμετρική λύση. Η δυνατότητα αυτή όμως δε ση-

μαίνει ότι και οι λύσεις θα έχουν φυσικώς αποδεκτά χαρακτηριστικά. Παρόλαυτά, η απλότητα των

εξισώσεων μας οδηγεί στην κατασκευή ενός αλγορίθμου έυρεσης λύσεων μέσω επιλογής των πιθα-

νών συναρτησιακών που θα παρουσιάσουμε στα επόμενα. Πρωτού συνεχίσουμε όμως, παρατηρούμε

ότι η γενική επιλογή

(G2Z)X = Ξ(G4Z)X , (6.29)

όπου Ξ = Ξ(X) είναι μία καινούρια βοηθητική συνάρτηση, απλοποιεί περαιτέρω την (6.27), φέρνο-
ντας τη στη μορφή επίλυσης του X:

XZ2(2 + r2Ξ)− q2γ2 = 0 =⇒ X =
q2γ2

Z2(2 + r2Ξ)
. (6.30)

Ο αλγόριθμος εύρεσης λύσεων στη θεωρία αποτελείται από τα ακόλουθα βήματα. Αρχικά, διαλέγου-

με αν επιθυμούμε ομοιογενείς ή ανομοιογενείς τοπικές λύσεις στη θεωρία. Από την εξίσωση (6.26),

έχουμε ότι αν η Z είναι σταθερά, η θεωρία υποστηρίζει ομοιογενείς λύσεις, ενώ για μη-τετριμμένες
συναρτήσεις Z έχουμε αποκλειστικά ανομοιογενείς λύσεις στη δράση. ΄Επειτα, επιλέγουμε τη βοη-
θητική συνάρτηση Ξ, που καθορίζει μία συσχέτιση μεταξύ των G2 και G4, προκειμένου να έχουμε

την αλγεβρική μορφή του X μέσω της (6.30). Τονίζουμε ότι η επιλογή κατάλληλου Ξ θα μας πα-
ρέχει και τα ζητούμενα εκάστοτε χαρακτηριστικά για τον κινητικό όρο X. Τέλος, έχοντας επιλέξει
τα Z και Ξ, επιλέγεται η επιθυμητή μορφή του G2 (ή του G4 ομοίως) και λύνουμε τη διαφορική

(6.28) που θα μας παρέχει τη μορφή της γεωμετρίας.
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Στην ανάλυση μας, θα επικεντρωθούμε κυρίως σε θεωρίες που υποστήρίζονται από την ακόλουθη

συναρτησιακή μορφή του κινητικού όρου [413]

X =
βq2

2β + αr2
, (6.31)

που ικανοποιείται για σταθερό Ξ ενώ οι σταθερές β και α της παραπάνω εξίσωσης είναι απλά
σταθερές σύζευξης της εκάστοτε θεωρίας. Θα συζητήσουμε για τις πιο γενικές περιπτώσεις στο

τελευταίο υποκεφάλαιο.

Η εν λόγω μορφή του X επιλέχθηκε ως η πιο απλή περίπτωση του κινητικού όρου του βαθμωτού
πεδίου που δίνει κατάλληλη ασυμπτωτική συμπεριφορά στο χωρικό άπειρο και στο κέντρο r = 0
της γεωμετρίας, κάτι το οποίο και επιθυμούμε για καλώς ορισμένες τοπικές λύσεις στη θεωρία.

Επιπροσθέτως, η μορφή αυτή επιτρέπει ένα συνεχές όριο στο μηδενισμό της δυναμικής του βαθ-

μωτού πεδίου χωρίς να επιβάλλουμε κάποια λεπτό συντονισμό στη θεωρία. Τέλος, αναφέρουμε

ότι, έχοντας ήδη παρουσιάσει τον μηχανισμό των δύσμορφων μετασχηματισμών γεωμετρίας στο

προηγούμενο κεφάλαιο, θα επικεντρωθούμε σε ομοιογενείς γεωμετρίες, αφού οι αντίστοιχες θε-

ωρίες που υποστηρίζουν τις ανομοιογενείς λύσεις μπορούν να βρεθούν πάντα μέσω κατάλληλων

δύσμορφων μετασχηματισμών γεωμετρίας.

6.3 Ομοιογενείς τοπικές λύσεις της Beyond Horndeski

΄Οπως προαναφέραμε, θα ασχοληθούμε πρώτα με την απλή περίπτωση του Ξ να είναι μία σταθερά
και θα επικεντρωθούμε σε ομοιογενείς λύσεις, δηλαδή h(r) = f(r), κάτι το οποίο επιβάλει ότι
Z = γ από την εξίσωση (6.26). Μία ενδιαφέρουσα παρατήρηση είναι ότι κάτω από αυτές τις
επιλογές, η συναρτησιακή μορφή του X δίνεται άμεσα μέσω της (6.31). Επίσης, όπως είναι σαφές
από την (6.29), η επιλογή σταθερού Z και Ξ μας παρέχει μία γραμμική συσχέτιση μεταξύ των
συναρτησιακών G2 και G4. Συνεπώς, η μορφή του X για ομοιογενείς λύσεις εξαρτάται από τη
συσχετιση των G2 και G4 και όχι από τις μορφές που μπορούμε να επιλέξουμε για το καθένα.

Πράγματι, η γενική επιλογή γραμμικής συσχέτισης G2 = αS(X) και G4(X) = ζ + βS(X), μας

δίνει πάντα ότι X = βq2

2β+αr2
, όπως επιβεβαιώνεται από τις (6.29) και (6.30). Προκειμένου να

επιβεβαιώσουμε ότι ο κινητικός όρος X είναι καλώς ορισμένος σε όλο τον ακτινικό συντεταγμένο
χώρο, θέτουμε α = 2β/λ2, λαμβάνοντας

X =
q2

2

1

1 + (r/λ)2
. (6.32)

Δωσμένης της δράσης (6.9) σε γεωμετρικές μονάδες, μπορούμε να εξάγουμε ότι η συνάρτηση G2

έχει διαστάσεις [L]−2
, η G4 είναι αδιάστατη, [G4] = [Z] = 1 ενώ η έχει διαστάσεις [F4] = [L]4.

Συνεπώς, υποθέτοντας χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι η S(X) είναι αδιάστατη, μπορούμε να
επιβεβαιώσουμε ότι οι διαστάσεις των σταθερών σύζευξης είναι οι [α] = [L]−2

, [ζ] = [β] = [γ] =
1, και [λ] = [L] . ΄Εχοντας πλέον τη συναρτησιακή μορφή του X, η εξίσωση (6.28) μπορεί να
ολοκληρωθεί εύκολα ως διαφορική πρώτης τάξης και να εξάγουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα για τη

γεωμετρία της λύσης:

h(r) = 1 +
C

r
+

(
1 +

ζ

γ

)
r2

λ2
+

2β

γλ2
1

r

∫
r2(S − 2XSX)dr . (6.33)

Προκειμένου να έχουμε μία καλώς ορισμένη θεωρία, είναι λογικό να περιοριστούμε στις περιπτώσεις

όπου η αυθαίρετη συνάρτηση S(X) είναι αναλυτική στο X. Για να γενικεύσουμε όμως το πλαίσιο
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της μελέτης μας, θα επεκτείνουμε την έννοια των αναλυτικών συναρτήσεων για το S(X) και θα
συμπεριλάβουμε και τις περιπτώσεις όπου η S(X) είναι συνεχής στο X → 0 (όταν q → 0), αλλά
όχι απαραιτήτως και διαφορίσιμη στο σημείο εκείνο. Προς τον σκοπό αυτό, εκφράζουμε την S(X)
μέσω αναπτύγματος σε δυναμοσειρά ακολούθως:

S(X) =
∞∑
n=0

cn
s
X

n
s , s ∈ Z+ , (6.34)

όπου με βάση την προηγούμενη συζήτηση αναφορικά με τη διαστατική ανάλυση, έχουμε ότι [cn
s
] =

[L]
2n
s . Η εισαγωγή της θετικής ακέραιας παραμέτρου s θα μας επιτρέψει την μελέτη της θεωρίας

όταν τα συναρτησιακά G2 και G4 μπορούν να έχουν και εξάρτηση από ημιακέραιες δυνάμεις του

X, κάτι το οποίο θα αποδειχθεί ιδιαίτερα χρήσιμο παρακάτω. Η εν λόγω μορφή του S(X) είναι
αρκετά γενική για να περιγράψει πρακτικά οποιαδήποτε πιθανή συναρτησιακή μορφή των G2, G4,

ενώ η περίπτωση των απλών πολυωνυμικών μορφών μπορούν να βρεθούν μηδενίζοντας τους ανε-

πιθύμητους παράγοντες από τα άπειρα cn/s του αναπτύγματος. Χρησιμοποιώντας τώρα την (6.34)
στη λύση του μετρικού στοιχείου (6.33), έχουμε μέσω της μετάθεσης του αθροίσματος και της

ολοκλήρωσης το ακόλουθο αποτέλεσμα:

h(r) = 1 +
C

r
+

(
1 +

ζ

γ
+

2β

3γ
c0

)
r2

λ2
+

2β

3γ

r2

λ2

∞∑
n=1

cn
s

(
1− 2n

s

)(
q2

2

)n/s

2F1

(
3

2
,
n

s
;
5

2
;− r2

λ2

)
.

(6.35)

Στην ασυμπτωτική περιοχή του r → +∞, το μετρικό στοιχείο έχει τη μορφή

h(r) = 1 +
1

r

[
C +

λβ
√
π

2γ

∞∑
n=1

cn
s

(
1− 2n

s

)(
q2

2

)n/s Γ
(
n
s − 3

2

)
Γ
(
n
s

) ]
+

(
1 +

ζ

γ
+

2β

3γ
c0

)
r2

λ2

+
2β

3γ

∞∑
n=1

cn
s

(
q2

2

)n/s(
λ

r

)2n/s
[(

1− 2n
s

1− 2n
3s

)
r2

λ2
− 3n

s
+O

(
1

r2

)]
. (6.36)

Είναι σαφές από την παραπάνω έκφραση ότι ο δεύτερος όρος στην παρένθεση της πρώτης γραμμής

εισάγει μία μη τετριμμένη συνεισφορά στον όρο της μάζας ADM της γεωμετρίας. Από τη δεύτερη
γραμμή, μπορούμε να έχουμε μία επιπλέον συνεισφορά στη μάζα για τη περιπτώση του 2n/s = 1
μέσω του όρου ∼ (3n/s)(λ/r)2n/s. Ο τρίτος όρος της πρώτης γραμμής καθορίζει αν ο χωρόχρο-
νος είναι ασυμπτωτικά επίπεδος ή όχι. Στην εν λόγω μελέτη, θα ασχοληθούμε αποκλειστικά με

ασυμπτωτικά επίπεδα συμπαγή αντικείμενα. Θέτουμε επομένως c0 = 0 και ζ = −γ για να έχουμε
την κατάλληλη συπεριφορά Minkowski στο άπειρο. Επιπροσθέτως, πρέπει να επιβεβαιώσουμε ότι
το άπειρο άθροισμα της δεύτερης γραμμής δε δημιουργεί ασυμπτωτική συμπεριφορά βαρυτικών μο-

νοπόλων [199, 6] και ότι η μάζα ADM είναι παντού πεπερασμένη. Προς τον σκοπό αυτό, πρέπει να
θέσουμε c1 = 0 για να ακυρώσουμε τη πιθανή συνεισφορά μονοπόλων, ενώ από την πρώτη γραμμή
πρέπει να μηδενίσουμε τους κατάλληλους cn/s που επιτρέπουν απειρισμούς των συναρτήσεων Γ.

Στη περιοχή κοντά στο κέντρο του αντικειμένου, r → 0, το μετρικό στοιχείο αναπτύσσεται α-
ντίστοιχα ως

h(r) = 1 +
C

r
+

2β

3γ

r2

λ2

∞∑
n=1

cn
s

(
1− 2n

s

)(
q2

2

)n/s [
1− 3n

5s

r2

λ2
+O(r4)

]
. (6.37)
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Παρατηρούμε ότι μηδενίζοντας την σταθερά ολοκλήρωσης C, η οποία όπως προαναφέραμε δεν
ακυρώνει τον όρο της μάζας ADM , μπορούμε να έχουμε επίσης κανονικοποιημένες μελανές οπές
ή και σολιτονικές λύσεις μέσω της επίδρασης του πρωτέυοντος φορτίου q.

Ας εξάγουμε τώρα το αντίστοιχο βαθμωτό φορτίο για τις λύσεις μας. Υπολογίζουμε αρχικά τα

στοιχεία του ρεύματος Noether, Jµ
, της συμμετρίας ολίσθησης και χρησιμοποιούμε την εξίσωση

(6.11) προς την εξαγωγή του βαθμωτού φορτίου:

Jµ =

(
− 4βq

r2 + λ2
SX , 0, 0, 0

)
, (6.38)

Qs =
1

N

∫
⋆J =

4π

N

∫
r2J t dr =

8π3/2β

N

λ

q

∞∑
n=1

cn
s

n

s

(
q2

2

)n/s Γ
(
n
s − 3

2

)
Γ
(
n
s

) , ∀ n
s
>

3

2
. (6.39)

Είναι ιδιαίτερα σημαντικό να παρατηρήσουμε ότι η ασυμπτωτική συμπεριφορά της μετρικής και η

έφραση για το βαθμωτό φορτίο δίνουν ακριβώς τους ίδιους περιορισμούς για τις επιτρεπόμενες

τιμές των παραμέτρων n/s. Πράγματι, μελετώντας την ασυμπτωτική συμπεριφορά του μετρικού
στοιχείου (6.36) και τη μορφή του βαθμωτού φορτίου (6.39), είναι σαφές ότι η μάζα ADM και το
βαθμωτό φορτίο Qs δεν ορίζονται για εκείνα τα n/s όπου οι συναρτήσεις Γ απειρίζονται. Συνεπώς,
ανεξάρτητα της τιμής του s, οι παράγοντες cn/s με n/s ≤ 3/2 πρέπει να μηδενιστούν.

΄Εχοντας πλέον εξάγει τις επιτρεπόμενες μη-μηδενικές τιμές των σταθερών cn/s, μπορούμε να προ-
χωρήσουμε στη μελέτη συγκεκριμένων αντιπροσωπευτικών παραδειγμάτων γεωμετριών. Καταρ-

χάς, όταν s = 1, η συνάρτηση S(X), όπως δίνεται από τη σχέση (6.34), υποδηλώνει το ανάπτυγμα
μίας αναλυτικής συνάρτησης του X και, επομένως, για οποιαδήποτε αναλυτική συνάρτηση, η λύση
θα δίνεται πάντα από την (6.35), ενώ, όπως προαναφέραμε, ο όρος c1 πρέπει να μηδενίζεται στο
ανάπτυγμα προς αποφυγή συνεισφορών βαρυτικών μονοπόλων στο άπειρο μέσω υπολειπόμενης

στερεάς γωνίας. Προς παράδειγμα του παραπάνω, θα μπορούσαμε να θεωρήσουμε μία δράση που

χαρακτηρίζεται από τη συνάρτηση S(X) = aX − eaX , ή, προφανώς, όποιαδήποτε άλλο συνδυα-
σμό ενός κανονικού κινητικού όρου και κάποιας αναλυτικής συνάρτησης, τέτοιας ώστε το πλήρες

ανάπτυγμα Taylor ακυρώνει την πιθανή ύπαρξη του παράγοντα c1. Επιπροσθέτως, θεωρώντας τις
περιπτώσεις του s ̸= 1, το πλαίσιο της θεωρίας υπό την οποία ο αλγόριθμος μας εξάγει λύσεις μπορεί
να επεκταθεί. Συγκεκριμένα, η περίπτωση s = 2 είναι ικανή να δώσει όρους της S(X) με εξάρτηση

ως προς το X της μορφής X
2k+1

2 για k ∈ Z≥
. Η εν λόγω περίπτωση είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα,

καθώς η υπεργεωμετρική συνάρτηση της (6.35) παίρνει τότε τη μορφή 2F1

(
3
2 ,

2k+1
2 ; 52 ;−

r2

λ2

)
, η

οποία γράφεται πάντα σε κλειστή μορφή για κάθε μη-αρνητικό ακέραιο k (αλλά και για k = 1/2).

Πρωτού προχωρήσουμε στην παρουσίαση των ιδιοτήτων των γεωμετρίων για s = 2, είναι σημαντι-
κό να τονίσουμε ότι οι λύσεις συμπαγών σωμάτων που περιγράφονται από το μετρικό στοιχείο της

(6.35) μπορούν κάλλιστα να ικανοποιούν τις ασθενείς ενεργειακές συνθήκες, σε αντίθεση με τις πε-

ρισσότερες hairy μελανές οπές άλλων τροποποιημένων θεωριών βαρύτητας. Πράγματι, θεωρώντας
ένα κανονικοποιημένο χρονοειδές διάνυσμα l, οι ασθενείς ενεργειακές συνθήκες περιγράφονται από
την ακόλουθη εξίσωση,

Tµν l
µlν = −2βc0 + 3(γ + ζ)

γλ2
+

2β

γλ2

∞∑
n=1

cn
s

(
q2

2

)n
2
(
2n

s
− 1

)(
1 +

r2

λ2

)−n
s

. (6.40)

΄Οπως επιβεβαιώνεται άμεσα, οι ενεργειακές συνθήκες ικανοποιούνται κάτω από κατάλληλες επιλο-

γές των σταθερών σύζευξης. Πράγματι, ακυρώνοντας την κοσμολογική σταθερά c0 στη δράση και
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θέτοντας ζ = −γ = 1 για να έχουμε κατάλληλες ασυμπτωτικές Minkowski και μοναδιαία σύζευξη
στο βαθμωτό Ricci, οι ενεργειακές συνθήκες ικανοποιούνται επιλέγοντας απλά β

∑∞
n=1 cn

s
< 0

όταν s ≤ 2. Αναφέρουμε ότι το αποτέλεσμα μπορεί να επιβεβαιωθεί και για άλλες τιμές του s με
αυτοσυνεπή τρόπο. Ο λόγος του θετικά ορισμένου Tµν l

µlν έγκειται στο γεγονός ότι η γωνιακή
πίεση T θ

θ του ενεργού τανυστή ενέργειας ορμής είναι κυρίαρχη στη γεωμετρία, T
θ
θ > T r

r σε όλο τον

εξωτερικό χώρο. Το εν λόγω αποτέλεσμα βρίσκεται σε πλήρη συμφωνία με το πρόσφατο άρθρο των

[417], όπου απέδειξαν ότι υπάρχουν δύο διαφορετικοί τρόποι να κατασκευάσει κανείς ασυμπτωτικά

επίπεδες, στατικές και σφαιρικά συμμετρικές hairy μελανές οπές χωρίς παραβίαση των ενεργειακών
συνθηκών, με βάση την ομοιογένεια της γεωμετρίας. Το αποτέλεσμα μας ανήκει στην πρώτη πε-

ρίπτωση, όπου έδειξαν ότι αν ο τανυστής ενέργειας ορμής ικανοποιεί την ανισότητα T θ
θ > T r

r στον

εξωτερικό χώρο, hairy μελανές οπές χωρίς παραβιάση των ασθενών ενεργειακών συνθηκών είναι
εφικτές γεωμετρίες υπό οποιαδήποτε τροποποιημένη θεωρία βαρύτητας που ικανοποιεί τις γενικές

εξισώσεις Einstein, Gµν = T effective
µν (χωρίς στρέψη ή άλλες μη-τετριμμένες ιδιότητες καμπυλότη-

τας).

Ας συνεχίσουμε τώρα στη μελέτη της περίπτωσης του s = 2. Από την προαναφερθέντα, γνωρίζουμε
ότι η ύπαρξη μίας ασυμπτωτικά επίπεδης λύσης με καλώς ορισμένη μάζα ADM και βαθμωτό φορτίο
επιβάλει ότι ζ = −γ και c0 = c1/2 = c1 = c3/2 = 0. Ο πρώτος μη-μηδενικός όρος του αναπτύγματος
(6.34) αντιστοιχεί στο n/s = 2, για το οποίο έχουμε τη λύση του μετρικού στοιχείου

h(r) = 1 +
C

r
− 3βc2q

4

4γ

[
arctan(r/λ)

r/λ
− 1

1 + (r/λ)2

]
. (6.41)

Η εν λόγω λύση μελανής οπής ήταν αυτή που μελετήθηκε στο [413], και αποτέλεσε το πρώτο

παράδειγμα ύπαρξης μελανών οπών με πρωτεύον βαθμωτό φορτίο στη θεωρία Beyond-Horndeski.
Η αμέσως επόμενη λύση που μπορούμε να έχουμε αντιστοιχεί στο n/s = 5/2, όπου εξάγουμε το
μετρικό στοιχείο

h(r) = 1− 2M

r
+

√
2βc 5

2
q5

3γ

λ

r
−

√
2βc 5

2
q5

3γ

r2/λ2

(1 + r2/λ2)3/2
. (6.42)

Τονίζουμε ότι στη παραπάνω σχέση, επιλέξαμε την σταθερά ολοκλήρωσης C = −2M+
√
2βc 5

2
λq5/(3γ)

έτσι ώστε να καταλήξουμε ότι η παράμετρος M αντιστοιχεί πράγματι στη μάζα ADM. Παρατη-
ρούμε τώρα ότι για την τιμή της μάζας M/λ = βc 5

2
q5/(3

√
2γ), η συνεισφορά του όρου 1/r στο

μετρικό στοιχείο μηδενίζεται. Για την εν λόγω περίπτωση, οι λύσεις που περιγράφονται από το

μετρικό στοιχείο h(r) μπορούν να περιγράφουν κανονικοποιημένες μελανές οπές ή και σολιτονικές
λύσεις, όπως δείχνουμε στην εικόνα 6.1βʹ. Αποτελεί επίσης ένα ενδιαφέρον αποτέλεσμα ότι, στη

συγκεκριμένη περίπτωση, η γεωμετρία μιμείται σε μεγάλο βαθμό τη γνωστή λύση Bardeen [190]
του μη-γραμμικού ηλεκτρομαγνητισμού. Από την άλλη, κάτω από την ύπαρξη των όρων τάξης 1/r,
η λύση μας μπορεί να περιγράφει μελανές οπές, αλλά και γυμνές μοναδικότητες, όπως φαίνεται από

την εικόνα 6.1αʹ.

΄Ολες οι παράμετροι που χρησιμοποιήθηκαν στην εξαγωγή των διαγραμμάτων 6.1 είναι αδιάστατες.

Παρατηρούμε ότι για τις εν λόγω τιμές των παραμέτρων, οι ακτίνες του ορίζοντα γεγονότων των

μελανών οπών (εικόνα. 6.1αʹ) βρίσκονται στο rh ≈ 2M , ενώ οι κανονικοποιημένες μελανές οπές
(εικόνα 6.1βʹ) χαρακτηρίζονται από rh > 2M . Αυτό σημαίνει ότι οι κανονικοποιημένες μελανές
οπές έχουν μεγαλύτερο ορίζοντα γεγονότων από τις αντίστοιχες μελανές οπές Schwarzschild ίδιας
μάζας. Δωσμένων των τιμών των σταθερών σύζευξης, μπορεί κανείς να επιβεβαιώσει αν η μελανή
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Σχήμα 6.1: (a) Μελανή οπή με ένα ορίζοντα, δύο μελανές οπές με δύο ορίζοντες, και μία γυμνή
μοναδικότητα. (b) Δύο κανονικοποιημένες μελανές οπές και δύο σολιτονικές λύσεις. Ο οριζόντιος
άξονας των διαγραμμάτων είναι λογαριθμικός.

οπή της θεωρίας έχει μεγαλύτερο ή μικρότερο ορίζοντα γεγονότων συγκριτικά με της μελανής οπής

Schwarzschild εισάγοντας απλά την τιμή r = 2M στην έκφραση του μετρικού στοιχείου (6.42) και
ελέγχοντας το πρόσημο του h(2M). Πράγματι, βρίσκουμε ότι

h(2M) =
βc 5

2
q5

3
√
2 γ

λ

M

[
1− 8M3

λ3

(
1 +

4M2

λ2

)−3/2
]
. (6.43)

Μία μελανή οπή με h(2M) > 0 θα είναι μεγαλύτερη από την αντίστοιχη Schwarzschild ίδιας μάζας,
ενώ για h(2M) < 0 η hairy μελανή οπή είναι πιο συμπαγής. Αναφέρουμε για πληρότητα ότι μπορο-
ύμε εύκολα να επιβεβαιώσουμε την ύπαρξη μίας κρίσιμης τιμής αδιάστατης μάζας, mc ≈ 0.393076,
τέτοιας ώστε h(2M) = 0 για M/λ = mc, ενώ h(2M) > 0 για M/λ < mc και h(2M) < 0 για
M/λ > mc.

Συνεπώς, η ύπαρξη του πρωτεύοντος βαθμωτού φορτίου q στη λύση μπορεί να αλλάξει όχι μόνο τη
γεωμετρία του εξωτερικού χωρόχρονου, αλλά και την εσωτερική δομή της μελανής οπής, δίνοντας

έτσι μία μεγάλη ελευθερία στα συμπαγή αντικείμενα που υποστηρίζονται από τις θεωρίες Beyond-
Horndeski με συμμετρία ομοτιμίας και ολίσθησης στο πεδίο. Επιπροσθέτως, η ανάλυση μας παρέχει
μία ισχυρή μεθοδολογία εύρεσης λύσεων σε αυτές τις θεωρίες, των οποίων, όπως δείξαμε, οι

περίπλοκες εξισώσεις κίνησης μπορούν να λάβουν μία ιδιαίτερα απλή μορφή (6.26-6.30) και να

μελετηθούν εις βάθος.

6.4 Δύσμορφοι μετασχηματισμοί γεωμετρίας στην Beyond-
Horndeski

Αναφέραμε ήδη στο προηγούμενο κεφάλαιο τον μηχανισμό των δύσμορφων μετασχηματισμών γε-

ωμετρίας ως μηχανισμό εύρεσης λύσεων στην ευρύτερη θεωρία Horndeski. Θυμίζουμε ότι οι
δύσμορφοι μετασχηματισμοί του μετρικού τανυστή αποτελούν μία καλώς ορισμένη διαδικασία που

απεικονίζουν μία αρχική λύση θεωρίας Horndeski (ή επεκτάσεων αυτής) σε μία άλλη λύση Horn-
deski (ή επεκτάσεων αυτής) με βάση την εξάρτηση ως προς τα Φ, X των σύμμορφων και δύσμορφων
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παραγόντων που χρησιμοποιούνται στην εκάστοτε απεικόνιση. ΄Οταν οι δύσμορφοι μετασχηματι-

σμοί εκτελούνται σε γεωμετρίες υποστηριζόμενες από τους κλάδους της Beyond-Horndeski , τότε
η θεωρία δύσμορφου πλαισίου θα ανήκει πάλι σε κάποιον (άλλο) κλάδο της Beyond Horndeski
(ή DHOST [354, 123, 125]). Στην παρακάτω ανάλυση, θα επικεντρωθούμε πάλι στον μηχανισμό
αυτό, όπου αναφέρουμε ότι οι ποσότητες με το ¨καπέλο’ αντιστοιχούν στις δύσμορφες ποσότητες,

ενώ αυτές χωρίς το ¨καπέλο’ υποδεικνύουν τα στοιχεία τροφοδότησης του μετασχηματισμού. Τα

στοιχεία τροφοδότησης περιγράφονται από τα Φ, h, f , και, κυρίως, τον κινητικό όρο X, μέσα
σε κάποιο καθορισμένο πλαίσιο θεωρίας Beyond Horndeski που χαρακτηρίζεται από τη τριπλέτα
{G2(X), G4(X), F4(X)}. Θα ασχοληθούμε με τους καθαρούς δύσμορφους μετασχηματισμούς
πουο διατηρούν την συμμετρία ολίσθησης του πεδίου χωρίς σύμμορφους παράγοντες, οι οποίοι

δίνονται από τη γενική σχέση:

ĝµν = gµν −W (X)∂µΦ∂νΦ. (6.44)

Αναφέρουμε για λόγους πληρότητας ότι το βαθμωτό πεδίο παραμένει αναλλοίωτο κάτω από τους

γενικούς δύσμορφους μετασχηματισμούς, Φ̂ = Φ, και το γεγονός ότι ο δύσμορφος παράγοντας
W δεν περιέχει εξάρτηση από το πεδίο Φ, αλλά μόνο από το X καθιστά τη δύσμορφη θεωρία
συμμετρική κάτω από την ολίσθηση πεδίου. Εφαρμόζοντας λοιπόν τον μετασχηματισμό αυτό στη

γενική μορφή της μετρικής τροφοδότησης (6.12), κάτω από τη μορφή του βαθμωτού πεδίου (6.13),

εξάγουμε τη δύσμορφη γεωμετρία

dŝ2 = −
(
h+ q2W

)
dt2 − 2qΨ′Wdtdr +

(
1−WfΨ′2

f

)
dr2 + r2dΩ2. (6.45)

Εκτελώντας τώρα την απλά αλλαγή συντεταγμένων dt = dT − qΨ′W
h+q2W

dr, (που τονίζουμε ότι

είναι ολοκληρώσιμη), μπορούμε να ακυρώσουμε τους μη-διαγώνιους όρους της παραπάνω μετρικής.

Πράγματι, χρησιμοποιώντας τις καινούριες συντεταγμένες η μετρική παίρνει τη μορφή

dŝ2 = −(h+ q2W )dT 2 +
Z2

γ2
1 + 2WX

(h+ q2W )
dr2 + r2dΩ2

(6.46)

όπου χρησιμοποιήθηκαν οι σχέσεις (6.22) και (6.23). Επιβεβαιώνουμε ότι ενώ το βαθμωτό πεδίο

παραμένει αναλλοίωτο κάτω από τους δύσμορφους μετασχηματισμούς γεωμετρίας, η συναρτησιακή

του μορφή στις καινούριες συντεταγμένες υπολογίζεται άμεσα και δίνεται ως

Φ = qτ +Ψ− q2
∫

Ψ′W

h+ q2W
dr. (6.47)

Συνεπώς, το βαθμωτό πεδίο είναι ακόμα γραμμικό στον καινούριο συντεταγμένο χρόνο, κάτι το

οποίοπ και αναμέναμε από τη διατήρηση της συμμετρίας ολίσθησης.

Από την εξίσωση (6.46), είναι προφανές ότι οι δύσμορφοι μετασχημαατισμοί απεικονίζουν μία ομοιο-

γενής λύση κάποιας Beyond-Horndeski σε μία ανομοιογενή λύση κάποιού άλλου κλάδου Beyond-
Horndeski και μπορούν πράγματι να χρησιμοποιηθούν ως εργαλείο εύρεσης λύσεων σε θεωρίες
των οποίων η πολυπλοκότητα θα μας απέτρεπε από την εξαγωγή αναλυτικής λύσης. Η εν λόγω

ελευθερία αποτελεί ένα σημαντικό πλεονέκτημα προσέγγισης ανομοιογενών λύσεων και ήταν και

ο λόγος που δεν ασχοληθήκαμε με τη μελέτη τέτοιων γεωμετριών στην προηγούμενη ανάλυση.

Αντιστρόφως, έχοντας μία ανομοιογενή λύση, μπορούμε να επιλέξουμε κατάλληλο δύσμορφο πα-

ράγονταW έτσι ώστε 1+2WX = γ2/Z2
, προκειμένου να εξάγουμε μία ομοιογενή λύση σε κάποια

θεωρία Beyond Horndeski της επιλογής μας. Οι δυνατότητες αυτές υποστηρίζουν την ισχύ των
δύσμορφων μετασχηματισμών γεωμετρίας ως εργαλείο εύρεσης νέων τοπικών λύσεων σε θεωρίες

Beyond Horndeski . Επιπροσθέτως, είναι σημαντικό να αναφέρουμε ότι η προκύπτουσα δύσμορφη
μετρική θα έχει εν γένει μία ρητή εξάρτηση από το βαθμωτό φορτίο q, ενώ το δύσμορφο πλαίσιο
της θεωρίας προστατεύεται από την εμφάνιση του q στη δράση, διατηρώντας έτσι τη φύση του
πρωτεύοντος βαθμωτού φορτίου.
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6.4.1 Ακύρωση της υπολειπόμενης στερεάς γωνίας σε γεωμετρίες με-

λανής οπής με ασυμπτωτική συμπεριφορά βαρυτικού μονοπόλου

Πέρα των μετασχηματισμών της ομοιογένειας, οι δύσμορφοι μετασχηματισμοί γεωμετρίας παρέχουν

επίσης πιθανούς τρόπους αντιμετώπισης παθολογιών στις γεωμετρίες μελανών οπών, όπως για πα-

ράδειγμα η ύπαρξη υπολειπόμενης στερεάς γωνίας που εξαρτάται από το ελεύθερο φορτίο q. Το
πρόβλημα που έγκειται σε αυτές τις γεωμετρίες προκύπτει από την ελεύθερη φύση του βαθμωτο-

ύ φορτίου, κάτι το οποίο σημαίνει ότι η υπολειπόμενη στερεά γωνία είναι δυνητικά ελεύθερη να

λάβει οσοδήποτε μεγάλη τιμή σε αντίθεση με τη μελέτη των βαρυτικών μονοπόλων στο κεφάλαιο

3. Πράγματι, από την δύσμορφη γεωμετρία της σχέσης (6.46), είναι σαφές ότι, λόγω της γραμμι-

κής συσχέτισης του βαθμωτού πεδίου ως προς τον συντεταγμένο χρόνο, η δύσμορφη γεωμετρία

περιέχει όρους της μορφής q2W . Συνεπως, μέσω κατάλληλων δύσμορφων μετασχηματισμών, είναι
ιδιαίτερα εύκολο να ακυρώσει κανείς τις παθολογίες αυτές εξάγοντας μία ανομοιογενή λύση χωρίς

υπολειπόμενη στερεά γωνία.

Προς απόδειξη των παραπάνω, χωρίς να προβούμε σε εξαντλητικές λεπτομέρειες που θα εκτροχι-

άσουν τα αποτελέσματα του κεφαλαίου που θέλουμε να παρουσιάσουμε, επιλέγουμε τη γεωμετρία

βαρυτικού μονοπόλου της Beyond Horndeski , που μελετήθηκε στο [413]. Η εν λόγω τοπική λύση
ανήκει στη γενική μορφή μετρικών που εξάγαμε στην εξίσωση (6.35). Συγκεκριμένα, χαρακτη-

ρίζεται από τον παράγοντα c1 ̸= 0, ενώ όλοι οι υπόλοιποι παράγοντες του αναπτύγματος ci είναι
μηδενικοί. Χρησιμοποιώντας τις ίδιες συμβάσεις με το [413], η μετρική τροφοδότησης δίνεται από

την σχέση

h(r) = 1+ηq2−2M

r
+ηq2

π/2− arctan(r/λ)

r/λ
, f(r) = h(r), X(r) =

λ2q2

2 (λ2 + r2)
, (6.48)

η οποία υποστηρίζεται από τη δράση τροφοδότησης με τη τριπλέτα G2 = 2 η
λ2X, G4 = 1+ ηX, και

F4 = − η
4X .

Πράγματι, είναι σαφές ότι ο δύσμορφος μετασχηματισμόςW (X) = −η ακυρώνει την υπολειπόμενη
στερεά γωνία και, χρησιμοποιώντας τη γενική μορφή (6.46), έχουμε τη δύσμορφη μετρική

dŝ2 = −
(
1− 2M

r
+ ηq2

π/2− arctan(r/λ)

r/λ

)
dτ2+

r2 + λ2 − q2ηλ2

(r2 + λ2)
(
1− 2M

r + ηq2 π/2−arctan(r/λ)
r/λ

)dr2+r2dΩ2.

(6.49)

Αναπτύσσοντας το μετρικό στοιχείο στο άπειρο, έχουμε μία καλώς ορισμένη ασυμπτωτικά επίπεδη

λύση με τη μάζα ADM να δίνεται απλά εκ της παραμέτρου M , ενώ η λύση περιγράφει ακόμα μία
μελανή οπή λόγω της προφανούς ύπαρξης ορίζοντα γεγονότων. Συνεχίζουμε υπολογίζοντας το

ανάπτυγμα στο r = 0, που βρίσκουμε ότι

|gττ | = 1− ηq2 +
1
2πηλq

2 − 2M

r
+O(r2). (6.50)

Επομένως, ακόμα και όταν M = 1
4πηλq

2
, δε μπορούμε να κανονικοποιήσουμε την προκύπτουσα

μελανή οπή αφού η μοναδικότητα της καμπυλότητας επιζεί λόγω του όρου ηq2. Ο αριθμητής του
grr εμφανίζει επίσης τη πιθανή προβληματική ρίζα του r

2 = λ2(ηq2 − 1). Στο σημείο εκείνο, ο
δύσμορφος μετασχηματισμός παύει να είναι αντιστρέψιμος. Η ύπαρξη της ρίζας αυτής μπορεί να

ακυρωθεί είτε θεωρώντας ηq2 < 1 είτε θέτοντας απευθείας η < 0 στη δράση τροφοδότησης. Στη
δεύτερη περίπτωση, η δράση τροφοδότησης χαρακτηρίζεται από ένα phantom κινητικό όρο στο
πεδίο.
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6.4.2 Το ζήτημα ύπαρξης σκουληκότρυπας στη θεωρία Beyond-Horndeski
με πρωτεύον φορτίο από τη συμμετρία ολίσθησης

Θυμίζουμε ότι μία προσπελάσιμη σκουληκότρυπα, εκφρασμένη σε συντεταγμένες Schwarzschild,
περιγράφεται από το ακόλουθο στοιχείο μήκους:

ds2 = −e2A(r)dt2 +
dr2

1− B(r)
r

+ r2dΩ2, (6.51)

όπου A(r) και B(r) περιγράφουν αντιστοίχως τις συναρτήσεις ερυθρομετατόπισης και σχήματος της
σκουληκότρυπας [191]. Στο συγκεκριμένο σύστημα συντεταγμένων, ο λαιμός της σκουληκότρυπας

δίνεται από τη σχέση B(r0) = r0, ενώ η προσπελασιμότητα της σκουληκότρυπας επιβάλλει την α-
πουσία ορίζοντα γεγονότων, δηλαδή η συνάρτηση ερυθρομετατόπισης A είναι παντού πεπερασμένη.
Από τη μορφή της μετρικής (6.12), χρησιμοποιώντας τη σχέση (6.23), είναι σαφές ότι, κάτω από

τις συνθήκες της συμμετρίας στην ομοτιμία και ολίσθηση του πεδίου, η ύπαρξη ενός λαιμού σκου-

ληκότρυπας επιβάλλει ότι
(
1/Z2

) ∣∣
r=r0

= 0, όπου θυμίζουμε ότι η βοηθητική συνάρτηση Z είναι

συνάρτηση του κινητικού όρου, ενώ ο κινητικός όρος δίνεται μέσω της (6.22). ΄Οπως προκύπτει

από την (6.22), το X(r), και κατά συνέπεια και το Z(r), εξαρτώνται αποκλειστικά από το βαθμωτό
φορτίο q και τις σταθερές σύζευξης της θεωρίας. Αυτό σημαίνει ότι η ακτίνα λαιμού r0, αν υπάρχει,
θα εξαρτάται επίσης από τις εν λόγω παραμέτρους.

Στην περίπτωση όπου q = 0, μπορούμε εύκολα να εξάγουμε ένα θεώρημα απαγόρευσης (No-Go)
αναφορικά με την ύπαρξη σκουληκότρυπας με το λαιμό να εξαρτάται από τη μάζα του αντικειμένου.

Ο λόγος για αυτό είναι ότι ο κινητικός όρος X του βαθμωτού πεδίου είναι πάντα ανεξάρτητος
από τη μάζα, όπως είναι προφανές από την (6.22). Επομένως, στη συγκεκριμένη περίπτωση, ο

λαιμός της σκουληκότρυπας θα εξαρτάται αποκλειστικά από τις σταθερές σύζευξης της θεωρίας.

Με δεδομένο ότι, για κάποια συγκεκριμένη θεωρία, οι σταθερές αυτές είναι προκαθορισμένες,

έχουμε το αποτέλεσμα ότι σε θεωρίες Beyond-Horndeski με συμμετρία ομοτιμίας και ολίσθησης
του πεδίου ο λαιμός της σκουληκότρυπας παραμένει αναγκαστικά σταθερός [3] και δε θα έχει

καμία μεταβλητότητα, όπως π.χ. ο ορίζοντας των μελανών οπών στις εν λόγω θεωρίες. Στην εν

λόγω περίπτωση, θα έχουμε ότι η θεωρία περιέχει μία ελάχιστη κλίμακα μήκους περά της οποίας

όλες οι μελανές οπές γίνονται σκουληκότρυπες [3]. Από την άλλη, σκουληκότρυπες με τον λαιμό

να εξαρτάται από τη μάζα της γεωμετρίας είχαν βρεθεί στο [130] στα πλαίσια θεωριών Beyond
Horndeski με συμμετρία στην ολίσθηση αλλά όχι στην ομοτιμία του πεδίου.

΄Οταν q ̸= 0, ο λαιμός της σκουληκότρυπας, εκτός της εξάρτησης των υπολοίπων σταθερώ σύζευ-
ξης, θα εξαρτάται και από το βαθμωτό φορτίο q. Εφόσον το q είναι μία ελεύθερη παράμετρος, ο
λαιμός της σκουληκότρυπας θα μπορεί να μεταβάλλεται με βάση την ισχύ του βαθμωτού φορτίου.

Αντί να ψάξει κανείς θεωρίες με κατάλληλες συναρτήσεις Z που μπορούν να υποστηρίξουν σκου-
ληκότρυπες και κανονικούς χωρόχρονους χωρίς μοναδικότητες, μπορούμε να εξάγουμε χρήσιμα

αποτελέσματα από τους δύσμορφους μετασχηματισμούς γεωμετρίας. Πράγματι, γνωρίζοντας ότι

οι σκουληκότρυπες χαρακτηρίζονται από ανομοιογενείς γεωμετρίες, οι δύσμορφοι μετασχηματισμοί

παρέχουν ένα γενικό πλαίσιο μελέτης αυτών των γεωμετριών, όπως προαναφέραμε. Χρησιμοποι-

ώντας τη μορφή της δύσμορφης μετρικής (6.46), βρίσκουμε ότι η κατασκευή γεωμετρίας σκουλη-

κότρυπας με μη-μηδενικό q φαίνεται ανέφικτη. Ο λόγος είναι η πεπερασμένη φύση που απαιτείται
για τη συνάρτηση ερυθρομετατόπισης, δηλαδή ένα θετικό ορισμένο και πεπερασμένο gTT , με μία

ελάχιστη επιφάνεια στο r = r0. Για να ικανοποιείται η συνθήκη ελάχιστης επιφάνειας, έχουμε ότι(
1

1 + 2XW

) ∣∣∣∣
r=r0

= 0 =⇒ (1 + 2XW )
∣∣∣
r=r0

→ ∞ =⇒ W
∣∣∣
r=r0

→ ∞ (6.52)
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για πεπερασμένο X. Συνεπώς, το στοιχείο gTT απειρίζεται πάνω στο λαιμό της σκουληκότρυπας

καθιστώντας έτσι την κατασκευή της γεωμετρίας παθολογική.

Πιθανοί τρόποι να παρακάμψουμε το εν λόγω ζήτημα είναι να χρησιμοποιήσουμε έναν κινητικό όρο

τροφοδότησης X που απειρίζεται σε κάποιο (διπλό) σημείο ενώ ο δύσμορφος παράγοντας W (X)
παραμένει πεπερασμένος, έτσι ώστε ο δύσμορφος κινητικός όρος

X =
Xseed

1 + 2WXseed
(6.53)

παραμένει παντού καλώς ορισμένος στη δύσμορφη γεωμετρία. ΄Ενας δεύτερος τρόπος είναι το να

θεωρήσει κάποιος την ύπαρξη κάποιας μετρικής τροφοδότησης με μία μοναδικότητα που εξαρτάται

από το βαθμωτό φορτίο q, έτσι ώστε h(r) = hfinite − W (X)q2. Στην εν λόγω περίπτωση, η
γεωμετρία γίνεται καλώς ορισμένη ενώ το W (X) μπορεί να χρησιμοποιηθεί προς την κατασκευή
του λαιμού σκουλήκότρυπας. Είναι ιδιαίτερα απίθανο να μπορέσουμε όμως να χρησιμοποιήσουμε

κάποια εκ των δύο μεθοδολογίων λόγω της έντονης παθολογίας που θα έχει η μετρική τροφο-

δότησης, κάτι το οποίο μας υποδεικνύει ότι μπορεί να μην υπάρχουν σκουληκότρυπες με βαθμωτό

φορτίο ολίσθησης. Κατά τη διάρκεια της εν λόγω έρευνας, έγιναν πολλές προσπάθειες εύρεσης

τέτοιων παθολογιών μέσω trial-and-error χωρίς επιτυχή αποτελέσματα.

Αναφέρουμε εδώ για πληρότητα ότι ένα αντιπαράδειγμα αυτού είναι η τετριμμένη λύση Ellis που
μελετήσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο ως λύση της δράσης Einstein-Hilbert με την ελάχιστη
επέκταση ενός phantom βαθμωτού πεδίου. Θυμίζουμε ότι και στην εν λόγω περίπτωση υπήρχε ένα
ρεύμα Noether Jµ = ∂µΦ το οποίο αντιστοιχεί στη συμμετρία ολίσθησης του phantom πεδίου. Σε
αντίθεση με τη μελέτη του εν λόγω κεφαλαίου όμως, το βαθμωτό φορτίο της Ellis δεν προκύπτει
από τη γραμμική εξάρτηση του πεδίου ως προς το συντεταγμένο χρόνο, ούτε θέσαμε ποτέ Jr = 0
που απαιτήθηκε στη Beyond Horndeski. Αυτό θα σήμαινε ότι αν υπάρχουν προσπελάσιμες σκου-
ληκότρυπες στην Beyond Horndeski, ο τρόπος προσέγγισης της λύσης είναι αρκετά διαφορετικός
από τη μεθοδολογία που χρησιμοποιούμε εδώ και πρέπει να μελετηθεί υπό διαφορετικό πρίσμα.

6.5 Οι γενικές περιπτώσεις χωρίς γραμμική εξάρτηση των

G2 και G4

΄Εχοντας πλέον εξάγει τις πιθανές πληροφορίες που μπορούμε να έχουμε από τη γραμμική εξάρτηση

των G2 και G4, μπορούμε να επικεντρωθούμε στο γενικότερο πρόβλημα εύρεσης περαιτέρω λύσε-

ων. Στο εν λόγω υποκεφάλαιο, λόγω της πολυπλοκότητας των αποτελεσμάτων, θα αποφύγουμε

από το να παρουσιάσουμε κάποια λύση, αλλά θα επικεντρωθούμε στην ισχύ του αλγορίθμου πα-

ρουσιάζοντας πως μπορεί κανείς να εξάγει ακόμα πιο γενικές γεωμετρίες σε δυνητικά αναλυτική

μορφή. Αρχικά, παρατηρούμε ότι η εξίσωση (6.30) που δίνει τη συναρτησιακή μορφή του X είναι
ενα γένει μία αλγεβρική εξίσωση. Για να κρατήσουμε την ανάλυση αντιμετωπίσιμη, έχοντας ως

στόχο την πιθανή ύπαρξη αναλυτικών λύσεων, θα ασχοληθούμε με τις συναρτησιακές μορφές του

X που προκύπτουν όταν η (6.30) καταλήγει σε πολυώνυμο τάξης m ως προς το X. Για το λόγο

αυτό, ξαναγράφουμε τη βοηθητική συνάρτηση Ξ ως τον λόγο δύο πολυωνύμων,
P

Q
. Τότε, η (6.30)

ξαναγράφεται ως

r2XP (X)− q2Q(X) + 2XQ(X)

Q(X)
= 0 . (6.54)
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΄Οπως φαίνεται από την παραπάνω σχέση, για να δίνεται το X από μία πολυωνυμική εξίσωση τάξης
m, υπάρχουν δύο περιπτώσεις: Είτε τα P και Q είναι πολυώνυμα τάξης m − 1 είτε τα P και Q
είναι πολυώνυμα τάξης m με το Q να μηδενίζεται στο X → 0, που σημαίνει ότι το Q δεν έχει
σταθερό όρο. Η δεύτερη περίπτωση είναι προβληματιακή καθώς δε δίνει πλέον συνεχές όριο στη

Γενική Σχετικότητα όταν q → 0. Αυτό συμβαίνει επειδή το X δε θα μηδενίζεται όταν q = 0 και
συνεπώς οι λύσεις της Γενικής Σχετικότητας απαιτούν λεπτό συντονισμό της εκάστοτε θεωρίας

Beyond Horndeski. Για το λόγο αυτό, θα ασχοληθούμε μόνο με τη πρώτη περίπτωση. Προφανώς,
όταν η (6.54) είναι πολυώνυμο πρώτης τάξης, τότε καταλήγουμε στη προηγούμενη ανάλυση. Η

λογική επέκταση λοιπόν είναι να θεωρήσουμε την περίπτωση όπου το X δίνεται από πολυώνυμο
δεύτερης τάξης κάτω από τη συνθήκη του X → 0 όταν q → 0. Προς τον σκοπό αυτό, θέτουμε

Ξ =
cX − a

bX − d
(6.55)

που οδηγεί στη λύση

X =
ar2 + bq2 + 2d±

√
(ar2 + bq2 + 2d)2 − 4dq2 (2b+ cr2)

4b+ 2cr2
. (6.56)

Τώρα, θεωρώντας ότι το συναρτησιακό G4 είναι καλώς ορισμένο για X → 0, μπορούμε να θέσουμε
χωρίς βλάβη της γενικότητας

G4 = ζ +
∞∑
n=1

gn
s
X

n
s , s ∈ Z+ , (6.57)

κάτι το οποίο είναι αυτοσυνεπές με την προηγούμενη ανάλυση. Από τον ορισμό της βοηθητικής

συνάρτηση Ξ, (6.29), βρίσκουμε τη συναρτησιακή μορφή του G2,

G2 = −2Λ +
a

d

∞∑
n=1

gn
s
X

n
s +

ab− cd

d2

∞∑
n=1

n
s

n
s + 1

gn
s
X

n
s
+1

2F1

(
1,
n

s
+ 1;

n

s
+ 2;

bX

d

)
. (6.58)

Λόγω της ύπαρξης της υπεργεωμετρικής συνάρτησης στο G2, πρέπει να θέσουμε συγκεκριμένα
n
s

για να καταλήξουμε σε αναλυτικές εκφράσεις ή να περιορίσουμε τις παραμέτρους. Παρατηρούμε

ότι, από τη λύση του X, (6.56), αν μηδενίζεται η σταθερά σύζευξης c, τότε το X απειρίζεται στο
άπειρο, ενώ αν μηδενίζεται η d, το X δε μηδενίζεται για q → 0. Από την άλλη, αν η σταθερά b
είναι μηδέν και η a είναι μη-μηδενική, μπορούμε να έχουμε δράσεις με κανονικό κινητικό όρο, αλλά
το X πάλι δε μηδενίζεται για q → 0. Επομένως, καταλήγουμε στην επιλογή των b = 0, a = 0 και
d = −λ2, τα οποία μας δίνουν ένα καλώς ορισμένο X με μία αντιμετωπίσιμη μορφή για το G2 που

δίνεται από τη σχέση

G2 = −2Λ +
c

λ2

∞∑
n=1

gn
s

n
s

n
s + 1

X
n
s
+1 , (6.59)

ενώ η μορφή του X καταλήγει στο

X =

√
4cλ2q2r2 + 4λ4 − 2λ2

2cr2
, (6.60)

όπου η σταθερά c θεωρείται θετική και κρατήσαμε το θετικό πρόσημο της λύσης (6.56). Ολο-
κληρώνοντας τώρα την (6.28), εξάγαμε ένα ιδιαίτερα περίπλοκο μετρικό στοιχείο δωσμένο μέσω

άπειρων αθροισμάτων υπεργεωμετρικών συναρτήσεων, το οποίο δεν παρέχει κάποιο επιπλέον εν-

διαφέρον να παρουσιάσουμε.
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Καταλήγουμε, λοιπόν, στο ότι από την προοπτική των αναλυτικών ομοιογενών λύσεων, η θεώρηση

μη σταθερών βοηθητικών συναρτήσεων Ξ που καθορίζουν τη συσχέτιση των συναρτησιακών G2

και G4 οδηγεί σε ιδιαιτέρως περίπλοκα στοιχεία μετρικής, των οποίων η περαιτέρω ανάλυση βρίσκε-

ται εκτός του στόχου της εν λόγω έρευνας. Συγκεκριμένα, η ύπαρξη των υπόριζων ποσοτήτων

στη λύση του X οδηγεί σε αυξανόμενη πολυπλοκότητα των ακόλουθων υπολογισμών, λόγω της
γενικότητας της προσέγγισης μας. Θα θέλαμε όμως στο σημείο αυτό να τονίσουμε ότι η ίδια γενι-

κότητα της ανάλυσης είναι και αυτή που μας επιτρέπει να εξάγουμε δυνητικά οποιαδήποτε στατική

και σφαιρικά συμμετρική λύση στο γενικό μοντέλο της θεωρίας Beyond Horndeski που μελετάμε.
Πράγματι, εργαστήκαμε σε άγνωστα πλαίσια της θεωρίας, χρησιμοποιώντας μόνο τις συμμετρίες

του βαθμωτού πεδίου και καταφέραμε να παρουσιάσουμε έναν αυτοσυνεπές τρόπο να εξάγει κανείς

όλες τις πιθανές στατικές και σφαιρικά συμμετρικές λύσεις με πρωτεύον βαθμωτό φορτίο. Το εν

λόγω αποτέλεσμα αποτελεί μία ισχυρή ένδειξη ότι, παρά την όποια πολυπλοκότητα της θεωρίας

βαθμωτού-τανυστή, η ύπαρξη μη-τετριμμένων συμμετριών στο χώρο πεδίου μπορεί να χρησιμο-

ποιηθεί αποδοτικά προς την εξαγωγή φαινομενικά αδύνατων αναλυτικών λύσεων με μη-τετριμμένα

χαρακτηριστικά, όπως η ύπαρξη πρωτεύοντος βαθμωτού φορτίου κάτω από την ικανοποίηση των

ενεργειακών συνθηκών.

6.6 Συμπεράσματα

Η έρευνα του εν λόγω κεφαλαίου επικεντρώθηκε στη μέλετη των τοπικών λύσεων σε θεωρίες

Beyond Horndeski με συμμετρία ομοτιμίας και ολίσθησης πεδίου. Παρουσιάσαμε έναν ισχυρό
αλγόριθμο εξαγωγής στατικών και σφαιρικά συμμετρικών λύσεων. Η ισχύς του αλγορίθμου επι-

βεβαιώθηκε από το γεγονός ότι, θεωρώντας απλά μία γραμμική συσχέτιση των συναρτησιακών G2

και G4 της θεωρίας, μπορούσαμε να εξάγουμε φαινομενικά άπειρες λύσεις στο ευρύτερο πλαίσιο

της Beyond Horndeski με συνεχές όριο στη Γενική Σχετικότητα χωρίς να χρησιμοποιηθεί κάποιος
λεπτός συντονισμός στη θεωρία. Επιπροσθέτως, οι λύσεις αυτές χαρακτηρίζονται από καλώς ορι-

σμένη μάζα ADM και καλώς ορισμένο κινητικό όρο πεδίου, ενώ περιλαμβάνουν και τη συνεισφορά
ενός πρωτεύοντος βαθμωτού φορτίου λόγω της συμμετρίας του πεδίου. ΄Ενα ενδιαφέρον αποτέλε-

σμα ήταν ότι οι εν λόγω λύσεις μελανών οπών μπορούν να κανονικοποιηθούν για κάποια κρίσιμη

τιμή της μάζας ADM λόγω της ύπαρξης του πρωτεύοντος βαθμωτού φόρτιου, ενώ επιβεβαιώσαμε
επίσης και την ύπαρξη σολιτονικών αντικειμένων. Η μελέτη μας έδειξε επίσης ότι οι εν λόγω γε-

ωμετρίες μπορούν να ικανοποιούν τις ασθενείς ενεργειακές συνθήκες, κάτι το οποίο τις ανυψώνει

σε πιο υγιή αντικείμενα από τις περισσότερες hairy μελανές οπές στις θεωρίες βαθμωτού-τανυστή.

΄Ενα βασικό αποτέλεσμα της ανάλυσης μας ήταν το γεγονός ότι στον κλάδο της θεωρίας με γραμ-

μική συσχέτιση των G2 και G4, η ύπαρξη κανονικού κινητικού όρου στη δράση οδηγεί σε γεω-

μετρίες με υπολειπόμενη στερεά γωνία. Προκειμένου να διορθώσουμε τέτοιου είδους παθολογίες,

χρησιμοποιήσαμε το μηχανισμό των δύσμορφων μετασχηματισμών γεωμετρίας και μελετήσαμε τις

προκύπτουσες δύσμορφες μετρικές. Η παρατήρηση αυτή οδήγησε σε μία περαιτέρω συζήτηση α-

ναφορικά με την ύπαρξη σκουληκότρυπας στο γενικότερο πλαίσιο της θεωρίας, όπου ο λαιμός

εξαρτάται από το πρωτεύον βαθμωτό φορτίο q. Παρουσιάσαμε κάποια ενδεικτικά επιχειρήματα α-
ναφορικά με την αδυναμία εξαγωγής τέτοιων λύσεων, ενώ σχολιάσαμε και την πιθανότητα εύρεσης

τέτοιων γεωμετριών μέσω μίας πλήρους διαφορετικής προσέγγισης εκπορεύομενοι από τη γνωστή

λύση σκουληκότρυπας Ellis.

Τέλος, η έρευνα μας κατέληξε στη μελέτη γενικών συναρτησιακών G2 και G4, όπου επικεντρω-

θήκαμε σε ομοιογενείς λύσεις. Συγκεκριμένα, περιορίσαμε τον κινητικό όρο του πεδίου X =
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µΦ, έτσι ώστε να διατηρήσουμε τη δυνατότητα συνεχούς μετάβασης σε λύσεις Γενικής
Σχετικότητας χωρίς λεπτό συντονισμό. ΄Επειτα, παρουσιάσαμε μερικά ενδεικτικά βήματα του αλ-

γορίθμου εξαγωγής λύσεων για τις πιο γενικές περιπτώσεις, επιδεικνύοντας έτσι και την ισχύ του.

Παρά το γεγονός ότι οι τοπικές λύσες που προκύπτουν για τη γενική περίπτωση ήταν αυξανόμε-

νο πιο περίπλοκες, καταστήσαμε σαφές ότι η μεθοδολογία μας είναι ικανή να εξάγει στατικές και

σφαιρικά συμμετρικές λύσεις σε όλο το πλαίσιο της Beyond Horndeski με συμμετρία ομοτιμίας και
ολίσθησης πεδίου.

Μία ενδιαφέρουσα επέκταση της εν λόγω έρευνας θα ήταν η μελέτη των λύσεων που υποστηρίζονται

από θεωρίες Beyond Horndeski με συμμετρία ολίσθησης αλλά όχι και ομοτιμίας. ΄Ενα σημαντικό
ζήτημα που θέλουμε να ελέγξουμε στη μελλοντική αυτή μελέτη αφορά την παραβίαση των ενερ-

γειακών συνθηκών σε μελανές οπές με πρωτεύον βαθμωτό φορτίο όταν η θεωρία περιλαμβάνει και

τον όρο Gauss-Bonnet , που προκύπτει από το συναρτησιακό G5(X) ∼ log(X). Επιπροσθέτως,
λόγω της τετραγωνικής φύσης των τανυστών καμπυλότητας στον όρο Gauss-Bonnet , αναμένουμε
ότι ο κινητικός όρος του πεδίου θα έχει εν γένει και ρητή εξάρτηση από τα στοιχεία μετρικής. Κάτι

τέτοιο εισάγει μία ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα επέκταση της φύσης του βαθμωτού φορτίου, όπου πλέον

θα περιλαμβάνεται και η μάζα ADM της μελανής οπής.

Αν η παραπάνω θεώρηση αποδειχθεί ορθή, θα είναι επίσης αρκετά πιθανό να μπορούμε να εξάγουμε

λύσεις προσπελάσιμης σκουληκότρυπας όπου ο λαιμός εξαρτάται από τη μάζα και το φορτίο ολίσθη-

σης q. Ο λόγος για αυτό είναι ότι η μορφή των λύσεων του X που θα μπορούμε να έχουμε, εφόσον
εξαρτάται και από τα μετρικά στοιχεία, είναι πιθανό να περιέχει και τις κατάλληλες παθολογίες που

σχολιάσαμε στο υποκεφάλαιο 6.4.2 που μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως στοιχεία τροφοδότησης

προς την κατασκευή σκουληκότρυπας μέσω δύσμορφων μετασχηματισμών γεωμετρίας. Συνεπώς,

ενώ οι λύσεις σκουληκότρυπας με μεταβλητό λαιμό φαίνονται ανέφικτες στη μεθοδολογία μας, ε-

ίναι πιθανόν στα πλαίσια της θραύσης της συμμετρίας ομοτιμίας να μπορούμε να έχουμε ακόμα πιο

πλούσιο κατάλογο τοπικών λύσεων. Μια διεξοδική μελέτη των παραπάνω αποτελεί ένα ιδιαίτερα

ενδιαφέρον ζήτημα προς μελλοντική εξερεύνηση, βασιζόμενοι στην έρευνα που παρουσιάσαμε σε

αυτό το κεφάλαιο.
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Κεφάλαιο 7

Επίλογος

Η θεωρία Γενικής Σχετικότητας του Einstein αποτελεί πλέον μία κοινώς αποδεκτή θεμελιώδη θεω-
ρία βαρύτητας που μετράει πληθώρα επιτυχιών από τη πρόβλεψη και εξήγηση φυσικών φαινομένων

σε ένα μεγάλο εύρος ενεργειακής κλίμακας. Υποστηρίζεται από πολυάριθμα πειράματα αστροφυ-

σικής, όπως η παρατήρηση μελανών οπών και αστέρων νετρονίων στο σύμπαν αλλά και από την

πρόσφατη παρατήρηση των βαρυτικών κυμάτων [32] και των σκιών των μελανών οπών [418]. Πα-

ρά τις επιτυχίες της, η Γενική Σχετικότητα ακόμα αντιμετωπίζει περιορισμούς στις υπεριώδεις και

υπέρυθρες ενεργειακές κλίμακες. Στο Καθιερωμένο Πρότυπο της κοσμολογίας, υπάρχουν ακόμα

έντονα αναπάντητα ερωτήματα αναφορικά με τη φύση της σκοτείνης ύλης, της σκοτεινής ενέρ-

γειας, το μοντέλο πληθωρισμού και την αντιμετώπιση του προβλήματος της πρώιμης μοναδικότη-

τας. Επιπροσθέτως, θεωρητικά προβλήματα, όπως η μη-επανακανονικοποίησιμότητα της Γενικής

Σχετικότητας αλλά και η φύση της μοναδικότητας πίσω από τον ορίζοντα των μελανών οπών, υπο-

δεικνύουν με ξεκάθαρο τρόπο ότι η Γενική Σχετικότητα αποτελεί μία ενεργή θεωρία πεδίου η οποία,

ενώ είναι ικανή να εξηγήσει πληθώρα φυσικών φαινομένων στο σύμπαν, αποτελεί απλά ένα κομμάτι

ενός ευρύτερου θεωρητικού μοντέλου το οποίο μας είναι ακόμα και τώρα άγνωστο. Τα εν λογω

ανοιχτά ζητήματα αναφορικά με τη φύση της βαρυτικής αλληλεπίδρασης παρέχουν ισχυρά κίνητρα

προς τη κατασκευή και τη μελέτη τροποποιημένων θεωριών βαρύτητας, είτε φαινομενολογικής είτε

μικροσκοπικής προέλευσης.

Στη παρούσα διατριβή ασχοληθήκαμε με τις θεωρίες βαθμωτού τανυστή, όπου οι βαθμοί ελευθερίας

της βαρυτικής θεωρίας επεκτείνονται μέσω της εισαγωγής κάποιου βαθμωτού πεδίου συζευγμένο

με τετριμμένο ή μη-τετριμμένο τρόπο στους βαρυτικούς τανυστές. Από τις διάφορες θεωρίες βαθ-

μωτού τανυστή υπό τη συνθήκη της απουσίας ασταθειών Ostrogradsky μπορεί κανείς να διακρίνει
ως κυρίαρχες τη θεωρία Chern-Simons [73, 74, 75], που ακυρώνει τέτοιου είδους προβληματικές
αστάθειες μέσω της θραύσης της αναλλοιώτητας κάτω από διαφορομορφισμούς [163], τις ενεργές

τετραδιάστατες θεωρίες Lovelock [65], συμπαγοποιημένες από υψηλότερες διαστάσεις που αποτε-
λούν μέρος της θεωρίας Horndeski [331, 150]αλλά και το ευρύτερο πλαίσιο των θεωριών Horndeski
[368, 353, 123, 125, 332].

Μετά τον εντοπισμό του συμβάντος του βαρυτικού κύματος GW170817 [33], εμφανίστηκε μια
πληθώρα περιορισμών στην επιστημονική κοινότητα σχετικά με τις θεωρίες βαθμωτού τανυστή

[122]. Ωστόσο, το εύρος της συχνότητας των βαρυτικών κυμάτων που παρατηρήθηκαν από το

LIGO/Virgo (f ∼ 100Hz) σε σχέση με τη συνηθισμένη κλίμακα ισχυρής συζεύξης που εμφανίζεται
σε αυτά τα μοντέλα σκοτεινής ενέργειας (Λ ∼ 260Hz) οδήγει σε αβεβαιότητα αναφορικά με το κατά
πόσο αυτοί οι περιορισμοί μπορούν να εφαρμοστούν σε διαφορετικές κλίμακες ενέργειας [419].
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Πλέον, αναγνωρίζεται ευρέως ότι οι περιορισμοί που προέρχονται από κοσμολογικές παρατηρήσεις

δεν επεκτείνονται αυτομάτως και σε τοπικές, ασυμπτωτικά επίπεδες, λύσεις συμπαγών αντικειμένων

[420]. Το εν λόγω συμπέρασμα μας οδηγεί στη μελέτη τοπικών λύσεων μέσω μη-διαταρακτικής

προσέγγισης.

Οι γεωμετρίες και οι σχετικές ιδιότητες των τοπικών λύσεων στις τροποποιημένες θεωρίες βα-

ρύτητας αποτελούν ένα αναπόσπαστο κομμάτι της εκάστοτε θεωρίας. Πράγματι, κάθε βαρυτική

θεωρία εκτός της κοσμολογικής της εφαρμογής, οφείλει να παρέχει φυσικά αποδεκτές λύσεις με-

λανών οπών. Εκτός αυτού όμως, βασικός στόχος των εν λόγω θεωριών είναι και η παραβίαση

των θεωρημάτων no-hair της Γενικής Σχετικότητας. Ο λόγος για την ανάγκη παραβίασης του εν
λόγω περιορισμού της Γενικής Σχετικότητας είναι ότι η τροποποίηση της γεωμετρίας των διαφόρων

συμπαγών αντικειμένων δύναται να παρέχει αποδεικτικά στοιχεία για την ορθότητα της εκάστο-

τε θεωρίας, όπως π.χ. η μη-τετριμμένη κατανομή της στροφορμής στη μελανή οπή της θεωρίας

Chern-Simons που μελετήσαμε στο κεφάλαιο 2. Εκτός αυτού, η ύπαρξη επιπλέον δευτερεύοντος
ή πρωτεύοντος φορτίου που διακρίνει τις μελανές οπές τροποποιημένων θεωριών βαρύτητας μπορεί

να οδηγήσει σε θερμοδυναμική ευστάθεια των μελανών οπών, όπως δείξαμε στο κεφάλαιο 4 ή σε

αλλαγή στην εσωτερική δομή της μελανής οπής, όπως είχαμε στο κεφάλαιο 6, που ακυρώνει με

δυναμικό τρόπο την εσωτερική μοναδικότητα.

Βέβαια, γνωρίζοντας την ορθότητα της Γενικής Σχετικότητας στις κατάλληλες ενεργειακές κλίμα-

κες, κάθε τροποποιημένη θεωρία βαρύτητας πρέπει να χαρακτηρίζεται από συγκεκριμένα όρια α-

νάκτησης των αποτελεσμάτων της Γενικής Σχετικότητας. Πράγματι, ένα σημαντικό χαρακτηριστι-

κό των (περισσοτέρων) θεωριών βαθμωτού τανυστή είναι ότι καταλήγουν με συνεχή τρόπο στη

δράση Einstein-Hilbert όταν το πεδίο παύει να είναι δυναμικό. ΄Ομως, η εξήγηση της συνεχούς
αυτής μετάβασης στο χώρο των δράσεων θα λέγαμε ότι είναι μάλλον πρόχειρη. ΄Οπως δείξαμε, είναι

ο λόγος των σταθερών σύζευξης της θεωρίας ως προς τη φυσική κλίμακα της δράσης Einstein-
Hilbert που έχει κυρίαρχο ρόλο στην ανάκτηση των τοπικών λύσεων της Γενικής Σχετικότητας
καί είναι αυτός ο λόγος που καθορίζει την ορθότητα της όποιας (μη-)διαταρακτικής προσέγγισης

νέων λύσεων.

Εκτός των λύσεων μελανών οπών όμως, η Γενική Σχετικότητα επίσης δεν υποστηρίζει άλλα συ-

μπαγή αντικείμενα όπως σκουληκότρυπες, κανονικοποιημένες μελανές οπές ή βαρυτικά μονόπολα.

Θυμίζουμε ότι στην περίπτωση των βαρυτικών μονοπόλων, η Γενική Σχετικότητα τα καθιστά α-

σταθή λόγω αρνητικής μάζας [215], ενώ ή ύπαρξη σκουληκότρυπας ή κανονικοποιημένης μελανής

οπής απαιτεί την εισαγωγή phantom πεδίου [421], κάτι το οποίο, εκτός του ότι παραβιάζει ισχυρά
τις ενεργειακές συνθήκες, είναι γνωστό ότι δημιουργεί βαρυτικά ασταθείς γεωμετρίες[349]. Πα-

ρόλαυτά, πρόσφατες παρατηρήσεις [422, 36] επιβεβαιώνουν την ύπαρξη συμπαγών αντικειμένων στο

σύμπαν μεταξύ των ορίων μάζας μελανής οπής και αστέρα νετρονίων, των οποίων δεν γνωρίζουμε

τη γεωμετρική τους δομή. Στα πλαίσια αυτά, κληθήκαμε να μελετήσουμε πιο εξωτικά συμπαγή

αντικείμενα, όπως τα καθολικά μονόπολα στο κεφάλαιο 3, οι προσπελάσιμες σκουληκότρυπες του

κεφαλαίου 5 και οι κανονικοποιημένες μελανές οπές και οι σολιτονικές λύσεις στο κεφάλαιο 6.

Τα αποτελέσματα της διατριβής υποδεικνύουν όλα με αυτοσυνεπή τρόπο ότι η μη-διαταρακτική

προσέγγιση των τοπικών λύσεων στις τροποποιημένες θεωρίες βαρύτητας που μελετάμε οδηγεί σε

νέα μη-τετριμμένα χαρακτηριστικά και πλούσια φυσικά φαινόμενα που διαφοροποιούνται ισχυρά από

τα αποτελέσματα της Γενικής Σχετικότητας υπό συνθήκες ισχυρής βαρύτητας. Για το λόγο αυτό,

καταλήγουμε ότι μία τροποποιημένη θεωρία βαρύτητας οφείλει να αντιμετωπίζεται ως ολότητα και

όχι απλά ως διορθώσεις πάνω στη Γενική Σχετικότητα προκειμένου να εξάγουμε νέες προβλέψεις.

΄Αμεση συνέπεια αυτού είναι κάτι το οποίο έχουμε προαναφέρει αρκετές φορές μέσα στο κείμενο.

Οι θεωρίες βαθμωτού τανυστή δεν πρέπει να αντιμετωπίζονται ως θεωρίες βαρύτητας με επέκταση
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κάποιου πεδίου ύλης, αλλά να αναγνωρίζονται ως μία θεωρία της οποίας οι βαθμοί ελευθερίας

αποτελούν μία ενιαία διπλέτα, (gµν ,Φ), που περιγράφει τις βαρυτικές αλληλεπιδράσεις.

Παρόλαυτά, είναι σαφές ότι η μελέτη των αντικειμένων αυτών οφείλει να συνεχιστεί προκειμένου

να έχουμε μία ξεκάθαρη εικόνα των τοπικών λύσεων της εκάστοτε θεωρίας. Υπάρχει αναλυτική

ισχυρά περιστρεφόμενη λύση στη θεωρία Chern-Simons; Διατηρεί τα χαρακτηριστικά που εξάγα-
με; Εμφανίζει η λύση την ιδιότητα κυκλικότητας ή προβλέπει χαοτικά φαινόμενα στις τροχιές γύρω

από τη μελανή οπή; Ποια είναι η απόκριση των βαρυτικών μονοπόλων κάτω από διαταραχές στην

τετραδιάστατη θεωρία Gauss-Bonnet; Είναι ευσταθή; Ποιες είναι οι θερμοδυναμικές ιδιότητες με-
λανών οπών με πρωτεύον βαθμωτό φορτίο; Μπορούμε να σταθεροποιήσουμε λύσεις προσπελάσιμης

σκουληκότρυπας στη θεωρία Beyond Horndeski; Υπάρχουν άλλες αναλυτικές λύσεις με πρωτεύον
βαθμωτό φορτίο στη περίπτωση της θραύσης της συμμετρίας ομοτιμίας; Μπορούμε να συνδέσουμε

τη θεωρία Lovelock με τις επεκτάσεις των θεωριών Horndeski; Υπάρχει ξεκάθαρο πλαίσιο θεωριών
που ικανοποιεί τις ενεργειακές συνθήκες;

Είναι μάλλον παράδοξο ότι τελειώνοντας τη διατριβή παραμένουν ακόμα τόσα ερωτήματα. Θα

λέγαμε όμως ότι είναι ένα ευτυχές γεγονός. Πράγματι, το ενδιαφέρον της επιστημονικής περιέργειας

ήταν πάντα το πόσα λίγα ξέρουμε για το αντικείμενο που μελετάμε, αναγνωρίζοντας πάντα όμως

αυτά τα οποία καταλαβαίνουμε. Οι επιτυχίες, αλλά και οι αποτυχίες και οι ερευνητικές προσπάθειες

αποτελούν τα στοιχεία δομής του μέλλοντος της κάθε επιστήμης. Ολοκληρώνουμε τη διατριβή αυτή

ευχαριστώντας τον αναγνώστη που έφτασε στο σημείο αυτό και αναμένουμε με ενθουσιασμό την

αντιμετώπιση των παραπάνω ζητημάτων μετά το πέρας του διδακτορικού.

115



116



Κεφάλαιο 8

Παραρτήματα
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Παράρτημα Αʹ

Ιδιότητες του όρου Chern-Simons
και του τανυστή Cotton

Στην ανάλυση μας θα ακολουθήσουμε την υπογραφή Lorentz , όπου η μετρική έχει μία αρνητική
ιδιοτιμή, (−,+,+,+), και ο τανυστής Riemann δίνεται μέσω της σχέσης

Rρ
σµν = ∂µΓ

ρ
σν + Γρ

ξµΓ
ξ
σν − . . . . (Αʹ.1)

Ο τανυστής Cotton προκύπτει από τη μεταβολή της δράσης Chern-Simons (2.3). Συγκεκριμένα,
είναι ο τανυστής ενέργειας ορμής από τη μεταβολή του όρου bRCS ως προς το μετρικό τανυστή

gµν . Χρησιμοποιώντας τους ορισμούς που δώθηκαν στο κεφάλαιο 2,

R̃α
βγδ =

1

2
Rα

βρσε
ρσ

γδ ,

όπου ερσκλ είναι ο συναλλοίωτος τανυστής Levi-Civita υπό τη σύμβαση ότι ε0123 =
√
−g, που

σημαίνει ότι ε0123 =
−1√
−g
, έχουμε ότι

δ
(
A

∫
d4x

√
−g b(x)Rµνρσ R̃µνρσ

)
≡ 4A

∫
d4x

√
−g Cµν δgµν = −4A

∫
d4x

√
−g Cµν δg

µν .

(Αʹ.2)

Η ποσότητα Cµν είναι ο τανυστής Cotton που δίνεται από τη σχέση

Cµν = −1

2
∇α
[
(∇βb)R̃αµβν + (∇βb)R̃ανβµ

]
. (Αʹ.3)

Κατά της εξαγωγή του παραπάνω αποτελέσματος, χρησιμοποιήθηκε η μεταβολή του τανυστή Rie-
mann και η ταυτότητα Bianchi , εβαρσ ∇αR

µν
ρσ = 0, όπου αγνοήθηκαν οι επιφανειακοί όροι στο

άπειρο που προέκυψαν από τις αντίστοιχες ολοκληρώσεις κατά μέλη της μεταβολής της δράσης.

Από τη μορφή του τανυστή Cotton , (Αʹ.3), μπορεί κανείς να επιβεβαιώσει άμεσα ότι το ίχνος του
μηδενίζεται, gµν Cµν = 0

Cµν = −1

4
∇α

[
(∇βb)(Ra

µγδε
γδ

βν +Ra
νγδε

γδ
βµ)
]

=⇒ gµνCµν =
1

2
∇α

[
(∇βb)(R

a
µγδ)ε

µγδβ
]
= 0 . (Αʹ.4)
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Η τελευταία ισότητα προκύπτει μέσω των συμμετριών του τανυστή Riemann. Συγκεκριμένα, θυ-
μίζουμε ότι Rα

[µνρ] = 0, όπου [. . . ] περιγράφει την πλήρη αντισυμμετρικοποίηση των δεικτών, που
σημαίνει ότι

Rα
κλξ ε

κλξσ = 0 . (Αʹ.5)

Μία δεύτερη σημαντική ιδιότητα είναι ο συναλλοίωτος κανόνας μη-διατήρησης του τανυστή Cotton
, που αποδεικνύουμε παρακάτω για πληρότητα

∇µC
µν = −1

2
∇µ∇ρ

[
(∇σb)(R̃

ρµσν + R̃ρνσµ)
]

= −1

2
∇µ∇ρ

[
(∇σb)R̃

ρµσν
]
− 1

2
∇µ∇ρ

[
(∇σb)R̃

ρνσµ
]

= −1

2

(
∇[µ∇ρ]

) [
(∇σb)R̃

ρµσν
]
− 1

2
(∇µ∇ρ −∇ρ∇µ)

[
(∇σb)R̃

ρνσµ
]
− 1

2
∇ρ∇µ

[
(∇σb)R̃

ρνσµ
]

= −1

2
(∇µ∇ρ −∇ρ∇µ)

[
(∇σb)(R̃

ρνσµ +
1

2
R̃ρµσν)

]
= −∇σb

2

[
−Rξµ

(
R̃ξνσµ +

R̃ξµσν

2

)
+Rν

ξµρ

(
R̃ρξσµ +

R̃ρµσξ

2

)
+Rξρ

(
R̃ρνσξ +

R̃ρξσν

2

)]

= −∂σb
2

[
Rν

ξµρ

(
R̃ρξσµ +

R̃ρµσξ

2

)]
= −∂σb

4

[
R̃ρξσµ(Rν

ξµρ −Rν
ρµξ) +Rν

ξµρR̃
ρµσξ

]
= −∂σb

4

[
R̃ρξσµRν

µξρ +Rν
ξµρR̃

ρµσξ
]
= −∂σb

2
R̃ρξσµRν

µξρ = −∂σb
2
R̃ρ σµ

ξ Rξ ν
ρ µ = −1

4
(∂νb)RCS .

όπου στη τελευταία γραμμή χρησιμοποιήσαμε τη ταυτότητα

R̃ρ σµ
ξ Rξ ν

ρ µ =
1

4
gσνR̃ρ λµ

ξ Rξ
ρλµ =

1

2
gσνRCS . (Αʹ.6)

Το μηδενικό ίχνος του τανυστή Cotton μπορεί να επιβεβαιωθεί και μέσω του γεγονότος ότι ο
όρος

√
|g|bRCS παραμένει αναλλοίωτος κάτω από σύμμορφους μετασχηματισμούς. Οι πράξεις

είναι ιδιαιτέρα χρονοβόρες αλλά τις παρουσιάζουμε εδώ για πληρότητα.

΄Εστω ο σύμμορφος μετασχηματισμός

gµν → Ω2gµν

που δίνει ότι

Γα
µν → Γα

µν+C
α
µν , ϵαβγδ → Ω−4ϵαβγδ, Cα

µν = (∇µ log Ω)δ
α
ν+(∇ν log Ω)δ

α
µ−(∇β log Ω)g

αβgµν

Επαναορίζουμε για λόγους ευκολίας:

χ = logΩ, χµ ≡ ∇µχ (Αʹ.7)

Τότε ο τανυστής Riemann μετασχηματίζεται ως

Rρ
σµν → Rρ

σµν +∇µC
ρ
σν −∇νC

ρ
σµ + Cρ

κµC
κ
σν − Cρ

κνC
κ
σµ (Αʹ.8)

Αντίμετωπίζοντας τον υπολογισμό ανά εκάστοτε όρο έχουμε

• ∇µC
ρ
σν = χµσδ

ρ
ν + χµνδ

ρ
σ − χβµg

ρβgσν
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• ∇νC
ρ
σµ = χνσδ

ρ
µ + χνµδ

ρ
σ − χβνg

ρβgσµ

• Cρ
κµCκ

σν = 2χνχσδ
ρ
µ − χκχ

κδρµgσν + χµχσδ
ρ
ν + χµχνδ

ρ
σ − χσχβg

ρβgµν − χβχνg
ρβgσµ

• Cρ
κνCκ

σµ = 2χµχσδ
ρ
ν − χκχ

κδρνgσµ + χνχσδ
ρ
µ + χνχµδ

ρ
σ − χσχβg

ρβgνµ − χβχµg
ρβgσν

΄Αρα,

Rρ
σµν → Rρ

σµν + χµσδ
ρ
ν − χβµg

ρβgσν − χνσδ
ρ
µ + χβνg

ρβgσµ

+ χνχσδ
ρ
µ − χκχ

κδρµgσν − χβχνg
ρβgσµ − χµχσδ

ρ
ν + χκχ

κδρνgσµ + χβχµg
ρβgσν
(Αʹ.9)

ή σε μία πιο συμπαγή μορφή

Rρ
σµν → Rρ

σµν + δρµ(χνχσ − χνσ − χαχαgσν)

− δρν(χµχσ − χµσ − χαχαgσµ)

− gσµ(χ
ρχν − χρ

ν)

+ gσν(χ
ρχµ − χρ

µ)

(Αʹ.10)

Αντίστοιχα, έχουμε

Rσ
ρκλ → Rσ

ρκλ + δσκ(χλχρ − χλρ − χβχβgρλ)

− δσλ(χκχρ − χκρ − χβχβgκρ)

− gρκ(χ
σχλ − χσ

λ)

+ gρλ(χ
σχκ − χσ

κ)

(Αʹ.11)

Επαναορίζουμε για ευκολία

Kρ
σµν = δρµ(χνχσ − χνσ − χαχαgσν), Lρ

σµν = gσν(χ
ρχµ − χρ

µ) (Αʹ.12)

Τότε, ο όρος RCS μετασχηματίζεται ως

RCS → 1

4
Ω−4ϵµνκλ(Rρ

σµν+K
ρ
σµν−Kρ

σνµ+L
ρ
σµν−Lρ

σνµ)(R
σ
ρκλ+K

σ
ρκλ−Kσ

ρλκ+L
σ
ρκλ−Lσ

ρλκ)

(Αʹ.13)

Χρησιμοποιώντας την αντισυμμετρία του τανυστή Levi-Civita, βρίσκουμε την πιο απλή σχέση:

RCS → 1

4
Ω−4ϵµνκλ(Rρ

σµν + 2Kρ
σµν + 2Lρ

σµν)(R
σ
ρκλ + 2Kσ

ρκλ + 2Lσ
ρκλ) (Αʹ.14)

Λόγω ξανά της αντισυμμετρίας, παρατηρούμε ότι

• ϵµνκλKρ
σµνKσ

ρκλ = 0

• ϵµνκλLρ
σµνLσ

ρκλ = 0

• ϵµνκλKρ
σµνLσ

ρκλ = 0
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΄Αρα,

RCS → 1

4
Ω−4ϵµνκλ(Rρ

σµνR
σ
ρκλ + 2Rρ

σµνK
σ
ρκλ + 2Rρ

σµνL
σ
ρκλ + 2Kρ

σµνR
σ
ρκλ + 2Lρ

σµνR
σ
ρκλ)

(Αʹ.15)

Τέλος, παρατηρούμε ότι

ϵµνκλRρ
σµνK

σ
ρκλ = ϵµνκλRσ

ρµνK
ρ
σκλ = ϵκλµνRσ

ρκλK
ρ
σµν = ϵµνκλRσ

ρκλK
ρ
σµν (Αʹ.16)

και επομένως έχουμε

RCS → 1

4
Ω−4ϵµνκλ(Rρ

σµνR
σ
ρκλ + 4Kρ

σµνR
σ
ρκλ + 4Lρ

σµνR
σ
ρκλ) (Αʹ.17)

Ξανά, ο κάθε όρος ξεχωριστά δίνει

• ϵµνκλKρ
σµνRσ

ρκλ = ϵµνκλRσ
ρκλδ

ρ
µ(χνχσ − χνσ − χαχαgσν) = 0 λόγω ταυτότητας Bianchi.

• ϵµνκλLρ
σµνRσ

ρκλ = ϵµνκλRσ
ρκλgσν(χ

ρχµ − χρ
µ) = 0 λόγω ταυτότητας Bianchi.

Οπότε έχουμε ότι

RCS → 1

4
Ω−4ϵµνκλ(Rρ

σµνR
σ
ρκλ) = Ω−4RCS , (Αʹ.18)

όπως αναμενόταν, και συνεπώς√
|g|RCS →

√
|g|Ω4Ω−4RCS =

√
|g|RCS . (Αʹ.19)

Τέλος, αποδεικνύουμε την τοπολογική προέλευση του RCS .

Το τοπολογικό ρεύμα της πυκνότητας Pontryagin δίνεται από τη σχέση

Kα = ϵαβγδ
[
Γκ

βλ∂γΓ
λ
δκ +

2

3
Γκ

βλΓ
λ
γµΓ

µ
δκ

]
= ϵαβγδK̃βγδ (Αʹ.20)

όπου ϵαβγδ είναι ο τανυστής Levi-Civita υπό ϵαβγδ =
εαβγδ√

|g|
, με ε0123 = −1.

Η απόκλιση του τοπολογικού ρεύματος μας δίνει την πυκνότητα Pontryagin :

∇αK
α =

1√
|g|
∂α(
√
|g|Kα)

=
1√
|g|
∂α(
√
|g|ϵαβγδK̃βγδ)

=
1√
|g|
∂α(ε

αβγδK̃βγδ)

= ϵαβγδ∂αK̃βγδ

= ϵαβγδ
[
(∂αΓ

κ
βλ)(∂γΓ

λ
δκ) + Γκ

βλ(∂α∂γΓ
λ
δκ) +

2

3
∂α(Γ

κ
βλΓ

λ
γµΓ

µ
δκ)

]
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Ο δεύτερος όρος στην αγκύλη μηδενίζεται αφού ο τελεστής ∂α∂γ είναι συμμετρικός στην εναλλαγή
δεικτών και είναι συναιρεμένος με τον τανυστή Levi-Civita . ΄Εχουμε λοιπόν:

∇αK
α = ϵαβγδ

[
(∂αΓ

κ
βλ)(∂γΓ

λ
δκ) +

2

3
∂α(Γ

κ
βλΓ

λ
γµΓ

µ
δκ)

]
= ϵαβγδ

[
(∂αΓ

κ
βλ)(∂γΓ

λ
δκ) +

2

3
∂α(Γ

κ
βλ)Γ

λ
γµΓ

µ
δκ +

2

3
Γκ

βλ∂α(Γ
λ
γµ)Γ

µ
δκ +

2

3
Γκ

βλΓ
λ
γµ∂α(Γ

µ
δκ)

]

Για να συνεχίσουμε, επιλέγουμε τον ακόλουθο επαναορισμό που θα μας είναι ιδιαίτερα χρήσιμος.

Ορίζουμε τους 4 × 4 πίνακες Gµ = (Γα
β)µ και Dµν = ∂µ(Γ

α
β)ν . Τότε, οι όροι στις αγκύλες

ξαναγράφονται ως

∇αK
α = ϵαβγδTr[DαβDγδ +

2

3
DαβGγGδ +

2

3
GβDαγGδ +

2

3
GβGγDαδ]

= ϵαβγδ
{
Tr[DαβDγδ] +

2

3
Tr[DαβGγGδ] +

2

3
Tr[GβDαγGδ] +

2

3
Tr[GβGγDαδ]

}
= ϵαβγδ

{
Tr[DαβDγδ] +

2

3
Tr[DαβGγGδ] +

2

3
Tr[DαγGδGβ] +

2

3
Tr[DαδGβGγ ]

}

όπου στη τελευταία γραμμή χρησιμοποιήσαμε τη συμμετρία ολίσθησης του τελεστή ίχνους. Οι

τελευταίοι τρεις όροι ξαναγράφονται ως

2

3
Tr[DαβGγGδ]ϵ

αβγδ +
2

3
Tr[DαγGδGβ]ϵ

αβγδ +
2

3
Tr[DαδGβGγ ]ϵ

αβγδ

=
2

3
Tr[DαβGγGδ]ϵ

αβγδ +
2

3
Tr[DαβGγGδ]ϵ

αδβγ +
2

3
Tr[DαβGγGδ]ϵ

αγδβ

=
2

3
Tr[DαβGγGδ]ϵ

αβγδ +
2

3
Tr[DαβGγGδ]ϵ

αβγδ +
2

3
Tr[DαβGγGδ]ϵ

αβγδ

= 2Tr[DαβGγGδ]ϵ
αβγδ

΄Αρα, η εξίσωση μας είναι απλά η

∇αK
α = ϵαβγδTr[DαβDγδ + 2DαβGγGδ +GαGβGγGδ]

όπου εισάγαμε τον τελευταίο όρο με το χέρι καθώς μηδενίζεται ταυτοτικά. Μπορούμε τώρα να

ξεκινήσουμε τον υπολογισμό. Στα παρακάτω, περνάμε το σύμβολο ϵ, όταν χρησιμοποιούμε τις
συμμετρίες του Levi-Civita και το σύμβολο T όταν χρησιμοποιούμε τις ιδιότητες του τελεστή
ίχνους.

∇αK
α = ϵαβγδTr[DαβDγδ + 2DαβGγGδ +GαGβGγGδ]

ϵ
= ϵαβγδTr[DαβDγδ +DαβGγGδ +DγδGαGβ +GαGβGγGδ]

T
= ϵαβγδTr[DαβDγδ +DαβGγGδ +GαGβDγδ +GαGβGγGδ]

ϵ
= ϵαβγδTr

1

4
[(Dαβ −Dβα)(Dγδ −Dδγ) + (Dαβ −Dβα)(GγGδ −GδGγ)

+ (GαGβ −GβGα)(Dγδ −Dδγ) + (GαGβ −GβGα)(GγGδ −GδGγ)]

= ϵαβγδ
1

4
Tr[(Dαβ −Dβα +GαGβ −GβGα)(Dγδ −Dδγ +GγGδ −GδGγ)]
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Εισάγουμε τώρα τους ορισμούς για τους πίνακες Dαβ και Gα, και καταλήγουμε στο

∇αK
α = ϵαβγδ

1

4
(∂αΓ

κ
λβ + Γκ

ξαΓ
ξ
λβ − (α↔ β))(∂γΓ

λ
κδ + Γλ

σγΓ
σ
κδ − (γ ↔ δ))

= ϵαβγδ
1

4
Rκ

λαβR
λ
κγδ

που μας δίνει το αναμενόμενο αποτέλεσμα

∇αK
α =

1

2
Rκ

λαβR̃
λ αβ
κ = RCS (Αʹ.21)

όπου

R̃λ αβ
κ =

1

2
Rλ

κγδϵ
αβγδ

(Αʹ.22)
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Παράρτημα Βʹ

Λύση του αξιονίου στην αργά

περιστρεφόμενη γεωμετρία Kerr

Στο παράρτημα αυτό παρουσιάζουμε αναλυτική τη λύση της διαφορικής (2.28). Προφανώς, το

πρώτο βήμα είναι να λυθεί η ομογενής διαφορική,

−2u(r) + 2(r −M)u′(r) + (r2 − 2Mr)u′′(r) = 0 . (Βʹ.1)

Τονίζουμε ότι μία ειδική λύση είναι η u1 = c1

(
r −M

M

)
. Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε αυτή

τη λύση για να απλοποιήσουμε τη διαφορική μέσω της σχέσης u = u1(r)z(r). Τότε, η διαφορική
γράφεται ως

1

M

[
2(M2 − 4Mr + 2r2)z′ + r(2M2 − 3Mr + r2)z′′

]
= 0 , (Βʹ.2)

που σημαίνει ότι

(ln z′) =

∫
8Mr − 2M2 − 4r2

(r − 2M)(r −M)r
dr = − ln[r(r − 2M)(r −M)2] + c2

=⇒ z′ =
c2

r(r − 2M)(r −M)2

z =
c2

(r −M)M2
+

c2
2M3

ln

[
1− 2M

r

]
+ c3 ,

και άρα η ομογενής λύση είναι η

uh = c1u1(r) + c2u2(r) , (Βʹ.3)

όπου

u1(r) =

(
r −M

M

)
, u2(r) = 1 +

1

2M
(r −M) ln

[
1− 2M

r

]
. (Βʹ.4)

Για να εξάγουμε τη πλήρη λύση, θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο μεταβολής παραμέτρων. Θεωρο-

ύμε ότι η γενική λύση της διαφορικής δίνεται μέσω της σχέσης

u(r) = C1(r)u1(r) + C2(r)u2(r) . (Βʹ.5)
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Τότε, τα C1(r), C2(r) λύνονται από το σύστημα

C ′
1(r)u1(r) + C ′

2(r)u2(r) = 0 , (Βʹ.6)

C ′
1(r)u

′
1(r) + C ′

2(r)u
′
2(r) =

144M2

r5(r2 − 2Mr)
. (Βʹ.7)

Συνεπώς, [
C ′
1

C ′
2

]
=

1

W

[
u′2 −u2
−u′1 u1

][
0

144M2

r5(r2−2Mr)

]
, (Βʹ.8)

όπου W είναι η Wronskian των λύσεων μας. Το σύστημα λύνεται πλέον έυκολα και δίνει το
αποτέλεσμα

C1(r) =
81M

2r4
− 5

r3
− 15

4Mr2
− 15

4M2r
+ ln

(
1− 2M

r

)
6(4r − 3M)

r4
− 15

8M3
ln

(
1− 2M

r

)
+ c1 ,

(Βʹ.9)

C2(r) =
36M

r4
− 48

r3
+ c2 . (Βʹ.10)

Χρησιμοποιώντας τη σχέση (Βʹ.5), βρίσκουμε ότι η πλήρης λύση είναι η

u(r) = −c1+c2−
15

4M3
−9M

2r4
− 5

2r3
− 5

4Mr2
+c1

r

M
+ln

(
1− 2M

r

)[
15

8M3
− c2

2

]
+ln

(
1− 2M

r

)[
c2r

2M
− 15r

8M4

]
.

(Βʹ.11)

Για να ακυρώσουμε τους όρους με την αποκλίνουσα συμπεριφορά, θέτουμε τις σταθερές ολοκλήρω-

σης c1 = 0 και c2 =
15

4M3
καταλήγοντας στην ασυμπτωτική λύση του αξιονίου

u(r) = −9M

2r4
− 5

2r3
− 5

4Mr2
. (Βʹ.12)
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Παράρτημα Γʹ

Σύγκλιση της διόρθωσης στη

γεωμετρία της τοπικής λύσης στη

θεωρία Chern-Simons

Η διόρθωση που εμφανίζεται στο στοιχείο gtϕ της μετρικής της λύσης της θεωρίας Chern-Simons
είναι δίνεται από τη σχέση:

gtϕ = r2
(
−2M

r3
− w(r)

)
a sin2(θ) ≡

(
−2M

r
− w̃(r)

)
a sin2(θ), w̃(r) =

∞∑
n=4

dnM
n−2

rn−2
,

(Γʹ.1)

όπου οι συντελεστές dn ορίζονται μέσω της αναδρομικής σχέσης:

dn =
2(n− 5)2(n− 1)

n(n− 6)(n− 3)
dn−1 +

576γ2

n(n− 3)
dn−6, όπου n ≥ 10 , (Γʹ.2)

με αρχικές συνθήκες:

d4 = d5 = 0 , d6 = −5γ2 , d7 = −60γ2

7
, d8 = −27γ2

2
, d9 = 0 (Γʹ.3)

όπου η παράμετρος γ ∈ R.

Θα χρησιμοποιήσουμε για ευκολία την αδιάστατη συντεταγμένη r → r/M , που σημαίνει ότι

w̃(r) =
∞∑
n=4

dn
rn−2

. (Γʹ.4)

Παρακάτω παρουσιάζουμε τη σύγκλιση της εν λόγω σειράς για κάθε r ≥ 2 για κάθε γ ∈ R.

Τονίζουμε αρχικά ότι dn ≤ 0 , ∀n. Οπότε, μέσω του επαναορισμού cn = −dn, για τον οποίο
cn ≥ 0, ∀n, έχουμε ως προς τους συντελεστές cn ότι η διόρθωση είναι

w̃(r) = −
∞∑
n=4

cn
rn−2

(Γʹ.5)
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όπου

cn = ancn−1 + bncn−6, για n ≥ 10 , (Γʹ.6)

με

an =
2(n− 5)2(n− 1)

n(n− 6)(n− 3)
bn =

576γ2

n(n− 3)
, (Γʹ.7)

και αρχικές συνθήκες:

c4 = c5 = 0 , c6 = 5γ2 , c7 =
60γ2

7
, c8 =

27γ2

2
, c9 = 0 (Γʹ.8)

Ας ορίσουμε τώρα την παρακάτω ακολουθία:

Σ̃N =

N∑
n=4

cn
rn−2

Εφόσον οι όροι cn/r
n−2
είναι μη αρνητικοί, η ακολουθία Σ̃N είναι αύξουσα, που σημαίνει ότι

Σ̃N+1 ≥ Σ̃N , ∀N ∈ N.

Για αύξουσες ακολουθίες έχουμε το θεώρημα:

Θεώρημα: Μία άυξουσα ακολουθία τείνει είτε σε πεπερασμένο όριο είτε στο +∞.

΄Αρα, απαραίτητη και επαρκής συνθήκη για τη σύγκλιση της Σ̃ είναι να δείξουμε ότι είναι φραγμένη,
δηλαδή υπάρχει ένας πεπερασμένος θετικός αριθμός N , τέτοιος ώστε:

Σ̃ =

∞∑
n=4

cn
rn−2

≤ N

Πρόταση 1: Αν η
∑∞

n=4
cn

2n−2 συγκλίνει, τότε
∑∞

n=4
cn

rn−2 συγκλίνει ∀r ≥ 2.

Απόδειξη. ΄Εστω
∑∞

n=4
cn

2n−2 ≤ K, όπου K πεπερασμένο. Για r > 2 → 1/rn−2 < 1/2n−2 →
cn/r

n−2 ≤ cn/2
n−2 ∀n ≥ 4, όπου η ισότητα ισχύει στη περίπτωση του cn = 0. Επομένως,

∞∑
n=4

cn
rn−2

≤
∞∑
n=4

cn
2n−2

⇒
∞∑
n=4

cn
rn−2

≤ K

που σημαίνει ότι
∑∞

n=4
cn

rn−2 συγκλίνει ∀r > 2.

Με βάση τη παραπάνω πρόταση μπορούμε τώρα να εξάγουμε τη σύγκλιση της σειράς

Σ =
∞∑
n=4

cn
2n−2

Για την an και bn, έχουμε ότι:
1) an → 2, όταν n→ +∞
2) bn → 0, όταν n→ +∞
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άρα, και η an και η bn συγκλίνουν.

Χρησιμοποιούμε τώρα το αποτέλεσμα ότι αν μία ακολουθία sn συγκλίνει, δηλαδή έχει πεπερασμένο
όριο s όταν το n→ ∞, τότε η sn είναι φραγμένη.

Αυτό σημαίνει ότι, αφού an, bn συγκλίνουν, είναι επίσης φραγμένα, που σημαίνει ότι υπάρχουν
k1, k2, τέτοια ώστε

|an| ≤ k1 and |bn| ≤ k2 ∀n ∈ N (Γʹ.9)

Πρόταση 2: Η ακολουθία cn είναι φραγμένη μέσω επαγωγής.

Απόδειξη. ΄Εστω μία υποακολουθία cN−6, ...cN−1, για κάποιο N , που είναι φραγμένη, δηλαδή υ-
πάρχει N ′

, τέτοιο ώστε

|cN−6| , |cN−5| , ..., |cN−1| ≤ N ′

.

Τότε, χρησιμοποιώντας την τριγωνική ανισότητα

|cN | ≤ |aN | |cN−1|+ |bN | |cN−6| ⇒ |cN | ≤ (k1 + k2)N
′ ⇒|cN | ≤ M̃ ,

όπου M̃ = (k1 + k2)N
′
είναι πεπερασμένο.

Επομένως, εφόσον η υποακολουθία υπάρχει για N = 10, αφού c4, ..., c9 είναι πεπερασμένα, έχουμε
μέσω επαγωγής ότι υπάρχει ένα πεπερασμένο D, τέτοιο ώστε

|cn| ≤ D, ∀n ≥ 10

που σημαίνει ότι η cn είναι φραγμένη ∀n ≥ 4.

΄Αρα, αφού η cn είναι φραγμένη και μη-αρνητική, υπάρχει D > 0, τέτοιο ώστε:

0 ≤ cn ≤ D ,∀ n ≥ 4

Συενπως,

Σ =
∞∑
n=4

cn
2n−2

≤ D
∞∑
n=4

(
1

2

)n−2

,

δηλαδή

Σ ≤ D
∞∑
n=2

(
1

2

)n

.

Γνωρίζουμε για τη γεωμετρική σειρά ότι

∞∑
n=0

xn =
1

1− x
, για − 1 < x < 1

΄Αρα, για x = 1/2, επιβεβαιώνουμε ότι:

∞∑
n=2

(
1

2

)n

=
1

2
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που σημαίνει

Σ =
∞∑
n=4

cn
2n−2

≤ D
2
,

και άρα η σειρά Σ είναι φραγμένη.

Αυτό επιβεβαιώνει το αποτέλεσμα ότι η σειρά w̃(r), και άρα και η w(r) (2.24), συγκλίνει ∀r ≥ 2
και ∀γ ∈ R.
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Παράρτημα Δʹ

Κανόνες μετασχηματισμού

βαρυτικών τανυστών κάτω από

δύσμορφους μετασχηματισμούς

γεωμετρίας

Θα χρησιμοποιήσουμε για ευκολία την περίπτωση των παθητικών δύσμορφων μετασχηματισμών.

Ο πιο γενικός δύσμορφος μετασχηματισμός γεωμετρίας που μπορούμε να μελετήσουμε δίνεται από

την απεικόνιση

ĝµν = gµν + dµν . (Δʹ.1)

Παρατηρούμε ότι η εν λόγω μορφή είναι αρκετά γενική για να μας αναπαράγει το δύσμορφο μετα-

σχηματισμό του Bekenstein , ĝµν = Ω2gµν −W∂µΦ∂νΦ όταν dµν = (Ω2 − 1)gµν −W∂µΦ∂νΦ.
Προφανώς, ο μετασχηματισμός πρέπει να είναι τέτοιος ώστε να ορίζεται με τανυστικό τρόπο η

αντίστροφη δύσμορφη γεωμετρία ĝµν . Θα θεωρήσουμε μόνο τέτοιου είδους περιπτώσεις.

Χρησιμοποιώντας την (Δʹ.1), υπολογίζουμε τα μετασχηματισμένα σύμβολα Christoffel

Γ̂α
µν =

1

2
ĝαβ(∂µĝβν + ∂ν ĝβµ − ∂β ĝµν)

=
1

2
ĝαβ

(
∇µĝβν + Γρ

βµĝρν + Γρ
µν ĝβρ

+∇ν ĝβµ + Γρ
βν ĝρµ + Γρ

µν ĝβρ

−∇β ĝµν − Γρ
βµĝρν − Γρ

βν ĝρµ

)
=

1

2
ĝαβ(∇µĝβν +∇ν ĝβµ −∇β ĝµν) +

1

2
Γρ

µν(ĝ
αβ ĝβρ + ĝαβ ĝβρ)

= Γα
µν +

1

2
ĝαβ(∇µĝβν +∇ν ĝβµ −∇β ĝµν)

και καταλήγουμε στη σχέση

Γ̂α
µν = Γα

µν +Dα
µν , Dα

µν =
1

2
ĝαβ(∇µĝβν +∇ν ĝβµ −∇β ĝµν). (Δʹ.2)
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Δωσμένης της εξίσωσης (Δʹ.2), ο Riemann είναι εύκολο να υπολογιστεί ακολούθως

R̂ρ
σµν = ∂µΓ̂

ρ
σν − ∂νΓ̂

ρ
σµ + Γ̂ρ

κµΓ̂
κ
σν − Γ̂ρ

κνΓ̂
κ
σµ

= ∂µΓ
ρ
σν + ∂µD

ρ
σν − ∂νΓ

ρ
σµ − ∂νD

ρ
σµ +

(
Γρ

κµ +Dρ
κµ

)
(Γκ

σν +Dκ
σν)− (Γρ

κν +Dρ
κν)
(
Γκ

σµ +Dκ
σµ

)
= ∂µΓ

ρ
σν − ∂νΓ

ρ
σµ + Γρ

κµΓ
κ
σν − Γρ

κνΓ
κ
σµ

+ ∂µD
ρ
σν + Γρ

κµD
κ
σν − Γκ

σµD
ρ
κν − ∂νD

ρ
σµ − Γρ

κνD
κ
σµ + Γκ

σνD
ρ
κµ +Dρ

κµD
κ
σν −Dρ

κνD
κ
σµ ,

όπου έχουμε συνεπώς

→ R̂ρ
σµν = Rρ

σµν +∇µD
ρ
σν −∇νD

ρ
σµ +Dρ

κµD
κ
σν −Dρ

κνD
κ
σµ. (Δʹ.3)

Τονίζουμε ότι υπάρχει και ένας δεύτερος τρόπος να εκφράσουμε τον δύσμορφο μετασχηματισμό

του τανυστή Riemann που είναι ιδιαίτερα βοηθητικός στην εξαγωγή των δύσμορφων πλαισίων
Horndeski. Παρατηρούμε πρώτα ότι από την (Δʹ.2), έχουμε ότι

∇µD
ρ
σν = ∇̂µD

ρ
σν −Dρ

κµD
κ
σν + 2Dκ

µ(σD
ρ
ν)κ (Δʹ.4)

που σημαίνει απλώς ότι

∇µD
ρ
σν −∇νD

ρ
σµ =∇̂µD

ρ
σν −Dρ

κµD
κ
σν +Dκ

µσD
ρ
νκ +Dκ

µνD
ρ
σκ

− ∇̂νD
ρ
σµ +Dρ

κνD
κ
σµ −Dκ

νσD
ρ
µκ −Dκ

µνD
ρ
σκ

=∇̂µD
ρ
σν − ∇̂νD

ρ
σµ − 2Dκ

νσD
ρ
µκ + 2Dρ

κνD
κ
σµ.

Επομένως, ο τανυστής Riemann μπορεί να ξαναγραφεί ως

→ R̂ρ
σµν = Rρ

σµν + ∇̂µD
ρ
σν − ∇̂νD

ρ
σµ −Dρ

κµD
κ
σν +Dρ

κνD
κ
σµ. (Δʹ.5)

ενω αντίστοιχα ο τανυστής Ricci δίνεται από:

→ R̂σν = Rσν + ∇̂µD
µ
σν − ∇̂νD

µ
σµ −Dµ

κµD
κ
σν +Dµ

κνD
κ
σµ. (Δʹ.6)

Τέλος, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι ∇̂µĝ
σν = 0, το βαθμωτό Ricci δίνεται από

R̂ = ĝσνR̂σν = ĝσν
(
Rσν + 2Dκ

σ[µD
µ
ν]κ

)
+ ∇̂µD

µν
ν − ∇̂νD

µν
µ (Δʹ.7)

Οι δύο τελευταίοι όροι αποτελούν ολικές παράγωγοι ως προς το δύσμορφο στοιχείο όγκου
√

|ĝ|d4x
και μπορούν συνεπώς να παραλειφθούν αν η δράση τροφοδότησης βρίσκεται στο πλαίσιο Einstein.
΄Ολοι οι υπόλοιποι μετασχηματισμοί των πιθανών στοιχείων της δράσης Horndeski προκύπτουν με
άμεσο τρόπο από τους παραπάνω κανόνες.
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Παράρτημα Εʹ

Αλγόριθμος εξαγωγής λύσεων με

πρωτεύον βαθμωτό φορτίο για

θεωρίες Horndeski με συμμετρία
ομοτιμίας και ολίσθησης πεδίου

Στο παράρτημα αυτό, παρουσιάζουμε εν συντομία την περίπτωση των ανομοιογενών στατικών και

σφαιρικά συμμετρικών λύσεων στο πλαίσιο της θεωρίας Horndeski με συμμετρία ομοτιμίας και
ολίσθησης πεδίου. Η δράση της θεωρίας που θα μελετήσουμε περιγράφεται από την εξίσωση (6.9)

με F4(X) = 0. Επίσης, θα περιοριστούμε στις θεωρίες εκείνες με Ξ = const., οι οποίες, μέσω της
(6.29), οδηγούν στις συναρτησιακές μορφές

G4Z = α+ λ2G2Z , (Εʹ.1)

όπου η σταθερά α είναι αδιάστατη ενώ [λ] = [L]. Θυμίζουμε ότι για το στοιχείο μήκους

ds2 = −h(r)dt2 + dr2

f(r)
+ r2dΩ2

(Εʹ.2)

οι εξισώσεις κίνησης δίνονται από τις (6.26-6.28) με Z = 2XG4X−G4. Για την εν λόγω συσχέτιση

μεταξύ των G4 και G2, έχουμε από την εξίσωση (6.27) ότι

Z2X =
q2γ2

2 + (r/λ)2
. (Εʹ.3)

Τονίζουμε ότι η παραπάνω εξίσωση οδηγεί στον περιορισμό Z ̸= cX−1/2
. Χρησιμοποιώντας το

αποτέλεσμα της (Εʹ.3), βρίσκουμε από την (6.28) την απλή διαφορική

2γ2
d

dr
[rh(r)]− γ2q2

X
− α

r2

λ2
= 0 . (Εʹ.4)

΄Οπως επιβεβαιώνουμε άμεσα, οι ομοιογενείς λύσεις στην Horndeski οδηγούν στο X να είναι γραμ-
μικό ως προς το q2 και, επομένως, δεν υπάρχουν ομοιογενείς μελανές οπές στη θεωρία όταν το
Ξ είναι σταθερό. Συγκεκριμένα, από τον ορισμό της βοηθητικής συνάρτησης Z, βρίσκουμε ότι η
επιλογή του σταθερού Z οδηγεί στο G4 ∼

√
X. Τότε, μέσω της (Εʹ.1), G2 ∼

√
X. Η εν λόγω πε-

ρίπτωση αντιστοιχεί στη λύση Schwarzschild με μη-τετριμμένο βαθμωτό πεδίο που δε παραμορφώνει
τη γεωμετρία, μία λύση που είχε βρεθεί ήδη στο [413].
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[135] E. Babichev, C. Charmousis, A. Lehébel, and T. Moskalets, “Black holes in a cubic
Galileon universe,” JCAP 09 (2016) 011, arXiv:1605.07438 [gr-qc].

[136] E. Babichev and G. Esposito-Farese, “Cosmological self-tuning and local solutions in
generalized Horndeski theories,” Phys. Rev. D 95 no. 2, (2017) 024020,
arXiv:1609.09798 [gr-qc].

[137] E. Babichev, C. Charmousis, and A. Lehébel, “Black holes and stars in Horndeski
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