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Πξόινγνο 

θνπόο απηήο ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο είλαη λα εμεηάζνπκε επελδπηηθέο ζηξαηεγηθέο 

κηαο αζθαιηζηηθήο εηαηξείαο γηα κηα ρξνληθή πεξίνδν. Θα θαηαζθεπάζνπκε 

ραξηνθπιάθηα πνπ απνηεινύληαη από δύν ή ηξία ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ. Οη αλαινγίεο ζην 

ραξηνθπιάθην ζα επηιερζνύλ κε ηέηνην ηξόπν νύησο ώζηε ην ξίζθν λα ειαρηζηνπνηεζεί. 

Γηα λα εθηηκήζνπκε ην ξίζθν ζσζηά ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε δύν ηξόπνπο αμηνιόγεζεο 

ξίζθνπ : ηε δηαθύκαλζε (Var) θαη ην αλακελόκελν έιιεηκκα (Cvar). 
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Δηζαγωγή 

 

 

ύγρξνλε ζεωξία ραξηνθπιαθίνπ (Modern Portfolio Theory) 

Ζ ύγρξνλε Θεσξία Υαξηνθπιαθίνπ απνηειεί κία από ηηο ζεκαληηθόηεξεο νηθνλνκηθέο ζεσξίεο 

κε κεγάιεο επηξξνέο ζε κεηέπεηηα νηθνλνκηθά κνληέια ζην ηνκέα ηεο αλάιπζεο ξίζθνπ. Ζ 

ζεσξία απηή αλαπηύρζεθε από ηνλ Harry Markowitz ην 1952. Δίλαη κηα ζηξαηεγηθή επέλδπζεο 

κε ζηόρν ηελ κέγηζηε απόδνζε γηα ην δεδνκέλν επίπεδν ξίζθνπ αγνξάο. Βαζίδεηαη ζηα risk-

return trade-offs θαη efficient diversification. Έηζη, ηα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ επηιέγνληαη βάζεη 

ηνπ πώο αιιειεπηδξνύλ θαη όρη βάζεη ηνπ πώο ζπκπεξηθέξνληαη κόλα ηνπο. ύκθσλα ινηπόλ κε 

ηε ζεσξία απηή, έλαο ηδαληθόο ζπλδπαζκόο από ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ (assets) ζα εμαζθαιίζεη ην 

ειάρηζην ξίζθν γηα δεδνκέλε απόδνζε. Πξνζπάζεηεο λα ειαρηζηνπνηεζεί ην ξίζθν είλαη βαζηθέο 

γηα αζθαιηζηηθέο θαη ρξεκαηννηθνλνκηθέο εηαηξείεο όπνπ ηα θέξδε ηνπο εμαξηώληαη από ηε 

ζπρλόηεηα αλεμέιεγθησλ κεηαβνιώλ. 

ε απηήλ ηε δηπισκαηηθή εξγαζία ειαρηζηνπνηνύκε ην ξίζθν έηζη ώζηε λα εηζάγνπκε 

επελδπηηθέο ζηξαηεγηθέο γηα κηα αζθαιηζηηθή εηαηξεία. Όκσο, ν όξνο ξίζθν έρεη πνιιέο έλλνηεο 

ζην θιάδν ηεο αλάιπζεο ξίζθνπ. πλήζσο ην ζπλδένπκε κε ηελ αβεβαηόηεηα θάπνηαο 

επέλδπζεο. Αμησκαηηθά ζεσξνύκε σο ξίζθν ηελ πηζαλόηεηα ε πξαγκαηηθή απόδνζε κίαο 

επέλδπζεο λα είλαη κηθξόηεξε από ηελ αλακελόκελε. Οη επελδπηέο αλαδεηνύλ ην κηθξόηεξν 

δπλαηό ξίζθν  θαη σο εθ ηνύηνπ όζν κεγαιύηεξν είλαη ην ξίζθν επέλδπζεο ηόζν κεγαιύηεξε 

πξέπεη λα είλαη θαη ε αλακελόκελε απόδνζε. Κάλνπκε κηα πξνζπάζεηα έηζη ώζηε λα 

εξεπλήζνπκε θαη λα παξνπζηάζνπκε ηε βέιηηζηε θαηαλνκή βάξνπο ησλ ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ  

ηνπ ραξηνθπιαθίνπ κίαο αζθαιηζηηθήο εηαηξείαο. Δξεπλνύκε δύν ζπγθεθξηκέλα κνληέια κε ηε 

ρξήζε ζπγθεθξηκέλσλ εξγαιείσλ αμηνιόγεζεο ηεο θαηαλνκήο ησλ ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ ηνπ 

ραξηνθπιαθίνπ. Σα δπν εξγαιεία πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε είλαη ε δηαθύκαλζε (Var) θαη ην 

αλακελόκελν έιιεηκκα (Cvar) ηα νπνία ζα αλαιύζνπκε παξαθάησ. 
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Κεθάιαην 1
ν
 

 

Θεωξεηηθό Τπόβαζξν 

 

1.1 Ρίζθν θαη αβεβαηόηεηα 

Ο Frank Knight (1921) ζηελ πξνζπάζεηά ηνπ λα  εμεγήζεη ην ξίζθν δήισζε όηη : “Γηα λα 

δηαρσξηζηεί ε κεηξήζηκε αβεβαηόηεηα από ηε κε κεηξήζηκε, ν όξνο “ξίζθν” ζα κπνξνύζε λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ πξώηε πεξίπησζε ελώ ν όξνο “αβεβαηόηεηα” γηα ηε δεύηεξε. Δπνκέλσο, 

ε αβεβαηόηεηα γηα ηνλ Knight είλαη θάηη κε κεηξήζηκν ελώ ην ξίζθν ζεσξείηαη κεηξήζηκν. Με 

ηνλ ηξόπν απηό, ηίζεηαη έλαο ζαθήο δηαρσξηζκόο κεηαμύ ησλ δύν. Δπίζεο, ν Knight εμεγεί όηη νη 

θαηαζηάζεηο πνπ εκπεξηέρνπλ ξίζθν είλαη νη θαηαζηάζεηο απηέο κε άγλσζηε θαηάιεμε αιιά κε 

γλσζηή ηελ θαηαλνκή πηζαλόηεηαο.  

Πέξαλ όκσο ηνπ νξηζκνύ ηνπ ξίζθνπ από ηνλ Frank Knight (1921) ππάξρνπλ θαη άιιεο 

εξκελείεο ηνπ ξίζθνπ. πγθεθξηκέλα ζηελ αλάιπζε ξίζθνπ, ην ξίζθν είλαη ε πηζαλόηεηα έλα 

ζπγθεθξηκέλν δπζκελέο γεγνλόο λα ζπκβεί ζε ζπγθεθξηκέλε ρξνληθή πεξίνδν. Ο Artzner (1998) 

ιέεη όηη ην ρξεκαηννηθνλνκηθό ξίζθν είλαη ζπλδεδεκέλν κε ηε κεηαβιεηόηεηα ηεο κειινληηθήο 

αμίαο κίαο ζέζεο (position). Δθόζνλ ην ξίζθν ζπλδέεηαη κε ηελ αβεβαηόηεηα, ηόηε θαη‟ 

επέθηαζε ζπλδέεηαη θαη κε ηελ ηπραηόηεηα.  

 

1.2 Μέηξα θηλδύλνπ  

Σα κέηξα θηλδύλνπ είλαη πνιύ ζεκαληηθά ζηε δηαρείξηζε θηλδύλνπ. Ζ κέηξεζε ηνπ θηλδύλνπ 

βνεζά ηνλ αζθαιηζηή λα ππνινγίζεη ην πξνζαξκνζκέλν ζηνλ θίλδπλν (ή ξίζθν) θόζηνο κίαο 

δεκηάο από έλα ηπραίν ζπκβάλ. Έλα κέηξν θηλδύλνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ 

θεθαιαίσλ πνπ θξαηνύληαη σο απνζεκαηηθά (capital reserves) έηζη ώζηε ηα ξίζθα πνπ 

ιακβάλνληαη από ηηο αζθαιηζηηθέο εηαηξείεο λα είλαη απνδεθηά από ηνλ ειεγθηή. Σα πην 

δεκνθηιή κέηξα θηλδύλνπ είλαη ε δηαθύκαλζε (variance), ε ηππηθή απόθιηζε (standard 

deviation) θαη ε ζπλδηαθύκαλζε (covariance) ζηε πεξίπησζε ηνπ ζπλδπαζκνύ ζηνηρείσλ 

ελεξγεηηθνύ (Markowitz,1952), αλ θαη ηα πην κνληέξλα κέηξα είλαη βαζηζκέλα ζε θαηαλνκέο 

απώιεηαο πνπ πεξηγξάθνπλ ηηο απώιεηεο ελόο ραξηνθπιαθίνπ ζε κηα ρξνληθή πεξίνδν. Σα κέηξα 

απηά είλαη ην αλακελόκελν έιιεηκκα (Expected shortfall)  θαη ε δπλεηηθή δεκηά (Value at risk). 

 

 



6 

 

1.3 πλεθηηθά (coherent) κέηξα θηλδύλνπ 

Έλα “ζπλεθηηθό κέηξν” θηλδύλνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηα εμήο ηέζζεξα αμηώκαηα: 

Μνλνηνλία (Monotonicity) 

Τπνπξνζζεηηθόηεηα (Subadditivity) 

Θεηηθή Οκνηνγέλεηα (Positive Homogeneity) 

Αλαιινίσην Μεηαηόπηζεο (Translational Invariance) 

1.4 Σα αμηώκαηα ηωλ ζπλεθηηθώλ κέηξωλ θηλδύλνπ 

Θεσξνύκε έλα ρώξν πηζαλόηεηαο (     ) όπνπ    ην ζύλνιν όισλ ησλ ελδερνκέλσλ ,   είλαη 

κηα ζ-άιγεβξα ππνζπλόισλ ηνπ Ω θαη   :       είλαη έλα κέηξν πηζαλόηεηαο. Δπίζεο, 

ππνζέηνπκε όηη ε απώιεηα ηνπ ραξηνθπιαθίνπ είλαη κηα ηπραία κεηαβιεηή Υ, ζην ρώξν 

πηζαλόηεηαο (     ). Ο ζηόρνο καο είλαη λα θαζνξίζνπκε ηνλ αξηζκό ξ(Υ) ν νπνίνο είλαη ην 

ειάρηζην θεθάιαην ην νπνίν αλ πξνζζέζνπκε ζηε ζέζε κε δεκηά (position with loss) όπσο 

δίλεηαη από ηελ η.κ. Υ θαη επελδύζνπκε κε ξίζθν ηόηε ε ζέζε (position) ζα γηλόηαλ απνδεθηή. 

Δπίζεο νξίδνπκε σο   ην έλα ζύλνιν ηπραίσλ κεηαβιεηώλ ην νπνίν ζεκαηνδνηεί ηηο απώιεηεο 

ηνπ ραξηνθπιαθίνπ ζε κηα ρξνληθή πεξίνδν ηέηνην ώζηε Υ :       κε    (    -   . Όια 

ηα αμηώκαηα ηνπ   :       ζα πξέπεη λα είλαη έγθπξα νύησο ώζηε λα ζεσξείηαη κέηξν ξίζθνπ 

(risk measure). 

ΑΞΗΩΜΑ 1
ν
 

Αλαιινίωην Μεηαηόπηζεο (Translational Invariance) 

Γηα θάζε     θαη γηα θάζε       ηζρύεη  (   )   ( )   . 

Παξαηεξνύκε όηη πξνζζέηνληαο (ή αληίζηνηρα αθαηξώληαο) ην αξρηθό πνζό   ζηελ αξρηθή ζέζε 

κεηώλνπκε (ή αληίζηνηρα απμάλνπκε) ην κέηξν ξίζθνπ θαηά  . 

ΑΞΗΩΜΑ 2
ν
 

Τπνπξνζζεηηθόηεηα (Subadditivity) 

Γηα θάζε   ,       ηζρύεη   (     )   (  )   (  ). 

Καηά Artzner et al. (1998) “ην άζξνηζκα κέηξσλ θηλδύλνπ δελ δεκηνπξγεί πξόζζεην θίλδπλν”. 

Αο ππνζέζνπκε όηη δύν γξαθεία κηαο εηαηξείαο ππνινγίδνπλ ρσξηζηά ηα κέηξα θηλδύλνπ πνπ 

έρνπλ πάξεη αληίζηνηρα. Ο επηβιέπσλ ησλ δύν γξαθείσλ ζα κπνξεί ηόηε μέξνληαο ηα ρσξηζηά 

κέηξα θηλδύλνπ,  (  )θαη  (  ) αληίζηνηρα, λα έρεη κηα έλδεημε ηνπ ζπλνιηθνύ θίλδπλνπ 

 (     ) ν νπνίνο είλαη ή ίζνο ή κηθξόηεξνο από ην άζξνηζκα ησλ ρσξηζηώλ κέηξσλ 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A3-%CE%AC%CE%BB%CE%B3%CE%B5%CE%B2%CF%81%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9C%CE%AD%CF%84%CF%81%CE%BF_%CF%80%CE%B9%CE%B8%CE%B1%CE%BD%CF%8C%CF%84%CE%B7%CF%84%CE%B1%CF%82
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θηλδύλνπ. Απηό επηηξέπεη ζε κηα εηαηξεία λα κνηξάζεη ην θεθάιαην ηεο ζε έλα αξηζκό γξαθείσλ. 

Δπνκέλσο, ε ππνπξνζζεηηθόηεηα πξνϋπνζέηεη όηη ηα κέηξα θηλδύλνπ πξέπεη λα ιάβνπλ ππόςε 

ηε κείσζε θηλδύλνπ ε νπνία πξνθύπηεη από ηε δηαθνξνπνίεζε ραξηνθπιαθίσλ. 

 ΑΞΗΩΜΑ 3
ν
 

Θεηηθή Οκνηνγέλεηα (Positive Homogeneity) 

Γηα όια ηα     θαη γηα θάζε     έρνπκε  (  )    ( ). 

Γηα     ρξεζηκνπνηώληαο ην 2
ν
  Αμίσκα  έρνπκε, 

 (  )   (     )   ( )     ( )    ( )  

Έηζη, εάλ απμήζνπκε ην ραξηνθπιάθην θαηά 10% ηόηε ην ξίζθν ζα απμεζεί επίζεο θαηά 10%. 

Οξηζκόο 1 Κπξηό (convex) κέηξν ξίζθνπ:  

Έλα κέηξν ξίζθνπ ξ νλνκάδεηαη θπξηό εάλ ηθαλνπνηείηαη γηα          ε  παξαθάησ ηδηόηεηα: 

 (    (   )  )    (  )  (   ) (  )     ,   - 

Ζ ηδηόηεηα απηή αληηθαηνπηξίδεη ηε βαζηθή ηδέα ζύκθσλα κε ηελ νπνία ε δηαθνξνπνίεζε 

(diversification) δελ απμάλεη ην ξίζθν. 

ΑΞΗΩΜΑ 4
ν
 

Μνλνηνλία (Monotonicity) 

Γηα θάζε         κε       έρνπκε   (  )   (  ). 

Γειαδή, αλ ην ραξηνθπιάθην    έρεη πάληνηε θαιύηεξεο απνδόζεηο από ην ραξηνθπιάθην    

θάησ από όια ηα πηζαλά ζελάξηα, ηόηε ην ξίζθν ηνπ    ζα πξέπεη λα είλαη κηθξόηεξν από ην 

ξίζθν ηνπ   . 

Οξηζκόο 2 πλεθηηθό (coherent) κέηξν ξίζθνπ: 

 Έλα κέηξν ξίζθνπ πνπ ηθαλνπνηεί ηα ηέζζεξα πξναλαθεξζέληα νλνκάδεηαη ζπλεθηηθό. 
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1.5 Γηαθύκαλζε (Variance) 

Ζ δηαθύκαλζε είλαη έλα από ηα πην επξέσο δηαδεδνκέλα κέζα γηα ηε κέηξεζε ηνπ ξίζθνπ ζηα 

ρξεκαηννηθνλνκηθά. Αλάκεζα ζηα κέηξα ηα νπνία ν Markowitz (1952) ζεώξεζε γηα ηελ 

βειηηζηνπνίεζε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ ήηαλ θαη ε δηαθύκαλζε ηεο απόδνζεο (return). Σν 

εθάξκνζε ζε ραξηνθπιάθηα νπνηνπδήπνηε βάξνπο κε νπνηαδήπνηε κνξθή ζπζρεηηζκνύ 

(correlation) κεηαμύ αζθαιεηώλ (securities). Ζ δηαθύκαλζε ηεο απόδνζεο ζεηξώλ ηνπ 

παξειζόληνο  νξίδεηαη σο ε κέζε ηηκή ησλ ηεηξαγσληθώλ απνθιίζεσλ ηεο απόδνζεο από ην 

κέζν όξν ή σο ε αλακελόκελε ηεηξαγσληθή απόθιηζε από ην κέζν. Ζ  δηαθύκαλζε κεηξά ην 

κέγεζνο ηεο αζηνρίαο ησλ παξαηεξήζεσλ γύξσ από ην κέζν. Όζν κεγαιύηεξε είλαη ε ηηκή ηεο 

δηαθύκαλζεο, ηόζν κεγαιύηεξε αλακέλεηαη λα είλαη θαη ε απόθιηζε ησλ παξαηεξήζεσλ γύξσ 

από ην κέζν. Ζ δηαθύκαλζε είλαη εύθνιν λα ππνινγηζηεί θαη ζπρλά εθθξάδεηαη ζε εηήζηα βάζε. 

Ζ απόδνζε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ X, θαη ε νπνία ζα ζπκβνιίδεηαη σο    , έρεη κέζν  (  ) θαη 

δηαθύκαλζε    (   ). Ο Markowitz (1952) όξηζε σο κέζν θαη δηαθύκαλζε ηεο απόδνζεο ηνπ 

ραξηνθπιαθίνπ ηα παξαθάησ: 

 (  )  ∑    

 

   

 

   (  )  ∑ ∑        
 
   

 
    , 

όπνπ             είλαη ην βάξνο πνπ αληηζηνηρεί ζην θάζε έλα από ηα n ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ θαη            , είλαη νη απόδνζε πνπ αληηζηνηρεί ζην θάζε έλα από ηα n 

ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ. Ζ ζπλδηαθύκαλζε (covariance) ησλ ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ i θαη j 

εθθξάδεηαη σο 

     *[(    (  )-[    (  )]}         , 

όπνπ     είλαη ν ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο ησλ απνδόζεσλ ησλ ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ (        

όηαλ    ). Δπίζεο,    θαη    είλαη νη ηππηθέο απνθιίζεηο ησλ   θαη   ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ 

(         ) αληίζηνηρα. 

Όκσο, πξέπεη λα επηζεκάλνπκε θαη ηα κεηνλεθηήκαηα ηεο δηαθύκαλζεο. Όηαλ ρξεζηκνπνηνύκε 

ηε δηαθύκαλζε, ππνζέηνπκε όηη ε ξνπή 2
εο

 ηάμεο ηεο θαηαλνκήο δεκηάο (second moment of the 

loss distribution) ππάξρεη (Embrechts et al., 2005). Δπίζεο ε δηαθύκαλζε είλαη έλα θαιό κέηξν 

ξίζθνπ γηα ζπκκεηξηθέο θαηαλνκέο αιιά πζηεξεί ζηηο ηδηαίηεξα αζύκκεηξεο θαηαλνκέο. Οη κόλεο 

θαηαλνκέο νη νπνίεο ρξεζηκνπνηνύλ ηε δηαθύκαλζε ηθαλνπνηεηηθά γηα ηε κέηξεζε ηνπ ξίζθνπ 

είλαη ε Καλνληθή (Normal) θαη ε Student ιόγσ ηεο ζπκκεηξίαο ηνπο γύξσ από ηνλ κέζν. Απηά 

είλαη κεξηθά από ηα κεηνλεθηήκαηα ηα νπνία νδήγεζαλ ηνπο επελδπηέο ζηελ αλαδήηεζε 

ελαιιαθηηθώλ κέηξσλ ξίζθνπ.  
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1.6 Γπλεηηθή δεκηά (Value at risk) 

 

Μαζεκαηηθή πξνζέγγηζε 

Έρνπκε ην ρώξν πηζαλόηεηαο (     ) θαη ην ηπραίν θέξδνο ή απώιεηα ησλ ζηνηρείσλ 

ελεξγεηηθνύ ηνπ ραξηνθπιαθίνπ X. Σα αθόινπζα πνζνζηά πεξηγξάθνληαη νύησο ώζηε λα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ ζε νξηζκνύο. πκβνιίδνπκε σο: 

 ( )    ( )     *     ,   -   + (ην θαηώηεξν α-quantile ηνπ X) 

 ( )    ( )     *     ,   -   + (ην αλώηεξν α-quantile ηνπ X), όπνπ α ν βαζκόο 

εκπηζηνζύλεο. 

 

Οξηζκόο 3 Γπλεηηθή Εεκηά (Value-at-Risk (VaR)) 

Έζησ όηη   (   ) θαη Υ κηα ηπραία κεηαβιεηή ζην ρώξν πηζαλόηεηαο (     ). Σόηε 

ζεσξνύκε ηε δπλεηηθή δεκηά σο ην θαηώηεξν α-quantile ηεο δνζείζαο θαηαλνκήο απώιεηαο ζην 

βαζκό εκπηζηνζύλεο α.  

πκβνιίδνπκε σο : 

         , -    ( )      (  ) 

ηε δπλεηηθή δεκηά ζην βαζκό α ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Υ. 

 

Έηζη, γηα έλα ζπγθεθξηκέλν βαζκό εκπηζηνζύλεο α, ε δπλεηηθή δεκηά (    ) ηνπ 

ραξηνθπιαθίνπ είλαη ην κηθξόηεξν πνζό δ ηέηνην ώζηε, κε πηζαλόηεηα α, ε απώιεηα είλαη 

κηθξόηεξε ε ίζε κε ην δ.  

Όκσο, ε δπλεηηθή δεκηά έρεη θάπνηεο κε επηζπκεηέο καζεκαηηθέο ηδηόηεηεο όπσο έρνπλ δείμεη 

πξόζθαηεο δεκνζηεύζεηο (Artzner et al., 1997, 1998;  Klüppelberg and Rootzén, 1999, Acerbi et 

al., 2001). Ζ δπλεηηθή δεκηά δε ζπκθσλεί κε ην αμίσκα ηεο ππνπξνζζεηηθόηεηαο όπσο 

αλαθέξεηαη από ηνπο Embrechts (2000) and Tasche (2002). πλήζσο ην πξόβιεκα 

παξνπζηάδεηαη ζηε πεξίπησζε ησλ κε θαλνληθώλ θαηαλνκώλ (Artzner et al., 1997, 1998). Άξα ε 

δπλεηηθή δεκηά δε κπνξεί λα είλαη ζπλεθηηθό κέηξν ξίζθνπ θαη κπνξεί λα πξνθαιέζεη 

ζπζζσξεπκέλα πξνβιήκαηα ξίζθνπ (Artzner et al., 1998). Μεξηθέο θνξέο απηά ηα 

κεηνλεθηήκαηα δε επηηξέπνπλ ηελ εθαξκνγή ηεο επελδπηηθήο ζηξαηεγηθήο diversification 

(Artzner et al., 1998,  Tasche, 2002). Δπίζεο, έρεη δηαπηζησζεί όηη είλαη κε-θπξηό κέηξν ξίζθνπ 

θαη κε νκαιή ζπλάξηεζε ζέζεσλ (positions) . 
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1.7 Αλακελόκελν έιιεηκκα (Conditional Value-at-Risk ή Expected Shortfall)  

 

Μαζεκαηηθή πξνζέγγηζε 

Οξηζκόο 4 Αλακελόκελν έιιεηκκα (Conditional Value-at-Risk (CVaR)).   

Παξαθάησ παξαζέηνπκε ηηο πην δηαδεδνκέλεο δηαηππώζεηο ηνπ αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο. 

i) Τπνζέηνληαο  ,  -     

           ( )     { (
 , (   ) -

 
)        }        

είλαη ην αλακελόκελν έιιεηκκα ζην βαζκό α ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Υ. 

ii) Σν αλακελόκελν έιιεηκκα ζην βαζκό εκπηζηνζύλεο α κπνξεί λα γξαθηεί θαη σο 

αθνινύζσο :  

       ( )  
 

   
∫     , -  
 

 

       

εδώ ζεσξνύκε ην αλακελόκελν έιιεηκκα σο ην κέζν όξν ησλ    (   )  απσιεηώλ. 

iii) Σν TVaR (Tail Value-at-Risk) νξίδεηαη σο 

      
 

   
∫     , -  
 

 

       

Έηζη, TVaR είλαη ν κέζνο όξνο όισλ ησλ πνζνζηηαίσλ ηνπ Υ γηα ην αλώηεξν α-πνζνζηό. Από 

ηνλ πξνεγνύκελν νξηζκό ην TVaR ζρεηίδεηαη κε ην αλακελόκελν έιιεηκκα όπσο αλαθέξεηαη 

από ηνπο Acerbi and Tasche (2001). Σν TVaR είλαη έλα ζπλεθηηθό κέηξν ξίζθνπ ην νπνίν 

ηθαλνπνηεί ηηο ηδηόηεηεο ηεο κνλνηνλίαο, αλαιινίσηνπ κεηαηόπηζεο, ζεηηθήο νκνηνγέλεηαο θαη 

ππνπξνζζεηηθόηεηαο . 

iv) ε θάπνηεο άιιεο δεκνζηεύζεηο ην αλακελόκελν έιιεηκκα νξίδεηαη σο : 

     
 , -   [ |      , -]       

όπνπ      
  είλαη ην ππό ζπλζήθε-αλακελόκελν έιιεηκκα δεδνκέλνπ όηη ε απώιεηα είλαη 

κεγαιύηεξε από ηε δπλεηηθή δεκηά. Οη Mausser and Rosen (1999) έρνπλ αλαθεξζεί ζην      
  

σο « mean shortfall ». Ωζηόζν, νη Acerbi et al. (2001) θαη Acerbi θαη Tasche (2001) ζεώξεζαλ 

ην αλακελόκελν έιιεηκκα λα είλαη ην ίδην κε ην Cvar.  Αθόκα, νη Acerbi et al. (2001) απόδεημαλ 

όηη ην CVaR
+
  δελ είλαη έλα ζπλεθηηθό κέηξν ξίζθνπ. Ζ ηειεπηαία δεκνζίεπζε ησλ Acerbi et al. 



11 

 

(2001), Rockafellar θαη Uryasev (2000a) έδεημε όηη CVaR and CVaR
+ 

είλαη δπν δηαθνξεηηθά 

κέηξα ξίζθνπ θαζώο ην πξώην απνδείρηεθε όηη είλαη ζπλεθηηθό ελώ ην άιιν όρη.   

Γηα γεληθέο θαηαλνκέο, ην CVaR έρεη πην ειθπζηηθέο ηδηόηεηεο από VaR (Tasche, 2002). Έρεη 

απνδεηρηεί όηη ην CVaR είλαη ππνπξνζζεηηθό θαη θπξηό (Rockafellar and Uryasev, 2000b). Σα 

Overall Expected Shortfall ή CVaR ή TVaR, είλαη ζπλεθηηθά κέηξα ξίζθνπ αθνύ ηθαλνπνηνύλ 

όιεο ηηο ηδηόηεηεο ηεο ζπλεθηηθόηεηαο (Artzner et al. 1997, 1999) θαη ηελ πξόηαζε απηή πξώηνο 

απέδεημε ν  Pflug (2000). Αλ θαη ην CVaR δελ είλαη ζύλεζεο εξγαιείν ζην ρξεκαηννηθνλνκηθό 

ηνκέα, αξρίδεη πιένλ λα εθαξκόδεηαη ζπρλόηεξα ζηηο αζθαιηζηηθέο εηαηξείεο (Embrechts at al., 

1997). Έηζη, ζεσξείηαη έλα πνιύ επέιηθην εξγαιείν ζε πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο 

ραξηνθπιαθίσλ(Artzner et al., 1997, 1999). 

ηε δηπισκαηηθή απηή εξγαζία αλακελόκελν έιιεηκκα (ES), (CVaR) θαη TVaR) είλαη ηα ίδηα 

κέηξα ξίζθνπ κε ηηο ίδηεο ηδηόηεηεο όπσο έρνπλ δείμεη πξόζθαηεο κειέηεο (Rockafellar θαη 

Uryasev, 2000b). Γηα ιόγνπο απινύζηεπζεο ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ νη πην γλσζηέο νξνινγίεο Cvar  

θαη Expected Shortfall.  

 

Πεξηγξαθή ηεο CVaR πξνζέγγηζεο 

ηε δεκνζίεπζε ησλ Rockafellar θαη Uryasev (2000b), έγηλε αλαθνξά κηαο λέα κεζόδνπ 

βειηηζηνπνίεζεο ραξηνθπιαθίνπ. Απηή ε κέζνδνο είλαη θαηάιιειε γηα νπνηαδήπνηε επελδπηηθή 

εηαηξεία θαη γεληθά γηα όπνηα επηρείξεζε ρξεηάδεηαη ππνινγηζκό ξίζθνπ. To CVaR ππνινγίδεηαη 

θαη βειηηζηνπνηείηαη ρξεζηκνπνηώληαο κία βνεζεηηθή ζπλάξηεζε. „Έρνπλ δείμεη όηη ην ειάρηζην 

CVaR θαη ηα βέιηηζηα βάξε κπνξνύλ λα ιεθζνύλ βαζηζκέλα ζε δεδνκέλα από ζελάξηα 

δηάθνξσλ απνιαβώλ ειαρηζηνπνηώληαο κία ζρεηηθά απιή θπξηή ζπλάξηεζε. Δπίζεο, απηό ην 

πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο κπνξεί λα παξνπζηαζηεί ζαλ έλα γξακκηθό πξόβιεκα 

πξνγξακκαηηζκνύ, επηιύζηκν από νπνηνδήπνηε πςειήο πνηόηεηαο ινγηζκηθό ζύκθσλα κε ηνπο 

Rockafellar and Uryasev (2000b). Τπάξρνπλ πνιινί αιγόξηζκνη γηα επίιπζε πξνβιεκάησλ 

βειηηζηνπνίεζεο κε παξαδείγκαηα από ηνπο (Birge θαη Louveaux, 1997, Ermoliev θαη Wets, 

1988, Kall θαη Wallace, 1995,  Kan θαη Kibzun, 1996, Pflug, 1996, Prekopa, 1995). 

 

Οη Rockafellar θαη Uryasev (2000b) ππνζέηνπλ όηη ε απώιεηα εθθξάδεηαη κε κνξθή εμίζσζεο 

   (   ) όπνπ ην x  παξηζηά ην ραξηνθπιάθην ην νπνίν επηιέρζεθε από έλα ζύλνιν 

ραξηνθπιαθίσλ X ζηνλ    ελώ Υ είλαη ηπραίν δηάλπζκα ζηνλ   . Σν δηάλπζκα y αλαπαξηζηά 

ηηο κειινληηθέο αμίεο ησλ κεηαβιεηώλ θαη z είλαη κηα ηπραία κεηαβιεηή ηεο νπνίαο ε θαηαλνκή 

ζηνλ   εμαξηάηαη από ην x. Ζ θαηαλνκή πηζαλόηεηαο ηνπ y έρεη ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο p(y) ε 

νπνία αλαπαξάγεηαη κε ρξήζε θώδηθα πξνζνκνίσζεο θαηά Morgan (1996). 
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Οη Rockafellar θαη Uryasev(2000b) ζέηνπλ: 

 (   )  ∫  ( )  
 (   )  

 

κε ηελ  (   ) λα έρεη αλώηαην όξην ην α. 

Γηα θαζνξηζκέλν x θαη ζπλαξηήζεη κόλν ηνπ a,   είλαη ε αζξνηζηηθή θαηαλνκή γηα ηελ απώιεηα 

πνπ ζρεηίδεηαη κε x. Ζ   είλαη κηα ζεκαληηθή ζπλάξηεζε γηα ηνλ θαζνξηζκό ησλ VaR θαη CVaR 

αθνύ είλαη πιήξσο ζπλδεδεκέλε κε απηέο ε ηπραία κεηαβιεηή y. Γηα ιόγνπο απινύζηεπζεο 

ππνζέηνπκε όηη ε  (   ) δε κεηώλεηαη ζε ζρέζε κε ην a θαη είλαη παληνύ ζπλερήο.  

Οη ηηκέο β-VaR θαη β-CVaR από ηελ ηπραία κεηαβιεηή δεκηάο ζπζρεηηζκέλεο κε ην x δίλνληαη 

από ηηο εμήο ζπλαξηήζεηο : 

                                                 ( )     *      (   )   +  

θαη 

  ( )  (   )
  ∫  (   ) ( )  

 (   )   ( )

 

αληίζηνηρα, όπνπ   ε πηζαλόηεηα ζην (0, 1). 

 

ηελ πξώηε εμίζσζε ην   ( ) βγαίλεη σο ην αξηζηεξό ηειηθό ζεκείν ηνπ κε θελνύ δηαζηήκαηνο 

πνπ απνηειείηαη από ηηο αμίεο a ώζηε  (   )   . ηε δεύηεξε εμίζσζε ε πηζαλόηεηα 

 (   )    ( ) είλαη ίζε κε      Άξα ε   ( ) παξνπζηάδεηαη σο ε αλακελόκελε ηηκή ηεο 

απώιεηαο ζρεηηδόκελε κε ην x ζπγθξίζηκε κε ηε δεκηά όληαο ίζε κε   ( ) ή κεγαιύηεξε. 

Δλ πξνζζήθε νξίδνπκε κηα ζπλάξηεζε    ζηνλ     σο εμήο: 

                        (   )    (   )
  ∫ , (   )   -  ( )  

    
                           (   )    

όπνπ , -  {
            
           

  

Ζ εμίζσζε απηή ραξαθηεξίδεη ηα   ( ) θαη   ( ). Έηζη ηα αθόινπζα ζεσξήκαηα έρνπλ ην ξόιν 

ηεο επεμήγεζεο ησλ βαζηθώλ ζρέζεσλ ησλ   ( ) θαη   ( ) κε ηελ εμίζσζε   . 
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Θεώξεκα 1: Ωο ζπλάξηεζε ηνπ a, ε   (   ) είλαη θπξηή θαη ζπλερώο δηαθνξνπνηήζηκε. Ζ β-

CVaR ηεο δεκηάο ζρεηηδόκελε κε θάζε x   X κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί από ηε ζρέζε  

  ( )     *  (   )    + 

ηεο νπνίαο ην ζύλνιν πνπ παίξλεη αμίεο ηνπ a γηα ην νπνίν επηηπγράλεηαη ε ειαρηζηνπνίεζε είλαη 

ε εμήο, 

  ( )        *  (   )     + 

είλαη έλα κε θελό θξαγκέλν δηάζηεκα θαη ε β-VaR ηεο δεκηάο δίλεηαη από ηελ  

  ( )                      ( ) 

πγθεθξηκέλα,  

  ( )                  (   )      θαη        ( )    .    ( )/ . 

Σν νινθιήξσκα ηεο εμίζσζεο (1.1) κπνξεί λα ππνινγηζηεί κε δηάθνξνπο ηξόπνπο. Έλαο ηξόπνο 

ζα ήηαλ λα θάλνπκε δεηγκαηνιεςία ζύκθσλα κε ηελ ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο  ( ). Αλ ε 

δεηγκαηνιεςία παξάγεη έλα ζύλνιν δηαλπζκάησλ        , ηόηε ε πξνζέγγηζε ηνπ   (   ) 

είλαη θπξηή θαη θαηά ηκήκαηα γξακκηθή σο πξνο a, ε νπνία κπνξεί εύθνια λα ειαρηζηνπνηεζεί 

κε line search ηερληθέο ή ρξεζηκνπνηώληαο ηερληθέο γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ.  

 

Θεώξεκα 2: Διαρηζηνπνηώληαο ην β-CVaR ηεο απώιεηαο ζρεηηδόκελεο κε x (x   X)  είλαη 

αλάινγν ηνπ λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ην   (   ) γηα (x, a)     , δειαδή  

   *  ( )     +     *  (   ) (   )     + 

όπνπ  , ην δεπγάξη (     ) επηηπγράλεη ην δεύηεξν ειάρηζην εάλ κόλν εάλ ην   επηηπγράλεη ην 

πξώην ειάρηζην θαη       ( 
 ). Έηζη ζε πεξηπηώζεηο όπνπ ην δηάζηεκα   ( 

 ) 

ζπξξηθλώλεηαη ζε έλα ζεκείν, ε ειαρηζηνπνίεζε   (   ) ζην (   )      παξάγεη έλα 

δεπγάξη (     ), όρη αλαγθαία κνλαδηθό, ώζηε ην    λα ειαρηζηνπνηεί ην β-CVaR θαη ην    λα 

δίλεη ην αλάινγν β-VaR. Δπηπξόζζεηα, ε   (   ) είλαη θπξηή σο πξνο (x, a) θαη   ( ) είλαη 

θπξηή σο πξνο ην x, εθόζνλ ε ζπλάξηεζε  (   ) είλαη θπξηή σο πξνο x θαη ζπγθεθξηκέλα ζηε 

πεξίπησζε όπνπ νη πεξηνξηζκνί είλαη ηέηνηνη ώζηε ην X είλαη έλα θπξηό ζύλνιν, ε θνηλή 

ειαρηζηνπνίεζε είλαη πξόβιεκα θπξηνύ πξνγξακκαηηζκνύ. 
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Κεθάιαην 2
ν
 

 

Μεζνδνινγία επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο 

ε απηό ην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη νη καζεκαηηθέο θαη ζηαηηζηηθέο ηερληθέο θαζώο επίζεο θαη 

ε κεζνδνινγία πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Θα θάλνπκε ρξήζε 

δύν κνληέισλ, ηα νπνία είλαη βαζηθά γηα βειηηζηνπνίεζε αθνύ δνζεί ην απαξαίηεην καζεκαηηθό 

ππόβαζξν. Δπίζεο, γίλεηαη κηα πξώηε παξνπζίαζε ηνπ πξνγξάκκαηνο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί. 

 

2.1 Αλάιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο  

Μηα αζθαιηζηηθή εηαηξεία έρεη ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ θαη παζεηηθνύ γηα θάζε ηεο ηνκέα. Σα 

ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κπνξεί λα είλαη αζθάιηζηξα θαη γεληθά νπνηεζδήπνηε άιιεο θεθαιαηαθέο 

απαηηήζεηο. Σα ζηνηρεία παζεηηθνύ είλαη νη ηπρόλ δεκηέο πνπ πξνθύπηνπλ θαη νη δεκηέο από 

ζπκθσλεηηθά εθδνζέληα ζε πξνεγνύκελα ρξόληα θαη πνπ βξίζθνληαη αθόκε ζε ηζρύ. Άξα, ην 

πξόβιεκα πνπ πξνθύπηεη γηα ηελ αζθαιηζηηθή εηαηξεία είλαη λα θαηαλεκεζεί απνδνηηθά ην 

αξρηθό θεθάιαην ζε ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ ώζηε ην ξίζθν λα είλαη ππό έιεγρν. Γειαδή, πξέπεη λα 

βξνύκε ηε ζσζηή αλαινγία ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ νύησο ώζηε λα ειαρηζηνπνηεζεί ην ξίζθν. 

Παξαθάησ, ζα αλαιύζνπκε ην πξόβιεκα από καζεκαηηθή θαη ζηαηηζηηθή άπνςε.  

Έζησ όηη   είλαη ην δηαζέζηκν θεθάιαην κίαο αζθαιηζηηθήο εηαηξείαο ηε ρξνληθή ζηηγκή t=0 θαη 

έζησ όηη Υ είλαη ε ηπραία κεηαβιεηή ηεο δεκηάο ηεο εηαηξείαο ε νπνία ζα πιεξσζεί ηε ρξνληθή 

ζηηγκή t=Σ. Δπνκέλσο, ε δεκηά πιεξώλεηαη από ηελ εηαηξεία ζην ηέινο ηεο πεξηόδνπ ,   -  Σα 

ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ επελδύνληαη ζε n ρξεόγξαθα. Έηζη, έρνπκε n δηαθνξεηηθέο ηηκέο 

ρξενγξάθσλ ζηε ηειηθή ρξνληθή ζηηγκή t=Σ κε ζπκβνιηζκνύο         θαη νη νπνίεο είλαη κε 

πξνβιέςηκεο. Αθνινύζσο έρνπκε    
       

    
 ην νπνίν αλαπαξηζηά ηελ απόδνζε ηνπ ρξενγξάθνπ 

ζηε ρξνληθή πεξίνδν ,   -  Ζ ζρεηηθή ηηκή ηνπ   ρξενγξάθνπ ζπκβνιίδεηαη κε   , όπνπ    

       
  

   
         . πλήζσο ηα          ζεσξνύληαη όηη αθνινπζνύλ ηελ Log-Normal 

θαηαλνκή. Γηα ην αξηζκεηηθό παξάδεηγκα απηήο ηεο εξγαζίαο ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ δύν ηπραίεο 

απνδόζεηο ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ θαη έλα ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε κεδεληθό ξίζθν (riskless 

asset). Έηζη, ην πξώην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ αθνινπζεί Log-Normal θαηαλνκή κε κέζν    θαη 

δηαθύκαλζε   
 , δειαδή        (     ) θαη ην δεύηεξν ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ αθνινπζεί Log-

Normal θαηαλνκή κε κέζν    θαη δηαθύκαλζε   
 , δειαδή        (     ), όπνπ       θαη 

  
    

 . Σν ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε κεδεληθό ξίζθν είλαη ζηαζεξό.  
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Ζ αζθαιηζηηθή εηαηξεία επελδύεη ην πνζό P  ηε ρξνληθή ζηηγκή t=0 νύησο ώζηε λα θαιύςεη ηηο 

κειινληηθέο δεκηέο νη νπνίεο ζα πξέπεη λα πιεξσζνύλ ηε ζηηγκή  .  Άξα,    ∑   
 
    

∑      
 
   , όπνπ    είλαη ην πνζό πνπ επελδύζεθε ζην    ρξεόγξαθν. Σν    είλαη ίζν κε       θαη 

όπνπ    είλαη ν αξηζκόο κνλάδσλ πνπ επελδύζεθαλ ζην  ρξεόγξαθν. 

 

Σε ρξνληθή ζηηγκή     ε ζπλνιηθή αμία είλαη 

             ∑     
 

   
 ∑  

 

   

   
  
   
 ∑   

 

   
       ∑

     
 

 

   

    ∑   
 

   
    

όπνπ    
     

∑      
 
   

         ην βάξνο ηεο επέλδπζεο ηνπ ραξηνθπιαθίνπ. Γηα λα 

απνθύγνπκε ηελ πηζαλόηεηα ηεο αξλεηηθήο ηειηθήο αμίαο απαηηνύκε  ∑   
 
     . Άξα, δελ 

επηηξέπεηαη ε αλνηρηή πώιεζε (short-selling). 

 

Ζ θαζαξή δεκηά (net loss) ηεο αζθαιηζηηθήο εηαηξείαο εθθξάδεηαη σο : 

            ∑    

 

   

 

Ζ θαζαξή δεκηά ζεσξείηαη ην ζεκείν όπνπ νη δεκηέο μεπεξλνύλ ηα έζνδα (assets, cash). ηελ 

πεξίπησζε επελδύζεσλ, θαζαξή δεκηά ζεσξείηαη όηη πξνθύπηεη όηαλ ε επέλδπζε πέζεη θάησ από 

ηελ αξρηθή ηηκή αγνξάο. Αξλεηηθή θαζαξή δεκηά ππνδειώλεη θέξδνο γηα ηελ αζθαιηζηηθή 

εηαηξεία. Ζ βαζηθή ππόζεζε ζε απηήλ ηελ εμίζσζε είλαη όηη ην X είλαη αλεμάξηεην από 

νπνηαδήπνηε ηπραία κεηαβιεηή   . 

 

Ζ αζθαιηζηηθή εηαηξεία επηιέγεη ηελ επελδπηηθή ζηξαηεγηθή έηζη ώζηε ην ξίζθν λα 

ειαρηζηνπνηεζεί. Γύν κέηξα ξίζθνπ ηίζεληαη ππό δηεξεύλεζε: CVaR θαη δηαθύκαλζε (variance). 

Έηζη, πξνθεηκέλνπ λα εμεηάζνπκε ηε βέιηηζηε επελδπηηθή ζηξαηεγηθή γηα κηα αζθαιηζηηθή 

εηαηξεία πξνηείλνληαη δύν κνληέια ηα νπνία βαζίδνληαη ζε δύν δηαθνξεηηθά κέηξα ξίζθνπ. 
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2.2 Σα κνληέια 

Δθαξκόδνπκε δύν πξνζεγγίζεηο γηα ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ξίζθνπ. Σν πξώην κνληέιν 

ειαρηζηνπνηεί ηε δηαθύκαλζε ηεο θαζαξήο δεκηάο ελώ ην δεύηεξν ειαρηζηνπνηεί ην Cvar. 

 

2.3 Πξώην κνληέιν - Διαρηζηνπνίεζε ηεο δηαθύκαλζεο 

Σν κνληέιν απηό νπζηαζηηθά ειαρηζηνπνηεί ηε δηαθύκαλζε ηεο θαζαξήο δεκηάο. Δίλαη έλα 

θιαζζηθό κνληέιν ην νπνίν γηα θαηξό ηώξα ρξεζηκνπνηείηαη ζηε κέηξεζε ηνπ θηλδύλνπ αγνξάο 

(market risk). Ζ πξώηε πξνζέγγηζε απηνύ ηνπ κνληέινπ έγηλε από ηνλ Markowitz (1952) όπνπ 

ραξαθηεξίζηεθε σο κνληέιν κίαο ρξνληθήο πεξηόδνπ αθνύ νη απνθάζεηο ιακβάλνληαλ κόλν 

ζηελ έλαξμε ηεο ρξνληθήο πεξηόδνπ. Έηζη, ε δηαθύκαλζε ηεο θαζαξήο δεκηάο έρεη σο εμήο : 

   (        )            (∑  

 

   

  )        

        ∑     

 

     

   √               (   )    

επηζεκάλνπκε όηη     ∑   
 
    ∑      

 
    θαη όπνπ     είλαη ίζν κε 1 όηαλ     ελώ όηαλ 

   , ην     είλαη ν ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο ησλ     θαη    . Ζ ζρέζε (   ) ειαρηζηνπνηείηαη 

ρξεζηκνπνηώληαο εκπεηξηθνύο εθηηκεηέο γηα    ( ) θαη    (     ). Έρνπκε όηη    (     )  

   √           θαη    ( )  
 

   
∑ (    ̅)

  
   , όπνπ   ̅  

 

 
∑   
 
   . Δκπεηξηθά, ε 

ζπλδηαθύκαλζε αλάκεζα ζηηο αθαζάξηζηεο απνδόζεηο ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ,     (     ), είλαη 
 

   
∑ (   
 
      ̅ )

  γηα      θαη 
 

   
∑ ( 
        ̅ )(     ̅ )  όηαλ    , όπνπ  ̅  

 

 
∑    
 
    (         ). 

 

2.4 Γεύηεξν κνληέιν - Διαρηζηνπνίεζε ηνπ αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο  

Σν αλακελόκελν έιιεηκκα (Expected Shortfall-ES) ην νπνίν επίζεο απνθαιείηαη Conditional 

Value-at-Risk (CVaR) απνηειεί έλα κέηξν εθηίκεζεο θηλδύλνπ ην νπνίν έρεη εξεπλεζεί εθηελώο 

όζνλ αθνξά ηε βειηηζηνπνίεζε ραξηνθπιαθίνπ. Δίλαη έλα ζπλεθηηθό κέηξν θηλδύλνπ ην νπνίν 

είλαη θπξηό θαη ππνπξνζζεηηθό θαη άξα είλαη επθνιόηεξν λα ειαρηζηνπνηεζεί ιακβάλνληαο 

ππόςε ηα βάξε ησλ ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ ηνπ ραξηνθπιαθίνπ. Σν αλακελόκελν έιιεηκκα ή 

CVaR ειαρηζηνπνηείηαη ζύκθσλα κε ηελ αθόινπζε ζρέζε:  

                                  *    
 

   

 

 
∑ (    ∑        

 
   )

 
+ 

                             (2.2)                             
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όπνπ ( )      (   ) 

Ζ ζρέζε (2.2) έρεη ην ίδην ειάρηζην κε ηνλ εκπεηξηθό εθηηκεηή ηνπ  CVaR (Rockafellar and 

Uryasev, 2000b). Έρνπκε όηη    είλαη κία παξαηήξεζε από ην   δειαδή, έρνπκε έλα δείγκα 

        από ηελ αξρηθή θαηαλνκή ηνπ    Σόηε,    (         ) είλαη κία πξαγκάησζε ηνπ 

ηπραίνπ δηαλύζκαηνο   (       ). Δπνκέλσο,  έρνπκε έλα δείγκα ηνπ   κεγέζνπο N από ηελ 

αξρηθή θαηαλνκή ηνπ  . 

 

2.5 Βειηηζηνπνίεζε ππό πεξηνξηζκνύο 

Βειηηζηνπνίεζε ππό πεξηνξηζκνύο είλαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηεο ζπλάξηεζεο πνπ ππόθεηηαη ζε 

πεξηνξηζκνύο σο πξνο ηηο πηζαλέο ηηκέο ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο. Οη πεξηνξηζκνί κπνξεί λα 

είλαη είηε πεξηνξηζκνί ηζόηεηαο ή πεξηνξηζκνί αληζόηεηαο. ηελ παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία 

αζρνινύκαζηε κε πξνβιήκαηα ειαρηζηνπνίεζεο ππό πεξηνξηζκνύο. Σα θύξηα ζηνηρεία ελόο 

πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνύο είλαη νη κεηαβιεηέο, ε αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε, νη πεξηνξηζκνί θαη ηα όξηα ησλ κεηαβιεηώλ. 

Άξα, ε βειηηζηνπνίεζε ππό πεξηνξηζκνύο είλαη έλα ζύλνιν δηαδηθαζηώλ γηα ηελ επίιπζε ηνπ 

γεληθνύ γξακκηθνύ πξνβιήκαηνο πξνγξακκαηηζκνύ: 

   
 
 ( ) 

πνπ ππόθεηηαη ζηνπο γξακκηθνύο πεξηνξηζκνύο 

     

     

ηνπο κε γξακκηθνύο πεξηνξηζκνύο 

 ( )    

 ( )    

θαη ηα εμήο όξηα 

        

 

Οη  ( ) θαη  ( ) είλαη ζπλαξηήζεηο νη νπνίεο δίλνληαη από ην ρξήζηε θαη πξέπεη λα έρνπλ 

παξάγσγν πξώηεο ηάμεο σο πξνο  . Ζ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε  ( ) έρεη πξώηεο θαη δεύηεξεο 
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ηάμεο παξαγώγνπο σο πξνο ηηο παξακέηξνπο, θαη ν πίλαθαο δεύηεξεο ηάμεο είλαη γλήζηα κε 

αξλεηηθόο. 

 

2.6 Πεξηνξηζκνί 

 

Τπάξρνπλ πνιιώλ εηδώλ πεξηνξηζκνί: γξακκηθή ηζόηεηα, γξακκηθή αληζόηεηα, κε γξακκηθή 

αληζόηεηα, κε γξακκηθή ηζόηεηα θαη όξηα. Δκάο καο ελδηαθέξνπλ ε γξακκηθή ηζόηεηα, ε 

γξακκηθή αληζόηεηα θαη ηα όξηα. 

 

Πεξηνξηζκνί γξακκηθήο ηζόηεηαο  

 

Οη πεξηνξηζκνί γξακκηθήο ηζόηεηαο έρνπλ ηε κνξθή: 

     

Όπνπ   είλαη      πίλαθαο γλσζηώλ πεξηνξηζκώλ θαη   είλαη έλα      δηάλπζκα γλσζηώλ 

πεξηνξηζκώλ ελώ   είλαη ην δηάλπζκα παξακέηξσλ. 

 

Πεξηνξηζκνί γξακκηθήο αληζόηεηαο  

 

Οη πεξηνξηζκνί γξακκηθήο αληζόηεηαο θέξνπλ ηε κνξθή : 

     

όπνπ C είλαη έλαο      πίλαθαο γλσζηώλ πεξηνξηζκώλ, θαη d έλα      δηάλπζκα γλσζηώλ 

κεηαβιεηώλ, θαη   έλα δηάλπζκα παξακέηξσλ. 

 

Όξηα 

Σα όξηα είλαη έλαο ηύπνο πεξηνξηζκνύ γξακκηθήο αληζόηεηαο. Γηα επθνιία ππνινγηζκνύ 

θαζνξίδνληαη μερσξηζηά από ηνπο άιινπο πεξηνξηζκνύο αληζόηεηαο. Γηα λα θαζνξίζνπκε ηα 

όξηα, ηα θαηώηαηα θαη ηα αλώηαηα αληίζηνηρα ηα ηνπνζεηνύκε ζηε πξώηε θαη δεύηεξε ζηήιε 

ελόο πίλαθα κε γξακκέο  όζεο  έρεη θαη ην δηάλπζκα παξακέηξνπ. 
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 2.7 Λνγηζκηθό 

 

Σν ινγηζκηθό ην νπνίν ρξεζηκνπνηνύκε ζε απηή ηε δηπισκαηηθή εξγαζία είλαη ε Matlab ε νπνία 

έρεη δεκηνπξγεζεί γηα επίιπζε πξνβιεκάησλ πνπ απαηηνύλ γξήγνξνπο ππνινγηζκνύο. Ζ Matlab 

καο επηηξέπεη λα θάλνπκε πξάμεηο κε πίλαθεο, γξαθηθέο παξαζηάζεηο από ζπλαξηήζεηο ή 

δεδνκέλα, λα εθαξκόζνπκε αιγόξηζκνπο θαη γεληθά βξίζθεη πνιιέο εθαξκνγέο. 

. 
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Κεθάιαην 3
ν
  

 

Δθαξκνγή ηνπ πξνγξάκκαηνο Matlab 

 

3.1 Γνκή ηνπ πξνγξάκκαηνο  

Ο θώδηθαο εθαξκόδεηαη ρξεζηκνπνηώληαο ην πξόγξακκα ηεο Matlab θαη δίλεηαη ζην παξάξηεκα. 

Αθνινπζνύκε ηα εμήο βήκαηα: 

1. Οξίδνπκε θαη δειώλνπκε ηηο παξακέηξνπο θαη κεηαβιεηέο. 

2. Αλαπαξάγνπκε ηπραίνπο αξηζκνύο από θαηάιιειε θαηαλνκή (πξνζνκνίσζε). 

3. Καηαζθεπάδνπκε ηηο απαξαίηεηεο ζπλαξηήζεηο. 

4. Βάδνπκε ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο ησλ ζπλαξηήζεσλ (πεξηνξηζκνί, αξρηθά ζεκεία). 

5. Παξνπζίαζε απνηειεζκάησλ. 

 

3.2 Πξνζνκνίωζε 

Ζ πξνζνκνίσζε είλαη κηα από ηηο πην δηαδεδνκέλεο ηερληθέο ζηε ρξεκαηννηθνλνκηθή. Από κία 

έξεπλα ε νπνία βαζίζηεθε ζηε ρξνληθή πεξίνδν 1973 έσο 1988, ε πξνζνκνίσζε θαηαηάρηεθε 

κεηαμύ ησλ ηξηώλ πην ζεκαληηθώλ ηερληθώλ ζηελ επηρεηξεζηαθή έξεπλα (Law, 2007).  Δκείο ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ Matlab ηεο νπνίαο κεξηθά από ηα θύξηα 

πιενλεθηήκαηα θαη κεηνλεθηήκαηα ζα παξνπζηάζνπκε παξαθάησ. 

 

Πιενλεθηήκαηα 

Ζ πξνζνκνίσζε είλαη ε πην δηαδνκέλε κέζνδνο γηα κειέηε πεξίπινθσλ ζπζηεκάησλ. Θα 

ζθηαγξαθήζνπκε κεξηθνύο από ηνπο ιόγνπο γηαηί είλαη ηόζν δηαδνκέλε. 

 

Καηαξρήλ καο επηηξέπεη λα εξεπλήζνπκε έλα κνληέιν ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ εξεπλνύκε. Σα 

κνληέια πνπ ρξεζηκνπνηεί ε Matlab ιακβάλνπλ ππόςε : ρξόλν, ηηο κεηαβιεηέο θαη ηνπο 

πεξηνξηζκνύο πνπ εκπιέθνληαη θαη πώο όια απηά, ηα νπνία ζρεηίδνληαη αιιειεπηδξνύλ κεηαμύ 

ηνπο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ.  
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Λακβάλνληαο ππόςε ηα παξαπάλσ κπνξνύκε λα πνύκε όηη ε πξνζνκνίσζε καο δίλεη όηη πην 

θνληηλό ζηε πξαγκαηηθόηεηα. Άξα κπνξνύκε λα δνθηκάζνπκε δηαθνξεηηθά ζελάξηα θαη ηδέεο ηηο 

νπνίεο κπνξνύκε λα εθαξκόζνπκε θαη έηζη λα βξνύκε ην ηδαληθό κνληέιν ην νπνίν ιεηηνπξγεί 

πην απνδνηηθά. 

Σν θύξην πιενλέθηεκα ηεο κεζόδνπ απηήο είλαη όηη δελ απαηηεί ππνζέζεηο πνύ απινπνηνύλ ην 

πξόβιεκα. Οη αλαιπηηθέο κέζνδνη απαηηνύλ ππνζέζεηο γηα απινπνίεζε ζηελ επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο, ζε αληίζεζε κε ηελ πξνζνκνίσζε πνπ δελ έρεη ιηγόηεξνπο πεξηνξηζκνύο.    

Δπίζεο κόιηο θαηαζθεπάζνπκε ην κνληέιν καο θαη ην ηξέμνπκε κπνξνύκε λα ζπιιέμνπκε 

αθξηβή δεδνκέλα. Άξα ν ρξήζηεο δε ζα παξαηεξήζεη κόλν ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ κνληέινπ ζε κηα 

γεληθή θιίκαθα αιιά κπνξεί λα παξαηεξήζεη ηε ιεηηνπξγηθόηεηα ζε βάζνο (Winston, 2004). 

Οπζηαζηηθά ε πξνζνκνίσζε καο παξέρεη ηε δπλαηόηεηα ηεο ζύγθξηζεο θαη αμηνιόγεζεο 

ελαιιαθηηθώλ ζελαξίσλ θαη ιύζεσλ ώζηε λα δνύκε πνίεο πιεξνύλ ηηο πξνϋπνζέζεηο (Law, 

2007). 

 

Μεηνλεθηήκαηα 

Όπσο όιεο νη ηερληθέο έηζη θαη ε πξνζνκνίσζε έρεη θαη ηα κεηνλεθηήκαηα ηεο. Πξώηα απ‟ όια, ε 

πξνζνκνίσζε απαληά ζηηο εξσηήζεη ηύπνπ „‟What if‟‟ θαη δελ είλαη κηα ηερληθή 

βειηηζηνπνίεζεο. Μπνξνύκε λα ηελ ζεσξήζνπκε ζα κέζνδν βειηηζηνπνίεζεο θάησ ππό 

δηάθνξεο ζπλζήθεο είλαη όκσο κηα δηαδηθαζία πνπ απαηηεί πνιύ ρξόλν (Winston, 2004). Αθόκα 

ην θάζε κνληέιν πνπ θαηαζθεπάδνπκε είλαη κνλαδηθό θαη πηζαλόλ λα κε  κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα παξόκνηα πξνβιήκαηα. Δπίζεο ζα πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη ν όγθνο 

δεδνκέλσλ θαη ε ξεαιηζηηθή πξνζνκνίσζε δίλνπλ κηα ππεξβνιηθή απηνπεπνίζεζε ζην ρξήζηε 

γηα ηελ εγθπξόηεηα ηνπ κνληέινπ (Law, 2007).  

 

3.3 fmincon 

Ζ εληνιή “       ” είλαη ε θύξηα εληνιή γηα επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο  βειηηζηνπνίεζεο. Ζ  

“       ” βξίζθεη ην ειάρηζην κηαο νξηζκέλεο κε γξακκηθήο ζπλάξηεζεο κε πεξηνξηζκνύο 

(constraints) ζε ειάρηζην ρξόλν. Ζ εληνιή απηή ειαρηζηνπνηεί ηελ ζπλάξηεζε  ( ) ππό 

ζπγθεθξηκέλνπο πεξηνξηζκνύο : 

 ( )   
   ( )   
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όπνπ x,b,beq,lb, θαη ub δηαλύζκαηα,   θαη     είλαη πίλαθεο κε πεξηνξηζκνύο,  ( ) θαη    ( ) 

είλαη ζπλαξηήζεηο πνπ επηζηξέθνπλ δηαλύζκαηα, θαη  ( ) είλαη κηα πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε πνπ 

επηζηξέθεη κνλνδηάζηαην κέγεζνο. Δπίζεο νη  ( )  ( )  θαη    ( ) κπνξνύλ λα είλαη κε 

γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο. 

 

Ζ παξαθάησ εληνιή ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα βξεζεί ην ειάρηζην ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο 

δεδνκέλσλ ησλ πεξηνξηζκώλ : 

            (                        ), 

όπνπ    είλαη ε αξρηθή ηηκή θαη ε     είλαη ε ζπλάξηεζε πνπ ζέινπκε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε. 

Δίλαη κηα εληνιή ε νπνία  δέρεηαη έλα δηάλπζκα   θαη επηζηξέθεη έλα κνλνδηάζηαην κέγεζνο  . 

Τπνζέηνπκε όηη ην πξόβιεκα  πξνϋπνζέηεη γξακκηθνύο πεξηνξηζκνύο πνπ κπνξεί λα είλαη 

ηζόηεηεο ή αληζόηεηεο. Έηζη γηα ηνπο γξακκηθνύο πεξηνξηζκνύο ρξεζηκνπνηνύκε δηαλύζκαηα ή 

πίλαθεο. 

       : γξακκηθέο αληζόηεηεο, 

           : γξακκηθέο ηζόηεηεο. 

Αθνύ ην πξόβιεκα ππόθεηηαη ζε γξακκηθέο αληζόηεηεο θαη ηζόηεηεο, ε          ειαρηζηνπνηεί 

ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ε νπνία παίξλεη αξρηθή ηηκή     θαη αλαδεηεί ην ειάρηζην   ηεο 

ζπλάξηεζεο πνπ πεξηγξάθεη ε      κε γξακκηθέο αληζόηεηεο       θαη γξακκηθέο ηζόηεηεο 

           . Ζ αξρηθή ηηκή     κπνξεί λα είλαη κνλνδηάζηαην κέγεζνο, δηάλπζκα ή πίλαθαο. 

Αλ ην πξόβιεκα δελ έρεη αληζόηεηεο, ηόηε ζπκβνιίδνπκε κε     ,- θαη     ,-  ελώ αλ δελ 

έρνπκε ηζόηεηεο ηόηε ζπκβνιίδνπκε κε     ,- θαη     ,-. Πξνζδηνξίδνπκε θαηώηεξν    θαη 

αλώηεξν    όξην γηα ηηο ηηκέο ηεο  , ώζηε ε ιύζε λα ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο            .  

Αλ ε  ( ) δελ έρεη θάησ όξην ηόηε ζέηνπκε   ( )      , θαη αλ δελ έρεη άλσ όξην ηόηε ζέηνπκε 

  ( )       Δκείο ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε κόλν γξακκηθνύο πεξηνξηζκνύο θαη όξηα. 

 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζην   γξάθνπκε ηε παξαθάησ εληνιή 

,      -           (                        ) 

Ζ      είλαη  ε ζπλάξηεζε γηα ηελ βέιηηζηε ηηκή ηνπ   θάησ ππό πεξηνξηζκνύο. 
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3.4 Δθαξκνγή 

Παξνπζηάδνπκε έλα απιό παξάδεηγκα γηα λα δείμνπκε πσο δνπιεύεη ε        . Αο 

ππνζέζνπκε όηη έρνπκε ηε ζπλάξηεζε  ( )   –       . Αο ζεκεηώζνπκε όηη ε ζπλάξηεζε 

απηή κπνξεί λα κελ είλαη πάληα θπξηή, άξα κπνξεί λα καο δώζεη αλαμηόπηζηα απνηειέζκαηα. 

Γηα ράξηλ όκσο ηνπ παξαδείγκαηνο ζα δώζνπκε έκθαζε ζηε δηαδηθαζία ηεο Matlab . 

πλερίδνπκε ιέγνληαο όηη ε         καο δίλεη ηε ηηκή ηνπ   πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ 

 ( ) αξρίδνληαο π.ρ. από ην ζεκείν     ,        -  κε πεξηνξηζκνύο : 

                    

                    . 

Σα επόκελα βήκαηα καο δίλνπλ κηα θαιή αίζζεζε ηεο δηαδηθαζίαο πνπ αθνινπζνύκε γηα 

επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. ηε ζπλέρεηα δεκηνπξγνύκε έλα m-file (       ) ην νπνίν 

επηζηξέθεη ην κνλνδηάζηαην κέγεζνο   ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. 

                  ( ) 

      ( )    ( )    ( )  

     

Μεηά μαλαγξάθνπκε ηνπο παξαπάλσ πεξηνξηζκνύο σο εμήο: 

                     

                    . 

Αθνύ νη πεξηνξηζκνί είλαη γξακκηθνί εθθξάδνληαη σο πίλαθεο αληζόηεηαο      , όπνπ 

  0
      
            

1 θαη   0
   
   

1. 

Αθνύ ζέζνπκε αξρηθό ζεκείν θαη ηξέμνπκε ην        ην νπνίν πεξηέρεη ηηο αληζόηεηεο, ην 

αξρηθό ζεκείν θαη ηελ         ε νπνία θαιεί ηελ       από ην αξρείν        . Σν 

ζύκβνιν “ %” ρξεζηκνπνηείηαη γηα ζρνιηαζκό. 

 

% main program 

  ,-2 -4 -6; 1 3 5 -;  % πεξηνξηζκνί αληζόηεηαο  

  ,-15 200 -  

     ,10; 10; 10-;  % αξρηθή ηηκή 
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,      -           (             )  

 

Αθνύ ην ηξέμνπκε βξίζθνπκε: 

   =  66.6667 

    22.2222 

   = 13.3333 

Καη ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο είλαη fval =  -1.9753e+004. 
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Κεθάιαην 4
ν
 

 

Παξνπζίαζε απνηειεζκάηωλ 

 

4.1 Αλαιπηηθή πεξηγξαθή ηωλ πξνβιεκάηωλ 

Ο θύξηνο ζθνπόο απηήο ηεο δηπισκαηηθήο είλαη λα κεησζεί ην ξίζθν ελόο ραξηνθπιαθίνπ 

δηαιέγνληαο ηε βέιηηζηε επελδπηηθή ζηξαηεγηθή. Απηό κπνξεί λα επηηεπρζεί ειαρηζηνπνηώληαο 

ηα δύν κέηξα ξίζθνπ: ηε δηαθύκαλζε ηεο θαζαξήο δεκηάο θαη ην αλακελόκελν έιιεηκκα (Cvar).  

Λύλνπκε πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο κε δύν ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ (1
ε
 πεξίπησζε: έλα πνπ 

εκπεξηέρεη ξίζθν θαη έλα ρσξίο ξίζθν, 2
ε
 πεξίπησζε: θαη ηα δύν κε ξίζθν) ή ηξία ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ (δύν κε ξίζθν θαη έλα ρσξίο). ε γεληθέο γξακκέο εμεηάδνπκε δύν πεξηπηώζεηο, 

ιύλνληαο ηα πξνβιήκαηα κε ηελ απώιεηα θαηαλεκεκέλε θαηά Pareto ή θαηά Log-Normal. 

 

ηε πξώηε πεξίπησζε έρνπκε δεκηά κε θαηαλνκή  Pareto κε    ,        θαη ζηε δεύηεξε 

πεξίπησζε έρνπκε δεκηά κε Log-Normal θαηαλνκή  κε κ =     θαη ζ =         . Σν 

αλακελόκελν πνζό δηεθδίθεζεο (ην αλακελόκελν πνζό πνπ ζα δηεθδηθεζεί από ηνπο 

αζθαιηδόκελνπο) είλαη 1000 γηα ηηο δπν σο άλσ θαηαλνκέο δεκηάο θαη ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία 

παίξλεη αζθάιηζηξα 1100. Γηα θάζε πεξίπησζε επηιέγνπκε ηέζζεξηο δηαθνξεηηθνύο 

ζπλδπαζκνύο ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ ώζηε λα βξνύκε ηνλ βέιηηζην.  

 

Ο πξώηνο ζπλδπαζκόο είλαη έλα ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο 

ξίζθν. Σν πξώην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν έρεη κέζε απνιαβή ηεο ηάμεο ηνπ 13.883% θαη 

Log-Normal θαηαλνκή,          (               ) ελώ ην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο 

ξίζθν έρεη 4% απνιαβή,         κε πηζαλόηεηα 1. Ο δεύηεξνο ζπλδπαζκόο ζηνηρείσλ 

ελεξγεηηθνύ πάιη απνηειείηαη από έλα κε ξίζθν θαη έλα ρσξίο, όκσο εδώ ην ζηνηρείν 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν έρεη δηαθνξεηηθή κέζε απνιαβή. Σν δεύηεξν ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε 

ξίζθν είλαη Log-Normal θαηαλεκεκέλν κε κέζε απνιαβή ηεο ηάμεο        ,          (   

             ) θαη ην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν έρεη όπσο πξνεγνπκέλσο (απνιαβή 

4%,        ). Ο ηξίηνο ζπλδπαζκόο αθνξά ηα δπν ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν ηα νπνία 

ζπζρεηίδνληαη κε ζπληειεζηή ζπζρεηηζκνύ πνπ παίξλεη ηηκέο,         θαη     θαη αθνινύζσο 

ζην ηέηαξην ζπλδπαζκό ρξεζηκνπνηνύκε ην ζπλδπαζκό δπν ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ ηα νπνία 

κπνξνύλ λα ζπζρεηίδνληαη ζεηηθά, αξλεηηθά ή θαζόινπ καδί κε  έλα ρσξίο ξίζθν. Σα  ηέζζεξα 

δηαθνξεηηθά ραξηνθπιάθηα ρξεζηκνπνηνύληαη ζηε πεξίπησζε ηεο Log-Normal θαη αθνινύζσο 
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ηεο Pareto δεκηάο. Δίλαη ζεκαληηθό λα αλαθέξνπκε όηη ε Log-Normal θαηαλνκή ζεσξείηαη 

“thin-tailed” ζε αληίζεζε κε ηελ Pareto ε νπνία είλαη ‟‟heavy tailed‟‟. 

 

Θα αλαιύζνπκε ηξία πξνβιήκαηα. Σν πξώην πξόβιεκα αθνξά ηελ κεηαβιεηόηεηα ησλ 

απνηειεζκάησλ ηνπ CVaR θαη ηεο δηαθύκαλζεο. Όζν κεγαιύηεξε ε κεηαβιεηόηεηα 

απνηειεζκάησλ ηόζν κεγαιύηεξν θαη ην ξίζθν αθνύ ηα πηζαλά ζελάξηα απμάλνληαη. Μηα 

επέλδπζε ε νπνία έρεη δηαθνξεηηθέο απνιαβέο έρεη κεγάιε κεηαβιεηόηεηα, έηζη εμεηάδνπκε γηα 

δηαθνξεηηθό αξηζκό Ν (δείγκα) θαη γηα k=500 επαλαιήςεηο. Σν θνκκάηη απηό καο δίλεη κηα ηδέα 

γηα πην Ν έρνπκε κηα θαιή πξνζέγγηζε ηνπ CVaR θαη ηεο δηαθύκαλζεο. 

 

Ο ππνινγηζκόο ηνπ CVaR έρεη βαζηζηεί ζε βαζκό εκπηζηνζύλεο 99%. Σν ειβεηηθό ηεζη 

αμηνπηζηίαο (SST) απαηηεί ηνλ ίδην βαζκό εκπηζηνζύλεο γηα αζθαιηζηηθέο εηαηξείεο βαζηζκέλεο 

ζηα ειβεηηθά δεδνκέλα. Ο βαζκόο εκπηζηνζύλεο εμαξηάηαη από ηνλ επελδπηή. Όζν πεξηζζόηεξν 

δελ αξέζεη ζηνλ επελδπηή ην ξίζθν ηόζν κεγαιύηεξνο θαη ν απαηηνύκελνο βαζκόο εκπηζηνζύλεο 

(Alexander, 2008).  

 

Γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξώηνπ πξνβιήκαηνο ρξεζηκνπνηνύκε ηα κνληέια ηα νπνία πξναλαθέξακε. 

Πξνζνκνηώλνπκε γηα δηαθνξεηηθά δείγκαηα θαη ηξέρνπκε ην πξόγξακκα γηα k=500 ππό 

θάπνηνπο πεξηνξηζκνύο. Θεσξνύκε ην δηάλπζκα x σο ην ραξηνθπιάθην θαη ζεσξνύκε: 

∑     
 
     θαη             γηα         , 

όπνπ n  ν αξηζκόο ησλ ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ γηα κηα ζπγθεθξηκέλε επελδπηηθή ζηξαηεγηθή. Γηα 

θάζε        ,    είλαη ην πνζνζηό ηνπ αληίζηνηρνπ ζηνηρείνπ ελεξγεηηθνύ. Οη πεξηνξηζκνί 

δελ επηηξέπνπλ short selling γηα ηα n  ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν ή ρσξίο . Υξεζηκνπνηνύκε 

N=2000 (ην ηπραίν δείγκα) θαη επαλαιακβάλνπκε ην πείξακα γηα k=500 θνξέο θαη αθνινύζσο 

γηα N=5000, 10,000, θαη 1,000,000.  Οη βέιηηζηεο αλαινγίεο    θαη νη αληίζηνηρεο ηππηθέο 

απνθιίζεηο θαηαγξάθνληαη. Γηα επθνιία ρξεζηκνπνηνύκε ηνπο παξαθάησ ζπκβνιηζκνύο: 

  : ε αλαινγία ηνπ πξώηνπ ζηνηρείνπ ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν κέζεο απνιαβή 13.883% 

  : ε αλαινγία  ηνπ δεύηεξνπ ζηνηρείνπ ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν κέζεο απνιαβή 17.029% 

  : ε αλαινγία ηνπ ζηνηρείνπ ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν κε απνιαβή 4%. 
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Σν δεύηεξν πξόβιεκα αθνξά ηελ αλάιπζε ηνπ αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο θαη ηεο δηαθύκαλζεο 

γηα έλα πεξηνξηζκέλν αξηζκό ζελαξίσλ. Λύλνπκε ηα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο γηα δύν 

ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ξίζθνπ ππό ηνπο ίδηνπο πεξηνξηζκνύο.  Παξνπζηάδνπκε παξαθάησ ηηο 

βέιηηζηεο αλαινγίεο γηα ηηο δπν θαηαλνκέο δεκηώλ. 

 

Σν ηειεπηαίν πξόβιεκα είλαη παξόκνην κε ην δεύηεξν αλ θαη ζε απηή ηε πεξίπησζε εθαξκόδεηαη 

κόλν γηα ην αλακελόκελν έιιεηκκα όπνπ πξνζηίζεηαη έλαο πεξηνξηζκόο. Ο πεξηνξηζκόο απηόο 

εθαξκόδεηαη ζηελ αλακελόκελε απνιαβή. Σν αλακελόκελν θέξδνο δίλεηαη από : 

                 ∑  

 

   

 (  )   ( )         

Ο ππνινγηζκόο ηνπ αλακελόκελνπ θέξδνπο είλαη πιήξσο εκπεηξηθόο  (  )  
 

 
∑    
 
    θαη 

 ( )  
 

 
∑   
 
   . ην πξόβιεκα απηό  ην αλακελόκελν θέξδνο ζα πάξεη ηηο ηηκέο κε 

αληίζηνηρν θέξδνο 1%, 2% and 3%. Άξα ην αλακελόκελν θέξδνο είλαη 1% P , 2% P θαη 3% P 

γηα θάζε πεξηνξηζκό όπνπ P  ην πνζό πνπ επελδύζεθε ( P =1100). 

 

4.2 Πεξηγξαθή ηνπ πξνγξάκκαηνο ηεο πξνζνκνίωζεο 

 

Πεξηγξάθνπκε ελ ζπληνκία πσο δνπιεύεη ε πξνζνκνίσζε θαη πσο ζπιιέγνπκε ηα δεδνκέλα.  

 

Ο ζηόρνο ηεο MPT (βιέπε εηζαγσγή) πξνζνκνίσζεο είλαη λα δνθηκάζεη όια ηα πηζαλά ζελάξηα 

κε δηαθνξεηηθά πνζνζηά ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ θαη λα επηιέμεη ηα πνζνζηά απηά πνπ 

ειαρηζηνπνηνύλ ην ξίζθν. Ζ εληνιή mvnrnd  ζηε Matlab ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ παξαγσγή 

ηπραίσλ αξηζκώλ από ηε πνιπκεηαβιεηή θαλνληθή θαηαλνκή γηα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν.  

 

Πξνζνκνηώλνπκε ηηο θαηαλνκέο δεκηάο κε ρξήζε ηεο εληνιήο randraw  ε νπνία κπνξεί λα 

παξάγεη ηπραίνπο αξηζκνύο από 50 δηαθνξεηηθέο θαηαλνκέο. Υξεζηκνπνηώληαο ηελ εληνιή απηή  

παξάγνπκε αξηζκνύο από δπν θαηαλνκέο, θαη ζπγθεθξηκέλα από ηηο θαηαλνκέο Pareto (second 

class) θαη Log-Normal κε παξακέηξνπο απηέο πνπ πξνζδηνξίζακε πξνεγνπκέλσο. 
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4.3 Ζ πνηθηιία ηωλ απνηειεζκάηωλ 

Δίλαη ζεκαληηθό ζηελ ζηαηηζηηθή αλάιπζε λα εξεπλνύκε ηελ επαηζζεζία ησλ ππνινγηζκώλ καο 

αλαιόγσο ησλ δηαθνξεηηθώλ δεηγκάησλ. ην θνκκάηη απηό πνπ αθνινπζεί εμεηάδνπκε ηε 

ζπκπεξηθνξά ηελ βέιηηζηεο αλαινγίαο νύησο ώζηε λα κεηώζνπκε ην ξίζθν γηα  δηαθνξεηηθά Ν 

(2000, 5000, 410 , 610 ) εθηειώληαο ην πείξακα γηα k=500 επαλαιήςεηο. Θεσξνύκε ηε δεκηά ζηελ 

πξώηε πεξίπησζε λα έρεη Pareto θαηαλνκή θαη ζηε δεύηεξε Log-Normal θαηαλνκή. 

 

4.4 Αλακελόκελν έιιεηκκα όηαλ k=500 

ην ζηάδην απηό ειαρηζηνπνηνύκε ην πξόβιεκα γηα ην αλακελόκελν έιιεηκκα. Με ηε βνήζεηα 

ηεο Matlab παίξλνπκε ηνπο παξαθάησ πίλαθεο. Υξεζηκνπνηνύκε ηελ εμίζσζε (3.2) ηελ νπνία 

πξναλαθέξακε θαη έηζη ην γξακκηθό πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο επηιύλεηαη κε ηνπο 

πεξηνξηζκνύο ∑   
 
      θαη       . Τπελζπκίδνπκε όηη          (            

   ) κέζεο απνιαβή 13.883%,          (                ) κέζεο απνιαβή 17.029%, 

        θαη ην πνζό πνπ επελδύζακε P=1100. Πξώηα έρνπκε ηε πεξίπησζε. 

Αλακελόκελν έιιεηκκα - Πεξίπησζε 1
ε
 : Εεκηά θαηά Pareto 

   θαη    Βέιηηζηεο αλαινγίεο 
Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 99% CVaR 

N=2000 x1=0.2180 x2=0.7820 0.3713, 0.3713 0.5486, 0.4513 6429.059 

N=5000 x1=0.5887 x2=0.4113 0.3007, 0.3007 0.6043, 0.3956 6547.155 

N=10,000 x1=0.7448 x2=0.2552 0.2499, 0.2499 0.6231, 0.3956 7579.870 

N=1,000,000 x1= 0.6476 x2=0.3524 0.0271, 0.0271 0.6409, 0.3590 7293.440 

 

Πίλαθαο : Αλάιπζε αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο γηα ην 1
ν
 ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη ην 

ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν κε Pareto δεκηά. 

 

Αλακελόκελν έιιεηκκα - Πεξίπησζε 2ε: Log-Normal δεκηά 

   θαη    Βέιηηζηεο αλαινγίεο 
Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 99% CVaR 

N=2000 x1= 0.5786 x2=0.4214 0.3577, 0.3577 0.5229, 0.4770 5851.139 

N=5000 x1= 0.6740 x2= 0.3260 0.2902, 0.2902 0.5735, 0.4264 5878.893 

N=10,000 x1= 0.7139 x2= 0.2861 0.2304, 0.2304 0.5950, 0.4049 5837.694 

N=1,000,000 x1= 0.5716 x2= 0.4284 0.0244, 0.0244 0.5914, 0.4085 6499.596 

 

Πίλαθαο 2: Αλάιπζε αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο γηα ην 1
ν
 ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν  θαη 

ην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν κε Log-Normal δεκηά. 
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Αλαιύνληαο ηα απνηειέζκαηα ζηηο δύν πεξηπηώζεηο ηεο ηπραίαο δεκηάο, ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία  

πξέπεη λα επελδύζεη πεξηζζόηεξν ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη κέζε απνιαβή 

13.883% παξά ζε απηό ρσξίο.  Παξά ηαύηα όκσο έρεη βξεζεί όηη ζηε πεξίπησζε Ν=2000 κε 

Pareto δεκηά, ε πξνηεηλόκελε επελδπηηθή ζηξαηεγηθή είλαη λα επελδύζνπκε ζην ζηνηρείν 

ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν. ηνπο πίλαθεο έρνπκε ηε ηππηθή απόθιηζε, ηηο κέζεο απνιαβέο ησλ 

ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ θαη ην ειαρηζηνπνηεκέλν Cvar γηα ηα δηάθνξα δείγκαηα. Παξαηεξνύκε 

όηη όζν απμάλνπκε ην N ε ηππηθή απόθιηζε κεηώλεηαη. Γηα Ν= 610  παξαηεξνύκε όηη νη αλαινγίεο 

πιεζηάδνπλ ηε βέιηηζηε. Δπίζεο παξαηεξνύκε όηη επελδύνπκε πεξηζζόηεξν ζην ζηνηρείν 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν ζηε πεξίπησζε ηεο Pareto από όηη ζηε πεξίπησζε ηεο Log-Normal. Σν 

πξόγξακκα γηα Ν=2,000 ρξεηάδεηαη πεξίπνπ 40 δεπηεξόιεπηα ελώ γηα λα Ν= 610  πεξίπνπ 20 

ιεπηά. Ο αιγόξηζκνο γηα ηα ππόινηπα  N=5000 θαη N=10,000, πήξε πεξίπνπ 1 ιεπηό. 

Αθνινύζσο εμεηάδνπκε ην ραξηνθπιάθην απνηεινύκελν από ην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν 

   θαη ην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν. 

Αλακελόκελν έιιεηκκα - Πεξίπησζε 1
ε
 : Εεκηά θαηά Pareto 

  and    Βέιηηζηεο αλαινγίεο 
Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 99% CVaR 

N=2000 x1=0.2845 x2=0.7155 0.3588, 0.3588 0.4175, 0.5824 6197.025 

N=5000 x1=0.7538 x2=0.2462 0.2977, 0.2977 0.6190, 0.3809 6288.626 

N=10,000 x1=0.7522 x2=0.2478 0.2334, 0.2334 0.6320, 0.3679 7571.569 

N=1,000,000 x1=0.5943 x2=0.4057 0.0256, 0.0256 0.6450, 0.3549 7352.844 

  

Πίλαθαο 3: Αλάιπζε αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο γηα ην 2
ν
 ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη ην 

ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν κε Pareto δεκηά 

Αλακελόκελν έιιεηκκα - Πεξίπησζε 2ε: Log-Normal δεκηά 

   θαη    Βέιηηζηεο αλαινγίεο 
Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 99% CVaR 

N=2000 x1=1  x2=0 0.3570, 0.3570 0.5268, 0.4731 5342.447 

N=5000 x1=0.9999 x2= 0.00001 0.2876, 0.2876 0.5872, 0.4127 6737.833 

N=10,000 x1=0.6480 x2= 0.3520 0.2218, 0.2218 0.6066, 0.3933 6312.585 

N=1,000,000 x1= 0.5910 x2=0.4090 0.0245, 0.0245 0.5920, 0.4079 6571.135 

 

Πίλαθαο 4: Αλάιπζε αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο γηα ην 2
ν
 ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη ην 

ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν κε Log-Normal δεκηά. 

 

Σα απνηειέζκαηα ζηνπο Πίλαθεο 3 θαη 4 δείρλνπλ όηη ζηε πεξίπησζε πνπ έλα ραξηνθπιάθην πνπ 

απνηειείηαη  από έλα ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη απνιαβή 17.029%  θαη έλα ρσξίο ξίζθν 

θαη απνιαβή 4%, πξέπεη λα πξνηηκήζνπκε λα επελδύζνπκε πεξηζζόηεξν  από ην αξρηθό 

θεθάιαην ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν. Παξαηεξείηαη κεξηθή δηαθνξνπνίεζε αθνύ γηα 
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Ν=2,000 ππό Pareto δεκηά ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία ζπκβνπιεύεηαη λα επελδύζεη πεξίπνπ 72% 

ηνπ αξρηθνύ θεθαιαίνπ ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν. Απηό αληηηίζεηαη ησλ 

απνηειεζκάησλ γηα δηαθνξεηηθά Ν. Έηζη κπνξνύκε λα ην παξαιείςνπκε αθνύ έρνπκε κηθξή 

δηαθνξνπνίεζε ζηα απνηειέζκαηα. Αθόκα νη ηππηθέο απνθιίζεηο ησλ ππνινγηζκώλ βαζηζκέλνη 

ζηηο 500 πξνζνκνηώζεηο είλαη αξθεηά θνληά ζηηο ηππηθέο απνθιίζεηο όπνπ ην ζηνηρείν 

ελεξγεηηθνύ κε ην ιηγόηεξν ξίζθν εμεηαδόηαλ. Δπίζεο ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία πξέπεη λα 

απμήζεη ηελ επέλδπζε ηεο ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν όπνπ ε θαηαλνκή δεκηάο έρεη 

‟‟heavy tail‟‟. Δπίζεο πξέπεη λα επηζεκάλνπκε όηη γηα Ν= 610  παίξλνπκε ηηο κηθξόηεξεο ηππηθέο 

απνθιίζεηο γηα ηηο βέιηηζηεο αλαινγίεο θαη αθόκα νη ηηκέο ησλ κέζσλ είλαη θνληά ζηηο βέιηηζηεο. 

Οη ππνινγηζκνί καο παίξλνπλ ην ίδην ρξνληθό δηάζηεκα κε απηά ησλ πξνεγνπκέλσλ. 

 

Αθνινύζσο ιύλνπκε ην πξόβιεκα ηνπ αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο όηαλ ην ραξηνθπιάθην 

απνηειείηαη από 2 ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ. Ο ζπληειεζηήο ζπζρεηηζκνύ είλαη 0.5 

θαη νη βέιηηζηεο αλαινγίεο γηα δηαθνξεηηθά N θαηά Pareto θαη Log-Normal δεκηάο 

παξνπζηάδνληαη παξαθάησ. 

Αλακελόκελν έιιεηκκα - Πεξίπησζε 1ε : Εεκηά θαηά Pareto 

  θαη           

ρ = 0.5 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 99% CVaR 

N=2,000 x1=0.2151 x2=0.7849 0.3994, 0.3994 0.4597, 0.5402 6531.076 

N=5,000 x1=0.9450 x2= 0.0547 0.3392, 0.3392 0.4673, 0.5326 7696.308 

N=10,000 x1=0.7333 x2=0.2667 0.2991, 0.2991 0.4335, 0.5664 7378.667 

N=1,000,000 x1=0.4750 x2= 0.5249 0.0328, 0.0328 0.4456, 0.5543 7344.684 

 

Πίλαθαο 5: Αλάιπζε αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο γηα δύν ζεηηθά ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη Pareto δεκηά. 

 

Αλακελόκελν έιιεηκκα - Πεξίπησζε 2ε: Log-Normal δεκηά 
  θαη           

ρ = 0.5 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 99% CVaR 

N=2,000 x1=0 x2=1 0.4068, 0.4068 0.4787, 0.5212 4804.293 

N=5,000 x1=0.00008 x2=0.99992 0.3416, 0.3416 0.4819, 0.5180 6369.432 

N=10,000 x1=0.2992 x2=0.7008 0.2775, 0.2775 0.4543, 0.5456 7278.033 

N=1,000,000 x1=0.4794 x2=0.5206 0.0315, 0.0315 0.4589, 0.5410 6551.696 

 

Πίλαθαο 6: Αλάιπζε αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο γηα δύν ζεηηθά ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη Log-Normal  δεκηά. 
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Οη Πίλαθεο 5 θαη 6 δείρλνπλ όηη ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία πξέπεη λα πξνηηκήζεη λα επελδύζεη 

πεξηζζόηεξν ζε έλα ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ αθνύ είλαη ζεηηθά ζπζρεηηζκέλεο. ην πίλαθα 5 γηα ηα 

Ν=2000 θαη Ν= 610  επηιέγνπκε λα επελδύζνπκε ζην δεύηεξν ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν ελώ 

γηα Ν=5000 θαη Ν= 410  είλαη πξνηηκεηέν ην πξώην.  ην Πίλαθα 6 γηα ηα Ν=2000 θαη Ν=5000 

θαίλεηαη όηη πξέπεη λα επελδύζνπκε αξθεηό από ην αξρηθό θεθάιαην ζην δεύηεξν ζηνηρείν 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν. Γηα ηα Ν= 410  επελδύνπκε ην 70.08% ηνπ θεθαιαίνπ ζην δεύηεξν 

ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν. Όκσο γηα N= 610 ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία πξέπεη λα επελδύζεη ην 

52.06% ηνπ αξρηθνύ θεθαιαίνπ ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε πεξηζζόηεξν ξίζθν. Απηό 

ζπκθσλεί κε ηε ζηξαηεγηθή γηα Pareto δεκηά. ηε πεξίπησζε απηή επελδύνπκε 52.49% ηνπ 

αξρηθνύ θεθαιαίνπ ζε απηό κε ην πεξηζζόηεξν ξίζθν. Σα ρξνληθά δηαζηήκαηα γηα Ν=2000 θαη 

Ν=5000 είλαη 40 θαη 58 δεπηεξόιεπηα αληίζηνηρα. Γηα Ν= 410  ην ρξνληθό δηάζηεκα ησλ 

ππνινγηζκώλ είλαη 1.05 ιεπηά θαη γηα Ν= 610 είλαη πεξίπνπ 20 ιεπηά. 

 

Οκνίσο κε πξνεγνπκέλσο ππνινγίδνπκε ηηο βέιηηζηεο αλαινγίεο γηα δπν ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ 

κε ξίζθν θαη ζπληειεζηή ζπζρεηηζκνύ -0.5. 

 

Αλακελόκελν έιιεηκκα - Πεξίπησζε 1ε : Εεκηά θαηά Pareto 
  θαη           

ρ = -0.5 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Mean 99% CVaR 

N=2000 x1=0.2911 x2=0.7089 0.3301, 0.3301 0.4798, 0.5201 6955.13 

N=5000 x1=0.3963 x2=0.6037 0.2505, 0.2505 0.4862, 0.5137 8031.633 

N=10,000 x1=0.4146 x2=0.5854 0.1873, 0.1873 0.4800, 0.5199 7951.327 

N=1,000,000 x1=0.4885 x2=0.5115 0.0193, 0.0193 0.4857, 0.5142 7320.008 

 

Πίλαθαο 7: Αλάιπζε αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο γηα δύν αξλεηηθά ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη Pareto δεκηά. 

 

Αλακελόκελν έιιεηκκα - Πεξίπησζε 2ε: Log-Normal δεκηά 
  θαη           

ρ = -0.5 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 99% CVaR 

N=2000 x1=0 x2=1 0.3285, 0.3285 0.4888, 0.5111 6677.491 

N=5000 x1=0.2913 x=0.7087 0.2519, 0.2519 0.4876, 0.5123 7114.291 

N=10,000 x1=0.7542 x2=0.2458 0.1789, 0.1789 0.4830, 0.5169 6847.198 

N=1,000,000 x1= 0.4825 x2=0.5175 0.0196, 0.0196 0.4885, 0.5114 6528.151 

 

Πίλαθαο 8: Αλάιπζε αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο γηα δύν αξλεηηθά ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη Log-Normal  δεκηά. 
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ύκθσλα κε ην Πίλαθα 7 ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία πξέπεη λα επελδύζεη πεξηζζόηεξν ζην δεύηεξν 

ζηνηρείνπ ελεξγεηηθνύ. Γηα Ν= 610  πξέπεη λα επελδπζεί 48.85% θαη 51.15% ηνπ αξρηθνύ 

θεθαιαίνπ ζην πξώην θαη δεύηεξν ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ αληίζηνηρα. Σν 99% CVaR ζηε 

πεξίπησζε απηή βξέζεθε 7320. Απηή ε ηηκή  καο δίλεη λα θαηαιάβνπκε πόζε είλαη ε κέζε 

απώιεηα ζηελ νπξά ηεο Pareto θαηαλνκήο. ηε πεξίπησζε ηεο  Log-Normal δεκηάο γηα Ν=2000 

θαη Ν=5000 ε βέιηηζηε ζηξαηεγηθή είλαη λα επελδπζεί ην θεθάιαην πεξηζζόηεξν ζην ζηνηρείν 

ελεξγεηηθνύ κε ηελ κεγαιύηεξε απνιαβή. Γηα Ν= 410  ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία πξέπεη λα 

επελδύζεη 75.42% ηνπ θεθαιαίνπ ζε απηό κε ην ιηγόηεξν ξίζθν. Γηα Ν= 610  νη αλαινγίεο 

θηάλνπλ ζην 48.25% θαη 51.75% ηνπ αξρηθνύ θεθαιαίνπ αληίζηνηρα. ε γεληθέο γξακκέο γηα Ν=
610  ε βέιηηζηε επελδπηηθή ζηξαηεγηθή θαη γηα ηηο δύν θαηαλνκέο δεκηάο είλαη λα επελδπζεί ην  

51% πεξίπνπ ηνπ αξρηθνύ θεθαιαίνπ ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ην πεξηζζόηεξν ξίζθν. Ζ 

ηππηθή απόθιηζε γηα N= 610  είλαη 0.0195 θαη ηα ρξνληθά δηαζηήκαηα ησλ ππνινγηζκώλ είλαη ηα 

ίδηα κε ην ζπληειεζηή ζπζρεηηζκνύ 0.5.  

Οη παξαθάησ πίλαθεο απνηεινύληαη από ηηο βέιηηζηεο αλαινγίεο κε ηηο ηππηθέο απνθιίζεηο ηνπο 

θαη ηνπο κέζνπο θαη ην 99% CVaR ζηε πεξίπησζε δύν κε ζπζρεηηζκέλσλ ζηνηρείσλ 

ελεξγεηηθνύ κε δηαθνξεηηθέο απνιαβέο κε Pareto θαη Log-Normal δεκηά. 

 

Αλακελόκελν έιιεηκκα - Πεξίπησζε 1ε : Εεκηά θαηά Pareto 
  θαη           

ρ = 0 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 99% CVaR 

N=2000 x1=1 x2=0 
0.3703, 

0.3703 

0.4819, 

0.5180 
7268.25 

N=5000 x1=0.9999 x2=0.0001 
0.2811, 

0.2811 

0.4732, 

0.5267 
8232.63 

N=10,000 x1=0.7904 x2=0.2096 
0.2301, 

0.2301 

0.4875, 

0.5124 
6976.08 

N=
610  x1=0.4872 x2=0.5128 

0.0249, 

0.0249 

0.4732, 

0.5267 
7356.27 

 

Πίλαθαο  9: Αλάιπζε αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο γηα δύν κε ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη Pareto δεκηά. 
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Αλακελόκελν έιιεηκκα - Πεξίπησζε 2ε: Log-Normal δεκηά 
  and           

ρ = 0 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 

99% 

CVaR 

N=2000 x1=0.3288,x2=0.6712 0.3739, 0.3739 0.4837, 0.5162 5993.573 

N=5000 x1=0.4326,x2=0.5674 0.2769, 0.2769 0.5089, 0.4910 5931.324 

N=10,000 x1=0.7040 ,x2=0.2960 0.2071, 0.2071 0.4724, 0.5275 6826.972 

N=
610  x1= 0.4677,x2=0.5323 0.0220, 0.0220 0.4816, 0.5183 6511.276 

  

Πίλαθαο  10: Αλάιπζε αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο γηα δύν κε ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη Log-Normal δεκηά. 

 

ύκθσλα κε ην Πίλαθα 9 δηαπηζηώλνπκε όηη ην ξίζθν ειαρηζηνπνηείηαη όηαλ επελδύνπκε 

πεξηζζόηεξν ζην πξώην ζηνηρείνπ ελεξγεηηθνύ κε ηε κηθξόηεξε απνιαβή. Όκσο γηα Ν = 6101  

ζα πξέπεη λα επελδύζνπκε 48.72% ηνπ θεθαιαίνπ ζην πξώην θαη 51.28% ζην δεύηεξν. Δπίζεο 

ζύκθσλα κε ην Πίλαθα 10 πξέπεη λα επελδύζνπκε πεξηζζόηεξν ζην δεύηεξν ζηνηρείν 

ελεξγεηηθνύ κε ηελ κεγαιύηεξε απνιαβή. Αλ θαη ζηε πεξίπησζε Ν=10,000 κε Log-Normal 

δεκηά ζα πξέπεη λα επελδπζεί ην 70.04% ηνπ θεθαιαίνπ ζην πξώην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ .  

 

Αθνινύζσο εμεηάδνπκε ηε πεξίπησζε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ κε ηξία ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ.  

Αλακελόκελν έιιεηκκα - Πεξίπησζε 1ε : Εεκηά θαηά Pareto 
      θαη    

ρ = 0.5 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 99% CVaR 

N=2000 x1= 1 x2=0 x3=0 
0.3683, 

0.3768, 0.3656 

0.3214,  

0.3711,0.3074 
6479.56 

N=5000 x1=0 x2=1 x3=0 
0.3326, 

0.3422, 0.3127 

0.3216,  

0.4083,0.2700 
8042.94 

N=10,000 
x1=0.5871    

x2=0.3076 x3= 0.1053 

0.2995, 

0.2830,0.2674 

0.3460,  

0.4026,0.2513 
7269.91 

N=
610  

x1=0.2971    

x2=0.4940 x3= 0.2089 

0.0400, 

0.0375, 0.0400 

0.3324,  

0.4708,0.1966 
7372.12 

 

Πίλαθαο 11: Αλάιπζε αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο γηα δύν ζεηηθά ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη έλα ρσξίο κε Pareto δεκηά. 
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Αλακελόκελν έιιεηκκα - Πεξίπησζε 2ε: Log-Normal δεκηά 
      και    

ρ = 0.5 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 99% CVaR 

N=2000 
x1=0.00004 

x2=0.02536,x3=0.9746 

0.3744, 

0.3721,0.3661 

0.3360, 

0.3513, 0.3126 
5951.255 

N=5000 
x1=0.0001    

x2=0.5971, x3=0.4028 

0.3131, 

0.3215,0.3097 

0.3221, 

0.3831, 0.2947 
5673.30 

N=10,000 
x1=0.0001    

x2=0.2919, x3= 0.7080 

0.2792, 

0.2741,0.2645 

0.3078, 

0.3931, 0.2990 
6375.954 

N=
610  

x1=0.2680    

x2=0.4444, x3=0.2876 

0.0370, 

0.0326,0.0373 

0.3071, 

0.4342, 0.2585 
6541.524 

 

Πίλαθαο 12: Αλάιπζε αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο γηα δύν ζεηηθά ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη έλα ρσξίο κε Log-Normal δεκηά. 

Οη βέιηηζηεο αλαινγίεο ζην Πίλαθα 11 ππνδεηθλύνπλ όηη ζηε πεξίπησζε ησλ 3 ζηνηρείσλ 

ελεξγεηηθνύ ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία πξέπεη λα επελδύζεη πεξηζζόηεξν ζε απηά κε ην 

κεγαιύηεξν ξίζθν όηαλ ε δεκηά αθνινπζεί Pareto θαηαλνκή. Σν πνζνζηό πνπ επελδύεηαη ζην 

ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν είλαη ακειεηέν γηα κηθξό Ν ελώ γηα N= 610 θηάλεη ζην 21% 

αξρηθνύ θεθαιαίνπ.  ηε πεξίπησζε ηεο Log-Normal δεκηάο γηα N= 610 επελδύνπκε 28% ηνπ 

αξρηθνύ θεθαιαίνπ ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν θαη 44% ζην ζε απηό κε ηε 

κεγαιύηεξε απνιαβή. Παξαηεξείηαη όηη γηα N= 610  ε αλαινγία είλαη θνληά ζηε βέιηηζηε 

γεγνλόο πνπ καο δείρλεη όηη γηα N= 610  παίξλνπκε θαιύηεξα απνηειέζκαηα ζε ζύγθξηζε κε 

κηθξόηεξα N. 

 

Αλακελόκελν έιιεηκκα - Πεξίπησζε 1ε : Εεκηά θαηά Pareto 
      θαη     

ρ = -0.5 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 

99% 

CVaR 

N=2000 
x1=0.8208 

x2=0.1791,x3=0.0001 

0.3398, 

0.3394,0.2327 

0.4374, 

0.4751,0.0873 

7987.30 

 

N=5000 
x1=0.1100  

x2=0.4681, x3=0.4219 

0.2699, 

0.2700,0.1305 

0.4708, 

0.4933,0.0358 

7458.14 

 

N=10,000 
x1=0.49644 

x2=0.50353,x3=0.00003 

0.1945, 

0.1921,0.0567 

0.4933, 

0.4982,0.0083 

7026.10 

 

N=
610  

x1= 0.4690   

x2= 0.5310  x3=0 

0.0192, 

0.0192,0 

0.4838, 

0.5161,0 
7269.90 

 

Πίλαθαο 13: Αλάιπζε αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο γηα δύν αξλεηηθά ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη έλα ρσξίο κε Pareto δεκηά. 
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Αλακελόκελν έιιεηκκα - Πεξίπησζε 2ε: Log-Normal δεκηά 
      θαη         

ρ = -0.5 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 99% CVaR 

N=2000 
x1=0.7589  

x2=0.2410,x3=0.0001 

0.3420, 

0.3361, 0.2371 

0.4704, 

0.4346, 0.0948 
5138.714 

N=5000 
x1=0.3777  

x2=0.6222,x3=0.0001 

0.2462, 

0.2473, 0.1400 

0.4657, 

0.4953, 0.0388 
6446.847 

N=10,000 
x1=0   

x2=1         ,x3=0 

0.1799, 

0.1770, 0.0652 

0.4779, 

0.5094, 0.0125 
6541.060 

N=
610  

x1=0.4834 

x2=0.5166,x3=0 

0.0178, 

0.0178, 0 

0.4887, 

0.5113, 0 
6521.780 

 

Πίλαθαο 14: Αλάιπζε αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο γηα δύν αξλεηηθά ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη έλα ρσξίο κε Log-Normal δεκηά. 

ύκθσλα κε ηνλ Πίλαθα 13 ν επελδπηήο πξέπεη λα απνθύγεη λα επελδύζεη ζην ζηνηρείν 

ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν. Ζ ζηξαηεγηθή εδώ είλαη λα επελδύζνπκε πεξηζζόηεξν ζε έλα από απηά 

κε ξίζθν.  ηε πεξίπησζε ηεο Pareto δεκηάο πξέπεη λα επελδύζνπκε ζε απηό κε ηε κεγαιύηεξε 

απνιαβή. Γηα N=1,000,000 πξέπεη λα επελδπζεί 46.90% ηνπ αξρηθνύ θεθαιαίνπ ζην πξώην 

ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ θαη 53.10% ζην δεύηεξν κε πεξηζζόηεξν ξίζθν. Οκνίσο ζηε πεξίπησζε 

ηεο Log-Normal δεκηάο πξέπεη λα επελδύζνπκε πεξηζζόηεξν ζηα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν 

θαη όζν απμάλνπκε ην N νη αλαινγίεο ησλ δπν δηαθνξνπνηείηαη θαη θηάλνπκε γηα N= 610 όπνπ 

επελδύνπκε 48.33% ζην πξώην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ θαη 51.66% ζην δεύηεξν.  

Ζ ηειεπηαία πξνζνκνίσζε αθνξά έλα ραξηνθπιάθην πνπ απνηειείηαη από 2 κε ζπζρεηηζκέλα 

ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη έλα ρσξίο.  

 

Αλακελόκελν έιιεηκκα - Πεξίπησζε 1ε : Εεκηά θαηά Pareto 
      θαη 

         ρ = 0 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 

99% 

CVaR 

N=2000 
x1=0.000057  

x2=0.999683,x3=0.00026 

0.3648, 

0.3698, 0.3273 

0.3834, 

0.4064, 0.2101 

10400.5 

 

N=5000 
x1=0.000025  

x2=0.99997,x3= 0.000005 

0.3054, 

0.3103, 0.2413 

0.4040, 

0.4480, 0.1479 

7465.23 

 

N=10,000 
x1=0.2786  

x2=0.7213,x3= 0.0001
 

0.2379, 

0.2341, 0.2011 

0.4129, 

0.4707, 0.1162 

7341.37 

 

N=
610  

x1= 0.4867   

x2= 0.5133,x3=0 

0.0246, 

0.0246, 0 

0.4760, 

0.5239, 0 

7342.33

5 

 

Πίλαθαο 15: Αλάιπζε αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο γηα δύν κε ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη έλα ρσξίο κε Pareto δεκηά. 
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Αλακελόκελν έιιεηκκα - Πεξίπησζε 2ε: Log-Normal δεκηά 
      θαη          

ρ = 0 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 99% CVaR 

N=2000 
x1=0   

x2=1          x3=0 

0.3607, 

0.3683, 0.3144 

0.3817, 

0.4179, 0.2003 
5834.243 

N=5000 
x1=0.7033 

x2=0.2966 x3=0.0001 

0.2958, 

0.2928, 0.2423 

0.4021, 

0.4438, 0.1539 
6129.476 

N=10,000 
x1=0.2200   

x2=0.4383 x3= 0.3417 

0.2347, 

0.2367, 0.1986 

0.4108, 

0.4676, 0.1214 
6086.448 

N=
610  

x1=0.4692  

x2=0.5307 x3=0.0001 

0.022662, 

0.022634, 

0.0031 

0.4835, 

0.5160, 

0.00038 

6539.539 

 

Πίλαθαο 16: Αλάιπζε αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο γηα δύν κε ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη έλα ρσξίο κε Log-Normal δεκηά. 

 

Λακβάλνληαο ππόςε ηνπο παξαπάλσ δύν πίλαθεο ν επελδπηήο ζα πξέπεη λα πξνηηκήζεη έλα από 

ηα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη λα απνθύγεη ην ζηνηρείνπ ελεξγεηηθνύ ρσξίο. Ο Πίλαθαο 

15  καο πξνηξέπεη λα επελδύζνπκε πεξηζζόηεξν ζην δεύηεξν ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε κέζε 

απνιαβή    = 17.029% θαη ζύκθσλα κε ηνλ Πίλαθα 16 ν επελδπηήο πξέπεη λα αθνινπζήζεη ηελ 

ίδηα ζηξαηεγηθή. Όηαλ ε δεκηά είλαη Log-Normal θαηαλεκεκέλε ην πνζό πνπ επελδύεηαη ζην 

δεύηεξν ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ είλαη θαηά ειάρηζηα κηθξόηεξν από απηό ζηε πεξίπησζε ηεο 

Pareto θαηαλνκήο. Πξέπεη λα επηζεκάλνπκε όηη γηα N= 610  νη ηππηθέο απνθιίζεηο είλαη 

κηθξόηεξεο από απηέο γηα κηθξόηεξα Ν θαη επίζεο ην 99% CVaR ζηε Pareto πεξίπησζε είλαη 

πάληα κεγαιύηεξν από απηό ζηε Log-Normal πεξίπησζε. 

 

4.5 Αλάιπζε δηαθύκαλζεο γηα k=500 

 

Έλα θνηλό καζεκαηηθό εξγαιείν κέηξεζεο ηνπ ξίζθνπ είλαη ε δηαθύκαλζε. ε γεληθέο γξακκέο 

όζν κεγαιύηεξε είλαη ε δηαθύκαλζε ηόζν κεγαιύηεξν είλαη ην εύξνο ησλ πηζαλώλ 

απνηειεζκάησλ άξα ηόζν κεγαιύηεξν θαη ην ξίζθν. ε απηό ην θνκκάηη ειαρηζηνπνηνύκε ηε 

δηαθύκαλζε ηεο θαζαξήο απώιεηαο θαη βξίζθνπκε ηηο αλαινγίεο ζε θάζε πεξίπησζε. Δθηεινύκε 

500 πξνζνκνηώζεηο ζε δηαθνξεηηθά ζελάξηα θαη εμεηάδνπκε ηελ επελδπηηθή ζηξαηεγηθή. Δπίζεο 

παξνπζηάδνπκε ηηο ηππηθέο απνθιίζεηο, ηνπο κέζνπο θαη ηελ ειάρηζηε δηαθύκαλζε.   
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Πξώηα εμεηάδνπκε ηε πεξίπησζε κε δύν ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ, ην έλα κε ξίζθν θαη κέζε 

απνιαβή 13.883%  θαη ην άιιν ρσξίο ξίζθν θαη πξνθαζνξηζκέλε απνιαβή 4%. Σα 

απνηειέζκαηα πνπ παίξλνπκε αθνύ εθηεινύκε ην πείξακα γηα k=500 θαη δηαθνξεηηθά 

δεηγκαηηθά κεγέζε νδεγνύκαζηε ζην ζπκπέξαζκα όηη ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία πξέπεη λα 

επελδύζεη όιν ην αξρηθό ηεο θεθάιαην ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν. Σν ζπκπέξαζκα 

παξακέλεη ην ίδην αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε δηαθνξεηηθό ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν (απνιαβή 

17.029%). Οκνίσο θαηαιήγνπκε ζηα ίδηα ζπκπεξάζκαηα κε ηε δεκηά λα θαηαλέκεηαη Log-

Normal. Άξα πξνρσξνύκε ζηε πεξίπησζε όπνπ έλα ραξηνθπιάθην απνηειείηαη από δύν ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν.  

 

Γηαθύκαλζε – Πεξίπησζε 1ε: Εεκηά κε θαηαλνκή Pareto 
   θαη                

ρ = 0.5 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 

Διάρηζηε 

Γηαθύκαλζε 

N=2000 x1=0.6300 x2=0.3700 0.0392, 0.0392 0.6330, 0.3669 2176881.45 

N=5000 x1=0.5704 x2=0.4296 0.0258, 0.0258 0.6334, 0.3665 2204444.20 

N=10,000 x1=0.6334 x2=0.3666 0.0175, 0.0175 0.6344, 0.3655 2005863.48 

N=
610  x1=0.6376 x2=0.3624 0.0017, 0.0017 0.6341, 0.3658 2063171.12 

 

Πίλαθαο 17: Αλάιπζε δηαθύκαλζεο γηα δύν ζεηηθά ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε 

ξίζθν θαη δεκηά θαηαλνκήο Pareto. 

Γηαθύκαλζε – Πεξίπησζε 2ε: Εεκηά κε θαηαλνκή Log-Normal 
   θαη                

ρ = 0.5 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 

Διάρηζηε 

Γηαθύκαλζε 

N=2000 x1=0.7008 x2=0.2992 0.0401, 0.0401 0.6339, 0.3660 1735792.39 

N=5000 x1=0.6590 x2=0.3410 0.0247, 0.0247 0.6331, 0.3668 1438159.30 

N=10,000 x1=0.6269 x2=0.3731 0.0173, 0.0173 0.6339, 0.3660 1716049.64 

N=
610  x1=0.6340 x2=0.3660 0.0016, 0.0016 0.6341, 0.3658 1623855.49 

 

Πίλαθαο 18: Αλάιπζε δηαθύκαλζεο γηα δύν ζεηηθά ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε 

ξίζθν θαη δεκηά θαηαλνκήο Log-Normal. 

 

ύκθσλα κε ηνλ πίλαθα 17 ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία πξέπεη λα επελδύζεη ην πεξηζζόηεξν αξρηθό 

θεθάιαην ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε απνιαβή 13.883%. Οη βέιηηζηεο αλαινγίεο γηα ηα  

N=2000 ππνδεηθλύνπλ όηη πξέπεη λα επελδπζεί ην 63% ηνπ αξρηθνύ θεθαιαίνπ ζην πξώην 

ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ. Γηα N= 610  ην θεθάιαην πξνο επέλδπζε ζα πξέπεη λα είλαη 64% θαη 36% 

ηνπ αξρηθνύ θεθαιαίνπ ζην πξώην θαη δεύηεξν ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ αληίζηνηρα. Οκνίσο ν 

πίλαθαο 18 θαηαιήγεη ζηε ίδηα επελδπηηθή ζηξαηεγηθή.   
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Αθνινύζσο ειαρηζηνπνηνύκε ηε δηαθύκαλζε ζηε πεξίπησζε 2 αξλεηηθώλ ζπζρεηηζκέλσλ 

ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν.  

Γηαθύκαλζε – Πεξίπησζε 1ε: Εεκηά κε θαηαλνκή Pareto 
   θαη                

ρ = - 0.5 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 

Διάρηζηε 

Γηαθύκαλζε 

N=2000 x1=0.5450 x2=0.4550 0.0146, 0.0146 0.5454, 0.4545 1547611.87 

N=5000 x1=0.5490 x2=0.4510 0.0098, 0.0098 0.5451, 0.4548 1779759.04 

N=10,000 x1=0.5448 x2=0.4552 0.0065, 0.0065 0.5450, 0.4549 1762312.05 

N=
610  x1=0.5454 x2=0.4546 0.0006, 0.0006 0.5452, 0.4547 1793556.88 

 

Πίλαθαο 19: Αλάιπζε δηαθύκαλζεο γηα δύν αξλεηηθά ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε 

ξίζθν κε δεκηά θαηαλνκήο Pareto. 

 

Γηαθύκαλζε – Πεξίπησζε 2ε: Εεκηά κε θαηαλνκή Log-Normal 
   θαη                

ρ = - 0.5 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 

Διάρηζηε 

Γηαθύκαλζε 

N=2000 x1=0.5449 x2=0.4551 0.0152, 0.0152 0.5438, 0.4561 1164722.18 

N=5000 x1=0.5465 x2=0.4535 0.0102, 0.0102 0.5453, 0.4546 1437536.27 

N=10,000 x1=0.5490 x2=0.4510 0.0067, 0.0067 0.5452, 0.4547 1446983.61 

N=
610  x1=0.5441 x2=0.4559 0.0006, 0.0006 0.5452, 0.4547 1391874.00 

 

Πίλαθαο 20: Αλάιπζε δηαθύκαλζεο γηα δύν αξλεηηθά ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε 

ξίζθν θαη δεκηά θαηαλνκήο Log-Normal. 

 

Οη Πίλαθεο 19 θαη 20 καο νδεγνύλ ζην ζπκπέξαζκα όηη εάλ έλα ραξηνθπιάθην απνηειείηαη από 

δύν αξλεηηθά ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία πξέπεη λα επελδύζεη 

πεξηζζόηεξν ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ην ιηγόηεξν ξίζθν. 
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Γηαθύκαλζε – Πεξίπησζε 1ε: Εεκηά κε θαηαλνκή Pareto 
   θαη                

ρ = 0 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 

Διάρηζηε 

Γηαθύκαλζε 

N=2000 x1=0.5608  x2=0.4392 0.0234, 0.0234 0.5680, 0.4319 1792365.78 

N=5000 x1=0.5679  x2=0.4321 0.0148, 0.0148 0.5674, 0.4325 1762793.36 

N=10,000 x1=0.5760  x2=0.4240 0.0095, 0.0095 0.5682, 0.4317 2021033.43 

N=
610  x1=0.5677  x2=0.4323 0.0010, 0.0010 0.5677, 0.4322 1919839.29 

 

Πίλαθαο 21: Αλάιπζε δηαθύκαλζεο γηα δύν κε ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν 

θαη δεκηά θαηαλνκήο Pareto 

 

Γηαθύκαλζε – Πεξίπησζε 2ε: Εεκηά κε θαηαλνκή Log-Normal 

   θαη                

ρ = 0 
Βέιηηζηεο αλαινγίεο 

Σππηθή 

Απόθιηζε 
Μέζνο 

Διάρηζηε 

Γηαθύκαλζε 

N=2000 x1=0.5522  x2=0.4478 0.0216, 0.0216 0.5673,0.4326 2032156.32 

N=5000 x1=0.5827  x2=0.4173 0.0146, 0.0146 0.5681, 0.4318 2026518.56 

N=10,000 x1=0.5717  x2=0.4283 0.0104, 0.0104 0.5675, 0.4324 1461993.64 

N=
610  x1=0.5685  x2=0.4315 0.0010, 0.0010 0.5676, 0.4323 1513835.09 

 

Πίλαθαο 22: Αλάιπζε δηαθύκαλζεο γηα δύν κε ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν 

θαη δεκηά θαηαλνκήο Log-Normal. 

 

Διαρηζηνπνηώληαο ηε δηαθύκαλζε ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία πξέπεη λα επελδύζεη πεξηζζόηεξν ζην 

πξώην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ από όηη ζην δεύηεξν θαη ην ίδην ηζρύεη είηε έρνπκε ζεηηθό ή 

αξλεηηθό ζπληειεζηή ζπζρεηηζκνύ. Σν ρξνληθό δηάζηεκα πνπ απαηηνύλ νη ππνινγηζκνί γηα 

N=2000, 5000 θαη 410  είλαη 10, 13 θαη 16 δεπηεξόιεπηα αληίζηνηρα. Γηα N= 610 απαηηνύληαη  28 

ιεπηά. 



40 

 

Σν επόκελν βήκα είλαη λα κειεηήζνπκε ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ ραξηνθπιαθίνπ απνηεινύκελν από 

3 ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ γηα δηαθνξεηηθό N (δείγκα).  

 

4.6 Ζ επηινγή ηνπ ζωζηνύ N γηα ηε αλάιπζε 

 

Από ηελ αλάιπζε ησλ δύν κνληέισλ γηα δηαθνξεηηθό αξηζκό N θαη θαηαλνκώλ δεκηάο ζεσξνύκε 

ηα απνηειέζκαηα αμηόπηζηα θαη κπνξνύκε λα ηα ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα πεξαηηέξσ αλάιπζε. Αλ 

θαη ε ύπαξμεο κηαο κηθξήο δηαθνξνπνίεζε απνηειεζκάησλ είλαη θάηη πνπ αλακέλεηαη αθνύ γηα 

λα πάξνπκε πην αθξηβή απνηειέζκαηα πξέπεη ηξέμνπκε εθαηνκκύξηα πξνζνκνηώζεηο. Ο 

παξάιιεινο πξνγξακκαηηζκόο ζα ήηαλ κηα ιύζε γηα ην παξαπάλσ αιιά απηό είλαη πέξαλ ηεο 

δηπισκαηηθήο απηήο. Παξαηεξήζεθε όηη γηα N= 610 πήξακε ηηο κηθξόηεξεο απνθιίζεηο πξάγκα 

πνπ καο δείρλεη όηη νη βέιηηζηεο αλαινγίεο είλαη πνιύ θνληά ζηηο πξαγκαηηθά βέιηηζηεο ηηκέο. 

Έηζη ζπλερίδνπκε ηελ αλάιπζε κε N= 610  θαη γηα k=1 παίξλνληαο πεξηζζόηεξν αμηόπηζηα 

απνηειέζκαηα. 

 

4.7 Αλακελόκελν έιιεηκκα όηαλ k=1 

ην κέξνο απηό ν ζηόρνο καο είλαη λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ην αλακελόκελν έιιεηκκα θαη ηε 

δηαθύκαλζε θαη λα βξνύκε ηελ θαιύηεξε επελδπηηθή ζηξαηεγηθή. Παίξλνπκε k=1 πνπ ζεκαίλεη 

όηη δελ ζα επαλαιάβνπκε ην πείξακα πάλσ από κηα θνξά. Παξαθάησ παξνπζηάδνπκε κηα 

ιεπηνκεξή αλάιπζε ραξηνθπιαθίσλ κε δύν ή ηξία ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε θαηαλνκή δεκηάο  

Pareto θαη Log-Normal. Δπίζεο θάλνπκε κηα ζύγθξηζε ησλ δύν κνληέισλ. 

Πξώηα, επηιύνπκε ην πξόβιεκα ειαρηζηνπνηώληαο ην αλακελόκελν έιιεηκκα κε ην 

ραξηνθπιάθην λα απνηειείηαη από έλα ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη έλα ζηνηρείν 

ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν. Ζ πξνζέγγηζε καο εδώ είλαη πιήξσο εκπεηξηθή. Παξνπζηάδνπκε ζε 

πίλαθεο ηηο βέιηηζηεο αλαινγίεο θαη ηηο ηηκέο ηνπ 99% CVaR. 

 

Καηαλνκή Εεκηάο       99% CVaR 

Pareto 0.6223 0.3777 7266.432 

Log-Normal 0.5881 0.4119 6562.883 

            

Πίλαθαο 23: Βέιηηζηεο αλαινγίεο θαη 99% CVaR – 1
ν
 ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη ρσξίο   
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Καηαλνκή Εεκηάο       99% CVaR 

Pareto 0.6110 0.3890 7275.932 

Log-Normal 0.5916 0.4084 6516.473 

            

Πίλαθαο 24: Βέιηηζηεο αλαινγίεο θαη 99% CVaR – 2
ν
 ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη ρσξίο   

ύκθσλα κε ηνλ Πίλαθα 23 πξέπεη λα επελδύζνπκε πεξηζζόηεξα ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ην 

νπνίν έρεη απνιαβή 13.883%. Έηζη ε αζθαιηζηηθή πξέπεη λα θαηαλέκεη ην θεθάιαην ηεο 62.23% 

θαη 58.81% ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν γηα θαηαλνκέο Pareto θαη Log-Normal 

αληίζηνηρα. Παξαηεξείηαη επίζεο όηη ην 99% CVaR ηεο Log-Normal δεκηάο είλαη κηθξόηεξν από 

ην 99% CVaR ηεο  Pareto δεκηάο. Σα απνηειέζκαηα απηά δείρλνπλ όηη ην πνζό πνπ επελδύεηαη 

ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ γηα ηελ Pareto θαηαλνκή  είλαη κεγαιύηεξν από απηό γηα ην ζηνηρείν 

ελεξγεηηθνύ γηα ηελ Log-Normal θαηαλνκή. Οη βέιηηζηεο αλαινγίεο ηνπ Πίλαθα 24 

ππνζηεξίδνπλ ηα ζπκπεξάζκαηα καο από ηνλ Πηλάθα 23. Όηαλ έρνπκε έλα ραξηνθπιάθην 

απνηεινύκελν από έλα ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν  θαη απνιαβή 17.029% θαη έλα ρσξίο, 

πξέπεη λα πξνηηκήζνπκε λα επελδύζνπκε ζε απηό κε ξίζθν. Δπίζεο ην 99% CVaR ηεο Pareto 

πεξίπησζεο είλαη κεγαιύηεξν από απηό ηεο log-Normal πεξίπησζεο πξάγκα πνπ νθείιεηαη ζηε 

‟‟heavy tail‟‟ ηεο Pareto. Σα ρξνληθά δηαζηήκαηα γηα ηνπο ππνινγηζκνύο είλαη κόιηο έλα 

δεπηεξόιεπην. 

Ο επόκελνο Πίλαθαο αθνξά δύν ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν. Αθνύ ν ζπληειεζηήο 

ζπζρεηηζκνύ παίδεη ζεκαληηθό ξόιν ζηηο αλαινγίεο ησλ ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ θαηαζθεπάδνπκε 

ην Πίλαθα 25 θαη εμεηάδνπκε γηα θάζε θαηαλνκή ηξείο δηαθνξεηηθνύο ζπληειεζηέο ζπζρεηηζκνύ 

ρ =-0.5,0,0,5. 

Καηαλνκή 

Εεκηάο 
ρ       99% CVaR 

Pareto 

-0.5 

0 

0.5 

0.4978 

0.4972 

0.4835 

0.5022 

0.5028 

0.5165 

7272.947 

7477.117 

7372.955 

Log-Normal 

-0.5 

0 

0.5 

0.4751 

0.4564 

0.4616 

0.5249 

0.5436 

0.5384 

6522.139 

6533.819 

6532.341 

           

 Πίλαθαο 25: Βέιηηζηεο αλαινγίεο θαη 99% CVaR – δύν ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ   

Σα απνηειέζκαηα πνπ παίξλνπκε γηα ην πξόβιεκα δπν ζπζρεηηζκέλσλ ή κε ζηνηρείσλ 

ελεξγεηηθνύ είλαη παξόκνηα κε απηά ελόο ζηνηρείνπ ελεξγεηηθνύ κε ξίζθνπ θαη ρσξίο ξίζθν. Σα 

απνηειέζκαηα ηνπ Πίλαθα 25 καο νδεγνύλ ζην ζπκπέξαζκα λα επελδύζνπκε ζην ζηνηρείν 

ελεξγεηηθνύ κε ην πεξηζζόηεξν ξίζθν. Γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή ζπζρεηηζκνύ 

επελδύνπκε πεξίπνπ 52% ηνπ αξρηθνύ θεθαιαίνπ ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ηε κεγαιύηεξε 

απνιαβή (  ) θαη πεξίπνπ 48% ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ην κηθξόηεξν ξίζθν (  ). 
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εκεηώλνπκε όηη γηα ηε  Pareto θαηαλνκή δεκηάο ην 99% CVaR είλαη κεγαιύηεξν από απηό ηεο  

Log-Normal δεκηάο. Σα ρξνληθά δηαζηήκαηα γηα ηνπο ππνινγηζκνύο είλαη πεξίπνπ 2 sec.  

 

Δλ ζπλερεία εξεπλνύκε ην ραξηνθπιάθην πνπ απνηειείηαη από έλα ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε 

ξίζθν θαη δύν ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ. 

 

Καηαλνκή 

Εεκηάο 
ξ          99% CVaR 

Pareto 

-0.5 

0 

0.5 

0.4600 

0.4482 

0.3225 

0.5400 

0.5518 

0.5014 

- 

- 

0.1761 

7293.835 

7294.023 

7383.342 

Log-Normal 

-0.5 

0 

0.5 

0.4861 

0.4891 

0.2637 

0.5139 

0.5109 

0.4341 

- 

- 

0.3022 

6506.247 

6554.141 

6528.804 

   

 Πίλαθαο 26: Βέιηηζηεο αλαινγίεο θαη 99% CVaR – ηξία ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ   

 

Από πξνεγνύκελε αλάιπζε (βιέπε Πίλαθεο 11-16) ην θεθάιαην πνπ επελδύεηαη ζηα δύν 

ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν είλαη ίζν θαη ζπλήζσο ακειεηέν κέξνο ηνπ θεθαιαίνπ πάεη ζην 

ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν. Πάξα ηαύηα όηαλ ν ζπληειεζηήο ζπζρεηηζκνύ παίξλεη ηε ηηκή 

ηνπ 0.5 πξέπεη λα επελδύζνπκε 17.61% θαη 30.22% ηνπ αξρηθνύ θεθαιαίνπ ζην ζηνηρείν 

ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν κε  Pareto θαη Log-Normal θαηαλνκή δεκηάο αληίζηνηρα. Όηαλ ηα 

ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ είλαη αξλεηηθά ή κε ζπζρεηηζκέλα πξέπεη λα επηδηώμνπκε λα επελδύζνπκε 

κόλν ζηα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη όρη ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο. εκεηώλνπκε 

όηη ην πνζό πνπ επελδύεηαη  ζην δεύηεξν ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ είλαη κεγαιύηεξν από απηό ηνπ 

πξώηνπ. Αθόκα όζν πην ‟‟βαξεία‟‟ ε νπξά ηεο θαηαλνκήο ηόζν κεγαιύηεξν θαη ην 99% CVaR. 

Ζ Pareto θαηαλνκή δεκηάο έρεη πην ρνληξή νπξά από όηη ε Log-Normal θαη έηζη ην αλακελόκελν 

έιιεηκκα ζα είλαη κεγαιύηεξν. Σα ρξνληθά δηαζηήκαηα ησλ ππνινγηζκώλ ήηαλ πεξίπνπ 3 

δεπηεξόιεπηα. 
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4.8 Γηαθύκαλζε όηαλ k=1 

 

ηόρνο εδώ είλαη ε βέιηηζηε επελδπηηθή ζηξαηεγηθή  γηα ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο δηαθύκαλζεο 

ηεο θαζαξήο δεκηάο. Τπνινγίδνπκε ηηο βέιηηζηεο αλαινγίεο γηα N=1,000,000. 

 

Πξώηα ειαρηζηνπνηνύκε ηε δηαθύκαλζε ζηε πεξίπησζε πνπ ην ραξηνθπιάθην απνηειείηαη από 

έλα ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη έλα ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν. Σν απνηέιεζκα 

έδεημε όηη ε βέιηηζηε ζηξαηεγηθή είλαη λα επελδπζεί όιν ην αξρηθό θεθάιαην ζην ζηνηρείν 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν. Σν ρξνληθό δηάζηεκα πνπ πήξε ην πξόγξακκα ήηαλ πεξίπνπ 2 sec. 

 

Μεηά ιύλνπκε ην πξόβιεκα ησλ δύν ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν. εκαληηθό εδώ είλαη λα 

παξαηεξήζνπκε πσο ε ζηξαηεγηθή κεηαβάιιεηαη εδώ επεηδή έρνπκε ζπζρεηηζκέλα ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ. Αθνινύζσο ππνινγίδνπκε ηηο βέιηηζηεο αλαινγίεο γηα ηνπο ηξείο δηαθνξεηηθέο 

ζπληειεζηέο ζπζρεηηζκνύ. Κάλνληαο ρξήζε ηεο ζπλάξηεζεο 2.1 ε δηαθύκαλζε εθθξάδεηαη σο 

εμήο: 

           
       

              

όπνπ           θαη        (     ),         (βιέπε ζει. 16). ηε πεξίπησζε όπνπ ηα 

ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ είλαη αλεμάξηεηα ν ηξίηνο όξνο ηεο εμίζσζεο γίλεηαη κεδέλ. 

 

Καηαλνκή 

Εεκηάο 
ρ       Γηαθύκαλζε 

Pareto 

-0.5 

0 

0.5 

0.5452 

0.5678 

0.6367 

0.4548 

0.4322 

0.3633 

1809833.025 

1928861.328 

2048973.301 

Log-Normal 

-0.5 

0 

0.5 

0.5453 

0.5674 

0.6339 

0.4547 

0.4326 

0.3661 

1389413.106 

1519939.139 

1629444.940 

         

   Πίλαθαο 27:Βέιηηζηεο αλαινγίεο θαη ειάρηζηε δηαθύκαλζε - δύν ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ 

Όπσο θαίλεηαη ζην Πίλαθα 27 ε θαιύηεξε ζηξαηεγηθή είλαη λα επελδύζνπκε ζην ζηνηρείν 

ελεξγεηηθνύ κε ηε κηθξόηεξε απνιαβή όηαλ ν ζηόρνο καο είλαη λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ηε 

δηαθύκαλζε ηεο θαζαξήο δεκηάο. Γηα ηε ηηκή ρ=0.5 ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία πξέπεη λα επελδύζεη 

ην 64% ηνπ αξρηθνύ θεθαιαίνπ (P=1100) ζην πξώην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ελώ όηαλ ρ=-0.5 ηόηε 

πξέπεη λα επελδπζεί ην 55%. Απηό ηζρύεη θαη γηα ηηο 2 θαηαλνκέο αθνύ ηα απνηειέζκαηα καο 
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δίλνπλ πεξίπνπ ηηο ίδηεο αλαινγίεο. Ζ ηηκή ηεο δηαθύκαλζεο γηα ηελ Pareto είλαη κεγαιύηεξε από 

απηήλ ηεο Log-Normal πεξίπησζεο γηα θάζε ζπληειεζηή ζπζρεηηζκνύ. Απηό είλαη έλα θαίξην 

ζεκείν αθνύ καο δίλεη λα θαηαιάβνπκε ην ξόιν πνπ παίδεη ε θαηαλνκή δεκηάο ζηηο αλαινγίεο 

ησλ ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ.  

 

Αθνινπζνύλ ηα απνηειέζκαηα ηεο πεξίπησζεο ηνπ ραξηνθπιαθίνπ κε ηξία ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ. Ζ δηαθύκαλζε εθθξάδεηαη σο εμήο:  

           
       

              

Όπνπ     ε δηαθύκαλζε ηεο αθαζάξηζηεο απνιαβήο ηνπ ζηνηρείνπ ελεξγεηηθνύ           . 

Αθνύ        (     ) θαη        (     ) είλαη κεδέλ. Σν    έρεη πξνθαζνξηζκέλε 

απνιαβή άξα ν ζπληειεζηήο ζπζρεηηζκνύ κεηαμύ    θαη ελόο κνλνδηάζηαην κεγέζνπο ζα είλαη 

κεδέλ. 

 

Καηαλνκή 

Εεκηάο 
ρ    Γηαθύκαλζε 

Pareto 

-0.5 

0 

0.5 

1 

1 

1 

1644419.783 

1685086.755 

1675986.260 

Log-Normal 

-0.5 

0 

0.5 

1 

1 

1 

1256567.661 

1241568.921 

1252122.708 

                 

   Πίλαθαο 28:Βέιηηζηεο αλαινγίεο θαη ειάρηζηε δηαθύκαλζε - ηξία ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ 

 

Σν παξαπάλσ πξόβιεκα έδεημε όηη ην αξρηθό θεθάιαην κίαο αζθαιηζηηθήο εηαηξείαο ζα πξέπεη 

λα επελδπζεί ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν. Απηή ε ζηξαηεγηθή είλαη ε πην αζθαιήο. Ζ 

δηαθύκαλζε ηεο Pareto θαηαλνκήο είλαη κεγαιύηεξε από απηή ηεο Log-Normal θαη ε ρξνληθή 

δηάξθεηα ησλ ππνινγηζκώλ είλαη 1 sec. 
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4.9 ύγθξηζε ηωλ βέιηηζηωλ ζηξαηεγηθώλ κέζω δύν κνληέιωλ 

 

Δδώ ζα ζπγθξίλνπκε ηε δηαθύκαλζε θαη ηε πξνζέγγηζε CVaR γηα k=1 θαη N= 610  θάλνληαο 

δηάθνξνπο ζπλδπαζκνύο ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ θαη ζπζρέηηζεο κε  δεκηά θαηαλεκεκέλε θαηά 

Pareto θαη Log-Normal. Θα εξεπλήζνπκε πώο ην CVaR θαη ε δηαθύκαλζε επεξεάδνληαη από ηα 

ηέζζεξα δηαθνξεηηθά ραξηνθπιάθηα. Μεηά από κηα ζεηξά ειεγρόκελσλ βειηηζηνπνηήζεσλ 

ζπγθξίλνπκε ηηο αλαινγίεο πνπ ππνινγίζακε ειαρηζηνπνηώληαο ηε δηαθύκαλζε θαη ην CVaR θαη 

εξεπλνύκε πσο ζπκπεξηθέξνληαη ηα δύν κνληέια ζε ζρέζε κε ηε θαηαλνκή δεκηάο.  

Ζ δηαθύκαλζε είλαη έλα ζπλεζηζκέλν κέηξν ξίζθνπ ην νπνίν βαζίδεηαη ζηε θαηαλνκή ηεο 

δεκηάο. Σν Conditional value-at-risk (CVaR) κεηξά ην αλακελόκελν έιιεηκκα ηεο νπξάο ηεο 

θαηαλνκήο δεδνκέλνπ όηη θάπνην όξην δεκηάο έρεη μεπεξαζηεί. Οη πεξηνξηζκνί είλαη νη ίδην ζηηο 

δύν πεξηπηώζεηο. Δίλαη ελδηαθέξνλ όηη ε δηαθύκαλζε είλαη αλεμάξηεηε ηνπ επίπεδνπ 

εκπηζηνζύλεο ηνπ νπνίνπ αλαθέξεηαη ην CVaR. Απηό νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη  ε δηαθύκαλζε 

ιακβάλεη ππόςε όιε ηε θαηαλνκή ελώ ην CVaR επηθεληξώλεηαη ζηελ αλακελόκελε απώιεηα. 

Υξεζηκνπνηώληαο ζα κέηξν ξίζθν ηελ ειάρηζηε δηαθύκαλζε γηα ραξηνθπιάθην, απνηεινύκελν 

από δύν ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ην έλα εθ ησλ δύν λα κελ εκπεξηέρεη ξίζθν (νκόινγν), 

θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα όηη πξέπεη λα επελδύζνπκε πεξηζζόηεξν ζην ζηνηρείν 

ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν. ε αληίζεζε κε ηε δηαθύκαλζε, ην CVaR κνληέιν καο παξνηξύλεη λα 

επελδύζνπκε 60% ηνπ αξρηθνύ θεθαιαίνπ ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη ην ππόινηπν 

ζε απηό ρσξίο ξίζθν (νκόινγν).  

Έρνληαο εμεηάζεη ηε πεξίπησζε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ απνηεινύκελν από δύν ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ κε δηαθνξεηηθέο απνιαβέο ε δηαθύκαλζε καο πξνηξέπεη λα επελδύζνπκε ζην 

ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ην κηθξόηεξν ξίζθν θαη ην CVaR καο πξνηξέπεη λα επελδύζνπκε ζην 

ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ην πεξηζζόηεξν ξίζθν. Πεξίπνπ 50% θαη 54% ηνπ αξρηθνύ θεθαιαίνπ 

ζύκθσλα κε ην CVaR ζην δεύηεξν ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ θαη  54% θαη 63% ζην πξώην ζηνηρείν 

ελεξγεηηθνύ ζύκθσλα κε ηε δηαθύκαλζε γηα θαηαλνκέο δεκηάο Pareto θαη Log-Normal 

αληίζηνηρα. 

 

Σν ηειεπηαίν ηύπνο ραξηνθπιαθίνπ απνηειείηαη από ηξία ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ (δύν ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη έλα ρσξίο ξίζθν). Ζ βέιηηζηε ζηξαηεγηθή γηα ηελ αζθαιηζηηθή 

εηαηξεία κε βάζε ηε δηαθύκαλζε είλαη λα επελδύζνπκε ζην ζηνηρείν  ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν. 

Σα εκπεηξηθά απνηειέζκαηα ηνπ CVaR καο ιέεη όηη γηα ρ= 0 θαη ρ= - 0.5 πξέπεη λα επελδύζνπκε 

ζηα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν ελώ είλαη ζεηηθά ζπζρεηηζκέλα πξέπεη λα επελδύζνπκε θαη 

ζε απηό ρσξίο ξίζθν. Δίλαη πξνθαλέο όηη νη ζηξαηεγηθέο πνπ αλαπηύζζνληαη κέζσ ησλ δύν σο 

άλσ εξγαιείσλ δηαθέξνπλ.  
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4.10 Αλακελόκελν έιιεηκκα κε πεξηνξηζκό θέξδνπο  

ε απηό ην κέξνο παξνπζηάδνπκε ηα απνηειέζκαηα ηνπ 3
νπ

 πξνβιήκαηνο  (βιέπε ζει 27). 

Δπηθεληξσλόκαζηε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ην αλακελόκελν έιιεηκκα ηεξώληαο ην λέν 

πεξηνξηζκό. Ζ βειηηζηνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο κε πξνϋπόζεζε ηνπ αλακελόκελνπ θέξδνπο γηα 

ηξείο δηαθνξεηηθέο ηηκέο κε δεκηέο θαηαλνκήο Pareto θαη Log-Normal. Σν πξόβιεκα απηό γηα 

δύν ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ δε ιύλεηαη. Οη πεξηνξηζκνί πνπ έρνπκε εδώ είλαη γξακκηθέο ηζόηεηεο 

(νη αλαινγίεο πνπ ηζνύληαη κε κνλάδα θαη ην αλακελόκελν θέξδνο) έηζη ε ιύζε ησλ εμηζώζεσλ 

απηώλ κε αγλώζηνπο    θαη    είλαη κνλαδηθή, όκσο δελ ηθαλνπνηεί ην πεξηνξηζκό         

  θαη έηζη δε κπνξνύκε λα ιύζνπκε ην πξόβιεκα γηα δύν ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ. Όπσο 

πξνεγνπκέλσο ρξεζηκνπνηνύκε N= 610  θαη k=1 επαλαιήςεηο. Καηαγξάθνπκε ηηο αλαινγίεο γηα 

θάζε ζπληειεζηή ζπζρεηηζκνύ θαη θάζε ηηκή ηνπ αλακελόκελνπ θέξδνπο. Σν ρξνληθό δηάζηεκα 

γηα θάζε πεξίπησζε είλαη πεξίπνπ 1 min. 

Καηαλνκή ξ Αλ. θέξδνο          99% CVaR 

Pareto 
-0.5 

 

P.1% 

P.2% 

P.3% 

9.11x10-5 

 

1.62x10-6 

 

5.16x10-5 

7.31x10-5 

 

4.79x10-7 

 

1.03x10-8 

0.8091 

0.8194 

 

0.8505 

6040.753 

6041.199 

6301.636 

 

0 

P.1% 

P.2% 

P.3% 

2.13x10-12 

 

2.27x10-5 

 

1.03x10-7 

7.95x10-11 

 

4.40x10-7 

 

3.66x10-9 

0.8852 

0.8573 

 

0.8075 

6653.314 

6391.750 

6021.407 

 

0.5 

P.1% 

P.2% 

P.3% 

2.77x10-16 

 

6.52x10-6 

 

6.17x10-12 

2.11x10-16 

 

3.01x10-8 

 

4.70x10-12 

0.8834 

0.8415 

 

0.9014 

6525.284 

6219.977 

6667.553 

Log-Normal 

-0.5 

P.1% 

P.2% 

P.3% 

3.44x10-9 

 

0.0011 

 

2.45x10-8 

2.53x10-7 

 

3.96x10-6 

 

5.81x10-6 

0.8033 

0.8036 

 

0.8035 

5302.409 

5306.325 

5325.470 

 

0 

P.1% 

P.2% 

P.3% 

6.32x10-7 

 

3.85x10-12 

 

1.61x10-7 

2.81x10-6 

 

2.92x10-12 

 

1.01x10-7 

0.8499 

0.8918 

 

0.7897 

5613.388 

5848.347 

5205.211 

 

0.5 

P.1% 

P.2% 

P.3% 

4.97x10-10 

 

5.63x10-16 

 

5.06x10-5 

3.05x10-10 

 

4.24x10-16 

 

8.01x10-7 

0.8812 

0.8925 

 

0.8017 

5838.762 

5851.014 

5281.241 

 

Πίλαθαο 29: Βέιηηζηεο αλαινγίεο γηα θαηαλνκή δεκηάο Pareto θαη Log-Normal κε ηξία ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ. 
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ύκθσλα κε ηα απνηειέζκαηα ηνπ Πίλαθα 29  ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία θαηαλέκεη πεξηζζόηεξν 

από ην θεθάιαην ηεο ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν, θηάλνληαο πεξίπνπ ην 80% κε 90%. 

Άξα ν ξόινο ηνπ ζηνηρείνπ ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν είλαη πνιύ ζεκαληηθόο. Αλαιόγσο όκσο 

από ηελ θαηαλνκή δεκηάο ην θεθάιαην πνπ πξέπεη λα επελδπζεί δηαθέξεη. 

 

Σν πνζό πνπ επελδύεηαη ζηα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν είλαη ηεο ηάμεο ηνπ        , άξα 

πνιύ κηθξό. Δλδηαθέξνλ έρεη λα πξνζέμνπκε πώο νη αλαινγίεο θπκαίλνληαη ζύκθσλα κε ηνπο 

ζπληειεζηέο ζπζρέηηζεο. Γηα αξλεηηθέο ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο πξέπεη λα απμήζνπκε 

ην πνζό πνπ επελδύνπκε ζηα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν θαη λα ην κεηώζνπκε όηαλ ηα δύν 

ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ δε ζπζρεηίδνληαη. Δλόζσ ην  ρ απμάλεηαη θαη πιεζηάδεη ην 1, ν επελδπηήο 

ζα πξέπεη λα κεηώζεη ηελ επέλδπζε ηνπ ζηα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν. Δμεηάδνληαο ηε 

ζπκπεξηθνξά ησλ αλαινγηώλ ζηε πεξίπησζε ηεο Log-Normal θαηαλνκήο αληίζηνηρα κε ην 

αλακελόκελν θέξδνο παξαηεξνύκε όηη ελόζσ ε ηηκή ηνπ αλακελόκελνπ θέξδνπο απμάλεηαη, 

απμάλεηαη θαη ε επέλδπζε ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ην ιηγόηεξν ξίζθν.  
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Κεθάιαην 5
ν
 

 

Παξαηεξήζεηο θαη ζρόιηα  

 

 

ηε δηπισκαηηθή εξγαζία απηή θαηαζθεπάζακε ραξηνθπιάθηα κε ρξήζε δπν κνληέισλ 

ππνζέηνληαο όηη νη απώιεηεο καο έρνπλ θαηαλνκή α) Pareto θαη β) Log-Normal. πγθεθξηκέλα 

ρξεζηκνπνηήζακε ηα κέηξα ξίζθνπ CVar (αλακελόκελν έιιεηκκα) θαη variance (δηαθύκαλζε). Ο 

εκπεηξηθόο ηξόπνο ππνινγηζκνύ ηεο  δηαθύκαλζεο ηεο θαζαξήο δεκηάο είλαη επζύο θαη ηνλ 

εθάξκνζε πξώηνο ν Markowitz (1952). Γηα ην CVaR κνληέιν πηνζεηνύκε ηε πξνζέγγηζε ησλ 

Rockafellar θαη Uryasev (2000b).  Σα απνηειέζκαηα θαλεξώλνπλ όηη ηα δπν κνληέια κπνξνύλ 

λα βειηησζνύλε κε ρξήζε γξακκηθνύ θαη κε γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ. H δηαθύκαλζε ηεο 

ζπλνιηθήο απνιαβήο θαη ην 99% CVaR ειαρηζηνπνηνύληαη ππό κεξηθνύο πεξηνξηζκνύο. 

 

Αξρηθά εμεηάζακε ηε ζηαζεξόηεηα ησλ απνηειεζκάησλ . Με ρξήζε ηεζζάξσλ δηαθνξεηηθώλ 

δεηγκάησλ επαλαιάβακε ην πείξακα γηα 500 θνξέο ηόζν γηα ην  CVaR όζν θαη γηα ην variance 

κνληέιν. Σα απνηειέζκαηα δείρλνπλ θάπνηεο δηαθνξνπνηήζεηο νη νπνίεο όκσο είλαη ακειεηέεο. 

Καηαιήμακε ζην ζπκπέξαζκα όηη ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε δείγκα κεγέζνπο N= 610  ην 

νπνίν καο δίλεη πνιύ κηθξέο ηππηθέο απνθιίζεηο γηα ηηο αλαινγίεο. Σν πξόγξακκα Matlab εθηειεί 

απνηειεζκαηηθά δεθάδεο ρηιηάδεο πξνζνκνηώζεηο ηηο νπνίεο απαηηνύζε ν θώδηθαο. Σν ρξνληθό 

δηάζηεκα πνπ ρξεηαδόηαλ γηα λα ηξέμεη ην πξόγξακκα θπκαηλόηαλ κεηαμύ κεξηθώλ 

δεπηεξνιέπησλ θαη κεξηθώλ ιεπηώλ αλαιόγσο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

Αθνινύζσο θαηαζθεπάζακε ραξηνθπιάθηα απνηεινύκελα από δύν ή ηξία ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ 

ειαρηζηνπνηώληαο ην CVaR θαη ηε δηαθύκαλζε (ρσξίο λα έρνπκε ηελ επηινγή ηνπ short sale 

όπσο θαη πξναλαθέξακε). πγθξίλακε ηηο δύν πξνζεγγίζεηο θαη παξαηεξήζακε όηη νη αλαινγίεο 

ησλ ζηνηρείσλ ελεξγεηηθώλ δηαθέξνπλ. πγθεθξηκέλα ην κνληέιν ηεο δηαθύκαλζεο πξνζθέξεη 

ηε πην αζθαιή ζηξαηεγηθή αθνύ ην κεγαιύηεξν κέξνο ηεο επέλδπζεο ηνπνζεηείηαη ζην 

ελεξγεηηθό κε ην ιηγόηεξν ξίζθν. Ο ζηόρνο ηνπ κέηξνπ ξίζθνπ είλαη λα ειαρηζηνπνηήζεη ην 

ξίζθν ζε όιε ηε θαηαλνκή δεκηάο θαη έηζη πξνηηκνύληαη ηα ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ κε ην 

κηθξόηεξν ξίζθν. Αληηζέησο ε πξνζέγγηζε CVaR ζπληζηά λα επελδύζνπκε ζηα ζηνηρεία 

ελεξγεηηθνύ κε ηηο κεγαιύηεξεο απνιαβέο θαη ξίζθν.   
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Έλα αθόκα ζεκείν πνπ εξεπλήζακε ήηαλ απηό ηνπ ζπληειεζηή ζπζρεηηζκνύ ν νπνίνο ζύκθσλα 

κε ηα απνηειέζκαηα καο παίδεη πνιύ ζεκαληηθό ξόιν ζηε ζηξαηεγηθή πνπ ζα αθνινπζήζνπκε. 

Υξεζηκνπνηώληαο ηε  CVaR “πξνζέγγηζε” παξαηεξήζακε όηη όζν ν ζπληειεζηήο ζπζρεηηζκνύ 

απμάλεηαη θαη πιεζηάδεη ηε ηηκή ηεο κνλάδα ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία ζα πξέπεη λα επελδύζεη ζην 

ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ην κεγαιύηεξν ξίζθν. Δλώ γηα ηε δηαθύκαλζε ζήκαηλε όηη ζα πξέπεη λα 

επελδύζνπκε ζην ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ κε ην κηθξόηεξν ξίζθν. εκαληηθό είλαη λα 

επηζεκάλνπκε όηη όηαλ ππνζέηακε απώιεηα θαηά Pareto ε ηηκή ηνπ ειαρηζηνπνηεκέλνπ κέηξνπ 

ξίζθνπ ήηαλ πάληα κεγαιύηεξε από απηή ηεο Log-Normal πεξίπησζεο. Απηό εμεγείηαη από ηελ 

αζύκκεηξε θαηαλνκή Pareto έρνληαο “heavier tail‟‟.  

 

ην ηειεπηαίν κέξνο ηεο δηπισκαηηθήο, ην CVaR ρξεζηκνπνηήζεθε γηα λα επηιύζεη ην πξόβιεκα 

κε πεξηνξηζκό ζην αλακελόκελν θέξδνο. Σν πξόβιεκα επηιύζεθε γηα ηξείο δηαθνξεηηθέο ηηκέο 

ηνπ αλακελόκελνπ θέξδνπο. Δξεπλνύκε γηα 1%, 2% θαη 3% ηνπ αλακελόκελνπ θέξδνπο, κηα 

δηαδηθαζία πνπ θνηλώο ρξεζηκνπνηείηαη ζε αζθαιηζηηθέο εηαηξείεο. Υξεζηκνπνηήζακε ηξία 

ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ θα απνηειέζκαηα καο πξνηξέπνπλ λα επελδύζνπκε πεξηζζόηεξν ζην 

ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν. Όηαλ δύν ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ είλαη ζεηηθά ζπζρεηηζκέλα ζα 

πξέπεη λα εληζρύζνπκε ηελ επέλδπζε ζε απηό ρσξίο ξίζθν, ελώ όηαλ είλαη αξλεηηθά 

ζπζρεηηζκέλα ζα πξέπεη λα επελδύζνπκε πεξηζζόηεξν ζε απηά κε ξίζθν πξάγκα πνπ καο δίλεη 

λα θαηαιάβνπκε πόζν κεγάιν ξόιν παίδεη ν ζπληειεζηήο ζπζρεηηζκνύ. Παξαηεξνύκε αθόκα όηη 

εάλ απμήζνπκε ηε ηηκή ηνπ αλακελόκελνπ θέξδνπο  πξέπεη λα απμήζνπκε θαη ηελ επέλδπζε ζην 

ζηνηρείν ελεξγεηηθνύ ρσξίο ξίζθν. Δπίζεο ε ζπκπεξηθνξά ησλ θαηαλνκώλ δεκηάο παίδνπλ 

ζεκαληηθό ξόιν ζηηο αλαινγίεο ησλ ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ. 

 

Σν πξόβιεκα θαηαλνκήο ησλ ζηνηρείσλ ελεξγεηηθνύ ζε έλα ραξηνθπιάθην είλαη ύςηζηεο 

ζεκαζίαο ζην ρώξν ηεο αλάιπζεο θηλδύλνπ. Ζ πξνζέγγηζε ηνπ CVaR είλαη ε θαιύηεξε 

ελαιιαθηηθή ηεο δηαθύκαλζεο αθνύ νη αζθαιηζηηθέο εηαηξείεο αζρνινύληαη κε κεγάιεο δεκηέο  

θαη έηζη ην ελδηαθέξνλ ηνπο επηθεληξώλεηαη ζε ππνινγηζκνύο αλακελόκελεο δεκηάο ιόγσ 

κεγάιεο πηώζεο θάπνηαο ηηκήο. Σν CVaR είλαη έλα απνδνηηθό εξγαιείν γηα βειηηζηνπνίεζε 

όηαλ ζεσξνύκε ηε δεκηά κε δηάθνξεο θαηαλνκέο θαη αθόκα είλαη πνιύ ζηαζεξό ζε αξηζκεηηθνύο 

ππνινγηζκνύο. Ζ αλάιπζε θηλδύλνπ είλαη αθόκα ππό εμέιημε θαη ην CVaR δείρλεη λα έρεη 

κεγάιε πξννπηηθή. 

 

αλ πξνηάζεηο γηα πεξαηηέξσ έξεπλα ζπληζηνύκε αλάιπζε πην πεξίπινθσλ πξνβιεκάησλ. Γηα 

παξάδεηγκα ε δεκηνπξγία ραξηνθπιαθίνπ κε πεξηζζόηεξν από ηξία ζηνηρεία ελεξγεηηθνύ. 

Δπίζεο ζα κπνξνύζε λα γίλεη αλάιπζε πξνβιεκάησλ πνιιαπιώλ πεξηόδσλ. Σα ζηαζεξά θαη 

αθξηβή απνηειέζκαηα ζα πξέπεη λα πξνέξρνληαη από ππνινγηζκνύο πνπ ηξέρνπλ ζπγρξόλσο, 

άξα ν παξάιιεινο πξνγξακκαηηζκόο (κηα ηερληθή πξνγξακκαηηζκνύ όπνπ κεγάια πξνβιήκαηα 
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ρσξίδνληαη ζε κηθξόηεξα θαη ππνινγίδνληαη ηαπηνρξόλσο) ζα κπνξεί λα είλαη κηα 

απνηειεζκαηηθόηεξε κέζνδνο επίιπζεο ζύλζεησλ πξνβιεκάησλ. Δλ θαηαθιείδη απαηώληαη 

έξεπλεο ρξεζηκνπνηώληαο ην αλακελόκελν έιιεηκκα βαζηζκέλεο ζε πξαγκαηηθά δεδνκέλα.  
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ 

 

Τπνινγηζκόο  ηνπ αλακελόκελνπ ειιείκκαηνο:  

 

Ο θύξηνο θώδηθαο ηνπ Cvar:  

% global n 

%  αξηζκόο ζελαξίσλ, όζα θαη απηά ζην  myfES.m 

n = 2000; % n=5000, 10000 or 1000000 

global K 

%  n αξηζκόο ζελαξίσλ ηα νπνία ηξέρνπλ k θνξέο γηα λα ειέγμνπλ ηε κεηαβιεηόηεηα ζην 

κνληέιν καο 

K = 500; 

% πξνζδηνξίδνπκε ηηο παξακέηξνπο ηεο δεκηάο κε θαηαλνκή Pareto 

alpha = 5; 

lambda = 4000; 

mu = 0.005;          % κέζνο ηνπ 1
νπ  

ελεξγεηηθνύ 

% mu = 0.006;        % κέζνο ηνπ 2
νπ

 ελεξγεηηθνύ 

% πξνζδηνξίδνπκε ην δηάλπζκα ησλ κέζσλ ησλ 2 ζπζρεηηζκέλσλ ελεξγεηηθώλ   

% mu = [0.005, 0.006]; % κέζνο ησλ 2 ζπζρεηηζκέλσλ ελεξγεηηθώλ  

sigma = 0.5;        % ηππηθή απόθιηζε ηνπ 1
νπ

 ελεξγεηηθνύ 

% sigma = 0.55;     % ηππηθή απόθιηζε ηνπ 2
νπ

 ελεξγεηηθνύ 

% πξνζδηνξίδνπκε ην πίλαθα ηεο ζπλδηαθύκαλζεο 

% sigma = [0.5^2, -0.5*0.5*0.55; -0.5*0.5*0.55, 0.55^2];  

% πξνζδηνξίδνπκε ηηο παξακέηξνπο γηα ηε θαηαλνκή δεκηάο 

a1 = 6.5; 
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k1 = 0.903056; 

P = 1100; 

sol1 = []; 

sol2 = []; 

for i=1:K  

clear global mm 

global mm    

mm = mvnrnd(mu,sigma,n);  

clear global mmm 

global mmm 

mmm = exp(mm);    % ελεξγεηηθό κε ξίζθν  

clear global mmmm 

global mmmm 

mmmm = 1.04*ones(n,1);   % ελεξγεηηθό ρσξίο ξίζθν 

clear global m 

global m 

m = cat(2,mmm, mmmm);   % ε πεξίπησζε κε 3 ελεξγεηηθά 

% m = mmm;  

% κόλν γηα 2 ζπζρεηηζκέλα ελεξγεηηθά αληί γηα cat(2,mmm, mmmm) 

clear global lossd    % θαηαλνκή δεκηάο 

global lossd 

% lossd = randraw('pareto2', [lambda, alpha], n); % Pareto δεκηά 

lossd = randraw('lognorm', [a1, k1], n); % Log-Normal δεκηά 

lossd = repmat(lossd,1,2); 

% lossd = repmat(lossd,1,3);  %  ε πεξίπησζε  ηξηώλ ελεξγεηηθώλ 
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clear global zet 

global zet 

zet = lossd./P - m; 

clear global m1 

global m1 

m1 = mean(m(:,1)); 

clear global m2 

global m2 

m2 = mean(m(:,2)); 

% clear global m3   % m3 ρξεζηκνπνηείηαη ζηε πεξίπησζε ησλ ηξηώλ ελεξγεηηθώλ  

% global m3 

% m3 = mean(m(:,3)); 

y0 = [100, 0.5, 0.5];     % αξρηθέο ηηκέο γηα x1 θαη x2  

lb = cat(2,-10^10, 0, 0); % θαηώηαηα όξηα  

ub = [10^10, 1, 1];       % αλώηαηα όξηα 

% y0 = [100, 0.01, 0.09, 0.6]; % πεξίπησζε 3
ε
   

% lb = cat(2,-10^10, 0, 0, 0); 

% ub = [10^10, 1, 1, 1]; 

οptions = optimset('Algorithm','interior-point'); 

% θαινύκε ηηο myfES θαη mycES  

[x, fval] = fmincon(@myfES,y0,[],[],[],[],lb,ub,@mycES,options); 

weight = cat(2,x); 

sol1 = [sol1;weight]; 

sol2 = [sol2;fval]; 

end 
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% ν κέζνο θαη ε ηππηθή απόθιηζε γηα ηελ slack variable θαη ηα weights ζην sol1 θαη MinEs value 

in 

% sol2 

mean1 = mean(sol1); 

mean2 = mean(sol2); 

standev1 = std(sol1); 

standev2 = std(sol2); 

 

 

Ζ ζπλάξηεζε πεξηνξηζκνύ είλαη έλα  m-file ην νπνίν νλνκάδνπκε  mycES.m. Διέγρεη εάλ νη 

αλαινγίεο είλαη ίζεο κε κνλάδα 

 

function [c, ceq] = mycES(y) 

global mm 

global mmm 

global mmmm 

global m 

global m1 

global m2 

global m3 

c=[]; % πεξηνξηζκόο γξακκηθήο αληζόηεηαο  

ceq = y(2)+y(3)-1;           % 2 ελεξγεηηθά  - πεξηνξηζκόο γξακκηθήο ηζόηεηαο  

% ceq = y(2)+y(3)+y(4)-1;    % 3 ελεξγεηηθά  - πεξηνξηζκόο γξακκηθήο ηζόηεηαο 

end 
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Ζ CVaR ππνινγίδεηαη κε βνήζεηα ηνπ m-file myfES.m.  

 

function maxaES = myfES(y) 

 

global n 

n = 2000; % n = 5000, 10000 or 1000000 

beita = 0.99;  % κριτήριο επιλσσιμότητας 

P = 1100; 

global zet 

maxaES = y(1)+(1/(n*(1-beita)))*sum(max(P*(y(2).*zet(:,1)+ 

y(3).*zet(:,2))- y(1),0)); % 2 Assets case 

% maxaES = y(1)+(1/(n*(1-beita)))*sum(max(P*(y(2).*zet(:,1)+ 

y(3).*zet(:,2)+ y(4).*zet(:,3))-y(1),0));  % 3 Assets case 

% y(1)  slack variable (ραιαξή κεηαβιεηή) 

% y(2), y(3), y(4) νη αλαινγίεο x1, x2, x3 αληίζηνηρα 

end 

 

 

Δπίζεο ρξεζηκνπνηνύκε ην randraw.m αξρείν ην νπνίν πεξηέρεη πεξηζζόηεξν από 50 θαηαλνκέο 

θαη ρξεζηκνπνηείηαη ζην θώδηθα καο γηα λα παξάγεη αξηζκνύο από ηηο Pareto θαη Log-Normal 

θαηαλνκέο. Μπνξνύκε λα ην βξνύκε ζηε ηζηνζειίδα  www.mathworks.com. 
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Τπνινγηζκόο  ηεο δηαθύκαλζεο ηεο απνιαβήο  

 

Κπξίσο θώδηθαο ηεο δηαθύκαλζεο:  

 

global n 

% αξηζκόο ζελαξίσλ; ην n όζν θαη ζην myfES.m 

n = 2000;  % n=5000, 10000 or 1000000 

global r 

r = 0 ;    %  ζπληειεζηήο ζπζρεηηζκνύ  r = {-0.5, 0, 0.5} 

global K 

% n ζελάξηα ηξέρνπλ K θνξέο γηα λα βξνύκε ηε κεηαβιεηόηεηα ζην κνληέιν καο 

K = 500;  

% γηα ην δεύηεξν πξόβιεκα K = 1  

% πξνζδηνξίδνπκε ηηο παξακέηξνπο γηα ηελ Pareto δεκηά 

alpha = 5; 

lambda = 4000; 

mu = 0.005;  % κέζνο ηνπ κέζνο ηνπ πξώηνπ ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν 

% mu = 0.006;    % κέζνο ηνπ δεύηεξνπ ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν 

% δηάλπζκα κέζσλ 

% mu = [0.005, 0.006]; 

sigma = 0.5;         % ηππηθή απόθιηζε ηνπ πξώηνπ ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν 

% sigma = 0.55;      % ηππηθή απόθιηζε ηνπ δεύηεξνπ ελεξγεηηθνύ κε ξίζθν 

% πίλαθαο ζπλδηαθύκαλζεο 

sigma = [0.5^2, r*0.5*0.55; r*0.5*0.55, 0.55^2]; 

% πξνζδηνξίδνπκε ηηο παξακέηξνπο γηα ηελ lognormal δεκηά 
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a1 = 6.5; 

k1 = 0.903056; 

P = 1100; 

sol1=[]; 

sol2 =[]; 

for i=1:K 

clear global mm 

global mm    

mm = mvnrnd(mu,sigma,n);   

clear global mmm 

global mmm 

mmm = exp(mm); % ελεξγεηηθό κε ξίζθν 

clear global mmmm 

global mmmm 

mmmm = 1.04*ones(n,1); % ελεξγεηηθό ρσξίο ξίζθν 

clear global m 

global m 

m = cat(2,mmm,mmmm);   

% m = mmm ;  

% κόλν γηα 2 ζπζρεηηζκέλα ελεξγεηηθά αληί γηα cat (2,mmm, mmmm) 

clear global lossd     % θαηαλνκή δεκηάο 

global lossd 

lossd = randraw('pareto2', [lambda, alpha], n);  % Pareto δεκηά 

% lossd = randraw('lognorm', [a1, k1], n);  % Log-Normal δεκηά 

clear global m1 
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global m1 

m1 = mean(m(:,1)) 

clear global m2 

global m2 

m2 = mean(m(:,2)); 

% clear global m3   % ην m3 ρξεζηκνπνηείηαη ζηε πεξίπησζε ησλ 3 ελεξγεηηθώλ 

% global m3 

% m3 = mean(m(:,3)); 

y0 = [0.5, 0.5];   % αξρηθέο ηηκέο γηα x1 θαη x2 

lb = [ 0, 0];    % θαηώηαηα όξηα 

ub = [ 1, 1];    % αλώηαηα όξηα 

% y0 = [ 0.5, 0.2, 0.3 ]; % πεξίπησζε 3 ελεξγεηηθώλ  

% lb = [ 0, 0, 0 ]; 

% ub = [ 1, 1, 1 ]; 

Options = optimset('Algorithm','interior-point'); 

% θαινύληαη νη myfVAR θαη mycVAR ζπλαξηήζεηο  

[x, fval] = fmincon(@myfVAR,y0,[],[],[],[],lb,ub,@mycVAR, 

options); 

weight = cat(2,x); 

sol1 = [sol1;weight]; 

sol2 = [sol2;fval]; 

end 

% ν κέζνο θαη ε ηππηθή απόθιηζε γηα ηελ slack variable θαη ηα weights ζην sol1 θαη MinEs 

value in 

% sol2 

mean1 = mean(sol1); 
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mean2 = mean(sol2); 

standev1 = std(sol1); 

standev2 = std(sol2); 

 

 

Υξεζηκνπνηνύκε ην m-file κε ην όλνκα mycVAR.m γηα λα ειέγμνπκε αλ νη αλαινγίεο είλαη ίζεο 

κε κνλάδα. 

 

function [c, ceq] = mycVAR(y) 

global mm 

global mmm 

global mmmm 

global m 

global m1 

global m2 

global m3 

c=[]; % πεξηνξηζκόο γξακκηθήο αληζόηεηαο 

ceq = y(2)+y(3)-1;           % 2 ελεξγεηηθά  - πεξηνξηζκόο γξακκηθήο ηζόηεηαο 

% ceq = y(2)+y(3)+y(4)-1;    % 3 ελεξγεηηθά  - πεξηνξηζκόο γξακκηθήο ηζόηεηαο 

 

end 
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Ζ δηαθύκαλζε ππνινγίδεηαη ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζπλάξηεζε πνπ πξνζδηνξίδνπκε ζην m-file 

myfVAR.m.  

 

function minVar = myfVAR(y) 

 

% ζπληειεζηήο ζπζρεηηζκνύ ={-0.5, 0, 0.5} 

global r    

r = 0; 

P = 1100; 

global lossd 

global m 

minVar = var(lossd) + P^2*(y(1)^2*var(m(:,1)) + 

y(2)^2*var(m(:,2)) + 

2*y(1)*y(2)*r*sqrt(var(m(:,1))*var(m(:,2))));  

% πεξηπηώζεηο κε 2 ή 3 ελεξγεηηθά 

% minVar = var(lossd) + P^2*(y(1)^2*var(m(:,1)));  

% πεξίπησζε κε ξίζθν ή ρσξίο 

 

end 

 

 

Πάιη ρξεζηκνπνηνύκε ην randraw.m αξρείν ην νπνίν πεξηέρεη πεξηζζόηεξν από 50 θαηαλνκέο θαη 

ρξεζηκνπνηείηαη ζην θώδηθα καο γηα λα αλαπαξάγεη αξηζκνύο από ηηο Pareto θαη Log-Normal 

θαηαλνκέο. Μπνξνύκε λα ην βξνύκε ζηε ζειίδα  www.mathworks.com. 
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ην 3
ν
 πξόβιεκα όπνπ πξνζηίζεηαη ν πεξηνξηζκόο ηνπ αλακελόκελνπ θέξδνπο  ρξεζηκνπνηνύκε 

ην αξρείν file mycES.m: 

 

function [c, ceq] = mycES(y) 

 

global m1 

global m2 

global m3 

global lossd 

global P 

P = 1100;  

global pb4 

pb4 = 0.01;  % profit margin = {1%, 2%, 3%} 

c=[]; 

% ceq = [y(2)+y(3)-1, P*(y(2)*m1 + y(3)*m2)- mean(lossd(:,1))- 

P*pb4];       % 2 Assets case 

% ceq = [y(2)+y(3)+y(4)-1, P*(y(2)*m1 + y(3)*m2 + y(4)*m3)- 

mean(lossd(:,1))- P*pb4] ; 

 

 

end 
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