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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Στην παρούσα διπλωματική εργασία μελετώνται διάφορες περιπτώσεις ευστάθειας 

αμφιαρθρωτών ράβδων και ράβδων επί ελαστικών στηρίξεων , οι οποίες καταπονούνται 

κατά τμήματα από θλίψη και εφελκυσμό. Για κάθε περίπτωση διατυπώνονται οι 

διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας στην παραμορφωμένη κατάσταση της ράβδου , οι λύσεις 

των οποίων με τη βοήθεια των συνοριακών συνθηκών και των συνθηκών συνέχειας 

οδηγούν στην εξίσωση λυγισμού. Από την εξίσωση λυγισμού προσδιορίζεται το κρίσιμο 

φορτίο και ο συντελεστής ισοδυνάμου μήκους λυγισμού της ράβδου. Τα αποτελέσματα 

παρουσιάζονται για διάφορους συνδυασμούς θλιπτικών και εφελκυστικών δυνάμεων, για 

διάφορους λόγους μηκών των τμημάτων που βρίσκονται υπό θλίψη ή υπό εφελκυσμό ως 

προς το συνολικό μήκος της ράβδου, καθώς επίσης και για διάφορους συνδυασμούς των 

συντελεστών ακαμψίας των στροφικών ελατηρίων στις περιπτώσεις όπου οι ράβδοι είναι 

επί ελαστικών στηρίξεων. 

Στο 1
ο
 κεφάλαιο γίνεται μία εισαγωγή στη χρησιμότητα του σωστού υπολογισμού του 

κρίσιμου φορτίου και του ισοδύναμου μήκους λυγισμού για τις ράβδους των μεταλλικών 

κατασκευών και μία γενική περιγραφή της έρευνας. Στο 2
ο
 κεφάλαιο γίνεται υπολογισμός 

του κρίσιμου φορτίου και του αντίστοιχου ισοδύναμου μήκους λυγισμού για τις 

περιπτώσεις όπου έχουμε αμφιαρθρωτές ράβδους οι οποίες καταπονούνται κατά τμήματα 

από θλίψη και εφελκυσμό. Στο 3
ο
 κεφάλαιο γίνεται υπολογισμός του κρίσιμου φορτίου και 

του αντίστοιχου ισοδύναμου μήκους λυγισμού για τις περιπτώσεις όπου έχουμε ράβδους 

επί ελαστικών στηρίξεων οι οποίες καταπονούνται κατά τμήματα από θλίψη και 

εφελκυσμό. Στο 4
ο
 και τελευταίο κεφάλαιο, παρατίθενται συνοπτικά τα συμπεράσματα 

που εξήχθησαν από αυτή τη διπλωματική εργασία.  
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 



 

 



5 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ 

ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

1.1 ΓΕΝΙΚΑ 

Στα πολυώροφα μεταλλικά κτίρια τα οριζόντια στοιχεία (δοκοί) κατασκευάζονται ως 

δικτυώματα ώστε να εξασφαλίζεται οικονομικότητα στη στατική λύση, δυσκαμψία του 

συστήματος, δυνατότητα διέλευσης μέσω των ανοιγμάτων που οι ράβδοι αφήνουν μεταξύ 

τους, καναλιών κλιματισμού ή και άλλων δικτύων εξυπηρέτησης του κτιρίου. 

Σε αυτές τις περιπτώσεις το κάτω πέλμα είναι πλευρικά μη προστατευμένο σε ολόκληρο 

το μήκος του. Υπό τα κατακόρυφα φορτία το κάτω πέλμα έχει συνήθως θλιβόμενα 

τμήματα στις ακραίες περιοχές του παρά τα υποστυλώματα και εφελκυόμενο κεντρικό 

τμήμα ενώ υπό τα οριζόντια φορτία (δηλαδή τα σεισμικά) μπορεί να είναι άλλοτε 

θλιβόμενο και άλλοτε εφελκυόμενο. Έτσι προκύπτει το ζήτημα προσδιορισμού της 

αντοχής έναντι λυγισμού εκτός του επιπέδου του δικτυώματος μιας ράβδου που βρίσκεται 

εν μέρει υπό θλίψη και εν μέρει υπό εφελκυσμό. Το εύρος των επί μέρους αυτών 

τμημάτων εξαρτάται  από τη γεωμετρία της κατασκευής και το σχετικό μέγεθος των 

φορτίων. 

Γνωρίζουμε ότι οι ευθύγραμμες λυγηρές ράβδοι, των οποίων το υλικό είναι γραμμικά 

ελαστικό, όταν θλίβονται αξονικά, τότε εντείνονται γραμμικά, αυξανομένης της φορτίσεως 

μέχρι ορισμένης κρίσιμης τιμής. Όταν η φόρτιση λάβει την κρίσιμη τιμή της, η ράβδος 

εγκαταλείπει την ευθύγραμμη μορφή ισορροπίας, υποκείμενη σε πολύ μικρή κάμψη ως 

προς τον κύριο άξονα με τη μικρότερη ροπή αδράνειας. Στη συνέχεια η ράβδος 

εντεινόμενη μη γραμμικά μπορεί να φέρει φόρτιση μεγαλύτερη της κρίσιμης φθάνοντας σε 

κατάσταση αστοχίας για ορισμένη τιμή της φορτίσεως μετά από διαρροή στην περιοχή της 

μέγιστης ροπής κάμψεως. Η φέρουσα ικανότητα της ράβδου από πρακτικής πλευράς 

αντιστοιχεί στην κρίσιμη φόρτιση ελαστικού λυγισμού.  

Στην κρίσιμη τιμή του φορτίου P=Pcr αντιστοιχούν δύο μορφές ισορροπίας: η ευθύγραμμη 

και η ελαφρώς καμπυλωμένη μορφή λόγω λυγισμού. Σε αυτήν την κρίσιμη τιμή P=Pcr η 

ευθύγραμμη κατάσταση ισορροπίας είναι ασταθής ενώ η ελαφρώς καμπυλωμένη είναι 

ευσταθής. 

Η ελαστική ευστάθεια είναι ένα γενικότερο φαινόμενο στο οποίο-πλην του ελαστικού 

(στατικού ή δυναμικού) λυγισμού-εντάσσονται κι άλλες μορφές αστάθειας, όπως π.χ. ο 

στρεπτικός λυγισμός, ο πλευρικός λυγισμός. 

Παρακάτω φαίνεται ένα απλό παράδειγμα ελαστικού λυγισμού: ο υπολογισμός του 

κρίσιμου φορτίου λυγισμού της θλιβόμενης αξονικά ράβδου του Σχήματος 1.1 γίνεται 

μέσω της ελαφρώς καμπυλωμένης μορφής ισορροπίας (Σχήμα 1.2). Υποθέτοντας ότι είναι 

δυνατή μία τέτοια μορφή ισορροπίας, όταν P=Pcr, θα πρέπει να υπάρχει σε οποιαδήποτε 

διατομή της καμπυλωμένης ράβδου ισορροπία μεταξύ εξωτερικής και εσωτερικής ροπής 

κάμψεως, Μεξ και Μεσ αντίστοιχα. Δηλαδή, για τη διατομή που βρίσκεται σε απόσταση χ 

από το αριστερό στήριγμα Α της αμφιέρειστης ράβδου ΑΒ (Σχήμα 1.2) θα έχουμε 
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ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

Μεξ=Μες όπου, εάν w(x) είναι το βέλος κάμψεως, τότε Μεξ=Pcr*w (ισορροπία στην 

παραμορφωμένη κατάσταση). 

 

Σχήμα 1.1  Ευθύγραμμη μορφή ισορροπίας 

 

 

Σχήμα 1.2  Καμπυλωμένη μορφή ισορροπίας 

Αξίζει να αναφέρουμε ότι, αν υπάρχει ισορροπία στην παραμορφωμένη, καμπυλωμένη, 

κατάσταση, αυτή διέπεται από τη διαφορική εξίσωση ισορροπίας w΄΄(x)+k²*w(x)=0. Άρα 

αν έχει λύσει για k>0, τότε η ράβδος μπορεί να ισορροπήσει σε ελαφρώς καμπυλωμένη 

μορφή. 

Το κύριο χαρακτηριστικό στη συμπεριφορά αξονικά θλιβόμενων ράβδων  είναι ότι κατά 

τη στιγμή του λυγισμού η κρίσιμη τάση μπορεί να είναι πολύ μικρότερη από την τάση 

διαρροής σʸ του υλικού από το οποίο είναι κατασκευασμένη η ράβδος. Αντίθετα οι ράβδοι 

υποκείμενες σε εφελκυσμό αστοχούν, όταν η μέγιστη τάση γίνει ίση με την τάση 

διαρροής, η οποία, ως εκ τούτου, καθορίζει την αντοχή διαρροής της ράβδου. 

Υπάρχουν διάφορες μορφές ελαστικού λυγισμού μονοδιάστατων ή γραμμικών μελών. 

Αυτές είναι: α) καμπτικός λυγισμός, β) στρεπτικός λυγισμός, γ) στρεπτοκαμπτικός 

λυγισμός και δ) πλευρικός λυγισμός. Ένα ενδιαφέρον συμπέρασμα είναι ότι η αστοχία 

λόγω ελαστικού λυγισμού δεν οφείλεται σε υπέρβαση τάσεως αλλά σε αστάθεια 

ισορροπίας και στη συνέχεια υπερβολική παραμόρφωση, η οποία λαμβάνεται αμέσως μετά 
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το λυγισμό. Έτσι, η αποτροπή λυγισμού δεν επιτυγχάνεται με αύξηση της αντοχής, αλλά 

με αύξηση της ακαμψίας , η οποία έχει ως αποτέλεσμα την αύξηση της τιμής του κρίσιμου 

φορτίου και τη μείωση των βελών κάμψεως και της παραμορφώσεως. 

Εδώ μπορούμε να αναφέρουμε ότι ως λυγισμό ορίζουμε το φαινόμενο κατά το οποίο μια 

λεπτή ελαστική ράβδος με ευθύγραμμο άξονα που υποβάλλεται σε κεντρική θλίψη 

συνεχώς αυξανόμενης έντασης μεταπίπτει μετά από κάποια οριακή φόρτιση σε κατάσταση 

ασταθούς ισορροπίας. Σε αυτή την κατάσταση με την επίδραση μιας ελάχιστης αιτίας 

παρουσιάζει μεγάλο βέλος κάμψης και ξεφεύγει από την ευθύγραμμη μορφή χωρίς να 

επανέρχεται μετά την αποφόρτιση. Μόλις η ράβδος ξεφύγει από την ευθύγραμμη 

κατάσταση το φορτίο αρχίζει πλέον να ασκείται έκκεντρα και έχουμε ανάπτυξη ροπών 

κάμψης. Ονομάζουμε κρίσιμο φορτίο λυγισμού εκείνο το φορτίο που θέτει ένα σαφές 

διαχωριστικό όριο μεταξύ των καταστάσεων ευσταθούς και ασταθούς ισορροπίας. Γενικά 

το φαινόμενο επηρεάζεται από τέσσερις βασικούς παράγοντες: 

 Θλιπτικό φορτίο 

 Ελαστικές ιδιότητες του δοκιμίου 

 Σχήμα εγκάρσιας διατομής 

 Τρόπος στήριξης του δοκιμίου 

Η στήριξη μπορεί να είναι: 

 Αμφιαρθρωτή (η πιο συνηθισμένη) 

 Αμφίπακτη 

 Μονόπακτη 

 Μία πάκτωση και μία άρθρωση. 

Ονομάζουμε ελεύθερο μήκος λυγισμού Lα την απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών σημείων 

καμπής της ελαστικής γραμμής. Είναι σημαντικό να κατανοήσουμε την άμεση εξάρτηση 

που έχει το μήκος λυγισμού με το κρίσιμο φορτίο. 

Εμάς θα μας απασχολήσει ο συνήθης λυγισμός. Η κατάσταση της ευσταθούς ισορροπίας 

μεταξύ εξωτερικών και εσωτερικών δυνάμεων αποτελεί το κύριο χαρακτηριστικό του 

φαινομένου του λυγισμού. Ο λυγισμός αποτελεί από πρακτικής πλευράς κριτήριο 

σχεδιασμού και το πρόβλημα του λυγισμού πρέπει να αντιμετωπίζεται γενικότερα ως 

πρόβλημα ευστάθειας. 

Η παρούσα διπλωματική εργασία ασχολείται με τον προσδιορισμού του συντελεστή 

ισοδύναμου μήκους λυγισμού και εν συνεχεία του κρισίμου φορτίου μίας ράβδου, της 

οποίας ένα τμήμα υπόκειται σε αξονική θλίψη και το υπόλοιπο σε εφελκυσμό. Δηλαδή 

μέσω του συντελεστή ισοδύναμου μήκους λυγισμού μπορεί να προσδιορίζεται η αντοχή 

του ενιαίου μέλους. Θα εξετάσουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις: (α) ράβδος στην οποία το 

ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από εφελκυσμό, (β) ράβδος στην 

οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της τμήμα από εφελκυσμό, (γ) 

ράβδος στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο της τμήμα 
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από θλίψη, (δ) ράβδος επί ελαστικών στηρίξεων στην οποία το ένα τμήμα της 

καταπονείται από θλίψη και το άλλο από εφελκυσμό, (ε) ράβδος επί ελαστικών στηρίξεων 

στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της τμήμα από 

εφελκυσμό, (στ) ράβδος επί ελαστικών στηρίξεων στην οποία τα άκρα της καταπονούνται 

από εφελκυσμό και το μεσαίο της τμήμα από θλίψη. 

Παρακάτω παρουσιάζονται κάποια πολυώροφα μεταλλικά κτίρια (Σχήμα 1.3, 1.4, 1.5) 

 

Σχήμα 1.3 Πολυώροφο μεταλλικό κτίριο στέγασης γραφείων 
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Σχήμα 1.4 Τυπικό πολυώροφο μεταλλικό κτίριο 

 

Σχήμα 1.5  Μεταλλικό πολυώροφο κτίριο γραφείων 
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2 ΑΜΦΙΑΡΘΡΩΤΕΣ ΡΑΒΔΟΙ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

2.1 ΡΑΒΔΟΣ ΣΤΗΝ ΟΠΟΙΑ ΤΟ ΕΝΑ ΤΜΗΜΑ ΤΗΣ ΚΑΤΑΠΟΝΕΙΤΑΙ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΤΟ ΑΛΛΟ ΑΠΟ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

2.1.1 ΓΕΝΙΚΑ 

Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η ράβδος την οποία μελετάμε, με συνολικό μήκος L και 

αξονικά φορτία αυτά που φαίνονται στο σχήμα. 

 

 

Σχήμα 2.1 Αμφιαρθρωτή ράβδος στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη 

και το άλλο από εφελκυσμό 

Στο παραπάνω σχήμα έχουμε:  l₁=ρ*L ,   l₂=(1-ρ)*L ,   κ₁²=Pcr/EI ,   κ₂²=α*Pcr/EI 

όπου είναι: 0,1<α<1,0 και 0,1<ρ<1,0. 

Στο παρακάτω σχήμα απεικονίζεται το διάγραμμα αξονικών δυνάμεων της ράβδου. 

 
 

Σχήμα 2.2 Διάγραμμα αξονικών δυνάμεων ράβδου 

Οι διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας για τα τμήματα της ράβδου είναι : 

Τμήμα καταπονούμενο από θλίψη (Τμήμα 1) : 

w₁(x)=A₁sin(κ₁x)+B₁cos(κ₁x)+Γ₁x+Δ₁ (2.1) 

w₁΄(x)=A₁κ₁cos(κ₁x)-B₁κ₁sin(κ₁x)+Γ₁   (2.2) 

w₁΄΄(x)=- A₁κ₁²sin(κ₁x)- B₁κ₁²cos(κ₁x) (2.3) 
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w₁΄΄΄(x)=-A₁κ₁³cos(κ₁x)+ B₁κ₁³sin(κ₁x) (2.4) 

w₁΄΄΄΄(x)= A₁κ₁⁴sin(κ₁x)+B₁κ₁⁴cos(κ₁x) (2.5) 

Τμήμα καταπονούμενο από εφελκυσμό (Τμήμα 2) : 

w₂(x)=A₂sinh(κ₂x)+B₂cosh(κ₂x)+Γ₂x+Δ₂ (2.6) 

w₂΄(x)=A₂κ₂cosh(κx)+B₂κ₂sinh(κx)+Γ₂  (2.7) 

w₂΄΄(x)=A₂κ₂²sinh(κx)+B₂κ₂²cosh(κx) (2.8) 

w₂΄΄΄(x)=A₂κ₂³cosh(κx)+ B₂κ₂³sinh(κx) (2.9)  

w₂΄΄΄΄(x)=A₂κ₂⁴sinh(κx)+B₂κ₂⁴cosh(κx)  (2.10) 

Τέτοιου είδους ράβδους συναντάμε συχνά σε διάφορα έργα μεταλλικών κατασκευών και 

δέχονται καταπόνηση όπως αυτή που φαίνεται παραπάνω (Σχήμα 2.1). 

Στο παρών πρόβλημα θα μελετήσουμε τη ράβδο που απεικονίζεται στο Σχήμα 2.1 και θα 

προσπαθήσουμε να υπολογίσουμε τα κρίσιμα φορτία β²cr και τα αντίστοιχα ισοδύναμα 

μήκη λυγισμού K=L΄/L συναρτήσει των παραμέτρων α και ρ στις οποίες θα κάνουμε 

συνδυασμούς διαφόρων τιμών τους. 

 

2.1.2 ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

Συνοριακές συνθήκες προβλήματος 

 

 

Σχήμα 2.3 Αμφιαρθρωτή ράβδος στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη 

και το άλλο από εφελκυσμό 

Οι συνοριακές συνθήκες και οι συνθήκες συνέχειας στη ράβδο είναι οι κάτωθι : 

Στον κόμβο Α : 

w₁(0)=0 => Β₁+Δ₁=0 (2.11) 

w₁΄΄(0)=0 => Β₁κ₁²=0 (2.12) 

Στον κόμβο Β : 

w₂(0)=0 => B₂+Δ₂=0 (2.13) 

w₂΄΄(0)=0 => Β₂κ₂²=0 (2.14) 

Στον κόμβο Γ : 

w₁(l₁)=w₂(l₂) => Α₁sin(κ₁l₁)-Α₂sinh(κ₂l₂)+Γ₁l₁-Γ₂l₂=0 (2.15) 
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w₁΄(l₁)=-w₂΄(l₂) => Α₁κ₁cos(κ₁l₁)+Α₂κ₂cosh(κ₂l₂)+Γ₁+Γ₂=0 (2.16) 

-EIw₁΄΄΄(l₁)-Pw₁΄(l₁)-EIw₂΄΄΄(l₂)+αPw₂΄(l₂)=0 => 

=> Γ₁κ₁²-Γ₂κ₂²=0 (2.17) 

w₁΄΄(l₁)=w₂΄΄(l₂) => Α₁κ₁²sin(κ₁l₁)+Α₂κ₂²sinh(κ₂l₂)=0 (2.18) 

Από την επίλυση των παραπάνω συνοριακών συνθηκών θα βρούμε την αντίστοιχη 

ορίζουσα ευστάθειας και στη συνέχεια την εξίσωση λυγισμού για το πρόβλημά μας , η 

οποία θα μας δώσει τα κρίσιμα φορτία β²cr και τα αντίστοιχα ισοδύναμα μήκη λυγισμού 

K=L΄/L συναρτήσει των παραμέτρων α και ρ στις οποίες θα  κάνουμε συνδυασμούς 

διαφόρων τιμών τους. 

 

 

2.1.3 ΠΙΝΑΚΕΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΗΣ ΤΟΥ ΚΡΙΣΙΜΟΥ ΦΟΡΤΙΟΥ Β²CR ΚΑΙ ΤΟΥ 

ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΟΥ ΙΣΟΔΥΝΑΜΟΥ ΜΗΚΟΥΣ ΛΥΓΙΣΜΟΥ K=L΄/L 

Στον παρακάτω πίνακα απεικονίζονται τα εξής : 

οι τιμές των παραμέτρων α και ρ για τις οποίες έχουμε 0,1<α<1,0 και 0,1<ρ<1,0 

το κρίσιμο φορτίο β²cr που προκύπτει για κάθε συνδυασμό των παραμέτρων α , ρ 

το αντίστοιχο ισοδύναμο μήκος λυγισμού K=L΄/L που προκύπτει για κάθε συνδυασμό των 

παραμέτρων α , ρ. 
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α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

44.516 0.4706 52.882 0.4318 61.544 0.4003 70.141 0.3749 78.5 0.3544

25.583 0.6208 28.27 0.5906 31.136 0.5627 34.152 0.5373 37.295 0.5142

21.271 0.6808 23.136 0.6528 25.19 0.6256 27.437 0.5995 29.899 0.5743

20.313 0.6967 22.09 0.6681 24.098 0.6396 26.337 0.6118 28.837 0.5847

20.232 0.6981 21.987 0.6697 23.922 0.642 26.01 0.6157 28.26 0.5907

19.378 0.7133 20.766 0.689 22.203 0.6664 23.668 0.6454 25.12 0.6265

17.272 0.7555 18.156 0.7369 19.036 0.7197 19.901 0.7039 20.739 0.6895

14.677 0.8196 15.171 0.8062 15.666 0.7933 16.16 0.7811 16.63 0.77

12.159 0.9005 12.376 0.8926 12.603 0.8845 12.816 0.8771 13.039 0.8696

9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

86.583 0.3375 94.381 0.3232 101.91 0.311 109.2 0.3005 116.32 0.2911

40.539 0.4932 43.864 0.4741 47.279 0.4567 50.766 0.4407 54.376 0.4258

32.547 0.5504 35.426 0.5276 38.514 0.506 41.835 0.4855 45.401 0.466

31.584 0.5587 34.586 0.5339 37.81 0.5107 41.216 0.4891 44.743 0.4694

30.581 0.5678 32.936 0.5471 35.224 0.5291 37.418 0.5133 39.476 0.4998

26.523 0.6097 27.847 0.595 29.095 0.5821 30.217 0.5712 31.282 0.5614

21.539 0.6766 22.297 0.665 23.011 0.6546 23.445 0.6485 24.295 0.637

17.09 0.7596 17.539 0.7498 17.978 0.7406 17.59 0.7487 18.775 0.7247

13.257 0.8624 13.469 0.8556 13.683 0.8489 13.898 0.8423 14.1 0.8362

9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994
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Πίνακας 2.1 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου , στην οποία 

το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α 

και ρ.  
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Γράφημα 2.1 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού φορτίου, 

για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος. 

 

 

Γράφημα 2.2 Κρίσιμο φορτίο, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού φορτίου, για όλες τις 

περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος. 
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2.1.4 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Από τη μελέτη που έγινε σε αυτό το κεφάλαιο και αφορούσε μία ράβδο, της οποίας το ένα 

της τμήμα καταπονείται από θλίψη και το άλλο από εφελκυσμό, προέκυψαν τα ακόλουθα 

συμπεράσματα: 

όσο το μήκος του τμήματος της ράβδου το οποίο καταπονείται από θλίψη μεγαλώνει, η 

ράβδος τείνει όλο και περισσότερο στο μοντέλο της αμφιαρθρωτής ράβδου 

καταπονούμενη εξολοκλήρου από θλιπτικό φορτίο, που ήταν και το αναμενόμενο. 

Ξεκινώντας, ήταν μεγαλύτερο το ποσοστό του μήκους της ράβδο, το οποίο καταπονούνταν 

από εφελκυσμό και καθώς συνεχίζαμε τη μελέτη, αυτό μειωνόταν  και αυξανόταν εκείνο 

το τμήμα το οποίο καταπονούνταν από θλίψη. Έτσι, αρχικά είχαμε μεγάλο κρίσιμο φορτίο 

και αντίστοιχα μικρό ισοδύναμο μήκος λυγισμού και όσο μεγάλωνε το μήκος της ράβδου 

το οποίο καταπονούνταν από θλίψη και μίκραινε το αντίστοιχο το οποίο καταπονούνταν 

από εφελκυσμό, το κρίσιμο φορτίο γινόταν όλο και μικρότερο και το αντίστοιχο 

ισοδύναμο μήκος λυγισμού μεγάλωνε, ώσπου φτάσαμε στην αμφιαρθρωτή ράβδο η οποία 

καταπονείται εξολοκλήρου από θλιπτικό φορτίο. 
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ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ 

ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

2.2 ΡΑΒΔΟΣ ΣΤΗΝ ΟΠΟΙΑ ΤΑ ΑΚΡΑ ΤΗΣ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΝΤΑΙ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ 

ΚΑΙ ΤΟ ΜΕΣΑΙΟ ΤΗΣ ΤΜΗΜΑ ΑΠΟ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

2.2.1 ΓΕΝΙΚΑ 

Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η ράβδος την οποία μελετάμε , με συνολικό μήκος L και 

αξονικά φορτία αυτά που φαίνονται στο σχήμα. 

 
 

Σχήμα 2.4 Αμφιαρθρωτή ράβδος στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το 

μεσαίο της τμήμα από εφελκυσμό 

Στο παραπάνω σχήμα έχουμε:  l₁=ρ*L ,   l₂=(1-2ρ)*L ,   κ₁²=Pcr/EI ,   κ₂²=α*Pcr/EI 

όπου είναι: 0,1<α<1,0 και 0,05<ρ<0,5. 

Στο παρακάτω σχήμα απεικονίζεται το διάγραμμα αξονικών δυνάμεων της ράβδου. 

 

Σχήμα 2.5 Διάγραμμα αξονικών δυνάμεων ράβδου 

Οι διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας για τα τμήματα της ράβδου είναι : 

Τμήμα καταπονούμενο από θλίψη (Τμήμα 1) : 

w₁(x)=A₁sin(κ₁x)+B₁cos(κ₁x)+Γ₁x+Δ₁ (2.19) 

w₁΄(x)=A₁κ₁cos(κ₁x)-B₁κ₁sin(κ₁x)+Γ₁ (2.20) 

w₁΄΄(x)=- A₁κ₁²sin(κ₁x)- B₁κ₁²cos(κ₁x) (2.21) 

w₁΄΄΄(x)=-A₁κ₁³cos(κ₁x)+ B₁κ₁³sin(κ₁x) (2.22) 

w₁΄΄΄΄(x)= A₁κ₁⁴sin(κ₁x)+B₁κ₁⁴cos(κ₁x) (2.23) 

Τμήμα καταπονούμενο από εφελκυσμό (Τμήμα 2) : 

w₂(x)=A₂sinh(κ₂x)+B₂cosh(κ₂x)+Γ₂x+Δ₂  (2.24) 
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w₂΄(x)=A₂κ₂cosh(κ₂x)+B₂κ₂sinh(κ₂x)+Γ₂  (2.25) 

w₂΄΄(x)=A₂κ₂²sinh(κ₂x)+B₂κ₂²cosh(κ₂x) (2.26) 

w₂΄΄΄(x)=A₂κ₂³cosh(κ₂x)+ B₂κ₂³sinh(κ₂x) (2.27)  

w₂΄΄΄΄(x)=A₂κ₂⁴sinh(κ₂x)+B₂κ₂⁴cosh(κ₂x) (2.28) 

Τμήμα καταπονούμενο από θλίψη (Τμήμα 3) : 

w₃(x)=A₃sin(κ₁x)+B₃cos(κ₁x)+Γ₃x+Δ₃ (2.29) 

w₃΄(x)=A₃κ₁cos(κ₁x)-B₃κ₁sin(κ₁x)+Γ₃ (2.30) 

w₃΄΄(x)=- A₃κ₁²sin(κ₁x)- B₃κ₁²cos(κ₁x) (2.31) 

w₃΄΄΄(x)=-A₃κ₁³cos(κ₁x)+ B₃κ₁³sin(κ₁x) (2.32) 

w₃΄΄΄΄(x)= A₃κ₁⁴sin(κ₁x)+B₃κ₁⁴cos(κ₁x) (2.33) 

Τέτοιου είδους ράβδους συναντάμε συχνά σε διάφορα έργα μεταλλικών κατασκευών και 

δέχονται καταπόνηση όπως αυτή που φαίνεται παραπάνω (Σχήμα 2.4). 

Στο παρών πρόβλημα θα μελετήσουμε τη ράβδο που απεικονίζεται στο Σχήμα 2.4 και θα 

προσπαθήσουμε να υπολογίσουμε τα κρίσιμα φορτία β²cr και τα αντίστοιχα ισοδύναμα 

μήκη λυγισμού K=L΄/L συναρτήσει των παραμέτρων α και ρ στις οποίες θα  κάνουμε 

συνδυασμούς διαφόρων τιμών τους. 

 

2.2.2 ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

Συνοριακές συνθήκες προβλήματος 

 
 

Σχήμα 2.6 Αμφιαρθρωτή ράβδος στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το 

μεσαίο της τμήμα από εφελκυσμό 

Οι συνοριακές συνθήκες και οι συνθήκες συνέχειας στη ράβδο είναι οι κάτωθι : 

Στον κόμβο Α : 

w₁(0)=0 => Β₁+Δ₁=0 (2.34) 

w₁΄΄(0)=0 => Β₁κ₁²=0 (2.35) 

Στον κόμβο Β : 

w₃(0)=0 => B₃+Δ₃=0 (2.36) 

w₃΄΄(0)=0 => Β₃κ₁²=0 (2.37) 

Στον κόμβο Γ : 
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w₁(l₁)=w₂(0) => Α₁sin(κ₁l₁)+Γ₁l₁-Β₂-Δ₂=0 (2.38) 

w₁΄(l₁)=w₂΄(0) => Α₁κ₁cos(κ₁l₁)+Γ₁-Α₂κ₂-Γ₂=0 (2.39) 

-EIw₁΄΄΄(l₁)-Pw₁΄(l₁)+EIw₂΄΄΄(0)-αPw₂΄(0)=0 => Γ₁κ₁²+Γ₂κ₂²=0 (2.40) 

w₁΄΄(l₁)=w₂΄΄(0) => Α₁κ₁²sin(κ₁l₁)+Β₂κ₂²=0 (2.41) 

Στον κόμβο Δ : 

w₂(l₂)=w₃(l₁) => A₂sinh(κ₂l₂)+B₂cosh(κ₂l₂)+Γ₂l₂+Δ₂-Α₃sin(κ₁l₁)-Γ₃l₁=0  (2.42) 

w₂΄(l₂)=-w₃΄(l₁) => A₂κ₂cosh(κ₂l₂)+B₂κ₂sinh(κ₂l₂)+Γ₂+Α₃κ₁cos(κ₁l₁)+Γ₃=0  (2.43) 

-EIw₂΄΄΄(l₂)+αΡw₂΄(l₂)-EIw₃΄΄΄(l₁)-Pw₃΄(l₁)=0 => Γ₂κ₂²-Γ₃κ₁²=0  (2.44) 

w₂΄΄(l₂)=w₃΄΄(l₁) => A₂κ₂²sinh(κ₂l₂)+Β₂κ₂²cosh(κ₂l₂)+Α₃κ₁²sin(κ₁l₁)=0  (2.45) 

Από την επίλυση των παραπάνω συνοριακών συνθηκών θα βρούμε την αντίστοιχη 

ορίζουσα ευστάθειας και στη συνέχεια την εξίσωση λυγισμού για το πρόβλημά μας , η 

οποία θα μας δώσει τα κρίσιμα φορτία β²cr και τα αντίστοιχα ισοδύναμα μήκη λυγισμού 

K=L΄/L συναρτήσει των παραμέτρων α και ρ στις οποίες θα  κάνουμε συνδυασμούς 

διαφόρων τιμών τους. 

 

 

2.2.3 ΠΙΝΑΚΕΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΗΣ ΤΟΥ ΚΡΙΣΙΜΟΥ ΦΟΡΤΙΟΥ Β²CR ΚΑΙ ΤΟΥ 

ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΟΥ ΙΣΟΔΥΝΑΜΟΥ ΜΗΚΟΥΣ ΛΥΓΙΣΜΟΥ K=L΄/L 

Στον παρακάτω πίνακα απεικονίζονται τα εξής : 

 οι τιμές των παραμέτρων α και ρ για τις οποίες έχουμε 0,1<α<1,0 και 0,05<ρ<0,5 

το κρίσιμο φορτίο β²cr που προκύπτει για κάθε συνδυασμό των παραμέτρων α , ρ 

το αντίστοιχο ισοδύναμο μήκος λυγισμού K=L΄/L που προκύπτει για κάθε συνδυασμό των 

παραμέτρων α , ρ. 
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α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

57.578 0.4138 78.199 0.3551 102.74 0.3098 127.87 0.2777 151.71 0.2549

25.867 0.6174 29.117 0.5819 32.787 0.5484 36.808 0.5176 41.062 0.49

17.632 0.7478 18.714 0.7258 19.865 0.7045 21.077 0.6839 22.345 0.6643

13.995 0.8393 14.455 0.8259 14.93 0.8126 15.429 0.7994 15.928 0.7868

12.055 0.9044 12.25 0.8971 12.489 0.8885 12.709 0.8808 12.938 0.8729

10.949 0.9489 11.049 0.9446 11.149 0.9404 11.249 0.9362 11.35 0.932

10.323 0.9773 10.368 0.9752 10.407 0.9733 10.446 0.9715 10.485 0.9697

10.005 0.9927 10.017 0.9921 10.03 0.9915 10.043 0.9908 10.055 0.9902

9.8847 0.9987 9.891 0.9984 9.891 0.9984 9.891 0.9984 9.891 0.9984

9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

173.79 0.2382 194.18 0.2253 213.01 0.2151 230.49 0.2068 246.74 0.1999

45.414 0.4659 175.48 0.237 189.17 0.2283 203.18 0.2203 217.56 0.2129

23.649 0.6457 24.99 0.6281 26.337 0.6118 27.699 0.5966 29.041 0.5827

16.435 0.7745 16.95 0.7627 17.472 0.7512 17.995 0.7402 18.524 0.7296

13.162 0.8655 13.381 0.8584 13.609 0.8512 13.838 0.8441 14.063 0.8373

11.451 0.9279 11.546 0.9241 11.649 0.92 11.751 0.916 11.847 0.9123

10.53 0.9676 10.569 0.9659 10.608 0.9641 10.647 0.9623 10.686 0.9605

10.068 0.9896 10.081 0.989 10.093 0.9884 10.106 0.9877 10.119 0.9871

9.891 0.9984 9.8973 0.9981 9.8973 0.9981 9.8973 0.9981 9.9036 0.9978

9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994
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Πίνακας 2.2  Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου , στην οποία 

τα άκρα της  καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της τμήμα από εφελκυσμό , για διάφορες 

τιμές των α και ρ.  
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ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ 

ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

 

 

 

Γράφημα 2.3 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού φορτίου, 

για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος. 

 

 

Γράφημα 2.4 Κρίσιμο φορτίο, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού φορτίου, για όλες τις 

περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος. 
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2.2.4 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Από τη μελέτη που έγινε σε αυτό το κεφάλαιο και αφορούσε μία ράβδο, της οποίας τα 

άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της τμήμα από εφελκυσμό, προέκυψαν 

τα ακόλουθα συμπεράσματα: 

όσο το μήκος του τμήματος της ράβδου το οποίο καταπονείται από θλίψη μεγαλώνει, η 

ράβδος τείνει όλο και περισσότερο στο μοντέλο της αμφιαρθρωτής ράβδου 

καταπονούμενη εξολοκλήρου από θλιπτικό φορτίο, που ήταν και το αναμενόμενο. 

Ξεκινώντας, ήταν μεγαλύτερο το ποσοστό του μήκους της ράβδο, το οποίο καταπονούνταν 

από εφελκυσμό και καθώς συνεχίζαμε τη μελέτη, αυτό μειωνόταν  και αυξανόταν εκείνο 

το τμήμα το οποίο καταπονούνταν από θλίψη. Έτσι, αρχικά είχαμε μεγάλο κρίσιμο φορτίο 

και αντίστοιχα μικρό ισοδύναμο μήκος λυγισμού και όσο μεγάλωνε το μήκος της ράβδου 

το οποίο καταπονούνταν από θλίψη και μίκραινε το αντίστοιχο το οποίο καταπονούνταν 

από εφελκυσμό, το κρίσιμο φορτίο γινόταν όλο και μικρότερο και το αντίστοιχο 

ισοδύναμο μήκος λυγισμού μεγάλωνε, ώσπου φτάσαμε στην αμφιαρθρωτή ράβδο η οποία 

καταπονείται εξολοκλήρου από θλιπτικό φορτίο. 
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ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ 

ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

2.3 ΡΑΒΔΟΣ ΣΤΗΝ ΟΠΟΙΑ ΤΑ ΑΚΡΑ ΤΗΣ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΝΤΑΙ ΑΠΟ 

ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ ΚΑΙ ΤΟ ΜΕΣΑΙΟ ΤΗΣ ΤΜΗΜΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ 

2.3.1 ΓΕΝΙΚΑ 

Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η ράβδος την οποία μελετάμε , με συνολικό μήκος L και 

αξονικά φορτία αυτά που φαίνονται στο σχήμα. 

 

 

Σχήμα 2.7 Αμφιαρθρωτή ράβδος στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό 

και το μεσαίο της τμήμα από θλίψη 

Στο παραπάνω σχήμα έχουμε:  l₁=ρ*L ,   l₂=(1-2ρ)*L ,   κ₁²=α*Pcr/EI ,   κ₂²=Pcr/EI 

όπου είναι: 0,1<α<1,0 και 0,00<ρ<0,45. 

Στο παρακάτω σχήμα απεικονίζεται το διάγραμμα αξονικών δυνάμεων της ράβδου. 

 
 

Σχήμα 2.8 Διάγραμμα αξονικών δυνάμεων ράβδου 

Οι διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας για τα τμήματα της ράβδου είναι : 

Τμήμα καταπονούμενο από εφελκυσμό (Τμήμα 1) : 

w₁(x)=A₁sinh(κ₁x)+B₁cosh(κ₁x)+Γ₁x+Δ₁ (2.46) 

w₁΄(x)=A₁κ₁cosh(κ₁x)+B₁κ₁sinh(κ₁x)+Γ₁ (2.47) 

w₁΄΄(x)=A₁κ₁²sinh(κ₁x)+B₁κ₁²cosh(κ₁x) (2.48) 

w₁΄΄΄(x)=A₁κ₁³cosh(κ₁x)+ B₁κ₁³sinh(κ₁x) (2.49)  

w₁΄΄΄΄(x)=A₁κ₁⁴sinh(κ₁x)+B₁κ₁⁴cosh(κ₁x) (2.50) 

Τμήμα καταπονούμενο από θλίψη (Τμήμα 2) : 
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 w₂(x)=A₂sin(κ₂x)+B₂cos(κ₂x)+Γ₂x+Δ₂  (2.51) 

w₂΄(x)=A₂κ₂cos(κ₂x)-B₂κ₂sin(κ₂x)+Γ₂ (2.52) 

w₂΄΄(x)=- A₂κ₂²sin(κ₂x)- B₂κ₂²cos(κ₂x) (2.53) 

w₂΄΄΄(x)=-A₂κ₂³cos(κ₂x)+ B₂κ₂³sin(κ₂x) (2.54) 

w₂΄΄΄΄(x)= A₂κ₂⁴sin(κ₂x)+B₂κ₂⁴cos(κ₂x) (2.55) 

Τμήμα καταπονούμενο από εφελκυσμό (Τμήμα 3) : 

w₃(x)=A₃sinh(κ₁x)+B₃cosh(κ₁x)+Γ₃x+Δ₃ (2.56) 

w₃΄(x)=A₃κ₁cosh(κ₁x)+B₃κ₁sinh(κ₁x)+Γ₃ (2.57) 

w₃΄΄(x)=A₃κ₁²sinh(κ₁x)+B₃κ₁²cosh(κ₁x) (2.58) 

w₃΄΄΄(x)=A₃κ₁³cosh(κ₁x)+ B₃κ₁³sinh(κ₁x) (2.59)  

w₃΄΄΄΄(x)=A₃κ₁⁴sinh(κ₁x)+B₃κ₁⁴cosh(κ₁x) (2.60) 

Τέτοιου είδους ράβδους συναντάμε συχνά σε διάφορα έργα μεταλλικών κατασκευών και 

δέχονται καταπόνηση όπως αυτή που φαίνεται παραπάνω (Σχήμα 2.7). 

Στο παρών πρόβλημα θα μελετήσουμε τη ράβδο που απεικονίζεται στο Σχήμα 2.7 και θα 

προσπαθήσουμε να υπολογίσουμε τα κρίσιμα φορτία β²cr και τα αντίστοιχα ισοδύναμα 

μήκη λυγισμού K=L΄/L συναρτήσει των παραμέτρων α και ρ στις οποίες θα  κάνουμε 

συνδυασμούς διαφόρων τιμών τους. 

 

2.3.2 ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

Συνοριακές συνθήκες προβλήματος 

 

 

Σχήμα 2.9 Αμφιαρθρωτή ράβδος στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό 

και το μεσαίο της τμήμα από θλίψη 

Οι συνοριακές συνθήκες και οι συνθήκες συνέχειας στη ράβδο είναι οι κάτωθι : 

Στον κόμβο Α : 

w₁(0)=0 => Β₁+Δ₁=0 (2.61) 

w₁΄΄(0)=0 => Β₁κ₁²=0 (2.62) 

Στον κόμβο Β : 

w₃(0)=0 => B₃+Δ₃=0 (2.63) 

w₃΄΄(0)=0 => Β₃κ₁²=0  (2.64) 
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Στον κόμβο Γ : 

w₁(l₁)=w₂(0) => Α₁sinh(κ₁l₁)+Γ₁l₁-Β₂-Δ₂=0 (2.65) 

w₁΄(l₁)=w₂΄(0) => Α₁κ₁cosh(κ₁l₁)+Γ₁-Α₂κ₂-Γ₂=0 (2.66) 

-EIw₁΄΄΄(l₁)+αPw₁΄(l₁)+EIw₂΄΄΄(0)+Pw₂΄(0)=0 => Γ₁κ₁²+Γ₂κ₂²=0 (2.67) 

w₁΄΄(l₁)=w₂΄΄(0) => Α₁κ₁²sinh(κ₁l₁)+Β₂κ₂²=0 (2.68) 

Στον κόμβο Δ : 

w₂(l₂)=w₃(l₁) => A₂sin(κ₂l₂)+B₂cos(κ₂l₂)+Γ₂l₂+Δ₂-Α₃sinη(κ₁l₁)-Γ₃l₁=0 (2.69) 

w₂΄(l₂)=-w₃΄(l₁) => A₂κ₂cos(κ₂l₂)-B₂κ₂sin(κ₂l₂)+Γ₂+Α₃κ₁cosh(κ₁l₁)+Γ₃=0 (2.70) 

-EIw₂΄΄΄(l₂)-Ρw₂΄(l₂)-EIw₃΄΄΄(l₁)+αPw₃΄(l₁)=0 => Γ₃κ₁²- Γ₂κ₂²=0 (2.71) 

w₂΄΄(l₂)=w₃΄΄(l₁) => A₂κ₂²sin(κ₂l₂)+Β₂κ₂²cos(κ₂l₂)+Α₃κ₁²sinh(κ₁l₁)=0 (2.72) 

Από την επίλυση των παραπάνω συνοριακών συνθηκών θα βρούμε την αντίστοιχη 

ορίζουσα ευστάθειας και στη συνέχεια την εξίσωση λυγισμού για το πρόβλημά μας , η 

οποία θα μας δώσει τα κρίσιμα φορτία β²cr και τα αντίστοιχα ισοδύναμα μήκη λυγισμού 

K=L΄/L συναρτήσει των παραμέτρων α και ρ στις οποίες θα  κάνουμε συνδυασμούς 

διαφόρων τιμών τους. 
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2.3.3 ΠΙΝΑΚΕΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΗΣ ΤΟΥ ΚΡΙΣΙΜΟΥ ΦΟΡΤΙΟΥ Β²CR ΚΑΙ ΤΟΥ 

ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΟΥ ΙΣΟΔΥΝΑΜΟΥ ΜΗΚΟΥΣ ΛΥΓΙΣΜΟΥ K=L΄/L 

Στον παρακάτω πίνακα απεικονίζονται τα εξής : 

οι τιμές των παραμέτρων α και ρ για τις οποίες έχουμε 0,1<α<1,0 και 0,00<ρ<0,45 

το κρίσιμο φορτίο β²cr που προκύπτει για κάθε συνδυασμό των παραμέτρων α , ρ 

το αντίστοιχο ισοδύναμο μήκος λυγισμού K=L΄/L που προκύπτει για κάθε συνδυασμό των 

παραμέτρων α , ρ. 
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α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994

12.461 0.8895 12.745 0.8796 13.039 0.8696 13.337 0.8598 13.646 0.85

16.217 0.7797 17.065 0.7601 17.961 0.7409 18.896 0.7223 19.874 0.7044

21.949 0.6702 23.912 0.6421 25.99 0.6159 28.143 0.5919 30.305 0.5704

31.282 0.5614 35.414 0.5276 39.564 0.4992 43.494 0.4761 47.046 0.4578

47.707 0.4546 55.786 0.4204 62.821 0.3962 68.625 0.379 73.359 0.3666

79.691 0.3517 88.36 0.334 96.373 0.3199 105.33 0.306 114.81 0.293

85.064 0.3405 92.525 0.3264 100.74 0.3128 109.77 0.2997 119.6 0.2871

102.35 0.3104 113.06 0.2953 124.52 0.2814 136.61 0.2687 149.18 0.2571

178.06 0.2353 211.53 0.2159 246.14 0.2001 280.53 0.1875 313.96 0.1772

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994 9.8722 0.9994

13.965 0.8402 14.296 0.8305 14.631 0.8209 14.977 0.8114 15.327 0.802

20.894 0.6869 21.93 0.6705 22.992 0.6548 24.049 0.6403 25.11 0.6266

32.41 0.5516 34.433 0.5351 36.337 0.5209 38.118 0.5086 39.74 0.4981

50.197 0.4432 52.94 0.4316 55.339 0.4221 57.441 0.4143 59.305 0.4077

77.299 0.3571 80.604 0.3497 83.448 0.3437 85.933 0.3387 88.135 0.3345

123.48 0.2826 128.19 0.2773 132.07 0.2732 135.56 0.2697 138.67 0.2666

130.21 0.2752 141.71 0.2638 154.08 0.253 167.37 0.2427 181.6 0.233

162.15 0.2466 175.51 0.237 189.17 0.2283 203.18 0.2203 217.56 0.2129

346.29 0.1687 377.49 0.1616 407.64 0.1555 436.85 0.1502 465.22 0.1456
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Πίνακας 2.3  Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου , στην οποία 

τα άκρα της  καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο της τμήμα από θλίψη , για διάφορες 

τιμές των α και ρ. 
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Γράφημα 2.5 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού φορτίου, 

για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος 

 

 

Γράφημα 2.6 Κρίσιμο φορτίο, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού φορτίου, για όλες τις 

περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος. 
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2.3.4 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Από τη μελέτη που έγινε σε αυτό το κεφάλαιο και αφορούσε μία ράβδο, της οποίας τα 

άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο της τμήμα από θλίψη, προέκυψαν 

τα ακόλουθα συμπεράσματα: 

όσο το μήκος του τμήματος της ράβδου το οποίο καταπονείται από θλίψη μικραίνει, η 

ράβδος αποκλίνει όλο και περισσότερο από το μοντέλο της αμφιαρθρωτής ράβδου 

καταπονούμενη εξολοκλήρου από θλιπτικό φορτίο. 

Ξεκινώντας, ήταν μεγαλύτερο το ποσοστό του μήκους της ράβδο, το οποίο καταπονούνταν 

από θλίψη (είχαμε μία αμφιαρθρωτή ράβδο η οποία καταπονούνταν εξολοκλήρου από 

θλίψη) και καθώς συνεχίζαμε τη μελέτη, αυτό μειωνόταν  και αυξανόταν εκείνο το τμήμα 

το οποίο καταπονούνταν από εφελκυσμό. Έτσι, αρχικά είχαμε μικρό κρίσιμο φορτίο και 

αντίστοιχα μεγάλο ισοδύναμο μήκος λυγισμού και όσο μίκραινε το μήκος της ράβδου το 

οποίο καταπονούνταν από θλίψη και μεγάλωνε το αντίστοιχο το οποίο καταπονούνταν από 

εφελκυσμό, το κρίσιμο φορτίο γινόταν όλο και μεγαλύτερο και το αντίστοιχο ισοδύναμο 

μήκος λυγισμού μίκραινε. 
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ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

3 ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ 

ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

3.1 ΡΑΒΔΟΣ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΣΤΗΝ ΟΠΟΙΑ ΤΟ ΕΝΑ 

ΤΜΗΜΑ ΤΗΣ ΚΑΤΑΠΟΝΕΙΤΑΙ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΤΟ ΑΛΛΟ ΑΠΟ 

ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

3.1.1 ΓΕΝΙΚΑ 

Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η ράβδος την οποία μελετάμε, με συνολικό μήκος L 

και αξονικά φορτία αυτά που φαίνονται στο σχήμα. 

 

 

Σχήμα 3.1 Ράβδος επί ελαστικών στηρίξεων, στην οποία το ένα τμήμα της 

καταπονείται από θλίψη και το άλλο από εφελκυσμό 

Στο παραπάνω σχήμα έχουμε:  l₁=ρ*L ,   l₂=(1-ρ)*L ,   κ₁²=Pcr/EI ,   κ₂²=α*Pcr/EI,  

C₁, C₂ ,  

όπου είναι: 0,1<α<1,0 και 0,1<ρ<1,0. 

Στο παρακάτω σχήμα απεικονίζεται το διάγραμμα αξονικών δυνάμεων της ράβδου. 

 
 

Σχήμα 3.2 Διάγραμμα αξονικών δυνάμεων ράβδου 

Οι διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας για τα τμήματα της ράβδου είναι : 

Τμήμα καταπονούμενο από θλίψη (Τμήμα 1) : 

w₁(x)=A₁sin(κ₁x)+B₁cos(κ₁x)+Γ₁x+Δ₁ (3.1) 

w₁΄(x)=A₁κ₁cos(κ₁x)-B₁κ₁sin(κ₁x)+Γ₁ (3.2) 

w₁΄΄(x)=- A₁κ₁²sin(κ₁x)- B₁κ₁²cos(κ₁x) (3.3) 
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w₁΄΄΄(x)=-A₁κ₁³cos(κ₁x)+ B₁κ₁³sin(κ₁x) (3.4) 

w₁΄΄΄΄(x)= A₁κ₁⁴sin(κ₁x)+B₁κ₁⁴cos(κ₁x) (3.5) 

Τμήμα καταπονούμενο από εφελκυσμό (Τμήμα 2) : 

w₂(x)=A₂sinh(κ₂x)+B₂cosh(κ₂x)+Γ₂x+Δ₂ (3.6) 

w₂΄(x)=A₂κ₂cosh(κx)+B₂κ₂sinh(κx)+Γ₂ (3.7) 

w₂΄΄(x)=A₂κ₂²sinh(κx)+B₂κ₂²cosh(κx) (3.8) 

w₂΄΄΄(x)=A₂κ₂³cosh(κx)+ B₂κ₂³sinh(κx) (3.9) 

w₂΄΄΄΄(x)=A₂κ₂⁴sinh(κx)+B₂κ₂⁴cosh(κx)  (3.10) 

Τέτοιου είδους ράβδους συναντάμε συχνά σε διάφορα έργα μεταλλικών κατασκευών 

και δέχονται καταπόνηση όπως αυτή που φαίνεται παραπάνω (Σχήμα 3.1). 

Στο παρών πρόβλημα θα μελετήσουμε τη ράβδο που απεικονίζεται στο Σχήμα 3.1 και 

θα προσπαθήσουμε να υπολογίσουμε τα κρίσιμα φορτία β²cr και τα αντίστοιχα 

ισοδύναμα μήκη λυγισμού K=L΄/L συναρτήσει των παραμέτρων α , ρ και των 

συντελεστών ακαμψίας των στροφικών ελατηρίων C₁ και C₂ για τα οποία θα  

κάνουμε συνδυασμούς διαφόρων τιμών τους. 

 

3.1.2  ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

Συνοριακές συνθήκες προβλήματος 

 

 

Σχήμα 3.3 Ράβδος επί ελαστικών στηρίξεων , στην οποία το ένα τμήμα της 

καταπονείται από θλίψη και το άλλο από εφελκυσμό 

Οι συνοριακές συνθήκες και οι συνθήκες συνέχειας στη ράβδο είναι οι κάτωθι : 

Στον κόμβο Α : 

w₁(0)=0 => Β₁+Δ₁=0 (3.11) 

-EIw₁΄΄(0)+C₁w₁΄(0)=0 => B₁κ₁²+Α₁κ₁C₁+Γ₁C₁=0 (3.12) 

Στον κόμβο Β : 

w₂(0)=0 => B₂+Δ₂=0  (3.13) 

 -EIw₂΄΄(0)+C₂w₂΄(0)=0 => -B₂κ₂²+Α₂κ₂C₂+Γ₂C₂=0  (3.14) 

Στον κόμβο Γ : 

w₁(l₁)=w₂(l₂) =>  

Α₁sin(κ₁l₁)-Α₂sinh(κ₂l₂)+Β₁cos(κ₁l₁)-Β₂cosh(κ₂l₂)+Γ₁l₁-Γ₂l₂+Δ₁-Δ₂=0  (3.15) 
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ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

w₁΄(l₁)=-w₂΄(l₂) => 

 Α₁κ₁cos(κ₁l₁)-Β₁κ₁sin(κ₁l₁)+Γ₁+Α₂κ₂cosh(κ₂l₂)+Β₂κ₂sinh(κ₂l₂)+Γ₂=0  (3.16) 

-EIw₁΄΄΄(l₁)-Pw₁΄(l₁)-EIw₂΄΄΄(l₂)+αPw₂΄(l₂)=0 => 

=> Γ₁κ₁²-Γ₂κ₂²=0  (3.17) 

w₁΄΄(l₁)=w₂΄΄(l₂) =>  

Α₁κ₁²sin(κ₁l₁)+ Β₁κ₁²cos(κ₁l₁)+Α₂κ₂²sinh(κ₂l₂)+ Β₂κ₂²cosh(κ₂l₂)=0  (3.18) 

Από την επίλυση των παραπάνω συνοριακών συνθηκών θα βρούμε την αντίστοιχη 

ορίζουσα ευστάθειας και στη συνέχεια την εξίσωση λυγισμού για το πρόβλημά μας, η 

οποία θα μας δώσει τα κρίσιμα φορτία β²cr και τα αντίστοιχα ισοδύναμα μήκη 

λυγισμού K=L΄/L συναρτήσει των παραμέτρων α , ρ και των συντελεστών ακαμψίας 

των στροφικών ελατηρίων C₁ και C₂ , στις οποίες θα  κάνουμε συνδυασμούς των 

διαφόρων τιμών τους. 

 

 

3.1.3 ΠΙΝΑΚΕΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΗΣ ΤΟΥ ΚΡΙΣΙΜΟΥ ΦΟΡΤΙΟΥ Β²CR ΚΑΙ ΤΟΥ 

ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΟΥ ΙΣΟΔΥΝΑΜΟΥ ΜΗΚΟΥΣ ΛΥΓΙΣΜΟΥ K=L΄/L 

Στους παρακάτω πίνακες απεικονίζονται τα εξής : 

 οι συνδυασμοί των συντελεστών ακαμψίας των στροφικών ελατηρίων C₁ και C₂ οι 

τιμές των παραμέτρων α και ρ για τις οποίες έχουμε 0,1<α<1,0 και 0,1<ρ<1,0 

το κρίσιμο φορτίο β²cr που προκύπτει για κάθε συνδυασμό και το αντίστοιχο 

ισοδύναμο μήκος λυγισμού K=L΄/L που προκύπτει για κάθε συνδυασμό. 
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ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

378.9641 0.161299 427.8692 0.151801 468.5493 0.145061 504.0474 0.13986 535.9688 0.135631

131.0338 0.274308 143.856 0.261798 156.4501 0.251039 168.7661 0.241706 180.9025 0.233457

87.64704 0.335398 95.1015 0.321985 103.1037 0.309238 111.6404 0.29718 120.8021 0.285688

77.93358 0.355686 84.8241 0.340934 92.58288 0.326335 101.3244 0.311941 111.0705 0.297941

76.8077 0.358284 82.9921 0.344676 89.2836 0.33231 95.19905 0.32182 100.3403 0.313467

65.5776 0.38775 68.0955 0.380514 70.35854 0.374344 72.33503 0.369195 74.06324 0.364862

52.18618 0.434662 53.2608 0.430255 54.25796 0.426283 55.16033 0.422782 56.01026 0.419562

43.13862 0.478076 43.5732 0.475686 43.98342 0.473462 44.38224 0.47133 44.7561 0.469357

38.27897 0.507516 38.37803 0.50686 38.47721 0.506207 38.57652 0.505555 38.66352 0.504986

37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

565.2982 0.132066 592.6303 0.128985 618.4672 0.126262 643.1296 0.123817 666.7757 0.121602

192.9877 0.226029 205.0624 0.219274 217.2381 0.21304 229.5528 0.207247 242.0825 0.201812

130.622 0.27474 141.1819 0.264265 152.5225 0.254251 164.7629 0.244624 178.009 0.235347

121.8595 0.284446 133.5642 0.271697 145.7332 0.260106 157.3268 0.250339 166.9264 0.243034

104.4893 0.307181 107.7652 0.302476 110.355 0.298905 112.4448 0.296115 114.1692 0.29387

75.58564 0.361169 76.9129 0.358039 78.0749 0.355364 79.10324 0.353047 80.03092 0.350995

56.77623 0.416722 57.48672 0.414139 58.14063 0.411803 58.7369 0.409708 59.29 0.407792

45.10466 0.46754 45.45456 0.465737 45.76523 0.464154 46.07694 0.462581 46.36248 0.461154

38.76308 0.504337 38.85029 0.50377 38.9376 0.503205 39.02501 0.502641 39.10001 0.502159

37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108

0.5

0.7

Με σταθερές ελατηρίων :C1=10 και C2=10
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Πίνακας 3.1 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από 

εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10 και C₂=10. 

 

 

Γράφημα 3.1 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10 και C₂=10. 
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ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

379.3535 0.161216 428.2002 0.151742 468.939 0.145001 504.4516 0.139804 536.3856 0.135579

131.6986 0.273614 144.5044 0.26121 157.0761 0.250539 169.4423 0.241223 181.6295 0.23299

88.58574 0.333617 96.0792 0.320343 104.1012 0.307753 112.6995 0.29578 121.9258 0.284369

79.1922 0.352849 86.15552 0.338289 93.97364 0.323912 102.779 0.309726 112.6145 0.295891

77.93358 0.355686 84.03389 0.342533 90.17402 0.330666 95.88326 0.32067 100.8217 0.312718

65.96688 0.386604 68.3929 0.379686 70.5768 0.373765 72.50523 0.368761 74.18377 0.364565

52.46105 0.433522 53.4946 0.429314 54.44964 0.425532 55.32384 0.422156 56.13006 0.419114

43.5336 0.475902 43.93038 0.473748 44.31565 0.471684 44.67586 0.469779 45.0241 0.467958

38.96256 0.503044 39.0375 0.502561 39.11252 0.502079 39.1876 0.501597 39.26276 0.501117

37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

565.7738 0.13201 593.1173 0.128932 619.0144 0.126206 643.6876 0.123763 667.3439 0.12155

193.7386 0.225591 205.8651 0.218846 218.0643 0.212636 230.4628 0.206837 243.0481 0.201411

131.8363 0.273472 142.4681 0.26307 153.9336 0.253083 166.281 0.243505 179.6404 0.234276

123.4765 0.282577 135.1871 0.270061 147.2582 0.258756 158.5836 0.249345 167.7543 0.242434

104.7962 0.30673 107.9729 0.302185 110.4811 0.298735 112.5297 0.296003 114.2333 0.293787

75.6726 0.360961 76.96553 0.357916 78.12792 0.355244 79.13882 0.352968 80.0667 0.350916

56.88176 0.416335 57.57774 0.413811 58.2169 0.411533 58.79822 0.409494 59.35162 0.40758

45.34676 0.46629 45.67056 0.464635 45.9684 0.463127 46.2536 0.461697 46.52604 0.460343

39.33798 0.500638 39.40073 0.500239 39.47609 0.499761 39.53894 0.499364 39.61444 0.498888

37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409
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Πίνακας 3.2 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων, στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από 

εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10 και C₂=50.  

 

 

Γράφημα 3.2 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10 και C₂=50. 
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ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

379.3925 0.161208 428.283 0.151727 468.9823 0.144994 504.4965 0.139798 536.4782 0.135567

131.7674 0.273543 144.6006 0.261123 157.1764 0.250459 169.5204 0.241167 181.7104 0.232938

88.71756 0.333369 96.19686 0.320147 104.2237 0.307572 112.8481 0.295585 122.0804 0.284189

79.37028 0.352453 86.32268 0.337961 94.16762 0.323578 102.9819 0.309421 112.8269 0.295613

78.09257 0.355324 84.18063 0.342234 90.288 0.330457 95.98121 0.320506 100.8819 0.312624

66.01563 0.386462 68.44253 0.379548 70.61041 0.373676 72.52226 0.368718 74.201 0.364523

52.50452 0.433343 53.52386 0.429196 54.4644 0.425474 55.33872 0.4221 56.16004 0.419002

43.5864 0.475613 43.98342 0.473462 44.3556 0.471471 44.71597 0.469568 45.05094 0.467819

39.05 0.50248 39.12503 0.501998 39.20012 0.501517 39.26276 0.501117 39.33798 0.500638

38.10593 0.508667 38.10593 0.508667 38.10593 0.508667 38.10593 0.508667 38.10593 0.508667

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

565.8214 0.132005 593.2147 0.128921 619.0642 0.126201 643.7384 0.123758 667.4472 0.121541

193.8499 0.225526 205.9799 0.218785 218.1824 0.212579 230.5842 0.206783 243.204 0.201347

131.9741 0.273329 142.6352 0.262916 154.1074 0.25294 166.4874 0.243354 179.8549 0.234136

123.6989 0.282323 135.3965 0.269852 147.4524 0.258585 158.7348 0.249226 167.8579 0.242359

104.8371 0.306671 107.9937 0.302156 110.5021 0.298706 112.5297 0.296003 114.2333 0.293787

75.69 0.36092 76.98308 0.357876 78.12792 0.355244 79.13882 0.352968 80.0667 0.350916

56.89685 0.41628 57.59292 0.413757 58.23216 0.411479 58.81356 0.409441 59.35162 0.40758

45.38717 0.466083 45.6976 0.464497 45.99552 0.46299 46.28081 0.461561 46.55333 0.460208

39.41328 0.500159 39.47609 0.499761 39.55152 0.499284 39.61444 0.498888 39.6774 0.498492

38.10593 0.508667 38.10593 0.508667 38.10593 0.508667 38.10593 0.508667 38.10593 0.5086671
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Με σταθερές ελατηρίων :C1=10 και C2=100
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Πίνακας 3.3 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από 

εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10 και C₂=100.  

 

 

Γράφημα 3.3 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10 και C₂=100. 
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ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

379.4314 0.161199 428.3244 0.15172 469.0256 0.144988 504.5414 0.139792 536.5246 0.135561

131.8363 0.273472 144.6487 0.261079 157.2265 0.250419 170.3025 0.240613 182.25 0.232593

88.7364 0.333333 96.2361 0.320082 104.3462 0.307391 112.8906 0.295529 122.1025 0.284163

79.40592 0.352373 86.49 0.337634 94.18703 0.323545 103.1646 0.309146 112.8906 0.295529

78.1456 0.355204 84.21733 0.34216 90.34503 0.330352 96.04 0.320408 100.9221 0.312562

66.03188 0.386414 68.47563 0.379456 70.64403 0.373587 72.55632 0.368631 74.21823 0.364481

52.5335 0.433223 53.55312 0.429079 54.76 0.424324 55.3536 0.422043 56.19002 0.41889

43.59961 0.475541 43.99669 0.473391 44.7561 0.469357 44.7561 0.469357 45.09123 0.46761

39.0625 0.5024 39.13754 0.501918 39.2377 0.501277 39.69 0.498413 39.37563 0.500398

38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

565.8689 0.131999 593.2634 0.128916 619.1139 0.126196 643.7891 0.123754 667.5506 0.121531

193.9056 0.225494 206.066 0.218739 218.2415 0.21255 230.645 0.206756 243.2976 0.201308

132.0201 0.273281 142.683 0.262871 154.1571 0.252899 166.539 0.243317 179.9622 0.234066

123.7656 0.282247 135.443 0.269806 147.501 0.258543 158.76 0.249206 167.9616 0.242284

104.8576 0.306641 108.056 0.302068 110.5652 0.298621 112.5721 0.295947 114.2761 0.293732

75.69 0.36092 77.01818 0.357794 78.1456 0.355204 79.21 0.352809 80.1025 0.350838

56.92703 0.41617 57.59292 0.413757 58.27796 0.411318 58.8289 0.409387 59.41326 0.407369

45.4276 0.465875 45.72464 0.46436 46.02266 0.462854 46.30803 0.461425 46.58063 0.460073

39.4384 0.5 39.50123 0.499602 39.5641 0.499205 39.6774 0.498492 39.69 0.498413

38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844
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Πίνακας 3.4 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από 

εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10 και C₂=1000.  

 

 

Γράφημα 3.4 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10 και C₂=1000. 
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α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

379.4314 0.161199 428.3244 0.15172 469.0256 0.144988 504.5414 0.139792 536.5246 0.135561

131.8363 0.273472 144.6968 0.261036 157.2265 0.250419 170.3025 0.240613 182.25 0.232593

88.7364 0.333333 96.2361 0.320082 104.3667 0.307361 112.8906 0.295529 122.1025 0.284163

79.40592 0.352373 86.49 0.337634 94.18703 0.323545 103.185 0.309116 112.8906 0.295529

78.1456 0.355204 84.21733 0.34216 90.34503 0.330352 96.04 0.320408 100.9422 0.312531

66.03188 0.386414 68.47563 0.379456 70.64403 0.373587 72.55632 0.368631 74.21823 0.364481

52.5335 0.433223 53.55312 0.429079 54.76 0.424324 55.3536 0.422043 56.19002 0.41889

43.59961 0.475541 43.99669 0.473391 44.7561 0.469357 44.7561 0.469357 45.09123 0.46761

39.0625 0.5024 39.13754 0.501918 39.2377 0.501277 39.69 0.498413 39.37563 0.500398

38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

565.8689 0.131999 593.2634 0.128916 619.1139 0.126196 643.7891 0.123754 667.5506 0.121531

193.9056 0.225494 206.066 0.218739 218.2415 0.21255 230.645 0.206756 243.2976 0.201308

132.0201 0.273281 142.683 0.262871 154.1571 0.252899 166.539 0.243317 179.9622 0.234066

123.7656 0.282247 135.443 0.269806 147.501 0.258543 158.76 0.249206 167.9616 0.242284

104.8576 0.306641 108.056 0.302068 110.5652 0.298621 112.5721 0.295947 114.2761 0.293732

75.8641 0.360505 77.01818 0.357794 78.1456 0.355204 79.21 0.352809 80.1025 0.350838

56.92703 0.41617 57.6081 0.413702 58.27796 0.411318 58.8289 0.409387 59.41326 0.407369

45.4276 0.465875 45.72464 0.46436 46.1041 0.462445 46.30803 0.461425 46.58063 0.460073

39.4384 0.5 39.50123 0.499602 39.5641 0.499205 39.8161 0.497623 39.69 0.498413

38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762
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Με σταθερές ελατηρίων :C1=10 και C2=10

⁷

0.8 0.9 1

0.4 0.50.2 0.3

0.70.6

0.1

 

Πίνακας 3.5 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από 

εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10 και C₂=10⁷.  

 

 

Γράφημα 3.5 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10 και C₂=10⁷. 
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43       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

407.515 0.155546 458.5166 0.14664 500.6406 0.140335 537.266 0.135467 570.1111 0.131507

138.2976 0.267007 151.6346 0.254994 164.5832 0.244758 177.236 0.23586 189.668 0.227999

91.41272 0.328418 99.0423 0.315514 107.1846 0.303294 115.8852 0.291686 125.1713 0.280658

80.83808 0.349238 87.85313 0.335005 95.72666 0.320932 104.5915 0.30703 114.49 0.293458

79.63778 0.35186 85.95144 0.338691 92.3521 0.326743 98.38656 0.316564 103.612 0.308478

67.8976 0.381068 70.44245 0.374121 72.70973 0.368242 74.70145 0.3633 76.44005 0.359144

54.0078 0.427269 55.08608 0.423067 56.07014 0.419338 56.9723 0.416004 57.76 0.413158

44.7561 0.469357 45.17184 0.467192 45.5625 0.465185 45.94128 0.463263 46.30803 0.461425

39.99298 0.496521 40.0689 0.496051 40.15757 0.495503 40.23365 0.495034 40.3098 0.494566

38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

600.201 0.128168 628.2041 0.125279 654.5922 0.122728 679.7492 0.120436 703.8409 0.118357

201.9525 0.220956 214.2125 0.214539 226.5326 0.208624 238.9807 0.203118 251.6348 0.197945

135.1174 0.270131 145.7573 0.260084 157.2014 0.250439 169.5204 0.241167 182.8174 0.232231

125.44 0.280357 137.335 0.267941 149.7442 0.256599 161.7221 0.246914 171.741 0.239603

107.8482 0.302359 111.1548 0.297828 113.7849 0.294366 115.9068 0.291659 117.6574 0.289481

77.9689 0.355606 79.29903 0.352611 80.47884 0.350017 81.52284 0.347768 82.46456 0.345777

58.58372 0.410243 59.29 0.407792 59.93856 0.40558 60.54396 0.403547 61.10549 0.401689

46.6489 0.459736 46.96361 0.458193 47.27938 0.456661 47.5824 0.455204 47.85872 0.453888

40.38603 0.494099 40.46232 0.493633 40.52596 0.493245 40.60238 0.492781 40.67888 0.492317

38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963
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Με σταθερές ελατηρίων :C1=50 και C2=50
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Πίνακας 3.6 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από 

εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=50 και C₂=50.  

 

 

Γράφημα 3.6 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=50 και C₂=50. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 44 

ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

407.5553 0.155538 458.5594 0.146633 500.7301 0.140323 537.3124 0.135462 570.1589 0.131502

138.4152 0.266893 151.7085 0.254932 164.6859 0.244682 177.3159 0.235807 189.7506 0.227949

91.50836 0.328246 99.16176 0.315324 107.3089 0.303118 116.0144 0.291524 125.2385 0.280583

80.91003 0.349083 88.02192 0.334683 95.92244 0.320604 104.7757 0.30676 114.5542 0.293376

79.7449 0.351624 86.09984 0.338399 92.46746 0.326539 98.48578 0.316405 103.6731 0.308387

67.98003 0.380837 70.47603 0.374032 72.72678 0.368199 74.71874 0.363258 76.49252 0.359021

54.09603 0.42692 55.11578 0.422953 56.08512 0.419282 56.9874 0.415949 57.80561 0.412995

44.80964 0.469077 45.21218 0.466984 45.576 0.465116 45.98196 0.463059 46.34886 0.461222

40.08156 0.495972 40.09422 0.495894 40.17024 0.495424 40.3098 0.494566 40.3479 0.494332

39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

600.25 0.128163 628.2542 0.125274 654.6946 0.122719 679.8013 0.120431 703.947 0.118348

201.9809 0.22094 214.2418 0.214525 226.5928 0.208596 239.1044 0.203065 251.7617 0.197895

135.1406 0.270108 145.7815 0.260063 157.2516 0.250399 169.7288 0.241019 182.8986 0.23218

125.4624 0.280332 137.3584 0.267918 149.7931 0.256557 161.9002 0.246778 171.8197 0.239548

107.869 0.30233 111.197 0.297771 113.8276 0.294311 115.9068 0.291659 117.7225 0.289401

77.98656 0.355566 79.33465 0.352532 80.51473 0.349939 81.52284 0.347768 82.53723 0.345625

58.59903 0.410189 59.29 0.407792 59.96954 0.405475 60.54396 0.403547 61.1524 0.401535

46.66256 0.459669 46.99103 0.45806 47.30688 0.456528 47.5962 0.455138 47.91408 0.453626

40.39874 0.494021 40.48777 0.493478 40.55142 0.49309 40.67888 0.492317 40.72992 0.492009

39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159

Με σταθερές ελατηρίων :C1=50 και C2=100
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Πίνακας 3.7 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από 

εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=50 και C₂=100.  

 

 

Γράφημα 3.7 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=50 και C₂=100. 



45       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

407.5957 0.15553 458.6022 0.146626 500.7749 0.140316 537.3588 0.135456 570.2066 0.131496

138.4858 0.266825 151.7824 0.25487 164.7886 0.244605 177.3958 0.235753 189.8057 0.227916

91.56576 0.328143 99.24144 0.315198 107.4332 0.302943 116.1437 0.291361 125.2832 0.280532

80.982 0.348928 88.097 0.334541 96.0008 0.320474 104.96 0.306491 114.597 0.293321

79.81636 0.351466 86.17409 0.338253 92.5444 0.326403 98.56518 0.316277 103.7342 0.308297

68.046 0.380652 70.5432 0.373854 72.79502 0.368026 74.7879 0.36309 76.5275 0.358939

54.15488 0.426688 55.17518 0.422725 56.17503 0.418946 57.07803 0.415619 57.83603 0.412886

44.8632 0.468797 45.26598 0.466706 45.63003 0.464841 46.03623 0.462786 46.3761 0.461087

40.13223 0.495659 40.1449 0.495581 40.23365 0.495034 40.38603 0.494099 40.37332 0.494177

39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

600.299 0.128158 628.3044 0.125269 654.7457 0.122714 679.9056 0.120422 704.0001 0.118343

202.0094 0.220925 214.271 0.21451 226.653 0.208569 239.1662 0.203039 251.7934 0.197883

135.1639 0.270084 145.8056 0.260041 157.3018 0.250359 169.7809 0.240982 182.9256 0.232163

125.4848 0.280307 137.4053 0.267872 149.8666 0.256494 161.9511 0.246739 171.8459 0.23953

107.8898 0.302301 111.2181 0.297743 113.8702 0.294255 115.9283 0.291632 117.7442 0.289374

77.98656 0.355566 79.37028 0.352453 80.55063 0.349861 81.57702 0.347653 82.5554 0.345587

58.61434 0.410136 59.3208 0.407686 60.00052 0.405371 60.57509 0.403443 61.16804 0.401483

46.67622 0.459602 47.01845 0.457926 47.3344 0.456395 47.6376 0.454941 47.92793 0.453561

40.42416 0.493866 40.51323 0.493323 40.5769 0.492936 40.74269 0.491932 40.74269 0.491932

39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437

Με σταθερές ελατηρίων :C1=50 και C2=1000

0.9

1

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.5

0.7 0.8 0.9 1

0.1

0.2

0.3

0.1 0.2 0.3 0.4

0.8

0.6

 

Πίνακας 3.8 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από 

εφελκυσμό, για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=50 και C₂=1000.  

 

 

Γράφημα 3.8 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=50 και C₂=1000. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 46 

ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

407.5957 0.15553 458.6451 0.146619 500.8196 0.14031 537.4051 0.13545 570.2544 0.131491

138.4858 0.266825 151.807 0.254849 164.8142 0.244586 177.4224 0.235736 189.8333 0.2279

91.56576 0.328143 99.26137 0.315166 107.454 0.302913 116.1653 0.291334 125.3056 0.280507

80.982 0.348928 88.11577 0.334505 96.0204 0.320441 104.9805 0.306461 114.6184 0.293293

79.81636 0.351466 86.19266 0.338216 92.56364 0.326369 98.58504 0.316245 103.7546 0.308266

68.046 0.380652 70.56 0.37381 72.81209 0.367983 74.8052 0.363048 76.545 0.358898

54.15488 0.426688 55.19004 0.422668 56.19002 0.41889 57.09314 0.415564 57.85124 0.412832

44.8632 0.468797 45.27944 0.466637 45.64354 0.464772 46.0498 0.462717 46.38972 0.461019

40.13223 0.495659 40.15757 0.495503 40.24634 0.494956 40.39874 0.494021 40.38603 0.494099

39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

600.299 0.128158 628.3044 0.125269 654.7457 0.122714 679.9056 0.120422 704.0001 0.118343

202.0094 0.220925 214.271 0.21451 226.653 0.208569 239.1662 0.203039 251.7934 0.197883

135.1639 0.270084 145.8056 0.260041 157.3018 0.250359 169.7809 0.240982 182.9256 0.232163

125.4848 0.280307 137.4053 0.267872 149.8666 0.256494 161.9511 0.246739 171.8459 0.23953

107.8898 0.302301 111.2181 0.297743 113.8702 0.294255 115.9283 0.291632 117.7442 0.289374

77.98656 0.355566 79.37028 0.352453 80.55063 0.349861 81.57702 0.347653 82.5554 0.345587

58.61434 0.410136 59.3208 0.407686 60.00052 0.405371 60.57509 0.403443 61.16804 0.401483

46.67622 0.459602 47.01845 0.457926 47.3344 0.456395 47.6376 0.454941 47.92793 0.453561

40.42416 0.493866 40.51323 0.493323 40.5769 0.492936 40.74269 0.491932 40.74269 0.491932

39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357

Με σταθερές ελατηρίων :C1=50 και C2=10

⁷

0.9

1

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.1

0.2

0.3

0.4 0.5

0.7 0.8 0.9 1

0.1 0.2 0.3

0.6

 

Πίνακας 3.9 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από 

εφελκυσμό, για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=50 και C₂=10⁷.  

 

 

Γράφημα 3.9 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=50 και C₂=10⁷. 
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47       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

411.1567 0.154855 462.422 0.146019 504.7661 0.139761 541.4929 0.134938 574.465 0.131008

139.24 0.266102 152.6213 0.254169 165.6369 0.243978 178.3026 0.235153 190.7713 0.227339

91.87223 0.327595 99.52058 0.314755 107.7029 0.302563 116.4241 0.29101 125.7314 0.280032

81.21614 0.348424 88.22845 0.334291 96.11842 0.320277 105.001 0.306431 114.9184 0.29291

79.99514 0.351073 86.32268 0.337961 92.7369 0.326064 98.78372 0.315927 104.0196 0.307873

68.19456 0.380237 70.7281 0.373365 72.99994 0.367509 74.9956 0.362587 76.7376 0.358447

54.24323 0.426341 55.30897 0.422213 56.29501 0.418499 57.2141 0.415124 58.03392 0.412182

44.97044 0.468237 45.3737 0.466152 45.76523 0.464154 46.14485 0.462241 46.49876 0.460478

40.20828 0.49519 40.2971 0.494644 40.37332 0.494177 40.4496 0.493711 40.52596 0.493245

39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

604.6189 0.127699 632.7237 0.124831 659.2056 0.122298 684.3456 0.120031 708.5712 0.117961

203.091 0.220335 215.385 0.213955 227.7081 0.208085 240.157 0.20262 252.8418 0.197472

135.6759 0.269574 146.3374 0.259568 157.7787 0.24998 170.1198 0.240742 183.4128 0.231854

125.8884 0.279857 137.8041 0.267484 150.2586 0.256159 162.2566 0.246507 172.3444 0.239183

108.264 0.301778 111.5981 0.297236 114.212 0.293815 116.3378 0.291118 118.0917 0.288948

78.26941 0.354923 79.60208 0.351939 80.78414 0.349355 81.83012 0.347115 82.75541 0.345169

58.79822 0.409494 59.52123 0.406999 60.17105 0.404796 60.77762 0.402771 61.32456 0.400971

46.84034 0.458796 47.16942 0.457193 47.4721 0.455733 47.77574 0.454282 48.05262 0.452972

40.58964 0.492858 40.66613 0.492395 40.74269 0.491932 40.80654 0.491547 40.87045 0.491162

39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357

0.6

0.7

0.8

0.9

1
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0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0.3

0.4

0.5

0.40.1 0.2 0.3

0.1

0.2

Με σταθερές ελατηρίων :C1=100 και C2=100

0.5

0.7 0.8 0.9 1

0.1

0.2

0.6

 

Πίνακας 3.10 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από 

εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=100 και C₂=100.  

 

 

Γράφημα 3.10 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=100 και C₂=100. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 48 

ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

411.1973 0.154848 462.465 0.146013 504.811 0.139754 541.5394 0.134932 574.513 0.131003

139.2872 0.266057 152.6954 0.254107 165.6626 0.243959 178.3293 0.235136 190.799 0.227322

91.91057 0.327527 99.58044 0.314661 107.8275 0.302388 116.4457 0.290983 125.7538 0.280007

81.2522 0.348347 88.26603 0.33422 96.13803 0.320245 105.165 0.306192 114.9398 0.292883

80.03092 0.350995 86.37844 0.337852 92.75616 0.326031 98.8036 0.315895 104.04 0.307843

68.2276 0.380145 70.77857 0.373232 73.01703 0.367466 75.01292 0.362545 76.75512 0.358407

54.27269 0.426225 55.3536 0.422043 56.31002 0.418443 57.22923 0.415069 58.04916 0.412128

45.01068 0.468028 45.41412 0.465945 45.77876 0.464085 46.15844 0.462173 46.5124 0.460411

40.24634 0.494956 40.3225 0.494488 40.38603 0.494099 40.46232 0.493633 40.53869 0.493168

39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

604.6681 0.127694 632.774 0.124826 659.257 0.122293 684.4502 0.120021 708.6244 0.117956

203.1195 0.22032 215.4143 0.21394 227.7383 0.208071 240.188 0.202607 252.8736 0.197459

135.6992 0.269551 146.3616 0.259547 157.8038 0.24996 170.1459 0.240724 183.4399 0.231837

125.9108 0.279832 137.8276 0.267462 150.2831 0.256138 162.2821 0.246487 172.3706 0.239165

108.2848 0.301749 111.6192 0.297208 114.2333 0.293787 116.3594 0.291091 118.1134 0.288922

78.26941 0.354923 79.61993 0.3519 80.80212 0.349316 81.84821 0.347076 82.7736 0.345131

58.81356 0.409441 59.52123 0.406999 60.18656 0.404743 60.79321 0.402719 61.34022 0.400919

46.85403 0.458729 47.18316 0.457126 47.49966 0.455601 47.78957 0.454217 48.06649 0.452906

40.60238 0.492781 40.67888 0.492317 40.76823 0.491778 40.87045 0.491162 40.88324 0.491085

39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638

0.9

1
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0.8

0.9
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0.3
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0.5
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0.7
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0.1

0.2
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Με σταθερές ελατηρίων :C1=100 και C2=1000

0.4 0.5
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Πίνακας 3.11 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από 

εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=100 και 

C₂=1000.  

 

 

Γράφημα 3.11 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=100 και C₂=1000. 



49       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

411.1973 0.154848 462.465 0.146013 504.811 0.139754 541.5394 0.134932 574.513 0.131003

139.2872 0.266057 152.6954 0.254107 165.6626 0.243959 178.3293 0.235136 190.799 0.227322

91.91057 0.327527 99.58044 0.314661 107.8275 0.302388 116.4457 0.290983 125.7538 0.280007

81.2522 0.348347 88.26603 0.33422 96.13803 0.320245 105.165 0.306192 114.9398 0.292883

80.03092 0.350995 86.37844 0.337852 92.75616 0.326031 98.8036 0.315895 104.04 0.307843

68.2276 0.380145 70.77857 0.373232 73.01703 0.367466 75.01292 0.362545 76.75512 0.358407

54.27269 0.426225 55.3536 0.422043 56.31002 0.418443 57.22923 0.415069 58.04916 0.412128

45.01068 0.468028 45.41412 0.465945 45.77876 0.464085 46.15844 0.462173 46.5124 0.460411

40.24634 0.494956 40.3225 0.494488 40.38603 0.494099 40.46232 0.493633 40.53869 0.493168

39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

604.6681 0.127694 632.774 0.124826 659.257 0.122293 684.4502 0.120021 708.6244 0.117956

203.1195 0.22032 215.4143 0.21394 227.7383 0.208071 240.188 0.202607 252.8736 0.197459

135.6992 0.269551 146.3616 0.259547 157.8038 0.24996 170.1459 0.240724 183.4399 0.231837

125.9108 0.279832 137.8276 0.267462 150.2831 0.256138 162.2821 0.246487 172.3706 0.239165

108.2848 0.301749 111.6192 0.297208 114.2333 0.293787 116.3594 0.291091 118.1134 0.288922

78.26941 0.354923 79.61993 0.3519 80.80212 0.349316 81.84821 0.347076 82.7736 0.345131

58.81356 0.409441 59.52123 0.406999 60.18656 0.404743 60.79321 0.402719 61.34022 0.400919

46.85403 0.458729 47.18316 0.457126 47.49966 0.455601 47.78957 0.454217 48.06649 0.452906

40.60238 0.492781 40.67888 0.492317 40.76823 0.491778 40.87045 0.491162 40.88324 0.491085

39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0.9

1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.1

0.2

0.3

Με σταθερές ελατηρίων :C1=100 και C2=10

⁷

0.40.1 0.2 0.3 0.5

0.7 0.8 0.9 10.6

 

Πίνακας 3.12 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από 

εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=100 και C₂=10⁷.  

 

 

Γράφημα 3.12 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=100 και C₂=10⁷. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 50 

ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

414.4482 0.154239 465.9986 0.145458 508.4574 0.139252 545.3159 0.134464 578.3544 0.130567

140.0672 0.265315 153.5121 0.25343 166.5648 0.243298 179.2653 0.234521 191.7671 0.226748

92.31366 0.326811 99.98 0.314031 108.16 0.301923 116.8993 0.290418 126.2028 0.279509

81.5409 0.34773 88.56692 0.333652 96.49133 0.319658 105.3702 0.305894 115.2832 0.292447

80.31744 0.350368 86.65748 0.337308 93.0839 0.325456 99.14185 0.315356 104.3871 0.307331

68.45908 0.379502 70.99748 0.372656 73.25648 0.366865 75.27298 0.361918 77.01818 0.357794

54.44964 0.425532 55.5174 0.42142 56.49026 0.417775 57.41093 0.414412 58.24742 0.411426

45.14496 0.467331 45.5625 0.465185 45.95484 0.463195 46.32164 0.461358 46.67622 0.459602

40.41145 0.493944 40.48777 0.493478 40.56416 0.493013 40.64063 0.492549 40.71716 0.492086

39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

608.6089 0.12728 636.8052 0.12443 663.32 0.121918 688.5901 0.11966 712.7832 0.117612

204.0898 0.219796 216.4135 0.213446 228.7354 0.207617 241.243 0.202163 253.9242 0.197051

136.1889 0.269066 146.8459 0.259119 158.3067 0.249563 170.642 0.240374 183.955 0.231512

126.2926 0.279409 138.227 0.267075 150.7002 0.255784 162.7666 0.24612 172.8699 0.23882

108.6389 0.301257 111.9787 0.29673 114.597 0.293321 116.7264 0.290633 118.4832 0.28847

78.53504 0.354322 79.86997 0.351348 81.05401 0.348773 82.10172 0.34654 83.02854 0.344601

59.01312 0.408748 59.72198 0.406315 60.3729 0.404118 60.98048 0.4021 61.52834 0.400306

47.01845 0.457926 47.3344 0.456395 47.65141 0.454875 47.94178 0.453495 48.21914 0.452189

40.781 0.491701 40.85766 0.491239 40.92161 0.490855 40.96 0.490625 41.06246 0.490012

39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992
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Με σταθερές ελατηρίων :C1=1000 και C2=1000
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Πίνακας 3.13 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από 

εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=1000 και 

C₂=1000.  

 

 

Γράφημα 3.13 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=1000 και C₂=1000. 



51       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

414.4482 0.154239 465.9986 0.145458 508.4574 0.139252 545.3626 0.134458 578.3544 0.130567

140.0672 0.265315 153.5121 0.25343 166.5648 0.243298 179.2653 0.234521 191.7671 0.226748

92.31366 0.326811 99.98 0.314031 108.16 0.301923 116.8993 0.290418 126.2028 0.279509

81.5409 0.34773 88.56692 0.333652 96.49133 0.319658 105.3908 0.305864 115.2832 0.292447

80.31744 0.350368 86.65748 0.337308 93.0839 0.325456 99.14185 0.315356 104.4075 0.307301

68.45908 0.379502 70.99748 0.372656 73.25648 0.366865 75.27298 0.361918 77.01818 0.357794

54.44964 0.425532 55.5174 0.42142 56.49026 0.417775 57.41093 0.414412 58.24742 0.411426

45.14496 0.467331 45.5625 0.465185 45.95484 0.463195 46.32164 0.461358 46.67622 0.459602

40.41145 0.493944 40.48777 0.493478 40.56416 0.493013 40.64063 0.492549 40.71716 0.492086

39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

608.6089 0.12728 636.7548 0.124435 663.32 0.121918 688.5901 0.11966 712.7832 0.117612

204.0898 0.219796 216.4135 0.213446 228.7354 0.207617 241.243 0.202163 253.9242 0.197051

136.1889 0.269066 146.8459 0.259119 158.3067 0.249563 170.642 0.240374 183.955 0.231512

126.2926 0.279409 138.227 0.267075 150.7002 0.255784 162.7666 0.24612 172.8699 0.23882

108.6389 0.301257 111.9787 0.29673 114.597 0.293321 116.7264 0.290633 118.4832 0.28847

78.53504 0.354322 79.86997 0.351348 81.05401 0.348773 82.10172 0.34654 83.02854 0.344601

59.01312 0.408748 59.72198 0.406315 60.3729 0.404118 60.98048 0.4021 61.52834 0.400306

47.01845 0.457926 47.3344 0.456395 47.65141 0.454875 47.94178 0.453495 48.21914 0.452189

40.781 0.491701 40.85766 0.491239 40.92161 0.490855 40.99841 0.490395 41.06246 0.490012

39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841
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Με σταθερές ελατηρίων :C1=1000 και C2=10

⁷
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Πίνακας 3.14 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από 

εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=1000 και 

C₂=10⁷.  

 

 

Γράφημα 3.14 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=1000 και C₂=10⁷. 
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α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

414.8554 0.154163 466.3872 0.145397 508.8634 0.139197 545.783 0.134406 578.7874 0.130518

140.1619 0.265225 153.6112 0.253348 166.6681 0.243222 179.3992 0.234433 191.8779 0.226682

92.3521 0.326743 100.12 0.313812 108.2224 0.301836 116.9642 0.290337 126.2702 0.279434

81.57702 0.347653 88.66106 0.333475 81.57702 0.347653 105.4318 0.305804 115.3261 0.292392

80.3533 0.35029 86.60164 0.337417 80.3533 0.35029 99.18168 0.315293 104.428 0.307271

68.49218 0.37941 71.03118 0.372568 68.49218 0.37941 75.29033 0.361876 77.03573 0.357753

54.47916 0.425417 55.5323 0.421363 54.47916 0.425417 57.42608 0.414357 58.26269 0.411372

45.17184 0.467192 45.576 0.465116 45.17184 0.467192 46.33525 0.46129 46.68989 0.459535

40.43688 0.493788 40.51323 0.493323 40.43688 0.493788 40.66613 0.492395 40.72992 0.492009

39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

609.053 0.127234 637.2595 0.124386 663.7837 0.121875 689.01 0.119624 713.2638 0.117572

204.2041 0.219734 216.5312 0.213388 228.8866 0.207548 241.3673 0.202111 254.0198 0.197013

136.2356 0.26902 146.9186 0.259055 158.3822 0.249503 170.7204 0.240318 184.0092 0.231478

126.3376 0.279359 138.2741 0.26703 150.7493 0.255742 162.8176 0.246082 172.9225 0.238783

108.6806 0.301199 112.0211 0.296674 114.6398 0.293266 116.7696 0.290579 118.5268 0.288417

78.5705 0.354242 79.90572 0.35127 81.09003 0.348695 82.13797 0.346464 83.065 0.344525

59.02849 0.408695 59.73744 0.406262 60.38844 0.404066 60.9961 0.402049 61.55972 0.400204

47.03216 0.457859 47.36192 0.456263 47.66522 0.454809 47.95563 0.45343 48.24692 0.452059

40.80654 0.491547 40.88324 0.491085 40.9472 0.490702 41.01122 0.490319 41.07528 0.489936

39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761

Με σταθερές ελατηρίων :C1=10

⁷

  και C2=10

⁷
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0.4
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Πίνακας 3.15 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται από θλίψη και το άλλο από 

εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10⁷ και C₂=10⁷.  

 

 

Γράφημα 3.15 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10⁷ και C₂=10⁷. 
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ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

3.1.4 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Από τη μελέτη που έγινε σε αυτό το κεφάλαιο και αφορούσε μία ράβδο επί 

ελαστικών στηρίξεων, της οποίας το ένα της τμήμα καταπονείται από θλίψη και το 

άλλο από εφελκυσμό, προέκυψαν τα ακόλουθα συμπεράσματα: 

Ξεκινήσαμε έχοντας αρχικά το μεγαλύτερο τμήμα της ράβδου να καταπονείται από 

εφελκυσμό και καθώς συνεχίζαμε τις δοκιμές το τμήμα αυτό μειωνόταν και 

αυξανόταν εκείνο, το οποίο καταπονούνταν από θλίψη μέχρις ότου φτάσαμε σε μία 

ράβδο όπου όλο το μήκος της καταπονούνταν από θλίψη. Παράλληλα, σε όλους 

αυτούς τους συνδυασμούς του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος 

και του συντελεστή α του αξονικού φορτίου, είχαμε και συνδυασμούς για διάφορες 

τιμές των συντελεστών ακαμψίας  των στροφικών ελατηρίων C₁ και C₂. 

Το συμπέρασμα που προέκυψε ήταν ότι, αρχικά είχαμε μεγάλο κρίσιμο φορτίο και 

αντίστοιχα μικρό ισοδύναμο μήκος λυγισμού και όσο μεγάλωνε το μήκος της ράβδου 

το οποίο καταπονούνταν από θλίψη και μίκραινε το αντίστοιχο το οποίο 

καταπονούνταν από εφελκυσμό, το κρίσιμο φορτίο γινόταν όλο και μικρότερο και το 

αντίστοιχο ισοδύναμο μήκος λυγισμού μεγάλωνε. Επίσης, όσο οι συντελεστές 

ακαμψίας των στροφικών ελατηρίων C₁ και C₂, γινόταν μεγαλύτερες, οι αντίστοιχες 

τιμές του κρίσιμου φορτίου μεγαλώνανε και του ισοδύναμου μήκους λυγισμού 

μικραίνανε. 
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3.2 ΡΑΒΔΟΣ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΣΤΗΝ ΟΠΟΙΑ ΤΑ ΑΚΡΑ 

ΤΗΣ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΝΤΑΙ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΤΟ ΜΕΣΑΙΟ ΤΗΣ 

ΤΜΗΜΑ ΑΠΟ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

3.2.1 ΓΕΝΙΚΑ 

Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η ράβδος την οποία μελετάμε , με συνολικό μήκος L 

και αξονικά φορτία αυτά που φαίνονται στο σχήμα. 

 
Σχήμα 3.4 Ράβδος επί ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται 

από θλίψη και το μεσαίο της τμήμα από εφελκυσμό 

Στο παραπάνω σχήμα έχουμε:  l₁=ρ*L ,   l₂=(1-2ρ)*L ,   κ₁²=Pcr/EI ,   κ₂²=α*Pcr/EI , 

C₁ , C₂ ,  

όπου είναι: 0,1<α<1,0 και 0,05<ρ<0,50. 

Στο παρακάτω σχήμα απεικονίζεται το διάγραμμα αξονικών δυνάμεων της ράβδου. 

 

Σχήμα 3.5 Διάγραμμα αξονικών δυνάμεων ράβδου 

Οι διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας για τα τμήματα της ράβδου είναι : 

Τμήμα καταπονούμενο από θλίψη (Τμήμα 1) : 

w₁(x)=A₁sin(κ₁x)+B₁cos(κ₁x)+Γ₁x+Δ₁  (3.19) 

w₁΄(x)=A₁κ₁cos(κ₁x)-B₁κ₁sin(κ₁x)+Γ₁  (3.20) 

w₁΄΄(x)=- A₁κ₁²sin(κ₁x)- B₁κ₁²cos(κ₁x)  (3.21) 

w₁΄΄΄(x)=-A₁κ₁³cos(κ₁x)+ B₁κ₁³sin(κ₁x)   (3.22) 

w₁΄΄΄΄(x)= A₁κ₁⁴sin(κ₁x)+B₁κ₁⁴cos(κ₁x)  (3.23) 

Τμήμα καταπονούμενο από εφελκυσμό (Τμήμα 2) : 

w₂(x)=A₂sinh(κ₂x)+B₂cosh(κ₂x)+Γ₂x+Δ₂                                                              (3.24) 

w₂΄(x)=A₂κ₂cosh(κ₂x)+B₂κ₂sinh(κ₂x)+Γ₂                                                               (3.25) 

w₂΄΄(x)=A₂κ₂²sinh(κ₂x)+B₂κ₂²cosh(κ₂x)  (3.26) 
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ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 
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ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

w₂΄΄΄(x)=A₂κ₂³cosh(κ₂x)+ B₂κ₂³sinh(κ₂x)  (3.27) 

w₂΄΄΄΄(x)=A₂κ₂⁴sinh(κ₂x)+B₂κ₂⁴cosh(κ₂x)  (3.28) 

Τμήμα καταπονούμενο από θλίψη (Τμήμα 3) : 

w₃(x)=A₃sin(κ₁x)+B₃cos(κ₁x)+Γ₃x+Δ₃  (3.29) 

w₃΄(x)=A₃κ₁cos(κ₁x)-B₃κ₁sin(κ₁x)+Γ₃  (3.30) 

w₃΄΄(x)=- A₃κ₁²sin(κ₁x)- B₃κ₁²cos(κ₁x)  (3.31) 

w₃΄΄΄(x)=-A₃κ₁³cos(κ₁x)+ B₃κ₁³sin(κ₁x)  (3.32) 

w₃΄΄΄΄(x)= A₃κ₁⁴sin(κ₁x)+B₃κ₁⁴cos(κ₁x)  (3.33) 

Τέτοιου είδους ράβδους συναντάμε συχνά σε διάφορα έργα μεταλλικών κατασκευών 

και δέχονται καταπόνηση όπως αυτή που φαίνεται παραπάνω (Σχήμα 3.4). 

Στο παρών πρόβλημα θα μελετήσουμε τη ράβδο που απεικονίζεται στο Σχήμα 3.4 και 

θα προσπαθήσουμε να υπολογίσουμε τα κρίσιμα φορτία β²cr και τα αντίστοιχα 

ισοδύναμα μήκη λυγισμού K=L΄/L συναρτήσει των παραμέτρων α , ρ και των 

συντελεστών ακαμψίας των στροφικών ελατηρίων C₁ και C₂ για τα οποία θα  

κάνουμε συνδυασμούς διαφόρων τιμών τους. 

 

3.2.2 ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

Συνοριακές συνθήκες προβλήματος 

 
Σχήμα 3.6 Ράβδος επί ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται 

από θλίψη και το μεσαίο της τμήμα από εφελκυσμό 

Οι συνοριακές συνθήκες και οι συνθήκες συνέχειας στη ράβδο είναι οι κάτωθι : 

Στον κόμβο Α : 

w₁(0)=0 => Β₁+Δ₁=0  (3.34) 

-EIw₁΄΄(0)+C₁w₁΄(0)=0 => Β₁κ₁²+A₁κ₁C₁+Γ₁C₁=0  (3.35) 

Στον κόμβο Β : 

w₃(0)=0 => B₃+Δ₃=0  (3.36) 

-EIw₃΄΄(0)+C₂w₃΄(0)=0 => Β₃κ₁²+A₃κ₁C₂+Γ₃C₂=0  (3.37) 

Στον κόμβο Γ : 

w₁(l₁)=w₂(0) => Α₁sin(κ₁l₁)+B₁cos(κ₁l₁)+Γ₁l₁+Δ₁-Β₂-Δ₂=0  (3.38) 

w₁΄(l₁)=w₂΄(0) => Α₁κ₁cos(κ₁l₁)-B₁κ₁sin(κ₁l₁)+Γ₁-Α₂κ₂-Γ₂=0  (3.39) 

-EIw₁΄΄΄(l₁)-Pw₁΄(l₁)+EIw₂΄΄΄(0)-αPw₂΄(0)=0 => Γ₁κ₁²+Γ₂κ₂²=0  (3.40) 
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w₁΄΄(l₁)=w₂΄΄(0) => Α₁κ₁²sin(κ₁l₁)+B₁κ₁²cos(κ₁l₁)+Β₂κ₂²=0  (3.41) 

Στον κόμβο Δ : 

w₂(l₂)=w₃(l₁) =>  

A₂sinh(κ₂l₂)+B₂cosh(κ₂l₂)+Γ₂l₂+Δ₂-Α₃sin(κ₁l₁)-Β₃cos(κ₁l₁)-Γ₃l₁-Δ₃=0  (3.42) 

w₂΄(l₂)=-w₃΄(l₁) =>  

A₂κ₂cosh(κ₂l₂)+B₂κ₂sinh(κ₂l₂)+Γ₂+Α₃κ₁cos(κ₁l₁)- Β₃ κ₁sin(κ₁l₁)+Γ₃=0  (3.43) 

-EIw₂΄΄΄(l₂)+αΡw₂΄(l₂)-EIw₃΄΄΄(l₁)-Pw₃΄(l₁)=0 => Γ₂κ₂²-Γ₃κ₁²=0  (3.44) 

w₂΄΄(l₂)=w₃΄΄(l₁) =>  

A₂κ₂²sinh(κ₂l₂)+Β₂κ₂²cosh(κ₂l₂)+Α₃κ₁²sin(κ₁l₁)+ B₃κ₁²cos(κ₁l₁)=0  (3.45) 

Από την επίλυση των παραπάνω συνοριακών συνθηκών θα βρούμε την αντίστοιχη 

ορίζουσα ευστάθειας και στη συνέχεια την εξίσωση λυγισμού για το πρόβλημά μας , 

η οποία θα μας δώσει τα κρίσιμα φορτία β²cr και τα αντίστοιχα ισοδύναμα μήκη 

λυγισμού K=L΄/L συναρτήσει των παραμέτρων α , ρ και των συντελεστών ακαμψίας 

των στροφικών ελατηρίων C₁ και C₂ , στις οποίες θα  κάνουμε συνδυασμούς των 

διαφόρων τιμών τους. 

 

3.2.3 ΠΙΝΑΚΕΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΗΣ ΤΟΥ ΚΡΙΣΙΜΟΥ ΦΟΡΤΙΟΥ Β²CR ΚΑΙ ΤΟΥ 

ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΟΥ ΙΣΟΔΥΝΑΜΟΥ ΜΗΚΟΥΣ ΛΥΓΙΣΜΟΥ K=L΄/L 

Στους παρακάτω πίνακες απεικονίζονται τα εξής : 

οι συνδυασμοί των συντελεστών ακαμψίας των στροφικών ελατηρίων C₁ και C₂ οι 

τιμές των παραμέτρων α και ρ για τις οποίες έχουμε 0,1<α<1,0 και 0,05<ρ<0,50 

το κρίσιμο φορτίο β²cr που προκύπτει για κάθε συνδυασμό και το αντίστοιχο 

ισοδύναμο μήκος λυγισμού K=L΄/L που προκύπτει για κάθε συνδυασμό. 
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ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1263.731 0.088329 1431.336 0.082996 1555.829 0.079607 1656.571 0.077148 1741.56 0.075242

318.1942 0.176029 358.1556 0.165918 389.0362 0.159197 414.1632 0.154292 435.39 0.150484

147.0399 0.258948 161.417 0.247147 173.8179 0.238167 184.4707 0.231188 193.6829 0.225623

89.1136 0.332627 94.94554 0.32225 100.4204 0.313342 105.4318 0.305804 109.9981 0.29939

63.2025 0.394969 65.75588 0.387224 68.2276 0.380145 70.5768 0.373765 72.82916 0.36794

49.82948 0.444822 50.96532 0.439838 52.07066 0.435144 53.15868 0.430668 54.19904 0.426515

42.54953 0.481374 43.02048 0.478732 43.48084 0.47619 43.93038 0.473748 44.36892 0.471401

38.77553 0.504256 38.92512 0.503286 39.0625 0.5024 39.21264 0.501437 39.36308 0.500478

37.25882 0.514417 37.28324 0.514248 37.29545 0.514164 37.31988 0.513996 37.34432 0.513828

37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1815.101 0.073702 1879.743 0.072424 1926.859 0.071533 1927.21 0.071526 1931.954 0.071438

453.7752 0.147404 469.9357 0.144847 484.3961 0.142669 497.3792 0.140795 509.1792 0.139154

201.7536 0.221064 208.9181 0.217241 215.2969 0.213999 221.0574 0.211192 226.3219 0.208721

114.1692 0.29387 117.9613 0.289108 121.3963 0.284988 124.5456 0.281362 127.4189 0.278172

74.94365 0.362712 76.94798 0.357957 78.83664 0.353643 80.58653 0.349783 82.24676 0.346234

55.21976 0.422554 56.19002 0.41889 57.13848 0.415399 58.04916 0.412128 58.92098 0.409067

44.80964 0.469077 45.22563 0.466914 45.64354 0.464772 46.0498 0.462717 46.44423 0.460748

39.50123 0.499602 39.63962 0.498729 39.77825 0.49786 39.91712 0.496993 40.04358 0.496207

37.36877 0.513659 37.39323 0.513491 37.41769 0.513324 37.44216 0.513156 37.46664 0.512988

37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108

Με σταθερές ελατηρίων :C1=10 και C2=10
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Πίνακας 3.16 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων, στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της 

τμήμα από εφελκυσμό, για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10 και 

C₂=10.  

 

 

Γράφημα 3.16 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10 και C₂=10. 
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ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1285.151 0.08759 1454.126 0.082343 1579.586 0.079006 1681.082 0.076583 1766.689 0.074705

331.1308 0.172556 369.6006 0.163329 400.9606 0.156812 426.4638 0.152051 447.9996 0.148351

154.4055 0.252696 169.13 0.241446 181.8183 0.232869 192.7099 0.226192 202.1231 0.220862

94.8676 0.322382 98.56518 0.316277 106.523 0.304234 111.6826 0.297123 116.3809 0.291064

68.0625 0.380606 70.71128 0.373409 73.2736 0.366822 75.7074 0.360878 78.03956 0.355445

54.15488 0.426688 55.33872 0.4221 53.77289 0.428201 57.62328 0.413648 58.70624 0.409815

46.55333 0.460208 47.04588 0.457793 47.52724 0.455469 47.99718 0.453233 48.45552 0.451085

42.60173 0.481079 42.75852 0.480196 42.9025 0.479389 45.49503 0.46553 43.21748 0.477639

41.01122 0.490319 41.03684 0.490165 41.04965 0.490089 41.07528 0.489936 41.10092 0.489783

37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1840.753 0.073187 1905.846 0.071926 1953.286 0.071047 1953.64 0.071041 1958.417 0.070954

466.6464 0.145357 483.0325 0.14287 497.6915 0.14075 510.8504 0.138926 522.8082 0.137328

210.366 0.216492 217.6805 0.212824 224.1907 0.209711 230.0682 0.207015 235.4383 0.20464

120.6702 0.285844 124.5679 0.281337 128.0971 0.277434 131.3316 0.273997 134.2817 0.27097

80.22785 0.350564 82.30118 0.34612 84.25404 0.342085 86.06273 0.338471 87.77816 0.335148

59.76836 0.406157 60.77762 0.402771 61.76388 0.399542 62.71056 0.396515 63.61658 0.393681

48.91604 0.448956 49.35063 0.446975 49.78714 0.445011 50.2114 0.443127 50.62323 0.441321

43.36223 0.476841 43.50722 0.476046 43.65245 0.475254 43.79792 0.474464 43.93038 0.473748

41.12657 0.48963 41.15223 0.489478 41.17789 0.489325 41.20356 0.489173 41.22924 0.48902

37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409

Με σταθερές ελατηρίων :C1=10 και C2=50
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Πίνακας 3.17 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της 

τμήμα από εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10 

και C₂=50.  

 

 

Γράφημα 3.17 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10 και C₂=50. 



59       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1288.02 0.087492 1457.178 0.082257 1582.767 0.078926 1684.364 0.076509 1770.053 0.074634

332.6246 0.172168 371.1402 0.16299 402.5641 0.156499 428.1175 0.151757 449.6944 0.148071

155.4012 0.251885 170.172 0.240705 182.8986 0.23218 193.8221 0.225542 203.262 0.220243

95.6484 0.321063 99.0224 0.315546 107.3503 0.30306 112.5297 0.296003 117.2456 0.289989

68.7241 0.37877 71.3856 0.371642 73.96 0.365116 76.40508 0.359227 78.74788 0.353843

54.7452 0.424382 55.93544 0.419842 53.9931 0.427327 58.23216 0.411479 59.3208 0.407686

47.10077 0.457526 47.5962 0.455138 48.08036 0.452841 48.55302 0.450631 49.014 0.448507

43.12549 0.478148 43.28324 0.477276 43.4281 0.47648 40.46232 0.493633 43.745 0.474751

41.52514 0.487275 41.55092 0.487124 41.56381 0.487048 41.5896 0.486897 41.6154 0.486746

38.11828 0.508584 38.11828 0.508584 38.11828 0.508584 38.11828 0.508584 38.11828 0.508584

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1844.187 0.073118 1909.34 0.07186 1956.824 0.070983 1957.178 0.070976 1961.958 0.07089

468.3762 0.145088 484.7923 0.142611 499.4778 0.140498 512.6602 0.13868 524.639 0.137088

211.5279 0.215897 218.8624 0.212248 225.3902 0.209152 231.2833 0.20647 236.6675 0.204108

121.5506 0.284807 125.4624 0.280332 129.0042 0.276457 132.25 0.273043 135.2104 0.270038

80.94601 0.349005 83.02854 0.344601 84.98996 0.340601 86.80649 0.337018 88.52928 0.333723

60.38844 0.404066 61.4029 0.400715 62.3942 0.397519 63.34568 0.394522 64.25626 0.391717

49.47716 0.446403 49.91423 0.444444 50.35322 0.442503 50.77988 0.44064 51.19403 0.438854

43.89063 0.473962 44.0365 0.473177 44.18261 0.472394 44.32896 0.471613 44.46222 0.470906

41.64121 0.486595 41.66703 0.486445 41.69285 0.486294 41.71868 0.486143 41.74452 0.485993

38.11828 0.508584 38.11828 0.508584 38.11828 0.508584 38.11828 0.508584 38.11828 0.508584
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Πίνακας 3.18 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της 

τμήμα από εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10 

και C₂=100.  

 

 

Γράφημα 3.18 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10 και C₂=100. 
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ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1290.175 0.087419 1459.851 0.082182 1585.553 0.078857 1687.238 0.076444 1772.999 0.074572

333.9025 0.171838 372.49 0.162694 403.9698 0.156227 429.5671 0.151501 451.1801 0.147827

156.15 0.25128 171.0864 0.240061 183.8465 0.231581 194.7978 0.224977 204.2613 0.219703

96.33423 0.319918 99.44078 0.314882 108.0768 0.302039 113.2734 0.29503 118.0048 0.289055

69.30563 0.377177 71.97826 0.370108 74.56323 0.363636 77.01818 0.357794 79.37028 0.352453

55.26436 0.422384 56.4602 0.417887 54.18432 0.426572 58.76756 0.409601 59.86117 0.405842

47.5824 0.455204 48.08036 0.452841 48.56696 0.450567 49.04201 0.448379 49.5053 0.446276

43.5864 0.475613 43.745 0.474751 43.89063 0.473962 40.58964 0.492858 44.2092 0.472251

41.97744 0.484643 42.00336 0.484493 42.01632 0.484418 42.04226 0.484269 42.0682 0.48412

38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1847.194 0.073059 1912.4 0.071803 1959.921 0.070927 1960.276 0.07092 1965.06 0.070834

469.8923 0.144854 486.3348 0.142384 501.0435 0.140279 514.2463 0.138466 526.2436 0.136879

212.5472 0.215378 219.8992 0.211747 226.4423 0.208666 232.349 0.205996 237.7456 0.203645

122.3236 0.283906 126.2477 0.279459 129.8004 0.275608 133.0562 0.272215 136.0256 0.269227

81.57702 0.347653 83.66761 0.343282 85.63652 0.339313 87.4599 0.335757 89.18914 0.332486

60.93364 0.402255 61.95264 0.398933 62.94836 0.395765 63.90404 0.392795 64.8186 0.390014

49.97076 0.444193 50.41 0.442254 50.85116 0.440331 51.49498 0.43757 51.6961 0.436718

44.3556 0.471471 44.50224 0.470694 44.64912 0.469919 1735.389 0.075376 44.93021 0.468447

42.09414 0.48397 42.1201 0.483821 42.14606 0.483672 42.17204 0.483523 42.19802 0.483374

38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844
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Πίνακας 3.19 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της 

τμήμα από εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10 

και C₂=1000.  

 

 

Γράφημα 3.19 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10 και C₂=1000. 



61       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1290.462 0.087409 1460.004 0.082177 1585.712 0.078853 1687.32 0.076442 1775.948 0.07451

334.0487 0.171801 372.5672 0.162677 404.0502 0.156211 429.6085 0.151493 452.6682 0.147584

156.25 0.2512 171.1387 0.240024 183.9007 0.231546 194.8258 0.224961 205.2629 0.219167

96.41276 0.319788 99.48068 0.314819 108.1184 0.301981 113.2947 0.295002 118.7664 0.288126

69.37224 0.376996 72.0122 0.370021 74.59777 0.363552 77.03573 0.357753 79.99514 0.351073

55.32384 0.422156 56.49026 0.417775 54.21377 0.426457 58.78289 0.409547 60.40398 0.404014

47.6376 0.454941 48.1081 0.45271 48.59484 0.450438 49.05602 0.448315 49.99904 0.444067

43.63924 0.475325 43.77146 0.474607 43.91713 0.473819 40.60238 0.492781 44.67586 0.469779

42.02929 0.484344 42.02929 0.484344 42.04226 0.484269 42.05523 0.484194 42.52344 0.481521

38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1850.204 0.072999 1915.463 0.071745 1963.022 0.070871 1963.376 0.070864 1968.164 0.070778

471.4109 0.14462 487.8797 0.142159 502.6116 0.14006 515.8349 0.138253 527.8506 0.13667

213.569 0.214862 220.9385 0.211249 227.4969 0.208181 233.4173 0.205524 238.8261 0.203184

123.099 0.28301 127.0354 0.278591 130.5992 0.274764 133.8649 0.271392 136.8432 0.268422

82.21049 0.346311 84.30912 0.341973 86.28552 0.338034 88.11577 0.334505 89.85144 0.331259

61.48128 0.400459 62.50484 0.397167 63.50496 0.394027 64.46484 0.391082 65.3834 0.388326

50.46682 0.442005 50.90823 0.440084 51.35156 0.43818 52.21508 0.434542 52.20063 0.434602

44.82303 0.469007 44.97044 0.468237 45.11809 0.467471 5876.449 0.040961 45.40064 0.466014

42.54953 0.481374 42.57563 0.481226 42.60173 0.481079 42.62784 0.480931 42.65396 0.480784

38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762
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Πίνακας 3.20 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της 

τμήμα από εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10 

και C₂=10⁷.  

 

 

Γράφημα 3.20 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10 και C₂=10⁷. 

Natasa
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ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1379.528 0.08454 1554.488 0.079641 1684.117 0.076514 1788.867 0.07424 1877.142 0.072474

346.8161 0.168609 388.8784 0.159229 421.0704 0.153021 447.2379 0.148477 469.2422 0.144954

159.4411 0.248673 174.8213 0.237483 187.9093 0.229063 199.0921 0.222537 208.7158 0.217346

95.98121 0.320506 102.293 0.310461 108.16 0.301923 113.5077 0.294725 118.3309 0.288656

67.63418 0.381809 70.40888 0.37421 73.0854 0.367294 75.62042 0.361086 78.03956 0.355445

53.01296 0.431259 54.25796 0.426283 55.45781 0.421646 56.62563 0.417276 57.76 0.413158

45.05094 0.467819 45.5625 0.465185 46.06337 0.462649 46.56698 0.460141 47.04588 0.457793

40.92161 0.490855 41.07528 0.489936 41.24208 0.488944 41.39636 0.488032 41.56381 0.487048

39.2377 0.501277 39.26276 0.501117 39.28782 0.500957 39.3129 0.500797 39.33798 0.500638

38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1953.286 0.071047 2022.391 0.069823 2024.28 0.06979 2025.99 0.069761 2035.002 0.069606

488.3658 0.142088 505.1256 0.139711 520.068 0.137689 533.5638 0.135937 545.783 0.134406

217.1202 0.213098 224.5502 0.209543 231.192 0.206511 237.1292 0.203909 242.5806 0.201605

122.7221 0.283445 126.6525 0.279012 130.2794 0.275101 133.5411 0.27172 136.5392 0.268721

80.29952 0.350407 82.41008 0.345891 84.41934 0.34175 86.26694 0.338071 88.00316 0.334719

58.85958 0.409281 59.92308 0.405632 60.93364 0.402255 61.90542 0.399085 62.83733 0.396115

47.51345 0.455535 47.96948 0.453364 48.42768 0.451214 48.8601 0.449213 49.29444 0.44723

41.71868 0.486143 41.8609 0.485317 42.01632 0.484418 42.17204 0.483523 42.31503 0.482706

39.36308 0.500478 39.38818 0.500319 39.41328 0.500159 39.42584 0.50008 39.45096 0.49992

38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963
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Με σταθερές ελατηρίων :C1=50 και C2=50
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Πίνακας 3.21 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της 

τμήμα από εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=50 

και C₂=50.  

 

 

Γράφημα 3.21 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=50 και C₂=50. 



63       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1382.501 0.084449 1557.644 0.07956 1687.402 0.07644 1792.252 0.07417 1880.61 0.072407

348.6436 0.168166 390.4576 0.158907 422.7136 0.152724 448.9313 0.148197 470.9768 0.144687

160.4529 0.247888 175.8806 0.236767 189.0075 0.228397 200.2225 0.221908 209.8732 0.216746

96.76657 0.319203 102.779 0.309726 108.9936 0.300766 114.3616 0.293623 119.2027 0.287598

68.2937 0.379961 71.08176 0.372435 73.77092 0.365584 76.3177 0.359432 78.74788 0.353843

53.59704 0.428903 54.84884 0.423981 55.68144 0.420799 57.22923 0.415069 58.3696 0.410995

45.5895 0.465047 46.1041 0.462445 46.60793 0.459938 47.1145 0.457459 47.5962 0.455138

41.43497 0.487805 41.5896 0.486897 41.75744 0.485918 41.53803 0.487199 42.08117 0.484045

39.74042 0.498096 39.76564 0.497938 39.79086 0.497781 39.8161 0.497623 39.84134 0.497465

39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1956.824 0.070983 2025.99 0.069761 2027.881 0.069728 2029.593 0.069699 2038.613 0.069544

490.1353 0.141831 506.9252 0.139463 521.894 0.137448 535.4133 0.135702 547.6536 0.134177

218.3006 0.212521 225.7506 0.208985 232.41 0.205969 238.3627 0.203381 243.8282 0.201089

123.6099 0.282425 127.5544 0.278024 131.1941 0.27414 134.4672 0.270783 137.4756 0.267804

81.018 0.34885 83.13792 0.344374 85.15598 0.340269 87.01158 0.336621 88.75524 0.333298

59.47494 0.407158 60.54396 0.403547 61.55972 0.400204 62.53646 0.397066 63.47309 0.394126

48.06649 0.452906 48.52516 0.450761 48.986 0.448636 49.4209 0.446657 49.85772 0.444696

42.237 0.483151 42.3801 0.482335 42.53648 0.481447 42.69316 0.480563 42.83703 0.479756

39.8666 0.497308 39.89186 0.49715 39.91712 0.496993 39.92976 0.496914 39.95504 0.496757

39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159
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Πίνακας 3.22 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της 

τμήμα από εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=50 

και C₂=100.  

 

 

Γράφημα 3.22 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=50 και C₂=100. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 64 

ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1385.477 0.084359 1560.803 0.07948 1690.69 0.076366 1795.641 0.0741 1884.081 0.07234

350.2512 0.16778 392.04 0.158586 424.36 0.152427 450.628 0.147918 472.7146 0.144421

161.4678 0.247108 176.9432 0.236055 190.1089 0.227734 201.3561 0.221283 211.0337 0.216149

97.55513 0.31791 103.2053 0.309086 109.8304 0.299618 115.2188 0.292528 120.0778 0.286549

68.95642 0.378131 71.75784 0.370676 74.45964 0.363889 77.01818 0.357794 79.4594 0.352255

54.18432 0.426572 55.44292 0.421703 55.86068 0.420123 57.83603 0.412886 58.9824 0.408854

46.13126 0.462309 46.6489 0.459736 47.15569 0.457259 47.66522 0.454809 48.14972 0.452515

41.95153 0.484792 42.10712 0.483896 42.276 0.482928 42.05523 0.484194 42.60173 0.481079

40.24634 0.494956 40.27172 0.4948 40.2971 0.494644 40.3225 0.494488 40.3479 0.494332

39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1960.364 0.070919 2029.593 0.069699 2031.485 0.069666 2033.198 0.069637 2042.226 0.069483

491.908 0.141575 508.728 0.139215 523.7232 0.137208 537.266 0.135467 549.5274 0.133948

219.4842 0.211947 226.9542 0.20843 233.6312 0.20543 239.5994 0.202855 245.079 0.200575

124.501 0.281412 128.4596 0.277043 132.112 0.273186 135.3965 0.269852 138.4152 0.266893

81.73968 0.347307 83.86896 0.34287 85.89582 0.3388 87.75942 0.335184 89.51052 0.331889

60.0935 0.405057 61.16804 0.401483 62.189 0.398174 63.1707 0.395068 64.11205 0.392157

48.62273 0.450308 49.08404 0.448187 49.54752 0.446086 49.9849 0.44413 50.4242 0.442191

42.75852 0.480196 42.9025 0.479389 43.05984 0.478513 43.21748 0.477639 43.36223 0.476841

40.37332 0.494177 40.39874 0.494021 40.42416 0.493866 40.43688 0.493788 40.46232 0.493633

39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.5014370.5
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Πίνακας 3.23 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της 

τμήμα από εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=50 

και C₂=1000.  

 

 

Γράφημα 3.23 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=50 και C₂=1000. 



65       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1385.85 0.084347 1560.961 0.079476 1690.854 0.076362 1795.725 0.074099 1887.555 0.072274

350.4384 0.167735 392.1192 0.15857 424.4424 0.152412 450.6704 0.147911 474.4555 0.144156

161.5949 0.247011 176.9964 0.236019 190.1641 0.227701 201.3845 0.221267 212.1975 0.215556

97.65392 0.317749 103.2459 0.309025 109.8723 0.299561 115.2402 0.292501 120.956 0.285506

69.03948 0.377903 71.79173 0.370589 74.49416 0.363805 77.03573 0.357753 80.17412 0.350681

54.25796 0.426283 55.4727 0.42159 55.89058 0.420011 57.85124 0.412832 59.5984 0.406736

46.19921 0.461969 46.67622 0.459602 47.18316 0.457126 47.67903 0.454743 48.70644 0.449921

42.01632 0.484418 42.13308 0.483747 42.30202 0.48278 41.67994 0.486369 43.12549 0.478148

40.3098 0.494566 40.2971 0.494644 40.3225 0.494488 40.3352 0.49441 40.85766 0.491239

39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1963.908 0.070855 2033.198 0.069637 2035.093 0.069605 2036.807 0.069575 2045.843 0.069421

493.684 0.14132 510.534 0.138969 525.5556 0.136968 539.122 0.135234 551.4043 0.133719

220.671 0.211377 228.161 0.207878 234.8556 0.204894 240.8394 0.202333 246.333 0.200064

125.3952 0.280407 129.3679 0.276068 133.0332 0.272239 136.329 0.268928 139.358 0.265989

82.46456 0.345777 84.6032 0.341379 86.63886 0.337344 88.51046 0.333759 90.269 0.330492

60.71526 0.402977 61.79532 0.39944 62.82148 0.396165 63.80814 0.39309 64.75421 0.390208

49.18217 0.44774 49.64612 0.445643 50.11224 0.443565 50.5521 0.441632 50.99388 0.439714

43.28324 0.477276 43.4281 0.47648 43.5864 0.475613 43.745 0.474751 43.89063 0.473962

40.88324 0.491085 40.90882 0.490932 40.9344 0.490778 40.9472 0.490702 40.9728 0.490548

39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.5013570.5

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.05

0.1

0.15

0.2

0.4 0.5

0.7 0.8 0.9 1

Με σταθερές ελατηρίων :C1=50 και C2=10

⁷

0.1 0.2 0.3

0.6

 

Πίνακας 3.24 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων, στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της 

τμήμα από εφελκυσμό, για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=50 και 

C₂=10⁷.  

 

 

Γράφημα 3.24 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=50 και C₂=10⁷. 

Natasa
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7
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ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1394.425 0.084088 1570.299 0.079239 1700.573 0.076143 1805.825 0.073891 1894.513 0.072141

350.5133 0.167717 392.8324 0.158426 425.1844 0.152279 451.4775 0.147779 473.6282 0.144282

161.0361 0.247439 176.5444 0.236321 189.7231 0.227966 200.959 0.221501 210.6272 0.216358

96.86496 0.319041 103.2662 0.308994 109.1607 0.300536 114.5328 0.293403 119.3993 0.287362

68.19456 0.380237 71.01433 0.372612 73.70223 0.365754 76.26529 0.359556 78.6769 0.354002

53.42148 0.429607 54.67124 0.424669 55.89058 0.420011 57.07803 0.415619 58.2169 0.411533

45.3737 0.466152 45.88708 0.463537 46.40334 0.460951 46.8951 0.458528 47.38946 0.45613

41.17789 0.489325 41.35776 0.48826 41.52514 0.487275 41.67994 0.486369 41.83502 0.485467

39.48866 0.499682 39.52637 0.499443 39.53894 0.499364 39.5641 0.499205 39.58926 0.499046

39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1970.827 0.07073 1690.279 0.076375 2034.371 0.069617 2036.988 0.069572 2044.668 0.069441

492.7956 0.141448 509.6306 0.139092 524.639 0.137088 538.1936 0.135351 550.4654 0.133833

219.0992 0.212133 226.5326 0.208624 233.2034 0.205618 239.1972 0.203026 244.6409 0.200754

123.8101 0.282196 127.7804 0.277778 131.4004 0.273925 134.6992 0.27055 137.7337 0.267553

80.982 0.348928 83.11969 0.344412 85.11908 0.340343 86.99293 0.336657 88.75524 0.333298

59.33621 0.407633 60.38844 0.404066 61.41857 0.400664 62.3942 0.397519 63.34568 0.394522

47.85872 0.453888 48.3303 0.451669 48.77626 0.449599 49.22426 0.447548 49.66021 0.44558

42.00336 0.484493 42.14606 0.483672 42.30202 0.48278 42.44523 0.481965 42.60173 0.481079

39.61444 0.498888 39.63962 0.498729 39.6648 0.498571 39.6774 0.498492 39.7026 0.498334

39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.5013570.5

Με σταθερές ελατηρίων :C1=100 και C2=100
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Πίνακας 3.25 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων, στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της 

τμήμα από εφελκυσμό, για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=100 

και C₂=100.  

 

 

Γράφημα 3.25 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=100 και C₂=100. 



67       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1395.172 0.084065 1571.092 0.079219 1701.398 0.076125 1806.675 0.073874 1895.383 0.072124

352.1628 0.167324 393.2289 0.158346 425.5969 0.152206 451.9026 0.147709 474.0635 0.144215

161.5187 0.247069 176.8102 0.236143 189.9987 0.2278 201.2426 0.221345 210.9175 0.216209

97.0619 0.318717 103.6731 0.308387 109.3698 0.300249 114.7469 0.293129 119.618 0.287099

68.35982 0.379777 71.18297 0.37217 73.87403 0.365329 76.44005 0.359144 78.8544 0.353604

53.56776 0.42902 54.81922 0.424095 56.08512 0.419282 57.22923 0.415069 58.3696 0.410995

45.50852 0.465461 46.02266 0.462854 46.53968 0.460276 47.03216 0.457859 47.52724 0.455469

41.30633 0.488564 41.48648 0.487502 41.65412 0.48652 41.80916 0.485617 41.96448 0.484718

39.61444 0.498888 39.65221 0.49865 39.6648 0.498571 39.69 0.498413 39.7152 0.498255

39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1971.715 0.070714 1691.101 0.076356 2035.273 0.069601 2037.89 0.069557 2045.572 0.069426

493.2397 0.141384 510.0822 0.13903 525.0972 0.137028 538.6577 0.135292 550.9348 0.133776

219.3953 0.21199 226.8337 0.208485 233.509 0.205484 239.5066 0.202895 244.9538 0.200626

124.0328 0.281943 128.0066 0.277532 131.6297 0.273686 134.9315 0.270317 137.9685 0.267325

81.16208 0.34854 83.30213 0.344034 85.3037 0.339974 87.17957 0.336296 88.94376 0.332945

59.49037 0.407105 60.54396 0.403547 61.57541 0.400153 62.55228 0.397016 63.50496 0.394027

47.85872 0.453888 48.46944 0.45102 48.91604 0.448956 49.36468 0.446911 49.80125 0.444948

42.13308 0.483747 42.276 0.482928 42.4322 0.482039 42.57563 0.481226 42.73237 0.480343

39.74042 0.498096 39.76564 0.497938 39.79086 0.497781 39.80348 0.497702 39.82872 0.497544

39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.05

0.1

0.15

0.2

Με σταθερές ελατηρίων :C1=100 και C2=1000

0.1 0.2 0.3 0.5

0.7 0.8 0.9 1

0.25

0.3

0.35

0.4

0.6

0.4

0.4

0.45

0.45

0.5

0.5

0.05

 

Πίνακας 3.26 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της 

τμήμα από εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=100 

και C₂=1000.  

 

 

Γράφημα 3.26 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=100 και C₂=1000. 
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ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1395.471 0.084056 1571.33 0.079213 1701.563 0.076121 1806.76 0.073872 1895.383 0.072124

352.3129 0.167288 393.3479 0.158322 425.6794 0.152191 451.9451 0.147702 474.0635 0.144215

161.6204 0.246991 176.89 0.23609 190.0538 0.227767 201.271 0.221329 210.9175 0.216209

97.14074 0.318588 103.7342 0.308297 109.4116 0.300191 114.7684 0.293102 119.618 0.287099

68.42598 0.379594 71.2336 0.372038 73.90841 0.365244 76.45754 0.359103 78.8544 0.353604

53.62633 0.428786 54.86365 0.423923 56.11508 0.41917 57.24436 0.415015 58.3696 0.410995

45.5625 0.465185 46.06337 0.462649 46.56698 0.460141 47.04588 0.457793 47.52724 0.455469

41.35776 0.48826 41.52514 0.487275 41.67994 0.486369 41.82209 0.485542 41.96448 0.484718

39.6648 0.498571 39.69 0.498413 39.69 0.498413 39.7026 0.498334 39.7152 0.498255

39.35053 0.500558 39.35053 0.500558 39.35053 0.500558 39.35053 0.500558 39.35053 0.500558

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1971.715 0.070714 1691.101 0.076356 2035.273 0.069601 2037.89 0.069557 2045.572 0.069426

493.2397 0.141384 510.0822 0.13903 525.0972 0.137028 538.6577 0.135292 550.9348 0.133776

219.3953 0.21199 226.8337 0.208485 233.509 0.205484 239.5066 0.202895 244.9538 0.200626

124.0328 0.281943 128.0066 0.277532 131.6297 0.273686 134.9315 0.270317 137.9685 0.267325

81.16208 0.34854 83.30213 0.344034 85.3037 0.339974 87.17957 0.336296 88.94376 0.332945

59.49037 0.407105 60.54396 0.403547 61.57541 0.400153 62.55228 0.397016 63.50496 0.394027

47.85872 0.453888 48.46944 0.45102 48.91604 0.448956 49.36468 0.446911 49.80125 0.444948

42.13308 0.483747 42.276 0.482928 42.4322 0.482039 42.57563 0.481226 42.73237 0.480343

39.74042 0.498096 39.76564 0.497938 39.79086 0.497781 39.80348 0.497702 39.82872 0.497544

39.35053 0.500558 39.35053 0.500558 39.35053 0.500558 39.35053 0.500558 39.35053 0.500558

0.4

0.4

0.45

0.5

0.05

0.1

0.15

Με σταθερές ελατηρίων :C1=100 και C2=10

⁷
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0.7 0.8 0.9 1
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Πίνακας 3.27 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της 

τμήμα από εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=100 

και C₂=10⁷.  

 

 

Γράφημα 3.27 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=100 και C₂=10⁷. 
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69       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1407.9 0.083684 1584.597 0.078881 1715.451 0.075812 1821.156 0.073579 1910.214 0.071844

353.8161 0.166932 396.3683 0.157718 428.9041 0.151618 455.3102 0.147155 477.5536 0.143687

162.486 0.246332 178.089 0.235294 191.3796 0.226977 202.6922 0.220552 212.1392 0.215585

97.67369 0.317717 104.1216 0.307722 110.0611 0.299304 115.4765 0.292202 120.3628 0.286209

68.7241 0.37877 71.55468 0.371202 74.26992 0.364354 76.84276 0.358202 79.33465 0.352532

53.78756 0.428143 55.0564 0.423181 56.28 0.418555 57.48672 0.414139 58.62965 0.410082

45.67056 0.464635 46.18562 0.462036 46.70356 0.459467 47.1969 0.45706 47.69284 0.454677

41.43497 0.487805 41.6025 0.486822 41.77037 0.485842 41.92563 0.484942 42.09414 0.48397

39.72781 0.498175 39.75303 0.498017 39.77825 0.49786 39.80348 0.497702 39.8161 0.497623

39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1987.198 0.070438 2049.011 0.069368 2061.16 0.069163 2067.976 0.069049 2070.432 0.069008

496.7995 0.140877 513.7022 0.13854 528.77 0.136551 542.3775 0.134828 554.6967 0.133322

220.4928 0.211462 228.3423 0.207796 235.0396 0.204814 241.0567 0.202241 246.5214 0.199987

124.7912 0.281085 128.7998 0.276676 132.4341 0.272854 135.7458 0.269505 138.7684 0.266553

81.59509 0.347614 83.7591 0.343094 85.76612 0.339056 87.66577 0.335363 89.41594 0.332064

59.7529 0.40621 60.8244 0.402616 61.85823 0.399237 62.85318 0.396065 63.79217 0.393139

48.17748 0.452384 48.63668 0.450244 49.09805 0.448123 49.54752 0.446086 49.9849 0.44413

42.25 0.483077 42.40614 0.482187 42.56258 0.4813 42.70623 0.48049 42.86321 0.479609

39.84134 0.497465 39.8666 0.497308 39.89186 0.49715 39.91712 0.496993 39.9424 0.496835

39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992

0.3

0.35

0.05

0.1

0.4

0.45

0.5

0.05

0.1

0.45

0.5

Με σταθερές ελατηρίων :C1=1000 και C2=1000
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Πίνακας 3.28 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της 

τμήμα από εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=1000 

και C₂=1000.  

 

 

Γράφημα 3.28 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=1000 και C₂=1000. 
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ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1408.051 0.08368 1584.756 0.078877 1715.616 0.075809 1821.326 0.073576 1910.389 0.07184

354.0042 0.166888 396.4479 0.157702 428.9869 0.151603 455.3956 0.147142 477.641 0.143674

162.537 0.246294 178.1424 0.235259 191.4349 0.226944 202.7491 0.220521 212.1975 0.215556

97.71323 0.317653 104.1624 0.307662 110.103 0.299247 115.5195 0.292147 120.4067 0.286157

68.75726 0.378678 71.58852 0.371115 74.3044 0.364269 76.87782 0.35812 79.37028 0.352453

53.8169 0.428026 55.08608 0.423067 56.31002 0.418443 57.51706 0.41403 58.66028 0.409975

45.6976 0.464497 46.2128 0.461901 46.7309 0.459333 47.22438 0.456927 47.69284 0.454677

41.46072 0.487653 41.6283 0.486671 41.79623 0.485692 41.95153 0.484792 42.1201 0.483821

39.75303 0.498017 39.77825 0.49786 39.80348 0.497702 10.96272 0.948354 39.84134 0.497465

39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1987.376 0.070435 2049.192 0.069365 2061.342 0.06916 2068.158 0.069046 2070.614 0.069005

496.8887 0.140864 513.7929 0.138527 528.862 0.13654 542.4707 0.134816 554.7909 0.133311

220.5522 0.211434 228.4028 0.207768 235.1009 0.204787 241.1188 0.202215 246.5842 0.199962

124.8359 0.281035 128.8452 0.276628 132.4801 0.272806 135.7924 0.269459 138.8155 0.266508

81.63123 0.347537 83.77741 0.343057 85.80317 0.338983 87.70323 0.335291 89.45376 0.331994

59.78382 0.406105 60.8556 0.402512 61.88969 0.399136 62.8849 0.395965 63.82412 0.39304

48.20525 0.452254 48.66458 0.450115 49.12608 0.447995 49.57568 0.445959 50.01318 0.444005

42.276 0.482928 42.4322 0.482039 42.58868 0.481152 42.73237 0.480343 42.8894 0.479463

39.8666 0.497308 39.89186 0.49715 39.91712 0.496993 39.9424 0.496835 39.96768 0.496678

39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841

0.45
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Με σταθερές ελατηρίων :C1=1000 και C2=10

⁷
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Πίνακας 3.29 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της 

τμήμα από εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=1000 

και C₂=10⁷.  

 

 

Γράφημα 3.29 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=1000 και C₂=10⁷. 
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71       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1409.402 0.08364 1586.19 0.078841 1717.108 0.075776 1822.863 0.073545 1911.963 0.071811

354.1924 0.166844 396.7666 0.157638 429.3184 0.151544 455.7371 0.147086 477.9908 0.143622

162.639 0.246217 178.2759 0.235171 191.5733 0.226862 202.863 0.220459 212.5764 0.215364

97.75277 0.317589 104.2033 0.307602 110.166 0.299162 115.584 0.292066 120.4726 0.286079

68.77385 0.378633 71.60544 0.371071 74.33888 0.364185 76.9129 0.358039 79.37028 0.352453

53.83157 0.427968 55.10093 0.42301 56.32503 0.418388 57.53223 0.413975 58.6756 0.409922

45.6976 0.464497 46.2128 0.461901 46.7309 0.459333 47.23813 0.45686 47.72046 0.454545

41.46072 0.487653 41.6283 0.486671 41.79623 0.485692 41.96448 0.484718 42.1201 0.483821

39.75303 0.498017 39.77825 0.49786 39.80348 0.497702 39.8161 0.497623 39.84134 0.497465

39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

1988.625 0.070413 2047.201 0.069398 2063.521 0.069123 2083.192 0.068796 2138.415 0.067902

497.2454 0.140813 514.1556 0.138479 529.23 0.136492 542.8434 0.13477 555.1678 0.133265

221.0574 0.211192 228.5539 0.207699 235.2236 0.204734 241.2741 0.20215 246.7413 0.199898

124.903 0.280959 128.9133 0.276555 132.5492 0.272735 135.8623 0.269389 138.8862 0.26644

124.903 0.34746 83.83234 0.342945 85.84023 0.33891 87.72196 0.335255 89.4916 0.331924

81.66737 0.406052 60.8712 0.402461 61.90542 0.399085 62.90076 0.395915 63.8401 0.392991

59.79929 0.452254 48.67853 0.45005 49.1401 0.447932 49.58976 0.445896 50.02733 0.443942

48.20525 0.482928 42.4322 0.482039 42.58868 0.481152 42.74544 0.480269 42.8894 0.479463

42.276 0.497308 39.89186 0.49715 39.91712 0.496993 39.9424 0.496835 39.96768 0.496678

39.8666 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761
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Με σταθερές ελατηρίων :C1=10

⁷

  και C2=10

⁷

0.1 0.2 0.3

 

Πίνακας 3.30 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της 

τμήμα από εφελκυσμό , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10⁷ 

και C₂=10⁷.  

 

 

Γράφημα 3.30 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος, με 

σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10⁷ και C₂=10⁷. 
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ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

3.2.4 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Από τη μελέτη που έγινε σε αυτό το κεφάλαιο και αφορούσε μία ράβδο επί 

ελαστικών στηρίξεων, της οποίας τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το 

μεσαίο της τμήμα από εφελκυσμό, προέκυψαν τα ακόλουθα συμπεράσματα: 

ξεκινήσαμε έχοντας αρχικά μεγάλο τμήμα της ράβδου να καταπονείται από 

εφελκυσμό και μικρότερο να καταπονείται από θλίψη. Είχαμε διάφορους 

συνδυασμούς του συντελεστή ρ του μήκους του θλιβομένου τμήματος και του 

συντελεστή α του αξονικού φορτίου, καθώς και συνδυασμούς για διάφορες τιμές των 

συντελεστών ακαμψίας  των στροφικών ελατηρίων C₁ και C₂. 

Το συμπέρασμα που προέκυψε ήταν ότι, αρχικά είχαμε μεγάλο κρίσιμο φορτίο και 

αντίστοιχα μικρό ισοδύναμο μήκος λυγισμού και όσο μεγάλωνε το μήκος της ράβδου 

το οποίο καταπονούνταν από θλίψη και μίκραινε το αντίστοιχο το οποίο 

καταπονούνταν από εφελκυσμό, το κρίσιμο φορτίο γινόταν όλο και μικρότερο και το 

αντίστοιχο ισοδύναμο μήκος λυγισμού μεγάλωνε. Επίσης, όσο οι συντελεστές 

ακαμψίας των στροφικών ελατηρίων C₁ και C₂, γινόταν μεγαλύτερες, οι αντίστοιχες 

τιμές του κρίσιμου φορτίου μεγαλώνανε και του ισοδύναμου μήκους λυγισμού 

μικραίνανε. 
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ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

3.3 ΡΑΒΔΟΣ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ , ΣΤΗΝ ΟΠΟΙΑ ΤΑ ΑΚΡΑ 

ΤΗΣ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΝΤΑΙ ΑΠΟ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ ΚΑΙ ΤΟ ΜΕΣΑΙΟ ΤΗΣ 

ΤΜΗΜΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ 

3.3.1 ΓΕΝΙΚΑ 

Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η ράβδος την οποία μελετάμε, με συνολικό μήκος L 

και αξονικά φορτία αυτά που φαίνονται στο σχήμα. 

 

Σχήμα 3.7  Ράβδος επί ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της 

καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο της τμήμα από θλίψη 

Στο παραπάνω σχήμα έχουμε:  l₁=ρ*L ,   l₂=(1-2ρ)*L ,   κ₁²=α*Pcr/EI ,   κ₂²=Pcr/EI , 

C₁ , C₂ ,  

όπου είναι: 0,1<α<1,0 και 0,00<ρ<0,45. 

Στο παρακάτω σχήμα απεικονίζεται το διάγραμμα αξονικών δυνάμεων της ράβδου. 

 

Σχήμα 3.8 Διάγραμμα αξονικών δυνάμεων ράβδου 

Οι διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας για τα τμήματα της ράβδου είναι : 

Τμήμα καταπονούμενο από εφελκυσμό (Τμήμα 1) : 

w₁(x)=A₁sinh(κ₁x)+B₁cosh(κ₁x)+Γ₁x+Δ₁  (3.46) 

w₁΄(x)=A₁κ₁cosh(κ₁x)+B₁κ₁sinh(κ₁x)+Γ₁  (3.47) 

w₁΄΄(x)=A₁κ₁²sinh(κ₁x)+B₁κ₁²cosh(κ₁x)  (3.48) 

w₁΄΄΄(x)=A₁κ₁³cosh(κ₁x)+ B₁κ₁³sinh(κ₁x)  (3.49) 

w₁΄΄΄΄(x)=A₁κ₁⁴sinh(κ₁x)+B₁κ₁⁴cosh(κ₁x)  (3.50) 

Τμήμα καταπονούμενο από θλίψη (Τμήμα 2) : 

w₂(x)=A₂sin(κ₂x)+B₂cos(κ₂x)+Γ₂x+Δ₂  (3.51) 

w₂΄(x)=A₂κ₂cos(κ₂x)-B₂κ₂sin(κ₂x)+Γ₂  (3.52) 
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w₂΄΄(x)=- A₂κ₂²sin(κ₂x)- B₂κ₂²cos(κ₂x)  (3.53) 

w₂΄΄΄(x)=-A₂κ₂³cos(κ₂x)+ B₂κ₂³sin(κ₂x)  (3.54) 

w₂΄΄΄΄(x)= A₂κ₂⁴sin(κ₂x)+B₂κ₂⁴cos(κ₂x)  (3.55) 

Τμήμα καταπονούμενο από εφελκυσμό (Τμήμα 3) : 

w₃(x)=A₃sinh(κ₁x)+B₃cosh(κ₁x)+Γ₃x+Δ₃  (3.56) 

w₃΄(x)=A₃κ₁cosh(κ₁x)+B₃κ₁sinh(κ₁x)+Γ₃  (3.57) 

w₃΄΄(x)=A₃κ₁²sinh(κ₁x)+B₃κ₁²cosh(κ₁x)  (3.58) 

w₃΄΄΄(x)=A₃κ₁³cosh(κ₁x)+ B₃κ₁³sinh(κ₁x)  (3.59)  

w₃΄΄΄΄(x)=A₃κ₁⁴sinh(κ₁x)+B₃κ₁⁴cosh(κ₁x)  (3.60) 

Τέτοιου είδους ράβδους συναντάμε συχνά σε διάφορα έργα μεταλλικών κατασκευών 

και δέχονται καταπόνηση όπως αυτή που φαίνεται παραπάνω (Σχήμα 3.7). 

Στο παρών πρόβλημα θα μελετήσουμε τη ράβδο που απεικονίζεται στο Σχήμα 3.7 και 

θα προσπαθήσουμε να υπολογίσουμε τα κρίσιμα φορτία β²cr και τα αντίστοιχα 

ισοδύναμα μήκη λυγισμού K=L΄/L συναρτήσει των παραμέτρων α , ρ και των 

συντελεστών ακαμψίας των στροφικών ελατηρίων C₁ και C₂ για τα οποία θα  

κάνουμε συνδυασμούς διαφόρων τιμών τους. 

 

3.3.2  ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

Συνοριακές συνθήκες προβλήματος 

 

Σχήμα 3.9 Ράβδος επί ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται 

από εφελκυσμό και το μεσαίο της τμήμα από θλίψη 

Οι συνοριακές συνθήκες και οι συνθήκες συνέχειας στη ράβδο είναι οι κάτωθι : 

Στον κόμβο Α : 

w₁(0)=0 => Β₁+Δ₁=0   (3.61) 

-EIw₁΄΄(0)+C₁w₁΄(0)=0 => -Β₁κ₁²+A₁κ₁C₁+Γ₁C₁=0  (3.62) 

Στον κόμβο Β : 

w₃(0)=0 => B₃+Δ₃=0  (3.63) 

-EIw₃΄΄(0)+C₂w₃΄(0)=0 => -Β₃κ₁²+A₃κ₁C₂+Γ₃C₂=0  (3.64) 

Στον κόμβο Γ : 

w₁(l₁)=w₂(0) => Α₁sinh(κ₁l₁)+B₁cosh(κ₁l₁)+Γ₁l₁+Δ₁-Β₂-Δ₂=0  (3.65) 

w₁΄(l₁)=w₂΄(0) => Α₁κ₁cosh(κ₁l₁)+B₁κ₁sinh(κ₁l₁)+Γ₁-Α₂κ₂-Γ₂=0  (3.66) 
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ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 
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ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

-EIw₁΄΄΄(l₁)+αPw₁΄(l₁)+EIw₂΄΄΄(0)+Pw₂΄(0)=0 => Γ₁κ₁²+Γ₂κ₂²=0  (3.67) 

w₁΄΄(l₁)=w₂΄΄(0) => Α₁κ₁²sinh(κ₁l₁)+B₁κ₁²cosh(κ₁l₁)+Β₂κ₂²=0  (3.68) 

Στον κόμβο Δ : 

w₂(l₂)=w₃(l₁) =>  

A₂sin(κ₂l₂)+B₂cos(κ₂l₂)+Γ₂l₂+Δ₂-Α₃sinh(κ₁l₁)-Β₃cosh(κ₁l₁)-Γ₃l₁-Δ₃=0  (3.69) 

w₂΄(l₂)=-w₃΄(l₁) =>  

A₂κ₂cos(κ₂l₂)-B₂κ₂sin(κ₂l₂)+Γ₂+Α₃κ₁cosh(κ₁l₁)+Β₃κ₁sinh(κ₁l₁)+Γ₃=0  (3.70) 

-EIw₂΄΄΄(l₂)-Ρw₂΄(l₂)-EIw₃΄΄΄(l₁)+αPw₃΄(l₁)=0 => Γ₂κ₂²-Γ₃κ₁²=0  (3.71) 

w₂΄΄(l₂)=w₃΄΄(l₁) =>  

A₂κ₂²sin(κ₂l₂)+Β₂κ₂²cos(κ₂l₂)+Α₃κ₁²sinh(κ₁l₁)+ B₃κ₁²cosh(κ₁l₁)=0  (3.72) 

Από την επίλυση των παραπάνω συνοριακών συνθηκών θα βρούμε την αντίστοιχη 

ορίζουσα ευστάθειας και στη συνέχεια την εξίσωση λυγισμού για το πρόβλημά μας , 

η οποία θα μας δώσει τα κρίσιμα φορτία β²cr και τα αντίστοιχα ισοδύναμα μήκη 

λυγισμού K=L΄/L συναρτήσει των παραμέτρων α , ρ και των συντελεστών ακαμψίας 

των στροφικών ελατηρίων C₁ και C₂ , στις οποίες θα  κάνουμε συνδυασμούς των 

διαφόρων τιμών τους. 

 

3.3.3 ΠΙΝΑΚΕΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΗΣ ΤΟΥ ΚΡΙΣΙΜΟΥ ΦΟΡΤΙΟΥ Β²CR ΚΑΙ ΤΟΥ 

ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΟΥ ΙΣΟΔΥΝΑΜΟΥ ΜΗΚΟΥΣ ΛΥΓΙΣΜΟΥ K=L΄/L 

Στους παρακάτω πίνακες απεικονίζονται τα εξής : 

οι συνδυασμοί των συντελεστών ακαμψίας των στροφικών ελατηρίων C₁ και C₂ οι 

τιμές των παραμέτρων α και ρ για τις οποίες έχουμε 0,1<α<1,0 και 0,00<ρ<0,45 

το κρίσιμο φορτίο β²cr που προκύπτει για κάθε συνδυασμό και το αντίστοιχο 

ισοδύναμο μήκος λυγισμού K=L΄/L που προκύπτει για κάθε συνδυασμό. 
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α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108

37.55238 0.512402 37.60142 0.512068 37.63823 0.511817 37.68732 0.511484 37.73645 0.511151

39.6774 0.498492 39.89186 0.49715 40.10689 0.495816 40.3225 0.494488 40.53869 0.493168

44.27572 0.471897 44.8766 0.468727 45.48154 0.465599 46.0498 0.462717 46.62158 0.459871

52.72212 0.432447 54.09603 0.42692 55.44292 0.421703 56.73102 0.416888 57.973 0.412398

67.91408 0.381022 70.91324 0.372877 73.75374 0.365626 76.45754 0.359103 78.99654 0.353285

97.14074 0.318588 103.775 0.308236 109.8723 0.299561 115.3906 0.292311 120.3628 0.286209

132.7795 0.272498 140.6122 0.2648 149.1085 0.257145 158.3319 0.249543 168.2987 0.242041

148.1576 0.257969 157.829 0.24994 168.0653 0.242209 178.8639 0.234784 190.2193 0.227668

233.509 0.205484 261.1133 0.194319 290.0209 0.184381 319.5514 0.175655 349.204 0.168031

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108 37.01506 0.516108

37.77332 0.510901 37.8225 0.510569 37.87172 0.510237 37.90865 0.509989 37.95792 0.509658

40.74269 0.491932 40.9472 0.490702 41.15223 0.489478 41.3449 0.488336 41.53803 0.487199

47.16942 0.457193 47.70665 0.454611 48.21914 0.452189 48.73436 0.449792 49.22426 0.447548

59.18225 0.408163 60.32629 0.404274 61.41857 0.400664 62.47322 0.397267 63.45716 0.394175

81.37844 0.348077 83.59445 0.343432 85.65503 0.339276 87.59088 0.335506 89.37812 0.332135

124.8136 0.28106 128.8452 0.276628 132.5261 0.272759 135.8157 0.269435 138.8862 0.26644

179.0779 0.234644 190.7161 0.227371 203.2906 0.220227 216.7667 0.213272 231.2224 0.206497

202.1231 0.220862 214.5639 0.214364 227.5572 0.208154 241.1188 0.202215 255.2326 0.196545

378.6916 0.161357 407.7572 0.155499 436.3503 0.150318 464.4025 0.145708 491.9524 0.141569
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Με σταθερές ελατηρίων :C1=10 και C2=10
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Πίνακας 3.31 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων, στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο 

της τμήμα από θλίψη, για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10 και 

C₂=10.  

 

 

Γράφημα 3.31 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος, 

με σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10 και C₂=10. 
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ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409

38.22949 0.507844 38.27897 0.507516 38.3161 0.50727 38.36564 0.506942 38.4152 0.506615

40.38603 0.494099 40.58964 0.492858 40.80654 0.491547 41.02403 0.490242 41.24208 0.488944

45.01068 0.468028 45.61652 0.46491 46.2264 0.461833 46.79928 0.458997 47.37569 0.456196

53.52386 0.429196 54.49392 0.425359 56.265 0.418611 57.56257 0.413866 58.81356 0.409441

68.82362 0.378496 71.84258 0.370458 74.70145 0.3633 77.4224 0.356859 79.97725 0.351113

98.22792 0.31682 104.8986 0.306581 109.9772 0.299418 116.5752 0.290822 121.5727 0.284781

134.0501 0.271204 141.9196 0.263578 150.4548 0.255992 159.719 0.248457 169.7288 0.241019

149.4995 0.256809 159.2139 0.248851 169.4944 0.241186 180.3112 0.23384 191.7394 0.226764

235.1929 0.204747 262.8938 0.19366 291.8972 0.183787 321.5208 0.175116 351.2626 0.167538

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409 37.9949 0.509409

38.4524 0.50637 38.50203 0.506044 38.55168 0.505718 38.58894 0.505473 38.63866 0.505148

41.44784 0.487729 41.65412 0.48652 41.8609 0.485317 42.05523 0.484194 42.25 0.483077

47.92793 0.453561 48.46944 0.45102 48.986 0.448636 49.5053 0.446276 49.99904 0.444067

60.0315 0.405266 61.18368 0.401432 62.28366 0.397871 63.34568 0.394522 64.33644 0.391472

82.37378 0.345967 84.6032 0.341379 86.6761 0.337272 88.6234 0.333546 90.42108 0.330213

126.0455 0.279683 130.0968 0.275294 133.7955 0.271462 137.1007 0.26817 140.1856 0.265203

180.553 0.233683 192.2382 0.22647 204.862 0.219381 218.3893 0.212478 232.8981 0.205753

203.69 0.220011 216.1782 0.213562 229.2196 0.207398 242.8299 0.201502 256.993 0.195871

380.8352 0.160902 409.9815 0.155077 438.6511 0.149924 466.776 0.145337 494.3952 0.141219
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Πίνακας 3.32 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο 

της τμήμα από θλίψη , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10 και 

C₂=50.  

 

 

Γράφημα 3.32 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος, 

με σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10 και C₂=50. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 78 

ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

38.11828 0.508584 38.11828 0.508584 38.11828 0.508584 38.11828 0.508584 38.11828 0.508584

38.3161 0.50727 38.36564 0.506942 38.40281 0.506697 38.4524 0.50637 38.50203 0.506044

40.47504 0.493555 40.67888 0.492317 40.89603 0.491009 41.11374 0.489707 41.33204 0.488412

45.10466 0.46754 45.71112 0.464428 46.32164 0.461358 46.8951 0.458528 47.4721 0.455733

53.62633 0.428786 54.553 0.425129 56.37006 0.418221 57.66884 0.413484 58.92098 0.409067

68.93981 0.378177 71.96129 0.370152 74.8225 0.363006 77.54564 0.356575 80.1025 0.350838

98.36672 0.316596 105.042 0.306371 109.9981 0.29939 116.7264 0.290633 121.7271 0.284601

134.2122 0.27104 142.0864 0.263423 150.6265 0.255846 159.896 0.248319 169.9112 0.24089

149.6708 0.256662 159.3906 0.248713 169.6767 0.241056 180.5261 0.233701 191.9333 0.226649

235.4076 0.204654 263.1208 0.193576 292.1365 0.183712 321.7718 0.175047 351.525 0.167476

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

38.11828 0.508584 38.11828 0.508584 38.11828 0.508584 38.11828 0.508584 38.11828 0.508584

38.53926 0.505799 38.58894 0.505473 38.63866 0.505148 38.67596 0.504904 38.72573 0.50458

41.53803 0.487199 41.74452 0.485993 41.95153 0.484792 42.14606 0.483672 42.34105 0.482557

48.0249 0.453102 48.56696 0.450567 49.08404 0.448187 49.60385 0.445833 50.09808 0.443628

60.14003 0.4049 61.29324 0.401073 62.3942 0.397519 63.45716 0.394175 64.44878 0.391131

82.50089 0.345701 84.73203 0.341119 86.80649 0.337018 88.75524 0.333298 90.55426 0.329971

126.2028 0.279509 130.2566 0.275125 133.9575 0.271298 137.2647 0.26801 140.3514 0.265046

180.7411 0.233561 192.4324 0.226355 205.0624 0.219274 218.5962 0.212377 233.1118 0.205659

203.8898 0.219903 216.3841 0.21346 229.4316 0.207302 243.0481 0.201411 257.2174 0.195785

381.1085 0.160844 410.265 0.155023 438.9444 0.149874 467.0785 0.14529 494.7066 0.141174
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Με σταθερές ελατηρίων :C1=10 και C2=100
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Πίνακας 3.33 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο 

της τμήμα από θλίψη , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10 και 

C₂=100.  

 

 

Γράφημα 3.33 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος, 

με σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10 και C₂=100. 



79       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844

38.37803 0.50686 38.4276 0.506533 38.4648 0.506288 38.51444 0.505962 38.57404 0.505571

40.56416 0.493013 40.74269 0.491932 40.96 0.490625 41.17789 0.489325 41.39636 0.488032

45.17184 0.467192 45.77876 0.464085 46.38972 0.461019 46.96361 0.458193 47.54103 0.455402

53.69958 0.428493 54.59732 0.424956 56.44517 0.417942 57.7448 0.413212 58.99776 0.408801

69.02286 0.377949 72.04614 0.369934 74.90903 0.362796 77.63372 0.356373 80.19203 0.350642

98.46593 0.316437 105.1445 0.306222 109.9981 0.29939 116.8345 0.290499 121.8374 0.284472

134.3281 0.270923 142.2056 0.263312 150.7493 0.255742 160.0225 0.248221 170.0416 0.240798

149.7931 0.256557 159.5169 0.248614 169.807 0.240964 180.6874 0.233596 192.0719 0.226568

235.5611 0.204587 263.2831 0.193517 292.3074 0.183658 321.9512 0.174999 351.7125 0.167431

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844 38.22949 0.507844

38.60137 0.505392 38.65109 0.505067 38.70084 0.504742 38.73818 0.504499 38.78798 0.504175

41.6025 0.486822 41.80916 0.485617 42.01632 0.484418 42.21101 0.4833 42.40614 0.482187

48.09423 0.452776 48.63668 0.450244 49.15412 0.447868 49.6743 0.445516 50.16889 0.443315

60.2176 0.404639 61.37156 0.400817 62.47322 0.397267 63.53684 0.393928 64.52909 0.390888

82.59174 0.345511 84.8241 0.340934 86.89968 0.336838 88.84948 0.333121 90.64944 0.329797

126.214 0.279496 130.3707 0.275004 134.0732 0.271181 137.3818 0.267895 140.4699 0.264934

180.8756 0.233475 192.5711 0.226274 205.2056 0.219197 218.7441 0.212306 233.2645 0.205592

204.0327 0.219826 216.5312 0.213388 229.5831 0.207233 243.204 0.201347 257.3778 0.195724

381.3037 0.160803 410.4676 0.154985 439.1539 0.149838 467.2947 0.145256 494.929 0.141143
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Με σταθερές ελατηρίων :C1=10 και C2=1000
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Πίνακας 3.34 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο 

της τμήμα από θλίψη , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10 και 

C₂=1000.  

 

 

Γράφημα 3.34 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος, 

με σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10 και C₂=1000. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 80 

ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762

38.44 0.506452 38.48962 0.506125 38.52685 0.50588 38.57652 0.505555 38.64612 0.505099

40.56416 0.493013 40.80654 0.491547 41.02403 0.490242 41.24208 0.488944 41.46072 0.487653

45.23908 0.466845 45.84644 0.463742 46.45786 0.460681 47.03216 0.457859 47.61 0.455072

53.77289 0.428201 54.59732 0.424956 56.52032 0.417664 57.82082 0.412941 59.0746 0.408535

69.10597 0.377722 72.13105 0.369716 74.9956 0.362587 77.72186 0.356171 80.2816 0.350446

98.56518 0.316277 105.2471 0.306073 109.9981 0.29939 116.9426 0.290364 121.9478 0.284343

134.444 0.270806 142.3249 0.263202 150.8721 0.255638 160.149 0.248123 170.172 0.240705

149.9155 0.256452 159.6432 0.248516 169.9373 0.240871 180.6874 0.233596 192.2105 0.226486

235.7146 0.20452 263.4454 0.193457 292.4784 0.183604 322.1307 0.17495 351.9001 0.167386

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762 38.24186 0.507762

38.66352 0.504986 38.71328 0.504661 38.76308 0.504337 38.80044 0.504094 38.85029 0.50377

41.66703 0.486445 41.87384 0.485242 42.08117 0.484045 42.276 0.482928 42.47129 0.481817

48.1636 0.45245 48.70644 0.449921 49.22426 0.447548 49.74481 0.445201 50.23974 0.443002

60.29523 0.404379 61.44992 0.400561 62.55228 0.397016 63.61658 0.393681 64.60944 0.390644

82.68265 0.345321 84.91623 0.340749 86.99293 0.336657 88.94376 0.332945 90.74468 0.329624

126.2252 0.279484 130.4849 0.274884 134.1891 0.271064 137.4991 0.267781 140.5884 0.264822

181.0101 0.233388 192.7099 0.226192 205.3489 0.219121 218.892 0.212234 233.4173 0.205524

204.1755 0.219749 216.6784 0.213315 229.7346 0.207165 243.36 0.201282 257.5383 0.195663

381.499 0.160762 410.6702 0.154947 439.3635 0.149802 467.5109 0.145222 495.1515 0.141111
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Με σταθερές ελατηρίων :C1=10 και C2=10
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Πίνακας 3.35 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο 

της τμήμα από θλίψη , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10 και 

C₂=10⁷.  

 

 

Γράφημα 3.35 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος, 

με σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10 και C₂=10⁷. 

Natasa
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81       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963

39.30036 0.500877 39.32544 0.500718 39.47609 0.499761 39.62703 0.498809 39.77825 0.49786

41.0881 0.48986 41.26778 0.488792 41.44784 0.487729 41.6283 0.486671 41.80916 0.485617

45.40064 0.466014 45.94128 0.463263 46.47149 0.460613 46.99103 0.45806 47.49966 0.455601

53.61168 0.428845 54.89328 0.423809 56.14505 0.419058 57.36548 0.414576 58.5378 0.410404

68.59152 0.379135 71.47012 0.371422 74.21823 0.364481 76.82523 0.358243 79.28122 0.35265

97.63416 0.317782 104.1216 0.307722 110.103 0.299247 115.541 0.29212 120.4726 0.286079

136.0722 0.269181 144 0.261667 152.5719 0.25421 161.9002 0.246778 171.9508 0.239457

151.0195 0.255513 160.7063 0.247693 170.9556 0.240153 181.7913 0.232886 193.21 0.225899

236.2062 0.204307 263.6726 0.193374 292.4784 0.183604 321.9154 0.175008 351.525 0.167476

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963 38.97505 0.502963

39.92976 0.496914 40.08156 0.495972 40.23365 0.495034 40.38603 0.494099 40.53869 0.493168

41.9904 0.484568 42.17204 0.483523 42.35406 0.482483 42.53648 0.481447 42.7193 0.480416

47.99718 0.453233 48.46944 0.45102 48.94402 0.448828 49.40684 0.446721 49.85772 0.444696

59.66018 0.406525 60.76203 0.402822 61.81104 0.399389 62.80563 0.396215 63.7762 0.393188

81.61316 0.347576 83.77741 0.343057 85.80317 0.338983 87.70323 0.335291 89.47268 0.331959

124.903 0.280959 128.9133 0.276555 132.5492 0.272735 135.8623 0.269389 138.8627 0.266463

182.8715 0.232197 194.6304 0.225073 207.0433 0.218222 220.9385 0.211249 235.5611 0.204587

205.1483 0.219228 217.6805 0.212824 230.7361 0.206715 244.3907 0.200857 258.5986 0.195261

380.9523 0.160877 410.022 0.155069 438.6092 0.149931 466.6464 0.145357 494.2174 0.141244
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Πίνακας 3.36 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο 

της τμήμα από θλίψη , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=50 και 

C₂=50.  

 

 

Γράφημα 3.36 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος, 

με σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=50 και C₂=50. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 82 

ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159

39.40073 0.500239 39.42584 0.50008 39.57668 0.499126 39.72781 0.498175 39.87923 0.497229

41.19072 0.489249 41.37062 0.488184 41.55092 0.487124 41.7316 0.486068 41.91268 0.485017

45.50852 0.465461 46.0498 0.462717 46.58063 0.460073 47.10077 0.457526 47.61 0.455072

53.7289 0.428377 54.93774 0.423637 56.265 0.418611 57.48672 0.414139 58.66028 0.409975

68.7241 0.37877 71.60544 0.371071 74.35613 0.364142 76.96553 0.357916 79.42374 0.352334

97.79232 0.317525 104.2849 0.307481 110.124 0.299219 115.713 0.291903 120.6483 0.28587

136.2589 0.268997 144.1921 0.261492 152.7696 0.254045 162.1038 0.246623 172.1606 0.239311

151.2162 0.255347 160.9092 0.247536 171.1649 0.240006 182.0071 0.232748 193.4325 0.225769

236.4521 0.204201 263.9325 0.193278 292.7521 0.183518 322.2025 0.17493 351.825 0.167404

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.502159 39.10001 0.503278

40.03093 0.496286 40.18292 0.495346 40.3352 0.49441 40.48777 0.493478 40.64063 0.493647

42.09414 0.48397 42.276 0.482928 42.45826 0.481891 42.6409 0.480858 42.82394 0.480899

48.1081 0.45271 48.5809 0.450502 49.05602 0.448315 49.51937 0.446213 49.97076 0.445183

59.78382 0.406105 60.88681 0.402409 61.9369 0.398983 62.93249 0.395815 63.90404 0.39367

81.75776 0.347268 83.92392 0.342757 85.95144 0.338691 87.85313 0.335005 89.62409 0.332418

125.0819 0.280758 129.095 0.27636 132.7334 0.272546 136.0489 0.269204 139.0513 0.266876

183.088 0.23206 194.8537 0.224944 207.2736 0.218101 221.1764 0.211135 235.8067 0.204936

205.3776 0.219105 217.9166 0.212708 230.9792 0.206606 244.6409 0.200754 258.8559 0.195599

381.2647 0.160811 410.346 0.155008 438.9444 0.149874 466.9921 0.145303 494.5731 0.141508
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Πίνακας 3.37 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο 

της τμήμα από θλίψη , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=50 και 

C₂=100.  

 

 

Γράφημα 3.37 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος, 

με σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=50 και C₂=100. 



83       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437

39.46352 0.499841 39.48866 0.499682 39.63962 0.498729 39.79086 0.497781 39.9424 0.496835

41.26778 0.488792 41.43497 0.487805 41.6154 0.486746 41.79623 0.485692 41.97744 0.484643

45.576 0.465116 46.11768 0.462377 46.6489 0.459736 47.16942 0.457193 47.67903 0.454743

53.80223 0.428085 54.99706 0.423409 56.34004 0.418332 57.56257 0.413866 58.7369 0.409708

68.80703 0.378541 71.69009 0.370852 74.44238 0.363931 77.05328 0.357712 79.51289 0.352136

97.89124 0.317364 104.3871 0.307331 110.124 0.299219 115.8206 0.291767 120.7581 0.28574

136.3757 0.268882 144.3122 0.261384 152.8932 0.253943 162.2312 0.246526 172.2919 0.23922

151.3392 0.255243 161.0361 0.247439 171.2957 0.239914 182.196 0.232627 193.5716 0.225688

236.6059 0.204135 264.095 0.193219 292.9232 0.183465 322.382 0.174882 352.0126 0.16736

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

6.262 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437 39.21264 0.501437

40.09422 0.495894 40.24634 0.494956 40.39874 0.494021 40.55142 0.49309 40.7044 0.492163

42.15905 0.483598 42.276 0.482928 42.52344 0.481521 42.70623 0.48049 42.8894 0.479463

48.17748 0.452384 48.65063 0.450179 49.12608 0.447995 49.58976 0.445896 50.04148 0.443879

59.86117 0.405842 60.96486 0.402152 62.01563 0.39873 63.01184 0.395566 63.984 0.392549

81.84821 0.347076 84.01556 0.34257 86.04418 0.338508 87.94688 0.334826 89.71878 0.331503

125.1937 0.280633 129.2087 0.276238 132.8487 0.272428 136.1656 0.269089 139.1692 0.266169

183.2233 0.231974 194.9933 0.224864 207.4176 0.218025 221.3251 0.211064 235.9603 0.204414

205.5209 0.219029 218.0643 0.212636 231.1312 0.206538 244.7973 0.20069 259.0168 0.195104

381.46 0.16077 410.5486 0.15497 439.1539 0.149838 467.2082 0.145269 494.7955 0.1411620.45
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Πίνακας 3.38 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο 

της τμήμα από θλίψη , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=50 και 

C₂=1000.  

 

 

Γράφημα 3.38 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος, 

με σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=50 και C₂=1000. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 84 

ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357

39.52637 0.499443 39.55152 0.499284 39.7026 0.498334 39.85397 0.497386 40.00563 0.496443

41.26778 0.488792 41.49936 0.487426 41.67994 0.486369 41.8609 0.485317 42.04226 0.484269

45.64354 0.464772 46.18562 0.462036 46.71723 0.4594 47.23813 0.45686 47.7481 0.454414

53.8756 0.427793 54.99706 0.423409 56.41512 0.418054 57.63846 0.413593 58.81356 0.409441

68.89 0.378313 71.77478 0.370633 74.52869 0.363721 77.14109 0.357509 79.60208 0.351939

97.9902 0.317204 104.4893 0.307181 110.124 0.299219 115.9283 0.291632 120.868 0.28561

136.4925 0.268767 144.4323 0.261275 153.0169 0.25384 162.3586 0.246429 172.4232 0.239129

151.4622 0.255139 161.163 0.247341 171.4266 0.239823 182.196 0.232627 193.7107 0.225607

236.7598 0.204068 264.2575 0.193159 293.0944 0.183411 322.5616 0.174833 352.2003 0.167315

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357

40.15757 0.495503 40.3098 0.494566 40.46232 0.493633 40.61513 0.492704 40.76823 0.491778

42.224 0.483226 42.276 0.482928 42.58868 0.481152 42.7716 0.480122 42.95492 0.479097

48.24692 0.452059 48.7204 0.449857 49.1962 0.447676 49.66021 0.44558 50.11224 0.443565

59.93856 0.40558 61.04297 0.401894 62.0944 0.398477 63.09125 0.395317 64.06402 0.392304

81.9387 0.346885 84.10724 0.342384 86.13696 0.338326 88.04069 0.334648 89.81353 0.331328

125.3056 0.280507 129.3224 0.276117 132.964 0.272309 136.2823 0.268974 139.2872 0.266057

183.3587 0.231888 195.133 0.224783 207.5616 0.21795 221.4739 0.210993 236.114 0.204347

205.6643 0.218953 218.212 0.212564 231.2833 0.20647 244.9538 0.200626 259.1778 0.195043

381.6553 0.160729 410.7513 0.154932 439.3635 0.149802 467.4244 0.145236 495.018 0.14113

Με σταθερές ελατηρίων :C1=50 και C2=10
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Πίνακας 3.39 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο 

της τμήμα από θλίψη , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=50 και 

C₂=10⁷.  

 

 

Γράφημα 3.39 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος, 

με σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=50 και C₂=10⁷. 

Natasa
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7



85       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357

39.5138 0.499523 39.53894 0.499364 39.5641 0.499205 39.58926 0.499046 39.61444 0.498888

41.3449 0.488336 41.49936 0.487426 41.65412 0.48652 41.80916 0.485617 41.96448 0.484718

45.549 0.465254 46.07694 0.462581 46.59428 0.460006 47.1145 0.457459 47.61 0.455072

53.71424 0.428435 54.99706 0.423409 56.25 0.418667 57.44124 0.414303 58.59903 0.410189

68.69094 0.378861 71.53776 0.371246 74.26992 0.364354 76.87782 0.35812 79.31684 0.352571

97.69346 0.317685 104.1624 0.307662 110.124 0.299219 115.5625 0.292093 120.4726 0.286079

136.5159 0.268744 144.4564 0.261253 153.0664 0.253799 162.3586 0.246429 172.4757 0.239092

151.3884 0.255202 161.0869 0.2474 171.3481 0.239878 182.196 0.232627 193.5994 0.225672

236.5444 0.204161 264.03 0.193243 292.7863 0.183508 322.2384 0.174921 351.825 0.167404

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357 39.22517 0.501357

39.63962 0.498729 39.6648 0.498571 39.69 0.498413 39.7152 0.498255 39.74042 0.498096

42.1201 0.483821 42.276 0.482928 42.4322 0.482039 42.58868 0.481152 42.74544 0.480269

48.1081 0.45271 48.5809 0.450502 49.04201 0.448379 49.49123 0.44634 49.92836 0.444382

59.73744 0.406262 60.8088 0.402667 61.8425 0.399288 62.85318 0.396065 63.80814 0.39309

81.63123 0.347537 83.79572 0.343019 85.84023 0.33891 87.72196 0.335255 89.47268 0.331959

124.903 0.280959 128.9133 0.276555 132.5492 0.272735 135.839 0.269412 138.9098 0.266418

183.3858 0.231871 195.1609 0.224767 207.8787 0.217783 221.5335 0.210965 236.1447 0.204334

205.5782 0.218998 218.0938 0.212622 231.1616 0.206525 244.8286 0.200677 259.0812 0.19508

381.2647 0.160811 410.3055 0.155016 438.9025 0.149881 466.9921 0.145303 494.4842 0.141206
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Με σταθερές ελατηρίων :C1=100 και C2=100
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Πίνακας 3.40 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο 

της τμήμα από θλίψη , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=100 

και C₂=100.  

 

 

Γράφημα 3.40 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος, 

με σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=100 και C₂=100. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 86 

ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΚΑΛΦΑ Ν. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638

39.55152 0.499284 39.57668 0.499126 39.60185 0.498967 39.62703 0.498809 39.65221 0.49865

41.35776 0.48826 41.53803 0.487199 41.69285 0.486294 41.84796 0.485392 42.00336 0.484493

45.5895 0.465047 46.11768 0.462377 46.63524 0.459804 47.15569 0.457259 47.65141 0.454875

53.75822 0.42826 55.04156 0.423238 56.29501 0.418499 57.48672 0.414139 58.64496 0.410029

68.74068 0.378724 71.58852 0.371115 74.32164 0.364227 76.93044 0.357998 79.37028 0.352453

97.75277 0.317589 104.2237 0.307572 110.145 0.29919 115.627 0.292012 120.5384 0.286001

136.586 0.268675 144.5285 0.261188 153.1406 0.253737 162.435 0.246371 172.5545 0.239038

151.4622 0.255139 161.163 0.247341 171.4266 0.239823 182.385 0.232506 193.6829 0.225623

236.6367 0.204121 264.1275 0.193207 292.889 0.183476 322.3461 0.174891 351.9376 0.167377

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638 39.33798 0.500638

39.6774 0.498492 39.7026 0.498334 39.72781 0.498175 39.75303 0.498017 39.77825 0.49786

42.15905 0.483598 42.31503 0.482706 42.47129 0.481817 42.62784 0.480931 42.78468 0.480049

48.14972 0.452515 48.62273 0.450308 49.08404 0.448187 49.53344 0.446149 49.97076 0.444193

59.78382 0.406105 60.8556 0.402512 61.88969 0.399136 62.90076 0.395915 63.85608 0.392942

81.68544 0.347422 83.85065 0.342907 85.89582 0.3388 87.77816 0.335148 89.52944 0.331854

124.97 0.280884 128.9814 0.276481 132.6183 0.272664 135.909 0.269343 138.9805 0.26635

183.467 0.23182 195.2447 0.224719 207.9652 0.217738 221.6228 0.210922 236.2369 0.204294

205.6643 0.218953 218.1824 0.212579 231.2528 0.206484 244.9225 0.200639 259.1778 0.195043

381.3818 0.160787 410.4271 0.154993 439.0282 0.149859 467.1218 0.145283 494.6176 0.141187

Με σταθερές ελατηρίων :C1=100 και C2=1000
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Πίνακας 3.41 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο 

της τμήμα από θλίψη , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=100 

και C₂=1000.  

 

 

Γράφημα 3.41 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος, 

με σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=100 και C₂=1000. 



87       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.35053 0.500558 39.35053 0.500558 39.35053 0.500558 39.35053 0.500558 39.35053 0.500558

39.58926 0.499046 39.61444 0.498888 39.63962 0.498729 39.6648 0.498571 39.69 0.498413

41.35776 0.48826 41.5767 0.486973 41.7316 0.486068 41.88678 0.485167 42.04226 0.484269

45.63003 0.464841 46.15844 0.462173 46.67622 0.459602 47.1969 0.45706 47.69284 0.454677

53.80223 0.428085 55.04156 0.423238 56.34004 0.418332 57.53223 0.413975 58.69092 0.409868

68.79044 0.378587 71.6393 0.370983 74.37338 0.3641 76.98308 0.357876 79.42374 0.352334

97.8121 0.317492 104.2849 0.307481 110.145 0.29919 115.6915 0.29193 120.6043 0.285922

136.6561 0.268606 144.6006 0.261123 153.2149 0.253676 162.5115 0.246313 172.6333 0.238983

151.5361 0.255077 161.2392 0.247283 171.5052 0.239768 182.385 0.232506 193.7664 0.225575

236.729 0.204082 264.225 0.193171 292.9917 0.183443 322.4538 0.174862 352.0502 0.167351

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.35053 0.500558 39.35053 0.500558 39.35053 0.500558 39.35053 0.500558 39.35053 0.500558

39.7152 0.498255 39.74042 0.498096 39.76564 0.497938 39.79086 0.497781 39.8161 0.497623

42.19802 0.483374 42.35406 0.482483 42.5104 0.481595 42.66702 0.48071 42.82394 0.479829

48.19136 0.452319 48.66458 0.450115 49.12608 0.447995 49.57568 0.445959 50.01318 0.444005

59.83023 0.405947 60.90242 0.402358 61.9369 0.398983 62.94836 0.395765 63.90404 0.392795

81.73968 0.347307 83.9056 0.342795 85.95144 0.338691 87.83438 0.335041 89.58623 0.331749

125.0371 0.280808 129.0496 0.276408 132.6874 0.272593 135.9789 0.269274 139.0513 0.266282

183.5483 0.231769 195.3286 0.224671 208.0518 0.217693 221.7121 0.21088 236.3291 0.204254

205.7503 0.218907 218.2711 0.212536 231.3441 0.206443 245.0164 0.200601 259.2744 0.195007

381.499 0.160762 410.5486 0.15497 439.1539 0.149838 467.2515 0.145263 494.751 0.141168

Με σταθερές ελατηρίων :C1=100 και C2=10
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Πίνακας 3.42 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο 

της τμήμα από θλίψη , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=100 

και C₂=10⁷.  

 

 

Γράφημα 3.42 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος, 

με σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=100 και C₂=10⁷. 
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α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992

39.72781 0.498175 39.75303 0.498017 39.77825 0.49786 39.80348 0.497702 39.82872 0.497544

41.44784 0.487729 41.6154 0.486746 41.77037 0.485842 41.93858 0.484867 42.10712 0.483896

45.68408 0.464566 46.2128 0.461901 46.71723 0.4594 47.22438 0.456927 47.72046 0.454545

53.8169 0.428026 55.08608 0.423067 56.31002 0.418443 57.51706 0.41403 58.6756 0.409922

68.75726 0.378678 71.60544 0.371071 74.33888 0.364185 76.9129 0.358039 79.37028 0.352453

97.75277 0.317589 104.2033 0.307602 110.166 0.299162 115.584 0.292066 120.4726 0.286079

136.9134 0.268353 144.8653 0.260884 153.4378 0.253492 162.7921 0.246101 172.8699 0.23882

151.7578 0.254891 161.4424 0.247127 171.7148 0.239621 182.5741 0.232386 193.9613 0.225461

236.8829 0.204015 264.3226 0.193136 293.0944 0.183411 322.5257 0.174843 352.1252 0.167333

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992 39.45096 0.49992

39.85397 0.497386 39.87923 0.497229 39.90449 0.497071 39.92976 0.496914 39.95504 0.496757

42.263 0.483003 42.41917 0.482113 42.57563 0.481226 42.73237 0.480343 42.8763 0.479536

48.19136 0.452319 48.66458 0.450115 49.12608 0.447995 49.57568 0.445959 50.01318 0.444005

59.78382 0.406105 60.8556 0.402512 61.88969 0.399136 62.8849 0.395965 63.8401 0.392991

81.6493 0.347499 83.81403 0.342982 85.84023 0.33891 87.72196 0.335255 89.51052 0.331889

124.8806 0.280984 128.8906 0.276579 132.5492 0.272735 135.8623 0.269389 138.8627 0.266463

183.8194 0.231598 195.832 0.224382 202.1515 0.220847 216.5312 0.213388 233.5395 0.20547

205.8938 0.218831 218.478 0.212435 231.5571 0.206348 245.079 0.200575 259.4999 0.194922

381.5381 0.160754 410.6297 0.154955 439.1958 0.149831 467.2515 0.145263 494.84 0.141155

Με σταθερές ελατηρίων :C1=1000 και C2=1000
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Πίνακας 3.43 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο 

της τμήμα από θλίψη , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=1000 

και C₂=1000.  

 

 

Γράφημα 3.43 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος, 

με σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=1000 και C₂=1000. 



89       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841

39.72781 0.498175 39.75303 0.498017 39.77825 0.49786 39.80348 0.497702 39.82872 0.497544

41.44784 0.487729 41.6154 0.486746 41.77037 0.485842 41.93858 0.484867 42.10712 0.483896

45.68408 0.464566 46.2128 0.461901 46.71723 0.4594 47.22438 0.456927 47.72046 0.454545

53.8169 0.428026 55.08608 0.423067 56.31002 0.418443 57.51706 0.41403 58.6756 0.409922

68.75726 0.378678 71.60544 0.371071 74.33888 0.364185 76.9129 0.358039 79.37028 0.352453

97.75277 0.317589 104.2033 0.307602 110.166 0.299162 115.584 0.292066 120.4726 0.286079

136.9134 0.268353 144.8653 0.260884 153.4378 0.253492 162.7921 0.246101 172.8699 0.23882

151.7578 0.254891 161.4424 0.247127 171.7148 0.239621 182.5741 0.232386 193.9613 0.225461

236.8829 0.204015 264.3226 0.193136 293.0944 0.183411 322.5257 0.174843 352.1252 0.167333

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841 39.46352 0.499841

39.85397 0.497386 39.87923 0.497229 39.90449 0.497071 39.92976 0.496914 39.95504 0.496757

42.263 0.483003 42.41917 0.482113 42.57563 0.481226 42.73237 0.480343 42.8763 0.479536

48.19136 0.452319 48.66458 0.450115 49.12608 0.447995 49.57568 0.445959 50.01318 0.444005

59.78382 0.406105 60.8556 0.402512 61.88969 0.399136 62.8849 0.395965 63.8401 0.392991

81.6493 0.347499 83.81403 0.342982 85.84023 0.33891 87.72196 0.335255 89.51052 0.331889

124.8806 0.280984 128.8906 0.276579 132.5492 0.272735 135.8623 0.269389 138.8627 0.266463

183.8194 0.231598 195.832 0.224382 202.1515 0.220847 216.5312 0.213388 233.5395 0.20547

205.8938 0.218831 218.478 0.212435 231.5571 0.206348 245.079 0.200575 259.4999 0.194922

381.5381 0.160754 410.6297 0.154955 439.1958 0.149831 467.2515 0.145263 494.84 0.141155

Με σταθερές ελατηρίων :C1=1000 και C2=10
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Πίνακας 3.44 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο 

της τμήμα από θλίψη , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=1000 

και C₂=10⁷.  

 

 

Γράφημα 3.44 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος, 

με σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=1000 και C₂=10⁷. 
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α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761

39.75303 0.498017 39.77825 0.49786 39.80348 0.497702 39.8161 0.497623 39.84134 0.497465

41.46072 0.487653 41.6283 0.486671 41.79623 0.485692 41.96448 0.484718 42.1201 0.483821

45.6976 0.464497 46.2128 0.461901 46.7309 0.459333 47.23813 0.45686 47.72046 0.454545

53.83157 0.427968 55.10093 0.42301 56.32503 0.418388 57.51706 0.41403 58.6756 0.409922

68.77385 0.378633 71.62237 0.371027 74.33888 0.364185 76.93044 0.357998 79.37028 0.352453

97.75277 0.317589 104.2033 0.307602 110.145 0.29919 115.584 0.292066 120.4726 0.286079

136.9602 0.268307 144.9134 0.260841 153.5617 0.253389 162.8431 0.246062 172.8699 0.23882

151.7824 0.25487 161.4678 0.247108 171.741 0.239603 182.6552 0.232334 194.017 0.225429

236.9137 0.204002 264.3876 0.193112 293.1286 0.183401 322.5257 0.174843 352.1252 0.167333

α

ρ β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L β²cr K=L΄/L

39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761 39.47609 0.499761

39.8666 0.497308 39.89186 0.49715 39.91712 0.496993 39.9424 0.496835 39.96768 0.496678

42.276 0.482928 42.4322 0.482039 42.58868 0.481152 42.74544 0.480269 42.8894 0.479463

48.20525 0.452254 48.67853 0.45005 49.1401 0.447932 49.58976 0.445896 50.02733 0.443942

59.79929 0.406052 60.8712 0.402461 61.90542 0.399085 62.90076 0.395915 63.8401 0.392991

81.66737 0.34746 83.83234 0.342945 85.84023 0.33891 87.72196 0.335255 89.4916 0.331924

124.903 0.280959 128.9133 0.276555 132.5492 0.272735 135.8623 0.269389 138.8862 0.26644

183.8465 0.231581 195.86 0.224366 208.5425 0.217436 221.861 0.210809 235.3156 0.204694

205.9799 0.218785 218.5075 0.212421 231.5571 0.206348 245.2982 0.200485 259.5321 0.19491

381.5772 0.160745 452.1577 0.147667 439.1958 0.149831 467.2947 0.145256 494.8845 0.141149

Με σταθερές ελατηρίων :C1=10
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  και C2=10
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Πίνακας 3.45 Κρίσιμα φορτία και ισοδύναμα μήκη λυγισμού , αμφιαρθρωτής ράβδου επί 

ελαστικών στηρίξεων , στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο 

της τμήμα από θλίψη , για διάφορες τιμές των α και ρ και για σταθερές ελατηρίων C₁=10⁷ 

και C₂=10⁷.  

 

 

Γράφημα 3.45 Ισοδύναμο μήκος λυγισμού, συναρτήσει του συντελεστή α του αξονικού 

φορτίου, για όλες τις περιπτώσεις του συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος, 

με σταθερές ακαμψίας ελατηρίων C₁=10⁷ και C₂=10⁷. 
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91       ΡΑΒΔΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ, ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑ ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ 

ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

3.3.4 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Από τη μελέτη που έγινε σε αυτό το κεφάλαιο και αφορούσε μία ράβδο επί 

ελαστικών στηρίξεων, της οποίας τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το 

μεσαίο της τμήμα από θλίψη, προέκυψαν τα ακόλουθα συμπεράσματα: 

ξεκινήσαμε έχοντας αρχικά μεγάλο τμήμα της ράβδου να καταπονείται από θλίψη και 

μικρότερο να καταπονείται από εφελκυσμό. Είχαμε διάφορους συνδυασμούς του 

συντελεστή ρ του μήκους του εφελκυομένου τμήματος και του συντελεστή α του 

αξονικού φορτίου, καθώς και συνδυασμούς για διάφορες τιμές των συντελεστών 

ακαμψίας  των στροφικών ελατηρίων C₁ και C₂. 

Το συμπέρασμα που προέκυψε ήταν ότι, αρχικά είχαμε μικρό κρίσιμο φορτίο και 

αντίστοιχα μεγάλο ισοδύναμο μήκος λυγισμού και όσο μεγάλωνε το μήκος της 

ράβδου το οποίο καταπονούνταν από εφελκυσμό και μίκραινε το αντίστοιχο το οποίο 

καταπονούνταν από θλίψη, το κρίσιμο φορτίο γινόταν όλο και μεγαλύτερο και το 

αντίστοιχο ισοδύναμο μήκος λυγισμού μίκραινε. Επίσης, όσο οι συντελεστές 

ακαμψίας των στροφικών ελατηρίων C₁ και C₂, γινόταν μεγαλύτερες, οι αντίστοιχες 

τιμές του κρίσιμου φορτίου μεγαλώνανε και του ισοδύναμου μήκους λυγισμού 

μικραίνανε. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 



 

 



95 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΡΑΒΔΩΝ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ ΣΤΗΡΙΞΕΩΝ ΚΑΤΑΠΟΝΟΥΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑ 

ΤΜΗΜΑΤΑ ΑΠΟ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟ 

4 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

4.1 ΓΕΝΙΚΑ 

Στο κεφάλαιο αυτό διατυπώνονται τα συμπεράσματα που εξήχθησαν σε αυτή τη 

διπλωματική εργασία. 

Αρχικά πρέπει να κατανοήσουμε τη μεγάλη σημασία που έχει ο σωστός υπολογισμός 

του κρίσιμου φορτίου και του ισοδύναμου μήκους λυγισμού για τις ράβδους των 

μεταλλικών κατασκευών. Λάθος υπολογισμός του κρίσιμου φορτίου και του 

ισοδύναμου μήκους λυγισμού θα οδηγούσε , αφενός σε μη ασφαλείς κατασκευές 

(όταν το κρίσιμο φορτίο υπολογίζεται μικρότερο) και αφετέρου σε μη οικονομικές 

κατασκευές (όταν το κρίσιμο φορτίο υπολογίζεται μεγαλύτερο). 

Στην παρούσα διπλωματική παρουσιάστηκε μία μεθοδολογία υπολογισμού κρισίμων 

φορτίων και ισοδύναμων μηκών λυγισμού για αμφιαρθρωτές ράβδους 

καταπονούμενων κατά τμήματα από θλίψη και εφελκυσμό , καθώς και για ράβδους 

επί ελαστικών στηρίξεων καταπονούμενων κατά τμήματα από θλίψη και εφελκυσμό. 

Η γνώση του κρίσιμου φορτίου και του ισοδύναμου μήκους λυγισμού , επηρεάζει τη 

διαστασιολόγηση των ράβδων των μεταλλικών κατασκευών των οποίων οι 

διαστάσεις οριοθετούνται βάσει των κανονισμών (Ε.Α.Κ. και E.C.8). 

Στη συνέχεια αυτού του κεφαλαίου θα γίνει σύγκριση των τριών περιπτώσεων 

(αμφιαρθρωτή ράβδος στην οποία το ένα τμήμα της καταπονείται  από θλίψη και το 

άλλο από εφελκυσμό, με μία ράβδο επί ελαστικών στηρίξεων, στην οποία το ένα 

τμήμα της καταπονείται  από θλίψη και το άλλο από εφελκυσμό / αμφιαρθρωτή 

ράβδος στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της τμήμα 

από εφελκυσμό, με μία ράβδο επί ελαστικών στηρίξεων στην οποία τα άκρα της 

καταπονούνται από θλίψη και το μεσαίο της τμήμα από εφελκυσμό / αμφιαρθρωτή 

ράβδος στην οποία τα άκρα της καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο της 

τμήμα από θλίψη, με μία ράβδο επί ελαστικών στηρίξεων στην οποία τα άκρα της 

καταπονούνται από εφελκυσμό και το μεσαίο της τμήμα από θλίψη). 

Στην πρώτη μας σύγκριση, παρατηρούμε ότι όταν στις στηρίξεις βάλουμε τα 

στροφικά ελατήρια, τότε το κρίσιμο φορτίο παρουσιάζει μία ραγδαία αύξηση και το 

αντίστοιχο ισοδύναμο μήκος λυγισμού μία ραγδαία μείωση, συγκριτικά με την 

περίπτωση που έχουμε αμφιαρθρωτή ράβδο, ακόμη και όταν οι τιμές των 

συντελεστών ακαμψίας των στροφικών ελατηρίων είναι πολύ μικρές(C₁=10 και 

C₂=10).Ακόμη παρατηρούμε το εξής: στην περίπτωση που έχουμε ράβδο επί 

ελαστικών στηρίξεων, καθώς αυξάνουμε τις τιμές των συντελεστών ακαμψίας των 

στροφικών ελατηρίων, υπάρχει αύξηση του κρίσιμου φορτίου (και αντίστοιχη μείωση 

του ισοδύναμου μήκους λυγισμού) αλλά η αύξηση είναι πολύ μικρή. Επίσης 

βλέπουμε πως όταν οι συντελεστές ακαμψίας των στροφικών ελατηρίων έχουν πολύ 

μεγάλες τιμές (C₁=10⁷ και C₂=10⁷) και η ράβδος καταπονείται εξολοκλήρου από 

θλίψη, τότε η ράβδος συμπεριφέρεται ως αμφίπακτη καταπονούμενη εξολοκλήρου 

από θλίψη. 
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Στην δεύτερή μας σύγκριση, παρατηρούμε ότι όταν στις στηρίξεις βάλουμε τα 

στροφικά ελατήρια, τότε το κρίσιμο φορτίο παρουσιάζει απότομη αύξηση και το 

αντίστοιχο ισοδύναμο μήκος λυγισμού απότομη μείωση, συγκριτικά με την 

περίπτωση που έχουμε αμφιαρθρωτή ράβδο, ακόμη και όταν οι τιμές των 

συντελεστών ακαμψίας των στροφικών ελατηρίων είναι πολύ μικρές(C₁=10 και 

C₂=10).Ακόμη παρατηρούμε το εξής: στην περίπτωση που έχουμε ράβδο επί 

ελαστικών στηρίξεων, καθώς αυξάνουμε τις τιμές των συντελεστών ακαμψίας των 

στροφικών ελατηρίων, υπάρχει αύξηση του κρίσιμου φορτίου (και αντίστοιχη μείωση 

του ισοδύναμου μήκους λυγισμού) αλλά η αύξηση είναι επίσης πολύ μικρή όπως και 

στην προηγούμενη σύγκριση. Επιπλέον να αναφέρουμε πως, όταν οι συντελεστές 

ακαμψίας αρχίσουν να παίρνουν πολύ μεγάλες τιμές (π.χ. C₁=100 και C₂=100), τότε η 

αύξηση του κρίσιμου φορτίου (και η αντίστοιχη μείωση του ισοδύναμου μήκους 

λυγισμού) είναι ακόμη μικρότερη συγκριτικά με τις περιπτώσεις που είχαμε μικρούς 

συντελεστές ακαμψίας στροφικών ελατηρίων. Όταν οι συντελεστές ακαμψίας των 

στροφικών ελατηρίων πάρουν πολύ μεγάλες τιμές (C₁=10⁷ και C₂=10⁷) και  η ράβδος 

καταπονείται εξολοκλήρου από θλίψη, τότε συμπεριφέρεται ως αμφίπακτη 

καταπονούμενη εξ’ολοκλήρου από θλίψη .  

Στην τρίτη και τελευταία μας σύγκριση, παρατηρούμε ότι όταν στις στηρίξεις 

βάλουμε τα στροφικά ελατήρια, τότε το κρίσιμο φορτίο παρουσιάζει επίσης απότομη 

αύξηση και το αντίστοιχο ισοδύναμο μήκος λυγισμού απότομη μείωση, συγκριτικά 

με την περίπτωση που έχουμε αμφιαρθρωτή ράβδο, ακόμη και όταν οι τιμές των 

συντελεστών ακαμψίας των στροφικών ελατηρίων είναι πολύ μικρές(C₁=10 και 

C₂=10).Ακόμη παρατηρούμε το εξής: στην περίπτωση που έχουμε ράβδο επί 

ελαστικών στηρίξεων, καθώς αυξάνουμε τις τιμές των συντελεστών ακαμψίας των 

στροφικών ελατηρίων, υπάρχει αύξηση του κρίσιμου φορτίου (και αντίστοιχη μείωση 

του ισοδύναμου μήκους λυγισμού) αλλά η αύξηση είναι επίσης πολύ μικρή όπως και 

στις προηγούμενες συγκρίσεις. Επιπλέον να αναφέρουμε πως, όταν οι συντελεστές 

ακαμψίας αρχίσουν να παίρνουν πολύ μεγάλες τιμές (π.χ. C₁=100 και C₂=100), τότε η 

αύξηση του κρίσιμου φορτίου (και η αντίστοιχη μείωση του ισοδύναμου μήκους 

λυγισμού) είναι ακόμη μικρότερη συγκριτικά με τις περιπτώσεις που είχαμε μικρούς 

συντελεστές ακαμψίας στροφικών ελατηρίων.  

Τα αποτελέσματα που εξήχθησαν στα προηγούμενα κεφάλαια της παρούσας 

διπλωματικής και οι διαπιστώσεις αυτού του κεφαλαίου έχουν πρακτική εφαρμογή 

στις περιπτώσεις όπου έχουμε δικτυώματα στις κατασκευές. 
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