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 Νευρωνικά ∆ίκτυα 
 

 

 

 

1.1 Εισαγωγή 

α τεχνητά νευρωνικά δίκτυα αναπτύχθηκαν βασιζόµενα στις προσπάθειες για την 

κατανόηση της δοµής και των λειτουργιών του ανθρώπινου εγκεφάλου. Η ιδέα των 

νευρώνων ως δοµικών συστατικών του, που προτάθηκε το 1911 από τον ισπανό 

Santiago Ramón y Cajal, αποτέλεσε τη βάση για την ερµηνεία πολλών από τις ιδιότητές του, 

ενώ η επέκτασή της στα υπολογιστικά συστήµατα απέκτησε πλήθος εφαρµογών και 

συνέβαλε στην επίλυση πολύπλοκων προβληµάτων.  

Είναι δυνατό να ορίσουµε την έννοια του νευρωνικού δικτύου µε διάφορους τρόπους 

ανάλογα µε το πλαίσιο µέσα στο οποίο τη συναντάµε, ωστόσο ένας γενικά αποδεκτός 

ορισµός, επαρκής για τις εφαρµογές των νευρωνικών δικτύων στον κλάδο των µηχανικών, θα 

µπορούσε να είναι ο ακόλουθος : 

νευρωνικό δίκτυο (neural network) είναι ένα σύνολο από συνδεδεµένες µεταξύ τους απλές 

µονάδες επεξεργασίας (τους νευρώνες (neurons) ή απλούστερα κόµβους (nodes) ) το οποίο 

έχει τη χαρακτηριστική ιδιότητα να συσσωρεύει γνώση από το περιβάλλον του. Την 

ιδιότητα αυτή προσδίδει στο δίκτυο η ισχύς των συνδέσεων µεταξύ των µονάδων αυτών η 

οποία διαµορφώνεται προοδευτικά µέσω µιας διαδικασίας που καλείται µάθηση (learning). 

 Αναλύοντας τα επιµέρους στοιχεία του παραπάνω ορισµού, ας ξεκινήσουµε από την 

έννοια του (βιολογικού) νευρώνα. 

Ο νευρώνας είναι ένα από τα περίπου 1011 (100 δισεκατοµµύρια) νευρικά κύτταρα 

που απαρτίζουν τον ανθρώπινο εγκέφαλο. Μια αναπαράσταση των κυριότερων τµηµάτων 

της δοµής του απεικονίζεται στο σχήµα 1.1.  

Τ 
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Οι νευρώνες έχουν τη δυνατότητα να επικοινωνούν µεταξύ τους µέσω ηλεκτρικών 

παλµών που παράγονται στο κυτταρικό τους σώµα

στοιχειωδών δοµικών µονάδων 

βρίσκονται σε διακλαδώσεις του κυττάρου, τους δενδρίτες (

επικοινωνία µεταξύ των κυττάρων συντελείται µέσω χηµικών ουσιών, 

µετατρέπουν τα παραγόµενα 

λαµβάνει ένα πλήθος τέτοιων σηµάτων τα οποία 

σύνθεσης αυτής ξεπεράσει κάποιο όριο τότε ο νευρώνας παράγει ένα ηλεκτρικό σήµα που 

µεταδίδεται µέσω µιας ίνας διακλάδωσης

Η συνοπτική αυτή περιγραφή για το νευρώνα

και απλουστευτική, καθώς η µορφολογία ενός 

πολύπλοκη, περιλαµβάνει τα χαρακτηριστικά εκείνα

µοντέλα που χρησιµοποιούµε στα 

1.2 Μοντέλο τεχνητού νευρώνα

1.2.1 Χαρακτηριστικά και µαθηµατική α

Στο σχήµα 1.2 απεικονίζεται

βασικά χαρακτηριστικά : 

σχήµα 1.1 – δοµή φυσικού νευρώνα 

Οι νευρώνες έχουν τη δυνατότητα να επικοινωνούν µεταξύ τους µέσω ηλεκτρικών 

παλµών που παράγονται στο κυτταρικό τους σώµα και διαδίδονται σε γειτονικούς µέσω 

στοιχειωδών δοµικών µονάδων που καλούνται συνάψεις (synapses). Οι µονάδες αυτές 

βρίσκονται σε διακλαδώσεις του κυττάρου, τους δενδρίτες (dendrites

ταξύ των κυττάρων συντελείται µέσω χηµικών ουσιών, ο ρόλος τους είναι να 

παραγόµενα ηλεκτρικά σήµατα σε χηµικά και αντίστροφα.

λαµβάνει ένα πλήθος τέτοιων σηµάτων τα οποία τελικά συντίθενται. Ε

ράσει κάποιο όριο τότε ο νευρώνας παράγει ένα ηλεκτρικό σήµα που 

µεταδίδεται µέσω µιας ίνας διακλάδωσης που ονοµάζεται άξονας (axon). 

περιγραφή για το νευρώνα και τα τµήµατα που τον συνθέτουν

καθώς η µορφολογία ενός νευρικού κυττάρου είναι εξαιρετικά 

τα χαρακτηριστικά εκείνα στα οποία βασίζονται τα 

που χρησιµοποιούµε στα περισσότερα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα. 

Μοντέλο τεχνητού νευρώνα 

1.2.1 Χαρακτηριστικά και µαθηµατική αναπαράσταση 

απεικονίζεται το µοντέλο ενός νευρώνα στο οποίο δ

 

Οι νευρώνες έχουν τη δυνατότητα να επικοινωνούν µεταξύ τους µέσω ηλεκτρικών 

σε γειτονικούς µέσω 

Οι µονάδες αυτές 

dendrites) και καθώς η 

ο ρόλος τους είναι να 

σε χηµικά και αντίστροφα. Κάθε νευρώνας 

Εάν η ισχύς της 

ράσει κάποιο όριο τότε ο νευρώνας παράγει ένα ηλεκτρικό σήµα που 

τα τµήµατα που τον συνθέτουν, αν 

νευρικού κυττάρου είναι εξαιρετικά 

στα οποία βασίζονται τα (µαθηµατικά) 

στο οποίο διακρίνουµε τρία 
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σχήµα 1.2 – µοντέλο τεχνητού νευρώνα 

α. ένα σύνολο συνάψεων (ή συνδέσµων) καθεµιά από τις οποίες χαρακτηρίζεται από ένα 

πραγµατικό αριθµό που καλείται βάρος (weight) ή ισχύς. Θεωρώντας λοιπόν πως 

αναφερόµαστε στο νευρώνα k ενός νευρωνικού δικτύου, το σήµα xi που φτάνει σε αυτόν 

µέσω της σύναψης i πολλαπλασιάζεται µε το αντίστοιχο βάρος wki. 

 β. ένα µηχανισµό ̟ρόσθεσης (adder) για την άθροιση των σηµάτων εισόδου xi, σταθµισµένων 

µε τα αντίστοιχα βάρη wki, δηλαδή των γινοµένων xi·wki. Συνήθως στα µοντέλα των 

νευρώνων εκτός από τα βάρη των συνάψεων περιλαµβάνεται επιπλέον ένας πραγµατικός 

όρος που καλείται τάση ̟όλωσης (bias) bk ο οποίος αθροίζεται µε τους υπόλοιπους. Το 

άθροισµα αυτό διοχετεύεται ως είσοδος (input) στο νευρώνα. 

γ. µια συνάρτηση ενεργο̟οίησης φ(·) (activation function) που είναι συνάρτηση µε όρισµα την 

είσοδο, δηλαδή το αποτέλεσµα του µηχανισµού πρόσθεσης, για τον περιορισµό του πεδίου 

τιµών της εξόδου του νευρώνα σε ένα εύρος, συνήθως από το 0 ως το 1. 

 Συνοπτικά, µπορούµε λοιπόν να περιγράψουµε µε µαθηµατικούς όρους τη 

λειτουργία νευρώνα k µε το ζεύγος των εξισώσεων : 

�� =������
�

�	

+ �� 

που δίνει τη συνολική είσοδο στο νευρώνα και 


� = �(��) 
που δίνει την έξοδο (output) του νευρώνα. 

Εναλλακτικά, είναι δυνατό να συµπεριλάβουµε µε διαφορετικό τρόπο τη συµµετοχή 

του όρου bk προσθέτοντας µια ακόµα σύναψη µε σταθερή είσοδο x0 = +1 και βάρος wk0 = 

bk, οπότε η πρώτη από τις παραπάνω εξισώσεις γράφεται απλούστερα : 
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�� =������
�

�	�
 

και το µοντέλο του νευρώνα συνεπώς τροποποιείται σε αυτό του σχήµατος 1.3. 

 

σχήµα 1.3 – µοντέλο τεχνητού νευρώνα µε ̟ρόσθετη σύναψη 

1.2.2 Είδη συναρτήσεων ενεργοποίησης 

 Όπως είδαµε, η συνάρτηση ενεργοποίησης φ(u) είναι η συνάρτηση που δέχεται ως 

όρισµα την είσοδο u στο νευρώνα και καθορίζει την έξοδο του, y. ∆ιακρίνουµε τρία συχνά 

χρησιµοποιούµενα είδη συναρτήσεων ενεργοποίησης : 

α. βηµατική συνάρτηση (threshold function) : 

Ορίζεται ως : 

�(�) = �1, � ≥ 00, � < 0� 
ή : 

�(�) = � 1, � > 00, � = 0−1, � < 0� 
 

Στο σχήµα 1.4 (a) και (b) φαίνονται οι αντίστοιχες γραφικές της παραστάσεις. 
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Σχήµα 1.4

 

Σχήµα 1.4

Συχνά οι νευρώνες 

αναφέρονται και ως νευρώνες 

β. Σιγµοειδείς συναρτήσεις (sigmoid

Είναι µια οικογένεια 

συχνά στα µοντέλα των νευρώνων

λογιστική συνάρτηση (logistic function

όπου α είναι µια παράµετρος 

γραφική της παράσταση φαίνεται στο σχήµα 1.5.

Σχήµα 1.4 (a) – γραφική ̟αράσταση βηµατικής συνάρτησης 

Σχήµα 1.4 (b) - γραφική ̟αράσταση βηµατικής συνάρτησης 

Συχνά οι νευρώνες που χρησιµοποιούν τη βηµατική συνάρτηση ενεργοποίησης 

νευρώνες McCulloch-Pitts. 

sigmoid functions) : 

ια οικογένεια γνησίως αυξουσών συναρτήσεων που χρησιµοποιείται 

στα µοντέλα των νευρώνων. Ένα παράδειγµα σιγµοειδούς συνάρτησης 

function) που ορίζεται ως : 

�(�) = 11 � ���� 

όπου α είναι µια παράµετρος που ονοµάζεται ̟αράµετρος κλίσης (slope

γραφική της παράσταση φαίνεται στο σχήµα 1.5. 

 

 

βηµατική συνάρτηση ενεργοποίησης 

συναρτήσεων που χρησιµοποιείται πολύ 

σιγµοειδούς συνάρτησης είναι η 

slope parameter). Η 
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σχήµα 1.5

Σε σχέση µε τη βηµατική συνάρτηση

δύο µόνο στοιχεία, η λογισ

προκαθορισµένο εύρος, συχνά ανάµεσα 

της, κυρίως όσον αφορά στην εκπαίδευση των δικτύων, 

πεδίο ορισµού της. 

Άλλη συχνά χρησιµοποιούµενη σιγµοειδής συνάρτηση είναι η 

(hyperbolic tangent) µε πεδίο τιµών από το 

και γραφική παράσταση αυτή του σχήµατος 1.6.

σχήµα 1.6

γ. γραµµική συνάρτηση (linear 

ορίζεται ως : 

ενώ η γραφική της παράσταση φαίνεται στο σχήµα 1.

σχήµα 1.5 – γραφική ̟αράσταση λογιστικής συνάρτησης 

ε σχέση µε τη βηµατική συνάρτηση το πεδίο τιµών της οποίας αποτελείται από 

η λογιστική λαµβάνει οποιαδήποτε πραγµατική τιµή ανάµεσα 

προκαθορισµένο εύρος, συχνά ανάµεσα στο 0 και στο 1. Μια ακόµα πολύ χρήσιµη ιδιότητά 

κυρίως όσον αφορά στην εκπαίδευση των δικτύων, είναι η παραγωγισιµότητα 

νά χρησιµοποιούµενη σιγµοειδής συνάρτηση είναι η υ̟ερβολική εφα̟τοµένη

µε πεδίο τιµών από το -1 ως το 1, που γράφεται ως : 

���� � tanh��� � �� � ����� � ��� 

γραφική παράσταση αυτή του σχήµατος 1.6. 

σχήµα 1.6 – γραφική ̟αράσταση υ̟ερβολικής εφα̟τοµένης 

 function) : 

���� � � 

νώ η γραφική της παράσταση φαίνεται στο σχήµα 1.7. 

 

το πεδίο τιµών της οποίας αποτελείται από 

οποιαδήποτε πραγµατική τιµή ανάµεσα σε ένα 

πολύ χρήσιµη ιδιότητά 

είναι η παραγωγισιµότητα σε όλο το 

υ̟ερβολική εφα̟τοµένη 
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σχήµα 1.

Αποτελεί συχνά τµήµα των στρωµάτων εξόδου

τροφοδότησης - πολλών στρωµάτων (βλ. παρ. 1.4)

1.3 Γραφική αναπαράσταση νευρωνικών δικτύων

1.3.1 Γράφοι ροής σήµατος

 Καθώς η βασική λειτουργία των νευρώνων είναι ο µετασχηµατισµός των σηµάτων 

εισόδου που λαµβάνουν και η προώθησή 

αναπαράσταση ενός νευρωνικ

αναπτύχθηκαν από τον αµερικανό 

γράφος ροής σήµατος (signal

graph) που αποτελείται από κόµβους 

(directed links) που συνδέουν τους κόµβους µεταξύ 

 Κάθε κόµβος j του γράφου, λέµε ότι περιέχει ένα 

αποτελεί τη µεταφερόµενη 

κόµβους µεταξύ τους, τον κόµβο αρχής 

συνάρτηση µεταφοράς (transfer

yk που περιέχεται στον κόµβο πέρατος

ένα σήµα ρέει µετασχηµατιζόµενο µέσω ενός συνδέσµου µόνο από τον κόµβο αρχής του 

προς τον κόµβο πέρατός του.

 Ανάλογα µε τη συνάρτηση µεταφοράς 

κατηγορίες : 

α. σε συνα̟τικούς συνδέσµους 

οποίο πολλαπλασιάζουν το σήµα που αντιστοιχεί στον κόµβο αρχής τους 

σήµα στον κόµβο πέρατος y

σχήµα 1.7 – γραφική ̟αράσταση γραµµικής συνάρτησης 

συχνά τµήµα των στρωµάτων εξόδου νευρωνικών δικτύων απλής 

πολλών στρωµάτων (βλ. παρ. 1.4) 

Γραφική αναπαράσταση νευρωνικών δικτύων 

1.3.1 Γράφοι ροής σήµατος 

Καθώς η βασική λειτουργία των νευρώνων είναι ο µετασχηµατισµός των σηµάτων 

εισόδου που λαµβάνουν και η προώθησή τους σε άλλους, ένα χρήσιµο εργαλείο για την 

αναπαράσταση ενός νευρωνικού δικτύου είναι οι γράφοι ροής σήµατος

τον αµερικανό Samuel Jefferson Mason το 1953.  

signal-flow graph) είναι ένας προσανατολισµένος γράφος

από κόµβους (nodes) και προσανατολισµένους συνδέσµους 

που συνδέουν τους κόµβους µεταξύ τους. 

του γράφου, λέµε ότι περιέχει ένα σήµα κόµβου (node

 πληροφορία. Κάθε προσανατολισµένος σύνδεσµος, συνδέει δύο 

κόµβους µεταξύ τους, τον κόµβο αρχής j µε τον κόµβο πέρατος k και λέµε ότι περιέχει µια 

transfer function) η οποία καθορίζει τον τρόπο µε τον οποίο το σήµα 

ον κόµβο πέρατος εξαρτάται από το σήµα xj του κόµβου αρχής.

ένα σήµα ρέει µετασχηµατιζόµενο µέσω ενός συνδέσµου µόνο από τον κόµβο αρχής του 

προς τον κόµβο πέρατός του. 

Ανάλογα µε τη συνάρτηση µεταφοράς τους, διακρίνουµε τους συνδέσµους σε δύο 

συνα̟τικούς συνδέσµους (synaptic links) : αντιστοιχούµε σε αυτούς ένα βάρος 

οποίο πολλαπλασιάζουν το σήµα που αντιστοιχεί στον κόµβο αρχής τους 

yk ως : yk = wkj * xj και 

 

νευρωνικών δικτύων απλής 

Καθώς η βασική λειτουργία των νευρώνων είναι ο µετασχηµατισµός των σηµάτων 

τους σε άλλους, ένα χρήσιµο εργαλείο για την 

γράφοι ροής σήµατος που αρχικά 

ράφος1 (directed 

και προσανατολισµένους συνδέσµους 

node signal) xj που 

Κάθε προσανατολισµένος σύνδεσµος, συνδέει δύο 

και λέµε ότι περιέχει µια 

η οποία καθορίζει τον τρόπο µε τον οποίο το σήµα 

του κόµβου αρχής. Έτσι 

ένα σήµα ρέει µετασχηµατιζόµενο µέσω ενός συνδέσµου µόνο από τον κόµβο αρχής του 

διακρίνουµε τους συνδέσµους σε δύο 

: αντιστοιχούµε σε αυτούς ένα βάρος wkj µε το 

οποίο πολλαπλασιάζουν το σήµα που αντιστοιχεί στον κόµβο αρχής τους j παράγοντας το 
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β. σε συνδέσµους ενεργο̟οίησης (activation links) που µετατρέπουν σε σήµα εξόδου yk στον 

κόµβο πέρατος k το σήµα εισόδου xj του κόµβου αρχής j, µέσω µιας (γενικά µη γραµµικής) 

συνάρτησης ενεργοποίησης φ ως : yk = φ(xj). 

 Εάν κάποιος κόµβος είναι κόµβος πέρατος για περισσότερους από έναν 

συνδέσµους, το σήµα του διαµορφώνεται από το αλγεβρικό άθροισµα των εισερχόµενων 

στον κόµβο αυτό σηµάτων. 

Έτσι µε βάση τους παραπάνω κανόνες µπορούµε να συνθέσουµε ένα νευρωνικό 

δίκτυο ως έναν προσανατολισµένο γράφο όπου κάθε νευρώνας αναπαρίσταται ως σύνολο 

κόµβων και προσανατολισµένων συνδέσµων όπως φαίνεται στο σχήµα 1.8. 

 

σχήµα 1.8 – γράφος ροής σήµατος νευρώνα 

 

 Η αναπαράσταση ενός δικτύου µέσω ενός γράφου ροής σήµατος λέγεται ̟λήρης 

γιατί περιγράφει όχι µόνο τη ροή των σηµάτων από νευρώνα σε νευρώνα αλλά και τη ροή 

του σήµατος στο εσωτερικό κάθε νευρώνα. Ωστόσο εάν θέλουµε να επικεντρωθούµε 

περισσότερο στον τρόπο µε τον οποίο οι νευρώνες είναι συνδεδεµένοι µεταξύ τους 

συνθέτοντας την αρχιτεκτονική ενός νευρωνικού δικτύου, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 

µια απλούστερη και συνοπτικότερη µορφή γράφου, το γράφο αρχιτεκτονικής. 

1.3.2 Γράφοι αρχιτεκτονικής 

 Σε ένα γράφο αρχιτεκτονικής (architectural graph) ένας νευρώνας αναπαρίσταται από 

έναν κυρίως κόµβο, τον κόµβο υ̟ολογισµού (computational node) στον οποίο σταθµίζονται 

τα σήµατα εισόδου και υπολογίζεται η τιµή της συνάρτησης ενεργοποίησης. Οι σύνδεσµοι 

είναι ενδεικτικοί αποκλειστικά της κατεύθυνσης ροής του σήµατος και σε αυτούς δεν 

επιτελείται κανένας αριθµητικός υπολογισµός. Ένας γράφος αρχιτεκτονικής ενός νευρώνα 

απεικονίζεται στο σχήµα 1.9. Οι κόµβοι που πλαισιώνουν των κόµβο υπολογισµού, 

περιέχουν τα σήµατα εισόδου και ονοµάζονται ̟ηγαίοι κόµβοι (source nodes). 
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σχήµα 1.9 – γράφος αρχιτεκτονικής νευρώνα 

 

 

1.4 Αρχιτεκτονικές νευρωνικών δικτύων 

 Όπως είδαµε, η βασική χρήση των γράφων αρχιτεκτονικής είναι η απεικόνιση του 

τρόπου µε τον οποίο οι νευρώνες συνδέονται µεταξύ τους συνθέτοντας το δίκτυο. Ο τρόπος 

αυτός σύνδεσης, που ονοµάζεται αρχιτεκτονική (architecture) του δικτύου, καθορίζει το πεδίο 

εφαρµογών του, ενώ επηρεάζει την αποτελεσµατικότητα και τον τρόπο εκπαίδευσής του. 

∆ιακρίνουµε  ανάλογα µε την αρχιτεκτονική τους τα νευρωνικά δίκτυα σε διάφορες 

κατηγορίες : 

α. δίκτυα α̟λής τροφοδότησης, ενός στρώµατος 

 Στα περισσότερα νευρωνικά δίκτυα που χρησιµοποιούµε στην πράξη οι νευρώνες 

είναι οργανωµένοι σε οµάδες που ονοµάζονται στρώµατα (layers). Τα δίκτυα αυτά λέγονται 

στρωµατωµένα (layered).  

Κάθε νευρώνας ενός στρώµατος δέχεται εισόδους α̟οκλειστικά από τους νευρώνες 

του προηγούµενου και µεταβιβάζει τις εξόδους του στους νευρώνες του επόµενου. Οι έξοδοι 

του τελευταίου στρώµατος, που ονοµάζεται και στρώµα εξόδου (output layer),  αποτελούν και 

την έξοδο (output) ή α̟όκριση (response) του δικτύου προς το χρήστη. Στο σχήµα 1.10 

απεικονίζεται το διάγραµµα αρχιτεκτονικής ενός στρωµατωµένου νευρωνικού δικτύου. Το 

πρώτο στρώµα ή στρώµα εισόδου (input layer), αποτελείται από πηγαίους κόµβους (βλ. παρ. 

1.3.2) που παρέχουν την είσοδο στο δίκτυο και δεν προσµετράται στο σύνολο των 

στρωµάτων του, αφού σε αυτό δεν εκτελείται κανένας υπολογισµός. 
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σχήµα 1.10 – διάγραµµα αρχιτεκτονικής στρωµατωµένου νευρωνικού δικτύου 

  

 

Ένα νευρωνικό δίκτυο λέγεται α̟λής τροφοδότησης (feedforward network) όταν δεν 

υπάρχει κλειστός βρόχος συνδέσµων ανάµεσα σε οποιουσδήποτε δύο κόµβους του. Έτσι τα 

σήµατα εισόδου µεταβιβάζονται προοδευτικά από το στρώµα εισόδου προς το στρώµα 

εξόδου χωρίς ανατροφοδότηση (feedback). 

 Το απλούστερο στρωµατωµένο δίκτυο, απλής τροφοδότησης είναι αυτό του ενός 

στρώµατος. Τα σήµατα των πηγαίων κόµβων του στρώµατος εισόδου µεταβιβάζονται στο 2ο 

στρώµα του δικτύου που είναι και το στρώµα εξόδου του. Το διάγραµµα αρχιτεκτονικής 

ενός τέτοιου δικτύου φαίνεται στο σχήµα 1.11. 
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στρώµα 
εισόδου

στρώµα 
εξόδου

 

σχήµα 1.11 – διάγραµµα αρχιτεκτονικής νευρωνικού δικτύου ενός στρώµατος 

β. δίκτυα α̟λής τροφοδότησης, ̟ολλών στρωµάτων 

 Tα δίκτυα των περισσότερων εφαρµογών περιέχουν εκτός από το στρώµα εισόδου 

και εξόδου, ένα ή περισσότερα ενδιάµεσα κρυφά στρώµατα (hidden layers) που επιτρέπουν 

στο δίκτυο, ανάλογα µε τη χρήση του, να προσεγγίσει έντονα µη γραµµικές σχέσεις που 

τυχόν υπάρχουν στα δεδοµένα για τα οποία εκπαιδεύεται. Ένα παράδειγµα νευρωνικού 

δικτύου µε δύο κρυφά στρώµατα απεικονίζεται στο σχήµα 1.12. 
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σχήµα 1.12 – ̟λήρως συνδεδεµένο νευρωνικό δίκτυο δύο κρυφών στρωµάτων 

 Ένα δίκτυο όπως αυτό του σχήµατος 1.12 λέγεται ̟λήρως συνδεδεµένο (fully 

connected) αφού κάθε νευρώνας ενός στρώµατος συνδέεται µε κάθε νευρώνα του επόµενου. 

Σε αντίθετη περίπτωση που κάποιοι σύνδεσµοι απουσιάζουν, το δίκτυο λέγεται µερικά 

συνδεδεµένο (partially connected). 

γ. αναδροµικά δίκτυα 

 ∆ίκτυα στα οποία υπάρχει τουλάχιστον ένας κλειστός βρόχος (feedback loop) 

ανάµεσα σε οποιουσδήποτε δύο κόµβους ονοµάζονται αναδροµικά (recurrent networks) ή 

δίκτυα µε ανατροφοδότηση. Τέτοια δίκτυα λέµε ότι παρουσιάζουν δυναµική συµ̟εριφορά (σε 

σχέση µε τα δίκτυα απλής τροφοδότησης που λέµε ότι είναι στατικά) και ότι έχουν µνήµη 

καθώς η έξοδος κάθε νευρώνα δεν εξαρτάται άµεσα µόνο από την τρέχουσα είσοδό του 

αλλά πιθανώς και από προηγούµενες εισόδους και εξόδους του. Τέτοια δίκτυα συναντώνται 

συχνά στην αναγνώριση οµιλίας και χειρόγραφου κειµένου, στην εκτίµηση χρονοσειρών 

(time-series) και σε άλλες εφαρµογές. Είναι γενικά πιο αποτελεσµατικά από τα δίκτυα απλής 

τροφοδότησης αν και εκπαιδεύονται σχετικά πιο δύσκολα. 
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 Τα νευρωνικά δίκτυα που χρησιµοποιήθηκαν στην παρούσα εργασία είναι 

αποκλειστικά απλής τροφοδότησης, ενός ή περισσότερων στρωµάτων. 

1.5 Είδη εκπαίδευσης 

 Οι αλγόριθµοι για την εκπαίδευση του νευρωνικού δικτύου, τη διαδικασία δηλαδή 

µέσω της οποίας αποδίδονται τα τέτοια βάρη στους συνδέσµους ώστε η απόκριση του 

δικτύου να προσεγγίζει την επιθυµητή, χωρίζονται σε δύο µεγάλες κατηγορίες, στην 

εκπαίδευση µε επίβλεψη και στην εκπαίδευση χωρίς επίβλεψη :  

α. εκ̟αίδευση µε ε̟ίβλεψη (supervised training) : πραγµατοποιείται µέσω ̟αραδειγµάτων 

(examples). Κάθε παράδειγµα αποτελείται από µια είσοδο που παρουσιάζεται στο στρώµα 

εισόδου του δικτύου και από την αντίστοιχη σωστή έξοδο. Η απόκριση του δικτύου στην 

είσοδο του παραδείγµατος συγκρίνεται µε τη σωστή έξοδο και η απόκλιση µεταξύ των δύο 

µεγεθών, που ονοµάζεται σφάλµα (error), διαµορφώνει τον τρόπο µε τον οποίο 

διορθώνονται τα βάρη των συνδέσµων του δικτύου. Η διαδικασία συνεχίζεται για όλα τα 

διαθέσιµα παραδείγµατα ενώ ο αλγόριθµος µε βάση τον οποίο γίνεται η προοδευτική 

διόρθωση των συναπτικών βαρών ονοµάζεται αλγόριθµος εκπαίδευσης (training algorithm). 

Θα αναλύσουµε στο κεφάλαιο 1.7 ένα είδος αλγορίθµου εκπαίδευσης, τον αλγόριθµο 

backpropagation. 

β. εκ̟αίδευση χωρίς ε̟ίβλεψη (unsupervised training) : χρησιµοποιείται όταν για δεδοµένη 

είσοδο η αριθµητική έξοδος του δικτύου δεν είναι εκ των προτέρων γνωστή. Εφαρµογές 

αυτού του είδους εκπαίδευσης συναντώνται π.χ. κατά την οµαδο̟οίηση δεδοµένων (data 

clustering)2 στόχος της οποίας είναι η κατάταξη δεδοµένων εισόδου σε κατηγορίες µε βάση 

κάποιο χαρακτηριστικό τους, χρησιµοποιώντας παραδείγµατα χωρίς να είναι a priori 

γνωστή η κατηγορία στην οποία ανήκει το κάθε παράδειγµα (ενώ συχνά είναι άγνωστο 

ακόµα και το πλήθος των οµάδων της κατηγοριοποίησης). 

1.6 Προσέγγιση συναρτήσεων  

1.6.1 Τοποθέτηση του προβλήµατος 

Μαζί µε την αναγνώριση προτύπων (pattern recognition), την οµαδοποίηση 

δεδοµένων και την πρόβλεψη χρονοσειρών (time series prediction)3, η προσέγγιση 

συναρτήσεων είναι µια από τις δηµοφιλέστερες εφαρµογές νευρωνικών δικτύων. 

Πραγµατοποιείται µε χρήση µεθόδων εκπαίδευσης µε επίβλεψη, ενώ συχνά µικρά δίκτυα 

απλής τροφοδότησης αρκούν για την προσέγγιση αρκετά πολύπλοκων, µη γραµµικών 

σχέσεων. 

Οι συναρτήσεις, προσεγγίσεις των οποίων αναζητούµε, προκύπτουν από πραγµατικά 

προβλήµατα σε διάφορους τοµείς της καθηµερινότητας ή της επιστήµης.  

Ας υποθέσουµε απλουστευτικά, για παράδειγµα, ότι η τιµή αγοράς ενός 

διαµερίσµατος σε µια περιοχή εξαρτάται από τρεις παράγοντες : το εµβαδό του σε m2, την 

παλαιότητά του σε έτη και τον αριθµό του ορόφου στον οποίο βρίσκεται. Γνωρίζουµε τις 
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τιµές αγοράς διαθέσιµων διαµερισµάτων µε διάφορα χαρακτηριστικά στην περιοχή και 

ζητάµε ενδεικτικά την τιµή στην οποία θα µπορούσαµε να αγοράσουµε ένα διαµέρισµα 2ου 

ορόφου, επιφάνειας 100 m2 σε κτίσµα παλαιότητας 10 ετών. 

Ορίζοντας κάπως αυστηρότερα το πρόβληµα θα λέγαµε ότι για κάθε διαθέσιµο 

διαµέρισµα i στην περιοχή γνωρίζουµε την τριάδα αριθµών : 

(Ai, mi, ni), όπου : 

Ai, η επιφάνεια του διαµερίσµατος σε m2, 

mi, η παλαιότητά του σε έτη, 

ni, ο αριθµός του ορόφου 

και την αντίστοιχη τιµή αγοράς του διαµερίσµατος, Pi (σε €). 

 Υποθέτουµε συνεπώς ότι υπάρχει µια σχέση της µορφής P = f(A, m, n) η έκφραση 

της οποίας για κάθε τυχαία τριάδα αριθµών (A, m, n) εκτός από ένα πεπερασµένο πλήθος 

(Ai, mi, ni), µάς είναι γενικά άγνωστη. Στόχος είναι να εκπαιδεύσουµε ένα νευρωνικό δίκτυο, 

χρησιµοποιώντας τα γνωστά ζεύγη χαρακτηριστικών (Ai, mi, ni) - τιµών Pi, ώστε για κάθε 

πιθανή τριάδα (Ak, mk, nk) ιδιοτήτων που θα δέχεται ως είσοδο για ένα διαµέρισµα k που 

µας ενδιαφέρει, να αποκρίνεται µε την τιµή αγοράς του, Pk. Στο παράδειγµα µας δηλαδή, 

θέλουµε να σχεδιάσουµε ένα νευρωνικό δίκτυο που να αποκρίνεται µε τη σωστή τιµή 

αγοράς για την είσοδο (100 m2, 10 έτη, 2ος). 

1.6.2 Η προσέγγιση συναρτήσεων στη γενική της µορφή 

Έστω µια συνάρτηση που µπορεί να περιγραφεί από τη σχέση 

$% � &%�'%� 

όπου '% ∈ )*, $% ∈ )�. Η αναλυτική έκφραση της συνάρτησης &% είναι γενικά άγνωστη, 

παρότι δεχόµαστε ότι υπάρχει µονοσήµαντα ορισµένο διάνυσµα $% για κάθε διάνυσµα '% του 

πεδίου ορισµού της. Γνωστά είναι ωστόσο N στο πλήθος ̟αραδείγµατα (examples) σηµείων '%� και των αντίστοιχων εικόνων $%� τους µέσω της &%, δηλαδή το σύνολο : 

+ � ,-'%�, $%�./�	
0
 

Οι τιµές $% της συνάρτησης &% υπολογισµένες σε σηµεία που δεν ανήκουν στο σύνολο 

S των δεδοµένων είτε δεν είναι γνωστές είτε είναι υπολογιστικά ασύµφορο να παραχθούν. 

Στόχος συνεπώς, είναι ο σχεδιασµός και η εκπαίδευση ενός νευρωνικού δικτύου (που ορίζει 

µια δεύτερη απεικόνιση 1%) το οποίο : 

α. δέχεται ως είσοδο διανύσµατα '% ∈ )* στο πεδίο ορισµού της &%. Το στρώµα 

εισόδου του δικτύου συνεπώς, θα πρέπει να αποτελείται από m στο πλήθος νευρώνες αφού 

κάθε νευρώνας δέχεται από µια πραγµατική συνιστώσα του διανύσµατος εισόδου. 
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β. αποκρίνεται µε διανύσµατα $% ∈ )�. Το στρώµα εξόδου του συνεπώς, αποτελείται 

από n στο πλήθος νευρώνες καθένας από τους οποίους περιέχει µια συνιστώσα του 

διανύσµατος εξόδου. 

γ. για κάθε διάνυσµα εισόδου '%  “ελαχιστοποιεί” την απόσταση 2&%-'%. � 1%�'%�2. 

 Η ικανότητα του δικτύου να επιτελεί αποτελεσµατικά την 3η από τις παραπάνω 

λειτουργίες καθορίζει προφανώς και τη χρησιµότητά του. 

1.6.3 Σχεδιασµός και εκπαίδευση νευρωνικού δικτύου 

 Για τα πλήρως συνδεδεµένα δίκτυα απλής τροφοδότησης – πολλών στρωµάτων, 

όπως αυτά που συνήθως χρησιµοποιούνται στην προσέγγιση συναρτήσεων, ο σχεδιασµός 

αφορά στην επιλογή του πλήθους των κρυφών στρωµάτων καθώς και του πλήθος των 

νευρώνων σε κάθε στρώµα. Ο καταρχήν καθορισµός των παραµέτρων αυτών γίνεται στην 

πλειονότητα των προβληµάτων εµπειρικά ή ακόµα και τυχαία. Στις περισσότερες 

περιπτώσεις συναρτήσεων, 1 ή 2 κρυφά στρώµατα αρκούν για να προσεγγίσουν ακόµα και 

έντονα µη γραµµικές σχέσεις. 

 Η επιλογή ωστόσο, του πλήθους των νευρώνων σε κάθε στρώµα είναι πιο πολύπλοκη 

και καθοριστική για τη δυνατότητα του δικτύου να προσεγγίζει µε ακρίβεια την άγνωστη 

απεικόνιση εξαιτίας δύο φαινοµένων : 

α. της υ̟ερ̟ροσαρµογής (overfitting) : που συµβαίνει όταν το πλήθος των νευρώνων είναι 

πολύ µεγάλο σε σχέση µε τα παραδείγµατα που είναι διαθέσιµα για την εκπαίδευση του 

δικτύου. Οι παράµετροι που πρέπει να καθοριστούν (δηλαδή τα βάρη των συνδέσµων 

µεταξύ των νευρώνων) είναι πολλές λόγω του µεγάλου µεγέθους του δικτύου και ο αριθµός 

των διαθέσιµων παραδειγµάτων δεν επαρκεί για τον προσδιορισµό τους. Το δίκτυο αν και 

προσεγγίζει πολύ καλά την απεικόνιση στα παραδείγµατα µε τα οποία έχει εκπαιδευτεί δεν 

δίνει αποτελέσµατα µεγάλης ακρίβειας σε άλλα σηµεία. Λέµε τότε ότι το δίκτυο δεν 

γενικεύει (generalizes) σωστά. Η υπερπροσαρµογή, συµβαίνει επίσης και µετά από 

υπερβολικά εκτενή εκπαίδευση του δικτύου. 

β. της υ̟ο̟ροσαρµογής (underfitting) : που είναι το αντίθετο φαινόµενο και συµβαίνει όταν το 

πλήθος των νευρώνων είναι πολύ µικρό. Συνεπώς, δεν υπάρχουν αρκετές παράµετροι 

(συναπτικά βάρη) για την προσαρµογή του δικτύου και την αποτελεσµατική προσέγγιση 

µιας πολύπλοκης (συνήθως έντονα µη γραµµικής) απεικόνισης.  

 ∆υστυχώς για ένα δεδοµένο πρόβληµα δεν µπορούµε να γνωρίζουµε εξαρχής το 

πλήθος των νευρώνων των κρυφών στρωµάτων. Συνεπώς, ο σχεδιασµός του νευρωνικού 

δικτύου περιλαµβάνει µια επαναληπτική διαδικασία δοκιµών και ελέγχου για την εύρεση του 

µεγέθους του αποτελεσµατικότερου δικτύου. 

1.7 Ο αλγόριθµος backpropagation 

1.7.1 Σφάλµατα προσέγγισης 
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 Ο ορισµός και ο υπολογισµός του σφάλµατος του δικτύου, δηλαδή ενός µέτρου της 

απόστασης ανάµεσα στην απόκρισή του και την πραγµατική τιµή της συνάρτησης που  

προσεγγίζουµε είναι ουσιώδης καθώς σε αυτόν βασίζονται οι περισσότεροι αλγόριθµοι 

προοδευτικής διόρθωσης των συναπτικών βαρών. 

 Έστω 
3�4� η απόκριση του νευρώνα j του στρώµατος εξόδου του δικτύου που 

παράγεται για κάποια είσοδο �%�4� στο δίκτυο µε αντίστοιχη σωστή έξοδο '%�4� και έστω  '3�4� η j – συνιστώσα αυτής της σωστής εξόδου, η συνιστώσα δηλαδή που αντιστοιχεί στο 

νευρώνα j του στρώµατος εξόδου.  

Ορίζουµε ως σφάλµα (error) ή σήµα σφάλµατος (error signal) του νευρώνα j για τη 

δεδοµένη είσοδο, το µέγεθος : 

�3�4� � '3�4� � 
3�4� 

και ως στιγµιαία ενέργεια σφάλµατος (instantaneous error energy) του νευρώνα j το µέγεθος : 

53�4� � 12 �37(4) 
ενώ αθροίζοντας τις ενέργειες σφάλµατος για όλους τους νευρώνες του στρώµατος εξόδου 

του δικτύου λαµβάνουµε τη συνολική στιγµιαία ενέργεια σφάλµατος (total instantaneous error 

energy) του δικτύου ως : 

5(4) =�53(4) = 12
0

3	

��37(4)
0

3	

 

 

 Τέλος, εάν υποθέσουµε ότι το σύνολο των παραδειγµάτων που διατίθενται για την 

εκπαίδευση του δικτύου περιλαµβάνει M στο πλήθος παραδείγµατα, τότε ορίζουµε ως µέση 

ενέργεια σφάλµατος (average error energy) του δικτύου τον αριθµητικό µέσο των συνολικών 

ενεργειών σφάλµατος για κάθε παράδειγµα : 

589:;8<: = 1=�5(>)?

�	

= 12=���37(>)

0

3	


?

�	

 

1.7.2 Ελαχιστοποίηση συναρτήσεων (µέθοδος gradient descent) 

 Για ένα δίκτυο µε συγκεκριµένη αρχιτεκτονική και συναρτήσεις ενεργοποίησης των 

νευρώνων του, για µια δεδοµένη είσοδο και την αντίστοιχη σωστή έξοδο, τα βάρη των 

συνδέσµων µεταξύ των νευρώνων είναι οι µόνες ποσότητες που επηρεάζουν το σφάλµα του. 

Μπορούµε εποµένως, να δούµε το σφάλµα ενός δικτύου (ή την ενέργεια σφάλµατος) ως 

συνάρτηση µόνο των συναπτικών του βαρών.  Γράφουµε δηλαδή : 

5 = 5(�
, �7, … , ��) 
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όπου Ε το σφάλµα ή συνηθέστερα η ενέργεια σφάλµατος (στιγµιαία ή µέση) του δικτύου και 

wi το βάρος µιας σύναψης του, i. Η εύρεση των κατάλληλων τιµών των συναπτικών βαρών  

ώστε να ελαχιστοποιείται η παραπάνω συνάρτηση είναι συνήθως ο στόχος των αλγορίθµων 

επιβλεπόµενης εκπαίδευσης. 

Μια από τις αριθµητικές µεθόδους εύρεσης (τοπικών) ελαχίστων µιας συνάρτησης 

όπως αυτής του σφάλµατος, που χρησιµοποιείται συχνά στην εκπαίδευση νευρωνικών 

δικτύων, είναι η µέθοδος gradient descent. Έτσι, για συνάρτηση µιας µεταβλητής f(x), 

σύµφωνα µε τη µέθοδο, ξεκινώντας από µια (συνήθως τυχαία) τιµή �	 � 	 �� 

µετακινούµαστε κατά στοιχειώδη τµήµατα δx προς την κατεύθυνση των µειούµενων τιµών 

της f µέχρι να φτάσουµε το σηµείο τοπικού ελάχιστου �	 � 	 �*��. 

Γνωρίζουµε από µαθήµατα ανάλυσης ότι για µια συνάρτηση y = f(x) µιας 

µεταβλητής και για µικρά δx ισχύει προσεγγιστικά πως : 

 δ
 � '
'� δ� 

 

(1.1) 

Επιλέγοντας δηλαδή µικρό δx και υπολογίζοντας το αντίστοιχο δy κινούµαστε κατά 

µήκος της εφαπτοµένης της f(x) προσεγγίζοντας στο εκάστοτε σηµείο την πραγµατική 

καµπύλη. Μπορούµε να επιλέγουµε το δx µε τέτοιο τρόπο ώστε να εξασφαλίσουµε ότι θα 

είναι πάντα δy < 0, να κινούµαστε δηλαδή προς ολοένα µικρότερες τιµές της συνάρτησης f. 

Ο προφανής τρόπος είναι η επιλογή δx µε πρόσηµο αντίθετο από το πρόσηµο της 

παραγώγου 
CDCE. ∆ηλαδή : 

F� � �G '
'� 

όπου α θετική πραγµατική σταθερά. Αντικαθιστώντας το δx στη σχέση (1.1), λαµβάνουµε 

τελικά : 

F
 � �G H'
'�I7
 

οπότε θα είναι πάντα δy < 0.  

Μετακινούµαστε δηλαδή προοδευτικά κατά στοιχειώδη τµήµατα δx1, δx2, δx3,… 

και υπολογίζουµε τις αντίστοιχες µεταβολές της συνάρτησης f δy1, δy2, δy3,… και τις τιµές 

y2 = y1 + δy1, y3 = y2 + δy2 κλπ., πλησιάζοντας έτσι τη θέση του ελάχιστου xmin και την 

αντίστοιχη τιµή της συνάρτησης ymin = f(xmin). 

 Μπορούµε να γενικεύσουµε τα παραπάνω για συναρτήσεις πολλών µεταβλητών y = 

f(x1,x2,…,xn) οπότε οι σχέσεις µεταβολής των ελεύθερων µεταβλητών xi γράφονται ως : 

F�� � �G J
J�� 
 ή συνοπτικότερα ως : 
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F�% � �K∇& 

Η χρησιµότητα της µεθόδου, προφανώς, καθορίζεται από τη δυνατότητα που 

έχουµε για τον υπολογισµό των τιµών της παραγώγου (ή των µερικών παραγώγων) της 

συνάρτησης f σε διάφορα σηµεία του πεδίου ορισµού της. 

1.7.3 Ελαχιστοποίηση της συνάρτησης σφάλµατος 

 Ανάλογα µε τη συνάρτηση σφάλµατος που θα χρησιµοποιήσουµε, οι αλγόριθµοι 

επιβλεπόµενης εκπαίδευσης χωρίζονται σε δύο κατηγορίες : 

α. µαζική εκ̟αίδευση (batch training ή off-line training) : κατά την οποία ο αλγόριθµος 

εκπαίδευσης τροποποιεί προοδευτικά τα συναπτικά βάρη προσπαθώντας να ελαχιστοποιήσει 

τη συνάρτηση της µέσης ενέργειας σφάλµατος. Παρουσιάζονται αρχικά στο δίκτυο όλα τα 

διαθέσιµα παραδείγµατα εκπαίδευσης, υπολογίζεται η µέση ενέργεια σφάλµατος και 

τροποποιούνται τα συναπτικά βάρη προς την κατεύθυνση της µέγιστης µείωσης της. Η 

διαδικασία επαναλαµβάνεται µε τα ίδια παραδείγµατα, µέχρι η ενέργεια σφάλµατος να γίνει 

αποδεκτά µικρή. 

β. αυξητική εκ̟αίδευση (incremental ή on-line training) : όπου ο αλγόριθµος εκπαίδευσης 

τροποποιεί τα συναπτικά βάρη επιχειρώντας να ελαχιστοποιήσει τη συνάρτηση της στιγµιαίας 

ενέργειας σφάλµατος. Τα συναπτικά βάρη τροποποιούνται αµέσως µετά την παρουσίαση 

καθενός παραδείγµατος. 

 Η παρουσίαση, µια φορά, στο δίκτυο όλων των παραδειγµάτων ονοµάζεται ε̟οχή 

(epoch). 

 Ας προσπαθήσουµε αρχικά να εφαρµόσουµε όσα εκτέθηκαν στην παράγραφο 1.7.2 

για ένα νευρώνα j του στρώµατος εξόδου ενός δικτύου ο γράφος ροής σήµατος του οποίου 

µέχρι και τον υπολογισµό του σφάλµατός του, φαίνεται στο σχήµα 1.13. 

 

σχήµα 1.13 – γράφος ροής σήµατος νευρώνα j στο στρώµα εξόδου 

 

Η στιγµιαία ενέργεια σφάλµατος του νευρώνα j είναι όπως έχουµε δει : 

 53�4� � 12 �37(4) (1.2) 
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όπου : 

 �3�4� � '3�4� � 
3�4� 

 
(1.3) 

 

 Η ενέργεια σφάλµατος Ej είναι συνάρτηση όλων των βαρών wi των συνάψεων που 

καταλήγουν στο νευρώνα j (χάριν απλούστευσης και επειδή είναι προφανές ότι 

αναφερόµαστε σε συνάψεις που καταλήγουν στο νευρώνα j, γράφουµε το συναπτικό βάρος 

απλώς ως wi αντί για wji και την είσοδο xij ως xi). Εφαρµόζοντας τη µέθοδο gradient 

descent, µπορούµε να γράψουµε τη µεταβολή ∆wi στο βάρος wi κάθε σύναψης i ώστε να 

κινηθούµε στην κατεύθυνση της µέγιστης µείωσης της ενέργειας σφάλµατος ως : 

 ∆�� � �G J53J�� 
 

(1.4) 

 Στη σχέση (1.4) παρατηρούµε ότι είναι απαραίτητη η γνώση των παραγώγων της 

συνάρτησης της ενέργειας σφάλµατος ως προς τα συναπτικά βάρη, των ποσοτήτων δηλαδή NOPNQR. Παρόλο που αριθµητικά είναι εύκολο να υπολογιστεί η τιµή της ενέργειας σφάλµατος 

του δικτύου µέσω των σφαλµάτων των νευρώνων του στρώµατος εξόδου, οι τιµές των 

παραγώγων της δεν είναι άµεσα υπολογίσιµες. Είναι δυνατό να παρακάµψουµε το πρόβληµα 

αυτό χρησιµοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας και να γράψουµε : 

 J53J�� � J53J�3 J�3J
3
J
3J�3

J�3J�� 
 

(1.5) 

Υπολογίζοντας κάθε όρο της σχέσης (1.5) χωριστά έχουµε: 

α. 
NOPN:P � S
7 �37T ′ � �3 όπως άµεσα προκύπτει παραγωγίζοντας τη σχέση (1.2) ως προς το 

σφάλµα ej. 

β. 
N:PNDP � -'3 � 
3.V � �1, που προκύπτει παραγωγίζοντας τη σχέση (1.3) προς την έξοδό 

του yj. 

γ.	NDPN�P = �V(�3) καθώς είναι 
3 = �(�3) και τέλος αφού : 

�3 =�����
�

�	�
 

είναι και : 

δ. 
N�PNQR = �� 



25 Νευρωνικά ∆ίκτυα 
 

Τελικά : J53J�� � ��3�V��3�	�� 
και αντικαθιστώντας στη σχέση (1.4) παίρνουµε : 

 ∆�� � G�3�V-�3.�� 
 

(1.6) 

όπου η σταθερά α ονοµάζεται ̟αράµετρος ρυθµού µάθησης (learning-rate parameter) και 

καθορίζει την ταχύτητα αλλαγής των συναπτικών βαρών.  

Η τελευταία σχέση µας επιτρέπει να υπολογίσουµε τη µεταβολή του βάρους κάθε 

σύναψης, εισερχόµενης σε κάθε νευρώνα j του στρώµατος εξόδου του δικτύου. Στους 

νευρώνες k όµως των κρυφών στρωµάτων για τους οποίους δεν µπορεί να οριστεί σωστή 

έξοδος dk (καθώς η έξοδος των νευρώνων κρυφών στρωµάτων δεν έχει καν άµεσο νόηµα για 

το χρήστη), το σφάλµα ek δεν είναι διαθέσιµο. Ο αλγόριθµος backpropagation που θα 

δούµε στην επόµενη παράγραφο µας προσφέρει έναν τρόπο υπολογισµού των αλλαγών των 

βαρών συνάψεων που καταλήγουν σε κρυφούς νευρώνες. 

1.7.4 Ο αλγόριθµος backpropagation 

1.7.4.1 Περιγραφή του αλγορίθµου 

Στόχος µας αρχικά είναι να επεκτείνουµε την εφαρµογή της σχέσης αλλαγής ενός 

συναπτικού βάρους σε συνάψεις που καταλήγουν σε νευρώνες κρυφών στρωµάτων. Ας δούµε 

πώς θα µπορούσαµε να τροποποιήσουµε την παραπάνω σχέση για µια σύναψη i ενός 

νευρώνα k που βρίσκεται στο τελευταίο κρυφό στρώµα, δηλαδή σε αυτό που µεταβιβάζει 

την έξοδό του στο στρώµα εξόδου που αποτελείται από νευρώνες j (σχήµα 1.14).  

 

σχήµα 1.14 – νευρώνας k τελευταίου κρυφού στρώµατος 

 Καθώς, όπως είδαµε, το σφάλµα e δεν ορίζεται για έναν κρυφό νευρώνα, 

επιχειρούµε να γράψουµε τη σχέση (1.6) της προηγούµενης παραγράφου σε µια πιο γενική 

µορφή ως : 
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 ∆�3� � GW3�V-�3.�3� 
 

(1.7) 

για µια σύναψη i που καταλήγει σε νευρώνα j του στρώµατος εξόδου και 

 ∆��� � GW��V������� 
 

(1.8) 

για µια σύναψη i που καταλήγει σε νευρώνα k του αµέσως προηγούµενου στρώµατος. 

 Όπου είναι προφανώς : 

 W3 	� 	 �3 	
 

(1.9) 

για το νευρώνα εξόδου j, η µορφή του όρου ρk του κρυφού νευρώνα k ωστόσο, µένει να 

προσδιοριστεί. 

 Εξετάζοντας τον τρόπο µε τον οποίο ο νευρώνας k επηρεάζει µέσω των νευρώνων j 

του στρώµατος εξόδου που συνδέονται µε αυτόν το σφάλµα του δικτύου, βλέπουµε ότι αυτό 

εξαρτάται : 

α. από την επιρροή της εξόδου του νευρώνα k στην έξοδο κάθε νευρώνα j 

β. από την επιρροή της εξόδου κάθε νευρώνα j στο συνολικό σφάλµα 

 Το µέγεθος της επιρροής της εξόδου του νευρώνα k στην έξοδο του νευρώνα j 

αντιπροσωπεύεται από το βάρος wjk (όπου οι δείκτες συµβολίζουν µια σύναψη µε αρχή το 

νευρώνα k και πέρας κάθε νευρώνα j του στρώµατος εξόδου που συνδέεται µε το νευρώνα k) 

της σύναψης που τους συνδέει. Το µέγεθος της επιρροής ενός νευρώνα j στο σφάλµα 

αντιπροσωπεύεται προφανώς από τον όρο ρj.  

Καθώς η έξοδος του νευρώνα k µεταβιβάζεται σε όλους τους νευρώνες j του 

στρώµατος εξόδου που είναι συνδεδεµένοι µε αυτόν, είναι λογικό να γράψουµε τον όρο ρk 

ως το σταθµισµένο άθροισµα των όρων ρj, µέσω των συνάψεων wkj : 

 W� � � W3�3�3  

 

(1.10) 

 

 Συνήθως οι όροι W3�V��3� και W��V���� γράφονται ως F3 και F� αντίστοιχα οπότε 

οι σχέσεις (1.7) και (1.8) γίνονται : 

 ∆�3� � GF3�3� 
 

(1.11) 

και 

 ∆��� � GF���� 
 

(1.12) 

 

Ο όρος δ στις παραπάνω σχέσεις ονοµάζεται και το̟ική κλίση (local gradient). 
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 Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (1.9) ως (1.12) µπορούµε να υπολογίσουµε µε τη 

σειρά: 

α. τις τοπικές κλίσεις δj των νευρώνων j του στρώµατος εξόδου, µέσω της σχέσης (1.9) 

β. τις µεταβολές στα βάρη ∆�3� και τα νέα βάρη �3� των συνάψεων i που καταλήγουν στο 

στρώµα εξόδου, µέσω της σχέσης (1.11) 

γ. για κάθε νευρώνα k του αµέσως προηγούµενου του στρώµατος εξόδου, τις τοπικές κλίσεις 

δk, µέσω της σχέσης (1.10) 

δ. επίσης για κάθε νευρώνα k, τις µεταβολές στα συναπτικά βάρη ∆��� και τα νέα βάρη ��� 
των συνάψεων i που καταλήγουν στο τελευταίο κρυφό στρώµα 

 Με γνωστές τις τοπικές κλίσεις του στρώµατος νευρώνων k και των βαρών wki και µε 

χρήση εκ νέου των εξισώσεων (1.10) και (1.12) µπορούµε να υπολογίσουµε τις τοπικές 

κλίσεις των νευρώνων του προτελευταίου κρυφού στρώµατος και τις µεταβολές στα βάρη 

των συνάψεων που καταλήγουν σε αυτό. Η διαδικασία συνεχίζεται προοδευτικά µέχρι τη 

µεταβολή των βαρών των συνάψεων που καταλήγουν στο 1ο κρυφό στρώµα, στο στρώµα 

δηλαδή που δέχεται εισόδους από το στρώµα εισόδου του δικτύου.  

1.7.4.2 Βήµατα του αλγορίθµου 

Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω, µπορούµε να συνοψίσουµε τη διαδικασία 

εκπαίδευσης ενός δικτύου στα ακόλουθα βήµατα : 

βήµα 1ο :  

αρχικοποίηση βαρών των συνάψεων (weight initialization) 

βήµα 2ο :  

ε̟ανάλαβε, για κάθε ε̟οχή, µέχρι την πλήρωση του κριτηρίου ̟αύσης της εκ̟αίδευσης 

ε̟ανάλαβε, για κάθε ̟αράδειγµα εκ̟αίδευσης n στο σύνολο των παραδειγµάτων 

παρουσίαση παραδείγµατος στο δίκτυο και υπολογισµός εξόδου του 

ε̟ανάλαβε, για κάθε στρώµα j από j = Nlayers µέχρι το στρώµα j = 1 

 υπολογισµός των δj(n) για κάθε νευρώνα του στρώµατος 

υπολογισµός των ∆wji(n), wji(n) για κάθε σύναψη i που καταλήγει σε 

κάθε νευρώνα του στρώµατος j 

τέλος ε̟ανάληψης 

 τέλος ε̟ανάληψης 

τέλος ε̟ανάληψης  
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Κατά την παρουσίαση του 1ου παραδείγµατος στο δίκτυο, τα βάρη των συνάψεων θα 

πρέπει προφανώς να έχουν ήδη κάποιες τιµές µε βάση τις οποίες θα υπολογιστεί η πρώτη 

έξοδος και το σφάλµα του δικτύου. Η ανάθεση µικρών αρχικών τιµών (αρχικο̟οίηση) στα 

βάρη γίνεται µε τυχαίο τρόπο (συνήθως είναι τέτοιες ώστε η έξοδος κάθε νευρώνα του 

δικτύου να είναι µακριά από τα άκρα του πεδίου τιµών της συνάρτησης ενεργοποίησής του). 

Κάθε φορά που παρουσιάζονται όλα τα διαθέσιµα παραδείγµατα στο δίκτυο, λέµε 

ότι έχει εκτελεσθεί µια ε̟οχή (epoch) εκπαίδευσης. Έτσι κάθε παράδειγµα παρουσιάζεται 

στο δίκτυο περισσότερες από µια φορές, µία ανά εποχή. Το πλήθος των εποχών που τελικά 

θα εκτελεσθούν εξαρτάται από το κριτήριο παύσης του αλγορίθµου εκπαίδευσης, από το 

επίπεδο δηλαδή στο οποίο θεωρούµε ότι το δίκτυο έχει εκπαιδευτεί επαρκώς. Παύση της 

εκπαίδευσης συντελείται όταν : 

α. η ευκλείδεια νόρµα του διανύσµατος κλίσεων της ενέργειας σφάλµατος (στιγµιαίας ή 

µέσης) 〈 NYNQZ , NYNQ[ , … , NYNQ\〉 γίνεται αρκετά µικρή ή 

β. η µεταβολή της µέσης ενέργειας σφάλµατος του δικτύου από µια εποχή στην επόµενη 

γίνεται αρκετά µικρή, 

οπότε λέµε ότι ο αλγόριθµος συγκλίνει (converges)  

ή 

γ. όταν το δίκτυο γενικεύει ε̟αρκώς 

Λέµε ότι ένα νευρωνικό δίκτυο γενικεύει ε̟αρκώς (generalizes successfully) όταν το 

σφάλµα του για εισόδους για τις οποίες δεν έχει εκπαιδευτεί είναι αποδεκτά µικρό. Για τον 

έλεγχο της επαρκούς γενίκευσης ενός δικτύου τα διαθέσιµα παραδείγµατα χωρίζονται σε 

δύο υποσύνολα, µόνο ένα από τα οποία, το υ̟οσύνολο εκ̟αίδευσης (training set) 

χρησιµοποιείται για την τροποποίηση των συναπτικών βαρών του δικτύου. Κατά τη 

διάρκεια της εκπαίδευσης ελέγχεται το σφάλµα χρησιµοποιώντας εισόδους από το δεύτερο 

υποσύνολο, το υ̟οσύνολο ε̟αλήθευσης (validation set). Ο αλγόριθµος εκπαίδευσης σταµατά 

στην εποχή εκείνη που το σφάλµα των παραδειγµάτων του συνόλου επαλήθευσης 

σταθεροποιείται (δε µειώνεται περεταίρω). Η µέθοδος αυτή ελέγχου της γενίκευσης 

ονοµάζεται και µέθοδος ̟ρόωρης ̟αύσης (early stopping method). 

1.7.4.3 Ταχύτητα εκπαίδευσης – ο όρος της ορµής 

Η συνάρτηση σφάλµατος 5��
, �7, … , ��� που εισαγάγαµε στην παράγραφο 

1.7.2, ορίζει µια επιφάνεια στο χώρο των συναπτικών βαρών, πάνω στην οποία ο αλγόριθµος 

εκπαίδευσης διαγράφει προσεγγιστικά µια καµπύλη προς την κατεύθυνση των ταχύτερα 

µειούµενων τιµών της, αναζητώντας το ελάχιστο. Η «ποιότητα» της προσέγγισης αυτής 

καθορίζεται σε µεγάλο βαθµό από τη µορφή της καµπύλης αλλά και από την παράµετρο α 

του ρυθµού µάθησης στις σχέσεις τροποποίησης των συναπτικών βαρών. 

 Μεγάλες τιµές της παραµέτρου α καθιστούν τον αλγόριθµο ευαίσθητο σε 

ταλαντώσεις γύρω από τη θέση του ελάχιστου. Αντίθετα, µια πολύ µικρή τιµή της 
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παραµέτρου, παρότι δηµιουργεί καµπύλες που «παρακολουθούν» µε µεγάλη ακρίβεια την 

επιφάνεια, αυξάνει σηµαντικά το χρόνο εκπαίδευσης. 

  Ένας τρόπος να βελτιώσουµε τη συµπεριφορά του αλγορίθµου backpropagation 

ώστε ο ρυθµός εκπαίδευσης να αυξάνεται σε περιοχές όπου η επιφάνεια σφάλµατος είναι 

σχετικά οµαλή και να µειώνεται σε περιοχές όπου η επιφάνεια σφάλµατος είναι πολύπλοκη 

οπότε απαιτείται να διαγραφεί µε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια, είναι να συµπεριλάβουµε έναν 

ακόµα όρο στις σχέσεις (1.11) και (1.12) της παραγράφου 1.7.4.1, γράφοντας τις ως : 

 ∆�3��4� � GF3�3� � ^∆�3��4 � 1) 
 

(1.13) 

και 

 ∆���(4) = GF���� + ^∆���(4 − 1) 
 

(1.14) 

αντίστοιχα. 

 Εδώ, οι όροι ∆�3�(4) και ∆���(4) εκφράζουν τις τροποποιήσεις των συναπτικών 

βαρών που συµβαίνουν κατά την παρουσίαση του παραδείγµατος n στο δίκτυο ενώ οι ∆�3�(4 − 1) και ∆���(4 − 1) τις τροποποιήσεις κατά το αµέσως προηγούµενο. Ο 

δεύτερος όρος των αθροισµάτων ονοµάζεται όρος ορµής (momentum term) ενώ η σταθερά 

λ, σταθερά ορµής (momentum constant) και λαµβάνει θετικές τιµές µικρότερες της µονάδας. 

Παρατηρούµε ότι εάν οι διορθώσεις µιας σύναψης λόγω του πρώτου όρου των 

αθροισµάτων διατηρούν σταθερό πρόσηµο για κάποιο αριθµό  συνεχόµενων 

παραδειγµάτων τότε βρισκόµαστε σε µια σχετικά οµοιόµορφη περιοχή της επιφάνειας 

σφάλµατος και εξαιτίας της παρουσίας του όρου ορµής, το µέτρο των διορθώσεων τείνει να 

αυξάνει σε επόµενα παραδείγµατα. Αντίθετα αν οι διορθώσεις είναι εναλλασσόµενου 

προσήµου, οπότε βρισκόµαστε σε µια περιοχή όπου η επιφάνεια σφάλµατος είναι 

πολύπλοκη µε εναλλαγές κλίσεων, ο όρος ορµής δρα ανασταλτικά για το µέτρο το 

διορθώσεων. Έτσι η επιφάνεια σφάλµατος “παρακολουθείται” µε µεγάλη ακρίβεια όταν 

είναι πολύπλοκη (οπότε και η ταχύτητα µάθησης είναι µικρή) ενώ σε περιοχές όπου δεν 

απαιτείται µεγάλη ακρίβεια ο ρυθµός µάθησης µεγαλώνει. 

 

 

 

Σηµειώσεις και αναφορές 

1Cormen, Thomas H., Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, Clifford Stein, Introduction to Algorithms. 3rd ed. 
Massachusetts:  Massachusetts Institute of Technology, 2009. 
2Rojas, Raul, Theorie der neuronalen Netze – Eine systematische Einfürung. Berlin: Springer-Verlag, 1996 
3Beale, Mark Hudson, Martin T. Hagan, Howard B. Demuth, MATLAB Neural Network Toolbox Getting Started 
Guide. The MathWorks, Inc., 2011  
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Κεφάλαιο 2 

 

Πεπερασµένα Στοιχεία 
 

 

 

 

2.1 Εισαγωγή 

 ανάλυση µε ̟ε̟ερασµένα στοιχεία (finite element analysis) αποτελεί µια σύγχρονη 

µέθοδο αριθµητικής επίλυσης των λεγόµενων προβληµάτων πεδίου. Ως ̟ρόβληµα 

̟εδίου (field problem) χαρακτηρίζουµε ένα πρόβληµα η λύση του οποίου απαιτεί 

τον προσδιορισµό της κατανοµής στο χώρο µιας ή περισσοτέρων άγνωστων, εξαρτηµένων 

ποσοτήτων. Ενδέχεται, για παράδειγµα, να αναζητούµε την κατανοµή των τάσεων ή των 

παραµορφώσεων δοµικό µέλος υπό δεδοµένη φόρτιση και συνθήκες στήριξης, των 

ταχυτήτων ενός ρευστού σε έναν κλειστό αγωγό ή την κατανοµή της θερµοκρασίας σε ένα 

αγώγιµο υλικό.  

 Μαθηµατικά, ένα πρόβληµα πεδίου περιγράφεται συνήθως από ένα σύστηµα 

µερικών διαφορικών εξισώσεων και συνοριακών ή αρχικών συνθηκών. Στις περισσότερες 

περιπτώσεις φυσικών προβληµάτων η ακριβής, αναλυτική λύση του συστήµατος δεν είναι 

εφικτή λόγω της πολυπλοκότητας του πεδίου, της µορφής του συνόρου του ή συχνά και του 

ίδιου του φαινοµένου που περιγράφει το πρόβληµα.  

Με τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, αναζητούνται προσεγγιστικές λύσεις, 

αρχικά µέσω της σύνθεσης ενός µοντέλου (model) που περιλαµβάνει τα κύρια 

χαρακτηριστικά του προβλήµατος και ακολούθως, του χωρισµού του πεδίου (δηλαδή του 

χώρου που καταλαµβάνει ένας φορέας σε προβλήµατα στατικής ή τµήµα ενός ρευστού σε 

προβλήµατα ρευστοµηχανικής κλπ.) σε µικρά στοιχεία που ονοµάζονται ̟ε̟ερασµένα 

στοιχεία1 (finite elements). Εντός κάθε τέτοιου στοιχείου µια απλή συνάρτηση (συνήθως ένα 

µικρού βαθµού πολυώνυµο) θεωρείται ότι προσεγγίζει ικανοποιητικά την κατανοµή των 

                                                           
1 ο όρος χρησιµοποιείται σε αντιδιαστολή µε τα απειροστά στοιχεία (infinitesimal elements) που 
χρησιµοποιούνται στη µαθηµατική ανάλυση και χρησιµοποιήθηκε αρχικά από τον Clough το 1960 

Η
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ζητούµενων µεταβλητών. Τα στοιχεία αυτά ενώνονται σε σταθερά σηµεία εντός του πεδίου 

που καλούνται κόµβοι (nodes) συνθέτοντας τη διακριτο̟οίηση (meshing). 

Στόχος της επίλυσης ενός προβλήµατος µε τη χρήση των πεπερασµένων στοιχείων 

είναι η µετατροπή του συστήµατος των διαφορικών εξισώσεων που το διέπουν σε ένα 

σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων, η λύση του οποίου παρέχει τις άγνωστες τιµές της 

ζητούµενης κατανοµής στους κόµβους της διακριτοποίησης. Χρησιµοποιώντας τις τιµές αυτές 

και έχοντας επιπλέον υποθέσει τη µορφή της κατανοµής εντός του κάθε στοιχείου 

µπορούµε κατά ̟ροσέγγιση να προσδιορίσουµε τις άγνωστες ποσότητες σε όλη την έκταση 

του πεδίου. 

Η επιλογή των χαρακτηριστικών που θα συµπεριληφθούν στο µοντέλο, της µορφής 

και του πλήθους των πεπερασµένων στοιχείων και της συνάρτησης που προσεγγίζει την 

άγνωστη κατανοµή στο εσωτερικό τους, επηρεάζει την ακρίβεια της προσέγγισης και 

συνεπώς καθορίζει την ποιότητα της προσοµοίωσης. Εξάλλου, καθώς η ανάλυση µε 

πεπερασµένα στοιχεία γίνεται αποκλειστικά µε τη χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή λόγω 

του µεγάλου πλήθους των απαιτούµενων αριθµητικών υπολογισµών, ο προσεκτικός 

καθορισµός των ανωτέρω παραµέτρων επιδρά καταλυτικά και στην ταχύτητα εξεύρεσης των 

λύσεων και είναι απαραίτητος για την επίτευξη ισορροπίας ανάµεσα στην επιθυµητή 

ακρίβεια και τον απαραίτητο υπολογιστικό χρόνο. 

Στην παρούσα εργασία ασχολούµαστε αποκλειστικά µε προβλήµατα ελαστικότητας 

στερεών σωµάτων και ως εκ τούτου τα πεδία στα οποία αναφερόµαστε είναι δοµικοί φορείς. 

∆εν επιχειρείται εξαντλητική κάλυψη της µεθόδου αλλά µόνο εκείνων των θεωρητικών 

τµηµάτων σχετικών µε την εκπόνηση του ερευνητικού µέρους της παρούσας εργασίας. 

2.2 Εφαρµογή της ανάλυσης µε πεπερασµένα στοιχεία 

Εξαιτίας της απουσίας καθολικών κριτηρίων για την ορθή επιλογή των ανωτέρω 

παραµέτρων αλλά και του γεγονότος ότι λανθασµένη εκτίµηση τους ενδέχεται να οδηγήσει 

σε πολύ µεγάλες αποκλίσεις από την πραγµατικότητα την οποία µια ανάλυση καλείται να 

προσοµοιώσει, η επίλυση ενός φορέα µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων είναι 

συχνά µια επαναληπτική διαδικασία, τυπικά αποτελούµενη από τα εξής βήµατα2 : 

α. κατηγοριο̟οίηση του ̟ροβλήµατος (problem classification) : το πρώτο βήµα αφορά στην 

αναγνώριση του προβλήµατος και των βασικών φυσικών φαινοµένων που το επηρεάζουν. 

Καθορίζεται αρχικά η κατηγορία του, π.χ. ως πρόβληµα στερεού σώµατος, κίνησης 

ρευστού, θερµοδυναµικής κλπ. (συχνά ένα περίπλοκο πρόβληµα είναι δυνατό να ανήκει σε 

περισσότερες της µιας κατηγορίες αφού φυσικά φαινόµενα αλληλεπιδρούν όπως για 

παράδειγµα στη σεισµική απόκριση ενός φράγµατος ή µιας γεµάτης δεξαµενής). Επιπλέον 

αναγνωρίζεται εάν το πρόβληµα είναι στατικό ή δυναµικό, αν η γραµµική ανάλυση αρκεί ή 

εάν πρέπει να συµπεριληφθούν φαινόµενα λυγισµού κλπ.  

                                                           
2 Cook, Robert D., David S. Malkus, Michael E. Plesha, Robert J. Witt, Concepts and Applications of 
Finite Element Analysis. 4th ed. Madison:  John Wiley & Sons, 2002. 
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β. σχεδιασµός του µοντέλου (model design) : η ανάλυση µε πεπερασµένα στοιχεία 

προσοµοιώνει την πραγµατικότητα απλοποιώντας την µέσω της κατασκευής ενός µοντέλου, 

όπως αυτό του µεταλλικού υπόστεγου στο σχήµα 2.1, που περιλαµβάνει τα κύρια 

χαρακτηριστικά ενός δοµικού φορέα καθώς και απλοποιητικές παραδοχές για τη µορφή των 

µελών του, τον τρόπο στήριξής του και τις δράσεις που αυτός ενδέχεται να υποστεί. 

Μπορούµε, για παράδειγµα, µέσω του µοντέλου να αγνοήσουµε κάποιες λεπτοµέρειες στη 

γεωµετρία ενός φορέα, να εξιδανικεύσουµε το υλικό του (αντιµετωπίζοντάς το π.χ. ως 

οµογενές, ισότροπο ή ελαστικό) ή τις συνθήκες στήριξής του έχοντας έτσι τη δυνατότητα να 

χρησιµοποιήσουµε απλές θεωρίες που περιγράφουν τη συµπεριφορά του. Οι απλοποιήσεις 

αυτές µαζί µε τις θεωρίες ανάλυσης που εφαρµόζουµε συνιστούν το µαθηµατικό µοντέλο 

(mathematical model) ενός προβλήµατος. Είναι προφανές ότι, λόγω των παραπάνω 

παραδοχών, η µοντελοποίηση εισάγει αποκλίσεις από την πραγµατικότητα, γνωστές και ως 

σφάλµατα µοντέλου (modeling errors).  

 

σχήµα 2.1 – µοντέλο µεταλλικού υ̟όστεγου 

γ. διακριτο̟οίηση του µοντέλου (model discretization) : διακριτοποιούµε ένα µοντέλο 

χωρίζοντας το σε ένα δίκτυο ̟ε̟ερασµένων στοιχείων (finite element mesh) µε ιδεατές ευθείες, 

καµπύλες ή επιφάνειες. Στα σχήµατα 2.2a και 2.2b απεικονίζεται ενδεικτικά το µοντέλο µιας 

πλάκας σκυροδέµατος και η αντίστοιχη διακριτοποίηση. 

 Όπως είδαµε, η µορφή της κατανοµής των άγνωστων µεγεθών εντός των στοιχείων 

προσεγγίζεται από µια απλή συνάρτηση, καθώς ωστόσο η πραγµατική κατανοµή είναι 

διαφορετική, εισάγονται περεταίρω σφάλµατα, τα σφάλµατα διακριτο̟οίησης (discretization 

errors).  
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Σχήµα 2.2a και 2.2b – µοντέλο ̟λάκας σκυροδέµατος και διακριτο̟οίηση µε ̟ε̟ερασµένα στοιχεία 

δ. ̟ροκαταρκτική ανάλυση (preliminary analysis) : συνήθως πριν την ανάλυση µε πεπερασµένα 

στοιχεία είναι επιθυµητή µια προκαταρκτική ανάλυση µε συµβατικά µέσα (π.χ. στατικούς 

πίνακες, διαγράµµατα, πειράµατα κλπ.). Πραγµατοποιείται για να αποφευχθούν χονδροειδή 

σφάλµατα αλλά και για µια πρώτη εκτίµηση της τάξης µεγέθους και µιας αδρής 

προσέγγισης της κατανοµής των άγνωστων ποσοτήτων (που ενδεχοµένως να οδηγήσουν σε 

βελτίωση του µοντέλου).  

ε. ανάλυση µε ̟ε̟ερασµένα στοιχεία (finite element analysis) : συνίσταται στη χρήση ενός 

προγράµµατος ή κώδικα ηλεκτρονικού υπολογιστή και περιλαµβάνει : 

i. την ̟ροε̟εξεργασία (preprocessing) : κατά την οποία εισάγεται στον ηλεκτρονικό 

υπολογιστή το µοντέλο του φορέα, δηλαδή η µορφή του, οι δράσεις σε αυτόν, τα 

χαρακτηριστικά του υλικού του (π.χ. το µέτρο ελαστικότητας και ο λόγος Poisson) 

και οι συνθήκες στήριξής του. Στη συνέχεια επιλέγεται το είδος των πεπερασµένων 

στοιχείων που θα χρησιµοποιηθούν και το µοντέλο διακριτοποιείται (συνήθως 

αυτόµατα από τον ηλεκτρονικό υπολογιστή). 

ii. την ε̟εξεργασία ή ανάλυση (processing) : όπου συντελείται η αριθµητική επίλυση 

υπολογίζονται τα άγνωστα µεγέθη στους κόµβους του δικτύου ή σε ενδιάµεσα 

ζητούµενα σηµεία και 

iii. την µεταε̟εξεργασία (postprocessing) : κατά την οποία εµφανίζονται (συνήθως και 

γραφικά µε τη βοήθεια χρωµατικής κλίµακας) τα αποτελέσµατα της ανάλυσης µε 

στόχο την αξιολόγησή τους, τη διαστασιολόγηση των δοµικών µελών, τον έλεγχο 

των αντοχών κλπ. Στο σχήµα 2.3 απεικονίζονται γραφικά οι αναπτυσσόµενες 

καµπτικές ροπές κατά τη διεύθυνση x στην απλά εδραζόµενη πλάκα σκυροδέµατος 

του σχήµατος 2.2 που φορτίζεται υπό το ίδιο βάρος της. 

 

σχήµα 2.3 – ανα̟τυσσόµενες καµ̟τικές ρο̟ές σε ̟λάκα σκυροδέµατος 
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στ. έλεγχος α̟οτελεσµάτων (results check) : ελέγχεται η συµβατότητα των αποτελεσµάτων µε 

τη φύση του προβλήµατος (π.χ. εάν οι µετατοπίσεις σε συνοριακά σηµεία είναι συµβατές µε 

τις συνθήκες στήριξης του φορέα ή αν έχουν διατηρηθεί τυχόν συµµετρίες), µε τα 

αποτελέσµατα της προκαταρκτικής ανάλυσης και συχνά µε τη διαίσθηση του µελετητή. Εάν 

δεν είναι ικανοποιητική ή εάν η ακρίβεια των αποτελεσµάτων δεν είναι η επιθυµητή, 

αναθεωρείται το µοντέλο ή και η διακριτοποίησή του και η ανάλυση επαναλαµβάνεται. 

2.3 Θεµελιώδεις έννοιες και χαρακτηριστικά µεγέθη 

2.3.1 Βαθµοί ελευθερίας 

Η έννοια του βαθµού ελευθερίας (degree of freedom) είναι κεντρική στη µέθοδο των 

πεπερασµένων στοιχείων. Ως βαθµούς ελευθερίας ενός ̟ε̟ερασµένου στοιχείου ορίζουµε εκείνες 

τις ποσότητες στο στοιχείο, ο προσδιορισµός των οποίων, ανάλογα µε : 

α. την υπόθεση για τη µορφή της κατανοµής των άγνωστων µεταβλητών στο 

εσωτερικό του 

β. τον τρόπο έντασης ή παραµόρφωσης του (π.χ. επίπεδη ένταση, αξονοσυµµετρική 

ελαστικότητα κλπ.) 

γ. το σύστηµα συντεταγµένων 

δ. το είδος του στοιχείου 

καθορίζει πλήρως την κατανοµή των υπόλοιπων εξαρτηµένων, άγνωστων ποσοτήτων σε κάθε 

σηµείο του. 

Καθώς στη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων οι άγνωστες ποσότητες ως προς τις 

οποίες επιλύονται τα αλγεβρικά συστήµατα που προκύπτουν είναι συνηθέστερα οι 

µετακινήσεις3 (µετατοπίσεις ή στροφές), οι βαθµοί ελευθερίας αφορούν στις ανεξάρτητες 

δυνατότητες κίνησης των κόµβων ενός πεπερασµένου στοιχείου στο εκάστοτε σύστηµα 

συντεταγµένων.  

Για παράδειγµα, στο επίπεδο τριγωνικό στοιχείο του σχήµατος 2.4, σε καρτεσιανές 

συντεταγµένες, αφού αριθµήσουµε τους κόµβους του, διακρίνουµε έξι βαθµούς ελευθερίας, 

δύο δηλαδή ανά κόµβο µετατοπίσεις κατά τις διευθύνσεις των αξόνων, που γράφονται 

διανυσµατικά ως : 

  
_`a =

bcd
ce�
f
�7f7�gfghci

cj
 

                                                           
3 µόρφωση µε βάση τις µετακινήσεις (displacement formulation) 
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Έχοντας υποθέσει τη µορφή της παραµόρφωσης του στοιχείου µπορούµε, µε τρόπο 

που θα δούµε σε επόµενα κεφάλαια, να υπολογίσουµε µονοσήµαντα το διάνυσµα των 

µετατοπίσεων _ka = l�(�, 
)f(�, 
)m κάθε σηµείου εντός του στοιχείου συναρτήσει των 

συντεταγµένων και του διανύσµατος µετατοπίσεων _`a των κόµβων του, που σηµαίνει ότι 

έχουµε πλήρως προσδιορίσει το ̟εδίο των µετατο̟ίσεων στο εσωτερικό του στοιχείου.  

 

σχήµα 2.4 – τριγωνικό ̟ε̟ερασµένο στοιχείο ε̟ί̟εδης έντασης (ή ̟αραµόρφωσης) 

 Τέλος, λέµε ότι οι βαθµοί ελευθερίας µιας κατασκευής αποτελούνται από όλους τους 

βαθµούς ελευθερίας των πεπερασµένων στοιχείων που συνθέτουν το µοντέλο της και οι 

µετατοπίσεις σε αυτούς συµβολίζονται µε το διάνυσµα _na. Για την κατασκευή του 

σχήµατος 2.5, που αποτελείται από τρία τριγωνικά στοιχεία επίπεδης έντασης, το διάνυσµα _na γράφεται ως : 

_na = 〈�
, f
, �7, f7, … , �o, fo〉p 

 

σχήµα 2.5 – ε̟ί̟εδος φορέας α̟οτελούµενος α̟ό τριγωνικά ̟ε̟ερασµένα στοιχεία 

2.3.2 Χαρακτηριστικό µητρώο στοιχείου 

 Κάθε πεπερασµένο στοιχείο χαρακτηρίζεται από ένα µητρώο, το οποίο στην 

περίπτωση των δοµικών φορέων καλείται µητρώο ακαµψίας στοιχείου (element stiffness 

matrix), συµβολίζεται µε qrs και είναι τετραγωνικό µε πλήθος γραµµών και στηλών, το 

πλήθος των βαθµών ελευθερίας του στοιχείου. Το µητρώο ακαµψίας του τριγωνικού 

στοιχείου του σχήµατος 2.1 µπορεί, για παράδειγµα, να γραφεί συµβολικά ως : 
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qrs =
bc
d
cer

 r
7 r
g r
t r
o r
ur7
 r77 r7g r7t r7o r7urg
 rg7 rgg rgt rgo rgurt
 rt7 rtg rtt rto rturo
 ro7 rog rot roo rouru
 ru7 rug rut ruo ruuhc

i
cj

 

Κάθε στοιχείο _ra�3 στη γραµµή i και τη στήλη j του µητρώου ακαµψίας καλείται δείκτης 

ακαµψίας και εκφράζει : 

τη δύναµη ή τη ροπή που πρέπει να ασκηθεί στο στοιχείο κατά τη διεύθυνση του βαθµού 

ελευθερίας i για να προκληθεί µοναδιαία µετακίνηση (µετατόπιση ή στροφή) κατά τη 

διεύθυνση του βαθµού ελευθερίας j διατηρώντας µηδενικές τις µετακινήσεις κάθε άλλου 

βαθµού ελευθερίας 

Όπως θα δούµε στο επόµενο κεφάλαιο, το µητρώο ακαµψίας κάθε πεπερασµένου 

στοιχείου συµµετέχει στη µόρφωση της βασικής εξίσωσης που περιγράφει τη συµπεριφορά 

µια κατασκευής, της εξίσωσης ισορρο̟ίας. 

2.4 Μόρφωση µητρώων ακαµψίας 

2.4.1 Γενικά 

2.4.1.1 Εξίσωση ισορροπίας 

 Ένα από τα σηµαντικότερα στάδια στην ανάλυση µιας κατασκευής µε τη µέθοδο 

των πεπερασµένων στοιχείων είναι η µόρφωση της εξίσωσης ισορρο̟ίας (structure equilibrium 

equation) δηλαδή µιας µητρωικής σχέσης της µορφής : 

_va = qrs_na 

που συνδέει µέσω του µητρώου ακαµψίας της κατασκευής (structure stiffness matrix) qrs, τις 
δράσεις _va στους κόµβους της από το περιβάλλον της, µε τις µετατοπίσεις _na των 

κόµβων αυτών. Καθώς ένας φορέας δε δέχεται, προφανώς, δυνάµεις µόνο στους κόµβους 

του αλλά : 

α. ε̟ιφανειακές δυνάµεις (surface forces) που δρουν στο σύνορό του επάνω σε τµήµα της 

επιφάνειάς του και 

β. µαζικές δυνάµεις (body forces) που δρουν σε όλη τη µάζα του, εξαιτίας της παρουσίας ενός 

πεδίου δυνάµεων (συνηθέστερα, του πεδίου βαρύτητας) 

η µόρφωση της εξίσωσης ισορροπίας περιλαµβάνει τον τρόπο αναγωγής των παραπάνω 

δυνάµεων σε ισοδύναµες δράσεις στους κόµβους της διακριτοποίησης.  

Η λύση της παραπάνω σχέσης ως προς τις (άγνωστες) µετατοπίσεις _wa των κόµβων 

του φορέα περιγράφει πλήρως τη συµπεριφορά του καθώς µέσω αυτών είναι δυνατό να 

υπολογιστούν οι τάσεις ή οι παραµορφώσεις σε κάθε σηµείο του.  
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2.4.1.2 Σχέση τάσεων – ανηγµένων παραµορφώσεων 

 Η (µητρωική) σχέση τάσεων - ανηγµένων παραµορφώσεων4 συνδέει το διάνυσµα 

των τάσεων ενός σηµείου σε ένα γραµµικά ελαστικό στερεό σώµα µε το διάνυσµα των 

ανηγµένων παραµορφώσεων στο ίδιο σηµείο µέσω του µητρώου ελαστικότητας (elasticity 

matrix) : 

 _xa = q5s_ya + _xza (2.1a) 

ή 

 _xa = q5s(_ya − _yza) (2.1b) 

και συνδυάζοντας τις 2.1a και 2.1b είναι : 

 _xa = q5s(_ya − _yza) + _xza (2.1c) 

 

όπου : 

_xa, το διάνυσµα των τάσεων, 

_ya, το διάνυσµα των ανηγµένων παραµορφώσεων, 

q5s, το µητρώο ελαστικότητας, 

_xza, το διάνυσµα των προϋπαρχουσών τάσεων 

_yza, το διάνυσµα των αρχικών παραµορφώσεων π.χ. λόγω αρχικής θερµοκρασίας 

Σε καρτεσιανές συντεταγµένες και για ισότρο̟ο υλικό η σχέση 2.1a γράφεται : 

α. στο ε̟ί̟εδο : 

 � {E{D|ED} = q5s � ~E~D�ED} + � {E�{D�|ED�} (2.2) 

 

όπου το µητρώο ελαστικότητας q5s για συνθήκες ε̟ί̟εδης έντασης είναι : 

 q5s = �1 − �7 �1 � 0� 1 00 0 1 − �2 � 

 

(2.3) 

µε E και ν, το µέτρο ελαστικότητας και ο λόγος Poisson του υλικού αντίστοιχα 

και για συνθήκες ε̟ί̟εδης ̟αραµόρφωσης : 

                                                           
4 αναφέρεται και ως νόµος του Hooke στη µηχανική του παραµορφώσιµου σώµατος 
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 q5s = �(1 + �)(1 − 2�) �1 − � � 0� 1 − � 00 0 1 − 2�2 � 

 

(2.4) 

 

β. στο χώρο ως : 

 

bcd
ce {E{D{�|ED|D�|�Ehci

cj = q5s
bcd
ce ~E~D~��ED�D���Ehci

cj +
bcd
ce {E�{D�{��|ED�|D��|�E�hci

cj
 

 

(2.5) 

 

όπου : 

q5suEu = _5a�3 

µε : 

5

 = 577 = 5gg = (1 − �)5(1 + �)(1 − 2�) 

5tt = 5oo = 5uu = 52(1 + �) 

5
7 = 57
 = 5
g = 5g
 = 57g = 5g7 = ��(1 + �)(1 − 2�) 

2.4.1.3 Σχέση ανηγµένων παραµορφώσεων – µετατοπίσεων 

 Η σχέση ανηγµένων παραµορφώσεων – µετατοπίσεων, συνδέει τις µετατοπίσεις ενός 

φορέα µε την παραµορφωσιακή του κατάσταση (όπως αυτή εκφράζεται από τις εξισώσεις 

ορισµού των ανηγµένων παραµορφώσεων της µηχανικής).  

Είδαµε πως οι µετατοπίσεις ενός σηµείου, γενικά, εξαρτώνται από τη θέση του και 

συνεπώς γράφουµε (σε καρτεσιανές συντεταγµένες) : 

α. στο ε̟ί̟εδο : _ka = ��f� = l�(�, 
)f(�, 
)m και 

β. στο χώρο : _ka = ��f�� = ��(�, 
, �)f(�, 
, �)�(�, 
, �)� 

µε �, f, �, τις συνιστώσες της µετατόπισης κατά τις διευθύνσεις των αξόνων του συστήµατος 

συντεταγµένων.  
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Η σχέση ανηγµένων παραµορφώσεων – µετατοπίσεων γράφεται αντίστοιχα : 

α. στο ε̟ί̟εδο : 

 

 

� ~E~D�ED} =
bcc
dc
ce JJ� 0

0 JJ
JJ
 JJ�hcc
ic
cj ��f� 

 

(2.6) 

 

β. στο χώρο : 

 

bcd
ce ~E~D~��ED�D���Ehci

cj =

bcc
ccc
d
ccc
cce

JJ� 0 0
0 JJ
 0
0 0 JJ�JJ
 JJ� 0
0 JJ� JJ
JJ� 0 JJ�hcc

ccc
i
ccc
ccj

��f�� 

 

(2.7) 

 

και συνοπτικότερα ως : 

 _ya = qJs_ka (2.8) 

 

όπου το µητρώο qJs είναι το µητρώο των διαφορικών τελεστών των σχέσεων 2.6 και 2.7. 

2.4.1.4 Συνθήκες συµβιβαστού και συνοριακές συνθήκες 

 Οι συνθήκες συµβιβαστού (compatibility conditions) απαιτούν τη διατήρηση της 

συνέχειας του υλικού ενός σώµατος όσο αυτό παραµορφώνεται. Περιγράφουν δηλαδή την 

απαίτηση συνέχειας των συναρτήσεων µετατόπισης σε κάθε θέση του στερεού.  

 Οι συνοριακές συνθήκες (boundary conditions) συνιστούν δεσµεύσεις που 

επιβάλλονται στο σώµα από το περιβάλλον του και αποτελούνται από τις : 
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α. δεσµεύσεις µετατο̟ίσεων : που επιβάλλονται στα τµήµατα εκείνα της κατασκευής που 

έρχονται σε άµεση επαφή µε σώµατα του περιβάλλοντος της µέσω των οποίων η κατασκευή 

στηρίζεται. Σε µια αµφιέρειστη δοκό, για παράδειγµα, δεσµευµένες είναι οι κατακόρυφες 

µετατοπίσεις των άκρων της. 

β. δεσµεύσεις τάσεων : που αφορούν στα τµήµατα εκείνα της επιφάνειάς της που δέχονται τα 

µεταβιβαζόµενα στην κατασκευή φορτία όπως, για παράδειγµα, το φορτίο χιονιού στη 

στέγη ενός µεταλλικού υπόστεγου. 

2.4.2 Αρχή των δυνατών έργων 

 Από τους διάφορους διαθέσιµους τρόπους µαθηµατικής εξαγωγής της εξίσωσης 

ισορροπίας και των µητρώων ακαµψίας των πεπερασµένων στοιχείων ενός φορέα (όπως π.χ. 

η αρχή της στάσιµης δυναµικής ενέργειας, η µέθοδος Rayleigh-Ritz, των σταθµικών 

υπολοίπων κλπ.) χρησιµοποιούµε εδώ την αρχή των δυνατών έργων (principle of virtual 

work) σύµφωνα µε την οποία : 

για οποιαδήποτε µικρή, ιδεατή και συµβατή µε τις συνθήκες συµβιβαστού και τις 

συνοριακές συνθήκες, παραµόρφωση ενός συστήµατος, το έργο των εξωτερικών 

επιφανειακών και µαζικών δυνάµεων που την προκαλούν ισούται µε τη µεταβολή της 

εσωτερικής ενέργειας παραµόρφωσης του 

Συµβολικά, για ένα πεπερασµένο στοιχείο e, η αρχή εκφράζεται ως : 

 �_Fya�_xa'���
= � _Fka�_�a'��� + � _Fka�_�a'+N��  

 

(2.9) 

όπου _Fya και _Fka τα διανύσµατα µεταβολής των ανηγµένων παραµορφώσεων και 

µετατοπίσεων αντίστοιχα σε τυχόν σηµείο του λόγω της επιβαλλόµενης σε αυτό ιδεατής 

παραµόρφωσης, _�a το διάνυσµα των µαζικών δράσεων και _�a το διάνυσµα των 

εξωτερικών προς το φορέα, επιφανειακών δράσεων στο στοιχείο, �: το χωρίο ολοκλήρωσης 

(εδώ όγκος ή η επιφάνεια που καταλαµβάνει το στοιχείο e) και J�: το σύνορο του.  

Το αριστερό µέλος της σχέσης 2.9, συνεπώς, εκφράζει τη µεταβολή στην εσωτερική 

ενέργεια παραµόρφωσης, ο πρώτος όρος του αθροίσµατος στο δεξί µέλος, το έργο των 

ασκούµενων µαζικών δυνάµεων και ο δεύτερος, το έργο των εξωτερικών επιφανειακών 

δυνάµεων.  

 Η υπόθεση για τη µορφή του πεδίου των µετατοπίσεων σε ένα πεπερασµένο 

στοιχείο, µας επιτρέπει όπως είδαµε και στην παράγραφο 2.3.1, να εκφράσουµε τις 

µετατοπίσεις _ka οποιουδήποτε εσωτερικού σηµείου ως συνάρτηση της θέσης και του 

διανύσµατος _`a των µετατοπίσεων των βαθµών ελευθερίας στους κόµβους του στοιχείου. 

Για το στοιχείο i µπορούµε συνεπώς να γράψουµε : 

 _ka = q�s_`a (2.10) 
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όπου q�s είναι µητρώο τα στοιχεία του οποίου καλούνται συναρτήσεις σχήµατος (shape 

functions) και είναι συναρτήσεις των συντεταγµένων, προσδιορίζεται δε, για κάθε είδος 

πεπερασµένου στοιχείου µε τρόπο που θα δούµε σε επόµενη παράγραφο. Επίσης, από τις 

σχέσεις 2.8 και 2.11 είναι : 

 _ya = qJs_ka = qJs(q�s_`a) = (qJsq�s)_`a = q�s_`a (2.11) 

 

όπου το µητρώο q�s = qJsq�s ονοµάζεται µητρώο ̟αραµόρφωσης (strain-displacement 

matrix) και συνδέει τις ανηγµένες παραµορφώσεις σε οποιοδήποτε σηµείο του στοιχείου µε 

τις µετατοπίσεις των βαθµών ελευθερίας του. 

Αντίστοιχα, για τις µεταβολές θα ισχύει : 

 _Fka = q�s_F`a (2.12a) 

 

 _Fka� = _F`a�q�s� (2.12b) 

 

και : 

 _Fya = q�s_F`a (2.13a) 

 

 _Fya� = _F`a�q�s� (2.13b) 

 

Με αντικατάσταση στη σχέση 2.9, µε χρήση και της 2.1c, λαµβάνουµε διαδοχικά : 

�_Fya�(q5s(_ya − _yza) + _xza)'� = �_Fka�_�a'� + �_Fka�_�a'+ ⇔ 

 

�_Fya�q5s_ya'� − �_Fya�q5s_yza'� + �_Fya�_xza'�
= �_Fka�_�a'� + �_Fka�_�a'+ ⇔ 

 

�_F`a�q�s�q5sq�s_`a'� − �_F`a�q�s�q5s_yza'� + �_F`a�q�s�_xza'�
= �_F`a�q�s�_�a'� + �_F`a�q�s�_�a'+ ⇔ 
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_F`a� H�q�s�q5sq�s'�_`a − �q�s�q5s_yza'� + �q�s�_xza'� − �q�s�_�a'�
− �q�s�_�a'+I = 0 

όπου τα διανύσµατα _F`a� και _`a µπορούν να εξαχθούν από τα ολοκληρώµατα καθώς δεν 

αποτελούν συναρτήσεις των συντεταγµένων. 

 Καθώς η τελευταία σχέση πρέπει να ισχύει για οποιαδήποτε ιδεατή επικόµβια 

µετατόπιση _F`a θα είναι και : 

�q�s�q5sq�s'�	_`a � �q�s�q5s_yza'� � �q�s�_xza'� � �q�s�_�a'�
� �q�s�_�a'+ � 0 

ή : 

 �q�s�q5sq�s'�	_`a
� �q�s�q5s_yza'� � �q�s�_xza'� � �q�s�_�a'�
� �q�s�_�a'+ 

 

(2.14) 

που µπορούµε τελικά να γράψουµε στη µορφή : 

qrs_`a � _�a 
όπου το µητρώο ακαµψίας qrs του στοιχείου e είναι  : 

 qrs � � q�s�q5sq�s'���  

 

(2.15) 

και το διάνυσµα _�a των εξωτερικών δράσεων του στοιχείου e : 

 _�a � � q�s�q5s_yza'��� � � q�s�_xza'��� � � q�s�_�a'���� � q�s�_�a'+N��  

 

(2.16) 

Η δυνατότητα αναλυτικού υπολογισµού των παραπάνω ολοκληρωµάτων εκτός από 

το ότι εξαρτάται άµεσα από την πολυπλοκότητα των ολοκληρωτέων ποσοτήτων, 

καθορίζεται και από τη µορφή του χωρίου ολοκλήρωσης, δηλαδή από τη µορφή του 

πεπερασµένου στοιχείου που συνήθως δεν είναι απλή. Έτσι η ολοκλήρωση τις περισσότερες 

φορές γίνεται µε αριθµητικές µεθόδους (όπως π.χ. µέθοδοι Gauss, Newton-Cotes κλπ.) αν 

και για απλά είδη στοιχείων, όπως αυτών που θα δούµε στη συνέχεια, υπάρχουν και 

αναλυτικοί τρόποι υπολογισµού. 
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2.4.3 Μητρώο ακαµψίας γραµµικού τριγωνικού στοιχείου  

 Στην παράγραφο αυτή  υπολογίζουµε το µητρώο q�s των συναρτήσεων σχήµατος, 

το µητρώο παραµόρφωσης q�s και τελικά το µητρώο ακαµψίας qrs του γραµµικού 

τριγωνικού στοιχείου που συµµετέχει στα µοντέλα επίπεδων φορέων που είτε εντείνονται 

(κατάσταση ε̟ί̟εδης έντασης), είτε παραµορφώνονται (κατάσταση ε̟ί̟εδης ̟αραµόρφωσης) 

µόνο στο επίπεδό τους. 

 Στο σχήµα 2.6 απεικονίζεται ένα γραµµικό τριγωνικό στοιχείο, µε τις συντεταγµένες 

και τις µετατοπίσεις των κόµβων του στο καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων.  

 

σχήµα 2.6 – γραµµικό τριγωνικό στοιχείο, 6 βαθµοί ελευθερίας 

Θεωρώντας τις οριζόντιες µετατοπίσεις, επιχειρούµε να εκφράσουµε συναρτήσει 

αυτών, την οριζόντια µετατόπιση κάθε σηµείου, µε συντεταγµένες (�, 
) στο εσωτερικό του 

τριγώνου. Υποθέτουµε αρχικά τη µορφή του πεδίου των οριζόντιων µετατοπίσεων : 

 �(�, 
) = 	 G
� � G7
 � Gg 
 

(2.17) 

ή 

 ���, 
� � q� 
 1s �G
G7Gg� 

 

(2.18) 

Είναι όµως �(��, 
�) = �� , > = 1 … 3, οπότε διαδοχικά, για � = 	 �
, 
 � 

 και � � 	�7, 
 � 
7 και � � 	�g, 
 � 
g λαµβάνουµε τις τρεις σχέσεις για τις επικόµβιες 

µετατοπίσεις : 

�
 � G
�
 � G7

 � Gg 

�7 � G
�7 � G7
7 � Gg 

�g � G
�g � G7
g � Gg 

και σε µητρωική µορφή : 
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 ��
�7�g� = ��
 

 1�7 
7 1�g 
g 1} �G
G7Gg� (2.19) 

ή συµβολικά : 

 ��
�7�g� = q�s �G
G7Gg� 

 

(2.20) 

και λύνοντας ως προς 〈K
 K7 Kg〉p είναι : 

 �G
G7Gg� = q�s�
 ��
�7�g� 

 

(2.20) 

και µε αντικατάσταση στη σχέση 2.18 : 

 �(�, 
) = q� 
 1sq�s�
 ��
�7�g� 

 

(2.21) 

ή συνοπτικότερα : 

 �(�, 
) = q��s ��
�7�g� 

 

(2.22) 

όπου : 

 q��s = q� 
 1sq�s�
 = q��
 ��7 ��gs 
 

(2.23) 

ο ̟ίνακας των συναρτήσεων σχήµατος για την οριζόντια µετατόπιση. Οµοίως, ακολουθώντας 

την ίδια πορεία για την κατακόρυφη συνιστώσα f(�, 
) έχουµε : 

 f(�, 
) = q�9s �f
f7fg� 

 

(2.24) 

όπου  : 

 q�9s = q� 
 1sq�s�
 = q�9
 �97 �9gs 
 

(2.25) 

είναι προφανώς : 

 q��s = q�9s = q�
 �7 �gs 
 

(2.26) 

Τελικά, συνδυάζοντας τις σχέσεις 2.22 – 2.26 λαµβάνουµε : 



45 Πεπερασµένα Στοιχεία 
 

��(�, 
)f(�, 
)� = l�
 �7 �g�
 �7 �gm
���
�� 
�
f
�7f7�gfg¡¢¢

¢¢£ 
που γράφεται συνοπτικά : 

 _ka = q�s_`a 
 

(2.26) 

 Το µητρώο παραµόρφωσης q�s υπολογίζεται εύκολα µε χρήση της σχέση 2.11. 

Παρατηρούµε πως, αφού το µητρώο q�s των συναρτήσεων σχήµατος αποτελείται από 

πολυώνυµα πρώτου βαθµού, το µητρώο παραµόρφωσης, που προκύπτει από την εφαρµογή 

του διαφορικού τελεστή qJs στο µητρώο των συναρτήσεων σχήµατος, θα είναι σταθερό, τα 

στοιχεία του δηλαδή δεν θα είναι συναρτήσεις των συντεταγµένων. Έτσι, οι ανηγµένες 

παραµορφώσεις είναι σταθερές σε όλη την έκταση του στοιχείου και εξαιτίας του γεγονότος 

αυτού, το γραµµικό τριγωνικό στοιχείο καλείται και σταθερής ̟αραµόρφωσης (constant strain 

triangle). 

 Για το µητρώο ακαµψίας qrs, έχουµε από τη σχέση 2.15 : 

qrs = � q�s�q5sq�s'���  

όπου q5s το µητρώο ελαστικότητας που, ανάλογα µε τις συνθήκες παραµόρφωσης του 

στοιχείου (επίπεδη ένταση ή επίπεδη παραµόρφωση), δίνεται από τη σχέση 2.3 ή 2.4. 

Καθώς το µητρώο q�s είναι σταθερό, θα είναι σταθερό και το γινόµενο  : 

q�s�q5sq�s 
στον όγκο του στοιχείου, οπότε η σχέση 2.15 γράφεται : 

 qrs = q�s�q5sq�s � '���  

 

(2.27) 

και για σταθερό πάχος t θα είναι '� = ¤'�, συνεπώς : 

 qrs = q�s�q5sq�s¤ � '�¥�  

 

(2.28) 

όπου το ολοκλήρωµα ¦ '�¥�  εκφράζει το εµβαδόν της επιφάνειας του τριγωνικού στοιχείου 

και δίνεται από την ορίζουσα : 

� '�¥� = 12 § 1 1 1�
 �7 �g

 
7 
g§ 
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που πρέπει να είναι θετική (η αρίθµηση των κόµβων πρέπει να ακολουθεί τη θετική φορά). 

2.4.4 Μητρώο ακαµψίας γραµµικού τετραεδρικού στοιχείου 

 Για το γραµµικό τετραεδρικό στοιχείο του σχήµατος 2.7, το πεδίο των 

µετατοπίσεων στο καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων περιγράφεται από το διάνυσµα 

_ka = ��f�� = ��(�, 
, �)f(�, 
, �)�(�, 
, �)� 

 

σχήµα 2.7 – γραµµικό τετραεδρικό στοιχείο – 12 βαθµοί ελευθερίας 

Ακολουθώντας παρόµοια διαδικασία µε αυτή για το γραµµικό τριγωνικό στοιχείο, 

υποθέτουµε για την πρώτη συνιστώσα του πεδίου των µετατοπίσεων : 

 �(�, 
, �) = 	 G
� � G7
 � Gg� � Gt 
 

(2.29) 

και σε µητρωική µορφή : 

 ���, 
, �� � q� 
 � 1s ¨G
G7GgGt
© 

 

(2.30) 

∆ιαδοχικά, αφού �(�
, 

) = �
 και �(�7, 
7) = �7 και �(�g, 
g) = �g και �(�t, 
t) = �t λαµβάνουµε τις ακόλουθες σχέσεις για τις επικόµβιες µετατοπίσεις : 

�
 = G
�
 + G7

 + Gg�
 + Gt 

�7 = G
�7 + G7
7 + Gg�7 + Gt 

�g = G
�g + G7
g + Gg�g + Gt 

�t = G
�g + G7
g + Gg�t + Gt 

και σε µητρωική µορφή : 
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 ¨�
�7�g�t
© = ��
 

 �
 1�7 
7 �7 1�g 
g �g 1�t 
t �t 1� ¨G
G7GgGt

© (2.31) 

ή συνοπτικότερα : 

 ¨�
�7�g�t
© = q�s ¨G
G7GgGt

© 

 

(2.32) 

και λύνοντας ως προς 〈K
 K7 Kg Kt〉p είναι : 

 ¨G
G7GgGt
© = q�s�
 ¨�
�7�g�t

© 

 

(2.33) 

και µε αντικατάσταση στη σχέση 2.29 : 

 �(�, 
, �) = q� 
 � 1sq�s�
 ¨�
�7�g�t
© 

 

(2.34) 

ή συµβολικά : 

 �(�, 
, �) = q��s ¨�
�7�g�t
© 

 

(2.35) 

όπου : 

 q��s = q� 
 � 1sq�s�
 = q��
 ��7 ��g ��ts 
 

(2.36) 

ο ̟ίνακας των συναρτήσεων σχήµατος για την οριζόντια µετατόπιση. Οµοίως, ακολουθώντας 

την ίδια πορεία για τις άλλες δύο συνιστώσες f(�, 
, �) και �(�, 
, �) έχουµε : 

 f(�, 
, �) = q�9s ¨�
�7�g�t
© 

 

(2.37) 

και : 

 �(�, 
, �) = q�Qs ¨�
�7�g�t
© 

 

(2.38) 

όπου  : 
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 q�9s = q� 
 � 1sq�s�
 = q�9
 �97 �9g �9ts 
 

(2.39) 

και : 

 q�Qs = q� 
 � 1sq�s�
 = q�Q
 �Q7 �Qg �Qts 
 

(2.40) 

είναι προφανώς : 

 q��s = q�9s = q�Qs = q�
 �7 �g �ts 
 

(2.41) 

Τελικά, συνδυάζοντας τις σχέσεις 2.35 – 2.41 λαµβάνουµε : 

ª�(�, 
, �)f(�, 
, �)�(�, 
, �)« = ��
 �7 �g �t�
 �7 �g �t�
 �7 �g �t�

��
��
��
��
��
� �
f
�
�7f7�7�gfg�g�tft�t¡¢

¢¢
¢¢
¢¢
¢¢
¢£

 

που γράφεται : 

 _ka = q�s_`a 
 

(2.42) 

 Το µητρώο παραµόρφωσης q�s υπολογίζεται µε τρόπο παρόµοιο µε αυτόν για το 

γραµµικό τριγωνικό στοιχείο και είναι και εδώ σταθερό. Υπολογίζουµε συνεπώς το µητρώο 

ακαµψίας ως : 

 qrs = q�s�q5sq�s � '���  

 

(2.43) 

όπου ο όρος ¦ '���  που εκφράζει τον όγκο του τετραέδρου, δίνεται από την ορίζουσα : 

� '��� = 16 ­ 1 1 1 1�
 �7 �g �t

 
7 
g 
t�
 �7 �g �t
­ 

η οποία πρέπει να είναι θετική5. 

                                                           
5 οι κόµβοι αριθµούνται ως εξής : 
τρείς από τους τέσσερεις κόµβους ορίζουν στο χώρο επίπεδο που τον διχοτοµεί σε δύο ηµιχώρους. Αυτοί οι 
κόµβοι αριθµούνται κατά τη θετική φορά και µε βάση τον κανόνα του δεξιού χεριού καθορίζουν τον ηµίχωρο 
στον οποίο πρέπει να ανήκει ο τέταρτος 
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2.4.5 Μητρώο ακαµψίας στοιχείου δοκού στο επίπεδο 

 Ως τώρα, κατά των υπολογισµό των µητρώων ακαµψίας του τριγωνικού και του 

τετραεδρικού στοιχείου σταθερής παραµόρφωσης, είδαµε ότι οι συναρτήσεις σχήµατος 

είναι ακριβώς ίδιες για κάθε συνιστώσα των επικόµβιων µετατοπίσεων �, f (ή και �). Είναι 

δηλαδή : 

q��s = q�9s(= q�Qs) 

Στοιχεία τέτοιου είδους ονοµάζονται στοιχεία συνεχούς µέσου (continuum elements) 

και συνδέουν άµεσα το πεδίο των τάσεων ή των παραµορφώσεων µε τις µετατοπίσεις στα 

άκρα τους.  

Επιχειρούµε στην παράγραφο αυτή να υπολογίσουµε το µητρώο ακαµψίας ενός 

στοιχείου δοκού στο ε̟ί̟εδο (beam element), το οποίο ανήκει στην κατηγορία των δοµικών 

στοιχείων (structural elements) που συνδέουν τις µετακινήσεις των βαθµών ελευθερίας τους 

µε τα εντατικά τους µεγέθη (ορθές και διατµητικές δυνάµεις, καµπτικές και στρεπτικές 

ροπές). 

 

σχήµα 2.8 – στοιχείο δοκού στο ε̟ί̟εδο 

Οι βαθµοί ελευθερίας, εκτός από τις κατακόρυφες µετατοπίσεις �
, �7 στα άκρα 

του στοιχείου, όπως φαίνεται στο σχήµα 2.8, περιλαµβάνουν και τις στροφές ®
, ®7 ενώ το 

πεδίο των µετατοπίσεων στο εσωτερικό προσεγγίζεται από το κυβικό πολυώνυµο : 

 �(�) = Kg�g + 	G7�7 � G
� � G� 
 

(2.44) 

ή διανυσµατικά : 

 ���� � q�g �7 � 1s ¨GgG7G
G�
© (2.45) 

 

και αφού για µικρές µετατοπίσεις �(�) κατά µήκος της δοκού ισχύει για τη στροφή : 

 ®(�) = �′(�) (2.46) 

θα είναι και : 
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 ®(�) = q3�7 2� 1 0s ¨GgG7G
G�
© (2.47) 

 

και τοποθετώντας την αρχή του συστήµατος συντεταγµένων στο άκρο 1 της δοκού, 

λαµβάνουµε για δοκό µήκους	¯  διαδοχικά για � � 0, � � ¯ τις σχέσεις : 

 �
 � q0g 07 0 1s ¨GgG7G
G�
© (2.48) 

 

 ®
 = q3 ∙ 07 2 ∙ 0 1 0s ¨GgG7G
G�
© (2.49) 

 

 �7 = q ḡ 7̄ ¯ 1s ¨GgG7G
G�
© (2.50) 

   

 
 
 
 
 

®7 = q3 7̄ 2¯ 1 0s ¨GgG7G
G�
© 

(2.51) 

και σε µητρωική µορφή : 

 ¨�
®
�7®7
© = � 0 0 0 10 0 1 0ḡ 7̄ ¯ 13 7̄ 2¯ 1 0� ¨KgK7K
K�

© 

 

(2.52) 

ή : 

 ¨�
®
�7®7
© = ± ¨KgK7K
K�

© (2.53) 

Συνεπώς : 

 ¨KgK7K
K�
© = ±�
 ¨�
®
�7®7

© (2.54) 

όπου : 
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±�
 =
���
�  2 ḡ² 1 7̄² −2 ḡ² 1 7̄²−3 7̄² −2 ¯² 3 7̄² −1 ¯²0 1 0 01 0 0 0 ¡¢¢

¢£
 

 

(2.55) 

Με αντικατάσταση στη σχέση 2.45 έχουµε : 

 �(�) = q�g �7 � 1s±�
 ¨�
®
�7®7
© (2.56) 

ή 

 

�(�) = q�g �7 � 1s
���
�  2 ḡ² 1 7̄² −2 ḡ² 1 7̄²−3 7̄² −2 ¯² 3 7̄² −1 ¯²0 1 0 01 0 0 0 ¡¢¢

¢£ ¨�
®
�7®7
© 

 

(2.57) 

 

οπότε εκτελώντας τον πολλαπλασιασµό µεταξύ των δύο πρώτων µητρώων λαµβάνουµε : 

 �(�)
= ³2�g ḡ² − 3�7 7̄² + 1 � − 2�7 ¯² + �g 7̄² 3�7 7̄² − 2�g ḡ² �g 7̄² − �7 ¯² ´ ¨�
®
�7®7

© 

 

(2.58) 

ή µητρωικά : 

 �(�) = q�s 	¨�
®
�7®7
© 

 

(2.59) 

Για τον υπολογισµό του µητρώου παραµόρφωσης χρησιµοποιούµε τη γνωστή από 

την αντοχή των υλικών σχέση που συνδέει την καµπυλότητα της δοκού µε την ορθή 

ανηγµένη παραµόρφωση µιας ίνας σε απόσταση 
 από τον ουδέτερο άξονα : 

~�
� � �
 '7�'�7 

και µε αντικατάσταση της σχέσης 2.59 στην παραπάνω σχέση, λαµβάνουµε τελικά : 

 ~ � �
 '7q�s'�7 	¨�
®
�7®7
© (2.60) 

 

ή : 
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 ~ = q�s 	¨�
®
�7®7
© (2.61) 

 

όπου : 

 q�s � �
 '7q�s'�7  (2.62) 

 

ή : 

 q�s � �
 �12�ḡ − 6̄7 6�̄7 − 4̄ 6̄7 − 12�ḡ 6�̄7 − 2¯� 

 
(2.63) 

 

Υπολογίζουµε τέλος το µητρώο ακαµψίας από τη σχέση 2.15 ως : 

qrs = � q�s�5q�s'��� = 

= � 
7'�¥ �
��
��
��
� 12�ḡ − 6̄76�̄7 − 4̄

6̄7 − 12�ḡ6�7̄ − 2¯ ¡¢
¢¢
¢¢
¢£

5 �12�ḡ − 6̄7 6�̄7 − 4̄ 6̄7 − 12�ḡ 6�7̄ − 2¯� '�¶
�  

όπου Ε το µέτρο ελαστικότητας της δοκού, 

και καθώς : 

� 
7'�¥ = · 

· η ροπή αδράνειας της διατοµής της δοκού που θεωρείται σταθερή κατά µήκος της θα 

είναι : 
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qrs =
��
��
��
�  12�¸ḡ 6�¸7̄ −12�¸ḡ 6�¸7̄6�¸7̄ 45¸¯ −6�¸7̄ 2�¸¯−12�¸ḡ −6�¸7̄ 12�¸ḡ −6�¸7̄6�¸7̄ 2�¸¯ −6�¸7̄ 4�¸¯ ¡¢

¢¢
¢¢
¢£
 

 

(2.64) 
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2.5 Μόρφωση εξίσωσης ισορροπίας φορέα 

Έχοντας υπολογίσει το µητρώο ακαµψίας καθενός από τα πεπερασµένα στοιχεία 

από τα οποία αποτελείται ένας φορέας, το επόµενο βήµα στην ανάλυση είναι η µόρφωση 

του µητρώου ακαµψίας και της εξίσωσης ισορροπίας του φορέα στο σύνολό του, όπως 

είδαµε στην παράγραφο 2.4.1.1. Θα δούµε έναν τρόπο υπολογισµού των παραπάνω για τη 

συνεχή δοκό του σχήµατος 2.9 που συντίθεται από δύο στοιχεία δοκού στο επίπεδο και 

φορτίζεται µε τα επικόµβια φορτία ¹
 ως ¹u. Η διαδικασία υπολογισµού που περιγράφεται 

εδώ, εύκολα γενικεύεται σε φορείς που αποτελούνται από άλλα είδη στοιχείων, όπως αυτά 

που γνωρίσαµε στις παραγράφους 2.4.3 και 2.4.4. 

 

σχήµα 2.9 – συνεχής δοκός 

Για τα µητρώα ακαµψίας των µελών 1 και 2, έχουµε συµβολικά : 

qrs
 =
bcd
cer


 r
7
 r
g
 r
t
r7

 r77
 r7g
 r7t
rg

 rg7
 rgg
 rgt
rt

 rt7
 rtg
 rtt
 hci

cj
 

και : 

qrs7 =
bcd
cer

7 r
77 r
g7 r
t7r7
7 r777 r7g7 r7t7rg
7 rg77 rgg7 rgt7rt
7 rt77 rtg7 rtt7 hci

cj
 

όπου _ra3��  στα παραπάνω µητρώα, ο δείκτης ακαµψίας στη θέση ºr για το στοιχείο > 
σύµφωνα µε όσα εκτέθηκαν στην παράγραφο 2.3.2. 

 Η δύναµη που πρέπει να ασκηθεί συνεπώς σε ένα στοιχείο	> κατά το βαθµό 

ελευθερίας º λόγω µετακίνησης (µετατόπισης ή στροφής) �� κατά το βαθµό ελευθερίας r, 

µε µηδενικές τις υπόλοιπες µετακινήσεις, σύµφωνα µε τον τρόπο που ορίστηκαν οι δείκτες 

ακαµψίας, θα είναι : 

r3�� �� 
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και συνεπώς η δύναµη που ασκείται στον κόµβο στον οποίο συντρέχει το µέλος θα είναι λόγω 

της αρχής δράσης – αντίδρασης : 

−r3�� �� 

Τα εξωτερικά φορτία προκαλούν στους κόµβους του φορέα µετακινήσεις κατά τις 

διευθύνσεις των βαθµών ελευθερίας του που πρέπει να είναι τέτοιες ώστε οι εσωτερικές 

δυνάµεις (ή εντατικά µεγέθη) που ασκούνται σε έναν κόµβο του φορέα από τα στοιχεία που 

συντρέχουν σε αυτόν, να ισορροπούν µε τα εξωτερικά φορτία. 

Μπορούµε συνεπώς, να γράψουµε τις εξισώσεις ισορροπίας ξεχωριστά για κάθε 

κόµβο του φορέα του σχήµατος 2.9 ως : 

a. κόµβος 1, διεύθυνση βαθµού ελευθερίας 1 

¹
 − r


 �
 − r
7
 �7 − r
g
 �g − r
t
 �t = 0 

β. κόµβος 1, διεύθυνση βαθµού ελευθερίας 2 

¹7 − r7

 �
 − r77
 �7 − r7g
 �g − r7t
 �t = 0 

γ. κόµβος 2, διεύθυνση βαθµού ελευθερίας 3 

¹g − rg

 �
 − rg7
 �7 − (rgg
 + r

7 )�g − (rgt
 + r
77 )�t − r
g7 �o − r
t7 �u = 0 

δ. κόµβος 2, διεύθυνση βαθµού ελευθερίας 4 

¹t − rt

 �
 − rt7
 �7 − (rtg
 + r7
7 )�g − (rtt
 + r777 )�t − r7g7 �o − r7t7 �u = 0 

ε. κόµβος 3, διεύθυνση βαθµού ελευθερίας 5 

¹o − rg
7 �g − rg77 �t − rgg7 �o − rgt7 �u = 0 

στ. κόµβος 3, διεύθυνση βαθµού ελευθερίας 6 

¹u − rt
7 �g − rt77 �t − rtg7 �o − rtt7 �u = 0 

όπου οι ποσότητες ¹
,	¹g,	¹o αποτελούν το άθροισµα των γνωστών, εξωτερικά 

επιβαλλόµενων, επικόµβιων φορτίων και των (άγνωστων) αντιδράσεων στήριξης. 

Γράφοντας τις παραπάνω σχέσεις σε µητρωική µορφή, λαµβάνουµε : 

���
�� 
¹
¹7¹g¹t¹o¹u¡¢

¢¢¢
£
�

bcc
d
ccer


 r
7
 r
g
 r
t
r7

 r77
 r7g
 r7t
rg

 rg7
 rgg
 � r

7 rgt
 � r
77 r
g7 r
t7rt

 rt7
 rtg
 � r7
7 rtt
 � r777 r7g7 r7t7rg
7 �g rg77 rgg7 rgt7rt
7 rt77 rtg7 rtt7 hcc

i
ccj

���
�� 
�
�7�g�t�o�u¡¢

¢¢¢
£
 

ή συνοπτικά : 
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 _va = qrs_na (2.65) 

 

όπου το _va διάνυσµα των εξωτερικών δράσεων (φορτίων και αντιδράσεων στήριξης), _na 

το διάνυσµα των επικόµβιων µετατοπίσεων και qrs το µητρώο ακαµψίας του φορέα. 

2.6 Επίλυση εξίσωσης ισορροπίας, επιβολή συνοριακών 

συνθηκών 

 Η εξίσωση ισορροπίας 2.65 δεν είναι δυνατό να επιλυθεί άµεσα ως προς το 

διάνυσµα _na των µετατοπίσεων αφενός γιατί το µητρώο ακαµψίας qrs δεν είναι 

αντιστρέψιµο, αφετέρου γιατί το διάνυσµα _va των εξωτερικών φορτίσεων δεν είναι πλήρως 

γνωστό λόγω της ύπαρξης των άγνωστων αντιδράσεων στήριξης, αλλά επίσης, καθώς κάποιες 

από τις µετατοπίσεις είναι δεσµευµένες λόγω των συνοριακών συνθηκών, δηλαδή των 

στηρίξεων του φορέα. Θα είναι δηλαδή : 

�
 = �g = �o = 0 

αφού οι αρθρώσεις στους κόµβους 1, 2 και 3 απαγορεύουν την κατακόρυφη µετατόπιση. 

Μπορούµε να γράψουµε µε διαφορετική σειρά τις εξισώσεις ισορροπίας κάθε 

κόµβου διαχωρίζοντας τις γνωστές από τις άγνωστες ποσότητες ως εξής : 

¹7 − r77
 �7 − r7t
 �t − r7

 �
 − r7g
 �g = 0 

¹t − rt7
 �7 − (rtt
 + r777 )�t − r7t7 �u − rt

 �
 − (rtg
 + r7
7 )�g − r7g7 �o = 0 

¹u − rt77 �t − rtt7 �u − rt
7 �g − rtg7 �o = 0 

¹
 − r
7
 �7 − r
t
 �t − r


 �
 − r
g
 �g = 0 

¹g − rg7
 �7 − (rgt
 + r
77 )�t − r
t7 �u − rg

 �
 − (rgg
 + r

7 )�g − r
g7 �o = 0 

¹o − rg77 �trgt7 �u − rg
7 �g − rgg7 �o−= 0 

γράφοντας δηλαδή : 

α. πρώτα τις εξισώσεις για τους βαθµούς ελευθερίας που δεν είναι δεσµευµένοι, εδώ για τους 

βαθµούς ελευθερίας 2, 4 και 6 

β. σε κάθε εξίσωση, τελευταίους τους όρους που αναφέρονται σε βαθµούς ελευθερίας µε 

γνωστές µετατοπίσεις, εδώ 1, 3 και 5. 

Οι παραπάνω σχέσεις οδηγούν στην αναδιατεταγµένη µητρωική µορφή : 
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���
�� 
¹7¹t¹u¹
¹g¹o¡¢¢

¢¢£ =
bcc
d
ccer77
 r7t
 r7

 r7g
rt7
 rtt
 + r777 r7t7 rt

 rtg
 + r7
7 r7g7rt77 rtt7 rt
7 rtgor
7
 r
t
 r


 r
g
rg7
 rgt
 + r
77 r
t7 rg

 rgg
 + rgg7 r
g7rg77 rgt7 rg
7 rgg7 hcc

i
ccj

���
�� 

�7�t�u�
 = 0�g = 0�o = 0¡¢¢
¢¢£ 

που µπορούµε να γράψουµε µε χρήση υποµητρώων ως : 

 �)»)¼� = lr»» r»¼r¼» r¼¼m �w»w¼� (2.66) 

όπου : 

,v½/ = �¹7¹t¹u� το διάνυσµα των γνωστών επικόµβιων φορτίσεων, 

_v¾a = �¹
¹g¹o� το διάνυσµα των φορτίσεων που περιλαµβάνουν τις (άγνωστες) αντιδράσεις 

στήριξης, 

,n½/ = ��7�t�u� το διάνυσµα των άγνωστων µετατοπίσεων των βαθµών ελευθερίας που δεν 

είναι δεσµευµένοι και 

_n¾a = ��
�g�o� το διάνυσµα των δεσµευµένων µετατοπίσεων που είναι γνωστές (εδώ 

µηδενικές). 

Η εξίσωση 2.66 ισοδυναµεί µε το ζεύγος των µητρωικών εξισώσεων : 

 ,v½/ = ¿r»»À,n½/ + ¿r»¼À_n¾a (2.67a) 

 

 _v¾a = ¿r¼»À,n½/ + qr¼¼s_n¾a (2.67b) 

 

Επιλύοντας τη σχέση 2.67a ως προς το διάνυσµα ,n½/ υπολογίζουµε τις άγνωστες 

µετατοπίσεις ως : 

,v½/ − ¿r»¼À_n¾a = ¿r»»À,n½/ 
και : 

 ,n½/ = ¿r»»À�
-,v½/ − ¿r»¼À_n¾a. 

 
(2.68) 
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και µε αντικατάσταση στη σχέση 2.67b, λαµβάνουµε τις άγνωστες επικόµβιες φορτίσεις : 

 _v¾a = ¿r¼»À¿r»»À�
-,v½/ − ¿r»¼À_n¾a. + qr¼¼s_n¾a (2.69) 

 

οπότε έχουµε πλήρως προσδιορίσει τα διανύσµατα _va και _na. 
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Κεφάλαιο 3 

 

 Στοχαστικές ∆ιαδικασίες 
 

 

 

 

3.1 Πιθανότητες και τυχαίες µεταβλητές 

3.1.1 Θεµελιώδεις έννοιες 

τη θεωρία των πιθανοτήτων ασχολούµαστε µε τα αποτελέσµατα των ̟ειραµάτων 

τύχης (random experiments), των διαδικασιών εκείνων που, αν και είναι δυνατό να 

επαναληφθούν αρκετές φορές υπό τις ίδιες συνθήκες, όπως π.χ. η ρίψη ενός 

νοµίσµατος ή ενός ζαριού, η έκβασή τους σε κάθε επανάληψη δεν είναι δυνατό να 

προβλεφθεί. ∆εν υπάρχει, δηλαδή, σαφώς προσδιορισµένος (ντετερµινιστικός) νόµος που 

παρέχει το αποτέλεσµα ενός πειράµατος τύχης συναρτήσει των παραµέτρων που το 

επηρεάζουν, καθώς οι παράµετροι αυτές, είτε είναι πολυπληθείς είτε άγνωστες ή ο ακριβής 

τρόπος επιρροής τους στην έκβαση του πειράµατος είναι δύσκολο να προσδιοριστεί. 

 Το σύνολο όλων των δυνατών αποτελεσµάτων ενός πειράµατος τύχης καλείται 

δειγµατοχώρος (sample space) και συµβολίζεται µε +, ενώ ένα στοιχείο του δειγµατοχώρου, 

που αντιστοιχεί και σε ένα αποτέλεσµα του πειράµατος, συµβολίζεται µε Á και ονοµάζεται 

α̟λό ενδεχόµενο (elementary event). Σύνολα � απλών ενδεχοµένων, που συνιστούν και 

υποσύνολα του δειγµατοχώρου + αναφέρονται ως ενδεχόµενα (events). 

 Μπορούµε να ορίσουµε (αξιωµατικά) την ̟ιθανότητα (probability) Â(�) ενός 

ενδεχοµένου � ενός (άπειρου) δειγµατοχώρου +, ως έναν πραγµατικό αριθµό που αντιστοιχεί 

στο ενδεχόµενο � και ικανοποιεί τα ακόλουθα αξιώµατα : 

αξίωµα 1ο : Â(�) ≥ 0 

αξίωµα 2ο : Â(+) = 1 

Σ
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αξίωµα 3ο
 : εάν �
, �7, … µια ακολουθία ενδεχοµένων του + µε : 

�� ∩ �3 = ∅ 

όταν > ≠ º θα είναι : 

Â ÆÇ ��
È

�	
 É = � Â(��)È
�	
  

Ισχύουν επίσης οι σχέσεις : 

1. Â(�) ≤ 1 για κάθε ενδεχόµενο � και 

2. Â(∅) = 0 

 

3.1.2 Τυχαίες µεταβλητές 

Ονοµάζουµε τυχαία µεταβλητή (random variable) µια πραγµατική συνάρτηση η 

οποία αντιστοιχεί σε κάθε σηµείο Á (απλό ενδεχόµενο) του δειγµατοχώρου + έναν 

πραγµατικό αριθµό. Για µια τυχαία µεταβλητή Ë γράφουµε : 

Ë:	Á ∈ + ⟶ Î�Á� ∈ ℝ 

 Εάν η τυχαία µεταβλητή Ë λαµβάνει διακριτές τιµές, ονοµάζεται διακριτή τυχαία 

µεταβλητή (discrete random variable), διαφορετικά ονοµάζεται συνεχής τυχαία µεταβλητή 

(continuous random variable). Στα επόµενα, ασχολούµαστε αποκλειστικά µε συνεχείς 

τυχαίες µεταβλητές. 

 Χρησιµοποιώντας την τυχαία µεταβλητή Ë είναι δυνατό να ορίσουµε διάφορα 

ενδεχόµενα στον +  καθώς και τις αντίστοιχες πιθανότητές τους, όπως π.χ.  

α. το ενδεχόµενο 5
 που αποτελείται από όλα τα στοιχεία Á του δειγµατοχώρου για τα 

οποία η τυχαία µεταβλητή Ë λαµβάνει την τιµή � : 

5
 � _Á: Ë�Á� � �a 
και την αντίστοιχη πιθανότητα : 

Â�5
� � Â�Ë � �� � Â_Á: Ë�Á� � �a 
β. το ενδεχόµενο 57 που αποτελείται από όλα τα στοιχεία Á του δειγµατοχώρου για τα 

οποία η τυχαία µεταβλητή Ë λαµβάνει τιµές µεγαλύτερες ή ίσες της τιµής �: 

57 � _Á: Ë�Á� ≥ �a 
και την αντίστοιχη πιθανότητα : 

Â�57� � Â�Ë ≥ �� � Â_Á: Ë�Á� ≥ �a 
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κλπ. 

 Ορίζουµε τη συνάρτηση κατανοµής ̟ιθανότητας (cumulative distribution function) της 

τυχαίας µεταβλητής Ë ως : 

ÐE(�) = Â(Ë ≤ �), −∞ < � < ∞ 

Μερικές από τις ιδιότητές της προκύπτουν άµεσα από τον ορισµό της : 

1. 0 ≤ ÐE(�) ≤ 1 

2. η ÐE(�) είναι αύξουσα 

3. limE→È ÐE(�) = 1, limE→�È ÐE(�) = 0 

Η συνάρτηση ̟υκνότητας ̟ιθανότητας (probability density function) της τυχαίας 

µεταβλητής Ë ορίζεται ακολούθως ως : 

&Ö(�) = 'ÐE(�)'� , −∞ < � < ∞ 

και ισχύει : 

ÐE(�) = � &Ö(×)'×E
�È  

Μερικές από τις ιδιότητες της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας είναι : 

1. &Ö(�) ≥ 0, −∞ < � < ∞ 

2. ¦ &Ö(�)'�È�È = 1 

3. Â(G < � < �) = ¦ &Ö(�)'�Ø8  

3.1.3 Μέση τιµή, διασπορά, κυρτότητα και ροπές τυχαίας 

µεταβλητής 

Η µέση τιµή (mean value) µιας τυχαίας µεταβλητής Ë ορίζεται ως : 

ÙÖ = 5(Ë) = � �&Ö(�)'�È
�È  

ενώ η διασ̟ορά (variance) ως : 

{Ö7 = �G$(Ë) = 5(_Ë − 5(Ë)a7) = � (� − ÙÖ)7&Ö(�)'�È
�È  

και η τυ̟ική α̟όκλιση (standard deviation) : 

{Ö = Ú{Ö7 
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Η κυρτότητα (skewness) µιας τυχαίας µεταβλητής ορίζεται ως : 

� = 5(_Ë − 5(Ë)ag) = � (� − ÙÖ)g&Ö(�)'�È
�È  

Τέλος, η n-οστή ρο̟ή (nth moment) της τυχαίας µεταβλητής Ë ορίζεται ως : 

5(Ë�) = � ��&Ö(�)'�È
�È  

ενώ η n-οστή κεντρική ρο̟ή (nth central moment) ως : 

5_(Î − 5(Ë))�a = � (� − ÙÖ)�&Ö(�)'�È
�È  

Παρατηρούµε ότι η διασπορά είναι η 2η κεντρική ροπή ενώ η κυρτότητα, η 3η. 

3.1.4 Κανονική κατανοµή 

 Μια πολύ συχνά χρησιµοποιούµενη συνεχής τυχαία µεταβλητή είναι η κανονική 

τυχαία µεταβλητή ή κατανοµή Gauss (normal random variable or gaussian distribution) µε 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας : 

&Ö(�) = 1√2Ü{ ��(E�Ý)[7Þ[  

όπου Ù και {, παράµετροι της κατανοµής. 

Η αντίστοιχη συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας γράφεται : 

ÐÖ(�) = 1√2Ü{ � ��(ß�Ý)[7Þ[E
�È '× 

και αποδεικνύεται ότι για τη µέση τιµή και τη διασπορά της κανονικής τυχαίας µεταβλητής 

ισχύει : 

5(Ë) = Ù 

�G$(Ë) = {7 

Χρησιµοποιείται επίσης ο συµβολισµός : 

�(Ù, {7) 

για µια τυχαία µεταβλητή Ë που ακολουθεί την κατανοµή Gauss µε µέση τιµή Ù και 

διασπορά {7. 
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Αποδεικνύεται τέλος, ότι για τις κεντρικές ροπές µιας κανονικής τυχαίας µεταβλητής Ë θα είναι : 

5_(Ë − Ù)�a = � 0, 4	Ü~Wà||όâ{� ∙ 2� 7² ∙ Ü�
 7² ∙ ã H4 � 12 I , 4	άW|àåâ� 
3.1.5 Πολυδιάστατες τυχαίες µεταβλητές 

3.1.5.1 n-διάστατες τυχαίες µεταβλητές 

Ονοµάζουµε n-διάστατη τυχαία µεταβλητή (n-variate random variable) ή n-διάστατο 

τυχαίο διάνυσµα (n-dimensional random vector) µια πραγµατική συνάρτηση η οποία 

αντιστοιχεί σε κάθε σηµείο Á δειγµατοχώρου + µια διατεταγµένη n-άδα πραγµατικών 

αριθµών. Για ένα τυχαίο διάνυσµα æ γράφουµε : 

æ � �Ë
, Ë7, … , Ë��:	Á ∈ + ⟶ ç�Á� ∈ ℝ� 

ενώ ορίζουµε την α̟ό κοινού συνάρτηση κατανοµής ̟ιθανότητας (joint cumulative distribution 

function) του διανύσµατος ως : 

ÐÖZÖ[…Ö\��
, �7, … ��� � Â�Ë
 ≤ �
, Ë7 ≤ �7, … , Ë� ≤ ��� 

και την α̟ό κοινού συνάρτηση ̟υκνότητας ̟ιθανότητας (joint probability distribution function) 

ως : 

&ÖZÖ[…Ö\��
, �7, … ��� � J�ÐÖZÖ[…Ö\��
, �7, … ���J�
�7 …��  

που ̟εριγράφει ̟λήρως τη n-διάστατη τυχαία µεταβλητή καθώς κάθε άλλη συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας µικρότερης τάξης (̟εριθώρια συνάρτηση ̟υκνότητας ̟ιθανότητας) 

µπορεί να υπολογιστεί µε κατάλληλες ολοκληρώσεις. Έτσι π.χ. θα είναι για την περιθώρια 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 1ης τάξης : 

&ÖZ��
� � � …� &ÖZÖ[…Ö\��
, �7, … ���È
�È '�7 …'��È

�È  

Επίσης : 

ÐÖZÖ[…Ö\��
, �7, … ��� � � …� &ÖZÖ[…Ö\�×
, ×7, … ×��EZ
�È '×
 …'×�E\

�È  

και : 

Â�æè�� � � … � &ÖZÖ[…Ö\�×
, ×7, … ×��'×
 …'×��EZ,E[,…E\�∈é  
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Τέλος, οι τυχαίες µεταβλητές Ë
, Ë7, … , Ë� του τυχαίου διανύσµατος λέγονται 

ανεξάρτητες (independent) αν και µόνο αν ισχύει : 

&ÖZÖ[…Ö\(�
, �7, … ��) = &ÖZ(�
)&Ö[(�7) … &Ö\(��) 

ή : 

ÐÖZÖ[…Ö\(�
, �7, … ��) = ÐÖZ(�
)ÐÖ[(�7) … ÐÖ\(��) 

 

3.1.5.2 Μέση τιµή, διασπορά και συνδιακύµανση 

Ορίζουµε τη µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής Ë� στο τυχαίο διάνυσµα æ ως : 

Ù� = 5(Ë�) = � … � ��&ÖZÖ[…Ö\(�
, �7, … ��)È
�È '�
 … '��È

�È  

τη διασ̟ορά της τυχαίας µεταβλητής Ë� ως : 

{�7 = � … � (�� − Ù�)7&ÖZÖ[…Ö\(�
, �7, … ��)È
�È '�
 … '��È

�È  

και την τυ̟ική α̟όκλιση {� ως : 

{� = Ú{�7 

Η συνδιακύµανση (covariance) {�3 δύο τυχαίων µεταβλητών Ë� και Ë3 στο τυχαίο διάνυσµα æ ορίζεται ως : 

{�3 = êëf-Ë�, Ë3. = � … � (�� − Ù�)(�3 − Ù3)&ÖZÖ[…Ö\(�
, �7, … ��)È
�È '�
 … '��È

�È= 5¿(Ë� − Ù�)(Ë3 − Ù3)À 
ενώ ο συντελεστής συσχέτισης (correlation coefficient) W�3 ως : 

W�3 = êëf-Ë�, Ë3.{�{3 = {�3{�{3 

Ισχύει : 

−1 ≤ W�3 ≤ 1 

Ο συντελεστής συσχέτισης δύο τυχαίων µεταβλητών αποτελεί µέτρο της µεταξύ τους 

γραµµικής εξάρτησης. 
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Τέλος, εάν êëf-Ë�, Ë3. = 0 λέµε ότι οι τυχαίες µεταβλητές Ë� και Ë3 είναι 

ασυσχέτιστες (uncorrelated). Αποδεικνύεται ότι εάν δυο τυχαίες µεταβλητές είναι 

ανεξάρτητες τότε θα είναι και ασυσχέτιστες, ωστόσο το αντίστροφο δεν ισχύει γενικά. 

3.1.6 Πολυδιάστατη κανονική κατανοµή 

Έστω æ = (Ë
, Ë7, … , Ë�) τυχαίο διάνυσµα που γράφεται στη µορφή : 

æ = ¨Ë
Ë7⋮Ë�
© 

και í διάνυσµα του ℝ� που µπορεί να γραφεί ως : 

í = ¨�
�7⋮��
© 

Λέµε ότι το τυχαίο διάνυσµα συνιστά n-διάστατη κανονική τυχαία µεταβλητή (n-variate 

normal random variable) ή εναλλακτικά, ότι ακολουθεί την n-διάστατη κανονική κατανοµή (n-

variate normal distribution) όταν η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του, 

δίνεται από τη σχέση : 

&ÖZÖ[…Ö\(�
, �7, … ��) = 1(2Ü)� 7² |'�¤ï|
 7² ��
7(í�ð)ñòóZ(í�ð)
 

όπου : 

ð = 5(æ) = ¨5(Ë
)5(Ë7)⋮5(Ë�)© 

το διάνυσµα των µέσων τιµών (vector mean) και ï το µητρώο συνδιακύµανσης (covariance 

matrix) που δίνεται από τη σχέση : 

ï = �{

 ⋯ {
�⋮ ⋱ ⋮{�
 ⋯ {��� 

όπου : 

{�3 = êëf-Ë�, Ë3. 

3.2 Στοχαστικές διαδικασίες 

3.2.1 Ορισµοί 
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 Σε αντιστοιχία µε τις τυχαίες µεταβλητές και τα τυχαία διανύσµατα που αποτελούν 

κανόνες ανάθεσης ενός η περισσότερων, αντίστοιχα, πραγµατικών αριθµών σε απλά 

ενδεχόµενα, µια στοχαστική διαδικασία (stochastic process) Ë(¤) είναι ένας κανόνας 

αντιστοίχισης µιας  πραγµατικής (ή µιγαδικής) συνάρτησης �(¤) σε κάθε σηµείο ζ ενός 

δειγµατοχώρου S. Γράφουµε δηλαδή : 

Ë:	Á ∈ +, ¤ ∈ ö ⟶ ��¤� ∈ ℱ 

Το σύνολο T ονοµάζεται και σύνολο ̟αραµέτρων (parameter set) ενώ το σύνολο 

τιµών της συνάρτησης ��¤� καλείται και χώρος καταστάσεων (state space) της διαδικασίας.  

Εάν το σύνολο παραµέτρων είναι διακριτό, η διαδικασία αναφέρεται ως διαδικασία 

διακριτής ̟αραµέτρου (discrete-parameter process), διαφορετικά ως διαδικασία συνεχούς 

̟αραµέτρου (continuous-parameter process). Ανάλογα, εάν ο χώρος καταστάσεων είναι 

διακριτό σύνολο, η διαδικασία καλείται διακριτής κατάστασης (discrete-state process) ενώ εάν 

είναι συνεχές, η διαδικασία καλείται συνεχούς κατάστασης (continuous-state process). Στα 

επόµενα, ασχολούµαστε αποκλειστικά µε διαδικασίες συνεχούς χρόνου - συνεχούς 

κατάστασης. 

Μια στοχαστική διαδικασία συνεπώς, σύµφωνα µε τα παραπάνω : 

1. Αποτελεί µια οικογένεια (ή σύνολο) συναρτήσεων Î�¤, Á� όταν και οι δύο παράµετροι ¤, Á είναι µεταβλητές 

2. Για ένα συγκεκριµένο Á � Á� ∈ + συνιστά µια µόνο συνάρτηση ��¤�, σε 

αντιστοιχία µε την τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής για ένα σηµείο Á του 

δειγµατοχώρου, η οποία καλείται δειγµατοσυνάρτηση (sample function) 

3. Για ένα συγκεκριµένο ¤ � ¤� ∈ ö αποτελεί τυχαία µεταβλητή στη θέση ¤� και 

εκφράζει την κατάσταση (state) της διαδικασίας στη θέση εκείνη. 

3.2.2 Χαρακτηριστικά µεγέθη 

3.2.2.1 Πιθανοτική περιγραφή 

Έστω η στοχαστική διαδικασία Ë�¤� και Ë�¤
� � Î
 η κατάστασή της στη θέση ¤ � ¤
. Ονοµάζουµε κατανοµή 1ης τάξης (1st order distribution) της στοχαστικής διαδικασίας 

στη θέση ¤ � ¤
 τη συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας : 

ÐÖ;ùZ��
� � Â_Ë�¤
� ≤ �
a 
Επίσης, κατανοµή 2ης τάξης (2nd order distribution) την από κοινού συνάρτηση κατανοµής 

πιθανότητας : 

ÐÖ;ùZ,ù[��
, �7� � Â_Ë�¤
� ≤ �
, Ë�¤7� ≤ �7a 
για τις θέσεις ¤
, ¤7. 

και επεκτείνοντας, για την κατανοµή n-οστής τάξης (nth order distribution) είναι : 



67 Στοχαστικές ∆ιαδικασίες 
 

ÐÖ;ùZ,ù[,…,ù\(�
, �7, … , ��) = Â_Ë(¤
) ≤ �
, Ë(¤7) ≤ �7, … , Ë(¤�) ≤ ��a 

Ο πλήρης καθορισµός της στοχαστικής διαδικασίας απαιτεί τον προσδιορισµό των 

από κοινού συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας των τυχαίων µεταβλητών σε όλα τα 

σηµεία του πεδίου ορισµού της διαδικασίας, δηλαδή των ποσοτήτων : 

&Ö;ùZ,ù[,…,ù\(�
, �7, … , ��) = J�ÐÖ;ùZ,ù[,…,ù\(�
, �7, … , ��)J�
J�7 … J��  

καθώς 4 → ∞. 

3.2.2.2 Μέση τιµή, αυτοσυνδιακύµανση και αυτοσυσχέτιση  

Η µέση τιµή (mean, ensemble average) της στοχαστικής διαδικασίας Ë(¤) ορίζεται 

ως η συνάρτηση : 

ÙÖ(¤) = 5_Ë(¤)a 

δηλαδή η συνάρτηση που σε κάθε ¤� του πεδίου ορισµού της διαδικασίας αντιστοιχεί τη 

µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής Ë(¤�). 

 Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης (autocorrelation function) ορίζεται ως : 

)Ö(¤, ú) = 5_Ë(¤)Ë(ú)a 

και παρέχει ένα µέτρο της αλληλεξάρτησης ανά δύο των τυχαίων µεταβλητών που 

απαρτίζουν τη στοχαστική διαδικασία.  

 Τέλος, η συνάρτηση αυτοσυνδιακύµανσης (autocovariance function) ορίζεται ως : 

ûÖ(¤, ú) = êëf-Ë(¤), Ë(ú). = )Ö(¤, ú) − ÙÖ(¤)ÙÖ(ú) 

Ισχύουν επίσης, λόγω των ανωτέρω ορισµών : 

)Ö(¤, ú) = )Ö(ú, ¤) 

)Ö(¤, ¤) = 5(Ë7(¤)) 

ûÖ(¤, ¤) = �G$_Ë(¤)a 

Χρήσιµο, τέλος, είναι να παρατηρήσουµε ότι αν : 

ÙÖ(¤) = 0 

θα είναι και : 

)Ö(¤, ú) = ûÖ(¤, ú) 

∆ηλαδή για στοχαστικές διαδικασίες σταθερά µηδενικής µέσης τιµής, οι συναρτήσεις 

αυτοσυσχέτισης και αυτοσυνδιακύµανσης ταυτίζονται. 
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3.2.3 Κατηγοριοποίηση στοχαστικών διαδικασιών 

 Όπως είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο, για τον πλήρη καθορισµό µιας 

στοχαστικής διαδικασίας είναι απαραίτητη η γνώση ενός άπειρου πλήθους από κοινού 

συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας των σηµείων του πεδίου ορισµού της. Καθώς κάτι 

τέτοιο δεν είναι γενικά εφικτό µε βάση τα διαθέσιµα από µετρήσεις ή πειράµατα δεδοµένα, 

διάφορες ιδιότητες των στοχαστικών συναρτήσεων επιτρέπουν τον επαρκή καθορισµό της 

συµπεριφοράς τους απαιτώντας λιγότερες πληροφορίες. Με βάση αυτές τις ιδιότητες 

διακρίνουµε τις στοχαστικές διαδικασίες σε στάσιµες, εργοδικές, διαδικασίες Gauss κλπ. 

όπως θα δούµε στα επόµενα. 

3.2.3.1 Στάσιµες διαδικασίες 

 Μια στοχαστική διαδικασία Ë(¤) καλείται αυστηρά στάσιµη (strict-sense stationary) 

αν η κατανοµή οποιασδήποτε τάξης είναι ανεξάρτητη από µια µετατόπιση κατά έναν 

πραγµατικό αριθµό | της αρχής µέτρησης της ανεξάρτητης µεταβλητής ¤. Ισχύει δηλαδή : 

 ÐÖ;ùZüý,ù[üý,…,ù\üý(�
, �7, … , ��) 

 
(3.1) 

για κάθε 4 ∈ ℕ, | ∈ ℝ . 

Για την κατανοµή 1ης τάξης θα είναι : 

ÐÖ;ùüý(�) = ÐÖ;ù(�) = ÐÖ(�) 

Συνεπώς οι τυχαίες µεταβλητές Ë(¤) της διαδικασίας έχουν την ίδια συνάρτηση 

κατανοµής πιθανότητας που δεν εξαρτάται από τη θέση, οπότε θα είναι και : 

ÙÖ(¤) = 5_Ë(¤)a = Ù 

και : 

�G$_Ë(¤)a = {7 

όπου Ù και {7, σταθερές. 

Για την κατανοµή 2ης τάξης θα είναι : 

ÐÖ;ùZüý,ù[üý(�
, �7) = ÐÖ;ùZ,ù[(�
, �7) = ÐÖ;ý(�
, �7) 

&Ö;ùZüý,ù[üý(�
, �7) = &Ö;ùZ,ù[(�
, �7) = &Ö;ý(�
, �7) 

Συνεπώς η κατανοµές 2ης τάξης µεταξύ δύο σηµείων της στοχαστικής διαδικασίας 

εξαρτώνται µόνο από τη µεταξύ τους απόσταση |. 

3.2.3.2 Στάσιµες µε την ευρεία έννοια διαδικασίες 

Εάν για µια στοχαστική διαδικασία η σχέση 3.1 δεν ισχύει για κάθε 4 ∈ ℕ αλλά 

µόνο για 4 ≤ r λέµε ότι η στοχαστική διαδικασία είναι στάσιµη µέχρι την τάξη r (stationary 
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to order k). Επιπλέον, εάν r = 2 η διαδιακσία καλείται στάσιµη µε την ευρεία έννοια (wide-

sense stationary) ή ασθενώς στάσιµη (weak stationary). 

Για µια (τουλάχιστον ασθενώς) στάσιµη στοχαστική διαδικασία είναι εύκολο, µέσω 

των ορισµών των παρακάτω µεγεθών, να δείξουµε πως : 

1. 5_Ë(¤)a = Ù 

2. �G$_Ë(¤)a = {7 

3. )Ö(¤, ú) = )Ö(|¤ − ú|) ή διαφορετικά )Ö(¤, ¤ + |) = )Ö(|) 

Η 3η από τις παραπάνω σχέσεις δείχνει πως η συσχέτιση µεταξύ δύο τυχαίων 

µεταβλητών µιας στάσιµης στοχαστικής διαδικασίας δεν εξαρτάται από τις απόλυτες θέσεις 

τους ¤ και ú παρά µόνο από τη µεταξύ τους απόσταση |¤ − ú| = |.  
Ισχύει, τέλος : 

|)�(|)| ≤ )Ö(0) 

3.2.3.3 Εργοδικές διαδικασίες 

 Η εργοδικότητα (ergodicity) είναι σηµαντική ιδιότητα που µας επιτρέπει να εξάγουµε 

στατιστικά χαρακτηριστικά µιας στοχαστικής διαδικασίας, όπως η µέση τιµή και η 

συνάρτηση αυτοσυσχέτισής της, όταν είναι διαθέσιµο µόνο ένα µικρό πλήθος 

δειγµατοσυναρτήσεων. 

Ορίζουµε τη χρονική µέση τιµή (time average) 〈�(¤)〉 µιας δειγµατοσυνάρτησης �(¤) 

στοχαστικής διαδικασίας Ë(¤) ως : 

〈�(¤)〉 = lim�→È 1
�� �(¤)'¤� 7²

�� 7²  

και τη χρονική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης (time autocorrelation function) ως : 

)Ö(|) = 〈�(¤)�(¤ + |)〉 = lim�→È 1
�� �(¤)�(¤ + |)'¤� 7²

�� 7²  

Μια στοχαστική διαδικασία Ë(¤) καλείται εργοδική (ergodic) αν οι χρονικοί µέσοι 

µιας δειγµατοσυνάρτησής της, ταυτίζονται µε τους στατιστικούς µέσους της διαδικασίας 

όπως ορίστηκαν στην παράγραφο 3.2.2.2. Για τη µέση τιµή και τη συνάρτηση 

αυτοσυσχέτισης θα ισχύει δηλαδή : 

〈�(¤)〉 = 	5_Ë�¤�a 
)Ö�|� � 	)Ö�|� 

ενώ έχουµε υποθέσει ότι η διαδικασία είναι (τουλάχιστον ασθενώς) στάσιµη. 

3.2.3.4 ∆ιαδικασίες Gauss 
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 Μια στοχαστική διαδικασία Ë(¤) καλείται διαδικασία Gauss (gaussian process) ή 

κανονική διαδικασία (stochastic process) εάν για οποιοδήποτε 4 ∈ ℕ και ¤
, ¤7, … , ¤� το 

τυχαίο διάνυσµα : 

æ� = (Ë(¤
), Ë(¤7), … Ë(¤�)) 

των 4 στο πλήθος τυχαίων µεταβλητών της σε οποιεσδήποτε θέσεις, ακολουθεί την 

πολυδιάστατη κανονική κατανοµή (βλ. παρ. 3.1.6).  

 Αποδεικνύεται ότι µια κανονική διαδικασία χαρακτηρίζεται πλήρως από τις 

κατανοµές 2ης τάξης της, συενεπώς, εάν είναι στάσιµη µε την ευρεία έννοια, τότε θα είναι και 

στάσιµη. 

3.2.3.5 Ανεξάρτητες διαδικασίες 

 Μια στοχαστική διαδικασία Ë(¤) καλείται ανεξάρτητη διαδικασία (independent 

random process) εάν για οποιοδήποτε 4 ∈ ℕ και ¤
, ¤7, … , ¤� ισχύει : 

ÐÖ;ùZ,ù[,…,ù\(�
, �7, … , ��) = �ÐÖ;ùR(��)�
�	
  

που σηµαίνει ότι οι τυχαίες µεταβλητές σε κάθε θέση είναι µεταξύ τους ανεξάρτητες. Αφού η 

κατανοµή 1ης τάξης της διαδικασίας σε κάθε σηµείο ¤� επαρκεί για τον πλήρη καθορισµό 

της κατανοµής οποιασδήποτε τάξης µια ανεξάρτητη στοχαστική διαδικασία είναι πάντοτε 

στάσιµη. 

3.2.4 Ανάλυση στάσιµων στοχαστικών διαδικασιών 

3.2.4.1 Συνάρτηση φασµατικής ισχύος 

 Για µια (τουλάχιστον ασθενώς) στάσιµη στοχαστική διαδικασία Ë(¤) µε συνάρτηση 

αυτοσυσχέτισης )Ö(|) ορίζεται η συνάρτηση φασµατικής ισχύος (power spectral density 

function) ή απλώς φάσµα ισχύος (power spectrum) ως : 

 +Ö(�) = � )Ö(|)����ý'|È
�È  

 

(3.2) 

 Η συνάρτηση φασµατικής ισχύος δηλαδή, είναι ο µετασχηµατισµός Fourier της 

συνάρτησης αυτοσυσχέτισης της διαδικασίας Ë(¤). Προφανώς θα είναι : 

 )Ö(|) = � +Ö(�)���ý'�È
�È  (3.3) 

Οι εξισώσεις 3.2 και 3.3 αναφέρονται και ως σχέσεις Wiener-Kinchin. 

Μερικές ιδιότητες της συνάρτησης φασµατικής ισχύος +Ö(�) : 
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1. +Ö(�) ≥ 0 

2. +Ö(�) = +Ö(−�) 

3. )Ö(0) = ¦ +Ö(�)'�È�È  

3.2.4.2 Λευκός θόρυβος 

 Μια στάσιµη µε την ευρεία έννοια στοχαστική διαδικασία Ë(¤) ονοµάζεται 

διαδικασία λευκού θορύβου (white noise process) όταν είναι : 

ÙÖ(¤) = 0 

και η συνάρτηση αυτοσυσχέτισής της, )Ö(|) δίνεται από µια σχέση της µορφής : 

)Ö(|) = {7F(|) 

όπου F(|) η συναρτηση µοναδιαίας ώθησης (ή συνάρτηση Dirac). Λαµβάνοντας το 

µετασχηµατισµό Fourier της )Ö(|) έχουµε : 

� )Ö(|)����ý'|È
�È = +Ö(�) = � {7F(|)����ý'|È

�È = {7 

που δηλώνει ότι η συνάρτηση φασµατικής ισχύος +Ö(�) µιας διαδικασίας λευκού θορύβου 

είναι σταθερή. Αποδεικνύεται επίσης, ότι µια διαδικασία λευκού θορύβου είναι και 

ανεξάρτητη διαδικασία (παρ. 3.2.3.5). 

  



72 Κεφάλαιο 4 
 

Κεφάλαιο 4 

 

 Βιβλιοθήκη Πεπερασµένων 

Στοιχείων και Μεθόδου 

Φασµατικής Απεικόνισης 
 

 

 

 

4.1 Γενικά 

 κώδικας πεπερασµένων στοιχείων και µεθόδου φασµατικής απεικόνισης 

εκπονήθηκε για τις ανάγκες της παρούσας εργασίας µε στόχο την ανάλυση 

στοχαστικών φορέων σε µία, δύο ή τρεις διαστάσεις και την εφαρµογή των 

µεθόδων φασµατικής απεικόνισης και Monte-Carlo. Έχει γραφεί στη γλώσσα 

προγραµµατισµού MATLAB® αξιοποιώντας τις δυνατότητες αντικειµενοστραφούς 

̟ρογραµµατισµού (object oriented programming) που διαθέτει από την έκδοση 2008a και 

αποτελείται γενικά από δύο µέρη : 

α. το µέρος των ̟ε̟ερασµένων στοιχείων, ένα σύνολο τάξεων και αντικειµένων, για την ανάλυση 

φορέων στο επίπεδο και στο χώρο, που χωρίζεται : 

i. στη διε̟αφή (interface), δηλαδή στις αφηρηµένες τάξεις (abstract classes) που 

αναπαριστούν µε γενικό τρόπο τα κύρια στοιχεία κώδικα και δεδοµένων των πεπερασµένων 

στοιχείων όπως είναι τα µητρώα ακαµψίας και µετασχηµατισµού, τα διανύσµατα δυνάµεων 

και µετακινήσεων καθώς και οι ε̟ιλύτες ̟ε̟ερασµένων στοιχείων (finite element solvers) και 

ii. στην υλο̟οίηση (implementation), στις τάξεις και τα αντικείµενα εκείνα µέσω των 

οποίων εξειδικεύονται οι αφηρηµένες τάξεις σε συγκεκριµένα είδη πεπερασµένων στοιχείων. 

Ο
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Μέχρι τη στιγµή της ολοκλήρωσης της παρούσας εργασίας υποστηρίζονται τρία είδη 

στοιχείων : 

α. ε̟ι̟έδου ̟λαισίου (plane frame element) 

β. γραµµικό τριγωνικό, σταθερής ̟αραµόρφωσης (constant strain triangle) 

γ. γραµµικό τετραεδρικό, σταθερής ̟αραµόρφωσης (linear tetrahedron) 

καθώς και ο ε̟ιλύτης στατικής ανάλυσης γραµµικά ελαστικών φορέων (static, linear elastic solver) 

β. το στοχαστικό µέρος που απαρτίζεται από ένα σύνολο αντικειµένων για την παραγωγή 

στάσιµων, κανονικών στοχαστικών διαδικασιών και την προσοµοίωση στοχαστικών πεδίων. 

4.2 Ο κώδικας πεπερασµένων στοιχείων 

4.2.1 Ιεραρχική δοµή τάξεων 

 Η ιεραρχική δοµή όλων των τάξεων του κώδικα πεπερασµένων στοιχείων 

απεικονίζεται στο διάγραµµα UML των σχηµάτων 4.1a και b. 

 

σχήµα 4.1a – ιεραρχική δοµή τάξεων διανυσµάτων 

 

 

+StructuralVector(in degreesOfFreedomList : integer array)

+superimpose(in structuralVector : StructuralVector)

+clear()

+erase(in degreesOfFreedomList : integer array)

+copy() : StructuralVector

+condense(in degreesOfFreedomList : integer array, in structuralMatrix : StructuralMatrix)

-Elements : real array

-DegreesOfFreedomList : integer array

-DegreesOfFreedom : integer

StructuralVector

+MemberVector(in degreesOfFreedomList : integer array)

+transformToGlobal(in memberTransformationMatrix : MemberTransformationMatrix)

+transformToLocal(in memberTransformationMatrix : MemberTransformationMatrix)

MemberVector

+ConstantStrainTriangleBodyForcesVector(in degreesOfFreedomList : integer array, in coordinatesMatrix : real matrix, in bColumnVector : real array)

ConstantStrainTriangleBodyForcesVector

+LinearTetrahedronBodyForcesVector(in degreesOfFreedomList : integer array, in coordinatesMatrix : real matrix, in bColumnVector : real array)

LinearTetrahedronBodyForcesVector
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σχήµα 4.1b – ιεραρχική δοµή τάξεων µητρώων 

4.2.2 Οι τάξεις StructuralMatrix και StructuralVector 

4.2.2.1 Η τάξη StructuralMatrix 

Η τάξη StructuralMatrix (σχήµα 4.2) αποτελεί τη βασική τάξη (base class) όσων 

αντικειµένων µητρώων αναφέρονται σε βαθµούς ελευθερίας ενός φορέα. Αντικείµενα 

µητρώων ακαµψίας και µετασχηµατισµού στοιχείων κληρονοµούν (inherit) την τάξη αυτή. 

 

σχήµα 4.2 – τάξη StructuralMatrix 

+StructuralMatrix(in degreesOfFreedomList : integer array)

+superimpose(in structuralMatrix : StructuralMatrix)

+clear()

+erase(in degreesOfFreedomList : integer array)

+copy() : StructuralMatrix

+condense(in eliminatedDegreesOfFreedomList : integer array)

-Elements : real matrix

-DegreesOfFreedomList : integer array

-DegreesOfFreedom : integer

StructuralMatrix

+MemberStiffnessMatrix(in degreesOfFreedomList : integer array)

+transformToGlobal(in memberTransformationMatrix : MemberTransformationMatrix)

+transformToLocal(in memberTransformationMatrix : MemberTransformationMatrix)

MemberStiffnessMatrix

+MemberTransformationMatrix(in degreesOfFreedomList : integer array)

MemberTransformationMatrix

+ConstantStrainTriangleStiffnessMatrix(in degreesOfFreedomList : integer array, in coordinatesMatrix : real matrix, in elasticModulus : real, in ...)

ConstantStrainTriangleStiffnessMatrix

+LinearTetrahedronStiffnessMatrix(in CoordinatesMatrix : real matrix, in ElasticModulus : real, in PoissonRatio : real)

LinearTetrahedronStiffnessMatrix

+PlaneFrameStiffnessMatrix(in degreesOfFreedomList : integer array, in area : real, in elasticModulus : real, in inertiaMoment : real, in length : real)

PlaneFrameStiffnessMatrix

+PlaneFrameTransformationMatrix(in degreesOfFreedomList : integer array, in delta : real array)

PlaneFrameTransformationMatrix

+StructuralMatrix(in degreesOfFreedomList : integer array)

+superimpose(in structuralMatrix : StructuralMatrix)

+clear()

+erase(in degreesOfFreedomList : integer array)

+copy() : StructuralMatrix

+condense(in eliminatedDegreesOfFreedomList : integer array)

-Elements : real matrix

-DegreesOfFreedomList : integer array

-DegreesOfFreedom : integer

StructuralMatrix
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δεδοµένα 

DegreesOfFreedomList 

 
µονοδιάστατο µητρώο που περιέχει το σύνολο των βαθµών ελευθερίας στους οποίους 
αναφέρεται το αντικείµενο και καθορίζει τις διαστάσεις του µητρώου Elements 

 
Elements 

 
µητρώο µε πλήθος γραµµών και στηλών DegreesOfFreedom που περιέχει τα στοιχεία (π.χ. 
δείκτες ακαµψίας, τριγωνοµετρικούς αριθµούς γωνιών µετασχηµατισµού κλπ.) 
 
DegreesOfFreedom 

 
το πλήθος των βαθµών ελευθερίας 
 

µέθοδοι 

function object = StructuralMatrix(degreesOfFreedomList) 

 
η µέθοδος constructor (constructor method) της τάξης που δηµιουργεί ένα αντικείµενο 
StructuralMatrix. ∆έχεται ως όρισµα το µονοδιάστατο µητρώο DegreesOfFreedomList που 
περιέχει το σύνολο των βαθµών ελευθερίας στους οποίους αναφέρεται το µητρώο που 
περιέχεται στο αντικείµενο 
 
function superimpose(object, structuralMatrix) 

 
η µέθοδος ε̟αλληλίας (superposition). ∆έχεται ως όρισµα ένα άλλο αντικείµενο 
StructuralMatrix, προσθέτει τα αντίστοιχα στοιχεία των δύο µητρώων Elements και 
αποθηκεύει το αποτέλεσµα στο µητρώο Elements του αντικειµένου που την καλεί 
 
function clear(object) 

 
µέθοδος που µηδενίζει όλα τα στοιχεία του µητρώου Elements, είναι απαραίτητη η κλήση 
της για την αρχική χρήση του µητρώου καθώς δεσµεύει την απαραίτητη µνήµη για την 
αποθήκευση των στοιχείων του 
 
function erase(object, degreesOfFreedomList) 

 
διαγράφει τις γραµµές και τις στήλες του µητρώου που αντιστοιχούν στους βαθµούς 
ελευθερίας που προσδιορίζονται στην παράµετρο degreesOfFreedomList 
 
function target = copy(object) 

 
µέθοδος που δηµιουργεί και επιστρέφει ένα αντίγραφο του αντικειµένου StructuralMatrix 
που την καλεί 
 
function condense(object, eliminatedDegreesOfFreedomList) 
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µέθοδος που χρησιµοποιείται αποκλειστικά σε µητρώα ακαµψίας και εκτελεί τη στατική 
συµ̟ύκνωση (static condensation) του µητρώου, απαλείφοντας τους βαθµούς ελευθερίας που 
ορίζονται στην παράµετρο eliminatedDegreesOfFreedomList 
 

4.2.2.1 Η τάξη StructuralVector 

Η τάξη StructuralVector (σχήµα 4.3) αποτελεί τη βασική τάξη (base class) όσων 

αντικειµένων διανυσµάτων αναφέρονται σε βαθµούς ελευθερίας µιας κατασκευής. 

Αντικείµενα διανυσµάτων δυνάµεων και µετατοπίσεων κληρονοµούν (inherit) την τάξη αυτή 

 

σχήµα 4.3 – τάξη StructuralVector 

δεδοµένα 

DegreesOfFreedomList 

 
µονοδιάστατο µητρώο που περιέχει το σύνολο των βαθµών ελευθερίας στους οποίους 
αναφέρεται το αντικείµενο και καθορίζει τις διαστάσεις του µητρώου Elements 

 
Elements 
 

µονοδιάστατο µητρώο µε πλήθος στοιχείων DegreesOfFreedom 
 

DegreesOfFreedom 
 

το πλήθος των βαθµών ελευθερίας 
 

µέθοδοι 

function object = StructuralVector(degreesOfFreedomList) 

 
η µέθοδος constructor (constructor method) της τάξης που δηµιουργεί ένα αντικείµενο 
StructuralVector. ∆έχεται ως όρισµα το µονοδιάστατο µητρώο DegreesOfFreedomList που 
περιέχει το σύνολο των βαθµών ελευθερίας στους οποίους αναφέρεται το µητρώο που 
περιέχεται στο αντικείµενο 
 
function superimpose(object, structuralMatrix) 

 
η µέθοδος ε̟αλληλίας (superposition). ∆έχεται ως όρισµα ένα άλλο αντικείµενο 
StructuralVector, προσθέτει τα αντίστοιχα στοιχεία των δύο µητρώων Elements και 
αποθηκεύει το αποτέλεσµα στο µητρώο Elements του αντικειµένου που την καλεί 
 
function clear(object) 

 

+StructuralVector(in degreesOfFreedomList : integer array)

+superimpose(in structuralVector : StructuralVector)

+clear()

+erase(in degreesOfFreedomList : integer array)

+copy() : StructuralVector

+condense(in degreesOfFreedomList : integer array, in structuralMatrix : StructuralMatrix)

-Elements : real array

-DegreesOfFreedomList : integer array

-DegreesOfFreedom : integer

StructuralVector
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µέθοδος που µηδενίζει όλα τα στοιχεία του µητρώου Elements, είναι απαραίτητη η κλήση 
της για την αρχική χρήση του διανύσµατος καθώς δεσµεύει την απαραίτητη µνήµη για την 
αποθήκευση των στοιχείων του 
 
function erase(object, degreesOfFreedomList) 

 
διαγράφει τα στοιχεία του διανύσµατος που αντιστοιχούν στους βαθµούς ελευθερίας που 
προσδιορίζονται στην παράµετρο degreesOfFreedomList 
 
function target = copy(object) 
 

µέθοδος που δηµιουργεί και επιστρέφει ένα αντίγραφο του αντικειµένου StructuralVector 
που την καλεί 
 
function condense(object, degreesOfFreedomList, structuralMatrix) 

 
χρησιµοποιείται αποκλειστικά σε διανύσµατα ακραίων δράσεων και εκτελεί τη στατική 
συµπύκνωση του διανύσµατος απαλείφοντας τους βαθµούς ελευθερίας που ορίζονται στην 
παράµετρο eliminatedDegreesOfFreedomList χρησιµοποιώντας το µητρώο ακαµψίας που 
προσδιορίζεται στην παράµετρο structuralMatrix 
 

4.2.3 Οι τάξεις µητρώων ακαµψίας και µετασχηµατισµού 

4.2.3.1 Η τάξη MemberTransformationMatrix 
 

Η τάξη MemberTransformationMatrix (σχήµα 4.4) αποτελεί τη βασική τάξη των 

µητρώων µετασχηµατισµού ενός πεπερασµένου στοιχείου από τυχόν σύστηµα αξόνων σε 

άλλο. ∆εν περιέχει µεθόδους εκτός από τη µέθοδο constructor και αποτελεί απλώς µια 

αφαίρεση (abstraction) δηµιουργώντας τη διεπαφή µητρώων µετασχηµατισµού 

συγκεκριµένων πεπερασµένων στοιχείων. Κληρονοµεί την τάξη StructuralMatrix. 

 

σχήµα 4.4 – τάξη MemberTransformationMatrix 

µέθοδοι 

function object = MemberTransformationMatrix(degreesOfFreedomList) 

 

καλεί τη µέθοδο constructor της υ̟ερτάξης (superclass) StructuralMatrix. 

 

4.2.3.2 Η τάξη MemberStiffnessMatrix 
 

Η τάξη MemberStiffnessMatrix (σχήµα 4.5) είναι µια αφηρηµένη τάξη (abstract class) των 

αντικειµένων µητρώων ακαµψίας πεπερασµένων στοιχείων. 
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σχήµα 4.5 – τάξη MemberStiffnessMatrix 

µέθοδοι 

function object = MemberStiffnessMatrix(degreesOfFreedomList) 
 

καλεί τη µέθοδο constructor της υ̟ερτάξης (superclass) StructuralMatrix 

 
transformToGlobal(object, memberTransformationMatrix) 
 

µετασχηµατίζει το µητρώο ακαµψίας του αντικειµένου που την καλεί από το τοπικό στο 
καθολικό σύστηµα αξόνων σύµφωνα µε το µητρώο µετασχηµατισµού που προσδιορίζεται 
στη µεταβλητή memberTransformationMatrix 

 

transformToLocal(object, memberTransformationMatrix) 

 
µετασχηµατίζει το µητρώο ακαµψίας του αντικειµένου που την καλεί από το καθολικό στο 
τοπικό σύστηµα αξόνων σύµφωνα µε το µητρώο µετασχηµατισµού που προσδιορίζεται στη 
µεταβλητή memberTransformationMatrix 

 

4.2.3.3 Η τάξη ConstantStrainTriangleStiffnessMatrix 
 

Η τάξη ConstantStrainTriangleStiffnessMatrix (σχήµα 4.6) είναι η τάξη µέσω της οποίας 

δηµιουργούνται αντικείµενα µητρώων ακαµψίας γραµµικών τριγωνικών πεπερασµένων 

στοιχείων σε συνθήκες επίπεδης έντασης ή επίπεδης παραµόρφωσης. 

 

σχήµα 4.6 – τάξη ConstantStrainTriangleStiffnessMatrix 

δεδοµένα 

CoordinatesMatrix 
 

µητρώο των συντεταγµένων q�� 
�s των τριών κορυφών του τριγωνικού πεπερασµένου 

στοιχείου στη µορφή :  

³�
 �7 �g

 
7 
g´ 

 

ElasticModulus 
 

το µέτρο ελαστικότητας 5 του υλικού σε r� 

+MemberStiffnessMatrix(in degreesOfFreedomList : integer array)

+transformToGlobal(in memberTransformationMatrix : MemberTransformationMatrix)

+transformToLocal(in memberTransformationMatrix : MemberTransformationMatrix)

MemberStiffnessMatrix
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PoissonRatio 
 

ο λόγος Poisson � του υλικού 

Thickness 
 

το πάχος του πεπερασµένου στοιχείου σε �. 

µέθοδοι 

function object = ConstantStrainTriangleStiffnessMatrix(degreesOfFreedomList, 
coordinatesMatrix, thickness, elasticModulus, poissonRatio, elementType) 
 
 

η µέθοδος constructor για τη δηµιουργία του αντικειµένου µητρώου ακαµψίας ενός 
τριγωνικού πεπερασµένου στοιχείου µε βαθµούς ελευθερίας που προσδιορίζονται στο 
µονοδιάστατο µητρώο degreesOfFreedomList, µητρώο συντεταγµένων coordinatesMatrix, 
πάχος  thickness, µέτρο ελαστικότητας elasticModulus και λόγο Poisson poissonRatio. Η 
παράµετρος elementType καθορίζει τις συνθήκες παραµόρφωσης και λαµβάνει την τιµή 
PlaneStress για συνθήκες επίπεδης έντασης και PlaneStrain για συνθήκες επίπεδης 
παραµόρφωσης 
 

4.2.3.4 Η τάξη LinearTetrahedronStiffnessMatrix 
 

Η τάξη LinearTetrahedronStiffnessMatrix (σχήµα 4.7) είναι η τάξη µέσω της οποίας 

δηµιουργούνται αντικείµενα µητρώων ακαµψίας γραµµικών τετραεδρικών πεπερασµένων 

στοιχείων 

 
σχήµα 4.7 – τάξη LinearTetrahedronStiffnessMatrix 

δεδοµένα 

CoordinatesMatrix 
 

µητρώο των συντεταγµένων q�� 
� ��s των τεσσάρων κορυφών του τετραεδρικού 

πεπερασµένου στοιχείου στη µορφή :  

��
 �7 �g �t

 
7 
g 
t�
 �7 �g �t� 

ElasticModulus 
 

Το µέτρο ελαστικότητας 5 του υλικού σε r� 

PoissonRatio 
 

Ο λόγος Poisson � του υλικού 
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µέθοδοι 

function object = LinearTetrahedronStiffnessMatrix(degreesOfFreedomList, 
coordinatesMatrix, elasticModulus, poissonRatio) 
 

η µέθοδος constructor για τη δηµιουργία του αντικειµένου µητρώου ακαµψίας ενός 
τετραεδρικού πεπερασµένου στοιχείου µε βαθµούς ελευθερίας που προσδιορίζονται στο 
µονοδιάστατο µητρώο degreesOfFreedomList, µητρώο συντεταγµένων coordinatesMatrix, 
µέτρο ελαστικότητας elasticModulus και λόγο Poisson poissonRatio 

 
4.2.3.5 Η τάξη PlaneFrameStiffnessMatrix 
 

Η τάξη PlaneFrameStiffnessMatrix  (σχήµα 4.8) χρησιµοποιείται για τη δηµιουργία 

µητρώων ακαµψίας στοιχείων επιπέδου πλαισίου 

 

σχήµα 4.8 – τάξη PlaneFrameStiffnessMatrix 

δεδοµένα 

Area 
 

το εµβαδό της διατοµής του στοιχείου σε �7 
 

ElasticModulus 
 

Το µέτρο ελαστικότητας 5 του υλικού σε r� 

InertiaMoment 
 

Η ροπή αδράνειας της διατοµής σε �t 
 

Length 
 

Το µήκος του στοιχείου σε � 
 

µέθοδοι 

function object = PlaneFrameStiffnessMatrix(degreesOfFreedomList, area, elasticModulus, 
inertiaMoment, length) 
 

η µέθοδος constructor για τη δηµιουργία του αντικειµένου µητρώου ακαµψίας στοιχείου 

επιπέδου πλαισίου µε βαθµούς ελευθερίας που προσδιορίζονται στο µονοδιάστατο µητρώο 

degreesOfFreedomList, εµβαδό διατοµής area, µέτρο ελαστικότητας elasticModulus, ροπή 

αδράνειας διατοµής inertiaMoment και µήκος length. 

4.2.3.6 Η τάξη PlaneFrameTransformationMatrix 
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Η τάξη PlaneFrameTransformationMatrix  (σχήµα 4.9) δηµιουργεί αντικείµενα που 

περιέχουν τα µητρώα µετασχηµατισµού ενός στοιχείου επιπέδου πλαισίου 

 

σχήµα 4.9 – τάξη PlaneFrameTransformationMatrix 

δεδοµένα 

Delta 
 

µονοδιάστατο µητρώο δύο στοιχείων στη µορφή q�� �
s = q	ëú® ú>4®s όπου ® η 
γωνία στροφής του µέλους  
 

µέθοδοι 

function object = PlaneFrameTransformationMatrix(degreesOfFreedomList, delta) 

 
µέθοδος constructor που δηµιουργεί ένα αντικείµενο µητρώου µετασχηµατισµού µε 
βαθµούς ελευθερίας που προσδιορίζονται στο µονοδιάστατο µητρώο degreesOfFreedomList, 
στραµµένο κατά γωνία που προσδιορίζεται στον πίνακα delta 

 
 

4.2.4 Οι τάξεις διανυσµάτων Vector 

4.2.4.1 Η τάξη MemberVector 
 

Η τάξη MemberVector (σχήµα 4.10) είναι µια αφηρηµένη τάξη που αναπαριστά τα 
διανύσµατα δράσεων ή µετατοπίσεων στους κόµβους µεµονωµένων πεπερασµένων 
στοιχείων 

 

 

σχήµα 4.10 – τάξη MemberVector 

 

µέθοδοι 

function object = MemberVector(degreesOfFreedomList) 
 

αφηρηµένη µέθοδος constructor που καλεί τη µέθοδο constructor της υπερκλάσης 
StructuralVector 
 
transformToGlobal(object, memberTransformationMatrix) 
 

αφηρηµένη µέθοδος που όταν υλοποιηθεί σε κάποια από τις τάξεις που κληρονοµούν την 
τάξη MemberVector, µετασχηµατίζει το διάνυσµα του αντικειµένου που την καλεί από το 

+MemberVector(in degreesOfFreedomList : integer array)

+transformToGlobal(in memberTransformationMatrix : MemberTransformationMatrix)

+transformToLocal(in memberTransformationMatrix : MemberTransformationMatrix)

MemberVector
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τοπικό στο καθολικό σύστηµα αξόνων σύµφωνα µε το µητρώο µετασχηµατισµού που 
προσδιορίζεται στη µεταβλητή memberTransformationMatrix. 

 

transformToLocal(object, memberTransformationMatrix) 

 
αφηρηµένη µέθοδος που όταν υλοποιηθεί σε κάποια από τις τάξεις που κληρονοµούν την 
τάξη MemberVector, µετασχηµατίζει το διάνυσµα του αντικειµένου που την καλεί από το 
καθολικό στο τοπικό σύστηµα αξόνων σύµφωνα µε το µητρώο µετασχηµατισµού που 
προσδιορίζεται στη µεταβλητή memberTransformationMatrix. 

 

4.2.4.2 Η τάξη ConstantStrainTriangleBodyForcesVector 
 

Η τάξη ConstantStrainTriangleBodyForcesVector (σχήµα 4.11) δηµιουργεί αντικείµενα 
διανυσµάτων ισοδύναµων δράσεων στους κόµβους ενός γραµµικού τριγωνικού 
πεπερασµένου στοιχείου στο οποίο ασκούνται δυνάµεις πεδίου (δυνάµεις ανά µονάδα 
όγκου) της µορφής : 


 = l�E�Dm 

 

 
σχήµα 4.11 – τάξη ConstantStrainTriangleBodyForcesVector 

 

δεδοµένα 

CoordinatesMatrix 
 

Το µητρώο δύο γραµµών και τριών στηλών των συντεταγµένων q�� 
�s των τριών 

κορυφών του τριγωνικού πεπερασµένου στοιχείου στη µορφή :  

³�
 �7 �g

 
7 
g´ 

µέθοδοι 

function object = ConstantStrainTriangleBodyForcesVector(degreesOfFreedomList, 
coordinatesMatrix, bColumnVector) 

 
µέθοδος constructor που δηµιουργεί ένα αντικείµενο της τάξης 
ConstantStrainTriangleBodyForces που αντιστοιχεί στους βαθµούς ελευθερίας 
degreesOfFreedomList ενός τριγωνικού πεπερασµένου στοιχείου µε συντεταγµένες των 
άκρων που προσδιορίζονται στο µητρώο coordinatesMatrix και σταθερές δυνάµεις πεδίου 


 = l�E�Dm στο µητρώο bColumnVector 

 

4.2.4.3 Η τάξη LinearTetrahedronBodyForcesVector 
 

Η τάξη LinearTetrahedronBodyForcesVector (σχήµα 4.12) δηµιουργεί αντικείµενα 
διανυσµάτων που αντιστοιχούν στις ισοδύναµες δράσεις στα άκρα ενός γραµµικού 
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τετραεδρικού πεπερασµένου στοιχείου στο οποίο ασκούνται δυνάµεις πεδίου (δυνάµεις ανά 
µονάδα όγκου) της µορφής : 


 = ��E�D�� � 

 

 
σχήµα 4.12 – τάξη LinearTetrahedronBodyForcesVector 

 

δεδοµένα 

CoordinatesMatrix 
 

Το µητρώο τριών γραµµών και τεσσάρων στηλών των συντεταγµένων q�� 
� ��s 
των κορυφών του τετραεδρικού πεπερασµένου στοιχείου στη µορφή :  

��
 �7 �g �t

 
7 
g 
t�
 �7 �g �t� 

µέθοδοι 

function object = LinearTetrahedronBodyForcesVector(degreesOfFreedomList, 
coordinatesMatrix, bColumnVector) 

 
µέθοδος constructor, δηµιουργεί ένα αντικείµενο της τάξης 
LinearTetrahedronBodyForcesVector που αντιστοιχεί στους βαθµούς ελευθερίας 
degreesOfFreedomList ενός τετραεδρικού πεπερασµένου στοιχείου µε συντεταγµένες των 
άκρων που προσδιορίζονται στο µητρώο coordinatesMatrix και σταθερές δυνάµεις πεδίου  

 = ��E�D�� � στο µητρώο bColumnVector 

 

4.2.5 Η τάξη επιλύτη StructureSolver 

 Η τάξη StructureSolver (σχήµα 4.13) επιλύει στατικά γραµµικά ελαστικούς φορείς 

υπολογίζοντας τις αντιδράσεις στήριξης και τις µετατοπίσεις των κόµβων τους 

 

σχήµα 4.13 – τάξη StructureSolver 

 

δεδοµένα 
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LoadVector 

 
αντικείµενο της τάξης StructuralVector που περιέχει τις εξωτερικές φορτίσεις στους βαθµούς 
ελευθερίας του φορέα 
 
DisplacementVector 

 
αντικείµενο της τάξης StructuralVector που περιέχει τις γνωστές µετατοπίσεις των βαθµών 
ελευθερίας του φορέα. Οι τιµές που αντιστοιχούν σε µη δεσµευµένους βαθµούς ελευθερίας 
αγνοούνται. 
 
StiffnessMatrix 

 
αντικείµενο της τάξης StructuralMatrix µε το µητρώο ακαµψίας της κατασκευής 
 
ConstrainedDegreesOfFreedomList 

 
µονοδιάστατο µητρώο στο οποίο προσδιορίζονται οι συνοριακές συνθήκες, το σύνολο 
δηλαδή των βαθµών ελευθερίας που είναι δεσµευµένοι 
 

µέθοδοι 

function [loadVector, displacementVector, reactionVector] = solve(object) 

 
µέθοδος που επιλύει την κατασκευή επιστρέφοντας τα διανύσµατα : 
 

loadVector  

το διάνυσµα των δυνάµεων που ασκούνται στους βαθµούς ελευθερίας για την 

ισορροπία του φορέα (αυτοϊσορροπούν σύστηµα) 

displacementVector 

οι µετατοπίσεις στους βαθµούς ελευθερίας του φορέα 

reactionVector 

 
οι αντιδράσεις στήριξης των δεσµευµένων βαθµών ελευθερίας του φορέα 

 

4.2.6 Η τάξη απόδοσης βαθµών ελευθερίας Allocator 

 Η τάξη απόδοσης βαθµών ελευθερίας  Allocator  (σχήµα 4.14) διευκολύνει την 

απόδοση βαθµών ελευθερίας στους κόµβους στοιχείων φορέων που διακριτοποιούνται 

αυτόµατα 

  

σχήµα 4.14 – τάξη Allocator 
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δεδοµένα 

NextAvailable 

 

ακέραια µεταβλητή µε τον επόµενο διαθέσιµο βαθµό ελευθερίας για απόδοση 

LastBatch 
 

µονοδιάστατο µητρώο που περιλαµβάνει το τελευταίο σύνολο βαθµών ελευθερίας που 
αποδόθηκαν σε φορέα χρησιµοποιώντας το συγκεκριµένο αντικείµενο  
 

µέθοδοι 

function object = Allocator(start) 

 
µέθοδος constructor που λαµβάνει ως όρισµα start τον αριθµό του πρώτου διαθέσιµου 
βαθµού ελευθερίας 
 
function batch = getBatch(object, batchSize) 

 

µέθοδος που επιστρέφει στη µεταβλητή batch το επόµενο σύνολο διαθέσιµων βαθµών 
ελευθερίας µεγέθους batchSize 
 

4.3 Ο κώδικας της µεθόδου φασµατικής απεικόνισης 

4.3.1 ∆οµή τάξεων 

 Η δοµή των τάξεων του κώδικα της µεθόδου φασµατικής απεικόνισης απεικονίζεται 

στα διαγράµµατα UML των σχηµάτων 4.15 a και b. 

 

σχήµα 4.15a – τάξεις container δειγµατοσυναρτήσεων 
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σχήµα 4.15b – τάξεις ̟αραγωγής δειγµατοσυναρτήσεων 

 

4.3.2 Η τάξη SampleFunctionSet 

Η τάξη SampleFunctionSet (σχήµα 4.16) περιέχει τα γενικά χαρακτηριστικά ενός 
συνόλου µονοδιάστατων δειγµατοσυναρτήσεων µε τιµές σε κοινά, ισαπέχοντα σηµεία του 
συνόλου παραµέτρων τους και κοινό µήκος. 

 
 

 
σχήµα 4.16 – τάξη SampleFunctionSet 

δεδοµένα 

Increment 
 

η απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών σηµείων για τα οποία υπάρχουν αποθηκευµένες τιµές 

της δειγµατοσυνάρτησης 

Values 
 

µητρώο µε τις τιµές των δειγµατοσυναρτήσεων 

Intervals 
 

το πλήθος των διαστηµάτων που δηµιουργούνται ανάµεσα στα σηµεία µε δεδοµένες τιµές  

Length 
 

το µήκος των δειγµατοσυναρτήσεων 

NumberOfPoints 
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το πλήθος των σηµείων µε δεδοµένες τιµές 

NumberOfFunctions 
 

το πλήθος των αποθηκευµένων δειγµατοσυναρτήσεων 

µέθοδοι 

function object = SampleFunctionSet(increment, values) 

 

µέθοδος constructor που δηµιουργεί ένα αντικείµενο SampleFunctionSet και αποθηκεύει τις 
τιµές των δειγµατοσυναρτήσεων που περιέχονται στο µητρώο values µε µήκος διαστήµατος 
ανάµεσα σε δύο διαδοχικές τιµές increment 

 

function truncate(object, lowerBound, upperBound) 

 

αποκόπτει τις ακραίες τιµές των δειγµατοσυναρτήσεων του αντικειµένου που την καλεί έτσι 
ώστε να είναι ανάµεσα στο εύρος lowerBound, upperBound 
 

function addSampleFunction(object, sampleFunction) 

 

προσθέτει µια δειγµατοσυνάρτηση µε τιµές στο µονοδιάστατο µητρώο sampleFunction στο 
σύνολο των αποθηκευµένων δειγµατοσυναρτήσεων του αντικειµένου που την καλεί 
 

function plotSampleFunction(object, sampleFunctionIndex) 

 

σχεδιάζει τη γραφική παράσταση της δειγµατοσυνάρτησης µε αύξοντα αριθµό στο σύνολο 
sampleFunctionIndex 

 

4.3.3 Οι τάξεις SampleFunctionSetPlane και SampleFunctionSetSpace 

4.3.3.1 Η τάξη SampleFunctionSetPlane 
 

Η τάξη SampleFunctionSetPlane (σχήµα 4.17) περιέχει τα γενικά χαρακτηριστικά ενός 

συνόλου δισδιάστατων δειγµατοσυναρτήσεων που αντιπροσωπεύονται από τις τιµές τους σε 

κοινά σηµεία µε δεδοµένες συντεταγµένες. 

 

σχήµα 4.17 – τάξη SampleFunctionSetPlane 

δεδοµένα 

Coordinates 
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το µητρώο των συντεταγµένων q�� 
�s του επιπέδου για τα οποία η τιµή των 

δειγµατοσυναρτήσεων είναι δεδοµένη. Γράφεται στη µορφή : 

³�
 �7

 
7 … ��
�´ 

Values 
 

µητρώο µε τις τιµές των δειγµατοσυναρτήσεων 

NumberOfPoints 
 

το πλήθος των σηµείων µε δεδοµένες τιµές 

NumberOfFunctions 
 

το πλήθος των αποθηκευµένων δειγµατοσυναρτήσεων 

µέθοδοι 

function object = SampleFunctionSetPlane(coordinates, values) 
 

η µέθοδος constructor που δηµιουργεί ένα αντικείµενο SampleFunctionSetPlane µε 

συντεταγµένες σηµείων στο µητρώο µεταβλητή coordinates και τιµές της 

δειγµατοσυνάρτησης στα αντίστοιχα σηµεία στο µητρώο values 

 

function addSampleFunction(object, sampleFunction) 

 
προσθέτει µια δειγµατοσυνάρτηση στο σύνολο των αποθηκευµένων δειγµατοσυναρτήσεων 
του αντικειµένου που την καλεί 
 
function plotSampleFunction(object, sampleFunctionIndex) 

 

σχεδιάζει τη γραφική παράσταση της δειγµατοσυνάρτησης µε αύξοντα αριθµό στο σύνολο 
sampleFunctionIndex 
 

4.3.3.2 Η τάξη SampleFunctionSetSpace 
 

Η τάξη SampleFunctionSetSpace (σχήµα 4.18) περιέχει τα γενικά χαρακτηριστικά ενός 

συνόλου τρισδιάστατων δειγµατοσυναρτήσεων που αντιπροσωπεύονται από τις τιµές τους σε 

κοινά σηµεία του χώρου µε δεδοµένες συντεταγµένες. 

 

σχήµα 4.18 – τάξη SampleFunctionSetSpace 
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δεδοµένα 

Coordinates 

 

το µητρώο των συντεταγµένων q�� 
� ��s του χώρου για τα οποία η τιµή των 

δειγµατοσυναρτήσεων είναι δεδοµένη. Γράφεται στη µορφή : 

��
 �7

 
7�
 �7 … ��
���� 

Values 
 

µητρώο µε τις τιµές των δειγµατοσυναρτήσεων 

NumberOfPoints 
 

το πλήθος των σηµείων µε δεδοµένες τιµές 

NumberOfFunctions 
 

το πλήθος των αποθηκευµένων δειγµατοσυναρτήσεων 

µέθοδοι 

function object = SampleFunctionSetPlane(coordinates, values) 
 

η µέθοδος constructor που δηµιουργεί ένα αντικείµενο SampleFunctionSetPlane µε 

συντεταγµένες σηµείων στο µητρώο µεταβλητή coordinates και τιµές της 

δειγµατοσυνάρτησης στα αντίστειχα σηµεία στο µητρώο values 

 

function addSampleFunction(object, sampleFunction) 

 
προσθέτει µια δειγµατοσυνάρτηση στο σύνολο των αποθηκευµένων δειγµατοσυναρτήσεων 
του αντικειµένου που την καλεί 
 
function plotSampleFunction(object, sampleFunctionIndex) 

 

σχεδιάζει τη γραφική παράσταση της δειγµατοσυνάρτησης µε αύξοντα αριθµό 
sampleFunctionIndex  
 

4.3.4 Η τάξη StationarySampleGenerator 

Η τάξη StationarySampleGenerator (σχήµα 4.19) χρησιµοποιείται για την παραγωγή 

µονοδιάστατων δειγµατοσυναρτήσεων κανονικών, στάσιµων στοχαστικών πεδίων µε τη 

µέθοδο spectral representation 
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σχήµα 4.19 – τάξη StationarySampleGenerator 

µέθοδοι 

function object = StationarySampleGenerator(period, cutoffError, 
maximumFrequencyIntervals, autocorrelationFunction, spectralDensityFunction) 

 

̟αράµετροι µεθόδου 
 
Period 

 
η περίοδος των παραγόµενων δειγµατοσυναρτήσεων 

 
CutoffError 

 
το σφάλµα αποκοπής κατά τον υπολογισµό της συχνότητας αποκοπής της συνάρτησης 
πυκνότητας φασµατικής ισχύος 
 
MaximumFrequencyIntervals 

 
το µέγιστο επιτρεπόµενο πλήθος διαστηµάτων κατά το χωρισµό του φάσµατος ισχύος 
 
AutocorrelationFunction 

 
αντικείµενο χειριστηρίου συνάρτησης µε τη χρησιµοποιούµενη για την παραγωγή 
δειγµατοσυναρτήσεων, συνάρτηση αυτοσυσχέτισης 
 
SpectralDensityFunction 

 
αντικείµενο χειριστηρίου συνάρτησης µε τη χρησιµοποιούµενη για την παραγωγή 
δειγµατοσυναρτήσεων, συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος 
 
̟εριγραφή µεθόδου 

µέθοδος constructor για αντικείµενα StationarySampleGenerator µέσω της οποίας 

καθορίζονται τα βασικά χαρακτηριστικά των παραγόµενων δειγµατοσυναρτήσεων 

function calculateCutoffFrequency(object) 

 

υπολογίζει τη συχνότητα αποκοπής ��	 ολοκληρώνοντας τη συνάρτηση πυκνότητας 

φασµατικής ισχύος +»�»� µε τη µέθοδο του τραπεζίου χρησιµοποιώντας τη σχέση : � +»�»����'� � �1 − ~) � +»�»�(�)'�È
�

��

�  

function correctFrequencyIntervals(object) 
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διορθώνει το πλήθος των διαστηµάτων της διακριτοποίησης της συνάρτησης πυκνότητας 
φασµατικής ισχύος σε περίπτωση πολύ µεγάλης συχνότητας αποκοπής, θέτοντας το ίσο µε 
MaximumFrequencyIntervals 

 
function plotSpectralDensityFunction(object) 

 

σχεδιάζει τη γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας φασµατικής ισχύος 

 
function phaseAnglesMatrix = generatePhaseAnglesMatrix(object, numberOfFunctions) 
 

δηµιουργεί και επιστρέφει ένα µητρώο µε τις τυχαίες γωνίες φάσης 
� για την παραγωγή 
των δειγµατοσυναρτήσεων. Το πλήθος των γραµµών του µητρώου καθορίζει και το πλήθος 
των παραγόµενων δειγµατοσυναρτήσεων 
 
function sampleFunctionSet = generateSampleFunctionSet(object, phaseAnglesMatrix) 

 
παράγει τις απαιτούµενες δειγµατοσυναρτήσεις χρησιµοποιώντας τις γωνίες φάσης που 
καθορίζονται στο µητρώο phaseAnglesMatrix και τις αποθηκεύει σε ένα αντικείµενο 
SampleFunctionSet το οποίο και επιστρέφει 
 

4.3.5 Οι τάξεις StationarySampleGeneratorPlane και StationarySampleGeneratorSpace 

4.3.5.1 Η τάξη StationarySampleGeneratorPlane 
 

Η τάξη StationarySampleGeneratorPlane (σχήµα 4.20) χρησιµοποιείται για την 

παραγωγή δισδιάστατων δειγµατοσυναρτήσεων κανονικών, στάσιµων στοχαστικών πεδίων 

µε τη µέθοδο spectral representation 

 

σχήµα 4.20 – τάξη StationarySampleGeneratorPlane 

µέθοδοι 

function object = StationarySampleGeneratorPlane(cutoffError, frequencyIncrement, 
spectralDensityFunction) 

 
̟αράµετροι µεθόδου 
 
CutoffError 
 

το σφάλµα αποκοπής κατά τον υπολογισµό της συχνότητας αποκοπής της συνάρτησης 
πυκνότητας φασµατικής ισχύος. Εδώ το σφάλµα αποκοπής εκφράζει τον ελάχιστο λόγο 
πέρα από τον οποίο θεωρείται ότι η συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος λαµβάνει 
αµελητέες τιµές σε σχέση µε την τιµή της στην αρχή των αξόνων 
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FrequencyIncrement 
 

το µήκος �� του βήµατος συχνοτήτων στη συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος 

 
SpectralDensityFunction 

 
αντικείµενο χειριστηρίου συνάρτησης µε τη χρησιµοποιούµενη για την παραγωγή 
δειγµατοσυναρτήσεων, συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος 
 
̟εριγραφή µεθόδου 

µέθοδος constructor για αντικείµενα StationarySampleGeneratorPlane µέσω της οποίας 

καθορίζονται τα βασικά χαρακτηριστικά των παραγόµενων δισδιάστατων 

δειγµατοσυναρτήσεων 

function calculateCutoffFrequency(object) 

 

µέθοδος που υπολογίζει τη συχνότητα αποκοπής του φάσµατος ισχύος 
 
function plotSpectralDensityFunction(object) 

 

σχεδιάζει τη γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας φασµατικής ισχύος 
 
function sampleFunctionSet = generateSampleFunctionSet(object, phaseAnglesMatrix, 
coordinates) 

 
παράγει τις τιµές των απαιτούµενων δειγµατοσυναρτήσεων στα σηµεία που καθορίζονται 
στο µητρώο coordinates χρησιµοποιώντας τις γωνίες φάσης που καθορίζονται στο µητρωό 
phaseAnglesMatrix και τις αποθηκεύει σε ένα αντικείµενο SampleFunctionSetPlane το οποίο 
και επιστρέφει. Το µητρώο phaseAnglesMatrix είναι ένα τρισδιάστατο µητρώο διαστάσεων 
frequencyIntervals, frequencyIntervals, 2 · numberOfFunctions. Η τρίτη διάσταση καθορίζει 
το πλήθος των παραγόµενων δειγµατοσυναρτήσεων 
 

4.3.5.1 Η τάξη StationarySampleGeneratorSpace 
 

Η τάξη StationarySampleGeneratorSpace (σχήµα 4.21) χρησιµοποιείται για την 

παραγωγή τρισδιάστατων δειγµατοσυναρτήσεων κανονικών, στάσιµων στοχαστικών πεδίων 

µε τη µέθοδο spectral representation 

 

σχήµα 4.21 – τάξη StationarySampleGeneratorSpace 

µέθοδοι 

function object = StationarySampleGeneratorPlane(cutoffError, frequencyIncrement, 
spectralDensityFunction) 
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̟αράµετροι µεθόδου 
 
CutoffError 
 

το σφάλµα αποκοπής κατά τον υπολογισµό της συχνότητας αποκοπής της συνάρτησης 
πυκνότητας φασµατικής ισχύος. Εδώ το σφάλµα αποκοπής εκφράζει τον ελάχιστο λόγο 
πέρα από τον οποίο θεωρείται ότι η συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος λαµβάνει 
αµελητέες τιµές σε σχέση µε την τιµή της στην αρχή των αξόνων 
 
FrequencyIncrement 
 

το µήκος �� του βήµατος συχνοτήτων στη συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος 

 
SpectralDensityFunction 

 
αντικείµενο χειριστηρίου συνάρτησης µε τη χρησιµοποιούµενη για την παραγωγή 
δειγµατοσυναρτήσεων συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος 
 
̟εριγραφή µεθόδου 

µέθοδος constructor για αντικείµενα StationarySampleGeneratorSpace µέσω της οποίας 

καθορίζονται τα βασικά χαρακτηριστικά των παραγόµενων τρισδιάστατων 

δειγµατοσυναρτήσεων 

function calculateCutoffFrequency(object) 

 

µέθοδος που υπολογίζει τη συχνότητα αποκοπής του φάσµατος ισχύος 
 
function plotSpectralDensityFunction(object) 

 

σχεδιάζει τη γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας φασµατικής ισχύος 
 
function sampleFunctionSet = generateSampleFunctionSet(object, phaseAnglesMatrix, 
coordinates) 

 
παράγει τις τιµές των απαιτούµενων δειγµατοσυναρτήσεων στα σηµεία που καθορίζονται 
στο µητρώο coordinates χρησιµοποιώντας τις γωνίες φάσης που καθορίζονται στο µητρωό 
phaseAnglesMatrix και τις αποθηκεύει σε ένα αντικείµενο SampleFunctionSetSpace το οποίο 
και επιστρέφει. Το µητρώο phaseAnglesMatrix είναι ένα τρισδιάστατο µητρώο διαστάσεων  
frequencyIntervals, frequencyIntervals, 4 · frequencyIntervals · numberOfFunctions. Η τρίτη 
διάσταση καθορίζει το πλήθος των παραγόµενων δειγµατοσυναρτήσεων 
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Κεφάλαιο 5 

 

 Εφαρµογή των νευρωνικών 

δικτύων στην ανάλυση 

στοχαστικών φορέων 
 

 

 

 

 

5.1 Στοχαστικοί φορείς 

5.1.1 Γενικά στοιχεία 

 Όπως είδαµε στο δεύτερο κεφάλαιο, η ανάλυση ενός δοµικού φορέα προϋποθέτει το 

σχεδιασµό ενός µοντέλου που ενσωµατώνει τα σηµαντικότερα χαρακτηριστικά του υλικού, 

της γεωµετρίας και των φορτίων του. Η αβεβαιότητα για πολλά από αυτά ωστόσο, (όπως 

π.χ. για την αντοχή του υλικού ή τις αναµενόµενες σεισµικές δράσεις) οδηγεί στην ανάγκη 

πιθανοτικού χειρισµού του σχεδιασµού και της ανάλυσης ενός ασφαλούς, λειτουργικού και 

οικονοµικά βέλτιστου φορέα. Από τα αιτιοκρατικά µοντέλα φορέων (deterministic models) 

οδηγούµαστε συνεπώς, στα στοχαστικά µοντέλα (stochastic models) στα οποία οι παράµετροι 

που επηρεάζουν την απόκριση είναι τυχαίες µεταβλητές ή οικογένειες τυχαίων µεταβλητών. 

Έτσι, τουλάχιστον µια παράµερος του υλικού ενός στοχαστικού µοντέλου φορέα (ή απλούστερα 

στοχαστικού φορέα) είναι στοχαστική διαδικασία ή εναλλακτικά, σε κάθε θέση του φορέα µία 

ή περισσότερες ιδιότητές του (όπως π.χ. το µέτρο ελαστικότητάς, η αντοχή του υλικού κλπ.) 

είναι τυχαία µεταβλητή. 
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5.1.2 Ανάλυση στοχαστικών φορέων 

Η ανάλυση φορέων µε ντετερµινιστικές ιδιότητες έχει ως στόχο τον υπολογισµό των 

µεγεθών απόκρισης (όπως π.χ. οι µετατοπίσεις σηµείων, ή εντατική κατάσταση κλπ.) ως 

µονοσήµαντων συναρτήσεων της θέσης. Σε στοχαστικά µοντέλα, όπου οι ιδιότητες του 

υλικού αποτελούν στοχαστικές διαδικασίες τα µεγέθη απόκρισης είναι επίσης στοχαστικά 

(σχήµα 5.1).  

 

σχήµα 5. 1 – ανάλυση στοχαστικού φορέα 

Στόχος λοιπόν της ανάλυσης ενός στοχαστικού φορέα είναι η εξαγωγή των 

στατιστικών χαρακτηριστικών της στοχαστικής διαδικασίας ενός µεγέθους απόκρισης µε 

δεδοµένα τα στατιστικά χαρακτηριστικά των στοχαστικών διαδικασιών που περιγράφουν το 

υλικό ή και τη φόρτιση του (σχήµα 5.2).  

 

 

σχήµα 5.2 – στόχος διαδικασίας ανάλυσης στοχαστικού φορέα 

 

 

5.1.3 Η µέθοδος Monte-Carlo – χρήση νευρωνικών δικτύων 

 Στις αριθµητικές µεθόδους ανάλυσης φορέων, όπως π.χ. η µέθοδος των 

πεπερασµένων στοιχείων (κεφ. 3) οι ιδιότητες του υλικού έχουν συγκεκριµένες αριθµητικές 

τιµές. Πρωταρχικό πρόβληµα  συνεπώς είναι η εισαγωγή σε ένα αριθµητικό µοντέλο των 

στατιστικών χαρακτηριστικών της στοχαστικής διαδικασίας που διέπει την κατανοµή των 

ιδιοτήτων του υλικού µε τέτοιο τρόπο ώστε η µέθοδος επίλυσης να παρέχει τις στατιστικές 

ιδιότητες των µεγεθών απόκρισης.  

Η µέθοδος Monte-Carlo, µια γενικότερη µέθοδος αριθµητικής αντιµετώπισης 

προβληµάτων στη θεωρία των πιθανοτήτων, χρησιµοποιείται για την προσοµοίωση της 

στοχαστικής διαδικασίας του υλικού ενός στοχαστικού φορέα µέσω ενός πλήθους 

αριθµητικά παραγόµενων δειγµατοσυναρτήσεων το σύνολο των οποίων παρουσιάζει τις ίδιες 

στατιστικές ιδιότητες µε τη στοχαστική διαδικασία που προσοµοιώνει. Η επίλυση των 

ντετερµινιστικών φορέων για κάθε µια από τις δειγµατοσυναρτήσεις αυτές, παράγει ένα νέο 
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σύνολο δειγµατοσυναρτήσεων απόκρισης, από το οποίο µπορούν να εξαχθούν 

συµπεράσµατα για τη στοχαστική διαδικασία απόκρισης του φορέα. 

Η διαδικασία αυτή συνοψίζεται στο σχήµα 5.3. 

 

σχήµα 5.3 – εφαρµογή µεθόδου Monte-Carlo στους στοχαστικούς φορείς 

 Το πλήθος Ν, ωστόσο, των δειγµατοσυναρτήσεων για τις οποίες επιλύεται ένας 

στοχαστικός φορέας, ώστε να είναι εφικτή η εξαγωγή αξιόπιστων συµπερασµάτων για τα 

πιθανοτικά χαρακτηριστικά της απόκρισής του, είναι αρκετά µεγάλο (της τάξης του 105 – 

107), γεγονός που αυξάνει το χρόνο υπολογισµού σε τέτοιο βαθµό ώστε ο τρόπος αυτός 

ανάλυσης να καθίσταται υπολογιστικά ασύµφορος. 

 Μια µέθοδος επιτάχυνσης της παραπάνω διαδικασίας εξετάζεται αν είναι 

υλοποιήσιµη µέσω των νευρωνικών δικτύων (βλ. κεφ. 1) τα οποία εκπαιδεύονται  

χρησιµοποιώντας ένα σχετικά µικρό πλήθος δειγµατοσυναρτήσεων (της τάξης του 102 – 

103) και των αντίστοιχων αποκρίσεων του φορέα ώστε σε πολύ µικρότερο χρόνο να 

παρέχουν τις σωστές (προσεγγιστικά) αποκρίσεις καταργώντας την αναγκαιότητα επίλυσης 

του µοντέλου για ολόκληρο το πλήθος των δειγµατοσυναρτήσεων υλικού που απαιτεί η 

εφαρµογή της µεθόδου Monte-Carlo. 

 Έτσι, η διαδικασία του σχήµατος 5.3 τροποποιείται σε αυτή του σχήµατος 5.4. 
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παραγωγή 
δειγµατοσυνάρτησης

υλικού

σύνθεση 
προσοµοιώµατος 

πεπερασµένων 
στοιχείων

επίλυση 
προσοµοιώµατος µε τη 

µέθοδο των 
πεπερασµένων 

στοιχείων

δειγµατοσυνάρτηση 
απόκρισης

m φορές - εκπαίδευση νευρωνικού δικτύου

σχεδιασµός νευρωνικού 
δικτύου

έλεχγος νευρωνικού 
δικτύου

δειγµατοσυναρτήσεις 
απόκρισης (χρήση 

νευρωνικού δικτύου)
Ν φορές

στοχαστική διαδικασία 
απόκρισης

υπολογισµός 
πιθανοτήτων 

υπέρβασης κλπ.

 

σχήµα 5.4 – εφαρµογή µεθόδου Monte-Carlo µε χρήση νευρωνικών δικτύων 

 Στην παρούσα εργασία περιοριζόµαστε στην εξαγωγή των στατιστικών 

χαρακτηριστικών της µετατό̟ισης σε ένα σηµείο στοχαστικού φορέα και δεν υπολογίζουµε 

τα µεγέθη απόκρισης σε όλη την έκτασή του, δεν υπολογίζουµε δηλαδή ολόκληρη τη 

στοχαστική διαδικασία απόκρισης. Έτσι, τα νευρωνικά δίκτυα απλής τροφοδότησης που 

χρησιµοποιούνται εδώ περιέχουν ένα µόνο κόµβο στο στρώµα εξόδου, ενώ η αξιολόγηση 

της εκπαίδευσης συνίσταται στο κατά πόσο το εκπαιδευµένο δίκτυο αποκρίνεται σωστά (µε 

το µικρότερο σφάλµα) για ένα µικρό σύνολο ελέγχου (validation set) τυχαία παραγόµενων 

δειγµατοσυναρτήσεων υλικού για τις οποίες δεν έχει εκπαιδευτεί. 

 Η χρήση του νευρωνικού δικτύου για την εφαρµογή της µεθόδου Monte-Carlo 

ακολούθως, παρέχει τα στατιστικά χαρακτηριστικά της µετατόπισης ενός σηµείου του 

φορέα µέσω του αριθµητικού υπολογισµού της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας ή 

εναλλακτικά την κατανοµή πρώτης τάξης της στοχαστικής διαδικασίας στο σηµείο αυτό (σχ. 

5.5). Είναι προφανές ότι χρησιµοποιώντας νευρωνικά δίκτυα περισσότερων του ενός κόµβων 

στο στρώµα εξόδου και εκπαιδεύοντας τα κατάλληλα, µπορούµε εύκολα να εξάγουµε 

δειγµατοσυναρτήσεις για τη στοχαστική διαδικασία ολόκληρου του στοχαστικού φορέα ή 

ενός τµήµατός του. 
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σχήµα 5.5 – εφαρµογή µεθόδου Monte-Carlo µε χρήση νευρωνικών δικτύων για τη µετατό̟ιση ενός κόµβου 

 Η παραπάνω διαδικασία, όπως θα δούµε στη συνέχεια εφαρµόστηκε σε 

στοχαστικούς φορείς µίας, δύο ή τριών διαστάσεων (δηλαδή το στοχαστικό πεδίο του 

υλικού τους είναι µονοδιάστατο, δισδιάστατο και τρισδιάστατο αντίστοιχα) ενώ χάρη στο 

µικρό πλήθος βαθµών ελευθερίας των µοντέλων που χρησιµοποιήθηκαν, ήταν εφικτή η 

σύγκριση των αποτελεσµάτων της συµβατικής µεθόδου Monte-Carlo µε τη µέθοδο Monte-

Carlo µε χρήση νευρωνικών δικτύων. 

5.2 ∆ειγµατοσυναρτήσεις – παραγωγή και εκπαίδευση 

νευρωνικού δικτύου 

5.2.1 Εισαγωγή 

 Στους στοχαστικούς φορείς της εργασίας αυτής η ιδιότητα του υλικού που 

περιγράφεται πιθανοτικά ως στοχαστική διαδικασία είναι το µέτρο ελαστικότητας 5 που 

στην έκταση του φορέα γράφεται ως : 

α. για στοχαστικά πεδία	&��� µιας διάστασης : 

���� � 5�_1 + &(�)a 

β. για στοχαστικά πεδία &(�, 
) στο επίπεδο : 

�(�, 
) = 5�_1 + &(�, 
)a 
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γ. για στοχαστικά πεδία &(�, 
, �) στο χώρο : 

�(�, 
, �) = 5�_1 + &(�, 
, �)a 

 Σε κάθε µια από τις παραπάνω περιπτώσεις η διαδικασία	& υποτίθεται ότι έχει τα 

εξής χαρακτηριστικά (βλ. κεφ. 3) : 

α. σταθερά µηδενική µέση τιµή και τυπική απόκλιση { 

β. είναι στάσιµη µε την ευρεία έννοια (ή ασθενώς στάσιµη) 

γ. οι δειγµατοσυναρτήσεις που την προσοµοιώνουν παράγονται αριθµητικά µέσω της 

µεθόδου φασµατικής α̟εικόνισης (spectral representation method) 

 Η µέθοδος της φασµατικής απεικόνισης βασίζεται στη χρήση της συνάρτησης 

πυκνότητας φασµατικής ισχύος (ή απλούστερα φάσµα ισχύος) για την παραγωγή τιµών των 

δειγµατοσυναρτήσεων της διαδικασίας σε διάφορα σηµεία του πεδίου ορισµού της (βλ. κεφ. 

3). Για µια λεπτοµερή περιγραφή της µεθόδου ο αναγνώστης παραπέµπεται στη 

βιβλιογραφία, αναφέρουµε εδώ, ωστόσο, ότι κάθε παραγόµενη δειγµατοσυνάρτηση 

βασίζεται σε ένα σύνολο τυχαίων, ανεξάρτητων γωνιών φάσης �� το πλήθος των οποίων 

εξαρτάται από την πυκνότητα διακριτοποίησης του φάσµατος ισχύος. Με βάση τις γωνίες 

αυτές εκπαιδεύονται τα νευρωνικά δίκτυα που χρησιµοποιούνται στη µέθοδο Monte-Carlo. 

5.2.2 Στοχαστικά πεδία σε µία διάσταση 

5.2.2.1 Σχέση παραγωγής δειγµατοσυναρτήσεων 

Το φάσµα ισχύος +»��� διακριτοποιείται σε � διαστήµατα µήκους �� και η 

στοχαστική διαδικασία προσοµοιώνεται µέσω του συνόλου δειγµατοσυναρτήσεων : 

&�¤� � √2 � ��cos	���¤ � ���0�

�	�  

όπου : 

±� � �2+»�������
/7 

�� � > ∙ �� 

και �� τυχαίες ανεξάρτητες γωνίες φάσης στο διάστηµα q0, 2Üs. 
Οι παραγόµενες δειγµατοσυναρτήσεις έχουν περίοδο που δίνεται από τη σχέση : 

ö � 2Ü/�� 

ενώ για την αποφυγή του φαινοµένου aliasing θα πρέπει να ισχύει : 

�¤ ≤ 2Ü/�� 
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όπου �� η συχνότητα αποκοπής του φάσµατος ισχύος. 

Το πλήθος των ανεξάρτητων γωνιών φάσης �� που χρησιµοποιούνται για την 

εκπαίδευση του νευρωνικού δικτύου είναι εποµένως  �. 
5.2.2.2 Συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος 

 Το φάσµα ισχύος +»(�) που χρησιµοποιήθηκε δίνεται από τη σχέση : 

+»(�) = 14 {7�g�7��Ø� 

η γραφική παράσταση του οποίου για ενδεικτικές τιµές { = 0.2, � = 0.1 έχει τη µορφή του 

σχήµατος 5.6 : 

 

σχήµα 5.6 – συνάρτηση ̟υκνότητας φασµατικής ισχύος, σ = 0.2, b = 0.1 

Μια δειγµατοσυνάρτηση που παράγεται µε βάση αυτό το φάσµα έχει τη µορφή του 

σχήµατος 5.7: 

 

σχήµα 5.7 – δειγµατοσυνάρτηση µε βάση το φάσµα ισχύος του σχήµατος 5.6 
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5.2.3 Στοχαστικά πεδία σε δύο διαστάσεις 

5.2.3.1 Σχέση παραγωγής δειγµατοσυναρτήσεων 

 

Το φάσµα ισχύος +»-�E,�D. (υποτίθεται ανά τεταρτηµόριο συµµετρικό) 

διακριτοποιείται σε =E ∙ =D χωρία διαστάσεων ��E,��D ενώ το δισδιάστατο στοχαστικό 

πεδίο παράγεται από τη σχέση : 

&(�, 
) = √2 � �(2+»(�E,�D)��E��D)
/7?�

3	

?�

�	
∙ ¿cos-�E�� + �D3
 + ��3
 . + cos-�E�� − �D3
 + ��37 .À 
όπου : 

��E = �E�=E  

��D = �D�=D  

�E� = >��E 

�D3 = º��D 

Όπου �E� και �D� είναι οι συχνότητες αποκοπής στις διευθύνσεις � και 
 αντίστοιχα. 

Το πλήθος των ανεξάρτητων γωνιών φάσης ��3 που χρησιµοποιούνται για την 

εκπαίδευση του νευρωνικού δικτύου είναι εποµένως  2=E=D. 
5.2.3.2 Συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος 

 Το φάσµα ισχύος +»(�E,�D) που χρησιµοποιήθηκε δίνεται από τη σχέση : 

+»(�E,�D) = 14Ü {7�E�D��
t((Ø���)[ü(Ø���)[)
 

η γραφική παράσταση του οποίου για ενδεικτικές τιµές { = 0.2, �E = �D = 0.1 έχει τη 

µορφή του σχήµατος 5.8 : 
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σχήµα 5.8 – συνάρτηση ̟υκνότητας φασµατικής ισχύος, σ = 0.2, bx = by = 0.1 

σχήµα 5.9 – δειγµατοσυνάρτηση µε βάση το φάσµα ισχύος του σχήµατος 5.8 

 

5.2.4 Στοχαστικά πεδία σε τρεις διαστάσεις 

5.2.4.1 Σχέση παραγωγής δειγµατοσυναρτήσεων 
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Το φάσµα ισχύος +»-�E,�D,��. (υποτίθεται ανά ογδοηµόριο συµµετρικό) 

διακριτοποιείται σε =E ∙ =D ∙ =� χωρία διαστάσεων ��E,��D,��� ενώ το τρισδιάστατο 

στοχαστικό πεδίο παράγεται από τη σχέση : 

&(�, 
, �) = √2 � � � ��3�,cos-�E�� + �D3
 + ���� + ��3�
 .?��

�	�

?��

3	�

?��

�	�+ cos-�E�� + �D3
 − ���� + ��3�7 .+ cos-�E�� − �D3
 + ���� + ��3�g .+ cos-�E�� − �D3
 − ���� + ��3�t ./ 

όπου : 

��3� = Ú2+»-�E,�D,��.��E��D��� 

��E = �E�=E  

��D = �D�=D  

��� = ���=�  

�E� = >��E 

�D3 = º��D 

��3 = r��� 

 

Όπου �E�, �D�,��� είναι οι συχνότητες αποκοπής στις διευθύνσεις � και 
 και �  

αντίστοιχα. 

Το πλήθος των ανεξάρτητων γωνιών φάσης ��3 που χρησιµοποιούνται για την 

εκπαίδευση του νευρωνικού δικτύου είναι εποµένως  4=E=D=� . 
5.2.4.2 Συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος 

 Το φάσµα ισχύος +»(�E,�D) που χρησιµοποιήθηκε δίνεται από τη σχέση : 

+»(�E,�D,��) = 14Ü {7�E�D����
t((Ø���)[ü(Ø���)[ü(Ø���)[)
 

5.3 Αποτελέσµατα αναλύσεων 
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5.3.1 Εισαγωγή 

 Παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα των αναλύσεων στοχαστικών φορέων που 

χρησιµοποιήθηκαν για την αξιολόγηση της χρήσης των νευρωνικών δικτύων στη µέθοδο 

Monte-Carlo. Αναλύονται τρεις απλοί φορείς : 

α. ̟ρόβολος µήκους � = 6�, διατοµής πλάτους  � = 0.25	� και ύψους  ℎ � 0.5	� υπό 

κατακόρυφο συγκεντρωµένο φορτίο 100	r� στο ελεύθερο άκρο, διακριτοποιηµένος µε 

στοιχεία επιπέδου πλαισίου ενώ το µέτρο ελαστικότητάς του αποτελεί στοχαστικό πεδίο 

µίας διάστασης µε µέση τιµή 5� � 2.1 ∙ 10�	r�/�7 

β. υψίκορµη δοκός µήκους � � 6�, διατοµής πλάτους � � 0.25	� και ύψους ℎ � 3	� µε 

λειτουργία προβόλου (όλες οι µετατοπίσεις των κόµβων του ενός άκρου της είναι 

δεσµευµένες) και συγκεντρωµένα κατακόρυφα φορτία συνολικού µέτρου Â � 50000	r� 

ισοκατανεµηµένα στους κόµβους του ελεύθερου άκρου, διακριτοποιηµένη µε τριγωνικά 

στοιχεία επίπεδης έντασης, ενώ το µέτρο  ελαστικότητάς της αποτελεί στοχαστικό πεδίο δύο 

διαστάσεων µε µέση τιµή 5� � 2.1 ∙ 10�	r�/�7 

γ. ολόσωµος τρισδιάστατος φορέας διαστάσεων �E � 4�, �D � 2�, �� � 4� µε λειτουργία 

προβόλου πακτωµένος στο ένα άκρο στους κόµβους του επιπέδου 
� υπό συγκεντρωµένα 

φορτία συνολικού µέτρου Â � 1000	r� ισοκατανεµηµένα στους κόµβους του ελεύθερου 

άκρου και παράλληλα µε τον άξονα �, διακριτοποιηµένος µε τετραεδρικά στοιχεία, ενώ το 

µέτρο  ελαστικότητάς του αποτελεί στοχαστικό πεδίο τριών διαστάσεων µε µέση τιµή 5� � 2.1 ∙ 10�	r�/�7 

5.3.2 Πρόβολος 

 Πραγµατοποιήθηκαν 5 αναλύσεις µε διαφορετικές συναρτήσεις πυκνότητας 

φασµατικής ισχύος. Τα χαρακτηριστικά αυτών και τα αποτελέσµατα τους παρουσιάζονται 

στις επόµενες παραγράφους. 

5.3.2.1 Ανάλυση 1η  

διακριτοποίηση φορέα 

πλήθος στοιχείων (Ne) 100 

πλήθος βαθµών ελευθερίας (Ndof) 303 

 

συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος 

standard deviation (σ) 0.15 

autocorrelation length (b) 0.1 

upper-cutoff frequency (ωu) 85.87 

cutoff error (eu) 0.01 

πλήθος διαστηµάτων N 256 
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∆ω (rad / m) 0.3354 

 

χαρακτηριστικά βέλτιστου δικτύου 

 πλήθος νευρώνων 

Layer 1 (input layer) 256 

Layer 2 (1st hidden layer) 7 

Layer 3 (output layer) 1 

training sample size  256 

 

προσοµοίωση monte-carlo 

πλήθος συναρτήσεων προσοµοίωσης 120000 

 MC (w/o NN) MC (NN) error 

(%) 

m1 -0.53247 -0.53276 0.05 

m2 0.28353 0.28384 0.10 

m3 -0.15098 -0.151232 0.16 

m4 0.08040 0.08057 0.21 

t (h, m, s) 9h, 56m, 35s 18.98s  

 

 

σχήµα 5.10 – φάσµα ισχύος 1ης ανάλυσης 
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σχήµα 5.11a – ιστόγραµµα συχνοτήτων 1ης ανάλυσης – χωρίς νευρωνικό δίκτυο 

 

σχήµα 5.11b – ιστόγραµµα συχνοτήτων 1ης ανάλυσης – µε νευρωνικό δίκτυο 

 

5.3.2.2 Ανάλυση 2η  
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διακριτοποίηση φορέα 

πλήθος στοιχείων (Ne) 100 

πλήθος βαθµών ελευθερίας (Ndof) 303 

 

συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος 

standard deviation (σ) 0.15 

autocorrelation length (b) 1 

upper-cutoff frequency (ωu) 10.47 

cutoff error (eu) 0.01 

πλήθος διαστηµάτων N 128 

∆ω (rad / m) 0.08 

 

χαρακτηριστικά βέλτιστου δικτύου 

 πλήθος νευρώνων 

Layer 1 (input layer) 128 

Layer 2 (1st hidden layer) 10 

Layer 3 (output layer) 1 

training sample size  428 

 

προσοµοίωση monte-carlo 

πλήθος συναρτήσεων προσοµοίωσης 120000 

 MC (w/o NN) MC (NN) error 
(%) 

m1 -0.53918 -0.53905 0,02 

m2 0.29140 0.29131 0,03 

m3 -0.15787 -0.15782 0,03 

m4 0.08574 0.08572 0,02 

t (h, m, s) 9h, 47m, 10s 20.48s  
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σχήµα 5.12 – φάσµα ισχύος 2ης ανάλυσης 

 

σχήµα 5.13a – ιστόγραµµα συχνοτήτων 2ης ανάλυσης - χωρίς νευρωνικό δίκτυο 
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σχήµα 5.13b – ιστόγραµµα συχνοτήτων 2ης ανάλυσης - µε νευρωνικό δίκτυο 

 

5.3.2.3 Ανάλυση 3η  

διακριτοποίηση φορέα 

πλήθος στοιχείων (Ne) 100 

πλήθος βαθµών ελευθερίας (Ndof) 303 

 

συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος 

standard deviation (σ) 0.15 

autocorrelation length (b) 10 

upper-cutoff frequency (ωu) 1.04 

cutoff error (eu) 0.1 

πλήθος διαστηµάτων N 256 

∆ω (rad / m) 0.0041 

 

χαρακτηριστικά βέλτιστου δικτύου 

 πλήθος νευρώνων 

Layer 1 (input layer) 256 

Layer 2 (1st hidden layer) 12 
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Layer 3 (output layer) 1 

training sample size  409 

 

προσοµοίωση monte-carlo 

πλήθος συναρτήσεων προσοµοίωσης 120000 

 MC (w/o NN) MC (NN) error 
(%) 

m1 -0.53990 -0.53889 0.18 

m2 0.29807 0.29440 1.23 

m3 -0.16858 -0.16297 3.32 

m4 0.09788 0.09138 6.64 

t (h, m, s) 9h,45m,37s 83s  

 

σχήµα 5.14 – φάσµα ισχύος 3ης ανάλυσης 
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σχήµα 5.15a – ιστόγραµµα συχνοτήτων 3ης ανάλυσης - χωρίς νευρωνικό δίκτυο 

 

σχήµα 5.15b – ιστόγραµµα συχνοτήτων 3ης ανάλυσης - µε νευρωνικό δίκτυο 

 

5.3.2.4 Ανάλυση 4η  

διακριτοποίηση φορέα 

πλήθος στοιχείων (Ne) 100 

πλήθος βαθµών ελευθερίας (Ndof) 303 

 

συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος 

standard deviation (σ) 0.15 

autocorrelation length (b) 0.05 
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upper-cutoff frequency (ωu) 169.64 

cutoff error (eu) 0.01 

πλήθος διαστηµάτων N 256 

∆ω (rad / m) 0.66 

 

χαρακτηριστικά βέλτιστου δικτύου 

 πλήθος νευρώνων 

Layer 1 (input layer) 256 

Layer 2 (1st hidden layer) 7 

Layer 3 (output layer) 1 

training sample size  256 

 

προσοµοίωση monte-carlo 

πλήθος συναρτήσεων προσοµοίωσης 120000 

 MC (w/o NN) MC (NN) error 
(%) 

m1 -0.53129 -0.53214 0.15 

m2 0.28231 0.28321 0.31 

m3 -0.15004 -0.15075 0.47 

m4 0.07975 0.08025 0.62 

t (h, m, s) 9h,56m,28s 18.78s  

 

σχήµα 5.16 – φάσµα ισχύος 4ης ανάλυσης 
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σχήµα 5.17a – ιστόγραµµα συχνοτήτων 4ης ανάλυσης - χωρίς νευρωνικό δίκτυο 

 

σχήµα 5.17b – ιστόγραµµα συχνοτήτων 4ης ανάλυσης - µε νευρωνικό δίκτυο 

 

5.3.2.5 Ανάλυση 5η  

διακριτοποίηση φορέα 
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πλήθος στοιχείων (Ne) 100 

πλήθος βαθµών ελευθερίας (Ndof) 303 

 

συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος 

standard deviation (σ) 0.15 

autocorrelation length (b) 15 

upper-cutoff frequency (ωu) 1.04 

cutoff error (eu) 0.1 

πλήθος διαστηµάτων N 64 

∆ω (rad / m) 0.016 

 

χαρακτηριστικά βέλτιστου δικτύου 

 πλήθος νευρώνων 

Layer 1 (input layer) 64 

Layer 2 (1st hidden layer) 19 

Layer 3 (output layer) 1 

training sample size  470 

 

προσοµοίωση monte-carlo 

πλήθος συναρτήσεων προσοµοίωσης 120000 

 MC (w/o NN) MC (NN) error 
(%) 

m1 -0.53215 -0.54293 2,02 

m2 0.28601 0.29848 4,35 

m3 -0.15530 -0.16611 6,95 

m4 0.08522 0.09356 9,77 

t (h, m, s) 9h,37m,50s 5.38s  
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σχήµα 5.18 – φάσµα ισχύος 5ης ανάλυσης 

 

σχήµα 5.19a – ιστόγραµµα συχνοτήτων 5ης ανάλυσης - χωρίς νευρωνικό δίκτυο 
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σχήµα 5.19b – ιστόγραµµα συχνοτήτων 5ης ανάλυσης - µε νευρωνικό δίκτυο 

 

5.3.3 Υψίκορµη δοκός 

διακριτοποίηση φορέα 

πλήθος στοιχείων (Ne) 576 

πλήθος βαθµών ελευθερίας (Ndof) 650 

 

συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος 

standard deviation (σ) 0.15 

autocorrelation length (bx, by) (0.1, 0.1) 

upper-cutoff frequency (ωu) 21.5 

cutoff error (eu) 0.1 

πλήθος διαστηµάτων (Nx, Ny) 43 

(∆ωx, ∆ωy) (0.5, 0.5) 

 

χαρακτηριστικά βέλτιστου δικτύου 

 πλήθος νευρώνων 

Layer 1 (input layer) 2 •432 = 3698 

Layer 2 (1st hidden layer) 9 
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Layer 3 (output layer) 1 

training sample size  4000 

 

προσοµοίωση monte-carlo 

πλήθος συναρτήσεων προσοµοίωσης 60000 

 MC (w/o NN) MC (NN) error 
(%) 

m1 0.35682 0.35150 1.49 

m2 0.12733 0.12362 2.91 

m3 0.04544 0.04350 4.26 

t (h, m, s) 48h,6m,54s 19m,16s  

 

 

σχήµα 5.20 – φάσµα ισχύος 5ης ανάλυσης 
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σχήµα 5.21a – ιστόγραµµα συχνοτήτων - χωρίς νευρωνικό δίκτυο 

 

σχήµα 5.21b – ιστόγραµµα συχνοτήτων - µε νευρωνικό δίκτυο 

5.3.4 Ολόσωµος τρισδιάστατος φορέας 

διακριτοποίηση φορέα 

πλήθος στοιχείων (Ne) 1536 

πλήθος βαθµών ελευθερίας (Ndof) 1215 
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συνάρτηση πυκνότητας φασµατικής ισχύος 

standard deviation (σ) 0.15 

autocorrelation length (bx, by, bz) (0.1, 0.1, 0.1) 

upper-cutoff frequency (ωu) 18 

cutoff error (eu) 0.1 

πλήθος διαστηµάτων (Nx, Ny, Nz) (18, 18, 18) 

(∆ωx, ∆ωy, ∆ωz) (1, 1, 1) 

 

χαρακτηριστικά βέλτιστου δικτύου 

 πλήθος νευρώνων 

Layer 1 (input layer) 4·183 = 23328 

Layer 2 (1st hidden layer) 12 

Layer 3 (output layer) 1 

training sample size  1024 

 

προσοµοίωση monte-carlo 

πλήθος συναρτήσεων προσοµοίωσης 10000 

 MC (w/o NN) MC (NN) error 
(%) 

m1 0,05399 0,05415 0,29 

m2 0,00291 0,00293 0,65 

m3 0,000157 0,000159 1,07 

t (h, m, s) 122h, 31m, 21s 7m, 9s  

 

5.4 Βελτιωτικές προτάσεις - περεταίρω µελέτη 

 Όσον αφορά στις αναλύσεις που πραγµατοποιήθηκαν στην παρούσα εργασία 

προτείνονται : 

α. η χρήση περισσότερων δειγµατοσυναρτήσεων για τη βελτίωση της ποιότητας των 

προσοµοιώσεων της µεθόδου Monte-Carlo 

β. η βελτίωση του κώδικα των πεπερασµένων στοιχείων (ταχύτητα, απαιτήσεις σε µνήµη 

κλπ.) και ο εµπλουτισµός του µε περισσότερα είδη στοιχείων  

γ. η χρήση του ταχέως µετασχηµατισµού Fourier για την ταχύτερη παραγωγή 

δειγµατοσυναρτήσεων 

 Επεκτάσεις της παρούσας εργασίας περιλαµβάνουν : 

α. προσοµοιώσεις φορέων που διέπονται από µη στάσιµες στοχαστικές διαδικασίες 
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β. µη γραµµικές ή και δυναµικές αναλύσεις µε πεπερασµένα στοιχεία 

γ. εξαγωγή συµπερασµάτων για ολόκληρη τη στοχαστική διαδικασία αποκρισης   
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Α . Κώδικας Μοντέλων 

Στοχαστικών Φορέων 

 

A1. Πρόβολος 
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