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Στην παρούσα εργασία έγινε προσπάθεια για να επιτευχθεί µια ολοκληρωµένη προσέγγιση των 

βασικών προβληµάτων της θεωρίας επαφής ελαστικών σωµάτων. Η ανάλυση γίνεται σε δύο µέρη. 

Στο πρώτο µέρος αφού γίνεται µια σύντοµη εισαγωγή στην θεωρία ελαστικότητας και στην χρήση 

των τασικών συναρτήσεων, προχωρούµε σε αναλυτική επίλυση των τασικών πεδίων ορισµένων απλών 

προβληµάτων. Κατόπιν γίνεται διεξοδική παρουσίαση της θεωρίας του Hertz και τέλος παραθέτουµε 

µελέτες περιπτώσεων (case studies) µηχανικής επαφής µε ξεχωριστό ενδιαφέρον για την επιστήµη της 

µηχανολογίας. 

Στο δεύτερο µέρος περιλαµβάνονται όλα τα σχετικά µε την εφαρµογή της πειραµατικής µεθόδου 

των καυστικών καµπυλών. Πρώτον παρουσιάζουµε όλο το απαραίτητο θεωρητικό υπόβαθρο για την 

κατανόηση της µεθόδου των καυστικών. Κατόπιν παρουσιάζουµε όλη την προετοιµασία που απαιτήθηκε 

για την διεξαγωγή των δοκιµών (σχεδιασµός των δοκιµίων, επιλογή υλικών, κατασκευή των δοκιµίων κτλ). 

Παράλληλα γίνεται και περιγραφή της πειραµατικής διαδικασίας. Τελευταία παρουσιάζουµε την ανάλυση 

των πειραµατικών αποτελεσµάτων, όπου γίνεται χρήση των εξισώσεων της θεωρίας επαφής και της θεωρίας 

των καυστικών για τον προσδιορισµό φορτίων και παραµέτρων επαφής (π.χ. µήκος επαφής) στην πράξη. 

Τα δεδοµένα που προκύπτουν από την εργασία αυτή αποτελούν πολύ καλή βάση για περεταίρω 

έρευνα στην περιοχή της τριβολογίας. 
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Τα είδη της επαφής 

 

 

 

Η παρούσα εργασία ασχολείται µε τις τάσεις και τις παραµορφώσεις που δηµιουργούνται 

όταν οι επιφάνειες δύο στερεών σωµάτων έρχονται σε επαφή. Οι επαφές διακρίνονται σε 

σύµµορφες επαφές και σε µη σύµµορφες επαφές (ορισµένοι συγγραφείς χρησιµοποιούν τον όρο 

αντίµορφες επαφές). Μια επαφή ονοµάζεται σύµµορφη όταν οι δύο επιφάνειες «ταιριάζουν» 

ακριβώς η µία µε την άλλη χωρίς να έχουν υποστεί κάποια παραµόρφωση. Τα έδρανα ολίσθησης 

είναι χαρακτηριστικό παράδειγµα σύµµορφης επαφής. Αντίθετα αν τα σώµατα που έρχονται σε 

επαφή έχουν διαφορετικά προφίλ τότε έχουµε την περίπτωση της µη σύµµορφης επαφής. Σε µια 

µη σύµµορφη επαφή είναι δυνατόν να έχουµε σηµειακή επαφή αν τα σώµατα αρχικά 

συναντώνται σε ένα σηµείο ή γραµµική επαφή αν τα σώµατα αρχικά συναντώνται κατά µήκος 

µιας γραµµής. Για παράδειγµα, σε έναν ένσφαιρο τριβέα (ρουλεµάν), η κάθε σφαίρα έρχεται σε 

σηµειακή επαφή µε το αυλάκι ενώ στα κυλινδρικά ρουλεµάν κάθε κύλινδρος είναι σε γραµµική 

επαφή. Ουσιαστικά η γραµµική επαφή προκύπτει όταν τα σώµατα έχουν σύµµορφη γεωµετρία σε 

µια διεύθυνση και µη σύµµορφη γεωµετρία στην κάθετη διεύθυνση. Η επιφάνεια επαφής σε µία 

µη σύµµορφη επαφή είναι πολύ µικρή σε σχέση µε τις διαστάσεις των σωµάτων που έρχονται σε 

επαφή. Συνεπώς εµφανίζεται µεγάλη συγκέντρωση τάσεων στην περιοχή πλησίον της ζώνης 

επαφής η οποία δεν επηρεάζεται καθόλου από το µακροσκοπικό σχήµα των σωµάτων. 



 

Στην πλειονότητα των µηχ

εκτελούν πολύπλοκες κινήσεις κα

παράδειγµα, στην εµπλοκή οδον

στον χώρο, και ταυτόχρονα οι δ

ολίσθηση και κύλιση. Στην εισα

αναφοράς στο οποίο θα ανάγου

ξεχωριστή περίπτωση επαφής.  

Ας υποθέσουµε ότι δύο επιφ

επίδραση µίας αµελητέας δύναµ

Θεωρούµε το σηµείο αυτό Ο σα

δύο στερεά σώµατα, το κατώτερ

αντίστοιχα σώµα 1 και σώµα 2.

 

 

 

Ο άξονας Οz πάντοτε επιλέ

σηµείο Ο. Συνεπώς το επίπεδο 

σηµείο Ο. Η διεύθυνση των αξόν

µε άξονες συµµετρίας των επιφαν

Το απαραµόρφωτο προφίλ τω
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ν µηχανολογικών εφαρµογών τα σηµεία των 

ς και µέσω αυτών µεταδίδονται µέσω αυτών δυν

ή οδοντωτών τροχών στις δύο διαστάσεις, το σηµ

α οι δύο επιφάνειες βρίσκονται σε σχετική κίνηση

ν εισαγωγή αυτή σκοπός µας είναι να δηµιουργ

νάγουµε τις κινήσεις και τις δυνάµεις που αναπ

 

ο επιφάνειες µε µη σύµµορφες γεωµετρίες έρχοντ

 δύναµης και η αρχική τους επαφή είναι ένα µ

 Ο σαν αρχή ενός ορθογωνικού συστήµατος συντ

ατώτερο και το ανώτερο όπως φαίνονται στο  Σχ

α 2. 

Σχήµα  1 

 επιλέγεται να συµπίπτει µε την κοινή κάθετη 

πεδο Oxy είναι το κοινό εφαπτόµενο επίπεδο στις

ν αξόνων Ox και Oy επιλέγεται, όπου είναι αυτό δυ

επιφανειών. 

οφίλ των επιφανειών περιγράφεται από τις παρακάτ

 των επιφανειών επαφής 

ών δυνάµεις και ροπές. Για 

το σηµείο επαφής κινείται 

κίνηση η οποία συνδυάζει 

ιουργήσουµε ένα πλαίσιο 

υ αναπτύσσονται σε κάθε 

νται σε επαφή υπό την 

 ένα µεµονωµένο σηµείο. 

ς συντεταγµένων Oxyz. Τα 

Σχήµα 1  ονοµάζονται 

 

θετη των επιφανειών στο 

ο στις δύο επιφάνειες στο 

υτό δυνατόν, να συµπίπτει 

ρακάτω συναρτήσεις: 
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                                                              (1) 

 

Οπότε η απόσταση µεταξύ των επιφανειών πριν την φόρτιση θα είναι: 

 

                                                            ( )1 2 ,h z z f x y= + =                                                         (2) 

 

 

 

 

 

 

Σχετική κίνηση δύο επιφανειών – Ολίσθηση, Κύλιση και Περιστροφή 

 

 

 

Η κίνηση ενός στερεού σώµατος σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή µπορεί να περιγραφεί αν 

δίνεται το διάνυσµα της γραµµικής ταχύτητας ενός τυχαίου σηµείου αναφοράς επάνω στο σώµα 

και το διάνυσµα της γωνιακής ταχύτητας του σώµατος. Αν τώρα στην περίπτωση επαφής δύο 

σωµάτων θεωρήσουµε σαν σηµείο αναφοράς το κοινό σηµείο επαφής Ο, στην δεδοµένη χρονική 

στιγµή, το σώµα 1 θα έχει γραµµική ταχύτητα V1  και γωνιακή ταχύτητα Ω1  και το σώµα 2 θα 

έχει γραµµική ταχύτητα V2  και γωνιακή ταχύτητα Ω2. Ολόκληρο το σύστηµα αναφοράς κινείται 

µε την γραµµική ταχύτητα του σηµείου επαφής, VO  και µε γωνιακή ταχύτητα ΩΟ,  ώστε να 

διατηρεί τον αρχικό προσανατολισµό του σε σχέση µε την κοινή κάθετη και το κοινό εφαπτόµενο 

επίπεδο των δύο επιφανειών. 

Για το σύστηµα αναφοράς της επαφής τα δύο σώµατα θα κινούνται µε γραµµικές ταχύτητες: 
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2 2

O

O

= − 


= − 

v V V

v V V
                                                            (3) 

 

και γωνιακές ταχύτητες: 
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1 1

2 2

Ο

Ο

= − 


= − 

ω Ω Ω

ω Ω Ω
                                                          (4) 

 

Εάν η επαφή είναι συνεχής, δηλαδή οι επιφάνειες δεν αποµακρύνονται ούτε εισέρχονται η µία 

µέσα στην άλλη, τότε οι συνιστώσες της γραµµικής ταχύτητας κατά τον άξονα της κοινής 

καθέτου θα πρέπει να είναι οι ίδιες. 

 

                                                                 

1 2

1 2 0

z z zO

z z

V V V

v v

= =

= =
                                                              (5) 

 

Ορίζουµε ως ολίσθηση των δύο επιφανειών, την σχετική γραµµική ταχύτητα ανάµεσα στις δύο 

επιφάνειες στο σηµείο Ο, και την συµβολίζουµε µε ∆v. 

 

                                                           1 2 1 2∆ = − = −v v v V V                                                       (6) 

 

Οι συνιστώσες της ταχύτητας ολίσθησης είναι οι ακόλουθες: 

 

                                                                

1 2

1 2

x x x

y y y

v v v

v v v

∆ = − 


∆ = − 

                                                            (7) 

 

Ορίζουµε ως κύλιση των δύο επιφανειών την σχετική γωνιακή ταχύτητα των δύο σωµάτων γύρω 

από άξονα ο οποίος κείται στο κοινό εφαπτόµενο επίπεδο. Όπως και προηγουµένως η γωνιακή 

ταχύτητα κύλισης έχει συνιστώσες: 

 

                                                  

1 2 1 2

1 2 1 2

x x x x x

y y y y y

ω ω ω

ω ω ω

∆ = − = Ω − Ω 


∆ = − = Ω − Ω 

                                                 (8) 
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Τέλος ορίζουµε σαν περιστροφή την σχετική γωνιακή ταχύτητα των δύο σωµάτων γύρω από τον 

άξονα της κοινής κάθετης στις επιφάνειες, δηλαδή: 

 

                                                    1 2 1 2z z z z zω ω ω∆ = − = Ω − Ω                                                    (9) 

 

Κάθε κίνηση µεταξύ σωµάτων πρέπει να πληροί την συνθήκη συνεχούς επαφής (5) και τότε 

µπορεί να θεωρηθεί σαν συνισταµένη των τριών βασικών κινήσεων που ορίσαµε παραπάνω, 

δηλαδή της ολίσθησης, της κύλισης και της περιστροφής. Για παράδειγµα οι τροχοί ενός οχήµατος 

κανονικά εκτελούν µόνο κύλιση. Ωστόσο αν το όχηµα αρχίσει να στρίβει προτίθεται η 

περιστροφή ενώ αν «µπλοκάρουν» κατά την πέδηση τότε εκτελούν µόνο ολίσθηση. 

 

 

 

 

 

 

 

∆υνάµεις στο σηµείο επαφής 

 

 

 

Η συνολική δύναµη που αναπτύσσεται σε κάθε σώµα λόγω της επαφής µπορεί να αναλυθεί 

σε δύο συνιστώσες, την κάθετη δύναµη  P  µε διεύθυνση παράλληλη µε την κοινή κάθετη στις 

επιφάνειες και η οποία γενικά είναι θλιπτική, και την εφαπτοµενική δύναµη  Q  η οποία κείται 

πάνω στο κοινό εφαπτόµενο επίπεδο και οφείλει την ύπαρξη της στην τριβή. Το µέτρο της Q θα 

πρέπει να είναι µικρότερο ή οριακά ίσο µε την οριακή τριβή, δηλαδή: 

 

                                                                        Q Pµ≤                                                                 (10) 

 

όπου  µ  είναι ο συντελεστής οριακής τριβής. Αναλύουµε την Q σε δύο συνιστώσες Qx και Qy 

παράλληλες στους άξονες  x και  y αντίστοιχα. Σε µια επαφή που περιλαµβάνει µόνο ολίσθηση η 

εφαπτοµενική δύναµη παίρνει την οριακή τιµή σε κατεύθυνση αντίθετη µε την ταχύτητα 

ολίσθησης και ισχύει: 

 



 

                                                     

 

Η κάθετη δύναµη P που 

παραµόρφωση των σωµάτων έτ

πεπερασµένο µέγεθος. Αυτό έχει

δυνάµεων. Οι συνιστώσες  Mx  

στην κύλιση των σωµάτων. Απ

τρίτη συνιστώσα  Mz  που έχει 

στην επιφάνεια επαφής, και ο

συνδυάζεται µε περιστροφή τότε 

Στο σηµείο αυτό πρέπει να

περιστροφή είναι η κίνηση που π

δύναµη Q στο σηµείο επαφής είν
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x
x

y

y

v
Q P

v

v
Q P

v

µ

µ

∆ = − ∆ 

∆

= − 
∆ 

                              

που ασκείται σε µια σηµειακή επαφή προκ

ων έτσι ώστε η επιφάνεια επαφής να µεγαλώσε

τό έχει σαν αποτέλεσµα να γίνει δυνατή η µετάδοσ

  και  My  ονοµάζονται ροπές κύλισης και ουσια

. Αποτελούν αυτό που πολλές φορές ονοµάζετα

 έχει την διεύθυνση της κοινής καθέτου, προκαλ

και ονοµάζεται ροπή περιστροφής (spin momen

ή τότε η ροπή περιστροφής προστίθεται στην συνολ

πει να ορίσουµε την έννοια της ελεύθερης περ

 που περιλαµβάνει κύλιση χωρίς περιστροφή και ό

ής είναι 0. 

Σχήµα  2 

                                    (11) 

 προκαλεί συµπίεση και 

αλώσει και να αποκτήσει 

ετάδοση ροπών πλέον των 

 ουσιαστικά αντιστέκονται 

µάζεται τριβή κύλισης. Η 

ροκαλείται από την τριβή 

ment). Όταν η κύλιση 

 συνολική τριβή κύλισης. 

ς περιστροφής. Ελεύθερη 

 και όπου η εφαπτοµενική 
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Τάσεις στο σηµείο επαφής 

 

 

 

Οι δυνάµεις και οι ροπές που αναπτύσσονται στην επαφή δύο σωµάτων λόγω της 

παραµόρφωσης και άρα της επιφάνειας επαφής που δηµιουργούν, προκαλούν την εµφάνιση 

τάσεων στη διεπιφάνεια. Η ορθή τάση (πίεση) συµβολίζεται µε  p  και η εφαπτοµενική τάση 

(διατµητική τάση) µε  q. Με αναφορά στο  Σχήµα 2  µπορούµε να γράψουµε τις παρακάτω γενικές 

σχέσεις: 

 

                                                      x x y y
S S S

P pdS Q q dS Q q dS= = =∫ ∫ ∫                                 (12) 

 

 

Επιπλέον όταν σε µια µη σύµµορφη επαφή η επιφάνεια επαφής ανήκει σχεδόν εξ’ ολοκλήρου στο 

κοινό εφαπτόµενο επίπεδο τότε µπορούµε να γράψουµε ότι: 

 

                                                          

( )

x
S

y
S

z y x
S

M pydS

M pxdS

M q x q y dS

=

=

= −

∫

∫

∫

                                                    (13) 

 

Όταν όµως η επαφή πλησιάζει να γίνει σύµµορφη, και η επιφάνεια επαφής παρουσιάζει 

αναδίπλωση έτσι ώστε να µην ανήκει στο κοινό εφαπτόµενο επίπεδο, τότε οι εκφράσεις των 

ροπών Mx  και  My  πρέπει να τροποποιηθούν ώστε να περιλαµβάνουν και την επίδραση των 

διατµητικών τάσεων  qx  και  qy . 
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Το ελαστικό ηµιεπίπεδο (elastic half-space) 

 

 

 

Τα ελαστικά στερεά µε µη σύµµορφη γεωµετρία, των οποίων οι παραµορφώσεις είναι αρκετά 

µικρές ώστε να εµπίπτουν στο πλαίσιο της γραµµικής θεωρίας των µικρών παραµορφώσεων 

αναπόφευκτα θα συναντηθούν σε µια περιοχή επαφής µε διαστάσεις πολύ µικρές σε σύγκριση µε 

τις ακτίνες καµπυλότητας των απαραµόρφωτων επιφανειών. Οι δυνάµεις επαφής έχουν υψηλή 

συγκέντρωση πλησίον σε αυτή την περιοχή επαφής, ενώ το µέτρο τους µειώνεται απότοµα όσο 

αποµακρυνόµαστε από αυτή µέχρι που µηδενίζεται µετά από κάποια απόσταση. Αυτό 

συνεπάγεται ότι η περιοχή που µας ενδιαφέρει πρακτικά είναι µια πολύ µικρή σε µέγεθος περιοχή 

γύρω από το σηµείο της πρώτης επαφής. Άρα, αν υποθέσουµε ότι οι διαστάσεις των σωµάτων 

είναι αρκετές τάξεις µεγέθους µεγαλύτερες από τις διαστάσεις της περιοχής επαφής, οι τάσεις που 

εµφανίζονται πλησίον της επαφής δεν επηρεάζονται σχεδόν καθόλου από το σχήµα των σωµάτων 

ή από τον τρόπο στήριξης τους. Για τον υπολογισµό των τάσεων αυτών εισάγουµε την έννοια του 

ελαστικού ηµιεπιπέδου δηλαδή την εξιδανικευµένη θεώρηση των ελαστικών σωµάτων που 

έρχονται σε επαφή ως ηµι-άπειρους ελαστικούς χώρους µε επίπεδο όριο. Η εξιδανίκευση αυτή, 

που χρησιµοποιείται σχεδόν στο σύνολο των προβληµάτων επαφής, απλοποιεί σηµαντικά τις 

οριακές συνθήκες ενώ παράλληλα αποτελεί καλή προσέγγιση της πραγµατικότητας. 
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ΣΤΟΙΧΕΙΑ  ΘΕΩΡΙΑΣ 

ΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑΣ 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θεµελιώδεις εξισώσεις 

 

 

 

Θεωρούµε το πρόβληµα του  Σχήµατος 1  κατά το οποίο ένα ελαστικό ηµιεπίπεδο φορτίζεται 

επιφανειακά µε ορθό και διατµητικό φορτίο τυχαίας κατανοµής. Επειδή το βάθος του ελαστικού 

ηµιεπιπέδου είναι άπειρο θεωρούµε ότι οι ισχύουν συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης  ( 0yε = ). 

Η αντίθετη περίπτωση επίπεδης έντασης  ( 0yσ = )  θα ίσχυε µόνο αν είχαµε γραµµική φόρτιση 

µίας πλάκας µε πάχος αρκετά µικρό σε σύγκριση µε το πλάτος της επιφάνειας φόρτισης, κάτι το 

οποίο είναι εξαιρετικά σπάνιο. 

Το σύνηθες ζητούµενο στα προβλήµατα αυτού του είδους είναι οι τάσεις  σx ,  σz και  τxz σε όλη 

την έκταση του υλικού (συνήθως µε την µορφή διαγραµµάτων) και οι συνιστώσες της 

µετατόπισης  ux και uz  πάλι σε όλη την έκταση του υλικού. Ορισµένες φορές ζητείται και το 

παραµορφωµένο  προφίλ της επιφάνειας ( )zu x  (δηλαδή η µετατόπιση uz  για  z=0 και y=0). 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Από την µηχανική του παραµορφ

 

∆ιαφορικές εξισώσεις ισορροπίας

  

 

 

 

Εξισώσεις συµβιβαστού (Εξισώσε

 

 

 

 

Η σχέση µεταξύ παραµορφώσεω

 

xε

 

Το πρόβληµα αποτελεί περίπτωσ
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Σχήµα 1 

αµορφώσιµου στερεού σώµατος ισχύουν οι παρακά

πίας (εξισώσεις Navier). 

0x xz

x z

σ τ∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

0xzz

z x

τσ ∂∂
+ =

∂ ∂
 

ώσεις Saint-Venant) 

2 22

2 2

x xzz

z x x z

ε γε∂ ∂∂
+ =

∂ ∂ ∂ ∂
 

ώσεων και µετατοπίσεων είναι: 

,    ,    x xz z
x z xz

u uu u

x z z x
ε ε γ

∂ ∂∂ ∂
= = = +

∂ ∂ ∂ ∂
 

ίπτωση επίπεδης παραµόρφωσης (plain strain) οπό

( )0    και    y y x zvε σ σ σ= = ⋅ +  

αρακάτω εξισώσεις: 

οπότε ισχύει ότι: 
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Έτσι σύµφωνα µε τον νόµο του Hooke για την επίπεδη παραµορφωσιακή κατάσταση θα ισχύουν 

τα εξής: 

 

( ) ( ){ }21
1 1x x zv v vε σ σ= − ⋅ − ⋅ + ⋅

Ε
 

 

( ) ( ){ }21
1 1z z xv v vε σ σ= − ⋅ − ⋅ + ⋅

Ε
 

 

( )2 11
xz xz xz

v

G
γ τ τ

⋅ +
= ⋅ = ⋅

Ε
 

 

 

 

Αν δεν χρησιµοποιούσαµε την τασική συνάρτηση Airy τότε για να λύσουµε το γενικό πρόβληµα 

επίπεδης ελαστικότητας, δηλαδή για να προσδιορίσουµε τα   ,  ,  ,  ,  , x z xz x z xzσ σ τ ε ε γ πρέπει να 

λύσουµε το ακόλουθο σύστηµα έξι εξισώσεων. 

 

0x xz

x z

σ τ∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                                                             (1) 

 

0xzz

z x

τσ ∂∂
+ =

∂ ∂
                                                                             (2) 

 
2 22

2 2

x xzz

z x x z

ε γε∂ ∂∂
+ =

∂ ∂ ∂ ∂
                                                                     (3) 

 

( ) ( ){ }21
1 1x x zv v vε σ σ= − ⋅ − ⋅ + ⋅

Ε
                                              (4) 

 

( ) ( ){ }21
1 1z z xv v vε σ σ= − ⋅ − ⋅ + ⋅

Ε
                                              (5) 

 

( )2 11
xz xz xz

v

G
γ τ τ

⋅ +
= ⋅ = ⋅

Ε
                                                          (6) 

 

 

 

Το παραπάνω σύστηµα είναι δύσκολο να λυθεί γιατί είναι σύστηµα µερικών παραγώγων. 

Αντί για αυτό µπορούµε να λύσουµε την παρακάτω διαρµονική εξίσωση που προκύπτει από τις 3 

πρώτες εξισώσεις του συστήµατος.  

 

 



[12] 

 

2 2 2 2

2 2 2 2
0

x z x z

ϕ ϕ  ∂ ∂ ∂ ∂
+ + =  ∂ ∂ ∂ ∂  

                                                (7) 

 

 

Επιλύοντας την εξίσωση βρίσκουµε την συνάρτηση   φ(x,z)  η οποία ονοµάζεται τασική 

συνάρτηση του Airy. Έχοντας την συνάρτηση Airy µπορούµε να υπολογίσουµε και του 6 

αγνώστους του παραπάνω συστήµατος µε τις ακόλουθες εξισώσεις. 

 

 
2

2x
z

ϕ
σ

∂
=

∂
            (8)                             

2

2z
x

ϕ
σ

∂
=

∂
          (9)                          

2

xz
x z

ϕ
τ

∂
= −

∂ ∂
            (10) 

 

 

( ) ( ){ }21
1 1x x zv v vε σ σ= − ⋅ − ⋅ + ⋅

Ε
 

 

( ) ( ){ }21
1 1z z xv v vε σ σ= − ⋅ − ⋅ + ⋅

Ε
        ν. Hooke 

 

( )2 11
xz xz xz

v

G
γ τ τ

⋅ +
= ⋅ = ⋅

Ε
 

 

 

 

 

Η παραπάνω διαρµονική εξίσωση µπορεί να λυθεί είτε µε αναλυτική (µέθοδος δυναµοσειρών, 

µέθοδος µιγαδικών συναρτήσεων) είτε µε αριθµητική µέθοδο (FDM, FEM, BEM, Ritz). Προς το 

παρόν δεν θα µας απασχολήσουν οι αριθµητικές µέθοδοι αλλά οι αναλυτικές. Οι τρείς κυριότερες 

είναι: 

• Η µέθοδος δυναµοσειρών 

• Η µέθοδος Fourier 

• Η µέθοδος µιγαδικών συναρτήσεων 

 

Από αυτές θα ασχοληθούµε περισσότερο µε την µέθοδο δυναµοσειρών. 
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Προσδιορισµός της φ(x,z) µε την µέθοδο των δυναµοσειρών σε καρτεσιανό 

σύστηµα συντεταγµένων. 

 

 

 

Έστω το προηγούµενο πρόβληµα επίπεδης ελαστικότητας εκφρασµένο σε καρτεσιανές 

συντεταγµένες. Όταν δεν ασκούνται εξωτερικές ογκικές δυνάµεις στο σύστηµα (όπως π.χ. βάρος) 

τότε η εξίσωση που δίνει την τασική συνάρτηση φ είναι της παρακάτω µορφής. 

 

 
2 2 2 2

2 2 2 2
0

x z x z

ϕ ϕ  ∂ ∂ ∂ ∂
+ + =  ∂ ∂ ∂ ∂  

 

                                  ή                 

4 4 4

4 2 2 4
2 0

x x z z

ϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
                                                (11) 

 

Αν στο σύστηµα δρούσαν και εξωτερικές δυνάµεις τότε το δεύτερο µέλος θα ήταν 0≠ . 

Η καρτεσιανή µορφή της εξίσωσης είναι χρήσιµη όταν έχουµε να κάνουµε µε ορθογωνικά χωρία 

επειδή θα είναι πιο εύκολο να ικανοποιηθούν οι συνοριακές συνθήκες.  

Η µέθοδος αυτή βασίζεται στην αντίστροφη επίλυση της διαρµονικής εξίσωσης κατά την οποία 

υποθέτουµε ότι η λύση έχει την γενική πολυωνυµική µορφή: 

 

 

( )
0 0

, m n

mn

m n

x z A x zϕ
∞ ∞

= =

= ∑∑                                                        (12) 

 

 

Όπου mnA  οι συντελεστές που πρέπει να προσδιοριστούν. Η λύση αυτή προτάθηκε το 1957 από 

τον Neou. Πρέπει εδώ να σηµειώσουµε ότι όπως προκύπτει από τις εξισώσεις (8), (9) και (10) οι 

τρεις όροι της (12) που έχουν την χαµηλότερη τάξη, δηλαδή 1m n+ ≤ , µηδενίζονται κατά την 

παραγώγιση εποµένως δεν συνεισφέρουν στην διαµόρφωση του τασικού πεδίου. Οι όροι δεύτερης 

τάξης παράγουν σταθερή κατανοµή τάσεων, οι όροι τρίτης τάξης σταθερή κατανοµή κ.ο.κ. 

Εάν η φ(x,z) έχει µονάχα όρους µε  3m n+ ≤  ικανοποιείται αυτόµατα η (11) για οποιονδήποτε 

συντελεστή mnA  (ταυτότητα). 

Εάν όµως έχουµε όρους υψηλότερης τάξεως, όπου δηλαδή  3m n+ >  τότε θα πρέπει µε 

αντικατάσταση στην (11) να προκύψει µια σχέση των συντελεστών mnA  η οποία µαζί µε τις 
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εξισώσεις που θα προκύψουν από τις οριακές συνθήκες, να αποτελέσει σύστηµα από το οποίο θα 

προσδιοριστούν οι συντελεστές mnA . 

 

Στην γενική περίπτωση τώρα, αν αντικαταστήσουµε την  φ(x,z)  από την (12) στην εξίσωση (11) 

θα έχουµε: 

 

                                         

( )( ) ( )

( ) ( )

( )( )( )

4

4 0

2 2

2 2

4

0 4

1 2 3

2 1 1

1 2 3 0

m n

mn

m n

m n

mn

m n

m n

mn

m n

m m m m A x z

m m n n A x z

n n n n A x z

∞ ∞
−

= =

∞ ∞
− −

= =

∞ ∞
−

= =

− − −

+ − −

+ − − − =

∑∑

∑∑

∑∑

                                   (13) 

 

 

 

Αν παραγοντοποιήσουµε την (13) θα έχουµε: 

 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2, 2 2 2

2 2 2, 2

2 1 1 2 1 1
0

2 1 1

m n mn m n

m n m n

m m m m A m m n n A
x z

n n n n A

∞ ∞
+ − − −

= = − +

+ + − + − − 
= 

+ + + −  
∑∑          (14) 

 

 

 

Επειδή η παραπάνω εξίσωση πρέπει να ισχύει για κάθε ζεύγος (x,z) οι συντελεστές στην αγκύλη 

πρέπει να είναι 0. ∆ηλαδή: 

 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

2, 2

2, 2

2 1 1 2 1 1

2 1 1 0

m n mn

m n

m m m m A m m n n A

n n n n A

+ −

− +

+ + − + − −

+ + + − =
                               (15) 

 

 

Η σχέση (15) θα πρέπει να ισχύει υποχρεωτικά για τους συντελεστές της τασικής συνάρτησης 

Airy και εξασφαλίζει ότι αυτή θα ικανοποιεί της διαρµονική εξίσωση (7). Αυτή µαζί µε τις 

σχέσεις που προκύπτουν από τις οριακές συνθήκες του προβλήµατος θα µας δώσουν τις τιµές των 

συντελεστών και άρα την τασική συνάρτηση φ(x,z). 

Επειδή η µέθοδος αυτή δίνει πολυωνυµικές κατανοµές τάσεων πρέπει να περιµένουµε ότι δεν θα 

ικανοποιούνται γενικά οριακές συνθήκες οποιασδήποτε µορφής. Ωστόσο ο περιορισµός αυτός 
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µπορεί να παρακαµφθεί τροποποιώντας τις οριακές συνθήκες σύµφωνα µε την αρχή του Saint-

Venant. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Προσδιορισµός της φ(x,z) µε την µέθοδο Fourier σε καρτεσιανό σύστηµα 

συντεταγµένων. 

 

 

 

Η µέθοδος επίλυσης αυτή είναι παρόµοια µε την προηγούµενη στην γενική της ιδέα και έτσι θα 

αναλυθεί µε συντοµία. 

Aναπτύχθηκε από τους Pickett (1944), Timoshenko και Goodier (1970) και Little (1973). 

Αυτή την φορά αντί να υποθέσουµε ότι η τασική συνάρτηση Airy έχει µορφή δυναµοσειράς 

υποθέτουµε ότι έχει την παρακάτω µορφή χωριζοµένων µεταβλητών. 

 

 

         ( ) ( ) ( ),x z X x Z zϕ =                                                       (16) 

 

 

Όπου  axX e= και zZ eβ= . Αν αντικαταστήσουµε την παραπάνω µορφή στην εξίσωση (11) θα 

πάρουµε την παρακάτω εξίσωση: 

 

 

   ( )4 2 2 42 0ax ze eβα α β β+ + =                                                   (17) 

 

 

 

Επειδή η προηγούµενη εξίσωση πρέπει να ισχύει για κάθε τιµή (x,z) ο όρος στην παρένθεση θα 

πρέπει να ισούται µε 0. Παίρνουµε λοιπόν την ισοδύναµη χαρακτηριστική εξίσωση: 

 

 

              ( )2
2 2 0α β+ =                                                               (18) 
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Η οποία δίνει µηδενικές ρίζες και µία διπλή ρίζα της µορφής  iα β= ± . 

Αντικαθιστώντας τώρα τις 4 ρίζες στην (16) και κατόπιν στην διαρµονική εξίσωση (11) και 

επιλύοντας ως προς φ(x,z) προκύπτει: 

 

Για β=0 

 
2 3

0 0 1 2 3C C x C x C xβϕ = = + + +                                                                                                  (19) 

 

 

Για α=0 

 
2 3 2 2

0 4 5 6 7 8 9C z C z C z C xz C x z C xzαϕ = = + + + + +                                                                    (20) 

 

 

Για α=±iβ 

 
i x z z z z

i x z z z z

e Ae Be Cze Dze

e A e B e C ze D ze

β β β β β

β β β β β

ϕ − −

− − −

 = + + + 

′ ′ ′ ′ + + + + 
                                                                            (21) 

 

 

Η γενική λύση προκύπτει από την υπέρθεση των τριών παραπάνω λύσεων. Μάλιστα επειδή η 

λύση πρέπει να είναι πραγµατική αντικαθιστούµε τους εκθετικούς όρους µε τα ισοδύναµα 

υπερβολικά ηµίτονα και συνηµίτονα. Προκύπτει λοιπόν: 

 

 

  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0 0

sin sinh cosh

cos sinh cosh

sin sinh cosh

cos sinh cosh

x A C z z B D z z

x A C z z B D z z

z E G x x F H x x

z E G x x F H x x

α β

ϕ β β β β β

β β β β β

α α α α α

α α α α α

ϕ ϕ= =

= + + +  

′ ′ ′ ′+ + + +  

+ + + +  

′ ′ ′ ′+ + + +  
+ +

                          (22) 

 

 

Ο προσδιορισµός των σταθερών συντελεστών της (22) είναι εφικτός µε χρήση των οριακών 

συνθηκών του προβλήµατος. Όταν µάλιστα οι οριακές συνθήκες είναι πολύπλοκες κατανοµές και 

δεν έχουν αναλυτική έκφρασή και η γεωµετρία του προβλήµατος δεν επιτρέπει την χρήση της 

αρχής Saint-Venant, αυτό που συµφέρει να κάνουµε είναι να εκφράσουµε τις οριακές συνθήκες 

µε σειρές Fourier της µορφής: 
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            ( ) 0

1

1
cos sin

2
n n

n

n x n x
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l l

π π∞

=

 = + + 
 

∑                                      (23) 

 

 

όπου 

 

             

( )
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1
cos ,    0,  1,  2,.....
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n

l

l

n

l

n
a f d n

l l

n
b f d n

l l

πξ
ξ ξ

πξ
ξ ξ

−

−

 = = 
 

 = = 
 

∫

∫
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Προσδιορισµός της φ(r,θ) σε πολικό σύστηµα συντεταγµένων (λύση Michell).  

 

 

 

Σε ορισµένες περιπτώσεις προβληµάτων επαφής είναι προτιµότερη η χρήση πολικών 

συντεταγµένων ( ),r θ . Ισχύουν οι ίδιες καταστατικές εξισώσεις µε προηγουµένως και το 

ζητούµενο είναι ο προσδιορισµός της τασικής συναρτήσεως  φ(r,θ). Η διαρµονική εξίσωση (7) 

µετασχηµατισµένη σε πολικές συντεταγµένες γίνεται: 

 

 
2

2 2
4

2 2 2

1 1
0

r r r r
ϕ ϕ

θ
 ∂ ∂ ∂

∇ = + + = ∂ ∂ ∂ 
                                       (24) 

 

 

Ο Michell έκανε για πρώτη φορά την υπόθεση ότι η παραπάνω εξίσωση έχει λύση της µορφής 

( ) ( ), br f r e θϕ θ =   όπου b µια άγνωστη παράµετρος. Αντικαθιστώντας την λύση στην εξίσωση 

(24) και απαλείφοντας τους όρους  be θ  προκύπτει η παρακάτω εξίσωση. 

 

 

         
( )2 22 2

2 3 4

42 1 2 1 2
0

b bb b
f f f f f

r r r r

+− −′′′′ ′′′ ′′ ′+ − + + =                          (25) 
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Για να επιλύσουµε την (25) θα κάνουµε την αντικατάσταση r eξ=  και θα προκύψει η οµογενής 

διαφορική εξίσωση 4
ης

 τάξης µε σταθερούς συντελεστές: 

 

 

       ( ) ( )2 2 2 24 4 2 4 4 0f f b f b f b b f′′′′ ′′′ ′′ ′− + + − + + =                               (26) 

 

 

Η χαρακτηριστική εξίσωση της διαφορικής είναι: 

 

 

         ( )( )2 2 2 24 4 0a b a a b+ − + + =                                                  (27) 

 

 

και οι λύσεις είναι: 

 

             a ib= ± , 2a ib= ±  

                             ή 

           b ia= ± , ( )2b i a= ± −  

 

 

 

 

Επειδή οι οριακές συνθήκες των περισσοτέρων προβληµάτων (όταν δεν είναι σε απλή µορφή) 

εκφράζονται µε τριγωνοµετρικές σειρές Fourier, θα πρέπει και η λύση της (24) ως προς φ(r,θ) να 

είναι συνάρτηση περιοδικής µορφής. Ως εκ τούτου µελετούµε την περίπτωση όπου  b=in  όπου n 

ακέραιος συντελεστής. Αυτό επίσης συνεπάγεται από τις παραπάνω λύσεις ότι ο  a  θα είναι 

ακέραιος. Έτσι  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), cos sinb inr f r e f r e f r n i nθ θϕ θ θ θ= = = +    

Πληρέστερη ανάπτυξη της λύσης υπάρχει στο έργο του Michell (1899). Για συντοµία 

παρουσιάζουµε κατευθείαν την τελική λύση για την φ. 
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a
a r a r r a r a r a r r
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b
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r

a r a r a r a r n

b r b r

ϕ θ α α

θ

θ θ θ

θ θ θ

θ
∞
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=

+

= + + +
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 + + + + + + 
 

 + + + + + + 
 

+ + + +

+ +

∑

( )2

3 4

2

sinn n

n n

n

b r b r nθ
∞

− −

=

+ +∑

                         (28) 

 

 

 

Όπου  ,
n nm

a a  και  
nm

b  σταθεροί συντελεστές που προσδιορίζονται από τις οριακές συνθήκες του 

εκάστοτε προβλήµατος.  

Στην περίπτωση που το πρόβληµα παρουσιάζει συµµετρία ως προς τον y άξονα, τα τασικά πεδία 

θα είναι και αυτά συµµετρικά, εποµένως θα είναι ανεξάρτητα του θ. Συνεπώς στην λύση (28) οι 

όροι που περιέχουν θ δεν συνεισφέρουν και άρα αγνοούνται. Τελικά η λύση για την 

αξονοσυµµετρική περίπτωση είναι: 

 

 

( ) 2 2

0 1 2 3ln lnr a a r a r a r rϕ = + + +                                              (29) 
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Είδη προβληµάτων επαφής ανάλογα µε τα δεδοµένα. 

 

 

 

Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος του σχήµατος 1 είναι: 

 

( )
( )

0                   ,     

                

z xz

z

xz

x b x a

p x
b x a

q x

σ τ

σ

τ

= = < − > +

= − 
− ≤ ≤

= − 

                                           (30) 

(Το σύµβολο  σ   αναφέρεται στο  z=0, y=0 δηλαδή στο όριο της επιφάνειας) 

 

Επιπλέον οι ορθές και εφαπτοµενικές µετατοπίσεις στο όριο συµβολίζονται µε ( )zu x   και ( )xu x   

αντίστοιχα. 

Τέλος σε µεγάλη απόσταση από την περιοχή φόρτισης  ( ),x z →∞  οι τάσεις µηδενίζονται  

( ), , 0x z xzσ σ τ → . 

 

Για να είναι ένα πρόβληµα επαφής αυτού του είδους πλήρως ορισµένο θα πρέπει να δίνονται 2 

από τα 4 παρακάτω µεγέθη:  ( )zu x , ( )xu x , ( )p x , ( )q x . 

Ανάλογα µε ποια από τα µεγέθη δίνονται προκύπτουν και διαφορετικοί συνδυασµοί 

προβληµάτων. 

Για παράδειγµα αν δίνεται ότι ένα γνωστής γεωµετρίας ανένδοτο προφίλ πιέζεται σε ένα υλικό 

τότε αυτοµάτως είναι γνωστό το ( )zu x .  

Εάν η διεπιφάνεια επαφής είναι δίχως τριβή τότε ( ) 0q x = . 

Εάν οι δύο επιφάνειες «κολλούν» µεταξύ τους χωρίς σχετική µετακίνηση τότε ( ) 0xu x =  και 

άγνωστος είναι το ( )q x . 

Ειδικές οριακές συνθήκες έχουµε όταν το προφίλ ολισθαίνει σε σχέση µε την επιφάνεια επαφής 

µε έναν συντελεστή τριβής ολίσθησης  µ.  Τότε  ( ) ( )q x p xµ= ± ⋅ . 
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Συγκεντρωµένη δύναµη κάθετη στην επιφάνεια (πρόβληµα Flamant).  

 

 

 

Στο πρόβληµα αυτό µας ενδιαφέρουν οι τάσεις που αναπτύσσονται σαν αποτέλεσµα της 

εξασκούµενης συγκεντρωµένης δύναµης P (ανά µονάδα µήκους επιφανείας στον άξονα y) η 

οποία στην γενική περίπτωση σχηµατίζει τυχαία γωνία µε την επιφάνεια και για τον λόγο αυτό 

αναλύεται σε δύο συνιστώσες  X  και Y όπως φαίνεται στο Σχήµα 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1 
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Η συγκεκριµένη περίπτωση φόρτισης αντιστοιχεί για παράδειγµα σε µια λεπτή λεπίδα που 

πιέζεται κατά µήκος του z άξονα σε µια επιφάνεια ενός υλικού υπό τυχαία γωνία. 

Το πρόβληµα αυτό λύνεται ευκολότερα αν χρησιµοποιηθεί πολικό σύστηµα συντεταγµένων µε 

κέντρο το Ο, όπως φαίνεται στο Σχήµα 1 έτσι όπως λύθηκε για πρώτη φορά από τον Flamant 

(1892). 

Γενικά οι συγκεντρωµένες δυνάµεις αποτελούν ειδική περίπτωση διότι δεν επιδέχονται 

οριακές συνθήκες της µορφής που ορίσαµε στις εξισώσεις (2.30). Για τον λόγο αυτό στο 

πρόβληµα πρέπει να γίνει µια τροποποίηση ώστε να βρεθεί µια κατάλληλη τασική συνάρτηση. Θα 

πρέπει οι τάσεις που ασκούνται σε κάθε ηµικύκλιο C που περιλαµβάνει το κέντρο Ο και οι 

εξωτερικές φορτίσεις X,Y  να βρίσκονται σε ισορροπία. Επειδή όµως η επιφάνεια που 

αντιπροσωπεύει κάθε τέτοιο ηµικυκλικό τόξο C είναι ανάλογη της ακτίνας r και επειδή η 

ισορροπία θα πρέπει να ισχύει για κάθε ακτίνα r, προκύπτει ότι οι τάσεις θα είναι υποχρεωτικά 

της τάξης  1
r

. Ωστόσο οι σχέσεις που συνδέουν τις τάσεις σε πολικές συντεταγµένες µε την 

τασική συνάρτηση φ(r,θ) προκύπτουν από τις (2.8), (2.9) και (2.10) µε µετασχηµατισµό και είναι 

αντίστοιχα οι (1), (2) και (3). 

 

 

                                              

2

2 2

1 1
r

r r r

ϕ ϕ
σ

θ
∂ ∂

= +
∂ ∂

                                                           (1) 

 

                                              

2

2r
θ

ϕ
σ

∂
=
∂

                                                                             (2) 

 

                                              
1

r
r r

θ

ϕ
τ

θ
∂ ∂ = −  ∂ ∂ 

                                                              (3) 

 

 

 

Από την γενική λύση του Michell για πολικές συντεταγµένες επιλέγουµε τους όρους εκείνους που 

µέσω των παραπάνω σχέσεων δίνουν τάσεις ανάλογες του 1
r

 και κατασκευάζουµε την τασική 

συνάρτηση του προβλήµατος. 

 

 

    ( ) ( ) ( )12 15 12 15, ln cos ln sinr r r a r b r r b rϕ θ α θ θ θ θ= + + +                           (4) 
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Αντικαθιστώντας την (4)  στις (1), (2) και (3) προκύπτουν οι παρακάτω εκφράσεις των τάσεων σε 

κάθε σηµείο του σώµατος. 

 

 

 

                            ( ) ( )12 15 12 15

1
2 cos 2 sinr a b b a

r
σ θ θ= + + −                                      (5) 

 

                            [ ]12 12

1
cos sina b

r
θσ θ θ= +                                                               (6) 

 

                            [ ]12 12

1
cos cos

r
a b

r
θτ θ θ= −                                                               (7) 

 

 

Είναι προφανές ότι για  θ=0 και π  (εκτός από το κέντρο Ο), θα έχω 0θσ =  και 0rθτ =   οπότε  

12 12 0bα = = . Καταφέραµε έτσι να προσδιορίσουµε δύο από τους τέσσερις άγνωστους 

συντελεστές των τάσεων. Αν αντικαταστήσουµε στις σχέσεις (6) και (7) παίρνουµε ότι  

0rθ θσ τ= =  παντού. Συνεπώς η µόνη τάση που επιδρά σε κάθε σηµείο είναι η ακτινική τάση  

 

 

                                                     [ ]15 15

1
2 cos 2 sinr b

r
σ θ α θ= −                                                (8) 

 

 

µε κατεύθυνση πάντα προς την αρχή Ο. Η κατανοµή αυτή των τάσεων λέγεται ακτινική 

κατανοµή. Για να προσδιορίσουµε και τους υπόλοιπους δύο συντελεστές της σχέσης (8) 

εφαρµόζουµε την οριακή συνθήκη της ισορροπίας στην οποία αναφερθήκαµε στο στάδιο 

προσδιορισµού της τασικής συνάρτησης. 

 

 

      

( )

( )

15
0

15
0

, cos

, sin

r

r

X a a d b

Y a a d a

π

π

σ θ θ θ π

σ θ θ θ π

= − = −

= − =

∫

∫
                                       (9) 
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Άρα 15a Y π=  και 15b X π= −   τα οποία µαζί µε την (8) δίνουν το τασικό πεδίο του 

προβλήµατος: 

 

 

 

                                                  ( )2
cos sinr X Y

r
σ θ θ

π
= − +                                                 (10) 

                                                  0rθ θσ τ= =                                                                               (11) 

 

 

 

Όπως ήταν προβλεπόµενο το τασικό πεδίο έχει ιδιόµορφο σηµείο στο Ο(0,0). Επιπλέον είναι 

αξιοσηµείωτο ότι οι τάσεις θσ  και  rθτ  είναι πάντα µηδενικές ακόµα και στην περίπτωση καθαρά 

εφαπτοµενικής φόρτισης (Y=0). 

 

Για να διερευνήσουµε το πρόβληµα διεξοδικότερα θα περιοριστούµε στην περίπτωση που η 

φόρτιση είναι κάθετη στην επιφάνεια, δηλαδή  Χ=0 . Στην περίπτωση αυτή οι εξισώσεις του 

τασικού πεδίου θα είναι ως εξής: 

 

 

                   

2
sin

0

r

r

Y

r

θ θ

σ θ
π

σ τ

= − 

= = 

                                                         (12)                 

 

 

Οι ίδιες σχέσεις εκφρασµένες σε καρτεσιανές συντεταγµένες φαίνονται παρακάτω:  

 

 

( )
2

2

2
2 2

2
cosx r

Yx y

x y
σ σ θ

π
= = −

+
 

( )
3

2

2
2 2

2
siny r

Yy

x y
σ σ θ

π
= = −

+
                                                 (13) 

( )
2

2
2 2

2
sin cosxy r

Yxy

x y
τ σ θ θ

π
= = −

+
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Μια γραφική απεικόνιση του τασικού πεδίου που περιγράφεται από τις εξισώσεις (42) φαίνεται 

στο παρακάτω διάγραµµα ισοτασικών καµπύλων (Σχήµα 2). 

 

 

 
 

Σχήµα 2 

 

 

Όπως φαίνεται και από το διάγραµµα η επίδραση της συγκεντρωµένης δύναµης είναι πολύ 

περιορισµένη σε έκταση και σχεδόν εξαφανίζεται µετά από κάποιο µικρό βάθος. Επίσης πρέπει να 

σηµειωθεί ότι αν και οι ισοτασικές καµπύλες είναι κύκλοι των οποίων τα κέντρα κείνται επί του 

φορέα της δύναµης Y  και εφάπτονται στο σηµείο Ο(0,0), η διεύθυνση των τάσεων δεν είναι προς 

το κέντρο του κύκλου αλλά προς το σηµείο εφαρµογής της δύναµης. 

 

Για τον προσδιορισµό του πεδίου µετατοπίσεων δουλεύουµε ως εξής. Από την σχέση µεταξύ 

παραµορφώσεων και µετατοπίσεων καθώς και από τον νόµο Hooke (εξ. 2.4, 2.5 και 2.6) 

προκύπτει το παρακάτω σύστηµα µερικών διαφορικών εξισώσεων µε αγνώστους τα ur  και uθ. 
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( )

1 2
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r

r
r r

u Y

r E Er

uu vY

r r E Er
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θ
θ θ

θ θ
θ θ

ε σ νσ θ
π

ε σ νσ θ
θ π

ε τ
θ µ

∂
= = − = −
∂

∂
= + = − =

∂
∂∂

= + − = =
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                                 (14) 

 

 

Ολοκληρώνοντας την πρώτη εξίσωση παίρνουµε: 

 

 

                 ( )2
sin lnr

Y
u r f

E
θ θ

π
= − +                                                (15) 

 

 

όπου  f  είναι µια συνάρτηση της γωνίας θ. 

Αντικαθιστώντας την (15) στην δεύτερη εξίσωση της (14) προκύπτει: 

 

 

               ( )2 2
sin sin ln

u vY Y
r f

E E

θ θ θ θ
θ π π

∂
= + −

∂
                                   (16) 

 

 

Ολοκληρώνοντας προκύπτει: 

 

 

         ( ) ( )2 2
cos cos ln

vY Y
u r f d g r

E E
θ θ θ θ θ

π π
= − − − +∫                       (17) 

 

 

όπου g είναι µία συνάρτηση του r. Ο προσδιορισµός των συναρτήσεων f  και  g  µπορεί να γίνει 

µε αντικατάσταση των (15) και (17) στην τρίτη εξίσωση της (14). Το αποτέλεσµα είναι οι 

ακόλουθες 2 εξισώσεις: 

 

            

( ) ( )

( ) ( ) ( )2
1 cos

g r rg r K

Y
v f f d K

E
θ θ θ θ

π

′− =

′− − + + =∫
                         (18) 

 

 

όπου Κ  µια σταθερά. Η λύση του συστήµατος αυτού είναι: 
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( )

( ) ( )1
cos sin cos

g r Cr K

v Y
f A B

E
θ θ θ θ θ

π

= +

−
= + +

                            (19) 

 

 

όπου Α, Β  και C  οι σταθερές ολοκλήρωσης. Συγκεντρώνοντας τα αποτελέσµατα των (15), (17) 

και (19)  προκύπτουν οι εξισώσεις του πεδίου µετατοπίσεων. 

 

 

  

( )

( ) ( )

1 2
cos ln sin sin cos

1 12
sin ln cos cos cos sin

r

v Y Y
u r A B

E E

v Y v YY
u r A B Cr

E E E
θ

θ θ θ θ θ
π π

θ θ θ θ θ θ
π π π

−
= − + +

− +
= − − − + − +

         (20) 

 

 

Λόγω της συµµετρίας του προβλήµατος κατά τον άξονα y  θα πρέπει να ισχύει ( )2, 0u r π
θ =  

οπότε από την δεύτερη εξίσωση της (20) προκύπτει ότι: 

 

( )1
0 ,   

2

v Y
C B

E

−
= = −                                                            (21) 

 

 

Επίσης υποχρεωτικά υπάρχει µια περιοχή στον άξονα x εκατέρωθεν του Ο(0,0) έξω από την οποία 

οι ορθές µετατοπίσεις είναι 0. Αν το όριο της περιοχής απέχει απόσταση ro από την αρχή θα 

ισχύει ( ),0 0ou rθ =  άρα 

 

( )12
ln o

v YY
A r

E Eπ π
+

= +                                                            (22) 

 

 

∆εν γίνεται να προσδιοριστεί εύκολα το ro διότι δεν εξαρτάται µόνο από την φόρτιση αλλά και 

από τις πραγµατικές διαστάσεις του σώµατος καθώς και από το είδος της στήριξης του. Το 

πρόβληµα αυτό εµφανίζεται συχνά σε περιπτώσεις δυσδιάστατης επαφής. Αντικαθιστώντας στις 

εξισώσεις (50) προκύπτει το πεδίο µετατοπίσεων του προβλήµατος. 
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( ) ( )1 12
cos ln sin sin

2
r

o

v Y v YY r
u

E E r E

π
θ θ θ θ

π π π
− +  = − − +     

                          (23) 

 

( )1 2
sin ln cos

2 o

v Y Y r
u

E E r
θ

π
θ θ θ

π π
−   = − + −      

                                                  (24) 

 

 

Με τις δύο παραπάνω σχέσεις µπορούµε να υπολογίσουµε την µετατόπιση κάθε σηµείου του 

υλικού, αρκεί να δίνονται οι συντεταγµένες  (r,θ)  του σηµείου. Όπως ήταν αναµενόµενο οι 

σχέσεις δεν ισχύουν για το σηµείο Ο(0,0) όπου εµφανίζεται ανωµαλία. Εκεί τοπικά η µετατόπιση 

γίνεται άπειρη κάτι το οποίο προφανώς δεν έχει φυσική σηµασία. 

Αν θέλαµε να µελετήσουµε την κατάσταση της επιφάνειας του υλικού µετά την άσκηση της 

φόρτισης θα θέσουµε στις δύο παραπάνω σχέσεις θ=0 και π.  

Η ακτινική µετατόπιση της επιφάνειας είναι: 

 

( ) ( ) ( ), 0 , 1
2

r r

Y
u r u r v

E
π= = − −                                           (25) 

 

 

Η ορθή (κατακόρυφη) µετατόπιση της επιφανείας είναι: 

 

 

  ( ) ( ) 2
,0 , ln

o

Y r
u r u r

E r
θ θ π

π
 

= − = −  
 

                                      (26) 

 

 

Χρησιµοποιώντας την σχέση (26) µπορούµε να έχουµε µια γραφική εποπτεία της 

παραµορφωµένης κατάστασης (deformed shape) του προφίλ της επιφανείας του υλικού κατά την 

άσκηση της φόρτισης Y  (Σχήµα 3). 
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Φαίνεται καθαρά η λογαριθµική
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Κατανεµηµένο θλιπτικό κα

 

 

 

 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο

ασκείται σε ηµι-άπειρο ελαστικό

φορτίο δεν είναι συγκεντρωµένο

a+b. 

Στα περισσότερα προβλήµα

αµιγώς ορθή φόρτιση χωρίς να συ

επιφάνεια που εξετάζουµε ασκείτ

φορτίο ( )q x , παράλληλο µε αυτή
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ιθµική συµπεριφορά της συνάρτησης uθ  καθώς ε

ύρω από το σηµείο φόρτισης. 

 και διατµητικό φορτίο τυχαίας µορφής

άλαιο αντιµετωπίσαµε την περίπτωση συγκεντρω

αστικό χώρο. Πρέπει τώρα να µελετήσουµε και τη

ωµένο αλλά κατανεµηµένο σε µια πεπερασµένη

βλήµατα επαφής που συναντούµε στην µηχανική

ς να συνοδεύεται από κάποια δύναµη τριβής. Έτσι 

ασκείται το θλιπτικό φορτίο ( )p x , κάθετο σε αυτή

ε αυτήν  (Σχήµα 4). 

 

Σχήµα  4 

αθώς επίσης και η φυσική 

ής. 

εντρωµένης δύναµης που 

και την περίπτωση που το 

σµένη περιοχή µε πλάτος 

ανική σπάνια εµφανίζεται 

 Έτσι υποθέτουµε ότι στην 

ε αυτήν και το διατµητικό 
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Τα εξωτερικά φορτία έχουν τυχαία κατανοµή και το ζητούµενο είναι όπως και προηγουµένως ο 

προσδιορισµός του πεδίου τάσεων και µετατοπίσεων.  

Θεωρούµε µια στοιχειώδη περιοχή Β µε µήκος ds  η οποία απέχει απόσταση s  από την αρχή 

των αξόνων. Επειδή το µήκος είναι απειροστό οι κατανεµηµένες δυνάµεις που ασκούνται στη Β 

µπορούν να θεωρηθούν σαν δύο συγκεντρωµένες δυνάµεις µεγέθους  ( )p s ds  η οποία θα είναι 

κάθετη στην επιφάνεια και  ( )q s ds  η οποία θα είναι παράλληλη στην επιφάνεια. Αν επιπλέον µε 

µετασχηµατισµό µετακινήσουµε την αρχή του συστήµατος συντεταγµένων στο Β τότε µπορούµε 

µε βάση την ανάλυση του προηγούµενου κεφαλαίου να προσδιορίσουµε τις τάσεις που 

αναπτύσσονται στο υλικό λόγω αυτών των δύο συγκεντρωµένων δυνάµεων.  

Ο µετασχηµατισµός των συντεταγµένων είναι:   ( ){ },   x x s y z→ − →    και εφαρµόζοντας τον 

στις εξισώσεις (13) έχουµε: 

 

 

                  
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2 3

2 2
2 22 2

2 2
x

p s x s ds q s x s dsz

x s z x s z

σ
π π

− −
= − −

   − + − +   

                                 (27) 

 

                  
( )

( )

( )( )

( )

3 2

2 2
2 22 2

2 2
z

p s ds q s x s dsz z

x s z x s z

σ
π π

−
= − −

   − + − +   

                            (28) 

 

                  
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

22

2 2
2 22 2

2 2
xz

p s x s ds q s x s dsz z

x s z x s z

τ
π π

− −
= − −

   − + − +   

                             (29) 

 

 

Αφού λοιπόν οι εξισώσεις (27), (28) και (29) δίνουν τις τάσεις που οφείλονται στην απειροστή 

δύναµη, για να προσδιορίσουµε το συνολικό πεδίο τάσεων αρκεί να ολοκληρώσουµε στο πλάτος 

της περιοχής επαφής. 

 

 

               
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2 3

2 2
2 22 2

2 2a a

x
b b

p s x s ds q s x s dsz

x s z x s z

σ
π π− −

− −
= − −

   − + − +   
∫ ∫                          (30) 
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( )

( )

( )( )

( )

3 2

2 2
2 22 2

2 2a a

z
b b

p s ds q s x s dsz z

x s z x s z

σ
π π− −

−
= − −

   − + − +   
∫ ∫                     (31) 

 

               
( ) ( )

( )

( )( )

( )

22

2 2
2 22 2

2 2a a

xz
b b

p s x s ds q s x s dsz z

x s z x s z

τ
π π− −

− −
= − −

   − + − +   
∫ ∫                       (32) 

 

 

Όταν η αναλυτική µορφή των συναρτήσεων ( )p x  και ( )q x  είναι γνωστή µπορούµε µε τις 

παραπάνω σχέσεις να υπολογίσουµε τις τάσεις σε κάθε σηµείο του υλικού (παρόλο που τις 

περισσότερες φορές οι ολοκληρώσεις είναι δύσκολες).  

Ο προσδιορισµός των µετατοπίσεων των σηµείων της επιφανείας γίνεται µε παρόµοιο τρόπο. Θα 

έχουµε λοιπόν: 

 

 

( )( ) ( ) ( ){ }
( )

( )
2

1

1 2 1

2

2 1
                         ln

x a

x
b x

a

b

v v
u p s ds p s ds

E

v
q s x s ds C

Eπ

−

−

− +
= − −

−
− − +

∫ ∫

∫
                                  (33) 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }

2

2

2 1
ln

1 2 1
                    +

2

a

z
b

x a

b x

v
u p s x s ds

E

v v
q s ds q s ds C

E

π −

−

−
= − −

− +
− +

∫

∫ ∫
                      (34) 

 

 

Οι σταθερές ολοκλήρωσης  C1 και  C2  µπορούν να υπολογιστούν από τις οριακές συνθήκες 

µετατόπισης του εκάστοτε προβλήµατος (για παράδειγµα αν το πρόβληµα έχει συµµετρία 

φόρτισης και γεωµετρίας τότε ( )0, 0xu z = ). Ορισµένες φορές οι οριακές συνθήκες δεν αφορούν 

τις µετατοπίσεις αλλά τις παραγώγους των µετατοπίσεων, οπότε είναι χρήσιµο να τις 

προσδιορίσουµε. Παραγωγίζοντας τις (33), (34) έχουµε: 

 

     
( )( ) ( )

( ) ( )22 11 2 1 a
x

b

vv v q su
p x ds

x E E x sπ −

−− +∂
= − −

∂ −∫                            (35) 
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( ) ( ) ( )( ) ( )

22 1 1 2 1a
z

b

v p s v vu
ds q x

x E x s Eπ −

− − +∂
= − +

∂ −∫                              (36) 

 

 

Η παράγωγος xu x∂ ∂  είναι η εφαπτοµενική συνιστώσα της επιφανειακής παραµόρφωσης xε , και 

η παράγωγος zu x∂ ∂  είναι η πραγµατική κλίση της παραµορφωµένης κατάστασης της 

επιφανείας. 

Μια περίπτωση µε ξεχωριστό ενδιαφέρον ανακύπτει αν ( ) 0q x = . Από την (35) προκύπτει ότι: 

 

   
( ) ( ) ( )
1 2 1

x
x

v vu
p x

x E
ε

− +∂
= = −
∂

                                          (37) 

 

Επίσης από τον νόµο του Hooke (2.4) έχουµε: 

 

   ( ) ( ){ }21
1 1x x zv v v

E
ε σ σ= − ⋅ − ⋅ + ⋅                                         (38) 

 

Εξισώνοντας τα δεύτερα µέλη των (37), (38) και έχοντας υπόψη ότι  ( )z p xσ = −  παίρνουµε ότι: 

 

( )x z p xσ σ= = −                                                          (39) 

 

 

Αυτό σηµαίνει ότι κάτω από την επίδραση οποιουδήποτε είδους θλιπτικού κατανεµηµένου 

φορτίου, οι επιφανειακές τάσεις που αναπτύσσονται είναι ίσες και αντίθετες µε το κάθετα 

επιβαλλόµενο φορτίο. Το γεγονός αυτό δηµιουργεί µια τάση του επιφανειακού στρώµατος κάθε 

υλικού να αντιστέκεται περισσότερο, δηλαδή να φθάνει δυσκολότερα στο όριο διαρροής, όταν 

του επιβάλλεται καθαρά θλιπτικό φορτίο. 

 

 

 

 

 

 



 

Οµοιόµορφα κατανεµηµένα

 

 

 

 

(α) Οµοιόµορφα κατανεµηµένο φο

 

Πρόκειται για την απλούστερη µο

την σταθερή συνάρτηση ( )p x

εντελώς. 

 

 

 

 

Ισχύουν οι εξισώσεις (30), (31), 

ολοκληρώµατα καθώς είναι σταθ

προκύπτουν οι παρακάτω εξισώσ

 

        xσ =

        zσ =

        xzτ =
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ένα φορτία.  

ο φορτίο θλιπτικής πίεσης 

ερη µορφή κατανεµηµένης δύναµης όπου η κάθετη

)x c=  εντός µιας περιοχής a x a− ≤ ≤  και η δ

Σχήµα 5 

1), (32) του προηγούµενου κεφαλαίου. Το (p x

ι σταθερό και το ( )q x  είναι παντού µηδενικό. Κ

ξισώσεις του τασικού πεδίου. 

( ) ( )1 2 1 22 sin 2 sin 2
2

p
θ θ θ θ

π
= − − + −            

( ) ( )1 2 1 22 sin 2 sin 2
2

p
θ θ θ θ

π
= − − − −            

( )1 2cos 2 cos 2
2

p
θ θ

π
= −                                     

κάθετη δύναµη δίνεται από 

αι η διάτµηση απουσιάζει 

 

)p x  βγαίνει έξω από τα 

ικό. Κάνοντας τις πράξεις 

                                   (40) 

                                   (41) 

                                    (42) 



 

Οι κύριες τάσεις (µηδενική διάτµ

 

 

σ

 

 

Με αντικατάσταση την (43) των 

ότι οι κύριες τάσεις θα είναι: 

 

 

 

Γνωρίζοντας τις δύο κύριες τάσ

κύκλο Mohr του προβλήµατος (Σ
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ή διάτµηση) δίνονται ως γνωστόν από την παρακάτ

2

2

1,2
2 2

x z x z
xz

σ σ σ σ
σ τ

+ − = ± + 
 

              

των (40), (41), (42) και αν θέσουµε για ευκολία 

  ( )1,2 sin
p

σ α α
π

= − ∓                             

ες τάσεις του συστήµατος µπορούµε εύκολα να κ

(Σχήµα 6). 

 

Σχήµα  6 

ρακάτω σχέση: 

                                    (43) 

ολία  α=(θ1-θ2)  προκύπτει 

                               (44) 

α να κατασκευάσουµε τον 

 



 

Ο κύκλος Mohr µας πληροφορε

συντεταγµένων µε γωνία  -45° ως

 

 

Αν θέσουµε όπου 1τ  µια σταθ

καµπύλες σταθερής µέγιστης δια

τα σηµεία Ο1 και Ο2 όπως φαίνετ

 

 

 

 

Επίσης από την εξίσωση (45) πρ

ίση µε  π/2. Στο  Σχήµα 7  ο κύκλ

διάµετρο Ο1Ο2. 

Από την σχέση (44) προκύπτε

οικογένεια οµοεστιακών ελλείψε

στο  Σχήµα 8. 
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οφορεί ότι η µέγιστη διατµητική τάση που εµφα

ως προς το κύριο σύστηµα, θα έχει µέτρο: 

      1 sin
p

aτ
π

=                                       

 σταθερά προκύπτει ότι και η γωνιά α θα είνα

ης διατµητικής τάσης θα είναι οικογένεια κύκλων

φαίνεται και στο παρακάτω σχήµα (Σχήµα 7). 

 

 

Σχήµα  7 

προκύπτει ότι η µέγιστη τιµή της τάσης 1τ  είν

ο κύκλος που αντιστοιχεί στην µέγιστη αυτή τάση

κύπτει επιπλέον ότι οι διαδροµές των κύριων

λλείψεων και υπερβολών µε εστίες τα σηµεία Ο1 

 εµφανίζεται σε σύστηµα 

                                (45) 

α είναι σταθερή οπότε οι 

ύκλων που διέρχονται από 

1 είναι  p/π  για γωνία α 

 τάση είναι αυτός που έχει 

ύριων τάσεων 
1,2σ  είναι 

 και Ο2 όπως φαίνεται 



 

 

 

Αν παραγωγίσουµε την σχέση (4

τιµή της κύριας τάσης που είνα

δηµιουργείται στο υλικό εµφανίζ

µέτρου και αντίθετης φοράς µε το

Εν συνεχεία πρέπει να υπολογ

υπολογισµός των µετατοπίσεων 

στον υπολογισµό των επιφανεια

εντός της περιοχής φόρτισης a−

 

 

Και ολοκληρώνοντας την προηγο

 

 

 

Από την εξίσωση (36) για τις κατ

 

 

 

[36] 
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(44) ως προς  α  και θέσουµε  
1,2 0σ α∂ ∂ =  πα

υ είναι  
1,max pσ = −  για α π= .  ∆ηλαδή η µέγισ

µφανίζεται επιφανειακά στην περιοχή µεταξύ Ο1

ς µε το επιβαλλόµενο φορτίο. 

πολογιστεί και το πεδίο µετατοπίσεων του προβ

σεων σε όλη την έκταση του υλικού είναι δύσκολ

φανειακών µετατοπίσεων. Από την εξίσωση (35)

a x a− ≤ ≤  έχουµε: 

  
( ) ( )1 2 1

x
v vu

p
x E

− +∂
= −

∂
                         

ροηγούµενη έχουµε: 

  
( )( )1 2 1

x

v v
u px

E

− +
= −                           

τις κατακόρυφες µετατοπίσεις και για a x a− ≤ ≤  

0 παίρνουµε την µέγιστη 

 µέγιστη κύρια τάση που 

1 και Ο2 και είναι ίσου 

υ προβλήµατος. Επειδή ο 

ύσκολος θα περιοριστούµε 

5) και για ένα σηµείο 

                              (46) 

                                    (47) 

a  παίρνουµε: 
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( )22 1 a

z

a

vu ds
p

x E x sπ −

−∂
= −

∂ −∫                                                   (48) 

 

Η συνάρτηση του ολοκληρώµατος δεν ορίζεται για s x=  οπότε θα πρέπει το ολοκλήρωµα να 

υπολογιστεί τµηµατικά. 

 

    ( ) ( )

( ) ( )

             ln ln

             ln ln

a x a

a a x

x a

a x

ds ds ds

x s x s s x

x s s x

a x a x

ε

ε

ε

ε

−

− − +

−

− +

= −
− − −

= − − −      

= + − −

∫ ∫ ∫

   

 

 

Οπότε αν αντικαταστήσουµε στην (48) θα πάρουµε: 

 

  
( )

( ) ( ){ }
22 1

ln lnz
vu

p a x a x
x Eπ

−∂
= − + − −

∂
                                   (49) 

 

 

Ολοκληρώνοντας έχουµε: 

 

( )
( ) ( )

2 2 21
ln lnz

v a x a x
u p a x a x C

E a aπ

−  + −    = − + + − +    
     

                  (50) 

 

 

Από την εξίσωση (35) και για ένα σηµείο εκτός της περιοχής φόρτισης ( x a> ) έχουµε: 

 

  

( ) ( )

( )( )

1 2 1
       

1 2 1
       

x

v v
pa x a

E
u

v v
pa x a

E

− + 
+ < − 
 

=  
− + 

− >  

                                        (51) 

 



 

Και από την εξίσωση  (36) για τις

( x a> ) προκύπτει: 

 

                         
( )21

z

v p
u

Eπ

−
= −

 

 

Η παραπάνω σχέση ταυτίζεται

µετατόπιση της επιφανείας δίνε

περιοχής φόρτισης, είτε πρόκειτ

σχέσεις (50) και (52) είναι η 

προβλήµατος και τις διαστάσει

απόσταση από την αρχή των αξ

µηδενίζονται τότε η παραµορφωµ

υλικού κατά την άσκηση της φόρ
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για τις κατακόρυφες µετατοπίσεις εκτός της περιοχ

( ) ( )
2 2 2

ln ln
p x a x a

x a x a
a a

 + −    + − −    
   

ίζεται µε την σχέση (50). Αποδεικνύεται έτσι 

ς δίνεται από την ίδια σχέση είτε πρόκειται γι

ρόκειται για σηµείο εκτός αυτής. Η σταθερά ο

ναι η ίδια και προσδιορίζεται από τις πραγµα

τάσεις του σώµατος. Αν θεωρήσουµε ότι µετά

των αξόνων, έστω x c= ±   οι ορθές µετατοπίσεις

ορφωµένη κατάσταση (deformed shape) του προφί

ης φόρτισης παριστάνεται στο  Σχήµα 9. 

 

Σχήµα  9 

 περιοχής φόρτισης  

2

C
 +

 
                 (52) 

 έτσι ότι η κατακόρυφη 

ται για σηµείο εντός της 

ερά ολοκλήρωσης C στις 

ραγµατικές συνθήκες του 

ι µετά από µια ορισµένη 

πίσεις της επιφανείας zu  

 προφίλ της επιφανείας του 
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(β) Οµοιόµορφα κατανεµηµένη διάτµηση  

 

Πρόκειται για την απλούστερη µορφή διάτµησης όπου η φόρτιση δίνεται από την σταθερή 

συνάρτηση ( )q x c=  εντός µιας περιοχής a x a− ≤ ≤  και η κάθετη δύναµη απουσιάζει εντελώς. 

Ισχύουν οι εξισώσεις (30), (31), (32) του προηγούµενου κεφαλαίου. Το ( )q x  βγαίνει έξω από τα 

ολοκληρώµατα καθώς είναι σταθερό και το ( )p x  είναι παντού µηδενικό. Κάνοντας τις πράξεις 

προκύπτουν οι παρακάτω εξισώσεις του τασικού πεδίου. 

 

 

       ( )1
1 2

2

4ln cos 2 cos 2
2

x

rq

r
σ θ θ

π

  
= − −  

  
                                     (53) 

       ( )1 2cos 2 cos 2
2

z

q
σ θ θ

π
= −                                                             (54) 

       ( ) ( )1 2 1 22 sin 2 sin 2
2

xz

q
τ θ θ θ θ

π
= − − + −                                    (55)    

 

 

Όπου ( )
1

22 2

1,2r x a z = + ∓ . 

Εξετάζοντας τις σχέσεις (33) και (34) που αφορούν στην γενική περίπτωση κατανεµηµένου 

φορτίου, ανακαλύπτουµε ότι οι επιφανειακές µετατοπίσεις του παρόντος προβλήµατος µπορούν 

να προκύψουν απευθείας από τις σχέσεις (47), (50), (51) και (52) που αφορούν στο πρόβληµα 

ορθού κατανεµηµένου φορτίου. Αν χρησιµοποιήσουµε τα σύµβολα p  και q  για να δηλώσουµε 

παρόµοιες κατανοµές ορθού και διατµητικού φορτίου αντίστοιχα τότε ισχύει: 

 

                              ( ) ( )x z
q p

u u=        και        ( ) ( )z x
q p

u u= −                                 (56, 57) 

 

Η κατανοµή των τάσεων των εξισώσεων (53), (54) και (55) βρέθηκε µε βάση την γενική 

περίπτωση φόρτισης  (εξ. (30), (31) και (32)), όπου θεωρήσαµε το κατανεµηµένο φορτίο σαν 

άθροισµα απειροστών συγκεντρωµένων φορτίων (πρόβληµα Flamant). Μια εναλλακτική 

προσέγγιση λύσης που χρησιµοποιείται στο βιβλίο των Timoshenko & Goodier είναι η υπέρθεση 

κατάλληλων τασικών συναρτήσεων Airy. Παρόλο που µε την µέθοδο αυτή ο υπολογισµός των 



 

κατανοµών τάσεων είναι ευκολ

παρά µόνο στηριζόµενοι στην 

χρησιµοποιήσαµε. 

     

 

 

 

 

 

 

 

Φορτία µε τριγωνική καταν

 

 

 

Ακόµη µια απλή περίπτωση προβ

που η φόρτιση µεταβάλλεται γρ

µηδέν στα άκρα Ο1 και Ο2 έως τ

στο Σχήµα 10. 
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ευκολότερος, δεν υπάρχει τρόπος να βρούµε την

στην εµπειρία και στην διαίσθηση. Για τον 

τανοµή. 

η προβλήµατος επαφής µε κατανεµηµένο φορτίο εί

ται γραµµικά εντός µιας πεπερασµένης περιοχής 

έως τις µέγιστες τιµές 0p  και 0q  στο κέντρο Ο

 

Σχήµα  10 

µε την τασική συνάρτηση 

 τον λόγο αυτό δεν την 

ρτίο είναι και η περίπτωση 

ιοχής Ο1Ο2, από την τιµή 

Ο (x=0) όπως φαίνεται 
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Η αναλυτική µορφή των συναρτήσεων που δίνουν τα εξωτερικά φορτία είναι: 

 

     ( ) ( )                 op
p x a x x a

a
= − ≤                                                                  (58) 

και  

     ( ) ( )                 oq
q x a x x a

a
= − ≤                                                                   (59) 

 

 

Αρκεί να αντικαταστήσουµε τις παραπάνω εκφράσεις στις γενικές σχέσεις (30), (31) και (32) και 

κάνοντας τις ολοκληρώσεις προκύπτει το τασικό πεδίο για κάθε σηµείο Α(x,z)  του στερεού 

χωριστά για την ορθή τάση p(x): 

 

           ( ) ( ) 1 2
1 2 2

2 2 lno
x

p r r
x a x a x z

a r
σ θ θ θ

π
  = − + + − +     

                               (60) 

           ( ) ( )1 2 2o
z

p
x a x a x

a
σ θ θ θ

π
= − + + −                                                          (61) 

           ( )1 2 2o
xz

p z

a
τ θ θ θ

π
= − + −                                                                               (62) 

 

και για την διατµητική τάση q(x): 

 

           ( )1 2 2
1 22

1

2 ln 2 ln 3 2o
x

q r r r
x a z

a r r
σ θ θ θ

π

   = + − + −   
    

                             (63) 

           ( )1 2 2o
z

q z

a
σ θ θ θ

π
= − + −                                                                                (64) 

           ( ) ( ) 1 2
1 2 2

2 2 lno
xz

q r r
x a x a x z

a r
τ θ θ θ

π
  = − + + − +     

                               (65) 
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όπου ( )22 2

1
r x a z= − + , ( )22 2

2
r x a z= + + , 2 2 2r x z= +  και ( )1tan z x aθ = − , ( )2tan z x aθ = + , 

tan z xθ = . Εννοείται ότι η συνολική τάση σε κάποιο σηµείο του υλικού θα δίνεται από το 

άθροισµα των αντίστοιχων τάσεων λόγω πίεσης και λόγω διάτµησης. 

Οι επιφανειακές µετατοπίσεις µπορούν να υπολογιστούν µε την βοήθεια των σχέσεων (35) και 

(36). Λόγω της ορθής εξωτερικής φόρτισης p(x) για ένα σηµείο της επιφανείας του σώµατος το 

οποίο βρίσκεται εντός της ζώνης φόρτισης η οριζόντια µετατόπιση θα είναι: 

 

 

     

( ) ( ) ( )

( )( )

1 2 1

1 2 1 1
         

2

x o

o
x

v v pu
a x

x E a

v v p
u x a x x a

E a

− +∂
= − − ⇒

∂

− +  = − − ≤ 
 

                        (66) 

 

 

Και για ένα σηµείο της επιφάνειας το οποίο βρίσκεται εκτός της ζώνης φόρτισης: 

 

 

      
( ) ( )1 2 1

         
2

o
x

v v p a
u x a

E

− +
= ≥∓                                           (67) 

 

 

Ενώ η κατακόρυφη µετατόπιση θα είναι: 

 

 

   

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2
2 2 2

1
ln ln

1
ln ln 2 ln

2

oz

o
z

v pu x a x a
x a x a

x E a x x

v p x a x a x
u x a x a x C

E a x x a

π

π

−  ∂ + −   = − + + − ⇒    ∂      

−  + −     = − + + − − +      
       

          (68) 
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Το πεδίο επιφανειακών µετατοπίσεων λόγω της διατµητικής εξωτερικής φόρτισης q(x) 

ακολουθεί την αναλογία των εξισώσεων (56) και (57). 

Αν εξετάσουµε την κατανοµή των τάσεων που περιγράφεται στις εξισώσεις (60) έως (65) 

παρατηρούµε ότι οι συναρτήσεις είναι παντού πεπερασµένες και συνεχείς. Επίσης η κατανοµή 

των παραµορφώσεων που περιγράφεται στις εξισώσεις (66) έως (68) είναι και αυτή πεπερασµένη 

και συνεχής. Η κατάσταση αυτή έρχεται σε αντίθεση µε την προηγούµενη περίπτωση φόρτισης 

όπου εµφανίζονταν ασυνέχειες στα άκρα της ζώνης φόρτισης. 
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ΕΠΑΦΗ  ΕΛΑΣΤΙΚΩΝ  ΣΩΜΑΤΩΝ 

ΘΕΩΡΙΑ  HERTZ 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γεωµετρικά στοιχεία της επαφής λείων, µη-σύµµορφων επιφανειών. 

 

 

 

Όταν δύο µη-σύµµορφες επιφάνειες έρχονται σε επαφή αρχικά συναντιούνται σε ένα σηµείο ή 

κατά µήκος µιας γραµµής. Υπό την επίδραση ενός οσοδήποτε µικρού καθέτου φορτίου υπάρχει 

παραµόρφωση των επιφανειών στην περιοχή κοντά στο σηµείο της πρώτης επαφής, και έτσι 

δηµιουργείται µια περιοχή επαφής των σωµάτων, ή οποία είναι υπαρκτή παρόλο που είναι 

απειροελάχιστη σε σχέση µε τις διαστάσεις των σωµάτων. Είναι λοιπόν αναγκαία µια θεωρία η 

οποία θα περιγράφει το σχήµα της περιοχής επαφής και τον τρόπο µε τον οποίο αυτή 

µεταβάλλεται καθώς αυξάνεται η εξωτερική φόρτιση και επιπλέον το µέγεθος και την κατανοµή 

των επιφανειακών τάσεων που αναπτύσσονται, ορθών και διατµητικών. Τέλος, µια τέτοια θεωρία 

θα πρέπει να µας επιτρέπει να υπολογίσουµε τις συνιστώσες των τάσεων και των παραµορφώσεων 

στην περιοχή πλησίον της επαφής. 

Στο παρόν κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε µια τέτοια θεωρία, χρονολογικά την πρώτη που 

διατυπώθηκε (1881). Αλλά πριν προχωρήσουµε στην θεωρία είναι αναγκαία µια αναλυτική 

περιγραφή της γεωµετρίας των εφαπτόµενων επιφανειών. Η αρχή του ορθογώνιου συστήµατος 

αναφοράς γενικά στα προβλήµατα επαφής τοποθετείται στο σηµείο της πρώτης επαφής. Το 

επίπεδο x-y ταυτίζεται µε το κοινό εφαπτόµενο επίπεδο στις επιφάνειες που διέρχεται από την 

αρχή. Ο άξονας z ταυτίζεται µε την κοινή κάθετη στις επιφάνειες στο σηµείο επαφής και η θετική 

φορά του είναι προς το κατώτερο σώµα. Κάθε επιφάνεια θεωρείται λεία σε µικροσκοπική και 

µακροσκοπική κλίµακα. Λεία σε µικροσκοπική κλίµακα σηµαίνει απουσία τραχύτητας και κάθε 

είδους µικρών επιφανειακών ανωµαλιών, που αν υπήρχαν θα οδηγούσαν σε ανοµοιόµορφη επαφή 
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και µεγάλες τοπικές διακυµάνσεις της πίεσης επαφής. Λεία σε µακροσκοπική κλίµακα σηµαίνει 

ότι τα προφίλ των επιφανειών είναι συνεχείς συναρτήσεις µέχρι και την δεύτερη παράγωγο τους 

εντός της περιοχής επαφής. 

Κάνοντας όλες τις παραπάνω παραδοχές µπορούµε να εκφράσουµε το προφίλ κάθε 

επιφάνειας στην περιοχή πλησίον της αρχής του συστήµατος συντεταγµένων µε µια προσεγγιστική 

σχέση της µορφής: 

 

                                                     
2 2

1 1 1 1 ....z A x B y C xy= + + +                                                  (1) 

 

 

Στην έκφραση αυτή αγνοούµε τους όρους τρίτης και µεγαλύτερης τάξης. Αποδεικνύεται ότι 

µε κατάλληλη επιλογή προσανατολισµού αξόνων  ( ) ( )1 1, ,x y x yθ→  οι όροι που περιέχουν 

γινόµενο xy  απαλείφονται, ούτως ώστε η (1) να µπορεί να γραφεί ως: 

 

     

2 2

1 1 1

1 1

1 1

2 2
z x y

R R
= +

′ ′′
                                                           (2) 

 

όπου 1R′  και 1R′′  είναι οι κύριες ακτίνες καµπυλότητας της επιφάνειας 1, στην αρχή των αξόνων. 

Ορίζονται αντίστοιχα ως η µέγιστη και ελάχιστη τιµή της ακτίνας καµπυλότητας όλων των 

πιθανών διατοµών της επιφανείας και ισχύει ότι, αν υπάρχει ένα επίπεδο συµµετρίας στην 

επιφάνεια, τότε µια τουλάχιστον από αυτές θα κείται επ’ αυτού. Παροµοίως µπορεί να εκφραστεί 

και το προφίλ της δεύτερης επιφάνειας επαφής: 

 

2 2

2 2 2

2 2

1 1

2 2
z x y

R R

 
= − + ′ ′′ 

                                                       (3) 

 

Η απόσταση µεταξύ των δύο επιφανειών ορίζεται ως  1 2h z z= − . Αφαιρώντας κατά µέλη την 

σχέση  (1)  ως προς τις δύο επιφάνειες παίρνουµε την σχέση: 

 

        
2 2h Ax By Cxy= + +                                                           (4) 
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Όπως και προηγουµένως µπορούµε µε κατάλληλη περιστροφή αξόνων να µηδενίσουµε τον όρο 

του γινοµένου. Έτσι θα πάρουµε την σχέση: 

 

                                                

2 2 2 21 1

2 2
h Ax By x y

R R
= + = +

′ ′′
                                             (5) 

 

 

όπου  Α και  Β  θετικές σταθερές. Τα  R′  και  R′′  ονοµάζονται κύριες σχετικές ακτίνες 

καµπυλότητας. Εάν οι διευθύνσεις κύριας καµπυλότητας των δύο επιφανειών (π.χ. ο άξονας 1x  

και ο άξονας 2x ) σχηµατίζουν µεταξύ τους γωνία a , αποδεικνύεται ότι ισχύουν οι παρακάτω 

σχέσεις που συνδέουν τις κύριες µε την σχετική καµπυλότητα: 

 

 

                                 

( )
1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2
A B

R R R R R R

  + = + = + + +  ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′   
                                  (6) 

και 

1 2
2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 cos 2

2
B A a

R R R R R R R R

       
 − = − + − + − −      ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′        

              (7) 

 

 

Λύνοντας το παραπάνω σύστηµα είναι δυνατός ο προσδιορισµός των Α και Β και άρα της 

εξίσωσης που δίνει την απόσταση των επιφανειών από την σχέση (5). 

Στο σηµείο αυτό ορίζουµε την ισοδύναµη ακτίνα καµπυλότητας της επαφής (ορίζεται πάντα για 

δύο επιφάνειες και όχι για µια): 

 

 
( ) ( )1 2 1 21

2
eR R R AB

−′ ′′= =                                                      (8) 

 

 

Σε όλες τις προηγούµενες εξισώσεις δεχόµαστε ότι οι κυρτές επιφάνειες έχουν θετική 

καµπυλότητα και οι κοίλες επιφάνειες, αρνητική καµπυλότητα. Εποµένως µπορούµε να 



 

περιγράψουµε µε την ίδια ευκο

αρκεί να προσθέσουµε αρνητικό 

Είναι προφανές από την σχέσ

λόγος του µεγάλου προς τον µικρ

Σχήµα 1  φαίνεται ένα παράδε

κροσσών συµβολής φωτός µετα

αξόνων 45
ο
. Στο συγκεκριµένο πα

 

 

 

 

Στο σηµείο αυτό µπορούµε να δ

είναι αυτές όπου οι σχετικές καµ

όροι  2Ax   και  2By   της σχέσης 

αγνοήσαµε. 
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 ευκολία κοίλες ή ακόµα και σελοειδείς (saddle

ητικό πρόσηµο στις ακτίνες των κοίλων καµπυλοτή

ν σχέση  (5)  ότι οι ισοϋψείς καµπύλες σταθερού  

ν µικρό ηµιάξονα της έλλειψης είναι ίσος µε  (B A

αράδειγµα τέτοιων ελλειπτικών ισόποσων καµπυ

ς µεταξύ κυλινδρικών φακών ακτίνας καµπυλότη

ένο παράδειγµα είναι  2eR R=   και  ( )1 2
B A =

Σχήµα  1 

ε να δώσουµε ένα πιο ακριβή ορισµό των µη σύµ

ές καµπυλότητες  1 R′  και  1 R′′   είναι αρκετά µ

χέσης  (5)  να πολύ µεγαλύτεροι από τους όρους υψ

saddle-shaped) επιφάνειες 

πυλοτήτων. 

ερού  h  είναι ελλείψεις. Ο 

) ( )1 2 1 2
B A R R′ ′′= . Στο  

καµπυλών µε την µορφή 

υλότητας  R  και γωνίας 

( )2 1 2
2.41R R′ ′′= = . 

 

η σύµµορφων επιφανειών: 

κετά µεγάλες έτσι ώστε οι 

ους υψηλότερης τάξης που 
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Θεωρία ελαστικής επαφής Hertz 

 

 

 

Η θεωρία του Hertz ήταν η πρώτη, χρονολογικά, θεωρία που έδωσε ικανοποιητικά 

αποτελέσµατα όσον αφορά τις τάσεις που αναπτύσσονται κατά την επαφή ελαστικών σωµάτων. 

Όπως είδαµε παραπάνω ο Hertz έκανε αρχικά την υπόθεση ότι η περιοχή επαφής είναι γενικά 

ελλειπτικού σχήµατος. Κατόπιν, για να είναι δυνατός ο υπολογισµός των τοπικών 

παραµορφώσεων, εισήγαγε την απλούστευση ότι τα σώµατα µπορούν να θεωρηθούν ελαστικά 

ηµιεπίπεδα. Η απλούστευση αυτή, η οποία είναι πολύ συνηθισµένη στην αντιµετώπιση 

προβληµάτων επαφής, έχει ως αποτέλεσµα οι υψηλές συγκεντρώσεις τάσεων να αντιµετωπίζονται 

ξεχωριστά από την γενική κατανοµή των τάσεων που προκαλείται από το σχήµα των σωµάτων και 

τον τρόπο στήριξής τους. Για να ανταποκρίνεται η απλούστευση αυτή στην πραγµατικότητα θα 

πρέπει να πληρούνται δύο προϋποθέσεις: πρώτον οι διαστάσεις της περιοχής επαφής πρέπει να 

είναι µικρές σε σχέση µε τις διαστάσεις των σωµάτων και δεύτερον θα πρέπει να είναι µικρές και 

σε σύγκριση µε την σχετική ακτίνα καµπυλότητας των επιφανειών που έρχονται σε επαφή. Η 

πρώτη συνθήκη είναι απαραίτητη για να εξασφαλίσει ότι η κατανοµή των τάσεων της περιοχής 

επαφής δεν επηρεάζεται από την εγγύτητα στο όριο των σωµάτων. Η δεύτερη συνθήκη είναι 

απαραίτητη για να εξασφαλίσει αφενός ότι η επιφάνεια πλησίον της περιοχής επαφής προσεγγίζει 

περίπου την επιπεδότητα του ελαστικού ηµιεπιπέδου και αφετέρου ότι οι παραµορφώσεις εντός 

της περιοχής επαφής είναι αρκετά µικρές για να ισχύει η γραµµική θεωρία των µικρών 

παραµορφώσεων.  

Τα µεταλλικά στερεά που φορτίζονται στην ελαστική περιοχή, ικανοποιούν αναγκαστικά τις 

δύο προηγούµενες συνθήκες. Ωστόσο χρειάζεται προσοχή όταν εξετάζουµε υλικά µε χαµηλό 

µέτρο ελαστικότητας, όπως λάστιχο, όπου οι παραµορφώσεις ξεπερνούν τα όρια της θεωρίας των 

µικρών παραµορφώσεων. Η τελευταία παραδοχή της θεωρίας του Hertz είναι ότι δεν υπάρχει 

τριβή µεταξύ των επιφανειών που εφάπτονται. Κατά συνέπεια δεχόµαστε µόνο κατανοµές ορθών 

τάσεων στην περιοχή επαφής. 

Συγκεντρωτικά, αν συµβολίσουµε µε  α  την περιοχή επαφής, µε  R  την σχετική ακτίνα 

καµπυλότητας, µε  R1 και  R2  τις κύριες ακτίνες καµπυλότητας και µε  l  τις κύριες διαστάσεις των 

σωµάτων σε όλες τις διευθύνσεις, οι παραδοχές της θεωρίας επαφής του Hertz έχουν ως εξής: 

 

(i) Οι επιφάνειες είναι συνεχείς και µη σύµµορφες:  a R≪  

(ii) Οι παραµορφώσεις είναι µικρές:  a R≪  
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(iii) Κάθε σώµα θεωρείται ιδεατά σαν ελαστικό ηµιεπίπεδο:  
1,2  ,  a R a l≪ ≪  

(iv) ∆εν υπάρχει τριβή µεταξύ των επιφανειών:  0x yq q= =  

 

Στο  Σχήµα 2  µπορούµε να δούµε όλα τα µεγέθη που έχουν ως τώρα αναφερθεί πάνω στην 

περιοχή επαφής των δύο επιφανειών. 

 

 

Σχήµα  2 

 

 

Αν καλέσουµε  1zu   και  2zu   τις µετατοπίσεις των σηµείων  S1  και  S2  αντίστοιχα και  δ  την 

απόσταση µεταξύ αυτών τότε θα ισχύει η σχέση: 

 

                                                   

1 2 1 2

2 2
1 2

z z

z z

u u

u u Ax By

δ δ δ

δ

+ + + = ⇒

+ = − −
                                                          (9) 
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Η παραπάνω σχέση ισχύει µόνο αν τα σηµεία  S1  και  S2  βρίσκονται εντός της περιοχής επαφής. 

Για τα σηµεία που βρίσκονται εκτός της περιοχής επαφής ισχύει η  Σχέση 10. 

 

                                                      
2 2

1 2z zu u Ax Byδ+ > − −                                                      (10) 

 

Στο σηµείο αυτό θα δώσουµε έναν ορισµό του προβλήµατος ελαστικότητας: Αναζητούµε 

την κατανοµή πίεσης µεταξύ των επιφανειών  ( ),p x y   η οποία όταν εφαρµοστεί σε µια περιοχή  

S  της κοινής επιφάνειας δύο ελαστικών ηµιεπιπέδων, παράγει ορθές µετατοπίσεις των σηµείων 

των επιφανειών, που ικανοποιούν την σχέση  (9)  εντός της περιοχής  S  και την σχέση  (10)  εκτός 

αυτής. 

 

 

 

(Α)  ΣΤΕΡΕΑ  ΕΚ  ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗΣ 

 

Θα εξετάσουµε την πρώτη και απλούστερη περίπτωση δύο σφαιρών που έρχονται σε επαφή. 

Για τις σφαίρες ισχύει  
1 1 1 2 2 2 ,   R R R R R R′ ′′ ′ ′′= = = = .  Η επιφάνεια επαφής θα είναι προφανώς 

κυκλική, µε ακτίνα έστω  α. 

Από τις εξισώσεις  (6)  και  (7)  προκύπτει ότι: 

 

                                                         
1 2

1 1 1

2
A B

R R

 
= = + 

 
                                                          (11) 

 

Η σχέση  (9)  λοιπόν γίνεται: 

 

                                                         
2

1 2

1

2
z zu u r

R
δ+ = −                                                           (12) 

 

όπου  
1 2

1 1 1R R R= +   η σχετική καµπυλότητα. 
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Μια κατανοµή πίεσης η οποία προκαλεί την εµφάνιση µετατοπίσεων που πληρούν τις 

προϋποθέσεις  (9)  και  (10)  είναι αυτή που προτείνει ο Hertz, δηλαδή: 

 

                                                            

1 2
2

0 1
r

p p
a

   = −  
   

                                                       (13) 

 

Και οι εν λόγω µετατοπίσεις δίνονται από την σχέση: 

 

                                                ( )
2

2 201
2 ,   

4
z

pv
u a r r a

E a

π−
= − ≤                                             (14) 

 

Στο σηµείο αυτό ορίζω ως ισοδύναµο µέτρο ελαστικότητας των σωµάτων 1 και 2 το µέγεθος: 

 

                                                             

2 2

1 2

*

1 2

1 11 v v

E E E

− −
= +                                                         (15) 

 

Αντικαθιστώντας τις µετατοπίσεις από την σχέση  (14)  στην εξίσωση  (12)  προκύπτει η 

παρακάτω σχέση: 

 

                                                     ( )2 2 20

*

1
2

4 2

p
a r r

aE R

π
δ− = −                                                 (16) 

 

 

από την οποία προκύπτει τελικά η ζητούµενη σχέση που δίνει την ακτίνα του κύκλου επαφής 

συναρτήσει της έντασης της πίεσης  
0

p . 

 

                                                                   
0

*2

p R
a

E

π
=                                                                   (17) 

 

Από την  (16)  προκύπτει επιπλέον και η προσέγγιση  δ  των δύο σωµάτων. 

 

                                                              ( )*

0 2ap Eδ π=                                                            (18) 
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Το συνολικό θλιπτικό φορτίο που συµπιέζει τις επιφάνειες µπορεί να υπολογιστεί 

ολοκληρώνοντας την συνάρτηση της πίεσης στο εµβαδό επαφής. 

 

                                                    ( ) 2

0
0

2
2

3

a

P p r rdr p aπ π= =∫                                                (19) 

 

 

Σε πρακτικές εφαρµογές συνήθως είναι γνωστό το παραπάνω συνολικό φορτίο οπότε είναι 

ιδιαίτερα χρήσιµο να αναπροσαρµόσουµε τις σχέσεις  (17), (18)  και  (19)  ώστε να περιέχουν το 

συνολικό φορτίο αντί για την ένταση της πίεσης. 

 

                                                                 

1 3

*

3

4

PR
a

E

 =  
 

                                                               (20) 

                                                      
( )

1 3

2 2

2
*

9

16

a P

R R E
δ

 
 = =
 
 

                                                      (21) 

                                                   
( )

1 3
2

*

0 2 3 2

63

2

P EP
p

a Rπ π

 
 = =
 
 

                                                    (22) 

 

 

Στο σηµείο αυτό αξίζει να σηµειωθεί ότι η κατανοµή της σχέσης  (13)  είναι η µοναδική κατανοµή 

ορθών τάσεων που προκαλεί µετατοπίσεις οι οποίες ικανοποιούν τη συνθήκη  (12). Όσον αφορά 

τις τάσεις που αναπτύσσονται στο εσωτερικό των σωµάτων ακριβώς κάτω από την επιφάνεια 

επαφής, αυτές φαίνονται στο  Σχήµα 3.  Χαρακτηριστικό είναι ότι είναι παντού θλιπτικές εκτός 

από τα άκρα της περιοχής επαφής όπου η  rσ   είναι εφελκυστική και έχει µέγιστη τιµή  

( ) 01 2 3v p− .  Αυτή είναι και η µέγιστη εφελκυστική τάση που αναπτύσσεται οπουδήποτε στο 

υλικό και είναι υπεύθυνη για τις κυκλικής µορφής ρωγµές που εµφανίζονται σε ψαθυρά υλικά, 

όπως το γυαλί, όταν αυτά πιέζονται µεταξύ τους. Στο κέντρο της κυκλικής περιοχής επαφής η 

ακτινική τάση rσ  είναι θλιπτική και έχει τιµή  ( ) 01 2 2v p+ . Συνεπάγεται ότι για ασυµπίεστα 



 

υλικά  ( 0.5v = ) στο κέντρο έχου

οι ακτινικές και γωνιακές τάσεις 

 

Σχήµα  3:  Τάσε

 

   

Αναφορικά µε τις τάσεις πο

τον άξονα z, πάλι το  Σχήµα 3  

τάση η οποία ισούται µε το µισό 

σε βάθος υλικού  0.48a  κάτω απ

η µέγιστη τιµή διατµητικής τ

διατµητική τάση στο κέντρο επα

στο άκρο της επαφής που είναι 

η διαρροή του υλικού σε σώµατα

λογικό από την επιφάνεια αλλά σ
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ο έχουµε συνθήκες υδροστατικής πίεσης. Έξω από

άσεις έχουν ίδιο µέτρο και είναι εφελκυστικές και θ

άσεις ανοιγµένες στην µέση πίεση επιφανείας  pm=2/3

εις που αναπτύσσονται στο εσωτερικό του υλικού

  µας δίνει απάντηση. Αξιοπρόσεκτο είναι ότι η

 µισό της διαφοράς των κύριων τάσεων, λαµβάνει µ

τω από το κέντρο της επιφάνειας επαφής (για v

ικής τάσης που εµφανίζεται στο τασικό πεδίο, 

ο επαφής που είναι 02 0.1z r pσ σ− =  αλλά και 

ίναι 02 0.13r pθσ σ− = . Αποτέλεσµα του φαινοµ

ώµατα που καταπονούνται µε πίεση επαφής δεν α

λλά σε κάποιο βάθος κάτω από την επιφάνεια. 

ω από την περιοχή επαφής 

ς και θλιπτικές αντίστοιχα. 

 

=2/3po 

υλικού των σωµάτων κατά 

ι ότι η µέγιστη διατµητική 

βάνει µέγιστη τιµή  
0

0.31p  

0.3v = ). Αυτή είναι και 

εδίο, ξεπερνά δε και την 

ά και την διατµητική τάση 

φαινοµένου αυτού είναι ότι 

δεν αρχίζει όπως φαίνεται 
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(Β)  ΣΤΕΡΕΑ  ΜΕ  ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟ  ΠΡΟΦΙΛ 

 

Στην γενική περίπτωση επαφής όπου όµως εξακολουθεί να ισχύει η εξίσωση  (5)  για την 

απόσταση των επιφανειών, το σχήµα της επιφάνειας επαφής δεν είναι εν γένει γνωστό. Ωστόσο 

για την ανάλυση αυτή ο Hertz έκανε την υπόθεση ότι η περιοχή επαφής  S  είναι έλλειψη µε 

ηµιάξονες  a  και  b. Αποδεικνύεται ότι η παρακάτω κατανοµή πίεσης επιφανείας (γνωστή και ως 

κατανοµή Hertz): 

 

                                                      

1 2
2 2

0 1
x y

p p
a b

     = − −    
     

                                                (23) 

 

προκαλεί µετατοπίσεις εντός της περιοχής επαφής που είναι της µορφής: 

 

                                                     ( )
2

2 21
z

v
u L Mx Ny

Eπ
−

= − −                                                   (24) 

 

Συνολικά και για τα δύο σώµατα θα ισχύει: 

 

                                                 ( )2 2
1 2

*

1
z zu u L Mx Ny

Eπ
+ = − −                                              (25) 

 

Για να ικανοποιεί η παραπάνω έκφραση την συνθήκη  (9)  θα πρέπει να ισχύουν τα παρακάτω: 

 

                                          ( ) ( ){ }0

* * 2 2

pM b
A e e

E E e aπ
  = = −  

  
K E                                       (26) 

                                          ( ) ( )
2

0

* * 2 2 2

pN b a
B e e

E E e a bπ

     = = −    
      

E K                             (27) 

                                          ( )0

* *

pL
b e

E E
δ

π
 = =  
 

K                                                                   (28) 

 

όπου  ( )eE  και  ( )eK  είναι ελλειπτικά ολοκληρώµατα δευτέρου και πρώτου είδους αντίστοιχα  

µε όρισµα: 
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1 2
2

2
1 ,       

b
e b a

a

 
= − < 
 

                                                   (29) 

 

Η κατανοµή της πίεσης επιφανείας είναι ένα ηµι-ελλειψοειδές (εκ περιστροφής έλλειψη) για το 

οποίο ο όγκος δίνεται από γνωστό τύπο, εποµένως το ολικό φορτίο µπορεί να εκφραστεί 

συναρτήσει της πίεσης επιφανείας ως: 

 

                                                                   0

2

3
P p abπ=                                                              (30) 

 

Συνεπώς η µέση πίεση επιφανείας θα είναι: ( ) 02 3mp p= .  Για να υπολογίσουµε τώρα το µέγεθος 

και το σχήµα της έλλειψης επαφής χρησιµοποιούµε τις σχέσεις  (26)  και  (27). 

 

                                                 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
a b e eB R

A R e e

−′ = = ′′ − 

E K

K E
                                            (31) 

και: 

               

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2
1 2

1 2
2

0

* 2 2

1 1 1

2 2

                            

e

AB
R R R

p b a
e e e e

E a e b

 = = = ′ ′′ 

    = − −   
     

E K K E

                (32) 

 

Αν στο σηµείο αυτό κάνουµε την αντικατάσταση  ( )1 2
c ab=   και ταυτόχρονα αντικαταστήσουµε 

την  (30)  στην  (32)  προκύπτει: 

 

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2

3 2 2
3 23

* 2

3 4

4

ePR b a
c ab e e e e

E e a bπ

        = = − −      
         

E K K E         (33) 

 

 

 



[57] 

 

Για ευκολία στους υπολογισµούς εισάγουµε την χρήση των συντελεστών F, εποµένως η σχέση  

(33)  µετασχηµατίζεται στην ισοδύναµη µορφή: 

 

                                                    ( ) ( )
1 3

1 2

1*

3

4

ePR
c ab F e

E

 = =  
 

                                                (34) 

 

Η αµοιβαία προσέγγιση των κέντρων καµπυλότητας των επιφανειών εκφράζεται µε την βοήθεια 

των σχέσεων  (28)  και  (30)  ως εξής: 
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F e
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K

K
                                  (35) 

 

 

Τέλος αν συνδυάσουµε την σχέση  (34)  µε την σχέση  (30)  θα προκύψει η σχέση που µας δίνει 

την µέγιστη πίεση επιφανείας συναρτήσει του φορτίου και της ισοδύναµης ακτίνας καµπυλότητας. 

 

                                               ( ){ }
1 3

*2
2

0 13 2

3 6

2 e

P PE
p F e

ab Rπ π
− 

= =  
 

                                           (36) 

 

Βλέπουµε ότι η σχέση  (30)  στην πράξη δεν είναι και τόσο χρήσιµη διότι περιέχει 

µικροσκοπικά µεγέθη όπως οι ηµιάξονες της έλλειψης επαφής, τα οποία είναι πολύ δύσκολο να 

µετρηθούν στην πράξη. Από την άλλη πλευρά η ισοδύναµη σχέση  (36)  περιέχει µακροσκοπικά 

µεγέθη όπως η ισοδύναµη ακτίνα καµπυλότητας, τα οποία είναι εύκολο να µετρηθούν. Αυτό 

καθιστά την σχέση  (36)  πολύ χρήσιµη στην πράξη αφού γίνεται δυνατός ο υπολογισµός της 

µέγιστης τιµής πίεσης επιφανείας από το φορτίο, το υλικό και τα µακροσκοπικά γεωµετρικά 

στοιχεία της επαφής. 



 

Η εκκεντρότητα της έλλειψη

αποκλειστικά από τον λόγο των σ

από την σχέση  (31). Είναι προφα

τα σώµατα δεν έχουν δεχτεί παρα

( ) ( )1 2 1 2
b a A B R R′′ ′= = .   

Χρησιµοποιούµε την εξίσω

( )( )1 2
b a B A   συναρτήσει του  

 

Σχή

 

 

Εάν η έλλειψη επαφής είχε τ

κατάσταση, που δίνονται από τη

σταθερός και ίσος µε 1.0.  Από τ

ισχύει καθώς η καµπύλη ξεκινά 

σηµαίνει ότι η έλλειψη επαφής εί
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λλειψης επαφής, η οποία είναι ανεξάρτητη του φο

 των σχετικών ακτινών καµπυλότητας των επιφανε

 προφανές από την εξίσωση  (5)  ότι στην αφόρτισ

ί παραµορφώσεις οι ισοϋψείς καµπύλες σταθερού 

 εξίσωση  (31)  για να σχεδιάσουµε την µ

ι του  ( )1 2
B A .  Το αποτέλεσµα φαίνεται στο  Σχήµ

Σχήµα  4:   Το σχήµα της έλλειψης επαφής  

και οι συντελεστές διόρθωσης 

 είχε το ίδιο σχήµα µε τις καµπύλες σταθερού  h

από την σχέση  (5),  τότε θα έπρεπε ο όρος  (b

Από το γράφηµα του  Σχήµατος 4  καταλαβαίνουµ

εκινά από το 1 και πέφτει καθώς αυξάνεται ο λό

φής είναι κατά τι πιο µακρόστενη από τις καµπύλες

του φορτίου και εξαρτάται 

πιφανειών ( R R′ ′′ ), δίνεται 

όρτιστη κατάσταση όπου 

ερού  h  είναι ελλείψεις µε  

την µεταβολή του όρου  

χήµα 4. 

 

h  στην απαραµόρφωτη 

)( )1 2
b a B A   να είναι 

αίνουµε ότι κάτι τέτοιο δεν 

ι ο λόγος ( )R R′ ′′ .  Αυτό 

µπύλες σταθερού h. 
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Στην ανάλυση που προηγήθηκε ο Hertz εισήγαγε τις έννοιες της ισοδύναµης ακτίνας επαφής  

( )1 2
c ab=   και της ισοδύναµης σχετικής καµπυλότητας  ( )1 2

e
R R R′ ′′=   και µε την βοήθεια αυτών 

κατάφερε να υπολογίσει αναλυτικά το  c  την µέγιστη πίεση επαφής  po  και την αµοιβαία 

προσέγγιση  δ  τα οποία δίνονται από τις σχέσεις  (34), (36) και (35)  αντίστοιχα. Αν συγκρίνουµε 

τις σχέσεις αυτές µε τις σχέσεις που δίνουν τα ίδια µεγέθη για εκ περιστροφής στερεά, δηλαδή τις  

(20), (21) και (22),  διακρίνουµε ότι ο πρώτος όρος σε κάθε περίπτωση είναι ο ίδιος και 

ουσιαστικά η µόνη διαφορά που έχουν είναι οι συντελεστές ( ){ }1F e , ( ){ }2F e  και ( ){ } 2

1F e
−

.  

Καλούµε τους συντελεστές αυτούς, συντελεστές διόρθωσης, και είναι υπεύθυνοι για την 

εκκεντρότητα της έλλειψης επαφής. Είναι πολύ µεγάλη η χρησιµότητα τους γιατί µέσω αυτών 

µπορούµε να ανάγουµε τα αποτελέσµατα της απλής περίπτωσης επαφής σωµάτων εκ 

περιστροφής, στην γενικής περίπτωση σωµάτων µε οποιοδήποτε προφίλ. Στο  Σχήµα 4  φαίνεται η 

µεταβολή των συντελεστών διόρθωσης συναρτήσει του λόγου των σχετικών καµπυλοτήτων.  

Μετά τον Hertz διάφοροι ερευνητές όπως ο Dyson (1965) και οι Brewe και Hamrock (1977)  

για να κάνουν πιο εύκολους του αριθµητικούς υπολογισµούς αντικατέστησαν τους συντελεστές 

διόρθωσης µε προσεγγιστικές αλγεβρικές σχέσεις του λόγου ( A B ).  Επιπλέον ο Cooper (1969) 

δηµοσίευσε πίνακες µε τιµές των ελλειπτικών ολοκληρωµάτων των εξισώσεων του Hertz. 

Αναφορικά µε το τασικό πεδίο που δηµιουργείται στο εσωτερικό των σωµάτων που έρχονται 

σε επαφή, αυτό έχει γενικά µορφή παραπλήσια µε το τασικό πεδίο όταν η περιοχή επαφής είναι 

κυκλική.  Αν θεωρήσουµε άξονες  x και y  αυτούς που περιέχουν τους ηµιάξονες  a και b  

αντίστοιχα και αν  a b>  τότε στο κέντρο της έλλειψης επαφής οι τάσεις θα έχουν τις παρακάτω 

τιµές: 

 

                                                       
( )
( )0

1 2
2x

v b
p v

a b
σ

 − 
= − + 

+  
                                                 (37) 

                                                       
( )
( )0

1 2
2y

v a
p v

a b
σ

 − 
= − + 

+  
                                                 (38) 

 

 

Στα άκρα του µεγάλου και µικρού ηµιάξονα της έλλειψης, που συµπίπτουν µε τα άκρα της 

περιοχής επαφής, έχουµε ίσου µέτρου εφελκυσµό και θλίψη στην ακτινική και περιφερειακή 

διεύθυνση αντίστοιχα. Συνεπώς στα σηµεία µε  ,  0x a y= ± =  έχω: 



 

 

                                       xσ σ= −

 

και στα σηµεία µε  0,  x y b= = ±

 

                                   y xσ σ= −

 

 

Η µέγιστη διάτµηση εµφανίζεται 

στον άξονα των z.  Το ακριβές

Ενδεικτικές τιµές δίνονται στον 

διεύθυνση z µε αριθµητικές µεθ

τους  Lundberg & Sjovall (1958).
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( ) 1

0 2

1
1 2 tanh 1y

b
p v e

ae e
σ − − = − − 

 
           

b±  έχω: 

( ) 1

0 2
1 2 1 tanx

b b ea
p v

ae ae b
σ −  = − −  

  
       

ίζεται στο εσωτερικό του υλικού κάτω από την επι

κριβές βάθος εξαρτάται από την εκκεντρότητα τη

 στον πίνακα του  Σχήµατος 5.  Υπολογισµός τω

ς µεθόδους έχει γίνει από τους  Thomas & Hoer

1958). 

Σχήµα  5 

                                     (39) 

                                  (40) 

ην επιφάνεια επαφής πάνω 

ητα της έλλειψης επαφής. 

µός των τάσεων κατά την 

Hoersch (1930)  και από 

 



[61] 

 

Βασικοί  Υπολογισµοί  Επαφής 

 

 

 

Η θεωρία του Hertz αποτελεί µέχρι και σήµερα την βάση για κάθε άλλη θεωρία που αφορά στην 

επαφή ελαστικών σωµάτων. Ωστόσο µε την πάροδο των ετών και καθώς νέες πειραµατικές και 

θεωρητικές µέθοδοι άρχισαν να εφαρµόζονται, έγιναν από διάφορους ερευνητές τροποποιήσεις 

των βασικών εξισώσεων του Hertz. Οι νέες εξισώσεις που προέκυψαν έχουν ασφαλώς µεγαλύτερη 

ακρίβεια. Στο παρόν κεφάλαιο παραθέτουµε µε συντοµία, καθαρά για χρήση σε υπολογισµούς, τις 

πιο σύγχρονες και ακριβείς εξισώσεις επαφής. Έτσι ανάλογα µε την περίπτωση επαφής που 

εξετάζουµε έχουµε άµεση πρόσβαση και τις αντίστοιχες εξισώσεις που δίνουν τα χαρακτηριστικά 

µεγέθη της επαφής. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι πολλές από τις παρακάτω εξισώσεις είναι ίδιες µε 

αυτές της θεωρίας του Hertz επειδή η ακρίβεια τους στάθηκε ικανοποιητική. 

 

 

 

1. Επαφή μεταξύ σφαιρικών επιφανειών 
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όπου: 

a          είναι η ακτίνα της περιοχής επαφής [m] 

W        είναι η εξωτερικά ασκούµενη δύναµη [Ν] 

p         είναι η πίεση επιφανείας (πίεση Hertz) [Pa] 

δ         είναι η προσέγγιση των κέντρων καµπυλότητας [m] 

τ         είναι η διατµητική τάση [Pa] 

′E       είναι το ισοδύναµο µέτρο ελαστικότητας που ορίζεται λίγο διαφορετικά από πρίν 

 

′R       είναι η ισοδύναµη ακτίνα καµπυλότητας 
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2. Επαφή μεταξύ σφαίρας και επιπέδου 

 

 

 

 

Στην περίπτωση επαφής µεταξύ σφαίρας και επιπέδου η περιοχή επαφής είναι κυκλική, όπως και 

στην περίπτωση δύο σφαιρών. Ισχύουν οι σχέσεις που διέπουν την προηγούµενη περίπτωση µε 

την διαφορά ότι η ακτίνα καµπυλότητας του επιπέδου είναι άπειρη (
bx byR R= = ∞ ). 

Η ισοδύναµη ακτίνα καµπυλότητας δίνεται από την παρακάτω σχέση: 
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3. Επαφή μεταξύ παράλληλων κυλίνδρων 

 

 

 

 

 

όπου: 

b          είναι το µισό πλάτος του ορθογωνίου επαφής [m] 

l           είναι το µισό µήκος του ορθογωνίου επαφής [m] 

′R        είναι η ισοδύναµη ακτίνα καµπυλότητας των εφαπτόµενων κυλίνδρων [m]. 

            Για τις κυλινδρικές επιφάνειες ισχύει:  , , ,ax A ay bx B byR R R R R R= = ∞ = = ∞  
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4. Επαφή μεταξύ καθέτων κυλίνδρων με ίσες διαμέτρους  

 

 

 

 

Η περιοχή επαφής µεταξύ κυλίνδρων ίσης ακτίνας που οι άξονες τους σχηµατίζουν γωνία 90
ο
  

είναι κύκλος. Ο λόγος για τον οποίο αναφέρουµε την περίπτωση αυτή είναι γιατί η συγκεκριµένη 

διάταξη κυλίνδρων χρησιµοποιείται πολύ συχνά σε δοκιµές αντοχής. 

 

 

 

Αφού 
A B

R R=  και ισχύει  , , ,ax ay A bx B byR R R R R R= ∞ = = = ∞   τότε η ισοδύναµη καµπυλότητα 

δίνεται από την σχέση: 
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5.  Ελλειπτική επαφή μεταξύ ελαστικών σωμάτων, Γενική περίπτωση  

 

 

Οι δυνατές γεωµετρίες που συναντάµε στην γενική περίπτωση επαφής είναι οι ακόλουθες: 
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όπου: 

a                                 είναι ο µεγάλος ηµιάξονας της έλλειψης επαφής [m] 

b                                 είναι ο µικρός ηµιάξονας της έλλειψης επαφής [m] 

′R                               είναι η ισοδύναµη ακτίνα καµπυλότητας [m] 

k1, k2, k3, k4, k5        είναι οι συντελεστές επαφής 

 

Τα υπόλοιπα µεγέθη έχουν αναφερθεί στα προηγούµενα. Ο προσδιορισµός των συντελεστών 

επαφής γίνεται µε αναφορά στους επόµενους πίνακες. Από τον  Πίνακα Α  µπορούµε να βρούµε 

τους συντελεστές  k1, k2 και k3  αν γνωρίζουµε την τιµή του συντελεστή  ko  ο οποίος ορίζεται ως 

εξής: 

 

 

 

όπου  φ  είναι η γωνία µεταξύ του επιπέδου που περιλαµβάνει την ελάχιστη κύρια ακτίνα 

καµπυλότητας του σώµατος Α και του επιπέδου που περιλαµβάνει την ελάχιστη κύρια ακτίνα 

καµπυλότητας του σώµατος Β. Για παράδειγµα στην περίπτωση των παράλληλων κυλίνδρων  

φ=0
ο
  ενώ στην περίπτωση τροχού επάνω σε ράγα θα είναι φ=90

ο
. 

Οι υπόλοιποι συντελεστές  k4 και  k5  προσδιορίζονται από τον  Πίνακα Β  συναρτήσει του λόγου 

2 1
k k . 



[68] 

 

 

 

Πίνακας  Α 

 

 

 

Πίνακας  Β 

 

 

Εκτός από αυτόν τον τρόπο υπολογισµού των παραµέτρων επαφής, υπάρχει και η µέθοδος που 

αναπτύχθηκε από τους Hamrock και Dowson. Οι ερευνητές αυτοί χρησιµοποίησαν την µέθοδο 

των ελαχίστων τετραγώνων για να προσδιορίσουν απλουστευµένες αλγεβρικές σχέσεις οι οποίες 

θα αντικαταστήσουν τα περίπλοκα ελλειπτικά ολοκληρώµατα της θεωρία του Hertz. Οι 
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αλγεβρικές αυτές σχέσεις µπορούν να εφαρµοστούν σε κάθε περίπτωση ελαστική επαφής, ώστε να 

µην είναι αναγκαία η χρήση µεθόδων αριθµητικής ανάλυσης ή πινάκων όπως προηγουµένως.  

 

 

 

όπου: 

  και  ε ξ               είναι τα απλοποιηµένα ελλειπτικά ολοκληρώµατα 

k                          είναι η απλοποιηµένη παράµετρος ελλειπτικότητας. 

 

 

Αν και οι τύποι Hamrock & Dowson είναι απλά προσεγγίσεις, οι διαφορές των 

αποτελεσµάτων τους µε τα αποτελέσµατα της θεωρίας του Hertz είναι πάρα πολύ µικρές. Υπάρχει, 

ωστόσο, ένας περιορισµός στην εφαρµογή τους. ∆εν µπορούν να εφαρµοστούν σε περιπτώσεις 

όπου η επιφάνεια επαφής δεν είναι έλλειψη, όπως για παράδειγµα η περίπτωση επαφής 

παράλληλων κυλίνδρων στην οποία η επιφάνεια επαφής είναι ορθογώνιο. 

Σε όλες τις υπόλοιπες περιπτώσεις οι τύποι Hamrock & Dowson είναι η απλούστερη και 

γρηγορότερη µέθοδος προσδιορισµού βασικών παραµέτρων επαφής, χωρίς παράλληλα να υστερεί 

καθόλου σε ακρίβεια. Είναι η µέθοδος που χρησιµοποιείται σήµερα στις περισσότερες 

µηχανολογικές εφαρµογές.  
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ΜΕΛΕΤΕΣ  ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΩΝ 

(CASE  STUDIES)  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

________________________ 

 

Στο παρόν κεφάλαιο υλοποιείται µε την βοήθεια του προγράµµατος  

MathCAD η µελέτη των ακόλουθων περιπτώσεων: 

 

1.  Ελαστικός κύλινδρος ακτίνας R1 ολισθαίνει χωρίς την παρουσία  

λιπαντικού επάνω στην επιφάνεια ακίνητου ελαστικού κυλίνδρου  

ακτίνας R2. 

2.  Ελαστικός κύλινδρος ακτίνας R1 ολισθαίνει χωρίς την παρουσία  

λιπαντικού επάνω σε ακίνητο επίπεδο. 

 

_________________________ 
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Κύλινδρος ακτίνας R1 ολισθαίνει ως προς κύλινδρο ακτίνας R2

Υλικό - Γεωµετρία - Φόρτιση

v1 0.2:= v2 0.2:=

E1 15 10
9

⋅:= N/m2 E2 15 10
9

⋅:= N/m2

R1 0.05:= m ∆ύναµη ανα µονάδα µήκους γενέτειρας: P 1000:= N/m

R2 0.1:= m Συντελεστής τριβής: μ 0.1:=

Ισοδύναµη ακτίνα καµπυλότητας

R
R1 R2⋅

R1 R2+
0.033=:= m

Ισοδύναµο µέτρο ελαστικότητας

Estar
1

1 v1
2

−

E1

1 v2
2

−

E2
+









7.813 10
9

×=:= N/m2

Ηµι-µήκος επαφής

a
4P R⋅

π Estar⋅






7.371 10
5−

×=:= m

Κατανοµή πίεσης Hertz

p x( )
2 P⋅

π a
2

a
2

x
2

−( )
1

2

⋅:=

5− 10
5−

× 0 5 10
5−

×
0

2 10
6

×

4 10
6

×

6 10
6

×

8 10
6

×

1 10
7

×

p x( )

x

Μέγιστη πίεση Hertz

p 0( ) 8.637 10
6

×= Pa



Εφαπτοµενική διατµητική τάση

Αν υποτεθεί ότι η πάνω επιφάνεια είναι ακίνητη τότε το (+) της διπλανής 

σχέσης συνεπάγεται κίνηση προς τα αρνητικά του άξονα χ. 

Αντίθετα αν η κίνηση έχει φορά προς τα θετικά του άξονα χ η διπλανή σχέση 

πρέπει να λάβει αρνητικό πρόσηµο.

q x( )
2μ P⋅

π a
2

⋅

a
2

x
2

−( )
1

2

⋅:=

5− 10
5−

× 0 5 10
5−

×
0

2 10
5

×

4 10
5

×

6 10
5

×

8 10
5

×

1 10
6

×

q x( )

x

Ισχύει ότι  qο=µpο

Κατανοµή ορθής τάσης παράλληλης προς την επιφάνεια  (z=0) λόγω της διάτµησης Q

σxq x( ) if x a>( ) if x a>( ) 2− q 0( )⋅
x

a

x
2

a
2

1−








1

2

−











⋅, 2− q 0( )⋅
x

a

x
2

a
2

1−








1

2

+











⋅, 











, 2− q 0( )⋅
x

a
⋅, 











:=

Στο παρακάτω διάγραµµα φαίνεται η µεταβολή της ορθής τάσης σx σε όλο το µήκος του άξονα x.

2− 10
4−

× 1− 10
4−

× 0 1 10
4−

× 2 10
4−

×
2− 10

6
×

1− 10
6

×

0

1 10
6

×

2 10
6

×

σxq x( )

x

Μέγιστη τιµή

εφελκυσµού στο

άκρο της

επιφάνειας επαφής

που βρίσκεται στην

φορά της κίνησης  

σxq a−( ) 1.727 10
6

×= Pa

Επιπλέον η ορθή φόρτιση p(x) προκαλεί εµφάνιση ορθής επιφανειακής τάσης σx=-p(x)  εντός της περιοχής 

επαφής και µηδενική τάση έξω απο την περιοχή επαφής. Αυτό σηµαίνει ότι ανεξάρτητα απο την τιµή του 

συντελεστή τριβής, η µέγιστη εφελκυστική τάση που αναπτύσσεται στην επιφάνεια θα είναι πάντα στο άκρο που 

"κοιτάει" στην φορά της κίνησης και θα έχει πάντα τιµή  2µpο



Υπολογισµός του τασικού πεδίου

M x z, ( )
1

2
a
2

x
2

− z
2

+( )2 4 x
2

⋅ z
2

+




 a

2
x
2

− z
2

+( )+


⋅








1

2

:=

n x z, ( ) if x 0≥( )
1

2
a
2

x
2

− z
2

+( )2 4 x
2

⋅ z
2

+




 a

2
x
2

− z
2

+( )−


⋅








1

2

, 
1

2
a
2

x
2

− z
2

+( )2 4 x
2

⋅ z
2

+




 a

2
x
2

− z
2

+( )−


⋅








1

2

−, 







:=

σxq x z, ( )
q 0( )

a
n x z, ( ) 2

z
2

M x z, ( )
2

−

M x z, ( )
2

n x z, ( )
2

+

−








⋅ 2 x⋅−








⋅:=

σxp x z, ( )
p 0( )−

a
M x z, ( ) 1

z
2

n x z, ( )
2

+

M x z, ( )
2

n x z, ( )
2

+

+








⋅ 2 z⋅−








⋅:=

σzq x z, ( )
q 0( )−

a
n x z, ( )⋅

M x z, ( )
2

z
2

−

M x z, ( )
2

n x z, ( )
2

+









⋅:=

σzp x z, ( )
p 0( )−

a
M x z, ( )⋅ 1

z
2

n x z, ( )
2

+

M x z, ( )
2

n x z, ( )
2

+

−








⋅:=

τxzq x z, ( )
q 0( )−

a
M x z, ( ) 1

z
2

n x z, ( )
2

+

M x z, ( )
2

n x z, ( )
2

+

+








⋅ 2 z⋅−








⋅:=

τxzp x z, ( )
p 0( )−

a
n x z, ( )⋅

M x z, ( )
2

z
2

−

M x z, ( )
2

n x z, ( )
2

+









⋅:=

Η συνολική τάση που ασκείται σε ένα στοιχείο του υλικού σε κάθε διεύθυνση 

προκύπτει απο το αλγεβρικό άθροισµα των επιµέρους τάσεων που 

οφείλονται στην ορθή και διατµητική φόρτιση.

σx x z, ( ) σxp x z, ( ) σxq x z, ( )+:=

σz x z, ( ) σzp x z, ( ) σzq x z, ( )+:=

τxz x z, ( ) τxzp x z, ( ) τxzq x z, ( )+:=



Κριτήριο µέγιστης διάτµησης Tresca

Παρακάτω γίνεται έλεγχος για διαρροή του υλικού χρησιµοποιώντας το 

γνωστό κριτήριο αντοχής Tresca. 

τprincipal x z, ( )
1

2
σx x z, ( ) σz x z, ( )−( )

2
4 τxz x z, ( )

2
⋅+ 

1

2

⋅:=

xlow 3− a⋅:= xhigh 3 a⋅:=

xn 50:=

zlow 4 a⋅:= zhigh 0:=

zn 50:=

F CreateMesh τprincipal xlow, xhigh, zlow, zhigh, xn, zn, ( ):=

∆ιάγραµµα της µέγιστης διάτµησης στο βάθος του υλικού

F



x a:= z a:=

Given

3− a⋅ x< 3 a⋅<

0 z< 4 a⋅<

Η µέγιστη κύρια διατµητική τάση θα εµφανίζεται στο σηµείο

του επιπέδου (x,z) µε συντεταγµένες:

MaxT1 Maximize τprincipal x, z, ( )
2.416 10

5−
×

5.447 10
5−

×











=:=

και θα έχει τιµή: τprincipal MaxT1
0
MaxT1

1
, ( ) 2.633 10

6
×= Pa

Έστω ότι ο κύλινδρος #2 είναι κατασκευασµένος απο: (Υλικό)

το οποίο έχει αντοχή σε απλή διάτµηση: k 2.5 10
6

⋅:= Pa

Αν ο παρακάτω λόγος είναι >1 τότε το υλικό έχει αστοχήσει και 

η αστοχία εντοπίζεται γύρω απο το σηµείο µέγιστης διάτµησης

τprincipal MaxT1
0
MaxT1

1
, ( )

k
1.053=

Είναι χαρακτηριστικό γνώρισµα αυτού του είδους αστοχίας

οτι στις περισσότερες περιπτώσεις ξεκινάει κάτω απο την 

επιφάνεια επαφής και όχι πάνω στην επιφάνεια. Στο συγκεκριµένο 

παράδειγµα προκύπτει αστοχία υλικού σε βάθος  54,47 µm.

Υπάρχει άµεση σχέση του φαινοµένου αυτού µε την δηµιουργία

υπο-επιφανειακών ρωγµών οι οποίες τελικά οδηγούν στην βλάβη 

γνωστή σαν spalling



Κύλινδρος ακτίνας R1 ολισθαίνει ως προς επίπεδη επιφάνεια  2

Υλικό - Γεωµετρία - Φόρτιση

v1 0.2:= v2 0.2:=

E1 15 10
9

⋅:= N/m2 E2 15 10
9

⋅:= N/m2

R1 0.05:= m ∆ύναµη ανα µονάδα µήκους γενέτειρας: P 1000:= N/m

Συντελεστής τριβής: μ 0.1:=

Ισοδύναµη ακτίνα καµπυλότητας

R R1 0.05=:= m

Ισοδύναµο µέτρο ελαστικότητας

Estar
1

1 v1
2

−

E1

1 v2
2

−

E2
+









7.813 10
9

×=:= N/m2

Ηµι-µήκος επαφής

a
4P R⋅

π Estar⋅






9.027 10
5−

×=:= m

Κατανοµή πίεσης Hertz

p x( )
2 P⋅

π a
2

a
2

x
2

−( )
1

2

⋅:=

5− 10
5−

× 0 5 10
5−

×
0

2 10
6

×

4 10
6

×

6 10
6

×

8 10
6

×

p x( )

x

Μέγιστη πίεση Hertz

p 0( ) 7.052 10
6

×= Pa



Εφαπτοµενική διατµητική τάση

Αν υποτεθεί ότι η πάνω επιφάνεια είναι ακίνητη τότε το (+) της διπλανής 

σχέσης συνεπάγεται κίνηση προς τα αρνητικά του άξονα χ. 

Αντίθετα αν η κίνηση έχει φορά προς τα θετικά του άξονα χ η διπλανή σχέση 

πρέπει να λάβει αρνητικό πρόσηµο.

q x( )
2μ P⋅

π a
2

⋅

a
2

x
2

−( )
1

2

⋅:=

5− 10
5−

× 0 5 10
5−

×
0

2 10
5

×

4 10
5

×

6 10
5

×

8 10
5

×

q x( )

x

Ισχύει ότι  qο=µpο

Κατανοµή ορθής τάσης παράλληλης προς την επιφάνεια  (z=0) λόγω της διάτµησης Q

σxq x( ) if x a>( ) if x a>( ) 2− q 0( )⋅
x

a

x
2

a
2

1−








1

2

−











⋅, 2− q 0( )⋅
x

a

x
2

a
2

1−








1

2

+











⋅, 











, 2− q 0( )⋅
x

a
⋅, 











:=

Στο παρακάτω διάγραµµα φαίνεται η µεταβολή της ορθής τάσης σx σε όλο το µήκος του άξονα x.

2− 10
4−

× 0 2 10
4−

×
2− 10

6
×

1− 10
6

×

0

1 10
6

×

2 10
6

×

σxq x( )

x

Μέγιστη τιµή

εφελκυσµού στο

άκρο της

επιφάνειας επαφής

που βρίσκεται στην

φορά της κίνησης  

σxq a−( ) 1.41 10
6

×= Pa

Επιπλέον η ορθή φόρτιση p(x) προκαλεί εµφάνιση ορθής επιφανειακής τάσης σx=-p(x)  εντός της περιοχής 

επαφής και µηδενική τάση έξω απο την περιοχή επαφής. Αυτό σηµαίνει ότι ανεξάρτητα απο την τιµή του 

συντελεστή τριβής, η µέγιστη εφελκυστική τάση που αναπτύσσεται στην επιφάνεια θα είναι πάντα στο άκρο που 

"κοιτάει" στην φορά της κίνησης και θα έχει πάντα τιµή  2µpο



Υπολογισµός του τασικού πεδίου

M x z, ( )
1

2
a
2

x
2

− z
2

+( )2 4 x
2

⋅ z
2

+




 a

2
x
2

− z
2

+( )+


⋅








1

2

:=

n x z, ( ) if x 0≥( )
1

2
a
2

x
2

− z
2

+( )2 4 x
2

⋅ z
2

+




 a

2
x
2

− z
2

+( )−


⋅








1

2

, 
1

2
a
2

x
2

− z
2

+( )2 4 x
2

⋅ z
2

+




 a

2
x
2

− z
2

+( )−


⋅








1

2

−, 







:=

σxq x z, ( )
q 0( )

a
n x z, ( ) 2

z
2

M x z, ( )
2

−

M x z, ( )
2

n x z, ( )
2

+

−








⋅ 2 x⋅−








⋅:=

σxp x z, ( )
p 0( )−

a
M x z, ( ) 1

z
2

n x z, ( )
2

+

M x z, ( )
2

n x z, ( )
2

+

+








⋅ 2 z⋅−








⋅:=

σzq x z, ( )
q 0( )−

a
n x z, ( )⋅

M x z, ( )
2

z
2

−

M x z, ( )
2

n x z, ( )
2

+









⋅:=

σzp x z, ( )
p 0( )−

a
M x z, ( )⋅ 1

z
2

n x z, ( )
2

+

M x z, ( )
2

n x z, ( )
2

+

−








⋅:=

τxzq x z, ( )
q 0( )−

a
M x z, ( ) 1

z
2

n x z, ( )
2

+

M x z, ( )
2

n x z, ( )
2

+

+








⋅ 2 z⋅−








⋅:=

τxzp x z, ( )
p 0( )−

a
n x z, ( )⋅

M x z, ( )
2

z
2

−

M x z, ( )
2

n x z, ( )
2

+









⋅:=

Η συνολική τάση που ασκείται σε ένα στοιχείο του υλικού σε κάθε διεύθυνση 

προκύπτει απο το αλγεβρικό άθροισµα των επιµέρους τάσεων που 

οφείλονται στην ορθή και διατµητική φόρτιση.

σx x z, ( ) σxp x z, ( ) σxq x z, ( )+:=

σz x z, ( ) σzp x z, ( ) σzq x z, ( )+:=

τxz x z, ( ) τxzp x z, ( ) τxzq x z, ( )+:=



Κριτήριο µέγιστης διάτµησης Tresca

Παρακάτω γίνεται έλεγχος για διαρροή του υλικού χρησιµοποιώντας το 

γνωστό κριτήριο αντοχής Tresca. 

τprincipal x z, ( )
1

2
σx x z, ( ) σz x z, ( )−( )

2
4 τxz x z, ( )

2
⋅+ 

1

2

⋅:=

xlow 3− a⋅:= xhigh 3 a⋅:=

xn 50:=

zlow 4 a⋅:= zhigh 0:=

zn 50:=

F CreateMesh τprincipal xlow, xhigh, zlow, zhigh, xn, zn, ( ):=

∆ιάγραµµα της µέγιστης διάτµησης στο βάθος του υλικού

F



x a:= z a:=

Given

3− a⋅ x< 3 a⋅<

0 z< 4 a⋅<

Η µέγιστη κύρια διατµητική τάση θα εµφανίζεται στο σηµείο

του επιπέδου (x,z) µε συντεταγµένες:

MaxT1 Maximize τprincipal x, z, ( )
2.959 10

5−
×

6.671 10
5−

×











=:=

και θα έχει τιµή: τprincipal MaxT1
0
MaxT1

1
, ( ) 2.15 10

6
×= Pa

Έστω ότι ο κύλινδρος #2 είναι κατασκευασµένος απο: (Υλικό)

το οποίο έχει αντοχή σε απλή διάτµηση: k 2.5 10
6

⋅:= Pa

Αν ο παρακάτω λόγος είναι >1 τότε το υλικό έχει αστοχήσει και 

η αστοχία εντοπίζεται γύρω απο το σηµείο µέγιστης διάτµησης

τprincipal MaxT1
0
MaxT1

1
, ( )

k
0.86=

Βλέπουµε ότι στην ενω στην προηγούµενη περίπτωση όπου ο δύο κύλινδροι ολίσθαιναν

ο ένας πρός τον άλλο, υπήρχε αστοχία του υλικού, στην παρούσα περίπτωση όπου 

αντικαταστήσαµε τον ένα κύλινδρο µε επίπεδη επιφάνεια, δεν προκύπτει αστοχία. 

Το γεγονός αυτό καταδεικνύει την σηµασία που έχει η καµπυλότητα µιας επιφάνειας 

στην διαµόρφωση της αντοχής σε ολίσθηση. Γενικά όσο µειώνεται η καµπυλότητα, 

δηλαδή η επιφάνεια τείνει στο επίπεδο, τόσο λιγότερο πιθανό είναι να αστοχήσει το υλικό

όταν καταπονείται µε ολίσθηση.

Επιπλέον παρατηρούµε ότι στην περίπτωση του επιπέδου, η µέγιστη τιµή της κύριας 

διάτµησης, εµφανίζεται σε βάθος 22.5% µεγαλύτερο σε σχέση µε την περίπτωση των δύο

κυλίνδρων.
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Παρατηρήσεις στην πειραµατική επίλυση προβληµάτων ελαστικότητας. 

 

 

 

Η µελέτη των προβληµάτων ελαστικότητας αποτελεί ένα βασικό τοµέα στην περιοχή της 

εφαρµοσµένης έρευνας. Οι λύσεις δε οι οποίες επιτυγχάνονται βοηθούν στην επίλυση άλλων 

προβληµάτων που αφορούν κατασκευές ή στην δηµιουργία νέων υλικών των οποίων η µηχανική 

αντοχή θα είναι µεγαλύτερη από την αντοχή των µέχρι τώρα γνωστών υλικών. Η επίλυση των πιο 

πάνω προβληµάτων έγινε πιο εύκολη τα τελευταία χρόνια µε την ανάπτυξη των ηλεκτρονικών 

υπολογιστών. Η αριθµητική λύση έχει εφαρµοστεί µε επιτυχία σε πολλά προβλήµατα της 

ελαστικότητας και έχουν αναπτυχθεί νέες αριθµητικές µέθοδοι όπως είναι τα πεπερασµένα 

στοιχεία, συνοριακά στοιχεία κτλ οι οποίες έδωσαν λύσεις σε άλυτα µέχρι τότε προβλήµατα. 

∆υστυχώς όµως ένας µεγάλος αριθµός προβληµάτων εξακολουθεί να µην επιλύεται αναλυτικά 

ή αριθµητικά. Για τον λόγο αυτό και παράλληλα µε τις θεωρητικές µεθόδους έχουν αναπτυχθεί και 

οι πειραµατικές οι οποίες σκοπό έχουν: 

 

• Να µας δώσουν πληροφορίες οι οποίες αφορούν την εντατική κατάσταση των διαφόρων 

σωµάτων κάτω από γνωστές εξωτερικές φορτίσεις. 

• Να µας δώσουν πληροφορίες για τις τιµές των διαφόρων ελαστικών και πλαστικών 

σταθερών που διέπουν την συµπεριφορά των υλικών. 

• Να αποτελέσουν σηµείο αναφοράς για την ανάπτυξη νέων υπολογιστικών µεθόδων αλλά 

και µέσο ελέγχου της ακρίβειας αυτών που ήδη υπάρχουν. 
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Η χρήση των µηκυνσιοµέτρων ή συµπλεγµάτων µηκυνσιοµέτρων, η µέθοδος των διπλοθλαστικών 

επιστρώσεων, η µέθοδος Moire, η συµβολοµετρία, η ολογραφία, η φωτοελαστικότητα και φυσικά 

η µέθοδος των καυστικών καµπυλών, είναι πειραµατικές µέθοδοι οι οποίες χρησιµοποιήθηκαν και 

χρησιµοποιούνται ακόµη για την πειραµατική επίλυση διαφόρων προβληµάτων ελαστικότητας. 

Κρίνοντας τις οπτικές µεθόδους (φωτοελαστικότητα, ολογραφία κτλ) οι οποίες µάλιστα 

κατατάσσονται στις ακριβείς πειραµατικές µεθόδους, µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι σε 

προβλήµατα όπου υπάρχει κάποια µηχανική ιδιοµορφία είναι δύσκολο αν όχι αδύνατο να 

αποτιµήσει κανείς τις πληροφορίες από τις οποίες θα υπολογισθεί η εντατική κατάσταση του 

σώµατος. Τέτοια κλασικά παραδείγµατα ιδιοµορφίας είναι η µελέτη του τασικού πεδίου σε 

σώµατα που περιλαµβάνουν ρωγµές, η µελέτη των τάσεων στην επαφή δύο ελαστικών µέσων κ.α. 

Στη δεκαετία του 1970 ο καθηγητής Π.Σ. Θεοχάρης στο εργαστήριο Αντοχής Υλικών το Ε.Μ. 

Πολυτεχνείου, ανέπτυξε µια οπτική πειραµατική µέθοδο, την οπτική µέθοδο των καυστικών, η 

οποία δίνει ακριβείς πειραµατικές λύσεις, εκεί που οι άλλες οπτικές µέθοδοι αποτυγχάνουν. 

Η µέθοδος των καυστικών βασίζεται στο γεγονός ότι µια τασική ιδιοµορφία ενός ελαστικού 

σώµατος είναι δυνατόν να µετατραπεί µέσω µιας απλής οπτικής διάταξης, σε µια οπτική 

ιδιοµορφία. Η µελέτη δε της οπτικής αυτής ιδιοµορφίας δίνει τις απαραίτητες πληροφορίες για τον 

υπολογισµό της τασικής ιδιοµορφίας. 

Με την µέθοδο αυτή έχει µελετηθεί ένα πλήθος προβληµάτων και έχουν ευρεθεί ακριβή 

πειραµατικά αποτελέσµατα. Τέτοια προβλήµατα είναι η µελέτη του συντελεστή εντάσεως των 

τάσεων σε ισότροπα και ανισότροπα υλικά (Theocaris 1972), µελέτη διακλαδωµένων ρωγµών και 

ρωγµών κειµένων στη διαχωριστική επιφάνεια δύο ελαστικών σωµάτων (Theocaris 1973), µελέτη 

προβληµάτων µε εγκλείσµατα ή οπές (Theocaris 1974), µελέτη φορτίων εφαρµοσµένων στο 

σύνορο ελαστικών σωµάτων και προβλήµατα επαφής ελαστικών σωµάτων (Theocaris, Razem 

1977), µελέτη µηχανικών ιδιοτήτων ελαστικών σωµάτων κ.α. 
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Γενικά θεωρητικά στοιχεία της µεθόδου. 

 

 

 

Μια από τις αρχικές εφαρµογές της µεθόδου αφορούσε την µελέτη των ρωγµών και συγκεκριµένα 

της συγκέντρωσης των τάσεων στο άκρο ρωγµής. Στα προβλήµατα των ρωγµών η πιο 

ενδιαφέρουσα περιοχή είναι η παρά το άκρο της ρωγµής. Εντός και πλησίον της µικρής αυτής 

περιοχής οι µεταβολές των τάσεων και των παραµορφώσεων είναι απότοµες, το γεγονός αυτό 

καθιστά δύσκολη την επίλυση του προβλήµατος µε τις κλασσικές µεθόδους πειραµατικής 

ανάλυσης των τάσεων και παραµορφώσεων, ενώ αντιθέτως, η µαθηµατική αντιµετώπιση του 

προβλήµατος σηµείωσε σηµαντική πρόοδο. 

Κατά την τελευταία δεκαετία αναπτύχθηκε πειραµατική µέθοδος από τους Manogg και 

Π.Θεοχάρη, η οποία κρίνεται ως η µόνη ενδεδειγµένη για την ικανοποιητική παρακολούθηση των 

απότοµων µεταβολών του εντατικού πεδίου και της διανοµής των τάσεων εντός της µικρής παρά 

το άκρο της ρωγµής ιδιόµορφης (singular) περιοχής. 

Η πειραµατική αυτή µέθοδος καλείται Οπτική Μέθοδος των Καυστικών και βασίζεται στις 

αρχές της γεωµετρικής οπτικής. Με την πειραµατική αυτή µέθοδο η επικρατούσα ιδιοµορφία 

(singularity) των τάσεων παρά το άκρο της ρωγµής µετατρέπεται βάσει αυστηρών 

µαθηµατικών κανόνων σε οπτική ιδιοµορφία, η οποία µετρούµενη µε µεγάλη ακρίβεια 

παρέχει ικανοποιητικά στοιχεία για την µελέτη της παρά το άκρο της ρωγµής περιοχής. Η 

οπτική αυτή ιδιοµορφία προέρχεται από την συγκέντρωση επί ιδιόµορφης στον χώρο καµπύλης, η 

οποία καλείται καυστική, των ακτινών φωτός που αποκλίνουν από την ισχυρώς καταπονούµενη 

παρά το άκρο της ρωγµής περιοχή. Η καυστική αυτή λαµβάνεται επάνω σε πέτασµα και αφού 

ευρίσκεται σε πλήρη αντιστοιχία προς την παρά το άκρο της ρωγµής περιοχή επιτρέπει την µελέτη 

αυτής. 

Η οπτική µέθοδος των καυστικών µπορεί να εφαρµοσθεί σε όλα τα υλικά διαφανή (µέθοδος 

διερχοµένων καυστικών) και µη διαφανή (µέθοδος των ανακλώµενων καυστικών) και αποτελεί 

απλή, ακριβή και ευαίσθητη µέθοδο µοναδική για την µελέτη των ρωγµών. 

Αλλά εκτός από την µελέτη των ρωγµών, η µέθοδος των καυστικών µπορεί να εφαρµοστεί και σε 

πολλές άλλες περιπτώσεις όπου έχουµε συγκέντρωση τάσεων, όπως είναι και τα προβλήµατα 

µηχανικής της επαφής. Συγκεκριµένα η πειραµατική µέθοδος των καυστικών είναι κατάλληλη για 

την µελέτη προβληµάτων επαφής στα οποία εµφανίζονται ιδιοµορφίες (singularities) του τασικού 

πεδίου είτε λόγω φόρτισης, είτε λόγω γεωµετρικής ασυνέχειας (π.χ. άκρα, γωνίες, ρωγµές).  



[96] 

 

 

 

 

 

 

Μεταβολή της έντασης φωτεινής ακτίνας διερχόµενης δια διαφανούς µέσου. 

 

 

 

 

Θεωρούµε επίπεδο δοκίµιο µε παράλληλες παράπλευρες επιφάνειες από διαφανές υλικό και 

ακτίνα µονοχρωµατικού φωτός προσπίπτουσα καθέτως επί του δοκιµίου σε τυχόν σηµείο Ρ. Η 

ακτίνα κατά την πρόσπτωσή της επί του δοκιµίου αφ’ ενός µεν ανακλάται αφ’ ετέρου δε διαθλάται 

και ακολούθως διέρχεται δια του δοκιµίου. Η διαθλώµενη όµως ακτίνα ανακλάται στην πίσω 

επιφάνεια του δοκιµίου και ακολούθως δια διαθλάσεως εξέρχεται από την εµπρός και πίσω 

επιφάνεια του δοκιµίου. Οι διαδοχικές αυτές ανακλάσεις και διαθλάσεις της ακτίνας 

εξακολουθούν επ’ άπειρον, έτσι ώστε µια απειρία ακτινών εξέρχεται από την εµπρός και πίσω 

επιφάνεια του δοκιµίου (Σχήµα 1). 

 

 

 

 
 

Σχήµα 1 

 

 

Η ένταση Ι της φωτεινής ακτίνας µειώνεται συνεχώς κατά τις διαδοχικές αυτές ανακλάσεις και 

διαθλάσεις. Εάν µε  ,mr ℓ
 συµβολίζονται οι εξερχόµενες ακτίνες από την εµπρός επιφάνεια της 

πλάκας και µε  ,mt ℓ
 συµβολίζονται οι εξερχόµενες ακτίνες από την πίσω επιφάνεια της πλάκας, 
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όπου ο δείκτης  m  συµβολίζει τον αριθµό των ανακλάσεων και ο δείκτης  ℓ   τον αριθµό των 

διαθλάσεων τότε οι εντάσεις των ακτινών αυτών δίνονται από τις σχέσεις: 

 

 

( )
, ,, 1

m m

m

r tI Iβ β= −
ℓ ℓ

ℓ

                                                      (1) 

 

 

όπου ο λόγος µείωσης  β  της φωτεινής έντασης δίνεται από την σχέση: 

 

 
2

1

1

n

n
β

− =  + 
                                                               (2) 

 

 

όπου  η  ο δείκτης διάθλασης του υλικού της πλάκας. 
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Επίδραση της φόρτισης επί του οπτικού δρόµου των ανακλώµενων και 

διερχόµενων ακτινών. 

 

 

 

Όπως φαίνεται στο  Σχήµα 2  θεωρούµε φωτεινή ακτίνα ABDE, πολωµένη κατά την διεύθυνση 

είτε της κύριας τάσης  σ1  είτε της κύριας τάσης  σ2  και προσπίπτουσα καθέτως επί της πλευρικής 

επιφάνειας της πλάκας ευρισκόµενης υπό επίπεδη εντατική κατάσταση (plane stress). Για την 

περίπτωση της ανακλάσεως της φωτεινής ακτίνας από την πίσω επιφάνεια της πλάκας, ο οπτικός 

δρόµος µεταξύ των δύο σηµείων αναφοράς A  και A′   της φωτεινής ακτίνας ABDA′  ( AB A B′= ), 

όταν η πλάκα είναι αφόρτιστη, είναι: 

 

 

( ) 02 2As AB dη η= +                                                       (3) 

 

 

όπου  d  είναι το πάχος της πλάκας,  0η   είναι ο συντελεστής διαθλάσεως περιβάλλοντος και  η  

είναι ο συντελεστής διαθλάσεως του υλικού της πλάκας όταν είναι αφόρτιστο. 

 

 

 
 

Σχήµα 2 

 

 

 

Όταν η πλάκα φορτιστεί, ο οπτικός δρόµος µεταξύ των αυτών σηµείων, A  και A′   είναι: 
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                                       (4)  

 

 

 

όπου  ∆d  είναι η µεταβολή του πάχους της πλάκας που οφείλεται στη φόρτιση και  1,2η   είναι ο 

δείκτης διαθλάσεως του υλικού της φορτισµένης πλάκας, κατά τις διευθύνσεις των κυρίων τάσεων  

1,2σ , αντιστοίχως. Θέτοντας: 

 

 

                                                                 (5) 

 

 

όπου  1,2η∆   είναι η µεταβολή του δείκτη διαθλάσεως, η µεταβολή του οπτικού δρόµου της 

ακτίνας ABDA′ , που οφείλεται στη φόρτιση δίνεται από την σχέση: 

 

 

( )
1,2 1,2

0
1,2

2
2

r L A
s s s d d

η
η η η

  ∆ = − = − + − ∆  
  

                                    (6) 

 

 

Οµοίως για την οπτική ακτίνα ABDE  τη διερχόµενη δια της πλάκας η µεταβολή του οπτικού 

δρόµου που οφείλεται στην φόρτιση είναι: 

 

 

                                                (7) 

 

 

Για την φωτεινή ακτίνα ABC  την ανακλώµενη από την εµπρός επιφάνεια της πλάκας, η µεταβολή 

του οπτικού δρόµου είναι: 

 

 

0fs dη∆ = − ∆                                                                 (8) 
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Οι µεταβολές του δείκτη διαθλάσεως  η   κατά τις διευθύνσεις των κυρίων τάσεων  1,2σ   στο 

επίπεδο τασικό πρόβληµα δίνονται από τον φωτοτασεοπτικό νόµο των Neumann-Maxwell: 

 

 

 

                                         (9) 

 

 

όπου b1 και b2  σταθερές και  1 2 3, ,ε ε ε   οι κύριες παραµορφώσεις. Αντικαθιστώντας την σχέση (9) 

στις σχέσεις (6) και (7) και λαµβάνοντας υπ’ όψη τον νόµο του Hooke προκύπτουν οι συνθήκες 

Favre οι οποίες δίνουν την µεταβολή των οπτικών δρόµων των ακτινών ABDA′  και ABDE που 

οφείλονται στην φόρτιση: 

 

 

                                       (10) 

 

                                          (11) 

 

 

 

όπου  ξr,t  είναι ο συντελεστής της οπτικής ανισοτροπίας του υλικού και  cr,t  είναι οι τασεοπτικές 

σταθερές οι οποίες δίνονται από τις σχέσεις: 

 

 

, , , ,

, ,

, ,

,         
2

r t r t r t r t

r t r t

r t r t

c
α β α β

ξ
α β

+ −
= =

+
                                         (12) 

 

 

όπου:                                                                                                                                           (13) 

                                                                                                                            

 

                                                                                                                                                    (14) 

 

 

                                                                                                                                                    (15) 

 

 

                                                                                                                                                    (16) 
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Στην περίπτωση που έχουµε οπτικώς ισότροπα υλικά ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 

 

 

                                                                                                                                                    (17) 

 

 

                                                                                                                                                    (18) 

 

                   

                                                                                                                                                    (19) 

 

 

                                                                                                                                                    (20) 

 

 

 

                                                                                                                                                    (21) 

 

 

 

 

Από τις σχέσεις  (20) και (21) προκύπτει ότι: 

 

 

 

                                                                                                                                                    (22) 

 

 

Οι τασεοπτικές σταθερές υπολογίζονται πειραµατικά µε την συµβολοµετρική µέθοδο. 
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Βασική µαθηµατική θεωρία της µεθόδου των καυστικών.  

 

 

 

Γενικά, λέγοντας καυστική εννοούµε µια καµπύλη ή µια επιφάνεια 

στον χώρο στις οποίες υπάρχει πυκνή συγκέντρωση φωτός. Τέτοιες 

καµπύλες ή επιφάνειες είναι δυνατόν να δηµιουργηθούν από 

ανάκλαση φωτεινών ακτινών σε επιφάνειες οι οποίες 

συµπεριφέρονται ως κάτοπτρα. Παρατηρείται συχνά στην φύση, 

δηµιουργία καυστικών που προέρχονται είτε από ανάκλαση είτε από 

διάθλαση του ηλιακού φωτός (βλ. παράπλευρες εικόνες). Από το γεγονός ότι στις καµπύλες αυτές 

ή στις επιφάνειες υπάρχει πυκνή ένταση του φωτός είναι δυνατόν να γίνει εύκολη παρατήρηση σε 

πειραµατικές διατάξεις και η ευκολία γίνεται µεγαλύτερη στην περίπτωση που οι καυστικές 

τέµνονται από ένα επίπεδο οπότε έχουµε να παρατηρήσουµε µια φωτεινή καµπύλη την οποία και 

ονοµάζουµε καυστική (βλ. Σχήµα 4).  

Οι φυσικοί νόµοι στους οποίους βασίζεται η δηµιουργία µιας καυστικής είναι οι νόµοι της 

ανακλάσεως του φωτός. Βάσει των νόµων αυτών µπορούµε να βρούµε σχέσεις ανάµεσα στις 

συντεταγµένες των σηµείων από τα οποία ανακλάται το φως και των αντίστοιχων συντεταγµένων 

των σηµείων στα οποία προσπίπτει το φως στο επίπεδο του πετάσµατος.  

Θεωρούµε για απλούστευση µια κυλινδρική επιφάνεια της οποίας 

ο διαµήκης άξονας είναι παράλληλος στον άξονα  y  του 

συστήµατος συνταγµένων. Ακόµη υποθέτουµε ότι η κυλινδρική 

επιφάνεια ανακλά τις ακτίνες του φωτός ως κάτοπτρο και σε 

απόσταση  z0  υπάρχει ένα πέτασµα στο οποίο προσπίπτουν οι 

ανακλώµενες ακτίνες. Παρακολουθώντας τις ανακλάσεις των 

ακτινών από τα σηµεία  Α,B,C…  παρατηρούµε ότι υπάρχει κατ’ 

αρχήν αντιστοιχία µεταξύ των ανακλώµενων ακτινών από την 

επιφάνεια και αυτών που προσπίπτουν στο πέτασµα. Για παράδειγµα το  Α  αντιστοιχεί στο  A′ ,  

το  Β  στο B′   κλπ. Υπάρχει όµως µια περιοχή της κυλινδρικής επιφάνειας την οποία µπορούµε να 

χαρακτηρίσουµε ως την περιοχή των σηµείων των οποίων η τετµηµένη ευρίσκεται µεταξύ των  ΧD  

και  XF . 

Για την περιοχή αυτή παρατηρούµε ότι όλες οι ανακλώµενες ακτίνες συγκεντρώνονται σε µια 

µικρή περιοχή του πετάσµατος στην οποία όπως είναι φυσικό θα υπάρχει µεγάλη ένταση φωτός 

και την οποία στο Σχήµα 3  µπορούµε να χαρακτηρίσουµε ως το σηµείο Μ. 
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Σχήµα 3:  Γεωµετρική επαλήθευση της δηµιουργίας της καυστικής. 
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Η µελέτη αυτή γίνεται βέβαια σε ένα επίπεδο κάθετο προς την κυλινδρική επιφάνεια και το 

πέτασµα. Στην πραγµατικότητα στο επίπεδο του πετάσµατος θα δηµιουργηθεί µια συγκέντρωση 

του φωτός σε µια ευθεία η οποία περνάει από το σηµείο Μ και θα είναι παράλληλη προς τον 

άξονα y. Η καυστική λοιπόν αυτή θα είναι µια ευθεία. 

 

 

 

Σχήµα 4:   Καυστική στο εργαστήριο 

 

 

Ας προσπαθήσουµε τώρα την πιο πάνω ποιοτική παρατήρηση να την ερµηνεύσουµε σύµφωνα µε 

τους νόµους της ανακλάσεως του φωτός. 

Εφόσον ο διαµήκης άξονας της κυλινδρικής επιφάνειας είναι παράλληλος προς τον άξονα y  

µπορούµε να περιγράψουµε την επιφάνεια αυτή µε την εξίσωση: 

 

( )z f x=                                                               (23) 

 

Ενώ από τον νόµο της ανάκλασης του φωτός ισχύει η σχέση: 

 

( )0 tan 2X x z f x a= − −                                                     (24) 

 

όπου  x  είναι σηµεία της επιφάνειας και  Χ  τα αντίστοιχα σηµεία του πετάσµατος, ενώ η γωνία  α  

είναι η γωνία ανακλάσεως και ισχύει βέβαια η σχέση ότι: 

 

( )tan a f x′=                                                                 (25) 
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Συνδυάζοντας τις σχέσεις  (25)  και  (24)  καταλήγουµε στην σχέση: 

 

( ) ( )
( )

0 2

2

1

f x
X x z f x

f x

′
= − −  

′+   
                                             (26) 

 

Από την γεωµετρία της κυλινδρικής επιφάνειας  (Σχήµα 3)  προκύπτει ότι οι τιµές ( )f x  και 

( )f x′   είναι θετικές. Εκτός αυτού συγκρίνοντας την απόσταση 0z  µε την ( )f x  αυτή είναι πολύ 

πιο µεγάλη και µας επιτρέπει την αντικατάσταση στη σχέση  (26)  της ποσότητας  ( )0z f x−    µε 

το 0z  και της ποσότητας  ( )
2

1 f x′+      µε την µονάδα. Έτσι η σχέση  (26)  γράφεται: 

 

( )02X x z f x′= −                                                             (27) 

 

Αν όµως θεωρήσουµε ότι η επιφάνεια η οποία ανακλά το φως περιγράφεται από την σχέση: 

 

( ),z f x y=                                                                 (28) 

 

τότε, οι αντίστοιχες εξισώσεις της σχέσης  (27)  είναι οι παρακάτω: 

 

( )

( )

0

0

,
2

,
2

f x y
X x z

x

f x y
Y y z

y

∂
= −

∂

∂
= −

∂

                                                         (29) 

 

ή αν τις γράψουµε σε διανυσµατική µορφή έχουµε ότι: 

 

( ) ( ) ( )0, , 2 grad ,X Y x y z f x y= −                                                   (30) 
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Θεωρώντας ότι η καθυστέρηση του οπτικού δρόµου είναι  ∆s  έχουµε ότι: 

 

( )2 ,s f x y∆ = −                                                                (31) 

 

Και οι εξισώσεις  (29)  παίρνουν τη µορφή: 

 

0

0

s
X x z

x

s
Y y z

y

∂∆
= +

∂

∂∆
= +

∂

                                                                (32) 

 

Βέβαια όλες οι πιο πάνω σχέσεις έχουν ευρεθεί µε την υπόθεση ότι το προσπίπτον φως είναι 

παράλληλο. Στην πραγµατικότητα όµως δεν συµβαίνει αυτό όπως φαίνεται στην απλή 

πειραµατική διάταξη του  Σχήµατος 5 . Στην περίπτωση αυτή στους πιο πάνω τύπους µπαίνει και ο 

λόγος µεγεθύνσεως  λm  ο οποίος δίνεται από την σχέση: 

 

0 i
m

i

z z

z
λ

±
=                                                                   (33) 

 

όπου 0z  είναι η απόσταση δοκιµίου πετάσµατος και  iz   η εστιακή απόσταση της εστίας του 

φακού από το δοκίµιο, η οποία λαµβάνεται αρνητική  (-)  στην περίπτωση που η προσπίπτουσα επί 

του δοκιµίου φωτεινή δέσµη είναι συγκλίνουσα και θετική (+) στην περίπτωση που είναι 

αποκλίνουσα. 

Μετά από αυτά οι σχέσεις  (32)  παίρνουν την µορφή: 

 

0

0

m

m

s
X x z

x

s
Y y z

y

λ

λ

∂∆
= +

∂

∂∆
= +

∂

                                                            (34) 
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Σχήµα 5:  Πειραµατική ∆ιάταξη 
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Οι σχέσεις αυτές εκφράζουν την αντιστοιχία µεταξύ των σηµείων  ( ),P x y   του δοκιµίου και των 

σηµείων  ( ),Q X Y′   του πετάσµατος  (Σχήµα 6)  όπου  ∆s  η αύξηση του οπτικού δρόµου των 

ακτινών, η οποία οφείλεται στην φόρτιση του δοκιµίου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 6:  ∆ηµιουργία καυστικής από την εφαρµογή ενός ορθού και ενός διατµητικού φορτίου. 

 

 

 

 Έχει γίνει βέβαια από πριν η υπόθεση ότι οι επιφάνειες του δοκιµίου πριν την φόρτιση είναι 

επίπεδες και παράλληλες. Προκειµένου τα σηµεία  Χ  και  Y  να ανήκουν σε µια καµπύλη, πρέπει 

το  Χ  να παίρνει µια µέγιστη και µια ελάχιστη τιµή όταν το  Y  µένει σταθερό ή αντίστροφα το  Y  

να παίρνει µια µέγιστη ή ελάχιστη τιµή όταν το  Χ  µένει σταθερό. Αυτό εκφράζεται µε το 

µηδενισµό της Ιακωβιανής διακρίνουσας: 
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( )
( )

,

,

X X

x yX Y
J

Y Yx y

x y

∂ ∂
∂ ∂∂

= =
∂ ∂∂
∂ ∂

                                                       (35) 

 

Αν χρησιµοποιήσουµε τις εξισώσεις  (34)  η σχέση  (35)  γίνεται: 

 

2 2

0 0

2

2 2

0 0

2

1

0

1

m m

m m

z zs s

x x y

z zs s

x y y

λ λ

λ λ

   ∂ ∆ ∂ ∆
+    

∂ ∂ ∂   
=

   ∂ ∆ ∂ ∆
+   

∂ ∂ ∂   

                                         (36) 

 

το οποίο γίνεται: 

 

2 2
2 2 2 2 2

0 0

2 2 2 2
1 0

m m

z zs s s s s

x y x y x yλ λ

     ∂ ∆ ∂ ∆ ∂ ∆ ∂ ∆ ∂ ∆
+ + + − =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

                           (37) 

 

Έτσι, λοιπόν, παρατηρούµε ότι η σχέση ανάµεσα στα σηµεία  ( ),x y   του δοκιµίου και  ( ),X Y   

του πετάσµατος δίνεται από τις σχέσεις  (34)  ενώ για να ανήκουν τα σηµεία στην καυστική θα 

πρέπει να ισχύει και η σχέση  (35)  ή οι ισοδύναµες µορφές της  (36)  και  (37). Η εξίσωση  (34)  

ονοµάζεται εξίσωση της καυστικής ενώ η εξίσωση  (37)  εξίσωση της αρχικής καµπύλης. 

Μελετώντας τις εξισώσεις  (34)  και  (37)  παρατηρούµε ότι τα µεγέθη τα οποία υπάρχουν σε 

αυτές αναφέρονται στην οπτική και δεν έχουν καµία σχέση µε τις παραµέτρους της θεωρίας της 

ελαστικότητας. Για να µπορέσουµε να συνδέσουµε οπτική και ελαστικότητα πρέπει να 

εκφράσουµε την µεταβολή του οπτικού δρόµου  ∆s  ως συνάρτηση µεγεθών της θεωρίας της 

ελαστικότητας. Αυτό έχει γίνει µερικώς στο προηγούµενο κεφάλαιο όπου αναλύσαµε το θέµα των 

τασεοπτικών σταθερών.  

Για ευκολία στους υπολογισµούς, εισάγουµε στο σηµείο αυτό την έννοια του διανύσµατος 

αποκλίσεως  w  το οποίο ορίζεται από το Σχήµα 6 ως ′ ′ ′ ′= −w O Q O P .  Οι αιχµές του 

διανύσµατος  w  καθορίζουν πάνω στο επίπεδο  0z z=   περιβάλλουσα (καυστική), η οποία είναι 

στενά συνδεδεµένη µε τον τρόπο παραµόρφωσης των περιοχών της πλάκας, από τις οποίες 
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αναδύονται οι φωτεινές ακτίνες. Με χρήση του διανύσµατος  w  οι σχέσεις  (32)  µετατρέπονται 

στην παρακάτω σχέση: 

 

( )0 ,grad ,r tz s x y= − ∆w                                                     (38) 

 

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις  (10), (11), (18)  και  (19)  στην σχέση  (38)  προκύπτει το διάνυσµα 

απόκλισης για τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

 

1.  Οπτικώς ανισότροπα υλικά µε συντελεστή διπλοθλαστικότητας  ξr,t . 

             Για την πρώτη ακτίνα την ανακλώµενη από την πίσω επιφάνεια της πλάκας. 

( ) ( )0 1 2 1 22 gradr rz dc σ σ ξ σ σ= − + ± −  w                                (39) 

             Για την πρώτη ακτίνα τη διερχόµενη δια της πλάκας. 

( ) ( )0 1 2 1 2gradt tz dc σ σ ξ σ σ= − + ± −  w                                   (40) 

Οι σχέσεις  (39)  και (40)  γενικά είναι δυνατόν να γραφούν: 

 

( ) ( )0 , 1 2 , 1 2gradr t r tz dcε σ σ ξ σ σ = − + ± − w                             (41) 

 

όπου η σταθερά  ε  παίρνει την τιµή  ε=2  για την πρώτη ανακλώµενη ακτίνα από την πίσω 

επιφάνεια της πλάκας, (r)  και  ε=1  για την πρώτη διερχόµενη δια της πλάκας ακτίνα, (t). 

 

2.  Οπτικώς ισότροπα υλικά  (ξr,t =0). 

             Για την πρώτη ακτίνα την ανακλώµενη από την πίσω επιφάνεια της πλάκας. 

( )0 1 22 gradrz dc σ σ= − +w                                             (42) 

             Για την πρώτη ακτίνα τη διερχόµενη δια της πλάκας. 

( )0 1 2gradtz dc σ σ= − +w                                               (43) 

Οι σχέσεις  (39)  και (40)  γενικά είναι δυνατόν να γραφούν: 

 

( )0 , 1 2gradr tz dcε σ σ= − +w                                           (44) 
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Για την πρώτη ακτίνα την ανακλώµενη από την εµπρός επιφάνεια της πλάκας ισχύει ότι, εάν  α  

είναι η γωνία στροφής λόγω της παραµόρφωσης τότε η απόκλιση  φ  της ανακλώµενης ακτίνας, 

σύµφωνα µε τον νόµο της οπτικής του Snell, δίνεται από την σχέση: 

 

2ϕ α=                                                                      (45) 

 

και η γωνία  α  δίνεται από την σχέση: 

 

( )1 2grad grad
2 2

d d
a

E

ν
σ σ

∆  = = − +  
                                       (46) 

 

οπότε η γωνία  φ  είναι: 

 

( ) ( )1 2 1 2grad gradf

d
dc

E

ν
ϕ σ σ σ σ= − + = − +                              (47) 

 

όπου: 

f
c

E

ν
=                                                                      (48) 

Είναι η τασεοπτική σταθερά για την πρώτη ανακλώµενη ακτίνα από την εµπρός επιφάνεια της 

πλάκας. Το διάνυσµα απόκλισης  w  της ανακλώµενης ακτίνας πάνω στο πέτασµα σε απόσταση  

z0  από την πλάκα δίνεται από την σχέση: 

 

( )0 1 2gradfz dc σ σ= − +w                                                 (49) 

 

Τελικά οι σχέσεις  (44)  και  (49)  µπορούν να γραφούν ως εξής: 

 

( )0 , , 1 2gradr t fz dcε σ σ= − +w                                              (50) 

 

 

Θέτουµε:                                        
0 , ,

, ,

r t f

r t f

m

z dc
C

ε

λ
∗ = −                                                            (51) 
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και έτσι η σχέση  (50)  γίνεται: 

 

( ), , 1 2gradr t fC σ σ∗= +w                                                  (52) 

 

 

 

 

 

 

Μιγαδική τασική συνάρτηση. 

 

 

Στο πρώτο κεφάλαιο ορίσαµε την έννοια της τασικής συνάρτησης ή συνάρτησης Airy. Στο 

κεφαλαίο αυτό θα την συµβολίσουµε µε  ( ),F F x y= . 

 

 

Θεώρηµα 

Κάθε συνάρτηση  ( ),F x y   ή οποία ικανοποιεί την διαρµονική εξίσωση  (2.11)  δύναται να 

παρασταθεί µε την βοήθεια δυο αναλυτικών συναρτήσεων  ( )φ z  και  ( )x z   της µιγαδικής 

µεταβλητής  z x iy= +  δια της σχέσεως: 

 

                                                ( ) ( ) ( )Rez F z z x zϕ ϕ= +                                                    (53) 

 

 

Από τις σχέσεις  (53)  και  (2.8), (2.9) και (2.10)  προκύπτει για το επίπεδο εντατικό πρόβληµα 

ότι: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 Re 4Re 2
xx yy

z z z z z zσ σ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ   ′ ′ ′+ = + = = = +             (54) 
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Εφαρµογή της οπτικής µεθόδου των καυστικών στο επίπεδο εντατικό πρόβληµα 

για οπτικώς ισότροπα υλικά. 

 

 

Από το προηγούµενο κεφάλαιο µπορούµε να συνάγουµε ότι το άθροισµα των κυρίων τάσεων 

δίνεται από την σχέση: 

 

( )1 2 4 Rexx yy zσ σ σ σ ϕ+ = + =                                              (55) 

 

όπου  ( )φ z   αναλυτική συνάρτηση της µιγαδικής µεταβλητής  z.  Έστω ότι η  ( )φ z   είναι της 

µορφής: 

 

( ) ( ) ( ), ,z u x y iv x yϕ = +                                                      (56) 

 

όπου  ( ),u x y  και  ( ),v x y  πραγµατικές συναρτήσεις των µεταβλητών  x, y  που ικανοποιούν τις 

σχέσεις Cauchy-Riemann: 

 

,     
u v u v

x y y x

∂ ∂ ∂ ∂
= = −

∂ ∂ ∂ ∂
                                                         (57) 

 

Από τις σχέσεις  (57)  συµπεραίνεται ότι οι συναρτήσεις  ( ),u x y  και  ( ),v x y   ικανοποιούν την 

αρµονική εξίσωση Laplace: 

 

2 2 2 2

2 2 2 2
0,        0

u u v v

x y x y

∂ ∂ ∂ ∂
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂
                                            (58) 

  

Το διάνυσµα απόκλισης του φωτός για τα ισότροπα υλικά δίνεται από την σχέση: 

 

( ) ( ), , 1 2 , , , ,
grad 4 grad 4

r t f r t f r t f

u u
C C z C

x y
σ σ ϕ∗ ∗ ∗  ∂ ∂

= + = = + ∂ ∂ 
w i j                 (59) 
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ενώ στο µιγαδικό επίπεδο η σχέση αυτή γράφεται: 

 

, ,4 r t f

u u
C i

x y

∗  ∂ ∂
= + ∂ ∂ 

w                                                      (60) 

 

Το διάνυσµα  w  εκφράζει τη σχετική απόκλιση του φωτός µεταξύ τυχόντος σηµείου  ( ),P x y , 

στη γειτονιά της υπό µελέτη περιοχής, της πλάκας και της εικόνας του  ( ),Q X Y′   πάνω στο 

πέτασµα αναφοράς τοποθετηµένου σε απόσταση  0z   από την πλάκα. Η απόλυτη απόκλιση 

εκφράζεται µε το διάνυσµα  W  το οποίο στο µιγαδικό επίπεδο πάνω στο πέτασµα αναφοράς 

γράφεται: 

 

( ) , ,
4

r t f

u u
x iy x iy C i

x y

∗  ∂ ∂
= + + = + + + ∂ ∂ 

W w                                 (61) 

 

Αλλά επίσης όπως είδαµε και προηγουµένως ισχύει το εξής: 

 

( ) X iY′ ′= = +W O Q                                                         (62) 

 

Από τις σχέσεις  (61)  και  (62)  συνάγουµε τις παρακάτω παραµετρικές εξισώσεις: 

 

, ,

, ,

4

4

r t f

r t f

u
X x C

x

u
Y y C

y

∗

∗

∂
= +

∂

∂
= +

∂

                                                        (63) 

 

Οι παραπάνω σχέσεις είναι ισοδύναµες µε τις σχέσεις  (32)  µε την διαφορά ότι πετύχαµε να 

εισάγουµε την τασεοπτική σταθερά η οποία είναι µέγεθος που συνδέει την οπτική µε την θεωρία 

της ελαστικότητας. Επίσης καταφέραµε να συνδέσουµε τις εξισώσεις της καυστικής µε τις 

συναρτήσεις  ( ),u x y  και  ( ),v x y  δηλαδή µε την µιγαδική τασική συνάρτηση  ( )φ z . 

Είδαµε προηγουµένως ότι για να ανήκουν τα σηµεία  ( ),X Y   στην καυστική καµπύλη θα πρέπει 

να ικανοποιείται η εξίσωση (35)  ή οι ισοδύναµες µορφές της  (36)  και  (37).  
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Θα πρέπει λοιπόν να ισχύει η ακόλουθη σχέση: 

 

2
2 2 2 2 2

2

, , , ,2 2 2 2
1 4 16 0

r t f r t f

u u u u u
C i C

x y x y x y

∗ ∗
    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + − =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
                      (64) 

 

Αντικαθιστώντας στην σχέση  (64)  την πρώτη των σχέσεων  (58)  απλοποιείται στην εξής: 

 

2
2 2 2

2

, , 2 2
1 16 0

r t f

u u u
C

x y x y

∗
  ∂ ∂ ∂

+ − =  ∂ ∂ ∂ ∂   
                                        (65) 

 

Παραγωγίζοντας την αναλυτική συνάρτηση   ( ) ( ) ( ), ,z u x y iv x yϕ = + , δύο φορές ως προς  x  

προκύπτει: 

 

( )
2 2

2 2

u v
z i

x x
ϕ

∂ ∂
′′ = +

∂ ∂
                                                           (66) 

 

και λαµβάνοντας υπ’ όψη τη δεύτερη των σχέσεων  (58)  προκύπτει: 

 

( )
2 2

2

u u
z i

x x y
ϕ

∂ ∂
′′ = −

∂ ∂ ∂
                                                         (67) 

 

Το µέτρο της  (67)  είναι: 

 

( )
2 2

2 2
2

2

u u
z

x x y
ϕ

   ∂ ∂
′′ = +   ∂ ∂ ∂   

                                                 (68) 

 

και λαµβάνοντας υπ’ όψη την πρώτη των σχέσεων  (58)  προκύπτει: 

 

( )
2

2 2 2
2

2 2

u u u
z

x y x y
ϕ

 ∂ ∂ ∂
′′ = − +  ∂ ∂ ∂ ∂ 

                                             (69) 
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Αντικαθιστώντας την σχέση  (69)  στην σχέση  (65)  προκύπτει: 

 

( )
2

, ,4 1r t fC zϕ∗ ′′ =                                                             (70) 

 

Και από αυτή προκύπτει η εξίσωση της αρχικής καµπύλης της καυστικής. 

 

                                                         ( ), ,4 1r t fC zϕ∗ ′′ =                                                               (71) 

 

Και επειδή ισχύει: 

 

( ) u u
z i

x y
ϕ

∂ ∂
′ = +

∂ ∂
                                                            (72) 

 

Η σχέση  (61)  αν λάβουµε υπ’ όψη και τον συντελεστή µεγέθυνσης γίνεται: 

 

                                                  ( )( ), ,
4

m r t f
z C zλ ϕ∗ ′= +W                                                     (73) 

 

 

Η οποία είναι και η εξίσωση της καυστικής καµπύλης.  

Η εξίσωση  (71)  εκφράζει τα σηµεία της αρχικής καµπύλης από τα οποία δηµιουργείται η 

καυστική, η οποία εκφράζεται από την εξίσωση  (73). 

Κάθε σηµείο του δοκιµίου το οποίο δεν ανήκει στην αρχική καµπύλη, ανακλά το φως σύµφωνα µε 

τους νόµους ανακλάσεως και οι ανακλώµενες ακτίνες προσπίπτουν στο πέτασµα σε σηµεία τα 

οποία υπακούν στην εξίσωση της καυστικής, οι καµπύλες δε που σχηµατίζουν τα σηµεία αυτά 

ονοµάζονται ψευδοκαυστικές. 
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ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ΕΦΑΡΜΟΓΗ  

ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ ΤΩΝ ΚΑΥΣΤΙΚΩΝ  

ΣΤΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΕΠΑΦΗΣ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εισαγωγή 

 

 

 

Όπως αναφέραµε και στην εισαγωγή του προηγούµενου κεφαλαίου η πειραµατική επίλυση 

προβληµάτων ελαστικότητας αποτελεί αναντικατάστατο εργαλείο στα χέρια των επιστηµόνων που 

ασχολούνται µε την µηχανολογία και όχι µόνο. Αρκεί να σκεφτεί κανείς την αµφίδροµη σχέση 

που υπάρχει µεταξύ θεωρητικής και πειραµατικής έρευνας. Τα αποτελέσµατα των θεωρητικών 

µοντέλων δεν µπορούν να έχουν απόλυτη αξιοπιστία αν δεν ελεγχθούν διεξοδικά µε πειραµατικές 

διαδικασίες και πολλές φορές τα αποτελέσµατα των πειραµάτων µας υποχρεώνουν να 

αναπροσαρµόσουµε - βελτιώσουµε  τα θεωρητικά µοντέλα ώστε να ανταποκρίνονται καλύτερα 

στην πραγµατικότητα. Παράλληλα τα αποτελέσµατα της θεωρητικής έρευνας οδηγούν πολλές 

φορές στον σχεδιασµό νέων πειραµάτων µε καλύτερη ακρίβεια και ευρύτερο φάσµα ελέγχου.  

Για τους λόγους αυτούς απαιτείται µεγάλη προσοχή και υπευθυνότητα στην διεξαγωγή των 

πειραµάτων αλλά και στην ανάλυση των αποτελεσµάτων που προκύπτουν από αυτά. Θα πρέπει να 

χρησιµοποιούνται αξιόπιστα όργανα µετρήσεων και ιδιοσυσκευές, θα πρέπει να δίνεται προσοχή 

στην κατασκευή των δοκιµίων και στην εκτέλεση του πειράµατος, θα πρέπει να περιορίζεται η 

επίδραση αστάθµητων παραγόντων και αν δεν γίνεται θα πρέπει να το γνωρίζουµε κτλ. 

Το κεφάλαιο αυτό σκοπό έχει να καλύψει όλα τα παραπάνω ζητήµατα αναφορικά µε τα 

πειράµατα που διεξήχθησαν στο εργαστήριο Αντοχής των Υλικών του Ε.Μ.Π. υπό την επίβλεψη 

του καθηγητή Γ.Α. Παπαδόπουλου καθώς και να εκθέσει τα αποτελέσµατα τους. 
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Σκοπός των πειραµάτων ήταν η σύγκριση των αποτελεσµάτων της αναλυτικής θεωρητικής 

επίλυσης τριών χαρακτηριστικών προβληµάτων επαφής µε αυτά που προκύπτουν από την 

πειραµατική µέθοδο των καυστικών. Τα προβλήµατα αυτά είναι: 

 

1. Σηµειακή επαφή µεταξύ ελαστικών δίσκων ή δίσκου – ηµιεπιπέδου. 

2. Επαφή επίπεδου στερεού σώµατος (flat punch) χωρίς καµπυλότητα στα άκρα µε ελαστικό 

ηµιεπίπεδο. 

3. Γραµµική εσωτερική επαφή ελαστικών δίσκων (pin-in-hole). 

  

Αξίζει να σηµειωθεί ότι έγιναν πειράµατα και για το πρόβληµα επαφής σφαίρας-δίσκου αλλά τα 

αποτελέσµατα όπως θα δούµε κρίθηκαν µη αξιόπιστα λόγω απόκλισης της γεωµετρίας του 

δοκιµίου από την σφαιρική.  

Για την καλύτερη παρουσίαση των πειραµάτων το κεφάλαιο διαιρείται σε τρία υποκεφάλαια: 

 

 

I. Προετοιµασία των πειραµάτων. 

II. ∆ιεξαγωγή των δοκιµών. 

III. Ανάλυση των αποτελεσµάτων. 
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I.    ΠΡΟΕΤΟΙΜΑΣΙΑ  ΤΩΝ   ΠΕΙΡΑΜΑΤΩΝ 

 

 

 

Σχεδιασµός  των  δοκιµίων 

 

 

Για να µελετηθούν πειραµατικά τα προαναφερθέντα προβλήµατα επαφής θα πρέπει πρώτα από 

όλα να σχηµατοποιηθούν ώστε να γίνει κατανοητή η φύση τους και επιπλέον να γίνει ευκολότερος 

ο προσδιορισµός της κατάλληλης µορφής των δοκιµίων. Στα παρακάτω τρισδιάστατα 

σκαριφήµατα γίνεται εποπτική παρουσίαση των προβληµάτων που θα εξετασθούν. 

 

Σηµειακή εσωτερική επαφή 

ελαστικών δίσκων 

 

R=110 mm 

r = 15 mm 

πάχος δίσκων 10 mm 

 

Γραµµική εσωτερική επαφή 

σφαίρας µε ελαστικό δίσκο 

 

R=17 mm 

r = 15 mm 

πάχος δίσκου 10 mm 
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Γραµµική εσωτερική επαφή 

δύο ελαστικών δίσκων 

(pin-in-hole) 

 

R=17 mm 

r = 15 mm 

πάχος δίσκων 10 mm 

 

Γραµµική εσωτερική επαφή 

δύο ελαστικών δίσκων 

 

R=110 mm 

r = 75 mm 

πάχος δίσκων 10 mm 

 

Σηµειακή εξωτερική επαφή 

δύο ελαστικών δίσκων 

 

R=75 mm 

r = 15 mm 

πάχος δίσκων 10 mm 
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Σηµειακή εσωτερική επαφή 

σφαίρας µε ελαστικό δίσκο 

 

R=110 mm 

r = 15 mm 

πάχος δίσκων 10 mm 

 

Γραµµική επαφή κυλίνδρου 

µε ελαστικό ηµιεπίπεδο 

(flat punch) 

 

r = 15 mm 

πάχος ηµιεπιπέδου 10 mm 

 
 

 

Είναι σηµαντικό να σηµειωθεί ότι οι παραπάνω γεωµετρίες δεν έχουν επιλεγεί τυχαία. 

Υπάρχουν δεκάδες περιπτώσεις µηχανολογικών προβληµάτων που ανάγονται στα βασικά αυτά 

προβλήµατα επαφής. Για παράδειγµα το πρόβληµα επαφής ενός ρουλεµάν µε κυλινδρικά σώµατα 

κύλισης ανάγεται στην πρώτη περίπτωση ενώ η δεύτερη περίπτωση θυµίζει περισσότερο την 

επαφή ενός σφαιρικού σώµατος κύλισης από ρουλεµάν µε το αυλάκι του. Η τρίτη περίπτωση θα 

µπορούσε κάλλιστα να είναι η επαφή ήλου-ελάσµατος κοκ. 

Με βάση λοιπόν τα παραπάνω σκαριφήµατα και κάνοντας κάποιες απαραίτητες τροποποιήσεις 

που σκοπό έχουν αφενός να είναι εφικτή και οικονοµική η κατασκευή των δοκιµίων και αφετέρου 

να είναι εφικτή η στήριξη των δοκιµίων στις συσκευές, καταλήγουµε στις παρακάτω τελικές 

διαστάσεις. 
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Το πάχος όλων των δοκιµίων, εκτός του 6, είναι οµοιόµορφο και ίσο µε 10 mm. 

Με βάση την παραπάνω διαστασιολόγηση προχωρούµε στο επόµενο στάδιο, την κατασκευή 

των δοκιµίων. 

 

 

 

Κατασκευή  των  δοκιµίων 

 

 

Η πρώτη ύλη που χρησιµοποιήθηκε για την κατασκευή των δοκιµίων ήταν φύλλο Plexiglas 

(PMMA)  πάχους 10 mm και συµπαγής κυλινδρική ράβδος από το ίδιο υλικό διαµέτρου Φ40 

mm. 

Το φύλλο από Plexiglas είχε, από τον παραγωγό, εξωτερική επένδυση η οποία διατηρήθηκε 

ανέπαφη καθ’ όλη την διάρκεια της κατεργασίας του προς αποφυγή δηµιουργίας εκδορών στην 

επιφάνεια του. Αφαιρέθηκε µόνο λίγο πριν από την εκτέλεση των δοκιµών οπότε και γυαλίστηκε. 

Στον πίνακα που ακολουθεί παραθέτουµε τις ελαστικές και τις τασεοπτικές σταθερές του 

υλικού. 

 

Plexiglas (PMMA) 

Στατικές τιμές Δυναμικές τιμές 
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Η κατεργασία του υλικού έγινε στα παρακάτω στάδια: 

1. Κοπή του φύλλου και της ράβδου µε σταθερό ηλεκτρικό πριόνι βαρέως τύπου. 

Αποκόπτονται τεµάχια υλικού µε διαστάσεις πιο κοντά στις επιθυµητές ώστε να είναι 

δυνατή η στήριξη τους στις εργαλειοµηχανές. 
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2. Τοποθέτηση του τµήµατος της ράβδου σε CNC τόρνο και κατεργασία του µε δύο πάσα 

(εκχόνδριση - φινίρισµα) ώστε να διαµορφωθεί το σφαιρικό άκρο. 

3. Τοποθέτηση των υπόλοιπων τεµαχίων σε CNC φρέζα τεσσάρων αξόνων και κατεργασία 

τους µέχρι τις τελικές διαστάσεις. 

4. Τοποθέτηση της ράβδου µε το σφαιρικό άκρο σε συµβατικό τόρνο και λείανση της 

σφαιρικής επιφάνειας. 

5. Λείανση των επιφανειών των υπολοίπων δοκιµίων, µε πολύ ψιλό γυαλόχαρτο, για να 

επιτευχθεί καλύτερη ποιότητα επιφανείας στα σηµεία όπου θα γίνει η επαφή. 

 

Όλες οι παραπάνω εργασίες έλαβαν χώρα στο Μηχανουργείο του Τοµέα Κατεργασιών της 

Σχολής Μηχανολόγων Μηχανικών του Ε.Μ.Π. 

 Στην επόµενη φωτογραφία φαίνεται το αποτέλεσµα της παραπάνω προσπάθειας. 
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II.    ΔΙΕΞΑΓΩΓΗ   ΤΩΝ   ΔΟΚΙΜΩΝ 

 

 

 

Εξοπλισµός  και διατάξεις  που  χρησιµοποιήθηκαν  

 

 

Η πειραµατική διάταξη για την εκτέλεση των δοκιµών είναι σχετικά απλή στην υλοποίηση της. 

Μια σχηµατική παράσταση αυτής φαίνεται στο Σχήµα 1. 

 

 

Σχήµα  1 

 

Ο εξοπλισµός που χρησιµοποιήθηκε είναι: 

• Φωτεινή Πηγή: Laser  He-Ne  τοποθετηµένο επάνω σε ειδική τράπεζα απολύτως 

οριζοντιωµένη. 

• Ειδικό φίλτρο για το άνοιγµα της συνεκτικής φωτεινής δέσµης του laser. 

• ∆ύο συγκλίνοντες οπτικοί φακοί µε εστιακή απόσταση  1m  για να δηµιουργηθεί η 

συγκλίνουσα ή αποκλίνουσα φωτεινή δέσµη. 

• Πέτασµα αναφοράς πάνω στο οποίο προβάλλονται οι σχηµατιζόµενες καυστικές. 

• Χειροκίνητη κοχλιωτή πρέσα για την άσκηση θλιπτικής δύναµης επί των δοκιµίων. 

• ∆ιάφορες ιδιοσυσκευές για την συγκράτηση των δοκιµίων στην πρέσα. 

• ∆υναµόµετρο για την µέτρηση της θλιπτικής δύναµης που ασκεί η πρέσα. 

• Φωτογραφική µηχανή  Canon  EOS  350D  Digital για την φωτογράφηση των 

καυστικών καµπυλών πάνω στα πετάσµατα αναφοράς.  
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Το δυναµόµετρο που χρησιµοποιήθηκε στις δοκιµές ήταν µηχανικό µε αναλογική ένδειξη η οποία 

έπρεπε να υποστεί µετατροπή για να εξαχθεί η πραγµατική τιµή της δύναµης. Η µετατροπή έγινε 

σύµφωνα µε τις παρακάτω δύο σχέσεις οι οποίες δίνονται από τον κατασκευαστή του οργάνου. 

 

 

Χαρακτηριστική Εξίσωση Δυναμόμετρου για δοκιμή θλίψης 

Γραμμική σχέση 15.054 45.362y x= +  

Πολυωνυμική σχέση 
20.0025 15.89 4.2292y x x= − + +  

 

 

 

Όπου  x  είναι η ένδειξη του οργάνου και  y  η ασκούµενη δύναµη σε Newton. 

Αφού περιγράψαµε τα όργανα και τις συσκευές µε τις οποίες έγιναν οι δοκιµές µένει να 

περιγράψουµε την διαδικασία που ακολουθήθηκε κατά την εκτέλεση των δοκιµών. 

 

 

 

 

Πειραµατική  ∆ιαδικασία  

 

 

Στον χώρο των δοκιµών κατά την διάρκεια τους θα πρέπει να επικρατεί απόλυτο σκοτάδι και η 

µόνη πηγή φωτός θα πρέπει να είναι η δέσµη του laser. 

Τα πετάσµατα αναφοράς τοποθετούνται εµπρός και πίσω από το δοκίµιο σε απόσταση  zo  από 

το δοκίµιο. Στο πέτασµα εµπρός από το δοκίµιο λαµβάνονται οι καυστικές εξ ανακλάσεως, ενώ 

στο πέτασµα πίσω από το δοκίµιο λαµβάνονται οι καυστικές διελεύσεως. Η εστία της φωτεινής 

δέσµης, ανάλογα µε το είδος του δοκιµίου και τον τύπο των καυστικών, τοποθετείται (ρυθµίζοντας 

ανάλογα τους φακούς εστίασης) εµπρός ή πίσω από το δοκίµιο σε απόσταση  zi . Σε όλες τις 

δοκιµές που πραγµατοποιήσαµε η εστία της φωτεινής δέσµης παρέµεινε πίσω από το δοκίµιο 

(συγκλίνουσα δέσµη) όπως φαίνεται και στο  Σχήµα 2. 

Η οπτική διάταξη για αποκλίνουσα ή συγκλίνουσα δέσµη έχει συντελεστή µεγέθυνσης mλ  ενώ 

για παράλληλη δέσµη ο συντελεστής µεγέθυνσης είναι ίσος µε την µονάδα. Ο συντελεστής 
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µεγέθυνσης υπολογίζεται γεωµετρικά σύµφωνα µε την οµοιότητα τριγώνων. Για την συγκλίνουσα 

δέσµη που µας ενδιαφέρει άµεσα είναι ίσος µε: 

 

 

                                                 
o i

m

i

z zA B

AB z
λ

′ ′ −
= =                                                              (1) 

 

 

Συνεπώς πριν από κάθε δοκιµή θα πρέπει να γίνεται µέτρηση των µεγεθών  oz  και iz  και 

υπολογισµός του mλ . 

 

 

Σχήµα 2 

 

 

Τα βήµατα λοιπόν που ακολουθούµε για κάθε δοκιµή είναι τα ακόλουθα: 

1. Γυαλίζουµε τα δοκίµια και τα τοποθετούµε στην πρέσα. 

2. Τοποθετούµε το δυναµόµετρο και το µηδενίζουµε. 

3. Περιστρέφουµε τον κοχλία ώστε τα δοκίµια να έρθουν σε επαφή. 

4. Συνεχίζουµε την περιστροφή µέχρι να πάρουµε την επιθυµητή ένδειξη δύναµης. 

5. Σηµειώνουµε την ένδειξη του δυναµόµετρου. 
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6. Μετρούµε τα µεγέθη  oz  και iz  για το εµπρός και το πίσω πέτασµα. (Στο σηµείο αυτό 

µπορεί να χρειαστούν ορισµένες λεπτές ρυθµίσεις για να πάρουµε καθαρότερη καυστική) 

7. Σβήνουµε τα φώτα και φωτογραφίζουµε τις καυστικές που έχουν σχηµατιστεί στα 

πετάσµατα αναφοράς. 

8. Σηµειώνουµε το όνοµα µε το οποίο αποθήκευσε η φωτογραφική µηχανή την φωτογραφία 

στην µνήµη της ώστε να µπορούµε να ανατρέξουµε αργότερα σε αυτήν. 

 

Πρέπει στο σηµείο αυτό να σηµειωθεί ότι για να είναι αξιοποιήσιµες οι φωτογραφίες που 

τραβάµε πρέπει εκ των προτέρων να έχουµε κατασκευάσει πάνω στο πέτασµα αναφοράς µία 

γραµµή µε συγκεκριµένο µήκος (2cm) που θα αποτελέσει σύνδεση των γεωµετρικών στοιχείων 

της φωτογραφίας µε τα πραγµατικά. 

 

 

  

Στιγµιότυπα από την εκτέλεση των δοκιµών 

 

 

 

Αφού επαναλάβουµε την παραπάνω διαδικασία για όσες δοκιµές θέλουµε να 

πραγµατοποιήσουµε έχουµε στα χέρια µας όλα τα δεδοµένα για να ξεκινήσει η ανάλυση των 

αποτελεσµάτων. 
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III.    ΑΝΑΛΥΣΗ  ΤΩΝ  ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 

 

 

 

Αποτελέσµατα  των  δοκιµών  

 

 

 

IMG No 
 

Ένδειξη 

Χ 
(γραμμές) 

Ζ0  (cm) 

(εμπρός)  

Ζ0 (cm) 

(πίσω)  

Ζi (cm) 

(εστία)  

Γραμμική 

Παρεμβολή 

Πολυωνυμική 

Παρεμβολή 

Συντελεστής 

μεγέθυνσης 

Δύναμη  Υ 
(Newton) 

Δύναμη  Y 
(Newton) 

λm 

3615 
 

21 138 327 38 361,496 336,816 2,6315 

3616 
 

21 138 327 38 361,496 336,816 7,6052 

3617 
 

21 138 327 38 361,496 336,816 7,6052 

3618 
 

21 138 327 38 361,496 336,816 7,6052 

3619 
 

68 138 327 38 1069,034 1073,189 7,6052 

3620 
 

148 138 327 38 2273,354 2301,189 7,6052 

3621 
 

60 138 327 40 948,602 948,629 7,175 

3622 
 

110 138 327 40 1701,302 1721,879 7,175 

3623 
 

150 138 327 40 2303,462 2331,479 7,175 

3624 
 

180 138 327 40 2755,082 2783,429 7,175 

3625 
 

210 138 327 40 3206,702 3230,879 7,175 

3626 
 

70 138 327 38 1099,142 1104,279 7,6052 

3627 
 

70 138 327 38 1099,142 1104,279 2,6315 

3628 
 

70 138 327 38 1099,142 1104,279 2,6315 

3629 
 

100 138 327 38 1550,762 1568,229 7,6052 

3630 
 

132 138 327 38 2032,49 2058,149 7,6052 

3631 
 

50 130 327 38 798,062 792,479 2,4210 

3632 
 

50 130 327 38 798,062 792,479 2,4210 

3633 
 

50 130 327 38 798,062 792,479 2,4210 

3634 
 

50 130 327 38 798,062 792,479 7,6052 

3635 
 

17 157 327 38 301,28 273,636 7,6052 

3636 
 

17 157 327 38 301,28 273,636 3,1315 

 

Πίνακας 1:  Αποτελέσµατα των δοκιµών. 
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IMG No 
 

Ένδειξη 

Χ 
(γραμμές) 

Ζ0  (cm) 

(εμπρός)  

Ζ0 (cm) 

(πίσω)  

Ζi (cm) 

(εστία)  

Γραμμική 

Παρεμβολή 

Πολυωνυμική 

Παρεμβολή 

Συντελεστής 

μεγέθυνσης 

Δύναμη  Υ 
(Newton) 

Δύναμη  Y 
(Newton) 

λm 

3637 
 

38 157 327 38 617,414 604,439 3,1315 

3638 
 

38 157 327 38 617,414 604,439 7,6052 

3639 
 

38 157 327 38 617,414 604,439 7,6052 

3640 
 

38 157 327 38 617,414 604,439 7,6052 

3641 
 

59 157 327 38 933,548 933,036 7,6052 

3642 
 

59 157 327 38 933,548 933,036 3,1315 

3643 
 

92 157 327 38 1430,33 1444,949 3,1315 

3644 
 

92 157 327 38 1430,33 1444,949 7,6052 

1α 
 

36 150 327 38 594,833 580,883 2,9473 

1δ 
 

36 150 327 38 594,833 580,883 7,6052 

2α 
 

60 150 327 38 948,602 948,629 2,9473 

2δ 
 

60 150 327 38 948,602 948,629 7,6052 

3α 
 

81 150 327 38 1264,736 1274,916 2,9473 

3δ 
 

81 150 327 38 1264,736 1274,916 7,6052 

4α 
 

93 150 327 38 1445,384 1460,376 2,9473 

4δ 
 

93 150 327 38 1445,384 1460,376 7,6052 

5α 
 

173 150 327 38 2649,704 2678,376 2,9473 

5δ 
 

173 150 327 38 2649,704 2678,376 7,6052 

         
 

Πίνακας 1  (συνέχεια) 

 

 

 

Στον  Πίνακα 1  παραθέτουµε τα αποτελέσµατα που πήραµε από τις εργαστηριακές δοκιµές 

που πραγµατοποιήσαµε. Στην αριστερή στήλη είναι συγκεντρωµένα τα ονόµατα αρχείων 

(filenames) των φωτογραφιών όπως αποθηκεύτηκαν στην κάρτα µνήµης της κάµερας. Τα 

αποτελέσµατα που σηµειώνονται µε κόκκινο χρώµα δεν είναι αξιοποιήσιµα διότι οι φωτογραφίες 

που τραβήχτηκαν δεν είναι αρκετά καθαρές. Συνήθως όµως πρόκειται για διπλές ή τριπλές λήψεις 

και απλώς παρατίθενται για λόγους πληρότητας. 

∆εν µπορούµε να εξάγουµε κάποιο συµπέρασµα απλώς από τον παραπάνω πίνακα. Απαιτείται 

επεξεργασία των δεδοµένων χωρίζοντας τα σε τρείς οµάδες ανάλογα µε την τασική συνάρτηση 

του αντίστοιχου προβλήµατος επαφής. 
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Συγκεντρωµένη δύναµη κάθετη στην επιφάνεια.  

 

 

 

Στην πρώτη αυτή οµάδα δοκιµών συγκαταλέγονται αυτές που οι διαστάσεις των δοκιµίων 

διαφέρουν αρκετά µεταξύ τους καθώς επίσης και η ασκούµενη δύναµη είναι σχετικά µικρή. Τα 

χαρακτηριστικά αυτά οδηγούν σε δηµιουργία επιφάνειας επαφής που όµως είναι τόσο πολύ µικρή, 

που οι διαστάσεις της µπορούν να θεωρηθούν σηµειακές. Αυτό επιβεβαιώνεται και από τις 

καυστικές καµπύλες που δηµιουργούνται όπως θα δούµε παρακάτω.  

Συνεπώς θεωρούµε ότι για την οµάδα αυτή των δοκιµών η δύναµη  P ασκείται σηµειακά και 

επειδή η διεύθυνση της είναι κάθετη στην επιφάνεια, δεν δηµιουργείται οριζόντια συνιστώσα, 

εποµένως δεν αναπτύσσεται δύναµη τριβής σαν αντίδραση. Η φόρτιση περιορίζεται στην 

απολύτως ελαστική περιοχή του υλικού και το πρόβληµα εµπίπτει στην περιοχή των µικρών 

παραµορφώσεων.  

 

 

Σχήµα  3 

 

 

Όπως είδαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο (πρόβληµα Flamant)  η τασική συνάρτηση για αυτού 

του είδους τα προβλήµατα είναι: 

 

                                                  ( ), sin
P

r rθ θ θ
π

Φ = −                                                   (2) 
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Συνεπάγεται ότι οι τάσεις που αναπτύσσονται στο υλικό δίνονται από τις σχέσεις: 

 

                                      

2

2 2

1 1 2 cos
r

P

r r r r

ϕ ϕ θ
σ

θ π
∂ ∂

= + = −
∂ ∂

                                           (3) 

 

                                      

2

2
0

r
θ

ϕ
σ

∂
= =
∂

                                                                              (4) 

 

                                     
1

0r
r r

θ

ϕ
τ

θ
∂ ∂ = − = ∂ ∂ 

                                                                (5) 

 

Οι ισοτασικές καµπύλες είναι κύκλοι µε διάµετρο  
2

r

P
D

πσ
= −  όπως φαίνεται στο  Σχήµα 3.  

Βάση της θεωρίας που αναπτύξαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, προκύπτει η σχέση  (6.52)  η 

οποία, για οπτικώς ισότροπα υλικά όπως το Plexiglas, συνδέει το διάνυσµα απόκλισης των 

οπτικών ακτινών που είτε διέρχονται είτε ανακλώνται από το δοκίµιο µε τις τάσεις και κατά 

συνέπεια µε την τασική συνάρτηση. 

 

                                              ( )0 , ,

1 2grad
r t f

t

m

z dcε
σ σ

λ
= − +w                                             (6) 

 

Όπου  ε = 1  για  t
c  και  ε = 2  για rc . 

Ισχύει επίσης από τις σχέσεις  (3) και (4) ότι: 

 

                                   ( ) 1 2

2 cos
4 Re r

P
z

r
θ

θ
ϕ σ σ σ σ

π
= + = + = −                                   (7) 

 

Η σχέση  (6)  λοιπόν µετασχηµατίζεται σε: 

 

                       ( ) ( ) ( ). 2

1 1
cos cos 2 sin 2t t tx y

C grad C
r r

θ θ θ = ⋅ = ⋅ +     
w i j                  (8) 
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Όπου για διευκόλυνση των πράξεων έχουµε θέσει: 

 

                                                    
0 , ,2 r t f

t

m

z dc P
C

ε

λ π
= −                                                            (9) 

 

 

Οι παραµετρικές εξισώσεις της καυστικής που σχηµατίζεται στο πέτασµα δίνονται όπως έχουµε 

εξηγήσει από την παρακάτω διανυσµατική εξίσωση: 

 

                                                              t t
= +W r w                                                               (10) 

 

δηλαδή: 

 

                                                  

( )

( )

2

2

cos cos 2

sin sin 2

t t

t t

X r C r

Y r C r

θ θ

θ θ

−

−

= +

= +
                                             (11) 

 

Όπου  r  είναι η ακτίνα της αρχικής καµπύλης της καυστικής. Για να την υπολογίσουµε αρκεί να 

µηδενίσουµε την Ιακωβιανή των καυστικών κάτι το οποίο είναι απαραίτητη συνθήκη για να 

ανήκει ένα σηµείο στην αρχική καµπύλη. 

 

                                                         
( )
( )

,
0

,

t t
X Y

J
r θ

∂
= =

∂
                                        

 

Οπότε η ακτίνα της αρχικής καµπύλης είναι: 

 

                                                            ( )
1

3
0 2 tr r C= =                                                          (12) 

 

 

Παρατηρούµε ότι η αρχική καµπύλη είναι κύκλος µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα που 

εξαρτάται από το επιβαλλόµενο φορτίο P. 
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Αντικαθιστώντας την εξίσωση  (12)  στις εξισώσεις  (11)  έχω: 

 

                                          

( ) ( )

( ) ( )

1
3

1
3

1
2 cos cos 2

2

1
2 sin sin 2

2

t m t

t m t

X C

Y C

λ θ θ

λ θ θ

 = +  

 = +  

                                     (13) 

 

 

Οι οποίες είναι τελικά οι παραµετρικές εξισώσεις των καυστικών λαµβάνοντας υπόψη και τον 

συντελεστή µεγέθυνσης  λm . 

 

 

Σχήµα  4 

 

 

Για διάφορες τιµές του  θ  στο διάστηµα  [-π/2,π/2]  έχουµε την γραφική παράσταση της αρχικής 

καµπύλης και της αντίστοιχης καυστικής (Σχήµα 4). Είναι χαρακτηριστικό για όλες της µορφές 

της καυστικής ότι πάντοτε υπάρχει ένα προς ένα αντιστοιχία των σηµείων της µε τα σηµεία της 

αρχικής καµπύλης από όπου προέρχεται. 

Στο σχήµα είναι επιπλέον σηµειωµένο το µέγιστο «άνοιγµα» της καυστικής κατά την Oy 

διεύθυνση. Αυτό µπορεί να υπολογιστεί εύκολα από την συνθήκη: 

 

                                                                     0tY

θ
∂

=
∂

                                                             (14) 
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Η οποία δίνει:                                          
max 60θ = �

                                                              (15) 

 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω τιµή της γωνίας στην σχέση  (13)  έχω: 

 

                                            
1 3 2 3 3 22 2 3MAX

MAX t m tD Y Cλ −= =                                              (16) 

 

Συνεπώς αν τελικά αντικαταστήσω την σχέση  (9)  στην σχέση  (16) και λύσω ως προς P θα πάρω 

την ακόλουθη σχέση η οποία θα δίνει το φορτίο συναρτήσει ενός γεωµετρικού στοιχείου της 

καυστικής. 

 

                                                    

3

2

0 , ,

2

81 3

MAX

m r t f

D
P

z d c

π
λ ε

=
⋅

                                                 (17) 

 

 

όπου  DMAX   το µέγιστο άνοιγµα της καυστικής που αντιστοιχεί σε γωνιά  60
◦
 από τον άξονα Οx, 

το oz  είναι η απόσταση του δοκιµίου από το πέτασµα αναφοράς, d  το πάχος του δοκιµίου, mλ  ο 

συντελεστής µεγέθυνσης ο οποίος έχει υπολογιστεί στον  Πίνακα 1  και  , ,r t fc  η τασεοπτική 

σταθερά ανάλογα µε την περίπτωση. 

 

Συνεπώς για την περίπτωση αυτή της επαφής αρκεί µια απλή µέτρηση του µέγιστου ανοίγµατος 

της καυστικής όπως φαίνεται και στην παρακάτω ενδεικτική φωτογραφία  (Σχήµα 5). 

 

� Στον  Πίνακα 2  παραθέτουµε τα αποτελέσµατα της πρώτης αυτής οµάδας δοκιµών. 

 

� Στο  Παράρτηµα 1  έχουµε συγκεντρώσει αναλυτικά όλες τις φωτογραφίες της πρώτης 

οµάδας δοκιµών. 
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Σχήµα 5:   ∆οκιµή 3619 - Μέγιστο άνοιγµα καυστικής. 

 

 

 

IM
G

 N
o

 

 D
m

a
x
1

  
π

ά
ν

ω
 κ

α
υ

σ
τι

κ
ή

 

(c
m

) 

D
m

a
x
2

  
κ

ά
τω

 κ
α

υ
σ

τι
κ

ή
 

(c
m

)  

D
m

a
x
  

=
(D

m
a

x1
+

 

D
m

a
x2

)/
2

 

Φ
ο

ρ
τί

ο
 P

 
(Ν

) 

Γραμμική 

Παρεμβολή 

Πολυωνυμική 

Παρεμβολή 

Δ
ο

κ
ίμ

ια
 σ

ε
 ε

π
α

φ
ή

 

Σχετική 

απόκλιση 

Φορτίου P από 

Δύναμη  Υ  
(%) 

Σχετική 

απόκλιση 

Φορτίου P από 

Δύναμη  Υ  
(%) 

3615 
 

3 3 3 371,9520 2,8924 10,4315 2, 3 

3618 
 

5,7 5,7 5,7 362,2237 0,2013 7,5432 2, 3 

3619 
 

8,4 8,4 8,4 1159,2850 8,4423 8,0224 2, 3 

3620 
 

10,5 10,5 10,5 2264,2286 0,4014 1,6061 2, 3 

3631  3,5 3,5 3,5 740,7768 7,1780 6,5241 3, 1 

3634  7,1 7,1 7,1 700,0473 12,2815 11,6636 3, 1 

3641  7,7 - 7,7 892,9446 4,3493 4,2969 6, 2 

3642  5 - 5 1068,8547 14,4938 14,5565 6, 2 

3643  5,5 - 5,5 1422,6457 0,5372 1,5435 6, 2 

3644  8,9 - 8,9 1378,8670 3,5979 4,5733 6, 2 

 
Πίνακας  2 
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Στον  Πίνακα 2  το φορτίο P έχει υπολογιστεί σύµφωνα µε την αναλυτική σχέση  (17) . Οι 

σχετικές αποκλίσεις αναφέρονται στην διαφορά µεταξύ του φορτίου που δίνεται από την 

προαναφερθείσα σχέση και του φορτίου που µετράει το δυναµόµετρο. Στα σφάλµατα που 

εµφανίζονται δεν διακρίνουµε κάποια συστηµατικότητα άρα µάλλον πρόκειται για τυχαία 

σφάλµατα που οφείλονται στο υλικό ή σε κάποιο σφάλµα σε µέτρηση µήκους. 

Το συµπέρασµα που προκύπτει είναι ότι τα αποτελέσµατα της πειραµατικής µεθόδου των 

καυστικών και κατά συνέπεια της θεωρίας πάνω στην οποία βασίζεται είναι πολύ κοντά και 

σχεδόν ταυτίζονται µε την πραγµατικότητα  (θεωρώντας ότι στις µετρήσεις του δυναµόµετρου δεν 

υπεισέρχεται σφάλµα). Άρα για παράδειγµα µπορούµε να πούµε ότι όντως η τασική συνάρτηση 

που χρησιµοποιήσαµε για να περιγράψουµε το πρόβληµα είναι σωστή και οι παραδοχές που 

κάναµε για να την εξάγουµε (π.χ. ακτινική κατανοµή τάσεων) ανταποκρίνονται καλά στην 

πραγµατικότητα. 

 

 

 

 

 

 

Γραµµ ική επαφή στερεού σώµατος (flat punch) µε ελαστικό ηµιεπίπεδο. 

 

 

 

Στην δεύτερη αυτή οµάδα δοκιµών συγκαταλέγονται 

αυτές όπου το δοκίµιο υπ’ αριθµόν 3 πιέζεται µε 

σταθερή θλιπτική δύναµη επί του δοκιµίου υπ’ αριθµόν 

5 κατά τον τρόπο που δείχνει το  Σχήµα 6. Η ακτίνα 

καµπυλότητας των άκρων του δοκιµίου 3 (κύλινδρος) 

κατά την διεύθυνση της γενέτειρας είναι τόσο µικρή 

που µπορεί να θεωρηθεί αµελητέα.  

                    Σχήµα 6 

 

 



[139] 

 

Επειδή η δύναµη από την πρέσα ασκείται κάθετα στην επιφάνεια και επειδή το πρόβληµα δεν 

επεκτείνεται στην πλαστική περιοχή ώστε να έχουµε ροή υλικού µπορούµε να πούµε ότι µεταξύ 

των δύο σωµάτων θα αναπτύσσεται µια οµοιόµορφη κατανοµή ορθών τάσεων. Επιπλέον και αυτή 

η περίπτωση επαφής δεν ξεφεύγει από την θεωρία των µικρών παραµορφώσεων. 

Χαρακτηριστικό αυτού του είδους προβληµάτων επαφής αποτελεί το γεγονός ότι γνωρίζουµε 

ακριβώς το µέγεθος της περιοχής επαφής. ∆εν θα είναι φυσικά αµελητέο όπως στην 

προηγούµενη περίπτωση αλλά αντίθετα θα είναι όσο το πάχος του κυλίνδρου (πάχος του 

δοκιµίου), δηλαδή  1cm. 

Στο σηµείο αυτό παραθέτουµε ορισµένα θεωρητικά στοιχεία.  

 

Έστω δύο ελαστικά σώµατα τα οποία συµβολίζουµε µε τους δείκτες 1 και 2 όπως φαίνεται στο  

Σχήµα 7 . Αν στα σώµατα αυτά υποβληθούν εξωτερικές δυνάµεις τότε στην περιοχή της επαφής 

θα παρουσιαστεί µια κατανοµή ορθών και διατµητικών τάσεων. Στο σώµα 1 έστω ότι οι τάσεις 

αυτές συµβολίζονται µε  Ν
+
  και  Τ

+
  ενώ στο σώµα 2 συµβολίζονται µε  Ν

-
  και  Τ

-
.  

 

 

                  

Σχήµα  7 

 

 

Αν υποθέσουµε ότι χωρίζουµε τα δύο σώµατα τότε η µελέτη των τάσεων  Ν  και  Τ  στην περιοχή 

της επαφής ανάγεται στην µελέτη του ισοδύναµου προβλήµατος της ανάλυσης των τάσεων  Ν  και  

Τ  στο σώµα 2 όταν αυτές εφαρµόζονται στο αντίστοιχο µε την περιοχή επαφής τµήµα ΑΒ. Άρα 

το πρόβληµα της επαφής των δύο ελαστικών σωµάτων ανάγεται στην µελέτη των αγνώστων 

τάσεων  Ν  και  Τ  οι οποίες µαζί µε τις άλλες εξωτερικές δυνάµεις εφαρµόζονται στο σύνορο του 

ελαστικού σώµατος. 
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Αν χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο των καυστικών στην επίλυση τέτοιου είδους προβληµάτων 

πρέπει πρώτον η τασική συνάρτηση  Φ(z)  να µπορεί να εκφραστεί ως συνάρτηση των αγνώστων 

τάσεων  N  και  Τ  και δεύτερο η µορφή της καυστικής να είναι τέτοια που να επιτρέπει την 

µέτρηση στοιχείων τα οποία θα είναι ικανά για να υπολογιστούν οι άγνωστες τάσεις. 

Τα στοιχεία τα οποία επηρεάζουν την µορφή και το µέγεθος της καυστικής σε προβλήµατα 

επαφής, είναι πρώτον το µήκος της επαφής στο οποίο εφαρµόζονται οι τάσεις  Ν  και Τ  και 

δεύτερο το µέγεθος και η µορφή της κατανοµής των τάσεων  Ν  και  Τ. Πρέπει να τονιστεί 

ιδιαίτερα το µήκος της επαφής των ελαστικών σωµάτων όπου αυτό είναι άγνωστο. Για 

παράδειγµα στην περίπτωση δύο ελαστικών δίσκων η αρχική επαφή είναι σηµείο και µετά από την 

επιβολή των εξωτερικών δυνάµεων παίρνει κάποια µορφή και κάποιο µέγεθος. Τα προβλήµατα 

της µορφής και του µεγέθους των καυστικών έχουν µελετηθεί για την περίπτωση του ηµιεπιπέδου 

από τους  Theocaris – Razem (1977) και για την περίπτωση του ελαστικού δίσκου από τους  

Theocaris – Stassinakis (1982). 

Από τις εργασίες αυτές συµπεραίνει κανείς ότι οι καυστικές που µπορεί να δηµιουργηθούν 

είναι µια καυστική στην περίπτωση που το µήκος επαφής είναι µικρό ή δύο καυστικές στην 

περίπτωση που το µήκος επαφής είναι αρκετά µεγάλο. Στην δεύτερη περίπτωση οι καυστικές 

ενώνονται µε ένα τµήµα ψευδοκαυστικής το οποίο δηµιουργείται από ανακλάσεις φωτεινών 

ακτινών από το σύνορο του ελαστικού σώµατος. Αλλά και στην δεύτερη περίπτωση που το µήκος 

επαφής είναι µεγάλο αν αυξηθεί η τιµή των φορτίων οι δύο καυστικές ενώνονται και καταλήγουµε 

στην πρώτη περίπτωση σε µία καυστική χωρίς καθόλου τµήµα ψευδοκαυστικής.   

Όλα αυτά µπορούµε να τα παρατηρήσουµε για απλούστευση στην περίπτωση του ηµιεπιπέδου 

στο  Σχήµα 8, 9, 10  όπου στο πρώτο φαίνεται η αρχική καµπύλη και η αντίστοιχη καυστική από 

ένα συγκεντρωµένο φορτίο εντάσεως  981 Ν , στο δεύτερο η καυστική από ένα οµοιόµορφα 

κατανεµηµένο φορτίο εντάσεως  981 Ν  σε µήκος επαφής  0.003 m και τέλος στο τρίτο οι δύο 

καυστικές και το τµήµα ψευδοκαυστικής µεταξύ αυτών οι οποίες δηµιουργούνται από 

οµοιόµορφα κατανεµηµένο φορτίο εντάσεως  981 Ν  σε µήκος επαφής αυτή την φορά  0.015 m. 
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                        Σχήµα  8                                                                  Σχήµα  9 

 

 

 

Σχήµα  10 
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Μετά από τα παραπάνω γενικά θεωρητικά στοιχεία που παραθέσαµε προχωράµε στην 

µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος. Ο Muskhelishvili  το 1953 πρώτος θεώρησε ότι µια 

τασική συνάρτηση η οποία περιγράφει πολύ καλά το πρόβληµα της κατανεµηµένης ορθής και 

διατµητικής τάσης (γενική περίπτωση) στο σύνορο ελαστικού ηµιεπιπέδου είναι η ακόλουθη: 

 

 

                                            ( ) ( ) ( )1

2

b

a

N x iT x
z dx

i x zπ
+

Φ =
−∫                                            (18) 

 

 

 

Η παραπάνω τασική συνάρτηση είναι αυτή που θα χρησιµοποιηθεί και στην παρούσα ανάλυση. 

Τα  a  και  b  καθορίζουν το µήκος εφαρµογής του φορτίου ( ) ( )N x iT x+ , τουτέστιν το µήκος 

επαφής. 

Στους παρακάτω υπολογισµούς θα χρησιµοποιήσουµε την τασεοπτική σταθερά C η οποία 

ορίζεται ως: 
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                                                  (19) 

 

 

Για την περίπτωση που η φωτογραφία είναι στο πίσω πέτασµα ισχύει ότι: 
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                                                                   (20) 

 

Ενώ για την περίπτωση που η φωτογραφία είναι στο εµπρός πέτασµα ισχύει ότι: 
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                                                                 (21) 
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Επίσης ισχύουν οι εξισώσεις της καυστικής που αποδείξαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο. 

 

Εξίσωση Αρχικής Καµπύλης Καυστικής:               ( ) 1C z′′Φ =                                           (22) 

Εξίσωση Καυστικής:                                        ( )mW z C zλ  ′= + ⋅Φ                                (23) 

 

 

Αν παραγωγίσω την σχέση  (18)  παίρνω: 

 

                                            ( ) ( ) ( )
( )2

1
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b

a

N x iT x
z dx

i x zπ
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−∫                                            (24) 

 

Αν λύσω όµως την σχέση  (23)  ως προς  ( )z′Φ  παίρνω: 

 

                                                     ( ) m

m

W z
z

C

λ
λ
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′Φ =                                                             (25) 

 

Τελικά η σχέση που συνδέει τα γεωµετρικά στοιχεία της καυστικής µε την φόρτιση προέρχεται 

από τις  (24)  και  (25)  και είναι: 
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Στο πρόβληµα που εξετάζουµε εφαρµόζουµε µόνο οµοιόµορφη ορθή τάση  ( )N x P=   ενώ δεν 

επιβάλλεται καθόλου διατµητική τάση  ( ) 0T x = . Συνεπώς η σχέση  (26)  µετασχηµατίζεται σε: 
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Χρήσιµος επίσης είναι και ο υπολογισµός της δεύτερης παραγώγου της τασικής συνάρτησης 

καθώς αυτή υπεισέρχεται στην εξίσωση της αρχικής καµπύλης. Έχω ότι: 

 

 

                     ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1

2 2

b aP P
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′′Φ = = −     − − − −   

                    (28) 

  

 

Θεωρώ το παρακάτω σύστηµα συντεταγµένων στην περιοχή επαφής CB  (Σχήµα 11).  Έστω Ρ ένα 

τυχαίο σηµείο που ανήκει στην αρχική καµπύλη της καυστικής. Επίσης  1 2, ,z z z   είναι µιγαδικά 

διανύσµατα για τα οποία ισχύει: 
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Επιπλέον από την  (28)  έχω: 
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Σχήµα  11 

 

 

Αν χρησιµοποιήσω τις σχέσεις  (29)  η σχέση  (30)  παίρνει την µορφή: 
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Με τον τρόπο που τοποθετήσαµε τους άξονες προκύπτει ότι  a l= −   και  b l=   όπου l είναι το 

µισό µήκος επαφής. Οπότε η  (31)  γίνεται: 
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Όµως από τον διανυσµατικό λογισµό στο  Σχήµα 11  ισχύουν τα ακόλουθα: 
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Συνεπώς: 
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                              (33) 

 

Άρα από την σχέση  (22) και την σχέση  (33)  προκύπτει η εξίσωση της αρχικής καµπύλης. 
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Από την οποία συνεπάγεται ότι: 
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2CP lρ
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π
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Από το  Σχήµα 11  µε χρήση του νόµου συνηµίτονων έχω τις εξής σχέσεις για τα  1ρ  και 2ρ . 
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Αντικαθιστώντας τις σχέσεις  (36)  στην  (35)  έχω: 
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Η σχέση  (37)  είναι ισοδύναµη µε την σχέση  (34)  και η επίλυση της δίνει την αρχική καµπύλη 

της καυστικής. Είναι όπως βλέπουµε 4
ου

 βαθµού όπου ο τριτοβάθµιος όρος απουσιάζει ενώ 

παράλληλα υπάρχει πρωτοβάθµιος όρος. Συνεπώς δεν µπορεί να αναχθεί σε διτετράγωνη αλλά 

µπορεί, επειδή απουσιάζει ο τριτοβάθµιος όρος, να λυθεί µε την µέθοδο που ανακάλυψε ο  

L.Ferrari. Αν λοιπόν την λύσουµε αναλυτικά µε την µέθοδο αυτή προκύπτει µια εξαιρετικά 

περίπλοκη σχέση  ( ),f lρ θ= . 
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Επιστρέφουµε στην εξίσωση  (27)  και αντικαθιστούµε σε αυτή τις παρακάτω ισοδύναµες 

εκφράσεις: 

 

                                                                       i iz e z eθ θρ ρ −= =                                           (38)    

 

Προκύπτουν τα ακόλουθα: 
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Και τέλος αντικαθιστώντας το διάνυσµα  t tX iY= +W   στην παραπάνω σχέση και εξισώνοντας  

τα πραγµατικά και τα φανταστικά µέρη προκύπτουν οι παραµετρικές εξισώσεις των καυστικών. 
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Στις οποίες βέβαια αποµένει να αντικαταστήσω  a l= −   και  b l=   για να προκύψουν οι τελικές 

παραµετρικές εξισώσεις των καυστικών, αυτές που ουσιαστικά αποτελούν την θεωρητική 

πρόβλεψη για το πώς ακριβώς θα εµφανιστούν οι καυστικές καµπύλες στο εργαστήριο. 

 

 

                

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2

2 2
2 2 2

2 2

2 2
2 2 2

2 2 sin 2
cos

2 sin 2 2 2 cos 2

2 2 cos 2 2
sin

2 sin 2 2 2 cos 2

t m

t m

CP l
X

l

CP l l
Y

l

πρ θ
λ ρ θ

πρ θ π πρ θ

πρ θ π
λ ρ θ

πρ θ π πρ θ

 ⋅ − 
= + 

+ − +  

 ⋅ − 
= + 

+ − +  

                        (40) 

 

 

Όπου  ρ  είναι η πολική ακτίνα των σηµείων της αρχικής καµπύλης δηλαδή η τεράστια σχέση που 

προέκυψε από την επίλυση της εξίσωσης  (37). Φυσικά δεν είναι εφικτή η αντικατάσταση του  ρ  

στην  (40)  για τον λόγο αυτό θα περιοριστούµε στο να χρησιµοποιήσουµε ζεύγη λύσεων  ( ),θ ρ   

της εξίσωσης της αρχικής καµπύλης, και να εξάγουµε µε χρήση της σχέσης  (40)  σηµεία  

( ),t tX Y . Από τα σηµεία αυτά θα κατασκευάσουµε την θεωρητική καυστική την οποία και θα 

συγκρίνουµε µε την εργαστηριακή καυστική. Με κριτήριο το πόσο αποκλίνει η µία από την άλλη 

µπορούµε να βγάλουµε διάφορα χρήσιµα συµπεράσµατα. 
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•  Δοκιμή   #3635 

 

Filename:  IMG3635 

301.28P N=  

4

0.000208103
cm

C
N

=  

0.5l cm=  

 

Στο  Σχήµα 12  βλέπουµε τις αρχικές καµπύλες των καυστικών σε σύστηµα πολικών 

συντεταγµένων. Παρατηρούµε ότι συµβαίνει να έχουν διαχωριστεί και ενώ θα περιµέναµε µια 

αρχική καµπύλη, η εξίσωση  (37)  µας δίνει δύο καµπύλες. 

 

 

Σχήµα  12 

 

 

Ο διαχωρισµός αυτός συµβαίνει διότι το φορτίο είναι σχετικά µικρό και παράλληλα το µήκος 

επαφής σχετικά µεγάλο. Παρατηρούµε επιπλέον ότι η απόσταση των κέντρων των καµπυλών είναι 
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ίση µε 1cm όσο ακριβώς και το µήκος επαφής, κάτι που συµβαίνει σε όλες τις δοκιµές της οµάδας 

αυτής. 

Στο  Σχήµα 13  βλέπουµε ακριβώς την θεωρητική καυστική καµπύλη όπως οι παραµετρικές 

εξισώσεις  (40)  προβλέπουν ότι θα σχηµατιστεί στο οπίσθιο πέτασµα. 

 

 

Σχήµα  13: Θεωρητική καυστική - δοκιµή 3635 

 

 

 

Σχήµα  14: Εργαστηριακή καυστική - δοκιµή 3635 
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Παράλληλα στο  Σχήµα 14  βλέπουµε την πραγµατική καυστική σε λήψη που έγινε στο 

εργαστήριο για την συγκεκριµένη περίπτωση φόρτισης. Το γεγονός ότι βλέπουµε µόνο µία 

καµπύλη ενώ η θεωρία προβλέπει δύο, οφείλεται στο ότι η δέσµη του laser δεν φωτίζει ολόκληρη 

την περιοχή επαφής των δύο δοκιµίων αλλά µόνο το δεξί άκρο. Συνεπώς βλέπουµε µόνο την δεξιά 

καυστική, πράγµα που δεν έχει ουσιαστική σηµασία, καθώς οι καυστικές παρουσιάζουν 

συµµετρία ως προς τον κατακόρυφο άξονα. 

Παρατηρώντας προσεκτικότερα τις δύο απεικονίσεις βλέπουµε διαφορές στην µορφή της 

καµπύλης και συγκεκριµένα η εργαστηριακή καυστική παρουσιάζει πιο οριζοντιωµένο εσωτερικό 

άκρο ενώ το εσωτερικό άκρο της θεωρητικής καυστική γέρνει απότοµα προς τα κάτω. Αυτό κατά 

πάσα πιθανότητα οφείλεται στην ύπαρξη ψευδοκαυστικής καµπύλης, η οποία δεν δίνεται από τις 

αρχικές καµπύλες όµως εµφανίζεται στο πέτασµα και υπακούει στις παραµετρικές εξισώσεις της 

καυστικής. 

Είναι πολύ σηµαντικό όµως ότι η θέση της εργαστηριακής καυστικής ταυτίζεται µε αυτή της 

θεωρητικά προβλεπόµενης. Αυτό αποτελεί µια πολύ καλή ένδειξη ότι οι θεωρητικές παραδοχές 

που κάναµε ανταποκρίνονται στην πραγµατικότητα και οι εξισώσεις ισχύουν. 
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•  Δοκιμή   #3636 

 

Filename:  IMG3636 

301.28P N=  

4

0.000681829
cm

C
N

=  

0.5l cm=  

 

Ουσιαστικά πρόκειται για την ίδια δοκιµή µε την  #3635  µόνο που ασχολούµαστε µε το 

εµπρόσθιο πέτασµα. Στο  Σχήµα 15  διακρίνουµε τις αρχικές καµπύλες των καυστικών όπως 

προέκυψαν από γραφική απεικόνιση των αριθµητικών δεδοµένων. 

 

 

Σχήµα  15 

 

Οι διαφορές µε τα προηγούµενα οφείλονται στον διαφορετικό συντελεστή µεγέθυνσης. Στα  

Σχήµατα 16, 17  φαίνονται αντίστοιχα οι θεωρητικές καυστικές και η φωτογραφική λήψη της 

εργαστηριακής καυστικής. 
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Σχήµα 16:  Θεωρητική καυστική - δοκιµή 3636 

 

 

 

 

Σχήµα  17:  Εργαστηριακή καυστική - δοκιµή 3636 
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•  Δοκιμή   #3637 

 

Filename:  IMG3637 

617.41P N=  

4

0.000681829
cm

C
N

=  

0.5l cm=  

 

Στην δοκιµή αυτή διπλασιάζουµε το φορτίο και εξετάζουµε την καυστική του εµπρόσθιου 

πετάσµατος. Στο  Σχήµα 18  φαίνεται η αρχική καµπύλη της καυστικής. 

 

 

Σχήµα 18 

 

Στην περίπτωση αυτή φαίνεται καθαρότερα ότι στην πραγµατικότητα οι αρχικές καµπύλες δεν 

είναι κύκλοι, παρόλο που πολλές φορές πλησιάζουν το σχήµα του κύκλου. Βλέπουµε επίσης ότι 

αύξηση του φορτίου προκαλεί «διόγκωση» των αρχικών καµπυλών και κατά συνέπεια των 

καυστικών. 

 



[156] 

 

 

 

 

Σχήµα 19:  Θεωρητική καυστική - δοκιµή 3637 

 

 

 

 

Σχήµα  20:  Εργαστηριακή καυστική - δοκιµή 3637 
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•  Δοκιμή   #3639 

 

Filename:  IMG3639 

617.41P N=  

4

0.000208103
cm

C
N

=  

0.5l cm=  

 

Στην δοκιµή αυτή το φορτίο παραµένει το ίδιο µε την προηγούµενη και εξετάζουµε την καυστική 

που σχηµατίζεται στο οπίσθιο πέτασµα. Στο  Σχήµα 21  φαίνεται η αρχική καµπύλη και αυτής της 

καυστικής. 

 

 

Σχήµα  21 

 

 

Στα επόµενα σχήµατα βλέπουµε και την µορφή των αντίστοιχων καυστικών καµπυλών. 

Χαρακτηριστική είναι η µεγέθυνση των καυστικών λόγω της αύξησης του επιβαλλόµενου 

φορτίου. 
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Σχήµα 22:  Θεωρητική καυστική - δοκιµή 3639 

 

 

 

 

Σχήµα  23:  Εργαστηριακή καυστική - δοκιµή 3639 
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Γραµµ ική εσωτερική επαφή ελαστικών δίσκων  (pin-in-hole).  

 

 

 

Στην τρίτη και τελευταία αυτή οµάδα δοκιµών 

συγκαταλέγονται αυτές όπου τα δοκίµια έχουν µορφή 

ελαστικών δίσκων και έρχονται σε επαφή εσωτερικά 

µεταξύ τους κατά τον τρόπο που δείχνει το  Σχήµα 24. 

Το πρόβληµα της επαφής δύο ελαστικών δίσκων ανήκει 

στα προβλήµατα εκείνα που το µήκος επαφής αυξάνει 

µε την επιβολή εξωτερικών δυνάµεων. 

                     Σχήµα  24 

 

Το πρόβληµα αυτό έχει λυθεί θεωρητικά κάνοντας διάφορες υποθέσεις, η κυριότερη από τις 

οποίες είναι ότι οι διαστάσεις της επαφής είναι αµελητέες σε σχέση µε τις διαστάσεις των 

σωµάτων. Αυτήν την παραδοχή κάναµε κατά την ανάλυση της πρώτης οµάδας δοκιµών, οπότε 

µπορούσαµε να ανάγουµε την επαφή δίσκων σε συγκεντρωµένη δύναµη που δρα σηµειακά κάθετα 

στην επιφάνεια. 

Στην περίπτωση επαφής, ωστόσο, που εξετάζουµε σε αυτή την οµάδα δοκιµών δεν µπορούµε 

να κάνουµε την παραπάνω παραδοχή διότι οι διαστάσεις της επαφής, είναι βέβαια µικρές, αλλά 

είναι συγκρίσιµες µε αυτές των σωµάτων που έρχονται σε επαφή και κατά συνέπεια δεν είναι 

αµελητέες. Επιπλέον δεν µπορούµε να θεωρήσουµε µια γνωστή κατανοµή τάσεων όπως κάναµε 

στην δεύτερη οµάδα δοκιµών διότι η γεωµετρία είναι πιο περίπλοκη. Τέλος είναι άγνωστο και το 

µήκος επαφής.  

Μια παραδοχή όµως που µπορούµε να κάνουµε στην συγκεκριµένη περίπτωση είναι ότι η 

περιοχή επαφής είναι ευθεία καθώς επίσης ότι το πρόβληµα ανήκει στην περιοχή των µικρών 

παραµορφώσεων. Στο σηµείο αυτό θα δούµε τι προβλέπει η θεωρία επαφής: 

 

Θεωρούµε ένα δισδιάστατο άπειρο επίπεδο το οποίο περιέχει µια τρύπα ακτίνας R και ένα 

κυλινδρικό δίσκο µε ακτίνα r ο οποίος βρίσκεται σε επαφή µε το επίπεδο στο σηµείο Ο, όπως 

δείχνει το  Σχήµα 25. Τα δύο σώµατα θεωρούνται ότι είναι οµογενή, ισότροπα και ελαστικά. Στο 

αντιδιαµετρικό σηµείο το Ο θεωρούµε ότι εφαρµόζεται ένα φορτίο P ανά µονάδα µήκους. 
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Σχήµα  25 

 

 

Επιπλέον θεωρούµε µε αρχή το Ο σύστηµα µιγαδικών συντεταγµένων  xΟy  πάνω στο οποίο 

συµβολίζουµε µε  CB  το µήκος επαφής και µε  Ρ  ένα τυχαίο σηµείο που ανήκει στην αρχική 

καµπύλη της καυστικής. Με  l  συµβολίζουµε όπως και προηγουµένως το µισό µήκος επαφής. 

 

 

 

Σχήµα  26 

 

 

 

 



[161] 

 

Για το πρόβληµα αυτό ο  Muskhelishvili (1953)  κάνοντας τις παραδοχές που αναφέραµε 

παραπάνω έδωσε για την τασική συνάρτηση την ακόλουθη µορφή: 

 

                                           ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2
2 2

1 2
2 22

l

l

l z f t dt
z

K l t t zπ

+

−

− ′
Φ =

− −
∫                                        (41) 

 

και την σχέση η οποία προκύπτει από την ισορροπία των δυνάµεων: 

 

                                                            
( )

( )1 2
2 2

l

l

t f t dt
KP

l t

+

−

′⋅
=

−
∫                                                         (42) 

 

όπου: 

                                                           ( ) 21 1 1

2
f t t

r R

 = − 
 

                                                        (43) 

 

Η παραπάνω σχέση προκύπτει από την συνθήκη των µετατοπίσεων. Επίσης: 

 

                                                           
1 2

1 2

1 1

4 4
K

κ κ
µ µ
+ +

= +                                                            (44) 

 

όπου  1,2µ   είναι τα µέτρα διατµήσεως των δύο σωµάτων που ορίζονται ως εξής: 

 

                                                             ( )2 1
µ

ν
Ε

=
+

                                                                   (45) 

 

όπου Ε είναι το µέτρο ελαστικότητας και  v  ο λόγος Poisson. Οι ελαστικές σταθερές  1,2κ   

δίνονται από τις σχέσεις: 
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Για επίπεδη παραµορφωσιακή κατάσταση:             ( )1,2 1,23 vκ = −                                            (46) 

Για επίπεδη εντατική κατάσταση:                            
1,2

1,2

1,2

3

1

v

v
κ

−
=

+
                                             (47) 

 

Στην θεωρία επαφής ελαστικών ηµιεπιπέδων ισχύουν οι συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης, 

επειδή έχω ελαστικό µέσο µε άπειρο βάθος y και µπορώ, άρα, να υποθέσω ότι  0yε = . Στα 

πειράµατα µε καυστικές ισχύουν οι συνθήκες επίπεδης έντασης  0yσ =   επειδή το ελαστικό µέσο 

δεν είναι άπειρο αλλά περιορίζεται σε κάποιο πάχος υλικού (πάχος δοκιµίων). Θέλει λοιπόν 

προσοχή όταν συνδυάζονται αποτελέσµατα από τις δύο θεωρίες. Στην παρούσα φάση επειδή 

µελετώ τα αποτελέσµατα των πειραµάτων µε καυστικές θεωρώ ότι οι συνθήκες που ισχύουν είναι 

επίπεδης έντασης. 

Το υλικό το οποίο χρησιµοποιήθηκε για την κατασκευή των δοκιµίων είναι  Plexiglas 

(PolyMethyl MethAcrylate – PMMA)  για το οποίο ισχύει: 

 

                            1 2 1 2 1 2,             ,             v v vµ µ µ κ κ κ= = = = = =                             (48) 

 

Μετά από αυτά ισχύει για επίπεδη ένταση ότι: 

 

                                             
1

4
K

κ
µ
+

=       και      
3

1

v

v
κ

−
=

+
                                                 (49) 

 

 

Αν ολοκληρώσουµε στο µήκος επαφής τις εξισώσεις  (41)  και  (42)  θα προκύψουν οι παρακάτω 

σχέσεις: 

 

                                                ( ) ( )2 2

2

R r
z i z z l

KRr

−
Φ = − − −                                                (50) 

και:  

                                                          ( )
2 2Rr

l KP
R rπ

=
−

                                                              (51) 
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Συνδυάζοντας τις δύο παραπάνω σχέσεις από την θεωρία επαφής και τα δεδοµένα από τα 

πειράµατα των καυστικών µπορώ σε πρώτη φάση να υπολογίσω το µήκος επαφής 2l  και σε 

δεύτερη φάση να υπολογίσω είτε το φορτίο Ρ αν είναι γνωστή η ελαστική σταθερά Κ, είτε την 

σταθερά Κ (η οποία συνδέεται και µε τις άλλες ελαστικές σταθερές) αν είναι γνωστό το φορτίο Ρ. 

Στους παρακάτω υπολογισµούς θα χρησιµοποιήσουµε την τασεοπτική σταθερά C η οποία 

ορίζεται ως: 

 

                                         
, ,

, ,4 4
o r t f

r t f

m

z d c
C C

ε

λ
∗  

= ⋅ = ⋅ − 
 

                                                  (52) 

 

 

Για την περίπτωση που η φωτογραφία είναι στο πίσω πέτασµα ισχύει ότι: 

 

                                                     4 o t

m

z d c
C

λ
 

= ⋅ − 
 

                                                                    (53) 

 

Ενώ για την περίπτωση που η φωτογραφία είναι στο εµπρός πέτασµα ισχύει ότι: 

 

                                                     
2

4 o r

m

z d c
C

λ
 

= ⋅ − 
 

                                                                 (54) 

 

Επίσης ισχύουν οι εξισώσεις της καυστικής που αποδείξαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο. 

 

Εξίσωση Αρχικής Καµπύλης Καυστικής:               ( ) 1C z′′Φ =                                                 (55) 

Εξίσωση Καυστικής:                                        ( )mW z C zλ  ′= + ⋅Φ                                       (56) 
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Παραγωγίζοντας δύο φορές την σχέση  (50)  προκύπτει η δεύτερη παράγωγος της τασικής 

συνάρτησης δηλαδή: 

 

                          ( ) ( )
( )

2

2 2 2 2 2 2

1

2

C R r z
C z i

KRr z l z l z l

 −  ′′Φ = − −
 − − − 

                            (57) 

 

Για ευκολία των πράξεων θέτω: 

                                                            
( )
2

C R r
C

KRr

∗ −
=                                                                 (58)         

 

το οποίο έχει µονάδες µήκους. Η σχέση  (57)  γίνεται: 

 

                                                  ( )
( )

2

3 2
2 2

l
C z iC

z l

∗
 
 ′′Φ = −
 − 

                                                 (59) 

 

Θεωρώ το σύστηµα συντεταγµένων στην περιοχή επαφής CB  (Σχήµα 26).  Έστω Ρ ένα τυχαίο 

σηµείο που ανήκει στην αρχική καµπύλη της καυστικής. Επίσης  1 2, ,z z z   είναι µιγαδικά 

διανύσµατα για τα οποία ισχύει: 

 

                                 
1 2

1 2

1 1 2 2

                              

                    i ii

z z l z z l

z e z e z eθ θθρ ρ ρ

= − = +

= ⋅ = ⋅ = ⋅
                                       (60) 

 

Λόγω των παραπάνω µετασχηµατισµών η εξίσωση  (59)  παίρνει την µορφή: 

 

 

                            ( )
( ) ( )

( )1 232 2

2
3 2 3 2

1 2 1 2

il l
C z iC iC e

z z

θ θ

ρ ρ

+
−∗ ∗
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                             (61) 
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Τώρα µπορούµε αν συνδυάσουµε τις σχέσεις  (55)  και  (61)  να βρούµε µια πρώτη µορφή της 

εξίσωσης της αρχικής καµπύλης. 

 

                                                     ( )
( )

2

3 2

1 2

1
l

C z C
ρ ρ

∗′′Φ = =                                                   (62) 

 

Από το  Σχήµα 26  µε χρήση του νόµου συνηµίτονων εκφράζω τα  1ρ  και 2ρ  συναρτήσει των  ρ  

και  θ. 

                                                   

2 2 2

1

2 2 2

2

2 cos

2 cos

l l

l l

ρ ρ ρ θ

ρ ρ ρ θ

= + −

= + +
                                                          (63) 

 

Τις εκφράσεις  (63)  τις αντικαθιστούµε στην  (62)  και προκύπτει η παρακάτω εξίσωση 4
ου

 

βαθµού, της οποίας οι λύσεις δίνουν την αρχική καµπύλη. 

 

                                         ( )4 3
4 2 2 4 8 32 cos 2 0l l C lρ ρ θ ∗− + − =                                            (64) 

 

Ισοδύναµη µε την παραπάνω σχέση είναι η ακόλουθη: 

 

                                      

1
1 2

4 3 2

2cos 2 cos 2 1
C

l
l

ρ θ θ
∗

 
   

= ± − +   
    

 

                                       (65) 

 

Αφού λοιπόν βρήκαµε την εξίσωση της αρχικής καµπύλης µένει να βρούµε και τις παραµετρικές 

εξισώσεις της καυστικής. Για να το πετύχουµε αυτό παραγωγίζουµε µια φορά την εξίσωση  (50). 

 

                                              ( )
( )1 2

2 2
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z
C z iC

z l
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 ′Φ = − −
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                                                 (66) 
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Αντικαθιστώ στο δεύτερο µέλος τις εκφράσεις  (60)  και την σχέση που προκύπτει την εισάγω 

στην εξίσωση της καυστικής  (56).  Αφού γράψω το διάνυσµα απόκλισης W  της καυστικής µε 

την µορφή  t tX iY+   και εξισώσω τα πραγµατικά και τα φανταστικά µέρη προκύπτουν οι 

παραµετρικές εξισώσεις της καυστικής. Αναλυτικά η διαδικασία υπάρχει στο  Παράρτηµα 2. 
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                               (67) 

 

 

Οι εξισώσεις  (67)  δίνουν όλα τα σηµεία της καυστικής καµπύλης για κάθε θ και ρ που 

προκύπτουν από την εξίσωση  (64). Η καµπύλη που θα προκύψει θα είναι της µορφής που 

φαίνεται στο  Σχήµα 27. Στο ίδιο σχήµα φαίνεται καθαρά και η ένα προς ένα αντιστοιχία των 

σηµείων της αρχικής καµπύλης µε τα σηµεία της καυστικής. Συµβολίζουµε µε  D  την απόσταση 

των ακραίων σηµείων της καυστικής, η οποία είναι σηµειωµένη στο  Σχήµα 27. 

Με αναφορά στο ίδιο σχήµα, τα ακραία σηµεία της καυστικής  C  και  Ε  αντιστοιχούν στα 

σηµεία της αρχικής καµπύλης  Β  και  F  αντίστοιχα, τα οποία µε την σειρά τους αντιστοιχούν σε 

πολικές γωνίες  θ=0  και  θ=π  αντίστοιχα. Λόγω συµµετρίας του προβλήµατος η απόσταση  EC  

είναι διπλάσια της τετµηµένης   ΧC  του σηµείου  C  η οποία µπορεί εύκολα να εκφραστεί 

συναρτήσει του αγνώστου µήκους επαφής  l. 
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Όµως η απόσταση  D=EC  µπορεί εύκολα να µετρηθεί σε µια εργαστηριακή καυστική 

καµπύλη. Άρα βρήκαµε ένα τρόπο να συνδέσουµε ένα εύκολα µετρήσιµο γεωµετρικό στοιχείο της 

καυστικής µε το άγνωστο µήκος επαφής. 

 

 

 

Σχήµα  27:  Αντιστοιχία σηµείων αρχικής καµπύλης – καυστικής. 

 

 

 

Η πολική ακτίνα του σηµείου  Β  θα δίνεται από την ακόλουθη σχέση η οποία προκύπτει από την  

(65) για  θ=0: 
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                                                    (68) 

 

Τώρα από την σχέση  (67)  και την προηγούµενη σχέση έχω: 
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Η τελευταία εξίσωση απαιτεί διερεύνηση. Για να είναι το  D  θετικός πραγµατικός αριθµός 

(καθότι µήκος) θα πρέπει   ( )
24

2 * 33 0l l C
 ± ≥  

. 
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∆ηλαδή αν ισχύει ότι  
*l C≥  τότε µόνον έχει νόηµα το (-) στην σχέση  (68).  Άρα σε αυτήν την 

περίπτωση συµβαίνει η εξής ιδιοµορφία: θα έχω δύο τιµές πολικής ακτίνας αρχικής καµπύλης για 

θ=0. Αυτό αυτοµάτως σηµαίνει λόγω συµµετρίας του προβλήµατος ότι θα έχω δύο συµµετρικά 

τοποθετηµένες αρχικές καµπύλες άρα και δύο συµµετρικές καυστικές. Η περίπτωση αυτή φαίνεται 

στο  Σχήµα 28. 

Αν όµως δεν ισχύει το παραπάνω και ισχύει ότι  
*l C<  τότε το (-) στην σχέση  (68) δεν έχει 

κανένα νόηµα όπως φαίνεται από την διερεύνηση και εποµένως έχω µια τιµή πολικής ακτίνας 

αρχικής καµπύλης για θ=0. Η περίπτωση αυτή φαίνεται στο  Σχήµα 29. 
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Αυτό αυτοµάτως σηµαίνει ότι έχω µια αρχική καµπύλη και άρα µια µοναδική καυστική. Υπάρχει 

µια περίπτωση όπως θα δούµε παρακάτω να έχω δύο αρχικές καµπύλες στα άκρα της περιοχής 

επαφής αλλά να φαίνεται ότι έχω µια καυστική καµπύλη. Αυτή την περίπτωση θα την εξετάσουµε 

αργότερα.  

 

 

 

Σχήµα  28:  ∆ύο καυστικές στα άκρα   ( 
*l C≥ ) 

 

 

Αν λοιπόν έχω δεδοµένο  D  και θέλω να υπολογίσω το µήκος επαφής  l  είναι λάθος να 

χρησιµοποιήσω την σχέση  ( )
1 2

24
2 * 332 mD l l Cλ  = ±  

 µε  (-)  διότι το αποτέλεσµα που θα πάρω 

σαν µήκος επαφής θα ξεπερνάει(!) την ακτίνα της αρχικής καµπύλης.  

 

Συνεπώς για τον υπολογισµό του µήκους επαφής από δεδοµένο  D  χρησιµοποιώ πάντα τον 

παρακάτω τύπο: 

 

                                                   ( )
1 2

24
2 * 332 mD l l Cλ  = +  

                                                    (69) 
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Στο σηµείο αυτό αξίζει να σηµειωθεί ότι το «κέντρο» των αρχικών καµπυλών για την 

περίπτωση που έχω  
*l C≥  δεν συµπίπτει µε τα άκρα  Β, C  της περιοχής επαφής αλλά η σχετικής 

τους θέση εξαρτάται από τον λόγο  *C l . Η απόδειξη περιλαµβάνεται στο  Παράρτηµα 3. 

 

 

 

Σχήµα  29:  Μια καυστική από την επαφή   ( 
*l C< ) 

 

 

Ακολουθεί η παρουσίαση των αποτελεσµάτων των δοκιµών. Για κάθε µια από αυτές γίνεται 

υπολογισµός του µήκους επαφής και σύγκριση αυτού µε το προβλεπόµενο από την θεωρία του 

Hertz όπως αναπτύχθηκε στο κεφάλαιο 4. 
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•  Δοκιμή   #3626 

 

Filename:  IMG3626                    ∆οκίµια:   #3 και #4 

 

Λόγος Poisson 

v 
0.34  

Απόσταση 

( )0   z cm  
327 

( )2  tc m N  101.21 10−− ×   ε 1 

( )2  rc m N  101.7 10−− ×   ( )d  cm  1 

Ελαστική σταθερά 

κ 
1.985  

Συντελεστής Μεγέθ. 

mλ  
7.6052631 

Μέτρο διάτµησης 

µ   ( )2N cm  

51.26866 10×   
Ακτίνα 

( )R  cm  
1.7 

Ελαστική σταθερά 

Κ 

51.176 10−×   
Ακτίνα 

( )r  cm  
1.5 

Μέτρο ελαστικότητας 

Ε  ( )2N cm  

53.4 10×   
Φορτίο 

( )  P N  
1104.27 

Τασεοπτική σταθερά 

( )4   C cm N  

42.081 10−×     

Τασεοπτική σταθερά 

( )*    C cm  
0.694  

Ακραίο άνοιγµα 

( )  D cm  
9.5 

 

 

 

 

( )
1 2

24
2 * 332 0.399448mD l l C l cmλ  = + ⇒ =  

 

 

Μήκος επαφής σε  (cm):    2 0.799l =  
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Χαρακτηριστικό µέγεθος επαφής 

*C

l
χ = :    1.737 

Εφόσον το παραπάνω µέγεθος είναι  >1  θα έχω µια ενιαία αρχική καµπύλη. 

 

 

Υπολογισµός του µήκους επαφής βάσει της θεωρίας Hertz 

 

 

 

 

Σύγκριση των αποτελεσµάτων 

 

2 0.189l cmλ α∆ = − =  

 

 

Υπολογισµός αρχικών καµπυλών                           (Με µπλε συµβολίζεται το µήκος επαφής) 

 

 

Σχήµα  30 

 

a 2
4 Load⋅

π
2⋅

1 v
2−

E
⋅

R r⋅

R r−
⋅









1

2

0.61=:=  
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Σχεδίαση των θεωρητικών καυστικών και σύγκριση µε τις εργαστηριακές. 

 

 

 

Σχήµα  31 

 

 

 

Σχήµα  32 
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•  Δοκιμή   #3629 

 

Filename:  IMG3629                    ∆οκίµια:   #3 και #4 

 

Λόγος Poisson 

v 
0.34  

Απόσταση 

( )0   z cm  
327 

( )2  tc m N  101.21 10−− ×   ε 1 

( )2  rc m N  101.7 10−− ×   ( )d  cm  1 

Ελαστική σταθερά 

κ 
1.985  

Συντελεστής Μεγέθ. 

mλ  
7.6052631 

Μέτρο διάτµησης 

µ   ( )2N cm  

51.26866 10×   
Ακτίνα 

( )R  cm  
1.7 

Ελαστική σταθερά 

Κ 

51.176 10−×   
Ακτίνα 

( )r  cm  
1.5 

Μέτρο ελαστικότητας 

Ε  ( )2N cm  

53.4 10×   
Φορτίο 

( )  P N  
1568.23 

Τασεοπτική σταθερά 

( )4   C cm N  

42.081 10−×     

Τασεοπτική σταθερά 

( )*    C cm  
0.694  

Ακραίο άνοιγµα 

( )  D cm  
11.05 

 

 

 

 

( )
1 2

24
2 * 332 0.481603mD l l C l cmλ  = + ⇒ =  

 

 

Μήκος επαφής σε  (cm):    2 0.963l =  
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Χαρακτηριστικό µέγεθος επαφής 

*C

l
χ = :    1.44 

Εφόσον το παραπάνω µέγεθος είναι  >1  θα έχω µια ενιαία αρχική καµπύλη. 

 

 

Υπολογισµός του µήκους επαφής βάσει της θεωρίας Hertz 

 

 

 

 

Σύγκριση των αποτελεσµάτων 

 

2 0.235l cmλ α∆ = − =  

 

 

Υπολογισµός αρχικών καµπυλών 

 

 

Σχήµα  33 

 

a 2
4 Load⋅

π
2⋅

1 v
2−

E
⋅

R r⋅

R r−
⋅









1

2

0.728=:=  
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Σχεδίαση των θεωρητικών καυστικών και σύγκριση µε τις εργαστηριακές. 

 

 

 

Σχήµα  34 

 

 

 

Σχήµα  35 
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•  Δοκιμή   #3630 

 

Filename:  IMG3630                    ∆οκίµια:   #3 και #4 

 

Λόγος Poisson 

v 
0.34  

Απόσταση 

( )0   z cm  
327 

( )2  tc m N  101.21 10−− ×   ε 1 

( )2  rc m N  101.7 10−− ×   ( )d  cm  1 

Ελαστική σταθερά 

κ 
1.985  

Συντελεστής Μεγέθ. 

mλ  
7.6052631 

Μέτρο διάτµησης 

µ   ( )2N cm  

51.26866 10×   
Ακτίνα 

( )R  cm  
1.7 

Ελαστική σταθερά 

Κ 

51.176 10−×   
Ακτίνα 

( )r  cm  
1.5 

Μέτρο ελαστικότητας 

Ε  ( )2N cm  

53.4 10×   
Φορτίο 

( )  P N  
2058.15 

Τασεοπτική σταθερά 

( )4   C cm N  

42.081 10−×     

Τασεοπτική σταθερά 

( )*    C cm  
0.694  

Ακραίο άνοιγµα 

( )  D cm  
12.13 

 

 

 

 

( )
1 2

24
2 * 332 0.539885mD l l C l cmλ  = + ⇒ =  

 

 

Μήκος επαφής σε  (cm):    2 1.08l =  
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Χαρακτηριστικό µέγεθος επαφής 

*C

l
χ = :    1.285 

Εφόσον το παραπάνω µέγεθος είναι  >1  θα έχω µια ενιαία αρχική καµπύλη. 

 

 

Υπολογισµός του µήκους επαφής βάσει της θεωρίας Hertz 

 

 

 

 

Σύγκριση των αποτελεσµάτων 

 

2 0.246l cmλ α∆ = − =  

 

 

Υπολογισµός αρχικών καµπυλών 

 

 

Σχήµα  36 

 

a 2
4 Load⋅

π
2⋅

1 v
2−

E
⋅

R r⋅

R r−
⋅









1

2

0.834=:=  
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Σχεδίαση των θεωρητικών καυστικών και σύγκριση µε τις εργαστηριακές. 

 

 

 

Σχήµα  37 

 

 

 

Σχήµα  38 
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•  Δοκιμή   #1δ 

 

Filename:  IMG1d                       ∆οκίµια:   #1 και #2 

 

Λόγος Poisson 

v 
0.34  

Απόσταση 

( )0   z cm  
327 

( )2  tc m N  101.21 10−− ×   ε 1 

( )2  rc m N  101.7 10−− ×   ( )d  cm  1 

Ελαστική σταθερά 

κ 
1.985  

Συντελεστής Μεγέθ. 

mλ  
7.6052631 

Μέτρο διάτµησης 

µ   ( )2N cm  

51.26866 10×   
Ακτίνα 

( )R  cm  
11 

Ελαστική σταθερά 

Κ 

51.176 10−×   
Ακτίνα 

( )r  cm  
7.5 

Μέτρο ελαστικότητας 

Ε  ( )2N cm  

53.4 10×   
Φορτίο 

( )  P N  
594.8 

Τασεοπτική σταθερά 

( )4   C cm N  

42.081 10−×     

Τασεοπτική σταθερά 

( )*    C cm  
0.375  

Ακραίο άνοιγµα 

( )  D cm  
7.11 

 

 

 

 

( )
1 2

24
2 * 332 0.322mD l l C l cmλ  = + ⇒ =  

 

 

Μήκος επαφής σε  (cm):    2 0.644l =  
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Χαρακτηριστικό µέγεθος επαφής 

*C

l
χ = :    1.165 

Εφόσον το παραπάνω µέγεθος είναι  >1  θα έχω µια ενιαία αρχική καµπύλη. 

 

 

Υπολογισµός του µήκους επαφής βάσει της θεωρίας Hertz 

 

 

 

 

Σύγκριση των αποτελεσµάτων 

 

2 0.035l cmλ α∆ = − =  

 

 

Υπολογισµός αρχικών καµπυλών 

 

 

Σχήµα  39 

 

a 2
4 Load⋅

π
2⋅

1 v
2−

E
⋅

R r⋅

R r−
⋅









1

2

0.609=:=  
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Σχεδίαση των θεωρητικών καυστικών και σύγκριση µε τις εργαστηριακές. 

 

 

 

Σχήµα  40 

 

 

 

Σχήµα  41 
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•  Δοκιμή   #2δ 

 

Filename:  IMG2d                       ∆οκίµια:   #1 και #2 

 

Λόγος Poisson 

v 
0.34  

Απόσταση 

( )0   z cm  
327 

( )2  tc m N  101.21 10−− ×   ε 1 

( )2  rc m N  101.7 10−− ×   ( )d  cm  1 

Ελαστική σταθερά 

κ 
1.985  

Συντελεστής Μεγέθ. 

mλ  
7.6052631 

Μέτρο διάτµησης 

µ   ( )2N cm  

51.26866 10×   
Ακτίνα 

( )R  cm  
11 

Ελαστική σταθερά 

Κ 

51.176 10−×   
Ακτίνα 

( )r  cm  
7.5 

Μέτρο ελαστικότητας 

Ε  ( )2N cm  

53.4 10×   
Φορτίο 

( )  P N  
948.6 

Τασεοπτική σταθερά 

( )4   C cm N  

42.081 10−×     

Τασεοπτική σταθερά 

( )*    C cm  
0.375  

Ακραίο άνοιγµα 

( )  D cm  
8.57 

 

 

 

 

( )
1 2

24
2 * 332 0.371243mD l l C l cmλ  = + ⇒ =  

 

 

Μήκος επαφής σε  (cm):    2 0.742l =  
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Χαρακτηριστικό µέγεθος επαφής 

*C

l
χ = :    1.011 

Εφόσον το παραπάνω µέγεθος είναι  >1  θα έχω µια ενιαία αρχική καµπύλη. 

 

 

Υπολογισµός του µήκους επαφής βάσει της θεωρίας Hertz 

 

 

 

 

Σύγκριση των αποτελεσµάτων 

 

2 0.027l cmλ α∆ = − = −  

 

 

Υπολογισµός αρχικών καµπυλών 

 

 

Σχήµα  42 

 

a 2
4 Load⋅

π
2⋅

1 v
2−

E
⋅

R r⋅

R r−
⋅









1

2

0.769=:=  
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Σχεδίαση των θεωρητικών καυστικών και σύγκριση µε τις εργαστηριακές. 

 

 

 

Σχήµα  43 

 

 

 

Σχήµα  44 
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•  Δοκιμή   #3δ 

 

Filename:  IMG3d                       ∆οκίµια:   #1 και #2 

 

Λόγος Poisson 

v 
0.34  

Απόσταση 

( )0   z cm  
327 

( )2  tc m N  101.21 10−− ×   ε 1 

( )2  rc m N  101.7 10−− ×   ( )d  cm  1 

Ελαστική σταθερά 

κ 
1.985  

Συντελεστής Μεγέθ. 

mλ  
7.6052631 

Μέτρο διάτµησης 

µ   ( )2N cm  

51.26866 10×   
Ακτίνα 

( )R  cm  
11 

Ελαστική σταθερά 

Κ 

51.176 10−×   
Ακτίνα 

( )r  cm  
7.5 

Μέτρο ελαστικότητας 

Ε  ( )2N cm  

53.4 10×   
Φορτίο 

( )  P N  
1274.9 

Τασεοπτική σταθερά 

( )4   C cm N  

42.081 10−×     

Τασεοπτική σταθερά 

( )*    C cm  
0.375  

Ακραίο άνοιγµα 

( )  D cm  
10.47 

 

 

 

 

( )
1 2

24
2 * 332 0.4841862mD l l C l cmλ  = + ⇒ =  

 

 

Μήκος επαφής σε  (cm):    2 0.968l =  
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Χαρακτηριστικό µέγεθος επαφής 

*C

l
χ = :    0.775 

Εφόσον το παραπάνω µέγεθος είναι  <1  θα έχω δύο διαχωρισµένες και συµµετρικά 

τοποθετηµένες αρχικές καµπύλες. 

 

 

Υπολογισµός του µήκους επαφής βάσει της θεωρίας Hertz 

 

 

 

 

Σύγκριση των αποτελεσµάτων 

 

2 0.076l cmλ α∆ = − =  

 

Υπολογισµός αρχικών καµπυλών 

 

 

Σχήµα  45 

 

a 2
4 Load⋅

π
2⋅

1 v
2−

E
⋅

R r⋅

R r−
⋅









1

2

0.892=:=  
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Στο  Σχήµα  45  βλέπουµε να επαληθεύεται αυτό που µελετήσαµε στην θεωρία, ότι δηλαδή αν η 

αύξηση του φορτίου µεγεθύνει αρκετά την περιοχή επαφής ώστε να ξεπεράσει την τιµή του  C
*
  

τότε θα έχω, αντί για µία αρχική καµπύλη, δύο, συµµετρικά µάλιστα τοποθετηµένες.  

Για να γίνει πιο σαφής ο µηχανισµός δηµιουργίας των δύο αρχικών καµπυλών, χρήσιµο είναι 

στο σηµείο αυτό να εξετάσουµε την οριακή περίπτωση όπου ο λόγος  
*C lχ =   παίρνει την   

τιµή 1.  Στο  Σχήµα 46  είναι σχεδιασµένη η αρχική καµπύλη για την περίπτωση αυτή. 

 

 

Σχήµα  46:  Οριακή µορφή αρχικής καµπύλης  (χ=1). 

 

 

Με  (ο)  είναι σηµειωµένα τα σηµεία που αντιστοιχούν σε µία ρίζα της εξίσωσης  (64)  αυτά τα 

οποία απάρτιζαν µέχρι τώρα την ενιαία αρχική καµπύλη, τα οποία όπως βλέπουµε αρχίζουν να 

αραιώνουν γύρω από το 0. Παράλληλα εµφανίζονται νέα σηµεία τα οποία σηµειώνονται µε  (x), 

είναι συγκεντρωµένα µε µεγάλη πυκνότητα γύρω από το 0, και ουσιαστικά πρόκειται για τιµές 

µιας δεύτερης ρίζας της  εξίσωσης  (64)  που ενώ ήταν µιγαδική, τώρα γίνεται πραγµατική. 

Όσο ο λόγος  χ  τείνει περισσότερο προς το 0, τόσο τα σηµεία  (ο)  θα υποχωρούν προς τα άκρα 

και θα σχηµατίζουν µια καµπύλη που προσεγγίζει τον κύκλο.  

Επιπρόσθετα είναι εµφανές και µόνο κοιτώντας το  Σχήµα 64  ότι οι αρχικές καµπύλες δεν 

έχουν καµία σχέση µε κύκλο. 

 



[189] 

 

Σχεδίαση των θεωρητικών καυστικών και σύγκριση µε τις εργαστηριακές. 

 

Θα περίµενε κανείς στην δοκιµή  3δ  να υπάρχουν και δύο σαφώς διαχωρισµένες καυστικές που 

να αντιστοιχεί έκαστη σε µια αρχική καµπύλη. Όµως η φωτογραφία που πάρθηκε στο εργαστήριο 

δεν επιβεβαιώνει αυτή την γνώµη. 

 

 

Σχήµα  47:  Εργαστηριακή καυστική – δοκιµή 3δ 

 

 

Φαίνεται σαν να είναι, όπως και στις προηγούµενες περιπτώσεις, µια ενιαία καυστική. Ωστόσο 

σχεδιάζουµε και την θεωρητική καυστική µε βάση τις παραµετρικές εξισώσεις  (67). 

 

 

Σχήµα  48:  Θεωρητική καυστική – δοκιµή 3δ 



[190] 

 

 

Το αξιοπερίεργο µε την καυστική που προβλέπουν οι θεωρητικές σχέσεις είναι ότι είναι 

ακριβώς ίδια µε την εργαστηριακή καυστική, στο σχήµα και στο µέγεθος, αλλά φαίνεται να λείπει 

ένα τµήµα. Στην πραγµατικότητα τα αποτελέσµατα είναι ολόσωστα. Πρόκειται για 2 καυστικές 

καµπύλες οι οποίες ενώνονται µε ένα τµήµα ψευδοκαυστικής καµπύλης. Έτσι, ενώ φαίνεται στο  

Σχήµα 47  να είναι 1 καυστική στην πραγµατικότητα είναι 2. Μετά την οριακή τιµή του λόγου  χ  

οι αρχικές καµπύλες διαχωρίζονται σαφώς. Εφόσον λοιπόν υπάρχει  1-1  αντιστοιχία των σηµείων 

της αρχικής καµπύλης µε τα σηµεία της καυστικής, θα ακολουθήσουν στον διαχωρισµό και οι 

καυστικές. Για επιβεβαίωση των λεγοµένων µπορούµε να δούµε στο  Σχήµα 49  την καυστική που 

αντιστοιχεί στην αρχική καµπύλη του  Σχήµατος 46  όπου ο διαχωρισµός είναι στο αρχικό του 

στάδιο, φαίνεται όµως καθαρά ότι είναι δύο οι καµπύλες και ότι προέρχονται από µια καυστική. 

 

 

Σχήµα  49:  Οριακή µορφή καυστικής  (χ=1). 

 

 

Όσον αφορά την ψευδοκαυστική, η µελέτη της ξεφεύγει από τα όρια αυτής της εργασίας, 

καθώς απαιτεί ειδική ανάλυση και δεν µπορεί να εφαρµοστεί η θεωρία στην οποία βασιστήκαµε. 

Αρκεί µόνο να πούµε ότι χαρακτηριστικό της ψευδοκαυστικής είναι ότι υπακούει στην γενική 

εξίσωση της καυστικής αλλά δεν δίνεται από την αρχική καµπύλη.  

Άρα λοιπόν το κριτήριο για τον διαχωρισµό των καυστικών είναι ο διαχωρισµός των αρχικών 

καµπυλών καθώς η ύπαρξη ψευδοκαυστικής µπορεί να µας οδηγήσει σε εσφαλµένα 

συµπεράσµατα. Πάντως ο υπολογισµός του µήκους επαφής ή άλλων παραµέτρων που απαιτούν 

µόνο µέτρηση του µεγίστου ανοίγµατος της καυστικής δεν επηρεάζεται από την ψευδοκαυστική. 
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•  Δοκιμή   #4δ 

 

Filename:  IMG4d                       ∆οκίµια:   #1 και #2 

 

Λόγος Poisson 

v 
0.34  

Απόσταση 

( )0   z cm  
327 

( )2  tc m N  101.21 10−− ×   ε 1 

( )2  rc m N  101.7 10−− ×   ( )d  cm  1 

Ελαστική σταθερά 

κ 
1.985  

Συντελεστής Μεγέθ. 

mλ  
7.6052631 

Μέτρο διάτµησης 

µ   ( )2N cm  

51.26866 10×   
Ακτίνα 

( )R  cm  
11 

Ελαστική σταθερά 

Κ 

51.176 10−×   
Ακτίνα 

( )r  cm  
7.5 

Μέτρο ελαστικότητας 

Ε  ( )2N cm  

53.4 10×   
Φορτίο 

( )  P N  
1460.38 

Τασεοπτική σταθερά 

( )4   C cm N  

42.081 10−×     

Τασεοπτική σταθερά 

( )*    C cm  
0.375  

Ακραίο άνοιγµα 

( )  D cm  
11.13 

 

 

 

 

( )
1 2

24
2 * 332 0.549102mD l l C l cmλ  = + ⇒ =  

 

 

Μήκος επαφής σε  (cm):    2 1.098l =  

 



[192] 

 

 

Χαρακτηριστικό µέγεθος επαφής 

*C

l
χ = :    0.683 

Εφόσον το παραπάνω µέγεθος είναι  <1  θα έχω δύο διαχωρισµένες και συµµετρικά 

τοποθετηµένες αρχικές καµπύλες. 

 

 

Υπολογισµός του µήκους επαφής βάσει της θεωρίας Hertz 

 

 

 

 

Σύγκριση των αποτελεσµάτων 

 

2 0.143l cmλ α∆ = − =  

 

Υπολογισµός αρχικών καµπυλών 

 

 

Σχήµα  50 

 

a 2
4 Load⋅

π
2⋅

1 v
2−

E
⋅

R r⋅

R r−
⋅









1

2

0.955=:=  



[193] 

 

Σχεδίαση των θεωρητικών καυστικών και σύγκριση µε τις εργαστηριακές. 

 

 

 

Σχήµα  51:  Θεωρητική καυστική – δοκιµή 4δ 

 

 

 

 

Σχήµα  52:  Εργαστηριακή καυστική – δοκιµή 4δ 

 

 

 

 

 



[194] 

 

•  Δοκιμή   #5δ 

 

Filename:  IMG5d                       ∆οκίµια:   #1 και #2 

 

Λόγος Poisson 

v 
0.34  

Απόσταση 

( )0   z cm  
327 

( )2  tc m N  101.21 10−− ×   ε 1 

( )2  rc m N  101.7 10−− ×   ( )d  cm  1 

Ελαστική σταθερά 

κ 
1.985  

Συντελεστής Μεγέθ. 

mλ  
7.6052631 

Μέτρο διάτµησης 

µ   ( )2N cm  

51.26866 10×   
Ακτίνα 

( )R  cm  
11 

Ελαστική σταθερά 

Κ 

51.176 10−×   
Ακτίνα 

( )r  cm  
7.5 

Μέτρο ελαστικότητας 

Ε  ( )2N cm  

53.4 10×   
Φορτίο 

( )  P N  
2678.37 

Τασεοπτική σταθερά 

( )4   C cm N  

42.081 10−×     

Τασεοπτική σταθερά 

( )*    C cm  
0.375  

Ακραίο άνοιγµα 

( )  D cm  
13.3 

 

 

 

 

( )
1 2

24
2 * 332 0.675465mD l l C l cmλ  = + ⇒ =  

 

 

Μήκος επαφής σε  (cm):    2 1.351l =  

 



[195] 

 

 

Χαρακτηριστικό µέγεθος επαφής 

*C

l
χ = :    0.555 

Εφόσον το παραπάνω µέγεθος είναι  <1  θα έχω δύο διαχωρισµένες και συµµετρικά 

τοποθετηµένες αρχικές καµπύλες. 

 

 

Υπολογισµός του µήκους επαφής βάσει της θεωρίας Hertz 

 

 

 

 

Σύγκριση των αποτελεσµάτων 

 

2 0.058l cmλ α∆ = − =  

 

 

Υπολογισµός αρχικών καµπυλών 

 

 

Σχήµα  53 

a 2
4 Load⋅

π
2⋅

1 v
2−

E
⋅

R r⋅

R r−
⋅









1

2

1.293=:=  



[196] 

 

Σχεδίαση των θεωρητικών καυστικών και σύγκριση µε τις εργαστηριακές. 

 

 

 

Σχήµα  54:  Θεωρητική καυστική – δοκιµή 5δ 

 

 

 

Σχήµα  55:  Εργαστηριακή καυστική – δοκιµή 5δ 

 

 

 

 



[197] 

 

•  Δοκιμή   #1α 

 

Filename:  IMG 1a                       ∆οκίµια:   #1 και #2 

 

Λόγος Poisson 

v 
0.34  

Απόσταση 

( )0   z cm  
150 

( )2  tc m N  101.21 10−− ×   ε 2 

( )2  rc m N  101.7 10−− ×   ( )d  cm  1 

Ελαστική σταθερά 

κ 
1.985  

Συντελεστής Μεγέθ. 

mλ  
2.9473684 

Μέτρο διάτµησης 

µ   ( )2N cm  

51.26866 10×   
Ακτίνα 

( )R  cm  
11 

Ελαστική σταθερά 

Κ 

51.176 10−×   
Ακτίνα 

( )r  cm  
7.5 

Μέτρο ελαστικότητας 

Ε  ( )2N cm  

53.4 10×   
Φορτίο 

( )  P N  
594.8 

Τασεοπτική σταθερά 

( )4   C cm N  

46.921 10−×     

Τασεοπτική σταθερά 

( )*    C cm  
1.248  

Ακραίο άνοιγµα 

( )  D cm  
4.2 

 

 

 

 

( )
1 2

24
2 * 332 0.4031048mD l l C l cmλ  = + ⇒ =  

 

 

Μήκος επαφής σε  (cm):    2 0.806l =  

 



[198] 

 

 

Χαρακτηριστικό µέγεθος επαφής 

*C

l
χ = :    3.096 

Εφόσον το παραπάνω µέγεθος είναι  >1  θα έχω µια ενιαία αρχική καµπύλη. 

 

 

Υπολογισµός του µήκους επαφής βάσει της θεωρίας Hertz 

 

 

 

 

Σύγκριση των αποτελεσµάτων 

 

2 0.197l cmλ α∆ = − =  

 

 

Υπολογισµός αρχικών καµπυλών 

 

 

 

Σχήµα  56 

a 2
4 Load⋅

π
2⋅

1 v
2−

E
⋅

R r⋅

R r−
⋅









1

2

0.609=:=  



[199] 

 

Σχεδίαση των θεωρητικών καυστικών και σύγκριση µε τις εργαστηριακές. 

 

 

 

Σχήµα  57:  Θεωρητική καυστική – δοκιµή 1α 

 

 

 

Σχήµα  58:  Εργαστηριακή καυστική – δοκιµή 1α 

 

 



[200] 

 

•  Δοκιμή   #2α 

 

Filename:  IMG 2a                       ∆οκίµια:   #1 και #2 

 

Λόγος Poisson 

v 
0.34  

Απόσταση 

( )0   z cm  
150 

( )2  tc m N  101.21 10−− ×   ε 2 

( )2  rc m N  101.7 10−− ×   ( )d  cm  1 

Ελαστική σταθερά 

κ 
1.985  

Συντελεστής Μεγέθ. 

mλ  
2.9473684 

Μέτρο διάτµησης 

µ   ( )2N cm  

51.26866 10×   
Ακτίνα 

( )R  cm  
11 

Ελαστική σταθερά 

Κ 

51.176 10−×   
Ακτίνα 

( )r  cm  
7.5 

Μέτρο ελαστικότητας 

Ε  ( )2N cm  

53.4 10×   
Φορτίο 

( )  P N  
948.6 

Τασεοπτική σταθερά 

( )4   C cm N  

46.921 10−×     

Τασεοπτική σταθερά 

( )*    C cm  
1.248  

Ακραίο άνοιγµα 

( )  D cm  
5.135 

 

 

 

 

( )
1 2

24
2 * 332 0.521639mD l l C l cmλ  = + ⇒ =  

 

 

Μήκος επαφής σε  (cm):    2 1.043l =  

 



[201] 

 

 

Χαρακτηριστικό µέγεθος επαφής 

*C

l
χ = :    2.392 

Εφόσον το παραπάνω µέγεθος είναι  >1  θα έχω µια ενιαία αρχική καµπύλη. 

 

 

Υπολογισµός του µήκους επαφής βάσει της θεωρίας Hertz 

 

 

 

 

Σύγκριση των αποτελεσµάτων 

 

2 0.274l cmλ α∆ = − =  

 

 

Υπολογισµός αρχικών καµπυλών 

 

 

Σχήµα  59 

 

a 2
4 Load⋅

π
2⋅

1 v
2−

E
⋅

R r⋅

R r−
⋅









1

2

0.769=:=  



[202] 

 

Σχεδίαση των θεωρητικών καυστικών και σύγκριση µε τις εργαστηριακές. 

 

 

 

Σχήµα  60:  Θεωρητική καυστική – δοκιµή 2α 

 

 

 

Σχήµα  61:  Εργαστηριακή καυστική – δοκιµή 2α 

 



[203] 

 

•  Δοκιμή   #3α 

 

Filename:  IMG 3a                       ∆οκίµια:   #1 και #2 

 

Λόγος Poisson 

v 
0.34  

Απόσταση 

( )0   z cm  
150 

( )2  tc m N  101.21 10−− ×   ε 2 

( )2  rc m N  101.7 10−− ×   ( )d  cm  1 

Ελαστική σταθερά 

κ 
1.985  

Συντελεστής Μεγέθ. 

mλ  
2.9473684 

Μέτρο διάτµησης 

µ   ( )2N cm  

51.26866 10×   
Ακτίνα 

( )R  cm  
11 

Ελαστική σταθερά 

Κ 

51.176 10−×   
Ακτίνα 

( )r  cm  
7.5 

Μέτρο ελαστικότητας 

Ε  ( )2N cm  

53.4 10×   
Φορτίο 

( )  P N  
1274.9 

Τασεοπτική σταθερά 

( )4   C cm N  

46.921 10−×     

Τασεοπτική σταθερά 

( )*    C cm  
1.248  

Ακραίο άνοιγµα 

( )  D cm  
6 

 

 

 

 

( )
1 2

24
2 * 332 0.6350601mD l l C l cmλ  = + ⇒ =  

 

 

Μήκος επαφής σε  (cm):    2 1.27l =  

 



[204] 

 

 

Χαρακτηριστικό µέγεθος επαφής 

*C

l
χ = :    1.965 

Εφόσον το παραπάνω µέγεθος είναι  >1  θα έχω µια ενιαία αρχική καµπύλη. 

 

 

Υπολογισµός του µήκους επαφής βάσει της θεωρίας Hertz 

 

 

 

 

Σύγκριση των αποτελεσµάτων 

 

2 0.378l cmλ α∆ = − =  

 

 

Υπολογισµός αρχικών καµπυλών 

 

 

Σχήµα  62 

 

a 2
4 Load⋅

π
2⋅

1 v
2−

E
⋅

R r⋅

R r−
⋅









1

2

0.892=:=  



[205] 

 

Σχεδίαση των θεωρητικών καυστικών και σύγκριση µε τις εργαστηριακές. 

 

 

Σχήµα  63:  Θεωρητική καυστική – δοκιµή 3α 

 

 

 

Σχήµα  64:  Εργαστηριακή καυστική – δοκιµή 3α 

 



[206] 

 

•  Δοκιμή   #4α 

 

Filename:  IMG 4a                       ∆οκίµια:   #1 και #2 

 

Λόγος Poisson 

v 
0.34  

Απόσταση 

( )0   z cm  
150 

( )2  tc m N  101.21 10−− ×   ε 2 

( )2  rc m N  101.7 10−− ×   ( )d  cm  1 

Ελαστική σταθερά 

κ 
1.985  

Συντελεστής Μεγέθ. 

mλ  
2.9473684 

Μέτρο διάτµησης 

µ   ( )2N cm  

51.26866 10×   
Ακτίνα 

( )R  cm  
11 

Ελαστική σταθερά 

Κ 

51.176 10−×   
Ακτίνα 

( )r  cm  
7.5 

Μέτρο ελαστικότητας 

Ε  ( )2N cm  

53.4 10×   
Φορτίο 

( )  P N  
1460.38 

Τασεοπτική σταθερά 

( )4   C cm N  

46.921 10−×     

Τασεοπτική σταθερά 

( )*    C cm  
1.248  

Ακραίο άνοιγµα 

( )  D cm  
6.75 

 

 

 

 

( )
1 2

24
2 * 332 0.7357468mD l l C l cmλ  = + ⇒ =  

 

 

Μήκος επαφής σε  (cm):    2 1.471l =  

 



[207] 

 

 

Χαρακτηριστικό µέγεθος επαφής 

*C

l
χ = :    1.696 

Εφόσον το παραπάνω µέγεθος είναι  >1  θα έχω µια ενιαία αρχική καµπύλη. 

 

 

Υπολογισµός του µήκους επαφής βάσει της θεωρίας Hertz 

 

 

 

 

Σύγκριση των αποτελεσµάτων 

 

2 0.517l cmλ α∆ = − =  

 

 

Υπολογισµός αρχικών καµπυλών 

 

 

Σχήµα  65 

 

a 2
4 Load⋅

π
2⋅

1 v
2−

E
⋅

R r⋅

R r−
⋅









1

2

0.955=:=  



[208] 

 

Σχεδίαση των θεωρητικών καυστικών και σύγκριση µε τις εργαστηριακές. 

 

 

Σχήµα  66:  Θεωρητική καυστική – δοκιµή 4α 

 

 

 

Σχήµα  67:  Εργαστηριακή καυστική – δοκιµή 4α 



[209] 

 

•  Δοκιμή   #5α 

 

Filename:  IMG 5a                       ∆οκίµια:   #1 και #2 

 

Λόγος Poisson 

v 
0.34  

Απόσταση 

( )0   z cm  
150 

( )2  tc m N  101.21 10−− ×   ε 2 

( )2  rc m N  101.7 10−− ×   ( )d  cm  1 

Ελαστική σταθερά 

κ 
1.985  

Συντελεστής Μεγέθ. 

mλ  
2.9473684 

Μέτρο διάτµησης 

µ   ( )2N cm  

51.26866 10×   
Ακτίνα 

( )R  cm  
11 

Ελαστική σταθερά 

Κ 

51.176 10−×   
Ακτίνα 

( )r  cm  
7.5 

Μέτρο ελαστικότητας 

Ε  ( )2N cm  

53.4 10×   
Φορτίο 

( )  P N  
2678.38 

Τασεοπτική σταθερά 

( )4   C cm N  

46.921 10−×     

Τασεοπτική σταθερά 

( )*    C cm  
1.248  

Ακραίο άνοιγµα 

( )  D cm  
9.33 

 

 

 

 

( )
1 2

24
2 * 332 1.0944435mD l l C l cmλ  = + ⇒ =  

 

 

Μήκος επαφής σε  (cm):    2 2.189l =  

 



[210] 

 

 

Χαρακτηριστικό µέγεθος επαφής 

*C

l
χ = :    1.14 

Εφόσον το παραπάνω µέγεθος είναι  >1  θα έχω µια ενιαία αρχική καµπύλη. 

 

 

Υπολογισµός του µήκους επαφής βάσει της θεωρίας Hertz 

 

 

 

 

Σύγκριση των αποτελεσµάτων 

 

2 0.896l cmλ α∆ = − =  

 

 

Υπολογισµός αρχικών καµπυλών 

 

 

Σχήµα  68 

 

a 2
4 Load⋅

π
2⋅

1 v
2−

E
⋅

R r⋅

R r−
⋅









1

2

1.293=:=  



[211] 

 

Σχεδίαση των θεωρητικών καυστικών και σύγκριση µε τις εργαστηριακές. 

 

 

Σχήµα  69:  Θεωρητική καυστική – δοκιµή 5α 

 

 

 

Σχήµα  70:  Εργαστηριακή καυστική – δοκιµή 5α 

 

 



[212] 

 

Οι δοκιµές της τρίτης οµάδας έχουν χαρακτηριστικά µεγάλη ακρίβεια. Παρατηρούµε ότι σε όλες 

τις περιπτώσεις οι καµπύλες που φωτογραφήθηκαν στο εργαστήριο έχουν ίδια θέση, µέγεθος και 

σχήµα µε αυτές που προβλέπει η αντίστοιχη θεωρία. Εποµένως οι παραδοχές στις οποίες 

βασιστήκαµε για την ανάλυση µας είναι πέρα για πέρα αληθινές και οι θεωρητικές σχέσεις 

ανταποκρίνονται στην πραγµατικότητα. Επιπλέον βλέπουµε ότι δεν υπάρχουν µεγάλες αποκλίσεις 

στον υπολογισµό του µήκους επαφής από την θεωρία του Hertz, ειδικά στην επαφή των δοκιµίων  

#1 και  #2. 

Αναφορικά µε τις δοκιµές  3621  έως  3625  στις οποίες έγινε προσπάθεια µελέτης της επαφής 

σφαιρικής γεωµετρίας µε κοίλο δίσκο, τα αποτελέσµατα κρίνονται ανακριβή. Στην δοκιµή για 

παράδειγµα 3621 προέκυψε  χ=1.203  το οποίο σηµαίνει ότι περιµένουµε µια ενιαία αρχική 

καµπύλη πάνω από την περιοχή επαφής, ωστόσο στις φωτογραφικές λήψεις προέκυψε η εικόνα 

του  Σχήµατος 71  στην οποία φαίνονται 2 ξεχωριστές καυστικές. Αυτό προφανώς δεν µπορεί να 

ισχύει. Προκύπτει όµως από εσφαλµένη διαµόρφωση του σφαιρικού άκρου του δοκιµίου το οποίο 

«πατάει» σε δύο περιοχές αντί για µια. 

 

 

 

Σχήµα  71 

 

 

 

 

 



[213] 

 

Εδώ ολοκληρώνεται η παρουσίαση της τρίτης και τελευταίας οµάδας δοκιµών. Κλείνοντας το 

κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουµε δύο γραφήµατα που προέκυψαν από την ανάλυση των µετρήσεων, 

το πρώτο αφορά στην τρίτη οµάδα δοκιµών και το δεύτερο την πρώτη οµάδα. 

Στο  Σχήµα 72  είναι συγκεντρωµένα τα αποτελέσµατα του υπολογισµού του µήκους επαφής 

για τις δοκιµές της τρίτης οµάδας, ο οποίος έγινε µε δύο διαφορετικούς τρόπους. Ο πρώτος τρόπος 

είναι µε την πειραµατική µέθοδο των καυστικών καµπυλών µετρώντας κάθε φορά το άνοιγµα των 

άκρων της καυστικής που δηµιουργούνταν. Ο δεύτερος τρόπος είναι µε τον τύπο του Hertz για 

γραµµική επαφή κυλινδρικών σωµάτων (βλ. κεφ. 4). 

 

 

Σχήµα  72:  Απόκλιση πειραµατικού και θεωρητικού  

υπολογισµού µήκους επαφής 

 

 

Παρατηρούµε ότι τα αποτελέσµατα είναι παραπλήσια, ωστόσο µεγαλύτερες αποκλίσεις 

παρατηρούνται στις δοκιµές στις οποίες η καυστική σχηµατίζονταν στο εµπρόσθιο πέτασµα. Αυτή 

η κανονικότητα µας οδηγεί να συµπεράνουµε ότι ίσως οι αποκλίσεις αυτές να οφείλονται σε 

συστηµατικό σφάλµα µέτρησης του µήκους. 

Στο  Σχήµα 73  παρουσιάζονται σε διάγραµµα τα αποτελέσµατα της πρώτης οµάδας δοκιµών. 

Πρόκειται για µέτρηση του επιβαλλόµενου φορτίου  Ρ  ανά µονάδα πάχους δοκιµίου η οποία 

γίνεται µε τρείς διαφορετικούς τρόπους, χρησιµοποιώντας την γραµµική καµπύλη του 

δυναµόµετρου, χρησιµοποιώντας την πολυωνυµική καµπύλη του δυναµόµετρου και τέλος  



[214] 

 

µετρώντας την µέγιστη διάµετρο της καυστικής καµπύλης που σχηµατίζεται και χρησιµοποιώντας 

την σχέση  (17). Είναι εµφανές ότι τα αποτελέσµατα σχεδόν ταυτίζονται. 

 

 

 

Σχήµα  72:  Απόκλιση της µέτρησης της δύναµης Ρ 

από θεωρία των καυστικών και από δυναµόµετρο 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



[217] 

 

 

 

 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ   1 

 

 

  

Στο παράρτημα αυτό περιλαμβάνονται οι φωτογραφίες για την πρώτη ομάδα δοκιμών. 

 

 

 

IMG 3615 

 

 

 

 

 



[218] 

 

 

IMG 3618 

 

 

 

IMG 3619 

 



[219] 

 

 

IMG 3620 

 

 

 

IMG 3631 
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IMG 3634 

 

 

 

IMG 3641 

 



[221] 

 

 

IMG 3642 

 

 

 

IMG 3643 

 



[222] 

 

 

IMG 3644 

 

 

 

Το πρότυπο μήκος  («μάτι»)  είναι σε όλες τις λήψεις  2 cm. 



[223] 

 

 

 

 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ   2 
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Αν τώρα αντικαταστήσω την παραπάνω σχέση στην εξίσωση της καυστικής προκύπτει: 
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Από την παραπάνω σχέση προκύπτουν οι παραμετρικές εξισώσεις της καυστικής. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ  

 

 

Στο παράρτημα αυτό περιλ

καμπυλών για την περίπτω

περιοχής επαφής αλλά η σχε

 

 

 

Αν ίσχυε ότι το  Β  είναι το κέν

παρακάτω: 
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Α   3 

 

εριλαμβάνεται η απόδειξη του γιατί το «κέντρο»

πτωση που έχω  
*

l C≥  δεν συμπίπτει με τα άκ
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Η τελευταία όμως σχέση δεν μπορεί προφανώς να ισχύει. Αυτό σημαίνει ότι το κέντρο της 

αρχικής καμπύλης δεν συμπίπτει με το άκρο της περιοχής επαφής. 

Ας δούμε τωρα ποια είναι η σχετική τους θέση. Έστω το κέντρο της καυστικής είναι στην 

θέση    
*

    όπου  lκ κ +∈ℝ  
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Ο λόγος  
*
C l  είναι χαρακτηριστικό μέγεθος που καθορίζει τον αριθμό των καυστικών 

καμπυλών που θα έχω. Για την περίπτωση που εξετάζω  
*

1C lχ = ≤ . 

• Οριακά για   1χ =   έχω  2 2 0,7κ = ≅  

• Για  0.1χ =   έχω  0,994κ ≅  

• Για   0χ →   έχω   1κ →  

 

Το συμπέρασμα που προκύπτει είναι ότι το κέντρο της αρχικής καμπύλης (και κατά 

συνέπεια της καυστικής) δεν θα συμπίπτει ποτέ με τα άκρα της περιοχής επαφής αλλά θα 

κυμαίνεται σε μια περιοχή από  0.7 l×   έως  l . 
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