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Πρόλογος

Κεντρικό αντικείμενο των Εφαρμοσμένων Μαθηματικών αποτελεί η μελέτη και η επίλυση των Στοχατι-

κών Διαφορικών Εξισώσεων, καθώς τέτοιου είδους εξισώσεις εμφανίζονται πολύ συχνά σε μαθηματικά

μοντέλα, που αφορούν ένα ευρή φάσμα προβλημάτων της επιστήμης των δεδομένων,και των χρηματο-

οικονομικών. Τέτοιου είδους εξισώσεις δεν μπορούν να επιλυθούν, συνήθως, με αναλυτικές μεθόδους,

κατά συνέπεια αναζητούμε αριθμητικές προσεγγίσεις. Στη παρούσα εργασία, η λύση τους προσεγ-

γίζεται από έμμεσους αριθμητικούς αλγορίθμους, οι οποίοι είναι υψηλής υπολογιστικης απόδοσης σε

σύγκριση με άμεσους αλγορίθμους.Υπό χαλαρές προυποθέσεις, οι αλγόριθμοι έχουν μελετηθεί για

προβλήματα στοχαστικής βελτιστοποίησης, τα οποία είναι δημοφιλή στην Bayesian στατιστική, στη
μηχανική μάθηση και τα χρηματοοικονομικά.Τέλος, παρέχονται θεωρητικές εγγυήσεις για τη σύγκλιση

των αλγορίθμων, με τη χρήση της στατιστικής.
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1 Εισαγωγή

Ο ρόλος της διαχείρισης κινδύνου έχει γίνει ολοένα και πιο σημαντικός στις επιχειρήσεις τα τελευταία

χρόνια. Σημαντικά γεγονότα, όπως η οικονομική κρίση του 2008 και η αυξημένη αστάθεια στο δε-

ύτερο μισό του 2011 σε παγκόσμιο επίπεδο, ενισχύουν τη σημασία της διαχείρισης κινδύνων. Οι νέες

παράμετροι, η παγκοσμιοποίηση και η αυξανόμενη εξάρτηση όλων των χρηματοοικονομικών αγορών

δημιουργούν την ανάγκη για επαναξιολόγηση των συστημάτων διαχείρισης κινδύνων και των μοντέλων

υπολογισμού κινδύνου των επιχειρήσεων. Κατ’ επέκταση η βελτιστοποίηση κρίνεται αναγκαία για την

παροχή μιας πιο ρεαλιστικής εικόνας της ποσότητας του χαρτοφυλακίου, που βρίσκεται σε κίνδυνο.

Από μαθηματική σκοπιά, την οποία θεωρούμε στη παρούσα εργασία, η διαχείρηση ρίσκου αποτελεί

διαδικασία κατά την οποία διαμορφώνεται η κατανομή της απώλειας.Ανάμεσα σε μια πληθώρα μεθόδων

που έχουν αναπτυχθεί κατά τα χρόνια, μόνο λίγα μοντέλα υιοθετούνται από επαγγελματίες, που δια-

χειρίζονται άμεσα το ρίσκο χαρτοφυλακίων.Το μέτρο Conditional value-at-risk (CVaR), το οποίο
συστήθηκε πρώτη φορά από τους Rockafellar και Uryasev βλέπε [14], είναι ένα από τα δημοφιλέστερα
εργαλέια διαχείρησης ρίσκου.Κατά συνέπεια, η ποσοτικοποίηση της έκθεσης σε κίνδυνο επιτυγχάνεται

κατά κύριο λόγο με μέτρα όπως το Value at Risk (VaR) και Conditional Value at Risk (CVaR).

Σκοπός του VaR είναι η λειτουργεία ως μέτρο για τον ποσοτικό προσδιορισμό του κινδύνου για
ένα μεμονωμένο οικονομικό προιόν ή χαρτοφυλάκιο. Καθορίζει τη χειρότερη δυνατή απώλεια στο

χαρτοφυλάκιο κατά τη διάρκεια μιας συγκεκριμένης περιόδου και με καθορισμένη πιθανότητα να μην

υπερβεί ένα συγκεκριμένο επίπεδο εμπιστοσύνης, σύμφωνα με τον Choudhry,βλέπε [5] .Για τον υπο-
λογισμό του VaR υπάρχουν τρείς δημοφιλείς και συχνοί τρόποι, βλέπε [11]:η Ιστορική Προσομοίωση
(Historical Simulation), η Μέθοδος Διασποράς-Συνδιασποράς (Variance-Covariance) και η μέθοδος
Monte Carlo. Η Ιστορική Προσομοίωση, βασίζεται στις τάσεις της αγοράς, οι οποίες είχαν σημειωθεί
τα προηγουμενα χρόνια, και θέτουν τη βάση για τον υπολογισμό του μέτρου ρίσκου. Η μέθοδος της

Διασποράς-Συνδιασποράς βασίζεται στην υπόθεση, ότι οι αποδόσεις των χρηματοοικονομικών προι-

όντων είναι κανονικά κατανεμημένες γύρω από τη μέση τιμή της καμπανοειδούς κατανομής και χρη-

σιμοποιεί τη διασπόρα και τη συνδιασπορά των προιόντων προκειμένου να υπολογιστεί το VaR.Κατά
συνέπεια αποτελέι παραμετρική μέθοδο, αφού εξαρτάται από τις παραμέτρους της κατανομής των με-

ταβολών της τιμής ή απόδοσης. Τέλος η Μέθοδος Monte Carlo, αποτελέι τον απλούστερο τρόπο
για να εκτιμηθεί το Value at Risk, εφόσον δημιουργούνται υποθετικές χρονοσειρές των αποδόσεων,
οι οποίες προκύπτουν από τον υπολογισμό του χαρτοφυλάκιο για πραγματικά ιστορικά δεδομένα και

υπολογίζοντας τις μεταβολές που θα είχαν συμβεί κατά την κάθε χρονική περίοδο. Το CVaR παράλ-
ληλα, αποτελεί επέκταση του Value at Risk, εφόσον μπορεί να ερμηνευθεί ως η μέση τιμή του.Τα
πλεονεκτήματα του, γίνονται προφανή όταν η κατανομή των απωλειών δεν είναι κανονική ή όταν το

πρόβλημα βελτιστοποίησης είναι πολυδιάστατο. Πιο συγκεκριμένα το CVar είναι συνεπές μέτρο ρίσκου
για κάθε κατανομή απώλειας,βλέπε [7]. Ακολούθως η άρρηκτη σχέση μεταξύ των δύο μέτρων είναι

προφανής εξ’ ορισμού, ωστόσο τα πλεονεκτήματα του δεύτερου υπερτερούν αφού αποτελεί συνεπές

μέτρο κινδύνου για οποιαδήποτε κατανομή απωλειών.

Η διάδοση μεθόδων μηχανικής μάθησης και τεχνητής νοημοσύνης τόσο στους ακαδημαϊκούς χώρους

πολλαπλών θετικών επιστημών όσο και στην αγορά έχει συντελέσει στην αναζωπύρωση του ερευνη-

τικού ενδιαφέροντος, στην σχεδίαση και μελέτη αποτελεσματικών αλγορίθμων βελτιστοποίησης. Μια

καινούργια προσέγγιση στη στοχαστική βελτιστοποίηση αποτελεί ο αλγόριθμος Stochastic Gradient
Langevin Dynamics βλέπε [13], ο οποίος είναι επέκταση των μεθόδων στοχαστικής κλίσης (Stocha-
stic Gradient decent) και επιτρέπει την προσέγγιση του ολικού ελάχιστου σε πιθανώς πολύπλοκα και
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πολυδιάστατα προβλήματα.Η μέθοδος Στοχαστικής κλίσης (SGD) έχει ως αποτέλεσμα την ελαχτσιτο-
ποίηση της μέσης τιμής της συνάρτησης, καθώς παράλληλα αποφεύγει τη Monte Carlo δειγματοληψία
και αποτελέι άμεση εφαρμογή της στοχαστικής προσέγγισης των Robbins and Monro, βλέπε [8] για
κυρτά στοχαστικά προβλήματα. Ο SGLD αλγόριθμος όμως, ως επέκταση της μεθόδου στοχαστικής
κλίσης εφαρμόζει τεχνικές τυχαίας εξερεύνησης πάνω στην επιφάνεια της αντικειμενικής συνάρτησης,

διαταράζοντας στοχαστικά το αντίστοιχο ντετερμινιστικό σχήμα. Αποτέλεσμα της διαταραχής, είναι

η αποφυγή σαγματικών σημείων και τοπικών ελαχίστων, εφόσον ο ίδιος δεν κατευθύνεται αποκλει-

στικά στην κατεύθυνση της κλίσης. Ωστόσο και πάλι η σύγκλιση στο πραγματικό ελάχιστο δεν είναι

εξασφαλισμένη και εν γένη το σημείο που θα καταλήξει ο αλγόριθμος εξαρτάται από τις συνθήκες

αρχικοποίησης.΄Ετσι οδηγούμαστε στον αλγόρισθμο SGLD, βλέπε [4],για κάθε n ∈ N,και ορίζουμε
διαδικασία τυχαίων μεταβλητών (θλn)n∈N με τιμές στοRd

:

θλ0 := θ0, θλn+1 := θλn − λH(θλn, Xn+1) +
√
2λβ−1ξn+1 (1)

όπου λ > 0 το βήμα του αλγορίθμου,β > 0 μια παράμετρος κλίμακας στην οποία θα αναφερόμα-
στε ως παράμετρος θερμοκρασίας,H : Rd × Rm → Rd

είναι μια μετρήσιμη συνάρτηση που ικανοποιεί

∇U(θ) = E[H(θ,X0)] και (ξn)n ∈ N είναι μια ανεξάρτητη ακολουθία από d-διάστατες Gaussian τυχα-
ίες μεταβλητές.

Λαμβνάνοντας αυτό υπόψιν, και έχοντας επεκτείνει την μη- ασυμπτωτική ανάλυση του SGLD αλ-
γόριθμου στην περίπτωση ασυνεχούς στοχαστικής κλίσης, είμαστε σε θέση να παρουσιάσουμε μια

προσέγγιση πλήρως βασιζόμενη σε δεδομένα για τη βέλτιστη κατανομή των βαρών προκειμένου να

ελαχιστοποιηθεί το VaR και CVaR ενός χαρτοφυλακίου.
Μέσω της παρούσας εργασίας, συνεπώς αναζητούμε x∗ ∈ Rd

τέτοιο ώστε:

x∗ = argmin
x

U(x) (2)

όπου U : Rd → R η ποσοότητα που επιθυμούμε να ελαχιστοποιήσουμε, δηλαδή η αντικειμενική μας
συνάρτηση και στη προκειμένη περίπτωση το ζητούμενο μέτρο ρίσκου. Επίσης, καλούμαστε να ορίσου-

με την εν λόγω αντικειμενική συνάρτηση προκειμένου να καταλήξουμε στον ορισμό του προβλήματος

βελτιστοποίησης και τέλος στη λύση του μέσω του SGLD αλγορίθμου, η οποία είναι το βέλτιστο x∗
.

Τελευταίο κεφάλαιο της εργασίας, αποτελέι η υλοποίηση του αλγόριθμου SGLD, με χρήση της γλώσ-
σας προγραμματισμού Python. Πλέον ο αλγόριθμος αποτελεί το μέσο για να γίνει η ελαχιστοποίηση
των μέτρων ρίσκου, παράγοντας τα βέλτιστα βάρη για κάθε χρηματοοικονομικό προιόν που ανήκει στο

χαρτοφυλάκιο μας και κατά συνέπεια να επιτευχθεί η μικρότερη πιθανότητα έκθεση σε κίνδυνο κατά την

παργματοποίηση ακραίων συμβάντων στην αγορά. Με σκοπό να εκτεθούμε σε ρεαλιστικά δεδομένα,

η υλοποίηση του αλγόριθμου θα γίνει με χρήση μετοχών ελληνικού χρηματιστηρίου, προκειμένου να

συγκρίνουμε τα αποτελέσματα του αλγορίθμου με αυτά των ντετερμινιστικών μεθόδων αξιολόγησης

της αξία του χαρτοφυλακίου σε κίνδυνο.
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2 Κεφάλαιο 1: Value-at-Risk και Conditional Value-at-
Risk ως μέτρα ρίσκου

Στο παρόν κεφάλαιο εισάγουμε τα μέτρα ρίσκου Value-at-Risk και Conditional Value at Risk στις
χρηματοοικονομικές αγορές. Στην ενότητα 2.1 δίνονται οι μαθηματικοί ορισμοί των μέτρων και ακο-

λοθούν διασθητικές προσεγγίσεις στις ιδιότητες, που χαρακτηρίζουν τα μέτρα.Στην ενότητα 2.2 και

2.3, παρουσιάζονται τα αξιώματα, τα οποία πρέπει να ικανοποιούνται για να θεωρούνται τα μέτρα συ-

νεπή. Τέλος στην ενότητα 2.4 εξερευνούμε τα παραπάνω μέτρα ρίσκου από πιθανοκρατική σκοπιά,

ενώ παράλληλα ορίζουμε τον αλγόριθμο βελτιστοποίησης ώστε να υπολογίσουμε το Value-at-Risk και
Conditional Value-at-Risk.

2.1 Ορισμοί των Value-at-Risk και Conditional Value-at-Risk

Πρωτού θεμελιώσουμε αυστηρά τις έννοιες του VaR και CVaR, χρειάζεται να δώσουμε ορισμούς
μαθηματικών εννοιών, που θα μας βοηθήσουν να καταλάβουμε καλύτερα τα μέτρα ρίσκου. Αρχικά, θα

ορίσουμε την αθροιστική συνάρτηση κατανομής και έπειτα την δεσμευμένη μέση τιμή.

Ορισμός 1 Αθροιστική Συνάρτηση Κατανομής

΄Εστω Χ τυχαία μεταβλητή (διακριτή ή συνεχής). Η συνάρτηση:

F (x) = P (X ≤ x)

η οποία εκφράζει την πιθανότητα να λάβει η τυχαία μεταβλητή Χ οποιαδήποτε τιμή μικρότερη από ή

ίση με x καλείται αθροιστική συνάρτηση κατανομής πιθανότητας (cumulative probability distribution
function) ή απλά συνάρτηση κατανομής πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής Χ.
Η παρακάτω πρόταση αποδεικνύει, ότι το όριο των αθροιστικών συναρτήσειων κατανομής είναι συνεχή

από αριστερά.

Πρόταση 1 Για κάθε μη-μειούμενη ακολουθία (xn)n≥1 που συγκλίνει σε x ∈ R, έχουμε

lim
n→∞

FX(xn) = lim
n→∞

P (X ≤ xn) = P (X < x).

Απόδειξη.

΄Εχουμε:

P (X < x) = P (X ∈ (−∞, x)) = P

X ∈
⋃
n≥1

(−∞, xn]


= lim

n→∞
P (X ∈ (−∞, xn]) = lim

n→∞
FX(xn).

Ως συνέπεια της Πρότασης 1, το κενό που δημιουργείται από μία διακοπή της CDF σε ένα σημείο
x ∈ R δίνεται από

FX(x)− lim
y↗x

FX(y) = P (X ≤ x)− P (X < x) = P (X = x).
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Ορισμός 2 Δεσμευμένη Μέση Τιμή

Θεωρώντας Χ και Y , από κοινού διακριτές τυχαίες μεταβλητές, τότε η συνάρτηση μάζας δεσμευμένης
πιθανότητας, με δεδομένο ότι Y = y, ορίζεται για όλα τα y, που ικανοποιούν τη σχέση PY = y > 0,
ως

pX|Y (x|y) = P [X = x|Y = y] =
p(x, y)

PY (y)

Με φυσικό τρόπο ορίζεται ύστερα η έννοια της δεσμευμένης τιμής της Χ, με δεδομένο ότι Y = y, για
όλες τις τιμές του y, που ικανοποιούν τη σχέση pY (y) > 0, ως

E[X|Y = y] =
∑
x

xP [X = x|Y = y] =
∑
x

xpX|Y (x|y)

Ορισμός 3 Value at Risk

Θεωρούμε τυχαία μεταβλητή X με αθροιστική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας FX(z) = P [X ≤
z].Η μεταβλητή X ενδέχεται να έχει είτε την έννοια της απώλεια είτε του κέρδους. Στη προκειμένη
περίπτωση, η μεταβλητή X αντιπροσωπεύει την απώλεια με αποτέλεσμα να έχει αντίκτυπο στο πρόσημο
των συναρτήσεων, στους ορισμούς των Var και CVar Το VaR της μεταβλητής Χ με διάστημα εμπι-
στοσύνης α ∈ [0, 1] ορίζεται ως εξής, βλέπε [6]:

VaRα(X) = min{z |FX(z) ≥ α} (3)

Εξ ορισμού το V aRα(X) είναι το κατώτερο α-quantile της τυχαίας μεταβλητής Χ. Η αξία σε κίνδυνο
(Value-at-Risk - VaR) χρησιμοποιείται συνήθως σε πολλά πεδία, που σχετίζονται με την αβεβαιότητα.
Για παράδειγμα, οι οικονομικοί κανονισμοί, όπως η Βασιλεία Ι και η Βασιλεία ΙΙ, βλέπε [10], χρησι-

μοποιούν την απόκλιση VaR μετρώντας το πλάτος της κατανομής των απωλειών ενός χαρτοφυλακίου.
Για κανονικά κατανεμημένες τυχαίες μεταβλητές, το VaR είναι ανάλογο με την τυπική απόκλιση.

Αν X ∼ N(µ, σ2) και FX(z) είναι η συνάρτηση κατανομής του Χ, τότε (βλ. Rockafellar και Ur-
yasev [19]),

VaRα(X) = F−1
X (α) = µ+ k(α)σ (4)

όπου

k(α) =
√
2 erf−1(2α− 1)

και

erf(z) =

(
2√
π

)∫ z

0

e−t2dt

Η ευκολία και η διαισθητικότητα του VaR αντισταθμίζονται από τις μαθηματικές του ιδιότητες. Ως
συνάρτηση του επιπέδου εμπιστοσύνης, για διακριτές κατανομές, το V aRα(X) είναι μια μη κυρτή, και
ασυνεχής συνάρτηση.

΄Ενα εναλλακτικό μέτρο κινδύνου είναι το μέσο value at risk (AVaR) ή η Υπό Συνθήκη Αξία-Κινδύνου
(CVaR) ή το expected shortfall (ES), οι όροι αυτοί χρησιμοποιούνται ευρέως στη βιβλιογραφία, προ-
κείμενου να περιγράψουν ποσότητεσ ισοδύναμες με το AVaR. Θέλοντας να εξετάσουμε πώς μπορούμε
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να τροποποιήσουμε τον ορισμό του VaR, ώστε να παράξουμε ένα μέτρο ρίσκου, που διατηρεί την α-
πλότητα και λαμβάνοντας υπόψιν ολόκληρο το α− tail της κατανομής.

Θωρούμε ότι X δηλώνει το ασυνεχές κέρδος, κάποιου επενδυτικού πρότζεκτ.

Ορισμός 4 Average Value at Risk

Το AVaR του X, για α ∈ (0, 1) και (1− α) διάστημα εμπιστοσύνης ορίζεται ως:

AV aRα(X) =
1

α

∫ α

0

V aRβ(X)dβ = − 1

α

∫ α

0

qβ(X)dβ

Στο Σχήμα 1 το ολοκλήρωμα στον ορισμό του AV aRα(X) αποτελεί το γραμμοσκιασμένο τμήμα της
απώλειας, που αντιστοιχεί στο tail της κατανομής.

Σχήμα 1: α επί AVaRα(X) είναι η περιοχή για την απώλεια που αντιστοιχεί στο tail της κατανομής

Σε αντίθεση με το V aRα, το AV aRα, λαμβάνει υπόψιν όλες τις απώλειες, που συμβαίνουν με πι-

θανότητα εώς και α: παρέχει μια εκτίμηση των απωλειών που υπονοούνται από γεγονότα στην α− tail
της κατανομής της X.

2.2 Συνεπή Μέτρα Ρίσκου (Coherent Risk Measures)

Ο Artzner et al. ανέλυσε τα μέτρα ρίσκου και όρισε ιδιότητες και αξιώματα, τα οποία πρέπει να
ικανοποιούνται από τα μέτρα ρίσκου, βλέπε [2]. Κάθε μέτρο, που πληροί αυτά τα αξιώματα ονομάζε-

ται συνεπές (coherent). Τα τέσσερα αξιώματα είναι τα εξής: μονοτονία, παράλληλη μετατόπιση της
ισομεταβλητότητας (translation equivariance), υποπροσθετικότητα και θετική ομοιογένεια (positive
homogeneity). Για τον ορισμό των παραπάνω αξιωμάτων θεωρούμε Χ και Υ τυχαίες μεταβλητές που
αντιπροσωπεύουν την απώλεια, c ∈ R βαθμωτή μεταβλητή που επίσης αντιπροσωπεύει την απώλεια
και ρ μια συνάρτηση ρίσκου που μπορεί να χαρτογραφεί τη τυχαία μεταβλητή Χ στο σύνολο των
πραγματικών αριθμών R σύμφωνα με το ρίσκο που συνδέεται με την Υ.
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1. Μονοτονία (Monotonicity): Το μέτρο ρίσκου ρ είναι μονότονο εάν για κάθε Χ,Y:

X ≤ Y =⇒ ρ(X) ≤ ρ(Y )

2. Ιδιότητα του αναλλοίωτου ως προς τις μεταφορές (Translation invariance): Το
μέτρο ρίσκου ρ είναι εάν για κάθε Χ και c:

ρ(X + c) = ρ(X) + c

3. Υποπροσθετικότητα (Subadditivity): Το μέτρο ρίσκου ρ είναι υποπροσθετικό εάν για κάθε
Χ,Y:

ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y )

4. Θετική ομοιογένεια (Positive homogeneity): Το μέτρο ρίσκου ρ είναι θετικά ομοιγενές,
εάν για κάθε Χ και λ ≥ 0 :

ρ(λX) = λρ(X)

Διαισθητικά, τα παραπάνω αξιώματα μπορούν να ερμηνευθούν ως εξής:

Η μονοτονία εξασφαλίζει, ότι μεγαλύτερη απώλεια συνδέεται με υψηλότερο ρίσκο. Παράλληλα, λόγω

της ιδιότητας του αναλλοίωτου ως προς τις μεταφορές έχουμε, ότι η αύξηση της απώλειας συνεπάγεται

με ισόποση αύξηση του ρίσκου και λόγω του αξιώματος της υποπροσθετικότητας, η διαφοροποίηση

των χρηματοοικονομικών προϊόντων σε ένα χαρτοφυλάκιο, συνεπάγεται με μείωση του ρίσκου. Τέλος,

το τέταρτο αξίωμα, δηλαδή η θετική ομοιογένεια, υποδεικνύει ότι πολλαπλασιάζοντας το μέγεθος του

χαρτοφυλακίου τότε πολλαπλασιάζεται και το αντίστοιχο ρίσκο.

Θεωρώντας ότι, ρ(X) = V aRα(X), δεν μπορούμε να το χαρακτηρίσουμε συνεπές μέτρο ρίσκου, αφού
αποτυγχάνει να ικανοποιήσει το τρίτο αξίωμα. ΄Εχει αποδειχτεί από τους Tasche [1] και Rockafellar
και Uryasev [14], ότι για κάθε επίπεδο εμπιστοσύνης α ∈ [0, 1] το , ρ(X) = AV aRα(X) είναι συνεπές
μέτρο ρίσκου.

Πόρισμα (Συνέπεια του AVaR)
Το AVaR πληρεί την ιδιότητα της υποπροσθετικότητας:

AVaRα(X + Y ) ≤ AVaRα(X) + AVaRα(Y ).

Απόδειξη: Χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι για δύο συναρτήσεις f, g : U → R, όπου το U είναι ένα
αυθαίρετο σύνολο,

supx∈U{f(x) + g(x)} ≤ sup
x∈U

f(x) + sup
x∈U

g(x). (5)

Ας σταθεροποιήσουμε X και Y . Μπορούμε να εφαρμόσουμε την (5) παίρνοντας U = Pα, f(Q) =
−EQ(X), και g(Q) = −EQ(Y ) για να αποκτήσουμε

AVaRα(X + Y ) = sup{−EQ(X + Y ) : Q ∈ Pα}

= sup{EQ(−X) + EQ(−Y ) : Q ∈ Pα}
≤ sup{EQ(−X) : Q ∈ Pα}+ sup{EQ(−Y ) : Q ∈ Pα}

χρησιμοποιώντας την (5)

= AVaRα(X) + AVaRα(Y ),

όπως απαιτείται.
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2.3 Κυρτά Μέτρα Ρίσκου (Convex Risk Measures)

Τα κυρτά μέτρα κινδύνου αποτελούν επίσης σημαντικά εργαλεία για τη χρηματοοικονομική ανάλυση,

καθώς πληρούν τα αξιώματα της συνέπειας, και κατ΄ επέκταση πραγματεύονται κυρτή συναρτήση κιν-

δύνου, η οποία είναι επίσης αμετάβλητη και ομοιογενής.

Αξίζει να αναφερθεί ότι, το V aRα σε α-επίπεδο εμπιστοσύνης δεν είναι κυρτό μέτρο κινδύνου και πα-
ρουσιάζει πολλά τοπικά ελάχιστα, καθιστώντας τη χρήση του περιορισμένη σε ορισμένες περιπτώσεις.

Το Conditional Value at Risk (CV aRα) αποτελεί, ωστόσο ένα κυρτό μέτρο κινδύνου που προσφέρο-

ντας πληρέστερη εικόνα του κινδύνου, βλέπε [9].

Ορισμός: Μία συνάρτηση ρ : X → R θα καλείται κυρτό μέτρο κινδύνου αν ικανοποιεί τις εξής
συνθήκες:

1. Μονοτονία: Αν X ≤ Y , τότε, ρ(X) ≤ ρ(Y ).

2. Κυρτότητα: ρ(λX + (1− λ)Y ) ≤ λρ(X) + (1− λ)ρ(X) για κάθε λ ∈ [0, 1].

3. Ιδιότητα του αναλλοίωτου ως προς τις μεταφορές (Translation invariance):
Αν c ∈ R, τότε ρ(X + c) = ρ(X) + c.

Το X στον παραπάνω ορισμό είναι ο χώρος L∞
.

2.4 Το VaR στη Στατιστική

Σε αυτήν την ενότητα, αναφερόμαστε στο έργο του Rockafellar [14]. Πολλές εφαρμογές στη μηχανική
ασχολούνται με πιθανοτικούς περιορισμούς. Στη διαχείριση χαρτοφυλακίου, συχνά απαιτείται ο υπολο-

γισμός της απώλειας που υφίσταται ένα χαρτοφυλάκιο σε ένα συγκεκριμένη χρονική στιγμή να είναι,

με υψηλή αξιοπιστία, το πολύ ίση με μια συγκεκριμένη τιμή. Σε αυτές τις περιπτώσεις, ένα μοντέλο

βελτιστοποίησης μπορεί να δημιουργηθεί έτσι ώστε οι περιορισμοί, που χρησιμοποιούνται να ικανοποιο-

ύνται με κάποιο επίπεδο πιθανότητας. ΄Εστω x ∈ Rn
, για δεδομένο x, μπορούμε να απαιτήσουμε, ότι οι

ορισμένες τυχαίες συναρτήσεις fi(x), i = 1, ...,m, ικανοποιούν την ανισότητα fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m.
Προσέγγιση πιθανοτήτων περιορισμών:

΄Εστω fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, για το μεγαλύτερο μέρος του χρόνου. Συνεπώς, επιθυμούμε το εξής:

P[fi(x) ≤ 0] ≥ pi, για i = 1, . . . ,m, όπου 0 ≤ p1 ≤ 1

Απαιτώντας αυτήν την πιθανότητα να είναι ίση με 1, είναι το ίδιο με το να απαιτείται fi(x, ω) ≤ 0
σχεδόν πάντα. Στις περισσότερες εφαρμογές, αυτή η προσέγγιση μπορεί να οδηγήσει σε προβλήμα-

τα, καθώς κατά τη μοντελοποίηση προκύπτουν ερωτήματα αναφορικά με το ποιο επίπεδο εμπιστο-

σύνης είναι καταλληλότερο καθώς και την αλληλεπίδραση μεταξύ των περιορισμών, παραδείγματος

χάρη αναδεύεται το πρόβλημα αν είναι καταλληλότεροι οι περιορισμοί P [f1(x) ≤ 0] ≥ p1 = 0.99 και
P [f2(x) ≤ 0] ≥ p2 = 0.95, ή αν είναι προτιμότερο να δουλέψουμε με τη συνθήκη P [fi(x) ≤ 0] ≥ p.
Η ενασχόληση με τη συνάρτηση Fi(x) = P [fi(x) ≤ 0], μας οδηγεί στη διερεύνηση των ιδιοτήτων της
συνάρτησης Fi(x). ΄Ενα σύνηθες πρόβλημα είναι η κυρτότητα της Fi(x) ως προς το x.

Ορίζουμε V aRα(x), ως το V aRα της συνάρτησης απώλειας f(x), δηλαδή:

V aRα(x) = min{z : P [f(x) ≤ z] ≥ a}
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Επομένως, οι ακόλουθοι περιορισμοί να είναι ισοδύναμοι:

P [f(x) ≤ z] ≥ a ↔ P [f(x) > z] ≤ 1− a ↔ V aRα(x) ≤ z

Γενικά, το V aRα(x) είναι μη κυρτή συνάρτηση ως προς το x:
επομένως V aRα(x) ≤ z και P [f(x) ≤ z] ≥ α, ενδέχεται να είναι μη κυρτοί περιορισμοί.

Πρόταση 2 Η συνάρτηση p 7→ V X
p είναι μια μη-μειούμενη, αριστερά-συνεχής συνάρτηση του p ∈

[0, 1], και ορίζονται όρια στα δεξιά. Ειδικότερα, αν FX είναι συνεχής και αυστηρά αύξουσα τότε ορίζεται

αντίστροφη F−1
X , και σε αυτήν την περίπτωση V X

p δίνεται από:

V X
p = F−1

X (p), p ∈ (0, 1).

Πρόταση 3 Gaussian Value at Risk.

Δοθέντος X ∼ N (µX , σ2
X), έχουμε

V X
p = µX + σXqZp

όπου το ποσοστημόριο της κανονικής κατανομής qZp = V Z
p στο επίπεδο p ικανοποιεί

F (qZp ) = P (Z ≤ qZp ) = p για Z ∼ N (0, 1),

δηλαδή

qZp = F−1(p) και V X
p = µX + σXF−1(p).

Απόδειξη. Αναπαριστούμε την τυχαία μεταβλητή X ∼ N (µX , σ2
X) ως

X = µX + σXZ,

όπου Z ∼ N (0, 1) είναι μια τυπική κανονική τυχαία μεταβλητή, και χρησιμοποιούμε τη σχέση

p = P (X ≤ V X
p ) = P (µX + σXZ ≤ V X

p ) = P (Z ≤ (V X
p − µX)/σX) = P (Z ≤ qZp ),

η οποία ισχύει εφόσον V X
p = µX + σXqZp .

Επίσης σημειώνουμε ότι αν X ∼ N (µX , σ2
X) τότε −X ∼ N (−µX , σ2

X), επομένως

V −X
p = −µX + σXqZp = −µX − σXqZ1−p = −V X

1−p,

Η παρακάτω παρατήρηση δείχνει ότι, αν και το Value at Risk δεν είναι υπο-προσθετικό γενικά, είναι
υπο-προσθετικό (και συνεπώς συνεκτικό) σε (όχι απαραίτητα ανεξάρτητες) Gaussian τυχαίες μεταβλη-
τές.
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Παρατήρηση

Αν X και Y είναι δύο Gaussian τυχαίες μεταβλητές, έχουμε

V X+Y
p ≤ V X

p + V Y
p .

Απόδειξη.

Για οποιεσδήποτε δύο τυχαίες μεταβλητές X και Y , έχουμε

σ2
X+Y = V ar[X + Y ] = . . . = V ar[X] + V ar[Y ] + 2Cov(X,Y ),

⇒ σX+Y ≤ σX + σY .

Υποθέτοντας ότι X και Y είναι Gaussian, με τη χρήση της προηγούμενης πρότασης βρίσκουμε:

V X+Y
p = µX+Y + σX+Y q

Z
p ≤ µX + µY + (σX + σY )q

Z
p = V X

p + V Y
p .
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3 Βελτιστοποίηση των Value at Risk και Conditional Value
at Risk και ο αλγόριθμος Stochastic Gradient Langevin
Dynamics

3.1 Βελτιστοποίηση VaR, C-VaR (Rockafeller and Urysasev Model.)

Στην παρούσα ενότητα εισαγάγουμε τη προσέγγιση του Rockafeller και Urysasev για τον υπολογισμό
του Value at Risk και Conditional Value at Risk.Το εν λόγω μοντέλο αναγάγει το παραπάνω πρόβλη-
μα σε πρόβλημα βελτιστοποίησης και στοχεύει στην ελαχιστοποίση των δύο ποσοτήτων.Σύμφωνα με

τη παραπάνω προσέγγιση μοντελοποείται η απώλεια του έκαστου χαρτοφυλακίου σε χώρο πιθανότη-

τας ενώ παράλληλα γίνεται χρήση ενός δείγματος από τη κατανομή του χρηματοοικονομικού προιόντος.

Περιγραφή της προσέγγισης:

Θεωρώντας ότι, η απώλεια ενός χαρτοφυλακίου σε καθορισμένο χρονικό ορίζοντα μπορεί να γραφτεί ως

συνάρτηση ενός δομημένου, τυχαίου διανύσματος πεπερασμένης διάστασης, για παράδειγμα L = f(X)
όπου X διάνυσμα ορισμένο στον Rd

, σε χώρο πιθανότητας (Ω,A, P ) και f : Rd → R, συνάρτηση
Borel. Η f μπορεί να θεωρηθεί η συνάρτηση που αντιπροσωπεύει τη σύνθεση του χαρτοφυλακίου που
μένει αναλλοίωτη, ενώ παράλληλα το διάνυσμα X μπορεί να χρησιμοποιηθεί στη μοντελοποίηση των
τιμών της αγοράς, υπό ένα καθορισμένο χρονικό διάστημα. Ως εκ τούτου δεν χρειάζεται να καθο-

ρίσουμε τη δυναμική των τιμών της αγοράς, με αποτέλεσμα να μπορούμε να βασιστούμε στο γεγονός

ότι είναι εφικτό να έχουμε δείγμα από την κατανομή της μεταβλητής X. Σε πιο πολύπλοκα μοντέλα ή
χαρτοφυλάκια, η μεταβλητή X μπορεί να είναι διάνυσμα προσαυξήσεων Brown, που σχετίζονται με το
σχήμα Euler.

Το VaR, σε διάστημα εμπιστοσύνης a ∈ (0, 1) είναι το μικρότερο ποσοστημόριο (quantile) της κατα-
νομής f(X), δηλαδή:

VaRα(f(X)) := inf{z|P (f(X) ≤ z) ≥ α}
Αφού limξ→∞ P (f(X) ≤ z) = 1, και έχουμε {ξ|P (f(X) ≤ z) ≥ a} ̸= ∅. Επιπλέον, έχουμε
limξ→−∞ P (f(X) ≤ z) = 0, το οποίο υπονοεί ότι το {z|P (f(X) ≤ z) ≥ α} είναι φραγμένο από
κάτω έτσι ώστε το VaR να υπάρχει πάντα.

Λήμμα 1 Για κάθε α ∈ (0, 1) και κάθε α− quantile q της μεταβλητής Χ:

AV aR1−α =
1

α
E[(q −X)+]− q =

1

α
inf
r∈R

(E[(r −X)+]− αr)

Απόδειξη 1 Θεωρούμε qx quantile συνάρτηση qx(α) = q

1

α
E[(q −X)+]− q =

1

α

∫ 1

0

(q − qx(t))
+dt− q = − 1

α

∫ α

0

qx(t)dt = AV aRα(X)

Το παραπάνω αποδεικνύει τη πρώτη ισότητα. Η δεύτερη ισότητα προκύπτει από το Λήμμα 1.

Λήμμα 2 ΄Εστω Χ τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση πυκνότηας πιθανότητας Fx και quantile συ-
νάρτηση qx τέτοια ώστε E[|X|] < ∞. Τότε από τον μετασχηματισμό Fenchel-Legendre της κυρτής
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συνάρτησης έχουμε:

Ψ(x) :=

∫ x

−∞
FX(z)dz = E[(x−X)+]

η οποία δίνεται από την σχέση:

Ψ∗(y) = sup
x∈R

(xy −Ψ(x)) =

{∫ y

0
qx(t)dt εάν 0 ≤ y ≤ 1

∞ αλλιώς

Επιπλέον, για 0 < y < 1 το παραπάνω supremum επιτυγχάνεται εάν και μόνο εάν το x είναι y−quantile
της μεταβλητής Χ.

Απόδειξη 2 Σημειώνεται από το θεώρημα Fubini και το Λήμμα 2,

Ψ(x) = E[

∫ x

∞
IX≤zdz] = E[(x−X)+] =

∫ 1

0

(x− qx(t))
+dt (1)

Ακολουθεί ότι, Ψ∗(y) = ∞ για y < 0, Ψ∗(0) = − infx Ψ(x) = 0 και

Ψ∗(1) = sup
x∈R

(x−Ψ(x)) = limx→∞

∫ 1

0

x− (x− qx(t))
+dt =

∫ 1

0

qx(t)dt

και Ψ∗(y) = ∞ για y > 1.Για να αποδείξουμε τη σχέση μας για 0 < y < 1, σημειώνεται ότι το δεξί
και το αριστερό μέλος προκύπτει από τη κοίλη συνάρτηση f(x) = xy−Ψ(x), όπου f ′

+(x) = y−FX(x)
και f ′

−(x) = y−FX(x−).΄Ενα σημείο x μεγιστοποιεί την συνάρτηση f έαν f ′
+(x) ≤ 0 και f ′

−(x) ≥ 0,
το οποίο είναι ισοδύναμο με το x να είναι y − quantile.
Παίρνοντας x− qx(y) έχουμε:

Ψ(x) =

∫ y

0

(x− qx(t))dt = xy −
∫ y

0

qx(t)dt

Λήμμα 3 Θεωρούμε U τυχαία μεταβλητή σε χώσρο πιθανότητας (Ω,F , P ), με ομοιόμορφη κατα-
νομή στο (0, 1) τέτοιο ώστε P [U ≤ s], για κάθε s ∈ (0, 1).Εάν το q αντίστροφη συνάρτηση της
κανονικοποιημένης αύξουσας και δεξιά-συνεχούς συνάρτησης F : R → [0, 1], τότε:

X(ω) := q(U(ω))

έχει συνάρτηση κατανομής F .

Απόδειξη 3 Αρχικά σημειώνεται, ότι κάθε αντίστροφη συνάρτηση για την F είναι μετρήσιμη διότι
συμπίπτει με τη μετρήσιμη συνάρτηση q+ έξω από το αριθμήσιμο σύνολο s ∈ (0, 1)|q−(s) < q+(s).Αφού
q(F (x)−) ≤ x, έχουμε q(s) ≤ x για s < F (x).Επιπλέον από λήμμα έχουμε ότι q(s) ≤ x συνεπάγεται
F (x) ≥ F (q(s)) = F (q(s)+) ≤ s.
Ακολούθεί ότι: ΄Ετσι:

F (x) = P [U ∈ (0, F (x)] ≤ P [U ∈ s|q(s) ≤ x]

≤ P [U ∈ (0, F (x)] = F (x)
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Ο ισχυρισμός προκύπτει από την ταυτότητα P [U ∈ s|q(s) ≤ x] = P [X ≤ x].

Οι τρείς πιο συνηθισμένες τιμές του α θεωρούνται οι 0.95, 0.99 και 0.995, έτσι ώστε το διάστημα
εμπιστοσύνης να τείνει στη μονάδα. Συνεπώς, η «ουρά» (tail) της κατανομής που μας ενδιαφέρει έχει
πιθανότητα 1−α. Εάν, η πυκνότητα πιθανότητας της συνάρτησης είναι γνησίως αύξουσα, τότε η λύση
είναι μοναδική, αλλιώς ενδέχεται να υπάρχουν περισσότερες από μία λύσεις, ακολούθως θα θεωρούμε

ότι, κάθε λύση της εξίσωσης είναι το VaR.

Το κλειδί για την προσέγγιση μας είναι ο χαρακτηρισμός των CVaRa(f(X)) και VaRa(f(X)), στο
πλαίσιο της συνάρτησης Fa(X) στον χώρο X × R, την οποία ορίζουμε ως:

Fα(X, θ) = θ +
1

1− α

∫
y∈Rm

[f(x, y)− θ]
+
p(y) dy

όπου y το διάνυσμα που αντιπροσωπεύει την αβεβαιότητα και p(y) η κατανομή πιθανότητας των y στο
Rm

Αξίζει να σημειωθεί ότι η κυρτότητα, η οποία είναι κύριο χαρακτηριστικό στη βελτιστοποίηση, εξαλείφει

την πιθανότητα τοπικού ελαχίστου, βλέπε Rockafeller (1970).

Θεώρημα 1 Ως συνάρτηση του θ, η Fα είναι κυρτή και συνεχώς διαφορίσιμη.Το CVaRα των απω-

λειών που συνδέουνατι με κάθε x ∈ Rd
μπορεί να οριστεί από τον τύπο:

CV aRα(x) = min
θ∈R

Fα(x, θ)

Επιπλέον, θέτουμε F ∗
α(x, θ) := argminFα(x, θ)), δηλαδή F ∗

α(x) είναι το σύνολο των σημείων που
ελαχιστοποιούν την συνάρτηση Fα.Τότε:

V aRα(x) = min{c : c ∈ F ∗
α(x)}

Συνδυάζοντας τις παραπάνω εξισώσεις, το ακόλουθο ισχύει πάντα:

V aRα(x) = Fα(x, V aRα(x))

.

Βάση του θεωρήματος οι Rockafeller και Uryasev, παρέθεσαν ένα επιπέον θεώρημα, το οποίο διευκο-
λύνει την υπολογιστική διαδικασία της εύρεσης του βέλτιστου CVaR στο χαρτοφυλάκιο.

Θεώρημα 2 : Θεωρούμε S, κυρτό σύνολο των εφικτών σημείων x και υποθέτουμε ότι f(x) κυρτή
συνάρτηση ως προς το x.Τότε ελαχιστοποιώντας το CVaR των απωλειώ με x ∈ S, είναι ισοδύναμο με
την ελαχιστοποίηση της συνάρτησης ϕα(x) για κάθε , x ∈ S, δηλαδή:

min
x∈S

CV aRα(x) = min
(x,c)∈S×R

ϕα(x)

όπου το βέλτιστο x∗
επιτυχγάνει την ελαχιστοποίηση του δεξιού μέλους εαν και μόνο εάν το x∗

ε-

πιτυγχάνει την ελαχιστοποίηση στο αριστερό μέλος και c∗ ∈ F ∗
α(x).Συνεπώς, στη περίπτωση όπου

15



το διάστημα F ∗
α(x)μειώνεται σε μοναδικό σημείο, η ελαχιστοποίηση του ϕα(x, c) παράγει το ζευγάρι

(x∗, c∗), τέτοιο ώστε x∗
να ελαχιστοποιεί το CV aRα, ενώ το c

∗
δίνει το αντίστοιχο V aRα.

Πρόταση 4

Θεωρούμε συνάρτηση V , που να ορίζεται ως:

V (θ) = E[u(θ,X)]

΄Οπου u(θ,X) := θ + 1
1−α (f(X)− θ)+.

Υποθέτουμε ότι η κατανομή της συνάρτησης f(X) είναι συνεχής και f(X) ∈ L1(P ). Τότε η συνάρτηση
V είναι κυρτή, διαφορίσιμη και το CVaRα(f(X)) είναι κάθε σημείο του συνόλου:

argminV = {θ ∈ R | V ′(θ) = 0} = {j | P (f(X) ≤ θ) = α}

Συνεπώς είμαστε σε θέση να ορίσουμε:

VaRα(f(X)) = argmin
V

(θ)

όπου V ′
είναι η παράγωγος της συνάρτησης V που ορίζεται για κάθε θ ∈ R ως εξής:

V ′(θ) = E
[
∂u

∂θ
(X, θ)

]
(6)

Επιπλέον:

CVaRα(f(X)) = min
x∈R

V (θ)

Η συνάρτηση (6), η οποία με φυσικό τρόπο μας οδηγεί στη στοχαστική κλίση, που έχει προκύψει από

τη κυρτή συνάρτηση Lyapunov V, η οποία συγκλίνει στο

θ∗ := VaRα(f(X))

Αρχικά ορίζουμε:

H1(θ, x) :=
∂u

∂θ
(x, θ) = 1− 1

1− α
If(x)≥θ

3.2 L2 Regularization

Η ελαχιστοποίηση των μέτρων ρίσκου, ενδέχεται να οδηγήσει σε υπερπροσαρμογή (overfitting),σε
τέτοιο βαθμό που αποτυπώνεται ο θόρυβος και οι ακραίες τιμές, εμποδίζοντάς τον αλγόριθμο μηχανικής

μάθησης να γενικεύτει σε νέα δεδομένα. Για αυτό τον λόγο θεωρείται χρήσιμο να προστεθεί ένας

επιπλέον όρος στην αντικειμενική συνάρτηση:

V (X, θ) = E
[
θ +

1

1− α
[f(y)− θ]+

]
+ γ|θ|2
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΄Οπου γ ≥ 0 και ονομάζεται ποινή πολυπλοκότητας (complexity penalty), και παρατηρούμε ότι καθώς
το γ μεγαλώνει, το σφάλμα στο σύνολο τως δεδομένων αυξάνεται, βλέπε [12].

Αυτή η τεχνική ονομάζεται L2 κανονικοποίηση ή αλλιώς L2 regularization.

Εφαρμόζοντας τον όρο γ|θ|2 στον αλγόριθμο οδηγούμαστε σε έναν πιο ευσταθή αλγόριθμο, ο ο-
ποίος δεν υπερπροσαρμόζεται στα δεδομένα και μετατρέπει την αντικειμένική συνάρτηση σε κυρτή,

διευκολύνοντας την εύρεση του ελαχίστου, βλέπε [16].

3.3 Ο αλγόριθμος VaR-CVaR

Προκειμένου να αποκτήσουμε τις επιθυμητές ποσότητες, που θα ελαχιστοποιήσουμε τα μέτρα ρίσκου,

θεωρούμε το εξής πρόβλημα βελτιστοποίησης, βλέπε [3]:

min
θ

V (X, θ) := E[θ +
1

1− a
[f(y)− θ]

+
] + γ|θ|2

΄Οπου 0 < θ < 1, η f είναι συνεχής και f(X) ολοκληρώσιμη ως προς το μέτρο πιθανότητας. Επιπλέον,
η συνάρτηση f αντιπροσωπεύει την απώλεια και έχει τη δυνατότητα να έχει και πιο πολύπλοκη δομή
απόδοσης, ενώ παράλληλα το X
ικανοποιεί ένα μεγάλο σύνολο κατανομών χρηματοοικονομικών προϊόντων.

΄Εχοντας ορίσει:

V aRα(f(X)) = argminV (θ) και CV aRα(f(X)) = minξ∈R V (θ)

Υπολογίζουμε το VaR, χρησιμοποιώντας τη στοχαστική κλίση H : R × R → R του αλγορίθμου
SGLD, ο οποίος δίνεται από τον εξής τύπο:

H(θ, x) = 1− 1

1− a
1f(x)≥θ + 2γθ = − α

1− a
+

1

1− a
1f(x)<θ + 2γ|θ|2

΄Ενα χρηματοοικονομικό προιόν

Θεωρούμε f(x) = x, και η παραπάνω έκφραση παίρνει την μορφή:

H(θ, x) = −α+ 1x<θ + 2γ|θ|2

Χαρτοφυλάκιο από χρηματοοικονομικά προιόντα

Για να επιλύοσυμε το παραπάνω πρόβλημα βελτιστοποίησης, και να ελαχιστοποιήσουμε το CVaR, ενός
δοσμένου χαρτοφυλακίου, θεωρούμε το παρακάτω πρόβλημα:

min
θ̂

V (X, θ̂) := E[θ̂ +
1

1− a

[
n∑
i

gi(ω)Xi − θ̂

]+

] + γ|θ̂|2

όπου θ̂ := (θ, ω)T = (θ, ω1, ω2, .., ωn)
T
και gi(ω) :=

eωi∑n
j=1 eωj

για i = 1, .., n.
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Λύνοντας το παραπάνω πρόβλημα είμαστε σε θέση να λάβουμε όχι μόνο το VaR για το δοσμένο
χαρτοφυλάκιο, αλλά επίσης το βέλτιστο βάρος για κάθε προιόν του χαρτοφυλακίου έτσι ώστε να προ-

κύπτει το ελάχιστο CVaR.
Στη προκειμένη περίπτωση, θεωρούμε ότι τα Xi για κάθε i = 1, .., n είναι ανεξάρτητες, ισόνομες και
μονοδιάστατες τυχαίες μεταβλητές, ωστόσο τα αποτελέσματα μπορούν να επεκταθούν και στη περίπτω-

ση των εξαρτημένων μεταβλητών, βλέπε [15].

Είμαστε σε θέση να ορίσουμε πλέον την στοχαστική κλίση Hθ̂(θ̂, x) : R
n + 1× Rn → Rn + 1 ως:

Hθ̂(θ̂, x) := (Hθ(θ̂, x), Hω1(θ̂, x), Hω2(θ̂, x), ...,Hωn(θ̂, x))
T

όπου Hθ(θ̂, x) : Rn + 1× Rn → R και Hωj(θ̂, x) : Rn + 1× Rn → R για κάθε j δίνεται από το εξής:

Hθ(θ̂, x) = 1− 1

1− α
1∑n

i=1 gi(ω)xi≥θ + 2γθ

και

Hωj(θ̂, x) = 1− 1

1− α
ˆgj(ω, θ)1∑n

i=1 gi(ω)xi≥θ + 2γωj

όπου

ˆgj(ω, θ) =

n∑
i=1

∂gi(ω)

∂ωj
xi για κάθεj = 1, .., n

με

∂gj(ω)

∂ωj
=

eωj
∑

l ̸=jeωl

(
∑n

l=1 e
ωl)2

και

∂gi(ω)

∂ωj
= − eωie

ω
j

(
∑n

l=1 e
ωl)2

για κάθεi ̸= j

18



3.4 Ο αλγόριθμος Stochastic Gradient Langevin Dynamics

Ο αλγόριθμος SGLD ανήκει στη νέα γενιά των αλγορίθμων στοχαστικής κλίσης, επιτρέποντας την
εύρεση ολικών ελαχίστων σε πιθανώς πολύπλοκα και πολυδιάστατα προβλήματα, υπό κατάλληλες υπο-

θέσεις κανονικότητας, βλέπε [13]. Τέτοιοι αλγόριθμοι βασίζονται σε προβλήματα εύρεσης ελαχίστων

σε μη-κυρτές αντικειμενικές συναρτήσεις U , οι οποίες συνδέονται με προβλήματα δειγματοληψίας από
συγκεκριμένη κατανομή πβ(dθ) ∝ exp(−βu(θ))dθ.

Εξετάζοντας μη κυρτά προβλήματα βελτιστοποίησης της μορφής:

minimize U(θ) := E[f(θ,X)]

όπου η κλίση της συνάρτησης f είναι ασυνεχής για θ ∈ Rd
, έχουμε θέσει τα πλαίσια για την επίλυση

του προβλήματος της ελαχιστοποίηση του CVaR ενός χαρτοφυλακίου και της βέλτιστης επιλογής βα-
ρών για τα προιόντα σε αυτό.

Κάτω από ορισμένες συνθήκες για τη συνάρτηση U(x), ορίζεται η αμετάβλητη κατανομή της Langevin
στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης, όπως φαίνεται παρακάτω:

L0 = θ0, dLt = −∇U(Lt)dt+
√
2β−1dBt, t ∈ R+

(7)

όπου (Bt)t ≥ 0 αντιπροσωπέυει την κίνηση Brown Ο αλγόριθμος SGLD δίνεται από τον ακόλουθο
τύπο:

θSGLD
n+1 = θSGLD

n + λH(θSGLD
n , Xn+1) +

√
2λβ−1ξn+1, n ∈ N0 (8)

΄Οπου λ > 0 είναι το μέγεθος του βήματος, (Xt)n∈N0
είναι μια ακολουθία από ισότιμες και ανεξάρτη-

τες μεταβλητές, β > 0, και {ξn+1}n≥1 είναι μια ακολουθία από ανεξάρτητες δισδιάστατες Gaussian
τυχαίες μεταβλητές.

Ο SGLD αλγόριθμος, μπορεί να γίνει αντιληπτός ως η διακριτοποίηση της Langevin διαφορικής ε-
ξίσωσης, όπου ο όρος ∇U έχει αντικατασταθεί από την αμερόληπτη εκτιμήτρια H, η οποία ικανοποιεί
τη σχέση:

∇U = E[H(θ,X0)]

.
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3.5 Αποδείξεις κύριων αποτελεσμάτων για ανεξάρτητα δεδομένα

Για τη περίπτωση ανεξάρτητων δεδομένων, είναι αρκετό να υπολογιστεί η δεύτερη ροπή του σχήματος

SGLD, πριν την εξέταση της σύγκλισης στην απόστασηWasserstain. Το ακόλουθο Λήμμα παρέχει το
άνω φράγμα στη δεύτερη ροπή του σχήματος SGLD με σαφώς ορισμένες σταθερές, βλέπε [3].

Υπόθεση 1 Υπάρχουν θετικές σταθερές L1, L2 και ρ έτσι ώστε, για όλα τα x, x
′ ∈ Rm

και θ, θ′ ∈ Rd
,

∥H(θ, x)−H(θ′, x)∥ ≤ L1(1 + ∥x∥)ρ∥θ − θ′∥,

∥H(θ, x)−H(θ, x′)∥ ≤ L2(1 + ∥x∥+ ∥x′∥)ρ(1 + ∥θ∥)∥x− x′∥.

Υπόθεση 2 Η διαδικασία (Xn)n∈N είναι i.d.d. με ∥X0∥2(ρ+ 1) και ∥θ0∥2 να είναι πεπερασμένα.

Υπόθεση 3 Υπάρχει μια απεικόνιση A : Rm → Rd×d
έτσι ώστε

⟨y,A(x)y⟩ ≥ 0,

για οποιαδήποτε x, y ∈ Rd
(θετικά ημιορισμένη) και, για όλα τα θ, θ′ ∈ Rd

και x ∈ Rm
,

⟨θ − θ′, H(θ, x)−H(θ′, x)⟩ ≥ ⟨θ − θ′, A(x)(θ − θ′)⟩

με τη μικρότερη ιδιοτιμή του πίνακα E[A(X0)] να είναι ένας θετικός πραγματικός αριθμός ο οποίος
συμβολίζεται με a. Είναι σαφές τότε ότι οι ιδιότητες (Β1) και (Β2), βλέπε [3], παραμένουν ισχυρές
για την κλίση ⟨h⟩ του U , με τη μόνη διαφορά ότι η σταθερά Lipschitz στο (Β1) δίνεται από L1E[(1 +
∥X0∥)ρ].

Σε αυτό το σημείο χρειάζεται να παρατεθεί ο ορισμός της απόστασης Wasserstain, εφόσον μπορεί να
θεωρηθεί η απόσταση μεταξύ δύο μέτρων πιθανότητας µ, ν.

Ορισμός 5 Θεωρούμε μετρικό χώρο (X, d) , και p ∈ [1,∞).Για δύο μέτρα πιθανότηταςµ, ν ον X,η
απόσταση Wasserstain τάξης p μεταξύ µ και ν ορίζεται ως εξής:

Wp(µ, ν) =

(
inf

π∈Π(µ,ν)

∫
X

∫
X

d(x, y)p dπ(x, y)

)1/p

= inf {E[d(X,Y )p] | law(X) = µ, law(Y ) = ν} .

Λήμμα 4 Θεωρούμε ότι οι υποθέσεις 1,2 και 3 ισχύουν, βλέπε [3], και

λ0 := min(a/2L12E
[
(1 + ||X0||)2ρ

]
, 1/a)

Για λ ≤ λ0,η συνάρτηση V1(θ) := ∥θ − θ ∗ ∥2 ικανοποιεί

E[V1(θ
λ
n) | θλn−1] ≤ (1− aλ)V1(θ

λ
n−1) + λC

όπου

C := 4L2
2(1 + ||θ∗||)2E[(1 + ||X0||)2ρ+2] + 4(H∗)2 + 2d

Ως αποτέλεσμα supλ≤λ0
supn∈N E[V1(θ

λ
n)] < ∞. Επιπλέον εάν ρ = 0 στην υπόθεση 1,τότε το παραπάνω

αποτέλεσμα είναι αληθές για:

λ ≤ min(1/2L1, 1/(α+ L1))
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Απόδειξη.

Χρησιμοποιώντας το σχήμα SGLD (5), είμαστε σε θέση να υπολογίσουμε:

||θn+1 − θ∗||2 =||θn+1||2 − 2λ⟨θn+1, θ
∗⟩+ ||θ∗||2

=||θn − θ∗||2 − 2⟨θn − θ∗,−λH(θn, Xn+1) +
√

2λβ−1ξn+1⟩

+|| − λH(θn, Xn+1) +
√

2λβ−1ξn+1||2

||θn+1 − θ∗||2 =||θλn − θ∗||2 − 2λ⟨θλn − θ∗, H(θn, Xn+1)−H(θ∗, Xn+1)⟩

+ 2⟨θn − θ∗,
√
2λβ−1ξn+1⟩ − 2λ⟨θn − θ∗, H(θ∗, Xn+1)⟩

+ λ2||H(θnλ,Xn+1)||2 − 2λ⟨H(θnλ,Xn+1),
√

2λβ−1ξn+1⟩
+ 2λβ−1||ξn+1||2

||θλn+1 − θ∗||2 ≤||θλn − θ∗||2 − 2λ⟨θλn − θ∗, A(Xn+1(θ
λ
n − θ∗))⟩

+ 2⟨θλn − θ∗,
√

2λβ−1ξn+1⟩ − 2λ⟨θλn − θ∗, H(θ∗, Xn+1)⟩

+ λ2||H(θλn, Xn+1)||2 − 2λ⟨H(θλn, Xn+1),
√
2λβ−1ξn+1⟩

+ 2λβ−1||ξn+1||2

Επομένως

E[||θλn+1 − θ∗||2|θλn] ≤ ||θλn − θ∗||2 − 2λE[⟨θλn − θ∗, A(Xn+1(θ
λ
n − θ∗)⟩|θλn]

− 2λ⟨θλn − θ∗, h(θ∗)⟩λ2E[||H(θλn, Xn+1)||2|θλn] + 2λβ−1
(1)

όπου

E[⟨θλn − θ∗, H(θ∗, Xn+1)⟩|θλn] =
∑
i=1

(θn − θ∗)iE[Hi(θ
∗, Xn+1)|θn]

=
∑
i=1

(θn − θ∗)ihi(θ
∗, Xn+1) = (θn − θ∗)h(θ∗, Xn+1)

και

||ξn+1||2 =

√√√√ d∑
i=1

(ξin+1)
2

2

→ E[||ξn+1||2|θλn] = 1 + 1... = d
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(1) → E[||θλn+1 − θ∗||2|θλn]
≤ ||θλn − θ∗||2 − 2λα||θλn − θ∗||2 + λ2E[||H(θλn, Xn+1)

−H(θ∗, Xn+1) +H(θ∗, Xn+1)||2|θλn] + 2λβ−1d

≤ ||θλn − θ∗||2 − 2λα||θλn − θ∗||2 + 2λ2E[||H(θλn, Xn+1)−H(θ∗, Xn+1)||2|θλn]
+ 2λ2E[H(θ∗, Xn+1)||2|θλn] + 2λβ−1d

≤ (1− λα)||θλn − θ∗||2 + 2λ2E[||H(θλn, Xn+1)−H(θ∗, Xn+1)||2|θλn]
+ 2λ2E[H(θ∗, Xn+1)||2|θλn] + 2λβ−1d (2)

Περιορισμοί:

(1− λα) ≥ 0 → λ ≤ 1/α
Υπόθεση 1 →

||H(θλn, Xn+1)−H(θ∗, Xn+1)|| ≤ L1(1 + ||Xn+1||)ρ||θλn − θ∗|| ⇒
E[||H(θλn, Xn+1)−H(θ∗, Xn+1)||2] ≤ L2

1E[(1 + ||Xn+1||)2ρ]||θλn − θ∗||2 ⇒
E[||H(θλn, Xn+1)−H(θ∗, Xn+1)||2] + ||θλn − θ∗||2 ≤ L2

1E[(1 + ||Xn+1||)2ρ]||θλn − θ∗||2

+ ||θλn − θ∗||2 ⇒ ||θλn − θ∗||2(1 + E[(1 + ||Xn+1||)2ρ]) ≤ 0 →

λ ≤ α/(2E[L2
1(1 + ||Xn+1||2ρ)])

(Xn)n∈Ni.d.d−−−−−−−−→ λ ≤ α/2E[L2
1(1 + ||X0||2ρ)]

Συνεπώς για λ ≤ min(α/2E[L2
1(1 + ||X0||2ρ)], 1/α)

E[||θλn+1 − θ∗||2|θλn] ≤ (1− λα)||θλn − θ∗||2 + 4λ2L2
2(1 + ||θ∗||)2E(1 + ||X0||)2ρ+2)

+ 4λ2{H∗}2 + 2λβ−1d

E[||θλn+1 − θ∗||2|θλn] ≤ (1− λα)||θλn − θ∗||2 + λC (3)

όπου C = 4L2
2(1 + ||θ∗||)2E[(1 + ||X0||2ρ+2)] + 4λ2{H∗}2 + 2λβ−1d

Κατά συνέπεια για, κάθε n ≥ 1,

E
[
E
[
∥θλn+1 − θ∗∥2|θλn

]]
≤ E[(1− λα)∥|θλn − θ∗∥|2 + λC]

E[||θλn+1 − θ∗∥|2] ≤ (1− λα) E[||θλn − θ∗∥|2] + λC ≤ (1− λα)[(1− λα)E[||θ2n−1 − θ∗||2 + λC]]

E[||θλn − θ∗∥|2] ≤ (1− λα)n∥|θλ0 − θ∗∥|2 + C

α
< ∞

Παρατηρούμε ότι, για ρ = 0 στην υπόθεση 1, τότε H είναι co-coercive, με την ακόλουθη ιδιότητα, για
κάθε x ∈ Rm

και θ, θ∗ ∈ Rd

⟨θ − θ′, H(θ, x)−H(θ′, x)⟩ ≥ 1

L1
||H(θ, x)−H(θ′, x)||2 (4)

22



Από την (4),μπορούμε να αναδιατυπώσουμε τη (1) ως:

E[||θ2n+1 − θ∗||2|θλn] ≤ ||θλn − θ∗||2 − λE[⟨θλn − θ∗, A(Xn+1)(θ
λ
n − θ∗)⟩|θλn]

− λ

L1
||H(θλn, Xn+1)−H(θ∗, Xn+1)||2 + 2λ⟨θλn − θ∗, h(θ∗)⟩

+ λ2E[||H(θλn, Xn+1)||2|θλn] + 2λβ−1d

E[||θ2n+1 − θ∗||2|θλn] ≤ ||θλn − θ∗||2 − λα||θλn − θ∗||2

− λ

L1
||H(θλn, Xn+1)−H(θ∗, Xn+1)||2

+ λ2E[||H(θλn, Xn+1)−H(θ∗, Xn+1) +H(θ∗, Xn+1)||2|θλn]
+ 2λβ−1d

E[||θ2n+1 − θ∗||2|θλn] ≤(1− λα)||θλn − θ∗||2 + (2λ2 − λ

L1
)E[||H(θλn, Xn+1)−H(θ∗, Xn+1)||2|θλn]

+ 2λ2E[H(θ∗, Xn+1)|θλn] + 2λβ−1d

≤ (1− λα)||θλn − θ∗||2 + (2λ2 − λ

L1
)||H(θλn, Xn+1)−H(θ∗, Xn+1)||2

+ 2λ2[H(θ∗, Xn+1)|θλn + 2λβ−1d

το οποίο μας δίνει για λ ≤ 1
2L1
το εξής:

E[||θ2n+1 − θ∗||2|θλn] ≤(1− λα)||θλn − θ∗||2 + 4λ2L2
2(1 + ||θ∗||)2E[1 + ||X0||2]

+ 4λ2{H∗}2 + 2λβ−1d

≤(1− λα)||θλn − θ∗||2 + λC

pou C = 4λ2L2
2(1 + ||θ∗||)2E[1 + ||X0||2] + 4{H∗}2 + 2λβ−1d Απόδειξη θεωρήματος.

Παρατηρούμε ότι η Β1 ισχυεί με τη διαφορά ότι η σταθερά Lipschitz δίνεται από τον τύπο L1E[(1 +
||X0||ρ)],και η Β2 ισχύει με α.Χρειάζεται να σημειωθεί , ότι τα ακόλουθα αποτελέσματα ισχύουν.
Αρχικά, μπορούμε να παρατηρήσουμε, ότι τα ακόλουθα αποτελέσματα ισχύουν λόγω του Λήμματος 5.1.

sup
λ∈(0,λ0)

sup
n≥0

E[||θλn||2] < c0

όπου c0 = 2E||θ0 − θ∗||2 + 2C
α + 2||θ∗||2,και C δίνεται από το Λήμμα 5.1.

23



Απόδειξη.

E[||θλn − θ∗∥|2] ≤ (1− λα)nE[||θλ0 − θ∗||2] + C

α
< ∞ ⇒

E[
||θn||2

2
− ||θ∗||2] ≤ (1− λα)nE[||θλ0 − θ∗||2] + C

α
⇒

1

2
E[||θn||2]− E[||θ∗||2] ≤ (1− λα)nE[||θλ0 − θ∗||2] + C

α
⇒

E[||θn||2] ≤ 2(1− λα)nE[||θλ0 − θ∗||2] + 2
C

α
+ 2||θ∗||2 ⇒

sup
n≥0

E[||θn||2] ≤ sup
n≥0

2(1− λα)nE[||θλ0 − θ∗||2] + 2
C

α
+ 2||θ∗||2

≤ 2E[||θλ0 − θ∗||2] + 2
C

α
+ 2||θ∗||2 ⇒

sup
λ∈(0,λ0)

sup
n≥0

E[||θλn||2] ≤ 2E[||θλ0 − θ∗||2] + 2
C

α
+ 2||θ∗||2 = c0

Συνδυάζοντας ταυτόχρονα τα δύο σχήματα λαμβάνουμε:

¯θn+1
λ
:= θ̄n

λ − λh(θ̄λn) +
√
2λβ−1ξn+1 καιθ

λ
n+1 := θλn − λh(θλn) +

√
2λβ−1ξn+1, λαμβάνουμε:

||θλn+1 − ¯θλn+1||2 = ||θλn − θ̄λn − λ(H(θλn, Xn+1)− h( ¯θλn))||2

||θλn+1 − ¯θλn+1||2 ≤ ||θλn − θ̄λn||2 − 2λ⟨θλn − θ̄λn, H(θλn)− h(θ̄λn)⟩+ λ2||H(θλn)− h(θ̄λn)||2

≤ ||θλn − θ̄λn||2 − 2λ⟨θλn − θ̄λn, H(θλn)− h(θλn) + h(θλn)− h(θ̄λn)⟩
+ λ2||H(θλn)− h(θλn) + h(θλn)− h(θ̄λn)||2

≤ ||θλn − θ̄λn||2 − 2λ⟨θλn − θ̄λn, H(θλn)− h(θλn)⟩ − 2λ⟨θλn − θ̄λn, h(θ
λ
n)− h(θ̄λn)⟩

+ 2λ2||H(θλn, Xn+1)− h(θλn)||2 + 2λ2||h(θλn)− h(θ̄λn)||2

Παίρνοντας την μέση τιμή και για τα δύο μέλη και χρησιμοποιώντας

⟨θ − θ′, h(θ) − h(θ′) ≥ α̃||θ − θ′||2 + 1
α+L1

||h(θ) − h(θ′)||2,όπου έχουμε θέσει: α̃ = αL1

α+L1
οπότε

λαμβάνουμε :

E[||θλn+1 − ¯θλn+1||2|θλn, θ̄λn] ≤ ||θλn − θ̄λn||2 − 2λα̃||θλn − θ̄λn||2 −
2λ

α+ L1
||h(θλn)− h(θ̄λn)||2

+ 2λ2E[||H(θλn, Xn+1)− h(θλn)||2] + 2λ2||h(θλn)− h(θ̄λn)||2

Περιορισμοί:

Δεδομένου ότι:

2λ||h(θn)− h(θ̄n)||2(λ− 1

α+ L1
) ≤ 0 ⇒ λ− 1

α+ L1
≤ 0 ⇒ λ ≤ 1

α+ L1
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΄Ετσι, για: λ ≤ 1
α+L1

,

E[||θλn+1 − ¯θλn+1||2|θλn, θ̄λn]
≤ (1− λα̃)||θλn − θ̄λn||2 + 2λ2E[||H(θλn, Xn+1)− E[H(θλn, Xn+1)|θλn, θ̄λn]||2|θλn, θ̄λn]

το οποίο ισχυεί λόγω της παρακάτω ιδιότητας :

Μπορούμε να θεωρήσουμε X ⊥⊥ Y ,τότε,
E[h(Z, Y |Z)] = r(Z), όπου r(X) = E[h(X,Y )],έτσι παίρνουμε:
E[H(θλn, Xn+1)|θλn, θ̄λn] = r(θλn),όπουr(x) = E[H(x,Xn+1)]

Λήμμα Α.2

΄Εστω G,H ⊂ F , σ-άλγεβρα, και p ≥ 1.Θεωρούμε ότι X,Y R τυχαίες μεταβλητές στο Lp
τέτοιες ώστε

η Y να είναι μετρήσιμη ως το H ∪G.Τότε

E
1
p [||X − E[X|H ∪G]||p|G] ≤ 2E

1
p [||X − Y ||p|G]

Θέτουμε p = 2, X = H(θλn, Xn+1) και Y = H(θλn, E[Xn+1|θλn, θ̄λn])
και παίρνουμε:

E[||H(θλn, Xn+1)− E[H(θλn, Xn+1)|θλn, θ̄λn]||2|θλn, θ̄λn]
≤ 4E[||H(θλn, Xn+1)−H(θλn, E[Xn+1|θλn, θ̄λn])||2|θλn, θ̄λn]

Συνεπώς, λόγω του Λήμματος Α.2,

E[||θλn+1 − ¯θλn+1||2|θλn, θ̄λn]
≤ (1− λα̃)||θλn − θ̄λn||2 + 8λ2E[||H(θλn, Xn+1)−H(θλn, E[Xn+1|θλn, θ̄λn])||2|θλn, θ̄λn]
≤ (1− λα̃)||θλn − θ̄λn||2 + 8λ2L2

2(1 + ||θλn||)2V arW(X0)

όπου V arW(X0) := E[(1 + ||X0||+ ||E[X0])
2ρ||X0 − E[X0]||2]

Το οποίο ισχύει διότι:

||H(θ, x)−H(θ, x′)|| ≤ L2(1 + ||x||+ ||x′||)ρ(1 + ||θ||)||x− x′||
||H(θ,Xn+1)−H(θ,E[Xn+1|θλn, θ̄λn])|| ≤ L2(1 + ||Xn+1||+ ||E[Xn+1]||)ρ(1 + ||θ||)||Xn+1 − E[Xn+1]||
||H(θ,Xn+1)−H(θ,E[Xn+1|θλn, θ̄λn])|| ≤ L2(1 + ||X0||+ ||E[X0]||)ρ(1 + ||θ||)||X0 − E[X0]||

Η ιδιότητα E[X0] = E[Xn+1], ισχύει στη περίπτωση ανεξάρτητων και ισόνομων μεταβλητών
Συνεπώς λαμβάνουμε για λ = 1

α̃ :

H(θλn, E[Xn+1||2|θλn, θ̄λn] ≤ +8λ2L2
2(1 + sup

n≥0
||θλn||)2V arW(X0)
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Θεωρώντας c̄ =
√
8λ2L2

2(1 + c0)2V arW(X0)
1
ã , λαμβάνουμε:

W2(Law(θ
λ
n), Law(θ̄

λ
n)) ≤ c̄λ1/2

Τότε μαζί με το θεώρημα 4.11:

΄Εχοντας ισχύ οι υποθέσεις 3.1, 3.2, 3.3, βλέπε [4] και λ < λ̄ όπου λ̄ είναι ορισμένο.Τότε, από τη
Μαρκοβιανή Αλυσίδα θλnn ∈ N προκύπει το αμετάβλητο μέτρο πλ ,το οποίο για όλα τα n ∈ N ικανο-
ποιέι:

W2(Law( ¯θλn)), πλ) ≤ ĉe−αλn

Η απόσταση Wasserstein Wp ικανοποιεί το αξιώμα της απόστασης

Wp(µ1, µ3) ≤ Wp(µ1, µ2) +Wp(µ2, µ3)

Το οποίο προκύπτει ως εξής:

W2(Law(θ
λ
n, π) ≤ W2(Law(θ

λ
n, Law(θ̄

λ
n) +W2(Law(θ̄λn), π) ⇒

W2(Law(θ
λ
n, π) ≤ c̄λ(1/2) + ĉe−αλn + cλ(1/2) ⇒

Ĉ[λ(1/2) + e−αλn ]

όπου Ĉ = max{ĉ, c1, c}
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4 Μέθοδοι υπολογισμού VaR

4.1 Μέθοδος Διακύμανσης-Συνδιακύμανσης

Η μέθοδος διακύμανσης-συνδιακύμανσης είναι μια απλή και εύκολα εφαρμώσιμη παραμετρική μέθοδος

VaR, η οποία χρησιμοποιήθηκε ευρέως στον χρηματοοικονομικό κλάδο στις αρχές του είκοστού αιώνα.
Ωστόσο, δεν καταγράφηκε σωστά μέχρι τη δημοσίευση ενός τεχνικού εγγράφου διαχείρισης κινδύνου

από την JP Morgan (Longerstaey & Spencer, 1996). Η μέθοδος διακύμανσης-συνδιακύμανσης υ-
ποθέτει ότι η απώλεια Xt υπακούει στην κανονική κατανομή και είναι σειριακά ανεξάρτητη μεταξύ

των παρατηρήσεων. Υπό την υπόθεση της κανονικότητας, τα ποσοστημόρια (quantiles) είναι γνωστοί
πολλαπλασιαστές της τυπικής απόκλισης. Με άλλα λόγια, το V aRα μπορεί να ληφθεί από:

V aRα = µ+ λσ,

όπου µ είναι ο μέσος όρος του δείγματος, σ είναι η τυπική απόκλιση του δείγματος, και λ είναι ένας
πολλαπλασιαστής. ΄Ετσι, ο υπολογισμός απαιτεί μόνο την εκτίμηση του µ και του σ. Η υπόθεση της
σειριακής ανεξαρτησίας υπονοεί ότι η τιμή του Xt−k δεν επηρεάζει την τιμή του Xt. Με άλλα λόγια,

ο Xt είναι ανεξάρτητος και ομοιόμορφα κατανεμημένος. Κατά συνέπεια, μακροπρόθεσμες τυπικές α-

ποκλίσεις μπορούν να ληφθούν πολλαπλασιάζοντας τυπικές αποκλίσεις καθημερινού ορίζοντα με την

τετραγωνική ρίζα του αριθμού των ημερών στον μακρύτερο ορίζοντα. Η ίσης βαρύτητας κινούμενος

μέσος όρος και ο εκθετικά βαρυμένος κινούμενος μέσος όρος (Hendricks, 1996) είναι δύο παραλλαγές
της μεθόδου διακύμανσης-συνδιακύμανσης.

΄Ενα βασικό μειονέκτημα της μεθόδου διακύμανσης–συνδιακύμανσης είναι οι ισχυρές υποθέσεις σχετικά

με τη συνάρτηση κατανομής F . Τα πραγματικά δεδομένα μπορεί να μην έχουν κανονική κατανομή.

4.1.1 Μέθοδος Διακύμνασης-Συνδιακύμανσης για τη

πολυμεταβλητή κανονική κατανομή

Εξετάζουμε, στη προκειμένη περίπτωση, το παραμετρικό VaR κάνοντας παραμετρικές υποθέσεις σχε-
τικά με τις αποδόσεις των μεμονομένων χρημαροοικονομικών προιόντων αντί για υποθέσεις σχετικά

με τις αποδόσεις του χαρτοφυλακίου. Από πολλές απόψεις η προφανής υπόθεση που πρέπει να γίνει

— ή τουλάχιστον η υπόθεση που θα θέλαμε να μπορούμε να κάνουμε — είναι ότι οι αποδόσεις των

των μεμονομένων χρημαροοικονομικών προιόντων κατανέμονται ως πολυμεταβλητές κανονικές. Αυτή

η υπόθεση είναι το αντίστοιχο της προηγούμενης υπόθεσης ότι οι αποδόσεις του χαρτοφυλακίου είναι

κανονικές — και, πράγματι, η υπόθεση ότι οι αποδόσεις των των μεμονομένων χρημαροοικονομικών

προιόντων είναι πολυμεταβλητές κανονικές συνεπάγεται ότι οι αποδόσεις του χαρτοφυλακίου θα είναι

κανονικές.

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα χαρτοφυλάκιο που αποτελείται από n διαφορετικά προιόντα, των ο-
ποίων οι αποδόσεις κατανέμονται ως πολυμεταβλητές κανονικές με μέση τιμή µ και πίνακα διακύμανσης-
συνδιακύμανσης Σ, όπου µ είναι ένας διάνυσμα n×1 και Σ είναι ένας πίνακας n×n με όρους διακύμανσης
κατά μήκος της κύριας διαγωνίου και συνδιακυμάνσεις αλλού. Το διάνυσμα 1×n w δίνει την αναλογία
του χαρτοφυλακίου μας που επενδύεται σε κάθε περιουσιακό στοιχείο (δηλαδή, το πρώτο στοιχείο w1

δίνει την αναλογία του χαρτοφυλακίου που επενδύεται στο περιουσιακό στοιχείο 1, και ούτω καθεξής,

και το άθροισμα των όρων wi είναι 1). Επομένως, η απόδοση του χαρτοφυλακίου μας έχει αναμενόμενη

τιμή wµ, διακύμανση wΣwT
, όπου wT

είναι το διάνυσμα n × 1 της μετατροπής της w, και τυπική
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απόκλιση

√
wΣwT . Εάν η τρέχουσα αξία του χαρτοφυλακίου μας είναι P , τότε το VaR για χρονική

περίοδο ίση με τη μονάδα και επίπεδο εμπιστοσύνης α είναι:

VaRα = zα
√
wΣwT +wµ

Κατ΄ επέκταση, στην ειδική περίπτωση, όπου το χαρτοφυλάκιο μας αποτελέιται από δύο χρηματοοικο-

νομικά προιόντα, τα οποία ακολουθούν κανονική κατανομή με N(µ1, σ
2
1) και N(µ2, σ

2
2). Η χρονική

περίοδος, που μας αφορά ισούται με τη μονάδα, έχουμε:

VaRα = zα

√
w2

1σ
2
1 + w2

2σ
2
2 + 21w2σ1σ2 + w1µ1 + w2µ2

4.2 Ιστορική Μέθοδος

Η ιστορική προσομοίωση (HS), μια μη παραμετρική μέθοδος, αντιμετωπίζει την αδυναμία της μεθόδου
διακύμανσης-συνδιακύμανσης χρησιμοποιώντας την εμπειρική συνάρτηση κατανομής για να προσεγ-

γίσει την F . Η VaR μπορεί στη συνέχεια να υπολογιστεί ως:

VaRα = F̂−1
N (1− α),

όπου F̂N (x) = 1
N

∑N
i=1 I(Xi ≤ x) και N είναι το συνολικό μέγεθος του δείγματος.

Η μέθοδος HS έχει αρκετές παραλλαγές. Η χρονικά σταθμισμένη ιστορική προσομοίωση (Richardson,
Boudoukh, & Whitelaw, 1998)εφαρμόζει εκθετικά φθίνοντα βάρη στις παρελθοντικές αποδόσεις, πριν
από τον προσδιορισμό του κατάλληλου ποσοστιαίου σημείου αυτής της χρονικά σταθμισμένης εμπει-

ρικής κατανομής. Η φιλτραρισμένη ιστορική προσομοίωση (FHS) (Barone-Adesi, Giannopoulos, &
Vosper, 1999, 2002) εξετάζει τη μεταβλητότητα των αγορών για να φιλτράρει τις παρατηρήσεις και
στη συνέχεια επαναδειγματίζει τα δεδομένα. Η υπό συνθήκη ιστορική προσομοίωση (CHS) (Hull &
White, 1998; Ziković & Aktan, 2011) προτείνει τη βελτιστοποίηση για τον καθορισμό του βέλτιστου
παράγοντα αποσύνθεσης για τη μέθοδο BRW.
Το πλεονέκτημα της HS είναι ότι δεν κάνει υποθέσεις σχετικά με τα δεδομένα, είναι συνήθως ακριβής
για επαρκώς μεγάλα σύνολα δεδομένων, αλλά δεν έχει την ικανότητα επέκτασης για μικρά μεγέθη

δειγμάτων. Επιπλέον, έχει υψηλή διακύμανση στα ακραία ποσοστιαία σημεία, καθώς οι παρελθούσες

παρατηρήσεις στην ουρά είναι περιορισμένες (Pritsker, 2006).

Το παρκάτω λήμμα αποτελεί κλειδί για τον υπολογσμό του VaR μέσω της ιστορικής μεθόδου.

Λήμμα 5 ΄Εστω X1, X2, . . . μια ακολουθία ανεξάρτητων και ταυτόσημα κατανεμημένων (i.i.d.) τυ-
χαίων μεταβλητών, Xi : Ω → R, με την ίδια κατανομή όπως το X. ΄Εστω x ∈ R σταθερό. Εάν
πάρουμε μια ακολουθία τυχαίων μεταβλητών FN (x) : Ω → R ορισμένη ως

FN (x) =
1

N

N∑
i=1

1{Xi ≤ x},

τότε FN (x)
P−→ FX(x)

Απόδειξη 4 Εισάγοντας την ακόλουθη σημειογραφία: Yi = 1{Xi ≤ x} και Y = 1{X ≤ x}.
Σύμφωνα με τον ασθενή νόμο των μεγάλων αριθμών,

1
N

∑N
i=1 Yi

P−→ E(Y ), επομένως
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FN (x) =
1

N

N∑
i=1

Yi
P−→ E(Y ) = E(1{X ≤ x}) = P (X ≤ x) = FX(x),

όπως απαιτείται. Ας υποθέσουμε τώρα ότι τα X̂1, . . . , X̂N είναι αποτελέσματα προσομοιώσεων που

ακολουθούν την ίδια κατανομή όπως το X και ας ορίσουμε

F̂N (x) =
1

N

N∑
i=1

1{X̂i ≤ x}.

Σύμφωνα με Λήμμα, για κάθε x ∈ R,

FX(x) = lim
N→∞

F̂N (x).

Ας υποθέσουμε ότι το YN είναι η διακριτή τυχαία μεταβλητή με κατανομή

P (YN = X̂i) =
1

N
για i = 1, . . . , N.

Η συνάρτηση κατανομής του YN είναι ίση με την F̂N . Παίρνοντας επαρκώς μεγάλο N , η VaRα(X)
μπορεί να προσεγγιστεί χρησιμοποιώντας την VaRα(YN ),

VaRα(X) ≈ VaRα(YN ).

Η VaRα(YN ) μπορεί εύκολα.

4.2.1 Ιστορική Μέθοδος για τη πολυμεταβλητή κατανομή

Η πιο διαδεδομένη μη παραμετρική προσέγγιση των πολυμεταβλητών μοντέλων VaR είναι η πολυμε-
ταβλητή ιστορική προσομοίωση (multivariate HS). Κάτω από αυτή την προσέγγιση, η εκτίμηση του
VaR βασίζεται στην εμπειρική κατανομή απωλειών. ΄Ολες οι πληροφορίες σχετικά με την κατανομή των
μελλοντικών αποδόσεων υποτίθεται πως αντανακλώνται από την εμπειρική κατανομή απωλειών. Αυτή

η υπόθεση επιτρέπει την πρόβλεψη του μελλοντικού VaR απευθείας από τις ιστορικές παρατηρήσεις των
αποδόσεων του χαρτοφυλακίου, αντί της εκτίμησης της κατανομής απωλειών υπό κάποια συγκεκριμένα

στατιστικά μοντέλα. Η πολυμεταβλητή έκδοση της ιστορικής προσομοίωσης είναι παρόμοια με την

απλή univariate ιστορική προσομοίωση. Αλλά πριν από την διαδικασία της ιστορικής προσομοίωσης,
οι αποδόσεις των χρηματοοικονομικών προιόντων μετατρέπονται σε αποδόσεις χαρτοφυλακίου.

Rp = wRa

όπου Rp δηλώνει τις συνθετικές αποδόσεις του χαρτοφυλακίου, w δηλώνει τα βάρη των χρηματοπιστω-
τικών περιουσιακών στοιχείων στο χαρτοφυλάκιο, Ra δηλώνει το διάνυσμα των ιστορικών αποδόσεων

των συστατικών του χαρτοφυλακίου.

Στη συνέχεια, το VaR της επόμενης μέρας V aRt+1
α εκτιμάται από την ποσοστιαία τιμή 1− α (q1−α)

της ιστορικής κατανομής των αποδόσεων του χαρτοφυλακίου Rp, πολλαπλασιασμένη με την τρέχουσα

αξία του χαρτοφυλακίου (VP ).

V aRt+1
α = −q1−α(Rp(t);Rp(t− 1); . . . ;Rp(1))
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4.3 Μέθοδος Monte Carlo

Οι μέθοδοι προσομοίωσης Monte Carlo είναι μακράν ένα από τα πιο ευέλικτα και ισχυρά εργαλεία για
την εκτίμηση της αξίας κινδύνου VaR. Μπορούν να λάβουν υπόψη όλες τις μη γραμμικότητες της αξίας
του χαρτοφυλακίου σε σχέση με τους βασικούς του παράγοντες κινδύνου. Ωστόσο, αυτή η μέθοδος

έχει ακόμη ένα δυνητικό αδύνατο σημείο. Πριν από την προσομοίωση πρέπει να επιλεγούν συγκεκρι-

μένες στοχαστικές διαδικασίες. Ως αποτέλεσμα, αυτή η μέθοδος είναι πολύ ευαίσθητη στην επιλογή

των στοχαστικών διαδικασιών.

Η βασική ιδέα αυτής της προσέγγισης είναι να γίνεται επανειλημμένα προσομοίωση από στοχαστι-

κές διαδικασίες που διέπουν τις αποδόσεις των χρηματοοικονομικών προιόντων. Τα κύρια βήματα σε

μια βασική προσέγγιση Monte Carlo για την εκτίμηση πιθανοτήτων ζημιών είναι τα εξής:

1. ΔημιουργίαN σεναρίων με δειγματοληψία μεταβολών στους παράγοντες κινδύνου∆S(1), . . . ,∆S(N)
κατά τον ορίζοντα ∆t.

2. Επαναξιολόγηση του χαρτοφυλακίου στο τέλος του ορίζοντα ∆t στα σενάρια S+∆S(1), . . . , S+
∆S(N)· προσδιορισμός των ζημιών L(1), . . . , L(N) αφαιρώντας την επαναξιολόγηση σε κάθε
σενάριο από την τρέχουσα αξία του χαρτοφυλακίου.

3. Υπολογισμός του κλάσματος των σεναρίων στα οποία οι ζημιές υπερβαίνουν το x: 1
N

∑
I(L(i) >

x), όπου I(L(i) > x) = 1 αν L(i) > x και 0 διαφορετικά.

Για να εκτιμήσουμε το VaR, το τελευταίο βήμα χρειάζεται να επαναληφθεί για πολλαπλές τιμές του x:
τα απαιτούμενα ποσοστημόρια μπορούν στη συνέχεια να εκτιμηθούν.

Θεωρώντας την απλή περίπτωση χαρτοφυλακίου με δύο χρηματοοικονομικά χρηματοοικονομικά προι-

όντα. Το διάνυσμα των αποδόσεων µ, του πίνακα συνδιακύμανσης Σ και το διάνυσμα των βαρών του
χαρτοφυλακίου w υποτίθεται ότι είναι:

µ =

(
0.1
1

)
, Σ =

(
1 0.4
0.4 1

)
, w =

(
0.5
0.5

)

Η διαδικασία προσομοίωσης ξεκινά με τον ορισμό της τροχιάς για τη δημιουργία πιθανών σεναρίων απο-

δόσεων του χαρτοφυλακίου. Για λόγους απλότητας, η τροχιά προσδιορίζεται ως ο τυχαίος αριθμός που

παράγεται από την πολυμεταβλητή κατανομή με μέση τιμή µ και πίνακα συνδιακύμανσης Σ. Σε κάθε
επανάληψη, λαμβάνουμε μια προσομοιωμένη απόδοση του χαρτοφυλακίου. Και μετά από 100000 επανα-

λήψεις, λαμβάνουμε την κατανομή πιθανότητας των προσομοιωμένων αποδόσεων του χαρτοφυλακίου.

Το V aR0.95 μπορεί να εξαχθεί ως το 95% ποσοστημόριο της κατανομής των απωλειών.
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5 Εφαρμογές του SGLD αλγορίθμου σε χαρτοφυλάκια

Στο παρόν κεφάλιαο επιχειρούμε να εξετάσουμε την ισχύ του Stochastic Gradient Langevin Dynamics
αλγορίθμου, και ως εκ τούτου εφαρμόζουμε αρχικά τον αλγόριθμο σε χαρτοφυλάκιο , που αποτελε-

ίται από χρηματοοικονομικά προιόντα, τα οποία ακολουθουν γνωστές κατανομές. Στη συνέχεια, θα

εξερευνήσουμε τις ικανότητες του αλγορίθμου εφαρμόζοντας τον σε χαρτοφυλάκιο με προοιόντα, που

έχουν υψηλή συσχέτιση μεταξύ τους και κατ΄ επέκταση ανήκουν στον ίδιο κλάδο. Τέλος θα κληθούμε

να συγκρίνουμε δύο χαρτοφυλάκια ως προς το VaR που παράγει ο αλγόριθμος SGLD και η Ιστορική
Μέθοδος, για δύο διαφορετικές χρονικές περιόδους.

Για τα υπολογιστικά πειράματα, έχουμε θέσει θ0 = 0, β = 108, γ = 10−8, λ = 10−4 και ο αριθ-
μός τως επαναλήψεων έχει οριστεί n = 106, ενώ θεωρούμε διάστημα εμπιστοσύνης ίσο με 95% για
τον υπολογισμό των μέτρων VaR και CVaR

5.1 Χαρτοφυλάκιο με δύο χρηματοοικονομικά προιόντα γνωστών

κατανομών

Ο αντίστοιχος υπολογισμός για το Value at Risk, πρόκειται να συγκριθεί με τις τρεις ντετερμινιστικές
μεθόδους: προσομοίωση Monte Carlo, ιστορική μέθοδος και μέθοδος Διακύμανσης-Συνδιακύμανσης,
καθώς και με τη πραγματική τιμή του VaR, που προκύπτει για Gaussian τυχαίες μεταβλητές και
πραγματευόμαστε στο δεύτερο κεφάλιαο της εργασίας.Διακρίνουμε έξι περιπτώσεις για διαφορετικές

τιμές συσχέτισης ρ = [0.5,−0.5, 0.2,−0.2, 0.8,−0.8], οπότε τα δύο προινόντα που είναι κανονικά
κατανεμημένα ικανοποιούν τις εξής σχέσεις:

X1 = Z1

X2 = ρZ1 +
√
1− ρ2Z2

Τέλος, αξίζει να σημειωθεί, ότι για κάθε υπολογισμό γινέται χρήση ενός 95% διαστήματος εμπιστο-
σύνης.

Πίνακας 1: Σύγκριση Μεθόδων

Κατανομές SGLD Διακύμανση

Συνδιακύμανση

Monte
Carlo

Ιστορικήw1 w2

Ν(500,1) & Ν(683,1) 501,645 501,643 498,352 498,359 0.999995 0.000005

Ν(500,1) & Ν(183,1) 184,659 184,659 181,397 181,395 0.000006 0.999994

Ν(500,1) & Ν(589,1) 501,645 501,645 498,379 498,363 0.999991 0.000009

Ν(500,1) & Ν(389,1) 391,544 391,545 388,289 388,245 0.000009 0.999991

Ν(500,1) & Ν(700,1) 501,645 501,647 498,389 498,349 0.999996 0.000004

Ν(500,1) & Ν(-100,1) -98.106 -98.103 -101.365 -101.394 0.000417 0.999583
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Πίνακας 2: Πραγματική τιμή VaR

Κατανομές VaR Formula

Ν(500,1) & Ν(683,1) 501,6460

Ν(500,1) & Ν(183,1) 184,6595

Ν(500,1) & Ν(589,1) 501,6457

Ν(500,1) & Ν(389,1) 391,5439

Ν(500,1) & Ν(700,1) 501,6457

Ν(500,1) & Ν(-100,1) -98,1060

Τα παραπάνω αποτελέσματα έχουν υπολογιστεί για τα βέλτιστα βάρη, που υποδεικνύει ο αλγόριθμος

SGLD προκειμένου να λαμβάνουμε το ελάχιστο VaR και είναι εμφανή στις δύο τελευταίες στήλες του
Πίνακα 1.

Στο Πίνκα 2, εμφανίζονται οι πραγματικές τιμές του VaR, όπως υποδεικνύει ο τύπος για Gaussian
τυχαίες ματαβλητές.Παρατηρούμε εύκολα ότι ο αλγόριθμος SGLD και η μέθοδος Διακύμανσης Συν-
διακύμανσης συμωνούν και συγκλίνουν στη πραγματική τιμή του VaR, ενώ οι μέθοδοι Monte Carlo
και Ιστορική έχουν μια μικρή αλλά σημνατική απόκλιση.

Το εν λόγω πείραμα, είναι ιδιαίτερα ενθαρρυντικό για την ισχύ του SGLD αλγορίθμου καθώς
γνωρίζουμε την τιμή στόχο για το VaR, ενώ σε κάθε άλλη περίπτωση η αυξημένη πολυπλοκότητα
καθιστά την λύση άγνωστη.

5.2 Χαρτοφυλάκιο με προιόντα υψηλής συσχέτισης

Αυτή τη φορά απο αποπειρόμαστε να εξετάσουμε τον αλγόριθμο σε χαρτοφυλακιο, το οποίο απαρτίζε-

ται από χρηματοοικονομικά προιόντα και πιο συγκεκριμένα από μετοχές Ελληνικού Χρηματιστηρίου,

προερχόμενες από ορισμένο κλάδο.Στη προκειμένη περίπτωση έχει επιλεχθεί ο τραπεζικός κλάδος, ο

οποίος κατά την οικονομική κρίση του 2009 είχε επηρεαστεί ιδιαίτερα.Μεγάλο ενδιαφέρον υπάρχει όχι

μονο στην τιμή του VaR κατά τη περίοδο της ύφεσης σε σύγκριση με την ύστερη περίοδο, αλλά και
στην κατανομή των αντίστοιχων βαρών σε κάθε μετοχή.

Θα εκμεταλλευτούμε τις τιμές κλεισίματος των μετοχών των εξής τραπεζών: Τράπεζα Πειραιώς, Τράπε-

ζα της Ελλάδος, Eurobank και Alpha Bank. Κατά τη περίοδο της οικονομικής ύφεσης έχουμε τα εξής
αποτελέσματα, σον πρώτο πίνακα, ενώ παράλληλα κατά τη ύστερη περίοδο της οικονομικής ύφεσης

έχουμε τα αντίστοιχα αποτελέσματα στον δεύτερο πίνακα:

Βάρος 1ης

μετοχής

Βάρος 2ης

μετοχής

Βάρος 3ης

μετοχής

Βάρος 4ης

μετοχής

Value at Risk

Αποτελέσματα 2.93·10−227
0.000003 0.000059 0.999938 3.197615

Πίνακας 3: Υπολογισμός Value at Risk και βαρών για την περίοδο 2009-2018
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Βάρος 1ης

μετοχής

Βάρος 2ης

μετοχής

Βάρος 3ης

μετοχής

Βάρος 4ης

μετοχής

Value at Risk

Αποτελέσματα 0.015614 0.133044 0.541495 0.309847 2.014983

Πίνακας 4: Υπολογισμός Value at Risk και βαρών για την περίοδο 2018-2024

Παρατηρούμε ότι κατα της περίοδο της κρίσης ο αλγόριθμος αποδίδει όλο το βάρος σε μια τράπε-

ζα, στην Alpha Bank, ενώ στη περίοδο ανάκαμψης ο αλγόριθμος αποδίδει σημαντικά βάρη και στις
υπόλοιπες τράπεζες, γεγονός που μας ωθεί στην υπόθεση ότι η Alpha Bank κατά τη περίοδο της
κρίσης παρουσίαζε μεγαλύτερη σταθερότητα σε σύγκριση με τις υπόλοιπες τράπεζες.

5.3 Σύγκριση SGLD αλγόριθμου και Ιστορικής μεθόδου για τον υ-
πολογισμό του VaR

Παρακάτω παρουσιάζεται η σύγκριση της ιστορικής μεθόδου με τον αλγόριθμό μας, για τον υπολο-

γισμό του VaR. Αποτελέι ένα ακόμα πείραμα, το οποίο μπορούμε να υλοποιήσουμε προκειμένου να
εξετάσουμε τον SGLD αλγόριθμο και διαφοροποιείται από το πρηούγεμνο καθώς αυτή τη φορα χρη-
σιμοποιούμε πραγματικό χαρτοφυλάκιο, το οποίο απαρτίζεται από μετοχές των παρακάτω εταιριών:

ΔΕΗ, Eurobank, Mytilineos SA, Aegean Airlines, Jumbo SA.

Το χαρτοφυλάκιο, που επιλέχθηκε αποτελείται από ελληνικές μετοχές καθώς θα θέλαμε να παρα-

τηρήσουμε το πως η οικονομική ύφεση επηρέασε τις τιμές του VaR.Για αυτόν τον λόγο, διακρίνουμε
δύο διαφορετικές χρονικές περιόδους, μία κατά την οικονομική ύφεση 2008-2018 και τη δεύτερη κατά

την περίοδο της ανάκαμψης 2018-2024.

Μέθοδος Value at Risk (VaR)
SGLD Αλγόριθμος 4.3348

Ιστορική Μέθοδος 0.05026

Πίνακας 5: Σύγκριση αποτελεσμάτων VaR για τη περίοδο 2008-2018

Μέθοδος Value at Risk (VaR)
SGLD Αλγόριθμος 2.5211

Ιστορική Μέθοδος 0.0300

Πίνακας 6: Σύγκριση αποτελεσμάτων VaR για τη περίοδο 2018-2024

Παρατηρούμε, ότι η Ιστορική Μέθοδος παράγει πολύ μικρές τιμές για το VaR, όπως και στη
ντετερμινιστική περίπτωση για χαρτοφυλάκια με κανονικά κατανεμημένα προιόντα και το γεγονός αυτό

οφείλεται στις μικρές τιμές των αποδόσεων, που είχαν καταφραφεί κατά την έκαστη περίοδο.
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6 Κώδικες Python

6.1 Κώδικας υλοποίησης SGLD αλγορίθμου για χαρτοφυλάκια με

κανονικά κατανεμημένα προιόντα

1 import numpy as np

2 import math as m

3 import pandas as pd

4 import yfinance as yf

5

6 class SGLD_portfolios:

7

8 def __init__(self , theta0 , beta , gamma , lamda , q):

9 self.theta0 = theta0

10 self.beta = beta

11 self.gamma = gamma

12 self.lamda = lamda

13 self.q = q

14

15 def H0(self , x, theta):

16 h = -self.q/(1-self.q) + (1/(1- self.q))*(x < theta) + 2 * self.gamma * theta

17 return h

18

19 def cal_g(self , w):

20 g = np.zeros_like(w)

21 partial_g = np.zeros([len(w),len(w)])

22

23 for i in range(len(w)):

24 g[i] = m.exp(w[i])

25

26 denominator = sum(g)

27

28 for j in range(len(w)):

29 for k in range(len(w)):

30 if j == k:

31 partial_g[j][k] = (g[j]*( denominator -g[j])) / (denominator **2)

32 else:

33 partial_g[j][k] = -(g[j] * g[k]) / (denominator ** 2)

34

35 g = g/denominator

36 return g, partial_g

37

38 def H(self , x, theta , w):

39

40 g_w , partial_g_w = self.cal_g(w)

41 indicator = (np.dot(g_w.squeeze (), x) >= theta)

42 h_theta = 1 - (1/(1- self.q)) * indicator + 2 * self.gamma * theta

43 h_omega = ((1/(1 - self.q)) * indicator * np.dot(partial_g_w , x))[:,np.newaxis

] \

44 + 2 * self.gamma * w

45

46 return h_theta , h_omega

47

48 def estimate(self , x_array):

49

50 theta = self.theta0
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51 w = np.zeros([ x_array.shape[0], 1])

52 for i in range(x_array.shape [1]):

53 h_theta , h_omega = self.H(x_array[:, i], theta , w)

54 theta += -self.lamda * h_theta \

55 + m.sqrt ((2 * self.lamda / self.beta)) * np.random.normal(0, 1)

56 w += -self.lamda * h_omega \

57 + m.sqrt ((2 * self.lamda / self.beta)) * np.random.normal(0, 1,

x_array.shape [0])[:, np.newaxis]

58

59 g_w_exp , _ = self.cal_g(w)

60 expectation = self.gamma * (theta ** 2 + np.linalg.norm(w, ord=2))

61 for j in range(x_array.shape [1]):

62 x = x_array[:, j]

63 indicator = (np.dot(g_w_exp.squeeze (), x) >= theta)

64 expectation += (theta + (1 / (1 - self.q)) * (np.dot(g_w_exp.squeeze (),

x) - theta) * indicator) / (

65 x_array.shape [1])

66

67 return np.hstack ([ g_w_exp.squeeze (), theta , expectation ])

68

69

70 the0 = 0

71 bet = 1e+8

72 gam = 1e-8

73 lam = 1e-4

74

75 Model = SGLD_portfolios(the0 , bet , gam , lam , 0.95)

76

77

78 asset1 = np.random.normal (500, 1, int(1e+6))[np.newaxis , :]

79 asset2 = np.random.normal (-100, 1, int(1e+6))[np.newaxis , :]

80

81

82

83 case = np.concatenate ((asset1 , asset2), axis =0)

84

85 results = Model.estimate(case)

86 Chart_df = pd.DataFrame(results.reshape(1, -1), columns =["g1(w)", "g2(w)", "VaR", "

CVaR"])

87 Chart_df.index = ["Case"]

88

89 print(Chart_df)

Listing 1: Python code for SGLD Portfolios

6.2 Κώδικας υλοποίησης SGLD αλγορίθμου για πραγματικά χαρτο-
φυλάκια

1 import numpy as np

2 import math as m

3 import pandas as pd

4 import yfinance as yf

5

6 class SGLD_portfolios:

7 def __init__(self , theta0 , beta , gamma , lamda , q):

8 self.theta0 = theta0
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9 self.beta = beta

10 self.gamma = gamma

11 self.lamda = lamda

12 self.q = q

13

14 def H0(self , x, theta):

15 h = -self.q/(1-self.q) + (1/(1- self.q))*(x < theta) + 2 * self.gamma * theta

16 return h

17

18 def cal_g(self , w):

19 g = np.zeros_like(w)

20 partial_g = np.zeros([len(w), len(w)])

21

22 for i in range(len(w)):

23 g[i] = m.exp(w[i])

24

25 denominator = sum(g)

26

27 for j in range(len(w)):

28 for k in range(len(w)):

29 if j == k:

30 partial_g[j][k] = (g[j]*( denominator -g[j])) / (denominator **2)

31 else:

32 partial_g[j][k] = -(g[j] * g[k]) / (denominator ** 2)

33

34 g = g/denominator

35 return g, partial_g

36

37 def H(self , x, theta , w):

38 g_w , partial_g_w = self.cal_g(w)

39 indicator = (np.dot(g_w.squeeze (), x) >= theta)

40 h_theta = 1 - (1/(1- self.q)) * indicator + 2 * self.gamma * theta

41 h_omega = ((1/(1 - self.q)) * indicator * np.dot(partial_g_w , x))[:, np.

newaxis] + 2 * self.gamma * w

42 return h_theta , h_omega

43

44 def estimate(self , x_array):

45 theta = self.theta0

46 w = np.zeros([ x_array.shape[0], 1])

47 for i in range(x_array.shape [1]):

48 h_theta , h_omega = self.H(x_array[:, i], theta , w)

49 theta += -self.lamda * h_theta + m.sqrt ((2 * self.lamda / self.beta)) *

np.random.normal(0, 1)

50 w += -self.lamda * h_omega + m.sqrt ((2 * self.lamda / self.beta)) * np.

random.normal(0, 1, x_array.shape [0])[:, np.newaxis]

51

52 g_w_exp , _ = self.cal_g(w)

53 expectation = self.gamma * (theta ** 2 + np.linalg.norm(w, ord=2))

54 for j in range(x_array.shape [1]):

55 x = x_array[:, j]

56 indicator = (np.dot(g_w_exp.squeeze (), x) >= theta)

57 expectation += (theta + (1 / (1 - self.q)) * (np.dot(g_w_exp.squeeze (),

x) - theta) * indicator) / (x_array.shape [1])

58

59 return np.hstack ([ g_w_exp.squeeze (), theta , expectation ])

60

61 the0 = 0

62 bet = 1e+8
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63 gam = 1e-8

64 lam = 1e-4

65

66 Model = SGLD_portfolios(the0 , bet , gam , lam , 0.95)

67

68 asset1 = yf.download("PPC.AT", start="2018 -01 -01", end="2024 -01 -01")["Close"]. values

[np.newaxis , :]

69 asset2 = yf.download("EUROB.AT", start="2018 -01 -01", end="2024 -01 -01")["Close"].

values[np.newaxis , :]

70 asset3 = yf.download("MYTIL.AT", start="2018 -01 -01", end="2024 -01 -01")["Close"].

values[np.newaxis , :]

71 asset4 = yf.download("AEGN.AT", start="2018 -01 -01", end="2024 -01 -01")["Close"].

values[np.newaxis , :]

72 asset5 = yf.download("BELA.AT", start="2018 -01 -01", end="2024 -01 -01")["Close"].

values[np.newaxis , :]

73

74 min_size = min(asset1.shape [1], asset2.shape [1], asset3.shape [1], asset4.shape [1],

asset5.shape [1])

75 asset1 = asset1[:, :min_size]

76 asset2 = asset2[:, :min_size]

77 asset3 = asset3[:, :min_size]

78 asset4 = asset4[:, :min_size]

79 asset5 = asset5[:, :min_size]

80

81 case = np.concatenate ((asset1 , asset2 , asset3 , asset4 , asset5), axis =0)

82

83 results = Model.estimate(case)

84 Chart_df = pd.DataFrame(results.reshape(1, -1), columns =["g1(w)", "g2(w)", "g3(w)",

"g4(w)", "g5(w)", "VaR", "CVaR"])

85 Chart_df.index = ["Case"]

86

87 print(Chart_df)

Listing 2: Python code for SGLD Portfolios
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