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Περίληψη

Η ϱύθµιση ϕορτίου-συχνότητας, και συγκεκριµένα η πρωτεύουσα και η δευτερεύουσα
ϱύθµιση συχνότητας, συνεισφέρει στην ευστάθεια συχνότητας ενός συστήµατος ηλεκτρικής
ενέργειας. Η πρωτεύουσα ϱύθµιση συχνότητας έχει στόχο την άµεση συγκράτηση της συ-
χνότητας ύστερα από µια διαταραχή και πραγµατοποιείται σε συνεχή χρόνο. Η δευτερεύουσα
ϱύθµιση συχνότητας έχει ως στόχο την επαναφορά της συχνότητας στην ονοµαστική της τι-
µή καθώς επίσης και τη ϱύθµιση των διασυνδετικών ϱοών ενεργού ισχύος µεταξύ περιοχών
ελέγχου στο πρόγραµµά τους. Πραγµατοποιείται σε διακριτό χρόνο (τυπικά κάθε 2 έως 5
δευτερόλεπτα) κεντρικά από κάθε περιοχή ελέγχου του συστήµατος ηλεκτρικής ενέργειας.

Στην εργασία αυτή, διαµορφώνεται ένα ενιαίο µοντέλο για την πρωτεύουσα και τη δευτε-
ϱεύουσα ϱύθµιση συχνότητας µε στόχο τη µελέτη της ευστάθειας του συστήµατος. Η ενιαία
προτυποποίηση είναι απαραίτητη λόγω της µεταξύ τους αλληλεπίδρασης, η οποία οφείλεται
στη µικρή περίοδο δειγµατοληψίας της δευτερεύουσας ϱύθµισης σε σύγκριση µε τον χρόνο
απόκρισης της πρωτεύουσας ϱύθµισης. Το σύστηµα πρωτεύουσας-δευτερεύουσας ϱύθµι-
σης συχνότητας προτυποποιείται ως ένα σύστηµα δεδοµένων δειγµατοληψίας (sampled-data
system), στο οποίο τον ϱόλο του ελέγχου διακριτού χρόνου αναλαµβάνει η δευτερεύουσα
ϱύθµιση. Το µοντέλο συνεχούς χρόνου της πρωτεύουσας ϱύθµισης συχνότητας και των δια-
συνδετικών γραµµών µεταξύ των περιοχών ελέγχου που διαµορφώνεται αποτελεί µια οιονεί
στατική προσέγγιση του συστήµατος, στην οποία η κάθε περιοχή ελέγχου έχει κοινή συ-
χνότητα. Τα µοντέλα των ϱυθµιστών στροφών και των κινητήριων µηχανών των σύγχρονων
γεννητριών που χρησιµοποιούνται είναι γραµµικοποιηµένα. Συνεπώς, η ανάλυση της ευ-
στάθειας αφορά µικρές διαταραχές.

Επιπλέον, προσδιορίζονται τα όρια της ευστάθειας του συστήµατος για τους συντελεστές
πόλωσης της δευτερεύουσας ϱύθµισης συχνότητας. Ακόµη, οι συντελεστές πόλωσης επι-
λέγονται ϐέλτιστα ώστε να ελαχιστοποιούν δείκτες απόδοσης του συστήµατος. Τα παραπάνω
προσδιορίζονται σε τρία παραδείγµατα συστηµάτων µίας περιοχής ελέγχου και σε ένα υδρο-
ϑερµικό σύστηµα δύο περιοχών ελέγχου. Επίσης, για τα συστήµατα µίας περιοχής ελέγχου
που ϑεωρούνται προσδιορίζεται ϐέλτιστα η περίοδος δειγµατοληψίας της δευτερεύουσας ϱύθ-
µισης συχνότητας µε ελαχιστοποίηση δείκτη απόδοσης.

Ακόµη, διαµορφώνεται ένα προσεγγιστικό µοντέλο διακριτού χρόνου που αναπαριστά τη
δυναµική της δευτερεύουσας ϱύθµισης συχνότητας, υπό την προϋπόθεση ότι δεν υπάρχει
αλληλεπίδραση µεταξύ της πρωτεύουσας και της δευτερεύουσας ϱύθµισης, δηλαδή όταν η
περίοδος δειγµατοληψίας της δευτερεύουσας ϱύθµισης είναι αρκετά µεγαλύτερη από τον
χρόνο απόκρισης της πρωτεύουσας ϱύθµισης. Προσδιορίζονται για τους συντελεστές πόλω-
σης τα όρια της ευστάθειας του συστήµατος και οι ϐέλτιστες τιµές τους που ελαχιστοποιούν
δείκτες απόδοσης του συστήµατος.

Λέξεις Κλειδιά

ευστάθεια συστήµατος ηλεκτρικής ενέργειας, ευστάθεια συχνότητας, ϱύθµιση ϕορτίου- συ-
χνότητας, αυτόµατος έλεγχος παραγωγής, πρωτεύουσα ϱύθµιση συχνότητας, δευτερεύουσα
ϱύθµιση συχνότητας, περιοχή ελέγχου, ηλεκτροµηχανικές ταλαντώσεις, διασυνοριακές ταλα-
ντώσεις, σύστηµα δεδοµένων δειγµατοληψίας, οιονεί στατική προσέγγιση, ϑεωρία ιδιαζουσών
διαταραχών, σύστηµα διακριτού χρόνου, νεκρή Ϲώνη, δείκτης απόδοσης
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Abstract

Load-frequency control, specifically primary and secondary frequency control, con-
tributes to frequency stability of a power system. Primary frequency control aims to
immediately hold frequency after a disturbance and is implemented in continuous time.
Secondary frequency control aims to restore both frequency to its nominal value and the
interconnection active power flows between control areas to their references. It is imple-
mented in discrete time (typically every 2 to 5 seconds) centrally by each control area of
the power system.

In this thesis, a unified model for primary and secondary frequency control is formu-
lated in order to study the stability of the system. Unified modeling is necessary because
of the interaction between the two categories of frequency control, which is due to the
short sampling period of secondary control compared to the response time of primary
control. The primary-secondary frequency control system is modeled as a sampled-data
system, in which the discrete-time control represents secondary frequency control. The
continuous-time model of primary frequency control and interconnections between con-
trol areas that is formulated is a quasi-steady-state approximation of the system. In this
model each control area has a common frequency. The models considered for governors
and prime movers of synchronous generators are linearized. Therefore, stability analysis
is related to small disturbances.

In addition, the system stability limits for the bias factors of secondary frequency
control are determined. Also, the bias factors are optimally chosen to minimize system
performance indices. The above are determined on three examples of one-area systems
and on a two-area hydrothermal system. Moreover, for the considered one-area systems,
the sampling period of secondary frequency control is optimally chosen by minimization
of a performance index.

Furthermore, an approximate discrete-time model that represents the dynamics of
secondary frequency control is formulated, provided that there is no interaction between
primary and secondary control. This is ensured when the sampling period of secondary
control is sufficiently longer than the response time of primary control. The stability
limits of the system and optimal values that minimize system performance indices are
determined for the bias factors.

Keywords

power system stability, frequency stability, load-frequency control, automatic generation
control, primary frequency control, secondary frequency control, control area, electro-
mechanical oscillations, interarea oscillations, sampled-data system, quasi-steady-state
approximation, singular perturbation theory, discrete-time system, deadband, performa-
nce index
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Το Ϲητούµενο σε ένα σύστηµα ηλεκτρικής ενέργειας (ΣΗΕ) είναι η ϐέλτιστη λειτουργία του.
Αυτή συµπεριλαµβάνει την ελαχιστοποίηση του οικονοµικού κόστους και των περι-

ϐαλλοντικών επιπτώσεών του, εξασφαλίζοντας παράλληλα αυξηµένη αξιοπιστία. Με τον όρο
αξιοπιστία (reliability) ενός ΣΗΕ αναφερόµαστε στην πιθανότητα ικανοποιητικής λειτουργίας
του συστήµατος για έναν µεγάλο χρονικό ορίζοντα. Προϋπόθεση για την αξιοπιστία ενός
ΣΗΕ αποτελεί η ασφάλειά κάθε χρονική στιγµή. Με τον όρο ασφάλεια (security) ενός ΣΗΕ
αναφερόµαστε στην ικανότητα του συστήµατος να επιβιώνει µετά από προκαθορισµένες δια-
ταραχές (όπως π.χ. ϐραχυκυκλώµατα και απώλειες µονάδων ή στοιχείων του δικτύου), χωρίς
διακοπή υπηρεσιών προς τους καταναλωτές. Η ασφάλεια του συστήµατος προϋποθέτει ευ-
στάθεια (stability), δηλαδή τη συνεχή οµαλή λειτουργία του ύστερα από µια διαταραχή [4].
Εποµένως, η ευστάθεια αποτελεί µια αναγκαία συνθήκη για την οµαλή λειτουργία του συ-
στήµατος και άρα προϋπόθεση για τη ϐέλτιστη λειτουργία του. Για την εξασφάλιση της
ευστάθειας ενός ΣΗΕ είναι απαραίτητοι έλεγχοι, οι οποίοι ακολουθούν ιεραρχική δοµή [3].
΄Ενας από αυτούς αποτελεί η ϱύθµιση ϕορτίου-συχνότητας, µε την οποία ϑα ασχοληθούµε
σε αυτή την εργασία.

Στο εισαγωγικό αυτό κεφάλαιο, ϑα αναφερθούν αρχικά τα ϐασικά χαρακτηριστικά της
δυναµικής συµπεριφοράς των ΣΗΕ, οι χρονικές κλίµακες που παρουσιάζει και τρόποι µαθη-
µατικής παράστασης των συστηµάτων (ενότητα 1.1). Στη συνέχεια, παρουσιάζεται σύντοµα
η έννοια της ευστάθειας ΣΗΕ και οι κατηγορίες της (ενότητα 1.2), όπως αυτές έχουν ορισθεί
σύµφωνα µε τις εργασίες [4] και [1]. ΄Επειτα, η ενότητα 1.3 εστιάζει στη ϱύθµιση ϕορτίου-
συχνότητας και στην ενότητα 1.4 γίνεται µια σύντοµη ϐιβλιογραφική επισκόπηση. Στις
ενότητες 1.5 και 1.6 περιγράφεται ο στόχος της εργασίας και η διάρθρωσή της αντίστοιχα.

1.1 Τα ΣΗΕ ως δυναµικά συστήµατα

1.1.1 Γενικά

Τα ΣΗΕ αποτελούν δυναµικά συστήµατα διότι η κατάστασή τους µεταβάλλεται συνεχώς
µε τον χρόνο. Τα ϐασικά χαρακτηριστικά ενός ΣΗΕ ως προς τη δυναµική του συµπεριφορά
είναι τα εξής :

1. Παρουσιάζει έντονη µη γραµµική συµπεριφορά, η οποία οφείλεται στη ϕύση του συ-
στήµατος (π.χ. οι εξισώσεις ϱοής-ϕορτίου, οι εξισώσεις των στροβίλων των σύγχρονων
γεννητριών, κ.ά.) αλλά και στους διάφορους ελέγχους (π.χ. νεκρή Ϲώνη των ϱυθµιστών
στροφών, περιοριστές στην τάση διέγερσης των σύγχρονων µηχανών, κ.ά.). Τα ΣΗΕ,
ως µη γραµµικά δυναµικά συστήµατα, παρουσιάζουν µη γραµµικά ϕαινόµενα, όπως
οριακούς κύκλους [5], οι οποίοι µπορούν να εµφανιστούν στην πράξη, αλλά και χαο-
τικές συµπεριφορές, οι οποίες ϑεωρητικά µπορεί να υπάρξουν, αλλά στην πράξη είναι
πολύ σπάνιες.
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2. Η δυναµική των ΣΗΕ είναι υβριδική. ∆ηλαδή, ένα ΣΗΕ παρουσιάζει δυναµικές συ-
νεχούς και διακριτού χρόνου, αλλά και συνεχούς και διακριτής κατάστασης. Για
παράδειγµα, η δυναµική της γωνίας δροµέα µιας σύγχρονης µηχανής του συστήµατος
είναι συνεχούς χρόνου και συνεχούς κατάστασης. Αντίθετα, η δυναµική του λόγου
µετασχηµατισµού ενός µετασχηµατιστή µε σύστηµα αλλαγής τάσης υπό ϕορτίο είναι
διακριτού χρόνου και διακριτής κατάστασης [6].

3. Παρουσιάζει πολλαπλές χρονικές κλίµακες. Τα δυναµικά ϕαινόµενα ενός ΣΗΕ έχουν
διαφορετικούς χρόνους απόκρισης, από µερικά µs έως και πολλά s. Οι χρονικές
κλίµακες των ΣΗΕ περιγράφονται συνοπτικά στην επόµενη υποενότητα.

1.1.2 Χρονικές κλίµακες

΄Ενα ΣΗΕ παρουσιάζει µεγάλο πλήθος δυναµικών ϕαινοµένων που παρουσιάζονται σε
διαφορετικές χρονικές κλίµακες (time scales) [1], όπως ϕαίνεται στο σχήµα 1.1. Συγκεκρι-
µένα, τα δυναµικά ϕαινόµενα µπορούν να ταξινοµηθούν µε κριτήριο τη χρονική κλίµακα
στις εξής τέσσερις ϐασικές κατηγορίες :

10−7 10−5 10−3 10−1 101 103 105

Χρόνος (s)

Κεραυνικά πλήγµατα

∆ιακοπτικοί χειρισµοί

΄Ελεγχοι ηλ. µετατροπέων

Μεταβατικά στάτη και
υποσύγχρονος συντονισµός

∆υναµική
γωνίας δροµέα

Ρύθµιση ϕορτίου-
συχνότητας

΄Ελεγχος τάσης

∆υναµική ατµοπαραγωγού

Κυµατικά ϕαινόµενα

Ηλεκτροµαγνητικά ϕαινόµενα

Ηλεκτροµηχανικά ϕαινόµενα

Θερµοδυναµικά ϕαινόµενα

Σχήµα 1.1: Χρονικές κλίµακες δυναµικών ϕαινοµένων ΣΗΕ [1].

1. Κυµατικά ϕαινόµενα (wave phenomena) (10−7 s - 10−3 s): Τα δυναµικά ϕαινόµενα
υπερτάσεων (υπό τη µορφή οδευόντων ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων), που οφείλονται
σε κεραυνικά πλήγµατα και διακοπτικούς χειρισµούς περιλαµβανοµένων των ηλεκτρο-
νικών ισχύος.

2. Ηλεκτροµαγνητικά ϕαινόµενα (electromagnetic phenomena) (10−4 s - 1 s): Τα δυναµι-
κά ϕαινόµενα που συµβαίνουν στα τυλίγµατα των σύγχρονων γεννητριών και οφείλονται
σε ϐραχυκυκλώµατα και σε ενεργοποίηση συσκευών προστασίας. Επίσης, σε αυτά συ-
µπεριλαµβάνονται και ϕαινόµενα συντονισµού λόγω της ηλεκτροµαγνητικής συµπερι-
ϕοράς στοιχείων του ΣΗΕ, όπως γραµµές µεταφοράς, µετασχηµατιστές και γεννήτριες.
Στην ίδια χρονική κλίµακα εντάσσεται και η δυναµική των ηλεκτρονικών µετατροπέων
ισχύος (µοντέλα µέσης τιµής).

3. Ηλεκτροµηχανικά ϕαινόµενα (electromechanical phenomena) (10−1 s - 10 s): Τα δυ-
ναµικά ϕαινόµενα υπό µορφή ταλαντώσεων µεταξύ σύγχρονων µηχανών, τα οποία
οφείλονται σε ϐραχυκυκλώµατα, σε διαταραχή του ϕορτίου ή αποσύνδεση µέρους της
παραγωγής. Οι ταλαντώσεις αυτές είναι γνωστές ως ηλεκτροµηχανικές ταλαντώσεις.
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4. Θερµοδυναµικά ϕαινόµενα (thermodynamic phenomena) (10 s - 104 s): Τα δυναµι-
κά ϕαινόµενα λόγω των συστηµάτων κινητήριας µηχανής και ϱυθµιστών στροφών των
σύγχρονων γεννητριών, τα οποία οφείλονται στην ανισορροπία µεταξύ παραγωγής και
ϕορτίου. Επίσης, στη χρονική κλίµακα αυτών των ϕαινοµένων συµπεριλαµβάνεται και
η δυναµική των συστηµάτων αλλαγής τάσης υπό ϕορτίο (ΣΑΤΥΦ) και των περιοριστών
διέγερσης των γεννητριών.

Σηµειώνεται ότι, στις παραπάνω ϐασικές κατηγορίες, µπορούν να προστεθούν και τα
δυναµικά ϕαινόµενα που οφείλονται στη δυναµική της αγοράς ηλεκτρικής ενέργειας, η
οποία είναι από µερικά λεπτά (αγορά πραγµατικού χρόνου) έως και µήνες ή έτη (διµερείς
συµφωνίες) [7].

1.1.3 Τρόποι µαθηµατικής παράστασης των ΣΗΕ

Η µαθηµατική προτυποποίηση ή παράσταση των ΣΗΕ αποτελεί µια σύνθετη διαδικασία,
λόγω της πολυπλοκότητας που παρουσιάζουν στη δυναµική συµπεριφορά. Ωστόσο, κρίνεται
απαραίτητη για την πρόβλεψη της συµπεριφοράς τους, όπως είναι η µελέτη της ευστάθειάς
τους, αλλά και για τη ϐελτιστοποίηση ορισµένων χαρακτηριστικών τους.

Τα υβριδικά συστήµατα (hybrid systems) ίσως αποτελούν τον πιο πλήρες τρόπο παράστα-
σης όλων των δυναµικών συµπεριφορών ενός ΣΗΕ [8], διότι λαµβάνουν υπόψη την υβριδική
και µη γραµµική δυναµική τους. Βασικό τους χαρακτηριστικό είναι η αλληλεπίδραση µε-
ταξύ της δυναµικής συνεχούς χρόνου και διακριτών συµβάντων [1, 9]. ΄Ενα διακριτό συµβάν
αποτελεί η ικανοποίηση µιας συνθήκης η οποία συνεπάγεται τη µετάβαση του συστήµατος
από µία κατάσταση σε µια άλλη σε διακριτά χρονικά διαστήµατα [6].

Τα συστήµατα συνεχούς χρόνου (continuous-time systems), τα συστήµατα διακριτού χρόνου
(discrete-time systems) αλλά και τα συστήµατα δεδοµένων δειγµατοληψίας (sampled-data
systems) µπορούν να ϑεωρηθούν ως ειδικές περιπτώσεις των υβριδικών συστηµάτων. Τα
τελευταία αποτελούν τα δυναµικά συστήµατα συνεχούς χρόνου που ελέγχονται από έναν
διακριτού χρόνου ελεγκτή, ο οποίο δειγµατοληπτεί την κατάσταση συνεχούς χρόνου του
συστήµατος µε συγκεκριµένη περίοδο δειγµατοληψίας. Και οι τρεις παραπάνω τύποι συ-
στηµάτων χρησιµοποιούνται στη ϐιβλιογραφία για τη µαθηµατική παράσταση δυναµικών
µηχανισµών και συµπεριφορών των ΣΗΕ [6].

Η µελέτη ενός ΣΗΕ συνολικά ως ένα ενιαίο δυναµικό σύστηµα είναι στη γενική περίπτω-
ση µη πρακτικά εφαρµόσιµη, λόγω της µεγάλης διάστασής του. Συνεπώς, υπάρχει ανάγκη
για µείωση της διάστασης του συστήµατος. Αυτή µπορεί να επιτευχθεί µε χρήση της ϑεωρίας
ιδιαζουσών διαταραχών (singular perturbation theory) [10, 5], η οποία αξιοποιεί το χαρακτη-
ϱιστικό των πολλαπλών χρονικών κλιµάκων που παρουσιάζει η δυναµική συµπεριφορά των
ΣΗΕ. Συγκεκριµένα, αν ϑεωρήσουµε δύο χρονικές κλίµακες ενός ΣΗΕ, οι οποίες δεν αλληλο-
επικαλύπτονται, µπορούµε προσεγγιστικά σύµφωνα µε αυτήν τη ϑεωρία να µελετήσουµε τα
δυναµικά ϕαινόµενα κάθε χρονικής κλίµακας ξεχωριστά, χρησιµοποιώντας µειωµένης τάξης
µοντέλα. Για το µοντέλο µειωµένης τάξης που αντιστοιχεί στη γρήγορη (ή ϐραχυπρόθεσµη)
χρονική κλίµακα, τα δυναµικά ϕαινόµενα της αργής χρονικής κλίµακας ϑεωρούνται σταθε-
ϱά. Αντίθετα, για το µοντέλο µειωµένης τάξης που αντιστοιχεί στην αργή (ή µακροπρόθεσµη)
χρονική κλίµακα, τα δυναµικά ϕαινόµενα της γρήγορης χρονικής κλίµακας µεταβάλλονται
ακαριαία σύµφωνα µε τις εξισώσεις ισορροπίας τους.

Μια επιπλέον απλοποίηση στη µαθηµατική παράσταση των ΣΗΕ που συνηθίζεται στη ϐι-
ϐλιογραφία είναι η χρήση γραµµικών µοντέλων [3, 11]. Συγκεκριµένα, αν η κατάσταση ενός
µη γραµµικού δυναµικού συστήµατος δεν αποµακρύνεται πολύ από ένα σηµείο ισορροπίας
του, τότε αυτό µπορεί να προσεγγιστεί από το αντίστοιχο γραµµικοποιηµένο σύστηµα γύρω
από αυτό το σηµείο ισορροπίας. Αν ϑεωρήσουµε µικρές διαταραχές στα ΣΗΕ, η γραµµική
προσέγγιση του συστήµατος είναι συνήθως αρκετά ικανοποιητική [11]. Επιπλέον, από το
γραµµικοποιηµένο σύστηµα µπορούµε σχεδόν πάντα να αποφανθούµε για την ευστάθεια
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του σηµείου ισορροπίας του µη γραµµικού συστήµατος [12]. Συνεπώς, η γραµµική προ-
σέγγιση του συστήµατος αποτελεί ένα χρήσιµο εργαλείο για την ανάλυση της ευστάθειας του
συστήµατος, όπως ϑα δούµε αναλυτικότερα και στο κεφάλαιο 2. Ωστόσο, τονίζεται ότι αν στο
σύστηµα εφαρµοστούν µεγάλες διαταραχές, τότε είναι απαραίτητη η χρήση του µη γραµµι-
κού µοντέλου, λόγω του κινδύνου αστάθειας που οφείλεται σε οδήγηση της κατάστασης του
συστήµατος εκτός της περιοχής έλξης του ευσταθούς σηµείου ισορροπίας [11].

1.2 Ευστάθεια ΣΗΕ

1.2.1 Ορισµός και ταξινόµηση

Σύµφωνα µε την εργασία [4], ο ορισµός της ευστάθειας ΣΗΕ είναι ο εξής :
«Ευστάθεια ΣΗΕ είναι η ικανότητα ενός συστήµατος ηλεκτρικής ενέργειας, για δεδοµένη
αρχική συνθήκη λειτουργίας, να ανακτά ϐιώσιµη κατάσταση λειτουργίας (σηµείο ισορροπίας)
ύστερα από µία διαταραχή στην οποία υποβάλλεται µε τις περισσότερες µεταβλητές του
συστήµατος να είναι εντός ορίων, ώστε ολόκληρο το σύστηµα να παραµείνει πρακτικά άθικτο.»

Η ευστάθεια ΣΗΕ µπορεί να µελετηθεί µε χρήση µαθηµατικών εργαλείων ευστάθειας
δυναµικών συστηµάτων, όπως είναι η ευστάθεια κατά Lyapunov και η ευστάθεια εισόδου-
εξόδου. Οι µαθηµατικές έννοιες της ευστάθειας ϑα ορισθούν στο κεφάλαιο 2.

Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό, το πρόβληµα της ευστάθειας ΣΗΕ αποτελεί ένα συ-
νολικό πρόβληµα για το σύστηµα. Ωστόσο, λόγω της µεγάλης του διάστασης, είναι δύσκολο
να αναλυθεί ως ένα ενιαίο πρόβληµα. Κάνοντας τις απαραίτητες απλοποιητικές παραδοχές,
το πρόβληµα της ευστάθειας ΣΗΕ µπορεί να διαχωρισθεί σε µικρότερα υποπροβλήµατα, τα
οποία είναι αναλυτικά διαχειρίσιµα και προσδίδουν ταυτόχρονα κατανόηση των αντίστοιχων
µηχανισµών αστάθειας και των πιθανών µέτρων αντιµετώπισης. Σύµφωνα µε το [4], η κα-
τηγοριοποίηση της ευστάθειας γίνεται µε ϐάση του ακόλουθους άξονες : (α’) Τον τρόπο που
εξελίσσεται η επικείµενη αστάθεια, (ϐ’) το µέγεθος της ϑεωρούµενης διαταραχής και (γ’) τις
διατάξεις, τις διαδικασίες και τη χρονική κλίµακα που εστιάζει το ενδιαφέρον της µελέτης.

Ευστάθεια ΣΗΕ

Ευστάθεια
συντονισµού

Ευστάθεια οδηγού-
µενη από µετατροπείς

Ευστάθεια
γωνίας δροµέα

Ευστάθεια
τάσης

Ευστάθεια
συχνότητας

Ηλεκτρική Στρεπτική Ταχείας αλλη-
λεπίδρασης

Αργής αλλη-
λεπίδρασης Μεταβατική Μικρών

διαταραχών
Μεγάλων

διαταραχών
Μικρών

διαταραχών

Βραχυ-
πρόθεσµη

Μακρο-
πρόθεσµη

Βραχυ-
πρόθεσµη

Μακρο-
πρόθεσµη

Σχήµα 1.2: Κατηγοριοποίηση ευστάθειας ΣΗΕ [1].

Σύµφωνα µε την εργασία [1], οι κατηγορίες ευστάθειας ΣΗΕ ϕαίνονται στο σχήµα 1.2.
Οι ϐασικές τρεις κατηγορίες ευστάθειας, οι οποίες προτείνονται στο [4] είναι :

1. Ευστάθεια γωνίας δροµέα (rotor angle stability)

2. Ευστάθεια τάσης (voltage stability)

3. Ευστάθεια συχνότητας (frequency stability)

Οι τρεις παραπάνω κατηγορίες ευστάθειας σχετίζονται µε δυναµικές που ανήκουν στις χρο-
νικές κλίµακες των ηλεκτροµηχανικών και των ϑερµοδυναµικών ϕαινοµένων. Η αύξηση της
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διείσδυσης παραγωγών µε µετατροπείς (converter interfaced generators, CIGs) στο σύστηµα,
των οποίων οι δυναµικές είναι της τάξης των ms, οδήγησε στην ανάγκη επέκτασης της κατη-
γοριοποίησης της ευστάθειας, µε στόχο να λαµβάνονται υπόψη δυναµικές που ανήκουν και
στη χρονική κλίµακα των ηλεκτροµαγνητικών ϕαινοµένων (ϐλ. σχήµα 1.2). Συγκεκριµένα,
προστέθηκαν οι εξής δύο νέες κατηγορίες ευστάθειας ΣΗΕ [1]:

4. Ευστάθεια συντονισµού (resonance stability)

5. Ευστάθεια οδηγούµενη από µετατροπείς (converter-driven stability)

Οι πέντε κατηγορίες της ευστάθειας ΣΗΕ αναλύονται συνοπτικά στις υποενότητες που ακο-
λουθούν.

1.2.2 Ευστάθεια γωνίας δροµέα

Η ευστάθεια γωνίας δροµέα αναφέρεται στην ικανότητα των σύγχρονων µηχανών ενός δια-
συνδεδεµένου συστήµατος να παραµένουν συγχρονισµένες κάτω από κανονικές συνθήκες
λειτουργίας και να αποκτούν συγχρονισµό ύστερα από την εφαρµογή µιας µικρής ή µε-
γάλης διαταραχής [1]. Με τον όρο συγχρονισµό µιας σύγχρονης µηχανής εννοούµε την
ισότητα µεταξύ ηλεκτροµαγνητικής και µηχανικής ϱοπής (ίσες κατά µέτρο και αντίθετες
κατά κατεύθυνση).

Είναι ϐολικό για την ανάλυση η ευστάθεια γωνίας δροµέα να διαχωριστεί στις εξής δύο
κατηγορίες [4]:
(α’) Ευστάθεια γωνίας δροµέα για µικρές διαταραχές (small-disturbance or small-signal rotor
angle stability): Αφορά την ικανότητα του συστήµατος να παραµένει σε συγχρονισµό ύστε-
ϱα από την εφαρµογή µικρών διαταραχών. ΄Ενα χαρακτηριστικό ενός ΣΗΕ µε σύγχρονες
γεννήτριες είναι η εµφάνιση ταλαντώσεων µεταξύ των σύγχρονων γεννητριών αλλά και µετα-
ξύ οµάδων από σύγχρονες γεννήτριες, ύστερα από την εφαρµογή µιας µικρής διαταραχής.
Το σύστηµα είναι ευσταθές, για αυτήν την κατηγορία, εφόσον υπάρχει επαρκής απόσβεση
αυτών των ταλαντώσεων σε συνδυασµό µε επαρκή ϱοπή συγχρονισµού. Η ανάλυση αυτής
της κατηγορίας της ευστάθειας γίνεται µε γραµµικοποίηση του συστήµατος, η οποία είναι
επιτρεπτή κάτω από την παραδοχή των µικρών διαταραχών.
(ϐ’) Ευστάθεια γωνίας δροµέα για µεγάλες διαταραχές (ή µεταβατική ευστάθεια) (large- dis-
turbance rotor angle stability or transient stability): Αφορά την ικανότητα του συστήµατος
να αποκτήσει συγχρονισµό ύστερα από την εφαρµογή µεγάλης διαταραχής, όπως για πα-
ϱάδειγµα ένα ϐραχυκύκλωµα σε µια γραµµή µεταφοράς. Για τη µελέτη της µεταβατικής
ευστάθειας είναι απαραίτητο το µη γραµµικό σύστηµα. Το πρόβληµα της µεταβατικής ευ-
στάθειας σχετίζεται µε το κατά πόσον η κατάσταση του συστήµατος ϑα ϐρεθεί ύστερα από
την εφαρµογή µιας µεγάλης διαταραχής εντός της περιοχής έλξης ενός ευσταθούς σηµείου
ισορροπίας του συστήµατος.

1.2.3 Ευστάθεια τάσης

Ευστάθεια τάσης είναι η ικανότητα του συστήµατος να διατηρεί τα µέτρα των τάσεων όλων
των Ϲυγών κοντά στις ονοµαστικές τους τιµές ύστερα από την εφαρµογή µιας διαταραχής
[1]. Εξαρτάται από την ικανότητα του συστήµατος παραγωγής και µεταφοράς να παρέχει την
απαιτούµενη ισχύ (Ϲήτηση) στα ϕορτία. Κατηγοριοποιείται σε ϐραχυπρόθεσµη και µακρο-
πρόθεσµη, µε κριτήριο τη χρονική κλίµακα των µηχανισµών που µπορεί να οδηγήσουν σε
αστάθεια τάσης.
(α’) Η ϐραχυπρόθεσµη ευστάθεια τάσης (short-term voltage stability) αφορά τις γρήγορες
δυναµικές συνιστώσες του ϕορτίου, όπως κινητήρες επαγωγής και ϕορτία ελεγχόµενα α-
πό ηλεκτρονικά ισχύος, διασυνδέσεις HVDC και παραγωγούς µε µετατροπείς. Η χρονική
κλίµακα της ϐραχυπρόθεσµης ευστάθειας τάσης είναι έως µερικά δευτερόλεπτα.
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(ϐ’) Η µακροπρόθεσµη ευστάθεια τάσης (long-term voltage stability) αφορά τις αργές δυνα-
µικές του ϕορτίου, όπως ϑερµοστατικά ελεγχόµενα ϕορτία, τη δυναµική του συστήµατος
αλλαγής τάσης υπό ϕορτίο των µετασχηµατιστών και τους περιοριστές ϱεύµατος των σύγ-
χρονων γεννητριών. Η χρονική κλίµακα της µακροπρόθεσµης ευστάθειας τάσης είναι από
δεκάδες δευτερόλεπτα έως και µερικά λεπτά.

Οι λόγοι για τους οποίους το σύστηµα µπορεί να οδηγηθεί σε αστάθεια τάσης κατηγο-
ϱιοποιούνται λεπτοµερώς στο [5], σύµφωνα µε τον διαχωρισµό των δύο χρονικών κλιµάκων
(ϐραχυπρόθεσµης και µακροπρόθεσµης).

Σύµφωνα µε το σχήµα 1.2, η ευστάθεια τάσης κατηγοριοποιείται και ανάλογα µε το
µέγεθος της διαταραχής σε : (α’) Ευστάθεια τάσης µικρών διαταραχών (small-disturbance
voltage stability), η οποία αφορά µικρές διαταραχές όπως είναι η µεταβολή της Ϲήτησης του
ϕορτίου. (ϐ’) Ευστάθεια τάσης µεγάλων διαταραχών (large-disturbance voltage stability), η
οποία αφορά µεγάλες διαταραχές όπως είναι η απώλεια µιας διασυνδετικής γραµµής ή µιας
µεγάλης µονάδας παραγωγής.

1.2.4 Ευστάθεια συχνότητας

Η ευστάθεια συχνότητας αποτελεί την ικανότητα του συστήµατος να διατηρεί σταθερή συ-
χνότητα ύστερα από µια διαταραχή, η οποία έχει ως αποτέλεσµα µια σηµαντική ανισορροπία
στο συνολικό ισοζύγιο µεταξύ παραγωγής και ϕορτίου του συστήµατος [1]. Κατηγοριοποιε-
ίται, όπως και η ευστάθεια τάσης, σε ϐραχυπρόθεσµη (short-term frequency stability) και
µακροπρόθεσµη (long-term frequency stability), ανάλογα µε τη χρονική κλίµακα των µη-
χανισµών που οδηγούν σε αστάθεια συχνότητας. ΄Ενα χαρακτηριστικό παράδειγµα ϐραχυ-
πρόθεσµης αστάθειας συχνότητας είναι ο σχηµατισµός µιας νησίδας στο δίκτυο µε έλλειµα
παραγωγής και ανεπαρκή αποκοπή ϕορτίου λόγω υποσυχνότητας, η οποία οδηγεί σε ση-
µαντική γρήγορη µείωση της συχνότητας (µερικά δευτερόλεπτα) και έχει ως αποτέλεσµα τη
σβέση της νησίδας. Η µακροπρόθεσµη ευστάθεια συχνότητας σχετίζεται µε τις δυναµικές
των κινητήριων µηχανών (prime movers) των σύγχρονων µηχανών, των ϱυθµιστών στροφών
(οι οποίοι συνεισφέρουν στην πρωτεύουσα ϱύθµιση συχνότητας) και της δευτερεύουσας ϱύθ-
µισης συχνότητας. Η χρονική κλίµακα αυτών των δυναµικών µηχανισµών είναι από µερικά
δευτερόλεπτα έως και µερικά λεπτά [4].

1.2.5 Ευστάθεια συντονισµού

Ο συντονισµός γενικά συµβαίνει όταν εµφανίζεται ανταλλαγή ενέργειας µε τη µορφή τα-
λάντωσης χωρίς απόσβεση. Οι ταλαντώσεις συντονισµού εκδηλώνονται στα πλάτη των τάσε-
ων, των ϱευµάτων και των ϱοπών. ΄Οταν τα πλάτη αυτά ξεπεράσουν συγκεκριµένα όρια, τότε
λέγετε ότι έχει συµβεί αστάθεια συντονισµού. Η ευστάθεια συντονισµού συµπεριλαµβάνει τον
υποσύγχρονο συντονισµό (subsynchronous resonance). Χωρίζεται σε δύο υποκατηγορίες,
τον στρεπτικό συντονισµό (torsional resonance) και τον ηλεκτρικό συντονισµό (electrical reso-
nance). Ο στρεπτικός συντονισµός οφείλεται σε αλληλεπίδραση µεταξύ µιας γραµµής µετα-
ϕοράς µε αντιστάθµιση σειράς και του µηχανικού άξονα στροβίλου – σύγχρονης γεννήτριας.
Ο ηλεκτρικός συντονισµός οφείλεται σε ηλεκτρική αλληλεπίδραση και εµφανίζεται σε γεν-
νήτριες επαγωγής διπλής τροφοδότησης (doubly-fed induction generators) που συνδέονται
σε γραµµές µεταφοράς µε αντιστάθµιση σειράς [1].

Είναι προφανές ότι το πρόβληµα της ευστάθειας συντονισµού υπάρχει και σε δίκτυα
χωρίς ηλεκτρονικούς µετατροπείς. Ωστόσο, δεν συµπεριλαµβάνεται στην κατηγοριοποίηση
του [4], διότι τα ϕαινόµενα υποσύγχρονου συντονισµού ϐρίσκονται στην χρονική κλίµακα
των ηλεκτροµαγνητικών ϕαινοµένων. Στο [4], η κατηγοριοποίηση που γίνεται αφορά µόνο
τις χρονικές κλίµακες των ηλεκτροµηχανικών και των ϑερµοδυναµικών ϕαινοµένων.
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Η παραγωγή µε ηλεκτρονικούς µετατροπείς ισχύος συµπεριλαµβάνει ϐρόχους ελέγχου
και αλγορίθµους µε γρήγορη χρονική απόκριση, όπως είναι π.χ. ο έλεγχος κλειδώµατος
ϕάσης (phase locked loop, PLL) και οι εσωτερικοί ϐρόχοι ελέγχου ϱεύµατος. Η χρονική
κλίµακα που καλύπτει τους διάφορους ελέγχους των ηλεκτρονικών ισχύος µπορεί να οδη-
γήσει σε σηµαντική αλληλεπίδραση τόσο µε την ηλεκτροµηχανική δυναµική των µηχανών
όσο και µε τα ηλεκτροµαγνητικά µεταβατικά ϕαινόµενα του δικτύου, µε πιθανό αποτέλεσµα
τις ασταθείς ταλαντώσεις. Η οδηγούµενη από µετατροπείς ευστάθεια κατηγοριοποιείται πε-
ϱαιτέρω µε κριτήριο τη χρονική κλίµακα των ϕαινοµένων αστάθειας σε ευστάθεια ταχείας
αλληλεπίδρασης και σε ευστάθεια αργής αλληλεπίδρασης. Η οδηγούµενη από µετατροπείς
ευστάθεια ταχείας αλληλεπίδρασης (fast-interaction converter-driven stability) συµπεριλαµ-
ϐάνει ένα µεγάλο εύρος προβληµάτων ευστάθειας τα οποία οφείλονται στις γρήγορες δυ-
ναµικές αλληλεπιδράσεις των ελεγκτών των συστηµάτων µε ηλεκτρονικά ισχύος, όπως είναι
οι ηλεκτρονικοί µετατροπείς ισχύος, η µεταφορά µε συνεχές ϱεύµα (HVDC) και τα ευέλι-
κτα συστήµατα µεταφοράς (FACTS), µε τις γρήγορες δυναµικές ενός ΣΗΕ, όπως είναι το
σύστηµα µεταφοράς, η ηλεκτροµαγνητική δυναµική του στάτη των σύγχρονων γεννητριών ή
άλλων συσκευών. Η οδηγούµενη από µετατροπείς ευστάθεια αργής αλληλεπίδρασης (slow-
interaction converter-driven stability) οφείλεται στις αργές αλληλεπιδράσεις των συστηµάτων
ελέγχου των συσκευών µε ηλεκτρονικά ισχύος µε τις αργές συνιστώσες ενός ΣΗΕ, όπως η η-
λεκτροµηχανική δυναµική των σύγχρονων γεννητριών και κάποιων ελεγκτών των γεννητριών
[1].

1.3 Ρύθµιση ϕορτίου-συχνότητας

1.3.1 Γενικά

Με στόχο τη διατήρηση της ευστάθειας, την εξασφάλιση ενός ικανοποιητικού επιπέδου
ασφάλειας και παράλληλα της λειτουργίας µε ελάχιστο δυνατό κόστος και ελάχιστες περι-
ϐαλλοντικές επιπτώσεις, στα ΣΗΕ είναι απαραίτητα συστήµατα ελέγχου. Τα δύο ϐασικότε-
ϱα συστήµατα ελέγχου σε ένα ΣΗΕ είναι ο έλεγχος ενεργού ισχύος-συχνότητας (ϱύθµιση
ϕορτίου-συχνότητας) και ο έλεγχος αέργου ισχύος-τάσης. Στην παρούσα ενότητα, αλλά και
στην υπόλοιπη εργασία, ϑα ασχοληθούµε µε τη ϱύθµιση ϕορτίου-συχνότητας.

Ο ϐασικός στόχος της ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας (load-frequency control, LFC) είναι
η διατήρηση της ηλεκτρικής συχνότητας του ΣΗΕ κοντά στην ονοµαστική τιµή της (50 Hz
ή 60 Hz), το οποίο εξασφαλίζεται όταν όλες οι διασυνδεδεµένες γεννήτριες του συστήµατος
ϐρίσκονται σε συγχρονισµό, δηλαδή οι δροµείς τους περιστρέφονται µε την ίδια γωνιακή
ταχύτητα σε ηλεκτρικά ακτίνια ανά δευτερόλεπτο. Η ανισορροπία του ισοζυγίου µεταξύ συ-
νολικής παραγωγής και συνολικού ϕορτίου συνεπάγεται µεταβολή της ϱοπής που ασκείται
στους άξονες όλων των γεννητριών και, άρα, µεταβολή της γωνιακής τους ταχύτητας. Συνε-
πώς, το πρόβληµα προσαρµογής της παραγωγής στο ϕορτίο και το πρόβληµα της ϱύθµισης
της συχνότητας του συστήµατος είναι ενιαίο [11].

Η ϱύθµιση ϕορτίου–συχνότητας ακολουθεί ιεραρχική δοµή (ως προς τον χρόνο απόκρι-
σης) [3, 13] και κατηγοριοποιείται από το κατώτερο προς το ανώτερο επίπεδο της ιεραρχίας
σε :

1. Πρωτεύουσα ϱύθµιση συχνότητας (primary frequency control)

2. ∆ευτερεύουσα ϱύθµιση συχνότητας (secondary frequency control)

3. Τριτεύουσα ϱύθµιση συχνότητας (tertiary frequency control)
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Επιπλέον, στη ϱύθµιση ϕορτίου-συχνότητας συνεισφέρουν και οι εξής τρεις έλεγχοι [2]: Ο
έλεγχος έκτακτης ανάγκης (emergency control), ο έλεγχος εικονικής αδράνειας (inertia con-
trol) και ο έλεγχος Ϲήτησης (demand control).

1.3.2 Πρωτεύουσα ϱύθµιση συχνότητας

Στόχος της πρωτεύουσας ϱύθµισης συχνότητας είναι η γρήγορη προσαρµογή της παρα-
γωγής στο ϕορτίο (εντός µερικών δευτερολέπτων) διασφαλίζοντας ταυτόχρονα ότι η συχνότητα
δεν ϑα αποµακρυνθεί σηµαντικά από την ονοµαστική της τιµή. Στην πρωτεύουσα ϱύθµιση
συχνότητας συνεισφέρουν παραδοσιακά οι ϱυθµιστές στροφών (governors) των σύγχρονων
γεννητριών. Την ικανότητα να συνεισφέρουν στην πρωτεύουσα ϱύθµιση συχνότητας έχουν
επίσης και οι ηλεκτρονικοί µετατροπείς ισχύος, καθώς και τα µικροδίκτυα (microgrids) [2].
Η πρωτεύουσα ϱύθµιση συχνότητας οδηγεί σε ένα µόνιµο σφάλµα στη συχνότητα, λόγω της
αναλογικής ανατροφοδότησης της συχνότητας σε κάθε µονάδα παραγωγής που συνεισφέρει
στην πρωτεύουσα ϱύθµιση. Το αντίστροφο αυτού του κέρδους ονοµάζεται στατισµός (droop)
της µονάδας.

Το πρόβληµα του µόνιµου σφάλµατος της συχνότητας ϑα µπορούσε να επιλυθεί ϑεωρητι-
κά χρησιµοποιώντας και µια ολοκληρωτική ανατροφοδότηση της συχνότητας σε κάθε µονάδα
παραγωγής. Ωστόσο, αυτό δεν είναι εφικτό στην πρωτεύουσα ϱύθµιση, επειδή η κάθε µονάδα
ϑα προσπαθούσε ανεξάρτητα η µία από την άλλη να ϱυθµίσει τη συχνότητα στην ονοµαστική
της τιµή µε κατάλληλη προσαρµογή της παραγωγής της. Πιθανό αποτέλεσµα είναι ο µεταξύ
τους ανταγωνισµός (εµφάνιση ταλαντώσεων) και άρα η αστάθεια.

1.3.3 ∆ευτερεύουσα ϱύθµιση συχνότητας

Πριν αναφερθούµε στη δευτερεύουσα ϱύθµιση συχνότητας, είναι απαραίτητος ο ορισµός
της περιοχής ελέγχου ενός ΣΗΕ. Σύµφωνα µε το [11], «περιοχή ελέγχου (control area) ονο-
µάζεται το σύστηµα ή το τµήµα του ΣΗΕ, το οποίο είναι κατά το µάλλον ή το ήττον ανεξάρτητο
από άποψη ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας και αυτοδύναµο από άποψη ϕορτίου, δηλαδή οι
µεταβολές του ϕορτίου απορροφώνται κατά κανόνα από το ίδιο το σύστηµα». Μια περιοχή
ελέγχου µπορεί να λειτουργεί αυτόνοµα, να είναι δηλαδή αποµονωµένη, ή να έχει διασυν-
δέσεις µε άλλες γειτονικές περιοχές ελέγχου. Σε περίπτωση που υπάρχει διασύνδεση µεταξύ
δύο γειτονικών περιοχών ελέγχου, η ϱοή ενεργού ισχύος που ανταλλάσσουν πρέπει να ακο-
λουθεί συνήθως ένα προκαθορισµένο πρόγραµµα.

Η δευτερεύουσα ϱύθµιση συχνότητας ή αυτόµατος έλεγχος παραγωγής (automatic gen-
eration control, AGC) εξασφαλίζει ότι η συχνότητα ϑα επανέλθει στην ονοµαστική της τιµή,
χρησιµοποιώντας συµβατικά αναλογικό-ολοκληρωτικό (ή µόνο ολοκληρωτικό) έλεγχο και
λειτουργώντας κεντρικά σε κάθε περιοχή ελέγχου. Εξασφαλίζει τη συνεργασία µεταξύ των
µονάδων παραγωγής και όχι τον ανταγωνισµό. Επιπλέον στόχος της δευτερεύουσας ϱύθµι-
σης συχνότητας είναι και η ϱύθµιση των διασυνδετικών ϱοών ισχύος στο προκαθορισµένο
πρόγραµµά τους.

Η δευτερεύουσα ϱύθµιση συχνότητας γίνεται από επιλεγµένες µονάδες παραγωγής. Ε-
πίσης, πραγµατοποιείται σε διακριτό χρόνο (συνήθως κάθε 2 έως 5 δευτερόλεπτα [3]). Το
χρονικό διάστηµα αυτό ϑα αποκαλείται σε αυτή την εργασία περίοδος δειγµατοληψίας της
δευτερεύουσας ϱύθµισης, λόγω της µοντελοποίησης που ϑα χρησιµοποιηθεί. Επιπλέον, ε-
πειδή η δευτερεύουσα ϱύθµιση γίνεται κεντρικά, απαιτεί χρήση τηλεπικοινωνιακού διαύλου
µεταξύ του κέντρου ελέγχου και της κάθε ϱυθµίζουσας µονάδας παραγωγής της περιοχής
ελέγχου. Συνεπώς, είναι επιρρεπής στα προβλήµατα του τηλεπικοινωνιακού διαύλου, όπως
χρονικές καθυστερήσεις µετάδοσης και σε ϑόρυβο. Επίσης, µπορεί να αποτελέσει στόχο
κυβερνοεπίθεσης (cyber attack) [2].
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Θεωρούµε ένα ΣΗΕ κυριαρχούµενο από σύγχρονες γεννήτριες στο οποίο µια µεγάλη
µονάδα παραγωγής τίθεται εκτός λειτουργίας. Η χρονική απόκριση της συχνότητας ϕαίνεται
ποιοτικά στο σχήµα 1.3. Σε αυτήν διακρίνουµε τρεις διακριτές χρονικές περιόδους : (α’) Την
αρχική απόκριση που οφείλεται στην αδράνεια των σύγχρονων γεννητριών που ϐρίσκονται
εντός λειτουργίας, (ϐ’) την απόκριση της πρωτεύουσας ϱύθµισης συχνότητας των σύγχρονων
γεννητριών µαζί µε την αυτορρύθµιση του ϕορτίου και (γ’) την απόκριση του συστήµατος
αυτόµατης παραγωγής (της δευτερεύουσας ϱύθµισης συχνότητας), η οποία επαναφέρει τη
συχνότητα στην ονοµαστική της τιµή.

0 s τυπικά,
5 − 10 s

τυπικά,
20 − 30 s

τυπικά,
5 − 10 min

Αρχική κλίση λόγω της
αδράνειας του συστήµατος

Πρωτεύουσα ϱύθµιση
συχνότητας

∆ευτερεύουσα ϱύθµιση
συχνότητας

Σχήµα 1.3: Ποιοτική συµπεριφορά χρονικής απόκρισης της συχνότητας ενός ΣΗΕ µε µεγάλη
αδράνεια ύστερα από µια µεγάλη απώλεια παραγωγής [1].

Τα ΣΗΕ στα οποία υπάρχει µεγάλη διείσδυση παραγωγών µε ηλεκτρονικούς µετατροπείς
και µείωση του αριθµού των σύγχρονων γεννητριών, η χρονική απόκριση της συχνότητας
διαφέρει σηµαντικά από αυτήν του σχήµατος 1.3, λόγω της µείωσης της αδράνειας του συ-
στήµατος και της γρήγορης απόκρισης των ελέγχων των µετατροπέων (εφόσον είναι µετατρο-
πείς µε δυνατότητα ϱύθµισης συχνότητας - έλεγχο στατισµού). Ως αποτέλεσµα, οι µεταβολές
της συχνότητας γίνονται γρηγορότερες, επηρεάζεται η απόδοση του συστήµατος και ο κίνδυ-
νος εµφάνισης αστάθειας αυξάνεται [1].

1.3.5 Τριτεύουσα ϱύθµιση και άλλοι τρόποι ϱύθµισης συχνότητας

Η τριτεύουσα ϱύθµιση συχνότητας έχει ως στόχο την οικονοµική κατανοµή του ϕορτίου
και της εφεδρείας στις µονάδες παραγωγής. Πραγµατοποιείται κεντρικά από τον διαχειρι-
στή του συστήµατος. Καθορίζει επίσης το ποσοστό συµµετοχής κάθε ϱυθµίζουσας µονάδας
παραγωγής στη δευτερεύουσα ϱύθµιση [2].

Ο έλεγχος έκτακτης ανάγκης έχει ως στόχο να συγκρατήσει τη συχνότητα του συστήµατος
στις πιο δυσµενείς καταστάσεις που οφείλονται σε µεγάλες διαταραχές (όπως π.χ. µεγάλη
πτώση της συχνότητας λόγω κάποιου σφάλµατος), χρησιµοποιώντας κατάλληλα σχήµατα
προστασίας. Συµπεριλαµβάνει την αποκοπή ϕορτίου λόγω υποσυχνότητας (underfrequency
load shedding, UFLS) και την αποκοπή παραγωγής λόγω υπερσυχνότητας (overfrequency
generation trip, OFGT ) [2].

Το πρόβληµα της µείωσης της αδράνειας των ΣΗΕ, λόγω υψηλής διείσδυσης παραγωγών
µε ηλεκτρονικούς µετατροπείς ισχύος και µείωσης του πλήθους των σύγχρονων µονάδων,
µπορεί να επιλυθεί µε τον έλεγχο εικονικής αδράνειας. Ο έλεγχος εικονικής αδράνειας
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Σχήµα 1.4: Γενικό σχήµα του µοντέλου της απόκρισης της συχνότητας για µία περιοχή ελέγχου
i [2].

µπορεί να πραγµατοποιηθεί από µετατροπείς, µέσω κατάλληλων ελέγχων των ηλεκτρονικών
ισχύος [2].

Τέλος, στο [2], αναφέρεται και ο έλεγχος Ϲήτησης. Αποτελεί τη συµµετοχή της Ϲήτησης
στη ϱύθµιση συχνότητας από ϕορτία εξαρτώµενα από τη συχνότητα, όπως είναι οι κινητήρες
επαγωγής. Προϋποθέτει, ωστόσο, την απόκριση της Ϲήτησης (demand response), δηλαδή
την ενεργό συµµετοχή των καταναλωτών στην αποδοτική κατανάλωση ηλεκτρισµού καθώς
και στην παροχή επικουρικών υπηρεσιών [7]. Ωστόσο, ο έλεγχος Ϲήτησης είναι δύσκολος,
διότι στην πράξη το ϕορτίο δεν ανταποκρίνεται στις ανάγκες του συστήµατος και έχει σταθερή
συνεισφορά στη ϱύθµιση συχνότητας, χωρίς να είναι ευέλικτο.

Στο σχήµα 1.4 ϕαίνεται σε µορφή διαγράµµατος ϐαθµίδων ένα γενικό σχήµα του µο-
ντέλου της απόκρισης της συχνότητας για µία περιοχή ελέγχου, το οποίο συµπεριλαµβάνει
τις διάφορες κατηγορίες ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας [2]. Με ∆fi συµβολίζεται η απόκλιση
της συχνότητας της περιοχής ελέγχου i από την ονοµαστική της τιµή, µε Pti η συνολική
ενεργός ισχύς που εισάγεται στην περιοχή i, µε ∆Pti η απόκλισή της από το πρόγραµµά της
και µε PLi το συνολικό ηλεκτρικό ϕορτίο της περιοχής i.

1.4 Βιβλιογραφική επισκόπηση

Σε αυτή την ενότητα πραγµατοποιείται µια σύντοµη ϐιβλιογραφική επισκόπηση επιλεγ-
µένων εργασιών που σχετίζονται µε τη µαθηµατική παράσταση, την ευστάθεια και την α-
πόδοση του συστήµατος ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας, εστιάζοντας στην πρωτεύουσα και τη
δευτερεύουσα συµβατική ϱύθµιση.

Υπάρχει ένα µεγάλο µέρος της ϐιβλιογραφίας που ϑεωρεί τη δευτερεύουσα ϱύθµιση ως
σύστηµα συνεχούς χρόνου, κυρίως για να διευκολυνθεί η ανάλυση. Ενδεικτικές εργασίες
είναι οι [14], [15] και [16], το περιεχόµενο των οποίων συνοψίζεται παρακάτω.

Στην [14], εξετάζεται η ευστάθεια της πρωτεύουσας-δευτερεύουσας ϱύθµισης για ΣΗΕ µε
πολλές περιοχές ελέγχου αναλυτικά µε χρήση ϑεωρίας ευστάθειας Lyapunov και ϑεωρίας
ιδιαζουσών διαταραχών. Η µη γραµµικότητα του συστήµατος λαµβάνεται επίσης υπόψη.

Στην [15], εξετάζεται η επίδραση των διάφορων πηγών αβεβαιότητας στην αυτόµατη ϱύθ-
µιση παραγωγής, όπως είναι η αβεβαιότητα της παραγωγής που προέρχεται από ανανεώσιµες
πηγές ενέργειας και ο ϑόρυβος του τηλεπικοινωνιακού διαύλου. Το µοντέλο που ϑεωρείται
συµπεριλαµβάνει και τις µη γραµµικές εξισώσεις του δικτύου. Η αβεβαιότητα εισάγεται µε
χρήση στοχαστικών διαφορικών εξισώσεων.

Στην [16], εξετάζεται συστηµατικά η ευστάθεια του συστήµατος ϱύθµισης ϕορτίου- συ-
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χνότητας µε χρήση ϑεωρίας ευστάθειας Lyapunov και λαµβάνεται υπόψη η χρονική καθυ-
στέρηση λόγω του τηλεπικοινωνιακού διαύλου.

Η εργασία [17] αποτελεί µία από τις πρώτες προσπάθειες παράστασης της δευτερεύουσας
ϱύθµισης ως συστήµατος διακριτού χρόνου, µε στόχο τη ϐελτιστοποίηση των κερδών της µε
κριτήρια απόδοσης. Συγκεκριµένα, γίνεται ενιαία µαθηµατική παράσταση του συµβατικού
συστήµατος πρωτεύουσας-δευτερεύουσας ϱύθµισης συχνότητας, µε ϑεώρηση ενός υδροθερ-
µικού συστήµατος δύο περιοχών ελέγχου. Βελτιστοποιούνται τα κέρδη των ολοκληρωτι-
κών ελεγκτών της δευτερεύουσας ϱύθµισης µε χρήση δεικτών απόδοσης. Η ϐελτιστοποίηση
γίνεται ϑεωρώντας δύο περιπτώσεις για τη δευτερεύουσας ϱύθµιση: Λειτουργία σε συνεχή
χρόνο και λειτουργία σε διακριτό χρόνο. Επιπλέον, γίνεται προσπάθεια προσδιορισµού της
ϐέλτιστης περιόδου δειγµατοληψίας. Η επίδραση των περιορισµών ϱάµπας των µονάδων
(generation rate constraints) στην απόκριση για τις ϐέλτιστες τιµές των κερδών επίσης διε-
ϱευνάται. Ωστόσο, δεν λαµβάνονται υπόψη άλλες µη γραµµικότητες του συστήµατος, όπως
η νεκρή Ϲώνη της δευτερεύουσας ϱύθµισης, και το Ϲήτηµα της ευστάθειας του συστήµατος
δεν αντιµετωπίζεται αναλυτικά.

Στην εργασία [18], διερευνάται η επίδραση της δευτερεύουσας ϱύθµισης συχνότητας ως
σύστηµα διακριτού χρόνου στη δυναµική του ΣΗΕ, για διάφορες τιµές του κέρδους της δευ-
τερεύουσας ϱύθµισης και για διάφορες περιόδους δειγµατοληψίας. Επίσης, ϑεωρείται και
η δυναµική της αγοράς. Ωστόσο, η ευστάθεια του συστήµατος εξετάζεται µε προσοµοιώσεις
και δεν µελετάται αναλυτικά.

Μια εργασία στην οποία λαµβάνεται υπόψη η διακριτότητα στον χρόνο της δευτερεύου-
σας ϱύθµισης και προσδιορίζεται αναλυτική συνθήκη για την ευστάθεια του συστήµατος είναι
η [19]. Επιπλέον, λαµβάνεται υπόψη και η χρονική καθυστέρηση µετάδοσης στη δευτερε-
ύουσα ϱύθµιση. Χρησιµοποιούνται τεχνικές σθεναρού ελέγχου (έλεγχος H∞) µε γραµµικές
ανισότητες πινάκων για τον προσδιορισµό των κερδών της δευτερεύουσας ϱύθµισης, για δεδο-
µένη καθυστέρηση µετάδοσης και περίοδο δειγµατοληψίας και για επιθυµητή σθεναρότητα
του ελέγχου. Ωστόσο, τα µοντέλα που χρησιµοποιούνται δεν λαµβάνουν υπόψη µη γραµµι-
κότητες, όπως είναι η νεκρή Ϲώνη στη δευτερεύουσα ϱύθµιση και οι περιορισµοί ϱάµπας των
παραγωγών.

1.5 Αντικείµενο και σκοπός της εργασίας

Η παρούσα εργασία µελετά το σύστηµα πρωτεύουσας και δευτερεύουσας συµβατικής
ϱύθµισης συχνότητας για µία και για πολλές περιοχές ελέγχου µε ϐάση τους εξής τρεις
άξονες : (1) Μαθηµατική παράσταση, (2) ευστάθεια και (3) απόδοση. Οι στόχοι της εργασίας
κατηγοριοποιούνται σύµφωνα µε αυτούς τους τρεις άξονες ως εξής :

1. Μαθηµατική παράσταση: Στόχος είναι η διαµόρφωση ενός µοντέλου για την πρωτεύουσα
και τη δευτερεύουσα ϱύθµιση συχνότητας που αναπαριστά σε µεγάλο ϐαθµό το πραγ-
µατικό σύστηµα, αλλά παραµένει απλό για την ανάλυση της ευστάθειας του συστήµα-
τος και της ϐελτιστοποίησής του µε δείκτες απόδοσης. Ο στόχος αυτός επιτυγχάνεται
µε :

� Τη χρήση γραµµικών µοντέλων για το σύστηµα παραγωγής και την πρωτεύουσα
ϱύθµιση συχνότητας, τα οποία προκύπτουν από τη µέθοδο της γραµµικοποίησης
[3, 11].

� Τη διαµόρφωση ενός µοντέλου κοινής συχνότητας για µια περιοχή ελέγχου µε τη
χρήση της ϑεωρίας ιδιαζουσών διαταραχών [20].

� Τη διαµόρφωση µοντέλου για τις διασυνδέσεις µεταξύ περιοχών ελέγχου [3].
� Τη χρήση ενός απλού ολοκληρωτή διακριτού χρόνου για την παράσταση της δευ-

τερεύουσας ϱύθµισης, λαµβάνοντας υπόψη την ύπαρξη νεκρής Ϲώνης [11].
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Το σύστηµα πρωτεύουσας και δευτερεύουσας ϱύθµισης παριστάνεται ως σύστηµα δεδο-
µένων δειγµατοληψίας (sampled-data system). Επιπλέον, υπό την προϋπόθεση ότι η
δυναµική της πρωτεύουσας ϱύθµισης συχνότητας είναι αρκετά πιο γρήγορη από αυτήν
της δευτερεύουσας ϱύθµισης, διαµορφώνεται µοντέλο διακριτού χρόνου που αναπαρι-
στά την αργή δυναµική της δευτερεύουσας ϱύθµισης (οιονεί στατική προσέγγιση του
συστήµατος). Σηµειώνεται ότι, λόγω της γραµµικοποίησης, η ανάλυση ϑα περιοριστεί
σε µικρές διαταραχές.

2. Ευστάθεια: Στόχος είναι ο προσδιορισµός των ορίων ευστάθειας του συστήµατος πρω-
τεύουσας - δευτερεύουσας ϱύθµισης συχνότητας για την επιλογή των κερδών (συντελε-
στών πόλωσης συχνότητας) της δευτερεύουσας ϱύθµισης ως συνάρτηση της περιόδου
δειγµατοληψίας της. Ο στόχος αυτός επιτυγχάνεται µε :

� Τον υπολογισµό των ορίων ευστάθειας µε χρήση αναλυτικών και αριθµητικών µε-
ϑόδων για τρεις περιπτώσεις συστηµάτων µιας περιοχής ελέγχου (µονάδας ντίζελ,
ατµοηλεκτρικής µονάδας, υδροηλεκτρικής µονάδας).

� Τον υπολογισµό των ορίων ευστάθειας µε χρήση αριθµητικής µεθόδου για την
περίπτωση του υδροθερµικού συστήµατος δύο περιοχών ελέγχου του [17].

Επιπλέον, προσδιορίζονται αναλυτικά οι συνθήκες και τα όρια ευστάθειας για τους
συντελεστές πόλωσης συχνότητας στο µοντέλο διακριτού χρόνου που αναπαριστά την
αργή δυναµική της δευτερεύουσας ϱύθµισης.

3. Απόδοση: Στόχος είναι ο προσδιορισµός των ϐέλτιστων συντελεστών πόλωσης της δευ-
τερεύουσας ϱύθµισης συναρτήσει της περιόδου δειγµατοληψίας που ελαχιστοποιούν
συγκεκριµένους δείκτες απόδοσης του συστήµατος. Ο στόχος αυτός επιτυγχάνεται µε :

� Την πρόταση δεικτών απόδοσης, µε τους οποίους ποσοτικοποιείται η συµπεριφο-
ϱά συγκεκριµένων µεταβλητών του συστήµατος.

� Τον προσδιορισµό των ϐέλτιστων συντελεστών πόλωσης συναρτήσει της περιόδου
δειγµατοληψίας µε χρήση αριθµητικής µεθόδου για τις τρεις περιπτώσεις συστη-
µάτων µιας περιοχής ελέγχου (µονάδας ντίζελ, ατµοηλεκτρικής µονάδας, υδροη-
λεκτρικής µονάδας). Επίσης, για αυτές τις περιπτώσεις συστηµάτων επιχειρείται
και ο προσδιορισµός της ϐέλτιστης περιόδου δειγµατοληψίας.

� Τον προσδιορισµό των ϐέλτιστων συντελεστών πόλωσης µε χρήση αριθµητικής
µεθόδου για την περίπτωση του υδροθερµικού συστήµατος δύο περιοχών ελέγχου
του [17].

Επιπλέον, προσδιορίζονται αναλυτικά οι ϐέλτιστοι συντελεστές πόλωσης συχνότητας
στο µοντέλο διακριτού χρόνου που αναπαριστά την αργή δυναµική της δευτερεύουσας
ϱύθµισης.

1.6 ∆οµή της εργασίας

Με ϐάση το γενικό περίγραµµα που προηγήθηκε σχετικά µε το αντικείµενο και τον σκοπό
της εργασίας, αυτή χωρίζεται σε επτά κεφάλαια. Εκτός του παρόντος εισαγωγικού κεφαλαίου
και του εβδόµου κεφαλαίου που είναι τα συµπεράσµατα, το δεύτερο κεφάλαιο ασχολείται
µε το µαθηµατικό υπόβαθρο της εργασίας, το τρίτο και το τέταρτο κεφάλαιο ασχολούνται µε
µαθηµατική παράσταση και το τέταρτο, το πέµπτο και το έκτο κεφάλαιο ασχολούνται µε την
ευστάθεια και την απόδοση του συστήµατος ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας. Το περιεχόµε-
νο των κεφαλαίων, εκτός του παρόντος εισαγωγικού κεφαλαίου, περιγράφεται συνοπτικά
παρακάτω:
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Στο δεύτερο κεφάλαιο, αναπτύσσεται µέρος του απαραίτητου µαθηµατικού υποβάθρου
της εργασίας. Αρχικά, παρουσιάζονται οι έννοιες της ευστάθειας Lyapunov και της ευ-
στάθειας εισόδου-εξόδου για συστήµατα συνεχούς και διακριτού χρόνου. ΄Επειτα, γίνεται
αναφορά στα συστήµατα δεδοµένων δειγµατοληψίας (sampled-data systems) και ϑεωρείται
µια ειδική µορφή αυτών, η οποία είναι συµβατή µε τη µαθηµατική αναπαράσταση του συ-
στήµατος ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας. Για την µορφή αυτή προσδιορίζεται η συνθήκη
ευστάθειας ϕραγµένης εισόδου - ϕραγµένης εξόδου του συστήµατος. Στη συνέχεια, γίνε-
ται αναφορά στην οιονεί στατική προσέγγιση συστήµατος συνεχούς χρόνου δύο χρονικών
κλιµάκων και συστήµατος δεδοµένων δειγµατοληψίας µε µεγάλη περίοδο δειγµατοληψίας.
Ακόµη, εξετάζεται τρόπος υπολογισµού τετραγωνικών δεικτών απόδοσης για συστήµατα δια-
κριτού χρόνου. Τέλος, υπολογίζονται οι ιδιοτιµές πινάκων ειδικής µορφής, οι οποίες είναι
απαραίτητες για το τέταρτο κεφάλαιο. Σηµειώνεται ότι οι µαθηµατικές έννοιες που δεν κα-
λύπτονται σε αυτό το κεφάλαιο, όπως είναι οι µετασχηµατισµοί Laplace και Z, ϑεωρούνται
γνωστές και γίνεται αναφορά σε κλασικά ϐιβλία εντός των κεφαλαίων που χρησιµοποιούνται.

Στο τρίτο κεφάλαιο, αναπτύσσονται µοντέλα για το σύστηµα της ϱύθµισης ϕορτίου-
συχνότητας. Αρχικά, διαµορφώνεται για σύστηµα µιας περιοχής ελέγχου µοντέλο κοινής συ-
χνότητας και ισοδύναµου µοναδικού Ϲυγού, µε χρήση της ϑεωρίας ιδιαζουσών διαταραχών. Η
ανάλυση αυτή επεκτείνεται και για σύστηµα πολλών περιοχών ελέγχου, αφού πρώτα διαµορ-
ϕωθεί µοντέλο για τις διασυνδέσεις µεταξύ των περιοχών. ΄Επειτα, εξετάζονται µοντέλα στρο-
ϐίλων και ϱυθµιστών στροφών ατµοηλεκτρικής και υδροηλεκτρικής µονάδας παραγωγής.
Στη συνέχεια, διαµορφώνεται το συµβατικό µοντέλο (απλός ολοκληρωτής διακριτού χρόνου)
για τη δευτερεύουσα ϱύθµιση συχνότητας. Ακόµη, το σύστηµα πρωτεύουσας-δευτερεύουσας
ϱύθµισης προτυποποιείται ως σύστηµα δεδοµένων δειγµατοληψίας. Τέλος, προσδιορίζονται
αναλυτικά οι εξισώσεις κατάστασης του συστήµατος για τις περιπτώσεις µίας, δύο και πολλών
περιοχών ελέγχου.

Στο τέταρτο κεφάλαιο, διαµορφώνεται ένα µοντέλο διακριτού χρόνου που περιγράφει
τη δυναµική της δευτερεύουσας ϱύθµισης συχνότητας. Το µοντέλο αυτό προκύπτει από το
µοντέλο συνεχούς-διακριτού χρόνου που αναπτύχθηκε στο τρίτο κεφάλαιο, υπό την προ-
ϋπόθεση συγκεκριµένων παραδοχών. Αρχικά, αφού εξηγηθούν αναλυτικά οι απαραίτητες
παραδοχές, προσδιορίζεται το µοντέλο διακριτού χρόνου στη µορφή συστήµατος στον χώρο
κατάστασης. ΄Επειτα, εξετάζονται οι περιπτώσεις συστήµατος µίας ενιαίας περιοχής και πολ-
λών διασυνδεδεµένων περιοχών ελέγχου. Για την τελευταία ϑεωρούνται οι υποπεριπτώσεις
που επιλέγεται επίπεδος έλεγχος συχνότητας και σύνθετος έλεγχος µε συντελεστή πόλωσης.
Επίσης, ϑεωρείται το σύστηµα δύο διασυνδεδεµένων περιοχών ελέγχου, από τις οποίες η
µία εφαρµόζει επίπεδο έλεγχο συχνότητας και η άλλη επίπεδο έλεγχο διασύνδεσης. Για κα-
ϑεµία από τις παραπάνω περιπτώσεις προσδιορίζεται αναλυτικά η συνθήκη ευστάθειας του
συστήµατος, η ποιοτική του συµπεριφορά και η ϐέλτιστη επιλογή του συντελεστή πόλωσης.
Τέλος, παρουσιάζεται ένα αριθµητικό παράδειγµα, στο οποίο εξετάζεται ένα σύστηµα δύο
περιοχών ελέγχου.

Στο πέµπτο κεφάλαιο, µελετάται το σύστηµα ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας µίας περιο-
χής ως σύστηµα δεδοµένων δειγµατοληψίας. Προσδιορίζονται (α΄) τα όρια ευστάθειας του
συστήµατος, δηλαδή οι κρίσιµες τιµές του συντελεστή πόλωσης συναρτήσει της περιόδου
δειγµατοληψίας µεταξύ των οποίων το σύστηµα είναι ευσταθές, (ϐ΄) ο ϐέλτιστος συντελεστής
πόλωσης συναρτήσει της περιόδου δειγµατοληψίας και (γ΄) η ϐέλτιστη περίοδος δειγµατολη-
ψίας. Για τον προσδιορισµό των (ϐ΄) και (γ΄) ϑεωρούνται κατάλληλοι δείκτες απόδοσης του
συστήµατος προς ελαχιστοποίηση. Τα παραπάνω προσδιορίζονται για τις τρεις περιπτώσεις
συστηµάτων µιας περιοχής ελέγχου (µονάδα ντίζελ, ατµοηλεκτρική µονάδα, υδροηλεκτρική
µονάδα).

Στο έκτο κεφάλαιο, εξετάζεται το υδροθερµικό σύστηµα δύο περιοχών ελέγχου του [17], οι
οποίες εφαρµόζουν σύνθετο έλεγχο µε συντελεστή πόλωσης. Λαµβάνοντας υπόψη τη δυναµι-
κή συνεχούς χρόνου των δύο περιοχών και της διασύνδεσής τους, προσδιορίζεται η περιοχή
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ευστάθειας των συντελεστών πόλωσης για περίοδο δειγµατοληψίας 3, 4 και 5 δευτερόλεπτα.
Στη συνέχεια, για περίοδο δειγµατοληψίας 4 δευτερόλεπτα υπολογίζονται οι ϐέλτιστοι συ-
ντελεστές πόλωσης, µε κριτήριο την ελαχιστοποίηση συγκεκριµένου δείκτη απόδοσης του
συστήµατος. ΄Επειτα, για την ειδική περίπτωση που οι δύο συντελεστές πόλωσης είναι ίσοι,
προσδιορίζεται το όριο ευστάθειας και ο ϐέλτιστος κοινός συντελεστής πόλωσης ως συνάρτηση
της περιόδου δειγµατοληψίας. Τέλος, προσοµοιώνεται το σύστηµα για περίοδο δειγµατολη-
ψίας 4 δευτερόλεπτα σε διάφορες περιπτώσεις, µε στόχο να επιβεβαιωθεί το ϐέλτιστο της
επιλογής των συντελεστών πόλωσης.

Στο έβδοµο κεφάλαιο, γίνεται η σύνοψη της εργασίας, αναφέρονται τα συµπεράσµατα
και περιγράφονται πιθανές µελλοντικές επεκτάσεις.
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Κεφάλαιο 2

Μαθηµατικό υπόβαθρο

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται το ϐασικό µαθηµατικό υπόβαθρο για την εργασία
αυτή. Αρχικά, εξετάζονται οι συµβολισµοί που ϑα χρησιµοποιηθούν σε αυτό το κε-

ϕάλαιο και γενικότερα στην εργασία. Στη συνέχεια, αναφέρονται οι έννοιες της ευστάθειας
κατά Lyapunov και της ευστάθειας ϕραγµένης εισόδου - ϕραγµένης εξόδου για συστήµατα
συνεχούς και διακριτού χρόνου. ΄Επειτα, εξετάζεται µια ειδική µορφή συστήµατος δεδο-
µένων δειγµατοληψίας (sampled-data systems), στην οποία ϑα αναχθεί το µοντέλο ϱύθµισης
ϕορτίου-συχνότητας που ϑα αναπτυχθεί στο κεφάλαιο 3. Προσδιορίζονται ικανές και ανα-
γκαίες συνθήκες για ευστάθεια ϕραγµένης εισόδου - ϕραγµένης εξόδου της ειδικής αυτής
µορφής. Επιπλέον, εξετάζεται τρόπος υπολογισµού τετραγωνικών δεικτών απόδοσης για συ-
στήµατα διακριτού χρόνου. Ακόµη, γίνεται αναφορά σε µοντέλα οιονεί στατικής προσέγγισης
για σύστηµα συνεχούς χρόνου δύο χρονικών κλιµάκων και για σύστηµα δεδοµένων δειγµα-
τοληψίας µε αρκετά µεγάλη περίοδο δειγµατοληψίας. Τέλος, υπολογίζονται οι ιδιοτιµές
πινάκων ειδικής µορφής, οι οποίες είναι απαραίτητες για το κεφάλαιο 4.

2.1 Συµβολισµοί

Για έναν τετραγωνικό πίνακα A ∈ Rn×n συµβολίζουµε µε :

� det(A) την ορίζουσά του,

� tr(A) το ίχνος του,

� rank(A) τον ϐαθµό του,

� σ(A) το ϕάσµα του και

� ρ(A) τη ϕασµατική ακτίνα του.

Το σ(A) αποτελεί το σύνολο όλων των ιδιοτιµών του πίνακα A. Υπενθυµίζεται ότι οι ιδιοτιµές
του A αποτελούν τις ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του pA(λ) = det(λIn −A). Με In
συµβολίζεται ο µοναδιαίος πίνακας διάστασης n. Επιπλέον, η ϕασµατική ακτίνα του πίνακα
A ορίζεται από τη σχέση:

ρ(A) = max
λ∈σ(A)

|λ| (2.1)

δηλαδή είναι το µεγαλύτερο µέτρο ιδιοτιµής του πίνακα A.
Με us συµβολίζουµε τη ϐηµατική συνάρτηση, τόσο για τον συνεχή χρόνο όσο και για τον

διακριτό χρόνο. Συγκεκριµένα, στον συνεχή χρόνο (t ∈ R) ορίζεται ως :

us(t) =


0 , αν t < 0
1 , αν t ≥ 0

(2.2)
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και στον διακριτό χρόνο (k ∈ Z) ως :

us(k) =


0 , αν k < 0
1 , αν k ≥ 0

(2.3)

Η διάκριση µεταξύ ϐηµατικής συνάρτησης συνεχούς και διακριτού χρόνου γίνεται µέσω των
γραµµάτων t και k, για να µην επιβαρυνθεί επιπλέον ο συµβολισµός.

Με dezϸd (x) συµβολίζουµε τη συνάρτηση νεκρής Ϲώνης (dead zone or deadband), η οποία
ορίζεται ως εξής :

dezϸd (x) =


x , αν |x | > ϸd

0 , αν |x | ≤ ϸd
(2.4)

όπου ϸd > 0 είναι η ανοχή της νεκρής Ϲώνης. Σηµειώνεται ότι η συνάρτηση αυτή χρησιµο-
ποιείται σε σύστηµα διακριτού χρόνου και, συνεπώς, δεν είναι απαραίτητη η συνέχεια κατά
Lipschitz (η οποία εξασφαλίζεται µε εναλλακτικό ορισµό της νεκρής Ϲώνης, όπως συνηθίζεται
στη ϐιβλιογραφία [12]).

΄Εστω x ∈ Rn και A ∈ Rm×n. Με ∥x∥ συµβολίζουµε κάποια νόρµα του διανύσµατος x (π.χ.
∥·∥1, ∥·∥2, ∥·∥∞) και µε ∥A∥ την αντίστοιχη επαγόµενη νόρµα πίνακα (π.χ. ∥◦∥1, ∥◦∥2, ∥◦∥∞).
Για τους ορισµούς της νόρµας διανύσµατος, της νόρµας πίνακα και της επαγόµενης νόρµας
πίνακα ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στα [21, 22].

Τέλος, αν ∆x = x − x1, όπου x = x(t) : [0,+∞)→ Rn και x1 ∈ Rn ανεξάρτητο του χρόνου
t, τότε για τη χρονική παράγωγο του ∆x χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό ∆ẋ = ẋ.

2.2 Ευστάθεια σηµείων ισορροπίας

Σε αυτή την ενότητα εξετάζεται η έννοια της ευστάθειας σηµείων ισορροπίας για δύο
τύπους συστηµάτων: Μη γραµµικά αυτόνοµα συστήµατα συνεχούς χρόνου και γραµµι-
κά αυτόνοµα συστήµατα διακριτού χρόνου. Σηµειώνεται ότι για ένα αυτόνοµο δυναµικό
σύστηµα, η µεταβολή στην κατάστασή του δεν εξαρτάται από τον χρόνο, παρά µόνο από την
τρέχουσα κατάστασή του.

2.2.1 Συστήµατα συνεχούς χρόνου

΄Εστω το αυτόνοµο δυναµικό σύστηµα συνεχούς χρόνου:

ẋ = f (x) (2.5)

όπου x ∈ Rn είναι το διάνυσµα κατάστασης του συστήµατος και f : D → Rn, µε D ⊂ Rn,
είναι Lipschitz συνεχής (ώστε να ικανοποιείται το ϑεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας των
λύσεων [12]).

΄Εστω x(0) ∈ D είναι η αρχική κατάσταση του συστήµατος. Ο ορισµός της ευστάθειας
κατά Lyapunov είναι ο εξής :

Ορισµός 2.1. ΄Εστω x = xισ ∈ D ένα σηµείο ισορροπίας του (2.5), δηλαδή ισχύει ότι f (xισ) = 0.

1. Το x = xισ είναι ευσταθές σηµείο ισορροπίας αν για κάθε ϸ > 0 υπάρχει δ = δ(ϸ) > 0
τέτοιο ώστε :

∥x(0) − xισ∥ < δ ⇒ ∥x(t) − xισ∥ < ϸ

για κάθε t ≥ 0.

2. Το x = xισ είναι ασταθές σηµείο ισορροπίας αν δεν είναι ευσταθές.
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3. Το x = xισ είναι ασυµπτωτικά ευσταθές σηµείο ισορροπίας αν είναι ευσταθές και το δ
µπορεί να επιλεχθεί έτσι ώστε :

∥x(0) − xισ∥ < δ ⇒ lim
x→+∞ x(t) = xισ

Η άµεση χρήση του ορισµού της ευστάθειας κατά Lyapunov για τον χαρακτηρισµό ενός
σηµείου ισορροπίας ως ευσταθούς, ασυµπτωτικά ευσταθούς ή ασταθούς είναι στην πράξη
δύσκολη. Για την αντιµετώπιση αυτής της δυσκολίας έχουν αναπτυχθεί δύο ϐασικές µέθοδοι :
Η πρώτη µέθοδος του Lyapunov (ή µέθοδος της γραµµικοποίησης ή έµµεση µέθοδος) και η
δεύτερη µέθοδος του Lyapunov (ή άµεση µέθοδος). Παρακάτω γίνεται αναφορά στην πρώτη
µέθοδο. Η δεύτερη µέθοδος δεν ϑα µας απασχολήσει σε αυτή την εργασία. Ο ενδιαφερόµενος
αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στο [12].

Σύµφωνα µε τη µέθοδο της γραµµικοποίησης, η ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας του
µη γραµµικού συστήµατος (2.5) µπορεί να χαρακτηριστεί στις περισσότερες περιπτώσεις
από το γραµµικό σύστηµα που προκύπτει από τη γραµµικοποίηση του µη γραµµικού συ-
στήµατος γύρω από το σηµείο ισορροπίας x = xισ. Συγκεκριµένα, ισχύει το εξής ϑεώρηµα
[12]:

Θεώρηµα 2.1. ΄Εστω x = xισ ∈ D ⊂ Rn ένα σηµείο ισορροπίας του συστήµατος :

ẋ = f (x) (2.6)

όπου f : D → Rn συνεχώς διαφορίσιµη και D µια γειτονιά του xισ. ΄Εστω επίσης ότι :

A =
∂f

∂x
(x)

∣∣∣∣∣
x=xισ

(2.7)

Τότε :

1. Το x = xισ είναι ασυµπτωτικά ευσταθές αν Reλi < 0 για όλες τις ιδιοτιµές του πίνακα A.

2. Το x = xισ είναι ασταθές αν Reλi > 0 για µία ή περισσότερες ιδιοτιµές του πίνακα A.

Απόδειξη. Βλ. ενότητα 4.3 του [12]. □

Σε αυτό το σηµείο τονίζουµε τα εξής :

� Το γραµµικοποιηµένο σύστηµα γύρω από το σηµείο ισορροπίας x = xισ γράφεται :

∆ẋ = A∆x (2.8)

όπου ∆x = x − xισ.

� Από το γραµµικοποιηµένο σύστηµα δεν µπορούµε να αποφανθούµε για την ευστάθεια
ή την αστάθεια του σηµείου ισορροπίας όταν υπάρχει ιδιοτιµή λj του πίνακα A µε
Re(λj) = 0 και για όλες τις υπόλοιπες ιδιοτιµές του ισχύει ότι Re(λi) ≤ 0.

� Στην περίπτωση που ισχύει Reλi < 0 για όλες τις ιδιοτιµές του πίνακα A, τότε ο A
ονοµάζεται ευσταθής κατά Hurwitz. Εποµένως, το σηµείο ισορροπίας x = xισ του
συστήµατος (2.6) είναι ασυµπτωτικά ευσταθές αν ο πίνακας A, που δίνεται από τη
σχέση (2.7), είναι ευσταθής κατά Hurwitz.

2.2.2 Συστήµατα διακριτού χρόνου

΄Εστω το αυτόνοµο δυναµικό σύστηµα διακριτού χρόνου:

x(k + 1) = f (x(k)) (2.9)
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όπου x ∈ Rn είναι το διάνυσµα κατάστασης του συστήµατος και f : D → Rn, µε D ⊂ Rn.
Το x = xισ είναι σηµείο ισορροπίας του (2.9) αν ικανοποιεί την xισ = f (xισ). Ο ορισµός της
ευστάθειας του σηµείου ισορροπίας κατά Lyapunov για το σύστηµα διακριτού χρόνου είναι
ο ίδιος µε τον ορισµό 2.1, µε τις διαφορές : (α΄) Η εξίσωση ισορροπίας δίνεται από τη σχέση
xισ = f (xισ) και (ϐ΄) τη ϑέση του t παίρνει ο διακριτός χρόνος k. Η άµεση και η έµµεση
µέθοδος του Lyapunov για τα συστήµατα διακριτού χρόνου δεν ϑα µας απασχολήσουν σε
αυτή την εργασία.

Σε αυτό το σηµείο ϑα περιοριστούµε σε γραµµικά αυτόνοµα συστήµατα διακριτού χρόνου.
Υποθέτουµε δηλαδή ότι f (x(k)) = A x(k). Οπότε, η (2.9) γράφεται :

x(k + 1) = A x(k) (2.10)

όπου x ∈ Rn είναι η κατάσταση του συστήµατος και A ∈ Rn×n σταθερός πίνακας. Είναι
προφανές ότι το x = 0 είναι σηµείο ισορροπίας του (2.10). Για την ευστάθεια του x = 0
ισχύει το εξής ϑεώρηµα [23]:

Θεώρηµα 2.2. Θεωρούµε το γραµµικό σύστηµα της σχέσης (2.10).

1. Το σηµείο ισορροπίας x = 0 του συστήµατος (2.10) είναι ασυµπτωτικά ευσταθές αν και
µόνον αν όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα A ϐρίσκονται εντός του µοναδιαίου κύκλου (δηλαδή
|λi | < 1 για όλες τις ιδιοτιµές του A).

2. Το σηµείο ισορροπίας x = 0 του συστήµατος (2.10) είναι ευσταθές αν και µόνον αν |λi | ≤ 1
για όλες τις ιδιοτιµές του πίνακα A και για κάθε ιδιοτιµή µε |λj | = 1 ισχύει ότι το αντίστοιχο
Jordan block έχει διάσταση 1.

3. Το σηµείο ισορροπίας x = 0 του συστήµατος (2.10) είναι ασταθές αν και µόνον αν δεν
ικανοποιούνται όλες οι συνθήκες του (2).

Απόδειξη. Βλ. κεφάλαια 6 και 2 του [23]. □

Αν ο πίνακας A έχει όλες τις ιδιοτιµές του εντός του µοναδιαίου κύκλου (το οποίο γράφεται
ισοδύναµα ρ(A) < 1), τότε ονοµάζεται ευσταθής κατά Schur. Εποµένως, το σηµείο ισορροπίας
x = 0 του συστήµατος (2.10) είναι ασυµπτωτικά ευσταθές αν και µόνον αν ο πίνακας A είναι
ευσταθής κατά Schur.

2.3 Ευστάθεια ϕραγµένης εισόδου - ϕραγµένης εξόδου

Για τον ορισµό της ευστάθειας ϕραγµένης εισόδου - ϕραγµένης εξόδου, είναι απαραίτητος
ο ορισµός του ϕραγµένου σήµατος. Συγκεκριµένα, λέµε ότι το σήµα x = x(t) : R→ Rn είναι
ϕραγµένο αν υπάρχει σταθερά c > 0 τέτοια, ώστε ∥x(t)∥ ≤ c, για κάθε t ≥ 0.

Θεωρούµε ένα σύστηµα του οποίου η σχέση εισόδου-εξόδου περιγράφεται από την :

y = Hu (2.11)

όπου H ένας τελεστής που καθορίζει την έξοδο y = y(t) : R → Rq ανάλογα µε την είσοδο
u = u(t) : R→ Rm .

Ορισµός 2.2. Το σύστηµα που περιγράφεται από τη σχέση (2.11) έχει ευστάθεια ϕραγµένης
εισόδου - ϕραγµένης εξόδου αν για κάθε ϕραγµένη είσοδο u η αντίστοιχη έξοδος είναι επίσης
ϕραγµένη.
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2.4 Σύστηµα δεδοµένων δειγµατοληψίας και ευστάθεια

Σύστηµα δεδοµένων δειγµατοληψίας (sampled-data system) είναι ένα δυναµικό σύστηµα
συνεχούς χρόνου που ελέγχεται από έναν διακριτού χρόνου ελεγκτή, ο οποίος δειγµατολη-
πτεί την κατάσταση συνεχούς χρόνου µε συγκεκριµένη περίοδο δειγµατοληψίας Ts (sampling
period). Το σύστηµα αυτό µπορούµε να το δούµε ως διασύνδεση µεταξύ ενός υποσυστήµα-
τος συνεχούς χρόνου, το οποίο αποτελεί το σύστηµα προς έλεγχο, και ενός υποσυστήµατος
διακριτού χρόνου, το οποίο αποτελεί έναν ελεγκτή διακριτού χρόνου [23]. Τις διασυνδέσεις
αποτελούν ο ADC (analog to digital converter), ο οποίος είναι ο µετατροπέας των αναλογικών
σηµάτων (συνεχούς χρόνου) σε ψηφιακά (διακριτού χρόνου) και ο DAC (digital to analog con-
verter), ο οποίος είναι ο µετατροπέας του ψηφιακού σήµατος ελέγχου σε αναλογικό. Ο ADC
ϑεωρούµε στην ανάλυσή µας ότι αποτελείται από έναν ιδανικό δειγµατολήπτη και ο DAC
από έναν ιδανικό δειγµατολήπτη σε σειρά µε ένα σύστηµα συγκράτησης µηδενικής τάξης
(zero order hold, ZOH) [24]. Η γενική µορφή ενός συστήµατος δεδοµένων δειγµατοληψίας
µε τις διασυνδέσεις που περιγράψαµε απεικονίζεται στο σχήµα 2.1. Στο σχήµα έχει επιπλέον
ϑεωρηθεί και µια εξωτερική διαταραχή συνεχούς χρόνου, η οποία συµβολίζεται µε d(t).

Σύστηµα
συνεχούς χρόνου

Σύστηµα
διακριτού χρόνου

1 − e−Tss

s

u(t) x(t)

DAC

ZOH

d(t)

ADC
ud(k) xd(k)

Σχήµα 2.1: Γενικό διάγραµµα ϐαθµίδων συστήµατος δεδοµένων δειγµατοληψίας.

Θεωρούµε την εξής ειδική µορφή συστήµατος δεδοµένων δειγµατοληψίας στον χώρο
κατάστασης :

ẋ(t) = Ax(t) + B1u(k) + B2d(t) , t ∈ [kTs, (k + 1)Ts) (2.12αʹ)
u(k + 1) = u(k) + Fx((k + 1)Ts) (2.12ϐʹ)

όπου το x ∈ Rn αποτελεί διάνυσµα µεταβλητών κατάστασης συνεχούς χρόνου, το u ∈ Rm

αποτελεί διάνυσµα µεταβλητών κατάστασης διακριτού χρόνου και το d ∈ Rr είναι διάνυσµα
διαταραχών συνεχούς χρόνου. Ο συνεχής χρόνος συµβολίζεται µε t ∈ R και ο διακριτός
χρόνος µε k ∈ Z. Για τους πίνακες έχουµε A ∈ Rn×n, B1 ∈ Rn×m , B2 ∈ Rn×r και F ∈ Rm×n.
Το Ts αποτελεί την περίοδο δειγµατοληψίας.

Στόχος σε αυτή την υποενότητα είναι να προσδιορίσουµε ικανές και ανακαίες συνθήκες
για την ευστάθεια ϕραγµένης εισόδου - ϕραγµένης εξόδου του (2.12), ϑεωρώντας ως είσοδο
το διάνυσµα διαταραχών d και ως έξοδο το διάνυσµα:

y(t) =
[

x(t)
uc(t)

]
∈ Rn+m (2.13)

όπου uc(t) = u(k), αν t ∈ [kTs, (k+1)Ts). Σηµειώνουµε ότι ουσιαστικά εξετάζουµε το σύστηµα
ως προς την ευστάθεια ϕραγµένης εισόδου - ϕραγµένης κατάστασης. Αναφερόµαστε όµως
σε ευστάθεια ϕραγµένης εξόδου - ϕραγµένης εξόδου (µε έξοδο την ίδια την κατάσταση) διότι
ο όρος αυτός συναντάνται πιο συχνά στη ϐιβλιογραφία.
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Προσδιορίζουµε αρχικά το σύστηµα διακριτού χρόνου που προκύπτει ϑεωρώντας ως µε-
ταβλητές κατάστασης του συστήµατος το xd(k) = x(kTs) και το u(k). Υπολογίζουµε πρώτα το
xd(k + 1) συναρτήσει των xd(k) και u(k), δηλαδή προσδιορίζουµε την εξίσωση διαφορών που
ικανοποιεί το xd(k). ΄Εχουµε ότι η λύση της (2.12αʹ) για t ∈ [kTs, (k + 1)Ts) είναι :

x(t) = eA(t−kTs)x(kTs) +
∫ t

kTs

eA(t−τ) (B1u(k) + B2d(τ)) dτ (2.14)

Επειδή η x(t) είναι συνεχής, για t → (k + 1)Ts, από την (2.14) λαµβάνουµε ύστερα από
πράξεις και αλλαγή της µεταβλητής του ολοκληρώµατος :

xd(k + 1) = eATsxd(k) +
(∫ Ts

0
eAτ dτ B1

)
u(k) +

∫ Ts

0
eAτB2d((k + 1)Ts − τ) dτ (2.15)

Η παραπάνω σχέση γράφεται ισοδύναµα ως:

xd(k + 1) = H1xd(k) + H2u(k) + dd(k) (2.16)

όπου έχουµε ορίσει :

H1 = eATs , H2 =

∫ Ts

0
eAτ dτ B1 = (eATs − In)A−1B1 (2.17)

και :
dd(k) =

∫ Ts

0
eAτB2d((k + 1)Ts − τ) dτ (2.18)

Σηµειώνεται ότι η δεύτερη ισότητα για τον πίνακα H2 στη σχέση (2.17) ισχύει εφόσον ο
πίνακας A είναι αντιστρέψιµος. Επιπλέον, αντικαθιστώντας την (2.18) στην (2.12ϐʹ), έχουµε:

u(k + 1) = FH1xd(k) + (Im + FH2)u(k) + Fdd(k) (2.19)

Συνεπώς, από τις σχέσεις (2.16) και (2.19) έχουµε το εξής σύστηµα διακριτού χρόνου:
[
xd(k + 1)
u(k + 1)

]
=

[
H1 H2

FH1 Im + FH2

] [
xd(k)
u(k)

]
+

[
In
F

]
dd(k) (2.20)

Για τις ανάγκες της ανάλυσης που ακολουθεί συµβολίζουµε τους πίνακες κατάστασης του
παραπάνω συστήµατος διακριτού χρόνου ως:

Ad =

[
H1 H2

FH1 Im + FH2

]
και Bd =

[
In
F

]
(2.21)

΄Εχουµε την εξής πρόταση:

Πρόταση 2.1. Αν ο πίνακας κατάστασης Ad του συστήµατος διακριτού χρόνου (2.20) έχει
όλες τις ιδιοτιµές του εντός του µοναδιαίου κύκλου, τότε το σύστηµα (2.12, 2.13) έχει ευστάθεια
ϕραγµένης εισόδου - ϕραγµένης εξόδου.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι οι είσοδοι - διαταραχές του συστήµατος είναι ϕραγµένες. Τότε, υπάρχει
σταθερά M > 0 ώστε ∥d(t)∥ < M, για κάθε t ∈ R. ΄Εστω k ∈ Z. ΄Εχουµε ότι :

∥dd(k)∥ =
∥∥∥∥∥∥

∫ Ts

0
eAτB2d((k + 1)Ts − τ) dτ

∥∥∥∥∥∥ ≤
∫ Ts

0
∥eAτB2d((k + 1)Ts − τ)∥ dτ ≤

≤
∫ Ts

0
∥eAτ∥ ∥B2∥ ∥d((k + 1)Ts − τ)∥ dτ ≤ ∥B2∥M

∫ Ts

0
∥eAτ∥ dτ =: M ′

40



2.4 Σύστηµα δεδοµένων δειγµατοληψίας και ευστάθεια

Συνεπώς, και η dd(k) είναι ϕραγµένη, η οποία είναι η είσοδος του συστήµατος διακριτού
χρόνου (2.20). Επίσης, επειδή όλες οι ιδιοτιµές του Ad έχουν µέτρο µικρότερο του 1, το
σύστηµα διακριτού χρόνου (2.20) είναι ευσταθές ϕραγµένης εισόδου - ϕραγµένης εξόδου
(ϐλ. παράγραφο 6.10.G του [23]). ΄Αρα, οι xd(k) και οι u(k) είναι επίσης ϕραγµένες, δηλαδή
υπάρχουν σταθερές M1 > 0 και M2 > 0 ώστε ∥xd(k)∥ ≤ M1 και ∥u(k)∥ ≤ M2 για κάθε k ∈ Z.
Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη αποµένει να δείξουµε ότι και η x(t) είναι ϕραγµένη για κάθε
t ∈ R. ΄Εστω t ∈ R. Τότε, υπάρχει k ∈ Z ώστε t ∈ [kTs, (k + 1)Ts). Χρησιµοποιώντας την
(2.14) έχουµε:

∥x(t)∥ ≤∥eA(t−kTs)∥ ∥x(kTs)∥ +
∫ t

kTs

∥eA(t−τ)∥ (∥B1∥ ∥u(k)∥ + ∥B2∥ ∥d(τ)∥) dτ ≤

≤∥eA(t−kTs)∥M1 + (∥B1∥M2 + ∥B2∥M)
∫ t

kTs

∥eA(t−τ)∥ dτ

Ορίζοντας t′ = t − kTs ∈ [0, Ts), έχουµε:

∥eA(t−kTs)∥ = ∥eAt′∥ ≤ sup
t′∈[0,Ts)

∥eAt′∥ =: M3

και :
∫ t

kTs

∥eA(t−τ)∥ dτ =

∫ t′

0
∥eAz∥ dz ≤

∫ Ts

0
∥eAz∥ dz ≤ M3Ts

Εποµένως, έχουµε τελικά ότι :

∥x(t)∥ ≤ M1M3 + (∥B1∥M2 + ∥B2∥M) M3Ts =: M4

για κάθε t ∈ R και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. □

Σε αυτό το σηµείο ϑα εξετάσουµε αν ισχύει το αντίστροφο της παραπάνω πρότασης. Το
ερώτηµα τίθεται διότι, αν ισχύει, τότε µπορούµε να αποφανθούµε για τα όρια ευστάθειας
ϕραγµένης εισόδου - ϕραγµένης εξόδου του συστήµατος δεδοµένων δειγµατοληψίας συναρ-
τήσει κάποιων παραµέτρων του µελετώντας τις ιδιοτιµές του πίνακα Ad. Στην παρακάτω
πρόταση αποδεικνύεται ότι όντως ισχύει και το αντίστροφο, υπό την επιπλέον προϋπόθεση
όµως της ελεγξιµότητας του (Ad , B̄d), όπου:

B̄d = BdH3 =

[
H3

FH3

]
και H3 =

∫ Ts

0
eAτ dτ B2 = (eATs − In)A−1B2 (2.22)

Πρόταση 2.2. Αν το σύστηµα (2.12, 2.13) είναι ευσταθές ϕραγµένης εισόδου - ϕραγµένης
εξόδου και το Ϲεύγος (Ad , B̄d) είναι ελέγξιµο, τότε όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα κατάστασης Ad

του συστήµατος διακριτού χρόνου (2.20) ϐρίσκονται εντός του µοναδιαίου κύκλου.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το σύστηµα (2.12) είναι ευσταθές ϕραγµένης εισόδου - ϕραγµένης ε-
ξόδου. Θεωρούµε ϕραγµένη είσοδο της µορφής d(t) = d(kTs), για t ∈ [kTs, (k + 1)Ts),
δηλαδή που µεταβάλλεται µόνο κατά τη χρονική στιγµή της δειγµατοληψίας. Τότε, έχουµε
dd(k) = H3d(kTs) και, συνεπώς, το σύστηµα διακριτού χρόνου (2.20) γράφεται :

[
xd(k + 1)
u(k + 1)

]
= Ad

[
xd(k)
u(k)

]
+ B̄dd(kTs) (2.23)

Επίσης, επειδή το σύστηµα δεδοµένων δειγµατοληψίας είναι ευσταθές ϕραγµένης εισόδου
- ϕραγµένης εξόδου, έχουµε ότι η y =

[
xT uT

]T
είναι ϕραγµένη και, συνεπώς, και οι x(t)

και u(k) είναι ϕραγµένες. Ακόµη, είναι προφανές ότι και η xd(k) = x(kTs) είναι ϕραγµένη.
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Εποµένως, παρατηρούµε ότι έχουµε ευστάθεια ϕραγµένης εισόδου - ϕραγµένης εξόδου του
συστήµατος διακριτού χρόνου (2.23) µε έξοδο την yd =

[
xT

d uT
]T

. Επίσης, έχουµε ότι
το (Ad , B̄d) είναι ελέγξιµο από υπόθεση και το (In+m , Ad) είναι προφανώς παρατηρήσιµο.
Οπότε, επειδή όπως γνωρίζουµε (ϐλ. παράγραφο 6.10.G του [23]) ευστάθεια ϕραγµένης
εισόδου-ϕραγµένης εξόδου µε ελεγξιµότητα και παρατηρησιµότητα συνεπάγεται εσωτερική
ευστάθεια, έπεται ότι ο πίνακας Ad έχει όλες τις ιδιοτιµές του εντός του µοναδιαίου κύκλου.

□

Εποµένως, σύµφωνα µε τις προτάσεις 2.1 και 2.2 γίνεται ϕανερό ότι εφόσον το (Ad , B̄d)
είναι ελέγξιµο, τότε έχουµε ϕραγµένες καταστάσεις όταν οι διαταραχές είναι ϕραγµένες αν
και µόνον αν όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα Ad ϐρίσκονται εντός του µοναδιαίου κύκλου.

Σχετικά µε τη χρήση των παραπάνω προτάσεων στην υπόλοιπη εργασία κάνουµε τα εξής
σχόλια :

� Η ελεγξιµότητα του (Ad , B̄d) δεν εξετάζεται και, συνεπώς, δεν ασχολούµαστε µε το
αντίστροφο της πρότασης 2.1. Ωστόσο, αναφέρεται εδώ για λόγους πληρότητας.

� Το υποσύστηµα συνεχούς χρόνου που ϑα ϑεωρηθεί στη συνέχεια της εργασίας ϑα
αποτελεί προσέγγιση µη γραµµικού συστήµατος (σύµφωνα µε τη µέθοδο της γραµ-
µικοποίησης), η οποία ϑεωρείται ικανοποιητική για µικρές διαταραχές. Η ανάλυση
της ευστάθειας µε τη ϑεώρηση του αντίστοιχου γραµµικοποιηµένου υποσυστήµατος
συνεχούς χρόνου (αντί για το µη γραµµικό) είναι έγκυρη σύµφωνα µε το [25].

� Στο υποσύστηµα διακριτού χρόνου ϑα ϑεωρηθεί στις προσοµοιώσεις της εργασίας η
µη γραµµικότητα της νεκρής Ϲώνης. Στην περίπτωση αυτή, το σύστηµα δεν έχει ένα
σηµείο ισορροπίας αλλά ένα σύνολο από µη αποµονωµένα σηµεία ισορροπίας (περιοχή
ισορροπίας). Μπορεί να αποδειχθεί ότι αν στο γραµµικό σύστηµα διακριτού χρόνου το
σηµείο ισορροπίας είναι ασυµπτωτικά ευσταθές, τότε στο σύστηµα διακριτού χρόνου µε
τη νεκρή Ϲώνη τα σηµεία εντός της περιοχής ισορροπίας είναι ευσταθή. Αυστηρότερη
µαθηµατική ανάλυση του Ϲητήµατος αυτού αφήνεται για περαιτέρω διερεύνηση.

2.5 Οιονεί στατική προσέγγιση

Θεωρούµε δύο περιπτώσεις συστηµάτων: (α΄) Σύστηµα συνεχούς χρόνου δύο χρονικών
κλιµάκων και (ϐ΄) σύστηµα δεδοµένων δειγµατοληψίας µε µεγάλη περίοδο δειγµατοληψίας.
Για την κάθε περίπτωση προσδιορίζεται ένα µειωµένης τάξης µοντέλο που περιγράφει τη
µακροπρόθεσµη (αργή) δυναµική του συστήµατος, το οποίο είναι γνωστό ως οιονεί στατική
προσέγγιση (quasi-steady-state (QSS) approximation) του συστήµατος [10, 12, 5].

2.5.1 Σύστηµα συνεχούς χρόνου

Σε αυτή την υποενότητα προσδιορίζεται µοντέλο οιονεί στατικής προσέγγισης ενός συ-
στήµατος συνεχούς χρόνου δύο χρονικών κλιµάκων µε ϐάση τη ϑεωρία ιδιαζουσών διατα-
ϱαχών (singular perturbation theory) [10, 12]. Σύµφωνα µε το [10], η γενική µορφή ενός
συστήµατος συνεχούς χρόνου δύο χρονικών κλιµάκων για την εφαρµογή της ϑεωρίας ιδια-
Ϲουσών διαταραχών είναι η εξής :

ẋ = f (x, y, ϸ) (2.24αʹ)
ϸẏ = g(x, y, ϸ) (2.24ϐʹ)

όπου ϸ επαρκώς µικρή σταθερά, x ∈ Rn το διάνυσµα κατάστασης της αργής δυναµικής και
y ∈ Rm το διάνυσµα κατάστασης της γρήγορης δυναµικής.
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2.5.2 Σύστηµα δεδοµένων δειγµατοληψίας

Θέτοντας ϸ = 0 στο (2.24), λαµβάνουµε το µειωµένης τάξης µοντέλο της µακροπρόθεσµης
χρονικής κλίµακας:

ẋs = f (xs, ys, 0) (2.25αʹ)
0 = g(xs, ys, 0) (2.25ϐʹ)

το οποίο αποτελεί ένα σύστηµα αλγεβρικών-διαφορικών εξισώσεων. Οι γρήγορες µεταβλητές
κατάστασης y του αρχικού µοντέλου (2.24) στην οιονεί στατική προσέγγιση γίνονται αλ-
γεβρικές µεταβλητές. Επιπλέον, υποθέτοντας ότι ικανοποιείται το ϑεώρηµα πεπλεγµένης
συνάρτησης για την g στο σηµείο (xs, ys) για επίλυση ως προς y, από την (2.25ϐʹ) έχουµε:

ys = h(xs) (2.26)

Η h(xs), που ορίζεται από την (2.25ϐʹ), είναι γνωστή στη ϐιβλιογραφία [26] ως ολοκληρω-
µατική πολλαπλότητα (integral manifold). Για περισσότερα σχετικά µε τον ορισµό και τον
υπολογισµό της ολοκληρωµατικής πολλαπλότητας ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης µπορεί να
ανατρέξει στα [26, 27, 10].

Τελικά, αντικαθιστώντας την (2.26) στην (2.25αʹ), το µειωµένης τάξης µοντέλο της µακρο-
πρόθεσµης χρονικής κλίµακας γράφεται :

ẋs = f (xs, h(xs), 0) (2.27)

Σηµειώνεται ότι η ϑεωρία ιδιαζουσών διαταραχών διασφαλίζει ότι το σφάλµα της προ-
σέγγισης είναι της τάξης του ϸ, αλλά αφού παρέλθει το αρχικό γρήγορο µεταβατικό της
ϐραχυπρόθεσµης χρονικής κλίµακας (off manifold dynamics) [10].

2.5.2 Σύστηµα δεδοµένων δειγµατοληψίας

Θεωρούµε το σύστηµα δεδοµένων δειγµατοληψίας της σχέσης (2.12). Υποθέτουµε (α΄) ότι
η διαταραχή d µεταβάλλεται µόνο κατά τη χρονική στιγµή της δειγµατοληψίας, δηλαδή ότι
ισχύει d(t) = d(kTs), για κάθε t ∈ [kTs, (k+1)Ts) και (ϐ΄) ότι ο πίνακας A είναι ευσταθής κατά
Hurwitz. Συµβολίζουµε µε d(k) = d(kTs) και µε x(k) = x(kTs). Τότε, το σύστηµα διακριτού
χρόνου της σχέσης (2.20) γράφεται :

[
x(k + 1)
u(k + 1)

]
=

[
H1 H2

FH1 Im + FH2

] [
x(k)
u(k)

]
+

[
H3

FH3

]
d(k) (2.28)

όπου οι πίνακες H1, H2 και H3 δίνονται από τις σχέσεις (2.17) και (2.22):

H1 = eATs , H2 = (eATs − In)A−1B1, και H3 = (eATs − In)A−1B2 (2.29)

Σηµειώνεται ότι η αντιστρεψιµότητα του A είναι προφανής, αφού αυτός είναι ευσταθής κατά
Hurwitz και άρα δεν έχει µηδενική ιδιοτιµή.

Υποθέτουµε ότι η περίοδος δειγµατοληψίας Ts είναι αρκετά µεγάλη και συγκεκριµένα
ότι ισχύει :

Ts|Re{λi}| ≫ 1 (2.30)

για κάθε ιδιοτιµή λi του πίνακα A του υποσυστήµατος συνεχούς χρόνου. Τότε, επειδή ο
πίνακας A είναι ευσταθής κατά Hurwitz, µπορεί να γίνει η προσέγγιση:

eATs ≃ 0 (2.31)

Η ερµηνεία της προσέγγισης αυτής είναι ότι το υποσύστηµα συνεχούς χρόνου έχει πολύ πιο
γρήγορη απόκριση από την περίοδο δειγµατοληψίας του υποσυστήµατος διακριτού χρόνου.
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Συγκεκριµένα, ϑεωρούµε ότι η κατάσταση συνεχούς χρόνου έχει καταλήξει σε ισορροπία πριν
την επόµενη χρονική στιγµή δειγµατοληψίας. Το υποσύστηµα διακριτού χρόνου αποτελεί
το αργό προσεγγιστικό σύστηµα και οιονεί στατική προσέγγιση του συστήµατος δεδοµένων
δειγµατοληψίας [5].

Χρησιµοποιώντας την (2.31), οι πίνακες H1, H2 και H3 προσεγγίζονται από τους εξής
πίνακες αντίστοιχα:

Ĥ1 = 0, Ĥ2 = −A−1B1, και Ĥ3 = −A−1B2 (2.32)

Τότε, το σύστηµα διακριτού χρόνου που αποτελεί οιονεί στατική προσέγγιση του συστήµατος
δεδοµένων δειγµατοληψίας γράφεται :

[
x(k + 1)
u(k + 1)

]
=

[
0 −A−1B1
0 Im − FA−1B1

] [
x(k)
u(k)

]
+

[ −A−1B2
−FA−1B2

]
d(k) (2.33)

Σηµειώνεται ότι ο προσδιορισµός του παραπάνω συστήµατος διακριτού χρόνου µπορεί
να γίνει πιο εύκολα από τις τιµές µόνιµης κατάστασης που προκύπτουν από το διάγραµµα
ϐαθµίδων που περιγράφει το υποσύστηµα συνεχούς χρόνου. ∆εδοµένου ότι από τη χρονι-
κή στιγµή kTs έως την (k + 1)T−s εφαρµόζεται σταθερή είσοδος και σταθερή διαταραχή, οι
καταστάσεις τη χρονική στιγµή (k + 1)T−s προσεγγίζονται από τις τιµές µόνιµης κατάστασης
ϑέτοντας s = 0 στις συναρτήσεις µεταφοράς του διαγράµµατος ϐαθµίδων. Στην περίπτωση
συνάρτησης µεταφοράς ανοιχτού ϐρόχου που έχει πόλο στο µηδέν, τότε η είσοδός της τη
χρονική στιγµή (k + 1)T−s τίθεται ίση µε το µηδέν.

2.6 Υπολογισµός τετραγωνικού δείκτη απόδοσης και ϐέλτιστες
παράµετροι ελέγχου για σύστηµα διακριτού χρόνου

Θεωρούµε το γραµµικό σύστηµα διακριτού χρόνου:

x(k + 1) = Ax(k) + Bd(k) (2.34)

µε x ∈ Rn το διάνυσµα κατάστασης, d ∈ Rm διάνυσµα διαταραχών, A ∈ Rn×n σταθερός
πίνακας κατάστασης ευσταθής κατά Schur και B ∈ Rn×m σταθερός πίνακας. Θεωρούµε ότι
στο παραπάνω σύστηµα εφαρµόζεται ϐηµατική διαταραχή d(k) = d0us(k) και οι αρχικές
συνθήκες είναι µηδενικές (x(0) = 0).

Θεωρούµε τον τετραγωνικό δείκτη απόδοσης :

J =
+∞∑

k=0
xT(k)Qx(k) (2.35)

όπου Q = diag{a1, a2, . . . , an} διαγώνιος ϑετικά ηµιορισµένος πίνακας (ai ≥ 0, για κάθε i ∈
{1, 2, . . . , n}). Για να έχει νόηµα ο παραπάνω δείκτης απόδοσης (για να είναι πεπερασµένος),
είναι προφανές ότι πρέπει να συµπεριλαµβάνει µόνο µεταβλητές κατάστασης που τείνουν στο
µηδέν καθώς k → +∞. Εποµένως, ϑεωρούµε ότι ισχύει :

Για κάθε ai > 0, lim
k→+∞

xi(k) = 0. (2.36)

2.6.1 Υπολογισµός δείκτη απόδοσης

Αφού υπολογίσουµε το x(k) από την (2.34) µέχρι k = N , όπου N επαρκώς µεγάλος
αριθµός, µπορούµε να υπολογίσουµε τον δείκτη απόδοσης J από τη σχέση (2.35) µε ικα-
νοποιητική ακρίβεια. Το µειονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι η πιθανή απαίτηση µεγάλου
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N για την επίτευξη της επιθυµητής ακρίβειας. Σε αυτή την υποενότητα, ϑα εξετάσουµε µια
µέθοδο υπολογισµού του J που δεν απαιτεί τη γνώση της κατάστασης x(k). Μέρος της
ανάλυσης που ϑα ακολουθήσει ϐασίζεται στο [24].

Επειδή ο πίνακας A είναι ευσταθής κατά Schur, για d(k) = d0us(k) έχουµε ότι το
x∞ := limk→+∞ x(k) είναι πεπερασµένο και ισχύει (όπως προκύπτει από τη σχέση (2.34) για
k → +∞):

x∞ = (I − A)−1Bd0 (2.37)

Το σύστηµα µετά τη ϐηµατικη διαταραχή µπορούµε να το εκφράσουµε εναλλακτικά ως
ένα αυτόνοµο σύστηµα µε σηµείο ισορροπίας το 0 και µη µηδενική αρχική συνθήκη. Αυτό
επιτυγχάνεται για το εξής διάνυσµα κατάστασης :

x̂ = x − x∞ (2.38)

Τότε, η (2.34) µε αντικατάσταση της (2.37) γράφεται :

x̂(k + 1) = Ax̂(k) (2.39)

για κάθε k ≥ 0, µε αρχική συνθήκη:

x̂(0) = x(0) − x∞ = −(I − A)−1Bd0 (2.40)

Επιπλέον, λόγω της (2.36), έχουµε για τον δείκτη απόδοσης (2.35) ότι :

J =
+∞∑

k=0
x̂T(k)Qx̂(k) (2.41)

Επειδή ο A είναι ευσταθής κατά Schur, σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 5.D.6 του [28], υπάρχει
µοναδικός πίνακας P που λύνει τη γραµµική εξίσωση πινάκων (η οποία είναι γνωστή ως
εξίσωση Lyapunov για σύστηµα διακριτού χρόνου):

ATPA − P = −Q (2.42)

Τότε, αντικαθιστώντας το Q από την (2.42) στην (2.41), λαµβάνουµε:

J =
+∞∑

k=0
x̂T(k)

(
P − ATPA

)
x̂ =

=

+∞∑

k=0

[
x̂T(k)Px̂(k) − (Ax̂(k))T P (Ax̂(k))

]

Χρησιµοποιώντας την (2.39), η παραπάνω γράφεται :

J =
+∞∑

k=0

[
x̂T(k)Px̂(k) − x̂T(k + 1)Px̂(k + 1)

]
=

= lim
N→+∞

N∑

k=0

[
x̂T(k)Px̂(k) − x̂T(k + 1)Px̂(k + 1)

]
=

= lim
N→+∞

[
x̂T(0)Px̂(0) − x̂T(N + 1)Px̂(N + 1)

]
=

= x̂T(0)Px̂(0) (2.43)

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι limN→+∞ x̂(N + 1) = 0, αφού το µηδέν είναι ασυµ-
πτωτικά ευσταθές σηµείο ισορροπίας (A ευσταθής κατά Schur). Επιπλέον, η σχέση (2.43)
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γράφεται µε αντικατάσταση του διανύσµατος των αρχικών συνθηκών από την (2.40):

J = dT
0 P̂d0 (2.44)

όπου:
P̂ =

(
(I − A)−1B

)T
P(I − A)−1B (2.45)

Συνεπώς, ο τετραγωνικός δείκτης απόδοσης J µπορεί άµεσα να υπολογιστεί µε την ε-
πίλυση της εξίσωσης Lyapunov (2.42) για το P.

2.6.2 Βέλτιστες παράµετροι ελέγχου

Θεωρούµε ότι οι πίνακες A και B είναι συναρτήσεις κάποιων παραµέτρων ελέγχου του
συστήµατος, έστω b ∈ Rℓ. ∆ηλαδή, έστω ότι A = A(b) και B = B(b). Ο δείκτης απόδοσης
προς ελαχιστοποίηση J ορίζεται µε στόχο να προσδιορισθούν οι ϐέλτιστες παράµετροι, έστω
b∗. ∆ηλαδή, έχουµε (υπό την προϋπόθεση ότι το πρόβληµα ελαχιστοποίησης είναι καλώς
ορισµένο):

b∗ = arg min
b∈D
{J(b)} = arg min

b∈D
{
dT

0 P̂(b)d0
}

(2.46)

όπου:
D = {b ∈ Rℓ | ρ(A(b)) < 1} (2.47)

το σύνολο των παραµέτρων b για τις οποίες ο A είναι ευσταθής κατά Schur.
Από τη σχέση (2.46), είναι ϕανερό ότι αν d0 ∈ R, τότε οι ϐέλτιστες παράµετροι δεν

εξαρτώνται από το µέγεθος της ϐηµατικής διαταραχής. Ωστόσο, αν το διάνυσµα διαταραχών
είναι µεγαλύτερης διάστασης από 1, τότε υπάρχει εξάρτηση από το σχετικό µέγεθος των
διαταραχών. Για παράδειγµα, αν d0 =

[
d01 d02

]T ∈ R2, τότε :

J(b) =
[
d01 d02

] [p̂1(b) p̂2(b)
p̂2(b) p̂3(b)

] [
d01
d02

]
= p̂1(b)d2

01 + p̂3(b)d2
02 + 2p̂2(b)d01d02 (2.48)

Αν d01 , 0, τότε η παραπάνω γράφεται :

J(b) = d2
01

p̂1(b) + p̂3(b)
(
d02
d01

)2
+ 2p̂2(b)

d02
d01

 (2.49)

∆ηλαδή, οι ϐέλτιστες παράµετροι εξαρτώνται από τον λόγο των δύο διαταραχών.

2.7 Ιδιοτιµές πινάκων ειδικής µορφής

Σε αυτήν την ενότητα υπολογίζονται οι ιδιοτιµές πινάκων ϐαθµού 1 και πινάκων που
αποτελούν διαταραχή ϐαθµού 1 του µοναδιαίου πίνακα. Για να τον υπολογισµό τους, ϑα
χρησιµοποιηθούν τα εξής τρία λήµµατα:

Λήµµα 2.1. ΄Εστω A ∈ Rn×n. Τότε, rank(A) = 1 αν και µόνον αν υπάρχουν u ∈ Rn και v ∈ Rn

µη µηδενικά τέτοια, ώστε A = uvT.

Απόδειξη. Βλ. λύση της άσκησης 3.9.9 του [22]. □

Λήµµα 2.2. ΄Εστω A ∈ Rn×n, u ∈ Rn και v ∈ Rn ώστε να ισχύει A = uvT. Τότε, tr(A) = vTu.
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Απόδειξη. ΄Εχουµε:

A = uvT =



u1
u2
...

un



[
v1 v2 . . . vn

]
=



u1v1 u1v2 . . . u1vn

u2v1 u2v2 . . . u2vn
...

...
. . .

...
unv1 unv2 . . . unvn



Συνεπώς, έχουµε:

tr(A) =
n∑

i=1
uivi = vTu

□

Λήµµα 2.3. ΄Εστω B ∈ Rn×n αντιστρέψιµος πίνακας, c ∈ Rn και d ∈ Rn. Τότε, ισχύει :

det(B + cdT) = det(B)
(
1 + dTB−1c

)

Απόδειξη. Βλ. ενότητα 6.2 του [22]. □

Για τις ιδιοτιµές πινάκων ϐαθµού 1 και πινάκων που αποτελούν διαταραχή ϐαθµού 1 του
µοναδιαίου πίνακα ισχύουν οι παρακάτω δύο προτάσεις αντίστοιχα.
Πρόταση 2.3. ΄Εστω A ∈ Rn×n µε rank(A) = 1. Τότε, οι ιδιοτιµές του A είναι το tr(A) µε
πολλαπλότητα 1 και το 0 µε πολλαπλότητα n − 1.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το λήµµα 2.1, υπάρχουν u ∈ Rn και v ∈ Rn ώστε A = uvT. Το
χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A είναι :

pA(λ) = det(λIn − A) = det
(
λIn − uvT

)

Με χρήση του λήµµατος 2.3, η παραπάνω σχέση γράφεται :

pA(λ) = det(λIn)
(
1 − 1

λ
vTu

)
= λn

(
1 − 1

λ
vTu

)
= λn−1 (λ − tr(A))

όπου η τελευταία ισότητα προέκυψε µε χρήση του λήµµατος 2.2. Σύµφωνα µε την παραπάνω
σχέση, οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του πίνακα A είναι το 0 µε πολλαπλότητα
n − 1 και το tr(A) µε πολλαπλότητα 1. Συνεπώς, η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. □

Πρόταση 2.4. ΄Εστω A ∈ Rn×n µε A = In − B, όπου B ∈ Rn×n και rank(B) = 1. Τότε, οι
ιδιοτιµές του A είναι το 1 − tr(B) µε πολλαπλότητα 1 και το 1 µε πολλαπλότητα n − 1.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το λήµµα 2.1, υπάρχουν u ∈ Rn και v ∈ Rn ώστε B = uvT. Το
χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A είναι :

pA(λ) = det (λIn − (In − B)) = det
(
(λ − 1)In + uvT

)

Με χρήση του λήµµατος 2.3, η παραπάνω σχέση γράφεται :

pA(λ) = det((λ − 1)In)
(
1 + 1

λ − 1 vTu
)
= (λ − 1)n

(
1 + 1

λ − 1 vTu
)
=

= (λ − 1)n−1 (λ − (1 − tr(B)))

όπου η τελευταία ισότητα προέκυψε µε χρήση του λήµµατος 2.2. Σύµφωνα µε την παραπάνω
σχέση, οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του πίνακα A είναι το 1 µε πολλαπλότητα
n − 1 και το 1 − tr(B) µε πολλαπλότητα 1. Συνεπώς, η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. □
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Κεφάλαιο 3

Μοντέλα συστήµατος ϱύθµισης ϕορτίου - συ-
χνότητας

Στο κεφάλαιο αυτό αναπτύσσονται µοντέλα που περιγράφουν τη δυναµική του συστήµα-
τος της ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας για µία και για πολλές περιοχές ελέγχου. Αρ-

χικά διαµορφώνεται ένα µοντέλο ισοδύναµης µονάδας παραγωγής για την περιγραφή µίας
περιοχής ελέγχου, κάτω από συγκεκριµένες παραδοχές. ΄Επειτα, αναπτύσσεται µοντέλο
για ένα διασυνδεδεµένο σύστηµα πολλών περιοχών ελέγχου, αφού οριστούν κατάλληλα οι
διασυνδετικές ϱοές ισχύος και παρασταθεί η δυναµική τους. Επίσης, παρουσιάζονται τα
µοντέλα των στροβίλων και των ϱυθµιστών στροφών ατµοηλεκτρικών και υδοηλεκτρικών µο-
νάδων παραγωγής που ϑα χρησιµοποιηθούν σε επόµενα κεφάλαια της εργασίας. Στη συ-
νέχεια, διαµορφώνεται το σύστηµα της δευτερεύουσας ϱύθµισης συχνότητας ως ένας δια-
κριτού χρόνου ολοκληρωτικός έλεγχος. Τέλος, προτυποποιείται το συνολικό σύστηµα της
ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας στη µορφή συστήµατος δεδοµένων δειγµατοληψίας. Σηµει-
ώνεται ότι σε αυτό το κεφάλαιο όλα τα µεγέθη (πλην των σταθερών χρόνου) ϑεωρούνται κα-
νονικοποιηµένα σε ενιαίο ανά µονάδα σύστηµα κοινής ϐάσης ισχύος, εκτός αν αναφέρεται
διαφορετικά.

3.1 Μοντέλο συστήµατος µίας περιοχής ελέγχου

Σε αυτή την ενότητα, διαµορφώνεται ένα απλοποιηµένο µοντέλο της δυναµικής της συ-
χνότητας ενός συστήµατος ηλεκτρικής ενέργειας µε ισχυρές εσωτερικές διασυνδέσεις, το
οποίο αποτελεί µία ενιαία περιοχή ελέγχου. Η ϐασική παραδοχή που γίνεται για τη διαµόρ-
ϕωση του µοντέλου είναι ότι αµελείται η επίδραση της τάσης στα ϕορτία.

3.1.1 Μηχανικό µοντέλο δροµέα γεννήτριας

Θεωρούµε µια µονάδα παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας µε σύγχρονη γεννήτρια. ΄Οπως
είναι γνωστό [11], η διαφορική εξίσωση επιτάχυνσης του δροµέα της σύγχρονης γεννήτριας
είναι :

Mω̇ = Tm − Te (3.1)

όπου Tm και Te είναι η ανά µονάδα µηχανική και η ηλεκτρική ϱοπή αντίστοιχα, ω είναι η
ανά µονάδα ηλεκτρική ταχύτητα του δροµέα (µε ϐάση τη σύγχρονη ταχύτητα ω0, η οποία
εκφράζεται σε ηλεκτρικά ακτίνια ανά δευτερόλεπτο) και :

M = 2H (3.2)

Η σταθερά H είναι γνωστή ως ανηγµένη σταθερά αδράνειας (inertia constant) και η σταθερά
M ως µηχανικός χρόνος εκκίνησης (mechanical starting time) [3]. Οι δύο αυτές σταθερές
έχουν διαστάσεις χρόνου και εκφράζονται σε s.
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Είναι πιο ϐολικό, όπως ϑα ϕανεί αργότερα, να εκφράσουµε τη διαφρορική εξίσωση (3.1)
συναρτήσει της µηχανικής και ηλεκτρικής ισχύος αντί των αντίστοιχων ϱοπών. Γνωρίζουµε
ότι η ϱοπή T και η ισχύς P συνδέονται µε τη σχέση:

P = Tω ⇔ T =
P

ω
(3.3)

Με αντικατάσταση της µηχανικής ϱοπής και της ηλεκτρικής ϱοπής από την παραπάνω σχέση
στη διαφορική εξίσωση (3.1), προκύπτει :

Mω̇ =
Pm − Pe

ω
=

Pa

ω
(3.4)

Με Pa = Pm − Pe συµβολίζουµε την ανά µονάδα ισχύ επιτάχυνσης. Είναι προφανές, εφόσον
ϑεωρούµε σύγχρονη µηχανή, ότι το σηµείο ισορροπίας της παραπάνω διαφορικής εξίσωσης
είναι το ω = 1 αµ και συµβαίνει για Pa = 0. Θεωρώντας ότι η ταχύτητα του δροµέα δεν
αποµακρύνεται σηµαντικά από την ονοµαστική, αντί της µη γραµµικής διαφορικής εξίσωσης
(3.4), ϑα χρησιµοποιήσουµε την αντίστοιχη γραµµικοποιηµένη διαφορική εξίσωση γύρω
από το σηµείο ισορροπίας ω = 1 και Pa = 0. Συµβολίζοντας µε f (ω, Pa) = Pa/(Mω),
∆Pa = Pa − 0 = Pa και ∆ω = ω − 1 (ανά µονάδα απόκλιση της ταχύτητας του δροµέα από τη
σύγχρονη), έχουµε ότι :

∆ω̇ =
∂f (1, 0)

∂ω
∆ω +

∂f (1, 0)
∂Pa

∆Pa (3.5)

Υπολογίζουµε :

∂f (1, 0)
∂ω

= − Pa

Mω2

∣∣∣∣∣
ω=1,Pa=0

= 0

∂f (1, 0)
∂Pa

=
1

Mω

∣∣∣∣∣
ω=1,Pa=0

=
1
M

Εποµένως, η γραµµικοποιηµένη διαφορική εξίσωση γράφεται :

M ∆ω̇ = Pa = Pm − Pe (3.6)

3.1.2 Μοντέλο κοινής συχνότητας

Θεωρούµε ένα ΣΗΕ που αποτελείται από NG µονάδες παραγωγής µε σύγχρονες γεν-
νήτριες. Συµβολίζουµε µε G το σύνολο των σύγχρονων γεννητριών, µε δi την ηλεκτρική
γωνία του δροµέα της γεννήτριας i ∈ G, η οποία εκφράζεται ως προς έναν κοινό άξονα ανα-
ϕοράς που περιστρέφεται µε τη σύγχρονη ταχύτητα, και µε ∆ωi την ανά µονάδα απόκλιση
της ηλεκτρικής ταχύτητας περιστροφής της γεννήτριας i ∈ G από τη σύγχρονη. Τότε, για την
κάθε γεννήτρια έχουµε το εξής Ϲεύγος διαφορικών εξισώσεων:

Mi ∆ω̇i = Pmi − Pei , i ∈ G (3.7αʹ)
δ̇i = ω0 ∆ωi , i ∈ G (3.7ϐʹ)

Θεωρούµε δύο γειτονικές σύγχρονες γεννήτριες του ΣΗΕ, έστω η 1 και η 2. Εκφράζουµε
την ηλεκτρική ισχύ της κάθε γεννήτριας ως :

Pe1 = P12(δ12) + P̂e1 (3.8αʹ)
Pe2 = P21(δ21) + P̂e2 (3.8ϐʹ)

Η P12 = P12(δ12) είναι η ϱοή ισχύος από το Ϲυγό της γεννήτριας 1 στο Ϲυγό της γεννήτριας
2, η οποία εξαρτάται από τη διαφορά των γωνιών δ1 και δ2, που συµβολίζουµε µε δ12 =
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3.1.2 Μοντέλο κοινής συχνότητας

δ1 − δ2 = −δ21. Η P̂e1 είναι η ηλεκτρική ισχύς της γεννήτριας 1 που δεν εξαρτάται από την
δ12. Αντίστοιχα έχουµε και για τις P21 και P̂e2. Κάνοντας την παραδοχή ότι οι απώλειες
ενεργού ισχύος των γραµµών είναι αµελητέες, έχουµε ότι P12 = −P21.

Υποθέτοντας ότι η δ12 δεν αποµακρύνεται πολύ από την τιµή ισορροπίας της δ120, έχουµε
ύστερα από γραµµικοποίηση γύρω από αυτήν ότι :

P12 = P120 + K12∆δ12 = −P21 (3.9)

όπου ∆δ12 = δ12 − δ120, P120 = P12(δ120) η τιµή ισορροπίας του P12 και :

K12 =
∂P12
∂δ12

∣∣∣∣∣
δ12=δ120

=
∂P21
∂δ21

∣∣∣∣∣
δ21=δ210

= K21 (3.10)

Ο συντελεστής K12 = K21 είναι γνωστός ως συντελεστής συγχρονισµού (synchronizing coeffi-
cient) [11], µεταξύ των γεννητριών 1 και 2.

Σηµειώνεται ότι αν ϑεωρήσουµε ότι οι γεννήτριες αναπαρίστανται από το κλασικό µοντέλο
[3], τότε έχουµε:

K12 =
∂

∂δ12

(
E1E2
X12

sin(δ12)
)∣∣∣∣∣∣

δ12=δ120

=
E1E2
X12

cos(δ120) = K21 (3.11)

όπου E1 και E2 τα ανά µονάδα µέτρα των ΗΕ∆ των γεννητριών και X12 η ανά µονάδα ισοδύνα-
µη επαγωγική αντίδραση µεταξύ αυτών. Η ϑεώρηση αυτή γίνεται για να ϕανεί η ποιοτική
εξάρτηση του συντελεστή συγχρονισµού από τη διαφορά των γωνιών και την επαγωγική α-
ντίδραση της σύνδεσης και δεν είναι απαραίτητη για τη συνέχεια της ανάλυσης. Μια αρκετά
ϕορτισµένη σύνδεση (µεγάλη δ120) έχει µικρό K12 ενώ µια αρκετά ισχυρή σύνδεση (µικρό
X12) έχει µεγάλο K12.

Επιπλέον, συµβολίζουµε µε Pm10 και P̂e10 τις τιµές ισορροπίας των Pm1 και P̂e1 αντίστοιχα
και µε ∆Pm1 = Pm1−Pm10 και ∆P̂e1 = P̂e1− P̂e10. Προφανώς ισχύει ότι Pm10−P120− P̂e10 = 0.
Χρησιµοποιώντας την (3.8αʹ) και τη γραµµική προσέγγιση (3.9), έχουµε:

Pm1 − Pe1 = −K12∆δ12 + ∆Pm1 − ∆P̂e1 (3.12)

Ανάλογα, για τη γεννήτρια 2 έχουµε:

Pm2 − Pe2 = K12∆δ12 + ∆Pm2 − ∆P̂e2 (3.13)

Συνεπώς, µε αντικατάσταση των (3.12) και (3.13) στις σχέσεις (3.7αʹ) για τις δύο γεννήτριες
και αφαιρώντας κατά µέλη τις σχέσεις (3.7ϐʹ) για τις δύο γεννήτριες, λαµβάνουµε:

M1 ∆ω̇1 = −K12∆δ12 + ∆Pm1 − ∆P̂e1 (3.14αʹ)
M2 ∆ω̇2 = K12∆δ12 + ∆Pm2 − ∆P̂e2 (3.14ϐʹ)
∆δ̇12 = ω0 (∆ω1 − ∆ω2) (3.14γʹ)

Για να προσδιορίσουµε το µοντέλο κοινής συχνότητας ως µια οιονεί στατική προσέγγιση
του συστήµατος [10], είναι απαραίτητος ο ορισµός της χρονικής κλίµακας στην οποία πα-
ϱουσιάζονται οι δυναµικές που µας ενδιαφέρουν. Συµβολίζουµε µε τ = t/T αυτή τη χρονική
κλίµακα (αδιάστατη), όπου T είναι η κυρίαρχη σταθερά χρόνου των δυναµικών ϕαινοµένων
που εξετάζουµε. Θεωρώντας ότι η κυρίαρχη δυναµική της συχνότητας, που οφείλεται στις
αδράνειες των γεννητριών, τις κινητήριες µηχανές και τους ϱυθµιστές στροφών, είναι της
τάξης των µερικών δευτερολέπτων, µπορεί να επιλεγεί T = 1 s. Για την εφαρµογή της ϑεω-
ϱίας ιδιαζουσών διαταραχών, είναι πιο ϐολικό το σύστηµα των εξισώσεων κατάστασης (3.14)
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να εκφραστεί ως προς τις εξής νέες µεταβλητές κατάστασης :

∆ω =
M1∆ω1 +M2∆ω2

M1 +M2
(3.15αʹ)

ω12 = ∆ω1 − ∆ω2 (3.15ϐʹ)

y =
K12T

M12
∆δ12 (3.15γʹ)

όπου ∆ω είναι η σταθµισµένη µέση απόκλιση από τη σύγχρονη ταχύτητα (κέντρο αδράνειας)
και :

M12 =
M1M2

M1 +M2
(3.16)

είναι ο «παράλληλος συνδυασµός» των M1 και M2. Επιπλέον, συµβολίζουµε µε u1 = ∆Pm1 −
∆P̂e1 και u2 = ∆Pm2 − ∆P̂e2. Τότε, το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων (3.14) γράφεται ως
προς τις νέες µεταβλητές κατάστασης :

T ∆ω̇ =
T

M1 +M2
(u1 + u2) (3.17αʹ)

T ω̇12 = −y +
T

M1
u1 − T

M2
u2 (3.17ϐʹ)

ϸT ẏ = ω12 (3.17γʹ)

όπου:
ϸ =

M12
K12ω0T2 (3.18)

Ως προς την αδιάστατη χρονική κλίµακα τ = t/T , το παραπάνω σύστηµα γράφεται :

d∆ω

dτ
=

T

M1 +M2
(u1 + u2) (3.19αʹ)

dω12
dτ
= −y +

T

M1
u1 − T

M2
u2 (3.19ϐʹ)

ϸ
dy

dτ
= ω12 (3.19γʹ)

Στην περίπτωση ισχυρής σύνδεσης (K12 µεγάλο) και µικρού M12, το ϸ λαµβάνει αρκετά µικρή
τιµή. Θέτοντας ϸ = 0 σύµφωνα µε τη ϑεωρία ιδιαζουσών διαταραχών [10], λαµβάνουµε από
τη σχέση (3.19γʹ):

ω12 = 0⇔ ∆ω1 − ∆ω2 = 0⇔ ω1 = ω2 (3.20)

Σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση, που αποτελεί οιονεί στατική προσέγγιση του συστήµατος,
στη µακροχρόνια χρονική κλίµακα οι συχνότητες των δύο γεννητριών είναι ίσες. Η κοινή
τους συχνότητα ω = ω1 = ω2, σύµφωνα και µε τη σχέση (3.15αʹ), ικανοποιεί τη διαφορική
εξίσωση (3.17αʹ):

M ∆ω̇ =
2∑

i=1
∆Pmi −

2∑

i=1
∆P̂ei (3.21)

όπου:
M = M1 +M2 (3.22)

Η µεταβλητή y γίνεται αλγεβρική µεταβλητή και προσδιορίζεται από τη σχέση (επειδή ω12 =
0⇒ ω̇12 = 0):

y =
T

M1
u1 − T

M2
u2 (3.23)
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και συνεπώς:

∆δ12 =
M12
K12

(
∆Pm1 − ∆P̂e1

M1
− ∆Pm2 − ∆P̂e2

M2

)
(3.24)

Σχετικά µε την παραπάνω ανάλυση παρατηρούµε τα εξής :

� Η εφαρµογή της ϑεωρίας ιδιαζουσών διαταραχών στο σύστηµα τρίτης τάξης (3.17) οδη-
γεί στο σύστηµα πρώτης τάξης µε δύο αλγεβρικούς περιορισµούς :

M ∆ω̇ = u1 + u2 (3.25αʹ)

y =
T

M1
u1 − T

M2
u2 (3.25ϐʹ)

ω12 = 0 (3.25γʹ)

Αυτό οφείλεται στο ότι στο δεξί µέλος της (3.17γʹ) ϐρίσκεται µόνο το ω12. Επιπλέον, η
διαδικασία που ακολουθήθηκε για τον προσδιορισµό του µακροπρόθεσµου µοντέλου
και των ολοκληρωµατικών πολλαπλοτήτων είναι διαφορετική από αυτήν της υποενότη-
τας 2.5.1.

� Σύµφωνα µε τη σχέση (3.21), γίνεται ϕανερή η οµαδοποίηση των δύο γεννητριών σε
µία ισοδύναµη µε σταθερά αδράνειας ίση µε το άθροισµα των σταθερών αδράνειας της
καθεµίας. Η ϐασική υπόθεση που γίνεται είναι το ϸ που δίνεται από τη σχέση (3.18)
να είναι επαρκώς µικρότερο του 1 ώστε να είναι αποδεκτή η οιονεί στατική προσέγγιση
της κοινής συχνότητας. Τότε, λέµε ότι οι δύο γεννήτριες παρουσιάζουν συνοχή στην
απόκριση της συχνότητας και ανήκουν στην ίδια συνεκτική οµάδα (coherent group)
[3, 20].

� Η οιονεί στατική προσέγγιση της κοινής συχνότητας αγνοεί τις ηλεκτροµηχανικές τα-
λαντώσεις µεταξύ των δύο γεννητριών. Συγκεκριµένα, αµελώντας την επίδραση της
ηλεκτρικής ισχύος (που δεν εξαρτάται από τη γωνία δ12) και της µηχανικής ισχύος στη
σχέση (3.17ϐʹ) (ϑέτουµε u1 = u2 = 0), τότε από τις (3.17γʹ) και (3.17ϐʹ) λαµβάνουµε:

ÿ +
1

ϸT2 y = 0 (3.26)

Συνεπώς, η συχνότητα των ηλεκτροµηχανικών ταλαντώσεων µεταξύ των γεννητριών 1
και 2 δίνεται κατά προσέγγιση από τη σχέση (σε Hz):

fem =
1

2πT
√

ϸ
=

1
2π

√
ω0K12
M12

(3.27)

όπου η δεύτερη ισότητα έχει προκύψει µε αντικατάσταση του ϸ από την (3.18).

Θεωρώντας ότι T = 1 s, σύµφωνα µε τη σχέση (3.27), για τιµές του ϸ κάτω α-
πό 0.01 οι συχνότητες ηλεκτροµηχανικών ταλαντώσεων µεταξύ των γεννητριών που
οµαδοποιούνται είναι πάνω από 1.6 Hz. Αυτό ισχύει για όλες τις τοπικές ταλαντώσεις
που συνεπώς µπορούν να απαλειφθούν µε την παραπάνω µέθοδο οιονεί στατικής προ-
σέγγισης. Επιπλέον, η ϑεωρία ιδιαζουσών διαταραχών διασφαλίζει ότι το σφάλµα της
προσέγγισης ϑα είναι της τάξης του ϸ (άρα µικρότερο του 1%) αλλά αφού παρέλθει
το αρχικό γρήγορο µεταβατικό (off manifold dynamics). ΄Αρα, η προσέγγιση κοινής
συχνότητας ισχύει µόνο µετά την απόσβεση όλων των τοπικών ηλεκτροµηχανικών τα-
λαντώσεων, εάν ϐέβαια το σύστηµα έχει ευστάθεια γωνίας δροµέα µε την έννοια της
µεταβατικής ευστάθειας και της ευστάθειας µικρών διαταραχών. Συνεπώς, η µακρο-
πρόθεσµη χρονική κλίµακα για την οποία ισχύει η παραδοχή κοινής συχνότητας αρ-
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χίζει περίπου µετά τα 5 − 10 s ϑεωρώντας επαρκή απόσβεση όλων των τοπικών ταλα-
ντώσεων.
Προφανώς η οµαδοποίηση µπορεί να συνεχιστεί µε µικρότερη ακρίβεια και για τιµές
του ϸ < 0.1. Οπότε, οι απαλειµµένες συχνότητες ϕτάνουν στα όρια των διασυνοριακών
ταλαντώσεων (interarea oscillations), δηλαδή µέχρι περίπου τα 0.5 Hz. Για µικρότερες
συχνότητες ταλαντώσεων το σφάλµα απαλοιφής ϑα είναι πολύ µεγάλο και συνεπώς
πρέπει η κάθε συνεκτική περιοχή να παρασταθεί ξεχωριστά και στη δευτερεύουσα
ϱύθµιση.
Σηµειώνεται ότι η υψηλή διείσδυση παραγωγών µε ηλεκτρονικούς µετατροπείς, που
συµµετέχουν στην πρωτεύουσα ϱύθµιση συχνότητας και έχουν γρήγορο χρόνο απόκρι-
σης, µειώνει τη χρονική σταθερά T . Συνεπώς, αυξάνεται το κάτω όριο της συχνότητας
ηλεκτροµηχανικών ταλαντώσεων για οµαδοποίηση γεννητριών.

� Η οιονεί στατική προσέγγιση µπορεί να προσδιορισθεί και για το µη γραµµικό σύστη-
µα:

M1 ∆ω̇1 = Pm1 − Pe1(δ12) (3.28αʹ)
M2 ∆ω̇2 = Pm2 − Pe2(δ12) (3.28ϐʹ)

δ̇12 = ω0 (∆ω1 − ∆ω2) (3.28γʹ)

και χωρίς την παραδοχή των αµελητέων απωλειών ενεργού ισχύος. Τότε, η διαφορική
εξίσωση της κοινής συχνότητας είναι :

M ∆ω̇ =
2∑

i=1
Pmi −

2∑

i=1
Pei (3.29)

και οι γωνία δ12 αποτελεί αλγεβρική µεταβλητή που υπολογίζεται από την ολοκληρω-
µατική πολλαπλότητα:

Pm1 − Pe1(δ12)
M1

− Pm2 − Pe2(δ12)
M2

= 0 (3.30)

η οποία προκύπτει από τη σχέση ∆ω̇1 − ∆ω̇2 = 0. Επιπλέον, η προσέγγιση ϑεωρούµε
ότι είναι αποδεκτή αν η σταθερά:

ϸ =
1(

K12
M1
+

K21
M2

)
ω0T2

(3.31)

είναι επαρκώς µικρή, όπου:

K12 =
∂Pe1
∂δ12

∣∣∣∣∣
δ12=δ120

και K21 =
∂Pe2
∂δ21

∣∣∣∣∣
δ21=δ210

(3.32)

� Αν επιπλέον της αλγεβρικής εξίσωσης (3.30) ληφθούν υπόψη και οι αλγεβρικές εξι-
σώσεις ϱοής ϕορτίου, τότε στο µοντέλο κοινής συχνότητας µπορεί να συµπεριληφθούν
η τοπολογία του δικτύου και οι τάσεις των Ϲυγών, όπως γίνεται στο [20]. Ωστόσο, σε αυτή
την εργασία αγνοείται η τοπολογία του δικτύου και οι γεννήτριες που οµαδοποιούνται
ϑεωρούµε ότι ϐρίσκονται σε έναν κοινό Ϲυγό.
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Η παραπάνω ανάλυση µπορεί να εφαρµοστεί διαδοχικά για όλες τις γεννήτριες ενός ΣΗΕ,
εφόσον ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις για την οµαδοποίησή τους, µε στόχο τη διαµόρφω-
ση του µοντέλου κοινής συχνότητας. Συγκεκριµένα, η διαδικασία οµαδοποίησης συνεχίζεται
µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο, όπου οι γεννήτριες 1 και 2 µπορεί να είναι ισοδύναµα συνεκτι-
κών οµάδων σχηµατίζοντας µια ακόµη µεγαλύτερη συνεκτική οµάδα. Αρκεί σε κάθε ϐήµα
οµαδοποίησης το αντίστοιχο ϸ, που δίνεται από τη σχέση (3.31), να είναι επαρκώς µικρό.
Ωστόσο, η εφαρµογή της παραπάνω διαδικασίας χρειάζεται περαιτέρω διερεύνηση διότι οι
ϱυθµοί ταλάντωσης που απαλείφονται κατά την οµαδοποίηση µπορεί να έχουν µεγάλο συ-
ντελεστή συµµετοχής [3] σε περισσότερες από δύο γεννήτριες.

Εφόσον το ϸ είναι επαρκώς µικρό σε όλα τα ϐήµατα της οµαδοποίησης, τελικά κατα-
λήγουµε σε µια κοινή συχνότητα, έστω ω σε αµ, για ολόκληρο το ΣΗΕ, το οποίο αναπαρίστα-
ται ως µια ισοδύναµη γεννήτρια σταθεράς :

M =

NG∑

i=1
Mi (3.33)

για την οποία ισχύει :

M ∆ω̇ =

NG∑

i=1
Pmi − Pe (3.34)

Σε αυτήν την περίπτωση, ολόκληρο το ΣΗΕ αποτελεί µια συνεκτική οµάδα γεννητριών. Η
ηλεκτρικής ισχύς Pe της σχέσης (3.34) αποτελεί τη συνολική ηλεκτροπαραγωγή (ϕορτίο) των
σύγχρονων γεννητριών, η οποία µπορεί να ϑεωρηθεί είσοδος του συστήµατος.

3.1.3 Εξάρτηση της ηλεκτρικής ισχύος από τη συχνότητα

Η ηλεκτρική ισχύς Pe της ισοδύναµης µονάδας παραγωγής ενός ΣΗΕ που αποτελεί µια
συνεκτική οµάδα γεννητριών µπορεί να γραφεί ως :

Pe = PL − PC (3.35)

όπου PL είναι η ενεργός ισχύς του ϕορτίου του συστήµατος και PC η εγχεόµενη ενεργός ισχύς
των µονάδων παραγωγής µε ηλεκτρονικούς µετατροπείς.

∆εδοµένης της ύπαρξης ϕορτίων κίνησης στο σύστηµα, η ενεργός ισχύς του ϕορτίου PL

παρουσιάζει εξάρτηση από τη συχνότητα και εκφράζεται ως :

PL = P̂L + DL ∆ω (3.36)

όπου η P̂L είναι η ενεργός ισχύς του ϕορτίου που δεν εξαρτάται από τη συχνότητα. Η σταθερά
DL είναι γνωστή στη ϐιβλιογραφία ως σταθερά αυτορρύθµισης του ϕορτίου [11].

Επιπλέον, η εγχεόµενη ενεργός ισχύς των µονάδων παραγωγής µε ηλεκτρονικούς µετα-
τροπείς επίσης παρουσιάζει εξάρτηση από τη συχνότητα στην περίπτωση που αυτές εφαρ-
µόζουν ελέγχου στατισµού. Η PC γράφεται :

PC = P̂C − 1
RC
∆ω (3.37)

όπου η P̂C δεν εξαρτάται από τη συχνότητα και RC ο συνολικός στατισµός (ανά µονάδα της
συνολικής εγκατεστηµένης ισχύος του συστήµατος) των µονάδων παραγωγής µε ηλεκτρο-
νικούς µετατροπείς. Η παραπάνω σχέση ισχύει υπό την προϋπόθεση ότι η δυναµική της
εγχεόµενης ενεργού ισχύος που οφείλεται σε µεταβολή της συχνότητας ϑεωρείται ακαριαία,
σε σύγκριση µε τη δυναµική των κινητήριων µηχανών και των ϱυθµιστών στροφών των σύγ-
χρονων γεννητριών.
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Η σχέση (3.35) µε αντικατάσταση των (3.36) και (3.37) γράφεται :

Pe = (P̂L − P̂C) −
(
DL +

1
RC

)
∆ω = L − D ∆ω (3.38)

όπου έχουµε ϑέσει :
L = P̂L − P̂C και D = DL +

1
RC

(3.39)

Εποµένως, η σχέση (3.34) γράφεται µε αντικατάσταση της (3.38):

M ∆ω̇ = −D ∆ω +

NG∑

i=1
Pmi − L (3.40)

3.1.4 Μοντέλο συστήµατος ισοδύναµης µονάδας παραγωγής

Θεωρούµε ένα σηµείο ισορροπίας του συστήµατος, στο οποίο ∆ω = 0, Pmi = Pmi0 και
L = L0 =

∑NG
i=1 Pmi0. Συµβολίζουµε µε ∆Pmi = Pmi − Pmi0 και ∆L = L − L0 τις αποκλίσεις

της παραγόµενης µηχανικής ισχύος κάθε στρεφόµενης µονάδας παραγωγής i ∈ G και του
ϕορτίου L από τις τιµές ισορροπίας τους αντίστοιχα. Επιπλέον, αντί του συµβολισµού ∆ω,
χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό ∆f για την ανά µονάδα απόκλιση της συχνότητας από την
ονοµαστική της τιµή (που είναι ίση µε τη σύγχρονη ταχύτητα). Τότε, η σχέση (3.40) γράφεται :

M ∆ḟ = −D ∆f +

NG∑

i=1
∆Pmi − ∆L (3.41)

Η παραπάνω διαφορική εξίσωση, που αναπαριστά το µοντέλο της ισοδύναµης γεννήτριας του
ΣΗΕ συµπεριλαµβανοµένης και της αυτορρύθµισης του ϕορτίου, απεικονίζεται στο διάγραµ-
µα ϐαθµίδων του σχήµατος 3.1.

1
Ms + D

+
+

+ −

∆Pm1

∆Pm2

∆PmNG

...
∆L

∆f

Σχήµα 3.1: Μηχανικό µοντέλο ισοδύναµης γεννήτριας του συστήµατος [3].

Για να ολοκληρώσουµε το µοντέλο της ισοδύναµης µονάδας παραγωγής ενός ΣΗΕ, απο-
µένει να εξετάσουµε την εξάρτηση του αθροίσµατος ∑NG

i=1 ∆Pmi από την απόκλιση της συχνότη-
τας ∆f και από τα σήµατα αναφοράς της ισχύος που στέλνονται στις στρεφόµενες µονάδες
παραγωγής από τη δευτερεύουσα ϱύθµιση συχνότητας. Συµβολίζουµε µε G την αναφορά
της ισχύος (σε αµ) ολόκληρου του ΣΗΕ, η οποία καθορίζεται από τη δευτερεύουσα ϱύθµι-
ση, και µε G0 την τιµή ισορροπίας της. Με ai συµβολίζουµε τον συντελεστή συµµετοχής
(participation factor) της µονάδας παραγωγής i ∈ G στη δευτερεύουσα ϱύθµιση συχνότητας,
ο οποίος καθορίζεται από τον διαχειριστή του συστήµατος κάθε µερικά λεπτά [29, 2]. Για
µονάδες που δεν συµµετέχουν στη δευτερεύουσα ϱύθµιση ο συντελεστής αυτός είναι ίσος
µε µηδέν. Επίσης, το άθροισµα όλων των συντελεστών συµµετοχής του συστήµατος ενιαίας
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περιοχής ελέγχου είναι ίσο µε τη µονάδα, δηλαδή:

NG∑

i=1
ai = 1 (3.42)

Επιπλέον, µε Gi = aiG συµβολίζουµε την τιµή αναφοράς της ισχύος της µονάδας παραγω-
γής i ∈ G και ∆Gi = ai∆Gi0. Το γενικό διάγραµµα ϐαθµίδων µιας µονάδας παραγωγής µε
σύγχρονη γεννήτρια που αναπαριστά την εξάρτηση του ∆Pm από το ∆G και την ∆f ϕαίνεται
στο σχήµα 3.2. Η Hpi(s) αποτελεί τη συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος της κινητήριας
µηχανής της γεννήτριας και του ϱυθµιστή στροφών. Η συγκεκριµένη µορφή της για ατµοη-
λεκτρικές και υδροηλεκτρικές µονάδες παραγωγής ϑα προσδιορισθεί στην ενότητα 3.3. Το
Ri αποτελεί τον στατισµό της γεννήτριας i ∈ G ανά µονάδα της συνολικής εγκατεστηµένης
ισχύος του ΣΗΕ.

ai

1/Ri

HPi(s)
∆Gi +

−
∆Pmi∆G

∆f

Σχήµα 3.2: ∆ιάγραµµα ϐαθµίδων της στρεφόµενης µονάδας παραγωγής i ∈ G που ϕαίνεται η
εξάρτηση του ∆Pmi από το ∆G και την ∆f .

Σύµφωνα µε το διάγραµµα ϐαθµίδων του σχήµατος 3.2, έχουµε ότι :

∆Pmi = Hpi(s)
(
ai ∆G − 1

Ri
∆f

)
(3.43)

για κάθε i ∈ G. Αθροίζοντας όλες τις σχέσεις (3.43) για όλα τα i ∈ G, λαµβάνουµε:

∆Pm :=
NG∑

i=1
∆Pmi = Hp(s)

(
∆G − 1

R̂(s)
∆f

)
(3.44)

όπου:

Hp(s) =
NG∑

i=1
aiHpi(s) (3.45αʹ)

1
R̂(s)

=

NG∑

i=1

1
Ri

Hpi(s)
H(s)

(3.45ϐʹ)

Σύµφωνα µε τις σχέσεις (3.41) και (3.44) κατασκευάζουµε το διάγραµµα ϐαθµίδων της
ισοδύναµης µονάδας παραγωγής του συστήµατος. Αυτό απεικονίζεται στο σχήµα 3.3.

Στο παραπάνω µοντέλο, ο στατισµός R̂(s) της ισοδύναµης µονάδας παραγωγής αποτελεί
συνάρτηση του s. Μια επιπλέον παραδοχή που µπορεί να γίνει για περαιτέρω απλοποίηση
του µοντέλου είναι :

1
R̂(s)

=
1
R
=

NG∑

i=1

1
Ri

(3.46)
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Hp(s) 1
Ms + D

1/R̂(s)

∆L

∆G ∆f+

−
+ −∆Pm

Σχήµα 3.3: ∆ιάγραµµα ϐαθµίδων ισοδύναµης µονάδας παραγωγής ενός ΣΗΕ ενιαίας περιοχής
ελέγχου, του οποίου όλες οι γεννήτριες αποτελούν µία συνεκτική οµάδα.

Λαµβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (3.45), η παραπάνω σχέση είναι ισοδύναµη µε την :

NG∑

i=1

R

Ri
Hpi(s) =

NG∑

i=1
ai Hpi(s) (3.47)

∆ύο ειδικές περιπτώσεις για τις οποίες ισχύει η παραπάνω είναι οι :

1. ΄Ολες οι µονάδες παραγωγής i ∈ G έχουν την ίδια συνάρτηση µεταφοράς Hpi(s) = Hp(s),
για κάθε i ∈ G.

2. Ο συντελεστής συµµετοχής στη δευτερεύουσα ϱύθµιση κάθε µονάδας παραγωγής i ∈ G
ισούται µε το αντίστροφο του λόγου του στατισµού του προς τον συνολικό. ∆ηλαδή
ισχύει ai = R/Ri , για κάθε i ∈ G.

3.2 Μοντέλο συστήµατος πολλών περιοχών ελέγχου

Στην προηγούµενη ενότητα, εξετάσαµε την περίπτωση ενός ΣΗΕ, το οποίο αποτελεί µία
ενιαία περιοχή ελέγχου. Εδώ ϑα µελετήσουµε την περίπτωση ενός ΣΗΕ που αποτελείται
από πολλές περιοχές ελέγχου. Η παραδοχή που κάνουµε είναι ότι κάθε περιοχή ελέγχου
αποτελεί µια συνεκτική οµάδα γεννητριών και αναπαρίσταται από µία ισοδύναµη µονάδα
παραγωγής. Επιπλέον, ϑεωρούµε ότι όλες οι διασυνδέσεις µεταξύ των περιοχών ελέγχου
είναι ασθενείς, ώστε η προσέγγιση κοινής συχνότητας µεταξύ των περιοχών ελέγχου να µην
είναι αποδεκτή. Προς αποφυγή σύγχυσης, επισηµαίνουµε ότι ο δείκτης i από εδώ και στο
εξής ϑα συµβολίζει την περιοχή ελέγχου και όχι την κάθε στρεφόµενη µονάδα παραγωγής.

3.2.1 Συµβολισµοί και ϱοές ισχύος διασυνδέσεων

Συµβολίζουµε µε A = {1, 2, . . . , NA} το σύνολο των περιοχών ελέγχου και µε :

T = {(i, j) ∈ A2 | i < j και υπάρχει διασύνδεση µεταξύ των περιοχών i και j} (3.48)

το σύνολο των διασυνδετικών γραµµών πλήθους |T | = NT .
Επίσης, συµβολίζουµε µε Ptij τη ϱοή ενεργού ισχύος από την περιοχή i ∈ A στην περιοχή

j ∈ A, για την οποία ϑεωρούµε ότι Ptij = −Ptji (αµελούµε τις ϑερµικές απώλειες των γραµµών).
Σύµφωνα µε τους παραπάνω ορισµούς, η συνολική εξαγόµενη ενεργός ισχύς από την περιοχή
i ∈ A είναι :

Pti =
∑

(i,j)∈T
Ptij −

∑

(j,i)∈T
Ptji (3.49)

Με Ptij0 συµβολίζουµε την προγραµµατισµένη ϱοή ενεργού ισχύος της διασύνδεσης (i, j) ∈ T
και µε Pti0 την προγραµµατισµένη εξαγωγή ενεργού ισχύος από την περιοχή i ∈ A. Οι τιµές
αυτές ϑεωρούµε ότι αποτελούν τιµές ευσταθούς ισορροπίας του συνολικού συστήµατος. Το
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µοντέλο που αναπτύσσουµε, λόγω γραµµικοποίησης, εκφράζεται συναρτήσει των αποκλίσεων
∆Pti = Pti − Pti0, µε i ∈ A και ∆Ptij = Ptij − Ptij0, µε (i, j) ∈ T . Οπότε, γράφουµε την (3.49) µε
αφαίρεση της ίδιας σχέσης για τις τιµές ισορροπίας :

∆Pti =
∑

(i,j)∈T
∆Ptij −

∑

(j,i)∈T
∆Ptji (3.50)

για κάθε περιοχή i ∈ A.
Επιπλέον, προσθέτοντας όλες τις σχέσεις (3.50), λαµβάνουµε:

N∑

j=1
∆Ptj = 0 (3.51)

∆ηλαδή, το άθροισµα των εξαγωγών ενεργού ισχύος όλων των περιοχών είναι µηδενικό, το
οποίο είναι αναµενόµενο λόγω της αγνόησης των απωλειών ενεργού ισχύος των γραµµών.

3.2.2 Μοντέλο περιοχής ελέγχου

Λαµβάνοντας υπόψη την εξαγόµενη ϱοή ισχύος κάθε περιοχής ελέγχου, η διαφορική
εξίσωση (3.41) τροποποιείται ως εξής :

Mi ∆ḟi = −Di ∆fi + ∆Pmi − ∆Pti − ∆Li , για κάθε i ∈ A (3.52)

Hpi(s)
1

Mis + Di

1/R̂i(s)

∆Pti

∆Li

∆Gi ∆fi+

−
+ −
−

∆Pmi

Σχήµα 3.4: ∆ιάγραµµα ϐαθµίδων της περιοχής ελέγχου i ∈ A.

Το ισοδύναµο µοντέλο κάθε περιοχής ελέγχου ϕαίνεται στο σχήµα 3.4. Το µοντέλο
αυτό µπορεί να προσδιορισθεί όπως στην προηγούµενη ενότητα (σχήµα 3.3), ϑεωρώντας
την εξαγόµενη ϱοή ισχύος από την περιοχή ελέγχου ως µέρος του ηλεκτρικού ϕορτίου της.
Τονίζεται ότι η παραδοχή της κοινής συχνότητας για την περιοχή ελέγχου είναι αποδεκτή
εφόσον το ϸ είναι επαρκώς µικρό σε όλα τα ϐήµατα της οµαδοποίησης, σύµφωνα µε την
υποενότητα 3.1.2. Το «επαρκώς µικρό» το ορίζουµε ως ϸ < ϸ0, όπου για παράδειγµα ϸ0 = 0.1.

3.2.3 ∆υναµικό µοντέλο διασύνδεσης

Για να ολοκληρωθεί το µοντέλο του συνολικού συστήµατος, αποµένει να προσδιορίσου-
µε τη δυναµική των διασυνδέσεων. Θεωρούµε τη διασύνδεση (i, j) ∈ T . Σύµφωνα µε τη
γραµµικοποιηµένη σχέση (3.9), έχουµε ότι :

∆Pij = Kij ∆δij (3.53)

όπου, σύµφωνα µε την (3.14γʹ) και χρησιµοποιώντας το νέο συµβολισµό ∆fi = ∆ωi , η ∆δij

ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση:

∆δ̇ij = ω0(∆fi − ∆fj) (3.54)
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Εποµένως, παραγωγίζοντας την (3.53), λαµβάνουµε µε αντικατάσταση της (3.54):

∆Ṗtij = ω0Kij(∆fi − ∆fj) (3.55)

Η παραπάνω διαφορική εξίσωση αποτελεί το γραµµικοποιηµένο δυναµικό µοντέλο της δια-
σύνδεσης (i, j) ∈ T και ϕαίνεται σε µορφή διαγράµµατος ϐαθµίδων στο σχήµα (3.5). Η
σταθερά Kij ονοµάζεται συντελεστής συγχρονισµού της διασύνδεσης (i, j).

ω0Kij

s
+

−
∆Ptij∆fi

∆fj

Σχήµα 3.5: Μοντέλο της διασύνδεσης (i, j) ∈ T .

Τονίζουµε ότι η παραδοχή των ασθενών διασυνδέσεων µεταξύ των περιοχών ελέγχου µπο-
ϱεί να ποσοτικοποιηθεί από τη συνθήκη:

ϸij > ϸ0 (3.56)

για κάθε διασύνδεση (i, j) ∈ T , όπου η σταθερά ϸij υπολογίζεται σύµφωνα µε τη σχέση (3.18).
Πρακτικά, εφόσον είναι γνωστή η συχνότητα των διασυνοριακών ταλαντώσεων της διασύν-
δεσης (i, j) ∈ T , έστω finterarea,ij µέσω µετρήσεων, η συνθήκη (3.56) εκφράζεται ισοδύναµα
σύµφωνα µε την πρώτη ισότητα της σχέσης (3.27) ως :

finterarea,ij <
1

2πT
√

ϸ0
(3.57)

Για T = 1 s και ϸ0 = 0.1, η παραπάνω γράφεται :

finterarea,ij < 0.503 Hz (3.58)

3.2.4 Συνολικό µοντέλο

Το µοντέλο της δυναµικής συνεχούς χρόνου της συχνότητας ολόκληρου του διασυνδε-
δεµένου συστήµατος αποτελείται από τα επιµέρους διαγράµµατα ϐαθµίδων 3.4 και 3.5 των
περιοχών ελέγχου και των διασυνδέσεων αντίστοιχα και τις σχέσεις (3.49).

Για την περίπτωση συστήµατος δύο περιοχών ελέγχου, αυτό απεικονίζεται στο σχήµα 3.6.
Στην περίπτωση αυτή, ο συνολικός στατισµός της κάθε περιοχής έχει ϑεωρηθεί σταθερός,
σύµφωνα µε την παραδοχή της σχέσης (3.46).

3.2.5 Συχνότητα διασυνοριακών ταλαντώσεων

Κλείνουµε την ενότητα αυτή µε τον προσδιορισµό της συχνότητας των διασυνοριακών
ταλαντώσεων ενός διασυνδεδεµένου συστήµατος. Για ένα σύστηµα πολλών περιοχών, αν
κάθε περιοχή (που αποτελεί συνεκτική οµάδα γεννητριών) αναπαρασταθεί από την ισοδύνα-
µή της µονάδα παραγωγής, οι συχνότητες των διασυνοριακών ταλαντώσεων µπορούν να
υπολογιστούν προσεγγιστικά από τις ιδιοτιµές του πίνακα συντελεστών συγχρονισµού των
διασυνδέσεων, όπως στην υποενότητα 10.6.2 του [11].

Για ένα σύστηµα δύο περιοχών ελέγχου (σχήµα 3.6), η συχνότητα των διασυνοριακών
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3.2.5 Συχνότητα διασυνοριακών ταλαντώσεων

HP1(s)
1

M1s + D1

1/R1
∆L1

∆G1 ∆f1+ − + −∆Pm1

HP2(s)
1

M2s + D2

1/R2
∆L2

∆G2 ∆f2+

−
+

−
∆Pm2

ω0K12

s

−

+

+

−
∆Pt12

Σχήµα 3.6: Μοντέλο ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας δυναµικής συνεχούς χρόνου για σύστηµα
δύο περιοχών ελέγχου.

ταλαντώσεων δίνεται προσεγγιστικά από τη σχέση (3.27):

finterarea,12 =
1

2π

√
ω0K12
M12

(3.59)

Τονίζεται ότι, γνωρίζοντας τη συχνότητα των διασυνοριακών ταλαντώσεων (π.χ. µέσω
µέτρησης), είναι προτιµότερο να υπολογίσουµε το K12 από τη σχέση (3.59):

K12 =
M12
ω0

(2πfinterarea,12
)2 (3.60)

παρά από τη σχέση (3.11), ώστε στο µοντέλο µας να ταιριάζει ακριβώς η συχνότητα των
ταλαντώσεων µε την πραγµατική.

Αριθµητική εφαρµογή

Ως αριθµητική εφαρµογή, ϑεωρούµε το απλό σύστηµα των δύο περιοχών του παραδείγ-
µατος 12.6 του [3]. Η συχνότητα της διασυνοριακής ταλάντωσης αφορά την περίπτωση (iv)
του παραδείγµατος. Τα δεδοµένα του συστήµατος δίνονται στον πίνακα 3.1.

M1 = 26 s M2 = 24.7 s finterarea,12 = 0.6 Hz

Πίνακας 3.1: ∆εδοµένα αριθµητικής εφαρµογής.

Ο «παράλληλος» συνδυασµός των M1 και M2 είναι :

M12 =
26 · 24.7
26 + 24.7 s = 12.67 s

Εποµένως, σύµφωνα µε τη σχέση (3.60) υπολογίζουµε :

K12 =
12.67
100π

· (2π · 0.6)2 αµ = 0.573 αµ
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3.3 Μοντέλα στροβίλων και ϱυθµιστών στροφών

Σε αυτή την ενότητα, ϑα αναφέρουµε απλοποιηµένα µοντέλα στροβίλων και ϱυθµιστών
στροφών ατµοηλεκτρικών και υδροηλεκτρικών µονάδων παραγωγής, τα οποία ϑα χρησιµο-
ποιήσουµε στο συνολικό µοντέλο της ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας.

3.3.1 Ατµοηλεκτρική µονάδα παραγωγής

Θεωρούµε µια ατµοηλεκτρική µονάδα παραγωγής µε στρόβιλο δύο ϐαθµίδων (υψηλής
και χαµηλής πίεσης) µε ενδιάµεση αναθέρµανση.

1
1 + TCHs

1
1 + TRHs

FHP

1 − FHP
+ + ∆Pm∆g

Σχήµα 3.7: ∆ιάγραµµα ϐαθµίδων ατµοστροβίλου δύο ϐαθµίδων µε ενδιάµεση αναθέρµανση.

Το µοντέλο του ατµοστροβίλου ϕαίνεται στο σχήµα 3.7 υπό µορφή διαγράµµατος ϐαθ-
µίδων [11, 3]. TCH είναι η σταθερά χρόνου ανάλογη του όγκου των σωληνώσεων από τη
δικλείδα του ατµού µέχρι τον στρόβιλο υψηλής πίεσης, TRH η σταθερά χρόνου λόγω της
αναθέρµανσης και FHP το ποσοστό της µηχανικής ισχύος που παράγεται από τον στρόβιλο
υψηλής πίεσης. Τυπικές τιµές των παραµέτρων είναι : TCH = 0.2-0.3 s, TRH = 5-10 s,
FHP = 0.3-0.5 [3]. Η είσοδος του µοντέλου είναι η κανονικοποιηµένη απόκλιση ∆g του
ανοίγµατος της δικλείδας του ατµού από την τιµή ισορροπίας της και η έξοδός της η απόκλι-
ση ∆Pm της ανά µονάδα µηχανικής ισχύος από την τιµή ισορροπίας της. Σηµειώνεται ότι το
µοντέλο αυτό έχει προκύψει από γραµµικοποίηση µη γραµµικού µοντέλου του στροβίλου
[11], και συνεπώς ϑεωρείται έγκυρο για µικρές µεταβολές γύρω από το σηµείο ισορροπίας
στο οποίο έχει γίνει η γραµµικοποίηση.

Από το σχήµα 3.7 υπολογίζουµε τη συνάρτηση µεταφοράς του ατµοστροβίλου (από το ∆g
στο ∆Pm ):

HT (s) =
1 + FHPTRHs

(1 + TCHs)(1 + TRHs)
(3.61)

Το µοντέλο του ϱυθµιστή στροφών του ατµοστροβίλου απεικονίζεται στο σχήµα 3.8 [11].
R είναι ο στατισµός του ϱυθµιστή στροφών και TG η χρονική σταθερά του. Τυπικές τιµές των
παραµέτρων είναι : R = 0.03-0.06 (µε ϐάση ισχύος αυτή της µονάδας) και TG = 0.1-0.5 s
[3]. Στο µοντέλο αυτό έχουµε αµελήσει τις όποιες µη γραµµικότητες, όπως νεκρή Ϲώνη και
περιοριστές.

1/R

1 + TGs

∆ωref

∆ω

∆g+

−

Σχήµα 3.8: ∆ιάγραµµα ϐαθµίδων ϱυθµιστή στροφών ατµοστροβίλου.

Επιπλέον, σηµειώνεται ότι η δυναµική του ατµοπαραγωγού αµελείται ϑεωρώντας ότι
έχει ιδανικό έλεγχο πίεσης. Συνεπώς, ως έξοδο του ϱυθµιστή στροφών του ατµοστροβίλου
ϑεωρούµε την ∆g.

Η ∆ωref αποτελεί το σήµα αναφοράς για την ∆ω και λαµβάνεται ως σήµα αναφοράς
ενεργού ισχύος ∆G = ∆ωref/R για τη δευτερεύουσα ϱύθµιση. Εποµένως, σύµφωνα µε αυτή
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την παρατήρηση και συνθέτοντας τα δύο διαγράµµατα ϐαθµίδων του ατµοστροβίλου (σχήµα
3.7) και του ϱυθµιστή στροφών (σχήµα 3.8), η συνάρτηση µεταφοράς HP(s) (όπως ορίζεται
από το σχήµα 3.2) της ατµοηλεκτρικής µονάδας δίνεται από τη σχέση:

HP(s) =
1 + FHPTRHs

(1 + TGs)(1 + TCHs)(1 + TRHs)
(3.62)

3.3.2 Υδροηλεκτρική µονάδα παραγωγής

Θεωρούµε µια υδροηλεκτρική µονάδα παραγωγής, χωρίς πύργο ανάπαλσης.

1 − Tws

1 + 0.5Tws

∆g ∆Pm

Σχήµα 3.9: ∆ιάγραµµα ϐαθµίδων υδροστροβίλου.

Το µοντέλο του υδροστροβίλου ϕαίνεται στο σχήµα 3.9. Η Tw αποτελεί την υδραυλική
χρονική σταθερά αδράνειας [11] (η οποία ονοµάζεται και υδραυλικός χρόνος εκκίνησης [3]).
Τυπικές τιµές για το Tw είναι από 0.5-4 s [3]. Η είσοδος του µοντέλου είναι η κανονικοποιη-
µένη απόκλιση ∆g του ανοίγµατος της υδατοθυρίδας της µονάδας από την τιµή ισορροπίας
της και η έξοδός της η απόκλιση ∆Pm της ανά µονάδα µηχανικής ισχύος από την τιµή ι-
σορροπίας της. Το µοντέλο αυτό έχει προκύψει από γραµµικοποίηση, υποθέτει ιδανικό
υδροστρόβιλο (αµελούνται οι υδραυλικές απώλειες) και δεν λαµβάνει υπόψη τα κυµατικά
ϕαινόµενα στον αγωγό προσαγωγής (παραδοχή ανελαστικής υδάτινης στήλης) [11].

Σύµφωνα µε το σχήµα 3.9, η συνάρτηση µεταφοράς του υδροστροβίλου (από το ∆g στο
∆Pm ) δίνεται από τη σχέση:

HT (s) =
1 − Tws

1 + 0.5Tws
(3.63)

Αυτή η συνάρτηση µεταφοράς είναι µη ελάχιστης ϕάσης (επειδή έχει µηδενικό στο δεξί
µιγαδικό ηµιεπίπεδο) και σε µια έντονη µεταβολή του ανοίγµατος της υδατοθυρίδας αρχικά
προκαλεί αντίθετη µεταβολή της µηχανικής ισχύος. Αυτό είναι το λεγόµενο ϕαινόµενο του
υδραυλικού πλήγµατος [11].

1
Ts

σ

δTRs

1 + TRs

∆ωref

∆ω

∆g+

−
+ −
−

Σχήµα 3.10: ∆ιάγραµµα ϐαθµίδων ϱυθµιστή στροφών υδροστροβίλου.

Το µοντέλο του ϱυθµιστή στροφών του υδροστροβίλου απεικονίζεται υπό µορφή διαγράµ-
µατος ϐαθµίδων στο σχήµα 3.10 [11]. T είναι η χρονική σταθερά του κύριου σερβοµηχανι-
σµού του ϱυθµιστή, σ = R ο µόνιµος στατισµός, δ ο µεταβατικός στατισµός και TR η χρονική
σταθερά επαναφοράς. Τυπικές τιµές του µόνιµου στατισµού και της χρονικής σταθεράς του
κύριου σερβοµηχανισµού είναι σ = R = 0.03-0.06 (µε ϐάση ισχύος αυτή της µονάδας) [11]
και T = 0.1-0.5 s αντίστοιχα. Οι σταθερές δ και TR του ϱυθµιστή στροφών επιλέγονται
συνήθως µε ϐάση τους εµπειρικούς τύπους των Hovey και Paynter, οι οποίοι υπάρχουν στο
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[11]. Στο µοντέλο αυτό, όπως και στην περίπτωση του ϱυθµιστή στροφών του ατµοστροβίλου,
έχουν αµεληθεί οι όποιες µη γραµµικότητες, όπως νεκρή Ϲώνη και περιοριστές.

Τονίζουµε ότι ο κάτω κλάδος του διαγράµµατος ϐαθµίδων 3.10 (µεταβατικός στατισµός)
είναι απαραίτητος ώστε να αντισταθµίσει τη συνάρτηση µεταφοράς µη ελάχιστης ϕάσης,
διασφαλίζοντας την ευστάθεια του συστήµατος κλειστού ϐρόχου και την εξασθένηση της
επίδρασης του υδραυλικού πλήγµατος [3, 11].

Από το διάγραµµα ϐαθµίδων, προσδιορίζουµε τη συνάρτηση µεταφοράς από το ∆ωref−∆ω
στο ∆g:

∆g

∆ωref − ∆ω
=

1
σ

1 + TRs
TRT

σ
s2 +

T + TR(σ + δ)
σ

s + 1
=

1
σ

1 + TRs

(1 + TG1s)(1 + TG2s)
(3.64)

Η δευτεροβάθµια εξίσωση του παρονοµαστή έχει διακρίνουσα:

∆ = (T + TR(σ + δ))2 − 4TRTσ ≫ 1 (3.65)

Η διακρίνουσα είναι αρκετά µεγάλη διότι δ ≫ σ. Οι σταθερές χρόνου TG1 και TG2 απο-
τελούν τις ϱίζες της δευτεροβάθµιας εξίσωσης του παρονοµαστή, οι οποίες είναι σίγουρα
πραγµατικές (αφού ∆ > 0) και µπορούν να υπολογιστούν είτε αναλυτικά από την επίλυση
της δευτεροβάθµιας είτε κατά προσέγγιση από τις σχέσεις (επειδή ∆ ≫ 1) [17]:

TG1 ≃ T + TR(σ + δ)
σ

(3.66αʹ)

TG2 ≃ TRT

T + TR(σ + δ)
(3.66ϐʹ)

Τέλος, σύµφωνα µε τις σχέσεις (3.63) και (3.64), προσδιορίζουµε τη συνολική συνάρτηση
µεταφορά HP(s) της υδροηλεκτρικής µονάδας :

HP(s) =
(1 + TRs)(1 − Tws)

(1 + TG1s)(1 + TG2s)(1 + 0.5Tws)
(3.67)

3.4 Συµβατικό µοντέλο δευτερεύουσας ϱύθµισης συχνότητας

3.4.1 Γενικά

Η δευτερεύουσα ϱύθµιση συχνότητας γίνεται κεντρικά σε κάθε περιοχή ελέγχου ανά
κάθε χρονικό διάστηµα Ts. Τυπικές τιµές του Ts είναι από 2 s έως 5 s [3]. Στόχος της είναι
η επαναφορά της συχνότητας στην ονοµαστική της τιµή και η ϱύθµιση των ϱοών ενεργού
ισχύος των διασυνδέσεων στο πρόγραµµά τους. Ανάλογα µε τα ελεγχόµενα µεγέθη (ϱύθ-
µιση συχνότητας ή/και ϱύθµιση διασυνδέσεων), διακρίνονται τρεις τύποι ϱύθµισης ϕορτίου
συχνότητας [11]:

� Επίπεδος έλεγχος συχνότητας (flat frequency control)

� Επίπεδος έλεγχος διασύνδεσης (flat tie-line control)

� Σύνθετος έλεγχος µε συντελεστή πόλωσης (biased frequency tie-line control)

Στη γενική περίπτωση, κάθε περιοχή ελέγχου ακολουθεί έναν από τους παραπάνω τρεις
τύπους ελέγχου, ανάλογα µε το τι είναι επιθυµητό να ϱυθµίζει. Προφανώς σε συστήµατα που
αποτελούν µία περιοχή ελέγχου χωρίς διασυνδέσεις (αποµονωµένα συστήµατα) υφίσταται
µόνο ο επίπεδος έλεγχος συχνότητας.
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3.4.1 Γενικά

Στο µοντέλο που ϑα ϑεωρήσουµε, η δευτερεύουσα ϱύθµιση αποτελεί έναν ολοκληρωτικό
ϱυθµιστή διακριτού χρόνου, όπως συνήθως συµβαίνει στην πράξη. Συγκεκριµένα, η αναφο-
ϱά της ισχύος Gi της περιοχής i ∈ A µεταβάλλεται κάθε tk = kTs, όπου k ακέραιος, σύµφωνα
µε τη σχέση:

Gi(k) = Gi(k − 1) − dezϸdi {ACEi(k)} , i ∈ A (3.68)

Το ACEi(k) είναι το σφάλµα ελέγχου περιοχής (ΣΕΠ) (area control error) της περιοχής i,
το οποίο δίνεται από τη σχέση:

ACEi(k) = κi∆Pti(k) + bi∆fi(k) , i ∈ A (3.69)

Το ∆Pti(k) είναι το σφάλµα της εξαγόµενης ενεργού ισχύος της περιοχής i από το πρόγραµµά
της και η ∆fi(k) η απόκλιση της συχνότητας της περιοχής i από την ονοµαστική, την χρονική
στιγµή δειγµατοληψίας tk = kTs. Η σταθερά κi είναι ίση µε µηδέν στην περίπτωση επίπεδου
ελέγχου διασύνδεσης και 1 στους άλλους δύο τύπους ϱύθµισης. Η σταθερά bi , γνωστή ως
συντελεστής πόλωσης (bias factor), είναι ίση µε µηδέν στην περίπτωση επίπεδου ελέγχου
διασύνδεσης και ϑετική στους άλλους δύο τύπους ϱύθµισης.

Σύµφωνα µε τη σχέση (3.68), αν το σφάλµα ελέγχου περιοχής ϐρεθεί εντός νεκρής Ϲώνης,
τότε δεν αλλάζει η αναφορά Gi της περιοχής. Η ανοχή της νεκρής Ϲώνης ϸdi είναι συνήθως
της τάξης του 0.1% της εγκατεστηµένης ισχύος της περιοχής. Στόχο έχει να αποτρέπει τις
καταπονήσεις των µονάδων παραγωγής λόγω των συνεχών µεταβολών του ϕορτίου [11].

Επειδή το µοντέλο συνεχούς χρόνου του συστήµατος αποτελεί γραµµικοποιηµένο µο-
ντέλο, γράφουµε την (3.68) µε αφαίρεση κατά µέλη της τιµής ισορροπίας Gi0 του σήµατος
αναφοράς ως:

∆Gi(k) = ∆Gi(k − 1) − dezϸdi {ACEi(k)} , i ∈ A (3.70)

όπου ∆Gi(k) = Gi(k) − Gi0.

Το σύστηµα της δευτερεύουσας ϱύθµισης της περιοχής i ∈ A (εξισώσεις (3.69) και (3.70))
αναπαρίσταται υπό µορφή διαγράµµατος ϐαθµίδων (στο πεδίο του µετασχηµατισµού Z) στο
σχήµα 3.11.

κi

bi

− z

z − 1
dezϸdi (·)+

+

∆Gi∆Pti

∆fi

ACEi

Σχήµα 3.11: ∆ιάγραµµα ϐαθµίδων δευτερεύουσας ϱύθµισης της περιοχής i ∈ A.

Σηµειώνεται ότι στο παραπάνω µοντέλο δεν έχουν ληφθεί υπόψη πιθανές χρονικές κα-
ϑυστερήσεις λόγω µετάδοσης των σηµάτων και συστήµατα για καθαρισµό του ΣΕΠ από α-
νεπιθύµητους ϑορύβους και διαταραχές [2]. Επιπλέον, διευκρινίζεται ότι σε κάθε µονάδα
παραγωγής g στέλνεται κάθε διακριτή χρονική στιγµή tk = kTs από το κέντρο ελέγχου της
περιοχής της η διόρθωση του σήµατος αναφοράς της, η οποία ισούται µε −ag dezϸdi {ACEi(k)},
όπου ag ∈ [0, 1] ο συντελεστής συµµετοχής στη δευτερεύουσα ϱύθµιση της µονάδας παρα-
γωγής g. Για αυτό είναι σύνηθες στη ϐιβλιογραφία, όπως στο [11], το ΣΕΠ να ορίζεται µε
αντίθετο πρόσηµο από αυτό της σχέσης (3.69), ώστε η συνολική διόρθωση της περιοχής να
ισούται µε το ΣΕΠ και όχι µε το αντίθετό του. Ωστόσο, χρησιµοποιούµε τον ορισµό από τη
σχέση (3.69), όπως γίνεται σε µεγάλο µέρος της ϐιβλιογραφίας [3, 17].
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3.4.2 ΄Ανω ϕράγµα απόκλισης συχνότητας και εξαγωγών εντός νεκρής Ϲώνης

Λόγω της ύπαρξης της νεκρής Ϲώνης, στην ισορροπία του συστήµατος η απόκλιση της
συχνότητας και η απόκλιση των εξαγωγών ενεργού ισχύος κάθε περιοχής (εφόσον ϱυθµίζο-
νται) είναι στη γενική περίπτωση µη µηδενικές. Σε αυτή την υποενότητα προσδιορίζεται για
την περίπτωση σύνθετου ελέγχου µε συντελεστή πόλωσης από όλες τις περιοχές : (α΄) ΄Ανω
ϕράγµα για την απόκλιση συχνότητας και (ϐ΄) άνω ϕράγµα για την απόκλιση της ενεργού
ισχύος που εξάγεται από κάθε περιοχή. Στην ανάλυση που ακολουθεί χρησιµοποιούνται οι
γνωστές ιδιότητες των απόλυτων τιµών πραγµατικού αριθµού x: |x | ≥ x και |x | ≥ −x.

Αν το σύστηµα της δευτερεύουσας ϱύθµισης ϐρίσκεται σε ισορροπία, τότε σύµφωνα µε
τη σχέση (3.70) πρέπει να ισχύει :

dezϸdi {ACEi} = 0 (3.71)

για κάθε περιοχή i ∈ A. Στους συµβολισµούς, παραλείπεται το k και όλες οι τιµές των
µεταβλητών αναφέρονται σε τιµές ισορροπίας. Εποµένως, σύµφωνα µε τον ορισµό της νεκρής
Ϲώνης (σχέση (2.4)) και του ΣΕΠ (σχέση (3.69)), η (3.71) γράφεται (για σύνθετο έλεγχο µε
συντελεστή πόλωσης από όλες τις περιοχές):

|∆Pti + bi∆f | ≤ ϸdi (3.72)

για κάθε περιοχή i ∈ A.
Αθροίζοντας κατά µέλη όλες τις σχέσεις (3.72), λαµβάνουµε:

N∑

j=1
|∆Ptj + bj∆f | ≤

N∑

j=1
ϸdj (3.73)

Από την (3.73) έπεται ότι :

N∑

j=1
∆Ptj +

N∑

j=1
bj∆f ≤

N∑

j=1
ϸdj ⇒

N∑

j=1
bj∆f ≤

N∑

j=1
ϸdj ⇒ ∆f ≤

∑N
j=1 ϸdj

∑N
j=1 bj

(3.74)

όπου η πρώτη συνεπαγωγή ισχύει λόγω της σχέσης (3.51). Επίσης, από την (3.73) έπεται
ότι :

−
N∑

j=1
∆Ptj −

N∑

j=1
bj∆f ≤

N∑

j=1
ϸdj ⇒ −

N∑

j=1
bj∆f ≤

N∑

j=1
ϸdj ⇒ ∆f ≥ −

∑N
j=1 ϸdj

∑N
j=1 bj

(3.75)

Εποµένως, από τις σχέσεις (3.74) και (3.75) λαµβάνουµε:

|∆f | ≤
∑N

j=1 ϸdj
∑N

j=1 bj
(3.76)

΄Εστω η περιοχή i ∈ A. Από την (3.73) έπεται ότι :

N∑

j=1
∆Ptj +

N∑

j=1
bj∆f − 2∆Pti − 2bi∆f ≤

N∑

j=1
ϸdj ⇒


N∑

j=1
bj − 2bi

∆f − 2∆Pti ≤
N∑

j=1
ϸdj (3.77)

και :
N∑

j=1
∆Ptj +

N∑

j=1
bj∆f − 2∆Pti − 2bi∆f ≥ −

N∑

j=1
ϸdj ⇒


N∑

j=1
bj − 2bi

∆f − 2∆Pti ≥ −
N∑

j=1
ϸdj (3.78)
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Συνεπώς, από τις σχέσεις (3.77) και (3.78) λαµβάνουµε:
∣∣∣∣∣∣∣∣
2∆Pti −


N∑

j=1
bj − 2bi

∆f

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

N∑

j=1
ϸdj (3.79)

από την οποία έπεται ότι :

2|∆Pti | −
∣∣∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1
bj − 2bi

∣∣∣∣∣∣∣∣
|∆f | ≤

N∑

j=1
ϸdj ⇒ |∆Pti | ≤

∑N
j=1 ϸdj

2 +

∣∣∣∑N
j=1 bj − 2bi

∣∣∣
2 |∆f | (3.80)

Χρησιµοποιώντας την (3.76), η παραπάνω γράφεται :

|∆Pti | ≤
∑N

j=1 ϸdj

2 +

∣∣∣∑N
j=1 bj − 2bi

∣∣∣
2

∑N
j=1 ϸdj

∑N
j=1 bj

(3.81)

ή ισοδύναµα:

|∆Pti | ≤ max
{

bi ,
N∑

j=1
bj − bi

} ∑N
j=1 ϸdj

∑N
j=1 bj

(3.82)

Για σύστηµα δύο περιοχών ελέγχου (N = 2), οι σχέσεις (3.76) και (3.82) γράφονται :

|∆f | ≤ ϸd1 + ϸd2
b1 + b2

(3.83αʹ)

|∆Pt1| ≤ max{b1, b2} ϸd1 + ϸd2
b1 + b2

(3.83ϐʹ)

3.5 Παράσταση ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας ως σύστηµα δε-
δοµένων δειγµατοληψίας

Η δευτερεύουσα ϱύθµιση συχνότητας, όπως είδαµε στην προηγούµενη ενότητα, γίνεται σε
διακριτό χρόνο. Τα σήµατα ∆fi και ∆Pti δειγµατοληπτούνται κάθε διακριτή χρονική στιγµή
tk = kTs, ενώ το σήµα ∆Gi(k) δίνεται ως αναφορά στην περιοχή i ∈ A για το χρονικό διάστη-
µα µεταξύ των διακριτών χρονικών στιγµών tk και tk+1. Εποµένως, το σύστηµα ϱύθµισης

Hpi(s)
1

Mis + Di

1/Ri

1 − e−Tss

s

κi

bi

∆Pti

∆Li

∆Gi

∆Ptdi

∆fdi

∆Pmi

DAC

ZOH

− z

z − 1

ADC
ACEi∆Gdi

∆fi+ −

+

+

+ −
−

Σχήµα 3.12: Μοντέλο ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας της περιοχής ελέγχου i ∈ A συστήµατος
πολλών περιοχών ελέγχου.

ϕορτίου-συχνότητας που προτυποποιήθηκε αποτελεί ένα σύστηµα δεδοµένων δειγµατολη-
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ψίας. Αυτό απεικονίζεται για µία περιοχή ελέγχου i ∈ A ενός διασυνδεδεµένου συστήµατος
στο σχήµα 3.12 και για ένα αποµονωµένο σύστηµα µίας περιοχής ελέγχου στο σχήµα 3.13.

Το σύστηµα συνεχούς-διακριτού χρόνου της ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας είναι ϐολικό
να το εκφράσουµε υπό τη µορφή εξισώσεων κατάστασης. Συγκεκριµένα, αν αγνοήσουµε τη
νεκρή Ϲώνη της δευτερεύουσας ϱύθµισης, µπορεί να εκφραστεί στην εξής µορφή, η οποία
είναι η σχέση (2.12) της υποενότητας 2.4:

ẋ(t) = Ax(t) + B1u(k) + B2d(t) , t ∈ [kTs, (k + 1)Ts) (3.84αʹ)
u(k + 1) = u(k) + Fx((k + 1)Ts) (3.84ϐʹ)

Το x ∈ Rn αποτελεί διάνυσµα µεταβλητών κατάστασης συνεχούς χρόνου το οποίο συµπε-
ϱιλαµβάνει τις ∆fi , τις ∆Pti και τις απαιτούµενες καταστάσεις των κινητήριων µηχανών και
των ϱυθµιστών στροφών του συστήµατος, ώστε η πραγµατοποίηση του συστήµατος να είναι
ελάχιστη (ο πίνακας A να είναι αντιστρέψιµος). Το u ∈ Rm αποτελεί διάνυσµα µεταβλη-
τών κατάστασης διακριτού χρόνου και συµπεριλαµβάνει όλες τις αναφορές ∆Gi . Το d ∈ Rr

είναι διάνυσµα διαταραχών και συµπεριλαµβάνει τις διαταραχές του ϕορτίου ∆Li . Για τους
πίνακες έχουµε A ∈ Rn×n, B1 ∈ Rn×m , B2 ∈ Rn×r και F ∈ Rm×n.

Hp(s) 1
Ms + D

1/R

1 − e−Tss

s

∆L

∆G ∆Pm

DAC

ZOH

− bz

z − 1

ADC
∆fd∆Gd

∆f+

−
+ −

Σχήµα 3.13: Μοντέλο ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας συστήµατος µίας περιοχής ελέγχου.

Σύµφωνα µε την πρόταση 2.1, το σύστηµα ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας ως ένα σύστηµα
δεδοµένων δειγµατοληψίας είναι ευσταθές ϕραγµένης εισόδου - ϕραγµένης εξόδου εφόσον
όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα:

Ad =

[
H1 H2

FH1 Im + FH2

]
(3.85)

ϐρίσκονται εντός του µοναδιαίου κύκλου, ή ισοδύναµα ισχύει ότι ρ(Ad) < 1. Οι πίνακες H1
και H2 δίνονται από τις σχέσεις (2.17):

H1 = eATs και H2 = (eATs − In)A−1B1 (3.86)

3.6 Προσδιορισµός εξισώσεων κατάστασης µίας, δύο και πολ-
λών διασυνδεδεµένων περιοχών ελέγχου

Σε αυτήν την υποενότητα προσδιορίζουµε τους πίνακες A, B1, B2 και F των εξισώσεων
κατάστασης (3.84) που περιγράφουν το σύστηµα ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας στις περι-
πτώσεις µίας, δύο και πολλών διασυνδεδεµένων περιοχών ελέγχου.
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3.6.1 Σύστηµα µίας περιοχής

Θεωρούµε ένα αποµονωµένο ΣΗΕ χωρίς διασύνδεση, δηλαδή µιας ενιαίας περιοχής ε-
λέγχου (σχήµα 3.13). Το αναλογικό µέρος του συστήµατος (υποσύστηµα συνεχούς χρόνου)
ϑεωρούµε ότι µπορεί να αναπαρασταθεί από το διάγραµµα ϐαθµίδων του σχήµατος 3.14.
Σύµφωνα µε αυτό, η συνάρτηση µεταφοράς Hp(s) συστήµατος κινητήριας µηχανής και ϱυθ-
µιστή στροφών έχει n −1 πόλους και n −1 µηδενικά, µε T2i , 0, i ∈ {1, 2, . . . , n −1}. Η τάξη
του συνεχούς χρόνου υποσυστήµατος είναι προφανώς ίση µε n.

∏n−1
i=1 (1 + T2i−1s)

∏n−1
i=1 (1 + T2is)

1
Ms + D

1/R

∆L

∆G ∆f+

−
+ −∆Pm

Σχήµα 3.14: Γενική µορφή διαγράµµατος ϐαθµίδων αναλογικού µέρους µίας αποµονωµένης
περιοχής ελέγχου.

Για να προσδιορίσουµε τις εξισώσεις κατάστασης του υποσυστήµατος συνεχούς χρόνου
του σχήµατος 3.14, χωρίζουµε τη συνάρτηση µεταφοράς n − 1 τάξης που αναπαριστά την
ισοδύναµη µονάδα παραγωγής της περιοχής ελέγχου σε n−1 συναρτήσεις µεταφοράς πρώτης
τάξης, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 3.15. Θέτουµε u = ∆G και d = ∆L, διότι το ∆G αναπαριστά
το σήµα ελέγχου της δευτερεύουσας ϱύθµισης συχνότητας και το d αναπαριστά το ηλεκτρικό
ϕορτίο, το οποίο αποτελεί διαταραχή του συστήµατος. Επίσης, ϑέτουµε x1 = ∆f και xi την
αντίστοιχη κατάσταση της συνάρτησης µεταφοράς από το yi−1 στο yi , για i ∈ {2, 3, . . . , n}.

1 + T1s

1 + T2s

1 + T2n−1s

1 + T2ns
1

Ms + D

1/R

u x1+

−
+ −

d
y1 y2 yn−1 yn. . .

Σχήµα 3.15: Το διάγραµµα ϐαθµίδων του σχήµατος 3.14 µε ϐαθµίδες πρώτης τάξης.

Για τον προσδιορισµό των εξισώσεων κατάστασης του σχήµατος 3.15, ϑα προσδιορίσουµε
αρχικά τις εξισώσεις κατάστασης µιας συνάρτησης µεταφοράς πρώτης τάξης µε κανένα και µε
ένα µηδενικό. Συγκεκριµένα, έχουµε ότι οι εξισώσεις κατάστασης της συνάρτησης µεταφοράς
H(s) = 1/(Ms + D) είναι :

Mẋ = −Dx + u (3.87αʹ)
y = x (3.87ϐʹ)

Για τη συνάρτηση µεταφοράς πρώτης τάξης µε ένα µηδενικό H(s) = (1 + T1s)/(1 + T2s)
έχουµε:

H(s) =
1 + T1s

1 + T2s
=

T1
T2

s + 1/T1
s + 1/T2

=
T1
T2

s + 1/T2 + 1/T1 − 1/T2
s + 1/T2

= a +
1 − a

1 + T2s
(3.88)

όπου a = T1/T2. Εποµένως, το σύστηµα (σχήµα 3.16) µε συνάρτηση µεταφοράς την (3.88)
σε µορφή εξισώσεων κατάστασης γράφεται :

T2ẋ = − x + (1 − a)u (3.89αʹ)
y =x + au (3.89ϐʹ)
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1 + T1s

1 + T2s
u y ⇐⇒ 1 − a

1
T2s + 1

a

u + +x y

Σχήµα 3.16: Ισοδύναµα διαγράµµατα ϐαθµίδων συνάρτησης µεταφοράς πρώτης τάξης.

Επανερχόµενοι στο σχήµα 3.15, σύµφωνα µε τις σχέσεις (3.87) και (3.89) έχουµε:

Mẋ1 = −Dx1 + yn − d (3.90αʹ)

y1 = u − 1
R

x1 (3.90ϐʹ)

T2i ẋi+1 = −xi+1 + (1 − ai)yi (3.90γʹ)
yi+1 = xi+1 + aiyi (3.90δʹ)

όπου ai = T2i−1/T2i και i ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Αντικαθιστώντας διαδοχικά την yi στην εξίσωση
(3.90δʹ), έχουµε ότι :

y2 = −a1
R

x1 + x2 + a1u (3.91αʹ)

yi+1 = −pi

R
x1 +

i∑

k=2
qkixk + xi+1 + piu , i ∈ {2, 3, . . . , n − 1} (3.91ϐʹ)

όπου:

pi =

i∏

j=1
aj και qki =

i∏

j=k

aj , i ∈ {2, 3, . . . , n − 1} (3.92)

Εποµένως, αντικαθιστώντας τις (3.91) και (3.90ϐʹ) στις (3.90αʹ) και (3.90γʹ), απαλείφουµε
τις µεταβλητές yi , i ∈ {1, 2, . . . n}, και προσδιορίζουµε τις εξισώσεις κατάστασης του υποσυ-
στήµατος συνεχούς χρόνου στη γενική περίπτωση και, άρα, τους πίνακες A ∈ Rn×n, B1 ∈ Rn×1

και B2 ∈ Rn×1, µε διάνυσµα κατάστασης συνεχούς χρόνου το x =
[
x1 x2 . . . xn

]T ∈ Rn.
Στην περίπτωση, για παράδειγµα, που n = 4 έχουµε:

A =



−DR + a1a2a3
MR

a2a3
M

a3
M

1
M

−1 − a1
T2R

− 1
T2

0 0

− (1 − a2)a1
T4R

1 − a2
T4

− 1
T4

0

− (1 − a3)a1a2
T6R

(1 − a3)a2
T6

1 − a3
T6

− 1
T6



(3.93αʹ)

B1 =



a1a2a3
M

1 − a1
T2

(1 − a2)a1
T4

(1 − a3)a1a2
T6



και B2 =



− 1
M

0

0

0



(3.93ϐʹ)

Μας αποµένει να προσδιορίσουµε τον πίνακα F2 ∈ R1×n του υποσυστήµατος διακριτού
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χρόνου. Χρησιµοποιώντας τους νέους συµβολισµούς u = ∆G και x1 = ∆f , η εξίσωση διαφο-
ϱών (3.84ϐʹ) µε αντικατάσταση της (3.70) (στην οποία αµελούµε τη νεκρή Ϲώνη και κ = 0),
γράφεται :

u(k + 1) = u(k) − bx1((k + 1)Ts) (3.94)

και, συνεπώς:
F =

[
−b 0 0 0

]
(3.95)

όπου ο πίνακας F αφορά την περίπτωση που n = 4.

3.6.2 Σύστηµα δύο περιοχών

Θεωρούµε ένα σύστηµα δύο διασυνδεδεµένων περιοχών ελέγχου 1 και 2. Το υποσύστηµα
συνεχούς χρόνου ϑεωρούµε ότι αναπαρίσταται από το διάγραµµα ϐαθµίδων του σχήµατος
3.6. Η συνάρτηση µεταφοράς Hpi(s), µε i ∈ {1, 2}, ϑεωρούµε ότι είναι της µορφής:

Hpi(s) =

∏ni−1
j=1 (1 + Ti,2j−1s)

∏ni−1
j=1 (1 + Ti,2js)

(3.96)

όπου ni είναι η τάξη του υποσυστήµατος συνεχούς χρόνου της περιοχής i, µε i ∈ {1, 2}.
Συµβολίζουµε µε Ai , Bi1 και Bi2 τους πίνακες του υποσυστήµατος συνεχούς χρόνου καθεµίας
περιοχής όπως υπολογίζονται σύµφωνα µε την προηγούµενη υποενότητα 3.6.1, ϑεωρώντας
την εξαγόµενη ενεργό ισχύ ως µέρος του ϕορτίου. Επίσης, συµβολίζουµε µε xi , ui και
di το διάνυσµα κατάστασης, το σήµα ελέγχου και τη διαταραχή αντίστοιχα για i ∈ {1, 2}.
Λαµβάνοντας επιπλέον υπόψη το µοντέλο της διασύνδεσης, έχουµε:

ẋ1 =A1x1 + B11u1 + B12(d1 + ∆Pt1) (3.97αʹ)
ẋ2 =A2x2 + B21u2 + B22(d2 + ∆Pt2) (3.97ϐʹ)

∆Ṗt12 =ω0K12(x11 − x21) (3.97γʹ)

όπου xi1 = ∆fi , για i ∈ {1, 2}, και xt12 = ∆Pt12. Επίσης, ϑέτουµε :

Kt1 =
[
ω0K12 0 . . . 0

]
∈ R1×n1 και Kt2 =

[
−ω0K12 0 . . . 0

]
∈ R1×n2 (3.98)

Τότε, οι εξισώσεις κατάστασης (3.97) γράφονται σε µορφή πινάκων:


ẋ1
ẋ2

ẋt12

 =


A1 0 B12
0 A2 −B22

Kt1 Kt2 0




x1
x2

xt12

 +


B11 0
0 B21
0 0



[
u1
u2

]
+


B12 0
0 B22
0 0



[
d1
d2

]
(3.99)

Εποµένως, ορίζοντας το διάνυσµα µεταβλητών κατάστασης συνεχούς χρόνου, το διάνυσµα των
ελέγχων από τη δευτερεύουσα ϱύθµιση και το διάνυσµα διαταραχών για το διασυνδεδεµένο
σύστηµα δύο περιοχών ελέγχου:

x =


x1
x2

xt12

 ∈ R
n1+n2+1, u =

[
u1
u2

]
∈ R2 και d =

[
d1
d2

]
∈ R2 (3.100)

αντίστοιχα, οι πίνακες A, B1 και B2 του διασυνδεδεµένου συστήµατος είναι :

A =


A1 0 B12
0 A2 −B22

Kt1 Kt2 0

 , B1 =


B11 0
0 B21
0 0

 και B2 =


B12 0
0 B22
0 0

 (3.101)
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Τέλος, υπολογίζουµε τον πίνακα F του υποσυστήµατος διακριτού χρόνου. Χρησιµοποι-
ώντας τους νέους συµβολισµούς, η σχέση (3.84ϐʹ) γράφεται µε αντικατάσταση της (3.70) (στην
οποία αγνοούµε τη νεκρή Ϲώνη) για i ∈ {1, 2}:

u1(k + 1) = u1(k) − κ1xt12 − b1x11 = u1(k) + F̂1xd(k + 1) (3.102αʹ)
u2(k + 1) = u2(k) + κ2xt12 − b2x21 = u2(k) + F̂2xd(k + 1) (3.102ϐʹ)

όπου έχουµε ϑέσει :

F̂1 =
[
−b1 01×(n1+n2−1) −κ1

]
και F̂2 =

[
01×n1 −b2 01×(n2−1) κ2

]
(3.103)

Εποµένως :

F =

[
F̂1
F̂2

]
(3.104)

3.6.3 Σύστηµα πολλών περιοχών

Θεωρούµε την περίπτωση N διασυνδεδεµένων περιοχών ελέγχου. Συµβολίζουµε µε A =
{1, 2, . . . , N} το σύνολο των περιοχών ελέγχου και µε T το σύνολο των διασυνδετικών γραµµών
πλήθους |T | = M (όπως ορίστηκε στη σχέση (3.48)). Για κάθε διασυνδετική γραµµή ℓ = (i, j) ∈
T η απόκλιση της ϱοής ισχύος της διασύνδεσης από την προγραµµατιζόµενη αποτελεί µία
µεταβλητή κατάστασης, την οποία συµβολίζουµε µε xtℓ = ∆Ptij και ικανοποιεί τη διαφορική
εξίσωση (3.55):

ẋtℓ = ω0Kij(xi1 − xj1) (3.105)

όπου xi1 = ∆fi , i ∈ A. Σε αυτό το σηµείο ϑέτουµε xt ∈ RM το διάνυσµα των µεταβλητών
κατάστασης όλων των διασυνδετικών γραµµών.

΄Οπως και στην προηγούµενη υποενότητα, συµβολίζουµε µε Ai ∈ Rni×ni , Bi1 ∈ Rni×1 και
Bi2 ∈ Rni×1 τους πίνακες του υποσυστήµατος συνεχούς χρόνου κάθε περιοχής i ∈ A, όπως
υπολογίζονται σύµφωνα µε την υποενότητα 3.6.1 (ϑεωρώντας την εξαγόµενη ϱοή ισχύος ως
µέρος του ϕορτίου), και µε ni την τάξη του. Επίσης, συµβολίζουµε µε xi , ui και di το διάνυσµα
κατάστασης, το σήµα ελέγχου και τη διαταραχή του υποσυστήµατος συνεχούς χρόνου της
περιοχής i ∈ A αντίστοιχα. Η απόκλιση της συνολικής εξαγόµενης ενεργού ισχύος από την
προγραµµατιζόµενη για την περιοχή i δίνεται από τη σχέση (3.50):

∆Pti =
∑

j∈A | ℓ=(i,j)∈T
xtℓ −

∑

j∈A | ℓ=(j,i)∈T
xtℓ (3.106)

Συνεπώς, οι εξισώσεις κατάστασης της κάθε περιοχής i ∈ A είναι :

ẋi = Aixi + Bi1ui + Bi2

di +
∑

j∈A | ℓ=(i,j)∈T
xtℓ −

∑

j∈A | ℓ=(j,i)∈T
xtℓ

 (3.107)

Ορίζοντας :

x =



x1
x2
...

xN

xt



∈ Rn, u =



u1
u2
...

uN


∈ RN και d =



d1
d2
...

dN


∈ RN (3.108)

όπου n = M +
∑N

i=1 ni , προσδιορίζουµε τους πίνακες A ∈ Rn×n, B1 ∈ Rn×N και B2 ∈ Rn×N

σύµφωνα µε τις σχέσεις (3.105) και (3.107). ΄Εχουµε:
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A =



A1 0 . . . 0 B̂1
0 A2 . . . 0 B̂2
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . AN B̂N

Kt1 Kt2 . . . KtN 0



(3.109αʹ)

B1 =



B11 0 . . . 0
0 B21 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . BN1
0 0 . . . 0



και B2 =



B12 0 . . . 0
0 B22 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . BN2
0 0 . . . 0



(3.109ϐʹ)

Ο πίνακας B̂i ∈ Rni×M κατασκευάζεται για κάθε περιοχή i ως εξής : Για τη στήλη ℓ του πίνακα
B̂i , έστω b̂iℓ, έχουµε ότι :

b̂iℓ =



Bi2 , αν ℓ = (i, j) ∈ T
−Bi2 , αν ℓ = (j, i) ∈ T
0n1×1 , αλλιώς

(3.110)

Επίσης, για τον πίνακα Kti ∈ RM×ni για κάθε περιοχή i έχουµε ότι :

Kti =
[
k̂ti 0M×(ni−1)

]
(3.111)

όπου κάθε στοιχείο, έστω k̂ℓ, του διανύσµατος k̂ti ∈ RM υπολογίζεται από τη σχέση:

k̂ℓ =



ω0Kij , αν ℓ = (i, j) ∈ T
−ω0Kij , αν ℓ = (j, i) ∈ T
0 , αλλιώς

(3.112)

Κλείνουµε µε τον προσδιορισµό του πίνακα F ∈ RN×n. Υιοθετώντας τους νέους συµβολι-
σµούς των µεταβλητών, η σχέση (3.84ϐʹ) γράφεται µε αντικατάσταση της (3.70) (στην οποία
αγνοούµε τη νεκρή Ϲώνη) και έπειτα της (3.106):

ui(k + 1) = ui(k) − bixi1 −
∑

j∈A | ℓ=(i,j)∈T
κixtℓ +

∑

j∈A | ℓ=(j,i)∈T
κixtℓ (3.113)

για κάθε περιοχή i. Εποµένως, έχουµε:

F =



F̂1 0 . . . 0 Ft1
0 F̂2 . . . 0 Ft2
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . F̂N FtN


(3.114)

Για τον πίνακα F̂i ∈ R1×ni για κάθε περιοχή i έχουµε:

F̂i =
[
−bi 01×(ni−1)

]
(3.115)

Επίσης, κάθε στοιχείο, έστω Ftiℓ, του πίνακα Fti ∈ R1×M υπολογίζεται ως εξής :

Ftiℓ =



−κi , αν ℓ = (i, j) ∈ T
κi , αν ℓ = (j, i) ∈ T
0 , αλλιώς

(3.116)
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Κεφάλαιο 4

Μοντέλο διακριτού χρόνου δευτερεύουσας ϱύθ-
µισης συχνότητας

Στο κεφάλαιο αυτό διαµορφώνεται ένα µοντέλο διακριτού χρόνου που περιγράφει τη
δυναµική της δευτερεύουσας ϱύθµισης συχνότητας. Το µοντέλο αυτό προκύπτει α-

πό το µοντέλο συνεχούς-διακριτού χρονου που αναπτύχθηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο,
υπό την προϋπόθεση συγκεκριµένων παραδοχών. Αρχικά, αφού εξηγηθούν αναλυτικά οι
απαραίτητες παραδοχές, προσδιορίζεται το µοντέλο διακριτού χρόνου σε µορφή εξισώσεων
κατάστασης. ΄Επειτα, εξετάζονται οι περιπτώσεις συστήµατος µίας ενιαίας περιοχής και πολ-
λών διασυνδεδεµένων περιοχών ελέγχου. Για την τελευταία ϑεωρούνται οι υποπεριπτώσεις
που επιλέγεται επίπεδος έλεγχος συχνότητας και σύνθετος έλεγχος µε συντελεστή πόλωσης.
Επίσης, ϑεωρείται το σύστηµα δύο διασυνδεδεµένων περιοχών ελέγχου, από τις οποίες η µία
εφαρµόζει επίπεδο έλεγχο συχνότητας και η άλλη επίπεδο έλεγχο διασύνδεσης. Για καθε-
µία από τις παραπάνω περιπτώσεις προσδιορίζεται η συνθήκη ευστάθειας του συστήµατος,
η ποιοτική του συµπεριφορά και η ϐέλτιστη επιλογή του συντελεστή πόλωσης. Τέλος, πα-
ϱουσιάζεται ένα αριθµητικό παράδειγµα, στο οποίο εξετάζεται ένα σύστηµα δύο περιοχών
ελέγχου.

4.1 ∆ιαµόρφωση µοντέλου διακριτού χρόνου

Το µοντέλο διακριτού χρόνου διαµορφώνεται σε αυτό το κεφάλαιο µε στόχο (α΄) τη µελέτη
του συστήµατος ως προς την ευστάθεια και την ποιοτική συµπεριφορά για διάφορες επιλογές
του συντελεστή πόλωσης κάθε περιοχής και (ϐ΄) τη ϐέλτιστη επιλογή του συντελεστή πόλωσης
κάθε περιοχής. Ο διακριτός χρόνος του µοντέλου ορίζεται από τη σχέση tk = kTs, όπου
k ∈ Z, και Ts η περίοδος δειγµατοληψίας της δευτερεύουσας ϱύθµισης.

4.1.1 Παραδοχές

Το µοντέλο αποτελεί µια απλοποιηµένη προσέγγιση του πραγµατικού συστήµατος, στην
οποία λαµβάνεται υπόψη µόνο η δυναµική διακριτού χρόνου της δευτερεύουσας ϱύθµισης.
Συνιστά οιονεί στατική προσέγγιση του µοντέλου συνεχούς-διακριτού χρόνου της ϱύθµισης
ϕορτίου-συχνότητας, που διαµορφώθηκε στο κεφάλαιο 3. Συγκεκριµένα, σύµφωνα µε την
παράγραφο 2.5.2, για τη διαµόρφωση του µοντέλου είναι απαραίτητες οι εξής τρεις παραδο-
χές :

1. Το σύστηµα χωρίς τη δευτερεύουσα ϱύθµιση είναι ευσταθές. ∆ηλαδή, το σύστηµα της
πρωτεύουσας ϱύθµισης είναι ευσταθές. Αυτό συµβαίνει όταν όλες οι ιδιοτιµές του
πίνακα A του υποσυστήµατος συνεχούς χρόνου της σχέσης (3.84αʹ) έχουν αρνητικό
πραγµατικό µέρος.

2. Η περίοδος δειγµατοληψίας είναι αρκετά µεγαλύτερη από την κυρίαρχη σταθερά χρόνου
της πρωτεύουσας ϱύθµισης. ∆ηλαδή, η πρωτεύουσα ϱύθµιση είναι αρκετά πιο γρήγορη
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από τη δευτερεύουσα ϱύθµιση. Αυτό συµβαίνει όταν :

Ts ≫ 1
|Re{λi}| (4.1)

για κάθε ιδιοτιµή λi του πίνακα A του υποσυστήµατος συνεχούς χρόνου. Η παραδοχή
αυτή είναι απαραίτητη ώστε το υποσύστηµα συνεχούς χρόνου να έχει καταλήξει σε
κατάσταση ισορροπίας πριν την επόµενη χρονική στιγµή δειγµατοληψίας.

3. Οι µεταβολές του ηλεκτρικού ϕορτίου γίνονται µόνο κατά τις χρονικές στιγµές της δειγ-
µατοληψίας, δηλαδή κάθε tk = kTs. Η παραδοχή αυτή στην πράξη δεν ισχύει, αφού το
ηλεκτρικό ϕορτίο µπορεί να µεταβάλλεται συνεχώς στο χρόνο.

4.1.2 Προσδιορισµός συστήµατος διακριτού χρόνου

Το υποσύστηµα συνεχούς χρόνου κάθε περιοχής ελέγχου στη γενική περίπτωση των
πολλών διασυνδεδεµένων περιοχών περιγράφεται από το διάγραµµα ϐαθµίδων του σχήµατος
3.4. Λαµβάνοντας υπόψη ότι οι καταστάσεις του υποσυστήµατος συνεχούς χρόνου που
ϕαίνονται στο διάγραµµα ϐαθµίδων είναι οι ∆fi , ∆Pmi και ∆Pti , τη χρονική στιγµή t = (k+1)T−s
έχουµε σύµφωνα µε την προσέγγιση µόνιµης κατάστασης (s = 0):

∆Pmi(k + 1) =∆Gi(k) − 1
Ri
∆fi(k + 1) (4.2αʹ)

Di∆fi(k + 1) =∆Pmi(k + 1) − ∆Pti(k + 1) − ∆Li(k) (4.2ϐʹ)

για κάθε περιοχή i ∈ A. Επιπλέον, από το µοντέλο συνεχούς χρόνου κάθε διασύνδεσης (ϐλ.
σχέση (3.55)), έχουµε:

∆fi(k + 1) = ∆fj(k + 1) = ∆f (k + 1) , για κάθε i, j ∈ A µε i , j (4.3)

΄Αρα, στο απλοποιηµένο σύστηµα διακριτού χρόνου η συχνότητα είναι ενιαία σε όλες τις
περιοχές ελέγχου. Απαλείφοντας το ∆Pmi από τις σχέσεις (4.2αʹ) και (4.2ϐʹ) και χρησιµοποι-
ώντας την (4.3), λαµβάνουµε:

(
1
Ri
+ Di

)
∆f (k + 1) = ∆Gi(k) − ∆Pti(k + 1) − ∆Li(k) , i ∈ A (4.4)

Θέτοντας Ci = Di + 1/Ri , η οποία αποτελεί την ϱυθµίζουσα ενέργεια (system characteristic)
της περιοχής i ∈ A [11], η παραπάνω σχέση γράφεται :

Ci∆f (k + 1) = ∆Gi(k) − ∆Pti(k + 1) − ∆Li(k) , i ∈ A (4.5)

Επιπλέον, έχουµε και την εξίσωση του ισοζυγίου όλων των εξαγωγών ισχύος από κάθε περιοχή
(σχέση (3.51)):

N∑

j=1
∆Ptj(k + 1) = 0 (4.6)

Αθροίζοντας όλες τις σχέσεις (4.5) και χρησιµοποιώντας την (4.6), λαµβάνουµε:

C∆f (k + 1) =
N∑

j=1
∆Gj(k) −

N∑

j=1
∆Lj(k) (4.7)
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όπου:

C =
N∑

j=1
Cj (4.8)

είναι η συνολική ϱυθµίζουσα ενέργεια ολόκληρου του διασυνδεδεµένου συστήµατος.
Το µοντέλο ολοκληρώνεται µε τις εξισώσεις διακριτού χρόνου της δευτερεύουσας ϱύθ-

µισης συχνότητας (σχέσεις (3.69) και (3.70)). Οπότε, συνοψίζοντας τις σχέσεις (4.5), (4.7),
(3.69) και (3.70), το απλοποιηµένο µοντέλο διακριτού χρόνου περιγράφεται από τις εξής
εξισώσεις διαφορών:

∆f (k + 1) =
1
C


N∑

j=1
∆Gj(k) −

N∑

j=1
∆Lj(k)

 (4.9αʹ)

∆Pti(k + 1) = −Ci∆f (k + 1) + ∆Gi(k) − ∆Li(k) , i ∈ A (4.9ϐʹ)
ACEi(k + 1) = κi∆Pti(k + 1) + bi∆f (k + 1) , i ∈ A (4.9γʹ)
∆Gi(k + 1) = ∆Gi(k) − dezϸdi {ACEi(k + 1)} , i ∈ A (4.9δʹ)

Οι πρώτες δύο σχέσεις ((4.9αʹ) και (4.9ϐʹ)) περιγράφουν τη δυναµική της πρωτεύουσας ϱύθ-
µισης στον διακριτό χρόνο, η οποία προέκυψε από την προσέγγιση µόνιµης κατάστασης
του υποσυστήµατος συνεχούς χρόνου. Οι επόµενες δύο ((4.9γʹ) και (4.9δʹ)) περιγράφουν τον
έλεγχο διακριτού χρόνου της δευτερεύουσας ϱύθµισης.

4.1.3 Προσδιορισµός εξισώσεων κατάστασης

Με εφαρµογή διαδοχικής αντικατάστασης των σχέσεων (4.9) από πάνω προς τα κάτω,
λαµβάνουµε:

∆f (k + 1) =
1
C


N∑

j=1
∆Gj(k) −

N∑

j=1
∆Lj(k)

 (4.10αʹ)

∆Pti(k + 1) = ∆Gi(k) − Ci

C

N∑

j=1
∆Gj(k) − ∆Li(k) +

Ci

C

N∑

j=1
∆Lj(k) (4.10ϐʹ)

ACEi(k + 1) = κi∆Gi(k) +
bi − κiCi

C

N∑

j=1
∆Gj(k) − κi∆Li(k) − bi − κiCi

C

N∑

j=1
∆Lj(k) (4.10γʹ)

∆Gi(k + 1) = ∆Gi(k)

− dezϸdi

{
κi∆Gi(k) +

bi − κiCi

C

N∑

j=1
∆Gj(k) − κi∆Li(k) − bi − κiCi

C

N∑

j=1
∆Lj(k)

}

(4.10δʹ)

όπου οι τελευταίες τρεις εξισώσεις διαφορών ισχύουν για κάθε περιοχή i ∈ A.
Παρατηρώντας προσεκτικά τις παραπάνω εξισώσεις διαφορών, προκύπτει το συµπέρασµα

ότι µπορούµε να ϑεωρήσουµε ως µεταβλητές κατάστασης τις ∆Gi , για κάθε i ∈ A. Η ∆f ,
∆Pti και ACEi , για i ∈ A, προκύπτουν συναρτήσει των µεταβλητών κατάστασης ∆Gi και των
εισόδων-διαταραχών του ϕορτίου ∆Li από τις σχέσεις (4.10αʹ), (4.10ϐʹ) και (4.10γʹ) αντίστοιχα.

Αγνοώντας τη νεκρή Ϲώνη, η σχέση (4.10δʹ) γράφεται :

∆Gi(k + 1) = (1 − κi)∆Gi(k) − bi − κiCi

C

N∑

j=1
∆Gj(k) + κi∆Li(k) +

bi − κiCi

C

N∑

j=1
∆Lj(k) (4.11)

Συµβολίζοντας µε ∆G ∈ RN το διάνυσµα όλων των ∆Gi και µε ∆L ∈ RN το διάνυσµα όλων
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των ∆Li και αγνοώντας τη νεκρή Ϲώνη, οι εξισώσεις κατάστασης του συστήµατος διακριτού
χρόνου µε διάνυσµα κατάστασης το ∆G και διάνυσµα εισόδου-διαταραχών το ∆L γράφονται
σε µορφή πινάκων:

∆G(k + 1) = Âd∆G(k) + B̂d∆L(k) (4.12)

όπου Âd ∈ RN×N και B̂d ∈ RN×N . Σύµφωνα µε την (4.11), κάθε στοιχείο [Âd]ij του πίνακα Âd

υπολογίζεται από τη σχέση:

[Âd]ij =



−bi − κiCi

C
, αν i , j

1 − κi − bi − κiCi

C
, αν i = j

(4.13)

και κάθε στοιχείο [B̂d]ij του πίνακα B̂d υπολογίζεται από τη σχέση:

[B̂d]ij =



bi − κiCi

C
, αν i , j

κi +
bi − κiCi

C
, αν i = j

(4.14)

Κλείνουµε αυτή την υποενότητα σηµειώνοντας ότι το σύστηµα διακριτού χρόνου (4.12)
έχει ευστάθεια ϕραγµένης εισόδου-ϕραγµένης εξόδου εφόσον όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα
Âd ϐρίσκονται εντός του µοναδιαίου κύκλου, δηλαδή ισχύει ότι ρ(Âd) < 1. Τότε, και οι ∆f ,
∆Pti και ACEi , για i ∈ A, είναι ϕραγµένες για ϕραγµένη είσοδο, σύµφωνα µε τις σχέσεις
(4.10αʹ), (4.10ϐʹ) και (4.10γʹ).

4.2 Σύστηµα µίας περιοχής

Σε αυτή την ενότητα εξετάζουµε την ειδική περίπτωση του συστήµατος (4.10) που N = 1,
δηλαδή ενός αποµονωµένου ΣΗΕ το οποίο αποτελεί µία και µοναδική περιοχή ελέγχου.
Τότε, η (4.10) γράφεται :

∆f (k + 1) =
1
C

(∆G(k) − ∆L(k)) (4.15αʹ)

ACE(k + 1) =
b

C
(∆G(k) − ∆L(k)) (4.15ϐʹ)

∆G(k + 1) = ∆G(k) − dezϸd

{
b

C
(∆G(k) − ∆L(k))

}
(4.15γʹ)

Αγνοώντας τη νεκρή Ϲώνη, η (4.15γʹ) γράφεται :

∆G(k + 1) =
(
1 − b

C

)
∆G(k) +

b

C
∆L(k) (4.16)

4.2.1 Εξίσωση διαφορών συχνότητας

Η δυναµική της απόκλισης της συχνότητας ∆f δεν ϕαίνεται άµεσα από τη σχέση (4.15αʹ)
λόγω της εξάρτησής της από το ∆G. Μπορούµε να την προσδιορίσουµε όµως ως εξής :
Επιλύοντας την (4.15αʹ) ως προς ∆G, λαµβάνουµε:

∆G(k) = C∆f (k + 1) + ∆L(k) (4.17)
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Οπότε, αντικαθιστώντας την (4.17) στην (4.16) (έχουµε αγνοήσει για τις ανάγκες των υπολο-
γισµών τη νεκρή Ϲώνη), έχουµε ύστερα από πράξεις :

∆f (k + 1) =
(
1 − b

C

)
∆f (k) − 1

C
(∆L(k) − ∆L(k − 1)) (4.18)

Από την παραπάνω σχέση παρατηρούµε ότι η απόκλιση της συχνότητας ικανοποιεί µια ε-
ξίσωση διαφορών πρώτης τάξης και εξαρτάται από τη µεταβολή της διαταραχής του ϕορτίου.
Σηµειώνεται ότι αν ληφθεί υπόψη και η νεκρή Ϲώνη, η (4.18) ισχύει υπό την προϋπόθεση ότι
το σύστηµα ϐρίσκεται εκτός της νεκρής Ϲώνης, δηλαδή ισχύει dezϸd {ACE(k)} = ACE(k).

4.2.2 Συνθήκη ευστάθειας και ϐηµατική απόκριση

Σύµφωνα µε τη σχέση (4.16), έχουµε ότι Âd = 1−b/C. Εποµένως, η συνθήκη ευστάθειας
του συστήµατος είναι η : ∣∣∣∣∣1 −

b

C

∣∣∣∣∣ < 1⇔ 0 < b < 2C (4.19)

Η παραπάνω συνθήκη µας πληροφορεί αποκλειστικά και µόνο για το αν το σύστηµα
είναι ευσταθές ή όχι. ∆εν µας αποκαλύπτει όµως την ποιοτική συµπεριφορά του συστήµατος
και την ταχύτητα απόκρισής του. Για το σκοπό αυτό, ϑεωρούµε µια ϐηµατική διαταραχή του
ϕορτίου που συµβαίνει τη χρονική στιγµή k = 0, δηλαδή έστω ∆L(k) = ∆L0us(k). Επίσης,
ϑεωρούµε ∆f (0) = 0. Τότε, η λύση της εξίσωσης διαφορών (4.18) είναι :

∆f (k) =



−∆L0
C

, αν k = 1

−∆L0
C

(
1 − b

C

)k−1
, αν k ∈ {2, 3, . . .}

(4.20)

Επιπλέον, σύµφωνα µε τις (4.15ϐʹ), (4.17) και (4.20), οι χρονικές αποκρίσεις των ACE και
∆G είναι αντίστοιχα:

ACE(k) =



−b∆L0
C

, αν k = 1

−b∆L0
C

(
1 − b

C

)k−1
, αν k ∈ {2, 3, . . .}

(4.21)

∆G(k) = ∆L0

[
1 −

(
1 − b

C

)k]
, για k ∈ {1, 2, . . .} (4.22)

Από τις παραπάνω σχέσεις έχουµε καθώς k → ∞ ότι ∆f (k)→ 0, ACE→ 0 και ∆G(k)→ ∆L0,
δηλαδή η συχνότητα συγκλίνει στην ονοµαστική της τιµή, το σφάλµα ελέγχου περιοχής συ-
γκλίνει στο 0 και η παραγωγή συγκλίνει στο νέο ϕορτίο. Τα παραπάνω ισχύουν αν αγνοηθεί
η νεκρή Ϲώνη. Αν το σύστηµα είναι ευσταθές (ικανοποιείται η σχέση (4.19)) και ληφθεί υ-
πόψη η νεκρή Ϲώνη, τότε η σχέση (4.22) ισχύει µέχρι την ελάχιστη τιµή του k, έστω k0,
που dezϸd {ACE(k0)} = 0. Τότε το σύστηµα ϕτάνει σε ισορροπία, αφού για κάθε k ≥ k0
έχουµε ∆f (k) = ∆f (k0), ACE(k) = ACE(k0) και ∆G(k) = ∆G(k0) = ∆G(k0 − 1). Οι σχέσεις
(4.20), (4.21) και (4.22) ισχύουν για k ∈ {1, . . . , k0}, k ∈ {1, . . . , k0} και k ∈ {1, . . . , k0 − 1}
αντίστοιχα.

Σύµφωνα µε τη σχέση (4.20), καταλήγουµε στα εξής συµπεράσµατα για την ποιοτική
συµπεριφορά της ϐηµατικής απόκρισης της ∆f ανάλογα µε την επιλογή του συντελεστή
πόλωσης:

1. Αν 0 < b < C ⇔ 0 < 1 − b/C < 1, τότε η απόκλιση της συχνότητας συγκλίνει προς το
µηδέν µονότονα.

2. Αν C < b < 2C ⇔ −1 < 1 − b/C < 0, τότε η απόκλιση της συχνότητας συγκλίνει προς
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το µηδέν µε ταλαντώσεις.

3. Αν b = C ⇔ 1 − b/C = 0, τότε η απόκλιση της συχνότητας συγκλίνει στο µηδέν σε ένα
ϐήµα ελέγχου.

Επίσης, σχετικά µε την ταχύτητα απόκρισης, έχουµε ότι για b = C η απόκλιση συχνότητας
συγκλίνει στο µηδέν σε ένα ϐήµα ενώ για b , C και 0 < b < 2C χρειάζεται τουλάχιστον ένα
ϐήµα (λαµβάνοντας υπόψη την ύπαρξη της νεκρής Ϲώνης). Σύµφωνα µε την (4.20), όσο πιο
κοντά είναι το µέτρο της ιδιοτιµής στο µηδέν, δηλαδή όσο πιο κοντά είναι το b στο C, τόσο
πιο γρήγορα συγκλίνει η απόκλιση συχνότητας προς το µηδέν.

4.2.3 Βέλτιστος συντελεστής πόλωσης

Θεωρούµε τον δείκτη απόδοσης :

J =
+∞∑

k=1
∆f 2(k) (4.23)

Ο παραπάνω δείκτης απόδοσης αποτελεί ένα µέτρο της απόκλισης της συχνότητας από την
ονοµαστική τιµή της για όλες τις διακριτές χρονικές στιγµές k ≥ 1.

Θα αποδείξουµε ότι η επιλογή b = C ελαχιστοποιεί τον παραπάνω δείκτη απόδοσης
στην περίπτωση ϐηµατικής διαταραχής του ϕορτίου και µηδενικής αρχικής συνθήκης (όπως
ϑεωρήσαµε στην προηγούµενη υποενότητα), αγνοώντας την ύπαρξη της νεκρής Ϲώνης. Η
επίδραση της νεκρής Ϲώνης στον ϐέλτιστο συντελεστή πόλωσης ϑα διερευνηθεί στο δεύτερο
µέρος της επόµενης υποενότητας - αριθµητικού παραδείγµατος.

Αντικαθιστώντας την (4.20), έχοντας αγνοήσει τη νεκρή Ϲώνη, στον δείκτη απόδοσης λαµ-
ϐάνουµε:

J(b) =
+∞∑

k=1

[(
1 − b

C

)2]k−1 ∆L2
0

C2 =
∆L2

0
C2

1

1 −
(
1 − b

C

)2 =
∆L2

0
b(2C − b)

(4.24)

Η παράγωγος του J(b) είναι :

J ′(b) = − 2∆L2
0

b2(2C − b)2 (C − b) (4.25)

Η J ′(b) είναι αρνητική για 0 < b < C, ϑετική για C < b < 2C και µηδέν για b = C. ΄Αρα, ο
δείκτης απόδοσης J πράγµατι ελαχιστοποείται για b = C.

Από την παραπάνω ανάλυση γίνεται ϕανερό ότι είναι απαραίτητη µια καλή εκτίµηση της
ϱυθµίζουσας ενέργειας C για την επιλογή του συντελεστή πόλωσης b.

Προηγουµένως, προσδιορίσαµε τον ϐέλτιστο συντελεστή πόλωσης για µία ϐηµατική δια-
ταραχή στο ϕορτίο. Για να έρθουµε πιο κοντά στο πραγµατικό σύστηµα, µπορούµε να ϑεω-
ϱήσουµε ότι η διαταραχή του ϕορτίου αποτελείται από υπέρθεση (α΄) ϐηµατικών διαταραχών
που γίνονται κάθε έναν µεγάλο αριθµό δειγµάτων, ώστε να έχει προλάβει να αποκριθεί η
δευτερεύουσα ϱύθµιση σε κάθε ϐηµατική µεταβολή πριν συµβεί η επόµενη, και (ϐ΄) µιας µι-
κρής, σε σχέση µε το µέγεθος των ϐηµατικών µεταβολών, στοχαστικής διαταραχής µηδενικής
µέσης τιµής.

Θεωρώντας ότι η διαταραχή του ϕορτίου αποτελείται µόνο από ϐηµατικές µεταβολές η
ϐέλτιστη επιλογή παραµένει η b = C, αφού πριν συµβεί κάθε ϐηµατική µεταβολή το σύστηµα
έχει πρακτικά καταλήξει σε ισορροπία (λόγω µεσολάβησης επαρκούς χρόνου σε αριθµό δειγ-
µάτων µεταξύ δύο διαδοχικών ϐηµατικών µεταβολών). Αντίθετα, ϑεωρώντας ως διαταραχή
του ϕορτίου µόνο τη στοχαστική διαταραχή, ισχυριζόµαστε ότι η ϐέλτιστη επιλογή είναι η
b = 0, δηλαδή να µην εφαρµόζουµε καθόλου τη δευτερεύουσα ϱύθµιση, όπως επιβεβαιώνου-
µε αριθµητικά στη συνέχεια. Αυτό δικαιολογείται από τη σχέση (4.15αʹ), σύµφωνα µε την
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οποία για b = 0 έχουµε ∆f (k+1) = −∆L(k)/C (για ∆G(0) = 0) ενώ για b > 0 προστίθεται και
η ∆G(k) που δεν είναι πάντα µηδέν, σύµφωνα µε την (4.15γʹ). Εποµένως, για b > 0 η ∆f (k)
έχει µεγαλύτερη αβεβαιότητα και, άρα, το κριτήριο κόστους είναι µεγαλύτερο. Οπότε, για τη
διαταραχή του ϕορτίου που έχει και τις δύο συνιστώσες-διαταραχές (α΄) και (ϐ΄), ο ϐέλτιστος
συντελεστής πόλωσης ϑα είναι λίγο µικρότερος από το C (αφού το µέγεθος των ϐηµατικών
διαταραχών είναι µεγαλύτερο σε σχέση µε της στοχαστικής συνιστώσας). Τα συµπεράσµατα
αυτά επιβεβαιώνουµε στο αριθµητικό παράδειγµα που ακολουθεί.

4.2.4 Αριθµητικό παράδειγµα για τον ϐέλτιστο συντελεστή πόλωσης

Θεωρούµε ένα σύστηµα µίας περιοχής ελέγχου µε ϱυθµίζουσα ενέργεια C = 20 αµ.
Θεωρούµε ότι η διαταραχή του ϕορτίου αποτελεί την υπέρθεση µιας ϐηµατικής διαταραχής
ustep(k) = 0.1us(k) αµ και µιας στοχαστικής διαταραχής ustoch(k) = 0.001rnd(k)us(k) αµ,
δηλαδή:

∆L(k) = 0.1u(k) + 0.001rnd(k)u(k) (4.26)

όπου rnd τυχαίος αριθµός από την κανονική κατανοµή µηδενικής µέσης τιµής και µοναδιαίας
τυπικής απόκλισης. Επίσης, ϑεωρούµε αρχική συνθήκη ∆f (0) = 0.

Χωρίς νεκρή Ϲώνη

Αγνοώντας αρχικά την επίδραση της νεκρής Ϲώνης, προσοµοιώνουµε το σύστηµα για 1000
ϐήµατα διακριτού χρόνου, για τιµές του συντελεστή πόλωσης εντός των ορίων ευστάθειας
0 < b < 2C = 40 αµ και υπολογίζουµε τον δείκτη απόδοσης J(b) (για τα 1000 ϐήµατα)
για τρεις περιπτώσεις διαταραχής ϕορτίου: (α΄) Μόνο η ϐηµατική διαταραχή, (ϐ΄) µόνο η
στοχαστική διαταραχή και (γ΄) η υπέρθεση των δύο. Ο δείκτης απόδοσης J συναρτήσει του b
για τις τρεις περιπτώσεις ϕαίνεται στο σχήµα 4.1.
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Σχήµα 4.1: J(b) για τις τρεις περιπτώσεις διαταραχών του ϕορτίου.

Σύµφωνα µε το σχήµα, επιβεβαιώνονται τα συµπεράσµατα για τη ϐέλτιστη επιλογή του
συντελεστή πόλωσης. Στην περίπτωση µόνο της ϐηµατικής διαταραχής το J ελαχιστοποιείται
για b = 20 αµ = C ενώ στην περίπτωση µόνο της στοχαστικής διαταραχής για b = 0. Στην
περίπτωση της υπέρθεσης των δύο, το ελάχιστο παρουσιάζεται για b = 18.56 αµ < 20 αµ (για
την πραγµατοποίηση της στοχαστικής διαταραχής που έγινε).
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Με νεκρή Ϲώνη

Στην περίπτωση που ληφθεί υπόψη η νεκρή Ϲώνη, κάνουµε την εξής τροποποίηση του
δείκτη απόδοσης J (σχέση (4.23)):

J =
+∞∑

k=1

(
dezϸd (b∆f (k))

b

)2
(4.27)

Η παραπάνω τροποποίηση εξασφαλίζει ότι αν το ACE(k) ϐρίσκεται εντός της νεκρής Ϲώνης,
δηλαδή dezϸd (b∆f (k)) = 0, τότε δεν προστίθεται το ∆f 2(k).

Η επίδραση της νεκρής Ϲώνης στον ϐέλτιστο συντελεστή πόλωσης εξαρτάται από το µέγε-
ϑος της ανοχής ϸd της νεκρής Ϲώνης σε σχέση µε το µέσο µέγεθος των στοχαστικών διαταραχών
του ϕορτίου. Αυτό το διαπιστώνουµε προσοµοιώνοντας το σύστηµα για 1000 ϐήµατα διακρι-
τού χρόνου, για τιµές του συντελεστή πόλωσης εντός των ορίων ευστάθειας 0 < b < 2C αµ
για τις εξής δύο περιπτώσεις ανοχής της νεκρής Ϲώνης : (α΄) ϸd = 0.002 αµ και (ϐ΄) ϸd = 0.004
αµ. Ο δείκτης απόδοσης J , που δίνεται από τη σχέση (4.27), ως συνάρτηση του συντελεστή
πόλωσης b ϕαίνεται στο σχήµα 4.2 για τις δύο περιπτώσεις που ϑεωρούνται.
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Σχήµα 4.2: J(b) για τις δύο περιπτώσεις ανοχής της νεκρής Ϲώνης.

Στην περίπτωση (α΄), ο J ελαχιστοποιείται για b < 20 αµ (περίπου για b = 15.5 αµ για
την πραγµατοποίηση της στοχαστικής διαταραχής που έγινε), όπως στην περίπτωση (γ΄) του
συστήµατος χωρίς τη νεκρή Ϲώνη. Αυτό οφείλεται στο ότι η ανοχή της είναι µικρότερη από
το µέσο µέγεθος των στοχαστικών διαταραχών. Αντίθετα, στην περίπτωση (ϐ΄), στην οποία
έχουµε µεγαλύτερη ϸd, η ελαχιστοποίηση του J συµβαίνει για b κοντά στο C = 20 αµ. Η
ανοχή της νεκρής Ϲώνης σε αυτή την περίπτωση είναι µεγαλύτερη από το µέσο µέγεθος των
στοχαστικών διαταραχών και, συνεπώς, η δευτερεύουσα ϱύθµιση δεν αποκρίνεται στις µικρές
διαταραχές του ϕορτίου.

∆εδοµένου ότι ο σκοπός της νεκρής Ϲώνης είναι η αποφυγή των καταπονήσεων των µο-
νάδων παραγωγής λόγω των συνεχών στοχαστικών µεταβολών του ϕορτίου, η ανοχή της πε-
ϱίπτωσης (ϐ΄) είναι καλύτερα επιλεγµένη. Συνεπώς, στην περίπτωση ύπαρξης νεκρής Ϲώνης,
µε σωστά σχεδιασµένη ανοχή, ο ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης είναι ίσος µε τη ϱυθµίζουσα
ενέργεια του συστήµατος.

Σηµειώνεται ότι το µέγιστο σφάλµα συχνότητας εντός της νεκρής Ϲώνης για την περίπτωση
(ϐ΄) είναι ±0.01 Hz (για fN = 50 Hz).
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4.3 Σύστηµα πολλών περιοχών µε σύνθετο έλεγχο

Σε αυτή την ενότητα, εξετάζουµε την περίπτωση ενός συστήµατος πολλών περιοχών, στο
οποίο κi = 1 για κάθε περιοχή i ∈ A και bi > 0 για τουλάχιστον µία περιοχή. ∆ηλαδή,
τουλάχιστον µία περιοχή εφαρµόζει σύνθετο έλεγχο µε συντελεστή πόλωσης και οι υπόλοι-
πες επίπεδο έλεγχο διασυνδέσεων. Στην περίπτωση που µελετάµε ανάγεται επίσης και η
περίπτωση που όλες οι περιοχές εφαρµόζουν σύνθετο έλεγχο µε συντελεστή πόλωσης. Η νε-
κρή Ϲώνη δεν λαµβάνεται υπόψη σε αυτή την ενότητα. ΄Οπως ϑα δούµε στη συνέχεια, εφόσον
ικανοποιείται η συνθήκη ευστάθειας του συστήµατος (που ϑα προσδιορίσουµε), τότε έχου-
µε εγγύηση ότι και η συχνότητα ϑα συγκλίνει στην ονοµαστική της τιµή και οι εξαγόµενες
ϱοές ισχύος όλων των περιοχών ϑα συγκλίνουν στις προγραµµατισµένες τιµές τους για µια
ϐηµατική µεταβολή του ϕορτίου.

4.3.1 Εξίσωση διαφορών συχνότητας

Αρχικά, ϑα προσδιορίσουµε, όπως και στην προηγούµενη ενότητα, την εξίσωση διαφορών
που ικανοποιεί η απόκλιση της συχνότητας ∆f . Αθροίζοντας όλες τις εξισώσεις (4.9δʹ) για
κάθε περιοχή, αγνοώντας τη νεκρή Ϲώνη, και αντικαθιστώντας την (4.9γʹ), λαµβάνουµε:

N∑

j=1
∆Gj(k + 1) =

N∑

j=1
∆Gj(k) −

N∑

j=1
∆Ptj(k + 1) −

N∑

j=1
bj∆f (k + 1) =

=

N∑

j=1
∆Gj(k) −

N∑

j=1
bj∆f (k + 1) (4.28)

Η δεύτερη ισότητα στην παραπάνω σχέση ισχύει λόγω της (4.6). Επιλύοντας τη σχέση (4.9αʹ)
ως προς το άθροισµα όλων των ∆Gi , έχουµε:

N∑

j=1
∆Gj(k) = C∆f (k + 1) +

N∑

j=1
∆Lj(k) (4.29)

Με αντικατάσταση της (4.29) στην (4.28), προκύπτει ύστερα από µερικές πράξεις :

∆f (k + 1) =
(
1 − b

C

)
∆f (k) − 1

C


N∑

j=1
∆Lj(k) −

N∑

j=1
∆Lj(k − 1)

 (4.30)

όπου έχουµε ορίσει :

b =
N∑

j=1
bj (4.31)

το άθροισµα των συντελεστών πόλωσης όλων των περιοχών. Παρατηρούµε ότι η εξίσωση
διαφορών (4.30) που ικανοποιεί η ∆f είναι η ίδια µε την (4.18), µε τη διαφορά ότι τα b,
C και η διαταραχή του ϕορτίου αφορούν το σύνολο του διασυνδεδεµένου συστήµατος. Για
το λόγο αυτό, ισχύουν οι ίδιες παρατηρήσεις που αφορούν την ποιοτική συµπεριφορά της
∆f ανάλογα µε την επιλογή του (συνολικού) b για µια ϐηµατική διαταραχή του ϕορτίου.
Επίσης, η ϐέλτιστη απόκριση της ∆f για µια ϐηµατική διαταραχή του ϕορτίου συµβαίνει για
b = C, όπως και στην προηγούµενη ενότητα.

4.3.2 Συνθήκη ευστάθειας και µόνιµη κατάσταση σε ϐηµατική διαταραχή

Επειδή ai = 1, για κάθε i ∈ A, σύµφωνα µε τη σχέση (4.13), ο πίνακας Âd είναι ϐαθµού
1. Συνεπώς, σύµφωνα µε την πρόταση 2.3, έχει ιδιοτιµές το 0 (πολλαπλότητας N − 1) και το
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ίχνος του tr(Âd). Το ίχνος του είναι :

tr(Âd) =
N∑

j=1

Cj − bj

C
=

C − b

C
= 1 − b

C
(4.32)

Συνεπώς, η συνθήκη ευστάθειας του συστήµατος είναι επίσης η (4.19), µε τη διαφορά ότι τα
b και C, που δίνονται από τις σχέσεις (4.31) και (4.8) αντίστοιχα, αφορούν το σύνολο του
διασυνδεδεµένου συστήµατος. ∆ηλαδή, για ευστάθεια πρέπει το άθροισµα των συντελεστών
πόλωσης όλων των περιοχών να είναι ϑετικό και µικρότερο από το διπλάσιο της ϱυθµίζουσας
ενέργειας του συνολικού διασυνδεδεµένου συστήµατος.

Θεωρούµε την περίπτωση ϐηµατικής διαταραχής του ϕορτίου κάθε περιοχής, ∆Li(k) =
∆Li0u(k), και υποθέτουµε ότι το σύστηµα είναι ευσταθές (ικανοποιείται η (4.19)). Τότε, για
k → ∞ το σύστηµα ισορροπεί. Οι τιµές ισορροπίας, έστω xss, προσδιορίζονται ϑέτοντας
x(k +1) = x(k) = xss, όπου x είναι το συνολικό διάνυσµα κατάστασης. Από τη σχέση (4.9δʹ),
χωρίς να ληφθεί υπόψη η νεκρή Ϲώνη, έχουµε ότι ACEss

i = 0, για κάθε i ∈ A, δηλαδή το
σφάλµα ελέγχου κάθε περιοχής συγκλίνει στο µηδέν. Επίσης, αθροίζοντας όλες τις εξισώσεις
(4.9γʹ) και χρησιµοποιώντας την (4.6), έχουµε ∆f ss = 0, όπως είναι αναµενόµενο. Οπότε,
από τη σχέση (4.9γʹ) έπεται ότι ∆Pss

ti = 0 και από την (4.9δʹ) ότι ∆Gss
i = ∆Li0. ∆ηλαδή,

αποδείξαµε ότι όντως στη µόνιµη κατάσταση η συχνότητα συγκλίνει στην ονοµαστική της
τιµή και οι εξαγόµενες ϱοές ισχύος κάθε περιοχής στις προγραµµατισµένες τιµές τους.

4.3.3 Βέλτιστος συντελεστής πόλωσης κάθε περιοχής

Επειδή κάθε περιοχή επιλέγει τον δικό της συντελεστή πόλωσης, δεν µας αρκεί το γεγο-
νός ότι το συνολικό b είναι ϐέλτιστο όταν είναι ίσο µε τη ϱυθµίζουσα ενέργεια του συνολικού
διασυνδεδεµένου συστήµατος. Θα ϑέλαµε να προσδιορίσουµε τη ϐέλτιστη επιλογή του συ-
ντέλεστη πόλωσης bi για κάθε περιοχή i ∈ A. ΄Οπως αποδεικνύουµε στη συνέχεια, ϐέλτιστη
επιλογή ως προς την ελαχιστοποίηση του δείκτη απόδοσης :

Ji(bi) =
+∞∑

k=1
(∆Gi(k) − ∆Li0)2 (4.33)

για ϐηµατική διαταραχή του ϕορτίου είναι η bi = Ci . ∆ηλαδή, όταν ο συντελεστής πόλωσης
κάθε περιοχής είναι ίσος µε τη ϱυθµίζουσα ενέργειά της. Ο παραπάνω δείκτης απόδοσης
αποτελεί ένα µέτρο της απόκλισης µεταξύ παραγωγής-ϕορτίου της περιοχής i για όλες τις
διακριτές χρονικές στιγµές k ≥ 1.

Αρχικά, εκφράζουµε τα ∆Gi κάθε περιοχής i ∈ A συναρτήσει της ∆f και των διαταραχών
του ϕορτίου. Αντικαθιστώντας τις (4.9ϐʹ) και (4.9γʹ) στην (4.9δʹ), έχουµε:

∆Gi(k) = (Ci − bi)∆f (k) + ∆Li(k − 1) , i ∈ A (4.34)

Εποµένως, παρατηρούµε ότι αν η περιοχή i έχει επιλέξει bi = Ci , τότε το ∆Gi οφείλεται
αποκλειστικά στη διαταραχή του ϕορτίου της και δεν εξαρτάται από την απόκλιση της συ-
χνότητας. ∆ηλαδή, κάθε περιοχή αναλαµβάνει το δικό της ϕορτίο.

Για ϐηµατική διαταραχή του ϕορτίου και εφόσον το σύστηµα είναι ευσταθές (0 < b < 2C),
η (4.33) γράφεται µε αντικατάσταση της (4.34):

Ji(bi) = (Ci − bi)2
+∞∑

k=1
∆f 2(k) = (Ci − bi)2 ∆L2

0
b(2C − b)

(4.35)

Η δεύτερη ισότητα στην παραπάνω σχέση έχει προκύψει όπως στην περίπτωση της µίας
περιοχής ελέγχου (ϐλ. σχέση (4.24)). Επίσης, ∆L0 =

∑N
j=1 ∆Lj0. Το Ji(bi) ελαχιστοποιείται
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για bi = Ci και, συνεπώς, το ϐέλτιστο της επιλογής αυτής έχει αποδειχθεί. Κλείνουµε την
ενότητα αυτή τονίζοντας ότι η επιλογή bi = Ci από κάθε περιοχή ελέγχου i ∈ A συνεπάγεται
ότι b = C και, συνεπώς, ικανοποιείται ταυτόχρονα και η συνθήκη ϐέλτιστης απόκρισης της
∆f (ελαχιστοποίησης του J που δίνεται από τη σχέση (4.23)).

4.4 Σύστηµα πολλών περιοχών µε επίπεδο έλεγχο συχνότητας

Σε αυτή την ενότητα ϑα µελετήσουµε την περίπτωση που όλες οι περιοχές ελέγχου εφαρ-
µόζουν επίπεδο έλεγχο συχνότητας, δηλαδή κi = 0 και bi > 0 για κάθε περιοχή i ∈ A. Η
νεκρή Ϲώνη δεν λαµβάνεται υπόψη σε αυτή την ενότητα. ΄Οπως ϑα δούµε στη συνέχεια, σε
µια ϐηµατική µεταβολή του ϕορτίου έχουµε εγγύηση ότι η συχνότητα ϑα συγκλίνει στην ο-
νοµαστική της τιµή αλλά οι εξαγόµενες ϱοές ισχύος δεν συγκλίνουν στις προγραµµατισµένες
τιµές τους.

4.4.1 Εξίσωση διαφορών συχνότητας

Η εξίσωση διαφορών που ικανοποιεί η ∆f είναι επίσης η σχέση (4.30). Η διαδικασία για
τον προσδιορισµό της είναι ακριβώς η ίδια µε αυτήν που ακολουθήθηκε στην προηγούµενη
ενότητα µε τη µόνη διαφορά ότι δεν υφίσταται το άθροισµα των εξαγόµενων ϱοών ισχύος
όλων των περιοχών στην πρώτη ισότητα της σχέσης (4.28), αφού όλα τα ai είναι µηδέν.
Συνεπώς, έχουµε τις ίδιες παρατηρήσεις για την ποιοτική συµπεριφορά της συχνότητας σε
µια ϐηµατική µεταβολή του ϕορτίου και για το ϐέλτιστο της επιλογής b = C.

4.4.2 Ευστάθεια και µόνιµο σφάλµα εξαγωγών σε ϐηµατική διαταραχή

Επειδή ai = 0, για κάθε i ∈ A, έχουµε σύµφωνα µε τη σχέση (4.13) ότι :

Âd = IN − 1
C



b1 b1 . . . b1
b2 b2 . . . b2
...

...
. . .

...
bN bN . . . bN


(4.36)

Οπότε, επειδή ο Âd αποτελεί µια διαταραχή ϐαθµού 1 του µοναδιαίου πίνακα, σύµφωνα
µε την πρόταση 2.4, έχει ιδιοτιµές το 1 (πολλαπλότητας N − 1) και το 1 − b/C. Το 1
συνεπώς είναι σίγουρα ιδιοτιµή του πίνακα Âd ανεξαρτήτως της επιλογής του b. Αυτός είναι
και ο λόγος που για ϐηµατική διαταραχή του ϕορτίου οι αποκλίσεις των εξερχόµενων ϱοών
ισχύος κάθε περιοχής ∆Pti δεν συγκλίνουν στο µηδέν, όπως ϑα επιβεβαιώσουµε στη συνέχεια.
Τονίζουµε όµως ότι, επειδή η ∆f ικανοποιεί την (4.30), η συνθήκη ευστάθειας 0 < b < 2C
µας εξασφαλίζει ότι η ∆f συγκλίνει στο µηδέν.

Θεωρούµε την περίπτωση ϐηµατικής διαταραχής του ϕορτίου κάθε περιοχής, ∆Li(k) =
∆Li0u(k), και υποθέτουµε ότι 0 < b < 2C. Θέτουµε ∆L0 =

∑N
j=1 ∆Lj0. Τότε, αντικαθιστώντας

την (4.20) στην (4.9γʹ) και έπειτα στην (4.9δʹ), αγνοώντας τη νεκρή Ϲώνη, λαµβάνουµε για
κάθε περιοχή i ∈ A:

∆Gi(k + 1) = ∆Gi(k) +
bi

C

(
1 − b

C

)k

∆L0 , k ∈ {0, 1, 2, . . .} (4.37)

Επιλύοντας την παραπάνω εξίσωση διαφορών µε αρχικές συνθήκες ∆Gi(0) = 0, έχουµε για
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i ∈ A:

∆Gi(k) = ∆L0
bi

C

k−1∑

j=0

(
1 − b

C

)j

= ∆L0
bi

C

1 −
(
1 − b

C

)k

1 −
(
1 − b

C

) = ∆L0
bi

b

[
1 −

(
1 − b

C

)k]
(4.38)

για κάθε k ≥ 1. Επιπλέον, αντικαθιστώντας τις σχέσεις (4.20), (4.38) στη σχέση (4.9ϐʹ),
προκύπτει για i ∈ A:

∆Pti(k) = ∆L0
bi

b
− ∆Li0 + ∆L0

(Ci

C
− bi

b

) (
1 − b

C

)k

(4.39)

για κάθε k ≥ 1. Επειδή έχουµε υποθέσει ότι 0 < b < 2C, από τις σχέσεις (4.38) και (4.39)
λαµβάνουµε για k → ∞ για κάθε περιοχή i ∈ A:

∆Gss
i = ∆L0

bi

b
και ∆Pss

ti = ∆L0
bi

b
− ∆Li0 (4.40)

Εποµένως, παρατηρούµε ότι η ∆Gi συγκλίνει στο ποσοστό της συνολικής διαταραχής
ϕορτίου που της αναλογεί, το οποίο εξαρτάται από την επιλογή του συντελεστή πόλωσης.
Αυτό σηµαίνει ότι σε όποια περιοχή και αν συµβεί µια ϐηµατική διαταραχή του ϕορτίου τότε
η κάθε περιοχή ϑα επιβαρυνθεί την κάλυψη ενός µέρος της διαταραχής. ΄Οσο µεγαλύτερο
συντελεστή πόλωσης έχει επιλέξει σε σύγκριση µε τις υπόλοιπες περιοχές, τόσο µεγαλύτερη
ϑα είναι η επιβάρυνση. Συνεπώς, επειδή σε κάθε περιοχή η παραγωγή της δεν συγκλίνει στην
τοπική Ϲήτησή της, οι εξαγόµενες ϱοές ισχύος δεν συγκλίνουν στις προγραµµατιζόµενες τιµές
τους. Το µόνιµο σφάλµα εξαγωγών κάθε περιοχής i ∈ A, σύµφωνα µε τη σχέση (4.40), είναι
ίσο µε ∆L0bi/b − ∆Li0. Το σφάλµα αυτό γίνεται ίσο µε µηδέν µόνο στην ειδική περίπτωση
που bi/b = ∆Li0/∆L0, δηλαδή όταν το ποσοστό της διαταραχής του ϕορτίου της περιοχής ως
προς τη συνολική ισούται µε το ποσοστό του συντελεστή πόλωσής της ως προς τον συνολικό.
Στη γενική περίπτωση όµως που η διαταραχή του ϕορτίου κάθε περιοχής µπορεί να είναι
οποιαδήποτε, ο επίπεδος έλεγχος συχνότητας από όλες τις περιοχές ελέγχου δεν ϱυθµίζει τις
εξαγόµενες ϱοές ισχύος, παρά µόνο τη συχνότητα.

4.5 Σύστηµα δύο περιοχών µε διαφορετικό επίπεδο έλεγχο

Σε αυτήν την ενότητα εξετάζουµε την περίπτωση ενός συστήµατος δύο περιοχών ελέγχου,
εκ των οποίων η µία εφαρµόζει επίπεδο έλεγχο συχνότητας και η άλλη επίπεδο έλεγχο
διασύνδεσης. ΄Οπως ϑα δείξουµε στη συνέχεια, είναι εφικτή και η ϱύθµιση της συχνότητας
και της διασύνδεσης µε κατάλληλη επιλογή του συντελεστή πόλωσης. Επίσης, ϑα δοθούν
απαντήσεις σε δύο ερωτήµατα µε κριτήριο την καλύτερη απόκριση της συχνότητας : (α΄)
Ποια περιοχή από τις δύο πρέπει να εφαρµόζει τον επίπεδο έλεγχο συχνότητας και ποια τον
επίπεδο έλεγχο της διασύνδεσης ; (ϐ΄) Ποια είναι η ϐέλτιστη τιµή του συντελεστή πόλωσης
της περιοχής που εφαρµόζει επίπεδο έλεγχο συχνότητας ;

Για την ανάλυση που ακολουθεί, υποθέτουµε ότι η περιοχή 1 εφαρµόζει επίπεδο έλεγχο
συχνότητας και η περιοχή 2 επίπεδο έλεγχο διασύνδεσης. Τότε, έχουµε:

ACE1(k) = b1∆f (k) (4.41αʹ)
ACE2(k) = ∆Pt2(k) (4.41ϐʹ)

Επίσης, η νεκρή Ϲώνη δεν λαµβάνεται υπόψη στην ανάλυση αυτής της ενότητας.
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4.5.1 Εξίσωση διαφορών συχνότητας

΄Οπως και στις προηγούµενες ενότητες, ξεκινάµε µε τον προσδιορισµό της εξίσωσης δια-
ϕορών της ∆f . Αθροίζοντας τις (4.9δʹ), αγνοώντας τη νεκρή Ϲώνη, για τις δύο περιοχές και
χρησιµοποιώντας τις (4.41), λαµβάνουµε:

2∑

j=1
∆Gj(k + 1) =

2∑

j=1
∆Gj(k) − b1∆f (k + 1) − ∆Pt2(k + 1) (4.42)

Η παραπάνω γράφεται µε αντικατάσταση των ∑2
j=1 ∆Gj(k + 1) και ∑2

j=1 ∆Gj(k) από τη σχέση
(4.29):

∆f (k + 2) =
(
1 − b1

C

)
∆f (k + 1) − 1

C
∆Pt2(k + 1) − 1

C


2∑

j=1
∆Lj(k + 1) −

2∑

j=1
∆Lj(k)

 (4.43)

όπου C = C1 + C2. Αποµένει να εκφράσουµε το ∆Pt2(k + 1) συναρτήσει της απόκλισης της
συχνότητας και της διαταραχής του ϕορτίου. Η σχέση (4.9ϐʹ) γράφεται για την περιοχή 2:

∆Pt2(k + 1) = −C2∆f (k + 1) + ∆G2(k) − ∆L2(k) (4.44)

Επίσης, η σχέση (4.9δʹ) γράφεται για την περιοχή 2:

∆G2(k + 1) = ∆G2(k) − ∆Pt2(k + 1)

ή ∆Pt2(k + 1) = ∆G2(k) − ∆G2(k + 1) (4.45)

Αντικαθιστώντας την (4.45) στην (4.44), έχουµε:

∆G2(k + 1) = C2∆f (k + 1) + ∆L2(k) (4.46)

Εποµένως, η (4.44) γράφεται µε αντικατάσταση της (4.46):

∆Pt2(k + 1) = −C2∆f (k + 1) + C2∆f (k) + ∆L2(k − 1) − ∆L2(k) (4.47)

Συνεπώς, η αρχική εξίσωση (4.43) γράφεται µε αντικατάσταση του ∆Pt2(k+1) από την (4.47):

∆f (k + 2) =
(
1 − b1 − C2

C

)
∆f (k + 1) − C2

C
∆f (k)

− 1
C

∆L2(k − 1) − ∆L2(k) +
2∑

j=1
∆Lj(k + 1) −

2∑

j=1
∆Lj(k)


(4.48)

΄Αρα, η ∆f ικανοποιεί µια εξίσωση διαφορών δεύτερης τάξης. Η χαρακτηριστική της εξίσωση
είναι :

z2 −
(
1 − b1 − C2

C

)
z +

C2
C
= 0 (4.49)

Αν όλες οι ϱίζες της είναι εντός του µοναδιαίου κύκλου, τότε για ϐηµατική διαταραχή του
ϕορτίου η ∆f συγκλίνει στο µηδέν καθώς k → ∞. Επίσης, σύµφωνα µε τη σχέση (4.47) και
η ∆Pt2 συγκλίνει στο µηδέν. Εποµένως, επιτυγχάνεται ϱύθµιση και της συχνότητας και της
διασύνδεσης.

Σε αυτό το σηµείο σηµειώνουµε ότι, επειδή ο πίνακας Âd είναι διάστασης 2 (αφού το
σύστηµα είναι 2 περιοχών) και η χαρακτηριστική εξίσωση που ικανοποιεί η ∆f είναι δεύτερης
τάξης, αναµένουµε η χαρακτηριστική εξίσωση του πίνακα Âd να είναι η ίδια µε την (4.49).
Αυτόν τον ισχυρισµό αποδεικνύουµε στην επόµενη παράγραφο.
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4.5.2 Συνθήκη ευστάθειας

Ο πίνακας Âd είναι στην περίπτωσή µας:

Âd =


1 − b1

C
−b1

C
C2
C

C2
C

 (4.50)

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµό του είναι :

p1(z) = det(zI2 − Ad4) = z2 −
(
1 − b1 − C2

C

)
z +

C2
C

(4.51)

Εποµένως, πράγµατι η χαρακτηριστική εξίσωση του Âd είναι η ίδια µε τη χαρακτηριστική
εξίσωση της εξίσωσης διαφορών της ∆f .

Για να προσδιορίσουµε τη συνθήκη ευστάθειας του συστήµατος, ϑα χρησιµοποιήσουµε
τον διγραµµικό µετασχηµατισµό [24]:

z =
s + 1
s − 1 (4.52)

ο οποίος απεικονίζει τον ανοιχτό µοναδιαίο δίσκο στο αριστερό µιγαδικό ηµιεπίπεδο. Τότε, η
χαρακτηριστική εξίσωση (4.49) µε την εφαρµογή του διγραµµικού µετασχηµατισµού γράφε-
ται :

b1s2 + 2C1s + 2(C + C2) − b1 = 0 (4.53)

Εποµένως, σύµφωνα µε το κριτήριο ευστάθειας του Routh (για δεύτερης τάξης πολυώνυµο
πρέπει όλοι οι συντελεστές του να είναι οµόσηµοι) [30], έχουµε την εξής συνθήκη ευστάθειας :

0 < b1 < 2(C + C2) (4.54)

Σύµφωνα µε την παραπάνω συνθήκη, ο συντελεστής πόλωσης της περιοχής που εφαρµόζει
επίπεδο έλεγχο συχνότητας πρέπει να είναι ϑετικός και µικρότερος από το διπλάσιο του
αθροίσµατος της συνολικής ϱυθµίζουσας ενέργειας και της ϱυθµίζουσας ενέργειας της πε-
ϱιοχής που εφαρµόζει επίπεδο έλεγχο διασύνδεσης.

Η παραπάνω συνθήκη είναι πιο χαλαρή σε σχέση µε τη συνθήκη ευστάθειας των προη-
γούµενων περιπτώσεων, αφού το άνω όριο του συντελεστή πόλωσης είναι το 2(C + C2) > 2C.
Επιπλέον, εφόσον ικανοποιείται η συνθήκη, εξασφαλίζεται σύγκλιση και της ∆f και της
∆Pt1 = −∆Pt2 στο µηδέν για ϐηµατική διαταραχή του ϕορτίου, αφού όλες οι ιδιοτιµές του
συστήµατος είναι εντός του µοναδιαίου κύκλου.

4.5.3 Γεωµετρικός τόπος ϱιζών

Με στόχο να δώσουµε απαντήσεις στα δύο ερωτήµατα που τέθηκαν στην αρχή της ενότη-
τας αυτής, ϑα σχεδιάσουµε τον γεωµετρικό τόπο των ϱιζών της χαρακτηριστικής εξίσωσης
(4.49) µε παράµετρο τον συντελεστή πόλωσης b1 > 0.

Αρχικά, γράφουµε την (4.49) στη µορφή σχεδίασης του γεωµετρικού τόπου ϱιζών [30] µε
κέρδος το b1/C > 0:

1 + b1
C

z

(z − 1)
(
z − C2

C

) = 0 (4.55)

Θέτουµε r = C2/C. Η συνάρτηση µεταφοράς :

H(z) =
z

(z − 1)(z − r)
(4.56)
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έχει δύο πόλους, το 1 και το r, και ένα µηδενικό, το 0.
΄Οπως γνωρίζουµε, για ϑετικό κέρδος (όπως στην περίπτωσή µας που b1/C > 0), στον

γεωµετρικό τόπο ϱιζών ανήκουν τα τµήµατα του πραγµατικού άξονα που ϐρίσκονται αριστερά
από περιττό αριθµό πόλων ή µηδενικών [30]. Στην περίπτωσή µας είναι τα τµήµατα (−∞, 0)
και (r, 1). Συνεπώς, µας αποµένει να προσδιορίσουµε τα τµήµατα που ϐρίσκονται εκτός του
πραγµατικού άξονα. Γι΄ αυτό, ϑεωρούµε ένα σηµείο του τόπου, έστω z = α + j�, µε � , 0.
Τότε, το σηµείο αυτό ικανοποιεί την (4.56) και άρα την (4.49). Αντικαθιστώντας το στην (4.49)
και λαµβάνοντας τις εξισώσεις για το πραγµατικό και το ϕανταστικό µέρος, προκύπτει :

α2 − �2 +
(b1 − C2

C
− 1

)
α +

C2
C
= 0 (4.57αʹ)

2α� +
(b1 − C2

C
− 1

)
� = 0 (4.57ϐʹ)

Επειδή � , 0, η (4.57ϐʹ) γράφεται :

b1 − C2
C

− 1 = −2α (4.58)

Αντικαθιστώντας την (4.58) στην (4.57αʹ), παίρνουµε:

α2 + �2 =
C2
C
=

(√
r
)2

(4.59)

΄Αρα, το τµήµα του γεωµετρικού τόπου ϱιζών εκτός του πραγµατικού άξονα είναι κύκλος
κέντρου 0 και ακτίνας

√
r. Τις τιµές του b1 στα σηµεία ϑλάσης, έστω b1bp, µπορούµε

εύκολα να τις προσδιορίσουµε από τις σχέσεις (4.58) και (4.59) για � → 0. Πράγµατι,
αντικαθιστώντας τις δύο τιµές του α = ±

√
C2/C που προκύπτουν από τη σχέση (4.59) για

�→ 0 στη σχέση (4.58), λαµβάνουµε:

b1bp − C2

C
− 1 = ∓2

√
C2
C

(4.60)

από την οποία προκύπτει ύστερα από πράξεις ότι :

b1bp =
(√

C ∓ √C2
)2

(4.61)

Εποµένως, επειδή b1bp > 0, ο κύκλος όντως ανήκει στον γεωµετρικό τόπο για b1 > 0.
Επειδή C2 < C ⇔ r < 1 ⇔ √

r < 1, ο κύκλος ϐρίσκεται πάντα εντός του µοναδιαίου
δίσκου. Συνεπώς, η κρίσιµη τιµή του b1, έστω b1cr , πάνω από την οποία το σύστηµα είναι
ασταθές, προσδιορίζεται από τη σχέση:

p1(−1) = 0⇔ b1cr = 2(C + C2) (4.62)

και, επαληθεύουµε συνεπώς τη συνθήκη ευστάθειας που προσδιορίσαµε στην προηγούµενη
παράγραφο.

Τέλος, προσδιορίζουµε την τιµή του συντελεστή πόλωσης b1 > 0, έστω b1im , που ο
γεωµετρικός τόπος των ϱιζών (ο κύκλος) τέµνει τον ϕανταστικό άξονα. Η τιµή αυτή προκύπτει
από τη σχέση (4.58) για α = 0 και είναι η :

b1im = C + C2 (4.63)

η οποία είναι ίση µε το µισό της κρίσιµης τιµής b1cr . Για b1 = b1im = C+C2, σύµφωνα µε την
εξίσωση διαφορών (4.48), η ∆f (k) δεν εξαρτάται από την προηγούµενη τιµή της αλλά µόνο
από την προ-προηγούµενη. Η εξίσωση διαφορών σε αυτήν την περίπτωση µπορεί να επιλυθεί
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α

j�

1-1
r

√
r−√r

b1 =
(√

C +
√

C2
)2

b1 =
(√

C − √C2
)2

b1 = 2(C + C2)

b1 = C + C2

Σχήµα 4.3: Γεωµετρικός τόπος ϱιζών για b1 > 0.

εύκολα ϑεωρώντας δύο εξισώσεις διαφορών, µία για τις άρτιες και µία για τις περιττές τιµές
του k αντίστοιχα.

Λαµβάνοντας υπόψη την παραπάνω ανάλυση και ότι για ϑετικό κέρδος η κατεύθυνση
αύξησης του b1 είναι από τους πόλους προς τα µηδενικά, σχεδιάζουµε τον γεωµετρικό τόπο
ϱιζών, ο οποίος απεικονίζεται στο σχήµα 4.3.

Παρατηρώντας προσεκτικά τον γεωµετρικό τόπο των ϱιζών, µπορούµε να απαντήσουµε το
πρώτο ερώτηµα που ϑέσαµε. Συγκεκριµένα, όσο πιο µεγάλο είναι το r, τόσο πιο κοντά είναι
ο κύκλος του τόπου στον µοναδιαίο κύκλο. ∆εδεµένου ότι η µία ιδιοτιµή έχει µέτρο πάντα
µεγαλύτερο ή ίσο της ακτίνας

√
r, αν το r είναι µεγάλο, τότε η µία ιδιοτιµή είναι πολύ κοντά

στο µοναδιαίο κύκλο και, άρα, το σύστηµα είναι αρκετά αργό. Συνεπώς, είναι σκόπιµο να
επιλέξουµε το r όσο πιο µικρό γίνεται. Επειδή, όµως, r = C2/C, γρηγορότερη απόκριση
έχουµε όταν C2 ≤ C1. ΄Αρα, επίπεδο έλεγχο συχνότητας πρέπει να εφαρµόζει η περιοχή µε
τη µεγαλύτερη ϱυθµίζουσα ενέργεια.

Σχετικά µε το δεύτερο ερώτηµα, αν ϑεωρήσουµε ως κριτήριο για γρήγορη απόκριση το
µεγαλύτερο µέτρο ιδιοτιµής του συστήµατος, δηλαδή της ρ(Âd), τότε ϐέλτιστη επιλογή για
τον συντελεστή πόλωσης (για την οποία επιτυγχάνεται ελαχιστοποίηση της ρ(Âd)) αποτελούν
όλες οι τιµές του που δίνουν ϱίζες πάνω στον κύκλο ακτίνας

√
r. ∆ηλαδή:

(√
C − √C2

)2 ≤ b1 ≤
(√

C +
√

C2
)2

(4.64)

4.5.4 Βέλτιστος συντελεστής πόλωσης

Η ελαχιστοποίηση της ρ(Âd) δεν λαµβάνει υπόψη το µέγεθος της εξάρτησης της απόκλι-
σης της συχνότητας και της διασυνδετικής ϱοής ισχύος από κάθε ιδιοτιµή (δηλαδή τα α-
ντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα) και δεν δίνει µοναδική ϐέλτιστη επιλογή για τον συντελεστή πόλω-
σης. Με στόχο τον προσδιορισµό µιας µοναδικής ϐέλτιστης επιλογής που λαµβάνει υπόψη
τα ∆f και ∆Pt2, ϑα χρησιµοποιήσουµε δείκτες απόδοσης για αυτά τα σήµατα, όπως και στις
προηγούµενες παραγράφους. Συγκεκριµένα, ϑα χρησιµοποιήσουµε τον δείκτη απόδοσης
της (4.23), ο οποίος λαµβάνει υπόψη µόνο την απόκλιση συχνότητας, και τον :

Jt(b1) =
+∞∑

k=1

(
∆f 2(k) +

1
C2

2
∆P2

t2(k)
)

(4.65)
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που λαµβάνει υπόψη την απόκλιση και της συχνότητας και της διασυνδετικής ϱοής ισχύος.
Ο όρος ∆P2

t2 διαιρείται µε τον όρο C2
2 ώστε να είναι της ίδιας τάξης µεγέθους µε τον όρο ∆f 2

(ϐλ. σχέση (4.47)).
΄Οπως είδαµε προηγουµένως, ο διαφορετικός επίπεδος έλεγχος έχει νόηµα κυρίως όταν

C1 ≫ C2. Μεγαλύτερη ϱυθµίζουσα ενέργεια σηµαίνει συνήθως στην πράξη µεγαλύτερη ε-
γκατεστηµένη ισχύ, η οποία συνεπάγεται και µεγαλύτερο ϕορτίο. Συνεπώς, είναι εύλογο να
υποθέσουµε ότι οι διαταραχές του ϕορτίου της περιοχής 1 είναι αρκετά µεγαλύτερες από
αυτές της περιοχής 2. Κάτω από αυτή την υπόθεση, ϑεωρούµε την περίπτωση ϐηµατικής
διαταραχής του ϕορτίου µόνο στην περιοχή 1, δηλαδή ∆L1(k) = ∆L10us(k). Επίσης, υπο-
ϑέτουµε µηδενική αρχική συνθήκη για την απόκλιση της συχνότητας, δηλαδή ∆f (0) = 0.
Τότε, η λύση της εξίσωσης διαφορών (4.48) γράφεται :

∆f (k) =



−∆L01
C

, αν k = 1

−∆L01
C

λk
1 − λk

2
λ1 − λ2

, αν k ∈ {2, 3, . . .}
(4.66)

Οι λ1 και λ2 αποτελούν τις ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης (4.49). Στην περίπτωση που
λ1 = λ2 = λ, για k ≥ 2 υπολογίζουµε ∆f (k) = −∆L01

C kλk−1 µε χρήση του κανόνα του l’
Hospital.

Αρχίζουµε µε τον προσδιορισµό του ϐέλτιστου b1 που ελαχιστοποιεί τον δείκτη απόδοσης
(4.23). Αν ικανοποιείται η συνθήκη ευστάθειας 0 < b1 < 2(C+C2), τότε ο δείκτης απόδοσης
(4.23) γράφεται :

J(b1) = ∆f 2(0) +
+∞∑

k=1
∆f 2(k) =

+∞∑

k=0

−∆L01
C

λk
1 − λk

2
λ1 − λ2


2

=

=

(
∆L01

C

)2 1
(λ1 − λ2)2


+∞∑

k=0
(λ2

1)k +

+∞∑

k=0
(λ2

2)k − 2
+∞∑

k=0
(λ1λ2)k

 =

=

(
∆L01

C

)2 1
(λ1 − λ2)2

(
1

1 − λ2
1
+

1
1 − λ2

2
− 2

1 − λ1λ2

)
=

=

(
∆L01

C

)2 1
(λ2

1 + λ2
2) − 2(λ1λ2)

( 2 − (λ2
1 + λ2

2)

1 − (λ2
1 + λ2

2) + (λ1λ2)2 −
2

1 − (λ1λ2)

)
(4.67)

Αν ϑέσουµε τ = 1 − (b1 − C2)/C και r = C2/C, τότε είναι γνωστό ότι λ1λ2 = r, λ1 + λ2 = τ
και λ2

1 + λ2
2 = τ2 − 2r. Συνεπώς, ο δείκτης απόδοσης γράφεται ως συνάρτηση του τ (το r δεν

εξαρτάται από το b1):

J(τ) =
(
∆L01

C

)2 1
τ2 − 4r

(
τ2 − 2(r + 1)
τ2 − (r + 1)2 −

2
1 − r

)
=

=

(
∆L01

C

)2 1 + r

1 − r

1
(r + 1)2 − τ2 (4.68)

Λαµβάνοντας υπόψη ότι r < 1, η παραπάνω συνάρτηση ελαχιστοποιείται για τ = 0 ⇔ b1 =
C + C2, δηλαδή στην περίπτωση των ϕανταστικών ιδιοτιµών.

Στη συνέχεια, προσδιορίζουµε τον ϐέλτιστο συντελεστή πόλωσης b1 που ελαχιστοποιεί τον
δείκτη απόδοσης (4.65). Αντικαθιστώντας τη σχέση (4.66) στην (4.47), έχουµε:

∆Pt2(k) = −C2∆L01
C

−
λk

1 − λk
2

λ1 − λ2
+

λk−1
1 − λk−1

2
λ1 − λ2

 =

= −C2
C

∆L01
λ1 − λ2

(
λk−1

1 (1 − λ1) − λk−1
2 (1 − λ2)

)
(4.69)

91



Κεφάλαιο 4. Μοντέλο διακριτού χρόνου δευτερεύουσας ϱύθµισης συχνότητας

για k ≥ 1. Οπότε :

+∞∑

k=1
∆Pt2(k) =

C2
2

C2
∆L2

01
(λ1 − λ2)2

+∞∑

k=1

(
λk−1

1 (1 − λ1) − λk−1
2 (1 − λ2)

)2
=

=

(
∆L01

C

)2 C2
2

(λ1 − λ2)2

[
(1 − λ1)2

1 − λ2
1
+

(1 − λ2)2

1 − λ2
2
− 2(1 − λ1)(1 − λ2)

1 − λ1λ2

]
=

=

(
∆L01

C

)2 C2
2

τ2 − 4r

[
2(1 − r)
1 + τ + r

− 2(1 − τ + r)
1 − r

]
=

=

(
∆L01

C

)2 2C2
2

(1 − r)(1 + r + τ)
(4.70)

Εποµένως, ο δείκτης απόδοσης (4.65) γράφεται µε αντικατάσταση των (4.68) και (4.70) ως
συνάρτηση του τ:

Jt(τ) =
(
∆L01

C

)2 3(1 + r) − 2τ

(1 − r)
(
(1 + r)2 − τ2) (4.71)

Η παράγωγος του δείκτη απόδοσης είναι :

J ′t (τ) = −
(
∆L01

C

)2 2
1 − r

τ2 − 3(1 + r)τ + (1 + r)2
(
(1 + r)2 − τ2)2 (4.72)

Από την παραπάνω, εύκολα προκύπτει ότι ο Jt(τ) ελαχιστοποιείται για :

τ =
3 − √5

2 (1 + r)⇔ 1 − b1 − C2
C

=
3 − √5

2

(
1 + C2

C

)
(4.73)

Επιλύοντας ως προς b1, η ϐέλτιστη επιλογή του συντελεστή πόλωσης είναι :

b1 =

√
5 − 1
2 (C + C2) ≃ 0.618(C + C2) (4.74)

Μια ενδιαφέρουσα παρατήρηση είναι η εµφάνιση της γνωστής σταθεράς της χρυσής τοµής
φ = 1/(φ − 1) στον ϐέλτιστο συντελεστή πόλωσης, αφού b1 = (C + C2)/φ.

4.6 Αριθµητικό παράδειγµα

Κλείνουµε το κεφάλαιο αυτό µε ένα αριθµητικό παράδειγµα, του οποίου τα περισσότερα
δεδοµένα ϐασίζονται στο παράδειγµα 11.3 του [3].

Θεωρούµε ένα ΣΗΕ δύο διασυνδεδεµένων περιοχών ελέγχου ονοµαστικής συχνότητας
fN = 60 Hz. Η εγκατεστηµένη ισχύς της περιοχής 1 είναι Pεγκ1 = 20000 MW και της
περιοχής 2 είναι Pεγκ2 = 42000 MW. Το πρόγραµµα της διασύνδεσης είναι µεταφορά 1000
MW από την περιοχή 2 στην περιοχή 1. Η ισοδύναµη χαρακτηριστική στατισµού κάθε
περιοχής είναι R = 5%. Η αυτορρύθµιση του ϕορτίου κάθε περιοχής είναι D = 1 αµ. Η
περίοδος δειγµατοληψίας της δευτερεύουσας ϱύθµισης είναι Ts = 15 s, η οποία ϑεωρούµε
ότι είναι αρκετά µεγαλύτερη από την κυρίαρχη σταθερά χρόνου της πρωτεύουσας ϱύθµισης.
Η νεκρή Ϲώνη της δευτερεύουσας ϱύθµισης είναι 20 MW για κάθε περιοχή ελέγχου. Τα
δεδοµένα του συστήµατος ϕαίνονται και στον πίνακα 4.1.

Θεωρούµε το σηµείο λειτουργίας του συστήµατος στο οποίο η παραγωγή και το ϕορτίο
της περιοχής 1 είναι P10 = 19000 MW και L10 = 20000 MW αντίστοιχα, η παραγωγή και
το ϕορτίο της περιοχής 2 είναι P20 = 41000 MW και L20 = 40000 MW αντίστοιχα και η
διασυνδετική ϱοή ισχύος ισούται µε την προγραµµατισµένη τιµή της, δηλαδή έχουµε Pt20 =
−Pt10 = 1000 MW. Υποθέτουµε ότι η εφεδρεία των 1000 MW κάθε περιοχής είναι στρεφόµενη
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4.6.1 Υπολογισµός ϱυθµίζουσας ενέργειας κάθε περιοχής

Περιοχή 1 Περιοχή 2 ∆ιασύνδεση

Pεγκ1 = 20000 MW
R1 = 5 %
D1 = 1 αµ
ϸd1 = 20 MW

Pεγκ2 = 42000 MW
R2 = 5 %
D2 = 1 αµ
ϸd2 = 20 MW

P210 = 1000 MW
fN = 60 Hz
Ts = 15 s

Πίνακας 4.1: ∆εδοµένα συστήµατος δύο περιοχών ελέγχου.

και ότι όλες οι µονάδες στις οποίες έχει κατανεµηθεί συµµετέχουν στη δευτερεύουσα ϱύθµιση
ϕορτίου-συχνότητας.

Στο παράδειγµα αυτό, ϑα µελετήσουµε τη χρονική απόκριση του συστήµατος διακριτού
χρόνου για (α΄) µια ϐηµατική µεταβολή +700 MW του ϕορτίου στην περιοχή 2 (∆L2(k) =
700us(k) MW) και για µια ϐηµατική µεταβολή του ϕορτίου +400 MW στην περιοχή 1
(∆L1(k) = 400us(k) MW). Θεωρούµε τις εξής δύο περιπτώσεις : (1) Σύνθετος έλεγχος µε
συντελεστή πόλωσης και από τις δύο περιοχές για διάφορες επιλογές του συντελεστή πόλω-
σης και (2) διαφορετικός επίπεδος ελέγχος των δύο περιοχών επίσης για διάφορες επιλογές
του συντελεστή πόλωσης (επίπεδο έλεγχο συχνότητας εφαρµόζει η περιοχή 2 διότι C2 > C1).
Για τους απαραίτητους υπολογισµούς, επιλέγουµε κοινή ϐάση ισχύος για όλο το διασυνδεδε-
µένο σύστηµα PB = 20000 MW. Σηµειώνεται ότι η επιπρόσθετη αυτορρύθµιση που οφείλεται
στη διαταραχή του ϕορτίου ϑεωρείται αµελητέα και δε λαµβάνεται υπόψη.

4.6.1 Υπολογισµός ϱυθµίζουσας ενέργειας κάθε περιοχής

Σε MW/Hz, η ϱυθµίζουσα ενέργεια κάθε περιοχής είναι :

C1 =
1
R1

Pεγκ1

fN
+ D1

L10
fN
=

( 1
0.05 ·

20000
60 + 1 · 20000

60

)
MW/Hz = 7000 MW/Hz

C2 =
1
R2

Pεγκ2

fN
+ D2

L20
fN
=

( 1
0.05 ·

42000
60 + 1 · 40000

60

)
MW/Hz = 14667 MW/Hz

Εποµένως, σε αµ είναι :

C1 = 7000 60
20000 = 21 αµ

C2 = 14667 60
20000 = 44 αµ

Η συνολική ϱυθµίζουσα ενέργεια του διασυνδεδεµένου συστήµατος είναι :

C = C1 + C2 = 21 + 44 = 65 αµ

4.6.2 Σύνθετος έλεγχος µε συντελεστή πόλωσης και από τις δύο περιοχές

Για κάθε περίπτωση διαταραχής του ϕορτίου (α΄) και (ϐ΄) προσοµοιώνουµε το σύστηµα για
τις εξής τρεις περιπτώσεις επιλογών των συντελεστών πόλωσης κάθε περιοχής :

(1) b1 = 21 αµ (7000 MW/Hz) και b2 = 44 αµ (14667 MW/Hz), δηλαδή b1 = C1 και
b2 = C2.

(2) b1 = 21 αµ (7000 MW/Hz) και b2 = 29 αµ (9667 MW/Hz), δηλαδή b1 = C1 και b2 <
C2.
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(3) b1 = 30 αµ (10000 MW/Hz) και b2 = 50 αµ (16667 MW/Hz), δηλαδή b1 > C1 και
b2 > C2.
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Σχήµα 4.4: Χρονική απόκριση συστήµατος διακριτού χρόνου για σύνθετο έλεγχο µε συντελε-
στή πόλωσης και από τις δύο περιοχές στην περίπτωση ϐηµατικής µεταβολής +700 MW του
ϕορτίου της περιοχής 2.
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Σχήµα 4.5: Χρονική απόκριση συστήµατος διακριτού χρόνου για σύνθετο έλεγχο µε συντελε-
στή πόλωσης και από τις δύο περιοχές στην περίπτωση ϐηµατικής µεταβολής +400 MW του
ϕορτίου της περιοχής 1.

Στο σχήµα 4.4 απεικονίζονται η απόκλιση της συχνότητας ∆f σε Hz, η απόκλιση της
ϱοής ενεργού ισχύος από την περιοχή 2 στην περιοχή 1 ∆Pt2 σε MW και οι ∆G1, ∆G2 σε MW
για τις τρεις περιπτώσεις της ϐηµατικής µεταβολής του ϕορτίου στην περιοχή 2 (περίπτωση
(α΄)). Στο σχήµα 4.5 απεικονίζονται τα ίδια µεγέθη για τις τρεις περιπτώσεις της ϐηµατικής
µεταβολής του ϕορτίου στην περιοχή 1 (περίπτωση (ϐ΄)). Σηµειώνεται ότι, για το χρονικό
διάστηµα µεταξύ kTs και (k+1)Ts, οι τιµές των ∆f και ∆Pt2 είναι αυτές της χρονικής στιγµής
(k + 1)Ts (λόγω της πολύ γρήγορης απόκρισης της πρωτεύουσας ϱύθµισης σε σχέση µε την

94



4.6.3 ∆ιαφορετικός επίπεδος έλεγχος

περίοδο δειγµατοληψίας της δευτερεύουσας) ενώ οι τιµές των ∆G1 και ∆G2 είναι αυτές της
χρονικής στιγµής kTs.

(α΄) Βηµατική µεταβολή ϕορτίου στην περιοχή 2: Στην περίπτωση 1 επιβεβαιώνουµε ότι
έχουµε επιλέξει ϐέλτιστα τους συντελεστές πόλωσης. Σε ένα ϐήµα της δευτερεύουσας ϱύθµι-
σης το σύστηµα έχει καταλήξει στο νέο σηµείο ισορροπίας. Στην περίπτωση 2, απαιτούνται
τρία ϐήµατα µέχρι το σύστηµα να καταλήξει στη µόνιµη κατάσταση. Η απόκλιση της συ-
χνότητας τείνει µονότονα (αυξανόµενη) προς το µηδέν ύστερα από τη διαταραχή, αφού
b = b1 + b2 = 50 < C. Επειδή b1 = C1, η ∆G1 δεν µεταβάλλεται καθόλου (αφού δεν
διαταράσσεται το δικό της ϕορτίο). Τέλος, στην περίπτωση 3 χρειάζονται επίσης 3 ϐήµατα
για να καταλήξει το σύστηµα σε ισορροπία. Η ∆f παρουσιάζει ταλαντωτική συµπεριφορά
και υπερακόντιση αφού b = b1 + b2 = 80 > C. Παρόλο που η διαταραχή γίνεται µόνο στην
περιοχή 2, η περιοχή 1 µεταβάλλει την παραγωγή της επειδή b1 , C1. Σηµειώνουµε ότι σε
όλες τις περιπτώσεις το σύστηµα ισορροπεί όταν τα ΣΕΠ και των δύο περιοχών ϐρεθούν εντός
νεκρής Ϲώνης.

(ϐ΄) Βηµατική µεταβολή ϕορτίου στην περιοχή 1: Οι παρατηρήσεις είναι ανάλογες µε αυτές
του (α΄), µε τη ϐασική διαφορά ότι η ∆G1 συγκλίνει στη µεταβολή του ϕορτίου της αντί για τη
∆G2.

4.6.3 ∆ιαφορετικός επίπεδος έλεγχος

Για κάθε περίπτωση διαταραχής του ϕορτίου (α΄) και (ϐ΄) προσοµοιώνουµε το σύστηµα για
τις εξής τρεις περιπτώσεις επιλογών του συντελεστή πόλωσης της περιοχής 2:

(1) b2 = C + C1 = 65 + 21 = 86 αµ (28667 MW/Hz) (ϐέλτιστη επιλογή για τον δείκτη
απόδοσης (4.23)).

(2) b2 = 0.618(C + C1) = 53.15 αµ (17717 MW/Hz) (ϐέλτιστη επιλογή για τον δείκτη
απόδοσης (4.65)).

(3) b2 =
(√

C − √C1
)2
= 12.11 αµ (4036 MW/Hz) (διπλή πραγµατική ϑετική ιδιοτιµή).
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Σχήµα 4.6: Χρονική απόκριση συστήµατος διακριτού χρόνου για διαφορετικό επίπεδο έλεγχο
από κάθε περιοχή στην περίπτωση ϐηµατικής µεταβολής +700 MW του ϕορτίου της περιοχής
2.
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Κεφάλαιο 4. Μοντέλο διακριτού χρόνου δευτερεύουσας ϱύθµισης συχνότητας
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Σχήµα 4.7: Χρονική απόκριση συστήµατος διακριτού χρόνου για διαφορετικό επίπεδο έλεγχο
από κάθε περιοχή στην περίπτωση ϐηµατικής µεταβολής +400 MW του ϕορτίου της περιοχής
1.

Και στις τρεις περιπτώσεις τα µέτρα των ιδιοτιµών είναι ίσα µε
√

C1/C = 0.568. Ω-
στόσο, λόγω της διαφορετικής ϕάσης τους, σε κάθε περίπτωση παρουσιάζεται σηµαντικά
διαφορετική απόκριση, το οποίο ϑα διαπιστώσουµε στη συνέχεια. Η χρονική απόκριση του
συστήµατος διακριτού χρόνου (α΄) για ϐηµατική διαταραχή +700 MW του ϕορτίου της πε-
ϱιοχής 2 ϕαίνεται στο σχήµα 4.6 και (ϐ΄) για ϐηµατική διαταραχή +400 MW του ϕορτίου της
περιοχής 1 στο σχήµα 4.7.

(α΄) Βηµατική µεταβολή ϕορτίου στην περιοχή 2: Παρατηρούµε ότι η απόκριση της ∆f
και της ∆Pt2 είναι προσεγγιστικά το ίδιο γρήγορες για τις περιπτώσεις 1 και 2. Στην πε-
ϱίπτωση 1 ελαχιστοποιείται ο δείκτης απόδοσης (4.23), ο οποίος λαµβάνει υπόψη µόνο την
∆f . Οι τιµές της ∆f για όλα τα άρτια k είναι µηδέν λόγω των ϕανταστικών ιδιοτιµών και της
ϐηµατικής µεταβολής που συµβαίνει στην περιοχή 2 (περιοχή που εφαρµόζει τον επίπεδο
έλεγχο συχνότητας). Ωστόσο, η ∆Pt2 παρουσιάζει έντονες µεταβολές αρχικά. Στην περίπτωση
2 ελαχιστοποιείται ο δείκτης απόδοσης (4.65), ο οποίος λαµβάνει υπόψη και την ∆f και την
∆Pt2. Για τον λόγο αυτό, παρατηρούµε ότι οι αποκρίσεις των ∆f και ∆Pt2 είναι πιο οµαλές σε
σχέση µε αυτές της περίπτωσης 1. Η ∆Pt2 αποµακρύνεται λιγότερο από το µηδέν στα πρώτα
χρονικά διαστήµατα. Η περίπτωση 3 δίνει αρκετά πιο αργές αποκρίσεις σε σύγκριση µε τις
προηγούµενες.

(ϐ΄) Βηµατική µεταβολή ϕορτίου στην περιοχή 1: Αρχικά, τονίζουµε ότι οι επιλογές του
συντελεστή πόλωσης για τις δύο πρώτες περιπτώσεις δεν είναι ϐέλτιστες για τους δείκτες
απόδοσης (4.23) και (4.65) αντίστοιχα, διότι η ϐηµατική µεταβολή γίνεται στην περιοχή που
εφαρµόζει τον επίπεδο έλεγχο της διασύνδεσης. Στην περίπτωση 1, οι αποκρίσεις και της
∆f και της ∆Pt2 είναι αρκετά επιθετικές. Οι τιµές τους στα πρώτα χρονικά διαστήµατα
αποµακρύνονται περισσότερο από το 0 σε σύγκριση µε τις δύο άλλες περιπτώσεις. Στην
περίπτωση 2, η απόκριση της ∆f είναι πιο γρήγορη σε σύγκριση µε αυτήν της περίπτωσης 3.
Το αντίθετο συµβαίνει για την απόκριση της ∆Pt2, η οποία είναι πιο γρήγορη στην περίπτωση
3 από αυτήν της περίπτωσης 2. Συνεπώς, µε µια τιµή του b2 µεταξύ των 12.11 αµ και 53.15
αµ εξασφαλίζεται καλή απόκριση και για την απόκλιση της συχνότητας και για την απόκλιση
της διασυνδετικής ϱοής ισχύος.

Λαµβάνοντας υπόψη ότι διαταραχές του ϕορτίου γίνονται και στις δύο περιοχές, σύµφωνα
µε τα παραπάνω η καλύτερη επιλογή του συντελεστή πόλωσης ϕαίνεται να είναι ελαφρώς
µικρότερη από την επιλογή b2 = 0.618(C + C2).
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Κλείνουµε το αριθµητικό αυτό παράδειγµα επισηµαίνοντας ότι η επιλογή σύνθετου ελέγ-
χου µε συντελεστή πόλωσης και από τις δύο περιοχές δίνει πολύ πιο γρήγορη απόκριση για
τα ∆f και ∆Pt2 και µε πιο µικρές αποµακρύνσεις από το 0 σε σύγκριση µε τον διαφορετικό
επίπεδο έλεγχο. Πράγµατι, για διαφορετικό επίπεδο έλεγχο, απαιτούνται περίπου 100-120
s για να ισορροπήσει το σύστηµα για τη ϐέλτιστη τιµή του συντελεστή πόλωσης. Αντίθετα,
στις περιπτώσεις 2 και 3 που ϑεωρήσαµε για τον σύνθετο έλεγχο (σηµαντική διαφορά του
b από τη ϐέλτιστη τιµή του) χρειάζονται µόλις 30 s. Αυτό συµβαίνει διότι στον διαφορετικό
επίπεδο έλεγχο οι ιδιοτιµές έχουν (ελάχιστο) µέτρο

√
C1/C = 0.568, το οποίο είναι σηµα-

ντικά µεγαλύτερο από το |1 − b/C| = 0.231 (µέτρο ιδιοτιµής για τις περιπτώσεις 2 και 3
για τον σύνθετο έλεγχο). Ο διαφορετικός επίπεδος έλεγχος ϑα έδινε συγκρίσιµη ταχύτητα
απόκρισης µε αυτόν του σύνθετου ελέγχου στην περίπτωση που η ϱυθµίζουσα ενέργεια της
περιοχής 2 ήταν ακόµη µεγαλύτερη από αυτήν της περιοχής 1. Συγκεκριµένα, αν ήταν√

C1/C = 0.231⇔ C2/C1 = 17.74. ΄Οµως, στην περίπτωσή µας έχουµε C2/C1 = 2.10.
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Κεφάλαιο 5

΄Ορια ευστάθειας και ϐέλτιστη απόκριση συστήµα-
τος µίας περιοχής ελέγχου

Στο προηγούµενο κεφάλαιο εξετάσθηκε το σύστηµα ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας µε την
ϐασική παραδοχή της αρκετά µεγαλύτερης περιόδου δειγµατοληψίας του συστήµατος

διακριτού χρόνου της δευτερεύουσας ϱύθµισης σε σύγκριση µε την ταχύτητα απόκρισης της
πρωτεύουσας ϱύθµισης. Σε πραγµατικά συστήµατα αυτό συνήθως δεν ισχύει, καθώς η πε-
ϱίοδος δειγµατοληψίας επιλέγεται µεταξύ 2 και 4 δευτερόλεπτα [3]. Σε αυτό το κεφάλαιο,
ϑα µελετηθεί το σύστηµα ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας µίας περιοχής λαµβάνοντας υπόψη
και τη δυναµική συνεχούς χρόνου. Θα προσδιορισθούν (α΄) τα όρια ευστάθειας του συστήµα-
τος, δηλαδή οι κρίσιµες τιµές του συντελεστή πόλωσης µεταξύ των οποίων το σύστηµα είναι
ευσταθές συναρτήσει της περιόδου δειγµατοληψίας, (ϐ΄) ο ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης συ-
ναρτήσει της περιόδου δειγµατοληψίας και (γ΄) η ϐέλτιστη περίοδος δειγµατοληψίας. Για τον
προσδιορισµό των (ϐ΄) και (γ΄) ϑα ϑεωρηθούν κατάλληλοι δείκτες απόδοσης του συστήµατος
προς ελαχιστοποίηση.

5.1 Γενικά

Θεωρουµε ένα σύστηµα µίας περιοχής, του οποίου το διάγραµµα ϐαθµίδων απεικονίζεται
στο σχήµα 5.1 (σχήµα 3.13 του κεφαλαίου 3). Στην ανάλυση που ακολουθεί, ϑεωρούµε
διάφορες περιπτώσεις για τη συνάρτηση µεταφοράς Hp(s), η οποία αναπαριστά τη δυναµική
του συστήµατος παραγωγής και του ϱυθµιστή στροφών. Συγκεκριµένα, εξετάζουµε τις εξής
περιπτώσεις :

1. Hp(s) = 1

2. Hp(s) =
1 + T1s

1 + T2s

3. Hp(s) =
(1 + T1s)(1 + T3s)(1 + T5s)
(1 + T2s)(1 + T4s)(1 + T6s)

Στην περίπτωση 1 (ακαριαία απόκριση), ϑα υπολογίσουµε αναλυτικά τα (α΄) και (ϐ΄). Στην
περίπτωση 2, ϑα υπολογίσουµε επίσης αναλυτικά τα όρια ευστάθειας (α΄) και αριθµητικά τα
(ϐ΄) και (γ΄), ϑεωρώντας ως αριθµητικό παράδειγµα ένα σύστηµα στο οποίο κυριαρχεί η δυ-
ναµική µονάδας ντίζελ. Τέλος, στην περίπτωση 3, στην οποία η Hp(s) είναι τρίτης τάξης,
ϑα προσδιορίσουµε τα (α΄), (ϐ΄) και (γ΄) αριθµητικά για δύο υποπεριπτώσεις συστηµάτων: Η
πρώτη αποτελεί ένα σύστηµα που κυριαρχεί η δυναµική µιας ατµοηλεκτρικής µονάδας στρο-
ϐίλου δύο ϐαθµίδων µε ενδιάµεση αναθέρµανση και η δεύτερη ένα σύστηµα που κυριαρχεί
η δυναµική µιας υδροηλεκτρικής µονάδας.

Τονίζεται ότι µικρές περίοδοι δειγµατοληψίας οδηγούν σε σηµαντική αλληλεπίδραση της
δευτερεύουσας ϱύθµισης συχνότητας µε τη δυναµική των τοπικών ταλαντώσεων που απα-
λείφθηκαν και, συνεπώς, παύει να ισχύει η οιονεί στατική προσέγγιση του συστήµατος της
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Σχήµα 5.1: ∆ιάγραµµα ϐαθµίδων συστήµατος µίας περιοχής.

κοινής συχνότητας. Ωστόσο, η ευστάθεια και η ϐέλτιστη απόκριση εξετάζονται µε το µοντέλο
ενιαίας συχνότητας ϑεωρώντας ότι µε χρήση σταθεροποιητών η απόσβεση των ταλαντώσεων
επιτυγχάνεται επαρκώς γρήγορα. Για παράδειγµα, για περίοδο δειγµατοληψίας µεγαλύτε-
ϱη των 2 s, το πλάτος των ταλαντώσεων µειώνεται στο 10% του αρχικού εφόσον η σταθερά
χρόνου απόσβεσης των ταλαντώσεων είναι κάτω των 0.87 s.

5.2 ∆είκτες απόδοσης

5.2.1 Επιλογή δεικτών απόδοσης προς ελαχιστοποίηση

Η επιλογή κατάλληλων δεικτών απόδοσης για ϐελτιστοποίηση παραµέτρων ελέγχου του
συστήµατος (συντελεστής πόλωσης, περίοδος δειγµατοληψίας) δεν είναι προφανής. Παρα-
κάτω προτείνονται τρεις δείκτες απόδοσης, οι οποίοι ϑα χρησιµοποιηθούν στο υπόλοιπο του
κεφαλαίου.

Ο δείκτης απόδοσης προς ελαχιστοποίηση που ϑεωρήθηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο
(σχέση (4.23)):

J1 =
+∞∑

k=1
∆f 2

d (k) (5.1)

ϑα χρησιµοποιηθεί και σε αυτό το κεφάλαιο για τον προσδιορισµό του ϐέλτιστου συντελεστή
πόλωσης για δεδοµένη περίοδο δειγµατοληψίας. Για τον υπολογισµό του J1 ϑα ϑεωρήσουµε
ϐηµατική µεταβολή του ϕορτίου και µηδενικές αρχικές συνθήκες. Είναι ϕανερό ότι J1 =
J1(b, Ts), δηλαδή ο δείκτης απόδοσης είναι συνάρτηση των b και Ts. Την ελάχιστη τιµή του
J1 ως προς τον συντελεστή πόλωσης, που αποτελεί συνάρτηση της περιόδου δειγµατοληψίας,
την συµβολίζουµε µε :

J∗1(Ts) = J1(bopt(Ts), Ts) = min
b

J1(b, Ts) (5.2)

Με bopt συµβολίζουµε τον συντελεστή πόλωσης ως συνάρτηση του Ts που ελαχιστοποιεί τον
δείκτη απόδοσης, δηλαδή τον ϐέλτιστο. Σηµειώνεται ότι για τις περιπτώσεις που ϑα εξετάσου-
µε αυτός ο δείκτης απόδοσης έχει νόηµα διότι υφίσταται η ελάχιστη τιµή του.

Το επόµενο που ϑέλουµε να προσδιορίσουµε είναι η ϐέλτιστη περίοδος δειγµατοληψίας.
Ο παραπάνω δείκτης απόδοσης λαµβάνει υπόψη το µέγεθος των δεδοµένων δειγµατοληψίας
της ∆f και, συνεπώς, το µέγεθος των µεταβολών του διακριτού σήµατος παραγωγής ∆G.
Ωστόσο, δεν λαµβάνει υπόψη την απόκριση συνεχούς χρόνου της απόκλισης της συχνότητας,
το οποίο σηµαίνει ότι δεν είναι κατάλληλος από µόνος του για τον προσδιορισµό της ϐέλτιστης
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5.2.2 Αριθµητικός υπολογισµός ϐέλτιστου συντελεστή πόλωσης

περιόδου δειγµατοληψίας. Ο δείκτης απόδοσης :

Jc =

∫ +∞

0
∆f 2(t) dt

αντιµετωπίζει το παραπάνω πρόβληµα. ΄Οµως, έχει αρκετά απαιτητικό αριθµητικό υπολο-
γισµό και δεν λαµβάνει υπόψη άµεσα το µέγεθος των µεταβολών του ∆G. Αυτές οι δύο
δυσκολίες αντιµετωπίζονται σε µεγάλο ϐαθµό µε τη ϑεώρηση των εξής δύο δεικτών απόδο-
σης :

J2 = Ts

+∞∑

k=1
∆f 2

d (k) = TsJ1 (5.3)

J3 = J1 + a J2 = (1 + a Ts)J1 (5.4)

Ο J2 αποτελεί προσέγγιση του Jc και υπολογίζεται εύκολα, αφού έχει υπολογιστεί πρώτα
ο J1. Ο J3 αποτελεί γραµµικό συνδυασµό τον J1 και J2, ώστε να λάβει υπόψη και το
µέγεθος των µεταβολών του διακριτού σήµατος παραγωγής ∆G και την ταχύτητα απόκρισης
της απόκλισης της συχνότητας. Επιλέγεται a = 1 s−1 ώστε να δώσουµε το ίδιο ϐάρος στις δύο
απαιτήσεις. Ωστόσο, η επιλογή αυτή παραµένει αυθαίρετη και ίσως χρειάζεται περαιτέρω
διερεύνηση. Επίσης, συµβολίζουµε J∗2(Ts) = aTsJ∗1(Ts) και J∗3(Ts) = J∗1(Ts) + J∗2(Ts). Ως
ϐέλτιστη περίοδο δειγµατοληψίας Ts,opt ϑεωρούµε την τιµή της Ts που επιλύει το πρόβληµα
ϐελτιστοποίησης :

min
Ts

J∗3(Ts) (5.5)

υπό την προϋπόθεση ότι έχει λύση.

5.2.2 Αριθµητικός υπολογισµός ϐέλτιστου συντελεστή πόλωσης

Σε αυτή την υποενότητα, υπολογίζεται αριθµητικά ο ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης που
ελαχιστοποιεί τον δείκτη απόδοσης J1 για δεδοµένη περίοδο δειγµατοληψίας.

Αρχικά, υπολογίζουµε τους πίνακες A, B1 και B2 του υποσυστήµατος συνεχούς χρόνου
(3.84αʹ), σύµφωνα µε την υποενότητα 3.6.1. Οι πίνακες αυτοί είναι προφανώς ανεξάρτητοι
της περιόδου δειγµατοληψίας Ts και του συντελεστή πόλωσης b.

Για τη δεδοµένη περίοδο δειγµατοληψίας Ts, υπολογίζουµε τους πίνακες H1, H2 και H3,
σύµφωνα µε τις σχέσεις (2.29):

H1 = eATs , H2 = (H1 − In)A−1B1, και H3 = (H1 − In)A−1B2 (5.6)

Σύµφωνα µε την πρόταση 2.1, το σύστηµα είναι ευσταθές ϕραγµένης εισόδου-ϕραγµένης
εξόδου αν ρ(Ad) < 1, όπου (στην περίπτωση συστήµατος µίας περιοχής ελέγχου):

Ad(b, Ts) =
[

H1 H2
FH1 1 + FH2

]
∈ R(n+1)×(n+1) (5.7)

και :
F =

[
−b 0 . . . 0

]
∈ R1×n (5.8)

Ορίζουµε το σύνολο των συντελεστών πόλωσης για τους οποίους το σύστηµα δεδοµένων δειγ-
µατοληψίας είναι ευσταθές ϕραγµένης εισόδου-ϕραγµένης εξόδου ως:

D(Ts) = {b ∈ R | ρ(Ad) < 1} (5.9)

Το σύνολο αυτό ϑεωρούµε ότι είναι γνωστό πριν τον υπολογισµό του ϐέλτιστου συντελεστή
πόλωσης.
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Θεωρώντας (α΄) µηδενικές αρχικές συνθήκες για τις µεταβλητές κατάστασης συνεχούς
χρόνου και για το ∆G και (ϐ΄) ϐηµατική διαταραχή του ϕορτίου ∆L0 την χρονική στιγµή
t = 0, ο δείκτης απόδοσης J1(b, Ts) για δεδοµένη περίοδο δειγµατοληψίας (έχουν γίνει
δηλαδή οι υπολογισµοί των H1, H2 και H3) υπολογίζεται, σύµφωνα µε την ενότητα 2.6, ως
εξής :

1. Υπολογίζουµε τον πίνακα F από τη σχέση (5.8).

2. Υπολογίζουµε τον πίνακα Ad από τη σχέση (5.7).

3. Υπολογίζουµε τον πίνακα P που λύνει την εξίσωση Lyapunov διακριτού χρόνου:

AT
dPAd − P = −Q (5.10)

όπου:
Q = diag{1, 0, . . . , 0} ∈ R(n+1)×(n+1) (5.11)

4. Υπολογίζουµε τον πίνακα:

B̄d =

[
H3

FH3

]
(5.12)

5. Υπολογίζουµε τον πίνακα:
N = (In+1 − Ad)−1 B̄d (5.13)

6. Υπολογίζουµε :
J1(b, Ts) = ∆L2

0NT PN (5.14)

Τέλος, ο ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης για δεδοµένη περίοδο δειγµατοληψίας :

bopt(Ts) = arg min
b∈D(Ts)

{J1(b, Ts)} (5.15)

µπορεί να υπολογιστεί αριθµητικά µε διακριτοποίηση του b εντός του συνόλου D.

5.3 Σύστηµα µε Hp(s) = 1

Σε αυτή την ενότητα ϑεωρούµε ότι το υποσύστηµα συνεχούς χρόνου είναι πρώτης τάξης,
όπως ϕαίνεται στο σχήµα 5.2. Αυτό προκύπτει από το υποσύστηµα συνεχούς χρόνου του γε-
νικού διαγράµµατος ϐαθµίδων του σχήµατος 5.1 για HP(s) = 1 και C = 1/R+D (ϱυθµίζουσα
ενέργεια). Τονίζουµε ότι η περίπτωση αυτή είναι αρκετά εξιδανικευµένη για συστήµατα που
κυριαρχούν ατµοστροβιλικές ή υδροηλεκτρικές µονάδες, διότι σε αυτά η HP(s) έχει τουλάχι-
στον µία σηµαντική σταθερά χρόνου που καθιστά το υποσύστηµα συνεχούς χρόνου να έχει
µιγαδικές ιδιοτιµές. Ωστόσο, µπορεί να είναι ϱεαλιστική για συστήµατα που κυριαρχούν πη-
γές ενέργειας µε ηλεκτρονικά ισχύος, οι οποίες εφαρµόζουν έλεγχο στατισµού και εικονικής
αδράνειας.

1
Ms + C

∆L

∆G ∆f+ −

Σχήµα 5.2: Υποσύστηµα συνεχούς χρόνου πρώτης τάξης.
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5.3.1 Υπολογισµός πινάκων κατάστασης

5.3.1 Υπολογισµός πινάκων κατάστασης

Σύµφωνα µε την ενότητα 3.5 και την υποενότητα 3.6.1, το σύστηµα δεδοµένων δειγµα-
τοληψίας που αναπαριστά την ϱύθµιση ϕορτίου-συχνότητας γράφεται σε µορφή εξισώσεων
κατάστασης (µε αγνόηση της νεκρής Ϲώνης):

∆ḟ (t) = − C

M
∆f (t) +

1
M
∆G(k) − 1

M
∆L(t) , t ∈ [kTs, (k + 1)Ts) (5.16αʹ)

∆G(k + 1) = ∆G(k) − b∆f ((k + 1)Ts) (5.16ϐʹ)

Συνεπώς, σύµφωνα µε την σχέση (3.84), έχουµε:

A = − C

M
, B1 =

1
M

, B2 = − 1
M

και F = −b (5.17)

Επιπλέον, οι πίνακες H1 και H2 γράφονται σύµφωνα µε τη σχέση (5.6):

H1 = e−Ts/T και H2 =
(
e−Ts/T − 1

) (
−M

C

) 1
M
=

1 − e−Ts/T

C
(5.18)

όπου έχουµε ϑέσει T = M/C τη σταθερά χρόνου του υποσυστήµατος συνεχούς χρόνου.
Εποµένως, σύµφωνα µε τη σχέση (5.7), ο πίνακας Ad είναι :

Ad =


e−Ts/T 1 − e−Ts/T

C
−be−Ts/T 1 − b

C

(
1 − e−Ts/T

)


(5.19)

Για τον υπολογισµό του ϐέλτιστου συντελεστή πόλωσης, ϑα ϑεωρήσουµε ϐηµατική µε-
ταβολή του ϕορτίου που συµβαίνει τη χρονική στιγµή t = 0, η οποία αποτελεί σήµα που
µεταβάλλεται µόνο στις διακριτές χρονικές στιγµές δειγµατοληψίας. Εποµένως, απαιτείται ο
υπολογισµός του πίνακα B̄d της σχέσης (5.12), σύµφωνα µε την οποία έχουµε:

B̄d =

[
1
−b

] (
e−Ts/T − 1

) (
−M

C

) (
− 1

M

)
=


−1

C
b

C


(
1 − e−Ts/T

)
(5.20)

5.3.2 ΄Ορια ευστάθειας

Για να προσδιορίσουµε τα όρια ευστάθειας του συστήµατος, πρέπει να υπολογίσουµε το
χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα Ad. ΄Εχουµε:

p(z) = det(zI − Ad) = z2 −
(
1 + e−Ts/T − b

C

(
1 − e−Ts/T

))
z + e−Ts/T (5.21)

Οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου είναι εντός του µοναδιαίου κύκλου αν πληρούνται
όλες οι συνθήκες του κριτηρίου του Jury [24]. Συγκεκριµένα, πρέπει να ικανοποιούνται οι
εξής τρεις συνθήκες (για πολυώνυµο δευτέρου ϐαθµού p(z) = a0z2 + a1z + a2 µε a0 > 0):

1. |a2| < a0 ⇔ e−Ts/T < 1 η οποία ισχύει

2. p(1) > 0 ⇔ 1 −
(
1 + e−Ts/T − b

C

(
1 − e−Ts/T

))
+ e−Ts/T > 0⇔ b > 0

3. p(−1) > 0 ⇔ 1 +
(
1 + e−Ts/T − b

C

(
1 − e−Ts/T

))
+ e−Ts/T > 0⇔ b <

2C

tanh
( Ts

2T

)
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Εποµένως, η συνθήκη ευστάθειας του συστήµατος είναι η :

0 < b <
2C

tanh
( Ts

2T

) (5.22)

Από την παραπάνω σχέση, είναι ϕανερό ότι ο συντελεστής πόλωσης πρέπει να είναι σίγουρα
ϑετικός και µικρότερος από:

bmax(Ts) =
2C

tanh
( Ts

2T

) (5.23)

5.3.3 Βέλτιστος συντελεστής πόλωσης

Θα προσδιορίσουµε τον ϐέλτιστο συντελεστή πόλωσης συναρτήσει της περιόδου δειγµα-
τοληψίας, έστω bopt(Ts), που ελαχιστοποιεί τον δείκτη απόδοσης της σχέσης (5.1) για ϐηµα-
τική µεταβολή του ϕορτίου ∆L(t) = ∆L0us(t) και µηδενικές αρχικές συνθήκες ∆f (0) = 0,
∆G(0) = 0. Για τον υπολογισµό του J1, χρειάζεται να υπολογίσουµε πρώτα τη ϐηµατική
απόκριση της ∆fd. Το σύστηµα διακριτού χρόνου της σχέσης (2.23) γράφεται για αυτή την
περίπτωση: [

∆fd(k + 1)
∆G(k + 1)

]
= Ad

[
∆fd(k)
∆G(k)

]
+ B̄d∆L0us(k) (5.24)

Η ϐηµατική απόκριση της απόκλισης της συχνότητας µπορεί να υπολογιστεί εύκολα µε τη
χρήση του µετασχηµατισµού Z [24]:

X1(z) =
[
1 0

]
(zI2 − Ad)−1B̄d

z∆L0
z − 1 =

z − 1
p(z)

e−Ts/T − 1
C

∆L0z

z − 1 =

= −∆L0
C

(
1 − e−Ts/T

) z

(z − λ1)(z − λ2)
=

= −∆L0
C

(
1 − e−Ts/T

) 1
λ1 − λ2

(
z

z − λ1
− z

z − λ2

)
(5.25)

όπου X1(z) = Z{∆fd(k)}. Λαµβάνοντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Z στην παραπάνω
σχέση, έχουµε:

∆fd(k) = −∆L0
C

(
1 − e−Ts/T

) λk
1 − λk

2
λ1 − λ2

(5.26)

για k ∈ {1, 2, . . .}. Με την ίδιο τρόπο που ακολουθήσαµε στην παράγραφο 4.5.4, υπολο-
γίζουµε :

J1(τ) =
(
∆L

C

)2 (
1 − e−Ts/T

)2 1 + r

1 − r

1
(r + 1)2 − τ2 (5.27)

όπου τ = 1 + e−Ts/T − b
C

(
1 − e−Ts/T

)
και r = e−Ts/T . Η συνάρτηση J1 ελαχιστοποιείται ως

προς τ (το r δεν εξαρτάται από την πόλωση b) για τ = 0, από όπου ισοδύναµα προκύπτει ότι
ο ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης είναι :

bopt(Ts) =
C

tanh
( Ts

2T

) = 0.5 bmax(Ts) (5.28)

Η ελάχιστη τιµή του δείκτη απόδοσης J1 συναρτήσει του Ts είναι :

J∗1(Ts) =
(
∆L

C

)2 (
1 − e−Ts/T

)2 1(
1 − e−Ts/T

) (
1 + e−Ts/T

) =
(
∆L

C

)2
tanh

( Ts

2T

)
(5.29)
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5.3.4 Παρατηρήσεις

5.3.4 Παρατηρήσεις

Στο σχήµα 5.3 απεικονίζονται οι συναρτήσεις fmax(Ts/T ) = bmax(Ts/T )/C και fopt(Ts/T ) =
bopt(Ts/T )/C.

0
Ts/T

b/C

1

4.33

2

2.63
2
1

fmax(Ts/T )

fopt(Ts/T )

Σχήµα 5.3: ΄Ανω όριο ευστάθειας και ϐέλτιστος λόγος b/C συναρτήσει του λόγου Ts/T .

Σχετικά µε τα όρια ευστάθειας του συστήµατος παρατηρούµε τα εξής :

� Αν Ts ≫ T ⇔ Ts/T ≫ 1, τότε tanh
(

Ts
2T

)
≃ 1 και προκύπτει η συνθήκη ευστάθειας του

προσεγγιστικού συστήµατος διακριτού χρόνου (οιονεί στατική προσέγγιση) 0 < b < 2C,
που είδαµε στο κεφάλαιο 4. Πρακτικά, για Ts ≥ 6T , η bmax = 2C ισχύει µε σφάλµα
µικρότερο του 0.5%.

� Η συνθήκη 0 < b < 2C είναι αυστηρότερη της 0 < b < bopt(Ts) για κάθε Ts > 0, διότι
tanh

( Ts

2T

)
< 1.

Η ϐέλτιστη τιµή του συντελεστή πόλωσης παρατηρούµε ότι αποτελεί το µισό της µέγιστης
τιµής του. Για Ts ≫ T , έχουµε bopt ≃ C, όπως είναι αναµενόµενο από την ανάλυση του
προσεγγιστικού συστήµατος διακριτού χρόνου στο προηγούµενο κεφάλαιο. Ο δείκτης α-
πόδοσης J1 υπολογισµένος στον ϐέλτιστο συντελεστή πόλωσης, που συµβολίζουµε µε J∗1(Ts)
και δίνεται από τη σχέση (5.29), αποτελεί γνησίως αύξουσα συνάρτηση του Ts. ΄Οσο πιο
µικρή είναι η περίοδος δειγµατοληψίας τόσο µικρότερο είναι το κριτήριο απόδοσης, για τη
ϐέλτιστη επιλογή του συντελεστή πόλωσης. Συνεπώς, το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης (5.5)
δεν έχει λύση για Ts > 0 στην περίπτωση ακαριαίας απόκρισης του συστήµατος ϱυθµιστή
στροφών - κινητήριας µηχανής (Hp(s) = 1).

5.4 Σύστηµα µε Hp(s) = (1 + T1s)/(1 + T2s)

Σε αυτή την ενότητα ϑεωρούµε:

Hp(s) =
1 + T1s

1 + T2s
(5.30)

Στόχος µας είναι αρχικά να προσδιορίσουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του συστήµατος
διακριτού χρόνου, ώστε στη συνέχεια να µπορέσουµε να αποφανθούµε για τα όρια ευστάθειας
του συστήµατος. Προς διευκόλυνση των πράξεων, ο προσδιορισµός του ϑα γίνει µέσω συναρ-
τήσεων µεταφοράς στο πεδίο του µετασχηµατισµούZ (εφόσον, όπως ϑα δούµε, δεν υπάρχουν
απλοποιήσεις πόλων-µηδενικών [28]) και όχι, όπως στην προηγούµενη ενότητα, µέσω υπο-
λογισµού του πίνακα Ad.

5.4.1 Προσδιορισµός χαρακτηριστικού πολυωνύµου

Θεωρούµε ∆f (0) = ∆f0, µηδενικές όλες τις αρχικές συνθήκες των υπόλοιπων µεταβλητών
κατάστασης (συνεχούς και διακριτού χρόνου) και ∆L = 0. Τότε, στο πεδίο του µετασχηµατι-
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σµού Laplace έχουµε:

(Ms + D)∆f (s) −M∆f0 =
1 + T1s

1 + T2s

(
∆G(s) − 1

R
∆f (s)

)
(5.31)

Επιλύοντας την παραπάνω εξίσωση ως προς ∆f (s) λαµβάνουµε:

∆f (s) =
(1 + T1s)∆G(s) + (1 + T2s)M∆f0

MT2

(
s2 +

T1/R + T2D +M

MT2
s +

D + 1/R

MT2

) (5.32)

Σε πρακτικά συστήµατα η χρονική απόκριση της απόκλισης της συχνότητας παρουσιάζει
ταλαντωτική συµπεριφορά. Για αυτό και ϑα εξετάσουµε την περίπτωση που οι ϱίζες της
δευτεροβάθµιας εξίσωσης του παρονοµαστή της παραπάνω σχέσης είναι µιγαδικές, δηλαδή
ισχύει ότι (T1/R + T2D +M)2 < 4MT2C, µε C = D + 1/R. Τότε, µπορούµε να γράψουµε ότι :

p1(s) = s2 +
T1/R + T2D +M

MT2
s +

C

MT2
= (s + a)2 + ω2

d (5.33)

όπου:
a =

T1/R + T2D +M

2MT2
και ωd =

√
C

MT2
− a2 (5.34)

Στο πεδίο του µετασχηµατισµού Z, η σχέση (5.32) γράφεται [24]:

∆f (z) =
1

MT2
Z

{
1 + T1s

p1(s)
∆G(s)

}
+
∆f0
T2
Z

{
1 + T2s

p1(s)

}
(5.35)

Συµβολίζουµε µε ∆G∗(s) το σήµα ύστερα από τον δειγµατολήπτη του DAC και πριν τον ZOH.
Τότε, η παραπάνω σχέση γράφεται [24]:

∆f (z) =
1

MT2
Z

{
1 + T1s

sp1(s)

(
1 − e−Tss

)
∆G∗(s)

}
+
∆f0
T2
Z

{
1 + T2s

p1(s)

}
=

=
1

MT2
Z

{
1 + T1s

sp1(s)

}
(1 − z−1)∆Gd(z) +

∆f0
T2
Z

{
1 + T2s

p1(s)

}
(5.36)

Επιπλέον, έχουµε ότι :

∆Gd(z) = − bz

z − 1∆fd(z) = − b

1 − z−1∆f (z) (5.37)

Συνεπώς, η σχέση (5.36) γράφεται µε αντικατάσταση της (5.37):
(
1 + b

MT2
Z

{
1 + T1s

sp1(s)

})
∆f (z) =

∆f0
T2
Z

{
1 + T2s

p1(s)

}
(5.38)

Θα προσδιορίσουµε τα Z{(1 + T1s)/(sp1(s))} και Z{(1 + T2s)/(p1(s))}. ΄Εχουµε:

Z
{

1 + T1s

sp1(s)

}
= Z


1 + T1s

s
[
(s + a)2 + ω2

d

]


=

=
1

a2 + ω2
d

[
Z

{1
s

}
−Z

{
s + a

(s + a)2 + ω2
d

}
+ γZ

{
ωd

(s + a)2 + ω2
d

}]
(5.39)

όπου έχει τεθεί :

γ =
(a2 + ω2

d)T1 − a

ωd
= −M − T1C + (T2 − T1)D

2T2ωdM
(5.40)
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5.4.2 Αναλυτικός υπολογισµός ορίων ευστάθειας

Χρησιµοποιώντας τα Ϲεύγη µετασχηµατισµών [24]:

Z
{1

s

}
=

z

z − 1

Z
{

s + a

(s + a)2 + ω2
d

}
=

z2 − e−aTs cos(ωdTs)z
z2 − 2e−aTs cos(ωdTs)z + e−2aTs

Z
{

ωd

(s + a)2 + ω2
d

}
=

e−aTs sin(ωdTs)z
z2 − 2e−aTs cos(ωdTs)z + e−2aTs

και τη σχέση (5.34), έχουµε:

Z
{

1 + T1s

sp1(s)

}
=

MT2
C

[
z

z − 1 −
z2 − e−aTs (cos(ωdTs) + γ sin(ωdTs)) z

z2 − 2e−aTs cos(ωdTs)z + e−2aTs

]
(5.41)

Παρόµοια, υπολογίζουµε :

Z
{

1 + T2s

p1(s)

}
= T2

z2 − e−aTs
(
cos(ωdTs) + a−1/T2

ωd
sin(ωdTs)

)
z

z2 − 2e−aTs cos(ωdTs)z + e−2aTs
(5.42)

Εποµένως, σύµφωνα µε τις σχέσεις (5.38), (5.41) και (5.42), η χαρακτηριστική εξίσωση
του συστήµατος είναι η :

1 + b

C

[
z

z − 1 −
z2 − e−aTs (cos(ωdTs) + γ sin(ωdTs)) z

z2 − 2e−aTs cos(ωdTs)z + e−2aTs

]
= 0 (5.43)

Κάνοντας οµώνυµα τα δύο κλάσµατα της αγκύλης, έχουµε ισοδύναµα:

1+ b

C

[
1 + e−aTs (γ sin(ωdTs) − cos(ωdTs))

]
z2 +

[
e−2aTs − e−aTs (γ sin(ωdTs) + cos(ωdTs))

]
z

z3 − [1 + 2e−aTs cos(ωdTs)
]
z2 +

[
e−2aTs + 2e−aTs cos(ωdTs)

]
z − e−2aTs

= 0
(5.44)

Εποµένως, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του συστήµατος είναι :

p(z) = z3 +
[ b

C

(
1 + e−aTs (γ sin(ωdTs) − cos(ωdTs))

)
− 1 − 2e−aTs cos(ωdTs)

]
z2+

+

[ b

C

(
e−2aTs − e−aTs (γ sin(ωdTs) + cos(ωdTs))

)
+ e−2aTs + 2e−aTs cos(ωdTs)

]
z − e−2aTs

(5.45)

5.4.2 Αναλυτικός υπολογισµός ορίων ευστάθειας

Για τον προσδιορισµό των ορίων ευστάθειας ϑα χρησιµοποιήσουµε, όπως και στην προη-
γούµενη ενότητα, το κριτήριο του Jury. Συγκεκριµένα, για να είναι όλες οι ϱίζες του χα-
ϱακτηριστικού πολυωνύµου (5.45) εντός του µοναδιαίου κύκλου πρέπει να ικανοποιούνται
οι εξής τέσσερις συνθήκες (για πολυώνυµο τρίτου ϐαθµού p(z) = a0z3 + a1z2 + a2z + a3 µε
a0 > 0) [24]:

1. |a3| < a0 ⇔ e−2aTs < 1 η οποία ισχύει
2. p(1) > 0
3. p(−1) < 0
4.

∣∣∣a2
3 − a2

0
∣∣∣ > |a1a2 − a2a0|

Εξετάζουµε τις συνθήκες 2, 3 και 4 καθεµία χωριστά.

107



Κεφάλαιο 5. ΄Ορια ευστάθειας και ϐέλτιστη απόκριση συστήµατος µίας περιοχής ελέγχου

Η συνθήκη 2 γράφεται :

p(1) > 0⇔ b

C

(
1 + e−2aTs − 2 cos(ωdTs)e−aTs

)
> 0

΄Οµως, ισχύει :
1 + e−2aTs − 2 cos(ωdTs)e−aTs ≥ 1 + e−2aTs − 2e−aTs =

(
1 − e−aTs

)2
> 0

για κάθε Ts > 0. Συνεπώς, η συνθήκη 2 είναι ισοδύναµη µε την :

b > 0 (5.46)

Η συνθήκη 3 γράφεται :

p(−1) < 0⇔ b

C

(
1 − e−2aTs + 2γe−aTs sin(ωdTs)

)
< 2

(
1 + e−2aTs + 2e−aTs cos(ωdTs)

)

Θέτουµε:

m1(Ts) = 1 + e−2aTs + 2e−aTs cos(ωdTs) (5.47αʹ)
m2(Ts) = 1 − e−2aTs + 2γe−aTs sin(ωdTs) (5.47ϐʹ)

Είναι προφανές ότι m1(Ts) ≥
(
1 − e−aTs

)2
> 0 για κάθε Ts > 0. Συνεπώς, λαµβάνοντας

υπόψη από τη συνθήκη 2 ότι b > 0, η συνθήκη 3 είναι ισοδύναµη µε:

b < 2C m3(Ts) (5.48)

όπου:

m3(Ts) =



m1(Ts)
m2(Ts)

, αν m2(Ts) > 0

+∞ , αλλιώς
(5.49)

Επιπλέον, η συνθήκη 4 γράφεται :
∣∣∣a2

3 − a2
0
∣∣∣ > |a1a2 − a2a0| ⇔

∣∣∣∣∣m4(Ts)
b

C
+m5(Ts)

∣∣∣∣∣ < m6(Ts)

η οποία είναι ισοδύναµη µε την :

min{m7(Ts), m8(Ts)}C < b < max{m7(Ts), m8(Ts)}C (5.50)

όπου:

m4(Ts) = 2e−aTs − γ
(
1 − e−2aTs

)
sin(ωdTs) −

(
1 + e−2aTs

)
cos(ωdTs) (5.51αʹ)

m5(Ts) = 2
(
1 − e−2aTs

)
cos(ωdTs) (5.51ϐʹ)

m6(Ts) =
1 − e−4aTs

e−aTs
(5.51γʹ)

m7(Ts) = −m6(Ts) +m5(Ts)
m4(Ts)

(5.51δʹ)

m8(Ts) =
m6(Ts) −m5(Ts)

m4(Ts)
(5.51εʹ)

Εποµένως, συναληθεύοντας όλες τις συνθήκες (σχέσεις (5.46), (5.48) και (5.50)), πρέπει :

bmin(Ts) < b < bmax(Ts) (5.52)
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όπου:

bmin(Ts) = C max {0, min{m7(Ts), m8(Ts)}} (5.53αʹ)
bmax(Ts) = C min {2m3(Ts), max{m7(Ts), m8(Ts)}} (5.53ϐʹ)

5.4.3 Αριθµητικό παράδειγµα (µονάδα ντίζελ)

Σε αυτή την υποενότητα ϑεωρούµε ένα σύστηµα µίας περιοχής ελέγχου, του οποίου τα
δεδοµένα ϕαίνονται στον πίνακα 5.1. Στην πράξη, η Hp(s) = 1/(s + 1) µπορεί να αντι-
προσωπεύει το σύστηµα ϱυθµιστή στροφών και κινητήριας µηχανής µιας µονάδας ντίζελ, η
δυναµική της οποίας ϑεωρούµε ότι κυριαρχεί στην περιοχή ελέγχου.

M = 10 s R = 0.05 αµ D = 1 αµ T1 = 0 T2 = 1 s ϸd = 0.001 αµ

Πίνακας 5.1: ∆εδοµένα περιοχής µονάδας ντίζελ.

Οι ιδιοτιµές του υποσυστήµατος συνεχούς χρόνου (ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυω-
νύµου της σχέσης (5.33)) είναι µιγαδικές και έχουµε a = 0.55 s−1 και ωd = 1.34 rad/s.
Συνεπώς, µπορούµε να προσδιορίσουµε τα όρια ευστάθειας του συστήµατος από τη σχέση
(5.53). Το κάτω όριο ευστάθειας για τον συντελεστή πόλωσης bmin(Ts) προκύπτει ίσο µε
bmin(Ts) = 0 για κάθε Ts > 0. Το άνω όριο της ευστάθειας για τον συντελεστή πόλωσης
προκύπτει για 0 < Ts < 1.7257 s ίσο µε m8(Ts) C και για Ts > 1.7257 s ίσο µε 2 m3(Ts) C.

Στη συνέχεια, ϑεωρώντας ϐηµατική αύξηση του ϕορτίου 0.1 αµ και µηδενικές αρχι-
κές συνθήκες, υπολογίζουµε αριθµητικά σύµφωνα µε την υποενότητα 5.2.2 τον ϐέλτιστο
συντελεστή πόλωσης που ελαχιστοποιεί τον δείκτη απόδοσης J1, συναρτήσει της περιόδου
δειγµατοληψίας.

Ο µέγιστος και ο ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης συναρτήσει της περιόδου δειγµατολη-
ψίας απεικονίζονται στο σχήµα 5.4αʹ. Παρατηρούµε τα εξής :

� Για µεγάλη περίοδο δειγµατοληψίας (από 8 s και πάνω), ο µέγιστος και ο ϐέλτιστος
συντελεστής πόλωσης είναι πρακτικά ίσοι µε 2C = 42 αµ και C = 21 αµ αντίστοιχα,
δηλαδή ίσοι µε τις τιµές που προκύπτουν για το προσεγγιστικό σύστηµα διακριτού
χρόνου που εξετάσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο.

� Για µικρή περίοδο δειγµατοληψίας (από 1 s και κάτω), το άνω όριο της ευστάθειας
µειώνεται σηµαντικά. Η οριακή τιµή της περιόδου δειγµατοληψίας για ευστάθεια του
συστήµατος, όταν ο συντελεστής πόλωσης είναι ίσος µε τη ϱυθµίζουσα ενέργεια της
περιοχής, είναι τα 0.905 s.

Οι δείκτες απόδοσης του συστήµατος J∗1(Ts), J∗2(Ts) και J∗3(Ts) απεικονίζονται στο σχήµα
5.4ϐʹ. Η ϐέλτιστη περίοδος δειγµατοληψίας, όπως προκύπτει από την ελαχιστοποίηση του
J∗3(Ts) είναι ίση µε Ts,opt = 3.54 s. Ο αντίστοιχος ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης είναι ίσος
µε bopt(Ts,opt) = 24.39 αµ, τον οποίο υπολογίζουµε από το σχήµα 5.4αʹ. Επίσης, έχουµε
bmax(Ts,opt) = 39.44 αµ.

Στη συνέχεια, προσοµοιώνουµε το σύστηµα συνεχούς-διακριτού χρόνου για ϐηµατική
διαταραχή του ϕορτίου ∆L(t) = 0.1us(t) αµ, µηδενικές αρχικές συνθήκες και ϑεωρώντας
νεκρή Ϲώνη ανοχής ϸd = 0.001 αµ για το ΣΕΠ.

Για την ίδια περίοδο δειγµατοληψίας Ts = Ts,opt = 3.54 s προσοµοιώνουµε τρεις περι-
πτώσεις (σχήµα 5.5):

� b = C = 21 αµ < bopt(3.54 s).

� b = 24.39 αµ = bopt(3.54 s).
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(ϐʹ) ∆είκτες απόδοσης συστήµατος για τον ϐέλτιστο συντελεστή
πόλωσης συναρτήσει της περιόδου δειγµατοληψίας.

Σχήµα 5.4: ΄Οριο ευστάθειας, ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης και ϐέλτιστη περίοδος δειγµα-
τοληψίας για Hp(s) = 1/(s + 1).

� b = 28 αµ > bopt(3.54 s).

Επίσης, ϑεωρούµε τρεις περιπτώσεις µε διαφορετική περίοδο δειγµατοληψίας, µε τον α-
ντίστοιχο ϐέλτιστο συντελεστή πόλωσης (σχήµα 5.6):

� Ts = 2 s < Ts,opt, µε bopt(2 s) = 10.59 αµ.

� Ts = 3.54 s = Ts,opt, µε bopt(3.54 s) = 24.39 αµ.

� Ts = 5 s > Ts,opt, µε bopt(5 s) = 23.15 αµ.

Σύµφωνα µε το σχήµα 5.5, παρατηρούµε ότι για την ίδια περίοδο δειγµατοληψίας Ts =

Ts,opt = 3.54 s καλύτερη απόκριση, µε κριτήριο και την ταχύτητα της απόκρισης και την
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Σχήµα 5.5: Χρονική απόκριση συστήµατος για διάφορους συντελεστές πόλωσης, για την ίδια
περίοδο δειγµατοληψίας Ts = 3.54 s.
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Σχήµα 5.6: Χρονική απόκριση συστήµατος για διάφορες περιόδους δειγµατοληψίας, µε τον
αντίστοιχο ϐέλτιστο συντελεστή πόλωσης.

αποµάκρυνση της ∆f , παρουσιάζεται για b = 24.39 αµ. Για b = 21 αµ το σύστηµα είναι πιο
αργό και για b = 28 αµ η απόκλιση της συχνότητας παρουσιάζει µεγάλη υπερύψωση στο
δεύτερο ϐήµα.

Επίσης, παρατηρώντας το σχήµα 5.6, διαπιστώνουµε ότι για Ts = 3.54 s έχουµε όντως
την καλύτερη απόκριση. Πράγµατι, η ∆G ϕτάνει σε ισορροπία (λόγω της νεκρής Ϲώνης) για
Ts = 2 s, Ts = 3.54 s και Ts = 5 s σε 16 s, 14.16 s και 15 s αντίστοιχα. Επίσης, παρατηρούµε
ότι για Ts = 3.54 s η ∆f και η ∆Pm παρουσιάζουν τη µικρότερη αποµάκρυνση από το µηδέν
µετά το πρώτο ϐήµα. Εποµένως, επιβεβαιώσαµε µε προσοµοίωση ότι η επιλογή Ts = 3.54 s
και b = 24.39 αµ δίνει συγκριτικά την καλύτερη χρονική απόκριση του συστήµατος, και ως
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Σχήµα 5.7: Χρονική απόκριση συστήµατος για Ts = 3 s και b = 39.4468 αµ.

προς την ταχύτητα απόκρισης και ως προς τις µειωµένες µεταβατικές µεταβολές στο σήµα
∆G, στην ∆Pm και στη ∆f .

Κλείνουµε το αριθµητικό παράδειγµα µε µία προσοµοίωση του συστήµατος πάνω στο
όριο της ευστάθειας. Θεωρούµε περίοδο δειγµατοληψίας Ts = 3 s και συντελεστή πόλω-
σης bmax(3 s) = 39.4468 αµ. Η χρονική απόκριση του συστήµατος ϕαίνεται στο σχήµα
5.7. Παρατηρούµε ότι το σύστηµα παρουσιάζει αµείωτες ταλαντώσεις περιόδου 2 ϐηµάτων,
που αντιστοιχούν σε 6 s. Αυτό είναι αναµενόµενο, διότι η χαρακτηριστική εξίσωση του
συστήµατος διακριτού χρόνου έχει ϱίζα το −1. Πράγµατι, έχουµε Ts > 1.7257 s, άρα
bmax(Ts) = 2C m3(Ts). Η συνθήκη αυτή (σχέση (5.48)) είναι ισοδύναµη (υπό τη µορφή
ισότητας) µε τη συνθήκη 3, η οποία είναι η p(−1) = 0.

5.5 Σύστηµα µε κυρίαρχη ατµοηλεκτρική µονάδα

Σε αυτή την ενότητα ϑα εξετάσουµε ένα σύστηµα µίας περιοχής που κυριαρχεί η δυνα-
µική ατµοηλεκτρικής µονάδας, µε στρόβιλο δύο ϐαθµίδων και ενδιάµεση αναθέρµανση. Η
συνάρτηση µεταφοράς Hp(s) που ϑεωρούµε είναι τρίτης τάξης :

Hp(s) =
1

1 + TGs

1 + FHPTRHs

(1 + TCHs)(1 + TRHs)
=

1 + 3.5s

(1 + 0.2s)(1 + 0.3s)(1 + 7s)

µε T1 = 0, T2 = 0.2 s, T3 = 0, T4 = 0.3 s, T5 = 3.5 s και T6 = 7 s. Τα δεδοµένα της περιοχής
ϕαίνονται στον πίνακα 5.2, όπου TG είναι η σταθερά χρόνου του ϱυθµιστή στροφών, TCH η
σταθερά χρόνου ανάλογη του όγκου των σωληνώσεων από τη δικλείδα του ατµού µέχρι τον
στρόβιλο υψηλής πίεσης, TRH η σταθερά χρόνου λόγω της αναθέρµανσης και FHP το ποσοστό
της µηχανικής ισχύος που παράγεται από τον στρόβιλο υψηλής πίεσης.

M = 10 s R = 0.05 αµ D = 1 αµ ϸd = 0.001 αµ
TG = 0.2 s TCH = 0.3 s TRH = 7 s FHP = 0.5

Πίνακας 5.2: ∆εδοµένα περιοχής ατµοηλεκτρικής µονάδας.

Υπολογίζουµε τους πίνακες κατάστασης A, B1 και B2 του υποσυστήµατος συνεχούς
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χρόνου, σύµφωνα µε την υποενότητα 3.6.1:

A =



−0.1 0 0.05 0.1
−100 −5 0 0

0 3.3333 −3.3333 0
0 0 0.0714 −0.1429


, B1 =



0
5
0
0


και B2 =



−0.1
0
0
0



Οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι −6.0216, −0.3181 και −1.1183 ± j 1.1662.
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(ϐʹ) ∆είκτες απόδοσης συστήµατος για τον ϐέλτιστο συντελεστή
πόλωσης συναρτήσει της περιόδου δειγµατοληψίας.

Σχήµα 5.8: ΄Οριο ευστάθειας, ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης και ϐέλτιστη περίοδος δειγµα-
τοληψίας για την περίπτωση συστήµατος ϑερµικής µονάδας.

Αρχικά, προσδιορίζουµε τα όρια ευστάθειας του συστήµατος. Το κάτω όριο της ευστάθειας
του συστήµατος είναι το b = 0 για κάθε Ts > 0. Το άνω όριο της ευστάθειας προσδιορίζεται
εύκολα αριθµητικά (έστω b̂max(Ts) η αριθµητική του προσέγγιση) ως εξής : Αρχίζουµε από
ένα Ϲεύγος (Ts, b), µε Ts πλησίον του 0, για το οποίο το σύστηµα είναι ευσταθές. Αυξάνουµε
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τον συντελεστή πόλωσης µεχρι το σύστηµα να γίνει ασταθές (µέχρι µία τουλάχιστον ιδιοτιµή
του πίνακα Ad να είναι εκτός του µοναδιαίου κύκλου). ΄Επειτα, αυξάνουµε την περίοδο δειγ-
µατοληψίας Ts και κρατάµε σταθερό τον συντελεστή πόλωσης. Αν το σύστηµα είναι ευσταθές,
τότε για την ίδια περίοδο δειγµατοληψίας αυξάνουµε τον συντελεστή πόλωσης µέχρι να γίνει
ασταθές. Στην αντίθετη περίπτωση που το σύστηµα είναι ασταθές, για την ίδια περίοδο δειγ-
µατοληψίας µειώνουµε τον συντελεστή πόλωσης µέχρι να γίνει ευσταθές. Επαναλαµβάνουµε
αυτή την διαδικασία µέχρι Ts = 20 s. Η απλή συνεκτικότητα του συνόλου:

D1 = {(Ts, b) ∈ R2 | Ts ∈ (0, 20) και b ∈ (0, b̂max(Ts))}

(δηλαδή ότι αυτό δεν έχει «τρύπες», στις οποίες ρ(Ad) > 0) επιβεβαιώνεται αριθµητικά.
Επιπλέον, υπολογίζουµε και τον ϐέλτιστο συντελεστή πόλωσης ως συνάρτηση της πε-

ϱιόδου δειγµατοληψίας αριθµητικά, σύµφωνα µε την υποενότητα 5.2.2, µε κριτήριο την
ελαχιστοποίηση του δείκτη απόδοσης J1.
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Σχήµα 5.9: Χρονική απόκριση συστήµατος ϑερµικής µονάδας για διάφορους συντελεστές
πόλωσης, για την ίδια περίοδο δειγµατοληψίας Ts = 4.44 s.

Ο µέγιστος και ο ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης συναρτήσει της περιόδου δειγµατολη-
ψίας ϕαίνονται στο σχήµα 5.8αʹ. Σε αυτή την περίπτωση, διαπιστώνουµε ότι ο ϐέλτιστος
συντελεστής πόλωσης είναι µικρότερος για κάθε Ts > 0 από τη ϱυθµίζουσα ενέργεια του
συστήµατος. Για Ts → ∞ τείνει στη ϱυθµίζουσα ενέργεια του συστήµατος, όπως είναι ανα-
µενόµενο.

Οι δείκτες απόδοσης J∗1(Ts), J∗2(Ts) και J∗3(Ts) ϕαίνονται στο σχήµα 5.8ϐʹ. Παρατηρούµε
ότι ο J∗3(Ts) παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για Ts = 4.44 s.

Για να διαπιστώσουµε το ϐέλτιστο της επιλογής του συντελεστή πόλωσης και της περιόδου
δειγµατοληψίας, προσοµοιώνουµε το σύστηµα για ϐηµατική διαταραχή του ϕορτίου 0.1 αµ,
µηδενικές αρχικές συνθήκες και νεκρή Ϲώνη στο ΣΕΠ µε ανοχή ϸd = 0.001 αµ, ϑεωρώντας
τις εξής περιπτώσεις (σχήµατα 5.9 και 5.10):

� Ts = 4.44 s και b = 10 αµ.

� Ts = 4.44 s και b = bopt(4.44 s) = 16.16 αµ.

� Ts = 4.44 s και b = 21 αµ.

114



5.6 Σύστηµα µε κυρίαρχη υδροηλεκτρική µονάδα

0 5 10 15 20 25 30

t (s)

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0 5 10 15 20 25 30

t (s)

0

0.05

0.1

0.15

0 5 10 15 20 25 30

t (s)

0

0.05

0.1

0.15

m

0 5 10 15 20 25 30

t (s)

-10

-5

0

10-3

T
s

T
s

T
s

Σχήµα 5.10: Χρονική απόκριση συστήµατος ϑερµικής µονάδας για διάφορες περιόδους δειγ-
µατοληψίας, µε τον αντίστοιχο ϐέλτιστο συντελεστή πόλωσης.

� Ts = 2 s και b = bopt(2 s) = 14.16 αµ.

� Ts = 6 s και b = bopt(6 s) = 17.5 αµ.

5.6 Σύστηµα µε κυρίαρχη υδροηλεκτρική µονάδα

Ακολουθώντας την ίδια πορεία µε αυτήν της προηγούµενης ενότητας, εδώ ϑα εξετάσου-
µε ένα σύστηµα µίας περιοχής που κυριαρχεί η δυναµική υδροηλεκτρικής µονάδας. Η
συνάρτηση µεταφοράς Hp(s) είναι :

Hp(s) =
1 + TRs

TRT

σ
s2 +

T + TR(σ + δ)
σ

s + 1

1 − Tws

1 + 0.5Tws
=

=
(1 + 5s)(1 − s)

(1 + 0.2s)(1 + 38s)(1 + 0.5s)

και άρα T1 = 0, T2 = 0.2 s, T3 = 5 s, T4 = 38 s, T5 = −1 s και T6 = 0.5 s. Τα
δεδοµένα της περιοχής ϕαίνονται στον πίνακα 5.3, όπου T είναι η χρονική σταθερά του
κύριου σερβοµηχανισµού του ϱυθµιστή στροφών, δ ο µεταβατικός στατισµός, TR η χρονική
σταθερά επαναφοράς του ϱυθµιστή στροφών και Tw είναι ο υδραυλικός χρόνος εκκίνησης.

M = 6 s R = σ = 0.05 αµ D = 1 αµ ϸd = 0.001 αµ
T = 0.076 s TR = 5 s δ = 0.3168 αµ Tw = 1 s

Πίνακας 5.3: ∆εδοµένα περιοχής υδροηλεκτρικής µονάδας [3].

Υπολογίζουµε τους πίνακες κατάστασης A, B1 και B2 του υποσυστήµατος συνεχούς
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(αʹ) Μέγιστος και ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης συναρτήσει
της περιόδου δειγµατοληψίας.
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(ϐʹ) ∆είκτες απόδοσης συστήµατος για τον ϐέλτιστο συντελεστή
πόλωσης συναρτήσει της περιόδου δειγµατοληψίας.

Σχήµα 5.11: ΄Οριο ευστάθειας, ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης και ϐέλτιστη περίοδος δειγ-
µατοληψίας για την περίπτωση συστήµατος υδροηλεκτρικής µονάδας.

χρόνου, σύµφωνα µε την υποενότητα 3.6.1:

A =



−0.1667 −0.0439 −0.3333 0.1667
−100 −5 0 0

0 0.0229 −0.0263 0
0 0.7895 6 −2


, B1 =



0
5
0
0


και B2 =



−0.1667
0
0
0



Οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι −6.2085, −0.2144 και −0.385 ± j 0.7373.
Ο µέγιστος και ο ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης συναρτήσει της περιόδου δειγµατολη-

ψίας ϕαίνονται στο σχήµα 5.11αʹ. Οι δείκτες απόδοσης J∗1(Ts), J∗2(Ts) και J∗3(Ts) ϕαίνονται
στο σχήµα 5.11ϐʹ. Παρατηρούµε ότι ο J∗3(Ts) παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για Ts = 17.42 s.
Η ϐέλτιστη περίοδος δειγµατοληψίας είναι αρκετά µεγάλη λόγω της αργής δυναµικής της
υδροηλεκτρικής µονάδας. Για αυτό και σε µερικά συστήµατα που κυριαρχούν τα υδροη-
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λεκτρικά η δευτερεύουσα ϱύθµιση συχνότητας γίνεται µη αυτόµατα. Επίσης, παρατηρούµε
ότι ο J∗3(Ts) παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο για Ts = 8.46 s, την οποία ϑα συγκρίνουµε µε την
µεγάλη ϐέλτιστη περίοδο δειγµατοληψίας των Ts = 17.42 s σε προσοµοίωση στη συνέχεια.
Σηµειώνεται ότι το τοπικό και το ολικό ελάχιστο του J∗3(Ts) είναι πολύ κοντά µε τα αντίστοιχα
του J∗2(Ts), διότι ο J∗1(Ts) είναι σηµαντικά µικρότερη από τον J∗2(Ts), σύµφωνα µε το σχήµα
5.11αʹ.
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Σχήµα 5.12: Χρονική απόκριση συστήµατος υδροηλεκτρικής µονάδας για διαφορετικούς συ-
ντελεστές πόλωσης, για την ίδια περίοδο δειγµατοληψίας Ts = 8.46 s.
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Σχήµα 5.13: Χρονική απόκριση συστήµατος υδροηλεκτρικής µονάδας για διαφορετικές περι-
όδους δειγµατοληψίας, µε τον αντίστοιχο ϐέλτιστο συντελεστή πόλωσης.

Για να διαπιστώσουµε το ϐέλτιστο της επιλογής του συντελεστή πόλωσης και της περιόδου
δειγµατοληψίας, προσοµοιώνουµε το σύστηµα για ϐηµατική διαταραχή του ϕορτίου 0.1
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αµ, µηδενικές αρχικές συνθήκες και νεκρή Ϲώνη στο σφάλµα ελέγχου περιοχής µε ανοχή
ϸd = 0.001 αµ, ϑεωρώντας τις εξής περιπτώσεις (σχήµατα 5.12 και 5.13):

� Ts = 8.46 s και b = 8 αµ.

� Ts = 8.46 s και b = bopt(8.46 s) = 12.4 αµ.

� Ts = 8.46 s και b = 21 αµ.

� Ts = 3 s και b = bopt(3 s) = 5.23 αµ.

� Ts = 17.42 s και b = bopt(17.42 s) = 17.96 αµ.

Οι τρεις πρώτες περιπτώσεις που επιλέγουµε αφορούν την ίδια περίοδο δειγµατοληψίας
Ts = 8.46 s, η οποία αντιστοιχεί στην τιµή που παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο η J∗3.

΄Οπως παρατηρούµε από τις προσοµοιώσεις αλλά και από τις καµπύλες του µέγιστου και
του ϐέλτιστου συντελεστή πόλωσης, το σύστηµα είναι πιο αργό στην περίπτωση της περιοχής
που αναπαρίσταται µε µια υδροηλεκτρική µονάδα σε σύγκριση µε την περιοχή που αναπα-
ϱίσταται µε µια ατµοηλεκτρική µονάδα, που εξετάσαµε στην προηγούµενη ενότητα. Αυτό
συµβαίνει επειδή ο πίνακας A του υποσυστήµατος συνεχούς χρόνου έχει ιδιοτιµές πιο κοντά
στον ϕανταστικό άξονα, πράγµα που καθιστά το σύστηµα πιο αργό.
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Κεφάλαιο 6

΄Ορια ευστάθειας και ϐέλτιστη απόκριση συστήµα-
τος δύο περιοχών ελέγχου

Σε αυτό το κεφάλαιο εξετάζεται ένα σύστηµα δύο περιοχών ελέγχου, καθεµία από τις
οποίες εφαρµόζει σύνθετο έλεγχο µε συντελεστή πόλωσης. Η δυναµική που κυριαρχεί

στην πρώτη περιοχή ϑεωρείται ότι είναι µιας ατµοηλεκτρικής µονάδας και στην δεύτερη πε-
ϱιοχή µιας υδροηλεκτρικής µονάδας. Λαµβάνοντας υπόψη τη δυναµική συνεχούς χρόνου
των δύο περιοχών και της διασύνδεσής τους, προσδιορίζεται η περιοχή ευστάθειας των συ-
ντελεστών πόλωσης για περίοδο δειγµατοληψίας 3, 4 και 5 s. Στη συνέχεια, για περίοδο
δειγµατοληψίας 4 s υπολογίζονται οι ϐέλτιστοι συντελεστές πόλωσης, µε κριτήριο την ε-
λαχιστοποίηση συγκεκριµένου δείκτη απόδοσης του συστήµατος. ΄Επειτα, για την ειδική
περίπτωση που οι δύο συντελεστές πόλωσης είναι ίσοι, προσδιορίζεται το όριο ευστάθειας και
ο ϐέλτιστος κοινός συντελεστής πόλωσης ως συνάρτηση της περιόδου δειγµατοληψίας. Τέλος,
προσοµοιώνεται το σύστηµα για περίοδο δειγµατοληψίας 4 s σε διάφορες περιπτώσεις, µε
στόχο να επιβεβαιωθεί το ϐέλτιστο της επιλογής των συντελεστών πόλωσης.

6.1 ∆εδοµένα συστήµατος, υπολογισµός πινάκων και συχνότη-
τα διασυνοριακών ταλαντώσεων

Περιοχή 1 Περιοχή 2 ∆ιασύνδεση

M1 = 10 s
D1 = 0.5 αµ
R1 = 0.04 αµ
ϸd1 = 0.001 αµ
TG = 0.08 s

TCH = 0.3 s
TRH = 10 s
FHP = 0.5

M2 = 10 s
D2 = 0.5 αµ
R2 = 0.04 αµ
ϸd2 = 0.001 αµ
TG1 = 48.7 s
TG2 = 0.513 s
TR = 5 s
Tw = 1 s

K12 = 0.0866 αµ
ω0 = 120π r/s

Πίνακας 6.1: ∆εδοµένα υδροθερµικού συστήµατος δύο περιοχών ελέγχου.

Θεωρούµε ότι η περιοχή που αναπαρίσταται από µία ατµοηλεκτρική µονάδα είναι η
περιοχή 1 και ότι η περιοχή που αναπαρίσταται από µία υδροηλεκτρική µονάδα είναι η
περιοχή 2. Το διάγραµµα ϐαθµίδων του υποσυστήµατος συνεχούς χρόνου του διασυνδεδε-
µένου υδροθερµικού συστήµατος ϕαίνεται στο σχήµα 6.1. Τα δεδοµένα των δύο περιοχών
ελέγχου και της διασύνδεσης ϕαίνονται στον πίνακα 6.1. Τα δεδοµένα αυτά έχουν αντληθεί
από το [17]. Η ονοµαστική συχνότητα του συστήµατος είναι fN = 60 Hz. Τα ανά µονάδα
µεγέθη στους πίνακες αναφέρονται ως προς µία κοινή ϐάση ισχύος. Mi , Di και Ri είναι ο
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Σχήµα 6.1: Υποσύστηµα συνεχούς χρόνου του διασυνδεδεµένου υδροθερµικού συστήµατος.

µηχανικός χρόνος εκκίνησης, η αυτορρύθµιση του ϕορτίου και ο στατισµός της κάθε περιο-
χής i ∈ {1, 2}. Για την περιοχή 1 (ατµοηλεκτρική µονάδα), TG είναι η χρονική σταθερά του
ϱυθµιστή στροφών, TCH η χρονική σταθερά από τη δικλείδα του ατµού µέχρι τον στρόβιλο
υψηλής πίεσης, TRH η χρονική σταθερά του αναθερµαντή και FHP το ποσοστό της µηχανικής
ισχύος που παράγεται από την ϐαθµίδα υψηλής πίεσης. Για την περιοχή 2 (υδροηλεκτρική
µονάδα), TG1 και TG2 είναι οι σταθερές χρόνου του ϱυθµιστή στροφών (όπως ορίζονται στην
υποενότητα 3.3.2, σύµφωνα µε τις σχέσεις (3.66)), TR η σταθερά χρόνου επαναφοράς του
ϱυθµιστή στροφών (στον κλάδο του µεταβατικού στατισµού) και Tw η υδραυλική σταθερά
χρόνου. Για τη διασύνδεση, K12 είναι ο ανά µονάδα συντελεστής συγχρονισµού.

Το διασυνδεδεµένο σύστηµα ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας περιγράφεται από τις εξι-
σώσεις κατάστασης της σχέσης (3.84):

ẋ(t) = Ax(t) + B1u(k) + B2d(t) , t ∈ [kTs, (k + 1)Ts) (6.1αʹ)
u(k + 1) = u(k) + Fx((k + 1)Ts) (6.1ϐʹ)

Το διάνυσµα κατάστασης συνεχούς χρόνου x ∈ R9, το διάνυσµα κατάστασης διακριτού
χρόνου u ∈ R2 και το διάνυσµα διαταραχών d ∈ R2 είναι αντίστοιχα:

x =



∆f1
x12
x13
x14
∆f2
x22
x23
x24
∆Pt12



, u =

[
∆G1
∆G2

]
και d =

[
∆L1
∆L2

]
(6.2)

Οι πίνακες A, B1, B2 και F υπολογίζονται σύµφωνα µε την υποενότητα 3.6.2, όπου ο πίνακας
F έχει υπολογιστεί έτσι ώστε και οι δύο περιοχές ελέγχου να εφαρµόζουν σύνθετο έλεγχο µε
συντελεστή πόλωσης:
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6.1 ∆εδοµένα συστήµατος, υπολογισµός πινάκων και συχνότητα διασυνοριακών ταλαντώσεων

A =



−0.05 0 0.05 0.1 0 0 0 0 −0.1
−312.5 −12.5 0 0 0 0 0 0 0

0 3.3333 −3.3333 0 0 0 0 0 0
0 0 0.05 −0.1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −0.05 −1.9493 −0.2 0.1 0.1
0 0 0 0 −0.5133 −0.0205 0 0 0
0 0 0 0 0 −17.0499 −1.9493 0 0
0 0 0 0 0 58.4795 6 −2 0

32.65 0 0 0 −32.65 0 0 0 0



,

(6.3αʹ)

B1 =



0 0
12.5 0

0 0
0 0
0 0
0 0.0205
0 0
0 0
0 0



, B2 =



−0.1 0
0 0
0 0
0 0
0 −0.1
0 0
0 0
0 0
0 0



και F =

[−b1 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 −b2 0 0 0 1

]

(6.3ϐʹ)

Σύµφωνα µε τα δεδοµένα, υπολογίζουµε M12 = 5 s. Συνεπώς, σύµφωνα µε τη σχέση
(3.59):

finterarea,12 =
1

2π

√
ω0K12
M12

(6.4)

η συχνότητα των διασυνοριακών ταλαντώσεων είναι κατά προσέγγιση finterarea = 0.41 Hz. Η
συχνότητα των διασυνοριακών ταλαντώσεων µπορεί να υπολογιστεί ακριβώς από τις ιδιοτιµές
του πίνακα A, οι οποίες ϕαίνονται στον πίνακα 6.2. Ο χαρακτηρισµός των ϱυθµών 1 και
2 έγινε σύµφωνα µε το [20], ενώ των υπόλοιπων ϱυθµών µε ϐάση το αν το µεγαλύτερο
µέτρο του συντελεστή συµµετοχής του ϱυθµού [3] αντιστοιχεί σε µεταβλητή κατάστασης της
περιοχής που κυριαρχεί η ατµοηλεκτρική ή υδροηλεκτρική µονάδα. Το ϕανταστικό µέρος

α/α Ρυθµός Ιδιοτιµή ωn (rad/s) ζ

1,2 ∆ιασυνοριακός −0.1806 ± j2.7565 2.7624 0.0654
3,4 Ρύθµισης συχνότητας −0.7646 ± j0.8002 1.1068 0.9608

5 Ατµοστροβίλου (ϱυθµιστή
στροφών) −12.9116 - -

6 Ατµοστροβίλου (υψηλής
πίεσης) −2.0202 - -

7 Ατµοστροβίλου
(αναθέρµανσης) −0.2285 - -

8 Υδροστροβίλου (ϱυθ. στροφών
και υδραυλικής αδράνειας) −2.9185 - -

9 Υδροστροβίλου (επαναφοράς
µεταβατικού στατισµού) −0.0342 - -

Πίνακας 6.2: Ιδιοτιµές πίνακα A και χαρακτηρισµός τους.

της ιδιοτιµής −0.1806 ± j2.7565 είναι η συχνότητα των διασυνοριακών ταλαντώσεων σε r/s,
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από το οποίο υπολογίζουµε finterarea = 0.44 Hz. Τονίζουµε ότι η συχνότητα των διασυνοριακών
ταλαντώσεων είναι κάτω από 0.5 Hz και συνεπώς, σύµφωνα µε την υποενότητα 3.2.3, είναι
αποδεκτή η οιονεί στατική προσέγγιση του συστήµατος κάθε περιοχής.

Σηµειώνουµε ότι η προσέγγιση του συστήµατος µε το µοντέλο διακριτού χρόνου, που
αναπτύχθηκε στο κεφάλαιο 4, δεν είναι αποδεκτή στην περίπτωση αυτή. Πράγµατι, η µι-
κρότερη απόλυτη τιµή του πραγµατικού µέρους των ιδιοτιµών του πίνακα A είναι 0.0342 s−1.
Συνεπώς, 1/0.0342 s = 29.2 s. Για να ισχύει η προσέγγιση πρέπει η περίοδος δειγµατολη-
ψίας να είναι αρκετά µεγαλύτερη από τα 29.2 s, το οποίο δεν είναι επιθυµητό και ϱεαλιστικό.
Εποµένως, το σύστηµα του σχήµατος 6.1 δεν µπορεί να απλοποιηθεί περαιτέρω.

6.2 Περιοχή ευστάθειας και ϐέλτιστοι συντελεστές πόλωσης
για δεδοµένη περίοδο δειγµατοληψίας

6.2.1 Περιοχή ευστάθειας

Σε αυτή την υποενότητα ϑα προσδιορίσουµε για δεδοµένη περίοδο δειγµατοληψίας Ts τα
Ϲεύγη συντελεστών πόλωσης (b1, b2), µε b1 > 0 και b2 > 0, για τα οποία το σύστηµα ϱύθµισης
ϕορτίου-συχνότητας είναι ευσταθές. Ο προσδιορισµός αυτός ϑα γίνει µε τον υπολογισµό της
περιοχής D του επιπέδου των b1 και b2, που ορίζεται από τη σχέση:

D(Ts) = {(b1, b2) ∈ R2 | b1 > 0, b2 > 0 και ρ(Ad) < 1} (6.5)

Ο Ad είναι ο πίνακας κατάστασης του συστήµατος δεδοµένων δειγµατοληψίας διακριτού
χρόνου, ο οποίος υπολογίζεται σύµφωνα µε τη σχέση (3.85):

Ad =

[
H1 H2

FH1 I2 + FH2

]
(6.6)

όπου οι πίνακες H1 και H2 δίνονται από τις σχέσεις (2.29):

H1 = eATs , H2 = (H1 − I9)A−1B1, και H3 = (H1 − I9)A−1B2 (6.7)

Ο πίνακας H3 δεν χρειάζεται για τον υπολογισµό του πίνακα Ad. Ωστόσο, ϑα χρειαστεί
στη συνέχεια για τον αριθµητικό υπολογισµό του δείκτη απόδοσης. Οι περιπτώσεις για την
περίοδο δειγµατοληψίας που ϑα εξετάσουµε είναι για Ts ∈ {3, 4, 5} s.

Ο προσδιορισµός του D γίνεται µε τον υπολογισµό του συνόρου του ∂D ως εξής :

1. Για b1 = 0, αυξάνουµε το b2 ξεκινώντας από το 0 µέχρι ο πίνακας Ad να έχει ιδιοτιµή
µε µέτρο µεγαλύτερο της µονάδας (να γίνει ασταθής). Ως σηµείο της καµπύλης του
ορίου της ευστάθειας λαµβάνουµε αυτό που είναι ακριβώς πριν ο πίνακας Ad γίνει
ασταθής.

2. Αυξάνουµε το b1 κρατώντας σταθερό το b2. Αν ο Ad είναι ευσταθής, αυξάνουµε το b2
µέχρι να γίνει ασταθής. Στην αντίθετη περίπτωση (Ad ασταθής), µειώνουµε το b2 µέχρι
να γίνει ευσταθής. Το ϐήµα αυτό επαναλαµβάνουµε µέχρι να µηδενιστεί το b2.

Σηµειώνουµε ότι αυτή η µέθοδος λειτουργεί για τις τρεις περιπτώσεις περιόδου δειγµατο-
ληψίας που εξετάζουµε, διότι για τα σηµεία (b1cr, b2cr) ∈ ∂D ∩ {(b1, b2) ∈ R2|b1 > 0, b2 > 0}
το b2cr εκφράζεται ως συνάρτηση του b1cr. Αυτό δεν ισχύει στη γενική περίπτωση, όπου η
µέθοδος που ϑα εφαρµοστεί πρέπει να αλλάζει την παράµετρο που αυξάνεται ή µειώνεται
στον εξωτερικό ϐρόχο επανάληψης, όπως γίνεται στις µεθόδους αριθµητικής συνέχειας (nu-
merical continuation) [5]. Επιπλέον, σηµειώνουµε ότι δεν είναι προφανές ότι το σύνολο D
είναι απλά συνεκτικό (δηλαδή δεν έχει «τρύπες», στις οποίες το σύστηµα είναι ασταθές). Την
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6.2.1 Περιοχή ευστάθειας

απλή συνεκτικότητα του D την έχουµε επιβεβαιώσει αριθµητικά και στις τρεις περιπτώσεις,
παίρνοντας διάφορες τιµές των συντελεστών πόλωσης b1 > 0 και b2 > 0.
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Σχήµα 6.2: ΄Ορια ευστάθειας για Ts = 3 s, Ts = 4 s και Ts = 5 s.

Στο σχήµα 6.2 απεικονίζεται το όριο ευστάθειας για τους συντελεστές πόλωσης των δύο
περιοχών για τις τρεις περιόδους δειγµατοληψίας. Με διακεκοµµένη µαύρη γραµµή έχει
σχεδιαστεί το όριο ευστάθειας του προσεγγιστικού συστήµατος διακριτού χρόνου του κεφαλα-
ίου 4 (Ts πολύ µεγάλο), το οποίο όµως δεν αποτελεί καλή προσέγγιση, όπως προαναφέραµε
στην προηγούµενη ενότητα. Αυτό το όριο ευστάθειας αποτελεί η ευθεία b1 + b2 = 2C = 102,
σύµφωνα µε τη σχέση (4.19). (Η συνολική ανά µονάδα ϱυθµίζουσα ενέργεια του συστήµατος
είναι C = C1 +C2 = (1/0.04+ 0.5)+ (1/0.04+ 0.5) = 25.5+ 25.5 = 51.) Η µπλε διακεκοµ-
µένη γραµµή είναι η b1 = b2, δηλαδή σε αυτήν οι δύο συντελεστές πόλωσης είναι ίσοι. ∆εν
αποτελεί κάποιο όριο ευστάθειας. Σηµειώνεται ωστόσο στο σχήµα για λόγους σύγκρισης µε
την ενότητα 6.3, στην οποία ϑα περιοριστούµε πάνω σε αυτήν την ευθεία.

Σύµφωνα µε το σχήµα 6.2, παρατηρούµε τα εξής :

� Το όριο ευστάθειας εξαρτάται σηµαντικά από την περίοδο δειγµατοληψίας.

� Το όριο ευστάθειας είναι αρκετά µεγαλύτερο για το b2 σε σχέση µε το b1. Αυτό µπορεί
να δικαιολογηθεί ποιοτικά από την ταχύτητα απόκρισης των δύο περιοχών ελέγχου.
Η περιοχή 1 (της ατµοηλεκτρικής µονάδας) είναι αρκετά γρηγορότερη σε σχέση µε
την περιοχή 2 (της υδροηλεκτρικής µονάδας), όπως διαπιστώνεται από τον πίνακα
6.2 (η ιδιοτιµή µε το µικρότερο µέτρο αντιστοιχεί στον υδροστρόβιλο). Οπότε, πιο
επιθετικός έλεγχος στην γρήγορη περιοχή (αύξηση (στατικά) του b1) οδηγεί πιο σύντοµα
το σύστηµα σε αστάθεια, σε σύγκριση µε τον πιο επιθετικό έλεγχο στην αργή περιοχή.

Κλείνουµε αυτή την ενότητα αναφέροντας ότι η περιοχή ευστάθειας που προσδιορίσαµε
για δεδοµένη περίοδο δειγµατοληψίας µπορεί να γενικευθεί στις τρεις διαστάσεις, ϑεωρώντας
ως επιπλέον παράµετρο και την περίοδο δειγµατοληψίας. Τότε, πρόκειται για περιοχή ευ-
στάθειας στον τρισδιάστατο χώρο, που ορίζεται από το σύνολο:

D3D = {(Ts, b1, b2) ∈ R3 | Ts > 0, b1 > 0, b2 > 0 και ρ(Ad) < 1} (6.8)

Τα όρια ευστάθειας του σχήµατος 6.2 αποτελούν προβολές της οριακής επιφάνειας ευ-
στάθειας του τρισδιάστατου χώρου (δηλαδή του συνόρου του D3D) στο επίπεδο των b1 και b2
για συγκεκριµένες περιόδους δειγµατοληψίας.
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6.2.2 Βέλτιστοι συντελεστές πόλωσης

Σε αυτή την υποενότητα ϑα προσδιορίσουµε το Ϲεύγος συντελεστών πόλωσης (b1, b2) που
ϐελτιστοποιεί την απόκριση του συστήµατος για δεδοµένη περίοδο δειγµατοληψίας Ts = 4
s, ϑεωρώντας ϐηµατική µεταβολή του ϕορτίου των δύο περιοχών και µηδενικές αρχικές
συνθήκες. Ο δείκτης απόδοσης προς ελαχιστοποίηση που ϑεωρούµε είναι ο :

J4 =
+∞∑

k=1

(
∆f 2

1 (k) + ∆f 2
2 (k) +

∆P2
t1(k)

C2
1
+
∆P2

t2(k)

C2
2

)
(6.9)

Σηµειώνεται ότι ο παραπάνω δείκτης απόδοσης λαµβάνει υπόψη και τις διασυνοριακές τα-
λαντώσεις, οι οποίες όµως δεν µας ενδιαφέρουν. Η επιλογή κάποιου καλύτερου δείκτη
απόδοσης ίσως αποτελεί αντικείµενο περαιτέρω έρευνας.

α/α Βηµατική διαταραχή b1,opt (αµ) b2,opt (αµ)

1 µόνο στην περιοχή 1 22.5 0
2 µόνο στην περιοχή 2 19 60
3 ίση και στις δύο περιοχές 21 20.5
4 αντίθετη στις δύο περιοχές 30.5 60

Πίνακας 6.3: Βέλτιστοι συντελεστές πόλωσης για Ts = 4 s ανάλογα µε την περιοχή που
συµβαίνει η ϐηµατική διαταραχή του ϕορτίου.

Τονίζουµε σε αυτό το σηµείο ότι το ϐέλτιστο Ϲεύγος (b1opt, b2opt), το οποίο ελαχιστοποιεί τον
J4, εξαρτάται από τον λόγο των διαταραχών του ϕορτίου των δύο περιοχών, σύµφωνα µε την
υποενότητα 2.6.2. Για τον λόγο αυτό, ϑεωρούµε τέσσερις ακραίες περιπτώσεις διαταραχών
του ϕορτίου των δύο περιοχών, που ϕαίνονται στον πίνακα 6.3. Για καθεµία από αυτές τις
περιπτώσεις υπολογίζουµε αριθµητικά τα ϐέλτιστα Ϲεύγη (b1opt, b2opt), που επίσης ϕαίνονται
στον πίνακα 6.3. Οι αρχικές συνθήκες για τις µεταβλητές κατάστασης συνεχούς χρόνου και
για τις µεταβλητές κατάστασης διακριτού χρόνου είναι µηδενικές.

Ο υπολογισµός των (b1opt, b2opt) γίνεται µε διακριτοποίηση των τιµών των b1 και b2 ανά
0.5 αµ εντός της περιοχής ευστάθειαςD(Ts). Ο δείκτης απόδοσης J4(b1, b2, Ts) για δεδοµένη
περίοδο δειγµατοληψίας (έχουν γίνει οι υπολογισµοί των H1, H2 και H3 από τη σχέση (6.7))
υπολογίζεται, σύµφωνα µε την ενότητα 2.6, ως εξής :

1. Υπολογίζουµε τον πίνακα F από τη σχέση (6.3ϐʹ).

2. Υπολογίζουµε τον πίνακα Ad από τη σχέση (6.6).

3. Υπολογίζουµε τον πίνακα P που λύνει την εξίσωση Lyapunov διακριτού χρόνου:

AT
dPAd − P = −Q (6.10)

όπου:
Q = diag{1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1/C2

1 + 1/C2
2, 0, 0} (6.11)

4. Υπολογίζουµε τον πίνακα:

B̄d =

[
H3

FH3

]
(6.12)

5. Υπολογίζουµε τον πίνακα:
N = (I11 − Ad)−1 B̄d (6.13)
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6.3 ΄Οριο ευστάθειας και ϐέλτιστος κοινός συντελεστής πόλωσης συναρτήσει της περιόδου δειγµατοληψίας

6. Υπολογίζουµε :

J4(b1, b2, Ts) =
[
∆L01 ∆L02

]
NT PN

[
∆L01
∆L02

]
(6.14)

Παρατηρούµε ότι οι ϐέλτιστοι συντελεστές πόλωσης είναι σηµαντικά διαφορετικοί για τις
διάφορες περιπτώσεις ϐηµατικών διαταραχών του ϕορτίου. Αν η διαταραχή συµβαίνει µόνο
στην περιοχή 1, τότε ϐέλτιστο είναι η περιοχή 2 να εφαρµόζει επίπεδο έλεγχο διασύνδεσης.
Για τις περιπτώσεις που η διαταραχή συµβαίνει µόνο στην περιοχή 2 και που έχουµε αντίθετες
διαταραχές στις δύο περιοχές, ο ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης της περιοχής 2 είναι αρκετά
µεγάλος (60 αµ). Για ίσες διαταραχές του ϕορτίου, οι δύο ϐέλτιστοι συντελεστές πόλωσης
είναι περίπου ίσοι και λίγο µικρότεροι από τις αντίστοιχες ϱυθµίζουσες ενέργειες (C1 = 25.5
αµ και C2 = 25.5 αµ).

6.3 ΄Οριο ευστάθειας και ϐέλτιστος κοινός συντελεστής πόλω-
σης συναρτήσει της περιόδου δειγµατοληψίας

Σε αυτή την ενότητα ϑεωρούµε την ειδική περίπτωση που b1 = b2. Η ϑεώρηση αυτή είναι
εύλογη επειδή οι ϱυθµίζουσες ενέργειες των δύο περιοχών είναι ίσες. Θα προσδιορίσουµε
(α΄) τον µέγιστο κοινό συντελεστή πόλωσης (το όριο της ευστάθειας) συναρτήσει της περιόδου
δειγµατοληψίας, τον οποίο συµβολίζουµε µε bmax(Ts), και (ϐ΄) τον ϐέλτιστο κοινό συντελεστή
πόλωσης συναρτήσει της περιόδου δειγµατοληψίας για τις τέσσερις περιπτώσεις ϐηµατικών
διαταραχών του ϕορτίου που ϑεωρήσαµε στην προηγούµενη ενότητα.
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Σχήµα 6.3: ΄Οριο ευστάθειας και ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης συναρτήσει της περιόδου
δειγµατοληψίας Ts.

Υπολογίζουµε αριθµητικά το bmax(Ts), όπως εξηγούµε στην ενότητα 5.5, και τα bopt,i(Ts),
µε i ∈ {1, 2, 3, 4}, όπως εξηγούµε στην υποενότητα 6.2.2 (για b1 = b2). Αυτά απεικονίζονται
στο σχήµα 6.3. Με µαύρες διακεκοµένες γραµµές είναι η ϱυθµίζουσα ενέργεια C1 = C2 =
25.5 αµ της κάθε περιοχής και το διπλάσιο αυτής 2C1 = 2C2 = 51 αµ, που αντιστοιχεί στο
όριο ευστάθειας για Ts → ∞.
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΄Οπως διαπιστώνουµε από το σχήµα 6.3, το όριο της ευστάθειας µεταβάλλεται σηµαντικά
για µικρές περιόδους δειγµατοληψίας (κάτω από τα 4 s). Καθώς αυξάνεται η περίοδος δειγ-
µατοληψίας Ts τείνει προς την τιµή 2C1 = 51 αµ, όπως είναι αναµενόµενο, παρουσιάζοντας
ταλαντώσεις συχνότητας ίσης µε αυτήν των διασυνοριακών ταλαντώσεων.

Για το (ϐ΄), συµβολίζουµε µε bopt,i(Ts), µε i ∈ {1, 2, 3, 4}, τον ϐέλτιστο κοινό συντελεστή
πόλωσης για καθεµία από τις τέσσερις περιπτώσεις του πίνακα 6.4. Οι αρχικές συνθήκες του
συστήµατος ϑεωρούνται µηδενικές. Ο δείκτης απόδοσης προς ελαχιστοποίηση που ϑεωρούµε
είναι αυτός της σχέσης (6.9).

α/α Βηµατική διαταραχή bopt,i(4 s) (αµ) (για b1 = b2)

1 µόνο στην περιοχή 1 13.7
2 µόνο στην περιοχή 2 24.4
3 ίση και στις δύο περιοχές 21
4 αντίθετη στις δύο περιοχές 33.6

Πίνακας 6.4: Βέλτιστος κοινός συντελεστής πόλωσης για Ts = 4 s ανάλογα µε την περιοχή
που συµβαίνει η ϐηµατική διαταραχή.

Παρατηρούµε ότι ο bopt3(Ts) (ίσες ϐηµατικές διαταραχές) τείνει προς τη ϱυθµίζουσα ε-
νέργεια της περιοχής σχετικά γρήγορα καθώς αυξάνεται η Ts ενώ για µικρές Ts είναι ελα-
ϕρά µικρότερος από αυτήν. Ο bopt1(Ts) (διαταραχή µόνο στην περιοχή 1) είναι σηµαντικά
µικρότερος από τη ϱυθµίζουσα ενέργεια της περιοχής σε αντίθεση µε τους bopt2(Ts) και
bopt4(Ts). Οι bopt,i(Ts), µε i ∈ {1, 2, 4}, τείνουν προς την ϱυθµίζουσα ενέργεια καθώς αυξάνε-
ται το Ts πολύ αργά, λόγω της µεγάλης σταθεράς χρόνου των 29.2 s της ιδιοτιµής 9 του
πίνακα 6.2, η οποία οφείλεται κυρίως στην σταθερά χρόνου επαναφοράς του µεταβατικού
στατισµού. Επιπλέον, παρατηρούµε ότι ο bopt4(Ts) (αντίθετες ϐηµατικές µεταβολές) πλησιάζει
για ορισµένες περιόδους δειγµατοληψίας (π.χ. Ts = 6 s) το όριο της ευστάθειας. Συνεπώς,
υπάρχει µεγάλη ευαισθησία του δείκτη απόδοσης του συστήµατος στις µεταβολές του κοινού
συντελεστή πόλωσης, όταν εφαρµόζονται αντίθετες ϐηµατικές µεταβολές του ϕορτίου.

Για Ts = 4 s, ο µέγιστος κοινός συντελεστής πόλωσης (για τον οποίο το σύστηµα είναι
οριακά ευσταθές) είναι bmax(4 s) = 49.249 αµ. Επίσης για Ts = 4 s, ο ϐέλτιστος κοινός συντε-
λεστής πόλωσης για τις τέσσερις περιπτώσεις ϐηµατικών διαταραχών ϕαίνεται στον πίνακα
6.4. Συγκρίνοντας µε τις ϐέλτιστες τιµές των συντελεστών πόλωσης χωρίς τον περιορισµό
b1 = b2 (πίνακας 6.3), παρατηρούµε ότι ο κοινός ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης ϐρίσκεται
µεταξύ των ϐέλτιστων τιµών.

6.4 Προσοµοιώσεις

Σε αυτή την ενότητα, προσοµοιώνουµε το διασυνδεδεµένο σύστηµα, µε περίοδο δειγµα-
τοληψίας Ts = 4 s, για τα τέσσερα είδη ϐηµατικών διαταραχών του ϕορτίου που ϑεωρήσαµε
προηγουµένως (πίνακας 6.4) και µηδενικές αρχικές συνθήκες. Για κάθε περίπτωση διατα-
ϱαχής του συστήµατος ϑεωρούµε διάφορες τιµές των συντελεστών πόλωσης.

Στα σχήµατα 6.4, 6.5, 6.6 και 6.7 απεικονίζονται οι αποκλίσεις ∆f1 και ∆f2 των συ-
χνοτήτων των δύο περιοχών, η απόκλιση ∆Pt2 της ϱοής ενεργού ισχύος από την περιοχή 2
στην περιοχή 1 και οι αποκλίσεις ∆G1 και ∆G2 των αναφορών της ισχύος κάθε περιοχής.
΄Ολα τα µεγέθη είναι κανονικοποιηµένα. Οι περιπτώσεις για τους συντελεστές πόλωσης που
ϑεωρούµε είναι οι εξής :

(1) Βέλτιστοι συντελεστές πόλωσης, όπως δίνονται από τον πίνακα 6.3.

(2) Βέλτιστος κοινός συντελεστής πόλωσης, όπως δίνεται από τον πίνακα 6.4
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(3) Συντελεστές πόλωσης ίσοι µε τη ϱυθµίζουσα ενέργεια της κάθε περιοχής (b1 = b2 =
25.5 αµ).

Για ίση διαταραχή στις δύο περιοχές (σχήµα 6.6), η περίπτωση (2) αντικαθίσταται µε την
b1 = b2 = 13.7 αµ, διότι δεν υπάρχει ουσιαστική διαφορά µεταξύ των αποκρίσεων για
b1 = 21, b2 = 20.5 αµ και b1 = b2 = 21 αµ.

0 20 40 60 80
t (s)

-4

-2

0

1

10-3

0 20 40 60 80
t (s)

-4

-2

0

2

10-3

0 20 40 60 80
t (s)

-0.01
0

0.01
0.02
0.03

t2

0 20 40 60 80
t (s)

0

0.05

1

0 20 40 60 80
t (s)

0

0.05

0.1

2

(1) b
1 2

 = 0

(2) b
1
 = b

2

(3) b
1
 = b

2

Σχήµα 6.4: Χρονικές αποκρίσεις συστήµατος για διάφορες επιλογές των συντελεστών πόλω-
σης, µε Ts = 4 s, ∆L1 = 0.05 αµ και ∆L2 = 0.
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Σχήµα 6.5: Χρονικές αποκρίσεις συστήµατος για διάφορες επιλογές των συντελεστών πόλω-
σης, µε Ts = 4 s, ∆L1 = 0 και ∆L2 = 0.05 αµ.
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Κεφάλαιο 6. ΄Ορια ευστάθειας και ϐέλτιστη απόκριση συστήµατος δύο περιοχών ελέγχου
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Σχήµα 6.6: Χρονικές αποκρίσεις συστήµατος για διάφορες επιλογές των συντελεστών πόλω-
σης, µε Ts = 4 s, ∆L1 = 0.05 αµ και ∆L2 = 0.05 αµ.
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Σχήµα 6.7: Χρονικές αποκρίσεις συστήµατος για διάφορες επιλογές των συντελεστών πόλω-
σης, µε Ts = 4 s, ∆L1 = −0.05 αµ και ∆L2 = 0.05 αµ.

Από τα σχήµατα 6.4, 6.5, 6.6 και 6.7 επιβεβαιώνεται στις χρονικές αποκρίσεις το ϐέλτιστο
της επιλογής (1) σε σύγκριση µε τις άλλες δύο περιπτώσεις. Επίσης, επιβεβαιώνεται από τα
σχήµατα 6.4, 6.5 και 6.7 ότι η επιλογή του ϐέλτιστου κοινού συντελεστή πόλωσης (περίπτωση
(2)) είναι καλύτερη από την επιλογή (3).
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Στο σχήµα 6.8 απεικονίζονται οι χρονικές αποκρίσεις των ∆f1, ∆f2 και ∆Pt2 τα πρώτα 20 s
ύστερα από αντίθετη ϐηµατική διαταραχή στις δύο περιοχές (∆L1 = −0.05 αµ και ∆L2 = 0.05
αµ), για b1 = 30.5 αµ και b2 = 60 αµ. Οι διασυνοριακές ταλαντώσεις είναι εµφανείς σε αυτό
το σχήµα.
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Σχήµα 6.8: ∆ιασυνοριακές ταλαντώσεις στην χρονική απόκριση του σχήµατος 6.7, για b1 =
30.5 αµ και b2 = 60 αµ.

Τέλος, προσοµοιώνουµε το σύστηµα για Ts = 4 s στο όριο της ευστάθειας για ίσους
συντελεστές πόλωσης. Οι χρονικές αποκρίσεις ϕαίνονται στο σχήµα 6.9.
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Σχήµα 6.9: Χρονική απόκριση συστήµατος στο όριο της ευστάθειας (b1 = b2 = 49.249 αµ),
για Ts = 4 s, ∆L1 = 0.05 αµ και ∆L2 = 0.
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Κεφάλαιο 7

Σύνοψη, συµπεράσµατα και προοπτικές

Στο τελευταίο κεφάλαιο, γίνεται σύνοψη της εργασίας ανά κεφάλαιο, παρατίθενται τα
ϐασικά συµπεράσµατα και αναφέρονται πιθανές µελλοντικές επεκτάσεις.

7.1 Σύνοψη

Στο κεφάλαιο 2, προσδιορίσθηκαν ικανές και αναγκαίες συνθήκες για την ευστάθεια
ϕραγµένης εισόδου – ϕραγµένης εξόδου του συστήµατος δεδοµένων δειγµατοληψίας που
αναπαριστά το σύστηµα πρωτεύουσας και δευτερεύουσας συµβατικής ϱύθµισης συχνότητας.
Επιπλέον, αναπτύχθηκε συστηµατικός τρόπος υπολογισµού δεικτών απόδοσης τετραγωνικής
µορφής ενός συστήµατος διακριτού χρόνου, µε επίλυση της εξίσωσης Lyapunov διακριτού
χρόνου. Η µέθοδος αυτή χρησιµοποιήθηκε για τον υπολογισµό των δεικτών απόδοσης στα
επόµενα κεφάλαια.

Στο κεφάλαιο 3, προσδιορίσθηκε συνθήκη για την οµαδοποίηση των σύγχρονων γεννητρι-
ών, σύµφωνα µε τη ϑεωρία ιδιαζουσών διαταραχών, µε στόχο τη διαµόρφωση ενός µοντέλου
κοινής συχνότητας. Επίσης, προσδιορίσθηκε άνω ϕράγµα για την απόκλιση της συχνότητας
και την απόκλιση των εισαγωγών ενεργού ισχύος της κάθε περιοχή ελέγχου, όταν όλα τα ΣΕΠ
του συστήµατος ϱύθµισης-ϕορτίου συχνότητας ϐρίσκονται εντός νεκρής Ϲώνης (κατάσταση ι-
σορροπίας). Ακόµη, προτυποποιήθηκε το σύστηµα ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας ως ένα
σύστηµα δεδοµένων δειγµατοληψίας (sampled-data system). Προσδιορίσθηκαν οι εξισώσεις
κατάστασης για ΣΗΕ µίας περιοχής και για ΣΗΕ πολλών περιοχών ελέγχου.

Στο κεφάλαιο 4, αναπτύχθηκε προσεγγιστικό µοντέλο διακριτού χρόνου για την παράστα-
ση της δυναµικής της δευτερεύουσας ϱύθµισης συχνότητας, µε τη ϐασική παραδοχή της
αρκετά µεγαλύτερης περιόδου δειγµατοληψίας από την κυρίαρχη σταθερά χρόνου της πρω-
τεύουσας ϱύθµισης. Προσδιορίσθηκε η συνθήκη ευστάθειας του συστήµατος στην περίπτωση
που όλες οι περιοχές εφαρµόζουν σύνθετο έλεγχο µε συντελεστή πόλωσης. Επιπλέον, για
αυτή την περίπτωση συστήµατος, προσδιορίσθηκε ο ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης της κάθε
περιοχής ελέγχου που ελαχιστοποιεί συγκεκριµένο δείκτη απόδοσης. Ακόµη, εξετάσθηκε η
επίδραση της νεκρής Ϲώνης στον ϐέλτιστο συντελεστή πόλωσης. Τέλος, για την περίπτωση
ενός συστήµατος δύο περιοχών ελέγχου, οι οποίες εφαρµόζουν διαφορετικό επίπεδο έλεγχο,
προσδιορίσθηκαν οι συνθήκες ευστάθειας του συστήµατος για τον συντελεστή πόλωσης της
περιοχής που εφαρµόζει τον επίπεδο έλεγχο συχνότητας καθώς επίσης και οι ϐέλτιστες τιµές
του για δύο δείκτες απόδοσης.

Στο κεφάλαιο 5, προσδιορίσθηκαν για το σύστηµα ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας µίας
περιοχής τα όρια ευστάθειάς του για τον συντελεστή πόλωσης συναρτήσει της περιόδου δειγ-
µατοληψίας. Επιπλέον, χρησιµοποιήθηκε ως δείκτης απόδοσης του συστήµατος η σειρά
των τετραγώνων των δεδοµένων δειγµατοληψίας της απόκλισης της συχνότητας µε στόχο τον
προσδιορισµό του ϐέλτιστου συντελεστή πόλωσης συναρτήσει της περιόδου δειγµατοληψίας.
Τέλος, επιχειρήθηκε ο προσδιορισµός της ϐέλτιστης περιόδου δειγµατοληψίας µε ϑεώρηση
κατάλληλου δείκτη απόδοσης. Τα όρια της ευστάθειας, ο ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης συ-
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ναρτήσει της περιόδου δειγµατοληψίας και η ϐέλτιστη περίοδος δειγµατοληψίας εξετάσθηκαν
για τρεις περιπτώσεις συστηµάτων, σε καθένα από τα οποία κυριαρχεί η δυναµική µονάδας
ντίζελ, ατµοηλεκτρικής µονάδας και υδροηλεκτρικής µονάδας αντίστοιχα.

Στο κεφάλαιο 6, ϑεωρήθηκε ένα υδροθερµικό σύστηµα δύο περιοχών ελέγχου, καθεµία
από τις οποίες εφαρµόζει σύνθετο έλεγχο µε συντελεστή πόλωσης. Για το σύστηµα αυτό
προσδιορίσθηκαν αρχικά τα όρια ευστάθειας για τους συντελεστές πόλωσης, µε την περίοδο
δειγµατοληψίας δεδοµένη. Επιπλέον, προτάθηκε δείκτης απόδοσης µε στόχο τη ϐέλτιστη
επιλογή των συντελεστών πόλωσης. Για περίοδο δειγµατοληψίας 4 s, προσδιορίσθηκαν οι
ϐέλτιστοι συντελεστές πόλωσης για τέσσερις περιπτώσεις ϐηµατικών διαταραχών του ϕορτίου:
(α’) Μόνο στην περιοχή 1, (ϐ’) µόνο στην περιοχή 2, (γ’) ίσες και στις δύο περιοχές και (δ’)
αντίθετες στις δύο περιοχές, διότι ο δείκτης απόδοσης που ϑεωρήθηκε εξαρτάται από τον λόγο
των δύο ϐηµατικών διαταραχών. ΄Επειτα, εξετάσθηκε η ειδική περίπτωση που οι συντελεστές
πόλωσης των δύο περιοχών είναι ίσοι. Προσδιορίσθηκαν για αυτήν το όριο της ευστάθειας
και ο ϐέλτιστος κοινός συντελεστής πόλωσης συναρτήσει της περιόδου δειγµατοληψίας για
τις τέσσερις περιπτώσεις ϐηµατικών διαταραχών.

7.2 Συµπεράσµατα

Σε αυτή την ενότητα, αναφερόµαστε στα ϐασικά συµπεράσµατα της εργασίας, τα οποία
κατηγοριοποιούµε σύµφωνα µε τους τρεις άξονες που ϑεωρήσαµε στην εισαγωγή: (1) Μα-
ϑηµατική παράσταση, (2) ευστάθεια και (3) απόδοση.

1. Μαθηµατική παράσταση:

� Για τη διαµόρφωση του µοντέλου κοινής συχνότητας (οιονεί στατική προσέγγιση)
για την κάθε περιοχή ελέγχου προϋπόθεση αποτελεί η οµαδοποίηση των σύγχρο-
νων γεννητριών της. Συγκεκριµένα, η οµαδοποίηση δύο σύγχρονων γεννητριών,
οι οποίες µπορεί να αποτελούν και ισοδύναµα συνεκτικών οµάδων, οδηγεί σε
σφάλµα της οιονεί στατικής προσέγγισης µικρότερο του ϸ εφόσον η συχνότητα
των µεταξύ τους ηλεκτροµηχανικών ταλαντώσεων είναι µεγαλύτερη από µια τι-
µή που προσδιορίσαµε, αντιστρόφως ανάλογη του

√
ϸ. Στις περιπτώσεις που η

συχνότητα των ηλεκτροµηχανικών ταλαντώσεων µεταξύ δύο συνεκτικών περιοχών
είναι µικρή (τυπικά κάτω των 0.5 Hz), το σφάλµα προσέγγισης γίνεται µεγάλο
(µεγαλύτερο του 0.1) και συνεπώς είναι απαραίτητη η παράσταση της κάθε συ-
νεκτικής περιοχής ξεχωριστά, µε τη δική της συχνότητα. Επιπλέον, στις περι-
πτώσεις που η συχνότητα των ηλεκτροµηχανικών ταλαντώσεων είναι άνω των 1.6
Hz, το σφάλµα προσέγγισης είναι µικρότερο του 0.01. Ωστόσο, τονίζεται ότι το
µοντέλο της οιονεί στατικής προσέγγισης ισχύει αφού παρέλθει το αρχικό γρήγο-
ϱο µεταβατικό (αποσβεστούν όλες οι τοπικές ηλεκτροµηχανικές ταλαντώσεις που
απαλείφθηκαν).

� Το προσεγγιστικό µοντέλο διακριτού χρόνου που αναπαριστά τη δυναµική της
δευτερεύουσας ϱύθµισης συχνότητας προϋποθέτει ότι η περίοδος δειγµατοληψίας
της δευτερεύουσας ϱύθµισης είναι αρκετά µεγαλύτερη από τον χρόνο απόκρισης
(κυρίαρχη σταθερά χρόνου) της πρωτεύουσας ϱύθµισης και της δυναµικής των
διασυνδέσεων. Επισηµαίνεται ότι το µοντέλο αυτό αποτελεί καλή προσέγγιση,
ακόµη και για µικρή περίοδο δειγµατοληψίας (π.χ. 4 s), στην περίπτωση µεγάλης
διείσδυσης ηλεκτρονικών µετατροπέων ισχύος που συµµετέχουν στην πρωτεύουσα
ϱύθµιση συχνότητας και έχουν γρήγορο χρόνο απόκρισης.
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2. Ευστάθεια:

� Το σύστηµα ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας (πρωτεύουσα και δευτερεύουσα ϱύθ-
µιση) προτυποποιήθηκε ως ένα σύστηµα δεδοµένων δειγµατοληψίας (sampled-
data system). Η ευστάθεια συχνότητας (για µικρές διαταραχές λόγω της γραµ-
µικοποίησης που έγινε για τη διαµόρφωση του µοντέλου) µπορεί να µελετηθεί
µε αναλυτικό τρόπο, µε υπολογισµό των ιδιοτιµών του πίνακα κατάστασης του
συστήµατος διακριτού χρόνου που προκύπτει από τα δεδοµένα δειγµατοληψίας.

� Ο τύπος ελέγχου (σύνθετος µε συντελεστή πόλωσης, επίπεδος συχνότητας ή επίπε-
δος διασύνδεσης) που εφαρµόζει η κάθε περιοχή επηρεάζει την ευστάθεια και τη
δυναµική συµπεριφορά του συστήµατος. Αυτό το διαπιστώσαµε εξετάζοντας λε-
πτοµερώς ορισµένες περιπτώσεις συστηµάτων και τύπων ελέγχου, µε τη µελέτη
του προσεγγιστικού µοντέλου διακριτού χρόνου της δευτερεύουσας ϱύθµισης που
διαµορφώσαµε. Συγκεκριµένα, συµπεραίνουµε τα εξής :

– Η εφαρµογή σύνθετου ελέγχου µε συντελεστή πόλωσης από όλες τις περιοχές
εξασφαλίζει ϱύθµιση και της συχνότητας και όλων των διασυνδετικών ϱοών
ισχύος.

– Η εφαρµογή επίπεδου ελέγχου συχνότητας εξασφαλίζει µόνο ϱύθµιση της
συχνότητας και όχι των διασυνδετικών ϱοών ισχύος.

– Στην περίπτωση συστήµατος δύο περιοχών, που η κάθε περιοχή εφαρµόζει
διαφορετικό επίπεδο έλεγχο, η ϱύθµιση και της συχνότητας και της διασυν-
δετικής ϱοής ενεργού ισχύος εξασφαλίζεται. Ωστόσο, στην περίπτωση που
η ϱυθµίζουσα ενέργεια της περιοχής που εφαρµόζει τον επίπεδο έλεγχο της
συχνότητας δεν είναι αρκετά µεγαλύτερη από αυτήν της άλλης περιοχής, η
απόκριση του συστήµατος είναι αργή.

Στην περίπτωση συστήµατος που όλες οι περιοχές εφαρµόζουν σύνθετο έλεγχο
µε συντελεστή πόλωσης, η συνθήκη ευστάθειας (για το προσεγγιστικό σύστηµα
διακριτού χρόνου) είναι η εξής : Το άθροισµα των συντελεστών πόλωσης όλων
των περιοχών ελέγχου πρέπει να είναι ϑετικό και µικρότερο από το διπλάσιο της
ϱυθµίζουσας ενέργειας του συνολικού συστήµατος.

� Σχετικά µε τα όρια της ευστάθειας για την επιλογή του συντελεστή πόλωσης σε
σύστηµα µίας περιοχής ελέγχου διαπιστώσαµε τα εξής :

– Ο συντελεστής πόλωσης πρέπει να είναι σίγουρα ϑετικός για να είναι ευσταθές
το σύστηµα.

– Ο µέγιστος συντελεστής πόλωσης για ευστάθεια εξαρτάται από την περίο-
δο δειγµατοληψίας Ts. Η εξάρτηση αυτή διαφοροποιείται ανάλογα µε τη
δοµή της περιοχής ελέγχου και είναι σηµαντικότερη για µικρή περίοδο δειγ-
µατοληψίας. Για Ts → ∞ η µέγιστη τιµή του συντελεστή πόλωσης τείνει
στο διπλάσιο της ϱυθµίζουσας ενέργειας της περιοχής σε κάθε περίπτωση,
όπως προέκυψε από την ανάλυση του προσεγγιστικού συστήµατος διακριτού
χρόνου.

� Στην περίπτωση του υδροθερµικού συστήµατος δύο περιοχών ελέγχου, για περι-
όδους δειγµατοληψίας 3 s, 4 s και 5 s διαπιστώθηκε ότι τα όρια της ευστάθειας
διαφέρουν σηµαντικά και ότι το όριο ευστάθειας είναι αρκετά µεγαλύτερο για την
περιοχή µε κυρίαρχη την ατµοηλεκτρική µονάδα. Για κοινό συντελεστή πόλωσης,
το όριο της ευστάθειας τείνει καθώς Ts → ∞ στο διπλάσιο της συνολικής ϱυθµίζου-
σας ενέργειας του συστήµατος, όπως είναι αναµενόµενο, ενώ για µικρή περίοδο
δειγµατοληψίας το όριο της ευστάθειας µεταβάλλεται σηµαντικά και περιορίζεται.
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3. Απόδοση:

� Για το προσεγγιστικό σύστηµα διακριτού χρόνου της δυναµικής της δευτερεύου-
σας ϱύθµισης συµπεραίνουµε τα εξής :

– Στην περίπτωση που όλες οι περιοχές εφαρµόζουν σύνθετο έλεγχο µε συ-
ντελεστή πόλωσης, η ϐέλτιστη επιλογή είναι ο συντελεστής πόλωσης κάθε
περιοχής να τίθεται ίσος µε τη ϱυθµίζουσα ενέργειάς της. ΄Ετσι, εξασφαλίζε-
ται (α΄) σύγκλιση στην ισορροπία για ϐηµατική µεταβολή του ϕορτίου σε ένα
χρονικό διάστηµα δειγµατοληψίας και (ϐ΄) ότι η κάθε περιοχή µεταβάλλει την
παραγωγή της µόνο σε µεταβολές του δικού της ϕορτίου.

– Στην περίπτωση συστήµατος δύο περιοχών, που η κάθε περιοχή εφαρµόζει
διαφορετικό επίπεδο έλεγχο, προσδιορίσθηκε ο ϐέλτιστος συντελεστής πόλω-
σης για δύο περιπτώσεις δεικτών απόδοσης. Ο πρώτος δείκτης απόδοσης
που ϑεωρήθηκε λαµβάνει υπόψη µόνο την απόκλιση της συχνότητας ενώ ο
δεύτερος και την απόκλιση της συχνότητας και την απόκλιση της διασυνδετι-
κής ϱοής ισχύος. Για τον δεύτερο δείκτη απόδοσης, ο ϐέλτιστος συντελεστής
πόλωσης είναι ίσος µε το άθροισµα της συνολικής ϱυθµίζουσας ενέργειας του
συστήµατος µε τη ϱυθµίζουσα ενέργεια της περιοχής που εφαρµόζει επίπεδο
έλεγχο διασύνδεσης διαιρεµένο µε τη σταθερά της χρυσής τοµής.

Τονίζουµε επίσης ότι αν η νεκρή Ϲώνη είναι σωστά σχεδιασµένη, ώστε οι στοχα-
στικές συνεχείς µεταβολές του ϕορτίου να διατηρούν το ΣΕΠ κάθε περιοχής εντός
νεκρής Ϲώνης, τότε ο ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης δεν επηρεάζεται.

� Στην περίπτωση συστήµατος µίας περιοχής ελέγχου, για τον προσδιορισµό του
ϐέλτιστου συντελεστή πόλωσης για δεδοµένη περίοδο δειγµατοληψίας χρησιµο-
ποιήσαµε ως δείκτη απόδοσης τη σειρά των τετραγώνων των δεδοµένων δειγµα-
τοληψίας της απόκλισης της συχνότητας. ∆ιαπιστώσαµε µέσω προσοµοίωσης ότι
πράγµατι προσδιορίζει την καλύτερη απόκριση συγκριτικά µε µεγαλύτερη ή µι-
κρότερη επιλογή του συντελεστή πόλωσης. Επιπλέον, όπως και στην περίπτωση
του µέγιστου συντελεστή πόλωσης, ο ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης εξαρτάται
από την περίοδο δειγµατοληψίας. Η εξάρτηση αυτή διαφοροποιείται ανάλογα µε
τη δοµή της περιοχής ελέγχου και είναι σηµαντικότερη για µικρή περίοδο δειγ-
µατοληψίας. Για παράδειγµα, για Hp(s) = 1 ο ϐέλτιστος συντελεστής πόλωσης
προκύπτει µεγαλύτερος από τη ϱυθµίζουσα ενέργεια της περιοχής, σε αντίθεση
µε τις δύο περιπτώσεις περιοχών ατµοηλεκτρικής και υδροηλεκτρικής µονάδας
που ϑεωρήσαµε. Για Ts → ∞ η ϐέλτιστη τιµή του συντελεστή πόλωσης τείνει στη
ϱυθµίζουσα ενέργεια της περιοχής σε κάθε περίπτωση, όπως προέκυψε από την
ανάλυση του προσεγγιστικού συστήµατος διακριτού χρόνου.
Ακόµη, επιχειρήσαµε να προσδιορίσουµε τη ϐέλτιστη περίοδο δειγµατοληψίας.
Θεωρώντας κατάλληλο δείκτη απόδοσης ως συνάρτηση της περιόδου δειγµατολη-
ψίας που λαµβάνει υπόψη και την ταχύτητα απόκρισης του συστήµατος και το
πλήθος των ϐηµάτων, διαπιστώσαµε ότι υφίσταται ελάχιστο σε αυτόν σε συστήµα-
τα µίας περιοχής που αναπαρίστανται από µονάδα ντίζελ, ατµοηλεκτρική µονάδα
και υδροηλεκτρική µονάδα. Η περίοδος δειγµατοληψίας που τον ελαχιστοποιεί
δίνει συγκριτικά καλύτερη απόκριση, όπως επιβεβαιώσαµε από προσοµοιώσεις
του συστήµατος. Συγκεκριµένα, παρατηρήσαµε ότι στην περίπτωση της περιο-
χής µε κυρίαρχη την υδροηλεκτρική µονάδα η ϐέλτιστη περίοδος δειγµατολη-
ψίας είναι αρκετά µεγάλη (17.42 s για τα δεδοµένα που ϑεωρήθηκαν), το οποίο
οφείλεται κυρίως στη µεγάλη σταθερά χρόνου επαναφοράς του ϱυθµιστή στρο-
ϕών του υδροστροβίλου. Στις άλλες δύο περιπτώσεις συστηµάτων (µε κυρίαρχη
µονάδα ντίζελ και ατµοηλεκτρική µονάδα), η ϐέλτιστη περίοδος δειγµατοληψίας
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προκύπτει εντός των τυπικών τιµών 2 s-5 s (3.54 s και 4.44 s αντίστοιχα για τα
δεδοµένα που ϑεωρήθηκαν).

� Για την περίπτωση του υδροθερµικού συστήµατος δύο περιοχών ελέγχου, οι ϐέλτι-
στοι συντελεστές πόλωσης για περίοδο δειγµατοληψίας 4 s διαφέρουν σηµαντικά
στις τέσσερις ϐηµατικές διαταραχές του ϕορτίου που ϑεωρήσαµε (µόνο στην περιο-
χή 1, µόνο στην περιοχή 2, ίσες και στις δύο περιοχές, αντίθετες). Στην περίπτωση
ίσων διαταραχών, οι ϐέλτιστοι συντελεστές πόλωσης είναι ελαφρώς µικρότεροι α-
πό την αντίστοιχη ϱυθµίζουσα ενέργεια της κάθε περιοχής. Ο ϐέλτιστος κοινός
συντελεστής πόλωσης συναρτήσει της περιόδου δειγµατοληψίας επίσης διαφέρει
σηµαντικά για τις τέσσερις περιπτώσεις ϐηµατικών διαταραχών του ϕορτίου.

7.3 Προοπτικές

Οι µελλοντικές επεκτάσεις-προοπτικές συνοψίζονται µε ϐάση τους τρεις άξονες : (1) Μα-
ϑηµατική παράσταση, (2) ευστάθεια και (3) απόδοση.

1. Μαθηµατική παράσταση: Σχετικά µε τη µαθηµατική προτυποποίηση του συστήµατος
ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας, Ϲητήµατα που χρήζουν περαιτέρω διερεύνησης είναι τα
εξής :

� ∆ιαµόρφωση δυναµικού µοντέλου απόκρισης συχνότητας για τους ηλεκτρονικούς
µετατροπείς ισχύος.

� Αλλαγή τρόπου δευτερεύουσας ϱύθµισης λόγω κυριαρχίας στο σύστηµα µονάδων
µε ηλεκτρονικούς µετατροπείς ισχύος (π.χ. αντικατάσταση της συµβατικής δευτε-
ϱεύουσας ϱύθµισης αναλογικού-ολοκληρωτικού ελέγχου µε προβλεπτικό έλεγχο
(Model Predictive Control, MPC)).

� Ενσωµάτωση της στοχαστικότητας στο µοντέλο ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας.

2. Ευστάθεια: Σχετικά µε την ευστάθεια του συστήµατος ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας,
Ϲητήµατα που χρήζουν περαιτέρω διερεύνησης είναι τα εξής :

� Προσδιορισµός των ορίων ευστάθειας του συστήµατος µε ϑεώρηση στο µοντέλο της
ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας µη γραµµικοτήτων, όπως περιορισµούς ϱάµπας
των παραγωγών (generation rate constraints) και χρονικών καθυστερήσεων (time
delays). Αξιοποίηση µαθηµατικών εργαλείων από τη ϑεωρία ευστάθειας µη γραµ-
µικών δυναµικών συστηµάτων.

� Προσδιορισµός των ορίων ευστάθειας του συστήµατος στην περίπτωση που αλ-
λάξει ο τρόπος της δευτερεύουσας ϱύθµισης, λόγω της κυριαρχίας στο σύστηµα
µονάδων µε ηλεκτρονικούς µετατροπείς ισχύος.

3. Απόδοση: Σχετικά µε την απόδοση του συστήµατος ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας,
Ϲητήµατα που χρήζουν περαιτέρω διερεύνησης είναι τα εξής :

� Ορισµός δεικτών απόδοσης που λαµβάνουν υπόψη καλύτερα την απόκριση της
συχνότητας στον συνεχή χρόνο.

� Ορισµός δεικτών απόδοσης που δεν εξαρτώνται από το σχετικό µέγεθος των δια-
ταραχών του ϕορτίου σε σύστηµα πολλών περιοχών. Μια αντιµετώπιση αυτού
του προβλήµατος είναι ίσως η ελαχιστοποίηση του ∥P̂∥F ως προς τους συντελεστές
πόλωσης, όπου J = dT

0 P̂d0 (ϐλ. σχέση (2.44)). Ωστόσο, στην περίπτωση που
γνωρίζουµε κατά προσέγγιση το σχετικό µέγεθος των διαταραχών του ϕορτίου η
ελαχιστοποίηση του ∥P̂∥F δεν δίνει τη ϐέλτιστη επιλογή.

� Ορισµός και υπολογισµός δεικτών απόδοσης στην περίπτωση ένταξης της στοχα-
στικότητας στο µοντέλο ϱύθµισης ϕορτίου-συχνότητας.
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αµ ανά µονάδα
ΣΑΤΥΦ Σύστηµα Αλλαγής Τάσης Υπό Φορτίο
ΣΕΠ Σφάλµα Ελέγχου Περιοχής
ΣΗΕ Σύστηµα Ηλεκτρικής Ενέργειας
ACE Area Control Error
ADC Analog to Digital Converter
DAC Digital to Analog Converter
FACTS Flexible Alternative Current Transmission System
HVDC High Voltage Direct Current
ZOH Zero Order Hold
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