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Περίληψη

Η παρούσα διπλωµατική εργασία εκπονήθηκε στα πλαίσια του προπτυχιακού κύκλου
σπουδών της Σχολής Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών και Φυσικών Επιστηµών του Ε-
ϑνικού Μετσόβιου Πολυτεχνείου.

Σκοπός της εργασίας είναι η παρουσίαση, τόσο ϑεωρητικά όσο και προγραµµατι-
στικά, υπολογιστικών µεθόδων στη στατιστική, οι οποίες είναι χρήσιµες σε ελέγχους
υποθέσεων. Αρχικά υπενθυµίζονται ϐασικά στοιχεία των ελέγχων υποθέσεων, αλλά
και µέθοδοι πραγµατοποίησης τους, ϐασισµένες στην κλασσική στατιστική. ΄Επειτα
παρουσιάζονται οι ΄Ελεγχοι Τυχαιοποίησης, οι ΄Ελεγχοι Monte Carlo και οι ΄Ελεγχοι
Bootstrap. Στο ϑεωρητικό µέρος αναγράφονται η µαθηµατική ϐάση των µεθόδων,
τα αλγοριθµικά ϐήµατα τους, προβλήµατα στην εφαρµογή τους και ενδιαφέρουσες
περιπτώσεις που εφαρµόζονται.

Στο προγραµµατιστικό, και τελευταίο µέρος, υλοποιούνται οι µέθοδοι, µε τη χρήση
της γλώσσας προγραµµατισµού R. Παρουσιάζονται συγκεκριµένα είδη των ελέγχων
υποθέσεων, ϐασισµένα σε πλασµατικά δεδοµένα, εφαρµόζονται σε αυτά όποιες µέθο-
δοι είναι κατάλληλες και προκύπτουν συµπεράσµατα σχετικά µε τις αποφάσεις που
οδήγουν οι µέθοδοι αλλά και µε τις διαφοροποιήσεις των αποφάσεων.

Λέξεις Κλειδιά

΄Ελεγχοι Τυχαιοποίησης, Monte Carlo, Bootstrap, R, ΄Ελεγχοι Υποθέσεων, Υπολογι-
στική Στατιστική
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Abstract

This thesis was conducted as part of the undergraduate program of the School of
Applied Mathematical and Physical Sciences at the National Technical University
of Athens.

The aim of this thesis is to present, both theoretically and programmatically, co-
mputational methods in statistics that are useful for hypothesis testing. Initially,
basic elements of hypothesis testing are recalled, along with methods for condu-
cting them based on classical statistics. Then, Randomization Tests, Monte Carlo
Tests, and Bootstrap Tests are presented. In the theoretical part, the mathema-
tical basis of the methods, their algorithmic steps, problems in their application,
and interesting cases where they are applied are described.

In the programming and final part, the methods are implemented using the R
programming language. Specific types of hypothesis tests are presented, based
on simulated data, appropriate methods are applied to them, and conclusions
are drawn regarding the decisions that the methods lead to and the variations in
these decisions.

Keywords

Randomization tests, Monte Carlo, Bootstrap, R, Hypothesis testing, Computatio-
nal Statistics
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η εξέλιξη της τεχνολογίας, η αναπτυξη των υπολογιστών και η ευρεία χρήση τους
έχουν δηµιουργήσει τις προϋποθεσεις για την ανάπτυξη υπολογιστικά πολυπλοκότε-
ϱων στατιστικών µεθόδων καθώς και την ικανότητα οπτικοποίησης των δεδοµένων.
Τα δεδοµένα είναι ολοένα περισσότερα και πιο σύνθετα και οι κατανοµές των πλη-
ϑυσµών από τους οποίους προέρχονται είναι συνήθως άγνωστες.

Η ανάλυση των δεδοµένων σήµερα είναι απαραίτητη για τη διεξαγωγή συµπερα-
σµάτων, χρήσιµα σε ολόκληρη την κοινωνία. Για παράδειγµα, µέσω ιατρικών και
κλινικών δεδοµένων είναι εφικτό να προκύψουν συµπεράσµατα σχετικά µε τα χαρα-
κτηριστικά ιών, ϕαρµάκων και ϑεραπειών και κατ΄ επέκταση να εφαρµοστούν αυτά
στην πρόληψη και τη ϐελτίωση του συνόλου των ανθρώπων.

Η Ιατρική είναι µόνο ένας από τους τοµείς, που οι συγκεκριµένες µέθοδοι έχουν
εφαρµογή. ΄Αλλοι είναι το Περιβάλλον, η Ψυχολογία, η Βιοµηχανική Παραγω-
γή.

Παρόλ΄ αυτά, αν και οι συγκεκριµένες µέθοδοι έχουν ευρεία και κυρίως αναγκαία
χρήση, σήµερα η χρήση τους είναι περιορισµένη, αφού προτεραιότητα είναι η αξιο-
λόγηση του κόστους και όχι οι ανάγκες. Αυτό όµως δεν αναιρεί το γεγονός ότι η
περαιτέρω έρευνα και ανάπτυξη των µεθόδων αυτών σε περισσότερα πεδία εφαρµο-
γών είναι απαραίτητη.

1.1 Σκοπός

Σκοπός της παρούσας διπλωµατικής είναι η παράθεση τριών µεθόδων στατιστικής
που εφαρµόζονται σε ελέγχους υποθέσεων, των ελέγχων τυχαιοποίησης, της µεθόδου
Monte Carlo και της µεθόδου Bootstrap, κοινό στοιχείο των οποίων είναι η ανάγκη

1
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χρήσης υπολογιστών.

Η παρουσίαση των µεθόδων γίνεται τόσο ϑεωρητικά, όσο και µε εφαρµογές. Σκοπός
του ϑεωρητικού τµήµατος είναι η παράθεση του µαθηµατικού υποβάθρου και των
ϐηµάτων των µεθόδων, των πλεονεκτηµάτων και των προβληµάτων κάθε µιας. Το
κοµµάτι των εφαρµογών εξυπηρετεί την καλύτερη εποπτεία σχετικά µε την υλοποίη-
ση των µεθόδων προγραµµατιστικά.

1.2 ∆οµή

Η παρούσα διπλωµατική εργασία αποτελείται από 7 Κεφάλαια.

Το παρών Κεφάλαιο 1 αποτελεί µία εισαγωγή της εργασίας, και συγκεκριµένα
περιγράφει το σκοπό και τη δοµή της.

Στο Κεφάλαιο 2 ορίζονται, αρχικά, ϐασικά στοιχεία των ελέγχων υποθέσεων, δη-
λαδή τα είδη των υποθέσεων, η συνάρτηση ελέγχου, η κρίσιµη περιοχή, το επίπεδο
σηµαντικότητας, τα είδη σφαλµάτων, η ισχύς και το παρατηρούµενο επίπεδο σηµα-
ντικότητας. Στη συνέχεια παρουσιάζονται κάποιοι παραµετρικοί έλεγχοι, τόσο για
τη µέση τιµή, όσο και για τον συντελεστή συσχέτισης, έλεγχοι δηλαδή που χρήζουν
προϋποθέσεων, κυρίως περί κανονικότητας του πληθυσµού ή των πληθυσµών που
µελετούνται, προκειµένου να υλοποιηθούν.

Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζονται µη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων για τη µέση
τιµή και τον συντελεστή συσχέτισης, έλεγχοι δηλαδή που δεν χρήζουν προϋποθέσεων,
κυρίως περί κανονικότητας, αλλά ϐασίζονται στην τάξη µεγέθους των παρατηρήσεων
του δείγµατος.

Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζονται οι έλεγχοι τυχαιοποίησης, τόσο τα ϐήµατα µε τα
οποία πραγµατοποιούνται γενικά, όσο και η εφαρµογή τους σε συγκεκριµένα είδη
ελέγχων. Οι έλεγχοι αυτοί δεν χρήζουν καµίας υπόθεσης και ϐασίζονται πλήρως στο
δείγµα.

Στο Κεφάλαιο 5 παρουσιάζεται η µέθοδος Monte Carlo, η οποία χρησιµοποιείται
για την προσοµοίωση δεδοµένων και την εξαγωγή στατιστικών συµπερασµάτων ϐα-
σισµένη στη γνώση της κατανοµής που ακολουθεί ο πληθυσµός ή οι πληθυσµοί που
µελετώνται.

Στο Κεφάλαιο 6 παρουσιάζεται η µέθοδος Bootstrap, η οποία για την εξαγωγή στατι-
στικών συµπερασµάτων ϐασίζεται αποκλειστικά και µόνο στο δείγµα, και στη τυχαία
δειγµατοληψία µε επανάθεση, από αυτό, για τη δηµιουργία νέων δειγµάτων.

Τέλος, στο Κεφάλαιο 7, υλοποιούνται όλες οι παραπάνω µέθοδοι µε τη χρήση της
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γλώσσας προγραµµατισµού R, η οποία είναι κατάλληλη για τη διεξαγωγή στατιστικής
ανάλυσης, σε ειδικό περιβάλλον, το RStudio. Στο συγκεκριµένο κεφάλαιο παρατίθε-
νται 7 παραδείγµατα µε συγκεκριµένα σύνολα δεδοµένων, ορίζονται οι υποθέσεις
ϐάσει του Ϲητούµενου του προβλήµατος, πραγµατοποιούνται οι απαραίτητοι έλεγχοι
για τη διεξαγωγή συµπερασµάτων και παρουσιάζονται τα κατάλληλα διαγράµµα-
τα.





Κεφάλαιο 2

Παραµετρικοί ΄Ελεγχοι

Υποθέσεων

2.1 Εισαγωγή

Οι έλεγχοι υποθέσεων χρησιµοποιούνται για την επιβεβαίωση µιας στατιστικής υ-
πόθεσης Η, δηλαδή κάθε υπόθεσης που αφορά την κατανοµή p(x|ϑ) µιας τυχαίας
µεταβλητής (τ.µ.) Χ. Αυτή µπορεί να αφορά είτε την άγνωστη παράµετρο ϑ της συ-
νάρτησης πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) p(x|ϑ) (όταν η τ.µ. είναι συνεχής) ή την
συνάρτηση µάζας πιθανότητας (σ.µ.π.) p(x|ϑ) (όταν η τ.µ. είναι διακριτή), όταν η p
έχει γνωστή συναρτησιακή µορφή, είτε την συναρτησιακή µορφή της p (Φουσκάκης,
2009). Οι παραµετρικοί έλεγχοι εξετάζουν την τιµή µιας παραµέτρου ϐασιζόµενοι
στην κατανοµή της, ενώ οι µη παραµετρικοί έλεγχοι, που ϑα αναφερθούν στο ε-
πόµενο κεφάλαιο, ϐασίζονται σε άλλες ιδιότητες της παραµέτρου. Η επιλογή του
είδους του ελέγχου σχετίζεται µε την παράµετρο που χρειάζεται να ελεγθεί, το µέγε-
ϑος του δείγµατος και στην περίπτωση περισσότερων δειγµάτων την ανεξαρτησία των
παρατηρήσεων.

2.2 Είδη Υποθέσεων και Ελέγχων

Προκειµένου να πραγµατοποιηθεί ένας έλεγχος υποθέσεων ϑα πρέπει να οριστούν οι
υποθέσεις του ελέγχου. Αρχικά ορίζεται η µηδενική υπόθεση, η οποία συµβολίζεται
µε Η0, και είναι η υπόθεση η οποία εξετάζεται ως προς την αλήθεια της. Η υπόθεση
Η0 ϑεωρείται αληθής µέχρι να υπάρξουν αρκετές ενδείξεις ώστε να απορριφθεί. ΄Οταν
είναι της µορφης Η0: ϑ=ϑ0 η υπόθεση λέγεται απλή, ενώ όταν είναι της µορφής Η0:
ϑ≤ϑ0 ή Η0: ϑ≥ϑ0 λέγεται σύνθετη.
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Ορίζεται επίσης η εναλλακτική υπόθεση Η1, η οποία ισχύει όταν απορρίπτεται η
µηδενική υπόθεση. Εάν είναι της µορφής Η1: ϑ<ϑ0 ή Η1: ϑ>ϑ0 ο έλεγχος λέγεται
µονόπλευρος (αριστερά και δεξιά αντίστοιχα), ενώ στην περίπτωση που η εναλλακτι-
κή υπόθεση είναι της µορφής Η1: ϑ,ϑ0 τότε ο έλεγχος λέγεται αµφίπλευρος.

2.3 Συνάρτηση Στατιστικής Ελέγχου, Κρίσιµη Περιο-

χή και Επίπεδο Σηµαντικότητας

Αφού οριστούν οι δύο υποθέσεις γίνεται διαχωρισµός του παραµετρικού χώρου (του
χώρου των δυνατών τιµών της παραµέτρου ϑ) στην περιοχή που δεν απορρίπτεται
η Η0 και ονοµάζεται περιοχή αποδοχής και στην περιοχή που απορρίπτεται η Η0

και ονοµάζεται κρίσιµη περιοχή (περιοχή απόρριψης), η οποία συµβολίζεται µε
R.

Για να πραγµατοποιηθεί αυτός ο διαχωρισµός ϑα πρέπει να υπολογιστούν τα κρίσιµα
σηµεία. Αυτό µπορεί να είναι υπολογιστικά δύσκολο από την κατανοµή της παρα-
µέτρου ϑ. Είναι λοιπόν αναγκαίο να γίνει χρήση µιας άλλης συνάρτησης, η οποία
εξαρτάται απο την τιµή ϑ0 της ϑ για την οποία η Η0 είναι αληθής. Η συνάρτηση αυτή
ονοµάζεται στατιστική συνάρτηση ελέγχου (ελεγχοσυνάρτηση) και συµβολίζεται
µε q. Η κατανοµή της ελεγχοσυνάρτησης δείχνει την πυκνότητα πιθανότητας να
πάρει αυτή κάποια τιµή αν η µηδενική υπόθεση είναι αληθής. Εποµένως µεγάλες
τιµές της ελεγχοσυνάρτησης ενισχύουν την ορθότητα της Η0. Για να οριστεί η συνάρ-
τηση αυτή και να ϐρεθεί η κατανοµή της χρησιµοποιείται σαν δεδοµένο στην αρχή
του ελέγχου οτι ισχύει η Η0.

Εκτός από την στατιστική συνάρτηση ελέγχου, η κρίσιµη περιοχή εξαρτάται και απο
µία πιθανότητα, η οποία ονοµάζεται επίπεδο σηµαντικότητας (ε.σ.) και συµβο-
λίζεται µε α. Το ε.σ. α δείχνει την πιθανότητα να απορριφθεί η Η0 ενώ αυτή είναι
αληθής, όταν ο έλεγχος είναι απλός. Εποµένως το ε.σ. καθορίζει το εύρος των δύο
περιοχών. Με δεδοµένο το ε.σ. µπορεί να οριστεί η κρίσιµη περιοχή.

Υποθέτοντας για την ελεγχοσυνάρτηση γνωστή συµµετρική κατανοµή, στην περίπτω-
ση του µονόπλευρου ελέγχου ορίζεται ως R = {q|q < qα} ή R = {q|q > q1−α}, ενώ στην
περίπτωση του αµφίπλευρου ελέγχου ως R = {q|q < q α

2
∨ q > q1− α

2
}. Οι τιµές που

διαχωρίζουν τις δύο περιοχές ονοµάζονται κρίσιµες τιµές. Μπορεί λοιπόν να πα-
ϱατηρηθεί ότι τόσο στον µονόπλευρο όσο και στον αµφίπλευρο έλεγχο η πιθανότητα
απόρριψης της Η0 είναι συνολικά ίση µε α. Στο Σχήµα 2.1 ϕαίνεται σκιαγραφηµένη
η περιοχή απόρριψης στον µονόπλευρο και στον αµφίπλευρο απλό έλεγχο.
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(αʹ) Κρίσιµη περιοχή (σκιαγραφηµένη) για δεξιά µονόπλευρο έλεγχο
υποθέσεων

(ϐʹ) Κρίσιµη περιοχή (σκιαγραφηµένη) για αριστερά µονόπλευρο έλεγχο υποθέσεων

(γʹ) Κρίσιµη περιοχή (σκιαγραφηµένη) για αµφίπλευρο έλεγχο υποθέσεων

Σχήµα 2.1: Κρίσιµη περιοχή για µονόπλευρο και αµφίπλευρο έλεγχο υποθέσεων
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Πραγµατικότητα
Αποφάσεις

Μη απόρ. της Η0 Απόρ. της Η0

Η0 αληθής Σωστή Απόφαση
Σφάλµα Τύπου Ι

(πιθανότητα α)

Η1 αληθής
Σφάλµα Τύπου ΙΙ

Σωστή Απόφαση
(πιθανότητα ϐ)

Πίνακας 2.1: Είδη Σφαλµάτων και Αποφάσεων

2.4 Είδη Σφαλµάτων και Ισχύς

Ανάλογα µε την υπόθεση που είναι αληθής και την απόφαση που λαµβάνεται τελικά,
ορίζονται δύο είδη σφαλµάτων. Αν η υπόθεση Η0 είναι αληθής αλλά απορριφθεί, το
σφάλµα ονοµάζεται σφάλµα τύπου Ι. Αν είναι αληθής η Η1 αλλά δεν απορριφθεί η
Η0, το σφάλµα ονοµάζεται σφάλµα τύπου ΙΙ.

Εποµένως,

• P(σφάλµα τύπου Ι)=P(απόρ. Η0 | Η0 αληθής)

• P(σφάλµα τύπου ΙΙ)=P(µη απόρ. Η0 | Η1 αληθής)

Στον Πίνακα 2.1 συνοψίζονται τα σφάλµατα του ελέγχου ανάλογα µε την απόφαση
που λαµβάνεται και την υπόθεση που ισχύει πραγµατικά.

΄Οταν η µηδενική υπόθεση είναι απλή τότε η πιθανότητα του σφάλµατος τύπου Ι
είναι ίση µε το επίπεδο σηµαντικότητας. Το επίπεδο σηµαντικότητας υποδηλώνει
δηλαδή το µέγεθος του ελέγχου. Η πιθανότητα του σφάλµατος τύπου ΙΙ συµβολίζεται
µε ϐ. Ιδανικά, στην επιλογή της κρίσιµης περιοχής ελαχιστοποιούνται οι δύο αυτές
πιθανότητες. Επειδή όµως η ταυτόχρονη ελαχιστοποίηση µπορεί να είναι δύσκολη,
συνήθως επιλέγεται µια σταθερή τιµή για το α και ελαχιστοποιείται το ϐ.

Ορίζεται επίσης η ποσότητα 1-ϐ, η οποία ονοµάζεται ισχύς του ελέγχου. Πιο συγκε-
κριµένα, η ισχύς δείχνει την πιθανότητα να απορριφθεί η µηδενική υπόθεση Η0 ενώ
ισχύει η εναλλακτική Η1. ∆ηλαδή, 1-ϐ=P(απόρ. Η0 | Η1 αληθής). Είναι προφανές ότι
σε ελέγχους που ελαχιστοποιείται το ϐ, µεγιστοποιείται η ισχύς του ελέγχου.
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2.5 Παρατηρούµενο Επίπεδο Σηµαντικότητας

Το παρατηρούµενο επίπεδο σηµαντικότητας ή αλλιώς p-value δείχνει την πιθα-
νότητα να παρατηρηθεί µια τιµή πιο ακραία απο την παρατηρούµενη τιµή, δεδο-
µένου ότι η µηδενική υπόθεση ισχύει. Εποµένως, σε περιπτώσεις που δεν µπορεί
να γίνει χρήση του επιπέδου σηµαντικότητας α (π.χ. διακριτές κατανοµές), υπολο-
γίζεται το p-value και συγκρίνεται µε το α. Εάν το p-value είναι µεγαλύτερο ή ίσο
του α, τότε η µηδενική υπόθεση δεν απορρίπτεται. Είναι σηµαντικό να σηµειωθεί ότι
το παρατηρούµενο επίπεδο σηµαντικότητας δεν δείχνει την πιθανότητα η µηδενική
υπόθεση να είναι αληθής.

2.6 Ενδιαφέρουσες Περιπτώσεις

2.6.1 ΄Ελεγχοι Υποθέσεων για την Μέση Τιµή

Ο έλεγχος υποθέσεων για την µέση τιµή µπορεί να αφορά είτε τον έλεγχο της σε έναν
πληθυσµό είτε την σύγκριση µέσων τιµών για δύο ή περισσότερους πληθυσµούς. Σε
κάθε περίπτωση επιλέγεται η κατάλληλη ελεγχοσυνάρτηση ανάλογα µε τις γνώσεις
που υπάρχουν για τις διασπορές των πληθυσµών και το µέγεθος του τυχαίου δείγµα-
τος (τ.δ.) Χ, γίνεται επιλογή των κρίσιµων σηµείων ανάλογα µε το είδος του ελέγχου
(µονόπλευρος ή αµφίπλευρος) και λαµβάνεται η απόφαση απόρριψης ή µη της µη-
δενικής υπόθεσης ανάλογα µε την τιµή της ελεγχοσυνάρτησης από τα δεδοµένα του
τυχαίου δείγµατος.

Μέση Τιµή µιας Ποσοτικής Μεταβλητής ενός Πληθυσµού

Στους ελέγχους τη µέσης τιµής µιας ποσοτικής µεταβλητής ενός πληθυσµού η επι-
λογή της ελεγχοσυνάρτησης γίνεται ανάλογα µε το αν η διασπορά σ2 του πληθυσµού
είναι γνωστή ή άγνωστη και αν το µέγεθος n του τ.δ. Χ ειναι µικρό (n < 30) ή µεγάλο
(n ≥30). ΄Εστω ότι η µηδενική υπόθεση έχει την µορφή Η0: µ = µ0, όπου µ η τιµή
της µέσης τιµής για την οποία αυτή εξετάζεται. Τότε και η εναλλακτική υπόθεση ϑα
είναι είτε της µορφής Η1: µ < µ0 ή Η1: µ > µ0 (µονόπλευρος έλεγχος) είτε Η1: µ , µ0

(αµφίπλευρος έλεγχος). Θα εξεταστούν παρακάτω τρεις περιπτώσεις του ελέγχου. Σε
κάθε περίπτωση ϑα πρέπει ο πληθυσµός απο τον οποίο προέρχεται το τ.δ. Χ να είναι
κανονικά κατανεµηµένος ή το µέγεθος του δείγµατος να είναι µεγάλο.

• n µεγάλο, σ2 γνωστή:

Στην περίπτωση αυτή χρησιµοποιείται ως ελεγχοσυνάρτηση του ελέγχου η συ-
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νάρτηση

Z =
X − µ0

σ/
√

n
, (2.1)

όπου σ είναι η τυπική απόκλιση του πληθυσµού. Μια εκτίµηση της µέσης
τιµής του πληθυσµού είναι η X . Αφού ο πληθυσµός είναι κανονικά κατανε-
µηµένος µε µέση τιµή µ και διασπορά σ2 και το δείγµα µεγάλο, τότε από το
Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα (Κ.Ο.Θ.) για την τ.µ. X ϑα ισχύει X ∼ N(µ, σ2

n ).
Τυποποιώντας την µεταβλητή αυτή προκύπτει η τ.µ. Z για την οποία ισχύει ότι
Z ∼ N(0, 1). Με ϐάση όσα αναφέρθηκαν παραπάνω για τις κρίσιµες περιοχές
διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

– Αν Η1: µ > µ0 → R : {Z > Zα}

– Αν Η1: µ < µ0 → R : {Z < −Zα}

– Αν Η1: µ , µ0 → R : {|Z | > Z α
2
}.

• n µεγάλο, σ2 άγνωστη:

Στην περίπτωση που η διασπορά του πληθυσµού είναι άγνωστη ακολουθείται
η ίδια διαδικασία µε πριν µε τη διαφορά ότι στην ελεγχοσυνάρτηση αντικα-
ϑίσταται η τυπική απόκλιση σ του πληθυσµού απο την τυπική απόκλιση S του
δείγµατος. Η S υπολογίζεται από το τ.δ. Χ και χρησιµοποιείται σαν εκτιµήτρια
της σ, όταν αυτή είναι άγνωστη. Εποµένως η ελεγχοσυνάρτηση έχει τη µορφή

Z =
X − µ0

S/
√

n
(2.2)

και ακολουθεί την Ν(0,1). Οι κρίσιµες περιοχές είναι και πάλι οι :

– Αν Η1: µ > µ0 → R : {Z > Zα}

– Αν Η1: µ < µ0 → R : {Z < −Zα}

– Αν Η1: µ , µ0 → R : {|Z | > Z α
2
}.

Η υλοποίση του ελέγχου γίνεται στο υποκεφάλαιο 7.2.

• n µικρό, σ2 άγνωστη, κανονικός πληθυσµός από τον οποίο προέρχεται

η Χ:

Στην περίπτωση που το τ.δ. είναι µικρό, δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί η
προσέγγιση του Κ.Ο.Θ. Τότε χρησιµοποιείται σαν ελεγχοσυνάρτηση η

Τ =
X − µ0

S/
√

n
, (2.3)

η οποία ακολουθεί την κατανοµή tn−1, όπου n-1 οι ϐαθµοί ελευθερίας της
κατανοµής. Συνεπώς οι κρίσιµες περιοχές διαµορφώνονται ως εξής :
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– Αν Η1: µ > µ0 → R : {t > tn−1;α}

– Αν Η1: µ < µ0 → R : {t < tn−1;α}

– Αν Η1: µ , µ0 → R : {|t | > tn−1; α
2
}.

∆ιαφορά των Μέσων Τιµών δύο Πληθυσµών

΄Εστω δύο πληθυσµοί κανονικά κατανεµηµένοι µε µέσες τιµές µ1, µ2 και διασπορές
σ2

1 , σ2
2 , δύο τ.δ. Χ1, Χ2 και έστω ότι η Η0 είναι της µορφής Η0: µ1 − µ2 = δ, όπου

δ ∈ R. Ο έλεγχος διαφοροποιείται ανάλογα µε την εξάρτηση των δύο δειγµάτων
µεταξύ τους.

• Ανεξάρτητα ∆είγµατα

΄Οταν τα δύο τ.δ. είναι ανεξάρτητα και έχουν µεγάλο µέγεθος ή προέρχονται από
κανονικούς πληθυσµούς τότε η διαφορά X1 − X2 είναι µια εκτίµηση της διαφοράς
των µέσων τιµών και ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µ.τ. µ1 − µ2 και διασπορά
σ2

1
n1
+

σ2
2

n2
. ΄Οπως στους ελέγχους υποθέσεων για την µέση τιµή ενός πληθυσµού, έτσι

και στους ελέγχους υποθέσεων για την διαφορά των µέσων τιµών δύο πληθυσµών,
η επιλογή της ελεγχοσυνάρτησης διαφοροποιείται ανάλογα µε τα µεγέθη n1, n2 των
τ.δ. Χ1, Χ2, την γνώση των διασπορών σ2

1 , σ2
2 και τη σχέση αυτών των δύο µεταξύ

τους. ∆ιακρίνονται οι εξής τρεις περιπτώσεις :

• n1, n2 µεγάλα, σ2
1 , σ2

2 γνωστές ή άγνωστες:

Σε αυτή την περίπτωση δεν απαιτείται κανονικότητα των δύο πληθυσµών.

Η ελεγχοσυνάρτηση που επιλέγεται όταν είναι γνωστές οι διασπορές είναι η

Z =
(X1 − X2) − δ√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

, (2.4)

ενώ όταν είναι άγνωστες οι διασπορές επιλέγεται η

Z =
(X1 − X2) − δ√

S2
1

n1
+

S2
2

n2

. (2.5)

Σε κάθε περίπτωση λόγω του Κ.Ο.Θ και της τυποποίησης της τ.µ. ισχύει Z ∼

N(0, 1). Εποµένως οι περιοχές απόρριψης είναι οι :

– Αν Η1: µ1 − µ2 > δ → R : {Z > Zα}

– Αν Η1: µ1 − µ2 < δ → R : {Z < −Zα}

– Αν Η1: µ1 − µ2 , δ → R : {|Z | > Z α
2
}.
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• n1, n2 µικρά, σ2
1 , σ2

2 άγνωστες αλλά σ2
1 ,= σ2

2 :

Σε αυτή την περίπτωση δεν µπορεί να γίνει χρήση των παραπάνω προσεγγίσε-
ων και απαιτείται κανονικότητα των δύο πληθυσµών. Συνεπώς χρησιµοποιείται
σαν συνάρτηση ελέγχου η t. Επειδή οι διασπορές των πληθυσµών είναι άγνω-
στες, χρησιµοποιούνται στην ελεγχοσυνάρτηση οι διασπορές των τ.δ. S2

1, S2
2

σαν εκτιµήτριες των σ2
1 , σ2

2 αντίστοιχα. ΄Οµως ισχύει ότι σ2
1 = σ2

2 , οπότε ϑα
χρησιµοποιηθεί η σταθµισµένη εκτιµήτρια S2

p της διασποράς, όπου

S2
p =

(n1 − 1)S2
1 + (n2 − 1)S2

2

n1 + n2 − 2
. (2.6)

Οπότε η συνάρτηση ελέγχου είναι η

t =
(X1 − X2) − δ

Sp

√
1
n1
+ 1

n2

. (2.7)

Για την t ισχύει ότι t ∼ tn1+n2−2. Εποµένως για τις περιοχές απόρριψης ϑα
ισχύει :

– Αν Η1: µ1 − µ2 > δ → R : {t > tn1+n2−2;α}

– Αν Η1: µ1 − µ2 < δ → R : {t < −tn1+n2−2;α}

– Αν Η1: µ1 − µ2 , δ → R : {|t | > tn1+n2−2; α
2
}.

• n1, n2 µικρά, σ2
1 , σ2

2 άγνωστες και σ2
1 , σ2

2 :

Στην περίπτωση που οι πληθυσµοί είναι κανονικοί, αλλά οι διασπορές τους δεν
είναι ίσες, δεν χρησιµοποιείται η S2

p, αλλά οι επιµέρους εκτιµήτριες S2
1, S2

2 των
διασπορών. Εποµένως η συνάρτηση ελέγχου έχει τη µορφή

t =
(X1 − X2) − δ√

S2
1

n1
+

S2
2

n2

. (2.8)

΄Οµως τώρα η t ακολουθεί προσεγγιστικά την tm, όπου m είναι οι ϐαθµοί
ελευθερίας της συνάρτησης και υπολογίζονται από τον τύπο

m =
(S2

1
n1
+

S2
2

n2
)2

(
S2
1

n1
)2

n1−1 +
(

S2
2

n2
)2

n2−1

. (2.9)

Οι περιοχές απόρριψης είναι οι :

– Αν Η1: µ1 − µ2 > δ → R : {t > tn;α}

– Αν Η1: µ1 − µ2 < δ → R : {t < −tn;α}

– Αν Η1: µ1 − µ2 , δ → R : {|t | > tn; α
2
}.

Η υλοποίηση του ελέγχου γίνεται στο υποκεφάλαιο 7.3.
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∆ιαφορά των Μέσων Τιµών άνω των δύο Ανεξάρτητων Πληθυσµών -

Η µέθοδος ANOVA

Η µέθοδος ANOVA είναι µία παραµετρική µέθοδος που χρησιµοποιείται στους ελέγ-
χους υποθέσεων για τη σύγκριση των µέσων τιµών 3 ή περισσότερων ανεξάρτητων
πληθυσµών. ΄Εστω ότι χρειάζεται να εξετασθεί αν οι µέσες τιµές k ανεξάρτητων πλη-
ϑυσµών διαφέρουν ως προς µία κατηγορική µεταβλητή, η οποία ονοµάζεται παράγο-

ντας. Οι πληθυσµοί αποτελούν τις δυνατές τιµές που µπορεί να λάβει ο παράγοντας
και ονοµάζονται επίπεδα. ΄Εστω ότι έχουν ληφθεί k τυχαία δείγµατα, µεγέθους ni,
i = 1, ..., k από κάθε πληθυσµό, µε αντίστοιχες µέσες τιµές µi , i = 1, ..., k.

Ο έλεγχος υποθέσεων ϑα είναι :

Η0:µ1 = µ2 = ... = µk

Η1:µi , µj, i , j, i = 1, ..., k, j = 1, ...k

Η µηδενική υπόθεση υποδηλώνει την απουσία διαφοράς των µέσων τιµών µεταξύ των
επιπέδων. Υποδηλώνει δηλαδή ότι ο παράγοντας δεν επηρεάζει τις µέσες τιµές των
πληθυσµών.

Επειδή ο συγκεκριµένος έλεγχος είναι παραµετρικός ϑα πρέπει να ισχύουν οι πα-
ϱακάτω υποθέσεις:

• Τα δείγµατα πρέπει να είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους. ∆εν µπορεί κάποιο υπο-
κείµενο να ανήκει σε 2 ή περισσότερους πληθυσµούς.

• Οι πληθυσµοί πρέπει να είναι κανονικά κατανεµηµένοι. Αυτό µπορεί να ε-
λεγχθεί για παράδειγµα µε την κατασκευή ιστογράµµατος των παρατηρήσεων
κάθε πληθυσµού.

• Οι τυπικές αποκλίσεις των πληθυσµών ϑα πρέπει να είναι ίσες.

Σηµειώνεται ότι ο έλεγχος ANOVA είναι ανθεκτικός σε µέτρια παραβίαση των υπο-
ϑέσεων περί κανονικότητας και ίσων αποκλίσεων.

Σηµαντικά µεγέθη για την εκτέλεση του ελέγχου είναι τα εξής :

• ∆ιακύµανση εντός του κάθε πληθυσµού:

SS(W ) =
k∑

i=1

dfiS
2
i , (2.10)

όπου dfi = ni−1 και S2
i η διακύµανση του κάθε δείγµατος. Αυτή η διακύµανση

δεν επηρεάζεται από την επίδραση του παράγοντα ενδιαφέροντος.
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• ∆ιακύµανση µεταξύ των πληθυσµών:

SS(B) =
k∑

i=1

ni(xi − x)2, (2.11)

όπου xi: η µέση τιµή κάθε i δείγµατος και x η συνολική µέση τιµή όλων
των παρατηρήσεων, όπως ϑα υπολογιζόταν αν δεν υπήρχαν οι παράγοντες. Η
διακύµανση αυτή επηρεάζεται από την επίδραση του παράγοντα.

• Βαθµοί ελευθερίας εντός κάθε πληθυσµού:

df (W ) =
k∑

i=1

(ni − 1) (2.12)

• Βαθµοί ελευθερίας µεταξύ των πληθυσµών:

df (B) = k − 1 (2.13)

• Σταθµισµένο άθροισµα τετραγώνων:

MS =
SS

df
. (2.14)

Εποµένως

MS(W ) =
SS(W )
df (W )

(2.15)

και
MS(B) =

SS(B)
df (B)

. (2.16)

Η συνάρτηση ελέγχου που χρησιµοποιείται είναι η

F =
MS(B)
MS(W )

, (2.17)

η οποία ακολουθεί την F(k−1,n−k). Από τους γνωστούς πίνακες της κατανοµής υ-
πολογίζεται το p-value, αφού p-value= P(F(k−1,n−k) > Fobs), όπου Fobs η τιµή της
ελεγχοσυνάρτησης από το δείγµα.

Η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται όταν p-value< α.

Είναι σηµαντικό να αναφερθεί ότι στην περίπτωση που απορριφθεί η µηδενική υ-
πόθεση, ο έλεγχος υποδηλώνει ότι υπάρχει διαφορά µεταξύ των πληθυσµών, χωρίς
όµως να είναι σε ϑέση να υποδείξει µεταξύ ποιών πληθυσµών.

Στην περίπτώση που δεν πληρούνται οι προϋποθέσεις για τη χρήση του παραµετρι-
κού ελέγχου, µπορεί να γίνει χρησή του µη παραµετρικού, όπως ϑα αναφερθεί στο
Κεφάλαιο 3.

Η υλοποίηση της µεθόδου ANOVA γίνεται στο υποκεφάλαιο 7.4.
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2.6.2 ΄Ελεγχος Υποθέσεων για τον Συντελεστή Συσχέτισης -

Ο Συντελεστής Γραµµικής Συσχέτισης Pearson

Πολλές ϕορές είναι χρήσιµη η γνώση για την ύπαρξη συσχέτισης δύο ή περισσότερων
ποσοτικών χαρακτηριστικών ενός τυχαίου δείγµατος, και κατ΄ επέκταση των πληθυ-
σµών από τους οποίους προέρχονται. Με τον όρο συσχέτιση περιγράφεται ο τρόπος
µε τον οποίο η µεταβολή ενός χαρακτηριστικού ϑα επηρεάσει γραµµικά τη µεταβολή
κάποιου άλλου χαρακτηριστικού. Η συσχέτιση αυτή µπορεί να ποσοτικοποιηθεί και
να ερµηνευτεί µε τον υπολογισµό διάφορων µέτρων.

Ο συντελεστής γραµµικής συσχέτισης Pearson, συµβολίζεται µε r και χρησι-
µοποιείται για τη διερεύνιση γραµµικής σχέσης µεταξύ δύο ποσοτικών µεταβλητών.
Γραµµική σχέση σηµαίνει πως η µεταβολή της µιας µεταβλητής ϑα επηρεάσει α-
ναλογικά την άλλη. Ο έλεγχος υποθέσεων για τον συντελεστή Pearson είναι ένας
παραµετρικός έλεγχος. ΄Εστω ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n και xi , yi οι παρα-
τηρήσεις για τις µεταβλητές X, Y αντίστοιχα. Αρχικά υπολογίζεται ο δειγµατικός
συντελεστής

r =
n

∑n
i=1 xiyi − (

∑n
i=1 xi)(

∑n
i=1 yi)√

[n
∑n

i=1 x2
i − (

∑n
i=1 xi)2][n

∑n
i=1 y2

i − (
∑n

i=1 yi)2]
. (2.18)

Σαν µηδενική υπόθεση ορίζεται η απουσία συσχέτισης. Η µηδενική υπόθεση, λοι-
πόν, ϑα είναι της µορφής Η0: r = 0 και η εναλλακτική ϑα είναι Η1: r , 0. Αυτό
προκύπτει από το γεγονός ότι ο συντελεστής Pearson όταν είναι 0 υποδηλώνει την
απουσία συσχέτισης, ενώ οι τιµές κοντά στο 1 και το -1 υποδηλώνουν ϑετική και
αρνητική συσχέτιση αντίστοιχα.

Ως συνάρτηση ελέγχου χρησιµοποιείται η

t =
r√
1−r2

n−2

, (2.19)

όπου r είναι ο δειγµατικός συντελεστής, ο οποίος κάτω από την Η0 ακολουθεί την
κατανοµή tn−2;α. Η κρίσιµη περιοχή είναι R = t > tn−2;α. Και τελικά αν t >κρίσιµη
τιµή, τότε απορρίπτεται η Η0.

Επειδή ο παραπάνω έλεγχος είναι παραµετρικός, για να γίνει η χρήση του πρέπει
να ικανοποιούνται οι παρακάτω προϋποθέσεις :

• ΄Ολες οι µεταβλητές πρέπει να είναι ποσοτικές.

• Οι µεταβλητές πρέπει να ακολουθούν κανονική κατανοµή.

Η εφαρµογή του έλέγχου του συντελεστή Pearson γίνεται στο υποκεφάλαιο 7.5.
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2.7 Συµπεράσµατα

Συνοψίζοντας, οι παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων χρησιµοποιούνται όταν χρειάζε-
ται να ελεγχθεί η τιµή µιας παραµέτρου ενός πληθυσµού ή να συγκριθούν δύο τιµές
αντίστοιχων παραµέτρων δύο πληθυσµών. Συνοπτικά τα ϐήµατα του ελέγχου υπο-
ϑέσεων είναι τα εξής :

• Ορισµός της µηδενικής υπόθεσης Η0

• Ορισµός της εναλλακτικής υπόθεσης Η1

• Επιλογή της κατάλληλης ελεγχοσυνάρτησης

• Υπολογισµός της τιµής της ελγχοσυνάρτησης από τα δεδοµένα του τυχαίου
δείγµατος

• Υπολογισµός της κρίσιµης τιµής χρησιµοποιώντας το επίπεδο σηµαντικότητας
α

• Απόφαση για απόρριψη ή µη της Η0.

Σε αυτό το κεφάλαιο αναφέρθηκαν έλεγχοι για συγκεκριµένες παραµέτρους ϐασι-
Ϲόµενοι σε υποθέσεις για την κατανοµή της. Στο επόµενο κεφάλαιο ϑα αναφερθούν
οι µη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων, οι έλεγχοι δηλαδή που χρησιµοποιούνται
για τη λήψη µιας απόφασης ϐασισµένοι σε άλλες ιδιότητες της παραµέτρου και όχι
στην κατανοµή της.



Κεφάλαιο 3

Μη Παραµετρικοί ΄Ελεγχοι

Υποθέσεων

3.1 Εισαγωγή

Οι µη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων χρησιµοποιούνται σε περιπτώσεις
όπου δεν υπάρχουν οι συνθήκες για να χρησιµοποιηθούν οι παραµετρικοί έλεγ-
χοι (πχ. µη κανονικότητα των πληθυσµών, µικρά δείγµατα). Γενικά αν µπορεί να
γίνει χρήση των παραµετρικών ελέγχων αυτή προτιµάται. Παρόλ΄ αυτά, ακόµα και
σε περιπτώσεις µε πολύ µικρά δείγµατα µπορεί να προκύψει µία αρκετά σηµαντική
σταστιστική απόφαση. Ως επί τω πλείστον στους µη παραµετρικούς ελέγχους εξετάζε-
ται αν δύο ή περισσότεροι πληθυσµοί ακολουθούν ίδια κατανοµή. Αν είναι γνωστό
ότι οι πληθυσµοί ακολουθούν ίδια κατανοµή, µπορεί η στατιστική υπόθεση να εξει-
δικευτεί στον έλεγχο ισότητας των κεντρικών ϑέσεων των πληθυσµών. Ως κεντρικές
ϑέσεις χρησιµοποιούνται σε ποσοτικά δεδοµένα η διάµεσος ή η µέση τιµή, ενώ σε
διατακτικά δεδοµένα µόνο η διάµεσος. Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι µη παραµετρικοί
έλεγχοι έχουν µικρότερη ισχύ από τους παραµετρικούς.

3.2 ΄Ελεγχοι για ∆ύο Πληθυσµούς

3.2.1 Ο ΄Ελεγχος Wilcoxon Rank-Sum

Ο έλεγχος Wilcoxon Rank-Sum ϐασίζεται στη διάταξη των παρατηρήσεων.
΄Εστω δύο πληθυσµοί A και B και έστω δύο τυχαία δείγµατα από τους πληθυσµούς
A και B µεγέθους nA και nB αντίστοιχα. Εξετάζεται η µηδενική υπόθεση Η0: «οι
δύο πληθυσµοί έχουν ίδιες κατανοµές», ή συµβολικά Η0: A = B. Η εναλλακτική

17
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υπόθεση µπορεί να είναι Η1: A > B (µετακίνηση της A προς τα δεξιά), ή Η1: A < B

(µετακίνηση της A προς τα αριστερά ή Η1: A , B (µετακίνηση της A είτε προς τα
αριστερά είτε προς τα δεξιά).

Για την πραγµατοποιήση του ελέγχου χρειάζεται να ϐαθµολογηθούν τα δεδο-
µένα ανάλογα µε την ϑέση τους, αν αυτά τοποθετηθούν σε αύξουσα σειρά. ∆ηλαδή
στην µικρότερη τιµή ανατείθεται η τιµή 1, στην αµέσως επόµενη η τιµή 2 κ.ο.κ.
Σε περίπτωση ισοβαθµίας η τιµή που παίρνουν τα δεδοµένα είναι ο µέσος όρος των
τιµών που ϑα έπαιρναν αυτά αν δεν ήταν ίσα. Σε αυτή την περίπτωση, αν έχει δοθεί
για παράδειγµα η τιµή 3.5 σε δύο ισόπαλες τιµές τότε η αρίθµηση συνεχίζει από το
5 (ϑεωρείται δηλαδή ότι έχει δοθεί και το 3 και το 4).

Στον έλεγχο ορίζεται η µεταβλητή WA, η οποία είναι µια τυχαία µεταβλητή,
που προσδιορίζει το άθροισµα των ϐαθµολογιών, όταν ισχύει η µηδενική υπόθεση.
Η τιµή της για το δοσµένο δείγµα συµβολίζεται wA.

Ανάλογα µε τον τύπο του ελέγχου (µονόπλευρος ή αµφίπλευρος) προκύπτουν
οι παρακάτω σχέσεις για το p-value:

• Αν A > B: p-value= P(WA ≥ wA)

• Αν A < B: p-value= P(WA ≤ wA)

• Αν A , B: p-value= 2P(WA ≥ wA) (αν το wA είναι στην πάνω ουρά της WA)
ή p-value= 2P(WA ≤ wA) (αν το wA είναι στην κάτω ουρά της WA).

Στην πράξη όµως χρησιµοποιείται µία άλλη διαδικασία προκειµένου να απορριφθεί
ή όχι η Η0. Με δεδοµένα τα µεγέθη nA, nB, το επίπεδο σηµαντικότητας και την
κατανοµή που ακολουθεί η WA κάτω από την µηδενική υπόθεση υπολογίζονται τα
ακόλουθα όρια :

• κάτω όριο : P(WA ≤ wA) =ε.σ.

• άνω όριο : P(WA ≥ wA) =ε.σ.

΄Ετσι έπειτα από υπολογισµό της τιµής wA του δείγµατος, µπορεί να απορριφθεί
ή όχι η µηδενική υπόθεση. Πρακτικά η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται όταν η
παρατηρούµενη τιµή wA είναι εκτός των ορίων της WA.

Η υλοποίηση του ελέγχου Wilcoxon Rank-Sum γίνεται στο υποκεφάλαιο 7.3.
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3.3 ΄Ελεγχος για Τρεις ή Περισσότερους

Πληθυσµούς

3.3.1 ΄Ελεγχος Kruskal-Wallis

Ο έλεγχος Kruskal-Wallis είναι ένας µη παραµετρικός έλεγχος που χρησι-
µοποιείται συνήθως για την σύγκριση 3 ή περισσότερων ανεξάρτητων πληθυσµών.
Είναι ουσιαστικά ο έλεγχος που χρησιµοποιείται όταν δεν πληρούνται οι προϋπο-
ϑέσεις για να γίνει έλεγχος ANOVA. Η τεχνική που χρησιµοποιείται σχετίζεται µε
την κατάταξη των τιµών σε αύξουσα σειρά, και έπειτα την χρήση ελεγχοσυνάρτησης
γνωστής κατανοµής για την λήψη της απόφασης.

Πιο αναλυτικά, έστω k, i = 1, 2, .., k ανεξάρτητοι πληθυσµοί και έστω ότι οι
δύο υποθέσεις είναι οι εξής :

• Η0: ΄Ολοι οι πληθυσµοί είναι ισοδύναµοι

• Η1: τουλάχιστον 1 πληθυσµός διαφέρει.

Επιλέγονται k δείγµατα ένα από κάθε πληθυσµό. Το σύνολο των στοιχείων όλων
των δειγµάτων ονοµάζεται δείγµα-οµάδα και έχει πλήθος στοιχείων ίσο µε n =

n1 + n2 + ... + nk. Κατατάσσονται αρχικά όλες οι µετρήσεις σε αύξουσα σειρά και
ϐαθµολογούνται από το 1 µέχρι το n, ϐάζοντας την τιµή 1 στην µικρότερη µέτρηση
κ.ο.κ. Σε περίπτωση ισοβαθµίας, η τιµή που παίρνουν τα δεδοµένα είναι ο µέσος
όρος των τιµών που ϑα έπαιρναν αυτά αν δεν ήταν ίσα. Σε αυτή την περίπτωση,
αν έχει δοθεί για παράδειγµα η τιµή 3.5 σε δύο ισόπαλες τιµές, τότε η αρίθµηση
συνεχίζει από το 5 (ϑεωρείται δηλαδή ότι έχει δοθεί και το 3 και το 4).

΄Επειτα υπολογίζονται οι ποσότητες Ti, i = 1, 2, ..., k, όπου Ti το άθροισµα των
ϐαθµολογιών του δείγµατος i. Για την λήψη της απόφασης χρησιµοποιείται η εξής
συνάρτηση ελέγχου

H =
12

n(n + 1)

∑ T 2
i

ni
− 3(n + 1). (3.1)

Η συνάρτηση H ακολουθεί την γνωστή κατανοµή X2, µε k − 1 ϐαθµούς ελευθερίας
(ϐ.ε.). Η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται όταν H > X2

α , όπου α το ε.σ.

Συνήθως η προσέγγιση στην απόρριψη ή µη της µηδενικής υπόθεσης είναι
ικανοποιητική αν κάθε δείγµα έχει τουλάχιστον 5 παρατηρήσεις.

Η υλοποίηση του ελέγχου Kruskal-Wallis γίνεται στο υποκεφάλαιο 7.4.



20 Κεφάλαιο 3. Μη Παραµετρικοί ΄Ελεγχοι Υποθέσεων

3.3.2 ΄Ελεγχος Friedman-Rank

Ο έλεγχος Friedman-Rank είναι ένας µη παραµετρικός έλεγχος που χρησι-
µοποιείται όταν οι παρατηρήσεις είναι Ϲευγαρωτές.

΄Εστω ότι πρέπει να ελεγχθεί αν k, k ≥ 3 οµάδες ακολουθούν ίδια κατανοµή.
Τότε οι δύο υποθέσεις ϑα είναι :

• Η0: Οι k οµάδες ακολουθούν ίδια κατανοµή

• Η1: Οι k οµάδες δεν ακολουθούν ίδια κατανοµή.

Για την υλοποίηση του ελέγχου χωρίζεται το δείγµα σε υποοµάδες (blocks), έτσι
ώστε κάθε υποκείµενο της υποοµάδας να ανήκει στη οµάδα, αλλά µεταξύ τους οι
παρατηρήσεις να είναι ανεξάρτητες.

΄Εστω ότι το δείγµα χωρίζεται σε l blocks l ≥ 5. Κάθε στοιχείο του κάθε block
ϐαθµολογείται και υπολογίζονται τα αθροίσµατα Ti,i = 1, 2, ..., l της κάθε οµάδας.
΄Επειτα χρησιµοποιείται η ελεγχοσυνάρτηση

Fr =
12

nl(l + 1)

l∑
i=1

T 2
i − 3n(l + 1) (3.2)

Για την συνάρτηση αυτή ισχύει Fr ∼ X2, µε l − 1 ϐαθµούς ελευθερίας. Οπότε από
γνωστό πίνακα της κατανοµής υπολογίζεται η κρίσιµη τιµή για δεδοµένο επίπεδο
σηµαντικότητας α και γίνεται απόρριψη της µηδενικής υπόθεσης αν Fr > X2

α .

Ο έλεγχος Friedman-Rank χρησιµοποιείται συχνά σε αναλύσεις δεδοµένων
στην Ιατρική, π.χ. ισοδυναµία ϑεραπειών, ϕαρµάκων κλπ.

3.4 ΄Ελεγχος για ΄Υπαρξη Συσχέτισης

3.4.1 Ο Συντελεστής Συσχέτισης Spearman

Ο συντελεστής συσχέτισης Spearman (ϱ) εκφράζει την σχέση που έχουν δύο
µεταβλητές µε την προϋπόθεση ότι αυτή είναι µονότονη, οι µεταβλητές συνεχείς ή
τουλάχιστον κατηγορικές µε διαβαθµίσεις.

Ο έλεγχος για τον συντελεστή είναι µη παραµετρικός, αφού ϐασίζεται στην
τάξη µεγέθους των παρατηρήσεων όταν αυτές διατάσσονται σε αύξουσα σειρά και δεν
χρειάζεται καµία υπόθεση για τον πληθυσµό από τον οποίο προέρχεται το τυχαίο δε-
ίγµα. ΄Οπως και στον συντελεστή συσχέτισης Pearson έτσι και εδώ, τιµές κοντά στο 0
υποδηλώνουν την απουσία συσχέτισης, ενώ τιµές κοντά στο 1 και το -1 υποδηλώνουν
την ύπαρξη ϑετικής ή αρνητικής συσχέτισης αντίστοιχα.
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΄Εστω δύο µεταβλητές X, Y και ένα δείγµα Ϲευγαρωτών παρατηρήσεων xi , yi

µεγέθους n. Οι τιµές της κάθε µεταβλητής ϐαθµολογούνται σε αύξουσα σειρά, 1
η µικρότερη, 2 η επόµενη, κ.ο.κ. ΄Επειτα υπολογίζεται ο συντελεστής συσχέτισης
Spearman ως εξής :

ρ = 1 −
6
∑n

i−1 d2
i

n(n2 − 1)
, (3.3)

όπου di η διαφορά των ϐαθµολογιών του Ϲεύγους xi , yi.

Ο έλεγχος υποθέσεων είναι ίδιος µε αυτόν για τον συντελεστή Pearson, όπως
αναφέρθηκε στο υποκεφάλαιο 2.6.2, µε τη µηδενική υπόθεση να υποδηλώνει την
απουσία συσχέτισης. Ο συνελεστής συσχέτισης ϱ ακολουθεί προσεγγιστικά κάτω
από την µηδενική υπόθεση την κατανοµή tn−2.

Αξίζει να αναφερθούν κάποια συµπεράσµατα που προκύπτουν από τη σύγκρι-
ση των δύο συντελεστών. Στην περίπτωση που δεν υπάρχει συσχέτιση οι δύο συντε-
λεστές παίρνουν τιµές κοντά στο 0, ενώ όταν η σχέση είναι τέλεια γραµµική παίρνουν
τιµές κοντά στο 1 ή το -1, ανάλογα µε την κατεύθυνση της συσχέτισης. Παρόλ΄ αυ-
τά, όταν η σχέση είναι γραµµική όµως ο ϱυθµός µεταβολής δεν είναι σταθερός, ο
συντελεστής συσχέτισης Spearman µπορεί να είναι 1, ενώ ο συντελεστής συσχέτισης
Pearson κοντά στο 1. Τέλος, στην περίπτωση που οι συντελεστές ϐγαίνουν 0 πρέπει
να ελεγχθεί η µορφή της συσχέτισης (π.χ. µε διάγραµµα διασποράς) γιατί και στην
περίπτωση της πολυωνυµικής οι συντελεστές αυτοί µπορεί να δώσουν τιµές κοντά
στο 0.

Ο έλεγχος για τον συντελεστή Spearman γίνεται στο υποκεφάλαιο 7.5.

3.4.2 Ο Συντελεστής Συσχέτισης Pearson χ2

Ο έλεγχος του συντελεστή συσχέτισης Pearson χ2 χρησιµοποιείται για να δια-
πιστωθεί η ανεξαρτησία δύο ποιοτικών ή διακριτών ποσοτικών µεταβλητών.

΄Εστω δύο µεταβλητές A, B µε r1, r2, ..., rr και c1, c2, ..., cc τιµές η κάθε µία
αντίστοιχα. ΄Εστω τυχαίο δείγµα µεγέθους N , στο οποίο εξετάζονται οι A και B.
Τα δεδοµένα αυτά µπορούν να αναπαρασταθούν µε τη µορφή πίνακα συνάφειας,
r γραµµών και c στηλών, µε xij, i = 1, 2, .., r, j = 1, 2, .., c οι συχνότητες του κάθε
κελιού και mi , nj τα περιθώρια αθροίσµατα, όπως ϕαίνεται στον Πίνακα 3.1.

΄Εστω οι δύο υποθέσεις :

• Η0: Οι A και B είναι ανεξάρτητες

• Η0: Οι A και B δεν είναι ανεξάρτητες,
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A, B c1 c2 cc

r1 x11 x12 x1c m1

r2 x21 x22 x2c m2

rr xr1 xr2 xrc mr

n1 n2 nc N

Πίνακας 3.1: Πίνακας συνάφειας r × c

Είναι σηµαντικό να αναφερθεί πως ακόµα και αν προκύψει ότι οι δύο µετα-
ϐλητές δεν είναι ανεξάρτητες, ο έλεγχος δεν είναι σε ϑέση να αποφανθεί ποια είναι η
αιτία και ποιο το αποτέλεσµα.

Επιπλέον ο συγκεκριµένος έλεγος εφαρµόζεται µόνο σε αµφίπλευρους ελέγ-
χους αφού ο συντελεστής Pearson χ2 µετράει αποκλίσεις και προς τις δύο κατευ-
ϑύνσεις.

Η συνάρτηση ελέγχου του Pearson χ2 είναι :

χ2 =

r∑
i=1

c∑
j=1

(xij − x̂ij)2

x̂ij
, (3.4)

όπου x̂ij =
minj

N οι αναµενόµενες συχνότητες των κελιών, αν οι µεταβλητές ήταν
ανεξάρτητες.

Η περιοχή απόρριψης του ελέγχου είναι η

R = χ2 > χ2
(r−1)(c−1).

Προφανώς ο έλεγχος χρησιµοποιεί ασυµπτωτικό αποτέλεσµα αφού παίρνεται
σαν δεδοµένο ότι η συνάρτηση ελέγχου ακολουθεί την χ2

(r−1)(c−1).

Για να εφαρµοστεί ο έλεγχος χρειάζεται να πληρούνται κάποιες προϋποθέσεις :

• Το δείγµα πρέπει να είναι τυχαίο και οι παρατηρήσεις ανεξάρτητες.

• Οι αναµενόµενες τιµές πρέπει να είναι µεγαλύτερες ή ίσες του 5.

Ο έλεγχος για τον συντελεστή Pearson χ2 γίνεται στο υποκεφάλαιο 7.6.
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3.5 Συµπεράσµατα

Συνοψίζοντας, οι µη παραµετρικοί έλεγχοι χρησιµοποιούνται όταν δεν ικα-
νοποιούνται οι συνθήκες για να χρησιµοποιηθούν οι παραµετρικοί. ΄Οµως στην πε-
ϱίπτωση που αυτές ικανοποιούνται, προτιµούνται οι παραµετρικοί. Με την χρήση των
µη παραµετρικών ελέγχων µπορούν να συγκριθούν οι κατανοµές πληθυσµών, και
στην περίπτωση που οι πληθυσµοί ακολουθούν ίδια κατανοµή µπορούν να συγκρι-
ϑούν οι κεντρικές ϑέσεις. Γενικά οι µη παραµετρικοί έλεγχοι είναι αρκετά εύχρηστοι,
γιατί δεν απαιτείται γνώση των παραµέτρων των πληθυσµών και µπορούν να εφαρ-
µοστούν σε αρκετά µικρά δείγµατα. Παρόλο που δεν χρησιµοποιούνται στοιχεία
των πληθυσµών και τα δείγµατα µπορεί να είναι µικρά, µε τους µη παραµετρικούς
ελέγχους µπορούν να ληφθούν αξιόπιστες αποφάσεις.





Κεφάλαιο 4

΄Ελεγχοι Τυχαιοποίησης

4.1 Εισαγωγή

΄Οπως αναφέρθηκε στα προηγούµενα κεφάλαια, τα ϐασικά στοιχεία των ελέγ-
χων υποθέσεων είναι οι δυο υποθέσεις Η0 και Η1, η συνάρτηση ελέγχου, το επίπεδο
σηµαντικότητας α και η κρίσιµη τιµή. Παρόλα αυτά, οι έλεγχοι τυχαιοποίησης δεν
χρειάζονται καµία υπόθεση για τον πληθυσµό και µπορούν να απλοποιήσουν αρκετά
τη διαδικασία εξαγωγής συµπερασµάτων, ϐασισµένοι µόνο στο δείγµα. Οι έλεγχοι
τυχαιοποίησης επιλέγονται συχνότερα επειδή δεν υπάρχει καµία προϋπόθεση για να
εφαρµοστούν. Στους κλασσικούς ελέγχους υποθέσεων χρειάζεται συνήθως η υπόθε-
ση της κανονικότητας. Μπορεί το ΚΟΘ να αποτελεί µια προσέγγιση κανονικότητας
σε µεγάλα δείγµατα, στις περιπτώσεις όπου δεν υπάρχει πρόσβαση σε µεγάλο αριθ-
µό δειγµάτων από τον πληθυσµό, όµως προτιµάται η υπόθεση της κανονικότητας
για να µην υπάρχει ο περιορισµός του µεγάλου δείγµατος. Επιπλέον δεν χρειάζεται
το δείγµα να είναι τυχαίο, αφού έπειτα από την διαδικασία της τυχαιοποίησης δη-
µιουργούνται τυχαία δείγµατα. Η διαδικασία αυτή απλοποιεί αρκετά την στατιστική
συµπερασµατολογία, αφού σε πολλά πειράµατα δεν είναι δυνατή η τυχαία επιλογή
παρατηρήσεων.

Οι έλεγχοι τυχαιοποίησης είναι έλεγχοι σηµαντικότητας. Αυτό σηµαίνει ότι
δεν καταλήγουν σε µια απόφαση όπως οι κλασσικοί έλεγχοι υποθέσεων, αλλά υπο-
λογίζεται µια πιθανότητα για το πόσο ισχυρή είναι η µηδενική υπόθεση.

4.2 Ακριβείς ΄Ελεγχοι Τυχαιοποίησης

Στους ακριβείς ελέγχους τυχαιοποίησης υπολογίζονται όλοι οι δυνατοί συν-
δυασµοί που µπορούν να προκύψουν από το δείγµα. Στις περιπτώσεις που ο αριθ-

25
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µός αυτών των συνδυασµών είναι πολύ µεγάλος, και άρα δύσκολος υπολογιστικά,
χρησιµοποιούνται οι προσεγγιστικοί έλεγχοι τυχαιοποίησης που ϑα αναφερθούν πα-
ϱακάτω. Οι έλεγχοι αυτοί ονοµάζονται έλεγχοι τυχαιοποίησης επειδή γίνεται τυχαία
ο καταµερισµός των παρατηρήσεων στις διάφορες οµάδες.

Αρχικά ορίζονται οι δύο υποθέσεις. Σύµφωνα µε την µηδενική υπόθεση Η0

δεν υπάρχει κάποια δοµή στα δεδοµένα, ενώ σύµφωνα µε την εναλλακτική Η1 υ-
πάρχει. ΄Επειτα πρέπει να επιλεγεί µία ελέγχοσυνάρτηση Τ η οποία να παίρνει
διαφορετικές τιµές σε κάθε υπόθεση, να µπορεί δηλαδή να ξεχωρίζει όταν ισχύει
η µηδενική υπόθεση και όταν ισχύει η εναλλακτική. Στη συνέχεια υπολογίζεται η
τιµή της ελεγχοσυνάρτησης για κάθε έναν από τους συνδυασµούς. Το σύνολο των
τιµών µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής της
ελεγχοσυνάρτησης, αφού είναι όλες οι δυνατές τιµές που µπορεί αυτή να πάρει για
το συγκεκριµένο δείγµα. Κατόπιν, αφού έχει υπολογιστεί η τιµή tobsτης ελεγχοσυ-
νάρτησης για το δείγµα, συγκρίνεται µε τις τιµές της ελεγχοσυνάρτησης από τους
συνδυασµούς. ΄Εστω ότι ο συνολικός αριθµός των δυνατών συνδυασµών είναι N και ο
αριθµός των συνδυασµών όπου T ≥ tobs είναι m. Γενικά η µηδενική υπόθεση απορ-
ϱίπτεται στις µικρές τιµές της T . ΄Οµως µε την κατάλληλη χρήση ελεγχοσυνάρτησης
και την αλλαγή του προσήµου µπορεί η µηδενική υπόθεση να απορρίπτεται σε µε-
γάλες τιµές της ελεγχοσυνάρτησης. Και έτσι ϑα ϑεωρείται και από εδώ και πέρα. Το
p-value υπολογίζεται σύµφωνα µε τον παρακάτω τύπο:

p-value =
m

N
. (4.1)

Υπολογίζεται δηλαδή πρακτικά πόσο πιο ακραία είναι η παρατηρούµενη τιµή από
αυτές που ϑα έπαιρνε η συνάρτηση αν ίσχυε η µηδενική υπόθεση. Η µηδενική
υπόθεση απορρίπτεται όταν p-value < a.

Η επιλογή της ελεγχοσυνάρτησης είναι αρκετά σηµαντική στους ελέγγους τυ-
χαιοποίησης, όπως και στους κλασσικούς ελέγχους. Η συνάρτηση αυτή, όπως ανα-
ϕέρθηκε παραπάνω, ϑα πρέπει να µπορεί να διακρίνει ανάµεσα στις δύο υποθέσεις.
Πρέπει δηλαδή να παίρνει διαφορετικές τιµές όταν ισχύει η κάθε υπόθεση. ΄Οµως
τα πλεονεκτήµατα στους ελέγχους τυχαιοποίησης σχετικά µε την ελεγχοσυνάρτηση
είναι αρκετά. Αρχικά δεν χρειάζεται να πινακοποιηθούν οι τιµές της, αφού όλες οι
δυνατές τιµές που µπορεί να πάρει στο τυχαίο δείγµα και άρα η εκτίµηση της συ-
νάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της προκύπτουν από τον υπολογισµό της στα τυ-
χαιοποιηµένα δείγµατα. Σηµειώνεται πώς πολλές ϕορές οι ελεγχοσυναρτήσεις είναι
αρκετά πολύπλοκες ώστε να πινακοποιηθούν. Επιπλέον, σε αρκετές περιπτώσεις
η ελεγχοσυνάρτηση έχει γνωστή κατανοµή κάτω από την µηδενική υπόθεση µόνο
ασυµπωτικά, κάτι που ϑα απαιτούσε πολύ µεγάλο δείγµα.
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4.3 Προσεγγιστικοί ΄Ελεγχοι Τυχαιοποίησης

Πολλές ϕορές ο αριθµός των δυνατών συνδυασµών είναι πολύ µεγάλος υπο-
λογιστικά. Σε αυτές τις περιπτώσεις χρησιµοποιούνται οι προσεγγιστικοί έλεγχοι

τυχαιοποίησης, όπου υπολογίζεται ένας αριθµός k συνδυασµών. Τα υπόλοιπα
ϐήµατα του ελέγχου είναι ίδια µε αυτά στην περίπτωση των ακριβών ελέγχων τυχαιο-
ποίησης, µε την διαφορά ότι τώρα το p-value υπολογίζεται ως εξής :

p-value =
m + 1
k + 1

, (4.2)

όπου m ο αριθµός των συνδυασµών µε T ≥ tobs.

΄Οµως στην περίπτωση των προσεγγιστικών ελέγχων προκύπτει το εξής ερώτη-
µα: Πόσοι πρέπει να είναι οι k συνδυασµοί που επιλέγονται; Η απάντηση είναι πως
όσο µεγαλύτερο είναι το k, τόσο µεγαλύτερη είναι η ϐεβαιότητα της απόφασης. Η
αύξηση όµως του k µπορεί να προκαλέσει υπολογιστικό κόστος.

Επιπλέον ανάλογα µε την επιλογή των συνδυασµών δύο ερευνητές µπορεί να
υπολογίσουν διαφορετικά p-values. Αν όµως οι διαφορετικές αυτές τιµές δείχνουν
προς την ίδια κατεύθυνση, δηλαδή την απόρριψη ή µη της µηδενικής υπόθεσης,
τότε δεν υπάρχει κάποιο πρόβληµα. Αυτό δείχνει πως το p-value διαφοροποιείται
ανάλογα µε τον αριθµό των συνδυασµών που ϑα επιλεγούν και εποµένως είναι µια
τυχαία µεταβλητή στην οποία µπορεί να γίνει στατιστική συµπερασµατολογία.

4.3.1 Εκτίµηση p-value

Ενδιαφέρον αποτελεί το πως προκύπτει η παραπάνω προσέγγιση του p-value.
Η επιλογή k συνδυασµών σηµαίνει και επιλογή k τιµών της Τ. Επόµενως υπάρχουν
k + 1 διαστήµατα στη γραµµή των πραγµατικών αριθµών στα οποία µπορεί να α-
νήκει η παρατηρούµενη τιµή της ελεγχοσυνάρτησης. Για να ερµηνευτεί ο αριθµητής
πρέπει να επισηµανθεί ότι το πραγµατικό αλλά άγνωστο p-value είναι η πιθανότητα
P(T ≥ tobs) και συµβολίζεται µε ptrue. ΄Εστω ότι m είναι ο αριθµός των συνδυασµών
για τους οποίους T ≥ tobs. Η µεταβλητή m είναι µία τυχαία µεταβλητή, η οποία
ακολουθεί την διωνυµική κατανοµή σε k επαναλήψεις µε πιθανότητα επιτυχίας το
ptrue. Συνεπώς ισχύει

E(m) = kptrue (4.3)

Υπολογίζεται επίσης η µέση τιµή του εκτιµώµενου p-value.

E(p-value) = E(
m + 1
k + 1

) =
E(m) + 1

k + 1
. (4.4)

Αν γίνει αντικατάσταση της 4.3 στην 4.4 προκύπτει

E(p-value) =
kptrue + 1

k + 1
. (4.5)
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Είναι ϕανερό ότι E(p-value)> ptrue. Εποµένως η προσέγγιση αυτή υπερεκτιµά το
πραγµατικό p-value. Αν οριζόταν ως p-value = m

k+1 τότε ϑα το υποεκτιµούσε. Η υ-
περεκτίµηση είναι προτιµότερη όταν αφορά την λήψη αποφάσεων απόρριψης, γιατί
έτσι απορρίπτεται η µηδενική υπόθεση δυσκολότερα, άρα µε µεγαλύτερη ϐεβαιότη-
τα.

Αν τώρα το p-value που υπολογίζεται από το δείγµα είναι κοντά στο επίπεδο
σηµαντικότητας πρέπει να αυξηθεί το k µέχρι το 95% ∆.Ε. να µην περιέχει το επίπεδο
σηµαντικότητας α.

Για πολύ µεγάλα k το p-value µπορεί να εκτιµηθεί ως

p − value =
m

k
. (4.6)

4.4 Ενδιαφέρουσες Περιπτώσεις

4.4.1 ΄Ελεγχος για τη Μέση Τιµή ∆ύο Πληθυσµών

΄Εστω δύο δείγµατα XA, XB, µεγέθους n1, n2 αντίστοιχα, µε µέσες τιµές xA, xB

από δύο πληθυσµούς Α, Β. ΄Ενας ερευνητής ϑέλει να ελέγξει αν οι δύο πληθυσµοί
είναι ισοδύναµοι. Η υπόθεση µπορεί να απλοποιηθεί στον έλεγχο της ισότητας των
µέσων τιµών της παρατηρούµενης ποσότητας.

Ορίζεται η µηδενική υπόθεση Η0: µA = µB.

Η εναλλακτική υπόθεση ϑα είναι Η1: µA > µB είτε Η1: µA < µB για µονόπλευρο
έλεγχο, είτε Η1: µA , µB για αµφίπλευρο.

Αν υπήρχαν οι υποθέσεις περί κανονικότητας ϑα µπορούσε να γίνει ένας πα-
ϱαµετρικός έλεγχος t-test, όπως αναφέρθηκε στο υποκεφάλαιο 2.6.1. Παρόλάυτα
ένας έλεγχος τυχαιοποίησης προσπερνάει την άγνοια που υπάρχει για την συµπερι-
ϕορά των πληθυσµών.

Η λογική του ελέγχου τυχαιοποίησης ϐασίζεται στο γεγονός ότι οποιαδήποτε
διαφορά εµφανίζεται στα δείγµατα είναι τυχαία και οποιαδήποτε ανακατανοµή των
παρατηρήσεων στα δύο δείγµατα είναι ισοπίθανη.

΄Εστω N ο συνολικός αριθµός των παρατηρήσεων. Ο συνολικός αριθµός των
διαφορετικών συνδυασµών είναι ο συνολικός αριθµός των συνδυασµών N στοιχείων
σε δύο οµάδες µε n1 και n2 στοιχεία η κάθε µία, δηλαδή

(
N
n1

)
.

Η περιοχή απόρριψης καθορίζεται από την Η1. Μια καλή συνάρτηση ελέγχου
είναι η

T =|xA − xB|
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για αµφίπλευρο έλεγχο, και η
T = xA − xB

για µονόπλευρο.

Με κατάλληλο ορισµό της συνάρτησης ελέγχου, η T παίρνει τιµές κοντά στο 0
αν ισχύει η Η0 και µεγάλες αν δεν ισχύει.

Αφού δηµιουργηθούν όλοι οι διαφορετικοί συνδυασµοί υπολογίζεται η T για
κάθε ένα και συγκρίνεται µε την παρατηρούµενη τιµή της, tobs. Αυτές οι τιµές χρη-
σιµοποιούνται για την εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής της T , η οποία είναι
άγνωστη και για αυτό χρειάζεται να γίνει ο έλεγχος τυχαιοποίησης. ΄Εστω ότι το
πλήθος των δειγµάτων για τα οποία ισχύει T ≥ tobs είναι m. Στη συνέχεια υπολογίζε-
ται το p-value

p-value =
m

N
.

Στην περίπτωση που το N είναι αρκετά µεγάλο, επιλέγονται k δείγµατα και
ακολουθηθείται η ίδια διαδικασία. Σε αυτή την περίπτωση το p-value υπολογίζεται
ως εξής :

p-value =
m + 1
k + 1

.

Η υλοποίηση αυτού του ελέγχου παρουσιάζεται στο υποκεφάλαιο 7.3.

4.4.2 Συσχέτιση ∆ύο Μεταβλητών

Οι έλεγχοι τυχαιοποίησης µπορούν να χρησιµοποιηθούν στην περίπτωση που
ο ερευνητής ϑέλει να ελέγξει αν υπάρχει σχέση ανάµεσα σε δύο µεταβλητές. Η µη-
δενική υπόθεση ορίζει την απουσία κάποιας σχέσης, ενώ η εναλλακτική την ύπαρ-
ξη.

Συνεπώς
Η0: ∆εν υπάρχει συσχέτιση

Η1: Υπάρχει συσχέτιση

Η εναλλακτική υπόθεση ϑα πρέπει να είναι µονόπλευρη, δηλαδή η συσχέτιση
να είναι ϑετική ή αρνητική, ώστε να γίνει κατάλληλη επιλογή ελεγχοσυνάρτησης. Για
τον συγκεκριµένο έλεγχο µπορούν να χρησιµοποιηθούν διάφορα µέτρα συσχέτισης
(συντελεστής Pearson, συντελεστής ϐ της γραµµικής παλινδρόµισης κλπ), ανάλογα
µε το τι σχέση χρειάζεται να εξετασθεί. Στα πλαίσια της τυχαιοποίησης επιλέγονται k

n-άδες Ϲευγών από το δείγµα, ή αν είναι υπολογιστικά δυνατό όλες. Η συγκεκριµένη
διαδικασία µπορεί να υλοποιηθεί υπολογιστικά διατηρώντας τα στοιχεία της µιας µε-
ταβλητής σταθερά και ανακατεύοντας τα στοιχεία της άλλης. Εποµένως σε ένα δείγµα
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(Xi , Yi) µεγέθους n όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί είναι n!. Στη συνέχεια ακολουθείται
η διαδικασία που περιγράφηκε παραπάνω για τον υπολογισµό του p-value. Σηµει-
ώνεται ότι αν το k παραµείνει σταθερό και η διαδικασία επαναληφθεί πολλές ϕορές,
τότε οι τιµές που ϑα προκύψουν µπορούν να χρησιµοποιηθούν σαν εκτίµηση της
συνάρτησης κατανοµής του p-value. Και άρα µπορεί να πραγµατοποιηθεί και εκεί
στατιστική συµπερασµατολογία.

Στην περίπτωση που το δείγµα ακολουθεί την κανονική κατανοµή µπορεί να
γίνει χρήση των κλασσικών ελέγχων για τον συντελεστή συσχέτισης. Παρολ΄ αυτά
χρησιµοποιώντας τον έλεγχο τυχαιοποίησης δεν χρειάζεται να γίνει καµία υπόθεση
για κανονικότητα.

Ο έλεγχος για ύπαρξη γραµµικής συσχέτισης µεταξύ 2 µεταβλητών υλοποιείται
στο υποκεφάλαιο 7.5.

4.4.3 ΄Ελεγχος ∆ιακύµανσης ANOVA

΄Εστω ότι χρειάζεται να συγκριθούν οι µέσες τιµές 3 ή περισσότερων ανεξάρ-
τητων πληθυσµών. Αν πληρούνται οι υποθέσεις περί κανονικότητας µπορεί να γίνει
χρήση του ελέγχου ANOVA. Παρόλ΄ αυτά η εξασφάλιση της κανονικότητας µπορεί
να είναι δύσκολη σε πειραµατικά δεδοµένα, αφού µπορεί να µην υπάρχουν πλη-
ϱοφορίες για τον πληθυσµό ή τα δείγµατα να µην είναι αντιπροσωπευτικά ώστε η
κανονικότητα να γενικευτεί στους πληθυσµούς. Για αυτό το λόγο µπορεί να γίνει
χρήση ANOVA µε έλεγχο τυχαιότητας.

Η λογική που ακολουθείται είναι η ίδια µε τους προηγούµενους ελέγχους τυ-
χαιοποίησης. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα η κατασκευή των συνδυασµών µπορεί
να γίνει κατασκευάζοντας µία στήλη µε τις παρατηρήσεις, µία στήλη µε τα επίπεδα
που αυτές ανήκουν και έπειτα ανακατεύοντας τη µία στήλη και κρατώντας την άλλη
σταθερή. Αν δεν είναι δυνατό να υπολογιστούν όλοι οι συνδυασµοί, µπορεί να γίνει
επιλογή k συνδυασµών.

Το ερώτηµα είναι ποια ϑα ήταν µία κατάλληλη ελεγχοσυνάρτηση. Μπορεί να
γίνει χρήση της συνάρτησης F, που γίνεται χρήση στον απλό έλεγχο ANOVA. Παρόλ΄
αυτά για να απλοποιηθούν οι υπολογισµοί µπορεί να γίνει χρήση και άλλης συνάρ-
τησης. Αν όλες οι µέσες τιµές ήταν ίσες, τότε οι τετραγωνικές αποκλίσεις των µέσων
τιµών xi κάθε επιπέδου από την συνολική µέση τιµή x αν δεν υπήρχε ο παράγοντας
ϑα ήταν πολύ µικρές. Επιλέγεται, λοιπόν, η παρακάτω ελεγχοσυνάρτηση:

T =
k∑

i=1

(xi − x)2. (4.7)
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΄Επειτα το p-value υπολογίζεται όπως έχει αναφερθεί παραπάνω.

Ο έλεγχος ANOVA µε τυχαιοποίηση γίνεται στο υποκεφάλαιο 7.4

4.4.4 Ακριβής ΄Ελεγχος του Fisher για Πίνακες Συνάφειας

Ο ακριβής έλεγχος του Fisher για πίνακες συνάφειας χρησιµοποιείται για τον
έλεγχο της ανεξαρτησίας δύο ποιοτικών ή διακριτών ποσοτικών µεταβλητών. Αρχικά
ορίστηκε για πίνακες 2 × 2 και έπειτα µε την εξέλιξη των υπολογιστών γενικεύτηκε
σε µεγαλύτερους, αφού ο έλεγχος αυτός απαιτεί υπολογιστικά πολύπλοκους υπολο-
γισµούς.

΄Εστω δύο µεταβλητές A, B δίτιµες µε τιµές r1, r2 για την A και c1, c2 για την B

και N το µέγεθος τυχαίου δείγµατος µε παρατηρήσεις της µορφής (ri , cj). Προκύπτει
εποµένως ο πίνακας συνάφειας 4.1.

A, B c1 c2

r1 x11 x12 m1

r2 x21 x22 m2

n1 n2 N

Πίνακας 4.1: Πίνακας συνάφειας 2×2

Τα xij, για i = 1, 2, j = 1, 2 είναι οι συχνότητες του κάθε κελιού και τα mi , nj τα
αθροίσµατα της κάθε γραµµής και στήλης αντίστοιχα.

Ορίζονται οι εξής υποθέσεις :

• Οι µεταβλητές A και B είναι ανεξάρτητες.

• Οι µεταβλητές A και B δεν είναι ανεξάρτητες.

Ως συνάρτηση ελέγχου ϑα χρησιµοποιηθεί ο συντελεστής συσχέτισης Pearson
χ2, ο οποίος είναι κατάλληλος για έλεγχο της συσχέτισης σε πίνακες συνάφειας όπως
έχει αναφερθεί και στο Κεφάλαιο 3.

Η συνάρτηση ελέγχου του Pearson χ2 είναι :

χ2 =

r∑
i=1

c∑
j=1

(xij − x̂ij)2

x̂ij
, (4.8)

όπου x̂ij =
minj

N οι αναµενόµενες συχνότητες των κελιών, αν οι µεταβλητές ήταν
ανεξάρτητες.
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Επειδή ο έλεγχος για τον συντελεστή Pearson χ2 χρησιµοποιεί ασυµπτωτι-
κό αποτέλεσµα, για την χρήση του χρειάζεται να πληρούνται οι προϋποθέσεις που
έχουν αναφερθεί. Στην περίπτωση που δεν πληρούνται οι προϋποθέσεις, αλλά και
γενικά, είναι προτιµότερο να επιλεχθεί ένας έλεγχος τυχαιοποίησης, αφού έλεγχοι
που χρησιµοποιούν ασυµπτωτικά αποτελέσµατα δεν είναι τόσο ακριβείς.

Η συνάρτηση 4.8 επιλέγεται κυρίως όταν ο έλεγχος είναι αµφίπλευρος, δηλαδή
όταν η εναλλακτική υπόθεση υποδηλώνει την απουσία ανεξαρτησίας γενικά, επειδή ο
συντελεστής Pearson χ2 υπολογίζει αποκλίσεις και προς τις δύο κατευθύνσεις.

Για την πραγµατοποίηση του ελέγχου χρειάζεται να υπολογιστούν όλοι οι δυ-
νατοί πίνακες συνάφειας, να υπολογιστει η συνάρτηση ελέγχου για κάθε έναν και να
ϐρεθεί πόσο ακραία είναι η παρατηρούµενη τιµή. Οι τιµές που ϑα πάρει η συνάρτη-
ση ελέγχου ενδέχεται να είναι διακριτές και επαναλβανόµενες, παρόλ΄ αυτά ϑεωρείται
ότι είναι συνέχης και κάτω από το ασυµπτωτικό αποτέλεσµα ισχύει χ2∼χ2

(r-1)(c-1), όπου
r, c το πλήθος των γραµµών και των στηλών του πίνακα αντίστοιχα.

Αποδεικνύεται ότι ο συνολικός αριθµός των δυνατών πινάκων είναι
(

N
n1

)
. Το

πλήθος των δυνατων πινάκων µπορεί να είναι πολύ µεγάλο, ειδικά όταν το N είναι
µεγάλο. Υπάρχει η δυνατότητα εύρεσης του p-value χωρίς αναγραφή όλων των
πινάκων και υπολογισµό της συνάρτησης ελέγχου για κάθε έναν.

Αφού τα περιθώρια αθροίσµατα είναι σταθερά, αρκεί να οριστεί µόνο ένα στοι-
χείο του πίνακα ώστε να προκύψουν και τα υπόλοιπα. Εποµένως αν οριστεί µόνο το
x11 µπορούν να προκύψουν και τα υπόλοιπα και αποδυκνύεται ότι οι ϕορές εµφάνι-
σεις αυτού του πίνακα είναι (

m1

x11

)(
m2

n1 − x11

)
.

Συνεπώς η πιθανότητα εµφάνισης του κάθε πίνακα είναι

P(x11) =

(
m1
x11

)(
m2

n1−x11

)(
N
n1

) .

΄Οµως το άθροισµα τέτοιων πιθανοτήτων προϋποθέτει το άθροισµα πολλών πα-
ϱαγοντικών που είναι υπολογιστικά δύσκολο, είδικά σε µεγάλες διαστάσεις πινάκων.
Με χρήση επαναληπτικών και έξυπνων αλγορίθµων που υπάρχουν και στη ϐιβλιο-
γραφία µπορούν να υπολογιστούν πολύπλοκες πιθανότητες, γενικά και ειδικά για
τον υπολογισµό του p-value και να γίνουν επαναληπτικές πράξεις για να απλοποιη-
ϑούν τα παραπάνω παραγοντικά.

Στην περίπτωση που το πλήθος των διαφορετικών πινάκων συνάφειας είναι
πολύ µεγάλο µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο προσεγγιστικός έλεγχος τυχαιοποιήσης
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στον οποίο επιλέγεται ενα δείγµα από τους συνδυασµούς.

Η υλοποίηση του ελέγχου Fisher για πίνακες συνάφειας παρουσιάζεται στο
υποκεφάλαιο 7.6.

4.5 Συµπεράσµατα

Αξίζει να αναφερθουν τα παρακάτω συµπεράσµατα:

• Η µόνη προϋπόθεση για την επιλογή της ελεγχοσυνάρτησης είναι να µπορεί
να διακρίνει ανάµεσα στις δύο υποθέσεις, αφού κάθε δυνατή τιµή που µπορεί
να πάρει υπολογίζεται κατά τον έλεγχο, χωρίς να είναι χρήσιµη η γνώση για
την κατανοµή της. Παρόλ΄ αυτά δύο διαφορετικές συναρτήσεις µπορούν να
οδηγήσουν σε διαφορετική εκτίµηση του p-value, αφού η µία µπορεί να έχει
δυνατότητα να διακρίνει ανάµεσα στις δύο υποθέσεις περισσότερο από την
άλλη.

• ∆εν χρειάζεται καµία υπόθεση για την κανονικότητα του πληθυσµού. Η µόνη
υπόθεση που χρειάζεται ορίζεται από την µηδενική υπόθεση και είναι η α-
πουσία οποιασδήποτε δοµής. Θα πρεπει δηλαδη κάθε συνδυασµός να είναι
πιθανός κάτω από τη µηδενική υπόθεση.

• Η ισχύς των ελέγχων τυχαιοποίησης είναι πολυ µεγαλύτερη από αυτή των πα-
ϱαµετρικών. Ακόµα και αν η επιλογή της ελεγχοσυνάρτησης είναι η ίδια. Αυτό
οφείλεται στο γεγονός ότι δεν γίνεται καµία παραµετρική υπόθεση. Τα ασυµ-
πτωτικά αποτελέσµατα είναι λιγότερο αξιόπιστα. Εποµένως, όταν είναι δυνατή
η πραγµατοποίηση τους, οι έλεγχοι τυχαιοποίησης, ακριβείς ή παραµετρικοί,
προτιµώνται.

• Οι έλεγχοι τυχαιοποίησης µπορούν να ϐελτιώσουν ακόµα και τους µη παρα-
µετρικούς. Παρόλο που δεν γίνεται κάποια υπόθεση περί κανονικότητας του
πληθυσµού, στους µη παραµετρικούς χρησιµοποιούνται επίσης ασυµπτωτικά
αποτελέσµατα.

• ΄Ενα µειονέκτηµα των ελέγχων τυχαιοποίησης είναι πως δεν µπορούν να εφαρ-
µοστούν για συγκεκριµένη µηδενική υπόθεση, αφού η λογική τους αφορά την
τυχαιοποίση και την επιλογή οποιουδήποτε πιθανού συνδυασµού κάτω από
αυτήν. Στην περίπτωση που η µηδενική υπόθεση είναι συγκεκριµένη, µπορεί
να γίνει χρήση των ελέγχων Monte Carlo, οι οποίοι ϑα αναφερθούν στο επόµενο
κεφάλαιο.





Κεφάλαιο 5

΄Ελεγχοι Monte Carlo

5.1 Εισαγωγή

Η λογική των ελέγχων Monte Carlo ϐασίζεται στην προσοµοίωση των τιµών
από µια γνωστή κατανοµή προκειµένου να ελεγχθεί αν µία τ.µ. ακολουθεί την κα-
τανοµή αυτή. Για αυτό το λόγο χρησιµοποιούνται όταν η µηδενική υπόθεση είναι
συγκεκριµένη, π.χ. «Τα δεδοµένα ακολουθούν διωνυµική κατανοµή», επειδή µπο-
ϱούν να προσοµοιωθούν δείγµατα από την κατανοµή. Οι έλεγχοι αυτοί µπορούν να
χρησιµοποιηθούν γενικά για την προσοµοίωση των τιµών οποιασδήποτε κατανοµής,
όχι απαραίτητα για τη χρήση της σε ελέγχους υποθέσεων. Μέσω των προσοµοιω-
µένων τιµών µπορεί να αναπαρασταθεί γραφικά η Ϲητούµενη κατανοµή, αλλά και
να υπολογιστούν συγκεκριµένα µεγέθη αυτής. Είναι σηµαντικό να αναφερθεί ότι
στους συγκεκριµένους ελέγχους απαιτείται η γνώση της κατανοµής του πληθυσµού
προκειµένου να γίνει η προσοµοίωση.

5.2 Περιγραφή Ελέγχου

΄Οπως στους ελέγχους τυχαιοποίησης, έτσι και στους ελέγχους Monte Carlo
υπάρχουν δείγµατα στα οποία υπολογίζεται η τιµή της ελεγχοσυνάρτησης και έπειτα
υπολογίζεται το p-value. Πρέπει όµως η µηδενική υπόθεση να είναι συγκεριµένη
και όχι απλά να ορίζει την απουσία δοµής, αφού αυτή ορίζει την κατανοµή από την
οποία ϑα προσµοιωθούν τα δείγµατα. Η διαδικασία που ακολουθείται είναι ίδια µε
τους ελέγχους τυχαιοποίησης, όπως αναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 4. Η µόνη διαφορά
έγκυται στον τρόπο µε τον οποίο παράγονται τα δείγµατα.

Σχηµατικά τα ϐήµατα των ελέγχων Monte Carlo είναι τα εξής :

35
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• Βήµα 1: Ορισµός Η0 και Η1.

• Βήµα 2: Επιλογή κατάλληλης ελεγχοσυνάρτησης T .

• Βήµα 3: Προσοµοίωση k δειγµάτων µεγέθους n, όπου n το µέγεθος του αρχι-
κού δείγµατος, από την κατανοµή που ορίζει η µηδενική υπόθεση.

• Βήµα 4: Υπολογισµός της T για κάθε δείγµα και του tobs από το αρχικό.

• Βήµα 5: Υπολογισµός p-value ως εξής :

p-value =
m + 1
k + 1

,

όπου m ο αριθµός των δειγµάτων για τα οποία ισχύει T ≥ tobs, T ≤ tobs ή
|T | ≥ tobs, ανάλογα µε τη µορφή της εναλλακτικής υπόθεσης.

Η προσέγγιση του p-value ϐασίζεται στη λογική ότι αν αυτό είναι πολύ µεγάλο,
τότε η παρατηρούµενη τιµή της ελεγχοσυνάρτησης είναι πολύ µακριά απο τις προ-
σοµοιωµένες τιµές, οπότε το δεδοµένο δείγµα δεν έχει προκύψει από την κατανοµή
που ορίζει η µηδενική υπόθεση. Αντίστροφα, αν το p-value είναι πολύ µικρό και
άρα η µηδενική υπόθεση δεν απορρίπτεται, σηµαίνει ότι η παρατηρούµενη τιµή δεν
είναι ακραία και συνεπώς το δείγµα έχει προκύψει από την κατανοµή που ορίζει η
µηδενική υπόθεση.

5.3 Ενδιαφέροντα Παραδείγµατα

5.3.1 ΄Ελεγχος για τη Μέση Τιµή Ενός Πληθυσµού

Μία ενδιαφέρουσα περίπτωση της µεθόδου Monte Carlo είναι ο έλεγχος για
τη µέση τιµή ενός πληθυσµού. Η µέθοδος αυτή ενδείκνειται όταν το δείγµα είναι
πολύ µικρό, και εποµένως δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν οι κλασσικοί έλεγ-
χοι υποθέσεων. Για την εφαρµογή της µεθόδου Monte Carlo είναι απαραίτητη η
γνώση της κατανοµής του πληθυσµού, προκειµένου να προσοµοιωθούν από αυτήν
δείγµατα.

΄Εστω ότι η µηδενική υπόθεση είναι της µορφής:

H0 : µ = µ0.

Τότε η ιδανική συνάρτηση ελέγχου ϑα ήταν η:

T = x − µ0, (5.1)

ανεξάρτητα από τη µορφή της εναλλακτικής υπόθεσης, ανεξάρτητα από το αν ο
έλεγχος είναι µονόπλευρος ή αµφίπλευρος δηλαδή.
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Η 5.1 είναι κατάλληλη συνάρτηση ελέγχου, αφού όταν ισχύει, η Η0 παίρνει
τιµές κοντά στο 0, και εποµένως είναι εύκολο να ϐρεθούν, αν υπάρχουν, ακραίες
τιµές.

Η εναλλακτική υπόθεση Η1 ϑα καθορίσει αν ϑα απορριφθεί η Η0 ϐάσει α-
κραίων τιµών προς τα δεξιά, προς τα αριστερά ή και προς τις δύο κατευθύνσεις.
∆ιακρίνονται οι εξής περιπτώσεις :

• Για Η1: µ < µ0 αναζητούνται ακραίες τιµές στη δεξιά ουρά της T

• Για Η1: µ > µ0 αναζητούνται ακραίες τιµές στην αριστερή ουρά της T

• Για Η1: µ , µ0 αναζητούνται ακραίες τιµές και προς τις δύο κατευθύνσεις.

Για την πραγµατοποίηση του ελέγχου απαιτείται αρχικά να προσοµοιωθούν k

δείγµατα από την κατανοµή του πληθυσµού. Στην περίπτωση που οι παράµετροι της
κατανοµής είναι άγνωστες, µπορούν να εκτιµηθούν είτε µε εκτιµήτρια µέγιστης πι-
ϑανοφάνειας είτε µε ϱοποεκτιµήτρια, από το δοσµένο δείγµα. Αφού προσοµοίωθουν
τα k δείγµατα, υπολογίζεται η τιµή της T για κάθε δείγµα. Οι k τιµές της T απο-
τελούν δείγµα από την άγνωστη κατανοµή αυτής της τ.µ., όταν η Η0 είνια αληθής.
Τέλος αρκεί να υπολογιστεί το πλήθος των ακραίων τιµών, έστω m. Το ποιες τιµές
ϑεωρούνται ακραίες καθορίζεται από τη µορφή της εναλλακτικής υπόθεσης όπως
αναφέρθηκε παραπάνω.

Τελικά το p-value υπολογίζεται ως εξής :

p-value =
m + 1
k + 1

Ο έλεγχος της µέσης τιµής µε τη µέθοδο Monte Carlo υλοποιείται στο υποκε-
ϕάλαιο 7.2.

5.3.2 Monte Carlo Καλής Προσαρµογής

Οι έλεγχοι Monte Carlo καλής προσαρµογής χρησιµοποιούνται για να διαπι-
στωθεί αν ένα δοσµένο δείγµα ακολουθεί µια συγκεκριµένη κατανοµή.

Για την πραγµατοποίηση αυτού του ελέγχου απαιτείται προσοµοίωση δειγ-
µάτων από την κατανοµή, η οποία ελέγχεται. Για να προσδιοριστεί η κατανοµή
χρειάζεται να προσδιοριστούν οι παράµετροι της. Αυτό µπορεί να γίνει είτε µε
τη µέθοδο των ϱοπών είτε µε τη µέθοδο της Εκτιµήτριας Μέγιστης Πιθανοφάνειας
(Ε.Μ.Π.).

Ιδιαίτερη προσοχή απαιτεί ο ορισµός της εναλλακτικής υπόθεσης γιατί επη-
ϱεάζει την επιλογή της συνάρτησης ελέγχου. Είναι σηµαντικό η συνάρτηση ελέγχου
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να µπορεί να διαχωρίσει ανάµεσα στις δύο υποθέσεις.

Απ΄ τη µία ϑα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί µια συνάρτηση που ϑα υπολόγιζε
αποστάσεις των παρατηρήσεων από την κατανοµή. Τέτοιες συναρτήσεις χρησιµο-
ποιούν οι παραµετρικοί έλεγχοι, για παράδειγµα ο χ2 καλής προσαρµογής.

Απ΄ την άλλη µπορούν να χρησιµοποιηθούν συναρτήσεις που χαρακτηρίζουν
την κατανοµή της Η0 και παίρνουν συγκεκριµένες τιµές διαφοροποιώντας την από
όλες τις άλλες κατανοµές ή τουλάχιστον από την Η1. Η επιλογή τέτοιων συναρτήσεων
απαιτεί πολύ καλή γνώση στατιστικής. Για παράδειγµα για µια κατανοµή Poisson
ισχύει ότι η µέση τιµή και η διακύµανση είναι ίσες. Αυτό δεν ισχύει για την Αρνητική
∆ιωνυµική, όµως µπορεί να υπάρξει Κανονική κατανοµή µε µέση τιµή ίση µε τη
διακύµανση. Συνεπώς η επιλογή της συνάρτησης ελέγχου απαιτεί πολλή προσοχή
τόσο στα χαρακτηριστικά της συνάρτησης όσο και στην εναλλακτική υπόθεση.

Αφού εκτιµηθούν οι παράµετροι της κατανοµής και επιλεγεί η κατάλληλη
συνάρτηση, προσοµοιώνονται από αυτή την κατανοµή, έστω k δείγµατα, µεγέθους
n, δηλαδή όσο το αρχικό δοσµένο δείγµα.

Για κάθε δείγµα υπολογίζεται η συνάρτηση ελέγχου. Στη συνέχεια καταµε-
τρώνται σε πόσα από αυτά η τιµή T της συνάρτησης ελέγχου είναι µεγαλύτερη ή
µικρότερη. ΄Εστω ότι αυτά τα δείγµατα είναι m. Η περιοχή απόρριψης της Η0 κα-
ϑορίζεται από την εναλλακτική και τις τιµές που παίρνει η συνάρτηση ελέγχου στην
κατανοµή της εναλλακτικής.

Τέλος υπολογίζεται το p-value όπως αναφέρθηκε και στα προηγούµενα κε-
ϕάλαια, δηλαδή

p-value =
m + 1
k + 1

Ο έλεγχος καλής προσαρµογής µε τη µέθοδο Monte Carlo υλοποιείται στο
υποκεφάλαιο 7.7.

5.4 Συµπεράσµατα

Προκύπτουν τα εξής συµπεράσµατα:

• Για την επιλογή της ελεγχοσυνάρτησης είναι σηµαντική η καλή γνώση στατι-
στικής και η εµπειρία, αφου η µηδενική ή και οι δύο υποθέσεις υποδηλώνουν
κάποια κατανοµή. Συνεπώς ϑα πρέπει να γίνει χρήση κάποιου µέτρου µε
γνωστές ιδιότητες και πολλές ϕορές µοναδικές κάτω από τις υποθέσεις.
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• Για την επιλογή του αριθµού k των επαναλήψεων και την εκτίµηση του p-value
ισχύει ότι ισχύει και στους ελέγχους τυχαιοποίησης.

• Χρειάζεται η πρόσθετη πληροφορία για την κατανοµή του πληθυσµού, ώστε να
µπορεί να γίνει προσοµοίωση από συγκεκριµένη κατανοµή ή µε συγκεκριµένα
χαρακτηριστικά.

• Οι έλεγχοι Monte Carlo προτιµώνται σε ελέγχους καλής προσαρµογής, αφού
η µηδενική υπόθεση κατευθύνει προς την κατανοµή που ϑα προσοµοιωθούν
τα δείγµατα.

Γενικά αν δεν είναι εφικτός ο υπολογισµός µια στατιστικής συνάρτησης από
πληθυσµό µε γνωστή κατανοµή, τότε αυτή µπορεί να προσοµοιώθει και έπειτα αν
χρειάζεται να υπολογισθούν διάφορα στατιστικά µεγέθη της, τυπικά σφάλµατα, πι-
ϑανότητες της συνάρτησης, κλπ. Οι Monte Carlo µπορεί να απαιτούν την γνώση της
κατανοµής του πληθυσµού, παρόλ΄ αυτά µπορούν να ξεπεράσουν το πρόβληµα του
µικρού ή µη αντιπροσωπευτικού δείγµατος.





Κεφάλαιο 6

Bootstrap

6.1 Εισαγωγή

Η µέθοδος Bootstrap αποτελεί και αυτή µια µέθοδο τυχαιοποίησης, όπως η
µέθοδος Monte Carlo, µε διαφορά ότι αλλάζει ο τρόπος µε τον οποίο παράγονται τα
δείγµατα. Η µέθοδος Bootstrap προτιµάται πολλές ϕορές σε σχέση µε τους ελέγχους
τυχαιοποίησης, αφού αυτοί µπορούν να εφαρµοστούν σε συγκεκριµένες υποθέσεις
(απουσία δοµής) και σε σχέση µε τους ελέγχους Monte Carlo, αφού αυτοί προϋπο-
ϑέτουν γνώση της κατανοµής του πληθυσµού, ώστε να υλοποιηθεί η προσοµοίωση.
Η Bootstrap δεν προϋποθέτει γνώση της κατανοµής του πληθυσµού, αφού η λογική
της ϐασίζεται στην προέγγιση της άγνωστης κατανοµής του πληθυσµού από την ε-
µπειρική. ΄Ετσι η µοναδική πληροφορία που χρειάζεται είναι το τυχαίο δείγµα, από
το οποίο παράγονται και τα Bootstrap δείγµατα. Λόγω του ότι χρησιµοποιεί αυτή την
προσέγγιση, µπορεί να χρησιµοποιηθεί όχι µόνο σε ελέγχους υποθέσεων άλλα στην
προσέγγιση οποιασδήποτε κατανοµής είτε µε πολύπλοκη συναρτησιακή µορφή, είτε
για τον υπολογισµό διάφορων µεγεθών της κατανοµης.

6.2 Περιγραφή Ελέγχου

Αρχικά πριν γίνει η περιγραφή του ελέγχου, πρέπει να οριστεί η εµπειρική
κατανοµή. ΄Εστω ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n. Η εµπειρική κατανοµή είναι η
κατανοµή που δίνει πιθανότητα 1

n σε κάθε παρατήρηση του δείγµατος και 0 σε
οποιαδήποτε άλλη τιµή, δηλαδή σε οποιαδήποτε τιµή εκτός δείγµατος. Η κατασκευή
της εµπειρικής κατανοµής γίνεται µέσω της παραγωγής δειγµάτων µε δειγµατοληψία
από το αρχικό µε επανάθεση. Αυτό σηµαίνει ϐέβαια ότι µία παρατήρηση µπορεί να
επιλεγεί δύο ή περισσότερες ϕορές σε ένα δείγµα. Παρόλ΄ αυτά η πιθανότητα της

41



42 Κεφάλαιο 6. Bootstrap

να επιλεγεί είναι 1
n . Επιπλέον όσο αυξάνεται ο αριθµός των δειγµάτων τόσο ϑα

πλησιάζει η συχνότητα της κάθε παρατήρησης αυτή που υποδηλώνει η εµπειρική
κατανοµή.

Αφού παραχθούν k Bootstrap δείγµατα, ακολουθείται η διαδικασία που πε-
ϱιγράφηκε και στους ελέγχους τυχαιοποίησης. Ενδεικτικά τα ϐήµατα της µεθόδου
είναι τα εξής :

• Βήµα 1: Ορισµός Η0 και Η1.

• Βήµα 2: Επιλογή κατάλληλης συνάρτησης ελέγχου T .

• Βήµα 3: Κατασκευή k δειγµάτων µεγέθους n, όπου n το µέγεθος του αρχικού
δείγµατος, µε δειγµατοληψία µε επανάθεση από το αρχικό δείγµα.

• Βήµα 4: Υπολογισµός της T για κάθε δείγµα και του tobs από το αρχικό.

• Βήµα 5: Υπολογισµός p-value ως εξής :

p-value =
m + 1
k + 1

,

όπου m ο αριθµός των δειγµάτων για τα οποία ισχύει T ≥ tobs, T ≤ tobs ή
|T | ≥ tobs, ανάλογα µε τη µορφή της εναλλακτικής υπόθεσης.

6.3 Προβλήµατα της Μεθόδου

Η Bootstrap µπορεί να ϕαίνεται αρκετά κατάλληλη και απλή, αφού η µόνη
πληροφορία που χρειάζεται ο ερευνητής για να την υλοποιήσει είναι το τυχαίο δείγ-
µα, παρόλ΄ αυτά σε µερικές περιπτώσεις µπορεί να αποτύχει.

• Η µέθοδος αποτυγχάνει σε πολύ µικρά δείγµατα. Αυτο συµβαίνει γιατί στα
µικρά δείγµατα το δειγµατοληπτικό σφάλµα είναι αρκετά µεγάλο, και συνε-
πώς µε την συγκεκριµένη µέθοδο και τα δείγµατα που προκύπτουν ϑα το
περιέχουν. Επιπλέον στην περίπτωση που οι παρατηρήσεις είναι λίγες, είναι
πιθανό να επιλεγεί πολλές ϕορές το ίδιο δείγµα. Εποµένως η προσέγγιση της
πραγµατικής κατανοµής από την εµπειρική δεν ϑα είναι αντιπροσωπευτική.

• Η µέθοδος αποτυγχάνει επίσης όταν χρειάζεται να προσεγγιστεί κάποια ακραία
τιµή. Αυτό συµβαίνει γιατί σε αυτές τις περιπτώσεις η δεδοµένη πληροφορία
αφορά µία συγκεκριµένη τιµή και άρα το δείγµα δεν είναι αντιπροσωπευτικό.

Παρόλ΄ αυτά στη ϐιβλιογραφία αναφέρονται τροποποιήσεις της µεθόδου, οι
οποίες µπορούν να ξεπεράσουν αυτά τα προβλήµατα. Για παράδειγµα χρησιµοποι-
ώντας την παραµετρική µέθοδο Bootstrap εισάγονται πληροφορίες για την πραγµα-
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τική κατανοµή και έπειτα µπορεί να γίνει η διαδικασία που αναφέρθηκε στο υποκε-
ϕάλαιο 6.2. Σηµειώνεται ότι οι έλεγχοι Monte Carlo είναι παραµετρικοί Bootstrap
αφού εισάγουν την πρόσθετη πληροφορία της κατανοµής του πληθυσµού.

6.4 Ενδιαφέρουσες Περιπτώσεις

6.4.1 ΄Ελεγχος της Μέσης Τιµής Ενός Πληθυσµού

΄Εστω ότι χρειάζεται να ελεχθεί η µέση τιµή µ ενός πληθυσµού, αν είναι ίση
µε µ0 δεδοµένου ενός δείγµατος Xi, µεγέθους n, άγνωστης καταναοµής. Η µηδενική
υπόθεση ϑα είναι η Η0: µ = µ0, ενώ η εναλλακτική ϑα διαφέρει ανάλογα µε το είδος
του ελέγχου, µονόπλευρος ή αµφίπλευρος. ∆ιακρίνονται οι εξής περιπτώσεις :

• Η1: µ > µ0

• Η1: µ < µ0

• Η1: µ , µ0,

Σε αυτή την περίπτωση προφανώς δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο έλεγχος
Monte Carlo, όπως επεξηγήθηκε στο Κεφάλαιο 5, αφού προϋποθέτει γνώση της κα-
τανοµής του πληθυσµού, για να προσµοιωθούν από αυτήν τα απαραίτητα δείγµατα.
Η δηµιουργία δειγµάτων ϑα γίνει µόνο από το δοσµένο δείγµα. Η δηµιουργία των
δειγµάτων ϐασίζεται στην τυχαία δειγµατοληψία µε επανάθεση. Προκύπτουν λοιπόν
νέα δείγµα που, όταν το πλήθος τους είναι πολύ µεγάλο, µπορούν να προσοµοιώσουν
χαρακτηριστικές ποσότητες για το αρχικό δείγµα και εποµένως για τον πληθυσµό,
από τον οποίο προέρχεται το δείγµα.

Πρέπει να δοθεί προσοχή στο γεγονός ότι µπορεί να χρειαστεί να τροποποιηθεί
το αρχικό δείγµα ανάλογα µε την δοσµένη µηδενική υπόθεση. Αν το αρχικό δείγµα
δεν έχει µέση τιµή µε µεγάλη απόκλιση από την µ0 τότε µετακινούνται όλες οι
παρατηρήσεις, έτσι ώστε να έχει µέση τιµή µ0, για να προσοµοιωθούν τα δείγµατα
από δείγµα µε την συγκεκριµένη µέση τιµή. Είναι σηµαντικό να αναφερθεί πως
µια τέτοια µετακίνηση ϑα προκαλέσει αλλαγή στη µέση τιµή αλλά όχι στα υπόλοιπα
χαρακτηριστικά του δείγµατος, για παράδειγµα στη διακύµανση.

Σχετικά µε την επιλογή της συνάρτησης ελέγχου T , είναι σηµαντικό να επι-
λεχθεί µια συνάρτηση που παίρνει γνωστές τιµές όταν ισχύει η µηδενική υπόθεση.
Στο συγκεκριµένο παράδειγµα επιλέγεται η

T =|x − µ0|
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για αµφίπλευρο έλεγχο, και η

T = x − µ0

για µονόπλευρο έλεγχο. Οι περιοχές απόρριψης διαµορφώνονται ανάλογα µε τη
µορφή της εναλλακτικής υπόθεσης. Είναι προφανές ότι όταν ισχύει η Η0, η T

παίρνει τιµές κοντά στο 0.

Επειδή η T προσεγγίζεται από τα προσοµοιωµένα δείγµατα, και δεν χρειάζεται
γνώση της κατανοµής της για να οριστεί η περιοχή απόρριψης, µπορεί να επιλεγεί
οποιαδήποτε συνάρτηση, είτε απλή είτε σύνθετη.

Αφού υπολογιστεί η T για κάθε δείγµα υπολογίζεται το p-value και απορ-
ϱίπτεται ή όχι η Η0 ϐάσει όσων αναφέρθηκαν στο υποκεφάλαιο 6.2.

Ο έλεγχος για τη µέση τιµή ενός πληθυσµού µε τη µέθοδο Bootstrap υλοποιε-
ίται στο υποκεφάλαιο 7.2.

6.4.2 ΄Ελεγχος για Γραµµική Συσχέτιση ∆ύο Μεταβλητών

Η µέθοδος Bootstrap µπορεί να εφαρµοστεί και σε έλεγχο σχετικά µε τη γραµ-
µική συσχέτιση δύο µεταβλητών. Για την υλοποίηση του υπάρχουν δύο προσεγ-
γίσεις.

Η πρώτη µοιάζει µε τους ελέγχους τυχαιοποίησης. Η λογική της ϐασίζεται στο
γεγονός ότι όλοι οι συνδυασµοί των παρατηρήσεων των δύο µεταβλητών έχουν την
ίδια πιθανότητα να εµφανιστούν, αν η µηδενική υπόθεση είναι αληθής. Η διαφορά
στη µέθοδο bootstrap µε τη µέθοδο της τυχαιοποίησης είναι πως δεν µένει σταθερή
η µία µεταβλητή και ανακατεύονται οι παρατηρήσεις της δεύτερης, αλλά µένει στα-
ϑερή η µία µεταβλητή και στη δεύτερη πραγµατοποιείται τυχαία δειγµατοληψία µε
επανάθεση και δηµιουργούνται τα νέα Ϲεύγη παρατηρήσεων.

Ο υπολογισµός του p-value είναι ίδιος µε τους ελέγχους τυχαιοποίησης, αφού
υπολογιστεί για κάθε νέο δείγµα ο συντελεστής συσχέτισης που έχει επιλεγεί σαν
συνάρτηση ελέγχου.

Η δεύτερη προσέγγιση προϋποθέτει την υπόθεση ότι η σχέση που συνδέει τις
µεταβλητές X, Y είναι η

Y = αX + �. (6.1)

΄Εστω (X, Y ) τυχαίο δείγµα µεγέθους n.

Απαιτείται αρχικά η εκτίµηση, µε χρήση κάποιου µοντέλου, των παραµέτρων
α, �. ΄Εστω οι εκτιµώµενες παράµετροι α̂ και �̂. Στη συνέχεια υπολογίζονται οι
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ποσότητες
ei = Yi − α̂xi − �̂,

που ονοµάζονται κατάλοιπα. ∆ηµιουργούνται τα bootstrap δείγµατα ώς εξής : Οι
παρατηρήσεις xi παραµένουν ίδιες και οι yi γίνονται y∗i = α̂xi − �̂ + e∗i , όπου τα e∗i
προκύπτουν µε δειγµατοληψία µε επανάθεση από τα ei.

Για τα παραπάνω δείγµα µπορεί να πραγµατοποιηθεί στατιστική συµπερασµα-
τολογία σχετικά µε την γραµµική συσχέτιση των µεταβλητών X, Y όπως αναφέρθηκε
παραπάνω.

6.5 Συµπεράσµατα

Συνοψίζοντας, οι έλεγχοι Bootstrap είναι και αυτοί έλεγχοι τυχαιοποίσης.
Προτιµώνται από τους ελέγχους Monte Carlo γιατί δεν απαιτείται η γνώση κάποιας
κατανοµής για τον πληθυσµό. Οι απαραίτητες πληροφορίες δίνονται αποκλειστι-
κά και µόνο από το παρατηρούµενο δείγµα. Οι έλεγχοι Boostrap µπορούν να ε-
ϕαρµοστούν για την προσέγγιση οποιασδήποτε συνάρτησης, όχι µόνο σε ελέγχους
υποθέσεων.

Παρόλα αυτά χρειάζεται προσοχή στο µέγεθος του δείγµατος, το οποίο δεν
πρέπει να είναι µικρό, γιατί τότε δεν ϑα δίνεται επαρκής πληροφορία στον έλεγ-
χο.





Κεφάλαιο 7

Εφαρµογές στην R

7.1 Εισαγωγή

Στο παρόν κεφάλαιο ϑα παρουσιαστεί η υλοποίηση των περισσότερων µεθόδων
που αναφέρθηκαν στα προηγούµενα κεφάλαια, κατηγοριοποιηµένες ανάλογα µε το
είδος του ελέγχου. Για την υλοποίηση χρησιµοποιείται η γλώσσα προγραµµατισµού
R και το λογισµικό RStudio. Αυτή η γλώσσα προγραµµατισµού είναι κατάλληλη τόσο
για στατιστικούς υπολογισµούς όσο και για την οπτικοποίηση των δεδοµένων.

Τα δεδοµένα που χρησιµοποιούνται στο παρών κεφάλαιο είναι πλασµατικά
και δεν προκύπτουν από κάποια πειραµατική διαδικασία. Τα δεδοµένα χρησιµο-
ποιούνται µόνο για να υλοποιηθούν οι στατιστικές µέθοδοι. Παρόλα αυτά, οι κώδικες
που χρησιµοποιούνται µπορούν να εφαρµοστούν σε πραγµατικά δεδοµένα.

7.2 ΄Ελεγχος για τη Μέση Τιµή Ενός Πληθυσµού

΄Εστω το εξής πρόβληµα: «Σε ένα νοσοκοµείο µετρήθηκε ο αριθµός των επει-
γόντων περιστατικών ανά ηµέρα σε διάστηµα 100 ηµερών. Ζητείται να ελεγχθεί αν
κατά µέσο όρο τα επείγοντα περιστατικά σε αυτό το νοσοκοµείο είναι 1 ή περισσότε-
ϱα.»

Ορίζονται οι εξής υποθέσεις :

• Η0: µ = 1

• Η1: µ > 1

Η µεταβλητή, για την οποία µελετάται η συµπεριφορά της είναι η X : αριθ-
µός επειγόντων περιστατικών ανά ηµέρα στο συγκεκριµένο νοσκοµείο. Επιλέγεται
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επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.05.

Προκειµένου να χρησιµοποιηθούν στατιστικές µέθοδοι και συνάρτήσεις είναι
απαραίτητη η ϐιβλιοθήκη BSDA στην R, η οποία εγκαθίσταται στο τερµατικό πα-
ϱάθυρο µε την εντολή 7.1:

1 i ns ta l l . packages ( "BSDA" )

Κώδικας 7.1: Εγκατάσταση ϐιβλιοθήκης BSDA

και εισάγεται στον κώδικα µε την εντολή 7.2, στην αρχή του προγράµµατος.

1 l ibrary (BSDA)

Κώδικας 7.2: Ενσωµάτωση της BSDA στον κώδικα

Τα δεδοµένα που συλλέχθηκαν, οµαδοποιήθηκαν και παρουσιάζονται στον Πίνακα
7.1:

Αριθµός επειγόντων περιστατικών Αριθµός ηµερών

0 34

1 27

2 18

3 13

4 5

5 3

Πίνακας 7.1: Αριθµός επειγόντων περιστατικών ενός νοσοκοµείου σε διάστηµα 100
ηµερών

Αρχικά δηµιουργείται ένα διάγραµµα των παρατηρήσεων και επισηµαίνεται η
µέση τιµή του δείγµατος για την καλύτερη εποπτεία των δεδοµένων. Το ∆ιάγραµµα
7.1 είναι το διάγραµµα των δεδοµένων του Πίνακα 7.1 µε επισηµασµένη τη µέση
τιµή.
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Σχήµα 7.1: Απεικόνιση των επειγόντων περιστατικών και επισήµανση της µέσης
τιµής

Στη συνέχεια εισάγονται τα δεδοµένα στο πρόγραµµα, ορίζεται το µ0, η εξετα-
Ϲόµενη µέση τιµή του πληθυσµού, η οποία στο συγκεκριµένο παράδειγµα είναι ίση
µε 1, και υπολογίζονται η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση του δείγµατος, όπως
ϕαίνονται στον Κώδικα 7.3.

1 #Insert data
2 data <− c (0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,
3 0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,
4 1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,
5 2 ,2 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,4 ,4 ,4 ,4 ,4 ,5 ,5 ,5)
6 #Define m0 and a
7 m0 <− 1
8 a <− 0.05
9 #Compute mean, standard deviation and length of data

10 m <− mean( data )
11 vardata <− var ( data )
12 sd <− sqrt ( vardata )
13 n <− length ( data )

Κώδικας 7.3: Εισαγωγή δεδοµένων επειγόντων περιστατικών και υπολογισµός
χαρακτηριστικων µεγεθών του δείγµατος
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Ο πρώτος έλεγχος που πραγµατοποιείται είναι ο παραµετρικός για µεγάλο
δείγµα, αφού ο αριθµός των παρατηρήσεων είναι 100 (>30), µετά από υπόθεση
κανονικότητας της µεταβλητής.

1 #parametric
2 z_ test <− z . test ( data , mu = m0, sigma . x = sd )

Κώδικας 7.4: Παραµετρικός έλεγχος για έναν πληθυσµό

Μετά την εκτέλεση της εντολής 7.4 υπολογίζεται το p-value, το οποίο είναι
0.00654585. Συνεπώς η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται. Υπενθυµίζεται ότι η
µηδενική υπόθεση απορρίπτεται όταν p-value < α.

Ο επόµενος έλεγχος που υλοποιείται είναι η µέθοδος Monte Carlo. Για τη
χρήση της µεθόδου απαιτείται η κατανοµή που ακολουθεί η µεταβλητή, προκει-
µένου να προσοµοιωθούν από αυτή δείγµατα. Είναι γνωστό στη στατιστική ότι όταν
µία µεταβλητή αποτυπώνει τον αριθµό των γεγονότων ανά συγκεκριµένο χρονικό
διάστηµα ακολουθεί Poisson. Για τον ορισµό της σ.µ.π. της Poisson απαιτείται
ο προσδιορισµός της παραµέτρου της. Η εκτιµήτρια µέγιστης πιθανοφάνειας της
παραµέτρου της Poisson είναι ο δειγµατικός µέσος. Συνεπώς ϑα χρησιµοποιηθεί η
τιµή του, που έχει υπολογιστεί από το δοσµένο δείγµα.

Στον κώδικα 7.5 προσοµοιώνονται από την Poisson 99 δείγµατα, µεγέθους
100 µε παράµετρο 1.37.

1 #Create 99 samples from Poisson , parameter = 1.37
2 l <− 1.37
3 num_samplesMC <− 99
4 samplesMC <− repl icate (num_samplesMC, rpois (n, l ) )

Κώδικας 7.5: ∆ηµιουργία 99 δειγµάτων από την Poisson

Είναι απαραίτητο να οριστεί µία συνάρτηση ελέγχου που ϑα διαχωρίζει ανάµε-
σα στις δύο υποθέσεις. Επιλέγεται η

T = x̄ − 1,

η οποία, όταν ισχύει η µηδενική υπόθεση παίρνει τιµές κοντά στο 0, ενώ η µηδενική
υπόθεση απορρίπτεται όταν οι τιµές της είναι πολύ µεγάλες. Η παρατηρούµενη τιµή
της συνάρτησης ελέγχου tobs, δηλαδή η τιµή που προκύπτει από το δείγµα είναι tobs =

0.37. Στη συνέχεια για κάθε ένα από τα παραπάνω 99 προσοµοιωµένα δείγµατα
υπολογίζεται η τιµή της Τ και το πλήθος των τιµών αυτών που είναι µεγαλύτερες από
την παρατηρούµενη. Προκύπτει, λοιπόν, το p-value, µε τη χρήση του Κώδικα 7.6,
το οποίο είναι ίσο µε 0.49.
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1 #Compute T for each sample
2 tobs <− m−1
3 result <− lapply (1 : ncol (samplesMC) , function ( i ) {
4 mean(samplesMC[ , i ] ) − 1
5 } )
6 #Compute p−value
7 t _values_MC <− unlist ( result )
8 greater _obs_MC <− sum( t _values_MC > tobs )
9 pValueMC <− ( greater _obs_MC + 1)/ (num_samplesMC + 1)

Κώδικας 7.6: Υπολογισµός Τ και p-value για τα δείγµατα της Poisson

Συνεπώς µε τη χρήση αυτής της µεθόδου η µηδενική υπόθεση δεν απορρίπτε-
ται, σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.05.

Είναι επίσης ϐοηθητική η χρήση ενός ιστογράµµατος µε της τιµές της συ-
νάρτησης ελέγχου, προκειµένου να υπάρξει εποπτεία της συµπεριφοράς της. Το
∆ιάγραµµα 7.2 παρουσιάζει τις τιµές της συνάρτησης ελέγχου που προέκυψαν από
τα προσοµοιωµένα δείγµατα µε τη µέθοδο Monte Carlo, αλλά και την παρατηρούµε-
νη τιµή της.

Σχήµα 7.2: Ιστόγραµµα των τιµών της συνάρτησης ελέγχου από την προσοµοίωση
δειγµάτων µε Monte Carlo για 1 πληθυσµό

Παρατηρείται πως µε χρήση περισσότερων δειγµάτων, π.χ. 999, το p-value
δεν διαφοροποιείται δραµατικά.
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Η τελευταία µέθοδος που ϑα υλοποιηθεί είναι η Bootstrap. Για την µέθοδο
Bootstrap δεν απαιτείται η γνώση της κατανοµής που ακολουθεί η µεταβλητή. Αρκεί
η δηµιουργία, έστω 99, δειγµάτων, µεγέθους 100, καθένα από τα οποία προκύπτει
από την τυχαία επιλογή µε επανάθεση των παρατηρήσεων από το αρχικό δείγµα. Η
δηµιουργία των δειγµάτων Bootstrap ϕαίνεται στον κώδικα 7.7.

1 #Define number of bootstrap samples
2 num_samples_bootsrap <− 99
3 #Create new samples
4 new_samples_bootstrap <− repl icate (num_samples_bootsrap , sample ( data

, n, replace = TRUE) )
5 result _bootstrap <− lapply (1 : ncol (new_samples_bootstrap ) , function ( i

) {
6 mean(new_samples_bootstrap [ , i ] ) − 1
7 } )

Κώδικας 7.7: Bootstrap για τη µέση τιµή ενός πληθυσµού

Η επιλογή της συνάρτησης, η παρατηρούµενη τιµή της και το p-value υπολο-
γίζονται όπως στη µέθοδο Monte Carlo. ∆ιαφοροποιείται µόνο ο τρόπος δηµιουργίας
των δειγµάτων. Προκύπτει λοιπόν p-value ίσο µε 0.43 όπως ϕαίνεται στον Κώδικα
7.8, και εποµένως η µηδενική υπόθεση δεν απορρίπτεται.

1 #Compute p−value
2 t _values_bootstrap <− unlist ( result _bootstrap )
3 greater _obs_bootstrap <− sum( t _values_bootstrap > 0.37)
4 pValueBootstrap <− ( greater _obs_bootstrap + 1)/ (num_samples_bootsrap

+ 1)

Κώδικας 7.8: Υπολογισµός p-value για τα bootstrap δείγµατα για τη µέση τιµή ενός
πληθυσµού

Το διάγραµµα των τιµών της συνάρτησης ελέγχου που προέκυψαν από τα
προσοµοιωµένα δείγµατα µε τη µέθοδο Monte Carlo, αλλά και η παρατηρούµενη
τιµή της συνάρτησης ελέγχου είναι το ∆ιάγραµµα 7.3.

Η µέθοδος Monte Carlo και η µέθοδος Bootstrap ϑα µπορούσαν να επανα-
ληφθούν πολλές ϕορές προκειµένου να προκύψουν πολλές τιµές για το p-value στο
οποίο ϑα µπορούσε να γίνει στατιστική συµπερασµατολογία.
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Σχήµα 7.3: Ιστόγραµµα των τιµών της συνάρτησης ελέγχου από την προσοµοίωση
δειγµάτων µε τη µέθοδο Bootstrap για 1 πληθυσµό

Είναι λογικό η απόρριψη ή µη της µηδενικής υπόθεσης να διαφοροποιείται
ανάµεσα στον παραµετρικό έλεγχο και στους ελέγχους Monte Carlo και Bootstrap,
αφού για την χρήση του παραµετρικού ελέγχου παίρνονται σαν δεδοµένο υποθέσεις
κανονικότητας, οι οποίες δεν είναι γνωστό αν πληρούνται. Συνεπώς το αποτέλεσµα
των µεθόδων Monte Carlo και Bootstrap µπορεί να ϑεωρήθεί πιο αξιόπιστο.

Συνοπτικά τα αποτελέσµατα για τον έλεγχο της µέσης τιµής ενός πληθυσµού
παρουσιάζονται στον πίνακα 7.2.

Μέθοδος p-value Απόφαση

z-test 0.00655 Απόρριψη της Η0

Monte Carlo 0.49 ΄Οχι απόρριψη της Η0

Bootstrap 0.43 ΄Οχι απόρριψη της Η0

Πίνακας 7.2: Σύνοψη αποτελεσµάτων για τον έλεγχο της µέσης τιµής ενός πληθυ-
σµού
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7.3 ΄Ελεγχος της ∆ιαφοράς των Μέσων ∆ύο Πληθυ-

σµών

΄Εστω το εξής πρόβληµα: «∆ύο αντικαρκινικά ϕάρµακα A και B χορηγήθη-
καν σε 6 ασθενείς το καθένα, και µετρήθηκε το ποσοστό εξάλειψης των καρκινικών
κυττάρων. Τίθεται το ερώτηµα αν τα δύο ϕάρµακα είναι ισοδύναµα.»

Η µεταβλητή η οποία µελετάται είναι η Χ: ποσοστό εξάλειψης καρκινικών
κυττάρων. Επιλέγεται επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.05. Οι πληθυσµοί, οι οποίοι
εξετάζονται, είναι οι πληθυσµοί που ακολουθούν τα ϕάρµακα A και B.

Τα δεδοµένα που συλλέχθηκαν παρουσιάζονται στον Πίνακα 7.3.

Αρχικά ορίζονται οι δύο υποθέσεις :

• Η0: µΑ = µΒ

• Η1: µΑ , µΒ,

όπου µΑ, µΒ οι µέσες τιµές των κατανοµών των πληθυσµών που ακολουθούν τα ϕάρ-
µακα A και B αντίστοιχα.

Φάρµακο A 0.96 0.81 0.77 0.99 0.94 0.74

Φάρµακο B 0.87 0.92 0.94 0.83 0.72 0.76

Πίνακας 7.3: Ποσοστό εξάλειψης καρκινικών κυττάρων για δύο τύπους ϕαρµάκων

Προκειµένου να ελεγχθούν τα δύο ϕάρµακα εποπτικά δηµιουργείται το ∆ι-
άγραµµα 7.4:
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Σχήµα 7.4: Απεικόνιση των δεδοµένων των δύο ϕαρµάκων

Το ∆ιάγραµµα 7.4 είναι ένα ϑηκόγραµµα (boxplot) και η µαύρη οριζόντια
γραµµή εντός των κουτιών δείχνει τη διάµεσο. ∆εν µπορεί να προκύψει άµεσο συ-
µπέρασµα για τη µέση τιµή από ένα ϑηκόγραµµα, παρόλα αυτό είναι γνωστό πως
όταν αυτό είναι συµµετρικό, η διάµεσος και η µέση τιµή είναι περίπου ίσες.

Στη συγκεκριµένη περίπτωση τα δύο ϑηκογράµµατα είναι συµµετρικά, και
όπως προκύπτει από τις διαµέσους, οι δύο τιµές είναι αρκετά κοντά η µία στην
άλλη.

Στη συνέχεια εισάγονται τα δεδοµένα µε τη χρήση του Κώδικα 7.9:

1 A <− c (0.96 ,0.81 ,0.77 ,0.99 ,0.94 ,0.74)
2 B <− c (0.87 ,0.92 ,0.94 ,0.83 ,0.72 ,0.76)

Κώδικας 7.9: Εισαγωγή δεδοµένων ϕαρµάκων

Ο πρώτος έλεγχος που πραγµατοποιείται είναι ο παραµετρικός, υπό την υ-
πόθεση της ανεξαρτησίας, όπως ϕαίνεται τον Κώδικα 7.10, από τον οποίο προκύπτει
p-value ίσο µε 0.6279.
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1 #parametric t−test
2 t _ test <− t . test (A,B)

Κώδικας 7.10: Παραµετρικός έλεγχος δύο πληθυσµών

Συνεπώς σύµφωνα µε την παραπάνω τιµή, η µηδενική υπόθεση δεν απορ-
ϱίπτεται.

Ο επόµενος έλεγχος είναι ο µη παραµετρικός Wilcoxon Rank Sum test όπως
ϕαίνεται στον Κώδικα 7.11, από τον οποίο υπολογίζεται p-value ίσο µε 0.513.

1 #non parametric
2 wilcoxon_ test <− wilcox . exact (A,B)

Κώδικας 7.11: Μη παραµετρικός έλεγχος δύο πληθυσµών

Και σε αυτόν τον έλεγχο η µηδενική υπόθεση δεν απορρίπτεται.

΄Επειτα πραγµατοποιείται ένας έλεγχος τυχαιοποίησης. Ο έλεγχος είναι προ-
σεγγιστικός. Οι δυνατοί συνδυασµοί των 12 παρατηρήσεων σε 2 οµάδες των 6 πα-
ϱατηρήσεων η κάθεµια είναι

(
12
6

)
= 5544. Επιλέγονται έστω 99 πιθανοί συνδυασµοί.

Η επιλογή της συνάρτησης ελέγχου προκύπτει από τη ϕύση των υποθέσεων. Μια
συνάρτηση ελέγχου της µορφής

T =|xA − xB|,

όπου xA, xB οι δειγµατικοί µέσοι των δειγµάτων A και B αντίστοιχα, είναι κατάλληλοι,
αφού αν ισχύει η µηδενική υπόθεση παίρνει τιµές πολύ κοντα στο 0 ενώ µεγάλες
τιµές υποδηλώνουν απόκλιση από τη µηδενική υπόθεση.

Ο Κώδικας 7.12 παρουσιάζει τον υπολογισµό της συνάρτησης ελέγχου των δο-
σµένων δειγµάτων, την δηµιουργία 99 συνδυασµών, την κατασκευή της συνάρτησης
που υπολογίζει για κάθε συνδυασµό την συνάρτηση ελέγχου και τον υπολογισµό του
p-value.

Από τον παραπάνω έλεγχο προκύπτει p-value ίσο µε 0.27, και εποµένως η
µηδενική υπόθεση δεν απορρίπτεται.

Στο ∆ιάγραµµα 7.5 απεικονίζονται οι τιµές της συνάρτησης ελέγχου που προ-
έκυψαν από τα προσοµοιωµένα δείγµατα µε τη µέθοδο της τυχαιοποίησης, αλλά και
η παρατηρούµενη τιµή της ελεγχοσυνάρτησης.
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1 # Observed dif ference in means
2 observed_ d i f f <− mean(A) − mean(B)
3 # Combine the data
4 combined_data <− c (A, B)
5 # Number of permutations
6 n_permutations <− 99
7

8 # Function to calculate the di f ference in means for permuted data
9 perm_ d i f f <− function ( data , n1, n2) {

10 permuted_data <− sample ( data )
11 groupA <− permuted_data [1 :n1]
12 groupB <− permuted_data [ ( n1 + 1) : ( n1 + n2) ]
13 return (mean( groupA ) − mean( groupB ) )
14 }
15

16 set . seed (123) # For reproducibi l i ty
17 rand_ d i f f s <− repl icate (n_permutations , perm_ d i f f ( combined_data ,

length (A) , length (B) ) )
18

19 # Calculate p−value
20 greater _obs_rand <− sum( rand_ di f f s >observed_ d i f f )
21 pValueRand <− ( greater _obs_rand+1)/ (n_permutations+1)

Κώδικας 7.12: ΄Ελεγχος τυχαιοποίησης δύο πληθυσµών και υπολογισµός p-value
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Σχήµα 7.5: Ιστόγραµµα των τιµών της συνάρτησης ελέγχου µε τη µέθοδο της τυ-
χαιοποίησης για 2 πληθυσµούς

Ο τελευταίος έλεγχος που πραγµατοποιείται γίνεται µε τη µέθοδο Bootstrap. Η
λογική του ϐασίζεται στην τυχαία επιλογή µε επανάθεση από τα δύο δείγµατα, µε
την κάθε παρατήρηση να διατηρεί το δείγµα από το οποίο προέρχεται. Η υλοποίηση
του και ο υπολογισµός του p-value ϕαίνεται στον Κώδικα 7.13.

1 # Number of bootstrap samples
2 n_bootstrap <− 99
3

4 # Function to calculate the di f ference in means
5 bootstrap_ d i f f <− function ( data1 , data2 ) {
6 sample1 <− sample ( data1 , length ( data1 ) , replace = TRUE)
7 sample2 <− sample ( data2 , length ( data2 ) , replace = TRUE)
8 return (mean( sample1 ) − mean( sample2 ) )
9 }

10 # Generate bootstrap samples
11 bootstrap_ d i f f s <− repl icate (n_bootstrap , bootstrap_ d i f f (A, B) )
12

13 # Calculate p−value
14 greater _obs_boot<−sum( bootstrap_ d i f f s >observed_ d i f f )
15 pValueBoot<− ( greater _obs_boot+1)/ (n_bootstrap+1)

Κώδικας 7.13: ΄Ελεγχος Bootstrap δύο πληθυσµών και υπολογισµός p-value

Στο ∆ιάγραµµα 7.6 απεικονίζονται οι τιµές της συνάρτησης ελέγχου που προέκυψαν



7.3 ΄Ελεγχος της ∆ιαφοράς των Μέσων ∆ύο Πληθυσµών 59

από τα προσοµοιωµένα δείγµατα µε τη µέθοδο Bootstrap και η παρατηρούµενη τιµή
της ελεγχοσυνάρτησης.

Σχήµα 7.6: Ιστόγραµµα των τιµών της συνάρτησης ελέγχου µε τη µέθοδο Bootstrap
για 2 πληθυσµούς

Συνοπτικά τα αποτελέσµατα για τον έλεγχο της διαφοράς των µέσων τιµών δύο
πληθυσµών παρουσιάζονται στον Πίνακα 7.4.

Μέθοδος p-value Απόφαση

t-test 0.6279 ΄Οχι απόρριψη της Η0

Wilcoxon Rank Sum 0.513 ΄Οχι απόρριψη της Η0

Τυχαιοποίησης 0.27 ΄Οχι απόρριψη της Η0

Bootstrap 0.48 ΄Οχι απόρριψη της Η0

Πίνακας 7.4: Σύνοψη αποτελεσµάτων για τον έλεγχο της διαφοράς των µέσων τιµών
δύο πληθυσµών

Το γεγονός ότι οι δύο πρώτοι έλεγχοι, παραµετρικός και µη καταλήγουν στο
ίδιο συµπέρασµα µε τον έλεγχο τυχαιοποίησης και τον έλεγχο bootstrap, οι οποίοι
είναι πιο αξιόπιστοι, είναι λογικό, αφου και από το ∆ιάγραµµα 7.4 δεν προκύπτει
σηµαντική διαφορά στα δύο δείγµατα και στις µέσες τιµές τους.
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7.4 ΄Ελεγχος της ∆ιαφοράς των Μέσων Τριών Πλη-

ϑυσµών

΄Εστω το εξής πρόβληµα: «Σε τρεις τύπους κυττάρων Α, Β και Γ µετρήθηκε το
ποσοστό απορρόφισης ακτινοβολίας σε 12 ανθρώπους, 4 για το κάθε είδος κυττάρου.
Ζητάται να µελετηθεί αν το ποσοστό απορρόφισης της ακτινοβολίας είναι ίδιο σε κάθε
τύπο.» Τα δεδοµένα παρουσιάζονται στον Πίνακα 7.5.

Α 0.57 0.73 0.69 0.71

Β 0.46 0.55 0.32 0.49

Γ 0.78 0.62 0.87 0.93

Πίνακας 7.5: Ποσοστό απορρόφισης ακτινοβολίας για τρεις τύπους κυττάρων

Η µεταβλητή, η οποία µελετάται είναι η X : ποσοστό απορρόφισης ακτινοβο-
λίας. Οι 3 πληθυσµοί είναι οι πληθυσµοί από τους οποίους προέρχονται τα 3 είδη
κυττάρων.

Ορίζονται αρχικά οι δύο υποθέσεις του ελέγχου:

• Η0: ΄Ολοι οι πληθυσµιακοί µέσοι είναι ίσοι

• Η1: Τουλάχιστον ένας πληθυσµιακός µέσος είναι διαφορετικός από τους άλ-
λους.

Ορίζεται επίσης το επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.05.

Αρχικά δηµιουργείται το ∆ιάγραµµα 7.7, δηλαδή το διάγραµµα των παρατη-
ϱήσεων για την καλύτερη εποπτεία των δεδοµένων.
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Σχήµα 7.7: Απεικόνιση των δεδοµένων των τριών τύπων κυττάρων

Τα ϑηκογράµµατα του ∆ιαγράµµατος 7.7 είναι ασύµµετρα, και µάλιστα αρι-
στερόστροφα ασσύµετρα. Σε ένα αριστερόστροφο ασύµµετρο ϑηκόγραµµα η µέση
τιµή είναι µικρότερη από τη διάµεσο. Εποµένως και στα τρία διαγράµµατα η µέση
τιµή του κάθε δείγµατος είναι µικρότερη από την οριζόντια µαύρη γραµµή. Είναι εµ-
ϕανές ότι οι µέσες τιµές των δειγµάτων διαφέρουν αρκετά η µία από την άλλη.

Στη συνέχεια εισάγονται τα δεδοµένα στο πρόγραµµα, και υπολογίζονται οι
µέσες τιµές και οι διασπορές των δειγµάτων. ΄Επειτα προετοιµάζονται τα δεδοµένα
σε δοµή data frame ώστε να µπορέσουν να υλοποιηθούν οι ακόλουθοι έλεγχοι. Η
διαδικασία αυτή παρουσιάζεται στον Κώδικα 7.14.

1 A <− c (0.57 ,0.73 ,0.69 ,0.71)
2 B <− c (0.46 ,0.55 ,0.32 ,0.49)
3 C <− c (0.78 ,0.62 ,0.87 ,0.93)
4 mA <− mean(A)
5 mB <− mean(B)
6 mC <− mean(C)
7 varA <− var (A)
8 varB <− var (B)
9 varC <− var (C)

10 # Combine the data into a single vector
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11 values <− c (A,B,C)
12 # Create a factor variable to indicate the group
13 groups <− factor ( rep ( c ( "A" , "B" , "C" ) , each = length (A) ) )
14 # Create a data frame
15 data <− data . frame (Group = groups , Value = values )

Κώδικας 7.14: Εισαγωγή δεδοµένων κυττάρων και υπολογισµός χαρακτηριστικών
µεγεθών των δειγµάτων

Ο πρώτος έλεγχος που πραγµατοποιείται είναι ο παραµετρικός ANOVA αφού
οι πληθυσµοί που ελέγχονται είναι 3. Η υλοποίηση του ϕαίνεται στον Κώδικα 7.15.

1 # Perform the ANOVA
2 anova_ result <− aov ( Value ~ Group, data = data )

Κώδικας 7.15: Παραµετρικός έλεγχος τριών πληθυσµών

Μετά την πραγµατοποίηση του παραπάνω ελέγχου προκύπτει p-value ίσο µε
0.00368 και εποµένως η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται.

Ο επόµενος έλεγχος είναι ο παραµετρικός Kruskal-Wallis και υλοποιείται
όπως ϕαίνεται στον Κώδικα 7.16.

1 #Perform Kruskal−Wallis
2 kruskalwallis _ result <− kruskal . test ( values ~ groups , data = data )

Κώδικας 7.16: Μη παραµετρικός έλεγχος τριών πληθυσµών

Από τον έλεγχο αυτόν προκύπτει p-value ίσο µε 0.0154 και εποµένως η µη-
δενική υπόθεση απορρίπτεται ξανά.

Ο τελευταίος έλεγχος που πραγµατοποιείται είναι το τυχαιοποιηµένο ANOVA
σε 1000 τυχαιοποιηµένα δείγµατα. Η υλοποίηση του ϕαίνεται στον Κώδικα 7.17.

1 # Perform permutation ANOVA
2 perm_ test <− oneway_ test ( values ~ groups , data = data , distr ibution

= approximate ( nresample = 1000) )

Κώδικας 7.17: ΄Ελεγχος τυχαιοποίησης για τρεις πληθυσµούς

Με τον παραπάνω έλεγχο τυχαιοποίησης προκύπτει p-value ίσο µε 0.001 και
εποµένως η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται.
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΄Οπως ϕαίνεται και από το ∆ιάγραµµα 7.7 είναι λογική η απόρριψη της µηδε-
νικής υπόθεσης.

Συνοπτικά τα αποτελέσµατα για τον έλεγχο της διαφοράς µεταξύ τριών πλη-
ϑυσµών παρουσιάζονται στον Πίνακα 7.6.

Μέθοδος p-value Απόφαση

ANOVA 0.00368 Απόρριψη της Η0

Kruskal-Wallis 0.0154 Απόρριψη της Η0

Τυχαιοποιηµένη ANOVA 0.001 Απόρριψη της Η0

Πίνακας 7.6: Σύνοψη αποτελεσµάτων για τον έλεγχο της διαφοράς µεταξύ τριών
πληθυσµών

7.5 Γραµµική Συσχέτιση

΄Εστω το παρακάτω πρόβληµα: «Μετρήθηκε η συστολική και η διαστολική
πίεση ενός ασθενούς σε διάστηµα 7 ηµερών. Τίθεται το ερώτηµα αν τα δύο είδη
πίεσης σχετίζονται µεταξύ τους γραµµικά.»

Οι δύο µεταβλητές, οι οποίες εξετάζονται αν σχετίζονται γραµµικά είναι η X :
συστολική πίεση και Y : διαστολική πίεση.

Ορίζονται οι δύο υποθέσεις :

• Η0: ∆εν υπάρχει γραµµική συσχέτιση µεταξύ των X και Y

• Η1: Υπάρχει γραµµική συσχέτιση µεταξύ των X και Y

Επιλέγεται επίσης επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.05.

Τα δεδοµένα ϕαίνονται στον Πίνακα 7.7:

Ηµέρα 1 2 3 4 5 6 7

Συστολική 131 162 124 149 161 133 156

∆ιαστολική 87 103 81 95 102 84 99

Πίνακας 7.7: Μετρήσεις Συστολικής και ∆ιαστολικής Πίεσης σε διάστηµα 7 ηµερών

Εισάγονται αρχικά τα δεδοµένα, όπως ϕαίνεται στον Κώδικα 7.18:
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1 systo l ic <− c(131,162,124,149,161,133,156)
2 diasto l i c <− c(87,103,81,95,102,84,99)

Κώδικας 7.18: Εισαγωγή δεδοµένων συστολικής και διαστολικής πίεσης

Προκειµένου να διαπιστωθεί γραφικά αν η σχέση των δύο µεταβλητών είναι
γραµµική δηµιουργείται το ∆ιάγραµµα 7.8. Στο ∆ιάγραµµα 7.8 παρουσιάζονται τα
δεδοµένα µε τη µορφή σηµείων και το γραµµικό µοντέλο µε τη µορφή µιάς ευθείας,
το οποίο δηµιουργήθηκε ϐάσει των παρατηρήσεων.

Σχήµα 7.8: ∆ιάγραµµα Συστολικής - ∆ιαστολικής Πίεσης

Είναι ϕανερό ότι η ευθεία του γραµµικού µοντέλου οριακά διαπερνά όλα τα
σηµεία του δείγµατος. Εποµένως, εποπτικά, µπορεί να προκύψει το συµπέρασµα
ότι η σχέση τους είναι γραµµική και µάλιστα ϑετική, δηλάδη όσο αυξάνεται το ένα
µέγεθος, αυξάνεται και το άλλο.

Υπολογίζεται αρχικά ο συντελεστής συσχέτισης Pearson, όπως ϕαίνεται στον
Κώδικα 7.19.

1 #Calculate Pearson ’ s Correlation Coef f ic ient
2 corPearson <− cor ( systol ic , d iastol ic ,method="pearson " )

Κώδικας 7.19: Υπολογισµός συντελεστή συσχέτισης Pearson

Από τον παραπάνω κώδικα υπολογίζεται ο συντελεστής συσχέτισης Pearson
ίσος µε 0.99, το οποίο υποδηλώνει ισχυρή γραµµική συσχέτιση. Υπολογίζεται επι-
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πλέον το p-value, το οποίο είναι ίσο µε 0.0000154. Συνεπώς η µηδενική υπόθεση
απορρίπτεται.

Ο επόµενος συντελεστής συσχέτισης, που υπολογίζεται και ϕαίνεται στον Κώδι-
κα 7.20, είναι ο µη παραµετρικός Spearman. Υπολογίζεται ότι είναι ίσος µε 0.964,
το οποίο υποδηλώνει ξανά ισχυρή γραµµική συσχέτιση. Υπολογίζεται επίσης το p-
value ίσο µε 0.002778 και εποµένως η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται.

1 #Calculate Spearman ’ s Correlation Coef f ic ient
2 corSpearman <− cor . test ( systol ic , d iastol ic ,method="spearman" )

Κώδικας 7.20: Υπολογισµός συντελεστή συσχέτισης Spearman

Ο επόµενος έλεγχος που πραγµατοποιείται είναι ο έλεγχος τυχαιοποίησης,
και πιο συγκεκριµένα ένας προσεγγιστικός έλεγχος τυχαιοποίησης για τον οποίο ϑα
χρησιµοποιηθεί ως συνάρτηση ελέγχου ο συντελεστής συσχέτισης Pearson και ϑα
δηµιουργηθούν 99 συνδυασµοί από τους 120. ΄Ολοι οι δυνατοί συνδυασµοί προ-
κύπτουν αν ϐρεθούν όλες οι δυνατές 6άδες Ϲευγών από τα δεδοµένα. Για να υπολο-
γιστούν αρκεί να µείνει σταθερή η µία µεταβλητή και να ϐρεθούν όλες οι διατάξεις
των 6 παρατηρήσεων της δεύτερης µεταβλητής. ΄Ολες διατάξεις των 6 παρατηρήσε-
ων υπολογίζονται ίσες µε 6! = 120. Για κάθε διάταξη υπολογίζεται ο συντελεστής
συσχέτισης Pearson. ΄Επειτα υπολογίζεται πόσοι από τους 99 συνδυασµούς που ε-
πιλέχθηκαν τυχαία από τυος 120 έχουν συντελεστή συσχέτισης που αποκλίνει από
τον παρατηρούµενο συντελεστή συσχέτισης που υπολογίστηκε παραπάνω και υπο-
λογίζεται το p-value. Η παραπάνω διαδικασία παρουσιάζεται στον Κώδικα 7.21.

1 # Randomization test .
2 nreps = 99 # Note : 99 combinations
3 N <− length ( systo l ic )
4 r <− numeric ( nreps )
5 counter = 0
6 set . seed <− 1086 #This w i l l force each run to come to the same

result .
7 for ( i in 1:nreps ) {
8 randDiastolic <− sample ( diastol ic , N, replace = FALSE)
9 r [ i ] <− cor ( systol ic , randDiastolic )

10 i f ( r [ i ] >= corPearson ) counter = counter + 1
11 }

Κώδικας 7.21: ΄Ελεγχος τυχαιοποίησης για γραµµική συσχέτιση
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Υπολογίζεται p-value οριακά ίσο µε 0 και εποµένως η µηδενική υπόθεση
απορρίπτεται.

Ο τελευταίος έλεγχος είναι ένα έλεγχος Bootstrap µε δειγµατοληψία µε επα-
νάθεση. Η υλοποίηση του παρουσιάζεται στον Κώδικα 7.22:

1 # Data as dataframe
2 data <− data . frame (
3 x = c (87 , 103, 81, 95, 102, 84, 99) ,
4 y = c(131 , 162, 124, 149, 161, 133, 156)
5 )
6 # Number of samples
7 num_samples <− 999
8 # Vector in order to save the Pearson ’ s coe f f i c i en t correlations
9 pearson_correlations <− numeric (num_samples )

10 # Create samples and compute correlat ion
11 set . seed (456)
12 for ( i in 1:num_samples ) {
13 # Create random sample with replacement
14 sample_ indices <− sample (1 :nrow( data ) , s ize = nrow( data ) , replace =

TRUE)
15 sample_data <− data [ sample_ indices , ]
16 # Calculate Pearson ’ s correlat ion coe f f i c i en t
17 pearson_correlations [ i ] <− cor ( sample_data$x , sample_data$y )
18 }

Κώδικας 7.22: ΄Ελεγχος bootstrap για γραµµική συσχέτιση

Στη συνέχεια υπολογίζεται το p-value µε τη χρήση των εντολών 7.23.

1 # I n i t i a l i z e a counter
2 bootstrap_counter=0
3 #Count how many coe f f i c i ents are bigger than the observed
4 for ( i in 1: length ( pearson_correlations ) ) {
5 i f ( pearson_correlations [ i ] >= corPearson ) bootstrap_counter =

bootstrap_counter + 1
6 }
7 #Calculate p−value
8 pBootstrap <− ( bootstrap_counter+1)/ (num_samples )

Κώδικας 7.23: Υπολογισµός p-value των δειγµάτων bootstrap για γραµµική
συσχέτιση
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Προκύπτει λοιπόν p-value=0.655 και εποµένως η µηδενική υπόθεση δεν µπο-
ϱεί να απορριφθεί.

Συνοπτικά τα αποτελέσµατα για τον έλεγχο της διαφοράς των µέσων τιµών δύο
πληθυσµών παρουσιάζονται στον πίνακα 7.8.

Μέθοδος p-value Απόφαση

Pearson 0.0000154 Απόρριψη της Η0

Spearman 0.002778 Απόρριψη της Η0

Τυχαιοποίησης ≈0 Απόρριψη της Η0

Bootstrap 0.655 ΄Οχι απόρριψη της Η0

Πίνακας 7.8: Σύνοψη αποτελεσµάτων για τον έλεγχο της γραµµικής συσχέτισης

7.6 Συσχέτιση σε Πίνακες Συνάφειας

΄Εστω το εξής πρόβληµα: «Εξετάστηκαν 12 άτοµα για το αν είναι ή όχι κα-
πνιστές και το αν έχουν περάσει ή όχι καρκίνο του πνεύµονα. Ζητάται να εξεταστεί
αν υπάρχει συσχέτιση ανάµεσα στον καρκίνο του πνεύµονα και το κάπνισµα.» Τα
δεδοµένα παρουσιάζονται στον Πίνακα 7.9, ο οποίος είναι ένας πίνακας συνάφειας.

Απουσία καρκίνου ΄Υπαρξη καρκίνου Σύνολο

Μη καπνιστής 3 2 5

Καπνιστής 2 5 7

Σύνολο 5 7 12

Πίνακας 7.9: ∆εδοµένα συσχέτισης καπνίσµατος - καρκίνου του πνεύµονα

Οι δύο µεταβλητές, οι οποίες εξετάζονται αν σχετίζονται, είναι η X : Κάπνισµα
και Y : Καρκίνος του πνεύοµονα. Ορίζονται οι δύο υποθέσεις :

• Η0: ∆εν υπάρχει συσχέτιση καπνίσµατος - καρκίνου του πνεύµονα

• Η1: Υπάρχει συσχέτιση καπνίσµατος - καρκίνου του πνεύµονα

Ορίζεται επίσης επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.05. Τα δεδοµένα του Πίνακα 7.9
εισάγονται σαν πίνακας στο πρόγραµµα όπως ϕαίνεται στον Κώδικα 7.24:
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1 #Insert data
2 matrix_data <− matrix (
3 c (3 ,2 ,2 ,5) ,
4 nrow = 2,
5 ncol = 2,
6 byrow = TRUE
7 )
8 # Converting the matrix to a table
9 data <− as . table ( matrix_data )

Κώδικας 7.24: Εισαγωγή δεδοµένων για τη συσχέτιση καρκίνου-καπνίσµατος µε τη
µορφή πίνακα συνάφειας

Προκειµένου να διαπιστωθεί γραφικά αν υπάρχει συσχέτιση µεταξύ των ποιο-
τικών µεταβλητών δηµιουργείται το ∆ιάγραµµα 7.9, στο οποίο παρουσιάζεται η συ-
σχέτιση των ποιοτικών µεταβλητών «Κάπνισµα» και «Καρκίνος του Πνεύµονα».

Σχήµα 7.9: ∆ιάγραµµα συσχέτισης Καπνίσµατος - Καρκίνου του Πνεύµονα

Ο παραµετρικός έλεγχος χ2 για πίνακες συνάφειας ϑα µπορούσε να χρησιµο-
ποιηθεί για τον έλεγχο της συσχέτισης µεταξύ ποιοτικών µεταβλητών, όµως το δείγµα
είναι απαγορευτικά µικρό. Παρόλαυτα µπορεί να υπολογιστεί η τιµή του ελέγχου
και το αντίστοιχο p-value όπως ϕαίνεται στον Κώδικα 7.25.
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1 #Perform Pearson ’ s Chi−squared test
2 pearson_chisq <− chisq . test ( data , correct = FALSE)

Κώδικας 7.25: Υπολογισµός συντελεστή συσχέτισης Pearson χ2

Με την παραπάνω εντολή προκύπτει χ2 = 1.1853 και p-value= 0.276.

Κάπνισµα(Κ΄: µη καπνιστής, Κ: καπνιστής) Κ΄ Κ΄ Κ΄ Κ΄ Κ΄ Κ Κ Κ Κ Κ Κ Κ

Καρκίνος(0: απουσία, 1: ύπαρξη) 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1

Πίνακας 7.10: ∆ιαφορετική µορφή δεδοµένων συσχέτισης καπνίσµατος - καρκίνου
του πνεύµονα

Για την πραγµατοποίηση του ελέγχου τυχαιοποίησης Fisher για πίνακες συ-
νάφειας είναι απαραίτητο να υπολογιστεί ο συντελεστής Pearson χ2, ο οποίος επι-
λέγεται ως συνάρτηση ελέγχου, προκειµένου να διαπιστωθεί πόσο ακραία είναι η
παρατηρούµενη τιµή που υπολογίστηκε παραπάνω. Τα δεδοµένα ϑα µπορούσαν να
αναπαρασταθούν όπως ϕαίνονται στον Πίνακα 7.10. Από την µορφή των δεδοµένων
όπως παρουσιάζονται στον Πίνακα 7.10 ϕαίνεται ότι όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί που
µπορούν να πρκύψουν από το δείγµα είναι ίσοι µε όλους τους διαφορετικούς δυνα-
τούς τρόπους που µπορούν να τοποθετηθούν τα πέντε 0 στις 12 ϑέσεις. Αυτοί είναι
ίσοι µε

(
12
5

)
= 792, και υπολογίζονται µε τη χρήση του Κώδικα 7.26.

1 # Load necessary l ibrary
2 l ibrary ( combinat )
3 # Function to generate a l l combinations of 12 seats with 5 0s and 7

1s
4 generate_combinations <− function (n, k ) {
5 combinations <− combn(n, k )
6 result <− apply ( combinations , 2 , function ( x ) {
7 sequence <− rep (1 , n)
8 sequence [ x ] <− 0
9 paste ( sequence , collapse = " " )

10 } )
11 return ( result )
12 }
13 # Generate combinations for 12 seats with 5 0s
14 combinations <− generate_combinations (12 , 5)

Κώδικας 7.26: ∆ηµιουργία των δυνατών συνδυασµών του πίνακα συνάφειας
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Από τους παραπάνω συνδυασµούς, επείδη τα δεδοµένα είναι µόνο 0 και 1
και κάποιοι συνδυασµοί επαναλαµβάνονται, προκύπτουν οι παρακάτω πίνακες συ-
νάφειας :

A =

0 5

5 2

 , B =

1 4

4 2

 , C =

2 3

3 4

 , D =

3 2

2 5

 , E =

4 1

1 6

 , F =

5 0

0 7

 .

Είναι ϕανερό ότι αρκεί να οριστεί το στοιχείο X11 κάθε πίνακα και τα υπόλοιπα
προκύπτουν από τα αθροίσµατα γραµµών και στηλών.

Για να υπολογιστεί η συχνότητα εµφάνισης του κάθε πίνακα απαιτούνται
γνώσεις συνδυαστικής. Κάθε ϕορά χρειάζεται να ϐρεθούν οι δυνατοί συνδυασµοί
των µηδενικών που ορίζονται από το X11 στις πρώτες 5 ϑέσεις και οι δυνατοί συν-
δυασµοί των υπόλοιπων µηδενικών στις επόµενες 7 ϑέσεις. Για την εύρεση των
συνολικών ϕορών εµφάνισης κάθε πίνακα πολλαπλασιάζονται τα αποτελέσµατα των
δύο παραπάνω συνδυασµών, ϐάσει του πολλαπλασιαστικού νόµου.

Στη συνέχεια µπορεί να υπολογιστεί η τιµή της συνάρτησης ελέγχου για κάθε
πίνακα.΄Ολα τα παραπάνω συνοψίζονται στον Πίνακα 7.11. Για τον υπολογισµό του

Πίνακας Συχνότητα Τιµή Συνάρτησης Ελέγχου

A 21 6.1224

B 175 1.6555

C 350 0.0098

D 210 1.1853

E 35 5.182

F 1 12

Πίνακας 7.11: Συχνότητα εµφάνισης κάθε δυνατού πίνακα συνάφειας και τιµή Pe-
arson

p-value αρκεί να ϐρεθούν πόσοι πίνακες έχουν ίση ή πιο ακραία τιµή συνάρτησης ε-
λέγχου από την παρατηρούµενη. Υπολογίζεται ότι p-value = 442

792 = 0.558. Εποµένως
σε επίπεδο σηµαντικότητας α=0.05 η µηδενική υπόθεση δεν απορρίπτεται.

Οι τιµές της συνάρτησης ελέγχου που προέκυψαν από τους δυνατούς πίνακες
συνάφειας µε τη µέθοδο Fisher, αλλά και η παρατηρούµενη τιµή της συνάρτησης
ελέγχου παρουσιάζονται στο ∆ιάγραµµα 7.10.
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Σχήµα 7.10: Ιστόγραµµα των τιµών της συνάρτησης ελέγχου για τους διαφορετικούς
δυνατούς πίνακες συνάφειας µε τη µέθοδο Fisher

7.7 ΄Ελεγχος Καλής Προσαρµογής

΄Εστω το εξής πρόβληµα: «Ζητάται να ελεγχθεί αν ο αριθµός των επειγόντων
περιστατικών ανά ηµέρα ενός νοσκοµείου ακολουθεί κατανοµή Poisson.» Τα δεδο-
µένα αφορούν των αριθµό των επειγόντων περιστατικών σε διάστηµα 100 ηµερών,
οµαδοποιήθηκαν και παρουσιάζονται στον Πίνακα 7.12.

Η µεταβλητή, η οποία µελετάται, είναι η X : αριθµός επιγόντων περιστατικών
νοσκοµείου.

Για την πραγµατοποίηση το ελέγχου ορίζεται η µηδενική υπόθεση λόγω της
διατύπωσης του προβλήµατος ως «Η0: Ο αριθµός των περιστατικών ακολουθεί κα-
τανοµή Poisson». Η εναλλακτική ϑα ήταν «Η1: Ο αριθµός των περιστατικών δεν
ακολουθεί κατανοµή Poisson». Για να µπορεί η συνάρτηση ελέγχου να διαχωρίσει
ανάµεσα στις δύο υποθέσεις ϑα οριστεί εναλλακτική υπόθεση µε συγκεκριµένη κα-
τανοµή. Εποµένως οι υποθέσεις του ελέγχου είναι :

• Η0: Η µεταβλητή ακολουθεί κατανοµή Poisson

• Η1: Η µεταβλητή ακολουθεί Αρνητική ∆ιωνυµική κατανοµή
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Αριθµός επειγόντων περιστατικών Αριθµός ηµερών

0 53

1 27

2 13

3 4

4 2

5 1

Πίνακας 7.12: Αριθµός επειγόντων περιστατικών ενός νοσοκοµείου σε διάστηµα 100
ηµερών

Ορίζεται επίπεδο σηµαντικότητα α = 0.05.

Αρχικά εισάγονται τα δεδοµένα και υπολογίζονται οι απαραίτητες ποσότητες
από το δείγµα, όπως ϕαίνεται στον Κώδικα 7.27.

1 #Insert data
2 data <− c ( rep (0 ,53) ,
3 rep (1 ,27) ,
4 rep (2 ,13) ,
5 rep (3 ,4) ,
6 rep (4 ,2) ,
7 rep (5 ,1) )
8 #Calculate mean, number of observations and variance of the dataset
9 x_mean <− mean( data )

10 n <− length ( data )
11 var_mean <− var ( data )
12 #Calculate the observed value of T
13 tobs <− var_mean/x_mean

Κώδικας 7.27: Εισαγωγή δεδοµένων για έλεγχο κατανοµής και υπολογισµός
χαρακτηριστικών µεγεθών του δείγµατος

Στο ∆ιάγραµµα 7.11 παρουσιάζονται οι συχνότητες του Πίνακα 7.12 και οι αναµε-
νόµενες συχνότητες των τιµών της µεταβλητής «Αριθµός επειγόντων περιστατικών» αν
αυτή ακολουθούσε την κατανοµή Poisson.
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Σχήµα 7.11: Παρατηρούµενες και Αναµενόµενες Τιµές

Ο έλεγχος που ϑα πραγµατοποιηθεί είναι ένας έλεγχος Monte Carlo καλής
προσαρµογής. Για την πραγµατοποίηση του απαιτείται να επιλεχθεί µια συνάρτηση
ελέγχου που ϑα διαχωρίζει ανάµεσα στις δύο υποθέσεις και ϑα παίρνει µοναδικές
τιµές όταν ισχύει η µηδενική υπόθεση. Στην συγκεκριµένη περίπτωση ϑα µπορούσε
να είναι η

T =
s2

x
,

όπου s2 η διασπορά του δείγµατος και x ο δειγµατικός µέσος. Η παραπάνω συνάρ-
τηση παίρνει τιµές κοντά στο 1, όταν η κατανοµή είναι η Poisson και µεγαλύτερες
από 1 όταν η κατανοµή είναι η Αρνητική ∆ιωνυµική. Η συγκεκριµένη συνάρτηση T

ονοµάζεται δείκτης διασποράς.

Ορίζεται επίσης η απαραίτητη συνάρτηση για την προσοµοίωση των δειγµάτων
από την κατανοµή Poisson και για τον υπολογισµό της συνάρτησης ελέγχου για κάθε
δείγµα. Ο ορισµός της συνάρτησης υλοποιείται µε τον Κώδικα 7.28.

΄Επειτα ορίζεται ο αριθµός των δειγµάτων που ϑα προσοµοιωθούν από την κα-
τανοµή Poisson, έστω 999. Υπενθυµίζεται ότι η εκτιµήτρια µέγιστης πιθανοφάνειας
για την Poisson είναι ο δειγµατικός µέσος. Στη συνέχεια καλείται η παραπάνω συ-
νάρτηση, µε παράµετρο τη µέση τιµή του δείγµατος και αποθηκεύεται η τιµή της
συνάρτησης ελέγχου για κάθε δείγµα. ΄Επειτα υπολογίζεται το p-value. Τα παρπάνω
υπολογίζονται στον κώδικα 7.29.
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1 #Function that simulates k samples from Poisson with parameter l and
length n

2 poisson . c l t <− function (k ,n, l )
3 {
4 Sn <− rep (NA,k )
5 for ( i in 1:k )
6 {
7 x <− rpois (n, l )
8 Sn[ i ] <− var ( x ) /mean( x )
9 }

10 return (Sn)
11 }

Κώδικας 7.28: ∆ηµιουργία συνάρτησης για προσοµοίωση απο την Poisson

1 #Number of samples
2 times <− 999
3 to ta l <− length ( data )
4 #Simulation of 999 Poisson samples with parameter mean of the

observed dataset
5 T <− poisson . c l t ( times , total , x_mean)
6 #Calculation of p−value
7 p <− (sum(T>tobs ) +1)/ ( times+1)

Κώδικας 7.29: ∆ηµιουργία προσοµοιώµενων δειγµάτων ϐάσει του δοσµένου,
υπολογισµός της Τ και του p-value

Προκύπτει p-value ίσο µε 0.004 και εποµένως η µηδενική υπόθεση απορρίπτε-
ται.

Οι παραπάνω τιµές από την υλοποίησης της µεθόδου Monte Carlo καλής
προσαρµογής, αλλά και η παρατηρούµενη τιµή της συνάρτησης ελέγχου ϕαίνονται
στο ∆ιάγραµµα 7.12.
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Σχήµα 7.12: Ιστόγραµµα των τιµών της συνάρτησης ελέγχου της µεθόδου Monte
Carlo καλής προσαρµογής

7.8 Συµπεράσµατα

Συνοψίζοντας είναι ϕανερό ότι µε τη χρήση των υπολογιστών, και συγκεκρι-
µένα µε την R, µπορούν να οπτικοποιηθούν εύκολα κάθε είδους δεδοµένα, να ϐρεθεί
η σχέση που µπορεί να έχουν διαφορετικά σύνολα δεδοµένων, καθώς και να γίνουν
στατιστικοί έλεγχοι, που λόγω πολλών και δύσκολων υπολογισµών, µε χαρτί και
µολύβι είναι αδύνατο.

Είναι σηµαντικό να επισηµανθεί ότι οι αποφάσεις που προκύπτουν από τους
παραµετρικούς και µη παραµετρικούς ελέγχους είναι λιγότερο αξιόπιστες, αφού
ϐασίζονται σε υποθέσεις των πληθυσµών, που για τα δεδοµένα που αναφέρθηκαν σε
αυτό το κεφάλαιο δεν είναι γνωστές. Για αυτό το λόγο, µπορεί να οδηγήσουν και σε
διαφορετικές αποφάσεις από τους ελέγχους τυχαιοποίησης, όπως στο Υποκεφάλαιο
7.2.
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Συµπεράσµατα

Από την παρούσα διπλωµατική εργασία προκύπτουν τα εξής συµπεράσµα-
τα :

• Για την εφαρµογή των παραµετρικών ελέγχων απαιτούνται υποθέσεις για την
κατανοµή του πληθυσµού ή των πληθυσµών της µεταβλητής ή των µεταβλητών
αντίστοιχα. Οι υποθέσεις είναι απαραίτητες για να χρησιµοποιηθεί ασυµπτω-
τικό αποτέλεσµα στην συνάρτηση ελέγχου.

• Οι µη παραµετρικοί έλεγχοι χρησιµοποιούν άλλες ιδιότητες των δεδοµένων,
και όχι την κατανοµή που ακολουθούν. Παρόλα αυτά και σε αυτό το είδος των
ελέγχων χρησιµοποιούνται ασυµπτωτικά αποτελέσµατα. Είναι σηµαντικό όµως
να αναφερθεί ότι οι µη παραµετρικού έλεγχοι έχουν εφαρµογή και σε πολύ
µικρά δείγµατα. ΄Οµως όταν οι υποθέσεις περί κανονικότητας πληρούνται,
προτιµώνται οι παραµετρικοί έλεγχοι.

• Στους ελέγχους τυχαιοποίησης, µοναδική προϋπόθεση είναι η Η0 να ορίζει την
απουσία δοµής στα δεδοµένα. ∆εν χρειάζεται η Η0 να είναι συγκεκριµένη αφού
η ϐάση των ελέγχων τυχαιοποίησης είναι το γεγονός ότι όλοι οι συνδυσµοί είναι
ισοπίθανοι κάτω από τη µηδενική υπόθεση. Είναι σηµαντικό να αναφερθεί ότι
η ισχύς των ελέγχων τυχαιοποίησης είναι µεγαλύτερη απο τους παραµετρικούς
ή µη παραµετρικούς ελέγχους, και εποµένως η απόφαση στην οποία οδηγούν
είναι πιο αξιόπιστη.

• Οι έλεγχοι Monte Carlo προτιµώνται σε ελέγχους καλής προσαρµογής, αφού
η µηδενική υπόθεση κατευθύνει προς την κατανοµή από την οποία προσοµοι-
ώνονται τα δείγµατα.

• Για την πραγµατοποίηση των ελέγχων µε τη µέθοδο Bootstrap δεν απαιτείται
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γνώση της κατανοµής από την οποία προέρχεται η µεταβλητή που εξετάζεται,
όπως και στους ελέγχους τυχαιοποίησης. ΄Ολες οι απαραίτητες πληροφορίες
προκύπτουν από το δοσµένο δείγµα. Για αυτό το λόγο οι συγκεκριµένοι έλεγχοι
αποτυγχάνουν σε πολύ µικρά δείγµατα, αφού δεν υπάρχει επαρκής πληροφο-
ϱία.

• Μοναδικό κριτήριο για την επιλογή της συνάρτησης ελέγχου στους ελέγχους
τυχαιοποίησης, στους Monte Carlo και τους Bootstrap είναι να µπορεί να
διακρίνει ανάµεσα στις δύο υποθέσεις. ∆εν είναι απαραίτητα η γνώσης της κα-
τανοµή της, αφού οι τιµές της προκύπτουν από τα προσοµοιωµένα δείγµατα.
Επισηµαίνεται ότι στους ελέγχους Monte Carlo η επιλογή της συνάρτησης ε-
λέγχου είναι πιο δύσκολη, απαιτείται πολύ καλή γνώση της στατιστικής και των
ιδιοτήτων των µέτρων που επιλέγονται, αφού οι δύο υποθέσεις υποδηλώνουν
συγκεκριµένες κατανοµές, και η συνάρτηση ελέγχου πρέπει να ξεχωρίζει α-
νάµεσα στις δύο.

Γενικά οι ΄Ελεγχοι Τυχαιοποίησης, Monte Carlo και Bootstrap έχουν χρήση
όχι µόνο σε ελέγχους υποθέσεων, αλλά γενικά σε οποιοδήποτε πρόβληµα χρειάζεται
να εκτιµηθεί κάποια µεταβλητή µε άγνωστη κατανοµή και να υπολογιστούν έπειτα
στατιστικά µεγέθη. Στην παρούσα διπλωµατική αναφέρονται γενικά τα ϐήµατα των
µεθόδων και οι εφαρµογή τους σε µερικά µόνο είδη των ελέγχων υποθέσεων.

Παρόλα αυτά στη ϐιβλιογραφία µπορεί κανείς να ϐρει περισσότερες εφαρµο-
γές, π.χ. εκτίµηση διαστηµάτων εµπιστοσύνης µε τη µέθοδο Bootstrap, ανάλυση
χρονοσειρών µε τη µέθοδο Bootstrap αλλά και χρήση της µεθόδου Bootstrap για
εύρεση των κύριων συνιστωσών, ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων.

Τέλος είναι σηµαντικό να αναφερθεί η τεράστια σηµασία που έχει η χρήση
των υπολογιστών στην υλοποίηση αυτών των µεθόδων. ΄Αλλωστε και η ιδέα για την
ανάπτυξη τους ϐασίζεται στην ανάπτυξη των υπολογιστών. Συγκεκριµένα η R είναι
µια ιδανική γλώσσα για στατιστική συµπερασµατολογία και για οπτικοποίηση των
δεδοµένων.
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