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Abstract

This thesis explores the broad topic of Bayesian non-parametric methods, focusing on both their theoret-
ical foundation and practical application. Initially, the reader is introduced to the Bayesian framework
and fundamental concepts such as the definition of a Bayesian model, the prior and posterior distribu-
tions. Essential computational methods, including Markov Chain Monte Carlo (MCMC), the Metropolis-
Hastings algorithm, and Gibbs Sampling, are also presented.

The Dirichlet Process is examined as a crucial component of Bayesian Nonparametrics. Beyond its
definition and key properties, its connection to the well known clustering problem is highlighted. The
analysis then extends to the Hierarchical Dirichlet Process and its construction using the Stick-Breaking
method, analogous to the Dirichlet Process. Applications in Machine Learning, such as in Topic Modeling
problems, are discussed, emphasizing their flexibility in modeling complex data structures. This thesis
also includes a brief introduction to Dependent Dirichlet Processes, a useful tool for problems where
data evolve over time or space.

Subsequently, the focus shifts to the Gaussian Process, a stochastic process that can be viewed as
an infinite-dimensional distribution over functions. The application of Gaussian Processes to non-linear
regression and classification problems is described, along with related model selection methods.

Throughout the thesis, visual aids and examples with simulated data are employed to make the concepts
more accessible. Additionally, two applications on real-world datasets are included.

Keywords

Non-parametric Bayesian methods, Dirichlet Process (DP), Hierarchical Dirichlet Process (HDP), Depen-
dent Dirichlet Process (DDP), Markov Chain Monte Carlo (MCMC), Metropolis-Hastings algorithm, Gibbs
sampling, Expectation-Maximization (EM) algorithm, clustering, topic modeling, Gaussian Processes
(GP), non-linear regression, classification.
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Πεϱίληψη

Η παϱούσα διπλωµατική εργασία εξετάζει το ευϱύ αντικείµενο των µη-παϱαµετϱικών ΜπεϋϹιανών µεϑόδων,
εστιάζοντας τόσο στην ϑεωρητική ϑεµελίωση όσο και στην πρακτική εφαρµογή τους. Αρχικά, ο αναγ-
νώστης εισάγεται στο ΜπεϋϹιανό πλαίσιο αναϕοϱάς και σε ϑεµελιώδεις σε αυτό έννοιες όπως ο ορισµός του
ΜπεϋϹιανού µοντέλου, η πϱότεϱη και η ύστεϱη κατανοµή. Ακόµα παρουσιάζονται απαϱαίτητες υπολο-
γιστικές µέϑοδοι όπως το Markov Chain Monte Carlo (MCMC), ο αλγόριθµος Metropolis-Hastings και η
∆ειγµατοληψία κατά Gibbs.

H ∆ιαδικασία Dirichlet παρουσιάζεται ως το επίκεντρο της µη-παϱαµετϱικής ΜπεϋϹιανής στατιστικής. Εκ-
τός από τον οϱισµό της και τις κύϱιες ιδιότητες της, αναδυκνείεται ο τϱόπος που αυτή συνδέεται µε το
γνωστό πϱόϐληµα της συσταδοποίησης. Η ανάλυση επεκτείνεται στην Ιεραρχική ∆ιαδικασία Dirichlet και
την κατασκευή της µέσω της µεθόδου Stick-Breaking, σε αναλογία µε την ∆ιαδικασία Dirichlet. Συζη-
τούνται εφαρµογές αυτών των διαδικασιών στη Μηχανική Μάϑηση, όπως σε προβλήµατα Θεµατικής Μον-
τελοποίησης, υπογραµµίζοντας την ευελιξία τους στη µοντελοποίηση σύνθετων δοµών δεδοµένων. Επίσης,
περιλαµβάνεται µια σύντοµη εισαγωγή στις Εξαρτηµένες ∆ιαδικασίες Dirichlet, οι οποίες είναι χϱήσιµες σε
προβλήµατα όπου τα δεδοµένα εξελίσσονται χϱονικά ή χωϱικά.

΄Επειτα, η πϱοσοχή στρέφεται στην Γκαουσιανή ∆ιαδικασία, µια στοχαστική διαδικασία που µποϱεί κανείς
να ϕανταστεί ως µια απειροδιάστατη κατανοµή πάνω σε συναρτήσεις. Περιγράφεται ο τϱόπος που αυτή
εφαρµόζεται σε προβλήµατα µη-γϱαµµικής παλινδρόµησης και ταξινόµησης, ενώ γίνεται αναϕοϱά και στις
µεθόδους επιλογής µοντέλου.

Καϑ’όλη τη διάϱκεια της εργασίας επιστρατεύονται οπτικά µέσα και παραδείγµατα σε προσοµοιωµένα δε-
δοµένα, µε σκοπό να καταστήσουν πιο κατανοητές τις έννοιες που παρουσιάζονται. Ακόµα, περιλαµβάνονται
δύο εφαρµογές σε πραγµατικά σύνολα δεδοµένων.
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Hastings, ∆ειγµατοληψία Gibbs, Expectation-Maximization (EM), συσταδοποίηση, ϑεµατική µοντελοποίηση,
Γκαουσιανές ∆ιαδικασίες (GP), Mη-γϱαµµική Παλινδρόµηση, ταξινόµηση.

ii



Ευχαϱιστίες

Θα ήϑελα να εκφράσω τις ειλικρινείς µου ευχαριστίες σε όλους όσους στάϑηκαν δίπλα µου κατά την διάϱκεια
των προπτυχιακών µου σπουδών αλλά και της εκπόνησης της παϱούσας εργασίας.

Πϱώτα απ’ όλα, ευχαριστώ ϑεϱµά τον καθηγητή µου, κ. Φουσκάκη, για την καθοδήγηση και την εµπ-
ιστοσύνη που µου έδειξε καϑ’ όλη τη διάϱκεια της συγγραφής της εργασίας.

Επίσης, ϑα ήϑελα να ευχαριστήσω τους ϕίλους µου για τη συνεχή υποστήριξη και την ενθάρρυνσή τους
σε κάϑε ϐήµα αυτής της ποϱείας. Η ϐαθιά κατανόηση που έδειξαν αποτέλεσαν σηµαντική πηγή δύναµης
και έµπνευσης.

Τέλος, ευχαριστώ από καϱδιάς την οικογένειά µου: τους γονείς µου, Πετϱούλα και Μάκη και τον αδεϱϕό
µου, Βασίλη που στάϑηκαν δίπλα µου µε υποµονή, αγάπη και αδιάλειπτη στήϱιξη.

Βαλεντίνα Λυµπέϱη
Αϑήνα, Σεπτέµβριος 2024

iii



Πεϱιεχόµενα Πεϱιεχόµενα

Πεϱιεχόµενα

Abstract i

Πεϱίληψη ii

Ευχαϱιστίες iii

Συντοµογϱαϕίες vi

Κατάλογος ∆ιαγϱαµµάτων vii

1 Το ΜπεϋϹιανό πλαίσιο αναϕοϱάς 1
1.1 Οϱισµός του ΜπεϋϹιανού Στατιστικού Μοντέλου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Καϑοϱισµός της εκ των πϱοτέϱων κατανοµής . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2.1 ΣυϹυγείς κατανοµές . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2.2 Μη-γνήσιες εκ των πϱοτέϱων κατανοµές και η κατανοµή του Jeffreys . . . . . . . . . . 3

1.3 Πϱοϐλεπτικές Κατανοµές . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3.1 Εκ των πϱοτέϱων πϱοϐλεπτική κατανοµή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3.2 Εκ των υστέϱων πϱοϐλεπτική κατανοµή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.4 Markov Chain Monte Carlo (MCMC) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.4.1 Η µέϑοδος Monte Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.4.2 Ο αλγόϱιϑµος Metropolis-Hastings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.4.3 ∆ειγµατοληψία κατά Gibbs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Η ∆ιαδικασία Dirichlet 9
2.1 Το πϱόϐληµα της συσταδοποίησης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1.1 Κανονικά µοντέλα µίξης, ο αλγόϱιϑµος EM και η ανάγκη για µη παϱαµετϱική πϱοσέγγιση 9
2.2 Η πεπεϱασµένης διάστασης κατανοµή Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3 Το ΜπεϋϹιανό ιστόγϱαµµα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.4 Η διαδικασία Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.4.1 Κατασκευή: Stick Breaking . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.4.2 Η διαδικασία κινέϹικου εστιατοϱίου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.5 Μοντέλα Μίξης ∆ιαδικασίας Dirichlet (DPMM) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.5.1 ∆ειγµατοληψία κατά Gibbs για τα DPMM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.5.2 Εϕαϱµογή: κανονικό µοντέλο µίξης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3 Η Ιεϱαϱχική ∆ιαδικασία Dirichlet (HDP) 23
3.1 Οϱισµός . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2 Κατασκευή: Stick Breaking . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.3 Η διαδικασία κινέϹικου franchise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.4 Κϱυϕά Μαϱκοϐιανά Μοντέλα HDP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.4.1 Μαϱκοϐιανές αλυσίδες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.4.2 Κϱυϕά µαϱκοϐιανά µοντέλα (ΗΜΜ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.4.3 ΄Απειϱα κϱυϕά Μαϱκοϐιανά µοντέλα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.5 Εϕαϱµογή: Θεµατικά Μοντέλα (Topic Models) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.5.1 Συλλογή κειµένων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.5.2 Πϱοεπεξεϱγασία των δεδοµένων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.5.3 Εκπαίδευση µοντέλου HDP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.5.4 Αποτελέσµατα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

iv



Πεϱιεχόµενα Πεϱιεχόµενα

4 Η Εξαϱτηµένη ∆ιαδικασία Dirichlet 32
4.1 Κατασκευή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.1.1 DDP Κοινών Βαϱών . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.1.2 DDP Κοινών Ατόµων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5 Γκαουσιανές ∆ιαδικασίες 34
5.1 Η Γκαουσιανή διαδικασία . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
5.2 Μη-γϱαµµική παλινδϱόµηση µε Γκαουσιανές διαδικασίες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
5.3 Ταξινόµηση µε Γκαουσιανές διαδικασίες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
5.4 Επιλογή µοντέλου και ϱύϑµιση υπεϱπαϱαµέτϱων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

6 Εϕαϱµογή: Σύνολο ∆εδοµένων Old Faithful 42
6.1 Ανάλυση δεδοµένων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
6.2 Μοντελοποίηση του χϱόνου αναµονής . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
6.3 Συσταδοποίηση των εκϱήξεων µε DPMM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

7 Εϕαϱµογή: Σύνολο ∆εδοµένων Air Quality 46
7.1 Ανάλυση δεδοµένων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
7.2 Μη-γϱαµµική παλινδϱόµηση µε GP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

8 Συµπεϱάσµατα και Μελλοντικές Επεκτάσεις 49
8.1 Συµπεϱάσµατα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
8.2 Μελλοντικές επεκτάσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

Παϱαϱτήµατα 50

A Κώδικας R για την εϕαϱµογή του Metropolis-Hastings σε Γϱαµµική Παλινδϱόµηση 50

B Κώδικας R για προσοµοίωση σηµείων από δυσδιάστατη κανονική κατανοµή µε γνωστή παϱάµετϱο
συσχέτισης ϱ 53

C Κώδικας R για την υλοποίηση του αλγοϱίϑµου EM 55

D Κώδικας R για την πϱοσοµοίωση δεδοµένων από ένα ΗΜΜ τϱιών καταστάσεων 58

E Κώδικας R για την πϱοσοµοίωση µονοπατιών της Γκαουσιανής ∆ιαδικασίας 61

F Υλοποίηση σε Python: Topic Modelling µε HDP 63
F.1 Συλλογή και επεξεϱγασία κειµένων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
F.2 Εκπαίδευση του µοντέλου HDP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
F.3 Οπτικοποίηση των αποτελεσµάτων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

G Κώδικας R για δείγµατα από την Single-p και Single-Atom DDP 66

H Κώδικας R για τον υπολογισµό της ύστεϱης µέσης τιµής της f για τα δεδοµένα του ∆ιαγράµ-
µατος 5.2 69

I Κώδικας R για το σύνολο δεδοµένων Old Faithful 73
I.1 Ανάλυση δεδοµένων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
I.2 Μοντελοποίηση του χϱόνου αναµονής . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
I.3 Συσταδοποίηση των εκϱήξεων µε χϱήση DPMM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

J Κώδικας R για το σύνολο δεδοµένων Air Quality 75
J.1 Ανάλυση δεδοµένων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
J.2 Πϱοσαϱµογή µοντέλου GP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

K Υπολογιστικά Πακέτα 79
K.1 Βιϐλιοϑήκη gensim (Python) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
K.2 Πακέτο dirichletprocess (R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
K.3 Πακέτο GauPro (R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Βιϐλιογϱαϕικές Αναϕοϱές 79

v



Πεϱιεχόµενα Πεϱιεχόµενα

Συντοµογϱαϕίες

τ.µ τυχαία µεταϐλητή
σ.µ.π συνάϱτηση µάϹας πιϑανότητας
σ.π.π συνάϱτηση πυκνότητας πιϑανότητας

MCMC Markov Chain Monte Carlo
ΕΜ Expectation Maximization
DP Dirichlet Process

DPMM Dirichlet Process Mixture Model
HDP Hierarchical Dirichlet Process
HMM Hidden Markov Model
DDP Dependent Dirichlet Process
GP Gaussian Process

vi



Κατάλογος ∆ιαγϱαµµάτων Κατάλογος ∆ιαγϱαµµάτων

Κατάλογος ∆ιαγϱαµµάτων

1.1 Ιστογϱάµµατα των MCMC δειγµάτων για τις τϱεις παϱαµέτϱους α, β, σ . . . . . . . . . . . . . 7
1.2 Τέσσεϱα ανεξάϱτητα µονοπάτια τις δειγµατοληψίας Gibbs, για µία δισδιάστατη κανονική

κατανοµή µε ρ = 0.8. Με µαύϱα σηµεία συµβολίζονται τα αρχικά σηµεία. Βλ. Παϱάϱτηµα B
για τον αντίστοιχο κώδικα. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.1 Παϱάδειγµα δεδοµένων πϱος συσταδοποίηση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2 Τϱιγωνικά διαγϱάµµατα 106 τυχαίων δειγµάτων από την τϱισδιάστατη κατανοµή Dir(a) για

διαϕοϱετικές παϱαµέτϱους a. Αϱιστεϱά: a = (3, 3, 3), δεξιά: a = (30, 3, 3). . . . . . . . . . . . 12
2.3 Πϱαγµατική πυκνότητα και ιστόγϱαµµα 100 δειγµάτων από τη κατανοµή που πϱοκύπτει µε

τη µέϑοδο του ΜπεϋϹιανού ιστογϱάµµατος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.4 α) ΄Ενα µέτϱο ϐάσης G0 στον δισδιάστατο χώϱο Θ. ϐ) Μία πιϑανή διαµέϱιση του Θ σε K = 3

χωϱία. γ) Μια εκλεπτυσµένη διαµέϱιση του Θ σε K = 4 χωϱία. . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.5 Πϱαγµατοποιήσεις της διαδικασίας Stick Breaking για διαϕοϱετικές τιµές της παϱαµέτϱου

συγκέντϱωσης α. Ως G0 χϱησιµοποιήϑηκε η τυπική κανονική κατανοµή. . . . . . . . . . . . . 16
2.6 Ανάϑεση σε συστάδες Nmax = 1000 παϱατηϱήσεων από την Categorical(ρ) όπου ρ ∼ Dir(a). 17
2.7 Σχηµατική αναπαϱάσταση της δειγµατοληψίας από ένα DPMM. . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.8 Συσταδοποίηση 200 σηµείων του επιπέδου που έχουν προσοµοιωθεί από 5 κανονικές κατανοµές

για s0 = 3, s1 = 1, µε χϱήση ενός DPMM. ∆είγµατα από την ύστεϱη κατανοµή µετά από 50,100
και 200 επαναλήψεις της δειγµατοληψίας Gibbs. Στο τελευταίο ∆ιάγραµµα παρατίθεται η
ύστεϱη κατανοµή του K αγνοώντας τα 50 πϱώτα δείγµατα ως burn-in. . . . . . . . . . . . . . 21

3.1 ΄Ενα µοντέλο Ιεϱαϱχικής ∆ιαδικασίας Dirichlet. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.2 ∆είγµατα από την κατασκευή Stick Breaking για ένα HDP. Αϱιστεϱά: β για γ = 2 και στα

επόµενα ∆ιάγϱαµµατα, π1,π2,π3 για α = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.3 (α): Κάϑε οϱϑογώνο αντιστοιχεί σε ένα εστιατόϱιο (οµάδα). Κάϑε τϱαπέϹι σχετίϹεται µε µια

παϱάµετϱο ψjt ∼ G0 και κάϑε φji κάϑεται στο τϱαπέϹι που του ανατίϑεται στην 3.3.1. (ϐ)
απαλοίϕοντας την G0, ανατίϑεται σε κάϑε ψjt ένα πιάτο. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.4 (α): 100 σηµεία του επιπέδου προσοµοιωµένα από ένα HMM τϱιών καταστάσεων. Κάϑε κατάσ-
ταση αντιστοιχεί σε µία κανονική κατανοµή (οι παϱάµετϱοι των κανονικών κατανοµών καθώς
και ο σχετικός κώδικας στην R ϐρίσκεται στο Παϱάϱτηµα D). (ϐ): Αλληλουχία καταστάσεων της
Μαρκοβιανής αλυσίδας. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.5 ΄Ενα µοντέλο HDP HMM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.6 Τα 6 πιο σηµαντικά ϑέµατα, όπως αυτά ανακαλύϕϑηκαν µέσω της HDP. Κάϑε ϑέµα ανα-

παρίσταται ως ένα σύννεφο λέξεων, όπου το µέγεθος κάϑε λέξης είναι ανάλογο της συχνότητας
εµφάνισης της στο εκάστοτε ϑέµα. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.1 Αϱιστεϱά: Single-atom DDP. ∆εξιά: Single-p DDP. Βλ. Παϱάϱτηµα G για τον αντίστοιχο
κώδικα. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5.1 Τυχαία δείγµατα από µία Γκαουσιανή ∆ιαδικασία µε τετραγωνική εκθετική συνάϱτηση δι-
ασποράς, για διάφορες τιµές των παϱαµέτϱων l, σ. Παϱατηϱούµε ότι µικϱότεϱες τιµές της
παϱαµέτϱου l οδηγούν σε λιγότεϱο οµαλές συναρτήσεις, ενώ µικϱότεϱες τιµές της παϱαµέτϱου
σ ωϑούν την συνάϱτηση πϱος το µέσο. (ϐλ. Παϱάϱτηµα 4) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

5.2 Τέσσεϱις ενδεικτικές προσαρµοσµένες συναρτήσεις για ένα σύνολο παρατηρούµενων δεδοµένων
(µαύϱοι σταυροί). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

5.3 Αϱιστεϱά: ∆είγµατα από την GP πϱότεϱη κατανοµή, µε µέση τιµή τη µηδενική συνάϱτηση
και τετϱαγωνική εκϑετική συνάϱτηση διασποϱάς µε υπεϱπαϱαµέτϱους l = 1, σ = 1. ∆εξιά:
δείγµατα από την εκ των υστέϱων κατανοµή. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

vii



Κατάλογος ∆ιαγϱαµµάτων Κατάλογος ∆ιαγϱαµµάτων

5.4 ∆είγµατα από την εκ των υστέϱων κατανοµή, µε γκϱι χϱώµα. Η µέση τιµή της ύστεϱης της f
σε κάϑε σηµείο εµϕανίϹεται µε ϱόϹ χϱώµα, ενώ το γϱαµµοσκιασµένο χωϱίο αντικατοπτϱίϹει την
συλλογή των κατά σηµείο 95% διαστηµάτων εµπιστοσύνης. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5.5 Σύγκϱιση διαφορετικών µοντέλων παλινδρόµησης µε Γκαουσιανές ∆ιαδικασίες, µε διαφορε-
τικές επιλογές υπερπαραµέτρων. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

6.1 Αϱιστεϱά: ∆ιάγραµµα διασποράς των δεδοµένων Old Faithful. ∆εξιά: Ιστόγραµµα των τυποποιη-
µένων χϱόνων αναµονής µεταξύ διαδοχικών εκρήξεων. Η γκϱι καµπύλη αντιστοιχεί στην KDE
(Kernel Density Estimator) εκτίµηση της πυκνότητας. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

6.2 Εκτίµηση πυκνότητας πιϑανότητας του συνόλου δεδοµένων. Με κόκκινο χϱώµα σχεδιάϹεται ο
ύστεϱος µέσος του DPMM καϑώς και το 95% διάστηµα πιϑανότητας. . . . . . . . . . . . . . . 44

6.3 ∆ιαγνωστικά διαγϱάµµατα από την πϱοσαϱµογή του µοντέλου DPMM. . . . . . . . . . . . . . 44
6.4 Με διαφορετικά χρώµατα συµβολίζονται οι δύο συστάδες που ανακαλύϕϑηκαν µέσω της προσαρ-

µογής του µοντέλου DPMM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
6.5 ∆ιαγνωστικά διαγϱάµµατα από την πϱοσαϱµογή του µοντέλου DPMM. . . . . . . . . . . . . . 45

7.1 Ανά δύο διαγϱάµµατα διασποϱάς των ποσοτήτων wind-ozone, temperature-ozone,solar.R-
ozone. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

7.2 ∆ιαγϱάµµατα των πϱαγµατικών και πϱοϐλεπόµενων τιµών του µοντέλου καϑώς και η ευϑεία
y = x, για τις ϐέλτιστες ϱυϑµίσεις των τϱιών πυϱήνων. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

7.3 ∆ιαγϱάµµατα των πϱαγµατικών και πϱοϐλεπόµενων τιµών του µοντέλου καϑώς και η ευϑεία
y = x, για τις ϐέλτιστες ϱυϑµίσεις των τϱιών πυϱήνων µετά την αϕαίϱεση των ακϱαίων τιµών. . 48

viii



Κεϕάλαιο 1. Το ΜπεϋϹιανό πλαίσιο αναϕοϱάς

Κεϕάλαιο 1

Το ΜπεϋϹιανό πλαίσιο αναϕοϱάς

1.1 Οϱισµός του ΜπεϋϹιανού Στατιστικού Μοντέλου

Σκοπός κάϑε στατιστικής ανάλυσης είναι η εξαγωγή επιστηµονικά ϐάσιµων συµπερασµάτων αναϕοϱικά µε
τον υπό µελέτη πληθυσµό. Αυτό επιτυγχάνεται µε τη µοντελοποίηση του εν λόγω πληϑυσµού. η έννοια του
στατιστικού µοντέλου είναι κεντρική για την ανάπτυξη οποιασδήποτε µεθόδου ανάλυσης δεδοµένων, αϕού
καθιστά δυνατή την µαθηµατική αναπαράσταση της υποκείµενης διαδικασίας που γεννά τα δεδοµένα αυτά.
Το στατιστικό µοντέλο περικλείει τις υποθέσεις και τις σχέσεις που συνδέουν τις υπό µελέτη µεταβλητές,
παρέχοντας ένα δοµηµένο πλαίσιο για την ποσοτικοποίηση της αβεβαιότητας που τις διέπει.

΄Εστω x = (x1, x2, . . . , xn) παρατηρήσεις από δοθέν δείγµα X = (X1, X2, . . . , Xn). Υποθέτουµε ότι
το δείγµα είναι τυχαίο, δηλαδή οι Xi, i = 1, . . . , n είναι ανεξάϱτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές
πϱοεϱχόµενες από τον υπό µελέτη πληθυσµό. Συµβολίζουµε µε p(x|θ) την συνάϱτηση µάϹας πιθανότητας
(ή συνάϱτηση πυκνότητας πιθανότητας) του χαρακτηριστικού X. Το πϱόϐληµα της Εκτιµητικής περιλαµ-
ϐάνει τον προσδιορισµό, κατα ϐέλτιστο τϱόπο, της άγνωστης παϱαµέτϱου θ. Περιγράφουµε τον πληθυσµό
µε το µοντέλο

{X,Xn, p(x|θ),θ ∈ Θ}
όπου

• X: µια τυχαία µεταϐλητή που συµϐολίϹει το χαϱακτηϱηστικό στο δείγµα που µελετάµε,

• Xn ⊆ Rn: το πεδίο οϱισµού του X,

• p(x|θ): η σ.µ.π ή σ.π.π του χαϱακτηϱιστικού X και

• θ = (θ1, θ2, . . . , θm)T ∈ Θ ⊆ Rm: το διάνυσµα των παϱαµέτϱων.

Στην κλασική στατιστική, η παϱάµετϱος θ αντιµετωπίζεται ως άγνωστη σταθερά, για την εκτίµηση της οποίας
χρησιµοποιούνται τα διαθέσιµα δεδοµένα (παρατηρήσεις). Στο ΜπεϋϹιανό πλαίσιο, η παϱάµετϱος θ ϑεωρεί-
ται ως µία τυχαία µεταβλητή και ο ϐαθµός της αβεβαιότητας της µοντελοποιείται µε χϱήση πιθανοτήτων.

Ο πλήϱης καθορισµός ενός ΜπεϋϹιανού παϱαµετϱικού µοντέλου, απαιτεί γνώση δύο κατανοµών: της
δεσµευµένης κατανοµής p(X|θ) καθώς και της κατανοµής της θ, p(θ). Παϱατηϱούµε ότι η πϱώτη κατανοµή
ταυτίζεται µε την συνάϱτηση πιθανοφάνειας, αν αυτή ϑεωρηθεί συνάϱτηση στον χώϱο της παϱαµέτϱου και
όχι συνάϱτηση της τυχαίας µεταβλητής X. Στη συνέχεια ϑα “συνδέσουµε” τις δύο αυτές κατανοµές, κάνον-
τας χϱήση του Κανόνα του Bayes.

Κανόνας του Bayes: ΄Εστω δύο ενδεχόµενα A,B µε IP(B) ̸= 0. Τότε,

IP(A|B) =
IP(B|A)IP(A)

IP(B)

ενώ κάνοντας χϱήση του Θεωϱήµατος Ολικής Πιϑανότητας για την IP(B) λαµϐάνουµε

IP(A|B) =
IP(B|A)IP(A)

IP(B|A)IP(A) + IP(B|Ac)IP(Ac) .

ΕϕαϱµόϹοντας τον Κανόνα του Bayes για την κατανοµή της παϱαµέτϱου θ δεδοµένου του X, δηλαδή την
p(θ|x), έχουµε

p(θ|X) = kp(θ)p(X|θ),

1
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όπου
k−1 = p(x)

δηλαδή
p(θ|x) ∝ p(θ)p(x|θ). (1.1.1)

Η p(θ|x) καλείται εκ των υστέϱων (posterior) κατανοµή της θ δεδοµένου του X, αϕού τα συµπεράσµατα
σχετικά µε την θ εξάγονται µετά την λήψη του τυχαίου δείγµατος. Η p(θ) ονοµάζεται εκ των προτέρων (prior)
κατανοµή και εκφράζει την υποκειµενική γνώση µας σχετικά µε την άγνωστη παϱάµετϱο.

Η (1.1.1) υποδηλώνει µια µοϱϕή επαναληψιµότητας που καθίσταται δυνατή όταν χρησιµοποιείται η ΜπεϋϹιανή
Στατιστική και που συνάδει µε την διαίσθηση µας: Ανανεώνουµε την γνώση µας για την άγνωστη παϱάµετϱο
θ συνδυάζοντας την πϱότεϱη, εµπειρική γνώση µας και την γνώση που µας παϱέχει το δείγµα. ΄Ετσι, πϱιν
από την τυχαία δειγµατοληψία έχουµε το αρχικό, a priori µοντέλο

{X,Xn, p(x|θ), p(θ),θ ∈ Θ}

ενώ τελικά, λαµϐάνουµε το ύστεϱο, a posteriori µοντέλο

{X,Xn, p(x|θ), p(θ|x),θ ∈ Θ}

το οποίο δύναται να χϱησιµοποιηϑεί εκ νέου ως αϱχικό µοντέλο µιας νέας δειγµατοληψίας.

1.2 Καϑοϱισµός της εκ των πϱοτέϱων κατανοµής

΄Ενα ϐασικό εϱώτηµα που ανακύπτει ως ϕυσική απόϱϱοια των παϱαπάνω, είναι το πώς ακϱιϐώς ϑα γίνει
ο καϑοϱισµός της εκ των πϱοτέϱων κατανοµής. Συνήϑως, η επιλογή της αντανακλά την πϱοσωπική µας
πεποίϑηση σχετικά µε τα δεδοµένα, πϱιν αυτά καταστούν διαϑέσιµα, ή µία πϱότεϱη γνώση που έχουµε για
την παϱάµετϱο. ΄Οταν υπάϱχουν διαϑέσιµες πληϱοϕοϱίες σχετικά µε την κατανοµή της παϱαµέτϱου, είτε από
πϱοηγούµενες παϱατηϱήσεις είτε µέσω της τοποϑέτησης ενός ειδικού επί του πϱοϐλήµατος, κάνουµε λόγο
για πληϱοϕοϱιακή εκ των πϱοτέϱων κατανοµή. Στην πεϱίπτωση που τέτοιου είδους πληϱοϕοϱίες δεν είναι
διαϑέσιµες, λόγω της ϕύσης του πειϱάµατος, η εκ των πϱοτέϱων κατανοµή ονοµάϹεται µη-πληϱοϕοϱιακή.

1.2.1 ΣυϹυγείς κατανοµές

Η εφαρµογή του κανόνα του Bayes οδηγεί συχνά σε δύσκολα στον υπολογισµό ολοκληρώµατα. Προκειµένου
να αποφευχθεί αυτό, προτιµούνται συνήϑως οι συϹυγείς εκ των προτέρων κατανοµές που διευκολύνουν τον
υπολογισµό της εκ των υστέϱων κατανοµής, αϕού µετά την χϱήση τους, δεν είναι αναγκαίος ο υπολογισµός
της συνάϱτησης πιθανοφάνειας (του παρονοµαστή).

Οϱισµός 1.2.1 (ΣυϹυγής Κατανοµή). ΄Εστω οικογένεια F κατανοµών p(x|θ) και P η οικογένεια των εκ των
πϱοτέϱων κατανοµών της θ. Η P είναι συϹυγής οικογένεια κατανοµών για την F αν

p(θ|x) ∈ P ∀ p(·|θ) ∈ F και p(·) ∈ P.

∆ηλαδή, µία οικογένεια εκ των προτέρων κατανοµών ονοµάζεται συϹυγής, αν η εκ των υστέϱων κατανοµή
ανήκει στην ίδια οικογένεια µε αυτήν.

Μάλιστα, στην πεϱίπτωση που η F είναι η Εκθετική Οικογένεια Κατανοµών (ΕΟΚ), αποδεικνύεται ότι υπ-
άρχει πάντα συϹυγής κατανοµή για κάϑε p(x|θ) ∈ F . Μια κατανοµή p(x|θ) ανήκει στην ΕΟΚ αν έχει τη
µοϱϕή

p(x|θ) = c(θ)h(x) exp
{
φ(θ)T s(x)

}
.

Τότε, αν η πϱότεϱη είναι της µοϱϕής

p(θ) ∝ c(θ)η exp
{
φ(θ)Tv

}
,

η εκ των υστέϱων κατανοµή έχει τη µοϱϕή

p(θ|x) ∝ c(θ)η+n exp
{
φ(θ)T (v + t(x))

}
,

όπου t(x) =
∑n
i=1 s(xi) το επαϱκές στατιστικο για την θ.

Παϱαδείγµατα συνεχών κατανοµών που ανήκουν στην ΕΟΚ είναι η Εκθετική, η Κανονική, η Βήτα και
η Γάµµα από τις κατανοµές µίας µεταβλητής και η πολυπαραµετρική Κανονική και η Dirichlet από τις
πολυµεταβλητές.
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Παϱάδειγµα 1.2.1. Η Βήτα κατανοµή είναι συϹυγής της ∆ιωνυµικής κατανοµής.

Απόδειξη:

΄Εστω p(x|θ) ∼ Bin(n, θ) και p(θ) ∼ Beta(a, b). Τότε έχουµε,

p(θ|x) ∝ p(x|θ)p(θ)

⇒ p(θ|x) ∝ θx(1− θ)n−x
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
θα−1(1− θ)β−1

⇒ p(θ|x) ∝ θx(1− θ)n−xθα−1(1− θ)β−1

⇒ p(θ|x) ∝ θx+α−1(1− θ)n−x+β−1

∆ηλαδή, p(θ|x) ∼ Beta(x+ α, n− x+ β). ■

Οι συϹυγείς εκ των προτέρων κατανοµές, δεν µειώνουν µόνο την υπολογιστική πολυπλοκότητα του προβ-
λήµατως εύϱεσης της εκ των υστέϱων κατανοµής, αλλά έχουν και ένα επιπρόσθετο πρακτικό πλεονέκτηµα:
Μποϱούν να ερµηνευτούν κατά πεϱίπτωση ως επιπλέον δεδοµένα (Gelman et al. 2013). Στο παϱάδειγµα
(1.2.1) π.χ, η χϱήση της Beta(α, β) ως πϱότεϱη κατανοµή, µποϱεί να ερµηνευτεί ως “πϱοσϑήκη” α − 1
επιτυχιών και β − 1 αποτυχιών στο σύνολο δεδοµένων.

1.2.2 Μη-γνήσιες εκ των πϱοτέϱων κατανοµές και η κατανοµή του Jeffreys

Σε πολλές περιπτώσεις υπάρχει η ανάγκη για επιλογή πϱότεϱων κατανοµών οι οποίες δεν επηρεάζουν σε
µεγάλο ϐαθµό την εκ των υστέϱων κατανοµή, που εκφράζουν δηλαδή την άγνοια µας σχετικά µε τις τιµές
της θ. Τότε, κάνουµε λόγο για µη-πληϱοϕοϱιακές πϱότεϱες κατανοµές, η οποίες συχνά αποκαλούνται και
επίπεδες ή διάχυτες.

Η πϱώτη πρόταση µη-πληϱοϕοϱιακής κατανοµής ήταν η οµοιόµορφη, η οποία αποδίδει ίση πιθανότητα σε
όλες τις πιθανές τιµές της παϱαµέτϱου θ. Ωστόσο, ένα πϱόϐληµα που συνοδεύει τη χϱήση της οµοιόµορφης
ως µη-πληϱοϕοϱιακής πϱότεϱης είναι ότι δεν είναι αναλλοίωτη ως πϱος τους διάφορους µετασχηµατισµούς
της θ. Για παϱάδειγµα, ας ϑεωρήσουµε ότι δεν διαθέτουµε πληροφορίες για την θ ∈ R και ας επιλέξουµε
για αυτήν πϱότεϱη

θ ∼ U [0, 1].

Η άγνοια µας για την θ συνεπάγεται άγνοια και για οποιονδήποτε µετασχηµατισµό της, π.χ για την θ2.
Ωστόσο, δεν ισχύει ότι

θ2 ∼ U [0, 1],

µε αποτέλεσµα η χϱήση της οµοιόµορφης πϱότεϱης να µην είναι πλέον µη-πληϱοϕοϱιακή.

Ακόµα, σε µη-συµπαγείς παϱαµετϱικούς χώϱους (π.χ θ ∈ R), δε µποϱεί να οριστεί οµοιόµορφη κατανοµή
της µορφής

p(θ) ∝ c,

αϕού δεν ολοκληϱώνει στη µονάδα. Ωστόσο η χϱήση τους είναι ακόµα επιτϱεπτή, αν και µόνο αν∫
f(x|θ)dθ = K <∞,

αϕού τότε η εκ των πϱοτέϱων κατανοµή οϱίϹεται κανονικά:

p(θ|x) = f(x|θ)p(θ)∫
f(x|θ)p(θ)dθ

=
f(x|θ)c∫
f(x|θ)cdθ

=
f(x|θ)∫
f(x|θ)dθ

.

Τέτοιου είδους εκ των πϱοτέϱων κατανοµές καλούνται µη-γνήσιες (improper) και ο καϑοϱισµός τους γίνεται
συνήϑως µε τη µέϑοδο του Jeffreys (Jeffreys 1946): Μέσω ενός 1-1 µετασχηµατισµού της παϱαµέτϱου θ,

φ = h(θ),

η p(φ) γϱάϕεται σύµϕωνα µε τον τύπο αλλαγής µεταϐλητών ως

p(ϕ) = p(θ)

∣∣∣∣ dθdϕ
∣∣∣∣ = p(θ)|h′(θ)|−1.
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Σύµϕωνα µε τη µέϑοδο του Jeffreys, η εκ των πϱοτέϱων κατανοµή επιλέγεται ώστε

p0(θ) ∝ [I(θ)]
1
2 , (1.2.1)

όπου I(θ) η αναµενόµενη πληϱοϕοϱία κατά Fisher που οϱίϹεται ως

I(θ) = −EX|θ

[
∂2

∂θ2
log f(x|θ)

]
.

Η εκ των προτέρων κατανοµή που ορίζεται σύµφωνα µε την (1.2.1) είναι αναλλοίωτη ως πϱος 1-1 µετασχη-
µατισµούς της θ, και άϱα αντανακλά τον ίδιο ϐαθµό “γνώσης” για την άγνωστη παϱάµετϱο, όποια (επιτϱεπτή)
παϱαµετϱοποίηση και αν χρησιµοποιηθεί, ενώ γενικεύεται µε ϕυσικό τϱόπο στην πεϱίπτωση πολυδιάστατης
παϱαµέτϱου θ.

1.3 Πϱοϐλεπτικές Κατανοµές

1.3.1 Εκ των πϱοτέϱων πϱοϐλεπτική κατανοµή

Πϱοτού παϱατηϱηϑούν οι τιµές του δείγµατος, η κατανοµή των άγνωστων παϱατηϱήσεων δίνεται από την

p(x) =

∫
p(x,θ)dθ =

∫
p(θ)p(x|θ)dθ. (1.3.1)

Η 1.3.1 είναι η περιθώρια κατανοµή της X, που καλείται εναλλακτικά εκ των προτέρων προβλεπτική
κατανοµή. Η ονοµασία αυτή οφείλεται στο γεγονός ότι δεν είναι δεσµευµένη ως πϱος κάποια άλλη
παϱατήϱηση (εκ των προτέρων) και ότι είναι η κατανοµή µιας µετϱήσιµης ποσότητας (πϱοϐλεπτική).

1.3.2 Εκ των υστέϱων πϱοϐλεπτική κατανοµή

Αϕού παϱατηϱηϑεί το δείγµα X, µποϱούµε να πϱοϐλέψουµε µία άγνωστη τιµή x̃ ακολουϑώντας την ίδια
διαδικασία. H εκ των υστέϱων πϱοϐλεπτική κατανοµή γϱάϕεται ως

p(x̃) =

∫
p(x̃,θ|x)dθ (1.3.2)

=

∫
p(x̃|θ,x)p(θ|x)dθ (1.3.3)

x̃ ανεξάϱτητο του x
=

∫
p(x̃|θ,x)p(θ|x)dθ (1.3.4)

Από την 1.3.4 γίνεται ϕανερό ότι η ύστεϱη προβλεπτική κατανοµή για το X̃ είναι η µέση τιµή των δεσµευµένων
ως πϱος το δείγµα X, πάνω στον παϱαµετϱικό χώϱο των παϱαµέτϱων θ.

Τα διαστήµατα πρόβλεψης που προκύπτουν µε ϐάση τον παραπάνω υπολογισµό είναι πλατύτεϱα από τα
διαστήµατα που υπολογίζονται κλασικά, αϕού λαµβάνουν υπόψιν και την αϐεϐαιότητα των παϱαµέτϱων θ.

1.4 Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

Στην προηγούµενη ενότητα αναφερθήκαµε στην χϱήση συϹυγών κατανοµών, ως µέϑοδο απλούστευσης της
διαδικασίας υπολογισµού της εκ των υστέϱων κατανοµής. Η τακτική αυτή αν και ϐοηθητική, δε µποϱεί
να εφαρµοστεί πάντα, ειδικά όταν εργαζόµαστε σε παϱαµετϱικούς χώϱους υψηλής διάστασης. Για αυτό, σε
τέτοιες περιπτώσεις, είναι αναγκαία η επιστράτευση υπολογιστικών µεϑόδων, όπως αυτών της οικογένειας
Markov Chain Monte Carlo.

Από την (1.1.1), έχουµε

p(θ|x) = p(θ)p(x|θ)
p(x)

,

όπου
p(x) =

∫
θ∈Θ

p(x|θ)p(θ)dθ. (1.4.1)

Το ολοκλήρωµα στην (1.4.1) δεν έχει κλειστό τύπο και για αυτό ενδιαφερόµαστε για µία αριθµητική προσέγ-
γιση της εκ των υστέϱων κατανοµής.
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Κεϕάλαιο 1. Το ΜπεϋϹιανό πλαίσιο αναϕοϱάς 1.4. Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

1.4.1 Η µέϑοδος Monte Carlo

Η κλασική µέϑοδος Monte Carlo, που πϱοτάϑηκε στα µέσα του εικοστού αιώνα (Metropolis and Ulam 1949),
στηϱίϹεται στον Νόµο των Μεγάλων Αϱιϑµών και συναντάται σε πλήϑος εϕαϱµογών, τόσο στα Μαϑηµατικά
όσο και στις Φυσικές Επιστήµες γενικότεϱα.

Θεώϱηµα 1.4.1 ((Ισχυϱός) Νόµος των µεγάλων Αϱιϑµών). ΄Εστω {Xn}n∈N µια ακολουϑία από ανεξάϱτητες,
ισόνοµες τυχαίες µεταϐλητές µε κατανοµή π µε µέση τιµή E [X] <∞. Τότε,

IP
[
1

n

n∑
i=1

f(Xi) → Eπ[f(X)]

]
= 1.

Η πρακτική αξία της µεθόδου Monte Carlo είναι η εξής: Αν µποϱούµε να “ϕανταστούµε” την πϱος εκτίµηση
ποσότητα ως αναµενόµενη τιµή µιας (συνάϱτησης) τυχαίας µεταβλητής, µποϱούµε να την προσέγγισουµε
µε τον δειγµατικό µέσο ενός µεγάλου αριθµού τυχαίων δειγµάτων της µεταβλητής αυτής.

Η εφαρµογή της κλασικής µεθόδου Monte Carlo έγκειται στην προσοµοίωση ενός δείγµατος από την
κατανοµή π, κάτι που αποδεικνύεται σε πολλές περιπτώσεις εξαιρετικά δύσκολο, είτε λόγω της πολυπλοκότη-
τας του χώϱου της τυχαίας µεταβλητής, είτε γιατί η κατανοµή π δεν είναι γνωστή. Το πϱόϐληµα αυτό µποϱεί
να επιλύσει η χϱήση Μαρκοβιανών αλυσίδων κατά την κατασκευή των µεϑόδων Monte Carlo, οδηγώντας
σε µια νέα οικογένεια µεϑόδων, των Markov Chain Monte Carlo (MCMC). Το πλεονέκτηµα των µεϑόδων
αυτών απορρέει από την Μαρκοβιανή ιδιότητα: η δεσµευµένη κατανοµή της Xn+1 εξαρτάται αποκλειστικά
από το προηγούµενο ϐήµα της αλυσίδας, Xn. Αϱκεί λοιπόν να κατασκευάσουµε τη Μαρκοβιανή αλυσίδα,
να ορίσουµε δηλαδή τις πιθανότητες µετάϐασης, µε τέτοιο τϱόπο ώστε να εξασφαλίζεται ότι η π είναι η
κατανοµή ισορροπίας της αλυσίδας. ΄Ενας τέτοιος τϱόπος περιγράφεται από τον αλγόριθµο Metropolis-
Hastings (Metropolis et al. 1953; Hastings 1970).

1.4.2 Ο αλγόϱιϑµος Metropolis-Hastings

Ο αλγόριθµος Metropolis-Hastings ονοµάστηκε εν µέϱει πϱος τιµήν του Hastings και αποτελεί γενίκευση
της προγενέστερης µεθόδου του Metropolis. Αρχικό ϐήµα του αλγορίθµου είναι η επιλογή µιας προτεινό-
µενης κατανοµής (κατανοµή εισήγησης), g, από την οποία προσοµοιώνουµε στο ϐήµα t+1 την προτεινόµενη
τιµή θt+1. ∆εχόµαστε την τιµή αυτή ως την τϱέχουσα κατάσταση της αλυσίδας, αν ο u ∼ U(0, 1) που επιλέξ-
ουµε τυχαία είναι µικρότερος από την πιθανότητα αποδοχής

α = min

{
1,
p(θ∗|x)g(θt|θ∗,x)

p(θt|x)g(θ∗|θt,x)

}
. (1.4.2)

Αποδεικνύεται ότι η κατανοµή ισοϱϱοπίας της αλυσίδας {θ}t είναι η εκ των υστέϱων κατανοµή, p(θ|x).

Αλγόϱιϑµος 1 Αλγόϱιϑµος Metropolis-Hastings

Επιλέγουµε θ(0) αυϑαίϱετα
για t = 1, 2, . . . , T

“Πϱοσοµοιώνουµε” θ∗ από την πϱοτεινόµενη κατανοµή g(θ|θt−1,x)
ΥπολογίϹουµε τον λόγο αποδοχής α
Παϱάγουµε τυχαίο u ∼ Uniform(0, 1)
αν u ≤ α τότε

∆εχόµαστε την πϱόταση: θ(t) = θ∗

αλλιώς
Αποϱϱίπτουµε την πϱόταση: θ(t) = θ∗

τέλος αν
τέλος για

Την παραπάνω διαδικασία την επαναλαµβάνουµε µέχϱι να διακρίνουµε ότι επιτυγχάνεται σύγκλιση. Είναι
επίσης συνήϑης τακτική να απορρίπτεται ένα πλήϑος αρχικών δειγµάτων, ώστε να ϐεβαιωθούµε ότι το δείγµα
είναι πράγµατι αντιπροσωπευτικό της κατανοµής ισορροπίας1.

Από το δείγµα MCMC που ϑα παραχθεί µε χϱήση του αλγορίθµου Metropolis-Hastings, µποϱούµε να υπ-
ολογίσουµε ενδιαφέροντα στατιστικά σχετικά µε την ύστεϱη κατανοµή της παϱαµέτϱου θ, όπως µέση τιµή,

1Το διάστηµα µέχϱι να συµϐεί αυτό καλείται burn-in period.
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Κεϕάλαιο 1. Το ΜπεϋϹιανό πλαίσιο αναϕοϱάς 1.4. Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

διάµεσο, τυπική απόκλιση κ.α. Στο παϱάδειγµα 1.4.1 χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο Metropolis-Hastings
για να προσοµοιώσουµε δείγµατα από την εκ των υστέϱων κατανοµή των παϱαµέτϱων ενός ΜπεϋϹιανού
γραµµικού µοντέλου.

Παϱάδειγµα 1.4.1. ΜπεϋϹιανή Γϱαµµική Παλινδϱόµηση µε τη ϐοήϑεια του αλγοϱίϑµου Metropolis-Hastings

Το µοντέλο της γϱαµµικής παλινδϱόµησης είναι από τα πιο ευϱέως διαδεδοµένα στατιστικά εϱγαλεία που
χϱησιµοποιείται για την πεϱιγϱαϕή του τϱόπου που µια ποσότητα Y (µεταϐλητή απόκϱισης) εξαϱτάται από
µία ή πεϱισσότεϱες επεξηγηµατικές µεταϐλητές. Στην πιο απλή του µοϱϕή, ισχύει

y|X ∼ Nn(Xβ, σ2I)

όπου y = (y1, . . . , yn) το διάνυσµα των παϱατηϱήσεων, β = (β0, . . . , βp) το διάνυσµα των παϱαµέτϱων του
µοντέλου, X ο πίνακας σχεδιασµού και σ2I ο πίνακας διασποράς της τ.µ Y .

΄Οταν προσεγγίζουµε το πϱόϐληµα της γραµµικής παλινδρόµησης από την ΜπευϹιανή σκοπιά, δεν µας
ενδιαφέρει να ϐϱούµε την “ϐέλτιστη τιµή” της β (π.χ. µε εκτιµήτριες ελαχίστων τετϱαγώνων), αλλά να κα-
ϑορίσουµε την εκ των υστέϱων κατανοµή της. ∆ηλαδή, ϑεωρούµε ότι όχι µόνο η µεταβλητή απόκρισης, αλλά
και η παϱάµετϱος προέρχεται από κάποια κατανοµή την οποία και ϑέλουµε να προσδιορίσουµε. Η τυπική
απόκλιση σ ϑεωρείται επίσης ως παϱάµετϱος του µοντέλου που επιθυµούµε να µοντελοποιήσουµε, δηλαδή
θ = (β0, β1, . . . , βp, σ). Πιο συγκεκριµένα, η εκ των υστέϱων κατανοµή των παϱαµέτϱων του µοντέλου είναι
η 2

p(θ|y,X) =
p(y|X,θ)p(θ|X)

p(y|X)
.

Ως εκ των προτέρων κατανοµή των παϱαµέτϱων συνηθίζεται να επιλέγεται για τις {βi}i=0,...,p η κανον-
ική κατανοµή ενώ για την ακϱίϐεια τ = σ−2, η Γάµµα. Για τις παϱαµέτϱους των εκ των προτέρων
κατανοµών µποϱούµε να πάϱουµε την άποψη ενός ειδικού πάνω στο πϱόϐληµα που εξετάζουµε. Η χϱήση της
ΜπεϋϹιανής προσέγγισης στην γραµµική παλινδρόµηση, λοιπόν, προσφέρει την δυνατότητα ενσωµάτωσης
πϱότεϱης γνώσης για τις τιµές των Ϲητούµενων παϱαµέτϱων, κάτι που δεν είναι εϕικτό µε τις κλασικές µεθό-
δους εκτιµητικής.

Ας προχωρήσουµε τώϱα σε ένα αριθµητικό παϱάδειγµα. Προσοµοιώνουµε συνθετικά δεδοµένα από ένα
απλό γραµµικό µοντέλο y = αx + β, x ∼ N(0, 1) µε α = 3, β = 2 στα οποία προσθέτουµε ένα “ϑόϱυϐο”
ε ∼ N(0, σ2), σ = 1. Ως εκ των προτέρων κατανοµές ϑα επιλέξουµε τις εξής:

α ∼ N(0, 10)

β ∼ N(0, 10)

σ2 ∼ InvGamma(2, 2).

Ως πϱοτεινόµενη κατανοµή για τον αλγόϱιϑµο Metropolis-Hastings, επιλέγουµε την κανονική, και για
τις τϱεις παϱαµέτϱους: Σε κάϑε ϐήµα, “µετακινούµε” την αλυσίδα για κάϑε παϱάµετϱο κατά µία τυχαία
µεταϐλητή κανονικά κατανεµηµένη, µε µέση τιµή 0 και τυπική απόκλιση 0.1. Η κατανοµή αυτή είναι
συµµετϱική, δηλαδή g(x|y) = g(y|x) εποµένως οι σχετικοί όϱοι στην 1.4.2 απλοποιούνται. Η πιϑανότητα
αποδοχής λοιπόν, υπολογίϹεται στην πϱοκειµένη πεϱίπτωση σε κάϑε ϐήµα ως

a = min

(
1,

p(αi, βi, σi|x)
p(ai−1, βi−1, σi−1|x)

)
⇒ a = min

(
1,

p(x|αi, βi, σi)p(αi, βi, σi)
p(x|ai−1, βi−1, σi−1)p(ai−1, βi−1, σi−1)

.

)
Στο ∆ιάγραµµα 1.1 παρουσιάζονται τα ιστογράµµατα των δειγµάτων που ελήφθησαν µε τη µέϑοδο Metropolis-
Hastings για τις τϱεις παϱαµέτϱους. Με µάυϱη διακεκοµένη γϱαµµή αναπαρίσταται ο δειγµατικός µέσος.

1.4.3 ∆ειγµατοληψία κατά Gibbs

Στο Παϱάδειγµα 1.4.1, σε κάϑε ϐήµα πϱοσοµοιώνουµε διανύσµατα θ = (α, β, σ) από την ίδια κατανοµή.
Μποϱούµε ωστόσο να εϱγαστούµε και διαϕοϱετικά, πϱοσοµοιώνοντας για κάϑε συνιστώσα της θ τιµές από
την πλήϱους δέσµευσης εκ των υστέϱων κατανοµή της. Η µέϑοδος αυτή ονοµάϹεται ∆ειγµατοληψία Gibbs και

2Αποδεικνύεται ότι η κατανοµή του X δεν επηϱεάϹει την εκ των υστέϱων κατανοµή του (θ|y,X)
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Κεϕάλαιο 1. Το ΜπεϋϹιανό πλαίσιο αναϕοϱάς 1.4. Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

∆ιάγϱαµµα 1.1: Ιστογϱάµµατα των MCMC δειγµάτων για τις τϱεις παϱαµέτϱους α, β, σ

αποτελεί ειδική πεϱίπτωση του αλγοϱίϑµου Metropolis-Hastings. Στην ∆ειγµατοληψία Gibbs, αν θ ∈ Rd,
η κατανοµή εισήγησης για την συνιστώσα θi στον χϱόνο t είναι η

gi(θ
∗
i |θt,i,θt,−i,x) = p(θ∗i |θt,−i,x),

όπου θt,−i = (θ1, θ2, . . . , θi−1, θi+1, . . . , θd).

Σε πολλά προβλήµατα, είναι εύκολη η προσοµοίωση τιµών από τις δεσµευµένες κατανοµές των συνιστωσών
της θ. Για παϱάδειγµα, γνωρίζουµε ότι αν η θ = (θ1, θ2)

T |x ακολουθεί δiσδιάστατη κανονική κατανοµή,
τότε οι θ1|θ2,x και θ2|θ1,x ακολουθούν κανονική κατανοµή. Η δειγµατοληψία Gibbs σε αυτή την πεϱίπτωση
διευκολύνει τους υπολογισµούς, προσοµοιωνοντας τιµές από δύο κανονικές κατανοµές:

Πϱάγµατι, ας ϑεωρήσουµε µία παϱατήϱηση (y1, y2) από έναν δισδιάστατο κανονικά κατανεµηµένο πλ-
ηθυσµό µε άγνωστη µέση τιµή θ = (θ1, θ2) και γνωστό πίνακα διασποϱών-συνδιασποϱών,(

1 ρ
ρ 1

)
.

Με µια οµοιόµοϱϕη πϱότεϱη στην θ, η εκ των υστέϱων κατανοµή είναι(
θ1
θ2

) ∣∣∣∣∣y ∼ N

((
y1
y2

)
,

(
1 ρ
ρ 1

))
.

Αν και είναι απλό να προσοµοιώσουµε άµεσα από την κοινή εκ των υστέϱων κατανοµή των (θ1, θ2), για τους
σκοπούς της εργασίας ϑα παρουσιάσουµε το πώς εφρµόζεται εδώ η ∆ειγµατοληψία Gibbs.

ΧϱειαϹόµαστε τις εκφράσεις για τις δεσµευµένες εκ των υστέϱων κατανοµές, οι οποίες, από τις ιδιότητες
της πολυµεταβλητής κανονικής κατανοµής3, είναι

θ1|θ2, y ∼ N(y1 + ρ(θ2 − y2), 1− ρ2)

θ2|θ1, y ∼ N(y2 + ρ(θ1 − y1), 1− ρ2).

3Οι σχετικές ιδιότητες αναϕέϱονται εν συντοµία και στο Κεϕάλαιο 5
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Κεϕάλαιο 1. Το ΜπεϋϹιανό πλαίσιο αναϕοϱάς 1.4. Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

∆ιάγϱαµµα 1.2: Τέσσεϱα ανεξάϱτητα µονοπάτια τις δειγµατοληψίας Gibbs, για µία δισδιάστατη κανονική
κατανοµή µε ρ = 0.8. Με µαύϱα σηµεία συµϐολίϹονται τα αϱχικά σηµεία. Βλ. Παϱάϱτηµα B για τον
αντίστοιχο κώδικα.

Για παϱάδειγµα, ας ϑεωρήσουµε την πεϱίπτωση ρ = 0.8, τα δεδοµένα (y1, y2) = (0, 0), και τέσσεϱις
ανεξάϱτητες ακολουθίες προσοµοιωµένων σηµείων, µε αρχικά σηµεία τα (±2.5,±2.5). Τα αποτελέσµατα
της προσοµοίωσης αυτής παρουσιάζονται στο ∆ιάγραµµα 1.2.
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Κεϕάλαιο 2. Η ∆ιαδικασία Dirichlet

Κεϕάλαιο 2

Η ∆ιαδικασία Dirichlet

Στο προηγούµενο κεφάλαιο, εισαχϑήκαµε στον ΜπεϋϹιανό τϱόπο σκέψης, εξετάζοντας την ενσωµάτωση της
προηγούµενης γνώσης µέσω της χϱήσης των εκ των προτέρων κατανοµών και την ενηµέρωση των πεποι-
ϑήσεων µας µετά την συλλογή νέων δεδοµένων. Με την εφαρµογή του Νόµου του Bayes, διερευνήσαµε πώς
τα στατιστικά µοντέλα µποϱούν να αναπτυχθούν και να επεκταθούν ώστε να συµπεριλάβουν την αϐεϐαιότητα
και την πιθανότητα στις προβλέψεις τους. Η παϱαµετϱική προσέγγιση που ακολουθήθηκε, αν και παϱέχει
µια σταθερή ϐάση για την εκτίµηση και την συµπερασµατολογία, αποδεικνύεται ανεπαϱκής σε προβλήµατα
όχι τόσο αυστηϱώς ορισµένα. ΄Ενα τέτοιο πϱόϐληµα είναι αυτό της συσταδοποίησης (clustering). Σε αυτά τα
προβλήµατα αποδεικνύεται πολύτιµη η χϱήση της διαδικασίας Dirichlet.

2.1 Το πϱόϐληµα της συσταδοποίησης

2.1.1 Κανονικά µοντέλα µίξης, ο αλγόριθµος EM και η ανάγκη για µη παϱαµετϱική
προσέγγιση

Το πϱόϐληµα της συσταδοποίησης έγκειται στην διαµέϱιση ενός δοσµένου συνόλου {x1,x2, ...,xn} σε K
συστάδες έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται η διασποϱά εντός των συστάδων αλλά να µεγιστοποιείται η διασποϱά
µεταξύ των συστάδων.

∆ιάγϱαµµα 2.1: Παϱάδειγµα δεδοµένων πϱος συσταδοποίηση
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Κεϕάλαιο 2. Η ∆ιαδικασία Dirichlet 2.1. Το πϱόϐληµα της συσταδοποίησης

Ας υποϑέσουµε ότι τα δεδοµένα µας είναι αυτά του ∆ιάγϱαµµατος 2.1. Θέλουµε να τα οµαδοποιήσουµε, να
πϱοσδιοϱίσουµε δηλαδή δύο ή πεϱισσότεϱες κατανοµές από τις οποίες πϱοέϱχεται κάϑε παϱατήϱηση. Στο
∆ιάγϱαµµα 2.1 οι συστάδες είναι διακεκϱιµένες, 2 στο πλήϑος και εύκολα διαχωϱίσιµες ακόµα και οπτικά.
Συγκεκϱιµένα, τα δεδοµένα παϱάχϑηκαν από δύο δισδιάστατες κανονικές κατανοµές:

N1 = N

([
0
0

]
,

[
1 0.5
0.5 1

])
N2 = N

([
5
5

]
,

[
1 −0.5

−0.5 1

])
,

ας υποϑέσουµε όµως πως αυτό δεν το γνωϱίϹουµε. Πώς µποϱούµε λοιπόν να πεϱιγϱάψουµε τα δεδοµένα
αυτά; Για την µοντελοποίηση δεδοµένων αυτής της µοϱϕής ενδείκνυται η χϱήση (Πεπεϱασµένων) Μοντέλων
Μίξης (Finite Mixture Models): ένα µοντέλο µίξης είναι ενα στατιστικό µοντέλο για την αναπαϱάσταση
υποπληϑυσµών µέσα σε έναν πληϑυσµό, καϑένας εκ των οποίων πϱοέϱχεται από µια διαϕοϱετική κατανοµή.
Υποϑέτουµε λοιπόν ότι τα δεδοµένα πϱοέϱχονται από την κατανοµή

f(x,θ) =

K∑
i=1

ρip(x;θi) (2.1.1)

και ϑέλουµε να εκτιµήσουµε τις παϱαµέτϱους {ρi}i=1,...,K , δηλαδή την πιθανότητα η παϱατήϱηση x να
ανήκει στην i συστάδα και {θi}i=1,...,K , δηλαδή τις παϱαµέτϱους της κατανοµής κάϑε επι µέϱους συστάδας.

Ο κλασικός (παϱαµετϱικός) τϱόπος αντιµετώπισης του προβλήµατος είναι η εφαρµογή του αλγορίθµου
Expectation-Maximization (EM), για την εκτίµηση των παϱαµέτϱων {ρi}i=1,...,K και {θi}i=1,...,K , και
προϋποθέτει τον εκ των προτέρων προσδιορισµό του πλήϑους συστάδων, K. Ο αλγόριθµος EM είναι
µια αριθµητική µέϑοδος ϐελτιστοποίησης, µέσω της οποίας υπολογίζουµε ϑέσεις (τοπικών) µέγιστων της
συνάϱτησης πιθανοφάνειας και συνίσταται από δύο ϐήµατα, τα οποία στο πϱόϐληµα µας περιγράφονται ως
εξής:

• Θεωϱούµε την λανϑάνουσα (latent) µεταϐλητή Z ∼ Categorical(K,ρ = [ρ1, ρ2, · · · , ρK ]) που κωδικο-
ποιεί την συνιστώσα της µίξης από την οποία πϱοέϱχεται η κάϑε παϱατήϱηση.

• Expectation: Εκτιµούµε την “κατανοµή” των παϱατηϱήσεων στις συνιστώσες, δεδοµένων των παϱαµέ-
τϱων στην τϱέχουσα επανάληψη.

• Maximization: Ανανεώνουµε τις τιµές των αγνώστων παϱαµέτϱων ώστε να µεγιστοποιείται η ανα-
µενόµενη τιµή της λογαριθµοποιηµένης πιθανοφάνειας των αγνώστων παϱαµέτϱων, δεδοµένου του
Z.

Στην πεϱίπτωση που οι συνιστώσες της µίξης είναι κανονικές κατανοµές, κάνουµε λόγο για Gaussian Mix-
ture Model (GMM) και η πϱος µεγιστοποίηση ποσότητα στο ϐήµα Maximization, είναι η

ℓ(ρ,µ,Σ) =

K∑
i=1

log
(
p(x(i);ρ,µ,Σ)

)
=

K∑
i=1

log

(
k∑

z(i)=1

p(x(i)|z(i);µ,Σ)p(z(i);ρ)

)
.

Στο ϐήµα Expectation του αλγοϱίϑµου καλούµαστε σε κάϑε επανάληψη r να υπολογίσουµε την δεσµευµένη
πιϑανότητα η παϱατήϱηση i να ανήκει στη j συνιστώσα της µίξης, δεδοµένων των τϱεχουσών τιµών των
αγνώστων παϱαµέτϱων. Για την j συνιστώσα, j = 1, . . . ,K, έχουµε

r
(i)
j := p(z(i) = j|x(i);ρ,µ,Σ).

ΕϕαϱµόϹοντας τον κανόνα του Bayes έχουµε

r
(i)
j =

p(x(i)|z(i) = j;µ,Σ)p(z(i) = j;ρ)∑k
l=1 p(x

(i)|z(i) = l;µ,Σ)p(z(i) = l;ρ)
,

όπου

p(x(i)|z(i) = j;µ,Σ) =
1

(2π)n/2|Σj |1/2
exp

(
−1

2
(x(i) − µj)

TΣ−1
j (x(i) − µj)

)
,

p(z(i) = j;ρ) = ρj .
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Κεϕάλαιο 2. Η ∆ιαδικασία Dirichlet 2.2. Η πεπεϱασµένης διάστασης κατανοµή Dirichlet

Αποδεικνύεται (Rudin 2020) ότι η EZ (ℓ(ρ,µ,Σ)) σε κάϑε ϐήµα µεγιστοποιείται από τις παϱακάτω εκφρά-
σεις των αγνώστων παϱαµέτϱων, όπου j = 1, . . . ,K.

ρj :=
1

m

m∑
i=1

r
(i)
j ,

µj :=

∑m
i=1 r

(i)
j x(i)∑m

i=1 r
(i)
j

,

Σj :=

∑m
i=1 r

(i)
j (x(i) − µj)(x

(i) − µj)
T∑m

i=1 r
(i)
j

.

Ας υποθέσουµε ότι µας δίνονται τα δεδοµένα του ∆ιάγραµµατος 2.1 και ϑέλουµε να εκτιµήσουµε µε την
χϱήση του αλγορίθµου EM τις παϱαµέτϱους µ1,µ2,Σ1,Σ2 των κανονικών κατανοµών από τις οποίες
προέρχονται. Με χϱήση του κώδικα που παρατίθεται στο Παϱάϱτηµα C, λαµβάνουµε τις εκτιµήσεις

ρ1 = 0.499, ρ2 = 0.501

µ1 =

[
4.914
5.122

]
,µ2 =

[
0.132
0.025

]
Σ1 =

[
0.899 −0.403
−0.403 0.975

]
,Σ2 =

[
0.887 0.387
0.387 0.813

]
.

οι οποίες κρίνονται αρκετά ικανοποιητικές αν λάϐουµε υπόψιν το σχετικά µικϱό µέγεθος του δείγµατος.

Τι συµβαίνει όµως στην πεϱίπτωση που δεν γνωρίζουµε εκ των προτέρων το πλήϑος των συστάδων; Στην
πεϱίπτωση αυτή, πϱέπει να εκτιµηθεί από τα δεδοµένα του προβλήµατος. Μία τέτοια προσέγγιση επιτϱέπει
ακόµα την “ανακατασκευή” του µοντέλου, όταν εφαρµοστεί σε νέα δεδοµένα, ώστε να µποϱεί να “εµφανίσει”
συστάδες που δεν υπήρχαν αρχικά. Το µαθηµατικό εργαλείο που διευκολύνει αυτή την µοντελοποίηση είναι
η ∆ιαδικασία Dirichlet, που χρησιµοποιείται ως εκ των προτέρων κατανοµή για την τυχαία µεταβλητή που
συµβολίζει το πλήϑος των συστάδων.

2.2 Η πεπεϱασµένης διάστασης κατανοµή Dirichlet

Η διαδικασία Dirichlet είναι η ϕυσική απειροδιάστατη γενίκευση της πεπερασµένης διάστασης κατανοµής
Dirichlet, η οποία µε την σειϱά της ϐασίζεται στη µονοδιάστατη κατανοµή Βήτα. Στην ενότητα αυτή ϑα
παρουσιάσουµε ορισµένες ιδιότητες της κατανοµής Dirichlet.

Ας περιοριστούµε αρχικά στην µονοδιάστατη πεϱίπτωση, και στις πιο γνώϱιµες κατανοµές Βήτα και Γάµµα.

Οϱισµός 2.2.1 (Κατανοµή Γάµµα). ΄Εστω τυχαία µεταϐλητήX ∈ R+. Θα λέµε ότι ηX ακολουϑεί κατανοµή
Γάµµα µε παϱαµέτϱους α και β, αν η σύνάϱτηση πυκνότητας πιϑανότητας της δίνεται από την σχέση

f(x) =

{
βα

Γ(α)x
α−1e−βx, αν 0 < x <∞

0, αλλιώς
,

όπου α, β > 0 και Γ(α) =
∫∞
0
tα−1e−tdt η συνάϱτηση Γάµµα. Θα σύµϐολίϹουµε παϱακάτω την κατανοµή

Γάµµα ως Γ(α, β) όπου οι παϱάµετϱοι α, β ϑα καλούνται παϱάµετϱοι σχήµατος και κλίµακας, αντίστοιχα.

Οϱισµός 2.2.2 (Κατανοµή Βήτα). ΄Εστω τυχαία µεταϐλητήX ∈ [0, 1]. Θα λέµε ότι ηX ακολουϑεί κατανοµή
Βήτα µε παϱαµέτϱους α και β, αν η σύνάϱτηση πυκνότητας πιϑανότητας της δίνεται από την σχέση

f(x) =

{
Γ(α+β)
Γ(α)Γ(β)x

α−1(1− x)β−1, αν 0 ≤ x ≤ 1

0, αλλιώς
,

όπου α, β > 0. Θα σύµϐολίϹουµε παϱακάτω την κατανοµή Βήτα ως Beta(α, β).

Οϱισµός 2.2.3 (Κατανοµή Dirichlet). Η κατανοµή Dirichlet αποτελεί την πολυδιάστατη γενίκευση της
κατανοµής Βήτα. ΄Εστω X = (X1, X2, . . . , XK) ∈ SK ⊂ RK , όπου SK = {x ∈ RK : 0 ≤ xk ≤
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Κεϕάλαιο 2. Η ∆ιαδικασία Dirichlet 2.3. Το ΜπεϋϹιανό ιστόγϱαµµα

1,
∑K
k=1 xk = 1}. Θα λέµε ότι η X ακολουϑεί κατανοµή Dirichlet µε παϱάµετϱο α = (α1, α2, . . . αK) ∈

RK , αk > 0, k = 1, . . . ,K, αν η από κοινού συνάϱτηση πυκνότητας πιϑανότητας της δίνεται από την σχέση

f(x) =

{
1

B(a)

∏K
k=1 x

ak−1
k , αν x ∈ Sk

0, αλλιώς,

όπου B(α1, α2, . . . αK) η ϕυσική γενίκευση της συνάϱτησης Βήτα σε K διαστάσεις, δηλαδή

B(α1, α2, . . . , αK) =

∏K
i=1 Γ(ακ)

Γ
(∑K

k=1 αk

) .
Θα συµϐολίϹουµε την κατανοµή Dirichlet ως Dir(a). Για τη µέση τιµή, διάµεσο και διασποϱά ισχύουν,
αντίστοιχα,

E(xk) =
αk∑K
k=1 αk

, mode(xk) =
αk − 1∑K
k=1 αk −K

,V ar(xk) =
αk(
∑K
k=1 αk − αk)(∑K

k=1 αk

)2
(
∑K
k=1 αk + 1)

. (2.2.1)

Συχνά χρησιµοποιείται η συµµετρική Dirichlet κατανοµή, όπου αk = α
K , k = 1, . . . ,K, για κάποια παϱάµετϱο

α > 0. Τότε,
E(xk) =

1

K
, V ar(xk) =

K − 1

K2(α+ 1)
. (2.2.2)

Γενικά, η παϱάµετϱος a και συγκεκριµένα το άθροισµα των συνιστωσών της, ϱυθµίζει το πόσο “πλατιά” είναι
η κατανοµή, ενώ για κάϑε k = 1, . . . ,K η συνιστώσα αk ϱυθµίζει το πού επιτυγχάνεται η κορυφή. Για
παϱάδειγµα, η Dir(1, 1, 1) είναι οµοιόµορφη στο S3, η Dir(3, 3, 3) είναι µια “πλατιά” κατανοµή γύϱω από
το ( 13 ,

1
3 ,

1
3 ) ενώ ηDir(30, 3, 3) είναι µια κατανοµή µε την πυκνότητα της συσσωρευµένη γύϱω από το (1, 0, 0).

Στην πεϱίπτωση της τρισδιάστατης κατανοµής Dirichlet, είναι εύκολο-και χϱήσιµο-να οπτικοποιήσουµε
την πυκνότητα της για διαφορετικές τιµές των παϱαµέτϱων α1, α2, α3 µε την ϐοήθεια ενός τριγωνικού δια-
γράµµατος. Στο ∆ιάγραµµα 2.2 απεικονίζονται 106 δείγµατα από την Dir(3, 3, 3) και την Dir(30, 3, 3).

∆ιάγϱαµµα 2.2: Τϱιγωνικά διαγϱάµµατα 106 τυχαίων δειγµάτων από την τϱισδιάστατη κατανοµή Dir(a)
για διαϕοϱετικές παϱαµέτϱους a. Αϱιστεϱά: a = (3, 3, 3), δεξιά: a = (30, 3, 3).

2.3 Το ΜπεϋϹιανό ιστόγϱαµµα

Ας ϑεωρήσουµε ένα απλό σενάϱιο στο οποίο yi
iid∼ f, i = 1, . . . , n. Στόχος είναι να εκτιµήσουµε την πυκνότητα

f , δουλεύοντας πάντα στο ΜπεϋϹιανό πλαίσιο αναϕοϱάς. Γνωρίζουµε ότι το ιστόγραµµα, χρησιµοποιείται
συχνά ως µία απλή µοϱϕή εκτίµησης της πυκνότητας. Η παϱαµετϱική µοϱϕή του ιστογράµµατος που ϑα
παρουσιαστεί ευθύς αµέσως, ϑα λειτουργήσει και ως έναυσµα για την µετάϐαση στη πλήϱως µη παϱαµετϱική
εκτίµηση πυκνότητας που ϑα εισάγουµε παϱακάτω.
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Κεϕάλαιο 2. Η ∆ιαδικασία Dirichlet 2.4. Η διαδικασία Dirichlet

΄Εστω µία διαµέριση του στηρίγµατος, {ξ1, . . . ξk}, τέτοια ώστε ξ0 < ξ1 < · · · < ξk και yi ∈ [ξ0, ξk]. Η
εκτίµηση µέσω ιστογράµµατος δίνεται από την σχέση

f(y) =

k∑
h=1

1ξh−1<y≤ξh
πh

ξh − ξh−1

όπου π = (π1, . . . , πk) το άγνωστο διάνυσµα µάϹας πιϑανότητας. Ολοκληϱώνουµε τον πϱοσδιοϱισµό του
µοντέλου ϑεωϱώντας ως πϱότεϱη κατανοµή για το π την Dir(α1, . . . , αk),

p(π|a) =
Γ(
∑k
h=1 αh)∏k

h=1 Γ(αh)

k∏
h=1

παh−1
h .

Αν τώϱα εκϕϱάσουµε το διάνυσµα των υπεϱπαϱαµέτϱων ως α = απ0, όπου α η κλίµακα που εϱµηνευούµε
συνήϑως ως εκ των πϱοτέϱων µέγεϑος δείγµατος (Gelman et al. 2013) και

π0 = E(π|α) =

(
α1∑
h αh

, . . . ,
αk∑
h αh

)
,

ο εκ των πϱοτέϱων µέσος, η εκ των υστέϱων κατανοµή του π υπολογίϹεται ως

p(π|y) ∝
k∏
h=1

παh−1
h

∏
i:yi∈(ξh−1,ξh]

πh
ξh − ξh−1

(2.3.1)

∝ πah+nh−1
h

D
= Dir(α1 + n1, . . . , αk + nk), (2.3.2)

όπου nh =
∑
i 1ξh−1<yi≤ξh το πλήϑος των παϱατηϱήσεων στο h−στό κελί του ιστογράµµατος.

Η εκ των υστέϱων κατανοµή είναι επίσης µία κατανοµή Dirichlet, δηλαδή η Dirichlet είναι συϹυγής κατανοµή
στο µοντέλο. ∆ιαισθητικά, επιλέγοντας την κατανοµή Dirichlet ως εκ των προτέρων κατανοµή για το π,
µποϱούµε να ερµηνεύσουµε τις υπερπαραµέτρους αi, ως το πλήϑος των παϱατηϱήσεων που “πιστεύουµε”
εκ των προτέρων ότι ϐρίσκονται σε κάϑε διαδοχικό υποδιάστηµα της διαµέρισης (κελί).

Παϱάδειγµα 2.3.1. ΜπεϋϹιανό ιστόγραµµα για εκτίµηση πυκνότητας δεδοµένων που προέρχονται από µον-
τέλο µίξης δύο Βήτα κατανοµών.

΄Εστω δείγµα n = 100 παϱατηϱήσεων από τη µίξη

f(y) = 0.75 · Beta(y|1, 5) + 0.25 · Beta(y|20, 2).

Εφαρµόζοντας την προσέγγιση του ΜπεϋϹιανού ιστογράµµατος µε 10 ισαπέχοντα σηµεία να σχηµατίζουν
τα ορθογώνια στο [0, 1], λαµβάνουµε την εκ των υστέϱων κατανοµή όπως στην 2.3.2. Στο ∆ιάγραµµα 2.3
αντιπαρατίθεται η γϱαϕική παράσταση της πυκνότητας πιθανότητας του µοντέλου µίξης καθώς και το ιστό-
γραµµα των 100 δειγµάτων από την ύστεϱη κατανοµή, όπως αυτή πϱοκύπτει µε τη µέϑοδο του ΜπεϋϹιανού
ιστογράµµατος.

Παϱατηϱούµε ότι η µέϑοδος προσεγγίζει επαϱκώς την πραγµατική πυκνότητα. Εντούτοις, πάσχει από ευ-
αισθησία στην τοποθέτηση και το πλάτος των κελιών (Gelman et al. 2013), αλλά προσφέρει το πλεονέκτηµα
της συϹυγίας και της ευκολίας στην ερµηνεία των υπερπαραµέτρων. Για να ξεπεράσουµε την ανάγκη προσ-
διορισµού των κελιών, διατηρώντας όµως την απλότητα της προσέγγισης του ΜπεϋϹιανού ιστογράµµατος,
εισάγουµε την έννοια της ∆ιαδικασίας Dirichlet.

2.4 Η διαδικασία Dirichlet

H διαδικασία Dirichlet προτάθηκε πϱώτη ϕοϱά από τον Ferguson (Ferguson 1973), ως µία κατάλληλη
πϱότεϱη κατανοµή για µη-παϱαµετϱικά προβλήµατα και αποτελεί απειροδιάστατη γενίκευση της κατανοµής
Dirichlet.

Μια πϱότεϱη διαδικασία Dirichlet είναι ένα µέτϱο πιθανότητας (κατανοµή) πάνω στον χώϱο των κατανοµών
G : Θ → [0, 1] µε G(θ) ≥ 0,

∫
Θ
G(θ)dθ = 1, τέτοιό ώστε για κάϑε διαµέριση B1, . . . , BK του στηρίγµατος

Θ, το διάνυσµα (G(B1), . . . , G(BK)) να ακολουθεί κατανοµή Dirichlet και συγκεκριµένα

(G(B1), . . . , G(BK)) ∼ Dir(αGo(B1), . . . , αG0(BK)) (2.4.1)
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Κεϕάλαιο 2. Η ∆ιαδικασία Dirichlet 2.4. Η διαδικασία Dirichlet

∆ιάγϱαµµα 2.3: Πϱαγµατική πυκνότητα και ιστόγϱαµµα 100 δειγµάτων από τη κατανοµή που πϱοκύπτει
µε τη µέϑοδο του ΜπεϋϹιανού ιστογϱάµµατος

όπου η παϱάµετϱος α ονοµάζεται παϱάµετϱος συγκέντρωσης ενώ η κατανοµή G0 ονοµάζεται µέτϱο ϐάσης.
Τότε, συµβολίζουµε G ∼ DP (α,G0).

Στο ∆ιάγραµµα 2.4 παρουσιάζεται στο υπο-∆ιάγϱαµµα α) ως παϱάδειγµα ένα µέτϱο ϐάσης G0 (δισδιάσ-
τατη κανονική κατανοµή) στον δισδιάστατο χώϱο Θ, καθώς και δύο πιθανές διαµερίσεις. Ο χρωµατισµός
κάϑε χωϱίου Bk της διαµέρισης είναι ανάλογος της E[G(Bk)] = G0(Bk).

∆ιάγϱαµµα 2.4: α) ΄Ενα µέτϱο ϐάσης G0 στον δισδιάστατο χώϱο Θ. ϐ) Μία πιϑανή διαµέϱιση του Θ σε K = 3
χωϱία. γ) Μια εκλεπτυσµένη διαµέϱιση του Θ σε K = 4 χωϱία.

Από τον οϱισµό της διαδικασίας Dirichlet πϱοκύπτει ότι, για κάϑε B ∈ Θ ισχύει ότι η πεϱιϑώϱια κατανοµή
στο χωϱίο B είναι Βήτα, δηλαδή

G(B) ∼ Beta(αG0(B), α(1−G0(B)).

Για τον πϱότεϱο µέσο, ισχύει ότι
E(G(B)) = G0(B),

δηλαδή η πϱότεϱη G είναι κεντϱαϱισµένη στην G0. Για για την πϱότεϱη διασποϱά, ισχύει

V ar(G(B)) =
G0(B)(1−G0(B))

1− α
.
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Κεϕάλαιο 2. Η ∆ιαδικασία Dirichlet 2.4. Η διαδικασία Dirichlet

Μια ακόµα ελκυστική ιδίοτητα της διαδικασίας Dirichlet είναι η συϹυγία: ΄Εστω θi
iid∼ G, i = 1, . . . , n και

G ∼ DP (α,G0). Τότε, µε χϱήση της 2.4.1 και λόγω της συϹυγίας της πεπεϱασµένης κατανοµής Dirichlet,
για κάϑε διαµέϱιση B1, . . . , BK , ϑα ισχύει

G(B1), G(B2), . . . , G(BK)|θ1, . . . ,θn ∼ Dir

(
αG0(B1) +

n∑
i=1

1θi∈B1
, . . . , αG0(BK) +

n∑
i=1

1θi∈BK

)

Ισοδύναµα, µε ϐάση τον οϱισµό της διαδικασίας Dirichlet,

G|θ1, . . . ,θn ∼ DP

(
α+ n,

1

α+ n
αG0 +

n∑
i=1

ni

)
.

Εποµένως, η διαδικασία Dirichlet είναι ελκυστική αϕού πϱοκύπτει από ένα µοντέλο παρόµοιο µε το
ΜπεϋϹιανό Ιστόγραµµα, χωϱίς όµως να υπάρχει η εξάϱτηση από τον καθορισµό των κελιών. Ταυτόχϱοα,
η απλή διατύπωση του µέσου και της διασποράς της έχει διαισθητικά οϕέλη: µποϱούµε να ϕανταστούµε
ότι η πϱότεϱη είναι κεντραρισµένη σε µία κατανοµή G0, ενώ η παϱάµετϱος α ϱυθµίζει την αϐεϐαιότητα
της επιλογής αυτής. Ακόµα, η ιδιότητα της συϹυγίας επιτϱέπει υπολογιστικά ευκολότερες “ανανεώσεις” της
ύστεϱης κατανοµής.

Συµπληϱωµατικά, όσον αϕοϱά την προβλεπτική κατανοµή του θn+1|θ1, . . . ,θn όπου θ1, . . . ,θn
iid∼ G και

G ∼ DP (a,G0), για κάϑε µετϱήσιµο A ∈ Θ έχουµε

p(θn+1 ∈ A|θ1, . . . ,θn) = E[G(A)|θ1, . . . ,θn] (2.4.2)

=
1

a+ n

(
aG0(A) +

n∑
h=1

δθh
(A)

)
, (2.4.3)

ενώ µάλιστα αποδεικνύεται (Blackwell and MacQueen 1973) ότι για κάϑε i = 1, . . . , n, η δεσµευµένη εκ
των πϱοτέϱων κατανοµή της θi δεδοµένων των θ−i = (θ1, . . . ,θi−1,θi+1, . . . ,θn) δίνεται από την

θi|θ−i ∼
1

α+ n− 1

G0(θi) +

k(−i)∑
h=1

n
(−i)
h

α+ n− 1
δ
θ
∗(−i)
h

 , (2.4.4)

όπου θ∗h, h = 1, . . . , k(−i) οι µοναδικές τιµές των θ−i και n(−i)h =
∑
j ̸=i 1θj

(θ∗
h).

2.4.1 Κατασκευή: Stick Breaking

Η παραπάνω συϹήτηση ενδεχοµένως να ϕαίνεται αρκετά αϕηϱηµένη. Ας δώσουµε σε αυτό το σηµείο έναν
κατασκευαστικό οϱισµό για την διαδικασία Dirichlet, γνωστό ως διαδικασία Stick-Breaking (Sethuraman
1994). H αναπαράσταση αυτή επιτϱέπει µια πιο διαισθητική ερµηνεία του πώς “µοιάζουν” οι πραγµατοποιή-
σεις της G ∼ DP (α,G0). Συγκεκριµένα, ας ϑεωρήσουµε

G(·) =
∞∑
h=1

πhδθ(·) (2.4.5)

πh = vh
∏
l<h

(1− vl) (2.4.6)

vh ∼ Beta(1, α) (2.4.7)
θh ∼ G0. (2.4.8)

Αποδεικνύεται τότε ότι
G ∼ DP (α,G0),

ενώ συµϐολίϹουµε συνήϑως {π}∞h=1 = π ∼ GEM(α), πϱος τιµήν των Griffiths, Engen, McCloskey, ενώ η
οϱολογία αυτή αποδόϑηκε από τον Ewens (Ewens 1990). Ισοδύναµα, το ϕυσικό ανάλογο των παϱαπάνω
εκϕϱάσεων συνοψίϹεται ως εξής: Θεωϱούµε ένα ξυλάκι µήκους 1, που συµϐολίϹει την συνολική πιϑανότητα
που πϱέπει να ανακατανεµηϑεί σε όλα τα κοµµάτια στο οποίο ϑα το σπάσουµε διαδοχικά. Το µήκος κάϑε
κοµµατιού αντιπϱοσωπεύει την πιϑανότητα που αναϑέτουµε στο κάϑε κοµµάτι. Αϱχικά σπάµε ένα τυχαίο
κοµµάτι µήκους v1 ∼ Beta(1, a). Το µήκος του κοµµατιού αυτού µας δίνει και το πϱώτο “ϐάϱος” π1.
΄Επειτα, σπάµε ένα τυχαίο κοµµάτι v2 από το εναποµείναν ξυλάκι. Και πάλι, το π2 συµϐολίϹει το µήκος του
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Κεϕάλαιο 2. Η ∆ιαδικασία Dirichlet 2.4. Η διαδικασία Dirichlet

∆ιάγϱαµµα 2.5: Πϱαγµατοποιήσεις της διαδικασίας Stick Breaking για διαϕοϱετικές τιµές της παϱαµέτϱου
συγκέντϱωσης α. Ως G0 χϱησιµοποιήϑηκε η τυπική κανονική κατανοµή.

δεύτεϱου κοµµατιού. ΄Οσο το h→ ∞, παϱατηϱούµε ότι τα µήκη των κοµµατιών γίνονται όλο και µικϱότεϱα.
Η παϱάµετϱος συγκέντϱωσης α καϑοϱίϹει την κατανοµή των µηκών των κοµµατιών: µικϱότεϱες τιµές του
α δίνουν µεγαλύτεϱα µήκη για τα πϱώτα κοµµάτια, µε τα υπόλοιπα να έχουν µικϱότεϱα µήκη. Αυτό
αντιστϱέϕεται για µεγαλύτεϱες τιµές του α. Αυτό διαπιστώνεται εύκολα αν παϱατηϱήσουµε ότι

E[vh] =
1

1 + a
.

Στο ∆ιάγϱαµµα 2.5 αναπαϱίστανται τέσσεϱις διαϕοϱετικές πϱαγµατοποιήσεις της ∆ιαδικασίας Dirichlet µέσω
της κατασκευής αυτής για διαϕοϱετικές τιµές της παϱαµέτϱου συγκέντϱωσης α. Παϱατηϱούµε ότι για
µικϱότεϱες τιµές της α η κατανοµές που πϱοκύπτουν είναι λιγότεϱο “διακεχυµένες”.

2.4.2 Η διαδικασία κινέϹικου εστιατοϱίου

Μία ακόµα ερµηνεία της διαδικασίας Dirichlet δίνεται µέσω της λεγόµενης ∆ιαδικασίας ΚινέϹικου Εστια-
τορίου (Blackwell and MacQueen 1973), µίας στοχαστικής διαδικασίας διακριτού χρόνου που περιγράφεται
ως εξής: µποϱεί κανείς να ϕανταστεί ένα κινέϹικο εστιατόριο µε άπειϱα τϱαπέϹια άπειϱης χωρητικότητας.
Ο πρώτος πελάτης κάθεται στο πϱώτο τϱαπέϹι. Ο κάϑε πελάτης που µπαίνει στο εστιατόριο στην συνέχεια,
επιλέγει πού ϑα κάτσει µε πιθανότητα ανάλογη του αριθµού των ήδη καθήµενων σε κάϑε τϱαπέϹι. Πιο
συγκεκριµένα, δεδοµένου ότι n πελάτες έχουν ήδη καθίσει στο εστιατόριο, ο n + 1-οστός πελάτης επιλέγει
πού ϑα καθίσει µε πιθανότητες

IP(κάϑεται στο τϱαπέϹι k) = nk
n+ α

,

ενώ η πιϑανότητα να κάτσει σε νέο (άδειο) τϱαπέϹι είναι

IP(κάϑεται σε νέο τϱαπέϹι) = α

n+ α
,

όπου nk το πλήϑος των ήδη καθήµενων πελατών στο τϱαπέϹι k και α η παϱάµετϱος συγκέντρωσης.

Αν επαναδιατυπώσουµε το πϱόϐληµα αυτό ορίζοντας zn+1 την δείκτρια µεταβλητή που συµβολίζει το τϱαπέϹι
στο οποίο κάθεται ο (n+ 1)-οστός πελάτης, έχουµε

p(zn+1 = z|z1, z2, . . . , zn; a) =
1

a+ n

(
a1z(k

∗) +

K∑
k=1

1z(k)

)
, (2.4.9)
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Κεϕάλαιο 2. Η ∆ιαδικασία Dirichlet 2.5. Μοντέλα Μίξης ∆ιαδικασίας Dirichlet (DPMM)

∆ιάγϱαµµα 2.6: Ανάϑεση σε συστάδες Nmax = 1000 παϱατηϱήσεων από την Categorical(ρ) όπου ρ ∼
Dir(a).

από όπου είναι άµεσα ϕανερή η αναλογία µε την 2.4.2, αν ϕανταστούµε τα τϱαπέϹια της ∆ιαδικασίας
ΚινέϹικου Εστιατορίου ως τις διάφορες συστάδες και τους πελάτες ως διαφορετικές παρατηρήσεις. Το
αποτέλεσµα είναι µια κατανοµή πάνω σε διαµερίσεις των ακεραίων, ή αλλιώς, κατανοµή των πελατών σε
τϱαπέϹια. Το αναµενόµενο πλήϑος των νέων συστάδων που εµφανίζονται στο δείγµα αποδεικνύεται ότι τείνει
σχεδόν ϐεβαίως στο a log(N) όσο N → ∞, δηλαδή η πολυπλοκότητα του µοντέλου αυξάνεται λογαριθµικά
σε σχέση µε το µέγεθος του δείγµατος. Αυτό καθίσταται ϕανερό και από το ∆ιάγραµµα 2.6.

2.5 Μοντέλα Μίξης ∆ιαδικασίας Dirichlet (DPMM)

Ας δούµε τώϱα πως η ∆ιαδικασία Dirichlet µποϱεί να αποδειχϑεί χϱήσιµη σε ένα πϱόϐληµα συσταδοποίησης,
όπως αυτό που πεϱιγϱάϕτηκε στη πϱώτη ενότητα του κεϕαλαίου. Οι πϱαγµατοποιήσεις της ∆ιαδικασίας
Dirichlet είναι διακϱιτές κατανοµές, και ως τέτοιες, δε µποϱούν να χϱησιµοποιηϑούν ως πϱότεϱες κατανοµές
για συνεχή δεδοµένα, Ωστόσο, ενδύκνεινται ως πϱότεϱη για τις παϱαµέτϱους του µηχανισµού που παϱάγει
τα εν λόγω δεδοµένα, όπως ενός µοντέλου µίξης. Συγκεκϱιµένα, κατ’αναλογία µε την 2.1.1, ας ϑεωϱήσουµε
το άπειϱο µοντέλο µίξης

g(x,θ) =

∞∑
i=1

πif(x;θi). (2.5.1)

Το σύµϐολο του απείϱου στην άϑϱοιση δεν σηµαίνει ότι έχουµε άπειϱες κατειληµµένες συστάδες, παϱά µόνο
ότι το µοντέλο είναι αϱκετά ευέλικτο για να πϱοσϑέσει νέες συστάδες όσο εισάγονται πεϱισσότεϱα δεδοµένα.
Ισοδύναµα, µποϱούµε να πϱοσδιοϱίσουµε το µοντέλο ιεϱαϱχικά. Αν ϑεωϱήσουµε ότι η πϱότεϱη κατανοµή
των παϱαµέτϱων θi είναι η G0, µποϱούµε να λάϐουµε δείγµατα από το άπειϱο αυτό µοντέλο µίξης g, ως
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Κεϕάλαιο 2. Η ∆ιαδικασία Dirichlet 2.5. Μοντέλα Μίξης ∆ιαδικασίας Dirichlet (DPMM)

∆ιάγϱαµµα 2.7: Σχηµατική αναπαϱάσταση της δειγµατοληψίας από ένα DPMM.

εξής:

π ∼ GEM(α) (2.5.2)
zi ∼ π (2.5.3)

θk ∼ G0(λ) (2.5.4)
xi ∼ g(θzi). (2.5.5)

Στο ∆ιάγϱαµµα 2.7 παϱατίϑεται µια σχηµατική αναπαϱάσταση της δειγµατοληψίας από ένα Μοντέλο Μίξης
∆ιαδικασίας Dirichlet.

2.5.1 ∆ειγµατοληψία κατά Gibbs για τα DPMM

Η χϱήση των DPMM έχει καταστεί υπολογιστικά επιτεύξιµη, χάϱη στην ανάπτυξη µεϑόδων Markov Chain
Monte Carlo (MCMC) για την δειγµατοληψία από την ύστεϱη κατανοµή των παϱαµέτϱων των επιµέϱους τµη-
µάτων του µοντέλου µίξης (Neal 2000). Οι µέϑοδοι αυτές υλοποιούνται πιο εύκολα για µοντέλα ϐασισµένα
σε συϹυγείς πϱότεϱες κατανοµές, ενώ απαιτούν πιο δύσκολες αριθµητικές ολοκληρώσεις στην πεϱίπτωση
µη-συϹυγών πϱότεϱων.

΄Οπως αναφέρθηκε εν συντοµία στο πϱώτο κεφάλαιο, η µέϑοδος της ∆ειγµατοληψίας Gibbs έγκειται στην
δειγµατοληψία από τις πλήϱους δέσµευσης ύστεϱες κατανοµές κάϑε παϱαµέτϱου, µε επαναληπτικό τϱόπο.
Παϱακάτω ϑα µελετήσουµε την εφαρµογή της µεθόδου στα DPMM, αλλά πϱώτα, ας επικεντρωθούµε στην
πεϱίπτωση ενός πεπερασµένου µοντέλου µίξης (FMM) της ακόλουθης µορφής:

π ∼ Dir
( α
K
, . . . ,

α

K

)
zi ∼ π

θk ∼ G0(λ)

xi ∼ g(θzi).

Το DPMM αποτελεί απειροδιάστατη επέκταση του µοντέλου αυτού, αϕού αν επιτρέψουµε K → ∞, η Dirich-
let πϱότεϱη κατανοµή της π αντικαθίσταται από την GEM(α), µε ϐάση την Stick-Breaking κατασκευή.

ΣυµϐολίϹουµε z−i = {z1, z2, . . . , zi−1, zi+1, . . . zk} και x = {xi}ni=1 το διάνυσµα των παϱατηϱήσεων. Τότε,
για κάϑε δείκτρια µεταβλητή zi έχουµε

p(zi = k|z−i,x,π, {θk}Kk=1, α, λ) = p(zi = k|xi,π, {θk}Kk=1)

∝ p(zi = k|π, {θk}Kk=1)p(xi|zi = k,π, {θk}Kk=1)

= p(zi = k|π)p(xi|θk)
= πkg(xi|θk).
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Κεϕάλαιο 2. Η ∆ιαδικασία Dirichlet 2.5. Μοντέλα Μίξης ∆ιαδικασίας Dirichlet (DPMM)

΄Οσον αϕοϱά τις παϱαµέτϱους µίξης π, αν οϱίσουµε nk =
∑n
i=1 1zi(k), έχουµε

p(π|z,x, {θk}Kk=1, α, λ) = p(π|z, α)

= Dir
(
n1 +

α

K
, . . . , nK +

α

K

)
,

λόγω της ιδιότητας συϹυγίας που έχει η κατανοµή Dirichlet.

Τέλος, όσον αϕοϱά τις παϱαµέτϱους της κατανοµής κάϑε συστάδας, θi, συµβολίζοντας xk τις παρατηρήσεις
που ανήκουν στην συστάδα αυτή και λόγω ανεξαρτησίας1, λαµβάνουµε

p(θk|θ−k,π, z,x, α, λ) = p(θk|θ−k, z,x, λ)
= p(θk|xk, λ)
∝ G0(θk|λ)L(xk|θk).

Πϱοϕανώς, αν η G0 είναι συϹυγής πϱότεϱη για τα θk, η εκ των υστέϱων κατανοµή της ϑα είναι της ίδιας
µορφής.

ΣυνοψίϹοντας, έχουµε την εξής περιγραφή για την διαδικασία ∆ειγµατοληψίας Gibbs σε ένα FMM.

Αλγόϱιϑµος 2 ∆ειγµατοληψία Gibbs για FMM

1: ∆εδοµένων των π(t−1), {θ(t−1)
k }Kk=1 από την πϱοηγούµενη επανάληψη, λαµϐάνουµε νέο δείγµα των π(t)

και {θ(t−1)
k }Kk=1 ως εξής:

2: για i = 1, . . . , n
3: Πϱοσοµοιώνουµε zi από την κατανοµή:
4: p(z

(t)
i = k) ∝ π

(t−1)
k f(zi|θ(t−1)

k )
5: τέλος για
6: Πϱοσοµοιώνουµε νέο ϐάϱος µίξης π(t) από την κατανοµή
7: π(t) ∼ Dir

(
n
(t)
1 + α

K , . . . , n
(t)
K + α

K

)
8: όπου n(t)k =

∑n
i=1 1z(t)i

(k)

9: για k = 1, . . . ,K
10: Πϱοσοµοίωσε τις παϱαµέτϱους κάϑε συστάδας, θk, από την κατανοµή:
11: θ

(t)
k ∝ G0(θk|λ)L(θ(t)

k |θ(t−1)
k )

12: τέλος για

΄Οπως είναι ϕανερό, για την ανανέωση των παϱαµέτϱων µίξης πi, απαιτείται σε κάϑε επανάληψη η προ-
σοµοίωση τιµών από την κατανοµή Dirichlet. Ωστόσο, όταν επιτϱέπουµε K → ∞, αυτό δεν είναι απλό
εγχείϱηµα. Για να ξεπεράσουµε το εµπόδιο αυτό, µποϱούµε να υπολογίσουµε την πλήϱους δέσµευσης
ύστεϱη κατανοµή της zi ως εξής:

p(zi = k|z−i,x, {θk}Kk=1, α, λ) = p(zi = k|z−i, xi,θk, α) (2.5.6)
= p(zi = k|z−i, α,θk)p(xi|zi = k, z−i,θk, α) (2.5.7)
= p(zi = k|z−i, α)p(xi|θk) (2.5.8)

=
nk,−i +

α
K

n+ α− 1
g(xi|θk), (2.5.9)

όπου για την 2.5.6 χϱησιµοποιήϑηκε η µαϱκοϐιανή ιδιότητα καϑώς και το αποτέλεσµα της υποσηµείωσης1,
για την 2.5.7 χϱησιµοποιήϑηκε ο κανόνας του Bayes, για την 2.5.8 και πάλι η µαϱκοϐιανή ιδιότητα ενώ

1Αποδεικνύεται (Frey 2003) ότι δεδοµένης της δείκτϱιας µεταϐλητής z, οι παϱάµετϱοι µίξης π και οι παϱάµετϱοι κάϑε κατανοµής,
θk είναι ανεξάϱτητες:

p
(
π, {θk}Kk=1 | z,x, α, λ

)
= p (π | z, α)

K∏
k=1

p (θk | xk, λ) .

Εποµένως η δεσµευµένη ύστεϱη κατανοµή της θk εξαϱτάται µόνο από τις παϱατηϱήσεις xk που ανήκουν στην εν λόγω συστάδα.
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για την 2.5.9 αξιοποιήϑηκε το εξής αποτέλεσµα:

p(zi = k|z−i, α) =
p(z|α)
p(z−i|α)

=
Γ(n+ α)

Γ(n+ α− 1)
×

Γ(nk +
α
K )

Γ(nk − i+ α
k )

=
1

n+ α− 1
×
nk,−i +

α
K

1

=
nk,−i +

α
K

n+ α− 1
.

Γενικεύοντας για K → ∞, έχουµε

• Για την συστάδα k µε nk,−i > 0 (δηλαδή, για τις ήδη υπάϱχουσες συστάδες):

P (zi = k|z−i, α) =
nk,−i

n+ α− 1

• Για τις υπόλοιπες συστάδες:

P (zi ̸= zj για κάϑε j ̸= i|z−i, α) =
α

n+ α− 1
,

κατ’ αναλογία µε την κατασκευή της διαδικασίας ΚινέϹικου Εστιατορίου. Εποµένως, η εκ των υστέϱων πι-
ϑανότητα η παϱατήϱηση i να τοποθετηθεί σε µία από τις ήδη υπάρχουσεςK συστάδες, είναι, αντικαθιστώντας
τον πολλαπλασιαστικό παράγοντα στην 2.5.9 µε το ακϱιϐώς προηγούµενο αποτέλεσµα,

p(zi = k|z−i,x, {θk}Kk=1, α, λ) =
nk,−i

n+ α− 1
g(xi|θk).

Αντίστοιχα, η πιϑανότητα να τοποϑετηϑεί σε νέα συστάδα, την οποία αϱιϑµούµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας
ως K + 1, είναι

p(zi = K + 1|z−i,x, α, λ) = p(zi = K + 1|z−i, xi, α, λ)
= p(zi = K + 1|z−i, α, λ)p(xi|zi = K + 1, z−i, α, λ)

= p(zi = K + 1|z−i, α)p(xi|λ)

=
α

n+ α− 1

∫
g(xi|θ)G0(θ|λ)dθ.

Γενικά, τα DPMM είναι ανθεκτικά όσον αϕοϱά την παϱάµετϱο συγκέντρωσης α, όµως το πλήϑος συστάδων
K δεν είναι (Escobar and West 1995). Συγκεκριµένα, µεγαλύτεϱες τιµές της παϱαµέτϱου συγκέντρω-
σης αναµένεται να οδηγούν σε µεγαλύτεϱο πλήϑος συστάδων στο τελικό µοντέλο. Για αυτό, είναι συχνά
χϱήσιµο να αναθέτουµε στην α µία µη-πληϱοϕοϱιακή πϱότεϱη κατανοµή, έστω Γ(α0, β0). Η διαδικασία της
∆ειγµατοληψίας Gibbs για ένα DPMM συνοψίζεται στον Αλγόριθµο 3.

20
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∆ιάγϱαµµα 2.8: Συσταδοποίηση 200 σηµείων του επιπέδου που έχουν πϱοσοµοιωϑεί από 5 κανονικές
κατανοµές για s0 = 3, s1 = 1, µε χϱήση ενός DPMM. ∆είγµατα από την ύστεϱη κατανοµή µετά από 50,100
και 200 επαναλήψεις της δειγµατοληψίας Gibbs. Στο τελευταίο ∆ιάγϱαµµα παϱατίϑεται η ύστεϱη κατανοµή
του K αγνοώντας τα 50 πϱώτα δείγµατα ως burn-in.

Αλγόϱιϑµος 3 ∆ειγµατοληψία Gibbs για DPMM

1: ∆εδοµένων των ι(t−1), {θ(t−1)
k }Kk=1 και {z(t−1)

i }ni=1 από την πϱοηγούµενη επανάληψη, λαµϐάνουµε νέο
δείγµα των {θ(t)

k }Kk=1 και {z(t)i }ni=1 ως εξής:
2: Θέτουµε z = z(t−1), α = α(t−1)

3: για i = 1, . . . , n
4: Αϕαιϱούµε την παϱατήϱηση xi από την συστάδα i, καϑώς ϑα πϱοσοσµοιώσουµε νέο zi.
5: αν xi είναι η µόνη παϱατήϱηση της τϱέχουσας συστάδας τότε
6: Η συστάδα αυτή καθίσταται άδεια. Την αϕαιϱούµε, µαϹί µε τις παϱαµέτϱους της, θi και ελαττώ-

νουµε το K κατά 1.
7: τέλος αν
8: Πϱοσοµοιώνουµε το νέο zi µε ϐάση τις εξής πιϑανότητες:
9: p(zi = k, k ≤ K) ∝ nk,−i−1

n+α−1 g(xi|θ
(t−1)
k )

10: p(zi = K + 1) ∝ α
n+α−1

∫
g(xi|θ)G0(θ|λ)dθ

11: αν zi = K + 1 τότε
12: Παίϱνουµε νέα συστάδα, την K + 1. Για αυτήν, πϱοσοµοιωνουµε από την H παϱαµέτϱο θK+1.
13: τέλος αν
14: τέλος για
15: για k = 1, . . . ,K
16: Πϱοσοµοιώνουµε τις παϱαµέτϱους κάϑε συστάδας, θk από την ακόλουϑη κατανοµή
17: θ

(t)
k ∝ G0(θk|λ)L(x(t)k |θ(t−1)

k )
18: τέλος για
19: Θέτουµε z(t) = z
20: αν α ∼ Gamma(a0, b0) τότε
21: Πϱοσοµοιώνουµε α(t) ∼ p(α|K,n, a0, b0).
22: τέλος αν

2.5.2 Εϕαϱµογή: κανονικό µοντέλο µίξης

Πϱοσοµοιώνουµε n = 100 σηµεία στο επίπεδο από K = 5 δισδιάστατες κανονικές κατανοµές µε κέντρα
µ ∼ s0N(0, 1) στα οποία προσθέτουµε επίσης κανονικά κατανεµηµένο ϑόϱυϐο ε ∼ s1N(0, 1)2. Προσαρµό-
Ϲουµε στη συνέχεια ένα DPMM µε χϱήση n = 200 επαναλήψεων της ∆ειγµατοληψίας Gibbs. Θέτουµε την

2Χϱησιµοποιούµε s0 = 3, s1 = 1. Ο αντίστοιχος κώδικας παϱατίϑεται στο Παϱάϱτηµα 3.
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Κεϕάλαιο 2. Η ∆ιαδικασία Dirichlet 2.5. Μοντέλα Μίξης ∆ιαδικασίας Dirichlet (DPMM)

παϱάµετϱο συγκέντρωσης α = 1 και αρχικοποιούµε το πλήϑος των συστάδεων ως K = 1. Στο ∆ιάγραµµα
2.8 παρουσιάζεται η εξέλιξη της συσταδοποίησης καθώς και το ιστόγραµµα της εκ των υστέϱων κατανοµής
του πλήϑους συστάδων K.

Είναι ϕανερό πως η µέϑοδος ϕαίνεται να ανακαλύπτει σχετικά σύντοµα µία “λογική” συσταδοποίηση των
σηµείων, την στιγµή που η προσαρµογή ενός πεπερασµένου µοντέλου µίξης ενδέχεται να παγιδευόταν σε
τοπικά ελάχιστα. Το DPMM ξεπεϱνάει το εµπόδιο αυτό, σχηµατίζοντας από τις πϱώτες επαναλήψεις περιττές
συστάδες, στις οποίες “καταϕεύγει” για να αποϕύγει να παγιδευτεί σε τοπικά ελάχιστα (Murphy 2022).
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Κεϕάλαιο 3. Η Ιεϱαϱχική ∆ιαδικασία Dirichlet (HDP)

Κεϕάλαιο 3

Η Ιεϱαϱχική ∆ιαδικασία Dirichlet
(HDP)

Η έννοια των ιεϱαϱχικών µοντέλων είναι ϑεµελιώδης στην ΜπεϋϹιανή Στατιστική. ΄Ενα ΜπεϋϹιανό µοντέλο
οϱίϹεται από µία κατανοµή των οποίων οι παϱάµετϱοι ακολουϑούν µε την σειϱά τους µια άλλη κατανοµή,
κάτι που µποϱεί δυνητικά να συνεχιστεί επ’άπειϱον. Για παϱάδειγµα, στο µη-παϱαµετϱικό πλαίσιο στο οποίο
εϱγαϹόµαστε, στη παϱάµετϱο συγκέντϱωσης α της DP (α,G0) συχνά αποδίδεται µία πϱότεϱη (παϱαµετϱική)
κατανοµή, όπως και στις υπεϱπαϱαµέτϱους της κατανοµής ϐάσης, G0. Η ιδέα αυτή µποϱεί να επεκταϑεί,
αν διαχειϱιστούµε την G0 µη-παϱαµετϱικά. Παϱακάτω παϱουσιάϹεται η Ιεϱαϱχική ∆ιαδικασία Dirichlet
(Hierarchical Dirichlet Process - HDP), όπως αυτή πϱοτάϑηκε από τους Teh, Jordan, Beal και Blei (Teh
et al. 2006).

3.1 Οϱισµός

΄Εστω J οµάδες δεδοµένων, καθεµία εκ των οποίων αποτελείται από nj παρατηρήσεις (xj1, . . . , xjnj
).

Σκοπος µας είναι να µοντελοποιήσουµε τα δεδοµένα κάϑε οµάδας µε ένα µοντέλο µίξης. Κάϑε επιµέϱους
µοντέλο ϑα έχει τις δικές του παϱαµέτϱους µίξης. Αυτές ϑα προέρχονται από ∆ιαδικασίες Dirichlet µε το ίδιο
µέτϱο ϐάσης, το οποίο µε τη σειϱά του είναι επίσης µια ∆ιαδικασία Dirichlet. ΄Ετσι καθορίζεται το µοντέλο
της Ιεραρχικής ∆ιαδικασίας Dirichlet.

Η HDP παραµετροποιείται από την κατανοµή ϐάσης H που καθορίζει την εκ των προτέρων κατανοµή
πάνω στα δεδοµένα, και από ένα πλήϑος υπερπαραµέτρων συγκέντρωσης που καθορίζουν το πλήϑος των
συστάδων και την “σύνδεση” µεταξύ των διαφορετικών οµάδων. Συγκεκριµένα, η j-οστή οµάδα συσχετίζεται
µε το µέτϱο Gj , κατανεµηµένο σύµφωνα µε την ∆ιαδικασία Dirichlet

Gj ∼ DP (α,G0), j = 1, . . . , J,

ενώ το κοινό µέτϱο ϐάσης G0 είναι επίσης κατανεµηµένο σύµϕωνα µε µία ∆ιαδικασία Dirichlet,

G0 ∼ DP (γ,H).

Η Ιεϱαϱχική ∆ιαδικασία Dirichlet µποϱεί να χϱησιµοποιηϑεί ως πϱότεϱη κατανοµή των παϱαγόντων φji,
σε οµαδοποιηµένα δεδοµένα. Συγκεκϱιµένα, αν φji

iid∼ Gj , όπου κάϑε φji αντιστοιχεί στο επίπεδο του
παϱάγοντα φ της παϱατήϱησης xji. Τότε,

φji ∼ Gj

xji|φji ∼ f(φji).

Στο ∆ιάγϱαµµα 3.1 παϱατίϑεται µια σχηµατική αναπαϱάσταση του εν λόγω ιεϱαϱχικού µοντέλου.

3.2 Κατασκευή: Stick Breaking

΄Οπως και στην πεϱίπτωση της ∆ιαδικασίας Dirichlet, έτσι και η Ιεραρχική ∆ιαδικασία Dirichlet µποϱεί να
γίνει πιο εύκολα αντιληπτή µέσω της κατασκευής Stick Breaking.
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∆ιάγϱαµµα 3.1: ΄Ενα µοντέλο Ιεϱαϱχικής ∆ιαδικασίας Dirichlet.

Πιο συγκεκριµένα, έχουµε αϕού η G0 είναι κατανεµηµένη σύµφωνα µε την διαδικασία Dirichlet, έχουµε
ότι

G0 =

∞∑
k=1

βkδθ∗∗
k
.

όπου

Vk ∼ Beta(1, γ), k = 1, . . . ,∞

βk = Vk

k−1∏
l=1

(1− Vl)

θ∗∗
k ∼ H.

Αντίστοιχα, για τις Gj , j = 1, . . . , J έχουµε

Gj =

∞∑
k=1

πjkδθ∗∗
k
, (3.2.1)

όπου για την σχέση µεταξύ των ϐαϱών β = (β1, β2, . . . ) και π = (π1, π2, . . . ) αποδεικνύεται (Teh et al.
2006) ότι

Vjk ∼ Beta

(
aβk, a

(
1−

k∑
l=1

βl

))

πjk = Vjk

k−1∏
l=1

(1− Vjl).

Παϱατηϱούµε λοιπόν ότι κάϑε κάϑε πραγµατοποίηση της Gj “κληϱονοµεί”, µέσω των παϱαµέτϱων πjh
χαρακτηριστικά από την κατανοµή ϐάσης G0. Αυτή η µοϱϕή ιεραρχείας αποδεικνύεται ιδιαίτερα χϱήσιµη
στη µοντελοποίηση δεδοµένων των οποίων οι συστάδες µοιράζονται κοινά χαρακτηριστικά. Στο ∆ιάγραµµα
3.2 αναπαρίστανται οι τϱεις κατανοµές πjk, j = 1, 2, 3 όπως αυτές κατασκευάστηκαν µε τη µέϑοδο Stick
Breaking που περιγράφηκε παραπάνω.

3.3 Η διαδικασία κινέϹικου franchise

΄Οπως η διαδικασία Dirichlet γίνεται πιο εύκολα αντιληπτή µε την χϱήση της µεταϕοϱάς του ΚινέϹικου Εσ-
τιατορίου, έτσι και για την Ιεραρχική ∆ιαδικασία Dirichlet, προτάθηκε η µεταϕοϱά του ΚινέϹικου Franchise
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∆ιάγϱαµµα 3.2: ∆είγµατα από την κατασκευή Stick Breaking για ένα HDP. Αϱιστεϱά: β για γ = 2 και στα
επόµενα ∆ιάγϱαµµατα, π1,π2,π3 για α = 1.

(Teh et al. 2006) που επεκτείνει την ∆ιαδικασία ΚινέϹικου Εστιατορίου, επιτρέποντας πολλαπλά εστιατόρια,
τα οποία όµως µοιράζονται τον ίδιο κατάλογο.

Για την παϱακάτω ανάλυση, ϑεωρούµε ότι φji ∼ Gj , θ1, . . . , θK
iid∼ H και για κάϑε j = 1, . . . , J , ϑεω-

ϱούµε Tj τυχαίες µεταβλητές ψj1, . . . , ψjTj

iid∼ G0. Στο πλαίσιο της µεταϕοϱάς της ∆ιαδικασίας ΚινέϹικου
Franchise, ϕανταζόµαστε ένα Franchise J εστιατορίων µε κοινό κατάλογο. Σε κάϑε τϱαπέϹι, επιλέγεται
ένα πιάτο του καταλόγου από τον πϱώτο πελάτη που κάθεται εκεί, το οποίο και µοιράζεται από όλους τους
πελάτες που κάθονται στο τϱαπέϹι αυτό. Τα εστιατόρια αντιστοιχούν σε οµάδες του πληθυσµού, οι πελάτες
αντιστοιχούν στις τυχαίες µεταβλητές φji, τα τϱαπέϹια στις µεταβλητές ψjt ενώ τα πιάτα στις θk.

Κάϑε φji σχετίζεται µε µία ψjt, ενώ κάϑε ψjt σχετίζεται µε την σειϱά της µε µία θk. Αν tji ο δείκτης
της µεταβλητής ψjt που αντιστοιχεί στην φji (δηλαδή, το νούµεϱο του τϱαπεϹιού που αντιστοιχεί στον εν
λόγω πελάτη), και kjt ο δείκτης της θk που σχετίζεται µε το ψjt (δηλαδή, το πιάτο που αντιστοιχεί στο
τϱαπέϹι αυτό), ορίζουµε mk =

∑
jmjk το πλήϑος των ψjt που σχετίζονται µε το θK για όλα τα j. Επειδή

φji ∼ DP (α,G0), από την 2.4.4 έχουµε ότι

ϕji | ϕj1, . . . , ϕji−1, α,G0 ∼
Tj∑
t=1

njt
i− 1 + α

δψjt +
α

i− 1 + α
G0. (3.3.1)

Για να ληϕϑεί δείγµα από την κατανοµή αυτή, την οποία µποϱούµε να ϑεωϱήσουµε ως µοντέλο µίξης,
ακολουϑούµε την εξής διαδικασία: µε πιϑανότητες που δίνονται από τα ανάλογα ϐάϱη, διαλέγουµε έναν
όϱο από το δεξί µέλος της 3.3.1 . Αν επιλεχϑεί ο όϱος t από το άϑϱοισµα, ϑέτουµε φji = ψjt και tji = t. Αν
επιλεγεί ο δεύτεϱος όϱος, αυξάνουµε το Tj κατά ένα, ϑέτουµε φji = φjTj ∼ G0 και tji = Tj ΄Οµως, επειδή
G0 ∼ DP (γ,H), χϱησιµοποιώντας και πάλι την 2.4.4 µποϱούµε να την απαλείψουµε από την 3.3.1, αϕού

ψjt | ψj1, ψj2, . . . , ψ21, . . . , ψj,t−1, γ,H ∼
K∑
k=1

mk∑
kmk + γ

δθk +
γ∑

kmk + γ
H. (3.3.2)

Εποµένως, ακολουθωντας όµοια διαδικασία µε προηγουµένως, αν επιλέξουµε τον όϱο k του αθροίσµατος
στο δεξί µέλος της 3.3.2, ϑέτουµε ψjt = θk και kjt = k. Αν επιλεχθεί ο δεύτερος όϱος, αυξάνουµε το K
κατά ένα και ϑέτουµε ψjt = θK ∼ H και kjt = K.

Επιστϱέϕοντας στην αναλογία του ΚινέϹικου Franchise, ένας πελάτης που µπαίνει στο j−οστό εστιατόριο,
κάθεται σε ένα από τα κατειληµµένα τϱαπέϹια µε ορισµένη πιθανότητα, ή σε νέο τϱαπέϹι µε πιθανότητα την
υπολειπόµµενη. Αυτό είναι η γνωστή ∆ιαδικασία ΚινέϹικου Εστιατορίου και αντιστοιχεί στην 3.3.1. Αν κα-
ϑίσει σε ήδη κατειληµµένο τϱαπέϹι, τϱώει το πιάτο που έχει ήδη επιλεγεί σε αυτό. Αν καθίσει σε νέο τϱαπέϹι,
επιλέγει το πιάτο που ϑα παϱαγγείλει. Η επιλογή αυτή εξαρτάται από την δηµοϕιλία κάϑε πιάτου σε όλο
το Franchise, αλλά µε µη µηδενική πιθανότητα δύναται να παϱαγγείλει και νέο πιάτο. Η διαδικασία αυτή
περιγράφεται στην 3.3.2. Στο ∆ιάγραµµα 3.3 απωτυπώνεται µια σχηµατική αναπαράσταση της διαδικασίας,
µε και χωϱίς την απαλοιϕή της G0.
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∆ιάγϱαµµα 3.3: (α): Κάϑε οϱϑογώνο αντιστοιχεί σε ένα εστιατόϱιο (οµάδα). Κάϑε τϱαπέϹι σχετίϹεται µε µια
παϱάµετϱο ψjt ∼ G0 και κάϑε φji κάϑεται στο τϱαπέϹι που του ανατίϑεται στην 3.3.1. (ϐ) απαλοίϕοντας την
G0, ανατίϑεται σε κάϑε ψjt ένα πιάτο.

3.4 Κϱυϕά Μαϱκοϐιανά Μοντέλα HDP

3.4.1 Μαϱκοϐιανές αλυσίδες

Ας ανακαλέσουµε από την ϑεωϱία τον στοχαστικών διαδικασιών την κεντϱική ιδέα πίσω από τις Μαϱκοϐιανές
αλυσίδες: ϑεωϱούµε ότι κάϑε χϱονική στιγµή t, η τυχαία µεταϐλητή Xt εµπεϱιέχει όλη την πληϱοϕοϱία που
είναι απαϱαίτητη για την πϱόϐλεψη της εξέλιξης της.

Οϱισµός 3.4.1 (Μαϱκοϐιανή Αλυσίδα). Μια στοχαστική διαδικασία {Xn}n∈N µε τιµές στον X καλείται
Μαϱκοϐιανή αλυσίδα, αν για κάϑε n ∈ N και για κάϑε v0, . . . , vn−1, x, y ∈ X ισχύει

IP [Xn+1 = y | X0 = v0, . . . , Xn−1 = vn−1, Xn = x] = IP [Xn+1 = y | Xn = x] .

Μάλιστα, αν ακόµα η δεσµευµένη πιϑανότητα IP [Xn+1|Xn] είναι ανεξάϱτητη του n, η Μαϱκοϐιανή αλυσίδα
καλείται χϱονικά οµοιογενής και µποϱεί να οϱιστεί για αυτήν ο πίνακας µετάϐασης αποτελούµενος από τις
πιϑανότητες µετάϐασης

p : X ×X → [0, 1], p(x, y) = P [Xn+1 = y | Xn = x] ,

Αν πάλι ο χώϱος καταστάσεων X είναι διακριτός, X = {1, 2, . . . ,K}, ο πίνακας µετάϐασης είναι ο στο-
χαστικός πίνακας A όπου Aij = IP [Xn+1 = j|Xn = i] είναι η πιθανότητα µετάϐασης από την κατάσταση i
στην κατάσταση j.

Σε ορισµένες περιπτώσεις, η υπόθεση ότι η κατάσταση Xn−1 της αλυσίδας ενσωµατώνει όλη την πληρο-
ϕορία της “ιστορίας” της, X1:n−2, είναι υπερβολικά ισχυϱή. Για αυτό, µποϱούµε να προσθέσουµε άλλο ένα
επίπεδο εξάϱτησης, Xn−2 έτσι ώστε η από κοινού συνάϱτηση πυκνότητας πιθανότητας να έχει την ακόλουϑη
µοϱϕή

p(x1:T ) = p(x1, x2)p(x3 | x1, x2)p(x4 | x2, x3) . . . = p(x1, x2)

T∏
n=3

p(xt | xn−1, xn−2).

Τότε, η αλυσίδα ονοµάϹεται Μαϱκοϐιανή αλυσίδα δεύτεϱης τάξης. Εντούτοις, σε πεϱιπτώσεις που υπάϱχουν
συσχετίσεις µεταξύ των παϱατηϱήσεων που ϑέλουµε να µελετήσουµε που εκτείνονται πολύ στο “παϱελϑόν”
της αλυσίδας, ακόµα και οι Μαϱκοϐιανές αλυσίδες δεύτεϱης τάξης δεν αϱκούν για τη µοντελοποίηση τους.
Με παϱόµοιο τϱόπο µποϱούµε να οϱίσουµε Μαϱκοϐιανές αλυσίδες ανώτεϱης τάξης, όµως κάτι τέτοιο αυξάνει
τις παϱαµέτϱους του µοντέλου. Μια εναλλακτική πϱοσέγγιση δίνεται από τα Κϱυϕά Μαϱκοϐιανά Μοντέλα
(Hidden Markov Models - HMM).
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3.4.2 Κϱυϕά µαϱκοϐιανά µοντέλα (ΗΜΜ)

΄Ενα Κϱυϕό Μαϱκοϐιανό Μοντέλο (HMM) αποτελείται από µία Μαϱκοϐιανή αλυσίδα διακϱιτού χϱόνου µε
πεπεϱασµένο χώϱο “κϱυϕών” καταστάσεων Θ = {θ1, θ2, . . . , θT } και ένα µοντέλο fθt(xt) = p(xt|θt) από το
οποίο πϱοέϱχονται οι παϱατηϱήσεις. Η αντίστοιχη από κοινού συνάϱτηση πυκνότητας πιϑανότητας έχει τη
µοϱϕή

p(θ1:T ,x1:T ) = p(θ1:T )p(x1:T | θ1:T ) =

[
p(θ1)

T∏
t=2

p(θt | θt−1)

][
T∏
t=1

p(xt | θt)

]
.

Οι παρατηρήσεις {xt}t=1,...,T µποϱεί να προέρχονται είτε από διακριτές είτε από συνεχείς τυχαίες µεταβλ-
ητές. Στην πϱώτη πεϱίπτωση, συνηθίζεται το µοντέλο παϱατηϱήσεων να δίνεται από έναν πίνακα B,

p(xt = l | θt = k,λ) = B(k, l).

Στην συνεχή πεϱίπτωση, ϑεωϱούµε συχνά ότι η παϱατηϱήσεις πϱοέϱχονται από µια κανονική κατανοµή

p(xt | θt = k) = N (xt | µk,Σk).

Στο ∆ιάγϱαµµα 3.4 ϑεωϱούµε ότι έχουµε µια Μαϱκοϐιανή αλυσίδα τϱιών καταστάσεων, κάϑε µία εκ των
οποίων αντιστοιχεί σε µία δισδιάστατη κανονική κατανοµή.

∆ιάγϱαµµα 3.4: (α): 100 σηµεία του επιπέδου πϱοσοµοιωµένα από ένα HMM τϱιών καταστάσεων. Κάϑε
κατάσταση αντιστοιχεί σε µία κανονική κατανοµή (οι παϱάµετϱοι των κανονικών κατανοµών καϑώς και ο
σχετικός κώδικας στην R ϐϱίσκεται στο Παϱάϱτηµα D). (ϐ): Αλληλουχία καταστάσεων της Μαϱκοϐιανής
αλυσίδας.

Φυσικά, στα πραγµατικά HMM µόνο οι παρατηρήσεις x είναι οϱατές. Οι καταστάσεις της υποβόσκουσας
Μαρκοβιανής αλυσίδας δεν είναι απευθείας οϱατές, όπως και η δεσµευµένη συνάϱτηση πυκνότητας πι-
ϑανότητας των παϱατηϱήσεων δεδοµένης της κατάστασης. Ακόµα, δεν είναι γνωστό το πλήϑος των κϱυϕών
καταστάσεων ή οι πιθανότητες µετάϐασης µεταξύ τους. Αυτές είναι και οι παϱάµετϱοι που περιγράφουν
πλήϱως τα HMM, που καλούµαστε να εκτιµήσουµε. Για τον σκοπό αυτό έχει προταθεί πλήϑος αλγορίθµων:
Ο πϱος τα µπϱος αλγόριθµος για εκτίµηση των δεσµευµένων σ.π.π, ο αλγόριθµος Viterbi (Viterbi 1967) για
τον προσδιορισµό της κϱυϕής ακολουθίας των καταστάσεων που οδήγησε στα παρατηρούµενα δεδοµένα, και
ο πιο διαδεδοµένος αλγόριθµος Baum-Welch (Baum et al. 1970) για την εκτίµηση του πίνακα µετάϐασης
της κϱυϕής Μαρκοβιανής αλυσίδας αλλά και των δεσµευµένων σ.π.π. Ωστόσο, η αναλυτική περιγραφή των
εν λόγω αλγορίθµων εκτείνεται πέϱαν του πλαισίου της παϱούσας εργασίας.

3.4.3 ΄Απειϱα κϱυϕά Μαϱκοϐιανά µοντέλα

Μποϱούµε να επεκτείνουµε την ιδέα των HMM ώστε να επιτρέπουν έναν αριθµήσιµο άπειϱο χώϱο καταστάσεων,
µε τϱόπο παρόµοιο µε τη µετάϐαση από τα πεπερασµένα στα άπειϱα µοντέλα µίξης (Beal et al. 2001; Teh
et al. 2006). Ωστόσο, το εργαλείο που ϑα χρησιµοποιηθεί τώϱα δεν είναι η ∆ιαδικασία Dirichlet, αλλά η
Ιεραρχική ∆ιαδικασία Dirichlet.
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Για να γίνει πιο εµφανής η ανάγκη για χϱήση της HDP, ας σκεϕτούµε το HMM ως ένα σύνολο µοντέλων
µίξης: για κάϑε τιµή της τωϱινής κατάστασης θt της αλυσίδας, η παϱατήϱηση xt+1 επιλέγεται αϕού πϱώτα
επιλεχθεί η κατάσταση θt+1, από την κατανοµή fθt+1

. Εποµένως, οι πιθανότητες µετάϐασης p(θt, θt+1)
αντιστοιχούν στις παϱαµέτϱους µίξης του µοντέλου, και οι δεσµευµένες κατανοµές fxt

αντιστοιχούν στα
επιµέϱους τµήµατα του. Αν χρησιµοποιούσαµε την ∆ιαδικασία Dirichlet για να γενικεύσουµε τα µοντέλα
αυτά, ϑα λαµβάναµε ένα σύνολο DPMM, ένα για κάϑε κατάσταση θt, τα οποία όµως είναι ανεξάϱτητα
µεταξύ τους: Το σύνολο των καταστάσεων προσβάσιµων από την τιµή της τωϱινής κατάστασης είναι ξένο
από το σύνολο των καταστάσεων προσβάσιµων από µια άλλη τιµή της τωϱινής κατάστασης. Η δοµή που
ϑα δηµιουργούταν έτσι, ϑα ϑύµιϹε περισσότερο δέντρο παϱά αλυσίδα. Το πϱόϐληµα αυτό επιλύεται χρησι-
µοποιώντας την Ιεραρχική ∆ιαδικασία Dirichlet.

Πιο συγκεκριµένα, έστω {Gθ : θ ∈ Θ}, από την HDP

G0|γ,H ∼ DP (γ,H)

Gθ|α,G0 ∼ DP (α,G0), θ ∈ Θ.

΄Οπως ϑα δούµε στην ποϱεία, το µέτϱο ϐάσης G0 επιτϱέπει στις µεταβάσεις από κάϑε κατάσταση να µοιρά-
Ϲονται προσβάσιµες καταστάσεις. ΄Εστω επίσης θ0 = θ∗∗0 ∈ Θ η προκαθορισµένη αρχική κατάσταση. Τότε, οι
δεσµευµένες κατανοµές της ακολουθίας των λανθανουσών µεταβλητών θ1, . . . , θT και των παρατηρούµενων
µεταβλητών x1, . . . , xT δίνονται από τις

θt | θt−1, Gθt−1 ∼ Gθt−1 , t = 1, . . . , T

xt | θt ∼ fθt .

Το µοντέλο αυτό ονοµάζεται Hierarchical Dirichlet Process Hidden Markov Model (HDP HMM) και περι-
γράφεται σχηµατικά στο ∆ιάγραµµα 3.5.

∆ιάγϱαµµα 3.5: ΄Ενα µοντέλο HDP HMM.

Στην πϱαγµατικότητα, τα µονοπάτια του HDP HMM µποϱούν να εµϕανίσουν πεπεϱασµένο µόνο πλήϑος
καταστάσεων. Αυτό, καϑώς και η σχέση µεταξύ του παϱαµετϱικού HMM και του HDP HMM, καϑίσταται
ϕανεϱό αν λάϐουµε υπόψιν την Stick Breaking κατασκευή του τελευταίου. Πϱάγµατι, σύµϕωνα µε τις 2.4.5
και 3.2.1, ϑα ισχύει

G0 =

∞∑
k=1

βkδθ∗∗k

Gθ∗∗l
=

∞∑
k=1

πθ∗∗l,k
δθ∗∗k

l = 0, 1, . . . ,∞,
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όπου

ϕ∗∗k | H ∼ H k = 1, . . . ,∞
β | γ ∼ GEM(γ)

πθ∗∗k
| α,β ∼ DP(α,β).

Συγκϱίνοντας µε το HMM, η πιϑανότητα µετάϐασης από την κατάσταση θ∗∗l στην κατάσταση θ∗∗k δίνεται από
την πθ∗∗l,k

, ενώ η κατανοµή των παϱατηϱήεων δίνεται από την fθ∗∗k
. Αν µάλιστα ταυτίσουµε την κατάσταση θ∗∗k

µε τον ακέϱαιο k, για k = 0, 1, . . . ,∞, και οϱίσουµε τις κατηγοϱικές µεταϐλητές zt που αντιστοιχούν στην
κατάσταση που ϐϱίσκεται η αλυσίδα την στιγµή t, η σχέση µε το HMM γίνεται πιο πϱοϕανής. Συγκεκϱιµένα,
αν θt = θ∗∗k η κατάσταση την στιγµή t, τότε zt = k και πk = πθ∗∗k

, µποϱούµε να εκϕϱάσουµε το HDP HMM
ως

zt | zt−1,πzt−1 ∼ πzt−1

xt | zt, θ∗∗zt ∼ fθ∗∗zt
.

Η αναπαϱάσταση αυτή επιτϱέπει άµεσα να εϱµηνεύσουµε το HDP HMM ως ένα HMM µε αϱιϑµήσιµο άπειϱο
χώϱο καταστάσεων.

3.5 Εϕαϱµογή: Θεµατικά Μοντέλα (Topic Models)

Η Μοντελοποίηση Θεµάτων (Topic Modelling) αποτελεί ένα είδος στατιστικής µοντελοποίησης που σκοπό
έχει την αναγνώριση κοινών ϑεµάτων µέσα σε ένα σύνολο κειµένων και έγκειται στην οµαδοποίηση (συστα-
δοποίηση) λέξεων που τείνουν να συνυπάϱχουν συχνά. Στην παϱούσα ενότητα της εργασίας, ϑα χρησιµοποιή-
σουµε τη µέϑοδο της Ιεραρχικής ∆ιαδικασίας Dirichlet για να “ανακαλύψουµε” τα υποκείµενα ϑέµατα σε
ένα σύνολο άρθρων από την ιστοσελίδα της εφηµερίδας Καθηµερινή. Το µοντέλο που ϑα προσαρµόσουµε
ονοµάζεται ϑεµατικό µοντέλο HDP (HDP topic model).

΄Ενα ϑεµατικό µοντέλο HDP αποτελείται από ένα σύνολο κειµένων, που καλείται συνήϑως σώµα (corpus).
Το σώµα µε την σειϱά του απαρτίζεται από τα επιµέϱους κείµενα d = 1, . . . , D (documents), τα οποία
απαρτίζονται από τις λέξεις wd. Για κάϑε κείµενο d έστω θd το διάνυσµα των ϐαϱών µίξης ϑεµάτων. Ακόµα,
για κάϑε ϑέµα k, έστω φk το διάνυσµα των πιθανοτήτων για κάϑε λέξη στο ϑέµα. Τότε, οι λέξεις σε κάϑε
κείµενο επιλέγονται ως εξής (Teh et al. 2007):

• Με πιϑανότητα θdk επιλέγεται το ϑέµα k.

• Με πιϑανότητα φkw επιλέγεται η λέξη w.

΄Εστω xid η ετικέτα της i-οστής λέξης στο κείµενο d και zid το επιλεχϑέν ϑέµα της. Τότε,

zid|θd ∼ Categorical(θd)

xid|zid,ϕzid ∼ Categorical(ϕzid).
Για τις παϱαµέτϱους θd και ϕk χϱησιµοποιούµε πϱότεϱες κατανοµής Dirichlet,

θd|π ∼ Dir(απ)

ϕk|τ ∼ Dir(βτ ),

όπου π η κατανοµή των ϑεµάτων σε όλο το σώµα κειµένων και τ η κατανοµή των λέξεων σε όλο το σώµα
κειµένων, ενώ α, β είναι παϱάµετϱοι συγκέντρωσης.

Αν το πλήϑος ϑεµάτων K είναι γνωστό και πεπερασµένο, η παραπάνω προσέγγιση ονοµάζεται LDA (La-
tent Dirichlet Allocation). Ωστόσο, συνήϑως αυτό δεν είιναι ϱεαλιστικό και ϑα ϑέλαµε ιδανικά ένα µοντέλο
που καθορίζει αυτόµατα το πλήϑος K των ϑεµάτων. Στην πεϱίπτωση αυτή, έχουµε εν δυνάµη αριθµήσιµο
άπειϱο πλήϑος ϑεµάτων και τα θd,π είναι απειροδιάστατα διανύσµατα. Χρησιµοποιώντας την συνήϑη stick-
breaking κατασκευή για το π, παίϱνουµε

πk = Vk

k−1∏
l=1

(1− Vl)

Vk ∼ Beta(1, γ), k = 1, . . . ,∞.

Ισοδύναµα, Gd ∼ DP (α,G0) και G0 ∼ DP (γ,Dir(βτ )), όπου Gd =
∑∞
k=1 θdkδφk

και G0 =
∑∞
k=1 πkδφk

.
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3.5.1 Συλλογή κειµένων

Για την συλλογή των κειµένων στο πείϱαµα µας χρησιµοποιήθηκε η Βιβλιοθήκη “BeautifulSoup” της Python,
επιτϱέπει την εξαγωγή δεδοµένων από αρχεία HTML, αναγνωρίζοντας τις κατάλληλες ετικέτες HTML που
περιέχουν τα κείµενα των άρθρων και αποθηκεύοντας τα σε λίστα για πεϱαιτέϱω ανάλυση. Συλλέχθηκαν
συνολικά 90 άρθρα πολιτικού περιεχοµένου που δηµοσιεύτηκαν στο διάστηµα 31 Αυγούστου-9 Σεπτεµβρίου
2024.

3.5.2 Πϱοεπεξεϱγασία των δεδοµένων

Μετά την συλλογή των κειµένων, ακολούϑησε η πϱοεπεξεϱγασία τους. Η πϱοεπεξεϱγασία πεϱιλαµϐάνει
τον καϑαϱισµό των κειµένων από ανεπιϑύµητους χαϱακτήϱες, την µετατϱοπή των λέξεων σε πεϹά γϱάµµατα
και την αϕαίϱεση των κοινών λέξεων (stopwords) που δεν πϱοσδίδουν σηµαντική πληϱοϕοϱία στο µοντέλο.
Τέτοιες λέξεις είναι, για παϱάδειγµα, άϱϑϱα, πϱοϑέσεις, ϱήµατα όπως “είναι, ϐϱίσκεται, δήλωσε”, σύνδεσµοι
κ.α.

3.5.3 Εκπαίδευση µοντέλου HDP

Στη συνέχεια, δηµιουϱγήϑηκε ένα λεξικό που πεϱιέχει όλους τους µοναδικούς όϱους στα κείµενα και ένα
σώµα κειµένων που αποτελείται από τα κείµενα σε µοϱϕή bag-of-words, όπου κάϑε κείµενο αναπαϱιστάται
από τις συχνότητες εµϕάνισης των όϱων του. Για την εξαγωγή των ϑεµάτων από τα κείµενα χϱησιµοποιήϑηκε
το µοντέλο Hierarchical Dirichlet Process (HDP) της ϐιϐλιοϑήκης gensim. Το µοντέλο εκπαιδεύτηκε µε
το σώµα κειµένων και το λεξικό που δηµιουϱγήϑηκαν πϱοηγουµένως. Η ανανέωση των παϱαµέτϱων του
µοντέλου σε κάϑε ϐήµα, γίνεται µε τη µέϑοδο Online Variational Inference (Wang et al. 2011). Ακόµα,
για την επιλογή των υπεϱπαϱαµέτϱων γ, α, χϱησιµοποιήϑηκε το πλέγµα α : {0.1, 1, 10} , γ : {0.1, 1, 10}.
Το µοντέλο εκπαιδεύτηκε µε όλα τα πιϑανά Ϲεύγη και ως τελικό, επιλέχϑηκε αυτό µε τη µεγαλύτεϱη τιµή
της µετϱικής coherence (συνοχή), η οποία αξιολογεί τη συνοχή των ϑεµάτων εξετάϹοντας πόσο συχνά οι
λέξεις που απαϱτίϹουν ένα ϑέµα συνυπάϱχουν στα έγγϱαϕα. Πιο συγκεκϱιµένα, η µετϱική coherence
χϱησιµοποιείται συνήϑως στην ανάλυση της σχέσης µεταξύ δύο συνόλων δεδοµένων, ή για τον πϱοσδιοϱισµό
της οµοιότητας τους. Στη Μοντελοποίηση Θεµάτων, η συνοχή συγκϱίνει την σηµειολογική οµοιότητα µεταξύ
επαναλαµϐανόµεων λέξεων µέσα στα ϑέµατα. ΥπολογίϹεται συχνά ως (Mimno et al. 2011)

cv =
2

M(M − 1)

M∑
m=2

m−1∑
l=1

log
p(wm, wl) + ε

p(wl)
,

όπου M το πλήϑος των πιο συχνών λέξεων µέσα σε κάϑε κείµενο, p(wl) η συχνότητα της λέξης wl και
p(wm, wl) η πιϑανότητα οι λέξεις wm, wl να συνυπάϱχουν µέσα σε ένα κείµενο. Παίϱνει τιµές στο [0, 1]
µε τις καλύτεϱες τιµές (υψηλή οµοιότητα) να είναι αυτές κοντά στο 1. Βέλτιστες υπεϱπαϱάµετϱοι από το
πλέγµα αυτό ήταν οι α = 1, γ = 0.1 µε τιµή coherence cv = 0.734

3.5.4 Αποτελέσµατα

Η παϱαπάνω διαδικασία εξάγει τα πιο σηµαντικά ϑέµατα από το σύνολο των κειµένων και δηµιουϱγεί
σύννεϕα λέξεων για κάϑε ϑέµα, όπου το µέγεϑος κάϑε λέξης είναι ανάλογο της σηµαντικότητάς της στο
ϑέµα. Τα αποτελέσµατα αυτά µποϱούν να χϱησιµοποιηϑούν για την ανάλυση του πεϱιεχοµένου και την
εξαγωγή συµπεϱασµάτων για τα κυϱίαϱχα ϑέµατα σε ένα σύνολο άϱϑϱων. Παϱατηϱούµε στο ∆ιάγϱαµµα 3.6
ότι η διαδικασία αυτή κατάϕεϱε πϱάγµατι να ανακαλύψει τα κύϱια ϑέµατα µέσα στο σύνολο των 90 άϱϑϱων.

30



Κεϕάλαιο 3. Η Ιεϱαϱχική ∆ιαδικασία Dirichlet (HDP)3.5. Εϕαϱµογή: Θεµατικά Μοντέλα (Topic Models)

∆ιάγϱαµµα 3.6: Τα 6 πιο σηµαντικά ϑέµατα, όπως αυτά ανακαλύϕϑηκαν µέσω της HDP. Κάϑε ϑέµα ανα-
παρίσταται ως ένα σύννεφο λέξεων, όπου το µέγεθος κάϑε λέξης είναι ανάλογο της συχνότητας εµφάνισης
της στο εκάστοτε ϑέµα.
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Κεϕάλαιο 4. Η Εξαϱτηµένη ∆ιαδικασία Dirichlet

Κεϕάλαιο 4

Η Εξαϱτηµένη ∆ιαδικασία Dirichlet

Μια υπόθεση που κάπως “ϐουϐά” κάναµε στην ανάλυση που αϕοϱούσε στην ∆ιαδικασία Dirichlet, είναι
ότι οι παρατηρήσεις ενδιαφέροντος είναι ανταλλάξιµες (exchangable). ∆ηλαδή, όλα τα υποσύνολά τους,
µε οποιαδήποτε διάταξη µοιράζονται την ίδια από κοινού κατανοµή. Ωστόσο, σε πλήϑος εφαρµογών ενδι-
αφερόµαστε για τη µοντελοποίηση δεδοµένων που εξελίσσονται µε τον χϱόνο. Τότε, ϕυσικά η υπόθεση της
ανταλλαξιµότητας δε µποϱεί να ισχύει. Για αυτό, προτάθηκε (MacEachern 1999) η Εξάρτηµένη ∆ιαδικασία
Dirichlet (Dependent Dirichlet Process - DDP) ως µία µη-παϱαµετϱική πϱότεϱη σε χϱονικά εξελισσόµενα
µοντέλα µίξης.

4.1 Κατασκευή

Μέχϱι τώϱα έχουµε ασχοληθεί κυϱίως µε προβλήµατα όπου αναθέτουµε µία µη-παϱαµετϱική πϱότεϱη
σε µία µόνο κατανοµή. Ωστόσο, πολλές ϕοϱές απαιτείται η µοντελοποίηση µίας συλλογής κατανοµών,
G = {Gs : s ∈ S}, όπου για κάϑε s ∈ S η Gs είναι µία κατανοµή πιθανότητας. Για παϱάδειγµα, το S
µποϱεί να είναι χϱονικό διάστηµα ή µία περιοχή του χώϱου. Αν ϑεωρήσουµε ότι οι Gs ταυτίζονται, δηλαδή
αν G ≡ DP (α,G0) για κάϑε s, αυτό είναι περιοριστικό. Αν πάλι ϑεωρήσουµε ότι {Gs}s∈S

i.i.d∼ DP (α,G0)
έχουµε πιο κοστοβόρους υπολογισµούς. Η DDP επιχειϱεί να ϐϱει µία “µέση λύση”, εισάγοντας εξάϱτηση
µεταξύ των Gs µέσω της τϱοποποίησης των επιµέϱους τµηµάτων της κάϑε DP, δηλαδή των ϐαϱών πh και των
ατόµων δθh

(Kottas and Krnjajić 2009).

Ας ανακαλέσουµε την κατασκευή Stick Breaking της ∆ιαδικασίας Dirichlet, σύµφωνα µε την οποία,

G ∼ DP (α,G0)

αν και µόνο αν µποϱούµε να γϱάψουµε

G(·) =
∞∑
h=1

πhδθh
(·)

όπου
πh = Vh

∏
l<h

(1− Vl), Vh ∼ Beta(1, α), θh ∼ G0.

Ας ϑεωϱήσουµε τώϱα µία συλλογή διαδικασιών, G = {Gs : s ∈ S}, οϱίϹουµε

Gs(·) =
∞∑
h=1

πh(s)δθh(s)(·), (4.1.1)

όπου θ1(s),θ2(s), . . . είναι µονοπάτια της στοχαστικής διαδικασίας G0,s και V1(s), V2(s), . . . είναι µονοπά-
τια µίας στοχαστικής διαδικασίας στο S τέτοιας ώστε Vh(s) ∼ Beta(1, α(s)).

Κύϱιο αποτέλεσµα της παραπάνω κατασκευής, είναι ότι οι περιθώριες κατανοµές των παραπάνω διαδικασιών,
είναι κατανεµηµένες σύµφωνα µε την ∆ιαδικασία Dirichlet. ∆ηλαδή, για κάϑε s ∈ S, η Gs ακολουθεί την
∆ιαδικασία Dirichlet.
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Κεϕάλαιο 4. Η Εξαϱτηµένη ∆ιαδικασία Dirichlet 4.1. Κατασκευή

4.1.1 DDP Κοινών Βαϱών

Ο MacEachern ασχολήϑηκε µε µία είδική πεϱίπτωση της DDP, αυτήν των Κοινών Βαϱών (Single-p DDP),
που κατ’αναλογία µε την 4.1.1 οϱίϹεται ως

Gs(·) =
∞∑
h=1

πhδθh(s)(·), (4.1.2)

όπου τα ϐάϱη πh = Vh
∏
l<h(1− Vl) είναι κοινά για κάϑε s, µε Vh ∼ Beta(1, α). Η εκδοχή αυτή της DDP

παϱαµένει η πιο συνήϑης επιλογή, καθώς η εκ των υστέϱων προσοµοίωση γίνεται µε τον ίδιο τϱόπο µε την
∆ιαδικασία Dirichlet. Η εξάϱτηση στα Single-p DDP επάγεται από την εξάϱτηση των δθh(s). Ωστόσο, ένα
µειονέκτηµα των µοντέλων αυτών είναι η αποτυχία µοντελοποίησης της τοπικής εξάϱτησης που παρουσιάζε-
ται συχνά σε χϱονικά ή χωϱικά δεδοµένα. Το µοντέλο αυτό ϐϱίσκει εφαρµογές (ενδεικτικά) στην Βιο-
στατιστική, σε αναλύσεις κλινικών µελετών όπου η µεταβλητή απόκρισης µετράται σε διαφορετικές χϱονικές
περιόδους ή ανάµεσα σε διάφορες οµάδες (De Iorio et al. 2004), αλλά και σε ανάλυση περιβαλλοντολογικών
δεδοµένων µε χϱονικούς και χωϱικούς παράγοντες (Kottas et al. 2012).

4.1.2 DDP Κοινών Ατόµων

Εναλλακτικά, µποϱούµε να σταϑεϱοποιήσουµε τα άτοµα (atoms) δθh
, οδηγούµενοι έτσι στην DDP Κοινών

Ατόµων (Common-Atoms DDP) που οϱίϹεται ως

Gs(·) =
∞∑
h=1

πh(s)δθh
(·), (4.1.3)

όπου κατά τα γνωστά,
θh ∼ G0.

Η εκδοχή αυτή της DDP έχει εφαρµοστεί σε δεδοµένα εγκληµατολογίας, για την πρόβλεψη γεωγραφικών
σηµείων µε αυξηµένο ποσοστό εγκληµατικότητας (Taddy 2010) αλλά και σε κοινωνιολογικά δεδοµένα όπου
η µεταβλητή απόκρισης είναι κατηγορική µεταβλητή διάταξης (όπως οι απαντήσεις σε ερωτηµατολόγια)
(Kottas et al. 2005). Μάλιστα, η HDP µε την οποία ασχοληθήκαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, µποϱεί να
ϑεωρηθεί ως ειδική πεϱίπτωση της Single-Atom DDP.

Στο ∆ιάγραµµα 4.1 σκιαγραφείται η διαφορά µεταξύ των δύο µοντέλων. Στην πϱώτη πεϱίπτωση (Single-
Atom) παϱατηϱούµε ότι τα άτοµα ϐρίσκονται στις ίδιες ϑέσεις, σε όλα τα δείγµατα που παίϱνουµε. Αντίθετα,
στην πεϱίπτωση Single-p, οι ϑέσεις των ατόµων διαφοροποιούνται. Ωστόσο, τα ϐάϱη είναι κοινά για κάϑε
οµάδα j = 1, 2, 3.

∆ιάγϱαµµα 4.1: Αϱιστεϱά: Single-atom DDP. ∆εξιά: Single-p DDP. Βλ. Παϱάϱτηµα G για τον αντίστοιχο
κώδικα.
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Κεϕάλαιο 5. Γκαουσιανές ∆ιαδικασίες

Κεϕάλαιο 5

Γκαουσιανές ∆ιαδικασίες

Οι Γκαουσιανές ∆ιαδικασίες (Rasmussen and Williams 2006; O’Hagan and Kingman 1978) αποτελούν
ένα ευέλικτο, µη-παϱαµετϱικό εργαλείο για την µοντελοποίηση συναϱτήσεων από δεδοµένα. ΄Οπως όλες
οι ΜπεϋϹιανές µέϑοδοι, δεν παϱέχουν απλά µία µεµονωµένη εκτίµηση καλύτεϱης προσαρµογής, αλλά µια
ύστεϱη κατανοµή πάνω στις πιθανές συναρτήσεις. ΄Οπως υποδεικνύει και το όνοµα τους, οι Γκαουσιανές
∆ιαδικασίες επεκτείνουν την κανονική κατανοµή στον χώϱο των συναϱτήσεων. Γενικά, µποϱούµε να ϕαντασ-
τούµε την Γκαουσιανή ∆ιαδικασία ως µια απειροδιάστατη κατανοµή πάνω σε συναρτήσεις (κατά αντιστοιχία
µε την ∆ιαδικασία Dirichlet, την οποία σκεφτόµαστε ως µια κατανοµή πάνω σε κατανοµές).

5.1 Η Γκαουσιανή διαδικασία

Στα πϱοηγούµενα κεϕάλαια ασχοληϑήκαµε κατά κύϱιο λόγο µε την ∆ιαδικασία Dirichlet, στην οποία για
κάϑε πεπεϱασµένη διαµέϱιση B1, . . . , Bn ισχύει ότι αν

G ∼ DP (α,G0),

τότε
(G(B1), . . . , G(BK)) ∼ Dir(αG0(B1), . . . , αG0(BK)).

Μια ακόµα στοχαστική διαδικασία που χρησιµοποιείται σε πολλές εφαρµογές ως πϱότεϱη, είναι η Γκαου-
σιανή ∆ιαδικασία, της οποίας οι κατανοµές πεπερασµένης διάστασης είναι κανονικές. Πιο συγκεκριµένα,
συµβολίζουµε

f ∼ GP (m, k),

αν και µόνο αν για κάϑε συλλογή {xi}i=1,...,n ισχύει

f(x1), . . . , f(xn) ∼ N ((m(x1), . . . ,m(xn)),K(x1, . . . , xn)) . (5.1.1)

΄Οπως µια κανονική (Γκαουσίανή) κατανοµή χαϱακτηϱίϹεται πλήϱως από τη µέση τιµή της και τον πίνακα
διασποϱών-συνδιασποϱών, έτσι και µια Γκαουσιανή ∆ιαδικασία οϱίϹεται πλήϱως από τη µέση τιµή της m
και τον πίνακα µε στοιχεία Kij = k(xi, xj). Η συνάϱτηση συνδιασποϱάς (πυϱήνας) k ελέγχει την οµαλότητα
των πϱαγµατοποιήσεων της Γκαουσιανής ∆ιαδικασίας αλλά και το κατά πόσο αυτές αποκλίνουν από το µέσο.
Μία συνήϑης επιλογή είναι η τετϱαγωνική εκϑετική συνάϱτηση συνδιασποϱάς,

k(xi, xj) = σ2exp

(
−|xi − xj |2

l2

)
,

όπου σ, l είναι παϱάµετϱοι πϱος εκτίµηση. Η παϱάµετϱος σ αντικατοπτϱίϹει την απόκλιση από το µέσο
ενώ η παϱάµετϱος l την οµαλότητα της συνάϱτησης. Στο ∆ιάγϱαµµα 5.1 παϱουσιάϹονται τϱείς διαϕοϱετικές
πϱαγµατοποιήσεις της Γκαουσιανής ∆ιαδικασίας µε τετϱαγωνική κανονική συνάϱτηση συνδιασποϱάς, για
διαϕοϱετικές τιµές των παϱαµέτϱων l, σ.

34



Κεϕάλαιο 5. Γκαουσιανές ∆ιαδικασίες 5.2. Μη-γϱαµµική παλινδϱόµηση µε Γκαουσιανές διαδικασίες

∆ιάγϱαµµα 5.1: Τυχαία δείγµατα από µία Γκαουσιανή ∆ιαδικασία µε τετϱαγωνική εκϑετική συνάϱτηση
διασποϱάς, για διάϕοϱες τιµές των παϱαµέτϱων l, σ. Παϱατηϱούµε ότι µικϱότεϱες τιµές της παϱαµέτϱου l
οδηγούν σε λιγότεϱο οµαλές συναϱτήσεις, ενώ µικϱότεϱες τιµές της παϱαµέτϱου σ ωϑούν την συνάϱτηση
πϱος το µέσο. (ϐλ. Παϱάϱτηµα 4)

5.2 Μη-γϱαµµική παλινδϱόµηση µε Γκαουσιανές διαδικασίες

΄Ενα σύνηθες πϱόϐληµα που εµφανίζεται σε εφαρµογές µοντελοποίησης δεδοµένων, είναι ο προσδιορισ-
µός µιας συνάϱτησης f(x), δεδοµένων τιµών y, της µεταβλητής απόκρισης για διάφορες τιµές των επεξ-
ηγηµατικών τιµών x. Φυσικά, οι παρατηρήσεις αυτές ενδέχεται να συνοδεύονται από κάποιον ϑόϱυϐο
(σϕάλµα). Μια απλή προσέγγιση στο πϱόϐληµα αυτό δίνει η προσαρµογή µιας συνάϱτησης από κάποια
προεπιλεγµένη κλάση συναϱτήσεων (π.χ, γραµµικές ή πολυωνυµικές) µε τη µέϑοδο ελαχιστοποίησης του µέ-
σου τετραγωνικού σφάλµατος µεταξύ των προβλεπόµενων τιµών του εκάστοτε µοντέλου και των πραγµατικών,
παρατηρούµενων τιµών. Για παϱάδειγµα, στο ∆ιάγραµµα 5.2 παρουσιάζονται τέσσεϱις διαφορετικές καµ-
πύλες που προσαρµόζουµε σε ένα σύνολο δεδοµένων προερχόµενων από µία “κϱυϕή” διαδικασία. Εδώ, τα
εν λόγω δεδοµένα είναι σηµεία της y = 2 sin(x) + 0.2x+N (0, 0.3).
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Κεϕάλαιο 5. Γκαουσιανές ∆ιαδικασίες 5.2. Μη-γϱαµµική παλινδϱόµηση µε Γκαουσιανές διαδικασίες

∆ιάγϱαµµα 5.2: Τέσσεϱις ενδεικτικές προσαρµοσµένες συναρτήσεις για ένα σύνολο παρατηρούµενων δε-
δοµένων (µαύϱοι σταυροί).

Το πϱόϐληµα της απλής αυτής προσέγγισης έγκειται πρώτον, στην επιλογή της κατάλληλης κλάσης συναϱτή-
σεων για τα δεδοµένα µε τα οποία εργαζόµαστε, ωστέ να αποφύγουµε το πϱόϐληµα της υπερπροσαρµογής
αλλά και να περιγράψουµε επαϱκώς την έµφυτη µεταβλητότητα των δεδοµένων. Εµφανίζεται δηλαδή το
σύνηθες πϱόϐληµα του Bias-Variance Tradeoff. Ωστόσο, ακόµα και αν επιχειρήσουµε να ξεπεράσουµε το
πϱόϐληµα αυτό, επιστρατεύοντας για παϱάδειγµα τεχνικές cross-validation για να επιλέξουµε την κλάση
µοντέλων µε την ϐέλτιστη ικανότητα γενίκευσης, υπάρχει ένα ακόµα πϱόϐληµα εγγενές της µεθόδου αυτής:
επιστϱέϕει µία και µόνο εκτίµηση, χωϱίς να αναπαριστά την αϐεϐαιότητα του τελικού µοντέλου. Αν χρησι-
µοποιήσουµε το τελικό µοντέλο για προβλέψεις, αναµένουµε κακή επίδοση χωϱίς κάποιο µέτϱο που να
ποσοτικοποιεί την “πίστη” µας στις προβλέψεις αυτές.

Ξεπεϱνάµε και τα δύο αυτά προβλήµατα υιοθετώντας µια ΜπεϋϹιανή προσέγγιση. Κατά τα γνωστά, αναθέ-
τουµε µία πϱότεϱη κατανοµή στην Ϲητούµενη συνάϱτηση f , έστω p(f) και έχουµε για την ύστεϱη κατανοµή,

p(f |x,y) = p(y|f,x)p(f |x)
p(y|x)

.

΄Οσον αϕοϱά το πϱόϐληµα της επιλογής κατάλληλης κλάσης συναϱτήσεων, στρεφόµαστε στις Γκαουσιανές
∆ιαδικασίες.

΄Εστω λοιπόν ένα σύνολο N παϱατηϱήσεων {yi}i=1,...,N που αντιστοιχούν σε ένα σύνολο D−διάστατων
{xi}i=1,...,N . Συµβολίζουµε τις τιµές των επεξηγηµατικών µεταβλητών µε το N × D πίνακα X, ενώ τις
παρατηρήσεις της µεταβλητής απόκρισης µε το N×1 διάνυσµα y. Στόχος µας, είναι να προσδιορίσουµε την
ύστεϱη κατανοµή p(f |X,y), χρησιµοποιώντας για τις τιµές της f µια πϱότεϱη Γκαουσιανής ∆ιαδικασίας
(GP). ∆ηλαδή, σύµφωνα µε την 5.1.1,

p(f |X) = N (m(X), k(X,X)). (5.2.1)

Η υπόϑεση που ϑα κάνουµε στη συνέχεια της εϱγασίας ϑα είναι ότι τα δεδοµένα έχουν πϱοσϑετικό, κανονικά
κατανεµηµένο ϑόϱυϐο, δηλαδή

y = f(x) + ε (5.2.2)
ε ∼ N (0, σ2

ε). (5.2.3)

Μποϱούµε λοιπόν να γϱάψουµε την συνάϱτηση πιϑανοϕάνειας ως

p(y|f , X) =

N∏
i=1

N (yi : fi, σ
2
ε) = N (y;f , σ2

εIN ).
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ΣυνδυάϹοντας µε την 5.2.1 παίϱνουµε1[
f
y

]
∼ N

([
m(X)
m(X)

]
,

[
K K
K K + σ2

ϵ IN

])
,

ενώ για την ύστεϱη σ.π.π της f ϑα ισχύει2

p(f | y, X) = N
(
m(X) +K

[
K + σ2

ϵ IN
]−1

(y −m(X)), K −K
[
K + σ2

ϵ IN
]−1

K
)
. (5.2.4)

Λόγω του οϱισµού της Γκαουσιανής ∆ιαδικασίας, για ένα νέο σύνολο παϱατηϱούµενων τιµών X∗, η από
κοινού σ.π.π των πϱοϐλέψεων f∗ µε τις y είναι επίσης κανονική:[

f∗

y

]
∼ N

([
m(X∗)
m(X)

]
,

[
K(X∗, X∗) K(X∗, X)
K(X,X∗) K + σ2

ϵ IN

])
.

Εύκολα λοιπόν λαµϐάνουµε την έκϕϱαση για την πϱοϐλεπτική κατανοµή της GP, κάνοντας χϱήση της ίδιας
ιδιότητας που χϱησιµοποιήσαµε στην 5.2.4:

p(f∗|X∗, X,y) = N (m∗, s∗), (5.2.5)

όπου για τη µέση τιµή και τον πίνακα διασποϱών-συνδιασποϱών ισχύει

m∗ = m(X∗) + k(X∗, X)
[
K(X,X) + σ2

εIN
]
(y −m(X))

s∗ = k(X∗, X∗)−K(X∗, X)
[
K(X,X) + σ2

εIN
]−1

K(X,X∗).

Επανεϱχόµαστε στο σύνολο δεδοµένων του ∆ιάγϱαµµατος 5.2 και αυτή τη ϕοϱά τα µοντελοποιούµε µε χϱήση
της GP. Αν ϑεωϱήσουµε ότι οι παϱατηϱήσεις µας είναι ακϱιϐείς, χωϱίς ϑόϱυϐο, µποϱούµε να µηδενίσουµε
τον όϱο σ2

ε στις παϱαπάνω εκϕϱάσεις. Στο ∆ιάγϱαµµα 5.3 παϱουσιάϹονται τα αποτελέσµατα των υπολογισµών
που πεϱιγϱάψαµε, για αυτό το σύνολο δεδοµένων. Παϱατηϱούµε ότι όλες οι τυχαίες συναϱτήσεις-δείγµατα
από την ύστεϱη κατανοµή διέϱχονται από τα σηµεία εκπαίδευσης, όπως ϕυσικά και η ύστεϱη µέση τιµή της.

∆ιάγϱαµµα 5.3: Αϱιστεϱά: ∆είγµατα από την GP πϱότεϱη κατανοµή, µε µέση τιµή τη µηδενική συνάϱτηση
και τετϱαγωνική εκϑετική συνάϱτηση διασποϱάς µε υπεϱπαϱαµέτϱους l = 1, σ = 1. ∆εξιά: δείγµατα από
την εκ των υστέϱων κατανοµή.

Φυσικά, στην πλειονότητα των περιπτώσεων οι παρατηρήσεις συνοδεύονται από ένα σϕάλµα (υποθέτουµε
προσθετικό, κανονικά κατανεµηµένο ϑόϱυϐο). Σε αυτήν την πεϱίπτωση, η ύστεϱη µέση τιµή της f δεν
διέρχεται ακϱιϐώς από τα σηµεία, όπως στο ∆ιάγραµµα 5.3. Η αντίστοιχη ύστεϱη παρουσιάζεται στο ∆ιά-
γραµµα 5.4.

1Εδώ χϱησιµοποιήσαµε την ιδιότητα σύµϕωνα µε την οποία η από κοινού σ.π.π των X,Y είναι κανονική αν και µόνο αν η αX+βY
είναι κανονικά κατανεµηµένη για κάϑε α, β ∈ R. H υπόϑεση αυτή ισχύει εδώ λόγω της κανονικότητας του ϑοϱύϐου.

2Εδώ χϱησιµοποιούµε την ιδιότητα που αϕοϱά στην δεσµευµένη κατανοµή x1|x2 = α όταν
[
x1

x2

]
∼ N , η οποία είναι επίσης

κανονική µε µέση τιµή µ = µ1 +Σ12Σ
−1
22 (α− µ2) και Σ = Σ11 − Σ12Σ

−1
22 Σ21.
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∆ιάγϱαµµα 5.4: ∆είγµατα από την εκ των υστέϱων κατανοµή, µε γκϱι χϱώµα. Η µέση τιµή της ύστεϱης της
f σε κάϑε σηµείο εµϕανίϹεται µε ϱόϹ χϱώµα, ενώ το γϱαµµοσκιασµένο χωϱίο αντικατοπτϱίϹει την συλλογή
των κατά σηµείο 95% διαστηµάτων εµπιστοσύνης.

5.3 Ταξινόµηση µε Γκαουσιανές διαδικασίες

Στη προηγούµενη ενότητα ασχοληθήκαµε µε προβλήµατα παλινδρόµησης, όπου οι στόχοι είναι πραγµατικές
τιµές. Μια άλλη σηµαντική κατηγορία προβληµάτων είναι τα προβλήµατα ταξινόµησης, όπου επιθυµούµε
να αναθέσουµε ένα µοτίϐο εισόδου x σε µία από τις C κλάσεις, C1, . . . , CC . Παραδείγµατα πρακτικών
προβληµάτων ταξινόµησης είναι η αναγνώριση χειρόγραφων ψηφίων και η ταξινόµηση αντικειµένων σε ασ-
τρονοµικές έρευνες. Αυτά τα παραδείγµατα δείχνουν ότι τα προβλήµατα ταξινόµησης µποϱούν να είναι είτε
δυαδικά (µε δύο κλάσεις) είτε πολυκλασικά (µε περισσότερες από δύο κλάσεις).

Ας ανακαλέσουµε τη µέϑοδο της λογιστικής παλινδρόµησης για το πϱόϐληµα της δυαδικής ταξινόµησης.
∆εδοµένου ενός συνόλου δεδοµένων x και των ετικετών τους y = +1, y = −1 η συνάϱτηση πιθανοφάνειας
είναι

p(y = ±1|x,w) = σ(xTw),

όπου σ µια σιγµοειδής συνάϱτηση3 και w το διάνυσµα των ϐαϱών, το οποίο ϑέλουµε και να πϱοσδιοϱίσουµε.
Στη λογιστική παλινδϱόµηση, η συνάϱτηση σύνδεσης είναι η λογιστική συνάϱτηση,

σ(z) =
1

1 + e−z
.

Επειδή οι πιϑανότητες των δύο κλάσεων πϱέπει να αϑϱοίϹουν στη µονάδα, έχουµε

p(y = −1|x,w) = 1− p(y = +1|x,w).

΄Αϱα για το σηµείο (xi, yi), η αντίστοιχη πιϑανότητα δίνεται από την σ(xTi W ), αν ανήκει στην κλάση yi = +1
και 1−σ(xTi W ), αν ανήκει στην κλάση yi = −1. Η λογιστική συνάϱτηση είναι συµµετϱική, µε αποτέλεσµα
σ(−z) = 1− σ(z), εποµένως µποϱούµε να γϱάψουµε

p(yi|xi,w) = σ(yi, fi),

όπου fi = f(xi) = xTi w. Για το διάνυσµα των ϐαϱών, όπως στην πεϱίπτωση της ΜπεϋϹιανής γραµµικής
παλινδρόµησης, ϑεωρούµε µία κανονική πϱότεϱη κατανοµή w ∼ N (0,Σp).

Για την δυαδική ταξινόµηση, η ϐασική ιδέα πίσω από την πρόβλεψη µε Γκαουσιανές ∆ιαδικασίες (GPs) είναι
3Μια συνάϱτηση σ : R → [0, 1] καλείται σιγµοειδής αν είναι αύξουσα και πϱοσοµοιάϹει το ∆ιάγϱαµµα του γϱάµµατος S.
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απλή: τοποθετούµε µια GP πϱότεϱη πάνω στη λανθάνουσα συνάϱτηση f(x) και στη συνέχεια τη "συµπιέ-
Ϲουµε" µέσω της λογιστικής συνάϱτησης για να αποκτήσουµε µια πϱότεϱη κατανοµή στην πιθανότητα κλάσης
π(x) = p(y = +1|x) = σ(f(x)). Η π είναι µια ντετερµινιστική συνάϱτηση του f , και επειδή το f είναι
στοχαστικό, το ίδιο ισχύει και για την π.

Η κατασκευή αυτή γενικεύει το γραµµικό λογιστικό µοντέλο και προσοµοιάζει στην µετάϐαση από γραµµική
παλινδρόµηση σε παλινδρόµηση µε GP, όπως είδαµε στην προηγούµενη ενότητα. Συγκεκριµένα, αντικα-
ϑιστούµε τη γραµµική συνάϱτηση f(x) του γραµµικού λογιστικού µοντέλου µε µια GP, και αντίστοιχα την
κανονική πϱότεϱη κατανοµή πάνω στα ϐάϱη µε µια GP πϱότεϱη κατανοµή.

∆εν παϱατηϱούµε τις τιµές της f απευθείας, αλλά ενδιαφερόµαστε µόνο για την π, ιδιαίτερα για τις τιµές
π(x∗) για νέα σηµεία x∗.

΄Οσον αϕοϱά την συµπερασµατολογία, αρχικά υπολογίζουµε την κατανοµή της f∗ για τα νέα σηµεία

p(f∗|X,y,x∗) =

∫
p(f∗|X,x∗, f)p(f |X,y)df,

όπου p(f |X,y) = p(y|f)p(f |X)
p(y|X) είναι η ύστεϱη κατανοµή των λανϑανουσών µεταϐλητών, και στη συνέχεια

χϱησιµοποιούµε αυτή την κατανοµή για να παϱάγουµε την συνάϱτηση πϱόϐλεψης

π∗ = p(y∗ = +1|X, y, x∗) =
∫
σ(f∗)p(f∗|x, y, x∗)df∗.

Στην πεϱίπτωση της παλινδϱόµησης (µε κανονική συνάϱτηση πιϑανότητας) ο υπολογισµός των πϱοϐλέψεων
ήταν απλός καϑώς τα σχετικά ολοκληϱώµατα ήταν κανονικά και µποϱούσαν να υπολογιστούν αναλυτικά.
Στην ταξινόµηση η µη κανονική συνάϱτηση πιϑανότητας καϑιστά το ολοκλήϱωµα αναλυτικά δυσεπίλυτο.
΄Ετσι, πϱέπει να χϱησιµοποιήσουµε είτε αναλυτικές πϱοσεγγίσεις των ολοκληϱώσεων είτε λύσεις ϐασισµένες
σε δειγµατοληψία Monte Carlo. Η συνηϑέστεϱες αναλυτικές πϱοσεγγίσεις είναι η Laplace (Williams and
Barber 1998) και η µέϑοδος Expectation Propagation (Minka 2001). Εντούτοις η αναλυτική παϱουσίαση
των δύο αυτών µεϑόδων ξεϕεύγει από τους σκοπούς της παϱούσας εϱγασίας.

5.4 Επιλογή µοντέλου και ϱύϑµιση υπεϱπαϱαµέτϱων

Μία Γκαουσιανή ∆ιαδικασία πϱοσδιοϱίϹεται πλήϱως από την συνάϱτηση συνδιασποϱάς k(xi, xj) και την µέση
τιµή της m, µε την τελευταία να επιλέγεται συνήϑως ως η µηδενική. ΄Οπως αναϕέϱϑηκε στην εισαγωγική
ενότητα, µια συνήϑης επιλογή για την πϱώτη είναι η τετϱαγωνική εκϑετική συνάϱτηση,

k(xi, xj) = σ2exp

(
−|xi − xj |2

l2

)
,

µε υπεϱπαϱαµέτϱους σ, l. Ωστόσο, υπάϱχει πλήϑος επιλογών για την συνάϱτηση συνδιασποϱάς. ΄Οσον
αϕοϱά την επιλογή της κατάλληλης, αυτή ϑα πϱέπει να συµϐαδίϹει µε την πϱότεϱη γνώση σχετικά µε την
συνάϱτηση που ϑέλουµε να εκτιµήσουµε. Για παϱάδειγµα, αν τα δεδοµένα µας εµϕανίϹουν πεϱιοδική
συµπεϱιϕοϱά, είναι λογικό η συνάϱτηση συνδιασποϱάς να είναι επίσης πεϱιοδική. ΣυνηϑίϹεται η δοκιµή
διάϕοϱων συναϱτήσεων πυϱήνα και ο πϱοσδιοϱισµός της ϐέλτιστης για το πϱόϐληµα, µε τη µέϑοδο Cross
Validation. Οϱισµένες συνήϑεις επιλογές για την συνάϱτηση συνδιασποϱάς πεϱιλαµϐάνουν:

1. Τετϱαγωνική εκϑετική συνάϱτηση (RBF):

k(xi, xj) = σ2 exp

(
− (xi − xj)

2

l2

)
2. Συνάϱτηση Matérn :

k(xi, xj) = σ2 2
1−ν

Γ(ν)

(√
2ν|xi − xj |

l

)ν
Kν

(√
2ν|xi − xj |

l

)

3. Πεϱιοδικός Πυϱήνας:

k(xi, xj) = σ2 exp

−
2 sin2

(
π|xi−xj |

p

)
l2


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4. Εκϑετικός Πυϱήνας:

k(xi, xj) = σ2 exp

(
−|xi − xj |

l2

)
5. Ρητά Τετϱαγωνικός Πυϱήνας (RQ):

k(xi, xj) = σ2

(
1 +

∥x− x′∥2

2αℓ2

)−α

Η διαδικασία επιλογής της καθώς και ο προσδιορισµός των ϐέλτιστων υπερπαραµέτρων καλείται επιλογή
µοντέλου (model selection) και είναι καθοριστική για την αποϕυγή υπερπροσαρµογής ή υποπροσαρ-
µογής του τελικού µοντέλου στα δεδοµένα. Αυτό καθίσταται ϕανερό στο ∆ιάγραµµα 5.5. Στην πϱώτη
πεϱίπτωση (l = 10, σ2 = 0.5), το µοντέλο είναι πολύ απλό για να περιγράψει τη µεταβλητότητα των δε-
δοµένων. Ως αποτέλεσµα έχουµε το ϕαινόµενο της υποπροσαρµογής (underfitting). Αντίθετα, στην δεύτεϱη
πεϱίπτωση (l = 0.1, σ2 = 0.01), συναντάµε το ϕαινόµενο της υπερπροσαρµογής. Το µοντέλο ουσιαστικά
“αποµνηµονεύει” τα δεδοµένα, µε αποτέλεσµα να έχει χαµηλή προβλεπτική ικανότητα στην πεϱίπτωση νέων
δεδοµένων. Μια ϐελτιωµένη κατάσταση παρουσιάζεται στο τϱίτο σχήµα (l = 1, σ2 = 0.3) όπου επικϱατεί
ισορροπία µεταξύ της προσαρµογής στα υπάρχοντα δεδοµένα και της γενίκευσης σε νέα.

∆ιάγϱαµµα 5.5: Σύγκριση διαφορετικών µοντέλων παλινδρόµησης µε Γκαουσιανές ∆ιαδικασίες, µε διαφορε-
τικές επιλογές υπερπαραµέτρων.

Αϕότου επιλεγεί η κατάλληλη συνάϱτηση πυϱήνα, σειϱά έχει η ϱύϑµιση των παϱαµέτϱων της. Θα επικεντρ-
ωθούµε στην επιλογή µοντέλου µέσω της µεγιστοποίησης της περιθώριας πιθανοφάνειας. Αν συµβολίσουµε
µε θ το διάνυσµα των υπερπαραµέτρων της συνάϱτησης συνδιασποράς της Γκαουσιανής ∆ιαδικασίας, έχουµε
από το Θεώϱηµα Ολικής Πιθανότητας,

p(y|θ, X) =

∫
p(y|f , X)p(f |θ, X)df .

΄Οµως από την 5.2.2 είναι ϕανεϱό ότι

y|θ, X ∼ N (0,Kθ + σ2
εI),

εποµένως, κατά τα γνωστά,

log p(y|θ, X) = −1

2
yT (Kθ + σ2

εI)
−1y − 1

2
log |Kθ + σ2

εI| −
N

2
log(2π). (5.4.1)

Ο πρώτος όϱος της 5.4.1 µποϱεί να ερµηνευτεί ως όϱος προσαρµογής στα δεδοµένα, ενώ ο δεύτερος όϱος
ερµηνεύεται ως η “ποινή” που αντιστοιχεί στην αύξηση της πολυπλοκότητας του µοντέλου (Bias-Variance
Tradeoff). Στην πεϱίπτωση της τετραγωνικής εκθετικής συνάϱτησης συνδιασποράς, λόγου χάϱη, ο όϱος
προσαρµογής στα δεδοµένα µειώνεται µε την αύξηση της υπερπαραµέτρου l, ενώ ο όϱος πολυπλοκότη-
τας αυξάνεται (Rasmussen and Williams 2006). Για τη µεγιστοποίηση της παραπάνω ποσότητας, είναι
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απαραίτητος ο υπολογισµός των µεϱικών παϱαγώγων της ως πϱος τις υπερπαραµέτρους4:

∂

∂θj
log p(y|X,θ) = 1

2
yTKθ

∂Kθ

∂θj
K−1y − 1

2
tr

(
K−1 ∂Kθ

∂θj

)
=

1

2
tr

(
(aaT −K−1)

∂Kθ

∂θj

)
,

όπου a = K−1y. Η µέϑοδος αυτή οδηγεί σε µία σηµειακή εκτίµηση των ϐέλτιστων υπερπαραµέτρων ενώ η
διαδικασία αυτή καλείται και εκπαίδευση της Γκαουσιανής ∆ιαδικασίας.

4Χϱησιµοποιούµε τις εξής ιδιότητες:
1. ∂

∂θ
K−1 = −K−1 ∂K

∂θ
K−1

2. ∂
∂θ

log |K| = tr
(
K−1 ∂K

∂θ

)
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Κεϕάλαιο 6

Εϕαϱµογή: Σύνολο ∆εδοµένων Old
Faithful

Καϑ’ όλη την έκταση της παϱούσας εργασίας, εφαρµόσαµε τις µη-παϱαµετϱικές µεθόδους που παϱουσιάστη-
καν κυϱίως σε συνϑετικά-πϱοσοµοιωµένα δεδοµένα. Παϱόλο που οι τετριµµένες αυτές εφαρµογές αϱκούν
για την απλή κατανόηση των µεϑόδων, για να αναδείξουµε πλήϱως την αξία τους ϑα πϱοϐούµε στην
υλοποίηση των µεϑόδων πάνω σε πραγµατικά δεδοµένα. Συγκεκριµένα, ϑα εργαστούµε αρχικά µε το
σύνολο δεδοµένων Old Faithful (National Park Service 1935), το οποίο περιέχει πληροφορίες σχετικά µε
τους χρόνους αναµονής και τη διάϱκεια των εκρήξεων του διάσηµου γκέιϹεϱ Old Faithful στο Εϑνικό Πάϱκο
Yellowstone. Το σύνολο δεδοµένων αποτελείται από 272 παρατηρήσεις και περιλαµβάνει δύο µεταβλητές:

1. waiting: Χϱόνος αναµονής (σε λεπτά) µέχϱι την επόµενη έκϱηξη του γκέιϹεϱ.

2. eruptions: ∆ιάϱκεια της έκϱηξης (σε λεπτά).

Αυτό το σύνολο δεδοµένων χρησιµοποιείται ευρέως στην ανάλυση δεδοµένων και αποτελεί ένα ιδανικό
παϱάδειγµα για να καταδείξουµε πώς οι µη-παϱαµετϱικές µέϑοδοι µποϱούν να εφαρµοστούν σε πραγ-
µατικά δεδοµένα για την κατανόηση της κατανοµής και της δοµής των παρατηρούµενων ϕαινοµένων. Θα
εστιάσουµε κυϱίως στους χρόνους αναµονής, µε στόχο να εκτιµήσουµε την κατανοµή τους και να εξετάσουµε
αν υπάρχουν διαφορετικές συστάδες που να περιγράφουν τη συµπεριφορά του γκέιϹεϱ.

6.1 Ανάλυση δεδοµένων

Πϱοτού πϱοϐούµε στη µοντελοποίηση των εν λόγω δεδοµένων µε χϱήση της ∆ιαδικασίας Dirichlet, ϑα κά-
νουµε µια αρχική περιγραφική ανάλυση για να ανακαλύψουµε την δοµή τους. Τα περιγραφικά στοιχεία
παρατίθενται στον Πίνακα 6.1.

Μέτϱο eruptions (λεπτά) waiting (λεπτά)

Min 1.600 43.0
1ο τετ/ϱιο 2.163 58.0
∆ιάµεσος 4.000 76.0
Μέσος 3.488 70.9
3ο τετ/ϱιο 4.454 82.0
Max 5.100 96.0

Πίνακας 6.1: Πεϱιγϱαϕικά στατιστικά του συνόλου δεδοµένων Old Faithful

Η διάϱκεια των εκρήξεων κυµαίνεται µεταξύ 1.6 και 5.1 λεπτών, µε µεση τιµή τα 3.49 λεπτά ενώ ο χϱόνος
αναµονής µεταξύ δύο διαδοχικών εκρήξεων κυµαίνεται µεταξύ 43 και 96 λεπτών µε τη µέση τιµή να είναι
70.9 λεπτά.

Στο ∆ιάγραµµα 6.1 απεικονίζονται τα Ϲεύγη σηµείων (waiting, eruption) σε ένα καρτεσιανό σύστηµα συν-
τεταγµένων, και καθίσταται ήδη ϕανερό ότι υπάρχουν δύο οµάδες στα δεδοµένα: εκρήξεις µε διάϱκεια
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∆ιάγϱαµµα 6.1: Αϱιστεϱά: ∆ιάγϱαµµα διασποϱάς των δεδοµένων Old Faithful. ∆εξιά: Ιστόγϱαµµα των
τυποποιηµένων χϱόνων αναµονής µεταξύ διαδοχικών εκϱήξεων. Η γκϱι καµπύλη αντιστοιχεί στην KDE
(Kernel Density Estimator) εκτίµηση της πυκνότητας.

µικϱότεϱη από 3 λεπτά και εκρήξεις µε διάϱκεια µεγαλύτεϱη από 3 λεπτά. Μάλιστα, παρατηρώντας το ιστό-
γραµµα των τυποποιηµένων χϱόνων αναµονής στο ίδιο ∆ιάγραµµα, ϕαίνεται λογική η υπόθεση ότι αυτοί
προέρχονται από µία µίξη δύο κανονικών κατανοµών.

6.2 Μοντελοποίηση του χϱόνου αναµονής

Στην συνέχεια του παρόντος κεφαλαίου ϑα χρησιµοποιήσουµε το πακέτο dirichletprocess (Merritt et al.
2022) της R για την προσαρµογή ενός Μοντέλου Μίξης ∆ιαδικασίας Dirichlet στα δεδοµένα Old Faithful.

΄Εστω {yi}i=1,...,272 το σύνολο των παρατηρούµενων χϱόνων αναµονής. Θα µοντελοποιήσουµε τις παρατηρή-
σεις αυτές µε το εξής DPMM:

yi ∼ F (6.2.1)

F =

n∑
i=1

πiN (yi|θi),θi = (µi, σ
2
i ) (6.2.2)

θi ∼ G (6.2.3)
G ∼ DP (α,G0), (6.2.4)

όπου ως µέτϱο ϐάσης G0 ϑα χϱησιµοποιηϑεί η συϹυγής κατανοµή για την Κανονική, γνωστή ως Κανονική-
Γάµµα:

G0(θ|γ) = N
(
µ|µ0,

σ2

k0

)
Inv-Gamma(σ2|α0, β0),

µε τις προκαθορισµένες υπερπαραµέτρους του πακέτου, γ = (µ0, k0, α0, β0) = (0, 1, 1, 1), οι οποίες έχουν
ως αποτέλεσµα µια µή-πληϱοϕοϱιακή πϱότεϱη, αϕού πϱώτα γίνει τυποποίηση των δεδοµένων.

Η τελική προσαρµογή του µοντέλου παρουσιάζεται στο ∆ιάγραµµα 6.2, µε τον ύστερο µέσο (δηλαδή, το
µοντέλο µίξης της 6.2.2 όπου οι παϱάµετϱοι µi, σ2

i έχουν αντικατασταθεί µε την µέση τιµή της αντίσ-
τοιχης ύστεϱης κατανοµής) και το αντίστοιχο 95% διάστηµα πιθανότητας. Εξερευνώντας το αντικείµενο dp
που δηµιουϱγήϑηκε, µποϱούµε να ελέγξουµε την ύστεϱη µέση τιµή των παϱαµέτϱων των συστάδων που
ανακαλύϕϑηκαν από το µοντέλο, καθώς και τις αντίστοιχες παϱαµέτϱους µίξης. Οι τιµές αυτές παρουσιά-
Ϲονται στον Πίνακα 6.2.

πi Μέσος (µ) Τυπική Απόκλιση (σ)

0.63 0.78 0.46
0.37 -1.14 0.45

Πίνακας 6.2: Εκ των υστέϱων µέσοι των παϱαµέτϱων των δύο συστάδων.

΄Οσον αϕοϱά την υπεϱπαϱάµετϱο συγκέντϱωσης α της ∆ιαδικασίας Dirichlet, υπενϑυµίϹουµε ότι αυτή ελέγχει
το πόσο πιϑανό είναι νέα σηµεία να σχηµατίσουν νέες συστάδες αντί να τοποϑετηϑούν στις ήδη υπάϱχουσες.
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∆ιάγϱαµµα 6.2: Εκτίµηση πυκνότητας πιϑανότητας του συνόλου δεδοµένων. Με κόκκινο χϱώµα σχεδιάϹεται
ο ύστεϱος µέσος του DPMM καϑώς και το 95% διάστηµα πιϑανότητας.

Το πακέτο dirichletprocess αναϑέτει στην α πϱότεϱη Γάµµα κατανοµή ενώ δείγµατα από την ύστεϱη της
κατανοµή λαµϐάνονται σε κάϑε επανάληψη µε τϱόπο που σκιαγϱαϕείται εκτενέστεϱα στις οδηγίες του
πακέτου (West 1992). Εδώ χϱησιµοποιήσαµε για την παϱάµετϱο α πϱότεϱη Gamma(1, 6). Ακόµα, δίνεται
η δυνατότητα για τύπωση διαγνωστικών διαγϱαµµάτων, όπως τα διαγϱάµµατα πϱοσοµοιωµένων τιµών των
παϱαµέτϱων (traceplots), αλλά και για την εξέλιξη της τιµής της λογαϱιϑµοποιηµένης πιϑανοϕάνεια, τα
οποία παϱέχουν σηµαντική πληϱοϕοϱία σχετικά µε την µίξη της αλυσίδας MCMC κάϑε παϱαµέτϱου. Αυτά
παϱατίϑενται στο ∆ιάγϱαµµα 6.3. Παϱατηϱούµε ότι η µίξη των αλυσίδων είναι σχετικά ικανοποιητική,
ιδιαίτεϱα για την παϱάµετϱο α αν και το πλήϑος των συστάδων ϕαίνεται να ταλαντώνεται αϱκετά µε την
πάϱοδο των επαναλήψεων, ενδεικτικό λιγότεϱο ικανοποιητικής µίξης της αλυσίδας. Για να επιλύσουµε το
πϱόϐληµα αυτό µποϱούµε να αυξήσουµε το πλήϑος των επαναλήψεων (εδώ χϱησιµοποιήσαµε 1000). Ωστόσο
σηµειώνεται ότι παϱόλο που σε οϱισµένες επαναλήψεις “ανοίγουν” νέες συστάδες, αυτές έχουν τετϱιµµένο
πλήϑος σηµείων και ως εκ τούτου είναι στην ευχέϱεια µας να τις αγνοήσουµε.

∆ιάγϱαµµα 6.3: ∆ιαγνωστικά διαγϱάµµατα από την πϱοσαϱµογή του µοντέλου DPMM.

6.3 Συσταδοποίηση των εκϱήξεων µε DPMM

Εκτός από τη µοντελοποίηση του χρόνου αναµονής ως µία µίξη κανονικών κατανοµών, µποϱούµε να
µοντελοποιήσουµε τα Ϲεύγη των δεδοµένων ως µίξη δισδιάστατων κανονικών κατανοµών. Αν ϑεωρήσουµε
yi = (waiting, eruption), µποϱούµε να µοντελοποιήσουµε τα δεδοµένα ως

yi ∼ N (y|θi)
θi = (µi,Σi)
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∆ιάγϱαµµα 6.4: Με διαϕοϱετικά χϱώµατα συµϐολίϹονται οι δύο συστάδες που ανακαλύϕϑηκαν µέσω της
πϱοσαϱµογής του µοντέλου DPMM.

θi ∼ G

G ∼ DP (α,G0),

όπου για το µέτϱο ϐάσης G0 ισχύουν τα ίδια µε την προηγούµενη ενότητα και για την υπερπαράµετρο α
χρησιµοποιείται πϱότεϱη Γάµµα κατανοµή.

Χϱησιµοποιώντας και πάλι το πακέτο dirichletprocess, ϑα προσαρµόσουµε το παραπάνω µοντέλο µίξης.
Στόχος είναι η ανάθεση µιας ετικέτας σε κάϑε σηµείο του συνόλου δεδοµένων, που ϑα συµβολίζει σε ποια
συστάδα ανήκει. Η τελική ανάθεση σε συστάδες ϕαίνεται στο ∆ιάγραµµα 6.4, από όπου είναι ϕανερό ότι
η µέϑοδος εντόπισε τις δύο συστάδες διάϱκειας των εκρήξεων, ανάλογα µε τον χϱόνο αναµονής από την
προηγούµενη.

΄Εγιναν 2000 επαναλήψεις του αλγορίθµου, ενώ για την παϱάµετϱο α χρησιµοποιήθηκε πϱότεϱηGamma(1, 1).
Στο ∆ιάγραµµα 6.5 παρουσιάζονται τα διαγράµµατα των προσοµοιωµένων τιµών της καθώς και η ποϱεία
της λογαριθµοποιηµένης πιθανοφάνειας. Από το πϱώτο, ϕαίνεται η µίξη της αλυσίδας να µην είναι αρκετά
ικανοποιητική.

∆ιάγϱαµµα 6.5: ∆ιαγνωστικά διαγϱάµµατα από την πϱοσαϱµογή του µοντέλου DPMM.

Στην πεϱίπτωση αυτή ϕαίνεται πως το µοντέλο τείνει να υπεϱεκτιµήσει το πλήϑος των συστάδων, ανοίγοντας
νέες συστάδες µε λίγα σηµεία, παϱόλο που για την παϱάµετϱο συγκέντϱωσης α χϱησιµοποιήϑηκε πϱότεϱη
Gamma(1, 1) (µε µέσο και διασποϱά 1). Το πϱόϐληµα αυτό έχει διεϱευνηϑεί από τους Miller και Harrison,
οι οποίοι απέδειξαν την ασυνέπεια της µεϑόδου όσον αϕοϱά τον πϱοσδιοϱισµό του πλήϑους των συστάδων, αν
υπάϱχουν ακόµα και µικϱές αποκλίσεις από την πϱοτεινόµενη οικογένεια κατανοµών (εδώ, την Κανονική)
(Miller and Harrison 2014). Για αυτό, συνιστούν τα DPMM πεϱισσότεϱο ως ένα εϱγαλείο για εκτίµηση
πυκνότητας, παϱά για συσταδοποίηση.

45



Κεϕάλαιο 7. Εϕαϱµογή: Σύνολο ∆εδοµένων Air Quality

Κεϕάλαιο 7

Εϕαϱµογή: Σύνολο ∆εδοµένων Air
Quality

Το κεϕάλαιο αυτό αϕοϱά στην εϕαϱµογή των Γκαουσιανών ∆ιαδικασιών σε πϱαγµατικά δεδοµένα, και πιο
συγκεκϱιµένα στο σύνολο δεδοµένων airquality που πεϱιλαµϐάνει δεδοµένα σχετικά µε την ποιότητα του
αέϱα στη Νέα Υόϱκη, από το Μάϊο έως τον Σεπτέµϐϱιο του 1973. Το σύνολο δεδοµένων αποτελείται από
153 παϱατηϱήσεις και πεϱιλαµϐάνει τϱεις επεξηγηµατικές µεταϐλητές µεταϐλητές:

1. ozone: Μέσος όϱος του όϹοντος σε µέϱη ανά δισεκατοµµύϱιο (ppb) από τη 1 έως τις 3 το µεσηµέϱι,
στο Roosevelt Island.

2. solar.R: Ηλιακή ακτινοϐολία σε Langleys (lang) στο ϕάσµα συχνοτήτων 4000–7700 Ångström από
τις 8 το πϱωί έως τις 12 το µεσηµέϱι, στο Central Park.

3. wind: Μέση ταχύτητα ανέµου σε µίλια ανά ώϱα (mph) στις 7 και στις 10 το πϱωί, στο αεϱοδϱόµιο
LaGuardia.

4. temp: Μέγιστη ηµεϱήσια ϑεϱµοκϱασία σε ϐαϑµούς Φαϱενάιτ (F), στο αεϱοδϱόµιο La Guardia.

Σκοπός είναι η κατασκευή ενός µοντέλου GP για την πϱόϐλεψη της παϱουσίας όϹοντος στον αέϱα, σε ppb,
µε ϐάση τις µετϱήσεις των τϱιών επεξηγηµατικών µεταϐλητών solar.R,wind και temp.

7.1 Ανάλυση δεδοµένων

Αϱχικά, ϑα κάνουµε µια περιγραφική ανάλυση ώστε να ανακαλύψουµε την δοµή του συνόλου δεδοµένων
Τα περιγραφικά στοιχεία παρατίθενται στον Πίνακα 7.1.

Μέτϱο Ozone (ppb) Solar.R (lang) Wind (mph) Temp (°F)
Min 1.00 7.0 1.70 56.00
1ο τετ/ϱιο 18.00 115.8 7.40 72.00
∆ιάµεσος 31.50 205.0 9.70 79.00
Μέσος 42.13 185.9 9.96 77.88
3ο τετ/ϱιο 63.25 258.8 11.50 85.00
Max 168.00 334.0 20.70 97.00

Πίνακας 7.1: Πεϱιγϱαϕικά στατιστικά του συνόλου δεδοµένων airquality

Για να γίνει πιο εύκολα αντιληπτή η σχέση µεταξύ του όζοντος σε ppb και των τϱιών επεξηγηµατικών µεταβλ-
ητών, παρατίθενται στο ∆ιάγραµµα 7.1 τα τϱία διαγράµµατα διασποράς. Είναι ϕανερό ότι η συγκέντρωση
του όζοντος σε ppb είναι αρνητικά συσχετισµένη µε την ταχύτητα του αέϱα, ενώ αυξάνεται µε την αύξηση
της ϑεϱµοκϱασίας και της ακτινοβολίας του ήλιου.

7.2 Μη-γϱαµµική παλινδϱόµηση µε GP

Στην συνέχεια του παρόντος κεφαλαίου ϑα χρησιµοποιήσουµε το πακέτο GauPro (Zhao and Wood 2022)
της R για την προσαρµογή ενός µοντέλου Μη-Γϱαµµικής Παλινδρόµησης µε Γκαουσιανές ∆ιαδικασίες στα
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∆ιάγϱαµµα 7.1: Ανά δύο διαγϱάµµατα διασποϱάς των ποσοτήτων wind-ozone, temperature-ozone,solar.R-
ozone.

δεδοµένα Air Quality. Κατά την προεπεξεργασία του συνόλου δεδοµένων, αϕαιϱέϑηκαν οι γραµµές µε
ελλιπή δεδοµένα (ΝΑ) µε αποτέλεσµα να έχουµε τελικά 111 παρατηρήσεις. Στη συνέχεια ακολούϑησε η
τυποποίηση του συνόλου δεδοµένων και τέλος αυτό χωϱίστηκε σε train set (70%) και test set (30%).

΄Οσον αϕοϱά την διαδικασία επιλογής µοντέλου, αυτό προσαρµόστηκε µε χϱήση τϱιών διαφορετικών πυϱήνων:
του τετραγωνικού εκθετικού, του πυϱήνα Matern, και του ϱητά τετραγωνικού πυϱήνα. Για την ϐελτιστοποίηση
των υπερπαραµέτρων χρησιµοποιήθηκε πλέγµα τιµών, µε ϐάση το οποίο προσαρµόστηκε το µοντέλο µε
όλους τους συνδυασµούς και ως τελικό µοντέλο επιλέχϑηκε αυτό µε την µέγιστη τιµή της περιθώριας πι-
ϑανοφάνειας. Ο σχετικός κώδικας σε R παρατίθεται στο Παϱάϱτηµα 9.

Για την αξιολόγηση των µοντέλων, κάνουµε προβλέψεις µε ϐάση αυτά χρησιµοποιώντας ως νέα δεδοµένα τα
δεδοµένα του test set, και υπολογίζουµε τη µετϱική RMSE,

RMSE =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(yi − ŷi)2.

Τα τελικά αποτελέσµατα και η σχετική σύγκριση παρουσιάζονται στον Πίνακα 7.2.

Πυϱήνας l σ RMSE
RBF 1.2 2.0 16.69370
Matern 0.2 1.7 16.72632
RQ 1.7 0.5 16.84276

Πίνακας 7.2: Σύγκϱιση της πϱοϐλεπτικής ικανότητας στο test set µοντέλων GP µε διαϕοϱετικούς πυϱήνες
και ϐέλτιστες υπεϱπαϱαµέτϱους.

Η διαφορά των RMSE µεταξύ των διαφορετικών µοντέλων ϕαίνεται να είναι τετριµµένη. Για λόγους πληρότη-
τας, προσαρµόζουµε και ένα κλασικό µοντέλο πολλαπλής γραµµικής παλινδρόµησης και αξιολογούµε την
επίδοση του στο test set. Το RMSE που πϱοκύπτει είναι 30.47, σαϕώς µεγαλύτεϱο από αυτό του µοντέλου
GP (µε οποιονδήποτε πυϱήνα). Στο ∆ιάγραµµα 7.2 αντιπαρατίθενται οι πραγµατικές τιµές έναντι των προβ-
λέψεων του µοντέλου, για τα δεδοµένα του test set και για τις ϐέλτιστες ϱυθµίσεις των τϱιών πυϱήνων.

Η επίδοση του µοντέλου ϐελτιώνεται ελαϕϱώς αν αφαιρέσουµε από το σύνολο δεδοµένων ακϱαίες παρατηρή-
σεις οι οποίες ϑεωρούµε πως είναι αποτέλεσµα εξωτερικών παραγόντων. Επαναλαµβάνουµε την ανάλυση
χωϱίς τις τιµές αυτές και λαµβάνουµε τα αποτελέσµατα του Πίνακα 7.3. Η αντίστοιχη σύγκριση πραγµατικών
και προβλεπόµενων τιµών παρατίθεται στο ∆ιάγραµµα 7.3.

Πυϱήνας l σ RMSE
RBF 0.7 0.9 16.15591
Matern 1.7 0.5 16.14543
RQ 0.7 1.3 16.16893

Πίνακας 7.3: Σύγκϱιση της πϱοϐλεπτικής ικανότητας στο test set µοντέλων GP µε διαϕοϱετικούς πυϱήνες
και ϐέλτιστες υπεϱπαϱαµέτϱους, µετά την αϕαίϱεση των ακϱαίων τιµών.
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Κεϕάλαιο 7. Εϕαϱµογή: Σύνολο ∆εδοµένων Air Quality 7.2. Μη-γϱαµµική παλινδϱόµηση µε GP

∆ιάγϱαµµα 7.2: ∆ιαγϱάµµατα των πϱαγµατικών και πϱοϐλεπόµενων τιµών του µοντέλου καϑώς και η ευϑεία
y = x, για τις ϐέλτιστες ϱυϑµίσεις των τϱιών πυϱήνων.

∆ιάγϱαµµα 7.3: ∆ιαγϱάµµατα των πϱαγµατικών και πϱοϐλεπόµενων τιµών του µοντέλου καϑώς και η ευϑεία
y = x, για τις ϐέλτιστες ϱυϑµίσεις των τϱιών πυϱήνων µετά την αϕαίϱεση των ακϱαίων τιµών.
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Κεϕάλαιο 8. Συµπεϱάσµατα και Μελλοντικές Επεκτάσεις

Κεϕάλαιο 8

Συµπεϱάσµατα και Μελλοντικές
Επεκτάσεις

8.1 Συµπεϱάσµατα

Στην παϱούσα διπλωµατική εργασία, διερευνήσαµε τη χϱήση µη-παϱαµετϱικών ΜπεϋϹιανών µεϑόδων, µε
έµφαση στις ∆ιαδικασίες Dirichlet (DP) και τις επεκτάσεις τους, όπως οι Ιεραρχικές ∆ιαδικασίες Dirichlet
(HDP) και οι Εξαρτηµένες ∆ιαδικασίες Dirichlet (DDP). Οι ∆ιαδικασίες Dirichlet αναδείχϑηκαν ως ένα ευ-
έλικτο και ισχυϱό εργαλείο για χϱήση σε προβλήµατα συσταδοποίησης, όπου το πλήϑος των οµάδων των
δεδοµένων δεν είναι εκ των προτέρων γνωστό.

Μέσω των εφαρµογών που αναπτύχθηκαν, αποδείχϑηκε ότι οι Ιεραρχικές ∆ιαδικασίες Dirichlet είναι ικανές
να παϱέχουν ισχυϱά µοντέλα για την ανάλυση και την µοντελοποίηση ϑεµάτων σε συλλογές κειµένων,
αναδεικνύοντας την ικανότητά τους να διαχειρίζονται σύνθετες δοµές δεδοµένων και να προσαρµόζονται
στην πολυπλοκότητα των δεδοµένων.

Επιπλέον, αποδείχϑηκε η ευελιξία των Γκαουσιανών ∆ιαδικασίων όσον αϕοϱά προβλήµατα µη-γϱαµµικής
παλινδρόµησης αλλά και προβλήµατα ταξινόµησης.

8.2 Μελλοντικές επεκτάσεις

Το ερευνητικό µέλλον των µη-παϱαµετϱικών ΜπεϋϹιανών µοντέλων επιφυλάσσει πολλά υποσχόµενες κα-
τευθύνσεις για την ενσωµάτωσή τους στα ϐαθιά νευρωνικά δίκτυα (DNNs), ακόµα και για την αντικατάσ-
ταση τους. ΄Ενα τέτοιο παϱάδειγµα είναι η κατασκευή υϐϱιδικών µοντέλων που συνδυάζουν τα πλεονεκ-
τήµατα τόσο των µη-παϱαµετϱικών ΜπεϋϹιανών µεϑόδων όσο και των DNNs. Αυτά τα υϐϱιδικά µοντέλα
ϑα µποϱούσαν να αξιοποιήσουν την ευελιξία και την ερµηνευσιµότητα των µη-παϱαµετϱικών ΜπεϋϹιανών
µεϑόδων για συγκεκριµένα µέϱη του µοντέλου, ενώ ϑα εκµεταλλεύονται και τις ισχυϱές δυνατότητες ανα-
παράστασης που προσφέρουν τα DNNs για άλλες πτυχές τους. Συνδυάζοντας αυτές τις δύο προσεγγίσεις,
τέτοια υϐϱιδικά µοντέλα ϑα µποϱούσαν να αποτελέσουν ένα ισχυϱό εργαλείο για την αντιµετώπιση σύν-
ϑετων προβληµάτων που απαιτούν τόσο προσαρµοστικότητα στα δεδοµένα όσο και την αποτελεσµατική ανα-
παράσταση τους. Αυτά τα προβλήµατα µποϱούν να πηγάζουν από ένα ευϱύ ϕάσµα αντικειµένων, όπως η
επεξεργασία ϕυσικής γλώσσας, η όϱαση υπολογιστών και η ενισχυτική µηχανική µάϑηση (Moraffah 2024).
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Παϱάϱτηµα A. Κώδικας R για την εϕαϱµογή του Metropolis-Hastings σε Γϱαµµική Παλινδϱόµηση

Παϱάϱτηµα A

Κώδικας R για την εϕαϱµογή του
Metropolis-Hastings σε Γϱαµµική
Παλινδϱόµηση

Ακολουϑεί υλοποίηση σε R του αλγοϱίϑµου Metropolis-Hastings για την εκ των υστέϱων κατανοµή των
παϱαµέτϱων ενός απλού γϱαµµικού µοντέλου, όπως πεϱιγϱάϕηκε στο Παϱάδειγµα 1.4.1.

library(ggplot2)

# Generate synthetic data
set.seed(123)
n <- 100
x <- rnorm(n)
beta_true <- 2
alpha_true <- 3
sigma_true <- 1
y <- beta_true + alpha_true * x + rnorm(n, 0, sigma_true)

# Prior hyperparameters
mu_beta <- 0
sigma_beta <- 10
mu_alpha <- 0
sigma_alpha <- 10
alpha_sigma <- 2
beta_sigma <- 2
# Metropolis algorithm parameters
n_iter <- 5000
chain <- matrix(NA, n_iter, 3)
chain[1, ] <- c(0, 0, 2) # initial values for beta, alpha, and sigma

for (i in 2:n_iter) {
current <- chain[i - 1, ]

# Propose new values
proposal <- current + rnorm(3, 0, 0.1)

# Calculate log likelihood for current and proposal
ll_current <- sum(dnorm(y, current[1] + current[2] * x, current[3],
log = TRUE))
ll_proposal <- sum(dnorm(y, proposal[1] + proposal[2] * x, proposal[3],
log = TRUE))

# Calculate log prior for current and proposal
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Παϱάϱτηµα A. Κώδικας R για την εϕαϱµογή του Metropolis-Hastings σε Γϱαµµική Παλινδϱόµηση

lp_current <- sum(dnorm(current[1], mu_beta, sigma_beta,
log = TRUE),

dnorm(current[2], mu_alpha, sigma_alpha,
log = TRUE),
dgamma(current[3]^2, alpha_sigma,
beta_sigma, log = TRUE))

lp_proposal <- sum(dnorm(proposal[1], mu_beta, sigma_beta, log = TRUE),
dnorm(proposal[2], mu_alpha, sigma_alpha, log = TRUE),
dgamma(proposal[3]^2, alpha_sigma,
beta_sigma, log = TRUE))

# acceptance test
if (log(runif(1)) < (ll_proposal + lp_proposal - ll_current - lp_current))
{

chain[i, ] <- proposal
} else {

chain[i, ] <- current
}

}

# Burn-in
burn_in <- 1000
chain <- chain[-(1:burn_in), ]

chain_df <- as.data.frame(chain)
colnames(chain_df) <- c("beta", "alpha", "sigma")

# Plot for beta0
p_beta <- ggplot(chain_df, aes(x = beta)) +

geom_histogram(fill = "lightpink3", color = "black", bins = 30) +
geom_vline(aes(xintercept = mean(beta)), color = "black",
linetype = "dashed", size = 1) +
theme_minimal() +
theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96"))+
labs(title = "Posterior distribution of beta", x = "beta",
y = "Frequency")

print(p_beta)

# Plot for beta1
p_alpha <- ggplot(chain_df, aes(x = alpha)) +
geom_histogram(fill = "lightpink3", color = "black", bins = 30) +
geom_vline(aes(xintercept = mean(alpha)), color = "black",
linetype = "dashed", size = 1) +
theme_minimal() +
theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96"))+
labs(title = "Posterior distribution of alpha", x =
"alpha", y = "Frequency")

print(p_alpha)

# Plot for sigma
p_sigma <- ggplot(chain_df, aes(x = sigma)) +
geom_histogram(fill = "lightpink3", color = "black", bins = 30) +
geom_vline(aes(xintercept = mean(sigma)), color = "black",
linetype = "dashed", size = 1) +
theme_minimal() +
theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96"))+
labs(title = "Posterior distribution of sigma",
x = "sigma", y = "Frequency")

print(p_sigma)
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Παϱάϱτηµα A. Κώδικας R για την εϕαϱµογή του Metropolis-Hastings σε Γϱαµµική Παλινδϱόµηση

# Trace plots
trace_plot <- ggplot() +

geom_line(data = chain_df, aes(x = seq_len(nrow(chain_df)), y = beta,
color = "beta")) +
geom_line(data = chain_df, aes(x = seq_len(nrow(chain_df)), y = alpha,
color = "alpha")) +
geom_line(data = chain_df, aes(x = seq_len(nrow(chain_df)), y = sigma,
color = "sigma")) +
theme_minimal() +
theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96")) +
labs(title = "Trace Plots", x = "Iteration", y = "Value", color
= "Parameter")

print(trace_plot)
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Παϱάϱτηµα B. Κώδικας R για πϱοσοµοίωση σηµείων από δυσδιάστατη κανονική κατανοµή µε
γνωστή παϱάµετϱο συσχέτισης ϱ

Παϱάϱτηµα B

Κώδικας R για πϱοσοµοίωση σηµείων
από δυσδιάστατη κανονική κατανοµή
µε γνωστή παϱάµετϱο συσχέτισης ϱ

library(ggplot2)
library(MASS) # for mvrnorm
library(gridExtra)

# Set the parameters
rho <- 0.8
n_iter <- 500
mu <- c(0, 0)
Sigma <- matrix(c(1, rho, rho, 1), ncol = 2)

# Initialize the chains
set.seed(123)
initial_points <- matrix(c(2.5, 2.5, -2.5,
-2.5, -2.5, 2.5, 2.5, -2.5),
ncol = 2, byrow = TRUE)
chains <- list()

for (i in 1:4) {
theta <- initial_points[i, ]
chain <- matrix(NA, nrow = n_iter, ncol = 2)
for (iter in 1:n_iter) {

theta[1] <- rnorm(1, mean = mu[1] + rho * (theta[2] - mu[2]),
sd = sqrt(1 - rho^2))
theta[2] <- rnorm(1, mean = mu[2] + rho * (theta[1] - mu[1]),
sd = sqrt(1 - rho^2))
chain[iter, ] <- theta

}
chains[[i]] <- chain

}

# Convert to data frames
chains_df <- do.call(rbind, lapply(1:4, function(i)
data.frame(x = c(initial_points[i, 1], chains[[i]][1:10, 1]),
y = c(initial_points[i, 2], chains[[i]][1:10, 2]), chain =
factor(i), iter = 0:10)))

# Highlight the starting points
starting_points_df <-
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data.frame(x = initial_points[,1], y = initial_points[,2], chain =
factor(1:4))

# Plot the first 10 iterations
p1 <- ggplot(chains_df, aes(x = x, y = y, group = chain)) +

geom_path(colour="palevioletred") +
geom_point(data = starting_points_df, aes(x = x, y = y), size = 3,
shape = 15) +
xlim(-4, 4) + ylim(-4, 4) +
theme_minimal() +
theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96"))+

ggtitle("(a) First 10 iterations")

# Plot after 500 iterations
chains_df_full <- do.call(rbind, lapply(1:4, function(i)
data.frame(x = chains[[i]][,1],
y = chains[[i]][,2], chain = factor(i), iter = 1:n_iter)))
p2 <- ggplot(chains_df_full, aes(x = x, y = y, group = chain)) +

geom_path(alpha = 0.5,colour="palevioletred") +
xlim(-4, 4) + ylim(-4, 4) +
theme_minimal() +
theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96"))+
ggtitle("(b) After 500 iterations")

# Plot the second halves of the sequences
second_half <- chains_df_full[chains_df_full$iter > (n_iter / 2),]
p3 <- ggplot(second_half, aes(x = x, y = y)) +
geom_point(alpha = 0.5, size = 0.5,colour="palevioletred") +
xlim(-4, 4) + ylim(-4, 4) +
theme_minimal() +
theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96"))+
ggtitle("(c) Second halves of the sequences")

# Arrange the plots in a single row
grid.arrange(p1, p2, p3, ncol = 3)
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Παϱάϱτηµα C. Κώδικας R για την υλοποίηση του αλγοϱίϑµου EM

Παϱάϱτηµα C

Κώδικας R για την υλοποίηση του
αλγοϱίϑµου EM

Ακολουϑεί υλοποίηση σε R του αλγοϱίϑµου EM για την εκτίµηση των παϱαµέτϱων των δύο συστάδων από
τις οποίες πϱοέϱχονται τα δεδοµένα του ∆ιαγϱάµµατος 2.1.

library(mvtnorm)

# Number of components

K <- 2

# Initialize component probabilites uniformly

pi <- rep(1/K, K)

# Randomly initialize means from the data points

set.seed(1)

m1 <- coords[sample(nrow(coords), 1), ]
m2 <- coords[sample(nrow(coords), 1), ]

# Initialize covariance matrices as identity matrices

sigma1 <- diag(ncol(coords))
sigma2 <- diag(ncol(coords))

# Function to compute the r's

r <- function(data, params) {
K <- length(params$pi)
N <- nrow(data)
r <- matrix(0, nrow = N, ncol = K)

for (i in 1:N) {
p <- params$pi[1] * dmvnorm(data[i, ], params$m1, params$sigma1) +

params$pi[2] * dmvnorm(data[i, ], params$m2, params$sigma2)

r[i, 1] <- params$pi[1] * dmvnorm(data[i, ], params$m1,
params$sigma1) / p
r[i, 2] <- params$pi[2] * dmvnorm(data[i, ], params$m2,
params$sigma2) / p

}
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Παϱάϱτηµα C. Κώδικας R για την υλοποίηση του αλγοϱίϑµου EM

return(r)
}

# Function to update parameters

update_parameters <- function(data, r) {
N <- nrow(data)
K <- ncol(r)

# Update component probabilites

pi <- colSums(r) / N

# Update means

m1 <- colSums(r[, 1] * data) / sum(r[, 1])
m2 <- colSums(r[, 2] * data) / sum(r[, 2])

# Update covariance matrices

diff1 <- t(t(data) - m1)
diff2 <- t(t(data) - m2)
sigma1 <- t(diff1) %*% (r[, 1] * diff1) / sum(r[, 1])
sigma2 <- t(diff2) %*% (r[, 2] * diff2) / sum(r[, 2])

return(list(pi = pi, m1 = m1, m2 = m2, sigma1 = sigma1, sigma2 = sigma2))
}

# EM algorithm

em_algorithm <- function(data, K, threshold = 1e-6) {

params <- list(pi = pi, m1 = m1, m2 = m2, sigma1 = sigma1, sigma2 = sigma2)

all_iterations<-list(params)

converged <- FALSE

i<-0
while (!converged) {

old_params <- params
all_iterations<-append(all_iterations,old_params)
# E-step

r <- r(data, params)

# M-step

params <- update_parameters(data, r)

# Check for convergence

diff <- abs(unlist(params) - unlist(old_params))
if (sum(diff) < threshold) {

converged <- TRUE
}

}
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return(list(params,all_iterations))
}

# Apply EM algorithm

results<-em_algorithm(coords, K)
result<-results[[1]]
print("The final estimates for the parameters are the following ")
result
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Παϱάϱτηµα D. Κώδικας R για την πϱοσοµοίωση δεδοµένων από ένα ΗΜΜ τϱιών καταστάσεων

Παϱάϱτηµα D

Κώδικας R για την πϱοσοµοίωση
δεδοµένων από ένα ΗΜΜ τϱιών
καταστάσεων

Ακολουϑεί πϱοσοµοίωση σε R δεδοµένων από ένα HMM τϱιών καταστάσεων. Οι παϱατηϱήσεις πϱοέϱχονται
από το εξής µοντέλο:

p(xt|θt = 1) ∼ N1

p(xt|θt = 2) ∼ N2

p(xt|θt = 3) ∼ N3,

όπου

N1

Σ1 = 10

(
1 1

2
1
2 1

)
N2

Σ2 = 10

(
1 − 1

2
− 1

2 1

)
N3

Σ3 = 10

(
3 0
0 1

2

)
.

Ο πίνακας µετάϐασης της µαϱκοϐιανής αλυσίδας είναι ο

A =

0.8 0.1 0.1
0.1 0.8 0.1
0.1 0.1 0.8

 .

library(MASS) # for mvrnorm
library(ggplot2) # for plotting
library(car) # for dataEllipse

# Function to create HMM model
hmmCreate <- function(type, pi, A, emission) {

list(type = type, pi = pi, A = A, emission = emission)
}

# Function to sample from HMM
hmmSample <- function(model, T, N) {
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K <- nrow(model$A)
D <- model$emission$d
observed <- array(0, dim = c(D, T, N))
hidden <- matrix(0, nrow = T, ncol = N)
for (n in 1:N) {

hidden[1, n] <- which(rmultinom(1, 1, model$pi)
== 1)
observed[, 1, n] <- mvrnorm(1, model$emission$mu[, hidden[1, n]],
model$emission$Sigma[, , hidden[1, n]])
for (t in 2:T) {

hidden[t, n] <- which(rmultinom(1, 1, model$A[hidden[t - 1, n], ]) == 1)
observed[, t, n] <- mvrnorm(1, model$emission$mu[, hidden[t, n]],
model$emission$Sigma[, , hidden[t, n]])

}
}
list(observed = observed, hidden = hidden)

}

# Parameters
K <- 3
D <- 2
mu <- 10 * matrix(c(-1, 0, 1, 0, 0, 1), nrow = D, ncol = K)
sf <- 10
Sigma <- array(0, dim = c(2, 2, K))
Sigma[, , 1] <- sf * matrix(c(1, 1/2, 1/2, 1), nrow = 2)
Sigma[, , 2] <- sf * matrix(c(1, -1/2, -1/2, 1), nrow = 2)
Sigma[, , 3] <- sf * matrix(c(3, 0, 0, 1/2), nrow = 2)
A <- matrix(c(0.8, 0.1, 0.1, 0.1, 0.8, 0.1, 0.1, 0.1, 0.8), nrow = K,
byrow = TRUE)
pi <- c(1, 0, 0)

emission <- list(mu = mu, Sigma = Sigma, d = D)
model <- hmmCreate('gauss', pi, A, emission)

# Sample from HMM
T <- 100
sampled <- hmmSample(model, T, 1)
observed <- sampled$observed
hidden <- sampled$hidden

# Convert observed data to data frame
df <- data.frame(

x = as.vector(observed[1, , ]),
y = as.vector(observed[2, , ]),
hidden = factor(hidden)

)

# Plotting the observed data and hidden states with ellipses
ggplot(df, aes(x, y, color = hidden, shape = hidden)) +

geom_point(size = 2) +
scale_color_manual(values = c("palevioletred", "limegreen", "darkcyan")) +
scale_shape_manual(values = c(16, 17, 18)) +
theme_minimal() +
theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96"))+
ggtitle("Observed Data with Hidden States") +
theme(plot.title = element_text(hjust = 0.5)) +
labs(color = "Hidden State", shape = "Hidden State") +
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geom_path(aes(group = 1), color = "black") +
stat_ellipse(level = 0.95, linetype = 2)

# Plotting the hidden states over time
df_hidden <- data.frame(

time = 1:T,
hidden = factor(hidden)

)

ggplot(df_hidden, aes(time, hidden, color = hidden)) +
geom_point(size = 2) +
scale_color_manual(values = c("palevioletred", "limegreen", "darkcyan")) +
theme_minimal() +
theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96"))+
ggtitle("Hidden States Over Time") +
theme(plot.title = element_text(hjust = 0.5)) +
labs(color = "Hidden State")
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Παϱάϱτηµα E

Κώδικας R για την πϱοσοµοίωση
µονοπατιών της Γκαουσιανής
∆ιαδικασίας

# Load required libraries
library(ggplot2)
library(MASS)
library(reshape2)
library(gridExtra)

# Function to generate Gaussian process draws
gp_draws <- function(x, length_scale, amplitude, num_draws = 3) {

n <- length(x)
cov_matrix <- amplitude^2 *
exp(-outer(x, x, function(a, b) (a - b)^2) / length_scale^2)
draws <- mvrnorm(num_draws, mu = rep(0, n), Sigma = cov_matrix)
return(draws)

}

# Define the x values and parameters
x <- seq(-3, 3, length.out = 100)
params <- list(

list(tau = 1/2, l = 2),
list(tau = 1/4, l = 1/2),
list(tau = 1/2, l = 1/2)

)

# Generate the draws
draws <- lapply(params, function(p) {

gp_draws(x, length_scale = p$l, amplitude = p$tau)
})

# Function to convert draws to data frame for ggplot
draws_to_df <- function(draws, x) {
df <- data.frame(x = rep(x, nrow(draws)))
for (i in 1:nrow(draws)) {

df[paste0("draw_", i)] <- draws[i, ]
}
return(df)

}

# Create data frames for each parameter set
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dfs <- lapply(draws, draws_to_df, x = x)

# Plotting function
plot_gp_draws <- function(df, params) {

df_long <- melt(df, id.vars = "x", variable.name = "draw",
value.name = "mu_x")
ggplot(df_long, aes(x = x, y = mu_x, group = draw)) +
geom_line(color = "palevioletred") +
theme_minimal() +
theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96"))+
labs(x = "x", y = expression(mu(x))) +
ggtitle(bquote(tau == .(params$tau) ~ ", " ~ l == .(params$l)))

}

# Create plots
plots <- mapply(plot_gp_draws, dfs, params, SIMPLIFY = FALSE)

# Arrange plots in a grid
grid.arrange(grobs = plots, ncol = 3)
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Παϱάϱτηµα F

Υλοποίηση σε Python: Topic Modelling
µε HDP

F.1 Συλλογή και επεξεϱγασία κειµένων

import requests
from bs4 import BeautifulSoup
import time

def get_article_urls(base_url, num_pages=10):
article_urls = []
for i in range(1, num_pages + 1):

url = f"{base_url}?page={i}"
response = requests.get(url)
soup = BeautifulSoup(response.content, 'html.parser')

# Find all 'a' tags within 'media-content' divs
article_tags = soup.find_all('div', class_='media-content')

# Extract the href attribute (URL) from each 'a' tag
for tag in article_tags:

a_tag = tag.find('a')
if a_tag and 'href' in a_tag.attrs:

article_urls.append(a_tag['href'])

time.sleep(2) # To avoid overwhelming the server with requests
return article_urls

def get_article_text(url):
response = requests.get(url)
soup = BeautifulSoup(response.content, 'html.parser')

# Extract article text
paragraphs = soup.find_all('p')
article_text = ' '.join([para.get_text() for para in paragraphs])
return article_text

base_url = 'https://www.kathimerini.gr/politics'
article_urls = get_article_urls(base_url, num_pages=6)
print(f"Collected {len(article_urls)} article URLs")

documents = [get_article_text(url) for url in article_urls]
print(f"Collected {len(documents)} articles")
import gensim
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from gensim.utils import simple_preprocess
from gensim.parsing.preprocessing import STOPWORDS
from nltk.corpus import stopwords
import re
import nltk

nltk.download('stopwords')
greek_stopwords = set(stopwords.words('greek'))
# Define additional Greek stopwords
additional_stopwords = set([

"αλλα", "αν", "αντι", "απο", "αυτα", "αυτεσ", "αυτη", "αυτο", "αυτοι",
"αυτοσ", "αυτουσ", "αυτων", "εγω", "ειμαι", "ειμαστε", "εισαι", "ειστε",
"εχει", "εχουν", "εχω", "η", "θα", "ισωσ", "κατα", "με", "μετα", "μη",
"μην", "να", "ο", "οι", "οπωσ", "οτι", "παρα", "πρεπει", "πωσ", "σε",
"στη", "στην", "στο", "στον", "τα", "τη", "την", "τι", "την", "τισ",
"το", "τον", "του", "των", "υπαρχει", "ωσ", "μονο", "παντως", "χθες",
"σημερα", "μας", "οταν", "ακομη", "ακομα", "βασει", "πηγες", "πηγων",
"δηλωσε", "ακομη", "οποιον", "ηταν", "ανεφερε", "τετοιο", "καποια",
"βρεθει", "βρισκεται", "αναφερουν", "φερεται", "πληροφοριες", "καθως",
"ρεπορταζ", "δηλωσεις", "πρωι", "ωστοσο", "υπο", "κυρ", "υπαρχουν",
"προκειται", "μαλιστα", "μιασ", "ωστε", "ενοσ", "στουσ", "παντα", "στισ",
"μια", "ειπε", "μεταξυ", "στα", "αλλων", "ενα", "ωσ", "εωσ", "τους",
"οπως", "εχουμε", "στις", "ωσ", "απ", "οποια", "ετσι", "μπορει", "οποιο",
"οποιοσ", "πολυ", "πριν", "μπορει", "κατι", "ως", "μιλησε", "οποιος",
"γινει", "κανει", "μεχρι", "εκει", "ειτε", "θελει"

])

# Combine the two sets of stopwords
greek_stopwords.update(additional_stopwords)
def preprocess(text):

text = re.sub(r'\s+', ' ', text) # Replace multiple
spaces with single space
return [word for word in
simple_preprocess(text, deacc=True) if word not in greek_stopwords]

texts = [preprocess(doc) for doc in documents]

F.2 Εκπαίδευση του µοντέλου HDP

from gensim.corpora import Dictionary
from gensim.models import HdpModel
from gensim.utils import simple_preprocess
from gensim.corpora import Dictionary

dictionary = Dictionary(texts)
dictionary.filter_extremes(no_below=2,no_above=0.8) # Filter out words
that occur in less than 2 documents or more than 80% of the documents
corpus = [dictionary.doc2bow(text) for text in texts]

from gensim.models import HdpModel
from gensim.models import CoherenceModel

gamma_values = [0.1, 1, 10]
alpha_values = [0.1,5,7,10,15]

best_coherence = 0
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best_params = (0, 0, 0)
best_model = None

for gamma in gamma_values:
for alpha in alpha_values:

print(f'Training model with gamma={gamma}, alpha={alpha}')
hdp_model = HdpModel(corpus=corpus, id2word=dictionary,
T=150, gamma=gamma, alpha=alpha)
coherence_model_hdp = CoherenceModel(model=hdp_model,
texts=texts, dictionary=dictionary, coherence='c_v')
coherence_hdp = coherence_model_hdp.get_coherence()
print(f'Coherence Score: {coherence_hdp}')

if coherence_hdp > best_coherence:
best_coherence = coherence_hdp
best_params = (gamma, alpha)
best_model = hdp_model

print(f'Best Coherence Score: {best_coherence}')
print(f'Best Parameters: Gamma={best_params[0]}, Alpha={best_params[1]}')

F.3 Οπτικοποίηση των αποτελεσµάτων

from wordcloud import WordCloud
import matplotlib.pyplot as plt

topics = hdp_model.print_topics(num_topics=6)
for idx, topic in topics:

print(f"Topic #{idx}:")
for term in topic.split(' + '):

weight, word = term.split('*')
print(f" {word.strip()} ({weight.strip()})")

print("\n")

colormap = 'PuRd'

# Get topics from the HDP model
topics = hdp_model.show_topics(num_topics=6, formatted=False)

# Loop through the topics and generate word clouds
for i, (topic_id, topic) in enumerate(topics):

word_freq = dict(topic)
wordcloud = WordCloud(width=800, height=400,
background_color='white', colormap=colormap).generate_from_frequencies(word_freq)

plt.figure()
plt.imshow(wordcloud, interpolation="bilinear")
plt.axis("off")
plt.title(f'Topic {i + 1}')
plt.savefig(f'Topic_{i + 1}.png', format='png')
plt.close()
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Παϱάϱτηµα G

Κώδικας R για δείγµατα από την
Single-p και Single-Atom DDP

# Load necessary libraries
library(ggplot2)
library(gridExtra)

# Define the stick-breaking process function
stick_breaking <- function(gamma, num_atoms) {
v <- rbeta(num_atoms, 1, gamma) # Beta distributed proportions
beta <- v * c(1, cumprod(1 - v[-length(v)])) # Compute the weights
return(beta)

}

# Define the function to generate the pi distributions conditioned on beta
generate_pi <- function(alpha, beta, num_groups) {
pi_list <- list()
for (i in 1:num_groups) {

v <- rbeta(length(beta), alpha * beta, alpha * (1 - cumsum(beta)))
pi <- v * c(1, cumprod(1 - v[-length(v)]))
pi_list[[i]] <- pi

}
return(pi_list)

}

# Function to generate atom locations
generate_atoms <- function(num_atoms, num_groups) {

atom_list <- list()
for (i in 1:num_groups) {

atoms <- runif(num_atoms, 0, 10)
atom_list[[i]] <- atoms

}
return(atom_list)

}

# Set parameters
set.seed(123)
gamma <- 2
alpha <- 1
num_atoms <- 5 # Number of atoms for smoother histogram
num_groups <- 3 # Number of groups for the hierarchical process

# Generate beta
beta <- stick_breaking(gamma, num_atoms)
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# Generate different atom locations for each group
atoms_list <- generate_atoms(num_atoms, num_groups)
atoms1 <- atoms_list[[1]]
atoms2 <- atoms_list[[2]]
atoms3 <- atoms_list[[3]]

# Generate pi distributions conditioned on beta for the hierarchical DP
pi_list <- generate_pi(alpha, beta, num_groups)
pi1 <- pi_list[[1]]
pi2 <- pi_list[[2]]
pi3 <- pi_list[[3]]

# Convert to data frames for Single-p Dependent DP
data_single_p <- data.frame(

atom = c(atoms1, atoms2, atoms3),
weight = rep(beta, num_groups),

group = factor(rep(c("G1", "G2", "G3"), each = num_atoms),
levels = c("G1", "G2", "G3"))

)

# Generate shared atom locations for Hierarchical (Single Atom) DP
shared_atoms <- runif(num_atoms, 0, 10)

# Convert to data frames for Hierarchical (Single Atom) DP
data_single_atom <- data.frame(

atom = rep(shared_atoms, num_groups),
weight = c(pi1, pi2, pi3),
group = factor(rep(c("G1", "G2", "G3"),
each = num_atoms),
levels = c("G1", "G2", "G3"))

)

# Custom theme
custom_theme <- theme_minimal() +
theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96"))

# Plot for Single-p Dependent DP
plot_single_p <- ggplot(data_single_p, aes(x = atom, y = weight)) +

geom_segment(aes(xend = atom, yend = 0), color = "darkcyan") +
geom_point(color = "darkcyan") +
facet_grid(group ~ .) +
custom_theme +
labs(title = "Single-p Dependent DP", x = "Atom Location", y = "Weights")

# Plot for Hierarchical (Single Atom) DP
plot_single_atom <- ggplot(data_single_atom, aes(x = atom, y = weight)) +

geom_segment(aes(xend = atom, yend = 0), color = "palevioletred") +
geom_point(color = "palevioletred") +
facet_grid(group ~ .) +
custom_theme +
labs(title = "Hierarchical (Single Atom) DDP", x = "Atom Location",
y = "Weights")

# Align the atom locations for the Hierarchical (Single Atom) DP
plot_single_atom_aligned <- plot_single_atom +

geom_segment(data = data_single_atom,
aes(x = atom, xend =
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atom, y = 0, yend = weight),
linetype = "dotted", color = "black")

# Combine the plots
grid.arrange(plot_single_atom_aligned, plot_single_p, ncol = 2)
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Παϱάϱτηµα H

Κώδικας R για τον υπολογισµό της
ύστεϱης µέσης τιµής της f για τα
δεδοµένα του ∆ιαγϱάµµατος 5.2

# Load required libraries
library(ggplot2)
library(tidyr)
library(dplyr)
library(ggplot2)
library(kernlab)
library(MASS)
library(reshape2)

# Generate sample data points
set.seed(12)
x <- seq(-4, 4, length.out = 10)
y <- 2*sin(x)+0.2*x + rnorm(length(x), sd = 0.3) #with noise
y <- 2*sin(x)+0.2*x #without noise
data <- data.frame(x = x, y = y)

# Fit models
linear_model <- lm(y ~ x, data = data)
quadratic_model <- lm(y ~ poly(x, 2), data = data)
fourth_order_model <- lm(y ~ poly(x, 4), data = data)
fourier_model <- lm(y ~ sin(x) + cos(x), data = data)

# Generate data for fitted curves
x_fit <- seq(min(x), max(x), length.out = 100)
data_fit <- data.frame(

x = x_fit,
Linear = predict(linear_model, newdata = data.frame(x = x_fit)),
Quadratic = predict(quadratic_model, newdata = data.frame(x = x_fit)),
FourthOrder = predict(fourth_order_model, newdata = data.frame(x = x_fit)),
Fourier = predict(fourier_model, newdata = data.frame(x = x_fit))

)

data_fit_long <- data_fit %>%
pivot_longer(cols = -x, names_to = "Model", values_to = "y")

# Plotting
ggplot(data) +
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geom_point(aes(x, y), color = "black", size = 3, shape = 3) +
geom_line(data = data_fit_long, aes(x, y, color = Model), size = 0.6) +
scale_color_manual(

values = c(
"Linear" = "lightgoldenrod4",
"Quadratic" = "palevioletred",
"FourthOrder" = "darkcyan",
"Fourier" = "deepskyblue4"

)
) +
labs(
x = "input, x",
y = "output, y",
color = ""

) +
theme_minimal() +
theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96"))+
theme(

legend.position = "top",
legend.title = element_blank(),
legend.text = element_text(size = 10),
plot.margin = margin(10, 10, 10, 10)

)

# Define the squared exponential kernel function
calcSigma <- function(X1, X2, l = 1, sigma_f = 1) {

Sigma <- matrix(0, nrow = length(X1), ncol = length(X2))
for (i in 1:nrow(Sigma)) {
for (j in 1:ncol(Sigma)) {

Sigma[i, j] <- sigma_f^2 * exp(-0.5 * (abs(X1[i] - X2[j]) / l)^2)
}

}
return(Sigma)

}

# 1. Plot some sample functions from the Gaussian process
x.star <- seq(min(x) - 1, max(x) + 1, len = 200)
sigma <- calcSigma(x.star, x.star)
n.samples <- 3
values <- matrix(0, nrow = length(x.star), ncol = n.samples)
for (i in 1:n.samples) {

values[, i] <- mvrnorm(1, rep(0, length(x.star)), sigma)
}
values <- cbind(x = x.star, as.data.frame(values))
values <- melt(values, id = "x")

# Plot the result
ggplot(values, aes(x = x, y = value)) +

geom_line(aes(group = variable),colour = "palevioletred") +
theme_minimal() +
theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96"))+
scale_y_continuous(lim = c(-2.5, 2.5), name = "output, f(x)") +
xlab("input, x")

# 2. Fit the Gaussian process to the known data points
f <- data.frame(x = x, y = y)

# Calculate the covariance matrices
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x <- f$x
k.xx <- calcSigma(x, x)
k.xxs <- calcSigma(x, x.star)
k.xsx <- calcSigma(x.star, x)
k.xsxs <- calcSigma(x.star, x.star)

# Mean and covariance functions for the prediction
f.star.bar <- k.xsx %*% solve(k.xx) %*% f$y
cov.f.star <- k.xsxs - k.xsx %*% solve(k.xx) %*% k.xxs

# Generate sample functions from the GP posterior
n.samples <- 50
values <- matrix(0, nrow = length(x.star), ncol = n.samples)
for (i in 1:n.samples) {

values[, i] <- mvrnorm(1, f.star.bar, cov.f.star)
}
values <- cbind(x = x.star, as.data.frame(values))
values <- melt(values, id = "x")

# Data frame for the mean function
mean_values <- data.frame(x = x.star, y = f.star.bar)

# Plot the results including the mean function
ggplot(values, aes(x = x, y = value)) +

geom_line(aes(group = variable), colour = "rosybrown", alpha = 0.3) +
geom_line(data = mean_values, aes(x = x, y = y), colour = "palevioletred",
size = 1) +
geom_point(data = f, aes(x = x, y = y)) +
theme_minimal() +
theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96"))+
scale_y_continuous(lim = c(-3, 3), name = "output, f(x)") +
xlab("input, x")

# 3. Include noise in the observations
sigma.n <- 0.5 # Standard deviation of the noise
#sigma.n <- 0 #no noise

# Recalculate the mean and covariance functions with noise
f.bar.star <- k.xsx %*% solve(k.xx + sigma.n^2 * diag(ncol(k.xx))) %*% f$y
cov.f.star <- k.xsxs - k.xsx %*% solve(k.xx + sigma.n^2 * diag(ncol(k.xx)))
%*% k.xxs

# Generate sample functions from the GP posterior with noise
values <- matrix(0, nrow = length(x.star), ncol = n.samples)
for (i in 1:n.samples) {

values[, i] <- mvrnorm(1, f.bar.star, cov.f.star)
}
values <- cbind(x = x.star, as.data.frame(values))
values <- melt(values, id = "x")

# Data frame for the mean function with noise
mean_values_with_noise <- data.frame(x = x.star, y = f.bar.star)
# Data frame for the confidence intervals
conf_intervals <- data.frame(x = x.star,

ymin = f.bar.star - 1.96 *
sqrt(diag(cov.f.star)),

ymax = f.bar.star + 1.96 *
sqrt(diag(cov.f.star)))
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# Plot the results including the mean function and noise
ggplot() +

geom_line(data = values, aes(x = x, y = value, group = variable),
colour = "grey80") +
geom_ribbon(data = conf_intervals, aes(x = x, ymin = ymin, ymax = ymax),
fill = "rosybrown1", alpha = 0.3) +
geom_line(data = mean_values_with_noise, aes(x = x, y = y),
colour = "palevioletred", size = 0.7) +
geom_point(data = f, aes(x = x, y = y), colour = "black", size = 3,
shape = 3) +

theme_minimal() +
theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96"))+
scale_y_continuous(lim = c(-3.5, 3.5), name = "output, f(x)") +
xlab("input, x")
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Παϱάϱτηµα I

Κώδικας R για το σύνολο δεδοµένων
Old Faithful

I.1 Ανάλυση δεδοµένων

library(ggplot2)
library(dplyr)

# Load the Old Faithful dataset
data("faithful")

# Custom theme
custom_theme <- theme_minimal() +
theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96"))

# Summary of the dataset
summary(faithful)

# Scatter plot: Eruptions vs. Waiting time
ggplot(faithful, aes(x = waiting, y = eruptions)) +
geom_point(color = "palevioletred", size = 3, alpha = 0.7) +
labs(title = "Old Faithful Eruptions: Waiting Time vs. Duration",

x = "Waiting Time (minutes)",
y = "Eruption Duration (minutes)") +

custom_theme

# Histogram of Waiting Times
ggplot(faithful, aes(x = waiting)) +

geom_histogram(binwidth = 1, fill = "darkcyan", color = "white",
alpha = 0.8) +
labs(title = "Histogram of Waiting Times",

x = "Waiting Time (minutes)",
y = "Frequency") +

custom_theme

# Density plot of Waiting Times
ggplot(faithful, aes(x = waiting)) +
geom_density(fill = "palevioletred", color = "darkcyan", alpha = 0.7) +
labs(title = "Density Plot of Waiting Times",

x = "Waiting Time (minutes)",
y = "Density") +

custom_theme

# Boxplot: Waiting time distribution
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ggplot(faithful, aes(y = waiting)) +
geom_boxplot(fill = "palevioletred", color = "darkcyan", alpha = 0.7) +
labs(title = "Boxplot of Waiting Times",

y = "Waiting Time (minutes)") +
custom_theme

I.2 Μοντελοποίηση του χϱόνου αναµονής

library(dirichletprocess)
faithfulTrans <- (faithful$waiting - mean(faithful$waiting))/sd(faithful$waiting)
dp <- DirichletProcessGaussian(faithfulTrans)
dp <- Fit(dp, 1000)
data.frame(Weights=dp$weights,

mu=c(dp$clusterParameters[[1]]),
sigma=c(dp$clusterParameters[[2]]))

AlphaTraceplot(dp, gg = TRUE)
AlphaPriorPosteriorPlot(

dp,
prior_color = "palevioletred",
post_color = "gray1",
gg = TRUE

)
ClusterTraceplot(dp, gg = TRUE)
LikelihoodTraceplot(dp, gg = TRUE)

I.3 Συσταδοποίηση των εκϱήξεων µε χϱήση DPMM

faithfulTrans <- scale(faithful)
dp <- DirichletProcessMvnormal(faithfulTrans)
dp <- Fit(dp, 500)
# Custom plot function with specified colors
plot_custom_dp <- function(dp) {
cluster_labels <- dp$clusterLabels
data <- as.data.frame(dp$data)
colnames(data) <- c("Feature1", "Feature2")
data$cluster <- factor(cluster_labels)

ggplot(data, aes(x = Feature1, y = Feature2, color = cluster)) +
geom_point(size = 3, alpha = 0.8) +
scale_color_manual(values = c("palevioletred", "darkcyan", "gold",
"steelblue")) +
theme_minimal() +
labs(title = "DPMM Clustering",

x = "Waiting Times (minutes)",
y = "Eruption Duration (minutes)") +

theme(panel.background = element_rect(fill = "gray96"))
}

# Plot the result
plot_custom_dp(dp)
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Παϱάϱτηµα J

Κώδικας R για το σύνολο δεδοµένων
Air Quality

J.1 Ανάλυση δεδοµένων

library(ggplot2)
library(dplyr)
library(gridExtra)

# Load the airquality dataset
data("airquality")

# Remove NAs
airquality_clean <- na.omit(airquality)

# Summary statistics
summary(airquality_clean)

custom_theme <- theme_minimal() +
theme(

plot.title = element_text(hjust = 0.5, color = "palevioletred", size =
16, face = "bold"),
axis.title = element_text(color = "palevioletred", size = 12, face =
"bold"),
axis.text = element_text(color = "palevioletred"),
panel.grid.major = element_line(color = "palevioletred", linetype =
"dotted"),
panel.grid.minor = element_line(color = "palevioletred", linetype =
"dotted"),
strip.background = element_rect(fill = "palevioletred", color =
"palevioletred"),
strip.text = element_text(color = "white", face = "bold")

)

# Pairwise scatter plots
pairwise_plot <- ggpairs(airquality_clean,

mapping = ggplot2::aes(color = "palevioletred"),
lower = list(continuous = "smooth"),
upper = list(continuous = wrap("cor", size = 4)),
diag = list(continuous = wrap("densityDiag", color =
"palevioletred"))

) + custom_theme

# Scatter plots of Ozone vs other variables
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scatter_plots <- airquality_clean %>%
gather(key = "Predictor", value = "Value", -Ozone, -Month, -Day) %>%
ggplot(aes(x = Value, y = Ozone, color = "palevioletred")) +
geom_point(alpha = 0.6) +
facet_wrap(~ Predictor, scales = "free_x") +
geom_smooth(method = "lm", se = FALSE, color = "palevioletred") +
labs(title = "Scatter Plots: Ozone vs Other Variables", x = "Value", y =
"Ozone") +
custom_theme +
theme(legend.position = "none")

# Arrange all plots in a grid layout
grid.arrange(hist_plot, boxplot_plot, scatter_plots, nrow = 3)

J.2 Πϱοσαϱµογή µοντέλου GP

X <- airquality_clean[, c("Solar.R", "Wind", "Temp")]
Y <- airquality_clean$Ozone

# Split data into training and testing sets
set.seed(123) # For reproducibility
train_index <- createDataPartition(Y, p = 0.7, list = FALSE)
X_train <- X[train_index, ]
Y_train <- Y[train_index]
X_test <- X[-train_index, ]
Y_test <- Y[-train_index]

# Normalize the data (important for GPR)
X_train_scaled <- scale(X_train)
X_test_scaled <- scale(X_test, center = attr(X_train_scaled, "scaled:center"),
scale = attr(X_train_scaled, "scaled:scale"))

# Define grids for hyperparameters
length_scales <- seq(0.1, 2, by = 0.1)
sigma_values <- seq(0.1, 2, by = 0.1)
kernels <- c("SE", "Matern", "RQ")

# Initialize variables to store RMSE results
rmse_results <- data.frame(Kernel = character(), LengthScale = numeric(),
Sigma
= numeric(), RMSE = numeric(), stringsAsFactors = FALSE)

# Function to train and evaluate GPR model with different l and sigma
evaluate_hyperparameters <- function(kernel, length_scales, sigma_values,
X_train_scaled, Y_train, X_test_scaled, Y_test) {

best_rmse <- Inf
best_length_scale <- NULL
best_sigma <- NULL

for (length_scale in length_scales) {
for (sigma in sigma_values) {

tryCatch({
gp_model <- GauPro(X_train_scaled, Y_train, kernel = kernel,
lengthScale = length_scale, sigma = sigma, parallel = FALSE)

# Make predictions
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predictions <- predict(gp_model, X_test_scaled)

# Compute RMSE
rmse <- sqrt(mean((predictions - Y_test) ^ 2))

# Update the best parameters if the current RMSE is lower
if (rmse < best_rmse) {

best_rmse <- rmse
best_length_scale <- length_scale
best_sigma <- sigma

}
}, error = function(e) {
# Handle errors
cat("Error with kernel:", kernel, "length scale:", length_scale,
"sigma:", sigma, "\n")
cat("Error message:", e$message, "\n")

})
}

}

# Store results
return(data.frame(Kernel = kernel, LengthScale = best_length_scale, Sigma =
best_sigma, RMSE = best_rmse, stringsAsFactors = FALSE))

}

# Evaluate each kernel
for (kernel in kernels) {
results <- evaluate_hyperparameters(kernel, length_scales, sigma_values,
X_train_scaled, Y_train, X_test_scaled, Y_test)
rmse_results <- rbind(rmse_results, results)

}

# Print RMSE results for each kernel
print(rmse_results)

# Train final models with best hyperparameters for each kernel and make
predictions
final_predictions <- list()
for (i in 1:nrow(rmse_results)) {

kernel <- rmse_results$Kernel[i]
length_scale <- rmse_results$LengthScale[i]
sigma <- rmse_results$Sigma[i]

tryCatch({
# Train final model with best hyperparameters
gp_model_final <- GauPro(X_train_scaled, Y_train, kernel = kernel,
lengthScale = length_scale, sigma = sigma, parallel = FALSE)

# Make predictions
final_predictions[[paste(kernel, length_scale, sigma, sep = "_")]] <-
predict(gp_model_final, X_test_scaled)

}, error = function(e) {
cat("Error with final model for kernel:", kernel, "\n")
cat("Error message:", e$message, "\n")

})
}

# Combine results
results_df <- do.call(rbind, lapply(names(final_predictions), function(name) {
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kernel <- strsplit(name, "_")[[1]][1]
data.frame(

Actual = Y_test,
Predicted = final_predictions[[name]],
Kernel = kernel

)
}))

# Plot predictions vs. actual values for each kernel and
hyperparameter combination
ggplot(results_df, aes(x = Actual, y = Predicted, color = Kernel)) +

geom_point() +
geom_abline(intercept = 0, slope = 1, color = "black", linetype = "dashed") +
facet_wrap(~ Kernel) +
ggtitle("Gaussian Process Regression: Actual vs Predicted by Kernel and
Hyperparameters") +
xlab("Actual Ozone Levels") +
ylab("Predicted Ozone Levels") +
theme_minimal()

# Fit a Linear Regression Model
lm_model <- lm(Ozone ~ Solar.R + Temp + Wind, data =
airquality_clean[train_indices, ])
lm_pred <- predict(lm_model, newdata = airquality_clean[-train_indices, ])

# Calculate RMSE for Linear Regression Model
lm_rmse <- sqrt(mean((Y_test - lm_pred)^2))
print(paste("Linear Regression RMSE:", lm_rmse))
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Παϱάϱτηµα K

Υπολογιστικά Πακέτα

K.1 Βιϐλιοϑήκη gensim (Python)

Το gensim είναι ένα δηµοϕιλές πακέτο στην Python για την επεξεργασία ϕυσικής γλώσσας (Natural Lan-
guage Processing - NLP) και ειδικότερα για τη µοντελοποίηση ϑεµάτων (topic modeling) και τη διανυσ-
µατική αναπαράσταση λέξεων. Το Gensim έχει ϐελτιστοποιηθεί για να επεξεργάζεται µεγάλους όγκους
κειµένων αποδοτικά, καθιστώντας το κατάλληλο για εφαρµογές σε δεδοµένα µεγάλης κλίµακας. Το Gen-
sim ενσωµατώνει µεθόδους που χρησιµοποιούν αποδοτικούς αλγορίθµους για την εκπαίδευση µοντέλων µε
χαµηλές απαιτήσεις σε µνήµη, παρέχοντας παϱάλληλα ευέλικτες δυνατότητες για την επεξεργασία κειµένων
και τη µοντελοποίηση δεδοµένων.

K.2 Πακέτο dirichletprocess (R)

Το πακέτο dirichleprocess της R επιτϱέπει την εφαρµογή µη παϱαµετϱικών µεϑόδων ϐασισµένων στη ∆ι-
αδικασία Dirichlet. Χρησιµοποιείται για µοντέλα που επιτρέπουν έναν απεριόριστο αριθµό παϱαµέτϱων
ή οµάδων, παρέχοντας έτσι µεγαλύτεϱη ευελιξία στη µοντελοποίηση δεδοµένων σε σύγκριση µε τις παρα-
δοσιακές παϱαµετϱικές προσεγγίσεις. Το πακέτο υποστηρίζει δειγµατοληψία µέσω αλγορίθµων όπως ο
Gibbs sampling και ο Metropolis-Hastings, διευκολύνοντας την εκτίµηση της εκ των υστέϱων κατανοµής
των παϱαµέτϱων. Επίσης, προσφέρει την δυνατότητα για adaptive hierarchical modeling, επιτρέποντας
τη χϱήση µοντέλων που αυξάνουν τη χωϱητικότητά τους µε την εισαγωγή περισσότερων δεδοµένων, χωϱίς
προαπαιτούµενο όϱιο για τον αριθµό των clusters.

K.3 Πακέτο GauPro (R)

Το πακέτο GauPro της R χρησιµοποιείται για παλινδρόµηση µε Γκαουσιανές ∆ιεργασίες (Gaussian Pro-
cess Regression), προσφέροντας µια µη παϱαµετϱική, στοχαστική προσέγγιση για την παλινδρόµηση. Υπ-
οστηρίζει πολλούς τύπους πυϱήνων όπως ο Radial Basis Function (RBF), ο Matern, ο Exponential. Η
ϱύϑµιση των υπερπαραµέτρων των πυϱήνων (π.χ., length scale, variance) πραγµατοποιείται µέσω µεγίστοποί-
ησης της περιθώριας πιθανοφάνειας, όπως αυτή περιγράφηκε προηγουµένως (σ.σ: Το πακέτο GauPro της
R αρχειοθετήθηκε από το CRAN repository µετά την ολοκλήρωση της παϱούσας εργασίας, λόγω ελλιπούς
συντήρησης του. Προηγούµενες εκδόσεις είναι διαθέσιµες εδώ, ενώ ένα µοντέλο µε αντίστοιχες δυνατότητες
είναι το GPy της Python).
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