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Περίληψη

Η ανάπτυξη αποσβετικών χρονοκλιμάκων, οι οποίες είναι πολύ πιο γρήγορες απο τις υπό-
λοιπες, κάνουν την λύση ενός συστήματος συνήθων διαφορικών εξισώσεων να συγκλίνει προς
μία αργή αναλοίωτη πολλαπλότητα και μετά να εξελίσεται πάνω σε αυτή. Η "αργή" εξέλιξη
επί της πολλαπλότητας μπορεί να προσεγγιστεί απο ένα απλοποιημένο σύστημα, το οποίο εί-
ναι απαλλαγμένο απο τις γρήγορες χρονοκλίμακες. Η δυναμική αυτού του συστήματος συ-
γκρίνεται στην παρούσα εργασία με την δυναμική του αρχικού συστήματος, όταν η λύση
εξελίσεται πάνω στην "αργή" αυτή πολλαπλότητα. Η σύγκριση αυτή γίνεται στη βάση του
συστήματος Rössler, το οποίο παρουσιάζει έναν χαοτικό ελκυστή που χαρακτηρίζεται απο
"αποσβετικές" και "εκρηκτικές" φάσεις. Μελετούμε την "αποσβετική" φάση, κατα την οποία
η λύση εξελίσσεται πάνω σε μία αναλοίωτη αργή πολλαπλότητα και το κατά πόσο μπορεί να
προβλεφθεί η "εκρηκτική" φάση που ακολουθεί από τα δυναμικά χαρακτηριστικά του συστή-
ματος Rössler. Δείχνουμε ότι μία πρόβλεψη της "εκρηκτικής" αυτής φάσης είναι δυνατή μόνο
μέσω της δυναμικής του απλοποιημένου συστήματος. Η ικανότητα πρόβλεψης της επερχό-
μενης "εκρηκτικής" φάσης είναι πολύ σημαντική, όταν επιθυμούμε να ορίσουμε τις φυσικές
διεργασίες που διέπουν την γενικότερη συμπεριφορά του συστήματος.

Abstract

The development of dissipative time scales, which are much faster than the rest, force the solution
of 1st order ODEs to land and then evolve on a slow invariant manifold. The slow evolution on this
manifold can be approximated by a simplified system, which is free of fast scales. The dynamics of
this system are compared here with the dynamics of the original system, when the solution evolves on
the slow manifold. This study is based on the Rössler model, which exhibits a chaotic attractor that is
characterized by dissipative and explosive phases. We examine the dissipative phase, during which the
solution evolves on a slow invariant manifold and the dynamics of the Rössler model cannot predict the
explosive phase that follows. It is shown that such a prediction is only possible through the dynamics
of the simplified system. Predicting the approach of the explosive phase is very important when it is
desired to identify the underlying physical mechanisms that control the process.

3



4



Περιεχόμενα

1 Εισαγωγή 7

2 Η αλγοριθμική μέθοδος CSP 11

2.1 Mαθηματική περιγραφή της μεθόδου CSP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2 Εφαρμογή των CSP refinements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2.1 Πρώτη φάση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2.2 Δεύτερη φάση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2.3 Χρονικές παράγωγοι της Ιακωβιανής . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.3 Η τροποποιημένη μέθοδος CSP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.3.1 Ο αλγόριθμος ΑΕ για την αναγνώριση του SIM . . . . . . . . . . . . . . 20
2.3.2 O αλγόριθμος κατασκευής του απλοποιημένου συστήματος με τον Gr

s

πίνακα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.3.3 Η σχέση μεταξύ των δύο ειδών της CSP διανυσματικής βάσης . . . . . 22
2.3.4 Υπολογισμός του Gr

s πίνακα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.3.5 Υπολογισμός του Rs

r πίνακα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.4 Διαγνωστικά εργαλεία της CSP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3 Ανάλυση του ελκυστή Rössler 27
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1 Εισαγωγή

Στην Μηχανική, στην Φυσική, στην Βιολογία, στην Επιστήμη των Υπολογιστών κ.α. συ-
ναντούμε μαθηματικά μοντέλα πολλαπλών χρονοκλιμάκων. Τα μοντέλα αυτά προσομοιάζουν
φυσικά προβλήματα στα οποία αναπτύσονται αργές και γρήγορες χρονοκλίμακες. Ένα σύ-
στημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων στο οποίο αναπτύσονται αργές και γρήγορες χρονο-
κλίμακες ονομάζεται δύσκαμπτο (stiff ) όταν (i) οι γρήγορες χρονοκλίμακες είναι αποσβετικές
(dissipative) και (ii) η περιοχή του πεδίου της λύσης στην οποία υπερισχύουν οι αργές χρονοκλί-
μακες είναι συγκριτικά πολύ μεγαλύτερη απο την περιοχή στην οποίαν υπερισχύουν οι γρήγο-
ρες χρονοκλίμακες [1]. Συνεπώς, οι γρήγορες χρονοκλίμακες χαρακτηρίζουν την εξέλιξη των
δύσκαμπτων δυναμικών συστημάτων στη διάρκεια μιας μικρής μόνο περιοχής. Στο μεγαλύ-
τερο μέρος του πεδίου της λύσης, το σύστημα εξελίσεται σύμφωνα με τις αργές χρονοκλίμακες,
ενώ οι γρήγορες χρονοκλίμακες παίζουν ένα παθητικό ρόλο. Η ύπαρξη των γρήγορων χρονο-
κλιμάκων στις περιόδους όπου η λύση χαρακτηρίζεται απο τις αργές δημιουργεί τις αριθ-
μητικές δυσκολίες που χαρακτηρίζουν τα δύσκαμπτα προβλήματα και επιβάλλει τη χρήση
των έμμεσων υπολογιστικών αλγορίθμων [1]. Ο υπόχωρος στον οποίο οι αργές χρονοκλίμα-
κες χαρακτηρίζουν την εξέλιξη του συστήματος και η λύση ορίζεται απο ένα μη-δύσκαμπτο
(αργό) σύστημα ονομάζεται εκθετικά έλκουσα Aργή Aναλοίωτη Πολλαπλότητα (exponentially
attracting Slow Invariant Manifold, SIM) [2, 3, 4].

Ο χώρος των φάσεων κατά μήκος της εκθετικά έλκουσαςAργήςAναλοίωτηςΠολλαπλότη-
τας (ΑΑΠ) ονομάζεται εφαπτόμενος χώρος (tangent space) και αναλύεται σε γρήγορο και αργό
υπόχωρο, εντός των οποίων δρούν οι γρήγορες και αργές χρονοκλίμακες. Στη περίπτωση ενός
μη-γραμμικού συστήματος συνήθων διαφορικών εξισώσεων, κατά την κίνηση της ροής κατά
μήκος της ΑΑΠ οι δύο υπόχωροι περιστρέφονται.

Η ΑΑΠ ορίζεται απο γραμμικά ανεξάρτητες σχέσεις οι οποίες προκύπτουν απο την αμε-
λητέα προβολή του διανυσματικού πεδίου στις διευθύνσεις που ορίζουν τον γρήγορο υπόχωρο
του εφαπτόμενου χώρου, δηλαδή στις διεύθυνσεις των "γρήγορων" ινών ροής (fast fibers) που
ξεκινούν απο το ΑΑΠ [3, 5, 6, 7]. To μη-δύσκαμπτο (αργό) σύστημα που προσομοιάζει τη ροή
πάνω στην ΑΑΠ ορίζεται από την προβολή του διανυσματικού πεδίου στις διευθύνσεις που
ορίζουν τον αργό υπόχωρο του εφαπτόμενου χώρου, δηλαδή στις διεύθυνσεις που ορίζουν τον
εφαπτόμενο στην ΑΑΠ υπόχωρο [5, 6, 7].

Η ύπαρξη της ΑΑΠ και του "αργού" συστήματος μας επιτρέπει την κατασκευή απλοποιη-
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μένων και μη-δύσκαμπτων μοντέλων, κάνοντας την λύση αρχικά "μεγάλων" και δύσκαμπτων
προβλημάτων εύκολη. Επίσης επιτρέπει την αναγνώριση των φυσικών διεργασιών που συνι-
σφέρουν στη δημιουργία της ΑΑΠ και του "αργού" συστήματος.

Γενικά, ηΑΑΠκαι το "αργό" σύστημααναγνωρίζονταν με ασυμπτωτικές μεθόδους, συγκε-
κριμένα τη θεωρία ιδιόμορφων διαταραχών. Αυτές οι τεχνικές συστηματικοποιήθηκαν αρχικά
από τους Tihonov και Levinson [8, 9] και αργότερα απο τους Vasil'eva και O'Malley [10, 11]. Μια
σημαντική πρόοδος στην κατανόηση αυτών των μεθόδων έγινε με την δημιουργία μιας γεωμε-
τρικής θεωρίας για το SIM [12, 13, 14, 15]. Όμως αυτές οι μέθοδοι δεν μπορούν να χειριστούν
μεγάλα και πολύπλοκα μαθηματικά μοντέλα. Για τον λόγο αυτόν δημιουργήθηκαν αλγοριθμι-
κές μεθοδολογίες [5, 16, 17, 18, 19, 20] που παράγουν την ΑΑΠ και το "αργό" σύστημα. Αυτές
οι μεθοδολογίες αναπαράγουν τα αποτελέσματα των παραδοσιακών προβλημάτων ιδιόμορ-
φων διαταραχών και δεν έχουν περιορισμό στο μέγεθος και στην πολυπλοκότητα των μαθη-
ματικών μοντέλουν που μπορούν να χειριστούν.

Μία από αυτές τις μεθοδολογίες είναι και η υπολογιστική μέθοδος Computational Singular
Perturbation (CSP) αναπτύχθηκε απο τους S.H. Lam και Δ.Α. Γκούση [5, 6, 21, 22, 23, 24]. Έχο-
ντας για μελέτη ένα Ν-διάστατο δύσκαμπτο πρόβλημα, η CSP παρέχει την έκφραση που προ-
σομοιαζει τηνΑΑΠκαι το μη-δυσκαμπτο "αργό" σύστημα που προσομοιάζει την ροή πάνωστο
ΑΑΠ [5, 6, 21, 22, 23, 24]. Η CSP πετυχαίνει αυτήν την περιγραφή με την αλγοριθμική προσέγ-
γιση των συντεταγμένων του γρήγορου και αργού υπόχωρου του εφαπτόμενου χώρου (tangent
space) [5, 6]. Η CSP παρέχει αλγοριθμικά όλες τις απαραίτητες πληροφορίες που αφορούν τις
συνιστώσες του μαθηματικού μοντέλου που είναι κυρίως υπέυθυνες για την δημιουργία του
ΑΑΠ και για τις συνιστώσες που οδηγούν τη ροή πάνω στην ΑΑΠ.

Στην παρούσα εργασία θα μελετηθεί ο χαοτικός ελκυστής του O. Rössler [25, 26, 27, 28]. Ο
Rössler εισήγαγε τον ελκυστή αυτόν στην προσπάθεια του να εξηγήσει τη δυναμική συμπερι-
φορά του κλασσικού μοντέλου του E.N. Lorenz [29]. Ο ελκυστής του Rössler χαρακτηρίζεται
από αργές και γρήγορες φάσεις. Στη διάρκεια της αργής φάσης η λύση κινείται πάνω σε μία
ΑΑΠ, η οποία δημιουργείται υπό την επίδραση μίας πολύ γρήγορης αποσβετικής χρονοκλί-
μακας.

Κατ' αρχάς, θα δοθεί μία παρουσίαση του αλγόριθμου τηςCSP. Στην συνέχεια θα μελετηθεί
η δυναμική του ελκυστή Rössler, όπως αυτή αποτυπώνεται στο αρχικό και στο "αργό" σύστημα
με την βοήθεια της CSP, στη φάση του ελκυστή κατά την οποία η λύση κινείται στην ΑΑΠ. Θα
εξεταστεί ο βαθμός με τον οποίο η δυναμική του "αργού" συστήματος προσεγγίζει την αργή
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δυναμική του αρχικού συστήματος. Επίσης, θα εξεταστεί το κατά πόσον το "αργό" σύστημα
μπορεί να προβλέψει το τέλος της ΑΑΠ και την "εκρηκτική" φάση που ακολουθεί.

Η παρούσα εργασία αποτελεί εφαρμογή της ανάλυσης των δυναμικών χαρακτηριστικών
του "αργού" συστήματος που περιγράφει την κίνηση επί της ΑΑΠ που αναπτύσεται στα πλαί-
σια του van der Pol συστήματος, που έγινε πρόσφατα [30].
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2 Η αλγοριθμική μέθοδος CSP

Το βασικό μέρος της μεθόδου CSP περιλαμβάνει μια επαναληπτική διαδικασία σχεδια-
σμένη να προσεγγίσει τα διανύσματα βάσης που παράγουν τους δύο υποχώρους του εφαπτό-
μενου χώρου (tangent space), στους οποίους δρούν οι γρήγορες και οι αργές χρονοκλίμακες. Η
διαδικασία ξεκινά με μια τυχαία αρχική εκτίμηση των "γρήγορων" και "αργών" διανυσμάτων
βάσης Ar και As, τα οποία παράγουν τον "γρήγορο" και "αργό" υπόχωρο του εφαπτομενικού
χώρου, καθώς και τα δυικά τουςBr καιBs. Κάθε επανάληψη παρέχει καλύτερες προσεγγίσεις
των "γρήγορων" και "αργών" υποχώρων. Υπάρχουν δυο ειδών επαναλήψεις ανεξάρτητες με-
ταξύ τους: η ar- και br-βελτίωση. H br-βελτίωση βελτιώνει την ακρίβεια περιγραφής του SIM,
με το να προσεγγίζει καλύτερα τον "αργό" υπόχωρο, ενώ η ar-βελτίωση εξαλείφει την δυσκαμ-
ψία του προβλήματος προσεγγίζοντας καλύτερα τον "γρήγορο" υπόχωρο. Όπως θα φανεί στη
συνέχεια, η br-βελτίωση μειώνει την επίδραση των "αργών" χρονοκλιμάκων στην προσέγγιση
του "γρήγορου" υποχώρου, ενώ η ar-βελτίωση μειώνει τη επίδραση των "γρήγορων" χρονο-
κλιμάκων στην προσέγγιση του "αργού" υποχώρου.

Mε κάθε επανάληψη των ar και br-βελτιώσεων, η ακρίβεια στην προσέγγιση του αργού
και του γρήγορου υπόχωρου αυξάνει κατά©(ε), όπου ε ορίζεται από τη σχέση:

ε =
τM
τM+1

(2.0.1)

όπου τM είναι η πιό 'αργή' χρονοκλίμακα απο τις 'γρήγορες' του αρχικού συστήματος και η
τM+1 είναι η πιό γρήγορη του 'αργού' συστήματος.

2.1 Mαθηματική περιγραφή της μεθόδου CSP

Θεωρούμε ότι η εξέλιξη ενός φυσικού φαινομένου αναπαρίσταται απο το Ν-διάστατο σύ-
στημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων:

dy
dt

= g(y) (2.1.1)

όπου y είναι το Ν-διάστατο διάνυσμα των εξαρτημένων μεταβλητών και g μια μη-γραμμική
αλγεβρική συνάρτηση του y . Θεωρούμε ότι το σύστημααυτό είναι αριθμητικά δύσκαμπτο. Σύμ-
φωνα με την αλγοριθμική μέθοδο CSP, σε κάθε σημείο του εφαπτόμενου χώρου το διάνυσμα
g μπορεί να αναλυθεί σε δύο συνισταμένες, την αργή και τη γρήγορη (από την προβολή του
διανύσματος g στον "γρήγορο" υπόχωρο διάστασης Μ και στον "αργό" υπόχωρο διάστασης
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Ν-Μ). Ο Μ-διάστατος υπόχωρος όπου δρούν οι γρήγορες χρονοκλίμακες παράγεται απο τα
διανύσματα: ai (i=1,..., M) τα οποία αποτελούν στήλες του (Ν ×M) πίνακα:

Ar(k,m) = [a1(k,m), a2(k,m), ..., aM(k,m)] (2.1.2)

Ο (N-M)-διάστατος υπόχωρος όπου δρούν οι αργές χρονοκλίμακες παράγεται απο τα aj (j=M+1,...,
N) τα οποία αποτελούν στήλες του N ×(N-M) πίνακα:

As(k,m) = [aM+1(k,m), aM+2(k,m), ..., aN(k,m)] (2.1.3)

Οι δείκτες k καιm δηλώνουν τα επίπεδα των ar και br-βελτιώσεων, αντίστοιχα. Οι χρονοκλί-
μακες συνδέονται με τις ιδιοτιμές με την σχέση:

τn =
(√

λ2
n,r + λ2

n,m

)−1

όπου τα λn,r και λn,m δηλώνουν το πραγματικό και το φανταστικό μέρος, αντίστοιχα, της n-
ιοστής ιδιοτιμής του συστήματος (n = 1,..., Ν). Οι χρονοκλίμακες τn με n=1,..., Μ συνδέονται με
τον "γρήγορο" υπόχωρο διάστασης Μ, ενώ οι χρονοκλίμακες τn με n = Μ+1,..., Ν συνδέονται
με τον "αργό" υπόχωρο διάστασης Ν - Μ.

To δυϊκά διανύσματα βάσης, bi (i= 1,...,M) και bj (j= M+1,...,N) ορίζονται από τις εκφρά-
σεις:

Βr(k,m) = [b1(k,m), b2(k,m), ..., bM(k,m)]T

Bs(k,m) = [bM+1(k,m), bM+2(k,m), ..., bN(k,m)]T (2.1.4)

και λόγω ορθογωνιότητας ικανοποιούν τις σχέσεις:

Br(k,m)Ar(k,m) = IMM Br(k,m)As(k,m) = 0MN−M

Bs(k,m)Ar(k,m) = 0N−M
M Bs(k,m)As(k,m) = IN−M

N−M (2.1.5)

και
Ar(k,m)Br(k,m) + As(k,m)Bs(k,m) = INN (2.1.6)

όπου INN ο μοναδιαίος πίνακας διαστάσεων (Ν× Ν) και 0MN ο μηδενικός πίνακας διαστάσεων
(Μ × Ν).

Έχοντας ορίσει τα διανύσματα βάσης που περιγράφουν τον γρήγορο και αργό υπόχωρο,
το διανυσματικό πεδίο της Εξ. (2.1.1) αναλύεται στη γρήγορη και αργή συνιστώσα:

dy
dt

= Ar(k,m)fr(k,m) + As(k,m)fs(k,m) (2.1.7)
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όπου τα ανύσματα fr(k,m) και fs(k,m) διαστάσεων Ν και (Ν-Μ) αντίστοιχα, αποτελούν τα
γρήγορα και αργά εύρη, ορίζονται ως εξής:

fr(k,m) = [f 1(k,m), f 2(k,m), ..., fM(k,m)]T

και
fs(k,m) = [fM+1(k,m), fM+2(k,m), ..., fN(k,m)]T (2.1.8)

όπου κάθε f i ορίζεται ως:
f i(k,m) = bi(k,m) ∗ g (2.1.9)

Στην ΑΑΠ τα εύρη των Μ γρήγορων διανυσμάτων βάσης λαμβάνουν αμελητέο μέτρο, δη-
λαδή:

fr(k,m) = Br(k,m) ∗ g ≈ 0M1 (2.1.10)

Η παραπάνω εξίσωση προσεγγίζει τηνΑΑΠδιάστασης (Ν-Μ), όπου η Εξ. (2.1.7) απλοποιείται
στη μορφή:

dy
dt

≈ As(k,m)fs(k,m) = [I − Ar(k,m)Br(k,m)] ∗ g (2.1.11)

Η Εξ. (2.1.11) αποτελεί το "αργό"-σύστημα που περιγράφει τη ροή επί της ΑΑΠ. Σημειωτέον
ότι η δεύτερη ισότητα της Εξ. (2.1.11) προέκυψε απο τη σχέση ορθογωνιότητας (2.1.6). Πα-
ρατηρούμε λοιπόν ότι οι Μ "γρήγορες" χρονοκλίμακες δεν παίζουν κανένα ρόλο στην κίνηση
επί της ΑΑΠ. Το απλοποιημένο-"αργό" σύστημα Εξ. (2.1.11) είναι αριθμητικά μη-δύσκαμπτο,
διότι δεν περιλαμβάνει τα εύρη των γρήγορων χρονοκλιμάκων.

Aπο τις Εξ. (2.1.10) και (2.1.11) διαπιστώνεται ότι για την κατασκευή των εξισώσεων που
περιγράφουν την πολλαπλότητα και τη ροή επ' αυτής, τα μόνα που χρειάζονται είναι τα "γρή-
γορα" Ar και Br.

Η br-βελτίωση επιτυγχάνεται μέσω των σχέσεων:

Br(k1 + 1,m1) = Tr
r(k1,m1)

[
dBr(k1,m1)

dt
+ Br(k1,m1)J

]
(2.1.12)

Ar(k1 + 1,m1) = Ar(k1,m1) (2.1.13)

Bs(k1 + 1,m1) = Bs(k1,m1) (2.1.14)

As(k1 + 1,m1) = [I− Ar(k1 + 1,m1)Br(k1 + 1,m1)]As(k1,m1) (2.1.15)

όπου

Tr
r(k1,m1) = [Λr

r(k1,m1)]
−1 =

[
(
dBr(k1,m1)

dt
+ Br(k1,m1)J)Ar(k1 + 1,m1)

]−1

(2.1.16)
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Η ar-βελτίωση επιτυγχάνεται μέσω των σχέσεων:

Ar(k2,m2 + 1) =

[
−dAr(k2,m2)

dt
+ JAr(k2,m2)

]
Tr

r(k2,m2) (2.1.17)

Br(k2,m2 + 1) = Br(k2,m2) (2.1.18)

Bs(k2,m2 + 1) = Bs(k2,m2)[I− Ar(k2,m2 + 1)Br(k2,m2 + 1)] (2.1.19)

As(k2,m2 + 1) = As(k2,m2) (2.1.20)

όπου

Tr
r(k2,m2) = [Λr

r(k2,m2)]
−1 =

[
(
dBr(k2,m2)

dt
+ Br(k2,m2)J)Ar(k2,m2)

]−1

(2.1.21)

Τα ki καιmi υποδηλώνουν των αριθμό των br- και ar-βελτιώσεων, αντίστοιχα.

2.2 Εφαρμογή των CSP refinements

Η εφαρμογή των CSP-βελτιώσεων χωρίζεται σε δύο φάσεις: στην πρώτη φάση όπου τα
χρονικά παράγωγα των διανυσμάτων βάσης αγνοούνται και στην δεύτερη φάση όπου τα χρο-
νικά παράγωγα των διανυσμάτων λαμβάνονται υπ' όψιν. Στη περίπτωση ενός μη-γραμμικού
συστήματος, η πρώτη φάση των βελτιώσεων έχει νόημα να γίνει μία μόνο φορά, δεδομένου
ότι τα χρονικά παράγωγα των διανυσμάτων συνεισφέρουν στην ακρίβεια ανωτέρας τάξης
[23]. Αντίθετα, η δεύτερη φάση των βελτιώσεων μπορεί να γίνει πολλές φορές. Όμως, πρακτι-
κοί λόγοι περιορίζουν τον αριθμό των βελτιώσεων της δεύτερης φάσης σε ένα μικρό σχετικά
αριθμό.

Διαφορίζοντας την Eξ. (2.1.9) ως προς το χρόνο κατα μήκος της λύσης μίας τροχιάς y(t)
έχουμε:

df i

dt
=

N∑
j=1

λi
jf

j (2.2.1)

όπου i=1,..., N και
λi
j ≡

(
dbi

dt
+ bi ∗ J

)
∗ aj (2.2.2)

όπου i,j = 1,..., N. Έτσι, η Εξ. (2.2.1) μπορεί να γραφτεί στην ανυσματική μορφή:

d

dt

fr
fs

 =

λrr λrs
λsr λss

fr
fs

 (2.2.3)
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όπου r=1, ... , M και s=M+1, ... , N. Ο ρόλος της br-βελτίωσης είναι να μειώσει την τάξη της λrs,
ενώ ο ρόλος της ar-βελτίωσης είναι να μειώσει την τάξη της λsr, επιτυγχάνοντας με αυτό τον
τρόπο (i) την αποσύζευξη των γρήγορων από τις αργές χρονικλίμακες (όταν λrs → 0) και (ii)
την αποσύζευξη των αργών από τις γρήγορες χρονικλίμακες (όταν λsr → 0) [23].

2.2.1 Πρώτη φάση

Έστω ότι η αρχική επιλογή για τα διανύσματα βάσης είναι τα Br(0, 0) και Ar(0, 0) είναι
να είναι σταθερά, άρα:

dBr(0, 0)

dt
= 0,

dAr(0, 0)

dt
= 0 (2.2.4)

Στην περίπτωση αυτή, ο αλγόριθμος της br-βελτίωσης γίνεται:

Br(1, 0) = λrr(0, 0)B
r(0, 0)J

Ar(1, 0) = Ar(0, 0)

Bs(1, 0) = Bs(0, 0)

As(1, 0) = [I− Ar(1, 0)Br(1, 0)]As(0, 0) = [I− Ar(0, 0)Br(1, 0)]As(0, 0)

όπου:
λrr(0, 0) = Br(0, 0)JAr(0, 0) τrr(0, 0) = [λrr(0, 0)]

−1

Τοαποτέλεσμα της br-βελτίωσης είναι να μειώσει τη νόρμα λrs (όπου (dBr(1, 0)/dt)∗As(1, 0) =

0rs):
λrs(1, 0) = Br(1, 0)JAs(1, 0) = ©(ελrs(0, 0))

κατά μία τάξη του ε = |τM/τM+1| < 1, μειώνοντας έτσι τη σύζευξη των "γρήγορων" χρονο-
κλιμάκων από τις "αργές". Αντιθέτως, το επίπεδο σύζευξης των "αργών" με τις "γρήγορες"
χρονοκλίμακες δεν αλλάζει:

λsr(1, 0) = Bs(1, 0)JAr(1, 0) = Bs(0, 0)JAr(0, 0) = λsr(0, 0)

Δεδομένων των διανυσμάτων που προκύπτουν από την br-βελτίωση, ο αλγόριθμος της
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ar-βελτίωσης γίνεται:

Ar(1, 1) = JAr(0, 0)τrr(1, 0)

Br(1, 1) = Br(1, 0)

As(1, 1) = As(1, 0)

Bs(1, 1) = Bs(1, 0)[I− Ar(1, 1)Br(1, 1)] = Bs(0, 0)[I− Ar(1, 1)Br(1, 0)]

όπου:

λrr(1, 0) = Br(1, 0)JAr(0, 0) τrr(1, 0) = [λrr(1, 0)]
−1

Το αποτέλεσμα της ar-βελτίωσης είναι να μειώσει τη νόρμα λsr:

λsr(1, 1) =
[
dBs(1, 1)

dt
+ Bs(1, 1)J

]
Ar(1, 1) = ©(ελsr(1, 0)) = ©(ελsr(0, 0))

κατά μία τάξη του ε = |τM/τM+1| < 1, μειώνοντας έτσι τη σύζευξη των "αργών" χρονοκλι-
μάκων από τις "γρήγορες". Αντιθέτως, το επίπεδο σύζευξης των "γρήγορων" με τις "αργές"
χρονοκλίμακες δεν αλλάζει:

λrs(1, 1) =
[
dBr(1, 1)

dt
+ Br(1, 1)J

]
As(1, 1) =

[
dBr(1, 0)

dt
+ Br(1, 0)J

]
As(1, 0)

= λrs(1, 0) = ©(ελrs(0, 0))

2.2.2 Δεύτερη φάση

Στην δεύτερη φάση υπολογίζουμε στις βελτιώσεις και τα χρονικά παράγωγα. Δεδομένων
των διανυσμάτων βάσης από την πρώτη φάση, ο αλγόριθμος της br-βελτίωσης γίνεται:

Br(2, 1) = τrr(1, 1)
[
dBr(1, 1)

dt
+ Br(1, 1)J

]
= τrr(1, 1)

[
dBr(1, 0)

dt
+ Br(1, 0)J

]
Ar(2, 1) = Ar(1, 1)

Bs(2, 1) = Bs(1, 1)

As(2, 1) = [I− Ar(2, 1)Br(2, 1)]As(1, 1) = [I− Ar(1, 1)Br(2, 1)]As(1, 0)

όπου:

λrr(1, 1) =
[
dBr(1, 1)

dt
+ Br(1, 1)J

]
Ar(1, 1) τrr(1, 1) = [λrr(1, 1)]

−1
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Το αποτέλεσμα αυτής της br-βελτίωσης είναι να μειώσει ακόμη περισσότερο τη νόρμα λrs:

λrs(2, 1) =
[
dBr(2, 1)

dt
+ Br(2, 1)J

]
As(2, 1) = ©(ελrs(1, 1)) = ©(ελrs(1, 0))

= ©(ε2λrs(0, 0))

κατά μία ακόμη τάξη του ε = |τM/τM+1| < 1, μειώνοντας ακόμη περισσότερο τη σύζευξη των
"γρήγορων" χρονοκλιμάκων από τις "αργές". Αντιθέτως, το επίπεδο σύζευξης των "αργών"
με τις "γρήγορες" χρονοκλίμακες δεν αλλάζει:

λsr(2, 1) =
[
dBs(2, 1)

dt
+ Bs(2, 1)J

]
Ar(2, 1) =

[
dBs(1, 1)

dt
+ Bs(1, 1)J

]
Ar(1, 1)

= λsr(1, 1) = ©(ελsr(1, 0)) = ©(ελsr(0, 0))

Δεδομένων των διανυσμάτων βάσης που προέκυψαν από την ανωτέρω br-βελτίωση, μία
ar-βελτίωση δίνει τα ακόλουθα διανύσματα:

Ar(2, 2) =

[
dAr(2, 1)

dt
+ Br(2, 1)J

]
τrr(2, 1) =

[
dAr(1, 1)

dt
+ JAr(1, 1)

]
τrr(2, 1)

Br(2, 2) = Br(2, 1)

As(2, 2) = As(2, 1)

Bs(2, 2) = Bs(2, 1)[I− Ar(2, 2)Br(2, 2)] = Bs(1, 1)[I− Ar(2, 2)Br(2, 1)]

όπου:

λrr(2, 1) =
[
dBr(2, 1)

dt
+ Br(2, 1)J

]
Ar(2, 1) τrr(2, 1) = [λrr(2, 1)]

−1

Το αποτέλεσμα της ar-βελτίωσης είναι να μειώσει ακόμη περισσότερο τη νόρμα λsr:

λrs(2, 2) =
[
dBs(2, 2)

dt
+ Bs(2, 2)J

]
Ar(2, 2) = ©(ελsr(2, 1))

= ©(ε2λsr(1, 0)) = ©(ε2λsr(0, 0))

κατά μία ακόμη τάξη του ε = |τM/τM+1| < 1, μειώνοντας έτσι ακόμη περισσότερο τη σύ-
ζευξη των "αργών" χρονοκλιμάκων από τις "γρήγορες". Αντιθέτως, το επίπεδο σύζευξης των
"γρήγορων" με τις "αργές" χρονοκλίμακες δεν αλλάζει:

λrs(2, 2) =
[
dBr(2, 2)

dt
+ Br(2, 2)J

]
As(2, 2) =

[
dBr(2, 1)

dt
+ Br(2, 1)J

]
As(2, 1)

= λrs(2, 1) = ©(ελrs(1, 1)) = ©(ελrs(1, 0)) = ©(ε2λrs(0, 0))
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2.2.3 Χρονικές παράγωγοι της Ιακωβιανής

Για να υπολογίσουμε τα διανυσματα στην δεύτερη φάση χρειάζεται να υπολογίσουμε έναν
αριθμό χρονικών παραγώγων των CSP διανυσμάτων. Οι απαιτούμενες εκφράσεις είναι:

dBr(1, 1)

dt
=

dBr(1, 0)

dt
= τrr(0, 0)B

r(0, 0)
dJ
dt

[I− Ar(0, 0)Br(1, 0)] (2.2.5)

dAr(2, 1)

dt
=

dAr(1, 1)

dt
= [I− Ar(1, 1)Br(1, 0)]

dJ
dt
Ar(0, 0)τrr(1, 0)

− Ar(1, 1)
dBr(1, 0)

dt
Ar(1, 1) (2.2.6)

dBr(2, 1)

dt
= τrr(1, 1)

[
dBr(1, 0)

dt
J+ Br(1, 0)

dJ
dt

+
d2Br(1, 0)

dt2

]
[I− Ar(1, 1)Br(2, 1)]

− Br(2, 1)
dAr(1, 1)

dt
Br(2, 1) (2.2.7)

όπου
d2Br(1, 0)

dt2
=

[
dτrr(0, 0)

dt
Br(0, 0)

dJ
dt

+ τrr(0, 0)B
r(0, 0)

d2J
dt

]
[I− Ar(0, 0)Br(1, 0)]

− τrr(0, 0)B
r(0, 0)

dJ
dt
Ar(0, 0)

dBr(1, 0)

dt
(2.2.8)

Οι παράγωγοι απαιτούν την πρώτη και δεύτερη παράγωγο της Ιακωβιανής J. Οι σχετικές
εκφράσεις των dJ/dt και d2J/dt2 είναι:

dJ
dt

=
∑

i=1,Ns

∂J
∂yi

dyi

dt
=

∑
i=1,Ns

∂J
∂yi

gi (2.2.9)

d2J
dt2

=
∑

i,j=1,Ns

[
∂2J

∂yi∂yj
gi +

∂J
∂yi

J
]
gj (2.2.10)

Το γεγονός ότι χρειάζονται οι παράγωγοι της Ιακωβιανής για την περιγραφή της ΑΑΠ και
του "αργού" συστήματος στή δεύτερη μόνο φάση προσέγγισης, δείχνει ότι η καμπυλότητα και
οι παράγωγοι αυτής συνεισφέρουν στην ακρίβεια ανώτερης μόνο τάξης.

2.3 Η τροποποιημένη μέθοδος CSP

Η μέθοδος CSP επιδέχεται και έναν άλλο τρόπο παρουσίασης, που αρμόζει καλύτερα στη
γεωμετρική θεώρηση του προβλήματος [24]. Υποθέτουμε αρχικά ότι η ΑΑΠ είναι μια (Ν-Μ)-
διάστατη επιφάνεια στο Ν-διάστατο χώρο των φάσεων. Οι Μ-γρηγορότερες χρονοκλίμακες
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που σχετίζονται με όλα τα διανυσματα θέσεως (state vectors) που ανήκουν στην ΑΑΠ είναι
εξαντλημένες (exhausted). Έστω ότι υπάρχουν sj(j = 1, N − M) ομαλές συναρτήσεις του y,
έτσι ώστε:

sj = sj(y) = sj(y1, ..., yN) j = 1, ..., N −M (2.3.1)

και το διάνυσμα θέσεως στην ΑΑΠ να μπορεί να υπολογιστεί από

yi = yi(s) = yi(s1, ..., sN−M), i = 1, ..., N (2.3.2)

όπου s = (s1, ..., sN−M)T . Η διανυσματική συνάρτηση s = s(y) είναι μια απεικόνιση του δια-
νύσματος θέσεως απο το Ν-διάστατο χώρο φάσεων στην (Ν-Μ)-διάστατη ΑΑΠ. Παραγωγί-
ζοντας την Εξ. (2.3.2) ως προς το χρόνο:

dy
dt

= Ys
ds
dt

= g(y) (2.3.3)

όπου
ds
dt

= Sy
dy
dt

= Syg(y) (2.3.4)

και οι Ys,Sy είναι N x (N-M) και (N-M) x N πίνακες:

Ys =


ϑy1

ϑs1
..

ϑy1

ϑsN−M

: :

ϑyN

ϑs1
..

ϑyN

ϑsN−M

 Sy =


ϑs1

ϑy1
.. ϑs1

ϑyN

: :

ϑsN−M

ϑy1
.. ϑsN−M

ϑyN

 (2.3.5)

έτσι ώστε:
SyYs = Iss (2.3.6)

όπου ο Iss είναι (N - M)x(N - M) μοναδιαίος πίνακας. Με αντικατάσταση της Εξ. (2.3.4) στην
Εξ. (2.3.3) έχουμε το Ν-διάστατο σύστημα αλγεβρικών εξισώσεων:

[ΙNN − YsSy]g(y) = 0N (2.3.7)

Aπο αυτήν την σχέση μόνο οι Μ συνιστώσες είναι γραμμικά ανεξάρτητες, ικανές για να περι-
γράψουν την ΑΑΠ. Συνεπώς, η λύση πάνω στην ΑΑΠ υπόκειται στο Ν-διάστατο σύστημα:

dy
dt

= YsSyg(y) (2.3.8)

στο οποίο μόνο οι (Ν - Μ) συνιστώσες είναι γραμμικά ανεξάρτητες.
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2.3.1 Ο αλγόριθμος ΑΕ για την αναγνώριση του SIM

Έστω ότι οι ομαλές συναρτήσεις sj είναι οι Ν - Μ τελευταίες συνιστώσες του y:

s = (yM+1, ..., yN)T (2.3.9)

και ότι το Μ - διάστατο διάνυσμα z ορίζεται από τις πρώτες Μ συνιστώσες του y:

z = (y1(s), ..., yM(s))T = z(s) (2.3.10)

Τότε η Εξ. (2.3.7) παίρνει τη μορφή:

gr(z, s)−Gr
s(z, s)g

s(z, s) = 0 (2.3.11)

όπου gr = (g1, ..., gM)T και gs = (gM+1, ..., gM)T είναι τα Μ και (Ν - Μ) - διάστατα διανύ-
σματα που αποτελούνται απο τα πρώτα Μ και τα τελευταία Ν - Μ στοιχεία, αντίστοιχα του
διανυσματικού πεδίου g. Ο Μ x (Ν - Μ) Gr

s πίνακας περιλαμβάνει τις μερικές παραγώγους
των Μ συνιστωσών του y στο z ως προς τις υπόλοιπες Ν - Μ συνιστώσες του y στο s:

Gr
s(z, s) =

ϑz
ϑs

=



ϑz1

ϑs1
... ϑz1

ϑsN−M

. .

. .

. .

ϑzM

ϑs1
... ϑzM

ϑsN−M


(2.3.12)

Η Εξ. (2.3.11) ονομάζεται "Αναλοίωτη Εξίσωση" (Invariance Equation) και αποτελείται απο
Μ εξισώσεις με Μ αγνώστους (τις συνιστώσες του z). H (n + 1) επανάληψη zn+1 μπορεί να
υπολογιστεί, για δοσμένο s και αρχική εκτίμηση zo, από την έμμεση μέθοδο:

gr(zn+1, s)−Gr
s(zn, s)g

s(zn+1, s) = 0 (2.3.13)

2.3.2 O αλγόριθμος κατασκευής του απλοποιημένου συστήματος με τον Gr
s πίνακα

Η Αναλοίωτη Eξίσωση (2.3.11) μπορεί να τεθεί στη μορφή:

[Irr,−Gr
s]

gr(z, s)
gs(z, s)

 = 0 (2.3.14)
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γεγονός που μας συνιστά να ορίσουμε τους πίνακες:

Ar =

Irr −Gr
sR

s
r

−Rs
r

 As =

Gr
s

Iss

 Br =
[
Irr −Gr

s

]
Bs =

[
Rs

r Iss − Rs
rG

r
s

]
(2.3.15)

όπου ο Μ x (Ν - Μ) πίνακας Gr
s έχει οριστεί απο την Εξ. (2.3.12) και ο (Ν - Μ) x Μ πίνακας

Rs
r θα οριστεί στην συνέχεια.
Οι διαστάσεις των πινάκων Ar , As , Br και Bs είναι Ν x Μ , Ν x (N - M) , M x N και (N -

M) x N, αντιστοίχως, ενώ ικανοποιούν τις σχέσεις ορθογωνιότητας:

[Αr As]

Br

Bs

 =

Br

Bs

 [Αr As] = INN .

Σύμφωνα με τις Εξ. (2.3.15) η αρχική Εξ. (2.1.1) μπορεί να πάρει τη μορφή:

dy
dt

= ArFr + AsFs =

Irr −Gr
sR

s
r

−Rs
r

Fr +

Gr
s

Iss

Fs (2.3.16)

όπου τα εύρη Fr και Fs ορίζονται από τις σχέσεις:

Fr = Brg =
[
Irr −Gr

s

]gr
gs

 = (gr −Gr
sg

s) (2.3.17)

Fs = Bsg =
[
Rs

r Irr −Gr
s

]gr
gs

 = (Rs
rg

r + (Iss + Rs
rG

r
s)g

s (2.3.18)

Όταν η λύση βρίσκεται στην ΑΑΠ, η Αδιάστατη Εξίσωση (2.3.11) ικανοποιείται αυτόματα
και διασφαλίζει ότι το Fr είναι ταυτοτικά ίσο με το μηδέν:

Fr = gr −Gr
sg

s = 0 (2.3.19)

Συνεπώς, μόνο ο "αργός" όρος που περιλαμβάνει το Fs διατηρείται στην Εξ. (2.3.16):

dy
dt

=

Gr
s

Iss

 (Rs
rg

r + (Iss − Rs
rG

r
s)g

s) (2.3.20)

Οι Εξ. (2.3.19) και οι Εξ. (2.3.20) περιγράφουν τηνΑΑΠκαι την απλοποιημένη μη-δύσκαμπτη
εξίσωση στην οποία υπόκειται η κίνηση της λύσης πάνω στην ΑΑΠ, αντίστοιχα.
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2.3.3 Η σχέση μεταξύ των δύο ειδών της CSP διανυσματικής βάσης

Θεωρούμε ότι οι πίνακες που περιλαμβάνουν τα αρχικά CSP διανύσματα βάσης, που ορί-
στηκαν στο Κεφάλαιο 2.2, μπορούν να γραφούν στη μορφή:

ar =

arr
asr

 as =

ars
ass

 (2.3.21)

br =
[
brr brs

]
bs =

[
bsr bss

]
(2.3.22)

όπου arr και brr είναι Μ x Μ πίνακες, asr και bsr είναι (Ν - Μ) x Μ, ars και brs είναι Μ x (N - M)
και ass, bss είναι (N - M) x (N - M) πίνακες. Τότε, η Εξ. (2.1.7) γράφεται:

dy
dt

=

arr
asr

 fr +
ars
ass

 fs (2.3.23)

όπου εδώ τα εύρη fr και fs παίρνουν τη μορφή:

fr = brg =
[
brr brs

]gr
gs

 = (brrg
r + brsg

s) (2.3.24)

fs = bsg =
[
bsr bss

]gr
gs

 = (bsrg
r + bssg

s) (2.3.25)

Οι εξισώσεις που περιγράφουν την ΑΑΠ και το απλοποιημένο μη-δύσκαμπτο σύστημα είναι:

brrg
r + brsg

s = 0 (2.3.26)

dy
dt

=

ars
ass

 (bsrg
r + bssg

s) (2.3.27)

Οι δύο μορφές τις αρχικής Εξ. (2.1.1), δηλαδή οι Εξ. (2.3.16) και (2.3.23) είναι πανομοιότυπες
όταν ισχύουν οι σχέσεις:

Gr
s = ars(a

s
s)

−1 = −(brr)
−1brs (2.3.28)

Rr
s = assb

s
r = −asrbrr (2.3.29)

υπό τη προϋπόθεση ότι τα (ass)−1 και (brr)−1 υπάρχουν. Δεδομένων τωνΕξ. (2.3.28) και (2.3.29),
οι εξισώσεις που περιγράφουν την ΑΑΠ και το "αργό" μη-δύσκαμπτο πρόβλημα στη βάση των
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δύο διανυσματικών βάσεων της CSP είναι ταυτόσημες:

gr −Gr
sg

s = 0r
dy
dt

=

Gr
s

Iss

 (Rs
rg

r + (Iss − Rs
rG

r
s)g

s) (2.3.30)

brrg
r + brsg

s = 0r
dy
dt

=

ars
ass

 (bsrg
r + bssg

s) (2.3.31)

Προκειμένου να εξετάσουμε την σημασία τωνΕξ. (2.3.28) και (2.3.29), εξετάζουμε τη σχέση
μεταξύ των δύο συνόλων διανυσμάτων βάσης της CSP που αποτυπώνονται από τις σχέσεις:

Br = (brr)
−1br Ar = arbrr + asNs

r Bs = Ms
rb

r + assb
s As = as(ass)

−1

όπου:
Ns

r = −(ass)
−1[Rs

r + asrb
r
r] Ms

r = [Rs
r + asrb

r
r](b

r
r)

−1

όταν θεωρήσουμε δεδομένη την Εξ. (2.3.28) (αλλά όχι ακόμη την Εξ. (2.3.29)). Από τις σχέ-
σεις αυτές διαπιστώνουμε ότι τα διανύσματα στα Br και As παράγουν τους ίδιους υπόχω-
ρους με εκείνα των br και as αντίστοιχα, τα οποία είναι αυτά που επηρεάζονται απο την br-
βελτίωση. Αντίθετα, τα διανύσματα στα Bs και Ar δεν παράγουν τον ίδιο υπόχωρο με αυτά
των bs και ar, τα οποία είναι αυτά που επηρεάζονται απο την ar-βελτίωση.

Στη περίπτωσηπου θεωρήσουμε δεδομένη την Εξ. (2.3.29) (αλλά όχι ακόμη την Εξ. (2.3.28)),
οι σχέσεις μεταξύ των δύο συνόλων διανυσμάτων βάσης της CSP αποτυπώνονται τώρα από
τις σχέσεις:

Br =
[
Irr −Gr

s

]
, Ar = arbrr +

(ars −Gr
sass)b

s
r

0sr


Bs =

[
0sr asr(b

r
rG

r
s + brs)

]
+ assb

s, As =

Gr
s

Iss


Διαπιστώνουμε τώρα ότι οι υπόχωροι που παράγουν τα σύνολα των διανυσμάτων σταBr,Bs,As,Ar

δεν είναι ίδιοι με αυτούς που παράγουν τα σύνολα των διανυσμάτων στα br, as, bs και ar αντί-
στοιχα. Οι υπόχωροι ταυτίζονται αν εφαρμοστεί και η Εξ. (2.3.28).

Για τον προσδοιορισμό της ΑΑΠ και την κατασκευή του απλοποιημένου συστήματος, ο
τροποποιημένος αυτός CSP αλγόριθμος απαιτεί τον υπολογισμό των πινάκων Gr

s και Rs
r.
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2.3.4 Υπολογισμός του Gr
s πίνακα

Ο πίνακας Gr
s κατά κανόνα μπορεί να υπολογιστεί με διάφορους τρόπους, οι οποίοι μπο-

ρούν παρολαυτά να οδηγήσουν σε αριθμητικά "αδιέξοδα" [16, 31]. Ένας εναλλακτικός τρό-
πος υπολογισμού του Gr

s που δεν αντιμετωπίζει προβλήματα προκύπτει παραγωγίζοντας την
"Αναλοίωτη Εξίσωση" Brg = 0 ως πρός τον χρόνο:

Λr
rF

r + Λr
sF

s = 0 (2.3.32)

όπου
Λr

r =

(
dBr

dt
+ BrJ

)
Ar Λr

s =

(
dBr

dt
+ BrJ

)
As (2.3.33)

από το οποίο έπεται ότι:
dBr

dt
+ BrJ = Λr

rB
r + Λr

sB
s (2.3.34)

Επειδή επί της ΑΑΠ ισχύουν Fr = Brg = 0 και Fs 6= 0, η Εξ. (2.3.32) υποδεικνύει ότι Λr
s = 0rs,

έτσι ώστε η Εξ. (2.3.34) να απλοποιείται στη μορφή:

dBr

dt
+ BrJ = Λr

rB
r (2.3.35)

Ας σημειωθεί ότι αυτή η εξίσωση είναι όμοια με εκείνη στην οποία υπόκειται η εξέλιξη των
CSP διανυσμάτων brr, Εξ. (2.1.12). Χρησιμοποιώντας τον ορισμό του Br, Εξ. (2.3.15), και ξα-
ναγράφοντας την Ιακωβιανή ορίζουσα J του διανυσματικού πεδίου g στην μορφή:

J =

Jrr Jrs
Jsr Jss

 (2.3.36)

η Εξ. (2.3.35) υποδυκνύει την διανυσματική εξίσωση:[
0rs − dGr

s
dt

]
+
[
Jrr −Gr

sJ
s
r Jrs −Gr

sJ
s
s

]
= Λr

r

[
Irr −Gr

s

]
(2.3.37)

της οποίας οι δύο συνιστώσες δίνουν:

Jrr −Gr
sJ

s
r = Λr

r (2.3.38)

dGr
s

dt
+Gr

sJ
s
s − Jrs = Λr

rG
r
s (2.3.39)

Έτσι λαμβάνουμε την ακόλουθη εξίσωση εξέλιξης του πίνακα Gr
s:

dGr
s

dt
+Gr

sJ
s
s − Jrs =

[
Jrr −Gr

sJ
s
r

]
Gr

s (2.3.40)
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Η παραπάνω εξίσωση, όντας δύσκαμπτη, μπορεί να λυθεί επαναληπτικά ώς εξής:

Gr
s(n+ 1) = (Jrr −Gr

s(n)J
s
r)

−1
[
Gr

s(n)J
s
s − Jrs +

dGr
s(n)
dt

]
(2.3.41)

Παρατηρούμε ότι, αρχίζοντας μεGr
s(0) = 0rs, η ανωτέρω εξίσωση δίνει σε πρώτη προσέγγιση:

Gr
s(1) = −(Jrr)

−1Jrs (2.3.42)

2.3.5 Υπολογισμός του Rs
r πίνακα

Η εξέλιξη των "αργών" πλατών F s ορίζεται απο την εξίσωση:

dFs

dt
= Λs

rF
r + Λs

sF
s (2.3.43)

όπου
Λs

r =
[
dBs

dt
+ BsJ

]
Ar Λs

s =
[
dBs

dt
+ BsJ

]
As (2.3.44)

Για να μην έχουν επιρροή στη εξέλιξη του Fs οι "γρήγορες" χρονοκλίμακες θέλουμε να ισχύει
Λs

r = 0sr. Σε αυτήν την περίπτωση, η χρονική εξέλιξη του Αr ορίζεται από τη σχέση:

−dAr

dt
+ JAr = ArΛr

r (2.3.45)

Αντικαθιστώντας από τον ορισμό του Ar, Εξ. (2.3.15), προκύπτει η ακόλουθη σχέση εξέλιξης
για τον πίνακα Rs

r:
dRs

r

dt
+ Jsr(I

r
r −Gr

sR
s
r)− JssR

s
r = −Rs

rΛ
r
r (2.3.46)

όπου το Λr
r ορίζεται απο την Εξ. (2.3.33). Δεδομένου ότι η Εξ. (2.3.46) είναι δύσκαμπτη, το Rs

r

μπορεί να υπολογιστεί επαναληπτικά απο την σχέση:

Rs
r(j + 1) =

[
JssR

s
r(j)− Jsr(I

r
r −Gr

s(n)R
s
r(j))−

dRs
r(j)
dt

]
[Λr

r(n)]
−1 (2.3.47)

όπου το Λr
r(n) = Jrr − Gr

s(n)J
s
r. Παρατηρούμε ότι, αρχίζοντας με Rs

r(0) = 0sr, η Εξ. (2.3.47)
δίνει:

Rs
r(1) = −Jsr(Jrr −Gr

s(n)J
s
r)

−1 (2.3.48)

2.4 Διαγνωστικά εργαλεία της CSP

Η CSP παρέχει έναν αριθμό από υπολογιστικά εργαλεία με τα οποία μπορούμε να κατανο-
ήσουμε φυσικά τους εμπλεκομένους μηχανισμούς που συμβάλουν στην δημιουργία της ΑΑΠ
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και στον τρόπο που εξελίσεται το σύστημα πάνω σε αυτήν.
Έστω οτι έχουμε Κ-διεργασίες τότε το Ν-διάστατο διανυσματικό πεδίο g(y) που περιγράφεται
απο την Eξ. (2.1.1) γράφεται:

g(y) = S1R1 + S2R2 + ...+ SkRk (2.4.1)

όπου Sk είναι το Ν-διάστατο στοιχειομετρικό διάνυσμα-στήλη της k-οστής διεργασίας και το
Rk ο ρυθμός της k-οστής διεργασίας με k=1,...,Κ.

Άν αντικαταστήσουμε την Εξ. (2.4.1) στην Εξ. (2.1.10) εξάγεται η σχέση:

fm = qm1 R
1 + qm2 R

2 + ...+ qmk R
k ≈ 0 (2.4.2)

η οποία περιγράφει την ΑΑΠ, όπου qmk = bmSk με m=1,..., M και k=1,..., K.
Θέλοντας να βρούμε ποιές συγκεκριμένες μεταβλητες επηρεάζονται περισσότερο απο τις

αντίστοιχεςΜ-γρήγορες χρονοκλίμακες και ασκούν μεγάλη επιρροή στους όρους της Εξ. (2.4.2)
χρησιμοποιούμε τον CSP Pointer [21]:

D =
1

M
diag

[
M∑

m=1

αmbm
]
=

1

M
diag

[
M∑

m=1

α1
mb

m
1 , ...,

M∑
m=1

αN
mb

m
N

]
(2.4.3)

όπου αm = [α1
m, α

2
m, ..., α

N
m]

T και bm = [bm1 , b
m
2 , ..., b

m
N ] είναι τα m-οστά CSP διανύσματα βάσης

με m=1,..., M και ισχύει ότι:

D1 +D2 + ... +DN = α1
mb

m
1 + α2

mb
m
2 + ... + αN

mb
m
N = 1 (2.4.4)

Δεδομένης της Εξ. (2.4.4), τα Μ στοιχεία του ανύσματος y που αντιστοιχούν στα Μ μεγαλύ-
τερα στοιχεία του D είναι αυτά που σχετίζονται περισσότερο με τις Μ γρήγορες αποσβετικές
χρονικλίμακες.

26



3 Ανάλυση του ελκυστή Rössler

Η λέξη "Χαος" αναφέρεται ως η άμορφη κατάσταση πριν απο τη δημιουργία του σύμπα-
ντος ή ειδικότερα το αρχικό κενό που δημιουργήθηκε απο τον αρχικό διαχωρισμό του ουρανού
και της γής. H έννοια "Χάος" χρησιμοποιείται για τον χαρακτηρισμό του απρόβλεπτου. Επι-
στημονικά η έννοια "Χάος" χαρακτηρίζει την συγκεκριμένη συμπεριφορά πολύπλοκων μη-
γραμμικών δυναμικών συστημάτων, όπου με τη λέξη "πολύπλοκων" εννοούμε μη-σταθερών
και μη-περιοδικών [26, 32, 33, 34].

Οι διαστάσεις που πρέπει να έχει ένα δυναμικό σύστημα για να μπορεί να εμφανίσει χα-
οτική συμπεριφορά έχει αποδειχθεί πως πρέπει να έιναι τουλάχιστον τρείς [26, 27]. Ο χαρα-
κτηρισμός μίας κίνησης ώς χαοτικής είναι ένα αρκετά δύσκολο πρόβλημα [32]. Οι χαοτικές
κινήσεις χαρακτηρίζονται από τα εξής:

• Ευαισθησία στις αρχικές συνθήκες: ξεκινώντας απο ελάχιστα διαφορετικά σημεία λαμ-
βάνονται εντελώς διαφορετικές τροχιές [32, 33, 34].

• Tοπολογική ανάμειξη: το σύστημα θα εξελιχθεί με την πάροδο του χρόνου, έτσι ώστε
οποιαδήποτε συγκεκριμένη περιοχή ή ανοικτό σύνολο του χώρου φάσεων τελικά να επι-
καλυφθεί με κάποια άλλη περιοχή του χώρου φάσεων [32, 33, 34].

• Πυκνότητα των περιοδικών τροχιών: κάθε σημείο στον χώρο φάσεων προσεγγίζεται αυ-
θαίρετα κλειστά απο περιοδικές τροχιές [25, 26, 34]

Τα Εκθετικά του A.M. Lyapunov είναι ποσότητες που χαρακτηρίζουν το βαθμό του διαχωρι-
σμού των τροχιών μιας ροής που είναι απειροστά κοντά. Το μεγαλύτερο απο τα εκθετικά του
Lyapunov, (Maximal Lyapunov Exponent, MLE), όταν εμφανίζει θετική τιμή θεωρείται ως έν-
δειξη ότι το σύστημα είναι χαοτικό [35]. To πιό σημαντικό κριτήριο για το αν μία κίνηση εί-
ναι χαοτική δόθηκε απο τους J.L. Kaplan και J.A. Yorke (1979) και ονομάζεται Kaplan-Yorke
conjecture [36]. Οι J.L. Kaplan και J.A. Yorke εισήγαγαν μια ποσότητα σε όρους Εκθετικών
Lyapunov, η οποία ονομάζεται Διάσταση Lyapunov DL [37]. Η υπόθεση που έκαναν οι J.L.
Kaplan και J.A. Yorke (Kaplan-Yorke conjecture) είναι ότι η διάσταση Liapunov (DL) είναι ίση με
την Διάσταση Πληροφορίας (D1) [36, 37]. Η ισότητα αυτή είναι πολύ σημαντική διότι συνδεέι
την δυναμική του συστήματος που εκφράζεται μέσω των εκθετικών Lyapunov με την γεωμε-
τρία του ελκυστή που εκφράζεται μέσω της διάστασης πληροφορίας (D1) [36].
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Οι χαοτικοί χαρτες (chaotic maps) είναι δυναμικά συστήματα διακριτού χρόνου που παρου-
σιάζουν χαοτική συμπεριφορά. Ένας χαοτικός χάρτης είναι και ο χάρτης-πέταλο (horseshoe

map) [25, 38], ο οποίος είναι θεμελιώδης στην μελέτη δυναμικών συστημάτων. Η δημιουργία
του χάρτη-πεταλο (horseshoe-map) περιγράφεται γεωμετρικά στο χώρο x-y-z ως εξής: "πιέ-
ζεις" (squizing) την επιφάνεια σου κατά τον y-άξονα, "τραβάς" (streching) το αποτέλεσμα κατα
τον x-άξονα και τέλος διπλώνεις (folding) την "λωρίδα" ώστε να πάρει την μορφή πέταλου.
Οι τρείς αυτές φάσεις (squizing, streching, folding) είναι χαρακτηριστικές στις χαοτικές κινή-
σεις. Μαθηματικά ο χάρτης-πέταλο είναι ένας διαφορομορφισμός (diffeomorphism), δηλαδή
μια αντιστρέψιμη συνάρτηση που απεικονίζει μία διαφορίσιμη πολλαπλότητα σε μία άλλη
έτσι ώστε η συνάρτηση και η αντιστροφή της να είναι λείες [39]. Ο χάρτης-πέταλο είναι ένας
διαφορομορφισμός που ορίζεται απο μία περιοχή του επιπέδου στον ευατό της [38, 39].

Ένα σύστημα που καταλήγει να εκτελεί την ίδια κίνηση ανεξάρτητα από τις αρχικές συν-
θήκες σε μια περιοχή γύρω απο την κίνηση σχεδόν σαν το ίδιο το σύστημα να προσελκύει
την κίνηση ονομάζεται ελκυστής του συστήματος [25, 28, 34]. Ένας ελκυστής καλείται "περί-
εργος" Strange attractor όταν έχει μη-ακέραιη διάσταση. Συχνά αυτό σημαίνει ότι η δυναμική
του είναι χαοτική αλλά υπάρχουν και περιπτώσεις στις οποίες "περίεργοι" ελκυστές δεν είναι
χαοτικοί. Πρώτη φορά ο όρος "περίεργος" χρησιμοποιήθηκε απο τους D. Ruelle και F. Takens
για να περιγράψουν ένα ελκυστή που προέκυψε απο μία σειρά διακλαδώσεων στην κίνηση
ροής ενός υγρού [40].

Στην παρούσα εργασία θα μελετηθεί ένας περιέργος ελκυστής μιας χαοτική κίνησης. Οι
χαοτικοί ελκυστές είναι μέρος της περιγραφής φυσικών φαινομένων οπότε το ενδιαφέρον στην
ανάπτυξη μεθόδων για την καλύτερη κατανόηση τους είναι μεγάλο. Συγκεκριμένα, θα μελε-
τηθεί με την βοήθεια της CSP ο χαοτικός ελκυστής Rössler [25].

Ένα μοντέλο ονομάζεται Ντετερμινιστικό όταν με συγκεκριμένες αρχικές συνθήκες παρά-
γει πάντα το ίδιο αποτέλεσμα. Τα χαοτικά συστήματα είναι και ντετερμινιστικά, γεγονός που
καταδυκνύει ότι η ντετερμινιστική φύση αυτών των συστημάτων δεν τα κάνει και προβλέ-
ψιμα [37]. O Ε.Ν. Lorentz, με το μοντέλο ροής που ονομάζεται μοντέλο Lorentz [29], μελέτησε
μια ντετερμινιστική μη-περιοδική ροή (χαοτική). Ο Otto Rössler μελετώντας το μοντέλο του
Lorentz και προσπαθώντας να εξηγήσει τη δυναμική της κίνησης του δημιούργησε μια πιο
απλή εξίσωση, η οποία περιγράφει μια παρόμοια ροή με αυτή του Lorentz. Όμως το σύστημα
του Rössler σχηματίζει μόνο μια σπείρα, έτσι ώστε να είναι πολύ πιο απλή η μελέτη της δυνα-
μικής της χαοτικής κίνησης.
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Το σύστημα Rössler αποτελείται απο τρείς μη γραμμικές διαφορικές εξισώσεις. Αυτό το
σύστημα ορίζει ένα συνεχές χρονό-δυναμικό σύστημα το οποίο παρουσιάζει χαοτική συμπε-
ριφορά. Κάποιες ιδιότητες του συστήματος Rössler μπορούν να προκύψουν μέσω γραμμικών
μεθόδων, όπως τη μέθοδο των ιδιοδιανυσμάτων,αλλά τα κύρια χαρακτηριστικά του συστήμα-
τος απαιτούν μη-γραμμικές μεθόδους, όπως Poincare χάρτες και διαγράμματα διακλάδωσης
[28].

Οι εξισώσεις που ορίζουν το σύστημα είναι:

dx

dt
= −y − z

dy

dt
= x+ ay (3.0.1)

dz

dt
= b+ z(x− c)

Παρατηρούμε ότι οι εξισώσεις του Rössler (3.0.1) έχουν μόνο έναν μή-γραμμικό όρο, τον (zx),
σε αντίθεση με τις εξισώσεις Lorentz όπου έχουν δύο μη-γραμμικούς όρους και είναι δυσκο-
λότερες στην μελέτη.

3.1 Δυναμική του Συστήματος Rössler και η λύση του

Ο Rössler μελέτησε το σύστημα (3.0.1) με τις τιμές a = 0.2 , b = 0.2 , c = 5.7. Η επίλυση του
συστήματος (3.0.1) με τις παραπάνω τιμές των a, b και c παρέχει τη λύση που εμφανίζεται στο
Σχήμα 1.

Παρατηρούμε στο Σχήμα 1 ότι κατά τη διάρκεια κάθε περιστροφής η λύση εκτελεί μια
περιστροφική κίνηση στο επίπεδο x− y (για περίπου z = 0) εκτός από ένα σύντομο διάστημα
στο οποίο εκτελεί μία κίνηση κατά μήκος του θετικού άξονα z (αρχικά προς τα πάνω και
μετά προς τα κάτω). Όπως θα συζητηθεί λεπτομερώς στη συνέχεια, η κίνηση της λύσης στο
x − y επίπεδο γίνεται σε μία ΑΑΠ. Σε μία συγκεκριμένη περιοχή του επιπέδου x − y η ΑΑΠ
εκφυλίζεται, οπότε η λύση εκτελεί μία κίνηση κατά μήκος του άξονα των z, απομακρυνόμενη
αρχικά από την ΑΑΠ και επιστρέφοντας μετά σε αυτήν.

Ενδιαφέρον παρουσιάζει η προβολή του ελκυστή στο x − y επίπεδο που παρουσιάζεται
στο Σχήμα 2, όπου φαίνεται η περιοχή στην οποία εκφυλίζεται η ΑΑΠ. Επιπλέον, το Σχήμα
2 απεικονίζει τις γειτονικές τροχιές να κάνουν σπειροειδείς κινήσεις προς τα έξω (streching),
μετά διπλώνουν χωρίς να τμήσουν η μία την άλλη (folding) και τέλος κινούνται κοντά στο
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Σχήμα 1: Ο ελκυστής στον χώρο των φάσεων x−y−z, όπου το σημείο με το μπλέ χρώμα είναι
η αρχική συνθήκη.
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Σχήμα 2: Η προβολή του ελκυστή στο επίπεδο x− y του πεδίου των φάσεων.

αρχικό τους σημείο εκκίνησης (re-injection) [25]. Στο Σχήμα 3 όπου παρουσιάζεται μία σχημα-
τική απεικόνιση του ελκυστή, παρατηρούμε ότι η ροή στην ΑΑΠ χωρίζεται σε δύο "περιοχές-
ταινίες", (bands), στην εσωτερική (η οποία είναι περίπου κυκλική) και στην εξωτερική (η οποία
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Σχήμα 3: Σχηματική απεικόνιση του ελκυστή στο πεδίο των φάσεων.

συμπεριφερεται όπως την "ταινία του Mobius") [41]. Επίσης αν παρατηρήσουμε το Σχήμα 3
βλεπουμε ότι εκτός απο τα 2 "bands" η ροή περιορίζεται σε έναν διπλωμένο (folded) δίσκο
πεπερασμένου πλάτους [26, 28]. Έτσι κάθε τομή δια μέσου της ροής είναι δισδιάστατη και
ορίζει την δημιουργία ενός "horseshoe map" [38].

Στο Σχήμα 4 απεικονίζεται η σταδιακή δημιουργία του ελκυστή. Παρατηρούμε ότι εμφα-
νίζονται οι περιστροφικές κίνησεις στο επίπεδο x − y, οι 'εκρήξεις' στον z άξονα και οι επι-
στροφές στο επίπεδο. Κάθώς ο χρόνος t → +∞ το Σχήμα 4 προσεγγίζει το Σχήμα 1.

Μία άλλη παρατήρηση που μπορεί να κάνει κανείς κοιτώντας τα στιγμιότυπα του Σχήμα-
τος 4 είναι ότι αρχικά σχηματίζονται τρείς δακτύλιοι στο επίπεδο x−y, στους οποίους έλκεται
η λύση με την πάροδο του χρόνου. Καθώς ο χρόνος t → +∞ η λύση τείνει να γεμίσει όλο το
χώρο ανάμεσα σε αυτούς τους δακτυλίους.

Οι "εκρήξεις" της λύσης κατά τον άξονα των z εμφανίζονται στο διάγραμμα των λύσεων
x, y, z συναρτήση του χρόνου στο Σχήμα 5. Το ενδιαφέρον που παρατηρούμε είναι οτι η ένταση
της "έκρηξης" που λαμβάνει χώρα σε κάθε κύκλο ποικίλει. Δηλαδή, σε κάθε κύκλο το κάθε
"peak" του z λαμβάνει διαφορετική τιμή, με αποτέλεσμα για χρόνο t → +∞ να γεμίσει το κενό
απο το επίπεδο x − y έως τα σημεία των πιό υψηλών "peaks", Σχήμα 1. Ένα υψηλό "peak"
φαίνεται κοντά στο t = 949 και ένα μικρό "peak" κοντά στο t = 960.
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Σχήμα 4: Στιγμιότυπα στα οποία φαίνεται η σταδιακή δημιουργία του ελκυστή 1.

Οι αρχικές συνθήκες που ληφθησαν υπ' όψιν μέχρι τώρα είναι x = 2, y = 1 και z = 2, οι
οποίες επιλέχτηκαν τυχαία. Eνδιαφέρον παρουσιάζει να δούμε το τρόπο με τον οποίο η λύση
πλησιάζει τον ελκυστή για άλλες αρχικές συνθήκες. Για το σκοπό αυτό θεωρούμε τις αρχικές
συνθήκες (x = 0, y = 0, z = 30), (x = 0, y = 0, z = 50) και (x = 0, y = 0, z = 100). Το Σχήμα
6 μας βεβαιώνει για την ικανότητα της ΑΑΠ του ελκυστή Rössler να ελκύει τις γειτονικές
τροχιές.
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Σχήμα 5: Κίνηση των x, y, z ως προς χρόνο στο διαστημα t=(940-985)
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Σχήμα 6: Λύση του συστήματος Rössler (3.0.1) με αρχικές συνθηκες (x = 0, y = 0, z = 30),
(x = 0, y = 0, z = 50) και (x = 0, y = 0, z = 100) σε κοινό σχήμα.

3.2 Ιδιοτιμές και Χρονοκλίμακες

Για να μελετήσουμε καλύτερα τη συμπεριφορά του συστήματος Rössler, θα εξετάσουμε στη
συνέχεια τις ιδιοτιμές του συστήματος, τις αντίστοιχες χρονοκλίμακες και τον τρόπο που αυτές
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μεταβάλλονται με το χρόνο. Υπενθυμίζεται ότι οι χρονοκλίμακες ορίζονται από τη σχέση:

τn = |λn|−1 (3.2.1)

όπου το n = 1, 2, ... το |λn| δηλώνει το modulo του λn = λnr + iλni και το τn τις αντιστοιχες
χρονοκλίμακες. Στο σύστημα Rössler υπάρχουν 3 ιδιοτιμές, 1 πραγματική και 2 μιγαδικές. Στο
Σχήμα 7 παρουσιάζεται η συμπεριφορά του πραγματικού μέρους της μεγαλύτερης ιδιοτιμής
λ1 κατά μήκος της κίνησης.
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Σχήμα 7: Η συμπεριφορά του πραγματικού μέρους της μεγαλύτερης ιδιοτιμής λ1 κατά μήκος
της κίνησης στον χώρο των φάσεων x−y−z. Ο μπλέ κύκλος υποδεικνύει την αρχική συνθήκη.

Παρατηρούμε στο Σχήμα 7 ότι στη περιοχή που η λύση έλκεται προς την ΑΑΠ ή κινείται
επί της ΑΑΠ το πραγματικό μέρος της λ1 είναι αρνητικό. Αντίθετα, στην περιοχή όπου δεν
υπάρχει ΑΑΠ και η λύση εμφανίζει τα "peaks" στον άξονα των z, το πραγματικό μέρος της λ1

γίνεται θετικό.
Αν τώρα εξετάσουμε το είδος της ιδιοτιμής (πραγματική ή ζεύγος μιγαδικών) που παρέχει

τη συμπεριφορά που αποτυπώνεται στο Σχήμα 7, θα διαπιστώσουμε ότι σύμφωνα με το Σχήμα
8 κατά την κίνηση εκτός της ΑΑΠ:
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Σχήμα 8: H συμπεριφορά του πραγματικού μέρους της μεγαλύτερης ιδιοτιμής λ1 και το εί-
δος της ιδιοτιμής (πραγματική ή ζεύγος μιγαδικών) κατά μήκος της κίνησης στον χώρο των
φάσεων x− y − z. Ο μπλέ κύκλος υποδεικνύει την αρχική συνθήκη.
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• στη περίπτωση που έχουμε μικρό "peak" στο z, η ιδιοτιμή από 'αρνητική-πραγματική'
που είναι επί της ΑΑΠ γίνεται στιγμιαία 'θετική-πραγματική' αφού έχει εκφυλιστεί η
ΑΑΠ, μετά γίνεται 'θετική-φανταστική' κατά την κίνηση εκτός ΑΑΠ, στιγμιαία πάλι
'θετική-πραγματική' και τέλος κατά την επιστροφή της στο ΑΑΠ γίνεται 'αρνητική-
πραγματική'.

• στη περίπτωση που έχουμε μεγάλο "peak" στο z, η ιδιοτιμή από 'αρνητική-πραγματική'
που είναι επί της ΑΑΠ γίνεται στιγμιαία 'θετική-πραγματική' αφού έχει εκφυλιστεί η
ΑΑΠ, μετά γίνεται 'θετική-φανταστική' κατά την κίνηση εκτόςΑΑΠ, μετά γίνεται 'θετική-
πραγματική' και μετά στιγμιαία 'θετική-φανταστική', στη συνέχεια 'αρνητική-φανταστική'
και τέλος κατά την επιστροφή της στο ΑΑΠ γίνεται 'αρνητική-πραγματική'.

Το ιδιαίτερα σημαντικό στοιχείο που αναδεικνύει το Σχήμα 8 είναι ότι στο διάστημα της
κίνησης εκτός ΑΑΠ, όταν το z αυξάνεται (δηλ. όταν η λύση απομακρύνεται από το επίπεδο
x− y στο z = 0, όπου βρίσκεται η ΑΑΠ) το πραγματικό μέρος της λ1 είναι θετικό. Αντίθετα,
όταν το z μειώνεται (δηλ. όταν η λύση πλησιάζει το επίπεδο x− y στο z = 0, όπου βρίσκεται
η ΑΑΠ) το πραγματικό μέρος της λ1 είναι αρνητικό.

Στο Σχήμα 9 παρουσιάζεται η εξέλιξη του πραγματικού και φανταστικού μέρους των
τριών ιδιοτιμών του συστήματος Rössler, για ένα διάστημα λίγο μεγαλύτερο του ενός κύκλου
γύρω από τον ελκυστή. Η λύση κινείται προς και ακολούθως επί της ΑΑΠ όταν το πραγματικό
μέρος της λ1 είναι αρνητικό και παράλληλα υπάρχει μία μεγάλη απόσταση από αυτήν και τις
δύο μικρότερες. Επίσης, το Σχήμα 9 υποδηλωνει ότι το φανταστικό μέρος του ζεύγους των
μιγαδικών ιδιοτιμών γίνεται τοπικά μέγιστο όταν η λύση κινείται εκτός ΑΑΠ και το z γίνεται
μέγιστο.

Στο Σχημα 10 παρουσιάζεται η χρονική εξέλιξη των τριών χρονοκλιμάκων του συστήματος
Rössler για ένα διάστημα λίγο μεγαλύτερο από αυτό του Σχήματος 9. Σε συνδιασμό με το Σχήμα
9, το Σχήμα 10 δηλώνει ότι υπάρχει μόνο μία γρήγορη αποσβετική χρονοκλίμακα, για ένα
περιορισμένο χρονικό διάστημα του κύκλου. Στο διάστημα αυτό ο αριθμός Μ των γρήγορων
αποσβετικών χρονοκλιμάκων ισούται με 1 και η διάσταση του αργού υποχώρου (δηλαδή της
ΑΑΠ) είναι Ν-Μ= 2. Το γεγονός ότι η λύση κινείται επί τηςΑΑΠστο διάστημα αυτό δηλώνεται
και από το μέτρο του εύρους f 1 το οποίο γίνεται αμελητέο, όπως φαίνεται στο Σχημα 10.

Αναφορικά με την αποτελεσματικότητα των br-βελτιώσεων, το Σχημα 10 υποδηλώνει ότι η
δεύτερη βελτίωση μειώνει σημαντικά το μέτρο του f 1, άρα βελτιώνει σημαντικά την ακρίβεια
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Σχήμα 9: Η εξέλιξη των πραγματικών και φανταστικών μερών των λ1, λ2, λ3 ως προς τον
χρόνο.

με την οποία προσεγγίζεται η ΑΑΠ και το απλοποιημένο μοντέλο. Αντίθετα, η τρίτη βελτίωση
δεν παρέχει σημαντική μείωση του μέτρου του f 1. Ο λόγος που προκαλεί αυτή την εξέλιξη θα
εξεταστεί στη συνέχεια.
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Σχήμα 10: Χρονική εξέλιξη των χρονοκλιμάκων τ1, τ2 και τ3 του συστήματος Rössler και του
εύρους f 1 στην πρώτη, στην δεύτερη και στην τρίτη br-βελτίωση.
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3.3 Ανάλυση με χρήση CSP

Για την ανάλυση του μοντέλου του Rössler θα χρησιμοποιηθεί ο τροποποιημένος αλγόριθ-
μος CSP. Δεδομένου ότι στην προηγούμενη παράγραφο διαπιστώσαμε ότι το σύστημα χαρα-
κτηρίζεται από 1 γρήγορη και 2 αργές χρονοκλίμακες όταν η λύση κινείται επί της ΑΑΠ,
πρέπει να επιλέξουμε κατάλληλα μία γρήγορη και δύο αργές μεταβλητές. Για το θέμα αυτό ο
CSP Pointer υποδεικνύει ότι η γρήγορη μεταβλητή είναι η z, γεγονός που επιβεβαιώνεται και
από τη συμπεριφορά των τριών μεταβλητών, όπως αποτυπώνεται στο Σχήμα 5.

Τα βασικά στοιχεία του τροποποιημένου CSP αλγορίθμου που χρησιμοποιούμε εδώ είναι
οι Gr

s και Rs
r πίνακες. Για την εύρεση των εκφράσεων αυτών των δύο πινάκων, καθώς και

των μεγεθών της CSP, χρησιμοποιήθηκε το πακέτο Mathematica. Ο τρόπος υπολογισμού των
πινάκων αυτών και των άλλων μεγεθών της CSP παρουσιάζεται στο παράρτημα.

Οι εκφράσεις για το εύρος f 1, όπως φαίνεται και στο Παράρτημα, μετά από μία, δύο και
τρείς br-βελτιώσεις είναι:

f 1
1st−ref = b1.g f 1

2nd−ref = b2.g f 1
3rd−ref = b3.g (3.3.1)

Ενδεικτικά οι εκφράσεις του f 1
1st−ref και του f 1

2nd−ref , όπως υπολογίστηκαν απο το πακέτο
Mathematica, είναι:

f 1
1st−ref = b+ z(x− c) +

z(y + z)

c− x
(3.3.2)

f 1
2nd−ref = b+ z(x− c)− (x+ ay)z

(c− x)2 − z

+
(y + z)(b(−c+ x) + z(2(c− x)2 + y + z))

(c− x)3 + (−c+ x)z
(3.3.3)

Η έκφραση του f 1
3rd−ref είναι ιδιαίτερα πολύπλοκη και για αυτό δεν παρουσιάζεται εδώ.

Η χρονική εξέλιξη στην περιοχή της ΑΑΠ του εύρους που αντιστοιχεί στην πιό γρήγορη
αποσβετική χρονοκλίμακα f 1 παρουσιάζεται στα Σχήματα 10 και 11. Το f 1 υπολογίζεται με
μία, δύο και τρείς Br-βελτιώσεις. Όπως αναμενόταν, η εφαρμογή κάθε επιπλέον βελτίωσης
μειώνει το μέτρο του f 1, παρέχει δηλαδή καλύτερη ακρίβεια. Όπως δηλώθηκε και στην προη-
γούμενη παράγραφο, η δεύτερη βελτίωση μειώνει σημαντικά το μέτρο του f 1, ενώ η τρίτη
βελτίωση δεν παρέχει ίδιας τάξης μείωση του μέτρου του f 1.
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Σχήμα 11: Χρονική εξέλιξη του f 1 στην πρώτη, στην δεύτερη και στην τρίτη br-βελτίωση.

3.4 Το απλοποιημένο μοντέλο της CSP

Σύμφωνα με την CSP μέθοδο μπορούμε να παραστήσουμε το σύστημα μας στην μορφή:
dy
dt

= a1f 1 + a2f 2 + a3f 3 (3.4.1)

όπου οι όροι a1f 1 , a2f 2 και a3f 3 συσχετίζονται άμεσα με τις "γρήγορες" και "αργές" αντί-
στοιχα χρονοκλίμακες και τα f i ορίζονται ώς:

f i = bi ∗ g(y) (3.4.2)

Όταν η λύση κινείται επί της ΑΑΠ, το εύρος f 1 το οποίο αντιστοιχεί στην γρήγορη χρονοκλί-
μακα τ1 λαμβάνει αμελητέες τιμές εξαιτίας της επίδρασης της χρονοκλίμακας αυτής.

Παρατηρούμε στοΣχήμα 11 οτι όταν η λύση κινείται στηνΑΑΠ, μετά απο κάθε br-βελτίωση
το μέγεθος του f 1 μειώνεται, γεγονός που οφείλεται στην καλύτερη προσέγγιση του αργού
υπόχωρου του εφαπτόμενου χώρου. Γεγονός είναι ότι όταν οι γρήγορες χρονοκλίμακες εξα-
ντληθούν και συνεπώς η λύση κινείται επί της ΑΑΠ, το f 1 γίνεται αμελητέως μικρό:

f 1 ≈ 0 (3.4.3)

έτσι ώστε η Εξ. (3.4.1) απλοποιείται στη μορφή:
dy
dt

= a2f 2 + a3f 3 (3.4.4)
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ΗΕξ.(3.4.4), απαλλαγμένη απο τον όρο a1f 1, αποτελεί την απλοποιημένη εξίσωση που εκφρά-
ζει το "αργό" σύστημα που προσομοιάζει τη ροή πάνω στην ΑΑΠ.

Ενδεικτικά, οι εκφράσεις των 3 ευρών f 1, f 2 και f 3, όπως αυτά υπολογίστηκαν μέσω του
πακέτου Mathematica για την πρώτη br-βελτίωση είναι:

f 1 = b+ (−c+ x)z +
z(y + z)

c− x
f 2 =

c− x) [b+ (c− x)y]

(c− x)2 − z
f 3 = x+ ay (3.4.5)

Τα αντίστοιχα CSP διανύσματα βάσης a1, a2 και a3 (πάντα για την πρώτη br-βελτίωση) είναι:

a1 =


(c− x)

(c− x)2 − z

0

(c− x)2

(c− x)2 − z

 a2 =


1

0

z
c− x

 a3 =


0

1

0

 (3.4.6)

Δεδομένων των διανυσμάτων βάσης ai και των ευρών f i για i = 2, 3, μπορεί να κατασκευαστεί
η ακόλουθη έκφραση του "αργού" συστήματος της Εξ.(3.4.4) για την πρώτη br-βελτίωση:

d

dt


x

y

z

 = a2f 2 + a3f 3 =


−(c− x)(b+ (c− x)y)

(c− x)2 − z

x+ ay

−(b+ (c− x)y)z
(c− x)2 − z

 (3.4.7)

Η εξέλιξη του πραγματικού μέρους των τριών ιδιοτιμών λ1, λ2 και λ3 του "αργού" συστή-
ματος, κατασκευασμένο με μία, δύο και τρείς br-βελτιώσεις, παρουσιάζεται στο Σχήμα 12 για
το διάστημα που η λύση κινείται επί της ΑΑΠ, μαζί με την εξέλιξη του πραγματικού μέρους
της λ1 του αρχικού συστήματος.

Τα αποτελέσματα των τριών περιπτώσεων που εξετάζονται στο Σχήμα 12 υποδεικνύουν
ότι επί της ΑΑΠ οι δύο αργές ιδιοτιμές του "αργού" συστήματος παρουσιάζουν την εξής συ-
μπεριφορά:

λ2r,1st−ref ≈ λ2r,2nd−ref ≈ λ2r,3rd−ref ≈ λ2r (3.4.8)

λ3r,1st−ref ≈ λ3r,2nd−ref ≈ λ3r,3rd−ref ≈ λ3r (3.4.9)

όπου όπως δείχνει το Σχήμα 9, επί της ΑΑΠ οι δύο μικρότερες ιδιοτιμες του αρχικού συστή-
ματος αποτελούν συζυγές ζεύγος, δηλαδή λ2r = λ3r. Συνεπώς, το "αργό" σύστημα αναπαρά-
γει σωστά την αργή δυναμική του αρχικού συστήματος, Εξ. 3.0.1. Η ικανότητα του "αργού"
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Σχήμα 12: H χρονική εξέλιξη των τριών ιδιοτιμών του απλοποιημένου συστήματος κατα-
σκευασμένου με μία (άνω) δύο (μέση) και τρείς (κάτω) br-βελτιώσεις και της πρώτης ιδιοτιμής
λ1 του αρχικού συστήματος.
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Σχήμα 13: Συγκριτικό διάγραμμα της λ2 για 3 br-βελτιώσεις.

συστήματος να αναπαράγει την αργή δυναμική του συστήματος Rössler παρουσιάζεται ευκρι-
νέστερα στο Σχήμα 13 για την περίπτωση της λ2. Η ίδια συμπεριφορά παρουσιάζεται και για
την περίπτωση της λ3.

Όμως, το "αργό" σύστημα εισάγει και μία επιπλέον ιδιοτιμή, η οποία είναι η μεγαλύτερη
σε μέτρο και λαμβάνει αποσβετικό χαρακτήρα (λ1,slow < 0) στο πρώτο μισό της ΑΑΠ και
εκρηκτικό (λ1,slow > 0) στο δεύτερο. Στο Σχήμα 14 απεικονίζεται η εξέλιξη με το χρόνο επί
της ΑΑΠ αυτή της ιδιοτιμής του "αργού" συστήματος, όταν αυτό κατασκευάστηκε με μία, δύο
και τρείς br-βελτιώσεις. Για λόγους σύγκρισης, στο Σχήμα 14 απεικονίζεται και η εξέλιξη της
πρώτης ιδιοτιμής του αρχικού συστήματος Rössler.

Από το Σχήμα 14 συνάγεται ότι επί της ΑΑΠ ο αποσβετικός ή εκρηκτικός χαρακτήρας
της ιδιοτιμής λ1,slow εντείνεται με κάθε μία επιπλέον br-βελτίωση, δηλαδή το μέτρο της λ1,slow

μεγαλώνει. Αυτό σημαίνει ότι η απόσταση μεταξύ της γρήγορης χρονοκλίμακας του αρχικού
συστήματος τ1 και της γρήγορης χρονοκλίμακας τ1,slow του αργού συστήματος μειώνεται με
κάθε επιπλέον br-βελτίωση.

Ο βαθμός μείωσης της απόστασης μεταξύ της τ1 και της τ1,slow παρουσιάζεται στο Σχήμα
15. Δεδομένου ότι η αύξηση της ακρίβειας που παρέχει η κάθε br-βελτίωση είναι ευθέως ανά-
λογη της απόστασης μεταξύ των δύο αυτών χρονοκλιμάκων (όσο μεγαλύτερη η απόσταση
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Σχήμα 14: Συγκριτικό διάγραμμα της λ1 του "αργού" συστήματος για 3 br-βελτιώσεις και της
λ1 του αρχικού συστήματος.
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Σχήμα 15: Συγκριτικό διάγραμμα της τ1 του "αργού" συστήματος για 3 br-βελτιώσεις και της
τ1 του αρχικού συστήματος.

44



τόσο μεγαλύτερη η αύξηση της ακρίβειας [30]), τα αποτελέσματα του Σχήματος 15 συνάγουν
ότι:

1. η αύξηση της ακρίβειας που επιφέρει η επιπλέον br-βελτίωση μειώνεται και

2. η περιοχή στο επίπεδο x− y η οποία μπορεί να χαρακτηριστεί ως ΑΑΠ μειώνεται.

Το πρώτο από τα δύο συμπεράσματα επιβεβαιώνεται από τα αποτελέσματα του Σχήματος 10,
όπου παρατηρείται ότι εντός της ΑΑΠ η μείωση του f 1 που επιτυγχάνεται από τη πρώτη στη
δεύτερη br-βελτίωση είναι πολύ μεγαλύτερη από αυτήν που επιτυγχάνεται από την δεύτερη
στην τρίτη br-βελτίωση. Το δεύτερο από τα δύο ανωτέρω συμπεράσματα επιβεβαιώνεται από
τα αποτελέσματα του Σχήματος 15, όπου παρατηρείται ότι η περιοχή στην οποία τ1 < τ1,slow

μειώνεται με κάθε μία επιπλέον br-βελτίωση.
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4 Συμπεράσματα

Το ζητούμενο στη παρούσα εργασία ήταν να εξεταστεί στο κατά πόσον είναι δυνατόν να
προβλεφθεί ο επερχόμενος εκφυλισμός της ΑΑΠ από τα δυναμικά χαρακτηριστικά του συ-
στήματος Rössler, ενόσσω η λύση κινείται επί της ΑΑΠ.

Για το σκοπό αυτό έγινε σύγκριση των χρονοκλιμάκων του "αργού" συστήματος με αυτές
του αρχικού συστήματος, όταν η λύση κινείται επί της ΑΑΠ. Αποδείχθηκε ότι:

1. το "αργό σύστημα αναπαράγει σωστά τις αργές χρονοκλίμακες του αρχικού συστήματος
και

2. αντί της γρήγορης αποσβετικής χρονοκλίμακας του αρχικού συστήματος, στο "αργό"
σύστημα αναπτύσεται μία νέα χρονοκλίμακα η οποία, σύμφωνα με τα αποτελέσματα
του Σχήματος 12:

2.1 είναι χαρακτηριστική του "αργού" συστήματος κατά μήκος της ΑΑΠ,

2.2 στην αρχή της ΑΑΠ είναι αποσβετικού χαρακτήρα ενώ προς το τέλος της ΑΑΠ
είναι εκρητικού χαρακτήρα, και

2.3 επιταχύνει (γίνεται πιό γρήγορη) με κάθε επιπλέον br-βελτίωση, όπως φαίνεται και
στα Σχήματα 14 και 15.

Το γεγονός ότι η νέα χρονοκλίμακα του "αργού" συστήματος είναι αποσβετική στην αρχή
της ΑΑΠ (και επειδή είναι αρκετά πιο γρήγορη απο τις υπόλοιπες) σημαίνει ότι ουσιαστικά
επιτρέπει στην αργή δυναμική του αρχικού συστήματος να χαρακτηρίζει την εξέλιξη επί της
ΑΑΠ. Όμως, το γεγονός ότι η χρονοκλίμακα αυτή είναι εκρηκτικού χαρακτήρα προς το τέ-
λος της ΑΑΠ (και επειδή είναι πάλι αρκετά πιο γήγορη απο τις υπόλοιπες) σημαίνει ότι η
αργή δυναμική του αρχικου συστήματος δεν έχει καθοριστική επιροή στην συμπεριφορά του
συστήματος στην περιοχή αυτή, όπου συντελείται ο εκφυλισμός της ΑΑΠ.

Δεδομένου ότι η χρονοκλίμακα αυτή επιταχύνει με κάθε επιπλέον br-βελτίωση, η επιρροή
της αργής δυναμικής του αρχικού συστήματος στην αρχή της ΑΑΠ και η απουσία επιρροής
της στο τέλος της ΑΑΠ γίνεται πιό εμφανής.

Βέβαια, όπως δείχνει και το Σχήμα 10, η επιτάχυνση της νέας χρονοκλίμακας που επιτυγ-
χάνεται με κάθε br-βελτίωση προκαλεί:

1. μείωση στην αύξηση της ακρίβειας που επιφέρει η επιπλέον br-βελτίωση και
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2. μείωση της περιοχής στο επίπεδο x− y η οποία μπορεί να χαρακτηριστεί ως ΑΑΠ.

Οπως αναφέρεται και στην [30] και αποδεικνύεται και στο Σχήμα 15 της παρούσας εργα-
σίας, αυτό συμβαίνει επειδή με κάθε br-βελτίωση η απόσταση μεταξύ του μέτρου της γρήγορης
χρονοκλίμακας του αρχικού συστήματος και του μέτρου της πιό γρήγορης χρονοκλίμακας του
"αργού" συστήματος μειώνεται. Δεδομένου ότι η απόσταση μεταξύ των μέτρων των δύο χρονο-
κλιμάκων είναι ανάλογη της αύξησης της ακρίβειας που επιφέρει κάθε br-βελτίωση (όσο πιο
μεγάλη η απόσταση τόσο πιο μεγάλη η αύξηση της ακρίβειας), οι ανωτέρω δύο διαπιστώσεις
που προκύπτουν από το Σχήμα 10 επιβεβαιώνουν το θεωρητικά αναμενόμενο αποτέλεσμα.

Όσον αφορά τον εκφυλισμό της ΑΑΠ, συνάγεται από τα Σχήματα 9 και 12 ότι αυτός δεν
μπορεί να συνδεθεί με κάποια από τις τρεις χρονοκλίμακες του αρχικού συστήματος αλλά με
την εκρηκτικού χαρακτήρα πιο γρήγορη χρονοκλίμακα του "αργού" συστήματος. Το γεγονός
ότι ο εκφυλισμός της ΑΑΠ επιταχύνεται με αυξανόμενο αριθμό br-βελτιώσεων είναι φυσιολο-
γική συνέπεια της συνεπαγόμενης μείωσης της απόστασης μεταξύ της γρήγορης χρονοκλίμα-
κας του αρχικού συστήματος και της πιό γρήγορης χρονοκλίμακας του "αργού" συστήματος.

Τέλος, σχετικά με το μηχανισμό στον οποίον οφείλεται η χαοτική κίνηση που προκαλεί
το σύστημα του Rössler, τα αποτελέσματα της παρούσας εργασίας υποδεικνύουν ότι αυτός
έχει σχέση με τη δυναμική του συστήματος κατά την κίνηση επί της ΑΑΠ. Τούτο προκύπτει
από το γεγονός ότι η λύση εγκαταλείπει την ΑΑΠ κάθε φορά σε διαφορετικό σημείο, το οποίο
συνεπάγεται την επαναφορά της λύσης στην ΑΑΠ (μετά την σύντομη κίνηση κατά τον άξονα
του z). Το κατά πόσον το φαινόμενο αυτό σχετίζεται με την εκρηκτική ιδιοτιμή του "αργού"
συστήματος απομένει να αναλυθεί.
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5 Παραρτημα: Yπολογιστικό πρόγραμμα Mathematica

(* Οι εξισώσεις κίνησης του συστήματος Rössler, Εξ. (3.0.1): *)
dz = b+ z(x− c);

dx = −y − z;

dy = x+ ay;

(* Το διανυσμάτικό πεδίο g όπως προκύπτει απο τις Εξ. (3.0.1): *)

g =


dz

dx

dy

;
(* Ο πίνακας J (Jacobian) του διανυσματικού πεδίου g:*)

J =


D[dz, z] D[dz, x] D[dz, y]

D[dx, z] D[dx, x] D[dx, y]

D[dy, z] D[dy, x] D[dy, y]

;
(* Ορίζουμε τους τέσσερεις υποπίνακες Jrr, Jrs, Jsr και Jss που παράγονται απο τον J. *)
Jrr =

[
D[dz, z]

]
;

Jrs =
[
D[dz, x] D[dz, y]

]
;

Jsr =

D[dx, z]

D[dy, z]

;
Jss =

D[dx, x] D[dx, y]

D[dy, x] D[dy, y]

;
(* Αρχικά ορίζουμε την αρχική συνθήκη για τον πίνακα G. *)
G0 =

[
0 0

]
;

(* Και υπολογίζουμε τους 3 πίνακες G έναν για κάθε βελτίωση χρησιμοποιώντας την επανα-
ληπτική σχέση (2.4.44): *)
(* Πρώτη επανάληψη χρησιμοποιώντας την αρχική συνθήκη G0. *)
xi = Inverse[Jrr −G0.Jsr];
G1 = xi.(G0.Jss− Jrs);
(* Δεύτερη επανάληψη χρησιμοποιώντας το G1 που υπολογίσαμε παραπάνω και λαμβάνο-
ντας υπ'όψην μας και την μερική παράγωγο του G1. *)
xi = Inverse[Jrr −G1.Jsr];
G1d = D[G1, z]dz +D[G1, x]dx+D[G1, y]dy;
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G2 = xi.(G1.Jss− Jrs+G1d);
(* Τρίτη επανάληψη χρησιμοποιώντας το G2 που υπολογίσαμε παραπάνω και λαμβάνοντας
υπ'όψην μας την μερική παράγωγο του G2. *)
xi = Inverse[Jrr −G2.Jsr];
G2d = D[G2, z]dz +D[G2, x]dx+D[G2, y]dy;
G3 = xi.(G2.Jss− Jrs+G2d);
(* Δίνουμε την αρχική συνθήκη για τον υπολογισμό του πίνακα R. *)
R0 = 0;
(* Για να υπολογίσουμε τον πίνακα R θα χρησιμοποιήσουμε την υπολογιστική Εξ. (2.4.55)
λόγω της αρχικής συνθήκης R0 = 0. *)
xi = Inverse[Jrr −G1.Jsr];
(* Αρχικά υπολογίζουμε τον R1 και αντίστοιχα τους R2 και R3. *)
R1 = −Jsr.xi;
xi = Inverse[Jrr −G2.Jsr];
R2 = −Jsr.xi;
xi = Inverse[Jrr −G3.Jsr];
R3 = −Jsr.xi;
xi = Inverse[Jrr −G4.Jsr];
(* Στην συνέχεια θέλουμε να υπολογίσουμε τα διανύσματα βάσηςAr καιAs και τα αντίστοιχα
Br και Bs το οποίο το κάνουμε μέσω των Εξ. (2.3.15) για την πρώτη βελτίωση: *)
HE = R1.G1;
he11 = 1−HE[[1]][[1]];
he12 = −HE[[1]][[2]];
he21 = −HE[[2]][[1]];
he22 = 1−HE[[2]][[2]];
R11 = R1[[1]][[1]];
R21 = R1[[2]][[1]];
G11 = G1[[1]][[1]];
G12 = G1[[1]][[2]];

Ar1 =


1−G1.R1

−R11

−R21

;
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As1 =


G11

1

0

;

At1 =


G12

0

1

;
Br1 =

[
1 −G11 −G12

]
;

Bs1 =
[
R11 he11 he12

]
;

Bt1 =
[
R21 he21 he22

]
;

(* Υπολογισμός των Ar και As και των αντίστοιχων Br και Bs για την δεύτερη βελτίωση. *)
HE = R2.G2;
he11 = 1−HE[[1]][[1]];
he12 = −HE[[1]][[2]];
he21 = −HE[[2]][[1]];
he22 = 1−HE[[2]][[2]];
R11 = R2[[1]][[1]];
R21 = R2[[2]][[1]];
G11 = G2[[1]][[1]];
G12 = G2[[1]][[2]];

Ar2 =


1−G2.R2

−R11

−R21

;

As2 =


G11

1

0

;

At2 =


G12

0

1

;
Br2 =

[
1 −G11 −G12

]
;

Bs2 =
[
R11 he11 he12

]
;

Bt2 =
[
R21 he21 he22

]
;

51



(* Υπολογισμός των Ar και As και των αντίστοιχων Br και Bs για την τρίτη βελτίωση. *)
HE = R3.G3;
he11 = 1−HE[[1]][[1]];
he12 = −HE[[1]][[2]];
he21 = −HE[[2]][[1]];
he22 = 1−HE[[2]][[2]];
R11 = R3[[1]][[1]];
R21 = R3[[2]][[1]];
G11 = G3[[1]][[1]];
G12 = G3[[1]][[2]];

Ar3 =


1−G3.R3

−R11

−R21

;

As3 =


G11

1

0

;

At3 =


G12

0

1

;
Br3 =

[
1 −G11 −G12

]
;

Bs3 =
[
R11 he11 he12

]
;

Bt3 =
[
R21 he21 he22

]
;

(* Εύρεση των fr, fs για τις 3 βελτιώσεις χρησιμοποιώντας τις Eξ. (2.4.16) και (2.4.17).*)
fr1 = Br1.g;
fs1 = Bs1.g;
ft1 = Bt1.g;
fr2 = Br2.g;
fs2 = Bs2.g;
ft2 = Bt2.g;
fr3 = Br3.g;
fs3 = Bs3.g;
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ft3 = Bt3.g;
(* Τέλος έχουμε την κατασκευή του "αργού" συστήματος για την πρώτη δέυτερη και τρίτη
βελτίωση Εξ. (2.4.15): *)
gs1 = As1.fs1 + At1.ft1;
gs2 = As2.fs2 + At2.ft2;
gs3 = As3.fs3 + At3.ft3;
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