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Πρόλογος - Ευχαριστίες

Οι σελίδες που ακολουθούν αποτελούν µια εισαγωγή στην Θεωρία των χώρων Hilbert και
στη Θεωρία Τελεστών σε χώρους Hilbert.

Οι χώροι Hilbert αποτελούν το πρώτο ϐήµα γενίκευσης, σε άπειρες διαστάσεις, των Ευκλεί-
δειων χώρων. ΄Ετσι, επιτρέπουν την χρήση ιδεών και µεθόδων της Ευκλείδειας Γεωµετρίας για
την ανάλυση χώρων συναρτήσεων. Από την άλλη µεριά, οι Τελεστές σε διανυσµατικούς χώρους
µε νόρµα, αποτελούν µια ϕυσική γενίκευση των πραγµατικών συναρτήσεων. Επιπλέον, η δοµή
του χώρου των τελεστών σε ένα χώρο Hilbert είναι πολύ πλουσιότερη σε σύγκριση µε άλλους
χώρους της Συναρτησιακής Ανάλυσης· επιτυγχάνεται έτσι κατάλληλη γενίκευση αποτελεσµάτων
της Γραµµικής ΄Αλγεβρας, η οποία γενίκευση έχει απολύτως κεντρικό ϱόλο στην Ανάλυση και τις
εφαρµογές της.

Η ϑεωρία των χώρων Hilbert απαιτεί πολύ λίγα ϑεωρητικά εφόδια για την κατανόησή της.
Στην εργασία αυτή, οι προαπαιτούµενες γνώσεις είναι ελάχιστες. Με εξαίρεση το 3ο Κεφάλαιο,
δεν χρειάζεται παρά µια καλή κατανόηση των ϐασικών εννοιών της Γραµµικής ΄Αλγεβρας, του
Απειροστικού Λογισµού και της Πραγµατικής Ανάλυσης (στοιχειώδης ϑεωρία µετρικών χώρων).
΄Αλλωστε ο στόχος µας είναι να παραθέσουµε τις ϐασικές ιδέες και τα αποτελέσµατα της ϑεωρίας
των χώρων Hilbert και της συναρτησιακής ανάλυσης και να εισάγουµε τον αναγνώστη στην έννοια
του Γραµµικού Τελεστή.

Στα Κεφάλαια 1, 2 ϑα γίνει η εισαγωγή στους διανυσµατικούς χώρους µε εσωτερικό γινόµενο
(που ορίζεται από νόρµα) και στους χώρους Hilbert δίνοντας ιδιαίτερη σηµασία στα ορθοκανονικά
συστήµατα. Στο Κεφάλαιο 3 ϑα εισαχθεί η έννοια του Γραµµικού Τελεστή και ϑα παρουσιαστούν
παραδείγµατα, ιδιότητες και απλές εφαρµογές αυτών.

Θα ήθελα, τέλος, να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα καθηγητή της εργασίας κ. Κραββαρίτη
που, από την πρώτη στιγµή, µε δέχθηκε και µου έδωσε την ευκαιρία να µελετήσω ϐαθύτερα τις
ϐασικές αυτές έννοιες (της συναρησιακής ανάλυσης) µέσω του ϑέµατος που µου πρότεινε.

Σπύρος Μάης





Περίληψη

• Στην παράγραφο 1.1 γίνεται η εισαγωγή και δίνονται οι ορισµοί και οι ϐασικές ιδιότητες
των διανυσµατικών χώρων.

• Στην παράγραφο 1.2 παρουσιάζονται οι ορισµοί των χώρων µε εσωτερικό γινόµενο καθώς
και της νόρµας σε χώρο µε εσωτερικό γινόµενο. Επίσης γίνεται αναφορά των ϐασικών
ϑεωρηµάτων των χώρων εσωτερικού γινοµένου.

• Στην παράγραφο 1.3 δίνεται ο ορισµός και µία σειρά ϐασικών παραδειγµάτων χώρων
Hilbert. Επίσης, παρουσιάζεται ο ορισµός της ασθενούς και της ισχυρής σύγκλισης σε
συνδιασµό µε έναν αριθµό ϐασικών ϑεωρηµάτων που στηρίζονται σε αυτές.

• Στην παράγραφο 2.1 δίνονται οι ορισµοί των ορθογώνιων και των ορθοκανονικών συστη-
µάτων, της ορθοκανονικής ακολουθίας καθώς και ένα πλήθος παραδειγµάτων τους. Στη
συνέχεια, περιγράφεται η µέθοδος ορθοκανονικοποίησης Gram-Schmidt.

• Στην παράγραφο 2.2 παρατίθενται οι ορισµοί της πλήρους ορθοκανονικής ακολουθίας και
της ορθοκανονικής ϐάσης. ∆ίνεται ο τύπος του Parseval, η ισότητα και η ανισότητα του
Bessel, καθώς επίσης οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις και οι συναρτήσεις Walsh. Στην
συνέχεια, δίνονται οι ορισµοί των διαχωρίσιµων χώρων και των ισοµορφικών χώρων Hilbert
µαζί µε µία σειρά ϑεωρηµάτων και παραδειγµάτων που σχετίζονται µε αυτούς.

• Στην παράγραφο 2.3 δίνεται ο ορισµός των αθροιστικών πυρήνων και τα σχετικά ϑεωρή-
µατα καθώς επίσης ο ορισµός των σειρών Fourier και ο τρόπος που προκύπτουν.

• Στην παράγραφο 2.4 παρουσιάζονται οι ορισµοί του ορθογώνιου συµπληρώµατος και των
κυρτών συνόλων. Γίνεται αναφορά στην ιδιότητα του οριακού σηµείου καθώς και στα
ϑεωρήµατα προβολής.



• Η παράγραφος 2.5 αναφέρεται στα γραµµικά συναρτησιακά, καθώς και στο ϑεώρηµα
απεικόνισης του Riesz.

• Στην παράγραφο 3.1 γίνεται η εισαγωγή στην έννοια των ϕραγµένων γραµµικών τελεστών.
∆ίνονται ορισµοί και παραδείγµατα.

• Στην παράγραφο 3.2 παρουσιάζονται τα διγραµµικά συναρτησιακά και οι τετραγωνικές
µορφές. Ακόµη αποδεικνύεται το ϑεώρηµα Lax-Milgram, το οποίο είναι µια σηµαντική
γενίκευση του Θεωρήµατος Riesz.

• Στην παράγραφο 3.3 εξετάζονται σηµαντικές κατηγορίες των ϕραγµένων γραµµικών τελε-
στών σε χώρους Hilbert, οι λεγόµενοι συζυγείς και αυτοσυζυγείς τελεστές.

• Στην παράγραφο 3.4 παρουσιάζονται ειδικοί γραµµικοί τελεστές : οι αντιστρέψιµοι, οι
κανονικοί, οι ισοµετρικοί και οι ορθοµοναδιαίοι.

• Η παράγραφος 3.5 αφιερώνεται σε έναν σηµαντικό τελεστή πανω στον L2: το µετασχηµα-
τισµό Fourier.



Summary

• In paragraph 1.1 the definitions and the basic properties of vector spaces are presented.

• In paragraph 1.2 the definitions of inner product spaces as well as norms in inner
product spaces are given.

• In paragraph 1.3 the definition and a series of basic examples of Hilbert spaces are
given. Also, the definition of strong and weak converage is presented in combination to
a number of basic theorems based on them.

• In paragraph 2.1 the definitions of orthogonal and orthonormal systems, the definition
of orthonormal sequence are given, as well as a number of examples. The Gram-Schmidt
othonormalization process is described.

• In paragraph 2.2 the definitions of complete orthonormal sequence and othonormal
basis are given. The Parseval’s formula, the Bessel’s equality and inequality are given
as well as the Rademacher functions and Walsh functions. Also, the definitions of
seperable spaces and isomorphic Hilbert spaces are given in combination to a number
of theorems related to them.

• In paragraph 2.3 the definition of summability kernel is given as well as the related
theorems. Also, the definition of Fourier series and the method with wich these series
are produced.

• In paragraph 2.4 the definition of orthogonal complement and convex sets are presen-
ted. The closest point property and the orthogonal complements and projections are
introduced.

• In paragraph 2.5 linear functonal and the Riesz representation theorem are presented.



• In paragraph 3.1 linear Operators are introduced. Definitions and examples are given.

• In paragraph 3.2 bilinear functionals and quadratic forms are presented. Also, the
Lax-Milgram theorem is proved.

• In paragraph 3.3 definitions of Adjoint and self-adjoint Operators are given as well as
examples of them.

• In paragraph 3.4 special linear Operators are presented: Invertible, Normal, Isometric
and Uitary Operators.

• In paragraph 3.5 the Fourier Transform is presented.
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Κεφάλαιο 1

∆ιανυσµατικοί Χώροι

1.1 Εισαγωγή

Οι ϐασικές αλγεβρικές έννοιες στη ϑεωρία των χώρων Hilbert είναι ο διανυσµατικός χώρος και
το εσωτερικό γινόµενο. Το εσωτερικό γινόµενο ορίζει µια νόρµα και έτσι κάθε χώρος Hilbert
είναι ένας διανυσµατικός χώρος µε νόρµα. Από την στιγµή που η νόρµα παίζει πολύ σηµαντικό
ϱόλο στη ϑεωρία, είναι αδύνατο να µελετήσει κανείς ϑεωρία χώρων Hilbert χωρίς να ειναι εξοι-
κειωµένος µε τις ϐασικές έννοιες και τις ιδιότητες των χώρων µε νόρµα. Σε αυτό το κεφάλαιο
δίνονται οι ορισµοί του διανυσµατικού χώρου και οι ϐασικές του ιδιότητες.

∆ιανυσµατικοί χώροι

Θα εξετάσουµε και τους πραγµατικούς και τους µιγαδικούς διανυσµατικούς χώρους. Το
σύνολο των πραγµατικών αριθµών ϑα δηλώνεται µε το R και το συνολο των µιγαδικών µε το C.
΄Ενα στοιχείο του R ή του C ονοµάζεται ϐαθµωτό µέγεθος. Συνήθως ειναι προτιµότερο να δίνεται
ένας ορισµός ή να διατυπώνεται ένα ϑεώρηµα χωρίς να δηλώνεται το πεδίο των µεταβλητών. Σε
αυτή την περίπτωση ϑα χρησιµοποιούµε F και ϑα εννοούµε το R ή το C. Για παράδειγµα αν σε
ένα ϑεώρηµα αναφέρεται το σύνολο F, αυτό σηµαίνει ότι το ϑεώρηµα ισχύει για το σύνολο των
πραγµατικών R και των µιγαδικών C.

Ορισµός 1.1.1. (διανυσµατικός χώρος) ∆ιανυσµατικός χώρος ονοµάζεται ένα µη κενό σύνολο E
µε δύο πράξεις :

11
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την απεικόνιση + : (x, y)→ x+ y : E× E→ E
που καλείται πρόσθεση

και την απεικόνιση · : (λ, x)→ λx : F× E→ E
που καλείται ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός

ώστε για κάθε x, y ∈ E, α, β ∈ R να ισχύουν οι ιδιότητες :

(α) x+ y = y + x

(ϐ) (x+ y) + z = x+ (y + z)

(γ) Για κάθε x, y ∈ E υπάρχει z ∈ E, τέτοιο ώστε x+ y = z

(δ) α(βx) = (αβ)x

(ε) (α + β)x = αx+ βx

(στ) α(x+ y) = αx+ αy

(Ϲ) 1x = x

Τα στοιχεία του E καλούνται διανύσµατα. Αν F = R τότε το E καλείται πραγµατικός διανυ-
σµατικός χωρος, ενώ αν F = C τότε ο E καλείται µιγαδικός διανυσµατικός χώρος.

Από την (γ) έπεται ότι για κάθε x ∈ E υπάρχει ένα zx ∈ E τέτοιο ώστε x+zx = x. Θα δείξουµε
ότι το zx είναι µοναδικό και ισούται µε το 0 που ονοµάζεται µηδενικό διάνυσµα.

Ας υποθέσουµε ότι x+zx = x και y+zy = y. Από (γ) και (α), υπάρχει ω τέτοιο ώστε y = x+ω.
Τότε, από (α) και (ϐ),
y + zx = (x+ ω) + zx = (x+ zx) + ω = x+ ω = y

Αυτό δείχνει ότι εάν x + z = x για κάποιο x ∈ E, τότε y + z = y για κάθε διάνυσµα y ∈ E.
Χρειάζεται επίσης να δείξουµε ότι το z είναι µοναδικό. Πράγµατι, αν z1 και z2 είναι τέτοιοι
αριθµοί, τότε z1 + z2 = z1 και z1 + z2 = z2. ΄Αρα z1 = z2. Η µοναδικότητα του µηδενικού διανύ-
σµατος δηλώνει ότι το διάνυσµα z της ιδιότητας (γ) είναι µοναδικό για κάθε Ϲεύγος διανυσµάτων
x, y ∈ E: ΄Εστω x+ z1 = y και x+ z2 = y. Τότε υπάρχει ω ∈ E τέτοιο ώστε x+ ω = 0. Τότε
z1 = z1 + (x+ ω) = (x+ z1) + ω = y + ω = (x+ z2) + ω = z2 + (x+ ω) = z2

Η µοναδική λύση της x + y = z δηλώνεται ως y − x. Σύµφωνα µε τον ορισµό του µηδενικού
διανύσµατος έχουµε x − x = 0 Το διάνυσµα 0 − x δηλώνεται ως −x (αντίθετο στοιχείο). Θα
χρησιµοποιούµε 0 για να δηλώσουµε τον αριθµό 0 ή το µηδενικό διάνυσµα.

Οι ακόλουθες ιδιότητες προκύπτουν εύκολα από τον ορισµό του διανυσµατικού χώρου:
Αν λ 6= 0 και λx = 0, τότε x = 0.
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Αν x 6= 0 και λx = 0, τότε λ = 0.
0x = 0 και (−1)x = −x.

Παράδειγµα 1.1.1. Τα ϐαθµωτά πεδία R και C είναι οι πιο απλοί µη τετριµµένοι διανυσµατικοί

χώροι. Το R είναι ένας πραγµατικός διανυσµατικός χώρος· το C µπορεί να χειρισθεί είτε ως

πραγµατικός είτε ως µιγαδικός διανυσµατικός χώρος. Ακολουθούν µερικά απλά παραδείγµατα

διανυσµατικών χώρων:

RN = {(x1, ..., xN) : x1, ..., xN ∈ R}.

CN = {(z1, ..., zN) : z1, ..., zN ∈ C}

{(z1, z2, z1 + z2) : z1, z2 ∈ C}.

Παράδειγµα 1.1.2. (χώροι συναρτήσεων) Για ένα µη κενό σύνολο X, ο χώρος F(X) όλων των

πραγµατικών συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού το X(f : X → R) µε πράξεις ορισµένες κατά σηµείο,

δηλαδή από τις σχέσεις :

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(λf)(x) = λf(x)

Παράδειγµα 1.1.3. Ο χώρος P όλων των πολυωνύµων µε πραγµατικούς συντελεστές.

Παράδειγµα 1.1.4. Για κάθε n ο χώρος Pn όλων των πολυωνύµων µε ϐαθµό µικρότερο ή ίσο του

n και πραγµατικούς συντελεστές.

Παράδειγµα 1.1.5. Ο χώρος C(R) των συνεχών συναρτήσεων f : R → R είναι διανυσµατικός

χώρος. Εδώ χρησιµοποιείται το γνωστό αποτέλεσµα της ανάλυσης ότι το άθροισµα δύο συνεχών

συναρτήσεων, καθώς και το ϐαθµωτό γινόµενο πραγµατικού αριθµού µε συνεχή συνάρτηση είναι

συνεχής συνάρτηση. Αντίστοιχα ορίζεται και ο χώρος C[α, β] για κάθε κλειστό διάστηµα [α, β] του

R.

Παράδειγµα 1.1.6. Ο χώρος c00(N) των τελικά µηδενικών ακολουθιών πραγµατικών αριθµών

αποτελείται από όλες τις ακολουθίες πραγµατικών αριθµών της µορφής ~x = (x1, x2, ...) για τις

οποίες υπάρχει i0 ∈ R ώστε xi = 0 για κάθε i ≥ i0. Η πρόσθεση και το ϐαθµωτό γινόµενο ορίζονται



14 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ

κατά σηµείο, δηλαδή από τις σχέσεις

(x1, x2, ...) + (y1, y2, ...) = (x1 + y1, x2 + y2, ...)

λ(x1, x2, ...) = (λx1, λx2, ...)

Επίσης πρέπει να σηµειώσουµε ότι το άθροιµα δυο τελικά µηδενικών ακολουθιών καθώς και
το γινόµενο ενός πραγµατικού αριθµού µε µια τελικά µηδενική ακολουθία είναι τελικά µηδενική
ακολουθία και άρα οι πράξεις, όπως ορίστηκαν προηγουµένως είναι καλά ορισµένες στο c00(N).
Ο διανυσµατικός χώρος c00(N) είναι η ϕυσιολογική επέκταση κάθε Rk µε k ∈ N υπό την έννοια
ότι για κάθε k ο Rk µπορεί να ταυτιστεί µε το σύνολο των στοιχείων ~x = (xi), i ∈ N του c00(N)

για τα οποία xi = 0 για κάθε i ≥ k + 1.

Παράδειγµα 1.1.7. (Χώροι `p) Ο `p για p ≥ 1 είναι ο χώρος όλων των άπειρων ακολουθιών zn

των µιγαδικών αριθµών για τις οποίες ισχύει

∞∑
n=1

|zn|p <∞

Θα δείξουµε ότι ένας τέτοιος χώρος είναι διανυσµατικός. Αφού ο `p είναι υποσύνολο του
διανυσµατικού χώρου όλων των ακολουθιών µιγαδικών αριθµών, αρκεί να δείξουµε ότι : αν
(xn), (yn) ∈ `p και ` ∈ C τότε (xn + yn) ∈ `p και (lxn) ∈ `p. Για την αλήθεια της δεύτερης
ιδιότητας αρκεί να παρατηρήσει κανείς ότι :

∞∑
n=1

|λxn|p = |λ|p
∞∑
n=1

|xn|p <∞

΄Οσο για την πρώτη, έπεται άµεσα από την ανισότητα Minkowski:

(
∞∑
n=1

|xn + yn|p
) 1

p

≤

(
∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

+

(
∞∑
n=1

|yn|p
) 1

p

Η απόδειξη της ανισότητας Minkowski ϐασίζεται στην ανισότητα Hölder. Και οι δύο ανισό-
τητες αποδεικνύονται παρακάτω.

Θεώρηµα 1.1.1. (Ανισότητα Hölder) ΄Εστω p > 1, q > 1 και 1
p

+ 1
q

= 1. Για κάθε δύο ακλουθίες
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µιγαδικών αριθµών (xn), (yn) έχουµε :

∞∑
n=1

|xnyn| ≤

(
∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p
(
∞∑
n=1

|yn|q
) 1

q

Απόδειξη:

Αρχικως παρατηρούµε ότι :

x
1
p ≤ 1

p
x+

1

q
, για 0 ≤ x ≤ 1

΄Εστω a και b µη αρνητικοί αριθµοί τέτοιοι ώστε ap ≤ bq. Τότε 0 ≤ ab

bq
≤ 1 και άρα έχουµε:

ab
−q
p ≤ 1

p

ap

bq
+

1

q

αφού

−q
p

= 1− q

ab1−q ≤ 1

p
· a

p

bq
+

1

q

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη µε bq παίρνουµε:

ab ≤ ap

p
+
bq

q

Αποδείξαµε το ϑεώρηµα για την περίπτωση ap ≤ bq. Αντίστοιχα αποδεικνύεται η περίπτωση
bq ≤ ap. ΄Αρα η ανισότητα ισχύει για κάθε a, b ≥ 0.
Θέτωντας :

a =
|xj|(

n∑
k=1

|xk|p
) 1

p

, b =
|yj|(

n∑
k=1

|yk|q
) 1

q

, όπου n ∈ N και 1 ≤ j ≤ n
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παίρνουµε:

|xj|(
n∑
k=1

|xk|p
) 1

p

|yj|(
n∑
k=1

|yk|q
) 1

q

≤ 1

p

|xj|p
n∑
k=1

|xk|p
+

1

q

|yj|q
n∑
k=1

|yk|q

Αθροίζοντας τις ανισότητες για j = 1, ..., n παίρνουµε:∑n
k=1 |xj||yj|(

n∑
k=1

|xk|p
) 1

p
(

n∑
k=1

|yk|q
) 1

q

≤ 1

p
+

1

q
= 1

όπου για n→∞ παίρνουµε την ανισότητα Hölder.

Θεώρηµα 1.1.2. (Ανισότητα Minkowski) ΄Εστω p ≥ 1. Για κάθε δύο ακολουθίες µιγαδικών

αριθµών (xn), (yn) έχουµε :

(
∞∑
n=1

|xn + yn|p
) 1

p

≤

(
∞∑
n=1

|xn|p
)1/p

+

(
∞∑
n=1

|yn|p
)1/p

Απόδειξη:

Για p = 1 τότε υπάρχει q τέτοιο ώστε 1
p

+ 1
q

= 1. Από ανισότητα Hölder έχουµε:

∞∑
n=1

|xn + yn|p =
∞∑
n=1

|xn + yn||xn + yn|p−1 ≤

≤
∞∑
n=1

|xn||xn + yn|p−1 +
∞∑
n=1

|yn||xn + yn|p−1 ≤

≤

(
∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p
(
∞∑
n=1

|xn + yn|q(p−1)

) 1
q

+

(
∞∑
n=1

|yn|p
) 1

p
(
∞∑
n=1

|xn + yn|q(p−1)

) 1
q

αφού q(p− 1) = p, έχουµε:

∞∑
n=1

|xn + yn|p ≤

( ∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

+

(
∞∑
n=1

|yn|p
) 1

p

( ∞∑
n=1

|xn + yn|p
) 1

q



1.1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 17

από όπου παίρνουµε την ανισότητα Minkowski.

Παράδειγµα 1.1.8. (Καρτεσιανό γινόµενο διανυσµατικών χώρων) ΄Εστω E1, ..., En διανυσµατικοί

χώροι. Ορίζουµε :

E = {(x1, ..., xn) : x1 ∈ E1, x2 ∈ E2, ..., xn ∈ En}

µε τις πράξεις :

(x1, ..., xn) + (y1, ..., yn) = (x1 + y1, ..., xn + yn)

λ(x1, ..., xn) = (λx1, ..., λxn)

Τότε το E είναι ένας διανυσµατικός χώρος που ονοµάζεται καρτεσιανό γινόµενο των E1, .., En. Το

καρτεσιανό γινόµενο γράφεται ως E = E1 × E2 × ...× En.

Ορισµός 1.1.2. (Γραµµικός Συνδιασµός) ΄Εστω x1, ..., xk διανύσµατα ενός διανυσµατικού χώ-

ϱου E. Το διάνυσµα x ∈ E ϑα ονοµάζεται γραµµικός συνδυασµός των x1, ..., xk αν υπάρχουν

a1, ..., ak ∈ R τέτοια ώστε :

x = a1x1 + ...+ akxk

Για παραδειγµα, κάθε στοιχείο του RN είναι γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων:

e1 = (1, 0, 0, ..., 0), e2 = (0, 1, 0, ..., 0), ..., eN = (0, 0, ..., 0, 1)

Ορισµός 1.1.3. (Γραµµική ανεξαρτησία) ΄Εστω X ένα γραµµικός χώρος.

( i) ΄Ενα πεπερασµένο υποσύνολο {x1, ..., xn} του X λέγεται γραµµικά ανεξάρτητο αν για κάθε

λ1, ..., λn ∈ R ώστε λ1x1, ..., λnxn = 0 έπεται ότι λ1 = ... = λn = 0. Σε αντίθετη περίπτωση,

δηλαδή αν υπάρχουν λ1, ..., λn ∈ R όχι όλα ίσα µε µηδέν ώστε λx1 + ... + λnxn = 0, το

σύνολο λέγεται γραµµικά εξαρτηµένο.

( ii) ΄ΕναA ⊂ X, λέγεται γραµµικά ανεξάρτητο αν κάθε πεπερασµένο υποσύνολό του είναι γραµ-

µικά ανεξάρτητο, διαφορετικά αν έχει ένα γραµµικά εξαρτηµένο πεπερασµένο υποσύνολο,

λέγεται γραµµικά εξαρτηµένο.

Παράδειγµα 1.1.9. ∆ύο διανύσµατα του R3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα αν δεν ειναι συνευθειακά

και τρία διανύσµατα του R3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα αν δεν είναι συνεπίπεδα.
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Παράδειγµα 1.1.10. Σε κάθε διανυσµατικό χώρο το {0} είναι γραµµικά εξαρτηµένο ενώ για

x ∈ X µε x 6= 0 το {x} είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Το ∅ είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Παράδειγµα 1.1.11. Αν το A είναι γραµµικά ανεξάρτητο και B ⊂ A τότε και το B είναι γραµµικά

ανεξάρτητο.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Η γραµµική ανεξαρτησία είναι µια ιδιαίτερα σηµαντική έννοια στη ϑεωρία
γραµµικών χώρων. Ο ορισµός ειναι ισοδύναµος µε το ότι κάθε x ∈ A γιαA γραµµικά ανεξάρτητο
παράγει τη δική του διάσταση που παραµένει ανεξάρτητη από όλες τις διαστάσεις του γραµµικού
χώρου των υπολοίπων.

Ορισµός 1.1.4. ΄Εστω X ένα γραµµικός χώρος. ΄Ενα B ⊂ X ονοµάζεται Hamel ϐάση (ή

αλγεβρική ϐάση) του X, αν το B είναι γραµµικά ανεξάρτητο και spanB = X.

1.2 Νόρµες σε χώρους µε εσωτερικό γινόµενο

Ορισµός 1.2.1. (χώρος µε εσωτερικό γινόµενο) ΄Εστω ότι E είναι ένας µιγαδικός διανυσµατικός

χώρος. Το σύµβολο < ·, · >: E × E → C ονοµάζεται εσωτερικό γινόµενο στον E εάν για κάθε

x, y, z ∈ E και α, β ∈ C ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες :

(α) 〈x, y〉 = 〈y, x〉

(ϐ) 〈αx+ βy, zy〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉

(γ) 〈x, x〉 ≥ 0

(δ) 〈x, x〉 = 0 αν x = 0

΄Ενας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο ονοµάζεται χώρος µε εσωτερικό γινόµενο.

Με ϐάση τον ορισµό, το εσωτερικό γινόµενο δυο διανυσµάτων είναι ένας µιγαδικός αριθµός.
Από το (α) έχουµε 〈x, x〉 = 〈x, x〉 , το όποιο σηµαίνει ότι 〈x, x〉 είναι ένας πραγµατικός αριθµός
για κάθε x ∈ E . Προκύπτει από το (ϐ) ότι

〈x, αy + βz〉 = 〈αy + βz, x〉 = α〈y, x〉+ β〈z, x〉 = α〈x, y〉+ β〈x, z〉.

Ειδικότερα,

〈αx, y〉 = α〈x, y〉 και 〈x, αy〉 = ᾱ〈x, y〉
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Αν a = 0, έχουµε

〈0, y〉 = 〈x, 0〉 = 0.

Παράδειγµα 1.2.1. Το απλό αλλά σηµαντικό παράδειγµα χώρου µε εσωτερικό γινόµενο είναι ο

χώρος των µιγαδικών αριθµών C. Το εσωτερικό γινόµενο ορίζεται ως 〈x, y〉 = xȳ.

Παράδειγµα 1.2.2. Ο χώρος CN αποτελείται από τα διανύσµατα x = (x1...., xN), όπου xl, i =

l, 2, ..., N , µιγαδικοί αριθµοί µε το εσωτερικό γινόµενο ορίζεται ως εξής :

〈x, y〉 =
N∑
k=1

xkȳk, x = (x1, ..., xN), y = (y1, ..., yN),

είναι ένας χώρος µε εσωτερικό γινόµενο.

Παράδειγµα 1.2.3. Ο χώρος `2 των ακολουθιών (x1, x2, x3, ...) των µιγαδικών αριθµών έτσι ώστε

∞∑
k=1

|xk|2 <∞

µε το εσωτερικό γινόµενο να ορίζεται ως εξής :

〈x, y〉 =
∞∑
k=1

xkȳk, x = (x1, x2, x3, ...), y = (y1, y2, y3, ...).

είναι χώρος µε εσωτερικό γινόµενο άπειρης διάστασης. ΄Οπως ϑα δούµε αργότερα, είναι κατά µια

έννοια το πιο σηµαντικό παράδειγµα χώρου µε εσωτερικό γινόµενο.

Παράδειγµα 1.2.4. ΄Εχουµε τον χώρο των ακολουθιών µιγαδικών αριθµών µε µόνο έναν πεπε-

ϱασµένο αριθµό από µη µηδενικά στοιχεία. Αυτός είναι ένας χώρος µε εσωτερικό γινόµενο, µε το

εσωτερικό γινόµενο ορισµένο όπως στο παράδειγµα 1.2.2.

Παράδειγµα 1.2.5. Ο χώρος C[α, β] των συνεχών συναρτήσεων µε µιγαδικές τιµές στο διάστηµα

[α, β], µε το εσωτερικό γινόµενο

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(x)g(x)dx,

είναι ένας χώρος µε εσωτερικό γινόµενο.
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Παράδειγµα 1.2.6. Ο χώρος µε το εσωτερικό γινόµενο ορισµένο ως∫ ∞
−∞

f(x)g(x)dx,

και γενικότερα ο χώρος µε το εσωτερικό γινόµενο να ορίζεται ως∫
RN
f(x)g(x)dx,

είναι πολύ σηµαντικοί χώροι µε εσωτερικό γινόµενο.

Στις εφαρµογές συχνά χρησιµοποιούµε το υποσύνολο Ω του RN και τον χώρο L2(Ω), µε το εσωτε-

ϱικό γινόµενο να ορίζεται µε το ολοκλήρωµα στο Ω. Για παράδειγµα ο χώρος L2([α, β]) είναι το

κατάλληλο σύνολο για πολλές περιπτώσεις.

Παράδειγµα 1.2.7. ΄Εστω E ότι είναι το Καρτεσιανό γινόµενο των χώρων µε εσωτερικό γινόµενο

E1 και E2 ,τέτοιο ώστε :

E = E1 × E2 = {(x, y) : x ∈ E1, y ∈ E2}.

Ο χώρος E είναι ένας χώρος µε εσωτερικό γινόµενο, µε το εσωτερικό γινόµενο να ορίζεται ως :

〈(x1, y1), (x2, y2)〉 = 〈x1, x2〉+ 〈y1, y2〉.

Τα E1 και E2 µπορούν να ταυτιστούν µε τους υποχώρους E1 × {0} και {0} × E2 αντίστοιχα.

Παρόµοια, µπορούµε να ορίσουµε το εσωτερικό γινόµενο στον E1× ...×En. Αυτή η µέθοδος µπορεί

να χρησιµοποιηθεί για να δηµιουργήσουµε νέα παραδείγµατα χώρων µε εσωτερικό γινόµενο.

΄Ενας χώρος εσωτερικού γινοµένου είναι ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο.
Συνεπάγεται ότι κάθε χώρος µε εσωτερικό γινόµενο είναι επίσης ένας χώρος µε νόρµα, µε την
νόρµα να ορίζεται ως εξής :

‖x‖ =
√
〈x, x〉.

Αρχικά παρατηρούµε ότι η συνάρτηση είναι καλά ορισµένη γιατί 〈x, x〉 είναι πάντοτε ένας µη
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αρνητικός (πραγµατικός) αριθµός. Λαµβάνοντας υπόψιν τον ορισµό 1.2.1 συµπεραίνουµε ότι :

‖x‖ = 0 αν και µόνο αν x = 0.

Επιπλέον,

‖λx‖ =
√
〈λx, λx〉 =

√
λλ〈x, x〉 = |λ|‖x‖.

Παραµένει να αποδείξουµε την τριγωνική ανισότητα. Αυτό δεν είναι τόσο απλό όσο στις δυο
πρώτες περιπτώσεις. Αρχικά αποδεικνύουµε την λεγόµενη ανισότητα του Schwarz, την οποία
ϑα χρησιµοποιήσουµε για την απόδειξη της τριγωνικής ανισότητας.

Θεώρηµα 1.2.1. (ανισότητα του Schwarz). Για οποιαδήποτε δυο στοιχεία x και y ενός χώρου µε

εσωτερικό γινόµενο, έχουµε ότι :

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖. (1.1)

Η ισότητα |〈x, y〉| = ‖x‖‖y‖ ισχύει αν και µόνον αν τα x, y είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Απόδειξη:

Αν y = 0, τότε η (1.1) ικανοποιείται καθώς και τα δύο τµήµατα της ισότητας είναι ίσα µε
µηδέν.
Αν y 6= 0,προκύπτει η σχέση (1.2)

0 ≤ 〈x+ αy, x+ αy〉 = 〈x, x〉+ ᾱ〈x, y〉+ α〈y, x〉+ |α|2〈y, y〉. (1.2)

Θέτουµε

α = −〈x, y〉/〈y, y〉

στην (1.2) και πολλαπλασιάζοντας µε το 〈y, y〉 παρατηρούµε

0 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉 − |〈x, y〉|2.

΄Ετσι παίρνουµε την ανισότητα του Schwarz.
Αν x και y είναι γραµµικά εξαρτηµένα, τότε x = αy για κάποια α ∈ C.
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Τότε,

|〈x, y〉| = |〈x, αx〉| = |α|〈x, x〉 = |α|‖x‖‖x‖ = ‖x‖‖αx‖ = ‖x‖‖y‖.

Τώρα, έστω x και y διανύσµατα τέτοια ώστε : |〈x, y〉| = ‖x‖‖y‖, ή ισοδύναµα

〈x, y〉〈y, x〉 = 〈x, x〉〈y, y〉. (1.3)

Θα δείξουµε ότι : 〈y, y〉x− 〈x, y〉y = 0, το οποίο αποδεικνύει ότι x και y είναι γραµµικά εξαρτη-
µένα.
Από την (1.3) έχουµε ότι :

〈〈y, y〉x− 〈x, y〉y, 〈y, y〉x− 〈x, y〉y〉

= 〈y, y〉2〈x, x〉 − 〈y, y〉〈y, x〉〈x, y〉 − 〈x, y〉〈y, y〉〈y, x〉+ 〈x, y〉〈y, x〉〈y, y〉

= 0,

το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.

Πόρισµα 1.2.1. (τριγωνική ανισότητα) Για οποιαδήποτε δυο στοιχεία x και y ενός χώρου µε

εσωτερικό γινόµενο, έχουµε ότι :

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Απόδειξη:

Αν a = 1, η εξίσωση (1.2) µπορεί να γραφεί ως

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 2Re〈x, y〉+ 〈y, y〉

≤ 〈x, x〉+ 2|〈x, y〉|+ 〈y, y〉

≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2

= (‖x‖+ ‖y‖)2 ,

όπου Rez συµβολίζει το πραγµατικό µέρος του z ∈ C.
Τα παραπάνω αιτιολογούν τον ακόλουθο ορισµό.
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Ορισµός 1.2.2. (νόρµα σε έναν χώρο µε εσωτερικό γινόµενο). Με τον όρο νόρµα σε έναν χώρο

µε εσωτερικό γινόµενο E, εννοούµε την συνάρτηση που ορίζεται ως εξής :

‖x‖ =
√
〈x, x〉

΄Εχουµε αποδείξει ότι κάθε χώρος µε εσωτερικό γινόµενο είναι ένας χώρος µε νόρµα. Είναι
ϕυσικό να αναρωτιόµαστε αν κάθε χώρος µε νόρµα, είναι και χώρος µε εσωτερικό γινόµενο. Θα
εξετάσουµε αν είναι πιθανό να ορίζεται σε έναν χώρο µε νόρµα (E, || · ||), ένα εσωτερικό γινόµενο
〈·, ·〉 έτσι ώστε ‖x‖ =

√
〈x, x〉, για κάθε x ∈ E. Γενικότερα η απάντηση είναι αρνητική.

Στο ακόλουθο ϑεώρηµα ϑα αποδείξουµε την ιδιότητα µιας νόρµας σε χώρο µε εσωτερικό γινό-
µενο, η οποία είναι ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ένας χώρος µε νόρµα, χώρος µε
εσωτερικό γινόµενο.

Θεώρηµα 1.2.2. (νόµος του παραλληλογράµµου). Για οποιαδήποτε δυο στοιχεία x και y ενός

χώρου µε εσωτερικό γινόµενο, έχουµε ότι :

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

Σχήµα 1.1: Νόµος του παραλληλογράµµου.

Απόδειξη:

΄Εχουµε

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉
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Και τότε
‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ ‖y‖2. (1.4)

Αντικαθιστώντας το y από το −y στην (1.4) παρατηρούµε ότι

‖x− y‖2 = ‖x‖2 − 〈x, y〉 − 〈y, x〉+ ‖y‖2. (1.5)

Προσθέτοντας την (1.4) και (1.5) έχουµε τον κανόνα του παραλληλογράµµου.

Μία από τις πιο σηµαντικές συνέπειες του χώρου µε εσωτερικό γινόµενο είναι η δυνατότητα
του να ορίζουµε την ορθογωνιότητα των διανυσµάτων. Αυτό κάνει την ϑεωρία των χώρων Hilbert
πολύ διαφορετική από την ϑεωρία των χώρων Banach.

Ορισµός 1.2.3. (ορθογώνια διανύσµατα). ∆ύο διανύσµατα x και y σε έναν χώρο µε εσωτερικό

γινόµενο ονοµάζονται ορθογώνια και συµβολίζονται x⊥y αν 〈x, y〉 = 0.

Αν x⊥y τότε 〈y, x〉 = 〈x, y〉 = 0. Με άλλα λόγια η σχέση ⊥ είναι συµµετρική. Το επόµενο
ϑεώρηµα είναι ένα άλλο παράδειγµα του γεωµετρικού χαρακτήρα µιας νόρµας ορισµένης µε
εσωτερικό γινόµενο.

Θεώρηµα 1.2.3. Για κάθε Ϲεύγος ορθογωνίων διανυσµάτων ισχύει ότι :

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Απόδειξη:

Αν x⊥y τότε 〈x, y〉 = 〈y, x〉 = 0 και τότε η εξίσωση προκύπτει άµεσα από την (1.4).

Στον ορισµό του χώρου µε εσωτερικό γινόµενο ϑεωρούµε ότι ο E είναι ένας µιγαδικός διανυ-
σµατικός χώρος. Μπορούµε να ορίσουµε έναν πραγµατικό χώρο µε εσωτερικό γινόµενο. Τότε η
περίπτωση (α) του ορισµού (1.2.1) γίνεται 〈x, y〉 = 〈y, x〉.
Τα παραπάνω ϑεωρήµατα ισχύουν στην περίπτωση των πραγµατικών αριθµών. Αν στα παρα-
δείγµατα 1.2.1-1.2.6, η λέξη µιγαδικός αντικατασταθεί από τη λέξη πραγµατικός και ο C από
τον R, παίρνουµε έναν αριθµό παραδειγµάτων πραγµατικών χώρων µε εσωτερικό γινόµενο.
΄Ενας πραγµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης ονοµάζεται Ευκλείδιος χώρος.

Αν x = (x1, ..., xN) και y = (y1, ..., yN) είναι διανύσµατα στον RN , τότε το εσωτερικό γινόµενο
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〈x, y〉 =
N∑
k=1

xkyk µπορεί να ορισθεί ισοδύναµα ως 〈x, y〉 = ‖x‖‖y‖ cos θ, όπου θ είναι η γωνία

µεταξύ των διανυσµάτων x, y.
Σε αυτήν την περίπτωση η ανισότητα του Schwarz προκύπτει από τη σχέση:

|〈x, y〉|
‖x‖‖y‖

= | cos θ| ≤ 1, x 6= 0, y 6= 0.

1.3 Εισαγωγή στους χώρους Hilbert

Ορισµός 1.3.1. (χώρος Hilbert) ΄Ενας πλήρης χώρος µε εσωτερικό γινόµενο ονοµάζεται χώρος

Hilbert.

Με τον όρο πληρότητα ενός χώρου E µε εσωτερικό γινόµενο, εννοούµε την πληρότητα του
E ως χώρου µε νόρµα, µε την νόρµα να ορίζεται µε το εσωτερικό γινόµενο. Στη συνέχεια ϑα
εξετάσουµε την πληρότητα του χώρου µε εσωτερικό γινόµενο που αναφέραµε στην παράγραφο
1.2 και επίσης ϑα δώσουµε κάποια παραδείγµατα χώρων µε εσωτερικό γινόµενο και χώρων
Hilbert.

Παράδειγµα 1.3.1. Αν ο C είναι πλήρης τότε είναι και χώρος Hilbert. Το ίδιο ισχύει και για τον

CN .

Παράδειγµα 1.3.2. Ο `2 είναι χώρος Hilbert.

Παράδειγµα 1.3.3. Ο χώρος E που περιγράψαµε στο 1.2.4 είναι ένας χώρος µε εσωτερικό γινό-

µενο, που δεν είναι χώρος Hilbert λόγω του ότι δεν είναι πλήρης. Η ακολουθία

xn = (1,
1

2
,
1

3
, ...,

1

n
, 0, 0, ...)

είναι ακολουθία Cauchy:

lim
n,m→∞

‖xn − xm‖ = lim
n,m→∞

 max{m,n}∑
k=min{m,n}+1

1

1/2

= 0.

Η ακολουθία δεν συγκλίνει στον E, επειδή τα όριά της (1, 1
2
, 1

3
, ...) δεν είναι στοιχεία του E. (Η

ακολουθία xn συγκλινει στον `2.)
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Παράδειγµα 1.3.4. Ο χώρος C([α, β]) αποτελεί ένα ακόµα παράδειγµα µη πλήρους χώρου µε

εσωτερικό γινόµενο. ΄Εχουµε τη επόµενη ακολουθία από συναρτήσεις στον C([0, 1])

fn(x) =


1 , 0 ≤ x ≤ 1

2

1− 2n(x− 1
2
), 1

2
≤ x ≤ 1

2n
+ 1

2

0 , 1
2n

+ 1
2
≤ x ≤ 1


Προφανώς οι fn είναι συνεχείς. Επιπλέον

‖fn − fm‖ ≤
(

1

n
+

1

m

)1/2

→ 0, καθώς m,n→∞

΄Αρα η (fn) είναι µια ακολουθία Cauchy.

Σχήµα 1.2: Μια συνάρτηση fk στο παράδειγµα 1.3.4.

Είναι εύκολο να δούµε ότι η ακολουθία έχει οριο την

f(x) =

{
1, 0 ≤ x ≤ 1

2

0, 1
2
≤ x ≤ 1

}

Η οριακή συνάρτηση f(x) δεν είναι συνεχής και εποµένως δεν είναι στοιχείο του χώρου C([0, 1]).

Η ακολουθία (fn) δεν είναι συγκλίνουσα στον C([0, 1]). Συεπώς ο C([0, 1]) δεν είναι χώρος

Hilbert.

Παράδειγµα 1.3.5. Οι χώροι L2(R) και L2([a, b]) είναι χώροι Hilbert.

Παράδειγµα 1.3.6. ΄Εστω ρ µια µετρήσιµη συνάρτηση που ορίζεται στο διάστηµα ([a, b]) µε ρ(x) >

0 σχεδόν παντού στο ([a, b]). Με L2,ρ([a, b]) συµβολίζουµε τον χώρο των µετρήσιµων συναρτήσεων
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µε µιγαδικές τιµές στο [a, b], τέτοιες ώστε∫ b

a

|f(x)|2ρ(x)dx <∞.

Αυτός είναι ένας χώρος Hilbert µε εσωτερικό γινόµενο

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(x)g(x)ρ(x)dx.

Για να αποδείξουµε την πληρότητα ϑεωρούµε ακολουθία Cauchy (fn) στον L2,ρ([a, b]). ΄Ωστε,

‖fm − fn‖2
L2,ρ(|a,b|)

∫ b

a

|fm(x)− fn(x)|2ρ(x)dx→ 0, όταν n→∞.

Ορίζουµε

Fn = fn
√
ρ, n ∈ N.

Τότε

‖Fm − Fn‖2
L2(|a,b|) =

∫ b

a

|Fm(x)− Fn(x)|2 dx

=

∫ b

a

∣∣∣fm(x)
√
ρ(x)− fn(x)

√
ρ(x)

∣∣∣2 dx
=

∫ b

a

|fm(x)− fm(x)|2 ρ(x)dx

= ‖fm − fn‖2
L2,ρ(|a,b|)

(Fn) είναι µια ακολουθία Cauchy στον L2(|a, b|). Τότε υπάρχει F ∈ L2(|a, b|) τέτοια ώστε,

‖Fn − F‖2
L2(|a,b|) =

∫ b

a

|Fn(x)− F (x)|2 dx→ 0.

Με αντίστοιχο ισχυρισµό µπορούµε να δείξουµε ότι

F
√
ρ
∈ L2,ρ(|a, b|) και fn →

F
√
ρ

αποδεικνύοντας την πληρότητα του L2,ρ(|a, b|).
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Παράδειγµα 1.3.7. (Χώροι Sobolev)

Για a = (a1, a2, ..., an) όπου ai είναι µη αρνητικοί ακέραιοι, συµβολίζουµε

|a| = a1 + a2 + ...+ an.

΄Εστω Ω ένα ανοιχτό σύνολο στον RN , συµβολίζουµε µε H̃m(Ω), m = 1, 2, 3, ... τον χώρο των

συναρτήσεων µιγαδικών τιµών f ∈ Cm(Ω) µε την ιδιότητα Daf ∈ L2(Ω) για όλα τα |a| ≤ m, όπου

Daf =
∂|a|f

∂xa11 ∂x
a2
2 · · · ∂x

aN
N

.

Για παράδειγµα, εάν N = 2, a = (2, 1) έχουµε

Daf =
∂3f

∂x2
1∂x2

΄Ετσι, για f ∈ H̃m(Ω), έχουµε

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂|a|f

∂xa11 ∂x
a2
2 · · · ∂x

aN
N

∣∣∣∣2 <∞
για κάθε πολυδείκτη a = (a1, a2, ..., an) έτσι ώστε |a| ≤ m. Το εσωτερικό γινόµενο στον H̃m(Ω)

ορίζεται από τη σχέση :

〈f, g〉 =

∫
Ω

∑
|a|≤m

DafDag.

Ειδικότερα:

Εάν Ω ⊆ R2, τότε το εσωτερικό γινόµενο στον H̃2(Ω) είναι :

〈f, g〉 =

∫
Ω

(fg + fxgx + fygy + fxxgxx + fyygyy + fxygxy)

Εάν Ω = (a, b) ⊂ R τότε το εσωτερικό γινόµενο στον H̃m(a, b) είναι :

〈f, g〉 =

∫ b

a

m∑
n=0

dnf

dxn
dng

dxn
.
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Ο H̃m(Ω) είναι ένας χώρος εσωτερικού γινοµένου αλλά δεν είναι χώρος Hilbert γιατί δεν είναι
πλήρης. Η πληρότητα του H̃m(Ω),που υποδηλώνεται από τον Hm(Ω) είναι ένας χώρος Hilbert.
Λόγω των εφαρµογών των χώρων Hm(Ω) στις µερικές διαφορικές εξισώσεις, οι χώροι αποτελούν
ένα από τα πιο σηµαντικά παραδείγµατα χώρων Hilbert.

Από τη στιγµή που κάθε χώρος εσωτερικού γινοµένου είναι χώρος µε νόρµα, είναι εφοδιασµέ-
νος µε µια σύγκλιση, ή διαφορετικά, η σύγκλιση καθορίζεται από την νόρµα. Αυτή η σύγκλιση
ϑα καλείται ισχυρή σύγκλιση.

Ορισµός 1.3.2. (Ισχυρή σύγκλιση) Μια ακολουθία (xn) από διανύσµατα σε έναν χώρο εσωτερικού

γινοµένου E καλείται ισχυρώς συγκλίνουσα σε ένα διάνυσµα x στον E εάν :

‖xn − x‖ → 0 όταν n→∞

(Η λέξη ισχυρή χρησιµοποιήθηκε για να διαχωρίσουµε την ισχυρή από την ασθενή σύγκλιση.)

Ορισµός 1.3.3. (Ασθενής σύγκλιση) Μια ακολουθία (xn) από διανύσµατα σε έναν χώρο εσωτερι-

κού γινοµένου E καλείται ασθενώς συγκλίνουσα σε ένα διάνυσµα x στον E εάν :

〈xn, y〉 → 〈x, y〉 όταν n→∞ για κάθε y ∈ E.

Η συνθήκη στον παραπάνω ορισµό διατυπώνεται επίσης ως εξής : 〈xn−x, y〉 → 0 όταν n→∞
για κάθε y ∈ E.
Χάριν ευκολίας, χρησιµοποιούµε τον µαθηµατικό συµβολισµό ¨xn → x¨ για την ισχυρή σύγκλι-
ση και τον συµβολισµό ¨xn

w−→ x¨ την ασθενή σύγκλιση.

Θεώρηµα 1.3.1. Μία ισχυρώς συγκλίνουσα ακολουθία είναι ασθενώς συγκλίνουσα (στο ίδιο όριο),

το οποίο σηµαίνει ότι όταν xn → x τότε ισχύει επίσης και ότι xn
w−→ x.

Απόδειξη:

΄Εστω ότι η ακολουθία (xn) συγκλίνει ισχυρά στο x. Αυτό σηµαίνει ότι ‖xn − x‖ → 0 όταν
n→∞. Από την ανισότητα του Schwarz έχουµε ότι :

|〈xn − x, y〉| ≤ ‖xn − x‖ · ‖y‖ → 0 όταν n→∞
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και έτσι

〈xn − x, y〉 → 0 όταν n→∞ για κάθε y ∈ E.

Για κάθε σταθερό y σε έναν χώρο εσωτερικού γινοµένου E, ο συµβολισµός 〈· , y〉 : E → C

είναι µία γραµµική απεικόνιση στον E. Το ϑεώρηµα 1.3.1 υποστηρίζει ότι µια τέτοια απεικόνιση
είναι συνεχής για κάθε y ∈ E. Προφανώς, η αναπαράσταση 〈x, · 〉 : E → C είναι επίσης συνεχής.
Γενικά, δεν ισχύει το αντίστροφο του ϑεωρήµατος 1.3.1.

Θεώρηµα 1.3.2. Εάν xn → x και yn → y, τότε 〈xn, yn〉 → 〈x, y〉 .

Απόδειξη:

Εάν xn → x και yn → y, τότε

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| ≤ |〈xn, yn〉 − 〈x, yn〉|+ |〈x, yn〉 − 〈x, y〉|

= |〈xn − x, yn〉|+ |〈x, yn − y〉|

≤ ‖xn − x‖‖yn‖+ ‖x‖‖yn − y‖ → 0,

από την στιγµή που η ακολουθία (yn) είναι ϕραγµένη.
΄Αµεση συνέπεια του παραπάνω ϑεωρήµατος είναι η ακόλουθη σηµαντική συνθήκη για την
ύπαρξη ισχυρής σύγκλισης :

xn → x συνεπάγεται ότι ‖xn‖ → ‖x‖ (1.6)

Γενικά, το ϑεώρηµα 1.3.2. και η συνθήκη 1.6 δεν ισχύουν για την ασθενή σύγκλιση.

Θεώρηµα 1.3.3. Εάν xn
w−→ x και ‖xn‖ → ‖x‖, τότε xn → x.

Απόδειξη:

Εάν xn
w−→ x,τότε για όλα τα y έχουµε

〈xn, y〉 → 〈x, y〉 καθώς n→∞

Ως εκ τούτου,

〈xn, x〉 → 〈x, x〉 = ‖x‖2.
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Τώρα,

‖xn − x‖2 = 〈xn − x, xn − x〉

= 〈xn, xn〉 − 〈xn, x〉 − 〈x, xn〉+ 〈x, x〉

= ‖xn‖2 − 2Re〈xn, x〉+ ‖x‖2 → ‖x‖2 − 2‖x‖2 + ‖x‖2 = 0

καθώς n→∞.
Για αυτό τον λόγο η ακολουθία (xn) είναι ισχυρώς συγκλίνουσα στο x.
Το επόµενο ϑεώρηµα είναι χρήσιµο για την απόδειξη της ασθενούς σύγκλισης.

Θεώρηµα 1.3.4. ΄Εστω S ένα υποσύνολο ενός χώρου εσωτερικού γινοµένου E. ΄Ετσι ώστε spanS

να είναι πυκνό στον E. Εάν (xn) είναι ϕραγµένη ακολουθία στον E και 〈xn, y〉 → 〈x, y〉 για κάθε

y ∈ S τότε xn
w−→ x.

Απόδειξη:

Προφανώς, αν 〈xn, y〉 → 〈x, y〉 για κάθε y ∈ S, τότε 〈xn, y〉 → 〈x, y〉 για κάθε y ∈ spanS.
΄Εστω ότι z ∈ E και ε ένας αυθαίρετος ϑετικός αριθµός. Από τη στιγµή που το spanS είναι
πυκνό στο E, υπάρχει ένα y0 ∈ spanS έτσι ώστε :

‖z − y0‖ <
ε

3M
,

όπου M είναι µία ϑετική σταθερά τέτοια ώστε ‖x‖ ≤M και ‖xn‖ ≤M για όλα τα n ∈ N . Αφού,
〈xn, y〉 → 〈x, y〉 για κάθε y ∈ spanS, υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε

|〈xn, y0〉 − 〈x, y0〉| <
ε

3
για όλα τα n > n0.

Τώρα, για κάθε n > n0 έχουµε

|〈xn, z〉 − 〈x, z〉| ≤ |〈xn, z〉 − 〈xn, y0〉|+ |〈xn, y0〉 − 〈x, y0〉|+ |〈x, y0〉 − 〈x, z〉|

< ‖xn‖‖z − y0‖+
ε

3
+ ‖x‖‖y0 − z‖

< M
ε

3M
+
ε

3
+M

ε

3M
= ε.

Από τη στιγµή που τα z και ε είναι αυθαίρετα συµπεραίνουµε ότι xn
w−→ x.
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Το ακόλουθο ϑεώρηµα αποτελεί σηµαντική συνθήκη για την ασθενή σύγκλιση στους χώρους
Hilbert .Η απόδειξη ϐασίζεται στο ϑεώρηµα Banach-Steinhaus.

Θεώρηµα 1.3.5. Οι ασθενώς συγκλίνουσες ακολουθίες σε έναν χώρο Hilbert είναι ϕραγµένες,

δηλαδή αν (xn) είναι µια ασθενώς συγκλίνουσα ακολουθία, τότε υπάρχει ένας αριθµός M τέτοιος

ώστε ‖xn‖ ≤M για όλα τα n ∈ N .

Απόδειξη:

΄Εστω ότι (xn) είναι µια ασθενώς συγκλίνουσα ακολουθία σε έναν χώρο Hilbert H. Ορίζουµε,

fn(x) = 〈x, xn〉 n ∈ N.

Τότε, η fn : H → C είναι µια γραµµική ϕραγµένη απεικόνιση για κάθε n ∈ N , από το Θεώρηµα
1.3.1. Από τη στιγµή που για κάθε x ∈ H, η ακολουθία (〈x, xn〉) συγκλίνει, είναι ϕραγµένη,
εποµένως υπάρχει µια σταθερά Mx, τέτοια ώστε |fn(x)| = |〈x, xn〉| ≤Mx για όλα τα n ∈ N . Από
το ϑεώρηµα Banach-Steinhaus, υπάρχει µια σταθερά M τέτοια ώστε

‖fn‖ ≤M για όλα τα n ∈ N

Αφού

|fn(x)| = |〈x, xn〉| ≤ ‖x‖‖xn‖

για κάθε x ∈ H, έχουµε

‖fn‖ ≤ ‖xn‖.

Από την άλλη µεριά,

|fn(xn)| = |〈xn, xn〉| = ‖xn‖2.

Συνεπώς

‖fn‖ = ‖xn‖,
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και άρα

‖xn‖ ≤M, για όλα τα n ∈ N.

Παράδειγµα 1.3.8. ΄Εστω (xn) µια πλήρης ορθοκανονική ακολουθία σ΄ έναν χώρο Hilbert.

Τότε :

xn
w−→ 0

Απόδειξη:

Από τον τύπο Parseval γνωρίζουµε ότι ‖x‖2 =
∞∑
n=1

|〈x, xn〉|2, για κάθε x ∈ H.

΄Αρα lim〈x, xn〉 = 0 για κάθε x ∈ X, και άρα xn
w−→ 0.
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Κεφάλαιο 2

Ορθογωνιότητα σε χώρους Hilbert

2.1 Ορθογώνια και ορθοκανονικά συστήµατα

Ορισµός 2.1.1. Ορίζουµε ϐάση του διανυσµατικού χώρου E µία γραµµική οικογένεια B από

διανύσµατα του E έτσι ώστε κάθε διάνυσµα x ∈ E, να µπορεί να γραφεί ως x =
m∑
n=1

λnxn όπου

xn ∈ B και λ ϐαθµωτά µεγέθη.

Σε χώρους µε εσωτερικό γινόµενο, οι ορθοκανονικές ϐάσεις έχουν µεγάλη σηµασία. Αντί για

τα πεπερασµένα στοιχεία εισάγουµε τα πεπερασµένα αθροίσµατα x =
m∑
n=1

λnxn και η συνθήκη

της γραµµικής ανεξαρτησίας αντικαθίσταται από την ορθογωνιότητα.
΄Ενα από τα άµεσα πλεονεκτήµατα αυτών των αλλαγών είναι η δυνατότητα περιγραφής ορθοµο-
ναδιαίων ϐάσεων. Για παράδειγµα, ο χώρος L2([−π, π]) έχει αριθµήσιµες ορθοκανονικές ϐάσεις
που αποτελούνται από απλές εξισώσεις καθώς κάθε ϐάση του L2([−π, π]) είναι µη αριθµήσιµη
και το µόνο που µπορούµε να αποδείξουµε είναι ότι µια τέτοια ϐάση υπάρχει χωρίς να είναι
ικανή να περιγράφει τα στοιχεία της.
Στη συνέχεια, ϑα δώσουµε όλους τους απαραίτητους ορισµούς καθώς και τις ϐασικές προϋπο-
ϑέσεις των ορθοκανονικων ϐάσεων.

Ορισµός 2.1.2. (ορθογώνια και ορθοκανονικά συστήµατα) ΄Εστω E ένας χώρος µε εσωτερικό

γινόµενο. Μία οικογένεια S από µη µηδενικά διανύσµατα καλείται ορθογώνιο σύστηµα αν x ⊥ y

δηλαδή 〈x, y〉 = 0 για κάθε διάφορα ανά δύο στοιχεία του S.

Εάν επίσης, ||x|| = 1 για όλα τα x ∈ S, τότε το S καλείται ορθοκανονικό σύστηµα.

35
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Κάθε ορθογώνιο σύνολο από µη µηδενικά διανύσµατα µπορεί να κανονικοποιηθεί. Εάν το S

είναι ένα ορθογώνιο σύστηµα, τότε η οικογένεια S1 = { x
||x|| : x ∈ S} αποτελεί ένα ορθοκανονικό

σύστηµα.Και τα δύο συστήµατα είναι ισοδύναµα υπό την έννοια ότι η γραµµική ϑήκη τους παράγει

τον ίδιο υπόχωρο του E.

Σηµειώνουµε ότι εάν το x είναι κάθετο σε κάθε ένα από τα y1, y2, y3, ..., yn τότε το x είναι κάθετο

σε κάθε γραµµικό συνδυασµό από τα διανύσµατα y1, y2, y3, ..., yn.

Πράγµατι, εάν y =
n∑
k=1

λkyk, k = 1, 2, ..., n τότε ϑα έχουµε:

〈x, y〉 =

〈
x,

n∑
k=1

λkyk

〉
=

n∑
k=1

λk〈x, yk〉 = 0.

Θεώρηµα 2.1.1. Τα ορθογώνια συστήµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Απόδειξη:

΄Εστω S ένα ορθογώνιο σύστηµα. Αν υποθέσουµε ότι
n∑
k=1

akxk = 0 για k = 1, 2..., n για κά-

ποια x1, x2, x3, ..., xn ∈ S και a1, a2, a3, ...an ∈ C, τότε

0 =
n∑

m=1

〈0, αmxm〉 =
n∑

m=1

〈
n∑
k=1

akxk, amxm

〉
=

n∑
m=1

|am|2||xm||2.

Από αυτό προκύπτει ότι am = 0 για κάθε m ∈ N . Επιπλέον, τα x1, x2, ..., xn ∈ S είναι γραµµικά
ανεξάρτητα.

Ορισµός 2.1.3. (Ορθοκανονική ακολουθία) Μία ακολουθία διανυσµάτων τα οποία αποτελούν

ένα ορθοκανονικό σύστηµα καλείται ορθοκανονική ακολουθία.

Η συνθήκη ορθογωνιότητας της ακολουθίας (xn) µπορεί να εκφραστεί µε τα σύµβολα δ του
Kronecker

〈xn, xm〉 = δmn =

{
0

1

}

όπου δmn = 0 αν m 6= n και δmn = 1 αν m = n.
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Παράδειγµα 2.1.1. Το en = (0, 0, ..., 0, 1, 0...) µε το 1 στην n-οστή ϑέση, το σύνολοS = {e1, e2, e3, ...}
είναι ένα ορθοκανονικό σύστηµα στον `2.

Παράδειγµα 2.1.2. ΄Εστω φn(x) = einx√
2π
, n ∈ Z. Το σύνολο των {φn : n ∈ Z} αποτελεί ένα

ορθοκανονικό σύστηµα στον L2([−π, π]). Πράγµατι, για m 6= n έχουµε

〈φm, φn〉 =
1

2π

∫ π

−π
ei(m−n)xdx =

eπi(m−n) − e−πi(m−n)

2πi(m− n)
= 0.

Επίσης, ισχύει ότι

〈φn, φn〉 =
1

2π

∫ π

−π
ei(m−n)xdx = 1.

Εποµένως,

〈φn, φn〉 = δmn για κάθε Ϲεύγος από ακεραίους m,n.

Παράδειγµα 2.1.3. Τα πολυώνυµα Legendre τα οποία ορίζονται από τους τύπους

P0(x) = 1,

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n, n = 1, 2, 3, ... (2.1)

συνιστούν ένα ορθογώνιο σύστηµα στον χώρο L2([−1, 1]).

Για διευκόλυνση γράφουµε (x2 − 1)n = pn(x) έτσι ώστε :∫ 1

−1

Pn(x)xmdx =
1

2nn!

∫ 1

−1

p(n)
n (x)xmdx. (2.2)

Ο υπολογισµός του παραπάνω ολοκληρώµατος γιαm < n γίνεται µε επαναληπτικό τρόπο. Αρχικά,

έχουµε ότι

p(k)(x) = 0 για x± 1 και k = 0, 1, 2, .., n− 1

Λαµβάνοντας υπόψιν την παραπάνω υπόθεση και τη σχέση (2.2) έχουµε ότι∫ 1

−1

p(n)
n (x)xmdx = −m

∫ 1

−1

p(n−1)
n (x)xm−1dx.
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Με επαναληπτικό τρόπο οδηγούµαστε στη σχέση

(−1)mm!

∫ 1

−1

p(n−m)
n (x)dx = (−1)mm!

[
p(n−m−1)
n (x)

]1
−1

= 0 (m < n).

Συνεπώς ∫ 1

−1

pn(x)xmdx = 0 για m < n (2.3)

Γνωρίζοντας ότι Pm πολυώνυµο ϐαθµού m, συνεπάγεται :

〈Pn, Pm〉 =

∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx = 0, για n 6= m. (2.4)

Το παραπάνω αποδεικνύει την ορθογωνιότητα των πολυωνύµων Legendre.

Για τη δηµιουργία ενός ορθοκανονικού συστήµατος χρειάζεται να υπολογίσουµε την νόρµα των Pn

στον χώρο L2([−1, 1])

||Pn|| =

√∫ 1

−1

(Pn(x))2dx.

Με επαναλαµβανόµενη ολοκλήρωση, έχουµε∫ 1

−1

(1− x2)ndx =

∫ 1

−1

(1− x)n(1 + x)ndx

=
n

n+ 1

∫ 1

−1

(1− x)n−1(1 + x)n+1)dx = ...

=
n(n− 1)· · · 2· 1

(n+ 1)(n+ 2)· · · 2n

∫ 1

−1

(1 + x)2ndx

=
(n!)222n+1

(2n)!(2n+ 1)
. (2.5)
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Με ανάλογο τρόπο, ∫ 1

−1

(p(n)
n (x))2dx = 0−

∫ 1

−1

p(n−1)
n (x)p(n+1)

n (x)dx

= ...

= (−1)n
∫ 1

−1

pn(x)p(2n)
n (x)dx

= (2n)!

∫ 1

−1

(1− x)n(1 + x)ndx. (2.6)

Για την απόδειξή της λάβαµε υπόψιν ότι η δεύτερη παράγωγος του pn(x) = (x2 − 1)n είναι η ίδια

µε την παράγωγο µε εκθέτη 2n.Οι δεύτερες παράγωγοι όλων των άλλων όρων του αθροίσµατος

είναι µηδενικές. Από τις σχέσεις (2.1), (2.5) και (2.6)∫ 1

−1

(Pn(x))2dx =
1

(2nn!)2
(2n)!

(n )222n+1

(2n)!(2n+ 1)
=

2

2n+ 1
. (2.7)

Επιπλέον, τα πολυώνυµα
√
n+ 1

2
Pn(x) ορίζουν ένα ορθοκανονικό σύστηµα στον L2([−1, 1]).

Παράδειγµα 2.1.4. Συµβολίζουµε µε Hn τα Ερµιτιανά πολυώνυµα ϐαθµού n όπου

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x

2

. (2.8)

Οι συναρτήσεις φn(x) = e−
x2

2 Hn(x) ορίζουν ένα ορθοκανονικό σύστηµα στον L2(R).

Το εσωτερικό γινόµενο :

〈φn, φm〉 = (−1)n+m

∫ ∞
−∞

ex
2 dn

dxn
e−x

2 dm

dxm
e−x

2

dx

µπορεί να υπολογιστεί µε ολοκλήρωση κατά µέλη, η οποία µας δίνει

(−1)n+m〈φn, φm〉 =

[
ex

2 dn

dxn
e−x

2 dm−1

dxm−1
e−x

2

]∞
−∞
−
∫ ∞
−∞

d

dx

[
ex

2 dn

dxn
e−x

2

]
dm−1

dxm−1
e−x

2

dx, (2.9)

Παρατηρούµε ότι όλοι οι ανοµοιογενείς όροι περιέχουν τον παράγοντα e−x
2
. Για κάθε k ∈ N ,

ισχύει ότι xke−x
2 → 0 όταν x→∞ και εποµένως ο πρώτος όρος της σχέσης (2.9) µηδενίζεται. Με

επαναλαµβανόµενη ολοκλήρωση κατά µέλη οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι 〈φn, φm〉 = 0 για

n 6= m.
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Για τη δηµιουργία ορθοκανονικού συστήµατος υπολογίζουµε τη νόρµα:

||φn||2 =

∫ ∞
−∞

e−x
2

(Hn(x))2 dx =

∫ ∞
−∞

e−x
2

[
ex

2 dn

dxn
e−x

2

]2

dx.

Με ολοκλήρωση κατά µέλη n ϕορές οδηγούµαστε στη σχέση :

||φn||2 = (−1)n
∫ ∞
−∞

e−x
2 dn

dxn

[
ex

2 dn

dxn
e−x

2

]
dx.

Από τη στιγµή που το Hnείναι ένα πολυώνυµο ϐαθµού n, η άµεση παραγώγιση δίνει :

ex
2 dn

dxn
e−x

2

= (−2x)n + · · ·

και

dn

dxn

[
ex

2 dn

dxn
e−x

2

]
=

dn

dxn
((−2x)n + · · ·) = (−1)n2nn!.

Συνεπώς,

||φn||2 = 2nn!

∫ ∞
−∞

e−x
2

dx = 2nn!
√
π. (2.10)

Εποµένως, οι συναρτήσεις

ψn(x) =
1√

2nn!
√
π
e−x

2/2Hn(x) (2.11)

ορίζουν ένα ορθοκανονικό σύστηµα στον L2(R).

Στα προηγούµενα παραδείγµατα, η πραγµατική ακολουθία συναρτήσεων είναι ορθογώνια
αλλά όχι ορθοκανονική. Παρόλο που οι υπολογισµοί µπορεί να ήταν περίπλοκοι, είναι δυνατόν
να κανονικοποιήσουµε τις συναρτήσεις και να αποκτήσουµε µια ορθοκανονική ακολουθία.
Αποδεικνύεται ότι εάν η αρχική ακολουθία των συναρτήσεων (ή, γενικά, µια ακολουθία από
διανύσµατα σε έναν χώρο µε εσωτερικό γινόµενο) είναι γραµµικά ανεξάρτητη, όχι όµως απα-
ϱαίτητα ορθογώνια, µπορεί επίσης να κανονικοποιηθεί. Η διαδικασία µετασχηµατισµού µιας
τέτοιας ακολουθίας σε µια ορθοκανονική ακολουθία καλείται µέθοδος ορθοκανονικοποίησης
Gram-Schmidt.
Η διαδικασία µπορεί να περιγράφει ως εξής : ΄Εστω µια ακολουθία (yn) από γραµµικά ανεξάρ-
τητα διανύσµατα σε έναν χώρο µε εσωτερικό γινόµενο. Ορίζουµε τις ακολουθίες (ωn) και (xn) ως
εξής :
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w1 = y1, x1 =
w1

||w1||
,

wk = yk −
k−1∑
n=1

〈yk, xn〉xn, xk =
wk
||wk||

,

για k = 2, 3, ...

Η ακολουθία (ωn) είναι ορθογώνια. Πράγµατι, παρατηρούµε ότι :

〈w2, w1〉 = 〈y2 − 〈y2, x1〉x1, y1〉 = 〈y2, y1〉 − 〈y2, x1〉〈x1, y1〉

= 〈y2, y1〉 −
〈y2, y1〉〈y1, y1〉
||y1||2

= 0.

Υποθέτουµε τώρα ότι ω1, ..., ωk−1, είναι ορθογώνια. Τότε, για κάθε m < k:

〈wk, wm〉 = 〈yk, wm〉 −

k−1∑
n=1

〈yk, wn〉〈wn, wm〉

||wm||2

= 〈yk, wm〉 −
〈yk, wm〉〈wm, wm〉

||wm||2
= 0.

Για αυτό τον λόγο, τα διανύσµατα ω1, ..., ωk είναι ορθογώνια. Ακολούθως, από υπόθεση, η
ακολουθία (ωn) είναι ορθογώνια, και επιπλέον, η (xn) είναι ορθοκανονική.
Είναι εύκολο να αποδείξουµε ότι κάθε γραµµικός συνδυασµός από διανύσµατα x1, ..., xn είναι
επίσης ένας γραµµικός συνδυασµός των y1, ..., yn και αντίστροφα. Εποµένως,

span{x1, ..., xn} = span{y1, ..., yn} για κάθε n ∈ N

2.2 Ιδιότητες ορθοκανονικών συστηµάτων

Το Πυθαγόρειο ϑεώρηµα εφαρµόζεται σε κάθε Ϲεύγος από κάθετα διανύσµατα σε έναν χώρο
εσωτερικού γινοµένου. Αυτό µπορεί να γενικευθεί σε κάθε πεπερασµένο αριθµό από κάθετα
διανύσµατα.

Θεώρηµα 2.2.1. (Πυθαγόρειο Θεώρηµα) ΄Εστω ότι x1, ..., xn είναι ορθογώνια διανύσµατα σε έναν
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χώρο εσωτερικού γινοµένου. Τότε, ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

xk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

=
n∑
k=1

||xk||2. (2.12)

Απόδειξη:

Εάν x1 ⊥ x2, τότε ||x1 + x2||2 = ||x1||2 + ||x2||2. Επιπλέον, το ϑεώρηµα ισχύει για n = 2 .
΄Εστω ότι η (2.12) ισχύει για n− 1, δηλαδή:∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

xk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

=
n−1∑
k=1

||xk||2.

Θέτουµε x =
n−1∑
k=1

xk και y = xn. Αφού x ⊥ y, έχουµε

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

xk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

= ||x+ y||2 = ||x||2 + ||y||2 =
n−1∑
k=1

||xk||2 + ||xn||2 =
n∑
k=1

||xk||2.

Θεώρηµα 2.2.2. (Η ισότητα και ανισότητα του Bessel) ΄Εστω ότι x1, ..., xn αποτελούν ένα ορθο-

κανονικό σύνολο από διανύσµατα σε έναν χώρο µε εσωτερικό γινόµενο E. Τότε, για κάθε x ∈ E
έχουµε : ∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣x−
n∑
k=1

〈x, xk〉xk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

= ||x||2 −
n∑
k=1

|〈x, xk〉|2 (2.13)

και
n∑
k=1

|〈x, xk〉|2 ≤ ||x||2. (2.14)

Απόδειξη :

Με ϐάση το Πυθαγόρειο ϑεώρηµα έχουµε∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

akxk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

=
n∑
k=1

||akxk||2 =
n∑
k=1

|ak|2

για οποιουσδήποτε µιγαδικούς αριθµούς a1, ..., an.
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Συνεπώς, ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣x−

n∑
k=1

akxk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

=

〈
x−

n∑
k=1

akxk, x−
n∑
k=1

akxk

〉

= ||x||2 −

〈
x,

n∑
k=1

akxk

〉
−

〈
n∑
k=1

akxk, x

〉
+

n∑
k=1

|ak|2||xk||2

= ||x||2 −
n∑
k=1

ak〈x, xk〉 −
n∑
k=1

ak〈x, xk〉+
n∑
k=1

akak

= ||x||2 −
n∑
k=1

|〈x, xk〉|2 +
n∑
k=1

|〈x, xk〉 − ak|2. (2.15)

Ειδικότερα, εάν ak = 〈x, xk〉, οδηγούµαστε στην σχέση (2.13). Από την (2.13) συνεπάγεται ότι :

0 ≤ ||x||2 −
n∑
k=1

|〈x, xk〉|2,

το οποίο µας οδηγεί στην (2.14) .

Παρατηρήσεις:

1. Σηµειώνουµε ότι η παράσταση (2.15) ελαχιστοποιείται ϑέτοντας ak = 〈x, xk〉. Αυτή η επιλογή

των ak ελαχιστοποιεί την

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣x−

n∑
k=1

akxk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ και κατά αυτόν τον τρόπο, µας δίνει τη καλύτερη προ-

σέγγιση των x από έναν γραµµικό συνδυασµό των x1, ..., xn.
2. Εάν (xn) είναι µια ορθοκανονική ακολουθία από διανύσµατα σε έναν χώρο εσωτερικού γινο-
µένου E, τότε από την (2.13) όταν n→∞ παίρνουµε:

∞∑
k=1

|〈x, xk〉|2 ≤ ||x||2 (2.16)

και κατά συνέπεια limn→∞〈x, xn〉 = 0. Εποµένως, οι ορθοκανονικές ακολουθίες συγκλίνουν
ασθενώς στο µηδέν. Αντίστοιχα, από τη στιγµή που ||xn|| = 1 για όλα τα n ∈ N , οι ορθοκανονικές
ακολουθίες συγκλίνουν ισχυρώς. Η σχέση (2.16) µας δείχνει ότι οι σειρές ορθοκανονικοποίησης
∞∑
k=1

|〈x, xk〉|2 συκλίνουν για κάθε x ∈ E. Με άλλα λόγια, η ακολουθία (〈x, xn〉) είναι ένα

στοιχείο του `2. Μπορούµε να πούµε ότι µία ορθοκανονική ακολουθία στον E καταφέρνει να
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µας οδηγήσει από τον χώρο E στον `2.
Η επέκταση:

x ∼
∞∑
k=1

〈x, xn〉xn (2.17)

καλείται γενικευµένη σειρά Fourier των x. Τα µεγέθη an = 〈x, xn〉 καλούνται γενικευµένοι
συντελεστές Fourier των x όσον αφορά την ορθοκανονική ακολουθία (xn). ΄Οπως παρατηρούµε
αυτό το σύνολο από συντελεστές δίνει την καλύτερη προσέγγιση. Γενικά, δεν γνωρίζουµε εάν οι
σειρές στην (2.17) είναι συγκλίνουσες. Ωστόσο, όπως δείχνει το επόµενο ϑεώρηµα, η πληρότητα
του χώρου διασφαλίζει την σύγκλιση.

Θεώρηµα 2.2.3. ΄Εστω (xn) είναι µία ορθοκανονική ακολουθία σε έναν χώρο Hilbert H και έστω

επίσης ότι (an) είναι µία ακολουθία από µιγαδικούς αριθµούς. Τότε, οι σειρές
∞∑
n=1

anxn συγκλίνουν

αν και µόνο αν
∞∑
n=1

anxn <∞ και σε αυτήν την περίπτωση

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anxn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

=
n∑
n=1

|an|2. (2.18)

Απόδειξη:

Για κάθε m > k > 0 έχουµε: ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anxn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

=
m∑
n=k

|an|2. (2.19)

Από το Πυθαγόρειο Θεώρηµα.
∞∑
n=1

|an|2, τότε η ακολουθία sm =
∞∑
n=1

anxn είναι ακολουθία Cau-

chy από την (2.19). Αυτό υποδηλώνει την σύγκλιση των σειρών
∞∑
n=1

anxn εξαιτίας της πληρότητας

του H.

Αντίστροφος, εάν οι σειρές
∞∑
n=1

anxn συγκλίνουν, τότε από την (2.19) και οι σειρές
∞∑
n=1

|an|2 συγ-

κλίνουν, επειδή η ακολουθία αριθµών σm =
∞∑
n=1

|an|2 είναι µία Cauchy ακολουθία στον R.

Για να καταλήξουµε στην (2.18) είναι αρκετό να ϑέσουµε k = 1 και m→∞ στην (2.19).
Το προηγούµενο ϑεώρηµα και η σχέση (2.16) δείχνουν ότι σε έναν χώρο Hilbert H οι σειρές
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∞∑
n=1

〈x, xn〉xn συγκλίνουν για κάθε x ∈ H. Παρόλα αυτά, µπορεί και να συγκλίνουν σε ένα

στοιχείο διαφορετικό του x.

Παράδειγµα 2.2.1. ΄Εστω H = L2[(−π, π)] και έστω xn(t) = 1√
π

sinnt για n = 1, 2, .... Η

ακολουθία (xn) είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο στον H. Από την άλλη µεριά, για x(t) = cos(t),

έχουµε :

∞∑
n=1

〈x, xn〉xn(t) =
∞∑
n=1

[
1√
π

∫ π

−π
cos t sin tdt

]
sinnt√

π

=
∞∑
n=1

0 · sinnt = 0 6= cos t.

Ορισµός 2.2.1. (πλήρης ορθοκανονική ακολουθία) Μία ορθοκανονική ακολουθία (xn) σε έναν

χώρο µε εσωτερικό γινόµενο E λέµε ότι είναι πλήρης εάν για κάθε x ∈ E έχουµε :

x =
∞∑
n=1

〈x, xn〉xn. (2.20)

Τονίζουµε ότι από τη στιγµή που στο δεξιό µέλος της (2.20) έχουµε µία άπειρη σειρά, συνεπάγεται

ότι :

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣x−

n∑
k=1

〈x, xk〉xk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 0,

όπου || · || είναι νόρµα στον E. Για παράδειγµα, εάν E = L2[(−π, π)] και (fn) είναι µία ορθοκανο-

νική ακολουθία στον E, τότε µε τη σχέση :

f =
∞∑
n=1

〈f, fn〉fn,

εννοούµε

lim
n→∞

∫ π

−π

∣∣∣∣∣f(t)−
n∑
k=1

akfk(t)

∣∣∣∣∣
2

dt = 0 όπου ak

∫ π

−π
f(t)fk(t)dt
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Αυτό γενικά, δεν σηµαίνει κατά σηµείο σύγκλιση όσον αφορά την

f(x) =
∞∑
n=1

anfn(x).

Ορισµός 2.2.2. (Ορθοκανονική ϐάση) ΄Ενα ορθοκανονικό σύστηµαB σε έναν χώρο µε εσωτερικό

γινόµενο E καλείται ορθοκανονική ϐάση εάν κάθε x ∈ E έχει µία µοναδική αναπαράσταση

x =
∞∑
n=1

anxn,

όπου a ∈ C και xn είναι διαφορετικά µεταξύ τους στοιχεία του B.

Παρατηρήσεις
1. Σηµειώνουµε ότι µία πλήρης ορθοκανονική ακολουθία (xn) σε έναν χώρο µε εσωτερικό
γινόµενο E αποτελεί µία ορθοκανονική ϐάση στον E. Αρκεί να αποδείξουµε την µοναδικότητα.
Πράγµατι, εάν

x =
∞∑
n=1

αnxn

και

x =
∞∑
n=1

βnxn

τότε

0 = ||x− x||2 =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

αnxn −
∞∑
n=1

βnxn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(αn − βn)xn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

=
∞∑
n=1

|αn − βn|2.

από το ϑεώρηµα 2.2.3. Αυτό σηµαίνει ότι αn = βn για όλα τα n ∈ N , αποδεικνύοντας την
µοναδικότητα.
2. Εάν (xn) είναι µία πλήρης ορθοκανονική ακολουθία σε έναν χώρο µε εσωτερικό γινόµενο E,
τότε το σύνολο

span{x1, x2, ...} =

{
n∑
k=1

akxk : n ∈ N, a1, ..., ak ∈ C

}
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είναι πυκνό στον E. Τα δύο ακόλουθα ϑεωρήµατα δίνουν σηµαντικά χαρακτηριστικά για τις
πλήρεις ορθοκανονικές ακολουθίες στους χώρους Hilbert.

Θεώρηµα 2.2.4. Μία ορθοκανονική ακολουθία (xn) σε έναν χώρο Hilbert H είναι πλήρης αν και

µόνο αν 〈x, xn〉 = 0 για όλα τα n ∈ N έχουµε x = 0.

Απόδειξη:

Υποθέτουµε ότι (xn) είναι µία πλήρης ορθοκανονική ακολουθία στον H. Τότε κάθε x ∈ H

απεικονίζεται ως

x =
∞∑
n=1

〈x, xn〉xn.

Επιπλέον, εάν 〈x, xn〉 = 0 για κάθε n ∈ N , τότε x = 0.
Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι εάν 〈x, xn〉 = 0 για όλα τα n ∈ N τότε x = 0.
΄Εστω x ένα στοιχείο του H. Ορίζουµε,

y =
∞∑
n=1

〈x, xn〉xn.

Το άθροισµα y υπάρχει στον H από το (2.16) και το ϑεώρηµα (2.2.3).
Αφού για κάθε n ∈ N ,

〈x− y, xn〉 = 〈x, xn〉 −

〈
∞∑
k=1

〈x, xk〉xk, xn

〉

= 〈x, xn〉 −
∞∑
k=1

〈x, xk〉〈xk, xn〉

= 〈x, xn〉 − 〈x, xn〉 = 0,

έχουµε x− y = 0, και συνεπώς

x =
∞∑
n=1

〈x, xn〉xn.

Θεώρηµα 2.2.5. (Ο τύπος του Parseval) Μία ορθοκανονική ακολουθία (xn) σε έναν χώρο Hilbert
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H είναι πλήρης αν και µόνο αν

||x||2 =
∞∑
n=1

|〈x, xn〉|2 για κάθε x ∈ H (2.21)

Απόδειξη:

΄Εστω x ∈ H. Από την (2.13) για κάθε n ∈ N έχουµε:∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣x−

n∑
k=1

〈x, xk〉xk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

= ||x||2 −
n∑
k=1

|〈x, xk〉|2. (2.22)

Εάν η (xn) είναι µια πλήρης ακολουθία, τότε η έκφραση στο αριστερό µέλος της ισότητας (2.22)
συγκλίνει στο µηδέν όταν n→∞. Συνεπώς,

lim
n→∞

[
||x||2 −

n∑
k=1

|〈x, xk〉|2
]

= 0.

Για αυτό τον λόγο η σχέση (2.21) ισχύει.
Αντίστροφα, εάν ισχύει η (2.21) τότε η έκφραση στο δεξί µέλος της ισότητας (2.22) συγκλίνει στο
µηδέν όταν n→∞, και έτσι,

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣x−

n∑
k=1

〈x, xk〉xk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

= 0.

Αυτό αποδεικνύει ότι η (xn) είναι πλήρης.

Παράδειγµα 2.2.2. Το ορθοκανονικό σύστηµα:

φn(x) =
einx√

2π
, n = 0,±1,±2, ...,

είναι πλήρες στον χώρο L2([−π, π]).

Η απόδειξη της πληρότητας δεν είναι απλή. Θα συζητηθεί στην παράγραφο 2.3. Μια απλή αλλαγή

της ορολογίας µας επιτρέπει να παρουσιάσουµε µια συνάρτηση f ∈ L2([0, a]) µε τύπο

f(x) =
∞∑

n=−∞

βne
2nπix/α
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όπου

βn =
1

α

∫ α

0

f(t)e−2nπit/αdt.

Παράδειγµα 2.2.3. Η ακολουθία από συναρτήσεις

1√
2π
,
cosx√
π
,
sinx√
π
,
cos 2x√

π
,
sin 2x√

π
, ...

είναι ένα πλήρες ορθοκανονικό σύστηµα στον L2([−π, π]). Η ορθογωνιότητα επάγεται από τις

ακόλουθες ταυτότητες µε ολοκλήρωση:

2 cosnx cosmx = cos(n+m)x+ cos(n−m)x,

2 sinnx sinmx = cos(n−m)x− cos(n+m)x,

2 cosnx sinmx = sin(n+m)x− sin(n−m)x,

επειδή ισχύει, ∫ π

−π
cos2 nxdx =

∫ π

−π
sin2mxdx = π

η σειρά είναι επίσης ορθοκανονική.

Η πληρότητα προκύπτει από την ακολουθία του παραδείγµατος 2.2.2, µε ϐάση τις ακόλουθες

ταυτοτήτες :

e0 = 1

και

einx = (cosnx+ i sinnx).

Παράδειγµα 2.2.4. Κάθε µία από τις παρακάτω δύο ακολουθίες συναρτήσεων είναι ένα πλήρες
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ορθοκανονικό σύστηµα στον L2([0, π]):

1√
π
,

√
2

π
cosx,

√
2

π
cos 2x,

√
2

π
cos 3x, ...,√

2

π
sinx,

√
2

π
sin 2x,

√
2

π
sin 3x, ...

Παράδειγµα 2.2.5. (τριγωνοµετρικές συναρτήσεις και Walsh συναρτήσεις). Οι τριγωνοµετρικές

συναρτήσεις R(m,x) µπορούν να περιγραφούν µε πολλούς διαφορετικούς τρόπους. Θα χρησιµο-

ποιήσουµε τον ορισµό που ϐασίζεται στην ηµιτονοειδή συνάρτηση,

R(m,x) = sgn (sin(2mπx)) , m = 0, 1, 2, ..., x ∈ [0, 1].

όπου το σύµβολο sgn δηλώνει την σηµειακή συνάρτηση η οποία ορίζεται ως :

sgn(x) =


1 αν x > 0,

0 αν x = 0,

−1 αν x < 0,


Οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις ορίζουν ένα ορθοκανονικό σύστηµα στον L2([0, 1]). Προφανώς,∫ 1

0

|R(m,x)|2dx = 1 για όλα τα m.

Για να αποδείξουµε ότι για m 6= n, έχουµε∫ 1

0

R(m,x)R(n, x)dx = 0.

Αρχικά παρατηρούµε ότι
∫ b
a
R(m,x)dx = 0 όποτε 2m(b−a) είναι ένας άρτιος αριθµός. Κατά αυτόν
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τον τρόπο, για m > n ≥ 0 έχουµε,∫ 1

0

R(m,x)R(n, x)dx =

∫ 1

0

R(m,x)R(n, x)dx

=
2n∑
k=1

∫ k/2n

(k−1)/2n
R(m,x)R(n, x)dx

=
2n∑
k=1

sgn

(
R

(
n,

2k − 1

2

))∫ k/2n

(k−1)/2n
R(m,x)dx = 0,

επειδή όλα τα ολοκληρώµατα είναι ίσα µε µηδέν.

Η ακολουθία από τριγωνοµετρικές συναρτήσεις δεν είναι πλήρης. Πράγµατι, εάν ορίσουµε την

συνάρτηση

f(x) =


0 0 ≤ x < 1

4
,

1 1
4
≤ x ≤ 3

4
,

0 3
4
≤ x ≤ 1.


Παρατηρούµε ότι ∫ 1

0

R(0, x)f(x)dx =
1

2

και ∫ 1

0

R(m,x)f(x)dx = 0 για m ≥ 1 αλλά f(x) 6= 1

2
R(0, x).

Οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να κατασκευαστούν οι συναρ-

τήσεις Walsh, οι οποίες συνιστούν ένα πλήρες ορθοκανονικό σύστηµα.

Οι συναρτήσεις Walsh συµβολίζονται µε W (m,x),m = 0, 1, 2, ....

Για m = 0 ϑέτουµε W (0, x) = 1

. Για τις άλλες τιµές του m, αρχικά παρουσιάζουµε το m σαν έναν δυαδικό αριθµό έτσι ώστε,

m =
n∑
k=1

2k−1ak = a1 + 21a2 + 22a3 + ...+ 2n−1an,
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όπου a1, a2, ..., an = 0 ή 1. ΄Υστερα, ορίζουµε

W (m,x) =
n∏
k=1

(R(k, x))ak = (R(1, x))a1 (R(2, x))a2 · · · (R(n, x))an

όπου (R(m,x))0 = 1. Για παράδειγµα, αφού το 53 γράφεται σαν 110101 στο δυαδικό σύστηµα,

έχουµε

W (53, x) = R(1, x)R(3, x)R(5, x)R(6, x)

Προφανώς, έχουµε

R(n, x) = W (2n−1, x), n ∈ N.

Κάποιες συναρτήσεις Walsh απεικόνιζονται στο Σχήµα 2.1

Ορισµός 2.2.3. (διαχωρίσιµοι χώροι) ΄Ενας χώρος Hilbert καλείται διαχωρίσιµος εάν περιέχει

µία πλήρη ορθοκανονική ακολουθία. Χώροι Hilbert πεπερασµένης διάστασης είναι διαχωρίσιµοι.

Παράδειγµα 2.2.6. Ο χώρος L2([−π, π]) είναι διαχωρίσιµος. Το παράδειγµα 2.2.2 µας δίνει µία

πλήρη ορθοκανονική ακολουθία στον L2([−π, π]).

Παράδειγµα 2.2.7. Ο χώρος `2 είναι διαχωρίσιµος

Παράδειγµα 2.2.8. (Μη διαχωρίσιµοι χώροι Hilbert) ΄Εστω ότιH είναι ο χώρος όλων των συναρ-

τήσεων στο R, οι οποίες είναι µηδενικές παντού εκτός από ένα µετρήσιµο αριθµό σηµείων στο R

έτσι ώστε : ∑
f(x) 6=0

|f(x)|2 <∞

Το εσωτερικό γινόµενο στον H µπορεί να οριστεί ως

〈f, g〉 =
∑

f(x)g(x)6=0

f(x)g(x).

Αυτός ο χώρος δεν είναι διαχωρίσιµος επειδή για κάθε ακολουθία από συναρτήσεις fn ∈ H

υπάρχουν µη µηδενικές συναρτήσεις f έτσι ώστε 〈f, fn〉 = 0 για όλα τα n ∈ N . Στη συνέχεια, ϑα

αναφερόµαστε µόνο σε χώρους Hilbert.
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Σχήµα 2.1: Συναρτήσεις Walsh.

Υπενθυµίζουµε ότι ένα σύνολο S σε έναν χώρο Banach E καλείται πυκνό στο E εάν κάθε στοιχείο

του E µπορεί να προσεγγιστεί από µία ακολουθία στοιχείων του S. Για την ακρίβεια, για κάθε

x ∈ E υπάρχει xn ∈ S έτσι ώστε ||x− xn|| → 0 όταν n→∞.

Θεώρηµα 2.2.6. Κάθε διαχωρίσιµος χώρος Hilbert περιέχει ένα αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο.

Απόδειξη:

΄Εστω (xn) µία πλήρης ορθοκανονική ακολουθία σε έναν χώρο Hilbert H. Το σύνολο

S = {(α1 + iβ1)x1 + · · ·(αn + iβn)xn : α1, ..., αn, β1, ..., βn ∈ Q, n ∈ N}
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είναι προφανώς αριθµήσιµο. Από τη στιγµή που για κάθε x ∈ H,∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

〈x, xk〉xk − x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣→ 0 όταν n→∞

το S είναι πυκνό στον H.
Το ϑεώρηµα 2.2.6 χρησιµοποιείται συνήθως για να ορίσουµε την διαχωρισιµότητα.

Θεώρηµα 2.2.7. Κάθε ορθογώνιο σύνολο σε έναν διαχωρίσιµο χώρο Hilbert είναι αριθµήσιµο.

Απόδειξη:

΄Εστω ότι το S είναι ένα ορθογώνιο σύνολο σε έναν διαχωρίσιµο χώρο Hilbert H, και έστω ότι S1,
είναι ένα σύνολο από κανονικοποιηµένα διανύσµατα από το S, έτσι ώστε S1 =

{
x
||x|| : x ∈ S

}
.

Για οποιαδήποτε διαφορετικά x, y ∈ S1 έχουµε:

||x− y||2 = 〈x− y, x− y〉

= 〈x, x〉 − 〈x, y〉 − 〈y, x〉+ 〈y, y〉

= 1− 0− 0 + 1 από την ορθογωνιότητα

= 2.

Αυτό σηµαίνει ότι η απόσταση ανάµεσα σε οποιαδήποτε δύο διαφορετικά στοιχεία του S1, είναι√
2.

Στην συνέχεια, ϑεωρούµε µία συλλογή 1/
√

2-γειτονικών περιοχών από κάθε στοιχείο του S1.
Προφανώς, καµία από αυτές τις δύο γειτονικές περιοχές δεν µπορεί να έχει ένα κοινό σηµείο.
Από τη στιγµή που κάθε πυκνό υποσύνολο του H πρέπει να έχει τουλάχιστον ένα σηµείο σε
κάθε γειτονική περιοχή και το H έχει ένα αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο, το S1, πρέπει να είναι
αριθµήσιµο.
Κατά αυτό τον τρόπο, το S είναι αριθµήσιµο.

Ορισµός 2.2.4. (Ισοµορφικοί χώροι Hilbert) ΄Ενας χώρος Hilbert H1 καλείται ισοµορφικός µε

έναν χώρο Hilbert H2 εάν υπάρχει µία ένα προς ένα απεικόνιση T από τον H1, στον H2 έτσι ώστε :

〈T (x), T (y)〉 = 〈x, y〉

για κάθε x, y ∈ H1.
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Αυτή η απεικόνιση T καλείται ισοµορφισµός από τον H1 στον H2.
Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι ||T || = 1 επειδή ||T (x)|| = x για κάθε x ∈ H1.

Θεώρηµα 2.2.8. ΄Εστω ότι H είναι ένας διαχωρίσιµος χώρος Hilbert.

1. Εάν ο H είναι απειροδιάστατος, τότε είναι ισοµορφικός στον `2.

2. Εάν dimH = N , τότε είναι ισοµορφικός στον CN .

Απόδειξη:

΄Εστω (xn) είναι µία πλήρης ορθοκανονική ακολουθία στον H. Εάν ο H είναι απειροδιάστα-
τος, τότε η (xn) είναι µία άπειρη ακολουθία. ΄Εστω ότι x είναι ένα στοιχείο του H. Ορίζουµε
T (x) = (an) όπου an = 〈x, xn〉, n = 1, 2, .... Από τον ορισµό (2.2.4) ο T είναι µία ένα προς ένα
απεικόνιση από τον H στον `2 η οποία προφανώς είναι γραµµική. Επίσης, για an = 〈x, xn〉 και
βn = 〈y, xn〉, x, y ∈ H,n ∈ N έχουµε

〈T (x), T (y)〉 = 〈(αn), (βn)〉

=
∞∑
n=1

αnβn =
∞∑
n=1

〈x, xn〉〈y, xn〉

=
∞∑
n=1

〈x, 〈y, xn〉xn〉 =

〈
x,
∞∑
n=1

〈y, xn〉xn

〉
= 〈x, y〉.

Συνεπώς, ο T είναι ένας ισοµορφισµός από τον H στον `2.
Είναι εύκολο να δειχθεί ότι ο ισοµορφισµός στον χώρο Hilbert αποτελεί ισοδυναµία. Από τη
στιγµή που κάθε απειροδιάστατος διαχωρίσιµος χώρος Hilbert είναι ισοµορφικός στον `2 συ-
νεπάγεται ότι δύο οποιοιδήποτε τέτοιοι χώροι είναι ισοµορφικοί. Το ίδιο ισχύει και για τους
πραγµατικούς χώρους Hilbert. Κάθε πραγµατικός απειροδιάστατος διαχωρίσιµος χώρος Hilbert
είναι ισοµορφικός στον πραγµατικό χώρο `2. Γενικά, υπάρχει µόνο ένας πραγµατικός και ένας
µιγαδικός απειροδιάστατος διαχωρίσιµος χώρος Hilbert.

2.3 Τριγωνοµετρικές σειρές Fourier

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα αποδείξουµε ότι η ακολουθία

φn(x) =
einx√

2π
, n = 0,±1,±2, ....
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είναι µια πλήρης ορθοκανονική ακολουθία στον L2([−π, π]).
Η ορθογωνιότητα έχει αποδειχτεί στο παράδειγµα 2.1.2. Η απόδειξη της πληρότητας είναι
αρκετά πιο πολύπλοκη. Γι΄ αυτόν τον σκοπό ϑα µας διευκόλυνε να αναγνωρίσουµε στοιχεία του
L1([−π, π]) µε 2π-περιοδικές τοπικά ολοκληρώσιµες συναρτήσεις στον R, γιατί τότε ϑα έχουµε:∫ π

−π
f(t)dt =

∫ π−x

−π−x
f(t)dt =

∫ π

−π
f(t− x)dt

για κάθε f ∈ L1([−π, π]) και για κάθε x ∈ R.
΄Εστω f ∈ L1([−π, π]) και

fn =
n∑

k=−n

〈f, φk〉φk, n = 0, 1, 2, ...

Τότε

fn(x) =
n∑

k=−n

1

2π

∫ π

−π
f(t)e−iktdteikx =

n∑
k=−n

1

2π

∫ π

−π
f(t)eik(x−t)dt.

Μένει να δείξουµε ότι για κάθε f ∈ L1([−π, π]) ισχύει :

lim
n→∞

f0 + f1 + · · ·+ fn
n+ 1

= f στην L1([−π, π]) νόρµα.

Αρχικά παρατηρούµε ότι

f0(x) + f1(x) + · · ·+ fn(x)

n+ 1
=

n∑
k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
〈f, φk〉φk(x)

=
n∑

k=−n

1

2π

(
1− |k|

n+ 1

)∫ π

−π
f(t)e−iktdteikx

=
1

2π

∫ π

−π
f(t)

(
n∑

k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
eik(x−t)

)
dt.

Λήµµα 2.3.1. Για κάθε n ∈ N και x ∈ R έχουµε

n∑
k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
eikx =

1

n+ 1

sin2 (n+1)x
2

sin2 x
2
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Απόδειξη:

Αρχικά έχουµε ότι

sin2 x

2
=

1

2
(1− cosx) = −1

4
e−ix +

1

2
− 1

4
eix.

Με υπολογισµούς, προκύπτει(
−1

4
e−ix +

1

2
− 1

4
eix
) n∑
k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
eikx

=
1

n+ 1

(
−1

4
e−i(n+1)x +

1

2
− 1

4
ei(n+1)x

)
Ορισµός 2.3.1. (αθροιστικοί πυρήνες) Με τον όρο αθροιστικοί πυρήνες εννοούµε µια ακολουθία

(kn) από 2π-περιοδικές συνεχείς συναρτήσεις, οι οποίες ικανοποιούν τη σχέση∫ π

−π
κn(t)dt = 2π για κάθε n ∈ N (2.23)

∫ π

−π
|κn(t)|dt ≤M για κάποια M και για κάθε n ∈ N (2.24)

lim
n→∞

∫ 2π−δ

δ

|κn(t)|dt = 0 για όλα τα δ ∈ (0, π) (2.25)

Λήµµα 2.3.2. Η ακολουθία των συναρτήσεων

Kn(t) =
n∑

k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
eikt

είναι ενας συνοπτικος πυρήνας.
Απόδειξη:

Επειδή
∫ π
−π e

iktdt = 2π, αν κ = 0 και
∫ π
−π e

iktdt = 0, για οποιαδήποτε άλλη τιµή του κ προ-
κύπτει ότι ∫ π

−π
Kn(t)dt =

n∑
k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)∫ π

−π
eiktdt = 2π.
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Από το λήµµα 2.3.2. συνεπάγεται ότι kn ≥ 0 και τότε∫ π

−π
|Kn(t)|dt =

∫ π

−π
Kn(t)dt = 2π.

΄Εστω δ ∈ (0, π), για t ∈ (δ, 2π − δ) έχουµε sin t
2
≥ sin δ

2
και τότε :

Kn(t) =
1

n+ 1

sin2 (n+1)x
2

sin2 x
2

≤ 1

(n+ 1) sin2 δ
2

.

Εποµένως, ∫ 2π−δ

δ

Kn(t)dt ≤ 2π

(n+ 1) sin2 δ
2

.

για ένα συγκεκριµένο δ, το δεξί µέλος τείνει στο 0 όταν n→∞.
Ο πυρήνας στο λήµµα 2.3.2 ονοµάζεται πυρήνας του Fejer (Lirot Fejer (1880-1959)) .Ο λόγος
για τον οποίο εισάγουµε εδώ την έννοια του αθροιστικού πυρήνα, είναι το ακόλουθο σηµαντικό
ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.3.1. ΄Εστω (kn) ένας αθροιστικός πυρήνας και έστω f ∈ L1([−π, π]).Τότε

lim
n→∞

1

2π

∫ π

−π
kn(t)f(x− t)dt = f(x)

Για τη νόρµα L1([−π, π]), έχουµε

lim
n→∞

∫ π

−π

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
kn(t)f(x− t)dt− f(x)

∣∣∣∣ dx = 0. (2.26)

Απόδειξη:

Από το (2.3.2) έχουµε

f(x) =
1

2π

∫ π

−π
kn(t)f(x)dt
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Εποµένως

1

2π

∫ π

−π
κn(t)f(x− t)dt− f(x) =

1

2π

∫ π

−π
κn(t) (f(x− t)− f(x)) dt.

Συνεπώς∫ π

−π

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
κn(t)f(x− t)dt− f(x)

∣∣∣∣ dx =

∫ π

−π

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
κn(t) (f(x− t)− f(x)) dt

∣∣∣∣ dx =∫ π

−π

∣∣∣∣ 1

2π

∫ δ

−δ
κn(t) (f(x− t)− f(x)) dt

∣∣∣∣ dx+

∫ π

−π

∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π−δ

δ

κn(t) (f(x− t)− f(x)) dt

∣∣∣∣ dx
≤ 1

2π

∫ π

−π

∫ δ

−δ
|κn(t) (f(x− t)− f(x)) |dtdx+

1

2π

∫ π

−π

∫ 2π−δ

δ

|κn(t) (f(x− t)− f(x)) |dtdx.

Εφόσον

1

2π

∫ π

−π

∫ δ

−δ
|κn(t) (f(x− t)− f(x))| dtdx

≤ 1

2π

(
max
|t|≤δ

∫ π

−π
|f(x− t)− f(x)|dt

)∫ π

−π
|κn(t)|dt,

Και επειδή από ϑεώρηµα ισχύει ότι

lim
t→0

∫ π

−π
|f(x− t)− f(x)|dx = 0,

Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει ένα δ > 0 αρκετά µικρό ,τέτοιο ώστε

1

2π

∫ π

−π

∫ δ

−δ
|κn(t) (f(x− t)− f(x))| dtdx < ε (2.27)

για κάθε n ∈ N . Αφού το ολοκλήρωµα
∫ π
−π |κn(t)|dt είναι ϕραγµένο.

Επίσης ,από την (2.25) έχουµε∫ π

−π

∫ 2π−δ

δ

|κn(t) (f(x− t)− f(x))| dtdx

≤
(

max
|t|≤π

∫ π

−π
|f(x− t)− f(x)|dx

)∫ 2π−δ

δ

|κn(t)|dt

≤ 2

∫ π

−π
|f(x)|dx

∫ 2π−δ

δ

|κn(t)|dt→ 0 (2.28)
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Με συνδυασµό των σχέσεων (2.27) και (2.28) έχουµε την απόδειξη της σχέσης (2.26).

Θεώρηµα 2.3.2. Αν f ∈ L1([−π, π]) και 〈f, φn〉 = 0, για όλους τους ακεραίους n, τότε f = 0.

Απόδειξη:

Αν ∫ π

−π
f(t)e−intdt = 0, για κάθε ακέραιο n,

τότε

fn(x) =
n∑

k=−n

1

2π

∫ π

−π
f(t)eik(x−t)dt = 0,

και συνεπώς

f0(x) + f1(x) + · · ·+ fn(x)

n+ 1
=

1

2π

∫ π

−π
f(t)

(
n∑

k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
eik(x−t)

)
dt = 0.

Επίσης, επειδή η f και οι συναρτήσεις της µορφής eikx είναι 2π-περιοδικές έχουµε ότι

1

2π

∫ π

−π
f(t)

(
n∑

k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
eik(x−t)

)
dt

=
1

2π

∫ π

−π
f(x− t)

(
n∑

k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
eikt

)
dt

Και συνεπώς, από το ϑεώρηµα (2.3.1) και το λήµµα (2.3.2) ισχύει ότι

lim
n→∞

f0 + f1 + · · ·+ fn
n+ 1

= f

στον L1([−π, π]) χώρο µε νόρµα. ΄Αρα f = 0.

Θεώρηµα 2.3.3. Η ακολουθία

φn(x) =
einx√

2π
, n = 0,±1,±2, ...,

είναι πλήρης.
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Απόδειξη:

Αν f ∈ L2([−π, π]),τότε f ∈ L1([−π, π]). Εποµένως, από το ϑεώρηµα (2.3.2), αν 〈f, φn〉 = 0 για
κάθε ακέραιο n,ισχύει f = 0. Αυτό σηµαίνει ότι f = 0 στον χώρο f ∈ L2([−π, π]).
Το παραπάνω αποδεικνύει την πληρότητα της ακολουθίας. Το ϑεώρηµα 2.3.3 υπαγορεύει ότι
για κάθε f ∈ L2([−π, π]), ισχύει ότι

f =
∞∑

k=−∞

αnφn (2.29)

όπου

φn(x) =
einx√

2π
και αn =

1√
2π

∫ π

−π
f(t)e−iktdt.

Σε αυτήν την περίπτωση ο τύπος του Parseval

||f ||2 =

∫ π

−π
|f(x)|2dx =

∞∑
n=−∞

|αn|2,

Οι σειρές (2.29) ονοµάζονται Σειρές Fourier και οι αριθµοί αn ονοµάζονται συντελεστές Fourier
της f . Τονίζουµε ότι η (2.29) δεν υπαγορεύει σηµειακή σύγκλιση.
Το πρόβληµα της σηµειακής σύγκλισης στις σειρές Fourier είναι αρκετά πιο πολύπλοκο. Το
1966 ο L.Carleson απέδειξε ότι οι σειρές Fourier των συναρτήσεων στον L2([−π, π]), συγκλίνουν
σχεδόν παντού.

2.4 Ορθογώνια συµπληρώµατα και ϑεωρήµατα

Με την έκφραση υπόχωρος ενός χώρου Hilbert H, εννοούµε έναν διανυσµατικό υπόχωρο του
H. ΄Ενας υπόχωρος ενός χώρου Hilbert είναι ένας χώρος µε εσωτερικό γινόµενο. Υποθέτωντας
ότι το S είναι ένας κλειστός υπόχωρος του H, τότε το S είναι ένας χώρος Hilbert, καθώς κάθε
κλειστός υπόχωρος ενός πλήρη χώρου µε νόρµα είναι πλήρης.

Ορισµός 2.4.1. (Ορθογώνιο συµπλήρωµα) ΄Εστω S ένα µη κενό υποσύνολο του χώρου Hilbert

H. ΄Ενα στοιχείο x ∈ H καλείται κάθετο στον S, και συµβολίζεται x ⊥ S ,αν (x, y) = 0 για κάθε

y ∈ S. Το σύνολο από όλα τα στοιχεία του H που είναι κάθετα στον S ,συµβολίζεται µε S⊥ και

ονοµάζεται ορθογώνιο συµπλήρωµα του S.
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Ορίζουµε

S⊥ = {x ∈ H, x ⊥ S}

Το ορθογώνιο συµπλήρωµα του S⊥ συµβολίζεται S⊥⊥ = (S⊥)⊥.

Ο συµβολισµός S⊥ είναι ανακριβής γιατί η πληρότητα εξαρτάται από τον E. Αν E1 και
E2 είναι δυο διαφορετικοί χώροι εσωτερικού γινοµένου και S ⊂ E1 ∩ E2, τότε προφανώς τα
συµπληρώµατα του S στον E1 δεν είναι ίδια µε τα συµπληρώµατα του S στον E2.Ο συµβολισµός
S⊥ χρησιµοποιείται όταν είναι εµφανές τι είναι ο χώρος εσωτερικού γινοµένου S. Για παράδειγµα
στον ορισµό 2.4.1, ο χώρος που εµφανίζεται είναι ο H, και έτσι όλα τα συµπληρώµατα είναι µε
ϐάση τον H.
Αν x ⊥ y για κάθε y ∈ H, τότε x = 0. ΄Ετσι H⊥ = {0}. Παρόµοια {0}⊥ = H.
∆ύο υποσύνολα A και B ενός χώρου Hilbert ονοµάζονται ορθογώνια αν x ⊥ y για κάθε x ∈ A
και y ∈ B. Αυτό συµβολίζεται ως A ⊥ B.
Σηµειώστε ότι αν A ⊥ B τότε A ∩B = {0} ή ∅.

Θεώρηµα 2.4.1. Για οποιαδήποτε υποσύνολα S ενός χώρου Hilbert H,το σύνολο S⊥ είναι ένα

κλειστό υποσύνολο του H.

Απόδειξη:

Αν α, β ∈ C και x, y ∈ S⊥ τότε

〈αx+ βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉 = 0

για κάθε z ∈ S. Ο S⊥ είναι διανυσµατικός υπόχωρος του H. Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι
ο S⊥ είναι κλειστός.
΄Εστω (xn) ∈ S⊥ και xn → x για κάποια x ∈ H. Λόγω της συνέχειας του εσωτερικού γινοµένου,
έχουµε

〈x, y〉 =
〈

lim
n→∞

xn, y
〉

= lim
n→∞
〈xn, y〉 = 0.

για κάθε y ∈ S. Από την παραπάνω σχέση συνεπάγεται ότι x ∈ S⊥ και άρα S⊥ είναι κλειστός.
Το προηγούµενο ϑεώρηµα αποδεικνύει ότι ο S⊥ είναι ένας χώρος Hilbert για κάθε υποσύνολο S
ενός χώρου Hilbert H. Τονίζουµε ότι το S δεν χρειάζεται να είναι διανυσµατικός χώρος. Επειδή
S ⊥ S⊥,ισχύει ότι S ∩ S⊥ = {0} ή S ∩ S⊥ = ∅.
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Ορισµός 2.4.2. (κυρτά σύνολα) ΄Ενα σύνολο U σε ένα διανυσµατικό χώρο ονοµάζεται κυρτό

σύνολο αν για οποιαδήποτε x, y ∈ U και α ∈ (0, 1), ισχύει ότι

αx+ (1− α)y ∈ U.

Σηµειώνουµε ότι κάθε διανυσµατικός υπόχωρος είναι κυρτό σύνολο.

Θεώρηµα 2.4.2. (ιδιότητα του πλησιέστερου σηµείου) ΄Εστω ότι S είναι ένα κλειστό κυρτό υποσύ-

νολο ενός χώρου Hilbert H. Για κάθε σηµείο x ∈ H υπάρχει ένα µοναδικό σηµείο y ∈ S τέτοιο

ώστε

||x− y|| = inf
z∈S
||x− z|| (2.30)

Απόδειξη:

΄Εστω (yn) µια ακολουθία στον S τέτοια ώστε

lim
n→∞

||x− yn|| = inf
z∈S
||x− z||.

Συµβολίζουµε µε d = infz∈S ||x− z||.Επειδή 1
2
(ym + yn) ∈ S, έχουµε ότι∣∣∣∣∣∣∣∣x− 1

2
(ym + yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥ d για κάθε m,n ∈ N.

Επιπλέον, µε ϐάση τον νόµο του παραλληλογράµµου

||ym − yn||2 = 4

∣∣∣∣∣∣∣∣x− 1

2
(ym + yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣2 + ||ym − yn||2 − 4

∣∣∣∣∣∣∣∣x− 1

2
(ym + yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
= ||(x− ym) + (x− yn)||2 + ||(x− ym)− (x− yn)||2

− 4

∣∣∣∣∣∣∣∣x− 1

2
(ym + yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
= 2

(
||x− ym||2 + ||x− yn||2

)
− 4

∣∣∣∣∣∣∣∣x− 1

2
(ym + yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
Τότε,

2
(
||x− ym||2 + ||x− yn||2

)
→ 4d2, όταν m,n→∞
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και ∣∣∣∣∣∣∣∣x− 1

2
(ym + yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣2 ≥ d2,

έχουµε ||ym − yn||2 → 0 όταν m,n → ∞. Τότε η (yn) είναι ακολουθία Cauchy. Ο χώρος H
είναι πλήρης και το S είναι κλειστό, εποµένως το όριο lim

n→∞
yn = y υπάρχει και y ∈ S. Από την

συνέχεια της νόρµας παρατηρούµε

||x− y|| =
∣∣∣∣∣∣x− lim

n→∞
yn

∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

||x− yn|| = d.

΄Εχουµε αποδείξει ότι υπάρχει ένα σηµείο στο S που ικανοποιεί την (2.30).
Παραµένει να αποδείξουµε την µοναδικότητα. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα άλλο σηµείο y1, στο
S το οποίο ικανοποιεί την (2.30). Τότε, επειδή 1

2
(y + y1) ∈ S, έχουµε

||y − y1||2 = 4d2 − 4

∣∣∣∣∣∣∣∣x− y + y1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣2 ≤ 0.

το οποίο ισχύει µόνο όταν y = y1.
Η ύπαρξη και η µοναδικότητα του y στο παραπάνω ϑεώρηµα ϐοηθά στην επίλυση προβληµάτων
ϐελτιστοποίησης.
Ωστόσο δεν µας ϐοηθά στην εύρεση του ϐέλτιστου σηµείου. Οι ιδιότητες του ϐέλτιστου σηµείου
σε έναν πραγµατικό χώρο εσωτερικού γινοµένου παρουσιάζονται στο ακόλουθο ϑεώρηµα και
είναι συχνά χρήσιµες σε τέτοια προβλήµατα.

Θεώρηµα 2.4.3. ΄Εστω S κλειστό κυρτό υποσύνολο ενός πραγµατικού χώρου Hilbert H, y ∈ S
και έστω x ∈ S. Τότε οι επόµενες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

(α) ||x− y|| = infz∈S||x− z||
(ϐ) 〈x− y, z − y〉 ≤ 0, για κάθε z ∈ S

Απόδειξη:

΄Εστω z ∈ S. Επειδή το S είναι κυρτό, ισχύει ότι λz + (1− λ)y ∈ S για κάθε λ ∈ (0, 1).
Τότε από το (α) έχουµε

||x− y|| ≤ ||x− λz − (1− λ)y|| = ||(x− y)− λ(z − y)||.
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Επίσης αν H είναι ένας πραγµατικός χώρος Hilbert, έχουµε

||x− y||2 ≤ ||x− y||2 − 2λ〈x− y, z − y〉+ λ2||z − y||2.

και συνεπώς

〈x− y, z − y〉 ≤ λ

2
||z − y||2.

Τότε το (ϐ) προκύπτει για λ→ 0

Αντίστροφα, αν υπάρχουν x ∈ H και y ∈ S που ικανοποιούν το (ϐ), τότε για κάθε z ∈ S έχουµε

||x− y||2 − ||x− z||2 = 2〈x− y, z − y〉 − ||z − y||2 ≤ 0.

΄Αρα τα x και y ικανοποιούν το (α).
Αν H = R2 και S κλειστό κυρτό υποσύνολο του R2, τότε η πρόταση (ϐ) έχει µια καθαρή
γεωµετρική σηµασία : η γωνία που σχηµατίζεται µεταξύ της ευθείας των x, y και της ευθείας των
z, y είναι πάντοτε αµβλεία (ϐλ. σχήµα 2.2)

Σχήµα 2.2: Γεωµετρική απεικόνιση του Θεωρήµατος 2.4.3 στον R2.

Θεώρηµα 2.4.4. ΑνH1 είναι κλειστό υποσύνολο ενός χώρου Hilbert H, τότε κάθε στοιχείο x ∈ H
έχει µία µοναδική ανάλυση της µορφής x = y + z, όπου y ∈ H1 και z ∈ H⊥1 .

Απόδειξη:

Αν x ∈ H1, τότε η προφανής ανάλυση είναι x = x+ 0. Υποθέτουµε τώρα ότι x /∈ H1.
΄Εστω y το µοναδικό σηµείο του H1 που ικανοποιεί τη σχέση ||x− y|| = infω∈H1||x− ω||, όπως
στο ϑεώρηµα 2.4.2. Θα δείξουµε ότι x = y + (x− y) είναι η επιθυµητή ανάλυση.



66 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΟΡΘΟΓΩΝΙΟΤΗΤΑ ΣΕ ΧΩΡΟΥΣ HILBERT

Αν ω ∈ H1, και λ ∈ C τότε y + λω ∈ H1 και

||x− y||2 ≤ ||x− y − λω||2 = ||x− y||2 −Reλ〈ω, x− y〉+ |λ|2||ω||2.

΄Αρα

−2Reλ〈ω, x− y〉+ |λ|2||ω||2 ≥ 0.

Αν λ > 0, τότε διαιρώντας µε λ και ϑέτοντας λ→ 0, έχουµε

Re〈ω, x− y〉 ≤ 0. (2.31)

Αν αντικαταστήσουµε το λ µε −iλ(λ > 0) και στη συνέχεια διαιρέσουµε µε λ ϑέτοντας λ→∞,
προκύπτει ότι

Im〈ω, x− y〉 ≤ 0. (2.32)

Αν y ∈ H1, τότε και το −y ∈ H1. Εποµένως οι σχέσεις (2.31) και (2.32) ισχύουν αν αντί για ω
ϑέσουµε −ω. Τότε, 〈ω, x − y〉 = 0 για κάθε ω ∈ H1, το οποίο σηµαίνει ότι x − y ∈ H⊥1 . Για
να αποδείξουµε την µοναδικότητα, σηµειώνουµε ότι αν x = y1 + z1, y1 ∈ H1 και z1 ∈ H⊥1 , τότε
y − y1 ∈ H1 και z − z1 ∈ H⊥1 .
Επειδή y − y1 = z1 − z, πρέπει να ισχύει y − y1 = z1 − z = 0.
Το παραπάνω ϑεώρηµα µπορεί επίσης να διατυπωθεί ως εξής : Αν H1 είναι ένα κλειστό υποσύ-
νολο ενός χώρου Hilbert H, τότε ο H είναι το ευθύ άθροισµα του H1 και H⊥1 δηλαδή

H = H1 ⊕H⊥1 (2.33)

Η απεικόνιση του H ως H1 ⊕H⊥1 ονοµάζεται ορθογώνια ανάλυση του H.
Σηµειώνουµε ότι η ένωση µιας ϐάσης του H1 και µιας ϐάσης του H⊥1 , αποτελεί µια ϐάση του
H. Το ϑεώρηµα (2.4.2) µας ϐοηθάει να ορίσουµε µια απεικόνιση PH1(x) = y ,όπου το y ∈ H1,
είναι µοναδικό τέτοιο ώστε ||x− y|| = infz∈S ||x− z||.
Η απεικόνιση PH1,ονοµάζεται ορθογώνια προβολή στον H1.

Θεώρηµα 2.4.5. Αν S είναι ένα κλειστό υποσύνολο ενός χώρου Hilbert, τότε S⊥⊥ = S.

Απόδειξη:

΄Εστω x ∈ S, τότε για κάθε z ∈ S⊥ έχουµε 〈x, y〉 = 0, το οποίο σηµαίνει ότι x ∈ S⊥⊥. Ε-
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ποµένως S ⊂ S⊥⊥. Για να δείξουµε ότι S⊥⊥ ⊂ S παίρνουµε ένα x ∈ S⊥⊥. Επειδή το S είναι
κλειστό, ισχύει : x = y + z για κάποια y ∈ S και z ∈ S⊥.
Επειδή S ⊂ S⊥⊥, συνεπάγεται ότι y ∈ S⊥⊥ και έτσι z = x − y ∈ S⊥⊥, επειδή το S⊥⊥ είναι
διανυσµατικός υπόχωρος. ΄Οµως z ∈ S⊥, γι΄ αυτό πρέπει να ισχύει z = 0, το οποίο σηµαίνει ότι
x = y ∈ S. Η τελευταία σχέση µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι S⊥⊥ ⊂ S.

2.5 Γραµµικά συναρτησιακά και το ϑεώρηµα απεικόνισης

του Riesz

Στην παράγραφο 1.3 σηµειώσαµε ότι για οποιαδήποτε σταθερό διάνυσµα x0 σε έναν χώρο µε
εσωτερικό γινόµενο E, η σχέση f(x) = 〈x, x0〉 ορίζει ένα ϕραγµένο γραµµικό συναρτησιακό στον
E.
Προκύπτει ότι, αν E είναι ένας χώρος Hilbert, τότε κάθε ϕραγµένο γραµµικό συναρτησιακό είναι
της µορφής f(x) = 〈x, x0〉. Το παραπάνω είναι γνωστό ως ϑεώρηµα απεικόνισης του Riesz.

Παράδειγµα 2.5.1. ΄Εστω H = L2([α, β]) −∞ < a < b <∞
Ορίζουµε ένα γραµµικό συναρτησιακό f στον H µε τη σχέση

f(x) =

∫ b

a

x(t)dt.

Αν x0 υποδηλώνει την συνεχή συνάρτηση 1 στο (α, ϐ), τότε f(x) = 〈x, x0〉 και f είναι ϕραγµένο

συναρτησιακό.

Παράδειγµα 2.5.2. ΄ΕστωH = L2([α, β]) και έστω t0 ένα σταθερό σηµείο στο (a, b). ΄Εστω f ένα

συναρτησιακό στον H που ορίζεται ως f(x) = x(t0). Το συναρτησιακό είναι γραµµικό,αλλά όχι

ϕραγµένο.

Παράδειγµα 2.5.3. ΄Εστω H = Cn και έστω n0 ∈ {1, 2, ..., n}. Η f ορίζεται από την σχέση

f ((x1, ..., xn)) = xn0

΄Εχουµε

f ((x1, ..., xn)) = (x1, ..., xn), en0 ,
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΄Οπου en0 είναι ένα διάνυσµα το οποίο έχει 1 στη n0-στη ϑέση και µηδέν στις υπόλοιπες. Τότε f

είναι ένα ϕραγµένο γραµµικό συναρτησιακό.

Παράδειγµα 2.5.4. ΄Εστω E ο χώρος όλων των ακολουθιών από µιγαδικούς αριθµούς οι οποίες

έχουν µόνο έναν πεπερασµένο αριθµό από µη µηδενικούς όρους µε το εσωτερικό γινόµενο ορισµένο

στον `2 να είναι ίσο µε

〈(xn), (yn)〉 =
∞∑
n

xnyn.

Τότε, η σχέση

f(x) =
∞∑
n

xn
n

ορίζει ένα ϕραγµένο γραµµικό συναρτησιακό στον E, αλλά δεν υπάρχει (zn) ∈ E τέτοιο ώστε να

ισχύει (f) = ((xn), (zn)), για κάθε (xn) ∈ E. (Σηµειώνουµε ότι ο E δεν είναι χώρος Hilbert.)

Λήµµα 2.5.1. Αν f είναι ένα µη τετριµµένο ϕραγµένο γραµµικό συναρτησιακό στον χώρο Hilbert

H τότε dimN(f)⊥ ≤ 1.

Αφού f είναι συνεχής, το N(f) είναι ένας κλειστός γνήσιος υπόχωρος του H και έτσι το
N(f)⊥ είναι µη κενό. ΄Εστω x1, x2 ∈ N(f)⊥ µη µηδενικά διανύσµατα. Επειδή f(x1) 6= 0 και
f(x2) 6= 0 ,υπάρχει σταθερά α 6= 0 τέτοια ώστε

f(x1) + αf(x2) = f(x1 + αx2) = 0.

΄Ετσι x1 +αx2 ∈ N(f). Από την άλλη, αφού N(f)⊥ είναι ένας διανυσµατικός χώρος και x1, x2 ∈
N(f)⊥, πρέπει να ισχύει x1 + αx2 ∈ N(f)⊥. Αυτό ισχύει µόνο όταν x1 + αx2 = 0, το οποίο
συνεπάγεται ότι x1, x2 είναι γραµµικά εξαρτηµένα, από τη στιγµή που α 6= 0.

Θεώρηµα 2.5.1. (ϑεώρηµα απεικόνισης του Riesz) ΄Εστω f ϕραγµένο γραµµικό συναρτησιακό

στον χώρο Hilbert H. Τότε υπάρχει µοναδικό x0 ∈ H τέτοιο ώστε f(x) = 〈x, x0〉, για όλα τα

x ∈ H.

Επιπλέον ισχύει ότι ||f || = ||x0||.

Απόδειξη:
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Αν f(x) = 0 για κάθε x ∈ H, τότε το x0 = 0 πληρεί τις απαραίτητες προϋποθέσεις. ΄Εστω
f ένα µη τετριµµένο συναρτησιακό. Τότε dimN(f)⊥ = l, µε ϐάση το λήµµα (2.5.1).΄Εστω z0 ένα
µοναδιαίο διάνυσµα στον N(f)⊥

Τότε ,για κάθε x ∈ H, έχουµε

x = x− 〈x, z0〉z0 + 〈x, z0〉z0.

Επειδή 〈x, z0〉z0 ∈ N(f)⊥, πρέπει να έχουµε x− 〈x, z0〉z0 ∈ N(f), το οποίο σηµαίνει ότι

f (x− 〈x, z0〉z0) = 0.

Συνεπώς

f(x) = f (〈x, z0〉z0) = 〈x, z0〉f(z0) = 〈x, f(z0)z0〉.

Επίσης, αν ϑέσουµε

x0 = f(z0)z0,

Τότε f(x) = 〈x, x0〉 για όλα τα x ∈ H.
Υποθέτουµε τώρα ότι υπάρχει ένα άλλο σηµείο x1 τέτοιο ώστε f(x) = 〈x, x1〉 για κάθε x ∈ H.
Τότε 〈x, x0 − x1〉 = 0 για κάθε x ∈ H και 〈x0 − x1, x0 − x1〉 = 0.
Αυτό ισχύει µόνο όταν x0 = x1.
Τελικά έχουµε

‖f‖ = sup
‖x‖=1

|f(x)| = sup
‖x‖=1

|〈x, x0〉| ≤ sup
‖x‖=1

(‖x‖‖x0‖) = ||x0||

και

‖x0‖2 = 〈x0, x0〉 = |f(x0)| ≤ ‖f‖‖x0‖

΄Αρα ‖f‖ = ‖x0‖

Το σύνολο H ′ όλων των ϕραγµένων γραµµικών συναρτησιακών σε έναν χώρο Hilbert είναι
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ένας χώρος Banach. Από το ϑεώρηµα απεικόνισης του Riesz έχουµε ότι H ′ = H, ή ειδικότερα
ότι H ′ είναι ισοµορφισµός. Το στοιχείο x0, το οποίο αντιστοιχίζεται σε µια συνάρτηση f , κάποιες
ϕορές ονοµάζεται αντιπρόσωπος του y.
Σηµειώνουµε, ότι το συναρτησιακό f , το οποίο ορίζεται ως f(x) = 〈x0, x〉, όπου x0 6= 0 είναι
ένα σταθερό στοιχείο ενός µιγαδικού χώρου Hilbert H, δεν είναι γραµµικό. Πράγµατι, έχουµε
f(ax+ by) = āf(x) + b̄f(y)

Συναρτησιακά τέτοιας µορφής συχνά ονοµάζονται µη γραµµικά.
΄Ενα από τα πιο σηµαντικά ϑεωρήµατα στην συναρτησιακή ανάλυση είναι το ϑεώρηµα Hahn
- Banach σύµφωνα µε το οποίο ένα ϕραγµένο γραµµικό συναρτησιακό σε έναν υπόχωρο ενός
χώρου µε νόρµα E µπορεί να επεκταθεί σε ϕραγµένο γραµµικό συναρτησιακό στον E. Η
απόδειξη δεν είναι δυνατή, µπορούµε µόνο να αποδείξουµε ότι κάτι τέτοιο είναι πιθανό, αλλά
γενικότερα δεν µπορούµε να σχηµατίσουµε µια τέτοια επέκταση. Η απόδειξη του παραπάνω
στην περίπτωση των χώρων Hilbert είναι πολύ πιο απλή .

Θεώρηµα 2.5.2. ΄Εστω f ότι ϕραγµένο γραµµικό συναρτησιακό ορισµένο σε έναν υπόχωρο E

ενός χώρου Hilbert H.

Τότε υπάρχει ένα ϕραγµένο γραµµικό συναρτησιακό g ορισµένο στον H τέτοιο ώστε :

(α) f(x) = g(x) για κάθε x ∈ E
(ϐ) ||f || = ||g||

Απόδειξη:

Αν E είναι ένας κλειστός υπόχωρος, τότε είναι ένας χώρος Hlbert H, και µε ϐάση το ϑεώρη-
µα απεικόνισης του Riesz, υπάρχει ένα x0 ∈ E τέτοιο ώστε f(x) = 〈x, x0〉 για όλα τα x ∈ E.
Αλλά τότε η g µπορεί να οριστεί ως g(x) = 〈x, x0〉.
Προφανώς τα (α) και (ϐ) ικανοποιούνται.
Αν ο E δεν είναι κλειστός ,τότε αρχικά επεκτείνουµε το f σε ένα ϕραγµένο γραµµικό συναρτη-
σιακό ορισµένο στην κλειστότητα του E.



Κεφάλαιο 3

Φραγµένοι τελεστές

3.1 Παραδείγµατα τελεστών

Σε αυτό το κεφάλαιο, µας ενδιαφέρει η περίπτωση, E = E1 = E2 ή E1 ⊂ E2 = E, όπου E είναι
ένας χώρος µε νόρµα ή ένας χώρος µε εσωτερικό γινόµενο. Σε αυτή την περίπτωση το όνοµα
«γραµµικός τελεστής» ή «γραµµικός µετασχηµατισµός» χρησιµοποιείται συνήθως. ∆εδοµένου ότι
οι µη γραµµικοί τελεστές δεν ϑα ληφθούν υπόψη σε αυτή την εργασία, ϑα λέµε απλά τελεστές,
που σηµαίνει γραµµικοί τελεστές. Θα ξεκινήσουµε µε µερικά παραδείγµατα τελεστών. Σε κάθε
περίπτωση, µας ενδιαφέρει ο εν λόγω τελεστής να είναι ϕραγµένος. Υπενθυµίζουµε ότι ένας
τελεστής A ονοµάζεται ϕραγµένος αν υπάρχει αριθµός K τέτοιος ώστε ||Ax|| ≤ K||x||,∀x στο
πεδίο ορισµού του A. Η νόρµα του A ορίζεται ώς, η ελάχιστη απ ’ολους αυτούς τους αριθµούς
K, ή ισοδύναµα, από :

||A|| = sup
||x||=1

||Ax||.

Συχνά είναι πολύ πιο δύσκολο να ϐρούµε τη νόρµα ενός τελεστή από το να αποδείξουµε ότι είναι
ϕραγµένος.

Παράδειγµα 3.1.1. (Ταυτοτικός τελεστής και µηδενικός τελεστής) Το απλούστερο παράδειγµα

ενός τελεστή είναι ο ταυτοτικός τελεστής I, ο οποίος αφήνει κάθε στοιχείο αναλλοίωτο : Ix = x

για όλα τα x ∈ E και ο µηδενικός τελεστής, ο οποίος ϑέτει το µηδενικό διάνυσµα σε κάθε στοιχείο

του E. Η µηδενικός τελεστής ϑα συµβολίζεται µε το 0. Προφανώς ο ταυτοτικός τελεστής, και ο

µηδενικός τελεστής είναι ϕραγµένοι και έχουµε ||I|| = 1 και ||0|| = 0. Το ϐαθµωτό γινόµενο aI του

ταυτοτικού τελεστή είναι ο τελεστής ο οποίος πολλαπλασιάζει κάθε στοιχείο µε το a : (aI)x = ax.

71
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Παράδειγµα 3.1.2. ΄Εστω Α ένας τελεστής στον CN και έστω e1, ..., eN είναι η πρότυπη ορθοκα-

νονική ϐάση στο CN δηλαδή,

e1 = (1.0, 0, ..., 0)

e2 = (0, 1, 0, ..., 0)

...

eN = (0, 0, ..., 0, 1).

Ορίζουµε, για i, j ∈ {1, 2, ..., N},

aij = 〈Aej, ei〉.

Τότε για x =
N∑
j=1

λjej x ∈ CN , έχουµε Ax =
N∑
j=1

λjAej, και ως εκ τούτου

〈Ax, ej〉 =
N∑
j=1

λj〈Aej, ei〉 =
N∑
j=1

aijλj. (3.1)

΄Ετσι, κάθε τελεστής στον CN χώρο ορίζεται από έναν πίνακα N ×N . Αντιστρόφως, ∀N ×N
πίνακα (aij) ,ο τύπος 3.1 ορίζει έναν τελεστή στον CN . ΄Εχουµε έτσι µια «1-1» αντιστοιχία µεταξύ
των τελεστών σε έαν N-διάστατο διανυσµατικό χώρο και στους N ×N πίνακες.

Αν ο τελεστής A ορίζεται από τον πίνακα (aij), τότε :

||A|| ≤

√√√√ N∑
i=1

N∑
j=1

|aij|2.

Αυτό σηµαίνει ότι κάθε τελεστής στον CN , και συνεπώς και κάθε τελεστής σε οποιονδήποτε
πεπερασµένης διαστάσεως χώρο Hilbert, είναι ϕραγµένος.

Παράδειγµα 3.1.3. (∆ιαφορικός τελεστής) ΄Ενας απο τους σηµαντικότερους τελεστές είναι ο δια-

ϕορικός τελεστής,
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(Df)(x) =
df

dx
(x) = f ′(x)

που ορίζεται σε ένα χώρο διαφορίσιµων συναρτήσεων. Θεωρούµε τον διαφορικό τελεστή στον
χώρο

E1 = f ∈ L2([−π, π]) : f ′ ∈ L2([−π, π])

Με τη νόρµα

||f || =

√∫ π

−π
|f(x)|2 dx

Για fn(x) = sinnx, n = 1, 2, 3, ..., έχουµε

||fn|| =

√∫ π

−π
|sinnx|2 dx =

√
π και ||Dfn|| =

√∫ π

−π
|n cosnx|2 dx = n

√
π

Ως εκ τούτου, ||Dfn|| = n||fn||, που αποδεικνύουν ότι ο διαφορικός τελεστής δεν είναι ϕραγ-
µένος. Σαφώς, αυτό το παράδειγµα, µπορεί εύκολα να γενικευθεί σε ένα αυθαίρετο διάστηµα
[a, b], ή ακόµα και στο (−∞,∞).

Παράδειγµα 3.1.4. (Ολοκληρωτικός τελεστής) ΄Αλλο ένα σηµαντικό είδος τελεστή είναι ο ολο-

κληρωτικός τελεστής Tπου ορίζεται ως

(Tx)(s) =

∫ b

a

K(s, t)x(t)dt,

όπου α και ϐ είναι πεπερασµένα ή άπειρα, a < b, καιK είναι µια συνάρτηση που ορίζεται στο (a, b)×
(a, b). Η συνάρτηση K καλείται ο πυρήνας ενός τελεστή. Το πεδίο ορισµού ενός ολοκληρωτικού

τελεστή εξαρτάται από το K. Αν √∫ b

a

∫ b

a

|K(s, t)|2 dtds <∞,
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τότε ο T ένας ϕραγµένος τελεστής στον L2([a, b]) και

||T || ≤

√∫ b

a

∫ b

a

|K(s, t)|2dtds

Πράγµατι, ∀x ∈ L2[(a, b]), έχουµε

||Tx||2 =

∫ b

a

∣∣∣∣∫ b

a

(K(s, t)x(t)dt

∣∣∣∣2 ds
≤
∫ b

a

(∫ b

a

|K(s, t)|2 dt
∫ b

a

|x(t)|2dt
)
ds ανισότητα Schwarz′s

≤
∫ b

a

∫ b

a

|K(s, t)|2dtds
∫ b

a

|x(t)|2dt

΄Ετσι,

||Tx|| ≤

√∫ b

a

∫ b

a

|K(s, t)|2dtds||x||.

Παράδειγµα 3.1.5. (πολλαπλασιαστικός τελεστής) ΄Εστω z ∈ C([a, b]). Ο τελεστής A στόν

L2([a, b]) που ορίζεται από την (Ax)(t) = z(t)x(t) είναι σαφώς γραµµικός. Η συνάρτηση z ονοµά-

Ϲεται ο πολλαπλασιαστής. Από την

||Ax||2 =

∫ b

a

|x(t)|2|z(t)|2dt ≤ max
[a,b]
|z(t)|2

∫ b

a

|x(t)|2dt,

΄Εχουµε

||Ax|| ≤ max
[a,b]
|z(t)|‖x‖,

Συνεπώς ο A είναι ϕραγµένος.

∆ύο τελεστές A και B σε ένα διανυσµατικό χώρο E λέµε ότι είναι ίσοι, A = B, αν Ax = Bx

∀x ∈ E. Το σύνολο όλων των τελεστών αποτελεί ένα διανυσµατικό χώρο µε την πρόσθεση και τον

ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό που ορίζεται από τις :

(A+B)x = Ax+Bx και (aA)x = a(Ax)
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Το γινόµενο AB των τελεστών A και B ορίζεται από την :

(AB)x = A(Bx).

΄Ετσι, το AB δηλώνει απλά τη σύνθεση των A και B. Παραδοσιακά, στο πλαίσιο των τελεστών,

η λέξη «γινόµενο» χρησιµοποιείται αντί του όρου «σύνθεση». ΄Οταν ένας τελεστής A πολλαπλασιά-

Ϲεται µε ένα ϐαθµωτό µέγεθος λ, τότε το αποτέλεσµα µπορεί επίσης να ϑεωρηθεί ως το γινόµενο

του πολλαπλασιαστικού τελεστή λI και του A : λA = (Iλ)A. Αυτή η διαφορετική ερµηνεία δεν

αλλάζει τις ιδιότητες ενός τελεστή. Σε ορισµένες περιπτώσεις, µπορεί να είναι ϐολικό να προσδιο-

ϱίσουµε σταθερές µε την ϐοήθεια πολλαπλασιαστικών τελεστών. Από την IA = 1A, ο µοναδιαίος

τελεστής συχνά συµβολίζεται µε 1.

Οι τελεστές που ορίσαµε έχουν τις ακόλουθες προφανείς ιδιότητες :

A+B = B + A , (A+B) + C = A+ (B + C) , A+ 0 = A,

α(A+B) = αA+ αB , (α + β)A = αA+ βA , A0 = 0,

A(BC) = (AB)C , (A+B)C = AC +BC , AI = IA.

Σε γενικές γραµµές, ο AB δεν χρειάζεται να ισούται µε τον BA. Οι τελεστές A και B, για τους

οποίους AB = BA ονοµάζονται αντιµεταθετικοί τελεστές.

Παράδειγµα 3.1.6. (Μη αντιµεταθετικοί τελεστές) Θεωρούµε το χώρο των διαφορίσιµων συναρ-

τήσεων στον M και τους τελεστές

Af(x) = xf(x) και D =
d

dx
.

Είναι εύκολο να ελέγξουµε ότι AD 6= DA.

Το τετράγωνο ενός τελεστή A ορίζεται ως A2x = A(Ax). Με την επαγωγή, µπορούµε να ορίσουµε

Anx = A(An−1x) ∀ ϑετικό ακέραιο n.

Ως συνήθως, A1 = A και A0 = I.

Θεώρηµα 3.1.1. Το γινόµενο ΑΒ των ϕραγµένων τελεστών Α και Β είναι ϕραγµένο και

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

Απόδειξη :
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΄Εστω A και B ϕραγµένοι τελεστές σε έναν χώρο µε νόρµα E, ||A|| = K1 και ||B|| = K2. Τότε

||ABx|| ≤ K1||Bx|| ≤ K1K2||x|| ∀x ∈ E.

Θεώρηµα 3.1.2. ΄Ενας ϕραγµένος τελεστής A σε έναν διαχωρίσιµα απειροδιάστατο χώρο Hilbert

µπορεί να αντικατασταθεί από µια άπειρη µήτρα.

Απόδειξη :

΄Εστω A ένας ϕραγµένος τελεστής σε έναν χώρο Hilbert H και έστω (en), n = 1, 2, ..., να εί-

ναι µια πλήρης ορθοκανονική ϐάση στον H. Για i, j ∈ N , ορίζουµε

aij = 〈Aej, ei〉

Για κάθε x ∈ H, έχουµε

Ax = A

(
lim
n→∞

n∑
j=1

〈x, ej〉ej

)

=

(
lim
n→∞

A
n∑
j=1

〈x, ej〉ej

)
(από τη συνέχεια του A)

=

(
lim
n→∞

n∑
j=1

〈x, ej〉Aej

)
(από τη γραµµικότητα του A)

=
∞∑
j=1

〈x, ej〉Aej

Τώρα,

〈Ax, ei〉 =

〈
∞∑
j=1

〈x, ej〉Aej, ei

〉
=
∞∑
j=1

〈Aej, ei〉〈x, ej〉 =
∞∑
j=1

aij〈x, ej〉

΄Ετσι, ο A αντικαθίσταται απο τον πίνακα (aij ).
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3.2 ∆ιγραµµικά συναρτησιακά και τετραγωνικές µορφές

Οι έννοιες του διγραµµικού συναρτησιακού και µιάς τετραγωνικής µορφής δεν απαιτούν τη
δοµή ενός χώρου εσωτερικού γινοµένου. Μπορούν να οριστούν σε κάθε διανυσµατικό χώρο.

Ορισµός 3.2.1. (∆ιγραµµικά συναρτησιακά) ∆ιγραµµικό συναρτησιακό φ σε ένα µιγαδικό διανυ-

σµατικό χώρο E, εννοούµε την απεικόνιση φ : E × E → C ικανοποιώντας τις ακόλουθες δύο

συνθήκες :

φ(αx1 + βx2, y) = αφ(x1, y) + βφ(x2, y),

φ(x, αy1 + βy2) = ᾱφ(x, y1) + β̄φ(x, y2),

για κάθε σταθερά α και β και κάθε x, x1, x2, y, y1, y2 ∈ E.

Τα διγραµµικά συναρτησιακά συχνά αποκαλούνται ηµιαντι-διγραµµικά. Σηµειώνουµε ότι ένα

διγραµµικό συναρτησιακό είναι γραµµικό σε σχέση µε την πρώτη µεταβλητή και αντιγραµµικό

σε σχέση µε τη δεύτερη µεταβλητή. Είναι σαφές ότι όλα τα διγραµµικά συναρτησιακά στον E

αποτελούν ένα διανυσµατικό χώρο.

Παράδειγµα 3.2.1. Το εσωτερικό γινόµενο είναι διγραµµικό συναρτησιακό.

Παράδειγµα 3.2.2. ΄Εστω A και B τελεστές σε ένα χώρο εσωτερικού γινοµένου E. Τότε,

φ1(x, y) = 〈Axy〉, φ2(x, y) = 〈xBy〉 και φ3(x, y) = 〈AxBy〉 είναι διγραµµικά συναρτησιακά

στον E.

Παράδειγµα 3.2.3. ΄Εστω f και g γραµµικά συναρτησιακά σε ένα διανυσµατικό χώρο E. Τότε,

φ(y) = f(x)g(y) είναι ένα διγραµµικό συναρτησιακό στον E.

Ορισµός 3.2.2. (α) Το φ λέγεται συµµετρικό αν φ(y) = φ(y, x) για όλα τα x, y ∈ E
(ϐ) Το φ ονοµάζεται ϑετικό αν φ(x, x) > 0∀x ∈ E.
(γ) Το φ ονοµάζεται γνήσια ϑετικό, αν είναι ϑετικό και φ(x, x) > 0 για όλα τα x 6= 0.

(δ) Αν E είναι ένας χώρος µε νόρµα, τότε το φ ονοµάζεται ϕραγµένο αν |φ(x, y)| ≤ K||x|||y||
για κάποια K > 0 και όλα τα x, y ∈ E. Η νόρµα ενός διγραµµικού συναρτησιακού ορίζεται από

||φ|| = sup
||x||=||y||=1

|φ(x, y)|.

Αν f = g στο παράδειγµα 3.2.3, τότε ο φ είναι συµµετρικός και ϑετικός. Το εσωτερικό γινόµενο

είναι αυστηρά ϑετικό. Αν οι τελεστές A και B στο Παράδειγµα 3.2.2 είναι ϕραγµένοι, τότε φ1, φ2,
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και φ3 είναι ϕραγµένοι. Οµοίως, αν f και g στο Παράδειγµα 3.2.3 είναι ϕραγµένοι, τότε το ορισµένο

διγραµµικό συναρτησιακό είναι επίσης ϕραγµένο. Σηµειώνουµε ότι για ένα ϕραγµένο διγραµµικό

συναρτησιακό φ στον E έχουµε

|φ(x, y)| ≤ ‖φ‖‖x‖‖y‖ για όλα τα x, y ∈ E

Ορισµός 3.2.3. (Τετραγωνική µορφή) ΄Εστω φ ένα διγραµµικό συναρτησιακό στον διανυσµατικό

χώρο E. Η συνάρτηση Φ : E → C που ορίζεται από την Φ(x) = φ(x, x) καλείται η τετραγωνική

µορφή που σχετίζεται µε το φ. Μια τετραγωνική µορφή Φ σε ένα χώρο µε νόρµα καλείται ϕραγµένη

αν υπάρχει σταθερά k > 0 τέτοια ώστε |φ(x)| ≤ k||x||2 για όλα τα x, y ∈ E. Η νόρµα µιας

τετραγωνικής µορφής ορίζεται απο την

||Φ|| = sup
||x||=1

|Φ(x)|.

Σηµειώνουµε ότι για µια ϕραγµένη τετραγωνική µορφή Φ σε έναν χώρο µε νόρµα έχουµε |Φ(x)| ≤
||Φ||||x||2. ΄Ενα διγραµµικό συναρτησιακό και η σχετική τετραγωνική µορφή έχουν ιδιότητες

παρόµοιες µε ένα εσωτερικό γινόµενο 〈x, y〉 και του τετραγώνου της νόρµας που ορίζεται από

το εν λόγω εσωτερικό γινόµενο ||x||2 = 〈x, x〉, αντίστοιχα.

Θεώρηµα 3.2.1. (Ταυτότητα πολικότητας). ΄Εστω φ ένα διγραµµικό συναρτησιακό στον E και

έστω Φ η τετραγωνική µορφή που συνδέεται µε τη φ. Τότε

4φ(x, y) = Φ(x+ y)− Φ(x− y) + iΦ(x+ iy)− iΦ(x− iy) (3.2)

για όλα τα x, y ∈ E.

Απόδειξη:

Για κάθε α, β ∈ C, έχουµε

Φ(αx+ βy) = φ(αx+ βy, αx+ βy) = |α|2Φ(x) + αβ̄φ(x, y) + ᾱβφ(y, x) + |β|2Φ(y)

Χρησιµοποιώντας αυτή την ισότητα στη συνέχεια για α = β = 1, α = 1 και β = −1, α = 1 και
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β = i, α = 1 και β = −i. Παίρνουµε

Φ(x+ y) =Φ(x) + φ(x, y) + φ(y, x) + Φ(y),

−Φ(x− y) =− Φ(x) + φ(x, y) + φ(y, x)− Φ(y),

iΦ(x+ iy) =iΦ(x) + φ(x, y)− φ(y, x) + iΦ(y),

iΦ(x− iy) =− iΦ(x) + φ(x, y)− φ(y, x)− iΦ(y),

Με την πρόσθεση αυτών των ισοτήτων παίρνουµε την (3.2.1).

Πόρισµα 3.2.1. ΄Εστω φ1 και φ2 διγραµµικά συναρτησιακά στον E. Αν φ1(x, x) = φ2(x, x) για

όλα τα x ∈ E, τότε φ1 = φ2 δηλ φ1(x, y) = φ2(x, y) για όλα τα x, y ∈ E. Οµοίως, εάν A και B,

τελεστές στον E έτσι ώστε 〈Ax, x〉 = 〈Bx, x〉 για όλα τα x ∈ E, τότε A = B.

Απόδειξη:

Αν φ1(x, x) = φ2(x, x)∀x ∈ E, τότε οι τετραγωνικές µορφές Φ1 και Φ2 είναι ίσες, και ως εκ
τούτου, από την (3.2.1), τα συναρτησιακά φ1 και φ2 είναι ίσα. Η απόδειξη για τους τελεστες
προκύπτει ϑετωντας φ1(x, y) = 〈Ax, y〉 και φ1(x, y) = 〈x,By〉.

Θεώρηµα 3.2.2. ΄Ενα διγραµµικό συναρτησιακό φ στον E είναι συµµετρικό αν και µόνο αν η

σχετική τετραγωνική µορφή του Φ είναι πραγµατική.

Απόδειξη:

Εάν φ(x, y) = φ(y, x) για όλα τα x, y ∈ E, τότε

Φ(x) = φ(x, x) = φ(x, x) = Φ(x),

∀x ∈ E και ως εκ τούτου το Φ είναι πραγµατικό.
Ας υποθέσουµε τώρα Φ(x) = Φ(x) για όλα τα x ∈ E. Ορίζουµε ένα διγραµµικό συναρτησιακό
ψ στον E ώς

ψ(x, y) = φ(y, x)
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Στη συνέχεια, για τις αντίστοιχες τετραγωνικές µορφές Ψ έχουµε:

Ψ(x) = φ(x, x) = Φ(x) = Φ(x)

΄Ετσι, από το 3.2.1 πόρισµα, φ(y) = ψ(x, y) για όλα τα x, y ∈ E. Σαφώς, αυτό σηµαίνει ότι
φ(y) = φ(y, x) για όλα τα x, y ∈ E.

Θεώρηµα 3.2.3. ΄Ενα διγραµµικό συναρτησιακό φ σε ένα χώρο µε νόρµα E είναι ϕραγµένο αν

και µόνο αν η σχετική τετραγωνική µορφή Φ είναι ϕραγµένη. Επιπλέον, έχουµε

||Φ|| ≤ ||φ|| ≤ 2||Φ|| (3.3)

Απόδειξη :

Από

||Φ|| = sup
||x||=1

|Φ(x)| = sup
||x||=1

|φ(x, x)| ≤ sup
||x||=||y||=1

|φ(x, y)| = ||Φ||,

αν φ είναι ϕραγµένο, τότε Φ είναι ϕραγµένη και η πρώτη ανισότητα προκύπτει.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι η Φ είναι ϕραγµένη. Σύµφωνα µε τη (3.2.1), έχουµε :

|φ(x, y)| = 1

4
|Φ(x, y)− Φ(x− y) + iΦ(x+ iy)− iΦ(x− iy)|

≤ 1

4
||Φ||(||x+ y||2 + ||x− y||2 + ||x+ iy||2 + ||x− iy||2).

Ως εκ τούτου, από τον κανόνα του παραλληλογράµµου,

|φ(x, y)| ≤ ‖Φ‖(‖x‖2 + ‖y‖2).

Κατά συνέπεια,

sup
||x||=||y||=1

|φ(x, y)| ≤ sup
||x||=||y||=1

||Φ||x||2 + ||y||2) = 2||Φ||.

΄Ετσι, αν Φ είναι ϕραγµένη, τότε φ είναι ϕραγµένο και η δεύτερη ανισότητα στην (3.2.2) προκύπτει.

Θεώρηµα 3.2.4. Εάν ένα διγραµµικό συναρτησιακό φ σε ένα χώρο µε νόρµα E είναι ϕραγµένο

και συµµετρικό για την σχετιζόµενη τετραγωνική µορφή Φ έχουµε ||φ|| = ||Φ||.
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Απόδειξη:

Απο το Θεώρηµα 3.2.3, ||Φ|| ≤ ||φ||. Πρέπει να δείξουµε ότι ισχύει και η αντίθετη ανισότητα.
Αφού φ είναι συµµετρικό, Φ είναι πραγµατική, από ϑεώρηµα 3.2.2. Τότε, από την ταυτότητα
πολικότητας, παίρνουµε

<φ(x, y) =
1

4
[Φ(x+ y)− Φ(x− y)] ,

και ως εκ τούτου

|<φ(x, y)| ≤ 1

4
‖Φ‖

(
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2)

+
1

2
‖Φ‖

(
‖x‖2 + ‖y‖2) ,

από τον κανόνα του παραλληλογράµµου. ΄Εστω x και y αυθαίρετα σταθερά στοιχεία του E

τέτοια ώστε ||x|| = ||y|| = 1, και έστω θ ένας µιγαδικός αριθµός τέτοιος ώστε |θ| = 1 και
|φ(x, y)| = θφ(x, y). Τότε :

|φ(x, y)| = θφ(x, y) = φ(θx, y) = |<φ(θx, y)| ≤ 1

2
‖Φ‖

(
‖θx‖2 + ‖y‖

)
= ||Φ||,

και ως εκ τούτου

||φ|| = sup
||x||=||y||=1

|φ(x, y)| ≤ ||Φ||

Θεώρηµα 3.2.5. ΄Εστω A ένας ϕραγµένος τελεστής σε χώρο Hilbert H. Τότε το διγραµµικό

συναρτησιακό που ορίζεται από φ(x, y) = (x,Ay) είναι ϕραγµένο και ||φ|| = ||A||.

Απόδειξη:

Για κάθε x, y ∈ H από την ανισότητα Schwarz, έχουµε:

|φ(x, y)| ≤ |〈x,Ay〉| ≤ ‖x‖‖Ay‖ ≤ ‖A‖‖x‖‖y‖.

΄Ετσι, το φ είναι ϕραγµένο και ‖φ‖ ≤ ‖A‖. Από την άλλη πλευρά έχουµε:

||Ax||2 = |〈Ax,Ax〉| = |φ〈Ax, x〉| ≤ ‖φ‖‖Ax‖‖x‖.
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Ως εκ τούτου, για Ax 6= 0, έχουµε

||Ax|| ≤ ‖φ‖‖x‖.

∆εδοµένου ότι η παραπάνω ανισότητα ικανοποιείται ασθενώς όταν Ax = 0, παίρνουµε

||A|| ≤ ||φ||.

Θεώρηµα 3.2.6. ΄Εστω φ ένα ϕραγµένο διγραµµικό συναρτησιακό σε ένα χώρο Hilbert H. Υ-

πάρχει ένας µοναδικός τελεστής A στον H, έτσι ώστε :

φ(x, y) = 〈x,Ay〉 για κάθε x, y ∈ H

Απόδειξη:

Για ένα σταθερό στοιχείο y ∈ H, το φ(x, y) είναι ένα ϕραγµένο διγραµµικό συναρτησιακό
στον H. Συνεπώς από το ϑεώρηµα Riesz, υπάρχει ένα µοναδικό στοιχείο Ay ∈ H τέτοιο ώ-
στε φ(x, y) = (Ax, y) για όλα τα x ∈ H. Πρέπει να αποδείξουµε ότι η απεικόνιση y → Ay είναι
ένας ϕραγµένος τελεστής στον E. Πράγµατι, για κάθε x, y1, y2 ∈ H και α, β ∈ C έχουµε:

〈x,A(αy1 + βy2)〉 = φ〈x, αy1 + βy2〉

= ᾱφ(x, y1) + β̄φ(x, y2)

= 〈x, αAy1 + βAy2〉,

και ως εκ τούτου

A(αy1 + βy2) = αAy1 + βAy2.

Τώρα ϑα δείξουµε ότι ο A είναι ϕραγµένος. Αφού το φ είναι ϕραγµένο, έχουµε:

|〈x,Ay〉| = |φ(x, y)| ≤ k‖x‖‖y‖



3.2. ∆ΙΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΑ ΚΑΙ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 83

για κάποια k > 0 και για όλα τα x, y ∈ H. Συγκεκριµένα, για x = Ay παίρνουµε

||Ay||2 = |〈Ay,Ay〉| = |φ(Ay, y)| ≤ k‖Ay‖‖y‖

Ως εκ τούτου, αν Ay 6= 0, παίρνουµε

||Ay|| ≤ k||y||

η οποία έχει τετριµµένη λύση όταν Ay = 0. Αυτό αποδεικνύει ότι ο A είναι ϕραγµένος. Για να
αποδείξουµε τη µοναδικότητα, παρατηρούµε ότι

〈x,Ay〉 = 〈x,By〉 για κάθε x, y ∈ H

συνεπάγεται ότι A = B.

Ορισµός 3.2.4. (Συνεκτικό συναρτησιακό) ΄Ενα διγραµµικό συναρτησιακό φ σε ένα χώρο µε

νόρµα καλείται συνεκτικό (ή ελλειπτικό) αν υπάρχει µια ϑετική σταθερά K, έτσι ώστε

φ(x, x) ≥ K||x||2 για κάθε x ∈ E.

Παράδειγµα 3.2.4. Αν z είναι µια συνεχής συνάρτηση πραγµατικής µεταβλητής στο [0, 1], τέτοια

ώστε mint∈[0,1] z(t) > 0 τότε το διγραµµικό συναρτησιακό φ ορίζεται στον L2([0, 1]) µε

φ(x, y) =

∫ 1

0

x(t)y(t)z(t)dt

να είναι συνεκτικό. Πράγµατι, έχουµε

φ(x, x) =

∫ 1

0

|x(t)|2z(t)dt ≥ K||x||2,

όπου K = mint∈[0,1] z(t). Το επόµενο ϑεώρηµα, αποδείχθηκε από τον P. Lax και A. N Milgram το

1954, είναι µια σηµαντική γενίκευση του ϑεωρήµατος Riesz.

Θεώρηµα 3.2.7. (Lax-Milgram ϑεώρηµα).

΄Εστω φ ένα ϕραγµένο, συνεκτικό, διγραµµικό συναρτησιακό σε ένα χώρο Hilbert H. Για κάθε
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ϕραγµένο γραµµικό συναρτησιακό f στον H, υπάρχει ένα µοναδικό xf ∈ H τέτοιο ώστε :

f(x) = φ(x, xf ) για όλα τα x ∈ H.

Απόδειξη :

Απο το Θεώρηµα 3.2.6, υπάρχει ένας ϕραγµένος τελεστής A τέτοιος ώστε

φ(x, y) = 〈x,Ay〉 για κάθε x, y ∈ H.

Το φ είναι συνεκτικό, άρα έχουµε

K||x||2 ≤ φ(x, x) = 〈x,Ax〉 ≤ ‖Ax‖‖x‖,

και ως εκ τούτου K||x|| ≤ ||Ax|| για κάθε x ∈ H. ΄Εστω x1, x2 ∈ H.Αν Ax1 = Ax2, τότε

A(x1 − x2) = 0, και έτσι

||x1 − x2|| ≤
1

K
||A(x1 − x2)|| = 0,

πράγµα που συνεπάγεται x1 = x2. Ως εκ τούτου, ο A είναι «1-1».

Συµβολίζουµε το σύνολο τιµών του A µε R(A). ΄Εστω (xn) είναι µια ακολουθία από στοιχεία του

H. Αν ||Axn − y|| → 0 για κάποιο y ∈ H, τότε

||xn − xm|| ≤
1

K
||Axn − Axm|| → 0,

Ως εκ τούτου, η xn είναι µια ακολουθία Cauchy στον H. Επειδή το H είναι πλήρης, υπάρχει

x ∈ H τέτοιο ώστε ||xn − x|| → 0. Ως εκ τούτου, ||Axn − Ax|| → 0, δεδοµένου ότι η ο A είναι

συνεχής. Ως εκ τούτου, Ax = y, και συνεπώς, y ∈ R(A). Αυτό αποδεικνύει ότι R(A) είναι

ένας κλειστός υπόχωρος του Η. Θα αποδείξουµε ότι R(A) = H. Υποθέσουµε ότι R(A) είναι ένας

κατάληλος υπόχωρος του Η. Τότε, υπάρχει ένα µη µηδενικό x ∈ H που είναι ορθογώνιο στοR(A),

δηλαδή,

〈x,Ay〉 = 0 ∀ y ∈ H
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Πιο συγκεκριµένα, έχουµε

0 = |〈x,Ax〉| = |φ(x, x)| ≥ K||x||2,

η οποία έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεση x 6= 0.

Αν f είναι ένα ϕραγµένο γραµµικό συναρτησιακό στονH, τότε υπάρχει ένα µοναδικό x0 ∈ H τέτοιο

ώστε f(x) = (x, x0) για όλα τα x ∈ H. ∆εδοµένου ότι ο A είναι «1-1» απεικόνιση και, R(A) = H

υπάρχει ένα µοναδικό xf ∈ H τέτοιο ώστε x0 = Axf , και ως εκ τούτου

f(x) = 〈x,Axf〉 = φ(x, xf ) για όλα τα x ∈ H

3.3 Συζυγείς και αυτοσυζυγείς τελεστές

΄Εστω A ένας ϕραγµένος τελεστής σε έναν χώρο Hilbert H. Για κάθε σταθερό x0 ∈ H, το
συναρτησιακό f που ορίζεται στον H από

f(x) = 〈Ax, x0〉

είναι ένα ϕραγµένο γραµµικό συναρτησιακό στον H. ΄Ετσι, από το ϑεώρηµα αναπαράστασης
Riesz, υπάρχει µοναδικό y0 ∈ H τέτοιο ώστε f(x) = (x, y0) για όλα τα x ∈ H, ή, ισοδύναµα,
(Ax, x0) = (x, y0) για κάθε x ∈ H. Αν συµβολίζουµε µε A∗ τον τελεστή οπου σε κάθε x0 ∈ H
εκχωρεί το µοναδικό y0, τότε ϑα έχουµε (Ax, y) = 〈x,A∗y〉 για κάθε τα x, y ∈ H.

Ορισµός 3.3.1. (Συζυγής τελεστής) ΄Εστω Α ϕραγµένος τελεστής σε χώρο Hilbert H. Ο τελεστής

A∗ : H → H που ορίζεται ώς

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 για καθε x, y ∈ E.

καλείται ο συζυγής τελεστής του A.

Οι ακόλουθες ιδιότητες είναι άµεσες συνέπειες του παραπάνω ορισµού :

(A+B)∗ = A∗ +B∗, (αA)∗ = ᾱA∗, (A∗)∗ = A,

I∗ = I, (AB)∗ = B∗A∗

για αυθαίρετους τελεστές A και B και µια σταθερά α.
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Θεώρηµα 3.3.1. Ο συζυγής τελεστής A∗ ενός ϕραγµένου τελεστή A είναι ϕραγµένος. Επιπλέον,

έχουµε ||A| = ||A∗|| και ||A∗A|| = ||A||2.

Απόδειξη:

Από την ανισότητα Schwarz, ∀x, y ∈ H, έχουµε

|〈A∗x, y〉| = |〈x,Ay〉| ≤ ‖A‖‖x‖‖y‖.

Ως εκ τούτου, για y = A∗x παίρνουµε

||A∗x||2 = 〈A∗x,A∗x〉 ≤ ‖A‖‖x‖‖A∗x‖. Συνεπώς ||A∗|| ≤ ||A||. (3.4)

Αυτό αποδεικνύει ότι ο συζυγής ενός ϕραγµένου τελεστή είναι ϕραγµένος. Ως εκ τούτου,στην
ανισότητα (3.4) µπορεί να χρησιµοποιηθεί A∗ αντί του A, το οποίο δίνει

||A|| = ||(A∗)∗|| ≤ ||A∗||

΄Ετσι, ||A| = ||A∗||.
Από το ϑεώρηµα 3.1.1 προκύπτει ότι :

||AA∗|| ≤ ‖A∗‖‖A‖ = ||A||2.

Από την άλλη πλευρά, ∀x ∈ H, έχουµε

||Ax||2 = 〈Ax,Ax〉 = 〈A∗Ax, x〉 ≤ ‖A∗Ax‖‖x‖ ≤ ‖A∗A‖‖x‖2.

Ως εκ τούτου, ||A∗A|| = ||A||2.
Σε γενικές γραµµές A και A∗, δεν χρειάζεται να είναι ίσοι. Για παράδειγµα, έστω H = C2 και
έστω A να ορίζεται ώς :

A(z1, z2) = (0, z1).
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Τότε

〈A(x1, x2), (y1, y2)〉 = x1y2 και 〈(x1, x2), A(y1, y2)〉 = x2y1

Οι τελεστές για τους οποίους A = A∗ έχουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον.

Ορισµός 3.3.2. (Αυτοσυζυγής τελεστής) Αν A = A∗, δηλαδή, (Ax, y) = (x,Ay)∀x, y ∈ H, τότε ο

A ονοµάζεται αυτοσυζυγής.

Παράδειγµα 3.3.1. ΄Εστω H = CN και e1, ..., eN είναι η τυπική ορθοκανονική ϐάση στον H.

΄Εστω A ένας τελεστής που παριστάνεται από τον πίνακα (aij), όπου (aij) = 〈Aej, ei〉 (ϐλ. παρά-

δειγµα 3.1.2). Στη συνέχεια, ο συζυγής τελεστής A∗ παριστάνεται από τον πίνακα bkj = 〈A∗ej, ek〉.
Ως εκ τούτου,

bkj = 〈ej, Aek〉 = 〈Aek, ej〉 = αjk.

Συνεπώς, ο τελεστής A είναι αυτοσυζυγής, αν και µόνο αν aij = aji. ΄Ενας πίνακας που ικανοποιεί

την προϋπόθεση αυτή καλείται συχνά ερµητιανός.

Παράδειγµα 3.3.2. ΄Εστω H διαχωρίσιµος, απειροδιάστατος χώρος Hilbert και έστω e1, e2, e3, ...

να είναι µια πλήρης ορθοκανονική ακολουθία στον H. ΄Εστω A ένας ϕραγµένος τελεστής στον H

που αναπαριστάται από έναν πίνακα (aij) (Θεώρηµα 3.1.2.). ΄Οπως και στη περίπτωση πεπερα-

σµένης διαστάσεως, ο συζυγής τελεστής A∗ αναπαριστάται από µια άπειρη µήτρα bkj = 〈A∗ej, ek〉.
Ο A είναι αυτοσυζυγής αν και µόνο αν aij = aji για όλα τα i, j ∈ N .

Παράδειγµα 3.3.3. ΄Εστω T ένας Fredholm τελεστής στο L2([a, b]) που ορίζεται ώς

(Tx)(s)

∫ b

a

K(s, t)x(t)dt,

όπου K είναι µια συνάρτηση που ορίζεται στο [a, b]× [a, b] τέτοια ώστε

(Tx)(s)

∫ b

a

∫ b

a

|K(s, t)|2dsdt <∞.
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Σηµειώνουµε ότι η συνθήκη ικανοποιείται αν ο K είναι συνεχής. ΄Εχουµε

〈Tx, y〉 =

∫ b

a

∫ b

a

K(s, t)x(t)y(s)dsdt

=

∫ b

a

∫ b

a

K(s, t)x(t)y(s)dsdt

=

∫ b

a

x(t)

∫ b

a

K(s, t)y(s)dsdt.

Αυτό δείχνει ότι

(T ∗x)(s) =

∫ b

a

K(t, s)x(t)dt.

΄Ετσι, ένας τελεστής Fredholm είναι αυτοσυζυγής αν ο πυρήνας του ικανοποιεί την ισότηταK(s, t) =

K(t, s).

Παράδειγµα 3.3.4. ΄ΕστωA τελεστής στον L2([a, b]) που ορ0ίζεται από (Ax)(t) = tx(t). ΄Εχουµε

〈Ax, y〉 =

∫ b

a

tx(t)y(t)dt =

∫ b

a

x(t)ty(t)dt = 〈x,Ay〉,

΄Αρα ο Α είναι αυτοσυζυγής.

Παράδειγµα 3.3.5. Θεωρούµε τον τελεστή A ορισµένο στον L2(R) που καθορίζεται από την

(Ax)(t) = e−|t|x(t).

Αυτός είναι ένας ϕραγµένος αυτοσυζυγής τελεστής. Μπορεί να αποδειχθεί, όπως στο παράδειγµα

3.1.5 ότι είναι ϕραγµένος. Επιπλέον, έχουµε

〈Ax, y〉 =

∫ ∞
−∞

e−|t|x(t)y(t)dt =

∫ ∞
−∞

x(t)[e−|t|y(t)]dt = 〈x,Ay〉,

΄Ετσι, ο A είναι αυτοσυζυγής.

Παράδειγµα 3.3.6. ΄Εστω φ ένα ϕραγµένο διγραµµικό συναρτησιακό στον H, και έστω A ένας

τελεστής στον H τέτοιος ώστε φ(x, y) = 〈x,Ay〉 για όλα τα x, y ∈ H. Τότε ο A είναι αυτοσυζυγής
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αν και µόνο αν ο φ είναι συµµετρικός. Στην πραγµατικότητα, για όλα τα x, y ∈ H έχουµε :

〈x,Ay〉 = φ(x, y) = φ(y, x) = 〈y, Ax〉 = 〈Ax, y〉( αν φ είναι συµµετρικό),

Και

φ(x, y) = 〈x,Ay〉 = 〈Ax, y〉 = 〈y, Ax〉 = φ(y, x)( αν A είναι αυτοσυζυγής).

Θεώρηµα 3.3.2. ΄Εστω A ένας ϕραγµένος τελεστής σε χώρο Hilbert H. Οι τελεστές T1 = A∗A

και T2 = A+ A∗ είναι αυτοσυζυγείς.

Απόδειξη:

Για όλα τα x, y ∈ H, έχουµε

〈T1x, y〉 = 〈A∗Ax, y〉 = 〈Ax,Ay〉 = 〈x,A∗Ay〉 = 〈x, T1y〉

και

〈T2x, y〉 = 〈(A+ A∗)x, y〉 = 〈x, (A+ A∗)∗y〉 = 〈x, (A+ A∗)y〉 = 〈x, T2y〉

Θεώρηµα 3.3.3. Το γινόµενο δύο αυτοσυζυγών τελεστών είναι αυτοσυζυγής αν και µόνο αν οι

τελεστές αντιµετατίθενται.

Απόδειξη:

΄Εστω A και B αυτοσυζυγείς τελεστές. Τότε

〈ABx, y〉 = 〈Bx,Ay〉 = 〈x,BAy〉.

΄Ετσι, αν AB = BA, τότε ο AB είναι αυτοσυζυγής. Αντιστρόφως, εάν ο AB είναι αυτοσυζυγής,
τότε απο την παραπάνω σχέση συνεπάγεται AB = (AB)∗ = BA.

Πόρισµα 3.3.1. Αν ο Α είναι αυτοσυζυγής, τότε είναι και το τυχόν πολυώνυµο του A

anA
n + ...+ a1A+ a0I

µε πραγµατικούς συντελεστές an, ..., a0.
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Στον ορισµό του συζυγή τελεστή A έχουµε υποθέσει ότι το πεδίο ορισµού του A είναι ολόκληρος

ο χώρος H. Στη συνέχεια, η ύπαρξη και η µοναδικότητα του συζυγή τελεστή A∗ ήταν εγγυηµένη

από το ϑεώρηµα αναπαράσταης Riesz. Στην πράξη, έχουµε συχνά ασχοληθεί µε τελεστές που

ορίζονται σε ένα κατάλληλο υπόχωρο τουH, για παράδειγµα, ο διαφορικός τελεστής. Σε µια τέτοια

περίπτωση ο συζυγής τελεστής µπορεί να οριστεί ως εξής. ΄ΕστωA : D(A)→ H καιB : D(B)→ H

τελεστές, D(A),και D(B) ∈ H. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι και

D(A),και D(B) είναι διανυσµατικοί χώροι. Στη συνέχεια, ο B καλείται συζυγής τελεστής του A

εάν

〈Ax, y〉 = 〈x,By〉∀x ∈ D(A) και x ∈ D(B)

Στην περίπτωση αυτή, ο συζυγής τελεστής δεν χρειάζεται να είναι µοναδικός. Μπορεί να αποδειχθεί

ότι, εάν D(A) είναι πυκνό στον H, ο συζυγής είναι µοναδικός.

Παράδειγµα 3.3.7. ΄Εστω ο διαφορικός τελεστής D στο χώρο όλων των διαφορίσιµων συναρτή-

σεων στον R µε σύνολο τιµών το άπειρο. Τότε

〈Dx, y〉 =

∫ ∞
−∞

(
d

dt
x(t)

)
y(t)dt = −

∫ ∞
−∞

x(t)

(
d

dt
y(t)

)
dt

=

∫ ∞
−∞

x(t)

(
− d

dt
y(t)

)
dt = 〈x,−Dy〉.

΄Ετσι, ο −D είναι ο συζυγής του D.

Παράδειγµα 3.3.8. ΄Εστω ο τελεστής T = i(d/dt) στο χώρο όλων των διαφορίσιµων συναρτήσεων

στον R µε σύνολο τιµών το άπειρο. ΄Εχουµε

〈Tx, y〉 =

∫ ∞
−∞

i

(
d

dt
x(t)

)
y(t)dt = −i

∫ ∞
−∞

x(t)

(
d

dt
y(t)

)
dt

=

∫ ∞
−∞

x(t)

(
i
d

dt
y(t)

)
dt = 〈x, Ty〉.

Ως εκ τούτου, ο T είναι συζυγής τελεστής.

Θεώρηµα 3.3.4. Για κάθε ϕραγµένο τελεστή T σε ένα χώρο Hilbert H, υπάρχουν µοναδικοί

αυτοσυζυγείς τελεστές A και B τέτοιοι ώστε T = A+ iB και T ∗ = A− iB.

Απόδειξη :
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΄Εστω T ϕραγµένος τελεστής στον H. Ορίζουµε

A =
1

2
(T + T ∗) και B =

1

2i
(T − T ∗).

Σαφώς, A και B είναι η αυτοσυζυγείς και T = A+ iB. Επιπλέον, για κάθε x, y ∈ H έχουµε

〈Tx, y〉 = 〈(A+ iB)x, y〉

= 〈Ax, y〉+ i〈Bx, y〉

= 〈x,Ay〉+ i〈x,By〉

= 〈x, (A− iB)y〉.

Ως εκ τούτου, T ∗ = A − iB. ΄Ευκολα µε απαγωγή εις άτοπον αποδεικνύεται η µοναδικότητα.

Συγκεκριµένα, αν ο T είναι αυτοσυζυγής, τότε A = T και B = 0. Οι αυτοσυζυγείς τελεστές είναι

σαν πραγµατικοί αριθµοί στο C.

Η ακόλουθη ιδιότητα των αυτοσυζυγών τελεστών ϑα είναι χρήσιµη για τη διερεύνηση των ϕασµα-

τικών ιδιοτήτων των εν λόγω τελεστών στη παράγραφο 1.8.

Θεώρηµα 3.3.5. ΄Εστω T ϕραγµένος τελεστής στον χώρο Hilbert H .Τότε

||T || = sup
‖x‖=1

|〈Tx, x〉| .

Απόδειξη.

΄Εστω

M = sup
||x||=1

|〈Tx, x〉| .

Εάν, ||x|| = 1 τότε

|〈Tx, x〉| ≤ ‖Tx‖‖x‖ = ||Tx|| ≤ ‖T‖‖x‖ = ||T ||.

΄Ετσι,

M ≤ ||T || (3.5)
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΄Εστω x ∈ H τέτοιο ώστε Tx 6= 0. Ορίζουµε

a =

√
||Tx||
||x||

και z =
Tx

α
.

Τότε

||Tx||2 = 〈T (ax), z〉 =
1

4
[〈T (ax+ z), ax+ z〉 − 〈T (ax− z), ax− z〉]

≤ 1

4
M
(
||ax+ z||2, ||ax− z||2

)
=

1

2
M
(
||ax||2 + ||z||2

)
=

1

2
M

[
a2||x||2 +

1

a2
||Tx||2

]
= M‖x‖‖Tx‖.

΄Ετσι, ||Tx|| ≤ M ||x||. Επειδή αυτή η ανισότητα ικανοποιείται ασθενώς όταν Tx = 0, έχουµε

T ≤M . Αυτό, σε συνδυασµό µε την (3.5), αποδεικνύει την επιθυµητή ισότητα.

Ορισµός 3.3.3. Αντιερµητιανοί τελεστές (Anti-Hermitian).

Ο τελεστής A ονοµάζεται αντιερµητιανός αν A = −A∗.
Ο τελεστής στο Παράδειγµα 3.3.7 είναι αντιερµητιανός.

3.4 Αντιστρέψιµοι, κανονικοί, ισοµετρικοί, και ορθοµονα-

διαίοι τελεστές

Ορισµός 3.4.1. (Αντίστροφος τελεστής) ΄ΕστωA ένας τελεστής που ορίζεται σε έναν διανυσµατικό

υπόχωρο του E. ΄Ενας τελεστής B ορισµένος στοR(A) ονοµάζεται αντίστροφος του A εάν ABx =

x για όλα τα x ∈ R(A) και BAx = x για όλα τα x ∈ D(A). Ο τελεστής που έχει έναν αντίστροφο

καλείται αντιστρέψιµος. Ο αντίστροφος του A δηλώνεται από ένα A−1.

Εάν ένας τελεστής έχει αντίστροφο, τότε είναι µοναδικός. Πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι B1

και B2 είναι αντίστροφοι του A. Τότε,

B1 = B1I = B1AB2 = iB2 = B2.

Σηµειώνουµε επίσης ότι :

D(A−1) = R(A) και το R(A−1) = D(A).
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Πρώτα ϑα υπενθυµίσουµε µερικές απλές αλγεβρικές ιδιότητες των αντιστρέψιµων τελεστών.

Θεώρηµα 3.4.1. (α) Ο αντίστροφος ενός γραµµικού τελεστή είναι ένας γραµµικός τελεστής.

(ϐ) Ο τελεστής A είναι αντιστρέψιµος αν και µόνο αν Ax = 0 που συνεπάγεται x = 0.

(γ) Εάν ο τελεστής A είναι αντιστρέψιµος και τα διανύσµατα x1, ..., xn είναι γραµµικώς ανεξάρτητα

τότε και τα Ax1, ..., Axn είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.

(δ) Αν οι τελεστές A και B είναι αντιστρέψιµοι, τότε ο τελεστής AB είναι αντιστρέψιµος και έχουµε

(AB)−1 = B−1A−1.

Απόδειξη:

(α) Για κάθε x, y ∈ R(A) και α, β ∈ C έχουµε

A−1(αx+ βy) = A−1(αAA−1x+ βAA−1y)

= A−1(αA−1x+ βA−1y)

= αA−1x+ βA−1y.

(ϐ) Αν ο A είναι αντιστρέψιµος και Ax = 0, τότε x = A−1Ax = A−10 = 0. Υποθέτουµε τώρα ότι
Ax = 0 που συνεπάγεται x = 0. Αν Ax1 = Ax2, τότε A(x1 − x2) = 0, και έτσι x1 − x2 = 0.
Συνεπώς x1 = x2, πράγµα που αποδεικνύει ότι ο A είναι αντιστρέψιµος.
(γ) Υποθέτουµε ότι a1Ax1 + ...+ anAxn = 0 = 0. Τότε A(a1x1 + ...+ anxn) = 0, και επειδή ο A
είναι αντιστρέψιµος, a1x1 + ... + anxn = 0. Η γραµµική ανεξαρτησία των x1, ..., xn συνεπάγεται
a1 = ... = an = 0. ΄Ετσι, τα διανύσµατα Ax1, ..., Axn, είναι γραµµικά ανεξάρτητα.
(δ) Λόγω του (ϐ), εάν το A(Bx) = 0, τότε Bx = 0, διότι ο A είναι αντιστρέψιµος. Αν Bx = 0, τότε
x = 0, διότι ο B είναι αντιστρέψιµος. ΄Ετσι, ο AB είναι αντιστρέψιµος, απο (ϐ).
Επιπλέον,

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1B = I.

Οµοίως, (AB)(B−1A−1) = I. Αυτό αποδεικνύει ότι (AB)−1 = B−1A−1.
Προκύπτει από το (γ) στο παραπάνω ϑεώρηµα ότι, αν E είναι ένας πεπερασµένης διάστασης
διανυσµατικός χώρος και A είναι ένας γραµµικός αντιστρέψιµος τελεστής στον E, τότε R(A) =

E. ΄Οπως δείχνει το ακόλουθο παράδειγµα, σε έναν απειροδιάστατο διανυσµατικό χώρο αυτό
δεν ισχύει απαραίτητα.
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Παράδειγµα 3.4.1. ΄Εστω E = l2. Ορίζουµε ένα τελεστή A στον E ώς

A(x1, x2, ...) = (0, x1, x2, ...).

Σαφώς, αυτός είναι ένας γραµµικός αντιστρέψιµος τελεστής στον l2 η έκταση του οποίου είναι

κατάληλος υπόχωρος του l2.

Το επόµενο παράδειγµα δείχνει ότι ο αντίστροφος ενός ϕραγµένου τελεστή δεν είναι αναγκαστικά

ϕραγµένος.

Παράδειγµα 3.4.2. ΄Εστω E = l2. Ορίζουµε ένα τελεστή A στον E ώς

A(x1, x2, ...) = (x1,
x2

2
,
x3

3
, ...,

xn
n
, ...).

΄Εχουµε

||A(x1, x2, ...)|| =

√√√√ ∞∑
n=1

|xn|2
n2
≤

√√√√ ∞∑
n=1

|xn|2 = ||(x1, x2, ...)||,

΄Αρα ο A είναι ϕραγµένος τελεστής. Παράλληλα, ο A είναι αντιστρέψιµος :

A−1(x1, x2, ...) = (x1, 2x2, 3x3, ..., nxn, ...).

Ωστόσο, ο A−1 δεν είναι ϕραγµένος. Στην πραγµατικότητα, ϑεωρούµε την ακολουθία (en) στοιχεί-

ων του l2, όπου ϐ η είναι η ακολουθία της οποίας ο n− οστός όρος είναι 1 και όλοι οι υπόλοιποι

όροι είναι 0. Τότε ||en|| = 1 και ‖A−1en‖ = n. Ως εκ τούτου, ο A−1 είναι µη ϕραγµένος.

Αν ο E είναι πεπερασµένης διαστάσεως, τότε ο αντίστροφος κάθε αντιστρέψιµου τελεστή στον E

είναι ϕραγµένος, επειδή κάθε τελεστής σε πεπερασµένης διαστάσεως χώρο είναι ϕραγµένος.

Θεώρηµα 3.4.2. ΄Εστω A είναι ϕραγµένος τελεστής στον χώρο Hilbert H, τέτοιος ώστε R(A) =

H. Αν ο A έχει ένα ϕραγµένο αντίστροφο, τότε ο συζυγής A∗ είναι αντιστρέψιµος και (A∗)−1 =

(A−1)∗.

Απόδειξη:

Αρκεί να δείξουµε ότι
(A−1)∗A∗x = A∗(A−1)∗x = x (3.6)
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∀x ∈ H. Πράγµατι, ∀y ∈ H έχουµε

〈y, (A−1)∗A∗x〉 = 〈A−1y, A∗x〉 = 〈AA−1y, x〉 = 〈y, x〉

και

〈y, A∗(A−1)∗x〉 = 〈Ay, (A−1)∗x〉 = 〈A−1Ay, x〉 = 〈y, x〉

΄Ετσι,
〈y, (A−1)∗A∗x〉 = 〈y, A∗(A−1)∗x〉 = 〈y, x〉 για όλα τα y ∈ H, (3.7)

πράγµα που συνεπάγεται την (3.6).

Πόρισµα 3.4.1. Εάν ένας ϕραγµένος αυτοσυζυγής τελεστής A έχει ϕραγµένο αντίστροφο A−1,

τότε ο A−1 είναι αυτοσυζυγής.

Απόδειξη:

(A−1)∗ = (A∗)−1 = A−1.

Ορισµός 3.4.2. (κανονικός τελεστής).

΄Ενας ϕραγµένος τελεστής T λέγεται κανονικός εάν αντιµετατίθεται µε το συζυγή του, δηλαδή,

TT ∗ = T ∗T .

Προφανώς, κάθε αυτοσυζυγής τελεστής είναι κανονικός. Το επόµενο ϑεώρηµα ϑα µας ϐοηθήσει

να ϐρούµε παραδείγµατα κανονικών τελεστών που δεν είναι αυτοσυζυγείς.

Θεώρηµα 3.4.3. ΄Ενας ϕραγµένος τελεστής T είναι κανονικός αν και µόνο αν ||Tx|| = ||T ∗x||
για όλα τα x ∈ H.

Απόδειξη.
΄Εχουµε

〈T ∗Tx, x〉 = 〈Tx, Tx〉 = ||Tx||2.

Αν ο T είναι κανονικός, τότε επίσης έχουµε

〈T ∗Tx, x〉 = 〈TT ∗x, x〉 = 〈T ∗x, T ∗x〉 = ||T ∗x||2, ∀x ∈ H.
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΄Ετσι,

||Tx|| = ||T ∗x||

Ας υποθέσουµε τώρα ||Tx|| = ||T ∗x||. Απο την παραπάνω υπόθεση έχουµε

〈TT ∗x, x〉 = 〈T ∗Tx, x〉 για όλα τα x ∈ H

Ως εκ τούτου, απο το πόρισµα 3.2.1, TT ∗ = T ∗T .
Σηµειώνουµε εδώ ότι η συνθήκη ||Tx|| = ||T ∗x|| είναι ισχυρότερη από ότι η ||T || = ||T ∗||.

Παράδειγµα 3.4.3. ΄Εστω Η ένας χώρος Hilbert και έστω Tx = ix για όλα τα x ∈ H. ∆εδοµένου

ότι T ∗x = −ix = −Tx, ο T δεν είναι αυτοσυζυγής. Από την άλλη πλευρά, ||Tx|| = ||T ∗x|| για
όλα τα x ∈ H και εποµένως ο T είναι κανονικός.

Θεώρηµα 3.4.4. Αν ο A είναι κανονικός, τότε ο (αI − A) είναι κανονικός ∀α ∈ C.

Απόδειξη.
Από την (αI − A)∗ = (ᾱI − A∗), έχουµε

(αI − A)(αI − A)∗ = |α|2I − ᾱA− αA∗ + AA∗ = (αI − A)∗(αI − A).

Θεώρηµα 3.4.5. ΄Εστω T ένας ϕραγµένος τελεστής στον χώρο Hilbert H και έστω A και B είναι

αυτοσυζυγείς τελεστές στον H τέτοιοι ώστε T = A+ iB. Τότε, ο T είναι κανονικός αν και µόνο αν

οι A και B αντιµετατίθενται.

Απόδειξη:

΄Εστω ότι ο T είναι κανονικός. ∆εδοµένου ότι η T ∗ = A− iβ, έχουµε

TT ∗ = (A+ iB)(A− iB) = A2 +B2 − i(AB −BA) (3.8)

και
T ∗T = (A− iB)(A+ iB) = A2 +B2 + i(AB −BA) (3.9)

΄Ετσι, AB −BA = 0, το οποίο αποδεικνύει ότι οι A και B αντιµετατίθενται.
Από την άλλη πλευρά, αν A και B αντιµετατίθενται, τότε από την (3.8) και (3.9) έχουµε
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T ∗T = A2 +B2 = TT ∗.

Ορισµός 3.4.3. (Τελεστής ισοµετρία) Ο ϕραγµένος τελεστής T στον χώρο Hilbert H ονοµάζεται

ισοµετρία αν ||Tx|| = ||x||∀x ∈ H.

Παράδειγµα 3.4.4. ΄Εστω (en), n ∈ N , είναι µια πλήρης ορθοκανονική ακολουθία σε ένα χώρο

Hilbert H. Υπάρχει ένας µοναδικός τελεστής A τέτοιος ώστε Aen = en+1 για όλα τα n ∈ N. Στην

πραγµατικότητα, αν x =
∑∞

n=1 αnen, τότεAx =
∑∞

n=1 αnen+1. Είναι σαφές ότι οA είναι γραµµικός

και ||Ax||2 =
∞∑
n=1

|αn|2 = ||x||2. Ως εκ τούτου, ο A είναι ένας τελεστής ισοµετρία. Ο τελεστής A

ονοµάζεται τελεστής µονόπλευρη µετατόπιση.

Θεώρηµα 3.4.6. Ο ϕραγµένος τελεστής T στον χώρο Hilbert H ονοµάζεται ισοµετρία αν και µόνο

αν T ∗T = I στον H.

Απόδειξη.
Αν ο T είναι ισοµετρία , τότε ∀x ∈ H έχουµε ||Tx||2 = ||x||2, και ως εκ τούτου

〈T ∗Tx, x〉 = 〈Tx, Tx〉 = 〈x, x〉 για όλα τα x ∈ H.

Αυτό συνεπάγεται, από το πόρισµα 3.2.1, T ∗T = I, στη συνέχεια,

||Tx|| =
√
〈Tx, Tx〉 =

√
〈T ∗Tx, x〉 =

√
〈x, x〉 = ||x||.

Σηµειώνουµε ότι οι τελεστές ισοµετρία `διατηρούν το εσωτερικό γινόµενο΄: 〈Tx, Ty〉 = 〈x, y〉.
Ειδικότερα, x ⊥ y αν και µόνο αν Tx ⊥ Ty. Ο τελεστής στο Παράδειγµα 3.4.1 είναι τελεστής
ισοµετρία.

Ορισµός 3.4.4. (Ορθοµονοδιαίος τελεστής) Ο ϕραγµένος τελεστής T στον χώρο Hilbert H ονο-

µάζεται ορθοµονοδιαίος, αν T ∗T = TT ∗ = I στον H.

Στο παραπάνω ορισµό είναι σηµαντικό ότι το σύνολο αφετηρίας και σύνολο αφήξεως του T είναι

το σύνολο του χώρου H.

Θεώρηµα 3.4.7. ΄Ενας τελεστής T είναι ορθοµοναδιαίος, αν και µόνο αν είναι αναστρέψιµος και

T−1 = T ∗.
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Απόδειξη:

Υποθέτωντας ότι ο T είναι αντιστρέψιµος τελεστής σε ένα χώρο Hilbert H, έτσι ώστε T−1 = T ∗.
Στη συνέχεια, T ∗T = T−1T = I και TT ∗ = TT−1 = I. Ως εκ τούτου, ο T είναι ορθοµοναδιαίος.
Η απόδειξη για το αντίστροφο είναι παρόµοια.

Θεώρηµα 3.4.8. ΄Εστω T ένας ορθοµοναδιαίος τελεστής. Τότε

(α) T είναι η ισοµετρία.

(ϐ) T είναι ϕυσιολογικός.

(γ) T−1 και T ∗ είναι ορθοµοναδιαίοι.

Απόδειξη:

(α) Προκύπτει απο το Θεώρηµα 3.4.6. (ϐ) Είναι άµεση συνέπεια των ορισµών. Για να απο-
δείξουµε το (γ), σηµειώνουµε ότι

(T−1)∗T−1 = T ∗∗T−1 = TT−1 = I.

Οµοίως, T−1(T−1)∗ = I, και ως εκ τούτου T−1 είναι ορθοµοναδιαίος. ∆εδοµένου ότι T ∗ = T−1

από το ϑεώρηµα 3.4.7, ο T ∗ είναι επίσης ορθοµοναδιαίος.
Σηµειώνουµε ότι ένας ϕυσιολογικός τελεστής δεν είναι απαραίτητα ορθοµοναδιαίος : ϑεωρούµε
κάθε αυτοσυζυγή τελεστή A τέτοιο ώστε ||A|| 6= 1.

Παράδειγµα 3.4.5. Θέτουµε H να είναι ο χώρος Hilbert όλων των ακολουθιών των µιγαδικών

αριθµών x = (..., x−1, x0, x1, ...) τέτοιων ώστε ‖x‖ =
∑∞
−∞ |xn|2 < ∞. Το εσωτερικό γινόµενο

ορίζεται από την

〈x, y〉 =
∞∑
−∞

xnyn.

Ορίζουµε έναν τελεστή T από την T (xn) = (xn−1).

Λύση: Ο T είναι ένας ορθοµοναδιαίος τελεστής. Ο T είναι αντιστρέψιµος και

〈Tx, y〉 =
∞∑
−∞

xn−1yn =
∞∑
−∞

xnyn+1 = 〈x, T−1y〉,
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πράγµα που σηµαίνει T ∗ = T−1.

Παράδειγµα 3.4.6. ΄Εστω H = L2([0, 1]). Ορίζουµε έναν τελεστή T στον H από (Tx)(t) =

x(1 − t). Αυτός ο τελεστής είναι µια ένα-προς-ένα απεικόνιση του H πάνω στον H. Επιπλέον,

έχουµε T = T ∗ = T−1. ΄Ετσι, ο T είναι ορθοµοναδιαίος.

3.5 Ο µετασχηµατισµός Fourier

Στην ενότητα αυτή εισάγουµε το µετασχηµατισµό Fourier στον L2(R) και ϑα συζητήσουµε τις
ϐασικές του ιδιότητες. Ο ορισµός του µετατασχηµατισµού στον L2(R) δεν είναι τετρηµένος. Το
ολοκλήρωµα

1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iωxf(x)dx

δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως ορισµός του µετασχηµατισµού Fourier στον L2(R), επειδή δεν
είναι όλες οι συναρτήσεις στον L2(R) ολοκληρώσιµες. Είναι, ωστόσο, δυνατό να επεκτείνουµε
το µετασχηµατισµό Fourier από τον L1(R) ∩ L2(R) στον L2(R). Στο πρώτο µέρος αυτού του
τµήµατος ϑα συζητήσουµε τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού Φουριερ στον L1(R). Στη συνέχεια,
δείχνουµε ότι είναι δυνατή η επέκταση στον L2(R) και ϑα µελετήσουµε τις ιδιότητες της εν λόγω
επέκτασης.
΄Εστω f µια ολοκληρώσιµη συνάρτηση στον R. Θεωρούµε το ολοκλήρωµα∫ ∞

−∞
e−iωxf(x)dx, (3.10)

∆εδοµένου ότι η συνάρτηση g(x) = e−iωx είναι συνεχής, το γινόµενο είναι µια τοπικά ολοκλη-
ϱώσιµη συνάρτηση ∀ω ∈ R. Επιπλέον, δεδοµένου ότι |e−iωx| = 1 για όλα τα ω, x ∈ R έχουµε
|e−iωxf(x)| = |f(x)|, και ως εκ τούτου, το ολοκλήρωµα (;;) υπάρχει για όλα τα ω ∈ R.

Ορισµός 3.5.1. (Μετασχηµατισµός Fourier στον L1(R)). ΄Εστω f ∈ L1(R). Η συνάρτηση f̂

ορίζεται από την

f̂(ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iωxf(x)dx, (3.11)

και ονοµάζεται ο µετασχηµατισµός Fourier της f .
Μια άλλη εκδοχή είναι ο ορισµός χωρίς το σύµβολο «-» στον εκθέτη, δηλαδή,

∫∞
−∞ e

iωxf(x)dx.
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Αυτές οι λεπτοµέριες δεν αλλάζουν καθόλου τη ϑεωρία του µετασχηµατισµού Fourier.
Αντί του ¨f̂¨ χρησιµοποιείται επίσης ο συµβολισµός ¨F{f(x)}¨ . Το τελευταίο είναι ιδιαίτερα
ϐολικό, αν αντί για το γράµµα ¨f ή ¨g¨ ϑέλουµε να χρησιµοποιήσουµε έναν τύπο που περιγράφει
µια συνάρτηση, για παράδειγµα F{e−x2}. Θα χρησιµοποιήσουµε ελεύθερα και τα δύο σύµβολα.

Παράδειγµα 3.5.1. (α) ΄Εστω a > 0. Τότε

F{e−a|x|} =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iωxe−a|x|dx =
1√
2π

∫ 0

−∞
ex(a−iω)dx+

1√
2π

∫ ∞
0

e−x(a+iω)dx

=
1√
2π

[
1

a− iω
+

1

a+ iω

]
=

√
2

π

a

a2 + ω2

(ϐ)

F{e−ax2} =
1√
2π

∫ ∞
−∞

exp

[
−a(x+

iω

2a
)2 − ω2

4a

]
dx

=
1√
2π
e−ω

2/4a

∫ ∞
−∞

e−au
2

du

=
1√
2a
e−ω

2/4a

Το ακόλουθο ϑεώρηµα είναι µια άµεση συνέπεια του Ορισµού (3.5.1).

Θεώρηµα 3.5.1. ΄Εστω f, g ∈ L1(R) και α, β ∈ C. Τότε

F(αf + βg) = αF(f) + βF(g).

Θεώρηµα 3.5.2. Ο µετασχηµατισµός Fourier µίας ολοκληρώσιµης συνάρτησης είναι µια συνεχής

συνάρτηση.

Απόδειξη.
΄Εστω f ∈ L−1(R). Για οποιαδήποτε ω, λ ∈ R έχουµε

∣∣∣f̂(ω + λ)− f̂(ω)
∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iωx(e−iλx − 1)f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 1√
2π

∫ ∞
−∞
|e−iλx − 1||f(x)|dx.

(3.12)
Από την

|e−iλx−1||f(x)| ≤ 2|f(x)|
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και

lim
λ→0
|e−iλx − 1| = 0 για όλα τα x ∈ R

καταλήγουµε στο συµπέρασµα

lim
λ→0

1√
2π

∫ ∞
−∞
|e−iλx − 1||f(x)|dx = 0,

από το Θεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης. Αυτό αποδεικνύει τη συνέχεια του f̂ . (Στην πραγ-
µατικότητα, δεδοµένου ότι η ανισότητα στην (3.12) είναι ανεξάρτητη του ω, έχουµε αποδείξει ότι
f̂ είναι οµοιόµορφα συνεχής.)

Θεώρηµα 3.5.3. Αν f1, f2, ... ∈ L1(R) και ||fn−f ||1 → 0 καθως n→∞, τότε f̂n → f̂ οµοιόµοφρα

στο R.

Απόδειξη:

Πρώτα σηµειώνουµε ότι

|f̂(ω)| ≤ 1√
2π

∫ ∞
−∞
|e−iωxf(x)|dx ≤ 1√

2π

∫ ∞
−∞
|f(x)|dx, ∀ω ∈ R

΄Ετσι,

sup
ω∈R
|f̂n(ω)− f̂(ω)| ≤ 1√

2π

∫ ∞
−∞
|fn(x)− f(x)|dx = ||fn − f ||1 → 0,

αποδεικνύει το ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.5.4. (Riemann-Lebesgue Λήµµα) Αν f ∈ L1(R), τότε lim|ω|→∞ |f̂(ω)| = 0.

Απόδειξη:

∆εδοµένου ότι e−iωx = −e−iωx−iπ έχουµε

f̂(ω) = − 1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iω(x+ π
ω

)f(x)dx = − 1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x− π

ω
)dx.
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Ως εκ τούτου,

f̂(ω) =
1

2

[
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iωxf(x)dx− 1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iωxf(x− π

ω
)dx

]
=

1

2

1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iωx(f(x)− f(x− π

ω
))dx.

΄Ετσι έχουµε,

|f̂(ω)| ≤ 1

2
√

2π

∫ ∞
−∞

e−iωx(f(x)− f(x− π

ω
))dx.

και επειδή

lim
|ω|→∞

∫ ∞
−∞
|f(x)− f(x− π

ω
)|dx = 0,

έχουµε lim
|ω|→∞

|f̂(ω)| = 0.

Σηµειώνουµε ότι ο χώρος C0(R) όλων των συνεχών συναρτήσεων στο R που µηδενίζονται στο
άπειρο είναι ένας χώρος µε νόρµα και οσον αφορά τη νόρµα, ορίζεται από την

||f || = sup
x∈R
|f(x)|.

Τα Θεωρήµατα 3.5.1 - 3.5.4 δείχνουν ότι ο µετασχηµατισµός Fourier είναι ένας συνεχής γραµ-
µικός τελεστής από το L1(R) στο C0(R).

Θεώρηµα 3.5.5. ΄Εστω f ∈ L1(R) Τότε

(α) F{eiaxf(x)} = f̂(ω − a) (παράλληλη µετατόπιση),

(ϐ) F{f(x− x0)} = f̂(ω)e−iωx0 (µετατόπιση),

(γ) F{f(ax)} = 1
a
f̂(ω

a
), a > 0 (κλίµακα),

(δ)F{f(x) = Ff(−x) (συζυγής).

Παράδειγµα 3.5.2. (∆ιαµορφωµένη συνάρτηση Gauss).

Αν f(x) = eiω0x−x2/2, τότε f̂(ω) = e−(ω−ωo)2/2.

Αυτό προκύπτει άµεσα από το παράδειγµα 3.5.1 (ϐ) σε συνδυασµό µε την ιδιότητα παράλ-
ληλης µετατόπισης του µετασχηµατισµού Fourier.
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Θεώρηµα 3.5.6. Αν f είναι µια τµηµατικά συνεχής συνάρτηση, f, f ′ ∈ L1(R), και lim|x|→∞ f(x) =

0, τότε F{f ′} = iωF{f}.

Απόδειξη:

Απλή ολοκλήρωση κατά παράγοντες δίνει

1√
2π

∫ ∞
−∞

f ′(x)e−iωxdx =
1√
2π

[f(x)e−iωx]∞−∞ +
iω√
2π

∫ ∞
−∞

e−iωxf(x)dx = iωf̂ω.

Πόρισµα 3.5.1. Αν f είναι µια συνεχής συνάρτηση, n-ϕορές τµηµατικά διαφορίσιµη, και f, f ′, ..., f (n) ∈
L1(R), και

lim
|x|→∞

f (k)(x) = 0 για k = 0, ..., n− 1.

τότε

F{f (n)} = (iω)nF{f}.

Λόγω του ορισµού για το µετασχηµατισµό Fourier, είναι καλύτερα να επαναπροσδιορίσουµε τη

συνέλιξη δύο συναρτήσεων f, g ∈ L1(R) ως εξής :

(f ∗ g)(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x− u)g(u)du.

Θεώρηµα 3.5.7. (Θεώρηµα Συνέλιξης).

΄Εστω f, g ∈ L1(R). Τότε

F(f ∗ g) = F(f)F(g).

Απόδειξη.



104 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΦΡΑΓΜΕΝΟΙ ΤΕΛΕΣΤΕΣ

΄Εστω f, g ∈ L1(R) και h = f ∗ g. Τότε h ∈ L1(R), και έχουµε

ĥ(ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

h(x)e−iωxdx =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iωx
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x− u)g(u)dudx

=
1

2π

∫ ∞
−∞

g(u)

∫ ∞
−∞

e−iωxf(x− u)dxdu =
1

2π

∫ ∞
−∞

g(u)

∫ ∞
−∞

e−iω(x+u)f(x)dxdu

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

g(u)e−iωudu
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iωxf(x)dx = ĝ(ω)f̂(ω).

Θα συζητήσουµε τώρα την επέκταση του µετασχηµατισµού Φουριερ στον L2(R). Στο παρακάτω

ϑεώρηµα, και στο υπόλοιπο µέρος του παρόντος τµήµατος, η || · ||2 δηλώνει την νόρµα στον L2(R),

δηλαδή,

||f ||2 =

√∫ ∞
−∞
|f(x)|2dx για f ∈ L2(R)

Θεώρηµα 3.5.8. ΄Εστω f µια συνεχής συνάρτηση στον R που µηδενίζεται εκτός ενός κλειστού

διαστήµατος. Τότε f̂ ∈ L2(R), και

||f̂ ||2 = ||f ||2

Απόδειξη.

Υποθέτουµε πρώτα ότι η f µηδενίζεται έξω από το διάστηµα [−π, π]. Χρησιµοποιώντας τον τύπο

Parseval για την ορθοκανονική ακολουθία των συναρτήσεων στο [−π, π]

φn(x) =
1√
2π
e−inx, n = 0,±1,±2, ...,

παίρνουµε

‖f̂‖2
2 =

∞∑
n=−∞

∣∣∣∣ 1√
2π

∫ ∞
−∞

e−inxf(x)dx

∣∣∣∣2 =
∞∑

n=−∞

|f̂(n)|2.

Από την παραπάνω ανισότητα που ισχύει και για g(x) = e−iξxf(x) αντί για f(x), παίρνουµε

‖f̂‖2
2 =

∞∑
n=−∞

∣∣∣f̂(n+ ξ)
∣∣∣2 .
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Λόγω του ότι ‖f̂‖2
2 = ‖ĝ‖2

2. Με ολοκλήρωση και των δύο µελών ως προς ξ από 0 έως 1 δίνει

‖f‖2
2 =

∞∑
n=−∞

∫ 1

0

|f̂(n+ ξ)|2dξ =

∫ ∞
−∞
|f̂(ξ)|2dξ = ‖f̂‖2

2

Εάν η f δεν µηδενίζεται εκτός του [−π, π], τότε παίρνουµε ένα ϑετικό αριθµό λ για τον οποίο η

συνάρτηση g(x) = f(λx) µηδενίζεται εκτός του [−π, π]. Τότε

ĝ(x) =
1

λ
f̂(
x

λ
),

και ως εκ τούτου

‖f‖2
2 = λ‖g‖2

2 = λ‖ĝ‖2
2 = λ

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣1λf̂(
ξ

λ
)

∣∣∣∣2 dξ =

∫ ∞
−∞
|f̂(ξ)|2dx = ‖f̂‖2

2.

Ο χώρος όλων των συνεχών συναρτήσεων στο R µε συµπαγή ϕορέα είναι πυκνός στο L2(R). Το

Θεώρηµα 3.5.8 δείχνει ότι ο µετασχηµατισµός Fourier είναι µια συνεχής απεικόνιση από εκείνο

το χώρο στον L2(R). ∆εδοµένου ότι η απεικόνιση είναι γραµµική, έχει µια µοναδική επέκταση

σε µια γραµµική απεικόνιση από τον L2(R) στον εαυτό του. Η επέκταση αυτή ϑα ονοµάζεται

µετασχηµατισµός Fourier στον L2(R).

Ορισµός 3.5.2. (Μετασχηµατισµός Fourier στον L2(R)). ΄Εστω f ∈ L2(R) και έστω (φn) είναι

µια ακολουθία συνεχών συναρτήσεων µε συµπαγές στήριγµα που συγκλίνουν στην f στον L2(R),

δηλαδή ||f − φn||2 → 0. Ο µετασχηµατισµός Fourier του f ορίζεται από

f̂ = lim
n→∞

φ̂n, (3.13)

΄Οπου το όριο είναι ως προς τη νόρµα στον L2(R).

Το Θεώρηµα 3.5.8 διασφαλίζει ότι το όριο υπάρχει και είναι ανεξάρτητο από µια συγκεκριµέ-

νη ακολουθία που προσεγγίζει την f . Είναι σηµαντικό να ϑυµόµαστε ότι η σύγκλιση στον L2(R)

δεν συνεπάγεται κατά σηµείο σύγκλιση και συνεπώς ο µετασχηµατισµός Fourier µιάς τετραγωνικά

ολοκληρώσιµης συνάρτησης δεν έχει οριστεί σε κάθε σηµείο, σε αντίθεση µε το µετασχηµατισµό

Fourier µιας ολοκληρώσιµης συνάρτησης. Ο µετασχηµατισµός Fourier µιας τετραγωνικά ολοκλη-

ϱώσιµης συνάρτησης ορίζεται σχεδόν παντού. Για το λόγο αυτό δεν µπορούµε να πούµε ότι, αν

f ∈ L1(R)∩L2(R), τότε ο µετασχηµατισµός Fourier ορίζεται από την (3.13) και αυτός που ορίζεται

απο την (3.11) είναι ίσοι. Για την ακρίβεια, πρέπει να πούµε ότι η συνάρτηση που ορίζεται από την
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(3.13) ανήκει στην κλάση ισοδυναµίας των τετραγωνικά ολοκληρώσιµων συναρτήσεων που ορίζει

η (3.11). Παρά τη διαφορά αυτή, ϑα χρησιµοποιήσουµε το ίδιο σύµβολο για να συµβολίσουµε τους

δύο µετασχηµατισµούς. Το ακόλουθο ϑεώρηµα είναι µια άµεση συνέπεια του Ορισµού 3.5.2 και

του Θεωρήµατος 3.5.8.

Θεώρηµα 3.5.9. (Σχέση του Parseval).

Αν f ∈ L2(R), τότε

||f̂ ||2 = ||f ||2,

Σε ϕυσικά προβλήµατα, η ποσότητα ||f ||2 είναι ένα µέτρο της ενέργειας, και η ||f̂ ||2 αντιπροσωπεύει

το ϕάσµα ισχύος της f .

Θεώρηµα 3.5.10. ΄Εστω f ∈ L2(R), Τότε

f̂(ω) = lim
n→∞

1√
2π

∫ n

−n
e−iωxf(x)dx (3.14)

όπου η σύγκλιση είναι ως προς την νόρµα στον L2(R).

Απόδειξη:

Για n = 1, 2, 3, ..., ορίζουµε

fn(x) =

{
f(x) |x| < n,

0 |x| ≥ n.

}

Τότε ||f − fn||2 → 0, και έτσι ||f̂ − f̂n||2 → 0, καθώς n→∞.

Θεώρηµα 3.5.11. Αν f, g ∈ L2(R), τότε∫ ∞
−∞

f(x)ĝ(x)dx =

∫ ∞
−∞

f̂(x)g(x)dx (3.15)

Απόδειξη:

Για n = 1, 2, 3, ..., ορίζουµε

fn(x) =

{
f(x) |x| < n,

0 |x| ≥ n.

}
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και

gn(x) =

{
g(x) |x| < n,

0 |x| ≥ n.

}

Από την

f̂m(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iξxfm(ξ)dξ

εχουµε ∫ ∞
−∞

f̂m(x)gn(x)dx =
1√
2π

∫ ∞
−∞

gn(x)

∫ ∞
−∞

e−iξxfm(ξ)dξdx

Η συνάρτηση

e−iξxgn(x)fm(ξ)

είναι ολοκληρώσιµη πάνω στον R2, και έτσι µπορεί να εφαρµοστεί το Θεώρηµα Fubini. Κατά
συνέπεια,∫ ∞

−∞
f̂m(x)gn(x)dx =

1√
2π

∫ ∞
−∞

fm(ξ)

∫ ∞
−∞

eiξxgn(x)dxdξ =

∫ ∞
−∞

fm(ξ)ĝn(ξ)dξ

∆εδοµένου ότι ||g − gn||2 → 0 και ||ĝ − ĝn||2 → 0 καθώς n→ 0, παίρνουµε∫ ∞
−∞

f̂m(x)g(x)dx =

∫ ∞
−∞

fm(x)ĝ(x)dx,

από τη συνέχεια του εσωτερικού γινοµένου. Για τον ίδιο λόγο, ϑέτωντας m→∞, παίρνουµε∫ ∞
−∞

f̂(x)g(x)dx =

∫ ∞
−∞

f(x)ĝ(x)dx.

Το ακόλουθο τεχνικό λήµµα ϑα είναι χρήσιµο για την απόδειξη του σηµαντικού ϑεωρήµατος
αντιστροφής για το µετασχηµατισµό Fourier στον L2(R).

Λήµµα 3.5.1. ΄Εστω f ∈ L2(R), και έστω g =
¯̂
f . Τότε, f = ¯̂g.

Απόδειξη:
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Από τα Θεωρήµατα 3.5.9 και 3.5.11 και την ισότητα g =
¯̂
f , παίρνουµε

〈f, ¯̂g〉 = 〈f̂ , ḡ〉 = 〈f̂ , f̂〉 = ‖f̂‖2
2 = ‖f‖2

2 (3.16)

επίσης,

〈f, ¯̂g〉 = ‖f‖2
2.

Τέλος από την ισότητα Parseval,

‖ĝ‖2
2 = ‖g‖2

2 = ‖f̂‖2
2 = ‖f‖2

2 (3.17)

Αυτό δείχνει ότι f = ¯̂g.

Θεώρηµα 3.5.12. (Αντιστροφή του µετασχηµατισµού Fourier στον L2(R)).

΄Εστω f ∈ L2(R). Τότε

f(x) = lim
n→∞

∫ n

−n
eiωxf̂(ω)dω,

όπου η σύγκλιση είναι ως προς τη νόρµα στον L2(R).
Απόδειξη:

΄Εστω f ∈ L2(R). Αν g =
¯̂
f , τότε, από το λήµµα 3.5.1,

=limn→∞
1√
2π

∫ n
−n e

iωxg(ω)dω = limn→∞
1√
2π

∫ n
−n e

iωxf̂(ω)dω

Πόρισµα 3.5.2. Αν f ∈ L1(R) ∩ L2(R), τότε η ισότητα

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

eiωxf̂(ω)dω (3.18)

ισχύει σχεδόν παντού στο R.

Ο µετασχηµατισµός που ορίζεται από την (3.18) ονοµάζεται αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier.
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΄Ενας από τους κύριους λόγους για την εισαγωγή του συντελεστή 1√
2π

στον ορισµό του µετασχηµα-

τισµού Fourier είναι η συµµετρία του µετασχηµατισµού και του αντιστρόφου του :

F{f(x)} =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iωxf(x)dx,

F−1{f(ω)} =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iωxf(ω)dω.

Πόρισµα 3.5.3. (∆υϊκότητα).

Αν f ∈ L1(R) ∩ L2(R), τότε η F{F{f(x)}} = f(−x), σχεδόν παντού στο R.

Αρκεί να αντικαταστήσουµε το x από το −x στην (3.18).

Θεώρηµα 3.5.13. (Γενική σχέση του Parseval). Αν f, g ∈ L2(R),τότε

∫ ∞
−∞

f(x)g(x)dx =

∫ ∞
−∞

f̂(ω)ĝ(ωdω.

Απόδειξη:

Απο την ταυτότητα πολικότητας

〈f, g〉 =
1

4
(|f + g|2 − |f − g|2 + i|f + ig|2 − i|f − ig|2)

συνεπάγεται ότι κάθε ισοµετρία διατηρεί το εσωτερικό γινόµενο. ∆εδοµένου ότι ο µετασχηµατι-
σµός Fourier είναι µια ισοµετρία στον L2(R), 〈f, g〉 = 〈f̂ , ĝ〉.
Το επόµενο ϑεώρηµα συνοψίζει τα αποτελέσµατα αυτού του τµήµατος.

Θεώρηµα 3.5.14. (Θεώρηµα του Plancherel).

Για κάθε f ∈ L2(R), υπάρχει f ∈ L2(R), τέτοια που :

(α) Αν f ∈ L1(R), τότε f̂(ω) = 1√
2π

∫∞
−∞ e

−iωxf(x)dx,

(ϐ) ||f̂(ω)− 1√
2π

∫ n
−n e

−iωxf(x)dx||2 → 0 καθώς n→ 0,

(γ) ||f(x)− 1√
2π

∫ n
−n e

−ωxf̂(ω)dω||2 → 0 καθώς n→ 0,

(δ) ||f̂ ||22 = ||f ||22,
(ε) Η αντιστοιχία f 7−→ f̂ είναι ένας χώρος Hilbert ισόµορφος του L2(R) πάνω στον L2(R). Από-

δειξη.
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Το µόνο µέρος αυτού του ϑεωρήµατος που µένει να αποδειχθεί είναι το γεγονός ότι ο µετασχηµατι-

σµός Fourier είναι ¨επί¨. ΄Εστω f ∈ L2(R) και ορίζουµε h = f̂ και g =
¯̂
h.

Τότε, από το λήµµα 3.5.1, f̄ = h = ¯̂g. Αυτό δείχνει ότι κάθε τετραγωνικά ολοκληρώσιµη

συνάρτηση είναι ο µετασχηµατισµός Fourier µιας τετραγωνικά ολοκληρώσιµης συνάρτησης.

Θεώρηµα 3.5.15. Ο µετασχηµατισµός Fourier είναι ένας ορθοµοναδιάιος τελεστής στον L2(R).

Πρώτα, σηµειώνουµε ότι ∀g ∈ L2(R), έχουµε

F{ḡ}(ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iωxg(x)dx =
1√
2π

∫ ∞
−∞

eiωxg(x)dx = F−1g(ω).

Τώρα, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 3.5.11, παίρνουµε

〈F{f}, g〉 =

∫ ∞
−∞
F{f}(x)g(x)dx =

∫ ∞
−∞

f(x)Fg(x)dx

=

∫ ∞
−∞

f(x)F−1g(x)dx = 〈f,F−1g〉.

Αυτό δείχνει ότι F−1 = F∗ και ως εκ τούτου ο F είναι ορθοµοναδιαίος.
Ο µετασχηµατισµός Fourier µπορεί να οριστεί για συναρτήσεις στον L1(RN) από την

f̂(ω) =
1

(2π)N/2

∫
RN
e−iωxf(x)dx,

όπου ω = (ω1, ..., ωN), x = (x1, ..., xN) και ωx = ω1x1 + ... + ω NxN . Η ϑεωρία του µετασχη-
µατισµού Fourier στον L1(RN) είναι παρόµοια µε τη µονοδιάστατη περίπτωση. Επιπλέον, η
επέκταση στον L2(RN) είναι δυνατή και έχει παρόµοιες ιδιότητες, όπως το Θεώρηµα αντιστροφή
και το ϑεώρηµα του Plancherel.

Παράδειγµα 3.5.3. (∆εύτερη παράγωγος συνάρτησης Gauss).

Αν

f(x) = (1− x2)e−x
2/2.

τότε

f̂(ω) = ω2e−ω
2/2.
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Πράγµατι, έχουµε

F{(1− x2)e−x
2/2} = −F{ d

2

dx2
e−x

2/2} = −(iω)2F{e−x2/2} = ω2e−ω
2/2

Παράδειγµα 3.5.4. (Η συνάρτηση Haar).

Η συνάρτηση Haar ορίζεται από την

fn(x) =


1 αν 0 ≤ x < 1

2
,

−1 αν 1
2
< 1,

0 αλλιώς .


Σαφώς,

f̂(ω) =
1√
2π

(

∫ 1/2

0

e−iωxdx−
∫ 1

1/2

e−iωxdx) =
1√
2π

1

iω
(1− 2e−iω/2 + e−iω)

=
1√
2π

e−iω/2

iω
(e−iω/2 − 2 + e−iω) =

i√
2π
e−iω/2

sin2(ω/4)

ω/4
.

Παράδειγµα 3.5.5. (Η συνάρτηση Shannon).

Η συνάρτηση Shannon ορίζεται από την

f(x) =
sin 2πx− sin πx

πx
.

Ο µετασχηµατισµός Fourier της f(x) είναι

f̂(ω) =

{
1/
√

2π π < |ω| < 2π

0 αλλιώς.

}
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