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Περίληψη

Τα τελευταία χρόνια, η Μονάδα Παράλληλης Υπολογιστικής Ρευστοδυναµικής
& Βελτιστοποίησης (ΜΠΥΡ&Β) του Εργαστηρίου Θερµικών Στροβιλοµηχανών (ΕΘΣ)
του Εθνικού Μετσόβιου Πολυτεχνείου (ΕΜΠ) δραστηριοποιείται συστηµατικά στην
επίλυση προβληµάτων ϱευστοδυναµικής σε επεξεργαστές καρτών γραφικών και,
πρόσφατα, παράλληλων καρτών γραφικών (GPUs). Στο πλαίσιο αυτό, έχει
πραγµατοποιηθεί ανάπτυξη επιλυτών των εξισώσεων ϱοής (Euler, Navier-Stokes)
στη γλώσσα προγραµµατισµού CUDA C της εταιρίας NVIDIA, σε µη-δοµηµένα
και δοµηµένα πλέγµατα µε κεντροκοµβική διατύπωση επιτυγχάνοντας επιταχύνσεις
µεγαλύτερες του 40x συγκριτικά µε επιλύτες που κάνουν αποκλειστικά χρήση του
κεντρικού επεξεργαστή.

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία, διερευνάται η χρήση µη-δοµηµένου
πλέγµατος µε κεντροκυψελική διατύπωση για την επίλυση των εξισώσεων ϱοής
σε GPUs. Αναπτύχθηκε, για το σκοπό αυτό, κώδικας, σε CUDA C, που
επιλύει τις διδιάστατες εξισώσεις ϱοής Euler συµπιεστού ϱευστού, µε τη χρήση
της µεθόδου πεπερασµένων όγκων σε µη-δοµηµένα πλέγµατα, αποθηκεύοντας τα
ϱο·ι·κά µεγέθη στα κέντρα ϐάρους των όγκων ελέγχου. Η ανάπτυξη του κώδικα
πραγµατοποιήθηκε µε αφετηρία τον υπάρχοντα, πιστοποιηµένο, αντίστοιχο κώδικα
της ΜΠΥΡ&Β για µη-δοµηµένα πλέγµατα κεντροκοµβικής διατύπωσης, µε τον οποίο
και συγκρίθηκε. Η επίλυση των εξισώσεων ϱοής έγινε µε τη χρήση σχήµατος της
µεθόδου χρονοπροέλασης. Η εκτέλεση του κώδικα έγινε σε κάρτες γραφικών Tesla
Μ2050 της NVIDIA. Η σύγκριση των αποτελεσµάτων και των χρόνων σύγκλισης του
κώδικα που αναπτύχθηκε, µε τον κώδικα που κάνει χρήση της κεντροκοµβικής
διατύπωσης, πραγµατοποιήθηκε σε ίδια πλέγµατα, για ίδιες συνθήκες εξωτερικής
ϱοής. Αναδείχθηκε, µε αυτόν τον τρόπο, η κεντροκυψελική µέθοδος ως υποδεέστερη
σε ταχύτητα αλλά υπέρτερη σε ακρίβεια.
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Abstract

In the last years, the Parallel CFD & Optimization Unit of the Laboratory
of Thermal Turbomachines of the National Technical University of Athens is
developing CFD methods-software running on a single GPU and, recently, on
parallel GPU systems. Solvers of the flow equations (Euler, Navier-Stokes)
have been developed, written in CUDA C, a programming language by NVIDIA,
using unstructured and stuctured grids with vertex-centered finite volume
formulation, achieving accelerations greater than 40x comparing to solvers which
run exclusively on CPUs.

In this diploma thesis, the use of a 2D unstructured grid along with a
cell-centered finite volume method was developed and used to solve the flow
equations. To this purpose, a new code was developed, written in CUDA C, which
solves the 2D, compressible, Euler’s flow equations using an unstructured grid
and considering the flow variables to be stored at the centroids of the control
volumes. The code development was based and validated using the existing,
in-house code which uses unstructured grids and a vertex-centered scheme. The
numerical solution of the flow equations was carried out by using a time-marching
scheme. The runs of the code were performed on NVIDIA Tesla M2050 GPUs. The
comparison of the results and times of convergence between the developed code
and the code with the vertex-centered scheme was made on the same grids, with
the same farfield flow conditions. The conclusion drawn is that the cell-centered
method is slower but more accurate than the vertex-centered one.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Στη σύγχρονη Υπολογιστική Ρευστοδυναµική (Computational Fluid Dynamics -
CFD) είναι δεδοµένη η αυξηµένη ανάγκη υπολογιστικής ισχύος τόσο λόγω των
πολύπλοκων γεωµετριών που τίθενται σε ϱευστοδυναµική µελέτη όσο και λόγω
της πολυπλοκότητας των εξισώσεων ϱοής και των αριθµητικών σχηµάτων που
επιλέγονται για την επίλυσή τους. Η ανάπτυξη των προγραµµατιζόµενων καρτών
γραφικών (Graphics Processing Units - GPU) και των δυνατοτήτων τους τα τελευταία
χρόνια παρέχει πρόσφορο έδαφος για τη συνεργασία τους µε την κεντρική µονάδα
επεξεργασίας (Central Processing Unit - CPU) µε σκοπό την επιτάχυνση της
εκτέλεσης των επιλυτών των ϱευστοδυναµικών προβληµάτων.

1.1 Συγκριτική Παρουσίαση Κεντρικών
Επεξεργαστών και Καρτών Γραφικών

1.1.1 Ανάπτυξη των CPU

Πριν την είσοδο των GPU στο προσκήνιο της ανάπτυξης εφαρµογών (πλην των
γραφικών), η δηµιουργία λογισµικού για ένα εύρος διαφορετικών αναγκών
ϐασιζόταν αποκλειστικά στις CPU. Η ανάγκη για γρηγορότερους υπολογισµούς
οδήγησε σύντοµα την έρευνα σε επίπεδο υλικού (hardware). Η ταυτόχρονη αύξηση
των τρανζίστορ ανά επεξεργαστή (νοµος Moore- Σχ. 1.1) οδήγησε στην αύξηση
των πράξεων δεκαδικών ανά δευτερόλεπτο (FLOP) και άρα την επιτάχυνση των
υπολογισµών. Χαρακτηριστικά αναφέρεται ότι από τους επεξεργαστές του 1MHz
της δεκαετίας του ΄80 οδηγηθήκαµε σε επεξεργαστες 1-4GHz σήµερα (1000 ϕορες
γρηγορότερους !).

Η ανάγκη για µεγαλύτερη υπολογιστική ισχύ ϐρήκε λύση στα συστήµατα
παράλληλων υπολογισµών. Αρχικά, µε τη χρήση παράλληλων επεξεργαστών και
στη συνέχεια, µε την ενσωµάτωση διαφορετικών πυρήνων στον ίδιο επεξεργαστή
(multi-core processors). Σήµερα, στο εµπόριο στο επίπεδο των προσωπικών
υπολογιστών κυκλοφορούν µέχρι και 8-πύρηνα και σύντοµα 16-πύρηνα µοντέλα

1
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Σχήµα 1.1: Νόµος του Moore [41].

CPU ( Σχ. 1.2). Αξίζει να σηµειωθεί ότι η αύξηση της ταχύτητας επεξεργασίας που
προσφέρουν είναι, κατά προσέγγιση, ανάλογη µε τον αριθµό των πυρήνων.

΄Ορια στην Ανάπτυξη των CPU

Από τις αρχές τις τελευταιάς δεκαετίας άρχισαν να διαφαίνονται τα όρια της ϐελτίωσης
αυτής, που διατηρήθηκε σταθερή για 40 χρόνια. Παρατίθενται οι ϐασικότεροι από
τους λόγους (όρια ή τείχη - walls) [29].

• Το όριο ισχύος (power wall) δηλώνει το οριακό σηµείο στο οποίο έφτασε
η συνολική κατανάλωση ισχύος και η κατανάλωση ισχύος ανά µονάδα
επιφάνειας καθώς η συχνότητα χρονισµού του ϱολογιού (clock rate) αυξάνει.

• Το όριο συχνότητας (frequency wall) είναι ο περιορισµός της συχνότητας
λειτουργίας του επεξεργαστή από την απόσταση που χρειάζονται τα ηλεκτρικά
σήµατα για να διαδοθούν εντός του ολοκληρωµένου κυκλώµατος. Η
αντιµετώπιση αυτού του προβλήµατος απαιτεί τη σµίκρυνση των διαστάσεων
των ολοκληρωµένων κυκλωµάτων.

• Το όριο µνήµης (memory wall) αντιπροσωπεύει το αυξανόµενο χάσµα µεταξύ
της ταχύτητας της µνήµης και της ταχύτητας της CPU . Στους σύγχρονους
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Σχήµα 1.2: Αύξηση πυρήνων των επεξεργαστών της Intel σε συνάρτηση µε το χρόνο
[42].

υπολογιστές µια προσπέλαση στην κύρια µνήµη απαιτεί εκατοντάδες κύκλους
ϱολογιού για τον επεξεργαστή.

• Το όριο παραλληλισµού επιπέδου εντολής (Instruction Level Parallelism
- ILP wall) εκφράζει την αδυναµία να ϐρεθεί επαρκής παραλληλισµός
σε µεµονωµένες ϱοές εντολών ώστε να κρατηθεί απασχοληµένος ένας
µονοεπεξεργαστής υψηλών επιδόσεων.

Ο συνδυασµός των παραπάνω αποτελεί αδιέξοδο για την ανάπτυξη των CPU µε τους
ϱυθµούς που γνωρίζαµε. Είναι κοινώς αποδεκτό πως ήδη ξεκίνησε να διανύεται η
περίοδος που ο νόµος του Moore (Σχ. 1.1) έπαψε να ισχύει.

Σχήµα 1.3: Αύξηση πυρήνων GPU των καρτών της Nvidia σε συνάρτηση µε το χρόνο
[42].
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Σχήµα 1.4: Ενδεικτικη σύγκριση FLOPS µεταξύ Nvidia και Intel [42].

1.1.2 Ανάπτυξη των GPU

Οι πρώτες GPU εµφανίστηκαν το 1981. Απουσίαζε οποιαδήποτε δυνατότητα
επεξεργασίας των pixels (που έπρεπε να γίνει και πάλι στην CPU) και χρησίµευαν
ως ένας ενδιάµεσος buffer πριν την απεικόνιση στην οθόνη. Οι GPU µε
δυνατότητες επεξεργασίας των pixels εµφανίστηκαν το 1984, ενσωµατώνοντας σε
ένα ολοκληρωµένο κύκλωµα ϱουτίνες επεξεργασίας και απεικόνισης (rasterization).
Περιορίζονταν, όµως, µόνο σε διδιάστατα γραφικά. Η απαίτηση για 3D παιχνίδια
και εφαρµογές οδήγησε στην εξέλιξη των πρώτων σύγχρονων GPU στις αρχές
του 1990, που έδιναν τη δυνατότητα επιτάχυνσης των απαιτητικών τριδιάστατων
γραφικών µε τρείς (3) ξεχωριστές κάρτες γραφικών από τις οποίες απουσίαζαν
οι διδιάστατες δυνατότητες. Το 2001 εµφανίστηκαν οι πρώτες κάρτες (Nvidia
Geforce3) που υλοποιούσαν ουσιαστικά µία παράλληλη αρχιτεκτονική όπου κάθε
pixel επεξεργαζόταν ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα, ανοίγοντας έτσι το δρόµο για
την αξιοποίηση τους σε γενικότερης χρήσης εφαρµογές / υπολογισµούς (General
Purpose Computation on GPU - GPGPU).

Την τελευταία δεκαετία η ϱαγδαία ανάπτυξη των GPU για την εκπλήρωση



1.2. ∆ιεύρυνση της Χρήσης των GPU 5

αναγκών για γραφικά υψηλών προδιαγραφών σε παιχνίδια και άλλες εφαρµογές
οδήγησε σε αρχιτεκτονικές που χρησιµοποιούσαν ένα πλήθος πυρήνων, εκατοντάδες
ϕορές πάνω από το πλήθους των αντίστοιχων CPU ( Σχ. 1.3) µε αποτέλεσµα να
αποδίδουν πολλαπλάσια FLOP ( Σχ. 1.4).

1.2 ∆ιεύρυνση της Χρήσης των GPU

Η ταχύτατη εξέλιξη στις GPU, που είχαν πλέον αποκτήσει αξιοπρόσεκτα
χαρακτηριστικά, σε συνδυασµό µε το κόστος τους, το οποίο είναι αποδεκτό
για το µέσο χρήστη και συγκρίσιµο µε αυτό των CPU, οδήγησε στη γέννηση της
ιδέας να χρησιµοποιηθούν σε εφαρµογές πέρα από την επεξεργασία γραφικών.
Ζητούµενο ήταν, λοιπόν, να δηµιουργηθούν τα κατάλληλα εργαλεία (γλώσσα
προγραµµατισµού, compiler) που ϑα εξασφάλιζαν για το δηµιουργηθέν πρόγραµµα
την επικοινωνία GPU-CPU (ετερογενής προγραµµατισµός) και ϑα εκµεταλλεύονταν
την παραλληλία των πολλαπλών πυρήνων της GPU. Αρχικά, η δηµιουργία
τέτοιων προγραµµάτων απαιτούσε πλήρη γνώση της αρχιτεκτονικής της κάρτας και
µετατροπές για την προσαρµογή του ϕυσικού προβλήµατος στα ῾῾γραφικά᾿᾿ δεδοµένα.
Η εξέλιξη στον τοµέα έκανε τις κάρτες γραφικών προσβάσιµες και ϕιλικότερες στο
µέσο χρήστη που επιθυµούσε να προγραµµατίσει χρησιµοποιώντας τις.

Στις µέρες µας έχουν υλοποιηθεί εφαρµογές GPGPU οι οποίες παρουσιάζουν
σηµαντική επιτάχυνση (speed-up) σε σχέση µε τις αντίστοιχες εφαρµογές όταν
υλοποιούνται µόνο σε CPU. Στη συνέχεια, αναφέρονται µερικά χαρακτηριστικά
παραδείγµατα τέτοιων εφαρµογών σε τοµείς και πέρα απο αυτόν της υπολογιστικής
ϱευστοδυναµικής.

1.2.1 Παραδείγµατα εφαρµογών ανεπτυγµένων σε GPU

Βιοποληροφορική

Στον τοµέα της Βιοπληροφορικής [30], για έναν κώδικα (MUMmerGPU) που
ασχολείται µε τη στοίχιση γονιδίων του DNA παρατηρούµε την επιτάχυνση του Σχ.
1.5. Η εκτέλεση είναι 3-4 ϕορές ταχύτερη.

Οικονοµικές Επιστήµες

Στον τοµέα των Οικονοµικών Επιστηµών [43], ένα λογισµικό αποτίµησης
χρηµατοοικονοµικών παραγώγων (derivatives pricing) παρουσιάζει speed-up 77
ϕορές µε µία GPU και 124 ϕορές µε 2 GPU . (Σχ. 1.6)

Αριθµητική πρόβλεψη καιρού

Στον τοµέα της µετεωρολογικής πρόβλεψης [35] έχουν αναπτυχθεί αριθµητικά
µοντέλα υπολογισµού των καιρικών συνθηκών αλλά και των µακροπρόθεσµων
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Σχήµα 1.5: Σύγκριση χρόνων υλοποίσης της MUMmerGPU µε τον επεξεργαστή Xeon
της Intel και µια GPU της Nvidia [30].

Σχήµα 1.6: Σύγκριση χρόνων εκτέλεσης οικονοµικής εφρµογής µε τον επεξεργαστή
Xeon της Intel, µία και δύο GPU της Nvidia [43].

κλιµατικών αλλαγών. Ο προγραµµατισµός τους σε GPU οδηγεί σε επιτάχυνση ως
και 20 ϕορές.
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Σεισµική προσοµοίωση

Στον τοµέα αυτό καταγράφονται επιταχύνσεις ως και 20x για µοντέλα πεπερασµένων
όγκων υψηλής ακρίβειας. [37]

Αστροφυσική

Ο όγκος των υπολογιστικών δεδοµένων στον τοµέα της Αστροφυσικής έφερε στο
προσκήνιο παράλληλα συστήµατα GPU για την αποτελεσµατική διαχείριση των
υπολογισµών. [40]

Υπολογιστική Ρευστοδυναµική

Είναι πλέον αρκετά διαδεδοµένο οι εφαρµογές που ήδη υπήρχαν για την
επίλυση ϱοών να τροποποιούνται ώστε να κάνουν χρήση των GPU. Οι αυξηµένες
υπολογιστικές απαιτήσεις για την επίλυση των εξισώσεων ϱοής (π.χ. Navier-Stokes)
σε πυκνά πλέγµατα οδηγούν σε µεγάλους χρόνους εκτέλεσης. ΄Ετσι, η επιτάχυνση
που προσφέρουν οι GPU κρίνεται απαραίτητη.

Σχήµα 1.7: Επιτάχυνση εκτέλεσης διαφορετικών περιπτώσεων της εφαρµογής
OpenFOAM µε χρήση GPU έναντι CPU [36].

Παρατίθενται κάποια παραδείγµατα τέτοιων εφαρµογών επισηµαίνοντας πως οι
CFD χρήσεις των GPU είναι πολυάριθµες και η πλήρης κάλυψη τους ξεφέυγει από
τους σκοπούς της παρούσας διπλωµατικής εργασίας. Στο [14] παρουσιάστηκε η
εφαρµογή µεθόδων για την εύρεση οριακών µεγεθών ϱοής. Στο [19] περιγράφηκε
επιλύτης παραγώγων για µητρώα σε µη-δοµηµένα πλέγµατα. Μία ακόµα
λεπτοµερής περιγραφή της επίλυσης των Navier-Stokes σε δοµηµένα πλέγµατα
παρουσιάστηκε στο [21] και επεκτάθηκε στις τρεις διαστάσεις στο [22]. Η πρώτη
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επίλυση των Euler εξισώσεων σε GPU παρουσιάστηκε στο [18] µε επιτάχυνση 25x.
΄Εχει αναφερθεί επιτάχυνση 8,5x [17] σε εφαρµογές για µη-συµπιεστή ϱοή σε
δοµηµένα πλέγµατα. Στην ίδια κατεύθυνση έχει δραστηριοποιηθεί και η ΜΠΥΡ&Β.
΄Εχει γίνει χρήση διδιάστατων και τριδιάστατων πλεγµάτων για την πραγµατοποήση
υπολογισµών σε συνεκτικές και µη συνεκτικές µόνιµες ϱοές [12]. Επίσης, έχουν
γίνει οι αντίστοιχοι υπολογισµοι και σε µη-µόνιµες ϱοές [11] και έχει γίνει επέκταση
των παραπάνω σε εφαργογές ελέγχου της ϱοής [13]. Στο σχ. 1.7 [36] ϕαίνεται η
επιτάχυνση της εκτέλεσης διαφορετικών περιπτώσεων της εφαρµογής OpenFOAM
µε χρήση GPU έναντι CPU. Σε προσοµοίωση ϱευστού µέσα από σύνθετα εµπόδια
[38] αναφέρεται επίλυση των τριδιάστατων εξισώσεων Navier-Stokes σε πραγµατικό
χρόνο. Ανάλογες εφαρµογές αναπτύσσονται και στον τοµέα της αιµοδυναµικής [39].

1.3 Σκοπός και τοποθέτηση της εργασίας στο
πλαίσιο της έρευνας στη ΜΠΥΡ&Β

Η Μονάδα Παράλληλης Υπολογιστικής Ρευστοδυναµικής & Βελτιστοποίσης
(ΜΠΥΡ&Β) του Εργαστηρίου Θερµικών Στροβιλοµηχανών (ΕΘΣ) της Σχολής
Μηχανολόγων Μηχανικών του Ε.Μ.Π. ασχολείται συστηµατικά τα τελευταία χρόνια
µε την επίλυση προβληµάτων ϱευστοδυναµικής τόσο σε συστήµατα παράλληλων
επεξεργαστών όσο και σε GPU [11] [12] [13] και, πρόσφατα, σε συστήµατα
παράλληλων GPU . ΄Εχει γίνει ανάπτυξη κωδίκων για την επίλυση ϱοών αλλά και
για τη ϐελτιστοποίση αεροδυναµικών µορφών (εξελικτικοί-στοχαστικοί αλγόριθµοι).
΄Εχουν µελετηθεί διδιάστατα και τριδιάστατα προβλήµατα, για µόνιµες και
µη-µόνιµες, συνεκτικές και µη-συνεκτικές ϱοές σε δοµηµένα και µη δοµηµένα
πλέγµατα.

Η παρούσα διπλωµατική εργασία επιλύει διδιάστατη µόνιµη, µη-συνεκτική ϱοή
σε µη δοµηµένο πλέγµα. Το πλέγµα αυτό αποτελείται από τριγωνικά στοιχεία.
Η ΜΠΥΡ&Β ήδη διέθετε κώδικα ο οποίος επιλύει τη ϱοή µε τη µέθοδο των
πεπερασµένων όγκων αποθηκεύοντας τα ϱοϊκά µεγέθη στους κόµβους-κορυφές των
τριγώνων (vertex-centered) [11] [12] [13]. Στο πλαίσιο αυτής της διπλωµατικής
εργασίας, δηµιουργήθηκε κώδικας ο οποίος αποθηκέυει τα χαρακτηριστικά µεγέθη
της ϱοής στα κέντρα ϐάρους των τριγώνων (cell-centered). Σκοπός της είναι η
διερεύνηση και η σύγκριση των ταχυτήτων σύγκλισης, των επαναλήψεων ως τη
σύγκλιση, των αποτελεσµάτων για τις τελικές τιµές των ϱοϊκών µεγεθών καθώς και
των συντελεστών της άνωσης (lift) και οπισθέλκουσας (drag) που προκύπτουν από
την κεντροκυψελική µέθοδο έναντι της κεντροκοµβικής για ίδιες συνθήκες της ϱοής.

Κατα την εκτέλεση ενός τέτοιου κώδικα κάθε όγκος ελέγχου (control volume)
αντλεί πληροφορία από τους γειτονικούς όγκους ελέγχου. Στην κεντροκοµβική
(vertex-centered) διατύπωση λογική ο αριθµός των γειτόνων είναι διαφορετικός κάθε
ϕορά και εξαρτάται από τον αριθµό των τριγώνων που έχουν µια κοινή κορυφή
(Σχ. 1.8). Η πληροφορία αυτή είναι υποχρεωτικό να µεταφέρεται σε όλη τη
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Σχήµα 1.8: ΄Ογκος ελέγχου P και γείτονες Qi, i = 1 · · · 6 µε κεντροκοµβική
διατύπωση.

Σχήµα 1.9: ΄Ογκος ελέγχου P και γείτονες Q1, Q2, Q3 µε κεντροκυψελική
διατύπωση.

διάρκεια του κώδικα για να γίνουν οι υπολογισµοί. Αντίθετα, στην κεντροκυψελική
(cell-centered) διατύπωση, ο αριθµός των γειτόνων είναι πάντα σταθερός και ισούται
µε τις τρεις (3) πλευρές του τριγώνου (Σχ. 1.9). Είναι, λοιπόν, εύστοχο να µελετηθεί
πως συµπεριφέρεται ο νέος κώδικας που προσαρµόζεται σε αυτή τη διαφορετική
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αντιµετώπιση του πλέγµατος.

1.4 Περιεχόµενα και ∆οµή της Εργασίας

Η παρούσα διπλωµατική εργασία δοµείται ως εξής :

• Στο κεφάλαιο 2 παρουσιάζεται η αρχιτεκτονική CUDA της Nvidia, τα
λειτουργικά κοµµάτια µιας αντίστοιχης GPU και πως προσαρµόζεται ο
προγραµµατισµός για να πραγµατοποιηθεί ορθά η χρήση τους. Ακόµα,
προβάλλεται η εξέλιξη από την προγενέστερη αρχιτεκτονικη GT200 στη νέα
Fermi.

• Στο κεφάλαιο 3 γίνεται η διατύπωση και η αδιαστατοποιήση των διδιάστατων
εξισώσεων Euler. Στη συνέχεια, παρουσιάζεται η διακριτοποίηση του χωρίου
και των εξισώσεν ϱοής (Euler) µε ϐάση το χωρίο, αναλύονται οι οριακές
συνθήκες και καταδεικνύεται ο τρόπος υπολογισµου των χωρικών παραγώγων
του διανύσµατος ϱοής.

• Στο κεφάλαιο 4 παρουσιάζεται η αριθµητική µέθοδος επίλυσης των εξισώσεων
ϱοής και ο τρόπος µε τον οποίο προγραµµατίζεται, µε την προβολή του
διαγράµµατος ϱοής και την επισήµανση άλλων προγραµµατιστικών Ϲητηµάτων.

• Στο κεφάλαιο 5 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα επίλυσης της ϱοής
σε διαφορετικές περιπτώσεις και συγκρίνονται η κεντροκοµβική και
κεντροκυψελική διατύπωση ως προς τα αποτελέσµατα και τους χρόνους
σύγκλισης.

• Στο κεφάλαιο 6 γίνεται µια σύντοµη ανακεφαλαίωση, εξάγονται
συµπεράσµατα από τα αποτελέσµατα της εκτέλεσης του κώδικα και δίνονται
προτάσεις για µελλοντική επέκταση.



Κεφάλαιο 2

Αρχιτεκτονική CUDA, ∆υνατότητες -
Εξέλιξη

Η εταιρία η οποία δηµιούργησε πρώτη πρόσφορο έδαφος για τον προγραµµατισµό
σε GPU, τόσο σε επίπεδο hardware δηµιουργώντας κάρτες µε κατάλληλες
αρχιτεκτονικές, όσο και σε επίπεδο software επεκτείνοντας ήδη υπάρχουσες γλώσσες
προγραµµατισµού µε σκοπό να γίνουν κατάλληλες για προγραµµατισµό καρτών
γραφικών είναι η Nvidia. Εισάγοντας την αρχιτεκτονική CUDA (Compute Unified
Device Architecture) το Νοέµβριο του 2006 κατάφερε να εκµεταλλευτεί πλήρως
τις δυνατότητες των GPU και να επιτρέψει στους χρήστες να προγραµµατίσουν
σε FORTRAN, C, C++, OpenCL, και DirectX, γλώσσες, δηλαδή, συµβατικού
προγραµµατισµού.

Στο πλαίσιο της παρούσας εργασίας αναπτύχθηκε κώδικας σε CUDA C.
Η δηµιουργία και τα πρώτα ῾῾τρεξίµατα᾿᾿ έγιναν στην κάρτα GeForce GTX285
αρχιτεκτονικής GT200. Στη συνέχεια, όµως, έγινε και εκτέλεση στην Tesla M2050
που είναι αρχιτεκτονικής Fermi (αµέσως επόµενη της GT200 και τελευταίας
τεχνολογίας). Κρίνεται σκόπιµο, πέρα από την σύγκριση της ταχύτητας σύγκλισης
για κεντροβαρική και κεντροκυψελική διατύπωση, να συγκριθεί και η ταχύτητα
σύγκλισης του κώδικα για τις δύο GPU.

Θα γίνει αρχικά συνοπτική καταγραφή των χαρακτηριστικών της GT200 και στη
συνέχεια ϑα παρουσιαστεί αναλυτικότερα η Fermi επισηµαίνοντας τις καινοτοµίες
και επεξηγώντας την ῾῾φιλοσοφία᾿᾿ της CUDA .

2.1 Γενικά περί τεχνολογίας-αρχιτεκτονικής CUDA

Η επιτάχυνση που προκύπτει µε τη χρήση µιας GPU οφείλεται στην κατασκευή της
που επιτρέπει την παραλληλοποίηση των υπολογισµών. Σε αντίθεση µε µια CPU , η
κάρτα γραφικών έχει περισσότερες µονάδες επεξεργασίας (ALU - Arithmetic Logic
Unit) και λιγότερη κρυφή µνήµη (cache memory). Στο Σχ. 2.1 είναι εµφανείς οι

11
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Σχήµα 2.1: Τυπική διάταξη κάρτας γραφικών συγκρινόµενη µε έναν µέσο
επεξεργαστή.

διαφορές στη διαµόρφωση του υλικού µεταξύ των δύο.

2.1.1 ∆οµή: Threads, Blocks, Grids

Το τµήµα ενός κώδικα το οποίο είναι επιθυµητό να εκτελεστεί παράλληλα ονοµάζεται
kernel. Κάθε kernel εκτελείται σε ένα thread. Τα threads οµαδοποιούνται σε
blocks και αυτά µε τη σειρά τους οργανώνονται σε grids. Στο Σχ. 2.2 ϕαίνεται
χαρακτηριστικα η διάταξη που αναφέρθηκε.

Από τη σκοπιά της CUDA, στο υψηλότερο σηµείο της ιεραρχίας της κάρτας
γραφικών είναι οι streaming multiprocessors (SM). ΄Ενας multiprocessor
αποτελείται από υπολογιστικούς πυρήνες (processing cores). Ο multiprocessor
είναι υπεύθυνος για να κατανέµει τα threads στους processors, να τα συγχρονίζει,
να ϕορτώνει και να αποκωδικοποιεί τις εντολές και να τις προωθεί για εκτέλεση.
Threads του ιδίου block ανατίθενται πάντα στον ίδιο multiprocessor. Για να
εκτελεστούν, οµαδοποιούνται σε warps, τα οποία είναι πακέτα των 32 threads.
Κάθε warp εκτελείται στον multiprocessor µε την λογική SIMT (Single Instruction
Multiple Data). Σύµφωνα µε τον ορισµό της Nvidia, τα threads ενός warp εκτελούν
ταυτόχρονα όλα την ίδια εντολή. Μόλις ολοκληρωθεί η εκτέλεση της εντολής, ο
multiprocessor προωθεί την επόµενη κοινή εντολή. Σε περίπτωση που ο κώδικας
του kernel περιέχει διακλαδώσεις που δεν ακολουθούνται µε τον ίδιο τρόπο από όλα
τα threads, τότε το κάθε branch εκτελείται σειριακά, µέχρι και πάλι όλα τα threads
να συγκλίνουν στην κοινή τους ϱοή. Παρόλα αυτά υπάρχουν κάποιοι περιορισµοί.
Το σύνολο των ενεργών threads ανά multiprocessor έχει άνω όριο.
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Σχήµα 2.2: Αλληλουχία grid, block, thread.

2.1.2 Μνήµες

Στην CUDA η µνήµη του υπολογιστή (RAM) αναφέρεται ως host memory, ενώ η
µνήµη της κάρτας γραφικών ως device memory. Ο κώδικας που ϐρίσκεται στο
εσωτερικό ενός kernel µπορεί να επεξεργαστεί δεδοµένα που ϐρίσκονται µόνο στη
device memory, ενώ αντίθετα κώδικας εκτός kernel δεν µπορεί να συνεργαστεί
απευθείας µε αυτήν. Για αυτόν τον λόγο υπάρχουν συναρτήσεις δέσµευσης,
αποδέσµευσης, αντιγραφής και µεταφοράς δεδοµένων ανάµεσα στην host και την
device memory.

Τα threads έχουν πρόσβαση σε δεδοµένα από διάφορους χώρους µνήµης
της κάρτας γραφικών. Σε κάθε thread αντιστοιχεί ένα σύνολο από registers
προσβάσιµους µόνο από αυτό. Ο register για κάθε πυρήνα αποτελεί την πιο
γρήγορη µνήµη που είναι διαθέσιµη. Επίσης, όλα τα threads ενός block έχουν
πρόσβαση σε έναν κοινό χώρο µνήµης τη shared memory. Και οι δύο αυτοί
χώροι µνήµης ϐρίσκονται on-chip και άρα επιτυγχάνουν πολύ υψηλούς ϱυθµούς
διαµεταγωγής. Τέλος, υπάρχει η global memory της κάρτας γραφικών που
χρησιµοποιείται για τη µεταφορά και αποθήκευση δεδοµένων από και προς την
µνήµη host, ενώ δύο ειδικοί χώροι µνήµης της είναι οι constant και texture
memory που είναι ϐελτιστοποιηµένες για κάποιες ειδικές χρήσεις (data filtering
κλπ). Η εγγραφή τους είναι δυνατή µόνο από την πλευρά της CPU (host). (Σχ. 2.3)
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Σχήµα 2.3: Είδη µνηµών και µε ποια δοµικά στοιχεία επικοινωνούν.

2.1.3 ∆ιασύνδεση Προγραµµατισµού Εφαρµογών - API

Η API (Application Programming Interface) για την CUDA C περιλαµβάνει ένα
ολόκληρο σύστηµα λογισµικού. Ο compiler της Nvidia (nvcc) επεξεργάζεται έναν
κώδικα C µε προσθήκες που ανήκουν στις εξής κατηγορίες :

• Εντολές για το αν µια συνάρτηση εκτελείται στη CPU ή τη GPU .

• Εντολές για το που είναι αποθηκευµένες οι µεταβλητές και εντολές για την
αντιγραφή τους κλπ.

• ∆ηλώσεις σχετικά µε τον παραλληλισµό της εκτέλεσης αναφορικά µε τα blocks
και τα grids.

• ∆ήλωση µεταβλητών που υποδεικνύουν τις διαστάσεις των blocks και grids
και τις ϑέσεις των threads σε αυτά, γεγονός καθοριστικό για την εκτέλεση του
προγράµµατος.

Η CUDA έχει σχεδιαστεί και εξελίσσεται ώστε να ενσωµατώνει τις εξελίξεις και τις
ϐελτιώσεις σε επίπεδο hardware. ΄Ετσι, σύµφωνα µε το σύστηµα µέτρησης της
υπολογιστικής ικανότητας (compute capability) της Nvidia, από 1.0 σε παλαιότερες



2.2. Η Αρχιτεκτονική GT200 15

εκδόσεις είµαστε τώρα στο 2.x. Η GT200 έχει 1.3 και διαφοροποιήθηκε µε τις
προηγούµενες εισάγοντας δυνατότητα εκτέλεσης πράξεων κινητής υποδιαστολής
διπλής ακρίβειας ενώ η Fermi έχει 2.0.

2.2 Η Αρχιτεκτονική GT200

Σχήµα 2.4: Αρχιτεκτονική GT200.

Ως υπολογιστική µονάδα η GPU µε GT200 αρχιτεκτονική είναι ένα πολυ-πύρηνο
chip (1.4 δις τρανζίστορ - 240 πυρήνες) οργανωµένο σε ιεραρχία δύο επιπέδων
που επικεντρώνεται πρωταρχικά στην επίτευξη υψηλής υπολογιστικής απόδοσης
παραλληλοποιώντας τον όγκο της εργασίας και ῾῾θυσιάζοντας᾿᾿ ένα κοµµάτι της
απόδοσης του µεµονωµένου thread.

∆ιαµόρφωση

Μια GT200 κάρτα αποτελείται απο 10 συστοιχίες thread - Thread Processing
Clusters (TPC) οι οποίες σχηµατίζουν και το πρώτο επίπεδο της ιεραρχίας. Στο
επόµενο επίπεδο, κάθε TPC αποτελείται από 3 Streaming Multiprocessors (SM)
και ένα δίαυλο επικοινωνίας για την texture µνήµη για κάθε τριάδα SM. Κάθε SM
αποτελείται από 8 Thread Processors ή Streaming Processors (SP). Τα Σχ. 2.4 και
2.5 αποδίδουν σχηµατικά τα παραπάνω.
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Σχήµα 2.5: Από τον SP ως τη GPU.

∆ιανοµή εργασιών

Ο διανέµητής εργασιών (Global Block Scheduler) επιτυγχάνει παραλληλία σε
επίπεδο block σε όλη την έκταση της κάρτας. ΄Οταν ένα kernel ξεκινά, πληροφορία
για ένα grid στέλνεται απο τη host CPU στη GPU . Ο διανέµητής εργασιών παίρνει
την πληροφορία και επιλέγει τα blocks που ϑα το εκτελέσουν, επιλέγοντας σύµφωνα
µε τις απαιτήσεις του kernel για thread ανά block, τη shared memory ανά block,
τους registers ανά thread κλπ. Σκοπός του είναι, εν τέλει, η µεγιστοποίηση των
δυνατοτήτων παραλληλοποίησης.

Σε κάθε SM µπορούν να ανατεθούν ως 8 blocks. Αυτά διαχειρίζονται µε τη χρήση
µιας µικροαρχιτεκτονικής οµαδοποίησης, το warp (αποτελείται από 16 threads).
Ο µέγιστος αριθµός wrap ανά SM είναι 32. Το µοντέλο εκτέλεσης ονοµάζεται από
την Nvidia Single Instruction, Multiple Thread (SIMT) και σηµαίνει πως µια εντολή
προσδιορίζει τη συµπεριφορά ενός µόνο ανεξάρτητου thread.
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Αποθήκευση δεδοµένων

Οι registers είναι χωρητικότητας 64ΚΒ και κάθε SM έχει 16000 σε όλο το εύρος
της. Κάθε SP έχει 2000 αρχεία register που µπορούν να χρησιµοποιηθούν από ως
128 threads. Τα αρχεία register τµηµατοποιούνται δυναµικά µεταξύ των block.
΄Ενα µεµονωµένο thread µπορεί να έχει 4-128 registers.

Στην GT200 κάθε SM έχει 16ΚΒ µνήµης shared. Η µνήµη αυτή είναι σηµατικά
γρηγορότερη συγκριτικά µε τη global (πλησιάζει τις ταχύτητες των registers) και
χωρίζεται σε τµήµατα τα οποία αποδίδονται σε ξεχωριστά block. Με σκοπό τη
διατήρηση της ταχύτητας της, δεδοµένα µπορούν να µεταφερθούν µόνο από τους
registers στη shared και όχι από τη global.

2.3 Η Αρχιτεκτονική Fermi

2.3.1 Γενική ∆ιάταξη

Μια GPU µε αρχιτεκτονική Fermi αποτελείται απο 3 δις τρανζίστορ και 512 πυρήνες
(υπερδιπλάσια της GT200). Αυτοί οργανώνονται σε 16 SM µε 32 πυρήνες ο καθένας.
Η RAM είναι GDDR5, σαφώς γρηγορότερη της GDDR3 που είχε η προκατέχουσα
αρχιτεκτονική.

2.3.2 Τεχνολογία Πυρήνα

ALU-FPU

Οι πυρήνες 3ης γενιάς (Σχ. 2.7) υποστηρίζουν πλήρως πράξεις µεταξύ ακεραίων
και δεκαδικών αριθµών από τις arithmetic logic unit (ALU) και floating point unit
(FPU) αντίστοιχα. Η ALU εµφανίζεται ϐελτιωµένη προσφέροντας ακρίβεια 32-bit
επεκτάσιµη µέχρι τα 64-bit σε σχέση µε τα 24-bit της GT200. Υποστηρίζει πράξεις
σύγκρισης, µετατροπής, µετακίνησης, µέτρησης πληθυσµού, λογικές κλπ. Η FPU
εφαρµόζει το νέο πρωτόκολλο κινητής υποδιαστολής ΙΕΕΕ 754-2008 το οποίο
επιτυγχάνει µέχρι και 4,2 ϕορές ταχύτερες πράξεις. Σε κάθε κύκλο του ϱολογιού
µπορούν να εκτελεστούν ως και 16 πράξεις πρόσθεσης-πολλαπλασιασµού διπλής
ακρίβειας για κάθε SM.

Κάθε SM έχει 16 µονάδες ϕόρτωσης-αποθήκευσης που επιτρέπουν σε κάθε
κύκλο του ϱολογιού να υπολογίζονται οι διευθύνσεις προέλευσης και προορισµού
για 16 threads.

Υπάρχουν, επίσης, 4 µονάδες ειδικών συναρτήσεων (Special Function Unit
- SFU) ανά SM που εκτελούν πράξεις όπως το ηµίτονο, το συνηµίτονο και η
τετραγωνική ϱίζα. Κάθε SFU εκτελέι µία εντολή ανά thread ανά κύκλο του ϱολογιού
(ένα warp εκτελείται σε 8 κύκλους του ϱολογιού).
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Σχήµα 2.6: Αρχιτεκτονική Fermi.

∆ιπλός warp scheduler

Ο διαχειριστής των warp σε µια Fermi (warp scheduler) ειναι διπλός. Ταυτόχρονα,
συνοδεύεται από δύο µονάδες αποστολής εντολών. Ο διαχειριστής διαλέγει δύο
warps και αποδίδει µία εντολή από το καθένα σε ένα σύνολο από 16 πυρήνες,
16 µονάδες ϕόρτωσης-αποθήκευσης ή 4 SFU. Αυτό σηµαίνει ότι, πλέον, είναι
δυνατό να εκτελούνται παράλληλα δύο warp ανεξάρτητα µεταξύ τους στον ίδιο SM
επιτυγχάνοντας σηµαντικότατη αύξηση στην αποδοτικότητα της GPU . Στο Σχ. 2.8
παρατίθεναι συνοπτικά οι αλλαγές στην τεχνολογία Fermi.
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Σχήµα 2.7: SM και πυρήνας Fermi.

2.3.3 Σύστηµα Μνήµης

Shared memory - L1 cache

Η shared memory, η οποιά είναι ταχύτατη (on-chip memory) και µε σωστή χρήση
µπορεί να αυξήσει σηµαντικά την επιτάχυνση ϕτάνει στη Fermi τα 64 ΚΒ (4 ϕορές
µεγαλύτερη των προγενέστερων). Αυτά µπορούν να χωριστούν σε 48 ΚΒ shared
memory και 16 ΚΒ στη νέα L1 cashe ή αντίστροφα ανάλογα µε τη δοµή του
κώδικα και το είδος µνήµης που χρησιµοποιεί. Για υπάρχουσες εφαρµογές που
χρησιµοποιούσαν τη shared memory τριπλασιάζοντας τη χωρητικότητα της ϑα
οδηγήσει σε σηµαντικές ϐελτιώσεις στην απόδοση, ενώ για εφαρµογές που δεν
έκαναν χρήση της shared κρατά γι΄ αυτή τα προγενέστερα 16 ΚΒ και επωφελείται
πλήρως από την L1 cache.

L2 cache

΄Ενα άλλο είδος µνήµης που εισάγεται µε τη Fermi είναι η L2 cashe µε χωρητικότητα
768 ΚΒ. Είναι ενδιάµεση του kernel και της global µνήµης και χρησιµοποιείται
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Σχήµα 2.8: Συνοπτική σύγκριση των αρχιτεκτονικών GT200 και Fermi.

ανέξαρτητα από τις επιλογές του προγραµµατιστή. Χρησιµεύει ως προσωρινή µνήµη
για µια µεταβλητή όταν αυτή καλείται απο τη global πάνω από µία ϕορά. ΄Ετσι, για
τις επόµενες ϕορές που ϑα κληθεί η µεταβλητή, η L2 ϑα αποδώσει γρήγορα την
τιµή της. Αλγόριθµοι, για τους οποίους οι διευθύνσεις δεδοµένων δεν είναι γνωστές
εκ των προτέρων και kernel που απαιτούν διαφορετικές SM να διαβάζουν τα ίδια
δεδοµένα επωφελούνται σηµαντικά (Σχ. 2.9).

Constant και texture µνήµες

Στη ϐελτίωση της απόδοσης συντελούν οι constant και texture µνήµες. Στην
constant µνήµη αποθηκεύονται πληροφορίες, από τον προγραµµατιστή, πρίν την
εκτέλεση ενός kernel και δεν µπορούν να αλλαχθούν κατά την εκτέλεσή του και ο
αποθηκευτικός της χώρος είναι 64 ΚΒ. Η ανάγνωση µπορεί να είναι κοινή για µισό
wrap χωρίς να χρειάζεται η ξεχωριστή ανάγνωση από κάθε thread. ∆εν αποδίδει,
όµως, όταν τα threads χρειάζονται να ῾῾διαβάσουν᾿᾿ διαφορετική πληροφορία καθώς
χάνεται η παραλληλία της global και η διεργασία γίνεται σειριακά. Η texture µνήµη
λειτουργεί ως προσωρινή ενδιάµεση µνήµη και χρησιµοποιείται όταν ο χρήστης
επιθυµεί να διαβάσει κάτι από αυτήν και όχι από τη global αν υπάρχει ήδη εκεί.
Αν δεν υπάρχει, τότε αντιγράφεται από τη global.

∆ιόρθωση σφαλµάτων

΄Αλλη µία καινοτοµία είναι η υποστήριξη µνήµης για κώδικα διόρθωσης σφαλµάτων
Error Correcting Code (ECC). Η ακτινοβολία που προέρχεται από τα υπολογιστικά
συστήµατα µπορεί να προκαλέσει µεταβολή σε ένα bit οδηγώντας σε λάθη µικρής
εµβέλειας. Η ακτινοβολία αυτή αυξάνεται σε µεγάλα συστήµατα (clusters). Η ECC
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Σχήµα 2.9: Το σύστηµα µνήµης στη Fermi αρχιτεκτονική.

διορθώνει αυτά τα λάθη και εξασφαλίζει τα λάθη περισσότερων bit να αναφερθούν
ώστε το πρόγραµµα να προτιµήσει να ξαναεκτελεστεί παρά να επιτρέψει τη συνέχεια
της εκτέλεσης µε εσφαλµένα δεδοµένα. Η λειτουργία αυτή υπάρχει στους register,
στη shared memory, στις L1, L2 cache και την DRAM.

Thread Scheduler

Ο προγραµµατιστής των threads (thread scheduler) της Fermi υποστηρίζει
την ταυτόχρονη εκτέλεση διαφορετικών kernel της ίδιας εφαρµογής στη
GPU. Επιτρέπεται έτσι σε προγράµµατα που χρησιµοποιούν µικρά kernel να
χρησιµοποιούν ολόκληρη τη GPU χωρίς να αφήνουν µεγάλο τµήµα της ανενεργό
µέχρι να τελειώσει η εκτέλεση του kernel. Η σηµασία αυτού ϕαίνεται στο Σχ. 2.10.
Επιπλέον, ο scheduler αύξησε τον αριθµό ελεγχόµενων threads την ίδια χρονική
στιγµή και εισήγαγε ϐελτιωµένες τεχνικές προγραµµατισµού των block. Οι χρόνοι
που απαιτούνται για τη µετάβαση από τη µια διεργασία της GPU στην άλλη (Context
Switching) έχουν επιταχυνθεί ως 10 ϕόρες.
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Σχήµα 2.10: Σχηµατική απεικόνιση της επιτάχυνσης λόγω ταυτόχρονης εκτέλεσης
των kernel.

2.4 Σύκριση και αναµενόµενα αποτελέσµατα

Είναι σαφές ότι η τεχνολογία Fermi παρουσιάζει εµφανείς αναβαθµίσεις σχεδόν σε
κάθε λειτουργικό κοµµάτι µιας GPU και καινούργιες δυνατότητες. Αναµένεται,
λοιπόν, ο κώδικας της παρούσας διπλωµατικής να εκτελείται γρηγορότερα στην Tesla
M2050 συγκριτικά µε την GTX285. Κατά την παρουσίαση των χρόνων εκτέλεσης,
στη συνέχεια, ϑα διαπιστωθεί η ορθότητα αυτής της υπόθεσης.



Κεφάλαιο 3

∆ιατύπωση - ∆ιακριτοποίηση των
Εξισώσεων Ροής

3.1 ∆ιατύπωση των 2∆ Εξισώσεων Ροής

3.1.1 Συντηρητική Μορφή Εξισώσεων Euler

Η συµπιεστή, µη-συνεκτική και µόνιµη ϱοή µοντελοποιείται µε τη ϐοήθεια των
διαφορικών εξισώσεων Euler οι οποίες εκφράζουν τη διατήρηση της συνέχειας, της
ορµής και της ενέργειας. Γράφοντάς τις σε συντηρητική µορφή (conservative form)
έχουν ως εξής :

∂
−→
U

∂t
+
∂
−→
F inv
i

∂xi
= 0, i = 1, 2 (3.1)

και λαµβάνοντας υπόψη ότι το πρόβληµα µας αφορά τις δύο (2) διαστάσεις ισχύει :
(x1, x2) = (x, y). Οπότε η εξίσωση 3.1 µετατρέπεται στην :

∂
−→
U

∂t
+
∂
−→
F inv
x

∂x
+
∂
−→
F inv
y

∂y
= 0 (3.2)

όπου µε t συµβολίζεται ο χρόνος και το διάνυσµα των συντηρητικών µεταβλητών
−→
U

έχει τη µορφή:

−→
U =

 %
%−→u
E

 =


%
%u
%υ
E

 (3.3)

όπου:
%: η πυκνότητα

23
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−→u : το διάνυσµα της ταχύτητας µε συνιστώσα u κατά τον x άξονα και υ κατά τον y
E: η ολική ενέργεια ανά µονάδα όγκου που δίνεται από τη σχέση:

E = %e+
1

2
%
(
u2 + υ2

)
(3.4)

Το διάνυσµα µη-συνεκτικής ϱοής
−→
F inv
i δίνεται στο ακόλουθο µητρώο:

−→
F inv
i =

 %ui
%ui
−→u + p−→u i

ui (E + p)

 , i = 1, 2 (3.5)

και αναλύοντας στις δύο συνιστώσες της ταχύτητας (u1 = u και u2 = υ):

−→
F inv
x =


%u

%u2 + p
%uυ

(E + p)u

 , −→
F inv
y =


%u
%uυ

%υ2 + p
(E + p) υ

 (3.6)

Παραδοχή τέλειου αέριου

Θεωρείται ότι το εργαζόµενο µέσο είναι τέλειο αέριο. Εποµένως, ισχύει η καταστατική
εξίσωση:

p = %RgT (3.7)

όπου Rg είναι η σταθερά του τέλειου αερίου και υπολογίζεται σύµφωνα µε τις ειδικές
ϑερµοχωρητικότητες υπό σταθερή πίεση και όγκο, cp και cv αντίστοιχα, από την
σχέση:

Rg = cp − cv (3.8)

Ως ϑερµοχωρητικότητα ορίζεται η ϑερµότητα που απορροφά ή εκλύει ένα σώµα
κατά τη µεταβολή της ϑερµοκρασίας του κατά έναν ϐαθµό Κελσίου (oC). Η ειδική
ϑερµοχωρητικότητα εκφράζει την αντίστοιχη ποσότητα ϑερµοκρασίας ανά µονάδα
µάζας, ενώ οι δείκτες «υπό σταθερή πίεση» ή «υπό σταθερό όγκο» εκφράζουν
µεταβολές µε σταθερή πίεση ή όγκο, αντιστοιχα. ΄Ετσι, οι µαθηµατικές εκφράσεις
της ειδικής ϑερµοχωρητικότητας ορίζονται :

cp = (
∂q

∂T
)p , cv = (

∂q

∂T
)v (3.9)
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ή ισοδύναµα µε χρήση του πρώτου ϑερµοδυναµικού αξιώµατος :

cp = (
∂h

∂T
)p , cv = (

∂e

∂T
)v (3.10)

όπου µε h συµβολίζεται η ενθαλπία του ϱευστού ανά µονάδα µάζας. Η σχέση που
συνδέει τη στατική ενθαλπία µε την εσωτερική ενέργεια είναι η :

h = e+
p

%
(3.11)

Γενικά, οι ειδικές ϑερµοχωτητικότητες µπορούν να υπολογιστούν γνωρίζοντας δύο
οποιαδήποτε ϑερµοδυναµικά µεγέθη. Στα τέλεια αέρια χρειάζεται µόνο η γνώση της
ϑερµοκρασίας. ΄Οµως η µεταβολή συναρτήσει της ϑερµοκρασίας είναι µικρή για τα
τέλεια αέρια και για αυτό συνήθως παραλείπεται και οι ειδικές ϑερµοχωρητικότητες
ϑεωρούνται σταθερές. Σύµφωνα µε αυτά, ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις 3.10
προκύπτει :

e = cvT , h = cpT (3.12)

Τέλος, οριζεται ο εκθέτης ισεντροπικής µεταβολής γ σύµφωνα µε τη σχέση:

γ =
cp
cv

(3.13)

3.1.2 Αδιαστατοποίηση των Εξισώσεων Euler

Πριν γίνει η επίλυση των εξισώσεων Euler ϑα πραγµατοποιηθεί η αδιαστατοποίησή
τους. Με αυτό τον τρόπο, τα αποτελέσµατα της επίλυσης δεν περιορίζονται σε µία
συγκεκριµένη περίπτωση αλλά σε ένα σύνολο όµοιων περιπτώσεων.

Αρχικά, επιλέγονται καταλληλες παράµετροι αδιαστατοποίησης, τα µεγέθη
αναφοράς (reference), σύµφωνα µε τις οποίες προκύπτουν τα ακόλουθα αδιάστατα
µεγέθη:

x̆i =
xi
Lref

, ŭi =
ui
Uref

, %̆ =
%

%ref
(3.14)

όπου: Lref είναι το µήκος αδιαστατοποίησης, Uref η ταχύτητα αδιαστατοποίησης και
%ref η πυκνότητα αδιαστατοποίησης, αντίστοιχα. Το σύµβολο ῾῾˘᾿᾿ χρησιµοποιείται για
να δηλώσει τα αντίστοιχα αδιάστατα µεγέθη.

Ακόµα επιλέγεται :

R̆g = γ − 1 (3.15)

∆ηλαδή:

(Rg)ref = cv (3.16)
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Στο συγκεκριµένο σηµείο, ας αναφερθεί ότι είναι επιθυµητό η τελική µορφή των
αδιάστατων εξισώσεων να διατηρήσει την αρχική µορφή της. ΄Ετσι, τοποθετούνται τα
αδιάστατα µεγέθη στις διαστατές εξισώσεις και χρησιµοποιείται η νέα µορφή τους
για να προκύψουν τα µεγέθη αναφοράς των υπόλοιπων ποσοτήτων.

Αδιαστατοποίηση πίεσης

Ισχύει :

pt = p+
1

2
% |−→u |2 ⇒ |−→u | =

√
2

%
(pt − p)⇒ ˘|−→u | = 1

Uref

√
2

%̆

pref
%ref

(p̆t − p̆) (3.17)

΄Οµως η µορφή των σχέσεων είναι επιθυµητό να παραµένει ίδια µετά την εισαγωγή
των αδιάστατων µεγεθών, δηλαδή:

˘|−→u | =
√

2

%̆
(p̆t − p̆) (3.18)

Επιλέγουµε δηλαδή:

Uref =

√
pref
%ref

⇒ pref = %refU
2
ref (3.19)

Αδιαστατοποίηση εσωτερικής ενέργειας

e = cvT ⇒ ĕ =

(
(cv)refTref

eref

)
c̆vT̆ −→ eref = U2

ref (3.20)

Αδιαστατοποίηση ενθαλπίας

h = cpT ⇒ h̆ =

(
(cp)refTref

href

)
c̆pT̆ −→ href = U2

ref (3.21)
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Αδιαστατοποίηση ολικής ενέργειας

E =
p

γ − 1
+

1

2
% |−→u |2 ⇒ Ĕ =

1

Eref

[
(pref )

p̆

γ − 1
+

1

2

(
%refU

2
ref

)
%̆ ˘|−→u |2

]
⇒ (3.22)

Ĕ =
%refU

2
ref

Eref

(
p̆

γ − 1
+

1

2
%̆ ˘|−→u |2

)
−→ (3.23)

Eref = %refU
2
ref (3.24)

Τελικά η αδιαστατοποίηση των υπολοίπων ϑερµοδυναµικών µεγεθών (δηλαδή πλην
αυτών που ϕαίνονται στις σχέσεις 3.14) γίνεται όπως παρακάτω:

p̆ =
p

%refU2
ref

, ĕ =
e

U2
ref

, h̆ =
h

U2
ref

, Ĕ =
E

%refU2
ref

(3.25)

∆ιατύπωση αδιάστατων εξισώσεων

Για πρακτικούς λόγους, οι εξισώσεις συνέχειας, ορµής και ενέργειας ϑα γραφούν
στην µορφή της εξίσωσης 3.1, µε χρήση των διανυσµάτων

−→
U και

−→
Fi, όπως αυτά

ορίστηκαν στις σχέσεις 3.3 και 3.5.

Εξίσωση συνέχειας

∂U1

∂t
+
∂(Fi)1

∂xi
= 0⇒ (3.26)

(U1)ref
tref

∂Ŭ1

∂t̆
+

((Fi)1)ref
Lref

∂ ˘(Fi)1

∂x̆i
= 0 (3.27)

΄Οµως

U1 = % −→ (U1)ref = %ref (3.28)
(Fx)1 = %u −→ (Fx)ref = %refUref (3.29)
(Fy)1 = %u −→ (Fy)ref = %refUref (3.30)

Εποµένως (
Lref

Uref tref

)
∂Ŭ1

∂t̆
+
∂ ˘(Fi)1

∂x̆i
= 0 (3.31)



28 3. ∆ιατύπωση - ∆ιακριτοποίηση των Εξισώσεων Ροής

Ορίζοντας κατάλληλα το χρονικό µέγεθος αναφοράς tref , η ποσότητα µπροστά από
τον χρονικό όρο µπορεί να απαλειφθεί, ενώ παράλληλα έχει επιτευχθεί και ο αρχικός
στόχος, η διαστατή και η αδιάστατη εξίσωση να είναι ίδιες. Επιλέγεται, συνεπώς :

tref =
Lref
Uref

, t̆ =
t

Lref/Uref
(3.32)

∆ιατήρηση ορµής Οι εξισώσεις διατήρησης της ορµής είναι οι δύο εξισώσεις,
για τις συνιστώσες x και y. Ακολουθεί η εξαγωγή µόνο της αδιάστατης κατά x
διατήρησης της ορµής. Για την y συνιστώσα ακολουθείται η ίδια λογική.

∂U2

∂t
+
∂(Fi)2

∂xi
= 0⇒ (3.33)

(U2)ref
tref

∂Ŭ2

∂t̆
+

((Fi)2)ref
Lref

∂ ˘(Fi)2

∂x̆i
= 0 (3.34)

U2 = %u −→ (U2)ref = %refUref (3.35)
(Fx)2 = %u2 + p −→ ((Fx)2)ref = %refU

2
ref (3.36)

(Fy)2 = %uv −→ ((Fy)2)ref = %refU
2
ref (3.37)

Οπότε η αδιάστατη εξίσωση ορµής κατά x, µε απλή αντικατάσταση, παίρνει τη
µορφή:

∂Ŭ2

∂t̆
+
∂ ˘(Fi)2

∂x̆i
= 0 (3.38)

∆ιατήρηση ενέργειας

∂U4

∂t
+
∂(Fi)4

∂xi
= 0⇒ (3.39)

(U4)ref
tref

∂Ŭ4

∂t̆
+

((Fi)4)ref
Lref

∂ ˘(Fi)4

∂x̆i
= 0 (3.40)

΄Οµως

U4 = E −→ (U4)ref = %refU
2
ref (3.41)

(Fx)4 = (E + p)u −→ ((Fx)4)ref = %refU
3
ref (3.42)

(Fy)4 = (E + p)v −→ ((Fy)4)ref = %refU
3
ref (3.43)

Και εδώ, µε απλή αντικατάσταση προκύπτει :

∂Ŭ4

∂t̆
+
∂ ˘(Fi)4

∂x̆i
= 0 (3.44)
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Η διαδικασία της αδιαστατοποίησης ϐασίστηκε στα µεγέθη αναφοράς Lref ,
Uref και %ref . Η επιλογή των µεγεθών αυτών είναι απόφαση του χρήστη και είναι
άµεσα συνδεδεµένη µε το είδος του προβλήµατος προς επίλυση. Σε προβλήµατα
εξωτερικής αεροδυναµικής, ως µεγέθη αναφοράς µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε
τις τιµές των αντίστοιχων µεγεθών της επ΄ άπειρον ϱοής.

Στη συνέχεια, οποιαδήποτε αναφορά στις εξισώσεις αναφέρεται στις αδιάστατες
εξισώσεις, αλλά για λόγους συντοµίας παραλείπεται το αντίστοιχο σύµβολο σε κάθε
µέγεθος.

3.2 ∆ιακριτοποιήσεις

Για τον υπολογισµό των ϱοίκών µεγεθών ϑα επιλύσουµε αριθµητικά τις εξισώσεις
Euler (3.2) µε τη µέθοδο των πεπερασµένων όγκων (finite volume).

3.2.1 ∆ιακριτοποίηση του χωρίου ϱοής

Για την επίλυση του προβλήµατος ϱοής είναι απαραίτητη η κατασκευή ενός
πλέγµατος στο χώρο γύρω ή/και µέσα στην αεροδυναµική µορφή που µελετάται
για να υπολογιστούν τα ϱοϊκά µεγέθη στα στοιχεία του. Τα πλέγµατα ανάλογα µε τη
δοµή των στοιχείων τους µπορούν να διακριθούν σε δοµηµένα και µη-δοµηµένα (Σχ.
3.1). Στην παρούσα περίπτωση, ϑα χρησιµοποιήσουµε µη-δοµηµένα πλέγµατα
τριγωνικών στοιχείων.

Σχήµα 3.1: Σύγκριση ενός δοµηµένου και ενός µη-δοµηµένου πλέγµατος γύρω απο
διδιάστατη αεροτοµή.

Για την επίλυση του προβλήµατος µε τη µέθοδο των πεπερασµένων όγκων
(όπως προαναφέρθηκε) επιλέχθηκε η αποθήκευση των µεγεθών της ϱοής στο κέντρο
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ϐάρους του εκάστοτε τριγώνου (κεντροκυψελικό, cell-centered) και όχι στις κορυφές
(κεντροκοµβικό, vertex-centered). (Σχ. 1.9)

3.2.2 ∆ιακριτοποίηση των εξισώσεων ϱοής

Θεωρείται, λοιπόν, ως όγκος ελέγχου το κάθε τρίγωνο. Ολοκληρώνοντας την 3.2 στο
εµβαδό τυχαίου τριγώνου µε κέντρο ϐάρους P και εµβαδό ΩP , προκύπτει :

∫∫
ΩP

[
∂
−→
U

∂t
+
∂
−→
F inv
x

∂x
+
∂
−→
F inv
y

∂y

]
dx dy = 0 (3.45)

και ορίζοντας ως
−→
F =

[−→
F inv
x ,

−→
F inv
y

]
:

∫∫
ΩP

∂
−→
U

∂t
dx dy +

∫∫
ΩP

∇ ·
−→
F dx dy = 0 (3.46)

Αν τα ϱοϊκά µεγέθη δεν µεταβάλλονται µε το χρόνο (steady πρόβληµα) τότε ισχύει :∫∫
ΩP

∂
−→
U
∂t
dx dy = 0 και µπορεί να γραφεί :

∫∫
ΩP

∇ ·
−→
F dx dy = 0 (3.47)

Κάνοντας χρήση του ϑεωρήµατος Green-Gauss από το επιφανειακό ολοκλήρωµα
της 3.47 είναι δυνατό να προκύψει το επικαµπύλιο (κλειστό) ολοκλήρωµα:∮

∂ΩP

−→
F ·
−→
n̂ dS = 0 (3.48)

όπου
−→
n̂ το κάθετο προς τα έξω µοναδιάιο διάνυσµα σε κάθε ϑέση της καµπύλης S

(όριο του όγκου ελέγχου P ). Στο πλαίσιο της παρούσας διπλωµατικής εργασίας, ο
όγκος ελέγχου είναι το ίδιο το τρίγωνο P , εποµένως η 3.48 ισοδυναµεί µε την :

3∑
i=1

−→
F ·−→ni = 0, ∀ΩP (3.49)

Το άθροισµα αναφέρεται στις τρεις πλευρές του τριγώνου και το −→ni έχει, πλέον,
ως µέτρο το µήκος της πλευράς του τριγώνου στην οποία αναφέρεται (Σχ. 3.2).
Ορίζοντας ως ϱοή (flux) το µέγεθος Φ =

−→
F −→n :

3∑
i=1

ΦPQi
= 0, ∀ΩP (3.50)
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Σχήµα 3.2: Τρίγωνο- Ογκος ελέγχου P µε σχεδιασµένα τα κάθετα ni στα µέσα Mi

(i = 1 · · · 3) των πλευρών του τριγώνου προς την εξωτερική πλευρά µε µέτρο ίσο µε
το µήκος των πλευρών στις οποίες αντιστοιχούν.

συµβολίζοντας µε P το ϐαρύκεντρο του τριγώνου στο οποίο έγινε η ολοκλήρωση και
µε Qi τα τρία ϐαρύκεντρα των γειτονικών τριγώνων.
Το ΦPQi

σύµφωνα µε τη µέθοδο διαχωρισµού του διανύσµατος ϱοής (flux vector
splitting - [23]) µπορεί να προσεγγιστεί από τη σχέση:

ΦPQi
= A+

PQi

−→
U L
PQi

+ A−PQi

−→
U R
PQi

(3.51)

Κατά σύµβαση, ϑεωρείται δεξιόστροφη κίνηση στο περίγραµµα του τριγώνου.
Εποµένως, ως αριστερή πλευρά (Left) ϑεωρείται το τρίγωνο P ενώ ως δεξιά (Right) οι
γείτονες Qi. Για ακρίβεια πρώτης τάξης ϑα γίνει χρήση των σχέσεων:

−→
U L
PQi

=
−→
U P (3.52)

−→
U R
PQi

=
−→
U Qi

, i = 1, 2, 3 (3.53)

Σε επόµενη παράγραφο ϑα παρουσιαστεί πως µπορεί να γίνει χρήση δεύτερης τάξης
ακρίβειας.
Τα A+

PQi
και A−PQi

της σχέσης 3.51 ορίζονται µε τη χρήση των ϑετικών και αρνητικών
ιδιοτιµών του Ιακωβιανού µητρώου:

APQi
=
∂
(−→
F −→ni

)
∂
−→
UP

= A+
PQi

+ A−PQi
(3.54)
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Ο τρόπος υπολογισµού της 3.54 παρουσιάζεται παρακάτω.
Ορίζεται το ιακωβιανό µητρώο του διανύσµατος

−→
F (3.5) ως προς τις συντηρητικές

µεταβλητές
−→
U (3.3).

Ax=̂
∂
−→
Fx

∂
−→
U

inv

, Ay=̂
∂
−→
Fy

∂
−→
U

inv

(3.55)

Ορίζεται επίσης :

A=̂A ·−→n = Axnx + Ayny ⇒ A =
∂
−→
Fx

∂
−→
U

inv

nx +
∂
−→
Fy

∂
−→
U

inv

ny =
∂
−→
F

∂
−→
U

inv

·−→n ⇒

⇒ A =
∂
(−→
F inv ·−→n

)
∂
−→
U

=
∂
−→
H

∂
−→
U

inv
(3.56)

Στην ανάλυση που ακολουθεί ο δείκτης ῾῾inv᾿᾿ παραλείπεται καθώς οι εξισώσεις
αφορούν µόνο µη-συνεκτική ϱοή. Με την αποδοχή της ϑεώρησης των τελείων αερίων
η καταστατική εξίσωση αυτών εύκολα αποδεικνύεται ότι ικανοποιεί την έκφραση
p = %f(e). Εξαιτίας του συµπεράσµατος αυτού και του τρόπου ορισµού των
ιακωβιανών µητρώωνAx, Ay, τα διανύσµατα ϱοής

−→
Fx,
−→
Fy είναι οµογενείς συναρτήσεις

πρώτου ϐαθµού. Κύρια ιδιότητα των συναρτήσεων αυτού του τύπου είναι :

−→
Fx = Ax

−→
U ,

−→
Fy = Ay

−→
U (3.57)

Χρησιµοποιώντας όµως τη πορεία που ακολουθήθηκε για την εξαγωγή της σχέσης
3.56 εύκολα προκύπτει :

−→
H = A

−→
U (3.58)

Ιακωβιανό µητρώο Α

Ισχύει ότι :

−→
H =

−→
F ·−→n =


% (−→u ·−→n )

%u (−→u ·−→n ) + pnx
%v (−→u ·−→n ) + pny
(E + p) (−→u ·−→n )

 (3.59)

Για την εύρεση του ιακωβιανού µητρώου εξυπηρετεί η µετονοµασία των συντηρητικών
µεταβλητών, δηλαδή:

−→
U =

[
% %u %v E

]T
=
[
µ1 µ2 µ3 µ4

]T (3.60)
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Εκτελώντας λοιπόν τις πράξεις το διάνυσµα ϱοής
−→
H γράφεται :

−→
H =


µ2nx + µ3ny

µ2
µ1

(µ2nx + µ3ny) + (γ − 1)
[
µ4 − 1

2

µ22+µ23
µ1

]
nx

µ3
µ1

(µ2nx + µ3ny) + (γ − 1)
[
µ4 − 1

2

µ22+µ23
µ1

]
ny(

γµ4 − γ−1
2

µ22+µ23
µ1

)
µ2nx+µ3ny

µ1

 (3.61)

Παραγωγίζοντας κάθε όρο του διανύσµατος ϱοής και έπειτα από τις απαραίτητες
πράξεις προκύπτει :

∂H1

∂µ1

= 0

∂H1

∂µ2

= nx

∂H1

∂µ3

= ny

∂H1

∂µ4

= 0

∂H2

∂µ1

= −u (−→u ·−→n ) +
γ − 1

2

(
u2 + v2

)
nx

∂H2

∂µ2

= −→u ·−→n + (2− γ)unx

∂H2

∂µ3

= uny − (γ − 1)vnx

∂H2

∂µ4

= (γ − 1)nx

∂H3

∂µ1

= −v (−→u ·−→n ) +
γ − 1

2

(
u2 + v2

)
ny

∂H3

∂µ2

= vnx − (γ − 1)uny

∂H3

∂µ3

= −→u ·−→n + (2− γ)vny

∂H3

∂µ4

= (γ − 1)ny
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∂H4

∂µ1

=

[
−γE

%
+ (γ − 1)

(
u2 + v2

)]
(−→u ·−→n )

∂H4

∂µ2

=

[
γE

%
− γ − 1

2

(
u2 + v2

)]
nx − (γ − 1)u (−→u ·−→n )

∂H4

∂µ3

=

[
γE

%
− γ − 1

2

(
u2 + v2

)]
ny − (γ − 1)v (−→u ·−→n )

∂H4

∂µ4

= γ (−→u ·−→n )

Τελικά,

A (:, 1) =


0

−u (−→u ·−→n ) + γ−1
2

(u2 + v2)nx
−v (−→u ·−→n ) + γ−1

2
(u2 + v2)ny[

−γE
%

+ (γ − 1) (u2 + v2)
]

(−→u ·−→n )



A (:, 2) =


nx−→u ·−→n + (2− γ)unx

vnx − (γ − 1)uny[
γE
%
− γ−1

2
(u2 + v2)

]
nx − (γ − 1)u (−→u ·−→n )



A (:, 3) =


ny

uny − (γ − 1)vnx−→u ·−→n + (2− γ)vny[
γE
%
− γ−1

2
(u2 + v2)

]
ny − (γ − 1)v (−→u ·−→n )



A (:, 4) =


0

(γ − 1)nx
(γ − 1)ny
γ (−→u ·−→n )



(3.62)

Οι ιδιοτιµές του µητρώου A έχουν υπολογιστεί και δίνονται παρακάτω:

λ1 = −→u ·−→n
λ2 = −→u ·−→n
λ3 =

(−→u ·
−→
n̂ + c

)
|−→n |

λ4 =
(−→u ·

−→
n̂ − c

)
|−→n |

΄Οµοια παρατίθενται παρακάτω τα αριστερά και δεξιά ιδιοδιανύσµατα του µητρώου
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A. Τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα πρέπει να ικανοποιούν τη σχέση (A− λkI) rk = 0,
σε αντίθεση µε τα αριστερά που πρέπει lk (A− λkI) = 0. Στις σχέσεις που
προηγήθηκαν µε I συµβολίζεται ο µοναδιαίος πίνακας.

r1 =
[
1 u v 1

2
(u2 + v2)

]T
r2 =

[
0 n̂y −n̂x n̂yu− n̂xv

]T
r3 =

[
1
c

u
c

+ n̂x
v
c

+ n̂y
1
2c

(u2 + v2) + c
γ−1

+−→u ·
−→
n̂
]T

r4 =
[

1
c

u
c
− n̂x v

c
− n̂y 1

2c
(u2 + v2) + c

γ−1
−−→u ·

−→
n̂
]T

l1 =
[

1− (γ−1)(u2+v2)
2c2

(γ−1)u
c2

(γ−1)v
c2

− (γ−1)
c2

]
l2 =

[
n̂xv − n̂yu n̂y −n̂x 0

]
l3 =

[
−−→u ·−→n̂

2
+ (γ−1)(u2+v2)

4c
n̂x

2
− (γ−1)u

2c

n̂y

2
− (γ−1)v

2c
γ−1
2c

]
l4 =

[
−→u ·−→n̂

2
+ (γ−1)(u2+v2)

4c
− n̂x

2
− (γ−1)u

2c
− n̂y

2
− (γ−1)v

2c
γ−1
2c

]
Εύκολα, λοιπόν, γνωρίζοντας τα παραπάνω µπορούµε να γράψουµε το µητρώο A
στην ακόλουθη µορφή:

A = PΛP−1 (3.63)

µε Λ διαγώνιο πίνακα µε στοιχεία τις ιδιοτιµές του A και

P =
[
r1 r2 r3 r4

]
, P−1 =


l1
l2
l3
l4



Τελικά, προκύπτουν τα Ϲητούµενα µητρώα της σχέσης 3.54

A+
PQi

= PΛ+P−1 , A−PQi
= PΛ−P−1 (3.64)

∣∣APQi

∣∣ = A+
PQi
− A−PQi

(3.65)

Στις παραπάνω σχέσεις το µητρώο Λ+ περιέχει τις ϑετικές ιδιοτιµές, ενώ το Λ− τις
αρνητικές.
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3.3 Επιβολή οριακών συνθηκών

3.3.1 Στερεά τοιχώµατα

Το µη-συνεκτικό διάνυσµα ϱοής
(−→

Φ inv
wall

)
δια µέσου τού τοιχώµατος είναι :

−→
Φwall =

−→
H
(−→
U wall,

−→n wall

)
(3.66)

Από τη σχέση 3.59 προκύπτει :

Σχήµα 3.3: ΄Ογκος ελέγχου που εφάπτεται στο στερεό τοίχωµα.

−→
Φ inv
wall =


% (−→u ·−→n )

%u (−→u ·−→n ) + pnx
%v (−→u ·−→n ) + pny
(E + p) (−→u ·−→n )


wall

(3.67)

Για ατριβές ϱευστό, για τις πλευρές που εφάπτονται στο τοίχωµα ισχύουν οι συνθήκες
µη-εισχώρησης. Η συνθήκη µη-εισχώρησης υπαγορεύει στο ϱευστό να κινείται
εφαπτοµενικά του τοιχώµατος, δηλαδή

−→u ·−→n = 0 (3.68)
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Το µη-συνεκτικό διάνυσµα ϱοής διαµέσου του τοιχώµατος δίνεται από την ακόλουθη
έκφραση.

−→
Φwall =


0
pnx
pny
0


wall

(3.69)

3.3.2 Εξωτερικό όριο - ῾῾άπειρο᾿᾿

Σχήµα 3.4: ΄Ογκος ελέγχου που εφάπτεται στο εξωτερικό περιβάλλον.

Στη συγκεκριµένη περίπτωση, ϑεωρούµε πως στο ῾῾άπειρο᾿᾿ υπάρχει ϕανταστικό
τρίγωνο πλήρως συµµετρικό µε το τρίγωνο - όγκο ελέγχου ώς προς την πλευρά που
εφάπτεται στο εξωτερικό όριο (Σχ. 3.4). Για τις παρακάτω εξισώσεις, ϑα ϑεωρηθεί ο
δείκτης ῾῾out᾿᾿ για το συµµετρικό τρίγωνο.

Σε εφαρµογές µεµονωµένης αεροτοµής, δηλαδή σε εφαρµογές που η ϱοή γύρω
από την αεροτοµή επηρεάζεται µόνο από την παρουσία της ίδιας, τα µεγέθη που
συνήθως δίνονται για το κλείσιµο των εξισώσεων ϱοής είναι η πυκνότητα, το διάνυσµα
της ταχύτητας και ο αριθµόςMach της επ΄ άπειρον ϱοής (%far, |−→u far| , θfar, Mfar).
Εποµένως :

%out = %far (3.70)
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(%u)out = %far |−→u far| cos θfar (3.71)

(%v)out = %far |−→u far| sin θfar (3.72)

Mfar =
|−→u far|
c

=
|−→u far|√

γ(γ − 1)Tfar
pout
%far

= (γ − 1)Tfar

⇒ (3.73)

Mfar = |−→u far|
√
%far
pout
⇒ pout = %far

(
|−→u far|
Mfar

)2

(3.74)

Eout =
pout
γ − 1

+
1

2
%far |−→u far|

2 (3.75)

∆ηλαδή τελικά:

−−→
Uout =


%far

%far |−→u far| cos θfar
%far |−→u far| sin θfar

%far

( |−→u far|
Mfar

)2

γ−1
+ 1

2
%far |−→u far|

2

 (3.76)

Το
−→
Φ far υπολογίζεται τώρα κατά τα γνωστά για τα εσωτερικά ϐαρύκεντρα.

3.4 ∆εύτερης τάξης ακρίβεια - Χρήση παραγώγων

Είναι δυνατό να αυξηθεί η ακρίβεια υπολογισµού των ϱοϊκών µεγεθών στα µέσα
Mi, i = 1, 2, 3 των πλευρών του όγκου ελέγχου χρησιµοποιώντας τις τιµές των
ϱοϊκών µεγεθών στα ϐαρύκεντρα (ήδη γνωστές) και υπολογίζοντας τις χωρικές
παραγώγους τους για το εκάστοτε τρίγωνο. Η µέθοδος που ϑα χρησιµοποιηθεί είναι
µια προσαρµογή της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων (least-squares method).

3.4.1 Εσωτερικά Τρίγωνα

Επιβάλλεται να ισχύει η παρακάτω ισότητα ώστε να είναι κατά το δυνατόν ακριβείς
οι χωρικές παράγωγοι των ϱοϊκών µεγεθών:

−→
U Qi

=
−→
U P +

−−→
∇UP ·

−−→
PQi, i = 1, 2, 3 (3.77)

όπου
−−→
PQi το διάνυσµα που ενώνει το ϐαρύκεντρο του υπόψη τριγώνου µε αυτό του

γειτονικού τριγώνου.
Αναπτύσσοντας :

−→
U Qi
−
−→
U P =

∂
−→
UP
∂x

−−→
PQi

∣∣∣
x

+
∂
−→
UP
∂y

−−→
PQi

∣∣∣
y

i = 1, 2, 3 (3.78)
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Σχηµατίζεται η ποσότητα L:

L =
1

2

3∑
i=1

−→
UQi
−
−→
UP − ∂

−→
UP

∂x

−−→
PQi

∣∣∣
x
− ∂

−→
UP

∂y

−−→
PQi

∣∣∣
y∣∣∣−−→PQi

∣∣∣2 (3.79)

η οποία είναι επιθυµητό να παίρνει την ελάχιστη τιµή της ώστε οι παράγωγοι που
χρησιµοποιούνται να είναι ακριβείς.
Παραγωγίζοντας την ποσότητα L ως προς τις παραγώγους των ϱοϊκών µεγεθών και
ϑέτοντας τη ίση µε το µηδέν για να προκύψει το ελάχιστο :

∂L

∂ ∂
−→
U
∂x

∣∣∣
P

=
3∑
i=1


−→
UQi
−
−→
UP − ∂

−→
UP

∂x

−−→
PQi

∣∣∣
x
− ∂

−→
UP

∂y

−−→
PQi

∣∣∣
y∣∣∣−−→PQi

∣∣∣2
(
−
−−→
PQi

∣∣∣
x

) = 0 (3.80)

∂L

∂ ∂
−→
U
∂y

∣∣∣
P

=
3∑
i=1


−→
UQi
−
−→
UP − ∂

−→
UP

∂x

−−→
PQi

∣∣∣
x
− ∂

−→
UP

∂y

−−→
PQi

∣∣∣
y∣∣∣−−→PQi

∣∣∣2
(
−
−−→
PQi

∣∣∣
y

) = 0 (3.81)

Κάνοντας τις πράξεις καταλήγουµε: 3∑
i=1

(−−→
PQi

∣∣∣
x

)2

∣∣∣−−→PQi

∣∣∣2
 ∂
−→
U

∂x

∣∣∣∣∣
P

+

0
3∑
i=1

(−−→
PQi

∣∣∣
x

)(−−→
PQi

∣∣∣
y

)
∣∣∣−−→PQi

∣∣∣2
 ∂
−→
U

∂y

∣∣∣∣∣
P

= (3.82)

3∑
i=1

 −−→PQi

∣∣∣
x∣∣∣−−→PQi

∣∣∣2
(−→
UQi
−
−→
UP

) (3.83)

 3∑
i=1

(−−→
PQi

∣∣∣
x

)(−−→
PQi

∣∣∣
y

)
∣∣∣−−→PQi

∣∣∣2
 ∂
−→
U

∂x

∣∣∣∣∣
P

+


3∑
i=1

(
−−→
PQi

∣∣∣
y

)2

∣∣∣−−→PQi

∣∣∣2
 ∂
−→
U

∂y

∣∣∣∣∣
P

= (3.84)

3∑
i=1


−−→
PQi

∣∣∣
y∣∣∣−−→PQi

∣∣∣2
(−→
UQi
−
−→
UP

) (3.85)

Οι εξισώσεις 3.83, 3.85 αποτελούν σύστηµα 2x2 από το οποίο υπολογίζονται τελικά
τις χωρικές παραγώγους του διανύσµατος ϱοής για το τρίγωνο P

(
∂
−→
U
∂x

∣∣∣
P

και ∂
−→
U
∂y

∣∣∣
P

)
.

3.4.2 Τρίγωνα µε πλευρά κοινή µε τοίχωµα

Στην περίπτωση που µία (ή και περισσότερες) πλευρά του τριγώνου εφάπτεται σε
τοίχωµα (έστω η πλευρά 1), τότε ϑεωρείται ότι η πλευρά αυτή είναι κοινή του P µε
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Σχήµα 3.5: Φανταστικό τρίγωνο στην πλευρά του όγκου ελέγχου που εφάπτεται στο
στερεό τοίχωµα.

το ϕανταστικό τρίγωνο Q1 (Σχ. 3.5). Αξίζει να αναφερθεί πως για τα τρίγωνα στο
τοίχωµα µας ενδιαφέρει µόνο η παράγωγος της πίεσης για λόγους που αναφέρθηκαν
στην παράγραφο 3.3.

Για το τρίγωνο Q1 ϑεωρούµε ότι pQ1 = pP , όπου p η πίεση. Επίσης, επιλέγεται το
ϕανταστικόQ1 ώστε να ισχύει ότι

−−→
PQ1 = 2

−−→
PM1 κατά το σχ. 3.5. Αντικαθιστώντας στις

εξισώσεις 3.83, 3.85 τα γεωµετρικά µεγέθη του ϕανταστικού τριγώνου και ϐάζοντας
τις τιµές της πίεσης αντί για το διάνυσµα των ϱοϊκών µεγεθών προκύπτει το σύστηµα
των εξισώσεων 3.87, 3.89 από το οποίο υπολογίζεται η κλίση της πίεσης στα τρίγωνα
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που εφάπτονται µε το στερεό τοίχωµα.

 3∑
i=1

(−−→
PQi

∣∣∣
x

)2

∣∣∣−−→PQi

∣∣∣2
 ∂p

∂x

∣∣∣∣
P

+

0
3∑
i=1

(−−→
PQi

∣∣∣
x

)(−−→
PQi

∣∣∣
y

)
∣∣∣−−→PQi

∣∣∣2
 ∂p

∂y

∣∣∣∣
P

= (3.86)

3∑
i=1

 −−→PQi

∣∣∣
x∣∣∣−−→PQi

∣∣∣2 (pQi
− pP )

 (3.87)

 3∑
i=1

(−−→
PQi

∣∣∣
x

)(−−→
PQi

∣∣∣
y

)
∣∣∣−−→PQi

∣∣∣2
 ∂p

∂x

∣∣∣∣
P

+


3∑
i=1

(
−−→
PQi

∣∣∣
y

)2

∣∣∣−−→PQi

∣∣∣2
 ∂p

∂y

∣∣∣∣
P

= (3.88)

3∑
i=1


−−→
PQi

∣∣∣
y∣∣∣−−→PQi

∣∣∣2 (pQi
− pP )

 (3.89)

3.4.3 Τρίγωνα µε πλευρά κοινή µε το ῾῾άπειρο᾿᾿

Στην περίπτωση που το τρίγωνο του πλέγµατος εφάπτεται στο εξωτερικό περιβάλλον,
γίνεται χρήση της ίδιας µεθόδου µε την περίπτωση που εφάπτεται µε στερεό τοίχωµα,
δηµιουργώντας ένα ϕανταστικό τρίγωνο στην πλευρά του τριγώνου που είναι κοινή
µε το ῾῾άπειρο᾿᾿. Η διαφορά έγκειται στο ότι υπολογίζεται η κλίση ολόκληρου του
διανύσµατος ϱοϊκών µεγεθών και όχι µόνο της πίεσης αυτήν τη ϕορά.

3.4.4 Προσέγγιση του ϱοϊκού διανύσµατος στο µέσο M των
πλευρών

Αρχικά, υπολογίζονται τα ϱοϊκά µεγέθη και η κλίση τους στο K που είναι το σηµείο
τοµής των ευθύγραµµων τµηµάτων (PQ) και (AB), όπου (AB) η κοινή πλευρά των
όγκων ελέγχου P (ϐαρύκεντρο κεντρικού τριγώνου) και Q (ϐαρύκεντρο ενός εκ των
τριών γειτονικών τριγώνων) (Σχ. 3.6).

−→
UK = f

−→
UP + (1− f)

−→
UQ (3.90)

∇
−→
UK = f∇

−→
UP + (1− f)∇

−→
UQ (3.91)

Το f είναι συντελεστής που υπολογίζεται από τη σχέση:

f =

∣∣∣−−→PK∣∣∣∣∣∣−→PQ∣∣∣ (3.92)
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Σχήµα 3.6: Υπολογισµός του ϱοϊκού διανύσµατος στο µέσο M του (AB) µε χρήση
των ϱοϊκών µεγεθών στα ϐαρύκεντρα P και Q.

Ο υπολογισµός των ϱοϊκών µεγεθών στο M γίνεται µε προεκβολή από το K.
−→
UM =

−→
UK +−→m ·∇

−→
UK (3.93)

όπου, όπως ϕαίνεται στο σχ. 3.6, το −→m είναι το διάνυσµα από το K στο M .

3.5 Υπολογισµός συντελεστών άνωσης -
οπισθέλκουσας

Σχήµα 3.7: Προεκβολή της πίεσης από τα ϐαρύκεντρα των τριγώνων που εφάπτονται
στο στερεό τοίχωµα στο µέσο της αντίστοιχης πλευράς.

Στα τριγωνικά στοιχεία Pi, σχ. 3.97, γίνεται προεκβολή της πίεσης από το
ϐαρύκεντρο στο µέσο του τµήµατος που εφάπτεται στο τοίχωµα µε χρήση της κλίσης
της πίεσης στον αντίστοιχο όγκο ελέγχου.

pM = pP +
−−→
PM ·∇p (3.94)
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Αθροίζεται το σύνολο των πιέσεων που προέκυψαν από την προεκβολή για κάθε
όγκο ελέγχου σε συνάρτηση µε την κατεύθυνση κάθε ευθύγραµµου τµήµατος που
εφάπτεται στο τοίχωµα. ΄Ετσι, ισχύει :

Fx =
N∑
i=1

pMnx (3.95)

Fy =
N∑
i=1

pMny (3.96)

όπου N το πλήθος των τριγωνικών στοιχείων που εφάπτονται σε στερεό τοίχωµα.
Από τις σχέσεις 3.97, 3.98 προκύπτουν οι συντελεστές άνωσης και οπισθέλκουσας
αντίστοιχα.

CLift =
Fxcos (a∞) + Fysin (a∞)

1
2
%∞u2

∞
(3.97)

CDrag =
−Fxsin (a∞) + Fycos (a∞)

1
2
%∞u2

∞
(3.98)

όπου a∞: η γωνία προσβολής της ϱοής στην αεροτοµή και ο δείκτης ῾῾∞᾿᾿ συµβολίζει
τις τιµές των µεγεθών στο άπειρο.
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Κεφάλαιο 4

Επίλυση των Εξισώσεων Ροής και
Προγραµµατισµός της

4.1 Αριθµητική επίλυση των εξισώσεων ϱοής

Η επίλυση της εξίσωσης 3.50 γίνεται µε το επαναληπτικό σχήµα Jacobi [44] και τη
ϐοήθεια της εισαγωγής του ψευδοχρόνου. Προστίθεται στην 3.50 ο ψευδοχρονικός
όρος και έτσι προκύπτει η :

∆
−→
U

∆τ
ΩP

∣∣∣∣∣
n+1

+
3∑
i=1

ΦPQi

∣∣∣∣∣
n+1

= 0 (4.1)

όπου µε ∆τ συµβολίζεται το ψευδοχρονικό ϐήµα και µε n + 1 η ψευδοχρονική
στιγµή στην οποία ϐρισκόµαστε.

Το ∆τ υπολογίζεται από τη σχέση:

∆τ =
CFL

1
hmin

(|−→u |+ c)
(4.2)

όπου CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) [24]: συντελεστής επιλεγµένος από το
χρήστη,
hmin: το µήκος του µικρότερου ύψους του τριγωνικού όγκου ελέγχου,
|−→u |: το µέτρο της ταχύτητας και
c: ο αριθµός Mach.

Χρησιµοποιώντας την ανάπτυξη κατά Taylor µε ακρίβεια πρώτης τάξης :
3∑
i=1

ΦPQi

∣∣∣∣∣
n+1

=
3∑
i=1

ΦPQi

∣∣∣∣∣
n

+
3∑
i=1

∂ΦPQi

∂
−→
U L
PQi

∆
−→
U L
PQi

∣∣∣∣∣
n+1

+
3∑
i=1

∂ΦPQi

∂
−→
U R
PQi

∆
−→
U R
PQi

∣∣∣∣∣
n

(4.3)

Κάνοντας χρήση των 3.52 και 3.53 (απλή ακρίβεια) µπορεί να γραφεί :
3∑
i=1

ΦPQi

∣∣∣∣∣
n+1

=
3∑
i=1

ΦPQi

∣∣∣∣∣
n

+
3∑
i=1

∂ΦPQi

∂
−→
U P

∆
−→
U P

∣∣∣∣∣
n+1

+
3∑
i=1

∂ΦPQi

∂
−→
U Qi

∆
−→
U Qi

∣∣∣∣∣
n

(4.4)

45
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Συνδυάζοντας τις 4.1 και 4.4 προκύπτει :

3∑
i=1

∂ΦPQi

∂
−→
U P

∆
−→
U P

∣∣∣∣∣
n+1

+
3∑
i=1

∂ΦPQi

∂
−→
U Qi

∆
−→
U Qi

∣∣∣∣∣
n

+
ΩP

∆τ
∆
−→
UP

∣∣∣∣n+1

= −
3∑
i=1

ΦPQi

∣∣∣∣∣
n

⇔ (4.5)

⇔ ∆
−→
U P

∣∣∣n+1

=

(
−

3∑
i=1

ΦPQi

∣∣∣∣∣
n

−
3∑
i=1

∂ΦPQi

∂
−→
U Qi

∆
−→
U Qi

∣∣∣∣∣
n)( 3∑

i=1

∂ΦPQi

∂
−→
U P

+
ΩP

∆τ

)−1

(4.6)

Υπολογίζοντας µε αυτό τον τρόπο το ∆
−→
UP ανανεώνουµε το

−→
UP για το επόµενο

ψευδοχρονικό ϐήµα και ξεκινά η επόµενη επανάληψη. Ισχύει, δηλαδη:

−→
UP

∣∣∣n+1

=
−→
UP

∣∣∣n + ∆
−→
UP

∣∣∣n+1

(4.7)

Οι επαναλήψεις σταµατούν όταν∣∣∣∣∆−→UP ∣∣∣n+1
∣∣∣∣ < −→z (4.8)

όπου −→z =
[
z1 z2 z3 z4

]T µε z1, z2, z3, z4 µικρές ϑετικές ποσότητες όσο κοντά στο
0 επιλέξει ο χρήστης ανάλογα µε την επιθυµητή σύγκλιση.

4.2 Γενική εποπτεία κώδικα

Στο σχ. 4.1 παρουσιάζεται το διάγραµµα ϱοής του κώδικα που αναπτύχθηκε
στην παρούσα διπλωµατική εργασία µε σκοπό την επίλυση της ϱοής όπως
διατυπώθηκε στο κεφάλαιο 3. Παρακάτω, ϑα παρατεθεί µια σύντοµη επεξήγηση του
διαγράµµατος.

Αρχικά, ο κώδικας αποθηκεύει σε πίνακες τα δεδοµένα του πλέγµατος που
του παρέχονται απο τα .nod και .ele αρχεία. Συνοπτικά, αυτά αφορούν το
πλήθος των κόµβων, τις συντεταγµένες τους, τη συνδεσιµότητα µεταξύ τους και ένα
χαρακτηρισµό για το αν είναι εσωτερικοί ή οριακοί και τι είδους. Επίσης, από το .ini
αρχείο λαµβάνονται πληροφορίες σχετικά µε τη ϱοή (γωνία προσβολής, ταχύτητα)
αλλά και άλλες όπως την τιµή του CFL (4.2) ή το µέγιστο αριθµό επαναλήψεων που
ϑα πραγµατοποιηθούν αν δεν πραγµατοποιηθεί νωρίτερα σύγκλιση. Στη συνέχεια,
τα µεγέθη της ϱοής αδιαστατοποιούνται κατά την παράγραφο 3.1.2. Αφού είναι ήδη
αποθηκευµένα τα στοιχεία του πλέγµατος, µε τη ϐοήθειά τους υπολογίζονται άλλα
χρήσιµα γεωµετρικά µεγέθη που ϑα χρειαστούν στη συνέχεια και τα αποθηκεύουµε
και αυτά. Ενδεικτικά, αναφέρουµε τα διανύσµατα −→ni (σχ. 3.2) και

−−→
PQi (3.83,

3.85). Σε περίπτωση που επιλεγεί η χρήση διπλής τάξης ακρίβειας (ενδείκνυται)
υπολογίζονται οι χωρικές παράγωγοι του διανύσµατος ϱοής σύµφωνα µε την
παράγραφο 3.4. ∆ιαφορετικά το ϐήµα αυτό παραλείπεται. Εδώ αρχίζει ο κύκλος
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Αρχή
Εισαγωγή δεδομένων

 πλέγματος και
 εξωτερικής ροής.

Αδιαστατοποίση
ροϊκών μεγεθών

Υπολογισμός 
χαρακτηριστικών γεωμετρίας.

Υπολογισμός χωρικών παραγώγων
ροϊκων μεγεθών.

Υπολογισμός
ψευδοχρονικού βήματος.

Υπολογισμός διανύσματος
ροής κατά fvs.

Ακρίβεια 1ης τάξης
ή 2ης τάξης;

Αρνητική πίεση σε
κάποιο όγκο ελέγχου;

Υπολογισμός υπολοίπου 
εξισώσεων ροής ανά τρίγωνο.

Υπολογισμός διαγώνιων
και μη-διαγώνιων όρων.

Υπολογισμός συνολικού υπολοίπου
των εξισώσεων ροής.

Τέλος

Επίλυση των εξισώσεων ροής
με το σχήμα Jacobi.

Ανανέωση διανύσματος ροής.

Έλεγχος 
σύγκλισης.

Αριθμός επαναλή-
ψεων  πάνω από το 

όριο του χρήστη;

Εκτύπωση αποτελεσμάτων.

Αρνητική πίεση σε
κάποιο όγκο ελέγχου;

Ακρίβεια 1ης τάξης
ή 2ης τάξης;

Υπολογισμός νέων χωρικών
 παραγώγων ροϊκων μεγεθών.

ΝΑΙ

ΟΧΙ

Υπολογισμός χωρικών παραγώγων
ροϊκων μεγεθών.

2ης

1ης

ΟΧΙ

ΟΧΙ ΝΑΙ

ΝΑΙ

2ης

1ης

ΝΑΙ

ΟΧΙ

Αδιαστατοποίση
ροϊκών μεγεθών

Σχήµα 4.1: Λογικό διάγραµµα του αλγόριθµου επίλυσης της ϱοής.

των επαναλήψεων. Υπολογίζεται το ψευδοχρονικό ϐήµα ∆τ (4.2). Το επόµενο ϐήµα
είναι ο υπολογισµός του διανύσµατος ϱοής ΦPQi

(3.51). Τα υπόλοιπα των εξισώσεων
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ϱοής ανά τρίγωνο-όγκο ελέγχου αθροίζονται για να προκύψει το δεξί µέλος της
4.6, ενώ υπολογίζονται και οι διαγώνιοι και µη-διαγώνιοι όροι για τον πρώτο και
δεύτερο όρο της 4.6 αντίστοιχα. Στη συνέχεια, πραγµατοποιείται η ανανέωση του
διανύσµατος ϱοής κατά την 4.7 και ο υπολογισµός της χωρικής παραγώγου του
αν πρόκειται για δεύτερης τάξης ακρίβεια. Στο παρόν σηµείο, ελέγχεται αν έχει
πραγµατοποιηθεί η σύγκλιση και αν ο αριθµός της τρέχουσας επανάληψης είναι
µεγαλύτερος του µέγιστου που έχει ϑέσει ο χρήστης. Αν η απάντηση και στα δύο
ερωτήµατα είναι αρνητική ξεκινά µια νέα επανάληψη. ∆ιαφορετικά, τυπώνονται σε
αρχεία τα επιθυµητά αποτελέσµατα και ολοκληρώνεται ο κώδικας.

4.3 Προγραµµατιστικά Ϲητήµατα

Η επίλυση της ϱοής προγραµµατίστηκε, όπως προαναφέρθηκε, σε CUDA C, µια
γλώσσα που δηµιουργήθηκε και εξακολουθεί να ϐρίσκεται υπό ανάπτυξη από
την Nvidia. Η µεταγλώττιση (compiling) δηµιουργεί ένα εκτελέσιµο αρχείο που
εκτελείται σε έναν κεντρικό επεξεργαστή και σε κάρτες της ίδιας εταιρίας.

Σκοπός, ϕυσικά, της επιλογής αυτής είναι η επιτάχυνση της εκτέλεσης.
Το χρονικό κέρδος που προκύπτει οφείλεται στην παραλληλοποίηση κάποιων
εργασιών στα εκατοντάδες threads της GPU. Από την άλλη, είναι χρονοβόρα
και µη-συµφέρουσα σε µνήµη η επικοινωνία µεταξύ επεξεργαστή και κάρτας
γραφικών. Το ερώτηµα που τίθεται, λοιπόν, είναι ποια τµήµατα του παραπάνω
αλγόριθµου συµφέρει να τρέξουν παράλληλα στην κάρτα γραφικών και πως αυτά
ϑα διαχωριστούν.

Η επιλογή που έγινε είναι : οι πράξεις που αφορούν όλους τους όγκους
ελέγχου-τρίγωνα, οι οποίες είναι ίδιες για όλους (ή για υποσύνολα των όγκων
ελέγχου) και ϑα απαιτούσαν ϐρόχους (loops) στο σύνολο των τριγώνων, να
εκτελεστούν από τη GPU παράλληλα. Κατά την εκτέλεση του κώδικα, κάθε τρίγωνο
αποδίδεται σε ένα thread το οποίο αναλαµβάνει να εκτελέσει τις πράξεις που
απαιτούνται. Κρίνεται σκόπιµο να αναφερθεί ξανά ότι στον προϋπάρχοντα κώδικα
στον οποίο στηρίχθηκε ο κώδικας που αναπτύχθηκε κατά την παρούσα διπλωµατική
εργασία, κάθε thread αναλάµβανε έναν κόµβο και όχι ένα τρίγωνο. Η επιλογή
αντιστοίχησης thread-τριγώνου προκαλεί µεν µικρές καθυστερήσεις κάθε ϕορά που
απαιτείται η επικοινωνία CPU-GPU, γεγονός που επικαλύπτεται σε πολύ µεγάλο
ϐαθµό από το γεγονός ότι επαναλήψεις που ϑα εκτελούνταν σειριακά σε αριθµό
ίσο µε το πλήθος των όγκων ελέγχου (απο µερικές χιλιάδες ως αρκετές δεκάδες
χιλιάδες) γίνονται τώρα ταυτόχρονα. Στην επόµενη υποπαράγραφο παρουσιάζεται
µε ποιό τρόπο επιλέγεται ο όγκος ελέγχου που ϑα αποδοθεί σε ένα thread.

Επίσης, στη συνέχεια, ϑα αναφερθούν ενδεικτικά Ϲητήµατα που λόγω της
ιδιοµορφίας του παράλληλου προγραµµατισµού διαχειρίζονται έτσι ώστε να
εξασφαλιστεί η επιτάχυνση της σύγκλισης.
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4.3.1 Καταµερισµός όγκων ελέγχου στα threads

Η ταυτότητα κάθε όγκου ελέγχου-τριγώνου έιναι ένας αριθµός ο οποίος είναι
µοναδικός για το συγκεκριµένο πλέγµα και κυµαίνεται µεταξύ του ένα (1) και του
πλήθους των όγκων ελέγχου. Στο εξής, η ταυτότητα αυτή ϑα συµβολίζεται µε τη
συντοµογραφία ip. Είναι προγραµµατιστικά εφικτό µε µια απλή εντολή για κάθε
thread να γνωρίζουµε τα εξής :

• block_dim: τη διάσταση του κάθε block, δηλαδή από πόσα threads
αποτελείται (ϐλ. παρ. 2.1.1). Η τιµή αυτή επιλέγεται από το χρήστη στην
αρχή του κώδικα.

• block_id: την αρίθµηση του block (που ανήκει το συγκεκριµένο thread)
αναφορικά µε τα υπόλοιπα

• thread_id: την αρίθµηση του thread αναφορικά µε τα υπόλοιπα που ανήκουν
στο ίδιο block

Η ip του τριγώνου που ϑα το αναλάβει ένα συγκεκριµένο thread προκύπτει από την
παρακάτω σχέση:

ip = block_dim · block_id+ thread_id (4.9)

Κάποιες ϕορές, κατά τη διάρκεια εκτέλεσης του κώδικα χρειάζεται να
χρησιµοποιηθεί αντίστροφη λογική. Για παράδειγµα, είναι γνωστή εκ των προτέρων
η ip των τριγώνων που έχουν έστω µια κοινή πλευρά µε το τοίχωµα και είναι
επιθυµητό τα threads που αντιστοιχούν στα τρίγωνα αυτά να εκτελέσουν ένα
διαφορετικό σύνολο πράξεων από τα υπόλοιπα εσωτερικά τρίγωνα. Σε αυτήν την
περίπτωση χρειάζεται να εντοπίσουµε σε ποιά threads αντιστοιχούν αυτά τα τρίγωνα
(υπολογισµός block_id και thread_id).

block_id =
ip

block_dim
(4.10)

thread_id = ip− block_dim · block_id (4.11)

Επισηµαίνεται ότι στη διαίρεση της 4.10 λαµβάνεται µόνο το ακέραιο πηλίκο της ενώ
το υπόλοιπο αγνοείται.

4.3.2 Αποθήκευση πινάκων στη GPU

΄Οπως έχει αναφερθεί (παρ. 2.1.1), τα threads δεν λειτουργούν τελείως ανεξάρτητα
το ένα µε το άλλο αλλά οµαδοποιούνται σε warps δηλαδή υπο-οµάδες των 32,
εκτελώντας ταυτόχρονα όλα την ίδια εντολή (kernel). Συχνά, αυτή η εντολή απαιτεί
την ανάγνωση ενός συγκεκριµένου στοιχείου ενός πίνακα που είναι αποθηκευµένος
στη global µνήµη. Επειδή, ακριβώς, αυτή η εντολή εκτελείται από όλο το warp,
για να επιτύχουµε όσο το δυνατόν γρηγορότερη προσπέλαση στη µνήµη πρέπει οι
τιµές των µεταβλητών που πρέπει (για τη συγκεκριµένη εντολή) να διαβαστούν από
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κάθε thread του warp να ϐρίσκονται κατά το δυνατόν σε κοντινές ϑέσεις µνήµης.
Εποµένως, η αποθήκευση ενός πίνακα πραγµατοποιείται µε τέτοιο τρόπο ώστε να
επιτευχθεί κατά το δυνατόν το παραπάνω.

0 1 2 3 4 151413

2560

((2 x 128))-1)

257 258 259 260 269 270 271

((128-16)+128)

half-wrap
thread_id

memory (va)

}va(0) } } }va(1) va(2) va(3)

Σχήµα 4.2: Προσπέλαση της µνήµης για την ανάγνωση του διανύσµατος ϱοής
σύµφωνα µε την αποθήκευση του κώδικα.

Παρατίθεται ένα παράδειγµα αποθήκευσης πίνακα για την πληρέστερη
επεξήγηση του παραπάνω. Από τις µεταβλητές που χρειάζεται να διαβαστούν
συχνότερα κατά τη διάρκεια εκτέλεσης του κώδικα είναι αυτές του συντηρητικού
διανύσµατος ϱοής :

−→
U =


%
%u
%υ
E

 (4.12)

Το διάνυσµα αυτό επιλέχθηκε να αποθηκευτεί σε έναν πίνακα µε το όνοµα va µε τον
εξής τρόπο:

−→
U =


%
%u
%υ
E

 =


va [thread_id+ block_dim · 0]
va [thread_id+ block_dim · 1]
va [thread_id+ block_dim · 2]
va [thread_id+ block_dim · 3]

 (4.13)

Για να γίνει πιο συγκεκριµένο το παράδειγµα, επιλέγεται block_dim = 128
(η επιλογή αυτή δεν προκαλεί ϐλάβη στη γενικότητα). Ο παραπάνω τρόπος
αποθήκευσης πρακτικά σηµαίνει πως ϑα αποθηκευτεί στη σειρά µία 128άδα από
τα 128 πρώτα στοιχεία του πίνακα που αντιστοιχούν σε 128 όγκους ελέγχου,
µία 128άδα για τα 128 δεύτερα στοιχεία κ.ο.κ. Η διαδικασία συνεχίζεται µέχρι
να καλυφθούν όλοι οι όγκοι ελέγχου. Θεωρείται, τώρα, πως τα threads του
ίδου half-warp (thread_id = 0, 1 . . . 15) ϑέλουν να διαβάσουν το 3ο στοιχείο του
διανύσµατος ϱοής (%υ = va (2)). Καταχρηστικά, στο παράδειγµα, ϑα ϑεωρηθεί πως
δεν υπάρχουν άλλα threads. ΄Οπως ϕαίνεται από το σχ. 4.2 οι ϑέσεις µνήµης που
διαβάζονται είναι παραπλήσιες µε αποτέλεσµα η ανάγνωση να γίνεται γρήγορα.
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Σε περίπτωση που το διάνυσµα της ϱοής αποθηκευόταν σειριακά (συνηθισµένη
τακτική για σειριακό - µη-παράλληλο προγραµµατισµό), δηλαδή για κάθε τρίγωνο
οι 4 µεταβλητές του διανύσµατος ϱοής µαζί η µία µετά της άλλη, η ανάγνωση ϑα
γινόταν κατά προσέγγιση όπως στο σχ. 4.3. Αποθηκεύονται, δηλαδή, µαζί όλα τα
στοιχεία του πίνακα για κάθε όγκο ελέγχου ξεχωριστά. Επισηµαίνοντας ότι το σύνολο
των threads είναι χιλιάδες ϕορές περισσότερα απο 16, είναι κατανοητό πόσο άτακτη
είναι η προσπέλαση της µνήµης και πόσο αυτό καθυστερεί τον κώδικα.

5 6

4 151413

(4-1)

half-wrap
thread_id

memory (va)0 1 2 3 40 1 2

0 1 2 30 1 2

10 18 59} } }

((4-2) x 4-1) ((15-4) x 4-1)

}

va(0)

}

va(1)

}

va(2)

}

va(0)

}

va(1)

}

va(2)
}

va(2)

}

va(2)

}

va(2)

Σχήµα 4.3: Προσπέλαση της µνήµης για την ανάγνωση του διανύσµατος ϱοής αν
αυτό αποθηκευτεί σειριακά.

4.3.3 Ηµι-παράλληλη άθροιση - Χρήση CUDA streams και
shared µεταβλητών.

Κατά την εκτέλεση του κώδικα παρουσιάζεται σε κάθε επανάληψη η ανάγκη να
αθροιστούν τα υπόλοιπα των εξισώσεων ϱοής όλων των όγκων ελέγχου. Η ίδια
ανάγκη παρουσιάζεται µετά τη σύγκλιση, όταν ϑέλουµε να υπολογίσουµε τους
συντελεστές άνωσης και οπισθέλκουσας που απαιτούν, αρχικά, την άθροιση των
πιέσεων στην επιφάνεια της αεροτοµής (ϐλ. παρ. 3.5). Αυτά τα προς άθροιση
µητρώα έχουν υπολογιστεί στην GPU για τον κάθε όγκο ελέγχου από τα αντίστοιχα
threads και ϐρίσκονται αποθηκευµένα στη global µνήµη. Η απευθείας άθροιση
τους είναι αδύνατη καθώς δεν υπάρχει άµεση επικοινωνία µεταξύ των threads.

Μία προφανής λύση ϑα ήταν η αντιγραφή των µητρώων από τη global µνήµη στη
RAM της CPU και η σειριακή άθροιση τους από τον επεξεργαστή. Προσπαθώντας,
όµως, να γίνει καλύτερη εκµετάλλευση των δυνατοτήτων της GPU ακολουθείται
η παρακάτω διαδικασία. Ορίζεται µία shared µεταβλητή. Υπενθυµίζεται ότι οι
µεταβλητές shared είναι ορατές µόνο από threads που ανήκουν στο ίδιο block.
Το πλεονέκτηµα τους, όµως, είναι ότι η προσπέλαση της shared µνήµης είναι
σηµαντικά ταχύτερη από αυτήν της global. Στη ϑέση της shared αποθηκεύεται
το ένα από τα στοιχεία του µητρώου (το ίδιο πάντα) προς άθροιση. Στη συνέχεια,
γίνεται συγχρονισµός των threads και οι τιµές τους στο πρώτο µισό του block
αθροίζονται µία προς µία µε τις αντίστοιχες του δεύτερου µισού του block. Αν,
όπως στο προηγούµενο παράδειγµα, block_dim = 128 τότε αθροίζονται τα threads
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(ξεκινώντας την αρίθµηση από το 0) 0 µε 64, 1 µε 65, κ.ο.κ, 63 µε 128. Η
διαδικασία συνεχίζεται µε αυτό τον τρόπο µέχρι να προκύψει το τελικό άθροισµα
του block καταλαµβάνοντας 7 ϐήµατα (128→ 64→ 32→ 16→ 8→ 4→ 2→ 1).

΄Οπως αναφέρθηκε, αυτό που απαιτείται να αθροιστεί είναι µητρώα και όχι απλές
µεταβλητές για τον κάθε όγκο ελέγχου. Στο σηµείο αυτό επιλέγεται να γίνει χρήση
τόσων CUDA streams όσο είναι το πλήθος των µεταβλητών του µητρώου για τον κάθε
όγκου ελέγχου. Τα streams, αφού πραγµατοποιήσουν την άθροιση ανά block για
κάθε στοιχείο του προς άθροιση µητρώου µε τη σειρά µεταφέρουν τα αποτελέσµατα
στη CPU η οποία αναλαµβάνει την τελική άθροιση των αποτελεσµάτων όλων των
blocks. Το στοιχείο που συντελεί στην επιτάχυνση είναι ότι χάρη στη χρήση των
streams η εκτέλεση του παραπάνω kernel (άθροιση ανά block) για κάθε στοιχείο
του µητρώου γίνεται χωρίς να απαιτείται συγχρονισµός µεταξύ των block και άρα
χωρίς να παραµένει ανενεργή η GPU. Μια σχηµατική απεικόνιση του παραπάνω
παρουσιάζεται στο σχ. 4.4. Θεωρείται ότι το προς άθροιση µητρώο είναι τοK (i) , i =
1 . . . 4 το οποίο έχει σε κάθε όγκο ελέγχου τέσσερα στοιχεία, γι΄ αυτό και επιλέγεται
η χρήση τεσσάρων streams. Οι δείκτες a, b αφορούν την ένδειξη για το ποιό block
αφορά, καθώς το παράδειγµα περιλαµβάνει µόνο δύο blocks.

Αυτή η διαδικασία που αξιοποιεί κατά το δυνατόν τις δυνατότητες της GPU για
αύξηση της ταχύτητας αλλά και η αναπόφευκτη χρήση της CPU για την εκτέλεση
ορισµένων πράξεων οδήγησε στην επινόηση της προσφώνησης ηµι-παράλληλη.
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Άθροιση Κα(1)
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Σχήµα 4.4: Χρονικό κέρδος µε τη χρήση CUDA streams.
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Κεφάλαιο 5

Παρουσίαση Αποτελεσµάτων -
Σύγκριση Επιδόσεων

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από
την εκτέλεση του κώδικα. ∆οκιµάστηκαν διαφορετικές αεροτοµές, διαφορετικά
πλέγµατα, τόσο πυκνά (µε πολλούς όγκους ελέγχου), όσο και λιγότερο πυκνά (µε
λιγότερους όγκους ελέγχου) µε διαφορετικές συνθήκες ϱοής (αριθµός Mach - γωνία
προσβολής). Πέρα από την επίλυση της ϱοής, εξετάζεται ο αριθµός των επαναλήψεων
που χρειάστηκε για να επέλθει η σύγκλιση αλλά και ο χρόνος εκτέλεσης. Θα
γίνει σύγκριση των παραπάνω στοιχείων µεταξύ του κεντροκυψελικού κώδικα της
παρούσας διπλωµατικής εργασίας και του προϋπάρχοντος κεντροκοµβικού της
ΜΠΥΡ&Β. Επίσης, ϑα συγκριθούν οι χρόνοι µεταξύ των καρτών GTX285 και Tesla
M2050 της Nvidia. Με εξαίρεση την τελευταία σύγκριση όλα τα άλλα τρεξίµατα
έγιναν στην κάρτα Tesla M2050.

5.1 Παρουσίαση αποτελεσµάτων επίλυσης της ϱοής

Πριν γίνει οποιαδήποτε σύγκριση ϑα παρουσιαστούν τρεξίµατα σε δύο διαφορετικές
αεροτοµές, χρησιµοποιώντας διαφορετικά πλέγµατα ώστε να καταδειχθεί ποια είναι
τα αποτελέσµατα του κώδικα και ποιά χρήσιµα µεγέθη µπορούν να εξαχθούν από
την εκτέλεσή του. Οι τιµές των µεγεθών παρακάτω είναι όλες αδιάστατες.

5.1.1 Αεροτοµή 1

Η αεροτοµή κατά τα πρότυπα της National Advisory Committee for Aeronautics
είναι η NACA 4415 [45]. ∆οκιµάστηκε η ίδια αεροτοµή µε δύο διαφορετικά
πλέγµατα σε δύο διαφορετικές συνθήκες ϱοής.

Περίπτωση i

Γι΄ αυτήν την περίπτωση µελετάται ϱοή µε αριθµό Mach εξωτερικής ϱοής M∞ = 0, 6
και γωνία προσβολής a∞ = 5o. Το CFL επιλέγεται έτσι ώστε να µεγιστοποιείται

55
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Σχήµα 5.1: Ροή γύρω από την αεροτοµή 1 (περίπτωση i). Το πλέγµα που
χρησιµοποιήθηκε.

η ταχύτητα σύγκλισης. ΄Ετσι, γι΄ αυτήν και για κάθε επόµενη περίπτωση έγιναν
δοκιµές ώστε κάθε ϕορά να έχουµε την ταχύτερη δυνατή σύγκλιση. Το πλέγµα
που χρησιµοποιήθηκε έχει 7733 κόµβους ή 15245 τρίγωνα. Στο σχ. 5.1 έχουµε την
πλήρη εικόνα του αν και λόγω της µακρινής εστίασης υστερεί σε λεπτοµέρεια.

Αφού ολοκληρωθεί η εκτέλεση του κώδικα, ο χρήστης µπορεί να δει στην οθόνη
πληροφορίες για το πλέγµα, το χρόνο εκτέλεσης του κώδικα και των επιµέρους
κοµµατιών και των αριθµό των επαναλήψεων που χρειάστηκαν για να επιτευχθεί η
επιθυµητή σύγκλιση. Για τα συγκεκριµένα δεδοµένα χρειάστηκαν 999 επαναλήψεις
για να συγκλίνει το πρόβληµα και 4, 7 δευτερόλεπτα. Η σύγκλιση πραγµατοποείται
όταν τα z1, z2, z3, z4 της εξίσωσης 4.8 γίνουν µικρότερα του 10−14. Η συγκεκριµένη
ακρίβεια σύγκλισης επιλέγεται για όλες τις περιπτώσεις. Ο χρόνος σύγκλισης
περιλαµβάνει :

• 0, 2 δευτερόλεπτα για τον υπολογισµό των χωρικών παραγώγων των ϱοϊκών
µεγεθών (παρ. 3.4),

• 1, 0 δευτερόλεπτο για τον υπολογισµό ϱοών (fluxes) κατά flux vector splitting
(3.51) και
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• 3, 0 για την επίλυση κατά Jacobi (παρ. 4.1).

Επιπλέον, στο τέλος εκτέλεσης του κώδικα τυπώνονται αρχεία που περιέχουν τις
πληροφορίες που προέκυψαν από την εκτέλεση του. Αποθηκεύονται, έτσι, για κάθε
όγκο ελέγχου τα ϱοϊκά µεγέθη από τα οποία µπορούν να εξαχθούν γραφικά, για
παράδειγµα, η κατανοµή του αριθµού Mach (σχ. 5.2). Στην παραπάνω απεικόνιση
επιλέχθηκε να γίνει εστίαση κοντά στην αεροτοµή καθώς η διακύµανση των µεγεθών
είναι εντονότερη εκεί.

Σχήµα 5.2: Ροή γύρω από την αεροτοµή 1 (περίπτωση i). Κατανοµή του αριθµού
Mach γύρω από την αεροτοµή (κεντροκυψελική διατύπωση).

΄Ενα άλλο γράφηµα που προκύπτει είναι αυτό του συντελεστή πιέσης Cp στην
επιφάνεια της αεροτοµής σε συνάρτηση µε τη συντεταγµένη κατά x (σχ. 5.3). Ο
συντελεστής προκύπτει από τη σχέση:

Cp =
p− p∞
1
2
%∞u2

∞
(5.1)

όπου ο δείκτης ῾῾∞᾿᾿ συµβολίζει τις τιµές των µεγεθών στο άπειρο.
Οι συντελεστές άνωσης και οπισθέλκουσας παίρνουν αντίστοιχα τις τιµές :
CLift = 1, 26 και CDrag = 0, 05. Στο γράφηµα 5.2 αλλά και στη γραφική παράσταση
5.3 διακρίνεται το κύµα κρούσης που εµφανίζεται στην αεροτοµή καθώς και το
σηµείο στο οποίο εµφανίζεται.
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Σχήµα 5.3: Ροή γύρω από την αεροτοµή 1 (περίπτωση i). Συντελεστής πίεσης Cp
στην επιφάνεια της αεροτοµής σε συνάρτηση µε την τετµηµένη της αντίστοιχης ϑέσης
(κεντροκυψελική διατύπωση).

Περίπτωση ii

Επιλέγεται ένα πλέγµα τώρα 10 ϕορές περίπου πυκνότερο (µε 146853 τρίγωνα).
Οι συνθήκες της εξωτερικής ϱοής είναι M∞ = 0, 4 και a∞ = 0o. Ο κώδικας
συγκλίνει στις 4952 επαναλήψεις σε 228, 5 δευτερόλεπτα. Οι συντελεστές άνωσης και
οπισθέλκουσας που προκύπτουν είναι :CLift = 0, 53 και CDrag = 0, 01. Στα σχ. 5.4
και 5.5 ϐρίσκονται οι αντίστοιχες γραφικές απεικονίσεις όπως και στο προηγούµενο
παράδειγµα. Αυτό που παρατηρείται είναι ότι µε την αύξηση των όγκων ελέγχου
(περίπου 10x) αυξήθηκαν και οι επαναλήψεις για να συγκλίνει ο κώδικας (3x) αλλά
και κυρίως ο χρόνος εκτέλεσης (48x).

5.1.2 Αεροτοµή 2

Επιλέγεται αυτή τη ϕορά η NACA 0012, µια συµµετρική αεροτοµή µεM∞ = 0, 5 και
a∞ = 0o. Αναµένονται συµµετρικά γραφήµατα και µηδενικοί συντελεστές άνωσης
και οπισθέλκουσας. Ο κώδικας για ένα πλέγµα 48665 τριγώνων - όγκων ελέγχου
συγκλίνει µετά από 1197 επαναλήψεις σε χρόνο 15, 8 δευτερόλεπτα. Στα σχ. 5.6
και 5.7 έχουµε την κατανοµή του αριθµού Mach γύρω από την αεροτοµή και το
συντελεστή πίεσης Cp στην επιφάνεια της αεροτοµής σε συνάρτηση µε την τετµηµένη
της αντίστοιχης ϑέσης αντίστοιχα. Παρατηρείται : η συµµετρικότητα του σχ. 5.6 και
η σύµπτωση του Cp για την πάνω και κάτω πλευρά της αεροτοµής. Επίσης, πράγµατι
προκύπτουν CLift = 0, 00 και CDrag = 0, 00.
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Σχήµα 5.4: Ροή γύρω από την αεροτοµή 1 (περίπτωση ii). Κατανοµή του αριθµού
Mach γύρω από την αεροτοµή (κεντροκυψελική διατύπωση).

5.2 Αντιπαραβολή κεντροκυψελικής -
κεντροκοµβικής µεθόδου

΄Ενα από τα εναύσµατα για την επιλογή του ϑέµατος της παρούσας διπλωµατικής
εργασίας ήταν η σύγκριση της κεντροκυψελικής διατύπωσης µε αυτή της
κεντροκοµβικής τόσο ως προς τα αποτελέσµατα όσο και ως προς την ταχύτητα
εκτέλεσης. Θα παρουσιαστούν στη συνέχεια τα αποτελέσµατα και οι χρόνοι της
κεντροκοµβικής µεθόδου για της περιπτώσεις i και ii για την αεροτοµή 1 της
παραγράφου 5.1.1 και της περίπτωσης για την αεροτοµή 2 της παραγράφου 5.1.2.
Στη συνέχεια ϑα καταγραφούν κάποιες διαπιστώσεις αναφορικά µε τη σύγκριση των
αποτελεσµάτων.

5.2.1 Αεροτοµή 1

Επαναλαµβάνεται ότι η αεροτοµή είναι η NACA 4415.
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Σχήµα 5.5: Ροή γύρω από την αεροτοµή 1 (περίπτωση ii). Συντελεστής πίεσης Cp
στην επιφάνεια της αεροτοµής σε συνάρτηση µε την τετµηµένη της αντίστοιχης ϑέσης
(κεντροκυψελική διατύπωση).

Περίπτωση i

Τα δεδοµένα της εξωτερικής ϱοής είναι M∞ = 0, 6 και a∞ = 5o. Για να
πραγµατοποιηθεί η σύγκλιση χρειάζονται 991 επαναλήψεις και 3, 0 δευτερόλεπτα.
Στο σχ. 5.8 απεικονίζεται ο συντελεστής πίεσης Cp στην επιφάνεια της αεροτοµής σε
συνάρτηση µε την τετµηµένη της αντίστοιχης ϑέσης σχεδιασµένο στο ίδιο γράφηµα
µε την ίδια περίπτωση για την κεντροκυψελική διατύπωση. Οι συντελεστές άνωσης
και οπισθέλουσας παίρνουν αντίστοιχα τις τιµές :
CLift = 1, 16 και CDrag = 0, 08.

Περίπτωση ii

Σε αυτή την περίπτωση τα δεδοµένα της εξωτερικής ϱοής είναι :M∞ = 0, 4 και
a∞ = 0o. Ο κώδικας συγκλίνει σε 4770 επαναλήψεις και 128, 8 δευτερόλεπτα. Το
σχ. 5.9 είναι το αντίστοιχο µε την παραπάνω περίπτωση. Ακόµα, CLift = 0, 51 και
CDrag = 0, 02.

5.2.2 Αεροτοµή 2

Για την αεροτοµή αυτή ϑα αναφερθούν µόνο οι επαναλήψεις για τη σύγκλιση: 1021
και ο χρόνος : 7, 7 δευτερόλεπτα καθώς όλα τα υπόλοιπα αποτελέσµατα παραµένουν
ίδια.
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Σχήµα 5.6: Ροή γύρω από την αεροτοµή 2. Κατανοµή του αριθµού Mach γύρω από
την αεροτοµή (κεντροκυψελική διατύπωση).

5.2.3 Παρατηρήσεις

Πριν την παράθεση των παρατηρήσεων για τις διαφοροποιήσεις µεταξύ των δύο
µεθόδων ορίζονται τα παρακάτων µεγέθη για ένα διδιάστατο µη-δοµηµένο πλέγµα
αποτελούµενο αποκλειστικά από τριγωνικά στοιχεία :

• n_nod : ο αριθµός των κόµβων

• n_tri: ο αριθµός των τριγωνικών στοιχείων

• n_seg: ο αριθµός των ευθυγράµµων τµηµάτων (segments)

• n_nei: ο αριθµός των γειτονικών κόµβων για έναν κόµβο στην κεντροκοµβική
µέθοδο (αυτοί που ενώνονται µαζί του µε ένα ευθύγραµµο τµήµα)

΄Οταν ένα τέτοιο πλέγµα είναι σχετικά µεγάλο αποδεικνύεται ότι ισχύουν
προσεγγιστικά οι παρακάτω σχέσεις :

n_tri ≈ 2 ·n_nod (5.2)
n_seg ≈ 3 ·n_nod (5.3)
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Σχήµα 5.7: Ροή γύρω από την αεροτοµή 2. Συντελεστής πίεσης Cp στην
επιφάνεια της αεροτοµής σε συνάρτηση µε την τετµηµένη της αντίστοιχης ϑέσης
(κεντροκυψελική διατύπωση).

Σχήµα 5.8: Ροή γύρω από την αεροτοµή 1 (περίπτωση i). Συντελεστής πίεσης Cp
στην επιφάνεια της αεροτοµής σε συνάρτηση µε την τετµηµένη της αντίστοιχης ϑέσης
στην κεντροκοµβική και κεντροκυψελική διατύπωση. Οι (µπλε) κύκλοι αφορούν την
κεντροκυψελική και τα (κόκκινα) τρίγωνα την κεντροκοµβική.

Σύγκριση χρόνου-επαναλήψεων σύγκλισης

Συγκρίνοντας τους χρόνους και τις επαναλήψεις για την επίτευξη της σύγκλισης
µεταξύ των δύο διατυπώσεων (κεντροκοµβική- κεντροκυψελική) προκύπτει το σχ.
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Σχήµα 5.9: Ροή γύρω από την αεροτοµή 1 (περίπτωση ii). Συντελεστής πίεσης Cp
στην επιφάνεια της αεροτοµής σε συνάρτηση µε την τετµηµένη της αντίστοιχης ϑέσης
στην κεντροκοµβική και κεντροκυψελική διατύπωση. Οι (µπλε) κύκλοι αφορούν την
κεντροκυψελική και τα (κόκκινα) τρίγωνα την κεντροκοµβική.
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Σχήµα 5.10: Σύγκριση επαναλήψεων και χρόνου εκτέλεσης του κώδικα ως τη
σύγκλιση για τις περιπτώσεις i, ii της αεροτοµής 1 και για την αεροτοµή 2 (1, 2, 3
αντίστοιχα στο γράφηµα) για την κεντροκοµβική και την κεντροκυψελική διατύπωση.

5.10. Η διαφορά µεταξύ των επαναλήψεων σύγκλισης για τις δύο µεθόδους κρίνεται
αµελητέα καθώς η κεντροκοµβική µέθοδος εµφανίζει µείωση στις επαναλήψεις που
απαιτούνται της τάξης του 6%. Παρατηρώντας, όµως, τους χρόνους σύγκλισης
ο χρόνος της κεντροκοµβικής µεθόδου είναι κατά µέσο όρο 43% µικρότερος.
΄Οπως αναφέρθηκε, υπάρχει δυνατότητα να καταγραφούν οι χρόνοι των επιµέρους
τµηµάτων του κώδικα. Παρατίθενται οι επιµέρους χρόνοι σε δευτερόλεπτα για τις
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δύο διατυπώσεις για τρία από τα κυριότερα τµήµατα του κώδικα (αεροτοµή 1 -
περίπτωση ii).

τµήµα του
κώδικα κεντροκυψελική µέθοδος κεντροκοµβική µέθοδος

υπολογισµός
παραγώγων 9,9 1,8

υπολογισµός
διανύσµατος
ϱοής

51,4 49,7

επίλυση
εξισώσεων ϱοής
µε σχήµα Jacobi

154,6 71,1

συνολικός
χρόνος 228,5 128,8

Παρατηρείται ότι η επίλυση των εξισώσεων ϱοής µε το σχήµα Jacobi
καταλαµβάνει κατά µέσο όρο το 61% του συνολικού χρόνου εκτέλεσης του
κώδικα και ότι στο συγκεκριµένο τµήµα εντοπίζεται η µεγάλη διαφοροποίηση
των δύο µεθόδων. Η εξίσωση που επιλύεται στο συγκεκριµένο τµήµα είναι η
4.6. Ανατρέχοντας σε αυτή και υπολογίζοντας το σύνολο των πολλαπλασιασµών
(το υπολογιστικό κόστος πρσθέσεων/αφαιρέσεων είναι αµελητέο συγκριτικά µε
αυτό των πολλαπλασιασµών/διαιρέσεων) που περιλαµβάνει το δεξί µέλος για την
κεντροκοµβική µέθοδο είναι : n_nei + 1. Πολλαπλασιάζοντας µε το σύνολο των
κόµβων n_nod και το 4, που είναι ο αριθµός των Jacobi εξισώσεων άνα κόµβο (όσα
στοιχεία έχει το διάνυσµα ϱοής) προκύπτει : n_nod · 4 · (nnei+ 1). Αναπτύσσοντας :

n_nod · 4 · (nnei+ 1) = (5.4)
= 4 ·n_nod ·n_nei+ 4 ·n_nod = (5.5)
= 4 · 2 ·n_seg + 4 ·n_nod = (5.6)
= 4 · 2 · 3 ·n_nod+ 4 ·n_nod = (5.7)
= 28 ·n_nod (5.8)

Με αντίστοιχη λογική για την κεντροκυψελική µέθοδο (αριθµός γειτόνων πάντα 3):

4 ·n_tri (3 + 1) = (5.9)
= 4 · 2 ·n_n_nod · 4 = (5.10)
= 32 ·n_nod (5.11)

∆ιαπιστώνεται, δηλαδή, ότι στην κεντροκυψελική µέθοδο γίνονται 15% περισσότεροι
πολλαπλασιασµοί. Με τον ίδιο τρόπο σκέψης, παρατηρείται ότι οι αντιστροφές του
πίνακα της 4.6, πριν γίνει η επίλυση της εξίσωσης Jacobi, είναι n_nod για την
κεντροκοµβική µέθοδο και n_tri = 2 ·n_nod για την κεντροκυψελική µέθοδο.

Τα παραπάνω παραδείγµατα είναι χαρακτηριστικά και µπορούν να εξηγήσουν
ένα µέρος της διαφοράς του χρόνου σύγκλισης µεταξύ των δύο µεθόδων.
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Σύγκριση αποτελεσµάτων

Στην περίπτωση ii για την αεροτοµή 1 και στην περίπτωση της αεροτοµής 2 τα
αποτελέσµατα αναφορικά µε τα ϱοϊκα µεγέθη µετά τη σύγκλιση είναι ταυτόσηµα.
Παρατηρώντας, όµως, το σχ. 5.8 της περίπτωσης i είναι εµφανής µια σηµαντική
διαφοροποίηση γύρω από το σηµείο που η κεντροκυψελική µέθοδος αποδίδει
το κύµα κρούσης. ∆ιαφοροποίηση υπάρχει και στο συντελεστή άνωσης (1, 16 η
κεντροκοµβική έναντι 1, 26 της κεντροκυψελικής διατύπωσης). Σηµειώνεται ότι η
περίπτωση αυτή είναι η πιο απαιτητική από τις τρεις λόγω ταχύτητας της εξωτερικής
ϱοής και γωνιάς προσβολής. Για να µην υπάρχει αµφιβολία για την ορθότητα του
αποτελέσµατος, εκτελούµε τον κώδικα της κεντροκοµβικής µεθόδου για την ίδια
περίπτωση (NACA 4415, M∞ = 0, 6, a∞ = 5o) µε το 10 ϕορές πυκνότερο πλέγµα
της περίπτωσης ii (73727 κόµβοι έναντι των 7733 κόµβων της περίπτωσης i) . Το
αποτέλεσµα παρουσιάζεται στο σχ. 5.11. Τώρα τα γραφήµατα για τις δύο µεθόδους

Σχήµα 5.11: Ροή γύρω από την αεροτοµή 1 (περίπτωση i). Συντελεστής πίεσης Cp
στην επιφάνεια της αεροτοµής σε συνάρτηση µε την τετµηµένη της αντίστοιχης ϑέσης
στην κεντροκοµβική και κεντροκυψελική διατύπωση. Οι µπλε κύκλοι αφορούν
την κεντροκυψελική (αραιό πλέγµα) και τα κόκκινα τρίγωνα την κεντροκοµβική
(πυκνότερο πλέγµα).

είναι ταυτόσηµα. Εξάγεται, λοιπόν, το συµπέρασµα ότι η πυκνότητα του πλέγµατος
της περίπτωσης i δεν ήταν ικανοποιητική για την κεντροκοµβική µέθοδο ενώ ήταν
για την κεντροκυψελική. Παρακάτω επιχειρείται µια προσπάθεια για την εξήγηση
αυτού του συµπεράσµατος.

Η ειδοποιός διαφορά των δύο µεθόδων είναι η διαµόρφωση των όγκων ελέγχου.
Για την κεντροκοµβική διατύπωση κάθε όγκος ελέγχου αντιστοιχεί σε έναν κόµβο
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ενώ για την κεντροκυψελική µέθοδο ο όγκος ελέγχου ταυτίζεται µε το τρίγωνο.
Επειδή, όµως, κατά τη σχέση 5.2, σε ένα µεγάλο πλέγµα τα τρίγωνα είναι κατά
προσέγγιση διπλάσια σε πλήθος από τους κόµβους, ισχύει ότι και οι όγκοι ελέγχου
της κεντροκυψελικής µεθόδου είναι διπλάσιοι από αυτούς της κεντροκοµβικής.
Εκεί οφείλεται η µεγαλύτερη ακρίβεια της µεθόδου. Αν, δηλαδή, ϑεωρηθεί µέτρο της
πυκνότητας ενός πλέγµατος ο αριθµός των όγκων ελέγχου, είναι δυνατό να ειπωθεί
ότι ένας κώδικας ῾ἁντιλαµβάνεται᾿᾿ το ίδιο πλέγµα πυκνότερο όταν χρησιµοποιεί την
κεντροκυψελική µέθοδο έναντι της κεντροκοµβικής.

Προκύπτει, τελικά, σύµφωνα µε τα παραπάνω, ότι απαιτείται προσοχή κατά την
προσπάθεια σύγκρισης του χρόνου σύγκλισης των δύο µεθόδων στο ίδιο πλέγµα
(για τις ίδιες συνθήκες εξωτερικής ϱοής) µε σκοπό να ϐρεθεί η ταχύτερη καθώς δεν
προσφέρουν την ίδια ακρίβεια.

5.3 Σύγκριση επιδόσεων καρτών

΄Οπως αναφέρθηκε, παρουσιάζει ενδιαφέρον και η σύγκριση των ταχυτήτων
εκτέλεσης του κώδικα µεταξύ των καρτών GTX285 και Tesla M2050 που έχουν
αρχιτεκτονικές GT200 και Fermi αντίστοιχα. Πραγµατοποιούµε την εκτέλεση των
τριών περιπτώσεων της παραγράφου 5.1. Οι χρόνοι που προκύπτουν είναι 4, 8,
245, 8 και 17, 1 δευτερόλεπτα αντίστοιχα. Είναι, δηλαδή ταχύτερη η Tesla M2050 σε
ποσοστό που ϕτάνει ως και το 7, 5%. Επισηµαίνεται ότι ο κώδικας που έτρεξε στις
δύο κάρτες είναι ο ίδιος. Προβλέπεται ότι σε µια υπολογιστική διαδικασία που ϑα
απαιτούσε τη χρήση και των νέων χαρακτηριστικών της Fermi (νέες µνήµες κ.λ.π.)
η διαφοροποίηση ϑα ήταν εντονότερη.
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Σχήµα 5.12: Σύγκριση χρόνων εκτέλεσης του κώδικα για τις περιπτώσεις i, ii της
αεροτοµής 1 και για την αεροτοµή 2 (1, 2, 3 αντίστοιχα στο γράφηµα) στις κάρτες
GTX285 και Tesla M2050.



Κεφάλαιο 6

Ανακεφαλαίωση - Συµπεράσµατα

Η παρούσα διπλωµατική εργασία εντάσσεται στην ερευνητική δραστηριότητα
της Μονάδας Παράλληλης Υπολογιστικής Ρευστοδυναµικής & Βελτιστοποίησης
(ΜΠΥΡ&Β) του Εργαστηρίου Θερµικών Στροβιλοµηχανών (ΕΘΣ) της Σχολής
Μηχανολόγων Μηχανικών του Ε.Μ.Π.. Η ΜΠΥΡ&Β, τα τελευταία χρόνια,
ασχολείται συστηµατικά µε την αριθµητική επίλυση προβληµάτων Υπολογιστικής
Ρευστοδυναµικής δηµιουργώντας λογισµικό που εκµεταλλεύεται την παραλληλία
που προσφέρουν οι κάρτες γραφικών. Στο πλαίσο αυτό, έχουν δηµιουργηθεί
κώδικες που επιλύσουν τις εξισώσεις ϱοής σε µη-δοµηµένα και δοµηµένα πλέγµατα
µε κεντροκοµβική διατύπωση [11] [12] [13] [9]. Στόχος, της παρούσας διπλωµατικής
ήταν η δηµιουργία κώδικα που επιλύει τις διδιάστατες εξισώσεις ϱοής (Euler) µε
τη µέθοδο των πεπερασµένων όγκων µε τη χρήση µη-δοµηµένου πλέγµατος µε
κεντροκυψελική διατύπωση και η διερεύνηση της συγκεκριµένης τεχνικής.

Κατά την εκπόνηση της εργασίας, διατυπώθηκαν και διακριτοποιήθηκαν οι
εξισώσεις ϱοής χρησιµοποιώντας ως όγκους ελέγχου τα τριγωνικά στοιχεία του
πλέγµατος και ως ϐάση της χωρικής διακριτοποίησης το κέντρο ϐάρους τους.
Πάνω στην ίδια γεωµετρική λογική, διατυπώθηκαν οι οριακές συνθηκες και
διαµορφώθηκαν οι σχέσεις υπολογισµού των χωρικών παραγώγων των ϱοϊκών
µεγεθών µε προσαρµογή της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων. Η µέθοδος που
επιλέχθηκε για την επίλυση των εξισώσεων ϱοής είναι αυτή της χρονοπροέλασης,
για την εφαρµογή της οποίας οι εξισώσεις ϱοής µετασχηµατίστηκαν µε τη χρήση του
σχήµατος Jacobi.

Στη συνέχεια, µε ϐάση τα παραπάνω δεδοµένα δηµιουργήθηκε ο αντίστοιχος
κώδικας που πραγµατοποιεί την επίλυση της ϱοής µε γνώµονα τον κώδικα της
ΜΠΥΡ&Β που έκανε χρήση της κεντροκοµβικής διατύπωσης για µη-δοµηµένα
πλέγµατα. Η γλώσσα στην οποία έγινε η σύνταξη του κώδικα είναι η CUDA C και
η εκτέλεση έγινε σε κάρτες γραφικών Tesla M2050 της εταιρίας NVIDIA. Κατά τον
προγραµµατισµό, έγινε προσπάθεια εκµετάλλευσης των δυνατοτήτων που προσφέρει
η CUDA C για το ϐέλτιστο χειρισµό της κάρτας γραφικών και προσαρµογή στις
ιδιοµορφίες της παράλληλης εκτέλεσης σηµαντικού µέρους των εντολών µε στόχο
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την επιτάχυνση της σύγκλισης του κώδικα.

Τα αποτελέσµατα από την εκτέλεση του κώδικα οδήγησαν σε χρήσιµα
συµπεράσµατα για τη µέθοδο της κεντροκυψελικής διατύπωσης σε µη-δοµηµένα
πλέγµατα. Αρχικά, πραγµατοποιήθηκε η πιστοποίηση του κώδικα αναφορικά µε τα
αποτελέσµατα του µε ϐάση τη σύγκριση τους µε τα αποτελέσµατα του προϋπάρχοντα
κώδικα της ΜΠΥΡ&Β για µη-δοµηµένα πλέγµατα µε κεντροκοµβική διατύπωση.
Ακολούθησε η σύγκριση µεταξύ των δύο µεθόδων τόσο ως προς τα αποτελέσµατα,
όσο και ως προς τους χρόνους σύγκλισης.

Η σύγκριση των χρόνων για την επίτευξη της σύγκλισης µεταξύ των δύο
µεθόδων για ίδια πλέγµατα σε ίδιες συνθήκες εξωτερικής ϱοής ανέδειξε, αρχικά, την
κεντροκοµβική µέθοδο ως ταχύτερη. Αποδείχθηκε, όµως, πως εξαιτίας της χρήσης
σχεδόν διπλάσιων όγκων ελέγχου κατά τη χρήση της κεντροκυψελικής µεθόδου, τα
αποτελέσµατα της είναι πιο ακριβή όταν γίνεται χρήση του ίδιου πλέγµατος, καθώς
το πλέγµα νοητά ῾῾πυκνώνει᾿᾿. Αυτό πρακτικά σηµαίνει πως για να ανταποκριθεί η
κεντροκοµβική µέθοδος στην ακρίβεια της κεντροκυψελικής µεθόδου ϑα έπρεπε
να κάνει χρήση πυκνότερου πλέγµατος, γεγονός που ϑα αύξανε το χρόνο ως την
επίτευξη της σύγκλισης.

Ολοκληρώνοντας, ακολουθούν κάποιες προτάσεις για µελλοντική έρευνα.
Η κεντροκυψελική µέθοδος ϑα ήταν εξίσου ενδιαφέρον να χρησιµοποιηθεί για
την επίλυση των τριδιάστατων εξισώσεων ϱοής µε τη χρήση επεξεργαστή κάρτας
γραφικών. Θα µπορούσε, ακόµα, να προγραµµατιστεί κατάλληλα ώστε να επιλύει
τις Navier-Stokes εξισώσεις ϱοής (όχι µόνο τις εξισώσεις Euler) και τα αποτελέσµατα
που ϑα προκύψουν να συγκριθούν µε αυτά άλλων µεθόδων, όχι µόνο αναφορικά
µε τη διατύπωση του µη-δοµηµένου πλέγµατος αλλά ευρύτερα. Τέλος, µια άλλη
πρόταση είναι η προσαρµογή και χρήση της κεντροκυψελικής διατύπωσης στη
ϐελτιστοποήση αεροδυναµικών µορφών, κυρίως µέσω στοχαστικών αλγορίθµων.
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