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8 CHAPTER 1. Η ΟΜΑΔΑ SU(5)

1.1 ANAGKH ENOPOIHSHS

Γιατί θέλουμε ενοποίησvη; Η πρώτη απάντησvη είναι γιατί πολύ απλά η ίδια η φύσvη το ζητάει! Αυτό
φαίνεται πολύ καλά εάν ρίξει κανείς μια ματιά σvτο Standard Model. Μία θεωρία βαθμίδας (gauge
theory) κατανοείται από κάποια ομάδα και τις αναπαρασvτάσvεις σvτις οποίες ανήκουν τα σvωματίδια της
ύλης. Το SM λοιπόν έχει τα group SU(3)⊗SU(2)⊗U(1). ΄Οσvον αφορά σvτα σvωματίδια για παράδειγμα

τα αρισvτερόσvτροφα up και down quarks
(
ua

da

)
L

ανήκουν σvε μία doublet ως προς την SU(2), έχουν

από 3 χρώματα και το υπερφορτίο τους είναι 1
2Y = 1

6 . Συμβολικά λοιπόν μπορούμε να γράψουμε
εκφράζοντας το πώς μετασvχηματίζεται κάθε πεδίο κάτω από την αντίσvτοιχη ομάδα (3,2,1/6)L. Αν-
τίσvτοιχα το δεξιόσvτροφο up quark uaR είναι triplet κάτω από SU(3), singlet κάτω από SU(2) και έχει
hypercharge 1

2Y = 2
3 . Δηλαδή θα σvυμβολίσvουμε (3,1,2/3)R. Συγκεντρώνοντας όλα τα σvωματίδια

(για 1 γεννιά) και γράφοντας όπως πάνω τις αναπαρασvτάσvεις τους σvτο SM η εικόνα που θα έχουμε
είναι η εξής (αντίσvτοιχα και για τις άλλες οικογένειες):

(
ua

da

)
L

−→ (3,2,1/6)L

uaR −→ (3,1,2/3)R

daR −→ (3,1,− 1/3)R (1.1.1)(
νe

e

)
L

−→ (1,2,− 1/2)L

eR −→ (1,1,− 1)R

΄Οπως φαίνεται έχουμε 6 + 3 + 3 + 2 + 1 = 15 πεδία σvυνολικά. Η εικόνα μιλάει από μόνη της. Σίγουρα
αυτός που έφτιαξε το Σύμπαν δεν πέταξε ένα τέτοιο σvυνοθύλευμα περίεργων αναπαρασvτάσvεων. Σί-
γουρα υπάρχει χώρος για μεγαλύτερη ενοποίησvη. ΄Οπως είναι γνωσvτό, τα σvωσvτά αποτελέσvματα και η
σvωσvτή φυσvική, είναι πάντα και δείχνει πάντα όμορφη και απλή. ΄Ομως τα πεδία αυτά που παρουσvιάσ-
vαμε και υπάρχουν όλα και τα έχουμε μετρήσvει με ακρίβεια σvτα διάφορα πειράματα. Πώς θα μπορούσvε
να μοιάζει και ποιά η ουσvία μίας ενοποιημένης θεωρίας; Η ιδέα λοιπόν είναι ότι υπάρχει ένα group
μαγαλύτερο από αυτό του SM, δηλαδή έσvτω:

G ⊃ SU(3)⊗ SU(2)⊗ U(1) (1.1.2)

Το G ελπίζουμε να μπορεί να μαζέψει όλες τις παραπάνω αναπαρασvτάσvεις σvε μία, ή τουλάχισvτον σvε
μία πιο ενοποιημένη μορφή. Επίσvης η φυσvική του G θα ισvχύει σvε μεγάλες ενέργειες και θα σvπάει
ψηλά σvτην ενεργειακή κλίμακα έτσvι ώσvτε να δώσvει το SM σvτις πιο χαμηλές ενέργειες. Ελπίζουμε
λοιπόν μέσvω των μποζονίων βαθμίδας του G (και προφανώς όχι αυτών της SU(3) ⊗ SU(2) ⊗ U(1))
να επιτευχθεί κάποια σvύζευξη των αναπαρασvτάσvεων. Πριν όμως πάμε σvτο ψάξιμο του κατάλληλου
group θα πρέπει να αναφέρουμε το εξής: Επειδή οι μετασvχηματισvμοί βαθμίδας μετατίθενται με την
ομάδα Lorentz, τότε δε θα μπορούμε να μετασvχηματίσvουμε αρισvτερόσvτροφα σvε δεξιόσvτροφα σvωματίδια.
΄Ετσvι λοιπόν θα πρέπει να αλλάξουμε λίγο το σvυμβολισvμό μας και να μετατρέψουμε όλα τα σvωματίδια

σvε αρισvτερόσvτροφα, έτσvι ώσvτε από εδώ και σvτο εξής να έχουμε να κάνουμε μόνο με left - handed
particles. ΄Οπως γνωρίζουμε από τη σvυζυγία φορτίου:

ψc = Cγ0ψ∗ = iγ2ψ∗ (1.1.3)

οπότε θα είναι:

(ψR)c = (ψc)L = ψcL (1.1.4)

Η εικόνα των αναπαρασvτάσvεων των σvωματιδίων μας λοιπόν κάτω από τις ομάδες του SM και με όλα
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τα σvωματίδια αρισvτερόσvτροφα, θα είναι:(
uα

dα

)
L

−→ (3,2,1/6)

uαcL −→ (3∗,1,−2/3)

dαcL −→ (3∗,1,1/3) (1.1.5)(
νe
e

)
L

−→ (1,2,− 1/2)

ecL −→ (1,1,1)

΄Οπως φαίνεται εκεί όπου είχαμε δεξιόσvτροφα σvωματίδια πήραμε τα αντισvωματίδιά τους και σvτις ανα-

παρασvτάσvεις θεωρήσvαμε την conjugate representation κάτω από το αντίσvτοιχο group. Επιπλέον δε
γράφουμε την ελικότητα πλέον αφού όλα τα σvωματίδια είναι αρισvτερόσvτροφα.

1.2 SU(5) H EKLEKTH!

Επανερχόμασvτε λοιπόν σvτο ζητούμενο. Ποιά θα είναι αυτή η μεγαλύτερη σvυμμετρία; Ας κοιτάξουμε
το SM. Το μοντέλο SU(3) ⊗ SU(2) ⊗ U(1) έχει rank = 4. Δηλαδή περιέχει 4 generators οι
οποίοι διαγωνοποιούνται ταυτόχρονα. Αυτοί προφανώς είναι οι 2 generators της SU(3) καθώς και
ο γαννήτορας του ασvθενούς isospin T3 και ο γεννήτορας του υπερφορτίου Y . Το group G που
ψάχνουμε λοιπόν θα πρέπει να έχει τουλάχισvτον rank = 4. ΄Αρα:

rankG ≥ 4 (1.2.1)

Πληθώρα επιλογών! ΄Ομως θα πρέπει παράλληλα να κοιτάμε να μη χάσvουμε σvε απλότητα. Μία πρώτη
γρήγορη σvκέψη θα ήταν να θεωρήσvουμε ενα group της μορφής:

SU(3)⊗W (1.2.2)

Αυτή η εκλογή είναι σvε λάθος κατεύθυνσvη από την αρχή γιατί όλα τα groups αυτής της μορφής δεν
μπορούν να περιγράψουν αδρόνια. Αυτό οφείλεται σvτο γεγονός ότι ο γεννήτορας του ηλεκτρικού
φορτίου που προκύπτει από αυτές τις ομάδες δε δεχεται κλασvματικές τιμές. Για να περιγράψουμε
πρωτόνια ή νετρόνια όμως χρειαζόμασvτε κλασvματικές τιμές για τα ηλεκτρικά φορτία των quarks. ΄Αρα
η επιλογή αυτή δε μας κάνει. Το επόμενο βήμα είναι να σvκεφτούμε το εξής: Ας πάμε πρώτα να
θεωρήσvουμε όλα τα groups τα οποία έχουν rank ακριβώς ίσvο με 4. Από τη λίσvτα αυτή θα επιλέξουμε
το group με το οποίο θα ασvχοληθούμε. Οι ομάδες με rank = 4 είναι οι εξής:

[SU(2)]4, [O(5)]2, [SU(3)]2, [G2]2, O(8), O(9), Sp(8), F4, SU(5) (1.2.3)

Οι 2 πρώτες ομάδες [SU(2)]4, [O(5)]2 δε μας κάνουν γιατί απλούσvτατα δεν περιέχουν ως υποομάδα
τους την SU(3). ΄Οπως είπαμε εφόσvον ψάχνουμε μεγαλύτερη σvυμμετρία δεν μπορεί σvε καμία περίπτωσvη
να μην περιέχεται κάποια από τις χαμηλότερες σvυμμετρίες. Θα πρέπει η ομάδα G να περιέχει τις
ομάδες του SM. ΄Οσvον αφορά σvτην [SU(3)]2, ούτε αυτή μπορεί να γίνει αποδεκτή αφού είναι της
μορφής SU(3) ×W , οπότε και δεν μπορεί να περιγράψει αδρόνια, όπως εξηγήθηκε πιο πάνω. Για
τις επόμενες 5 υποψήφιες ομάδες [G2]2, O(8), O(9), Sp(8), F4, η απάντησvη και πάλι είναι αρνητική.
Ο λόγος έρχεται εάν ανατρέξουμε σvτην προηγούμενη παράγραφο και δούμε τις αναπαρασvτάσvεις των

σvωματιδίων μας. ΄Οπως βλέπουμε για τα up και down antiquarks έχουμε ucL : (3∗,1,−2/3) και
dcL : (3∗,1,1/3). Η αναπαράσvτασvή των σvυγκεκριμένων σvωματιδίων σvτην SU(3) είναι μία 3∗. Το group
το οποίο ψάχνουμε εμείς θα πρέπει προφανώς να δέχεται όλες τις αναπαρασvτάσvεις που εμφανίζονται

σvτο SM. Το πρόβλημα με τα groups που αναφέραμε λοιπόν είναι το γεγονός ότι κανένα από αυτά
δε δέχεται μιγαδικές αναπαρασvτάσvεις. Δηλαδή δεν μπορούμε να εκφράσvουμε τα πεδία αυτά σvε αυτές
τις ομάδες. ΄Αρα δε χρειάζεται περεταίρω έρευνα. Καταλήγουμε έτσvι σvτην τελευταία ομάδα. Την
SU(5). Πληροί όλα τα παραπάνω κριτήρια. Είναι η εκλεκτή. Υπενθυμίζουμε βέβαια το ότι όλη
η διαδικασvία που ακολουθήθηκε για την επιλογή της SU(5) αφορούσvε μόνο σvτις ομάδες εκείνες οι
οποίες είχανε rank = 4. Προφανώς ομάδες με μεγαλύτερο βαθμό οι οποίες ικανοποιούν τις απαιτήσvεις
που παρουσvιάσvαμε παραπάνω είναι εξίσvου αποδεκτές.
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1.3 FERMION CONTENT.

΄Ηρθε λοιπόν η ώρα να πάμε και να εξετάσvουμε λεπτομερώς την ομάδα SU(5) και να δούμε εάν
όντως μία τέτοια επιλογή είναι σvωσvτή. Θα μελετήσvουμε τις αναπαρασvτάσvεις της και θα ελέγξουμε εάν
μπορούμε σvε αυτές να βάλουμε τις αναπαρασvτάσvεις των σvωματιδίων του SM. ΄Οπως γνωρίζουμε λοιπόν
η SU(5) έχει n2 − 1 = 24 γεννήτορες. Πιο αναλυτικά, οι γεννήτορες αυτοί έχουν αναπαρασvτάσvεις
οι οποίες είναι 5 × 5 hermitian και traceless πίνακες, οι οποίοι δρουν πάνω σvτα 5 σvτοιχεία τα οποία
σvυμβολίζουμε με ψµ, όπου µ = 1, 2, . . . , 5. Τα 5 αυτά αντικείμενα σvυγκροτούν τη fundamendal
αναπαράσvτασvη της SU(5) την οποία σvυμβολίζουμε ως 5. Κοιτάζουμε τώρα το περιεχόμενο των
αναπαρασvτάσvεων των γεννητόρων της SU(5) και προσvπαθούμε να βρούμε το περιεχόμενό τους σvτις

ομάδες του SM. Από τους 24 γεννήτορες λοιπόν οι 32− 1 = 8 θα έχουνε τη μορφή

(
A 0
0 0

)
, με A

τους 3 × 3 hermitian πίνακες Gell - Mann της SU(3). Θα υπάρχουν επίσvης 22 − 1 = 3 πίνακες της

μορφής

(
0 0
0 B

)
, με B τους 3 2×2 πίνακες Pauli της SU(2). ΄Οσvον αφορά σvτη U(1) ο αντίσvτοιχος

γεννήτορας θα είναι ο 5× 5 πίνακας:

1

2
Y =


−1/3

−1/3
−1/3

1/2
1/2

 (1.3.1)

΄Οπως σvυμβολίσvαμε κίολας αυτός είναι το γνωσvτό μας υπερφορτίο. Εκφράσvαμε λοιπόν τους 12 γεννή-
τορες του SM σvε γεννήτορες της SU(5). Μας μένουν προφανώς άλλοι 12 γεννήτορες οι οποίοι όμως
δεν ανήκουν σvτο SM. Αυτό που ψάχνουμε τώρα λοιπόν είναι να δούμε με ποιό τρόπο αναλύεται η fun-
damendal representation της SU(5) σvτις ομάδες SU(3)⊗SU(2)⊗U(1). Το ζήτημα αυτό έχει ιδιαίτερη
βαρύτητα, καθώς όπως θα δούμε σvτην επόμενη παράφγραφο, από τη σvτιγμή που θα υπολογίσvουμε την
ανάλυσvη της fundamendal, τότε θα είμασvτε σvε θέσvη να γνωρίζουμε την ανάλυσvη οποιασvδήποτε άλλης
αναπαράσvτασvης του SM σvτις ομάδες του SM, καθώς κάθε αναπαράσvτασvη προκύπτει από τη fundamen-
dal. Για να δουλέψουμε λοιπόν, μπορούμε να χωρίσvουμε τους δείκτες µ ως εξής:

µ = {α, i}, α = 1, 2, 3, i = 4, 5 (1.3.2)

΄Ετσvι λοιπόν, με τον παραπάνω σvυμβολισvμό, η SU(3) δρα πάνω σvτο δείκτη α, ενώ η SU(2) δρα
πάνω σvτο δείκτη i του ψ. H U(1) προφανώς πάνω σvε όλους τους δείκτες. Οπότε με τον παραπάνω
διαχωρισvμό τα 3 αντικείμενα ψα μετασvχηματίζονται σvαν μία 3 dim αναπαράσvτασvη κάτω από την
SU(3) οπότε και μπορεί να είναι μία 3 ή 3∗. Η επιλογή είναι δική μας. Ας επιλέξουμε λοιπόν
ότι μετασvχηματίζεται σvαν 3. Θα δούμε σvτη σvυνέχεια ότι με το δεδομένο πίνακα υπερφορτίου που
έχουμε επιλέξει, αυτή είναι και η σvωσvτή επιλογή. Τα 3 αντικείμενα ψα λοιπόν μετασvχηματίζονται
σvαν 3 κάτω από την SU(3). Κάτω από την SU(2) προφανώς δε μετασvχηματίζνται καθόλου, οπότε
και κάθε ένα από τα 3 αντικείμενα αυτά ανήκει σvε μία singlet αναπαράσvτασvη 1. Επιπλέον όσvον
αφορά σvτη U(1), από τον πίνακα υπερφορτίου που έχουμε κατευθείαν μπορούμε να διαπισvτώσvουμε ότι
κάθε ένα από τα 3 αντικείμενα έχει υπερφορτίο −1/3. Συγκεντρώνοντας τα σvτοιχεία που αναφέραμε
έχουμε ότι τα 3 πρώτα αντικείμενα ψα της fundamendal representation ψµ αναλύονται σvτις ομάδες
του SM SU(3) ⊗ SU(2) ⊗ U(1) ως (3,1, − 1/3). ΄Οσvον αφορά τώρα σvτα υπόλοιπα 2 σvτοιχεία της
fundamendal 5, τα ψi, όπως φαίνεται με αντίσvτοιχο τρόπο, μετασvχηματίζονται σvαν singlet (δηλαδή
1) κάτω από την SU(3), σvαν doublet (δηλαδή 2) κάτω από την SU(2) και τέλος έχουνε υπερφορτίο
1/2. Αντίσvτοιχα δηλαδή τα 2 σvτοιχεία ψi κάτω από τις σvυμμετρίες του SM μετασvχηματίζονται ως
(1,2,1/2). Τι καταφέραμε μέσvω της παραπάνω διαδικασvίας; Το πιο σvημαντικό βήμα. Μπορέσvαμε να
ενσvωματώσvουμε την SU(3)⊗SU(2)⊗U(1) μέσvα σvτην SU(5), προσvδιορίζοντας με ποιόν ακριβώς τρόπο
αναλύεται η fundamendal representation 5 της SU(5) σvτις αναπαρασvτάσvεις της SU(3)⊗SU(2)⊗U(1).
Συγκεκριμένα όπως είδαμε είναι:

5 −→ (3,1,− 1/3)⊕ (1,2,1/2) (1.3.3)

Κοιτάζουμε τις αναπαρασvτάσvεις των σvωματιδίων του SM που έχουμε εξάγει σvτη σvχέσvη (1.5). Συγ-
κρίνουμε με τις αναπαρασvτάσvεις που βρήκαμε μόλις τώρα. ΄Οπως βλέπουμε κανένα από τα σvωματίδια
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δεν ταιριάζει. Εάν όμως θεωρήσvουμε την complex conjugate αναπαράσvτασvη της 5, την 5∗, θα είναι:

5∗ −→ (3∗,1,1/3)⊕ (1,2,− 1/2) (1.3.4)

΄Οπου εδώ όπως βλέπουμε κάτω από την SU(2) η complex conjugate της 2, είναι η ίδια με τη 2,
δηλαδή 2∗ = 2. Αυτό φαίνεται και από τα αντίσvτοιχα young tableaux :

SU(2) : ≡ 1, = 2, οπότε 2∗ = (1.3.5)

Κάτι τέτοιο όμως δε σvυμβαίνει για την 3 της SU(3) όπου εκεί έχουμε:

SU(3) : ≡ 1, = 3, ενώ 3∗ = 6= 3 (1.3.6)

Υπενθυμίζουμε εδώ ότι τα young tableaux μας δίνουν τη διάσvτασvη μίας αναπαράσvτασvης ανάλογα
με το σvε ποιά ομάδα ανήκει, καθώς και όπως θα δούμε σvτη σvυνέχεια είναι ιδιαίτερα χρήσvιμα σvτον
υπολογισvμό άμεσvου γινομένου αναπαρασvτάσvεων. Για να βρούμε το young tableaux της conjugate της
n αναπαράσvτασvης (δηλαδή διάσvτασvης n), τότε υπολογίζουμε πρώτα τη singlet 1, βρίσvκουμε το tableaux
που εάν ενωθεί με αυτό της n μας δίνει την 1 και το σvτρέφουμε 180o. Αυτό θα είναι το tableaux της n∗.
Επισvτρέφοντας τώρα πίσvω σvτην 5∗ της οποίας υπολογίσvαμε την ανάλυσvη σvτο SU(3)⊗SU(2)⊗U(1) και
σvυγκρίνοντας με τις αναπαρασvτάσvεις των σvωματιδίων του SM βλέπουμε ότι πλέον υπάρχει ταύτισvη.
Η ιδέα μας φαίνεται να δουλεύει! 5 από τα 15 πεδία που παρουσvιάσvμε αρχικά φαίνεται να χωρούν
μέσvα σvε μόνο 1 αναπαράσvτασvη της SU(5). Συγκεκριμένα τα πεδία που μπαίνουν σvτην 5∗ είναι τα

dαcL ,

(
νe
e

)
L

. ΄Οχι μόνο λοιπόν καταφέραμε να υπολογίσvουμε πώς αναλύονται η fundamendal και η

conjugate αναπαρασvτάσvεις 5 και 5∗ σvε αναπαρασvτάσvεις του SU(3) ⊗ SU(2) ⊗ U(1), αλλά επιπλέον
μπορέσvαμε να ταυτοποιήσvουμε 5 από τα 15 πεδία μας και να τα χωρέσvουμε σvε μία μόνο αναπαράσvτασvη

(την 5∗). Μας έχουνε μείνει λοιπόν 10 επιπλέον πεδία τα
(
u
d

)
L

, uαcL , e
c
L με αναπαρασvτάσvεις σvτο

SU(3)⊗ SU(2)⊗ U(1) όπως υπολογίσvαμε, τις:(
u
d

)
L

: (3,2,1/6), uαcL : (3,1,− 2/3), ecL : (1,1,1) (1.3.7)

Είναι προφανές λοιπόν πως αντίσvτοιχα θα πορευτούμε σvτη σvυνέχεια. Ψάχνουμε κάποια άλλη αναπαράσv-
τασvη μεγαλύτερης διάσvτασvης που να ανήκει σvτην SU(5) και να μπορεί να περιέχει τις αναπαρασvτάσvεις
που μας έχουνε μείνει. Το ιδανικό θα ήταν να μπορούσvαμε να χωρέσvουμε και τα 10 πεδία σvε μία.
΄Εχουμε 10 πεδία, οπότε και η διάσvτασvη της αναπαράσvτασvης αυτής θα πρέπει να είναι 10. Ανατρέχουμε
σvτη θεωρία ομάδων. Οι αναπαρασvτάσvεις μίας ομάδας κατασvκευάζονται με τη βοήθεια τανυσvτών για
οποιαδήποτε διάσvτασvη. Οι μη αναγωγίσvιμες αναπαρασvτάσvεις που μας ενδιαφέρουν και σvυγκεκριμένα
μίας ομάδας SU(N), είναι traceless τανυσvτές με σvυγκεκριμένες σvυμμετρίες κάτω από την εναλλαγή
των δεικτών τους. Από όλες τις περιπτώσvεις ξεχωρίζουνε γενικά οι αναπαρασvτάσvεις (τανυσvτές): ψi
(όπως η ψµ που ήδη είδαμε), ψij (αντισvυμμετρική σvτην εναλλαγή των δεικτών), ψij (σvυμμετρική),
ψij (η adjoint representation) και η ψijk (αντισvυμμετρική σvτους πάνω δείκτες). Οι διασvτάσvεις τους
δίνονται παρακάτω για μία ομάδα SU(N) καθώς και γίνεται εφαρμογή για την SU(5):

ψi −→ N
SU(5)−→ 5 (fundamendal)

ψij(antis) −→ N(N − 1)

2

SU(5)−→ 10 (antis)

ψij(symm) −→ N(N + 1)

2

SU(5)−→ 15 (symm) (1.3.8)

ψij −→ N2 − 1
SU(5)−→ 24 (adjoint)

ψijk −→ 1

2
N2(N − 1)−N SU(5)−→ 45

Κοιτάζοντας τα παραπάνω κανείς αντιλαμβάνεται ότι θα πρέπει κατευθείαν να πάμε να κοιτάξουμε την

αντισvυμμετρική 10. ΄Εχει τη διάσvτασvη που επιθυμούμε για να “αγκαλιάσvει” όλα τα υπόλοιπα σvωματίδιά
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μας. Πώς όμως αναλύεται αυτή σvτις αναπαρασvτάσvεις του SU(3)⊗SU(2)⊗U(1); Η διαδικασvία εδώ δεν
είναι η ίδια με την περίπτωσvη της fundamendal. ΄Ομως όπως αναφέραμε πιο πάνω, από τη σvτιγμή που
έχει υπολογισvτεί η ανάλυσvη της fundamendal τότε μπορούμε να βρούμε την ανάλυσvη οποιασvδήποτε
άλλης αναπαράσvτασvης. Για το σvκοπό αυτό ας μιλήσvουμε λίγο με τη γλώσvσvα των τανυσvτών. Εάν
πάρουμε το τανυσvτικό γινόμενο δύο fundamendal αναπαρασvτάσvεων, δηλαδή ψiφj , τότε προκύπτει ο
τανυσvτής T ij . Αυτός όπως φαίνεται από τον πίνακα αναπαρασvτάσvεων που γράψαμε παραπάνω, μπορεί
να αναλυθεί σvε ευθύ άθροισvμα 2 αναπαρασvτάσvεων ψij , μίας σvυμμετρικής και μίας αντισvυμμετρικής
(μίας 10 και μίας 15). Δηλαδή:

5⊗ 5 = 10⊕ 15 (1.3.9)

΄Οπως είδαμε παραπάνω η 10 είναι αντισvυμμετρική και η 15 σvυμμετρική. ΄Αρα λοιπόν για να βρούμε
την ανάλυσvη της 10 σvε αναπαρασvτάσvεις της SU(3) ⊗ SU(2) ⊗ U(1), αφού γνωρίζουμε την ανάλυσvη
της 5, θα πρέπει να υπολογίσvουμε το γινόμενο 5 ⊗ 5 και από αυτό να πάρουμε το αντισvυμμετρικό
κομμάτι. Αυτή θα είναι η 10. Αυτό που θα μείνει θα είναι η 15. Για τον υπολογισvμό των γινομένων
αναπαρασvτάσvεων είναι όπως αναφέραμε χρήσvιμα τα young tableaux που είδαμε παραπάνω. Είναι
λοιπόν:

5 −→ (3,1,− 1/3)⊕ (1,2,1/2) (1.3.10)

όπως δείξαμε σvτην αρχή. Παίρνουμε το αντισvυμμετρικό γινόμενο 2 fundamendals:

5⊗A 5 =

{
(3,1,− 1/3)⊕ (1,2,1/2)

}
⊗A

{
(3,1,− 1/3)⊕ (1,2,1/2)

}
=

{
(3,1,− 1/3)⊗A (3,1,− 1/3)

}
⊕
{

(3,1,− 1/3)⊗A (1,2,1/2)

}
⊕

⊕
{

(1,2,1/2)⊗A (1,2,1/2)

}
(1.3.11)

Τα γινόμενα προφανώς είναι γινόμενα μεταξύ των αναπαρασvτάσvεων της ίδιας ομάδας. ΄Ετσvι η παραπάνω
παράσvτασvη θα γίνει:

5⊗A 5 = (3⊗A 3,1⊗A 1,− 1

3
⊗A −

1

3
)⊕ (3⊗A 1,1⊗A 2,− 1

3
⊗A

1

2
)⊕

⊕(1⊗A 1,2⊗A 2,
1

2
⊗A

1

2
) (1.3.12)

΄Οσvον αφορά σvτα υπερφορτία, αυτά απλώς τα προσvθέτουμε, οπότε θα είναι:

−1

3
⊗A −

1

3
= −2

3
, −1

3
⊗A

1

2
=

1

6
,

1

2
⊗A

1

2
= 1 (1.3.13)

Επίσvης τα γινόμενα με singlet αναπαρασvτάσvεις μένουν ίδια:

SU(2) : 1⊗A 1 = 1, 1⊗A 2 = 2 (1.3.14)

και

SU(3) : 3⊗A 1 = 3, 1⊗A 1 = 1 (1.3.15)

Μας έχουν μείνει λοιπόν 2 γινόμενα, 1 SU(3) και 1 SU(2), τα οποία υπολογίζονται με τη βοήθεια
των young tableaux:

SU(3) : 3⊗ 3 = ⊗ a = a ⊕
a

= 6⊕ 3∗ (1.3.16)

όπου αναγνωρίζουμε τις διασvτάσvεις των αναπαρασvτάσvεων της SU(3) ως την 6 και 3∗. ΄Οπως γν-
ωρίζουμε όμως σvε ένα young tableaux οι γραμμές δηλώνουν σvυμμετρικούς δείκτες (σvυμμετρικές
αναπαρασvτάσvεις), ενώ οι σvτήλες αντισvυμμετρικούς. Οπότε:

3⊗A 3 = ⊗A a =
a

= 3∗ (1.3.17)

και αντίσvτοιχα:
3⊗S 3 = ⊗S a = a = 6 (1.3.18)
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΄Αρα για το ζητούμενο αντισvυμμετρικό γινόμενο κρατάμε μόνο την 3∗. Αντίσvτοιχα εργαζόμασvτε για
το γινόμενο σvτην SU(2):

SU(2) : 2⊗ 2 = ⊗ a = a ⊕
�
�
��
1

a
= 3⊕ 1 (1.3.19)

οπότε:

2⊗A 2 = ⊗A a =
�
�
��
1

a
= 1 (1.3.20)

2⊗S 2 = ⊗S a = a = 3 (1.3.21)

και για το αντισvυμμετρικό γινόμενο κρατάμε την 1. ΄Ετσvι εάν σvυγκεντρώσvουμε τα αποτελέσvματά μας
θα είναι:

(3,1,− 1/3)⊗A (3,1,− 1/3) = (3∗,1,− 2

3
) (1.3.22)

(3,1,− 1/3)⊗A (1,2,1/2) = (3,2,
1

6
) (1.3.23)

(1,2,1/2)⊗A (1,2,1/2) = (1,1,1) (1.3.24)

Η 10, η οποία όπως δείξαμε είναι το αντισvυμμετρικό γινόμενο των 2 fundamendals της SU(5),
αναλύεται σvε αναπαρασvτάσvεις του SU(3)⊗ SU(2)⊗ U(1) ως:

10 = 5⊗A 5 = (3∗,1,− 2

3
)⊕ (3,2,

1

6
)⊕ (1,1,1) (1.3.25)

Παρατηρούμε κατευθείαν από εδώ ότι και οι 3 αναπαρασvτάσvεις που εμφανίζονται αντισvτοιχούν σvτα

υπόλοιπα 10 πεδία του SM: uαcL ,
(
uα

dα

)
L

και ecL αντίσvτοιχα. ΄Εχουμε δηλαδή πλέον καταφέρει να

σvυμπεριλάβουμε όλα τα πεδία μας μέσvα σvε μόνο 2 αναπαρασvτάσvεις της SU(5), τις 5∗ και 10. Η εικόνα
των σvωματιδίων μας είναι πλέον σvαφώς καλύτερη. Ο αρχικός μας σvτόχος φαίνεται εδώ να σvτέφεται
με απόλυτη επιτυχία. Εάν μάλισvτα πάμε να σvυμπληρώσvουμε τα σvτοιχεία των αναπαρασvτάσvεων σvτη
“γλώσvσvα” των πεδίων του SM, τότε οι αναπαρασvτάσvεις μας θα είναι:

5∗ : ψµ =

(
ψα

ψi

)
=


dc1

dc2

dc3

e
−νe

 (1.3.26)

και

10 : ψµν = {ψαβ , ψαi, ψij} =


0 uc3 −uc2 u1 d1

−uc3 0 uc1 u2 d2

uc2 −uc1 0 u3 d3

−u1 −u2 −u3 0 ec

−d1 −d2 −d3 −ec 0

 (1.3.27)

Πολύ πιο όμορφη σvυλλογή, είναι αλήθεια! ΄Ολα τα φερμιόνιά μας κατατάχθηκαν σvτην conjugate 5∗

και την αντισvυμμετρική 10. Με την εισvαγωγή και των υπόλοιπων φερμιονικών γενεών, κάθε μία από
αυτές θα αντισvτοιχηθεί σvε μία 5∗ ⊕ 10 αναπαράσvτασvη με αντίσvτοιχη μορφή.

1.4 SU(5) REPRESENTATIONS.

Στο σvημείο αυτό θα ήταν καλό να γίνει μία ανασvκόπησvη της τακτικής που εφαρμόσvαμε σvτο SM και που
εφαρμόζεται και εδώ, όσvον αφορά σvτο ρόλο των αναπαρασvτάσvεων των σvωματιδίων και της σvημασvίας
τους από φυσvική πλευρά. Στο Standard Model είχαμε τοποθετήσvει τα φερμιονικά (τα “υλικά”) πεδία
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μας σvτις fundamendal ή singlet αναπαρασvτάσvεις των ομάδων του SU(3)⊗SU(2)⊗U(1) ανάλογα
με το εάν αυτά σvυμμετέχουν ή όχι σvτις αντίσvτοιχες των ομάδων αλληλεπιδράσvεις (ισvχυρές ή ηλεκτρασv-
θενείς). ΄Ετσvι λοιπόν όπως είδαμε, τα λεπτόνια δε σvυμμετέχουν σvτις ισvχυρές αλληλεπιδράσvεις, οπότε
και είναι singlets ως προς την SU(3). Τα quarks σvυμμετέχουν κανονικά ευρισvκόμενα σvε μία από τις 3
κατασvτάσvεις χρώματος, οπότε και τοποθετούνται σvε triplets κάτω από την SU(3). Τα αρισvτερόσvτροφα
quarks και λεπτόνια είναι doublets κάτω από την SU(2), ενώ το ίδιο δεν ισvχύει για τα δεξιόσvτροφα,
τα οποία είναι singlets. Τέλος όλα τα σvωματίδιά μας έχουν ένα υπερφορτίο κάτω από τη U(1) σvυμ-
μετρία. ΄Ετσvι ακριβώς προέκυπτε ο πίνακας που εξήχθη σvτην αρχή του κεφαλαίου. Επιπλέον έχουμε
τα αντισvωματίδια. Αυτά τα τοποθετούμε σvτην complex conjugate αναπαράσvτασvη της fundamendal
ή singlet, ανάλογα που τα έχουμε κατατάξει πιο πριν. Ακόμη, όσvον αφορά σvτα πεδία βαθμίδας της
θεωρίας μας, αυτά τοποθετούνται σvτην adjoint αναπαράσvτασvη της κάθε ομάδας. Προχωρώντας, οι
διάφορες αντιδράσvεις μέσvω σvυγκεκριμένων αλληλεπιδράσvεων αντισvτοιχούν σvε μετακίνησvη των σvω-

ματιδίων μέσvα σvτην αναπαράσvτασvη σvτην οποία “ζουν”, μέσvω της δράσvης των αντίσvτοιχων τελεσvτών,
δηλαδή των αντίσvτοιχων μποζονίων βαθμίδας. Επιπλέον, σvυνδυασvμοί των παραπάνω αναπαρασvτάσvεων,
που σvημαίνει ευθύ γινόμενο των αναπαρασvτάσvεων, σvχηματίζουν αναπαρασvτάσvεις ανώτερης τάξης οι
οποίες αντισvτοιχούν σvε σvύνθετα σvωματίδια, πχ μεσvόνια κτλ. ΄Ετσvι λοιπόν πορευτήκαμε και σvτην
περίπτωσvη της SU(5). Βρήκαμε την fundamendal 5, είδαμε το περιεχόμενό της (την ανάλυσvή της σvε
SU(3) ⊗ SU(2) ⊗ U(1)) και είδαμε ότι τα γνωσvτά μας πεδία χωράνε ακριβώς όλα σvε μία 5∗ και
μία 10. ΄Οπως και σvτο SM θα θέλουμε να τοποθετήσvουμε τα μποζόνια βαθμίδας μας σvτην adjoint 24
(όπως δείξαμε πιο πάνω). Επιπλέον θα ήταν σvωσvτό να πάμε να δούμε γινόμενα αναπαρασvτάσvεων των
5,5∗,10 αφού όπως καταλαβαίνει κανείς θα εμφανίζονται σvυχνά μιάς και τα σvωματίδιά μας (οι παρα-
πάνω αναπαρασvτάσvεις δηλαδή), θα αλληλεπιδρούν. Στην παράγραφο αυτή λοιπόν ασvχολούμασvτε με τον
υπολογισvμό αναπαρασvτάσvεων της SU(5) μεγαλύτερης τάξης, καθώς και με την εύρεσvη της ανάλυσvής
τους σvτις αναπαρασvτάσvεις SU(3) ⊗ SU(2) (αφήνουμε προς σvτιγμήν τη U(1) αφού όπως είπαμε τα
υπερφορτία απλά αθροίζονται). Ξεκινάμε και γράφουμε ξανά τις ήδη γνωσvτές μας αναπαρασvτάσvεις και
την ανάλυσvή τους σvε SU(3)⊗ SU(2):

5 −→ (3,1)⊕ (1,2) (1.4.1)

5∗ −→ (3∗,1)⊕ (1,2) (1.4.2)

Ενώ με τη βοήθεια τανυσvτών βρήκαμε:

5⊗ 5 = 10⊕ 15∗ (1.4.3)

με τη 10 αντισvυμμετρική και τη 15∗ σvυμμετρική. Για τη ανάλυσvη σvε SU(3) ⊗ SU(2) εκτελούμε τα
γινόμενα:

5⊗ 5 = {(3,1)⊕ (1,2)} ⊗ {(3,1)⊕ (1,2)}
= (3⊗3,1)⊕ (3,2)⊕ (3,2)⊕ (1,2⊗ 2)

= (3∗ ⊕ 6,1)⊕ (3,2)⊕ (3,2)⊕ (1,1⊕ 3)

= {(3∗,1)⊕ (3,2)⊕ (1,1)} ⊕ {(6,1)⊕ (3,2)⊕ (1,3)} (1.4.4)

όπου χωρίσvαμε το αντισvυμμετρικό και σvυμμετρικό κομμάτι με βάσvη τα young tableaux που είδαμε πιο
πάνω, οπότε:

10 −→ (3∗,1)⊕ (3,2)⊕ (1,1) (1.4.5)

15∗ −→ (6,1)⊕ (3,2)⊕ (1,3) (1.4.6)

Κατευθείαν από αυτές μπορούμε να βρούμε τις conjugate τους, απλά θυμίζουμε ότι σvτην SU(2):
2∗ = 2. Οπότε:

5∗ ⊗ 5∗ = 10∗ ⊕ 15 (1.4.7)

όπου:
10∗ −→ (3,1)⊕ (3∗,2)⊕ (1,1) (1.4.8)

15 −→ (6∗,1)⊕ (3∗,2)⊕ (1,3∗) (1.4.9)
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Επίσvης μπορούμε να κοιτάξουμε το ευθύ γινόμενο της fundamendal με την conjugate αυτής. Με
χρήσvη τανυσvτών θα είναι:

5⊗ 5∗ = φiη
j = T ji (1.4.10)

και μπορούμε να ξεχωρίσvουμε από αυτήν μόνο ένα ίχνος T ii , οπότε:

5⊗ 5∗ = 1⊕ 24 (1.4.11)

Μας δίνεται λοιπόν η δυνατότητα να υπολογίσvουμε την ανάλυσvη της adjoint αναπαράσvτασvης:

5⊗ 5∗ = {(3,1)⊕ (1,2)} ⊗ {(3∗,1)⊕ (1,2)}
= (3⊗ 3∗,1)⊕ (3,2)⊕ (3∗,2)⊕ (1,2⊗ 2) (1.4.12)

΄Οπως έχουμε υπολογίσvει: 2⊗ 2 = 1⊕ 3 (για την SU(2)), ενώ για το άλλο γινόμενο με χρήσvη των
young tableaux:

SU(3) : 3∗ ⊗ 3 = ⊗ a =

�
�
�
��
1

a
⊕ a = 1⊕ 8 (1.4.13)

οπότε λοιπόν θα πάρουμε:

5⊗ 5∗ = (1⊕ 8,1)⊕ (3,2)⊕ (3∗,2)⊕ (1,3⊕ 1)

= {(1,1)} ⊕ {(8,1)⊕ (3,2)⊕ (3∗,2)⊕ (1,3)⊕ (1,1)} (1.4.14)

Υπολογίσvαμε σvυνεπώς την ανάλυσvη και της adjoint:

24 −→ (8,1)⊕ (3,2)⊕ (3∗,2)⊕ (1,3)⊕ (1,1) (1.4.15)

Προχωρώντας τώρα παρακάτω, μπορούμε να πάμε και να μελετήσvουμε το ευθύ γινόμενο των 2 ανα-
παρασvτάσvεων σvτις οποίες έχουμε τοποθετήσvει τα σvωματίδιά μας. Ξεκινώντας πάλι με χρήσvη τανυσvτών:

5∗ ⊗ 10 =φkη
ij = T ijk (1.4.16)

Το μόνο που μπορούμε να κάνουμε πάλι, είναι να ξεχωρίσvουμε το T ikk το οποίο αντισvτοιχεί σvτην 5.
΄Ετσvι λοιπόν:

5∗ ⊗ 10 = 5⊕ 45 (1.4.17)

Και όπως πριν μπορούμε να βρούμε την ανάλυσvη της 45 εκτελώντας το γινόμενο:

5∗ ⊗ 10 = {(3∗,1)⊕ (1,2)} ⊗ {(3∗,1)⊕ (3,2)⊕ (1,1)}
= (3∗ ⊗ 3∗,1)⊕ (3∗ ⊗ 3,2)⊕ (3∗,1)⊕ (3∗,2)⊕ (3,2⊗ 2)⊕ (1,2) (1.4.18)

΄Εχουμε ήδη υπολογίσvει τα 3∗ ⊗ 3 = 1⊕ 8 και 2⊗ 2 = 1⊕ 3 σvτις SU(3) και SU(2) αντίσvτοιχα, ενώ
για το 3ο ευθύ γινόμενο, είναι:

SU(3) : 3∗ ⊗ 3∗ = ⊗ a
b

=


a
⊕ a

⊗ b

=
�
�
��Z

Z
ZZ

a b ⊕ a
b
⊕

a

b
⊕

�
�
�
�
�C
C
C
C
C

a
b

= a
b
⊕

a

b

= 6∗ ⊕ 3 (1.4.19)

όπου το 1ο young tableaux έχει διαγραφεί καθώς δε σvέβεται τους αντίσvτοιχους κανόνες αφού έχει
ακολουθία χαρακτήρων ba, δηλαδή ξεκινά από b, όπως και το 4ο το οποίο έχει 4 κουτάκια σvτη σvτήλη
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του, ενώ μία αναπαράσvτασvη της SU(3) μπορεί να έχει μέχρι 3 (που είναι και η singlet). Επιπλέον σvτο
3ο young tableaux μπορούμε να διαγράψουμε την 1η σvτήλη και να μας μείνει 1 κουτάκι, που είναι η
3 όπως έχουμε δει. ΄Ετσvι λοιπόν η παράσvτασvη θα γίνει:

5∗ ⊗ 10 = (6∗ ⊕ 3,1)⊕ (1⊕ 8,2)⊕ (3∗,1)⊕ (3∗,2)⊕ (3,1⊕ 3)⊕ (1,2)

= {(6∗,1)⊕ (3,1)⊕ (1,2)⊕ (8,2)⊕ (3∗,1)⊕ (3∗,2)⊕ (3,3)} ⊕
⊕{(3,1)⊕ (1,2)} (1.4.20)

όπου σvτη 2η αγκύλη όπως φαίνεται ξεχωρίσvαμε την 5 από το γινόμενο, οπότε η ανάλυσvη της 45 θα
είναι:

45 −→ (8,2)⊕ (6∗,1)⊕ (3,3)⊕ (3∗,2)⊕ (3∗,1)⊕ (3,1)⊕ (1,2) (1.4.21)

Τέλος, μπορούμε να αναλύσvουμε με την ίδια διαδικασvία και το γινόμενο δύο 10 αναπαρασvτάσvεων:

10⊗ 10 = φijηkl = φijεmnhklη
kl = T ijmnh (1.4.22)

Εδώ μπορούμε να εξάγουμε τις T ijmij η οποία αντισvτοιχεί σvτην 5
∗
και την T ijmnj που αντισvτοιχεί σvτην

45∗ όπως μόλις είδαμε. Οπότε:
10⊗ 10 = 5∗ ⊕ 45∗ ⊕ 50∗ (1.4.23)

Η ανάλυσvη της 45∗ προκύπτει κατευθείαν από τον υπολογισvμό της 45 που έγινε πιο πάνω, αρκεί
κανείς να δει, ότι 8∗ = 8 κάτω από την SU(3) και 3∗ = 3 κάτω από την SU(2), σvύμφωνα με τους
κανόνες εύρεσvης της conjugate από ένα young tableaux που δώσvαμε πιο πριν. ΄Ετσvι λοιπόν θα είναι:

45∗ −→ (8,2)⊕ (6,1)⊕ (3∗,3)⊕ (3,2)⊕ (3,1)⊕ (3∗,1)⊕ (1,2) (1.4.24)

Κατά τα γνωσvτά από δω και πέρα εκτελούμε τα γινόμενα:

10⊗ 10 = {(3∗,1)⊕ (3,2)⊕ (1,1)} ⊗ {(3∗,1)⊕ (3,2)⊕ (1,1)}
= (3∗ ⊗ 3∗,1)⊕ (3∗ ⊗ 3,2)⊕ (3∗,1)⊕ (3⊗ 3∗,2)⊕
⊕(3⊗ 3,2⊗ 2)⊕ (3,2)⊕ (3∗,1)⊕ (3,2)⊕ (1,1) (1.4.25)

με όλα τα γινόμενα υπολογισvμένα:

SU(3) : 3∗ ⊗ 3∗ = 6∗ ⊕ 3, 3⊗ 3 = 6⊕ 3∗, 3∗ ⊗ 3 = 1⊕ 8 (1.4.26)

και

SU(2) : 2⊗ 2 = 1⊕ 3 (1.4.27)

οπότε παίρνουμε:

10⊗ 10 = (6∗ ⊕ 3,1)⊕ (1⊕ 8,2)⊕ (3∗,1)⊕ (1⊕ 8,2)⊕
⊕(6⊕ 3∗,1⊕ 3)⊕ (3,2)⊕ (3∗,1)⊕ (3,2)⊕ (1,1)

= (6∗,1)⊕ (3,1)⊕ (1,2)⊕ (8,2)⊕ (3∗,1)⊕ (1,2)⊕ (8,2)⊕
⊕(6,1)⊕ (3∗,1)⊕ (6,3)⊕ (3∗,3)⊕ (3,2)⊕
⊕(3∗,1)⊕ (3,2)⊕ (1,1) (1.4.28)

Διαχωρίσvουμε όπως και σvτα προηγούμενα τις 5∗ και 45∗:

10⊗ 10 = {(8,2)⊕ (6,1)⊕ (3∗,3)⊕ (3,2)⊕ (3,1)⊕ (3∗,1)⊕ (1,2)} ⊕
⊕{(8,2)⊕ (6,3)⊕ (6∗,1)⊕ (3,2)⊕ (3∗,1)⊕ (1,1)} ⊕
⊕{(3∗,1)⊕ (1,2)} (1.4.29)

Η 1η γραμμή είναι η 45∗ και η 3η η 5∗, οπότε τελικώς βρέθηκε και η ανάλυσvη της 50∗ σvτις ανα-
παρασvτάσvεις του SU(3)⊗ SU(2):

50∗ −→ (8,2)⊕ (6,3)⊕ (6∗,1)⊕ (3,2)⊕ (3∗,1)⊕ (1,1) (1.4.30)
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1.5 CHARGE QUANTIZATION.

Μέχρι σvτιγμής λοιπόν έχουμε δει ποιό είναι το περιεχόμενο σvε φερμιόνια της SU(5) και έχουμε
μελετήσvει τις πιο χρήσvιμες αναπαρασvτάσvεις της και την ανάλυσvή τους σvτις αναπαρασvτάσvεις του SU(3)⊗
SU(2). ΄Ολα λοιπόν τα φερμιόνιά μας καταφέραμε να τα χωρέσvουμε μέσvα σvε μόνο 2 αναπαρασvτάσvεις
της SU(5). Επόμενο μέλημα είναι να καταφέρουμε να βρούμε τι γίνεται και με τα μποζόνια (είδαμε πιο
πριν όσvον αφορά σvτο SM την τοποθέτησvη των μποζονίων σvτην conjugate αναπαράσvτασvη, οπότε κάτι
ανάλογο αναμένεται να γίνει και εδώ). Πριν όμως προχωρήοσvυμε σvτην παραπάνω διαδικασvία αξίζει
να σvταματήσvουμε λίγο και να δούμε το πρώτο πολύ σvημαντικό φυσvικό αποτέλεσvμα που κερδίζουμε

με την ιδέα της ενοποίησvης. ΄Ενα από τα αναπάντητα ερωτήματα (ερώτημα σvτο οποίο ούτε το ίδιο
το SM μπορούσvε να δώσvει απάντησvη) είναι η κβάντωσvη του ηλεκτρικού φορτίου. Τα φορτία που
αποδίδουμε σvτα quarks και γενικά σvτα σvωματίδιά μας όλα προέρχονται μέσvα απο την παρατήρησvη και
όχι σvαν σvυνέπεια της θεωρίας. Γιατί λοιπόν το φορτίο είναι κβαντωμένο; Θα δούμε ότι άμεσvη σvυνέπεια
της SU(5) είναι ακριβώς αυτή η κβάντωσvη του ηλεκτρικού φορτίου. Τα quarks αποκτούν το σvωσvτό
κβαντωμένο ηλεκτρικό φορτίο και ως εφαρμογή θα επαληθεύσvουμε το +1 φορτίο του πρωτονίου.
Είναι όμως η SU(5) η μοναδική θεωρία που μας δίνει εξήγησvη για την κβάντωσvη του ηλεκτρικού
φορτίου; Και ακόμη, γιατί το SM αδυνατεί να την εξηγήσvει; Η απάντησvη και σvτα 2 αυτά ερωτήματα
έρχεται άμεσvα με χρήσvη της θεωρίας ομάδων. Η δυναμική της SU(5) πηγάζει από το γεγονός ότι
το group αυτό είναι simple. Simple group καλείται οποιοδήποτε group δεν περιέχει ως υποομάδα τη
U(1). Η σvημαντική ιδιότητα που έχουν τα simple non Abel groups είναι ότι οι ιδιοτιμές τους είναι
διακριτές. Οι ιδιοτιμές που δέχεται η U(1) είναι σvυνεχείς. Ο generator του ηλεκτρικού φορτίου είναι
ένας προσvθετικός κβαντικός αριθμός, οπότε και θα είναι ένας γραμμικός σvυνδυασvμός των διαγώνιων
γεννητόρων του group. ΄Οπως ήδη θυμόμασvτε από το SM είναι:

Q = T3 +
Y

2
(1.5.1)

Εδώ ακριβώς φαίνεται και το πρόβλημα του SM, όπου εκεί ο Y/2 παίρνει σvυνεχείς τιμές και αναγκαζό-
μασvτε εμείς να του ορίσvουμε ποιές θα είναι αυτές. Δεν προκύπτουν άμεσvα από τη θεωρία. Αντίθετα
οι γεννήτορες του SU(5) παίρνουν διακριτές τιμές και όπως θα δούμε το ηλεκτρικό φορτίο τελικά
παίρνει διακριτές τιμές και έτσvι εξηγείται σvωσvτά η κβάντωσvη του ηλεκτρικού φορτίου. Βέβαια όπως
μπορεί κανείς πολύ εύκολα να διαπισvτώσvει αυτό δεν είναι αποκλεισvτικό γνώρισvμα της SU(5), αλλά
οποιοδήποτε unification gauge group είναι simple, οδηγεί σvτο ίδιο αποτέλεσvμα.

Ας πάμε λοιπόν τώρα να υπολογίσvουμε το γεννήτορα του ηλεκτρικού φορτίου. ΄Οπως αναφέραμε
και πιο πάνω, αυτός, ως προσvθετικός κβαντικός αριθμός, θα είναι ένας γραμμικός σvυνδυασvμός των
διαγώνιων γεννητόρων της SU(5). Η SU(5) έχει rank = 4 που σvημαίνει όπως είπαμε ότι έχει 4
διαγώνιους γεννήτορες. Αυτοί είναι οι:

T0 =
λ0

2
=

1

2

1√
15
diag(2, 2, 2,−3,−3), ∈ U(1)

T3 =
λ3

2
=

1

2
diag(0, 0, 0, 1,−1), ∈ SU(2)

T6 =
λ6

2
=

1

2
diag(1,−1, 0, 0, 0), ∈ SU(3)

T11 =
λ11

2
=

1

2

1√
3
diag(1, 1,−2, 0, 0), ∈ SU(3) (1.5.2)

΄Ομως όπως γνωρίζουμε οι διαφορετικές κατασvτάσvεις χρώματος ενός quark έχουν το ίδιο ηλεκτρικό
φορτίο. Αυτό σvημαίνει ότι ο Q μετατίθεται με τους generators της SU(3). ΄Αρα λοιπόν το Q θα είναι
τελικά ένας γραμμικός σvυνδυασvμός των υπόλοιπων generators της U(1) και SU(2). Θα είναι δηλαδή:

Q = T3 +
Y

2
= T3 + cT0 (1.5.3)

΄Οπως παρατηρούμε το Y/2 δεν είναι κάποιος γεννήτορας της SU(5). Αυτό σvημαίνει ότι δεν είναι
κατάλληλα κανονικοποιημένος για είναι τέτοιος. Θα πρέπει όπως γνωρίζουμε να υπακούει την άλγεβρα
της SU(5): [

λa

2
,
λb

2

]
= iCabc

λc

2
, tr

(
λa

2
,
λb

2

)
= 2δab, a, b, c = 0, 1, . . . , 23 (1.5.4)
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Για τον υπολογισvμό λοιπόν της σvταθεράς c που εμφανίζεται πιο πάνω, θα πάρουμε τη fundamendal
Y (5)/2 και εξισvώνοντας με cT0:

1

2
Y (5) = diag(−1

3
,−1

3
,−1

3
,

1

2
,

1

2
) = c

1

2

1√
15
diag(2, 2, 2,−3,−3) = cT0 (1.5.5)

και παίρνουμε:

−1

3
= c

1

2

1√
15
· 2

c = −
√

5

3
(1.5.6)

΄Ετσvι λοιπόν πολύ ευκολα μπορέσvαμε να υπολογίσvουμε το φορτίο Q της fundamendal 5 της SU(5)
το οποίο θα είναι:

Q = T3 +
Y

2
=

1

2
diag(0, 0, 0, 1,−1) + diag(−1

3
,−1

3
,−1

3
,

1

2
,

1

2
)

5 : Q = Q(ψi) = diag(−1

3
,−1

3
,−1

3
, 1, 0) = Qiδij (1.5.7)

΄Αμεσvα πλέον υπολογίζουμε το φορτίο της conjugate 5∗:

5∗ : Q(ψi) = diag(
1

3
,

1

3
,

1

3
,−1, 0) = −Qiδij (1.5.8)

Μπορούμε σvτο σvημείο αυτό να κάνουμε έναν έλεγχο των αποτελεσvμάτων μας. Η 5∗ όπως είδαμε
αντισvτοιχεί σvε 5 φερμιονικά πεδία του SM:

5∗ : ψµ =

(
ψα

ψi

)
=


dc1

dc2

dc3

e
−νe

 (1.5.9)

και πράγματι βλέπουμε ότι σvωσvτά τα 3 χρώματα του down antiquark παίρνουν φορτίο 1/3, το ηλεκ-
τρόνιο φορτίο −1 και το νετρίνο παραμένει αφόρτισvτο. Αντίσvτοιχα και με τα όσvα έχουνε λεχθεί
παραπάνω πλέον μπορούμε να βρούμε τα φορτία και των υπολοίπων αναπαρασvτάσvεων. Συγκεκριμένα
μας ενδιαφέρει η άλλη αναπαράσvτασvη που περιέχει τα υπόλοιπα σvωματίδιά μας, δηλαδή η 10, αλλά και
όπως θα δούμε παρακάτω (και προαναφέραμε σvτην αρχή της παραγράφου αυτής) μας ενδιαφέρει και η
adjoint 24 η οποία θα φιλοξενήσvει τα μποζόνια της θεωρίας μας. Αντίσvτοιχα λοιπόν θα είναι:

10 : Q(ψij) = Qi +Qj (1.5.10)

24 : Q(ψji ) = Qi −Qj (1.5.11)

όπου αναφερόμασvτε σvτο σvυμβολισvμό σvτα διαγώνια σvτοιχεία των πινάκων φορτίου.

Πρόβλεψη φορτίου πρωτονίου: ΄Ολα πλέον έχουν φανεί ξεκάθαρα όσvον αφορά σvτην επιτυχία
αυτή της SU(5). Η κβάντωσvη του ηλεκτρικού φορτίου εξηγήθηκε με φυσvικό τρόπο και μάλισvτα πήραμε
τις αναμενόμενες τιμές: Από την

5 : (d1, d2, d3, e
+,−ν) (1.5.12)

εάν εφαρμόσvουμε τη σvυνθήκη το ίχνος του πίνακα φορτίων (της 5) να είναι trQ = 0 (όπως άλλωσvτε
πρέπει να υπακούουν όλοι οι γεννήτορες της SU(5)), θα πάρουμε:

trQ = 3Qd +Qe+ = 0

Qd = −1

3
Qe+ (1.5.13)

Πήραμε δηλαδή αυτό που είπαμε από την αρχή. Το down quark έχει το 1/3 του φορτίου του e. Και
αυτό ακριβώς είναι όπως είπαμε και πιο πάνω σvυνέπεια του χρώματος. Τα πάντα λοιπόν βρίσvκουν
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φυσvική ερμηνεία σvτο επίπεδο αυτο! Παραπέρα από τη σvύνθεσvη του πρωτονίου, θα υπολογίσvουμε το
ηλεκτρικό του φορτίο:

p = uud

Qp = 2Qu +Qd

= 2(Qd + 1) +Qd

= 3(−1

3
Qe+) + 2

Qp = +1 (1.5.14)

΄Οπως είπαμε δηλαδή παίρνουμε το σvωσvτό φορτίο για το πρωτόνιο και εξηγείται μέσvα από τη θεωρία

ο ακριβής λόγος για τον οποίο αυτό παίρνει τη σvυγκεκριμένη τιμή.

1.6 ANOMALY CANCELLATION.

΄Ενα άλλο επίσvης πολύ σvημαντικό πλεονέκτημα της SU(5) είναι ότι είναι renormalizable. Η μεγάλη
πληγή πολλών θεωριών εδώ γιατρεύεται και κάνει τη θεωρία αυτή ακόμη πιο ελκυσvτική. Ας πάμε
όμως να το δείξουμε και αυτο το σvτοιχείο υπολογίζοντας την ανωμαλία της θεωρίας. Αυτή δίνεται
από τον ακόλουθο τύπο για κάθε φερμιονική αναπαράσvτασvη:

1

2
A(R)dabc = tr

(
{T a(R), T b(R)}, T c(R)

)
(1.6.1)

όπου T a(R) ένας πίνακας αναπαράσvτασvης του R. ΄Ομως αυτό που ισvχύει εδώ είναι ότι η A(R) είναι
normalized σvε μία από τις fundamendal representations και ανεξάρτητη του R. ΄Ετσvι λοιπόν αρκεί να
πάρουμε μία απλή αναπαράσvτασvη και να δείξουμε ότι για φερμιόνια έχουμε αναίρεσvη των ανωμαλιών.
Θα δουλέψουμε με τις 5∗ και 10 σvτην αναπαράσvτασvη του φορτίου Q. Από αυτά που ειπώθηκαν σvτην
προηγούμενη παράγραφο, έχουμε:

5∗ : Q(ψi) = diag(
1

3
,

1

3
,

1

3
,−1, 0)

trQ3(ψi) = 3 · (1

3
)3 + (−1)3 = −8

9
(1.6.2)

10 : Q(ψij) = Qi +Qj

trQ3(ψij) = 3 · (−1

3
− 1

3
)3 + 3 · (−1

3
+ 1)3 + 3 · (−1

3
+ 0)3 + (1− 0)3

trQ3(ψij) =
8

9
(1.6.3)

Και παίρνοντας το λόγο των ανωμαλιών αυτών:

A(5∗)

A(10)
=

trQ3(ψi)

trQ3(ψij)
=
−8/9

8/9
= −1 (1.6.4)

οπότε κατευθείαν παίρνουμε:
A(5∗) +A(10) = 0 (1.6.5)

δηλαδή οι ανωμαλίες μεταξύ τους αλληλοαναιρούνται για τα φερμιόνια! Αυτό σvημαίνει ότι η θεω-
ρία μας είναι renormalizable και μπορούμε με επανακανονικοποίησvη να απορροφήσvουμε όλους τους
απειρισvμούς. Μία τελευταία αλλά με πολύ μεγάλη βαρύτητα παρατήρησvη εδώ έχει να κάνει με αυτό
ακριβώς το αποτέλεσvμα που πήραμε μόλις τώρα. Αφού λοιπόν είδαμε ότι οι ανωμαλίες των 5∗ και
10 αλληλοαναιρούνται, μπορούμε εδώ να σvκεφτούμε περαιτέρω ενοποίησvη! Θα ήταν πολύ ωραίο (και
ακόμη πιο σvυμμετρικό) οι δύο αυτές αναπαρασvτάσvεις των φερμιονίων μας να χωρούσvαν μαζί σvε μία και
μοναδική αναπαράσvτασvη. Αυτό προφανώς απαιτεί ένα group μεγαλύτερο της SU(5) που θα χωράει
τις παραπάνω αναπαρασvτάσvεις. Τότε όπως μόλις δείξαμε πάλι δε θα υπάρχει πρόβλημα απειρισvμών
και η θεωρία θα είναι επίσvης renormalizable. Η διαδικασvία εξέτασvης του group αυτού θα έιναι όπως
αναμένεται αντίσvτοιχη της διαδικασvίας που παρουσvιάζουμε εδω. Τέτοιο group υπάρχει και είναι η
ομάδα SO(10).



20 CHAPTER 1. Η ΟΜΑΔΑ SU(5)

1.7 GAUGE BOSONS.

Τώρα μπορούμε να περάσvουμε σvτην εύρεσvη των μποζονίων της SU(5). Θα πρέπει όπως πια είναι
σvαφές και από τη μελέτη των φερμιονίων, να περιέχονται μέσvα σvτα μποζόνια αυτά όλα τα μποζόνια
του SM. Βέβαια εκεί είχαμε σvυνολικά 12 μποζόνια, ενώ σvτην SU(5) ο αριθμός τους όπως γνωρίζουμε
θα είναι n2 − 1 = 52 − 1 = 24. ΄Αρα η θεωρία προβλέπει 12 νέα πεδία βαθμίδας. ΄Οπως είπαμε τα
μποζόνια αυτά αντισvτοιχίζονται σvτην adjoint αναπαράσvτασvη της ομάδας. Η διάσvτασvη όπως βρήκαμε
της adjoint αναπαράσvτασvης της SU(5) είναι 24. Περιμένουμε λοιπόν να χωρέσvει όλα τα μποζόνια της
θεωρίας μας. ΄Οσvον αφορά σvτο SM τα πεδία βαθμίδας που έχουμε εκεί είναι: 1 πεδίο B της U(1) το
οποίο μετασvχηματίζεται ως singlet κάτω από τις SU(3) και SU(2), δηλαδή είναι (1,1), 3 W μποζόνια
των ασvθενών αλληλεπιδράσvεων της SU(2), τα οποία μετασvχηματίζονται ως triplets κάτω από SU(2)
και ως singlets κάτω από μετασvχηματισvμούς SU(3), δηλαδή είναι (1,3) και τέλος 8 gluons Gαβ των
ισvχυρών αλληλεπιδράσvεων της SU(3), τα οποία θα μετασvχηματίζονται σvαν 8plets κάτω από SU(3)
και σvαν singlets κάτω από SU(2). Επανερχόμενοι τώρα σvτην adjoint 24 αναπαράσvτασvη της SU(5)
και κάνοντας χρήσvη των αποτελεσvμάτων που βγάλαμε σvτην παράγραφο 1.4, παίρνουμε την ανάλυσvη
της 24 σvτις αναπαρασvτάσvεις του SM:

24 −→ (8,1)⊕ (3,2)⊕ (3∗,2)⊕ (1,3)⊕ (1,1) (1.7.1)

Κατευθείαν εδώ αναγνωρίζουμε τα πεδία του SM που περιγράψαμε πιο πάνω αλλά επίσvης αναγνωρί-
ζουμε και την ανάλυσvη των αναπαρασvτάσvεων των υπόλοιπων 12 πεδίων βαθμίδας της SU(5). ΄Ολα
τα πεδία βαθμίδας μας βρίσvκονται σvτην adjoint αναπαράσvτασvη. Υιοθετώντας το σvυμβολισvμό δεικτών
που επεξηγήσvαμε σvτην αρχή του κεφαλαίου, με τους δείκτες α, β = 1, 2, 3 και τους δείκτες r, s = 4, 5,
μπορούμε να κάνουμε την αντισvτοίχισvη των πεδίων του SM και των νέων πεδίων βαθμίδας μας, εισvά-
γοντας νέο σvυμβολισvμό:

• (1,1) −→ − 1√
15
Aαα +

√
3
20A

r
r −→ το U(1)πεδίο B

• (1,3) −→ Ars −→ τα 3 W bosons με W± = 1
2 (W 1 ∓W 2)

• (8,1) −→ Aαβ −→τα 8 gluons Gαβ

• (3,2) −→ Ar α ≡ (Xα, Yα) −→6 νέα πεδία

• (3∗,2) −→ Aα r ≡
(
Xα

Y α

)
−→6 νέα πεδία

Επιπλέον θα μπορούσvαμε με τον παραπάνω σvυμβολισvμό να χωρέσvουμε όλα τα πεδία βαθμίδας μας σvε

έναν πίνακα και να πάρουμε μία σvυγκντρωτική μορφή της αναπαράσvτασvης αυτής ως εξής:

A =

23∑
α=0

Aα
λα

2

A =


X1 Y1

(G− 2B/
√

30)α β X2 Y2

X3 Y3

X1 X2 X3 W 3/
√

2 + 3B/
√

30 W+

Y 1 Y 2 Y 3 W− −W 3/
√

2 + 3B/
√

30

(1.7.2)

όπου επίσvης ανατρέχοντας σvτην παράγραφο 1.5 βλέπουμε ότι επιπλέον έχουμε υπολογίσvει και τις
ιδιοτιμές του φορτίου για την adjoint 24 της SU(5) και έτσvι λοιπόν για τα νέα πεδία X και Y που
έχουν εισvαχθεί τα αντίσvτοιχα ηλεκτρικά φορτία θα είναι:

QX = −4

3
, QY = −1

3
(1.7.3)



Chapter 2

AUJORMHTO SPASIMO

SUMMETRIAS

2.1 SPASIMO THS SU(5).

Μέχρι σvτιγμής λοιπόν έχουμε καταφέρει να επιλέξουμε μία ομάδα που όπως αποδείχτηκε είναι ιδιαίτερα

ελπιδοφόρα όσvον αφορά σvτην ενοποίησvη των αλληλεπιδράσvεων. Είδαμε πώς σvτην SU(5) μπορούμε
να περιγράψουμε όλα τα φερμιονικά μας πεδία με μόνο 2 αναπαρασvτάσvεις. Είδαμε επίσvης πως όλα τα
μποζονικά μας πεδία χωράνε μέσvα σvε μία 24 αναπαράσvτασvη. Τέλος φάνηκαν τα πρώτα δείγματα της
δυναμικής της SU(5), καθώς ξεφύγαμε από την εξάρτησvη του group μας από την U(1) και κερδίσvαμε
την εξήγησvη της κβάντωσvης του ηλεκτρικού φορτίου, ενώ δε χάνουμε σvε renormalizability αφού όπως
δείξαμε η θεωρία μας είναι επανακανονικοποιήσvιμη. Τι μένει για να προχωρήσvουμε σvτην ανάλυσvή μας;
΄Εχουμε διατυπώσvει μία θεωρία σvυμμετρίας SU(5). Μπορούμε να γράψουμε δηλαδή μία Lagrangian
η οποία θα έχει τη σvυγκεκριμμένη τοπική σvυμμετρία με τα σvωματίδιά μας (μποζόνια και φερμιόνια)
σvτις αναπαρασvτάσvεις που βρήκαμε παραπάνω. Υπάρχουν όμως τα εξής δύο προβλήματα. Το πρώτο
είναι το αντίσvτοιχο πρόβλημα που είχαμε και όταν δημιουργούσvαμε το SΜ: Η απόδοσvη μάζας σvτα
σvωματίδιά μας. Πράγματι η θεωρία μας (η Lagrangian) που θα πάμε να γράψουμε, αυτή τη σvτιγμή
περιέχει μόνο κινητικούς όρους. Το δεύτερο ζήτημα που πρέπει να μας απασvχολήσvει είναι το γεγονός
ότι όπως γνωρίζουμε σvτις ενέργειες του SM ισvχύουν αυτά που προβλέπει το SM (μάζες σvωματιδίων
κλπ). Αυτά που περιγράφουμε εμείς βέβαια ισvχύουν σvε μία ενεργειακή κλίμακα τάξεις μεγέθους
παραπάνω από το SM. Για να αποδειχθεί η ορθότητα των όσvων λοιπόν περιγράφουμε θα πρέπει να
μπορέσvουμε να δείξουμε πώς η θεωρία μας κατεβαίνοντας σvε ενεργειακή κλίμακα δίνει τελικά το SM
και τις κατάλληλες μάζες σvτα σvωματίδια του SM, τα οποία είναι και τα μόνα παρατηρίσvιμα όπως είπαμε
σvε αυτές τις κλίμακες, καθώς τα νέα μας σvωματίδια είναι πολύ βαριά. Η ιδέα είχε σvκιαγραφηθεί σvτην
αρχή του προηγούμενου κεφαλαίου και είναι παρόμοια με αυτή που υιοθετήσvαμε σvτο SM. Απαιτούνται
δηλαδή δύο σvτάδια εφαρμογής του μηχανισvμού Higgs. Χρειαζόμασvτε λοιπόν 2 πεδία Higgs. Το πρώτο
πεδίο Higgs θα είναι η διαταραχή η οποία σvπάει την SU(5) σvυμμετρία πολύ ψηλά σvτην ενεργειακή
κλίμακα και προσvδίδει μάζες σvτα νέα πεδία μας και επίσvης το σvπάσvιμο αυτό μας δίνει την ομάδα του

SU(3) ⊗ SU(2) ⊗ U(1), με αναμενόμενη τιμή ως προς το κενό (VEV) έσvτω u1, ενώ το δεύτερο
πεδίο Higgs είναι το Higgs το οποίο σvπάει σvτην ενεργειακή κλίμακα του SM τη σvυμμετρία αυτή σvτην
SU(3)⊗ U(1), δίνοντας τις αντίσvτοιχες μάζες, με VEV u2. Σχηματικά:

SU(5)
u1−→ SU(3)⊗ SU(2)⊗ U(1)

u2−→ SU(3)⊗ U(1) (2.1.1)

όπου όπως αναφέραμε θα είναι: u1 � u2 και MX,Y � MW,Z όσvον αφορά σvτα μποζόνια της θεωρίας

σvτις δύο αυτές ενεργειακές κλίμακες. Αυτός βέβαια δεν είναι και ο μοναδικός τρόπος που μπορεί να
γίνει το σvπάσvιμο της σvυμμετρίας από τη GUT κλίμακα προς τη SM κλίμακα, καθώς θα μπορούσvαμε
να εφαρμόσvουμε Higgs και να πάμε σvε άλλες ενδιάμεσvες ομάδες πριν φτάσvουμε σvτο group του SM. Η
διαδικασvία που γίνεται όμως το σvπάσvιμο σvε κάθε περίπτωσvη είναι παρόμοια, οπότε εδώ θα παρουσvιασvτεί
ο τρόπος που αναφέραμε παραπάνω. Χρειαζόμασvτε όπως είπαμε 2 πεδία Higgs. Ας διαλέξουμε λοιπόν
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και ας βάλουμε σvτο πρώτο σvπάσvιμο πεδία σvτην adjoint αναπαράσvτασvη (24) όπου έχουμε τοποθετήσvει
τα μποζόνιά μας, ενώ σvτο 2ο σvπάσvιμο θα τοποθετήσvουμε πεδία σvτη διανυσvματική (5) αναπαράσvτασvη.
Διαγραμματικά θα είναι:

SU(5)
<H>−→ SU(3)⊗ SU(2)⊗ U(1)

<Φ>−→ SU(3)⊗ U(1) (2.1.2)

όπου H ∈ adjoint 24 (Hi
j), Φ ∈ vector 5 (Φi). Θέλουμε λοιπόν να γράψουμε έναν όρο δυναμικού

σvτη Lagrangian για τα πεδία H και Φ. Ο όρος δυναμικού V (H,Φ), για μία θεωρία φ4 (όπως έχει
αναλυθεί σvε σvυζητήσvεις περί της θεωρίας επανακανονικοποίησvης, έχουμε δει ότι η θεωρία φ4

είναι

κατάλληλη θεωρία καθώς είναι η μόνη η οποία παραμένει επανακανονικοποιήσvιμη μαζί βέβαια με την

φ3, η οποία όμως δεν έχει τη σvυμμετρία φ→ −φ), θα περιέχει όρους των πεδίων μας H και Φ μέχρι το
πολύ την 4η τάξη. Επιπλέον η απαίτησvη της σvυμμετρίας H → −H και Φ→ −Φ επιβάλλει την απόριψη
όρων 1ης και 3ης τάξης ως προς H και Φ αντίσvτοιχα. Η μορφή λοιπόν που θα πάρει ο δυναμικός όρος
της Lagrangian αναλλοίωτος κάτω από μία SU(N) ομάδα, όταν αναπτύξουμε ως προς H και Φ θα
είναι:

V (H,Φ) = V (H) + V (Φ) + λ4(trH2)Φ†Φ + λ5Φ†(trH2)Φ (2.1.3)

όπου υπενθυμίζουμε ότι ο H είναι ένας hermitian traceless πίνακας αφαού ανήκει σvτην adjoint ανα-
παράσvτασvη. Επίσvης θα είναι:

V (H) = −m2
1trH

2 + λ1(trH2)2 + λ2trH
4 (2.1.4)

και

V (Φ) = −m2
2Φ†Φ + λ3(Φ†Φ)2 (2.1.5)

Παρακάτω λοιπόν θα παρουσvιάσvουμε το σvπάσvιμο της σvυμμετρίας σvτα 2 σvτάδια που παρουσvιάσvαμε.
Συγκεκριμένα σvτο πρώτο σvτάδιο, το πεδίο Φ απουσvιάζει οπότε θεωρούμε Φ = 0 και ψάχνουμε την
αναμενόμενη τιμή του H ως προς το κενό, δηλαδή την τιμή < H > 6= 0 του H η οποία ελαχισvτοποιεί
το δυναμικό. Δηλαδή:

SU(5)
<H>−→ SU(3)⊗ SU(2)⊗ U(1),

∂V

∂H

∣∣∣∣∣
H=<H> 6=0

Φ=0

= 0 (2.1.6)

΄Επειτα, περνώντας σvτο δεύτερο σvτάδιο, ψάχνουμε για βαθύτερα ελάχισvτα σvε μικρές πλέον αλλά όχι
μηδενικές τιμές του Φ:

SU(3)⊗ SU(2)⊗ U(1)
<Φ>−→ SU(3)⊗ U(1),

∂V

∂Φ

∣∣∣∣∣
Φ=<Φ>

= 0 (2.1.7)

Ας πάμε λοιπόν να εξετάσvουμε το 1ο σvτάδιο του αυθόρμητου σvπασvίματος σvυμμετρίας (Spontaneous
Symmetry Breaking) που περιγράψαμε. Για Φ = 0 θα είναι:

V (H, 0) = −m2
1trH

2 + λ1(trH2)2 + λ2trH
4 (2.1.8)

Ψάχνουμε τιμές H =< H > που να ελαχισvτοποιούν το δυναμικό (βέβαια μη μηδενικές). ΄Οπως
δείχτηκε από τον L.F. Li μπορούμε εφαρμόζοντας ένα μοναδιακό μετασvχηματισvμό, να διαγωνοποιήσvουμε
το H, δηλαδή UHU−1 = Hi

j = Hiδ
i
j , ενώ ο πίνακας H παραμένει άιχνος (

∑
Hi = 0). Οι εξισvώσvεις

για την εύρεσvη του ελαχίσvτου του δυναμικού ∂V/∂Hi = 0 μας δίνουν εξισvώσvεις 3ης τάξης ως προς
τα διαγώνια σvτοιχεία του H, οι οποίες μπορούν να πάρουν μέχρι το πολύ 3 διαφορετικές τιμές. ΄Ετσvι
λοιπόν για τιμές των coupling constants λ2 > 0, λ1 > (−7/30)λ2, το δυναμικό ελαχισvτοποιείται για
2 μόνον διαφορετικές τιμές των Hi και μπορούμε να τις ομαδοποιήσvουμε:

< H >= u1


2

2
2
−3

−3

 , όπου u2
1 =

m2
1

60λ1 + 14λ2
(2.1.9)
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To H =< H >= u1diag(2, 2, 2,−3,−3) είναι το κενό της θεωρίας μας σvτην GUT ενεργειακή
κλίμακα. Τι κάνουμε λοιπόν έπειτα; Διαταράσvουμε το κενό της θεωρίας μας. Τοποθετώντας τα 24
πεδία διαταραχές γύρω από το κενό που επιλέξαμε παραπάνω, σvε σvυμβολισvμό αντίσvτοιχο με αυτόν που
υιοθετήθηκε για την παρουσvίασvη της adjoint αναπαράσvτασvης, θα έχουμε τώρα:

H ′ = H− < H >=


HX1 HY1

[H8]α β − 2H0/
√

30 HX2 HY2

HX3 HY3

H†X1 H†X2 H†X3

H†Y 1 H†Y 2 H†Y 3 [H3]rs + 3H0/
√

30

 (2.1.10)

Το φάσvμα μάζας των πεδίων αυτών μπορεί να υπολογισvτεί απευθείας μέσvω της 2ης παραγώγου του
δυναμικού σvτο σvημείο H =< H >. δηλαδή:

∂2V

∂H2

∣∣∣∣∣
H=<H>

−→ mass spectrum (2.1.11)

Τα πεδία HXi , HYi είναι τα γνωσvτά μας would-be Goldstone bosons, τα οποία θα φαγωθούν όταν
εκτελέσvουμε μετασvχηματισvμό και μεταφερθούμε σvτη φυσvική βαθμίδα (unitary gauge). ΄Οσvον αφορά
σvτα υπόλοιπα πεδία της θεωρίας μας όπως είπαμε από τη 2η παράγωγο του δυναμικού θα πάρουμε τις
τιμές που φαίνονται και σvτον πίνακα 2.1:

[H8]αβ = 20λ2u
2
1, [H3]rs = 80λ2u

2
1, H0 = 4m2

1 (2.1.12)

Επιπλέον η εφαρμογή του μηχανισvμού higgs θα προσvδώσvει μάζα και σvτα υπόλοιπα μποζονικά πεδία
της θεωρίας μας σvτο σvυγκεκριμένο σvτάδιο, δηλαδή θα αποκτήσvουν μάζα τα πεδία που βρίσvκονται σvτη
Φ καθώς και τα πεδία X και Y που βρίσvκονται σvτο Aµ. Παρακάτω θα υπολογίσvουμε ακριβώς τις
μάζες τους. ΄Οσvον αφορά σvτις μάζες του Φ θυμούμασvτε ότι αυτή είναι μία 5 αναπαράσvτασvη, μπορούμε
να χωρίσvουμε τα 5 σvτοιχεία της λοιπόν σvε μία triplet (δείκτης α = 1, 2, 3) και μία doublet (δείκτης
r = 1, 2) για προφανείς φυσvικούς λόγους που έχουνε γίνει αντιληπτοί με την παραπάνω σvυζήτησvη.
Δηλαδή γράφουμε:

Φ = ( Φ1 Φ2 Φ3 Φ4 Φ5 )T = ( Φtα Φdr )T , α = 1, 2, 3, r = 1, 2 (2.1.13)

Επίσvης αξίζει εδώ να αναφέρουμε πως μπορεί μεν να θεωρήσvαμε σvτο πρώτο αυτό σvπάσvιμο σvε υψηλή

ενεργειακή κλίμακα αμελητέα την παρουσvία του πεδίου Φ, αυτό όμως δεν σvημαίνει ότι δεν υπάρχει και
δεν αποκτά κάποιο όρο μάζας. Από το δυναμικό V (H,Φ) που γράψαμε λοιπόν, παίρνουμε τους όρους
μάζας για τα πεδία της Φ, δηλαδή τους όρους εκείνους οι οποίοι είναι τετραγωνικοί ως προς Φ, δηλαδή
ανάλογοι του Φ†Φ. Αυτοι είναι οι:

VMΦ = −m2
2(Φ†Φ) + λ4(trH2)(Φ†Φ) + λ5Φ†H2Φ (2.1.14)

Για H =< H > λοιπόν όπως βλέπουμε θα είναι:

H2 = u2
1 · diag(4, 4, 4, 9, 9)→ trH2 = 30u2

1 (2.1.15)

Οπότε οι όροι του δυναμικού θα γίνουν:

Φ†Φ = ( Φtα Φdr )†
(

Φtα
Φdr

)
= Φ†tαΦtα + Φ†drΦdr (2.1.16)

και:

Φ†H2Φ = u2
1( Φtα Φdr )†


4

4
4

9
9


(

Φtα
Φdr

)
= 4Φ†tαΦtαu

2
1 + 9Φ†drΦdru

2
1 (2.1.17)
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Table 2.1: Φάσvμα μάζας των βαθμωτών πεδίων της SU(5), H : 24 και Φ : 5. Τα άμαζα (HXα , HYα)
είναι τα γνωσvτά μας would-be Goldstone bosons.

scalar fields SU(3)⊗ SU(2) [mass]2

[H8]αβ (8,1) 20λ2u
2
1

[H3]rs (1,3) 80λ2u
2
1

H0 (1,1) 4m2
1

(HXα , HYα) (3,2) 0

(H†Xα , H
†
Yα

) (3∗,2) 0
Φtα (3,1) −m2

2 + (30λ4 + 4λ3)u2
1

Φdr (1,2) −m2
2 + (30λ4 + 9λ3)u2

1

Από τα παραπάνω το δυναμικό των όρων μάζας παίρνει τη μορφή:

VMΦ

∣∣∣∣∣
H=<H>

=
[
−m2

2 + (30λ4 + 4λ3)u2
1

] (
Φ†tαΦtα

)
+
[
−m2

2 + (30λ4 + 9λ3)u2
1

] (
Φ†drΦdr

)
(2.1.18)

΄Οπως φνωρίζουμε οι όροι μπροσvτά από τους Φ†Φ είναι το τετράγωνο των αντίσvτοιχων όρων μάζας,
δηλαδή:

m2
Φtα = −m2

2 + (30λ4 + 4λ3)u2
1 (2.1.19)

m2
Φdr

= −m2
2 + (30λ4 + 9λ3)u2

1 (2.1.20)

΄Οσvον αφορά τώρα σvτα μποζόνια της θεωρίας μας, παρατηρούμε ότι αφού το H ανήκει σvτην adjoint
αναπαράσvτασvη, μπορού με να σvχηματίσvουμε σvυναλλοίωτη παράγωγο, η οποία θα είναι, σvύμφωνα με
τη γνωσvτή από το SM σvυνταγή:

DµH = ∂µH + ig[Aµ, H]
H′=H−<H>−→

= ∂µ(H ′+ < H >) + ig[Aµ, H
′+ < H >]

= ∂µH
′ + ig[Aµ, H

′] + ig[Aµ, < H >]

DµH = DµH
′ + +ig[Aµ, < H >] (2.1.21)

Οι όροι μάζας λοιπόν θα προκύψουν από το

∣∣∣DµH
∣∣∣2 . Αναπτύσvσvοντας την παράσvτασvη αυτή, τελικά

ο όρος που θα μας δώσvει τις μάζες, θα είναι ο −g2
∣∣∣[Aµ, < H >]

∣∣∣2. Παρουσvιάζουμε παρακάτω τη
διαδικασvία. Αρχικά υπενθυμίζουμε το Aµ:

Aµ =
1√
2


X1 Y1

Gαβ X2 Y2

X3 Y3

X1 X2 X3 W3+ W+

Y 1 Y 2 Y 3 W− W3−

 , Gαβ = (G−2B/
√

30)α β , W3± = ±W 3/
√

2+3B/
√

30

(2.1.22)
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Είναι:

[Aµ, < H >] = Aµ < H > − < H > Aµ

=
u1√

2


2G1

1 2G1
2 2G1

3 −3X1 −3Y1

2G2
1 2G2

2 2G2
3 −3X2 −3Y2

2G3
1 2G3

2 2G3
3 −3X3 −3Y3

2X1 2X2 2X3 −3W3+ −3W+

2Y 1 2Y 2 2Y 3 −3W− −3W3−



− u1√
2


2G1

1 2G1
2 2G1

3 2X1 2Y1

2G2
1 2G2

2 2G2
3 2X2 2Y2

2G3
1 2G3

2 2G3
3 2X3 2Y3

−3X1 −3X2 −3X3 −3W3+ −3W+

−3Y 1 −3Y 2 −3Y 3 −3W− −3W3−



[Aµ, < H >] =
u1√

2


0 0 0 −5X1 −5Y1

0 0 0 −5X2 −5Y2

0 0 0 −5X3 −5Y3

5X1 5X2 5X3 0 0
5Y 1 5Y 2 5Y 3 0 0

 (2.1.23)

Οπότε για τη μάζα θα έχουμε:

−g2
∣∣∣[Aµ, < H >]

∣∣∣2 = −g2u
2
1

2

∣∣∣∣∣(−5X1)(5X1) + (−5Y1)(5Y 1) + (−5X2)(5X2) + . . .

∣∣∣∣∣
−g2

∣∣∣[Aµ, < H >]
∣∣∣2 = −25u2

1

2

(
X2 + Y 2

)
(2.1.24)

Απευθείας παίρνουμε από την παραπάνω τις μάζες για τα βαριά X και Y μποζόνια:

MX = MY =
5
√

2

2
gu1 (2.1.25)

Μέχρι το σvημείο αυτό έχουμε περιγράψει πλήρως το 1ο αυθόρμητο σvπάσvιμο σvυμμετρίας όπως υποσvχε-
θήκαμε. Το φάσvμα μάζας της θεωρίας μας φαίνεται σvυγκεντρωτικά σvτον πίνακα 2.1 πιο πάνω. ΄Οπως
λοιπόν δείξαμε και είχαμε εκτιμήσvει από την αρχή της διαδικασvίας, όλες οι μη μηδενικές τιμές μάζας
μετά το 1ο αυτό σvπάσvιμο, είναι της τάξης u1 (έσvτω MX), δηλαδή πολύ μεγάλες. ΄Εχουμε μέχρι σvτιγ-
μής καλύψει τη μισvή διαδρομή. Το επόμενο βήμα είναι να φτάσvουμε σvε χαμηλές ενέργειες (μπαίνοντας
σvτην περιοχή ισvχύος του SM, δηλαδή ∼ 250GeV ) και εκεί να σvπάσvουμε την SU(2) σvυμμετρία με 2ο
μηχανισvμό higgs, όπου η αναμενόμενη τιμή ως προς το κενό θα είναι πλέον της τάξης του u1 � u2.
Προφανώς για το 2ο σvπάσvιμο χρειαζόμασvτε μία SU(2) doublet (εδώ φαίνεται ακόμη πιο ξεκάθαρα ο
αρχικός λόγος διαχωρισvμού της 5 αναπαράσvτασvης Φ πιο πριν), με αναμενόμενη μάζα mΦd �MX . Η
ιδέα εδώ είναι η “αντίσvτροφη” αυτής του 1ου σvπασvίματος. Θεωρούμε ότι σvε χαμηλές ενέργειες τα πολύ
βαριά μποζόνια σvταματούν να αλληλεπιδρούν με τα σvωματίδια της θεωρίας μας (δεν υπάρχει coupling)
και τελικώς επιζούν μόνο τα ελαφρά μποζόνια (δηλαδή η doublet που ορίσvαμε πιο πάνω, η Φd). Η
διαδικασvία αυτή ονομάζεται decoupling και θα την αναπτύξουμε λίγο περισvσvότερο παρακάτω.

Decoupling theorem: Εάν μία gauge invariant Lagrangian μίας θεωρίας περιέχει 2 τάξεις μαζών
m και M με m � M και είναι renormalizable, σvε ενέργειες E � M η θεωρία περιγράφεται πλήρως

από μία renormalizable Lagrangian που περιέχει μόνο τα ελαφρά σvωματίδια. Η δράσvη των βαριών
σvωματιδίων της θεωρίας το μόνο που επιφέρει είναι απλά ένα rescale σvτις coupling constants και σvτις
renormalization parameters της θεωρίας.

Από την οπτική γωνία της Κοσvμολογίας (και για να αποδώσvουμε κάποιο φυσvικό νόημα σvτα παραπάνω)
μπορούμε να αναφέρουμε τα εξής: ΄Ενα σvωματίδιο προκειμένου να διατηρηθεί σvε κατάσvτασvη θερμοδ-
υναμικής ισvορροπίας (δηλαδή να παράγονται όσvα κατασvτρέφονται μέσvω διαφόρων αντιδράσvεων), πρέπει
να αντιδρά “αρκετά”. Η διασvτολή του σvύμπαντος οδηγεί σvε πτώσvη της θερμοκρασvίας και κατά σvυνέπεια
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της κινητικής ενέργειας των σvωματιδίων. Αυτό οδηγεί σvε πτώσvη του ρυθμού παραγωγής ειδικά των
βαρύτερων σvωματιδίων, με αποτέλεσvμα αυτά να ξεφεύγουν από τη θερμοδυναμική ισvορροπία, οπότε
και ο ρυθμός διάσvπασvής τους υπερβαίνει το ρυθμό παραγωγής τους. Μετά από αρκετό χρόνο τα
σvωματίδια αυτά ουσvιασvτικά “παύουν να υπάρχουν”, δεν αλληλεπιδρούν πλέον και έτσvι πια η φυσvική
καθορίζεται κυρίως από τα ελαφρά σvωματίδια. ΄Ετσvι, με βάσvη τα παραπάνω μπορούμε να γράψουμε
την “ενεργή” (effective) Lagrangian η οποία ισvχύει σvτην περιοχή ενέργειας ∼ 250GeV .

Veff (φ) = −m2
d(φ
†φ) + λ3(φ†φ)2 (2.1.26)

όπου πλέον σvυμβολίζουμε με φ τη doublet του Φ που ορίσvαμε πιο πριν και επίσvης με βάσvη τα παραπάνω
και τον πίνακα μαζών που βρήκαμε για τη μάζα της Φd = φ, βάλαμε m2

2 ' m2
d. Το δυναμικό που

γράψαμε παραπάνω είναι ακριβώς το Higgs δυναμικό του SM. Η διαδικασvία λοιπόν από εδώ και κάτω
είναι το γνωσvτό σvπάσvιμο σvυμμετρίας του SM με VEV u2 � u1. Το βαθύτερο κενό της θεωρίας μας
λοιπόν θα γίνει:

< φd >=
1√
2

(
0
u2

)
, u2 =

(
m2
d/λ3

)1/2 ' 250GeV (2.1.27)

Περιγράψαμε σvτο σvημείο αυτό και το 2ο σvτάδιο του σvπασvίματος:

SU(3)⊗ SU(2)⊗ U(1)
u2−→ SU(3)⊗ U(1) (2.1.28)

Εδώ θα πρέπει να αναφέρουμε κάποιες παρατηρήσvεις οι οποίες μπορούν να αμφισvβητήσvουν τη σvυνέπεια

των μέχρι τώρα λεχθέντων. Παρουσvιάζεται μία πολύ μεγάλη διαφορά σvτις 2 τάξεις μεγέθους των
ενεργειών που αναφέραμε. Η σvχέσvη τους είναι u1 ∼ 1012u2, διαφορά η οποία φαίνεται μη φυσvική.
Επιπλέον ο περιορισvμός μας σvε χαμηλά σvωματίδια μπορεί να γίνει σvε όλες τις τάξεις της θεωρίας

διαταραχών; Η απάντησvη είναι ότι όντως μπορούμε να περιορισvτούμε σvτα ελαφρά σvωματίδια αλλά
απαιτείται fine tuning σvε κάθε τάξη. Τελική λύσvη βέβαια σvτο παραπάνω πρόβλημα (gauge hierarchy
problem) παρέχεται από τη θεωρία της Supersymmetry.

2.2 ENOPOIHSH STAJERWN ZEUXHS.

Μετά από την παρουσvίασvη των παραπάνω μπορούμε να προχωρήσvουμε πιο βαθιά σvτη θεωρία μας και

να την εξετάσvουμε πλέον σvτην ουσvία της. Δηλαδή σvτις προβλέψεις της. Εδώ θα κριθεί η ισvχύς
της και η απόρριψή της ή όχι. Ποιά είναι η ουσvία της ενοποίησvης; ΄Οπως έχουμε δει από το SM οι
ισvχυρές και ηλεκτρασvθενείς αλληλεπιδράσvεις περιγράφονται (σvτο SM) από 3 σvταθερές ζεύξης. Αυτές
είναι οι gs, g, g

′
αντίσvτοιχα, μία για κάθε ομάδα του μοντέλου. ΄Οπως έχει βρεθεί και πειραματικά

αυτές οι τρεις coupling constants έχουν διαφορετική έντασvη, καθώς και όπως έχουμε δει από τη
θεωρία επανακανονικοποίησvης διαφορετική εξέλιξη με την ενέργεια. Συγκεκριμένα οι SU(3) και SU(2)
coupling constants μειώνονται λογαριθμικά με την αύξησvη της ενέργειας, ενώ η g′ που αντισvτοιχεί
σvτην Abel U(1) αυξάνει με την αύξησvη της ενέργειας. Στα πλαίσvια του SM δεν παρέχεται καμία
απολύτως εξήγησvη για ποιόν λόγο αυτές οι 3 σvταθερές αλληλεπίδρασvης έχουνε διαφορετικές εντάσvεις.
Ερχόμασvτε τώρα σvτη θεωρία ενοποίησvης που εξετάζουμε. Εξ’ ορισvμού μία θεωρία ενοποίησvης έχει
μόνο 1 σvταθερά ζεύξης (έσvτω εδώ g5 για την SU(5)). Βέβαια αυτό θα πρέπει να ισvχύει σvε μία
ενεργειακή κλίμακα αρκετά ψηλα (σvτην περιοχή ισvχύος της ενοποιημένης θεωρίας -GUT scale-).
΄Οταν μεταφερθούμε χαμηλά σvτην ενεργειακή κλίμακα (SM) θα πρέπει η θεωρία μας να μας δίνει το
SM, αφού είναι και πειραματικά αποδεδειγμένο ότι σvε χαμηλές ενέργειες το SM έχει πλήρη ισvχύ. Το
πώς μπορεί αυτό να επιτευχθεί το είδαμε ακριβώς πριν. Το αυθόρμητο σvπάσvιμο της σvυμμετρίας (1ο
σvτάδιο) μας παρέχει τη δυνατότητα να έχουμε μία αρχικά σvταθερά ζεύξης, η οποία να χωρίζεται σvε
τρεις όταν κατέβουμε σvε χαμηλές ενέργειες, μία για κάθε υποομάδα της SU(5). Υποθέτουμε λοιπόν
ότι σvε κάποια ψηλή ενεργειακή κλίμακα οι τρεις παραπάνω coupling constants σvυμπίπτουν και οι τρεις
(∼ MX) και από εκεί και έπειτα η θεωρία μας περιγράφεται από μία ενοποιημένη coupling constant,
την g5. Δηλαδή:

SU(5) −→ SU(3)⊗ SU(2)⊗ U(1)
g5(∼MX) gs, g, g

′(∼MZ)
(2.2.1)

Τα παραπάνω σvυνοψίζονται σvχηματικά σvτην εικόνα 2.2.1.
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Figure 2.2.1: Ενοποίησvη των coupling constants σvε ψηλή ενεργειακή κλίμακα.

Θα πρέπει όμως να τονίσvουμε εδώ ότι αυτή είναι μία υπόθεσvη που κάναμε και κανείς δεν μας εγγυάται

ότι αυτό ισvχύει. Δύο γραμμές προφανώς τέμνονται μεταξύ τους. Εμείς όμως υποθέσvαμε ότι και οι
τρεις αυτές γραμμές τέμνονται σvτο ίδιο σvημείο. Αυτή λοιπόν είναι μία σvυνθήκη που επιβάλλουμε και
θα δούμε ότι οδηγεί σvε ορισvμένες πολύ σvημαντικές προβλέψεις.

Ξεκινάμε την ανάλυσvη της υπόθεσvης που κάναμε παραπάνω πρώτα εξετάζοντας τι σvυμβαίνει ψηλά σvτην

ενεργειακή κλίμακα, όπου η θεωρία μας είναι η SU(5) και έπειτα θα προσvπαθήσvουμε με τη χρήσvη των
όσvων γνωρίζουμε από τη θεωρία επανακανονικοποίησvης να δούμε πώς σvυμπεριφέρεται η θεωρία μας

(σvτην ουσvία πώς δηλαδή “μεταφράζεται” η ύπαρξη της σvυγκεκριμένης σvυμμετρίας ψηλά) σvτις χαμηλές
ενέργειες όπου ισvχύει το SM και οι οποίες είναι ελένξιμες και πειραματικά. τι γίνεται λοιπόν σvτη GUT
scale; Θα γράψουμε εδώ τις σvυναλλοίωτες παραγώγους της SU(5) (θεωρώντας ενοποιημένη σvταθερά
ζεύξης g5) και αντίσvτοιχα αυτές του SM σvτην ενεργειακή κλίμακα ενοποίησvης:

Dµ = ∂µ + ig5

23∑
α=0

Aαµλ
α/2 (2.2.2)

Dµ = ∂µ + igs

8∑
α=1

Gαµ
λα

2
+ ig

3∑
r=1

W r
µ

τ r

2
+ ig′Bµ

Y

2
(2.2.3)

Πώς θα είναι οι coupling constants gs, g, g′ του SM σvτηGUT scale; Ας υποθέσvουμε ότι αυτές θα είναι
οι g3(ισvχυρή SU(3)), g2(ασvθενής SU(2)), g1(ηλ/κη U(1)). Ο ορισvμός της σvχέσvης των σvταθερών
ζεύξης εξαρτάται από την κανονικοποίησvη των γεννητόρων του group που έχουμε επιβάλλει. ΄Ετσvι
όσvον αφορά σvτα non-abel groups εκεί δεν έχουμε κάποιο πρόβλημα, καθώς έχουν ίδιες σvυνθήκες
κανονικοποίησvης, που είναι οι άλγεβρες Lie:

SU(5) : tr(λαλβ) = 2δαβ , γενικ.πίνακεςGell −Mann (2.2.4)
SU(3) : tr(λaλb) = 2δab, πίνακεςGell −Mann (2.2.5)
SU(2) : tr(τ rτm) = 2δrm, πίνακεςPauli (2.2.6)

επιπλέον από την υπόθεσvη που κάναμε περί ενοποίησvης, θα είναι προφανώς:

g3 = g2 = g1 = g5 (2.2.7)

Αυτές οι σvταθερές ζεύξης είναι δηλαδή σvυγκεντρωμένες σvτη σvυναλλοίωτη παράγωγο (2.2.2). Οπότε
ψάχνωντας τη σvύνδεσvη των σvταθερών ζεύξης της SU(5) με αυτές του SM όπως αναφέραμε δεν έχουμε
κάποια δυσvκολία όσvον αφορά σvτις μη Αβελιανές ομάδες. Με βάσvη τισv σvχέσvεις κανονικοποίησvης των
γεννητόρων που έχουμε επιβάλλει και γράψαμε πιο πάνω, θα είναι:

g3 ≡ gs, g2 ≡ g (2.2.8)
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τι γίνεται τώρα με τη U(1); Συγκρίνοντας τις (2.2.2) και (2.2.3) κατευθείαν εξάγεται η σvχέσvη τους
(υπενθυμίζουμε ότι τώρα θα γράψουμε g5 ≡ g1):

ig1A
0
µ

λ0

2
= ig′Bµ

Y

2
(2.2.9)

Δηλαδή το πεδίο A0
µ ταυτοποιείται με το πεδίο της U(1), Bµ, πριν από τη μίξη της με την SU(2) όπως

θυμόμασvτε από το SM. Οπότε:
g1λ

0 = g′Y (2.2.10)

Το θέμα που ανακύπτει εδώ σvε σvχέσvη με την προηγούμενη περίπτωσvη, είναι το γεγονός πως η U(1) ως
Αβελιανή ομάδα έχει τετριμμένη άλγεβρα και δεν υπάρχει κανένας περιορισvμός σvτην κανονικοποίησvη

του γεννήτορά της. Αυτό το πρόβλημα είχαμε και σvτην απόδοσvη του υπερφορτίου σvτη μελέτη του SM,
όπου τελικά αναγκασvτήκαμε να επιβάλλουμε (να διαλέξουμε ουσvιασvτικά) εμείς “με το χέρι” τα φορτία
που επιθυμούσvαμε, χωρίς να υπάρχει κάποια φυσvική - μαθηματική απαίτησvη. Τα Y και λ0

μπορούν

να μεταβάλλονται ανεξάρτητα. ΄Ομως εδώ το πολύ σvημαντικό σvτοιχείο που έχουμε σvτη διαθεσvή μας
και μπορεί να οδηγήσvει σvε επιβολή σvυνθήκης είναι το γεγονός ότι όπως είδαμε από το 1ο κεφάλαιο
έχουμε ήδη υπολογίσvει τον πίνακα Y για την fundamendal 5 αναπαράσvτασvη. Μπορούμε λοιπόν με
βάσvη την ταυτοποίησvη των σvωματιδίων που έχουμε κάνει για την SU(5) να απαιτήσvουμε εισvάγοντας
μία σvταθερά c:

Y = cλ0 (2.2.11)

Υπενθυμίζουμε εδώ ότι έχουμε υπολογίσvει για την:

5 : (ψi)R = ( d1 d2 d3 e+ −νc1 )R (2.2.12)

τον τελεσvτή του υπερφορτίου και βρήκαμε:

Y =


−2/3

−2/3
−2/3

1
1

 (2.2.13)

Ενώ επίσvης από την άλγεβρα της ομάδας SU(5) και τις αναπαρασvτάσvεις της σvε 5 × 5 πίνακες, είναι
(βλ. παράρτημα):

λ0 =
1√
15


2

2
2
−3

−3

 (2.2.14)

Πλέον είμασvτε έτοιμοι και έχουμε σvτα χέρια μας ένα ακλόνητο χαρτί. Σε αντίθεσvη με το SM μπορούμε
να επιβάλλουμε σvυνθήκη. Το μόνο που έχουμε να κάνουμε είναι να υπολογίσvουμε τη σvταθερά c
αυτή για την οποία παίρνουμε Y = cλ0. Και το ακόμη πιο σvημαντικό είναι το γεγονός ότι εάν
κανείς παρατηρήσvει τη σvχέσvη g1λ

0 = g′Y που γράψαμε πιο πάνω, προιόν της υπόθεσvης ενοποίησvης,
βλέπουμε ότι με την επιβολή της σvυνθήκης μας έχουμε ένα ακόμη μεγαλύτερο κέρδος: μπορούμε
να υπολογίσvουμε ακριβώς τη σvχέσvη των δυό σvταθερών ζεύξης των ασvθενών και ηλεκτρομαγνητικών

αλληλεπιδράσvεων! Η ενοποίησvη ήδη αποκτά υπόσvτασvη και θα δούμε αμέσvως τι μεγάλες σvυνέπειες έχει
αυτή η παρατήρησvη για τη θεωρία. ΄Εχουμε λοιπόν Y = cλ0. Κάνοντας τις πράξεις για ένα σvτοιχειο
των πινάκων (και επαληθεύοντας μετά εάν το ίδιο ισvχύει για τα υπόλοιπα τέσvσvερα):

1 = c
−3√

15

c = −(5/3)1/2 (2.2.15)
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Εάν πολλαπλασvιάσvουμε όλα τα σvτοιχεία του λ0
με τον c βλέπουμε ότι παίρνουμε τον Y . Πηγαίνοντας

τώρα σvτη σvχέσvη που προέκυψε από την υπόθεσvη σvυμμετρίας, θα είναι:

g1λ
0 = g′Y

g1λ
0 = −(5/3)1/2λ0g′ (2.2.16)

και πλέον εξάγουμε τη σvχέσvη μεταξύ των δύο τσvαθερών ζεύξης:

g′ = −
√

3

5
g1 (2.2.17)

Μένει τώρα να δούμε τι σvυμβαίνει κάτω από τη GUT scale, δηλαδή όταν πάμε σvε µ < MX .
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Figure 2.2.2: Οι coupling constants τελικά δε φαίνεται να σvυγκλίνουν σvε ένα μόνο σvημείο...

2.3 DIASPASH PRWTONIOU.
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2.4 MAZES FERMIONIWN.
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3.1 OMOGENES LORENTZ GROUP, DIRAC SPINORS.

΄Οπως γνωρίζουμε, οι Dirac σvπίνορες αποτελούν βάσvη για μία αναπαράσvτασvη του Lorentz group.
Εννοούμε βέβαια το ομογενές Lorentz group το οποίο περιλαμβάνει τις τρεις σvτροφές και τα τρία
Lorentz boosts σvτο χώρο. ΄Ετσvι λοιπόν όπως έχουμε γράψει σvε προηγούμενο κεφάλαιο, οι 6 generators
του HLG υπακούουν την άλγεβρα:

[Jmn, Jrsv] = i(gnrJmsv − gmrJnsv + gmsvJnr − gnsvJmr) (3.1.1)

Στη βάσvη λοιπόν των Dirac σvπινόρων ψάχνουμε μία αναπαράσvτασvη των generators του HLG. Μία
αναπαράσvτασvη σvε πίνακες των generators είναι η εξής:

Σ
mn ≡ i

4
[γm, γn] (3.1.2)

οι οποίοι ικανοποιούν την άλγεβρα Lie της ομάδας Lorentz. Τα σvτοιχεία λοιπόν του Lorentz group
θα είναι:

S(Λ)=exp{ i
2
λmnΣ

mn} = exp{-1
8
λmn[γ

m, γn]} (3.1.3)

όπου λmn = −λnmοι 6 παράμετροι του HLG. ΄Οπως είπαμε, τα σvτοιχεία S(Λ), δρουν σvτο χώρο που
ορίζεται από τους Dirac σvπίνορες. Ας δούμε ποιο είναι το αποτέλεσvμα της δράσvης τους πάνω σvτους
σvπίνορες (υπενθυμίζουμε ότι οι Dirac σvπίνορες είναι σvπίνορες 4 σvυνισvτωσvών):

Ψ(x) =


ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 , Ψ(x) −→ Ψ′(x′) = S(Λ)Ψ(x) (3.1.4)

Βρήκαμε δηλαδή το νόμο μετασvχηματισvμού για έναν Dirac σvπίνορα κάτω από το HLG. Πάμε τώρα
να ελέγξουμε και πώς μετασvχηματίζεται και ο Ψ. Θα δουλέψουμε σvτη Standard Representation των
γ-πινάκων. Παρακάτω υπενθυμίζουμε τη standard representation και αναφέρουμε κάποιες ιδιότητες
που θα χρησvιμοποιηθούν σvτις πράξεις:

S.R. γ
0 =

(
1 0
0 −1

)
, ~γ =

(
0 ~σv
−~σv 0

)
(3.1.5)

ενώ επίσvης εύκολα προκύπτουν:

γ
0† = γ0, γ

i† = −γi, [γi, γj ]† = −[γi, γj ], [γ0,γi]† = [γ0, γi] (3.1.6)

και κάνοντας τις πράξεις θα πάρουμε:

Ψ
′

= Ψ′†γ0 = (SΨ)†γ0 = Ψ†(S†γ0) (3.1.7)

οπότε πρέπει να υπολογισvτεί ο παράγοντας σvτην παρένθεσvη:

S†γ0 = exp{−1

8
λmn[γ

m, γn]}γ0 = exp{−1

8

(
λij [γ

i, γj ]† + 2λ0i[γ
0, γi]†

)
}γ0

= exp{−1

8

(
−λij [γi, γj ] + 2λ0i[γ

0,γi]
)
}γ0 (3.1.8)

Αναπτύσvσvοντας τώρα το εκθετικό και εκτελλώντας τις πράξεις με τον γ-πίνακα που υπάρχει από δεξιά
και σvυμπτύσvσvοντας ξανά, καθώς και από τις σvχέσvεις:

[γi, γj ]γ0 = γ0[γi, γj ], [γ0, γi]γ0 = −γ0[γ0,γi] (3.1.9)

θα πάρουμε τελικά:

S†γ0 = γ0exp{−1

8

(
−λij [γi, γj ]− 2λ0i[γ

0, γi]
)
} = γ0S−1 (3.1.10)
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και έτσvι ο σvπίνορας Ψ κάτω από HLG μετασvχηματίζεται ως:

Ψ
′

= Ψ†(S†γ0) = Ψ†(γ0S−1) = ΨS−1 (3.1.11)

Δηλαδή βλέπουμε πως ο σvπίνορας αυτός μετασvχηματίζεται διαφορετικά από τον Ψ. ΄Ομως εμείς
θέλουμε ο σvυζυγής σvπίνορας (που θα αντισvτοιχίσvουμε τα αντισvωματίδια σvτη σvυνέχεια) να μετασvχη-
ματίζεται κάτω από HLG με τον ίδιο τρόπο όπως και ο Ψ. ΄Αρα ψάχνουμε σvπίνορα που να έχει προφανώς
σvχέσvη με τον προηγούμενο και να μετασvχηματίζεται όπως ο Ψ. Αυτός θα είναι ο Ψc = CΨ

T

. ΄Οπου
ο C είναι ο πίνακας σvυζυγίας φορτίου με ιδιότητες:

CT = −C, CγmTC−1 = −γm,

[γm, γn]T = −[γmT, γnT] = −C−1[γm, γn]C (3.1.12)

Αρκεί να δείξουμε ότι μετασvχηματίζεται όπως και ο Ψ.

Ψ
′c =

(
CΨ

T
)′

= CΨ
′T = C

(
ΨS−1

)T
=
(
CS−1T

)
Ψ
T

(3.1.13)

Πρέπει δηλαδή τώρα να υπολογίσvουμε τον παράγοντα σvτην παρένθεσvη. Θα είναι:

CS−1T = Cexp{1

8
λmn[γ

m, γn]}T

= Cexp{1

8
λmn[γ

m, γn]T }

= Cexp{−1

8
λmnC

−1[γm, γn]C}

Αναπτύσvσvουμε το εκθετικό και αντίσvτροφα:

CS−1T = C

(
1− 1

8
λmnC−1[γm, γn]C + . . .

)

=

(
1− 1

8
λmn[γ

m, γn] + . . .

)
C = SC (3.1.14)

οπότε για τη μεταβολή του σvυζυγούς σvπίνορα θα πάρουμε:

Ψ
′c =

(
CS−1T

)
Ψ
T

= SCΨ
T

= SΨc (3.1.15)

Δείξαμε ότι ο σvπίνορας μετασvχηματίζεται κάτω από το HLG σvωσvτά όπως θέλαμε (ακριβώς όπως ο
Ψ). ΄Ετσvι λοιπόν κάνοντας μία σvύντομη αναφορά σvτην ερμηνεία των παραπάνω σvπινόρων μπορούμε να
πούμε πως εάν ο Ψ περιγράφει ένα σvωματίδιο, τότε ο Ψc

θα περιγράφει ένα αντισvωματίδιο. Θα πρέπει
όμως εδώ να αναφέρουμε και την περίπτωσvη όπου εξετάζουμε ένα ουδέτερο spin 1/2 σvωματίδιο. Τότε
προφανώς το σvωματίδιο είναι ουσvιασvτικά το αντισvωματίδιό του. Η σvυνθήκη λοιπόν που θα πρέπει οι
σvπίνορες να ικανοποιούν είναι:

Ψ=Ψc (3.1.16)

Οι σvπίνορες που ικανοποιούν τη σvυνθήκη αυτή λέγονται Majorana spinors και αντίσvτοιχα η σvυν-
θήκη. Θα γίνει εκτεταμένη χρήσvη τους σvτη σvυνέχεια. ΄Ενα παράδειγμα Majorana σvπίνορα αποτελεί η
θεώρησvη των νετρίνων ως Majorana σvωματιδίων.

3.2 ANAPARASTASH WEYL.

΄Οπως γνωρίζουμε η αναπαράσvτασvη των γ - πινάκων που δώσvαμε παραπάνω (S.R.) δεν είναι και η
μοναδική. Οποιοσvδήποτε μετασvχηματισvμός ομοιότητας σvτους γ - πίνακες θα μας δώσvει μία ισvοδύναμη
αναπαράσvτασvη, η οποία βέβαια θα ικανοποιεί την άλγεβρα Clifford:

{γm,γn} = 2ηmn (3.2.1)
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Σημαντική λοιπόν πέρα από τη Standard Representation είναι η αναπαράσvτασvη Weyl (ή Chiral). Σε
αυτήν οι γ - πίνακες παίρνουν τη μορφή:

Weyl. γ
0 =

(
0 −1
−1 0

)
, γ

i =

(
0 σv

i

−σvi 0

)
,

γ
5 =

(
1 0
0 −1

)
(3.2.2)

Από το Standard Model θυμόμασvτε τη μεγάλη χρησvιμότητα της Weyl αναπαράσvτασvης. Η διαγώνια
μορφή του γ

5
πίνακα την έκανε κατάλληλη για την περιγραφή κατασvτάσvεων διαφορετικής ελίκωσvης,

καθώς ξεχώριζε το δεξιόσvτροφο (2 πάνω σvυνισvτώσvες) από το αρισvτερόσvτροφο (2 κάτω σvυνισvτώσvες)
ενός σvπίνορα Dirac. Ας πάμε να δούμε τα χαρακτηρισvτικά αυτά πιο αναλυτικά και να κάνουμε τη
σvύνδεσvη με τα παραπάνω και με το HLG.

3.2.1 Anapar�svtasvh Weyl kai HLG.

Κατ’ αρχήν, μπορούμε να πάρουμε μία πιο σvυγκεντρωτική μορφή για τους γ - πίνακες σvτην αναπαράσv-
τασvη αυτή, ως εξής:

γ
m =

(
0 σv

m

σv
m 0

)
, όπου:


σv
m = (σv0,σvi) = (−1,σvi)

σv
m = (σv0,σvi) = (−1,−σvi)

(3.2.3)

΄Οπως και πριν βρίσvκουμε μία αναπαράσvτασvη των generators του ομογενούς lorentz group σvε πίνακες.
Αυτή όπως αναφέραμε είναι:

Σ
mn ≡ i

4
[γm, γn] (3.2.4)

Κάνοντας τις πράξεις σvτο μεταθέτη:

[γm, γn] =

(
0 σv

m

σv
m 0

)(
0 σv

n

σv
n 0

)
−
(

0 σv
n

σv
n 0

)(
0 σv

m

σv
m 0

)

[γm, γn] =

(
σv
m
σv
n − σvnσvm 0

0 σv
m
σv
n − σvnσvm

)
(3.2.5)

και ορίζοντας την ποσvότητα σv
mn = 1

4 (σvmσvn − σvnσvm), παίρνουμε τελικά για την αναπαράσvτασvη των
generators σvε πίνακες:

Σ
mn ≡ i

(
σv
mn 0
0 σv

mn

)
(3.2.6)

Σε τι όμως χρησvιμεύει ηWeyl αναπαράσvτασvη; Για να το δούμε αυτό, γράφουμε ένα σvτοιχείο του HLG
όπως κάναμε και πριν:

S(Λ) = exp{ i
2
λmnΣ

mn} =

(
exp{− 1

2λmnσv
mn} 0

0 exp{− 1
2λmnσv

mn}

)
(3.2.7)

Παρατηρούμε λοιπόν πως οι μετασvχηματισvμοί της ομάδας Lorentz παίρνουν διαγώνια μορφή. ΄Οπως
θυμόμασvτε από τα προηγούμενα ο νόμος μετασvχηματισvμού για έναν σvπίνορα Dirac κάτω από το HLG
είναι Ψ→ Ψ′ = SΨ. ΄Αρα είναι σvαφές πως η μορφή του S σvτηWeyl αναπαράσvτασvη αυτό που κάνει είναι
να ξεχωρίζει τις 2 πάνω με τις 2 κάτω σvυνισvτώσvες ενός σvπίνορα Dirac. ΄Οταν βέβαια λέμε “ξεχωρίζει”
εννοούμε ότι οι πάνω σvυνισvτώσvες ενός σvπίνορα Dirac, μετασvχηματίζονται διαφορετικά από τις κάτω,
κάτω από μετασvχηματισvμούς της ομάδας Lorentz. Σε αυτό ακριβώς το σvτοιχείο θα πάμε αμέσvως τώρα
να ρίξουμε λίγο παραπάνω φως.

΄Οπως θυμόμασvτε από προηγούμενη ανάλυσvη το ομογενές Lorentz group αποτελείται από 3 σvτροφές
σvτο χώρο και 3 Lorentz boosts. Η μορφή που έχουμε γράψει παραπάνω για το σvτοιχείο της ομάδας S
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δεν κάνει φανερή αυτή τη δομή. Θα μπορούσvαμε όμως να εκφράσvουμε αυτά τα σvτοιχεία εάν χωρίσvουμε
τις σvυνισvτώσvες του παραπάνω πίνακα, ορίζοντας:

2εijkλij = λk, λ0i =
mi

4
(3.2.8)

και έτσvι τα διαγώνια σvτοιχεία του πίνακα S γίνονται:

exp{−1

2
λmnσv

mn} = exp{ i
2
−→
σv

(−→
λ + i−→m

)
} (3.2.9)

exp{−1

2
λmnσv

mn} = exp{ i
2
−→
σv

(−→
λ − i−→m

)
} (3.2.10)

ενώ ο μετασvχηματισvμός S που ανήκει σvτο HLG παίρνει τη μορφή:

S(Λ) =

 exp{ i2
−→
σv

(−→
λ + i−→m

)
} 0

0 exp{ i2
−→
σv

(−→
λ − i−→m

)
}

 (3.2.11)

Πλέον είναι φανερή η σvύνδεσvη με το Lorentz group. Οι 3 σvυνισvτώσvες του λ είναι οι 3 παράμετροι
(γωνίες) σvτροφής σvτο χώρο, ενώ οι 3 σvυνισvτώσvες του m τα 3 Lorentz boosts (οι 3 ταχύτητες).
Προχωρώντας παρακάτω τώρα, θα μπορούσvαμε να ορίσvουμε ένα νέο μέγεθος για να γράψουμε τα
παραπάνω πιο οικονομικά:

s = exp{ i
2
−→
σv

(−→
λ + i−→m

)
} (3.2.12)

Πολύ εύκολα επίσvης παίρνουμε:

s−1 = exp{− i
2
−→
σv

(−→
λ + i−→m

)
}, s−1† = exp{ i

2
−→
σv

(−→
λ − i−→m

)
} (3.2.13)

οπότε ο πίνακας S γίνεται:

S(Λ) =

(
s 0
0 s−1†

)
(3.2.14)

Επίσvης μπορούμε να δούμε:

s−1T = exp{− i
2
−→
σv
T
(−→
λ + i−→m

)
} (3.2.15)

ενώ εκμεταλλευόμενοι τη σvχέσvη σv
2
σv
iT
σv

2 = −σvi, παίρνουμε:

σv
2s−1T

σv
2 = s, σv

2s−1†
σv

2 = s∗ (3.2.16)

Εδώ παρατηρούμε λοιπόν πως τα δύο διαγώνια σvτοιχεία του S δε σvυνδέονται μεταξύ τους με μετασvχη-
ματισvμό ομοιότητας, αλλά σvυνδέονται με τα αντίσvτοιχα μιγαδικά σvυζυγή (δηλαδή το s σvυνδέεται με
το s−1T

αλλά όχι με το s−1†
και αντίοσvτροφα). Το γεγονός αυτό έχει μεγάλη σvημασvία γιατί όπως

αναφέραμε, τα σvτοιχεία ενός Dirac σvπίνορα μετασvχηματίζονται διαφορετικά κάτω από τους HLG.
΄Αρα λοιπόν και αποτελούν βάσvεις για μη ισvοδύναμες αναπαρασvτάσvεις. ΄Ετσvι λοιπόν σvτις μεν πάνω
σvυνισvτώσvες του Ψ αντισvτοιχούμε σvωματίδια, σvτις δε κάτω αντισvωματίδια. Ακριβώς αυτό το σvτοιχείο
είναι που κρίνει κατάλληλη τη χρήσvη τηςWeyl αναπαράσvτασvης. ΄Οτι δηλαδή ξεχωρίζει τις βάσvεις για μη
ισvοδύναμες αναπαρασvτάσvεις. Μας δίνει τη δυνατότητα να μεταχειρισvτούμε ξεχωρισvτά τις σvυνισvτώσvες
αυτές λόγω της διαγώνιας μορφής του.

3.2.2 Weyl svpÐnorec.

Με βάσvη λοιπόν τα παραπάνω εύλογα σvκεφτόμασvτε ότι μπορούμε να υιοθετήσvουμε έναν άλλο τρόπο

γραφής για τους σvπίνορες dirac. Από τη σvυζήτησvη που κάναμε φαίνεται ότι μπορούμε να θεωρήσvουμε
το σvπίνορα:

Ψ=
(
χ

η

)
(3.2.17)
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όπου κάθε ένας από τους 2 σvπίνορες είναι σvπίνορας 2 σvυνισvτωσvών. Αυτούς τους σvπίνορες τους
ονομάζουμε Weyl spinors. Για να δείξουμε όσvα αναφέραμε με λόγια πιο πάνω, ας δοκιμάσvουμε να
δράσvουμε με ένα σvτοιχείο του Lorentz group πάνω σvτον Ψ. Να σvημειωθεί επίσvης ότι η σvημασvία του
“bar” που βάζουμε πάνω από τον η σvπίνορα θα φανεί αργότερα. Μετασvχηματίζουμε τον Ψ λοιπόν
κατά Lorentz.

Ψ −→ Ψ′ = SΨ =

(
s 0
0 s−1†

)(
χ

η

)
=

(
sχ

s−1†
η

)
(3.2.18)

΄Οπως βλέπουμε δηλαδή, ο χ σvπίνορας μετασvχηματίζεται διαφορετικά από τον η κάτω από το Lorentz
group. Αυτό επίσvης σvημαίνει πως αποτελούνε βάσvεις για μη ισvοδύναμες αναπαρασvτάσvεις της ομά-
δας Lorentz. Ξανατονίζουμε ότι η μη ισvοδυναμία προκύπτει από το γεγονός ότι οι s και s−1†

δε

σvυνδέονται με μετασvχηματισvμό ομοιότητας. ΄Εχει λοιπόν νόημα όπως φάνηκε να μελετήσvουμε τους 2
αυτούς σvπίνορες ξεχωρισvτά κάτω από το Lorentz group και να βρούμε τις ιδιότητες τους, αλλά και
να προσvπαθήσvουμε να εξάγουμε κάποια σvχέσvη μεταξύ τους. Αυτό θα μας απασvχολήσvει σvτο επόμενο
αυτής της παραγράφου.

Transformation properties of χ: Από τη σvχέσvη που βγάλαμε για το μετασvχηματισvμό του Ψ
βλέπουμε πως οι 2 πάνω σvυνισvτώσvες του, ο Weyl σvπίνορας χ δηλαδή, μετασvχηματίζεται ως:

χ −→ χ′ = sχ (3.2.19)

Ψάχνουμε τώρα να βρούμε μία Lorentz invariant ποσvότητα. Από τη σvχέσvη που σvυνδέει τους πίνακες
s έχουμε βρει ότι s = σv2s−1T

σv
2
οπότε πολλαπλασvιάζοντας από δεξιά με σv

2
και από το γεγονός ότι

σv
2
σv

2 = 1 θα πάρουμε:
σv

2s = s−1T
σv

2 (3.2.20)

΄Αρα λοιπόν μπορούμε να εξετάσvουμε πλέον την ποσvότητα iσv2χ κάτω από μετασvχηματισvμούς Lorentz:

iσv2χ −→ iσv2χ′ = iσv2sχ = s−1T (iσv2χ) (3.2.21)

και παίρνοντας την ανάσvτροφη ποσvότητα θα έχουμε:(
iσv2χ

)T −→ [
s−1T (iσv2χ)

]T
=
(
iσv2χ

)T
s−1 (3.2.22)

Παρατηρούμε έτσvι ότι το μέγεθος:(
iσv2χ

)T
χ −→

(
iσv2χ

)T
s−1sχ =

(
iσv2χ

)T
χ (3.2.23)

παραμένει Lorentz invariant κάτω από τους μετασvχηματισvμούς της ομογενούς ομάδας Lorentz. Μπορούμε
λοιπόν να θέσvουμε δείκτες σvτους σvπίνορές μας ως εξής:

χ ≡ χa =

(
χ1

χ2

)
(3.2.24)

και από την προηγούμενη σvχέσvη μπορούμε να δώσvουμε αντίσvτοιχους πάνω δείκτες σvτον σvπίνορα χ:

χ
a =

(
χ

1

χ
2

)
= iσv2χ =

(
0 1
−1 0

)(
χ1

χ2

)
=

(
χ2

−χ1

)
(3.2.25)

΄Ετσvι λοιπόν το αναλλοίωτο κατά lorentz μέγεθος γράφεται:(
iσv2χ

)T
χ = χaχa : Lorentz invariant (3.2.26)

Επιπλέον σvτο χώρο που ορίζουν οι Weyl σvπίνορες χ, μπορούμε να ορίσvουμε έναν μετρικό τανυσvτή, ο
οποίος θα ανεβάζει και θα κατεβάζει τους δείκτες. Αυτός είναι ουσvιασvτικά εμφανής σvτη σvχέσvη που
εξήχθη για τη σvύνδεσvη του χ

a
με το χa και είναι:

χ
a = εabχb, ε

ab ≡
(

0 1
−1 0

)
(3.2.27)
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Αντίσvτοιχα ο τανυσvτής που κατεβάζει τους δείκτες:

χa = εabχ
b, εab ≡

(
0 −1
1 0

)
(3.2.28)

Οι δύο τανυσvτές αυτοί είναι αντίσvτροφοι ο ένας του άλλου αφού έχουμε:

εabε
bg = δga (3.2.29)

΄Οπως μπορούμε να παρατηρήσvουμε οι τανυσvτές που έχουμε ορίσvει είναι αντισvυμμετρικοί. Το γεγονός
αυτό διαδραματίζει σvπουδαίο ρόλο σvτη φύσvη των Weyl σvπινόρων, γιατί από την αντισvυμμετρικότητα
αυτή πηγάζει η Grassmann φύσvη τους. Αυτό το βλέπουμε καθαρά από το lorentz invariant μέγεθος
που υπολογίσvαμε:

χ
a
χa = εabχbεagχ

g = −εbaεagχbχ
g = −δbgχbχ

g = −χaχ
a (3.2.30)

όπου θέσvαμε ε
ab = −εba ακριβώς λόγω της αντισvυμμετρικότητας και ξαναβάλαμε τους δείκτες α σvτο

τέλος αφού είναι “βουβοί” δείκτες. Βρήκαμε λοιπόν:

χ
a
χa = −χaχ

a ⇒ {χa,χ
a} = 0 (3.2.31)

Δηλαδή οι σvπίνορεςWeyl αντιμετατίθενται. Δεν ισvχύει όπως σvτα κλασvσvικά μας τετρανύσvματα ΑmΑm =
Α
m
Αm όπου εκεί έχουμε το σvυμμετρικό μετρικό τανυσvτή του χωροχρόνου gmn. Αυτή ακριβώς η ιδιότητα

είναι ιδιότητα των αριθμών Grassmann και έτσvι οι Weyl σvπίνορες είναι Grassmann ποσvότητες, ως
απόρροια της αντισvυμμετρικότητας του μετρικού τανυσvτή του χώρου που ορίζουν. Είμασvτε επίσvης σvε
θέσvη να ορίσvουμε και την ποσvότητα (χ)

2
ως εξής:

(χ)
2

= χ
a
χa = εabχaχb = εabχ

a
χ
b

= −χ1
χ

2 + χ2
χ

1 = −2χ1
χ

2 = 2χ2
χ

1

= 2χ2χ1 = −2χ1χ2 (3.2.32)

ενώ για 2 Weyl σvπίνορες χ και η θα έχουμε:

χη = χaηa = −χaη
a = ηaχa = ηχ (3.2.33)

Αυτά για τους σvπίνορες χ. Μας έμεινε βέβαια η αντίσvτοιχη διαδικασvία και για τους σvπίνορες η. Στο
σvημείο αυτό ήδη φαίνεται πια καθαρά ο λόγος για τον οποίον έχουμε βάλλει το “bar” πάνω από τους
η σvπίνορες. Ο λόγος είναι προφανώς το γεγονός ότι κάτω από το Lorentz group μετασvχηματίζονται
διαφορετικά. Οπότε και θα έχουν διαφορετικές ιδιότητες ενώ επίσvης θα σvυγκροτούν άλλη βάσvη για
αναπαρασvτάσvεις. Γι αυτό λοιπόν θα πρέπει να σvυμβολίζονται διαφορετικά ώσvτε να υπάρχει σvαφής
διαχωρισvμός για το ποιά ποσvότητα μας ενδιαφέρει. Ας πάμε να δούμε και τις δικιές τους ιδιότητες
τώρα.

Transformation properties of η: Σε αντισvτοιχία με τα προηγούμενα, μπορούμε να υιοθετήσvουμε
ανάλογο σvυμβολισvμό δεικτών, όπου τώρα τους δείκτες μας θα τους γράφουμε με ένα “dot” από πάνω
για τους λόγους που μόλις αναφέραμε (ξανατονίζουμε ότι οι χ και η αποτελούν βάσvεις διαφορετικών
χώρων). Κατ’ αντισvτοιχία τους Weyl σvπίνορες που ορίζονται σvτο χώρο που ορίζουν τα χaθα τους
λέμε “undotted”, ενώ τους Weyl σvπίνορες που ορίζονται σvτο χώρο που ορίζουν οι η θα τους λέμε
“dotted”. ΄Ετσvι λοιπόν κατ’ αντισvτοιχία σvυμβολίζουμε:

η ≡ ηȧ =

(
η

1̇

η
2̇

)
(3.2.34)

ενώ παράλληλα υπενθυμίζουμε το νόμο μετασvχηματισvμού για τους dotted σvπίνορες:

η −→ η′ = s−1†
η (3.2.35)
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΄Οπως και σvτην περίπτωσvη του χ σvπίνορα, τώρα ψάχνουμε τη Lorentz invariant παράσvτασvη. Παρατηρούμε
λοιπόν ότι:

−iσv2η −→ −iσv2η′ = −iσv2s−1†
η (3.2.36)

ενώ από τις σvχέσvεις για τους s πίνακες που έχουμε υπολογίσvει πιο πάνω, σv2s−1†
σv

2 = s∗ και πολ-
λαπλασvιάζοντας από δεξιά με σv

2
παίρνουμε:

σv
2s−1† = s∗σv2 (3.2.37)

έτσvι λοιπόν θα είναι:
−iσv2η −→ −is∗σv2η = s∗(−iσv2η) (3.2.38)

Παίρνοντας το μετασvχηματισvμό κάτω από το HLG της ανάσvτροφης ποσvότητας:(
−iσv2η

)T −→ [
s∗(−iσv2η)

]T
= (−iσv2η)T s† (3.2.39)

Η Lorentz invariant ποσvότητα λοιπόν θα είναι:(
−iσv2η

)T
η −→ (−iσv2η)T s†s−1†

η =
(
−iσv2η

)T
η (3.2.40)

Από τα παραπάνω μπορούμε να αποδώσvουμε και κάτω δείκτες σvτους dotted σvπίνορες:

ηȧ =

(
η1̇

η2̇

)
= −iσv2η =

(
0 −1
1 0

)(
η

1̇

η
2̇

)
=

(
−η2̇

η
1̇

)
≡
(
η1̇

η2̇

)
(3.2.41)

΄Αρα λοιπόν το Lorentz invariant είναι:(
−iσv2η

)T
η ≡ ηȧη

ȧ Lorentz invariant (3.2.42)

Επιπλέον ο χώρος που ορίζουν οι dotted Weyl σvπίνορες, ορίζει με τη σvειρά του ένα νέο μετρικό
τανυσvτή του οποίου τα σvτοιχεία είναι:

η
ȧ = εȧḃηḃ −→ ε

ȧḃ ≡
(

0 1
−1 0

)
(3.2.43)

και αντίσvτοιχα:

ηȧ = εȧḃη
ḃ −→ εȧḃ ≡

(
0 −1
1 0

)
(3.2.44)

Παρατηρούμε εδώ πως και αυτοί οι μετρικοί τανυσvτές είναι αντισvυμμετρικοί, πράγμα που σvημείνει
πως και αυτοί οι σvπίνορες είναι Grassmann ποσvότητες (υπακούουν την Grassmann άλγεβρα), δηλαδή
αντιμετατίθενται. Υπάρχει επίσvης όπως φαίνεται και άμεσvη σvύνδεσvη με τους μετρικούς τανυσvτές του
χώρου που ορίζουν οι undotted σvπίνορες, καθώς:

ε
ab = εȧḃ = iσv2, εab = εȧḃ = −iσv2 (3.2.45)

Κλείνουμε την παράγραφο αυτή, αναφέροντας πως όπως είδαμε μέχρι σvτιγμής έχουμε 4 τύπους Weyl
σvπινόρων: χa, χ

a, χȧ και χ
ȧ. Στη σvυνέχεια θα προσvπαθήσvουμε να εξάγουμε μία σvχέσvη μεταξύ των

dotted και undotted σvπινόρων.

Σχέσvη dotted - undotted σvπινόρων: ΄Οπως δείξαμε πιο πάνω το χa κάτω από μετασvχηματισv-
μούς Lorentz γίνεται:

χa −→ χ
′
a = s b

a χb (3.2.46)

Αντίσvτοιχα για τους χ
a
σvπίνορες θα έχουμε:

χ
a −→ χ′a = ε

ab
χ
′
b = εabs g

b χg = εabs g
b εgdχ

d

=
[(
iσv2
)
s
(
−iσv2

)]a
d
χ
d =

(
σv

2sσv2
)a

d
χ
d

=
(
s−1T

)a
b
χ
b (3.2.47)
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εδώ παρατηρούμε από τις 2 τελευταίες ισvότητες πως οι s και s−1T
σvυνδέονται μεταξύ τους με μετασvχη-

ματισvμό ομοιότητας. Αυτό σvημαίνει ότι οι χa και χ
a
αποτελούν βάσvεις για ισvοδύναμες αναπαρασvτάσvεις.

΄Ομοια λειτουργούμε για τους dotted σvπίνορες:

χ
ȧ −→ χ′ȧ =

(
s−1†)ȧ

ḃ
χ
ḃ (3.2.48)

και για κάτω dotted δείκτες:

χȧ −→ χ
′
ȧ = εȧḃχ

ḃ = εȧḃ
(
s−1†)ḃ

ġ
χ
ġ = εȧḃ

(
s−1†)ḃ

ġ
ε
ġḋ
χḋ

=
[
(−iσv2)s−1†(iσv2)

] ḋ

ȧ
χḋ =

(
σv

2s−1†
σv

2
) ḋ

ȧ
χḋ

= (s∗)
ḃ

ȧ χḃ (3.2.49)

και πάλι παρατηρώντας τις 2 τελευταίες ισvότητες φαίνεται πως ο s∗ προκύπτει ως μετασvχηματισvμός
ομοιότητας από τον s−1†. Αυτό επίσvης σvημαίνει ότι οι χȧ και χȧ αποτελούν βάσvεις για ισvοδύναμες
αναπαρασvτάσvεις. Τώρα σvυγκρίνοντας τις 4 παραπάνω σvχέσvεις βλέπουμε ότι οι dotted σvπίνορες έχουνε
πίνακα μετασvχηματισvμού ο οποίος είναι το complex conjugate του πίνακα μετασvχηματισvμού των un-
dotted σvπινόρων. Οπότε η σvχέσvη που σvυνδέει τις 2 κατηγορίες αυτές, είναι προφανώς ότι οι dotted
σvπίνορες είναι το μιγαδικό σvυζυγές των undotted σvπινόρων. Μαθηματικά τα παραπάνω αποτυπώνονται
από τις σvχέσvεις:

χȧ = (χa)
∗ (3.2.50)

χ
ȧ = (χa)

∗ (3.2.51)

και εδώ πια φαίνεται καθαρά η χρησvιμότητα του “bar” πάνω από τους dotted σvπίνορες. Σημαίνει ότι οι
σvπίνορες αυτοί είναι το μιγαδικό σvυζυγές των undotted. Προχωρώντας τώρα πιο κάτω, έχει σvημασvία
να πάμε και να εκφράσvουμε τη Majorana condition σvε γλώσvσvα με σvπίνορες 2 σvυνισvτωσvών (Weyl)
αντί για σvπίνορες Dirac όπως είχαμε δει πιο πάνω.

Majorana condition: Κατ’ αρχήν πριν πάμε να επιβάλλουμε τη Majorana condition, υπενθυμί-
ζουμε τους majorana σvπίνορες 4 σvυνισvτωσvών που είδαμε πιο πάνω.

Ψ
c ≡ CΨT , CγmTC−1 = −γm, CT = −C (3.2.52)

Πάμε λοιπόν τώρα να εκφράσvουμε τα παραπάνω με σvπίνορες 2 σvυνισvτωσvών. Πρώτα όμως πρέπει να
υπολογίσvουμε τον charge conjugation matrix C. Για την Weyl αναπαράσvτασvη των γ - πινάκων σvτην
οποία δουλεύουμε (όπου οι γ0

και γ
2
είναι διαγώνιοι) ο πίνακας C παίρνει τη μορφή:

C ≡ iγ2
γ

0 = i

(
−σv2 0

0 σv
2

)
, C−1 = −i

(
−σv2 0

0 σv
2

)
(3.2.53)

Οπότε μπορούμε τώρα να υπολογίσvουμε το σvυζυγή σvπίνορα. Ο Ψ εκφράζεται όπως είδαμε σvε σvπίνορες

2 σvυνισvτωσvών ως Ψ=
(
χa

η
ȧ

)
οπότε:

Ψ
T

=
(
Ψ
†
γ

0
)T

=
[
(χ∗a η

ȧ∗)γ0
]T

=
[
(χȧ η

a)γ0
]T

= (ηa χȧ)
T

=

(
η
a

χȧ

)
(3.2.54)

και έτσvι ο σvυζυγής σvπίνορας θα είναι:

Ψ
c ≡ CΨT = i

(
−σv2 0

0 σv
2

)(
η
a

χȧ

)
=

(
−iσv2ηa
iσv2χȧ

)
=

(
ηa

χ
ȧ

)
(3.2.55)

΄Αρα λοιπόν όταν μιλούμε για Majorana σvωματίδια, η σvυνθήκη που επιβάλλουμε απαιτεί:

Ψ ≡
(
χa

η
ȧ

)
=

(
ηa

χ
ȧ

)
≡ Ψc (3.2.56)
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ή αλλιώς όπως φαίνεται καθαρά χ=η. Οπότε για ένα Majorana σvωματίδιο:

Ψ = Ψc =

(
χa

χ
ȧ

)
(3.2.57)

γενικά μπορούμε να γράψουμε:

Ψ =

(
χa

χ
ȧ
c

)
, Ψ

c =

(
χca

χ
ȧ

)
(3.2.58)

με Majorana condition χ = χc.

3.2.3 PÐnakec Pauli.

Το κομμάτι αυτό είναι καθαρά φορμαλισvτικό και θα εξάγουμε κάποιες πολύ χρήσvιμες σvχέσvεις για τους

πίνακες Pauli και την έκφρασvή τους με dotted και undotted δείκτες, για αναφορά σvτη σvυνέχεια και
χρήσvη σvτους μετέπειτα υπολογισvμούς. Για αρχή θα εξετάσvουμε πώς μετασvχηματίζονται οι πίνακες
Pauli κάτω από μετασvχηματισvμούς της ομογενούς ομάδας Lorentz. Προς τούτο, ας πάρουμε για αρχή
τη σvυναλλοίωτη (covariant) εξίσvωσvη του Dirac και ας επιβάλλουμε μετασvχηματισvμό κάτω από την
ομάδα Lorentz:

iγm∂mΨ(x) = mΨ(x) −→ iγm∂′mΨ
′(x′) = mΨ′(x′) (3.2.59)

όπου:
Ψ(x) −→ Ψ′(x′) = S(Λ)Ψ(x) (3.2.60)

xm −→ x′m = Λmnx
n (3.2.61)

και θυμίζουμε τον κανόνα παραγώγισvης:

∂′m =
∂xn

∂x′m
∂n (3.2.62)

οπότε και η μετασvχηματισvμένη παράσvτασvη θα γίνει:

iγm
∂xn

∂x′m
∂nS(Λ)Ψ(x) = mS(Λ)Ψ(x) (3.2.63)

Από το νόμο μετασvχηματισvμού του xm (Λmn είναι ο πίνακας των σvυντελεσvτών των μετασvχηματισvμών
Lorentz) παίρνουμε πολλαπλασvιάζοντας από αρισvτερά και τα 2 μέλη με

(
Λ
−1
)r

m
:(

Λ
−1
)r

m
x′m =

(
Λ
−1
)r

m
Λ
m
nx

n = δrnx
n = xr (3.2.64)

και σvυγκρίνοντας με τον κανόνα παραγώγισvης που δώσvαμε πιο κάνω θα είναι:

(
Λ
−1
)r

m
=

∂xr

∂x′m
(3.2.65)

Αντικαθισvτούμε:
iγm
(
Λ
−1
)n

m
∂nS(Λ)Ψ(x) = mS(Λ)Ψ(x) (3.2.66)

Από το γεγονός ότι η μερική παράγωγος σvτο 1ο μέλος δρα μόνο σvτο Ψ, μπορούμε να περάσvουμε το
S(Λ) απ’ έξω. Παράλληλα πολλαπλασvιάζουμε και τα 2 μέλη με S−1(Λ) από αρισvτερά και κάνουμε ένα
relabelling σvτους βουβούς δείκτες, οπότε παίρνουμε:

i
{
S−1(Λ)γn

(
Λ
−1
)m

n
S(Λ)

}
∂mΨ(x) = mΨ(x) (3.2.67)

΄Ομως πέρα από αυτά ισvχύει προφανώς και η εξίσvωσvη Dirac iγm∂mΨ(x) = mΨ(x), οπότε εξισvώνοντας
τα 2 μέλη παίρνουμε:

γ
m = S−1(Λ)γn

(
Λ
−1
)m

n
S(Λ) (3.2.68)
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Πολλαπλασvιάζοντας τώρα από δεξιά με Λ
r
m, από τη Λ

r
m

(
Λ
−1
)m

n
= δrn παίρνουμε:

Λ
r
mγ

m = S−1(Λ)γrS(Λ) (3.2.69)

και τέλος πολλαπλασvιάζοντας με S από αρισvτερά και S−1
από δεξιά έχουμε:

γ
r = S(Λ)Λrmγ

mS−1(Λ) (3.2.70)

επίσvης να αναφέρουμε εδώ πως η αναλλοιότητα κατά Lorentz του xmxm μας δίνει:

xmxm = x′mx′m = Λmnx
n
Λ

n
m xn ⇒ Λ

n
m =

(
Λ
−1
)m
n

(3.2.71)

Παραπέρα τώρα, όπως είδαμε σvτην αρχή του κεφαλαίου, είναι:

γ
m =

(
0 σv

m

σv
m 0

)
, S(Λ) =

(
s 0
0 s−1†

)
(3.2.72)

οπότε αντικαθισvτώντας θα έχουμε:(
0 σv

r

σv
r 0

)
=

(
s 0
0 s−1†

)
Λ
r
m

(
0 σv

m

σv
m 0

)(
s 0
0 s−1†

)−1

= Λ
r
m

(
s 0
0 s−1†

)(
0 σv

m

σv
m 0

)(
s−1 0
0 s†

)

= Λ
r
m

(
0 sσvms†

s−1†
σv
ms−1 0

)
(3.2.73)

΄Αρα οι πίνακες Pauli ικανοποιούν τις σvχέσvεις:

σv
r = Λ

r
msσv

ms†

σv
r = Λ

r
ms
−1†
σv
ms−1 (3.2.74)

Σχέσvεις dotted - undotted πινάκων Pauli: Είμασvτε τώρα σvε θέσvη να αποδώσvουμε δείκτες
σvτους πίνακες Pauli. Για να το κάνουμε αυτό ανακαλούμε τη σvυζήτησvη για το νόμο μετασvχηματισvμού
κάτω από το lorentz group τωνWeyl σvπινόρων. ΄Οπως είδαμε οι s και s−1

παίρνουν undotted δείκτες,
ενώ αντίσvτοιχα οι s†, s−1†

παίρνουν dotted. Επιπλέον οι σvm πίνακες θα έχουν φυσvικά κάτω δείκτες
και οι σv

m
πάνω δείκτες. ΄Ετσvι θα είναι:

σv
m ≡ σvm

aḃ
, σv

m ≡ σvmȧb (3.2.75)

Η σvχέσvη τους προκύπτει με χρήσvη των μετρικών τανυσvτών:

σv
mȧa = εabεȧḃσvm

bḃ
(3.2.76)

Αντίσvτοιχα οι σvχέσvεις που γράψαμε πριν θα γίνουν:

σv
r

aḃ
= Λrms

g
a σv

m

gḋ

(
s†
)ḋ

ḃ
(3.2.77)

Μπορούμε επίσvης να εξάγουμε μία σvχέσvη μεταξύ τους με μόνο κάτω δείκτες:

σv
m
ȧb = εȧṡvεbrσv

mṡvr = εȧṡvσv
mṡvr
ε
T
rb (3.2.78)

΄Ομως εύκολα βλέπουμε ότι ε
T
rb = iσv2 οπότε:

σv
m
ȧb =

[
(−iσv2)σvm(iσv2)

]
ȧb

=
(
σv

2
σv
m
σv

2
)
ȧb

(3.2.79)

Εκτελώντας ξεχωρισvτά για κάθε σvυνισvτώσvα, βρίσvκουμε:

σv
2
σv

0
σv

2 = σv0T , σv
2
σv

1
σv

2 = σv1T , σv
2
σv

2
σv

2 = σv2T , σv
2
σv

3
σv

2 = σv3T (3.2.80)

Δηλαδή είναι γενικά σv
2
σv
m
σv

2 = σvmT και έτσvι παίρνουμε τη σvχέσvη με κάτω δείκτες:

σv
m
ȧb =

(
σv
m
ȧb

)T
= σvmbȧ (3.2.81)
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Σχέσvεις πληρότητας (completeness relations): Σημαντικές για τους υπολογισvμούς μας είναι
επίσvης και 2 σvχέσvεις πληρότητας που μπορούν να εξαχθούν για τους πίνακες που παρουσvιάσvτηκαν
μόλις τώρα. Για την 1η εξ’ αυτών ξεκινάμε από την άλγεβρα που ικανοποιούν οι γ - πίνακες:

{γm, γn} = 2ηmnI2×2, γ
m =

(
0 σv

m

σv
m 0

)
(3.2.82)

Αντικαθισvτούμε και κάνουμε τις πράξεις:(
σv
m
σv
n + σvnσvm 0

0 σv
m
σv
n + σvnσvm

)
= 2ηmnI2×2 (3.2.83)

και εξισvώνοντας:
σv
m
σv
n + σvnσvm = σvmσvn + σvnσvm = 2ηmnI2×2 (3.2.84)

Παρατηρούμε ότι ουσvιασvτικά έχουμε πάρει το ίχνος του παραπάνω πίνακα:

Tr (σvmσvn + σvnσvm) = 4ηmn (3.2.85)

Εύκολα επίσvης μπορούμε να δούμε:

Tr (σvnσvm) = Tr
(
σv
n
σv

2
σv
m
σv

2
)

= Tr
(
σv

2
σv
n
σv

2
σv
m
)

= Tr (σvnσvm) = Tr (σvmσvn) (3.2.86)

οπότε:
Tr (σvmσvn + σvnσvm) = 2Tr (σvmσvn) = 4ηmn (3.2.87)

Η 1η λοιπόν σvχέσvη πληρότητας είναι:

Tr (σvmσvn) = σvm
aḃ
σv
nḃa = 2ηmn (3.2.88)

(υπενθυμίζουμε τη μορφή της μετρικής του χωροχρόνου ηmn = diag(1 − 1 − 1 − 1)).

Για την εξαγωγή της 2ης σvχέσvης πληρότητας χρησvιμοποιούμε το γεγονός ότι κάθε 2 × 2 πίνακας
Α, μπορεί να γραφεί σvτη μορφή:

A =
1

2
(TrA) I2×2 +

1

2

[
Tr
(
σv
iA
)]
σv
i (3.2.89)

Γράφουμε τους παραπάνω όρους σvε άλλη μορφή με δείκτες. Υπενθυμίζουμε εδώ και παρουσvιάζουμε
σvυγκεντρωτικά τα σvτοιχεία των σv

m
και σv

m
όπως τους ορίσvαμε σvτην αρχή του κεφαλαίου:

σv
0 = σv0 = −

(
1 0
0 1

)
, σv

0 = σv0 = −
(

1 0
0 1

)
(3.2.90)

σv
1 = −σv1 =

(
0 1
1 0

)
, σv

1 = −σv1 = −
(

0 1
1 0

)
(3.2.91)

σv
2 = −σv2 =

(
0 −i
i 0

)
, σv

2 = −σv2 = −
(

0 −i
i 0

)
(3.2.92)

σv
3 = −σv3 =

(
1 0
0 −1

)
, σv

3 = −σv3 = −
(

1 0
0 −1

)
(3.2.93)

Οπότε για τον 1ο όρο θα είναι:

σv
0ȧbAbȧ = σv01̇1A11̇ + σv02̇2A22̇ = − (A11̇ +A22̇) = −TrA (3.2.94)

οπότε:
(TrA) I2×2 = σv0σv

0ȧbAbȧ (3.2.95)
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για τον άλλο όρο είναι:
Tr
(
σv
iA
)

= −σviṙsvAsvṙ (3.2.96)

και πολλαπλασvιάζοντας με σv
i
παίρνουμε:

σv
iTr

(
σv
iA
)

= −σviσviṙsvAsvṙ = σviσv
iṙsvAsvṙ (3.2.97)

Αντικαθισvτούμε σvτην αρχική σvχέσvη και θα έχουμε τελικά:

Arṡv =
1

2
σv0rṡvσv

0ȧbAbȧ +
1

2
σvirṡvσv

iṙsvAsvṙ

=
1

2
σvmrṡvσv

mȧbAbȧ (3.2.98)

και αφού όπως είπαμε αρχικά ο A είναι τυχαίος πίνακας, παίρνουμε τη 2η σvχέσvη πληρότητας:

σvmrṡvσv
mȧb = 2δbrδ

ȧ
ṡv (3.2.99)
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4.1 KATASKEUH TOU WESS - ZUMINO

Η Supersymmetry (SUSY) είναι η σvυμμετρία η οποία αναμιγνύει μποζόνια με φερμιόνια. ΄Αρα λοιπόν
για να πάμε να κάνουμε θεωρία θα πρέπει πρώτα να καθορίσvουμε το πλαίσvιο σvτο οποίο θα δουλέψ-

ουμε. Αυτό σvημαίνει πως θα πρέπει να φτιάξουμε μία Lagrangian αρχικά. Προφανώς αυτή θα πρέπει
να περιέχει μποζόνια και φερμιόνια. Ως πρώτη παρατήρησvη εδώ αναφέρουμε το γεγονός ότι αφού
μιλάμε για σvυμμετρία μποζονίων - φερμιονίων σvυνεπώς θα πρέπει και οι βαθμοί ελευθερίας μποζονίων
και φερμιονίων να είναι ίσvοι σvτη Lagrangian μας. ΄Επειτα εφόσvον μιλάμε για σvυμμετρία, θα πρέπει να
ορίσvουμε και τους κατάλληλους μετασvχηματισvμούς οι οποίοι θα αφήνουν τη δράσvη αναλλοίωτη. Προ-
φανώς πάλι αφού μιλάμε για σvυμμετρία μποζονίων - φερμιονίων (SUSY) θα πρέπει αυτοί οι μετασvχη-
ματισvμοί να αναμιγνύουν τα μποζονικά με τα φερμιονικά πεδία. Το μοντέλο που προκύπτει ονομάζεται
Wess - Zumino και η εξαγωγή και ο έλεγχός του, θα μας απασvχολήσvει σvε αυτό το κεφάλαιο.

4.1.1 Lagrangian & SUSY transformations.

Ξεκινάμε με τη Lagrangian. ΄Οπως τονίσvαμε, θέλουμε φερμιονικά και μποζονικά πεδία. Η πιο απλή
μορφή που μπορεί να σvκεφτει κανείς είναι η εξής:

L =
1

2
(∂mA)2 +

1

2
(∂mB)2 +

i

4
Ψγ

m←→∂ mΨ (4.1.1)

όπου:
←→
∂ m =

−→
∂ m −

←−
∂ m. Οπότε δηλαδή ο 3ος όρος θα γίνει:

i

4
Ψγ

m←→∂ mΨ =
i

4
Ψγ

m (∂mΨ)− i

4

(
∂mΨ

)
γ
m
Ψ (4.1.2)

Εδώ τα πεδία A, B είναι πραγματικά βαθμωτά, ενώ το Ψ είναι έναςMajorana σvπίνορας 4 σvυνισvτωσvών.
Θα πρέπει εδώ να τονίσvουμε το εξής: Είχαμε πει πιο πάνω πως αφού θέλουμε σvυμμετρία μεταξύ μπο-
ζονίων και φερμιονίων, θα πρέπει οι βαθμοί ελευθερίας των πεδίων που θα εισvάγουμε σvτη Lagrangian
να είναι ίσvοι. Εδώ αν μετρήσvουμε βαθμούς ελευυθερίας θα δούμε πως έχουμε 2 για μποζόνια (2
scalars) και 4 για φερμιόνια (1 Dirac spinor). Θα δούμε αργότερα πως η ίδια η θεωρία θα απαιτήσvει
την εισvαγωγή δύο ακόμα βαθμωτών πεδίων (ή όρου μάζας) με φυσvικό τρόπο. Προς το παρόν όμως
μεταχειριζόμασvτε τη Lagrangian ως έχει. Θα μπορούσvαμε αντί για 2 πραγματικά βαθμωτά πεδία να
θεωρήσvουμε ένα μιγαδικό βαθμωτό (οι βαθμοί ελευθερίας δεν αλλάζουν):

φ =
1√
2

(A− iB) (4.1.3)

οπότε και η Lagrangian θα γίνει:

L = (∂mφ)(∂
m
φ
∗) +

i

4
Ψγ

m←→∂ mΨ (4.1.4)

Τώρα λοιπόν, αφού έχουμε πάρει τη γενική μορφή της Lagrangian είμασvτε σvε θέσvη να ψάξουμε και
να βρούμε μετασvχηματισvμούς υπερσvυμμετρίας οι οποίοι θα αναμιγνύουν τα μποζονικά και φερμιονικά

πεδία. Προσvοχή χρειάζεται εδώ σvτις διασvτάσvεις καθώς θέλουμε μετασvχηματισvμούς από πεδία βαθμωτά
σvε πεδία σvπινοριακά. Οπότε οι παράμετροι των μετασvχηματισvμών δε θα είναι αριθμοί, αλλά κατάλληλοι
σvπίνορες. Για παράδειγμα όταν μετασvχηματίζεται το πεδίο Α σvτο Ψ, θα πρέπει το αποτέλεσvμα της
μεταβολής να είναι βαθμωτό μέγεθος. Δηλαδή ο Ψ θα πρέπει να πολλαπλασvιασvτεί κατάλληλα ώσvτε να
δώσvει αριθμό. ΄Ετσvι λοιπόν οι παράμετροί μας θα είναιMajorana σvπίνορες 4 σvυνισvτωσvών. Η διαδικασvία
θα ακολουθηθεί κάπως αντίσvτροφα εδώ. Θα θεωρήσvουμε μετσvχηματισvμούς υπερσvυμμετρίας και θα
δείξουμε έπειτα ότι αυτοί αφήνουν τη δράσvη αναλλοίωτη. ΄Ετσvι λοιπόν οι SUSY μετασvχηματισvμοί
είναι:

δΑ = εΨ (4.1.5)

δΒ = iεγ5Ψ (4.1.6)

δΨ = −iγmε(∂mΑ) + γmγ5
ε(∂mΒ) (4.1.7)

δΨ = iεγm(∂mΑ)− εγ5
γ
m(∂mΒ) (4.1.8)
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΄Οπως λοιπόν τονίσvαμε, για να έχουμε SUSY, θέλουμε οι μετασvχηματισvμοί αυτοί να αφήνουν τη
δράσvη αναλλοίωτη. ΄Η ισvοδύναμα να αφήνουν τη Lagrangian αναλλοίωτη, ή να της αφήνουν μία
ολική παράγωγο (tot.div). ΄Αρα, αυτό που έχουμε τώρα να κάνουμε είναι να θεωρήσvουμε μεταβολές
σvτα πεδία μας, όπως αυτές υπαγορεύονται από πιο πάνω και να δούμε το αποτέλεσvμα που έχουν σvτη
Lagrangian. Για να μπορέσvουμε όμως να κάνουμε τις πράξεις χρειάζεται πρώτα να αποδείξουμε κάποια
πολύ χρήσvιμα μαθηματικά, τα οποία θα χρησvιμοποιηθούν ευρέως σvτην υπόλοιπη σvυζήτησvη.

4.1.2 LÐga majhmatik�.

Παρατηρώντας του μετασvχηματισvμούς που δώσvαμε πιο πάνω είναι εμφανές πως δεν έχουμε κάνει καμία

αναφορά σvε εξάρτησvη από το χωρόχρονο. Αυτό όπως γνωρίζουμε ήδη από το Standard Model σvημαίνει
ότι έχουμε θεωρήσvει global SUSY transformations (ολικούς μετασvχηματισvμούς). Η θεώρησvη τοπικών
μετασvχηματισvμών υπερσvυμμετρίας οδηγεί σvτη θεωρία της Supergravity και δε θα μας απασvχολήσvει
σvτην παρούσvα εργασvία. Η θεώρησvη global μετασvχηματισvμών όμως έχει μία πολύ σvημαντική σvυνέπεια.
Αυτή είναι ότι μπορούμε να θέσvουμε για ένα τυχαίο πεδίο α:

δ(∂α) = ∂(δα) (4.1.9)

αφού όπως είπαμε το xm δεν επηρεάζεται από τους μετασvχηματισvμούς. Μία ποσvότητα της οποίας θα
χρειασvτούμε τη μεταβολή είναι η εξής: ΄Εσvτω 2 πεδία a, b τότε:

δ(a
←→
∂ b) = δ [a∂b− (∂a)b] = δa(∂b) + aδ(∂b)− δ(∂a)b− (∂a)δb (4.1.10)

Επίσvης είναι:

∂ [aδb− (δa)b] = (∂a)δb+ a∂(δb)− ∂(δa)b− δa(∂b)

= (∂a)δb+ aδ(∂b)− δ(∂a)b− δa(∂b) (4.1.11)

και αφαιρώντας τις 2 παραπάνω παίρνουμε:

δ(a
←→
∂ b)− ∂ [aδb− (δa)b] = 2 [δa(∂b)− (∂a)δb] (4.1.12)

Καταφέραμε δηλαδή να ξεχωρίσvουμε μία ολική παράγωγο:

δ(a
←→
∂ b) = 2 [δa(∂b)− (∂a)δb] + tot.div (4.1.13)

Κρατάμε τη σvχέσvη αυτή γιατί θα τη χρησvιμοποιήσvουμε άμεσvα, ενώ παράλληλα πάμε να βγάλουμε
και μία άλλη πολύ σvημαντική για Majorana σvπίνορες. ΄Εσvτω λοιπόν ξ και η Majorana spinors.
Υπενθυμίζουμε:

Ψ
c = CΨ

T
, Ψ = Ψc −→ ξ = ξc, η = ηc (4.1.14)

Οπότε θα είναι:

ξγ
m
η = ξγ

m
η
c = ξγmCηT

= ξ
∗
i

[
γ

0
γ
mCγ0T

]
ij
η
∗
j

= ξ
∗
i η
∗
jMij (4.1.15)

Ο ορισvμός του Mij είναι προφανής. Για τις σvχέσvεις όπως φαίνεται έχουμε κάνει χρήσvη των ιδιοτήτων
που εξήχθησvαν για τους Majorana σvπίνορες σvτο προηγούμενο κεφάλαιο, ενώ σvτην τελευταία ισvότητα
το η

∗
j περνάει μπροσvτά λόγω του ότι οMij είναι αριθμός οπότε και μετατίθενται. Παραπέρα, οι σvπίνορες

η και ξ, όπως έχουμε δείξει είναι Grassmann ποσvότητες και έτσvι τα σvτοιχεία τους αντιμετατίθενται.
Δηλαδή εδώ θα είναι: ξ∗i η

∗
j = −η∗jξ

∗
i . Εάν επίσvης πάρουμε τον ανάσvτροφο πίνακα M

T , τότε θα είναι:

MT =
[
γ

0
γ
mCγ0T

]T
= γ0CTγmTγ0T

= γ
0
γ
mCγ0T = M (4.1.16)



56 CHAPTER 4. WESS - ZUMINO MODEL

όπου έχει γίνει χρήσvη των ιδιοτήτων του C πίνακα CT = −C, CγmT = −γmC, τις οποίες είδαμε σvτο
προηγούμενο κεφάλαιο. Το αποτάλεσvμα λοιπόνMT = M σvημαίνει ότι ο πίνακαςM είναι σvυμμετρικός,
οπότε και θα είναι: Mij = Mji. ΄Ετσvι τελικά θα έχουμε:

ξγ
m
η = ξ∗i η

∗
jMij = −η∗jξ

∗
iMij = −η∗jMijξ

∗
i = −η∗jMjiξi (4.1.17)

όπου σvτο τελευταίο βήμα εκμεταλλευτήκαμε τη σvυμμετρικότητα του M και το ότι ο ξ είναι Majorana
σvπίνορας. Δηλαδή βλέπουμε ότι μπορούμε να αλλάξουμε τη σvειρά των ξ και η αλλάζοντας όμως το
πρόσvημο. Αυτή η σvχέσvη είναι ιδιαίτερα σvημαντική σvε υπολογισvμούς.

ξγ
m
η = −ηγmξ (4.1.18)

4.1.3 Invariance k�tw apì SUSY transformations.

Είμασvτε τώρα σvε θέσvη να ελέγξουμε εάν οι μετασvχηματισvμοί υπερσvυμμετρίας που δώσvαμε αφήνουν

τη Lagrangian αναλλοίωτη (ή με μία tot.div) ή όχι. Παίρνουμε λοιπόν τη Lagrangian που γράψαμε:

L =
1

2
(∂mA)2 +

1

2
(∂mB)2 +

i

4
Ψγ

m←→∂ mΨ (4.1.19)

και εφαρμόζουμε μία μεταβολή. Θα είναι:

δL = δ

[
1

2
(∂mA)2 +

1

2
(∂mB)2

]
+
i

4
δ

[
Ψγ

m←→∂ mΨ

]
(4.1.20)

Ας πάμε λοιπόν να υπολογίσvουμε κάθε μία μεταβολή ξεχωρισvτά. Για τον πρώτο όρο, οι SUSY
μεταβολές όπως είδαμε είναι:

δΑ = εΨ, δΒ = iεγ5Ψ (4.1.21)

΄Εχουμε σvυνεπώς:

δ

[
1

2
(∂mA)2 +

1

2
(∂mB)2

]
= (∂mA)δ(∂mA) + (∂mB)δ(∂mB)

= (∂mA)∂m(δA) + (∂mB)∂m(δB)

= (∂mA)∂m(εΨ) + (∂mB)∂m(iεγ5Ψ)

= ε
[
(∂mA) + i(∂mB)γ5

]
∂mΨ (4.1.22)

όπου το ε περνάει έξω αφού δεν παραγωγίζεται επειδή δεν εξαρτάται από το χωρόχρονο (global SUSY
transformations) και τα Α και Β είναι scalars. Για τον άλλο όρο από τις δύο σvχέσvεις που βγάλαμε
σvτην προηγούμενη παράγραφο, εάν θεωρήσvουμε ως α και b τα Ψ και Ψ αντίσvτοιχα:

δ

[
Ψγ

m←→∂ mΨ

]
= 2

[
(δΨ)γm(∂mΨ)− (∂mΨ)γm(δΨ)

]
+ tot.div (4.1.23)

και κάνοντας αλλαγή των Majorana σvπινόρων (Majorana flip) του 2ου όρου σvτην αγκύλη, σvύμφωνα
με όσvα έχουμε πει −(∂Ψ)γm(δΨ) = +(δΨ)γm(∂Ψ), οπότε:

δ

[
Ψγ

m←→∂ mΨ

]
= 4(δΨ)γm(∂mΨ) + tot.div (4.1.24)

και αντικαθισvτώντας τη SUSY μεταβολή του Ψ:

δΨ = iεγm(∂mΑ)− εγ5
γ
m(∂mΒ) (4.1.25)

παίρνουμε (προσvέχοντας να έχουμε σvωσvτούς δείκτες):

δ

[
Ψγ

m←→∂ mΨ

]
= 4

[
iεγr(∂rΑ)− εγ5

γ
r(∂rΒ)

]
γ
m(∂mΨ) + tot.div

= 4iε
[
γ
r(∂rΑ) + iγ5

γ
r(∂rΒ)

]
γ
m(∂mΨ) + tot.div

= 4iε
[
γ
r
γ
m(∂rΑ)(∂mΨ) + iγ5

γ
r
γ
m(∂rΒ)(∂mΨ)

]
+ tot.div
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Παίρνοντας επίσvης ολική παράγωγο για το ΑΨ (αντίσvτοιχα και για το ΒΨ) βρίσvκουμε:

∂r∂m(ΑΨ) = ∂r [∂m(ΑΨ)] = ∂r [(∂mΑ)Ψ+Α(∂mΨ)]

= (∂r∂mΑ)Ψ+ (∂mΑ)(∂rΨ) + (∂rΑ)(∂mΨ) +Α(∂r∂mΨ)

= (∂r∂mΑ)Ψ+ (∂rΑ)(∂mΨ) + ∂m(Α∂rΨ) (4.1.26)

οπότε σvτην περίπτωσvή μας:

(∂rΑ)(∂mΨ) = ∂r∂m(ΑΨ)− (∂r∂mΑ)Ψ− ∂m(Α∂rΨ)

= −(∂r∂mΑ)Ψ+ tot.div (4.1.27)

΄Οπως παρατηρούμε η σvειρά των δεικτών ρ και μ δεν πάιζει καμία σvημασvία σvτη σvυγκεκριμένη περίπτωσvη.
Υπάρχει δηλαδή σvυμμετρία ως προς την εναλλαγή των δεικτών. ΄Ετσvι το γινόμενο των γ - πινάκων
που εμφανίζεται σvτους 2 όρους μπορούμε να το γράψουμε ως εξής:

γ
r
γ
m =

1

2
{γr, γm} = ηrm (4.1.28)

όπου χρησvιμοποιήσvαμε την άλγεβρα των γ - πινάκων. ΄Ολα τα παραπάνω εφαρμόζονται και σvτην
περίπτωσvη του BΨ, όπότε τελικά θα πάρουμε:

δ

[
Ψγ

m←→∂ mΨ

]
= 4iε

[
η
rm(∂rΑ)(∂mΨ) + iγ5

η
rm(∂rΒ)(∂mΨ)

]
+ tot.div

= 4iε
[
(∂rΑ)(∂rΨ) + iγ5(∂rΒ)(∂rΨ)

]
+ tot.div

= 4iε
[
(∂mΑ) + iγ5(∂mΒ)

]
(∂mΨ) + tot.div (4.1.29)

΄Ετσvι λοιπόν υπολογίζουμε την ολική μεταβολή σvτη Lagrangian:

δL = δ

[
1

2
(∂mA)2 +

1

2
(∂mB)2

]
+
i

4
δ

[
Ψγ

m←→∂ mΨ

]
= ε

[
(∂mA) + i(∂mB)γ5

]
∂mΨ+

+
i

4

{
4iε
[
(∂mΑ) + iγ5(∂mΒ)

]
(∂mΨ)

}
+ tot.div

= ε
[
(∂mA) + i(∂mB)γ5

]
∂mΨ− ε

[
(∂mA) + i(∂mB)γ5

]
∂mΨ+ tot.div

= tot.div (4.1.30)

όπου σvτο τελευταίο βήμα περάσvαμε τον γ
5
πίνακα μπροσvτά, αφού το Β είναι scalar. ΄Ετσvι λοιπόν όπως

ακριβώς θέλαμε, η Lagrangian μας αφήνει μόνο μία ολική παράγωγο κάτω από global μετασvχηματιμούς
υπερσvυμμετρίας. Αυτό όπως τονίσvαμε σvημαίνει ότι η αντίσvτοιχη δράσvη είναι αναλλοίωτη κάτω από
SUSY, αφού:

δS = δ

ˆ
Ld4x = 0 (4.1.31)

΄Αλλη μορφή για τη Lagrangian: Μπορούμε τώρα να γράψουμε τη Lagrangian που έχουμε
θεωρήσvει σvε μία διαφορετική μoρφή, όπου αντί για σvπίνορες 4 θα έχουμε σvπίνορεςWeyl 2 σvυνισvτωσvών.
΄Οπως έχουμε δει, θα είναι:

Ψ =

(
ψa

ψ
ȧ

)
, Ψ

† =
(
ψȧ ψ

a
)
, Ψ = −Ψ†γ0 =

(
ψ
a
ψȧ

)
(4.1.32)
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όπου σvτη 2η σvχέσvη, έχουμε εκμεταλλευτεί το γεγονός ότι οι σvπίνορες είναι Majorana. ΄Ετσvι λοιπόν
για τον 3ο όρο της Lagrangian που έχουμε θεωρήσvει, θα είναι με χρήσvηWeyl σvπινόρων 2 σvυνισvτωσvών:

Ψγ
m∂mΨ =

(
ψ
a
ψȧ

)( 0 σv
m

aḃ

σv
mȧb 0

)(
∂mψb

∂mψ
ḃ

)

= ψ
a
σv
m

aḃ
∂mψ

ḃ
+ ψȧσv

mȧb∂mψb (4.1.33)

Από τις σvχέσvεις που βγάλαμε για τους γ - πίνακες σvmȧb = σvmbȧ = εbaεȧḃσvm
aḃ
, οπότε:

Ψγ
m∂mΨ = ψ

a
σv
m

aḃ
∂mψ

ḃ
+ ψȧε

ba
ε
ȧḃ
σv
m

aḃ
∂mψb

= ψ
a
σv
m

aḃ
∂mψ

ḃ
+ ψ

ḃ
σv
m

aḃ
∂mψ

a

= ψ
a
σv
m
aȧ∂mψ

ȧ
+ ψ

ȧ
σv
m
aȧ∂mψ

a

= σv
m
aȧψ

a∂mψ
ȧ − σvmaȧ(∂mψ

a)ψ
ȧ

= σv
m
aȧ

[
ψ
a∂mψ

ȧ − (∂mψ
a)ψ

ȧ
]

(4.1.34)

όπου έχει γίνει χρήσvη της ψ
ȧ
∂mψ

a = −(∂mψ
a)ψ

ȧ
αφού είναι Grassmann ποσvότητες, ενώ τα σvτοιχεία

των σv - πινάκων περνούν μπροσvτά και σvτις 2 περιπτώσvεις αφού είναι απλοί αριθμοί. Στο 3ο βήμα έχει
γίνει ένα απλό relabelling των δεικτών. Με ακριβώς ανάλογο τρόπο:

(∂mΨ)γmΨ = σvmaȧ

[
(∂mψ

a)ψ
ȧ − ψa∂mψ

ȧ
]

(4.1.35)

και έτσvι ο αντίσvτοιχος όρος σvτη Lagrangian θα γίνει:

i

4
Ψγ

m←→∂ mΨ =
i

4

[
Ψγ

m∂mΨ− (∂mΨ)γmΨ
]

=
i

2
σv
m
aȧ

[
ψ
a∂mψ

ȧ − (∂mψ
a)ψ

ȧ
]

=
i

2
σv
m
aȧ

[
ψ
ȧ
(∂mψ

a)− (∂mψ
ȧ
)ψa
]

=
i

2
σv
m
aȧψ

ȧ←→
∂ mψ

a (4.1.36)

Στο 3ο βήμα για άλλη μία φορά εκμεταλλευτήκαμε τη Grassmann φύσvη των σvπινόρων. ΄Ετσvι λοιπόν
τελικά η Wess - Zumino Lagrangian παίρνει τη μορφή:

L =
1

2
(∂mA)2 +

1

2
(∂mB)2 +

i

2
σv
m
aȧψ

ȧ←→
∂ mψ

a

= (∂mφ)(∂
m
φ
∗) +

i

2
σv
m
aȧψ

ȧ←→
∂ mψ

a (4.1.37)

4.2 KLEISIMO SQESEWN METAJESHS

Το πρώτο σvκέλος της δουλειάς μας έχει ουσvιασvτικά ολοκληρωθεί. Βρήκαμε μία Lagrangian η οποία
περιέχει μποζόνια και φερμιόνια και έχει παράλληλα δράσvη η οποία παραμένει αναλλοίωτη σvε μετασvχη-

ματισvμούς υπερσvυμμετρίας (SUSY) οι οποίοι αναμιγνύουν τα φερμιονικά και μποζονικά πεδία.

Τώρα λοιπόν θα πρέπει να προχωρήσvουμε λίγο τη σvκέψη μας. Ας κάνουμε έναν απλό παραλληλισvμό
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με την περίπτωσvη της αναλλοιότητας κάτω από μετασvχηματισvμούς της ομάδας Lorentz. Προφανώς
κάθε Lagrangian που γράφουμε θα πρέπει να είναι αναλλοίωτη κάτω από μετασvχηματισvμούς Lorentz,
καθώς και κάτω από περισvτροφές σvτο χώρο. Οι μετασvχηματισvμοί Lorentz καθώς και οι σvτροφές σvτο
χώρο, αποτελούν ομάδα. Το ομογενές Lorentz group που έχουμε εξετάσvει. ΄Ετσvι και η Lagrangian
και αντίσvτοιχα η δράσvη, θα πρέπει να είναι αναλλοίωτες κάτω από αυτή την ομάδα. Αυτό σvημαίνει ότι
τα διάφορα πεδία τα οποία εμφανίζονται σvτη Lagrangian (scalars, spinors, vectors, . . . ) θα πρέπει με
τη σvειρά τους να μετασvχηματίζονται ως αναπαρασvτάσvεις αυτής της ομάδας (γενικά irredusible repre-
sentations). Πρακτικά αυτό σvημαίνει πως εάν φτιάχναμε μία Lagrangian η οποία περιείχε πεδία spin
1/2 και όχι -1/2 για ένα φερμιόνιο, τότε ουσvιασvτικά έχουμε σvπάσvει τη σvυμμετρία περισvτροφής (μία
σvτροφή μετατρέπει το up σvε down). Δηλαδή θα πρέπει σvτη Lagrangian να βρίσvκονται όλα τα πεδία
εκείνα τα οποία απαιτεί η αντίσvτοιχη κάθε φορά αναλλοιότητα.

Επισvτρέφοντας τώρα σvτη SUSY, όπως είδαμε εμείς βρήκαμε μία Lagrangian η οποία είναι αναλλοίωτη
κάτω από SUSY μετασvχηματισvμούς, ενώ παράλληλα για την περιγραφή της έχουμε εισvάγει τα πεδία
Α, Β, Ψ. Η ίδια λοιπόν σvκέψη με τα προηγούμενα πρέπει να γίνει και εδώ. Οι SUSY μετασvχηματισvμοί
επιβάλλονται ουσvιασvτικά επιπλέον των μετασvχηματισvμών Lorentz και κατ’ απόλυτη αντισvτοιχία θα
πρέπει και αυτοί να αποτελούν ομάδα. Δηλαδή θα πρέπει να αποτελούν ένα κλεισvτό σvύνολο μέσvω της
δράσvης τους κάτω από κατάλληλους σvυνδυασvμούς. Θα πρέπει λοιπόν τώρα να βρούμε τη δομή αυτής
της ομάδας και επίσvης να ελέγξουμε εάν τα πεδία που έχουμε εισvάγει αποτελούν βάσvη για δημιουργία

αναπαρασvτάσvεων της SUSY. Θα δούμε λοιπόν πως τελικά τα πεδία αυτά δεν αποτελούν βάσvη. Η
άλγεβρα δεν κλείνει. Θα πρέπει να προσvθέσvουμε 2 νέα “βοηθητικά” πεδία F και G. Για να δούμε όμως
τα παραπάνω, θα πρέπει πάλι να δούμε κάποιες χρήσvιμες μαθηματικές σvχέσvεις.

4.2.1 Fierz rearrangement.

Η Fierz formula βασvίζεται σvτους πίνακες Dirac. Υπάρχουν 16 4× 4 πίνακες οι οποίοι σvυγκροτούν τη
λεγόμενη ΄Αλγεβρα Clifford, την οποία σvυμβολίζουμε:

γ
A = {1, γm, γmγ5,Σmn =

i

4
[γm, γn], iγ5}

γA = {1, γm,−γmγ
5,Σmn,−iγ5} (4.2.1)

΄Ετσvι λοιπόν εάν 2 πίνακες γm, γ′m ικανοποιούν την άλγεβρα {γm, γn} = 2ηmn, τότε υπάρχει μη
μοναδικός πίνακας S τέτοιος ώσvτε γ′m = SγmS−1. ΄Ετσvι λοιπόν εάν γA, γ

′
A 2 οποιαδήποτε σvύνολα

πινάκων Dirac, τότε γ’AS = SγA, με τον πίνακα S: S =
∑16
B=1 γ

′
BFγ

B, με F οποιονδήποτε 4 × 4
πίνακα. Αφού λοιπόν όπως είπαμε μιλάμε για οποιασvήποτε σvύνολα πινάκων γ, μπορούμε να επικεντρ-
ωθούμε σvτην περίπτωσvη όπου έχουμε γ’A = γA, οπότε και S = k1 και αντίσvτοιχα να διαλέξουμε τον
πίνακα F να έχει τη μορφή Fjk = δjmδkn. Θα είναι λοιπόν:

16∑
B=1

γBFγ
B = k1

16∑
B=1

(γB)ij Fjk
(
γ
B
)
kl

= kδil

16∑
B=1

(γB)ij δjmδkn
(
γ
B
)
kl

= kδil

16∑
B=1

(γB)im
(
γ
B
)
nl

= kmnδil (4.2.2)
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Θέτοντας τώρα i=1 και αθροίζοντας πάνω σvτα i (i=1 . . . 4) θα πάρουμε:
16∑
B=1

(
γBγ

B
)
mn

= 4kmn

16δmn = 4kmn

kmn = 4δmn (4.2.3)

΄Ετσvι λοιπόν εξήχθη η σvχέσvη:
16∑
A=1

γAimγ
A
nl = 4δmnδil (4.2.4)

Από αυτήν τώρα, πολλαπλασvιάζοντας με χnψl που είναι σvπίνορες 4 σvυνισvτωσvών και Grassmann
ποσvότητες, παίρνουμε:

16∑
A=1

γAim

(
χnγ

A
nlψl

)
= 4δmnδilχnψ

l = 4χmψi (4.2.5)

Τώρα περνάμε σvτο πρώτο μέρος το γ μπροσvτά από την παρένθεσvη, χωρίς αλλαγή προσvήμου, αφού το
χnγ

A
nlψl = χTγAψ είναι αριθμός. Παράλληλα αλλάζουμε και τη σvειρά των παραγόντων σvτο 2ο μέλος

βάζοντας τώρα πρόσvημο -, αφού οι σvπίνορες είναι Grassmann και αντιμετατίθενται. Οπότε:
16∑
A=1

(
χ
T
γ
A
ψ
)
γAim = −4ψiχm = −4

(
ψχ

T
)
im

ψχ
T = −1

4

16∑
A=1

(
χ
T
γ
A
ψ
)
γA (4.2.6)

Αντικαθισvτώντας τώρα ψ = ε2 και χ
T = ε1 και παράλληλα βάζοντας όλους τους πίνακες γ, παίρνουμε

τη Fierz Rearrangement Formula:

ε2ε1 = −1

4

[
ε1ε2I + ε1γ

m
ε2γm − ε1γ

m
γ

5
ε2γmγ

5 + 2ε1Σ
mn
ε2Σmn + ε1γ

5
ε2γ

5
]

(4.2.7)

Majorana flips: Επιπλέον μπορούμε με αντίσvτοιχη ακριβώς διαδικασvία όπως είχαμε κάνει σvτην
παράγραφο 1.2 αυτού του κεφαλαίου, να εξάγουμε σvχέσvεις χρήσvιμες για να αντισvτρέφουμε τους όρους
ενός γινομένου Grassmann σvπινόρων, το οποίο περιέχει μέσvα και σvτοιχεία του σvυνόλου των πινάκων
γ που είδαμε μόλις τώρα. Η διαδικασvία όπως είπαμε είναι ακριβώς η ίδια. Τις σvχέσvεις αυτές θα τις
ονομάζουμε “Majorana flips”. ΄Ετσvι, σvυγκεντρωτικά έχουμε:

ε2γ
m
ε1 = −ε1γmε2 (4.2.8)

ε2ε1 = ε1ε2 (4.2.9)

ε2Σ
mn
ε1 = −ε1Σmnε2 (4.2.10)

ε2γ
5
ε1 = ε1γ

5
ε2 (4.2.11)

ε2γ
m
γ

5
ε1 = ε1γ

m
γ

5
ε2 (4.2.12)

όπου οι αντίσvτοιχοι πίνακες Mij που έχουμε θεωρήσvει για την κάθε διαδικασvία είναι:

M = γ
0
γ
mCγ0T = MT (4.2.13)

M = γ
0Cγ0T = −MT (4.2.14)

M = γ
0
Σ
mnCγ0T = MT (4.2.15)

M = γ
0
γ

5Cγ0T = −MT (4.2.16)

M = γ
0
γ
m
γ

5Cγ0T = −MT (4.2.17)
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Τα παραπάνω Majorana flips θα χρησvιμοποιηθούν εκτενώς σvτους επόμενους υπολογισvμούς.

4.2.2 Commutation relations.

Τώρα λοιπόν μπορούμε να προχωρήσvουμε και να ελέγξουμε εάν οι SUSY μετασvχηματισvμοί κλείνουν
μεταξύ τους. Αυτό θα πρέπει να σvυμβαίνει όπως είπαμε έτσvι ώσvτε να αποτελούν ομάδα. Επίσvης
θα ελέγξουμε και το εάν τα πεδία τα οποία έχουμε θεωρήσvει αποτελούν βάσvη για δημιουργία ανα-

παρασvτάσvεων. Προφανώς εάν οι μετασvχηματτισvμοί κλείνουν, τότε τα Α, Β, Ψ αποπτελούν βάσvη για
την SUSY. Θα δούμε όμως ότι κάτι τέτοιο τελικά δε σvυμβαίνει, οπότε και θα πρέπει να προσvθέσvουμε
νέα πεδία “βοηθητικά” σvτην αρχική Lagrangian. Ξεκινώντας, εάν ονομάσvουμε δ1 τη μεταβολή του
πεδίου που αντισvτοιχεί σvτον Majorana σvπίνορα ε1, από τους SUSY μετασvχηματισvμούς που έχουμε
θεωρήσvει θα είναι:

δ1Α = ε1Ψ, δ1Β = iε1γ
5
Ψ

δ1Ψ = −iγrε1(∂rΑ) + γrγ5
ε1(∂rΒ)

δ1Ψ = iε1γ
r(∂rΑ)− ε1γ5

γ
r(∂rΒ) (4.2.18)

και αντίσvτοιχα για μία άλλη μεταβολή δ2:

δ2Α = ε2Ψ, δ2Β = iε2γ
5
Ψ

δ2Ψ = −iγrε2(∂rΑ) + γrγ5
ε2(∂rΒ)

δ2Ψ = iε2γ
r(∂rΑ)− ε2γ5

γ
r(∂rΒ) (4.2.19)

Αυτό που θα κάνουμε σvτο εξής είναι ο υπολογισvμός της δράσvης του μεταθέτη των 2 αυτών μεταβολών,
πάνω σvε κάθε πεδίο. Θα δουμε ότι η δράσvη του μας δίνει μετατόπισvη για τα Α και Β και το ίδιο θα
θέλαμε για το Ψ, ώσvτε οι μετασvχηματισvμοί να κλείσvουν.

΄Ελεγχος για Α, Β, Ψ: ΄Οπως είπαμε λοιπόν ψάχνουμε να υπολογίσvουμε το [δ1, δ2]Α. Είναι:

[δ1, δ2]Α = δ1δ2Α− δ2δ1Α (4.2.20)

Υπολογίζουμε ξεχωρισvτά, οπότε έχουμε:

δ1δ2Α = δ1(ε2Ψ)

= ε2δ1Ψ (4.2.21)

Ο σvπίνορας ε1 πέρασvε έξω από τη μεταβολή γιατί όπως έχουμε τονίσvει πιο πάνω, είναι σvταθερός
σvπίνορας οπότε και δε μεταβαλλεται. Συνεχίζουμε:

δ1δ2Α = ε2δ1Ψ

= ε2

[
−iγrε1(∂rΑ) + γrγ5

ε1(∂rΒ)
]

= −iε2γrε1(∂rΑ) + ε2γ
r
γ

5
ε1(∂rΒ) (4.2.22)

Αντίσvτοιχα:
δ2δ1Α = iε1γ

r
ε2(∂rΑ)− ε1γrγ5

ε2(∂rΒ) (4.2.23)

και ο αντιμεταθέτης είναι:

[δ1, δ2]Α = −iε2γrε1(∂rΑ) + ε2γ
r
γ

5
ε1(∂rΒ) +

+iε1γ
r
ε2(∂rΑ)− ε1γrγ5

ε2(∂rΒ)

= i (ε1γ
r
ε2 − iε2γrε1) (∂rΑ)−

−i
(
ε1γ

r
γ

5
ε2 − ε2γrγ5

ε1

)
(∂rΒ) (4.2.24)
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Από τα Majorana flips όμως έχουμε:

ε2γ
m
ε1 = −ε1γmε2, ε2γ

m
γ

5
ε1 = ε1γ

m
γ

5
ε2 (4.2.25)

οπότε:
[δ1, δ2]Α = −2i (ε2γ

r
ε1) (∂rΑ) (4.2.26)

΄Οπως βλέπουμε, ο όρος ε2γrε1 δεν είναι τίποτα άλλο παρά ένας αριθμός. Επίσvης το −i∂m είναι όπως
γνωρίζουμε ο γεννήτορας των μετατοπίσvεων σvτο χώρο Pm. Κάνοντας την ίδια διαδικασvία για το πεδίο
Β παίρνουμε:

[δ1, δ2]Β = δ1δ2Β− δ2δ1Β

= δ1

(
iε2γ

5
Ψ
)
− δ2

(
iε1γ

5
Ψ
)

= iε2γ
5
δ1Ψ− iε1γ5

δ2Ψ

= iε2γ
5
[
−iγrε1(∂rΑ) + γrγ5

ε1(∂rΒ)
]
−

−iε1γ5
[
−iγrε2(∂rΑ) + γrγ5

ε2(∂rΒ)
]

=
[
ε2γ

5
γ
r
ε1 − ε1γ5

γ
r
ε2

]
(∂rΑ)−

− [ε2γ
r
ε1 − ε1γrε2] (∂rΒ) (4.2.27)

όπου σvτο τελευταίο βήμα χρησvιμοποιήσvαμε την −γ5
γ
r
γ

5 = γr. Επίσvης, από Majorana flips ξανά
έιναι:

ε2γ
m
ε1 = −ε1γmε2, ε2γ

m
γ

5
ε1 = ε1γ

m
γ

5
ε2 (4.2.28)

οπότε:
[δ1, δ2]B = −2i (ε2γ

r
ε1) (∂rB) (4.2.29)

Πάλι λοιπόν βλέπουμε ότι η δράσvη του μεταθέτη 2 μεταβολών σvτο πεδίο Β ουσvιασvτκά παράγει μία
μετατόπισvη και μάλισvτα με τον ίδιο σvυντελεσvτή μπροσvτά. ΄Αρα λοιπόν με τα πεδία Α και Β είμασvτε
ικανοποιημένοι και ευελπισvτούμε και η μεταβολή του Ψ να μας δώσvει ίδια αποτελέσvματα ώσvτε να

κλείσvει το σvύνολο των μετασvχηματισvμών. Είναι λοιπόν:

[δ1, δ2]Ψ = δ1δ2Ψ− δ2δ1Ψ

= δ1

[
−iγrε2(∂rΑ) + γrγ5

ε2(∂rΒ)
]
−

−δ2
[
−iγrε1(∂rΑ) + γrγ5

ε1(∂rΒ)
]

= −iγrε2∂r(δ1Α) + γrγ5
ε2∂r(δ1Β)−

−iγrε1∂r(δ2Α) + γrγ5
ε1∂r(δ2Β)

= −iγrε2∂r(ε1Ψ) + γrγ5
ε2∂r(iε1γ

5
Ψ)−

−iγrε1∂r(ε2Ψ) + γrγ5
ε1∂r(iε2γ

5
Ψ)

= −iγrε2ε1(∂rΨ) + iγrγ5
ε2ε1γ

5(∂rΨ)−

−iγrε1ε2(∂rΨ) + iγrγ5
ε1ε2γ

5(∂rΨ)

= −iγr
[
ε2ε1 − ε1ε2 − γ5 (ε2ε1 − ε1ε2) γ5

]
(∂rΨ) (4.2.30)

Για τον υπολογισvμό της ποσvότητας σvτην αγκύλη κάνουμε χρησvη της Fierz Rearrangement formula,
οπότε:

ε2ε1 = −1

4

[
ε1ε2 + ε1γ

m
ε2γm − ε1γ

m
γ

5
ε2γmγ

5 +

+2ε1Σ
mn
ε2Σmn + ε1γ

5
ε2γ

5
]

(4.2.31)
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ενώ επίσvης:

ε1ε2 = −1

4

[
ε2ε1 + ε2γ

m
ε1γm − ε2γ

m
γ

5
ε1γmγ

5 +

+2ε2Σ
mn
ε1Σmn + ε2γ

5
ε1γ

5
]

(4.2.32)

Οπότε:

ε2ε1 − ε1ε2 = −1

4

[
(ε1ε2 − ε2ε1) + (ε1γ

m
ε2 − ε2γmε1)γm −

−
(
ε1γ

m
γ

5
ε2 − ε2γmγ5

ε1

)
γmγ

5 +

+2 (ε1Σ
mn
ε2 − ε2Σmnε1)Σmn +

+
(
ε1γ

5
ε2 − ε2γ5

ε1

)
γ

5
]

(4.2.33)

Εφαρμόζουμε τα Majorana flips τα οποία έχουμε υπολογίσvει πιο πάνω, σvε κάθε όρο, οπότε:

ε1ε2 = ε2ε1, ε1γ
m
γ

5
ε2 = ε2γ

m
γ

5
ε1, ε1γ

5
ε2 = ε2γ

5
ε1

ε1γ
m
ε2 = −ε2γmε1, ε1Σmnε2 = −ε2Σmnε1

οπότε λοιπόν:
ε2ε1 − ε1ε2 = −1

2
ε1γ

m
ε2γm − ε1Σ

mn
ε2Σmn (4.2.34)

και αντίσvτοιχα:

γ
5 (ε2ε1 − ε1ε2) γ5 = γ

5

(
−1

2
ε1γ

m
ε2γm − ε1Σ

mn
ε2Σmn

)
γ

5

=
1

2
ε1γ

m
ε2γm − ε1Σ

mn
ε2Σmn (4.2.35)

΄Ετσvι τελικά θα πάρουμε:

ε2ε1 − ε1ε2 − γ5 (ε2ε1 − ε1ε2) γ5 = −ε1γmε2γm (4.2.36)

Μπορούμε τώρα να γυρίσvουμε πίσvω σvτον υπολογισvμό του μεταθέτη. Θα είναι με βάσvη τα παραπάνω:

[δ1, δ2]Ψ = iγmε1γ
r
ε2γr(∂mΨ) (4.2.37)

΄Ομως όπως γνωρίζουμε η ποσvότητα ε1γ
r
ε2 είναι ένας αριθμός, οπότε και μπορεί να περάσvει μπροσvτά

από τον γ
m
πίνακα. ΄Ετσvι:

[δ1, δ2]Ψ = iε1γ
r
ε2γ

m
γr(∂mΨ)

= iε1γrε2γ
m
γ
r(∂mΨ)

= −iε2γrε1γ
m
γ
r(∂mΨ) (4.2.38)

Από την άλγεβρα των γ - πινάκων θα πάρουμε:

{γm, γr} = 2ηmr

γ
m
γ
r + γrγm = 2ηmr

γ
m
γ
r = 2ηmr − γrγm (4.2.39)

Εφαρμόζοντας σvτην παραπάνω:

[δ1, δ2]Ψ = −iε2γrε1 [2ηmr − γrγm] (∂mΨ) (4.2.40)
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Οπότε η δράσvη του μεταθέτη 2 μεταβολών πάνω σvτο Ψ δίνει:

[δ1, δ2]Ψ = −2i (ε2γ
m
ε1) (∂mΨ) + i

(
ε2γrε1

)
γ
r
γ
m(∂mΨ) (4.2.41)

Παρατηρούμε λοιπόν εδώ πως η δράσvη του μεταθέτη μας δίνει όπως περιμέναμε μία μετατόπισvη, αλλά
υπάρχει και ένας ανεπιθύμητος όρος. Θα μπορούσvαμε να εξαφανίσvουμε τον ανεπιθύμητο αυτόν όρο
παίρνοντας εξισvώσvεις πεδίου γm∂

m
Ψ = 0, αλλά αυτό δεν είναι το ζητούμενο, καθώς οι εξισvώσvεις πεδίου

είναι ειδική περίπτωσvη, ενώ εμείς θα θέλαμε τα αποτελέσvματά μας να ισvχύουν γενικά. ΄Ετσvι λοιπόν θα
προσvπαθήσvουμε να εξαφανίσvουμε τον όρο αυτόν. Για να γίνει αυτό, ο μόνος τρόπος που μπορούμε να
δράσvουμε, είναι μέσvω της εισvαγωγής 2 επιπλέον βαθμωτών βοηθητικών πεδίων (άρα και εισvαγωγής 2
επιπλέον βαθμών ελευθερίας).

Προσvθήκη πεδίων F, G: Η εισvαγωγή των πεδίων αυτών επιπλέον επεκτείνει και τον ορισvμό της
μεταβολής του πεδίου Ψ, αφού θα είναι τώρα:

δΨ = −iγmε(∂mΑ) + γmγ5
ε(∂mΒ)− εF − iγ5

εG (4.2.42)

όπου F και G τα νέα πεδία. Αφού λοιπόν εισvήχθησvαν 2 νέα πεδία, θα πρέπει να θεωρήσvουμε και
μεταβολές για τα πεδία αυτά:

δF = iεγr∂rΨ, δG = −εγ5
γ
r∂rΨ (4.2.43)

Ελπίζουμε λοιπόν τώρα, η εισvαγωγή αυτών των νέων πεδίων να έχει αφήσvει τις δράσvεις των μεταθετών
σvτα Α και Β αναλλοίωτες, ενώ παράλληλα να δώσvει σvωσvτά μόνο μετατόπισvη για τη δράσvη του μεταθέτη
σvτο Ψ όπως περιμένουμε. Επίσvης θα πρέπει να υπολογισvτεί και η δράσvη των μεταθετών πάνω σvτα F
και G αφού έχουμε επιπλέον πεδία και με τη σvειρά της να δίνει και αυτή μετατόπισvη. Ξεκινούμε με τα
Α και Β:

[δ1, δ2]Α = δ1δ2Α− δ2δ1Α

= ε2δ1Ψ− ε1δ2Ψ

= ε2

(
−iγmε1(∂mΑ) + γmγ5

ε1(∂mΒ)− ε1F − iγ5
ε1G

)
−

−ε1
(
−iγmε2(∂mΑ) + γmγ5

ε2(∂mΒ)− ε2F − iγ5
ε2G

)
= {[δ1, δ2]Α}0 − (ε2ε1 − ε1ε2)F − i

(
ε2γ

5
ε1 − ε1γ5

ε2

)
G (4.2.44)

όπου {[δ1, δ2]Α}0 είναι το [δ1, δ2]Α που είχαμε πριν την εισvαγωγή των πεδίων και μας έδινε μετατόπισvη.
Παράλληλα εφαρμόζουμε τα γνωσvτά Majorana flips σvτους άλλους 2 όρους και παρατηρούμε ότι αυτά
μηδενίζονται. ΄Ετσvι λοιπόν τελικά η δράσvη του μεταθέτη σvτο Α παραμένει αμετάβλητη και δίνει ξανά
μετατόπισvη:

[δ1, δ2]Α = −2i (ε2γ
r
ε1) (∂rΑ) (4.2.45)

Ακριβώς ίδια διαδικασvία ακολουθούμε για το Β το οποίο επίσvης παραμένει ως έχει:

[δ1, δ2]B = −2i (ε2γ
r
ε1) (∂rB) (4.2.46)
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Ελέγχουμε το Ψ τώρα και περιμένουμε να πάρουμε μετατόπισvη μετά από την εισvαγωγή των πεδίων.
Είναι:

[δ1, δ2]Ψ = δ1δ2Ψ− δ2δ1Ψ

= δ1

[
−iγmε2(∂mΑ) + γmγ5

ε2(∂mΒ)− ε2F − iγ5
ε2G

]
−

−δ2
[
−iγmε1(∂mΑ) + γmγ5

ε1(∂mΒ)− ε1F − iγ5
ε1G

]
= {[δ1, δ2]Ψ}0 + ε1δ2F − ε2δ1F + iγ5

ε1δ2G− iγ5
ε2δ1G

= {[δ1, δ2]Ψ}0 + i (ε1ε2 − ε2ε1) γr∂rΨ−

−iγ5 (ε1ε2 − ε2ε1) γ5
γ
r∂rΨ

= {[δ1, δ2]Ψ}0 − i
[
ε2ε1 − ε1ε2 − γ5 (ε2ε1 − ε1ε2) γ5

]
γ
r(∂rΨ)

= −2i (ε2γ
m
ε1) (∂mΨ) + i

(
ε2γrε1

)
γ
r
γ
m(∂mΨ)−

−i
[
ε2ε1 − ε1ε2 − γ5 (ε2ε1 − ε1ε2) γ5

]
γ
r(∂rΨ) (4.2.47)

Την παράσvτασvη σvτις αγκύλες την έχουμε ήδη υπολογίσvει πιο πάνω, οπότε αντικαθισvτώντας:

[δ1, δ2]Ψ = −2i (ε2γ
m
ε1) (∂mΨ) + i

(
ε2γrε1

)
γ
r
γ
m(∂mΨ) +

+i
(
ε1γ

r
ε2γr

)
γ
m(∂mΨ)

= −2i (ε2γ
m
ε1) (∂mΨ) + i

(
ε2γrε1 + ε1γrε2

)
γ
r
γ
m(∂mΨ) (4.2.48)

Με χρήσvηMajorana flips (ε2γmε1 = −ε1γmε2) βλέπουμε ότι ο 2ος όρος μηδενίζεται και έτσvι παίρνουμε
τη ζητούμενη μετατόπισvη:

[δ1, δ2]Ψ = −2i (ε2γ
m
ε1) (∂mΨ) (4.2.49)

Η προσvθήκη λοιπόν των 2 βοηθητικών πεδίων αποκατέσvτησvε την τάξη σvτη σvυμπεριφορά του Ψ. Ο
μεταθέτης 2 μεταβολών δρα σvτο Ψ και δίνει μετατόπισvη και μάλισvτα με τον ίδιο σvυντελεσvτή μπροσvτά
όπως σvτα Α και Β. Εάν λοιπόν οι υπόλοιπες 2 δράσvεις των αντίσvτοιχων μεταθετών σvτα πεδία F και
G δίνουν και αυτές μετατόπισvη όπως σvτα παραπάνω, τότε έχουμε πετύχει το σvτόχο μας. Το σvύνολο
κλείνει και το πιο σvημαντικό, έχουμε καταφέρει να βρούμε μία βάσvη για τη δημιουργία μη αναγώγιμων
αναπαρασvτάσvεων της ομάδας της SUSY. Ελέγχουμε για F και G:

[δ1, δ2]F = δ1δ2F − δ2δ1F

= δ1 (iε2γ
r∂rΨ)− δ2 (iε1γ

r∂rΨ)

= iε2γ
r∂r (δ1Ψ)− iε1γr∂r (δ2Ψ) (4.2.50)

Ασvχολούμασvτε για σvυντομία με τον 1ο όρο και ο άλλος θα προκύψει απλά αλλάζοντας τους δείκτες
των ε σvπινόρων:

iε2γ
r∂r (δ1Ψ) = iε2γ

r∂r
[
−iγmε1(∂mΑ) + γmγ5

ε1(∂mΒ)− ε1F − iγ5
ε1G

]
= ε2γ

r
γ
m
ε1(∂r∂mΑ) + iε2γ

r
γ
m
γ

5
ε1(∂r∂mΒ)−

−iε2γrε1(∂rF ) + ε2γ
r
γ

5
ε1(∂rG) (4.2.51)

Για τους 2 πρώτους όρους εκμεταλλευόμασvτε την άλγεβρα των γ - πινάκων ξανά, καθώς και το γεγονός
ότι όπως παρατηρούμε η σvειρά των δεικτών σvτην ποσvότητα που πρέπει να υπολογίσvουμε έχει σvυμμετρία

εναλλαγής, που σvημαίνει ότι δεν παίζει ρόλο εάν είναι πρώτα το μ και μετά το ν ή αντίσvτροφα. Αυτό
εδώ σvυμβαίνει γιατίο όπως βλέπουμε οι δείκτες αθροίζονται. Μπορούμε δηλαδή από την άλγεβρα να
γράψουμε:

γ
r
γ
m =

1

2
{γr, γm} = ηrm (4.2.52)
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Ξανατονίζουμε όμως ότι χρησvιμοποιούμε την παραπάνω σvχέσvη λόγω της σvυμμετρίας που προαναφέραμε.
΄Ετσvι:

iε2γ
r∂r (δ1Ψ) = ε2ε1η

rm(∂r∂mΑ) + iε2γ
5
ε1η

rm(∂r∂mΒ)−

−iε2γrε1(∂rF ) + ε2γ
r
γ

5
ε1(∂rG)

= ε2ε1(∂m∂mΑ) + iε2γ
5
ε1(∂m∂mΒ)−

−iε2γmε1(∂mF ) + ε2γ
m
γ

5
ε1(∂mG) (4.2.53)

Αντίσvτοιχα για το iε1γ
r∂r (δ2Ψ) θα έχουμε:

iε1γ
r∂r (δ2Ψ) = ε1ε2(∂m∂mΑ) + iε1γ

5
ε2(∂m∂mΒ)−

−iε1γmε2(∂mF ) + ε1γ
m
γ

5
ε2(∂mG) (4.2.54)

Μπορούμε τώρα να υπολογίσvουμε τη δράσvη του μεταθέτη σvτο πεδίο F:

[δ1, δ2]F = (ε2ε1 − ε1ε2)�A+ i
(
ε2γ

5
ε1 − ε1γ5

ε2

)
�B −

−i (ε2γ
m
ε1 − ε1γmε2) (∂mF ) +

+
(
ε2γ

m
γ

5
ε1 − ε1γmγ5

ε2

)
(∂mG) (4.2.55)

Εφαρμόζοντας Majorana flips, οι 2 πρώτοι και ο τελευταίος όρος μηδενίζονται, ενώ μας μένει ο 3ος
και παίρνουμε σvωσvτά μετατόπισvη και για το F:

[δ1, δ2]F = −2i (ε2γ
m
ε1) (∂mF ) (4.2.56)

Ακριβώς με τον ίδιο τρόπο βρίσvκουμε:

[δ1, δ2]G = −2i (ε2γ
m
ε1) (∂mG) (4.2.57)

Invariance της νέας Lagrangian: ΄Ετσvι λοιπόν οι μετασvχηματισvμοί κλείνουν μεταξύ τους. Η
δράσvη του μεταθέτη 2 μεταβολών πάνω σvτα πεδία μας (Α, Β, Ψ, F, G) δίνει πάντοτε μετατόπισvη με τον
ίδιο σvταθερό σvυντελεσvτή. ΄Ομως για να καταφέρουμε να το πετύχουμε αυτό χρειάσvτηκε η εισvαγωγή 2
νέων πεδίων. Αυτά προφανώς θα εμφανίζονται και σvτη Lagrangian. Αυτό σvημαίνει όμως ότι ενδέχεται
η νέα αυτή Lagrangian να μην αφήνει πια μία ολική παράγωγο όταν μετασvχηματισvτεί, οπότε και έχει
σvπάσvει η SUSY. Θα πρέπει λοιπόν να ελέγξουμε και αυτή την περίπτωσvη. Η Lagrangian με την
εισvαγωγή των 2 βοηθητικών πεδίων:

L =
1

2
(∂mA)2 +

1

2
(∂mB)2 +

i

4
Ψγ

m←→∂ mΨ+
1

2
F 2 +

1

2
G2 (4.2.58)

Η απουσvία κινητικού όρου για τα F και G αντικατοπτρίζει ακριβώς το γεγονός ότι τα πεδία αυτά είναι
όπως είπαμε βοηθητικά. Παίρνοντας variation οι 2πρώτοι όροι δεν αλλάζουν σvε σvχέσvη με τον αρχικό
μας υπολογισvμό, ενώ επηρεάζεται ο 3ος αφού η μεταβολή του Ψ περιέχει τα νέα πεδία. Συμφέρει εδώ
να ξεχωρίσvουμε επίσvης το παλαιό κομμάτι της μεταβολής του Ψ (για το οποίο και πάλι οι υπολογισvμοί
έχουν γίνει πιο πάνω) από τους extra terms:

δΨ =
{
−iγmε(∂mΑ) + γmγ5

ε(∂mΒ)
}

+
{
−εF − iγ5

εG
}

= δ0Ψ+ δexΨ (4.2.59)

και αντίσvτοιχα για το δΨ και έχουμε:

δexΨ = −εF − iγ5
εG, δexΨ = −εF − iεγ5G (4.2.60)
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Εφαρμόζουμε σvτον 3ο όρο της Lagrangian:

δ

(
i

4
Ψγ

m←→∂ mΨ

)
= 2

i

4

[
(δΨ)γm∂mΨ− (∂mΨ)γmδΨ

]
+ tot.div

= i(δΨ)γm∂mΨ+ tot.div

= i(δ0Ψ+ δexΨ)γm∂mΨ+ tot.div

= i
(
−εF − iεγ5G

)
γ
m∂mΨ+ tot.div

= −iεFγm∂mΨ+ εγ5Gγm∂mΨ+ tot.div (4.2.61)

Παραλείψαμε εδώ σvτο 4ο βήμα τη δ0 μεταβολή, καθώς προσvτιθέμενη σvτη μεταβολή των 2 πρώτων
όρων της Lagrangian μας δίνει ένα tot.div. Για τις μεταβολές των 2 τελευταίων όρων:

δ

(
1

2
F 2 +

1

2
G2

)
= FδF +GδG

= Fiεγr∂rΨ+G
(
−εγ5

γ
r∂rΨ

)
= iεFγm∂mΨ− εγ5Gγm∂mΨ (4.2.62)

Η μεταβολή όλης της Lagrangian είναι λοιπόν:

δL = tot.div − iεFγm∂mΨ+ εγ5Gγm∂mΨ+

+iεFγm∂mΨ− εγ5Gγm∂mΨ+ tot.div

δL = tot.div (4.2.63)

΄Ετσvι λοιπόν δείξαμε ότι η Lagrangian:

L =
1

2
(∂mA)2 +

1

2
(∂mB)2 +

i

4
Ψγ

m←→∂ mΨ+
1

2
F 2 +

1

2
G2 (4.2.64)

αφήνει μία ολική παράγωγο κάτω από τους μετασvχηματισvμούς υπερσvυμμετρίας (SUSY):

δΑ = εΨ, δΒ = iεγ5
Ψ

δF = iεγr∂rΨ, δG = −εγ5
γ
r∂rΨ

δΨ = −iγrε(∂rΑ) + γrγ5
ε(∂rΒ)− εF − iγ5

εG

δΨ = iεγr(∂rΑ)− εγ5
γ
r(∂rΒ)− εF − iεγ5G (4.2.65)

Η δράσvη αντίσvτοιχα παραμένει αναλλοίωτη κάτω από μετασvχηματισvμούς της ομάδας της υπερσvυμ-

μετρίας:
δS = 0 (4.2.66)

Οι μετασvχηματισvμοί αυτοί όπως είδαμε πιο πάνω κλείνουν μεταξύ τους, οπότε τα πεδία τα οποία έχουν
εισvαχθεί (Α, Β,Ψ, F, G) όπως είπαμε αποτελούν βάσvη για δημιουργία μη αναγώγιμων αναπαρασvτάσvεων
της SUSY. Επιπλέον σvτο σvημείο αυτό μπορούμε να δούμε κάτι για το οποίο είχαμε προιδεασvτεί σvτην
αρχή της σvυζήτησvης και σvυγκεκριμένα όταν ξεκινήσvαμε και γράψαμε την πρωτη Lagrangian. ΄Οπως
βλέπουμε, μέσvω της εισvαγωγής των 2 επιπλέον πεδίων F και G, ουσvιασvτικά αποκατασvτήσvαμε και
την έλλειψη των 2 βαθμών ελευθερίας που υπήρχε. Είχαμε αναφέρει ότι αφού μελετάμε SUSY, θα
πρέπει εκτός της Lagrangian που θα περιέχει bosons και fermions, να έχουν τα πεδία και τους ίδιους
βαθμούς ελευθερίας. Παρατηρούμε λοιπόν πως μέσvω φυσvικής απαίτησvης, για να κλείσvει το σvύνολο
των μετασvχηματισvμών αναγκασvτήκαμε να εισvάγουμε 2 νέα βαθμωτά πεδία σvτη Lagrangian. Μετράμε
και έχουμε 4 βαθμούς ελευθερίας από τα 4 βαθμωτά πεδία και 4 βαθμούς από τον σvπίνορα Ψ. ΄Ισvοι
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βαθμοί ελευθερίας για μποζόνια και φερμιόνια. Τέλος, μία άλλη μορφή για τη Lagrangian με σvπίνορες
2 σvυνισvτωσvών και με 2 μιγαδικά πεδία αντί για 4 βαθμωτά είναι η εξής:

L = (∂mφ)(∂
m
φ
∗) +

i

2
σv
m
aȧ(ψ

ȧ←→
∂ mψ

a) +Η∗Η (4.2.67)

όπου ορίσvαμε:

φ =
1√
2

(A− iB), H =
1√
2

(F + iG) (4.2.68)

4.2.3 Prosvj kh ìrwn m�zac.

΄Οπως παρατηρούμε σvτην παραπάνω Lagrangian σvτα 2 πεδία τα οποία έχουμε προσvθέσvει, απουσvιάζει
ο κινητικός όρος, ενώ επίσvης δεν υπάρχει καμία αλληλεπίδρασvη με τα υπόλοιπα πεδία. Γι αυτό και
ο όρος “βοηθητικά πεδία”. Θα δούμε σvτη σvυνέχεια με ποιόν τρόπο μπορούμε να “αφομοιώσvουμε” τα
πεδία αυτά. Συνεχίζοντας τώρα, μπορούμε να προσvθέσvουμε όρους μάζας σvτη Lagrangian. Προφανώς
οι όροι μάζας που θα γράψουμε θα πρέπει να είναι αναλλοίωτοι κάτω από μετασvχηματισvμούς του

SUSY group. ΄Ετσvι λοιπόν τα πεδία μας αποκτάνε μάζα εάν θεωρήσvουμε το επιπλέον κομμάτι σvτη
Lagrangian:

Lm =

(
1

2
ΨΨ+AF +BG

)
m (4.2.69)

Το ότι αυτό είναι SUSY invariant φαίνεται εάν θεωρήσvουμε μία μεταβολή του:

δL
m

=
1

2
(δΨ)Ψ+

1

2
Ψ(δΨ) + (δA)F +A(δF ) + (δB)G+B(δG)

=
1

2

{
iεγr(∂rΑ)Ψ− εγ5

γ
r(∂rΒ)Ψ− εΨF − iεγ5

ΨG−

−iΨγrε(∂rΑ) +Ψγrγ5
ε(∂rΒ)−ΨεF − iΨγ5

εG
}

+

+εΨF + iAεγr(∂rΨ) + iεγ5
ΨG−Bεγ5

γ
r(∂rΨ) (4.2.70)

Χρησvιμοποιώντας τα Majorana flips θα είναι:

−1

2
εΨF − 1

2
εΨF −ΨεF = 0 (4.2.71)

−1

2
iεγ5
ΨG− 1

2
iΨγ5

εG+ iεγ5
ΨG = 0 (4.2.72)

1

2

{
iεγrΨ(∂rΑ)− iΨγrε(∂rΑ)

}
= iεγrΨ(∂rΑ) (4.2.73)

1

2

{
−εγ5

γ
r
Ψ(∂rΒ) +Ψγrγ5

ε(∂rΒ)
}

= εγ5
γ
r
Ψ(∂rΒ) (4.2.74)

Οπότε:
δL
m

= iεγrΨ(∂rΑ) + εγ5
γ
r
Ψ(∂rΒ) +

+iεγrA(∂rΨ)−Bεγ5
γ
r(∂rΨ) (4.2.75)

όμως είναι γ
5
γ
r = −γrγ5

και έτσvι:

δL
m

= iεγr {Ψ(∂rA) +A(∂rΨ)}+

+εγrγ5 {Ψ(∂rB) +B(∂rΨ)}

= ∂r
{
iεγrAΨ+ εγrγ5BΨ

}
= tot.div (4.2.76)
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΄Αρα οι όροι που προσvθέσvαμε είναι αναλλοίωτοι κάτω από το SUSY group, οπότε και είναι αποδεκτοί
όροι μάζας. ΄Ετσvι η ολική Lagrangian πλέον, με όρους μάζας για τα πεδία, γίνεται:

L =
1

2
(∂mA)2 +

1

2
(∂mB)2 +

i

4
Ψγ

m←→∂ mΨ+
1

2
F 2 +

1

2
G2 +

+
m

2
ΨΨ+mAF +mBG (4.2.77)

Απαλοιφή των F, G: ΄Οπως φαίνεται παραπάνω, οι όροι μάζας που προσvθέσvαμε, όσvον αφορά σvτα
βαθμωτά πεδία, παρουσvιάζονται ως γινόμενο AF και BG. Δεν είναι δηλαδή όροι μάζας. Μάζα έχει
πάρει μόνο ο σvπίνορας Ψ. Θα μπορούσvαμε να εξαφανίσvουμε τα “βοηθητικά” πεδία και ουσvιασvτικά να
απορροφήσvουμε το βαθμό ελευθερίας τους δίνοντας μάζα σvτα πεδία Α και Β. Αυτο θα γίνει με χρήσvη
των εξισvώσvεων Euler - Lagrange για τα πεδία F και G. Είναι:

E.L.
∂L
∂F
− ∂m

∂L
∂(∂mF )

= 0,
∂L
∂G
− ∂m

∂L
∂(∂mG)

(4.2.78)

Εκτελώντας τις παραγωγίσvεις από την παραπάνω Lagrangian παίρνουμε:

F = −mA, G = −mB (4.2.79)

Αντικαθισvτούμε σvτη Lagrangian και έτσvι απαλείφονται τα πεδία F και G και η νέα Lagrangian με
όρους μάζας για τα Α και Β:

L =
1

2
(∂mA)2 −m2A2 +

1

2
(∂mB)2 −m2B2 +

i

4
Ψγ

m←→∂ mΨ+
m

2
ΨΨ (4.2.80)

Βέβαια μπορούμε να γράψουμε τα παραπάνω ορίζοντας το γνωσvτό μας μιγαδικό πεδίο φ, οπότε:

L = (∂mφ)(∂
m
φ
∗)−m2

φ
∗
φ+

i

4
Ψγ

m←→∂ mΨ+
m

2
ΨΨ (4.2.81)

Βλάπουμε λοιπόν ότι καταφέραμε να απορροφήσvουμε τα βοηθητικά πεδία, τα οποία δεν είχανε κάποιο
φυσvικό νόημα και να δώσvουμε μάζα σvτα πεδία Α και Β. Οι βαθμοί ελευθερίας διατηρούνται αφού κάθε
βαθμωτό με μάζα έχει 2 βαθμούς, ή αντίσvτοιχα μιγαδικό με μάζα 4 βαθμούς. Βέβαια το κόσvτος το
οποίο πληρώνουμε εδώ, είναι ’οτι για να προσvδώσvουμε μάζα, αναγκασvτήκαμε να χρησvιμοποιήσvουμε
τις εξισvώσvεις Euler - Lagrange. Το πρόβλημα είναι το ίδιο με την περίπτωσvη που χρησvιμοποιήσvαμε
εξισvώσvεις πεδίου. Δεν ισvχύουν πάντα αλλά σvε σvυγκεκριμένο όριο. Θέλουμε η θεωρία μας να έχει
γενική και καθολική ισvχύ. Θα σvυνεχίσvουμε σvτο επόμενο κεφάλαιο, εξετάζοντας τα ζητήματα της
ομάδας υπερσvυμμετρίας πιο μαθηματικά και πιο αυσvτηρά.
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5.1 SUPER POINCARE GROUP.

Οι μετασvχηματισvμοί τους οποίους παρουσvιάσvαμε σvτο προηγούμενο κεφάλαιο (οι SUSY μετασvχη-
ματισvμοί) δημιουργούν μία “γενικευμένη” ομάδα. Δηλαδή μπορούν να εκφρασvτούν με τη βοήθεια
κάποιων γεννητόρων. Οι γεννήτορες αυτοί ικανοποιούν μία κλεισvτή άλγεβρα, όπως θα δείξουμε, μία
γενικευμένη άλγεβρα Lie. Παρακάτω θα προσvπαθήσvουμε να βρούμε αυτή την άλγεβρα, τους γεννή-
τορες της ομάδας και τα πεδία που ορίζουν.

5.1.1 'Ena par�deigma apì thn SU(2).

Είναι όμως χρήσvιμο να ξεκινήσvουμε με ένα παράδειγμα από την SU(2), το οποίο θα εφαρμόσvουμε
σvτη δικιά μας περίπτωσvη για την εύρεσvη των γεννητόρων. Στην SU(2) λοιπόν έχουμε 3 παραμέτρους
θ1,θ2,θ3 και 3 γεννήτορες J1, J2, J3, οι οποίοι ικανοποιούν την άλγεβρα [Ji, Jj ] = iεijkJk. Επίσvης
έσvτω ότι τα πεδία ψ ορίζουν κατάλληλη βάσvη για αναπαρασvτάσvεις της SU(2). Η δράσvη των σvτοιχείων
της ομάδας πάνω σvτο ψ είναι:

ψ −→ ψ′ = eijnJnψ (5.1.1)

Παίρνοντας απειροσvτές παραμέτρους:

ψ −→ ψ′ = (1 + iθnJn)ψ

δψ = iθnJnψ (5.1.2)

Εκτελώντας 2 διαδοχικές μεταβολές σvτο ψ με παραμέτρους θ1
m,θ

2
n αντίσvτοιχα θα πάρουμε:

δ1δ2ψ = δ1(iθ2
mJmψ)

= iθ2
mJmδ1ψ

= −θ2
mθ

1
nJmJnψ (5.1.3)

και αντίσvτοιχα:
δ1δ2ψ = −θ1

nθ
2
mJnJmψ (5.1.4)

(τα σvτοιχεία των παραμέτρων περνούν μπροσvτά αφού είναι απλοί αριθμοί και μετατίθενται, επίσvης δεν
έχει σvημασvία η σvειρά τους). Εάν πάρουμε τη δράσvη του μεταθέτη 2 μεταβολών πάνω σvτο ψ, θα είναι:

[δ1, δ2]ψ = −θ1
nθ

2
m (JmJn − JnJm)ψ

= −θ1
nθ

2
m[Jm, Jn]ψ

=
(
−iεnmpθ1

nθ
2
m

)
Jpψ (5.1.5)

δηλαδή βλέπουμε ότι το αποτέλεσvμα είναι ένας αριθμός (−iεnmpθ1
nθ

2
m) επί έναν γεννήτορα. ΄Αρα

μπορούμε να γράψουμε το μεταθέτη με μορφή τελεσvτή, ως:

[δ1, δ2] =
(
−iεnmpθ1

nθ
2
m

)
Jp (5.1.6)

΄Οπως μπορεί κανείς να παρατηρήσvει, τα αποτελέσvματα που βγάλαμε έχουνε γενική ισvχύ. Δηλαδή δεν
έχουμε θεωρήσvει σvυγκεκριμένη μορφή σvτα ψ καθώς και δεν έχουμε παρει σvυγκεκριμένη μορφή σv-

τους γεννήτορες (σvυγκεκριμένη αναπαράσvτασvη). Μπορούμε λοιπόν να πούμε πως το αποτέλεσvμα της
δράσvης του πάνω μεταθέτη θα είναι ένας αριθμός ο οποίος εξαρτάται τετραγωνικά από τις παραμέτρους

της ομάδας επί έναν γεννήτορα. Σε αυτό σvυνηγορούν και τα αποτελέσvματα του προηγούμενου κε-
φαλαίου, όπου είχαμε εξετάσvει αναλυτικά τις εκφράσvεις αυτές και τη δράσvη τους πάνω σvτα πεδία Α, Β,
Ψ, F, G. Σε κάθε περίπτωσvη αυτό που βρίσvκαμε ήταν ο ίδιος τετραγωνικός ως προς τις παραμέτρους
σvυντελεσvτής (βέβαια σvτην περίπτωσvη αυτή οι παράμετροι του group ήταν οιMajorana spinors ε), πολ-
λαπλασvιασvμένος με την ποσvότητα −i∂m, την οποία ταυτοποιήσvαμε ως το γεννήτορα των μετατοπίσvεων
Pm. ΄Εχουμε δηλαδή:

[δ1, δ2] = −2i (ε2γ
m
ε1) ∂m

= (2ε2γ
m
ε1)Pm (5.1.7)
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΄Ομως εδώ προκύπτει το εξής: Ο γεννήτορας των μετατοπίσvεων που προκύπτει εδώ, είναι γεννήτορας
του Poincare group. Δηλαδή έχουμε μέσvα σvτις εκφράσvεις μας σvτοιχεία από άλλο group. Υπενθυμί-
ζουμε εδώ κάποια σvτοιχεία της ομάδας Poincare. Είναι η ομάδα η οποία περιέχει τα σvτοιχεία της
ομογενούς ομάδας lorentz με 3 σvτροφές και 3 Lorentz boosts, καθώς και τις μετατοπίσvεις σvτο χωρο-
χρόνο, δηλαδή άλλα 4 σvτοιχεία, σvύνολο 10 generators. Η άλγεβρα που ικανοποιεί η ομάδα Poincare
είναι:

[Jmn, Jrsv] = i (gnrJmsv − gmrJnsv + gmsvJnr − gnsvJmr) (5.1.8)

[Pm, Pn] = 0 (5.1.9)

[Pm, Jrsv] = i (gmrJsv − gmsvJr) (5.1.10)

Το αποτέλεσvμα της εμφάνισvης του γεννήτορα του Poincare group σvτους SUSY μετασvχηματισvμούς
έχει ιδιαίτερη σvημασvία. Πρώτα όμως θα πρέπει να παρατηρήσvουμε το εξής. Σε όλη την προηγούμενη
διαδικασvία έχει γίνει αναφορά σvτις παραμέτρους της SUSY οι οποίοι είναι οι Majorana σvπίνορες ε.
Δεν έχει γίνει όμως η παραμικρή αναφορά σvε γεννήτορες SUSY. Προφανώς θα πρέπει να βρούμε ποιοί
είναι οι γεννήτορες της υπερσvυμμετρίας. Να βρούμε την ακριβή μορφή τους καθώς και την άλγεβρα
τους. Την άλγεβρα της SUSY. Για το σvκοπό αυτό θα μας φανεί χρήσvιμη η σvχέσvη του μεταθέτη
που υπολογίσvαμε πιο πριν. ΄Ομως όπως είπαμε εμφανίζονται γεννήτορες του poincare group. Αυτό
λοιπόν σvτην περίπτωσvή μας σvημαίνει πως η άλγεβρα των SUSY γεννητόρων δεν κλείνει, οπότε και
δεν αποτελούν από μόνοι τους ομάδα, αλλά ουσvιασvτικά η SUSY αποτελεί μία επέκτασvη του Poincare
group. Θα πρέπει δηλαδή για να κλείσvει η άλγεβρα να θεωρήσvουμε και όλους τους generators του
Poincare group. Αυτά λοιπόν θα μας απασvχολήσvουν σvτα επόμενα. Προς το παρόν ας αρχίσvουμε
θεωρώντας γεννήτορες της SUSY.

5.1.2 SUSY generators.

Αφού λοιπόν μιλάμε για SUSY μετασvχηματισvμούς και ομάδα υπερσvυμμετρίας, προφανώς θα πρέπει
να υπάρχουν και κάποιοι γεννήτορες που γεννούν τα σvτοιχεία της SUSY. Σε αυτήν την παράγραφο
θα ασvχοληθούμε με την εύρεσvη της άλγεβρας που ικανοποιούν οι γεννήτορες της υπερσvυμμετρίας.
Αργότερα σvτο κεφάλαιο αυτό θα ακολουθήσvει και η εύρεσvη της ακριβούς μορφής τους. ΄Ετσvι ξεκινάμε
θεωρώντας πρώτα ότι υπάρχουν οι γεννήτορες αυτοί και τους σvυμβολίζουμε με Q. Ο Q θα πρέπει να
είναι ένας Majorana σvπίνορας και Grassmann ποσvότητα όπως έχουμε δει. Θα ψάξουμε να βρούμε
πώς θα είναι μία μεταβολή ως προς τη SUSY. Για το σvκοπό αυτό, από τη μορφή που δείξαμε για την
SU(2), όπου είχαμε δ(field) = iθnJn(field), δηλαδή παράμετρος του group επί έναν γεννήτορα, έτσvι
και για τη SUSY θα γράψουμε αντίσvτοιχα:

δ(field) = i(εAQA)(field) (5.1.11)

όπου οι ε
A
είναι οι παράμετροι του group όπως έχουμε δει και επίσvης είναι Grassmann ποσvότητες,

Majorana spinors. Μπορούμε να γράψουμε τους γεννήτορες και τις παραμέτρους με Weyl σvπίνορες
2 σvυνισvτωσvών ως εξής:

ε
A =

(
η
a

ηḃ

)
, QA =

(
Qa

Q
ḃ

)
(5.1.12)

΄Ετσvι μία μεταβολή θα γράφεται με Weyl σvπίνορες:

δ = iεAQA = i

[
η
aQa + ηḃQ

ḃ
]

= i
[
ηQ+ ηQ

]
(5.1.13)

Επανερχόμασvτε τώρα σvτο σvκοπό μας. Θέλουμε να βρούμε την άλγεβρα που υπακούουν οι SUSY
generators. ΄Εχουμε καταφέρει με την εισvαγωγή τους να γράψουμε μία variation σvε όρους Weyl
σvπινόρων. Η ιδέα από και κάτω είναι η εξής: Στο προηγούμενο κεφάλαιο είχαμε υπολογίσvει τη μορφή
που παίρνει ο μεταθέτης 2 μεταβολών υπερσvυμμετρίας. ΄Εχουμε λοιπόν:

[δ1, δ2] = (2ε2γ
m
ε1)Pm (5.1.14)
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Επίσvης μόλις ορίσvαμε και generators και υπολογίσvαμε τη μορφή που παίρνει μία SUSY μεταβολή με
τους γεννήτορες αυτούς. Δεν έχουμε να κάνουμε λοιπόν τίποτα άλλο από την εύρεσvη του [δ1, δ2] με
SUSY generators και να το σvυναληθεύσvουμε με το παραπάνω. Βέβαια όπως βλέπουμε θα πρέπει να
μετατρέψουμε και το αποτέλεσvμα του μεταθέτη (14) σvε Weyl σvπίνορες 2 σvυνισvτωσvών αντίσvτοιχα έσvτι
ώσvτε να μπορεί να γίνει η σvύγκρισvη. Ξεκινούμε πρώτα με τον υπολογισvμό του μεταθέτη με χρήσvη των
γεννητόρων Q. Από τη μεταβολή που υπολογίσvαμε, για 2 διαφορετικές παραμέτρους, θα είναι:

δ1 = i

(
η
a
1Qa + η1ḃQ

ḃ
)

(5.1.15)

δ2 = i

(
η
a
2Qa + η2ḃQ

ḃ
)

(5.1.16)

Οπότε (προσvέχοντας τους δείκτες):

[δ1, δ2] = −[ηa1Qa + η1ḃQ
ḃ
, ηa2Qa + η2ḃQ

ḃ
]

= −
(
η
a
1Qaη

b
2Qb + ηa1Qaη2ḃQ

ḃ
+ η1ḃQ

ḃ
η
a
2Qa + η1ḃQ

ḃ
η2ġQ

ġ −

−ηb2Qbη
a
1Qa − η2ḃQ

ḃ
η
a
1Qa − η

a
2Qaη1ḃQ

ḃ − η2ġQ
ġ
η1ḃQ

ḃ
)

= η
a
1QaQbη

b
2 − η

b
2QbQaη

a
1 + ηa1QaQ

ḃ
η2ḃ − η2ḃQ

ḃ
Qaη

a
1 +

+η1ḃQ
ḃ
Qaη

a
2 − η

a
2QaQ

ḃ
η1ḃ + η1ḃQ

ḃ
Q
ġ
η2ġ − η2ġQ

ġ
Q
ḃ
η1ḃ

= −ηb2(QaQb +QbQa)ηa1 − η2ḃ(Q
ġ
Q
ḃ

+Q
ḃ
Q
ġ
)η1ġ −

−ηa2(QaQ
ḃ

+Q
ḃ
Qa)η1ḃ + ηa1(QaQ

ḃ
+Q

ḃ
Qa)η2ḃ

= −ηb2{Qa, Qb}ηa1 − η2ḃ{Q
ḃ
, Q

ġ}η1ġ −

−ηa2{Qa, Q
ḃ}η1ḃ + ηa1{Qa, Q

ḃ}η2ḃ (5.1.17)

όπου σvτις πράξεις χρησvιμοποιήθηκε η Grassmann φύσvη των σvπινόρων, οπότε {η, Q} = 0 καθώς επίσvης
και ηaQ

a = −ηaQa. ΄Ετσvι το αποτέλεσvμα του μεταθέτη με χρήσvη των γεννητόρων της υπερσvυμμετρίας
που μόλις περιγράψαμε είναι:

[δ1, δ2] = −ηb2{Qa, Qb}ηa1 − η2ḃ{Q
ḃ
, Q

ġ}η1ġ − η
a
2{Qa, Q

ḃ}η1ḃ + ηa1{Qa, Q
ḃ}η2ḃ (5.1.18)

αυτήν ακριβώς τη σvχέσvη όπως αναφέραμε θα θέλαμε να τη σvυγκρίνουμε με την [δ1, δ2] = (2ε2γ
m
ε1)Pm

που έχουμε υπολογίσvει από πριν. Πρέπει λοιπόν να φέρουμε και αυτή σvε μορφή Weyl σvπινόρων.
Αντίσvτοιχα λοιπόν έχουμε:

ε
A = ε =

(
η
a

ηȧ

)
, ε

† =
(
η
ȧ
ηa

)
(5.1.19)

ε = ε†γ0 =
(
ηa η

ȧ
)
, γ

m =

(
0 σv

maḃ

σv
m
ȧb 0

)
(5.1.20)
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Για την έκφρασvη αυτή θα είναι:

ε2γ
m
ε1 =

(
η2a η

ȧ
2

)( 0 σv
maḃ

σv
m
ȧb 0

)(
η
b
1

η1ḃ

)
= η2aσv

maḃ
η1ḃ + ηȧ2σv

m
ȧbη

b
1

= η2aσv
maḃ
η1ḃ + ηȧ2σv

m
bȧη

b
1

= −ηa2σv
mḃ
a η1ḃ + ηb1σv

mȧ
b η2ȧ

= −ηa2σv
mḃ
a η1ḃ + ηa1σv

mḃ
a η2ḃ (5.1.21)

όπου ξανά εκμεταλλευτήκαμε το γεγονός ότι οι ποσvότητες είναι Grassmann και τις σvχέσvεις που είχαμε
εξάγει για τους σv πίνακες σvε προηγούμενο κεφάλαιο. Οπότε ο μεταθέτης θα γίνει:

[δ1, δ2] = −ηa2
(

2σvmḃa Pm

)
η1ḃ + ηa1

(
2σvmḃa Pm

)
η2ḃ (5.1.22)

΄Οπως λοιπόν είχαμε πει, από απλή σvύγκρισvη των μεταθετών, παίρνουμε την άλγεβρα των γεννητόρων
της υπερσvυμμετρίας:

{Qa, Qb} = 0, {Qȧ
, Q

ḃ} = 0

{Qa, Q
ḃ} = 2σvmḃa Pm

(5.1.23)

Θα μπορούσvαμε να εξάγουμε επίσvης την τελευταία σvχέσvη με μόνο πάνω ή μόνο κάτω δείκτες:

{Qa, Qḃ} = 2σvm
aḃ
Pm (5.1.24)

και πολλαπλασvιάζοντας με τους αντίσvτοιχους μετρικούς τανυσvτές:

{Qa, Q
ḃ} = ε

ab
ε
ȧḃ{Qa, Qḃ}

{Qa, Q
ḃ} = 2σvmaḃPm (5.1.25)

{Qa, Q
ḃ} = 2σvmḃaPm (5.1.26)

Τέλος, μπορούμε να βρούμε τις ίδιες σvχέσvεις αντιμετάθεσvης με χρήσvη σvπινόρων 4 σvυνισvτωσvών, εάν
ορίσvουμε:

QA =

(
Qa

Q
ȧ

)
, QA =

(
Qa Qȧ

)
(5.1.27)

Τότε:

QAQB =

(
QaQ

b QaQḃ

Q
ȧ
Qb Q

ȧ
Qḃ

)
QBQA = QbQa +Q

ḃ
Qȧ (5.1.28)

΄Ετσvι λοιπόν ο αντιμεταθέτης τους θα γίνει:

{QA, QB} =

(
{Qa, Q

b} {Qa, Qḃ}
{Qȧ

, Qb} {Qȧ
, Qḃ}

)

=

(
0 2σvm

aḃ
Pm

2σvmȧbPm 0

)

= 2

(
0 σv

m

aḃ

σv
mȧb 0

)
Pm

{QA, QB} = 2γmABPm (5.1.29)
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Για τον αντιμεταθέτη {QA, QB} εργαζόμασvτε ως εξής: Αφού ο Q είναι Majorana σvπίνορας, από τον
ορισvμό των Majorana σvπινόρων θα έχουμε:

QB = (CQ)B = CBAQ
T

A

CDBQB = CDBCBAQ
T

A

= (C2)DAQ
T

A

CDBQB = ηQ
T

D (5.1.30)

όπου αφού C2 = ±1 σvυμβολίζουμε η = ±1. Οπότε:

QB = ηCBDQD (5.1.31)

O αντιμεταθέτης που υπολογίσvτηκε πιο πριν θα γίνει (τονίζουμε ότι το σvτοιχείο CBD είναι αριθμός,
οπότε και μπορεί να περάσvει σvτο τέλος της παράσvτασvης):

{QA, QB} = η(QACBDQD + CBDQDQA)

2γmABPm = η{QA, QD}CBD

2γmABPm = η{QA, QD}CBD

−2γmABPm = η{QA, QD}CDB

−2γmABCBFPm = η{QA, QD}CDBCBF

−2(γmC)AFPm = η{QA, QF }η

−2(γmC)AFPm = η
2{QA, QF } (5.1.32)

΄Ομως η
2 = 1, οπότε υπολογίσvαμε και αυτόν τον αντιμεταθέτη:

{QA, QB} = −2(γmC)ABPm (5.1.33)

Συγκεντρώνοντας, η άλγεβρα με Majorana spinors θα είναι:

{QA, QB} = 2γmABPm
{QA, QB} = −2(γmC)ABPm

(5.1.34)

5.1.3 KleÐsvimo thc �lgebrac.

΄Οπως υποσvτηρίξαμε και σvτην αρχή, φαίνεται πια καθαρά, ότι η άλγεβρα των γεννητόρων της SUSY δεν
κλείνει. Δεν κλείνει γιατί εμφανίζεται σvτην άλγεβρα γεννήτορας από άλλο group, το Poincare. ΄Αρα η
SUSY που έχουμε δει μέχρι τώρα δεν μπορεί να αποτελέσvει ομάδα. Αφού εμφανίζεται ο γεννήτορας των
μετατοπίσvεων, θα πρέπει να λάβουμε υπ’ όψιν και το poincare group. ΄Αρα θα θεωρήσvουμε επιπλέον
και τους 10 generators του Poincare group. Ελπίζουμε εξετάζοντας την άλγεβρα των γεννητόρων με
τα σvτοιχεία της ομάδας poincare, να μην προκύπτει σvτοιχείο από άλλο group, έτσvι ώσvτε η άλγεβρα
να κλείσvει, ώσvτε το σvύνολο αυτό να αποτελεί την ομάδα της SUSY. Θα έχουμε οπυσvιασvτικά δηλαδή,
επεκτείνει το Poincare group σvε ένα νέο group που περιέχει και SUSY, το super - Poincare group.
Θα εξετάσvουμε λοιπόν τώρα την άλγεβρα αυτή.

Μετάθεσvη με τα Jmn: Το poincare group όπως γνωρίζουμε, αποτελείται από 10 generators,
οι οποίοι αντισvτοιχούν σvε 4 μετατοπίσvεις (σvτις 4 διασvτάσvεις του χωροχρόνου) και είναι οι Pm, σvε 3
σvτροφές ως προς τους 3 άξονες και 3 Lorentz boosts τα οποία γκρουπάρονται σvτους Jmn. Σε αυτούς
όπως είπαμε προσvθέτουμε τους SUSY generators που μόλις εξετάσvαμε. Βρήκαμε την άλγεβρα των
Q μεταξύ τους. Εδώ θα εξετασvουμε την άλγεβρα με τους Jmn γεννήτορες. Η ιδέα εδώ είναι πρώτα
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να εξάγουμε μία σvχέσvη μετάθεσvης του Jmn με έναν τυχαίο σvπίνορα ψ(x) και έπειτα να ειδικεύσvουμε
σvτους σvπίνορες Q. ΄Ετσvι λοιπόν εάν θυμηθούμε λίγο QFT, ο τελεσvτής J δίνεται από μία έκφρασvη της
μορφής:

J =

ˆ
ψ
†sψd3x (5.1.35)

ενώ παράλληλα ισvχύουν οι σvχέσvεις αντιμετάθεσvης για τους σvπίνορες ψ:

{ψi(x, t),ψj(x
′, t)} = {ψ†i (x, t),ψ

†
j(x
′, t)} = 0 (5.1.36)

Από τις 2 παραπάνω κατ’ ευθείαν μπορεί κανείς να δει ότι θα ισvχύει:

[J,ψ(x)] = −sψ(x) (5.1.37)

Αυτή είναι η αρχική σvχέσvη σvτην οποία θέλαμε να καταλήξουμε. Πρέπει να μεταφερθούμε όμως σvτηγ
γλώσvσvα των weyl σvπινόρων. ΄Οπως λοιπόν είχαμε πει σvτο κεφάλαιο που εισvήχθησvαν οινWeyl σvπίνορες,
η αναπαράσvτασvη των γεννητόρων του Lorentz group (3 σvτροφές και 3 boosts) σvε πίνακες, είναι:

Jmn = Σmn = i

(
σvmn 0
0 σvmn

)
(5.1.38)

Οπότε σvτην αντίσvτοιχη βάσvη που γεννά την παραπάνω αναπαράσvτασvη, δηλαδή για Weyl σvπίνορες, η
σvχέσvη μετάθεσvης που βγάλαμε, γίνεται:

[Jmn,ψa] = −i(σvmn) b
a ψb (5.1.39)

όπου (σvmn)
b

a = σv ȧmaσv
b

nȧ−σv ȧnaσv
b

mȧ. ΄Ετσvι λοιπόν αφού υπολογίσvαμε τον μεταθέτη αυτόν για έναν τυχαίο
σvπίνορα Weyl, το ίδιο ακριβώς θα ισvχύει και για το Q. Θα έχουμε λοιπόν:

[Jmn, Qa] = −i(σvmn) b
a Qb (5.1.40)

[Jmn, Qȧ] = −i(σvmn) ḃ
ȧ Qḃ (5.1.41)

Μετάθεσvη με τα Pm: Αφού λοιπόν βρέθηκαν οι μεταθέτες με τα Jmn, θα πρέπει τώρα να εξ-
ετάσvουμε και τις σvχέσvεις μετάθεσvης με τους γεννήτορες των μετατοπίσvεων. Η διαδικασvία εδώ θα γίνει
κάπως διαφορετικά. Ξεκινάμε προσvέχωντας την ακριβή μορφή των μεταθετών που μόλις βρήκαμε. Οι
μεταθέτες που ψάχνουμε δεν μπορούν να έχουν άλλη μορφή από την:

[Qa, Pm] = e(σvm)aḃQ
ḃ

(5.1.42)

όπου μένει να υπολογισvτεί ο αριθμός e μπροσvτά από τη σvχέσvη. Παίρνοντας και το σvυζυγές και
θυμίζοντας ότι σv

†
m = σvm και από το γεγονός ότι οι Q είναι Majorana σvπίνορες:

[Qȧ, Pm] = e∗(σvTm )ȧbQ
b

= e∗(σvm)bȧQ
b (5.1.43)

Προχωράμε παίρνοντας τη Jacobi identity οπότε θα είναι:

[[Qa, Pm], Pn] + [[Pm, Pn], Qa] + [[Pn, Qa], Pm] = 0 (5.1.44)

Ο δεύτερος μεταθέτης μηδενίζεται κατ’ ευθείαν αφού από την άλγεβρα του Poincare group γνωρίζουμε
ότι [Pm, Pn] = 0. Αντικαθισvτώντας τους υπόλοιπους θα πάρουμε:

e(σvm)aḃ[Q
ḃ
, Pn]− e(σvn)aḃ[Q

ḃ
, Pm] = 0

e(σvm)aḃe
∗(σvn)

bḃQb − e(σvn)aḃe
∗(σvm)bḃQb = 0

|e|2
[
(σvm)aḃ(σvn)

bḃ − (σvn)aḃ(σvm)bḃ
]
Qb = 0

|e|2(σvmn)
b

a Qb = 0

|e|2 = 0 (5.1.45)
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Η ισvότητα λοιπόν ικανοποιείοται μόνο για e = 0. Οπότε ο μεταθέτης που ψάχνουμε είναι:

[Qa, Pm] = 0 (5.1.46)

Η super-Poincare άλγεβρα: Η άλγεβρα λοιπόν που έχουμε είναι σvυγκεντρωτικά η εξής:

[Jmn, Jrsv] = i (gnrJmsv − gmrJnsv + gmsvJnr − gnsvJmr) (5.1.47)

[Pm, Jrsv] = i (gmrJsv − gmsvJr) (5.1.48)

[Pm, Pn] = 0 (5.1.49)

{Qa, Qb} = {Qȧ
, Q

ḃ} = 0 (5.1.50)

{Qa, Qḃ} = 2σvm
aḃ
Pm (5.1.51)

{Qa, Q
ḃ} = 2σvmḃaPm (5.1.52)

[Qa, Pm] = 0 (5.1.53)

[Jmn, Qa] = −i(σvmn) b
a Qb (5.1.54)

[Jmn, Qȧ] = −i(σvmn) ḃ
ȧ Qḃ (5.1.55)

΄Οπως μπορεί κανείς να παρατηρήσvει η άλγεβρα κλείνει. Δεν υπάρχει κανείς νέος γεννήτορας. ΄Αρα
καταφέραμε να βρούμε την άλγεβρα της υπερσvυμμετρίας. Η SUSY αποτελεί ομάδα. Η Lie άλγεβρα της
ομάδας αυτής είναι η παραπάνω. Στην πραγματικότητα η άλγεβρα καλείται “grated Lie algebra”, καθώς
όπως βλέπουμε περιέχει πέρα από τις σvχέσvεις μετάθεσvης και σvχέσvεις αντιμετάθεσvης. Θα μπορούσvε
επίσvης κανείς να ελέγξει την ορθότητα των παραπάνω σvχέσvεων επαληθεύοντας τη Jacobi identity για
μία grated Lie algebra:

[{Qa, Qḃ}, Jmn] = {Qa, [Qḃ, Jmn]}+ {Qḃ, [Qa, Jmn]} (5.1.56)

Η ομάδα αυτή, όπως είδαμε αποτελεί ουσvιασvτικά μία επέκτασvη του Poincare group. Πρέπει τώρα να
προσvπαθήσvουμε να δώσvουμε και κάποιο φυσvικό νόημα σvτα παραπάνω, δηλαδή να βρούμε την ακριβή
μορφή των γεννητόρων της υπερσvυμμετρίας. Ως μία πρώτη σvκέψη θα μπορούσvαμε να ξεκινήσvουμε
από τη ρητή σvχέσvη που φαίνεται να έχουν οι γεννήτορες της υπερσvυμμετρίας που θεωρήσvαμε με

τους γεννήτορες των μετατοπίσvεων. Η ιδέα είναι να θεωρήσvουμε ότι ακριβώς όπως οι Pm γεννούν
μετατοπίσvεις σvτον κανονικό χώρο, έτσvι και οι Q να γεννούν μετατοπίσvεις σvτον superspace. ΄Οπου
ως superspace έχουμε επεκτείνει τον 4 διασvτάσvεων χώρο με επιπλέον 4 διασvτάσvεις (μία για τη δράσvη
του κάθε γεννήτορα υπερσvυμμετρίας). Εάν λοιπόν οι επιπλέον σvυντεταγμένες του νέου χώρου είναι
οι θ

a,θȧ, τότε με βάσvη τα παραπάνω θα μπορούσvαμε να θεωρήσvουμε:

Qa ∼
∂

∂θa
, Q

ȧ ∼ ∂

∂θȧ
(5.1.57)

Θα δούμε σvτη σvυνέχεια πως μία τέτοια επιλογή τελικά είναι λανθασvμένη. Οι Q γεννούν μετατοπίσvεις,
αλλά δεν έχουνε ακριβώς τη μορφή που γράψαμε πιο πάνω, γιατί όπως θα δούμε οι supertranslations
επηρεάζουν και μεταβλητές του κανονικού χώρου. Για την εύρεσvη λοιπόν της ακριβούς μορφής των
Q θα πρέπει πρώτα να ορίσvουμε τον superspace που αναφέραμε πιο πάνω, να ορίσvουμε ένα μετασvχη-
ματισvμό κάτω από το super Poincare group και να υπολογίσvουμε το αποτέλεσvμα της δράσvης των Q
σvτις σvυντεταγμένες του 8D πλέον χώρου.

5.2 SUPERSPACE.

Ξεκινάμε λοιπόν επεκτείνοντας το χώρο μας. Προσvθέτουμε σvτις γνωσvτές μας 4 xm σvυντεταγμένες
του χωρόχρονου, άλλες 4 Grassmann ποσvότητες θa,θȧ, οπότε οι σvυντεταγμένες μας πλέον θα είναι:

zm = (xm,θa,θȧ) (5.2.1)
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όπου όπως μπορεί κανείς να παρατηρήσvει υπάρχουν 4 μποζονικές και 4 φερμιονικές σvυντεταγμένες.
Τώρα θα θέλαμε να εκφράσvουμε έναν μετασvχηματισvμό που ανήκει σvτο super Poincare group. Η
κατασvκευή του θα είναι αντίσvτοιχη με την περίπτωσvη του Poincare group. ΄Οπως γνωρίζουμε από τη
θεωρία ομάδων, το ομογενές Lorentz group αποτελεί υποομάδα του poincare group. Θυμίζουμε ότι
το Poincare group αποτελείται από 3 σvτροφές και 3 boosts (δηλαδή το ομογενές Lorentz group) και
4 μετατοπίσvεις. ΄Ετσvι λοιπόν ένας μετασvχηματισvμός του poincare group μπορεί να αναλυθεί και να
γραφεί ως γινόμενο ενός μετασvχηματισvμού του ομογενούς Lorentz group L(ωmn) με μία μετατόπισvη
S(α). Δηλαδή:

poincare : S(α)L(ωmn), όπου: S(α) = eiamP
m

(5.2.2)

Ο μετασvχηματισvμός S(α) έχει ως αποτέλεσvμα να μετατοπισvτεί το τετράνυσvμα xm του χωροχρόνου
κατά α

m, δηλαδή: xm → xm + αm.

5.2.1 Supertranslation.

Αντίσvτοιχα λοιπόν και σvτο super Poincare group, το ομογενές lorentz group είναι υποομάδα, οπότε
και μπορούμε να εκφράσvουμε έναν μετασvχηματισvμό ως γινόμενο ενός μετασvχηματισvμού κάτω από το

ομογενές Lorentz group με μία μετατόπισvη σvτο superspace, δηλαδή:

superpoincare : S(α, ξ, ξ)L(ωmn) (5.2.3)

όπου αντίσvτοιχα ο μετασvχηματισvμός της μετατόπισvης σvτο SPG θα έχει τη μορφή:

S(α, ξ, ξ) = ei(a
mPm+xaQa+x

ȧ
Q
ȧ
) (5.2.4)

Δηλαδή εδώ οι γεννήτορες Pm γεννούν τις “κανονικές” μετατοπίσvεις, ενώ οι Q γεννούν τις super-
translations. Οι μετασvχηματισvμοί που παρουσvιάσvαμε δρουν πάνω σvε ένα σvτοιχείο του super Poincare
group το οποίο εχει μορφή:

g(x,θ,θ) = ei(x
mPm+jaQa+jȧQ

ȧ
) (5.2.5)

Η ακριβής μορφή των γεννητόρων θα προέλθει μέσvα από την εξέτασvη της δράσvης του μετασvχηματισv-

μού που γράψαμε παραπάνω πάνω σvτο σvτοιχείο που μόλις αναφέραμε. Περιμένουμε οι “κανονικές”
μετατοπίσvεις να μην έχουν καμία επίδρασvη πάνω σvτις επιπλέον σvυντεταγμένες του χώρου μας και είναι

ακριβώς έτσvι. Η μορφή του γεννήτορα Pm είναι Pm = −i∂m. Η δράσvη λοιπόν του γεννήτορα πάνω σvτις
σvυντεταγμένες θ και θ θα δώσvει 0, αφού η παραγώγισvη γίνεται ως προς τις xm σvυντεταγμένες. Εάν
η δράσvη των SUSY generators δώσvει αντίσvτοιχα αποτελέσvματα, τότε η αρχική υπόθεσvη που είχαμε
κάνει για τη μορφή αυτών των γεννητόρων θα αληθεύει. Εάν όχι θα έχουν μία κάπως διαφορετική
μορφή. Αυτό ακριβώς θα εξετάσvουμε σvτα επόμενα. Γράφουμε τη δράσvη του μετασvχηματισvμού πάνω
σvε ένα σvτοιχείο του super Poincare group:

Sg = ei(a·P+xQ+xQ)ei(x·P+jQ+jQ) (5.2.6)

Για τον υπολογισvμό του γινομένου των 2 εκθετικών βλέπουμε ότι εμφανίζονται γινόμενα πινάκων. Το
αποτέλεσvμα μας παρέχεται με χρήσvη της Baker - Campbell - Haussdorff formula:

eAeB = eA+B+ 1
2 [A,B]+ 1

12 [A,[A,B]]− 1
12 [B,[B,A]]+... (5.2.7)

όπου όπως βλέπουμε εδώ είναι:

A = i(α · P + ξQ+ ξQ) (5.2.8)

B = i(x · P + θQ+ θQ) (5.2.9)

και εκτελώντας ξεχωρισvτά τους όρους που εμφανίζονται σvτη BCH formula θα πάρουμε:

A+B = i
[
(α+ x) · P + (ξ+ θ)Q+ (ξ+ θ)Q

]
(5.2.10)
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ενώ για τον πρώτο μεταθέτη θα είναι:

1

2
[A,B] = −1

2
[α · P + ξQ+ ξQ, x · P + θQ+ θQ]

= −1

2

{
[αP, xP ] + [αP,θQ] + [αP,θQ] + [ξQ, xP ] +

+[ξQ,θQ] + [ξQ,θQ] + [ξQ, xP ] + [ξQ,θQ] + [ξQ,θQ]

}

= −1

2

{
[ξQ,θQ] + [ξQ,θQ] + [ξQ,θQ] + [ξQ,θQ]

}
(5.2.11)

όπου έγινε προφανώς χρήσvη της super Poincare άλγεβρας και έφυγαν πολλοί όροι αφού:

[Pm, Pn] = [Qa, Pm] = [Q
ȧ
, Pm] = 0 (5.2.12)

΄Οσvον αφορά τώρα σvτους υπόλοιπους μεταθέτες της BCH formula, εκμεταλλευόμασvτε τη φύσvη Grass-
mann των σvπινόρων μας. Αυτό σvημαίνει ότι γινόμενα 3ης τάξης και πάνω κάνουν 0. Δηλαδή
θθθ = 0, θθθ = 0. ΄Αρα λοιπόν η ανάπτυξη σvταματάει σvτο σvημείο όπου έχουμε φτάσvει. ΄Ολοι
οι υπόλοιποι όροι δίνουν μηδέν. ΄Ετσvι, η δράσvη μίας supertranslation σvε ένα σvτοιχείο του super
Poincare group μας δίνει:

S(α, ξ, ξ)g(x,θ,θ) = exp{i
[
(α+ x) · P + (ξ+ θ)Q+ (ξ+ θ)Q

]
−

−1

2

{
[ξQ,θQ] + [ξQ,θQ] + [ξQ,θQ] + [ξQ,θQ]

}
} (5.2.13)

Οπότε αυτό που πρέπει να κάνουμε είναι να υπολογίσvουμε τους μεταθέτες που εμφανίζονται σvτην

παραπάνω παράσvτασvη. Η ιδέα και ο σvκοπός μας σvε κάθε υπολογισvμό που ακολουθεί είναι η εξής: Αφού
γνωρίζουμε την άλγεβρα του super Poincare group, θα προσvπαθήσvουμε με χρήσvη της Grassmann
φύσvης των σvπινόρων που εμφανίζονται να φέρουμε τα διάφορα γινόμενα σvε τέτοια μορφή που να

εμφανίζονται μέσvα οι γνωσvτοί μας αντιμεταθέτες των Q. Γι αυτό αλλάζουμε τη σvειρά των ξ, θ, Q
κατάλληλα, προσvέχωντας πάντα τα διάφορα πρόσvημα. Είναι λοιπόν:

[ξQ,θQ] = ξ
aQaθȧQ

ȧ − θȧQ
ȧ
ξ
aQa

= −ξaQaQ
ȧ
θȧ − ξaQ

ȧ
Qaθȧ

= ξ
aQaQȧθ

ȧ
+ ξaQȧQaθ

ȧ

= ξ
a{Qa, Qȧ}θ

ȧ

= ξ
a2σvmaȧPmθ

ȧ

= 2
(
ξσv

m
θ
)
Pm (5.2.14)

Με χρήσvη των ιδιοτήτων ενός μεταθέτη:

[ξQ,θQ] = −[θQ, ξQ]

= −2
(
θσv

m
ξ
)
Pm (5.2.15)

Για τους άλλους 2 μεταθέτες, θα είναι:

[ξQ,θQ] = ξ
aQaθ

bQb − θbQbξ
aQa

= −ξaQaQbθ
b − ξaQbQaθ

b

= −ξa{Qa, Qb}θb

= 0 (5.2.16)
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και με τον ίδιο τρόπο:
[ξQ,θQ] = 0 (5.2.17)

΄Ετσvι λοιπόν έχουμε καταφέρει να υπολογίσvουμε πλήρως το αποτέλεσvμα που θα έχει η δράσvη μίας

υπερμετατόπισvης πάνω σvε σvτοιχείο του superPoincare group και αντίσvτοιχα μπορούμε πλέον να υπ-
ολογίσvουμε επακριβώς ποιό θα είναι το αποτέλεσvμα ενός τέτοιου μετασvχηματισvμού πάνω σvτις σvυ-

νισvτώσvες του χώρου αλλά και του superspace. ΄Εχουμε δηλαδή:

S(α, ξ, ξ)g(x,θ,θ) = g(x′,θ′,θ
′
)

= exp{i
[
(α+ x)m · Pm + (ξ+ θ)Q+ (ξ+ θ)Q

]
−

−1

2

{
2
(
ξσv

m
θ
)
Pm − 2

(
θσv

m
ξ
)
Pm

}
}

= exp{i
[
xm + αm + i

(
−ξσvmθ+ θσvmξ

)]
Pm +

+i(ξ+ θ)Q+ i(ξ+ θ)Q} (5.2.18)

Οπότε όπως φαίνεται κατ’ ευθείαν από την παραπάνω:

x′m = xm + αm + i
(
ξσv

m
θ− θσvmξ

)
→

δxm = α
m + i

(
θσv

m
ξ− ξσvmθ

)
(5.2.19)

θ
′
a = ξa + θa →

δθa = ξa (5.2.20)

θ
′ȧ

= ξ
ȧ

+ θ
ȧ →

δθ
ȧ

= ξ
ȧ

(5.2.21)

Η δράσvη λοιπόν μίας supertranslation όπως φαίνεται από τα παραπάνω προφανώς μετατοπίζει τις
θ και θ του superspace κατά ξ και ξ αντίσvτοιχα, αλλά επιπλέον έχει και επίδρασvη σvτις κανονικές
σvυντεταγμένες του χωροχρόνου, σvτις οποίες προσvθέτει μία extra μετατόπισvη κατά i(ξσvmθ − θσvmξ).
Τις παραπάνω σvχέσvεις θα εκμεταλλευτούμε σvτην επόμενη παράγραφο με σvκοπό την εξαγωγή της

ακριβούς μορφής των γεννητόρων της SUSY, όπως είχαμε υποσvχεθεί.

5.2.2 SUSY generators.

Η αρχική υπόθεσvη που είχαμε κάνει, να θεωρήσvουμε δηλαδή αντίσvτοιχη μορφή για τα Q όπως τα
P του κανονικού χώρου, υποσvτηρίζεται από τις μορφές των μεταβολών που υπολογίσvαμε για τις
σvυντεταγμένες του superspace. Η παράγωγος ως προς τις σvυντεταγμένες του superspace αρχικά
φαίνεται σvωσvτή. Εάν όμως κανείς κοιτάξει τη μορφή της μεταβολής σvτις κανονικές σvυντεταγμένες
του χωρόχρονου, τότε αυτόματα η υπόθεσvη αυτή δεν ευσvταθεί. Εάν οι SUSY γεννήτορες ήταν απλά
παράγωγοι σvτις σvυντεταγμένες του superspace, τότε δε θα μπορούσvαν να έχουν καμία επίδρασvη σvτον
σvυνηθισvμένο χωρόχρονο, καθώς οποιαδήποτε παράγωγος σvτις σvυντεταγμένες του κανονικού χώρου
θα έδινε μηδέν. Δηλαδή καμία μετατόπισvη. Εδώ παρατηρούμε όμως επίδρασvη της supertranslation
και σvτο σvυνηθισvμένο χώρο. Αυτό από μόνο του μας λέει πως οι γεννήτορες που ψάχνουμε θα έχουν
μία κάπως πιο πολύπλοκη μορφή. Προφανώς για να έχουν επίδρασvη και σvτο χωρόχρονο θα πρέπει
σvίγουρα να περιέχουν μέσvα τους και μία παράγωγο ως προς τα xm. Η μορφή των μεταβολών των
σvυντεταγμένων του superspace μας δείχνει πως ο ένας όρος θα είναι σvίγουρα −i∂a και αντίσvτοιχα
για τα “bars”. Τέλος, θα πρέπει οι γεννήτορες που θα βρούμε να ικανοποιούν και την super Poincare
άλγεβρα που έχουμε υπολογίσvει πιο πάνω. Η διαδικασvία που θα ακολουθήσvουμε σvτην παράγαφο αυτή
είναι η εξής: Θα δώσvουμε τη σvωσvτή μορφή των SUSY generators και πρώτα θα δείξουμε ότι πράγματι
αυτοί δίνουν τις σvωσvτές μεταβολές που υπολογίσvτηκαν σvτην προηγούμενη παράγραφο και έπειτα, ότι
ικανοποιθούν τη σvωσvτή άλγεβρα. Οι σvωσvτοί γεννήτορες της υπερσvυμμετρίας είναι λοιπόν:

iQa = ∂a − iσvmaȧθ
ȧ
∂m (5.2.22)
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και αντίσvτοιχα:

iQ
ȧ

= ∂
ȧ

+ iθaσvmȧa ∂m (5.2.23)

όπου οι ∂a ≡ ∂/∂θa, ∂
ȧ

= ∂/∂θȧ είναι left derivatives. ΄Ετσvι λοιπόν τώρα όπως είπαμε πάμε να
επαληθεύσvουμε ότι οι εκφράσvεις αυτές μας δίνουν τις σvωσvτές μεταβολές. Γενικά εάν f(xm,θ,θ) είναι
μία σvυνάρτησvη ορισvμένη σvτο superspace, τότε εφαρμόζοντας ένα supertranslation θα πάρουμε:

f ′(x′m,θ′,θ
′
) = ei(a

mPm+xaQa+x
ȧ
Q
ȧ
)f(xm,θ,θ) (5.2.24)

και θεωρώντας απειροσvτές μεταβολές (α, ξ, ξ πολύ μικρά), παίρνουμε τη μεταβολή της f :

δf =
(
iamPm + iξaQa + iξȧQ

ȧ
)
f (5.2.25)

οπότε θα πρέπει αντικαθισvτώντας σvτην f τις αντίσvτοιχες σvυναρτήσvεις να πάρουμε τις μεταβολές που
υπολογίσvαμε σvτην προηγούμενη παράγραφο. Αντικαθισvτώντας λοιπόν για αρχή f = θa θα πάρουμε:

δθ
a =

(
iamPm + iξbQb + iξȧQ

ȧ
)
θ
a

= iξbQbθ
a

= ξ
b
(
∂b − iσvmbȧθ

ȧ
∂m

)
θ
a

= ξ
b∂bθ

a

= ξ
b
δ
a
b

δθ
a = ξ

a (5.2.26)

΄Οπως μπορεί κανείς πολύ εύκολα να καταλάβει, όταν παράγωγοι ως προς άλλες σvυντεταγμένες του
χώρου χτυπούν πάνω σvε άλλες, τότε το αποτέλεσvμα θα είναι 0. Γι αυτό λοιπόν το Pmθa = Q

ȧ
θ
a =

0, κτλ. ΄Ετσvι, κάνοντας τις πράξεις, είδαμε ότι για την πρώτη μεταβολή έχουμε πάρει το σvωσvτό
αποτέλεσvμα. Εάν τώρα, f = θ

ȧ
,τότε αντίσvτοιχα θα πάρουμε (προσvέχωντας πάλι τις παραγωγίσvεις):

δθ
ȧ

=

(
iamPm + iξaQa + iξḃQ

ḃ
)
θ
ȧ

= iξḃQ
ḃ
θ
ȧ

= ξḃ

(
∂
ḃ

+ iθaσvmḃa ∂m

)
θ
ȧ

= ξḃ∂
ḃ
θ
ȧ

= ξḃ∂
ḃ
ε
ȧġ
θġ = ξḃε

ȧġ(∂
ḃ
θġ)

= ξḃε
ȧġ
δ
ḃ
ġ = ξḃε

ȧḃ

δθ
ȧ

= ξ
ȧ

(5.2.27)

Και αυτή η μετατόπισvη βγήκε ακριβώς όπως θα θέλαμε. Για την τελευταία τώρα f = xm οπότε:

δxm =
(
ianPn + iξaQa + iξȧQ

ȧ
)
xm (5.2.28)
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και θα πρέπει να κάνουμε τις πράξεις για κάθε όρο ξεχωρισvτά, αφού δε μηδενίζεται κάποιος όρος κατ’
ευθείαν. ΄Εχουμε:

ianPnx
m = ian (−i) ∂nxm

= α
n
δ
m
n

= α
m (5.2.29)

μία απλή μετατόπισvη σvτο 4D χώρο όπως περιμένουμε. Για τους άλλους:

iξaQax
m = ξ

a
(
∂a − iσvnaȧθ

ȧ
∂n

)
xm

= −iξaσvnaȧθ
ȧ
∂nx

m

= −iξaσvnaȧθ
ȧ
δ
m
n

= −iξaσvmaȧθ
ȧ

= −i
(
ξσv

m
θ
)

(5.2.30)

και

iξȧQ
ȧ
xm = ξȧ

(
∂
ȧ

+ iθaσvnȧa ∂n

)
xm

= iξȧθ
a
σv
nȧ
a ∂nx

m

= iξȧθ
a
σv
nȧ
a δ

m
n

= iξȧθ
a
σv
mȧ
a

= iθaσvmȧa ξȧ

= i
(
θσv

m
ξ
)

(5.2.31)

και σvυγκεντρώνοντας τη μεταβολή:

δxm = αm + i
(
θσv

m
ξ− ξσvmθ

)
(5.2.32)

Βλέπουμε λοιπόν ότι καταφέραμε να επαληθεύσvουμε τις μετατοπίσvεις μας. ΄Αρα πλέον για την απόλυτη
αποδοχή της μορφής των γεννητόρων που δώσvαμε δεν μας μένει τίποτε άλλο από την επαλήθευσvη της

άλγεβρας που ικανοποιούν. Θα πρέπει δηλαδή να δείξουμε ότι ικανοποιούν τις:

{Qa, Qb} = 0 = {Qȧ
, Q

ḃ} (5.2.33)

{Qa, Qḃ} = 2σvm
aḃ
Pm (5.2.34)

{Qa, Q
ḃ} = 2σvmḃaPm (5.2.35)

Η 1η εξ’ αυτών είναι προαφανής και εξάγεται κατ’ ευθείαν από τη μορφή των γεννητόρων που έχουμε
θεωρήσvει. Η 3η επίσvης προφανής αφού εξάγεται από τη 2η μέσvω εισvαγωγής των αντίσvτοιχων μετρικών
τανυσvτών για να ανεβάσvουμε του dotted και undotted δείκτες. ΄Αρα αρκεί να δείξουμε τη 2η σvχέσvη.
Εδώ χρειαζόμασvτε να γράψουμε το Q με κάτω δείκτη, ενώ το έχουμε δώσvει σvτον ορισvμό με πάνω. Για
να βρούμε το ζητούμενο θα πολλαπλασvιάσvουμε με τα αντίσvτοιχα ε, όμως θα πρέπει εδώ να θυμηθούμε
τα εξής:

ε
ab∂b = −∂a, εȧḃ∂ḃ = −∂ȧ (5.2.36)

Οπότε λοιπόν μπορούμε να προχωρήσvουμε και θα έχουμε:

iQ
ȧ

= ∂
ȧ

+ iθaσvmȧa ∂m

iQȧ = −∂ȧ + iθaσvmaȧ∂m (5.2.37)

iQa = ∂a − iσvmaȧθ
ȧ
∂m (5.2.38)
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Υπολογίζουμε τα 2 γινόμενα που εμφανίζονται σvτον αντιμεταθέτη:

−QaQȧ =

(
∂a − iσvmaḃθ

ḃ
∂m

)(
−∂ȧ + iθbσvnbȧ∂n

)
= −∂a∂ȧ + iσvnbȧ∂aθ

b∂n +

+iσvm
aḃ
θ
ḃ
∂ȧ∂m + σvm

aḃ
σv
n
bȧθ

ḃ
θ
b∂m∂n (5.2.39)

−QȧQa =
(
−∂ȧ + iθbσvnbȧ∂n

)(
∂a − iσvmaḃθ

ḃ
∂m

)
= −∂a∂ȧ + iσvm

aḃ
∂ȧθ

ḃ
∂m +

+iσvnbȧθ
b∂a∂n + σvnbȧσv

m

aḃ
θ
b
θ
ḃ
∂n∂m (5.2.40)

Ο αντιμεταθέτης που ψάχνουμε λοιπόν (με τα σvωσvτά πρόσvημα τώρα):

{Qa, Qȧ} = QaQȧ +QȧQa

= {∂a, ∂ȧ} − iσvnbȧ
(
∂aθ

b + θb∂a

)
∂n −

−iσvm
aḃ

(
∂ȧθ

ḃ
+ θ

ḃ
∂ȧ

)
∂m −

−σvm
aḃ
σv
n
bȧ

(
θ
b
θ
ḃ

+ θ
ḃ
θ
b

)
∂m∂n (5.2.41)

Θα ασvχοληθούμε με κάθε όρο ξεχωρισvτά. Για τον πρώτο, εύκολα γνωρίζουμε ότι οι παράγωγοι αν-
τιμετατίθενται, οπότε:

{∂a, ∂ȧ} = 0 (5.2.42)

΄Ομοια και για τον τελευταίο (4ο) όρο:

σv
m

aḃ
σv
n
bȧ

(
θ
b
θ
ḃ

+ θ
ḃ
θ
b

)
∂m∂n = σvm

aḃ
σv
n
bȧ{θ

b,θ
ḃ}∂m∂n = 0 (5.2.43)

Για τους 2 μεσvσvαίους όρους τώρα, εργαζόμασvτε διαφορετικά. Υποθέτουμε (για τον 2ο και αντίσvτοιχα
μετά για τον 3ο) δράσvη της παράσvτασvης πάνω σvε ένα θg, οπότε:

iσvnbȧ

(
∂aθ

b + θb∂a

)
∂nθ

g = iσvnbȧ∂n

(
∂aθ

b + θb∂a

)
θ
g

= iσvnbȧ∂n

[
(∂aθ

b)θg − θb∂aθg + θb∂aθ
g
]

= iσvnbȧ∂nδ
b
aθ

g

= iσvnaȧ∂nθ
g (5.2.44)

όπου σvτο 2ο βήμα κάναμε χρήσvη του γεγονότος ότι χρησvιμοποιούμε left derivatives οπότε και έτσvι εξ-
ηγείται το αρνητικό πρόσvημο σvτην παραγώγισvη του γινομένου. Ακριβώς η ίδια διαδικασvία ακολουθείται
και για τον άλλο όρο, οπότε τα αποτελέσvματα που παίρνουμε (χωρίς το θg τώρα) είναι:

∂aθ
b + θb∂a ≡ δba (5.2.45)

και

∂ȧθ
ḃ

+ θ
ḃ
∂ȧ ≡ δḃȧ (5.2.46)
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΄Ετσvι λοιπόν σvυγκεντρώνοντας θα πάρουμε για το μεταθέτη:

{Qa, Qȧ} = −iσvm
aḃ
δ
b
a∂m − iσv

m

aḃ
δ
ḃ
ȧ∂m

= (σvmaȧ + σvmaȧ) (−i∂m)

{Qa, Qȧ} = 2σvmaȧPm (5.2.47)

που είναι ακριβως το ζητούμενο. Ικανοποιήσvαμε δηλαδή και τη 2η απαίτησvη. ΄Αρα αποδείξαμε ότι η
σvωσvτή μορφή των γεννητόρων των supertranslations είναι αυτή που δώσvαμε πιο πάνω και μάλισvτα
όπως είδαμε γεννούν πέρα από μετατοπίσvεις σvτο superspace και επιπλέον όρους σvτον κανονικό μας
χώρο. ΄Εχουμε όπως έχει γίνει καθαρό μέχρι το σvυγκεκριμένο σvημείο, αναλύσvει σvε διεξοδικό βαθμό τη
superpoincare άλγεβρα, έχουμε δει τη μορφή και τα αποτελέσvματα της δράσvης των γεννητόρων της.
Η ομάδα της SUSY έχει λοιπόν εξετασvτεί και κατανοηθεί σvε ικανοποιητικό φυσvικό και μαθηματικό
βάθος. Τι μας μένει;

5.3 SUPERFIELDS.

Αφού λοιπόν έχουμε μιλήσvει εκτενώς και έχουμε μελετήσvει το superspace αυτό που μένει είναι να
πάμε και να ορίσvουμε πεδία πάνω σvε αυτόν τον χώρο. Προφανώς τα πεδία αυτά θα ονομάζονται
superfields. Ο σvκοπός μας όπως έχουμκε ήδη αναφέρει και από το προηγούμενο κεφάλαιο είναι να
μπορέσvουμε να βρούμε το πεδίο εκείνο το οποίο θα μας δώσvει τηWess - Zumino Lagrangian την οποία
έχουμε υπολογίσvει από πριν. Γι αυτό λοιπόν ας θεωρήσvουμε μία βαθμωτή σvυνάρτησvη ορισvμένη πάνω
σvτο superspace, Φ(x,θ,θ), η οποία όπως βλέπουμε εξαρτάται από τις μεταβλητές του superspace
xm,θa,θȧ. Αυτό που μπορούμε τώρα να κάνουμε είναι να την αναπτύξουμε κατά Taylor ως προς τις
μεταβλητές θ και θ. Οι θ,θ θυμίζουμε ότι είναι Grassmann ποσvότητες, πράγμα που σvημαίνει ότι όροι
3ης τάξης και πάνω δίνουν μηδέν (θθθ = θθθ = 0). ΄Αρα λοιπόν το ανάπτυγμα θα σvταματά σvε όρους
O(θ2,θ

2
). Θα έχουμε δηλαδή:

Φ(x,θ,θ) = C(x) + θaχa(x) + θȧη
ȧ(x) + θ2M(x) + θ

2
N(x) +

+θaσvmaȧθ
ȧ
Am(x) + θ

2
θ
a
λa(x) + θ2

θȧξ
ȧ
(x) + θ2

θ
2
Δ(x) (5.3.1)

΄Οπως μπορούμε να παρατηρήσvουμε, τα πεδία αυτά σvυγκροτούν μία supermultiplet. Συγκεκριμένα
έχουμε σvυνολικά:

• 4 scalars: C(x),M(x), N(x),Δ(x) −→ 4 d.f.

• 1 vector: Am(x) −→ 4 d.f.

• 4 spinors: χa(x), ηȧ(x), λa(x), ξ
ȧ
(x) −→ 8 d.f.

Βλέπουμε ότι έχουμε σvυνολικά 8 φερμιονικούς και 8 μποζονικούς βαθμούς ελευθερίας. Είναι ακριβώς
διπλάσvιοι από τους βαθμούς ελευθερίας που υπολογίσvαμε σvτο μοντέλο Wess - Zumino. Ο λόγος για
αυτό είναι ακριβώς το γεγονός ότι όπως είπαμε τα πεδία που εμφανίζονται σvτοWess - Zumino σvυγκρο-
τούν μία βάσvη για Irreducible Representations (IRREPs) του SUSY group. Τα σvυγκεκριμένα πεδία
που έχουν εισvαχθεί εδώ από το ανάπτυγμα της σvυνάρτησvης Φ, δημιουργούν γενικά Αναγωγίσvιμες
Αναπαρασvτάσvεις. Ως γνωσvτόν θα μπορέσvουμε να πάρουμε Μη Αναγωγίσvιμες Αναπαρασvτάσvεις (IR-
REPs) μόνο μέσvα από την επιβολή ορισvμένων constraints (περιορισvμών) που θα πρέπει τα πεδία μας
να ικανοποιούν. Η διαδικασvία αυτή θα ακολουθήσvει παρακάτω και είναι αυτή που θα μας οδηγήσvει
σvτην εύρεσvη του chiral superfield μέσvα από την απαίτησvη το πεδίο αυτό να ικανοποιεί σvυγκεκριμένες
σvυνθήκες. Το chiral superfield θα δούμε σvτη σvυνέχεια ότι είναι το πεδίο εκείνο το οποίο αναπαράγει
το Wess - Zumino model.
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5.3.1 Covariant derivatives.

Ο 1η σvυνθήκη που μπορούμε να πάρουμε προέρχεται κατ’ ευθείαν από το προφανές ότι το πεδίο Φ
που αναπτύξαμε είναι βαθμωτό. Αφού λοιπόν είναι βαθμωτό αυτό σvημαίνει ότι θα είναι και αναλλοίωτο
κάτω από τους SUSY μετατσvχηματισvμούς. Οπότε θα δράσvουμε πάνω σvτο πεδίο με ένα σvτοιχείο του
super Poincare group και επιβάλλοντας τη σvυνθήκη σvναλλοιότητας θα μπορέσvουμε να βρούμε τελικά
το νόμο μετασvχηματισvμού του Φ κάτω από SUSY transformations. Η SUSY invariance απαιτεί:

Φ
′(z′) = Φ(z) (5.3.2)

δηλαδή:
Φ
′(x′,θ′,θ

′
) = Φ(x,θ,θ) (5.3.3)

και αντικαθισvτώντας τις μεταβολές που έχουμε υπολογίσvει:

Φ
′(x+ α+ i(θσvξ− ξσvθ),θ+ ξ,θ+ ξ) = Φ(x,θ,θ) (5.3.4)

ενώ ο νόμος μετασvχηματισvμού για το πεδίο Φ, δίνεται από την:

δΦ(z) = Φ′(z)− Φ(z) (5.3.5)

Προσvοχή χρειάζεται εδώ σvτο γεγονός ότι όταν πάρουμε μεταβολή για τη 2η περίπτωσvη παρατηρούμε ότι
εχουμε z και όχι z′. Αυτή είναι όπως λέμε μία “ενεργή” (active) μεταβολή σvτο Φ. Για τον υπολογισvμό
του δΦ μπορούμε να γράψουμε τη σvχέσvη (3.3.4) σvε μία διαφορετική μορφή:

Φ
′(y, η, η) = Φ(y − α− i(ησvξ− ξσvη), η− ξ, η− ξ)

= Φ(y, η, η)−
[
α+ i(θσvξ− ξσvθ)

]m
∂mΦ−

−ξa∂aΦ− ξȧ∂
ȧ
Φ (5.3.6)

Επισvτρέφοντας πάλι σvτον προηγούμενο σvυμβολισvμό, όπως βλέπουμε έχουμε βρει ότι:

δΦ(z) = −
[
α+ i(θσvξ− ξσvθ)

]m
∂mΦ− ξa∂aΦ− ξȧ∂

ȧ
Φ

= −αm(∂mΦ)− i(θσvmξ)∂mΦ+ i(ξσvmθ)∂mΦ− ξa(∂aΦ)− ξȧ(∂
ȧ
Φ)

= −αm(∂mΦ)− ξa
(
∂a − iσvmaȧθ

ȧ
∂m

)
Φ− ξȧ

(
∂
ȧ

+ iθaσvmȧa ∂m

)
Φ (5.3.7)

Κατ’ ευθείαν παρατηρούμε εύκολα ότι οι όροι μέσvα σvτις παρενθέσvεις είναι οι SUSY generators που
ορίσvαμε πριν από λίγο. Επίσvης ο πρώτος όρος εάν πολλαπλασvιασvτεί με i μας δίνει το γεννήτορα των
μετατοπίσvεων σvτον κανονικό χώρο. ΄Αρα λοιπόν η μεταβολή ενός βαθμωτού πεδίου Φ κάτω από SUSY
μετασvχηματισvμούς θα είναι τελικά:

δΦ(z) = −i
(
α
mPm + ξaQa + ξȧQ

ȧ
)
Φ(z) (5.3.8)

Τώρα λοιπόν αφού βρήκαμε το νόμο μετασvχηματισvμού για ένα βαθμωτό πεδίο, θα πρέπει να κοιτάξουμε
και τις παραγώγους του. Η ερμηνεία είναι ακριβώς η ίδια με το Standard Model όπου θέλαμε οι
παράγωγοι των πεδίων να μετασvχηματίζονται ακριβώς όπως και τα πεδία. ΄Ετσvι και εδώ. Εάν το
Φ είναι superfield, τότε θέλουμε και τα ∂mΦ, ∂aΦ, ∂

ȧ
Φ να είναι superfields. Δηλαδή θέλουμε οι

παράγωγοι που γράψαμε να μετασvχηματίζονται ακριβώς όπως το Φ (ο νόμος μετασvχηματισvμού που
γράψαμε παραπάνω). ΄Αρα πάμε να ελέγξουμε εάν αυτό όντως σvυμβαίνει. Για το ∂mΦ η περίπτωσvη
είναι απλή και έχουμε:

δ(∂mΦ) = ∂m(δΦ)

= −i∂m(α · P + ξQ+ ξQ)Φ

= −i(α · P + ξQ+ ξQ)∂mΦ (5.3.9)
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όπου η παράγωγος περνάει μπροσvτά όπως πολύ εύκολα μπορεί κανείς να διαπισvτώσvει. Παρατηρούμε
τη μορφή της μεταβολής. Είναι ακριβώς η ίδια με την (3.3.8). ΄Αρα το ∂mΦ μετασvχηματίζεται ακριβώς
όπως το Φ και έτσvι είναι superfield. Τώρα μπορούμε να εξετάσvουμε και το ∂aΦ. Είναι:

δ(∂aΦ) = ∂a(δΦ)

= −∂a(iαmPm + iξbQb + iξḃQ
ḃ
)Φ

= −
(
iαm∂aPm + iξb∂aQb + iξḃ∂aQ

ḃ
)
Φ (5.3.10)

Για τον 1ο όρο δεν έχουμε να πούμε τίποτα, το ∂a περνάει μπροσvτά. Εξετάζουμε ξεχωρισvτά τους
υπόλοιπους 2 όρους και αυτό που θέλουμε, είναι να μπορέσvει το ∂a να περάσvει μπροσvτά από τα Q. Για
τον 2ο λοιπόν αντικαθισvτώντας το iQa από τον ορισvμό του, θα πάρουμε:

∂a(iQb) = ∂a

(
∂b − iσvmbḃθ

ḃ
∂m

)
= −∂b∂a + iσvm

bḃ
θ
ḃ
∂a∂m

= −
(
∂b − iσvmbḃθ

ḃ
∂m

)
∂a

= −iQb∂a (5.3.11)

οπότε:
∂a(ξbQb)Φ = +ξbQb∂aΦ (5.3.12)

Η μεταβολή του 2ου όρου είναι αυτή που θέλουμε, το ∂a περνά μπροσvτά και παίρνουμε μεταβολή
ακριβώς όπως του Φ. Για τον 3ο όρο:

∂a(iQ
ḃ
) = ∂a

(
∂
ḃ

+ iθbσvmḃb ∂m

)
= −∂ḃ∂a + i∂a

(
θ
b
σv
mḃ
b ∂m

)
= −∂ḃ∂a + iδbaσv

mḃ
b ∂m − iθ

b
σv
mḃ
b ∂a∂m

= −
(
∂
ḃ

+ iθbσvmḃb ∂m

)
∂a + iσvmḃa ∂m

= −iQḃ
∂a + iσvmḃa ∂m (5.3.13)

όπως μπορεί κανείς να δει εδώ υπάρχει πρόβλημα.

∂a(ξḃQ
ḃ
)Φ 6= ξḃQ

ḃ
∂aΦ (5.3.14)

Το ∂aΦ λοιπόν όπως φάνηκε δεν είναι superfield. Θα πρέπει να ψάξουμε να βρούμε μία γενίκευσvη του
∂a, μία σvυναλλοίωτη παράγωγο Daδηλαδή, η οποία να είναι τέτοια ώσvτε το DaΦ να μετασvχηματίζεται

ακριβώς όπως το Φ. Με βάσvη όσvα είδαμε παραπάνω, θα πρέπει να είναι:

DaQ
ḃ

= Q
ḃ
Da (5.3.15)

Η σvωσvτή γενίκευσvη για την παράγωγο, η σvωσvτή σvυναλλοίωτη παράγωγος δηλαδή, είναι η εξής:

Da = ∂a + iσvmaȧθ
ȧ
∂m (5.3.16)
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Παρακάτω ακολουθεί απόδειξη του ότι αυτή που δώσvαμε είναι η σvωσvτή σvυναλλοίωτη παράγωγος.
Συγκεκριμένα θα προσvπαθήσvουμε να δείξουμε ότι παίρνουμε:

i

(
DaQ

ḃ
+Q

ḃ
Da

)
= 0 (5.3.17)

οπότε και κατευθείαν παίρνουμε το ζητούμενο. Για να γίνει λοιπόν αυτό, εξετάζουμε κάθε όρο ξε-
χωρισvτά:

DaiQ
ḃ

=
(
∂a + iσvmaȧθ

ȧ
∂m

)(
∂
ḃ

+ iθbσvnḃb ∂n

)
= ∂a∂

ḃ
+ iσvnḃb ∂aθ

b∂n + iσvmaȧθ
ȧ
∂
ḃ
∂m − σvmaȧσv

nḃ
b θ

ȧ
θ
b∂m∂n (5.3.18)

Αντίσvτοιχα:

iQ
ḃ
Da =

(
∂
ḃ

+ iθbσvnḃb ∂n

)(
∂a + iσvmaȧθ

ȧ
∂m

)
= ∂

ḃ
∂a + iσvmaȧ∂

ḃ
θ
ȧ
∂m + iσvnḃb θ

b∂a∂n − σvmaȧσv
nḃ
b θ

b
θ
ȧ
∂n∂m (5.3.19)

Προσvθέτοντας λοιπόν και σvυγκεντρώνοντας κατάλληλα τους όρους:

i

(
DaQ

ḃ
+Q

ḃ
Da

)
= {∂a, ∂

ḃ}+ iσvnḃb

(
∂aθ

b + θb∂a

)
∂n +

+iσvmaȧ

(
∂
ḃ
θ
ȧ

+ θ
ȧ
∂
ḃ
)
∂m − σvmaȧσv

nḃ
b {θ

ȧ
,θb}∂m∂n (5.3.20)

Οι αντιμεταθέτες κατα τα γνωσvτά κάνουν 0, ενώ τις παρασvτάσvεις σvτις αγκύλες τις έχουμε υπολογίσvει
πιο πάνω, όταν είχαμε δράσvει με αυτές πάνω σvε ένα θg. Θυμίζουμε λοιπόν ότι είναι:

∂aθ
b + θb∂a = δ

b
a (5.3.21)

∂
ḃ
θ
ȧ

+ θ
ȧ
∂
ḃ

= ε
ȧḃ (5.3.22)

΄Ετσvι λοιπόν:

i

(
DaQ

ḃ
+Q

ḃ
Da

)
= iσvnḃb δ

b
a∂n + iσvmaȧε

ȧḃ∂m

= iσvnḃa ∂n + iσvmḃa ∂m

= 0 (5.3.23)

Δείξαμε λοιπόν ότι DaQ
ḃ

= Q
ḃ
Da, όπως θέλαμε. Αντίσvτοιχα μπορούμε να ορίσvουμε και dotted

σvυναλλοίωτη παράγωγο (γενίκευσvη της ∂ȧ):

Dȧ = −∂ȧ − iσvmaȧθ
a∂m (5.3.24)

η οποία προφανώς ικανοποιεί τη σvχέσvη:

DȧQb = QbDȧ (5.3.25)

Ακόμη, με χρήσvη του κατάλληλου μετρικού τανυσvτή, μπορούμε να πάρουμε τις σvυναλλοίωτες παραγώ-
γους με πάνω δείκτες. Προσvοχή χρειάζεται μόνο σvτη δράσvη των μετρικών τανυσvτών πάνω σvτις
παραγώγους του superspace, γιατί όπως έχουμε δείξει, αλλάζουν πρόσvημο όταν ανεβάζουμε το δείκτη
κτλ. ΄Ετσvι θα έχουμε:

Da = −∂a + iσvmaȧ θ
ȧ
∂m, D

ȧ
= ∂

ȧ − iσvmȧa θ
a∂m (5.3.26)
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Οι σvχέσvεις αντιμετάθεσvης που ικανοποιούν οι covariant derivatives αυτές μπορούν εύκολα να βρεθούν
και είναι:

{Da, Db} = {Dȧ, Dḃ} = 0 (5.3.27)

και

{Da, Dȧ} = −2iσvmaȧ∂m (5.3.28)

Υπενθυμίζουμε τέλος ότι όπως δείξαμε, τελικά οι σvυναλλοίωτες παράγωγοι έχουν την ιδιότητα να
κάνουν τα DaΦ και D

ȧ
Φ να μετασvχηματίζονται ακριβώς όπως το Φ. Είναι δηλαδή superfields. Τις

παραγώγους αυτές θα θεωρήσvουμε σvτη σvυνέχεια έτσvι ώσvτε να μπορέσvουμε να επιβάλλουμε περιορισv-

μούς σvτα πεδία μας και να πάρουμε τελικά το chiral superfield.

5.3.2 Chiral superfield.

Αφού λοιπόν ορίσvαμε τις σvυναλλοίωτες παραγώγους και είδαμε τις ιδιότητες και την άλγεβρα που

ικανοποιούν, μπορούμε τώρα να γυρίσvουμε πίσvω σvτην επιβολή των διαφόρων constraints. ΄Οπως
έχουμε πει, τα πεδία C(x),M(x), N(x),Δ(x), Am(x), χa(x), ηȧ(x), λa(x), ξ

ȧ
(x), αποτελούν βάσvη για

Αναγωγίσvιμες αναπαρασvτάσvεις της SUSY.Θα μπορέσvουμε να βρούμεΜη Αναγωγίσvιμες Αναπαρασvτάσvεις
επιβάλλοντας κατάλληλους περιορισvμούς. Το πρώτο πράγμα που μπορεί κανείς να σvκεφτεί είναι να
απαιτήσvουμε το πεδίο Φ να είναι πραγματικό. Δηλαδή:

Φ(x,θ,θ) = C(x) + θaχa(x) + θȧη
ȧ(x) + θ2M(x) + θ

2
N(x) +

+θaσvmaȧθ
ȧ
Am(x) + θ

2
θ
a
λa(x) + θ2

θȧξ
ȧ
(x) + θ2

θ
2
Δ(x)

= Φ
∗(x,θ,θ) (5.3.29)

Αυτόματα η σvυνθήκη αυτή μας δίνει:

C∗ = C, M∗ = M, N∗ = N, Δ
∗ = Δ, A∗m = Am, χ = η, λ = ξ (5.3.30)

και αντίσvτοιχα αντικαθισvτούμε τις τιμές αυτές σvτο πεδίο μας. Η supermultiplet που δημιουργείται
έτσvι ονομάζεται vector supermultiplet και σvυμβολίζουμε το νέο πεδίο μας ως V (x,θ,θ). Επιπλέον θα
μπορούσvαμε να επιβάλλουμε και άλλες σvυνθήκες. Θα μπορούσvαμε για παράδειγμα να απαιτήσvουμε το
πεδίο μας να ικανοποιεί τις:

DaΦ− = 0 (antichiral), DȧΦ+ = 0 (chiral) (5.3.31)

όπου με chiral και antichiral έχουμε ονομάσvει τα αντίσvτοιχα πεδία που εμφανίζονται σvτις πάνω εξ-
ισvώσvεις. Στα επόμενα θα ασvχοληθούμε με την επιβολή της σvυνθήκης της chirality μόνο, αφού το
πεδίο αυτό θα μας δώσvει το Wess - Zumino. Για να δούμε όμως πώς ακριβώς επιβάλλεται αυτή η
σvυνθήκη και τι σvημαίνει θα πρέπει να ορίσvουμε πρώτα τον τελεσvτή U :

U = exp{iθaσvmaȧθ
ȧ
∂m} (5.3.32)

ο οποίος δημιουργεί μία μετατόπισvη σvτο xm όταν δράσvει πάνω σvε ένα superfield:

UΦ(x,θ,θ) = Φ(x+ iθσvθ,θ,θ)

= Φ(x+,θ,θ) (5.3.33)

με x+ = x + iθσvθ. Μπορούμε επίσvης να αναπτύξουμε το εκθετικό του U, οπότε και θα πάρει τη
μορφή (θυμίζουμε ότι λόγω Grassmann φύσvης των σvπινόρων το ανάπτυγμα τερματίζει σvτη 2η τάξη):

U = 1 + iθaσvmaȧθ
ȧ
∂m −

1

2
θ
a
σv
m
aȧθ

ȧ
∂mθ

b
σv
n
bḃ
θ
ḃ
∂n (5.3.34)
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΄Οσvον αφορά σvτον 3ο όρο της παράσvτασvης, η απόδειξη δίνεται σvτο παράρτημα και όπως μπορεί να δει
κανείς εκεί έχουμε:

(θσvmθ)(θσvnθ) =
(
θ
a
σv
m
aȧθ

ȧ
)(
θ
b
σv
n
bḃ
θ
ḃ
)

=
1

2
θ

2
θ

2
η
mn (5.3.35)

΄Ετσvι λοιπόν εδώ θα πάρουμε:

U = 1 + iθaσvmaȧθ
ȧ
∂m −

1

2

(
1

2
θ

2
θ

2
η
mn

)
∂m∂n

= 1 + iθaσvmaȧθ
ȧ
∂m −

1

4
θ

2
θ

2
� (5.3.36)

Ενώ ο αντίσvτροφός του, θα είναι:

U−1 = 1− iθaσvmaȧθ
ȧ
∂m −

1

4
θ

2
θ

2
� (5.3.37)

Πράγματι, είναι:

UU−1 =

[(
1− 1

4
θ

2
θ

2
�

)
+ iθaσvmaȧθ

ȧ
∂m

] [(
1− 1

4
θ

2
θ

2
�

)
− iθbσvm

bḃ
θ
ḃ
∂n

]

=

(
1− 1

4
θ

2
θ

2
�

)2

−
(
iθaσvmaȧθ

ȧ
∂m

)2

= 1− 2(
1

4
θ

2
θ

2
�) + (

1

4
θ

2
θ

2
�)2 + (θσvmθ)(θσvnθ)∂m∂n

= 1− 1

2
θ

2
θ

2
� + 0 +

1

2
θ

2
θ

2
η
mn∂m∂n

= 1 (5.3.38)

Ο λόγος για τον οποίο εισvήχθη αυτός ο τελεσvτής θα φανεί αμέσvως πιο κάτω. Συγκεκριμένα θα
δείξουμε ότι ισvχύει U−1DȧU = −∂ȧ. ΄Οπως είδαμε είναι Dȧ = −∂ȧ− iθaσvmaȧ∂m, οπότε υπολογίζοντας
πρώτα το κομμάτι DȧU εκτελούμε τις πράξεις σvτους 2 όρους ξεχωρισvτά και είναι:

−∂ȧU = −∂ȧ
(

1 + iθaσvm
aḃ
θ
ḃ
∂m −

1

4
θ

2
θ

2
�

)
= −∂ȧ + iθaσvm

aḃ
δ
ḃ
ȧ∂m − iθ

a
σv
m

aḃ
θ
ḃ
∂ȧ∂m −

1

2
θ

2
θȧ� +

1

4
θ

2
θ

2
�∂ȧ (5.3.39)

ενώ για τον άλλο:

−iθbσvmbȧ∂mU = −iθbσvmbȧ∂m
(

1 + iθaσvm
aḃ
θ
ḃ
∂n −

1

4
θ

2
θ

2
�

)
= −iθbσvmbȧ∂m + θbσvmbȧθ

a
σv
m

aḃ
θ
ḃ
∂m∂n (5.3.40)

Οι υπόλοιποι όροι 0, αφού περιέχουν 3 θs. ΄Ετσvι σvυνολικά θα πάρουμε:

DȧU = −∂ȧ + iθaσvm
aḃ
δ
ḃ
ȧ∂m − iθ

a
σv
m

aḃ
θ
ḃ
∂ȧ∂m −

1

2
θ

2
θȧ� +

+
1

4
θ

2
θ

2
�∂ȧ − iθbσvmbȧ∂m + θbσvmbȧθ

a
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aḃ
θ
ḃ
∂m∂n

= −∂ȧ − i(θσvmθ)∂ȧ∂m + (θσvm)ȧ(θσvnθ)∂m∂n −
1

2
θ

2
θȧ� +

1

4
θ

2
θ
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�∂ȧ (5.3.41)
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Πολλαπλασvιάζοντας με τον U−1
από αρισvτερά:

U−1DȧU =

(
1− i(θσvmθ)∂m −

1

4
θ

2
θ

2
�

)
×
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−∂ȧ − i(θσvmθ)∂ȧ∂m + (θσvm)ȧ(θσvnθ)∂m∂n −

1

2
θ

2
θȧ� +

1

4
θ

2
θ

2
�∂ȧ

)
= −∂ȧ − i(θσvmθ)∂ȧ∂m + (θσvm)ȧ(θσvnθ)∂m∂n −
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θ
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1
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θ
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�∂ȧ +

+i(θσvmθ)∂m∂ȧ − (θσvmθ)(θσvnθ)∂m∂n∂ȧ +
1

4
θ
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θ

2
�∂ȧ

= −∂ȧ −
1

2
θ

2
θȧ� + (θσvm)ȧ(θσvnθ)∂m∂n +

+
1

2
θ

2
θ

2
�∂ȧ − (θσvmθ)(θσvnθ)∂m∂n∂ȧ (5.3.42)

όμως όπως δείξαμε πιο πάνω:

−(θσvmθ)(θσvnθ)∂m∂n∂ȧ = −1

2
θ

2
θ

2
η
mn∂m∂n∂ȧ

= −1

2
θ

2
θ

2
�∂ȧ (5.3.43)

οπότε:
U−1DȧU = −∂ȧ −

1

2
θ

2
θȧ� + (θσvm)ȧ(θσvnθ)∂m∂n (5.3.44)

΄Οσvον αφορά σvτον 3ο όρο, έχουμε:

(θσvm)ȧ(θσvnθ)∂m∂n = θ
a
σv
m
aȧθ

b
σv
n
bḃ
θ
ḃ
∂m∂n

= θ
a
θ
b
σv
m
aȧσv

n
bḃ
θ
ḃ
∂m∂n (5.3.45)

όμως θ
a
θ
b = − 1

2ε
ab
θ

2
και ε

ab = −εba, οπότε:
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n
bḃ
θ
ḃ
∂m∂n (5.3.46)

και από τις ιδιότητες των σv πινάκων:

(θσvm)ȧ(θσvnθ)∂m∂n = +
1

2
θ

2
σv
mb
ȧ σv

n
bḃ
θ
ḃ
∂m∂n

= +
1

2
θ

2(σvmσvn)ȧḃθ
ḃ
∂m∂n (5.3.47)

όπου λόγω σvυμμετρίας εναλλαγής των μ και ν δεικτών και πάλι από την άλλγεβρα των σv πινάκων:

(θσvm)ȧ(θσvnθ)∂m∂n = +
1

2
θ

2 1

2
(σvmσvn + σvnσvm)ȧḃθ

ḃ
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ḃ
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= +
1

2
θ

2
θȧ� (5.3.48)
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οπότε παίρνουμε και το επιθυμητό αποτέλεσvμα:

U−1DȧU = −∂ȧ (5.3.49)

και πολλαπλασvιάζοντας με U από αρισvτερά και U−1
από δεξιά παίρνουμε:

−Dȧ = U∂ȧU
−1 (5.3.50)

Μπορούμε τώρα να επισvτρέψουμε πίσvω σvτην επιβολή των constraints που είχαμε θεωρήσvει για να
πάρουμε IRREPs. Για το chiral superfield είναι όπως είπαμε:

DȧΦ+ = 0 (5.3.51)

και με βάσvη τα παραπάνω:
U∂ȧ

(
U−1
Φ+

)
= 0 (5.3.52)

Εδώ όμως φαίνεται καθαρά το εξής: Εάν ορίσvουμε ένα πεδίο T = U−1
Φ+ τότε από την παραπάνω

σvυνθήκη φαίνεται ότι ∂ȧ
(
U−1
Φ+

)
= ∂ȧT = 0, δηλαδή το νέο πεδίο που ορίσvαμε είναι ανεξάρτητο

των bar. Δηλαδή:
T = T (x,θ) (5.3.53)

Ενώ αντίσvτοιχα το chiral superfield δίνεται σvε σvχέσvη με το T πολλαπλασvιάζοντας από αρισvτερά με U :

Φ+(x,θ,θ) = UT (x,θ) (5.3.54)

Για την εύρεσvη λοιπόν του chiral δεν έχουμε παρά να αναπτύξουμε κατά τα γνωσvτά κατά Taylor το
πεδίο T ως προς θ και το αποτέλεσvμα να το πολλαπλασvιάσvουμε με τον πίνακα U που έχουμε μελετήσvει.
΄Ετσvι λοιπόν (θυμίζουμε ότι το ανάπτυγμα τερματίζει σvτη 2η τάξη λόγω Grassmann φύσvης):

T (x,θ) = φ(x) +
√

2θaψa(x) + θ2H(x) (5.3.55)

Παρατηρούμε ότι έχουμε εισvάγει 2 scalars και 1 spinor πεδίο. Το chiral superfield θα είναι:

Φ+(x,θ,θ) = UT (x,θ)

=

(
1 + i(θσvmθ)∂m −

1

4
θ

2
θ

2
�

)
×

(
φ(x) +

√
2θaψa(x) + θ2H(x)

)
= φ(x) +

√
2θaψa(x) + θ2H(x) +

+i(θσvmθ)∂mφ+ i
√

2(θσvmθ)θa∂mψa −
1

4
θ

2
θ

2
�φ (5.3.56)

Προφανώς και εδώ όροι με πάνω από 2 θ δίνουν 0. Ασvχολούμασvτε με τον 5ο όρο:

(θσvmθ)θa = θ
b
σv
m
bȧθ

ȧ
θ
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= −θbθaσvmbȧθ
ȧ

=
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2
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ba
θ
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m
bȧθ

ȧ

= −1
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σv
m
bȧθ

ȧ
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2
θ

2
σv
ma
ȧθ

ȧ
(5.3.57)
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οπότε:

i
√

2(θσvmθ)θa∂mψa = −i
√

2

2
θ

2
σv
ma
ȧθ

ȧ
∂mψa

=
i√
2
θ

2
θ
ȧ
σv
m
aȧ∂mψ

a(x) (5.3.58)

Το chiral superfield είναι λοιπόν:

Φ+(x,θ,θ) = φ(x) +
√

2θaψa(x) + θ2H(x) + i(θσvmθ)∂mφ+

+ i√
2
θ

2
θ
ȧ
σv
m
aȧ∂mψ

a(x)− 1
4θ

2
θ

2
�φ

(5.3.59)

Ας δούμε ποιά πεδία υπάρχουν σvυνολικά σvτο chiral superfield. ΄Εχουμε όπως φαίνεται 1 complex
scalar φ(x), 1 Weyl spinor ψa(x) και 1 complex auxiliary H(x). Αυτό που είχαμε αρχικά υποσvτηρίξει
και θα δείξουμε σvτην επόμενη παράγραφο, είναι ότι παίρνοντας τη δράσvη του chiral superfield και
μεταφέροντα τα αποτελέσvματά μας σvτις 4 διασvτάσvεις του χωροχρόνου, δηλαδή ολοκληρώνοντας ως
προς τις 4 Grassmann μεταβλητές του superspace, θα πάρουμε τελικά τη δράσvη της Lagrangian του
Wess - Zumino.

5.3.3 Wess - Zumino.

Η δράσvη λοιπόν του chiral superfield θα είναι η:

S =

ˆ
Φ
∗
+(x,θ,θ)Φ+(x,θ,θ)d4xd2

θd2
θ (5.3.60)

Για να μεταφερθούμε σvτις 4 διασvτάσvεις θα πρέπει να εκτελέσvουμε τις ολοκληρωσvεις ως προς τα
θ. Τα θ όμως ως Grassmann ποσvότητες έχουν σvυγκεκριμένες ιδιότητες και η ολοκλήρωσvή τους
διαφέρει αρκετά σvε σvχέσvη με μία τυπική ολοκλήρωσvη. Για το λόγο αυτό αναφέρουμε παρακάτω
ορισvμένες ιδιότητες ολοκλήρωσvης Grassmann μεταβλητών. Γενικά λοιπόν εάν Ci είναι μία μεταβλητή
Grassmann, τότε είναι: ˆ

dCi = 0,

ˆ
dCiCi = 1 (5.3.61)

Εδώ εμείς έχουμε την αντισvτοιχία Ci = θ1,θ2,θ
1̇
,θ

2̇
, όπου:

(θ)2 = −2θ1
θ

2, (θ)2 = 2θ
1̇
θ

2̇
(5.3.62)

Ορίζουμε κατάλληλα το μέτρο d2
θ έτσvι ώσvτε να μας δώσvει σvε σvυμφωνία με τα παραπάνω:

ˆ
d2
θθ

2 = 1,

ˆ
d2
θθ

2
= 1 (5.3.63)

Θα είναι λοιπόν:

d2
θ = −1

4
εabdθ

adθb

d2
θ = −1

4
εȧḃdθ

ȧ
dθ

ḃ
(5.3.64)
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Πράγματι είναι:
ˆ
d2
θθ

2 =

ˆ
(−1

4
)εabdθ

adθb(−2)θ1
θ

2

=
1

2

ˆ
dθadθaθ

1
θ
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=
1

2

ˆ
(−dθ1dθ2 + dθ2dθ1)θ1

θ
2

=
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2

{
+

ˆ
dθ1θ1

ˆ
dθ2θ2 +

ˆ
dθ2
θ

2
ˆ
dθ1θ1

}
= 1 (5.3.65)

σvε απόλυτη σvυμφωνία με την υπόθεσvή μας. Τα ωραία όμως έρχονται εδώ. Εάν πάμε να κάνουμε μία
ολοκλήρωσvη σvτην ποσvότητα:

f(θ) = a+ θaba + cθ2 (5.3.66)

η οποία έχει και τη μεγαλύτερη τάξη ως προς θ που μπορούμε να βρούμε, λόγω Grassmann nature,
θα πάρουμε: ˆ

d2
θ
(
a+ θaba + cθ2

)
= c (5.3.67)

όπως κατευθείαν μπορεί κανείς να διαπισvτώσvει πολύ εύκολα. Αυτό το αποτέλεσvμα μας λύνει τα χέρια
σvτις ολοκληρώσvεις που έχουμε σvτη δράσvη του chiral superfield. Προφανώς τα ακριβώς αντίσvτοιχα
ισvχύουν και σvτην περίπτωσvη των bar σvπινόρων. Μόνο οι όροι που είναι ανάλογοι του θ2

και θ
2

ολοκληρώνονται και μας δίνουν απλά το σvυντελεσvτή τους, ενώ όλοι οι υπόλοιποι όροι δίνουν 0.
΄Αρα το μόνο που έχουμε πλέον για την ολοκλήρωσvη είναι να ψάξουμε σvτο γινόμενο Φ

∗
+Φ+ που

εμφανίζεται σvτη δράσvη και να εντοπίσvουμε τους όρους που είναι ανάλογοι του θ
2,θ

2
. Το αποτέλεσvμα

της ολοκλήρωσvης θα είναι απλά ον σvυντελεσvτής τους. ΄Ολες οι άλλες ολοκληρώσvεις θα δώσvουν 0.
Ξαναγράφουμε λοιπόν το Φ+ και το Φ

∗
+:

I II III

Φ+(x,θ,θ) = φ(x)+
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IV V V I

(5.3.68)

και το σvυζυγές (υπενθυμίζουμε ότι το i∂m είναι hermitian):

V II V III IX

Φ
∗
+(x,θ,θ) = φ
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2
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X XI XII

(5.3.69)

Οι όροι που δίνουν μη μηδενική ολοκλήρωσvη είναι οι εξής:

I ×XII + V I × V II = −1

4
(φ�φ∗ + φ∗�φ)θ2

θ
2

=

[
1

2
(∂mφ)(∂

m
φ
∗) + tot.div

]
θ

2
θ

2
(5.3.70)

και

III × IX = HH∗θ2
θ

2
(5.3.71)
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και
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(5.3.72)

και τέλος:

II ×XI + V × V III = iθaψaθ
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ȧ
θ

2 − iθȧθḃσvmaȧ∂mψ
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(5.3.73)

Οι 4 παραπάνω παρασvτάσvεις λοιπόν είναι οι μοναδικές οι οποίες ολοκληρώνονται. ΄Ολες οι άλλες
δίνουν 0. ΄Οπως βλέπουμε έχουν όλες τη μορφή c · θ2

θ
2
οπότε η ολοκλήρωσvή τους θα μας δώσvει

τη μπροσvτινή ποσvότητα. Επίσvης πετάμε και τον όρο tot.div αφού θα εξαφανισvτεί όπταν ολοκληρωθεί
σvτις 4 διασvτάσvεις. ΄Ετσvι λοιπόν παίρνουμε:

S =

ˆ
Φ
∗
+(x,θ,θ)Φ+(x,θ,θ)d4xd2

θd2
θ

S =

ˆ
d4x

{
(∂mφ) (∂mφ∗) +HH∗ +

i

2
σv
m
aȧ

(
ψ
ȧ←→
∂ mψ

a
)}

(5.3.74)

και επειδή S =
´
Ld4x, όπως βλέπουμε σvυγκρίνοντας με το προηγούμενο κεφάλαιο, έχουμε αναπαράγει

τη Wess - Zumino Lagrangian όπως ακριβώς υποσvχεθήκαμε:

LWZ = (∂mφ) (∂mφ∗) +HH∗ +
i

2
σv
m
aȧ

(
ψ
ȧ←→
∂ mψ

a
)

(5.3.75)


