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  Μέθοδοι βελτιστοποίησης και διακριτοποίησης για προβλήματα Βέλτιστου Ελέγχου Σ.Δ.Ε. 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1  

1.1 Εισαγωγή 

 
Ο βέλτιστος έλεγχος αποτελεί επέκταση του Λογισμού των Μεταβολών και  αναπτύχθηκε στα 
πλαίσια της Θεωρίας Ελέγχου. 

  
Η ανάπτυξη της μαθηματικής Θεωρίας του Βέλτιστου  Ελέγχου άρχισε στις αρχές  της δεκαετίας  
του '50  εξαιτίας  της  ανάγκης  να δοθούν  απαντήσεις  σε  προβλήματα  που εμφανίζονταν στους 
διάφορους κλάδους της μηχανικής. Αργότερα βέβαια, εξαιτίας του γεγονότος ότι οποιοδήποτε 
δυναμικό  σύστημα  μπορεί  να περιγραφεί μαθηματικά - και συνεπώς να αναλυθεί και μέσω της 
θεωρίας βέλτιστου ελέγχου -,  βρήκε  ευρεία  εφαρμογή  και  σε πολλούς άλλους  τομείς  των  
επιστημών,  όπως  για παράδειγμα στον κλάδο της φυσικής, της ιατρικής, των οικονομικών κλπ. 

 
Ο στόχος του βέλτιστου ελέγχου είναι να υπολογίσει έναν έλεγχο που να ελαχιστοποιεί ή 
μεγιστοποιεί κάποια συνάρτηση απόδοσης (κριτήριο απόδοσης) για ένα δεδομένο σύστημα. 

 
 

1.2 Διατύπωση του προβλήματος 
 

Το πρόβλημα βέλτιστου Σ.Δ.Ε. διατυπώνεται ως  εξής: 
 

Να βρεθεί ένας έλεγχος  

                                         

                                                             u *(t) ϵ U,  

 

που να αναγκάζει το σύστημα 

                        

 
      ,  ( ),  ( )      0,  

 (0)    

  

 

να ακολουθήσει μία αποδεκτή τροχιά, 

 

                                                            y*(t)     

 

η οποία, μαζί με τον έλεγχο, να ικανοποιεί τους περιορισμούς (δεσμεύσεις) 

 

  ( )      ( ( ))      

 

 

  ,  ( ),  ( )    0 

  ( )     ( ( ))      

 

 

  ,  ( ),  ( )    0 
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και η οποία να ελαχιστοποιεί το κριτήριο απόδοσης (το οποίο καλείται συναρτησιακό κόστους) 

                                         

 ( )   ( ( ))     
 

 

  ,  ( ),  ( )         
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 

2.1 Το συνεχές πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου 

 

Έχουμε την εξίσωση  

                

                      
  ( )     ,  ( ),  ( )      0,   

 (0)    
                                                                          (2.1)         

                                                

Η (2.1) ονομάζεται εξίσωση κατάστασης, με  

 
    :    ά        

  

 :   έ              
 ,                     έ          ό   

(δηλαδή μπορεί να υπάρχει μικρότερο πλήθος ελέγχων από ότι το πλήθος των 

διαφορικών εξισώσεων) 

  

Περιορισμοί στον έλεγχο (γεωμετρικοί περιορισμοί): 

                      

                       u W , όπου          ( )        ό       ύ      0,     

 

Περιορισμοί ελέγχου/κατάστασης  - Δεσμεύσεις: 

  ( )      ( ( ))      

 

 

  ,  ( ),  ( )    0 

  ( )     ( ( ))      

 

 

  ,  ( ),  ( )    0 
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Κόστος (ή κριτήριο): 

         ( )      ( ( ))      

 

 

  ,  ( ),  ( )         

 

Ορισμοί: 

Ένας έλεγχος u λέγεται αποδεκτός, αν ικανοποιεί όλους τους παραπάνω περιορισμούς. 

Συμβολίζουμε με W  το σύνολο των αποδεκτών ελέγχων 

 

Ένας έλεγχος u U λέγεται βέλτιστος, αν είναι αποδεκτός και ελαχιστοποιεί το κόστος 

G0 κάτω από όλους τους περιορισμούς. 

 

 

 

2.2 Ύπαρξη και μοναδικότητα της λύσης της εξίσωσης κατάστασης 

 

Υπενθυμίζουμε το γνωστό θεώρημα ύπαρξης και μοναδικότητας της λύσης της 

εξίσωσης (στην περίπτωση αυτή της εξίσωσης κατάστασης): 

Αν η f  είναι συνεχής ως προς t, y, u και τύπου Lipschitz  ως προς y, δηλαδή αν  

  ( ,   ,  )   ( ,   ,  )           

για κάθε t,   ,   , u , τότε η εξίσωση κατάστασης (2.1) έχει μία και μοναδική λύση    για 

κάθε έλεγχο u, η οποία είναι συνεχής και με συνεχή παράγωγο. 

Στη συνέχεια θα υποθέσουμε ότι ισχύουν τα παραπάνω. 

Σχόλιο: Είναι γνωστό ότι το (κλασικό) πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου μπορεί και να μην 

έχει λύση  

  

 

Για να βρούμε τις αναγκαίες συνθήκες βελτιστότητας, θα χρησιμοποιήσουμε την 

παράγωγο Fréchet , το θεώρημα Kuhn-Tucker-Lagrange (βλ. παράρτημα 1), καθώς και 

το εξής λήμμα: 

               , δηλαδή  ( )y O u
 

    (λήμμα 1), του οποίου η απόδειξη είναι η 

εξής: 
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Απόδειξη λήμματος:  

Υποθέτουμε εδώ επιπλέον ότι η f  είναι Lipschitz ως προς y και u. 

Ολοκληρώνοντας την εξίσωση κατάστασης (2.1) , έχουμε  

 ( )       ( ,  ( ),  ( ))  
 

 

 

Συνεπώς,  

 ( )     ( )       ( ,  ( )    ( ),  ( )    ( ))  
 

 

 

 

Αφαιρώντας τις δύο παραπάνω εξισώσεις, παίρνουμε: 

  ( )   (   ,  ( )    ( ),  ( )    ( )  
 

 

 ( ,  ( ),  ( )))   

 

Επειδή η f είναι Lipschitzz ως προς y και ως προς u,  

    ,  ( )    ( ),  ( )    ( )      ,  ( ),  ( )    (   ( )     ( ) ) 

 

Δηλαδή, 

   ( )    (   ( )      ( ) )
 

 

   

 

Παίρνουμε το max της    ( )  στο [0, ]t  

   ( )    (   ( ) )
 

 

         

 

και από τη συνεχή ανισότητα Bellman-Gronwall (βλ. Παράρτημα 2) προκύπτει ότι 

                                                      ( )          

 

Παίρνοντας και το max της    ( ) ,  



  

8 

  Μέθοδοι βελτιστοποίησης και διακριτοποίησης για προβλήματα Βέλτιστου Ελέγχου Σ.Δ.Ε. 

 

                                                                                                                                          • 

 

 

Παράγωγος Fréchet  της G 

Επανερχόμαστε στο πρόβλημα, υποθέτοντας ότι οι f, φ0, φ1, φ2, go, g1, g2  είναι συνεχείς 

με συνεχείς παραγώγους, και παίρνουμε την εξίσωση διαφορών των παραπάνω 

περιορισμών κατάστασης: 

 ( ( )    ( ))    ( ( ))   

             ( )    ( )     ( )      
 

 

  ,  ( )    ( ),  ( )    ( ) 

   ( ,  ( ),  ( ))     

        ( )   ( )      ( )       

 

 

  ,  ( ),  ( )   ( )   

                                         ( ,  ( ),  ( ))  ( )       (     )   (     )                       (2.2) 

 

Όμως, από το λήμμα,              , δηλαδή η παραπάνω εξίσωση γίνεται 

 ( ( )    ( ))    ( ( ))         ( )   ( )       

 

 

  ,  ( ),  ( )   ( )   

                                         ( ,  ( ),  ( ))  ( )      (     )  

 

Ορίζουμε τώρα τη συζυγή εξίσωση κατάστασης (adjoint state equation) 

 
     ( )      ,  ( ),  ( )      ,  ( ),  ( )                                                                      (2. )

 ( )      ( )                                                                                                                               (2. )
                                                       

 όπου   είναι διάνυσμα-γραμμή. 

 

Από τη σχέση (2.1), έχουμε ότι :   

       ,  ( )    ( ),  ( )    ( )   ( ,  ( ),  ( ))                                                    (2.5)  
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Πολλαπλασιάζουμε από τα αριστερά την εξίσωση (2.5) με   : 

    ( )      ,  ( )    ( ),  ( )    ( )    ( ,  ( ),  ( )) 

 

Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη: 

      ( )   
 

 

      ,  ( )    ( ),  ( )    ( )    
 

 

       ,  ( ),  ( )    
 

 

      ( ,  ( ),  ( ))   ( )      ( ,  ( ),  ( ))   ( )   
 

 

 

 

  (     )   (     ) 

 

Όμως, από το λήμμα,              , δηλαδή η παραπάνω εξίσωση γίνεται 

      ( )    
 

 

    ( ,  ( ),  ( ))   ( )      ( ,  ( ),  ( ))   ( )   
 

 

 

 

  (     )                                                                                                      (2. ) 

 

Πολλαπλασιάζουμε από τα δεξιά την εξίσωση (2. ) με   ( ) : 

    ( )      ( ,  ( ),  ( ))  ( )    ( ,  ( ),  ( ))  ( ) 

 

Ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη:  

     ( )   
 

 

      ( ,  ( ),  ( ))  ( )   
 

 

   

    ( ,  ( ),  ( ))  ( )                                                                          (2. )
 

 

 

 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις σχέσεις (2. ) και (2. ) 

      ( )   
 

 
       ( )   

 

 
         ,  ( ),  ( )   ( )  

 

 
  + 
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        ,  ( ),  ( )   ( )  
 

 

      ,  ( ),  ( )   ( )   
 

 

     ( ,  ( ),  ( ))  ( )   
 

 

    (     ) 

 

Το πρώτο μέλος είναι ολοκλήρωση κατά παράγοντες, οπότε έχουμε ότι :  

     ( )   
 

 

       ( )   
 

 

      ( )  
 

0
  ( )  ( )   (0)Δ (0) 

 όπου   (0)Δ (0)   0. 

 

Δηλαδή,  

     ( )   
 

 

       ( )   
 

 

  ( )  ( )  (από το προηγούμενο βήμα) 

                                                    = —     ,  ( ),  ( )   ( )   
 

 
  

     ( ,  ( ),  ( ))  ( )   
 

 

   (     ) 

 το οποίο μας δίνει 

           ,  ( ),  ( )      
 

 

     ( )  ( )       ,  ( ),  ( )   ( )  
 

 

   (     ) 

 

Από την εξίσωση (2. ),  ( )      ( ) , η παραπάνω εξίσωση γίνεται 

      ,  ( ),  ( )   ( )   
 

 

        ( )    ( )       ,  ( ),  ( )   ( )  
 

 

    (     ) 
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Τελικά, 

 ( ( )    ( ))    ( ( ))

         ,  ( ),  ( )   ( )      ( ,  ( ),  ( ))  ( )        
 

 

   (     )  

        ,  ( ),  ( )      ( ,  ( ),  ( ))   ( )  
 

 

     (     ) 

 

Θέτουμε       ,  ( ),  ( )   ( ,  ( ),  ( )), η οποία είναι η Χαμιλτονιανή, και 

παίρνουμε 

 ( ( )    ( ))    ( ( ))       ( )  
 

 

    (     ) 

και συνεπώς η παράγωγος Fréchet  του κόστους και των συναρτησιακών των 

περιορισμών εκφράζεται μέσω της μερικής παραγώγου Ηu της Χαμιλτονιανής. 

 

 

Θα εφαρμόσουμε τώρα το θεώρημα Kuhn-Tucker-Lagrange (K-T-L) στο συνεχές 

πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου, για να βρούμε υποψήφια βέλτιστα σημεία u. Το θεώρημα 

αυτό δίνει μια αναγκαία συνθήκη για το συνεχές πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου, δηλαδή 

ισχύει το θεώρημα που διατυπώνεται ως εξής: 

Αν το u είναι βέλτιστο, τότε υπάρχουν πολλαπλασιαστές λ0, λ1, λ2 , με  λ0   λ1   λ2|=1, 

όχι μοναδικά, με λ0, λ2 ≥0, τέτοια ώστε να ισχύουν οι ακόλουθες αναγκαίες συνθήκες 

(K-T-L) 

             λ0G0’(u)(v-u) + λ1G1’(u)(v-u) + λ2G2’(u)(v-u) ≥0 για κάθε vϵW 

 

  Από τη θεωρία μέτρου προκύπτει ότι η συνθήκη αυτή είναι ισοδύναμη με τη λεγόμενη 

Σημειακή Αρχή του Ελαχίστου (ασθενής μορφή του ελαχίστου του Pontryagin), δηλ. 

ότι ( , , , )( ) 0luH t y z u v u   σ.π. στο  0.Τ . 

 

           λ2G2(u)=0 (συνθήκη εγκαρσιότητας) 

όπου τα Gl  βρέθηκαν με την παραπάνω διαδικασία, και είναι 

  
 ( )(   )     

 

 

   ( ,  ,  ,  )(   )   
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Μπορούμε, συνεπώς, τώρα να ορίσουμε την έννοια «έλεγχος K-T-L»: 

Ονομάζουμε έλεγχο K-T-L έναν έλεγχο uϵU  που ικανοποιεί τις αναγκαίες συνθήκες K-

T-L του παραπάνω θεωρήματος. 

Τα παραπάνω αποτελούν, όπως προαναφέρθηκε, αναγκαίες συνθήκες βελτιστότητας.  

Οι συνθήκες αυτές είναι επιπλέον ικανές για να είναι το   βέλτιστο, αν: 

Οι  ,   , φ1 είναι ομοιοπαραλληλικές,  

Οι φ0, φ2,   ,      είναι κυρτές 

Το   είναι αποδεκτό και ικανοποιεί τις συνθήκες K-T-L με λ0>0 . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ   

3.1 Το Διακριτό Πρόβλημα 

 

Οι υποθέσεις του διακριτού προβλήματος παραλληλίζουν εκείνες του συνεχούς 

προβλήματος. Κάνουμε δηλαδή όλες τις αντίστοιχες υποθέσεις που κάναμε στο 

συνεχές, με σκοπό εδώ την αριθμητική επίλυση του προβλήματος. 

Για τη διακριτοποίηση της εξίσωσης κατάστασης του συνεχούς προβλήματος θα 

χρησιμοποιήσουμε την πεπλεγμένη μέθοδο Runge-Kutta του Μέσου (Σχήμα του 

Μέσου). Η μέθοδος αυτή θεωρείται ενδεδειγμένη για το πρόβλημά μας, διότι έχει 

συζυγή εξίσωση (σχήμα) κατάστασης, είναι απλή, απαιτεί δηλ. λίγους υπολογισμούς 

της συνάρτησης f  στην εφαρμογή της, έχει τάξη ακρίβειας 2h , και έχει καλή περιοχή 

ευστάθειας. Στη πράξη, ο τύπος αυτός εφαρμόζεται ως εξής: εφαρμόζουμε πρώτα τον 

τύπο Euler (πρόβλεψη) παίρνοντας το 1jy   που προκύπτει και αντικαθιστώντας το 

στο δεξί μέλος του σχήματος του Μέσου (μια επανάληψη διόρθωσης). Αποδεικνύεται 

ότι έτσι, επιτυγχάνουμε ακρίβεια τάξης 2h  (όσο με πολλές ή άπειρες επαναλήψεις ), 

ενώ η μέθοδος Euler από μόνη της έχει ακρίβεια τάξης h .  

 

 

Έχουμε την εξίσωση  

 
              (

          

 
,
          

 
,   )

        έ  
    , j 0,…,N-1                                                

(3.1)                                         

 

Η ( .1) ονομάζεται εξίσωση κατάστασης για το διακριτό πρόβλημα με την πεπλεγμένη 

μέθοδο Runge-Kutta του μέσου.  

Θέτουμε 

     
          

 
           ( .2)              και                  

          

 
           (3.3) 

οπότε  η ( .1) γίνεται: 

 
              (     ,       ,       )

        έ     
 

       , j 0,…,N-1                                                                           (3.4) 
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Περιορισμοί στον έλεγχο (γεωμετρικοί):  

                                                            0 1( ,..., )N Nu u u W   όπου   

    (  , … ,     )       

 

Περιορισμοί ελέγχου/κατάστασης (δεσμεύσεις):  

   (  )      (  )      

   

   

(     ,       ,       )  0 

   (  )      (  )      

   

   

(     ,       ,       )  0 

 

Κόστος  προς ελαχιστοποίηση (ή κριτήριο): 

   (  )     (  )      

   

   

      ,       ,              

 

Ορισμοί: 

 Ένας έλεγχος uϵU καλείται αποδεκτός αν ικανοποιεί όλους τους παραπάνω 

περιορισμούς ( Nu W  και δεσμεύσεις G1n=0, G2n 0) 

 

Συμβολίζουμε   
  το σύνολο των αποδεκτών ελέγχων, υποσύνολο του   .  

 

 Το uϵU είναι βέλτιστος έλεγχος, αν είναι αποδεκτός και ελαχιστοποιεί το G0n 
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3.2 Ύπαρξη και μοναδικότητα της λύσης της εξίσωσης κατάστασης 

 

Αποδεικνύεται ότι το σχήμα του μέσου, από τη συνθήκη Lipschitz και αν υποθέσουμε 

επιπλέον ότι 1
2

hL
  (για να έχουμε συστολικότητα) , έχει μοναδική λύση για κάθε j, η 

οποία μπορεί να υπολογιστεί με την αντίστοιχη επαναληπτική μέθοδο. 

Επιπλέον, έχουμε ότι η συνάρτηση κόστους και οι περιορισμοί είναι συνεχείς 

συναρτήσεις, και ότι  το σύνολο των αποδεκτών ελέγχων    
 είναι συμπαγές. Από το 

θεώρημα της Ανάλυσης, μια συνεχής συνάρτηση σε συμπαγές σύνολο έχει ελάχιστο. 

Συνεπώς υπάρχει βέλτιστος έλεγχος. 

Στη συνέχεια θα υποθέσουμε ότι ισχύουν τα παραπάνω. 

 

 

Αρχικά, παρόμοια με το λήμμα 1 που αποδείξαμε στο κεφάλαιο 2.2, θα αποδείξουμε και 

το λήμμα 2 για το διακριτό πρόβλημα: 

                 , δηλαδή                (λήμμα 2), του οποίου η απόδειξη είναι 

η εξής: 

Απόδειξη λήμματος:  

Έχουμε : 

                  
              (   ,    ,    )

                           (   ,         ,         )
  

 

Αφαιρούμε κατά μέλη τις παραπάνω εξισώσεις και έχουμε : 

                (   ,         ,         ) -  (   ,    ,    )  

Επειδή η f είναι Lipschitz ως προς u και y, συνεπάγεται ότι: 

                   
 

 
 (               ) 

 

Δημιουργούμε την παραπάνω ανίσωση για κάθε j: 
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2
                  

                 
 

2
                      
.
.
.

                
 

2
 (               )

  

 

Αθροίζοντας τις παραπάνω ανισώσεις: 

            
 

 
                    

 
       

  
 

2
                   

 

   

                   

 

   

    

 

Εφόσον η παραπάνω ανισότητα ισχύει για j στο δεύτερο άθροισμα του δεξιού μέλους, 

θα ισχύει και για Ν: 

           
 

2
          

 

   

                              

   

   

     

 

Δηλαδή: 

(1     
 

2
)                   

 

   

                     

   

   

    

 

Από τη διακριτή ανισότητα Berman-Gronwall (βλ. παράρτημα  ), έχουμε: 

                    

   

   

                                  
       

 

Δηλαδή: 

                        



  

17 

  Μέθοδοι βελτιστοποίησης και διακριτοποίησης για προβλήματα Βέλτιστου Ελέγχου Σ.Δ.Ε. 

 

Και άρα  

                         

 

Από το λήμμα προκύπτει άμεσα ότι ο τελεστής        ί         ή .   

      ό ,   ό       έ           ,   ,   ,     ύ     ό        ,   ,    έ           ί . 

                                                                                                                                                                 

 

Παράγωγος Fréchet  της G (χωρίς δείκτη). 

Παίρνουμε την εξίσωση διαφορών για τις εξισώσεις των περιορισμών: 

 (      )   (  )

  (      )   (  )            ,               ,                        ,       ,         

   

 

 

    (  )                       ,       ,                     ,       ,             

   

 

          

                                                                                                                        ( .5) 

 

Ορίζουμε τη διακριτή συζυγή εξίσωση 

 
                      ,    ,             ,    ,     

      (  )
                                                             ( . ) 

 

Θεωρούμε επιπλέον τους παρακάτω διακριτούς τύπους «άθροισης κατά μέρη» 

                

   

   

              

   

   

                                                      ( . ) 

              

   

   

                

   

   

                                                     ( . ) 

καθώς και κάθε κυρτό συνδυασμό τους. 
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Από την ( .1) προκύπτει ότι: 

                (   ,         ,         ) 

 

Πολλαπλασιάζουμε με     την παραπάνω εξίσωση και έχουμε: 

                           ,         ,                 ,    ,          

                           ,         ,                    ,    ,         

 

Αθροίζοντας την παραπάνω εξίσωση ως προς j, έχουμε: 

               

   

 

  

             ,         ,                    ,    ,        

   

 

  

             ,    ,                    ,    ,                      
       

   

 

            ( . ) 

 

Πολλαπλασιάζουμε τώρα από τα δεξιά την εξίσωση ( . ) με       : 

                                 ,    ,                  ,    ,             

(         )                  ,    ,                  ,    ,          

 

Αθροίζοντας την παραπάνω εξίσωση ως προς j, έχουμε: 

 (         )    

   

   

                ,    ,                  ,    ,         

   

   

   

   

              ( .10) 

 

Από τις σχέσεις ( . ) και ( .10), λόγω της ( . ), παίρνουμε: 
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 (         )    

   

   

                  

   

 

           ,    ,         

   

   

             ,    ,         

   

   

             
       

             

όπου        0  αφού 0 0y  . 

 

Δηλαδή: 

        ,    ,         

   

   

            ,    ,         

   

   

           
         

       

 

το οποίο, λόγω του λήμματος 2 και της ( . ) γίνεται: 

       ,    ,         

   

   

            ,    ,         

   

   

              (  )                    ( .11) 

 

Λόγω των παραπάνω σχέσεων, η εξίσωση ( .5) γίνεται τώρα: 

 (      )   (  )             ,    ,                  ,       ,             

   

   

          

 

Θέτουμε           ,    ,       (     ,       ,       ), η οποία είναι η Χαμιλτονιανή, και παίρνουμε 

 (      )   (  )          ,    ,    ,          

   

   

            

και συνεπώς η  παράγωγος Frèchet  του κόστους και των περιορισμών εκφράζεται 

μέσω της Χαμιλτονιανής Η. 

 

Θα εφαρμόσουμε τώρα το γενικό θεώρημα Kuhn-Tucker-Lagrange (K-T-L)  στο 

διακριτό πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου (βλ. παράρτημα 1), για να βρούμε υποψήφια 

βέλτιστα σημεία u. Το θεώρημα αυτό δίνει αναγκαίες συνθήκες βελτιστότητας για το 
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διακριτό πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου, το οποίο σημαίνει ότι , αν το u είναι βέλτιστο, 

τότε ισχύει οι συνθήκες (K-T-L), Η διατύπωση του θεωρήματος είναι η εξής: 

Αν το u είναι βέλτιστο, τότε υπάρχουν πολλαπλασιαστές λ0, λ1, λ2 , με 

 λ0   λ1   λ2  1, όχι μοναδικά, με λ0, λ2 ≥0, τέτοια ώστε  

     λ0G0n’(  )(   -  ) + λ1G1n’(  )(   -  ) + λ2G2n’(  )(   -  ) ≥0        για κάθε   ϵU 

    λ2G2n(  )=0                 (συνθήκη εγκαρσιότητας) 

όπου τα Gln  βρέθηκαν με την παραπάνω διαδικασία, και είναι 

                                        
 (  )(     )   

            ,       ,     ,        
   

   
(        )  

Σχόλιο: Επιλέγοντας ένα v  τέτοιο ώστε  iv  τυχαίο και j jv u   για j i , τότε η 

παραπάνω πρώτη αναγκαία συνθήκη απλοποιείται και μένει ένας όρος, και συνεπώς 

ισχύει η εξίσωση για κάθε i  (κατά διαστήματα Αρχή του Ελαχίστου). Προφανώς 

ισχύει και το αντίστροφο. Η “σημειακή” διαδικασία αυτή χρησιμοποιείται και στους 

αλγορίθμους βελτιστοποίησης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ   
Θα εξετάσουμε εδώ γενικές επαναληπτικές μεθόδους βελτιστοποίησης στο πλαίσιο του χώρου n , 

τις οποίες και θα εφαρμόσουμε στο διακριτό μας πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου, το οποίο είναι 

προφανώς πεπερασμένης διάστασης. Θα δοθούν στο τέλος και μερικά αριθμητικά παραδείγματα 

εφαρμογής αυτών των μεθόδων. 

 .1 Μέθοδοι της Κλίσης  

 

Εξετάζουμε εδώ μεθόδους με χωρίς περιορισμούς . 

Έστω 1( )nf C  μια συνάρτηση. Θεωρούμε το ακόλουθο πρόβλημα ελαχιστοποίησης 

χωρίς περιορισμούς 

(1) Να βρεθεί nx  τέτοιο ώστε  ( ) min ( )
nx

f x f x


 . 

Από το γνωστό θεώρημα, αν το x  είναι λύση του προβλήματος (1), τότε ικανοποιεί την 

αναγκαία συνθήκη 

(2)  ( ) 0f x  . 

Έστω , (0,1)b c  (συνήθως 0.5b c  ), 0d  , και ( )ks  μία ακολουθία με (0, ]ks d . Η 

μέθοδος της κλίσης, με βέλτιστο βήμα, ή με βήμα Armijo, είναι μια επαναληπτική 

μέθοδος καθόδου η οποία βρίσκει στο όριο σημεία x  που ικανοποιούν τη συνθήκη (2). 

Εκμεταλλεύεται σε κάθε επανάληψη την κατεύθυνση καθόδου f , που δίνει τοπικά 

τη μεγαλύτερη μείωση, και περιγράφεται από τον ακόλουθο αλγόριθμο. 

Αλγόριθμος 1 

Βήμα 1. Θέτουμε : 0k   και επιλέγουμε ένα αρχικό 0

nx  . 

Βήμα 2. Υπολογίζουμε το ( )kf x  και θέτουμε 
2

2
: ( )k kf x    . 

Βήμα  . Αν 0k  , σταματάμε. Αλλιώς, πηγαίνουμε στο Βήμα  . 

Βήμα  . Βρίσκουμε ένα βήμα k  με έναν από τους δύο παρακάτω τρόπους: 

(α) Βέλτιστο Βήμα: Βρίσκουμε ένα 0k   τέτοιο ώστε 

(3)
0

( ( )) ( ) min[ ( ( )) ( )]k k k k k k kf x f x f x f x f x f x


 


       . 

(β) Bήμα Armijo: Αρχικά θέτουμε : ks  . Αν το   δεν ικανοποιεί την ανισότητα 
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(4) ( ( )) ( )k k k kf x f x f x b      , 

θέτουμε επαναληπτικά : c   (π.χ. 0.5c  ) και επιλέγουμε για k  το πρώτο   που 

την ικανοποιεί. Αν την ικανοποιεί, θέτουμε επαναληπτικά : / c   και επιλέγουμε για 

k  το τελευταίο   που την ικανοποιεί. 

Βήμα 5. Θέτουμε 1 : ( )k k k kx x f x    , : 1k k  , και πηγαίνουμε στο Βήμα 2. 

 

Θεώρημα 1. Υποθέτουμε ότι το κλειστό σύνολο 

0: { ( ) ( )}nS x f x f x    

είναι και φραγμένο, άρα συμπαγές. Αν ο αλγόριθμος σταματά για κάποιο k , τότε 0k   

και το : kx x  ικανοποιεί τη συνθήκη (2). Αλλιώς, η ακολουθία ( )kx  που κατασκευάζει ο 

Αλγόριθμος 1 είναι άπειρη, κάθε όριο x  συγκλίνουσας υπακολουθίας της ( )kx  

ικανοποιεί τη συνθήκη (2), και 0k   για ολόκληρη την ακολουθία. 

Απόδειξη. Θα δείξουμε πρώτα επαγωγικά ότι, εφόσον 0k  , η ακολουθία ( )kx  είναι 

καλά ορισμένη (δηλ. υπάρχει kx  για κάθε k ), ότι kx S  για κάθε k , και ότι η 

ακολουθία ( ( ))kf x  είναι φθίνουσα. Έχουμε 0x S . Ας υποθέσουμε ότι kx S  και 0k 

, δηλ. ( ) 0kf x  . 

Εύκολα βλέπουμε ότι η ελαχιστοποίηση ( ) ισοδυναμεί με την ελαχιστοποίηση της f  

στο συμπαγές σύνολο  

{ : ( ) 0}k kx x f x S      ,  

και άρα υπάρχει k  για κάθε k . 

Εξάλλου, από τη ιδιότητα της παραγώγου θετικά κατά κατεύθυνση, έχουμε 

2

20

( ( )) ( )
lim ( ) [ ( )] ( ) 0Tk k k

k k k k

f x f x f x
f x f x f x








  
       , 

άρα 

( ( )) ( )k k k
k

f x f x f x
b






  
 ,   (αφού (0,1)b , π.χ. 0.5b  ), 

για   αρκετά μικρό. Αυτό δείχνει ότι, αν η ανισότητα ( ) δεν ικανοποιείται αρχικά, 

τότε ικανοποιείται μετά από ένα πεπερασμένο αριθμό επαναλήψεων : c  . Επίσης, 
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αν η ανισότητα αυτή ικανοποιείται αρχικά, επειδή το σύνολο S  είναι φραγμένο, εύκολα 

βλέπουμε ότι ικανοποιείται μετά από ένα πεπερασμένο αριθμό επαναλήψεων : / c  . 

Επομένως, το βήμα k  και το 1kx   υπάρχουν και στις δύο περιπτώσεις  α και  β.  

Επιπλέον, τα βήματα  α,  β και 5 δείχνουν ότι και στις δύο περιπτώσεις ισχύει 

1( ) ( ) 0k kf x f x   , και άρα 1kx S  . Συνεπώς, kx S  για κάθε k , και η ακολουθία 

( ( ))kf x  είναι φθίνουσα. 

Τώρα, αν ο αλγόριθμος σταματά για κάποιο k , τότε 0k   και ( ) 0kf x  . Αλλιώς, η 

ακολουθία ( )kx  είναι άπειρη. Ας δείξουμε ότι τότε : 0k   . Επειδή το S  είναι 

συμπαγές και kx S  για κάθε k , υπάρχει υπακολουθία ( )k k Kx   που συγκλίνει σε 

κάποιο x S . Επειδή 1( )nf C , έχουμε 

2 2

2 2
: ( ) : ( ) 0k kf x f x         ,   όταν k  , k K . 

Ας υποθέσουμε ότι 0  . Εύκολα βλέπουμε ότι η παράγωγος της συνάρτησης 

( ) : ( ( ))k kf x f x      είναι '( ) ( ( )) ( )T

k k kf x f x f x       . Από το Θεώρημα Μέσης 

Τιμής και αφού (0,1)b , έχουμε τότε 

(5) ( ( )) ( ) ( ) (0) ( ( )) ( )T

k k k k k kf x f x f x f x f x f x                 

[ ( ) ( ) ] ( )T

k kf x f x b                 και   kb  , 

για [0, ']   και 'k k , για κάποια ', 'k , όπου (0, )  , και 0k   όταν k  , 

k K , και 0  . 

(α) Περίπτωση Βέλτιστου Βήματος: Έχουμε εδώ 

1
0

( ) ( ) min[ ( ( )) ( )]k k k k kf x f x f x f x f x





      

[0, '] [0, ']
min [ ( ( )) ( )] min 'k k kf x f x f x b b
   

    
 

      ,   για k K , 'k k . 

Επειδή ολόκληρη η ακολουθία ( ( ))kf x  είναι φθίνουσα και 0  , συμπεραίνουμε ότι 

( )kf x  , που είναι άτοπο αφού ( ) ( )kf x f x , k K . Συνεπώς, 0  . 

(β) Περίπτωση Βήματος Armijo: Από την κατασκευή του βήματος Armijo και την πιο 

πάνω 2η  ανισότητα (5), εύκολα βλέπουμε ότι έχουμε αναγκαστικά 'k c  , και άρα 

1( ) ( ) ( ( )) ( ) ' ' / 2,k k k k k k k k kf x f x f x f x f x b c b c b                

για k K , 'k k . Καταλήγουμε έτσι σε άτοπο, όπως στο (α). Συνεπώς, 0  . 
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Τέλος, και στις δύο περιπτώσεις (α) και (β), από τη μοναδικότητα του ορίου 0  

προκύπτει ότι 0k   για ολόκληρη η ακολουθία. 

Σχόλια 

1. Η επιλογή βήματος Armijo είναι συνήθως ταχύτερη από την επιλογή βέλτιστου 

βήματος, η οποία προϋποθέτει μια άπειρη διαδικασία, π.χ. τη μέθοδο της Χρυσής Τομής, 

για την εύρεσή του. Με την επιλογή του βέλτιστου βήματος, όμως, υπάρχει μεγαλύτερη 

πιθανότητα η μέθοδος να συγκλίνει σε ένα απόλυτο ελάχιστο. 

2. Αν η f  είναι επιπλέον κυρτή, τότε η μέθοδος της κλίσης υπολογίζει σημεία ολικού 

ελαχίστου, και αν είναι αυστηρά κυρτή, τότε υπολογίζει το μοναδικό σημείο ελαχίστου, 

οπότε ολόκληρη η ακολουθία ( )kx  συγκλίνει σε αυτό το σημείο. 

 . Μπορούμε να επιλέξουμε ένα σταθερό αρχικό βήμα Armijo :ks s  για κάθε k . Μια 

πιο αποτελεσματική, προσαρμοστική, επιλογή (πολύ χρήσιμη κυρίως στις μικτές 

μεθόδους ποινών) είναι να θέσουμε 0 : 1s  , και μετά 1:k ks   , για 1k  . 

 

 .2 Μέθοδοι Προβεβλημένης Κλίσης  

 

Εξετάζουμε εδώ μεθόδους με γεωμετρικούς περιορισμούς μόνο (δηλ. οι περιορισμοί 

εκφράζονται μόνο με ένα σύνολο). 

Έστω      n   μια συνάρτηση και   n  ένα κυρτό κλειστό σύνολο. Θεωρούμε 

το ακόλουθο πρόβλημα ελαχιστοποίησης με περιορισμό (χωρίς δεσμεύσεις) 

(1)   Να βρεθεί x U  τέτοιο ώστε  ( ) min ( )
x U

f x f x


 . 

Από το γνωστό θεώρημα, αν το x  είναι λύση του προβλήματος (1), τότε ικανοποιεί 

την αναγκαία συνθήκη 

(2)  ( )( ) 0f x y x   ,   για κάθε y U . 

Έστω 0  , , (0,1)b c , και ( )ks  μία ακολουθία στο (0,1] . Οι μέθοδοι προβεβλημένης 

κλίσης, με βέλτιστο βήμα, ή με βήμα Armijo, είναι επαναληπτικές μέθοδοι καθόδου οι 

οποίες βρίσκουν στο όριο σημεία x  που ικανοποιούν τη συνθήκη (2). Περιγράφονται 

από τον ακόλουθο αλγόριθμο. 
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Αλγόριθμος 2 

Βήμα 1. Θέτουμε : 0k   και επιλέγουμε ένα αρχικό 0x U . 

Βήμα 2. Βρίσκουμε ένα σημείο κατεύθυνσης ky  (δηλ. μια κατεύθυνση k ky x ) με   

(ΠΚ) Μέθοδος Προβεβλημένης Κλίσης: Βρίσκουμε ky U  τέτοιο ώστε 

(3)
2 2

2 2
: ( )( ) min[ ( )( ) ]

2 2
k k k k k k k k k

y U
f x y x y x f x y x y x

 



         , 

 Το ky  είναι η προβολή του διανύσματος : (1/ ) ( )k k kz x f x    πάνω στο U .] 

Θέτουμε : ( )( )k k k kf x y x   .  

Βήμα  . Αν 0k  , σταματάμε. Αλλιώς, πηγαίνουμε στο Βήμα  . 

Βήμα  . Βρίσκουμε ένα βήμα k  με έναν από τους δύο παρακάτω τρόπους: 

(α) Βέλτιστο Βήμα: Βρίσκουμε ένα [0,1]k   τέτοιο ώστε 

[0,1]
( ( )) ( ) min[ ( ( )) ( )]k k k k k k k k kf x y x f x f x y x f x


 


       . 

(β) Bήμα Armijo: Αρχικά θέτουμε : ks  . Αν το   δεν ικανοποιεί την ανισότητα 

( ( )) ( )k k k k kf x y x f x b      , 

θέτουμε επαναληπτικά : c   και επιλέγουμε για k  το πρώτο   που την ικανοποιεί. 

Αν την ικανοποιεί, θέτουμε επαναληπτικά : / c   και επιλέγουμε για k  το τελευταίο 

(0,1]  (ώστε να ισχύει 1kx U   στο Βήμα  )  που την ικανοποιεί. 

Βήμα 5. Θέτουμε 1 : ( )k k k k kx x y x    , : 1k k  , και πηγαίνουμε στο Βήμα 2. 

 

Θεώρημα 2. Στη μέθοδο προβεβλημένης κλίσης, υποθέτουμε ότι το σύνολο 

0: { ( ) ( )}S x U f x f x    

είναι συμπαγές. Αν ο αλγόριθμος σταματά για κάποιο k , τότε 0k   και το : kx x  

ικανοποιεί τη συνθήκη (2). Αλλιώς, η ακολουθία ( )kx  που κατασκευάζει ο Αλγόριθμος 2 

είναι άπειρη, κάθε όριο x  συγκλίνουσας υπακολουθίας της ( )kx  ικανοποιεί τη συνθήκη 

(2), και 0k  , 0k  , για ολόκληρες τις ακολουθίες. 
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Απόδειξη. Θα δείξουμε πρώτα επαγωγικά ότι, εφόσον 0k  , η ακολουθία ( )kx  είναι 

καλά ορισμένη, ότι kx S  για κάθε k , και ότι η ακολουθία ( ( ))kf x  είναι φθίνουσα. 

Έχουμε 0x S . Ας υποθέσουμε ότι kx S  και 0k  . 

Εύκολα βλέπουμε (“συμπληρώνοντας το τετράγωνο”) ότι η ελαχιστοποίηση ( ) 

ισοδυναμεί με την ελαχιστοποίηση ως προς y  του τετράγωνου νόρμας (άρα και της 

νόρμας) 

2

2
[ (1/ ) ( )]k ky x f x    

στο κυρτό κλειστό σύνολο U , δηλ. το ky  είναι η μοναδική προβολή του διανύσματος 

: (1/ ) ( )k k kz x f x    

πάνω στο U , και γράφουμε k U ky P z . 

Παρατηρώντας πρώτα ότι 0k  , δείχνουμε, παρόμοια με το Θεώρημα 1, ότι το βήμα 

k  και το 1kx   υπάρχουν και στις δύο περιπτώσεις  α και  β.  Επιπλέον, τα βήματα  α, 

 β και 5 δείχνουν ότι σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει 1( ) ( ) 0k kf x f x   , και άρα 1kx S 

. Συνεπώς, kx S  για κάθε k , και η ακολουθία ( ( ))kf x  είναι πάντα φθίνουσα. 

Αν ο αλγόριθμος σταματά για κάποιο k , τότε 0k   (και 0k   στη μέθοδο ΠΚ, αφού 

k k  ). Θέτουμε : kx x . 

Έχουμε  

2

2

1
( )( ) 0kf x y x y x 


      ,   για κάθε y U . 

Αντικαθιστώντας το y  με ( )x y x  , διαιρώντας με (0,1]  , και παίρνοντας το όριο 

όταν 0  , βρίσκουμε 

( )( ) 0f x y x   ,   για κάθε y U . 

Αν τώρα ότι η ακολουθία ( )kx  είναι άπειρη, θα δείξουμε ότι τότε : 0k   .  

Επειδή το S  είναι συμπαγές και kx S  για κάθε k , υπάρχει υπακολουθία ( )k k Kx   που 

συγκλίνει σε κάποιο x S . Επειδή 1( )nf C , ισχύει 

: (1/ ) ( ) : (1/ ) ( )k k kz x f x z x f x        ,   όταν k  , k K . 
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Επειδή k U ky P z , από τη συνέχεια του τελεστή προβολής UP  έχουμε ky y , k K , 

όπου Uy P z . Έχουμε προφανώς 0k k   , άρα 

2 2

2 2
: ( )( ) : ( )( ) 0

2 2
k k k k k kf x y x y x f x y x y x

 
           , 

: ( )( ) : ( )( ) 0k k k kf x y x f x y x         . 

Ας υποθέσουμε τώρα ότι 0  . Από το Θεώρημα Μέσης Τιμής και αφού (0,1)b , 

έχουμε 

( ( )) ( ) ( ( )) ( )T

k k k k k k k k kf x y x f x f x y x y x              ( (0, )  ) 

[ ( ) ] [( ) ' ] ( )T

k k kf x y x b                   και   kb  , 

για [0, ']   και 'k k , για κάποια ', 'k , όπου 0k  , ' 0k  , 0k  , όταν 

k  , k K , και 0  . 

Καταλήγουμε έτσι σε άτοπο όπως στο Θεώρημα 1, και άρα 0k   , για ολόκληρη η 

ακολουθία. Έχουμε επιπλέον 0k   , αφού 0k k   . 

Έστω τυχόν y U . Από το Βήμα 2(ΠΚ), έχουμε 

2

2
( )( )

2
k k k kf x y x y x


     , 

και παίρνοντας το όριο όταν k  , k K , βρίσκουμε 

2

2
( )( ) 0

2
f x y x y x


     ,   για κάθε y U . 

Συμπεραίνουμε όπως πιο πάνω, με το  -επιχείρημα, ότι 

( )( ) 0f x y x   ,   για κάθε y U . 

 

Σχόλια 

1. Αν η f  είναι επιπλέον κυρτή, τότε η παραπάνω μέθοδοι υπολογίζουν σημεία ολικού 

ελαχίστου, και αν είναι αυστηρά κυρτή, τότε υπολογίζουν το μοναδικό σημείο 

ελαχίστου, οπότε ολόκληρη η ακολουθία ( )kx  συγκλίνει σε αυτό το σημείο. 

2. Η παραπάνω μέθοδος εφαρμόζεται όταν το σύνολο U  είναι απλής γεωμετρικής 
μορφής, π.χ. υπερκύβος, μπάλα κλπ. 
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 .  Μικτές Μέθοδοι Κλίσης-Ποινών  

                                 

Εξετάζουμε εδώ μεθόδους για προβλήματα με πρόσθετες συναρτησιακές δεσμεύσεις. 

Έστω συναρτήσεις fiϵC1 ( n ), i=1,..,m, και U   n   ένα κυρτό κλειστό σύνολο.  

Θέτοντας  

           W :=   x  U       fi(x)  0, i    1,...,l,  fi(x) 0, i=l +1,...,m}, 

θεωρούµε το ακόλουθο πρόβληµα ελαχιστοποίησης µε περιορισµό και δεσµεύσεις  

(1)       Να βρεθεί x  W  τέτοιο ώστε f(x )=min x  W f (x) .                                                                 

Ένα σηµείο x W  καλείται αποδεκτό. Από το Θεώρηµα Kuhn-Tucker-Lagrange (K- T-L),  

αν το x  είναι λύση του προβλήµατος (1), τότε υπάρχουν πολλαπλασιαστές λi, όχι όλοι 

µηδέν,με λi≥ 0, i  0,...,l , τέτοιοι ώστε  

 (2)        λ 
 
    f (x )(  x ) ≥ 0   για κάθε y  U ,         

( )        λif i(x )= 0 ,  i =1,...,l .  (συνθήκες εγκαρσιότητας) 

   Έστω γ  0 ,  b,c  (0,1) ,  (sk) µία ακολουθία στο (0,1 ,  (  
 
) , i =1,...,l , θετικές  

αύξουσες ακολουθίες που τείνουν στο  ∞, και (βj)  µια θετική φθίνουσα ακολουθία  

που τείνει στο 0. Οι µεικτές µέθοδοι κλίσης-ποινών και προβεβληµένης κλίσης-ποινών µε 

βέλτιστο βήµα, ή µε βήµα Armij , είναι επαναληπτικές µέθοδοι οι οποίες βρίσκουν στο 

όριο σηµεία x   που ικανοποιούν τις αναγκαίες συνθήκες K-T-L (2) και ( ).  

          Ορίζουµε πρώτα τις ποινικοποιηµένες συναρτήσεις  

f  :  f (x)   
1

2
     

 
 max 0, f (x)  

 
 

 

   

       
  f (x) 

  

 

     

  

Θεωρώντας τις σύνθετες συναρτήσεις  φ(f  (x))  , όπου φ(t)  max(0,t)  2 / 2        

 (µε   φ'(t)=max(0,t) ) και  f  (x)] 2 , υπολογίζουµε την κλίση της f    

             f  (x):  f0(x) +     
  max 0,   ( )     ( ) 

 
          

    ( )    ( ) 
 
      

Έχουμε επίσης f  C1( n ) , αφού τα  f i είναι συνεχή, δηλ.  f i  C ( n )]n.  

Αλγόριθμος 3 

Βήμα 1. Θέτουμε k :  0 ,  j: 1, και επιλέγουμε ένα αρχικό x0  U .  
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Βήμα 2. Βρίσκουμε ένα σημείο κατεύθυνσης   (δηλ. µια κατεύθυνση  k xk ) µε έναν 

από τους δύο παρακάτω τρόπους:  

(Κ) Μέθοδος της  Κλίσης(U :  n  ):  

Θέτουμε  k=xk - fj (xk) ,  δηλ.  k-xk = - fj (xk) 

(ΠΚ) Μέθοδος Προβεβλημένης Κλίσης: Βρίσκουμε  k U  τέτοιο ώστε  

ζ   f  (x )(   x )  
γ

2
    x   

  min      f
 (x )(   x )  

γ

2
    x   

   

 Το    είναι η προβολή του διανύσματος ζ := x  
 

 
  f  (x )  πάνω στοU .]  

Και στις 2 περιπτώσεις θέτουμε δk:=  f  (x )(   x ) 

Βήμα  . Αν   δk     βj , θέτουμε xj :=      yj :=      , δj :=      ,  ζj :=       , ΠΚ,   j  : =j  +1,  

και πηγαίνουμε στο Βήμα 2. Αλλιώς, πηγαίνουμε στο Βήµα  .  

Βήμα  . Βρίσκουµε ένα βήµα     µε έναν από τους δύο παρακάτω τρόπους:  

(α) Βέλτιστο Βήµα: Βρίσκουµε ένα     0,1  τέτοιο ώστε  

        (     )   
 (  )        

    ,  (  )
         (     )   

 (  )       

(β) Bήµα Armijo: Αρχικά θέτουμε α: sk . Αν το α δεν ικανοποιεί την ανισότητα  

        (     )   
 (  )       

θέτουμε επαναληπτικά α:   cα και επιλέγουμε για   το πρώτο α που την ικανοποιεί. Αν 

την ικανοποιεί, θέτουμε επαναληπτικά α: α/c  και επιλέγουμε για    το τελευταίο α≥0  

(K), ή α (0,1  (ΠΚ ώστε να ισχύει      U  στο Βήμα 5. θέτουμε      :=    

  (     ), k :   k  1, και πηγαίνουμε στο Βήμα 2.  

Με τα xj  ορισμένα στο Βήμα  , ορίζουμε τις ακολουθίες πολλαπλασιαστών  

  
 
   

 
 max (0,   ( 

 )) , i=1,..,l ,             
 
   

 
  ( 

 ) , i l 1,…,m 

Θεώρημα 3. Υποθέτουμε ότι η f0 (και άρα η κάθε fj) είναι πιεστική αν το U  είναι  µη 

φραγμένο, άρα συμπαγές. Αν οι ακολουθίες (  
 
) είναι φραγμένες, τότε κάθε όριο    (αν 

υπάρχει, και υπάρχει αν το U είναι συμπαγές)  συγκλίνουσας υπακολουθίας της 

ακολουθίας (  ) που κατασκευάζεται στο Βήμα   είναι αποδεκτό και ικανοποιεί τις 

συνθήκες K-T-L (2) και ( ).  

Απόδειξη. Θα δείξουµε πρώτα ότι j  ∞ στον Αλγόριθµο  . Πράγματι, αν αυτό δεν ίσχυε, 

τότε το j θα παρέµενε σταθερό  µετά από ένα πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων ως 

προς k . Από το Θεώρηµα 1 ή 2, όµως, θα είχαµε τότε δk  0 , και                                                                                                                                                          
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από το Βήµα  , j   ∞  (αφού βj  0 ),  που είναι άτοπο.  Συνεπώς,  j   ∞ στον Αλγόριθµο 

 , και άρα δj   0    δ   , και ζj   0  στη µέθοδο ΠΚ, αφού δj   ζj  0.  

Έστω  (  ) jϵJ    µια υπακολουθία της (  )  (βλ.  Βήµα  )  που συγκλίνει σε κάποιο      .                               

Επειδή οι ακολουθίες (  
 
) είναι φραγµένες (ανήκουν σε µια κλειστή µπάλα), υπάρχουν 

υπακολουθίες (  
 
)jϵL J τέτοιες ώστε   

 
   . Έχουµε τότε  

0        
   

  
 

  
        

   

 max 0,   (  )   max 0,   (  )  ,   1,… ,   

0        
   

  
 

  
        

   

    
     (  ) ,     1,… ,  

Που δείχνουν ότι το     είναι αποδεκτό. Από το Βήμα 2, για τυχόν yϵU, έχουμε 

(Κ)             
 
        

    
 

 
  δj 

 (ΠΚ)        
 
        

          
 

 
      

 

 
≥ ζj 

 Όπου θέσαμε   
 
 1, και παίρνοντας το όριο όταν j   ∞  , j ϵ L, βρίσκουμε 

(Κ)               
 (  ) 

    
 

 
  0, δηλαδή      

 (  ) 
    0 

 (ΠΚ)          
 (  ) 

   (    )  
 

 
       

 ≥ 0 

Με   :  1, και αυτά ισχύουν για κάθε yϵU. Με επιχείρημα παρόμοιο με του 

Θεωρήματος 2, καταλήγουμε για τη μέθοδο ΠΚ στη συνθήκη  

     
 (  ) 

   (    ) ≥ 0 για κάθε yϵU . 

Από τον ορισμό των   
 
, έχουμε   

 
≥ 0,  i=0,..,l , άρα και στο όριο   ≥ 0, i=0,..,l, όπου τα 

   δεν είναι όλα μηδέν, αφού   :  1. Τέλος, αν   (  )  0 για κάποιο δείκτη iϵ 1,..,l , τότε 

    
   0  και   

 
 0 για j αρκετά μεγάλο, από τον ορισμό του   

 
 και αφού 

       (  ), και άρα στο όριο    0, δηλαδή ισχύουν οι συνθήκες εγκαρσιότητας ( ). 

 

Σχόλιο 

Στην πράξη, για να εξασφαλίσουμε ότι οι ακολουθίες (  
 
) παραμένουν φραγμένες, καλό 

είναι να διαλέγουμε ακολουθίες (  
 
) που συγκλίνουν σχετικά αργά στο  ∞ και μια 

ακολουθία (βj) που συγκλίνει σχετικά γρήγορα στο 0 (αυτό δικαιολογείται και από την 

καθαρή μέθοδο ποινών). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 
 

5.1 Αριθμητικά Παραδείγματα 

 

Πρόβλημα 1. Ορίζουμε την κατάσταση και τον έλεγχο αναφοράς 

2 3

1 2 3( ) , ( ) , ( ) ,t t ty t e y t e y t e          ( ) min(1, 1 2.5 )u t t   ,     

και θεωρούμε το ακόλουθο πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου, με εξισώσεις κατάστασης 

3

1 1 3 1 1 1' sin sinty y y e y y u u        , 

2 1 2 2' 2 ,ty y y e u u      

2

3 2 3 3' 3 ,ty y y e u u      

για [0,1]t , 

με 1 2 3(0) (0) (0) 1,y y y    

σύνολο περιορισμού ελέγχου [ 1,1]U   , και συναρτησιακό κόστους 

31
2 2

0
0

1

1
( ) : { [( ) ( ) ]} .

2
i i i

i

G u y y u u dt


     

Ο μοναδικός βέλτιστος κλασικός έλεγχος είναι προφανώς 1 2 3* * *w w w u   , με 

βέλτιστη κατάσταση *y y  και βέλτιστο κόστος μηδέν. Εφαρμόστηκε εδώ ο 

Αλγόριθμος (ΠΚ) χωρίς ποινές, με 0.002h   και 0.5  . Μετά από 12 επαναλήψεις, 

βρέθηκαν τα ακόλουθα αποτελέσματα 

0G 1.4956 1210 , 

k  -8.1931 1310 , 

u  3.6122 710 , y 2.9799 710  (ακριβή σφάλματα max νόρμας 1ων συνιστωσών 

ελέγχου και κατάστασης, αντ.). 
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Πρόβλημα 2. Ίδιο με το Πρόβλημα 1, αλλά με σύνολο περιορισμού ελέγχου [ 0.75,1]U   . 

Εφαρμόστηκε ο Αλγόριθμος (ΠΚ) χωρίς ποινές, με 0.002h   και 0.5  . Μετά από 1  

επαναλήψεις βρέθηκαν τα αποτελέσματα 

0G 3.2597 310 , 

k = -4.1058 1410 . 
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ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ Y1: ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

 

 

Πρόβλημα  . Ίδιο με το Πρόβλημα 2, αλλά με πρόσθετη δέσμευση στην τελική 

κατάσταση 

1 1( ) (1) 0.3 0G u y   . 

Εφαρμόστηκε εδώ ο Αλγόριθμος (ΠΚ), με 0.002h   και 0.5  , και με μια πρόσθετη 

ποινή. Μετά από 100 συνολικά επαναλήψεις σε k , βρέθηκαν τα αποτελέσματα 

0G 7.7305 310 ,  

2

10.5G 4.3054 910 , 

k  -3.3083 610  
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ΒΕΛΤΙΣΤΟΣ ΕΛΕΓΧΟΣ U1: ΠΡΟΒΛΗΜΑ   
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5.2 Υπολογιστικό Πρόγραμμα Fortran COMIBP.FOR (Περίπτωση προβλήματος  ) 

 
C     PROGRAM COMIBPJ 

C 

C     OPTIMAL CLASSICAL CONTROL OF ORDINARY DIFFERENTIAL  

C     SYSTEMS 

C     MIXED FRANK-WOLFE, OR GRADIENT PROJECTION, PENALTY  

C     METHOD 

C     SOLUTION OF THE ODE'S BY THE SECOND ORDER IMPLICIT  

C     MIDPOINT METHOD 

C     PIECEWISE CONSTANT ADMISSIBLE CONTROLS 

C 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z)  

      COMMON /C1/ Y0(5),U(5,600),W(5,600),US(5,600) 

     2       /C2/ Y(5,0:600),Z(5,0:600),M,MC,N,H,TF,NCOR 

     3       /C3/ G0,G1,G2,GP,EM 

     4       /C4/ PM 

      DIMENSION V(5),YY(5),UU(5),ZZ(5),HU(5),UHUG(5),D(5,5) 

      OPEN(UNIT=6,FILE='C:\NUM\COMIBPJR.TXT') 

      OPEN(UNIT=7,FILE='C:\NUM\COMIBPJY.TXT') 

      OPEN(UNIT=8,FILE='C:\NUM\COMIBPJU.TXT') 

C 

C     INPUTS: 

C 

C     PENALTY (0-INACTIVE/1-ACTIVE) 

      IPEN=1 

C     CONTROL BOUNDS 

      C1=-0.75D0 

      C2=1.D0 

C     METHOD OPTION 

C     IME (=0 FOR FRANK-WOLFE, =1 FOR GRADIENT PROJECTION) 

      IME=1 

C     INITIAL PENALTY MULTIPLIER 

      PM=1.D0 

      IF(IPEN.EQ.0) PM=0.D0 

C     PENALTY FACTOR 

      PF=1.2D0 

C     MAXIMUM NUMBER OF ITERATIONS (PENALTY METHOD) 

      NPE=80 

C     MAXIMUM NUMBER OF ITERATIONS (FRANK-WOLFE OR GRADIENT  

C     PROJECTION) 

      NME=40 

C     MAXIMUM NUMBER OF TOTAL ITERATIONS 

      NIT=100 

C     GRADIENT PROJECTION PARAMETER 

      GAM=0.5D0 

C     STATE DIMENSION 

      M=4 

C     CONTROL DIMENSION 

      MC=3 

C     NUMBER OF INTERVALS 
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      N=500 

C     ISTEP = 0: SIMPLE STEP AND TRISECTION SEARCH 

C           = 1: SIMPLE STEP SEARCH ONLY 

C           = 2: TRISECTION SEARCH ONLY 

      ISTEP=2 

C     NUMBER OF STEPS (STEP SEARCH) 

      NS=1 

C     NUMBER OF TRISECTIONS 

      NT=25 

C     ISEARCH=0 : SIMPLE STEP AND/OR TRISECTION SEARCH 

C     ISEARCH=1 : ARMIJO SEARCH 

      ISEARCH=1 

C     ARMIJO PARAMETERS 

      NST=40 

      ST=1.D0 

      ASL=0.5D0 

      AST=0.5D0 

C     NUMBER OF CORRECTIONS (DIF. EQS.) 

      NCOR=2 

C     FINAL TIME 

      TF=1.D0 

C     INITIAL CONDITIONS 

      Y0(1)=1.D0 

      Y0(2)=1.D0 

      Y0(3)=1.D0 

      Y0(4)=0.D0 

      Y0(5)=0.D0 

C     PENALTY INCREASE CRITERION BOUND 

      EPS=1.D-5 

C 

C     WRITE DATA 

C 

      WRITE(6,*) 'DATA' 

      WRITE(6,*) 'C1=',C1,' C2=',C2 

      WRITE(6,*) 'PM=',PM,' PF=',PF 

      WRITE(6,*) 'EPS=',EPS 

      WRITE(6,*) 'NPE=',NPE,' NME=',NME,' NIT=',NIT 

      WRITE(6,*) 'IME=',IME 

      WRITE(6,*) 'M=',M,' MC=',MC,' N=',N 

      WRITE(6,*) 'NS=',NS,' NT=',NT 

      WRITE(6,*) 'GAM=',GAM 

      WRITE(6,*) 'ASL=',ASL,' AST=',AST 

      WRITE(6,*) 'TF=',TF 

      WRITE(6,*) 'Y0=',(Y0(I),I=1,M) 

      WRITE(6,*) ' ' 

C 

C     COMPUTE PARAMETERS 

C 

      N2=N/2 

      H=TF/N 

      HH=0.5D0*H 
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      H2=2.D0*H 

      S=1.D0/NS 

      R=0.5*(DSQRT(5.D0)-1.) 

C 

C     INITIAL CONTROL 

C 

      T=HH 

      DO 1 I=1,MC 

      DO 9 J=1,N 

      U(I,J)=0.D0 

    9 US(I,J)=U(I,J) 

    1 T=T+H 

C 

C     INITIAL STATE Y 

C 

      CALL EQ(1) 

C 

C     INITIAL FUNCTIONALS 

C 

      KIT=0 

      DO 3 I=1,M 

    3 V(I)=Y(I,N) 

      CALL G(V) 

C 

C*************************************************************

**** 

C 

C     ITERATIONS 

C 

C 

C     ********** PENALTY METHOD ITERATIONS ********** 

C 

      WRITE(6,*)'ITERATIONS' 

      KIT=0 

      DO 10 KPE=0,NPE 

C 

C     **** FRANK-WOLFE OR GRADIENT PROJECTION METHOD 

C     ITERATIONS **** 

C 

      DO 11 KME=0,NME 

C 

C     COMPUTE THE ADJOINT STATE Z 

C 

      CALL EQ(2) 

C 

C     COMPUTE  W  BY POINTWISE MINIMIZING THE (AUGMENTED) 

C     HAMILTONIAN, AND 

C 

C       DGP1:= DGP(u,w-u)+(GAM/2)*(w-u)**2 

C            = min[DGP(u,w'-u)+(GAM/2)*(w'-u)**2] 

C               w' 
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C       DGP0:= DGP(u,w-u) 

C 

C     (STEP 2 OF ALGORITHMS - GAM=0, FOR F-W) 

C                                   

      DGP0=0.D0 

      DGP1=0.D0 

      TT=HH 

      DO 60 J=1,N 

      DO 50 I=1,MC 

   50 UU(I)=U(I,J) 

      DO 51 I=1,M 

      YY(I)=0.5D0*(Y(I,J-1)+Y(I,J)) 

   51 ZZ(I)=0.5D0*(Z(I,J-1)+Z(I,J)) 

      CALL FU(TT,YY,UU,D) 

      DO 52 I=1,MC 

      HU(I)=0.D0 

      DO 52 KK=1,M 

   52 HU(I)=HU(I)+ZZ(KK)*D(KK,I) 

C 

      IF(IME.EQ.0) GO TO 8 

C 

      DO 53 I=1,MC 

   53 UHUG(I)=UU(I)-HU(I)/GAM 

      GO TO 20 

C 

      IF(IME.EQ.1) GO TO 20 

C 

C     FRANK-WOLFE 

C 

    8 DO 81 I=1,MC 

      IF(HU(I).LT.0.D0) W(I,J)=C2 

      IF(HU(I).GE.0.D0) W(I,J)=C1 

   81 CONTINUE 

C 

      IF(IME.EQ.0) GO TO 29 

C 

C     PROJECTION 

C 

   20 DO 80 I=1,MC 

      S=UHUG(I) 

      W(I,J)=S 

      IF(S.LT.C1) W(I,J)=C1 

      IF(S.GT.C2) W(I,J)=C2 

   80 CONTINUE 

C 

C     COMPUTE DGP0, DGP1 (BOTH METHODS) 

C 

   29 P=0.D0 

      Q=0.D0 

      DO 70 I=1,MC  

      P=P+HU(I)*(W(I,J)-U(I,J)) 
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   70 Q=Q+0.5D0*GAM*(W(I,J)-U(I,J))**2 

      DGP0=DGP0+P 

      IF(IME.EQ.1) DGP1=DGP1+P+Q  

   60 TT=TT+H 

      DGP0=H*DGP0 

      DGP1=H*DGP1 

C 

C     L1-NORM OF EXTREMALITY MULTIPLIER FUNCTION 

C  

      EM=0.D0 

      T=HH 

      DO 92 J=1,N 

      EM=EM+DMAX1(0.D0,0.8D0-0.4D0*T-(Y(1,J-1)+Y(1,J))/2.D0) 

   92 T=T+H 

      EM=PM*EM*H 

C 

C     WRITE FUNCTIONALS, PENALTY MULTIPLIER PM, 

C     EXTREMALITY MULTIPLIER EM, ETC. 

C 

      WRITE(6,*) ' ' 

      WRITE(6,*) 'KIT=',KIT,' KPE=',KPE,' KME=',KME 

      WRITE(6,*) 'AK=',AK,' KARM=',KARM 

      WRITE(6,*) 'G0=',G0,' G1=',G1 

      WRITE(6,*) 'GP=',GP 

      WRITE(6,*) 'PM=',PM,' EM=',EM 

      WRITE(6,*) 'DGP0=',DGP0,' DGP1=',DGP1 

      IF(KIT.EQ.NIT) GO TO 100 

      IF(DABS(DGP0).LE.EPS) GO TO 1000 

C      IF(DABS(DGP1).LE.EPS) GO TO 1000 

      KIT=KIT+1 

C 

C     COMPUTE  A  BY STEP SEARCH AND/OR GOLDEN TRISECTION 

C     SEARCH  

C     OR BY THE MODIFIED ARMIJO SEARCH 

C     (STEP 3 OF ALGORITHMS) 

C  

      IF(ISEARCH.EQ.1) GO TO 850  

C       

C     * SIMPLE STEP AND/OR TRISECTION SEARCH * 

C 

C     COMPUTE AK (F-W OR G. P. STEP 3) 

C 

      IF(ISTEP.EQ.2) GO TO 31 

C 

C        SIMPLE STEP SEARCH 

C 

      A=0. 

      AK=0. 

      CK=1.D30 

      DO 30 JS=0,NS 

      CALL CO(A) 
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      CALL EQ(1) 

      DO 35 I=1,M 

   35 V(I)=Y(I,N) 

      CALL G(V) 

      IF(GP.GT.CK) GO TO 30 

      AK=A 

      CK=GP 

   30 A=A+S 

      IF(ISTEP.EQ.1) GO TO 850 

      A1=DMAX1(0.D0,AK-S) 

      A2=DMIN1(1.D0,AK+S) 

      IF(ISTEP.EQ.0) GO TO 33 

C 

C        TRISECTION SEARCH 

C 

   31 A1=0. 

      A2=1. 

   33 A=(A2-A1)*R 

      B1=A2-A 

      B2=A1+A 

      CALL CO(B1) 

      CALL EQ(1) 

      DO 36 I=1,M 

   36 V(I)=Y(I,N) 

      CALL G(V) 

      C1=GP 

      CALL CO(B2) 

      CALL EQ(1) 

      DO 37 I=1,M 

   37 V(I)=Y(I,N) 

      CALL G(V) 

      C2=GP 

      DO 40 JT=1,NT 

      A=A*R 

      IF(C1.GT.C2) GO TO 45 

      A2=B2 

      B2=B1 

      B1=A2-A 

      C2=C1 

      CALL CO(B1) 

      CALL EQ(1) 

      DO 38 I=1,M 

   38 V(I)=Y(I,N) 

      CALL G(V) 

      C1=GP 

      GO TO 40 

   45 A1=B1 

      B1=B2 

      B2=A1+A 

      C1=C2 

      CALL CO(B2) 
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      CALL EQ(1) 

      DO 39 I=1,M 

   39 V(I)=Y(I,N) 

      CALL G(V) 

      C2=GP 

   40 CONTINUE 

      A=A1+0.5D0*(A2-A1) 

      IF(A.LT.0.D0) A=0.D0 

      IF(A.GT.1.D0) A=1.D0 

      GO TO 600 

C        

C     COMPUTE  AL  BY THE MODIFIED (DOUBLE) ARMIJO STEP SEARCH 

C 

  850 GGP=GP  

      AL=ST 

      CALL CO(AL) 

      CALL EQ(1) 

      DO 410 I=1,M 

  410 V(I)=Y(I,N) 

      CALL G(V) 

      IF(GP-GGP.GT.ASL*AL*DGP0) GO TO 700 

C      IF(GP-GGP.GT.ASL*AL*DGP1) GO TO 700 

C 

      DO 400 KA=0,-NST,-1 

      BL=AL 

      AL=AL/AST 

      KARM=KA 

      IF(AL.GT.1.D0) GO TO 800 

      CALL CO(AL) 

      CALL EQ(1) 

      DO 411 I=1,M 

  411 V(I)=Y(I,N) 

      CALL G(V) 

      IF(GP-GGP.GT.ASL*AL*DGP0) GO TO 500 

C      IF(GP-GGP.GT.ASL*AL*DGP1) GO TO 500 

  400 CONTINUE 

C 

  700 DO 200 KA=1,NST 

      AL=AL*AST 

KARM=KA 

      CALL CO(AL) 

      CALL EQ(1) 

DO 412 I=1,M 

  412 V(I)=Y(I,N) 

      CALL G(V) 

      IF(GP-GGP.LE.ASL*AL*DGP0) GO TO 300 

C      IF(GP-GGP.LE.ASL*AL*DGP1) GO TO 300 

  200 CONTINUE 

C 

  800 AK=BL 

      ST=BL 
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      GO TO 600 

C 

  300 AK=AL 

      ST=AL 

      GO TO 600 

C 

  500 AK=BL 

      CALL CO(BL) 

      CALL EQ(1) 

      DO 413 I=1,M 

  413 V(I)=Y(I,N) 

      CALL G(V) 

      ST=BL 

C 

C     STORE U IN US 

C 

  600 DO 25 J=1,N 

      DO 25 I=1,MC  

   25 US(I,J)=U(I,J) 

   11 CONTINUE 

C 

 1000 PM=PM*PF 

C 

      CALL EQ(1) 

      DO 91 I=1,M 

   91 V(I)=Y(I,N) 

      CALL G(V) 

   10 CONTINUE 

C 

C     WRITE LAST RESULTS 

C 

  100 CONTINUE 

      WRITE(6,*) ' ' 

      WRITE(6,*) ' STATE' 

      T=0.D0 

      DO 510 J=0,N 

      WRITE(6,*) ' T=',T 

      WRITE(6,*) (Y(I,J),I=1,M) 

      WRITE(7,*) Y(1,J) 

  510 T=T+H 

C 

      WRITE(6,*) ' ' 

      WRITE(6,*) ' CONTROL' 

      T=0.D0 

      DO 540 J=1,N 

      WRITE(6,*) ' T=',T     

      WRITE(6,*) (U(I,J),I=1,MC) 

      WRITE(8,*) U(1,J) 

  540 T=T+H 

      WRITE(6,*) ' ' 

C 
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      IF(IPEN.EQ.0) GO TO 160 

C 

C     MAX STATE CONSTRAINT VIOLATION 

C      

      E1=0.D0 

      T=0.D0 

      DO 131 J=0,N 

      E=DMAX1(0.D0,0.8D0-0.4D0*T-Y(1,J)) 

      IF(E.GT.E1) E1=E 

  131 T=T+H 

      WRITE(6,*) 'MAX STATE CONSTRAINT VIOLATION' 

      WRITE(6,*) 'E1=',E1 

C 

      IF(IPEN.EQ.1) GO TO 150 

C 

C     1ST STATE MAX ERROR 

C 

  160 EY=0.D0 

      T=0.D0 

      DO 110 J=0,N 

      E=DABS(Y(1,J)-YD1(T))  

      IF(E.GT.EY) EY=E 

  110 T=T+H 

C 

C     1ST CONTROL MAX ERROR 

C   

      EU=0.D0 

      TT=HH 

      DO 130 J=1,N 

      E=DABS(U(1,J)-UD(TT)) 

      IF(E.GT.EU) EU=E 

  130 TT=TT+H 

      WRITE(6,*) '1ST STATE AND CONTROL MAX ERRORS' 

      WRITE(6,*) 'EY=',EY,' EU=',EU  

C 

  150 CLOSE (6) 

      CLOSE (7) 

      CLOSE (8) 

      STOP 

      END 

C 

C*************************************************************

****      

C       

      SUBROUTINE EQ(IEQ) 

C 

C     SOLUTION BY THE SECOND ORDER IMPLICIT MIDPOINT METHOD 

C 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 

      COMMON /C1/ Y0(5),U(5,600),W(5,600),US(5,600) 

     2       /C2/ Y(5,0:600),Z(5,0:600),M,MC,N,H,TF,NCOR 
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     3       /C3/ G0,G1,G2,GP,EM 

      DIMENSION UU(5),YY(5),V1(5),V2(5),VV(5),FF(5),D(5,5) 

      NP=N+1 

      IF(IEQ.EQ.2) GO TO 200 

C 

C     STATE EQUATION 

C 

      DO 1 I=1,M 

    1 Y(I,0)=Y0(I) 

      TT=0.5D0*H 

      DO 110 J=1,N 

      JM=J-1 

      DO 140 I=1,MC 

  140 UU(I)=U(I,J) 

      DO 150 I=1,M 

      V1(I)=Y(I,JM) 

  150 V2(I)=V1(I) 

      DO 190 ICOR=1,NCOR 

      DO 400 I=1,M 

  400 VV(I)=0.5D0*(V1(I)+V2(I)) 

      CALL F(TT,VV,UU,FF) 

C 

      DO 130 I=1,M 

  130 V2(I)=V1(I)+H*FF(I) 

C 

  190 CONTINUE 

  145 DO 180 I=1,M 

  180 Y(I,J)=V2(I) 

  110 TT=TT+H   

      RETURN 

C 

C     ADJOINT EQUATION 

C 

  200 DO 2 I=1,M     

    2 YY(I)=Y(I,N) 

      CALL GY(YY,V2) 

      DO 3 I=1,M 

    3 Z(I,N)=V2(I) 

      TT=TF-0.5*H 

      DO 210 J=N,1,-1 

      JM=J-1 

      DO 240 I=1,MC 

  240 UU(I)=U(I,J) 

      DO 250 I=1,M 

      V2(I)=Z(I,J) 

      V1(I)=V2(I) 

  250 YY(I)=0.5D0*(Y(I,JM)+Y(I,J)) 

      DO 290 ICOR=1,NCOR 

      CALL FY(TT,YY,UU,D) 

      DO 260 I=1,M 

      FF(I)=0.D0 
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      DO 260 KK=1,M 

  260 FF(I)=FF(I)+0.5D0*(V1(KK)+V2(KK))*D(KK,I) 

C 

      DO 231 I=1,M 

  231 V1(I)=V2(I)+H*FF(I) 

C 

  290 CONTINUE 

  275 DO 295 I=1,M 

  295 Z(I,JM)=V1(I) 

  210 TT=TT-H 

      RETURN  

      END 

C-------------------------------------------------------------

---- 

      DOUBLE PRECISION FUNCTION YD1(T) 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 

      YD1=DEXP(-T) 

      RETURN 

      END 

C-------------------------------------------------------------

---- 

      DOUBLE PRECISION FUNCTION YD2(T) 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 

      YD2=DEXP(-2.D0*T) 

      RETURN 

      END 

C------------------------------------------------------------- 

      DOUBLE PRECISION FUNCTION YD3(T) 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 

      YD3=DEXP(-3.D0*T) 

      RETURN 

      END 

C------------------------------------------------------------- 

      DOUBLE PRECISION FUNCTION UD(T) 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 

C      UD=-1.D0 

C      S=(T-0.25D0)/0.75D0 

C      IF(T.GE.0.25D0) UD=-0.8D0+0.9D0*2.D0*S**2*(2.D0-S) 

      UD=DMIN1(1.D0,-1.D0+2.5D0*T) 

      RETURN 

       END 

C------------------------------------------------------------- 

      SUBROUTINE F(T,Y,U,V) 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 

      DIMENSION Y(5),U(5),V(5) 

      V(1)=-Y(1)+Y(3)-DEXP(-3.D0*T)+DSIN(Y(1))- 

     2     DSIN(YD1(T))+U(1)-UD(T) 

      V(2)=Y(1)-2.D0*Y(2)-DEXP(-T)+U(2)-UD(T) 

      V(3)=Y(2)-3.D0*Y(3)-DEXP(-2.D0*T)+U(3)-UD(T) 

C     COST       

      V(4)=0.5D0*((Y(1)-YD1(T))**2+(Y(2)-YD2(T))**2+(Y(3)-  
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     2     YD3(T))**2 

     3     +(U(1)-UD(T))**2+(U(2)-UD(T))**2+(U(3)-UD(T))**2) 

C     POINTWISE STATE CONSTRAINT 

      CV(5)=0.5D0*(DMAX1(0.D0,0.8D0-0.4D0*T-Y(1)))**2 

      RETURN 

      END 

C------------------------------------------------------------- 

      SUBROUTINE FY(T,Y,U,D) 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 

      DIMENSION Y(5),U(5),D(5,5) 

      D(1,1)=-1.D0+DCOS(Y(1)) 

      D(1,2)=0.D0 

      D(1,3)=1.D0 

      D(1,4)=0.D0 

C      D(1,5)=0.D0 

C 

      D(2,1)=1.D0 

      D(2,2)=-2.D0 

      D(2,3)=0.D0 

      D(2,4)=0.D0 

C      D(2,5)=0.D0 

C 

      D(3,1)=0.D0 

      D(3,2)=1.D0 

      D(3,3)=-3.D0 

      D(3,4)=0.D0 

C      D(3,5)=0.D0 

C 

      D(4,1)=Y(1)-YD1(T) 

      D(4,2)=Y(2)-YD2(T) 

      D(4,3)=Y(3)-YD3(T) 

      D(4,4)=0.D0 

C      D(4,5)=0.D0 

C 

C      D(5,1)=-DMAX1(0.D0,0.8D0-0.4D0*T-Y(1)) 

C      D(5,2)=0.D0 

C      D(5,3)=0.D0 

C      D(5,4)=0.D0 

C      D(5,5)=0.D0 

      RETURN 

      END 

C------------------------------------------------------------- 

      SUBROUTINE FU(T,Y,U,D) 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 

      DIMENSION Y(5),U(5),D(5,5) 

      D(1,1)=1.D0 

      D(1,2)=0.D0 

      D(1,3)=0.D0 

C 

      D(2,1)=0.D0 

      D(2,2)=1.D0 
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      D(2,3)=0.D0 

C       

      D(3,1)=0.D0 

      D(3,2)=0.D0 

      D(3,3)=1.D0 

C 

      D(4,1)=U(1)-UD(T) 

      D(4,2)=U(2)-UD(T) 

      D(4,3)=U(3)-UD(T) 

C      D(5,1)=0.D0 

C      D(5,2)=0.D0 

C      D(5,3)=0.D0       

      RETURN 

      END 

C------------------------------------------------------------- 

      SUBROUTINE G(Y) 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 

      DIMENSION Y(5) 

      COMMON /C3/ G0,G1,G2,GP,EM 

     2       /C4/ PM 

      G0=Y(4) 

C     TERMINAL STATE CONSTRAINT 

      G1=0.5D0*(Y(1)-0.3D0)**2 

C     POINTWISE STATE CONSTRAINT 

C      G1=V(5) 

      GP=G0+PM*G1 

      RETURN 

      END 

C------------------------------------------------------------- 

      SUBROUTINE GY(Y,V) 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 

      DIMENSION Y(5),V(5) 

      COMMON /C4/ PM 

      V(1)=PM*(Y(1)-0.3D0) 

      V(2)=0.D0 

      V(3)=0.D0 

      V(4)=1.D0 

C      V(5)=1.D0 

      RETURN 

      END 

C------------------------------------------------------------- 

      SUBROUTINE CO(A) 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 

      COMMON /C1/ Y0(5),U(5,600),W(5,600),US(5,600) 

     2       /C2/ Y(5,0:600),Z(5,0:600),M,MC,N,H,TF,NCOR 

      A1=1.D0-A 

      DO 1 J=1,N 

      DO 1 I=1,MC 

    1 U(I,J)=A1*US(I,J)+A*W(I,J) 

      RETURN 

      END 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
 

Παράρτημα 1:  Θεώρημα Πολλαπλασιαστών Kuhn-Tucker-Lagrange  

Θεωρούμε το ακόλουθο γενικό πρόβλημα βελτιστοποίησης. Έστω X , Z  διανυσματικοί 

χώροι με νόρμα , U  ένα υποσύνολο του X , K  ένας μη κενός θετικός κώνος  στο Z  

(που ορίζει μια αντίστοιχη διάταξη στο Z  με: ' 0x x     'x x K  , π.χ. θετικά 

διανύσματα, θετικές συνεχείς συναρτήσεις), και 
0 :f X  , 

1 : mf X  , 0m  , 

2 :f X Z  απεικονίσεις. Ορίζουμε το σύνολο των περιορισμών  

1 2{ 0, ( ) 0}W x U f f x    . 

Ζητείται (αν υπάρχει) ένα σημείο ελαχίστου x  της 
0f  στο σύνολο W , δηλ. τέτοιο ώστε 

x W    και   0 0( ) ( ')f x f x ,  για κάθε 'x W . 

 

Θεώρημα  Πολλαπλασιαστών Kuhn-Tucker-Lagrange  

α) (Αναγκαίες Συνθήκες) Υποθέτουμε επιπλέον ότι U X , με   ανοικτό, U  μη 

κενό κυρτό, ότι ο κώνος K  είναι κυρτός με μη κενό εσωτερικό, και ότι οι απεικονίσεις 

lf , 0,1,2l  , είναι ορισμένες στο  , συνεχείς σε μια περιοχή του x U  στο  ,  και 

παραγωγίσιμες Fréchet στο x .  Αν το x  είναι σημείο ελαχίστου της 
0f  στο W ,  τότε 

ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες Kuhn-Tucker-Lagrange (K-T-L):   Υπάρχουν 

πολλαπλασιαστές  

0  , 1

m  , 2 *  , όχι όλοι μηδέν, με 0 0  , 2 0  ,  

(όπου *Z  ο δυικός χώρος του Z ) τέτοιοι ώστε  

0 0 1 1 2 2'( )( ' ) '( )( ' ) , '( )( ' ) 0Tf x x x f x x x f x x x          ,  για κάθε 'x U , 

και 

2 2, ( ) 0f x     (Συνθήκη Εγκαρσιότητας). 

β) (Ικανές Συνθήκες) Με τις πρόσθετες υποθέσεις ότι η 0f  είναι κυρτή, η 1f  

ομοιοπαραλληλική (δηλ. γραμμική συν σταθερά), η 2f  κυρτή (ως προς τη διάταξη που 

ορίζει ο κώνος K  πάνω στο Z ),  αν το x W  ικανοποιεί τις συνθήκες K-T-L με 0* 0  , 

τότε είναι σημείο ελαχίστου της 0f  στο W . 

 

Παράρτημα 2:  Συνεχής ανισότητα Bellman-Gronwall 
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Έστω , ( )y z C I , 1( )L I  , με 0y  , 0  , και z  αύξουσα, δηλ. ( ) ( ')z t z t , για 't t . Αν 

ισχύει 

0
( ) ( ) ( ) ( )

t

y t z t s y s ds   ,   για κάθε t I , 

τότε 

( )( ) ( ) ty t z t e ,   για κάθε t I ,   όπου   
0

( ) ( )
s

s d     . 

 

 Παράρτημα  :  Διακριτή ανισότητα Bellman-Gronwall 

Έστω ,j jy z , 0,...,j N , j , 0,..., 1j N  , με 0jy  , 0jz  , 0j  , και 1j jz z  , 

0,..., 1j N  . Αν ισχύει 

1

0

j

j j k k

k

y z y




  ,   0,...,j N    (
0 0y z ), 

τότε 

j

j jy z e


 ,   0,...,j N ,   με   
1

0

j

j k

k

 




 , 0,...,j N  ( 0 0  ). 
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