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1     ΕΙΣΑΓΩΓΗ  
      
 
 
 
 

Πρόλογος  
 
     Είναι ευρέως αποδεκτό ότι σε όλες τις περιπτώσεις εμπειρικών προβλημάτων και 
εφαρμογών , μια καλή γνώση των δεσμών μεταξύ των φυσικών παραμέτρων δύναται 
να παίξει σημαντικό ρόλο στην καλύτερη κατανόηση του προβλήματος και στην 
εύρεση προσεγγιστικής, είτε ακόμα και ακριβούς λύσης του.Οι τεχνικές της 
διαστατικής ανάλυσης και κυρίως αυτή της κανονικοποίησης συνδέονται άμεσα με 
τις μεθόδους διαταραχών και τα φαινόμενα οριακών στρωμάτων που θα αποτελέσουν 
το αντικείμενο μελέτης τούτης εδώ της εργασίας.  
 

1.1.     Διαστατική  ανάλυση 
 
     Δεδομένου λοιπόν ενός προβλήματος το οποίο εχει προκύψει από καποια φυσική 
εφαρμογή , το πρώτο στάδιο αντιμετώπισής του είναι η διατύπωση ενός μαθηματικού 
μοντέλου που το περιγράφει. Δηλαδή ο ορισμός  των μεγεθών που υπεισέρχονται στο 
πρόβλημα, και η διατύπωση  ενός συνόλου εξισώσεων που το διέπουν και το 
περιγράφουν με κάθε λεπτομέρεια. 
     Η βασικότερη ίσως τεχνική , την οποία μεταχειριζόμαστε για την πραγματοποίηση 
αυτού του σταδίου της μοντελοποίησης , είναι η διαστατική ανάλυση των ποσοτήτων 
που μετέχουν στο πρόβλημα. Το θεμέλιο για την πραγμάτωση αυτής της διαδικασίας 
είναι το λεγόμενο Θεώρημα π , το οποίο διατυπώνουμε παρακάτω. 
 
Θεώρημα  π: Έστω  ( )1 2, ,....., 0mf q q q =  ένας φυσικός νόμος ελεύθερος μονάδων , 
ο οποίος συσχετίζει τις διαστατικές ποσότητες  1 2, ,....., mq q q . Έστω  1,...., nL L  

( )n m<  θεμελιώδη μεγέθη τέτοια ώστε: 
 
                              [ ] 1 2

1 2 ...i i nia a a
i nq L L L=           1,...,i m=  

 

και έστω r = τάξη ( )Α , όπουΑ
11 1

1

m

n nm

a a

a a

 
 =  
 
 



  



 ο πίνακας διαστάσεων.Τότε 

υπάρχουν m r−  ανεξάρτητες αδιάστατες ποσότητες (αν [ ] 1iq =  ή αλλιώς 

1 ... 0i nia a= = =  , η ποσότητα  iq  λέγεται αδιάστατη)  1 2, ,..., m rπ π π −  που μπορούν να 
παραχθούν από τις 1 2, ,....., mq q q  τέτοιες ώστε ο φυσικός νόμος ( )1 2, ,....., 0mf q q q =  
να είναι ισοδύναμος με ένα νόμο της μορφής: 
 
                                             ( )1 2, ,..., 0m rF π π π − = , 
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δηλαδή να εκφράζεται μέσω μόνο των αδιάστατων ποσοτήτων. 
     Προσπαθούμε τώρα να εφαρμόσουμε το θεώρημα σε ένα πρόβλημα στο οποίο 
θεωρούμε ότι ισχύει ένας φυσικός νόμος της παρακάτω μορφής: 
 
                                                ( ), , , , , 0f t r u e k c =   
 
όπου έστω t  (χρόνος), r (ακτινική απόσταση), u (θερμοκρασία), e (ενέργια), 
k (συντελεστής θερμικής διάχυσης), c (υλικό του χωρίου). Ψάχνοντας τα ανεξάρτητα 
θεμελιώδη μεγέθη ως προς τα οποία θα εκφραστούν οι παραπάνω διαστατικές 
ποσότητες καταλήγουμε στα εξής: T (χρόνος), L (μήκος), Θ (θερμότητα), 
E (ενέργεια). Ισχύει: 
 
                                [ ]t T=          [ ]r L=             [ ]u = Θ  
 
                                [ ]e E=         [ ] 2 1k L T −=       [ ] 1 3c E L− −= Θ  
 
και ο διαστατικός πίνακας είναι ο: 
                                                   

                                           

1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 2 3
0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 1

− 
 − 
 −
 
 

 

 
Έχουμε 6m =  και 4n =  , ενώ η τάξη του Α  είναι 4 . Άρα υπάρχουν 6 2 4− =  
αδιάστατες ποσότητες που μπορούν να σχηματιστουν από τα μεγέθη t , r ,u , e , k , c . 
Εάν τώρα π είναι  η μια αδιάστατη ποσότητα τότε έχουμε: 
 
                                    [ ] 3 5 61 2 41 t r u e k cω ω ωω ω ωπ  = =    
                                     
                                      ( ) ( )5 631 2 4 2 1 1 3T L E L T E L

ω ωωω ω ω − − −= Θ Θ  
 
                                      1 5 2 5 6 3 6 4 62 3T L Eω ω ω ω ω ω ω ω ω− + − − += Θ   .  
 
Συνεπώς οι εκθέτες των θεμελιωδών μεγεθών πρέπει να είναι ίσοι με μηδέν. Δηλαδή: 
 
                                                     1 5 0ω ω− =  
 
                                                     2 5 62 3 0ω ω ω+ − =  
 
                                                     3 6 0ω ω− =  
 
                                                     4 6 0ω ω+ =  
 



 4 

Παρατηρούμε ότι ο πίνακας των συντελεστών του ομογενούς συστήματος δεν είναι 
άλλος από τον πίνακα διαστάσεων , πράγμα που αιτιολογεί την συνθήκη που αφορά 
την τάξη του πίνακα στη διατύπωση του θεωρήματος π. Επιλύοντας στη συνέχεια το 
σύστημα βρίσκουμε δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις: 
 

                       1
1
2

ω = −  , 2 1ω =  , 3 4 0ω ω= =  , 5
1
2

ω = −  , 6 0ω =  

 

                     1
3
2

ω =  , 2 0ω =  , 3 1ω =  , 4 1ω = −  , 5
3
2

ω =  , 6 1ω =   .   

 
Επομένως οι αδιάστατες ποσότητες δίνονται από τις σχέσεις: 
 

                                                      1
r
kt

π =  

                                                       

                                                     ( )
3
2

2
uc kt
e

π =  

 
Άρα ο φυσικός νόμος  ( ), , , , , 0f t r u e k c =  είναι ισοδύναμος με έναν νόμο της 
μορφής: 
 
                                                     ( )1 2, 0F π π =  
 
και αν λύσουμε ως προς 2π  προκύπτει: 
 
                                                      ( )2 1π λ π=  
 
ή αλλιώς: 
 

                                               ( )
3
2

c ru kt g
e kt

−  =  
 

                                  

 
Μπορέσαμε λοιπόν πάρα πολύ εύκολα να διαπιστώσουμε ότι η θερμοκρασία στο 
πρόβλημά μας πρέπει να έχει την παραπάνω μορφή και εξάρτηση. 
 

1.2.     Κανονικοποίηση 
 
      Όπως προείπαμε το κλειδί για την επίλυση σύχρονων προβλημάτων είναι η 
διατύπωση μαθηματικών μοντέλων. Τούτη η διαδικασία περιλαμβάνει την 
προσέγγιση ορισμένων στοιχείων , την διατήρηση μερικών και την απαλοιφή άλλων. 
Για να την φέρουμε εις πέρας όμως πρέπει να λάβουμε αποφάσεις για την τάξη 
σημαντικότητας των διαφόρων στοιχείων που αποτελούν το σύστημα. Σε  αυτό 
βοηθά η τεχνική της κανονικοποίησης.Με λίγα λόγια, κανονικοποίηση είναι η 
επιλογή νέων , συνήθως αδιάστατων, μεταβλητών και η επαναδιατύπωση του 
προβλήματος μέσω αυτών των μεταβλητών. Η σημασία της κανονικοποίησης είναι 
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πολύ μεγάλη στην εφαρμογή  των μεθόδων διαταραχών για τον προσδιορισμό 
μεγάλων και μικρών παραμέτρων. 
      Για παράδειγμα έστω ότι το μήκος είναι μία από τις μεταβλητές μας σε 
συγκεκριμένο πρόβλημα και ότι το μετράμε σε εκατοστά. Αν το πρόβλημά μας 
αφορά την κίνηση ενός δορυφόρου γύρω από τη γή, προφανώς η μονάδα του ενός 
εκατοστού είναι πολύ μικρή. Από την άλλη πλευρά, αν το πρόβλημα αφορά 
αποστάσεις μεταξύ των στοιχείων ενός μορίου, τότε η μονάδα του ενός εκατοστού 
είναι εξαιρετικά μεγάλη. Ετσι λοιπόν, το να εκφράζουμε τις εξισώσεις σε αδιάστατη 
μορφή έχει ως αποτέλεσμα την εμφάνιση σημαντικών αδιάστατων παραμέτρων οι 
οποίες επηρεάζουν βαθύτατα την συμπεριφορά του συστήματος. 
      Προφανώς κάθε πρόβλημα έχει μια εγγενή κλίμακα μήκους (ή άλλου μεγέθους 
όπως ο χρόνος) ή χαρακτηριστικό μήκος αναφοράς. Μερικά προβλήματα δύναται να 
έχουν πολλαπλές κλίμακες ενός μεγέθους όπως συμβαίνει στη θεωρία των 
ιδιόμορφων διαταραχών. Αν μάλιστα γνωρίζουμε το χαρακτηριστικό μέγεθος  
αναφοράς  cl  , τότε είμαστε σε θέση να ορίσουμε μια νέα αδιάστατη μεταβλητή l  
μέσω της σχέσης: 
 

                                                             
c

ll
l

=   . 

 
Αν το μέγεθος  cl  είναι σωστά επιλεγμένο τότε το αδιάστατο επιλεγμένο μήκος 
l είναι της τάξης του 1. Γενικα οι χαρακτηριστικές ποσότητες αναφοράς 
προσδιορίζονται από συνδιασμούς διαφόρων διαστατικών σταθερών του 
προβλήματος και πρέπει να είναι της ίδιας περίπου τάξης μεγέθους με την ποσότητα 
που χαρακτηρίζουν. Τούτο θα φανεί καλύτερα στα παραδείγματα που ακολουθούν. 
 

• ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ   1 
 
Ας θεωρίσουμε την κίνηση ενός σωματιδίου μάζας m  που συγκρατείται από 
γραμμικό ελατήριο σταθεράς k και έναν κολλώδη μειωτήρα ταλαντώσεων παράγοντα 
µ . Σύμφωνα με τον δεύτερο νόμο του Newton , έχουμε: 
 

                                                 
2

2 0d y dym ky
dt dt

µ+ + =                                  (1.1) 

 
όπου y  είναι η μετατόπιση του σωματιδίου και t  ο χρόνος. Εάν το σωματίδιο 
αφήνεται ελεύθερο από τη θέση 0y  τότε ισχύουν οι εξής οριακές συνθήκες; 
 

                                   ( ) 00y y=                      ( )0 0dy
dt

=   .                         (1.2)   

                                                       
Στην περίπτωσή μας y  είναι η εξαρτημένη και t  η ανεξάρτητη  μεταβλητή. 
Χρησιμοποιώντας στη συνέχεια την χαρακτηριστική απόσταση και τον 
χαρακτηριστικό χρόνο του συστήματος  επιδιώκουμε να τις κάνουμε αδιάστατες. 
Έτσι για την μετατόπιση χρησιμοποιούμε την αρχική απόσταση 0y  ως 
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χαρακτηριστική, ενώ για τον χρόνο την αντίστροφη φυσική συχνότητα του 

συστήματος 0
k
m

ω = . Επομένως θέτουμε: 

                                   
0

c yy
y

=                          0
ct tω=   . 

Τότε: 
 

                                           
( )0

0 0

c c c

c c

d y ydy dt dyy
dt dt dt dt

ω= =  

 

                                                    
2 2

2
0 02 2

c

c

d y d yy
dt dt

ω=   . 

 
Μέσω των παραπάνω σχέσεων , η σχέση (1.1) γίνεται: 
 

                                             
2

2
0 0 0 0 02 0

c c
c

c c

d y dym y y ky y
dt dt

ω µω+ + =  

 
ή 
 

                                                     
2

2 2
0

0
c c

c c
c c

d y dy k y
dt dt m

µ
ω

+ + =  

 
ή 
 

                                                      
2

2 0
c c

c c
c c

d y dy y
dt dt

µ+ + =  

 
όπου 
 

                                                             
0

c

m
µµ
ω

=   . 

 
Τότε με βάση τις προηγούμενες αδιάστατες ποσότητες, οι οριακές συνθήκες παίρνουν 
τη μορφή: 
 

                                       ( )0 1cy =                        ( )0 0
c

c

dy
dt

=   . 

 
Συνεπώς η λύση του προβλήματος εξαρτάται μόνο από την παράμετρο cµ . Αν ο 
λόγος με τον οποίο ισούται η παράμετρος είναι μικρός , τότε η αδιάστατη αυτή 
ποσότητα μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την προσέγγιση της λύσης του προβλήματος. 
 

• ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ   2 
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Ας θεωρήσουμε τώρα την κίνηση ενός διαστημοπλοίου μάζας  m  που κινείται στο 
βαρυτικό πεδίο δύο σημειακών μαζών 1m  και 2m  πολύ μεγαλύτερων της m . Οι 
εξισώσεις κίνησης τότε, λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι βρισκόμαστε στο καρτεσιανό 
επίπεδο, είναι: 
 

                                  
( )

( )

( )

2
21

3 32
22 2 22 2

mm G x Lmm Gxd xm
dt x y x L y

−
= − −

 + − + 

                      (1.3)  

 
  

                                 
( )

( )

( )

2
21

3 32
22 2 22 2

mm G x Lmm Gxd ym
dt x y x L y

−
= − −

 + − + 

                       (1.4) 

όπου t  είναι ο χρόνος, G  είναι η βαρυτική σταθερά, και L  είναι η απόσταση μεταξύ 
των μαζών 1m και 2m . Εδώ οι εξαρτημένες μεταβλητές είναι οι x και y και η 
ανεξάρτητη είναι η t . Το χαρακτηριστικό μήκος είναι το L , ενώ ο χαρακτηριστικός 
χρόνος εδώ δεν είναι προφανής. Ωστόσο αφού η κίνηση των μαζών 1m  και 2m  είναι 
ανεξάρτητη αυτής του διαστημοπλοίου , μπορούμε να υποθεσουμε ότι κινούνται σε 
ελλειπτική τροχιά σε σχέση με το κέντρο μάζας τους. Η περίοδος ταλαντωσης δίνεται 
τότε από τον τύπο: 
 

                                                      
( )

3
2

1 2

2 LT
G m m

π
=

+
 

 
και η συχνότητα ταλάντωσης: 
 

                                                    ( )
3
2

0 1 2L G m mω
−

= +   .                             (1.5) 
 
Δηλαδή παίρνουμε την αντιστροφη της 0ω ως χαρακτηριστικό χρόνο. Άρα: 
 

                             c xx
L

=                c yy
L

=               0
ct tω=  

 
και ακολούθως: 
 

                  
( )

0

c c c

c c

d x Ldx dt dxL
dt dt dt dt

ω= =                 
2 2

2
02 2

c

c

d x d xL
dt dt

ω=  

 

                  
( )

0

c c c

c c

d y Ldy dt dyL
dt dt dt dt

ω= =                 
2 2

2
02 2

c

c

d y d yL
dt dt

ω=  

 
Έτσι οι (1.3) και (1.4) γίνονται: 
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( )

( )

( )

2
22 1

0 3 32
22 2 2 2 22 2 2

1

1

ccc

c
c c c c

mm GL xmm GLxd xmL
dt

L x y L x L y

ω
−

= − −
   + − +    

 

 

                
( ) ( )

2
2 1 2

0 3 32
22 2 2 2 22 2 21

c cc

c
c c c c

mm GLy mm GLyd ymL
dt

L x y L x L y

ω = − −
   + − +    

 

 
ή 
 

                       
( )

( )

( )

2
1 2

3 32 3 2 3 2
22 20 02 22

1

1

cc c

c
c c c c

xm G m Gd x x
dt L Lx y x y

ω ω

−
= − −

 + − +  

     (1.6) 

 

                       
( ) ( )

2
1 2

3 32 3 2 3 2
22 20 02 221

c c c

c
c c c c

m G m Gd y y y
dt L Lx y x y

ω ω
= − −

 + − +  

     (1.7) 

 
Οπότε με τη βοήθεια της (1.5) προκύπτει: 
 

                          1 1
3 2

0 1 2

m G m
L m mω

=
+

                     2 2
3 2

0 1 2

m G m
L m mω

=
+

 

 
και θέτοντας 
 

                             1

1 2

m
m m

ε=
+

                           2

1 2

1m
m m

ε= −
+

  . 

 
οι (1.6) και (1.7) μετασχηματίζονται στις: 
 

                                   ( )

( )
( )

( )

2

3 32
22 2 2 22

11

1

ccc

c
c c c c

xxd x
dt x y x y

εε −−
= − −

 + − +  

  . 

 

                                   ( )

( ) ( )

2

3 32
22 2 2 22

1

1

cc c

c
c c c c

yd y y
dt x y x y

ε ε−
= − −

 + − +  

 

 
Συνεπώς το προβλημα εξαρτάται μονάχα από την παράμετροε , η οποία στην 
περιπτωση που 1m  είναι η μάζα της γης και 2m η μάζα της σελήνης αποδεικνύεται ότι 

είναι  μικρή ( 1
81

ε ≈ ), και ως εκ τούτου μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την προσέγγιση 
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λύσης που αφορά την κίνηση του διαστημοπλοίου στο βαρυτικό πεδίο της γης και του 
φεγγαριού.  
 

1.3.     Αναπτύγματα 
 
      Συχνά για να προσεγγίσουμε τη λύση ενός προβλήματος, χρειάζεται να 
αναπτύξουμε ποσότητες σε δυναμοσειρές μιας παραμέτρου ή μιας μεταβλητής. Αυτά 
τα αναπτύγματα , τα παίρνουμε με τη βοήθεια των σειρών Taylor που θα αναληθούν 
παρακάτω. 
      Αν μια συνάρτηση ( )f x  είναι άπειρα διαφορίσιμη στο 0x x=  , την εκφράζουμε 

σαν δυναμοσειρά συναρτήσει του ( )0x x−  ως εξής: 
 

                 ( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 0 2 0 0

0
... n

n
n

f x a a x x a x x a x x
∞

=

= + − + − + = −∑                (1.8) 

 
όπου na  είναι σταθερές .Για 0x x=  στην (1.8) προκύπτει ( )0 0a f x= . 
Παραγογίζοντας την (1.8) ως προς x  έχουμε: 
 
                                    ( ) ( ) ( )2

1 2 0 3 02 3 ...f x a a x x a x x′ = + − + − +                  (1.9) 
 
και για 0x x=  είναι ( )1 0a f x′= . Παραγογίζοντας την (1.9) ως προς x  έχουμε: 
 
                                 ( ) ( ) ( )2

2 3 0 4 02! 3! 4 3 ...f x a a x x a x x′′ = + − + − +           (1.10) 
 

και για 0x x=  προκύπτει ( )2 0
1
2!

a f x′′= . Παραγογίζοντας και πάλι ως προς 

x έχουμε: 
 
                                    ( ) ( ) ( )3 0 4 03! 4! ...f x a x x a x x′′′ = − + − +                      (1.11) 
 

και για 0x x=  παίρνουμε ( )3 0
1
3!

a f x′′′= . Συνεχίζοντας τη διαδικασία καταλήγουμε 

στις παρακάτω σχέσεις: 
 

                                    ( ) ( )0
1
!

n
na f x

n
=                   ( ) ( )0

0f f x=                     (1.12) 

με ( )nf  να είναι η n -οστή παράγωγοςτης f . Έτσι λοιπόν η (1.8) μπορεί να γραφεί 
στη μορφή: 
 

                                          ( )
( ) ( ) ( )0

0
0 !

n
n

n

f x
f x x x

n

∞

=

= −∑                              (1.13) 

 
η οποία καλείται σειρά Taylor της ( )f x  στο 0x x= . 
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      Κι επειδή 

                             ( )sin cosd x x
dx

=                 ( )cos sind x x
dx

= −  

 
έπεται ότι: 
 

                               ( )
( )

2 13 5 7

0

1
sin ...

3! 5! 7! 2 1 !

n n

n

xx x xx x
n

+∞

=

−
= − + − + =

+∑  

 

                               ( )
( )

22 4 6

0

1
cos 1 ...

2! 4! 6! 2 !

n n

n

xx x xx
n

∞

=

−
= − + − + =∑  

 
Ομοίως: 
 

                                                            ( )x xd e e
dx

=  

 

                                          
2 3

0
1 ...

1! 2! 3! !

n
x

n

x x x xe
n

∞

=

= − + − + =∑  

 
και δεδομένου:     
 

                          ( ) ( ) 1ln 1+x 1+xd
dx

−=               ( ) ( ) 11+x 1+xn nd n
dx

− − −= −  

 
έχουμε: 
 

                              ( ) ( ) 12 3 4

1

1
ln 1+x ...

2! 3! 4!

n n

n

xx x xx
n

+∞

=

−
= − + − + =∑   . 

 

1.4      Συναρτήσεις  gauge 
 
      Γενικά σε κάποια σημεία αυτής της εργασία θα μας απασχολήσει το όριο 
συναρτήσεων  ( )f ε  καθώς 0ε → . Θεωρούμε εκ των προτέρω ότι οι παράμετροι 

έχουν κανονικοποιηθεί ετσι ώστε  0ε ≥ . Αν υπάρχει το όριο της ( )f ε , τότε αυτό 

μπορεί να είναι ( ) 0f ε → , είτε ( )f ε →Β , είτε ( )f ε →∞  καθώς 0ε → και 
0 < Β < ∞ . Όμως υπαρχουν άπειρες συναρτήσεις που τείνουν στο μηδέν αλλά και στο 
άπειρο καθώς 0ε → . Συνεπώς η παραπάνω ταξινόμηση δεν μας βολεύει. Γι’ αυτό 
προσπαθούμε να ταξινομήσουμε τις συναρτήσεις με βάση την ταχύτητα με την οποία 
τείνουν στο μηδέν ή το άπειρο. Για να το επιτύχουμε αυτό καταφεύγουμε στη 
σύγκριση της ταχύτητας με την οποία τείνουν οι συναρτήσεις μας στο μηδέν ή στο 
άπειρο , με την αντίστοιχη ταχύτητα με την οποία γνωστές συναρτήσεις τείνουν στο 
μηδέν ή το άπειρο. Τούτες οι γνωστές συναρτήσεις καλούνται συναρτήσεις gauge .Oι 
περισσότερο χρήσιμες και απλές δεν είναι άλλες από τις δυνάμεις του ε : 
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                                                           2 31, , , ,...ε ε ε  
 
ή τις αντίστροφες δυνάμεις του ε : 
 
                                                       1 2 3 4, , , ,...ε ε ε ε− − − −  
 
Για μικρόε , ισχύουν: 
 
                                                    2 3 41 ...ε ε ε ε> > > > >  
 
                                                    1 2 3 4 ...ε ε ε ε− − − −< < < <  
 
      Ας δώσουμε τώρα δύο παραδείγματα προσδιορισμού της ταχύτητας με την οποία 
τέσσερις συναρτήσεις τέινουν στο μηδέν ή στο άπειρο. 
     Έστω η συνάρτηση sinε  για την οποία γνωρίζουμε: 
 

                             
0

limsin 0
ε

ε
→

=                    
3 5 7

sin ...
3! 5! 7!

xε εε ε= − + − +  

Έχουμε ότι: 
 

                                    
2 4 6

0 0

sinlim lim 1 ... 1
3! 5! 7!ε ε

ε ε ε ε
ε→ →

 
= − + − + = 

 
  . 

 
Έστω η συνάρτηση sinε ε−  για την οποία ξέρουμε πως: 
 

                              ( )
0

lim sin 0
ε

ε ε
→

− =                    
3 5

sin ...
3! 5!
ε εε ε− = − +  

 
Έχουμε ότι: 
 

                                     
2

30 0

sin 1 1lim lim ...
3! 5! 3!ε ε

ε ε ε
ε→ →

 −
= − + = 

 
 

 
      Ανάλογα πράτουμε και για συναρτήσεις που τείνουν στο άπειρο. 

      Για παράδειγμα παίρνουμε τη συνάρτηση 1
sinε

 για την οποία ξέρουμε ότι 

ισχύουν: 
 

                                
0

1lim
sinε ε→

= ∞         3 2

1 1 1
sin ... 1 ...

3! 3!
εε εε ε

= =
 − + − + 
 

  . 

Έτσι προκύπτει: 
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                                     20 0 0

1
1sinlim lim lim 11 sin 1 ...

3!
ε ε ε

εε
εε

ε
→ → →

= = =
− +

  . 

 

Έστω τέλος η συνάρτηση  
2

1
11 cos
2
ε ε− −

 . Χρησιμοποιώντας το παραπάνω 

ανάπτυγμα του cos x  καταλήγουμε στο ότι η παραπάνω συνάρτηση αναπτύσεται σε 
σειρά Taylor ως εξής: 
 

                                  4 6
2

1 1
11 cos ...2 4! 6!

ε εε ε
=

− − − + +
  . 

 
Τότε: 
 

                        4 640 02

1 1 1lim lim11 cos ...2 4! 6!
ε ε ε εεε ε
→ →

 
 

÷ = 
 − − − + +
 

 

 

                                                                  20

4!lim 4!
1 ...

30
ε ε→

−
= = −

− +
  . 

 
      Συμπερασματικά οι συναρτήσεις sinε  και sinε ε−  τείνουν στο μηδέν με την 

ταχύτητα που τα ε  και 3ε  τείνουν αντιστοίχως στο μηδέν , ενώ οι συναρτήσεις 1
sinε

 

και 
2

1
11 cos
2
ε ε− −

 τείνουν στο άπειρο με την ταχύτητα που τα 1
ε

 και 4

1
ε

 τείνουν 

αντίστοιχα στο άπειρο. 
      Αντί όμως να λέμε πως το π.χ η συνάρτηση sinε  τείνει στο μηδέν με την ίδια 
ταχύτητα που τοε  τείνει στο μηδέν , γράφουμε: 
 
                                         ( )sin O εε =                       0ε →  
 
      Σε άλλες περιπτώσεις πάλι δεν είμαστε σε θέση να καθορίσουμε την ταχύτητα με 
την οποία μια δοσμένη συνάρτηση τείνει στο όριό της αλλά μπορούμε να 
καθορίσουμε αν η ταχύτητα είναι μεγαλύτερη ή μικρότερη από εκείνη μιας δοσμένης  
συνάρτησης gauge. Τότε γράφουμε: 
 
                                     ( ) ( ) g εf ε ο=                       0ε →   
 
Γενικά ισχύει ο παρακάτω ορισμός. 
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Ορισμός: Έστω ( )f ε  και ( )g ε  συναρτήσεις ορισμένες σε μια περιοχή του 0ε = (η 
οποία μπορεί να μην περιέχει το 0). Θα γράφουμε  
 
                                   ( ) ( ) g εf ε ο=                         0ε →  
 

αν                                         ( )
( )0

lim 0
g ε
f

ε

ε
→

=  

 
και θα γράφουμε 
 
                              ( ) ( )g εf ε = Ο                              0ε →  
 
αν υπάρχει μια θετική σταθερά Μ τέτοια ώστε   
 
                                                     ( ) ( )g εf ε ≤ Μ  
 
για κάθε ε  σε μια περιοχή του μηδενός (η οποία δεν περιέχει κατ’ ανάγκη το μηδέν). 
Ο ορισμός αυτός είναι δυνατόν να επεκταθεί εκτός από συναρτήσεις του ε  και σε 
συναρτήσεις της μορφής ( ),f t ε και ( )g t,ε  όπου t  είναι μια άλλη μεταβλητή που 
ανήκει σε διάστημα  Ι. 
     Έτσι καθώς 0ε → έχουμε: 
 
                                         ( )cos 1ε = Ο        ( )2cos 1ε ε− = Ο   
 

                                         ( )sinhε ε= Ο      ( )1sin
h
ε ε= Ο  

 
και ακόμη 
 

                                          ( )sin 1ε ο=        
1
2sinε ο ε

 
=  

 
 

 

                                        ( )1cosε ο ε −=      
1
3cosε ο ε

− 
=  

 
   

 
κ.ο.κ. 
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2     ΕΞΙΣΩΣΗ  DUFFING        
 
 
 
 
 

Εισαγωγή 
 
     Κατά την μοντελοποίηση ενός εμπειρικού προβλήματος προκύπτουν σε αρκετές 
περιπτώσεις εξισώσεις οι οποίες δεν είναι δυνατόν να επιλύθούν ακριβώς με τη 
χρήση αναλυτικών μεθόδων. Γι’ αυτό το λόγο καταφεύγουμε συχνά σε 
προσεγγιστικές και αριθμητικές μεθόδους. Όσον αφορά στις προσεγγιστικές 
μεθόδους, οι σημαντικότερες και πιο διαδεδομένες είναι οι λεγόμενες μέθοδοι 
διαταραχών οι οποίες μας βοηθούν να προσδιορίσουμε προσεγγιστικές λύσεις όταν 
στις εξισώσεις μας υπεισέρχονται μικροί όροι .Από ένα μικρό όρο στην εξίσωση , 
αναπαρίσταται για παράδειγμα η αντίσταση του αέρα σε ένα πρόβλημα που αφορά 
την κίνηση ενός βλήματος. Εάν μάλιστα χρησιμοποιηθεί η σωστή κανονικοποίηση, η 
τάξη μεγέθους του παραπάνω όρου περιγράφεται με έναν συντελεστή, έστω ε , που 
είναι μικρός. 
 

2.1.     Η  μέθοδος  των  κανονικών  διαταραχών 

 
      Έστω ένα φυσικό πρόβλημα το οποίο περιγράφεται από την διαφορική εξίσωση 
δεύτερης τάξης: 
 
                               ( ), , , , 0F t y y y ε′ ′′ =                        t I∈                          (2.1) 
 
η οποία μπορεί να συνοδεύεται και από αρχικές ή συνοριακές συνθήκες τις οποίες 
προς το παρόν αγνοούμε. Η μέθοδος των κανονικών διαταραχών βασίζεται στην 
υπόθεση ότι υπάρχει μια λύση της εξίσωσης (2.1) που έχει τη μορφή: 
 
                                      ( ) ( ) ( )2

0 1 2 ...y t y t y tε ε+ + +                                     (2.2) 
 
Πρόκειται για μία δυναμοσειρά ως προς ε  που καλείται σειρά διαταραχής. Οι 
συναρτήσεις 0y , 1y , 2y ,... θα προσδιοριστούν με αντικατάσταση της  (2.2) στην (2.1). 
Οι λίγοι πρώτοι όροι μιας τέτοιας σειράς αποτελούν την λύση διαταραχών του 
προβλήματός μας. Ο όρος 0y  λέγεται όρος πρωτεύουσας τάξης ή πρωτεύον όρος, ενώ 
οι άλλοι δύο όροι είναι διορθωτικοί όροι υψηλότερης τάξης και αναμένεται να είναι 
μικροί. Σε γενικές γραμμές η μέθοδος θεωρείται επιτυχής όταν η προσέγγιση είναι 
ομοιόμορφη , δηλαδή όταν η διαφορά προσεγγιστικής και ακριβούς λύσης συγκλίνει 
προς το μηδέν ομοιόμορφα στο I , με μια καλώς ορισμένη ταχύτητα, καθώς 0ε → . 
Τότε η 0y  θα είναι η λύση του μη διαταραγμένου προβλήματος: 
 
                                            ( ), , , ,0 0F t y y y′ ′′ =  
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όπου το ε  είναι μηδέν. 
 
 
  

• ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ   (Εξίσωση Duffing)  
  
      Ας θεωρήσουμε ένα σύστημα μάζας ελατηρίου. Η μάζα συνδέεται με ένα 
ελατήριο που έχει δύναμη επαναφοράς μεγέθους  3ky by+ όπου y  είναι η θετική 
μετατόπιση της μάζας m από τη θέση ισορροπίας και k , b  είναι οι θετικές σταθερές 
που εκφράζουν τις ιδιότητες ακαμψίας του ελατηρίου. Αν η μάζα αφεθεί ελεύθερη 
από κάποια αρχική μετατόπιση (που προς το παρόν δεν μας ενδιαφέρει), η κίνησή της 
περιγράφεται από τον δεύτερο νόμο του Νεύτωνα: 
 
                                                                   

                                 
2

3
2

d ym ky by
dτ

= − +                                    0τ >     

ή 
 

                                                   
2

3
1 22 0d y k y k y

dτ
+ + =                                 (2.3) 

 

με                                1 0kk
m

= >           και             2 0bk
m

= >  

   
      Όμως για να αναλύσουμε σωστά το πρόβλημα και να χρησιμοποιήσουμε στη 
συνέχεια τη μέθοδο των διαταραχών για την επίλυσή του, απαιτείται πρώτα η εύρεση 
των κατάλληλων χαρακτηριστικών μεγεθών και η αναγωγή του προβλήματος σε 
αδιάστατη μορφή. Έστω ότι U είναι το χαρακτηριστικό μήκος της κίνησης και  T  ο 
χαρακτηριστικός χρόνος. Τότε θέτουμε: 
 

                                                  t
T
τ

=                     yu
U

=  

 
Επιπλέον έχουμε 
                 

                                                        1d d dt d
d dt d T dtτ τ

= =  

 
 

                                                            
2 2

2 2 2

1d d
d T dtτ

=  

 
και μέσω αυτής η (2.3) παίρνει τη μορφή: 
 
                                                 2 2 2 3

1 2 0u k T u k T U u+ + =   . 
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Επιλέγουμε για λόγους ευκολίας και χωρίς βλάβη της γενικότητας T  τέτοιο ώστε 
2

1 1k T =  , οπότε 
2

2 2 2
2

1

k Uk T U
k

ε = = . Και έχουμε την εξίσωση: 

 
                                                            3 0u u uε+ + =                                   (2.4) 
 
η οποία είναι ευρέως γνωστή και ως εξίσωση του Duffing. 
Σαν αρχικές συνθήκες παίρνουμε: 
 
                                            ( ) 00u y=                     ( ) 00u y=    . 
 
Προχωρούμε στη λύση του προβλήματος ως ακολούθως.Για 0ε =  η (2.4) γίνεται: 
 
                                                              0u u+ =   
 
με γενική λύση: 
 
                                                       ( )0 0 0cosu a t β= +   . 
 
Όταν όμως  το ε  είναι μικρό και διάφορο του μηδενός , τότε για να προσδιορίσουμε 
τη λύση με τη μέθοδο των διαταραχών θα χρησιμοποιήσουμε μια σειρά διαταραχής, 
δηλαδή θα υποθέσουμε ότι η λύση της (2.4) έχει τη μορφή: 
 
 
                               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3

0 1 2 3; ...u t u t u t u t u tε ε ε ε= + + + +                 (2.5) 
 
Στο παράδειγμά μας θα περιοριστούμε σε προσεγγιστική λύση πρώτης τάξης , οπότε 
η (2.5) μπορεί να μετασχηματιστεί στην: 
 
                                           ( ) ( ) ( ) ( )2

0 1;u t u t u tε ε ε= + +Ο   
 
Αντικαθιστούμε στην (2.4) και παίρνουμε: 
 
            ( ) ( ) ( ) 32 2 2

0 1 0 1 0 1 0u u u u e u uε ε ε ε ε ε + +Ο + + +Ο + + +Ο =    

 
και τελικά: 
 
                                    ( ) ( )3 2

0 0 1 1 0 0u u u u uε ε+ + + + +Ο =                           (2.6) 
 
Στη συνέχεια εξισώνοντας τους συντελεστές των διαφόρων δυνάμεων του ε  στα δύο 
μέλη προκύπτει οι εξής  γραμμικές διαφορικές εξισώσεις: 
 
                                                     0 0 0u u+ =                                                  (2.7) 
 
                                            ( ) ( )3

1 1 0 0u u u ε+ + +Ο =                                     (2.8) 
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και για 0ε = : 
 
                                                   3

1 1 0 0u u u+ + =   .                                          (2.9) 
 
H γενική λύση της (2.7) είναι η: 
 
                                                  ( )0 0 0cosu a t β= +   .                                     (2.10) 
 
Aντικαθιστώντας την (2.10) στην (2.9) προκύπτει: 
 
                                             ( )3 3

1 1 0 0cosu u a t β+ = − +   .                               (2.11) 
 
Με τη βοήθεια γνωστής τριγωνομετρικής ταυτότητας  η (2.11) μετασχηματίζεται 
στην: 
 

                           ( ) ( )3 3
1 1 0 0 0 0

3 1cos cos 3 3
4 4

u u a t a tβ β+ = − + − +   ,             (2.12) 

 
Χρησιμοποιώντας στη συνέχεια την αρχή της υπέρθεσης παίρνουμε τις εξισώσεις: 
 

                                                 ( )3
1 1 0 0

3 cos
4

u u a t β+ = − +                            (2.13) 

 

                                                1 1u u+ = ( )3
0 0

1 cos 3 3
4

a t β− +   .                      (2.14) 

 
οι οποίες έχουν αντίστοιχα τις εξής μερικές λύσεις: 
 

                                                 ( ) ( )1 3
1 0 0

3 sin
8

u a t t
µ

β= − +  

 

                                                ( ) ( )2 3
1 0 0

1 cos 3 3
32

u a t
µ

β= +   . 

 
Οπότε υπερθέτοντας τις παραπάνω μερικές λύσεις καταλήγουμε στην: 
 

                                  ( ) ( )3 3
1 0 0 0 0

3 1sin cos 3 3
8 32

u a t t a t
µ

β β= − + + +   . 

 
Γνωρίζουμε ακόμα ότι η ομογενής λύση της  (2.12) δίνεται από την εξίσωση: 
 
                                                    ( )1 1 1cos

g
u a t β= +  

 
Συνεπώς η γενική λύση της (2.12) είναι: 
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                          ( ) ( ) ( )3 3
1 1 1 0 0 0 0

3 1cos sin cos 3 3
8 32

u a t a t t a tβ β β= + − + + +   . 

 
Με αντικατάσταση των 1u  και 0u  στα οποία έχουμε καταλήξει στην (2.6) προκύπτει 
η ακόλουθη προσέγγιση πρώτης τάξης για τη λυση της εξίσωσης (2.4): 
 

( ) ( ) ( ) ( )3 3
0 0 1 1 0 0 0 0

3 1cos cos sin cos 3 3 ...
8 32

u a t a t a t t a tβ ε β β β = + + + − + + + +  
 

 
                                                                                                                             (2.15) 
 
Τα 0a , 1a , 0β  , 1β  είναι σταθερές που θα προσδιοριστούν από τις αρχικές συνθήκες 
του προβλήματος. Αντικαθιστώντας την παραπάνω εξίσωση στο ζεύγος των αρχικών 
συνθηκών: 
 
                                       ( ) 00u y=                     ( ) 00u y=   
 
λαμβάνουμε: 
 

                            3
0 0 0 1 1 0 0

1cos cos cos3
32

y a a aβ ε β β = + + 
 

...+  

 

                      3 3
0 0 0 1 1 0 0 0 0

3 3sin sin sin sin 3 ...
8 32

y a a a aβ ε β β β = − − + + + 
 

   . 

 
Στις παραπάνω εξισώσεις, εξισώνοντας τους συντελεστές των διαφόρων δυνάμεων 
του ε  και στα δύο μέλη παίρνουμε την εξής ακολουθία αρχικών οριακών συνθηκών. 
 
                                                      0 0 0cosy a β=                                             (2.16) 
 
                                                      0 0 0siny a β= −                                           (2.17) 
 

                                                3
1 1 0 0

1cos cos3
32

a aβ β= −                              (2.18)                   

 

                                        3 3
1 1 0 0 0 0

3 3sin sin sin 3
8 32

a a aβ β β= − −   .              (2.19) 

 
Τετραγωνίζοντας τις και προσθέτοντας κατα μέλη τις (2.16) και (2.17) προκύπτει: 
 

                                                       ( )
1

2 2 2
0 0 0a y y= +    . 

 
Ύστερα λύνοντας ως προς 0β  την (2.16) προκύπτει: 
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( )

1 0
0 1

2 2 2
0 0

cos y

y y
β −

 
 =  
 + 

  . 

 
Όμοια επιλύοντας τις (2.18) και (2.19) ως προς  1a  και 1β  παίρνουμε: 
 

                               ( )
1

23 2 2
1 0 0 0 0

1 cos 3 9 sin 3 4sin
32

a a β β β = + +   

 

                                               
3

1 0 0
1

1

cos3cos
32

a
a
ββ −  

= − − 
 

  , 

 
και αφού τα 0a  και 0β  είναι γνωστά, εύκολα μπορούν να προσδιοριστούν και τα 1a , 

1β  από τις δύο παραπάνω εξισώσεις. 
      Επιπλέον παρατηρούμε ότι γενικά ισχύει: 
 

( ) ( )0 0 1 1cos cosa t a tβ ε β+ + +  
                                                
                 0 0 0 0 1 1 1 1cos cos sin sin cos cos sin sina t a t a t a tβ β ε β ε β= − + −  
 
                 ( ) ( )0 0 1 1 0 0 1 1cos cos cos sin sin sina a t a a tβ ε β β ε β= + − +  
 
                 cos cos sin sina t a tβ β= −  
 
                 ( )cosa t β= +  
 
με 
 
                                      0 0 1 1cos cos cosa a aβ β ε β= +  
 
                                      0 0 1 1sin sin sina a aβ β ε β= +   . 
 
Δηλαδή προκύπτει από τις δύο παραπάνω σχέσεις ότι: 
 
                                                 ( )0a a ε= +Ο  
 
                                                ( )0β β ε= +Ο   . 
 
Tότε η προσεγγιστική λύση (2.15) γράφεται στη μορφή: 
 

                   ( ) ( ) ( )3 3 1cos sin cos 3 3 ...
8 32

u a t a t t tβ ε β β = + + − + + + +  
  . 
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      Ο πρωτεύον όρος της προσεγγιστικής λύσης παρατηρουμε ότι είναι ο 
 
                                                          ( )cosa t β+  
 
και ο δεύτερος όρος ή αλλιώς όρος διόρθωσης είναι ο 
 
                                        1ε    . 
 
Όμως ο όρος διόρθωσης ενώ θα έπρεπε, δεν είναι κατ ` ανάγκη μικρός. Συγκεκριμένα 
είναι μικρός μόνο στην περίπτωση που το γινόμενο tε , το οποίο παρατηρείται στον 
δεύτερο παράγοντα του παραπάνω αθροίσματος,είναι μικρό συγκρινόμενο με τη 
μονάδα. Δηλαδή αν σταθεροποιήσουμε μια τιμή του χρόνου t , τότε ο όρος αυτός 
τείνει προς το μηδέν καθώς 0ε → . Σε διαφορετική περίπτωση αν ( )1tε = Ο  ο 

δεύτερος όρος είναι ανάλογης τάξης με τον πρωτεύοντα όρο, ενώ αν  ( )1tε > Ο  
γίνεται μεγαλύτερος. Έπομένως αναμένουμε το εύρος της προσεγγιστικής λύσης να 
αυξάνει με την πάροδο του χρόνου κάτι το οποίο είναι άτοπο. Τέτοιες προσεγγιστικές 
λύσεις είναι μη ομοιόμορφες και η δυσλειτουργία τους οφείλεται στην παρουσία των 

λεγόμενων αιώνιων όρων , όπως στην περίπτωσή μας είναι ο  ( )33 sin
8

a t tε β− + . 

Επιπλέον από την άλλη πλευρά δεν μπορούμε να βελτιώσουμε την προσέγγισή μας 
υπολογίζοντας όρους διόρθωσης υψηλότερης τάξης , γιατί και αυτοί θα περιέχουν 
αιώνιους όρους που όχι μόνο δεν θα αναιρούν αλλα θα ενισχύουν την επίδραση των 
όρων χαμηλότερης τάξης. Συμπερασματικά ο μόνος τρόπος η προσεγγιστική μας 
λύση να έχει αξία είναι να περιορίσουμε την ανεξάρτητη μεταβλητή t  σε ένα 
πεπερασμένο διάστημα [ ]0,Τ . Τότε ο όρος διόρθωσης μπορεί να γίνει όσο μικρός 
θέλουμε για κατάλληλη επιλογή του ε  (αρκετά μικρή). 
 

2.2.     Η  μέθοδος  Poincare-Lindstedt  
 
      Είδαμε ότι η εφαρμογή της μεθόδου των κανονικών διαταραχών στην εξίσωση 
Duffing οδήγησε σε μια αποτυχημένη προσέγγιση εξαιτίας της παρουσίας σε αυτή 
ενός αιώνιου όρου.Προκειμένου να αποφύγουμε αυτό το σκόπελο, αναπτύχθηκαν 
διάφορες τεχνικές που οδηγούν σε ομοιόμορφες προσεγγίσεις.Τέσσερις, τις πιο 
σημαντικές από αυτές θα παρουσιάσουμε παρακάτω, ξεκινώντας από τη μέθοδο 
Pointcare-Lindstedt. 
      Έτσι λοιπόν θέτουμε: 
 
                                             ( ) ( ) ( )0 1 ...u u uτ τ ε τ= + +                                (2.20) 
 
και εισάγουμε τον μετασχηματισμό: 
 

                                                   tτ ω=                                                (2.21) 
 
όπου ω  είναι σταθερά η οποία εξαρτάται από το ε  και ισχύει: 
 
                                               2

1 21 ...ω εω ε ω= + + +   .                                (2.22) 
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Στη συνέχεια χρησιμοποιούμε την αλυσίδα: 
 

                                              d d d d
dt dt d d

τ ω
τ τ

= =  

 

                                 
2 2 2 2

2
2 2 2

d d d d d
dt dtd dt d d

τω ω ω
τ τ τ

= = =  

 
και η σχέση (2.4) γίνεται: 
 
                                            2 3 0u u uω ε′′ + + =    ,                    0τ >           (2.23) 
 
Aντικαθιστώντας τις (2.20) και (2.22) στην (2.23) λαμβάνουμε: 
 
               ( ) ( ) ( )2 3

1 0 1 0 1 0 11 ... ... ... ... 0u u u u u uεω ε ε ε ε′′ ′′+ + + + + + + + + + =   
 
και τελικά: 
 
                                ( )3

0 0 1 1 0 1 02 ... 0u u u u u uε ω′′ ′′ ′′+ + + + + + =   . 
 
Εξισώνοντας τους συντελεστές των ίσων δυναμεων του ε  και στα δύο μέλη 
παίρνουμε: 
 
                                                    0 0 0u u′′ + =                                                (2.24) 
 
                                           3

1 1 0 1 02u u u uω′′ ′′+ = − −   .                                    (2.25) 
 
H γενική λύση της (2.24) είναι: 
 
 
                                              ( )0 cosu a τ β= +                                           (2.26) 
 
όπου a και β  είναι σταθερές. Tότε η (2.25) παίρνει τη μορφή: 
 
                             ( ) ( )3 3

1 1 1cos 2 cosu u a aτ β ω τ β′′+ = − + + +  
 
ή: 
 

                       ( ) ( )3 3
1 1 1

3 12 cos cos 3 3
4 4

u u a a aω τ β τ β ′′+ = − + − + 
 

 

 
με μερική λύση: 
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                       ( ) ( )3 3
1 1

1 3 12 sin cos 3 3
2 4 32

u a a aω τ τ β τ β = − + + + 
 

  .     (2.27) 

 
Παρατηρούμε στην σχέση (2.27) την ύπαρξη ενός αιώνιου όρου που επιδρά 
καθιστώντας την προσέγγιση μη ομοιόμορφη. Σε αντίθεση όμως με το παράδειγμα 
εφαρμογής της μεθόδου κανονικών διαταραχών όπου ο αιώνιος όρος δεν μπορεί να 
απαλοιφθεί εκτός κι αν 0a = , εδώ είμαστε σε θέση να τον απαλοίψουμε παίρνοντας 
κατάλληλη τιμή για το 1ω . Αυτή προκύπτει πανεύκολα αν θέσουμε τον παράγοντα 
του αιώνιου όρου στην παραπάνω σχέση ίσο με το μηδέν. 
 

                                                        3
1

32 0
4

a aω − =  

 
και εξαιρώντας την τετριμμένη περίπτωση που προκύπτει για 0a =  καταλήγουμε 
στην: 
 

                                                           2
1

3
8

aω =                                               (2.28) 

 
Τότε η (2.27) γίνεται: 
 

                                              1u = ( )31 cos 3 3
32

a τ β+                                      (2.29) 

 
Και με αντικατάσταση  των (2.26) και (2.29) στην (2.20) έχουμε: 
 

                             ( ) ( )31cos cos 3 3 ...
32

u a aτ β ε τ β= + + + +   .                     (2.30) 

 
 Επίσης αντικαθιστώντας το 1ω  από την (2.28) στην (2.21) παίρνουμε: 
 

                                                  231 ...
8

aω ε= + +                                             (2.31) 

 
και αφού  tτ ω= η (2.30) γραφεται στη μορφή: 
 

         2 3 23 1 3cos 1 cos 3 1 3 ...
8 32 8

u a a t a a tε β ε ε β      = + + + + + +            
  . 

                                                                                                                         (2.32) 
 
Eπομένως η προσέγγιση, όπως αυτή περιγράφεται από τη σχέση (2.32) είναι 
ομοιόμορφη πρώτης τάξης , καθώς σε αυτή δεν εμφανίζονται αιώνιοι όροι και ο όρος 
διόρθωσης είναι μικρός συγκρινόμενος με τον πρώτο όρο. 
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2.3.     H  μέθοδος  renormalization     
 
     Αντί να εισάγουμε όπως προηγουμένως  τον μετασχηματισμό tτ ω= στη 
διαφορική μας εξίσωση, εισάγουμε απευθείας τον ίδιο μετασχηματισμό στη μη 
ομοιόμορφη προσέγγιση: 
 

                  ( ) ( ) ( )3 3 1cos sin cos 3 3 ...
8 32

u a t a t t tβ ε β β = + + − + + + +  
  

 
που προέκυψε κατά την εφαρμογή της μεθόδου των κανονικών διαταραχών. Συνεπώς 
από τις (2.21) και (2.22) συνεπάγεται ότι: 
 
                    ( ) ( )11

1 1 11 ... 1 ... ...t ω τ εω τ τ εω τ εω τ−−= = + + = − + = − +   .             (2.33) 
 
Έτσι η παραπάνω προσεγγιστική λύση γραφεται: 
 

( )1cos ...u a τ β εω τ= + − +  
 

( ) ( ) ( )3
1 1 1

3 1... sin ... cos 3 3 3 ... ...
8 32

aε τ εω τ τ β εω τ τ β εω τ + − − + + − + + + − + +  
 

                                                                                                                                (2.34) 
 
Χρησιμοποιώντας γνωστές ταυτότητες η (2.33) γίνεται: 
 

        ( ) ( ) ( )3 3
1

3 1cos sin cos 3 3 ...
8 32

u a a aτ β ε ω α τ τ β ε τ β  = + + − + + + +    
.(2.35) 

                                                                                                                             
Και στην περίπτωση αυτή η παράμετρος 1ω  μπορεί να επιλεγεί κατάλληλα ώστε να 
αποφύγουμε την παρουσία αιώνιων όρων στο αποτέλεσμά μας. Έτσι εξισώνοντας τον 
παράγοντα του αιώνιου όρου με το μηδέν προκύπτει: 
 

                                                          3
1

3 0
8

a aω − =  

 
και όμοια με προηγουμένως αν απαλείψουμε την τετριμμένη περίπτωση 0a =  
καταλήγουμε στην: 
 

                                                             2
1

3
8

aω =   . 

 
Έτσι η (2.35) συμπτύσεται στην: 
 

                                    ( ) ( )31cos cos 3 3 ...
32

u a aτ β ε τ β= + + + +  
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Η οποία συγκρινόμενη με την (2.30) είναι απολύτως όμοια.Άρα η παρούσα τεχνική 
μας οδηγεί στα ίδια αποτελέσματα με την  μέθοδο Pointcare-Lindstedt. 
 

2.4.     H  μέθοδος  των  πολλαπλών  κλιμάκων 
 
      Επιστρέφουμε στην ομοιόμορφη προσέγγιση (2.32) στην οποία καταλήξαμε με τη 
μέθοδο Lindstedt-Pointcare και τη γράφουμε με άλλο τρόπο ως εξής: 
 

                2 3 23 1 9cos cos 3 3 ...
8 32 8

u a t ta a t taβ ε ε β ε   = + + + + + +      
  .    (2.36) 

 
Παρατηρούμε τότε ότι η u  εξαρτάται τόσο από τα ε , t  ξεχωριστά, όσο και από το 
γινόμενό τους tε . Επομένως μπορούμε να γράψουμε  ( ) ( ); , ;u t u t tε ε ε= . Για 
προσεγγίσεις μεγαλύτερης τάξης φτάνουμε επίσης στο συμπέρασμα ότι η  u  
εξαρτάται επίσης και από τους συνδιασμούς  tε , 2tε , 3tε ,... των ε  και t . Δηλαδή 
είμαστε σε θέση να γράψουμε: 
 
                                            ( ) ( )2 3; , , , ,...;u t u t t t tε ε ε ε ε=  
 
ή διαφορετικά: 
 
                                             ( ) ( )0 1 2 3; , , , ,...;u t uε ε= Τ Τ Τ Τ                        (2.37) 
 
όπου: 
 
                                  0 tΤ =     1 tεΤ =     2

2 tεΤ =     3
3 ,...tεΤ =  

 
      Παρατηρούμε ότι το nΤ  εκφράζει μία συλλογή διαφορετικών κλιμάκων καθώς 
τοε  είναι μια μικρή παράμετρος. Μάλιστα κατευθυνόμενοι από τα αριστερά προς τα 

δεξιά η χρονική κλίμακα γίνεται όλο και πιο αργή. Για 1
60

ε =  φανταστείτε ένα ρολόι 

, σε διαφορετικές θέσεις του οποίου επιδιώκουμε να ερμηνεύσουμε την συμπεριφορά 
της  u . 
       Για να το επιτύχουμε μετασχηματίζουμε αρχικά την ανεξάρτητη μεταβλητή t  
στην εξίσωση (2.4) με τη βοήθεια των παρακάτω αλυσίδων: 
 

                                              2

0 1 2

...d
dt

ε ε∂ ∂ ∂
= + + +
∂Τ ∂Τ ∂Τ

                     (2.38) 

 

                            
2 2 2 2 2

2
2 2 2

0 0 1 0 2 1

2 2 ...d
dt

ε ε
 ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + + ∂Τ ∂Τ ∂Τ ∂Τ ∂Τ ∂Τ 
     (2.39) 

 
Οπότε η (2.4) γίνεται: 
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2 2 2 2

2 3
2 2

0 0 1 0 2 1

2 2 ... 0u u u u u uε ε ε
 ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + + + = ∂Τ ∂Τ ∂Τ ∂Τ ∂Τ ∂Τ 
   (2.40) 

 
Αναζητούμε μια προσεγγιστική λύση της μορφής: 
 
                            ( ) ( )0 0 1 2 1 0 1 2, , ,... , , ,... ...u u uε= Τ Τ Τ + Τ Τ Τ +   .                (2.41) 
 
Mε αντικατάσταση της (2.41) στην (2.40) έχουμε: 
 

                     
2 22

0 01
2 2

0 0 0 1

2u uuε ε∂ ∂∂
+ +

∂Τ ∂Τ ∂Τ ∂Τ
3

0 1 0 ... 0u u uε ε+ + + + =   .           (2.42) 

 
Στη συνέχεια εξισώνοντας τους συντελεστές ίσων δυνάμεων του ε  παίρνουμε τις 
σχέσεις: 
 

                                                
2

0
02

0

0u u∂
+ =

∂Τ
                                                (2.43) 

 

                                      
22

301
1 02

0 0 1

2 uu u u∂∂
+ = − −

∂Τ ∂Τ ∂Τ
   .                                (2.44) 

 
Η (2.43) έχει γενική λύση: 
 
                                   ( ) ( )0 1 2 0 1 2, ,... cos , ,...u a β= Τ Τ Τ + Τ Τ      .              (2.45) 
 
Στην παραπάνω σχέση παρατηρούμε ότι τα a , β  δεν είναι σταθερές αλλά 
συναρτήσεις των αργών κλιμάκων 1 2, ,...Τ Τ  καθώς η 0u  είναι συνάρτηση των 

0 1 2, , ,...Τ Τ Τ  
      Παρακάτω αντικαθιστούμε την (2.45) στην (2.44) και λαμβάνουμε: 
 

                ( ) ( )
2 2

3 31
1 0 02

0 0 1

2 cos cosu u a aβ β∂ ∂
+ = − Τ + − Τ +  ∂Τ ∂Τ ∂Τ

 

 
ή: 
 

               ( )1 0
1

2 sinau β∂
= Τ +

∂Τ
 

 

                                 ( ) ( )3 3 3
0 0

1

3 12 cos cos 3 3
4 4

a a aβ β β
 ∂

+ − Τ + − Τ + ∂Τ 
. (2.46) 
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Στο δεξί μέλος της εξίσωσης υπάρχουν αιώνιιοι όροι οι οποίοι για να επιτύχουμε μία 
ομοιόμορφη προσέγγιση πρέπει να εξαλειφθούν.Έτσι θέτουμε τους συντελεστές του 

( )0sin βΤ +  και ( )0cos βΤ +  ίσους με μηδέν και παίρνουμε: 
 

                                                           
1

a∂
∂Τ

0=                                               (2.47) 

 

                                                       3

1

32
4

a aβ∂
−

∂Τ
0=   .                                (2.48) 

 
Η μερική λύση τότε της (2.46) γράφεται: 
 

                                                ( )3
1 0

1 cos 3 3
32

u a β= Τ +   .                           (2.49) 

 
Ύστερα η λύση της (2.47) είναι: 
 
                                                      ( )2 3, ,...a a= Τ Τ                                       (2.50) 
 
και για 0a ≠  η (2.48) μπορεί να γραφεί: 
 

                                                     2

1

3
8

aβ∂
=

∂Τ
                                                

 
που έχει λύση: 
 

                                        ( )2
1 0 2 3

3 , ,...
8

aβ β= Τ + Τ Τ   .                                (2.51) 

 
Aντικαθιστώντας τώρα απευθείας τις σχέσεις (2.49) και (2.45) στην (2.41) προκύπτει: 
 

                                   ( ) ( )3
0 0

1cos cos 3 3
32

u a aβ ε β= Τ + + Τ +   .             (2.52) 

 
Και αν στη συνέχεια αντικαταστήσουμε το β  από την (2.52) δεδομένου ότι 

( )2 3, ,...a a= Τ Τ  παίρνουμε: 
 

            ( ) ( ) ( )2
2 3 0 1 2 3 0 2 3

3, ,... cos , ,... , ,...
8

u a a β = Τ Τ Τ + Τ Τ Τ + Τ Τ  
 

 

               ( ) ( ) ( )3 2
2 3 0 1 2 3 0 2 3

1 9, ,... cos 3 , ,... 3 , ,... ...
32 8

a aε β + Τ Τ Τ + Τ Τ Τ + Τ Τ +  
  . 

 
                                                                                                                      (2.53) 
Επιπλέον το ( )2 3, ,...a a= Τ Τ  γράφεται στη μορφή: 
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                                          ( ) ( )2 3

2 3, ,... , ,...a a t tε εΤ Τ =  
                                   

                                                               ( ) 2

2

0,0,... ...aa tε∂
= + +

∂Τ
 

 
                                                               ( )2a tε= +Ο   .  
 
Ομοίως το ( )0 2 3, ,...β Τ Τ  γράφεται: 
 
                                        ( )0 2 3, ,...β Τ Τ ( )2

0 tβ ε= +Ο   . 
 
Έτσι λοιπόν αντικαθιστώντας τα a  και 0β  από τις σταθερές a  και 0β  αντίστοιχα 
στην (2.53) παίρνουμε: 
 

                             2
0 1 0

3cos
8

u a a β = Τ + Τ + 
 

 

                                   ( )3 2 2
0 1 0

1 9cos 3 3
32 8

a a tε β ε + Τ + Τ + +Ο 
 

  , 

 
η οποία ως προς τη μεταβλητή t  γράφεται: 
 

                             2
0

3cos
8

u a t taε β = + + 
 

 

 

                                ( )3 2 2
0

1 9cos 3 3
32 8

a t ta tε ε β ε + + + +Ο 
 

  .                    (2.54) 

 
      H προσέγγιση στην οποία καταλήξαμε παρατηρούμε ότι συμφωνεί απόλυτα με 
εκείνη που προέκυψε με εφαρμογή της μεθόδου Pointcare-Lindstedt. Επιπλέον από 
την (2.54) προκύπτει ότι για  ( )2t ε −= Ο , ο όρος διόρθωσης έχει τάξη ( )1Ο  ίδια με 

εκείνη του πρώτου όρου. Άρα η (2.54) δεν είναι ικανοποιητική για ( )2t ε −≥ Ο . 

Ανάλογα αν ( )1t ε −= Ο ,τότε η τάξη του όρου διόρθωσης είναι ( )εΟ , ίδια με εκείνη 

του δεύτερου όρου. Συνεπώς μια προσέγγιση είναι ικανοποιητική για ( )1t ε −= Ο  
μονάχα όταν περιορίζεται στον πρώτο όρο. Δηλαδή όταν: 
 

                                         ( )2
0

3cos
8

u a t taε β ε = + + +Ο 
 

 

 
για κάθε ( )1t ε −≤ Ο . 
      Εν κατακλίδει προκειμένου να βρούμε μια ομοιόμορφη προσέγγιση με τη μέθοδο 
των πολλαπλών κλιμάκων, αρκεί απλά να απαλείψουμε τους αιώνιους όρους που 
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υπάρχουν στην εξίσωση που περιγράφει την 1u  χωρίς να την επιλύσουμε και να 
καθορίσουμε την εξάρτηση της 0u  από την 1Τ . Η μοναδική διαφορά σε σχέση με τις  
μεθόδους  Pointcare-Lindstedt και renormalization είναι ότι στο τελευταίο βήμα 
καθορίζουμε το 1ω . 
      Πληροφοριακά το γεγονός της μετάβασης (με τη χρήση της μεθόδου των 
πολλαπλών κλιμάκων) από την γνήσια διαφορική εξίσωση σε μια μερική διαφορική 
εξίσωση, μπορεί να αυξάνει σε ένα βαθμό την πολυπλοκότητα του προβλήματος, 
ωστόσο αποδεικνύεται ότι έχει πολύ περισσότερα πλεονεκτήματα απ’ ότι 
μειονεκτήματα.  
 

2.5.     H  μέθοδος  των  μεταβλητών  παραμέτρων 
 
Στην περίπτωση που 0ε =  η λύση της εξίσωσης (2.4) είναι δυνατόν να γραφεί: 
 
                                                ( )cosu a t β= +                                     (2.55) 
 
όπου a και β  είναι σταθερές και αναφέρονται ως παράμετροι. Με παραγώγιση 
έχουμε: 
 
                                                ( )sinu a t β= − +   .                                (2.56) 
 
Στην περίπτωση πάλι που 0ε ≠  υποθέτουμε όπως και προηγουμένως ότι η λύση της 
εξίσωσης δίνεται από την (2.55) , όμως με μία διαφορά: θεωρούμε ότι η  ( )u t  δίνεται 

σαν συνδιασμός των ( )a t  και ( )tβ . Επομένως έχουμε δύο εξισώσεις τις (2.4) και 

(2.55) για τρείς αγνώστους ( )a t , ( )tβ  και ( )u t . Για την επιλογή της τρίτης 
εξίσωσης λαμβάνουμε υπόψιν πρώτα απ’ όλα, ότι αυτή πρέπει να είναι ανεξάρτητη 
των (2.4) και (2.55). Απ’ όλες τις πιθανές επιλογές εμείς καταλήγουμε σε εκείνη που 
προκύπτει παραγωγίζοντας δις την (2.55) , πάντα δεδομένου ότι τα a  και β είναι 
συναρτήσεις του t . Κι αυτό διότι ο μετασχηματισμός που τελικά διαλέγουμε , οδηγεί 
σε ένα σύνολο εξισώσεων πρώτης τάξης για τα  ( )a t  , ( )tβ . Συνεπώς έχουμε: 
 
                      ( ) ( ) ( )sin cos sinu a t a t a tβ β β β= − + + + − +    ,             (2.57) 
 
και συγκρίνοντάς τη με τη (2.56) συνεπάγεται: 
 
                                       ( ) ( )cos sin 0a t a tβ β β+ − + =   .                     (2.58) 
 
Ξαναπαραγωγίζοντας την (2.57) παίρνουμε: 
 
                       ( ) ( ) ( )cos sin cosu a t a t a tβ β β β= − + + + − +    .            (2.59) 
 
Έτσι αντικαθιστώντας τις (2.59) και (2.57) στην (2.4) συνεπάγεται ότι: 
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                        ( ) ( ) ( )3 3sin cos cosa t a t a tβ β β ε β+ + + = +   .              (2.60) 
 
Οι εξισώσεις (2.60) και (2.58) αποτελούν ένα σύστημα πρώτου βαθμού ως προς  a  
και β το οποίο είναι σε θέση να απλοποιηθεί περαιτέρω αν πολλαπλασιάσουμε με  

( )cos t β+  την (2.58) και με  ( )sin t β+  την (2.60) και προσθέσουμε κατά μέλη , 
οπότε θα έχουμε: 
 
                                          ( ) ( )3 3sin cosa a t tε β β= + +   .                     (2.61) 
 
Aντικαθιστώντας στη συνέχεια στην (2.58) και λύνοντας ως προς β  προκύπτει: 
 
                                                   ( )2 4cosa tβ ε β= +   .                           (2.62) 
 
      Αν ισχύει 0a ≠  τότε η γνήσια εξίσωση δευτέρας τάξης (2.4) αντικαθίσταται από 
της πρώτης τάξεως προσεγγίσεις (2.61) και (2.62). Μάλιστα συγκρίνοντας τις (2.61) 
και (2.62) με την αρχική εξίσωση (2.4) παρατηρούμε πως είναι περισσότερο μη 
γραμμικές. Η αξία τούτης της μεθόδου είναι άρρηκτα συνδεδεμένη με την τιμή του 
ε . Στην περίπτωση που το ε  είναι μικρό, τα  a  και β  μεταβάλλονται πιο αργά σε 
σχέση με το t  απ`ότι το ίδιο το u . Αυτό φαίνεται στο σχήμα 2.1. 
 

                               
 Σχ. 2.1.  Μεταβολή των a , β και u συναρτήσει του t  για ( )0 1.5a =  , ( )0 0β =  και                 

0.05ε =             
 
 
      Αριθμητικά τούτη η μέθοδος υπερέχει διότι είναι ευκολότερη η επίλυση των δύο 
μετασχηματισμένων εξισώσεων απ’ οτι η επίλυση της αρχικής εξίσωσης. 
Πλείστες είναι οι εφαρμογές της μεθόδου των μεταβλητών παραμέτρων, ειδικά στην 
αστρονομία για τον προσδιορισμό της τροχιάς των ουράνιων σωμάτων. Διότι οι 
επιστήμονες είναι ευκολότερο να επιλύσουν τις παραμετρικά μεταβλητές εξισώσεις 
παρά τις αρχικές γνήσιες εξισώσεις. 
 

2.6.     Η  μέθοδος  του  μέσου  όρου 
       
     Χρησιμοποιώντας τις τριγωνομετρικές ταυτότητες: 
 



 30 

 

                                     3 1 1sin cos sin 2 sin 4
4 8

ρ ρ ρ ρ= +  

 

                                     4 3 1 1cos cos 2 cos 4
8 2 8

ρ ρ ρ= + +  

 
γράφουμε τις (2.61) και (2.62) ως εξής: 
 

                                        ( )31 2sin 2 sin 4
8

a aε ρ ρ= +                                (2.63) 

 

                                   ( )21 3 4cos 2 4cos 4
8

aβ ε ρ ρ= + +                           (2.64) 

 
με tρ β= + . Και επειδή 1 sin 1nρ− ≤ ≤  και 1 cos 1nρ− ≤ ≤ , έπεται ( )a β ε= = Ο  αν 
το a είναι φραγμένο. Τότε τα κύρια μέρη των a και β μεταβάλονται αργά σε σχέση 
με το t  εφόσον το ε  είναι μικρό. Δηλαδή αλλάζουν ελάχιστα κατά τη διάρκεια του  
χρονικού διαστήματος [ ]0,π  και ως εκ τούτου μπορούν να θεωρηθούν σταθερές σε 
αυτό. Έτσι παίρνοντας το μέσο όρο των  (2.64) και (2.65) και στα δύο μέλη στο 
διαστημα [ ]0,π  , έχουμε: 
 

                          ( )3

0 0

1 1 2sin 2 sin 4
8

adt a dt
π π

ε ρ ρ
π π

= +∫ ∫                            (2.65) 

 

                    ( )2

0 0

1 1 3 4cos 2 4cos 4
8

dt a dt
π π

β ε ρ ρ
π π

= + +∫ ∫                        (2.66) 

 
και επειδή τα  a και β  θεωρούνται σταθερές συναρτήσεις στο διάστημα [ ]0,π  
έχουμε: 
 

                               ( )3

0

1 2sin 2 sin 4
8

a a dt
π

ε ρ ρ
π

= +∫                                 (2.67) 

 

                    ( )2 2

0

3 1 4cos 2 4cos 4
8 8

a a dt
π

β ε ε ρ ρ
π

= + +∫                           (2.68) 

 
και κάνοντας αλλαγή μεταβλητών από t  σε tρ β= +  οι (2.67) και (2.68) δίνουν: 
 

                               ( )31 2sin 2 sin 4 0
8

a a d
π β

β

ε ρ ρ ρ
π

+

= + =∫                       (2.69) 
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                 ( )2 2 23 1 34cos 2 4cos 4
8 8 8

a a d a
π β

β

β ε ε ρ ρ ρ ε
π

+

= + + =∫              (2.70) 

 
και από αυτές προκύπτουν αντίστοιχα: 
 
                                                     0a a άσταθερ= =   
 

                                                      2
0 0

3
8

a tβ ε β= +            0 άβ σταθερ=   . 

 
Tελικά με αντικατάσταση των a και β   στην  (2.55).λαμβάνουμε την προσέγγιση 
πρώτης τάξης: 
 

                                          2
0 0 0

3cos 1
8

u a a tε β  = + +    
  

 
η οποία συμφωνεί με τις προσεγγίσεις που προέκυψαν από την εφαρμογή όλων των 
προαναφερθέντων μεθόδων. 
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3     ΦΑΙΝΟΜΕΝΑ   ΟΡΙΑΚΩΝ  ΣΤΡΩΜΑΤΩΝ   
 
 
 
 
 

Εισαγωγή       
 
      Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με προβλήματα στα οποία οι διαταραχές 
λαμβάνουν χώρα σε πολύ περιορισμένες περιοχές όπου οι εξαρτημένες μεταβλητές 
υφίστανται εξαιρετικά απότομες αλλαγές. Συχνά οι περιορισμένες αυτές περιοχές 
συνορεύουν με τα όρια του πεδίου ορισμού εξαιτίας  του γεγονότος ότι μια μικρή 
παράμετρος πολλαπλασιάζει την παράγωγο υψηλότερης τάξης, και είναι γνωστές ως 
οριακά στρώματα. Για την αντιμετώπιση τέτοιων προβλημάτων με οριακά 
στρώματα υπάρχει ένα πλήθος μεθόδων και συγκεκριμένα: η μέθοδος των 
συνδιασμένων ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων, η μέθοδος της σύνθεσης 
αναπτυγμάτων, η μέθοδος των πολλαπλών κλιμάκων,  η μέθοδος WKBJ  και ο 
μετασχηματισμός Langer. Εδώ θα επικεντρωθούμε στην πρώτη μεθοδο και θα 
αναφερθούμε εν συντομία στις μεθοδους της σύνθεσης αναπτυγμάτων και των 
πολλαπλών κλιμάκων. 
 
Ας ξεκινήσουμε λοιπόν με ένα απλό παράδειγμα:   
 
                                                2 2(1 ) (1 ) 0y y yε ε ε′′ ′+ + + − =                            (3.1) 
 
                                                  ( )0y α=           ( )1y β=                               (3.2)  
  
όπου το  α  είναι ένας μικρός αδιάστατος αριθμός.Υποθέτουμε γενικά ότι η εξίσωση 
και οι οριακές συνθήκες  ύστερα από συγκεκριμένη εργασία έχουν γίνει αδιάστατες. 
 
Θεωρούμε λοιπόν μια σειρά διαταραχών της μορφής: 
 
                                          ( ) ( ) ( ) ( )2

0 1 2; ...y t y t y t y tε ε ε= + + +                     (3.3) 
                           
και αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση,έχουμε: 
 
                       ( ) ( )( ) ( )( )2 2

0 1 0 1 0 1... 1 ... 1 ... 0y y y y y yε ε ε ε ε ε′′ ′′ ′ ′+ + + + + + + − + + =  
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                                                 ( ) ( )0 10 0 ...y yε α+ + =  
 
                                                  ( ) ( )0 11 1 ...y yε β+ + =  
 
οπότε εξισώνοντας με το μηδέν τους συντελεστές των ίδιων δυνάμεων του ε  
λαμβάνουμε: 
                                                           0 0 0y y′ + =                                             (3.4) 
 
                                              0 (0)y α=             0 (1)y β=                                (3.5) 
 
και: 
 
                                                         1 1 0y y y′ ′′+ = −                                           (3.6) 
 
                                              1(0) 0y =             1(1) 0y =   .                              (3.7) 
 
Η γενική λύση της (3.4) είναι: 
 
                                                             0 0

ty c e−=   .                                         (3.8) 
   
     Όμως είναι αδύνατο για την (3.8) να ικανοποιεί και τις δύο οριακές συνθήκες 
όπως αυτές δίνονται από την (3.5). Συγκεκριμένα χρησιμοποιώντας τη συνθήκη 

0 (0)y α=  λαμβάνουμε από την (3.8) ότι: 
 
                                                               0cα =                                               (3.9) 
 
ενώ για 0 (1)y β=  προκύπτει: 
 
                                                              0c eβ=                                             (3.10) 
 
 
και έπεται 
 
                                                            1

0
ty eβ −=   .                                        (3.11) 

 
      Συγκρίνοντας τις εξισώσεις (3.4) και (3.1) παρατηρούμε ότι η ταξη της 
διαφορικής εξίσωσης μειώνεται από δεύτερη σε πρώτη. Συνεπώς  μία απο τις δύο 
οριακές συνθήκες  πρέπει να αφεθεί στην άκρη. Το ερώτημα είναι ποιά; Παρακάτω 
θα δειχθεί ότι όταν ο παράγοντας του y′  στην (3.1) είναι θετικός τότε η αριστερή 
οριακή συνθήκη παραλείπεται. 
     Παραλείποντας λοιπόν την συνθήκη ( )0y α= , προκύπτει ότι  0c eβ=  και το 0y  
δίνεται από την (3.11).Τότε έχουμε: 
   
                                               1

1 1
ty y eβ −′ + = −                                               (3.12) 
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με γενική λύση: 
 
                                              1

1 1
t ty c e teβ− −= −                                             (3.13) 

 
και πάλι χρησιμοποιώντας μόνο τη συνθήκη  ( )1 1 0y =   βρίσκουμε ότι 

1c eβ= .Δηλαδή: 
 
                                              1y  1 teβ −= 1 tteβ −− = ( ) 11 tt eβ −−                    (3.14)  
 
και αντικαθιστώντας την (3.11) και την (3.14) στην (3.3) έχουμε:  
 
                                              y = 1 teβ −  ( ) 11 tt eεβ −+ − + …   .                    (3.15) 
 
 
      Ωστόσο για να καθορίσουμε την πηγή της ανομοιομορφίας που παρουσιάζεται 
( ( ) ( )0 1y eβ ε α= + ≠ ) πρέπει να ερευνήσουμε την ακριβή λύση. Δεδομένου ότι η 
(3.1) είναι γραμμική με σταθερούς συντελεστές μπορεί πολύ εύκολα να επιλυθεί με 
τη χρήση του μετασχηματισμού sty e=  και των οριακων συνθηκών (3.12). Τελικά 
καταλήγουμε στην εξής ακριβή λύση της (3.1) 
 

                   y =

( ) ( )

( )

1 11 1
1 1

1 1
1

t
te e ae e

e e

ε εε ε

ε ε

β α β
      − − − −      − + − +      

  − −  − +   

 
 − + −     

−

  .        (3.17) 

 
       Στη συνέχεια αναπτύσουμε την ακριβή λύση  για μικρόε . Παρατηρώντας ότι το 
exp(-1/ε ) είναι μικρότερο από κάθε δύναμη του ε  καθώς 0ε → και η (3.17) μπορεί 
να εγγραφεί ως  εξής: 

 

                               ( )( )1 1 1
t tty e e eε ε εβ α β

− ++ − + = + −   + EST                (3.18) 
 
 όπου  το EST συμβολίζει τους εκθετικά μικρούς όρους .Αν επιπλέον κρατήσουμε το 
t  σταθερό και θετικό, τότε το exp(- t /ε ) είναι εκθετικά μικρό και μπορούμε να 
γράψουμε την (3.18) ως εξής : 
 
                                                 ( )( )1 1 ty e εβ + −= + EST   .                               (3.19) 
 
Αναπτύσοντας τώρα για μικρο πάντα ε , έχουμε : 
 
                                               1 ty eβ −= ( )1 teε − + EST 
                         

                                                    1 teβ −= ( ) ( )2211 1 1 ...
2!

t tε ε + − + − +  
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Δηλαδή: 
 
                                              1 ty eβ −= ( ) 11 tt eεβ −+ − + ...                        (3.20)       
 
που συμφωνεί με το προηγούμενο εξαγόμενο. 
      Η  τελευταία σχέση όπως και στην προηγούμενη περίπτωση δεν ισχύει για τιμές 
πολύ κοντά στο μηδέν καθώς  y(0) = eβ ( )1 ε+  το οποίο γενικά διαφέρει από το  α  
στην οριακή συνθήκη (3.2). Απαιτείται λοιπόν να ανακαλύψουμε τυχόν άστοχες 
ενέργειες που προκάλεσαν αυτή την ανομοιομορφία. Πράγματι εάν ανατρέξουμε στο 
βήμα εκείνο στο οποίο σταθεροποιήσαμε το t  σε μια θετική τιμή  και καταλήξαμε 
στην εξίσωση (3.19) και θέσουμε  t =0 , έχουμε    y(0) =  ( )1e εβ +  που είναι διάφορο 
του α . Άρα αυτό το βήμα ευθύνεται για την ανομοιομορφία μας. Κοιτώντας μάλιστα 
καλύτερα αντιλαμβανόμαστε ότι  το exp(- t /ε )   είναι εκθετικά μικρό καθώς 0ε → , 
μονάχα όταν  το t  είναι θετικό και μακριά από το μηδέν. Στην περίπτωση που t =0, 
exp(- t /ε )=1 που είναι πολύ μεγαλύτερο από κάθε θετική δύναμη τουε , ενώ όταν  
t =ε , τότε  exp(- t /ε )= 1e−   που είναι της τάξης  ( )1Ο  και συνεπώς όχι εκθετικά 
μικρός όρος. 
      Όμως πόσο καλή είναι η προσέγγιση όπως αυτή δίνεται από την (3.15); Στο 
σχήμα 3.1 απεικονίζονται τόσο η τιμή του y  η οποία προκύπτει  απο τη (3.15) και 
συμβολίζεται με  0y , όσο και η τιμή του y  την οποία δίνει η (3.17) και συμβολίζεται 
με   ey  για  ε =0.01. Συγκρίνοντάς τις παρατηρούμε ότι η  0y  συμφωνεί με την ey  
εκτός από μία μικρή περιοχή κοντά στο μηδέν  που καλείται οριακό στρώμα και 
εντός της η ey  μεταβάλλεται γρήγορα ώστε να ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες εκεί. 
Το σχήμα  3.2 δείχνει ότι καθώς τοε  ελαττώνεται το οριακό στρώμα όλο και 
λεπταίνει. Έτσι η   ( );y t ε  είναι συνεχής για   0ε >  αλλά ασυνεχής  για 

0ε = .Συγκεκριμένα ισχύει: 
 
                                                    ( )

0
lim ;
t

y t ε α
→

=  

 
 σύμφωνα με τη (3.17), και άρα 
 
                                                    ( )

0 0
lim lim ;

t
y t

ε
ε α

→ →
=   

  

                             
Σχ.  3.1. Σύγκριση της προσέγγισης  0y  με την ακριβή λύση ey  για 0.01ε = , 0a = ,           

1β =  
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Από την άλλη πλευρά έχουμε: 
 
                                                    ( ) 1

0
lim ; ty t e
ε

ε β −

→
=   

    
και ομοίως: 
 
                                                    ( )

0 0
lim lim ;
t

y t e
ε

ε β
→ →

=   . 

         
Άρα: 
                                        ( )

0 0
lim lim ;

t
y t

ε
ε

→ →
≠ ( )

0 0
lim lim ;
t

y t
ε

ε
→ →

 

 
το οποίο αποδεικνύει τη μη ομοιόμορφη σύγκλιση της ακριβούς λύσης στη 0y . 
 

                                 
                  Σχ.  3.2. Επίδραση του ε  στο οριακό στρώμα για 0a = , 1β =  

 
• ΕΠΙΔΡΑΣΗ ΤΩΝ ΣΥΝΔΙΑΣΜΩΝ ΣΤΗ ΣΕΙΡΑ ΔΙΑΤΑΡΑΧΩΝ 

 
      Όπως φαίνεται από τη (3.17) η ακριβής λύση  εξαρτάται από το t  και το ε  στους 
συνδιασμούς  t /ε  και t ε  και από το ε  μόνο του. Με στόχο να  καθορίσουμε μία 
μέθοδο εύρεσης ομοιόμορφης σειράς διαταραχών θα ερευνήσουμε την επίδραση που 
έχει η αλλαγή του συνδιασμού στην εξαγόμενη σειρά. 
      Για παράδειγμα αλλάζουμε την κλίμακα (κάνουμε διαστολή) από t  σε ξ = t /ε . 
Τότε η (3.18) παίρνει τη μορφή 
 
                                 ( )( )1 1 1y e e eε εξ ε ξ εξβ α β+ − + − + = + − +  EST 
 
και αναπτύσοντας για μικρόε  με σταθερό ξ  έχουμε: 
 
 
              ( ) ( ) ( ){ }1 ...y e e e e e e eξ ξβ α β ε β ξ β α β ξ− −= + − + − + − + − +      (3.21) 

 
και ως προς t : 
 

              ( ) ( )( )1 1 1 ...
t t

y e t e t e e eε εβ α β εβ
− − 

= − + − + + − + 
 

                        (3.22)  
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Στο αριστερό άκρο, ( )0y = α ενώ στο δεξί , y (1)= eεβ . Άρα η (3.12) δεν ισχύει 
για t =1. Το σχήμα  3.3  δείχνει ότι η σειρά (3.22) συμφωνεί με την ακριβή λύση  σε 
μια μικρή περιοχή κοντά στο μηδέν αλλά αποκλίνει αρκετά από την ακριβή λύση 
μακριά από αυτή. 
 

                                    
Σχ.  3.3. Σύγκριση της εσωτερικής προσέγγισης  jy  (3.22) με την ακριβή λύση ey  για  

0.01ε =  , 0a =  , 1β =  
 
      Στη δεύτερη περίπτωση χρησιμοποιούμε το συνδιασμό  κ = t / 2ε . Τότε η (3.18) 
γίνεται: 
 

             ( )( )2 21 1 1 ty e e eε ε κ ε ε ε κβ α β
+ − + − + = + − +  EST 

 
και για μικρό ε   με σταθεροποιημένο κ  προκύπτει: 
 

                                   ( ) ...ty a eα β
ε

= − − +                                                    (3.23) 

Και πάλι αριστερά, ( )0y = ακαι δεξιά, y (1)= a − ( )eα β− /ε  το οποίο είναι 
διάφορο του β  στην (3.2). Η σειρά λοιπόν (3.23) είναι έγκυρη μόνο σε μια μικρή  
περιοχή κοντά στο μηδέν όπως βλέπουμε στο σχήμα  3.4. 

                               
Σχ.  3.4. Σύγκριση της εσωτερικής προσέγγισης  jjy (3.23) με την ακριβή λύση ey  για  

0.01ε =  , 0a =  , 1β =  
 

    Στην τρίτη περίπτωση χρησιμοποιούμε τον συνδιασμό 1
2

tθ
ε

=  Τότε η (3.18) 

γίνεται: 
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( )

1
2 1 1

2 2
1 1

1y e e e
ε ε θ

ε θε ε θβ α β
−

 
 + −
  + − +   = + − +  EST 

 
και για μικρό ε   με σταθεροποιημένο θ , έχουμε: 
 

                   
1

22 11 1 ...
2

y eβ ε θ ε θ
  = − + + +  

  
                                                   (3.24)   

 
                                                 
και ως προς  t : 
  
 

                    211 ...
2

y e t tβ ε = − + + +  
  .                                                           (3.24α) 

 
 

Επιπλέον έχουμε y(0)= eβ ( )1 ε+ ≠ α  και  y (1)= 1
2

eβ ε + 
 

≠ β . Συνεπώς  η (3.24) 

δεν συμφωνεί στα άκρα του διαστήματος, ωστόσο συμφωνεί με την ακριβή λύση σε 
ενα εσωτερικό διάστημα όπως δείχνει το Σχήμα 3.5. 
      Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι μία σειρά διαταραχών ( );y t ε  εξαρτάται 
άμεσα από την κλίμακα (συνδιασμό) που χρησιμοποιείται. Είδαμε ότι με t  
σταθεροποιημένο, προέκυψε η (3.20) η οποία είναι εγκυρη παντού εκτός της περιοχής 
κοντά στο μηδέν. 

                                  
Σχ.  3.5. Σύγκριση της ενδιάμεσης προσέγγισης  yµ  (3.24) με την ακριβή λύση ey  για  

0.01ε =  , 0a =  , 1β =  
 
 
Ανάλογα με ξ = t /ε  σταθεροποιημένο λάβαμε την (3.22) που είναι έγκυρη μόνο σε 
μια μικρή περιοχή κοντά στο μηδέν. Με κ = t / 2ε  φιξαρισμένο είχαμε την (3.23) η 

οποία είναι έγκυρη σε μια πολύ μικρή περιοχή του μηδενός, ενώ με 1
2

tθ
ε

=  

σταθεροποιημένο πήραμε την  σχέση (3.24) που δεν συμφωνεί στα άκρα του 
διαστήματος αλλά είναι εγκυρη σε ένα εσωτερικό διάστημα. Επομένως η επίλυση 
ενός προβλήματος διαταραχών της παραπάνω μορφής είναι δυνατόν να γίνει εύκολα 
με τη χρήση της μεθόδου των πολλαπλών κλιμάκων. Στις περιπτώσεις ωστόσο μη 
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γραμμικών μερικών διαφορικών εξισώσεων μια άλλη μέθοδος, αυτή του 
συνταιριάσματος (ή συναρμογής) των ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων είναι 
αποδοτικότερη. 
      Η βασική ιδέα της μεθόδου αυτής είναι ότι αναζητείται προσεγγιστική λύση με τη 
μορφή δύο ξεχωριστών σειρών καθε μία από τις  οποίες ισχύει σε συγκεκριμένο 
μέρος του πεδίου ορισμού. Μάλιστα επιλέγονται κατάλληλες  κλίμακες ώστε οι 
σειρές (α) να καλύπτουν ολόκληρο το πεδίο που μας ενδιαφέρει και (β) τα πεδία 
ορισμού των γειτονικών σειρών να επικαλύπτονται. Τότε οι δύο σειρές μπορούν να 
συνταιριαστούν. 
 

• ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ  ΣΥΝΤΑΙΡΙΑΣΜΑΤΟΣ 
 
     Ας επιχειρήσουμε να συντεριάξουμε  την σειρά (3.15) που είναι έγκυρη παντού 
εκτός από μια μικρή περιοχή του μηδενός και την (3.21) που είναι έγκυρη σε μια 
μικρή περιοχή του μηδενός. Συμβολίζουμε με 0y  την (3.15) στην οποία έχουμε 
φιξάρει το t και με jy  την (3.21) με σταθεροποιημένο το ξ = t /ε .Αλλάζοντας τώρα 
την κλίμακα στην (3.15) από t σε ξ  έχουμε: 
 
                                0 1y e εξβ −= + εβ ( )1 εξ− 1e εξ− ...+                                (3.25) 
 
Αναπτύσοντας την  (3.25) για μικρό ε  και με ξ  σταθεροποιημένο, παίρνουμε : 

                                   ( )0 j
y eβ= + eεβ ( )1 ξ− + ...                                   (3.26) 

 
όπου ο δείκτης j  χρησιμοποιείται για να δειχθεί ότι η 0y  αναπτύχθηκε κρατώντας 
σταθερό τοξ . Εκφράζουμε τώρα την (3.21) ως προς  t και παίρνουμε: 
 

        jy eβ= ( )1 t− ( )eα β+ − ( )1
t

t e ε
−

+ eεβ+ 1 ...
t

e ε
− 

− + 
 

                     (3.27) 

 
Αναπτύσοντας για μικρό ε  με  σταθεροποιημένο το t : 
 
                                ( )0jy  eβ=  ( )1 t− eεβ+ ...+                                        (3.28) 
 
όπου ο δείκτης 0  χρησιμοποιήθηκε στην (3.28) για να δηλώσει ότι η jy  
αναπτύχθηκε με το t  σταθεροποιημένο. Αν εκφράσουμε την (3.26) ως προς t , 
έχουμε: 
 
                               ( )0 j

y eβ= ( )1 t− eεβ+ ...+                                           (3.29) 
 
Και συμπεραίνουμε ότι: 
                                           ( )0jy = ( )0 j

y                                                       (3.30)  
 
Αποδεικνύεται ότι  η σχέση (3.30) ισχύει όταν τα πεδία ορισμού των γειτονικών 
προσεγγίσεων επικαλύπτονται.Η σχέση  (3.30) είναι γνωστή ως αρχή 
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συνταιριάσματος (η συναρμογής) και στην περίπτωσή μας  τα πεδία ορισμου των 
δύο προσεγγίσεων επικαλύπτονται και συγκεκριμένα εκπροσωπούν το διάστημα 
[ ]0,1 . 
     Ας δοκιμάσουμε  να κάνουμε το ίδιο και με τις προσεγγίσεις (3.15) και (3.23). 
Εδώ συμβολίζουμε με το δείκτη  jj  την προσέγγιση με το κ = t / 2ε  
φιξαρισμένο.Εκφράζοντας την (3.15) ως προς κ έχουμε: 
 
                                0y

21e ε κβ −= εβ+ ( )21 ε κ−
21e ε κ− ...+                             

 
και για μικρό ε  με σταθεροποιημένο κ : 
 
                                        ( )0 jj

y eβ= eεβ+ ...+   .                                       (3.31) 
 
Εκφράζοντας ως προς t  την προσέγγιση (3.23) και αναπτύσοντας προκύπτει: 
 

                                      ( )0jjy = ( )eα β− −
t
ε
+ α                                     (3.32) 

 
και συγκρίνοντας έχουμε : 
                                            ( )0 jj

y ≠ ( )0jjy                                                  (3.33) 
 
που σημαίνει ότι τα πεδία ορισμού των (3.15) και (3.23) δεν επικαλύπτονται και 
επιπλέον δεν καλύπτουν το διάστημα [ ]0,1  που μας ενδιαφέρει. Τούτο φαίνεται 
καθαρά και στο διάγραμμα  3.4. 
     Στην τρίτη περίπτωση προσπαθούμε να συνταιριάξουμε τις προσεγγίσεις (3.15) 

και (3.24) και συμβολίζουμε την τελευταία  με σταθεροποιημένο το 1
2

tθ
ε

=  με το 

δείκτη µ . Αυτή η προσέγγιση είναι γνωστή και ως ενδιάμεση προσέγγιση. 
Εκφράζοντας τώρα την (3.15) ως προς θ ,έχουμε: 
 

                            
1
20 1y e ε θβ −= +

1
21εβ ε θ

 
− 

 

1
21e ε θ− ...+                              (3.34) 

 
και για μικρό ε  με σταθεροποιημένο θ : 
 

                        ( )0y e
µ

β=
1
2ε βεθ− + 21

2
eε β θ + 

 
  .                             (3.35)   

 
Εκφράζοντας ως προς t  την προσέγγιση (3.24) και αναπτύσοντας προκύπτει: 
 

                          ( )0
yµ eβ= 211

2
t t − + 

 
eεβ+  ...+                                 (3.36) 
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και συγκρίνοντας ενθυμούμενοι ότι θ = t
1
2e  έχουμε: 

 
                                         ( )0y

µ
= ( )0

yµ   .                                                (3.37) 
 
Άρα οι προσεγγίσεις (3.15) και (3.24)  έχουν επικαλυπτόμενα πεδία ορισμού, όμως 
δεν καλύπτουν ολοκληρο το διάστημα που μας ενδιαφέρει. Τούτο φαίνεται καθαρά 
και στο διάγραμμα 3.5. 
     Σκοπός λοιπόν της  συγκεκριμένης μεθόδου είναι ο καθορισμός προσεγγίσεων με 
επικαλυπτόμενα πεδία ορισμού που καλύπτουν συγχρόνως, ολόκληρο το πεδίο που 
μας ενδιαφέρει. Μεταχειριζόμενοι λοιπόν την σχέση (3.30) καταλήξαμε στα εξής  
συμπεράσματα: 
(α) οι (3.15) και  (3.21)  μπορούν να χρησιμοποιηθούν (είναι δηλαδή ικανοποιητικές)  
γιατί έχουν επικαλυπτόμενα πεδία ορισμού και  καλύπτουν συγχρόνως ολόκληρο το 
πεδίο ενδιαφέροντος 
(β) οι (3.15) και (3.23) δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν γιατί δεν έχουν 
επικαλυπτόμενα πεδία ορισμού 
(γ) οι (3.15) και (3.24) δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν γιατί η ένωση των πεδίων 
ορισμού τους δεν καλύπτει ολόκληρο το πεδίο ενδιαφέροντος. 

Εαν τώρα εκφράσουμε την (3.21) ως προς 1
2

tθ
ε

=
1
2ε ξ=  τότε θα προκύψει: 

 

 jy eβ= ( )eα β− +
1
2e

θ

ε ε
−

+ ( )
1
2

1 1
2 2

1 ...e e e e

θ

εθ θβ β α β
ε ε

−        − + − + − +         

 

 
και για μικρό ε  με φιξαρισμένο θ : 
 

                                          ( )jy e
µ

β= eβ−
1
2ε θ  eεβ+  ...+   .                (3.38) 

 
Εκφράζοντας ως προς t  την προσέγγιση (3.24) και αναπτύσοντας προκύπτει: 
 
                                          ( ) j

yµ eβ= eεβ+ ( )1 ξ− ...+                         (3.39)   
 

και συγκρίνοντας ενθυμούμενοι ότι θ
1
2ε ξ=  έχουμε: 

                                                   ( )jy
µ
= ( ) j

yµ   .                                   (3.40) 
 
     Η προσέγγιση (3.15) συνήθως καλείται εξωτερική προσέγγιση και συμβολίζεται 
με τον δείκτη 0 ενώ η (3.21) καλείται εσωτερική προσέγγιση και συμβολίζεται με τον 
δείκτη j . Αντιστοίχως η μεταβλητή t  είναι γνωστή ως εξωτερική μεταβλητή και η 
ξ = t /ε   ως εσωτερική μεταβλητή. Μάλιστα το πεδίο ορισμού της (3.24) 
επικαλύπτει από την μία πλευρά αυτό της (3.15) και από την άλλη αυτό της (3.21). 
Τελικά η προσέγγιση (3.24) αναφέρεται ως ενδιάμεση προσέγγιση και άρα η 
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μεταβλητή θ = t
1
2e  καλείται ενδιάμεση μεταβλητή καθώς  το θ  πέφτει μεταξύ του t  

και τουξ = t /ε . Γενικά κάθε μεταβλητή της μορφής  tθ = / νε , με 0 1ν< <  είναι 
ενδιάμεση μεταβλητή. 

3.1      H  μέθοδος  των  πολλαπλών  κλιμάκων   
 
     Πριν ξακινήσουμε να εφαρμόσουμε τη μέθοδο εισάγουμε την κλίμακα 
(μετασχηματισμό) ξ = t /ε  που στην προκειμένη περίπτωση είναι ίδια με την 
εσωτερική μεταβλητή ,και θέτουμε 0t t= , που εδώ είναι η εξωτερική μεταβλητή. 
Ισχύει: 
 

                                           
0

1d
dt tε ξ

∂ ∂
= +

∂ ∂
 

                                                                                                                      (3.41)                  

                                          
2 2 2 2

2 2 2 2
0 0

1 2d
dt t tε ξ ε ξ

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂
  . 

 
Τότε η (3.1) γίνεται: 
 

               ( ) ( )
2 2

2 2
2 2

0 0

1 12 1 1 0y y y y y
t t

ε ε
ε ξ ξ ε ξ

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + − = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  .          (3.42) 

 
Αναζητούμε μια πρώτης τάξης σειρά διαταραχών: 
 
                                             ( ) ( )0 0 1 0, , ...y y t y tξ ε ξ= + +                            (3.43)  
 
Αντικαθιστώντας την (3.43) στην (3.42) και εξισώνοντας τους παράγοντες με ίσες 
δυνάμεις του ε , έχουμε: 
 

                                                    
2

0 0
2 0y y

ξ ξ
∂ ∂

+ =
∂ ∂

                                        (3.44) 

 

                                      
22

0 01 1`
02

0 0

2 y yy y y
t tξ ξ ξ

∂ ∂∂ ∂
+ = − − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  .                     (3.45) 

 
H γενική λύση της (3.44) είναι: 
 
                                               0y = ( ) ( )0 0t t e ξ−Α +Β                                   (3.46) 
 
Tοποθετώντας την 0y  στην (3.45) έχουμε: 
 

                                    
2

1 1`
2

y y
ξ ξ

∂ ∂
+ =

∂ ∂
( ) ( )e ξ−′ ′− Α + Α + Β +Β                     (3.47)  
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μια μερική λύση της (3.47) είναι η: 
 
                                       ( ) ( )1ry e ξξ ξ −′ ′= − Α + Α − Β −Β                           (3.48) 
 
η οποία κάνει το ε 1y  πολύ μεγαλύτερο του 0y  καθώς ξ →∞  .Συνεπώς για να 
έχουμε ομοιόμορφη προσέγγιση θα πρέπει να ισχύουν: 
 
                                             ( ) 0′Α + Α =  
                                                                                                                   (3.49) 
                                              ( ) 0′Β −Β =   . 
 
Οι λύσεις της (3.49) είναι: 
  
                                         0tae−Α =     0tbeΒ =                                          (3.50) 
 
όπου τα a  και b είναι αρχικές σταθερές. Τότε η (3.46) γίνεται: 
 
                                           0 0

0
t ty ae be ξ− − += +  

 
και ως προς t : 
 

                                           0

tty ae be
ξ
ε

− +−= +   . 
 
Αντικαθιστώντας την 0y στην (3.43) έχουμε: 
 

                                             ...
tty ae be

ξ
ε

− +−= + +                                     (3.51) 
 
και εισάγοντας τις οριακές συνθήκες (3.2) προκύπτει: 
 

                                        a bα = +     
1 11ae be εβ

− +−= +  
 
και  απαλείφοντας τον  μικρό όρο exp(-1/ε) παίρνω: 
 
                                        a eβ=      b eα β= −   . 
 
Τελικά βρίσκουμε: 
 

                                      ( )1 ...
t tty e e e εβ α β

− +−= + − +                               (3.52) 
 
Από το σχήμα για 0.01ε = φαίνεται καθαρά ότι  η (3.52) συμφωνεί  παντού με την 
ακριβή λύση.  
 



 44 

                                 
Σχ.  3.6. Σύγκριση της  προσέγγισης  my  (3.52) που λαμβάνεται με τη μέθοδο των 
πολλαπλών κλιμάκων , με την ακριβή λύση ey  για  0.1ε =  , 0a =  , 1β =  
 

  3.2.     Η  μέθοδος  της  συναρμογής  των  ασυμπτωτικών  αναπτυγμάτων 
  
    Όπως προείπαμε  σκοπός της μεθόδου είναι η παρουσίαση της λύσης με τη μορφή 
μιας ή περισσοτέρων σειρών καθεμιά από τις οποίες είναι έγκυρη σε ένα μέρος του 
πεδίου ορισμού και οι γειτονικές σειρές επικαλύπτονται έτσι ώστε να μπορούν να 
συνταιριαστούν. 
    Στο παράδειγμα  (3.1)  με 0ε →  προκύπτει: 
 
                                                         0y y′ + =  
 
 που είναι εξίσωση πρώτης τάξης και συνεπώς μία από τις δύο οριακές συνθήκες 
πρέπει να μην χρησιμοποιηθεί. Ενώ στο παράδειγμα (3.1) μεταχειριστήκαμε την 
ακριβή λύση για να συμπεράνουμε ότι το οριακό στρώμα είναι κοντά στο μηδέν. 
Εντούτοις αυτό εδώ δεν είναι δυνατό ,διότι είναι αυτονόητο ότι εάν διαθέταμε την 
ακριβή λύση δεν θα χρειαζόταν να κάνουμε όλη αυτή τη δουλειά προκειμένου να 
βρούμε μια προσέγγισή της. 
      Για να καθορίσουμε λοιπόν την θέση του οριακού στρώματος, υποθέτουμε αρχικά 
ότι αυτό υπάρχει στο ένα άκρο. Στη συνέχεια εξάγουμε πρώτης τάξης σειρές 
διαταραχών και αν συνταιριάζονται τότε τότε η υποθεσή μας είναι σωστή, 
διαφορετικά ,το οριακό στρώμα είναι στο άλλο άκρο. 
      Έστω ότι το οριακό στρώμα είναι στο δεξί άκρο. Άρα η συνθήκη  ( )1y β=  
πρέπει να αφηθεί στην άκρη. Ψάχνουμε μια σειρά διαταραχών της μορφής: 
 
                                                 ( ) ( )0

0; ...y t y tε = +  
 
που αν αντικατασταθεί στην (3.1) δεδομένου ότι ( )0y a= δίνει: 
 
                                             0 0 0y y′ + =        ( )0 0y a=   . 
 
Ώστε  
 
                                                 0 0

ty c e−=        0a c=   
 
και                                             
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                                                     0y = α te−  ...+   .                                  (3.53) 
 
Με στόχο να αναλύσουμε τη συμεπριφορά της λύσης στο υποτιθέμενο οριακό 
στρώμα και από τη στιγμή που το διάστημα ενδιαφέροντος είναι το  [ ]0,1 , μεγενθύ- 
νουμε ένα μικρό διάστημα 1 t−  κοντά στο1 όπου 1t < .Έτσι παίρνουμε 
   

                                                     1 t
νξ
ε
−

=                                                 (3.54) 

 
με  0ν > . Η τιμή του ν  προκύπτει από την ανάλυση που κάνουμε ένω το ξ  είναι εξ’ 
ορισμού θετικό. 
      Από την (3.54) έχουμε: 
 
                                                     1t νε ξ= −  
 
και 
 

                                              1d d d d
dt d dt dν

ξ
ξ ε ξ

= = −  

 

                                               
2 2

2 2 2

1d d
dt dνε ξ

=   . 

 
Η (3.1) ως προς ξ  γίνεται: 
 

                          ( ) ( )
2

1 2 2 2
2 1 1 0d y dy y

d d
ν νε ε ε ε

ξ ξ
− −− + + − =   .                     (3.55) 

 
Και με  0ε →  και σταθεροποιημένο ξ  οι κυρίαρχοι όροι είναι: 
 

                          
2

1 2
2

d y
d

νε
ξ

− νε −−
dy
dξ

+ y + ...  0=                                      (3.56) 

 
Τώρα παίρνουμε περιπτώσεις για το  ν  : 
Για 1ν > , η (3.56) γίνεται: 
 

                                                
2

2 0
jd y

dξ
=                                                             

 
Με γενική λύση: 
 
                                         0 0

jy a b ξ= +   .                                                  (3.57) 
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Και αφού το οριακό στρώμα έχει υποτεθεί στο  1t =  πρέπει να ικανοποιείται η 
οριακή συνθήκη  ( )1y β= . Αλλά για  1t =  ισχύει  0ξ =  και άρα  jy β= . Δηλαδή 
από (3.57) είναι  0aβ =  και: 
 
                                         0

jy bβ ξ= +   . 
 
Για να συνταιριάξουμε τις (3.53) και (3.58) χρειαζόμαστε τις ( )0 j

y και ( )0jy . 
Επομένως εκφράζουμε την (3.53) ως προς ξ  και έχουμε: 
 
                                         0 1y e

νε ξα − +=                                                      (3.58)             
 
και αναπτύσοντας για μικρό ε  και σταθεροποιημένο ξ  παίρνουμε: 
 
                                         ( )0 1j

y ae−=                                                      (3.59) 
 
Επιπλέον εκφράζοντας την (3.58) ως προς t  παίρνουμε: 
 

                                         ( )0 1j b t
y νβ

ε
−

= +  

 
και αναπτύσοντας για μικρό ε  και σταθεροποιημένο t  προκύπτει: 
 

                                           ( ) ( )
0

0 1jy b t
ν

β

ε


= −


          0

0

0
0

b
b
=
≠

              

 
 
Από την εξίσωση των (3.59) και (3.60) προκύπτει ότι πρέπει να ισχύουν 0 0b =  και 

1ae β− =  τα οποία γενικά δεν είναι αληθή.Άρα η περίπτωση αυτή απορρίπτεται. 
      Για 1ν <  η (3.56) γίνεται: 
 

                                                         0
jdy

dξ
=   

 
με λύση: 
 
                                                         0

jy a=   .  
 
Ομοίως με προηγουμένως πρέπει να ικανοποιείται η οριακή συνθήκη  ( )1y β= . Και 
άρα: 
 
                                                    jy β=   .                                              (3.61) 
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Και αφού η jy  είναι σταθερή έπεται, 
 
                                                  ( )0jy = β   .                                        (3.62) 
 
Ομοίως με προηγουμένως, ( )0 1j

y ae−= . Τελικά από την  αρχή συνταιριάσματος  
πρέπει: 
 
                                                  ( )0 j

y = ( )0jy   . 
 
Δηλαδή 1ae β− =  το οποίο δεν ισχύει γενικά. Άρα και η περιίπτωση αυτή 
απορρίπτεται. 
      Για 1ν =  η (3.56) γίνεται: 
 

                                                
2

2

jd y
dξ

 −  0
jdy

dξ
=   . 

 
Με γενική λύση: 
 
                                                0 0

jy a b= + eξ   , 
 
και εφαρμόζοντας την οριακή σηνθήκη ( )1y β=   έχουμε: 
 
                                                 0 0a b β+ =  
 
και άρα: 
 
                                             0 0

jy b b eξβ= − +   . 
 
Επιπλέον εκφράζοντας την jy  ως προς  t  παίρνουμε: 
 

                                           
1

0 0

t
jy b b e εβ

−

= − +  
 
και αναπτύσοντας για μικρό ε  και σταθεροποιημένο t  προκύπτει: 
 

                                           ( )0
1

0

j
ty

b e ε

β
−

= 


           0

0

0
0

b
b
=
≠

                              (3.63)   

 
H ( )0 j

y  δίνεται και πάλι από την (3.59). Τελικά από την  συνθήκη συνταιριάσματος  

πρέπει να ισχύουν 0 0b =  και 1ae β− = που δεν αληθεύει γενικά. Άρα και η 
περιίπτωση αυτή απορρίπτεται και το οριακό στρώμα δεν υφίσταται στο 1t = .Πρεπει 
να βρίσκεται κοντά στο μηδέν. Για να δούμεαν ισχύει. 
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     Αρχικά εισάγουμε τον μετασχηματισμό: 
 

                                                            t
νξ
ε

=               0ν >                        (3.64) 

 
Τότε: 
 

                                                   1d d d d
dt d dt dν

ξ
ξ ε ξ

= = −  

 

                                                      
2 2

2 2 2

1d d
dt dνε ξ

=  

και η (3.1) γίνεται: 
 

                                     ( ) ( )
2

1 2 2 2
2 1 1 0d y dy y

d d
ν νε ε ε ε

ξ ξ
− −+ + + − =   . 

 
Και με  0ε →  και σταθεροποιημένο ξ  οι κυρίαρχοι όροι είναι: 
 

                                              
2

1 2
2

d y
d

ν νε ε
ξ

− −+
dy
dξ

+ 0y =   .                          (3.65) 

 
Και εδώ υπάρχουν τρεις περιπτώσεις: 1ν > , 1ν < , 1ν = . 
     Για 1ν > η (3.65) καθώς 0ε → είναι: 
 

                                                         
2

2 0
jd y

dξ
=   . 

 
με γενική λύση: 
 
                                                         0 0

jy a b ξ= +  
 
Και αφού το οριακό στρώμα βρίσκεται  στο 0t =  θα πρέπει  ( )0y a= .Αλλά για 

0t =  έχουμε 0ξ =  από την (3.64).Δηλαδή jy = α  στο 0ξ = .Άρα α 0a=  και: 
 
                                                       jy = α 0b ξ+                                         (3.66) 
 
Όμως αφού οριακό στρώμα βρίσκεται  στο 0t =  θα πρέπει  η εξωτερική προσέγγιση 
να είναι έγκυρη στο 1t = .Αναζητούμε λοιπόν μια σειρά της μορφής: 
 
                                                     ( ) ( )0

0; ...y t y tε = +  
 
που αν αντικατασταθεί στην (3.1) με ( )1y β= , δίνει: 
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                                             0 0 0y y′ + =        ( )0 1y β=   . 
 
Επιπλέον  0 0

ty c e−=  ώστε    0 0
ty c e−=  και 

 
                                                        0y = 1 teβ − ...+   .                                   (3.67) 
 
Εκφράζοντας την (3.67) ως προς t  παίρνουμε: 
 

                                                      jy = α 0b t
νε

+  

 
και αναπτύσοντας για μικρό ε  και σταθεροποιημένο t  προκύπτει: 
 

                                                  ( )0

0
jy b t

ν

α

ε


= 


           0

0

0
0

b
b
=
≠

                          (3.68) 

 
Στη συνέχεια εκφράζουμε την (3.67) ως προς ξ  και λαμβάνουμε: 
 
                                          0 1y e

νε ξβ −=  
 
και αναπτύσοντας για μικρό ε  και σταθεροποιημένο ξ  προκύπτει: 
 
                                        ( )0 j

y = β e ...+   .                                                  (3.69) 
 
Τελικά από την  αρχή συνταιριάσματος πρέπει να ισχύουν 0 0b =  και eα β=  που 
γενικά δεν είναι αληθές . Άρα η περίπτωση αυτή απορρίπτεται. 
      Για 1ν <  η (3.65) καθώς 0ε → είναι: 
 

                                                              0
jdy

dξ
=  

 
με λύση: 
 
                                                               0

jy a=   . 
 
Βάζοντας jy = α  στο 0ξ =  έχουμε 0a = α  και τελικά: 
 
                                                              jy = α   .                                          (3.70) 
 
Η ( )0 j

y  δίνεται από την (3.69) και ισχύει: 
 
                                              ( )0jy = α   
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Και πάλι απαιτείται να ισχύει eα β=  που γενικά δεν είναι αληθές. Άρα και η 
περιίπτωση αυτή απορρίπτεται. 
      Για 1ν =  η (3.65) καθώς 0ε → είναι: 
 

                                                   
2

2

jd y
dξ

+ 0
jdy

dξ
=                                         (3.71) 

 
με γενική λύση: 
 
                                                    0 0

jy a b= + e ξ−   .   
 
Βάζοντας jy = α  στο 0ξ =  έχουμε: 
 
                                                       0 0a b+ = α  
 
και άρα: 
 
                                           0 0

jy b b e ξα −= − +   .                                         (3.72) 
 
Η ( )0 j

y  δίνεται από την (3.69) και εκφράζοντας την (3.72) ως προς t έχουμε: 
 

                                          0 0

t
jy b b e εα

−
= − +  

 
και αναπτύσοντας για μικρό ε  και σταθεροποιημένο t  παίρνουμε: 
 
                                            ( )0jy =  0bα −                                                  (3.73) 
 
Εξισώνοντας  τις (3.69) και (3.73) παίρνουμε: 
 
                                               0bα − eβ=   . 
 
Και τελικά η προσέγγιση πρώτης τάξης έχει τη μορφή: 
 
                                             0y = 1 teβ − ...+      
                                                                                                                       (3.74) 

                                              jy = eβ ( )eα β+ −
t

e ε
−

 
 
και συμφωνεί απόλυτα με εκείνη στην οποία καταλήξαμε στην παράγραφο 3.1. 
     Αφού λοιπόν το συντέριασμα κρίθηκε επιτυχές, το οριακό στρώμα βρίσκεται 
όντως στο αριστερό άκρο. Επιπλέον η επιλογή του συνδιασμού οδήγησε στην 
εξαγωγή μιας εσωτερικής προσέγγισης που επικαλύπτει την εξωτερική και ως εκ 
τούτου η επέκτασή μας για 1ν =  είναι η ενδεδειγμένη. Η συνθήκη  1ν =  είναι 
γνωστή και ως όριο διαχωρισμού και οδηγεί πάντα στη λιγότερο εκφυλισμένη μορφή 
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της εξίσωσης οριακου στρώματος. Τούτη στην περίπτωσή μας ειναι η (3.71).Γενικά 
από εδώ και στο εξής θα καταλήγουμε στο προσδοκώμενο αποτέλεσμα επιλέγοντας 
πάντα το κατάλληλο όριο διαχωρισμού. 
     Οι εξισώσεις (3.74) παράγουν δύο ξεχωριστές προσεγγίσεις 0y και jy  τάξης  
( )εΟ , οι οποίες έχουν επικαλυπτόμενα διαστήματα και καλύπτουν όλο το πεδίο 

ενδιαφέροντος. Αλλά συχνά απαιτείται κάποιος να μεταβεί από τη μία προσέγγιση 
στην άλλη όταν είναι επιθυμητή μια λυση σε ολόκληρο το διάστημα. Μάλιστα το 
σημείο μετάβασης δεν είναι γνωστό με ακρίβεια. Προκειμένου να ξεπεράσουμε αυτό 
το σκόπελο της μετάβασης από τη μία στην άλλη προσέγγιση, χρησιμοποιούμε την 
λεγόμενη σύνθετη προσέγγιση που ορίζεται από τη σχέση: 
 
                              
                              cy = 0y + jy − ( )0 j

y = 0y + jy − ( )0jy   .                    (3.75) 
 
 
Όπου η δεύτερη ισότητα ισχύει λόγω της αρχής συνταιριάσματος, καθώς  

( )0 j
y = ( )0jy . Η έκφραση αυτή δειχνει ότι η σύνθετη προσέγγιση σχηματίζεται από 

το άθροισμα της εσωτερικής και εξωτερικής προσέγγισης αφαιρώντας το κοινό μερος 
από το αποτέλεσμα. Στο παράδειγμα μας έχουμε: 
 
                                            ( )0 j

y = ( )0jy = eβ  
 
και 
 

                                          cy = 1 teβ − ( )eα β+ −
t

e ε
−

...+   .                          (3.76)  
 
Επιπρόσθετα ισχύουν τα εξής: 
 

                                        ( ) ( ) ( ) ( )
00 0 0 00c j jy y y y = + −   
  .  

 
Αλλά  γενικά ( )00 0f f= ,και άρα: 
                                                      
                                                       ( )0cy = 0y   .                                           (3.77)           
 
Ομοίως, 
 

                                         ( ) ( ) ( ) ( )0 0
jj j j jc jy y y y = + −   
 

 
και με ( ) jj jf f= , 
 
                                                       ( ) jcy = jy   .                                           (3.78)  
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Συνεπώς αφού η cy  αναπαράγει την εξωτερική προσέγγιση στο εξωτερικό διάστημα 
και την εσωτερική στο εσωτερικό διάστημα, συμπεραίνουμε ότι είναι έγκυρη παντού. 
Επομένως δεν είναι τυχαίο το γεγονός ότι η cy  συμφωνεί με την ακριβή λύση παντού 
όπως δείχνει και το σχήμα 3.7. 
 

                                
Σχ.  3.7. Σύγκριση της σύνθετης προσέγγισης  cy με την ακριβή λύση ey  για  0.1ε =  , 

0a =  , 1β =  
 
      Πριν κλείσει αυτή η ενότητα συγκρίνουμε την (3.76) με την (3.52) που εξήχθει με 
τη μέθοδο των πολλαπλών κλιμάκων. Έτσι λοιπόν ενώ η μέθοδος του 
συνταιριάσματος ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων οδηγεί σε μία συνθετη προσέγγιση 
που αποτελείται από δύο ξεχωριστά τμήματα (εξωτερική προσέγγιση - εσωτερική 
προσέγγιση) η μέθοδος των πολλαπλών κλιμάκων οδηγεί σε μια συμπαγή 
προσεγγιστική μορφή. Ακόμη για  0ε → με σταθεροποιημένο το t , βρίσκουμε ότι οι 
(3.52) και (3.56) δίνουν την ιδια εξωτερική προσέγγιση. Ενώ για t εξ=  και 0ε →  
με σταθεροποιημένο ξ , βρίσκουμε ότι οι (3.52) και (3.76) δίνουν και την ίδια 
εσωτερική προσέγγιση. Αρα συμφωνούν παντού στα διαστήματά τους. Ωστόσο, η 
παρουσία το παράγοντα exp( t ) στην (3.52) την κάνει να συμφωνεί καλύτερα με την 
ακριβή λύση όπως φαίνεται και στο σχήμα 3.8. 
  

                                  
Σχ.  3.8. Σύγκριση της  προσέγγισης  my  που λαμβάνεται με τη μέθοδο των πολλαπλών 
κλιμάκων με την σύνθετη προσέγγιση  cy και την ακριβή λύση ey  για  0.1ε =  , 0a =  , 

1β =  
      Αυτό βέβαια δεν σημαίνει πως η η μέθοδος των πολλαπλών κλιμάκων είναι πιο 
αξιόπιστη από τη μέδοδο του συνταιριάσματος ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων διότι η 
εφαρμογή της μεθόδου των πολλαπλών κλιμάκων σε μη γραμμικές διαφορικές 
εξισώσεις και κυρίως σε μερικές διαφορικές εξισώσεις δεν είναι άμεση. 
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3.3.     Προσεγγίσεις  υψηλότερης  τάξης  
    
   Αναζητούμε μία υψηλότερης τάξης προσέγγιση. Ξεκινάμε λοιπόν να εφαρμόσουμε 
τη γνωστή διαδικασία. 
 

• ΕΞΩΤΕΡΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ 
 
     Ψάχνουμε μια σειρά διαταραχών της μορφής: 
 
                                                    ( ) ( )0

0 1 ...y y t y tε= + +   .                           (3.79) 
 
Πρέπει να ικανοποιείται η οριακή συνθήκη ( )1y β=  γιατί το οριακό στρώμα είναι 
στο αριστερό άκρο. Αντικαθιστώντας λοιπόν την (3.79) στην (3.1) και εξισώνοντας 
τους συντελεστές των ίδιων δυνάμεων του ε , έχουμε: 
   
                                                0 0 0y y′ + =      ( )0 1y β=                                 (3.80) 
 
                                              1 1 0y y y ′′′ + = −      ( )1 1 0y =   .                            (3.81) 
 
Όπως προηγουμένως: 
 
                                                          0y = 1 teβ −   . 
 
Και τότε: 
 
                                                      1 1y y′ + = − 1 teβ −  
 
με γενική λύση: 
 
                                                     1

1 1
t ty c e teβ− −= − ...+                                  (3.82) 

 
• ΕΣΩΤΕΡΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ 

 

      Αρχικά συμβολίζουμε το y  με τον δείκτη j και θέτουμε tξ
ε

=  .Οπότε: 

 

                                     
2

2

jd y
dξ

+ ( )21 ε+
jdy

dξ
+ ε ( )21 ε− jy 0=                   (3.83)   

 
Αφού το οριακό στρώμα είναι στο μηδέν πρέπει να ικανοποιείται η οριακή συνθήκη 
( )0y α= . Τότε όμως 0ξ =  και άρα 

 
                                                         ( )0jy α=   .                                           (3.84) 
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Tώρα αναζητούμε μια σειρά της μορφής: 
 
                                                   ( ) ( )0 1 ...jy Y Yξ ε ξ= + +   .                           (3.85) 
 
Aντικαθιστώντας την (3.85) στην (3.83) και (3.84) και εξισώνοντας τους συντελεστές 
των ίδιων δυνάμεων του ε , έχουμε: 
 
                                        0 0 0Y Y′′ ′+ =          ( )0 0Y α=                                      (3.86) 
 
                                        1 1 0Y Y Y′′ ′+ = −       ( )1 0 0Y =   .                                   (3.87)   
 
Με γενική λύση για το 0Y : 
 
                                                0 0 0Y a b e ξ−= +    
 
και για 0ξ = , 
 
                                                  0 0a b α+ =   . 
 
Δηλαδή: 
 
                                           0Y = 0 0b b e ξα −− +   . 
 
Τότε η  (3.87) γίνεται: 
 
                                           1 1Y Y′′ ′+ = − ( )0 0b b e ξα −− −   . 
 
Mε γενική λύση: 
 
                                        1 1 1Y a b e ξ−= + ( )0 0b b e ξα ξ ξ −− − +   . 
 
Bάζοντας ( )1 0 0Y = : 
 
                                                      1 1 0a b+ =  
 
οπότε:  
 
                                         1 1 1Y b b e ξ−= − + ( )0 0b b e ξα ξ ξ −− − +   . 
 
Άρα είναι: 
 
                           jy = 0 0b b e ξα −− + + ε ( )1 1 0 0b b e b b eξ ξα ξ ξ− − − + − − +    .      (3.88) 
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Oι σταθερές 0b  και 1b  θα προσδιοριστούν από τη συνθήκη ( )0 j
y = ( )0jy . 

Εκφράζουμε  την (3.82) ως προς tξ
ε

=  και έχουμε: 

 
                                             ( )0 1 11 ...y e eξ εξβ εβ εξ− −= + − +  
 
και για μικρό ε  με ξ  σταθεροποιημένο: 
 
                                            ( ) ( )0 1 ..

j
y e eβ εβ ξ= + − + .   .                            (3.89) 

 
Eκφράζοντας την (3.88) ως προς t , έχουμε: 
 

             jy ( )0 0 1 1 0 0

t t tt tb b e b b e b b eε ε εα ε α
ε ε

− − − 
= − + + − + − − + 

 
...+   

 
και για μικρό ε  με t  σταθεροποιημένο: 
 
                                   ( ) ( )0

0 0 1 ...jy b b t bα α ε= − − − + +                                (3.90) 
 
Eξισώνοντας τις (3.89) και (3.90): 
 
                                 ( )1e eβ εβ ξ+ − ( )0 0 1b b t bα α ε= − − − +  
 

και λαμβάνοντας υπόψιν ότι tξ
ε

= , παίρνουμε:  

 
                           eβ etβ− eεβ+  ( )0 0 1b b t bα α ε= − − − +                         (3.91)   
 

και εξισώνοντας τους συντελεστές των ίδιων δυνάμεων του ε , έχουμε: 
 

                                  eβ etβ− ( )0 0b b tα α= − − −                                     (3.92) 
 
                                                      eβ = 1b−   .                                                 (3.93) 
 
Επιπλέον εξισώνοντας τους συντελεστές των ίδιων δυνάμεων του t  στην (3.92) 
παίρνουμε: 
 
                                        eβ  0bα= −         eβ  0bα= −   ,   
 
οι οποίες είναι όμοιες. Δηλαδη ισχύει 0b eα β= −  και από την (3.93) προκύπτει                                                           

1b = eβ− . Συνεπώς η (3.88) γίνεται: 
 
           ( ) ( ) ...jy e e e e ee e e eξ ξ ξβ α β ε β β β ξ α β ξ− − − = + − + − − + − +    . (3.94) 
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     Eκτός από την παραπάνω συνθήκη συνταιριάσματος υπάρχει και μία άλλη που 
ανήκει στον Van Dyke και ορίζεται ως εξής: 
 
H εσωτερική προσέγγιση κ-τάξης της (εξωτερικής προσέγγισης λ-τάξης) ισούται 
με την εξωτερική προσέγγιση λ-τάξης της (εσωτερικής προσέγγισης κ-τάξης) 
                                                                                                                              (3.95)                         
 
όπου τα κ και λ είναι δύο οποιδήποτε ακέραιοι. Για να καθορίσουμε την εσωτερική 
προσέγγιση κ-τάξης της (εξωτερικής προσέγγισης λ-τάξης), ξαναγράφουμε τους 
πρώτους λ όρους της εξωτερικής προσέγγισης ως προς την εσωτερική μεταβλητή  και 
αναπτύσουμε για μικρό ε  με σταθεροποιημένη την εσωτερική μεταβλητή 
σταματώντας στους πρώτους κ όρους. Πράτουμε ανάλογα και για το δεξί μέλος της 
(3.95). 
      Προσπαθούμε στη συνέχεια να συνταιριάξουμε τις (3.82) και (3.88) με τη 
βοήθεια της (3.95). Έτσι είναι: 
 
 εξωτερική προσέγγιση δεύτερης τάξης: y  ( )1 11t te t eβ εβ− −+ −  
 
ως προς την εσωτερική μεταβλητή:           ( )1 11e eεξ εξβ εβ εξ− −= + −  
 

αναπτύσοντας για μικρό ε :                      2 211 ...
2

eβ εξ ε ξ = − + + 
 

 

                                                                                               
                                                                      ( )( )1 1 ...eεβ εξ εξ+ − − +  
 
εσωτερική προσέγγιση δεύτερης τάξης:      = ( )1e eβ εβ ξ+ −                         (3.96) 
 
εσωτερική προσέγγιση δεύτερης τάξης: y  0 0b b e ξα −− +  

                                                                     ( )1 1 0 0b b e b b eξ ξε α ξ ξ− − + − + − − +   
 

ως προς την εξωτερική μεταβλητή:          0 0

t

b b e εα
−

= − +   

                                                                  ( )1 1 0 0

t tt tb b e b b eε εε α
ε ε

− − 
+ − + − − + 

 
 

 
αναπτύσοντας για μικρόε  :                    = 0bα − ( )0b tα− − 1bε− + EST 
 
εξωτερική προσέγγιση δεύτερης τάξης:   = 0bα − ( )0b tα− − 1bε−   .           (3.97) 
 
Eξισώνοντας τις (3.96) και (3.97) σύμφωνα με την (3.95) και εκφράζοντας ως προς t  
την (3.96), προκύπτει η (3.91). 
      Εδώ είναι ανάγκη να σημειώσουμε ότι υπάρχουν ορισμένες περιπτώσεις όπου η 
συνθήκη του Van Dyke δεν εφαρμόζεται. Παρ’ όλα αυτά χρησιμοποιείται ευρέως , γι’ 
αυτό και την αναφέρουμε.  



 57 

      Τελικά λαμβάνουμε την σύνθετη ομοιόμορφη προσέγγισή μας αντικαθιστώντας 
τις (3.82) , (3.84) και (3.97) στην (3.75): 
 
     1c ty eβ −= + ( )e e ξα β −− ( ) ( )1 11 ...tt e e e eξ ξε β β α β ξ− − − + − − + − +   (3.98) 
 

3.4.     Εξισώσεις  με  μεταβλητούς  συντελεστές  
 
      Στο κομμάτι αυτό θα εφαρμόσουμε τη μέθοδο του συνταιριάσματος 
ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων για την εύρεση λύσης στο πρόβλημα: 
 
                             ( ) ( )1 0 0y p t y p t yε ′′ ′+ + =          1ε                           (3.99) 
 
                                           ( )0y α=          ( )1y β=                                    (3.100) 
 
για συγκεκριμένες συναρτήσεις 1p  και 0p . 
 

• ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ   1 
 

      Θεωρούμε το πρόβλημα: 
 
                                           ( )2 1 2 0y t y yε ′′ ′− + + =                                    (3.101) 
 
Για 0ε → η παραπάνω διαφορική εξίσωση γίνεται πρώτης τάξης. Μία λοιπόν από τις 
οριακές συνθήκες πρέπει να αφηθεί στην άκρη.Έστω ότι το οριακό στρώμα βρίσκεται 
στο δεξί άκρο. Τότε  η εξωτερική προσέγγιση θα ικανοποιεί  τη συνθήκη  ( )0y α= . 
      Ψάχνουμε μία σειρά διαταραχών της μορφής: 
 
                                         ( ) ( )0

0 1 ...y y t y tε= + +   .                                    (3.102) 
 
Kαι με αντικατάσταση της (3.102) στην (3.101) ενώ ( )0y α= , και εξισώνοντας τους 

συντελεστές του 0ε , έχουμε: 
 
                             ( ) 0 02 1 2 0t y y′− + + =             ( )0y α=   .                       (3.103) 
Kάνοντας διαχωρισμό των μεταβλητών , προκύπτει: 
 

                                                          0

0

2
2 1

dy dt
y t

=
+

  

 
και τελικά: 
 
                                                        ( )0 0 2 1y c t= +   . 
 
Αλλά ( )0y α=  και άρα: 
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                                                       ( )0 2 1y tα= + ...+                                 (3.104) 
 
Προχωρώντας στο οριακό στρώμα θέτουμε: 
 

                                               1 t
νξ
ε
−

=                 0ν >   .                           (3.105) 

 
Βάζοντας την (3.105) στην (3.101) και συμβολίζοντας την εσωτερική προσέγγιση με 
τον δείκτη j , έχουμε: 
 

                               ( )
2

1 2
2 3 2 2 0

j j
jd y dy y

d d
ν ν νε ε ε ξ

ξ ξ
− −+ − + =   .                   (3.106) 

 
Καθώς 0ε →  η οριακή μορφή της (3.106) εξαρτάται από την τιμή του ν .Επιλέγουμε 
λοιπόν ως όριο διαχωρισμού 1ν =  και γράφουμε: 
 

                                    ( )
2

2 3 2 2 0
j j

jd y dy y
d d

εξ ε
ξ ξ

+ − + =                               (3.107) 

 
Αφού το οριακό στρώμα είναι στο 1t =  , έπεται ότι ( )1y β= . Aλλά τότε: 
 
                                                           ( )0jy β=   .                                       (3.108) 
 
Aναζητούμε μια εσωτερική προσέγγιση στη μορφή: 
 
                                             ( ) ( )0 1 ...jy Y Yξ ε ξ= + +   .                                (3.109)   
 
Kαι με αντικατάσταση της (3.109) στην (3.107) ενώ ισχύει η (3.110), και 
εξισώνοντας τους συντελεστές του 0ε , έχουμε: 
 
                                             0 03 0Y Y′′ ′+ =         ( )0 0Y β=                               (3.110) 
 
και 
 
                                          3

0 0 0Y a b e ξ−= +        0 0a b β+ =   . 
 
Επομένως: 
 
                                                  3

0 0
jy b b e ξβ −= − +                                      (3.111) 

 
όπου το 0b  θα υπολογιστεί απο το συνταίριασμα της εσωτερικής με την εξωτερική 
προσέγγιση. Εφαρμόζοντας τη συνθήκη Van Dyke , έχουμε: 
 
 εξωτερική προσέγγιση πρώτης τάξης: y   ( )2 1tα +  
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ως προς την εσωτερική μεταβλητή:          ( )3 2α εξ= −   
 
αναπτύσοντας για μικρό ε :                     3 2α εαξ= −  
  
 
εσωτερική προσέγγιση πρώτης  τάξης:      =  3α                                           (3.112) 
 
εσωτερική προσέγγιση πρώτης  τάξης: y   3

0 0b b e ξβ −− +  
                                                                      

ως προς την εξωτερική μεταβλητή:          
( )1

3

0 0

t

b b e εβ
−

−
= − +  

                                                                   
αναπτύσοντας για μικρό ε :                    =  0bβ − + EST 
 
εξωτερική προσέγγιση πρώτης  τάξης:    =  0bβ −   .                                    (3.113) 
 
Eξισώνοντας τις (3.112) και (3.113) καταλήγουμε: 
 
                                                           0b 3β α= −   .                                   
Άρα: 
 
                                               jy =  3α ( ) 33 ...e ξβ α −+ − +                         (3.114) 
 
και 
 
                                   cy = ( )2 1tα + + ( ) 33 3 3e ξα β α α−+ − − + ...   
 
ή 
 

                                   cy = ( )2 1tα + + ( )
( )1

3
3 ...

t

e εβ α
−

−
− +   .                   (3.115) 

 
Το σχήμα 3.9 μας δείχνει ότι η cy  είναι κοντά στην ακριβή λύση. μΚαι εκ του 
αποτελέσματος προκύπτει πως το οριακό στρώμα βρίσκεται όντως στο δεξί άκρο. 
 

                         
Σχ.  3.9. Σύγκριση της σύνθετης προσέγγισης cy με την ακριβή λύση ey που λαμβάνεται 
με αριθμητική αντικατάσταση στις (3.101) και (3.100) για  0.2ε =  , 1a =  , 0β =  
 



 60 

• ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ   2 
 

       Σαν δεύτερο παράδειγμα δίνεται η εξίσωση (3.99) με το δεδομένο ότι η 
( )1p t είναι είτε θετική είτε αρνητική, σε ολόκληρο το [ ]0,1 . 

      Αποδεικνύεται πως για ( )1p t 0>  στο [ ]0,1  το οριακό φράγμα βρίσκεται στο 
αριστερό άκρο. Συνεπώς η εξωτερική προσέγγιση πρέπει να ικανοποιεί τη συνθήκη 
( )1y β= και αντίστοιχα η εσωτερική προσέγγιση τη σχέση ( )0y α= . Αναζητούμε 

μία σειρά διαταραχών της μορφής: 
 
                                                 ( ) ( )0

0 1 ...y y t y tε= + +                             (3.116) 
 
Αντικαθιστώντας την (3.116) στην (3.99) δεδομένου ότι ( )1y β=  και εξισώνοντας 

τους συντελεστές του 0ε , έχουμε: 
 
                                          1 0 0 0 0p y p y′ + =        ( )0 1y β=   .                    (3.117) 
 
Kάνοντας διαχωρισμό μεταβλητών, προκύπτει: 
 

                                                       0 0

0 1

dy p dx
y p

= −  

 
και τελικά: 
 

                                                    
( )
( )

0

11
0 0

t p t
d

p t
y c e

τ
 
 −
  
∫

=   
 
και για ( )0 1y β= : 
 

                                            0y
( )
( )

0

11

t p t
d

p t
e

τ

β

 
 −
  
∫

=

1
0

1t

p d
p

e
τ

β

 
 
  
∫

=   . 
 
Συνεπώς: 
 

                                                    0y

1
0

1t

p d
p

e
τ

β

 
 
  
∫

= ...+   .                                (3.118) 
 
Προχωρώντας στο οριακό στρώμα θέτουμε 
 

                                            t
νξ
ε

=                     0ν >   .                            (3.119)  

 
Tότε η (3.99) γίνεται: 
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                             ( ) ( )
2

1 2
1 02 0

j j
jd y dyp p y

d d
ν ν ν νε ε ε ξ ε ξ

ξ ξ
− −+ + =   .           (3.120) 

 
Καθώς 0ε →  η οριακή μορφή της (3.106) εξαρτάται από την τιμή του ν . 
Επιλέγουμε λοιπόν ως όριο διαχωρισμού 1ν =  και γράφουμε: 
 

                                                      ( )
2

12 0 0
j jd y dyp

d dξ ξ
+ =   .                       (3.121) 

 
Με γενική λύση: 
 
                                                       ( )1 0

0 0
pjy a b e ξ−= +   .                            (3.122) 

 
Αφού το οριακό στρώμα είναι στο μηδέν πρέπει να ικανοποιείται η οριακή συνθήκη 
( )0y α= . Τότε όμως 0ξ =  και άρα: 

 
                                                          ( )0jy α=   . 
 
Oπότε: 
 
                                         ( )1 0

0 0
pjy b b e ξα −= − +   .                                        (3.123) 

 
Στη συνέχεια εφαρμόζουμε τη γνωστή διαδικασία συνταιριάσματος. 
 

εξωτερική προσέγγιση πρώτης τάξης: y   

1
0

1t

p d
p

e
τ

β

 
 
  
∫

 
 

ως προς την εσωτερική μεταβλητή:          

1
0

1

p d
p

e εξ

τ

β

 
 
 
 
∫

=  
 

αναπτύσοντας για μικρό ε :                     

1
0

10 ..
p d
p

e
τ

β

 
 
  
∫

= +  
  
 

εσωτερική προσέγγιση πρώτης  τάξης:       

1
0

10

p d
p

e
τ

β

 
 
  
∫

=                                  (3.124) 
 
εσωτερική προσέγγιση πρώτης  τάξης: y  ( )1 0

0 0
pb b e ξα −− +  

                                                                      

ως προς την εξωτερική μεταβλητή:          
( )1 0

0 0

tp
b b e εα

−
= − +  

                                                                   
αναπτύσοντας για μικρό ε :                     =  0bα − + EST 
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εξωτερική προσέγγιση πρώτης  τάξης:    =  0bα −                                         (3.125) 
 

     Παρατηρούμε ότι καθώς 0ε →  το exp ( )1 0 tp
ε

 −  
 γίνεται εκθετικά μικρό διότι 

( )1 0 0p > .Αν όμως είχαμε ( )1 0 0p < , τότε το exp ( )1 0 tp
ε

 −  
 θα αύξανε εκθετικά 

καθώς 0ε → και επομένως δεν θα είμασταν σε θέση να συνταιριάξουμε την 
εσωτερική με την εξωτερική προσέγγιση. Σ’ αυτή την περίπτωση το οριακό στρώμα 
θα βρισκόταν στο δεξί άκρο. 
     Εξισώνοντας τις (3.124) και (3.125), έχουμε: 
 

                                                     0bα −  

1
0

10

p d
p

e
τ

β

 
 
  
∫

=    . 
 
Δηλαδή: 
 

                               ( )

1 1
0 0

1 10 0 1 0 ...
p pd d
p p pjy e e e

τ τ
ξβ α β

   
   
    −   

 ∫ ∫ = + − + 
  

                   (3.126)  

 
Οπότε η σύνθετη προσέγγιση είναι η εξής: 
 

                                   ( )

1 1
0 0

1 10 1 0 ...t

p pd d
p p pcy e e e

τ τ
ξβ α β

   
   
    −   

 ∫ ∫ = + − + 
  

                (3.127) 

  
• ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ   3 

 
     Στο τρίτο παράδειγμα θα αναφερθούμε στην περίπτωση που η ( )1p t μηδενίζεται 
στο αριστερό άκρο. Έχουμε την εξίσωση: 
 
                                                        0y ty tyε ′′ ′+ − =                                     (3.129) 
 
                                                 ( )0y α=          ( )1y β=   .       
 
     Έστω ότι το οριακό στρώμα  βρισκεται στο αριστερό άκρο (πιθανότατα αυτό 
συμβαίνει αφού ο παράγοντας του y′  είναι θετικός). 
     Ψάχνουμε μία σειρά διαταραχών της μορφής: 
 
                                                     ( ) ( )0

0 1 ...y y t y tε= + +   .    
 
Αντικαθιστώντας στην (3.129) και εξισώνοντας: 
 
                                                         0 0 0ty ty′ − =   . 
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Mε γενική λύση: 
 
                                                          0 0

ty c e−=   .       
 
Ομως πρέπει να ισχύει η συνθήκη  ( )1y β=  ή  ( )0 1y β=  ή ( )0 1y β= . Και άρα: 
 
                                                           0c eβ =   .  
 
Οπότε : 
 
                                                          1

0
ty eβ −=                                    

και, 
 
                                                          0 1 ...ty eβ −= +                                     (3.129) 
 
     Θεωρούμε παράκατω τoν μετασχηματισμό: 
 

                                                t
νξ
ε

=                     0ν >                            (3.130) 

 
και λαμβάνουμε: 
 

                                           
2

1 2
2 0

j j
jd y dy y

d d
ν νε ξ ε ξ

ξ ξ
− + − =   .                    (3.131) 

 
Καθώς 0ε →  η οριακή μορφή της (3.106) εξαρτάται από την τιμή του ν . 

Επιλέγουμε λοιπόν ως όριο διαχωρισμού 1
2

ν =  και γράφουμε: 

 

                                                      
2

2 0
j jd y dy

d d
ξ

ξ ξ
+ =   .                                   (3.132) 

 

Θέτοντας στη συνέχεια 
jdy

d
ω

ξ
=  στην (3.132) και επιλύοντας ως προς ω  

καταλήγουμε στη γενική λύση: 
 

                                                   
21

2
0

jdy a e
d

ξ
ω

ξ
−

= =   

 
και με ολοκλήρωση έχουμε: 
 

                                                
21

2
0 0

0

tjy a e d b
ξ

τ
−

= +∫   . 
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Ομως πρέπει να ισχύει η συνθήκη  ( )0y α=  ή ( )0jy α= , που μας δίνει: 
 
                                                           0bα =   . 
 
Δηλαδή: 
 

                                               
21

2
0

0

tjy a e d
ξ

τ α
−

= +∫   .                                    (3.133) 

 
     Για να υπολογίσουμε την σταθερά 0a  συνταιριάζουμε την εσωτερική και 
εξωτερική προσέγγιση σύμφυνα με τη γνωστή διαδικασία. 
 
εξωτερική προσέγγιση πρώτης τάξης: y   1teβ −  
 

ως προς την εσωτερική μεταβλητή:          
1
2 1e
ξ

β= −  
 

αναπτύσοντας για μικρό ε :                     1eβ −=  
1
21 ...ε ξ

 
+ + 

 
 

  
 
εσωτερική προσέγγιση πρώτης  τάξης:        1eβ −=                                          (3.134) 
 

εσωτερική προσέγγιση πρώτης  τάξης: y   
21

2
0

0

t
a e d

ξ

τ α
−

+∫  

                                                                      

ως προς την εξωτερική μεταβλητή:          

1
2 21

2
0

0

t

t
a e d

ε

τ α
−

= +∫  

                                                                   

αναπτύσοντας για μικρόε  :                    =  
21

2
0

0

...
t

a e dτ α
∞

−
+ +∫  

 

εξωτερική προσέγγιση πρώτης  τάξης:    0

2
a π α= +                                    (3.135) 

 
Εξισώνοντας τις (3.134) και (3.135) , υπολογίζουμε το 0a :   
 

                                  1eβ − 0

2
a π α= +    ή   0a = ( )12 eβ α

π
− −   .  

 
Eν τέλει λοιπόν το οριακό στρώμα βρίσκεται όντως στο αριστερό άκρο και με 
αντικατάσταση του 0a στην (3.133) έχουμε: 
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                                         jy = ( )
21

1 2

0

2 ...
t

e e d
ξ

α β α τ
π

−−+ − +∫   .                (3.136) 

 
Άρα  η ομοιόμορφη σύνθετη προσέγγισή μας έχει την παρακάτω μορφή: 
 

                             ( )
21

1 1 12

0

2 tc ty e e e d e
ξ

β α β α τ β
π

−− − −= + + − −∫                (3.137) 

 

                                   
Σχ.  3.10. Σύγκριση της σύνθετης προσέγγισης  cy με την ακριβή λύση ey που λαμβάνεται 
με αριθμητική αντικατάσταση στις (3.129) και (3.100) για  0.2ε =  , 1a =  , 0β =  
 
To σχήμα  3.10 μας δείχνει ότι η σύνθετη προσέγγιση είναι πολύ κοντα στην ακριβή 
λύση για 0.2ε = , ενώ ταυτίζεται για 0.1ε = . 
 
     Σαν τέταρτη θα μπορούσαμε να αναφέρουμε την περίπτωση κατά την οποία η 

( )1p t μηδενίζεται σε ένα σημείο εντός του διαστήματος  [ ]0,1 . Χρησιμοποιώντας για 
παράδειγμα την εξίσωση: 
 

                                          1 1 0
2 2

y t y t yε    ′′ ′+ − − − =   
   

                           (3.138) 

 
καταλήγουμε στο συμπερασμα ότι δεν υφίστανται οριακά στρώματα στα άκρα αλλά 

υπάρχει ένα “εσωτερικό οριακό στρώμα” στο 1
2

t = . 

 

3.5.     Προβλήματα  με  δύο  οριακά  στρώματα  
 
      Θεωρούμε το εξής πρόβλημα: 
 
                                                        ( ) ( )242 1 1y t yε ′′− + =                               (3.139) 
 
                                         ( )0y α=   ( )0y β′ =   ( )1y γ=  ( )1y δ′ =   .        (3.140) 
 
      Αναζητούμε μία σειρά διαταραχών της μορφής: 



 66 

 
                                                       ( ) ( )0

0 1 ...y y t y tε= + +                             (3.141) 
 
Αντικαθιστώντας την (3.141) στην (3.139) και εξισώνοντας τους συντελεστές των 
ίδιων δυνάμεων του ε  παίρνουμε: 
 
                                                         ( )2

01 1t y′′− + =                                        (3.142) 
 
                                                         ( )2

11 0t y′′− + =   .                                    (3.143) 
 
Από την (3.142) έχουμε: 
 

                                                          
( )0 2

1
1

y
t

′′ = −
+

 

 
και με διαδοχικές ολοκληρώσεις: 
 
                                                      0y = ln ( )1 t At B+ + +   .                           (3.144) 
 
Η γενική λύση της (3.143) είναι: 
 
                                                             1y t= Γ + ∆   .                                      (3.145) 
 
Επομένως 
 
                                            0y = ln ( )1 t At B+ + + ε+ ( )tΓ + ∆ ...+   .          (3.146) 
 
Αυτή την εξωτερική προσέγγιση θα τη συνταιριάξουμε αργότερα με τις εσωτερικές 
προσεγγίσεις κοντά στα σημεία 0t =  και 1t = . 
      Θεωρούμε στη συνέχεια τον μετασχηματισμό: 
 

                                                t
νξ
ε

=                     0ν >                              (3.147) 

 
Αντικαθιστώντας στην (3.139) και συμβολίζοντας την εσωτερική προσέγγιση κοντά 
στο μηδέν με τον δείκτη j , έχουμε: 
 

                                          ( )
4 222 4 2

4 21 1
j jd y d y

d d
ν ν νε ε ε ξ

ξ ξ
− −− + =   .                 (3.148) 

 
Καθώς 0ε → , το όριο διαχωρισμού είναι το 1ν = .Τότε οι κυρίαρχοι όροι είναι οι: 
 

                                           ( )
4 2

2 2 2
4 21 2

j jd y d y
d d

εξ ε ξ ε
ξ ξ

− + + =   .                   (3.149) 
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Αναζητούμε μία σειρά διαταραχών δεύτερης τάξης της μορφής:   
 
                                                       ( ) ( )0 1 ...jy Y Yξ ε ξ= + +   .                       (3.150) 
 
Αντικαθιστώντας την (3.150) στην (3.149) και εξισώνοντας τους συντελεστές των 
ίδιων δυνάμεων του ε  παίρνουμε: 
 
                                                           ( )4

0 0 0Y Y ′′− =                                         (3.151) 
 
                                                         ( )4

1 1 02Y Y Yξ ′′′′+ =   .                                 (3.152) 
 
Όμως πρέπει να ικανοποιείται η οριακή συνθήκη στο 0t = . Οπότε είναι ( )0y α=  ή 
αλλιώς: 
 
                                                            ( )0jy α=   .                                      (3.153) 
 
Επιπλέον η οριακή συνθήκη ( )0y β′ =  μετασχηματίζεται σε: 
 

                                                        ( )0
jdy

d
εβ

ξ
=                                         (3.154) 

 
με τη βοήθεια της αλυσίδας: 
 

                                                   1dy dy d dy
dt d dt d

ξ
ξ ε ξ

= =   . 

 
Αντικαθιστώντας την (3.150) στις  (3.153) και (3.154) και εξισώνοντας τους 
συντελεστές των ίδιων δυνάμεων του ε  παίρνουμε: 
 
                                                   ( )0 0Y α=       ( )0 0 0Y ′ =                              (3.155) 
 
                                                   ( )1 0 0Y =        ( )1 0Y β′ =   ,                         (3.156) 
 
Εδώ πρέπει να παρατηρήσουμε ότι το β  κάνει την εμφάνισή του στην πρώτη 
παράγωγο, πράγμα που εξηγεί γιατί από την αρχή απαιτήσαμε σειρά διαταραχών 
δεύτερης τάξης. 
     Η γενική λύση της (3.151) είναι: 
 
                                               0 0 0 0 0Y a b c e d eξ ξξ −= + + +   . 
 
Στην παραπάνω εξίσωση απαιτούμε 0 0d = διότι σε διαφορετική περίπτωση το 0Y  θα 
αύξανε εκθετικά συναρτήσει του ξ, γεγονός που θα καθιστούσε αδύνατο το 
συνταίριασμα των προσεγγίσεων. Από τις οριακές συνθήκες (3.155) έχουμε: 
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                                      0 0a c α+ =       και      0 0 0b c− =   . 
 
Συνεπώς προκύπτει: 
 
                                               ( )0 0 1Y c e ξα ξ−= + + −   .                             (3.157) 
 
Παρακάτω χρησιμοποιώντας την (3.95) για  1κ λ= =  συνταιριάζουμε για λόγους 
απλότητας τις δύο προσεγγίσεις. 
 
εξωτερική προσέγγιση πρώτης τάξης: y   ln ( )1 t At B+ + +  
 
ως προς την εσωτερική μεταβλητή:         = ln ( )1 A Bεξ ε ξ+ + +  
 
αναπτύσοντας για μικρό ε :                     ...A Bεξ ε ξ= + + +  
  
 
εσωτερική προσέγγιση πρώτης  τάξης:     = B                                             (3.158) 
 
εσωτερική προσέγγιση πρώτης  τάξης: y  ( )0 1c e ξα ξ−+ + −   
                                                                      

ως προς την εξωτερική μεταβλητή:          0 1
t tc e εα

ε
− 

= + + − 
 

 

                                                                   

αναπτύσοντας για μικρό ε :                    =  0 0
tc cα
ε

− + + EST 

 

εξωτερική  προσέγγιση πρώτης τάξης:  0
0

0

0
0

c
c t c

α

ε

 ==  ≠

                           (3.159)                                                   

 
Εξισώνοντας τις (3.158) και (3.159) , υπολογίζουμε τα: 
 
                                                    0 0c =        B α=                                     (3.160) 
 
και                                                   0Y α=   .                                              (3.161) 
 
Αντικαθιστώντας στην  (3.152) έχουμε: 
 
                                                           ( )4

1 1 0Y Y ′′− =   .                                   (3.162) 
 
Με γενική λύση: 
 
                                                    1 1 1 1 1Y a b c e d eξ ξξ −= + + +   .                     (3.163) 
 



 69 

Ομοίως απαιτούμε το 1d  να είναι μηδέν , διαφορετικά το 1Y  θα αύξανε εκθετικά σε 
σχέση με το ξ , γεγονός που θα καθιστούσε αδύνατο το συνταίριασμα των 
προσεγγίσεων. Από τις οριακές συνθήκες (3.156) έχουμε: 
 
                                       1 1 0a c+ =          1 1b c β− =   . 
 
Και επομένως: 
  
                                                ( )1 1 1Y c e ξβξ ξ−= + + −   .                               (3.164) 
 
Τελικά: 
 
                                         jy =  α +  ( )1 1c e ξε βξ ξ− + + −    .                     (3.165) 

 
Ακολούθως συνταιριάζουμε εσωτερικές και εξωτερικές προσεγγίσεις με τον γνωστό 
τρόπο. 
 
εξωτερική προσέγγιση δεύτερης τάξης: y   ln ( ) ( )1 t At tα ε+ + + + Γ + ∆  
 
ως προς την εσωτερική μεταβλητή:           ( ) ( )1 Aεξ ε ξ α ε ε ξ= + + + + Γ + ∆  
 
αναπτύσοντας για μικρό ε :                      2 ...Aεξ ε ξ α ε ξ ε= + + + Γ + ∆ +  
                                                                                               
                                                                       
 
εσωτερική προσέγγιση δεύτερης τάξης:      =  ( )α ε ξ ξ+ + Α + ∆                    (3.166) 
 
εσωτερική προσέγγιση δεύτερης τάξης: y  ( )1 1c e ξα ε βξ ξ− + + + −   

                                                                      
 

ως προς την εξωτερική μεταβλητή:          1 1
tt tc e εα ε β

ε ε
−  

= + + + −  
   

 

                                                                   
 
αναπτύσοντας για μικρόε  :                    = 1 1t c t cα β ε+ + − + EST 
 
εξωτερική προσέγγιση δεύτερης τάξης:   = 1 1t c t cα β ε+ + −   .                      (3.167) 
 
Αφού εκφράσουμε την (3.166) ως προς  t  την εξισώνουμε με την (3.167) και 
προκύπτει: 
 
                                      t Atα ε+ + + ∆ = 1 1t c t cα β ε+ + −   .   
 
Δηλαδή: 
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                                11 cβ+ Α = +                       1c∆ = −   .                           (3.168) 
 
Όσον αφορά στην εσωτερική προσέγγιση κοντά στο  1t =  θεωρούμε τον 
μετασχηματισμό: 
 

                                    1 t
νω
ε
−

=                                   0ν >                         (3.169) 

 
Αντικαθιστώντας στην (3.139) και συμβολίζοντας την εσωτερική μας προσέγγιση με 
τον δείκτη µ  προκύπτει: 
 

                                       ( )
4 222 4 2

4 22 1d y d y
d d

µ µ
ν ν νε ε ε ω

ω ω
− −− − =   . 

 
Καθώς 0ε → , το όριο διαχωρισμού είναι το 1ν = . Τότε οι κυρίαρχοι όροι είναι οι: 
 
 

                                         ( )
4 2

2 2 2
4 24 4d y d y

d d

µ µ

εω ε ω ε
ω ω

− − + =   .                  (3.170) 

 
Αναζητούμε μία σειρά διαταραχών δεύτερης τάξης της μορφής:   
 
                                                ( ) ( )0 1

ˆ ˆ .y Y Yµ ω ε ω= + + ..  .                           (3.171) 
 
Αντικαθιστώντας την (3.171) στην (3.170) και εξισώνοντας τους συντελεστές των 
ίδιων δυνάμεων του ε  παίρνουμε: 
 
                                                            ( )4

0 0
ˆ ˆ4 0Y Y ′′− =                                      (3.172) 

 
                                                            ( )4

1 1 0
ˆ ˆ ˆ4 4Y Y Yω′′ ′′− = −   .                          (3.173) 

 
     Όμως πρέπει να ικανοποιείται η οριακή συνθήκη στο 1t = . Δηλαδή ( )1y γ= ή 
αλλιώς: 
 
                                                         ( )0yµ γ=   .                                          (3.174)  
 
Επιπλέον η οριακή συνθήκη  ( )1y δ′ =  μετασχηματίζεται σε: 
 

                                                      ( )0dy
d

µ

εδ
ω

= −                                           (3.175) 

  
με τη βοήθεια της αλυσίδας: 
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                                               1dy dy d dy
dt d dt d

ω
ω ε ω

= = −   . 

 
Αντικαθιστώντας την (3.171) στην στις (3.174) και (3.175) και εξισώνοντας τους 
συντελεστές των ίδιων δυνάμεων του ε  παίρνουμε: 
 
                                          ( )0̂ 0Y γ=         ( )0̂ 0 0Y ′ =                                      (3.176) 
 
                                          ( )1̂ 0 0Y =         ( )1̂ 0Y δ′ = −   .                                (3.177) 
 
Η γενική λύση της (3.172) είναι: 
 
                                       2 2

0 0 0 0 0
ˆ ˆˆ ˆ ˆY a b c e d eω ωω −= + + +   .                              (3.178) 

 
Στην παραπάνω εξίσωση απαιτούμε 0

ˆ 0d =  διότι σε διαφορετική περίπτωση το 0̂Y  θα 
αύξανε εκθετικά συναρτήσει του ω , γεγονός που θα καθιστούσε αδύνατο το 
συνταίριασμα των προσεγγίσεων. Από τις οριακές συνθήκες (3.176) έχουμε: 
 
                                            0 0ˆ ˆa c γ+ =              0 0

ˆ ˆ2 0b c− =   .                     (3.179) 
 
Συνεπώς: 
 
                                                ( )2

0 0
ˆ ˆ 2 1Y c e ωγ ω−= + + −                              (3.180) 

 
Προχωράμε στη διαδικασία συνταιριάσματος. 
 
εξωτερική προσέγγιση πρώτης τάξης: y   ln ( )1 t At α+ + +  
 
ως προς την εσωτερική μεταβλητή:         = ln ( ) ( )2 1 2Aεω ω α− + − +  
 

αναπτύσοντας για μικρό ε :                    = ln 12 ..
2

A Aεω ε ω α− + − + +  

  
 
εσωτερική προσέγγιση πρώτης  τάξης:     =  A α+ + ln 2                                (3.181) 
 
εσωτερική προσέγγιση πρώτης  τάξης: y  ( )2

0ˆ 2 1c e ωγ ω−+ + −  
                                                                      

ως προς την εξωτερική μεταβλητή:          ( )12 1
0

1ˆ 2 1t tc e εγ
ε

−− − − = + + − 
 

 

                                                                   

αναπτύσοντας για μικρό ε :                     0 0
1ˆ ˆ2 tc cγ
ε
−

= + − +  EST 
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εξωτερική προσέγγιση πρώτης  τάξης:                                                           (3.182) 
 
Εξισώνοντας τις (3.181) και (3.182) , υπολογίζουμε τα  0ĉ  και A : 
 
 
                                                        0ˆ 0c =              A α+ + ln 2 γ=   .           (3.183) 
 
Με αντικατάσταση έχουμε: 
 
                                                            0̂Y γ=   .                                              (3.184) 
 
Συνεχίζουμε με αντικατάσταση του  0̂Y  στην (3.173) με αποτέλεσμα: 
 
                                                 ( )4

1 1
ˆ ˆ4Y Y ′′− = 0   .                                             (3.185)  

 
Η γενική της λύση είναι η:  
 
                                             2 2

1 1 1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆY a b c e d eω ωω −= + + +   .                           (3.186) 

 
Ομοίως απαιτούμε το 1̂d  να είναι μηδέν, διαφορετικά το 1̂Y  θα αύξανε εκθετικά σε 
σχέση με το ω , γεγονός που θα καθιστούσε αδύνατο το συνταίριασμα των 
προσεγγίσεων. Από τις οριακές συνθήκες (3.177) έχουμε: 
 
                                         1 1ˆ ˆ 0a c+ =                     1 1

ˆ ˆ2b c δ− = −   .                  (3.187) 
 
Επομένως: 
 
                                                   ( )2

1 1
ˆ ˆ 2 1Y c e ωδω ω−= − + + −   .                     (3.188) 

 
Και παρακάτω συνταιριάζουμε εσωτερική και εξωτερική  προσέγγιση: 
 
εξωτερική προσέγγιση δεύτερης τάξης: y   ln ( ) ( )1 t At tα ε+ + + + Γ + ∆  
 
ως προς την εσωτερική μεταβλητή:          = ( ) ( ) ( )2 1Aεω εω α ε ε ω− + − + + Γ − Γ + ∆  
 

αναπτύσοντας για μικρό ε :                      = 12
2

A Aεω ε ω α− + − +  

                                                                      2 ...ε ε ω ε+ Γ − Γ + ∆ +                          
                                                                       
 

εσωτερική προσέγγιση δεύτερης τάξης:     α= Α+ + ln 2  1
2

ε ω ω Γ + ∆ − −Α 
 

 

                                                                                                                        (3.189) 
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εσωτερική προσέγγιση δεύτερης τάξης: y   ( )2
1̂ 2 1c e ωγ ε δω ω− + − + + −   

                                                                      
 

ως προς την εξωτερική μεταβλητή:          γ ε= +  ( )12 1
1

1 1ˆ 2 1tt tc e εδ
ε ε

−− − − −  − + + −    
 

                                                                   
 
αναπτύσοντας για μικρόε  :                     ( ) ( )1 1ˆ ˆ1 2 1t c t cγ δ ε= − − + − − + EST 
 
εξωτερική προσέγγιση δεύτερης τάξης:    ( )( )1 1ˆ ˆ2 1c t cγ δ ε= + − − −   .         (3.190) 
 
Αφού εκφράσουμε την (3.189) ως προς  t  την εξισώνουμε με την (3.190) και 
προκύπτει:   
 

                                        αΑ+ + ln 2 ( ) ( )1 1
2

t ε − + Α − + Γ + ∆ 
 

                

                                              ( )( )1 1ˆ ˆ2 1c t cγ δ ε= + − − −  
 
και με εξίσωση των αντίστοιχων συντελεστών καταλήγουμε εκτός από την (3.183) 
και στις: 
 

                               1
1 ˆ2
2

c δ− −Α = −             1̂cΓ + ∆ = −   .                          (3.191) 

 
Αντικαθιστώντας  το A  από την (3.183) στην (3.168) παίρνουμε: 
 
                                                 1̂ 1c γα β∆ = − = − + − + ln 2                          (3.192) 
 
ενώ με αντικατάσταση των A και ∆από τις (3.183) και (3.192) στην (3.191) 
παίρνουμε τα 1̂c  και Γ . 
      Εν κατακλίδει λαμβάνουμε μια σύνθετη προσέγγιση σύμφωνα παρακάτω σχέση: 
 
                                             ( ) ( )0 00c j jy y y y y yµ µ= + + − −  
 
Το σχήμα  3.11. μας δείχνει πόσο κοντά είναι η cy  με την ακριβή λύση. 
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Σχ.  3.11. Σύγκριση της σύνθετης προσέγγισης  cy με την ακριβή λύση ey που λαμβάνεται 
με αριθμητική αντικατάσταση στις (3.139) και (3.140) για  0.2ε =  , 1a β= =  , 

1γ δ= = −  
 

3.6.     Πολλαπλά  στρώματα 
 
      Σε όλα τα προηγούμενα παραδείγματα υπήρχε μονάχα ενα όριο διαχωρισμού σε 
ένα δοσμένο οριακό στρώμα. Όταν υπάρχουν δύο ή περισσότερα όρια διαχωρισμού 
σε ένα δοσμένο οριακό στρώμα , τότε το πρόβλημα καλείται πρόβλημα πολλαπλών 
στρωμάτων. Εδώ θα ασχοληθούμε με την περίπτωση κατά την οποία έχουμε δύο 
όρια διαχωρισμού. Δηλαδή με ένα πρόβλημα τριπλού καταστρώματος, καθώς στην 
περίπτωση αυτή υπάρχουν δύο εσωτερικές προσεγγίσεις επιπρόσθετα με την 
εξωτερική, των οποίων τα πεδία ορισμού ονομάζονταικαταστρώματα. 
 
     Θεωρούμε το πρόβλημα: 
 
                                             ( )3 3 3 0y t y t yε ε′′ ′+ + − =                                 (3.193) 
 
                                                ( )0y α=        ( )1y β=   .                             (3.194) 
 
Έστω ότι το οριακό στρώμα βρίσκεται κοντά στο μηδέν. Τότε η εξωτερική 
προσέγγιση πρέπει να ικανοποιεί την οριακή συνθήκη ( )1y β= . 
      Αναζητούμε μία σειρά διαταραχών δεύτερης τάξης της μορφής:   
 
                                                 ( ) ( )0

0 1 ...y y t y tε= + +   .                             (3.195) 
 
Αντικαθιστώντας την (3.195) στην (3.193) με ( )1y β=  και εξισώνοντας τους 

συντελεστές των ιδιων δυνάμεων του 0ε  παίρνουμε: 
 
                                       3 3

0 0 0t y t y′ + =            ( )0 1y β=   .                          (3.196) 
 
Με γενική λύση: 
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                                                           0 0
ty c e−=  

 
και με τη βοήθεια της (3.196) προκύπτει: 
 
                                                          1

0
ty eβ −=  

 
και, 
 
                                                         0 1 ...ty eβ −= +   .                                 (3.197) 
 
Στη συνέχεια εισάγουμε τον μετασχηματισμό: 
 

                                               t
νξ
ε

=                     0ν >                            (3.198) 

 
και μέσω της (3.193) έχουμε: 
 

                                  ( )
2

3 2 2 3 3 3 0d y dy y
d d

ν ν νε ε ξ ε ξ ε
ξ ξ

− + + − =   .               (3.199) 

 
Καθώς 0ε →  ο όρος τάξης  Ο ( )3νε  είναι μικρός συγκρινόμενος με τον 2νε  
δεδομένου ότι  0ν > . Συνεπώς οι κυρίαρχοι όροι τις (3.199) είναι οι: 
 

                                         
2

3 2 2 3 ... 0d y dy y
d d

ν νε ε ξ ε
ξ ξ

− + − + =   .                    (3.200) 

 
Για να βρούμε τα όρια διαχωρισμού εξισορροπούμε τους όρους της (3.200) ανά δύο. 

Εξισορροπόντας τους δύο πρώτους όρους προκύπτει  3 2 2ν ν− = ή 3
4

ν = . Τότε η 

(3.199) παίρνει την μορφή: 
 

                                     
3 3 92

3 32 2 4 0d y dy y
d d

ε ε ξ ε ξ ε
ξ ξ

 
+ − − = 

 
                      (3.201) 

 
που το κυρίαρχο μέρος της είναι η τετριμμένη περίπτωση 0y = , η οποία 
απορρίπτεται. Εξισορροπώντας τον πρώτο και τον τρίτο όρο προκύπτει 3 2 1ν− =  ή  

1ν = . Τότε η (3.199) γίνεται: 
 

                                        ( )
2

2 3 3 3 0d y dy y
d d

ε ε ξ ε ξ ε
ξ ξ
+ − − =   .                    (3.202) 
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Πρόκειται για περίπτωση η οποία γίνεται αποδεκτή. Εξισορροπόντας τον δεύτερο και 

τον τρίτο όρο προκύπτει 2 1ν =  ή 1
2

ν = . Για να διαχωρίσουμε τούτη την περίπτωση 

από την προηγούμενη θέτουμε 1
2

tω
ε

= . Τότε η (3.199) γίνεται: 

 

                                       
32

2 3 32 0d y dy y
d d

ε εω ε ω ε
ω ω

 
+ − − = 

 
  .                  (3.203) 

 
Πρόκειται επίσης για μια περίπτωση η οποία γίνεται αποδεκτή. Είδαμε ότι για 1ν =  

προέκυψε tξ
ε

=  , στο οποίο θα αναφερόμαστε ως αριστερό στρώμα. Επιπλέον για 

1
2

ν =  προέκυψε 1
2

tω
ε

=  , το οποίο αναφέρεται σε ένα στρώμα μεταξύ του αριστερού 

στρώματος και της εξωτερικής προσέγγισης (δεξί στρώμα).Άρα το ονομάζουμε 
ενδιάμεσο στρώμα. 
     Αναζητούμε λοιπόν μια σειρά διαταραχών πρώτης τάξης (όσον αφορά στο 
αριστερό στρώμα) της μορφής: 
 
                                                        ( )0 ...y Yα ξ= +   . 
 
Οπότε από την (3.202) έχουμε: 
 

                                                      
2

0
02 0d Y Y

dξ
− =   . 

 
Mε γενική λύση: 
 
                                                     0 0 0Y a e b eξ ξ− −= +   . 
 
Απαιτούμε εδώ το 0b να έιναι μηδέν , διότι σε διαφορετική περίπτωση το 0Y  θα 
αύξανε εκθετικά συναρτήσει του ξ  καθιστώντας αδύνατο το συντέριασμα με 
οποιοδήποτε από τα δύο στρώματα (δεξί-ενδιάμεσο). Πρέπει στη συνέχεια να 
ικανοποιείται η συνθήκη ( )0y α=  ή  ( )0yα α= . Επομένως προκύπτει 0a α=  ώστε: 
 
                                                           0Y e ξα −=  
 
και 
 
                                                         ...y eα ξα −= +   .                                    (3.204) 
 
Αναζητούμε λοιπόν μια σειρά διαταραχών πρώτης τάξης (όσον αφορά στο ενδιάμεσο 
κατάστρωμα) της μορφής: 
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                                                        ( )0 ...y Yµ ξ= +   . 
  
 
Από την (3.203) έχουμε: 
 
                                                       3

0 0 0Y Yω ′− =  
 
και κάνοντας διαχωρισμό μεταβλητών: 
 

                                                       0
3

0

dY d
Y

ω
ω

=  

 
με διαδοχικές ολοκληρώσεις είναι: 
 

                                                  2
1

2
0 0Y d e ω

−
=  

 
και τελικά: 
 

                                                 2
1

2
0 ...y d eµ ω

−
= +   .                                      (3.205) 

 
Aφού το 0t =  αντιστοιχεί στο 0ω =  έπεται ότι για 0yµ → ενώ 0ω →  η (3.205) δεν 
είναι σε θέση να ικανοποιεί την οριακή συνθήκη ( )0y α= . Συνεπώς θα 

υπολογίσουμε το 0d μέσω του συντεριάσματος της  yµ  με μία από τις  yα  ή  0y . 
Επειδή όμως η yα  δεν μπορεί να συνταιριαστεί απευθείας με την 0y  χρησιμοποιούμε 
ως γέφυρα την yµ . Έχουμε: 
 
                                              ( )0

0y dµ =          ( )0y e
µ

β=   . 
 
Οπότε καταληγουμε στην: 
 

                                                    2
11

2 ...y eµ ωβ
−

= +   .                                     (3.206) 
 
Eπιπρόσθετα έχουμε: 
 
                                                  ( ) ( )0y y

α µµ α= =   .          
 
Άρα οι yµ  και yα  συνταιριάζονται. Τελικά η σύνθετη προσέγγιση σχηματίζεται από 
τον τύπο: 
 
                                        ( ) ( )0 0cy y y y y y

µ µµ α α= + + − −   
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και είναι ίση με: 
 

                                       2
111 2 ...c ty e e e eξωβ β α β

−
− −= + + − +                        (3.207) 

 

                                   
 
Σχ.  3.11. Σύγκριση της σύνθετης προσέγγισης  cy με την ακριβή λύση ey που λαμβάνεται 
με αριθμητική αντικατάσταση στις (3.193) και (3.194) για  0.05ε =  , 2a =  , 1β =  
 

3.7.     Mη  γραμμικά προβλήματα 
 
Θεωρούμε το μη γραμμικό πρόβλημα: 
 

                                                   2 0y y yy
t

ε′′ ′ ′+ + =                                       (3.208) 

 
                                               ( )1 0y =            ( ) 1y ∞ =   .                              (3.209) 
 
Παρατηρούμε ότι η  μικρή παράμετρος ε  δεν πολλαπλασιάζει την παράγωγο 
ανώτερης τάξης. Στην περίπτωση αυτή το πεδίο ορισμού απειρίζεται και ως εκ 
τούτου προκαλεί ανομοιομορφίες. 
 
Ψάχνουμε μία σειρά διαταραχών δεύτερης τάξης της μορφής: 
 
                                                    ( ) ( )0 1 ...y y t y tε= + +                                 (3.210) 
 
Αντικαθιστώντας την (3.210) στην (3.209) και (3.208) και εξισώνοντας τους 
παράγοντες των ίδιων δυνάμεων του ε  παίρνουμε: 
 

Για το  0ε :                                     0 0
2 0y y
t

′′ ′+ =                                           (3.211) 

 
                                                  ( )0 1 0y =     ( )0 1y ∞ =   .                             (3.212) 
 
 

Για το 1ε :                                   1 1 0 0
2y y y y
t

′′ ′ ′+ = −                                         (3.213) 
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                                                    ( )1 1 0y =      ( )1 0y ∞ =   .                           (3.214) 
 
Πολλαπλασιάζοντας την (3.211) με  2t  , έχουμε: 
 

                                            2 2 0
0 02 0dydt y ty t

dt dt
 ′′ ′+ = = 
 

  

 
και με διαδοχικές ολοκληρώσεις προκύπτει: 
 

                                                      0
0 0y b

t
α

= − +   .                                        (3.215) 

       
Χρησιμοποιώντας τις οριακές συνθήκες (3.212) , έχουμε: 
 
                                          0 0 0bα− + =          0 1b =   .                                     
 
Και άρα μέσω της (3.215) προκύπτει: 
 

                                                        0
11y
t

= −                                                 (3.216) 

 
η οποία είναι ομοιόμορφη. 
     Με αντικατάσταση τώρα της  0y  στην (3.213) , παίρνουμε: 
 

                                                 1 1 2 3

2 1 1y y
t t t

′′ ′+ = − +   .                                    (3.217)  

 
Πολλαπλασιάζοντας την (3.217) με  2t  , έχουμε: 
 

                                            2 2 1
1 1

12 1dydt y ty t
dt dt t
 ′′ ′+ = = − + 
 

 

 
και με διαδοχικές ολοκληρώσεις προκύπτει: 
 

                                              1y = − ln t − ln 1
1

1 1 at b
t t t
− − +   .                         (3.218) 

 
Χρησιμοποιώντας την οριακή συνθήκη ( )1 1 0y =  , έχουμε  1 1 1b a= +  και ως εκ 
τούτου: 
 

                                              1y = − ln t − ln 1
1 11t b
t t

 + − 
 

  .                          (3.219) 

 
Kαθώς  t →∞  το  1y →− ln t  και επομένως δεν υπάρχει περίπτωση να ικανοποιείται 
η συνθήκη ( )1 0y ∞ = . Άρα η εξωτερική προσέγγιση θα έχει τη μορφή: 
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                                 0
1

1 1 11 1 ln 1y t b
t t t

ε     = − + − + + −        
...+                    (3.220) 

 
     Eισάγουμε στη συνέχεια τον μετασχηματισμό: 
 
                                              t νξ ε=             0ν >                                         (3.221) 
 
με στόχο να ερευνήσουμε την περίπτωση για μεγάλα t . Χρησιμοποιώντας λοιπόν την 
παρακάτω αλυσίδα: 
 

                                                 d d d d
dt d dt d

νξ ε
ξ ξ

= =  

 

                                                      
2 2

2
2 2

d d
dt d

νε
ξ

=  

 
η σχέση (3.208) παίρνει τη μορφή: 
 

                                  
2 2

2 1
2

2 0
j j j

jd y dy dyy
d d d

ν
ν νεε ε

ξ ξ ξ ξ
++ + =   . 

 
Καθώς 0ε → , το όριο διαχωρισμού είναι το 1ν = . Τότε οι κυρίαρχοι όροι είναι οι: 
 

                                                 
2

2

2 0
j j j

jd y dy dyy
d d dξ ξ ξ ξ

+ + =                           (3.222) 

 
όπου με  jy  έχουμε συμβολίσει την εσωτερική προσέγγιση. Στην περίπτωση των 
μερικών διαφορικών εξισώσεων και ειδικότερα των μη γραμμικών αντί να 
ακολουθήσουμε την πεπατημένη μπορούμε να κανουμε κάτι βολικότερο.Να 
χρησιμοποιήσουμε την εξωτερική προσέγγιση σαν οδηγό για τον προσδιορισμό της 
εσωτερικής προσέγγισης. Έτσι λοιπόν εκφράζουμε την (3.216) ως προς ξ  διότι 
ορίζεται παντού άρα και στο διάστημα που μας ενδιαφέρει. Συνεπώς: 
 

                                                         0 1y ε
ξ

= −   .                                         (3.223) 

 
Στη συνέχεια με ξ  σταθεροποιημένο και  0ε →  προκύπτει  0 1y =  που αποτελεί και 
τον πρώτο όρο της εσωτερικής προσέγγισης. Συμπεραίνουμε επιπλέον απο τη μορφή 
της παραπάνω σχέσης ότι η εσωτερική προσέγγιση δίνεται από τον τύπο: 
 
                                                       ( )11 ...jy Yε ξ= + +   .                              (3.224) 
 
Αντικαθιστώντας την (3.224) στην (3.222) και εξισώνοντας τους παράγοντες των 
ίδιων δυνάμεων του ε  παίρνουμε: 
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                                                        1 1
2 1 0Y Y
ξ
 ′′ ′+ + = 
 

  .                                (3.225) 

 
Με τη βοήθεια του παράγοντα: 
 

                                      ( ) 22exp 1 exp 2+lnξ+ξd eξξ ξ
ξ

  
+ = =  

  
∫  

 
η (3.225) γράφεται: 
 

                                                    2 1 0dYd e
d d

ξξ
ξ ξ
 

= 
 

 

 
και με διαδοχικές ολοκληρώσεις καταλήγουμε στην: 
 

                                                    
2

1 1 12

eY c d d
ξ τ

τ
τ

−

∞

= +∫                                     (3.226) 

 
όπου 1c  και  1d  είναι σταθερές πυ θα προσδιοριστούν παρακάτω.Με βάση τις (3.209) 
και (3.224) έχουμε ( )1 0Y ∞ = , οπότε μέσω της (3.226) είναι 1 0d = . Τελικά η 
προσέγγισή μας έχει τη μορφή: 
 

                                                 
2

1 21 ...j ey c d
τ

ξ

ε τ
τ

∞ −

= − +∫   .                            (3.227) 

Για να υπολογίσουμε το 1c  θα προχωρίσουμε στο συνταίριασμα εσωτερικής και 
εξωτερικής προσέγγισης ως εξής: 
 

εξωτερική προσέγγιση δεύτερης τάξης: y   1
1 1 11 1 lnt+b 1
t t t

ε     − + − + −        
  

 

ως προς την εσωτερική μεταβλητή:          = 11 1 ln +b 1ε ε ξ εε
ξ ξ ε ξ

    
− + − + −    

    
 

 

αναπτύσοντας για μικρό ε :                      = 11 lnε-εlnξ+εb ...ε ε
ξ

− + +  

                                                                              
                                                                       
 

εσωτερική προσέγγιση δεύτερης τάξης:     1
11 lnξ-lnε-bε
ξ
 

= − + 
 

                 (3.228) 
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εσωτερική προσέγγιση δεύτερης τάξης: y   1 21 ec d
τ

ξ

ε τ
τ

∞ −

− ∫  

                                                                      
 

ως προς την εξωτερική μεταβλητή:          1 21
t

ec d
τ

ε

ε τ
τ

∞ −

− ∫  

                                                                   
 

αναπτύσοντας για μικρόε  :                      ( )1
11 ln εt ...tc

t
εε γ

ε
− = − + + +  

 

 

εξωτερική προσέγγιση δεύτερης τάξης:    ( )1
11 1 lnt+lnεc c

t
ε γ= − − − + +       (3.229) 

 
όπου γ είναι η σταθερά του Euler. Για τον υπολογισμό του παραπάνω 
ολοκληρώματος χρησιμοποιήσαμε παραγοτική ολοκλήρωση. Συνεχίζοντας, 
εκφράζουμε την (3.228) ως προς  t  και την εξισώνουμε με την (3.229). Τότε: 
 

                          ( )1
1 1

11 lnt+εb 1 1 lnt+lnεc c
t t

ε ε γ− − = − − − + +                     (3.230) 

 
και τελικά: 
 
                                        1 1c =               1b 1 lnεγ= − −   . 
 
Oπότε προκύπτει: 
 

                            ( )0 1 1 11 1 lnt+ 1 lnε 1 ...y
t t t

ε γ    = − + − + − − − +        
         (3.231) 

 
και: 
 

                                               21 ..j ey d
τ

ξ

ε τ
τ

∞ −

= − +∫ .  .                                   (3.232) 

 
Συνεπώς η σύνθετη προσέγγιση προκύπτει αν πρόσθεσουμε τις δύο τελευταίες 
σχέσεις και αφαιρέσουμε από το άθροισμα αυτό την (3.229).Θα έχουμε λοιπόν: 
 

                              2

lnt 1 lnε1 ...c ey d
t t

τ

ξ

γε τ ε
τ

∞ − − − = − − + +  ∫   .                  (3.233) 
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ 
 
 
      Τελειώνοντας  αυτή την εργασία θα πρέπει να τονίσουμε ότι η θεωρία 
διαταραχών είναι ένα ισχυρό μαθηματικό εργαλείο, όταν μπορεί να χρησιμοποιηθεί 
(να υπάρχει παράμετρος 1ε   ), με το οποίο ειμαστε σε θέση να αντιμετωπίσουμε 
δύσκολα γραμμικά και μη γραμμικά προβλήματα μερικών και συνήθων διαφορικών 
εξισώσεων. 
      Εμείς σε τούτη την εργασία ασχοληθήκαμε κατα βάση με την εξίσωση Duffing. 
      Περισσότερη μαθηματική ανάλυση αυτών των μεθόδων μπορεί κανείς να βρει 
στην βιβλιογραφία που παρατείθεται στην επόμενη σελίδα. 
 
         
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
                                
 
 
 
           
 
 
 
  
 
 
                                  
       
 
         
 
 
 
    
 
 
 
    
 
 
 



 84 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 
 
 
 
[1]  Bogaevski V. N. and Povzner A. (1991). Algebraic Methods in Nonlinear  
Perturbation Theory.  Springer Verlag, New  York. 
 
[2]    Nagle R. Kent. Fourth Edition  (1986). Fundamentals of Differential Equations 
and Boundary Value Problems. John Wiley and Sons. 
 
[3]  Ali Hasan Nayfeh. (1980). Introduction to Perturbation Techniques. Wiley 
Classics Library, Blacksburg-Virginia. 
 
[4]  Martin Braun.  Fourth Edition (1976).  Differential Equations and their 
Applications.  Springer Verlag, New York. 
 
[5]    Donald  R. Smith. (1985).  Singular Perturbation Theory.  Cambridge University 
Press. 
 
[6]     Logan  J. David.  Second Edition (1997). Applied Mathematics. John Wiley and 
Sons, University of  Nebraska, Lincoln.                
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 85 

 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                  
 
 
 
 
                                               
 
 
 
 
 
 
 
                         
 
 
 
 
 
 
                                 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 86 

 
 
 
 
 
 
     
 
 
              

 
 

 
 
 
 
 
 
 
                                            
                  
                                              
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
      
     
 
 



 87 

 
 
 
 
 
                                            
 
 
 
        
 
                 
 
 

 
 
 
 
            
 
 
 
 
 
                                                 
 
 
  
       
      
 


	1     ΕΙΣΑΓΩΓΗ
	Πρόλογος
	1.1.     Διαστατική  ανάλυση
	1.2.     Κανονικοποίηση
	1.3.     Αναπτύγματα
	1.4      Συναρτήσεις  gauge


	2     ΕΞΙΣΩΣΗ  DUFFING
	Εισαγωγή
	2.1.     Η  μέθοδος  των  κανονικών  διαταραχών
	2.2.     Η  μέθοδος  Poincare-Lindstedt
	2.3.     H  μέθοδος  renormalization
	2.4.     H  μέθοδος  των  πολλαπλών  κλιμάκων
	2.5.     H  μέθοδος  των  μεταβλητών  παραμέτρων
	2.6.     Η  μέθοδος  του  μέσου  όρου


	3     ΦΑΙΝΟΜΕΝΑ   ΟΡΙΑΚΩΝ  ΣΤΡΩΜΑΤΩΝ
	Εισαγωγή

	(3.12)
	Δηλαδή:
	3.1      H  μέθοδος  των  πολλαπλών  κλιμάκων
	3.2.     Η  μέθοδος  της  συναρμογής  των  ασυμπτωτικών  αναπτυγμάτων

	Ώστε
	Και αφού η  είναι σταθερή έπεται,
	Ομοίως,
	3.3.     Προσεγγίσεις  υψηλότερης  τάξης
	3.4.     Εξισώσεις  με  μεταβλητούς  συντελεστές

	Προχωρώντας στο οριακό στρώμα θέτουμε
	Στη συνέχεια εφαρμόζουμε τη γνωστή διαδικασία συνταιριάσματος.
	3.5.     Προβλήματα  με  δύο  οριακά  στρώματα

	Προχωράμε στη διαδικασία συνταιριάσματος.
	3.6.     Πολλαπλά  στρώματα
	3.7.     Mη  γραμμικά προβλήματα

	ΕΠΙΛΟΓΟΣ
	ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

