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Πρόλογος 

Το θέμα αυτό αναπτύχθηκε στα πλαίσια της διπλωματικής εργασίας της σχολής 

Ηλεκτρολόγων Μηχανικών & Μηχανικών Ηλεκτρονικών Υπολογιστών του Εθνικού 

Μετσόβιου Πολυτεχνείου. Το περιεχόμενο της εργασίας εντάσσεται στην ευρύτερη 

κατηγορία των ηλεκτρομαγνητικών εφαρμογών, μικροκυματικής τεχνολογίας και 

ηλεκτρονικής δέσμης και στοχεύει σε πορίσματα τα οποία αφορούν την 

θερμοπυρηνική σύντηξη και συγκεκριμένα στην ανάπτυξη του quasi-optical gyrotron. 

Πέραν βέβαια της εφαρμογής για την οποία προορίζεται η εργασία που έγινε, το 

πρόβλημα της σταθερότητας αδιαβατικά συμπιεζόμενης δέσμης φορτισμένων 

σωματιδίων που μελετάται έχει γενικότερο ενδιαφέρον τόσο θεωρητικά όσο και από 

πλευράς τεχνολογίας.  

Τελειώνοντας θα ήθελα να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα καθηγητή της 

διπλωματικής εργασίας κ. I. Λ. Βομβορίδη για την πολύτιμη βοήθειά του σε ορισμένα 

λεπτά σημεία καθώς και για τις γενικότερες γνώσεις που μου μετέφερε μέσω της 

συνεργασίας μας, στη διπλωματική εργασία, στους τομείς της φυσικής πλάσματος και 

της μικροκυματικής τεχνολογίας. . 
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1.Εισαγωγή  
 

1.1 Μικροκυματικές πηγές ισχύος-αρχές λειτουργίας 

 

Η διπλωματική εργασία εμπίπτει στα πλαίσια της τεχνολογίας των μικροκυματικών 

πηγών ισχύος. Η συνολική διάταξη που ενδιαφέρει, τμήμα της οποίας είναι το υπό 

μελέτη σύστημα (ηλεκτρονική δέσμη), έχει τα εξής επί μέρους στοιχεία: 

 

1. Την κάθοδο η οποία με θέρμανση (φαινόμενο θερμιονικής εκπομπής) παράγει 

την ηλεκτρονική δέσμη. Η κάθοδος συνήθως βρίσκεται σε αρνητικό δυναμικό. 

2. Την ηλεκτρονική δέσμη (η οποία αποτελεί και το υπό μελέτη σύστημα στη 

διπλωματική εργασία). 

3. Την άνοδο (συνήθως γειωμένη). Η διαφορά τάσης ανόδου καθόδου καθορίζει 

την ισχύ της ηλεκτρονικής δέσμης (δεδομένου του υλικού της ανόδου και της 

θερμοκρασίας του) αφού η ισχύς της δέσμης είναι e k kP I V=  όπου kV  η 

διαφορά τάσης ανόδου-καθόδου. 

4. Το δίαυλο της ηλεκτρονικής δέσμης. Η ανάγκη για προσαρμογή της διατομής 

της δέσμης επιβάλλει την ύπαρξη μίας (συνήθως γειωμένης) διάταξης, η 

οποία σε συνδυασμό με το κατάλληλο μαγνητικό πεδίο δημιουργεί την 

επιθυμητή μορφή της δέσμης. Η γεωμετρία των τοιχωμάτων μιας τέτοιας 

διάταξης καθορίζεται στα πλαίσια της παρούσας εργασίας. 

5. Το ηλεκτροδυναμικό σύστημα. Το ηλεκτροδυναμικό σύστημα αποτελείται 

από κυματοδηγό, συντονισμένη κοιλότητα ή σύστημα κοιλοτήτων που 

επιτρέπει την ανάπτυξη ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων σε καθορισμένες 

συχνότητες. Οι διαστάσεις του ηλεκτροδυναμικού συστήματος (και συνεπώς 

οι ιδιοσυχνοτητές του) βρίσκονται σε κατάλληλη σχέση με τα χαρακτηριστικά 

της δέσμης ώστε να ικανοποιείται μια κατάλληλη συνθήκη συντονισμού 

μεταξύ πεδίων και ηλεκτρονίων. Η μικροκυματική κοιλότητα συντονιζόμενη 

με τη δέσμη θα αποσπάσει τμήμα της ισχύος της δέσμης  και θα την 

ενταμιεύσει ως ηλεκτρομαγνητική ισχύ, η οποία μπορεί να διοχετευτεί μέσω 

ενός οπτικού συστήματος στο στόχο (π.χ. στο πλάσμα ενός tokamak ή ενός 

stellarator για την περίπτωση της θερμοπυρηνικής σύντηξης). 
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6. Τον διαχωριστή δέσμης-μικροκυμάτων. Πρόκειται για το οπτικό σύστημα το 

οποίο διαχωρίζει μέσω ανακλάσεων την ωφέλιμη μικροκυματική ισχύ που 

έχει παραχθεί στην κοιλότητα από την ηλεκτρονική δέσμη. 

7. Τον συλλέκτη, ο οποίος συλλέγει την ηλεκτρονική δέσμη. Ο συλλέκτης 

συνήθως βρίσκεται σε αρνητικό δυναμικό ώστε να αποσπασθεί και άλλη 

(απομένουσα) ισχύς από τη δέσμη. 

 

Παραδείγματα τέτοιων πηγών είναι τα gyrotron, klystron, free electron laser (F.E.L.), 

free electron maser (F.E.M.) καθώς και μία ομάδα πηγών οι οποίες βρίσκονται ακόμα 

σε πειραματικό στάδιο όπως το quasi-optical gyrotron για το οποίο προορίζονται τα 

πορίσματα της διπλωματικής εργασίας. Η ερευνητική και αναπτυξιακή προσπάθεια 

τα τελευταία χρόνια έχει επικεντρωθεί στα γυροτρόνια λόγω του ότι αυτά είναι σε 

θέση να παράγουν ηλεκτρομαγνητική ακτινοβολία με κατάλληλα χαρακτηριστικά 

ισχύος, συχνότητας και διάρκειας παλμού, ώστε να χρησιμοποιηθούν για τη 

θέρμανση του πλάσματος της θερμοπυρηνικής σύστηξης με τελικό προϊόν την 

παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας. 

 

 

 

 

 

 

1.2 Το συμβατικό (κυλινδρικό) γυροτρόνιο 

 

 

• Αρχή λειτουργίας 

 

Ο τύπος του συντονισμού στον οποίο βασίζεται η λειτουργία του γυροτρονίου 

αποτελεί ειδική περίπτωση του τύπου συντονισμού C.R.M. (Cyclotron Resonance 

Maser). Στον συντονισμό αυτό, η συχνότητα που αντιλαμβάνεται ένας παρατηρητής 

(δηλ. η συχνότητα που έχει η ακτινοβολία στο σύστημα όπου παράγεται μείον τον 

όρο που οφείλεται στη μετατόπιση Doppler) ο οποίος κινείται στο σύστημα των 

ηλεκτρονίων, είναι σχεδόν ίση με ένα ακέραιο πολλαπλάσιο της σχετικιστικής 

κυκλοτρονικής συχνότητας των ηλεκτρονίων.  
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Όταν η συχνότητα των πεδίων είναι μεγάλη συγκρινόμενη με τον όρο που προέρχεται 

από τη μετατόπιση Doppler αρκεί η συχνότητα που έχει η ακτινοβολία στο σύστημα 

όπου παράγεται να είναι σχεδόν ίση με ένα ακέραιο πολλαπλάσιο της σχετικιστικής 

κυκλοτρονικής συχνότητας των ηλεκτρονίων. Αυτός ο μηχανισμός συντονισμού 

(όπου ο όρος Doppler είναι μικρός) αποτελεί την αρχή λειτουργίας του γυροτρονίου. 
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όπου ω και zk είναι η κυκλική συχνότητα και ο αξονικός κυματαριθμός του 

ηλεκτρομαγνητικού κύματος αντίστοιχα, zv  είναι η αξονική συνιστώσα της 

ταχύτητας των ηλεκτρονίων, / γΩ η σχετικιστική κυκλοτρονική συχνότητα των 

ηλεκτρονίων και s ο αριθμός είναι ο αρμονικός αριθμός του συντονισμού.  

Το σύστημα αναφοράς το οποίο ενδείκνυται για τη μελέτη τέτοιων διατάξεων  είναι 

ένα σύστημα στο οποίο τα ηλεκτρόνια έχουν μηδενική διαμήκη ταχύτητα. Λόγω των 

υψηλών ταχυτήτων που αναπτύσσουν τα ηλεκτρόνια, η αλλαγή συστήματος 

συντεταγμένων γίνεται με μετασχηματισμό Lorentz. 

Μία ομάδα ηλεκτρονίων εντός ισχυρού μαγνητικού πεδίου θα δημιουργήσει 

σύμφωνη ακτινοβολία (coherent radiation) λόγω της εξάρτησης της γυροτρονιακής 

συχνότητας από τη σχετικιστική μάζα. Η ένταση του μαγνητικού πεδίου καθορίζει τη 

συχνότητα της ακτινοβολίας.  

 

Ως παράδειγμα του συγχρονισμού του ηλεκτρονίων αναφέρεται αυτό που 

χρησιμοποιείται σε επίπεδο εφαρμογών στα γυροτρόνια. Στα σχήματα που 

ακολουθούν φαίνεται η εξέλιξη μίας κυκλικής δέσμης. 
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Εικόνα 1 Κυκλική ηλεκτρονική δέσμη όπου τα ηλεκτρόνια έχουν αρχικά τυχαία 
φάση στις κυκλοτρονικές τροχιές τους (από το βιβλίοM.V. Kartikeyan et al, 
Gyrotrons 
 

 

 
Εικόνα 2 Κυκλική ηλεκτρονική δέσμη όπου τα ηλεκτρόνια έχουν συγχρονισμένη 
φάση στις κυκλοτρονικές τροχιές τους (από το βιβλίο M. V. Kartikeyan at al, 
Gyrotrons). 
 
Στις εικόνες εικ. 1 εικ. 2 φαίνεται μόνο αζιμουθιακό ηλεκτρικό πεδίο, όπως αυτό 

εμφανίζεται σε ρυθμούς 0nTE ενός κυλινδρικού κυματοδηγού. 

 

Όταν οι φάσεις περιστροφής των ηλεκτρονίων που σχετίζονται με τις κυκλικές 

τροχιές τους είναι τυχαίες, δεν υπάρχει παραγωγή ακτινοβολίας. 

 Στην εικ. 1  είναι φανερό ότι το ηλεκτρόνιο 1 θα επιβραδυνθεί από το ηλεκτρικό 

πεδίο και συνεπώς θα χάσει ενέργεια, ενώ το ηλεκτρόνιο 2 θα επιταχυνθεί και άρα θα 

κερδίσει ισόποση ενέργεια. 



 9 

 Η μεταφορά ενέργειας (net energy transfer) από τα ηλεκτρόνια στο πεδίο, δηλαδή η 

κίνηση των ηλεκτρονίων στις κυκλοτρονικές τροχιές τους σε συγχρονισμένη φάση 

περιστροφής (phase bunching), μπορεί να συμβεί όταν η κυκλική συχνότητα του 

ηλεκτρομαγνητικού κύματος είναι ελαφρώς μεγαλύτερη από την αρχική τιμή της 

κυκλοτρονικής συχνότητας κάθε ηλεκτρονίου. 
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Σχόλιο: Ο τόνος στις διάφορες κινηματικές ποσότητες επισημαίνει ότι αυτές 

λαμβάνονται σε σύστημα αναφοράς όπου τα ηλεκτρόνια έχουν μηδενική αξονική 

συνιστώσα ταχύτητας. 

 

Καθώς το ηλεκτρόνιο 2 της εικόνας 1 κερδίζει ενέργεια ο παράγοντας 0γ  της 

κυκλοτρονικής του συχνότητας αυξάνεται και συνεπώς η κυκλοτρονική του 

συχνότητα μειώνεται, με αποτέλεσμα αυτό το ηλεκτρόνιο να «απομακρύνεται» από 

το συντονισμό και να κερδίζει κατά τον τρόπο αυτό σε κάθε διαδοχικό κύκλο όλο και 

λιγότερη ενέργεια. Αντιθέτως, το ηλεκτρόνιο 1 της εικόνας 1, το οποίο αρχικά χάνει 

ενέργεια, υφίσταται μια αύξηση της κυκλοτρονικής του συχνότητας και συνεπώς 

τείνει να ικανοποιήσει τη συνθήκη συντονισμού με το πεδίο. Έτσι το ηλεκτρόνιο 1 σε 

κάθε διαδοχικό κύκλο θα χάνει όλο και περισσότερη ενέργεια. 

 Μετά από την πάροδο κάποιων κυκλικών περιστροφών των ηλεκτρονίων, αυτά θα 

κινούνται σε συγχρονισμένη φάση όπως δείχνει η εικόνα 2 και θα αποδίδουν 

ηλεκτρομαγνητική ενέργεια στο πεδίο. 

  

• Δομή του γυροτρονίου  

 

Προκειμένου να επιτευχθεί συντονισμός γυροτρονιακού τύπου, απαιτείται η σύνθεση 

μίας ολόκληρης διάταξης, το γυροτρόνιο. Ένα γυροτρόνιο αποτελείται από τα 

ακόλουθα μέρη:  

 



 10 

 
Εικόνα 3 δομή ενός γυροτρονίου. 
   

   

- Ένα M.I.G. (Magnetron Injection Gun) το οποίο παράγει την κυκλικού 

σχήματος ηλεκτρονική δέσμη. 

- Την κοιλότητα συντονισμού όπου πραγματοποιείται ο γυροτρονιακός 

συντονισμός. Οι παράμετροι που διαδραματίζουν ενεργό ρόλο για τη 

σχεδίαση μίας κοιλότητας είναι η μορφή του RF πεδίου, οι ιδιοσυχνότητες της 

κοιλότητας και ο παράγοντας απόδοσης Q. Οι δύο πιο συνηθισμένες 

γεωμετρίες κοιλοτήτων είναι οι κωνικές κοιλότητες τριών τμημάτων και οι 

ομοαξονικές κοιλότητες. 
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Εικόνα 4 Κωνική κοιλότητα τριών τμημάτων (από το βιβλίο M. V. Kartikeyan at al, 
Gyrotrons). 

 

 

 
Εικόνα 5 Ομοαξονική κοιλότητα: χρησιμοποιείται όταν απαιτείται μεγάλη ισχύς 
στην έξοδο του γυροτρονίου (από το βιβλίο M. V. Kartikeyan at al, Gyrotrons). 

 

 

  

Μία ιδιαίτερα σημαντική παράμετρος είναι το μέγεθος της κοιλότητας, το 

οποίο πρέπει να μην είναι μεγάλο, γιατί μία μεγάλη κοιλότητα έχει υψηλή 

πυκνότητα ιδιορυθμών η οποία δημιουργεί έντονο πρόβλημα στον 

ανταγωνισμό των ρυθμών (mode competition) δυσχεραίνοντας κατά τον 

τρόπο αυτό τη διέγερση του επιθυμητού ρυθμού. Άρα δεν παράγεται R.F. 

πεδίο με τα επιθυμητά χαρακτηριστικά. 
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- Το σύστημα διαχωρισμού δέσμης-ακτινοβολίας. Το σύστημα αυτό 

χρησιμοποιείται σε γυροτρόνια τα οποία έχουν ακτινική έξοδο όπως φαίνεται 

στο σχήμα: 

 

 
Εικόνα 6 (από το βιβλίο M. V. Kartikeyan at al, Gyrotrons) 

    

 

- Τον ημι-οπτικό μετατροπέα ρυθμών. Ο μετατροπέας ρυθμών χρησιμοποιείται 

για να μετατρέψει τον ρυθμό της ακτινοβολίας από το ρυθμό που έχει 

διεγερθεί στην κοιλότητα σε γκαουσιανή δέσμη (Gaussian beam).  

- To παράθυρο RF από όπου εξέρχεται η μικροκυματική ισχύς. Το υλικό από το 

οποίο είναι φτιαγμένο το παράθυρο για εφαρμογές θερμοπυρηνικής σύντηξης 

(όπου η επιθυμητή συχνότητα της ακτινοβολίας εξόδου είναι 168Ghz) είναι το 

διαμάντι (παλαιότερα γινόταν χρήση ρουμπινιού). Το διαμάντι ελαχιστοποιεί 

τις απώλειες και δεν παραμορφώνεται λόγω θέρμανσης. 

- Το συλλέκτη, ο οποίος συλλέγει την ηλεκτρονική δέσμη. 
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Εικόνα 7 Η εξωτερική όψη του γυροτρονίου 
 

   

 

1.3 Το ημι-οπτικό γυροτρόνιο 

 

 

• Αρχή λειτουργίας 

 

Ο τύπος του συντονισμού που παράγει την ακτινοβολία είναι πανομοιότυπος με 

του συμβατικού γυροτρονίου μόνο που εδώ πραγματοποιείται σε μία οπτική 

κοιλότητα (η οποία δεν αποτελείται από ένα μεταλλικό κουτί όπως οι 

ηλεκτρομαγνητικές κοιλότητες). Ο ιδανικός τρόπος για να τροφοδοτηθεί η 

κοιλότητα ενός ημι-οπτικού γυροτρονίου είναι η επίπεδη ηλεκτρονική δέσμη. 

 

 

 
Εικόνα 8 Η κοιλότητα ενός ημι-οπτικού 
γυροτρονίου 
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Τα πλεονέκτηματα του ημι-οπτικού γυροτρονίου έναντι του συμβατικού 

είναι τα ακόλουθα: 

 

1. Μπορεί να αποδώσει πολύ ισχύ. 

2. Οι προδιαγραφές του επιτρέπουν λειτουργία σε μεγαλύτερο εύρος 

συχνοτήτων. 

3. Έχει θεωρητικά συγκρίσιμη απόδοση με το συμβατικό γυροτρόνιο. 

4. Η κοιλότητά του μπορεί να πάρει μεγάλες διαστάσεις, συνεπώς οι απαιτήσεις 

για συμπίεση της δέσμης δεν είναι τόσο μεγάλες, αφού χαμηλή πυκνότητα 

ρεύματος μπορεί να οδηγεί σε υψηλό ρεύμα, οπότε η διάταξη συμπίεσης της 

δέσμης έχει μικρό μήκος. 

 

Η λειτουργία του ημι-οπτικού γυροτρονίου περιγράφεται αναλυτικά στο [4]. 

 

 

 

 
Εικόνα 9 Η κοιλότητα ενός 
κυλινδρικού (συμβατικού)  
γυροτρονίου. 
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1.4 Κριτήρια που οδηγούν στην επιλογή επίπεδης δέσμης 

 

1. Η επίπεδη δέσμη είναι η φυσική επιλογή για ένα ημι-οπτικό γυροτρόνιο, αφού 

όσο λεπτότερη είναι η δέσμη τόσο περισσότερα ηλεκτρόνια συντονίζονται με 

πεδία μεγάλης έντασης. 

2. Το πολύ μικρό πάχος της δέσμης έχει ως αποτέλεσμα την πολύ μικρή (χωρική) 

διασπορά της ενέργειας της δέσμης. 

 

 

Επιθυμητή είναι η συμπίεση της δέσμης από το σημείο από όπου παράγεται (συνήθως 

αυτό είναι το μέρος της καθόδου με επικάλυψη από κατάλληλο κράμα, το οποίο 

θερμαίνεται και μέσω του φαινομένου της θερμιονικής εκπομπής αποδίδει 

ηλεκτρόνια στο περιβάλλον του) ώστε περισσότερη R.F. ισχύς να μπορεί να 

παρέχεται δεδομένης της διατομής της ηλεκτρονικής δέσμης στο σημείο εισόδου της 

κοιλότητας. 

 Προκειμένου να συμπιεστεί η δέσμη γίνεται χρήση ενός μη ομογενούς 

συμπιεζόμενου μαγνητικού πεδίου. Το πεδίο αυτό δεν πρέπει να συμπιέζεται απότομα 

για να μη δημιουργηθεί μεγάλη διασπορά στις ιδιότητες της δέσμης, που θα είχε ως 

αποτέλεσμα να αμβλυνθεί ο συντονισμός και να μειωθεί ο βαθμός απόδοσης. Εφόσον 

η δέσμη πρέπει να συμπιεστεί αδιαβατικά, υπεισέρχεται το κατασκευαστικό 

πρόβλημα του μεγάλου μήκους της διάταξης προσαρμογής της δέσμης στις 

προδιαγραφές της κοιλότητας (του M.I.G. για την περίπτωση των γυροτρονίων) αν 

απαιτείται μεγάλη συμπίεση. Στο ημιοπτικό γυροτρόνιο όμως δεν απαιτείται μεγάλη 

συμπίεση.   

 

1.5 Προβλήματα που αντιμετωπίζει η επίπεδη δέσμη 

Όταν τα ηλεκτρόνια κινούνται εντός ισχυρού μαγνητικού πεδίου ( cB E> ) αποκτούν 

μία ταχύτητα ολισθήσεως ( 2
. /v E B Bολισθ = ×

  ). Το φαινόμενο αυτό ονομάζεται 

ολίσθηση ΕxB (ExB drift). 

Η υπό μελέτη ηλεκτρονική δέσμη παράγει ηλεκτρικό πεδίο το οποίο σε συνδυασμό 

με το μαγνητικό πεδίο της διάταξης τείνει να την παραμορφώσει μέσω της ολίσθησης  

ExB. Αυτό φαίνεται στην εικόνα 10 που ακολουθεί: 
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Εικόνα 10 παραμόρφωση της δέσμης λόγω της ολίσθησης ExB 
 
 

Η παραμόρφωση της επίπεδης δέσμης οδήγησε σε άλλες λύσεις όπως π.χ. η χρήση 

κυκλικής δέσμης διαστάσεων συγκρίσιμων με το μήκος κύματος των πεδίων εντός 

της κοιλότητας και, συνεπώς, με ανεπιθύμητα μικρή διατομή . 

 

1.6 Σκοπός της διπλωματικής εργασίας 

 

Σκοπός της διπλωματικής εργασίας είναι η παρουσίαση μιας διάταξης η οποία  

μπορεί να διατηρήσει το σχήμα της επίπεδης δέσμης, ενώ παράλληλα τη συμπιέζει 

προκειμένου να έχει περισσότερη ισχύ ανά μονάδα επιφάνειας της διατομής της. 

Το σχήμα της δέσμης επιλέχθηκε ελλειπτικό, έτσι μια κυκλική και μια εντελώς 

επίπεδη δέσμη ανάγονται ως απλά όρια της παρούσας μελέτης (Ανάλυση των 

ελλειπτικών συντεταγμένων γίνεται στο παράρτημα Α). 

Χρησιμοποιώντας την κατάλληλη γεωμετρία τοιχωμάτων είναι δυνατόν η επίπεδη 

δέσμη να μην παραμορφώνεται από την ολίσθηση  ExB. Η γεωμετρία αυτή θα πρέπει 

να είναι τέτοια ώστε ( ) 0E B dS× ⋅ =
  

, όπου dS


το διάνυσμα που είναι κάθετο στην 

επιφάνεια της ηλεκτρονικής δέσμης. 

Συνεπώς το πρόβλημα εύρεσης γεωμετρίας τοιχωμάτων ανάγεται σε πρόβλημα 

ηλεκτροστατικού δυναμικού, με την επιφάνεια της δέσμης να αποτελεί ισοδυναμική 

επιφάνεια. 

Πρώτα αναλύεται το σύστημα όπου το μαγνητικό πεδίο είναι ομογενές και η δέσμη 

δεν συμπιέζεται. Ακολούθως, προκειμένου να μελετηθεί το σύστημα με ήπια διαμήκη 

ανομοιογένεια, εφαρμόζεται η μέθοδος των διαδοχικών προσεγγίσεων στη λύση του 

ομοιογενούς συστήματος και ανακτάται η λύση με προσέγγιση δεύτερης τάξης από 
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την οποία προσδιορίζεται η γεωμετρία των τοιχωμάτων που δεν παραμορφώνουν την 

ελλειπτική δέσμη. 

 

2. Σύστημα χωρίς διαμήκη ανομοιογένεια ( )0z∂ ∂ =  

 

2.1 Επίλυση του συστήματος χωρίς διαμήκη ανομοιογένεια 

 

Το σύστημα χωρίς διαμήκη ανομοιογένεια ( / 0z∂ ∂ = ) έχει μελετηθεί στο παρελθόν 

[5], αναπτύσσεται  και εδώ συνοπτικά:  

                                   

 

Στο σχήμα η περιοχή της ηλεκτρονικής δέσμης συμβολίζεται με B, η επιφάνεια της 

ηλεκτρονικής δέσμης με S, το μοναδιαίο διάνυσμα που είναι κάθετο στην επιφάνεια 

της δέσμης με n και ο υπόλοιπος χώρος (κενό) με V.  Η διάταξη βέβαια πρέπει να 

έχει κάποια όρια στα οποία θα ισχύουν οι κατάλληλες συνοριακές συνθήκες (π.χ. 

., 0nσταθΦ = ∂Φ ∂ = ). 

Προκειμένου η ολίσθηση ΕxB να μην παραμορφώνει τη δέσμη θα πρέπει το Ε να 

είναι κάθετο στην επιφάνεια S. Για να συμβαίνει αυτό η επιφάνεια της δέσμης πρέπει 

να είναι μια ισοδυναμική επιφάνεια. Εφ’ όσον το βαθμωτό ηλεκτροστατικό δυναμικό 

προσδιορίζεται πάντα με αυθαιρεσία μίας προσθετικής σταθεράς, η συνθήκη μη 

παραμόρφωσης της δέσμης μπορεί να διατυπωθεί ως 0
S

Φ = . Απαιτώντας η διεπαφή 

 
Εικόνα 11 εγκάρσια διατομή του συστήματος κενού-
ηλεκτρονικής δέσμης 
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δέσμης-κενού να είναι ισοδυναμική επιφάνεια, η ολίσθηση ΕxB δεν διαλύει τη δέσμη, 

αντιθέτως προκαλεί μια κίνηση επί της διαχωριστικής επιφάνειας στα ηλεκτρόνια που 

βρίσκονται σε αυτή. 

 

Το ηλεκτροστατικό δυναμικό ικανοποιεί τις εξισώσεις Poisson και Laplace στις 

περιοχές Β και V αντίστοιχα: 

 
2

0 0/en ε∇ Φ =  στην περιοχή Β  (εξ. 2.1) 

2 0∇ Φ =  στην περιοχή V           (εξ. 2.2) 

 

Όπου 0 0( ), ,e n ε−  είναι το φορτίο του ηλεκτρονίου, η χωρική πυκνότητα των 

ηλεκτρονίων και η επιτρεπτότητα του κενού αντίστοιχα (δηλ. η χωρική πυκνότητα 

του ηλεκτρικού φορτίου είναι 0e nρ = − ⋅ ). 

Επιπροσθέτως υπάρχει συνέχεια του Φ και της παραγώγου του, του ηλεκτρικού 

πεδίου, στην επιφάνεια που διαχωρίζει τη δέσμη με τον κενό χώρο (το 

ηλεκτροστατικό δυναμικό παρουσιάζει ασυνέχεια παρουσία π.χ. διπολικού 

στρώματος, ενώ το ηλεκτρικό πεδίο παρουσιάζει ασυνέχεια παρουσία π.χ. 

επιφανειακού φορτίου), συνεπώς: 

 

0,V B Vs s
n nΒΦ = Φ = ∂Φ ∂ = ∂Φ ∂  (εξ. 2.3) 

 

Βρίσκοντας μία λύση του δυναμικού η οποία να ικανοποιεί τις εξισώσεις εξ. 2.1,εξ. 

2.2 και τις συνοριακές συνθήκες (εξ. 2.3) είναι δυνατό να προσδιοριστούν οι 

ισοδυναμικές επιφάνειες, οι οποίες καθορίζουν τη γεωμετρία των τοιχωμάτων, αφού 

επί των ισοδυναμικών επιφανειών μπορούν να τοποθετηθούν αγώγιμα τοιχώματα. 

 

Το σχήμα της δέσμης επιλέχθηκε ελλειπτικό, έτσι μια κυκλική και μια εντελώς 

επίπεδη δέσμη ανάγονται ως απλά όρια της παρούσας μελέτης. 

  

Η αλγεβρική έκφραση που αντιστοιχεί σε γεωμετρικό τόπο έλλειψης είναι η: 
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2 2

1x y
a b

   + =   
   

  (εξ. 2.4) 

 

 

-a   a 

-b 

 

 

b 

 
Εικόνα 12 Ο γεωμετρικός τόπος μίας έλλειψης 
 

 

όπου α,b ο κύριος και ο δευτερεύων ημι-άξονας της έλλειψης αντίστοιχα.  

Όταν 1a
b
→ η έλλειψη γίνεται κύκλος και όταν 0 ab

b
→ ⇒ →∞  η έλλειψη 

εκφυλίζεται σε ευθύγραμμο τμήμα. 

 

Η όλη ανάλυση είναι βολικό να γίνει σε τροποποιημένες ελλειπτικές συντεταγμένες 

οι οποίες ορίζονται ως ακολούθως: 

 

cosh cos
sinh sin

x f
y f

ρ ψ
ρ ψ

=
=

  (εξ. 2.5) 

 

όπου 2 2f a b= −  η εστιακή ημιαπόσταση της ελλειπτικής διατομής της 

ηλεκτρονικής δέσμης με α και b τον κύριο και το δευτερεύοντα άξονά της αντίστοιχα. 

Οι εξισώσεις εξ. 2.5 για ρ=R (δηλ. για cosh , sinh , tanha f R b f R R b a= = = ) 

καθορίζουν το όριο της ελλειπτικής δέσμης. Η περιοχή B είναι η περιοχή για την 

οποία ισχύει ρ<R ενώ η περιοχή V είναι η περιοχή όπου ρ>R. 

Οι σχέσεις ορισμού των τροποποιημένων ελλειπτικών συντεταγμένων εξ. 2.5 

μπορούν να γραφούν συνοπτικά μέσω της παρακάτω σύμμορφης απεικόνισης: 

 

 ( ) [ ]exp( ) cosh /2 coshx jy r i f p jq f jφ ρ ψ+ = =  +  = +   (εξ. 2.6) 
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όπου p=2ρ, q=2ψ (και l=2R) οι «διπλές» συντεταγμένες, οι οποίες εξυπηρετούν 

καλύτερα από τις απλές λόγω της αλγεβρικής μορφής των λύσεων, για το δυναμικό, 

που θα προκύψουν.  

Η εγκάρσια Λαπλασιανή είναι: 

( )

2 2
2 ( ) ( ) ( )

2 2 2
8

cosh cos
n n nΦ Φ Φ

f p q p q
⊥

 ∂ ∂
∇ = +  − ∂ ∂ 

  (εξ. 2.7) 

ή εκπεφρασμένη συναρτήσει των ρ,ψ 
2 2

2
2 2 2 2 2

1 1
cosh cosf ρ ψ ρ ψ

 ∂ ∂
∇ = + − ∂ ∂ 

  (εξ. 2.8) 

 

Λόγω των δύο ανακλαστικών συμμετριών που έχει η διάταξη (ως προς τον άξονα xx’ 

και ως προς τον άξονα yy’) η όλη μελέτη μπορεί να γίνει στο πρώτο τεταρτημόριο 

του επιπέδου xy με κατάλληλη επιλογή των συνοριακών συνθηκών ώστε αυτές να 

σέβονται τις δύο ανακλαστικές συμμετρίες. Συνεπώς οι συνοριακές συνθήκες είναι οι: 

 

0

0 0

0 0,
2

Rστο ρ

στο ρ
ρ

πστοψ
ψ

Φ = =
∂Φ

= =
∂
∂Φ

= =
∂

     (εξ. 2.9) 

 

 

και η λύση στο πρόβλημα δυναμικού για την περιοχή Β (εντός δέσμης) είναι η: 

 

0( , ; ) [cosh cosh ][cosh cos ]
coshB
ΦΦ p q l l p l q

l
= − − −  (εξ. 2.10) 

Η οποία για p=l δίνει ( , ; ) 0BΦ p l q l= = ,
0

0
p

pΒ =
∂Φ ∂ = , 

0,
0

q
q

πΒ =
∂Φ ∂ = όπως 

αναμενότανε, 

όπου 
2

0
0

08
en f
ε

Φ = με 0ε τη διηλεκτρική επιτρεπτότητα του κενού χώρου, -e το φορτίο 

του ηλεκτρονίου και 0n  την πυκνότητα των ηλεκτρονίων στον χώρο Β. 
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Η παράγωγος του ΒΦ  είναι συνεχής για p=l (αφού δεν υπάρχει επιφανειακό φορτίο)  

vB

R Rρ ρρ ρ= =

∂Φ∂Φ
=

∂ ∂
   (εξ. 2.11) 

και η τιμή του v ρ∂Φ ∂  για ρ=R (η ισοδύναμα για p=l) χρειάζεται για τον 

υπολογισμό του δυναμικού στο χώρο V, συνεπώς πρέπει να υπολογισθεί: 

 

( )

( )

0

0

2 tanh(2 ) cosh(2 ) cos(2 )

tanh( ) cosh( ) cos( )

R

p l

R R

l l q
p

ρ

ψ
ρ
Β

=

Β

=

∂Φ
= Φ −

∂

∂Φ
⇒ =Φ −

∂

    (εξ. 2.12) 

 

Τώρα πρόκειται να μελετηθεί η περιοχή V. 

Η συνάρτηση ( )j jζ ρ ψΩ = + = Φ + Ψ , όπου Φ το δυναμικό και Ψ η 

εξίσωση των δυναμικών γραμμών μίας δι-διάστατης διάταξης, είναι αναλυτική 

συνάρτηση στον τόπο του μιγαδικού επιπέδου ζ που αντιστοιχεί στον χώρο V, δηλ. 

για ρ>R όπου δεν υπάρχουν φορτία. Εφόσον στη διάταξη υπό μελέτη 

ισχύει / 0z∂ ∂ = έχουμε: 

{ }2 2 Re⊥∇ Φ = ∇ Φ⇒Φ = Ω  

Κάνοντας χρήση του θεωρήματος: «Έστω ότι :f A C→ και :g B C→  

αναλυτικές συναρτήσεις επί των περιοχών Α και Β. Ας υποθέσουμε ότι 

A B∩ ≠∅ και f g=  επί του A B∩ . Έστω η  

( ),
( )

( ),
f z z A

h z
g z z B

∈
=  ∈

 

Τότε η ( )h z  είναι αναλυτική επί του A B∪ και είναι η μόνη αναλυτική συνάρτηση 

επί του A B∪  που ισούται με την f επί του Α (ή με την g επί του Β). Τότε λέμε ότι 

η h είναι η αναλυτική επέκταση της f  (ή της g )» [9] , βρίσκοντας την αναλυτική 

επέκταση της Ω (στην περιοχή V),  ανακτάται η λύση του προβλήματος δυναμικού 

για το χώρο V. 

Εφ’ όσον η αλλαγή συντεταγμένων από καρτεσιανές σε ελλειπτικές γίνεται 

μέσω μίας σύμμορφης απεικόνισης, όπως φαίνεται στην εξ 2.6. ,οι συνθήκες 

αναλυτικότητας Cauchy-Riemann είναι εφαρμόσιμες και στις ελλειπτικές 

συντεταγμένες. 
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 Εφαρμόζοντας τις συνθήκες Cauchy-Riemann  στην αναλυτική συνάρτηση 

( )j jζ ρ ψΩ = + = Φ + Ψ  στην περιοχή V, όπου Φ το δυναμικό και Ψ η εξίσωση των 

δυναμικών γραμμών, παίρνουμε V Vψ ρ∂Ψ ∂ = ∂Φ ∂ . Τώρα εφαρμόζοντας την 

V Vψ ρ∂Ψ ∂ = ∂Φ ∂  στο σύνορο της δέσμης, δεδομένου ότι η  
ρ

∂Φ
∂

 είναι συνεχής 

(απουσία επιφανειακού φορτίου), θα είναι στο σύνορο: 

 

 ( )02 tanh(2 ) cosh(2 ) cos(2 )V

R

R R
ρ

ψ
ψ ρ

Β

=

∂Ψ ∂Φ
= = Φ −

∂ ∂
  (εξ. 2.13) 

με απλή ολοκλήρωση ανακύπτει το VΨ  στο σύνορο και η αναλυτική συνάρτηση  Ω 

επί του συνόρου έχει την τιμή 

 

( ) [ ]00 tanh(2 ) (2 )cosh(2 ) sin(2 )R j j R Rζ ψ ψ ψΩ = + = + Φ −    (εξ. 2.14) 

 

Εισάγοντας τη μεταβλητή 2( )s j p jqρ ψ= + = +  η αναλυτική επέκταση της Ω στην 

περιοχή V εμφανώς είναι η: 

 

( ) 0 tanh(2 )[ cosh(2 ) sinh ]j j R s R sζ ρ ψΩ = + = Φ + Ψ = Φ −   (εξ. 2.15) 

 

η οποία δίνει το δυναμικό στην περιοχή V 

( ) ( )0 tanh cosh sinh cos ,VΦ Φ l p l l p l q=  − − −    (εξ. 2.16) 

Εφ’ όσον η αναλυτική επέκταση της συνάρτησης Ω(ζ) είναι μοναδική στην περιοχή 

αναλυτικοτητάς της, και η λύση (το δυναμικό VΦ ) που βρέθηκε για την περιοχή V 

είναι μοναδική.    

 

2.2 Τοπολογία των δυναμικών γραμμών 

 

Παρατίθενται τώρα γραφικές παραστάσεις για το χώρο εκτός δέσμης ο οποίος είναι 

και ο χώρος άμεσου ενδιαφέροντος, αφού εκεί θα τοποθετηθούν τα αγώγιμα 

τοιχώματα. Το σύστημα συντεταγμένων των γραφικών παραστάσεων είναι οι 
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κανονικοποιημένες καρτεσιανές ,x
f f

ψξ η= = , όπου f η εστιακή ημιαπόσταση της 

ελλειπτικής διατομής της ηλεκτρονικής δέσμης. Στα σχήματα εμφανίζεται το πρώτο 

τεταρτημόριο της διάταξης και παρουσιάζονται διαδοχικά δέσμες με όλο και πιο 

έντονη ελλειπτικότητα, ξεκινώντας από σχεδόν κυλινδρική δέσμη και καταλήγοντας 

σε σχεδόν επίπεδη δέσμη.  

 

 

 

 

10 20 30 40 

5 

10 

15 

20 

0/ 0Φ Φ =  
0/ 50Φ Φ =  

0/ 80Φ Φ =  

0/ 100Φ Φ =  

 
Εικόνα 13 Ισοδυναμικές γραμμές για l=4.0 
  

 

  

1 2 3 4 

0.5 

1 

1.5 

2 

0/ 0Φ Φ =  

0/ 3Φ Φ =  

0/ 1Φ Φ =  

 
Εικόνα 14 Ισοδυναμικές γραμμές για l=1.5 
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0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1 

0/ 0Φ Φ =  

0/ 0.8Φ Φ =
 

0/ 0.2Φ Φ =
 

0/ 0.4Φ Φ =
 

0/ 0.6Φ Φ =  

 
Εικόνα 15 Ισοδυναμικές γραμμές για l=0.40 
 
 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0/ 0Φ Φ =
 

0/ 0.005Φ Φ =
 

0/ 0.01Φ Φ =
 

0/ 0.015Φ Φ =  

 
Εικόνα 16 Ισοδυναμικές γραμμές για l=0.01 
 

 

Στις γραφικές παραστάσεις που προηγήθηκαν, υπάρχουν κλειστές (που τέμνουν και 

τους δύο άξονες και συνεπώς περικλείουν ολόκληρη την ελλειπτική ηλεκτρονική 

δέσμη) και ανοικτές ισοδυναμικές γραμμές (που τέμνουν μόνο έναν από τους δύο 

άξονες και απομακρύνονται προς το άπειρο και συνεπώς, δεν περικλείουν την 

ηλεκτρονική δέσμη). Οι δύο κατηγορίες ισοδυναμικών γραμμών απομονώνονται 

μεταξύ τους από μία διαχωρίζουσα ισοδυναμική γραμμή.  Επίσης είναι φανερή η 

παρουσία ενός σαγματικού σημείου (saddle point) στο σημείο (ξ,η) = (27,0) στην 

εικ.13, στο σημείο (ξ,η) = (2.4,0) στην εικ. 14, στο σημείο (ξ,η) = (1.1,0) στην εικ. 15 

και στο σημείο (ξ,η) = (1,0) στην εικ. 16 . Το σαγματικό σημείο είναι πολύ κοντά στο 

όριο της έλλειψης για δέσμες με μεγάλο κύριο ημιάξονα (ως προς το μικρό ημιάξονα 
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πάντα) και μακριά από το όριο της έλλειψης για δέσμες με μεγάλο κύριο ημιάξονα 

περίπου ίσο με το μικρό ημιάξονα.  

Στην εντελώς κυλινδρική δέσμη, όπως φαίνεται από την εικ. 13 , οι ισοδυναμικές 

επιφάνειες είναι κύλινδροι ομοαξονικοί ως προς τον άξονα της δέσμης και δεν 

παρατηρείται σαγματικό σημείο γιατί αυτό έχει απομακρυνθεί στο άπειρο. 

Στην επίπεδη δέσμη , όπως φαίνεται από την εικ. 16,οι ισοδυναμικές γραμμές εκτός 

δέσμης είναι μόνον ανοικτές καμπύλες. Αυτό συμβαίνει λόγω του ότι το σαγματικό 

σημείο βρίσκεται ακριβώς στο όριο της δέσμης.   

 

 

 

3.Σύστημα με διαμήκη ανομοιογένεια ( )0z∂ ∂ ≠  

 

3.1 Φυσικές συνέπειες της ανομοιογένειας 

Στο μη ομοιογενές σύστημα το μαγνητικό πεδίο θα παράγεται από κυλινδρικό 

πηνίο. Το κυλινδρικό πηνίο παράγει πεδίο με περιστροφική συμμετρία ( / 0φ∂ ∂ = ) 

συνεπώς το μαγνητικό πεδίο θα εξαρτάται μόνο από τα r,z (η περιγραφή αναφέρεται 

σε σύστημα κυλινδρικών συντεταγμένων το οποίο έχει ως αρχή των αξόνων το 

κέντρο του πηνίου) ( , )r zΒ = Β
 

. Επί του άξονα z η μαγνητική επαγωγή είναι 

( )z zB i B z=
 

, η σχέση αυτή ισχύει προσεγγιστικά και για τα σημεία που κείνται κοντά 

στον άξονα z (επειδή 0B r∂ ∂ =


όταν r=0). Έτσι η αλγεβρική μορφή του πεδίου στην 

περιοχή της δέσμης είναι : 
2

0( ) ( )zB z g z−= Β   (εξ. 3.1) 

ο όρος 2 ( )g z−  δίνει τον τρόπο μεταβολής του μαγνητικού πεδίου (ο εκθέτης –2 έχει 

τοποθετηθεί για να διευκολύνει τις μετέπειτα πράξεις). Εφόσον η ανομοιογένεια του 

πεδίου είναι ήπια (αδιαβατική συμπίεση), τα ηλεκτρόνια «παρακολουθούν» την 

πεδιακή τους γραμμή (με την επιφύλαξη της ολίσθησης ΕxΒ) και συνεπώς η 

συνάρτηση ( )g z  καθορίζει τον τρόπο με τον οποίο τα ηλεκτρόνια κινούνται 

συναρτήσει του z. Δεδομένου ότι τα όρια της δέσμης αντιστοιχούν σε ηλεκτρόνια που 

εκτελούν τέτοια κίνηση, η διατομή S άρα και ο κύριος και ο δευτερεύων ημιάξονας 

της έλλειψης μεταβάλλονται ως εξής: 
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20 ( ) ( ) (0) (0) ( ) (0) ( )
s

BdS B z S z B S S z S g z= ⇒ = ⇒ =∫


    (εξ. 3.2) 

0

0

( )
( )

a a g z
b b g z
=
=

    (εξ. 3.3) 

2
0 0( ) ( )S z ab a b g zπ π= =   (εξ. 3.4) 

 

Από την εξ.3.4 φαίνεται ότι για να συμπιέζεται η δέσμη, η συνάρτηση g(z) πρέπει να 

είναι φθίνουσα. 

 

Με αυτές τις δύο υποθέσεις (θα χρειαστεί και μία απαίτηση όπως φαίνεται στο 

κείμενο που ακολουθεί), προκύπτει η εξάρτηση των φυσικών μεγεθών άμεσου 

ενδιαφέροντος από το z. 

 

Αφού πλέον είναι 0z∂ ∂ ≠ διάφορα χαρακτηριστικά της ελλειπτικής δέσμης 

μεταβάλλονται συναρτήσει του z. 

 

Επειδή οι γραμμικές διαστάσεις μεταβάλλονται με το νόμο που αποδίδεται στη 

συνάρτηση g(z), η εστιακή ημιαπόσταση γίνεται: 

 

2 2 2 2
0 0( ) ( )f z a b a b g z= − = −   (εξ. 3.5) 

 

 

Επειδή το ηλεκτρικό ρεύμα είναι σταθερό, αλλά η διατομή της δέσμης μεταβάλλεται 

(μειώνεται) όσο το z αυξάνει, αναμένουμε η πυκνότητα των ηλεκτρονίων να είναι 

(αύξουσα) συνάρτηση του z. Πράγματι: 

 

//

//

. ( ) ( ) (0) (0) ( ) ( ) ( ) (0) (0)
(0) (0)( )
( ) ( )

I J z S z J S en z v z S z J S
J Sn z

ev z S z

σταθ= ⇒ = ⇒ =

⇒ =
    (εξ. 3.6) 

 

Στη σχετικιστική δυναμική, ο ρυθμός μεταβολής της ενέργειας ενός σωματιδίου 

δίνεται από τη σχέση: 
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( ) ( )
2

0,e
e

d m c
vF q v E v B evE

dt
γ

= = + × = −
           (εξ. 3.7) 

 

Θα αποδειχθεί τώρα ότι E v⊥
   

 

// driftv v v= +
       (εξ. 3.8) 

2drift
E Bv

B
×

=
 

     (εξ. 3.9) 

Τώρα πρέπει να εισαχθεί μία ακόμα βασική απαίτηση που θα πρέπει να πληρεί η όλη 

διάταξη, η διαχωριστική επιφάνεια δέσμης-κενού πρέπει να είναι ισοδυναμική, πρέπει 

να έχει όλη δυναμικό ίσο με το μηδέν. 

Εφ’ όσον η επιφάνεια της ηλεκτρονικής δέσμης έχει σταθερό δυναμικό και τα 

ηλεκτρόνια που βρίσκονται σε αυτή (με μια αβεβαιότητα της τάξης της ακτίνας 

Larmor ( )Lr±  ) έχουν //v  παράλληλο στην επιφάνεια και το E


είναι κάθετο στην 

επιφάνεια ισχύει // 0v E⋅ =
  και αφού ως ταυτότητα ισχύει  0driftv E⋅ =

   

( )2
0,

00 .ed m c
dt

γ
γ γ σταθ= ⇒ = =    (εξ. 3.10) 

2 2 2
// 0. .v v vγ σταθ σταθ⊥= ⇒ + = =     (εξ. 3.11) 

Όμως 2 2
0 0/ .v B v Bσταθ⊥ ⊥= = συνεπώς: 

2 2 2 2 2 2
// 0 0 0 0

0

( )( ) ( )B zv z v v v v g z
B

−
⊥ ⊥= − = −    (εξ. 3.12) 

 

Πλέον το 0Φ  που εμφανίζεται στις εξισώσεις εξ. 2.10, εξ. 2.16 εξαρτάται από το z. Η 

ακριβής μορφή της εξάρτησης από το z είναι αυτή που φαίνεται παρακάτω: 

  

2 2 2
0 0 2 22

// 0 0
0 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0

2 2 2
0 0

0 2 2 2
0 0 0 0 0

(0) (0) ( ) ( )
( ) ( ) (0) (0)( ) ( )( ) ( )( )

8 8 ( ) ( )8

( ) ( )( )
8 ( )

J Se a b g z
ev z S z J S a b g zen z f zz

v v g z a b g z

I a b g zz
a b v g z v

ε ε π ε

π ε

−
⊥

⊥

 
−  − Φ = = = ⇒

−

−
Φ =

−
(εξ. 3.13) 
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Επίσης (όταν / 0φ∂ ∂ = ) είναι 0R
z

∂
=

∂
,η απόδειξη ακολουθεί 

2
0 0

2 2 2
0 0

sinh(2 ) 22sinh(2 ) sinh(2 ) 02
S f R a bab RR R

f za bS ab

π

π

= ∂⇒ = ⇒ = ⇒ = ∂−= 

  (εξ. 3.14) 

 

Από την όλη ανάπτυξη που προηγήθηκε είναι προφανές ότι ο συντελεστής 0Φ , στις 

εκφράσεις για το δυναμικό όταν / 0z∂ ∂ = , εξαρτάται πλέον από το z 0 0 ( )zΦ = Φ . 

Για την όλη ανάλυση που ακολουθεί δεν είναι απαραίτητο να γνωρίζουμε το g(z), 

ούτε καν την εξάρτηση του 0Φ  από το z. Το μόνο που χρειάζεται να κρατηθεί από τις 

σχέσεις που δίνουν πως μεταβάλλονται τα διάφορα φυσικά μεγέθη συναρτήσει του z 

είναι ότι 0 0 ( )zΦ = Φ και 0R
z

∂
=

∂
. 

 

3.2 Επίλυση του συστήματος με διαμήκη ανομοιογένεια 

Στην παράγραφο 2.1 προέκυψαν οι εκφράσεις για το δυναμικό στις περιοχές 

Β,V. Οι εκφράσεις αυτές εμπλέκουν ως παραμέτρους τις ποσότητες 0Φ και R. Με 

βάση τα πορίσματα της προηγούμενης παραγράφου, όταν 0z∂ ∂ ≠ τότε είναι 0 ( )zΦ , 

αλλά / 0R z∂ ∂ = (εφόσον / 0B φ∂ ∂ = ). Συνεπώς οι εκφράσεις εξ. 2.10,εξ. 2.16 για το 

δυναμικό δεν αποτελούν λύση του προβλήματος , γιατί είχαν ως προϋπόθεση ότι   

0z∂ ∂ = . Όταν όμως η διαμήκης ανομοιογένεια είναι ήπια, τότε οι παράγωγοι του 

δυναμικού ως προς το z έχουν μικρές τιμές και αυτό επιτρέπει τη μελέτη του 

συστήματος με διαμήκη ανομοιογένεια μέσω της μεθόδου των διαδοχικών 

προσεγγίσεων: 

 

 Θεωρώντας ότι το Φ μπορεί να γραφεί ως: 

 

Φ = Φ(0) + Φ(1) + ...    (εξ. 3.15) 

 

Τώρα κάνοντας υπόθεση ήπιας ανομοιογένειας ( (∂2/∂z2)Φ << 2Φ⊥∇ ) είναι: 

 
2 (0) 2 (1)

2 2 (0) 2 (1)
2 2 ...

z z⊥ ⊥
∂ Φ ∂ Φ

∇ Φ =∇ Φ + +∇ Φ + +
∂ ∂

   (εξ. 3.16) 
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οπότε καταλήγουμε στις αναδρομικές εξισώσεις: 

 

0
2 (0) 2 ( ) 2 2 ( 1)

0{Β,V} {Β,V} {Β,V}
,

, ( / )
0,

n n
en Β
εΦ Φ z Φ
V

−
⊥ ⊥

 
 ∇ = ∇ = − ∂ ∂ 
 
 

,   (εξ. 3.17) 

 

Θα υπολογιστεί μέχρι και ο όρος δεύτερης τάξης Φ(1) (η πρώτη διόρθωση στο 

Φ).Υποθέτουμε ότι ο δεύτερος όρος αποτελεί επαρκή διόρθωση στην αδιατάρακτη 

λύση (από το αποτέλεσμα μπορεί να εκτιμηθεί το πεδίο εφαρμογής αυτής της 

υπόθεσης). Συνεπώς για κάθε περιοχή: 

 

2 (1) 2 2 (0)
{Β,V} {Β,V}( / )Φ z Φ⊥∇ = − ∂ ∂    (εξ. 3.18) 

με συνοριακές συνθήκες: 

 
(1)Φ =0     στο ρ=R 

(1)

0
ρ

∂Φ
=

∂
  στο ρ=0   (εξ. 3.19) 

(1)

0
ψ

∂Φ
=

∂
   στο 0,

2
πψ =  

όπου η πρώτη συνοριακή έχει προέλθει από την απαίτηση για σταθερό δυναμικό (που 

λαμβάνεται ως μηδενικό) στο σύνορο, η δεύτερη συνοριακή συνθήκη έχει να κάνει 

με τις δύο συμμετρίες που πρέπει να σέβεται η λύση της διάταξης σε κάθε τάξης 

προσέγγιση, την ανακλαστική συμμετρία ως προς yy’ και xx’ 

(0) (1) (1)

0 0 0 0

0 0 0 0
ρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρ= = = =

 ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ
= ⇒ + = ⇒ + = 

 ∂ ∂ ∂ ∂ 
, η τρίτη συνοριακή 

συνθήκη προκύπτει πάλι από τις ανακλαστικές συμμετρίες ως προς xx’ και yy’ (οι 

οποίες επιτρέπουν να γίνει η μελέτη της διάταξης στο πρώτο τεταρτημόριο). 

 

Μία σημαντική διαφορά σε σχέση με το ομογενές σύστημα είναι ότι ο όρος 
2 2 (0)

{Β,V}( / )z Φ∂ ∂  αλγεβρικά έχει ρόλο φορτίου, άρα στα διαγράμματα οι ισοδυναμικές 
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επιφάνειες δεν θα έχουν μορφή σωληνοειδούς πεδίου (η διόρθωση (1)Φ  δεν συνδέεται 

με ηλεκτροστατικό πεδίο 1D


 για το οποίο ισχύει 1 0D∇ =


 στο χώρο εκτός δέσμης). 

  

H αναλυτική επίλυση της διαφορικής εξίσωσης εξ.3.18 βρίσκεται στο παράρτημα. Η 

λύση της διαφορικής εξ. 3.18 είναι η ακόλουθη   

( ) ( )

(0) 0
Β

2
(1) 0
Β

[cosh cosh ][cosh cos ],
cosh

cos cos23 4
192cosh cosh cosh 2
4 cosh cosh cosh 2 cosh 2 cosh 2 cosh .

ΦΦ l p l q
l

Φ Φ q qΦ
l l l

l p l l p l

= − − −

′′  = − − +  
× − − −  

   (εξ. 3.20) 

 

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

(0)
0V

(1) 2
0V

tanh cosh sinh cos ,
tanh

2
cos cosh coshcosh

4 8
cosh cossinh sinh

2 2
7 sinh tanhcos sinh cosh
24 6

sinh 2 sinh cosh
24

sinh

Φ Φ l p l l p l q
lΦ f Φ

q p ll p l

l qp l

l lq p l l

p l l p l

p l

=  − − −  

′′=

 + × − +  
 

 + − − 
 

 − + − −   
− − − 

+ 


+ − − ( )
21 cos2 cosh1 cosh .

8 24 cosh 2
q lp l

l

   + − −       

         (εξ. 3.21) 

 

Αυτό που αξίζει να σημειωθεί είναι ότι η λύση για το δυναμικό στη περιοχή V 

προκύπτει από καλά τοποθετημένο πρόβλημα (αρχικών τιμών αυτή τη φορά, η 

απόδειξη παρατίθεται στο παράρτημα) και άρα είναι μοναδική. 
 

3.3 Γεωμετρία της δέσμης και ισχύς της προσέγγισης 

 

Στην παράγραφο αυτή εξετάζουμε το ενδεχόμενο η επάρκεια του όρου κατώτερης 

τάξης (1)Φ  να συνδέεται με τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά της δέσμης. 
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Από τον όρο ( )sinh p l−  του (0)
VΦ της εξ.3.21 συνάγεται ότι για p>>l (0) p

V eΦ  . Από 

τον όρο ( ) ( )
21 cos2 coshsinh 1 cosh

8 24 cosh 2
q lp l p l

l

  
− − + − −      

της εξ.3.21 συνάγεται ότι για 

p>>l (1) 2 p
V eΦ  . 

Συνεπώς για δέσμες πολύ μικρής ελλειπτικότητας, όπως π.χ. οι κυλινδρικές δέσμες 

(οι οποίες προκύπτουν παίρνοντας το όριο l→∞ ) το l έχει πολύ μεγάλη τιμή και 

στην περιοχή εκτός δέσμης όπου p l> , οι εκθετικοί όροι πλέον είναι οι κυρίαρχοι 

όροι κάθε τάξης προσέγγισης, και συνεπώς (1) (0)
out outΦ > Φ  αφού 2 p pe e> . Αυτό δεν είναι 

αποδεκτό, αφού κάθε προσέγγιση πρέπει να είναι μικρότερη από την προσέγγιση 

προηγούμενης τάξης, συνεπώς τα πορίσματα αυτής της μελέτης εφαρμόζονται με 

μεγαλύτερη ακρίβεια σε επίπεδες δέσμες (sheet beams), όπως οι δέσμες που 

προορίζονται για χρήση σε ημι-οπτικά γυροτρόνια.  

 

3.4 Γραφικές παραστάσεις 

 Θέτοντας 2
0 0( ) /h z f ′′= Φ Φ η λύση (μέχρι πρώτης τάξης προσέγγιση) γράφεται 

ως  
(0) (1) (0) (1)

0 0

(0) (1)

( , ; ) ( ) ( , , ) ,

( , ; ) ( ) ( , , )

F F p q l h z F p q l

F F p q l h z F p q l

 Φ = Φ +Φ = Φ = Φ + 
= +

  (εξ. 3.22) 

Οι γραφικές παραστάσεις που ακολουθούν  δείχνουν τις ισοδυναμικές καμπύλες (οι 

οποίες αντιστοιχούν σε F= σταθ. ) στο πρώτο τεταρτημόριο του έχουν σχεδιαστεί για 

διαφορετικές τιμές του h (και άρα για διαφορετικές τιμές του z), για τιμές μεγάλης 

και μικρής ελλειπτικότητας (και άρα για διαφορές τιμές της παραμέτρου l). Το 

σύστημα συντεταγμένων των γραφικών παραστάσεων είναι οι κανονικοποιημένες 

καρτεσιανές ,x
f f

ψξ η= = , όπου f η εστιακή ημιαπόσταση της ελλειπτικής διατομής 

της ηλεκτρονικής δέσμης. Μαζί με τις γραφικές παραστάσεις παρατίθενται και 

ορισμένα χρωματικά διαβαθμισμένα διαγράμματα. Οι γραφικές παραστάσεις 

ξεκινάνε παρουσιάζοντας σχεδόν κυλινδρικές δέσμες για αυξανόμενες τιμές του h και 

καταλήγουν παρουσιάζοντας σχεδόν επίπεδες δέσμες για αυξανόμενες τιμές του h. 

(Στην εικόνα 18 η παρουσίαση καλύπτει ιδιαίτερα μεγάλες τιμές για τα ξ,η, για τις 

ανάγκες του σχολιασμού που ακολουθεί τις γραφικές παραστάσεις). 
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Εικόνα 17 Ισοδυναμικές γραμμές για 34, 10l h −= =  
 
 

20 40 60 80 100 120 

10 

20 

30 

40 

50 

0F =  

60F =
 

40F =  

 

Εικόνα 18 Ισοδυναμικές γραμμές για 24, 10l h −= =  
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Εικόνα 19 Ισοδυναμικές γραμμές για 31.5, 10l h −= =  
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Εικόνα 20 Ισοδυναμικές γραμμές για 21.5, 10l h −= =  
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Εικόνα 21 Ισοδυναμικές γραμμές για 11.5, 10l h −= =  
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Εικόνα 22 Ισοδυναμικές γραμμές για 10.4, 10l h −= =  
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Εικόνα 23 Ισοδυναμικές γραμμές για 0.4, 1l h= =  
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Εικόνα 24 Ισοδυναμικές γραμμές για 10.01, 10l h −= =  
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Εικόνα 25 Ισοδυναμικές γραμμές για 0.01, 1l h= =  
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Εικόνα 26 Τοπογραφική αναπαράσταση της περίπτωσης 23, 10l h −= =  
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Ένα πρώτο πόρισμα που προκύπτει από τις γραφικές αυτές παραστάσεις είναι ότι για 

μικρές τιμές του h η απόκλιση από την ομοιογενή περίπτωση (όπου h=0) είναι μικρή. 

Επίσης η απόκλιση από την ομοιογενή περίπτωση είναι τόσο μικρότερη όσο 

περισσότερο η δέσμη τείνει να γίνει επίπεδη. Να σημειωθεί ότι για πολύ επίπεδες 

δέσμες, η απόκλίση από την ομοιογενή περίπτωση είναι μικρή ακόμα και για 2h = , 

ενώ η κυλινδρική δέσμη παύει να προσεγγίζεται ικανοποιητικά ακόμα και για 
210h −=  
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Εικόνα 27 Τοπογραφικό διάγραμμα του δυναμικού για 23, 3 10l h −= = ⋅  
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Μια κλειστή ισοδυναμική επιφάνεια αναγκαστικά πρέπει να περικλείει ηλεκτρικό 

φορτίο. Εφόσον στις εικ.18,27 φαίνεται μια τέτοια κλειστή επιφάνεια έξω από τη 

δέσμη (όπου η πυκνότητα φορτίου είναι ίση με μηδέν), το βασικό συμπέρασμα είναι 

ότι στην περιοχή της κλειστής αυτής επιφάνειας η μαθηματική μεθοδολογία που 

εφαρμόσθηκε είναι ανεπαρκής (σχόλιο: από την εικ.18 μάλιστα διακρίνεται ότι η 

περιοχή αυτή για l=4, g=0.01 είναι κοντά στη δέσμη). Στο κέντρο της οικογένειας 

των κλειστών επιφανειών σταθερού δυναμικού υπάρχει ένα «πλασματικό» φορτίο το 

οποίο προέρχεται από τον όρο 
2 (1)

2z
∂ Φ
∂

 ο οποίος αγνοήθηκε ως πολύ μικρός κατά την 

εφαρμογή της μεθόδου των διαδοχικών προσεγγίσεων. Από τις γραφικές παραστάσεις 

φαίνεται ότι το «πλασματικό» φορτίο βρίσκεται κοντά στην περιοχή της δέσμης για 

μεγάλες τιμές του l. Συνεπώς όσο η δέσμη τείνει προς το κυλινδρικό σχήμα ανώτερης 

τάξης προσεγγίσεις είναι απαραίτητες για μεγάλες τιμές του h.  

Όσο πιο επίπεδη γίνεται η δέσμη, το «παρείσακτο» σημείο ελαχίστου που εγκλείουν 

οι ισοδυναμικές γραμμές μακριά από το χώρο της ηλεκτρονικής δέσμης πηγαίνει 

προς το άπειρο και έτσι μένει μακριά από την περιοχή της δέσμης στην οποία και 

θέλουμε να υπολογίσουμε το δυναμικό προκειμένου να τοποθετηθούν τοιχώματα που 

εγγυώνται την ευστάθειά της.  

Τα πορίσματα που προέκυψαν από την επεξεργασία των γραφικών παραστάσεων 

είναι σε συμφωνία με τη θεωρητική ανάλυση που έγινε στην παράγραφο 3.3. 

Αυτή η συμπεριφορά όσον αφορά την παράμετρο l  έχει μάλλον θετικό χαρακτήρα 

αφού οι δέσμες ενδιαφέροντος για χρήση σε ημιοπτικά γυροτρόνια είναι επίπεδες 

(sheet beams) .  
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Εικόνα 28 21.28, 10l g −= =  
 

Στην εικόνα φαίνεται η ύπαρξη ακρότατου του δυναμικού για 21.28, 10l g −= =  και 

μάλιστα φαίνεται πως υπάρχουν τέσσερα σημεία ελαχίστου γύρω από τη δέσμη (έτσι 

υποδηλώνει το κλείσιμο των ισοδυναμικών γραμμών και προς τον xx’). 

Πράγματι, για μικρότερες τιμές της παραμέτρου l οι περιοχές όπου εμφανίζεται το 

πλασματικό φορτίο, είναι αρκετά απομακρυσμένες από την περιοχή άμεσου 

ενδιαφέροντος, δηλ. την περιοχή κοντά στην ηλεκτρονική δέσμη. 
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3.5 Σύγκλιση Διαταραχών 

 

Ένα θέμα που αφορά τη μαθηματική συνέπεια της ανάλυσης που έχει γίνει μέχρι 

τώρα είναι το κατά πόσο συγκλίνει το άθροισμα (0) (1) (2) .......Φ +Φ +Φ +  έτσι όπως 

υπολογίζονται τα ( )nΦ  μέσω του αναδρομικού τύπου που προκύπτει από την 

εφαρμογή των διαταραχών. 

Εάν συγκλίνει το Φ, τότε συγκλίνει και το F αφού: 

(0) (1)
0.....Φ Φ Φ Φ F= + + =   ( )(0) (1)

0 1 0 1... ....F F F h F h F= + + = + +    (εξ. 3.23) 

Τα αποτελέσματα που έχουν προκύψει μέχρι τώρα δηλ. ότι 
0 (0) 1 (1)

0 1( , ), ( , )F h F p q F h F p q= =  είναι ενθαρρυντικά όσον αφορά την εύρεση μίας 

σχέσης που θα συνδέει τα ,nh h . Πράγματι ακολουθεί η απόδειξη ότι n
nh h . 

2 2
0

2
0

f fh
L

′′Φ
=

Φ
 , όπου L το χαρακτηριστικό μήκος της διάταξης, (ένα ενεργό μήκος 

το οποίο είναι περίπου το μήκος της διάταξης που κρατάει σταθερή την ελλειπτική 

δέσμη). Χαρακτηριστικές τιμές του h είναι οι 2 210 3 10h− −≤ ≤ ⋅ . 

 
2 ( 1)

2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2
( , )2 2

1, ( ) ( , ),
n

n n n n
q pH z W p q D

z f

−

⊥ ⊥
∂ Φ

∇ Φ = − Φ = ∇ =
∂

(εξ. 3.24) 

όπου 2
( , )q pD  δευτεροβάθμιος γραμμικός διαφορικός τελεστής 

Αντικαθιστώντας έχουμε: 
( ) 2 ( 1)

2 ( ) ( 1)
( , ) ( , )2 2

2 ( ) ( )
( , )

22 ( 1)
( ) 2 ( 1)

2

( ) ( )( , )
( )

( , ) ( , )

( )( ) ( )

n n
n n

q p p q

n n
q p

n
n n

H z H zD W p q W
f z z

D W p q W p q

H z fH z f H z
z L

−
−

−
−

∂
= −

∂

 = −


⇒  ∂  =  ∂  


     (εξ. 3.25) 

και έτσι προκύπτει η τάξη μεγέθους κάθε όρου nh : 

2( )

(0)

nn
n

n n n
H fh h h h
H L

 ⇒ ⇒ 
 

       (εξ. 3.26) 
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αυτό φαίνεται και πιο πρακτικά ως εξής: 

( )2 22
00

1 2 3
0 0

, , ...
f ffh h h

′′′′Φ′′Φ
= = =

Φ Φ
     (εξ. 3.27) 

 
2 4 22

1 22 2

1 , ,....,
n

n
n

d f f fh h h h
dz L L L L

     ⇒      
     

         (εξ. 3.28) 

 

αφού ~ n
nF h και τυπικές τιμές του h ανήκουν στην περιοχή τιμών 

2 210 3 10h− −≤ ≤ ⋅  δικαιολογημένα έγινε η ανάπτυξη σε όρους. Επίσης πλέον μπορεί 

να αιτιολογηθεί και το γιατί η προσέγγιση δεύτερης τάξεως επαρκεί ως διόρθωση. 

Είναι  1 2 ~ 100F F  και 0 2 ~ 1000F F  συνεπώς δεύτερης τάξεως διόρθωση είναι 

επαρκέστατη και μάλιστα η διαφορά δύο τάξεων μεγέθους μεταξύ 0F και 1F  δείχνει 

ότι για την περιοχή τιμών του g που συναντάται η λύση του ομοιογενούς συστήματος 

αποτελεί μία πολύ καλή προσέγγιση. 

 

Σχόλιο: για την ομοιογενή περίπτωση το χαρακτηριστικό μήκος L στο οποίο 

παρατηρούνται μεταβολές στα 0 0,′′Φ Φ  είναι άπειρο και συνεπώς 0nh = για κάθε n, 

εκτός από 1n = για το οποίο ισχύει 1 1h = . 

  

 

3.5 Εγγενείς αδυναμίες της μεθόδου ανάλυσης και παραλείψεις 

 

       - Παρά την εκτίμηση της τάξης μεγέθους κάθε όρου στο ανάπτυγμα του 

δυναμικού     Φ = Φ(0) + Φ(1) + ... , δεν είναι αυστηρά αποδεδειγμένο ότι η 

σειρά αυτή συγκλίνει και ότι επαρκεί η διόρθωση μέχρι τον όρο Φ(1) . Αυτό το 

πρόβλημα είναι δευτερευούσης σημασίας αφού οι εκτιμήσεις δίνουν ιδιαίτερα 

ενθαρυντικά αποτελέσματα και από τη φυσική εικόνα της μετάβασης από το 

ομοιογενές σύστημα σε μη ομοιογενές με αδιαβατική συμπίεση εξυπακούεται 

ότι η αλλαγή που θα συμβεί στο δυναμικό θα είναι αρκετά μικρή ώστε να 

επαρκεί η προσέγγιση κατώτερης τάξης. 
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- Δεν έχει ελεγθεί η ευστάθεια της δέσμης όταν η γεωμετρία των τοιχωμάτων 

υφίσταται διαταραχές. Αυτό θα μπορούσε να γίνει με αριθμητικό τρόπο, 

κάνοντας π.χ. χρήση του προσομοιωτή ARIADNE [6], αφού η θεωρητική 

μελέτη λόγω της σύνθετης έκφρασης για τη μορφή των τοιχωμάτων 

παρουσιάζει πολλές δυσκολίες. 

 

4. Σχολιασμός  
 

4.1 Επεκτάσεις 

Προκειμένου να ολοκληρωθεί η μελέτη της διάταξης και να προκύψουν αριθμητικά 

αποτελέσματα πρέπει να γίνει μελέτη για συγκεκριμένο g(z). Μετά την επιλογή του 

g(z) μέσω της σχέσης εξ.3.13 μπορεί να προκύψει η ακριβής γεωμετρία των 

τοιχωμάτων. 

 
4.2 Γεωμετρία Τοιχωμάτων 

Από την ανάλυση προέκυψε η μορφή των ισοδυναμικών επιφανειών, που έχουν την 

ιδιότητα ότι στο όριο της δέσμης είναι Φ=σταθ. (=0), ώστε η δέσμη να διατηρεί το 

ελλειπτικό σχήμα της (να μην παραμορφώνεται). Οι λύσεις εμπλέκουν την αξονική 

ανομοιομορφία μέσω της συνάρτησης g(z) (με την οποία συνδέεται και η συνάρτηση 

h(z) ). 

Τα αποτελέσματα αυτά μπορούν να χρησιμοποιηθούν για τον ακριβή σχεδιασμό του 

διαύλου της ηλεκτρονικής δέσμης. Τα βήματα είναι: 

1) Μέσω της κατανομής των  αμπερελιγμάτων στα πηνία που παράγουν το 

μανητικό πεδίο υπολογίζεται η g(z) και άρα η Φ(x,y) για κάθε z. 

2) Επιλογή της τιμής του δυναμικού για τα τοιχώματα. Η τιμή αυτή καθορίζεται 

με βάση τα ακόλουθα κριτήρια:  

• Η διαφορά δυναμικού μεταξύ δέσμης-τοιχωμάτων να είναι η 

μικρότερη δυνατή . 

• Η απόσταση της δέσμης από τα τοιχώματα να είναι επαρκής (περίπου 

ίση με min 2,3l mm= )  προκειμένου να μην βραχυκυκλώνεται η δέσμη 

από τα τοιχώματα.  

3) Λαμβάνοντας υπόψιν την ύπαρξη σαγματικού σημείου πολύ κοντά στην 

επίπεδη δέσμη και τη μείωση των γραμμικών διαστάσεων στο τέλος της 
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διάταξης (z=L, που αντιστοιχεί στην είσοδο της κοιλότητας), τα τοιχώματα θα 

πρέπει να αποτελούνται από δύο ζεύγη μεταλλικών (ισοδυναμικών) ορίων, 

ένα με δυναμικό −Φ = Φ  που στο z=L τέμνει τον άξονα χ σε απόσταση minl  

από τη δέσμη, και το άλλο με +Φ = Φ  που στο z=L τέμνει τον άξονα y σε 

απόσταση minl  από τη δέσμη. Μεταξύ των δύο ζευγών μεταλλικών ορίων, τα 

τοιχώματα θα είναι κατ’ ανάγκην ανοικτά. Για εξασφάλιση του επιθυμητού 

κενού, από τα τέσσερα διάκενα τα δύο θα μπορούσαν να σφραγισθούν (με 

διηλεκτρικό υλικό) και τα άλλα δύο να συνδέονται με αντλία κενού 

(αξιοποιώντας τη φορά της ολίσθησης E B×
 

) όπως φαίνεται στην εικόνα 29. 

4) Με βάση τις τιμές  ,+ −Φ Φ  (και της συνάρτησης g(z) ), το σχήμα των 

τοιχωμάτων προκύπτει θέτοντας ( , , )x y z ±Φ = Φ  σε κάθε θέση z, όπου η 

συνάρτηση Φ(x,y,z) δίνεται από το άθροισμα του τύπου (3.21) 

5) Μετά το σχεδιασμό, πρέπει να γίνει έλεγχος ακρίβειας και αξιολόγηση των 

ανοχών με χρήση ηλεκτροστατικού αριθμητικού κώδικα (π.χ. του 

προγράμματος ARIADNE [6]) 

6) Απαραίτητος είναι (αλλά εκτός θέματος της παρούσας εργασίας) ο 

σχεδιασμός της καθόδου, η οποία παράγει την ηλεκτρονική δέσμη σε θέσεις 

με z<0. 

 

Εικόνα 29 Μορφολογία των τοιχωμάτων για επίπεδη δέσμη 
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Στην εικόνα 29  είναι εμφανή τέσσερα κενά εκ των οποίων τα δύο είναι σφραγισμένα 

με διηλεκτρικό υλικό και τα άλλα δύο παραμένουν ανοικτά. 

Τα δύο ανοικτά κενά μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως έξοδοι για τα ηλεκτρόνια που 

φεύγουν εκτός δέσμης (π.χ. με διαδικασίες σκεδάσεως μεταξύ δύο ηλεκτρονίων), ως 

οπές από τις οποίες θα εξέρχεται ανεπιθύμητη ακτινοβολία και ως σημεία στα οποία 

τοποθετούνται probes για να γίνει διαγνωστικός έλεγχος του συστήματος. 

Τα δύο σφραγισμένα κενά μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να απορροφούν την 

ανεπιθύμητη ακτινοβολία και να βοηθούν στη διατήρηση του κενού, το οποίο είναι 

απαραίτητο για τη λειτουργία μικροκυματικών πηγών ισχύος.   
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Παράρτημα Α 

Ελλειπτικές Συντεταγμένες 

 

Οι περισσότερες αλγεβρικές πράξεις της διπλωματικής εργασίας γίνονται σε σύστημα 

τροποποιημένων ελλειπτικών συντεταγμένων, οι οποίες ορίζονται από τις παρακάτω 

σχέσεις: 

 

cosh cos
sinh sin

x f
y f

ρ ψ
ρ ψ

=
=

    (εξ. ΠΑ.1) 

 

όπου f η ημιεστιακή απόσταση της έλλειψης. 

Σε καρτεσιανές συντεταγμένες η αλγεβρική έκφραση για το γεωμετρικό τόπο μία 

έλλειψης είναι η: 

 
2 2

1x y
a b

   + =   
   

   (εξ. ΠΑ.2) 

 

 

 

-a   a 

-b 

 

 

b 

 
Εικόνα 30 ο γεωμετρικός τόπος μιας έλλειψης 
 

 

όπου α,b ο κύριος και ο δευτερεύων ημι-άξονας της έλλειψης αντίστοιχα.  
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Όταν 1a
b
→  η έλλειψη γίνεται κύκλος και όταν 0 ab

b
→ ⇒ →∞  η έλλειψη 

εκφυλίζεται σε ευθύγραμμο τμήμα. 

Η εστιακή ημιαπόσταση και το εμβαδόν της έλλειψης δίνονται αντίστοιχα από τις 

σχέσεις: 

 
2 2f a b

S abπ
= −
=

 (εξ. ΠΑ.3) 

 

Οι καμπύλες με ρ=σταθ. oρίζουν ομοεστιακές ελλείψεις, με τον κύριο και τον 

δευτερεύοντα άξονά τους να είναι αντίστοιχα fcoshρ και fsinhρ. Στο όριο ρ=0 

ανακτάται το ευθύγραμμο τμήμα y=0 και –f < x < f. 

Οι καμπύλες με ψ=σταθ. ορίζουν υπερβολές ομοεστιακές προς τις ελλείψεις  

Η γεωμετρική ερμηνεία του ψ είναι η γωνία που σχηματίζουν οι ασύμπτωτες της 

υπερβολής με τον άξονα xx’. 

  

Το όριο της υπο μελέτης έλλειψης θα το συμβολίζουμε με R (ρ=R)  
2 2 2 2

2

cosh sinh

sinh(2 )
2

S ab a b R a b R
fS R

π π

π

= = − − ⇒

=
     (εξ. ΠΑ.4) 

 

Χρήσιμη επίσης είναι η σχέση μεταξύ a,b,R. 

1

1

cosh( ) /
tanh( ) / tanh ( / )

sinh( ) /

2 2 tanh ( / )

R a f
R b a R b a

R b f

l R b a

−

−

= 
⇒ = ⇒ == 

⇒ = =

 (εξ. ΠΑ.5) 
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5 

6 

/b a
 

l  

 

Εικόνα 31 
 

Η μετάβαση από ελλειπτικές σε καρτεσιανές συντεταγμένες μπορεί να γίνει και μέσω 

της σύμμορφης απεικόνισης ( )coshx jy f jζ ρ ψ= + = + . Η απόδειξη ακολουθεί: 

 

(cosh cos sinh sin )
[cosh( )cosh( ) sinh( )sinh( )]
cosh( )

x jy f j
x jy f j j
x jy f j

ρ ψ ρ ψ
ρ ψ ρ ψ
ρ ψ

+ = +
⇒ + = +
⇒ + = +

     (εξ. ΠΑ.6) 

 

Η Λαπλασιανή σε ελλειπτικές συντεταγμένες είναι η: 

 
2 2

2
2 2 2 2 2

1 1
cosh cosf ρ ψ ρ ψ

 ∂ ∂
∇ = + − ∂ ∂ 

  (εξ. ΠΑ.7) 

 

Λόγω της μορφής των αποτελεσμάτων που προκύπτουν, εξυπηρετεί η χρήση των 

2 , 2 , 2p q l Rρ ψ= = = . Σε αυτές τις συντεταγμένες, η Λαπλασιανή γράφεται: 

 

( )

2 2
2

2 2 2
8

cosh cosf p q p q
⊥

 ∂ ∂
∇ = +  − ∂ ∂ 

   (εξ. ΠΑ.8) 
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Παράρτημα Β 

Λύση της Μερικής Διαφορικής Εξίσωσης που δίνει την κατώτερης τάξης 

προσέγγιση. 

 

Όπως έχει περιγραφεί στην παράγραφο 3.2 προκειμένου να υπολογιστεί η διόρθωση 

κατώτερης τάξης, πρέπει να λυθεί η διαφορική εξίσωση: 

 
2 (1) 2 2 (0)

{B,V} {B,V}( / )Φ z Φ⊥∇ = − ∂ ∂     (εξ. ΠΒ.1) 

με συνοριακές συνθήκες: 

 
(1)Φ = 0     στο ρ=R 

(1)

0
ρ
Β∂Φ

=
∂

  στο ρ=0  (εξ. ΠΒ.2) 

(1)

0
ψ

∂Φ
=

∂
   στο 0,

2
πψ =  

 

Π.Β.1 Επίλυση του προβλήματος στο χωρίο που περιέχει τη δέσμη 

 

Είναι γνωστό [5] ότι η λύση σε σύστημα με / 0z∂ ∂ = είναι: 

(0) 0 [cosh cosh ][cosh cos ]
coshΒ
ΦΦ l p l q

l
= − − −  (εξ. ΠΒ.3) 

 Αντικαθιστώντας αυτή τη σχέση στον αναδρομικό τύπο εξ. ΠΒ.1, προκύπτει: 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2
2 (1) 0

2

22 (1) 2 (1)
0

2 2 22 2 2

22 (1) 2 (1)
0

2 2 2

cosh 2
1 cosh 2 cos 2

cosh 2

cosh 21 1 cosh 2 cos 2
cosh 2cosh cos

cosh 2
1 cosh 2 cos 2

cosh 2

R
z R

R
z Rf

R
z R

ρ
ψ

ρ
ψ

ρ ψρ ψ

ρ
ψ

ρ ψ

⊥ Β

Β Β

Β Β

 ∂ Φ
∇ Φ = − −    ∂  

   ∂ Φ∂ Φ ∂ Φ
⇒ + = − −     ∂ ∂ ∂−    

 ∂ Φ∂ Φ ∂ Φ
+ = − − ∂ ∂ ∂  

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

22 (1) 2 (1)
2 0

2 2 2

cosh cos

cosh 2 cosh 2 cos 2
1 cosh 2 cos 2

cosh 2 2

f

f R
z R

ρ ψ

ρ ρ ψ
ψ

ρ ψ
Β Β

−  

  −∂ Φ∂ Φ ∂ Φ
+ = − −    ∂ ∂ ∂  

(εξ. ΠΒ.4) 

Η εξίσωση έχει πλέον αναχθεί σε μία μερική διαφορική εξίσωση καρτεσιανών 

συντεταγμένων στο επίπεδο (ρ,ψ). 
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Αναλύοντας τη λύση σε άθροισμα μίας ειδικής λύσης και μίας λύσης της ομογενούς 

εξίσωσης: 
(1) (1) (1)

. .ειδ οµογΦ = Φ +Φ    (εξ. ΠΒ.5) 

( )

2 (0)
2 (1)

. 2

2 (1)
.

(1) (1)
. .

0

0
R

zειδ

οµογ

ειδ οµογ ρ

⊥

⊥

=

 ∂ Φ
∇ Φ = − ∂  ∇ Φ = 
 
Φ +Φ = 

  

 (εξ. ΠΒ.6) 

 

και διαπιστώνοντας ότι μία ειδική λύση της εξίσωσης αυτής είναι η: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
(1) 2 0

2

1 1 1( , ) { cos 4 cos 2 cosh(2 ) cosh 2 cosh 2 cosh 2
64 8 8

1 1 1 1cosh 4 cosh 4 cos 2 sec 2 cosh 2 cosh 2 sec 2
64 64 16 16
1 1cos 4 cosh 2 sec 2 cos 2 cosh 4 sec 2 }
48 48

f R R R
z

R h R R h R

h R h R

ειδ ρ ψ ψ ψ ρ

ρ ψ ρ

ψ ρ ψ ρ

∂ Φ
Φ = − + + −

∂
 − − − − − 
 

+ +

(εξ. ΠΒ.7)  

Για την ( )(1)
. ,ειδ ρ ψΦ  ισχύουν τα παρακάτω 

1. 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
(1) 2 0

. 2

1 1, { cos 4 cos 2 cosh 4
192 8

1 1cos 2 sec 2 cos 2 cosh 4 sec 2 }
16 48

R f R
z

h R R h R

ειδ ψ ψ ψ

ψ ψ

∂ Φ
−Φ = − −

∂

+ −
 (εξ. ΠΒ.8) 

2. 

( )(1)
.

0

,
0ειδ

ρ

ρ ψ
ρ

=

∂Φ
=

∂
  (εξ. ΠΒ.9) 

3. 

( )(1)
.

0, 2

,
0ειδ

ψ π

ρ ψ
ψ

=

∂Φ
=

∂
  (εξ. ΠΒ.10) 
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Λαμβάνοντας υπόψιν τις συνοριακές τιμές της (1)
.ειδΦ , από τη συνοριακή 

συνθήκη ( )(1) (1) (1)
. . 0

R Rειδ οµογρ ρ= =
Φ = Φ +Φ = προκύπτει ότι η συμπληρωματική λύση που 

ικανοποιεί την ομογενή εξίσωση 2 (1)
B,ομογ. 0Φ⊥∇ = έχει συνοριακές συνθήκες: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(1) (1)
,hom .

1 1( , ) , cos 4 cos 2 cosh 4
192 8

1 1cos 2 sec 2 cos 2 cosh 4 sec 2
16 48

B R R R

h R R h R

ειδψ ψ ψ ψ

ψ ψ

Φ = −Φ = − −

+ −
     στο ρ=R 

  (εξ. ΠΒ.11) 
(1)

,hom 0
ρ
Β∂Φ

=
∂

  στο ρ=0 (εξ. ΠΒ.12) 

(1)
,hom 0
ψ
Β∂Φ

=
∂

   στο 0,
2
πψ =  (εξ. ΠΒ.13) 

 

Εφαρμόζοντας μέθοδο χωριζόμενων μεταβλητών η λύση προκύπτει: 

 

( ) ( ) ( ) ( )(1)
,hom 1*cos 2 cosh 2 2*cos 4 cosh 4c cψ ρ ψ ρΒΦ = +   (εξ. ΠΒ.14) 

 

όπου 

( ) ( ) ( ) ( )cosh 4 sec 21 cosh(2 ) 11 sec 2
cosh 2 8 16 48

R h RRc h R
R

 
= − + − 

 
(εξ. ΠΒ.15) 

( )
12

192cosh 4
c

R
= −     (εξ. ΠΒ.16) 

 

και βάσει του θεωρήματος μοναδικότητας  (1) (1) (1)
,hom .ειδΒ ΒΦ = Φ +Φ  είναι μοναδική η 

λύση της μ.δ.ε. αφού ικανοποιεί και τη διαφορική εξίσωση και τις συνοριακές 

συνθήκες. 

Εισάγοντας τις νέες μεταβλητές 2 , 2 , 2p q l Rρ ψ= = = και συγκεντρώνοντας όμοιους 

όρους η λύση σε συνοπτική μορφή έχει ως εξής: 



 50 

( ) ( )

(0) 0
Β

2
(1) 0
Β

[cosh cosh ][cosh cos ],
cosh

cos cos23 4
192cosh cosh cosh 2
4 cosh cosh cosh 2 cosh 2 cosh 2 cosh .

ΦΦ l p l q
l

f Φ q qΦ
l l l

l p l l p l

= − − −

′′  = − − +  
× − − −  

(εξ. ΠΒ.17) 

 

Π.Β.2  Επίλυση του προβλήματος στο χωρίο εκτός δέσμης & καλή τοποθέτηση του 

προβλήματος. 

 

Η λύση σε σύστημα με / 0z∂ ∂ = είναι[5]: 

 

( ) ( )(0)
0 tanh cosh sinh cos ,VΦ Φ l p l l p l q=  − − −    (εξ. ΠΒ.18) 

Αντικαθιστώντας αυτή τη σχέση στον αναδρομικό τύπο 2 (1) 2 2 (0)
V V( / )Φ z Φ⊥∇ = − ∂ ∂  

προκύπτει ότι το (1)
VΦ  ικανοποιεί την εξίσωση: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

2 (1) 2 (1) 2
2 0

2 2 2 tanh 2 { 2 cosh 2 cos 2 sinh 2

cosh 2 cos 2
}

2

V V f R R R R
z

ρ ψ ρ
ρ ψ

ρ ψ

∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ
+ = − − + −

∂ ∂ ∂

−

(εξ. ΠΒ.19) 

με συνοριακές συνθήκες: 

 
(1)
VΦ = 0      στο ρ=R 

   
(1)

0V

ψ
∂Φ

=
∂

   στο 0,
2
πψ =   (εξ. ΠΒ.20) 

 
(1) (1)
V B

ρ ρ
∂Φ ∂Φ

=
∂ ∂

 στο ρ=R 

 

Η εξίσωση έχει πλέον αναχθεί σε μία μερική διαφορική εξίσωση καρτεσιανών 

συντεταγμένων στο  επίπεδο (ρ,ψ). 
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Το πρόβλημα αυτό εκ πρώτης όψεως δείχνει να είναι μη καλά τοποθετημένο (ως 

πρόβλημα συνοριακών συνθηκών) καθώς η λύση που θα δοθεί πρέπει να σέβεται και 

τη συνοριακή 
(1) (1)
V B

ρ ρ
∂Φ ∂Φ

=
∂ ∂

 στο ρ=R επιπλέον της συνέχειας του δυναμικού στο 

σύνορο (το δυναμικό παρουσιάζει ασυνέχεια μόνο παρουσία διπολικού στρώματος). 

Το πρόβλημα όμως είναι καλά τοποθετημένο, αλλά ως πρόβλημα αρχικών συνθηκών. 

Η καλή τοποθέτηση έγκειται στο ότι αφού η λύση είναι περιοδική ως προς ψ (όπως 

προκύπτει από τη γεωμετρική ερμηνεία της ψ που αναλύεται στο παράρτημα Α), 

μπορεί να αναλυθεί σε σειρά Fourier (συνημιτόνων αφού η λύση οφείλει να είναι 

άρτια) ως προς ψ. 

 

( )(1) 2( ) cos ( ) cos
2V n n

n n

nA A nπψρ ρ ψ
π

 Φ = = 
 

∑ ∑    (εξ. ΠΒ.21) 

 

Αντικαθιστώντας στη μ.δ.ε. που πρέπει να ικανοποιεί το (1)Φ : 

 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

2
2

2 2 0
2 2

( ) cos
( ) cos tanh 2

cosh 2 cos 2
{ 2 cosh 2 cos 2 sinh 2 }

2

n
n

n
n

A n
n A n f R

z

R R R

ρ ψ
ρ ψ

ρ
ρ ψ

ρ ψ ρ

 ∂   ∂ Φ  − = − ×
∂ ∂

−
− + − ⇒

∑
∑    

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

2
2 2 0

2( ) ( ) cos tanh 2

cosh 2 cos 2
{ 2 cosh 2 cos 2 sinh 2 }

2

n n
n

A n A n f R
z

R R R

ρ ρ ψ

ρ ψ
ρ ψ ρ

∂ Φ′′ − = − ×
∂

−
− + −

∑
 

(εξ. ΠΒ.22) 

Ερευνώντας για ειδική λύση από τη μορφή του δεύτερου μέλους και την 

ορθογωνιότητα των συνημιτόνων, συνάγεται ότι για 0,2,4 ( ) 0nn A ρ≠ =  οπότε η 

ειδική λύση θα είναι της μορφής  

 

( ) ( )(1)
, . 0 2 4( ) ( ) cos 2 ( )cos 4V A A Aειδ ρ ρ ψ ρ ψΦ = + +   (εξ. ΠΒ.23) 

 

Η γενική λύση θα είναι της μορφής 
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( ) ( ) ( )(1) ( ) ( )
1 1 0 2 4cos( ) ( ) ( ) cos 2 ( )cos 4n R n R

V n n
n

c e c e n A A Aρ ρ ψ ρ ρ ψ ρ ψ− − −Φ = + + + +∑  

(εξ. ΠΒ.24) 

Εξισώνοντας τους όρους που αντιστοιχούν στην ίδια τριγωνομετρική συνάρτηση 

(λόγω ορθογωνιότητας των συνημιτόνων) σε συνδυασμό με την ικανοποίηση των 

«αρχικών συνθηκών» 
(1) (1)
V B

ρ ρ
∂Φ ∂Φ

=
∂ ∂

, (1)Φ = 0     στο ρ=R καταλήγουμε σε ένα 

γραμμικό σύστημα 2x2 για κάθε n. Από τη μορφή της ειδικής λύσης και του (1)
inΦ  τα 

συστήματα για 0,2,4n ≠ είναι ομογενή με ορίζουσα 

διάφορη του μηδενός (η αριθμητική τιμή της ορίζουσας είναι ίση με –2) και συνεπώς 

1 2 0n nc c= =  για 0,2,4n ≠ . 

Για 0,2,4n =  εάν τα 3 συστήματα που προκύπτουν έχουν μοναδική λύση (έχουν 

μοναδική λύση η οποία υπολογίζεται παρακάτω), τότε η λύση στο πρόβλημα 

δυναμικού για το χωρίο εκτός δέσμης είναι μοναδική και το πρόβλημα είναι καλά 

τοποθετημένο με την έννοια ενός προβλήματος Fourier αρχικών τιμών (η καλή 

τοποθέτηση του προβλήματος έγκειται στο ότι κάθε όρος 

( )( ) ( )
1 1 ( )n R n R

n n vc e c e Aρ ρ ρ− − −+ +  για n=0,2,4 είναι μοναδικός αφού ικανοποιεί ένα 

καλά τοποθετημένο πρόβλημα αρχικών τιμών,  και άρα και η (1)
vΦ  είναι η μοναδική 

λύση της εξίσωσης ΠΒ.19 όταν οι συνοριακές συνθήκες είναι οι ΠΒ.20) 

 

Η ακριβής μορφή της ειδικής λύσης προκύπτει από τις ειδικές λύσεις των εξισώσεων 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2
2 0

0 2

2
2 0

2 2 2

2
2 0

4 4 2

sinh 2tanh 2
( ) 2 cosh(2 )cosh(2 )

2 2

tanh 2
( ) 4 ( ) sinh 2 cosh 2 2 cosh 2

2
sinh 2tanh 2

( ) 16 ( )
2 2

RR
A f R R

z

R
A A f R R R

z
RR

A A f
z

ρ
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ
ρ ρ

 −∂ Φ′′ = − − − 
∂   

∂ Φ  ′′ − = − − − − ∂
−∂ Φ′′ − = +

∂
(εξ. ΠΒ.25) 

Εισάγοντας τις νέες μεταβλητές 2 , 2 , 2p q l Rρ ψ= = = μια ειδική λύση προκύπτει να 

είναι η: 
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( )
2

(1) 2 0
, . 2

2

1tanh 2 { ( )cosh( )(cos( ) cosh( ))
4

cosh( ) cos( ) 1(sin ( ) sinh( ) cos( )sinh(2 )
2 8 24

1 cos(2 ) cosh ( ) sinh( ) tanh(sinh( ) 1 cosh( ) cos( ) cosh( )
8 24 cosh(2 )

V f R l p l q p
z

l qh p l q p l

q l l lp l p l q l
l

ειδ
∂ Φ

Φ = − +
∂

 + − − + − 
 

 
+ − − + − − + − 

 

) }
6

  
  

  
(εξ. ΠΒ.26) 

Επιλύοντας τα τρία 2x2 συστήματα (για n=0,2,4) που δημιουργούνται όταν απαιτηθεί 

η λύση να ικανοποιεί τις δύο συνοριακές συνθήκες προκύπτει η (μοναδική) γενική 

λύση η οποία σε τελική μορφή έχει ως εξής: 

 

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

(0)
0V

(1) 2
0V

tanh cosh sinh cos ,
tanh

2
cos cosh coshcosh

4 8
cosh cossinh sinh

2 2
7 sinh tanhcos sinh cosh
24 6

sinh 2 sinh cosh
24

sinh

Φ Φ l p l l p l q
lΦ f Φ

q p ll p l

l qp l

l lq p l l

p l l p l

p l

=  − − −  

′′=

 + × − +  
 

 + − − 
 

 − + − −   
− − − 

+ 


+ − − ( )
21 cos2 cosh1 cosh .

8 24 cosh 2
q lp l

l

   + − −       

(εξ. ΠΒ.27) 

 

  

 

 

 

 

 

 

Παράρτημα Γ η παρουσίαση της διπλωματικής εργασίας που έγινε στο 

Συνέδριο IRMMW, The 29th International Conference on Infrared and 

Millimeter Waves                 
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