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ΑΕΡΟΣΚΑΦΩΝ 
 
ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 
 
 Η παρούσα διπλωµατική εργασία αποτελεί το πρώτο βήµα για την µελέτη 
της αεροδυναµικής επίδρασης των αερόφρενων στις πτέρυγες των 
αεροσκαφών. Ο σκοπός της είναι η προσοµοίωση της επίδρασης των 
αερόφρενων σε κώδικα Fortran χρησιµοποιώντας τον υπάρχον κώδικα  
GENUVP του Εργαστηρίου Αεροδυναµικής και την βελτιστοποίησή  του έτσι 
ώστε τα υπολογιστικά αποτελέσµατα να είναι κοντά στην πραγµατικότητα. Για το 
λόγο αυτό, αρχικά χρησιµοποιήθηκαν οι υπάρχουσες εκδόσεις τον κώδικα και 
αφού διαπιστώθηκε ότι τα αποτελέσµατα δεν είναι τα επιθυµητά δηµιουργήθηκε 
νέα έκδοση του υπολογιστικού κώδικα στον οποία υπάρχουν περισσότεροι 
βαθµοί ελευθερίας στις συνδέσεις των επιµέρους σωµάτων. Για πρώτη φορά 
εισάγεται στον κώδικα η έννοια του τύπου σύνδεσης σωµάτων επιλογή που 
επιτρέπει στον κώδικα να αναλύει πολύπλοκο σύνολο σωµάτων , αλλά και 
αποβολή στροβιλότητας από όλες τις πλευρές , κάτι που είναι ιδιαίτερο δύσκολο 
για την µέθοδο αεροδυναµικής ανάλυσης που χρησιµοποιεί ο κώδικας και είναι 
οι στροβιλές µέθοδοι (vortex method). ∆υστυχώς η παρούσα εργασία δεν έφτασε 
µέχρι το τέλος αλλά λίγο πριν. Αποµένει η ρύθµιση της σύνδεσης του σπόιλερ 
ως λεπτό σώµα (thin body) και η σωστή εκποµπή των σωµατιδίων χωρικής 
στροβιλότητας (vortex particles).    





AERODYNAMIC ANALUSIS OF THE EFFECT OF SPOILERS ON AIRCRAFT WINGS 

 
ABSTRACT 
 

This thesis is the first step to study the aerodynamics of air braking effect on the wings of 

aircraft. Its purpose is to simulate the effect of air braking in Fortran code using the existing code 

GENUVP of Laboratory of Aerodynamics and its optimization so that the computational results 

are close to reality. For this reason, initially using the existing versions of the code and after it was 

found that the results are not the desired new version of computer code created in which there 

are more degrees of freedom on the connections of individual bodies. For the first time there was  

introduced the concept of body type connection option that allows the code to analyze 

complicated objects, and vorticity expulsion from all sides, which is especially difficult for the 

aerodynamic analysis method that uses the code and it is the vortex method. Unfortunately this 

paper did not reach the end but just before it. It still remains to be done the adjustment of  the 

connection setup of the spoiler as thin body and the correct emission of vortex particles. 
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3  ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

 

1 Εισαγωγή 
 
 

Στην αεροναυτική, το σπόιλερ  (µερικές φορές ονοµάζεται αερόφρενο ή µειωτήρας άνωσης) 

είναι µια συσκευή που έχει ως σκοπό την µείωση της άνωσης σε ένα αερολάνο. Τα αερόφρενα 
είναι πλάκες στην πάνω επιφάνεια µιας πτέρυγας  , τα οποία µπορούν να προεκταθούν προς τα 
επάνω στην ροή του αέρα και να την «χαλάσουν». Κάνωντας αυτό, τα αερόφρενα δηµιουργούν 
µια προσεκττικά ελεγχόµενη απώλεια στήριξης στο τµήµα της πτέρυγας πίσω από αυτά, 
µειώνοντας την άνωση στο συγκεκριµένο τµήµα της πτέρυγας. Τα σπόιλερ διαφέρουν από τα 
αερόφρενα στο γεγονός ότι τα τα αερόφρενα σχεδιάζονται έτσι ώστε να αυξήσουν την 
οπισθέλκουσα κάνοντας µικρή αλλαγή στην άνωση, ενώ τα σπόιλερ προκαλούν µεγάλη µείωση 
στην άνωση κάνωντας  µια µέτρια αύξηση στην οπισθέλκουσα. 

 

Σχήµα :Το σπόιλερ (τα σηκωµένα τµήµατα) κατά την προσγείωση του Airbus A321. 

Τα σπόιλερ χρησιµοποιούνται σε µερικά παλαιότερα ανεµοπλάνα για τον έλεγχο του ρυθµού 
καθόδου και έτσι επιτυγχάνουν µια ελεγχόµενη προσγείωση στο επιθυµητό σηµείο. Ένας 
αυξηµένος ρυθµός  καθόδου  µπορεί επίσης να επιτευχθεί µε το χαµήλωµα της µύτης του 
αεροπλάνου ,αλλά µε αυτό τον τρόπο θα είχαµε ως αποτέλεσµα µια υπερβολική ταχύτητας 
προσγείωσης. Ωστόσω  τα σπόιλερ καθιστούν ικανή την προσέγγιση του εδάφους µε ασφαλή 
ταχύτητα για προσγείωση. 
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Σχήµα : Η χρήση του σπόιλερ κατά την καθοδική πορεία του αεροπλάνου 

Τα επιβατικά και µεταφορικά αεροπλάνα που συνήθως χρησιµοποιούν οι 
αεροπορικές εταιρίες έχουν επίσης τοποθετηµένα σπόιλερ. Τα σπόιλερ µερικές 

φορές χρησιµοποιούνται κατά την κάθοδο από το ύψοις πορείας για να βοηθήσουν το 
αεροσκάφος στην κάθοδο σε χαµηλότερα ύψη χωρίς αύξηση της ταχύτητας.  Η χρήση τους είναι 
συνήθως περιορισµένη, ωστόσο,επειδή η τυρβώδης ροή που  αναπτύσσεται  προς τα πίσω 
δηµιουργεί  αξιοσηµείωτο θόρυβο και καραδασµό, το οπίο µπορεί να προκαλέσει δυσφορία και 
ταλαιπωρία στους ευαίσθητους  επιβάτες. Τα σπόιλερ µπορεί επίσης µε διαφορικό χειρισµό  να 
παρέχουν έλεγχο περιστροφής. Το αεροπλάνο Martin ήταν το πρώτο που ανάπτυξε σπόιλερ για 
να βοηθήσει τον έλεγχο περιστροφής το 1948. Στην προσγείωση, ωστόσο,τα σπόιλερ 

χρησιµοποιούνται σχεδόν πάντα σε πλήρη έκταση για να βοηθήσουν στην επιβράδυνση του 
αεροπλάνου. Η αύξηση της οπισθέλκουσας µορφής που δηµιουργείται από τα σπόιλερ βοηθάει 
απευθείας το φρενάρισµα. Ωστόσο,το αληθινό κέρδος έρχεται όταν τα σπόιλερ προκαλούν µια 
δραµατική πτώση άνωσης και ως εκ τούτου το βάρος του αεροπλάνου µεταφέρεται από τις 
πτέρυγες στην άτρακτο, επιτρέποντας τους τροχούς να φρενάρουν µηχανικά µε πολύ µικρότερη 
πιθανότητα να ολισθήσουν. Η αντιστροφή της ώσης χρησιµοποιείται επίσης επιπλέον για να 
βοηθήσει το αεροπλάνο να µειώσει την ταχύτητά του και να προσγειωθεί . 

  

Σχήµα :Το Martin Model 146 κατά την διάρκεια διαγωνσιµού c. 1935, USAF photo 



5  ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

 

 

Σχήµα : Το σπόιλερ του Martin 

 

Στα αεροπλάνα µε αερόψυκτες Μ.Ε.Κ., τα σπόιλερ µπορεί να χρειαστούν για να αποφευχθεί σόκ 
κατά την ψύξη. Σε µια κάθοδο χωρίς σπόιλερ, η ταχύτητα του αέρα αυξάνεται και η µηχανή θα 
είναι σε χαµηλό φορτίο, παράγωντας  λιγότερη θερµότητα από την κανονική .Η µηχανή µπορεί να 
ψυχθεί πολύ γρήγορα  , καταλήγοντας στο να κολήσουν οι βαλβίδες, να σπάσουν οι κύλινδροι και 
άλλα προβλήµατα. Τα σπόιλερ ανακουφίζουν την κατάσταση επιτρέπωντας το αεροπλάνο να 
κατέβει µε το επιθυµητό ρυθµό την ίδια ώρα που η µηχανή λειτουργεί σε συνθήκες φορτίου που 
δεν επιτρέπουν στο πάγωµά της  .  

 

Κάποια αεροπλάνα χρησιµοποιούν τα σπόιλερ σε συνδυασµό µε  ailerons για έλεγχο 
περιστροφής, πρώτον για για να µειώσουν τις δυσµενέις yaw όταν η είσοδος του  rudder input 
είναι περιορισµένη από υψηλότερες ταχύτητες. Για τέτοια σπόιλερ ο όρος spoileron µερικές φορές 
χρησιµοποιείται. Στην περίπτωση ενός  spoileron,για να είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθεί σαν 
επιφάνεια ελέγχου, ανασηκώνεται στην µία πτέρυγα, έτσι µειώνεται η άνωση και αυξάνεται η 
οπισθέλκουσα, προκαλώντας περιστροφή και yaw. 

 Εάν σηκωθεί στην µία πτέρυγα µόνο τότε αυτή θα χάσει ύψος , δηλαδή θα «πέσει».Αν τα 
σπόιλερ ανασηκωθούν συµµετρικά στην πτήση, το αεροπλάνο µπορεί είτε να χαµηλώσει σε 
επίπεδο πτήσης είτε να πάρει καθοδική πορεία χωρίς µεταβολή στην ταχύτητα. 
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1.1 Βιβλιογραφική ανασκόπηση 
Η πρώτη εµπεριστατωµένη και πλήρης αναφορά στα σπόιλερ έγινε από τον 
Woods(1) to 1953. Τότε µπήκαν τα θεµέλια στη θεωρητική αντιµετώπιση των 
σπόιλερ. 

 
Χρησιµοποιώντας πειραµατικά δεδοµένα από µια συµµετρική αεροτοµή µε 
τοποθετηµένο σπόιλερ, όπου το πάχος του οριακού στρώµατος στην θέση του 
αερόφρενουκαι η πίεσηστην αποκολληµένη περιοχή πίσω από το αερόφρενο 
λήφθηκαν υπ’ όψιν . 
Αυτές οι εµπειρικές εκτιµήσειςταυτίστηκαν µε τα πειρατικά δεδοµένα για µεγάλο 
εύρος γωνιών προσβολής της αεροτοµής. Από την στιγµή που αλλαγή στην 
γωνία προσβολής της αεροτοµής είναι παρόµοια µε πολλούς τρόπους µε την 
αλλαγή σχήµατος της αεροτοµής φάνηκε ότι η θεωρία θα είχε ισχύ σε µεγάλο 
εύρος αεροτοµών. 
Περαιτέρω πειράµατα που έγιναν σε αεροτοµές µε συµαντικά διαφορετικό σχήµα 
επιβεβαίωσαντην συµφωνία µεταξύ πειραµάτων και θεωρίας. 
Μια περιορισµένη σειρά πειραµάτων έγινε σε αερόφρενα µε περιορισµένο 
εκπέτασµα της αρχικής αεροτοµής. Για αερόφρενα µε εκπέτασµα µεγαλύτερα 
από 80% της χορδής της αεροτοµής βρέθηκε ότι η άνωση και η ροπή στρέψης 
µπορούν να συσχετισθούν περίπου µε τους δικούς τους λόγω των 2D 
αερόφρενων . 
Λίγο µετά , το 1966, έγινε η δεύτερη θεωρητική παρουσίαση των σπόιλερ από 
τον Barnes (2) που έκανε µια εξαιρετική δουλειά και βελτίωσε αρκετά την θεωρία 
των σπόιλερ.Χρησιµοποιήσε µεγάλο εύρος πειραµατικών δεδοµένων που έκανε 
για να συµπληρώσει την υπάρχουσα θεωρία. 
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Επόµενη προσέγγιση ήταν από τον Tarek Jandali (3) το 1970. Η τότε ανάπτυξη 
των VSTOL αεροπλάνων αναθέρµανε το ενδιαφέρον για την χρήση των σπόιλερ 
και έγινε ευρύτατη διευρεύνηση ιδίως στις αεροτοµές Joukowsky και Clark Y. 
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1.2 ∆οµή της διπλωµατικής εργασίας 
 
 Τα δύο πρώτα κεφάλαια.  
            Στο 2ο κεφάλαιο περιγράφεται ο 
           Το 3ο κεφάλαιο είναι. 
 Στο 4ο κεφάλαιο γίνεται µονοδιάστατη ανάλυση 
 Στο 5ο κεφάλαιο γίνεται µία προσπάθεια  
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2 Το Πεδίο Ροής Ασυµπίεστου Μη Συνεκτικού 
Ρευστού 
 

2.1 Θεωρία των σωµάτων µε πάχος 
 Εφαρµόζοντας το γενικευµένο θεώρηµα διαχωρισµού ταχυτήτων του 
Helmholtz το πεδίο ροής εκφράζεται ως άθροισµα ενός αστρόβιλου και ενός 
στροβιλού πεδίου ροής. Η µέθοδος των συνοριακών στοιχείων συνδυάζεται µε 
τη µέθοδο των στοιχείων στροβιλότητας για την αναπαράσταση των σωµάτων 
και των φύλλων στροβιλότητας που εκφεύγουν από αυτά. Σύµφωνα µε το 
θεώρηµα Green, η διαταραχή που εισάγεται στη ροή από την παρουσία στερεών 
σωµάτων, περιγράφεται από το βαθµωτό δυναµικό ( )xΦ r

 ενός αστρόβιλου 

πεδίου ροής, που ικανοποιεί την εξίσωση Laplace και προκύπτει µε την 
τοποθέτηση διανοµών κατάλληλων ιδιοµορφιών (πηγών, διπόλων) στην 
πραγµατική επιφάνεια των σωµάτων. Στο στροβιλό τµήµα του πεδίου ροής είναι 
δυνατόν να συµπεριληφθεί τόσο η ελεύθερη στροβιλότητα που εκφεύγει από τα 
ανωστικά σώµατα (ως συνέπεια του θεωρήµατος διατήρησης της κυκλοφορίας 
του Kelvin) όσο και η στροβιλότητα που υπάρχει στο επερχόµενο πεδίο ροής και 
που µπορεί να προέρχεται από προπορευόµενα σώµατα.  

Σύµφωνα µε τη µέθοδο των συνοριακών στοιχείων, οι εξισώσεις του 
προβλήµατος επιλύονται στο συνοριακό πλέγµα της εξωτερικής επιφάνειας των 
σωµάτων και όχι σε ένα χωρικό πλέγµα που καλύπτει όλο το πεδίο ροής (όπως 
συµβαίνει στις πλεγµατικές µεθόδους που επιλύουν τις εξισώσεις Euler και Navier-
Stokes). Οι εξισώσεις που περιγράφουν τη ροή στα προβλήµατα που θα µας 
απασχολήσουν είναι µη γραµµικές συµπεριλαµβάνοντας και µη µόνιµους όρους. Στα 
στερεά σώµατα ικανοποιείται η κινηµατική συνθήκη µη εισχώρησης της ταχύτητας. 
Επιπλέον στα ανωστικά σώµατα ικανοποιείται και η δυναµική συνθήκη εξίσωσης των 
πιέσεων στην ακµή εκφυγής. Με τις εξισώσεις αυτές υπολογίζονται οι εντάσεις των 
διανοµών ιδιοµορφιών (πηγών, διπόλων) στα σώµατα. Κύριο ρόλο στην 
αλληλεπίδραση µεταξύ των σωµάτων έχει η στροβιλότητα του οµόρρου των 
ανωστικών σωµάτων που µπορεί να προσπίπτει σε σώµατα που ακολουθούν. Η 
διαχείριση των φύλλων στροβιλότητας γίνεται µέσω της αναπαράστασής τους µε 
ελεύθερα στοιχεία στροβιλότητας, που καθώς δεν προαπαιτεί την ύπαρξη συνδετικής 
δοµής, διευκολύνει κατά πολύ τους υπολογισµούς, ιδιαίτερα σε περιπτώσεις 
πρόσπτωσης της στροβιλότητας σε στερεά σώµατα. Η χρονική και χωρική εξέλιξη 
της στροβιλότητας ικανοποιεί τις εξισώσεις του Helmholtz, που συµπεριλαµβάνουν 
και µία µη γραµµική εξίσωση µεταφοράς µε όρους διάδοσης, παραµόρφωσης και 
διάχυσης. Επιλύοντας το σύστηµα των εξισώσεων προκύπτουν οι άγνωστες εντάσεις 
των διανοµών πηγών και διπόλων και είναι δυνατός ο άµεσος υπολογισµός του 
πεδίου ταχυτήτων. Ο υπολογισµός των πιέσεων στα στερεά όρια είναι ένα πρόβληµα 
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πλήρως αποσυζευγµένο από τον υπολογισµό του πεδίου ροής και γίνεται µε 
ολοκλήρωση της απόκλισης των εξισώσεων ορµής. 

Με αυτόν τον τρόπο προκύπτει ένα ευέλικτο αριθµητικό σχήµα που µπορεί 
να επιλύει, µε ικανοποιητική ακρίβεια και σηµαντική οικονοµία σε χρόνο και µνήµη 
Η/Υ, προβλήµατα µόνιµης και µη µόνιµης ροής σε περιπτώσεις σωµάτων που είναι 
ανωστικά, ή µη ανωστικά και µπορούν να κινούνται ανεξάρτητα και να 
αλληλεπιδρούν µεταξύ τους. Προβλήµατα που εξετάζονται αφορούν την πρόλεξη της 
ροής και των φορτίων σε πτέρυγες και δροµείς διαφόρων τύπων, όπως για 
παράδειγµα σε δροµέα ανεµοκινητήρα, ή ελικοπτέρου αλλά και σε έλικα πλοίου.  

Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα επιµέρους θεωρητικά εργαλεία και καταστρώνεται 
το σύστηµα των εξισώσεων του προβλήµατος. 

 

2.2 Αναπαράσταση φύλλου στροβιλότητας 
 Κάθε κινούµενη ή µη επιφάνεια 

WS , που παρουσιάζει ασυνέχεια της 

εφαπτοµενικής ταχύτητας, σε πεδίο ροής ασυµπίεστου µη συνεκτικού ρευστού, 
ονοµάζεται φύλλο στροβιλότητας και ουσιαστικά αποτελεί το φυσικό ανάλογο 
των στρωµάτων διάτµησης. 

Στην περίπτωση της ροής µη συνεκτικού ρευστού γύρω από ένα τρισδιάστατο 
ανωστικό σώµα επιβάλλεται ο ορισµός µίας γραµµής στο στερεό σύνορό του (της 
ακµής εκφυγής), από όπου θα εκφεύγει ένα επιφανειακό φύλλο στροβιλότητας (ο 
οµόρρους του), µε ασυνέχεια (πήδηµα) της εφαπτοµενικής ταχύτητας εποµένως και 
του δυναµικού. Η ύπαρξη µίας επιφάνειας ασυνέχειας του δυναµικού είναι ισοδύναµη 
µε την ύπαρξη επιφανειακής διανοµής διπόλων και είναι άρρηκτα συνδεδεµένη µε 
την ανάπτυξη κυκλοφορίας, συνεπώς και άνωσης.  

       Εξ’ορισµού, το φύλλο στροβιλότητας είναι µία κινούµενη επιφάνεια WS  µε 

ασυνέχεια (πήδηµα) ταχύτητας ( )wU x
v v© ¬« ®  στην τυχαία θέση w wx S∈v

. Η πλέον 

συνηθισµένη περίπτωση, που έχει άµεση σχέση µε ρευστοµηχανικές εφαρµογές, 
είναι αυτή ενός δυναµικού φύλλου στροβιλότητας που παράγεται ως επιφάνεια 
ασυνέχειας δυναµικού (ή ισοδύναµα ως µία διανοµή διπόλων) και µπορεί να 
περιγραφεί µαθηµατικά ως εξής: 

( ) ( ) 0 ,

( ) ( ) ( )

w w w w

w w w

U x x x S

x x U x

ν

γ ν

⋅ = ∈

= ×

uv vv v v© ¬
ª -« ®

uvv vv v v© ¬
ª -« ®

    ( 1.1 ) 

όπου ( )wxνv v
 το κάθετο διάνυσµα στο σηµείο wx

v
 της επιφανείας WS  και ( )wxγv v

 η 

ένταση της επιφανειακής στροβιλότητας στην ίδια θέση.  

Σε κάθε σηµείο wx
v

 του φύλλου στροβιλότητας WS  ισχύει: 

( ; )w
w

dx
u x t

dt
=

v
v v

       ( 1.2 ) 

§ (̈ ) 0wP x =v         ( 1.3 ) 
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όπου ( ; )wu x t
v v

 είναι η µέση ταχύτητα µεταφοράς του φύλλου στροβιλότητας και 

§ (̈ )wP x
v

 είναι η ασυνέχεια (το πήδηµα) της πίεσης στην θέση wx
v

.  

Η σχέση (1.2) είναι η κινηµατική εξίσωση του οµόρρου που καθορίζει τη χρονική 
εξέλιξη της γεωµετρίας του. Η (1.3) είναι η δυναµική εξίσωση του οµόρρου που 
εξισώνει την πίεση της επάνω και της κάτω πλευράς σε κάθε σηµείο του φύλλου 
στροβιλότητας και ουσιαστικά ρυθµίζει την χρονική εξέλιξη της έντασης της  
στροβιλότητας σε αυτό. 

Σύµφωνα µε το θεώρηµα του Helmholtz το πεδίο ταχύτητας ασυµπίεστου µη 
συνεκτικού ρευστού µπορεί να γραφεί ως: 

( , ) ( , ) ( , )u x t x t u x tω= ∇Φ +v v v v v
     ( 1.4 ) 

Στην περίπτωση ροής γύρω από ανωστικό σώµα ο όρος ( , )x t∇Φ v
 είναι δυνατόν να 

συµπεριλάβει και την συνεισφορά της αποβαλλόµενης στροβιλότητας αυτού του 
σώµατος που µπορεί να διανέµεται ως ένα ελεύθερο φύλλο στροβιλότητας. Έτσι 
προκύπτει η δυναµική (potential) θεώρηση του φύλλου στροβιλότητας, σύµφωνα µε 
την οποία ο οµόρρους αναπαρίσταται από µία επιφάνεια ασυνέχειας του δυναµικού 
κατασκευασµένη από πλέγµα δινοσωλήνων.  

Όµως, καθώς η γεωµετρία του οµόρρου δεν είναι δεδοµένη και προκύπτει από την 
(1.2) , αυτή η θεώρηση είναι δυνατό να παρουσιάσει αριθµητικές αστάθειες, ιδιαίτερα 
σε περιοχές αναδίπλωσης του φύλλου στροβιλότητας, που είναι δυνατόν να 
αντιµετωπιστούν εάν αυτό αναπαρασταθεί µέσω του δεύτερου όρου της (1.4). Με τον 
τρόπο αυτό ορίζεται ηθεωρητικά ισοδύναµηστροβιλή (vortex) εκδοχή του φύλλου 
στροβιλότητας, που εισάγει τον οµόρρου ως περιοχή γενικευµένης στροβιλότητας. 
Στην περίπτωση αυτή ο οµόρρους απαρτίζεται από ένα σύνολο στοιχείων 
στροβιλότητας από τις θέσεις των οποίων προκύπτει η γεωµετρία του.  

 

2.3 Η δυναµική θεώρηση του Φύλλου Στροβιλότητας 
 Η δυναµική αναπαράσταση του φύλλου στροβιλότητας γίνεται µε τη 
θεώρηση πλέγµατος ευθύγραµµων δινοσωλήνων, µε ένταση wµ  που προκύπτει 

από την εφαρµογή του θεωρήµατος διατήρησης της κυκλοφορίας του Kelvin και 
γεωµετρία wx

v  όπως αυτή προκύπτει από την κινηµατική συνθήκη (1.2).  

Με αυτά τα δεδοµένα υπολογίζονται  το δυναµικό1 ( ; )w ox tΦ v
 και η ταχύτητα ( ; )w ou x t

v v
 

που το φύλλο στροβιλότητας επάγει σε σηµείο του χώρου ox D∈v
(Hess 1972): 

3

( ) ( )1
( ; ) ( ; ) ( )

4
w

w w o w
w o w w w w

S o w

v x x x
x t x t dS x

x x
µ

π
⋅ −Φ =
−∫

v v v v
v v v

v v   ( 1.5 ) 
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{ } 3

3

1
( ; ) ( ; ) ( ) ( )

4

( )1
( ; )

4

w

w

o w
w o w w w w w

S o w

w o w
w w

S o w

x x
u x t x t v x dS x

x x

dl x x
x t

x x

µ
π

µ
π ∂

−= ∇ × ×
−

× −+
−

∫

∫

v v
v v v v v

v v

v v v
v

v vÑ
  ( 1.6 ) 

Στην παραπάνω σχέση διακρίνουµε δύο όρους, έναν επιφανειακό και έναν 
επικαµπύλιο. Εάν τεθεί: 

{ }( ; ) ( ) ( ; ) ( ; )

( ) ( ; ) ( ; )
w

w

S w w w w w

S w w w w w

x t x x x t v x t

x x x t x t

ω δ µ
δ µ τ∂

= − ⋅ ∇ ×

+ −

v v v v v v v

v v v v v    ( 1.7 ) 

όπου ( ; )w wx tτv v
 το εφαπτοµενικό µοναδιαίο διάνυσµα στο σύνορο 

)()()( oSw CCtS ∪=∂  και ( ), ( )
w wS w S wx x x xδ δ ∂− −v v v v

 συναρτήσεις Dirac ορισµένες 

αποκλειστικά στην wS  και στο σύνορο wS∂  αυτής αντίστοιχα, τότε η (1.6) γράφεται: 

3

( ; ) ( )1
( ; )

4
o

o

D o

x t x x
u x t dx

x x
ω

ω
π

× −
=

−∫
v v v v

v v
v v     ( 1.8 ) 

Η (1.7) ορίζει την γενικευµένη στροβιλότητα που αποδεικνύεται, ότι όχι µόνο 
κινηµατικά αλλά και δυναµικά συµπεριφέρεται όπως η χωρική στροβιλότητα. 

 
 

2.4 Ο Οµόρρους ως Φύλλο Στροβιλότητας 
 Η εµφάνιση άνωσης ισοδυναµεί µε την κατανοµή κυκλοφορίας στο 
πρόβληµα της ροής µη συνεκτικού ρευστού γύρω από ανωστικό σώµα. Όπως 
προαναφέρθηκε, στα πλαίσια της θεώρησης µη συνεκτικού ρευστού επιβάλλεται 
ο ορισµός επιφανειών που εκφεύγουν από το στερεό σύνορο του σώµατος και 
παρουσιάζουν ασυνέχεια (πήδηµα) στην εφαπτοµενική ταχύτητα, συνεπώς και 
στο δυναµικό, µε αποτέλεσµα την ανάπτυξη κυκλοφορίας γύρω από µία κλειστή 
καµπύλη που περικλείει το σώµα. Αυτή η επιφάνεια ασυνέχειας του δυναµικού 
είναι ο οµόρρους της πτέρυγας και αποτελεί το µη συνεκτικό ανάλογο ενός 
στρώµατος διάτµησης.  

Τη χρονική στιγµή t σε µία τοµή της πτέρυγας, η ασυνέχεια του δυναµικού στον 
οµόρρου στην ακµή εκφυγής, µεταξύ της κάτω πλευράς (υπερπίεσης/pressureside, 
δείκτης “-”) και της επάνω πλευράς (υποπίεσης/suctionside, δείκτης “+”) θα ισούται 
µε την κυκλοφορία γύρω από την πτέρυγα σε αυτή την τοµή: 

§ ¨t t t t
w ww + −Φ = Φ − Φ = Γ       ( 1.9 ) 

Η ένταση της διαφοράς (του πηδήµατος) δυναµικού § ¨ ( )ww
xΦ v  καθορίζει την ένταση 

δινοσωλήνα ( )w wxµ v  στο υλικό σηµείο 
w wx S∈v  του οµόρρου: 

§ ¨ ( )( ) ( ) ,w w w w w w ww
x x x Sµ + −= − Φ = − Φ − Φ ∈v v v

   ( 1.10 ) 
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ενώ η θέση 
w wx S∈v  ενός υλικού σηµείου του οµόρρου θα καθορίζεται από την µέση 

ταχύτητα (που σαφώς έχει µόνο εφαπτοµενική συνιστώσα): 

{ }1
( , ) ( , ) ( , )

2
w

w w mean w

d x
u x t u x t u x t

dt
+ −= + =

v
v v v v v v

   ( 1.11 ) 

 H ασυνέχεια δυναµικού και η αρχή διατήρησης της κυκλοφορίας του Kelvin 

 

Η ασυνέχεια του δυναµικού κατά µήκος της ακµής εκφυγής του ανωστικού 
σώµατος επεκτείνεται στη συνέχεια σε επιφάνεια, που αποτελεί τον οµόρρου του 
σώµατος, µε τέτοιο τρόπο ώστε να ικανοποιεί το θεώρηµα του Kelvin περί υλικής 
διατήρησης της κυκλοφορίας. Η αρχή διατήρησης της κυκλοφορίας του Kelvin 
επιβάλλει την υλική διατήρηση της κυκλοφορίας κατά µήκος των αποβαλλόµενων 
γραµµών στροβιλότητας. Αυτό σηµαίνει ότι η ένταση της διανοµής διπόλων που 
µεταφέρεται µε ένα υλικό σηµείο κατά µήκος µίας γραµµής στροβιλότητας συντηρεί 
τη ένταση που είχε αυτό το υλικό σηµείο κατά την εκποµπή του από την ακµή 
εκφυγής . Έτσι τη χρονική στιγµή t το υλικό σηµείο (( , ); )w ox t tηv , που αποβλήθηκε τη 

στιγµή ot  από την η-γραµµή στροβιλότητας, θα έχει ένταση § ¨ ( (( , ); ) )
t

w ow
x t tηΦ v

 ίση µε 

την ένταση που είχε η κυκλοφορία ( , )otηΓ  στην η-γραµµή στροβιλότητας τη στιγµή 

ot : 

§ ¨ ( (( , ); ) ) ( , )
t

w o ow
x t t tη ηΦ = Γv

     ( 1.12 ) 

Η συνθήκη Kutta-Joukowski επιβάλλει τη συνέχεια των πιέσεων στην ακµή 
εκφυγής της πτέρυγας καθώς το ασυµπίεστο ρευστό δεν µπορεί να παραλάβει ορθές 
τάσεις: 

§ ¨ 0P P P+ −= ⇒ =       ( 1.13 ) 

Αποτελεί τη δυναµική συνθήκη του προβλήµατος και µαζί µε την κινηµατική συνθήκη 
µη εισχώρησης ορίζουν πλήρως ένα σύστηµα τόσων εξισώσεων όσες είναι και οι 
εντάσεις των αγνώστων διανοµών πηγών και διπόλων. Η συνθήκη µηδενισµού του 
πηδήµατος της πίεσης καθορίζει ποσοτικά τη στροβιλότητα που αποβάλλεται στον 
οµόρρου της πτέρυγας ή ισοδύναµα την κυκλοφορία πάνω σε αυτή. Είναι µη 

t
w −Φ

t
w+Φ

§ ¨ ( , )t

w
tηΦ = Γ

§ ¨ ( (( , ); ) ) ( , )t
w o ow

x t t tη ηΦ = Γv

η-γραµµή στροβιλότητας

( , )mean
w

wu t
dt

d x
x= v

v v
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γραµµική συνθήκη λόγω της ύπαρξης του τετραγωνικού όρου της ταχύτητας στο όρο 
της κινητικής ενέργειας στην εξίσωση Bernoulli. Αποτέλεσµα είναι το πρόβληµα να 
µετατρέπεται σε µη γραµµικό (σε αντίθεση µε το διδιάστατο πρόβληµα όπου η 
αντίστοιχη συνθήκη είναι γραµµική) . 

Η δυναµική συνθήκη µηδενισµού των πιέσεων στον οµόρρου βρίσκεται σε 
απόλυτη συµφωνία µε το θεώρηµα διατήρησης της κυκλοφορίας του Kelvin. 
Πράγµατι σύµφωνα µε το θεώρηµα του Kelvin θα πρέπει : 

§ ¨ § ¨
( ; )

0 ( ) 0 ( ; ) ( ( ; ))w
w w

x tD
u u x t x t

Dt t t

∂ ΦΓ ∂Γ= ⇒ + ⋅ ∇Γ = ⇒ + ⋅ ∇ Φ
∂ ∂

r r
 ( 1.14 ) 

όπου θεωρώντας ότι η ταχύτητα στον οµόρρου είναι ουσιαστικά η µέση ταχύτητα της 
πάνω και κάτω πλευράς , θα έχουµε : 

§ ¨ { } { }( ; ) 1
0 ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )

2
w

w w w w

x tD
u x t u x t u x t u x t

Dt t
+ − + −∂ ΦΓ = ⇒ + + ⋅ −

∂
r r r r

 ( 1.15 ) 

και κάνοντας πράξεις : 

§ ¨ § ¨

2 2( ; ) ( ; )1 1
( ; ) ( ; )

2 2

0 0

w w
w w

x t x t
u x t u x t

t t

PP P
P

ρ ρ ρ

+ −
+ −

+ −

∂Φ ∂Φ+ = + ⇒
∂ ∂

= ⇒ = ⇒ =

r r

  ( 1.16 ) 

δηλαδή το θεώρηµα του Kelvin ισοδυναµεί µε τη συνθήκη του µηδενισµού των 
πιέσεων στον οµόρρου της πτέρυγας µε την προϋπόθεση ότι η ταχύτητα 
υπολογίζεται ως ο µέσος όρος της ταχύτητας στην πάνω και κάτω πλευρά του 
φύλλου στροβιλότητας, γεγονός που επιβεβαιώνει την εξίσωση (1.11). 

 

2.5 Οι Βασικές Εξισώσεις του Προβλήµατος  
 Το θεώρηµα διαχωρισµού του Helmholtz εξασφαλίζει  οτι οποιοδήποτε 
πεδίο ταχύτητας γράφεται στην µορφή  

( , ) ( , ) ( , ) ( )u x t x t u x t U tω ∞= ∇Φ + +
vv v v v v

    ( 1.17 )  

όπου: ( )U t∞

v
 η ταχύτητα του ρευστού στο άπειρο, ( , )x tΦ v

 είναι το βαθµωτό δυναµικό 

του αστρόβιλου πεδίου ροής και ( , )u x tω
v v

 η επαγόµενη ταχύτητα από το γενικευµένο 

πεδίο χωρικά διανεµηµένης στροβιλότητας ( , )x tωv v
, τέτοια ώστε: 

( , ) 0

( , ) 0

x t

u x tω

∇×Φ = 
∇ ⋅ = 

v

v v        ( 1.18 ) 

Από τις (1.17) και (1.18) προκύπτει ότι: 

2( , ) ( , ) ( , )u x t x t x t∇⋅ = ∇ Φ = ∆Φv v v v
    ( 1.19 ) 

( , ) ( , ) ( , )u x t u x t x tω ω∇× = ∇× =v v v v v
    ( 1.20 ) 
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όπου: ( , )x tωv v
 η στροβιλότητα και ( , )x t∆Φ v

 ο ρυθµός µεταβολής του όγκου. 

Θεωρώντας ροή ασυµπίεστη2 µε στερεά σύνορα επιφανείας iS , i
i

S S= U  

τότε από την (1.19) προκύπτει η εξίσωση Laplace: 

2 ( , ) 0x t∇ Φ =v
       ( 1.21 ) 

Επείτα χρησιµοποιώντας την µικτή διατύπωση πηγών-διπόλων  

02 =Φ∇ µ  και 02 =Φ∇ σ      ( 1.22 )  

Λόγω της γραµµικότητας του τελεστή ).(2∇ , η συνάρτηση ,σ µ µ σΦ = Φ + Φ  

θα ικανοποιεί επίσης την  εξίσωση του πεδίου ροής (δηλαδή την εξίσωση Laplace) 
και θα ισχύει: 

( )2 2 2 2
, 0σ µ µ σ µ σ∇ Φ = ∇ Φ + Φ = ∇ Φ + ∇ Φ =    ( 1.23 )  

Η αναπαράσταση του δυναµικού για τη µικτή διατύπωση σε σηµείο ox D+∈v
 

προκύπτει θέτοντας 0≡Φ − : 

( )
, 3

( )1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 4
o

o
oS S o

v x x x
x x dS x x dS x

x x x x
σ µ σ µ

π π
+ ⋅ −

Φ = −
− −∫ ∫

r v v
r rv v v

v v v v
 

          ( 1.24 ) 

Η ταχύτητα που επάγεται στο ox D+∈v
 θα προκύπτει 

D +

§ ¨ § ¨
v

+ ∂ Φ
Φ = Φ

∂
v
v

D −

S D D− +≡ ∂ ≡ ∂

x
v

ox
v

dl
v d S

uv

σ µΦ Φ

 

{ }

, 3

3 3

1
( ) ( ) ( ) ( )

4

( )1 1
( ) ( ) ( ) ( )

4 4

o
o o

S o

o o

S So o

x x
x u x x dS x

x x

x x dl x x
x v x dS x x

x x x x

σ µ σ
π

µ µ
π π

+

∂

−∇Φ = =
−

− × −+ ∇ × × +
− −

∫

∫ ∫

v v
v v v v v

v v

vv v v v
v v v v v

v v v vi
 

          ( 1.25 ) 

Σηµειώνεται ότι η θετική φορά διαγραφής του επικαµπυλίου ολοκληρώµατος στην 
παραπάνω εξίσωση είναι η ανθωρολογιακή, ώστε το κάθετο διάνυσµα να έχει θετική 
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φορά προς τον εξωτερικό χώρο, ενώ επιπλέον γίνεται η παρατήρηση ότι ο όρος 
αυτός µηδενίζεται στην περίπτωση µίας κλειστής επιφανείας S. 

Στις παραπάνω σχέσεις χρειάζεται να προσδιοριστούν οι δύο διανοµές 
( ), ( )x xσ µv v

 της διατύπωσης. . Η κατασκευή της µικτής διατύπωσης µπορεί να 

συσχετιστεί µε το φυσικό πρόβληµα της ροής γύρω από ανωστικό σώµα µε πάχος. 
Σε αυτό το πρόβληµα υπάρχει η δυνατότητα ικανοποίησης της συνθήκης εξίσωσης 
των πιέσεων στην ακµή εκφυγής που αποτελεί τη δυναµική εξίσωση του 
προβλήµατος που σε συνδυασµό µε την κινηµατική συνθήκη οδηγεί στον καθορισµό 
των άγνωστων διανοµών. Επειδή όµως η δυναµική συνθήκη στο πρόβληµα της 
πτέρυγας είναι µη γραµµική, οι εξισώσεις που προσδιορίζουν τις δύο διανοµές 
εµφανίζονται συζευγµένες κατά τρόπο µη γραµµικό. Παρά το γεγονός ότι µε τη 
χρήση της κινηµατικής και της δυναµικής συνθήκης επιλύεται πλήρως το πρόβληµα 
που θέσαµε, µπορεί να αµφισβητηθεί η καλή τοποθέτηση του προβλήµατος, αφού η 
συνέχεια των πιέσεων στον οµόρρου δεν εξασφαλίζεται. Παρόλα αυτά η επαλήθευση 
της ορθότητας της µεθόδου µπορεί να γίνει µε τη σύγκριση των προλέξεων της µε 
πειραµατικά δεδοµένα. Σε επόµενη παράγραφο, όπου εξετάζεται το πρόβληµα του 
ανωστικού σώµατος µε πάχος, θα δούµε αναλυτικά πως υλοποιείται η διατύπωση 
πηγών-διπόλων, καθώς και το πως προσδιορίζονται οι δύο διανοµές. 

2.6 Η Ροή Γύρω από Ανωστικά Σώµατα µε Πάχος 
Από τη θεωρία του µη συνεκτικού ρευστού είναι γνωστό ότι η ανάπτυξη άνωσης, 
συνεπώς και κυκλοφορίας, σε ένα σώµα προϋποθέτει την ύπαρξη µίας επιφάνειας 
ασυνέχειας του δυναµικού στο πεδίο ροής. Υποχρεωτικά αυτή η επιφάνεια θα 
αποτελεί επιφάνεια ασυνέχειας των εφαπτοµενικών ταχυτήτων. Ο οµόρρους ενός 
ανωστικού σώµατος µπορεί να αναπαρίσταται από µία τέτοια επιφάνεια. Η άνωση 
µπορεί να εισαχθεί υποχρεωτικά µέσω µίας διανοµής διπόλων καθώς µία τέτοια 
διανοµή παρουσιάζει ασυνέχεια τόσο στην ταχύτητα όσο και στο δυναµικό και θα 
πρέπει απαραίτητα να περιλαµβάνεται στη διατύπωση που θα χρησιµοποιήσουµε. 

Μία διανοµή πηγών έχει συνεχή εφαπτοµενική ταχύτητα στην επιφάνεια στην οποία 
προφανώς διανέµεται µια συνεχής κατανοµή δυναµικού, ενώ παρουσιάζει ασυνέχεια 
της κάθετης ταχύτητας και συνεπώς ασυνέχεια της κάθετης παραγώγου του 
δυναµικού πάνω στην επιφάνεια. Μη µηδενική ένταση της διανοµής πηγών σηµαίνει 
ότι το ρευστό «διαπερνά» την επιφάνεια µε ρυθµό ίσο µε την ένταση των πηγών στο 
εν λόγω σηµείο. Με τη διανοµή πηγών στην κλειστή επιφάνεια ενός σώµατος 
αναπαριστούµε το πάχος του. Ασυµπτωτικές αναλύσεις δείχνουν ότι το πρόβληµα 
του «πάχους» µπορεί να αντιµετωπιστεί και µε την τοποθέτηση µίας διανοµής πηγών 
στη µέση επιφάνεια του σώµατος και µε ένταση ανάλογη της κλίσης της συνάρτησης 
του πάχους του σώµατος (Ashley and Landahl 1965). Οπότε, µε τον ένα, ή τον άλλο 
τρόπο, µία διανοµή πηγών θα πρέπει να αποτελεί επίσης µέρος της διατύπωσης που 
θα επιλέξουµε για την επίλυση του προβλήµατος. 

Τα παραπάνω συνοψίζονται στο συµπέρασµα ότι για την εξέταση της ροής γύρω 
από ανωστικά σώµατα µε πάχος απαιτείται ο καθορισµός µίας διατύπωσης που να 
περιλαµβάνει και τις δύο διανοµές πηγών και διπόλων. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον λοιπόν 
παρουσιάζουν τόσο η άµεση όσο και η µεικτή διατύπωση πηγών-διπόλων µε τις 
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οποίες µπορούν να αντιµετωπιστούν µε ενιαίο τρόπο προβλήµατα µη ανωστικών και 
ανωστικών σωµάτων µε πάχος και αποβαλλόµενα φύλλα στροβιλότητας3.  

Στην περίπτωση της άµεσης διατύπωσης η υπόθεση της τµηµατικά 
σταθερής διανοµής δυναµικού οδηγεί στον άµεσο υπολογισµό της διαφοράς 
δυναµικού και την ικανοποίηση της συνθήκης Kutta-Joukowski ακριβώς επάνω στην 
ακµή εκφυγής. Στην περίπτωση αυτή το πεδίο ταχυτήτων πάνω στην επιφάνεια του 
σώµατος προκύπτει µε την εφαρµογή αριθµητικού σχήµατος παραγώγισης του 
δυναµικού, η ακρίβεια του οποίου εξαρτάται από την ποιότητα µε την οποία γίνεται η 
γεωµετρική αναπαράσταση του σώµατος. Στην περίπτωση της µικτής διατύπωσης το 
πεδίο ταχυτήτων προκύπτει µε ακρίβεια αφού επιλυθεί το σύστηµα που καθορίζει τις 
άγνωστες εντάσεις των πηγών και των διπόλων, όµως η εφαρµογή της συνθήκης 
Kelvin γίνεται σε θέση κοντά στην ακµή εκφυγής, καθώς ακριβώς επάνω στην ακµή 
εκφυγής παρουσιάζεται απειρισµός ταχυτήτων.  

Στη σχετική βιβλιογραφία έχει παρουσιαστεί η υλοποίηση της άµεσης 
διατύπωσης σε συνδυασµό µε τη θεωρία στοιχείων στροβιλότητας (Βουτσινάς 1990; 
Μπέλεσης 1998) σε διάφορα προβλήµατα πτερύγων σε ροή υπό κλίση. Η µέθοδος 
αυτή υιοθετήθηκε και από την παρούσα εργασία, όµως η ύπαρξη αριθµητικών 
δυσκολιών4 δεν επέτρεψε την εφαρµογή αυτής της µεθόδου σε γενικότερα 
προβλήµατα στρεφόµενων ελίκων και έτσι υιοθετήθηκε η µικτή διατύπωση πηγών-
διπόλων. 

Μετά την ανάλυση που προηγήθηκε, επανερχόµαστε στο πρόβληµα 
αναπαράστασης του δυναµικού και του πεδίου ταχυτήτων γύρω από ανωστικά 
σώµατα. Για το σκοπό αυτό θα εφαρµόσουµε το θεώρηµα διαχωρισµού των 
ταχυτήτων του Helmholtz, και τα όσα προαναφέρθηκαν για την µικτή διατύπωση 
αναπαράστασης του δυναµικού Φ του αστρόβιλου πεδίου ροής και την 
αναπαράσταση των φύλλων στροβιλότητας.  

Θεωρούµε τη ροή που δηµιουργεί ανωστικό σώµα κινούµενο σε ασυµπίεστο µη 
συνεκτικό ρευστό στο χώρο D. Έστω S η εξωτερική επιφάνεια του σώµατος, v

ϖ
 το 

κάθετο διάνυσµα σε αυτήν, Sw η επιφάνεια ασυνέχειας της ταχύτητας, µε πήδηµα 
ταχύτητας που συµβολίζεται µε §¨u

v
 και wv

ϖ
 το κάθετο διάνυσµα στην επιφάνεια Sw 

(0). Θεωρούµε ότι η εξωτερική επιφάνεια του σώµατος, καθώς και η επιφάνεια 
ασυνέχειας ταχύτητας είναι επαρκώς λείες ώστε σε κάθε σηµείο τους να υπάρχει 
µοναδικό κάθετο διάνυσµα µε φορά προς τα έξω. Μας ενδιαφέρει η περίπτωση όπου 
η Sw είναι φύλλο στροβιλότητας και αναπαριστά τον οµόρρουανωστικού σώµατος. H 
επιφάνεια Sw έχει όριο 

w SS C C∞∂ = ∪ , όπου 
SC  η καµπύλη τοµής των S και Swκαι 

C∞ το έπ’ άπειρο σύνορο της Sw. H περίπτωση αυτή είναι συνεπής µε το θεώρηµα 

στροβιλότητας του Helmholtz, σύµφωνα µε το οποίο οι γραµµές σταθερής 
στροβιλότητας πρέπει να είναι είτε κλειστές, είτε ανοικτές µε άκρα στο άπειρο, ή σε 
στερεό σύνορο. 
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Η γεωµετρία του σώµατος, του οµόρρου και οι βασικοί συµβολισµοί 

Θεωρώντας τη ροή ασυµπίεστου µη συνεκτικού ρευστού γύρω από 
ανωστικό σώµα µε φύλλο στροβιλότητας και υιοθετώντας τη διατύπωση πηγών 
διπόλων, το δυναµικό που επάγεται από το σώµα και τον κοντινό οµόρρου του σε 
τυχαίο σηµείο ox D∈v

 θα υπολογίζεται σύµφωνα µε τις (1.24) και (1.5) ως: 

, 3

3

( ) ( )1 1( )
( ; ) ( ; ) ( )( ; )

4 4

( ) ( )1
( ; ) ( )

4
w

o
o

SoS o

w w o w
w w w

S o w

v x x xdS x
x t x t dS xx t

x x x x

v x x x
x t dS x

x x

σ µ µσ
π π

µ
π

⋅ −Φ = − +
− −

⋅ −+
−

∫∫

∫

r r r rr
r r rr

r r r r

r r r r
r r

r r

 ( 1.26 ) 

Το συνολικό πεδίο ταχύτητας σε σηµείο 
ox D∈v  θα αναπαρίσταται 

αθροίζοντας τις επιµέρους συνιστώσες του: την επί άπειρο ταχύτητα, την επαγόµενη 
ταχύτητα από τα  σώµατα (1.25) και τον κοντινό οµόρρου τους (1.6), καθώς και την 
επαγόµενη ταχύτητα από το χωρικά διανεµηµένο  πεδίο στροβιλότητας (1.8) στη 
µορφή: 

{ }

{ }

3

3 3

3

( ; ) ( );

1
( ; ) ( )

4

( )1 1
( ; ) ( ) ( ) ( ; )

4 4

(1 1
( ; ) ( ) ( ) ( ; )

4 4
w

o

o

S o

o o

S So o

o w w o w
w w w w w w

S o w

u x t U x t

x x
x xt dS

x x

x x dl x x
x t v x dS x x t

x x x x

x x dl x x
x t v x dS x x t

x x

σ
π

µ µ
π π

µ µ
π π

∞

∂

=
−+
−

− × −+ ∇ × × +
− −

− × −+ ∇ × × +
−

∫

∫ ∫

∫

vv v v

v v
v v

v v

rv v v v
v v v v v

v v v v

rv v v v
v v v v v

v v

Ñ

3

3

)

( ) ( )1

4

wS o w

o

D o

x x

x x x
dx

x x

ω
π

∂ −
× −+
−

∫

∫

v v

v v v v

v v

Ñ

          ( 1.27 ) 
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Είναι δυνατόν να γίνουν οι ακόλουθες παρατηρήσεις σε αυτόν τον τρόπο 
αναπαράστασης του πεδίου ταχύτητας:  

Στη γενική περίπτωση η ταχύτητα της αδιατάρακτης ροής στο άπειρο U∞

v
 είναι 

δυνατόν να µεταβάλλεται µε το χρόνο, ή να παρουσιάζει διακυµάνσεις στο εσωτερικό 
του πεδίου D αρκεί να έχει πάντα µηδενική απόκλιση και στροβιλισµό. 

Στη γενική περίπτωση η συνεισφορά της ταχύτητας ( )u xω
v v

 µίας χωρικής κατανοµής 

στροβιλότητας µπορεί να συµπεριλαµβάνει και την αποβαλλόµενη στροβιλότητα από 
σώµατα που προηγούνται και που προσπίπτει στο εξεταζόµενο σώµα. 

Θεωρώντας ότι το δυναµικό διαταραχής ( )xΦ v
 αναπαριστά τη συνολική συνεισφορά 

των σωµάτων και του κοντινού τους οµόρρου, τότε η ( 1.27 )  θα γράφεται στη 
µορφή: 

,( ) ( ) ( )u x U x u xσ µ ω∞= +∇Φ +
vv v v v v

     ( 1.28 ) 

Στη περίπτωση αυτή η συνοριακή συνθήκη θα έχει την µορφή: 

 

  

 

που εκφράζει τη συνθήκη µη εισχώρησης, ενώ στο άπειρο : 

 =0  και  =0       

όπου U∞

r
 είναι η ταχύτητα της επερχόµενης ροής νv  το κάθετο διάνυσµα στην 

επιφάνεια του σώµατος. 

Οι παραπάνω εξισώσεις ορίζουν πλήρως ένα πρόβληµα αστρόβιλου πεδίου ροής µε 

πεδιακή εξίσωση την Laplace. Iκανοποιείται η κινηµατική συνθήκη µη εισχώρησης 

και η απαίτηση της αδιατάρακτης ροής και µηδενισµού του∇Φ . 

           

Ανάλογα µε την κίνηση της πτέρυγας η ( , )g x t
v

, έχει συγκεκριµένη έκφραση. Στην 

περίπτωση κινούµενου σώµατος, µε µεταφορική και γωνιακή ταχύτητα oU (t)
uv

 και 

o(t)Ω
uv

 αντίστοιχα και ταχύτητα ρευστού U (t)∞
uv

 στο άπειρο, προκύπτει  (Σχήµα 1): 

         

Και ενώ το αστρόβιλο τµήµα (x, t)∇ϕ v
 της u(x, t)

v v
 σχετίζεται µε την ικανοποίηση 

των συνοριακών συνθηκών στα στερεά σύνορα, το στροβιλό τµήµα u (x, t)ω
v v

 

σχετίζεται µε την δυναµική της ροής, δηλαδή την εµφάνιση κυκλοφορίας και άρα 

άνωσης στη πτέρυγα και την δηµιουργία οµόρρου. 
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Σχήµα 1:Το αδρανειακό και σωµατόδετο συστήµατα αναφοράς 1 2 3O(x , x , x )  και 

1 2 3O (x , x , x )′ ′ ′ ′  αντίστοιχα καθώς και οι βασικοί συµβολισµοί στην πτέρυγα και τον 

οµόρρου της. Σηµειώνεται ότι το δυναµικό επιλέγεται ώστε ϕ∇  ως µέγεθος να δίνει 
την απόλυτη ταχύτητα διαταραχής και στα δύο συστήµατα. Ανάλογα βέβαια µε το 
σύστηµα που χρησιµοποιείται οι συνιστώσες της ταχύτητας θα αλλάζουν αλλά το 
µέτρο θα είναι το ίδιο. 

Σχετικά µε τον οµόρρου, εισάγεται ως φύλλο στροβιλότητας, δηλαδή µια υλική 

επιφάνεια Sw(t) που κινείται και παραµορφώνεται µεταφέροντας στροβιλότητα. 

Πρόκειται για επιφάνεια ασυνέχειας της εφαπτοµενικής σε αυτήν ταχύτητας: 

§¨
§¨

w w

w

w

u (x) v (x) (x)
, x S

u (x) v (x) 0

× = −γ  ∈
⋅ = 

r vv v v v
v

r v v v  

Με την πίεση όµως να παραµένει συνεχής.  

Το µέγεθος της πίεσης είναι ιδιαίτερα σηµαντικό από τεχνολογικής πλευράς στα 
διάφορα προβλήµατα που σχετίζονται µε πεδία ροής. Στις διάφορες αριθµητικές 
µεθόδους επίλυσης των πεδίων ροής η πίεση υπολογίζεται άµεσα. Είτε 
προκύπτει σαν λύση του προβλήµατος, είτε η χρήση Eulerian χωρικού 
πλέγµατος καθιστά τον υπολογισµό της πρωτογενή.  

Στην παρούσα µέθοδο ο υπολογισµός των πιέσεων στην επιφάνεια ενός σώµατος 
αποτελεί ένα πρόβληµα που είναι πλήρως αποσυζευγµένο από τον υπολογισµό του 
πεδίου ροής και απαιτεί την επίλυση µίας ακόµα εξίσωσης που περιέχει την πίεση ως 
άγνωστο.  

Η πίεση µπορεί να γραφεί ως άθροισµα συνεισφορών από το αστρόβιλο και  
το στροβιλό µέρος της αναπαράστασης ταχυτήτων: 

( ; ) ( ; ) ( ; )p x t p x t p x tωΦ= +v v v
      ( 1.29 ) 
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Από την ολοκλήρωση της απόκλισης του θεωρήµατος της ορµής προκύπτει 
η εξίσωση Bernoulli για αστρόβιλο πεδίο, που οδηγεί στον υπολογισµό του όρου 

( ; )p x tΦ
v

. Ο υπολογισµός είναι εξαιρετικά απλός αλλά χρειάζεται προσοχή στον 

τρόπο υλοποίησής του. Η ολοκλήρωση της εξίσωσης ορµής ως προς το σχετικό 
σύστηµα αναφοράς, που κινείται µε ταχύτητα ( ; )BU x t

v v
, αλλά µε βάση τις απόλυτες 

ταχύτητες δίνει: 

2 ( ; )( ; ) 1
( ; ) ( ; ) ( ; ) ( )

2 B

p x tx t
u x t u x t U x t c t

t ρ
Φ∂Φ + + − ⋅ =

∂

vv vv v v v v
  ( 1.30 ) 

Ισοδύναµα, ως προς την σχετική ταχύτητα ( ; )ru x t
v v

: 

( ; ) ( ; ) ( ; )r Bu x t u x t U x t= −
vv v v v v

      ( 1.31 ) 

µετά από την εισαγωγή της ( 1.31 ) στην ( 1.30 ) προκύπτει: 

2 2( ; )( ; ) 1 1
( ; ) ( ; ) ( )

2 2r B

p x tx t
u x t U x t c t

t ρ
Φ∂Φ + + − =

∂

vv vv v v
  ( 1.32 ) 

όπου :  
 ( ; )x tΦ v

 το συνολικά επαγόµενο δυναµικό του αστρόβιλου πεδίου ροής στη 

θέση x
v

: 

,( ; ) ( ; ) ( ; )x t x t x tσ µ∞Φ = Φ + Φv v v
     ( 1.33 ) 

 ( ; )p x tΦ
v

 η στατική πίεση στη θέση x
v

, ρ η πυκνότητα. και ( )c t  µία σταθερά 

που προκύπτει από την τιµή της έκφρασης ( 1.30 ) ή ( 1.32 ) στο άπειρο ( )x → ∞v
: 

2( ) ( )1
( ) ( ) ( ) ( )

2 B

t p t
c t U t U t U t

t ρ
∞ ∞

∞ ∞
∂Φ= + + − ⋅

∂
v v v

   ( 1.34 ) 

Ο µη µόνιµος όρος δυναµικού στην εξίσωση Bernoulli συµπεριλαµβάνει τις 
χρονικές µεταβολές που συµβαίνουν στο αστρόβιλο πεδίο (της επερχόµενης ροής 
και αυτού που αντιστοιχεί στα ιδιόµορφα στοιχεία: τις κατανοµές πηγών και διπόλων 
στα σώµατα): 

, ( ; )( )( ; ) x ttx t

t t t
σ µ∞

∂Φ∂Φ∂Φ = +
∂ ∂ ∂

vv
     ( 1.35 ) 

Ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να δοθεί στον τρόπο υπολογισµού αυτών των 
µεγεθών, που εξαρτάται από το σύστηµα αναφοράς στο οποίο εφαρµόζεται η 
αντίστοιχη έκφραση για την εξίσωση Bernoulli( 1.30 ) ή ( 1.32 ).  Μετά την επίλυση 
του προβλήµατος ( )N℘  και τον υπολογισµό των παραµέτρων των διανοµών των 

ιδιοµορφιών γίνεται ο υπολογισµός των ταχυτήτων ( , )u x t
v v

 στα σηµεία του σώµατος 

όπου έχει ικανοποιηθεί η συνθήκη µη εισχώρησης. Σε αυτά τα σηµεία επίσης 
υπολογίζεται και ο ρυθµός µεταβολής του  επαγόµενου δυναµικού της συνολικής 
ροής. Στην περίπτωση της µόνιµης ροής ο όρος ( ; ) /x t t∞∂Φ ∂v

 µηδενίζεται, σε κάθε 

άλλη περίπτωση όµως θα πρέπει να υπολογίζεται σύµφωνα µε τα δεδοµένα του 
κάθε προβλήµατος. Γνωρίζοντας τις εντάσεις των πηγών και των διπόλων είναι 
δυνατός ο υπολογισµός των τιµών του δυναµικού ( ; ), ( ; )x t x tσ µΦ Φv v

 σε κάθε χρονική 
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στιγµή, οπότε ο όρος , ( ; ) /x t tσ µ∂Φ ∂v
 υπολογίζεται εύκολα στην περίπτωση του 

διακριτοποιηµένου προβλήµατος από τη χρονική µεταβολή τους. 

Έχοντας χρησιµοποιήσει την εξίσωση Bernoulli γίνεται ο υπολογισµός του 
όρου της πίεσης που αντιστοιχεί στο αστρόβιλο µέρος του πεδίου ροής. Εκκρεµεί ο 
υπολογισµός του όρου που αντιστοιχεί στο στροβιλό µέρος της ροής. Όπως 
προαναφέρθηκε η πίεση ( ; )p x tω

v
 που επάγει µία διανοµή στροβιλότητας 

υπολογίζεται σύµφωνα µε την ακόλουθη σχέση: 

3

3

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( )1
,

4 ( )

( ; ) ( ; ) ( )1
,

4 ( )
j j j

j

j

o o
o

D o

o

o
j o

p x t u x t x t x x
dx x x

x x

u x t x t x x
x x

x x

ω ω ω
ρ π

π
Ω Ω Ω

Ω
Ω

× ⋅ −
= ≠

−

× Ω ⋅ −
= ≠

−

∫

∑

vv v v v v v
v v

v v

vv v v v v
v v

v v

 ( 1.36 ) 

O υπολογισµός του συντελεστή στατικής πίεσης ( ; )pc x t
v

 προκύπτει από την 

σχέση ( 1.37 ), αδιαστατοποιώντας µε την κατάλληλη, σε κάθε περίπτωση, πίεση 
αναφοράς refp : 

p
ref

p p
c

p
∞−=         ( 1.37 ) 

 

2.7 Το υπολογιστικό µοντέλο 

Σε κάθε σώµα- πάνελ οι πηγές και τα δίπολα είναι κατανοµές όπως παρακάτω: 

[s] body type=TypBodyB(nb)=1 τµηµατικά σταθερά πηγές  

[d] body type=TypBodyB(nb)=2 τµηµατικά σταθερά δίπολα  

[w] body type=TypBodyB(nb)=3 τµηµ. σταθερά πηγές   και γραµµικά δίπολα 
 

 [t] body type=TypBodyB(nb)=4 τµηµ. σταθερά πηγές   και γραµµικά δίπολα 
 

 [sp] body type=TypBodyB(nb)=5 ειδικά γραµµικά δίπολα  

Σε  κάθε πάνελ του οµόρρου: 

[d] body type=TypBodyB(nb)=2 τµηµατικά σταθερά δίπολα  

[w] body type=TypBodyB(nb)=3,4,5 γραµµικά δίπολα   

Όλες οι παραπάνω εντάσεις είναι χρονικά µεταβαλλόµενες. 

Έτσι , η ταχύτητα που επάγεται από ένα ανωστικό σώµα λαµβάνεται σαν 
µία άθροιση των συνεισφορών των πλεγµάτων στροβιλότητας (vortex 
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lattices) που ανταποκρίνονται στα στοιχεία του πλέγµατος που 
χρησιµοποιείται για  και : 

Παρατηρήσεις: 

1. Σηµειώνεται ότι ,   και  

, που εµφανίζονται στο όρου επιφάνειας τόσο για 
τα στερεά πάνελ όσο και για τα πάνελ του  οµόρρου λαµβάνονται από έξω 
από το σύµβολο του ολοκληρώµατος.Αυτό γίνεται διότι,ορίζονται ως 
τµηµατικά σταθερά , το οποίο είναιξεκάθαρο για τις πηγές και εξηγηθεί πιο 
µετά για τις κατανοµές διπόλων . 

2. Αν η κατανοµή των διπόλων είναι τµηµατικά σταθερή τότε οι 
ανταποκρινόµενοι όροι επιφάνειας είναι µηδενικοί (περίπτωση ενός λεπτού 
ανωστικού σώµατος). 

3. Στα γραµµικά ολοκληρώµατα τα  και   κρατιούνται ως τµήµα 
του ολοκληρώµατος. Για τµηµατικά σταθερές κατανοµές διπόλων  

 

Από την στιγµή που το πρόβληµα είναι διατυπωµένο στο χρόνο  , ένα σχήµα 
παρεύλεσης του χρόνου έχει καθοριστεί .Ας βάλουµε το ∆t να συµβολίζει το χρονικό 
βήµα του σχήµατος. Σύµφωνα µε την προηγούµενη ανάλυση ,όλες οι πληροφορίες 
που αφορούν τα φύλλα στροβιλότητας της ροής είναι γνωστά από τα προηγούµενα 
βήµατα , εκτός από τον κοντινό οµόρρου ,π.χ. το τµήµα που δηµιουργείται  το 
τρέχων χρονικό βήµα.Κατά συνέπεια, διαφορετικές προσεγγίσεις µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν για τον κοντινή και την µακρινή περιοχή των ελεύθερων φύλλων 
στροβιλότητας .Πιο συγκεκριµένα η υπόθεση του φύλλου στροβιλότητας διατηρελιται 
µόνο για την κοντινή περιοχή του οµόρρου . Αντιθέτως, το υπόλοιπο τµήµα 
µετατρέπεται  σε ελεύθερη χωρική στροβιλότητα µε την έννοια ότι ένα σωµατίδιο 
στροβιλότητας προσεγγιστικά εισάγεται. 

Σε αυτή την σύνδεση ας είναι τα  ,    το κοντινό και το µακρινό τµήµα 
αντίστοιχα του φύλλου στροβιλότητας του Κ-οστού ανωστικού σώµατος.Σύµφωνα µε 
το δυναµικό του οµόρρου αποσυντίθεται σε  δύο τµήµατα: το δυναµικό  που 
προκαλείται  από τα κοντινά τµήµατα και το δυναµικό  που προκαλείται από 
τα µακρινά τµήµατα όλων των φύλλων στροβιλότητας . Επιπλέον το συνολικό 
δυναµικό που επάγεται γράφεται: 

  

  

Όπου , 

 
 

Και   είναι το δυναµικό που επάγεται στα σώµατα. 
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Όσον αφορά την διακριτή προσέγγιση του  µε την βοήθεια 
σωµατιδίων στροβιλότητας (vortex particles) ,   ο πίνακας  που έχει οριστεί για τα 
σωµατίδια στροβιλότητας  και   η εξίσωση αποκοπής: 

 
 

Χρισηµοποιώντας την (2.21) η  παίρνει την µορφή : 

 

 

 

 

Έτσι αντί να υπολογίζουµε την γεωµετρία των φύλλων στροβιλότητας και των 
κατανοµών διπόλων που κουβαλάνε , ακολουθούµε την εξέλιξη των 
σωµατιδίων στροβιλότητας (vortex particles) που ορίζονται από τις ακόλουθες 
δυναµικές εξισώσεις : 
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convect near wake(n-1)Ω
to get new particle
integrate vorticity
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µ(n-1) µ(n)
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(n)µ(n)µ
W
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Xem
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Σχήµα 2.5: Το υβριδικό σχήµα του οµόρρου(περίπτωση λεπτών ανωστικών 
επιφανειών)  

 

Οι εξισώσεις αυτές αφορούν την εξέλιξη των µακρινών τµηµάτων του 
οµόρρου.Επειδή τα κοντινά τµήµατα ακόµα διατηρούν την µορφή των φύλλων 
στροβιλότητάς των , ο προσδιορισµός τους είναι διαφορετικός . Έστω 

είναι ο συµβολισµός της  µέσης ταχύτητας σε ένα σηµείο    κατά µήκος της 
γραµµής εκποµπής στροβιλότητας  ενός ανωστικού σώµατος .Η  γεωµετρία  του 
κοντινού τµήµατος  του αντίστοιχου οµόρρου   καθορίζεται κινηµατικά µέσω : 

 

  

Όπου  είναι το πλάτος του οµόρρου  σε διανυσµατική µορφή. Τελικά 

η ένταση της κατανοµής διπόλων του οµόρρου  καθορίζεται µε την βοήθεια της 
συνθήκης Kutta. 

Λόγω των χαρακτήρων που έχουν  εξάρτηση  από τον χρόνο , τα ελεύθερα 
σωµατίδια στροβιλότητας του µακρινού οµόρρου δηµιουργούνται σταδιακά σε κάθε 
χρονικό βήµα , από την ολοκλήρωση της επιφανειακής στροβιλότητας , που 

µεταφέρεται από τα στοιχεία του κοντινού οµόρρου .Για να καθοριστεί η ένταση  

και η θέση    του κάθε σωµατιδίου στροβιλότητας  την στιγµή της  δηµιουργίας  
του, οι ακόλουθες σχέσεις χρησιµοποιούνται: 
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Όπου   κάνει τα στοιχεία που αποτελούν τον κοντινό οµόρρου του 
Κ-οστού σώµατος. Με αυτό τον τρόπο η στροβιλότητα του κάθε στοιχείου του 
κοντινού οµόρρου ολοκληρώνεται για να παράγει ένα σωµατίδιο στροβιλότητας  

 

 

Προεπιλεγµένη Γραµµική Κατανοµή 

 

Ακολουθώντας τον Hess , η προεπιλεγµένη κατανοµή είναιο καθορισµένη σε 
επίπεδα αλλά τραπεζοειδή πάνελ. Ο κύριος λόγος για την συγκεκριµένη 
επιλογή που έκανε ο Hess είναι ότι καταλήγει σε µία κατανοµή διπόλων που 
έχει έναν βαθµό ελευθερίας για το κάθε λωρίδα (strip) όπως φαίνεται 
παρακάτω , συµβολίζοντας µε Β.Θέτωντας µε η τον συµβολισµό την θέση στο 
εκπέτασµα και   το µήκος του τόξου που αρχίζει από την ακµή εκφυγής και 
ακολουθεί την επιφάνεια της αεροτοµής. Τότε,  

 

                                                       

 

 

 

Σχήµα 2.6 : Ο καθορισµός της προεπιλεγµένης κατανοµής διπόλων 

 

Μπορούµε να αντλήσουµε τις τιµές των µ στους 4 κόµβους του κάθε πάνελ: 

 

  

μ(s) 

 

 

 s
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Σχήµα 2.7 : Συµβολισµοί των µηκών 

 

 Επιλογή µε αρχική τιµή 

 

Αυτή η επιλογή είναι σε συγκεκριµένες περιπτώσεις  χρήσιµη και αποτελείται 
από την προσθήκη σε µία λωρίδα (strip) µια σταθερή κατανοµή διπόλων (κάτι 
που πρακτικά θα ανταποκριθεί σε προπορευόµενη λωρίδα (strip) από άλλο 
σώµα). Η διατύπωση αποτελείται από την προσθήκη σε κάθε πάνελ και 
επιπλέον κατανοµή προσδιορισµένη µε το  µαζί µε δύο µήκη   
όπως φαίνεται στο επόµενο σχήµα . 
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Όταν  και  είναι µηδέν (or  η προεπιλεγµένη κατανοµή λαµβάνεται. 

 

  

 

Στο παραπάνω , Β είναι ο βαθµός ελευθερίας  είναι ο αρχικός βαθµός 
ελευθερίας  και οι τιµές των διπόλων στους κόµβους καθορίζεται µε σε βασµό σε 
αυτούς τους  δύο βαθµούς ελευθερίας . 

 

Η πλήρης διγραµική κατανοµή και το «κλείσιµο» της άκρης 

 

Η πλήρης διγραµική κατανοµή καθορίζεται από τις  τιµές στους κόµβους  

 

  

 

Οι συντελεστές µπορούν να αναγνωστούν από το  . Στην συγκεκριµένη 
περίπτωση ενός  «κλεισίµατος» άκρης  δείχνονται παρακάτω: 

 

  

Αυτή η επιλογή είναι κατάλληλη όταν το πάνελ δεν είναι τραπεζοειδές .Ένα τέτοιο 
παράδειγµα είναι  η  περίπτωση  ενός  «κλεισίµατος» άκρης  όπως φαίνεται στ 
οεπόµενο σχήµα .Τα βέλη υποδεικνύουν τον τρόπο που η ακριανή λωρίδα 
καθορίζεται.Σε αυτήν την συγκεκριµένη περίπτωση η ακριανή λωρίδα δεν θα 
αποβάλλει  στροβιλότητα µόνη της.Τα δίπολα που µεταφέρονται από µια ακριανή 
λωρίδα καθορίζονται από το Β , η κλίση της τελευταίας  λωρίδας  της  πτέρυγας και 

 είναι τα νταποκρινόµενα µήκη. 

 

Μη αποβολή από την άκρη:  

Η κατανομή των διπόλων  καθοριζεται 

χρησιμοποιώντας την ένταση των διπόλων στην 

τελευταία λωρίδα του συνδεδεμένου σώματος. Έτσι 

δεν υπάρχει νέος βαθμός ελευθερίας. 

Σημείωση: Τα πάνελ σε αυτήν την περίπτωση είναι μη 
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«Κλείσιµο άκρης» µε αποβολή στροβιλότητας  

 

Κάτι που που µπορεί να προσδιορίσει τις µοναδικότητες στην άκρη 
διαφορετικά έτσι ώστε αποβολή στροβιλότητας να επιτρέπεται κατά µήκος της 
άκρης.Μια προφανής προσέγγιση είναι να χρησιµοποιήσουµε την κατανοµή 
των διπόλων της τελευταίας λωρίδας της πτέρυγας και να καθορίσουµε το 
πλέγµα έτσι ώτσε να υπάρχει συνέχεια.Το πλέγµα σε αυτήν την περίπτωση 
καθορίζεται «κάθετα»  όπως φαίνεται στο επόµενο σχήµα.Για την περίπτωση 
της αποβολής από την πάνω πλευρά της πτέρυγας , οι τιµές των διπόλων 
στους κόµβους κατά µήκος της κάτω πλευράς µεταφέρονται στην πάνω 
πλευρά και η διαφορά τους προκαλεί την αποβολή.  

 

 

 

 

 

Μία ακόµα επιλογή είναι να συµπεριλάβουµε έναν επιλέον βαθµό ελευθερίας 
όπως φαίνεται παρακάτω: 

 

 

 

 

  

 

Το πάνελ του ομόρρου  θα 

μεταφέρει την διαφορά 

των τιμών των δύο 

διπόλων  

 

 

 

Για να µπορέσουµε να καθορίσουµε το 
µια συνθήκη απαιτείται. Συνήθως ο βαθµός 
ελευθερίας  εισάγεται όταν υπάρχει αποβολή 
από την άκρη. 
Πιθανές συνθήκες είναι: µια συνθήκη Kutta , 
και µια κινηµατική συνθήκη που θα καθορίζει  
µηδενική κανονική ταχύτητα στα πάνελ του 
οµόρρου. 
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Κατανοµή σε λεπτές ανωστικές επιφάνειες 
 
Αυτή η περίπτωση εµφανίζεται όταν ένα σπόιλερ (ή ένας φράκτης) εισάγεται: 
 
 

 

 

Για κάθε λωρίδα , η κατανοµή των διπόλων καθορίζεται από τις µέσες τιµές Bi 
όπως φαίνεται  παρακάτω:  

 

 

 

Οι τιµές στους κόµβους των εντάσεων των διπόλων λαµβάνεται από µια 
πλήρως διγραµµική κατανοµή διπόλων έτσι ώστε ,   

 

 

 

, , ,   

Για την πρώτη γραµµή του πλέγµατος , τα µήκη  και   εισάγονταο 
εξωτερικά (αν το σπόιλερ συνδέεται  σε µία πτέρυγα , τότε τα µήκη πρέπει να 
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δίνονται από το «συνδεδεµένο»  σώµα , την ίδια στιγµή που τα υπόλοιπα  είναι  ίσα 
µε αυτά των προπορευόµενων πλευρών του κάθε πάνελ .Τα µήκη δεν είναι τόσο 
σηµαντικά , οποιαδήποτε κλίµακα µπορεί να χρησιµοποιηθεί. 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι οι βαθµοί ελευθερίας είναι ίσοι µε τον αριθµό των 
πάνελ συν ένας εναποµείναν άγνωστος για κάθε λωρίδα (η τελευταία τιµή). Αυτοί οι 
επιπλέον άγωστοι συνδέονται µε την διαδικασία αποβολής. 

 

Οµόρρους και διαδικασία αποβολής    

 

Οι τύποι [type_d] και  [type_w] δηµιουργίας οµόρρου είναι κάπως διαφορετικοί και 
έτσι οι δύο αυτοί θα παρουσιαστούν ξεχωριστά. 

 

Για µία λεπτή πτέρυγα µε τµηµατικά σταθερή κατανοµή διπόλων τόσο για τα πάνελ 
στερεά όσο και τα  πάνελ του κοντινού οµόρρου , η διατύπωση είναι όπως 
περιγράφεται στο σχήµα 2.5.Επικεντρώνοντας σε ένα πάνελ του οµόρρου  και  
χρησιµοποιώντας  τις µεταβλητές  του κώδικα η κατάσταση παρουσιάζεται όπως 
ακολουθεί: 

 

 

 

Σε αυτήν την περίπτωση , θα έχουµε µόνο γραµµική στροβιλότητα στις 
πλευρές 2,3 και 4 µε σταθερές κυκλοφορίες που δίνονται από τις διαφορές 
µεταξύ  µw και  µwaft,µwbef και  µw

old
 .Η παραπάνω περιγραφή είναι έγκυρη κατά 

µήκος όλων των πλευρών του στερεού και ως εκ τούτου η πλάγια αποβολή 
(ακόµα και η εκποµπή από την γραµµή εκφυγής) δεν παρουσιάζει κάποια 
ιδαίτερη δυσκολία. 

 

Επόµενο είναι η περίπτωση ενός σπόιλερ το οπίο είναι µία λεπτή ανωστική 
επιφάνεια , αλλά µε γραµµική κατανοµή διπόλων. Κατά µήκος της γραµµής 
εκφυγής , η κατάσταση είναι παρόµοια αλλά έχει δύο σηµαντικές διαφορές :    
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Στην παραπάνω κατάσταση  , BTE=Bemis, LengWB(1:2)=LengI(1:2), όπου το  Bemis 
έχει καθοριστεί από την συνθήκη Kutta .Επίσης άγνωστος είναι ο Bw , ο 
οποίος µπορεί να υπολογιστεί από το θεώρηµα του Kelvin . Πρέπι να 
σηµειωθεί ότι τα µήκη που εµφανίζονται στο σχήµα είναι απαραίτητα από την 
στιγµή που τα Β δεν είναι εντάσεις διπόλων που µπορούµε να πάρουµε µε 
πολλαπλασιασµό των Β µε τα ανταποκρινόµενα µήκη . Αλλιώς υπάρχουν 
γραµµικές στροβιλότητες κατά µήκος των πλευρών 2,4 και 3 όπως στην 
προηγούµενη περίπτωση. 

 

Επέκταση του παραπάνω σχήµατος κατά µήκος των πλευρών δεν είναι απλή 
. Οι βαθµοί ελευθερίας του Β κατά µήκος της γραµµής εκποµπής δεν είναι πια 
µια ελεύθερη παράµετρος , περιορίζεται από από την συνθήκη µη 
εισχώρησης .Ως εκ τούτου Bemis επίσης περιορίζεται , αλλά είναι ακόµα ίσο µε το Β  
καταά µήκος της πλευράς . Κατά τα άλλα η κατάσταση είναι  η  ίδια. 

 

Ακόµα και εάν η παραπάνω κατάσταση των αποµονωµένων  σπόιλερ  είναι έγκυρη, 
συνήθως , τα σπόιλερ συνδέονται  σε πτέρυγες. Σε µια τέτοια περίπτωση  το 
θεώρηµα του Kelvin επίσης συµπεριλαµβάνει το τα πάνελ του οµόρρου και κατ’ 
επέκταση µας λείπει µία συνθήκη .Μια επιπλέον συνθήκη µπορεί να οριστεί  στην 
βάση ότι πίσω από το σπόιλερ η επιφάνεια κατά µήκος της  χορδής  η ταχύτητα 
πρέπει να έιναι µηδέν. 

 

Επόµενη περίπτωση , είναι αυτή του [type3] σώµατος.Τώρα το σώµα έχει πάχος και 
ως εκ τούτου στην γραµµή εκποµπής δύο στερεά πάνελ είναι συνδεδεµένα. 
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Τώρα, 

 

           LengWB.Bemis=(Bup.Lengup -Blo.Lenglo)TE. 

 

Στην προεπιλεγµένη περίπτωση ισχύει , 

 

   Blo=0 and LengWB(1:2)=Lengup(1:2).  

Τότε η Bemis  καθορίζεται από την συνθήκη Kutta την ίδια στιγµή που η Bw καθορίζεται 
από το θεώρηµα του Kelvin .Εκτός από αυτόν τον κανόνα υπάρχουν αποβολής από 
τα πλάγια (side emission) που εµφανίζονται για παράδειγµα στο κλείσιµο της άκρης 
(tip) .Όπως  και στην περίπτωση του σπόιλερ , τουλάχιστον  το Blo είναι γνωστό και 
ως εκ τούτου η δηµιουργία οµόρρου ακολουθεί την ίδια στρατηγική όπως και µε το 
σπόιλερ. Για να έχουµε µια τέτοια επιλογή  στον κώδικα εκτός από Bemis,το BemisI 
εισάγεται έτσι ώστε τα δύο να ανταποκρίνονται στα  Bup, Blo.   

2.8 Συµπεράσµατα 

Το φύλλο στροβιλότητας (ο οµόρρους) ενός ανωστικού σώµατος αναπαρίσταται 

υλικά (σύµφωνα µε την Langrangian διατύπωση), είτε ως επιφανειακή διανοµή 

στροβιλότητας σε πλέγµα δινοσωλήνων, είτε ως χωρική διανοµή στροβιλότητας 

συγκεντρωµένη σηµειακά σε στοιχεία στροβιλότητας.  

Με την υλική αναπαράσταση της ροής δίνεται η δυνατότητα της λεπτοµερούς 

προσέγγισης των φαινοµένων συναγωγής στον οµόρρου. Φαινόµενα όπως η έντονη 

παραµόρφωση και η αναδίπλωση του φύλλου στροβιλότητας σε περιοχές όπως είναι 

για παράδειγµα το ακροπτερύγιο, µπορούν να αναπαρασταθούν από την 

συγκέντρωση πολλών στοιχείων στροβιλότητας σε περιορισµένο χώρο. Σε αντίθετη 

περίπτωση, όπου η επίλυση των εξισώσεων του φύλλου στροβιλότητας (εξισώσεις 

Helmholtz) βασίζεται σε πλεγµατικές µεθοδολογίες, αντίστοιχα φαινόµενα µπορούν 

να προκύψουν µόνο µε εκλέπτυνση του χωρικού πλέγµατος επιβαρύνοντας 

σηµαντικά την υπολογιστική διαδικασία. Η απουσία χωρικού πλέγµατος (που θα 

επέβαλλε η επιλογή µίας Eulerian θεώρησης) έχει ως άµεση συνέπεια την 

εξοικονόµηση σε χρόνο, σε µνήµη υπολογιστή και τον εκµηδενισµό του σφάλµατος 

αριθµητικής παρεµβολής στον υπολογισµό της χωρικής διανοµής στροβιλότητας. 
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Με τον τρόπο που περιγράφθηκε η χωρική στροβιλότητα εισάγεται µέσω των 

αρχικών συνθηκών και συνεπώς θα πρέπει να θεωρείται γνωστή. Αυτό βρίσκεται σε 

συνέπεια µε τη θεώρηση του µη συνεκτικού ρευστού σύµφωνα µε την οποία δεν 

υπάρχει µηχανισµός παραγωγής στροβιλότητας. Βέβαια ο τρόπος παραγωγής του 

φύλλου στροβιλότητας αποτελεί πλέον µέρος της ίδιας της λύσης καθώς η γεωµετρία 

του είναι άγνωστη και προκύπτει βηµατικά στο χρόνο από τη λύση των εξισώσεων 

Helmholtz. Έτσι όµως µπορούν να συµπεριληφθούν µε τρόπο γενικό ακόµα και 

περιπτώσεις πολύπλοκης γεωµετρίας του φύλλου στροβιλότητας. Το κόστος στην 

περίπτωση αυτή είναι οι σχετικά µεγάλοι χρόνοι υπολογιστή και οι αυξηµένες 

απαιτήσεις µνήµης, καθώς σε κάθε χρονικό βήµα απαιτούνται υπολογισµοί 

επαγωγής ταχυτήτων από όλα προς όλα τα στοιχεία στροβιλότητας, το πλήθος των 

οποίων αυξάνει σε κάθε χρονικό βήµα. Όπως προαναφέρθηκε στην αρχή της 

παραγράφου το πρόβληµα αυτό µπορεί να αντιµετωπιστεί θεωρώντας 

προδιαγεγραµµένη την γεωµετρία του οµόρρου, µε τα όσα όµως συνεπάγεται αυτή η 

επιλογή.  

Οι στροβιλές µεθοδολογίες αναλόγως του τρόπου µε τον οποίο προσεγγίζεται ο 

οµόρρους ενός ανωστικού σώµατος, διακρίνονται σε δύο βασικές κατηγορίες: στις 

µεθόδους προδιαγεγραµµένου οµόρρου (prescribed wake) και στις µεθόδους 

ελευθέρου οµόρρου (free wake).  

Στην πρώτη κατηγορία ανήκουν οι µεθοδολογίες όπου η γεωµετρία του οµόρρου 

είναι προδιαγεγραµµένη και αποτελείται από ένα επιφανειακό πλέγµα στροβιλότητας 

που σχηµατίζεται από ευθύγραµµα τµήµατα δινοσωλήνων. Η γεωµετρία του 

επιφανειακού πλέγµατος περιγράφεται µε τη χρήση περιορισµένου πλήθους βαθµών 

ελευθερίας  Συνήθως πρόκειται για ελικοειδείς επιφάνειες όπου προδιαγράφεται το 

βήµα της έλικας. Επιπλέον βαθµοί ελευθερίας µπορεί να περιγράφουν τον τρόπο 

αναδίπλωσης του οµόρρου σε περιοχές όπου παρουσιάζονται έντονα τρισδιάστατα 

φαινόµενα όπως στο ακροπτερύγιο. Η εµπειρία από παρατηρήσεις συστηµατικών 

πειραµάτων µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την λεπτοµερέστατη αναπαράσταση των 

αναδιπλώσεων του φύλλου στροβιλότητας οδηγώντας σε ικανοποιητικές προλέξεις 

της ροής. Με τον τρόπο αυτό γίνεται σηµαντική εξοικονόµηση υπολογισµών και 

αποφεύγονται αριθµητικές αστάθειες.  

Στην δεύτερη περίπτωση ο οµόρρους θεωρείται ελεύθερος. Αποτελείται είτε από 

πλέγµα δινοσωλήνων (vortex lattice, δινοπλέγµατα), είτε από στοιχεία στροβιλότητας 

(vortex particles) και η γεωµετρία του καθορίζεται από την επίλυση των κινηµατικών 

και δυναµικών εξισώσεων για την ελεύθερη στροβιλότητα. Οι µεθοδολογίες αυτές σε 

σχέση τις αντίστοιχες του προδιαγεγραµµένου οµόρρου αναπαράγουν καλύτερα τις 

σύνθετες δοµές της τρισδιάστατης ροής. Ο πιο αποτελεσµατικός τρόπος διαχείρισης 

του ελεύθερου οµόρρου είναι αυτός που βασίζεται στη λογική των στοιχείων 

στροβιλότητας. Η µέθοδος αυτή αρχικά προτάθηκε από τον Rebach και τα σηµαντικά 

της πλεονεκτήµατα έναντι της  µεθόδου δινοπλεγµάτων είναι ότι αίρει τα προβλήµατα 

λειότητας της γεωµετρίας της επιφάνειας που προκύπτουν στην τελευταία, καθώς 
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επίσης και ότι αντιµετωπίζει ιδανικά την ανάλυση ροών όπου η στροβιλότητα 

προσπίπτει σε στερεά σώµατα.  

2.9 Σύνοψη 
 Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάστηκε το θεωρητικό πλαίσιο για την επίλυση 
του προβλήµατος της µη µόνιµης ροής ασυµπίεστου µη συνεκτικού ρευστού 
γύρω από σώµατα µε πάχος. Το πεδίο ροής εκφράζεται ως άθροισµα ενός 
αστρόβιλου και ενός στροβιλού πεδίου ροής. Το αστρόβιλο πεδίο ροής 
περιγράφεται από την εξίσωση Laplace για το βαθµωτό δυναµικό Φ, η επίλυση 
της οποίας γίνεται µέσω της µικτής διατύπωσης πηγών-διπόλων. Με τον τρόπο 
αυτό στο αστρόβιλο πεδίο ροής εκτός από την επερχόµενη ροή µπορεί να 
συµπεριληφθεί και η διαταραχή που εισάγει η παρουσία ανωστικών σωµάτων µε 
πάχος. Κύριο ρόλο στην αλληλεπίδραση των σωµάτων έχει η στροβιλότητα του 
οµόρρου των ανωστικών σωµάτων που µπορεί να προσπίπτει σε σώµατα που 
ακολουθούν. Η αναπαράσταση του στροβιλού µέρους της ροής γίνεται µε τη 
χρήση µεθοδολογίας στοιχείων στροβιλότητας. Η χρονική και χωρική εξέλιξη της 
στροβιλότητας γίνεται σύµφωνα µε τις εξισώσεις του Helmholtz. Το στροβιλό 
µέρος της ροής µπορεί να περιλαµβάνει τόσο τον οµόρρου των ανωστικών 
σωµάτων, όσο και την στροβιλότητα της επερχόµενης ροής.  

Αυτή η µεθοδολογία περιγράφεται για πρώτη φορά στη σχετική 
βιβλιογραφία, παρέχοντας την δυνατότητα της κοινής αντιµετώπισης προβληµάτων 
ροής σε ανωστικά και µη ανωστικά σώµατα µε πάχος, που µπορούν να κινούνται 
ανεξάρτητα µεταξύ τους. Σαφώς αποτελεί το πρωτότυπο στοιχείο της παρούσας 
εργασίας. 

Επίσης, για πρώτη φορά συµπεριλαµβάνεται ο υπολογισµός του πεδίου 
πιέσεων, που επάγει το στροβιλό µέρος της ροής µέσα από την ολοκλήρωση της 
απόκλισης του θεωρήµατος ορµής. Με τον τρόπο αυτό επιτυγχάνεται ο ορθός 
υπολογισµός του πεδίου πιέσεων στο γενικευµένο πεδίο ροής, καθώς ο 
υπολογισµός της πίεσης από το αστρόβιλο µέρος της ροής γίνεται σύµφωνα µε την 
εξίσωση Bernoulli. Ο όρος αυτός, όπως θα φανεί στη συνέχεια (αεροδυναµική 
συµπεριφορά δροµέα ελικοπτέρου), έχει µεγάλη σηµασία στην περίπτωση ισχυρής 
αλληλεπίδρασης σωµάτων-στροβιλότητας (BVI: blade-vortex interaction) 
καθορίζοντας την ακουστική πίεση που παράγεται από αυτή την αλληλεπίδραση. 
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3 Χρησιµοποιούµενος κώδικας 

3.1 Εισαγωγή 
 Το Genuvp 7 είναι ένας υπολογιστικός κώδικας που επιλύει την µη 
µόνιµη ροή γύρω από πολλά στερεά σώµατα , που µπορούν να κινηθούν 
ανεξάρτητα το ένα από το άλλο κάτω από τις παρακάτω προυποθέσεις : 

• Το ρευστό (µέσο ροής) είναι ατριβές και ασυµπίεστο 
• Στα στερεά όρια η συνθήκη µη εισχώρησης ικανοποιείται 
• Τα στερεά σύνορα είναι επιφάνειες που: 

� Μπορεί να είναι κλειστά ή ανοιχτά που έχουν κατανοµές πηγών 
ή διπόλων ή συνδυασµό αυτών των δύο. 

� Μπορούν να δηµιουργήσουν οπισθορεύµατα.   

• Ο οµόρρους δηµιουργείται από όλα  τα ανωστικά σώµατα και 
περιέχουν την στροβιλότητα που αποβάλουν αυτά τα σώµατα στην 
ελεύθερη ροή.  

• Τα οπισθορεύµατα εισέρχονται ως λεπτές στρώσεις διάτµησης κατά 
την δηµιουργία τους , αλλά αφήνονται να εµπλακούν ως ελεύθερες 
στροβιλότητες που παριστάνεται ως µια συλλογή στοιχείων 
στροβιλότητας. 

 

3.2 ∆ιαµόρφωση 
 Στο Genuvp 7 το πεδίο ροής δηµιουργείται ως µια ‘συλλογή’ 
στοιχειωδών ροών που ανταποκρίνονται σε διάφορους τύπους ‘µοναδικές’ 
κατανοµές . Για την βασική έκδοση , οι ακόλουθες ‘µοναδικοί’ τύποι υπάρχουν: 

a. Τµηµατικά συνεχή κατανοµή πηγών προσδιορισµένη σε τεράπλευρα 
(ή τριγωνικά) πάνελ 

b. Τµηµατικά συνεχή κατανοµή διπόλων προσδιορισµένη σε τεράπλευρα 
(ή τριγωνικά) πάνελ 

c. Γραµµική κατανοµή διπόλων προσδιορισµένη σε τεράπλευρα πάνελ 
d. Συνδυασµός µιας  τµηµατικά συνεχής κατανοµής πηγών και  

γραµµικής κατανοµής διπόλων προσδιορισµένη σε τεράπλευρα πάνελ 
e. Τοµείς που µεταφέρουν σταθερές ή γραµµικά µεταβαλλόµενες 

γραµµές στροβιλότητας 
f. Στοιχεία στροβιλότητας (ή σταγόνες δινών) 
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Τα στερεά σύνορα όπως επίσης και ο κοντινός  οµόρρους είναι από πάνελ . Τα 
πάνελ που µεταφέρουν κατανοµές διπόλων είναι ισοδύναµα µε τα πάνελ που 
κουβαλάνε επιφανειακή στροβιλότητα και γραµµική στροβιλότητα κατά µήκος του 
συνοριακού πάνελ .Τελικά , τα στοιχεία στροβιλότητας  χρησιµοποιούνται για να 
περιγράψουν το εναποµείναν  οµόρρου  , εκτός φυσικά για τον κοντινό οµόρρου. 

Τα στερεά σύνορα σχετίζονται µε τα σώµατα .Ανάλογα µε τα χαρακτηριστικά ροής 
του κάθε σώµατος ,αυτά διαχώριζονται  σε: 

a.  Ανάλογα µε το αν το σώµα παράγει οµόρρου σε: 

1. Μη ανωστικά σώµατα που δεν παράγουν οµόρρου (πχ  
κέλυφος στροβιλοκινητήρα)               YNLiftB(nb)=0           

2. Ανωστικά σώµατα που παράγουν άνωση (πχ  λεπίδες 
στροβιλοκινητήρα)                             YNLiftB(nb)=1 

b. Ανάλογα µε τον τύπο τις µοναδικής κατανοµής που κουβαλάει: 

1. Τµηµατικά συνεχή κατανοµή πηγών (πχ ατρακτος)  

[s] TypBodyB(nb)=1 

2. Τµηµατικά συνεχή κατανοµή διπόλων (λεπτά ανωστικά 
σώµατα)  [d] TypBodyB(nb)=2 

3. Γραµµική κατανοµή δίπολων και τµηµατικά συνεχή κατανοµή 
πηγών (παχιά ανωστικά σώµατα)   

[w] TypBodyB(nb)=3 

4. Ειδική γραµµική κατανοµή δίπολων και τµηµατικά συνεχή 
κατανοµή πηγών (‘άκρες’ καλυµµάτων) 

 [t] TypBodyB(nb)=4 

5. Γραµµική κατανοµή δίπολων (σπόιλερ) 

 [sp] TypBodyB(nb)=5 

 

Τα σώµατα 2 έως 5 µπορούν να παράγουν οµόρρου.   

 

3.3 Τύποι σωµάτων και πλεγµάτων 
 Στην θεωρία του δυναµικού η παρουσία των στερεών συνόρων 
δηµιουργείται από κατανοµές πηγών και/ή διπόλων .Τα  κλειστά σώµατα θα 
πρέπει να κουβαλάνε πηγές (όπως στην περίπτωση της ατράκτου και παχιών 
πτερύγων ή σωµάτων).Τα ανοιχτά σώµατα όπως λεπτές ανωστικές επιφάνειες 
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θα µεταφέρουν µόνο δίπολα . Σε αυτές τις περιπτώσεις η ένταση των πηγών ή 
των διπόλων καθορόζεται από την συνθήκη µη εισχώρησης. 
 
Η θεωρία του δυναµικού ξεχωρίζει δύο τύπους ροών: 

a) Μη ανωστικές ροές όπου το βαθµωτό δυναµικό όπως επίσης και οι 
χωρικοί παράγωγοι είναι συνεχείς σε όλο το πεδίο ροής, 

b) Ανωστικές ροές όπου το βαθµωτό δυναµικό είναι µη συνεχές εγκάρσια 
σε µία ή περισσότερες επιφάνειες µέσα στο πεδίο ροής .Αυτές οι µη 
συνεχής επιφάνειες ανταποκρίνονται σε απείρως λεπτά στρώµατα 
διάτµησης που εκπροσωπούν τον οµόρρου της ροής.Από την στιγµή 
που το βαθµωτό δυναµικό θα είναι µη συνεχές , ο οµόρρους θα 
µεταφέρει δίπολα.Υποθέτωντας ασυµπίεστες ροές , διαµέσου του 
οµόρρου η ταχύτητα της ροής µπορεί να έχει εφαπτοµενική ασυνέχεια 
(η κανονική ταχύτητα πρέπει να είναι συνεχής και αυτό γιατί εκειί δεν 
υπάρχουν καθόλου πηγές στον οµόρρου) ενώ η πίεση πρέπει να είναι 
συν εχής. 

 
Στο GENUVP τα στερεά σύνορα καθορίζονται από το επιφανειακό πλέγµα των 
πάνελ. Ο σχηµατισµός διαχωρίζεται σε «αριθµητικά» σώµατα ή επιθέµατα 
(patches).Ένα φυσικό σώµα µπορεί να φτιαχτεί από περισσότερα από ένα 
επίθεµα (patch). Αυτή η επιλογή επιτρέπει τον καθορισµό «µη ταιριασµένα» 
επιφανειακά πλέγµατα  καθώς επίσης εξαρτήµατα µε κινούµενα τµήµατα (λ.χ. 
µια πτέρυγα µε κινούµενο ακροπτερύγιο ορισµένο σε τµήµατα κατά το 
εκπέτασµα).Ανάλογα µε τα χαρακτηριστικά του κάθε φυσικού σώµατος 
(εξάρτηµα) συγκεκριµένες συνθήκες σύνδεσης καθορίζονται. 
 
 
 
      y ^                            
        |     tip 
        |                            
   NCWB +---+---+---+---+            
        |   |   |   |   |         
    .   +---+---+---+---+           
        |   |   |///|   |  
    J   +---+---*---+---+           
    .   |   |   |   |   |  trailing         
    .   +---+---+---+--- +  edge        
        |   |   |   |   | 
    2   +---+---+---+---+           
        |   |   |   |   |           
    1   +---+---+---+---+-----> x 
 
        1   2 . I ...  NNBB         
 
               root 
 

Element's local numbering 
 
    2         3 
    +--------+   node=(J-1)*NNBB+I 
    |        |       [I=1,NNBB]  
    |   (e)  |       [J=1,NCWB] 
|        | 
    *--------+   e=(J-1)*(NNBB-1)+I 
   1         4       [I=1,NNBB-1]  
(I,J)=node           [J=1,NCWB-1] 
 
NE(1,e)=(J-1)*NNBB+I 
NE(2,e)=NE(1,e)+NNBB 
NE(3,e)=NE(1,e)+NNBB+1 
NE(4,e)=NE(1,e)+1 
 
Note: The y axis of the local system 

is always defined along the 
blade span. 
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Σχήµα 2.8 : Συµβολισµοί πλέγµατος 

 
Ο παραπάνω ορισµός θα έχει για κάθε σώµα ένας αριθµός λωρίδων (strips) 
(1:NCWB-1) και κάθε λωρίδα θα περιέχει {NNBB-1} αριθµό πάνελ .  Αυτό είναι  
σηµαντικό όταν υπολογίζονται φορτία . 
Ανάλογα µε τα χαρακτηριστικά της ροής του κάθε σώµατος , διαχωρίζονται: 
 
a. Ανάλογα µε το εάν ένα σώµα παράγει οµόρρου: 

1: Μη 
ανωστικά σώµατα που δεν παράγουν οµόρρου         YNLiftB(nb)=0 

2: Ανωστικά 
σώµατα που παράγουν οµόρρου                          YNLiftB(nb)=1 

b. Ανάλογα µε τον τύπο της µοναδικότητας κατανοµής που µεταφέρουν: 

1: Τµηµατικά σταθερή 
κατανοµή πηγών                               [s] TypBodyB(nb)=1 

2: Τµηµατικά σταθερή 
κατανοµή διπόλων                            [d] TypBodyB(nb)=2 

3: Τµηµ. σταθερή 
κατανοµή πηγών και γρ. διπόλων         [w] TypBodyB(nb)=3 

4: Τµηµ. Σταθ. 
κατανοµή πηγών και ειδική γρ. διπόλων  [t] TypBodyB(nb)=4 

5: Τµηµατικά 
γραµµική κατανοµή διπόλων                         [sp] TypBodyB(nb)=5 

 
Για κάθε σώµα ο οµόρρους είναι µια σειρά πάνελ σε κάθε λωρίδα .Τα πάνελ του 
οµόρρου ανταποκρίνονται στον κοντινό οµόρρου (near wake) (µια λωρίδα πάνελ 
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γειτονική στην γραµµή εκποµπής). Η γενική διάταξη του κοντινού οµόρρου σε 
µια «παχιά»  πτέρυγα δίνεται παρακάτω. 
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Σχήµα 2.9: Γενική διάταξη της λωρίδας του κοντικού οµόρρου µιας «παχιάς» πτέρυγας  
 

, ; 

,  

 

;  

 

 Οι άγνωστοι που συνδέονται µε τα πάνελ του οµόρρου περιλαµβάνουν 
και  . Έχουν καθοριστεί από την συνθήκη Kutta και από το θεώρηµα 

του Kelvin .Αυτό είναι  έγκυρο για την αποβολή από την ακµή εκφυγής .Για 
αποβολή από τα πλάγια ,η  σχετίζεται  µε τους υπάρχοντες  βαθµούς 
ελευθερίας όπως και στην περίπτωση της αποβολής από την άκρη .Για τους 
εναποµείναντες  βαθµούς ελευθερίας  µια εναλλακτική λύση είναι να 
χρησιµοποιήσουµε κάποια κινηµατική συνθήκη.   
 

3.4 Τύποι συνδέσεων σωµάτων  
 Οι τύποι των συνδέσεων σωµάτων  είναι : 
Τύπος 
σύνδεσης 

Σειρά σωµάτων Συνθήκες Σχόλια 

2 1-1-…2-2-2 Καµία ενέργεια  

30 3 Ορισµός πλάγιας αποβολής  
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31 1-…2…-31-32-33 

Καµία ενέργεια 
B1=B2…=B3=Bemis 
Bemis-->Kutta 
Bw --> Kelvin 

Σώµατα 32-… θα έχουν  όταν τα 
µήκη τους  will be συσσωρευµένα µέχρι η 
ακµή εκφυγής του τελευταίου σώµατος τύπου 
3 

32 3a-3b 

a,b: Ba,b=Bemisa,b 
Bemisa,b-->Kutta, 
Bwa--> κινηµτική 
Bwb--> Kelvin 

Και τα δύο είναι ανωστικά. Περίπτωση 
αποκολλήµένης ροής  χωρίς πλάγια αποβολή 

33 3a-3b-3c Για a,b όπως παραπάνω. 
Για τις πλευρές στα επόµενα  

Όπως το προηγούµενο ,αλλά µε αποβολή 
από τα πλάγια 

40 3-4  Άκρη χωρίς επιπλέον β.ε. και µε οριζόντιο 
πλέγµα. 

41 3-4  Άκρη χωρίς επιπλέον β.ε. και µε κάθετο 
πλέγµα 

42 3-4  Άκρη µε επιπλέον β.ε. και µε κάθετο πλέγµα. 

43 3a-3b-4  
Άκρη χωρίς επιπλέον β.ε. και µε κάθετο 
πλέγµα. ανωστικό. Τα 3a-3b σώµατα 
ανταποκρίνονται στην σύνδεση 32 

50 3a-3b-5   

51 3L-3a-3b-3R-5   
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4 Υπολογιστικά Αποτελέσµατα 

4.1 Έλεγχος Ακρίβειας και σωστής Λειτουργίας του Κώδικα  
 Για να µπορέσουµε να δούµε αν ο κώδικας δουλεύει σωστά και βγάζει 
σωστά αποτελέσµατα θα χρησιµοποιήσουµε µια γνωστή αεροτοµή και θα 
συγκρίνουµε τα υπολογιστικά δεδοµένα µε αυτά π[ου ήδη γνωρίζουµε και 
έχουµε επαληθεύσει ότι είναι σωστά. 
∆ιαλέγουµε µια συµµετρική αεροτοµή και προτιµούµε να ίναι της σειράς NACA 
για τις οποίες  υπάρχουν επιβεβαιωµένα δεδοµένα. Έτσι διαλέγουµε την NACA 
0012 . 
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Έχωντας και τις προηγούµενες εκδόσεις του κώδικα : έκδοση 6 σειριακή και 
έκδοση 6 παράλληλη θα κάνουµε µια πολλαπλή επαλήθευση.  
Επειδή έχουµε τρισδιάστατο πρόβληµα θα κάνοµε διάφορα τρεξίµατα για 
διαφορετικούς λόγους επί µήκους (Aspect Ratio).  ∆ιαλέγουµε AR : 6,8 και 10 
Για  λόγο επί µήκους 6 έχουµε: 
angle(o) CL(serial) CL(mpi) CL(v7) CL(th) CL(2D) 
0 0,001367873 0,001317779 0,001316 0 0 
5 0,424250988 0,431741653 0,431855 0,411233 0,54831 
10 0,846146539 0,85931322 0,859902 0,822466 1,096621 



45  ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

 

 
 
Για λόγο επί µήκους 8 έχουµε: 
angle(o) CL(serial) CL(mpi) CL(v7) CL(th) CL(2D) 
0 0,001422994 0,001620834 0,001328 0 0 
5 0,446260617 0,453682401 0,453606 0,438648 0,54831 
10 0,892380715 0,902330413 0,903197 0,877297 1,096621 

 
 
 
Και για λόγο επί µήκους 10 έχουµε: 
angle(o) CL(serial) CL(mpi) CL(v7) CL(th) CL(2D) 
0 0,001276429 0,001304334 0,001275 0 0 
5 0,471529602 0,477908742 0,477914 0,456925 0,54831 
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10 0,941103829 0,952159499 0,952873 0,913851 1,096621 

 
Παρατηρούµε  ότι ο κώδικας µας  δίνει  πολύ καλά δεδοµένα . 
Έπειτα επειδή ο κώδικας GENUVP έχει φτιαχτεί για να υποστηρίζει την 
συνύπαρξη πολλών µεµ 
ονωµένων σωµάτων που αλληλεπιδρούν , θα ελέγξουµε αν κατάτµηση της 
πτέρυγας σε κοµµάτια επηρεάζει  την σωστή λειτουργία ,επίλυση του 
προβλήµατος και την καλή ακρίβεια της λύσης. 
Έτσι  διαλέγουµε λόγο επί µήκους 8 και γωνία προσβολής τις 10ο και παίρνουµε 
τα ακόλουθα υπολογιστικά αποτελέσµατα: 
version 7 AR=8 angle=8  
    
              fx          fz       CL 
1 τµηµα 0,3127 2,145 0,903197 
2 τµηµατα 0,3144491 2,139 0,900829 
3 τµηµατα 0,3147157 2,15217 0,906275 

 
Παρατηρούµε ότι η κατάτµηση της πτέρυγας σε κοµµάτια δεν επηρεάζει την 
λύση. 
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4.2 Συνδέσεις Σωµάτων 
 Θα αναλύσουµε τα υπολογιστικά αποτελέσµατα µε βάση την σύνδεση 
των σωµάτων. Για να µπορέσουµε να συγκρίνουµε τις διάφορες συνδέσεις 
θεωρούµε ως αναφορά (reference) µια πτέρυγα µε συγκεκριµένο λόγο επί 
µήκους. Φυσικά πρόκειται για την σύνδεση 30 ή µερικές φορές θα ονοµάζεται για 
λόγους απλότητας και ως αναφορά . 
Σύνδεση 30 
Η απεικόνιση του σώµατος είναι η εξής: 
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Τα υπολογιστικά αποτελέσµατα που παίρνουµε είναι τα εξής: 
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Σύνδεση 31 
Η σύνδεση 31 είναι µεταξύ δύο διαφορετικών σωµάτων κατά µήκος της 
χορδής.Είναι µια σύνδεση που πρέπει να προσεχθεί ιδιαίτερα , γιατί δεν έχουµε 
αποβολή (δηλαδή αποκόλληση) στο σηµείο σύνδεσης. Το δεύτερο σώµα είναι η 
συνέχεια του πρώτου . Σε αυτήν την σύνδεση το σηµαντικό είναι ότι η κατανοµή 
του Β του πρώτου σώµατος τελειώνει στο σηµείο όπου γίνεται η σύνδεση µε το 
δεύτερο σώµα . Επειδή δεν έχουµε αποβολή στροβιλότητας από το σηµείο της 
σύνδεσης , αλλά όλη η στροβιλότητα αποβάλλεται από το τελείωµα του 
δευτέρου σώµατος στην οποία συµµετέχουν  µε την γραµµική κατανοµή των 
διπόλων τους και τα δύο σώµατα , θα πρέπει η κατανοµή των διπόλων του 
δεύτερου σώµατος θα πρέπει να έχει ως αφετηρία την αριθµητική τιµή αυτήν µε 
την οποία «τελείωσε» το πρώτο σώµα . Επιπλέον θα πρέπει να προσεχθεί 
ιδιαίτερα ότι τα µήκη που χρησιµοποιηθούν για τον υπολογισµό της συνολικής 
κυκλοφορίας να είναι τα συνολικά και όχι τα επί µέρους.  
Ακόµα γνωρίζουµε ότι θα πρέπει η συνθήκη Kutta και το θεώρηµα του  Kelvin να 
µας δίνουν τα εξής: 
Bemis-->Kutta 
Bw --> Kelvin 
Για λόγους  απλότητας  επιλέχθηκε το µέσο της χορδής (µέση) ως το σηµείο που 
θα συνδέονται τα δύο σώµατα. 
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Σχήµα: Απεικόνιση της σύνδεσης 31 

 

 Σχήµα: Απεικόνηση της σύνδεσης 31 σε προφίλ 
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Σχήµα :Τα διαγράµµατα των λόγων πίεσης σε τρισδιάστατη απεικόνηση 

 

 

Σχήµα: Οι λόγοι πίεσης σε δισδιάστατη απεικόνηση 

Αρχικά ελέγχουµε τις κυκλοφορίες που πέρνουµε για τα δύο σώµατα 
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Παρατηρούµε µια µικρή διαφορά η οποία ποσοστιαία είναι πολύ µικρή . 
Έπειτα κάνουµε µια σύγκριση των λόγων πίεσης αυτής της σύνδεσης µε τους 
λόγους πίεσης της ολόκληρης και µη κατατετµηµένης πτέρυγας. 
Τα αποτελέσµατα που παίρνουµε είναι χαρακτηριστικά: 
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Στο παραπάνω διάγραµµα συγκρίναµε τους λόγους πίεσης στην πρώτη λωρίδα 
(strip) µεταξύ της σύνδεσης 31 και της ολόκληρης πτέρυγας .Συγκρίναµε  κυρίως 
την πρώτη λωρίδα γιατί εκεί περιµένουµε να βρούµε ενδεχόµενο σφάλµα , αφού 
στην άκρη µπορούν να εµφανιστούν οι περισσότερες δυσλειτουργίες .   
Συµπεράσµατα 
Τα αποτελέσµατα είναι αρκετά καλά και σύµφωνα µε αυτά που περιµέναµε.Οι 
λόγοι πίεσης εµφανίζουν λογικά δεδοµένα µε λογική αλληλουχία µεταξύ  των 
λωρίδων (strips). 
 
 
Σύνδεση 30-31-30 
Πριν συνεχίσουµε στις επόµενες συνδέσεις έγινε δοκιµή στην σύνδεση 30-31-30 
για να ελέγξουµε αν πράγµατι έχουµε σωστά αποτελέσµατα. 
Η απεικόνιση της παραπάνω σύνδεσης είναι η εξής: 
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Σύνδεση 40 
Η σύνδεση 41 είναι µεταξύ πτέρυγας και τάπας. Σε αυτήν την σύνδεση δεν 
έχουµε επιπλέον βαθµό ελευθερίας και η τάπα έχει οριζόντιο πλέγµα. 

 
Στα 20 χρονικά βήµατα έχουµε 
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Στα 50 χρονικά βήµατα έχουµε 

 
Παρατηρούµε ότι τα 50 βήµατα είναι αρκετά για να διαπιστώσουµε ότι λειτουργεί 
σωστά. 
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Σύνδεση 41 
Η σύνδεση 41 είναι µεταξύ πτέρυγας και τάπας. Σε αυτήν την σύνδεση δεν 
έχουµε επιπλέον βαθµό ελευθερίας και η τάπα έχει κάθετο πλέγµα. 
Η µορφή που έχει είναι ως εξής: 
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Παρατηρούµε µια µικρή διαφορά στους λόγους πίεσης κυρίως στα άκρα , κάτι 
που είναι λογικό λόγω της επίδρασης που έχει η τάπα. 
Παρατηρώντας τα αποτελέσµατα της κυκλοφορίας βλέπουµε ότι έχουµε µια 
πολύ µικ΄ρη διαφορά άνευ σηµασίας. 
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Σύνδεση 31-41 
Έπειτα δοκιµάσαµε διπλή σύνδεση . ∆ηλαδή σύνδεση 31 και σύνδεση 41 σε 
συνδυασµό. 

 

 
Όπως βλέπουµε η τάπα είναι χωρισµένη σε δύο τµήµατα υποχρεωτικά , έτσι 
ώστε να είναι δυνατή η σύνδεσή της µε δύο ξεχωριστά σώµατα , όπου γίνονται 
δύο διαφορετικές διεργασίες. Στην µία περίπτωση (σύνδεση 31) δεν έχουµε 
αποβολή στροβιλότητας από τα πλάγια , ενώ στην δεύτερη (σύνδεση 41) έχουµε 
αποβολή από τα πλάγια. 
Απεικονίζοντας τον οµόρρου παίρνουµε τα παρακάτω διαγράµµατα. 
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Παρατηρούµε ότι η αποβολή από τα πλάγια γίνεται όπως την περιµένουµε.  

 
Σύνδεση 32 
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Η σύνδεση τύπου 32 είναι η επόµενη . 

Στα πρώτα 10 βήµατα έχουµε το εξής: 

 
Στα 30 χρονικά βήµατα έχουµε: 
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Εδώ παρατηρούµε ότι η αποκόλληση στα πλάγια φαίνεται λογική .Βέβαια στο κέντρο 

του οµόρου βλέπουµε κάποια σωµατίδια στροβιλότητας που δεν έχουν την επιθυµητή 

πύκνωση . 

 

Στα 60 χρονικά βήµατα έχουµε: 

 
Παρατηρούµε ότι το φαινόµενο της πλάγιας αποκόλλησης έχει µια λογική εξέλιξη. 

 

Και στο 100ο χρονικό βήµα έχουµε: 
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Εδώ παρατηρούµε ότι ο πλάγιος στρόβιλος έχει λογική εξέλιξη. Ο υπόλοιπος βέβαια 

οµόρους τείνει να πλησιάσει αρκετά τον στρόβιλο , ίσως περισσότερο από ότι θα έπρεπε. 
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Σύνδεση 50 
Πρόκειται για τον τελικό στόχο της διπλωµατικής αυτής εργασίας κάτι που έχει 
αρκετές δυσκολίες υπολογιστικά έτσι ώστε να πετύχουµε το σωστό και 
πραγµατικό αποτέλεσµα. 
Η µορφή που έχει αρχικά η πτέρυγά µας είναι η παρακάτω.  

 
Η αρχική εκτέλεση του κώδικα δεν είχε τα επιθυµητά αποτελέσµατα. 
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Παρατηρούµε ότι η αποβολή της στροβιλότητας δεν γίνεται όπως πρέπει. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.3 Σύνθετες Συνδέσεις Σωµάτων 
 ΕΛΙΚΟΠΤΕΡΟ 
Το πρόβληµα του ελικοπτέρου είναι εξαιρετικά  



67  ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

 

 

 
 



68  ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

 

 

 
 
Έπειτα για να µπορέσουµε να διαπιστώσουµε την σωστή λειτουργία του κώδικα και την 

ορθότητα των αποτελεσµάτων θα συγκρίνουµε µε υπάρχοντα υπολογιστικά δεδοµένα 

για διάφορες γωνίες  αζιµούθιου. Θα πρέπει να τονισθεί ότι η περίπτωση που αναλύεται 

είναι η κάθοδος του ελικοπτέρου . Πρόκειται για περίπτωση µε ιδιαιτερότητες και 

απαιτείται µεγάλη προσοχή στην αεροδυναµική της ανάλυση.  
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Ένας σηµαντικός παράγοντας που πρέπει να ληφθεί υπ’ όψιν  η περίπτωση του 

ελικοπτέρου θέλει προσεκτικό χειρισµό λόγω του µεγάλου υπολογιστικού κόστους που 

χρειάζεται το κάθε «τρέξιµο» . Αυτό σηµαίνει ότι δεν έχουµε την δυνατότητα να 

κάνουµε πολλά «τρεξίµατα» . Άρα αυτά που θα γίνουν πρέπει να µας δώσουν τα 

δεδοµένα που χρειαζόµαστε για να κάνουµε την µελέτη που θέλουµε και να 

καταλήξουµε σε αποτελέσµατα. 
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Για 0  γωνία  έχουµε: 

 
 

Για 45ο γωνία έχουµε: 
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Για 90ο γωνία έχουµε: 

 
 

Για 135ο γωνία έχουµε: 

 
 

Και για 180ο γωνία έχουµε: 
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Τα δεδοµένα που είχαµε ήδη και χρησιµοποιήθηκαν ως µέτρο σύγκρισης φαίνονται στα 

παρακάτω διαγράµµατα. 
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ΑΝΕΜΟΓΕΝΗΤΡΙΑ 
Επόµενο βήµα η αεροδυναµική ανάλυση µιας ανεµογενήτριας µε την ονοµασία 
mexico. Πρόκειται για πολύπλοκο πρόβληµα λόγω των κινήσεων . 

 
Στο παράτω βλέπουµε το πρώτο βήµα και την παραγωγή του κοντινού 
οµόρρου, βήµα που πρέπει να προσέξουµε ιδιαίτερα. 
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Βλέπουµε τις απεικονήσεις του οµόρρου για τα βήµατα 18 και 32 . 
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Παρατηρούµε σε όλες τις απεικονήσεις του οµόρρου την οµοιογένεια στην 
αποβολή της στροβιλότητας , στοιχεία θετικό και απαραίτητο και για τον έλεγχο 
της ορθής λειτουργίας του κώδικα.  
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