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Εισαγωγή

Τα δυναμικά συστήματα παίζουν σημαντικό ρόλο στην κατανόηση πολύπλο-

κων φυσικών, βιολογικών και κοινωνικών φαινομένων, καθώς παρέχουν ένα

πλαίσιο για την ανάλυση της συμπεριφοράς των συστημάτων με την πάροδο του

χρόνου. Στη διπλωματική αυτή, εξετάζουμε έννοιες και εφαρμογές δυναμικών

συστημάτων με έμφαση στην τοπολογία που εμφανίζουν, όταν απεικονίσουμε

τις λύσεις τους στον χώρο των φάσεων.

Αρχικά θα γίνει μία εισαγωγή στις βασικές και απαραίτητες έννοιες της το-

πολογίας. Πιο συγκεκριμένα γίνεται μία εισαγωγή στην έννοια του τοπολογικού

χώρου, της πολλαπλότητας καθώς και μία παρουσίαση παραδειγμάτων πολλα-

πλοτήτων. Επίσης, πραγματοποιείται ανάλυση της στερεογραφικής προβολής

και της ΄Ινωσης Hopf (Hopf Fibration).

Στη συνέχεια η εργασία θα επικεντρωθεί στα συστήματα Lotka - Volterra,
τα οποία αποτελούν ένα κλασικό μοντέλο για την περιγραφή της δυναμικής των

βιολογικών πληθυσμών. Σε αυτή την ενότητα, θα εξετάσουμε παραδείγματα

συντηρητικών συστημάτων Lotka - Volterra δύο και τριών διαστάσεων, θα
ορίσουμε και θα υπολογίσουμε την Χαμιλτονιανή τους και θα αναλύσουμε την

τοπολογία των λύσεων των συστημάτων στον χώρο των φάσεων.

΄Ενα σημαντικό κεφάλαιο της εργασίας αφορά τον αρμονικό ταλαντωτή, ο

οποίος αποτελεί ένα θεμελιώδες παράδειγμα δυναμικού συστήματος. Σε αυ-

τή την ενότητα, θα αναλύσουμε την εξίσωση του αρμονικού ταλαντωτή, την

ενέργεια του συστήματος και τις ολοκληρώσιμες Χαμιλτονιανές. Επίσης θα

παρουσιάσουμε την οπτικοποίηση του απλού αρμονικού ταλαντωτή δύο βαθμών

ελευθερίας, καθώς και θα δούμε μία ενδιαφέρουσα σύνδεση του γραφήματος

των λύσεών του με την πολλαπλότητα S3
.

Στο επόμενο κεφάλαιο εξετάζεται μία ειδική περίπτωση ενός μοντέλου

Lotka - Volterra, το χαοτικό σύστημα των Samardzija – Greller , το οπο-
ίο παρουσιάζει χαοτική συμπεριφορά και οι τροχιές των λύσεών του εμφανίζουν

διαφορετική δομή με την αλλαγή των παραμέτρων του συστήματος.

Τέλος, θα μελετήσουμε το δυναμικό σύστημα Chua, το οποίο είναι άλλο ένα
παράδειγμα ενός συστήματος χαοτικής συμπεριφοράς. Θα δούμε την οπτικο-

ποίηση των λύσεών του, τον ελκυστή που δημιουργείται, καθώς και τη μεγάλη

ποικιλία κόμπων και κρίκων που παρουσιάζει.
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Abstract

In this thesis, we examine concepts and applications of dynamical sys-
tems with an emphasis on the topology they exhibit when we represent their
solutions in phase space. Dynamical systems play an important role in under-
standing complex physical, biological, and social phenomena, as they provide
a framework for analyzing the behavior of systems over time.

Initially, an introduction to the basic and necessary concepts of topology
will be provided. More specifically, there will be an introduction to the
concept of topological space, to manifolds, and examples of manifolds will be
presented. There will also be an analysis of stereographic projection and the
Hopf fibration.

Subsequently, the work will focus on Lotka-Volterra systems, which are
a classical model for describing the dynamics of biological populations. We
present examples of conservative Lotka-Volterra systems, both in two and
three dimensions, calculate their Hamiltonian, and discuss the topology of
their solutions in phase space.

An important chapter of this work concerns the harmonic oscillator, which
is a fundamental example of a dynamical system. We analyze the equation of
the harmonic oscillator, the energy of the system, and the integrable Hamil-
tonians. We also present the visualization of a simple harmonic oscillator
with two degrees of freedom, as well as its connection to the S3 manifold.

In the next chapter, the chaotic Lotka-Volterra system of Samardzija–Greller
is examined, which is a special case of this type of model, presenting chaotic
behavior. The trajectories of its solutions exhibit structural changes upon
altering the system’s parameters.

Finally, we will study the Chua dynamical system, which is another ex-
ample of a system exhibiting chaotic behavior. We will examine its solutions,
its attractor, and the variety of knots and links they present.
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Κεφάλαιο 1

Πολλαπλότητες

1.1 Τοπολογικός χώρος

΄Ενας τοπολογικός χώρος είναι ένα σύνολο X που αποτελείται από μία οικο-
γένεια τ υποσυνόλων του X τα οποία ικανοποιούν τις παρακάτω ιδιότητες: [1]

• Το κενό σύνολο και το X ανήκουν στην τ .

• Η τομή πεπερασμένων συνόλων της τ ανήκει στην τ .

• Η ένωση οποιασδήποτε υποοικογένειας συνόλων της τ ανήκει στην τ .

Η οικογένεια τ είναι μία τοπολογία στον X. Κάθε σύνολο που ανήκει στην
τ λέγεται ανοικτό. Μία γειτονιά ενός σημείου x ∈ X είναι ένα ανοικτό σύνολο
που περιέχει το x. Κάθε σύνολο του οποίου το συμπλήρωμα είναι ανοικτό
λέγεται κλειστό. Το ελάχιστο κλειστό σύνολο που περιέχει το σύνολο A ⊂ X
λέγεται κλειστότητα του A και συμβολίζεται με Ā. Το μέγιστο ανοικτό σύνολο
που περιέχεται σε ένα σύνολο A ⊂ X λέγεται εσωτερικό του A και συμβολίζεται
ως Int(A).
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1.2 Ορισμός Πολλαπλότητας

Μία n-Πολλαπλότητα λέγεται: [1]

• Χωρίς σύνορο: ΄Ενας τοπολογικός χώρος, όπου κάθε σημείο του δια-

θέτει μία γειτονιά τοπολογικά ισοδύναμη με τον n-διάστατο Ευκλείδιο
χώρο Rn

. Δηλαδή η n-πολλαπλότητα συμπεριφέρεται τοπικά όπως ο Rn
.

• Με σύνορο: ΄Ενας τοπολογικός χώρος, όπου κάθε σημείο του διαθέτει

μία γειτονιά τοπολογικά ισοδύναμη είτε με τον Rn
(άν το σημείο βρίσκεται

εσωτερικά) ή με τον Rn
+(άν το σημειο βρίσκεται στο σύνορο).

1.3 Ιδιότητες Πολλαπλοτήτων

Μία n-Πολλαπλότητα M λέγεται: [1]

• Προσανατολίσιμη: ΄Αν κάθε προσανατολισμένο πλαίσιο που κινείται

σε ένα κλειστό μονοπάτι στην M επιστρέφει σε μία θέση που μπορεί να
μετασχηματιστεί στην αρχική μέσω μίας περιστροφής.

• Συνεκτική: ΄Αν αποτελείται απο μόνο ένα κομμάτι.

• Συμπαγής: ΄Αν μπορεί να εγκλειστεί σε μία k-διάστατη μπάλλα.

1.4 Ομοιομορφισμός

Δύο n-πολλαπλότητες X και Y , λέγονται τοπολογικά ισοδύναμες, εάν υπάρχει
ομοιομορφισμός μεταξύ τους, δηλαδή συνάρτηση f : X → Y , ώστε:

• Η f να είναι συνεχής.

• Να υπάρχει αντίστροφη συνάρτηση f−1 : Y → X (Ισοδ. 1-1 και επί).

• Η f−1
να είναι επίσης συνεχής.
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1.5 Παραδείγματα n-πολλαπλοτήτων

1.5.1 1-πολλαπλότητες

• Η ευθεία των πραγματικών αριθμών R.

Σχήμα 1.1: Ο άξονας R

• Η ημιευθεία R+
.

Σχήμα 1.2: Η ημιευθεία R+
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• Το διάστημα I = [0, 1].

Σχήμα 1.3: Το διάστημα I

• Η 1-σφαίρα (1-sphere) η αλλιώς S1
η οποία αποτελεί ένα κύκλο.

Σχήμα 1.4: Η S1

1.5.2 2-πολλαπλότητες

• Η 2-σφαίρα (2-sphere) η αλλιώς S2
η οποία αποτελει ένα σφαιρικό φλοιό.

Σχήμα 1.5: S2
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• Ο τόρος T 2
που ισοδυναμεί με το καρτεσιανό γινόμενο S1 × S1

.

Σχήμα 1.6: Ο T 2
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1.6 Οι χώροι Dn
και Sn

Σε κάθε διάσταση η βασική, συνεκτική, συμπαγής, προσανατολίσιμη, n-πολλαπλότητα
χωρίς σύνορο είναι η n-σφαίρα Sn

και η βασική, συνεκτική, συμπαγής, προσα-

νατολίσιμη, n-πολλαπλότητα με σύνορο είναι η n-μπάλλα Dn
. Με άλλα λόγια,

∂Dn = Sn−1, n ≥ 1 [1]. Οι τρείς πρώτες διαστάσεις φαίνονται στην παρακάτω
εικόνα:

Σχήμα 1.7: Οι χώροι Dn
και τα σύνορά τους Sn−1[1]

1.7 Η πολλαπλότητα S3

Η 3-σφαίρα (3-sphere) S3
είναι η 3-πολλαπλότητα που ορίζεται ως: S3 =

{(x1, x2, x3, x4) : x21 + x22 + x23 + x24 = 1}, δηλαδή ως το σύνολο των σημε-
ίων που έχουν την ίδια απόσταση απο ένα σταθερό σημείο. Στις επόμενες δύο

ενότητες, θα αναλύσουμε τρεις περιγραφές της S3
και την σύνδεση μεταξύ της

S2
και της S3

μέσω της ΄Ινωσης Hopf (Hopf Fibration).
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1.7.1 Στερεογραφική Προβολή

Η στερεογραφική προβολή είναι μία συνάρτηση που προβάλλει κάθε σημείο της

n-σφαίρας (Sn
), στον χώρο Rn

εκτός το σημείο προβολής, στον Rn
[1].

Για παράδειγμα, για n = 2, αν θεωρήσουμε ότι το σημείο προβολής είναι ο
Βόρειος Πόλος N = (0, 0, 1) της σφαίρας S2 = {(x, y) : x2+y2+z2 = 1}, τότε
η συνάρτηση προβολής f : S2 −→ R2

και η αντίστροφή της f−1 : R2 −→ S2

ορίζονται ως:

f(x, y, z) = (
x

1− z
,

y

1− z
) x, y, z ∈ S2

(1.1)

f−1(X, Y ) = (
2X

1 +X2 + Y 2
,

2Y

1 +X2 + Y 2
,
−1 +X2 + Y 2

1 +X2 + Y 2
) X, Y ∈ R2

(1.2)

Η στερεογραφική προβολή της S2
πάνω στο επίπεδο R2

φαίνεται στην πα-

ρακάτω εικόνα:

Σχήμα 1.8: Η Στερεογραφική Προβολή της S2
στο επίπεδο R2
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1.7.2 Περιγραφή S3

• Μέσω του χώρου R3
: Μπορούμε να δούμε την S3

ως τον R3
με όλα

τα σημεία στο άπειρο συμπαγοποιημένα σε ένα μοναδικό σημείο: S3 =
R3 ∪ {∞}. Ο R3

μπορεί να αναπαρασταθεί ως μία μή φραγμένη συνεχής

στρωμάτωση από διαδοχικές 2−σφαίρες, κεντραρισμένες στην αρχή των
αξόνων, μαζί με αυτήν. Η S3

χωρίς την αρχή των αξόνων και το σημείο

στο άπειρο είναι μία μη φραγμένη συνεχής στρωμάτωση από σφαιρικούς

φλοιούς S2
[1].

Σχήμα 1.9: Αναπαράσταση της S3 μέσω του R3
(α) [1]

Σχήμα 1.10: Αναπαράσταση της S3 μέσω του R3
(β) [1]

• Μέσω δύο 3-μπαλλών: Μπορούμε να δούμε την S3
ως την ένωση δύο

3-μπαλλών : S3 = B3 ∪ D3
. Αυτή η περιγραφή της S3

σχετίζεται με
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τη πρώτη αφού μία κλειστή γειτονιά του σημείου στο άπειρο μπορεί να

αποτελεί την μία απο τις δύο 3-μπάλλες. Παρατηρούμε ότι, όταν αφαιρούμε

το σημείο στο άπειρο οι ομόκεντρες σφαίρες της 3-μπάλλας B3
τυλίγονται

γύρω απο τις ομόκεντρες σφαίρες της 3-μπάλλας D3
, (βλ. εικόνες 1.11,

1.12). Αυτό είναι το ανάλογο της στερεογραφικής προβολής της S2
στον

επίπεδο χώρο R2
, οπου οι προβολές των ομόκεντρων κύκλων του Νότιου

ημισφαιρίου μαζί με τις προβολές των ομόκεντρων κύκλων του Βόρειου

ημισφαιρίου αποτελούν την περιγραφή του R2
με το μη φραγμένο συνεχές

ομόκεντρων κύκλων[1].

Σχήμα 1.11: Αναπαράσταση της S3 μέσω δύο 3-μπαλλών (α) [1]

Σχήμα 1.12: Αναπαράσταση της S3 μέσω δύο 3-μπαλλών (β) [1]
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• Μέσω δύο Τόρων: Μπορούμε να δούμε την S3
ως την ένωση δύο τόρων,

S3 = V1 ∪ϑ V2, μέσω του ομοιομορφισμού ϑ κατα μήκος του κοινού
συνόρου. Ο ϑ αντιστοιχεί τον μεσημβρινό του V2 στον ισημερινό του
V1. Παρατηρούμε οτι αν από την ένωση των δύο τόρων αφαιρέσουμε το
σημείο στο άπειρο καθώς και τις κύριες καμπύλες τους, δηλαδή η καμπύλη

c του V1 και η l του V2, (βλ. από εικόνα 1.13, σε 1.14), μπορούμε να
δούμε την S3

ως μία συνεχή άπειρη ένωση διαδοχικών τοροειδών φλοιών.

Αφαιρώνας το σημείο στο άπειρο απο την περιγραφή της S3
, παρατηρούμε

οτι η κύρια καμπύλη του V2 γίνεται η άπειρη ευθεία l, (βλ. εικόνα 1.14)
και οι συνεχείς τόροι V2 τυλίγονται γύρω απο τους συνεχείς τόρους του
V1.[1]

Σχήμα 1.13: Αναπαράσταση της S3 μέσω δύο τόρων (α) [1]

Σχήμα 1.14: Αναπαράσταση της S3 μέσω δύο τόρων (β) [1]
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1.7.3 Συνάρτηση Hopf

Η συνάρτηση Hopf είναι παράδειγμα συνάρτησης από μία σφαίρα υψηλότερης
διάστασης (S3

) σε μία χαμηλότερης διάστασης (S2
) και εμφανίζεται σε πολλά

παραδείγματα στα μαθηματικά και τη φυσική, όπως στην περιγραφή των τροχιών

ενός αρμονικού ταλαντωτή, στην γενική θεωρία σχετικότητας, σε μαγνητικά

μονόπολα και την εξίσωση Dirac. [13] Στη συγκεκριμένη περίπτωση, κάθε
σημείο της S2

αντιστοιχεί σε ένα κύκλο της S3
και κάθε κύκλος της S2

σε

έναν τόρο της S3
. Η S3

αποτελείται από fibers (ίνες) οπου κάθε μία είναι
μία S1

. Μπορούμε να οπτικοποιήσουμε την ΄Ινωση Hopf (Hopf fibration) (βλ.
εικόνα 1.15) χρησιμοποιώντας στερεογραφική προβολή της S3

στον χώρο R3
.[8]

Δεδομένου ότι:

S3 = {(X1, X2, X3, X4) ∈ R4 : X2
1 +X2

2 +X2
3 +X2

4 = 1}.

και ότι:

S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x21 + x22 + x23 = 1}.

Η συνάρτηση Hopf f : S3 → S2
αντιστοιχίζει τα σημεία (X1, X2, X3, X4)

της 3-σφαίρας στα σημεία (x1, x2, x3) της 2-σφαίρας μέσω των σχέσεων :

x1 = 2(X1X2 +X3X4).

x2 = 2(X1X4 −X2X3).

x3 = (X2
1 +X2

3 )− (X2
2 +X2

4 ).

Στο 3ο κεφάλαιο θα μελετήσουμε τη συσχέτισή της ΄Ινωσης Hopf με τον
αρμονικό ταλαντωτή, το σύστημα του οποίου θα αναλύσουμε και περισσότερο

στο ίδιο κεφάλαιο.
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Σχήμα 1.15: Η ΄Ινωση Hopf
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Κεφάλαιο 2

Συστήματα Lotka - Volterra

2.1 Γενικευμένες εξισώσεις Lotka - Volterra

Οι εξισώσεις Lotka - Volterra εισήχθησαν αρχικά απο τον Volterra στο βιβλίο
του [14],[3]. Θεωρώντας οτι υπάρχει μόνο δευτέρου βαθμού συσχέτιση μεταξύ

των διαφόρων ειδών, το γενικευμένο σύστημα που υπολογίζει τον πληθυσμό xj
διαφορετικών ειδών δίνεται απο το παρακάτω σύστημα n διαφορικών εξισώσεων:

ẋj = ϵjxj +
n∑

k=1

αjkxjxk (j = 1, 2, ...., n). (2.1)

Στο μοντέλο αυτό, ο πληθυσμός του κάθε είδους j είναι xj, οι ρυθμοί
αύξησης είναι ϵjxj και οι σταθερές συσχέτισης μεταξύ των ειδών είναι αjk.

Ορίζουμε τον πίνακα συσχέτισης A = (αjk), του οποίου τα στοιχεία είναι οι
σταθερές συσχέτισης του (2.1).

2.2 Ταξινόμηση των συστημάτων Lotka - Volterra

΄Ολα τα συστήματα Lotka - Volterra ταξινομούνται βάσει του πίνακα A. Επίσης
για να αναλύσουμε τον πίνακα A, θα χρησιμοποιήσουμε τις παρακάτω ιδιότητες
από τη θεωρία πινάκων: [3]
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• Ο λέγεται A θετικά ορισμένος, όταν για όλα τα μη μηδενικά διανύσματα x ∈
Rn
οι συνδεδεμένες μορφές που δίνονται απο τη παράσταση Q(x) = xTAx

παίρνουν μόνο θετικές τιμές, (αντίστοιχα αρνητικά ορισμένος).

• A > 0 και διαγώνιος, όταν Α θετικά ορισμένος και διαγώνιος, άρα αjj > 0 ,
για κάθε j.

• A αντισυμμετρικός, όταν A = −AT
. Δηλαδή έχουμε οτι για κάθε A = (aij)

ισχύει aij = −aji και aij = 0 όταν i = j.

Παρακάτω βλέπουμε τις κατηγορίες στις οποίες χωρίζονται τα συστήματα

Lotka - Volterra:[3]

1. Συνεργατικά ή Ανταγωνιστικά (Cooperative/ Competitive),
αν αjk ≥ 0 (αντίστοιχα αjk ≤ 0), για κάθε j ̸= k.

2. Συντηρητικά (Conservative), αν υπάρχει διαγώνιος πίνακας D > 0
ωστε ο AD να είναι αντισυμμετρικός.

3. Διασπαστικά (Dissipative), αν υπάρχει διαγώνιος πίνακας D > 0
ώστε να έχουμε ότι ο AD είναι αρνητικά ορισμένος.

Εφόσον για κάθε συντηρητικό σύστημα υπάρχει διαγώνιος D > 0 και ο D
είναι αντι-συμμετρικός, μπορούμε να μετατρέψουμε κάθε συντηρητικό σύστημα

(2.1) σε ένα νέο,

ẏj = ϵjyj +
n∑

k=1

djajyjyk (j = 1, ....., n).

μέσω αλλαγής της μεταβλητής yj = 1
dj
xj (j = 1, ....., n). Ως εκ τούτου,

χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να θεωρήσουμε οτι κάθε συντηρητικό

σύστημα είναι επιλεγμένο κατάλληλα ωστε ο πίνακας συσχέτισής του να είναι

αντι-συμμετρικός.

Απο δω και στο εξής, θεωρούμε οτι κάθε συντηρητικό σύστημα που θα ανα-

φέρουμε παρακάτω, είναι επιλεγμένο κατάλληλα ωστε ο πίνακας Α συσχέτισης

του, να είναι αντι-συμμετρικός.

Πρόταση 2.1: ΄Ενα σύστημα Lotka - Volterra με αντι-συμμετρικό πίνακα
συσχέτισης A = (αjk) είναι συντηρητικό αν και μόνο αν ικανοποιούνται όλα τα
παρακάτω :
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1. αjj = 0 j = (1, ....., n),

2. αjk ̸= 0 ⇒ αjkαkj < 0 (j ̸= k),

3. αi1i2αi2i3...αisi1 = (−1)sαisis−1αis−1is−2...αi1is

Για κάθε πεπερασμένη ακολουθία ακεραίων (i1, ......, is) με 1 ≤ ir ≤ n
για r = 1, ...., s.

2.3 Χαμιλτονιανή Συστήματος

Η Χαμιλτονιανή H ενός συντηρητικού συστήματος περιγράφεται απο τις πο-
σότητες Pj, Qj, j = 1, .......n, όπου Qj είναι οι γενικευμένες συντεταγμένες,

Pj οι γενικευμένες ορμές, n ο βαθμός ελευθερίας του συστήματος, η χρονική
του εξέλιξη των οποίων ορίζεται ως:[3]

Ṗj =
∂H
∂Qj

Q̇j = − ∂H
∂Pj

(j = 1, 2, ...., n). (2.2)

Γενικά η Χαμιλτονιανή είναι μία διατηρητέα ποσότητα του συστήματος και

ειδικότερα στην μηχανική, σε ένα κλειστό σύστημα εκφράζει την ολική ενέργεια

του συστήματος, δηλαδή το σύνολο της δυναμικής και της κινητικής ενέργειάς

του. Ισχύει ότι Ḣ = 0, άρα η H είναι μία σταθερή ποσότητα.
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2.4 Χαμιλτονιανός φορμαλισμός συντηρη-

τικών συστημάτων Lotka - Volterra

΄Εχουμε τη δυνατότητα να γράψουμε ένα συντηρητικό σύστημα Lotka - Volterra
σε Χαμιλτονιανή μορφή. Στο [14] ο Volterra ορίζει τις ποσότητες ζωής Qj, ως:

Qj :=

∫ t

o

xj(τ)dτ (j = 1, 2, ...., n). (2.3)

Η (2.1) μπορεί να γραφτεί ισοδύναμα σε μορφή συστήματος ΣΔΕ δεύτερης
τάξης:

Q̈j = ϵjQ̇j +
n∑

k=1

αjkQ̇jQ̇k (j = 1, 2, ...., n). (2.4)

Θεωρούμε τη Χαμιλτονιανή

H :=
n∑

j=1

(ϵjQj − Q̇j). (2.5)

Χρησιμοποιώντας την (2.4) έχουμε ότι :

Ḣ =
n∑

j=1

(ϵjQ̇j − Q̈j) =
n∑

j=1

(ϵjQ̇j − ϵjQ̇j +
n∑

k=1

αjkQ̇jQ̇k) = −
n∑

j,k=1

αjkQ̇jQ̇k.

(2.6)

Χρησιμοποιώντας την αντι-συμμετρικότητα του πίνακα A, βρίσκουμε ότι:

Ḣ = −
∑n

j,k=1 αjkQ̇jQ̇k = 0, οπότε αποδείξαμε ότι η ποσότητα H διατηρε-
ίται.

Περιορίζοντας τα Qj στο R
+
, ορίζουμε άλλο ένα σύνολο n μεταβλητών :

Pj = logQ̇j −
1

2

n∑
k=1

αjkQk (j = 1, 2, ...., n). (2.7)

Τέλος λύνοντας την (2.7) ως προς Q̇j και αντικαθιστώντας στην (2.5) ξα-

ναγράφουμε τη Χαμιλτονιανή ως :
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H =
n∑

j=1

ϵjQj −
n∑

j=1

exp(Pj +
1

2

n∑
k=1

αjkQk) (j = 1, 2, ...., n). (2.8)

Χρησιμοποιώντας αυτή τη μορφή της Χαμιλτονιανής , άμεσα ακολουθεί οτι

γράφουμε την (4) στην παρακάτω μορφή :


Ṗj =

∂H
∂Qj

Q̇j = − ∂H
∂Pj

(j = 1, 2, ...., n). (2.9)

Παρατηρούμε ότι με τη παραπάνω διαδικασία καταλήξαμε στον ίδιο τύπο

για τη χρονική εξέλιξη των ποσοτήτων Pj,Qj με την Χαμιλτονιανή όπως την

έχουμε ορίσει από τη μηχανική, στην εξίσωση (2.2).

Πρέπει να σημειωθεί, ότι δέν επιτρέπουν όλα τα συστήματα Lotka - Volterra
Χαμιλτονιανό φορμαλισμό. Για παράδειγμα, εάν ϵj = 1, και ajk = 0 για όλα τα
j και k, τότε έχουμε ένα σύστημα με μοναδική αρχή, (την αρχή των αξόνων),
από την οποία οι πλυθησμοί αυξάνονται εκθετικά. Για να αποφύγουμε τέτοιες

εξαιρετικές περιπτώσεις είναι αναγκαίο να ορίσουμε μία καινούργια συνθήκη στο

σύστημά μας, ώστε να παραμένει φραγμένο. Ουσιαστικά θα πρέπει να έχει ένα

τουλάχιστον εσωτερικό σταθερό σημείο. ΄Ετσι έχουμε το παρακάτω πόρισμα:

Πόρισμα 2.1: ΄Ενα συντηρητικό σύστημα (2.1) που ικανοποιεί τα παρα-

κάτω κριτήρια έχει Χαμιλτονιανό φορμαλισμό:[3]

1. ΄Εχει σημείο ισορροπίας στο Int(Rn
+).

2. Για τον πίνακα συσχέτισης Ajk του ισχύει ότι ajj = 0 και ajk ̸= 0 ⇒
ajkakj < 0.
3. Ο γράφος που σχετίζεται με το σύστημα είναι δάσος (μία συλλογή από

μή συνδεόμενα δέντρα).

24



2.5 Παράδειγμα ενός συντηρητικού συστήμα-

τος Lotka - Volterra δύο διαστάσεων
Η γενική μορφή ενός συστήματος Lotka - Volterra δύο διαστάσεων είναι η
παρακάτω:


ẋ1 = ax1 + bx1x2

ẋ2 = cx2 + dx1x2

(2.10)

με x1, x2 > 0 και a, b, c, d ∈ R.

Το παραπάνω ένα σύνηθες μοντέλο, στην γενική του μορφή, αντιπροσω-

πεύει αλληλεπιδράσεις πλυθησμών. Στην περίπτωση του συντηρητικού συ-

στήματος που θα μελετήσουμε παρακάτω, το μοντέλο αντιπροσωπεύει δυναμι-

κές πλυθυσμών τύπου θηρευτή - θηράματος (predator - prey). Για μεταβλητές
a = 4, b = −2, c = −1, d = 2, έχουμε το σύστημα:


ẋ1 = 4x1 − 2x1x2

ẋ2 = −x2 + 2x1x2

(2.11)

Το σύστημα αυτό έχει στάσιμα σημεία: (0, 0), (1
2
, 2). Το (0, 0) είναι σαγ-

ματικό, (saddle point) ενώ το (1
2
, 2), είναι κεντρικό σημείο (fixed point), γύρω

από το οποίο σχηματίζονται άπειρες περιοδικές λύσεις όπως θα δούμε και πα-

ρακάτω.

Το σύστημα έχει πίνακα συσχέτισης:

Ajk =

(
0 −2
2 0

)
.

Ο πίνακας A, είναι αντισυμμετρικός και ικανοποιούνται τα κριτήρια της
πρότασης της παραγράφου 2.4, αφού και το κεντρικό σημείο (1

2
, 2) ανήκει στο

Int(R2
+), όπως θα δούμε και από την παρακάτω ανάλυση καθώς και το γράφημα

του χώρου των φάσεων του συστήματος, επιβεβαιώνεται ο ισχυρισμός ότι το

σύστημα είναι συντηρητικό.
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Σχήμα 2.1: Το πεδίο των φάσεων του 2-διάστατου συστήματος

Παρατηρούμε ότι οι λύσεις του συστήματος (2.11) αποτελούν μία στρω-

μάτωση απο S1
στον χώρο των φάσεων, όπως αναμέναμε γύρω από το κεντρικό

σημείο (1
2
, 2).

Στην προηγούμενη ενότητα είδαμε την χαμιλτονιανή που είχε προτείνει ο

Volterra ως μία διατηρητέτα ποσότητα του συστήματος. Παρακάτω θα δούμε
μία άλλη τέτοια ποσότητα μέσω μιας άλλης διαδικασίας.

Μετατρέποντας το αρχικό σύστημα σε μία εξίσωση διαιρώντας κατά μέλη,

έχουμε :

dx1
dx2

=
ax1 + bx1x2
dx1x2 + cx2

=
x1
x2

(
a+ bx2
dx1 + c

) (2.12)

Η παραπάνω εξίσωση είναι χωριζομένων μεταβλητών, οπότε έχουμε:

bx2 + a

x2
dx2 +

dx1 + c

x1
dx1 = 0. (2.13)

Ολοκληρώνοντας έχουμε:
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∫
bx2 + a

x2
dx2+

∫
dx1 + c

x1
dx1 = 0 ⇒ −bx2−alnx2+f(x1)+dx1+clnx1+g(x2) = 0.

(2.14)

E(x1, x2) = −bx2 − alnx2 + dx1 + clnx1 −M(x1, x2). (2.15)

Τέλος έχουμε:

V (x1, x2) = E(x1, x2)−M(x1, x2) = −bx2 − alnx2 + dx1 + clnx1. (2.16)

΄Οπου V (x1, x2) μία διατηρητέα ποσότητα του συστήματος (2.10).

Για το παραπάνω παράδειγμα (2.11) έχουμε διατηρητέα ποσότητα το: V (x1, x2) =
2x1 − lnx1 − 2x2 + 4lnx2.

Χρησιμοποιώντας υπολογιστικές μεθόδους του MATLAB για την προσέγ-
γιση της διατηρητέας ποσότητας του συστήματος, λαμβάνουμε το παρακάτω

γράφημα της ποσότητας V σε συνάρτηση με το χρόνο t:

Σχήμα 2.2: Η V σε συνάρτηση με το χρόνο
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Παρατηρούμε πολύ μικρές εναλλαγές της τιμής της V , και μία γενική ανοδική
τάση, τα οποία όμως θεωρούμε ότι μπορούν να αποδοθούν σε υπολογιστικά

σφάλματα.

Μπορούμε να υπολογίσουμε την Χαμιλτονιανή του συστήματος με βάση τον

τύπο του Volterra, όπως την ορίσαμε στην ενότητα 2.4:

H =
n∑

j=1

ϵjQj−
n∑

j=1

exp(Pj +
1

2

n∑
k=1

αjkQk) = aQ1+cQ2−(eP1+
b
2
Q2+eP2+

d
2
Q1).

(2.17)

Ειδικότερα, για την περίπτωσή μας, (δήλαδή το σύστημα 2.11) η Χαμιλτο-

νιανή είναι:

H = 4Q1 −Q2 − (eP1−Q2 + eP2+Q1). (2.18)

Μέσω των ίδιων υπολογιστικών μεθόδων που χρησιμοποιήσαμε για την προ-

σέγγιση της V παραπάνω, μπορούμε να εκτιμήσουμε και την Χαμιλτονιανή του
συστήματος μέσω του παρακάτω γραφήματος της ποσότητας H, σε συνάρτηση
με το χρόνο t:

Σχήμα 2.3: Η Χαμιλτονιανή σε συνάρτηση με το χρόνο
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Παρατηρούμε ότι και σε αυτήν τη περίπτωση η Χαμιλτονιανή φαίνεται να

έχει πολύ μικρές διακυμάνσεις και μία γενική ανοδική πορεία. Θεωρούμε ότι

και σε αυτήν τη περίπτωση οι διακυμάνσεις της Χαμιλτονιανής οφείλονται σε

υπολογιστικά σφάλματα. Επίσης παρατηρούμε πώς η Χαμιλτονιανή παρουσιάζει

αρνητικές τιμές.

2.6 Παράδειγμα ενός συντηρητικού συστήμα-

τος Lotka - Volterra Τριών διαστάσεων
Η γενική μορφή ενός συστήματος Lotka - Volterra τριών διαστάσεων είναι η
παρακάτω:



ẋ1 = ϵ1x1 + a11x
2
1 + a12x1x2 + a13x1x3

ẋ2 = ϵ2x2 + a21x1x2 + a22x
2
2 + a23x2x3

ẋ3 = ϵ3x3 + a31x1x3 + a23x2x3 + a33x
2
3

(2.19)

με x1, x2, x3 ≥ 0, ϵj, ajk ∈ R και j, k = 1, 2, 3.

΄Οπως και το δισ-διάστατο μοντέλο που μελετήσαμε στην προηγούμενη ε-

νότητα, το παραπάνω σύνολο εξισώσεων αντιπροσωπεύει αλληλεπιδράσεις πλυ-

θησμών, με τη διαφορά ότι οι συσχετίσεις μεταξύ τους είναι πιό πολύπλοκές

λόγω του αριθμού των ειδών. Μπορεί να έχουμε περιπτώσεις τριών συνεργα-

τικών ειδών, τριών θηρευτών ή οποιοδήποτε συνδυασμό θηρευτή - θηράματος,

π.χ: 2 θηρευτές και ένα θήραμα ή το αντίστροφο. Στην περίπτωση που θα

μελετήσουμε παρακάτω, επιλέγουμε τις τιμές του πίνακα συσχέτισης Ajk, ώστε

το μοντέλο μας να είναι συντηρητικό και να επιδέχεται σχηματισμό Χαμιλτονια-

νής, σύμφωνα με το πόρισμα της ενότητας (2.4). ΄Ετσι λαμβάνουμε το παρακάτω

σύστημα:
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

ẋ1 = cx1 − x1x2 − ax1x3

ẋ2 = −x2 + x1x2

ẋ3 = −bx3 + ax1x3

(2.20)

Με a, b, c ≥ 0.

Το σύστημα έχει πίνακα συσχέτισης:

Ajk =

0 −1 −a
1 0 0
a 0 0


Για την περίπτωσή μας στους υπολογισμούς, θα χρησιμοποιήσουμε τις τιμές:

a = 2.98, b = 3, c = 1.

Το σύστημά μας έχει στάσιμα σημεία τα: A = (0, 0, 0) ευσταθές σαγματικό
σημείο, B = (1, 1, 0) εσωτερικός μηδενοτρόπος στρόβιλος, C = ( 3

2.98
, 0, 1

2.98
)

εξωτερικός μηδενοτρόπος στρόβιλος.

Ο πίνακας A είναι αντισυμμετρικός, το σύστημα έχει στάσιμο σημείο στο
Int(R3

+) όπως βλέπουμε παραπάνω και ικανοποιούνται τα κριτήρια της παρα-
γράφου 2.2 το οποίο επιβεβαιώνει ότι το σύστημα είναι συντηρητικό, όπως θα

δούμε και παρακάτω από την επίλυσή του.

Επιλύουμε το σύστημα με τη βοήθεια του MATLAB, και φτιάχνουμε το
γράφημα των τροχιών του στον χώρο των φάσεων. ΄Εχουμε τα παρακάτω απο-

τελέσματα:
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Σχήμα 2.4: Ο χώρος των φάσεων του 3-διάστατου συστήματος

Παρατηρούμε ότι οι λύσεις του συστήματος αποτελούνται από μία συνεχή

στρωμάτωση από διαδοχικές S1 ×D1
στον χώρο των φάσεων R3

. Ουσιαστικά

το σύστημα συμπεριφέρεται σαν το αντίστοιχο δισδιάστατο, με την διαφορά ότι

αντί να έχουμε άπειρες περιοδικές λύσεις τοπολογικά ισοδύναμες με την S1
,

γύρω από ένα κεντρικό σημείο, έχουμε ουσιαστικά κίνηση και «κατακόρυφα»,

το οποίο αιτιολογείται από τα στάσιμα σημεία του συστήματος. Ουσιαστικά ο

εσωτερικός μηδενοτρόπος στρόβιλος στο σημείο B, «έλκει» τις τροχιές ενώ ο
εξωτερικός μηδενοτρόπος στρόβιλος στο C, τις «απωθεί» και έτσι δημιουργείται
αυτή η συνεχόμενη περιστροφική κίνηση των τροχιών από το ένα σημείο προς

το άλλο.

Για την Χαμιλτονιανή του συστήματος έχουμε από τον ορισμό:

H =
n∑

j=1

ϵjQj −
n∑

j=1

exp(Pj +
1

2

n∑
k=1

αjkQk) =

cQ1 −Q2 − bQ3 − (eP1+
1
2
(−Q2−aQ3) + eP2+

1
2
Q1 + eP3+

a
2
Q1).

(2.21)

Για το γράφημα της Χαμιλτονιανής του συστήματος, χρησιμοποιούμε υπολο-
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γιστικές μεθόδους του MATLAB και λαμβάνουμε τα παρακάτω αποτελέσματα:

Σχήμα 2.5: Η Χαμιλτονιανή σε συνάρτηση με το χρόνο

Παρατηρούμε ότι όπως και στο δισδιάστατο σύστημα και σε αυτήν τη πε-

ρίπτωση η Χαμιλτονιανή έχει αρνητικές τιμές και οι μικρές διακυμάνσεις που

υπάρχουν θεωρούμε ότι οφείλονται σε υπολογιστικά σφάλματα.
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Κεφάλαιο 3

Αρμονικός Ταλαντωτής

3.1 Η εξίσωση

Στην κλασσική μηχανική, ένας αρμονικός ταλαντωτής σεμία διάσταση, είναι ένα

σύστημα το οποίο όταν μετατοπίζεται απο τη θέση ισοροπίας, υπόκειται σε μία

δύναμη επαναφοράς F η οποία είναι ανάλογη της μετατόπισης x(t) με βάση τον
τύπο:

F = −k · x(t), με k, t > 0.

Στην περίπτωση που ο αρμονικός ταλαντωτής δεν κάνει ούτε εξαναγκα-

σμένη αλλά ούτε και φθίνουσα ταλάντωση τότε ονομάζεται απλός. Σε αυτή την

περίπτωση έχουμε την ισορροπία των δυνάμεων :

F =Ma = md2x
dt2

= −kx ⇔ d2x
dt2

= − k
M
x. Θέτοντας k

M
= m2

όπου m > 0.

Τελικά:

d2x

dt2
= −mx⇔ ẍ = −mx⇔ ẍ+mx = 0. (3.1)

Η διαφορική εξίσωση (3.1) είναι ισοδύναμη με το παρακάτω σύστημα δύο

διαφορικών εξισώσεων: 
ẋ = my

ẏ = −mx
(3.2)
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Η λύση αυτής της διαφορικής εξίσωσης, περιγράφει τον απλό αρμονικό τα-

λαντωτή μίας διάστασης.

Σχήμα 3.1: Ο μονοδιάστατος αρμονικός ταλαντωτής

Το σύστημα του απλού αρμονικού ταλαντωτή έχει εξίσωση Χαμιλτονιανής,

η οποία εκφράζει την διατήρηση μίας ποσότητας του συστήματος (σε αυτήν τη

περίπτωση της ολικής του ενέργειας) και έχει εξίσωση :

H =
1

2
m(x2 + y2). (3.3)

3.2 Ενέργεια Αρμονικού ταλαντωτή

• Για την Δυναμική ενέργεια του συστήματος έχουμε: U = 1
2
kx2.

΄Εχουμε μέγιστη δυναμική ενέργεια όταν ο ταλαντωτής βρίσκεται στη με-

γαλύτερη απόσταση από τη θέση ισορροπίας, δηλαδή στις δύο θέσεις A
και −A, με Umax = 1

2
kA2
. Στη συγκεκριμένη απλοποιημένη περίπτωση,

η μέγιστη δυναμική ενέργεια του συστήματος είναι Umax = 1.
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Σχήμα 3.2: Η δυναμική ενέργεια σε συνάρτηση με το χρόνο

Σχήμα 3.3: Η Κινητική ενέργεια σε συνάρτηση με το χρόνο
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• Για την Κινητική ενέργεια του συστήματος έχουμε : K = 1
2
mv2, όπου v

η ταχύτητα του ταλαντωτή.

΄Εχουμε μέγιστη κινητική ενέργεια όταν ο ταλαντωτής έχει τη μέγιστη

ταχύτητα, όπως φαίνεται από τον τύπο. Αυτό συμβαίνει όταν περνάει από

τη θέση ισορροπίας, με Kmax = 1
2
mv2max. Στη συγκεκριμένη περίπτωση,

έχουμε Kmax = 1.

• Η Ολική ενέργεια, E του συστήματος του απλού αρμονικού ταλαντωτή,
ισούται με το άθροισμα της κινητικής ενέργειας και της δυναμικής , E =
U + K, για την οποία έχω ότι : E = Umax = Kmax, δηλαδή θα πρέπει

E = 1. Πράγματι όπως βλέπουμε και από το γράφημα, έχουμε ότι:

Σχήμα 3.4: Η Ολική ενέργεια σε συνάρτηση με το χρόνο

Στην περίπτωσή μας η ολική ενέργεια του συστήματος ισούται με την Χα-

μιλτονιανή του εξίσωση, δηλαδή: H = E = Umax = Kmax

Παρατηρούμε οτι η ολική ενέργεια του συστήματος παραμένει σταθερή (οι

μικρές απλοκλίσεις εκτιμούμε οφείλονται σε υπολογιστικά σφάλματα) και άν

κάνουμε το γράφημα της Κινητική ενέργειας ως προς της Δυναμικής έχουμε:
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Σχήμα 3.5: Κινητική ενέργεια σε συνάρτηση με την Δυναμική ενέργεια

Παρατηρούμε δηλαδή ότι η ενέργεια του συστήματος εναλλάσσεται από κι-

νητική σε δυναμική και το αντίστροφο, όσο το σύστημα ταλαντώνεται. Τέλος,

υπολογίζουμε και την Χαμιλτονιανή του συστήματος όπως την έχουμε ορίσει

από την εξίσωση (3.3) και έχουμε το παρακάτω γράφημα.
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Σχήμα 3.6: Η Χαμιλτονιανή σε συνάρτηση με το χρόνο

Παρατηρούμε ότι όπως και είχαμε αναλύσει παραπάνω, το γράφημα της Χα-

μιλτονιανής ως προς το χρόνο ταυτίζεται με το γράφημα της ολικής ενέργειας

του συστήματος.

3.3 Ολοκληρώσιμες Χαμιλτονιανές

Για ένα συντηρητικό σύστημα με τετραδιάστατο χώρο φάσεων, μπορούμε να

ορίσουμε την τουλάχιστον C1
Χαμιλτονιανή συνάρτηση που το χαρακτηρίζει

ως [7]:

H : R4 → R; (x1, x2, y1, y2) → H(x1, x2, y1, y2), (3.4)

όπου xi είναι οι θέσεις και yi οι γενικευμένες ορμές. Η χρονική εξέλιξη του
συστήματος καθορίζεται από το διανυσματικό πεδίο XH , το οποίο ορίζεται από

το παρακάτω Χαμιλτονιανό σύστημα διαφορικών εξισώσεων:
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XH :


ẋi =

∂H

∂yi

ẏi = −∂H
∂xi

για i = 1, 2.

Ορισμός 3.1: Μία δεύτερη πραγματική C1 συνάρτηση L : R4 → R,
λέγεται διατηρητέα ποσότητα ή αλλιώς ένα πρώτο ολοκλήρωμα της H (ή του
XH), άν η L είναι σταθερή πάνω στις τροχιές του πεδίου XH . Ισοδύναμα, το

L είναι πρώτο ολοκλήρωμα της H άν η αγκύλη Poisson:

{H,L} =
2∑

i=1

(
∂H

∂yi

∂L

∂xi
− ∂H

∂xi

∂L

∂yi

)
μηδενίζεται για κάθε (x, y) ∈ R4

.[7]

Μία σημαντική παρατήρηση, είναι ότι η H, είναι πάντοτε πρώτο ολοκλήρωμα
του πεδίου XH , οπότε μία τροχιά του XH δέν μπορεί να περιφέρεται στον χώρο

R4
. Για παράδειγμα, λαμβάνονταςH(x0, y0) = h, τότε η τροχιά που περνάει από

το (x0, y0) βρίσκεται στο σύνολο H−1(h), το οποίο είναι μία επιφάνεια σταθε-
ρής ενέργειας. Συνήθως είναι μία τρισδιάστατη επιφάνεια (υπο-πολλαπλότητα)

του χώρου R4
. Με άλλα λόγια, λόγω της διατήρησης της Χαμιλτονιανής H,

οι τροχιές του συστήματος περιορίζονται σε ένα υποσύνολο του χώρου, (στην

περίπτωσή μας, τρισδιάστατη υποπολλαπλότητα του R4
). Εάν οι τροχιές μπο-

ρούσαν να βρεθούν στον R4
, τότε ουσιαστικά η H δέν θα ήταν διατηρητέα

ποσότητα .

Ορισμός 3.2: Μία Χαμιλτονιανή H, λέγεται απολύτως ολοκληρώσιμη,
εάν έχει και ένα διαφορετικό πρώτο ολοκληρωμα L, το οποίο είναι ανεξάρτητο
από την H. Ισοδύναμα, {H,L} = 0 και τα διαφορικά των H και L είναι
γραμμικώς ανεξάρτητα εκτός ενός υποσυνόλου του R4

, μέτρου μηδέν.

΄Αν η L, είναι ένα πρώτο ολοκλήρωμα της H και L(x0, y0) = l, τότε η
τροχιά του XH που περνάει μέσω του (x

0, y0) βρίσκεται στο σύνολο L−1(l), το
οποίο ονομάζεται επιφάνεια σταθερής ορμής. Στην περίπτωση μίας απολύτως

ολοκληρώσιμη Χαμιλτονιανής, η τροχιά μέσω του (x0, y0) βρίσκεται στην τομή
των δύο τρισ-διάστατων υποπολλαπλοτήτων H−1(h) και L−1(l). Αυτό έχει ως
αποτέλεσμα οι δυναμικές μίας απολύτως ολοκληρώσιμης Χαμιλτονιανής H με
ολοκλήρωμα L, να προσδιορίζονται από την διανυσματική συνάρτηση [7]:
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EM : R4 → R2; (x1, x2, y1, y2) 7→ (H(x1, x2, y1, y2), L(x1, x2, y1, y2)) .

η οποία είναι η απεικόνιση ενέργειας-ορμής του πεδίου XH . Η ποιοτική

μελέτη του απολύτως ολοκληρώσιμου Χαμιλτονιανού συστήματος πραγματο-

ποιείται μέσα από λεπτομερή ανάλυση αυτής της απεικόνισης.

Θεώρημα 3.1: ΄Εστω μία απολύτως ολοκληρώσιμη χαμιλτονιανή, με (h, l)
σύνολο EM(h, l) της απεικόνισης ενέργειας - ορμής EM. ΄Αν (h, l) είναι μία
κανονική τιμή της EM τότε:

(i) Η EM−1
είναι μία λεία δισδιάστατη επιφάνεια η οποία παραμένει α-

μετάβλητη κάτω από την ροή του πεδίου XH .

(ii) Συνδεδεμένα κομμάτια του EM−1(h, l) είναι αμφιδιαφορικά είτε με δύο
δισδιάστατους τόρους T 2 = S1 × S1

εάν είναι συμπαγή, είτε με τον κύλινδρο

S1 × R ή R2
εάν είναι μή συμπαγή.

(iii) Η ροή του πεδίου XH σε κάθε τόρο T
2
είναι κατά συνθήκη περιοδική,

δηλαδή έχει σταθερό διάνυσμα ταχύτητας σε τοροειδείς συντεταγμένες.

Το παραπάνω θεώρημα μας δίνει την θεωρητική βάση για την ερμηνεία των

αποτελεσμάτων της επόμενης παραγράφου, όπου επιλύουμε τον απλό αρμονικό

ταλαντωτή δύο βαθμών ελευθερίας και σχεδιάζουμε τις τροχιές των λύσεών

του.

3.4 Απλός ταλαντωτής δύο διαστάσεων

Οι εξισώσεις (3.2), αφορούν έναν απλό αρμονικό ταλαντωτή μίας διάστασης. Με

παρόμοιο τρόπο μπορούμε να κατασκευάσουμε και ένα σύστημα απλού ταλα-

ντωτή, σε δύο η περισσότερες διαστάσεις. Συγκεκριμένα εμείς θα μελετήσουμε

τον απλό ταλαντωτή δύο διαστάσεων.

Παρόμοια με τον απλο αρμονικό ταλαντωτή μίας διάστασης, έχουμε ότι ένα

τέτοιο σύστημα θα διέπεται από το παρακάτω σύστημα διαφορικών εξισώσεων:
m2x1 + ẍ1 = 0

n2x2 + ẍ2 = 0

(3.5)
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΄Οπου x1,x2 , οι μεταβλητές γενικευμένης θέσης, y1, y2 οι μεταβλητές γενι-
κευμένης ορμής και m,n θετικές σταθερές.

Το σύστημα (3.5) είναι ισοδύναμο με το:

ẋ1 = my1

ẋ2 = ny2

ẏ1 = −mx1

ẏ2 = −nx2

(3.6)

Το παραπάνω σύστημα όπως και ο απλός ταλαντωτής μίας διάστασης που

είδαμε παραπάνω, έχει διατηρητέα ποσότητα την ολική ενέργεια του, η οποία

εκφράζεται μέσω της εξίσωσης της Χαμιλτονιανής του, η οποία είναι η συνάρ-

τηση:

H(x1, x2, y1, y2) =
1

2
m(x21 + y21) +

1

2
n(x22 + y22). (3.7)

Τα m,n είναι οι τιμές των συχνοτήτων των δύο ταλαντώσεων.

Ακόμα έχουμε την Λανγκραντζιανή (Langrangian) του συστήματος:

L(x1, x2, y1, y2) =
1

2
m(x21 + y21)−

1

2
n(x22 + y22). (3.8)

Η οποία αποδεικνύουμε ότι είναι πρώτο ολοκλήρωμα της H, μέσω της α-
γκύλης Poisson:

{H,L} =
2∑

i=1

(
∂H

∂yi

∂L

∂xi
− ∂H

∂xi

∂L

∂yi

)
= m2x1y1−m2x1y1−n2x2y2+n

2x2y2 = 0.

Ξεκινούμε με την τοπολογική ανάλυση του EM. ΄Ενα σημείο (x, y) ∈ R4
,

είναι κρίσιμο αν και μόνο αν η DEM(x, y) στο σημείο (x, y) δέν είναι επί. Αυτό
συμβαίνει όταν:
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1. DH(x, y) = 0 ή DL(x, y) = 0.

2. Το (x, y) δέν είναι κρίσιμο σημείο τουH αλλά είναι κρίσιμο του L|H(h)−1
,

όπου H(x, y) = h, που είναι ισοδύναμο με: DH(x, y) + λDL(x, y) = 0,
για λ ̸= 0, το οποίο είναι πρόβλημα πολλαπλασιστών Lagrange.

Στην περίπτωση 1, το σύστημα έχει κρίσιμο σημείο το (0, 0, 0, 0) και η
αντίστοιχη κρίσιμη τιμή είναι 0. Για την περίπτωση 2, επιλύοντας το πρόβλημα

πολλαπλασιστών Lagrange, έχουμε με h > 0, το L|H−1(h) έχει δύο κυκλικά
κρίσιμα σύνολα:

S1
h+ =

{
(x1, 0, y1, 0) ∈ R4 | 1

2
m(x21 + y21) = h

}
,

S1
h− =

{
(0, x2, 0, y2) ∈ R4 | 1

2
n(x22 + y22) = h

}
,

με κρίσιμες τιμές (h, h) και (h,−h) αντίστοιχα.

΄Ενα σημείο (x1, x2, y1, y2) ανήκει στο σύνολο EM−1(h, l) άν

h = 1
2
m(x21 + y21) +

1
2
n(x22 + y22), l = 1

2
m(x21 + y21)− 1

2
n(x22 + y22).

Αυτό ισοδυναμεί με:

x21 + y21 = h+l
m
, x22 + y22 = h−l

n
.

Το EM−1(h, l) είναι το γινόμενο δύο κύκλων άν h ̸= l και h ̸= −l. Το
επίπεδο σύνολο EM−1(0, 0), αποτελεί την αρχή των αξόνων το οποίο είναι και
σημείο ισορροπίας. Για h > 0, τα κυκλικά κρίσιμα επίπεδα σύνολα EM−1(h, h)
και EM−1(h,−h) είναι πάντα περιοδικές τροχιές ανεξαρτήτως των συχνοτήτων
m και n.

Οι δύο επιφάνειες σταθερής ενέργειας-ορμής είναι δισδιάστατοι τόροι T 2 =
S1 × S1

. Μία επιφάνεια σταθερής ενέργειας H−1(h) των αρμονικών ταλαντω-
τών, είναι αμφιδιαφορική με την 3-σφαίρα (S3). Η επιφάνεια σταθερής ενέρ-
γειας είναι ουσιαστικά η ένωση των δύο κρίσιμων κύκλων S1

h+
και S1

h−
. Με

άλλα λόγια, οι τροχιές των λύσεων του συστήματος καλύπτουν την S3
. [7]

Στην επόμενη ενότητα θα χρησιμοποιήσουμε υπολογιστικές μεθόδους μέσω

του MATLAB, για να απεικονίσουμε τα παραπάνω για ένα απλό αρμονικό τα-
λαντωτή δύο διαστάσεων.
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3.5 Οπτικοποίηση Απλού Αρμονικού ταλα-

ντωτή δύο Διαστάσεων

Για την προσομοίωση και οπτικοποίηση των τροχιών του συστήματος του αρμο-

νικού ταλαντωτή, θα χρησιμοποιήσουμε το λογισμικό MATLAB. Για τις τιμές
των συχνοτήτων λαμβάνουμε m = 1 και n = 1 και θα χρησιμοποιήσουμε τις
υπερσφαιρικές συντεταγμένες (ψ, θ, ϕ), με r = 1, ψ, θ ∈ [0, π] και ϕ ∈ [0, 2π]:

x1 = r cos(ψ)

x2 = r sin(ψ) cos(θ)

x3 = r sin(ψ) sin(θ) cos(ϕ)

x4 = r sin(ψ) sin(θ) sin(ϕ)

Αυτές οι λύσεις προβάλλονται από την S3
στον χώρο R3

χρησιμοποιώντας

στερεογραφική προβολή. Μπορούμε να δούμε την S3
ώς τον R3

με όλα τα

σημεία στο άπειρο συμπαγοποιημένα σε ένα σημείο. S3 = R3 ∪ {∞}. ΄Ετσι η
στεορεογραφική προβολή μπορεί να ερμηνευτεί ώς η αφαίρεση του σημείου στο

άπειρο και ως μία «ξεδίπλωση» της S3
στον R3

. Συγκεκριμένα τα διανύσμα-

τα x = (x1, x2, x3, x4) ∈ S3
προβάλονται σε διανύσματα u = (u1, u2, u3) =

1
1−x4

(x1, x2, x3) ∈ R3
, το οποίο αντιστοιχεί στον πόλο (0, 0, 0, 1).
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Σχήμα 3.7: Οι τροχιές του διπλού αρμονικού ταλαντωτή

Παραπάνω βλέπουμε τις αποσυμπαγοποιημένες τροχιές του δισ-διάστατου

απλού γραμμικού ταλαντωτή. Γνωρίζουμε όπως είπαμε και στο κεφάλαιο 1, ότι

εκτός από την συμπαγοποίηση του R3
, η S3

, μπορεί να αναπαρασταθεί και ώς

η ένωση δύο τόρων, S3 = V1 ∪θ V2, μέσω του ομοοιομορφισμού θ, στο κοινό
σύνορο. Ο θ αντιστοιχεί τον μεσημβρινό του V2 στον ισημερινό του V1. Εάν
αφαιρέσουμε το σημείο στο άπειρο, όταν αναπαριστούμε την S3

ώς την ένωση

δύο τόρων, ο πυρήνας του τόρου V2, γίνεται μία άπειρη ευθεία και οι διαδοχικοί
τόροι του V2, τυλίγονται γύρω από τους διαδοχικούς τόρους V1.

Είναι επίσης ενδιαφέρον να σημειώσουμε ότι οι τροχιές του συστήματος των

δύο απλών αρμονικών ταλαντωτών, μας δίνουν την ΄Ινωση Hopf (Hopf Fibra-
tion), όπως την έχουμε ορίσει στην πρώτη ενότητα. Μέσω της στερεογραφικής
προβολής, κάθε κύκλος από το κέλυφος σταθερής ενέργειας S3

, αντιστοιχίζε-

ται σε ένα σημείο πάνω στην S2
και έτσι τροχιές στον χώρο των φάσεων, μας

δίνουν μία ΄Ινωση Hopf του κελύφους ενέργειας του συστήματος. [7],[8]
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Παρακάτω επίσης βλέπουμε τα γραφήματα για την Χαμιλτονιανή του συ-

στήματος, καθώς και για την Λανγκραντζιανή αντίστοιχα για το σύστημα του

διπλού ταλαντωτή.

Σχήμα 3.8: Η Χαμιλτονιανή σε συνάρτηση με το χρόνο

Σχήμα 3.9: Η Λαγκραντζιανή σε συνάρτηση με το χρόνο

Παρατηρούμε ότι το γράφημα της Χαμιλτονιανής ξεκινάει από τήν τιμή 2
και μειώνεται, με πολύ αργό ρυθμό, κάτι που εκτιμούμε ότι οφείλεται σε υπο-

λογιστικά σφάλματα και στην πραγματικότητα, μένει σταθερη στην τιμή 2. Η
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λανγκραντζιανή του συστήματος για όλη τη διάρκεια της προσομοίωσης, είναι

0.

Εδώ είναι σημαντικό να σχολιάσουμε ότι αν και εκ πρώτης όψεως, τα συ-

στήματα Lotka - Volterra, φαίνεται να μοιάζουν με το σύστημα του απλού
αρμονικού ταλαντωτή, δηλαδή παρουσιάζουν και τα δύο κυκλικές λύσεις στον

χώρο των φάσεων, οι οποίες ανταποκρίνονται σε μία διατηρητέα ποσότητα και

στις δύο περιπτώσεις, όμως το συντηρητικό σύστημα Lotka - Volterra έχει
λύσεις και στους δύο άξονες, ενώ ο αρμονικός ταλαντωτής όχι. Ακόμη, η το-

πολογία διαδοχικών S1
που εμφανίζει το δισδιάστατο Lotka - Volterra, είναι ένα

υποσύνολο του συνόλου των λύσεών του συστήματος. ΄Ετσι τα δύο συστήματα

είναι διαφορετικά σε πολύ βασικό επίπεδο.
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Κεφάλαιο 4

΄Ενα Χαοτικό Σύστημα Lotka -
Volterra

4.1 Οι Εξισώσεις

Σε προηγούμενο κεφάλαιο αναλύσαμε την γενικευμένη μορφή των συστημάτων

Lotka - Volterra καθώς και την Χαμιλτονιανή εξίσωση συντηρητικών συστη-
μάτων που σχετίζεται με τις «ποσότητες ζωής» όπως τις είχε ορίσει ο Volterra.
[3] Με βάση τον ορισμό (2.1) για τον γενικευμένο τύπο των συστημάτων, έχου-
με συσχετίσεις για τα διάφορα είδη μέχρο μόνο δευτέρου βαθμού. Δηλαδή, μπο-

ρούμε να έχουμε όρους: X2
,XY ,XZ, κτλπ, αλλά όχι π.χ: X2Y ,XY Z, Z2X.

Παρακάτω θα ορίσουμε ένα πιό περίπλοκο σύστημα Lotka - Volterra όπως το
όρισαν οι N.Samardzija και L.Greller [12], το οποίο επιτρέπει αλληλεπιδράσεις
μέχρι και τρίτου βαθμού και ουσιαστικά είναι μία επέκταση του γενικευμένου

μοντέλου Lotka - Volterra. ΄Οπως θα δούμε παρακάτω, το σύστημα αυτό πα-
ρουσιάζει πολύ ενδιαφέρουσα τοπολογία, ισχυροποιεί την σύνδεση δυναμικών

συστημάτων και τοπολογίας και άρα την πιθανή σύνδεση της τοπολογίας με

χαοτικά φυσικά φαινόμενα. Το σύστημα που πρότειναν, είναι το παρακάτω:
Ẋ = X −XY + CX2 − AZX2,

Ẏ = −Y +XY,

Ż = −BZ + AZX2,

(4.1)

Με A,B,C ≥ 0 σταθερές και X, Y, Z ≥ 0 πληθυσμοί.

Το παραπάνω σύστημα, αποτελείται τμηματικά, από ένα Lotka - Volterra και
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ένα χημικό σύστημα [11]. Για να κατανοήσουμε την τοπολογία του συστήματος,

θα πρέπει να κάνουμε ανάλυση ευστάθειας των σημείων ισορροπίας καθώς και

θα ελέξουμε για διακλαδώσεις που προκαλλούνται με αλλαγές των παραμέτρων

όπως τις έχουμε ορίσει.

4.2 Ανάλυση του συστήματος

4.2.1 Στάσιμα σημεία

΄Εχουμε ότι τα σημεία ισορροπίας του συστήματος είναι:

Ss1 =
[
0 0 0

]

Ss2 =

 1
1 + C
0



Ss3 =


√

B
A

0

(1 + C
√

B
A
)/
√
AB


Ss4 =

[
− 1

C
0 0

]

Ss5 =

 −
√

B
A

0

(C
√

B
A
− 1)/

√
AB


΄Ομως επειδή το αρχικό μας σύστημα το ερμηνεύουμε με βάση χημικά η/και

βιολογικά φαινόμενα, δέν συμπεριλαμβάνουμε τα δύο τελευταία σημεία διότι

περιέχουν αρνητικές συνιστώσες για το είδος X αφού έχουμε ότι A,B,C ≥ 0.
΄Εστω J(S), η Ιακωβιανή του συστήματος, υπολογισμένη στο σημείο S ∈ R3

καθώς και Γ(J(S)) οι ιδιοτιμές και W (J(s)) τα ιδιοδιανύσματα της Ιακωβιανής.
΄Ετσι έχουμε:

Γ(J(Ss1)) = {1,−1,−B}
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WJ(Ss1) =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


Γ(J(Ss2)) = {A−B, (C +

√
(C − 2)2 − 8)/2, (C −

√
(C − 2)2 − 8)/2}

WJ(Ss2) =


 1

(C + 1)/(A−B)
B+C−A+(C+1)/(B−A)

A

 ,

 1
C−

√
(C−2)2−8

2

0

 ,

 1
C+

√
(C−2)2−8

2

0




και

Γ(J(Ss3)) =

(
√
B/A− 1), (

−1 +
√
1− 8B(1 + C

√
B/A)

2
), (

−1−
√

1− 8B(1 + C
√
B/A)

2
)



W (J(Ss3)) =




1

−1− 2
√
AB(1+C

√
B/A)√

B/A−1

2(1+C
√

B/A)√
B/A−1

 ,

 1
0

−1−
√

1−8B(1+C
√

B/A)

2B

 ,

 1
0

−1+
√

1−8B(1+C
√

B/A)

2B




Το σημείο SS1 είναι σαγματικό σημείο για κάθε A,B,C και θα αναλύσουμε
τα σημεία SS2 , SS3 στους παρακάτω πίνακες:

Συμπεριφορά γύρω από Ss2

Μεταβολές Παραμέτρων A > B A = B A < B

C > 2(1 +
√
2) Ασταθής κόμβος Ασταθής κόμβος Ασταθής σέλα

0 < C ≤ 2(1 +
√
2) Εξωτερικός ασταθής στρόβιλος Ασταθές κέντρο Εσωτερικός ασταθής στρόβιλος

C = 0 Εξωτερικός μηδενότροπος στρόβιλος Μηδενότροπο κέντρο Εσωτερικός μηδενότροπος στρόβιλος

Συμπεριφορά γύρω από Ss3 - περίπτωση B > 1/8
Μεταβολές Παραμέτρων A > B A = B A < B

C ≥ 0 Εσωτερικός ευσταθής στρόβιλος Ευσταθές κέντρο Εξωτερικός ευσταθής στρόβιλος
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Συμπεριφορά γύρω από Ss3 - περίπτωση 0 < B ≤ 1
8

Μεταβολές Παραμέτρων A > B A = B A < B

C >
(

1
8B

− 1
)√

A
B

Εσωτερικός ευσταθής στρόβιλος Ευσταθές κέντρο Εξωτερικός ευσταθής στρόβιλος

0 ≤ C ≤
(

1
8B

− 1
)√

A
B

Ευσταθής κόμβος Ευσταθής κόμβος Ευσταθής σέλα

Φαίνεται ότι οι συνθήκες ευστάθειας του συστήματος καθορίζονται από ου-

σιαστικά δύο παραμέτρους, C και B
A
.

4.2.2 Καθολική συμπεριφορά του Συστήματος

Οι όροι αύξησης και μείωσης του συστήματος είναι: X +CX2
, −Y και −BZ.

Οι υπόλοιποι όροι είναι ανατροφοδότηση μεταξύ των ειδών. Παρατηρούμε ότι

οι όροι ανατροφοδότησης εξαρτώνται από το X. ΄Ετσι το X ενεργοποιεί την
αύξηση των Y και Z, ενώ οι Y και Z μειώνουν το X. ΄Ετσι μπορούμε να
συμπεράνουμε ότι η καθολική συμπεριφορά του συστήματος, θα εξαρτάται από

την συμπεριφορά του X(t) και των όρων ανατροφοδότησης. Για μεγάλες τιμές
του X, έχουμε την προσέγγιση:

Ẋ = X2(C − AZ). (4.2)

΄Εχουμε την λύση της παραπάνω:

X(t) =
X0

1−X0[C(t− t0)− A
∫ t

t0
Z(t) dt.]

(4.3)

Με X0 = X(t0) και με A
∫
Z(t) dt > 0.

Η παραπάνω λύση μας δίνει δύο συνθήκες:

1. C(t− t0) > A
∫ t

t0
Z(t) dt.

2. C(t− t0) < A
∫ t

t0
Z(t) dt.

Η συνθήκη 1, υπονοεί ότι η λύση X(t), θα απειρίζεται σε πεπερασμένο
χρονικό διάστημα. ΄Ομως αυτό δέν μπορεί να συμβαίνει στην πραγματικότητα.

Ξεκινώντας από μία μεγάλη τιμή για την X και άρα με τη συνθήκη 1, η X(t),
αυξάνεται με γρήγορο ρυθμό το οποίο αναγκάζει τις λύσεις Y (t), Z(t) να αυξη-
θούν λόγω της θετικής ανατροφοδότησης. Αυτό με την σειρά του αυξάνει την

αρνητική ανατροφοδότηση στο είδος X το οποίο εξαναγκάζει την συνθήκη 2 να
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συμβεί, κάτι το οποίο εμποδίζει την X(t) από το να «ξεφύγει» σε πεπερασμένο
χρονικό διάστημα. Λόγω της αρνητικής ανατροφοδότησης στο σύστημα, τα Y
και Z, με τη σειρά τους μειώνονται μέχρι να συμβεί η συνθήκη 1 πάλι. Αυτό
έχει ως αποτέλεσμα η τροχιά να περνάει μεταξύ των δύο συνθηκών και έτσι

το σύστημα ταλαντώνεται στον χώρο. Στην περίπτωση που οι λύσεις φτάσουν

στην συνθήκη 2, η οποία παραμέινει να ισχύει επ΄ αόριστον, τότε οι τροχιές θα
τερματίσουν σε μία σταθερή κατάσταση. Σε κάθε περίπτωση το σύστημα απο-

δεικνύεται ότι είναι φραγμένο και άρα οι λύσεις του, δέν μπορούν να φτάσουν

το άπειρο. [11]

4.2.3 Διακλαδώσεις και Ευστάθεια

Αφού το σύστημα είναι φραγμένο, τότε η συμπεριφορά του θα επιρρεάζεται

μόνο από την συμπεριφορά των τριών στάσιμων σημείων. ΄Οπως είπαμε και πιο

πάνω, το σημείο SS1 , είναι σαγματικό, οπότε οι τροχιές θα απωθούνται από

αυτό ανεξάρτητα από τις τιμές των παραμέτρων μας. Αυτό όμως δέν ισχύει για

τα σημεία, SS2 , SS3 , τα οποία παρουσιάζουν διαφορετική συμπεριφορά ανάλογα

με τις παραμέτρους.

Στις παρακάτω εικόνες βλέπουμε τις διάφορες περιοχές ευστάθειας του συ-

στήματος ανάλογα με τις τιμές των παραμέτρων A,B,C.

Σχήμα 4.1: Διάγραμμα ευστάθειας για περίπτωση 1/8 < B
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Σχήμα 4.2: Διάγραμμα ευστάθειας για περίπτωση 1/(8(3 +
√
2)) ≤ B ≤ 1/8

Σχήμα 4.3: Διάγραμμα ευστάθειας για περίπτωση 0 ≤ B ≤ 1/(8(3 +
√
2))
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΄Οπως είπαμε και παραπάνω, το σημείο ισορροπίας SS1 δεν παίζει ρόλο στις

διάφορες διακλαδώσεις του συστήματος, αφού πάντα είναι σημείο σάγματος

δείκτη 1, οπότε οι διάφορες διακλαδώσεις επιρρεάζονται μόνο από τα αλλά δύο
σημεία. Για τα SS2 και SS3 , τα πρόσημα των πραγματικών μερών των ιδιοτιμών

τους δέν αλλάζουν όσο το B/A μεταβάλλεται. Αυτό σημαίνει ότι ο μηχανισμός
διακλάδωσης ενεργοποιείεται από τα πρώτα στοιχεία στο Γ(J(Ssi))i = 2, 3.
Αυτές οι ιδιοτιμές καθορίζουν τις εισερχόμενες και εξερχόμενες περιοχές των

δύο στροβίλων. ΄Ετσι ο μηχανισμός διακλάδωσης φαίνεται να ενεργοποιείται

από τις πραγματικές ιδιοτιμές των σημείων SS2 και SS3 .

4.2.4 Περιοχές Ευστάθειας

Στην περιοχή a, το Ss2 είναι ασταθής κόμβος και το Ss3 είναι εσωτερικός ευ-

σταθής στρόβιλος. ΄Αρα το Ss2 είναι απωθητής ή πηγή και το Ss3 είναι ελκυστής

ή φρεάτιο. Αυτό σημαίνει ότι οι τροχιές του συστήματος θα έλκονται προς το

Ss3. Από την άλλη, για την περιοχή p που ορίζεται για B/A > 1 πάνω στην
ευθεία C = 0, το Ss2 είναι εσωτερικός μηδενοτρόπος στρόβιλος και το Ss3 είναι

ευσταθές σαγματικό σημείο (σαγματικό σημείο δείκτη 1). Εδώ το Ss2 έλκει

όλες τις λύσεις προς το επίπεδο [XY ] το οποίο υποστηρίζει περιοδικές τροχι-
ές. ΄Ετσι μία τροχιά είτε πλησιάζει περιοδική τροχιά στο επίπεδο [XY ], είτε το
Ss2. Στην περιοχή h, το Ss3 είναι εξωτερικός ευσταθής στρόβιλος και το Ss2

είναι εσωτερικός ευσταθής στρόβιλος. ΄Αρα εδώ όλα στα στάσιμα σημεία είναι

απωθητές και έτσι περιμένουμε περιοδικές ή χαοτικές συμπεριφορές. Σχετικά

με τις περιοχές ευστάθειας του συστήματος, συμπεραίνονται τα εξής [11]:

Οι περιοχές a, b, c, d, e, f, j, k, l, m, o, r: είναι ευσταθείς.

Οι περιοχές i, p: είναι περιοδικές/ευσταθείς.

Οι περιοχές g, h, n, q: είναι χαοτικές/περιοδικές.

΄Ετσι οι ευσταθείς λύσεις του συστήματος βρίσκονται αριστερά της ευθείας

B/A = 1 (εμπεριέχοντάς την) ενώ οι χαοτικές ή περιοδικές λύσεις βρίσκονται
στα δεξιά της ευθείας B/A = 1. Μία εξαίρεση είναι η περιοχή B/A > 1 στην
ευθεία C = 0 όπου μπορεί να υπάρχουν περιοδικές ευσταθείς λύσεις και η
περιοχή σχετίζεται με την διακλάδωση Hopf .
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΄Εχοντας μελετήσει την συμπεριφορά του συστήματος αριστερά και δεξιά

της ευθείας B/A = 1 μένει να βρούμε τις συνθήκες που επικρατούν πάνω
στην ευθεία. ΄Ετσι θέτουμε B/A = 1 και βρίσκουμε τα σημεία ισορροπίας,
μία από τις λύσεις που λαμβάνουμε είναι το σύνολο λύσεων: L = {(X, Y, Z) :
X = 1, Y + AZ = 1 + C}. Η λύση αυτή είναι μία μονοδιάστατη αμετάβλητη
πολλαπλότητα παράλληλη στη επίπεδο [Y Z] στο X = 1 και διέρχεται από τα
σημεία Ss2) και Ss3). ΄Ολα τα σημεία πάνω στην L είναι στάσιμα, άρα δέν υπάρχει
κίνηση πάνω στην ευθεία.

Εάν μετακινηθούμε προς τα αριστερά της B/A = 1 η πολλαπλότητα L α-
σκεί ροή προς τον εσωτερικά ευσταθή στρόβιλο, ή ευσταθή κόμβο που ορίζεται

από το SS3 . Εάν κινηθούμε στα δεξιά της B/A = 1, η πολλαπλότητα L με-
ταφέρει την κίνηση προς τον εσωτερικά ασταθή στρόβιλο, ή σαγματικό σημείο

δείκτη 2 που ορίζεται από το SS2 . ΄Ετσι η ευθεία B/A = 1 είναι κρίσιμη α-
φού το σύστημα αλλάζει συμπεριφορά όταν την «διασχίζουμε». Η περιοχή h
κοντά στην B/A = 1 περιέχει τους εσωτερικά ασταθείς (SS2) και εξωτερικά
ασταθείς (SS3) στροβίλους. Επειδή οι λύσεις δέ μπορούν να σταθεροποιηθούν
στο SS2 , οι τροχιές απωθούνται και αφού το σύστημα είναι φραγμένο οι τρο-

χιές οδηγούνται προς το SS3 το οποίο τις οδηγεί ξανά πίσω στο SS2 . ΄Ετσι

όπως καταλαβαίνουμε η διαδικασία επαλαμβάνεται και έχει ως αποτέλεσμα την

δημιουργία ταλαντώσεων.

Παρόμοιες συμπεριφορές συναντούμε και στις περιοχές g και n, με μόνη
διαφορά ότι μία από τις λύσεις χάνει τις μιγαδικές ιδιοτιμές της. Στην περιοχή

q όλες οι λύσεις έχουν πραγματικές ιδιοτιμές και όμως παρατηρούνται ταλα-
ντώσεις του συστήματος.

Παρακάτω θα δούμε επίλυση του συστήματος μέσω MATLAB για τις δι-

άφορες παραμέτρους, στις περιοχές που έχουμε περιοδική/χαοτική συμπεριφο-

ρά.

Η περιοχή g
Επιλύουμε το σύστημα για A = 2.9851, B = 3.0, C = 7.0 και προβάλλου-
με τις λύσεις στο πεδίο XY . Παρατηρούμε τις τροχιές και πως καταλήγουν
στον χαοτικό ελκυστή. Στην δέυτερη εικόνα βλέπουμε τον δέυτερο ελκυστή

παγιδευμένο μέσα στον πρώτο. Ο δεύτερος ελκυστής έχει μεγαλύτερη οπή από

τον πρώτο αλλά είναι μικρότερος σε μέγεθος. Ουσιαστικά αυτή η διαδικασία

συμβαίνει επ΄ άπειρον και δημιουργείται μία εμφώλευση ελκυστών όπου ο ένας

παγιδεύεται μέσα στον επόμενο διαδοχικά.
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Σχήμα 4.4: Ο ελκυστής της περιοχής g

Σχήμα 4.5: Ο ελκυστής της περιοχής g (μεγέθυνση)

Η περιοχή h
Με την ίδια διαδικασία με πρίν και λαμβάνοντας αυτή τη φορά A = 2.9851,
B = 3.0, C = 2.0 και προβάλλοντας τις λύσεις στο πεδίο XY , παρατηρούμε
ότι και πάλι οι τροχιές των λύσεων παγιδεύονται στον χαοτικό ελκυστή της

εικόνας και έχουμε πάλι μία εμφώλευση ελκυστών τον έναν παγιδευμένο στο

εσωτερικό του άλλου επ΄ άπειρον.
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Σχήμα 4.6: Ο ελκυστής της περιοχής h

Η περιοχή n
Επιλύουμε το σύστημα για A = 0.0109, B = 0.0145, C = 0.3 και προβάλλοντας
τις λύσεις στο επίπεδο XY παρατηρούμε ότι ξανά το σύστημα παγιδεύεται σε
χαοτικό ελκυστή.

Σχήμα 4.7: Ο ελκυστής της περιοχής n
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Η περιοχή q
Επιλύουμε το σύστημα για A = 0.01425, B = 0.0145, C = 5.5 και προβάλλο-
ντας τις λύσεις στο επίπεδο XY παρατηρούμε ότι ξανά το σύστημα παγιδεύεται
σε χαοτικό ελκυστή.

Σχήμα 4.8: Ο ελκυστής της περιοχής q

Επειδή και σε αυτήν τη περίπτωση ο ελκυστής έχει πολύ μικρή ακτίνα σε

σχέση με τις τροχιές της λύσεις, πρέπει να μεγενθύνουμε τον ελκυστή για

να φανεί η δομή του καλύτερα. ΄Οπως βλέπουμε και στην παρακάτω εικόνα,

πράγματι οι τροχιές της λύσης, παγιδεύονται στον ελκυστή της περιοχής q.

Σχήμα 4.9: Ο ελκυστής της περιοχής q (μεγέθυνση)
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4.3 Τοπολογία του συστήματος

΄Ολοι οι ελκυστές που εμφανίζονται από την επίλυση του συστήματος είναι

χαοτικοί και δέν ανιχνεύονται περιοδικές ή σχεδόν περιοδικές λύσεις κοντά στην

ευθεία B/A = 1. [11]. ΄Οπως παρατηρούμε από τα γραφήματα των τροχιών στο
χώρο των φάσεων, όλοι οι ελκυστές που παρατηρούνται εμφανίζουν την ευθεία

L, η οποία στην πραγματικότητα δέν αντιπροσωπεύει μία μοναδική τροχιά, αλλά
μπορούμε να την δούμε σαν μία πολλαπλότητα στην οποία ο χώρος των φάσεων

γύρω από τους στροβίλους «καταπίπτει» σε μία πυκνή δέσμη τροχιών. Η ευθεία

αυτή εμφανίζει τις πιό αργές δυναμικές του ελκυστή και έτσι αναφέρεται σαν

«αργή πολλαπλότητα». Η γρήγορη πολλαπλότητα είναι ο εξωτερικός φλοιός του

ελκυστή. Παρακάτω θα δούμε πώς συμπεριφέρται ο ελκυστής του συστήματος

ανάλογα με τις τιμές των παραμέτρων. Ουσιαστικά θα δούμε ότι η τοπολογία

που εμφανίζουν οι τροχιές των λύσεων του συστήματος, εξαρτάται από τις τιμές

των μεταβλητών.

΄Οπως είδαμε και παραπάνω επιλέγοντας για τις μεταβλητές, A = 2.9851,
B = C = 3, δηλαδή με B/A > 1, οι τροχιές των λύσεων παρουσιάζουν την
παρακάτω μορφή στο χώρο των φάσεων.

Σχήμα 4.10: Ο ελκυστής του συστήματος για B/A > 1
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Ουσιαστικά δηλαδή, οι λύσεις του συστήματος μετατρέπονται σε μία διαδο-

χική στρωμάτωση από τόρους και γεμίζουν τον χώρο των φάσεων [12]. ΄Οπως

είδαμε και προηγουμένως, στο κεφάλαιο 1, μία διαδοχική στρωμάτωση τόρων

αποτελεί μία αναπαράσταση της S3
. Αυτό έχει δηλαδή ως αποτέλεσμα οι λύσεις

του συστήματος μας να έχουν ίδια τοπολογία με την S3
. Οι λύσεις για μικρά

χρονικά διαστήματα καταδεικνύουν διατηρητικές συμπεριφορές του συστήμα-

τος, όπως βλέπουμε και στο σχήμα, όμως εάν αφήσουμε τον χρόνο να τρέξει

περισσότερο, παρατηρείται μία αδύναμη φθίνουσα συμπεριφορά και συνεπώς, η

οι λύσεις εντός της σφαίρας κυλούν προς τις τοροειδείς επιφάνειες μέχρι να

επιτευχθεί ένας περιοδικός κύκλος που ορίζεται από τον πυρήνα της φωλιάς

[11].

Για την περίπτωση τώρα που έχουμε τις παραμέτρους, A = B = C = 3,
δηλαδή με B/A = 1, λαμβάνουμε την παρακάτω μορφή του ελκυστή:

Σχήμα 4.11: Ο ελκυστής του συστήματος για B/A = 1

Ουσιαστικά όπως βλέπουμε και από την απεικόνιση των λύσεων στο χώρο

των φάσεων για B/A = 1, σχηματίζονται διαδοχικοί σφαιρικοί φλοιοί που γε-
μίζουν τον χώρο των φάσεων και περικυκλώνουν την χαρακτηριστική πολλα-

πλότητα. Ουσιαστικά δηλαδή επιλέγοντας αυτές τις τιμές παραμέτρων, οι λύσεις

του συστήματος αποτελούν μία στρωμάτωση από S2
στον χώρο των φάσεων.

Επίσης να σχολιάσουμε ότι, παρόλου που το σύστημα παρουσιάζει συμπε-
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ριφορές που ομοιάζουν με περιοδικές και στην βάση του είναι ένα δυναμικό

σύστημα Lotka - Volterra, δέν είναι δυνατό να ορίσουμε Χαμιλτονιανή όπως
την έχουμε ορίσει στο Κεφάλαιο 2, αλλά ούτε και στο κεφάλαιο 3. Το πρώτο

πρόβλημα είναι ότι το σύστημα μας δέν έχει την συνήθη μορφή συστήματος

Lotka - Volterra τριών διαστάσεων διότι εμπεριέχει και όρους μεγαλύτερους
του δευτέρου βαθμού, όπως αναφέραμε και στην αρχή το κεφαλαίου. ΄Ετσι ο

ορισμός της Χαμιλτονιανής όπως την έχουμε ορίσει για τα δυναμικά συστήματα

Lotka - Volterra, δέν υφίσταται. Δέυτερον το σύστημα φαίνεται να μιάζει με
περιοδικό, ειδικά για μικρά χρονικά διαστήματα, αλλά στην βάση του είναι χαο-

τικό. Η σύγχυση αυτή συμβαίνει διότι συμβατικές τεχνικές για την διερεύνηση

του χάους στο σύστημα όπως χρήση εκθετών Lyapunov, δέν έχουν αποτέλε-
σμα. Αυτό είναι αποτέλεσμα του ότι το «αδύναμο» χάος επικαλύπτεται από

τις περιοδικές τάσεις του συστήματος που τείνουν να εμφανίζονται. Δηλαδή

παραδοσιακές τεχνικές καταδεικνύουν ότι ο ελκυστής που παρατηρούμε είναι

περιοδικός και όχι χαοτικός [12]. ΄Ετσι αν και το σύστημά μας είναι ένα μοντέλο

Lotka - Volterra και μάλιστα εμφανίζει εκ πρώτης όψεως περιοδική συμπερι-
φορά, στην πραγματικότητα είναι χαοτικό και έτσι δέν μπορούμε να ορίσουμε

Χαμιλτονιανή του συστήματος.
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Κεφάλαιο 5

Το Δυναμικό Σύστημα του

κυκλώματος Chua

5.1 Το κύκλωμα Chua

Το κύκλωμα του Chua, είναι ένα παράδειγμα όπου χαοτική συμπεριφορά πα-
ρατηρείται απευθείας από ένα πραγματικό, φυσικό σύστημα. Αυτό έχει ως

αποτέλεσμα να έχουμε την δυνατότητα να υλοποιήσουμε το κύκλωμα και να

«δούμε» και ακόμα και να «ακούσουμε» το χάος που προκύπτει [9]. Το σύστη-

μα Chua δηλαδή, αποτελεί ένα παράδειγμα μή περιοδικής ταλάντωσης και ταυ-
τόχρονα παρουσιάζει χαοτικές συμπεριφορές παρότι είναι ένα ντετερμινιστικό

κύκλωμα. Το εν λόγω σύστημα είναι ένα απλό αυτόνομο κύκλωμα RCL, το ο-
ποίο αποτελείται από ένα αγωγό L, μία γραμμική αντίσταση G, δύο γραμμικούς
πυκνωτές C1, C2 και μία μή γραμμική αντίσταση VR. Το κύκλωμα αυτό παρου-
σιάζει τρία βασικά πλεονεκτήματα λόγω της απλότητας του. Πρώτον μπορούμε

να το κατασκευάσουμε εύκολα, δεύτερον είναι εύκολη η προσομοίωση του μο-

ντέλου με τον υπολογιστή (οπότε μπορούμε να επιβεβαιώσουμε τους εκάστοτε

ισχυρισμούς μας) και τέλος μπορούμε με αυστηρούς ορισμούς να αποδείξουμε

ότι το σύστημα που προκύπτει είναι πράγματι χαοτικό. [9]
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Παρακάτω βλέπουμε το διάγραμμα του κυκλώματος Chua:

Σχήμα 5.1: Το κύκλωμα Chua

Το κύκλωμα διέπεται από το παρακάτω σύστημα διαφορικών εξισώσεων:


C1
dvC1

dt
= G(vC2 − vC1)− g(vC1),

C2
dvC2

dt
= G(vC1 − vC2) + iL,

L
diL
dt

= −vC2 ,

(5.1)

΄Οπου g, η τμηματική γραμμική χαρακτηριστική εξίσωση της μή γραμμικής
αντίστασης VR. [9]

Λόγω της παράλληλης σύνδεσης του C2 και του L, δημιουργείται ένας βασι-
κός μηχανισμός ταλάντωσης στο πεδίο (VC2, iL), ενώ η G δημιουργεί επιδράσεις
μεταξύ του τμήματος (C2, L) και του ενεργού αντιστάτη g, μαζί με τον C1. Αυ-

τός ο ενεργός αντιστάτης είναι υπεύθυνος για την χαοτική συμπεριφορά του

συστήματος. [9] Ουσιαστικά δημιουργείται μία «ευαίσθητη» ισορροποία μεταξύ
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του παθητικού στοιχείου G και του g, όπου ο G περιορίζει την συνεχή αύξη-
ση ισχύος του συστήματος λόγω της συνεχούς τροφοδότησης από το g. Η
ισορροπία που δημιουργείται όμως είναι ασταθής, το οποίο έχει αποτέλεσμα το

σύστημα να μήν συμπεριφέρεται περιοδικά.[9]

5.2 Μαθηματική Ανάλυση

Λόγω της απλότητας του συστήματος, μπορούμε να μεταμορφώσουμε το σύστη-

μα (5.1) στην παρακάτω αδιάστατη μορφή του:
ẋ = α(y − h(x)),

ẏ = x− y + z,

ż = −βy,
(5.2)

Με:

h(x) =


bx+ a− b, x ≥ 1

ax, |x| ≤ 1

bx− a+ b, x ≤ −1

(5.3)

Θέτοντας:

x =
vC1

Bp

y =
vC2

Bp

z =
iL
BpG

(5.4)

τ =
tG

C2

a =
m1

G
+ 1 b =

m0

G
+ 1 (5.5)

α =
C2

C1

β =
C2

LG2
(5.6)

Θέτοντας επίσης, α = 7, a = −1
7
, b = 2

7
, τότε υπάρχει β ∈ [13

2
, 21

2
] =

[6.5, 10.5] ώστε το κύκλωμα να είναι χαοτικό.[9]

΄Ετσι το αρχικό αδιάστατο σύστημα, γίνεται:
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
ẋ = 7 (y − ϕ(x)) ,

ẏ = x− y + z,

ż = −βy,
(5.7)

όπου η ϕ(x), είναι η παρακάτω συνάρτηση:

ϕ(x) =
2

7
x− 3

14
(|x+ 1| − |x− 1|) . (5.8)

Θεωρούμε επίσης για την σταθερά β όπως είπαμε παραπάνω, ότι: β ∈
[13
2
, 21

2
].

Παρακάτω θα αναλύσουμε τα σημεία ισορροπίας του συστήματος και θα

ελέγξουμε την ευστάθεια του καθε ενός.

Οπότε, έχουμε ότι: 
ẋ = 7 (y − ϕ(x)) = 0,

ẏ = x− y + z = 0,

ż = −βy = 0,

(5.9)

Καί επιλύοντας τις παραπάνω εξισώσεις βρίσκουμε τα παρακάτω σημεία ι-

σορροπίας:

A = (3
2
, 0,−3

2
), B = (0, 0, 0), C = (−3

2
, 0, 3

2
).

Για την Ιακωβιανή του συστήματος έχουμε:

J =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f1
∂x3

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

∂f2
∂x3

∂f3
∂x1

∂f3
∂x2

∂f3
∂x3

 =

3
2
( x+1
|x+1| −

x−1
|x−1|)− 2 7 0

1 −1 1
0 −β 0


Για το σημείο A = (3

2
, 0,−3

2
)

J(3
2
, 0,−3

2
) =

−2 7 0
1 −1 1
0 −β 0


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Για το σημείο B = (0, 0, 0)

J(0, 0, 0) =

1 7 0
1 −1 1
0 −β 0


Για το σημείο C = (−3

2
, 0, 3

2
)

J(−3
2
, 0, 3

2
) =

26
5

7 0
1 −1 1
0 −β 0


Θα χρησιμοποιήσουμε το MATLAB για να υπολογίσουμε τις ιδιοτιμές της

Ιακωβιανής για κάθε σημείο ισορροπίας, συναρτήσει της μεταβλητής β, στο
διάστημα [6.5, 10.5], όπως το έχουμε ορίσει για να μελετήσουμε την ευστάθεια
των σημείων ισορροπίας ανάλογα με τη μεταβλητή β. Παρακάτω βλέπουμε τα
γραφήματα με τις τιμές των ιδιοτιμών της Ιακωβιανής ανάλογα της μεταβλητής

β:
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Σχήμα 5.2: Οι ιδιοτιμές των Ιακωβιανών

Ο παραπάνω πίνακας μας δείχνει πως συμπεριφέρονται οι ιδιοτιμές της ε-

κάστοτε Ιακωβιανής (J1 για το σημείο A, J2 για το σημείο B, J3 για το σημείο
C). Για να κάνουμε την ανάλυση της ευστάθειας πιό εύκολη, έχουμε διαχω-
ρίσει τα πραγματικά μέρη από τα φανταστικά μέρη της κάθε ιδιοτιμής. Παρα-

κάτω βλέπουμε τον πίνακα με βάση τον οποίο θα ελέγξουμε την ευστάθεια των

σημείων:
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Τύποι σταθερών Γ′(J(S)) = {λ1, λ2, λ3 ∈ R} Γ′(J(S)) = {λ1 ∈ R, λ2, λ3 ∈ C}

καταστάσεων στο R3
τέτοια ώστε λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 τέτοια ώστε λ2 = λ3

Ασταθής κόμβος λ1, λ2, λ3 ≥ 0 —

Ευσταθής κόμβος λ1, λ2, λ3 ≤ 0 —

Ασταθής σέλα λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 < 0 —

Ευσταθής σέλα λ1 > 0 και λ2, λ3 < 0 —

Εσωτερικός ασταθής στρόβιλος — λ1 < 0 και Re(λ2) > 0

Εσωτερικός μηδενότροπος στρόβιλος — λ1 < 0 και Re(λ2) = 0

Εσωτερικός ευσταθής στρόβιλος — λ1 < 0 και Re(λ2) < 0

Εξωτερικός ασταθής στρόβιλος — λ1 > 0 και Re(λ2) > 0

Εξωτερικός μηδενότροπος στρόβιλος — λ1 > 0 και Re(λ2) = 0

Εξωτερικός ευσταθής στρόβιλος — λ1 > 0 και Re(λ2) < 0

Ασταθές κέντρο — λ1 = 0 και Re(λ2) > 0

Μηδενότροπο κέντρο — λ1 = 0 και Re(λ2) = 0

Ευσταθές κέντρο — λ1 = 0 και Re(λ2) < 0

Πίνακας 5.1: Τύποι σταθερών καταστάσεων στο R3

*: ΄Ενας στρόβιλος είναι ένα γεωμετρικό σύμπλεγμα στο Rm
, m ≥ 3. ΄Οταν

υπάρχει σε μια γειτονιά μιας σταθερής κατάστασης λύσης S ∈ R3
, τότε το J(S)

έχει μία πραγματική (λ1) και ένα ζεύγος συζυγών μιγαδικών (λ2, λ3) ιδιοτιμών.
΄Ενας στρόβιλος είναι εσωτερικός (λ1 < 0) ή εξωτερικός (λ1 > 0) όταν κάθε
συνιστώσα των τροχιών κινείται αντίστοιχα προς ή μακριά από το S. Επίσης,
μπορεί να είναι ευσταθής (Re(λ2) < 0), μηδενότροπος (Re(λ2) = 0), ή ασταθής
(Re(λ2) > 0).
**: ΄Οταν ένας στρόβιλος έχει λ1 = 0, τότε ονομάζεται κέντρο.

Για το σημείο A = (3
2
, 0,−3

2
) και με β ∈ [6.5, 8) έχουμε ότι Re(λ1) > 0,

Re(λ2) > 0 και λ3 < 0. Οπότε το σημείο είναι εσωτερικός ασταθής στρόβιλος.

Για το σημείο A = (3
2
, 0,−3

2
) και με β ∈ (8, 10.5] έχουμε ότι λ1 > 0,

Re(λ2) > 0 και Re(λ3) > 0. Οπότε το σημείο είναι εσωτερικός ασταθής
στρόβιλος.

Αυτό σημαίνει ότι οι τροχιές, θα αποκλίνουν από το σημείο A, στο επίπεδο
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xy, αλλά θα συκλίνουν προς το A στην διέυθυνση του άξονα z′z.

Για το σημείο B = (0, 0, 0), έχουμε ότι Re(λ1) > 0, λ2 < 0 και
Re(λ3) < 0. Οπότε το σημείο είναι εξωτερικός ευσταθής στρόβιλος.

Αυτό σημαίνει ότι οι τροχιές, θα συγκλίνουν προς το σημείο B, στο επίπεδο
xy, αλλά θα αποκλίνουν από το B στην διέυθυνση του άξονα z′z.

Για το σημείο C = (−3
2
, 0, 3

2
), έχουμε ότι λ1 > 0, Re(λ2) < 0 και

Re(λ3) < 0. Οπότε το σημείο είναι εξωτερικός ευσταθής στρόβιλος.

Αυτό σημαίνει ότι οι τροχιές, θα συγκλίνουν προς το σημείο C, στο επίπεδο
xy, αλλά θα αποκλίνουν από το C στην διέυθυνση του άξονα z′z.

Παρακάτω θα δούμε ένα πίνακα με διαφορετικές προσομοιώσεις του συ-

στήματος στον χώρο των φάσεων χρησιμοποιώντας το MATLAB, «σαρώνο-
ντας» τις τιμές της παραμέτρου β στο διάστημα που έχουμε ορίσει:
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Σχήμα 5.3: Το Σύστημα Chua

Παρατηρούμε ότι για τα αρχικά σημεία που έχουμε ορίσει, όσο η μεταβλητή

β αυξάνεται από την τιμή 6.5 προς την 10.5 το σύστημα φαίνεται να έχει περισ-
σότερο περίπλοκη συμπεριφορά και δέν αποκλίνει όπως συμβαίνει στις αρχικές

προσομοιώσεις. Πιό συγκεκριμένα βλέπουμε ότι από τιμές περίπου β > 8, αρ-
χίζει να σχηματίζεται ο ελκυστής του συστήματος. Παρατηρούμε ότι και στην

ανάλυση των ιδιοτιμών που κάναμε παραπάνω, όταν η παράμετρος β βρισκόταν
κοντά στην τιμή 8, δεν ορίζονταν οι ιδιοτιμές της Ιακωβιανής για το σημείο
A = (3/2, 0,−3/2). Αυτό ίσως είναι ένδειξη ότι η τοπολογία του συστήματος
αλλάζει ανάλογα με τις τιμές της παραμέτρου β. Παρακάτω θα δούμε και μία
προσομοίωση του συστήματος για συγκεκριμένη τιμή του β = 10.08 και με
αρχικό σημείο το (x0, y0, z0) = (2, 0,−1):
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Σχήμα 5.4: Ο ελκυστής του συστήματος Chua

Ο παραπάνω ελκυστής ονομάζεται ελκυστής διπλής κύλισης (double scroll
attractor), ή ελκυστής Chua (Chua’s Attractor) [9].
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5.3 Τοπολογία Συστήματος

5.3.1 Εισαγωγικά

Ορισμός 5.1: Κόμπος K είναι μία εμβύθιση ενός κύκλου στον Ευκλείδιο
τρισδιάστατο χώρο. Μία εμβύθιση περισσότερων κύκλων στο χώρο ονομάζεται

κρίκος. [10]

Ουσιαστικά, ένας κόμπος είναι μία κλειστή καμπύλη στον τρισδιάστατο χώρο

και ένας κρίκος είναι μία συλλογή από περιοδικές τροχιές τρισδιάστατης ροής

που δημιουργεί μία ασύνδετη ένωση από κόμπους. Η τοπολογία τους μπορεί

να μας βοηθήσει να κατανοήσουμε την γενική συμπεριφορά και τη δομή των

υποβόσκουσων διαφορικών εξισώσεων του εκάστοτε συστήματος. Οι αναλλο-

ίωτοι κόμποι χρησιμοποιούνται για τη μελέτη των διακλαδώσεων συστημάτων

που εμφανίζουν «χαοτικές» ροές με θετική τοπολογική εντροπία, (δηλαδή εμ-

φανίζουν πολυπλοκότητα και χάος σε κάποιο βαθμό). Εδώ θα ασχοληθούμε με

συστήματα που «χτίζουν» οικογένεις απείρων κρίκων.[10]

Οι λύσεις των εξισώσεων Lorenz:
ẋ = σ(y − x)

ẏ = ρx− y − xz

ż = −βz + xy

(5.10)

για συγκεκριμένες τιμές των παραμέτρων, εμφανίζουν ένα σύνολο απείρων

περιοδικών τροχιών και δημιουργούν έναν κρίκο απείρων στοιχείων. Αποδει-

κνύεται [10] ότι οι λύσεις του συστήματος για συγκεκριμένες τιμές των πα-

ραμέτρων υποστηρίζουν ένα άπειρο αριθμό από ξεχωριστούς τύπους κόμπων,

όμως δέν εμφανίζονται όλοι οι τύποι κόμπων απαραιτήτως και επίσης μόνο μία

περιορισμένη συλλογή από κόμπους εμφανίζεται στον ελκυστή Lorenz. [10]
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Σχήμα 5.5: Ο ελκυστής Lorenz

Πολλά συστήματα εμφανίζουν χαοτική συμπεριφορά και παρουσιάζουν ελ-

κυστές ασταθών περιοδικών τροχιών. Θα δούμε ότι το σύστημα του Chua που
αναλύσαμε πιο πάνω, παρουσιάζει και αυτό κόμπους. ΄Εχουμε τον παρακάτω

ορισμό: [6]

Ορισμός 5.2: Δύο υποσύνολα A και B του χώρου Rn
είναι ισοτοπικά,

άν υπάρχει ομοιομορφισμός ϕ : Rn → Rn
, ώστε ϕ(A) = B.

Ο παραπάνω ορισμός έχει αποτέλεσμα δύο κόμποι να λέγονται ισοδύναμοι,

(ή του ίδιου τύπου) αν ο ένας μπορεί να παραμορφωθεί ομαλά στον δεύτερο,

χωρίς να κοπεί. Δεδομένου ενός συστήματος διαφορικών εξισώσεων, γενικά

είναι θεμιτό να γνωρίζουμε πόσοι και τί είδους κόμποι και κρίκοι παρουσιάζονται

στο γράφημά των λύσεών του. Για παράδειγμα, όπως είπαμε και παραπάνω,

στον γεωμετρικό ελκυστή Lorentz παρουσιάζεται μία περιορισμένη κατηγορία
κόμπων [2]. Ουσιαστικά η βασική ερώτηση που θέλουμε να απαντήσουμε είναι:

Ερώτηση: Δεδομένης της διαφορικής εξίσωσης ẋ = f(x), οι περιοδικές
τροχιές της f περιέχουν κάθε τύπο κόμπου;

Ουσιαστικά η ερώτησή μας απαντάται στο παρακάτω θεώρημα το οποίο είναι

και το βασικό αποτέλεσμα της παραγράφου που μελετούμε.

Θεώρημα 5.1: Υπάρχει ένα ανοικτό σύνολο U στον χώρο των C1
δια-

νυσματικών πεδίων στο R3
έτσι ώστε το σύνολο περιοδικών τροχιών κάθε
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διανυσματικού πεδίου f ∈ U να περιέχει αντιπροσώπους από κάθε ισοτοπική
κλάση κόμπων και κρίκων.

Παρακάτω θα αναλύσουμε τα βήματα με τα οποία αποδεικνύεται ότι ουσια-

στικά το διανυσματικό σύστημα που αναλύσαμε στην προηγούμενη παράγραφο,

δηλαδή το σύστημα Chua είναι ένα τέτοιο διανυσματικό πεδίο, και ισχύει ότι:

Θεώρημα 5.2: Υπάρχει ένα ανοικτό σύνολο παραμέτρων β ∈ [6.5, 10.5]
για τις οποίες οι περιοδικές λύσεις του παρακάτω ΣΔΕ περιέχουν αντιπρο-

σώπους από κάθε κλάση ισοδυναμίας κόμπων και κρίκων:
ẋ = 7(y − ϕ(x)),

ẏ = x− y + z,

ż = −βy
(5.11)

Με ϕ(x):

ϕ(x) =
2

7
x− 3

14
(|x+ 1| − |x− 1|) . (5.12)

5.3.2 Πρότυπα για Ροές

Διερευνώντας ένα ΣΔΕ τρίτης τάξης αριθμητικά, είναι πολύ συχνό φαινόμενο να

συναντήσουμε ένα ελκυστή, στον οποίο οι δυναμικές «καταρρέουν» με γρήγορο

ρυθμό. ΄Ενα τέτοιο παράδειγμα είναι ο ελκυστής Lorenz. Η δομή του ελκυστή
φαίνεται να αποτελείται από μία επιφάνεια δύο φύλλων πάνω στην οποία υπάρχει

ροή μόνο προς τη μία κατέυθυνση γύρω από κάθε λωρίδα. Αυτή η επιφάνεια

είναι μία πολλαπλότητα και ονομάζεται πρότυπο.

Ορισμός 5.3: ΄Ενα πρότυπο είναι μια συμπαγής διακλαδισμένη 2-πολλαπλότητα

«δεμένη» με μια λεία εκτατική ημιροή και κατασκευασμένη από έναν πεπερα-

σμένο αριθμό διαγραμμάτων σύνδεσης και διαχωρισμού.
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Σχήμα 5.6: Διαγράμματα σύνδεσης και διαχωρισμού [6]

Το πρότυπο Lorenz είναι το πιό απλό μή τετριμμένο παράδειγμα ενός προ-
τύπου [6]. Επίσης οι δυναμικές του χαρακτηρίζονται από ημι-ροή, δηλαδή η

κίνηση είναι μόνο προς μία κατεύθυνση και είναι μή αναστρέψιμη. Τα πρότυπα

συνδέονται με ΣΔΕ μέσω του παρακάτω θεωρήματος:

Θεώρημα 5.3: Δεδομένης μιας ροής σε μια 3-πολλαπλότητα που έχει ένα

υπερβολικό αλυσιδωτό επαναλαμβανόμενο σύνολο, οι περιοδικές τροχιές είναι

σε αντιστοιχία ένα προς ένα με τις περιοδικές τροχιές σε ένα συγκεκριμένο

πρότυπο (με το πολύ δύο εξαιρέσεις). Σε οποιονδήποτε πεπερασμένο υποκρίκο,

αυτή η αντιστοιχία είναι μέσω ισοτοπίας [6].

Το παραπάνω θεώρημα γεφυρώνει τα συνεχή δυναμικά συστήματα με δια-

κριτές συμβολικές τους αναπαραστάσεις και περιγράφει την διαδικασία με την

οποία η ροή καταρρέει δια μέσω της σταθερής κατεύθυνσης και μετατρέπει την

3-Πολλαπλότητα σε μία 2-Πολλαπλότητα με διακλαδώσεις. Ουσιαστικά δηλα-

δή σε αυτή την παράγραφο, περιγράφεται η χρήση προτύπων σαν εργαλείο για

την κατανόηση των περίπλοκων δυναμικών των διαφορικών εξισώσεων, μετα-

τρέποντας το σύστημα σε μία απλότερη, συμβολική μορφή αλλα διατηρώντας

την τοπολογία του.
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5.3.3 Συμβολικές Δομές για Πρότυπα και Επανα-

κανονικοποιήσεις

Σε αυτή την παράγραφο αναλύεται το πώς συμβολικές δυναμικές και τεχνι-

κές επανακανονικοποίησης εφαρμόζονται για την κατανόηση των προτύπων σε

δυναμικά συστήματα.

Ορισμός 5.4: Μία διαμέριση Markov είναι ένα πεπερασμένο κάλυμμα του
αμετάβλητου συνόλου καμπυλόγραμμων ορθογωνίων {E1, E2, ..., Er}, ώστε:[4]

• Για οποιοδήποτε ζεύγος σημείων x, y ∈ Ei, ισχύει ότιWs(x)∩Wu(y) ∈ Ei

• IntEi ∩ IntEj = ∅ για i ̸= j

• Αν x ∈ IntEi και φ(x) ∈ IntEj, τότε

φ [Wu(x) ∩ Ei] ⊃ Wu(φx) ∩ Ej

φ [Ws(x) ∩ Ei] ⊂ Ws(φx) ∩ Ej

Εδώ, Wu(x) και Ws(x) είναι οι ασταθείς και σταθερές πολλαπλότητες του
x αντίστοιχα, και IntEi απλά δηλώνει το εσωτερικό του Ei.

Δεδομένου ενός προτύπου T , υπάρχουν πεπερασμένες μονοδιάστατες γραμ-
μές κλάδου {lj : j = 1..M} και πεπερασμένου αριθμού δισδιάστατες λωρίδες
{xi : i = 1..N ≥ 2M} που τις συνδέουν. Ουσιαστικά κάθε τροχιά του προ-
τύπου αντιστοιχίζεται σε μία μοναδική ακολουθία συμβόλων xi τα οποία αντι-
προσωπεύουν την σειρά με την οποία η εκάστοτε τροχιά διασχίζει τις διάφο-

ρες λωρίδες του προτύπου. Εναλλακτικά, μπορούμε να συσχετίσουμε τα xi με
τα υποσύνολα των γραμμών κλάδων από τις οποίες ξεκινούν οι λωρίδες. Τα

{x1, ...., xN} σχηματίζουν μία διαμέριση Markov για τις μονοδιάστατες αντι-
στοιχίες που επάγονται από την ημιροή στις γραμμές κλάδων. οι ακολουθίες

αυτές ονομάζονται δρομολόγια και όλα αυτά τα δρομολόγια για το T αποτελούν
τον χώρο δρομολογίων:

ΣT = {a = a0a1a2 . . . : a δρομολόγιο μίας τροχιάς στο T } ⊂ {x1, x2, . . . , xN}Z
+

.
(5.13)

Επειδή μπορεί να υπάρχουν όμως περιορισμοί για το πού μπορεί να κινηθεί

μία τροχιά, δέν είναι δυνατό να εμφανίζεται κάθε ακολουθία συμβόλων για κάθε
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πρότυπο. Αυτοί οι περιορισμοί εκφράζονται σε ένα N επίM πίνακα μεταβάσεως
AT , όπου

AT (i, j) =

{
0 : ∄ μία λωρίδα από xi σε xj
1 : ∃ μία λωρίδα από xi σε xj

(5.14)

΄Ενα δρομολόγιο λέγεται αποδεκτό με βάση τον AT αν η ακολουθία συμ-

βόλων a0 . . . aiai+1 . . . ικανοποιεί

A(ai, ai+1) = 1 ∀i.

Αποδεικνύεται [6] ότι:

Λήμμα 5.1: Δεδομένου ενός προτύπου T με διαμέριση Markov {x1, ...., xN}
και πίνακα μεταβάσεως AT , το σύνολο όλων των επιτρεπτών ακολουθιών υπό

το AT είναι ακριβώς το ΣT .

΄Αλλο ένα εργαλείο που βοηθάει στην περιγραφή ενός προτύπου είναι η δη-

μιουργία ενός συστήματος συντεταγμένων σε κάθε γραμμή κλάδων lj και ύστε-
ρα η διάταξη δρομολογίων ώστε να αντικατοπρίζεται η πραγματική διάταξη των

σημείων σε κάθε lj. Για προσανατολίσιμα πρότυπα, έχουμε την διάταξη που
συμβολίζεται ως: ▷. Η ίδια διαδικασία διάταξης ισχύει και σε μή προσανατο-
λίσιμα πρότυπα.

Δεδομένης της συμβολικής περιγραφής του προτύπου T και των τροχιών
του, θέλουμε να απαντήσουμε στην ερώτηση: ποιούς τύπους κόμπων υποστη-

ρίζει το T . Λόγω της δυσκολίας πραγματοποίησης αυτής της διαδικασίας θα
χρησιμοποιήσουμε δύο κατασκευάσματα που θα μας βοηθήσουν. Το ένα είναι

η έννοια του υποπροτύπου και το δεύτερο η έννοια της επανακανονικοποίησης

προτύπου. Θα ορίσουμε τις δύο έννοιες παρακάτω.

Ορισμός 5.5: ΄Ενα υποπρότυπο S ∈ T ενός προτύπου T είναι ένα το-
πολογικό υποσύνολο του T , το οποίο με τον περιορισμό της ημιροής του T ,
ικανοποιεί τον ορισμό του προτύπου.

΄Ενα υποπρότυπο του προτύπου Lorenz φαίνεται στην παρακάτω εικόνα.
΄Οταν το υποπρότυπο κόβεται κατά το μήκος του συνόρου και αφαιρείται από

το L, τότε είναι και αυτό ένα πρότυπο.
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Σχήμα 5.7: Υποπρότυπο του L [6]

Ορισμός 5.6: Επανακανονικοποίηση προτύπου ενός προτύπου T είναι
μία απεικόνιση R : T ↪→ T η οποία αντιστοιχίζει τροχιές σε τροχιές που είναι
αμφιδιαφορίσιμη στην εικόνα του.

Οι γραμμές κλάδου του T δημιουργούν μία τομή Poincaré για την ημιροή
η οποία επάγει ένα σύνολο από ζεύγη μονοδιάστατων απεικονίσεων επιστρο-

φής. Η εικόνα μίας επανακανονικοποίησης προτύπου είναι και αυτή εξ ορισμού

ένα πρότυπο. Μέσω της επανακανονικοποίησης προτύπου, μπορούμε να απλο-

ποιήσουμε την διαδικασία και να λάβουμε μία ακολουθία εμβυθισμένων υπο-

προτύπων αυξανόμενης πολυπλοκότητας, όπου το κάθε ένα από τα οποία είναι

αμφιδιαφορικό με το αρχικό. Απλοποιούμε την κατασκευή των υποπροτύπων

μέσω μίας διαμέρισης Markov:

Λήμμα 5.2: Μία επανακανονικοποίηση προτύπου R : T ↪→ T επάγει μία
απεικόνιση R : ΣT ↪→ ΣT της οποίας σκοπός είναι να επεκτείνει κάθε στοιχείο

της διαμέρισης Markov {xi : i = 1..N} σε μία πεπερασμένη αποδεκτή λέξη
{wi = w1w2...wn(i) : i = 1..N} στα σύμβολα xi.

Επίσης έχουμε τον παρακάτω ορισμό:

Ορισμός 5.7: Μία ισοτοπική επανακανονικοποίηση ενός εμβυθισμένου

προτύπου T είναι μία επανακανονικοποίηση προτύπου R έτσι ώστε η R(T ) να
είναι ισοτοπική με το T , δηλαδή η R : T ↪→ T επεκτείνεται σε μία αμφιδιαφόριση
του R3

.
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Η ισοτοπική επανακανονικοποίηση διατηρεί τους τύπους κόμπων των ξεχω-

ριστών τροχιών κάτι το οποίο θα χρησιμοποιήσουμε για να ορίσουμε περίπλο-

κα υποπρότυπα ενώ ταυτόχρονα διατηρούμε την πληροφορία σχετικά με τους

τύπους κόμπων των τροχιών.

5.3.4 Καθολικά Πρότυπα

Λήμμα 5.3: Η παρακάτω επανακανονικοποίηση του V είναι ισοτοπική, [6]

D : V → V


x1 7→ x1
x2 7→ x1x2
x3 7→ x3
x4 7→ x3x4

(5.15)

Το παραπάνω έχει ως αποτέλεσμα την ύπαρξη μίας άπειρης ακολουθίας από

υποπρότυπα του V , κάθε ένα από τα οποία είναι ισοτοπικό με το αρχικό.

Θεώρημα 5.4: Το πρότυπο V περιέχει ένα ισοτοπικό αντίγραφο κάθε
κόμπου και κρίκου ως περιοδικές τροχιές της ημιροής. [6]

Ο στόχος του παραπάνω θεωρήματος είναι να σχολιάσουμε τις τοπολογικές

δομές που υπάρχουν μέσα σε απλά διανυσματικά πεδία στον R3
.

5.3.5 Ελικοειδείς Συνδέσεις

Η κατασκευή ενός προτύπου για μία ροή είναι μία σχετικά δύσκολη διαδικασία

δεδομένης της περίπλοκης συμπεριφοράς που μπορεί να εμφανίζει ένα γενικό

ΣΔΕ και έτσι δέν είναι δυνατό να γνωρίζουμε από πρίν εάν ένα πρότυπο για

τον ελκυστη υπάρχει και μάλιστα και το τί δομή έχει. Θα χρησιμοποιήσουμε το

παρακάτω θεώρημα το οποίο θα μας βοηθήσει να συμπεράνουμε για την ύπαρξη

προτύπων μέσα σε ελκυστή για συγκεκριμένες ροές στον χώρο R3
.

Θεώρημα 5.5 (L. P. Shil’nikov): ΄Εστω ẋ = f(x) για x ∈ R3
ΣΔΕ

τρίτης τάξης το οποίο ικανοποιεί τις δύο παρακάτω προυποθέσεις:

1. Υπάρχει σταθερό σημείο p για το διανυσματικό πεδίο και η γραμμικοπο-
ίηση Df |p στο p έχει ιδιοτιμές {−λs ± ωi, λu}, με λu > λs > 0, ω ̸= 0.
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2. Υπάρχει μία λύση στην ροή Γt η οποία είναι ομοκλινική στο p. Αυτό
σημαίνει ότι limt→±∞Γt = p. Επιπλέον, η Γ πρέπει να είναι φραγμένη από όλα
τα άλλα σταθερά σημεία.

Τότε υπάρχουν άπειρα αριθμήσιμα ανυψωμένα πέταλα Smale στην ροή σε
μία αυθέρετα μικρή σωληνοειδή γειτονιά της ομοκλινικής τροχιάς Γ. Υπό μίας
μικρής C1

διαταραχής, παραμένει πεπερασμένος αριθμός από αυτά τα πέταλα.

Σε μία διαφορετική κατεύθυνση στην οποία η διαφορική εξίσωση ẋ = f(x)
έχει μία συμμετρία από τις παρακάτω:

Ψ :

{
(x, y, z) 7→ (−x,−y,−z)
(x, y, z) 7→ (−x,−y, z)

(5.16)

Τέτοιες συμμετρίες είναι συνηθισμένες. Για παράδειγμα το σύστημα Lorenz
εμφανίζει την δέυτερη. Λαμβάνοντας υπ΄ όψιν και τις παραπάνω συμμετρίες,

έχουμε το παρακάτω θεώρημα:

Θεώρημα 5.6: ΄Εστω ẋ = f(x) για x ∈ R3
ΣΔΕ τρίτης τάξης η οποία

ικανοποιεί τις τρείς παρακάτω προυποθέσεις:

1. Υπάρχει σταθερό σημείο p για το διανυσματικό πεδίο και η γραμμικοπο-
ίηση Df |p στο p έχει ιδιοτιμές {−λs ± ωi, λu} με λu > λs > 0, ω ̸= 0.

2. Η f αναπαριστά μία από τις συμμετρίες που ορίσαμε στο (5.16).

3. Υπάρχει μία λύση της ροής Γt Για την οποία ισχύει: limt→−∞Γt = p και
limt→+∞Γt = Ψ(p).

Τότε υπάρχουν αριθμήσιμα άπειρα ζεύγη από ανυψωμένα πέταλα Smale (βλ.
εικόνα 5.8), στην ροή σε μία αυθέρετα μικρή σωληνοειδή γειτονιά των συνδέσε-

ων Γ και Ψ(Γ). Υπό μίας μικρής C1
διαταραχής, παραμένει πεπερασμένος

αριθμός από αυτά τα πέταλα.

΄Ομως θα πρέπει να ληφθεί υπ΄ όψιν η τοπική πληροφορία σχετικά με την
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Σχήμα 5.8: Απεικόνιση πετάλου [6]

ροή κοντά στο p καθώς και η ολική συμπεριφοριά της ροής κατά μήκος της Γ.
Για παράδειγμα η στροφή μίας ομοκλινικής τροχιάς Γ έξω από την γειτονιά του
p επιρρεάζει το πρότυπο το οποίο προκύπτει στην περίπτωση μίας ομοκλινικής
σύνδεσης. ΄Ετσι χρησιμοποιούμε την παρακάτω πρόταση:

Πρόταση 5.2: Δεδομένου ότι η ẋ = f(x) ικανοποιεί τις τρείς συνθήκες
του θεωρήματος 6 και μία τέταρτη:

4. Είτε οι ομοκλινικές τροχιές Γ και Ψ(Γ) δημιουργούν ένα ζεύγος από
βρόγχους χωρίς κόμπους ή κρίκους ενωμένα στο p είτε ο ετεροκλινικός κύκλος
που δημιουργείται από τη Γ και την Ψ(Γ) είναι ένας βρόγχος χωρίς κόμπους.

Τότε υπάρχουν μετρήσιμα άπειρα εξαρθρωμένα πρότυπα εμβυθισμένα σε μία

σωληνοειδή γειτονιά Γ∪Ψ(Γ) από τροχιές που είναι σε ένα προς ένα ισοτοπική
αντιστοιχία με ένα γνήσιο υποσύνολο λύσεων του ẋ = f(x). Κάθε ένα από
αυτά τα πρότυπα είναι ισοτοπικό με το πρότυπο Z (βλ. εικόνα 5.9) και πεπερα-
σμένος αριθμός αυτών των προτύπων παραμένουν έγκυρα κάτω από μία μικρή

C1
διαταραχή.
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Σχήμα 5.9: Το πρότυπο Z [6]

Αποδεικνύεται ότι το πρότυπο Z είναι καθολικό, δηλαδή περιέχει ένα ισο-
τοπικό αντίγραφο κάθε κόμπου και κρίκου.[6]

΄Ετσι, δεδομένων των παραπάνω, υπάρχουν ανοικτά σύνολα στον χώρο C1

διανυσματικών πεδίων του R3
των οποίων το σύνολο των περιοδικών τους τρο-

χιών απαρτίζεται από αντιπροσώπους από κάθε κλάση ισοτοπίας κρίκων. Το

δεύτερο βασικό αποτέλεσμα είναι ότι το σύστημα που μελετήσαμε στην πα-

ράγραφο (5.2), για ένα ανοικτό σύνολο παραμέτρων β ∈ [6.5, 10.5] οι περιο-
δικές λύσεις των διαφορικών εξισώσεων περιέχουν αντιπροσώπους από κάθε

κλάση ισοδυναμίας κόμπων και κρίκων. [6] Αυτό είναι το θεώρημα 5.2 όπως το

ορίσαμε παραπάνω.

5.4 Συμπεράσματα

Από τα παραπάνω ουσιαστικά αντιλαμβανόμαστε ότι ο ελκυστής που σχηματίζε-

ται από τις περιοδικές λύσεις του συστήματος Chua έχει τόσο πλούσια δυναμική
η οποία εμφανίζει ολους τους πιθανούς κόμπους και κρίκους που μπορούν να

υπάρξουν. Από την επίλυση και οπτικοποίηση των εξισώσεων που κάναμε στην

προηγούμενη παράγραφο, παρατηρούμε ότι για τα γραφήματα του συστήματος,

όσο οι τιμές αυξάνονται από 6.5 προς 10.5, οι τροχιές του συστήματος κοντά
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στα σημεία ισορροπίας αρχικά βρίσκονται απομακρυσμένες και μόλις η παράμε-

τρος β περάσει την τιμή 8, οι τροχιές έρχονται πιό κοντά και μπλέκονται με
περισσότερο περίπλοκους τρόπους. Αυτός φαίνεται να είναι και ο λόγος που το

σύστημα παρουσιάζει την ευρεία ποικιλία κόμπων και κρίκων σε αυτές τις τιμές

της παραμέτρου β. Γενικά ένα δυναμικό σύστημα με μεταβλητές παραμέτρους
εμφανίζει διακλαδώσεις. ΄Ομως στη περίπτωση που οι τροχιές είναι περιοδι-

κές, τότε αυτές παραμένουν και μετά την παραμόρφωσή τους. Μόνο μέσω μίας

διακλάδωσης μία κλειστή τροχιά μπορεί να αλλάξει την τοπολογία της.[5] Το

αποτέλεσμα των παραπάνω είναι ότι ουσιαστικά υπάρχει σύνδεσμος μεταξύ φαι-

νομένων της τοπολογίας με τη θεωρία εφαρμοσμένων δυναμικών συστημάτων.

Αυτό έχει ως αποτέλεσμα μοντέλα φυσικών διεργασιών που διέπονται από α-

πλές εξισώσεις να γεννούν με φυσικότητα κόμπους και κρίκους. ΄Ετσι φαίνεται

ότι δομές τοπολογικής πολυπλοκότητας μπορούν να παραχθούν από απλούς λο-

γικούς κανόνες και αφού αυτές οι δομές στον χώρο των φάσεων μπορούν να

χαρτογραφηθούν σε κινήσεις στον φυσικό χώρο από τα μοντέλα των διαφορικών

εξισώσεων, τότε αυτά τα ευρήματα έχουν βαθιές επιπτώσεις για ζητήματα σχε-

δίασης, ελέγχου και προγραμματισμού κίνησης. Από την άλλη πλευρά βέβαια,

αφού ένας άπειρος αριθμός από αναλλοίωτους κόμπους και κρίκους μπορεί να

εμφανίζεται ταυτόχρονα σε μία ροή η οποία είναι φαινομενικά απλή, τότε φαίνε-

ται απίθανο να μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τα αποτελέσματά μας για τον

καθορισμό διαδρομή των διακλαδώσεων του εκάστοτε συστήματος. [6]
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Επίλογος

Η μελέτη των δυναμικών συστημάτων μέσω της τοπολογίας αποτελεί έναν ι-

σχυρό μαθηματικό κλάδο με πλούσιες και βαθιές εφαρμογές που εκτείνονται

πέρα από τη θεωρητική θεμελίωση, αγγίζοντας πολλούς τομείς της σύγχρονης

επιστήμης και τεχνολογίας. Στην παρούσα εργασία, επιχειρήσαμε να φωτίσου-

με διάφορες πτυχές της τοπολογίας δυναμικών συστημάτων, ξεκινώντας από

τις θεμελιώδεις έννοιες της τοπολογίας, των πολλαπλοτήτων και των σχετικών

τοπολογικών κατασκευών, όπως η στερεογραφική προβολή και η ΄Ινωση Hopf.

Μέσα από την ανάλυση κλασικών συστημάτων όπως των Lotka-Volterra,
τον αρμονικό ταλαντωτή, καθώς και των χαοτικών συστημάτων Samardzija–Greller
και Chua, αναδείξαμε την εγγενή πολυπλοκότητα που κρύβουν οι δομές των
λύσεων των συστημάτων στο χώρο των φάσεων. Η μελέτη αυτή προσφέρει μία

βαθύτερη κατανόηση των συστημάτων αυτών, υπογραμμίζοντας παράλληλα την

αξία της τοπολογικής προσέγγισης για την αποκάλυψη κρυμμένων συμμετριών

και ιδιοτήτων.

Πέρα από τη θεωρητική σημασία, η έρευνα αυτή ανοίγει τον δρόμο για μελ-

λοντικές εξερευνήσεις, τόσο στον τομέα της καθαρής μαθηματικής έρευνας όσο

και στις εφαρμογές. Μελλοντικές έρευνες θα μπορούσαν να εστιάσουν στη σύν-

δεση αυτών των τοπολογικών δομών με σύγχρονες εφαρμογές στη φυσική, τη

βιολογία, και τη μηχανική, συμβάλλοντας στην κατανόηση περίπλοκων συστη-

μάτων και τη βελτίωση των μοντέλων που χρησιμοποιούμε για να περιγράψουμε

τον κόσμο μας.

Η εμπειρία της εκπόνησης αυτής της διπλωματικής εργασίας ήταν ιδιαίτερα

πολύτιμη, παρέχοντάς μου όχι μόνο την ευκαιρία να εμβαθύνω σε συναρπαστικές

πτυχές των μαθηματικών, αλλά και να αναπτύξω δεξιότητες αναλυτικής σκέψης

και κριτικής αξιολόγησης που θα με συνοδεύουν στην περαιτέρω ακαδημαϊκή

και επαγγελματική πορεία μου.
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Παράρτημα - MATLAB

Συνάρτηση 2-D Lotka - Volterra

f unc t i on Quadncut=Quad1( t , x )
g l oba l a b c d ;

a=4;b=−2;c=−1;d=2;

Quadncut=[a∗x(1)+b∗x (2)∗ x ( 1 ) ; c∗x(2)+d∗x (2)∗ x ( 1 ) ] ;

Επίλυση 2-D Lotka - Volterra

c l e a r ;

g l oba l a b c d ;

% Set Tolerance

opt ions = odeset ( ’ RelTol ’ , 1 e −13 , ’AbsTol ’ , [ 1 e −13 ,1e −13 ] ) ;

% I n i t i a l Condit ions

x01 = [ 1 ; 1 ] ;
x02 = [ 1 ; 2 ] ;
x03 = [ 3 ; 1 ] ;

% Span
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span1 = [ 0 , 1 0 0 ] ;

% ODE45
[ t1 , x1]=ode45 ( ’ Quadncut ’ , span1 , x01 , opt ions ) ;
[ t2 , x2]=ode45 ( ’ Quadncut ’ , span1 , x02 , opt ions ) ;
[ t3 , x3]=ode45 ( ’ Quadncut ’ , span1 , x03 , opt ions ) ;

% Numerica l ly i n t e g r a t e x1 and x2 over time to get Q1 and Q2
Q1 = cumtrapz ( t1 , x1 ( : , 1 ) ) ;
Q2 = cumtrapz ( t1 , x1 ( : , 2 ) ) ;

% Ca lcu la te the conserved quant i ty V
V = −b∗x1 ( : , 2) − a∗ log ( x1 ( : , 2 ) ) + d∗x1 ( : , 1) + c∗ log ( x1 ( : , 1 ) ) ;

% Ca lcu la te the Hamiltonian H
H = a∗Q1 + c∗Q2 − x1 ( : , 1) − x1 ( : , 2 ) ;

% p lo t ( xy p r o j e c t i o n )
p l o t ( x1 ( : , 1 ) , x1 ( : , 2 ) ) ; hold on ;
p l o t ( x2 ( : , 1 ) , x2 ( : , 2 ) ) ; hold on ;
p l o t ( x3 ( : , 1 ) , x3 ( : , 2 ) ) ;

x l ab e l ( ’X’ )
y l ab e l ( ’Y’ )

% Plot the conserved quant i ty V over time
f i g u r e ;
p l o t ( t1 , V, ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
x l ab e l ( ’Time ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Conserved Quantity V’ ) ;
t i t l e ( ’ Conserved Quantity V Over Time ’ ) ;

% Plot the Hamiltonian H over time
f i g u r e ;
p l o t ( t1 , H, ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
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x l ab e l ( ’Time ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Hamiltonian H’ ) ;
t i t l e ( ’ Hamiltonian H Over Time ’ ) ;
g r i d on ;

Συνάρτηση 3-D Lotka - Volterra

f unc t i on Quad=Quad1( t , x )
g l oba l a b c ;

a=2.981;b=3; c=1;

Quad=[−x (1)∗ x(2)+c∗x(1)−a∗x (3)∗ x ( 1 ) ;
−x(2)+x (1)∗ x ( 2 ) ;
−b∗x(3)+a∗x (3)∗ x ( 1 ) ] ;

Επίλυση 3-D Lotka - Volterra

c l e a r ;
g l oba l a b c ;

% Set Tolerance

opt ions = odeset ( ’ RelTol ’ , 1 e −13 , ’AbsTol ’ , [ 1 e −13 ,1e −13 ,1e −13 ] ) ;

% I n i t i a l Condit ions

x01 = [ 1 ; 2 / 3 ; 1 ] ;
x02 = [ 0 . 5 ; 1 . 6 ; 2 . 1 ] ;
x03 = [ 1 . 7 ; 6 . 4 ; 3 . 1 ] ;
x04 = [ 1 . 9 ; 4 . 5 ; 1 . 4 ] ;
x05 = [ 2 . 3 ; 1 . 1 ; 8 . 7 ] ;

% Span
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span = [ 0 , 5 0 0 ] ;

% ODE45

[ t1 , x1]=ode45 ( ’Quad ’ , span , x01 , opt ions ) ;
[ t2 , x2]=ode45 ( ’Quad ’ , span , x02 , opt ions ) ;
[ t3 , x3]=ode45 ( ’Quad ’ , span , x03 , opt ions ) ;
[ t4 , x4]=ode45 ( ’Quad ’ , span , x04 , opt ions ) ;
[ t5 , x5]=ode45 ( ’Quad ’ , span , x05 , opt ions ) ;

%3D Plot
p lo t3 ( x1 ( : , 1 ) , x1 ( : , 2 ) , x1 ( : , 3 ) ) ; hold on ;
p lo t3 ( x2 ( : , 1 ) , x2 ( : , 2 ) , x2 ( : , 3 ) ) ; hold on ;
p lo t3 ( x3 ( : , 1 ) , x3 ( : , 2 ) , x3 ( : , 3 ) ) ; hold on ;
p lo t3 ( x4 ( : , 1 ) , x4 ( : , 2 ) , x4 ( : , 3 ) ) ; hold on ;
p lo t3 ( x5 ( : , 1 ) , x5 ( : , 2 ) , x5 ( : , 3 ) ) ;

x l ab e l ( ’X’ )
y l ab e l ( ’Y’ )
z l a b e l ( ’Z ’ )

Ενέργεια Αρμονικού Ταλαντωτή

f unc t i on main
g l oba l m
m = 1 ; % Mass m i s 1

% Time span and i n i t i a l c ond i t i on s
opt ions = odeset ( ’ RelTol ’ , 1 e −8 , ’AbsTol ’ , [ 1 e−8 1e −8 ] ) ;
tspan = [0 1 0 ] ;
x0 = [ 1 ; 1 ] ; % I n i t i a l c ond i t i on s : x (1 ) = x , x (2 ) = y

% Solve the system o f equat ions

89



[ t , x ] = ode45 ( @s t i f f 1 , tspan , x0 , opt ions ) ;

% Ca lcu la te e n e r g i e s
U = 0 .5 ∗ m ∗ (x ( : , 2 ) . ^ 2 ) ; % Pot en t i a l energy
Vx = m ∗ x ( : , 2 ) ; % Ve loc i ty in x
Vy = −m ∗ x ( : , 1 ) ; % Ve loc i ty in y
K = 0.5 ∗ m ∗ (Vy . ^ 2 ) ; % Kinet i c energy
H = 0.5 ∗ m ∗ (x ( : , 1 ) . ^ 2 + x ( : , 2 ) . ^ 2 ) ;

% Plot Po t en t i a l Energy vs Time
f i g u r e ;
p l o t ( t , U, ’ r − ’) ;
x l ab e l ( ’Time ( s ) ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Po t en t i a l Energy ( Jou l e s ) ’ ) ;
t i t l e ( ’ Po t en t i a l Energy vs Time ’ ) ;

% Plot Kinet i c Energy vs Time
f i g u r e ;
p l o t ( t , K, ’b− ’) ;
x l ab e l ( ’Time ( s ) ’ ) ;
y l ab e l ( ’ K ine t i c Energy ( Jou l e s ) ’ ) ;
t i t l e ( ’ K ine t i c Energy vs Time ’ ) ;

% Plot Total Energy vs Time
f i g u r e ;
p l o t ( t , U + K, ’k− ’) ;
x l ab e l ( ’Time ( s ) ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Total Energy ( Jou l e s ) ’ ) ;
t i t l e ( ’ Total Energy vs Time ’ ) ;

% Plot Po t en t i a l vs Kinet i c Energy
f i g u r e ;
p l o t (U, K, ’ g − ’) ;
x l ab e l ( ’ Po t en t i a l Energy ( Jou l e s ) ’ ) ;
y l ab e l ( ’ K ine t i c Energy ( Jou l e s ) ’ ) ;
t i t l e ( ’ Po t en t i a l vs Kine t i c Energy ’ ) ;

% Plot Hamiltonian vs Time
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f i g u r e ;
p l o t ( t , H, ’m− ’) ;
x l ab e l ( ’Time ( s ) ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Hamiltonian ( Jou l e s ) ’ ) ;
t i t l e ( ’ Hamiltonian vs Time ’ ) ;

end

Εξίσωση Αρμονικού ταλαντωτή δύο διαστάσε-

ων

f unc t i on s t i f f=s t i f f 4 ( t , x )
g l oba l m1 n1 ;

%S t i f f d e f i n e s x’= f ( x )
%take x(1)=x1 , x(2)=x2 , x(3)=y1 , x(4)=y2
s t i f f =[m1∗x ( 3 ) ;m1∗x(4); −n1∗x(1); −n1∗x ( 2 ) ] ;

Επίλυση Αρμονικού ταλαντωτή

c l c ; c l e a r a l l ; f i g u r e ;
g l oba l m1 n1 ;
m1=1;n1=1;
n=10;k=1;
opt ions = odeset ( ’ RelTol ’ , 1 e −8 , ’AbsTol ’ , [ 1 e−8 1e−8 1e−8 1e −8 ] ) ;
c=colormap ( hsv ( ( n+1)^3)) ;
s e t ( gcf , ’ Renderer ’ , ’ zbu f f e r ’ )

wr i terObj = VideoWriter ( ’ 3_Sphere_mn . avi ’ ) ;
open ( writerObj ) ;
nFrames = (n+1)^3;
mov ( 1 : nFrames ) = s t r u c t ( ’ cdata ’ , [ ] , ’ colormap ’ , [ ] ) ;

f o r p s i =0: p i /n : p i
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f o r theta =0: p i /n : p i
f o r f i =0:2∗ p i /n :2∗ p i

[ t1 , x1_]=ode45 ( ’ s t i f f 4 ’ , [ 0 , 1 0 ] , [ cos ( p s i )
s i n ( p s i )∗ cos ( theta ) s i n ( p s i )∗ s i n ( theta )∗ cos ( f i )
s i n ( p s i )∗ s i n ( theta )∗ s i n ( f i ) ] , opt i ons ) ;
x1 ( : , 1 )=x1_( : , 1 ) . / ( 1 −(x1_ ( : , 4 ) ) ) ;
x1 ( : , 2 )=x1_( : , 2 ) . / ( 1 −(x1_ ( : , 4 ) ) ) ;
x1 ( : , 3 )=x1_( : , 3 ) . / ( 1 −(x1_ ( : , 4 ) ) ) ;

%i f p s i==0; i =2;end %i f theta==pi ; i =3;end
xlim ([−20 2 0 ] ) ; yl im ([−20 2 0 ] ) ; z l im ([−20 2 0 ] ) ;
p l o t3 ( x1 ( : , 1 ) , x1 ( : , 2 ) , x1 ( : , 3 ) , ’ Color ’ , c (k , : ) ) ;
t i t l e ( [ ’ p s i =’ num2str ( p s i ) ’ theta=’ num2str ( theta ) ’ f i =’

num2str ( f i ) ] ) ;
hold on ; %pause ( 0 . 1 ) ;
c l e a r x1 x2 x3 ;
mov(k)=getframe ( gc f ) ;
wr iteVideo ( writerObj ,mov(k ) ) ;
k=k+1;
end

end
end

c l o s e ( wr i terObj ) ;
%movie2avi (mov , ’3 _sphere . avi ’ , ’ compression ’ , ’None ’ , ’ FPS ’ , 1 0 ) ;
%ax i s v i s3d
%camorbit (30 ,45)

Υπολογισμός Χαμιλτονιανής και Λαγκραν-

τζιανής

f unc t i on solve_and_plot_system ( )
c l c ; c l e a r a l l ;

g l oba l m1 n1 ;

% Def ine the parameters
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m1 = 1 ; % You can ad jus t the se va lue s as needed
n1 = 1 ; % You can ad jus t the se va lue s as needed

% I n i t i a l c ond i t i on s [ x1 , x2 , y1 , y2 ]
x0 = [ 1 , 1 , 1 , 1 ] ; % You can ad jus t these va lue s as needed

% Time span
tspan = [0 1 0 0 ] ; % You can ad jus t the se va lue s as needed

opt ions = odeset ( ’ RelTol ’ , 1 e −13 , ’AbsTol ’ , [ 1 e−13 1e−13
1e−13 1e −13 ] ) ;

% Solve the system us ing ode45
[ t , x ] = ode45 ( @s t i f f 4 , tspan , x0 , opt ions ) ;

% Ca lcu la te the Hamiltonian and Lagrangian
H = 0.5 ∗ m1 ∗ (x ( : , 1 ) . ^ 2 + x ( : , 3 ) . ^ 2 ) + 0 .5 ∗ n1 ∗
(x ( : , 2 ) . ^ 2 + x ( : , 4 ) . ^ 2 ) ;
L = 0 .5 ∗ m1 ∗ (x ( : , 1 ) . ^ 2 + x ( : , 3 ) . ^ 2 ) − 0 .5 ∗ n1 ∗
(x ( : , 2 ) . ^ 2 + x ( : , 4 ) . ^ 2 ) ;

% Plot Hamiltonian
f i g u r e ;
p l o t ( t , H, ’−b ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
x l ab e l ( ’ t ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Hamiltonian H’ ) ;
t i t l e ( ’ Hamiltonian ’ ) ;
g r i d on ;

% Plot Lagrangian
f i g u r e ;
p l o t ( t , L , ’−r ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
x l ab e l ( ’ t ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Lagrangian L ’ ) ;
t i t l e ( ’ Lagrangian ’ ) ;
g r i d on ;

end
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Εξίσωση του συστήματος των Samardzija–Greller

f unc t i on s t i f f=s t i f f 1 ( t , x )
g l oba l a b c d ;
a=2.9851;d=2.9851;b=3; c=2;
%S t i f f d e f i n e s x’= f ( x )
s t i f f =[x(1)−x (1)∗ x(2)+c ∗(x(1)^2)−a∗x (3 )∗ ( x ( 1 )^2 ) ;

−x(2)+x (1)∗ x(2); −b∗x(3)+a∗x (3 )∗ ( x ( 1 ) ^ 2 ) ] ;

Η επίλυση του συστήματος

%The job m−f i l e s c a l l s the s t i f f 1 m−f i l e
%Choose a [ t0 , t f i n a l ] and a s t a r t i n g po int [ x0 , y0 , z0 ]
%The numerica l s o l u t i o n s w i l l be saved in the matr i ce s t and x
%opt ions = odeset ( ’ RelTol ’ , 1 e −4 , ’AbsTol ’ , [ 1 e−4 1e−4 1e −5 ] ) ;
opt ions = odeset ( ’ RelTol ’ , 1 e −13 , ’AbsTol ’ , [ 1 e−13 1e−13 1e −14 ] ) ;
[ t1 , x1]=ode45 ( ’ s t i f f 1 ’ , [ 0 , 2 5 0 ] , [ 1 ; 1 . 5 9 ; 0 . 8 1 ] , opt i ons ) ;
[ t2 , x2]=ode45 ( ’ s t i f f 1 ’ , [ 0 , 2 5 0 ] , [ 1 ; 1 . 3 ; 0 . 8 9 ] , opt ions ) ;
[ t3 , x3]=ode45 ( ’ s t i f f 1 ’ , [ 0 , 6 0 ] , [ 1 ; 1 . 1 8 ; 0 . 9 5 ] , opt ions ) ;
[ t4 , x4]=ode45 ( ’ s t i f f 1 ’ , [ 0 , 2 0 0 ] , [ 1 ; 1 . 0 8 ; 0 . 9 8 ] , opt i ons ) ;

f i g u r e ;
d i sp ( ’ xy pro j e c t i on ’ ) ; p l o t ( x1 ( : , 1 ) , x1 ( : , 2 ) ) ; hold on ;
p l o t ( x2 ( : , 1 ) , x2 ( : , 2 ) ) ; p l o t ( x3 ( : , 1 ) , x3 ( : , 2 ) ) ;
p l o t ( x4 ( : , 1 ) , x4 ( : , 2 ) ) ;
hold o f f ;

Οι Ιακωβιανές

% Def ine symbol ic v a r i ab l e b
syms b ;

94



% Def ine the Jacobian matr i ce s with symbol ic b
J_1 = [−2 7 0 ; 1 −1 1 ; 0 −b 0 ] ;
J_2 = [1 7 0 ; 1 −1 1 ; 0 −b 0 ] ;
J_3 = [26/5 7 0 ; 1 −1 1 ; 0 −b 0 ] ;

% Ca lcu la te symbol ic e i g enva lu e s f o r each Jacobian
eigenvalues_J1 = e i g (J_1 ) ;
e igenvalues_J2 = e i g (J_2 ) ;
e igenvalues_J3 = e i g (J_3 ) ;

% Convert symbol ic e i g enva lu e s to f unc t i on s f o r
numerica l eva lua t i on
eigenvalues_J1_func = matlabFunction ( eigenvalues_J1 , ’ Vars ’ , b ) ;
e igenvalues_J2_func = matlabFunction ( eigenvalues_J2 , ’ Vars ’ , b ) ;
e igenvalues_J3_func = matlabFunction ( eigenvalues_J3 , ’ Vars ’ , b ) ;

% Def ine a range o f va lue s f o r b with in [ 6 . 5 , 1 0 . 5 ]
b_values = 6 . 5 : 0 . 1 : 1 0 . 5 ;

% I n i t i a l i z e a r rays to s t o r e the r e a l and imaginary par t s o f the
e i g enva lu e s
real_parts_J1 = ze ro s ( l ength ( b_values ) , 3 ) ;
imag_parts_J1 = ze ro s ( l ength ( b_values ) , 3 ) ;
real_parts_J2 = ze ro s ( l ength ( b_values ) , 3 ) ;
imag_parts_J2 = ze ro s ( l ength ( b_values ) , 3 ) ;
real_parts_J3 = ze ro s ( l ength ( b_values ) , 3 ) ;
imag_parts_J3 = ze ro s ( l ength ( b_values ) , 3 ) ;

% Evaluate the e i g enva lu e s f o r each value o f b
f o r i = 1 : l ength ( b_values )

ev_J1 = eigenvalues_J1_func ( b_values ( i ) ) ;
ev_J2 = eigenvalues_J2_func ( b_values ( i ) ) ;
ev_J3 = eigenvalues_J3_func ( b_values ( i ) ) ;

real_parts_J1 ( i , : ) = r e a l ( ev_J1 ) ;
imag_parts_J1 ( i , : ) = imag ( ev_J1 ) ;

real_parts_J2 ( i , : ) = r e a l ( ev_J2 ) ;
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imag_parts_J2 ( i , : ) = imag ( ev_J2 ) ;

real_parts_J3 ( i , : ) = r e a l ( ev_J3 ) ;
imag_parts_J3 ( i , : ) = imag ( ev_J3 ) ;

end

% Plot the r e a l and imaginary par t s o f the e i g enva lu e s to
ana lyze s t a b i l i t y
f i g u r e ;
subplot (3 , 2 , 1 ) ;
p l o t ( b_values , real_parts_J1 ) ;
t i t l e ( ’ Real Parts o f Eigenva lues f o r J_1 ’ ) ;
x l ab e l ( ’ b ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Real Part ’ ) ;
l egend ( ’ Eigenvalue 1 ’ , ’ Eigenvalue 2 ’ , ’ Eigenvalue 3 ’ ) ;

subp lot (3 , 2 , 2 ) ;
p l o t ( b_values , imag_parts_J1 ) ;
t i t l e ( ’ Imaginary Parts o f Eigenva lues f o r J_1 ’ ) ;
x l ab e l ( ’ b ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Imaginary Part ’ ) ;
l egend ( ’ Eigenvalue 1 ’ , ’ Eigenvalue 2 ’ , ’ Eigenvalue 3 ’ ) ;

subp lot (3 , 2 , 3 ) ;
p l o t ( b_values , real_parts_J2 ) ;
t i t l e ( ’ Real Parts o f Eigenva lues f o r J_2 ’ ) ;
x l ab e l ( ’ b ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Real Part ’ ) ;
l egend ( ’ Eigenvalue 1 ’ , ’ Eigenvalue 2 ’ , ’ Eigenvalue 3 ’ ) ;

subp lot (3 , 2 , 4 ) ;
p l o t ( b_values , imag_parts_J2 ) ;
t i t l e ( ’ Imaginary Parts o f Eigenva lues f o r J_2 ’ ) ;
x l ab e l ( ’ b ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Imaginary Part ’ ) ;
l egend ( ’ Eigenvalue 1 ’ , ’ Eigenvalue 2 ’ , ’ Eigenvalue 3 ’ ) ;

subp lot (3 , 2 , 5 ) ;
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p lo t ( b_values , real_parts_J3 ) ;
t i t l e ( ’ Real Parts o f Eigenva lues f o r J_3 ’ ) ;
x l ab e l ( ’ b ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Real Part ’ ) ;
l egend ( ’ Eigenvalue 1 ’ , ’ Eigenvalue 2 ’ , ’ Eigenvalue 3 ’ ) ;

subp lot (3 , 2 , 6 ) ;
p l o t ( b_values , imag_parts_J3 ) ;
t i t l e ( ’ Imaginary Parts o f Eigenva lues f o r J_3 ’ ) ;
x l ab e l ( ’ b ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Imaginary Part ’ ) ;
l egend ( ’ Eigenvalue 1 ’ , ’ Eigenvalue 2 ’ , ’ Eigenvalue 3 ’ ) ;

Ανάλυση κρίσιμων σημείων

% Def ine symbol ic v a r i ab l e b
syms b ;

% Def ine the Jacobian matr i ce s with symbol ic b
J_1 = [−2 7 0 ; 1 −1 1 ; 0 −b 0 ] ;
J_2 = [1 7 0 ; 1 −1 1 ; 0 −b 0 ] ;
J_3 = [26/5 7 0 ; 1 −1 1 ; 0 −b 0 ] ;

% Ca lcu la te symbol ic e i g enva lu e s f o r each Jacobian
eigenvalues_J1 = e i g (J_1 ) ;
e igenvalues_J2 = e i g (J_2 ) ;
e igenvalues_J3 = e i g (J_3 ) ;

% Convert symbol ic e i g enva lu e s to f unc t i on s f o r numerica l eva lua t i on
eigenvalues_J1_func = matlabFunction ( eigenvalues_J1 , ’ Vars ’ , b ) ;
e igenvalues_J2_func = matlabFunction ( eigenvalues_J2 , ’ Vars ’ , b ) ;
e igenvalues_J3_func = matlabFunction ( eigenvalues_J3 , ’ Vars ’ , b ) ;

% Def ine a range o f va lue s f o r b with in [ 6 . 5 , 1 0 . 5 ]
b_values = 6 . 5 : 0 . 1 : 1 0 . 5 ;
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% I n i t i a l i z e a r rays to s t o r e the r e a l and imaginary par t s o f the
e i g enva lu e s
real_parts_J1 = ze ro s ( l ength ( b_values ) , 3 ) ;
imag_parts_J1 = ze ro s ( l ength ( b_values ) , 3 ) ;
real_parts_J2 = ze ro s ( l ength ( b_values ) , 3 ) ;
imag_parts_J2 = ze ro s ( l ength ( b_values ) , 3 ) ;
real_parts_J3 = ze ro s ( l ength ( b_values ) , 3 ) ;
imag_parts_J3 = ze ro s ( l ength ( b_values ) , 3 ) ;

% Evaluate the e i g enva lu e s f o r each value o f b
f o r i = 1 : l ength ( b_values )

ev_J1 = eigenvalues_J1_func ( b_values ( i ) ) ;
ev_J2 = eigenvalues_J2_func ( b_values ( i ) ) ;
ev_J3 = eigenvalues_J3_func ( b_values ( i ) ) ;

real_parts_J1 ( i , : ) = r e a l ( ev_J1 ) ;
imag_parts_J1 ( i , : ) = imag ( ev_J1 ) ;

real_parts_J2 ( i , : ) = r e a l ( ev_J2 ) ;
imag_parts_J2 ( i , : ) = imag ( ev_J2 ) ;

real_parts_J3 ( i , : ) = r e a l ( ev_J3 ) ;
imag_parts_J3 ( i , : ) = imag ( ev_J3 ) ;

end

% Plot the r e a l and imaginary par t s o f the e i g enva lu e s to ana lyze
s t a b i l i t y
f i g u r e ;
subplot (3 , 2 , 1 ) ;
p l o t ( b_values , real_parts_J1 ) ;
t i t l e ( ’ Real Parts o f Eigenva lues f o r J_1 ’ ) ;
x l ab e l ( ’ b ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Real Part ’ ) ;
l egend ( ’ Eigenvalue 1 ’ , ’ Eigenvalue 2 ’ , ’ Eigenvalue 3 ’ ) ;

subp lot (3 , 2 , 2 ) ;
p l o t ( b_values , imag_parts_J1 ) ;
t i t l e ( ’ Imaginary Parts o f Eigenva lues f o r J_1 ’ ) ;

98



x l ab e l ( ’ b ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Imaginary Part ’ ) ;
l egend ( ’ Eigenvalue 1 ’ , ’ Eigenvalue 2 ’ , ’ Eigenvalue 3 ’ ) ;

subp lot (3 , 2 , 3 ) ;
p l o t ( b_values , real_parts_J2 ) ;
t i t l e ( ’ Real Parts o f Eigenva lues f o r J_2 ’ ) ;
x l ab e l ( ’ b ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Real Part ’ ) ;
l egend ( ’ Eigenvalue 1 ’ , ’ Eigenvalue 2 ’ , ’ Eigenvalue 3 ’ ) ;

subp lot (3 , 2 , 4 ) ;
p l o t ( b_values , imag_parts_J2 ) ;
t i t l e ( ’ Imaginary Parts o f Eigenva lues f o r J_2 ’ ) ;
x l ab e l ( ’ b ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Imaginary Part ’ ) ;
l egend ( ’ Eigenvalue 1 ’ , ’ Eigenvalue 2 ’ , ’ Eigenvalue 3 ’ ) ;

subp lot (3 , 2 , 5 ) ;
p l o t ( b_values , real_parts_J3 ) ;
t i t l e ( ’ Real Parts o f Eigenva lues f o r J_3 ’ ) ;
x l ab e l ( ’ b ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Real Part ’ ) ;
l egend ( ’ Eigenvalue 1 ’ , ’ Eigenvalue 2 ’ , ’ Eigenvalue 3 ’ ) ;

subp lot (3 , 2 , 6 ) ;
p l o t ( b_values , imag_parts_J3 ) ;
t i t l e ( ’ Imaginary Parts o f Eigenva lues f o r J_3 ’ ) ;
x l ab e l ( ’ b ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Imaginary Part ’ ) ;
l egend ( ’ Eigenvalue 1 ’ , ’ Eigenvalue 2 ’ , ’ Eigenvalue 3 ’ ) ;

Το σύστημα Chua

f unc t i on dydt = system_eqs ( t , y , b )
% Def ine the system o f equat ions
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% y (1) = x , y (2 ) = y , y (3 ) = z
x = y ( 1 ) ;
y_var = y ( 2 ) ;
z = y ( 3 ) ;

% Def ine the func t i on f ( x )
f_x = (2/7) ∗ x − (3/14) ∗ ( abs (x + 1) − abs (x − 1 ) ) ;

% Def ine the system o f d i f f e r e n t i a l equat ions
dxdt = 7 ∗ ( y_var − f_x ) ;
dydt_var = x − y_var + z ;
dzdt = −b ∗ y_var ;

% Return the d e r i v a t i v e s as a column vec to r
dydt = [ dxdt ; dydt_var ; dzdt ] ;

end

Επίλυση του συστήματος Chua στο διάστημα
Ι

% Def ine the range f o r b
b_values = l i n s p a c e (13/2 , 21/2 , 2 0 ) ; % 20 po in t s between 13/2 and
21/2 f o r f i n e r r e s o l u t i o n

% Def ine a s e t o f i n i t i a l c ond i t i on s to t e s t
i n i t i a l_ c ond i t i o n s = [

1 , 1 , 1 ;
2 , 0 , −1;
−1, −2, 1 ;
3 , −1, 2 ;
−3, 1 , −2

] ;

% Def ine the time span f o r the s o l u t i o n
tspan = [ 0 , 2 0 0 ] ; % Solve from t = 0 to t = 200 to capture long−term
behavior
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% Def ine the po in t s A, B, and C
A = [3/2 , 0 , −3/2];
B = [ 0 , 0 , 0 ] ;
C = [ −3/2 , 0 , 3 / 2 ] ;

% Def ine ax i s l im i t s to f o cus on the area around equ i l i b r ium po in t s
xl im_vals = [−5 , 5 ] ;
yl im_vals = [−5 , 5 ] ;
z l im_vals = [−5 , 5 ] ;

% Create a new f i g u r e f o r a l l subp lo t s
f i g u r e ;

% Determine the number o f rows and columns f o r the subp lo t s g r i d
num_plots = length ( b_values ) ;
num_cols = c e i l ( s q r t ( num_plots ) ) ;
num_rows = c e i l ( num_plots / num_cols ) ;

% Loop over each value o f b and i n i t i a l c ond i t i on s to s o l v e
the system
f o r i = 1 : num_plots

b = b_values ( i ) ;

% Create a new subplot f o r each value o f b
subplot (num_rows , num_cols , i ) ;
hold on ;

% Plot po in t s A, B, and C
plo t3 (A(1 ) , A(2 ) , A(3 ) , ’ ro ’ , ’ MarkerSize ’ , 10 ,
’ DisplayName ’ , ’A(3/2 ,0 , −3/2) ’ ) ;
p l o t3 (B(1 ) , B(2 ) , B(3 ) , ’ go ’ , ’ MarkerSize ’ , 10 ,
’ DisplayName ’ , ’B( 0 , 0 , 0 ) ’ ) ;
p l o t3 (C(1 ) , C(2 ) , C(3 ) , ’ bo ’ , ’ MarkerSize ’ , 10 ,
’ DisplayName ’ , ’C( −3/2 ,0 ,3/2) ’ ) ;

% Loop over each i n i t i a l c ond i t i on
f o r j = 1 : s i z e ( i n i t i a l_ c ond i t i o n s , 1)
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y0 = i n i t i a l_ c o nd i t i o n s ( j , : ) ;

% Solve the system o f equat ions
[ t , y ] = ode45 (@( t , y ) system_eqs ( t , y , b ) , tspan , y0 ) ;

% Plot the 3D phase space (x vs y vs z )
p lo t3 (y ( : , 1 ) , y ( : , 2 ) , y ( : , 3 ) ) ;

end

% Customize subplot
t i t l e ( [ ’ b = ’ , num2str (b ) ] ) ;
x l ab e l ( ’ x ’ ) ;
y l ab e l ( ’ y ’ ) ;
z l a b e l ( ’ z ’ ) ;
g r i d on ;

% Set ax i s l im i t s
xlim ( xlim_vals ) ;
yl im ( ylim_vals ) ;
z l im ( zl im_vals ) ;

hold o f f ;
end

% Add an o v e r a l l t i t l e f o r the f i g u r e
s g t i t l e ( ’ 3D Phase Space f o r D i f f e r e n t Values o f b and I n i t i a l
Condit ions ’ ) ;
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