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Δ Η ΢ Α Γ Χ Γ Ζ 
 

 

 

ΘΔΧΡΗΑ ΢ΤΝΟΛΧΝ, φπσο δεκηνπξγήζεθε απφ ηνλ Cantor κε κηα ζεηξά εξγαζηψλ 

ηνπ απφ ην 1872 κέρξη θαη ην 1897,
1
 ήηαλ ε ζεσξία πνπ κειεηνχζε ην  ( ε λ ε ξ-

γ ε ί α )  π ξ α γ κ α η η θ φ  άπεηξν. Δίλαη γλσζηέο νη αληηδξάζεηο πνπ αληηκεηψπηζε 

απφ καζεκαηηθνχο πνπ πξέζβεπαλ ηελ παξαδνζηαθή θαηαζθεπαζηηθή αληίιεςε γηα 

ηα καζεκαηηθά, φπσο ν πξψελ δάζθαιφο ηνπ Kronecker. Ζ ζηάζε απηή είλαη δηθαην-

ινγεκέλε, αλ αλαινγηζηεί θαλείο ηε καζεκαηηθή πξαθηηθή, φπσο είρε δηακνξθσζεί 

κέρξη ηφηε. Μέζα ζε δχν αηψλεο είραλ ζπκβεί ηεξάζηηεο αιιαγέο. Μέρξη ηα ηέιε ηνπ 

17
νπ

 αηψλα, ηα καζεκαηηθά βξίζθνληαλ ζε έλα εκβξπτθφ ζηάδην θαηά ην νπνίν ε δη-

θαηνιφγεζε ησλ πξνηάζεσλ δελ ζηεξηδφηαλ αλαγθαζηηθά ζε απζηεξέο απνδείμεηο· ηα 

επηρεηξήκαηα γηα ηελ ηζρχ πξνηάζεσλ αθνξνχζαλ ζηελ πιεηνλφηεηα ησλ πεξηπηψζε-

σλ θαη φρη ζε απφιπηεο αιήζεηεο, ελψ ππήξραλ άιινη («εζηθήο»/ζπληεξεηηθήο θχζε-

σο) πεξηνξηζκνί ζηε δηαηχπσζε απνδείμεσλ –ιφγνπ ράξηλ, κέρξη ηηο αξρέο ηνπ 17
νπ

 

αηψλα, κηα απφδεημε ζπάληα ζεσξνχληαλ έγθπξε εάλ δελ είρε θαη γεσκεηξηθή δηθαην-

ιφγεζε– νη νπνίνη δπζρέξαηλαλ ή θαη απνπξνζαλαηφιηδαλ ην έξγν ησλ καζεκαηηθψλ. 

Μεηά ηε δεκηνπξγία ηνπ απεηξνζηηθνχ ινγηζκνχ απφ ηνπο Newton θαη Leibniz, φκσο, 

ε καζεκαηηθή επηζηήκε κεγαινχξγεζε. Κιάδνη φπσο ε αλάιπζε, ε άιγεβξα, ε ζεσ-

ξία αξηζκψλ θαη νη δηάθνξεο γεσκεηξίεο άξρηζαλ λα κειεηψληαη δηεμνδηθά θαη κέρξη 

ηα ηέιε ηνπ 18
νπ

 αηψλα είραλ αξρίζεη λα ζπζηεκαηνπνηνχληαη.
2
 

΢ηηο αξρέο ηνπ 19
νπ

 αηψλα, ν Gauss, ε κεγαιχηεξε ηφηε κνξθή ησλ καζεκαηηθψλ 

ήηαλ μεθάζαξα ελάληηα ζην πξαγκαηηθφ άπεηξν. Ζ ζηάζε ηνπ απηή έπαημε ζεκαληηθφ 

ξφιν ζηε δηακφξθσζε ησλ απφςεσλ ηνπ καζεκαηηθνχ θφζκνπ. Σελ ίδηα επνρή, φκσο, 

πνπ ν Gauss δηαηχπσλε απηή ηελ άπνςε, εκθαλίζηεθαλ νη κε επθιείδεηεο γεσκεηξίεο, 

νη νπνίεο θιφληζαλ ηελ πίζηε ησλ καζεκαηηθψλ ζηελ απφιπηε (a priori, φπσο πίζηεπ-

αλ) αιήζεηα ηεο επθιείδεηαο γεσκεηξίαο. Ξαθληθά, έπξεπε λα αλαδεηεζεί θάπνην άι-

ιν ζεκέιην γηα λα ζηεξίμνπλ ηελ πίζηε ηνπο, θαη γη‘ απηφ ζηξάθεθαλ ζηε ζεκειίσζε 

αξηζκψλ, ε νπνία, σζηφζν, ζε αληίζεζε κε ηελ επθιείδεηα γεσκεηξία, δελ ήηαλ εληε-

ιψο αλεπηπγκέλε. Χο εθ ηνχηνπ, κε ηνπο Weierstraß, Dedekind, Peano, Frege θαη άι-

                                                             
1 «Δπί ηεο Δπέθηαζεο ελφο Θεσξήκαηνο ηεο Θεσξίαο ησλ Σξηγσλνκεηξηθψλ ΢εηξψλ» («Über die 

Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen», 1872), «Δπί κηαο Υαξαθηε-

ξηζηηθήο Ηδηφηεηνο ηεο ΢πιινγήο ΋ισλ ησλ Πξαγκαηηθψλ Αιγεβξηθψλ Αξηζκψλ» («Über eine Eigen-

schaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen», 1874), «Μηα ΢πκβνιή ζηε Θεσξία ησλ Πνι-

ιαπινηήησλ» («Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre», 1878), «Πεξί Άπεηξσλ Γξακκηθψλ Πνιια-

πινηήησλ/΢πλφισλ ΢εκείσλ» («Über unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten», κέξε 1-6, 1879-

1884), «΢πκβνιή ζηε Θεκειίσζε ηεο Τπεξπεπεξαζκέλεο Θεσξίαο ησλ ΢πλφισλ» («Beiträge zur Be-

gründung der transfiniten Mengenlehre», κέξε 1-2, 1895-1897).  
2 O Leonhard Euler, ζπγθεθξηκέλα, ζπλέγξαςε ηα ζεκειηψδε γηα απηνχο ηνπο θιάδνπο εγρεηξίδηα 

Δηζαγσγή ζηελ Απεηξνζηηθή Αλάιπζε (Introductio in Analysin Infinitorum, 1748), Αξρέο Γηαθνξηθνύ 

Λνγηζκνύ (Institutiones Calculi Differentialis, 1755) θαη Αξρέο Οινθιεξσηηθνύ Λνγηζκνύ (Institutiones 

Calculi Integralis, 3 ηη., 1768-1774). Οπζηαζηηθά, κε απηά ηα βηβιία ηέζεθε ε βάζε απφ ηελ νπνία με-

θηλάλε ηα ζχγρξνλα καζεκαηηθά. 

Η 
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ινπο αξρίδεη ε θαηλνχξγηα επνρή ζεκειίσζεο ησλ αξηζκψλ. Μέζα απφ απηέο ηηο πξν-

ζπάζεηεο, έγηλε ζαθέο πσο ήηαλ απαξαίηεηε ε ρξήζε άπεηξσλ νληνηήησλ φπσο νη α-

πεηξνζεηξέο. Έηζη, γχξσ ζην 1870, επαλέξρεηαη ην δήηεκα ηνπ πξαγκαηηθνχ απείξνπ. 

΋ηαλ ν Cantor εηζάγεη ηνπο ππεξπεπεξαζκέλνπο αξηζκνχο, νη καζεκαηηθνί ρσξίδνληαη 

ζε δχν ζηξαηφπεδα, αλάινγα κε ην αλ ηνπο απνδέρνληαλ ή ηνπο απέξξηπηαλ. ΢ην Κε-

θάιαην 1 δηαηξέρνπκε ηελ ηζηνξηθή πνξεία ησλ καζεκαηηθψλ απφ ηελ αξραηφηεηα κέ-

ρξη ην 1870, νπφηε θαη αλαδχεηαη ε ζεσξία ζπλφισλ, κε βαζηθφ άμνλα ηελ έλλνηα ηνπ 

«απείξνπ» θαη ηηο απφςεηο νη νπνίεο εκθαλίζηεθαλ ζρεηηθά κε απηφ. 

 Οη κε επθιείδεηεο γεσκεηξίεο, φπσο είπακε, δεκηνχξγεζαλ κηα θξίζε πίζηεο ζηελ 

επθιείδεηα γεσκεηξία θαη ζηα αμηψκαηά ηεο. ΢πγθεθξηκέλα, ε αληίιεςε πνπ ππήξρε 

κέρξη ηφηε ήηαλ πσο έλα αμίσκα απνηειεί αξρή ε νπνία πξνθαλψο ηζρχεη. Ζ άξλεζε 

ηνπ 5
νπ

 αηηήκαηνο ηνπ Δπθιείδε δεκηνχξγεζε έλα λέν είδνο γεσκεηξίαο, κε επνπηη-

θήο, ε νπνία, φκσο, δελ πεξηείρε θάπνηα αληίθαζε θαη εξκήλεπε θαη θάπνηα πξάγκαηα 

ζρεηηθά κε ηνλ θπζηθφ θφζκν. Απηφκαηα, απηφ ζήκαηλε πσο έλα αμίσκα δελ είλαη κηα 

αλαιπηηθή, απφιπηε αιήζεηα – είλαη κάιινλ κηα απζαίξεηε, ππνζεηηθή, αθεηεξία γηα 

ηνπο ζπιινγηζκνχο καο, ε νπνία θξίλεηαη κε βάζε ηελ επηηπρία ηεο. Ζ πξψηε αμησκα-

ηηθή ζεσξία εκθαλίδεηαη κε ην έξγν ηνπ Peano πάλσ ζηε ζεκειίσζε ηεο αξηζκεηη-

θήο,
3
 ελψ ζηε ζπλέρεηα αθνινχζεζαλ θαη άιινη, φπσο ν Hilbert, κε ηελ αμησκαηηθν-

πνίεζε ηεο γεσκεηξίαο.
4
 Ζ «αμησκαηηθή θίλεζε», πάλησο, αθφκα θαη ηφηε, δελ ήηαλ ν 

θχξηνο δξφκνο ηεο καζεκαηηθήο πξαθηηθήο. Οη Dedekind θαη Frege είραλ πξνζπαζή-

ζεη λα ζεκειηψζνπλ ηελ αξηζκεηηθή ζε ινγηθά ζεκέιηα. Ο ίδηνο ν Cantor, ζην έξγν 

ηνπ, δελ είρε αλαθεξζεί ζε αμηψκαηα. ΋κσο, ην 1897 ν Burali-Forti αλαθνίλσζε πσο 

είρε αλαθαιχςεη θάπνηα αληηλνκία ζε ζρέζε κε ηνπο ππεξπεπεξαζκέλνπο αξηζκνχο, 

ελψ θαη ν Cantor ην 1899 δηαηχπσζε έλα άιιν παξάδνμν ζηε ζεσξία ζπλφισλ ηνπ. 

Σν ηειηθφ ρηχπεκα ήξζε κε ην παξάδνμν ηνπ Russell ην 1902, ην νπνίν ππνρξέσζε 

φινπο ηνπο καζεκαηηθνχο λα αλαγλσξίζνπλ πσο είρε επέιζεη θξίζε. ΢ε απηή ηε θάζε, 

εκθαλίζηεθαλ ηξία θηινζνθηθά ξεχκαηα κε δηαθνξεηηθή αληίιεςε γηα ηα καζεκαηηθά 

θαη ηηο αηηίεο ηεο θξίζεο: ν Λνγηθηζκφο, ν Φνξκαιηζκφο θαη ν Ηληνπηζηνληζκφο. 

Ο Ηληνπηζηνληζκφο πξέζβεπε κηα ηδηαίηεξα ξηδνζπαζηηθή ζηάζε θαη έκεηλε ζην πε-

ξηζψξην. Ο Λνγηθηζκφο, κε επηθεθαιήο ηνπο Frege θαη Russell, πξφηεηλε ηελ αλαγσγή 

ησλ καζεκαηηθψλ ζηε ινγηθή θαη απφθηεζε αξθεηνχο νπαδνχο, θπξίσο κέρξη ηα κέζα 

ηνπ 20
νχ

 αηψλα. Ο Φνξκαιηζκφο, ν νπνίνο ηειηθά επηθξάηεζε κεηαμχ πνιιψλ καζε-

καηηθψλ, ππνζηήξηδε πσο ε δηέμνδνο απφ ηελ θξίζε βξηζθφηαλ ζηελ αμησκαηηθή κέ-

ζνδν. ΢ε απηφ ην πλεχκα, ν Zermelo δεκνζίεπζε έλαλ θαηάινγν κε επηά αμηψκαηα,
5
 ν 

νπνίνο ζπκπιεξψζεθε κε άιια δχν ηα επφκελα ρξφληα, ράξε ζην έξγν ησλ Frænkel, 

Skolem θαη von Neumann, θαη έκεηλε γλσζηφο σ ο  α μ η σ κ α η η θ ή  ζ ε σ ξ ί α  ζ π -

λ φ ι σ λ  Z e r m e lo - F r æ n k e l  κ ε  α μ ί σ κ α  ε π η ι ν γ ή ο  (ZFC). Γηα ην θαζέλα 

απφ απηά ηα αμηψκαηα άλνημε κεγάιε ζπδήηεζε ζρεηηθά κε ην αλ πξέπεη λα ρξεζηκν-

                                                             
3 Οη Αξρέο ηεο Αξηζκεηηθήο, Παξνπζηαζκέλεο κε Νέα Μεζνδν (Arithmetices Principia Nova Metho-

do Exposita, 1889). 
4 Θεκέιηα ηεο Γεσκεηξίαο (Grundlagen der Geometrie, 1899).  
5 «Μειέηε ζηα Θεκέιηα ηεο Θεσξίαο ΢πλφισλ, Α΄» («Untersuchungen über die Grundlagen der 

Mengenlehre, I», 1908).  
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πνηείηαη, θαη αλαπηχρζεθαλ δηάθνξεο θηινζνθηθέο ζεσξήζεηο γηα ηα θαηάιιεια θξη-

ηήξηα πνπ ζα καο επηηξέςνπλ λα πάξνπκε ηε ζσζηή απφθαζε.
6
 Δίηε ιφγσ πξνθάλεηαο 

είηε ιφγσ ηεο επηηπρίαο ηνπο ζηε καζεκαηηθή πξαθηηθή, ηα αμηψκαηα απηά έγηλαλ α-

πνδεθηά θαη πιένλ ζεσξνχληαη αλαπφζπαζην ηκήκα ησλ καζεκαηηθψλ. Αλ θαη ζηε 

ζπλέρεηα εκθαλίζηεθαλ θη άιια αμησκαηηθά ζπζηήκαηα, ην ZFC έρεη επηθξαηήζεη ζηε 

ζεσξία ζπλφισλ, αιιά θαη ζηηο ππφινηπεο ζεσξίεο, θαζψο απφ ηε ρξήζε ηνπ δελ έρεη 

πξνθχςεη θάπνην παξάδνμν θαη επεηδή γηα ην κεγαιχηεξν κέξνο ησλ καζεκαηηθψλ εί-

λαη ηδηαίηεξα εχρξεζην θαη επαξθέο. ΢ην Κεθάιαην 2 παξνπζηάδνληαη ηα παξάδνμα 

θαη ε πνξεία ησλ καζεκαηηθψλ πξνο ηελ αμησκαηηθή ζεκειίσζε, ελψ αλαιχεηαη ην 

αμησκαηηθφ ζχζηεκα ZFC καδί κε ηα επηρεηξήκαηα πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί ζρεηηθά κε 

ην θάζε αμίσκά ηνπ. 

Ζ εθηεηακέλε ρξήζε ηνπ ZFC ζε φινπο ηνπο θιάδνπο ησλ καζεκαηηθψλ ην θαηέ-

ζηεζε αληηθείκελν ζπζηεκαηηθήο κειέηεο, ε νπνία απνθάιπςε ηηο ειιείςεηο ηνπ. ΢π-

γθεθξηκέλα, παξαηεξήζεθε πσο ππάξρνπλ εξσηήκαηα, φπσο ε ππφζεζε ηνπ ζπλερνχο 

ηνπ Cantor, ηα νπνία κε ηα ζπγθεθξηκέλα αμηψκαηα δελ κπνξνχλ λα απαληεζνχλ. 

Πξνθεηκέλνπ λα θαιπθζεί απηφ ην θελφ, πξνηάζεθαλ θάπνηα λέα αμηψκαηα σο ζπ-

κπιήξσκα ηνπ ππάξρνληνο αμησκαηηθνχ ζπζηήκαηνο. ΢ην Κεθάιαην 3 εθηίζεληαη ηα 

πην ζεκαληηθά αλαπάληεηα (ή αλεμάξηεηα) εξσηήκαηα ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ, θαζψο 

θαη ηα βαζηθά αμηψκαηα πνπ έρνπλ πξνηαζεί. ΢ηε ζπλέρεηα, επηρεηξείηαη κηα θξηηηθή 

απνηίκεζε ηνπ θαζελφο απφ απηά ηα αμηψκαηα, ζχκθσλα κε ηνπο θαλφλεο νη νπνίνη 

θαζηεξψζεθαλ ηα πξνεγνχκελα ρξφληα γηα ηα βαζηθά αμηψκαηα. 

Ζ εξγαζία νινθιεξψλεηαη κε κηα ηαμηλφκεζε ησλ θξηηεξίσλ αμηνιφγεζεο αμησ-

κάησλ ηεο ζπλνινζεσξίαο. Σα ζπλαθή ζπκπεξάζκαηα ζπγθεληξψλνληαη ζην ζχληνκν 

ηειεπηαίν Κεθάιαην 4.
7
  

 

 

 

 

 

 

                                                             
6 ΋πσο αλαθέξεη ν M. Resnik, «ηα λέα αμηψκαηα δελ γίλνληαη απνδεθηά σο απνθαιχςεηο ήδε ελπ-

παξρνπζψλ αιεζεηψλ ζηηο απνδείμεηο καο. Αληηκεησπίδνληαη κε ζθεπηηθηζκφ θαη γίλνληαη απνδεθηά 

ζηαδηαθά». Βι. DETLEFSEN 1992, ζ. 13.  
7 ΋πνπ ηα παξαζέκαηα θαηά κήθνο ηνπ παξφληνο παξαπέκπνληαη ζε μελφγισζζεο πεγέο, εμππα-

θνχεηαη φηη ε επζχλε γηα ηε κεηάθξαζή ηνπο επηβαξχλεη απνθιεηζηηθά ηνλ γξάθνληα. 
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1. Ζ Η΢ΣΟΡΗΑ ΣΖ΢ ΢ΤΝΟΛΟΘΔΧΡΗΑ΢ 
 

 

1.1. Απφ ηελ αξραηφηεηα κέρξη ηε ζεκειίσζε ησλ αξηζκψλ 
 

1.1.1. Πιάησλ θαη Αξηζηνηέιεο 
 

ΣΖΝ ΑΡΥΑΗΑ ΔΛΛΑΓΑ, νη Ππζαγφξεηνη ήηαλ νη πξψηνη νη νπνίνη αζρνιήζεθαλ ε-

πηζηακέλσο κε ηα καζεκαηηθά.
8
 ΢‘ απηνχο νθείιεηαη ε αλαθάιπςε ησλ άξξεησλ 

αξηζκψλ. Οη άξξεηνη, σο αξηζκνί πνπ ε δεθαδηθή ηνπο κνξθή πεξηέρεη άπεηξν αξηζκφ 

δεθαδηθψλ ςεθίσλ, ζπληάξαμαλ ηελ πίζηε πνπ είρε αξρίζεη λα δεκηνπξγείηαη ζρεηηθά 

κε ην δηαθξηηφ ηνπ ρψξνπ. Ζ κειέηε ηνπο πηα επαθίεηαη ζηε κειέηε ηεο γεσκεηξίαο 

(10
ν
 βηβιίν ησλ ΢ηνηρείσλ) θαη φρη ηεο αξηζκεηηθήο. Έηζη, ζεκειηψλεηαη κηα αληίιεςε 

ηνπ αξηζκνχ σο αζπλερνχο πνζφηεηαο, ε νπνία ζα ρξεηαζηεί ζρεδφλ δχν ρηιηάδεο 

ρξφληα γηα λα αλαζεσξεζεί κε ηνλ Simon Stevin (1548-1620). Μεηά ηνπο Ππζαγφξεη-

νπο, εκθαλίδνληαη νη δχν κεγάινη ππιψλεο ζηε θηινζνθηθή ζθέςε, ν Πιάησλ θαη ν 

Αξηζηνηέιεο, νη νπνίνη αζρνιήζεθαλ κε ηηο καζεκαηηθέο νληφηεηεο θαη ηελ αιήζεηα 

ησλ καζεκαηηθψλ πξνηάζεσλ.
9
  

Ο Πιάησλ, ζεσξψληαο πσο ν αηζζεηφο θφζκνο δηαξθψο ππφθεηηαη ζε αιιαγέο, έ-

ζεζε σο απαξαίηεην ζηφρν ηελ αλαδήηεζε θάπνησλ αλαιινίσησλ ζηαζεξψλ, πάλσ 

ζηηο νπνίεο ζα κπνξνχζε λα ζηεξίμεη ην γλσζηνινγηθφ ηνπ νηθνδφκεκα. Χο γλσζηφλ, 

έθαλε ηε δηάθξηζε αλάκεζα ζηνλ θφζκν ησλ θαηλνκέλσλ (ηνπ «Γίγλεζζαη») θαη ηνλ 

θφζκν ησλ Ηδεψλ (ηνπ «Δίλαη»). Ζ γλψζε ηνπ δεχηεξνπ, σο αλαιινίσηνπ, είλαη ν 

πξναλαθεξζείο ζηφρνο. Σα αληηθείκελα πνπ αλήθνπλ ζε απηφλ είλαη θαη ηα πξαγκαηη-

θά αληηθείκελα γλψζεο θαη πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ νξηζκέλεο ζπλζήθεο: 

  

1. Ζ χπαξμή ηνπο δελ εμαξηάηαη απφ ηελ χπαξμε γλψζηε ηνπο. 

2. Πξέπεη λα είλαη αλεμάξηεηα απφ ηε δπλαηφηεηα θαη ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν 

κπνξνχλ λα γλσζζνχλ. 

3. Θα πξέπεη λα παξακέλνπλ αλαιινίσηα (λα κελ ππφθεηληαη ζε αιιαγή). 

4. Θα πξέπεη λα κπνξνχλ λα πεξηγξαθνχλ κε αθξίβεηα. 

 

Καηά ηνλ Πιάησλα, νη αιεζείο καζεκαηηθέο πξνηάζεηο απφ ηελ ίδηα ηνπο ηε θχζε εί-

λαη αλαγθαίεο θαη a priori, ελψ ην αληηθείκελν ησλ καζεκαηηθψλ απνηειεί ην κέξνο 

ηνπ θφζκνπ ηνπ Δίλαη ην νπνίν πεξηέρεη ηηο αξηζκεηηθέο θαη ηηο γεσκεηξηθέο Ηδέεο. Χο 

εθ ηνχηνπ, νη καζεκαηηθέο αιήζεηεο είλαη απζχπαξθηεο θαη ν καζεκαηηθφο κπνξεί α-

πιψο λα ηηο αλαθαιχςεη κε ηε βνήζεηα ηεο λνεηηθήο καζεκαηηθήο επνπηείαο (ηνπ α-

                                                             
8 Γηα ηε θηινζνθία ησλ ππζαγνξείσλ βι. ΑΝΑΠΟΛΗΣΑΝΟ΢ 52005, ζζ. 11-28, ελψ γηα ην δήηεκα ησλ 

άξξεησλ βι. ΦΗΛΖ 2010, ζζ. 157-179, θαζψο θαη ην θιαζηθφ ζχγγξακκα ηνπ SZABO 1973. Μηα αλαιπ-

ηηθή παξνπζίαζε ηεο ππζαγφξεηαο αξηζκεηηθήο κπνξεί θαλείο λα βξεη ζηνλ HEATH 2001, ζζ. 89-153.  
9 Πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο γηα ηε θηινζνθία ηνπ Πιάησλα θαη ηνπ Αξηζηνηέιε κπνξνχλ λα αλα-

δεηεζνχλ ζηνλ ΑΝΑΠΟΛΗΣΑΝΟ 52005, ζζ. 28-52 θαη 53-75, αληίζηνηρα. 

Σ 
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λαιφγνπ ηεο αηζζεηεξηαθήο αληίιεςεο), ελψ θάζε αιιειεπίδξαζε κε ηα καζεκαηηθά 

αληηθείκελα είλαη αδχλαηε. Ο ξεαιηζκφο ηνπ Πιάησλα βξήθε ηε ζχγρξνλε έθθξαζή 

ηνπ ζηε θηινζνθία ηνπ Gödel.  

Αληίζεηα κε ηνλ Πιάησλα, ν Αξηζηνηέιεο απνξξίπηεη εληειψο ηελ πιαησληθή δηά-

θξηζε αλάκεζα ζηνλ θφζκν ησλ Ηδεψλ θαη ζηνλ εκπεηξηθφ θφζκν, ν νπνίνο απνηειεί 

πεγή ησλ αηζζεηεξηαθψλ καο δεδνκέλσλ. Πηζηεχεη πσο νη ηδέεο δελ έρνπλ αλεμάξ-

ηεηε χπαξμε. ΋ηαλ κειεηάκε έλα αληηθείκελν, σο πξνο ηηο ηδηφηεηέο ηνπ, νπζηαζηηθά 

δεκηνπξγνχκε αθαηξεηηθά έλα λνεηφ νκνίσκα ηεο πιηθήο πξαγκαηηθφηεηαο πνπ απε-

ηέιεζε ην αίηην ηεο αξρηθήο νπηηθήο ζχιιεςεο. Σα καζεκαηηθά αληηθείκελα είλαη ηα 

απνηειέζκαηα ηέηνησλ αθαηξέζεσλ. Καηά ηνλ πνιππξάγκνλα θηιφζνθν, ην άπεηξν 

θαη ην ζπλερέο βξίζθνληαη νπζησδψο ζπλαξηεκέλα, έηζη, ψζηε νπνηαδήπνηε πξνζπά-

ζεηα αλάιπζεο ηνπ δεχηεξνπ λα απαηηεί αλαγθαζηηθά θαη ηε ζχγρξνλε πξνζπάζεηα 

αλάιπζεο ηνπ πξψηνπ. Απφ ηε ζηηγκή πνπ ν λνπο καο κπνξεί λα ζπιιάβεη θαη λα 

ζρεκαηνπνηήζεη κφλν πεπεξαζκέλεο νληφηεηεο, θαη θαζψο ην ζπλερέο είλαη κε πξν-

ζεγγίζηκν (ιφγσ ηεο χπαξμεο ησλ άξξεησλ αξηζκψλ), δελ έρνπκε ην δηθαίσκα λα κη-

ιάκε γηα ην ελεξγεία πξαγκαηηθφ άπεηξν. Σν βαζηθφ αξηζηνηειηθφ εξψηεκα ζρεηηθά 

κε ην άπεηξν είλαη ην αθφινπζν: «ηη είλαη ην άπεηξν θαη ηη αθξηβψο ζεκαίλεη λα δηε-

ξσηεζνχκε αλ ππάξρεη ή φρη;» Οη δηαδηθαζίεο ζηηο νπνίεο νθείινπκε ηελ εμνηθείσζή 

καο κε ηελ έλλνηα ηνπ απείξνπ είλαη δχν: ε αζξνηζηηθή θαη ε δηαηξεηηθή. Ζ πξψηε 

κπνξεί λα καο νδεγήζεη ζηε ζεψξεζε πεπεξαζκέλσλ αληηθεηκέλσλ νζνλδήπνηε κε-

γάισλ δηαζηάζεσλ θαη ε δεχηεξε ζηε ζεψξεζε νζνλδήπνηε πνιιψλ πεπεξαζκέλσλ 

ηκήζεσλ ελφο αληηθεηκέλνπ. Δίλαη ινηπφλ ζαθέο πσο ν Αξηζηνηέιεο πίζηεπε ζην δπ-

λεηηθφ άπεηξν, αιιά φρη ζην ελ ελεξγεία. 

Ο ΢ηαγεηξίηεο ήηαλ ν πξψηνο θηιφζνθνο πνπ κειέηεζε ηα δνκηθά ζηνηρεία ησλ κα-

ζεκαηηθψλ ζεσξηψλ θαη θαηέιεμε πσο θάζε καζεκαηηθή ζεσξία πξέπεη λα έρεη ηα εμήο: 

  

1. Έλα ζχλνιν αξρψλ (ινγηθνί θαλφλεο),10 θνηλψλ γηα φιεο ηηο επηζηήκεο. 

2. Έλα ζχλνιν εηδηθψλ αξρψλ θαη αμησκάησλ πνπ λα ζρεηίδνληαη κε ηε ζπγθεθξη-

κέλε καζεκαηηθή ζεσξία. 

3. Έλα ζχλνιν νξηζκψλ. 

4. Έλα ζχλνιν ππαξθηηθψλ ππνζέζεσλ, κέζσ ησλ νπνίσλ ππνζέηνπκε πσο φ,ηη 

νξίζηεθε ππάξρεη. 

 

Σα ζηνηρεία απηά (πιελ ηνπ 4) απνηεινχλ θαη ζήκεξα ηνλ ζεκειηψδε εμνπιηζκφ κηαο 

καζεκαηηθήο ζεσξίαο. 

                                                             
10 Ο ίδηνο ν Αξηζηνηέιεο φξηζε γηα πξψηε θνξά θάπνηνπο ινγηθνχο θαλφλεο, ηνπο νπνίνπο πξέπεη 

λα ρξεζηκνπνηεί θαλείο πξνθεηκέλνπ λα ζπιινγίδεηαη ζσζηά. Οη θαλφλεο απηνί, πνπ ιέγνληαη θαη «αξ-

ρέο ηνπ νξζνχ ιφγνπ», είλαη νη εμήο (φπσο αλαθέξνληαη ζηνλ ΠΑΠΑΝΟΤΣ΢Ο 1974): (1) ε  α ξ ρ ή  

η ε ο  η α π η φ η ε η α ο :  ην (Α) είλαη (Α) («Κάζε πιάζκα ηνπ λνπ, ηεο έιινγεο ζθέςεο πξντφλ, είλαη 

παληνχ θαη πάληνηε ίδην κε ηνλ εαπηφ ηνπ»), (2) ε  α ξ ρ ή  η ε ο  κ ε  α λ η ί θ α ζ ε ο :  ην (Α) δελ 

είλαη (φρη Α) («Μία έλλνηα δελ κπνξεί λα είλαη (ηαπηφρξνλα θαη ζηηο δχν ζρέζεηο) αληηθαηηθή πξνο ηνλ 

εαπηφ ηεο») θαη (3) ε  α ξ ρ ή  η ν π  ε π α ξ θ ν χ ο  (ή  α π ν ρ ξ ψ λ η ν ο )  ι φ γ ν π  («Γηα θάζε 

απφθαλζε δεηείηαη θαη δίλεηαη ν ιφγνο ν επαξθήο λα δείμεη θαη λα ζηεξίμεη ηελ αιήζεηα ηεο»). 
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1.1.2. Από ηνλ Μεζαίσλα ώο ηελ Αλαγέλλεζε 
 

Ζ πεξίνδνο κεηαμχ ηεο αξραηφηεηαο θαη ηεο Αλαγέλλεζεο νλνκάζηεθε Μεζαίσλαο ή 

Μέζνη Υξφλνη.
11

 Ζ επηθξάηεζε ηεο Καζνιηθήο Δθθιεζίαο ζηελ Κεληξηθή Δπξψπε εί-

ρε σο απνηέιεζκα κηα θακπή ζε θάζε πεδίν ηνπ πλεχκαηνο.
12

 Ζ θαηάζηαζε απηή κε-

ηαβάιιεηαη φηαλ νη Άξαβεο κεηαθέξνπλ ζηελ Δπξψπε ηηο γλψζεηο ηνπο γηα ηελ αξηζ-

κεηηθή, θαζψο θαη κε ηηο κεηαθξάζεηο έξγσλ ηεο αξραίαο Διιάδαο. Αξρηθά κεηαθξά-

δνληαη έξγα απφ ηα αξαβηθά ζηα ειιεληθά θαη κεηά απφ ηα ειιεληθά ζηα ιαηηληθά. 

Λφγσ ειιηπνχο γλψζεο ηεο ειιεληθήο γιψζζαο, νη κεηαθξάζεηο απηέο θαηαξράο ήηαλ 

θαθφδειεο θαη, σο εθ ηνχηνπ, κέρξη ηνλ 17
ν
 αηψλα ζπλέρηζαλ λα εθδίδνληαη φιν θαη 

πην νινθιεξσκέλεο θαηλνχξγηεο κεηαθξάζεηο.
13

 

΢ε φιε ηε δηάξθεηα ηνπ Μεζαίσλα, ε ελαζρφιεζε κε ηα καζεκαηηθά απνηεινχζε 

έλα ζπκπιεξσκαηηθφ ελδηαθέξνλ γηα ηνπο δηαλννχκελνπο πνπ είραλ πξφζβαζε ζηα 

αξραία ειιεληθά θείκελα. ΢ε κεγάιν βαζκφ, απηφ νθείιεηαη ζην φηη ηα θείκελα ησλ 

καζεκαηηθψλ γξάθνληαλ ζηα ιαηηληθά, γεγνλφο πνπ απφ ηε κηα επέηξεπε κηα πνιπε-

ζληθή επηθνηλσλία κεηαμχ ησλ απαληαρνχ κνξθσκέλσλ, απφ ηελ άιιε θαζηζηνχζε 

αδχλαηε ηελ πξφζβαζε θαηψηεξσλ θνηλσληθψλ νκάδσλ ζε επηζηεκνληθά θείκελα. Σν 

θπξίαξρν θηινζνθηθφ ξεχκα πνπ αλαπηχζζεηαη είλαη ην ξεχκα ησλ ΢ρνιαζηηθψλ, νη 

νπνίνη αληηδξνχλ ζηα δχν κεγάια δφγκαηα ηεο επνρήο: ηε ρξηζηηαληθή πίζηε θαη ηελ 

αξηζηνηειηθή θηινζνθία. Ο πξψηνο καζεκαηηθφο ηνπ ζχγρξνλνπ θφζκνπ είλαη ν 

Fibonacci (Leonardo Pisano Bigollo, π. 1170-1250;), o νπνίνο, κε ηα έξγα ηνπ Βίβινο 

Αβαθίνπ (Liber Abaci, 1202) θαη Βίβινο Σεηξαγώλσλ (Liber Quadratorum, 1225) α-

ζρνιήζεθε κε ηελ αξηζκεηηθή θαη ηελ άιγεβξα, ππφ ηε ζθνπηά ησλ Αξάβσλ καζεκα-

ηηθψλ, ελψ ν Nicole d‘Oresme (π. 1323-1382) είλαη απηφο πνπ επηλφεζε ηελ γξαθηθή 

αλαπαξάζηαζε ηεο θίλεζεο ελφο ζψκαηνο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξφλνπ. Κχξηα επηζηεκν-

ληθή κέζνδνο ηεο πεξηφδνπ απηήο είλαη ε ινγηθή εξκελεία παξνπζηαζκέλε κε επίζεκν 

ή γεσκεηξηθφ ηξφπν θαη ζηεξηγκέλε ζε a priori αξρέο. ΢ρεηηθά κε ην άπεηξν ππάξρνπλ 

                                                             
11 Αζρέησο απφ θάπνηεο ζχγρξνλεο ηζηνξηθέο απφςεηο, φπνπ ππνζηεξίδεηαη πσο κεηαμχ 3νπ θαη 12νπ 

αηψλα κ.Υ. ε πλεπκαηηθή παξαγσγή ζε απηή ηελ πεξίνδν ήηαλ νπζηψδεο θαη απνθαζηζηηθήο ζεκαζίαο, 

αλ φρη θαη πινχζηα, ε γεληθή αληίιεςε είλαη πσο ν Μεζαίσλαο είλαη ζπλψλπκν κηαο θάζεο ζθνηαδη-

ζκνχ αλάκεζα ζε δχν ιακπξέο πεξηφδνπο. 
12 Απηή ηελ επνρή, ηα καζεκαηηθά είλαη πεξηνξηζκέλα ζηελ επθιείδεηα γεσκεηξία θαη ηελ αξηζκε-

ηηθή (φπνπ σο «αξηζκεηηθή» λννχληαη νη ηέζζεξηο πξάμεηο κεηαμχ αθεξαίσλ). Αλ θαη πεξηιακβάλνληαη 

ζην πξνηεηλφκελν «πξφγξακκα ζπνπδψλ», ην «quadrivium», παξφια απηά ε καζεκαηηθή ζθέςε είλαη 

ζρεδφλ αλχπαξθηε. Γεληθά, δελ ππάξρεη ελδηαθέξνλ γηα ηελ εξκελεία ηνπ θπζηθνχ θφζκνπ θαη, σο ε-

πφκελν, νχηε γηα ηα καζεκαηηθά. ΢ηα ζρνιεία πνπ έρνπλ δηακνξθσζεί απφ ηελ Δθθιεζία, δηδάζθνληαη 

γεληθά δχν βηβιία καζεκαηηθψλ, κεηαθξαζκέλα απφ ηνλ Βνήζην (Anicius Manlius Severinus Boethius, 

480-524). To έλα απνηειεί ππνηππψδε κεηάθξαζε ησλ ΢ηνηρείσλ ηνπ Δπθιείδε (2 έσο 5 βηβιία απφ ηα 

13 – ρσξίο απνδείμεηο· κφλν νξηζκνί θαη δηαηππψζεηο πξνηάζεσλ), ελψ ην άιιν απνηειεί κεηάθξαζε 

ηεο Αξηζκεηηθήο Δηζαγσγήο ηνπ Νηθνκάρνπ ηνπ Γεξαζελνχ (π. 60-120 κ.Υ.), ε νπνία απεηέιεζε ην βα-

ζηθφ εγρεηξίδην ηεο αξηζκεηηθήο ζηα πεξηζζφηεξα ζρνιεία ηεο Γχζεο γηα πάλσ απφ ρίιηα ρξφληα – 

ζηνηρείν ελδεηθηηθφ ηεο ζηαζηκφηεηαο πνπ επηθξαηνχζε ζηα καζεκαηηθά. Βι. KLINE 1972, η. 1, ζ. 201. 

Γηα πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο, ν αλαγλψζηεο κπνξεί λα αλαηξέμεη ζηε ΦΗΛΖ 2009 θαη ΗΓ. 2010. 
13 Γηα κηα αλαιπηηθή παξνπζίαζε κεηαθξάζεσλ αξραίσλ ειιεληθψλ καζεκαηηθψλ θεηκέλσλ, βι. 

ΦΗΛΖ 2010. 
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δηάθνξεο απφςεηο. Ο Oresme δελ απνδέρεηαη ηε δπλαηφηεηα ζχγθξηζεο άπεηξσλ ζπ-

λφισλ. Ο Robert Holkot (π.1290-1349) ππνζηεξίδεη πσο φια ηα άπεηξα αξηζκεηηθά 

είλαη ίζα, ελψ ν Γνπιηέικνο ηνπ ΋θακ (William of Ockham, π. 1287-1347;) απνδέρε-

ηαη φηη «έλα άπεηξν κπνξεί λα είλαη κεγαιχηεξν απφ θάπνην άιιν». 

Γχν πνιχ ζεκαληηθά γεγνλφηα ζπκβαίλνπλ γχξσ ζην 1450 πνπ δίλνπλ γηα πξψηε 

θνξά ψζεζε ζηηο επηζηήκεο. Πξψηνλ, αλαθαιχπηεηαη ε ηππνγξαθία (1448) απφ ηνλ 

Johannes Gutenberg (π. 1398-1468), κε απνηέιεζκα ηα επηζηεκνληθά θείκελα λα είλαη 

πξνζβάζηκα ζε πεξηζζφηεξνπο κειεηεηέο θαη πην γξήγνξα απφ πξηλ. Γεχηεξνλ, ε 

Κσλζηαληηλνχπνιε θαηαθηάηαη απφ ηνπο Οζσκαλνχο (1453) θαη νη δηαλννχκελνη νη 

νπνίνη θαηαθέξλνπλ λα δξαπεηεχζνπλ πξνο ηελ Γχζε (θαηά θχξην ιφγν ηελ Ηηαιία) 

θέξλνπλ εθεί καδί ηνπο πνιιά επηζηεκνληθά ρεηξφγξαθα. Μεηαμχ 1550 θαη 1700 η-

δξχζεθαλ βηβιηνζήθεο θαη αθαδεκίεο επηζηεκψλ νη νπνίεο κε ηε ζεηξά ηνπο πξνσ-

ζνχζαλ ηε καζεκαηηθή ζθέςε. ΢πλ ηνηο άιινηο, ζπγγξαθείο φπσο νη Adam Ries 

(1492-1559) θαη Hieronymus Schreiber (ý1547) θαηά ηηο αξρέο ηνπ 16
νπ

 αηψλα γξά-

θνπλ ηα θείκελα ηνπο ζηα γεξκαληθά, θάλνληάο ηα πξνζηηά ζε πνιχ πεξηζζφηεξνπο 

αλζξψπνπο απ‘ φ,ηη ήηαλ κέρξη ηφηε. Μνλαδηθφ ζρεδφλ εκπφδην παξέκελε ε δνγκαηη-

θή θαη παλίζρπξε Δθθιεζία, ε νπνία κάιηζηα είρε ππφ ηνλ έιεγρφ ηεο ηα παλεπηζηή-

κηα. Δλδεηθηηθφ είλαη ην φηη θάζε ηδξπηηθή πξάμε παλεπηζηεκίνπ θέξεη δχν ζθξαγίδεο, 

κηα ηνπ θξάηνπο θαη ε άιιε ηεο Δθθιεζίαο, ελψ ραξαθηεξηζηηθφ είλαη θαη ην γεγνλφο 

πσο νη κεγαιχηεξνη καζεκαηηθνί ηεο επνρήο δελ δηδάμαλ ζε απηά. Οπνηαδήπνηε αλα-

δήηεζε ε νπνία δελ έθεξε ηα ραξαθηεξηζηηθά ζξεζθεπηηθήο απνζηνιήο ήηαλ θαηαδη-

θαζκέλε. Ζ ιχζε δφζεθε κε ηελ εηζαγσγή ελφο λένπ δφγκαηνο, απφ ιφγηνπο ζαλ ηνλ 

Νηθφιαν Κνπδάλν (Nikolaus von Kues, εθιαη. Nicolaus Cusanus, 1401-1464): Ζ θχ-

ζε είλαη θαηαζθεπαζκέλε απφ ηνλ Θεφ ζχκθσλα κε καζεκαηηθνχο λφκνπο θαη σο εθ 

ηνχηνπ νη καζεκαηηθέο έξεπλεο είλαη θαηά βάζνο ζενινγηθέο αλαδεηήζεηο.
14

 

΋ιε απηή ηελ πεξίνδν ε επηζηεκνληθή ζθέςε πξνζπαζεί λα απαγθηζηξσζεί απφ 

ηε λννηξνπία ηεο απφιπηεο απζεληίαο. Υαξαθηεξηζηηθή είλαη ε άπνςε ηνπ Kline φηη ν 

Αξηζηνηέιεο θαη ν Δπθιείδεο, κέζα απφ ην ηφζν πινχζην έξγν ηνπο, νπζηαζηηθά έ-

βιαςαλ ηελ καζεκαηηθή ζθέςε θαζειψλνληαο ηνπο καζεκαηηθνχο ζε κηα δνπινπξε-

πή ζηάζε θαη θαζπζηεξψληαο ηειηθά ηελ εμέιημε ησλ καζεκαηηθψλ. Απηφ έγηλε αληη-

ιεπηφ κφιηο ζηα κέζα ηνπ 16
νπ

 αηψλα κε ηνλ Pierre de la Ramé (1515-1570), ν νπνίνο 

θαηήγγεηιε ηελ πξνζσπνιαηξία απέλαληη ζηνπο αξραίνπο.
15

 Άιινη αλνηρηφκπαινη θαη 

ηνικεξνί δηαλνεηέο, φπσο νη Leonardo da Vinci (1452-1519), William Gilbert (1540-

1603) θαη Francis Bacon (1561-1626), επηρείξεζαλ λα απειεπζεξψζνπλ ηελ επνρή 

ηνπο απφ ηα θαληάζκαηα ηνπ παξειζφληνο. Γηαθεξχζζνληαο φηη «νπνηαδήπνηε αλ-

ζξψπηλε δξαζηεξηφηεηα ζέιεη λα ιέγεηαη επηζηήκε νθείιεη λα πξνρσξάεη κέζα απφ 

ηα καζεκαηηθά» (Leonardo da Vinci) ή φηη «φιε ε αλζξψπηλε γλψζε πεξλάεη κέζα 

απφ ηελ παξαηήξεζε» (Francis Bacon), ράξαμαλ ηνλ δξφκν ζηνλ νπνίν απφ δσ θαη 

πέξα ζα βάδηδε ε επηζηεκνληθή ζθέςε. Πνιχ ζεκαληηθή είλαη ε ζπλεηζθνξά εηδηθφ-

                                                             
14 Ό.π., ζ. 364. 
15 LORIA 1972, η. 2, ζ. 70. 
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ηεξα ηνπ Bacon, κε ηα δχν έξγα ηνπ,
16

 ζηε ζεκειίσζε κηαο αθξηβνχο επηζηεκνληθήο 

κεζφδνπ, ράξε ζηνλ δηαρσξηζκφ πνπ πξψηνο απηφο επηηειεί αλάκεζα ζηνπο ηξφπνπο 

αλαδήηεζεο ηεο αιήζεηαο: 

 

Τπάξρνπλ δχν ηξφπνη (θαη κφλν δχν κπνξνχλ λα ππάξρνπλ) γηα ηελ αλαδήηε-

ζε θαη ηελ θαηάθηεζε ηεο αιήζεηαο. Ο πξψηνο μεθηλά απφ ηηο ιεπηνκέξεηεο, 

δηαηζζεηηθά νξίδεη άκεζα ηα πην γεληθά αμηψκαηα θαη κε δεδνκέλα απηά επη-

λνεί θαη απνθαζίδεη γηα ην πνηεο είλαη νη ελδηάκεζεο πξνηάζεηο. Ο δεχηεξνο 

ζπλάγεη αμηψκαηα απφ ηηο αηζζήζεηο καο θαη απφ ηηο ιεπηνκέξεηεο θαη δηαξθψο 

αλεξρφκελνο ζηαδηαθά θηάλεη ζηα γεληθφηεξα αμηψκαηα. Ο ζσζηφο είλαη ν 

δεχηεξνο.
17

 

 

΋ηαλ αλαθέξεηαη ζε «αμηψκαηα», ν Bacon ελλνεί πξνηάζεηο ζηηο νπνίεο θηάλνπκε κε 

ε π α γ σ γ ή  (induction) θαη νη νπνίεο απνηεινχλ ηελ θαηάιιειε αξρή γηα π α ξ α-

γ σ γ η θ ν χ ο  ζ π ι ι ν γ η ζ κ ν χ ο  (deductive reasoning). Δίλαη, αθφκα, ζεκαληηθφ 

λα αλαθέξνπκε πσο ηα ρεηξφγξαθα ηνπ Leonardo da Vinci άξγεζαλ πνιχ λα αλαθα-

ιπθζνχλ θαη λα εξκελεπζνχλ θαη έηζη νη ζχγρξνλνί ηνπ δελ επεξεάζηεθαλ απφ ην έξ-

γν ηνπ.  

Καηά ηελ Αλαγέλλεζε, ζε πξψηε θάζε, νη καζεκαηηθνί, θαηά θχξην ιφγν, ζπληά- 

ζνπλ καζεκαηηθέο εγθπθινπαίδεηεο κε ζθνπφ πεξηζζφηεξν λα ζπγθεληξψζνπλ ηελ 

πξνυπάξρνπζα γλψζε παξά λα δεκηνπξγήζνπλ λέα. Καηφπηλ, εκθαλίδνληαη ζπνξαδη-

θέο πεξηπηψζεηο δηαλνεηψλ νη νπνίνη θξίλνπλ, θαη πνιιέο θνξέο απνξξίπηνπλ, αδηα-

πξαγκάηεπηεο αξρέο ηνπ παξειζφληνο. Ο Μ. Stiefel (1486-1567) ζρεδφλ πξνθεηηθά 

ζεκεηψλεη: «Ο ηεηξαδηάζηαηνο ρψξνο, αλ θαη απαξάδεθηνο γεσκεηξηθψο, αξηζκεηη-

θψο είλαη παξαδεθηφο.»
18

 Ο P. Nûnes (1502-1578) είλαη ν πξψηνο πνπ δελ ζεσξεί σο 

απαξαίηεην ζηνηρείν ησλ καζεκαηηθψλ πξνβιεκάησλ ηελ πξαθηηθή εθαξκνγή ηνπο,
19

 

ελψ ν F. Viète (1540-1603) είλαη απηφο πνπ απαγθηζηξψλεη ηελ επίιπζε εμηζψζεσλ 

απφ ηα ζπγθεθξηκέλα αξηζκεηηθά παξαδείγκαηα.
20

 ΢ρεηηθά κε ην άπεηξν, ν Γαιηιαίνο 

(Galileo Galilei, 1564-1642) δήισζε: 

  

Σελ κφλε δπλαηή δηέμνδν πνπ βιέπσ είλαη λα πνχκε φηη ην ζχλνιν ησλ αξηζ-

κψλ είλαη άπεηξν, φηη ν αξηζκφο ησλ ηεηξαγψλσλ είλαη άπεηξνο, θαζψο άπεηξνο 

είλαη θαη ν αξηζκφο ησλ ξηδψλ ηνπο θαη φηη ην ζχλνιν ησλ αξηζκψλ ζην ηεηξά-

γσλν δελ είλαη κηθξφηεξν απφ ην ζχλνιν ησλ αξηζκψλ θαη νχηε φηη απηφ είλαη 

κεγαιχηεξν απφ ην ζχλνιν ησλ αξηζκψλ ζην ηεηξάγσλν.
21

 

 

                                                             
16 Σελ Πξόνδν ηεο Μάζεζεο (The Advancement of Learning, 1605) θαη ην Νέν Όξγαλν (Novum 

Organum Scientiarum, 1620). 
17 KLINE 1972, η. 1, ζ. 225. 
18 LORIA 1972, η. 2, ζ. 68. 
19 Ό.π., ζ. 75. 
20 Ό.π., ζ. 85. 
21 ΦΗΛΖ 2010, ζ. 371. 
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΢εκαληηθή είλαη θαη ε αιιαγή ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ καζεκαηηθψλ απέλαληη ζηα α-

μηψκαηα. Σν 1634, ν Pierre Herigone (1580-1643) δειψλεη: 

  

… νχηε ππάξρεη ακθηβνιία φηη ε κέζνδφο κνπ είλαη θαζαξφηεξε ηεο ζπλήζνπο, 

ιακβαλνκέλνπ ππφςε φηη ζηε δηθή κνπ ηίπνηε δελ γίλεηαη δεθηφ, ρσξίο αλαθν-

ξά ηνπ ζε πξνεγνχκελα δεδνκέλα[…]. Αο πξνζηεζεί φηη ζηε ζπλήζε κέζνδν 

γίλεηαη ρξήζε κεγάινπ αξηζκνχ ιέμεσλ θαη αμησκάησλ, ησλ νπνίσλ δελ έρεη 

πξνεγεζεί εμήγεζε, ελψ ζηε λέαλ κέζνδν νπδέλ ιέγεηαη ρσξίο λα έρεη πξνε-

γνπκέλσο αλαπηπρζεί θαη πηνζεηεζεί.
22

  

 

Σα παξαδείγκαηα απηά, αλ θαη ελδεηθηηθά ησλ επηζηεκνληθψλ δπκψζεσλ πνπ ζπλέ-

βαηλαλ, φληαο κεκνλσκέλα δελ ζεκαηνδφηεζαλ θάπνηα ηδηαίηεξε αιιαγή γηα ηελ 

πλεπκαηηθή ζπλζήθε ηεο πεξηφδνπ ζπλνιηθά.  

Με ηνλ René Descartes (1596-1650) ζπληειείηαη ε πξψηε κεγάιε κεηαζηξνθή ζηε 

θηινζνθία: απφ ηε βεβαηφηεηα ηεο πίζηεο ηεο κεζαησληθήο θηινζνθηθήο ζθέςεο ζηε 

κεζνδηθή ακθηβνιία.
23

 Αξρέο ζηηο νπνίεο πξέπεη λα ζηεξίδεηαη ε ζεκειίσζε ησλ κα-

ζεκαηηθψλ δηαηχπσζε ζην πνιχθξνην δνθίκηφ ηνπ Λόγνο πεξί ηεο Μεζόδνπ (Discours 

de la méthode, 1637),
24

 ζην νπνίν έζεζε ηέζζεξηο βαζηθνχο θαλφλεο, εθ ησλ νπνίσλ ν 

πξψηνο καο ελδηαθέξεη ηδηαίηεξα: «Να κελ παξαδερφκαζηε ηίπνηε σο αιεζέο, αλ ηνχ-

ην δελ ην αλαγλσξίζνπκε σο αιεζέο θαηά ηξφπν ελαξγή θαη αλεπίδεθην ακθηβνιί-

αο.»
25

 Σν 1637, ινηπφλ, ν Descartes ζέηεη ζε ακθηζβήηεζε αθφκε θαη αμηψκαηα, α-

παηηψληαο «ζπκπαγή» δηθαηνιφγεζή ηνπο.  

Σελ ίδηα πεξίνδν, ν Pierre de Fermat (1601-1665) ζεσξνχζε ηδηαίηεξα ζεκαληηθφ 

ην πνηα αμηψκαηα απνδερφκαζηε πξνθεηκέλνπ λα πξνρσξήζνπκε ζηελ παξαγσγή ζε-

σξεκάησλ. Γη‘ απηφ πξνέηξεπε ηνπο ππφινηπνπο καζεκαηηθνχο λα αλαθαιχςνπλ ηηο 

γεληθέο αξρέο νη νπνίεο ηνπ επέηξεςαλ λα δηαηππψζεη ηφζα σξαία ζεσξήκαηα
26

. Δ-

θηφο απηψλ, ζεκαληηθή ζπκβνιή ζηελ πνξεία πξνο ηελ αμησκαηηθή ζεκειίσζε είρε 

θαη ν Blaise Pascal (1623-1662), ν νπνίνο ζην έξγν ηνπ Πεξί ηεο Σέρλεο ηνπ Πείζεηλ 

(De l'Art de persuader, 1660) εηζάγεη νξηζκέλνπο θαλφλεο (γηα ηνπο νξηζκνχο, ηα α-

μηψκαηα, ηηο απνδείμεηο) απαξαίηεηνπο ζε θάζε ζσζηφ γεσκέηξε. Οη θαλφλεο ηνπο 

νπνίνπο ζέηεη γηα ηα αμηψκαηα έρνπλ γεληθφηεξν ελδηαθέξνλ: (1) «Μελ παξαιείπεηε 

θακία απφ ηηο αλαγθαίεο αξρέο φζν θαζαξή θαη πξνθαλήο θαη αλ θαίλεηαη, ρσξίο λα 

εμεηάζεηε πξνεγνπκέλσο, αλ ε παξάιεηςε έρεη ζπλέπεηεο» θαη (2) «Μελ επηθαιείζζε 

σο αμηψκαηα παξά κφλν πξάγκαηα αθ‘ εαπηψλ θαλεξά».
27

 

 

                                                             
22 LORIA 1972, η. 2 ζ. 221. 
23 ΑΤΓΔΛΖ΢ 32001, ζ. 232. 
24 Λφγνο πεξί κεζφδνπ δηα λα νδεγή θαλείο θαιψο ην ινγηθφλ ηνπ θαη λ‘ αλαδεηή ηελ αιήζεηαλ εηο 

ηαο επηζηήκαο (Discours de la méthode pour bien conduire sa raison, et chercher la vérité dans les 

sciences). 
25 LORIA 1972, η. 2, ζ. 227. 
26 Ό.π., ζ. 271. 
27 Ό.π., ζ. 290. 
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1.1.3. Η αλάπηπμε ηεο αλάιπζεο 
 

Ο απεηξνζηηθφο ινγηζκφο δεκηνπξγείηαη ηελ ίδηα πεξίπνπ επνρή απφ ηνπο Leibniz
28

 

θαη Newton
29

, νη νπνίνη εγθαηλίαζαλ κηα λέα επνρή γηα ηα καζεκαηηθά. Ο Gottfried 

Wilhelm von Leibniz (1646-1716) ήζειε λα δεκηνπξγήζεη κηα νηθνπκεληθή γιψζζα 

κε ηελ νπνία λα εηζάγεη κηα παγθφζκηα επηζηήκε, απαιιαγκέλε απφ πιάλεο – εμ νπ 

θαη ην πξνζσλχκην «θηιφζνθνο ηεο αηζηνδνμίαο». ΢ε φ,ηη καο αθνξά, ν Leibniz είλαη 

ν πξψηνο δηαλνεηήο πνπ πίζηεπε εθηφο απφ ην δπλεηηθφ άπεηξν θαη ζην ελεξγεία 

πξαγκαηηθφ. Υαξαθηεξηζηηθά, ιέεη:  

 

Δίκαη ηφζν ππέξ ηνπ πξαγκαηηθνχ απείξνπ πνπ, αληί λα δερζψ φηη ε θχζε ην 

απερζάλεηαη, φπσο ρπδαία ιέγεηαη, ππνζηεξίδσ πσο ηελ επεξεάδεη παληνχ, 

πξνθεηκέλνπ λα ππνγξακκίζεη θαιχηεξα ηελ ηειεηφηεηα ηνπ Γεκηνπξγνχ ηεο. 

Έηζη, πηζηεχσ πσο δελ ππάξρεη κέξνο ηεο χιεο πνπ λα κελ είλαη, φρη απιψο δη-

αηξέζηκν, αιιά δηαηξεκέλν. Χο εθ ηνχηνπ, θαη ην ειάρηζην θιάζκα ηεο χιεο 

πξέπεη λα ζεσξείηαη σο έλαο θφζκνο γεκάηνο απφ κηα απεηξία δηαθνξεηηθψλ 

πιαζκάησλ.
30

  

 

Μάιηζηα, πίζηεπε πσο κπνξνχκε λα εθηεινχκε πξάμεηο κεηαμχ πεπεξαζκέλσλ αξηζ-

κψλ, άπεηξσλ αξηζκψλ θαη απεηξνζηψλ θαη πσο ην γηλφκελν κεηαμχ άπεηξσλ θαη α-

πεηξνζηψλ κπνξνχζε λα είλαη νπνηνδήπνηε απφ ηα ηξία. ΢πγθεθξηκέλα, ζε ζρέζε κε 

ην άπεηξν, ε άπνςή ηνπ ήηαλ ε εμήο: Σα θαηαζθεπάζκαηα ηνπ λνπ δελ κπνξνχλ λα 

απνηεινχληαη απφ άπεηξα πξαγκαηηθά κέξε γηαηί ν πεπεξαζκέλνο αλζξψπηλνο λνπο 

δελ έρεη ηε δπλαηφηεηα πξαγκαηηθήο, αιιά κφλν δπλεηηθήο απνδφκεζήο ηνπο. Αληί-

ζεηα, ηα ρσξνρξνληθά εθηαηά θπζηθά αληηθείκελα, θαζψο δελ εμαξηψληαη απφ ηνλ αλ-

ζξψπηλν λνπ, κπνξνχλ λα απνηεινχληαη απφ άπεηξεο ην πιήζνο κε εθηαηέο κνλάδεο, 

                                                             
28 Πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο γηα ηε θηινζνθία ηνπ Leibniz κπνξεί λα αλαδεηήζεη θαλείο ζηα: 

ΑΤΓΔΛΖ΢ 32001 ζζ. 260-278 θαη ΑΝΑΠΟΛΗΣΑΝΟ΢ 52005, ζζ. 95-123. Γηα βηνγξαθηθά ζηνηρεία, βι. 

BELL 21986, ζζ. 117-130, ΦΗΛΖ 2009, ζζ. 203-244, θαη DAVIS 2007, ζζ. 25-50. 
29 Ο Newton, έρνληαο σο βαζηθφ ηνπ ζθνπφ ηελ γεληθή απνδνρή ηνπ έξγνπ ηνπ, δελ είρε ην ζάξξνο 

λα εθζέζεη ηηο πξσηφηππεο κεζφδνπο ηνπ. Δλδεηθηηθά, ζην κεγάιν ηνπ έξγν Μαζεκαηηθέο Αξρέο ηεο 

Φπζηθήο Φηινζνθίαο (Philosophiæ Naturalis Principia Mathematica, 1687), ελψ είλαη ζαθέο πσο νη 

έξεπλεο ηνπ έγηλαλ κε αιγνξηζκηθέο κεζφδνπο πνπ ν ίδηνο είρε επηλνήζεη, εμέζεζε ηηο αλαθαιχςεηο ηνπ 

ππφ κνξθή αληαπνθξηλφκελε ζηα θαζαξά πξφηππα ησλ γεσκεηξψλ ηεο αξραίαο Διιάδνο (LORIA 

1972, η. 2 ζ. 383). Απηφ δελ είλαη θαζφινπ παξάδνμν, θαζφηη ν Newton είρε καζεηεχζεη δίπια ζηνλ 

Isaac Barrow (1630-1677), ν νπνίνο αθελφο κελ είρε κεγάιε επίδξαζε ζηελ Αγγιία εθείλε ηελ επνρή, 

αθεηέξνπ δε ήηαλ απφ ηνπο πξεζβεπηέο ηεο άπνςεο φηη ε επθιείδεηα γεσκεηξία είλαη ε απφιπηε θαη 

ηέιεηα επηζηήκε. Δίρε κάιηζηα δηαθηνινγήζεη ηελ πίζηε ηνπ φηη ε επθιείδεηα γεσκεηξία απνηειεί ην 

ζεκέιην ησλ καζεκαηηθψλ κε έλαλ θαηάινγν απφ νθηψ ιφγνπο, αλάκεζα ζηνπο νπνίνπο ήηαλ ε παγθφ-

ζκηα αιήζεηα ησλ αμησκάησλ ηεο θαη ε απνθπγή άγλσζησλ νληνηήησλ. Μάιηζηα, ε δηέλεμε κεηαμχ 

Leibniz θαη Newton ζρεηηθά κε ηελ πξνηεξαηφηεηα ηεο αλαθάιπςεο ηνπ απεηξνζηηθνχ ινγηζκνχ νδή-

γεζε ζε έλα ζρίζκα κεηαμχ ησλ επηζηεκφλσλ ηεο Αγγιίαο θαη ηεο επεηξσηηθήο Δπξψπεο. Απηφ είρε σο 

απνηέιεζκα ε Αγγιία λα κείλεη ηδηαίηεξα πίζσ ζρεηηθά κε ηηο καζεκαηηθέο εμειίμεηο γηα ζρεδφλ δχν 

αηψλεο. 
30 Μηθξ. απφ ηνλ FERREIRÓS 22007, ζζ. 18-19.  
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γηαηί έηζη απνθάζηζε ν Γεκηνπξγφο λα πιάζεη ηνλ θφζκν. Ζ άπνςε απηή απνξξίθζε-

θε ηνλ 19
ν
 αηψλα, θαζψο είρε σο άκεζν επαθφινπζν ηελ απφξξηςε ηνπ αξρηκήδεηνπ 

αμηψκαηνο, ζεκειίνπ ηεο κεζφδνπ ηεο εμάληιεζεο, αιιά ρξεζηκνπνηήζεθε μαλά ηνλ 

20
φ
 αηψλα απφ ηνλ Abraham Robinson (1918-1974) ζηε non-standard αλάιπζε.

31
  

Οη Descartes θαη Leibniz απνηεινχλ ηνπο θχξηνπο εθπξφζσπνπο ηνπ ν ξ ζ ν ι ν -

γ η ζ κ ν χ  ή  ξ α ζ η ν λ α ι η ζ κ ν χ,  ηνπ ξεχκαηνο πνπ πξνήιζε απφ ηελ πιαησληθή ζε-

ψξεζε ησλ πξαγκάησλ. Σν ξαζηνλαιηζηηθφ πξφηππν απφθηεζεο γλψζεο είλαη ηα κα-

ζεκαηηθά. Σν αληίζεην ξεχκα ήηαλ ν εκπεηξηζκφο, κε θχξηνπο εθθξαζηέο ηνπ ηνπο 

John Locke (1632-1704), George Berkeley (1685-1753) θαη David Hume (1711-

1776). ΢ε γεληθέο γξακκέο, νη εκπεηξηζηέο ππνβάζκηδαλ ηε ζεκαζία ησλ καζεκαηη-

θψλ. Ο Locke ππνζηήξηδε πσο δελ ππάξρνπλ έκθπηεο ηδέεο. Καη‘ απηφλ, ν αλζξψπη-

λνο λνπο είλαη έλαο επαίζζεηνο, απφιπηα θελφο ππνδνρέαο, ν νπνίνο κε κφλε πεγή 

ηελ αηζζεηεξηαθή αληίιεςε νδεγείηαη ζε ελλνηνινγηθά κνξθψκαηα. ΋πσο ππνζηεξί-

δεη, «ν λνπο δελ γλσξίδεη ηα αληηθείκελα κε ηξφπν άκεζν, παξά κφλν κέζσ ησλ ηδεψλ 

πνπ έρεη γη` απηά. Ζ γλψζε καο, επνκέλσο, είλαη πξαγκαηηθή κφλν εθφζνλ ππάξρεη 

ζπκθσλία ησλ ηδεψλ καο κε ηελ πξαγκαηηθφηεηα ησλ αληηθεηκέλσλ.» Πην αθξαίνο 

εκπεηξηζηήο ν Berkeley ππνζηήξηδε πσο ηα θπζηθά αληηθείκελα είλαη πνιιαπιφηεηεο 

αηζζεηεξηαθψλ δεδνκέλσλ πνπ δελ ππάξρνπλ αλεμάξηεηα απφ ηνλ γλψζηε ηνπο (ππν-

θεηκεληθφο ηδεαιηζκφο). Φπζηθφ επφκελν ήηαλ, ινηπφλ, πσο δελ απνδερφηαλ ηελ έλ-

λνηα ηνπ πξαγκαηηθνχ απείξνπ, γηαηί ε απνδνρή χπαξμεο ελφο ηέηνηνπ λνεηνχ αληη-

θεηκέλνπ ζα ζήκαηλε απνδνρή κηαο απεηξίαο ηδεψλ ζπλαξζξσκέλσλ ζηνλ πεπεξαζκέ-

λν αλζξψπηλν λνπ ζε κηα νιφηεηα. Παξφκνηα, αξλείηαη ηελ άπεηξε δηαηξεηφηεηα πε-

πεξαζκέλα εθηαηψλ αληηθεηκέλσλ.  

Μεγαιχηεξε επίδξαζε απφ νπνηνλδήπνηε άιιν θηιφζνθν ηεο επνρήο απηήο άζθε-

ζε ν Kant (1724-1804), ν νπνίνο δηαθξίλεη ηελ παξαδνζηαθή ινγηθή ζε «γεληθή» θαη 

«ππεξβαηνινγηθή». Ζ πξψηε αληηζηνηρεί ζην ηππηθφ ηκήκα ηεο αξηζηνηειηθήο ινγη-

θήο, ζηηο ινγηθέο κνξθέο ηηο νπνίεο ιακβάλνπλ νη θξίζεηο καο γηα ηα πξάγκαηα θαη 

ηνπο θαλφλεο πνπ ηηο δηέπνπλ. Ζ δεχηεξε ζρεηίδεηαη κε ηνλ ηξφπν πνπ γλσξίδνπκε 

πξνεκπεηξηθά –a priori– ηα πξάγκαηα, κε ηηο έλλνηεο νη νπνίεο καο είλαη απαξαίηεηεο 

γηα ηε γλψζε θαη κε ην γλσζηνινγηθφ ραξαθηήξα ησλ θξίζεσλ καο. Δθηφο απηνχ, ν 

Kant είλαη ν πξψηνο ν νπνίνο ππνζηεξίδεη πσο ε ινγηθή πξέπεη λα αληηκεησπίδεηαη σο 

μερσξηζηή επηζηήκε. 
32

 Δπηπιένλ, γηα ηνλ Kant, ην άπεηξν έρεη πξνβιεκαηηθή αλαπα-

ξάζηαζε θαη δελ αλήθεη ζηηο θαηαζθεπάζηκεο έλλνηεο, κνινλφηη δελ είλαη ινγηθά αδχ-

λαην σο έλλνηα. Χο εθ ηνχηνπ, απνδέρεηαη ην δπλεηηθφ άπεηξν, αιιά φρη ην ελεξγεία 

πξαγκαηηθφ. Ζ χπαξμε ελφο θαηαζθεπαζηηθνχ αιγνξίζκνπ γηα ηελ παξαγσγή ησλ 

φξσλ κηαο αθνινπζίαο δελ ζπλεπάγεηαη ηελ χπαξμε ηεο αθνινπζίαο. Ζ αθνινπζία σο 

ηειεησκέλν αληηθείκελν ζπνπδήο αληηζηνηρεί ζηελ έλλνηα ηνπ πξαγκαηηθνχ απείξνπ, 

ελψ ε χπαξμε ηνπ αιγφξηζκνπ ζην δπλεηηθφ. Άξα, γηα ηνλ Kant ε έλλνηα ηνπ πξαγκα-

                                                             
31 ΦΗΛΖ 2010, ζ. 423. 
32 ΢ΛΟΤΓΚΑ 2009, ζ. 23. Σν φλεηξν ηνπ Leibniz γηα κηα παγθφζκηα ραξαθηεξηζηηθή γιψζζα, ζε 

ζπλδπαζκφ κε ην αίηεκα ηνπ Kant γηα ηε δεκηνπξγία κηαο αλεμάξηεηεο ινγηθήο επηζηήκεο, βξήθαλ ηνλ 

εθθξαζηή ηνπο ζηνλ Gottlob Frege γχξσ ζηα ηέιε ηνπ 19νπ αηψλα. 
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ηηθνχ απείξνπ είλαη εζσηεξηθά ζπλεπήο θαη άξα αλαιχζηκε· κπνξεί δειαδή λα απν-

ηειέζεη αληηθείκελν καζεκαηηθήο επεμεξγαζίαο.
33

 

Μεηά απφ ηελ αλαθάιπςε ηνπ απεηξνζηηθνχ ινγηζκνχ απφ ηνπο Leibniz θαη New-

ton, πνιινί κεγάινη καζεκαηηθνί (νη Bernoulli, Michel Rolle, Brook Taylor, Jean le 

Rond d‘Alembert, Leonhard Euler θ.ά.) άξρηζαλ λα αζρνινχληαη κε απηφ ηνλ θαη-

λνχξγην θιάδν. Μεηά ηε ζεσξία αξηζκψλ, ηελ άιγεβξα θαη ηα δηάθνξα είδε γεσκε-

ηξίαο (επθιείδεηα, πξνβνιηθή θ.ιπ.), ηψξα εξρφηαλ λα πξνζηεζεί θαη ε αλάιπζε ζηνπο 

ζεκειηψδεηο ηνκείο ησλ καζεκαηηθψλ. Ο Euler, ζπγθεθξηκέλα, ζπλέγξαςε ηα «απφιπ-

ηα» εγρεηξίδηα ζρεηηθά κε απηνχο ηνπο θιάδνπο
34

 θαη έζεζε ηε βάζε γηα ηα κνληέξλα 

καζεκαηηθά. Απηή ηελ πεξίνδν ηίζεηαη θαη ην ζεκαληηθφ εξψηεκα «Ση αλαπαξηζηνχλ 

νη κεηαβιεηέο;», ζην νπνίν ν Euler έδσζε ηελ απάληεζε φηη νη κεηαβιεηέο παξηζηά-

λνπλ αξηζκνχο πνπ ελδέρεηαη λα είλαη θαη αξλεηηθνί ή κηγαδηθνί. Απηή ε απάληεζε 

(θαη κάιηζηα δηαηππσκέλε απφ έλαλ απφ ηνπο πην ζεκαίλνληεο καζεκαηηθνχο ηεο ε-

πνρήο) δεκηνχξγεζε αίζζεζε, γηαηί κέρξη ηφηε νη κεηαβιεηέο αληηκεησπίδνληαλ σο 

αλαπαξαζηάζεηο ζπλερψλ νληνηήησλ, φπσο νη επζείεο ζηε γεσκεηξία. Τπέξ ησλ κη-

γαδηθψλ αξηζκψλ είρε κηιήζεη θαη ν Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ην 

1831. Ηδηαίηεξε επίδξαζε γηα ηνπο θαηνπηλνχο θαη ζπγρξφλνπο ηνπ καζεκαηηθνχο ά-

ζθεζε ε άπνςε πνπ εμέθξαζε ν Gauss ζε έλα γξάκκα ηνπ πξνο ηνλ Heinrich Chris-

tian Friedrich Schumacher (1780-1850) ην 1831 ζε ζρέζε κε ην άπεηξν: 

  

…απνξξίπησ πάλσ απ‘ φια ηε ρξήζε ελφο άπεηξνπ κεγέζνπο σο νινθιεξσκέ-

λνπ, πξάγκα πνπ δελ επηηξέπεηαη πνηέ ζηα καζεκαηηθά. Σν άπεηξν είλαη κφλν έ-

λαο ηξφπνο ηνπ ιέγεηλ, φηαλ θπξίσο κηιάκε γηα φξηα πνπ θάπνηνη ζεσξνχλ πσο 

πξνζεγγίδνπλ φζν ζέινπκε, ελψ άιινη επηηξέπνπλ ηελ αχμεζε ρσξίο φξην.
35

  

 

Πάλησο, αλ θαη εθθξάδεηαη κε απηφ ηνλ θαηεγνξεκαηηθφ ηξφπν, ν Gauss ζε πνιιέο 

πεξηπηψζεηο, φπσο ζηελ δηαθνξηθή γεσκεηξία ηνπ, ρξεζηκνπνίεζε απεηξνζηέο πνζφ-

ηεηεο. Απηή ε ζπγθερπκέλε ζηάζε ζπλαληάηαη ζε πνιινχο καζεκαηηθνχο ηεο επνρήο, 

φπσο ν Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), ζην έξγν ηνπ νπνίνπ αληρλεχεηαη ε ηάζε 

πξνο ηελ ρξήζε ηνπ απείξνπ, κνινλφηη ν ίδηνο δελ είρε κηιήζεη αλνηρηά ππέξ ηνπ 

πξαγκαηηθνχ απείξνπ. Σηο ελλνηνινγηθέο απηέο ηάζεηο πηνζέηεζαλ θαη πξνψζεζαλ νη 

Dedekind θαη Riemann. 

΢ην πξψην κηζφ ηνπ 19
νπ

 αηψλα ζπλέβεζαλ δχν ζεκαληηθέο εμειίμεηο ζην ρψξν 

ησλ καζεκαηηθψλ. Αθελφο κελ, επηλνήζεθαλ νη κε επθιείδεηεο γεσκεηξίεο, νη νπνίεο 

ηάξαμαλ ηελ πίζηε ησλ καζεκαηηθψλ ζηελ απζεληία ηεο επθιείδεηαο γεσκεηξίαο θαη 

ηνπο ψζεζαλ πξνο ηελ αξηζκεηηθή, ελψ παξάιιεια έθεξαλ κηα λέα αληίιεςε γηα ην ηη 

είλαη αμίσκα θαη αμησκαηηθή ζεσξία. Αθεηέξνπ δε, ε αλάπηπμε ηεο αλάιπζεο νδήγε-

ζε ηνπο καζεκαηηθνχο ζην ζπκπέξαζκα πσο έπξεπε λα ζεκειησζεί πάλσ ζηελ αξηζ-

κεηηθή, ε νπνία, φκσο, έρξεδε θαη ε ίδηα ζεκειίσζεο.  

                                                             
33 ΑΝΑΠΟΛΗΣΑΝΟ΢ 52005, ζζ.57-58.  
34 Βι. πξνεγνπκέλσο ππνζεκ. 2. 
35 Μηθξ. απφ ηνλ FERREIRÓS 22007, ζζ. 18-19. 
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΋πσο αλαθέξεη ν Moris Kline, απφ ηνλ 3
ν
 αηψλα π.Υ. κέρξη ηηο αξρέο ηνπ 19

νπ
 

αηψλα, φινη νη καζεκαηηθνί θαη φινη νη θηιφζνθνη ήηαλ πεπεηζκέλνη πσο ε επθιείδεηα 

γεσκεηξία ήηαλ ε ζσζηή εμηδαλίθεπζε ησλ ηδηνηήησλ ηνπ θπζηθνχ ρψξνπ θαη ησλ 

κνξθψλ κέζα ζε απηφλ.
36

 Παξ‘ φια απηά, ην αίηεκα ησλ παξαιιήισλ δελ είρε ηελ ί-

δηα δηαηζζεηηθή δχλακε θαη θαηλφηαλ θάπσο πην πεξίπινθν ζε ζρέζε κε ηα ππφινηπα 

αμηψκαηά ηεο. ΢ε φιε ηελ ηζηνξία ππήξμαλ πνιιέο πξνζπάζεηεο λα εμαθαληζηνχλ νη 

ακθηβνιίεο ζρεηηθά κε απηφ. Γχν ήηαλ νη βαζηθέο πξνζεγγίζεηο: ε κηα ήηαλ λα αληη-

θαηαζηαζεί απφ έλα πην απηαπφδεηθην αμίσκα· ε άιιε λα παξαρζεί απφ ηα άιια ελ-

λέα αμηψκαηα ψζηε λα κεηαηξαπεί ζε ζεψξεκα. Σν πξψην πξαγκαηηθφ βήκα πξνο ηηο 

κε επθιείδεηεο γεσκεηξίεο
37

 έγηλε απφ ηνλ Georg S. Klugel (1739-1812), ν νπνίνο έ-

θαλε ηελ παξαηήξεζε φηη ε ζηγνπξηά κε ηελ νπνία νη καζεκαηηθνί απνδέρνληαλ ηελ 

αιήζεηα ηνπ αμηψκαηνο ησλ παξαιιήισλ βαζηδφηαλ ζηελ εκπεηξία θαη φρη ζην απηα-

πφδεηθην ηεο πξφηαζεο. Έηζη, ελψ ν Gerolamo Saccheri (1667-1733) είρε ζπκπεξάλεη 

πσο, κε άξλεζε ηνπ 5
νπ

 αηηήκαηνο, θηάλνπκε ζε αληίθαζε, ν Klugel παξαηήξεζε πσο 

απιψο θαηαιήγνπκε ζε έλα απνηέιεζκα πνπ έξρεηαη ζε αληίζεζε κε ηελ εκπεηξία. Σν 

επφκελν βήκα έγηλε απφ ηνλ Johann Heinrich Lambert (1728-1777), ν νπνίνο, μεθη-

λψληαο απφ ηελ ίδηα ππφζεζε κε ηνλ Saccheri, θαηέιεμε ζην ζπκπέξαζκα πσο κπν-

ξνχκε λα πηνζεηήζνπκε έλα ελαιιαθηηθφ αμίσκα θαη λα ρηίζνπκε κηα ινγηθά ζπλεπή 

γεσκεηξία. Μάιηζηα, ζεκείσζε πσο νπνηνδήπνηε ζχλνιν ππνζέζεσλ δελ νδεγεί ζε 

αληίθαζε πξνζθέξεη κηα πηζαλή γεσκεηξία. Σν πην ζεκαληηθφ βήκα φκσο έγηλε απφ 

ηνλ Gauss (1777), ν νπνίνο παξαηήξεζε πσο ε επθιείδεηα γεσκεηξία δελ έρεη θάπνηα 

a priori βάζε πνπ λα ηελ θαζηζηά ηε κφλε γεσκεηξία πνπ κπνξεί λα πεξηγξάςεη ηηο η-

δηφηεηεο ηνπ θπζηθνχ ρψξνπ. Σν 1799 ήηαλ πεπεηζκέλνο πσο ην αίηεκα ησλ παξαι-

ιήισλ δελ κπνξεί λα παξαρζεί απφ ηα ππφινηπα ελλέα αμηψκαηα, ελψ ην 1813 είρε 

πιένλ δεκηνπξγήζεη ηε λέα ηνπ γεσκεηξία θαη ηνλ Απξίιην ηνπ 1817, ζε έλα γξάκκα 

ηνπ πξνο ηνλ Heinrich Wilhelm Matthäus Olbers (1758-1840) αλέθεξε: 

  

Πείζνκαη φιν θαη πεξηζζφηεξν φηη ε θπζηθή αλαγθαηφηεηα ηεο επθιείδεηαο γε-

σκεηξίαο δελ κπνξεί λα απνδεηρζεί, ηνπιάρηζηνλ φρη κέζα απφ ηελ αλζξψπηλε 

ινγηθή ή γηα ηελ αλζξψπηλε ινγηθή. Ίζσο ζε κηα άιιε δσή λα είκαζηε ζε ζέζε 

λα απνθηήζνπκε επνπηεία ζηε θχζε ηνπ δηαζηήκαηνο, πνπ ηψξα είλαη απξφζη-

ηε. Μέρξη ηφηε ζα πξέπεη λα ηνπνζεηήζνπκε ηε γεσκεηξία φρη ζηελ ίδηα θαηε-

γνξία κε ηελ αξηζκεηηθή, πνπ είλαη μεθάζαξα a priori, αιιά κε ηε κεραληθή.
38

  

 

Έηζη, γηα πξψηε θνξά απφ ηελ επνρή ηνπ Πιάησλα, ε πίζηε ησλ καζεκαηηθψλ ζηελ a 

priori θχζε ηεο επθιείδεηαο γεσκεηξίαο αξρίδεη λα θινλίδεηαη. Γηα δηάθνξνπο ιφγνπο, 

ν Gauss δελ δεκνζίεπζε πνηέ ηίπνηα ζρεηηθά κε ηηο κε επθιείδεηεο γεσκεηξίεο. Απηφ 

                                                             
36 Μάιηζηα, είραλ ππάξμεη θαη αξθεηέο απφπεηξεο λα ρηηζηνχλ ε αξηζκεηηθή, ε άιγεβξα θαη ε αλά-

ιπζε, ησλ νπνίσλ ε ινγηθή ζεκειίσζε ήηαλ ζθνηεηλή, πάλσ ζηελ επθιείδεηα γεσκεηξία, θαη κε απηφ 

ηνλ ηξφπν λα δηαζθαιηζηεί ε αιήζεηα θαη απηψλ ησλ θιάδσλ. 
37 Γηα ηηο κε επθιείδεηεο γεσκεηξίεο ζπκβνπιεχηεθα πξσηίζησο εδψ ηελ ΦΗΛΖ 2010, ζζ. 87-129, 

θαη δεπηεξεπφλησο ηνλ KLINE 1972, ζζ. 861-882.  
38 ΦΗΛΖ 2010, ζ. 125. 
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ην έπξαμαλ ζρεδφλ ηαπηφρξνλα θαη ζρεδφλ παξφκνηα δχν άιινη καζεκαηηθνί: ν Niko-

lai Ivanovich Lobatchevsky (1793-1856) κε ηελ «θαληαζηηθή γεσκεηξία» ηνπ θαη ν 

Janos Bolyai (1802-1860) κε ηε ιεγφκελε «απφιπηε γεσκεηξία». Σν εξψηεκα ηεο ζπ-

λέπεηαο κηαο κε επθιείδεηαο γεσκεηξίαο είρε απαζρνιήζεη θαη ηνπο ηξεηο. Μάιηζηα 

θαη νη ηξεηο είραλ πεηζηεί γη‘ απηήλ, ρσξίο φκσο λα κπνξνχλ λα ηελ απνδείμνπλ.
39

 Οη 

Beltrami θαη Poincaré απέδεημαλ ηε ζρεηηθή ζπλέπεηα ηεο ππεξβνιηθήο γεσκεηξίαο 

(φπσο είρε πιένλ θαζηεξσζεί λα ιέγεηαη ε γεσκεηξία πνπ είραλ αλαθαιχςεη νη Gauss, 

Bolyai θαη Lobatchevsky) βξίζθνληαο έλα κνληέιν πνπ κεηέηξεπε ηα αμηψκαηα ηεο 

ππεξβνιηθήο ζε ζεσξήκαηα ηεο επθιείδεηαο. Ο Jules-Henri Poincaré (1854-1912) ή-

ηαλ απηφο πνπ πήγε πην πέξα ηελ ζθέςε ζρεηηθά κε ηηο δηάθνξεο γεσκεηξίεο θαη, σο 

εθ ηνχηνπ, γεληθφηεξα ζρεηηθά κε ηα ελαιιαθηηθά αμησκαηηθά ζπζηήκαηα: 

  

Ζ επθιείδεηα γεσκεηξία κπνξεί λα κελ είλαη αιεζήο αιιά είλαη πνιχ βνιηθή. 

Μηα γεσκεηξία δελ κπνξεί λα είλαη πεξηζζφηεξν αιεζήο απφ φ,ηη κηα άιιε. 

Μπνξεί κφλν λα είλαη πην βνιηθή. Ο άλζξσπνο δεκηνπξγεί ηελ γεσκεηξία θαη 

κεηά πξνζαξκφδεη ηνπο θπζηθνχο λφκνπο ζε απηήλ ψζηε λα θάλεη ηε γεσκε-

ηξία θαη ηνπο λφκνπο λα ηαηξηάδνπλ ζηνλ θφζκν.  

 

Πξφθεηηαη γηα ηηο ζέζεηο ηνπ Poincaré ζρεηηθά κε ηε ζπκβαηηθφηεηα ηεο γεσκεηξίαο 

ηνπ θπζηθνχ ρψξνπ.  

Απφ ηελ άιιε, ε αλάιπζε ζπλέρηζε λα αλαπηχζζεηαη θαηά 19
ν
 αηψλα κέζα απφ 

γεληθεχζεηο ησλ κεζφδσλ ηεο θαη ελνπνηήζεηο ησλ ζεκειίσλ ηεο θαη δεκηνπξγήζεθαλ 

δπν ζεκαληηθά παξαθιάδηα: ε κηγαδηθή θαη ε πξαγκαηηθή αλάιπζε.
40

 Πεξί ηα 1800, 

νη καζεκαηηθνί είραλ πιένλ αξρίζεη λα ζπλεηδεηνπνηνχλ πσο ε αλάιπζε είρε αλαπηπ-

ρζεί κέρξη ηφηε κε αζάθεηα ζηηο έλλνηέο ηεο θαη ζηηο απνδείμεηο ηεο. Ζ βαζηθή έλλνηα 

ηεο ζπλάξηεζεο, φκσο, δελ ήηαλ μεθάζαξε θαη ε αλαπαξάζηαζε ζπλαξηήζεσλ κέζσ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζεηξψλ είρε δεκηνπξγήζεη κεγάιεο αληηπαξαζέζεηο. Ο Niels Henrik 

Abel (1802-1829) επηζεκαίλεη απηή ηελ έιιεηςε απζηεξφηεηαο ην 1826. Αξθεηνί κα-

ζεκαηηθνί επηζηξαηεχηεθαλ γηα λα θέξνπλ ηάμε ζην ράνο. Ζ ηάζε απηή νλνκάζηεθε 

«Κξηηηθή Κίλεζε» θαη σο πξσηεχνληα ζηφρν έζεζε ην λα μαλαρηηζηεί ε αλάιπζε 

ζηεξηγκέλε κφλν πάλσ ζηελ αξηζκεηηθή.
41

 Δμάιινπ, βαξχλνπζα ζεκαζία είρε θαη ε 

                                                             
39 Δθφζνλ είλαη ζπλεπείο ηφζν ε επθιείδεηα γεσκεηξία φζν θαη κηα γεσκεηξία πνπ δηαθέξεη απφ 

απηή κφλν θαηά ην φηη αξλείηαη ην αίηεκα ησλ παξαιιήισλ, έπεηαη πσο ην αίηεκα ησλ παξαιιήισλ εί-

λαη αλεμάξηεην απφ ηα ππφινηπα αμηψκαηα ηεο επθιείδεηαο γεσκεηξίαο. 
40 Ζ πξαγκαηηθή αλάιπζε μεθίλεζε ηελ αλάπηπμή ηεο σο αλεμάξηεηνο θιάδνο κε ηελ εηζαγσγή ηήο 

έλλνηαο ηεο «ζπλέρεηαο» απφ ηνλ απζηξηαθφ καζεκαηηθφ Bernard Bolzano (1781-1848). Ο Bolzano έ-

παημε πνιχ ζεκαληηθφ ξφιν ζηελ απζηεξή ζεκειίσζε ηεο αλάιπζεο, ζεσξείηαη πξνπνκπφο ηνπ Tarski 

ζηε ινγηθή, ελψ ζεκαληηθφ είλαη θαη ην έξγν ηνπ ζηε θηινζνθία. ΢ε φ,ηη καο αθνξά, είλαη ν πξψηνο 

καζεκαηηθφο πνπ κίιεζε γηα ην άπεηξν πξηλ απφ ηνλ Cantor, ελψ είρε πξνζπαζήζεη λα δεκηνπξγήζεη 

θαη έλα είδνο ζεσξίαο ζπλφισλ. Γηα πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο, βι. ΦΗΛΖ 2010, ζζ. 455-475, 525-536, 

θαη ΗΓ. 2009, ζζ. 447-486. 
41 Απηφ θαηά πάζα πηζαλφηεηα ζπλέβε δηφηη, φπσο είδακε, ηα πξνεγνχκελα ρξφληα, κε ηελ εκθάλη-

ζε ησλ κε επθιείδεησλ γεσκεηξηψλ θαη ηελ απνθάιπςε θάπνησλ ειαηησκάησλ ζηελ αλάπηπμε ηεο επ-

θιείδεηαο γεσκεηξίαο, είρε θινληζηεί ε πίζηε ησλ καζεκαηηθψλ ζε απηή. 
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άπνςε ηνπ Gauss πνπ πξναλαθέξακε. Ζ απζηεξή αλάιπζε μεθηλάεη κε ηε δνπιεηά 

ησλ Bolzano, Cauchy, Abel, Dirichlet, Riemann θαη Weierstraß. Ο Bolzano είλαη απ-

ηφο πνπ πξψηνο αλαζεσξεί ηνπο ππάξρνληεο νξηζκνχο θαη δεκηνπξγεί πνιχ πην απ-

ζηεξέο απνδείμεηο ζηεξηγκέλεο ζε απηνχο. Απηή ηνπ ε πξνζθνξά έζεζε ηέινο ζηα κε-

ηαθπζηθά εξσηήκαηα πνπ είραλ ζπζζσξεπηεί απφ ηελ εκθάληζε ηνπ απεηξνζηηθνχ 

ινγηζκνχ.
42

 Οη Cauchy θαη Bolzano είλαη απηνί πνπ φξηζαλ πξψηνη ηε ζπλέρεηα θαη 

ηελ παξάγσγν κε ηνλ ηξφπν πνπ ηηο ρξεζηκνπνηνχκε ζήκεξα, ελψ επίζεο ήηαλ απηνί 

πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ γηα πξψηε θνξά ζσζηά (κε ηα ζεκεξηλά θξηηήξηα) ηε ζχγθιηζε 

κηαο ζεηξάο. Ο Weierstraß είλαη ν επηλνεηήο ησλ ε-δ νξηζκψλ θαη ηεο νκνηφκνξθεο 

ζχγθιηζεο ζεηξάο. Σν νινθιήξσκα φπσο ην ρξεζηκνπνηνχκε ζήκεξα πξνέθπςε απφ 

ηηο εξγαζίεο ησλ Riemann θαη Darboux. Μηα δηαδεδνκέλε ηάζε ηεο επνρήο είλαη ε ε-

πηλφεζε ζπλαξηήζεσλ κε ηδηαίηεξεο ηδηφηεηεο, κε ζθνπφ ηνλ εληνπηζκφ ηνλ αδχλαησλ 

ζεκείσλ ησλ ππαξρφλησλ ζεσξεκάησλ. Απηή ε ηάζε, ε νπνία είρε σο απνηέιεζκα λα 

γίλεη πην απζηεξή ε αλάιπζε, αληηκεησπίζηεθε απφ πνιινχο καζεκαηηθνχο, φπσο ν 

Poincaré, ζαλ «ηεξαηνχξγεκα». 

Με ηελ αλάιπζε λα έρεη θηάζεη ζε έλα πςειφ επίπεδν σξηκφηεηαο θαη απζηεξφ-

ηεηαο, ην πξφβιεκα βξηζθφηαλ ζηε ζεκειηψδε έλλνηά ηεο, ηελ έλλνηα ηεο «ζπλάξηε-

ζεο». Ο Weierstraß είρε επηζηήζεη ηελ πξνζνρή ζην γεγνλφο φηη, πξνθεηκέλνπ λα θα-

ζηεξσζνχλ πξνζεθηηθά νη ηδηφηεηεο ησλ ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ, ππήξρε ε αλάγθε ηεο 

ζεσξίαο ηνπ αξηζκεηηθνχ ζπλερνχο. Πψο κπνξνχζαλ λα κηιάλε γηα ζπλαξηήζεηο 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, φηαλ νη ίδηνη νη πξαγκαηηθνί ήηαλ έλα κπζηήξην; Ήηαλ πιένλ 

ζαθέο πσο έπξεπε λα ζεκειησζνχλ νη αξηζκνί. Δθηφο απηψλ, έρνληαο ππάξμεη πξν-

ζπάζεηεο ζεκειίσζεο ηεο άιγεβξαο, είρε γίλεη θαηαλνεηφ πσο θαη απηή ζηεξηδφηαλ 

ζην μεθαζάξηζκα ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Απφ ηελ άιιε, κε θιν-

ληζκέλε ηελ πίζηε ζηελ επθιείδεηα γεσκεηξία, ιφγσ ηεο εκθάληζεο ησλ κε επθιεί-

δεησλ, νη καζεκαηηθνί είραλ ηελ αλάγθε λα πηζηέςνπλ πσο ηνπιάρηζηνλ ε αξηζκεηηθή 

κπνξνχζε λα ζεκειησζεί πέξαλ πάζεο ακθηβνιίαο. 

 

1.1.4. Η ζεκειίσζε ησλ αξηζκώλ 
 

Ζ πξψηε αμηφινγε πξνζπάζεηα ζεκειίσζεο
43

 έγηλε απφ ηνλ Martin Ohm (1792-1872) 

κε κηα πξνζέγγηζε πνπ ζα κπνξνχζακε λα ραξαθηεξίζνπκε σο θαηαζθεπαζηηθή. Ο 

Ohm ήηαλ ν πξψηνο πνπ είρε επηρεηξήζεη λα δψζεη κηα ζπζηεκαηηθή παξνπζίαζε ηεο 

αξηζκεηηθήο, ηεο άιγεβξαο θαη ηεο αλάιπζεο ζηε βάζε κφλν ησλ θπζηθψλ αξηζκψλ.
44

 

Γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, μεθηλά κε δεδνκέλνπο ηνπο θπζηθνχο 

αξηζκνχο θαη ηηο ηδηφηεηέο ηνπο θαη θαηαζθεπάδεη ηνπο αθεξαίνπο σο εμήο:
45

 Έζησ ην 

                                                             
42 Καηά ηνλ J. Sebestik, ν Bolzano είλαη ν ηειεπηαίνο κεγάινο εξαζηηέρλεο θαη ηαπηφρξνλα ν πξψ-

ηνο ζχγρξνλνο καζεκαηηθφο. Βι. ΦΗΛΖ 2010, ζ. 475. 
43 ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ν Bolzano είλαη απηφο πνπ έθαλε ηελ πξψηε πξνζπάζεηα ζεκειίσζεο ηεο 

αξηζκεηηθήο, αιιά φπσο θαη ην ππφινηπν έξγν ηνπ, έηζη θαη απηή παξέκεηλε άγλσζηε γηα αξθεηφ θαηξφ. 
44 FERREIRÓS 22007, ζζ. 119-124.  
45 Απηή ε νπηηθή ήηαλ θνηλά απνδεθηή ζηνπο Γεξκαλνχο καζεκαηηθνχο θαη κπνξεί λα ηε βξεη θα-

λείο θαη ζηα έξγα ησλ Johann Heinrich Traugott Muller (1797-1862, δεκνζ. ην 1855), Hermann Gün-

ther Grassmann (1809-1877, δεκνζ. ην 1861), Weierstrass (ην 1872 εθδφζεθαλ απφ ηνλ Kossak ζεκεη-
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δεχγνο (a,b) = a–b. Αλ ba, ηφηε ην δεχγνο αληηπξνζσπεχεη ζεηηθφ αθέξαην· ελψ, αλ 

ab, ηφηε ην δεχγνο αληηπξνζσπεχεη αξλεηηθφ αθέξαην. Με θαηάιιειν νξηζκφ ηεο 

πξφζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ νδεγνχκαζηε ζηηο ζπλήζεηο ηδηφηεηεο ησλ αθε-

ξαίσλ. Παξφκνηα, κε δεδνκέλνπο ηνπο αθεξαίνπο, εηζήγαγε ηνπο ξεηνχο σο δεχγε α-

θεξαίσλ (Α,Β) = Α/Β θαη νξίδνληαο θαηάιιεια πξφζζεζε θαη πνιιαπιαζηαζκφ πξνέ-

θπςαλ νη ηδηφηεηεο ησλ ξεηψλ. Δθηφο απηψλ, θαη νη κηγαδηθνί αξηζκνί παξάγνληαη σο 

δεχγνο πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, φπσο έδεημε ν Hamilton (ν νπνίνο είλαη θαη ν επηλνε-

ηήο ησλ quaternions – ηεο επέθηαζεο, δειαδή, ησλ κηγαδηθψλ αξηζκψλ).
46

 Ζ θαηά-

ζηαζε, ινηπφλ, είρε ζρεκαηηθά σο εμήο: 

  

( ; )    (θπζηθνί)    (αθέξαηνη)    (ξεηνί)  ( ; )    (πξαγκαηηθνί) 

 

Γχν ήηαλ, επνκέλσο, ηα βαζηθά εξσηήκαηα πνπ παξέκελαλ. Πξψην: πψο ζεκειηψλνπ-

κε ηνπο θπζηθνχο αξηζκνχο; Καη, δεχηεξν: πψο παξάγνπκε ην ζχλνιν ησλ πξαγκαηη-

θψλ απφ ηνπο ξεηνχο; Πσο δειαδή θαηαζθεπάδνπκε ηνπο άξξεηνπο;  

΢ρεηηθά κε ην πξψην εξψηεκα, ππήξμαλ πνιιέο πξνζπάζεηεο είηε γηα ηε θηινζν-

θηθή δηθαηνιφγεζε ηεο χπαξμεο ησλ θπζηθψλ αξηζκψλ είηε γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπο 

απφ ζεκειηψδεηο («ινγηθέο») έλλνηεο. ΢ηελ πξψηε θαηεγνξία αλήθε ν Ohm. Γη‘ απηφλ 

ε δηθαηνιφγεζε ηεο χπαξμεο θαη ησλ ηδηνηήησλ ησλ θπζηθψλ αξηζκψλ ζηεξηδφηαλ 

ζην δηαηζζεηηθφ ηνπο λφεκα. Ο Weierstraß είρε κηα κηθηή ζηάζε: απνδερφηαλ σο δε-

δνκέλν ην  , αιιά ε εμήγεζή ηνπ γηα ηε θχζε ηνπ θπζηθνχ αξηζκνχ θαηλφηαλ λα 

πξνεηθνλίδεη ηελ έλλνηα ηνπ ζπλφινπ. Οη Dedekind, Cantor θαη Frege αλήθαλ ζηε 

δεχηεξε θαηεγνξία. 

Απφ ηνπο Weierstraß, Dedekind θαη Cantor δφζεθαλ θαη νη πην ελδηαθέξνπζεο α-

παληήζεηο ζην δεχηεξν εξψηεκα. Πξνζπάζεηεο, φκσο, είραλ γίλεη θαη πξηλ απφ απ-

ηνχο. Οη Bolzano, Hamilton θαη Ohm είραλ δεκνζηεχζεη εξγαζίεο πάλσ ζηνπο άξξε-

ηνπο, νη νπνίεο, φκσο, ζηεξνχληαλ απζηεξφηεηαο. ΢ηε Γαιιία, ν Charles Méray 

(1835-1911) ην 1869 είρε δεκνζηεχζεη κηα απζηεξή ζεσξία ησλ άξξεησλ αξηζκψλ.
47

 

Σν δεχηεξν εξψηεκα νδήγεζε ηνπο καζεκαηηθνχο πνπ ην αληηκεηψπηζαλ ζηε ρξήζε 

«άπεηξσλ νινηήησλ»: ζπγθιίλνπζεο απεηξνζεηξέο ηνπ Weierstraß 
48

, ηνκέο Dedekind 

θαη βαζηθέο αθνινπζίεο (ή αθνινπζίεο Cauchy) θαηά ηνλ Cantor. ΢ε θάζε πεξίπησζε 

βξηζθφκαζηαλ κπξνζηά ζε ζχλνια κε πεξίπινθε δνκή πνπ είρε λα θάλεη κε ην ελεξ-

                                                                                                                                                                               
ψζεηο ηνπ, ηηο νπνίεο φκσο απαξλήζεθε), Dedekind (1872,1888), Heine (1872), Carl Johannes Thomae 

(1840-1921, δεκνζ. ην 1880) θαη Cantor (δεκνζ. 1871, 1872, 1883). 
46 Αθξηβέζηεξα, νη ξεηνί θαη νη αθέξαηνη νξίδνληαη σο θαηάιιειεο θιάζεηο ηζνδπλακίαο δηαηεηαγ-

κέλσλ δεπγψλ αθεξαίσλ θαη θπζηθψλ αξηζκψλ αληίζηνηρα. 
47 Δπηζεκάλζεηο γηα ηε Φύζε Πνζνηήησλ Καζνξηδόκελσλ από Γεδνκέλεο Μεηαβιεηέο (Remarques 

sur la nature des quantités définies par la condition de servir de limites à des variables données). Σν 

έξγν ηνπ, αλ θαη παξφκνην κε απηφ ηνπ Cantor, πέξαζε ζρεδφλ απαξαηήξεην, θαζφηη ζηε Γαιιία ηελ 

πεξίνδν εθείλε δελ ππήξρε ηδηαίηεξε εθηίκεζε γηα απηνχ ηνπ είδνπο ηα πξνβιήκαηα. Γηα κηα αλαιπηηθή 

παξνπζίαζε ηνπ έξγνπ ηνπ Méray, αιιά θαη ησλ ππνινίπσλ πξνζπαζεηψλ θαηαζθεπήο ησλ αξηζκψλ, 

βι. ΦΗΛΖ 2010, ζζ. 239-278, FERREIRÓS 22007, ζζ. 117-144, θαη KLINE 1972, ζζ. 979-992. 
48 Ο Cantor ζεσξνχζε πσο ν Weierstrass ήηαλ ν πξψηνο πνπ απέθπγε ηνλ ζθφπειν ηεο ρξήζεο ηεο 

έλλνηαο ηνπ αξηζκνχ πξσηνχ ηελ νξίζεη. 
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γεία πξαγκαηηθφ άπεηξν. Αλ θαη αξρηθά ζεσξήζεθε πσο δελ ρξεηάδνληαλ, αξγφηεξα 

έγηλε ζαθέο πσο νη άπεηξεο απηέο νληφηεηεο απαηηνχζαλ ηε ζεκειίσζε κηαο ζεσξίαο 

πνιιαπινηήησλ/ζπζηεκάησλ/ζπλφισλ θαη πσο ε πξνζπάζεηα απηή ελείρε παξάμελεο 

δπζθνιίεο. 

΋πσο έρνπκε αλαθέξεη, νη άξξεηνη, έρνληαο αλαθαιπθζεί απφ ηνπο Ππζαγφξεηνπο 

είραλ πξνθαιέζεη θξίζε ζηηο θαζηεξσκέλεο απφςεηο γηα ηνπο αξηζκνχο γεληθφηεξα. Οη 

πεξηζζφηεξνη καζεκαηηθνί είραλ κηα λεθειψδε άπνςε ζρεηηθά κε ην αλ θαη πνηνη α-

ξηζκνί έρνπλ πξαγκαηηθή ππφζηαζε. Ο Bolzano, ην 1835, ζέινληαο λα θαηαζθεπάζεη 

αξηζκεηηθά ην ζψκα ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, είρε ηνλίζεη πσο φρη κφλν νη αθέξαηνη 

αιιά θαη νη ξεηνί, νη άξξεηνη, νη απεηξνζηά κεγάινη θαη απεηξνζηά κηθξνί αξηζκνί έ-

ρνπλ ππφζηαζε. Μάιηζηα, ρξεζηκνπνίεζε ηελ πξναλαθεξζείζα θξάζε ηνπ Leibniz 

γηα ην άπεηξν. Καη ηελ άπνςή ηνπ ζα αζπαζηνχλ θαη νη Riemann, Dedekind θαη Can-

tor κεηά απφ θάπνηα ρξφληα. Δθηφο απφ ηελ πξνζθνξά ηνπ ζηελ αλάιπζε θαη ηελ α-

ληίιεςή καο γηα ηνπο αξηζκνχο, ν Bolzano είλαη ν πξψηνο πνπ εηζάγεη ηελ έλλνηα ηνπ 

ζπλφινπ θαη εμάγεη απφ απηήλ κηα ζεσξία άπεηξσλ ζπλφισλ: 

  

Ολνκάδσ ζχλνιν κηα ζπιινγή ζηελ νπνία κπνξνχκε λα πξνζδψζνπκε κηα έλ-

λνηα έηζη ψζηε ε δηάηαμε ησλ κεξψλ λα είλαη αδηάθνξε (ζηελ νπνία ηίπνηα ην 

νπζηαζηηθφ δελ έρεη αιιάμεη γηα καο φηαλ κνλάρα ε δηάηαμε έρεη κεηαβιεζεί). 

Καη νλνκάδσ πνιιαπιφηεηα Α ελφο ζπλφινπ ηα κέξε ηνπ νπνίνπ ζεσξνχληαη 

σο ελφηεηεο ελφο νξηζκέλνπ είδνπο, δειαδή φπσο αληηθείκελα πνπ κπνξνχλ λα 

πεξηιεθζνχλ ζηελ έλλνηα Α.
49

  

  

Μηα πνιιαπιφηεηα είλαη ινηπφλ θάηη πεξηζζφηεξν απφ έλα ζχλνιν –είλαη έλα ζχλνιν 

ελνηήησλ– θαη είλαη απηέο νη πνιιαπιφηεηεο πνπ κπνξνχκε λα πνχκε φηη είλαη πεπε-

ξαζκέλεο ή άπεηξεο. Σα ζχλνιά ηνπ ζηεξίδνληαη ζηελ ηδηφηεηα πνπ ηα νξίδεη θαη ρσ-

ξίδνληαη ζε δχν θαηεγνξίεο, αλάινγα κε ην αλ ιακβάλεηαη ή φρη ππφςε ε δηάηαμε. Ο 

Bolzano έθηαζε πνιχ θνληά ζην λα νξίζεη ηε δχλακε ή πιεζηθφηεηα. ΋κσο ιφγσ ηεο 

κεγάιεο ηνπ εμνηθείσζεο κε ηελ επθιείδεηα γεσκεηξία δελ κπφξεζε λα δερζεί πσο 

δχν ζχλνια πνπ έρνπλ 1-1 αληηζηνηρία είλαη ηζνδχλακα. Τπνζηήξηδε πσο γηα λα ζεσ-

ξνχληαη δχν ζχλνια ηζνδχλακα πξέπεη λα ζπληξέρεη θαη θάπνηνο άιινο ιφγνο, φπσο 

ην λα έρνπλ ίδην ηξφπν θαηαζθεπήο. Καζφηη ην έξγν ηνπ Bolzano έκεηλε ζρεδφλ ά-

γλσζην γηα πάλσ απφ πελήληα ρξφληα, ειάρηζηε επηξξνή άζθεζε ζηνπο ζχγρξνλνπο 

θαη ηνπο θαηνπηλνχο καζεκαηηθνχο. Παξά ηαχηα, ν Weierstraß είρε δειψζεη πσο είρε 

ρξεζηκνπνηήζεη θαη ζηεξηρηεί ζην έξγν ηνπ. 

 

Πξέπεη λα γίλεη ζαθέο πσο νη αλεζπρίεο γηα ηε ζεκειίσζε ησλ αξηζκψλ θαη ηα εξσ-

ηήκαηα ζρεηηθά κε ηε θχζε ηνπ απείξνπ απαζρνινχζαλ, σο επί ην πιείζηνλ, ηνπο 

Γεξκαλνχο καζεκαηηθνχο. Καηά ηα κέζα ηνπ 19
νπ

 αηψλα δχν είλαη ηα ζεκαληηθά θέ-

ληξα ησλ καζεκαηηθψλ ζηε Γεξκαλία: ε Γνηηίγγε θαη ην Βεξνιίλν
50

. ΢ηελ πξψηε είρε 

δηδάμεη αζηξνλνκία θαη θαζαξά καζεκαηηθά ν Gauss γηα πνιιά ρξφληα θαη, φηαλ κεηά 

                                                             
49 ΦΗΛΖ 2010, ζ. 526. 
50 Γηα ηηο ζρνιέο Βεξνιίλνπ θαη Γνηηίγγεο, βι. FERREIRÓS 22007, ζζ. 24-38. 
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ην ζάλαηφ ηνπ ην 1855 ε έδξα ρσξίζηεθε, ζηελ έδξα ησλ καζεκαηηθψλ ήξζε ν Dirich-

let, ν νπνίνο πξηλ δίδαζθε ζην Βεξνιίλν. Ο Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet 

(1805-1859) πίζηεπε αθξάδαληα ζηελ αξηζκεηηθνπνίεζε ησλ καζεκαηηθψλ θαη ηελ 

πεπνίζεζή ηνπ απηή ηελ πέξαζε θαη ζηηο δχν ζρνιέο ζηηο νπνίεο δίδαμε σο θαζεγε-

ηήο. Μαδί κε ηνπο Dedekind θαη Riemann δεκηνχξγεζαλ κηα δπλακηθή ηξηάδα πνπ 

θαηέζηεζε ηε Γνηηίγγε θέληξν ησλ εμειίμεσλ, ζπγθξίζηκν κφλν κε ην Παξίζη θαη ην 

Βεξνιίλν. Οη Riemann θαη Dedekind είραλ παξφκνην ηξφπν ζθέςεο θαη παξφκνηνπο 

ζηφρνπο. Καη νη δχν ζεσξνχζαλ πσο νη πηνζεηεκέλεο εθθξάζεηο πνπ είραλ πιένλ θα-

ζηεξσζεί ζηα καζεκαηηθά ζφισλαλ ην ηνπίν ηεο ζεκειίσζεο. Δίραλ ινηπφλ θαη νη δχν 

(ν Riemann ζηε ζεσξία ζπλαξηήζεψλ ηνπ θαη ν Dedekind ζηε ζεσξία αξηζκψλ) σο 

ζηφρν ηελ απαινηθή ηέηνησλ εθθξάζεσλ απφ ην νηθνδφκεκα πνπ δεκηνπξγνχζαλ θαη 

ηελ αληηθαηάζηαζή ηνπο κε βαζηθέο, φζν ην δπλαηφλ απινχζηεξεο, έλλνηεο. Ζ ηάζε 

απηή έρεη ραξαθηεξηζηεί σο «αθεξεκέλε ελλνηνινγηθή νπηηθή». 

΢ην άιιν κεγάιν γεξκαληθφ παλεπηζηήκην ηεο επνρήο εθείλεο, ην Βεξνιίλν, ζπ-

λππήξραλ κεξηθνί απφ ηνπο ζεκαληηθφηεξνπο καζεκαηηθνχο ηεο επνρήο: Jacob Steiner 

(1796-1863), Ernst Kummer (1810-1893), Karl Theodor Wilhelm Weierstraß (1815-

1897) θαη Leopold Kronecker (1823-1891). Οη δχν ηειεπηαίνη κνηξάδνληαλ ηελ πε-

πνίζεζε ηνπ Dirichlet πσο ηα καζεκαηηθά έπξεπε λα αλαπηπρζνχλ απζηεξά, μεθηλψ-

ληαο απφ θαζαξά αξηζκεηηθέο έλλνηεο. ΋κσο, ελψ ζηνπο Dedekind θαη Riemann ε ίδηα 

άπνςε έιαβε κηα αθεξεκέλε κνξθή πνπ ζπλνδεπφηαλ απφ κηα απνδνρή ηεο ζπλνιν-

ζεσξεηηθήο νπηηθήο, ζηνλ Weierstraß εθθξάζηεθε σο απνδνρή ησλ άξξεησλ αξηζκψλ 

ζπλδπαζκέλε κε ηελ νπηηθή γσλία ησλ άπεηξσλ ζεηξψλ. ΢ηελ πεξίπησζε ηνπ Krone-

cker ε αξηζκεηηθνπνίεζε ηαπηίζηεθε κε ηελ αλαγσγή ζηνπο θπζηθνχο αξηζκνχο ρσξίο 

ηε ρξήζε άπεηξσλ κεγεζψλ, είηε ήηαλ απηά ζεηξέο είηε ζχλνια. Θεσξνχζε πσο ε ζε-

κειίσζε ησλ καζεκαηηθψλ κπνξεί λα γίλεη ζσζηά, κφλν αλ ζηεξηρζνχκε απνθιεηζηη-

θά ζηελ έλλνηα ηνπ αξηζκνχ θαη απφ απηήλ εμαγάγνπκε φια ηα ππφινηπα, κε θαζαξά 

αιγνξηζκηθέο κεζφδνπο. ΋πσο έιεγε, νη θπζηθνί αξηζκνί κάο δφζεθαλ απφ ηνλ Θεφ, 

ελψ ε ππφινηπε αξηζκεηηθή θαη αλάιπζε έρεη δεκηνπξγεζεί απφ ηνλ άλζξσπν. Με 

απηνχο ηνπο δάζθαινπο, μεθίλεζε ηελ καζεκαηηθή ηνπ ζηαδηνδξνκία ν Georg Cantor 

(1845-1918). Ο Steiner ήηαλ ν πξψηνο πνπ ρξεζηκνπνίεζε ηνπο φξνπο «νιφηεηα α-

ληηθεηκέλσλ» θαη «δχλακε» – νξνινγία πνπ πηνζέηεζαλ νη Dedekind θαη Cantor.  

 

 

1.2. Οη πξσηεξγάηεο ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ 
 

1.2.1. Οη πνιιαπιόηεηεο ηνπ Riemann: Πξνάγγεινη ησλ ζπλόισλ 
 

Ζ ΠΡΧΣΖ ΑΝΑΦΟΡΑ ζε έλλνηα πνπ έρεη λα θάλεη κε ηελ θαληνξηαλή ζεσξία ζπλφισλ 

απαληά ζην έξγν ηνπ Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). ΢ηε δηάιεμή 

ηεο Habilitationsvortag ηνπ ην 1854 πξφηεηλε ηε γεληθή έλλνηα «πνιιαπιφηεηα» (ηελ 



Γ Η Κ Α Η Ο Λ Ο Γ Ζ ΢ Ζ  ΢ Τ Ν Ο Λ Ο Θ Δ Χ Ρ Ζ Σ Η Κ Χ Ν  Α Ξ Η Χ Μ Α Σ Χ Ν 
——————————————————————————————————————————————————— 

 [ 24 ] 

νπνία θαη ν Cantor θαη ν Dedekind θαίλεηαη λα ζεσξνχλ σο ηαπηφζεκε κε απηή ηνπ 

«ζπλφινπ»
51

), πνιχ δηαθνξεηηθά απφ ηηο πξνυπάξρνπζεο αληηιήςεηο:
52

 

 

 Έλλνηεο κεγεζψλ είλαη δπλαηέο κφλν φπνπ ππάξρεη κηα πξνεγεζείζα γεληθή 

αληίιεςε πνπ απνδέρεηαη δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο πξνζδηνξηζκνχ. ΢χκθσλα 

κε ην αλ κηα ζπλερήο κεηάβαζε ζπκβαίλεη ή φρη κεηαμχ απηψλ ησλ πξνζδηνξη-

ζκψλ, απφ ηνλ έλα ζηνλ άιιν, ζρεκαηίδνπλ κηα ζπλερή ή δηαθξηηή πνιιαπιφ-

ηεηα. ΢ηελ πξψηε πεξίπησζε νη κεκνλσκέλνη πξνζδηνξηζκνί θαινχληαη ζ ε-

κ ε ί α  ηεο πνιιαπιφηεηαο, ελψ ζηε δεχηεξε ζ η ν η ρ ε ί α  ηεο.
53

 

 

Ο Riemann πξφηεηλε ηελ ηδέα ηεο πνιιαπιφηεηαο σο έλα λέν ζεκέιην γηα κηα αθεξε-

κέλε ζεσξία κεγεζψλ. Σν γεγνλφο απηφ δελ ζεκαίλεη ηίπνηα άιιν απφ ην φηη πξφηεηλε 

κηα λέα νπηηθή ησλ ζεκειίσλ ησλ θαζαξψλ καζεκαηηθψλ. Ο νξηζκφο ηνπ γηα ηελ 

πνιιαπιφηεηα θαζηεξψλεη ξεηά ζπλδέζκνπο κεηαμχ ζπλερψλ θαη δηαθξηηψλ κεγεζψλ, 

ππνδεηθλχνληαο πσο ε αξηζκεηηθή, ε γεσκεηξία θαη νη αλψηεξεο εμειίμεηο ηνπο κπν-

ξνχλ φιεο λα επαλαθαζηεξσζνχλ κέζα ζην λέν πιαίζην.
54

 Ζ έλλνηα ηνπ ζπλερνχο σο 

ηδηφηεηαο ησλ πνιιαπινηήησλ θαη φρη σο ζπγθεθξηκέλεο γεσκεηξηθήο ή θπζηθήο ηδηφ-

ηεηαο θαίλεηαη λα επεξέαζε ηνπο Dedekind θαη Cantor νη νπνίνη ζεσξνχζαλ (ελ αληη-

ζέζεη κε ηνπο ζχγρξνλνχο ηνπο ζπλνινζεσξεηηθνχο) πσο ην αμίσκα ηεο ζπλέρεηαο 

ηεο γξακκήο ήηαλ πνιχ ζεκαληηθφ. Μάιηζηα, θαη νη δχν πίζηεπαλ πσο ην αμίσκα απ-

ηφ δελ αληηπξνζσπεχεη κηα αλαγθαία ηδηφηεηα ηνπ γεσκεηξηθνχ ή αθφκα θαη ηνπ θπ-

ζηθνχ ρψξνπ. 

΢ρεηηθά κε ην πξαγκαηηθφ άπεηξν, ν Riemann είρε ζεηηθή ζηάζε. Θεσξνχζε πσο 

ην άπεηξν είλαη λφκηκν αληηθείκελν ζπνπδήο, κνινλφηη δελ είλαη δπλαηή κηα ζεηηθή 

αλαπαξάζηαζή ηνπ.
55

 Δπνκέλσο, θαηά ηελ άπνςή ηνπ, ην πξαγκαηηθφ άπεηξν είλαη 

απνιχησο απνδεθηφ, αθφκε θαη αλ δελ κπνξνχκε λα ην νξίζνπκε αθξηβψο ή λα δηε-

ξεπλήζνπκε ηηο ηδηφηεηέο ηνπ.  

 

 

  

                                                             
51 Δλδεηθηηθά, αξρηθά ν Cantor αλαθεξφηαλ ζηε ζεσξία ζπλφισλ κε ηνλ φξν ζ ε σ ξ ί α  η σ λ  

π ν ι ι α π ι ν η ή η σ λ  («Mannigfaltigkeitslehre»). 
52 Χο «πξνγφλνπο» ηνπ ν Riemann ζεσξνχζε ηνπο Gauss θαη Jνhann Friedrich Herbart (1776-

1841). Σελ πνιιαπιφηεηα ηελ εηζήγαγε σο άκεζα ζπλδεδεκέλε κε ηελ έλλνηα ηνπ «κεγέζνπο» – ηα κα-

ζεκαηηθά κέρξη ηφηε ζεσξνχληαλ σο ε επηζηήκε ησλ κεγεζψλ. Χο έλλνηα ζπλαληάηαη, πξάγκαηη, θαη 

ζηα γξαπηά ησλ Gauss θαη Herbart. 
53 Μηθξ. απφ ηνλ FERREIRÓS 22007, ζ. 63. 
54 Ό.π., ζ. 65. 
55 Δδψ θαίλεηαη μεθάζαξα ε επίδξαζε ηνπ Leibniz, νη ηδέεο ηνπ νπνίνπ είραλ επεξεάζεη ηδηαίηεξα 

ηνπο καζεκαηηθνχο θαη θηιφζνθνπο ηεο Γεξκαλίαο ηνπ 19νπ αηψλα – κεηαμχ απηψλ θαη ηνλ Herbart. 

Βι. ό.π., ζζ. 62-67.  



Γ Η Κ Α Η Ο Λ Ο Γ Ζ ΢ Ζ  ΢ Τ Ν Ο Λ Ο Θ Δ Χ Ρ Ζ Σ Η Κ Χ Ν  Α Ξ Η Χ Μ Α Σ Χ Ν 
——————————————————————————————————————————————————— 

 [ 25 ] 

1.2.2. Richard Dedekind 56
 

 
Ο Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) ζεσξείηαη ν εηζεγεηήο ησλ αθε-

ξεκέλσλ καζεκαηηθψλ θαη κε βάζε ην έξγν ηνπ, αιιά θαη ιφγσ ηεο επηξξνήο πνπ είρε 

ζε θαηνπηλνχο καζεκαηηθνχο, φπσο νη Emmy Noether θαη ε νκάδα Bourbaki. Ζ ζχγ-

ρξνλε άιγεβξα μεθίλεζε κε ην έξγν ηνπ Évariste Galois (1811-1832) θαη σξίκαζε κε 

ηε ζεσξία ησλ ηδεσδψλ ηνπ Dedekind. Ο ξφινο ηνπ Dedekind ζηε δεκηνπξγία ηεο 

ζεσξίαο ζπλφισλ είλαη πνιχ ζεκαληηθφο. Αθελφο κελ ζην έξγν ηνπ πξαγκαηεχηεθε 

ζρεδφλ φιεο ηηο ζεκειηψδεηο έλλνηεο ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ, αθεηέξνπ δε, κε ηελ επη-

θνηλσλία πνπ δηαηεξνχζε κέζσ αιιεινγξαθίαο κε ηνλ Cantor, ηνλ βνήζεζε λα αλα-

πηχμεη ηηο ηδέεο ηνπ πην ζσζηά θαη λα ηηο πξνσζήζεη έηζη ψζηε λα γίλνπλ πην εχθνια 

απνδεθηέο. Ο Dedekind είρε επεξεαζηεί σο επί ην πιείζηνλ απφ ηνπο Dirichlet θαη 

Riemann. Σελ αθεξεκέλε ελλνηνινγηθή νπηηθή, πνπ είλαη δνκηθφ ζηνηρείν ησλ αθε-

ξεκέλσλ θιάδσλ ησλ καζεκαηηθψλ, ηελ θιεξνλφκεζε απφ απηνχο (θπξίσο απφ ηνλ 

δεχηεξν) θαη ηε κεηέδσζε ζηνπο επφκελνπο. Σελ αξρή ηνπ Riemann πσο νη ηπραίνη 

ηξφπνη αλαπαξάζηαζεο (φπσο ν γεσκεηξηθφο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο) πξέπεη λα απνθεχ-

γνληαη, ππέξ ησλ απιψλ βαζηθψλ ελλνηψλ, ηελ πηνζέηεζε πηζηά. Σν ίδην έθαλε θαη κε 

ηελ άπνςε ηνπ Riemann πσο θάζε θιάδνο ησλ καζεκαηηθψλ πξέπεη λα ζηεξίδεηαη ζε 

κηα ζεκειηψδε έλλνηα (νη αλαιπηηθέο ζπλαξηήζεηο γηα ηε ζεσξία ζπλαξηήζεσλ ηνπ 

Riemann, ην ζψκα γηα ηελ άιγεβξα ηνπ Dedekind). Οη θχξηνη θιάδνη πνπ ηνλ 

απαζρφιεζαλ ήηαλ: (α΄) ε αλάπηπμε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ αξηζκψλ θαη (β΄) ε αιγε-

βξηθή θαη αξηζκνζεσξεηηθή έξεπλα. Καη ηα δχν απηά αληηθείκελα έρνπλ λα θάλνπλ κε 

ην βαζχ ηνπ ελδηαθέξνλ γηα ηε ζεκειίσζε ησλ καζεκαηηθψλ. Γηα ηνλ Dedekind ηα 

θαζαξά καζεκαηηθά ήηαλ ε επηζηήκε ησλ αξηζκψλ κε φιεο ηεο ηηο επεθηάζεηο θαη φια 

ηα παξειθφκελά ηεο. Ζ αληίιεςή ηνπ γηα ηα καζεκαηηθά ήηαλ πσο πξφθεηηαη γηα έλα 

νηθνδφκεκα ρηηζκέλν πάλσ ζε ινγηθά αληηθείκελα θαη φρη πάλσ ζε αμηψκαηα ή δηαη-

ζζήζεηο. ΢ηελ Habilitationsvortag ηνπ ην 1854, ζεκείσλε: 

 

Σν λα αιιάδεη ηνπο νξηζκνχο μαλά θαη μαλά, ράξηλ ηεο αγάπεο γηα ηνπο λφκνπο 

ηεο αιήζεηαο ζηνπο νπνίνπο παίδνπλ θάπνην ξφιν, ζπληζηά ηε κεγαιχηεξε ηέ-

ρλε ηνπ ζπζηεκαηηθνχ καζεκαηηθνχ.
57

  

 

΢ηελ εξγαζία ηνπ απηή αλαθνίλσζε ην πξφγξακκά πνπ ζα αθνινπζνχζε ζρεηηθά κε 

ηε ζεκειίσζε ησλ καζεκαηηθψλ. Ζ βαζηθή ηδέα ήηαλ ε ζηαδηαθή αλάπηπμε ηεο ζεσ-

ξίαο γηα ηνπο αξηζκνχο, απφ ηηο αθνινπζίεο θπζηθψλ αξηζκψλ ζην ζχλνιν   ησλ κη-

γαδηθψλ αξηζκψλ, κέζα απφ δηαδνρηθά βήκαηα θαηά ηα νπνία νξίδνληαη λένη αξηζκνί 

θαη δηαδηθαζίεο. ΢ε κηα δεκνζίεπζή ηνπ, ην 1877, είρε δηαηππψζεη ηέζζεξηο κεζνδν-

ινγηθέο απαηηήζεηο,
58

 κε βάζε ηηο νπνίεο έθξηλε πσο έπξεπε λα ζπκβεί απηφ. 

                                                             
 56 Σα ζηνηρεία γηα ηνλ Dedekind έρνπλ ζπλαρζεί, θαηά θχξην ιφγν, απφ ηνλ FERREIRÓS 22007. Δπί-

ζεο, αληιήζεθαλ πιεξνθνξίεο απφ ηα «Dedekind‘s Contributions to the Foundations of Mathematics» 

ηνπ E. RECK θαη «The Early Development of Set Theory» ηνπ J. FERREIROS: ZALTA 2012. 
57 Μηθξ. απφ ηνλ FERREIRÓS 22007, ζζ. 84-85. 
58 (α΄) Ζ αξηζκεηηθή νθείιεη λα αλαπηπρζεί απφ κφλε ηεο, απνθεχγνληαο μέλα ζηνηρεία θαη βνεζε-

ηηθά κέζα. (β΄) ΋ηαλ εηζάγνληαη λέα ζηνηρεία, απηά πξέπεη λα νξίδνληαη ζηα πιαίζηα δηαδηθαζηψλ θαη 
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Σν 1871, ζηελ πξψηε παξνπζίαζε ηεο ζεσξίαο ησλ ηδεσδψλ ηνπ σο πξφηαζε γηα 

ηε ζεκειίσζε ηεο άιγεβξαο, αλαθέξεη (κε άιιεο νλνκαζίεο) θάπνηα απφ ηα βαζηθφηε-

ξα ζηνηρεία ηεο κεηέπεηηα ζεσξίαο ζπλφισλ («ππνζχλνιν», «ηνκή», «έλσζε»). Σα 

ζηνηρεία απηά ηα ρξεζηκνπνηεί ν ίδηνο έλα ρξφλν κεηά, ζηελ πξψηε ηνπ απφπεηξα γηα 

ηελ νηθνδφκεζε ηεο ζπλνινζεσξίαο ηνπ, φπσο θαη ν Cantor ζηα έξγα ηνπ (1879-

1884) πάλσ ζηα ζχλνια ζεκείσλ. Ζ ινγηθή/ζπλνινζεσξεηηθή νπηηθή ηνπ ραξαθηεξί-

δεη φιν ηνπ ην έξγν γχξσ απφ ηελ άιγεβξα. Ζ ζεσξία ηνπ ιέγεηαη ζ ε σ ξ ί α  η σ λ  

α ι γ ε β ξ η θ ψ λ  α ξ η ζ κ ψ λ  θαη ζην πιαίζην ηεο επηλφεζε δχν ζεκειηψδεηο έλλνηεο: 

ηα «ζψκαηα» (fields) θαη ηα «ηδεψδε» (ideals)
59

. Καη νη δχν απηέο έλλνηεο νξίδνληαη 

κε βάζε ηελ έλλνηα ηνπ «ζπλφινπ» (ε νπνία, θαη‘ απηφλ, είλαη ινγηθή έλλνηα) θαη ηελ 

«αξηζκεηηθή» ηνπ  . Χο εθ ηνχηνπ, ηθαλνπνηνχλ ηηο κεζνδνινγηθέο ηνπ απαηηήζεηο. 

Πάλησο, ε ζεσξία ησλ αιγεβξηθψλ αξηζκψλ άξγεζε λα γίλεη απνδεθηή απφ ηνλ καζε-

καηηθφ θφζκν
60

.  

Ο δεχηεξνο κεγάινο ζηφρνο ηνπ Dedekind ήηαλ ε ζεκειίσζε ηεο αξηζκεηηθήο θαη 

ησλ θπζηθψλ αξηζκψλ. Αλ θαη μεθίλεζε λα αζρνιείηαη κε απηφλ απφ πνιχ λσξίο 

(αξρέο ηνπ 1860), ε πξψηε ζρεηηθή δεκνζίεπζε είλαη ην 1872, νπφηε δεκνζηεχεη ην 

΢πλέρεηα θαη Αζύκκεηξνη Αξηζκνί (Stetigkeit und irrationale Zahlen), αθηεξσκέλν ζηε 

δεκηνπξγία ησλ άξξεησλ αξηζκψλ. Ξεθηλά πξνυπνζέηνληαο ηελ χπαξμε ησλ ξεηψλ 

αξηζκψλ, δηεξσηάηαη ζε ηη ζπλίζηαηαη ην γεσκεηξηθφ ζπλερέο θαη εηζάγεη ηελ έλλνηα 

ηεο ηνκήο Dedekind σο κεζφδνπ πξνζέγγηζεο ησλ άξξεησλ. Σελ ίδηα ρξνληά γξάθεη 

ηηο ΢θέςεηο γηα ηνπο Αξηζκνύο (Gedanken über Zahlen),
61

 φπνπ εηζάγεη ηνπο θπζηθνχο 

αξηζκνχο μεθηλψληαο απφ ην 1 θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ηδηφηεηα ηνπ επνκέλνπ. Γελ 

έκεηλε, φκσο, ηθαλνπνηεκέλνο απφ απηή ηελ αλάπηπμε, θαζφηη ήζειε νη ζεκειηψδεηο 

ηδηφηεηεο ηνπ   λα πξνθχπηνπλ απφ ηνλ αξηζκεηηθφ ηνπο ραξαθηήξα. Έηζη, ζεψξεζε 

πσο κπνξνχλ λα αλαρζνχλ ζηε ινγηθή. ΢ε απηφ ην πιαίζην, ήηαλ απαξαίηεην λα 

νξηζηνχλ νη ζεκειηψδεηο ινγηθέο έλλνηεο ηεο αλζξψπηλεο ζθέςεο. Ξερψξηζε ηξεηο 

(ζπλνδεπηηθά ε ελ ρξήζεη αγγιηθή νξνινγία): ην α λ η η θ ε ί κ ε λ ν  (object), ην ζ χ-

λ ν ι ν  ή  ζ χ ζ η ε κ α  (set) θαη ηελ α π ε η θ φ λ η ζ ε  (mapping). Οη ηξεηο απηέο έλ-

λνηεο, πξάγκαηη, θαίλεηαη λα κελ κπνξνχλ λα αλαρζνχλ ζε θάηη πην απιφ θαη ζεκειηψ-

δεο. Σν δήηεκα ήηαλ, ινηπφλ, λα εμεξεπλεζεί πψο κπνξεί ε αξηζκεηηθή λα ζπλαρζεί 

                                                                                                                                                                               
θαηλνκέλσλ πνπ λα κπνξνχλ λα βξεζνχλ ζε πξνεγνπκέλσο δνζκέλα αξηζκεηηθά ζηνηρεία. (γ΄) Οη λένη 

νξηζκνί πξέπεη λα είλαη εληειψο γεληθνί, θαζηζηψληαο δπλαηή ηελ εθαξκνγή ηνπο ζε φιεο ηηο ζρεηηθέο 

πεξηπηψζεηο. Καη (δ΄) νη λένη νξηζκνί πξέπεη λα πξνζθέξνπλ έλα ζηέξεν ζεκέιην γηα ην αθαηξεηηθφ νη-

θνδφκεκα ηεο φιεο ζεσξίαο· πξέπεη λα θαζηζηνχλ ηθαλφ ηνλ ζηαζεξφ νξηζκφ δηαδηθαζηψλ ζηα λέα 

ζηνηρεία θαη ηελ απφδεημε φισλ ησλ ζρεηηθψλ ζεσξεκάησλ. Βι. ό.π., ζ. 102. 
59 ΢ψκα είλαη θάζε ππνζχλνιν ηνπ ζπλφινπ ησλ κηγαδηθψλ αξηζκψλ   πνπ είλαη θιεηζηφ σο πξνο 

ηηο βαζηθέο αιγεβξηθέο πξάμεηο. Ηδεψδεο είλαη θάζε ζχλνιν ζε έλα ζψκα Χ πνπ ηθαλνπνηεί ηηο εμήο 

ζπλζήθεο: (α΄) ηα αζξνίζκαηα θαη νη δηαθνξέο νπνηνλδήπνηε δχν αξηζκψλ ηνπ ζπλφινπ είλαη θαη απηά 

αξηζκνί πνπ αλήθνπλ ζην ζχλνιν, θαη (β΄) ηα γηλφκελα θάζε αξηζκνχ ηνπ ζπλφινπ κε νπνηνλδήπνηε 

αξηζκφ ηνπ ζψκαηνο είλαη αξηζκνί πνπ αλήθνπλ ζην ζχλνιν. Βι. FERREIRÓS 22007, ζ. 92. 
60 Απφ ηνπο ζχγρξνλνχο ηνπ, κφλν νη Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) θαη Heinrich 

Martin Weber (1842-1913) έδεημαλ ελδηαθέξνλ, θαη απφ λσξίο. 
61 Ζ ηειηθή κνξθή ηνπ έξγνπ είλαη ην 1888: Ση είλαη θαη ηη κπνξνύλ λα είλαη νη Αξηζκνί; (Was sind 

und was sollen die Zahlen?) – κε ηε ζεκαζία «πνηνο είλαη ν ζθνπφο ηνπο».  



Γ Η Κ Α Η Ο Λ Ο Γ Ζ ΢ Ζ  ΢ Τ Ν Ο Λ Ο Θ Δ Χ Ρ Ζ Σ Η Κ Χ Ν  Α Ξ Η Χ Μ Α Σ Χ Ν 
——————————————————————————————————————————————————— 

 [ 27 ] 

απφ απηέο ηηο έλλνηεο. Απηφ ην θαηαθέξλεη κε ην λα νξίζεη ηηο πξάμεηο κε έλαλ αθεξε-

κέλν ηξφπν, ζεσξψληαο ηεο σο ζπλαξηήζεηο δχν νξηζκάησλ. Σελ πξφζζεζε ηελ φξηζε 

σο ηελ απεηθφληζε  
 

( ,1) ( )a d a  , ( , ( )) ( , )a d b d a b   
 

(κε d  ηε ζπλάξηεζε ηνπ επνκέλνπ), ελψ γηα ηελ ηζφηεηα πηνζέηεζε ηνλ νξηζκφ πνπ 

είρε δψζεη ν Leibniz: Σα αληηθείκελα a θαη b είλαη ίζα (ηαπηίδνληαη) φηαλ φ,ηη κπν-

ξνχκε λα ζθεθηνχκε γηα ην a κπνξνχκε λα ην ζθεθηνχκε θαη γηα ην b θαη αληί-

ζηξνθα. 

Σν ζεκαληηθφηεξν βήκα ήηαλ ε ζεψξεζε ησλ άπεηξσλ ζπλφισλ. O Dedekind δελ 

ππνζέηεη απιψο ηελ χπαξμε ησλ άπεηξσλ ζπλφισλ – πξνζπαζεί λα ηελ απνδείμεη. 

Θεσξεί ηελ «νιφηεηα φισλ ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο ζθέςεο κνπ» θαη ππνζηεξίδεη πσο 

απηφ ην ζχλνιν είλαη άπεηξν. Απηή ε αληίιεςή ηνπ γηα ην ζχλνιν φισλ ησλ ζπλφισλ 

είλαη πνπ έθαλε ηξσηφ ην ζχζηεκα ηνπ Dedekind απέλαληη ζηα παξάδνμα πνπ εκθα-

λίζηεθαλ κεηά. ΢ρεηηθά κε ην ζχλνιν δίλεη ηελ παξαθάησ εμήγεζε (ηελ νπνία δελ 

ραξαθηεξίδεη σο νξηζκφ):  

 

Έλα πξάγκα (thing) είλαη θάζε αληηθείκελν ηεο ζθέςεο κνπ. Έλα ζχζηεκα ή 

ζπιινγή (ή πνιχπηπρν) S απφ πξάγκαηα νξίδεηαη, φηαλ γηα θάζε πξάγκα είλαη 

δπλαηφλ λα θξίλνπκε αλ αλήθεη ή φρη ζην ζχζηεκα.
62

  

 

Πην θάησ δίλεη θαη ηνλ νξηζκφ ηνπ ζπλφινπ: 

 

Πξνθεηκέλνπ λα ρεηξηζηνχκε φια ηα πξάγκαηα πνπ έρνπλ κηα θνηλή ηδηφηεηα, 

φζν νη δηαθνξέο κεηαμχ ηνπο δελ είλαη ζεκαληηθέο, ρξεζηκνπνηνχκε έλα λέν 

πξάγκα ζε ζρέζε κε φια ηα ππφινηπα πξάγκαηα. Λέγεηαη ζχζηεκα (system) ή 

ζπιινγή (collection) φισλ απηψλ ησλ πξαγκάησλ.
63

 

 

Παξαηεξνχκε εδψ πσο ν Dedekind ρξεζηκνπνηεί ηελ ηδηφηεηα ηεο επεθηαζηκφηεηαο, 

πνπ πεγάδεη απφ ηελ αξρή ηεο ζπκπεξίιεςεο (θάζε ηδηφηεηα νξίδεη κηα ζπιινγή αληη-

θεηκέλσλ πνπ ηε θέξνπλ), γηα ηνλ νξηζκφ ηνπ ζπλφινπ. Ζ αξρή απηή ρξεζηκνπνηνχ-

ληαλ επξέσο θαη ρσξίο ακθηζβήηεζε ηελ επνρή εθείλε. Παξ‘ φια απηά, κε ηνλ θαηξφ 

άξρηζε λα δίλεη φιν θαη ιηγφηεξε έκθαζε ζηελ αξρή απηή, θηάλνληαο ζην ηέινο ζηελ 

αφξηζηε δηαθηνιφγεζε ηνπ Cantor. 

Ακέζσο κεηά αθνινπζεί ν νξηζκφο ηεο αληηζηνίρηζεο θαη ηνπ (επδηάθξηηα) αληη-

ζηνηρίζηκνπ ζπζηήκαηνο: 

 

Απεηθφληζε (mapping) θ ελφο ζπζηήκαηνο S θαιείηαη έλαο λφκνο ζχκθσλα κε 

ηνλ νπνίν θάζε ζηνηρείν s ηνπ S αληηζηνηρεί έλα ζπγθεθξηκέλν αληηθείκελν θ(s) 

πνπ ιέγεηαη εηθφλα ηνπ s. 

                                                             
62 Μηθξ. απφ ηνλ FERREIRÓS 22007, ζ. 107. 
63 Μηθξ. απφ ό.π., ζ. 108. 
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Έλα ζχζηεκα S θαιείηαη επδηάθξηηα απεηθνλίζηκν (distinctly mappable) ζε 

έλα ζχζηεκα Σ, φηαλ ζε θάζε πξάγκα πνπ πεξηέρεηαη ζην S (αξρέηππν) κπν-

ξνχκε λα θαζνξίζνπκε έλα (αληίζηνηρν) πξάγκα πνπ πεξηέρεηαη ζην Σ (εη-

θφλα), έηζη ψζηε ζε δηαθνξεηηθά αξρέηππα λα αληηζηνηρνχλ δηαθνξεηηθέο εη-

θφλεο.
64

  

 

Μεηά απφ απηφ, είλαη πιένλ ζε ζέζε λα δψζεη ηνλ νξηζκφ ηνπ άπεηξνπ ζπλφινπ: 

 

Έλα ζχλνιν αληηθεηκέλσλ S ιέγεηαη άπεηξν (infinite) φηαλ ππάξρεη έλα κέξνο 

ηνπ U, πνπ είλαη δηαθνξεηηθφ απφ ην S θαη ζην νπνίν ην S κπνξεί λα απεηθν-

ληζηεί επδηάθξηηα. Σν S ιέγεηαη πεπεξαζκέλν (finite) φηαλ δελ ππάξρεη κέξνο 

ηνπ U δηαθνξεηηθφ απφ ην S ζην νπνίν ην S λα είλαη επδηάθξηηα απεηθν-

λίζηκν
65

.  

 

Απηφο ν νξηζκφο δεκηνχξγεζε αίζζεζε, θαζφηη αληεηίζεην ζην επθιείδεην αμίσκα φηη 

ην φινλ είλαη κεγαιχηεξν απφ ην κέξνο – αμίσκα ην νπνίν είραλ δερηεί φινη νη καζε-

καηηθνί, απφ ηνλ Γαιηιαίν κέρξη ηνλ Cauchy.
66

 Ο ζηφρνο ηνπ Dedekind λα αλαγάγεη 

φια ηα θαζαξά καζεκαηηθά ζηε ινγηθή ηζνδπλακνχζε θαη‘ απηφλ κε ην φηη «δελ π-

πάξρνπλ αμηψκαηα», θαη άξα ηνλ ππνρξέσλε λα απνδείμεη ηα πάληα. Έηζη πξνζπάζε-

ζε λα απνδείμεη ηελ χπαξμε ησλ άπεηξσλ ζπλφισλ.
67

 ΢ηε δεχηεξε έθδνζε ησλ Αξηζ-

κώλ ηνπ, ην 1887, ν Dedekind γξάθεη:  

 

Έλα ζχζηεκα κπνξεί λα πεξηέρεη έλα κφλν ζηνηρείν ή αθφκα θαη λα είλαη θελφ 

(αλ έρεη δνκεζεί κε βάζε κηα ηδηφηεηα πνπ πεξηέρεη αληίθαζε).
68

  

 

Απηφο είλαη αθξηβψο ν ηξφπνο κε ηνλ νπνίν αξγφηεξα δηθαηνιφγεζαλ ηε ζεψξεζε ηνπ 

θελνχ ζπλφινπ νη Frege θαη Russell. 

O Dedekind ζην έξγν ηνπ δελ έθαλε ηελ παξακηθξή αλαθνξά ζηνπο ππεξπεπεξα-

ζκέλνπο αξηζκνχο θαη ζηα θαιψο δηαηεηαγκέλα ζχλνια ηνπ Cantor. ΋ξηζε, φκσο, ηα 

ηζνδχλακα ζπζηήκαηα θαη ηηο θιάζεηο ηζνδπλακίαο, ηηο νπνίεο απηά νξίδνπλ, ρσξίο λα 

θάλεη δηαρσξηζκφ ζε πεπεξαζκέλα θαη άπεηξα ζπζηήκαηα. Έθηαζε, έηζη, πνιχ θνληά 

ζηελ έλλνηα ηεο «δχλακεο» ή «πιεζηθφηεηαο». Σε ζχλδεζε ησλ δχν έξγσλ ζα έθαλε 

αξθεηά ρξφληα αξγφηεξα ν Zermelo. Ζ πην κεγάιε θαηλνηνκία ηνπ Dedekind ζηε ζπ-

                                                             
64 Απη. 
65 Μηθξ. απφ ό.π., ζ. 109. 
66 Σνλ ίδην νξηζκφ είρε δψζεη σζηφζν, φπσο ζα δνχκε, ν Cantor δέθα ρξφληα λσξίηεξα. 
67 Έλα παξφκνην ζεψξεκά είρε δηαηππψζεη θαη ν Bolzano. ΢ηελ απφδεημε θαλέλαο απφ ηνπο δχν 

δελ κηιάεη γηα πξαγκαηηθά ζχλνια – απιά, πξνζπαζνχλ λα θαζηεξψζνπλ ηελ άπνςε φηη ε ηδέα ηνπ α-

πείξνπ είλαη έγθπξε ζην βαζίιεην ηεο ζθέςεο. 
68 FERREIRÓS 22007, ζ. 227. 



Γ Η Κ Α Η Ο Λ Ο Γ Ζ ΢ Ζ  ΢ Τ Ν Ο Λ Ο Θ Δ Χ Ρ Ζ Σ Η Κ Χ Ν  Α Ξ Η Χ Μ Α Σ Χ Ν 
——————————————————————————————————————————————————— 

 [ 29 ] 

λνινζεσξία (ζχκθσλα κε ηνλ Ferreirós) ήηαλ ε εηζαγσγή ηεο έλλνηαο ηεο «αιπζί-

δαο»
69

. Γίλεη δχν ζρεηηθνχο νξηζκνχο:  

 

Έζησ έλα ζχλνιν S θαη κηα απεηθφληζε θ: S→S. Έλα ππνζχλνιν Κ ηνπ S θα-

ιείηαη αιπζίδα (chain) αλ θαη κφλν αλ θ(Κ)Κ. 

Έζησ έλα ζχλνιν S, Α έλα ππνζχλνιν ηνπ S θαη Α0 ε ηνκή φισλ ησλ ππνζπλφ-

ισλ Κ ηνπ S πνπ είλαη αιπζίδεο θαη πεξηέρνπλ ην Α. Σν Α0 θαιείηαη αιπζίδα 

ηνπ ζπζηήκαηνο Α.
70

  

 

Ζ αιπζίδα ηνπ Α είλαη ε κηθξφηεξε αιπζίδα πνπ πεξηέρεη ην Α (θιεηζηφηεηα ηνπ Α 

κέζσ ηεο θ ζην S). Μάιηζηα, έδσζε ηξεηο ζπλζήθεο πνπ θαζνξίδνπλ αλ έλα ζχλνιν 

είλαη αιπζίδα ελφο ζπζηήκαηνο Α. Σν Α0 είλαη έλα ππνζχλνιν ηνπ S ηέηνην ψζηε: (α) 

ΑΑ0, (β) θ(Α0)Α0 θαη (γ) αλ ΚS είλαη κηα αιπζίδα θαη ΑΚ, ηφηε Α0Κ. 

Με απηή ηε λέα πξνζέγγηζε, κπνξνχκε λα ραξαθηεξίζνπκε ην   απφιπηα απν-

θιείνληαο ηνπο «εηζβνιείο» κε ηελ αθφινπζε ζπλζήθε: ην   είλαη ε αιπζίδα ηνπ 

{1}. Πιένλ, κε ηε βνήζεηα ηεο έλλνηαο ηεο «αιπζίδαο», ν Dedekind ήηαλ ζε ζέζε λα 

θηάζεη ζε άιια δχν ζεκαληηθά απνηειέζκαηα: ηε γελίθεπζε ηεο καζεκαηηθήο επαγσ-

γήο
71

 θαη ην ζεψξεκα Cantor-Bernstein.
72

 

΢πλερίδνληαο, ζηνπο Αξηζκνύο ηνπ, ν Dedekind έδσζε ηνλ αθφινπζν νξηζκφ: 

 

Έλα ζχλνιν Ν είλαη απιψο άπεηξν φηαλ ππάξρεη κηα ακθηκνλνζήκαληε 

απεηθφληζε θ ηνπ Ν ζηνλ εαπηφ ηνπ ηέηνηα ψζηε ην Ν λα είλαη ε αιπζίδα θάζε 

ζηνηρείνπ πνπ δελ αλήθεη ζηελ θ(Ν). Απηφ ην μερσξηζηφ ζηνηρείν θαιείηαη 

ζηνηρείν-βάζε θαη ζπκβνιίδεηαη ‗1‘ θαη ιέκε φηη ην Ν είλαη δηαηεηαγκέλν απφ 

ηελ θ. Οη βαζηθέο ζπλζήθεο γηα λα είλαη δηαηεηαγκέλν ην Ν,
73

 ινηπφλ, είλαη νη 

εμήο: (1) θ(Ν)Ν, (2) Ν=10, (3) 1θ(Ν), (4) ε θ είλαη ακθηκνλνζήκαληε
74

.  
                                                             

69 Χο ζπλήζσο, φκσο, δελ πξνζπάζεζε λα εμεγήζεη ζηνπο αλαγλψζηεο ηνπ ηελ νπηηθή πνπ ηνλ ψ-

ζεζε ζηελ εηζαγσγή ηεο, νχηε λα πξντδεάζεη γηα ην πεδίν δξάζεο πνπ ζα κπνξνχζε λα έρεη. Απηφ ην 

έθαλε κφλν ζε γξάκκα ηνπ πξνο ηνλ Keferstein. Βι. DEDEKIND 1967, ζζ. 98-103. 
70 Μηθξ. απφ ηνλ FERREIRÓS 22007, ζ. 231. 
71 Θ ε ψ ξ ε κ α  η ε ο  α π φ ι π η ε ο  ε π α γ σ γ ή ο :  Πξνθεηκέλνπ λα δείμνπκε φηη ε αιπζίδα Α0[S] 

είλαη κέξνο ηνπ ζπζηήκαηνο ΢ (είηε απηφ είλαη κέξνο ηνπ S είηε φρη), αξθεί λα δείμνπκε φηη (α΄) Α΢ 

θαη (β΄) ε εηθφλα νπνηνπδήπνηε θνηλνχ ζηνηρείνπ ησλ Α0 θαη ΢ είλαη επίζεο θαη ζηνηρείν ηνπ ΢. 
72 Θ ε ψ ξ ε κ α  C a n t o r - B e r n s t e i n :  Δάλ έλα ζχλνιν Α είλαη ηζνδχλακν κε έλα γλήζην ππν-

ζχλνιν ηνπ ζπλφινπ Β θαη ην Β είλαη ηζνδχλακν κε έλα γλήζην ππνζχλνιν ηνπ Α, ηφηε ηα Α θαη Β εί-

λαη θαη απηά ηζνδχλακα. 
73 Οη ηέζζεξηο ζπλζήθεο ηνπ Dedekind είλαη ηζνδχλακεο κε ηα αμηψκαηα πνπ δφζεθαλ απφ ηνλ 

Peano ην 1889. ΢πγθεθξηκέλα, ε ζπλζήθε (2) είλαη ηζνδχλακε κε ην αμίσκα ηεο επαγσγήο. Σν Αξρέο 

ηεο Αξηζκεηηθήο Παξνπζηαζκέλεο κε Νέα Μέζνδν (Arithmetices Principia Nova Methodo Exposita, 

1889 – ζπληκ. PA) είλαη ην βαζηθφ έξγν ηνπ Giuseppe Peano (1858-1932). ΢ε απηφ εηζάγεη ηνπο θπζη-

θνχο αξηζκνχο απνθιεηζηηθά απφ έλα ζχλνιν ελλέα αμησκάησλ. ΋πσο εμεγεί ν ίδηνο ζηελ εηζαγσγή, 

ζπκβφιηζε κε ζχκβνια φιεο ηηο ηδέεο πνπ εκθαλίδνληαη ζηηο αξρέο ηεο αξηζκεηηθήο, ψζηε θάζε πξφηα-

ζε λα δειψλεηαη κφλν κέζσ απηψλ ησλ ζπκβφισλ. Απηά ηα ζχκβνια αλήθνπλ είηε ζηε ινγηθή είηε 

ζηελ ίδηα ηελ αξηζκεηηθή. Δπίζεο, θάλεη κηα εηζαγσγή ζηνπο ινγηθνχο θαλφλεο πξνθεηκέλνπ λα θάλεη 

θαηαλνεηή ηε κέζνδν. Σα αμηψκαηά ηνπ είλαη ηα εμήο:  
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Καηφπηλ, αθνπ απνδεηθλχεη πσο θάζε άπεηξν ζχλνιν πεξηέρεη έλα απιψο άπεηξν ζχ-

λνιν, νξίδεη ηνπο θπζηθνχο αξηζκνχο:  

 

Κάζε απιψο άπεηξν ζχλνιν αληηπξνζσπεχεη ηελ αξηζκεηηθή αθνινπζία, αλ 

αγλνήζνπκε ηελ θχζε ησλ ζηνηρείσλ ηνπ θαη ζεσξήζνπκε κφλν πσο είλαη 

δηαθνξεηηθά θαη ζπλδένληαη κέζσ ηεο δηαηαθηηθήο απεηθφληζεο θ
75

.  

 

Με απηφ ηνλ ηξφπν δηθαηνινγεί ν Dedekind ηελ πεπνίζεζή ηνπ πσο εκείο νη ίδηνη θα-

ηαζθεπάδνπκε ηνπο αξηζκνχο κε ηνλ ίδην ηξφπν πνπ θαηαζθεπάδνπκε κεραλέο. Έρν-

ληαο θαηαζθεπάζεη ηνπο θπζηθνχο, κπνξνχκε λα παξαγάγνπκε θαη ηνπο πξαγκαηηθνχο 

αξηζκνχο, δεκηνπξγψληαο ην αξηζκεηηθφ ζπλερέο, ην νπνίν καο επηηξέπεη λα θαηαζηή-

ζνπκε ζαθείο κέζα καο ηηο έλλνηεο ηνπ «ρψξνπ» θαη ηνπ «ρξφλνπ». Απηή ε άπνςε έξ-

ρεηαη ζε αληίζεζε κε ηελ θπξίαξρε αληίιεςε ηεο επνρήο πσο ε ρσξνρξνληθή δηαίζζε-

ζή καο είλαη απηή πνπ καο επηηξέπεη λα κηιάκε γηα ην ζπλερέο. 

Έλα πνιχ ζεκαληηθφ απνηέιεζκα είλαη ην ζ ε ψ ξ ε κ α  η ν π  ν ξ η ζ κ ν χ  κ έ ζ σ  

ε π α γ σ γ ή ο :  

 

Έζησ κηα απεηθφληζε ζ ελφο ζπζηήκαηνο Χ ζηνλ εαπηφ ηνπ θαη έλα ζπγθεθξη-

κέλν ζηνηρείν σ ηνπ Χ. Τπάξρεη κία θαη κφλν κία απεηθφληζε ς ηεο αξηζκεηη-

θήο αθνινπζίαο  , ε νπνία ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο: 

 Η. ς( )  Χ. 

 ΗΗ. ς(1) = σ. 

ΗΗΗ. ς(n΄) = ζς(n), φπνπ ην n ζπκβνιίδεη νπνηνλδήπνηε αξηζκφ θαη n΄ ηνλ επφ-

κελφ ηνπ. 

  

Με ηε βνήζεηα ηνπ ζεσξήκαηνο απηνχ, έδεημε πσο νη δηαηαθηηθνί αξηζκνί κπνξνχλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα λα εθθξάζνπλ κε ηξφπν κε επηδερφκελν ακθηζβήηεζε ηελ πιε-

ζηθφηεηα ελφο πεπεξαζκέλνπ ζπλφινπ. Σν γεγνλφο φηη ν νξηζκφο ησλ πιεζηθψλ αξηζ-

κψλ γίλεηαη κέζσ ησλ δηαηαθηηθψλ, δίλεη ζηελ παξνπζίαζε ηνπ Dedekind ην πιενλέ-

                                                                                                                                                                               
(1) Σν 1 είλαη θπζηθφο αξηζκφο.  

(2) a = a.  

(3) Αλ a = b , ηφηε b = a.  

(4) Αλ a = b θαη b = c , ηφηε a = c.  

(5) Αλ νη αξηζκνί a θαη b είλαη ίζνη θαη ν b είλαη θπζηθφο, ηφηε θαη ν a είλαη θπζηθφο.  

(6) Κάζε θπζηθφο αξηζκφο έρεη επφκελν.  

(7) Αλ νη θπζηθνί αξηζκνί a θαη b είλαη ίζνη, ην ίδην ηζρχεη θαη γηα ηνπο επνκέλνπο ηνπο.  

(8) Σν 1 δελ είλαη επφκελνο θαλελφο θπζηθνχ αξηζκνχ.  

(9) Αλ έλα ζχλνιν θπζηθψλ αξηζκψλ Κ πεξηέρεη ην 1 θαη αλ φηαλ ην Κ πεξηέρεη θάπνηνλ αξηζκφ a 

ηφηε πεξηέρεη θαη ηνλ επφκελφ ηνπ, ηφηε ην Κ πεξηέρεη φινπο ηνπο θπζηθνχο αξηζκνχο.  

Σα αμηψκαηα 1 θαη 6-9 είλαη ηα αμηψκαηα ησλ θπζηθψλ αξηζκψλ ελψ ηα 2-5 είλαη ηα αμηψκαηα ηζφ-

ηεηαο. Σν 9 είλαη ην αμίσκα ηεο κ α ζ ε κ α η η θ ή ο  ε π α γ σ γ ή ο. Βι. PEANO 1967. 
74 Μηθξ. απφ ηνλ FERREIRÓS 22007, ζζ. 234 - 235 
75 Μηθξ. απφ ό.π., ζ. 235. 
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θηεκα λα κπνξεί λα πξνζπεξάζεη ηα παξάδνμα πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνπο πξψηνπο. Απφ 

ηελ άιιε, ηα παξάδνμα ηνπ Cantor θαη ηνπ Russell πιήηηνπλ θαίξηα ην νηθνδφκεκά 

ηνπ, αθνχ απηφ ζηεξίδεηαη ζηε ινγηθηζηηθή πξνζέγγηζε πσο ε γεληθή αξρή ηεο ζπ-

κπεξίιεςεο (principle of comprehension) επαξθεί γηα λα νξίζεη θαιψο σο αληηθείκε-

λν θάζε ζχζηεκα ή ζχλνιν. 

Ο Dedekind έθηηαμε έλα νηθνδφκεκα απζηεξφ, ζην νπνίν θάζε απνηέιεζκα πξν-

θχπηεη απφ πξνεγνχκελα θαη ππ‘ απηή ηελ έλλνηα απεηέιεζε ππφδεηγκα γηα ηνπο επφ-

κελνπο ζπγγξαθείο. Απφ ηελ άιιε, ηα ζεκέιηα ηνπ νηθνδνκήκαηφο ηνπ είλαη δχν έλ-

λνηεο. ΢ε φιν ην έξγν ηνπ δελ ππάξρεη νχηε έλα αμίσκα ή παξαδνρή. Δπεηδή ηα επφ-

κελα έξγα αθνινπζνχζαλ ζαθψο ηελ αμησκαηηθή κέζνδν, ην έξγν ηνπ μεπεξάζηεθε 

γξήγνξα. Πξφθεηηαη γηα ην ελδηάκεζν βήκα κεηαμχ ησλ παιαηφηεξσλ άλαξρσλ καζε-

καηηθψλ ζεσξηψλ θαη ησλ κεηέπεηηα απζηεξψλ αμησκαηηθψλ ζεκειηψζεσλ. Πάλησο, 

αλ θαη δελ είλαη ηππηθά αμησκαηηθφ, κπνξεί εχθνια λα κεηαηξαπεί ζε ηέηνην. 

 

1.2.3. Georg Cantor 76
 

 
Σν αληηθείκελν κε ην νπνίν αζρνιήζεθε αξρηθά ν Georg Ferdinand Ludwig Philipp 

Cantor (1845-1918) ήηαλ ε αλάιπζε. Ο Edward Heine, ζπλάδειθνο ηνπ ζην παλεπη-

ζηήκην ηεο Υάιιεο (φπνπ ν Cantor ήηαλ θαζεγεηήο θαζφιε ηε δηάξθεηα ηεο δσήο 

ηνπ), ηνλ έπεηζε λα αζρνιεζεί κε ην εμήο δήηεκα: «Γνζείζεο κηαο απζαίξεηεο/ηπραίαο 

ζπλάξηεζεο ε νπνία κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί απφ κηα ηξηγσλνκεηξηθή ζεηξά, είλαη 

απαξαίηεηα ε αλαπαξάζηαζε κνλαδηθή;» Ο Cantor μεθίλεζε κε ζθνπφ λα απνδείμεη 

φηη ππάξρεη κφλν έλαο ηξφπνο λα πξαγκαησζεί κηα ηέηνηα αλάπηπμε γηα θάζε ζπλάξ-

ηεζε, απνθαζηζκέλνο παξάιιεια λα θαηαξγήζεη φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξεο πεξη-

νξηζηηθέο ππνζέζεηο. Απηφ έθαλε ην πξφβιεκα πνιχ πην δχζθνιν. Σνλ Απξίιην ηνπ 

1870 θαηάθεξε λα δηαηππψζεη θαη λα απνδείμεη, κε ηε βνήζεηα ηνπ ζεσξήκαηνο Can-

tor-Lebesgue, ην ζ ε ψ ξ ε κ α  η ε ο  κ ν λ α δ η θ φ η ε η α ο  (ζπληκ.: ΘΜ):  

 

Δάλ κηα ζπλάξηεζε κηαο πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο f(x) δίλεηαη απφ κηα ηξηγσ-

λνκεηξηθή ζεηξά πνπ ζπγθιίλεη γηα θάζε ηηκή ηνπ x, ηφηε δελ ππάξρεη άιιε 

ζεηξά πνπ λα ζπγθιίλεη εμίζνπ γηα θάζε άιιε ηηκή ηνπ x θαη λα αλαπαξηζηά ηε 

ζπλάξηεζε f(x). 

 

΢ηε δηαδηθαζία ηεο γελίθεπζεο ηνπ ΘΜ, ν Cantor ζπλεηδεηνπνίεζε πσο ρξεηαδφηαλ 

κηα απζηεξή ζεσξία πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Απηφ κε ηε ζεηξά ηνπ ελείρε ηε δπζθνιία 

ηεο ζχλδεζεο ηνπ αξηζκεηηθνχ ζπλερνχο ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ κε ην γεσκεηξηθφ 

ζπλερέο ησλ ζεκείσλ ζε κηα επζεία. Άξα, πξηλ πξνρσξήζεη έπξεπε λα αληηκεησπίζεη 

θάπνηα ζεκειηψδε πξνβιήκαηα. Έηζη ινηπφλ, αθνζηψζεθε ζηελ θαηαζθεπή ησλ άξ-

ξεησλ αξηζκψλ απφ βαζηθέο αθνινπζίεο ξεηψλ.
77

 Ξεθίλεζε απφ ην ζχλνιν ησλ ξεηψλ 

                                                             
76 Βαζηθέο πεγέο: DAUBEN 1979· FERREIRÓS 22007· ΦΗΛΖ 2010, ζζ. 548-582. 
77 Ζ πξνζέγγηζή ηνπ είλαη ζαθέο πσο έρεη άκεζε ζρέζε κε απηή ηνπ Weierstrass, αθνχ θάζε απεη-

ξνζεηξά κπνξεί λα ζπλδεζεί κε ηελ αθνινπζία ησλ κεξηθψλ αζξνηζκάησλ ηεο, έηζη ψζηε κηα αθνινπ-

ζία Cauchy λα αληηζηνηρεί ζε κηα ζπγθιίλνπζα ζεηξά. 
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Α θαη, αθνχ έδσζε ηνλ νξηζκφ ηεο βαζηθήο αθνινπζίαο, έθηαζε ζην ζχλνιν ησλ 

πξαγκαηηθψλ Β. Αθνχ φξηζε θαη ηε δηάηαμε, ηφηε επέηξεςε ζηνλ εαπηφ ηνπ λα απν-

θαιέζεη «αξηζκνχο» ηνπο άξξεηνπο θαη θαη‘ επέθηαζε θαη ηνπο πξαγκαηηθνχο («ζχ-

λνια»: Zahlengrössen).
78

 Μέρξη ηφηε ηνπο αληηκεηψπηδε απιψο σο ζχκβνια, πξνθεη-

κέλνπ λα κελ πξνυπνζέζεη ηελ χπαξμή ηνπο. 

Σν επφκελν βήκα ήηαλ ε αληηζηνίρηζε ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ κε ηα ζεκεία 

ηεο επζείαο. Γηα ηνπο ξεηνχο απηφ ήηαλ εχθνιν. Ήμεξε πσο γηα θάζε ζεκείν ηεο επ-

ζείαο, εάλ ππήξρε κηα ινγηθή ζρέζε πνπ λα ζπλδέεη ηελ αξρή 0 ηεο επζείαο κε ηελ ηε-

ηκεκέλε ζην ζεκείν απηφ, ηφηε κπνξνχζε λα εθθξαζηεί κε έλα ζηνηρείν ηνπ πεδίνπ Α. 

Αιιηψο, κπνξνχζε λα πξνζεγγηζζεί απφ κηα αθνινπζία ξεηψλ ζηνηρείσλ ηνπ Α. Ο 

Cantor ζεψξεζε πσο ηφηε ε αθνινπζία απηή κπνξεί λα είλαη βαζηθή θαη λα πιεζηάδεη 

ην ζεκείν απζαίξεηα θνληά, έρνληαο, επνκέλσο, έλα αληίζηνηρν ζηνηρείν b, ην νπνίν 

νλφκαζε «απφζηαζε» ηνπ ζεκείνπ απφ ηελ αξρή 0. Δθφζνλ θάζε ζηνηρείν ηνπ Α ε-

κπεξηέρεηαη κνλαδηθά ζην Β, ζπλεπάγεηαη φηη γηα θάζε ζεκείν ηεο επζείαο ππάξρεη 

έλα κνλαδηθφ ζηνηρείν ηνπ Β. Γελ κπφξεζε, φκσο, λα απνδείμεη ην αληίζηξνθν θαη 

αλαγθάζηεθε λα επηθαιεζηεί ην αμίσκα φηη «γηα θάζε ζηνηρείν ηνπ Β ππάξρεη έλα κν-

λαδηθφ ζεκείν ηεο επζείαο ηνπ νπνίνπ ε ζπληεηαγκέλε είλαη ίζε κε απηφλ ηνλ αξηζ-

κφ». Απηφ ην αμίσκα έδηλε κηα αίζζεζε ζπκκεηξίαο θαη νινθιήξσζεο ζηε ζρέζε κε-

ηαμχ ησλ ζεκείσλ ηεο επζείαο θαη ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Δθφζνλ είρε πιένλ θα-

ζνξηζζεί ε αληηζηνίρηζε ζεκείσλ ηεο επζείαο θαη αξηζκψλ, αληί λα κειεηά ζχλνια α-

ξηζκψλ, κπνξνχζε λα κειεηά ζχλνια ζεκείσλ. 

΢ηε ζπλέρεηα, ν Cantor φξηζε ηα παξάγσγα ζχλνια 1
εο

 ηάμεο κε ηε βνήζεηα ησλ 

νξηαθψλ ζεκείσλ.
79

 Έηζη, ζε θάζε δνζέλ ζχλνιν ζεκείσλ Ρ αληηζηνηρεί θάπνην Ρ΄. 

Αλ ην P΄ δελ απνηειείηαη απφ πεπεξαζκέλν αξηζκφ ζηνηρείσλ, ηφηε παξφκνηα απφ ην 

Ρ΄ πξνθχπηεη ην Ρ΄΄ (δεχηεξν παξάγσγν ζχλνιν ηνπ Ρ) θ.ν.θ. έσο φηνπ, κεηά απφ n 

ηέηνηεο κεηαβάζεηο, θηάλνπκε ζηελ ηδέα ηνπ n-νζηνχ παξάγσγνπ ζπλφινπ ηνπ Ρ. Γηα 

θάπνηα ζχλνια Ρ, ην Ρ
(n)

 απνηειείην κφλν απφ πεπεξαζκέλν πιήζνο ζεκείσλ. Έηζη, 

ην Ρ
(n+1)

 ζε απηέο ηηο πεξηπηψζεηο δελ ππάξρεη. Σν αξρηθφ ζχλνιν Ρ ησλ ζεκείσλ απ-

ηψλ ιέγεηαη π α ξ ά γ σ γ ν  ζ χ λ ν ι ν  n - ν ζ η ν χ  ε ί δ ν π ο  (derived set of the n
th

 

                                                             
78 Αθφκα θαη ηφηε, φκσο, ζεκείσλε πσο ηα ζηνηρεία ηνπ ζπλφινπ Β δελ έρνπλ απφ κφλα ηνπο θά-

πνην λφεκα. Δκθαλίδνληαη σο ζηνηρεία ζεσξεκάησλ θαη απνθηνχλ ππφζηαζε αλάινγα κε ηηο αθνινπζί-

εο κε ηηο νπνίεο ζπλδένληαη. ΢πλεπψο, έλα ζηνηρείν bB πξέπεη λα ζεσξείηαη σο αξηζκφο κφλν ράξηλ 

επθνιίαο, αθνχ ηειηθά ην κφλν πνπ θάλεη είλαη λα αλαπαξηζηά κηα βαζηθή αθνινπζία. 
79 Έζησ έλα ζχλνιν ζεκείσλ P. Ολνκάδνπκε ν ξ η α θ φ  ζ ε κ ε ί ν  (ή ζ ε κ ε ί ν  ζ π ζ ζ ψ ξ ε π-

ζ ε ο ) ηνπ ζπλφινπ Ρ έλα ζεκείν ηεο επζείαο γηα ην νπνίν ζε θάζε ηνπ πεξηνρή (ή γεηηνληά) βξίζθν-

ληαη άπεηξα ζεκεία ηνπ Ρ, ελψ κπνξεί θαη ην ίδην ην ζεκείν λα αλήθεη ζην Ρ. Χο π ε ξ η ν ρ ή  ε λ φ ο  

ζ ε κ ε ί ν π  ελλννχκε έλα δηάζηεκα πνπ πεξηέρεη ην ζεκείν ζην εζσηεξηθφ ηνπ. Σν ζχλνιν ησλ νξηα-

θψλ ζεκείσλ ηνπ Ρ, νλνκάδεηαη π ξ ψ η ν  π α ξ ά γ σ γ ν  ζ χ λ ν ι ν  η ν π  Ρ  (first derived point set 

of P) θαη ζπκβνιίδεηαη κε Ρ΄. Μάιηζηα, απφ ην ζεψξεκα Bolzano-Weierstrass έρνπκε δεδνκέλν πσο 

θάζε άπεηξν θξαγκέλν ζχλνιν ζεκείσλ ζα έρεη ηνπιάρηζηνλ έλα νξηαθφ ζεκείν θαη άξα ζα έρεη θάπνην 

(κε θελφ) παξάγσγν ζχλνιν. 
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kind)
80

. ΋ια ηα ζχλνια ζεκείσλ n-νζηνχ είδνπο, γηα πεπεξαζκέλν n, ζπληζηνχλ ηα 

π α ξ ά γ σ γ α  ζ χ λ ν ι α  π ξ ψ η ν π  γ έ λ ν π ο  (derived sets of the first species)
81

.  

Σν Ννέκβξην ηνπ 1873, ζε έλα γξάκκα ηνπ πξνο ηνλ Dedekind, ν Cantor δηαηππψ-

λεη ην εμήο εξψηεκα: 

 

Αο πάξνπκε ηε ζπιινγή φισλ ησλ ζεηηθψλ αξηζκψλ n θαη αο ηε ζπκβνιίζνπκε 

κε (n)· κεηά αο πάξνπκε ηε ζπιινγή φισλ ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ x θαη αο 

ηε ζπκβνιίζνπκε κε (x). Ζ εξψηεζε είλαη απιά αλ ηα (n) θαη (x) κπνξνχλ λα 

αληηζηνηρηζζνχλ έηζη ψζηε θάζε ζηνηρείν ηεο κηαο ζπιινγήο λα αληηζηνηρεί ζε 

έλα θαη κφλν ζηνηρείν ηεο άιιεο. Με κηα πξψηε καηηά ζα ιέγακε πσο φρη, απηφ 

δελ είλαη δπλαηφλ, γηαηί ην (n) απνηειείηαη απφ δηαθξηηά κέξε ελψ ην (x) ζρε-

καηίδεη έλα ζπλερέο. Μ‘ απηή ηελ αληίξξεζε φκσο δελ θεξδίδνπκε ηίπνηα θαη, 

φζν θη αλ ηείλσ ζηελ άπνςε πσο ηα (n) θαη (x) δελ επηηξέπνπλ ηέηνηα κνλαδηθή 

αληηζηνίρηζε, δελ κπνξψ λα βξσ ηνλ ιφγν, θαη, ελψ έρσ πξνζδψζεη κεγάιε 

ζεκαζία ζ‘ απηφ, κπνξεί ν ιφγνο λα είλαη πνιχ απιφο.
82

 

 

Ο Dedekind δελ κπφξεζε λα βξεη θάπνηα ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Έλα κήλα αξγφηε-

ξα, ν Cantor κε ηε κέζνδν ηεο εηο άηνπνλ απαγσγήο θαη κε ηε βνήζεηα ηεο αξρήο Bol-

zano-Weierstraß («κηα άπεηξε αθνινπζία εγθηβσηηζκέλσλ θιεηζηψλ δηαζηεκάησλ 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ πξέπεη λα έρεη κε θελή ηνκή») ήηαλ ζε ζέζε λα απνδείμεη πσο 

δελ ππάξρεη ακθηκνλνζήκαληε αληηζηνηρία κεηαμχ   θαη [0,1], δειαδή πσο ην ζχλν-

ιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ είλαη ππεξαξηζκήζηκν
83

. Σν απνηέιεζκα απηφ (πνπ α-

πνηειεί ηελ πξψηε ζπλεηζθνξά ζηελ ππεξπεπεξαζκέλε ζεσξία ζπλφισλ) δεκνζηεχ-

ηεθε καδί κε ηελ απφδεημε φηη ην ζχλνιν ησλ αιγεβξηθψλ αξηζκψλ (ησλ αξηζκψλ, δε-

ιαδή, πνπ απνηεινχλ ξίδα θάπνηαο πνιπσλπκηθήο εμίζσζεο κε ξεηνχο ζπληειεζηέο) 

είλαη αξηζκήζηκν. Ζ δεκνζίεπζε (κεηά απφ πξνηξνπή ησλ Dedekind θαη Weierstraß) 

είρε ηίηιν «Δπί κηαο Υαξαθηεξηζηηθήο Ηδηφηεηνο ηεο ΢πιινγήο ΋ισλ ησλ Πξαγκαηη-

θψλ Αιγεβξηθψλ Αξηζκψλ» θαη δελ έδηλε θαζφινπ έκθαζε ζην πξψην αλαηξεπηηθφ 

απνηέιεζκα, πξνθεηκέλνπ λα κελ δεκηνπξγεζνχλ αληηδξάζεηο. Ο ίδηνο ν Cantor, θά-

πνηα ρξφληα πξηλ, είρε απνδείμεη πσο ην ζχλνιν ησλ ξεηψλ είλαη αξηζκήζηκν. Απφ απ-

ηά πξνθχπηεη πσο ηα ζχλνια ησλ άξξεησλ θαη ησλ ππεξβαηηθψλ αξηζκψλ είλαη κε α-

ξηζκήζηκα. Σν εξψηεκα φκσο ήηαλ: πνην είλαη ην κέγεζνο ηνπο; 

Έλα άιιν εξψηεκα απαζρνινχζε ηνλ Cantor, ην νπνίν ζα δηαηππψζεη ζε κηα επη-

ζηνιή ηνπ πξνο ηνλ Dedekind ηνλ Ηαλνπάξην ηνπ 1874:  

 

                                                             
80 Γηα ην ζεψξεκά ηνπ ζρεηηθά κε ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζεηξέο ν Cantor ζεψξεζε ηα παξάγσγα ζχ-

λνια 1νπ είδνπο. 
81 ΢ηε δεκνζίεπζε ηνπ 1879, πηνζεηεί κηα πην βνιηθή νξνινγία: Αλ Ρn= γηα θάπνην n , ηφηε ην 

Ρ είλαη έλα ζχλνιν ζεκείσλ ηνπ πξψηνπ γέλνπο θαη ηνπ n-νζηνχ είδνπο. Αλ ε δηαδηθαζία ζπλερίδεη γηα 

φινπο ηνπο πεπεξαζκέλνπο n, ηφηε ην Ρ είλαη έλα ζχλνιν ζεκείσλ ηνπ δεπηέξνπ γέλνπο. 
82 Μηθξ. απφ ηνλ DAUBEN 1979, ζ. 49. 
83 ΢ε αληίζεζε κε απηή ηελ ηνπνινγηθήο πξνζέγγηζεο απφδεημε, ε αληίζηνηρε ηνπ 1892 είλαη θαζα-

ξά αξηζκεηηθή θαη θάλεη ρξήζε ηεο δηαγψληαο κεζφδνπ ηνπ Cantor. 
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Δίλαη δπλαηφλ λα απεηθνληζζεί [αγγι. mapping] κηα επηθάλεηα (π.ρ., έλα ηεηξά-

γσλν ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ ηνπ ζπλφξνπ ηνπ) ζε κία θακπχιε (πρ κία επζεία 

γξακκή ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ησλ άθξσλ ηεο) έηζη ψζηε ζε θάζε ζεκείν ηεο 

επηθάλεηαο λα αληηζηνηρεί έλα ζεκείν ηεο επζείαο θαη ζε θάζε ζεκείν ηεο επ-

ζείαο [λα αληηζηνηρεί] έλα ζεκείν ηεο επηθάλεηαο;
84

 

 

Ζ απάληεζε ζα βξεζεί ηξία ρξφληα αξγφηεξα απφ ηνλ ίδην. ΢ε κηα επηζηνιή ηνπ ην 

1877 αλαθνηλψλεη ζηνλ Dedekind πσο, αληίζεηα κε ηελ επηθξαηνχζα καζεκαηηθή ά-

πνςε, απηή ε παξάινγε αληηζηνηρία κεηαμχ γξακκψλ θαη επηθαλεηψλ δελ ήηαλ αδχ-

λαηε. Οη ζπλερείο ρψξνη ξ-δηαζηάζεσλ είραλ ηελ ίδηα δχλακε κε ηηο θακπχιεο θαη ε-

πνκέλσο ηα  θαη 
n 
είλαη ηζνδχλακα. Ο Cantor γλψξηδε πνιχ θαιά πσο απηφ ην απν-

ηέιεζκα, απφ ην νπνίν αθφκα θη ν ίδηνο είρε μαθληαζηεί,
85

 ήγεηξε ζεκειηψδεηο εξσηή-

ζεηο ζρεηηθά κε ηε γεσκεηξία. Ο Dedekind ηνπ απάληεζε επηζεκαίλνληαο κφλν έλα 

ιάζνο ζηελ απφδεημή ηνπ. Ο Cantor, αθνχ έδσζε κηα λέα απφδεημε ζηελ νπνία έδεη-

ρλε πσο (Η) ππάξρεη ακθηκνλνζήκαληε αληηζηνηρία κεηαμχ ησλ πνιιαπινηήησλ  θαη 


n 

κε άξξεηεο ζπληεηαγκέλεο θαη (ΗΗ) ππάξρεη ακθηκνλνζήκαληε αληηζηνηρία κεηαμχ 

ηνπ ζπλφινπ ησλ άξξεησλ θαη ηνπ ζπλφινπ ησλ πξαγκαηηθψλ κέζα ζην [0,1], παξα-

ηήξεζε πσο, εθφζνλ νη επηθάλεηεο θαη νη θακπχιεο κπνξνχλ λα αληηζηνηρεζνχλ κνλα-

δηθά, ηφηε ε πιήξσο απνδεθηή βάζε γηα ηνλ νξηζκφ ηεο δηάζηαζεο ελφο δνζκέλνπ 

ρψξνπ κνηάδεη εληειψο αλεπαξθήο. Απνδέρηεθε πσο θαη απηφο, φπσο θαη νη πεξηζζφ-

ηεξνη ζπλάδειθνί καζεκαηηθνί, είρε ππνζέζεη εμαξρήο πσο ηα ζηνηρεία ελφο νπνηνπ-

δήπνηε n-δηάζηαηνπ ζπλερνχο ρψξνπ θαζνξίδνληαλ απφ n αλεμάξηεηεο ζπληεηαγκέ-

λεο, αιιά ζπκπιήξσζε πσο απηφο πάληα αληηκεηψπηδε απηή ηελ ππφζεζε σο έλα ζεψ-

ξεκα πνπ έρξεδε απφδεημεο.
86

  

 

Μηα ζπλερήο πνιιαπιφηεηα ξ δηαζηάζεσλ, κε ξ>1 κπνξεί λα ηεζεί ζε ακθηκν-

λνζήκαληε αληηζηνηρία κε κηα ζπλερή πνιιαπιφηεηα κηαο δηάζηαζεο κε ηέηνην 

ηξφπν ψζηε ζ‘ έλα ζεκείν ηεο κηαο λα αληηζηνηρεί έλα θαη κφλν έλα ζεκείν ηεο 

άιιεο […]. Βιέπνπκε εδψ πνηα ζαπκάζηα δχλακε ππάξρεη ζηνπο πξαγκαηη-

θνχο αξηζκνχο, ξεηνχο θαη άξξεηνπο, πνπ κε απηήλ κπνξνχκε ηφζν θαιά λα 

θαζνξίζνπκε ακθηκνλνζήκαληα, κε ηε βνήζεηα κηαο κφλεο ζπληεηαγκέλεο, ηα 

ζηνηρεία κηαο ζπλερνχο πνιιαπιφηεηαο, ξ θνξέο εθηαηήο. Καη ακέζσο ζέισ λα 

πξνζζέζσ πσο ε δχλακή ηνπο πάεη αθφκα πην καθξηά, αθνχ […] ε απφδεημή 

κνπ κπνξεί λα επεθηαζεί […] ζε πνιιαπιφηεηεο άπεηξνπ αξηζκνχ δηαζηάζεσλ, 

αξθεί λα κελ παίξλνπλ ηελ κνξθή κηαο απιήο αθνινπζίαο άπεηξσλ φξσλ.
87

 

 

                                                             
84 Μηθξ. απφ ό.π., ζ. 54. 
85 ΢ε κηα δεχηεξε επηζηνιή ηνπ αλαθέξεη πσο κέρξη λα ιάβεη ηελ απάληεζε ηνπ Dedekind πνπ ελέ-

θξηλε ηελ απφδεημή ηνπ, αλ θαη έβιεπε ην απνηέιεζκα, δελ κπνξνχζε λα ην πηζηέςεη («je le vois, mais 

je ne crois pas»). Βι. FERREIRÓS 22007, ζ. 188. 
86 DAUBEN 1979, ζ. 57. 
87 ΦΗΛΖ 2010, ζ. 566. 
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Σελ επφκελε ρξνληά εθδίδεηαη ε «΢πκβνιή» («Beitrag»). Ο πιήξεο ηίηινο ηνπ κε-

ιεηήκαηνο («Μηα ΢πκβνιή ζηε Θεσξία ησλ Πνιιαπινηήησλ») είλαη επζεία αλαθνξά 

ζην έξγν ηνπ Riemann.
88

 Σν θείκελν μεθηλάεη κε ηελ εηζαγσγή, γηα πξψηε θνξά, ηεο 

έλλνηαο ηεο «δχλακεο»: 

 

Αλ δχν θαιά νξηζκέλεο πνιιαπιφηεηεο Μ θαη Ν κπνξνχλ λα ζπληνληζηνχλ 

κνλνζήκαληα θαη πιήξσο, ζηνηρείν πξνο ζηνηρείν (ην νπνίν, αλ κπνξεί λα 

ζπκβεί κε έλαλ ηξφπν, κπνξεί πάληα λα ζπκβεί κε πνιινχο άιινπο), ηφηε ζα 

ρξεζηκνπνηνχκε ηελ έθθξαζε φηη απηέο νη πνιιαπιφηεηεο έρνπλ ηελ ίδηα δχ-

λακε ή, επίζεο, φηη είλαη ηζνδχλακεο.
89

 

 

΢ηε ζπλέρεηα δηαηππψλεη ρσξίο απφδεημε
90

 ην ζ ε ψ ξ ε κ α  ζ π γ θ ξ η ζ η κ φ η ε η α ο  

η σ λ  π ι ε ζ η θ ψ λ  α ξ η ζ κ ψ λ :   

 

΋ηαλ νη Μ θαη Ν δελ έρνπλ ηελ ίδηα δχλακε, είηε ε Μ είλαη ηζνδχλακε κε έλα 

κέξνο ηεο Ν (ε δχλακε ηεο Μ είλαη κηθξφηεξε απφ απηή ηεο Ν) είηε ε Ν είλαη 

ηζνδχλακε κε έλα κέξνο ηεο Μ (ε δχλακε ηεο Ν είλαη κηθξφηεξε απφ απηή ηεο 

Μ).
91

 

 

Όζηεξα, παξαζέηεη θάπνηα παξαδείγκαηα δπλάκεσλ. Πξψηα έρνπκε ηηο δπλάκεηο ησλ 

πεπεξαζκέλσλ πνιιαπινηήησλ, νη νπνίεο ζπκπίπηνπλ κε ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ 

ηνπο. ΢ε απηφ ην ζεκείν πξνεηδνπνηεί ηνλ αλαγλψζηε πσο, ελψ ζηα πεπεξαζκέλα ζχ-

λνια ε δχλακε ελφο κέξνπο είλαη κηθξφηεξε απφ ηε δχλακε ηνπ φινπ («Αξρή ηνπ Δπ-

θιείδε»), ζηηο άπεηξεο πνιιαπιφηεηεο απηή ε ηδηφηεηα εμαθαλίδεηαη πιήξσο. Ζ κη-

θξφηεξε άπεηξε δχλακε είλαη απηή ηνπ  . Ζ θιάζε απηή πεξηέρεη πνιιέο πνιιαπιφ-

ηεηεο: ην ζψκα ησλ αιγεβξηθψλ αξηζκψλ, ηα ζχλνια ζεκείσλ 1
νπ

 γέλνπο θ.ιπ. Δπί-

ζεο, δίλεη δχν ζεσξήκαηα πνπ ιέλε πσο ηα ππνζχλνια θαη ε έλσζε αξηζκήζηκσλ ζπ-

λφισλ είλαη αξηζκήζηκα. Σέινο, αθνχ νξίδεη σο γξακκηθέο πνιιαπιφηεηεο ηα άπεηξα 

ππνζχλνια ηνπ , ε εξγαζία θιείλεη κε κηα πξψηε δηαηχπσζε ηεο Τ π φ ζ ε ζ ε ο  

η ν π  ΢ π λ ε ρ ν χ ο  (Continuum Hypothesis – ζχληκ.: CH): 

 

Μέζσ επαγσγηθήο αηηηνιφγεζεο, ζηελ νπνία δελ ζα αλαθεξζνχκε εδψ, θαηα-

ιήγνπκε πσο θαίλεηαη πηζαλφ ν αξηζκφο ησλ θιάζεσλ ησλ γξακκηθψλ πνιια-

πινηήησλ λα είλαη πεπεξαζκέλνο, θαη ζπγθεθξηκέλα 2. 

΢χκθσλα κε απηφ, νη γξακκηθέο πνιιαπιφηεηεο ζα ρσξίδνληαη ζε δχν θιά-

ζεηο: ε πξψηε ζα πεξηέρεη φιεο ηηο πνιιαπιφηεηεο πνπ κπνξνχλ λα έξζνπλ ζηε 

κνξθή κηαο ζπλάξηεζεο ηνπ n (φπνπ ην n δηαηξέρεη φινπο ηνπο ζεηηθνχο αθε-

ξαίνπο) ελψ ε δεχηεξε απνηειείηαη απφ απηέο πνπ κπνξνχλ λα έξζνπλ ζηε 

                                                             
88 FERREIRÓS 22007, ζ. 187. 
89 Μηθξ. απφ ό.π., ζ. 188. 
90 ΋πσο ζα δνχκε, ε απφδεημε δφζεθε απφ ηνλ Zermelo ην 1904. 
91 Μηθξ. απφ απη. 
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κνξθή κηαο ζπλάξηεζεο ηνπ x (φπνπ ην x κπνξεί λα πάξεη φιεο ηηο ηηκέο 0 

θαη 1).
92

 

 

Ακέζσο κεηά ηελ δεκνζίεπζε ηεο «΢πκβνιήο», πνπ θαζηέξσλε ηελ αληηζηνηρία 

κεηαμχ ζπλερψλ πεδίσλ κίαο θαη δχν δηαζηάζεσλ, ζεκεηψζεθαλ αξθεηέο απφπεηξεο, 

κε θαιχηεξε απηή ηνπ Eugen Netto (1848-1919),
93

 λα απνδεηρηεί ην ζ ε ψ ξ ε κ α  

η ν π  α λ α ι ι ν ί σ η ν π  η σ λ  δ η α ζ η ά ζ ε σ λ,  ην νπνίν είρε δηαηππψζεη ν De-

dekind
94

: 

 

Δάλ θάπνηνο θαηαθέξεη λα θαζηεξψζεη κηα ακνηβαία κνλνζήκαληε θαη πιήξε 

αληηζηνηρία κεηαμχ ησλ ζεκείσλ κηαο ζπλερνχο πνιιαπιφηεηαο Α α δηαζηά-

ζεσλ θαη ησλ ζεκείσλ κηαο ζπλερνχο πνιιαπιφηεηαο Β β δηαζηάζεσλ, κε ηα α 

θαη β λα είλαη άληζα, ηφηε απηή ε αληηζηνηρία είλαη απαξαίηεηα εληειψο κε ζπ-

λερήο. 

 

Ο Netto ήηαλ απηφο πνπ επέζηεζε ηελ πξνζνρή ζηα ζνβαξά δεηήκαηα πνπ είραλ ε-

γεξζεί απφ ην απνηέιεζκα ηνπ Cantor ζρεηηθά κε ηνλ νξηζκφ κίαο δηάζηαζεο n, ελφο 

εζσηεξηθνχ ή ελφο ζπλνξηαθνχ ζεκείνπ θ.ιπ. Μάιηζηα, ζηελ δεκνζίεπζή ηνπ, ην 

1879, έδσζε ηνλ νξηζκφ ηεο δηάζηαζεο θαη ζεψξεζε ζπγθεθξηκέλα ραξαθηεξηζηηθά 

ησλ θαλνληθψλ ρψξσλ ηνπ. Ζ ηειηθή απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο δφζεθε απφ ηνλ 

Brouwer ην 1911. 

Μεηαμχ ησλ εηψλ 1879 θαη 1884, ν Cantor πξαγκαηνπνίεζε έμη δεκνζηεχζεηο (ππφ 

ηνλ εληαίν ηίηιν «Πεξί Άπεηξσλ Γξακκηθψλ Πνιιαπινηήησλ/΢πλφισλ ΢εκείσλ») 

πξνθεηκέλνπ λα εηζάγεη ηα βαζηθά ζηνηρεία ηεο λέαο ηνπ ζεσξίαο ζπλφισλ. Σα ηέζ-

ζεξα πξψηα δεκνζηεχκαηα θαηαπηάλνληαλ κε καζεκαηηθά πξνβιήκαηα ζηα νπνία έ-

βξηζθαλ ηα ζχλνιά ηνπ εθαξκνγή. ΢ην πέκπην
 
(ην νπνίν είλαη γλσζηφ σο «Θεκέιηα» 

– «Grundlagen»), ηνπ 1883, άξρηζε λα αζρνιείηαη θαη κε ηα θηινζνθηθά ζέκαηα πνπ 

άπηνληαλ ηεο εξκελείαο ηνπ απείξνπ. Υαξαθηεξηζηηθή είλαη ε θηινζνθηθή κεηαζηξν-

θή ηνπ Cantor ζε απηά ηα ρξφληα. Αξρηθά, επεξεαζκέλνο απφ ηνλ δάζθαιφ ηνπ 

Weierstraß θαη ηνλ Dedekind, είρε αζπαζηεί ηε ινγηθηζηηθή πξνζέγγηζή ηνπο πσο ηα 

θαζαξά καζεκαηηθά πεγάδνπλ απφ ηελ θαζαξή λφεζε κέζα απφ ηνπο ζεκειηψδεηο θα-

λφλεο ηεο ινγηθήο. Παξάιιεια, έρνληαο δηαβάζεη Πιάησλα, Leibniz θαη Spinoza, είρε 

πηνζεηήζεη έλαλ αθξαίν ξεαιηζκφ φζνλ αθνξά ζηηο καζεκαηηθέο νληφηεηεο. Απηέο ηηο 

δχν ηάζεηο ηνπ κπφξεζε λα ηηο θέξεη ζε ζπκθσλία ζηα «Θεκέιηα», πξνβαίλνληαο ζηελ 

παξαδνρή πσο ε έκθπηε θαη ε παξνδηθή πξαγκαηηθφηεηα πάληα ζπκπίπηνπλ. 

΢ην πξψην θείκελν ηεο ζεηξάο απηήο, ν Cantor εηζάγεη ηηο βαζηθέο έλλνηεο ησλ 

«παξάγσγσλ ζπλφισλ», ησλ «παληνχ-ππθλψλ ζπλφισλ»
95

 θαη ηεο «πιεζηθφηεηαο ηεο 

                                                             
92 Μηθξ. απφ ηνλ FERREIRÓS 22007, ζ. 190. 
93 DAUBEN 1979, ζ. 71. 
94 Μηθξ. απφ ό.π., ζ. 57. 
95 Ο νξηζκφο ησλ παληνχ-ππθλψλ ζπλφισλ δίλεηαη σο εμήο. Δάλ ην P βξίζθεηαη κεξηθψο ε εμ νιν-

θιήξνπ ζην δηάζηεκα (α…β), ηφηε κπνξεί λα ζπκβεί ε αμηνζεκείσηε πεξίπησζε νπνηνδήπνηε απζαίξε-
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δχλακεο», θαζεκηά απφ ηηο νπνίεο ππνδεηθλχεη έλαλ θαηλνχξγην ηξφπν ηαμηλφκεζεο 

ησλ ππνζπλφισλ ηνπ . Δπίζεο, μερσξίδεη δχν θαηεγνξίεο ζπλφισλ: ηα αξηζκήζηκα, 

ησλ νπνίσλ ε δχλακε είλαη απηή ηνπ  , θαη ηα ζπλερή κε αξηζκήζηκα, ησλ νπνίσλ ε 

δχλακε είλαη απηή ηνπ . Δθηφο απηνχ, έδσζε θαη ηα αληίζηνηρα παξαδείγκαηα. Α-

ξηζκήζηκα άπεηξα ζχλνια είλαη νη θπζηθνί, νη ξεηνί θαη νη αιγεβξηθνί αξηζκνί. Με 

αξηζκήζηκα είλαη φια ηα ζχλνια πξψηνπ θαη δεπηέξνπ γέλνπο (φια ηα παληνχ-ππθλά 

ζχλνια είλαη απαξαηηήησο ζχλνια ηνπ δεχηεξνπ γέλνπο). ΢ε απηή ηελ εξγαζία, ν 

Cantor απνθεχγεη λα απαληήζεη ζην εξψηεκα: «Πφζεο δηαθνξεηηθέο δπλάκεηο ησλ 

ζπλφισλ ζεκείσλ ππάξρνπλ;» Πεξηνξίζηεθε ζην λα θαηαζηήζεη ζαθέο πσο ηα   θαη 

 είλαη πξάγκαηη δηαθξηηά. 

Σν 1880, ν Cantor δεκνζηεχεη ην δεχηεξν θείκελν ηεο ζεηξάο, ζην νπνίν επαλαδη-

αηππψλεη παιηέο ηδέεο ζηα πιαίζηα ησλ γξακκηθψλ ζπλφισλ ζεκείσλ, δίλεη θη άιινπο 

νξηζκνχο θαη θάλεη ηελ παξαηήξεζε πσο ηα ζχλνια πξψηνπ γέλνπο κπνξνχλ λα ρα-

ξαθηεξηζηνχλ πιήξσο απφ ηα παξάγσγα ζχλνιά ηνπο. Απηφ, φκσο, δελ ηζρχεη γηα ηα 

ζχλνια δεχηεξνπ γέλνπο, θαη άξα έπξεπε λα εηζαρζνχλ λέεο ηδηφηεηεο. Γηα λα ην θάλεη 

απηφ, ζεψξεζε έλα γεληθφ ζχλνιν P ζεκείσλ δεπηέξνπ γέλνπο θαη παξαηήξεζε πσο 

ην πξψην παξάγσγν ζχλνιν ηνπ, ην Ρ΄, κπνξεί λα δνζεί απφ κηα αλάιπζε ζε δχν μέλα 

κεηαμχ ηνπο ππνζχλνια, P΄ {Q, R}, φπνπ ην Q είλαη ην ζχλνιν φισλ ησλ ζεκείσλ 

πνπ αλήθνπλ ζηα ζχλνια πξψηνπ γέλνπο ηνπ Ρ΄ θαη ην R είλαη ην ζχλνιν ησλ ζεκεί-

σλ πνπ πεξηέρνληαη ζε θάζε παξάγσγν ζχλνιν ηνπ Ρ΄ (θαη, ζπλεπψο, είλαη δεπηέξνπ 

γέλνπο). Ο ζπκβνιηζκφο ηνπ γηα ηελ ηνκή ησλ ζπλφισλ κηαο ζπιινγήο ζπλφισλ Pn 

ήηαλ «(Ρ1, Ρ2, Ρ3,… )». Οπφηε νλνκάδεη: 

 

R  (Ρ΄, Ρ΄΄, …). 

 

Δθφζνλ ην R είλαη ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ πνπ αλήθνπλ ζε θάζε παξάγσγν ζχλνιν 

ηνπ Ρ΄, ηζρχεη επίζεο φηη:  

  

R  (P΄΄, Ρ΄΄΄, …) 

R  (Ρ
(n)

, Ρ
(n+1)

, Ρ
(n+2)

, …). 

 

Δπνκέλσο, ην R κπνξεί λα ζπκβνιηζηεί σο R  P
() 

θαη ιέγεηαη π α ξ ά γ σ γ ν  ζ χ -

λ ν ι ν  η ν π  Ρ  η ά μ ε ο  . Ξεθηλψληαο απφ ην R  (Ρ΄, Ρ΄΄, …) = Ρ
()

 θαη ζεσξψ-

ληαο πσο Ρ
()0, o Cantor ζπκβφιηζε ην πξψην παξάγσγν ζχλνιν ηνπ Ρ

()
 σο Ρ

(+1)
 

θαη ην n-νζηφ σο Ρ
(+n)

. Μάιηζηα, κε απηφ ηνλ ηξφπν κπνξνχκε λα δεκηνπξγήζνπκε 

παξάγσγα ζχλνια ηεο κνξθήο 
1

0 1( ... )n n n
P

 


    
. Θεσξψληαο, ινηπφλ, ην λ σο κεηα-

βιεηή, κπνξνχκε λα πάξνπκε κηα αηειείσηε αθνινπζία ηέηνησλ κνξθσκάησλ: 

 
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,...

nn nnP P P P P P
                                        (*) 

 

                                                                                                                                                                               
ηα κηθξφ δηάζηεκα (γ…δ) κέζα ζην (α…β) λα πεξηέρεη ζεκεία ηνπ Ρ. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ζα ιέκε 

πσο ην Ρ είλαη παληνχ-ππθλφ (everywhere-dense) ζην δηάζηεκα (α…β). Απφδ. απφ ό.π., ζ. 78. 
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΢ε απηή ηε θάζε ε έκθαζε δίλεηαη ζηα παξάγσγα ζχλνια θαη φρη ζηνπο ππεξπεπεξα-

ζκέλνπο αξηζκνχο πνπ κφιηο έρνπλ εηζαρζεί. Απηνί αληηκεησπίδνληαη απιά σο ζχκ-

βνια, ρσξίο ηδηαίηεξν ππαξθηηθφ status, ηα νπνία απιά καο βνεζνχλ λα μερσξίζνπκε 

θαη λα ηαπηνπνηήζνπκε ηα παξάγσγα ζχλνια. Υάξε ζηα ζχλνια (*) θαηέζηε δπλαηφ 

λα πεξηγξαθνχλ ζχλνια ηνπ δεχηεξνπ γέλνπο πνπ λα πεξηέρνπλ κφλν έλα ζεκείν θαη 

πνπ πξνθαλψο δελ είλαη παληνχ-ππθλά. Απηφ ζήκαηλε πσο ηα παληνχ-ππθλά ζχλνια 

δελ κπνξνχζαλ λα πεξηγξάςνπλ επαξθψο ην ζπλερέο. 

΢ην ηξίην δεκνζίεπκα, ηνπ 1882, ν ζηφρνο ήηαλ λα επεθηαζεί ε έλλνηα ηεο δχλα-

κεο. Υαξαθηεξηζηηθφ είλαη ην παξαθάησ απφζπαζκα: 

 

Ζ έλλνηα ηεο δχλακεο, ε νπνία πεξηθιείεη κέζα ηεο σο εηδηθή πεξίπησζε ηελ 

έλλνηα ηνπ αθέξαηνπ αξηζκνχ, απηνχ ηνπ ζεκέιηνπ ηεο ζεσξίαο αξηζκψλ, θαη ε 

νπνία πξέπεη λα ζεσξείηαη σο ην γεληθφηεξν γλήζην ραξαθηεξηζηηθφ ησλ απαξ-

ηηζκψλ [αγγι. aggregates], δελ πεξηνξίδεηαη ζε θακία πεξίπησζε ζηα γξακκη-

θά ζχλνια ζεκείσλ. Μπνξεί λα ζεσξεζεί πνιχ πεξηζζφηεξν σο έλα γλψξηζκα 

θάζε θαιψο-νξηζκέλνπ ζπλφινπ, φπνηα θη αλ είλαη ηα ελλνηνινγηθά ραξαθηε-

ξηζηηθά ησλ ζηνηρείσλ ηνπ.
96

 

 

Ο Cantor παξαδέρεηαη πσο ην λα θαζνξηζηεί πνηα ζχλνια είλαη θαιψο-νξηζκέλα δελ 

είλαη εχθνιε ππφζεζε. Γίλεη, ινηπφλ, θάπνηεο ζπλζήθεο ζχκθσλα κε ηηο νπνίεο λα 

κπνξνχκε λα ηα νξίζνπκε. 

 

Καιψ έλαλ απαξηηζκφ (κηα ζπιινγή, έλα ζχλνιν) ζηνηρείσλ πνπ αλήθνπλ ζε 

νπνηνδήπνηε πεδίν ελλνηψλ θαιψο-νξηζκέλν, αλ απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ θαη απφ 

ηελ αξρή απνθιίζεσο ηνπ ηξίηνπ ζεσξείηαη σο εζσηεξηθά θαζνξηζκέλν. Πξέ-

πεη, επίζεο λα είλαη εζσηεξηθά θαζνξηζκέλν ζρεηηθά κε ην εάλ: (α΄) νπνηνδή-

πνηε αληηθείκελν πνπ αλήθεη ζην ίδην πεδίν ελλνηψλ αλήθεη θαη ζηνλ απαξηη-

ζκφ, (β΄) νπνηαδήπνηε δχν αληηθείκελα πνπ αλήθνπλ ζην ζχλνιν, αλεμάξηεηα 

απφ ηππηθέο δηαθνξέο, είλαη ίζα.
97

 

 

Γηα ηα θαιψο-νξηζκέλα ζχλνια ε έλλνηα ηεο «δχλακεο» πξνθχπηεη άκεζα. Ζ δχλακε 

ελφο ζπλφινπ κπνξεί λα είλαη εζσηεξηθά θαζνξηζκέλε, αιιά θαη πάιη δελ είλαη εχθν-

ιν λα βξεζεί. ΋πσο θαη λα έρεη, ε ζεκαζία ηεο είλαη πνιχ κεγάιε: 

 

Αλ θξαηήζνπκε κφλν ηα καζεκαηηθά ζην κπαιφ καο θαη αθήζνπκε θαηά κέξνο 

ηηο ππφινηπεο πεξηνρέο ηεο λφεζεο, ε ζεσξία ζπλφισλ κε ηελ εξκελεία πνπ 

δφζεθε εδψ, πεξηέρεη ηελ αξηζκεηηθή, ηε ζεσξία ζπλαξηήζεσλ θαη ηε γεσκε-

ηξία. Σηο ελψλεη, ζην πιαίζην ηεο έλλνηαο ηεο δχλακεο, ζε κηα αλψηεξε ελφηε-

ηα. Έηζη, ην ζπλερέο θαη ην δηαθξηηφ αληηκεησπίδνληαη απφ ηελ ίδηα νπηηθή γσ-

λία, κεηξψληαη κε ηα ίδηα θξηηήξηα.
98

 

                                                             
96 Μηθξ. απφ ό.π., ζ. 82. 
97 Μηθξ. απφ ό.π., ζ. 83. 
98 Μηθξ. απφ ό.π., ζ. 84. 
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Σν πην εληππσζηαθφ απνηέιεζκα ηνπ άξζξνπ είλαη πσο, κέζσ ελφο ζεσξήκαηνο
99

, ν 

Cantor ήηαλ ζε ζέζε λα ππνζηεξίμεη φηη είλαη δπλαηή ε ζπλερήο θίλεζε ζε κε ζπλε-

ρείο ρψξνπο. Ο Cantor ζπλέρηζε δηαηππψλνληαο θαη νξηζκέλα πνιχ ζεκαληηθά ζπκπε-

ξάζκαηα: 

 

Ζ πίζηε καο ζην ζπλερέο ηνπ ρψξνπ είλαη ζε γεληθέο γξακκέο ζηεξηγκέλε ζηα 

ζηνηρεία πνπ ζπλεγνξνχλ γηα ην ζπλερέο ηεο θίλεζεο. Έρνληαο δείμεη πσο ε 

ζπλερήο θίλεζε είλαη δπλαηή (ελ δπλάκεη λνεηή) ζε αζπλερείο ρψξνπο, πξέπεη 

λα αιιάμνπλ νη αξρηθέο ππνζέζεηο ηεο έξεπλαο. […] Ζ αληίιεςε ηνπ ρψξνπ σο 

ζπλερνχο, δελ είλαη ηίπνηα άιιν παξά κηα απζαίξεηε ππφζεζε. […] Ζ δηαίζζε-

ζε, είλαη έλαο πνιχ θησρφο νδεγφο ζηα απζηεξά καζεκαηηθά. Έηζη, δελ κπν-

ξνχκε λα ειπίδνπκε πσο ζα κάζνπκε πνιιά γηα ην ζπλερέο απφ ηε γεσκεηξία. 

Ζ εκπηζηνζχλε καο πξέπεη λα ζηεξηρζεί κφλν πάλσ ζηελ αξηζκεηηθή. 

 

Ζ εξγαζία ηνπ 1883 εηζάγεη ηελ έλλνηα ηνπ «απνκνλσκέλνπ ζπλφινπ»
100

 θαη ζηε ζπ-

λέρεηα απνδεηθλχεη θάπνηα ζεκαληηθά απνηειέζκαηα ζρεηηθά κε ηελ αξηζκεζηκφηεηα 

ησλ απνκνλσκέλσλ θαη ησλ παξάγσγσλ ζπλφισλ. 

Σα «Θεκέιηα κηαο Γεληθήο Θεσξίαο Πνιιαπινηήησλ» («Grundlagen einer allge-

meinen Mannigfaltigkeitslehre») είλαη ην έλα απφ ηα δχν ζεκαληηθφηεξα έξγα ηνπ 

Cantor. Δδψ εκθαλίδεηαη γηα πξψηε θνξά ε ζεσξία ησλ ππεξπεπεξαζκέλσλ αξηζκψλ. 

Σν ζπλεζέζηεξν επηρείξεκα γηα ηε κε χπαξμε άπεηξσλ αξηζκψλ ήηαλ πσο νη πξάμεηο 

ηεο αξηζκεηηθήο δελ δηαηεξνχληαη. Ο Cantor ζεψξεζε πσο απηή ε ιαλζαζκέλε αληί-

ιεςε δεκηνπξγνχζε ζχγρπζε, θαη γη‘ απηφ έθαλε κηα πιήξε παξνπζίαζε ησλ αξηζ-

κψλ, ησλ ηδηνηήησλ ηνπο θαη ησλ ζπλφισλ πνπ νξίδνπλ.
101

 Απηφ ήηαλ απαξαίηεην 

πξνθεηκέλνπ λα δηθαηνινγήζεη ηελ χπαξμή ηνπο πνπ είρε άκεζε ζρέζε κε ην πξαγκα-

ηηθφ άπεηξν, έλλνηα πνπ παξαδνζηαθά είρε απνθεπρζεί. Δπφκελν βήκα ήηαλ ε ππεξά-

ζπηζε ηνπ πξαγκαηηθνχ απείξνπ έλαληη νηαζδήπνηε θηινζνθηθήο ή ζενινγηθήο έλζηα-

ζεο. Πξνθεηκέλνπ λα ην θάλεη απηφ, κειεηάεη ηνπο θηινζφθνπο ησλ πξνεγνχκελσλ 

αηψλσλ (π.ρ., Locke, Descartes, Spinoza, Leibniz, Hobbes, Berkeley) πνπ είραλ παξα-

γάγεη ηα πην πεηζηηθά επηρεηξήκαηα ελάληηα ζην πξαγκαηηθφ άπεηξν θαη πξνζπαζεί λα 

                                                             
99 ΢ε έλαλ n-δηάζηαην, άπεηξν, ζπλερή ρψξν Α, έζησ έλαο άπεηξνο αξηζκφο n-δηάζηαησλ, ζπλερψλ 

ππν-πεδίσλ (α), ηα νπνία είλαη δηαθξηηά θαη ην πνιχ ζπλερφκελα ζηα ζχλνξά ηνπο. Σφηε ην ζχλνιν (α) 

απηψλ ησλ ππν-πεδίσλ είλαη πάληα αξηζκήζηκν. Παξαηεξήζεηο: Γηα n=1, ην απνηέιεζκα είλαη απαξαί-

ηεην γηα νπνηαδήπνηε πεξαηηέξσ αλάπηπμε ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ. Γηα θάζε ζπιινγή μερσξηζηψλ δηα-

ζηεκάησλ (α,β) νξηζκέλσλ ζε κηα άπεηξε επζεία γξακκή, πνπ ζπκπίπηνπλ ην πνιχ ζηα νξηαθά ηνπο 

ζεκεία, ε ζπιινγή είλαη απαξαηηήησο αξηζκήζηκε. Γηα n=2, ζπλεπάγεηαη πσο νπνηνδήπνηε ζχλνιν με-

ρσξηζηψλ επηθαλεηψλ ζηηο δχν δηαζηάζεηο είλαη αξηζκήζηκν. Γηα n=3, κε αληίζηνηρν ρψξν απηφλ ησλ 

θπζηθψλ θαηλνκέλσλ, ην ζεψξεκα καο νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα πσο είλαη δπλαηή ε ζπλερήο θίλεζε ζε 

κε-ζπλερείο ρψξνπο. Βι. ό.π., ζζ. 84-85. Δθηφο απηνχ, ην παξαπάλσ ζεψξεκα βνήζεζε ηνλ Cantor λα 

απνδείμεη γηα πξψηε θφξα κηα αζελή κνξθή ηνπ ζεσξήκαηνο Cantor-Bendixson. 

 100 Έλα ζχλνιν ζεκείσλ Q ιέγεηαη απνκνλσκέλν (isolated) αλ θαη κφλν αλ θαλέλα απφ ηα νξηαθά 

ηνπ ζεκεία δελ αλήθεη ζε απηφ. Γειαδή, ζπκβνιηθά, (Q,Q΄)  0. 
101 Ό.π., ζ. 122. 
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εληνπίζεη ηα ιάζε ζηε ζπιινγηζηηθή ηνπο. Απηφ πνπ παξαηήξεζε ήηαλ πσο φινη ηειη-

θά έθαλαλ αλαθνξά ζηελ απζεληία ηνπ ππέξηαηνπ, απέξαληα άπεηξνπ φληνο. Οη απφ-

ςεηο ηνπο ζπλνςίδνληαλ ζηελ πεπνίζεζε πσο ην άπεηξν αλήθεη κφλν ζηνλ Θεφ. Ζ α-

πάληεζή ηνπ ήηαλ πσο ππάξρεη ην αξηζκήζηκν άπεηξν, ην απφιπην άπεηξν πνπ αλήθεη 

ζηνλ ζεφ θαη νη ππεξπεπεξαζκέλνη αξηζκνί πνπ βξίζθνληαη ελδηάκεζα,
102

  

΢ε απηή ηελ εξγαζία θαηάθεξε λα δψζεη έλαλ ηθαλνπνηεηηθφ νξηζκφ ηνπ ζπλερνχο 

(έλαλ ζηφρν πνπ ν ίδηνο είρε ζέζεη απφ ην 1879) θαη κε απηφ ηνλ ηξφπν λα θάλεη πην 

πιήξε ηε ζεσξία ζπλφισλ. Απφ ηελ πξψηε παξάγξαθν θαζηζηά ζαθείο ηνπο ιφγνπο 

γηα ηε δεκνζίεπζε απηή: 

 

 ΋πσο θαηέιεμα κέρξη ηψξα, ε παξνπζίαζε ησλ εξεπλψλ κνπ ζρεηηθά κε ηε 

ζεσξία ζπλφισλ έθζαζε ζε έλα ζεκείν φπνπ κπνξψ λα ηελ ζπλερίζσ κφλν αλ 

πξνεθηείλσ πέξα απφ ηα πξφηεξα φξηα ηελ έλλνηα ηνπ πξαγκαηηθά ππάξρνληνο 

αξηζκνχ. Απηή ε επέθηαζε πξνζαλαηνιίδεηαη ζε κία θαηεχζπλζε πνπ, απφ φζν 

γλσξίδσ, θαλείο κέρξη ζήκεξα δελ εξεχλεζε. 

Δμαξηψκαη απφ απηή ηε γελίθεπζε ηεο έλλνηαο ηνπ αξηζκνχ […]. Διπίδσ 

φηη, απηή ε θαηάζηαζε δηθαηνινγεί, ή, αλ είλαη αλαγθαίν, ζπγρσξεί, ηελ εηζα-

γσγή ησλ θαηλνκεληθά παξάμελσλ ηδεψλ ζηα επηρεηξήκαηά κνπ. Πξάγκαηη, ν 

ζθνπφο είλαη λα γεληθεχζσ ή λα επεθηείλσ ηνπο αθέξαηνπο πξαγκαηηθνχο πέξα 

απφ ην άπεηξν.
103

 ΋ζν ξηςνθίλδπλν θη αλ θαλεί απηφ, εθθξάδσ φρη κφλν ηελ 

ειπίδα, αιιά θαη ηε ζηαζεξή πεπνίζεζε πσο κε ηνλ θαηξφ απηή ζα αλαγλσξη-

ζηεί σο ε απινχζηεξε, πην θαηάιιειε θαη θπζηθή δπλαηή επέθηαζε [ηεο έλ-

λνηαο ηνπ αξηζκνχ]. Αληηιακβάλνκαη, φκσο, πσο ζε απηή ηελ πξνζπάζεηα ζέησ 

ηνλ εαπηφ κνπ ζε αληίζεζε κε νπηηθέο επξέσο δηαδεδνκέλεο ζρεηηθά κε ην κα-

ζεκαηηθφ άπεηξν θαη κε απφςεηο πνπ ζπρλά έρνπλ ππνζηεξηρζεί πάλσ ζηε θχ-

ζε ησλ αξηζκψλ.
104

 

 

Ο Cantor εηζάγεη εδψ ηνπο ππεξπεπεξαζκέλνπο αξηζκνχο νη νπνίνη δηαθξίλνληαη απφ 

ηνπο πξαγκαηηθνχο σο πξνο ην εμήο: Μέρξη ηφηε, ζε φια ηα καζεκαηηθά, ην άπεηξν 

ρξεζηκνπνηνχληαλ σο ελ δπλάκεη ή δπλεηηθφ. Σα φξηα αλαθέξνληαη ζην άπεηξν, αιιά 

δελ είλαη νινθιεξσκέλεο απεηξνζηέο νληφηεηεο. Οη ππεξπεπεξαζκέλνη αξηζκνί, φκσο, 

ρξεζηκνπνηνχλ ην νινθιεξσκέλν, ην ελεξγεία πξαγκαηηθφ, άπεηξν. Πιένλ, κε ηελ εη-

ζαγσγή ηνπο, ν Cantor ήηαλ ζε ζέζε λα θάλεη ζπγθεθξηκέλεο αθξηβείο παξαηεξήζεηο 

ζρεηηθά κε ηηο δπλάκεηο ησλ κε αξηζκήζηκα άπεηξσλ ζπλφισλ. Ο νξηζκφο ησλ ππεξ-

πεπεξαζκέλσλ αξηζκψλ ήηαλ ην πξψην βήκα πξνο κηα πην δηεμνδηθή πεξηγξαθή ησλ 

δπλάκεσλ ησλ άπεηξσλ ζπλφισλ γεληθά. 

 

Ζ αθνινπζία 1, 2, 3, … (Η) ζηεξίδεηαη ζηε ζπλερή πξφζζεζε κνλάδσλ. Αο ν-

λνκάζνπκε απηή ηε δηαδηθαζία νξηζκνχ ησλ πεπεξαζκέλσλ δηαηαθηηθψλ α-

ξηζκψλ π ξ ψ η ε  π α ξ α γ σ γ η θ ή  α ξ ρ ή  [αγγι. first principle of generation] 

                                                             
102 Ό.π., ζζ. 123-128.  
103 ΦΗΛΖ 2010, ζ. 572. 
104 Μηθξ. απφ ηνλ DAUBEN 1979, ζ. 96. 
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θαη ηελ αθνινπζία (Η) π ξ ψ η ε  θ ι ά ζ ε  α ξ η ζ κ ψ λ.  Δίλαη πξνθαλέο πσο ε 

θιάζε φισλ ησλ πεπεξαζκέλσλ αθέξαησλ αξηζκψλ (Η) δελ έρεη κεγαιχηεξν 

ζηνηρείν. Αο ζεσξήζνπκε ηψξα έλαλ λέν αξηζκφ σ, ν νπνίνο εθθξάδεη ηε θπ-

ζηθή, θαλνληθή δηάηαμε νιφθιεξνπ ηνπ ζπλφινπ (Η). Απηφο ν λένο αξηζκφο σ, 

ν πξψηνο ππεξπεπεξαζκέλνο αξηζκφο, είλαη ν πξψηνο πνπ έπεηαη νιφθιεξεο 

ηεο αθνινπζίαο ησλ θπζηθψλ αξηζκψλ λ. Μπνξνχκε ηψξα λα εθαξκφζνπκε 

ηελ πξψηε παξαγσγηθή αξρή ζηνλ σ θαη λα παξαγάγνπκε θη άιινπο ππεξπεπε-

ξαζκέλνπο δηαηαθηηθνχο αξηζκνχο: 

 σ, σ+1, σ+2, … , σ+λ, …                                 (ΗΗ)  

Καζφηη, φκσο, θαη πάιη δελ έρνπκε κεγαιχηεξν ζηνηρείν ζηελ αθνινπζία (ΗΗ), 

κπνξνχκε λα θαληαζηνχκε έλαλ άιιν αξηζκφ πνπ λα παξηζηάλεη νιφθιεξε ηελ 

αθνινπζία (ΗΗ). Ολνκάδνληαο απηφλ ηνλ αξηζκφ 2σ, πξνρσξνχκε παξαθάησ: 

 2σ, 2σ+1, 2σ+2, … , 2σ+λ, …                             (ΗΗΗ) 

Ο αξηζκφο σ κπνξεί λα ζεσξεζεί σο έλα φξην ην νπνίν νη θπζηθνί αξηζκνί πξν-

ζεγγίδνπλ αιιά πνηέ δελ θηάλνπλ. Απηή ε παξαδνρή εηζάγεη ηε δ ε χ η ε ξ ε  

π α ξ α γ σ γ η θ ή  α ξ ρ ή :  Αλ ππάξρεη νπνηαδήπνηε ζπγθεθξηκέλε δηαδνρή νξη-

ζκέλσλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, γηα ηελ νπνία δελ ππάξρεη κέγηζηνο, ηφηε δεκη-

νπξγείηαη έλαο λένο αξηζκφο σο φξην απηψλ ησλ αξηζκψλ – νξίδεηαη, δειαδή, 

σο ν επφκελνο κεγαιχηεξνο απφ φινπο απηνχο. 

 

Με δηαδνρηθή ρξήζε ησλ δχν παξαγσγηθψλ αξρψλ, είλαη πάληα δπλαηφλ λα παξάγνπ-

κε λένπο αξηζκνχο θαη κε πάληα θαζνξηζκέλε δηαδνρή. Ζ πην γεληθή κνξθή ηνπο κπν-

ξεί λα γξαθεί σο εμήο: λ0σ
κ
 + λ1σ

κ-1
 + … + λκ.. Δπεηδή κφλν κε απηέο ηηο αξρέο ε πα-

ξαγσγή λέσλ αξηζκψλ ζα ήηαλ αηειείσηε, ν Cantor πξφζζεζε ηελ η ξ ί η ε  π α ξ α-

γ σ γ η θ ή  α ξ ρ ή  ή  α ξ ρ ή  η ν π  π ε ξ η ν ξ η ζ κ ν χ :  

 

Οξίδνπκε ηελ δεχηεξε θιάζε αξηζκψλ (ΗΗ) σο ηελ ζπιινγή φισλ ησλ αξηζκψλ 

α (ζε αχμνπζα ζεηξά) πνπ κπνξνχλ λα δεκηνπξγεζνχλ κε βάζε ηηο δχν πξψηεο 

παξαγσγηθέο αξρέο: σ, σ+1, … , (λ0σ
κ 

+ λ1σ
κ-1

+ … + λκ) , … , σ
σ
, … , α,… νη 

νπνίνη ππφθεηληαη ζηνλ πεξηνξηζκφ πσο φινη νη αξηζκνί πνπ πξνεγνχληαη ηνπ α 

(απφ ην 1 θαη κεηά) ζπληζηνχλ έλα ζχλνιν ηζνδχλακν κε ηελ πξψηε θιάζε α-

ξηζκψλ (Η).
105

 

 

Ο Cantor επέιεμε ην σ σο ζχκβνιν ησλ ππεξπεπεξαζκέλσλ αξηζκψλ, αληί γηα ην ζχ-

λεζεο , αθξηβψο γηα λα ππνγξακκίζεη ηελ πξαγκαηηθή ηνπο ππφζηαζε. Γηα ηνλ ίδην 

ιφγν, ζεψξεζε πσο νη ππεξπεπεξαζκέλνη είλαη άξξεθηα ζπλδεδεκέλνη κε ηνπο άξξε-

ηνπο. Σν λα κελ δερζεί θαλείο ηνπο πξψηνπο ζεκαίλεη απηφκαηα πσο δελ δέρεηαη θαη 

ηνπο ηειεπηαίνπο, κε ηα πξνθαλή απνηειέζκαηα γηα ηα καζεκαηηθά. Σν άιιν επηρεί-

ξεκα ήηαλ πσο απφ ηε ζηηγκή πνπ νη ππεξπεπεξαζκέλνη κε ηηο πξάμεηο ζπγθξνηνχλ 

έλα ζπλεπέο ζχζηεκα, δελ ζπληξέρεη ιφγνο λα κε γίλνπλ απνδεθηνί. Πξνθεηκέλνπ λα 

                                                             
105 DAUBEN 1979, ζζ. 97-98. 
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ππεξαζπηζηεί θηινζνθηθά ηελ άπνςε ηνπ απηή έθαλε ηελ δηάθξηζε κεηαμχ ηεο ππν-

θεηκεληθήο (subjective) ή έκθπηεο (immanent) πξαγκαηηθφηεηαο, ε νπνία εμαξηάηαη 

απφ ην εάλ ην αληηθείκελν είλαη θαιά νξηζκέλν, θαη ηεο δηππνθεηκεληθήο (transsubjec-

tive) ή παξνδηθήο (transient) πξαγκαηηθφηεηαο, πνπ έρεη λα θάλεη κε ηελ αληηζηνίρηζε 

ηεο έλλνηαο ζε δηαδηθαζίεο ή ζρέζεηο ηνπ θπζηθνχ θφζκνπ. Καηά ηνλ Cantor, νη κα-

ζεκαηηθέο νληφηεηεο πξέπεη λα αληαπνθξίλνληαη κφλν ζην θξηηήξην ηεο έκθπηεο 

πξαγκαηηθφηεηαο, δειαδή ηεο ζπλέπεηαο.
106

 Απηή ηνπ ε ζηάζε ηνπ απέλαληη ζε θαζεηί 

θαηλνχξγην ζηα καζεκαηηθά ηνλ θαζηζηά πξνάγγειν ηεο θνξκαιηζηηθήο αληίιεςεο 

γηα ηα καζεκαηηθά. Έρνληαο πξνζζέζεη ζην νπινζηάζηφ ηνπ ηνπο ππεξπεπεξαζκέ-

λνπο, μεθίλεζε λα εμεξεπλά ηε δχλακε ησλ ζπλφισλ (Η) θαη (ΗΗ) θαη απέδεημε πσο ε 

δχλακε ηνπ (ΗΗ) είλαη ε ακέζσο κεγαιχηεξε απφ απηήλ ηνπ (Η). Έλα επίζεο ζεκαληηθφ 

απνηέιεζκα ήηαλ πσο νη ππεξπεπεξαζκέλνη αξηζκνί, κε ηνλ ηξφπν πνπ δεκηνπξγνχ-

ληαη, είλαη απηφκαηα θαιψο-δηαηεηαγκέλνη:  

 

Καιψο-δηαηεηαγκέλν [αγγι. well-ordered] ιέγεηαη θάζε θαιψο-νξηζκέλν ζχλν-

ιν ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία είλαη ηνπνζεηεκέλα ζε κηα ζπγθεθξηκέλε δεδνκέλε 

δηαδνρή, έηζη ψζηε ππάξρεη πξψην ζηνηρείν ηνπ ζπλφινπ θαη γηα θάζε άιιν 

ζηνηρείν ππάξρεη έλαο νξηζκέλνο επφκελνο [successor], εθηφο εάλ είλαη ην ηε-

ιεπηαίν ζηνηρείν ηεο δηαδνρήο.
107

 

 

Ζ θαηλνχξγηα έλλνηα πνπ εηζάγεηαη κεηά απφ απηνχο ηνπο νξηζκνχο είλαη ε  α ξ ί ζ -

κ ε ζ ε  (numbering, Anzahl) ησλ ζηνηρείσλ ελφο θαιψο-δηαηεηαγκέλνπ άπεηξνπ ζπλφ-

ινπ, ε νπνία εθθξάδεη ηελ ζεηξά κε ηελ νπνία εκθαλίδνληαη ηα ζηνηρεία ηνπ. Μάιη-

ζηα, ε πξαγκαηηθφηεηα ηεο χπαξμεο ησλ ππεξπεπεξαζκέλσλ αξηζκψλ πεγάδεη αθξη-

βψο απφ ηελ χπαξμε ησλ θαιψο-δηαηεηαγκέλσλ ζπλφισλ. Πξνθεηκέλνπ λα ηζρπξν-

πνηήζεη ην ζπκπέξαζκά ηνπ, ν Cantor απέδεημε πσο δεδνκέλνπ νπνηνπδήπνηε άπεηξνπ 

θαιψο-δηαηεηαγκέλνπ ζπλφινπ, ππάξρεη πάληα έλαο αξηζκφο απφ ηε δεχηεξε θιάζε 

αξηζκψλ (ΗΗ) ν νπνίνο αληηπξνζσπεχεη κνλαδηθά ηε δηάηαμή ηνπ (ή ηελ αξίζκεζή 

ηνπ). Γηα παξάδεηγκα: 

 

Σν ζχλνιν (α1, α2, …, αλ, …) έρεη αξίζκεζε σ 

Σν ζχλνιν (α2, α3, …, αλ, …, α1) έρεη αξίζκεζε σ+1 

Σν ζχλνιν (α3, α4, …, αλ,…, α1, α2) έρεη αξίζκεζε σ+2 

Σν ζχλνιν (α1, α3, … ; α2, α4, …) έρεη αξίζκεζε 2σ. 

 

Ζ δηάθξηζε κεηαμχ αξηζκνχ θαη αξίζκεζεο έθεξε λέεο νπηηθέο ζρεηηθά κε ηε δηαθνξά 

κεηαμχ πεπεξαζκέλσλ θαη άπεηξσλ ζπλφισλ. Γηα έλα πεπεξαζκέλν ζχλνιν n ζηνη-

                                                             
106 Ό.π., ζζ. 129-132. Υαξαθηεξηζηηθή είλαη ε ζηάζε πνπ θξάηεζε ν Cantor απέλαληη ζηνπο απεη-

ξνζηά κηθξνχο αξηζκνχο (infinitesimals). Απηνί νξίδνληαη σο γξακκηθνί αξηζκνί, δηάθνξνη ηνπ κεδε-

λφο, νη νπνίνη είλαη κηθξφηεξνη απφ θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ. Απηφ, θαηά ηε γλψκε ηνπ, ήηαλ απφ κφλν 

ηνπ κηα αληίθαζε θαη άξα νη απεηξνζηά κηθξνί αξηζκνί είλαη απηναλαηξνχκελνη.  
107 Μηθξ. απφ ό.π., ζ. 101. 
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ρείσλ, αλεμαξηήησο ηεο δηάηαμεο ηνπο, ε αξίζκεζή ηνπ είλαη πάληα ε ίδηα θαη ηαπηί-

δεηαη κε ηε δχλακή ηνπ, δειαδή ην ζχλνιν ησλ n ζηνηρείσλ ηνπ. Σα άπεηξα ζχλνια, 

φκσο, είλαη πνιχ πην ελδηαθέξνληα. Ηζνδχλακα άπεηξα ζχλνια (αθφκα θαη κε ηνλ ίδην 

αθξηβψο αξηζκφ ζηνηρείσλ) κπνξεί λα έρνπλ δηαθνξεηηθή αξίζκεζε αλάινγα κε ηελ 

δηάηαμε ησλ ζηνηρείσλ ηνπο. Έηζη έθηαζε ζην εμήο απνηέιεζκα: 

 

Κάζε ζχλνιν κε δχλακε πνπ αλήθεη ζηελ πξψηε θιάζε αξηζκψλ είλαη απαξηζ-

κήζηκν απφ αξηζκνχο ηεο δεχηεξεο θιάζεο θαη κφλν. Μάιηζηα, ην ζχλνιν 

κπνξεί πάληα λα δηαηαρζεί κε ηέηνην ηξφπν ψζηε λα αξηζκείηαη απφ νπνηνλδή-

πνηε αξηζκφ ηεο δεχηεξεο θιάζεο αξηζκψλ. Απηφο ν αξηζκφο δίλεη ηελ αξίζ-

κεζε ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ζπλφινπ ζε ζρέζε κε ηε ζπγθεθξηκέλε δηαδνρή.
108

 

 

Αληίζηνηρα απνηειέζκαηα ηζρχνπλ θαη γηα ζχλνια κεγαιχηεξεο δχλακεο. Γηα ηα ά-

πεηξα ζχλνια, ε δηάθξηζε κεηαμχ δχλακεο θαη αξίζκεζεο είλαη ζεκαληηθή. Αλ θαη 

θάζε αξηζκφο α ηεο δεχηεξεο θιάζεο αξηζκψλ δηαθξίλεη κηα ζπγθεθξηκέλε αξίζκεζε 

ζηνηρείσλ, ε δχλακε νπνηνπδήπνηε ζπλφινπ κε αξίζκεζε α είλαη πάληα ίδηα: είλαη α-

ξηζκήζηκν. 

Ζ έλλνηα ηεο αξίζκεζεο είλαη κηα γελίθεπζε ηεο έλλνηαο ηνπ αξηζκνχ θαη σο ηέ-

ηνηα, έρεη θαη ηηο αληίζηνηρεο πξάμεηο, ηηο νπνίεο φξηζε ζηε ζπλέρεηα ν Cantor. Μάιη-

ζηα, πίζηεπε πσο νη λφκνη ηεο αξηζκεηηθήο πνπ έζεζε γηα ηνπο ππεξπεπεξαζκέλνπο 

αξηζκνχο δελ είλαη απζαίξεηα νξηζκέλνη. Πξνθχπηνπλ άκεζα απφ ηελ εζσηεξηθή δηαί-

ζζεζε ηνπ λνπ κε απφιπηε βεβαηφηεηα. Δίλαη ζεκαληηθφ λα ζεκεηψζνπκε πσο, θαη 

γηα ηελ πξφζζεζε θαη γηα ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ, ε αληηκεηαζεηηθή ηδηφηεηα ηζρχεη 

κ φ λ ν  γηα ηα πεπεξαζκέλα ζχλνια,
109

 ελψ ε πξνζεηαηξηζηηθή ηζρχεη θαη γηα ηα άπεη-

ξα. Απηφ ην γεγνλφο, δεκηνπξγεί δπζθνιία ζηνλ νξηζκφ ησλ αληίζηξνθσλ πξάμεσλ 

θαη ζηελ παξαγνληνπνίεζε ελφο αξηζκνχ ζε «γηλφκελν πξψησλ»
110

. Γηα παξάδεηγκα, 

γηα ηελ αθαίξεζε ηζρχνπλ ηα εμήο. Αλ μ είλαη ππεξπεπεξαζκέλνο θαη α, β αξηζκήζη-

κνη, ηφηε ε εμίζσζε α+μ=β έρεη πάληα κνλαδηθή ιχζε μ=β–α, ελψ ε μ+α=β ζπρλά δελ 

έρεη ιχζε. Αθφκα θη αλ έρεη ιχζε, απηή δελ είλαη πάληα κνλαδηθή. Μπνξεί λα παίξλεη 

αθφκα θαη άπεηξεο ηηκέο. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, ζίγνπξα ππάξρεη κηα ειάρηζηε ηηκή 

ηεο ιχζεο, ηελ νπνία ζπκβνιίδνπκε -αβ θαη ζπλήζσο είλαη δηαθνξεηηθή απφ ηελ β – α. 

Πάλησο, έρνληαο νξίζεη ηηο βαζηθέο πξάμεηο, ν Cantor είρε, πιένλ, θαηαθέξεη λα δψ-

ζεη «αιεζηλή ππφζηαζε» ζην θαηαζθεχαζκά ηνπ. Ο δξφκνο γηα ηελ πξνζέγγηζε ηνπ 

ζπλερνχο ήηαλ αλνηρηφο.  

΢ρεηηθά κε ην ζπλερέο ν Cantor δηαθήξπμε πσο ε δηαίζζεζή καο ήηαλ θαη είλαη ν 

ρεηξφηεξνο νδεγφο. Θεσξνχζε απαξάδεθηε ηελ αληίιεςε πνπ είρε δηακνξθσζεί κε ην 

πέξαζκα ησλ αηψλσλ, πσο, δειαδή, ην ζπλερέο είλαη κηα έλλνηα a priori αληηιεπηή θαη 

πνπ δελ κπνξεί λα θαηαζηεί αληηθείκελν κειέηεο ή δηαλνεηηθήο αλάιπζεο. Απηή ε 

ζηάζε ήηαλ, θαηά ηε γλψκε ηνπ, ηζνδχλακε κε ην λα αλαγάγεη θαλείο ην πξφβιεκα 

                                                             
108 Μηθξ. απφ ό.π., ζ. 103. 
109 Π.ρ., 1+σ=σ αιιά σ+1≠σ θαη 2σ=σ αιιά σ2≠σ. 
110 Θα ιέγακε φηη ν ππεξπεπεξαζκέλνο αξηζκφο α είλαη πξψηνο αλ ε κνλαδηθή αλάιπζή ηνπ α=βγ 

απαηηνχζε β=1 ή β=α.  
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ηνπ ζπλερνχο ζε ζξεζθεπηηθφ δφγκα. Ο ρξφλνο θαη ν ρψξνο, σο ππνθεηκεληθέο a pri-

ori κνξθέο επνπηείαο, δελ κπνξνχλ λα πξνζθέξνπλ ηίπνηα ζηελ ελλνηνινγηθή αλάιπ-

ζε ηνπ ζπλερνχο. Ζ απάληεζε, ινηπφλ, έπξεπε λα βξεζεί ηνπνινγηθά θαη ην εξψηεκα 

ηίζεηαη σο εμήο: Γεδνκέλνπ ελφο n-δηάζηαηνπ ρψξνπ Gn, πφηε κπνξεί λα ζεσξεζεί σο 

ζπλερέο έλα ζχλνιν Ρ αξηζκεηηθψλ ζεκείσλ ζηνλ Gn; Σν πξψην ηνπ ζπκπέξαζκα, 

ζην νπνίν θαηέιεμε κέζσ ηνπ ζεσξήκαηνο Cantor-Bendixson, ήηαλ πσο ην Ρ πξέπεη 

λα είλαη ηέιεην ζχλνιν.
111

 Απηφ ην ραξαθηεξηζηηθφ, φκσο, δελ είλαη επαξθέο γηα λα 

ραξαθηεξίζεη έλα ζχλνιν σο ζπλερέο. Χο παξάδεηγκα, έδσζε ηα γλσζηά ζχλνια Can-

tor ηα νπνία, αλ θαη είλαη ηέιεηα, δελ είλαη ζπλερή. Σν ζηνηρείν πνπ έιεηπε ήηαλ ε ζπ-

λεθηηθφηεηα.
112

 Έλα ζχλνιν, ινηπφλ, είλαη ζπλερέο φηαλ είλαη ηέιεην θαη ζπλεθηηθφ.  

΋πσο ζεκεηψλεη ν Cantor, νη πξνεγνχκελνη νξηζκνί πνπ είραλ δνζεί γηα ην ζπλε-

ρέο ήηαλ είηε εληειψο άζηνρνη είηε αλεπαξθείο. Οη πην πεηπρεκέλνη ήηαλ απηνί ηνπ 

Bolzano ζηα Παξάδνμα ηνπ Απείξνπ (Paradoxien des Unendlichen, 1851) θαη ηνπ De-

dekind ζην ΢πλέρεηα θαη Αζύκκεηξνη Αξηζκνί (1872). Ο πξψηνο, φκσο, είρε ζπιιάβεη 

κφλν ηελ ηδηφηεηα ηεο ζπλεθηηθφηεηαο, ελψ ν δεχηεξνο είρε εζηηάζεη απνθιεηζηηθά 

ζην ραξαθηεξηζηηθφ ηεο ηειεηφηεηαο. Ο δηθφο ηνπ νξηζκφο ζπλδχαδε ηηο δχν πξνζεγ-

γίζεηο θαη πεξηέγξαθε πιήξσο ην ζπλερέο. Σν κφλν πιένλ πξαγκαηηθφ δεηνχκελν, 

πξνθεηκέλνπ λα νινθιεξσζεί ε κειέηε ηεο δχλακεο ησλ άπεηξσλ ζπλφισλ ήηαλ ε 

απάληεζε ζηελ ππφζεζε ηνπ ζπλερνχο. Σα ηέιεηα ζχλνια έρνπλ έλα πνιχ ζεκαληηθφ 

ραξαθηεξηζηηθφ: έρνπλ φια ηελ ίδηα δχλακε. Απφ ηε ζηηγκή πνπ ην ζπλερέο είλαη ηέ-

ιεην, φια ηα ηέιεηα ζχλνια έρνπλ ηε δχλακε ηνπ ζπλερνχο. Ο Cantor ήιπηδε λα απν-

δείμεη πσο ε δχλακε ηνπ ζπλερνχο είλαη απηή ηεο δεχηεξεο θιάζεο αξηζκψλ θαη κε 

απηφ ηνλ ηξφπν λα πάεη έλα βήκα πην κπξνζηά θαη ηε κειέηε ησλ ηέιεησλ ζπλφισλ. 

΢ηελ ηειεπηαία δεκνζίεπζε ηεο ζεηξάο, ην 1884, γίλεηαη κηα αλαιπηηθή παξνπζί-

αζε ησλ πην ζεκαληηθψλ θαη ραξαθηεξηζηηθψλ ηδηνηήησλ ησλ ηέιεησλ ζπλφισλ. ΢θν-

πφο ήηαλ ε ρξεζηκνπνίεζή ηνπο ζηελ αλάιπζε ησλ δπλάκεσλ. Αθνχ εηζήγαγε ηνλ ν-

ξηζκφ ηνπ θιεηζηνχ (ην ζχλνιν πνπ πεξηέρεη φια ηα νξηαθά ηνπ ζεκεία), ηνπ ππθλνχ 

σο πξνο ηνλ εαπηφ ηνπ (ην ζχλνιν πνπ είλαη ππνζχλνιν ηνπ πξψηνπ παξάγσγνπ ζπ-

λφινπ ηνπ) θαη ηνπ δηαρσξηζκέλνπ ζπλφινπ (απηφ ηνπ νπνίνπ θαλέλα ππνζχλνιν δελ 

είλαη ππθλφ σο πξνο ηνλ εαπηφ ηνπ), έθηαζε ζε θάπνηα ζεκαληηθά απνηειέζκαηα ζρε-

ηηθά κε απηά ηα είδε ζπλφισλ.  

Ο Cantor ζθφπεπε λα δεκνζηεχζεη θαη έλα έβδνκν κέξνο ζρεηηθφ κε ηε ζεσξία 

ησλ ζπλφισλ θαη ησλ ππεξπεπεξαζκέλσλ αξηζκψλ. Αλ θαη ην είρε έηνηκν ην 1885, 

δελ ην δεκνζίεπζε.
113

 ΢ε απηφ εηζάγεηαη κηα εληειψο δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε ζηελ 

έλλνηα ηεο «δχλακεο». Πξνεγνπκέλσο, είρε αζρνιεζεί κε ηα θαιψο-νξηζκέλα ζχλνια 

                                                             
111 Σ έ ι ε η ν  (perfect) ιέγεηαη έλα ζχλνιν αλ θαη κφλν αλ ηαπηίδεηαη κε ην πξψην ηνπ παξάγσγν 

ζχλνιν: Ρ=Ρ΄. Βι. DAUBEN 1979, ζ. 111. 
112 Καινχκε ζ π λ ε θ η η θ φ  (connected) έλα ζχλνιν ζεκείσλ Σ εάλ γηα νπνηαδήπνηε δχν ζε-

κεία t θαη t΄ ηνπ Σ ππάξρεη πάληα έλαο πεπεξαζκέλνο αξηζκφο ζεκείσλ t1, t2, … , tλ ηνπ Σ έηζη ψζηε νη 

απνζηάζεηο (t,t1), (t1,t2), …, (tλ,t΄) λα είλαη φιεο κηθξφηεξεο απφ νπνηνλδήπνηε απζαίξεην αξηζκφ ε. Βι. 

ό.π., ζ. 109. 
113 «Αξρέο κηαο Θεσξίαο ησλ Σχπσλ Γηάηαμεο: Μέξνο Πξψην» («Principien einer Theorie der 

Ordnungstypen: Ernste Mittheilung», 1885). 
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κφλν πξνθεηκέλνπ λα δηθαηνινγήζεη ηελ χπαξμε ησλ ππεξπεπεξαζκέλσλ αξηζκψλ 

ηνπ. Πιένλ, φκσο, είρε ζπλεηδεηνπνηήζεη πσο ε δχλακε σο ηδηφηεηα ησλ ζπλφισλ εί-

λαη αλεπαξθήο γηα λα νξίζεη ην ζπλερέο (αλάινγα κε ηε δηάηαμε ησλ ζηνηρείσλ αιιά-

δεη ε δχλακε ηνπ άπεηξνπ ζπλφινπ) θαη πσο ηα απιψο-δηαηεηαγκέλα ζχλνια
114

 θαηεί-

ραλ ηδηαίηεξα ελδηαθέξνπζεο ηδηφηεηεο. Ζ πην βαζηθή αιιαγή, πάλησο, έρεη λα θάλεη 

κε ηε ζεκειηψδε έλλνηα ηεο ζεσξίαο ηνπ. Πξηλ, φιε ε ζεσξία ηνπ είρε νηθνδνκεζεί 

γχξσ απφ ηα ζχλνια ζεκείσλ, ηα νπνία έρνπλ φια κέζα ηνπο ηελ ηδηφηεηα ηεο απφ-

ζηαζεο. Σψξα, έθαλε ηελ ηειεπηαία γελίθεπζε. Αληί γηα ζχλνια ζεκείσλ, ζα αζρν-

ινχληαλ κε ηχπνπο δηάηαμεο: «Κάζε απιψο-δηαηεηαγκέλν ζχλνιν Α έρεη έλαλ ζπγθε-

θξηκέλν ηχπν δηάηαμεο [αγγι. order type]. Με απηφ ελλνψ ηε γεληθή έλλνηα ζηελ ν-

πνία αλήθνπλ φια ηα παξφκνηα ζχλνια κε ην Α.»
115

 ΢ηε ζπλέρεηα απέδεημε πσο ηα 

θαιψο-δηαηεηαγκέλα ζχλνια είλαη κηα εηδηθή πεξίπησζε ησλ απιψο-δηαηεηαγκέλσλ. 

Με ηελ εηζαγσγή ησλ ηχπσλ δηάηαμεο είρε νηθνδνκήζεη πηα ην ελλνηνινγηθφ πιαίζην 

ησλ ππεξπεπεξαζκέλσλ αξηζκψλ ηνπ: ε δχλακε γηα ηνπο πιεζηθνχο (cardinal) θαη ν 

δηαηαθηηθφο ηχπνο γηα ηνπο δηαηαθηηθνχο (ordinal). 

Απφ ην 1885 κέρξη ην 1890 ν Cantor δελ δεκνζηεχεη ηίπνηα ζρεηηθφ κε καζεκαηη-

θά. Μφλν ην 1891, ζην 1
ν
 ζπλέδξην ηεο λενζπζηαζείζαο Έλσζεο Γεξκαλψλ Μαζεκα-

ηηθψλ, απνθάζηζε λα ιχζεη ηε ζησπή ηνπ.
116

 Παξνπζίαζε κηα λέα απφδεημε ηεο κε α-

ξηζκεζηκφηεηαο ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ πνπ ρξεζηκνπνηνχζε ηε δηαγψληα κέζνδν. 

Ζ απφδεημε απηή ζηεξίδεηαη ζε κηα αξρή πνπ είλαη γλσζηή θαη σο ζεψξεκα Cantor
117

 

θαη κπνξεί λα δηαηππσζεί σο εμήο: «Οη δπλάκεηο ησλ θαιψο-νξηζκέλσλ ζπλφισλ δελ 

έρνπλ κέγηζην· ή, αιιηψο, ζηε ζέζε νπνπδήπνηε ζπλφινπ Α κπνξεί λα κπεη έλα ζχλν-

ιν Β πνπ έρεη κεγαιχηεξε δχλακε απφ ην Α.» Απφ απηή ηε δηαδηθαζία κπνξνχζε 

πιένλ λα ππνζηεξίμεη ηελ χπαξμε ηεο αηέξκνλεο δηαδνρήο ησλ ππεξπεπεξαζκέλσλ 

πιεζηθψλ αξηζκψλ, ησλ δπλάκεσλ ησλ ππεξπεπεξαζκέλσλ ζπλφισλ. 

Σν 1895, ν Cantor δεκνζηεχεη ην πξψην κέξνο ηεο «΢πκβνιήο» («Beiträge»). Δλ 

αληηζέζεη κε ηα «Θεκέιηα» («Grundlagen»), εδψ δελ πξνζπάζεζε λα δηθαηνινγήζεη 

θηινζνθηθά ηελ χπαξμε ησλ νληνηήησλ πνπ εηζήγαγε. Έρνληαο αληηιεθζεί ηελ πα-

ξνπζία ηνπ παξάδνμνπ ηνπ κεγίζηνπ ππεξπεπεξαζκέλνπ αξηζκνχ, είρε πιένλ απν-

ζηαζηνπνηεζεί απφ ηε ινγηθηζηηθή θηινζνθηθή πξνζέγγηζε ησλ Dedekind θαη Frege. 

Σν επηρείξεκά ηνπ ήηαλ πσο κπνξνχκε λα δηαλνεζνχκε έλα πιήζνο πξαγκάησλ, «ηα 

πνιιά», ρσξίο λα κπνξνχκε λα ηα πεξηθιείζνπκε ζε έλα φινλ. Απηφ θαηλφηαλ λα ελη-

ζρχεη ηελ πιαησληθή αληίιεςε γηα ηα ζχλνια. Αληί, ινηπφλ, λα ππεξαζπηζηεί ηελ χ-

παξμε ησλ ζπλφισλ, έθαλε κηα μεθάζαξε καζεκαηηθή παξνπζίαζε ησλ βαζηθψλ 

ζηνηρείσλ ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ ηνπ. Ζ πξψηε θξάζε ηνπ θεηκέλνπ είλαη θιαζηθή: 

 

                                                             
114 Έλα ζχλνιν ιέγεηαη α π ι ψ ο - δ η α η ε η α γ κ έ λ ν  (simply-ordered) αλ, γηα νπνηαδήπνηε δχν 

ζηνηρεία ηνπ e θαη e΄ είλαη δπλαηφλ λα πξνζδηνξίζνπκε αθξηβψο κηα απφ ηηο ζρέζεηο e<e΄ , e=e΄ , e>e΄. 
115 DAUBEN 1979, ζ. 152 
116 Ό.π., ζζ. 163 – 168.  
117 Ζ ζπλήζεο δηαηχπσζή ηνπ είλαη ε εμήο: Γεδνκέλνπ νηνπδήπνηε ζπλφινπ, ην ζχλνιν φισλ ησλ 

ππνζπλφισλ ηνπ έρεη κεγαιχηεξε δχλακε (πιεζηθφηεηα). 
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Με ηε ιέμε ζχλνιν ελλννχκε κηα νπνηαδήπνηε ζπλάζξνηζε Μ ζε κηα νιφηεηα 

νξηζηηθψλ θαη δηαθεθξηκέλσλ ζηνηρείσλ m (ηα νπνία θαινχληαη ζηνηρεία ηνπ 

Μ) ηεο αηζζεηεξηαθήο αληίιεςεο ή ηεο λφεζήο καο.
118

  

 

Ο νξηζκφο απηφο, πιένλ εληειψο απειεπζεξσκέλνο απφ νπνηαδήπνηε ζπγθεθξηκέλε 

ηδηφηεηα ησλ ζπλφισλ ζεκείσλ, ζπλεπάγεηαη δχν βαζηθέο ηδηφηεηεο ησλ ζπλφισλ γε-

ληθά. Πξψην, θάζε ζχλνιν Α έρεη ζηνηρεία ή κέιε. Γξάθνπκε «xA» γηα «ην αληηθεί-

κελν x είλαη κέινο ηνπ (ή αλήθεη ζην) Α». Καη, δεχηεξν, έλα ζχλνιν θαζνξίδεηαη απφ 

ηα ζηνηρεία ηνπ – δειαδή, αλ ηα Α, Β είλαη ζχλνια, ηφηε Α=Β αθξηβψο ζηελ πεξί-

πησζε πνπ (x)[xA ↔ xB] (ηδηφηεηα ηεο έθηαζεο)
119

. Ζ ηδηφηεηα ηεο έθηαζεο πε-

γάδεη απφ ηελ αξρή ηεο ζπκπεξίιεςεο θαη είλαη ν βαζηθφο ιφγνο πνπ θαζηζηά θαη ην 

ζχζηεκα ηνπ Cantor ηξσηφ ζην παξάδνμν ηνπ Russell. Αθνινπζεί ν νξηζκφο ηεο δχ-

λακεο: 

 

Καινχκε δχλακε [αγγι. power] ή πιεζηθφ αξηζκφ [cardinal number] ηνπ Μ 

θαη ζπκβνιίδνπκε κε   ηε γεληθή έλλνηα πνπ πξνθχπηεη απφ ην ζχλνιν Μ κε 

ηε βνήζεηα ησλ ελεξγψλ ηθαλνηήησλ ηεο ζθέςεο καο. Ζ έλλνηα πξνέξρεηαη κε 

αθαίξεζε απφ ηνλ ραξαθηήξα ησλ δηάθνξσλ ζηνηρείσλ m θαη απφ ηε δηάηαμε 

κε ηελ νπνία εκθαλίδνληαη ζην Μ. Σα ζχλνια κε πεπεξαζκέλν πιεζηθφ αξηζκφ 

ιέγνληαη πεπεξαζκέλα, ελψ απηά κε ππεξπεπεξαζκέλν πιεζηθφ αξηζκφ ππεξ-

πεπεξαζκέλα ζχλνια.
120

 

 

Έλα κεγάιν εξψηεκα αλαδχζεθε ακέζσο ζρεηηθά κε ηνπο πιεζηθνχο αξηζκνχο θαη 

απηφ είλαη ην εάλ είλαη πάληα απζηεξά ζπγθξίζηκνη. Ο Cantor απέθπγε λα ην ζίμεη. 

΢πλέρηζε νξίδνληαο ηελ πξφζζεζε θαη ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ γηα ηνπο πιεζηθνχο αξηζ-

κνχο φπσο ηελ πξφζζεζε δπλάκεσλ. Ζ πξφζζεζε είλαη αληηκεηαζεηηθή, θαζφηη εμαξ-

ηάηαη κφλν απφ ηελ πιεζηθφηεηα θαη φρη απφ ηα ζχλνια. Απηφ δελ ζπκβαίλεη κε ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκφ, θαη έηζη ε χςσζε ζε δχλακε ελφο πιεζηθνχ αξηζκνχ απαηηνχζε ηελ 

εηζαγσγή κηαο λέαο έλλνηαο, εθείλεο ηεο θ ά ι π ς ε ο  (covering)
121

. Με ηε βνήζεηα 

ηεο θάιπςεο ν Cantor θαηάθεξε λα θηάζεη κε αιγεβξηθέο κεζφδνπο ζε απνηειέζκαηα 

πνπ πξνεγνπκέλσο κπνξνχζε λα πξνζεγγίζεη κφλν κε γεσκεηξηθφ ηξφπν. Δθηφο απ-

ηνχ, ήηαλ πιένλ ζε ζέζε λα θαηαζθεπάζεη ηνπο θπζηθνχο αξηζκνχο σο πεπεξαζκέ-

λνπο πιεζηθνχο αξηζκνχο θαη άξα λα δψζεη ηελ πην ζχληνκε θαη θπζηθή ζεκειίσζε 

γηα ηε ζεσξία αξηζκψλ. ΢πλέρηζε δίλνληαο ηνπο νξηζκνχο ησλ απιψο-δηαηεηαγκέλσλ 

                                                             
118 Μηθξ. απφ ό.π., ζ. 170. 
119 ΜΟ΢ΥΟΒΑΚΖ΢ 1993, ζ. 2. 
120 Μηθξ. απφ ηνλ DAUBEN 1979, ζ. 171. 
121 Καινχκε θάιπςε ελφο ζπλφινπ Ν κε ζηνηρεία ηνπ ζπλφινπ Μ, ή πην απιά θάιπςε ηνπ Ν απφ 

ην Μ, έλα λφκν ζχκθσλα κε ηνλ νπνίν θάζε ζηνηρείν n ηνπ Ν ζπλδέεηαη κε έλα ζπγθεθξηκέλν ζηνηρείν 

ηνπ Μ, φπνπ απηή ε ζχλδεζε κπνξεί λα εθαξκνζηεί επαλαιακβαλφκελα. Σν ζηνηρείν ηνπ Μ πνπ ζπλ-

δέεηαη κε ην n είλαη, αο πνχκε, κηα κνλφηηκε ζπλάξηεζε ηνπ n θαη κπνξνχκε λα ην ζπκβνιίζνπκε σο 

f(n) θαη λα ην απνθαινχκε ζπλάξηεζε θάιπςεο ηνπ n. Σελ αληίζηνηρε θάιπςε ηνπ Ν ζα ηε ζπκβνιί-

δνπκε κε f(N). Απφδ. απφ ό.π., ζ. 174. 
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ζπλφισλ
122

 θαη ησλ ηχπσλ δηάηαμεο
123

 θαη έθηαζε ζε έλα ζεκαληηθφ ζπκπέξαζκα: 

Δάλ απφ ηνλ ηχπν δηάηαμεο   ηνπ ζπλφινπ Μ, «αθαηξέζνπκε» θαη ηε δηάηαμε ησλ 

ζηνηρείσλ ηνπ, ηφηε ιακβάλνπκε ηε δχλακε   ηνπ ζπλφινπ. Δάλ έλα ζχλνιν Ρ έρεη 

αληίζηνηρν δηαηαθηηθφ ηχπν P   ηφηε ε δχλακή ηνπ, δειαδή ν αληίζηνηρνο πιεζη-

θφο αξηζκφο, ζπκβνιίδεηαη P  . Γηα ηα πεπεξαζκέλα ζχλνια, πιεζηθνί θαη δηαηα-

θηηθνί αξηζκνί ηαπηίδνληαη. Γηα ηα άπεηξα ζχλνια εηζάγνληαη νη ζπκβνιηζκνί ησλ π-

πεξπεπεξαζκέλσλ πιεζηθψλ αξηζκψλ: 

 

 0 (άιεθ-κεδέλ) είλαη ν πιεζηθφο αξηζκφο ηνπ ζπλφινπ ησλ θπζηθψλ θαη είλαη ν 

κηθξφηεξνο ππεξπεπεξαζκέλνο πιεζηθφο αξηζκφο. 

 c (απφ ην continuum) είλαη ν πιεζηθφο αξηζκφο ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. 

 1 είλαη ν επφκελνο πιεζάξηζκνο κεηά ην 0 . 

 

Ακέζσο κεηά o Cantor παξνπζηάδεη θάπνηα αιγεβξηθά ζπκπεξάζκαηα: 

 

0+1 = 0+2 = 0+λ = 0+0 = 0 · 2 = 0 · λ = 0 · 0 = 0. 

 

Δπίζεο, δεκηνπξγεί ηε ζχλδεζε κεηαμχ πιεζηθψλ θαη δηαηαθηηθψλ αξηζκψλ γηα ηα 

βαζηθά ζχλνια ησλ θπζηθψλ θαη ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ ζέηνληαο 0 { }  , φπνπ 

{λ} ην ζχλνιν φισλ ησλ πεπεξαζκέλσλ πιεζηθψλ αξηζκψλ, θαη γξάθνληαο 

11 2 ...          . 

Σν δεχηεξν κέξνο ηεο «΢πκβνιήο» έθαλε δχν ρξφληα λα δεκνζηεπηεί ιφγσ ηεο 

πξνζπάζεηαο ηνπ Cantor λα εδξαηψζεη ηελ ηζφηεηα 0

12

  θαη λα απνδείμεη ηελ π-

πφζεζε ηνπ ζπλερνχο. Αλ θαη δελ ην θαηάθεξε, ζε απηφ ην θείκελν πξνζθέξεη κηα 

πιήξε πξαγκάηεπζε ηνπ άιεθ-έλα. Ξεθηλάεη νξίδνληαο ηα θαιψο-δηαηεηαγκέλα ζχλν-

ια σο εηδηθή πεξίπησζε ησλ απιψο-δηαηεηαγκέλσλ θαη ηα ηκήκαηα ησλ θαιψο-δηαηε-

ηαγκέλσλ ζπλφισλ,
124

 θαη κε ηε βνήζεηα απηψλ ησλ νξηζκψλ θηάλεη ζην πνιχ ζεκα-

ληηθφ απνηέιεζκα ηεο ζπγθξηζηκφηεηαο δχν θαιψο-δηαηεηαγκέλσλ ζπλφισλ, ην νπνίν 

είλαη άκεζα εθαξκφζηκν ζηε γεληθή πεξίπησζε ηεο ζχγθξηζεο δχν δηαηαθηηθψλ αξηζ-

κψλ: 

 

Αλ F θαη G είλαη δχν θαιψο-δηαηεηαγκέλα ζχλνια, ηφηε ηζρχεη απνθιεηζηηθά 

κηα απφ ηηο ηξεηο πεξηπηψζεηο: 

                                                             
122 Με άιια ιφγηα, έλα ζχλνιν θαιείηαη απιψο-δηαηεηαγκέλν αλ φια ηα ζηνηρεία ηνπ είλαη δηαηε-

ηαγκέλα ζχκθσλα κε έλαλ θαλφλα ηέηνην ψζηε γηα νπνηαδήπνηε δχν απφ απηά λα κπνξνχκε λα πνχκε 

πσο ην έλα πξνεγείηαη ηνπ άιινπ. 
123 ΢ε θάζε δηαηεηαγκέλν ζχλνιν Μ αληηζηνηρεί έλαο ζπγθεθξηκέλνο η χ π ν ο  δ η ά η α μ ε ο  (order 

type) ή πην απιά η χ π ν ο,  ηνλ νπνίν ζα ζπκβνιίδνπκε κε  . Με απηφ ελλννχκε ηε γεληθή έλλνηα 

πνπ πξνθχπηεη απφ ην Μ εάλ κε αθαίξεζε αγλνήζνπκε ηνλ ραξαθηήξα ησλ ζηνηρείσλ m ηνπ Μ, αιιά 

δηαηεξήζνπκε ηε δηάηαμε κε ηελ νπνία εκθαλίδνληαη ζην Μ. Ο ηχπνο ησλ θπζηθψλ αξηζκψλ ζπκβνιί-

δεηαη κε «σ», ησλ ξεηψλ κε «ε» θαη ησλ πξαγκαηηθψλ κε «ζ». 
124 Αλ f είλαη έλα ζηνηρείν ηνπ θαιψο-δηαηεηαγκέλνπ ζπλφινπ F, δηαθνξεηηθφ απφ ην πξψην ζηνη-

ρείν f1, ηφηε θαινχκε ην ζχλνιν Α φισλ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ F πνπ είλαη κηθξφηεξα απφ ην f, η κ ή κ α  

(segment) ηνπ F θαη κάιηζηα η κ ή κ α  η ν π  F  π ν π  π ξ ν ζ δ η ν ξ ί δ ε η α η  α π φ  η ν  ζ η ν η ρ ε ί ν  f. 
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1.  Σα F θαη G είλαη φκνηα. 

2.  Τπάξρεη έλα ζπγθεθξηκέλν ηκήκα Β1 ηνπ G πνπ είλαη φκνην κε ην F. 

3.  Τπάξρεη έλα ζπγθεθξηκέλν ηκήκα A1 ηνπ F πνπ είλαη φκνην κε ην G. 

 

Πξνθεηκέλνπ λα αλαιχζεη ην άιεθ-έλα, έπξεπε λα εξεπλήζεη πξνζεθηηθά ηε δεχηεξε 

θιάζε αξηζκψλ: 

 

Ζ δεχηεξε θιάζε αξηζκψλ Ε(0) είλαη ε νιφηεηα φισλ ησλ δηαηαθηηθψλ ηχ-

πσλ α ησλ θαιψο-δηαηεηαγκέλσλ ζπλφισλ πιεζηθφηεηαο 0. 

 

Μάιηζηα, απνδεηθλχεη πσο ην Ε(0) είλαη θαιψο-δηαηεηαγκέλν. Υάξε ζε απηή ηελ 

απφδεημε, θηάλεη ζην ζεψξεκα πσο ε δχλακε ηεο νιφηεηαο {α} φισλ ησλ αξηζκψλ α 

ηεο δεχηεξεο θιάζεο αξηζκψλ δελ είλαη ίζε κε 0 . Δπηπιένλ, θαηαιήγεη πσο ε δχλα-

κε ηεο {α} είλαη ν δεχηεξνο κηθξφηεξνο ππεξπεπεξαζκέλνο πιεζηθφο αξηζκφο, δεια-

δή ην 1 . Πξνθεηκέλνπ λα πξνρσξήζεη ζηα επφκελα απνηειέζκαηά ηνπ, φπσο νη δπ-

λάκεηο ππεξπεπεξαζκέλσλ αξηζκψλ, εηζήγαγε ηελ ππεξπεπεξαζκέλε επαγσγή.
125

  

 

΢πλνςίδνληαο, ν πξψηνο ραξαθηεξηζκφο ηνπ Cantor ζρεηηθά κε ην ζπλερέο δφζεθε ην 

1874 θαη ήηαλ ην απνηέιεζκα φηη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί είλαη κε αξηζκήζηκνη. Παξ‘ 

φια απηά, δελ κπνξνχζε λα δηαθξίλεη ηηο ηδηαίηεξεο ηδηφηεηέο ηνπ ζπλερνχο. Απηφ ην 

θαηάθεξε δέθα ρξφληα κεηά, ζηα «Θεκέιηα», φπνπ φξηζε ην ζπλερέο ιεπηνκεξψο ζε 

ζρέζε κε ηα ζχλνια ζεκείσλ, απνδεηθλχνληαο πσο ππάξρνπλ κφλν δχν δπλάκεηο γηα 

ηα άπεηξα ζεκεηνζχλνια: απηή ησλ θπζηθψλ θαη απηή ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Σα 

ζχλνια ζεκείσλ πνπ έρνπλ ηε δχλακε ηνπ ζπλερνχο είλαη απηά πνπ είλαη ηέιεηα θαη 

ζπλεθηηθά. Σν απνηέιεζκα απηφ, φκσο, ήηαλ πεξηνξηζκέλν ζηα ζχλνια ζεκείσλ θαη 

ζηε κεηξηθή ηδηφηεηα ηεο απφζηαζεο κεηαμχ ζεκείσλ, πξνθεηκέλνπ λα πξνζδηνξηζηεί 

ε ζπλεθηηθφηεηα ησλ εθάζηνηε ζπλφισλ. Απηφ ηνλ πεξηνξηζηηθφ παξάγνληα ηνλ με-

πέξαζε κε ηηο «Αξρέο» («Principien»), φπνπ εηζήγαγε ηελ έλλνηα ηνπ δηαηαθηηθνχ ηχ-

πνπ σο γελίθεπζεο ηνπ ζπλφινπ ζεκείσλ, ρσξίο, φκσο, λα θαηαθέξεη λα θηάζεη ζε 

ζεηηθά ζπκπεξάζκαηα ζρεηηθά κε ηα ηδηαίηεξα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ δηαηαθηηθνχ ηχπνπ 

ηνπ ζπλερνχο ζε ζρέζε κε ηα ππφινηπα είδε δηάηαμεο ζπλφισλ. Μηα δεθαεηία αξγφ-

ηεξα, ζην πξψην κέξνο ηεο «΢πκβνιήο», θαηάθεξε λα θάλεη αθξηβψο απηφ: λα δψζεη 

κηα φζν πην πιήξε πεξηγξαθή ηνπ δηαηαθηηθνχ ηχπνπ ζ ηνπ ζπλερνχο κπνξνχζε λα 

δνζεί κε ηα εξγαιεία πνπ ππήξραλ. Σελ επνρή απηή ππήξραλ θάπνηα βαζηθά δεηήκα-

ηα πνπ απαζρνινχζαλ ηνλ Cantor ζρεηηθά κε ηε ζεσξία ζπλφισλ: 

 

 Ζ ζπγθξηζηκφηεηα ησλ ππεξπεπεξαζκέλσλ πιεζηθψλ αξηζκψλ. 

 Σν εξψηεκα αλ θάζε ππεξπεπεξαζκέλε δχλακε είλαη απαξαίηεηα έλα άιεθ. 

 Σν ζ ε ψ ξ ε κ α  θ α ι ή ο  δ η ά η α μ ε ο :  Κάζε θαιψο-νξηζκέλν ζχλνιν κπνξεί λα 

είλαη θαιψο-δηαηεηαγκέλν. 

 

                                                             
125 DAUBEN 1979, ζ. 211 
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Σα εξσηήκαηα απηά αιιεινζπλδένληαλ: Δάλ ππάξρεη ζχλνιν πνπ λα κελ είλαη θα-

ιψο-δηαηεηαγκέλν, ηφηε ε δχλακή ηνπ δελ ζα είλαη έλα απφ ηα άιεθ, θαη επνκέλσο απ-

ηφ ην ζχλνιν είλαη κε ζπγθξίζηκν. ΢ηελ πξνζπάζεηα λα βξεη θάπνηα ιχζε γηα απηά ηα 

πξνβιήκαηα, ζπλάληεζε ην παξάδνμν ηνπ κέγηζηνπ πιεζηθνχ θαη ηνπ κέγηζηνπ δηα-

ηαθηηθνχ αξηζκνχ. Μάιηζηα, αλαθνίλσζε ηελ αληίθαζε απηή ζηνπο Dedekind, 

Bernstein θαη Hilbert. Ζ αδπλακία ηνπ λα απαληήζεη ζε απηά ηα εξσηήκαηα θαη ε α-

λαθάιπςε ηνπ παξαπάλσ παξαδφμνπ, ηνλ έπεηζε πσο ε ζεσξία ζπλφισλ έπαζρε ζε 

θάπνηα ζεκειηψδε ζεκεία θαη ηνλ ψζεζε λα αζρνιεζεί πεξηζζφηεξν ζηε «΢πκβνιή» 

κε ηελ πξνζπάζεηα θαζηέξσζεο ηεο ζεσξίαο ππεξπεπεξαζκέλσλ αξηζκψλ πξψηεο θαη 

δεχηεξεο θιάζεο.  
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2. ΣΑ ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΠΑΡΑΓΟΞΑ  
 
 
 
2.1. Ζ εκθάληζε ησλ παξαδφμσλ 
 

ΣΟ ΠΡΟΖΓΟΤΜΔΝΟ ΚΔΦΑΛΑΗΟ παξαθνινπζήζακε ηελ πνξεία ησλ καζεκαηηθψλ 

απφ ηελ αξραηφηεηα κέρξη θαη ηε δεκηνπξγία ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ απφ ηνπο 

Cantor θαη Dedekind πξνο ηα ηέιε ηνπ 19
νπ

 αηψλα. Σν 1902 ν Russell αλαθνηλψλεη 

ζηνλ Frege ην πεξίθεκν παξάδνμφ ηνπ. Πξηλ απφ ηελ αλαθνίλσζε απηή, θαη ζπγθε-

θξηκέλα απφ ην 1895, ν Cantor είρε αλαθαιχςεη πσο ε ζπλνινζεσξία ηνπ νδεγνχζε 

ζε θάπνην ζπγθεθξηκέλν παξάδνμν πνπ αθξηβψο κεηά απφ δχν ρξφληα δεκνζηεχηεθε 

(φρη απφ ηνλ ίδην) θαη έγηλε γλσζηφ σο «ην παξάδνμν ηνπ Burali-Forti». Σν 1899 ν 

Cantor αλαθάιπςε έλα αθφκε απινχζηεξν παξάδνμν πνπ είλαη πηα γλσζηφ ζαλ «ην 

παξάδνμν ηνπ Cantor». Σν παξάδνμν ηνπ Russell, ινηπφλ, δελ έπεζε σο θεξαπλφο ελ 

αηζξία. Ήηαλ απιψο «ε ζηαγφλα πνπ μερείιηζε ην πνηήξη». Σα παξάδνμα έθεξαλ κηα 

θηινζνθηθή θξίζε ακθηβνιίαο πξψηα ζηε ζπλνινζεσξία, θαη κέζα απφ απηή ζε φια 

ηα καζεκαηηθά, ε νπνία δελ μεπεξάζηεθε ηειείσο γηα ηξηάληα πεξίπνπ ρξφληα. ΢ε απ-

ηή ηε θάζε εκθαλίζηεθαλ ηξία βαζηθά θηινζνθηθά ξεχκαηα, ηα νπνία είραλ δηαθνξε-

ηηθή πξφηαζε γηα ηελ έμνδν απφ ηελ θξίζε.  

Μεξηθνί, φπσο ν Hermann Weyl (1885-1955),
126

 ν Luitzen Egbertus Jan Brouwer 

(1881-1966) θαη ν καζεηήο ηνπ Arend Heyting (1898-1980), δελ δίζηαζαλ λα απνξ-

ξίςνπλ ηηο βάζεηο ησλ καζεκαηηθψλ φπσο είραλ ζεκειησζεί θαη λα πξνηείλνπλ ξηδν-

ζπαζηηθέο ιχζεηο, νη νπνίεο, ζχκθσλα κε απηνχο, έζεηαλ ζε πην ζηέξεα ζεκέιηα ηα 

καζεκαηηθά. Ζ βαζηθή ηνπο ζέζε ήηαλ πσο δελ επηηξέπεηαη λα κηιάκε γηα νληφηεηεο 

ηηο νπνίεο δελ κπνξνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε, θαη επνκέλσο ην κεγαιχηεξν θνκκάηη 

ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ πξέπεη λα απνβιεζεί απφ ηα καζεκαηηθά.
127

 Ο ίδηνο ν Brouwer 

ιέεη: «ηα ηληνπηζηνληζηηθά καζεκαηηθά είλαη κηα ζεκειησδψο α-γισζζηθή δξαζηεξηφ-

ηεηα ηνπ λνπ πνπ έρεη ηηο ξίδεο ηεο ζηελ αληίιεςε κηαο θίλεζεο ηνπ ρξφλνπ».
128

 Πξφ-

θεηηαη, ινηπφλ, γηα κηα αλαβίσζε παιηψλ αληηιήςεσλ ζρεηηθά κε ηελ πεγή ηεο καζε-

καηηθήο ελφξαζεο, φπσο είρε εθθξαζηεί απφ ηνπο καζεκαηηθνχο ησλ αξρψλ ηνπ 19
νπ

 

αηψλα θαη πην πξηλ απφ ηνλ Kant. Απνθεχγνληαο ηε ρξήζε ηεο αξρήο ηνπ απνθιεηφκε-

λνπ κέζνπ (ή «λφκνπ ηεο ηνπ ηξίηνπ απνθιείζεσο») ζε νληφηεηεο πνπ δελ κπνξνχκε 

λα νξίζνπκε, θαζψο θαη ηηο ελ ελεξγεία άπεηξεο νληφηεηεο (φπσο νη ππεξπεπεξαζκέ-

λνη αξηζκνί), εμαθαλίδνληαη φια ηα παξάδνμα
129

. Απφ ηελ άιιε, φκσο, ην ηίκεκα εί-

λαη πνιχ κεγάιν: ηα καζεκαηηθά θησραίλνπλ, αθνχ ε απνδεηθηηθή κέζνδνο ηεο εηο 

άηνπν απαγσγήο, ην αμίσκα ηεο επηινγήο θαη άιια πνιχηηκα καζεκαηηθά εξγαιεία, 

                                                             
126 Ο Gödel, ζην θείκελφ ηνπ «Ση είλαη ην πξφβιεκα ηνπ ζπλερνχο ηνπ Cantor», ραξαθηεξίδεη ηνπο 

Weyl θαη Poincaré εκη-ηληνπηζηνληζηέο. 
127 Βι. ΑΝΑΠΟΛΗΣΑΝΟ΢ 52005, ζζ. 272-273, θαη ΜΟ΢ΥΟΒΑΚΖ΢ 1993, ζ. 25. 
128 ΑΝΑΠΟΛΗΣΑΝΟ΢ 52005, ζ.276. 
129 BROUWER 1967, ζ. 336. ΢ε απηφ ην θείκελν ν Brouwer αλαθέξεη ηελ πεξίθεκε αλαινγία κεηα-

μχ κηαο ιαλζαζκέλεο ζεσξίαο (αμησκαηηθήο-θνξκαιηζηηθήο) θαη κηαο εγθιεκαηηθήο πνιηηηθήο. 

Σ 
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σο επί ην πιείζηνλ θαιθηδεχνληαη. Σν θίλεκα απηφ, ην νπνίν νλνκάζηεθε Η λ η ν π η -

ζ η ν λ η ζ η η θ φ  ή  Δ λ ν ξ α η η θ φ,  πξνζέθεξε ελαιιαθηηθέο πξνηάζεηο γηα πνιινχο 

θιάδνπο ησλ καζεκαηηθψλ
130

, φπσο ε ηληνπηζηνληζηηθή ινγηθή, ε ηληνπηζηνληζηηθή ζε-

σξία ζπλφισλ (αμησκαηηθέο ζεσξίεο: Intuitionistic Zermelo-Frænkel / IZF, Construct-

ive Set Theory / CST θαη Constructive Zermelo-Frænkel / CZF) θαη ε ηληνπηζηνλη-

ζηηθή αξηζκεηηθή (Heyting Arithmetic / HA). Οη ηληνπηζηνληζηέο βξίζθνληαλ ζε ζθν-

δξή ζχγθξνπζε κε ηα δχν άιια ξεχκαηα.
131

 

Σν δεχηεξν κεγάιν ξεχκα πνπ δεκηνπξγήζεθε απηή ηελ πεξίνδν θξίζεο θαη βξη-

ζθφηαλ ζε θάζεηε αληίζεζε κε ηνπο ηληνπηζηνληζηέο είλαη ν Λνγηθηζκφο. Οη πξσηεξ-

γάηεο ηνπ πξέζβεπαλ ηελ άπνςε πσο ηα καζεκαηηθά είλαη κηα πξνέθηαζε ηεο ινγηθήο 

θαη πσο, ζπλεπψο, φιεο νη καζεκαηηθέο ζεσξίεο κπνξνχλ λα αλαρζνχλ ζε απηή. Με 

ηελ αλαθάιπςε ησλ παξαδφμσλ, νη Frege θαη Dedekind απνγνεηεχηεθαλ θαη νπζηα-

ζηηθά παξέδσζαλ ηα φπια.
132

 Σε ζθπηάιε αλέιαβαλ νη Bertrand Russell (1872-1970) 

θαη Alfred North Whitehead (1861-1947) κε ηα έξγα ηνπ πξψηνπ Αξρέο ησλ Μαζεκα-

ηηθώλ (Principles of Mathematics, 1903) θαη Θεσξία ησλ Σύπσλ (Theory of Types, 

1908) θαη κε ην θνηλφ ηνπο έξγν Μαζεκαηηθέο Αξρέο (Principia Mathematica, 1910-

13 – ζχληκ.: PM). Γηα ηνπο ινγηθηζηέο, ηα αμηψκαηα είλαη αιεζείο πξνηάζεηο ησλ ν-

πνίσλ ε αιήζεηα πεγάδεη απφ ηε ινγηθή. Ζ καζεκαηηθή ινγηθή, ινηπφλ, θάληαδε σο 

έλαο ππνζρφκελνο ηνκέαο ηνλ καζεκαηηθψλ ζην πιαίζην ηνπ νπνίνπ ζα κπνξνχζε λα 

βξεζεί κηα ιχζε γηα ηα παξάδνμα. Αθφκα θη αλ κε ηελ αληηλνκία ηνπ ν Russell είρε 

δεκηνπξγήζεη ηξηγκνχο ζηα ζεκέιηά ηεο, ν ίδηνο πίζηεπε πσο νη κέζνδνη πνπ ν Frege 

είρε εηζαγάγεη ήηαλ απηέο πνπ έπξεπε λα αθνινπζεζνχλ. Αλ ππήξρε θάπνην ιάζνο, ζα 

έπξεπε λα βξίζθεηαη αλάκεζα ζηνπο βαζηθνχο λφκνπο ζηνπο νπνίνπο είρε ζηεξηρζεί.  

Ο Φνξκαιηζκφο, απφ ηελ άιιε, κε θχξην εθθξαζηή ηνλ David Hilbert
133

 (1862-

1943) είρε σο βαζηθή αληίιεςε πσο ην κνλαδηθφ απαξαίηεην θξηηήξην γηα ηελ απνδν-

ρή κηαο καζεκαηηθήο ζεσξίαο είλαη ε εζσηεξηθή ηεο ζπλέπεηα. Οη θνξκαιηζηέο ήηαλ 

ππνζηεξηθηέο ηεο αμησκαηηθήο ζεκειίσζεο,
134

 αιιά κε κηα νπζηαζηηθή δηαθνξά απφ 

ηνπο ινγηθηζηέο: Σα αμηψκαηα δελ είλαη αιεζή – είλαη απιψο πξνηάζεηο ζρεκαηηζκέ-

λεο απφ ζχκβνια ηα νπνία απνδερφκαζηε σο αθεηεξία γηα ηε ζθέςε καο. Ζ καζεκα-

ηηθή ινγηθή ήηαλ ην απαξαίηεην εξγαιείν παξαγσγήο ινγηθψλ θαλφλσλ γηα ηελ νηθν-

δφκεζε ησλ ζεσξηψλ πάλσ ζε αμηψκαηα, απιψο θαη κφλν επεηδή ήηαλ βνιηθή θαη α-

θξηβήο. Γχν ήηαλ νη βαζηθέο πξνυπνζέζεηο πνπ έπξεπε λα πιεξνχλ νη καζεκαηηθέο 

ζεσξίεο γηα λα γίλνπλ απνδεθηέο: ε πιεξφηεηα θαη ε ζπλέπεηα ησλ αμησκάησλ ηνπο. 

Ο Hilbert, ζπγθεθξηκέλα, ην 1920 αλαθνίλσζε ην πξφγξακκά ηνπ, ην νπνίν ζπλίζηαην 

ζηελ αμησκαηηθνπνίεζε φισλ ησλ καζεκαηηθψλ ζεσξηψλ θαη ζηελ απφδεημε ηεο ζπ-

                                                             
130 Γηα πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηα ηληνπηζηνληζηηθά καζεκαηηθά, βι. ελδεηθηηθά FER-

REIRÓS 22007, ζζ. 338-345, θαη FRÆNKEL/BAR-HILLEL 1958, ζζ. 196-264.  
131 Δλδεηθηηθά γηα ηελ αληηπαξάζεζε κεηαμχ Brouwer/Poincaré/Weyl-Hilbert, Brouwer/Poincaré-

Russell, βι. DAVIS 2007, ζζ. 153-160 θαη 163-166. 
132 Ό.π., ζ. 152. 
133 Ο ίδηνο ν Hilbert είρε αξλεζεί ηνλ ραξαθηεξηζκφ ηνπ σο θνξκαιηζηή. Βι. ζρεηηθά EWALD 1996, 

ζ. 110. 
134 Γηα ηε ζρέζε Φνξκαιηζκνχ - αμησκαηηθήο κεζφδνπ βι. ΒOURBAKI 1996, ζζ. 1265-1276.  
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λέπεηαο ησλ αμησκάησλ ηνπο κε πεξαηνθξαηηθέο κεζφδνπο. Ζ απφδεημε ηεο ζπλέπεηαο 

ησλ πην πνιχπινθσλ ζεσξηψλ κπνξνχζε λα δνζεί, θαηά ηνλ ίδην, ζηα πιαίζηα απινχ-

ζηεξσλ. φπσο ηεο Πεξαηνθξαηηθήο Θεσξίαο Αξηζκψλ. 

Αλ θαη ζεσξεηηθά νη ινγηθηζηέο θαη νη θνξκαιηζηέο έρνπλ κεγάιεο δηαθνξέο ζηελ 

αληίιεςή ηνπο ζρεηηθά κε ηηο καζεκαηηθέο νληφηεηεο, ε βαζηθή επηδίσμε θαη ησλ δχν 

ήηαλ ε θάζαξζε ησλ ζεκειίσλ ηεο δεδνκέλεο καζεκαηηθήο δξαζηεξηφηεηαο θαη φρη ε 

ακθηζβήηεζή ηεο.
135

 Χο εθ ηνχηνπ, θαη ησλ δχν νη πξνηάζεηο απέλαληη ζηα παξάδνμα 

είραλ σο ζθνπφ ηελ δηαηήξεζε ηνπ πινχηνπ ησλ καζεκαηηθψλ. Οη ζεκαληηθφηεξεο 

ιχζεηο πνπ πξνηάζεθαλ ήηαλ ε ζεσξία ησλ ηχπσλ ηνπ Russell θαη ην ζχζηεκα αμησ-

κάησλ ηνπ Zermelo.
136

 Ζ ζεσξία ησλ ηχπσλ ηειηθά
137

 απνξξίθζεθε, αθελφο κελ επεη-

δή θξίζεθε σο πεδή, θνπξαζηηθή θαη δχζθνιε ηερληθά, αθεηέξνπ δε επεηδή ζεσξήζε-

θαλ απαγνξεπηηθνί νη πεξηνξηζκνί πνπ επέβαιε ζηε κέρξη ηφηε καζεκαηηθή πξαθηηθή. 

Ο Φνξκαιηζκφο ππεξίζρπζε ιφγσ ηεο αλνηρηήο πξννπηηθήο ηνπ απέλαληη ζε θάζε λέα 

πξφηαζε θαη αθεηέξνπ σο πην θνληηλφο πξνο ηελ ππάξρνπζα καζεκαηηθή αληίιεςε 

θαη πξαθηηθή.
138

 Ο Ernst Zermelo (1871-1953), ήηαλ απφ ηνπο καζεκαηηθνχο πνπ, αλ 

θαη δελ άλεθε ζαθψο ζε θάπνηα απφ ηηο νκάδεο απηέο, ήηαλ ππεξκάρνο ηεο αλαγσγη-

ζηηθήο-θνξκαιηζηηθήο θαηεχζπλζεο ησλ καζεκαηηθψλ. Ήηαλ απηφο πνπ ην 1908 δε-

κνζίεπζε έλα ζχλνιν αμησκάησλ, ην νπνίν έκειε λα είλαη ην πην επξέσο απνδεθηφ θαη 

επηηπρεκέλν. Αλ θαη ε ζπλέπεηα ηνπ ζπζηήκαηφο ηνπ δελ έρεη (νχηε θαη είλαη δπλαηφλ 

λα) απνδεηρηεί, παξ‘ φια απηά δελ έρεη βξεζεί κέρξη ζήκεξα θάπνηα αζπλέπεηα κεηαμχ 

ησλ αμησκάησλ ηνπ. Δπίζεο, θαλέλα απφ ηα αμηψκαηά ηνπ δελ έρεη αθαηξεζεί ή ζεκα-

ληηθά αλαζεσξεζεί θαη κέρξη ηψξα κφλν δχν αθφκα έρνπλ πξνζηεζεί (ρξήζηκα γηα ηε 

ζπλνινζεσξία, άιια ρσξίο λα θαίλεηαη λα άπηνληαη ησλ θιαζηθψλ καζεκαηηθψλ). 

Σέινο, πνιχ ζεκαληηθφ πξνζφλ ηνπο είλαη πσο ην θαζέλα εθθξάδεη κηα δηαηζζεηηθά 

πξνθαλή ηδηφηεηα ησλ ζπλφισλ.
139

 Δίλαη ζεκαληηθφ λα ζεκεηψζνπκε πσο θακία απφ 

ηηο ιχζεηο πνπ έρνπλ πξνηαζεί δελ είλαη πιήξσο ηθαλνπνηεηηθή, κε ηελ έλλνηα πνπ νη 

καζεκαηηθνί νλεηξεχνληαλ ζηηο αξρέο ηνπ 20
νχ

 αηψλα. ΋πσο ιέεη ν Paul J. Cohen 

(1934-2007), ν καζεκαηηθφο πνπ απέδεημε ηελ αλεμαξηεζία ηεο ππφζεζεο ηνπ ζπλε-

ρνχο θαη ηνπ αμηψκαηνο ηεο επηινγήο κέζα ζην ζχζηεκα ZFC: «Δίλαη αζθαιέο λα 

πνχκε πσο θακία αληίιεςε δελ έρεη απνδεηρζεί εληειψο επηηπρεκέλε ζην λα απαληή-

ζεη ζηα ζεκειηψδε εξσηήκαηα, αιιά πσο κάιινλ νη δπζθνιίεο θαίλεηαη λα είλαη ελπ-

πάξρνπζεο ζηελ ίδηα ηε θχζε ησλ καζεκαηηθψλ.»
140

 

Κξίλεηαη ζθφπηκν λα γίλεη κηα ζπλνπηηθή παξνπζίαζε ησλ πην ζεκαληηθψλ παξα-

δφμσλ, θαζψο θαη ησλ απφςεσλ ησλ ηξηψλ βαζηθψλ ξεπκάησλ ζρεηηθά κε απηά. «Έλα 

                                                             
135 ΑΝΑΠΟΛΗΣΑΝΟ΢ 52005, ζ. 201. 
136 FERREIRÓS 22007, ζ. 299. Γηα πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε άιιεο πξνζπάζεηεο αμησκαηηθήο (ή κε) 

ζεκειίσζεο, κπνξεί θαλείο λα αλαηξέμεη ό.π., ζζ. 333-336. 
137 Αλ θαη φρη ακέζσο. Μέρξη ην 1920 πεξίπνπ, αξθεηνί καζεκαηηθνί ηε ζεσξνχζαλ πην αζθαιή 

θαη ηελ πξνηηκνχζαλ απφ ην ζχζηεκα ηνπ Zermelo. Βι. ό.π., ζ. 337. Ζ ηειηθή επηθξάηεζε ηνπ ZFC ήξ-

ζε κεηά ηελ απφδεημε ηνπ Gödel ζρεηηθά κε ηελ ζπλέπεηα ηνπ αμηψκαηνο ηεο επηινγήο θαη ηεο ππφζε-

ζεο ηνπ ζπλερνχο ην 1938. Βι. ό.π., ζ. 382. 
138 ΜΟ΢ΥΟΒΑΚΖ΢ 1993, ζ. 25. 
139 Ό.π., ζ. 26. 
140 COHEN 32008, ζ. 1. 
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παξάδνμν ή αληηλνκία είλαη ην απνηέιεζκα ζεκηηψλ ζπκπεξαζκαηηθψλ δηαδηθαζηψλ 

πνπ νδεγνχλ ζε αληηθάζεηο, δειαδή ζε ζπκπεξάζκαηα ηεο κνξθήο: θαη ην Α θαη ε 

άξλεζε ηνπ Α, ηζρχνπλ.»
141

 Σα παξάδνμα κπνξνχλ λα ηαμηλνκεζνχλ ζε δχν βαζηθέο 

θαηεγνξίεο, ηα ι ν γ η θ ά  ή  ζ π λ ν ι ν ζ ε σ ξ ε η η θ ά,  θαη ηα ε ξ κ ε λ ε π η η θ ά  ή  ζ ε-

κ α ζ η ν ι ν γ η θ ά.  Λνγηθά είλαη ηα παξάδνμα ηνπ Russell (1902), ηνπ Burali-Forti 

(1897) θαη ηνπ Cantor (1899), ελψ εξκελεπηηθά είλαη απηά ησλ Richard (1905) θαη 

Berry (1906). Σα εξκελεπηηθά παξάδνμα δελ επεξέαζαλ ηδηαίηεξα ηε καζεκαηηθή 

πξαθηηθή. Χο επί ην πιείζηνλ, αληηκεησπίζηεθαλ κε θάπνηεο αιιαγέο ζηνπο νξηζκνχο 

θαη δίλνληαο έκθαζε ζηε δηάθξηζε κεηαμχ γιψζζαο-αληηθείκελν θαη κεηαγιψζζαο. 

Σα ινγηθά, φκσο, έπαημαλ ζπνπδαίν ξφιν ζηελ εμέιημε ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ. 

 

2.1.1. Σν παξάδνμν ηνπ Russell 
 

΢ηελ πξψηκε δηαηζζεηηθή ή αθειή ηεο θάζε, φπσο ηελ παξαθνινπζήζακε ζην πξνε-

γνχκελν Κεθάιαην, ε ζεσξία ζπλφισλ είρε αλαπηπρζεί κε βάζε ηνλ νξηζκφ ηεο έλ-

λνηαο ηνπ «ζπλφινπ» πνπ έδσζε ν Cantor θαη είρε θαηαιήμεη ζε κεξηθά πνιχ ζεκα-

ληηθά απνηειέζκαηα
142

 ζρεηηθά κε ηα ζχλνια (κεηαμχ απηψλ, ην ζεψξεκα πνπ αλαθέ-

ξεη πσο ην ζχλνιν   ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ είλαη κε αξηζκήζηκν θαη ην Θεψξε-

κα Schröder-Bernstein). Οιφθιεξν ην νηθνδφκεκα ζηεξίδνληαλ ζηελ εμήο αξρή: 

 

Γεληθή Αξρή ΢πκπεξίιεςεο (General Comprehension Principle).
143

 Γηα 

θάζε νξηζηηθή ζπλζήθε (definite condition) P, n κεηαβιεηψλ, ππάξρεη έλα ζχ-

λνιν { ( )}X x P x
 

 κε κέιε αθξηβψο ηηο n-άδεο αληηθεηκέλσλ πνπ ηθαλνπνηνχλ 

ηελ P έηζη ψζηε γηα θάζε ηέηνηα n-άδα x


, ( )x X P x 
 

. (Η) 

 

Ζ ηδηφηεηα ηεο έθηαζεο ζπλεπάγεηαη φηη ην πνιχ έλα ζχλνιν Υ ηθαλνπνηεί ηελ (Η) θαη 

απνθαινχκε απηφ ην ζχλνιν Υ  έ θ η α ζ ε  (extension) ή ζ π κ π ε ξ ί ι ε ς ε  (compre-

hension) ηεο ζπλζήθεο P. Μηα δηαηζζεηηθή κνξθή ηεο αξρήο απηήο ρξεζηκνπνηνχζαλ 

γηα ρξφληα σο απηαπφδεηθηε ζηελ παξαδνζηαθή ινγηθή νη Γεξκαλνί θηιφζνθνη. Παξ‘ 

φια απηά, ε ινγηθή κέρξη ηνλ Frege δελ ηελ είρε αλάγθε θαη έηζη δελ είρε δηαηππσζεί 

απζηεξά. Ζ νηθνδφκεζε κηαο ηζρπξήο Θεσξίαο ΢πλφισλ φκσο απαηηνχζε ηε ξεηή δη-

αηχπσζή ηεο. ΢χκθσλα κε ην Βαζηθφ Νφκν V ηνπ Frege:
144

 «Γελ ππάξρεη ηδηφηεηα 

πνπ λα κελ πεξηγξάθεη θάπνην ζχλνιν απνηεινχκελν απφ αθξηβψο εθείλα ηα αληηθεί-

κελα πνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ ηδηφηεηα.» Ζ Γεληθή Αξρή ΢πκπεξίιεςεο έρεη κηα αθαηα-

λίθεηε έιμε, επεηδή έπεηαη ηφζν θπζηθά απφ ηηο δηαηζζήζεηο καο γηα ηελ έλλνηα ηνπ 

ζπλφινπ, ψζηε λα ζεσξείηαη «παξάδνμν» ην φηη δελ ηζρχεη.
145

 

Σν ζπλαθέο επηρείξεκα έρεη σο εμήο: Απφ ηε Γεληθή Αξρή ΢πκπεξίιεςεο, ην «ζχ-

λνιν φισλ ησλ ζπλφισλ», V:={x  x είλαη ζχλνιν}, είλαη ζχλνιν κε ηελ θάπσο πεξί-

εξγε ηδηφηεηα φηη αλήθεη ζηνλ εαπηφ ηνπ, VV. Σα ζπλεζηζκέλα ζχλνια καζεκαηηθψλ 
                                                             

141 ΑΝΑΠΟΛΗΣΑΝΟ΢ 52005, ζ. 202. 
142 ΜΟ΢ΥΟΒΑΚΖ΢ 1993, ζζ. 10-17. 
143 Ό.π., ζ. 22. 
144 ΑΝΑΠΟΛΗΣΑΝΟ΢ 52005, ζ. 204. 
145 ΜΟ΢ΥΟΒΑΚΖ΢ 1993, ζ. 24. 



Γ Η Κ Α Η Ο Λ Ο Γ Ζ ΢ Ζ  ΢ Τ Ν Ο Λ Ο Θ Δ Χ Ρ Ζ Σ Η Κ Χ Ν  Α Ξ Η Χ Μ Α Σ Χ Ν 
——————————————————————————————————————————————————— 

 [ 54 ] 

αληηθεηκέλσλ (αξηζκψλ, ζπλαξηήζεσλ θ.ιπ.) βεβαίσο δελ πεξηέρνπλ ηνλ εαπηφ ηνπο, 

θαη είλαη θπζηθφ λα ηα ζεσξήζνπκε σο κέιε ελφο «κηθξφηεξνπ θφζκνπ ζπλφισλ», 

ηνλ νπνίν δεκηνπξγνχκε πάιη κε επίθιεζε ηεο Γεληθήο Αξρήο ΢πκπεξίιεςεο, R ={x  

x είλαη ζχλνιν θαη xx}. Ο νξηζκφο ηνπ R, φκσο, ζπλεπάγεηαη άκεζα φηη RR αλ θαη 

κφλν αλ RR, πνπ είλαη πξνθαλψο άηνπν. 

Σν παξάδνμν απηφ (ζε ειαθξψο δηαθνξεηηθή δηαηχπσζε) αλαθνίλσζε κε κηα επη-

ζηνιή ηνπ ν Russell ζηνλ Frege ην 1902
146

 θαη έγηλε ακέζσο αληηιεπηφ πσο είρε θα-

λεξψζεη θάπνην ζνβαξφ ζθάικα ζην νηθνδφκεκα ηνπ δεχηεξνπ. Σελ επνρή απηή εί-

ραλ ήδε εκθαληζηεί αξθεηά αθφκα παξάδνμα, φπσο εθείλα ηνπ Cantor, ηνπ Burali-

Forti θ.ά. Ζ αληίιεςε πνπ επηθξάηεζε ήηαλ πσο απηέο νη αληηλνκίεο είραλ λα θάλνπλ 

κε θάπνην ζθάικα ζηελ παξνπζίαζε ή ζηε δηαηχπσζε απφ ηνλ Cantor θαη πσο κε θά-

πνηεο κηθξέο αιιαγέο ζα ήηαλ δπλαηφ λα πεξηζσζεί ην νηθνδφκεκα ηεο ζεσξίαο ζπλφ-

ισλ ρσξίο κεγάιεο απψιεηεο.
147

  

Σν παξάδνμν ηνπ Russell, φκσο, δελ είρε λα θάλεη κε θάπνηα παξαδνρή ζρεηηθά κε 

ηε θχζε ησλ ππεξπεπεξαζκέλσλ αξηζκψλ ή θάπνηα πξφηαζε ηεο αξηζκεηηθήο. Ο ηξφ-

πνο πνπ είρε θαηαζθεπαζηεί ήηαλ θαζαξά ζπλνινζεσξεηηθφο.
148

 Αθνχ έλα ζχλνιν Α 

παξάγεη ην ζχλνιν φισλ ησλ ππνζπλφισλ ηνπ, Ρ(Α), ην νπνίν έρεη κεγαιχηεξε δχλα-

κε απφ ην Α, ηφηε απφ ην ζεψξεκα ηνπ Cantor ππάξρνπλ ζηνηρεία ηνπ Ρ(Α) ηα νπνία 

δελ ζα πεξηιακβάλνληαη ζε κηα 1-1 αληηζηνίρεζε κεηαμχ ησλ δχν ζπλφισλ. Αλ ην Α 

είλαη ην ζχλνιν φισλ ησλ ζπλφισλ θαη σο θαλφλα απεηθφληζεο πάξνπκε απηφλ πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο Schröder-Bernstein, ηφηε ηα ζχ-

λνια πνπ νξίδνληαη απφ ηελ ηδηφηεηα πσο δελ αλήθνπλ ζηνλ εαπηφ ηνπο αλήθνπλ ζε 

απηά πνπ παξαιείπνληαη απφ ηελ απεηθφληζε. Δπνκέλσο, ε ηδηφηεηα απηή δελ κπνξεί 

λα νξίζεη έλα ζχλνιν. Καη‘ επέθηαζε, ε αθειήο έλλνηα ηεο έθηαζεο δελ κπνξνχζε λα 

ρξεζηκνπνηεζεί σο κέζνδνο νξηζκνχ ζπλφισλ. Σν αλεζπρεηηθφ ήηαλ πσο ν ηξφπνο 

θαηαζθεπήο απηνχ ηνπ παξαδφμνπ ζπληζηνχζε κηα «θφξκνπια» παξαγσγήο θαη άι-

ισλ παξαδφμσλ, φπσο απηά ηνπ Cantor θαη ηνπ Burali-Forti.  

 

2.1.2. Σα παξάδνμα ησλ Cantor θαη Burali-Forti 
 

Σελ παξαδνρή ηεο νιφηεηαο ,γηα ηελ νπνία κηινχζε ν Russell, είρε θάλεη θαη ν Can-

tor ζην παξάδνμν ηνπ κέγηζηνπ πιεζηθνχ αξηζκνχ. Σν επηρείξεκα είρε σο εμήο: Γηα 

θάζε ζχλνιν νξίδεηαη ην ζχλνιν ησλ ππνζπλφισλ ηνπ, ην νπνίν έρεη κεγαιχηεξε δχ-

λακε (πιεζηθφ αξηζκφ) απφ ην αξρηθφ. Αλ ζεσξήζνπκε ην ζχλνιν φισλ ησλ ζπλφισλ 

V, έπεηαη πσο ππάξρεη ην ζχλνιν φισλ ησλ ππνζπλφισλ ηνπ Ρ(V), ην νπνίν έρεη κε-

γαιχηεξε πιεζηθφηεηα απφ ην V. ΋κσο θαη απηφ αλήθεη ζην V, αθνχ ην V είλαη ην 

ζχλνιν φισλ ησλ ζπλφισλ. Δπνκέλσο, έρνπκε έλα ζχλνιν (ην V) πνπ έρεη κηθξφηεξε 

δχλακε απφ έλα ζχλνιν πνπ πεξηέρεη – άηνπν. Δπνκέλσο, δελ ππάξρεη κέγηζηνο πιε-

ζηθφο αξηζκφο. 

                                                             
146 Πεξηζζφηεξα ζηνηρεία ζρεηηθά κε ηελ επηζηνιή ηνπ Russell ζηνλ Frege, ηελ απάληεζε ηνπ δεχ-

ηεξνπ, θαζψο θαη γηα ηε κεηέπεηηα ζρέζε ηνπο, κπνξεί θαλείο λα αλαδεηήζεη ζηνλ ΢ΛΟΤΓΚΑ 2009. 
147 FERREIRÓS 22007, ζζ. 307-308. 
148 DAUBEN 1979, ζ. 262. 
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Ο Cantor είρε απνδείμεη πσο ε αθνινπζία ησλ άιεθ, φπσο απηή ησλ θπζηθψλ α-

ξηζκψλ, δελ έρεη ηέινο.
149

 Τπάξρεη φκσο κηα δηαθνξά. Δλψ φινη νη θπζηθνί κπνξνχλ 

ρσξίο αληίθαζε λα ζεσξεζνχλ σο έλα ηειεησκέλν ζχλνιν θαη κεηά λα νξηζηεί ν σ σο 

πξψηνο ππεξπεπεξαζκέλνο αξηζκφο, γηα ηνπο ππεξπεπεξαζκέλνπο δελ ηζρχεη ην ίδην. 

Έζησ Χ ην ζχλνιν φισλ ησλ δηαηαθηηθψλ ηχπσλ. Αλ ζεσξήζνπκε πσο ην Χ είλαη έλα 

θαιψο-δηαηεηαγκέλν ζχλνιν θαη άξα έρεη έλαλ ηχπν δ, ν ηχπνο απηφο ζα πξέπεη λα εί-

λαη κεγαιχηεξνο απφ θάζε ηχπν ζην Χ. Δθφζνλ, φκσο, ην Χ πεξηέρεη φινπο ηνπο ηχ-

πνπο, δ > δ 
150

. Ο Cantor εμέθξαζε ηελ άπνςή ηνπ κε ηε κνξθή ζεσξεκάησλ: 

 

Θ ε ψ ξ ε κ α  Α :  Σν ζχζηεκα Χ φισλ ησλ (δηαηαθηηθψλ) αξηζκψλ είλαη 

κηα απνιχησο άπεηξε, αζπλεπήο ζπιινγή. 

Θ ε ψ ξ ε κ α  Β :  Σν ζχζηεκα ה φισλ ησλ άιεθ είλαη θαη απηφ κηα απφιπ-

ηα άπεηξε θαη αζπλεπήο δηαδνρή. 

 

Ο Cantor είρε αλαθνηλψζεη ηελ αληηλνκία πνπ είρε αλαθαιχςεη, θαζψο θαη ηελ εθηί-

κεζή ηνπ γηα ην ηη «έθηαηγε», ζηελ αιιεινγξαθία ηνπ κε ηνλ Dedekind, δηφηη ην πα-

ξάδνμφ ηνπ επεξέαδε θαη ην πξφγξακκα ηνπ δεχηεξνπ:
151

 

 

Μηα πνιιαπιφηεηα κπνξεί λα ζπγθξνηείηαη κε ηέηνην ηξφπν ψζηε ε ππφζεζε 

πσο φια ηα ζηνηρεία ηεο «είλαη καδί» λα νδεγεί ζε αληίθαζε, ψζηε λα είλαη 

αδχλαηνλ λα ζπιιάβνπκε ηελ πνιιαπιφηεηα σο κηα νιφηεηα, σο έλα ηειεησ-

κέλν πξάγκα. Σέηνηεο πνιιαπιφηεηεο ηηο απνθαιψ απφιπηα άπεηξεο ή αζπλε-

πείο. Αλ κηα πνιιαπιφηεηα κπνξεί λα ζπγθεληξσζεί ζε «έλα πξάγκα» ρσξίο 

αληίθαζε θαιείηαη ζπλεπήο πνιιαπιφηεηα ή ζχλνιν. 

 

΢ηελ ίδηα θαηεγνξία κε ην πξνεγνχκελν αλήθεη θαη ην παξάδνμν πνπ δεκνζηεχηε-

θε ην 1897 απφ ηνλ Cesare Burali-Forti (1861-1931):
152

 

  

Μπνξεί λα δεηρηεί φηη θάζε θαιψο-δηαηεηαγκέλε ζεηξά δηαζέηεη έλαλ δηαηαθηη-

θφ αξηζκφ, φηη ε ζεηξά ησλ δηαηαθηηθψλ αξηζκψλ πνπ θηάλεη κέρξη θαη έλα δε-

δνκέλν δηαηαθηηθφ αξηζκφ μεπεξλά απηφλ ην δεδνκέλν δηαηαθηηθφ αξηζκφ θαηά 

έλα θαη φηη (ππφ νξηζκέλεο πνιχ θπζηνινγηθέο πξνυπνζέζεηο) ε ζεηξά φισλ 

ησλ δηαηαθηηθψλ αξηζκψλ (θαηά ζεηξά κεγέζνπο) είλαη θαιψο-δηαηεηαγκέλε. 

Απφ εδψ έπεηαη φηη ε ζεηξά φισλ ησλ δηαηαθηηθψλ αξηζκψλ έρεη έλαλ δηαηα-

θηηθφ αξηζκφ, ηνλ Χ. Αιιά, ζ‘ απηή ηελ πεξίπησζε, ε ζεηξά φισλ ησλ δηαηα-

θηηθψλ αξηζκψλ πνπ πεξηιακβάλεη ηνλ Χ έρεη σο δηαηαθηηθφ αξηζκφ ηνλ Χ+1, 

                                                             
149 Ό.π., ζ. 242 
150 Ό.π., ζ. 243 
151 Ό.π., ζ. 245 
152 ΋πσο παξαηίζεηαη ζην RUSSELL 2000, ζ. 29. Γηα ηελ αθξίβεηα, ν Burali-Forti είρε παξαλνήζεη 

ηελ έλλνηα ηνπ θαιψο-δηαηεηαγκέλνπ ζπλφινπ, κε απνηέιεζκα ε αληηλνκία λα απνθηήζεη νπζία κφλν 

ράξε ζηελ επαλαδηαηχπσζή ηεο απφ ηνλ Russell. Βι. FERREIRÓS 22007, ζζ. 306-307. 
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ν νπνίνο πξέπεη λα είλαη κεγαιχηεξνο απφ ηνλ Χ. ΢πλεπψο, ν Χ δελ είλαη ν δη-

αηαθηηθφο αξηζκφο φισλ ησλ δηαηαθηηθψλ αξηζκψλ. 

 

Ο Burali-Forti είρε δηαθνξεηηθή άπνςε απφ ηνλ Cantor:
153

 ην παξάδνμν νθεηιφηαλ 

ζην γεγνλφο φηη νη δηαηαθηηθνί αξηζκνί δελ είλαη πάληα ζπγθξίζηκνη. Ζ πξννπηηθή απ-

ηή ήηαλ θαηαζηξνθηθή γηα ηε ζεσξία ζπλφισλ. Ο Russell, ν νπνίνο ζεσξνχζε πην επ-

λντθή ηε δηθή ηνπ εξκελεία, ππνζηήξηδε πσο ε νιφηεηα ησλ δηαηαθηηθψλ αξηζκψλ δελ 

είλαη θαιψο-δηαηεηαγκέλε.
154

 Παξ‘ φια απηά, θαη πάιη ππήξραλ απψιεηεο. Ο Felix 

Bernstein (1878-1956), καζεηήο ηνπ Cantor, πξνζπαζψληαο λα πεξηζψζεη αηφθπα ηε 

ζεσξία ζπλφισλ, ππνζηήξημε πσο ην ίδην ην ζχλνιν W φισλ ησλ δηαηαθηηθψλ αξηζ-

κψλ δελ αλήθε ζε θάπνην ηκήκα θαιψο-δηαηεηαγκέλνπ ζπλφινπ θαη άξα δελ είρε επφ-

κελν ζηνηρείν – άπνςε πνπ θαηεγνξεκαηηθά απνξξίθζεθε απφ ηνλ Zermelo σο έλα 

απιντθφ ινγνπαίγλην, ην νπνίν, εάλ πηνζεηείην, ζα κπνξνχζε λα θαηαζηεί αθφκα θαη 

επηθίλδπλν γηα ηα καζεκαηηθά.
155

 

΋πσο είπακε, ε άπνςε ηνπ Russell ήηαλ πσο ηα παξαπάλσ παξάδνμα, φπσο θαη 

πνιιά άιια, δελ έζηγαλ ηνπηθά ζθάικαηα ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ. Αλ ήηαλ απηή ε πε-

ξίπησζε, κε μερσξηζηέο ιχζεηο γηα ην θαζέλα ζα κπνξνχζαλ λα απνθεπρζνχλ ρσξίο 

λα βιάςνπλ ηε ζεκειίσζε ηεο αξηζκεηηθήο ζηε ινγηθή, φπσο ηελ είρε νηθνδνκήζεη ν 

Frege. Αληηζέησο, επξφθεηην γηα εηδηθέο πεξηπηψζεηο ινγηθψλ παξαδφμσλ πνπ πιήη-

ηνπλ θάζε είδνπο ινγηθφ ζπιινγηζκφ θαη άξα άπηνληαη φισλ ησλ θιάδσλ ησλ καζε-

καηηθψλ. Πνχ νθείιεηαη απηφ φκσο; Ο ίδηνο θαηέιεμε ζην εμήο ζπκπέξαζκα:
156

  

 

Έηζη, φιεο νη αληηλνκίεο καο έρνπλ θνηλή ηελ ππφζεζε κηαο νιφηεηαο ηέηνηαο 

ψζηε, αλ ήηαλ λφκηκε, ζα κπνξνχζε ακέζσο λα δηεπξπλζεί κε λέα κέιε πνπ 

νξίδνληαη κε φξνπο ηνπ εαπηνχ ηεο. Απηφ καο νδεγεί ζηνλ εμήο θαλφλα: «νηη-

δήπνηε εκπιέθεη φια ηα κέιε κηαο ζπιινγήο δελ πξέπεη λα αλήθεη ζηε ζπιιν-

γή». […] Ζ παξαπάλσ αξρή, φκσο, έρεη θαζαξά αξλεηηθή ηζρχ. Δπαξθεί γηα λα 

δείμεη φηη πνιιέο ζεσξίεο είλαη ιαλζαζκέλεο, αιιά δελ δείρλεη κε πνηνλ ηξφπν 

κπνξνχλ λα δηνξζσζνχλ ηα ιάζε. Γελ κπνξνχκε λα πνχκε: «φηαλ κηιψ γηα φ-

ιεο ηηο πξνηάζεηο, ελλνψ φιεο εθηφο απφ εθείλεο πνπ αλαθέξνληαη ζε ―φιεο ηηο 

πξνηάζεηο‖», γηαηί ζ‘ απηή ηελ εξκελεία έρνπκε αλαθέξεη ηηο πξνηάζεηο ζηηο 

νπνίεο αλαθέξνληαη φιεο νη πξνηάζεηο, πξάγκα πνπ δελ κπνξνχκε λα θάλνπκε 

θαη λα έρεη λφεκα. […] Έηζη είλαη απαξαίηεην, αλ δελ ζέινπκε λα παξαβηάδνπ-

κε ηελ παξαπάλσ αξλεηηθή αξρή, λα θαηαζθεπάδνπκε ηε ινγηθή καο ρσξίο λα 

αλαθέξνπκε θξάζεηο φπσο «φιεο νη πξνηάζεηο» ή «φιεο νη ηδηφηεηεο» θαη ρσ-

ξίο αθφκα λα πξέπεη λα πνχκε φηη εμαηξνχκε ηέηνηα πξάγκαηα. 

 

Δθηφο απηνχ, ν Russell παξαηήξεζε πσο ππήξρε αθφκα έλα θνηλφ ζηνηρείν κεηαμχ 

φισλ ησλ παξαδφμσλ. ΋ια ρξεζηκνπνηνχλ γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπο ηελ αλεμέιεγθηε 

                                                             
153 DAUBEN 1979, ζ. 259. 
154 Ό.π., ζ. 260. 
155 Ό.π., ζ.260-261. 
156 RUSSELL 2000, ζζ. 32-33. 
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ρξήζε απηναλαθνξψλ ηεο κνξθήο «xx» θαη «xx». Έηζη, ινηπφλ, πξφηεηλε ηελ α-

παγφξεπζε ησλ απηναλαθνξψλ ζηε δεκηνπξγία ηεξαξρηψλ αληηθεηκέλσλ θαη πξνηά-

ζεσλ. Οπζηαζηηθά, ζθφπεπε ζην λα δηαηεξήζεη ηελ αξρή ηεο ζπκπεξίιεςεο, πεξηνξί-

δνληάο ηελ κέζσ θάπνησλ ινγηθψλ θαλφλσλ. Ο θαλφλαο απηφο, ν νπνίνο νλνκάζηεθε 

Α ξ ρ ή  η ε ο  Π ε ξ η ν ξ η ζ κ έ λ ε ο  ΢ π κ π ε ξ ί ι ε ς ε ο  (Limited Comprehension Prin-

ciple)
157

, αληηκεησπίζηεθε κε κεγάιν ζθεπηηθηζκφ θαη ηειηθά απνξξίθζεθε απφ ηελ 

πιεηνςεθία ησλ καζεκαηηθψλ. Αληί απηήο ηεο άπνςεο, πξνηηκήζεθε ε δεχηεξε πνπ 

πξφηεηλε, λα κείλεη αλέπαθε ε δπλαηφηεηα απηναλαθνξψλ θαη λα πεξηνξηζηεί ε ειεχ-

ζεξε ρξήζε ηδηνηήησλ γηα ηελ πεξηγξαθή ζπλφισλ.
158

 Ζ δεχηεξε απηή άπνςε ελζσ-

καηψζεθε ζην θνξκαιηζκφ ηνπ ζπζηήκαηνο ZFC κέζσ ελφο λφκνπ (αμησκαηηθφ ζρή-

κα ηνπ δηαρσξηζκνχ), ν νπνίνο θαζνξίδεη πσο γηα ηε δεκηνπξγία ελφο λένπ ζπλφινπ 

δελ αξθεί κηα ηδηφηεηα – απαηηείηαη θαη ε αλαθνξά ζε θάπνηα απφ ηα ζηνηρεία ελφο ή-

δε ππάξρνληνο ζπλφινπ. Υάξε ζην λφκν απηφ, ε ρξήζε ηεο έλλνηαο ηνπ ζπλφινπ φ-

ισλ ησλ ζπλφισλ δελ έρεη λφεκα, αθνχ γηα ηελ χπαξμε ελφο ηέηνηνπ ζπλφινπ απαη-

ηείηαη έλα ήδε ππάξρνλ ζχλνιν αλαθνξάο ηεο ηδηφηεηαο. Με απηφ ηνλ ηξφπν, εμαθα-

λίδνληαη φια ηα παξάδνμα ρσξίο λα πιεγεί ηδηαίηεξα ε θαληνξηαλή ζπλνινζεσξία. 

 

 

2.2. Ο Hilbert θαη ε αμησκαηηθή ζεκειίσζε 
 

Ο HILBERT ΖΣΑΝ έλαο απφ ηνπο κεγαιχηεξνπο ππέξκαρνπο ηεο ηππηθήο αμησκαηηθήο 

ζεκειίσζεο. Σελ πξνζέγγηζε ζηε ζεκειίσζε ησλ αξηζκψλ κε αλαγσγή ζε ζηνηρεηψ-

δεηο ινγηθέο έλλνηεο πνπ είραλ πηνζεηήζεη καζεκαηηθνί ηνπ 19
νπ

 αηψλα, φπσο νη 

Weierstraß θαη Kronecker, ηελ νλφκαδε γ ε λ ε η η θ ή  (genetic).
159

 Θεσξνχζε σο πην 

βνιηθή θαη αθξηβή ηελ αμησκαηηθή κέζνδν ζεκειίσζεο ζηα καζεκαηηθά, ηελ νπνία 

είραλ αθνινπζήζεη νη Frege θαη Peano
160

 θαη πίζηεπε πσο πξέπεη λα ηελ εθαξκφζνπκε 

απεπζείαο ζηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο. Μέζσ ηεο κεγάιεο επηξξνήο πνπ είρε ζην 

καζεκαηηθφ θφζκν, βνήζεζε ηδηαίηεξα πξνο απηή ηελ θαηεχζπλζε. Μνινλφηη δελ α-

ζρνιήζεθε πνηέ επηζηακέλσο κε ηε ζεσξία ζπλφισλ, θαηέζηεζε κε πνιινχο ηξφπνπο 

ζαθή ηε ζεκαζία πνπ είρε θαηά ηε γλψκε ηνπ ε ελαζρφιεζε κε ηα πξνβιήκαηά ηεο. 

Καηά πξψηνλ, πξνέηξεπε ηαιαληνχρνπο καζεκαηηθνχο φπσο νη Bernstein, Zermelo 

θαη Schönflies λα αζρνιεζνχλ κε ζέκαηα πνπ άπηνληαλ ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ.
161

 Δπί-

                                                             
157 MADDY 1997, ζ. 45. 
158 ΑΝΑΠΟΛΗΣΑΝΟ΢ 52005, ζ. 213. 
159 FERREIRÓS 22007, ζ. 119. Δίλαη ζεκαληηθφ λα ζεκεηψζνπκε πσο ε ρηιπεξηηαλή αμησκαηηθή κέ-

ζνδνο δελ ζα κπνξνχζε λα έρεη επηιεγεί ηελ επνρή ησλ Cantor θαη Dedekind. Ζ γελεηηθή κέζνδνο πξν-

εηνίκαζε ηδενινγηθά ηνπο επφκελνπο καζεκαηηθνχο ψζηε λα δερζνχλ σο δηαηζζεηηθά πξνθαλή ηα α-

μηψκαηα. Ζ δηαηχπσζε ελφο απζαίξεηνπ αμησκαηηθνχ ζπζηήκαηνο ζα ήηαλ εθ ησλ πξνηέξσλ θαηαδη-

θαζκέλε. Βι. ό.π., ζ. 123. 
160 ΢χγρξνλνη ζρνιηαζηέο ζεσξνχλ πσο ν Hilbert δέρηεθε θαηά βάζε ηελ επηξξνή ηνπ Dedekind. 

Αλ θαη ν Dedekind ηππηθά θάλεη ρξήζε ηεο γελεηηθήο κεζφδνπ θαη δελ θάλεη αλαθνξά ζε αμηψκαηα, νη 

ραξαθηεξηζηηθέο ζπλζήθεο πνπ ζέηεη γηα έλαλ νξηζκφ είλαη ηζνδχλακεο κε ηα αμηψκαηα πνπ κεηά απφ 

δέθα ρξφληα ζα ρξεζηκνπνηνχζε ν Hilbert ζην δηθφ ηνπ ζχζηεκα. Βι. ό.π., ζζ. 458-459. 
161 Ό.π., ζ. 302. 
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ζεο, ζηε ιίζηα ησλ 23 πξνβιεκάησλ πνπ παξνπζίαζε ζην Γηεζλέο ΢πλέδξην Μαζε-

καηηθψλ ζην Παξίζη ην 1900, έζεζε σο πξψην ηελ ππφζεζε ηνπ ζπλερνχο. Σέινο, ε 

αμία πνπ απέδηδε ζηε ζεσξία ζπλφισλ ήηαλ θαλεξή ζηελ πεξίθεκε δήισζή ηνπ: 

«Καλείο δελ ζα καο εθδηψμεη απφ ηνλ παξάδεηζν πνπ ν Cantor δεκηνχξγεζε γηα καο.» 

Με απηφ ηνλ ηξφπν έπαηξλε ζαθψο ζέζε σο πξνο ην πνηα ζθνπηά έπξεπε λα επηιεγεί 

ζρεηηθά κε ηελ αληηκεηψπηζε ησλ παξαδφμσλ θαη απαληνχζε επζέσο ζηελ ηληνπηζην-

ληζηηθή πξνζέγγηζε. 

Ο David Hilbert (1862-1943) είρε ηνπο δηθνχο ηνπ ιφγνπο γηα λα ελδηαθέξεηαη γηα 

ην δήηεκα. Οη πξνζπάζεηέο ηνπ γηα ηελ αμησκαηηθνπνίεζε ηεο γεσκεηξίαο ην 1899 εί-

ραλ ιάβεη σο δεδνκέλε ηε ζπλέπεηα ηεο θαζηεξσκέλεο ζεσξίαο γηα ηνπο πξαγκαηη-

θνχο αξηζκνχο, ελψ ηελ ίδηα πεξίνδν είρε πξνηείλεη έλα ζχλνιν αμησκάησλ απφ ηα 

νπνία ήιπηδε πσο ζα κπνξνχζε λα πξνθχςεη ε ζεσξία απηή. Ζ αλαθάιπςε αζπλεπψλ 

ζπζηεκάησλ απφ ηνλ Cantor, ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ αδπλακία θαηαθαηηθήο απάληεζεο 

ζηελ ππφζεζε ηνπ ζπλερνχο, έζεηε ζε θίλδπλν θαη ην δηθφ ηνπ νηθνδφκεκα.
162

 Δθηφο 

απηψλ κε ην Πξφγξακκά ηνπ, πνπ αλήγγεηιε ην 1920, άλνημε ην δξφκν γηα λέεο εμειί-

μεηο θαη ηελ ελνπνίεζε ησλ καζεκαηηθψλ. Σέινο, ην 1928 έζεζε σο πξφβιεκα ηελ 

απφδεημε ηεο πιεξφηεηαο ηεο αξηζκεηηθήο Peano (ζχληκ.: PA) – δειαδή πψο, γηα ν-

πνηαδήπνηε πξφηαζε πνπ κπνξεί λα εθθξαζηεί ζηε γιψζζα ηεο PA, ε PA κπνξεί λα 

απνδείμεη είηε ηελ ίδηα είηε ηελ άξλεζή ηεο. 

Χζηφζν, ν Henri Poincaré, θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ ζπλεδξίνπ ηνπ 1900, είρε παξα-

ηεξήζεη πσο ν Hilbert είρε εκπιαθεί ζε έλαλ θαχιν θχθιν: ρξεζηκνπνηνχζε ηηο κεζφ-

δνπο πνπ ήζειε λα δηθαηνινγήζεη ζηελ ππνηηζέκελε απφδεημε ηεο πξφηαζεο φηη νη ελ 

ιφγσ κέζνδνη δελ κπνξνχλ λα νδεγήζνπλ ζε αληίθαζε.
163

 Πξνθεηκέλνπ λα απαληήζεη 

ζηελ θξηηηθή ηνχ Poincaré
164

, ν Hilbert, είθνζη ρξφληα κεηά, αλαθνίλσζε ην Πξφ-

γξακκά ηνπ γηα ηε ζεκειίσζε ησλ καζεκαηηθψλ, ην νπνίν ζπλίζηαην ζηα εμήο: 

 

 Σππνπνίεζε όισλ ησλ καζεκαηηθώλ. Έθθξαζε θάζε καζεκαηηθήο ζεσξίαο ζε 

κηα απζηεξή ηππηθή γιψζζα ψζηε φιεο νη πξνηάζεηο ηεο λα ππφθεηληαη ζε ρεηξη-

ζκνχο ζχκθσλα κε θαιψο-νξηζκέλνπο θαλφλεο. 
 
 ΢πλέπεηα. Απφδεημε φηη δελ κπνξεί λα πξνθχςεη θακία αληίθαζε απφ ηηο ηππηθέο 

αμησκαηηθέο ζεσξίεο. Ζ απφδεημε απηή ζα ήηαλ πξνηηκφηεξν λα ρξεζηκνπνηεί κφλν 

πεπεξαζκέλνπο («αιγνξηζκηθνχο») ζπιινγηζκνχο γηα πεπεξαζκέλα καζεκαηηθά α-

ληηθείκελα. 
 
 ΢πληεξεηηθόηεηα. Απφδεημε φηη θάζε απνηέιεζκα πνπ αθνξά ζε πξαγκαηηθά α-

ληηθείκελα ρξεζηκνπνηψληαο ζπιινγηζκνχο πνπ αμηνπνηνχλ ηδεαηά αληηθείκελα κπν-

ξεί λα απνδεηρηεί ρσξίο ηε ρξήζε ηδεαηψλ αληηθεηκέλσλ (δειαδή, κε πεξαηνθξαηη-

θέο κεζφδνπο).
165

 

                                                             
162 DAUBEN 1979, ζζ. 263-264, θαη FERREIRÓS 22007, ζ. 301. 
163 DAVIS 2007, ζ. 152. 
164 Ό.π., ζ. 163. 
165 Πνιχ γεληθά, θαηά ηνλ Hilbert, ηα «πξαγκαηηθά καζεκαηηθά» πεξηιακβάλνπλ ηελ πεξαηνθξαηη-

θή ζεσξία αξηζκψλ –θάπνην είδνο ζηνηρεηψδνπο αξηζκεηηθήο ην νπνίν νχηε ν ίδηνο νχηε νη ζπλεξγάηεο 

ηνπ νξνζέηεζε απζηεξά–, ελψ ηα ηδεαηά καζεκαηηθά πεξηιακβάλνπλ φινπο ηνπο θιάδνπο πνπ ζρεηίδν-
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Σν Πξφγξακκα ηνπ Hilbert εγθαηλίαζε έλα εληειψο λέν είδνο καζεκαηηθψλ, ην νπνίν 

νλνκάζηεθε κ ε η α κ α ζ ε κ α η η θ ά  θαη αλαπφζπαζην θνκκάηη ηνπ νπνίνπ ήηαλ ε ζ ε-

σ ξ ί α  α π ν δ ε ί μ ε σ λ.  ΢ην επίπεδν ηεο πινπνίεζεο ζήκαηλε δχν πξάγκαηα: Πξψην, 

γηα ηελ εχξεζε πεξαηνθξαηηθψλ απνδείμεσλ κε αληηθαηηθφηεηαο ησλ ηππηθψλ ζπζηε-

κάησλ πξνυπνηίζεηαη ε δπλαηφηεηα δηαηχπσζεο κηαο αξηζκεηηθήο πξφηαζεο πνπ, θα-

ηάιιεια κεηαθξαζκέλε, καο ιέεη πσο ην αληίζηνηρν ηππηθφ ζχζηεκα ζην νπνίν εθ-

θξάδεηαη είλαη ζπλεπέο (κε αληηθαηηθφ)
166

. Καη, δεχηεξν, νη πξαγκαηηθέο (πεξαηνθξα-

ηηθέο) κέζνδνη είλαη απηέο πνπ απφ ηε κηα κεξηά ρξεζηκνπνηνχλ ινγηθέο δηεξγαζίεο 

ζην πιαίζην ηεο ζεσξίαο ησλ πξσηνγελψο αλαδξνκηθψλ ζπλαξηήζεσλ θαη απφ ηελ 

άιιε επηηξέπνπλ ηε ρξήζε ηεο επαγσγήο κφλνλ φηαλ απηή εθαξκφδεηαη ζηελ απφδεη-

με πξαγκαηηθψλ πξνηάζεσλ. H ηδηφηεηα ηεο ζπληεξεηηθφηεηαο είλαη ηζνδχλακε κε 

ηελ χπαξμε πεξαηνθξαηηθήο απφδεημεο ηεο ζπλέπεηαο ηνπ ηππηθνχ ζπζηήκαηνο ζην 

νπνίν αλαθέξεηαη ε δπλαηφηεηα απαινηθήο. ΢ηελ απφδεημε ηεο παξαπάλσ ηζνδπλακί-

αο ηαπηίδεηαη ε έλλνηα ηεο «αιήζεηαο» κε ηελ έλλνηα ηεο «απνδεημηκφηεηαο» φηαλ απ-

ηέο αθνξνχλ πξαγκαηηθέο πξνηάζεηο πνπ απνδεηθλχνληαη πεξαηνθξαηηθά ή επαιεζεχ-

νληαη απφ ηνπο a priori δεδνκέλνπο θπζηθνχο αξηζκνχο.
167

 

 

 

2.3. Γηα ην αμίσκα ηεο επηινγήο 
 

ΟΠΧ΢ ΔΗΠΑΜΔ, δχν ήηαλ ηα ζεκαληηθά αλεπίιπηα δεηήκαηα πνπ απαζρνινχζαλ ηε 

ζθέςε ηνπ Cantor: (α΄) ην ζεψξεκα θαιήο δηάηαμεο (θάζε ζχλνιν επηδέρεηαη κηα 

ζρέζε θαιήο δηάηαμεο) θαη (β΄) ε ππφζεζε ηνπ ζπλερνχο (ην ζπλερέο έρεη πιεζηθφηε-

ηα ίζε κε ην 1 ). Καη νη δχν απηέο πεπνηζήζεηο ηέζεθαλ ζε ακθηζβήηεζε ην 1903 ζην 

3
ν
 Γηεζλέο ΢πλέδξην Μαζεκαηηθψλ απφ ηνλ Julius König (1849-1913), ν νπνίνο ππν-

ζηήξημε πσο φρη κφλν ε ππφζεζε ηνπ ζπλερνχο δελ ηζρχεη, αιιά επίζεο πσο ην ζπλε-

ρέο δελ έρεη δχλακε ίζε κε θάπνην άιεθ θαη επνκέλσο δελ κπνξεί λα είλαη θαιψο-δηα-

ηεηαγκέλν.
168

 Παξφηη κηα κέξα αξγφηεξα, ν Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-

1953) απέδεημε πσο ν König είρε θάλεη ιάζνο, ε πίζηε ζηε ζεσξία ζπλφισλ είρε ππν-

ζηεί ζνβαξφ πιήγκα. Ο κφλνο ηξφπνο λα δηνξζσζεί απηή θξίζε ήηαλ λα απνδεηρζεί 

ηνπιάρηζηνλ πσο ε δχλακε ηνπ ζπλερνχο είλαη έλα άιεθ. Έλα κήλα κεηά ην ζπλέδξην, 

ν Zermelo είρε θαηαθέξεη λα απνδείμεη θάηη ηζρπξφηεξν: ην ζεψξεκα ηεο θαιήο δηά-

ηαμεο.
169

 Ζ απφδεημε απηή είρε δχν άκεζα θαη πνιχ ζεκαληηθά απνηειέζκαηα: (α΄) ε 

δχλακε θάζε ζπλφινπ (θαη άξα θαη ηνπ ζπλερνχο) είλαη ίζε κε θάπνην άιεθ θαη (β΄) 

νη πιεζηθνί αξηζκνί είλαη ζπγθξίζηκνη – δειαδή κεηαμχ δχν πιεζηθψλ αξηζκψλ a θαη 

b ηζρχεη πάληα αθξηβψο κηα εθ ησλ ηξηψλ ζρέζεσλ: , ,a b a b a b   . 

                                                                                                                                                                               
ληαη κε ην άπεηξν (αλάιπζε, ζεσξία ζπλφισλ θ.ιπ.). Καηά ηελ επηθξαηέζηεξε εξκελεία, ε πεξαηνθξα-

ηηθή ζεσξία αξηζκψλ ηαπηίδεηαη κε ηελ πξσηνγελή αλαδξνκηθή αξηζκεηηθή.  
166 ΑΝΑΠΟΛΗΣΑΝΟ΢ 52005, ζ. 253. 
167 Ό.π., ζ. 256. 
168 DAUBEN 1979, ζ. 248. 
169 Ό.π., ζζ. 250-252· ZERMELO 1967α΄. 
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Ζ απφδεημε ηνπ Zermelo ήηαλ πνιχ ζεκαληηθή γηα έλα αθφκε ιφγν.
170

 Γηα πξψηε 

θνξά δηαηχπσζε ξεηά θαη έθαλε ρξήζε ηνπ αμηψκαηνο ηεο επηινγήο («Γηα θάζε νηθν-

γέλεηα  κε θελψλ θαη μέλσλ κεηαμχ ηνπο ζπλφισλ, ππάξρεη κηα ζπλάξηεζε f ηέηνηα 

ψζηε f(S)S γηα θάζε ζχλνιν S ηεο νηθνγέλεηαο »
171

) σο απηαπφδεηθηεο θαη πνιιά-

θηο ρξεζηκνπνηεζείζαο αξρήο. Γηα απηνχο πνπ ακθηζβεηνχζαλ ηελ αιήζεηα ηνπ ζεσ-

ξήκαηνο θαιήο δηάηαμεο, ην δήηεκα εζηηαδφηαλ πιένλ ζην θαηά πφζν ήηαλ ζσζηή ε 

ρξήζε ηνπ γηα ηελ απφδεημε.
172

  

Σν δήηεκα ηεο ηαπηφρξνλεο επηινγήο ζηνηρείσλ απφ κηα (άπεηξε) ζπιινγή (άπεη-

ξσλ) ζπλφισλ δεκηνχξγεζε πνηθίιεο αληηδξάζεηο αλάινγα κε ηε ζηάζε πνπ ηεξνχζε 

ν θάζε καζεκαηηθφο απέλαληη ζηε δηάθξηζε κεηαμχ νξηζκνχ θαη πεξηγξαθήο κηαο δηα-

δηθαζίαο. Κάπνηνη, φπσο νη Félix Edouard Justin Émile Borel (1871-1956), René-

Louis Baire (1874-1932) θαη Henri Lebesgue (1875-1941), νη νπνίνη ζεσξνχζαλ πσο 

δελ έρεη λφεκα λα κηιάκε γηα νληφηεηεο σο εάλ λα είλαη ππάξρνπζεο κε κφλν επηρεί-

ξεκα ηνλ ζπλεπή νξηζκφ ηνπο, αζπάδνληαλ κηα θαηαζθεπαζηηθή άπνςε γηα ηα καζε-

καηηθά αληηθείκελα. Καη‘ απηνχο, ε βαζηθή εξψηεζε ζρεηηθά κε ηελ απφδεημε ηνπ 

ζεσξήκαηνο θαιήο δηάηαμεο, αιιά θαη γεληθφηεξα, ήηαλ: κπνξνχκε λα ππνζηεξίμνπ-

κε ηελ χπαξμε κηαο καζεκαηηθήο νληφηεηαο ρσξίο λα ηελ έρνπκε νξίζεη;
173

 Άιινη, 

φπσο ν Hadamard θαη ν ίδηνο ν Zermelo, πξνηηκνχζαλ λα ζεσξήζνπλ σο δεδνκέλα 

ζεηηθή ηελ απάληεζε ζηελ πξνεγνχκελε εξψηεζε πξνθεηκέλνπ λα δηθαηνινγήζνπλ 

ηελ απφδεημε πνπ είρε δνζεί. Σν αμίσκα ηεο επηινγήο έρεη γίλεη αληηθείκελν κεγάισλ 

δηαθσληψλ θαη έρνπλ δεκηνπξγεζεί κνληέια ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ πνπ είηε ην πεξηέ-

ρνπλ είηε φρη. Μηα άιιε δηαθνξά κεηαμχ απηψλ ησλ δχν ξεπκάησλ είλαη ε ζηάζε ηνπο 

απέλαληη ζην ζχλνιν φισλ ησλ ζπλφισλ. Οη Borel, Baire θαη Lebesgue
174

 πίζηεπαλ 

πσο ην ζθάικα έγθεηηαη ζηελ ρξήζε ελλνηψλ πνπ δελ νξίδνληαη επαξθψο, φπσο νη π-

πεξπεπεξαζκέλνη αξηζκνί. Ο Jacques Hadamard (1865-1963), φπσο θαη ν Cantor, ζε-

σξνχζε πσο ην ζχλνιν φισλ ησλ ζπλφισλ είλαη κηα απξνζέγγηζηε, απφιπηα άπεηξε 

θαη κε εξκελεχζηκε νληφηεηα.
175

  

Σν 1905, παξνπζηάζηεθαλ δχν αθφκα παξάδνμα, απηά ησλ Richard θαη König. Ζ 

εκθάληζή ηνπο, ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ επηζπκία ηνπ λα εμαζθαιίζεη ηελ ηζρχ ηνπ ζεσ-

ξήκαηνο θαιήο δηάηαμεο, ήηαλ ε αθνξκή πνπ ψζεζε ηνλ Zermelo λα αζρνιεζεί ζν-

βαξά κε ηελ απνκφλσζε ησλ ζεκειησδέζηεξσλ παξαδνρψλ ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ θαη 

λα ηηο δηαηππψζεη ππφ κνξθή αμησκάησλ.
176

 Πξνζπάζεζε (αλεπηηπρψο) λα απνδείμεη 

ηε ζπλέπεηα θαη ηελ αλεμαξηεζία ησλ αμησκάησλ ηνπ κέρξη θαη ην 1907 θαη ηειηθά 

έθαλε ηελ δεκνζίεπζε ην 1908. Σελ ίδηα ρξνληά δεκνζίεπζε θαη κηα λέα απφδεημε ηνπ 

ζεσξήκαηνο θαιήο δηάηαμεο, ζηελ νπνία εμέζεζε ηηο απφςεηο ηνπ ζρεηηθά κε ηελ χ-

                                                             
170 DAUBEN 1979, ζ. 253, θαη FERREIRÓS 22007, ζ. 312. 
171 JECH 22008, ζ. 1. 
172 DAUBEN 1979, ζ. 252, θαη FERREIRÓS 22007, ζ. 318. 
173 DAUBEN 1979, ζζ. 256-258. 
174 Οη ηξεηο απηνί καζεκαηηθνί, αλ θαη πξνεγνχληαη ηνπ ηληνπηζηνληζηηθνχ ξεχκαηνο, ην νπνίν με-

θηλάεη κε ηνλ Brouwer, είραλ ηέηνηεο πξνδηαζέζεηο θαη γη‘ απηφ αλαθέξνληαη πνιιέο θνξέο σο εκη-

ηληνπηζηνληζηέο ή πξν-ηληνπηζηνληζηέο. 
175 DAUBEN 1979, ζ. 259, θαη FERREIRÓS 22007, ζζ. 315-316 
176 DAUBEN 1979, ζ. 266 
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παξμε ηνπ αμηψκαηνο ηεο επηινγήο θαη ζε ζρέζε κε ηελ θχζε ησλ επηρεηξεκάησλ πνπ 

πξέπεη λα επηζηξαηεχνληαη γηα ηελ ππεξάζπηζε ή ηελ απφξξηςε κηαο αξρήο.
177

 

 

 

2.3. Σν αμησκαηηθφ ζχζηεκα ZFC 
 

2.3.1. Οξηζκνί θαη αμηώκαηα ηνπ ZFC θαηά Zermelo (1908) 
 

Ο ZERMELO ΔΗ΢ΑΓΔΗ ην ζχζηεκα ZFC ζηηο «Έξεπλεο γηα ηε Θεκειίσζε ηεο Θεσξίαο 

΢πλφισλ, Α΄» («Untersuchungen über die Grundlagen der Mengenlehre, I », 1908). Ζ 

εηζαγσγή είλαη ελδεηθηηθή ηεο θαηάζηαζεο πνπ επηθξαηνχζε, ησλ απφςεσλ ηνπ ηδίνπ, 

θαζψο θαη ησλ ζθνπψλ ηεο δεκνζίεπζεο: 

 

Ζ ζεσξία ζπλφισλ είλαη ν θιάδνο ησλ καζεκαηηθψλ ηνπ νπνίνπ ε απνζηνιή 

είλαη λα εξεπλά καζεκαηηθά ηηο ζεκειηψδεηο έλλνηεο «αξηζκφο», «δηάηαμε» θαη 

«ζπλάξηεζε», ιακβάλνληάο ηεο ζηελ αξρηθή, απιή ηνπο κνξθή, θαη λα αλα-

πηχζζεη, σο εθ ηνχηνπ, ηα ινγηθά ζεκέιηα φιεο ηεο αξηζκεηηθήο θαη ηεο αλά-

ιπζεο. ΢πληζηά, επνκέλσο, έλα αλαπφζπαζην ζπζηαηηθφ ηεο επηζηήκεο ησλ 

καζεκαηηθψλ. ΢ήκεξα, πάλησο, ε ίδηα ε χπαξμε ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ θαίλε-

ηαη λα απεηιείηαη απφ θάπνηεο αληηθάζεηο ή «αληηλνκίεο», νη νπνίεο πξνέξρν-

ληαη απφ ηηο αξρέο ηεο –αξρέο πνπ θαίλεηαη λα θπξηαξρνχλ αλαγθαία ζηε ζθέ-

ςε καο– θαη απέλαληη ζηηο νπνίεο θακία εληειψο ηθαλνπνηεηηθή ιχζε δελ έρεη 

βξεζεί. ΢πγθεθξηκέλα, έρνληαο ππφςε ηελ «αληηλνκία ηνπ Russell»
178

 ζρεηηθά 

κε ην ζχλνιν φισλ ησλ ζπλφισλ πνπ δελ πεξηέρνπλ ηνλ εαπηφ ηνπο σο ζηνη-

ρεία, δελ θαίλεηαη πιένλ επηηξεπηφ ζήκεξα λα απνδψζνπκε ζε κηα ακθηζβε-

ηήζηκε ινγηθά έλλνηα (ηδηφηεηα) έλα ζχλνιν ή κία θιάζε, σο έθηαζή ηεο. Άξα, 

ν αξρηθφο νξηζκφο ηνπ Cantor γηα ην ζχλνιν σο «ζπιινγή, ζπγθεληξσκέλε ζε 

κία νιφηεηα, θαιψο δηαθεθξηκέλσλ αληηθεηκέλσλ ηεο αληίιεςήο καο ή ηεο 

ζθέςεο καο» ζίγνπξα απαηηεί θάπνηνπο πεξηνξηζκνχο. Γελ έρεη, φκσο, αληηθα-

ηαζηαζεί επηηπρψο απφ θάπνηνλ πνπ λα είλαη εμίζνπ απιφο θαη λα κελ εγείξεη 

ηέηνηα δεηήκαηα. Τπ‘ απηέο ηηο ζπλζήθεο, δελ καο κέλεη ηίπνηα άιιν λα θά-

λνπκε απφ ην λα πξνρσξήζνπκε ζηελ αληίζεηε θαηεχζπλζε θαη, μεθηλψληαο 

απφ ηε ζεσξία ζπλφισλ φπσο καο δφζεθε ηζηνξηθά, λα αλαδεηήζνπκε ηηο αξ-

ρέο πνπ απαηηνχληαη γηα λα εδξαηψζνπκε ηα ζεκέιηα απηνχ ηνπ καζεκαηηθνχ 

θιάδνπ.
179

 

 

Ο ζηφρνο ηνπ Zermelo ήηαλ λα αληηθαηαζηήζεη ηηο άκεζεο δηαηζζήζεηο ηνπ Cantor γηα 

ηα ζχλνια κε κηα κηθξή νκάδα αξρψλ –αμησκάησλ– πνπ λα είλαη «αξθεηά πεξηνξη-

ζκέλεο ψζηε λα απνβάιινπλ φιεο ηηο αληηθάζεηο», αιιά θαη «αξθεηά ηζρπξέο ψζηε λα 

                                                             
177 ZERMELO 1967β΄. 
178 ΢χκθσλα κε ηνλ FERREIRÓS 22007, ζ. 309, ν Zermelo είρε αλαθαιχςεη ην παξάδνμν ηνπ Rus-

sell πξηλ απφ ηνλ ίδην ηνλ Russell. 
179 Μηθξ. απφ ηνλ ZERMELO 1967γ΄, ζ. 200. 
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δηαηεξήζνπλ νηηδήπνηε είλαη πνιχηηκν ζ‘ απηή ηε ζεσξία».
180

 ΢ην θείκελν, ν Zermelo 

πξφηεηλε κηα ιίζηα εθηά αμησκάησλ πνπ θαηά ηε γλψκε ηνπ αληηθαηφπηξηδαλ φιεο ηηο 

ζεκειηψδεηο παξαδνρέο νη νπνίεο, αλ θαη δελ είραλ δηαηππσζεί ξεηά, ήηαλ ην ζηήξηγ-

κα ηνπ Cantor γηα ηε ζπλνινζεσξία ηνπ. Ο πξψηνο ηνπ ζηφρνο, ηνλ νπνίν θαη πέηπρε, 

ήηαλ λα απνβάιεη ηα κέρξη ηφηε γλσζηά παξάδνμα. ΋κσο, δελ θαηάθεξε λα απνδείμεη 

ηε ζπλέπεηα ηνπ ζπζηήκαηνο ηνπ θαη ηελ αλεμαξηεζία κεηαμχ ησλ αμησκάησλ.
181

 Δ-

μαηξεηηθή ζεκαζία είρε ε αληηκεηψπηζε ηεο έλλνηαο ηνπ ζπλφινπ. Ο Zermelo αξλή-

ζεθε λα δερηεί σο ζχλνια ζπιινγέο πνπ είλαη ππεξβνιηθά κεγάιεο (ην ζχλνιν φισλ 

ησλ δηαηαθηηθψλ, ην ζχλνιν φισλ ησλ ζπλφισλ). Καηέζηεζε ζαθέο πσο ηα ζχλνια 

δελ είλαη απιψο ζπιινγέο – είλαη αληηθείκελα πνπ ηθαλνπνηνχλ θάπνηεο αμησκαηηθέο 

ζπλζήθεο.
182

  

΢ηε ζπλέρεηα παξαζέηνπκε ηα αμηψκαηα ηνπ Zermelo (θαη ηνπο απαξαίηεηνπο ν-

ξηζκνχο, καδί κε φξνπο ηεο αγγιηθήο):
183

 

 

1. Ζ ζεσξία ζπλφισλ αζρνιείηαη κε έλα πεδίν (domain)  απφ άηνκα (indi-

viduals) ηα νπνία ζα απνθαινχκε αληηθείκελα θαη αλάκεζα ζηα νπνία ππάξ-

ρνπλ ζχλνια. Αλ δχν ζχκβνια α θαη b ζπκβνιίδνπλ ην ίδην αληηθείκελν, γξά-

θνπκε α=b, αιιηψο αb. Λέκε πσο έλα αληηθείκελν «ππάξρεη» αλ αλήθεη ζην 

πεδίν . Αληίζηνηρα, ιέκε γηα κηα θιάζε  αληηθεηκέλσλ πσο «ππάξρνπλ αληη-

θείκελα ηεο θιάζεο » αλ ην  πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ έλα άηνκν ηεο θιάζεο 

απηήο. 

 

2. Κάπνηεο ζεκειηψδεηο ζρέζεηο ηεο κνξθήο αεb εκθαλίδνληαη αλάκεζα ζηα 

αληηθείκελα ηνπ . Αλ γηα δχν αληηθείκελα α θαη b ηζρχεη ε ζρέζε αεb ιέκε φηη 

«ην α είλαη ζηνηρείν ηνπ b» ή «ην b πεξηέρεη ην α». Έλα αληηθείκελν b κπνξεί 

λα ιέγεηαη ζχλνιν αλ θαη –κε κηα κνλαδηθή εμαίξεζε (αμίσκα ΗΗ)– κφλν αλ 

πεξηέρεη έλα άιιν αληηθείκελν α, σο ζηνηρείν. 

 

3. Αλ θάζε ζηνηρείν x ελφο ζπλφινπ Μ είλαη επίζεο θαη ζηνηρείν ηνπ ζπλφινπ 

Ν, έηζη ψζηε απφ ηε ζρέζε xεΜ πάληα έπεηαη φηη xεΝ, ηφηε ιέκε πσο ην Μ εί-

λαη ππνζχλνιν ηνπ Ν θαη γξάθνπκε Μ€Ν. Ηζρχεη πάληα πσο Μ€Μ θαη απφ ηηο 

ζρέζεηο Μ€Ν θαη Ν€R έπεηαη πσο Μ€R. Γχν ζχλνια Μ θαη Ν θαινχληαη μέ-

λα (disjoint) αλ δελ πεξηέρνπλ θαλέλα θνηλφ ζηνηρείν ή αλ θαλέλα ζηνηρείν ηνπ 

Μ δελ είλαη ζηνηρείν ηνπ Ν. 

 

4. Έλα εξψηεκα ή θάπνηνο ηζρπξηζκφο  ιέγεηαη νξηζηηθφο (definite)
184

 εάλ νη 

                                                             
180 ΜΟ΢ΥΟΒΑΚΖ΢ 1993, ζ. 25. 
181 DAUBEN 1979, ζ. 266. 
182 EWALD 1967, ζ. 199. 
183 Μηθξ. απφ ηνλ ZERMELO 1967γ΄, ζζ. 201-204.  
184 Ο Zermelo ρξεζηκνπνηεί ηελ έλλνηα ηνπ νξηζηηθνχ ηζρπξηζκνχ πξνθεηκέλνπ λα απνθχγεη ηα εξ-

κελεπηηθά παξάδνμα. Αλ θαη πξνζθεχγεη ζηελ επίθιεζε ησλ «παγθνζκίσο απνδεθηψλ λφκσλ ηεο ιν-

γηθήο» –έλλνηα, αλ κε ηη άιιν πξνβιεκαηηθή–, ν ίδηνο ζε άιιε δεκνζίεπζή ηνπ εμήγεζε πσο δελ ππήξ-
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ζεκειηψδεηο ζρέζεηο ηνπ πεδίνπ, κέζα απφ ηα αμηψκαηα θαη ηνπο θαζνιηθψο 

έγθπξνπο λφκνπο ηεο ινγηθήο, θαζνξίδνπλ ρσξίο ακθηβνιία εάλ ηζρχεη ή φρη. 

Αληίζηνηρα, κηα «πξνηαζηαθή ζπλάξηεζε» (x) ζηελ νπνία ε κεηαβιεηή x 

ιακβάλεη σο ηηκέο φια ηα άηνκα κηαο θιάζεο , ιέγεηαη νξηζηηθή αλ είλαη νξη-

ζηηθή γηα θάζε άηνκν x ηεο θιάζεο . Έηζη, ε εξψηεζε ζρεηηθά κε ην αλ ηζρχ-

εη ε ζρέζε αεb ή ε ζρέζε Μ€Ν είλαη πάληα νξηζηηθή. 

 

Z1. Αμίσκα ηεο έθηαζεο ή εθηαζηαθόηεηαο (axiom of extensionality). Αλ 

θάζε ζηνηρείν ελφο ζπλφινπ Μ είλαη επίζεο θαη ζηνηρείν ηνπ ζπλφινπ Ν θαη 

αληίζηξνθα, αλ επνκέλσο Ν€Μ θαη Μ€Ν, ηφηε πάληα Μ=Ν. Πην ζχληνκα, θά-

ζε ζχλνιν θαζνξίδεηαη απφ ηα ζηνηρεία ηνπ. Σν ζχλνιν πνπ πεξηέρεη κφλν ηα 

ζηνηρεία α,b,…, r ζα ζπκβνιίδεηαη {α,b,..., r}. 

 

Z2. Αμίσκα ησλ ζηνηρεησδώλ ζπλόισλ (axiom of elementary sets). Τ-

πάξρεη έλα (θαληαζηηθφ) ζχλνιν, ην θελό ζχλνιν, 0, ην νπνίν δελ πεξηέρεη θα-

λέλα ζηνηρείν. Αλ ην α είλαη νπνηνδήπνηε αληηθείκελν ζην πεδίν, ηφηε ππάξρεη 

έλα ζχλνιν {α} πνπ πεξηέρεη ην α θαη κφλν ην α σο ζηνηρείν. Αλ ηα α θαη b εί-

λαη δχν νπνηαδήπνηε αληηθείκελα ηνπ πεδίνπ, ππάξρεη πάληα έλα ζχλνιν {α,b} 

πνπ πεξηέρεη σο ζηνηρεία ηα α θαη b, αιιά θαλέλα άιιν αληηθείκελν c δηαθξηηφ 

απφ απηά. 

 

Z3. Αμίσκα ηνπ δηαρσξηζκνύ (axiom of separation). ΋ηαλ ε πξνηαζηαθή 

ζπλάξηεζε (x) είλαη νξηζηηθή γηα φια ηα ζηνηρεία ελφο ζπλφινπ Μ, ηφηε ην 

Μ έρεη έλα ππνζχλνιν Μ, ην νπνίν πεξηέρεη αθξηβψο ηα ζηνηρεία x ηνπ Μ γηα 

ηα νπνία ε (x) είλαη αιεζήο. 

 

Z4. Αμίσκα ηνπ δπλακνζπλόινπ (axiom of the power set). ΢ε θάζε ζχλν-

ιν Σ αληηζηνηρεί έλα άιιν ζχλνιν TA , ην δπλακνζχλνιν ηνπ Σ, πνπ πεξηέρεη 

σο ζηνηρεία αθξηβψο φια ηα ππνζχλνια ηνπ Σ. 

 

Z5. Αμίσκα ηεο έλσζεο (axiom of the union). ΢ε θάζε ζχλνιν Σ αληηζηνη-

ρεί έλα ζχλνιν ST, ε έλσζε ηνπ Σ, ην νπνίν πεξηέρεη σο ζηνηρεία ηνπ αθξηβψο 

φια ηα ζηνηρεία ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Σ. 

 

Z6. Αμίσκα επηινγήο (axiom of choice). Αλ ην Σ είλαη έλα ζχλνιν ηνπ ν-

πνίνπ ηα ζηνηρεία είλαη φια ζχλνια δηάθνξα ηνπ 0 θαη μέλα κεηαμχ ηνπο, ε 

έλσζή ηνπ ST πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ έλα ππνζχλνιν S1 πνπ πεξηέρεη έλα θαη 

κφλν έλα ζηνηρείν θνηλφ κε θάζε ζηνηρείν ηνπ Σ. Μπνξνχκε επίζεο λα εθθξά-

ζνπκε απηφ ην αμίσκα ιέγνληαο φηη είλαη πάληα δπλαηφλ λα επηιέμνπκε έλα 

κνλαδηθφ ζηνηρείν απφ θάζε ζηνηρείν Μ, Ν, R,… ηνπ Σ θαη λα ζπλδπάζνπκε 

φια ηα επηιεγκέλα ζηνηρεία m, n, r,… ζε έλα ζχλνιν S1. 

                                                                                                                                                                               
ρε θάπνην γεληθψο απνδεθηφ ζχζηεκα ινγηθήο ζην νπνίν λα κπνξεί λα ζηεξηρηεί. Βι. θαη FERREIRÓS 

2007, ζ. 323. 
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Z7. Αμίσκα ηνπ απείξνπ (axiom of infinity). Τπάξρεη ζην πεδίν ηνπιάρη-

ζηνλ έλα ζχλνιν Ε ην νπνίν πεξηέρεη ην θελφ ζχλνιν σο ζηνηρείν θαη είλαη έηζη 

δνκεκέλν ψζηε ζε θάζε ζηνηρείν ηνπ α αληηζηνηρεί επηπιένλ έλα ζηνηρείν ηνπ 

ηεο κνξθήο {α} – κε άιια ιφγηα, κε θάζε ζηνηρείν ηνπ α πεξηέρεη θαη ην αληί-

ζηνηρν ζχλνιν {α} σο ζηνηρείν ηνπ. 

 

2.4.2. Η εμέιημε ηνπ ZFC από ην 1908 κέρξη θαη ην 1949  
 

Σν ζχζηεκα ηνπ Zermelo δελ παξέκεηλε απηνχζην ζην πέξαζκα ησλ εηψλ. ΋πσο ε 

ζεσξία ησλ ηχπσλ ζηξάθεθε πξνο πεξηζζφηεξν αμησκαηηθέο θαηεπζχλζεηο, έηζη θαη 

ην ZFC ππέζηε κηα δηαδηθαζία αλαζεψξεζεο ή θάζαξζεο θαηά ηελ νπνία ελζσκάησ-

ζε θαη ζηνηρεία ηεο απιήο ζεσξίαο ησλ ηχπσλ.
185

 Δθηφο απηνχ, αθφκα θαη κεηά ην ηέ-

ινο ηνπ Β΄ Παγθνζκίνπ Πνιέκνπ, ππήξρε δηρνγλσκία ζρεηηθά κε ην πνην αμησκαηηθφ 

ζχζηεκα έπξεπε λα επηιεγεί, ην ZF (Zermelo-Frænkel) ή ην NBG (von Neumann - 

Bernays - Gödel). Ο Abraham Frænkel
186

 (1891-1965) έπαημε ζπνπδαίν ξφιν ζηελ 

ηειηθή θπξηαξρία ηνπ πξψηνπ, αθελφο κε ηε ζπκπιήξσζε ηνπ ζπζηήκαηνο αμησκά-

ησλ, αθεηέξνπ κε ηε ζπζηεκαηηθή ρξήζε ηνπ ζηα εγρεηξίδηα ζεσξίαο ζπλφισλ πνπ 

δεκνζίεπζε.
187

 Μάιηζηα, ζε αλαγλψξηζε ηεο πξνζθνξάο ηνπ, ν Zermelo ην 1930 

πξφζζεζε ην φλνκά ηνπ ζην ζχζηεκα, θάλνληάο ην «Zermelo-Frænkel»
188

. Ο Frænkel, 

ζην έξγν ηνπ «Δπί ηεο Θεκειίσζεο ηεο Θεσξίαο ΢πλφισλ Cantor-Zermelo» («Zu den 

Grundlagen der Cantor-Zermeloschen Mengenlehre», 1922), είρε παξαηεξήζεη πσο 

θάπνηα απφ ηα αμηψκαηα κπνξνχζαλ λα πάξνπλ πην απιή κνξθή, ελψ ππήξρε ρψξνο 

θαη γηα λέα αμηψκαηα. ΢πγθεθξηκέλα, έδσζε κηα πην πεξηνξηζηηθή εθδνρή ηνπ αμηψ-

καηνο ηνπ δηαρσξηζκνχ (κέζσ ηνπ νξηζκνχ κηαο λέαο έλλνηαο, εθείλεο ηεο F-ζπλάξ-

ηεζεο), πξφηεηλε ηελ εηζαγσγή ηνπ αμηψκαηνο ηεο αληηθαηάζηαζεο, ελψ παξάιιεια 

πξφηεηλε θαη έλα δεχηεξν αμίσκα, ην ιεγφκελν «αμίσκα ηνπ πεξηνξηζκνχ» («axiom of 

restriction·») πξνθεηκέλνπ λα θάλεη ην ζχζηεκα πην θαηεγνξηθφ.
189

 Σν αμίσκα ηνπ 

πεξηνξηζκνχ δελ έγηλε ηειηθψο απνδεθηφ, αθνχ φπσο είρε δηαηππσζεί δελ αλαθέξν-

ληαλ ζε ζχλνια, αιιά ζε κνληέια ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ. Σνλ ίδην ρξφλν δεκνζίεπζε 

θαη ην «Δπί ηεο Έλλνηαο ηνπ ―Οξηζηηθνχ‖ θαη ηεο Δμάξηεζεο απφ ην Αμίσκα ηεο Δπη-

ινγήο» («Über den Begriff „definit‖ und die Unabhängigkeit des Auswahlaxioms»), 

                                                             
185 Ό.π., ζ. 338. 
186 Άιινη καζεκαηηθνί πνπ κε ην έξγν ηνπο βνήζεζαλ ζεκαληηθά ζηελ εμέιημε ηνπ ZF ήηαλ νη Di-

mitri Mirimanoff (1861-1945), Thoralf Albert Skolem (1887-1963) θαη John von Neumann. Βι. ό.π., 

ζζ. 366-374. 
187 Ό.π., ζ. 366. 
188 Ο Zermelo ππνζηήξημε πσο ν ιφγνο γηα ηελ πξνζζήθε ηνπ νλφκαηνο ηνπ Frænkel ήηαλ ε πξφηα-

ζή ηνπ λα πξνζηεζεί ην αμίσκα ηεο αληηθαηάζηαζεο. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα απηφο δελ είλαη ν κνλαδη-

θφο. ΋πσο αλαθέξεη ν FERREIRÓS 22007, ζ. 366, ηελ ίδηα πξφηαζε είραλ θάλεη θαη νη Mirimanoff ην 

1917 θαη Skolem ην 1922. Φαίλεηαη πσο κεγαιχηεξε ζεκαζία είρε ε βαζηά πίζηε ηνπ Frænkel ζην 

ZFC. 
189 Καηεγνξηθφ είλαη έλα αμησκαηηθφ ζχζηεκα φηαλ θάζε κνληέιν ηνπ είλαη ηζνκνξθηθφ κε ηα π-

πφινηπα. Γηα πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηηο F-ζπλαξηήζεηο θαη ην αμίσκα ηνπ δηαρσξη-

ζκνχ, βι. ό.π., ζζ. 368-369. 
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ζην νπνίν απέδεημε πσο ην αμίσκα ηεο επηινγήο είλαη αλεμάξηεην απφ ηα ππφινηπα – 

απφδεημε, ε νπνία ηνλ νδήγεζε θαη ζηελ βειηίσζε ηεο έλλνηαο ηνπ «νξηζηηθνχ ηζρπ-

ξηζκνχ».
190

 Σε ζεκεξηλή κνξθή ηνπ ην ZFC ηελ πήξε ράξε ζην χζηεξν έξγν ηνπ Zer-

melo, ζηελ πξνζθνξά ηνπ John von Neumann (1903-1957)
191

 θαη ηειηθά ζηε ζπκβν-

ιή ηνπ Gödel. Πνιχ ζεκαληηθφο ήηαλ ν νξηζκφο πνπ έδσζε ν von Neumann γηα ηνπο 

δηαηαθηηθνχο αξηζκνχο. Με απηφ ηνλ νξηζκφ παίξλνπκε ηε ζεηξά 

  

 
 

ε νπνία είλαη ηδηαίηεξα βνιηθή δηφηη νξίδεηαη κφλν κε βάζε ηελ έλλνηα ηνπ «αλήθεηλ», 

φληαο κε απηφ ηνλ ηξφπν θαιψο-δηαηεηαγκέλε. Υάξε ζ‘ απηή, απέδεημε πσο ζε θάζε 

θαιψο-δηαηεηαγκέλν ζχλνιν αληηζηνηρεί έλαο κνλαδηθφο δηαηαθηηθφο αξηζκφο. Βέβαη-

α, απαξαίηεηε γηα απηφ ην απνηέιεζκα ήηαλ ε πηνζέηεζε ηνπ αμηψκαηνο αληηθαηά-

ζηαζεο πνπ είρε πξνηείλεη ν Frænkel.
192

 Απηή ε ζεηξά δεκηνπξγεί ηε ιεγφκελε 

ζ π ζζ σ ξ ε π η η θ ή  η ε ξ α ξ ρ ί α  (cumulative hierarchy), ζχκθσλα κε ηελ νπνία ην 

ζχκπαλ ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ ρηίδεηαη ζε ζηάδηα κε έλα ζηάδην λα αληηζηνηρεί ζε θά-

ζε δηαηαθηηθφ αξηζκφ. «Ζ θιάζε ησλ ζπλφισλ ηεο ζπζζσξεπηηθήο ηεξαξρίαο είλαη 

ίζε κε ηελ θιάζε φισλ ησλ ζπλφισλ.» Ηζνδχλακν κε ηελ πξφηαζε απηή, κέζα ζην 

ZF, είλαη ην αμίσκα ηεο ζεκειίσζεο.
193

 Σν αμίσκα απηφ ην δηακφξθσζε ν Zermelo 

πξνθεηκέλνπ λα δείμεη ηε ζρεηηθή ζπλέπεηα ηνπ NBG σο πξνο ην ZF.
194

 Μεηά απφ κηα 

πεξίνδν ζηγήο (πνπ νθεηιφηαλ ζε πξνβιήκαηα πγείαο), ν Zermelo επαλήιζε κε ην «Δ-

πί ησλ Οξηαθψλ Αξηζκψλ θαη ησλ Πεδίσλ ΢πλφισλ» («Über Grenzzahlen und Men-

genbereiche», 1930), ζην νπνίν κειεηνχζε κνληέια ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ. ΢ε απηφ ην 

θείκελν πεξηιακβάλεηαη γηα πξψηε θνξά ην αμίσκα ηεο ζεκειίσζεο σο έλα απφ ηα 

αμηψκαηα ηνπ ZFC. Ζ έθδνζε απηή είλαη έλα βήκα πξηλ ηηο ζχγρξνλεο εθδνρέο, ππφ 

                                                             
190 Οη Frænkel θαη Skolem είραλ πξνζπαζήζεη ηαπηφρξνλα λα βειηηψζνπλ ηελ έλλνηα ηνπ νξηζηη-

θνχ ηζρπξηζκνχ, κε ηελ πξφηαζε ηνπ ηειεπηαίνπ ηειηθά λα ππεξηζρχζεη. Βι. ό.π., ζζ. 366-367. 
191 Ο von Neumann δεκηνχξγεζε, εθηφο ησλ άιισλ, θαη ην NBG, ην άιιν ζεκαληηθφ αμησκαηηθφ 

ζχζηεκα ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ. Πεξηζζφηεξα ζηνηρεία γηα ην NBG κπνξεί λα βξεη θαλείο ζπλνπηηθά 

ό.π., ζζ. 378-382, θαη COHEN 32008 ζζ. 73-78, θαη αλαιπηηθά ζηνπο FRÆNKEL/BAR-HILLEL 1958, ζζ. 

96-124. 
192 Σν αμίσκα φπσο είρε δηαηππσζεί απφ ηνλ Frænkel πξνέθππηε απφ ηα ππφινηπα. Ο von Neu-

mann έδσζε έλαλ πην ηζρπξφ νξηζκφ ησλ F-ζπλαξηήζεσλ, ν νπνίνο θαζηζηνχζε αλεμάξηεην ην αμίσκα 

ηεο αληηθαηάζηαζεο θαη κάιηζηα είρε σο ζπλέπεηά ην αμίσκα ηνπ δηαρσξηζκνχ. Βι. FERREIRÓS 22007, 

ζ. 372. 
193 Σν αμίσκα ηεο ζεκειίσζεο δελ είλαη απαξαίηεην γηα ηηο εθαξκνγέο ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ ζηα 

θιαζηθά καζεκαηηθά, είλαη, φκσο, ρξήζηκν ζηα θαζαξά ζπλνινζεσξεηηθά δεηήκαηα, φπσο ε θαιή δηά-

ηαμε θαη νη δηαηαθηηθνί αξηζκνί. 
194 Ο ίδηνο ν von Neumann δελ ππνζηήξηδε ηελ πξνζζήθε ηνπ αμηψκαηνο ζεκειίσζεο ζην ZFC. 

Βι. ό.π., ζ. 373. 
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ηελ έλλνηα πσο δελ είλαη δηαηππσκέλε ζηα πιαίζηα ηεο πξσηνβάζκηαο ινγηθήο.
195

 Ζ 

δηαηχπσζε ηνπ αμηψκαηνο ηεο ζεκειίσζεο ήηαλ ε εμήο: 

 

Αμίσκα ηεο ζεκειίσζεο (axiom of foundation)
196

. Κάζε (αληίζηξνθε) αιπ-

ζίδα ζηνηρείσλ, θάζε κέινο ηεο νπνίαο είλαη έλα ζηνηρείν ηνπ πξνεγνχκελνπ, 

ζπάεη κε πεπεξαζκέλν δείθηε ζε έλα ππξσηαξρηθφ ζηνηρείν [urelement]. Ή η-

ζνδχλακα: θάζε ππνπεδίν Σ [ελφο κνληέινπ ηνπ ZF] πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 

ζηνηρείν t0 ην νπνίν δελ έρεη θαλέλα ζηνηρείν t ζην Σ. 

 

Ο ηξφπνο κε ηνλ νπνίν ν Zermelo νηθνδνκεί ην ζχκπαλ ησλ ζπλφισλ είλαη δπλακηθφο, 

ζηεξηγκέλνο ζηελ ηδέα κηαο αηειείσηεο αθνινπζίαο φιν θαη κεγαιχηεξσλ κνληέισλ, 

ην θαζέλα απφ ηα νπνία κπνξεί λα ηαπηηζηεί κε έλα ζχλνιν ζην επφκελν κνληέιν. 

Απηή ε άπνςε ζπληζηά έλα δηαηζζεηηθφ επηρείξεκα ππέξ ηνπ ZFC ζηε βάζε ηεο ιε-

γφκελεο ε π α λ α ι ε π η η θ ή ο  ζ χ ι ι ε ς ε ο  (iterative conception).
197

 Σελ ίδηα αληίιε-

ςε γηα ηνλ ηξφπν νξηζκνχ-δεκηνπξγίαο ζπλφισλ αζπαδφηαλ θαη ν Gödel, ν νπνίνο εί-

λαη απηφο πνπ έδσζε ζην ZFC ηε ζηγνπξηά πνπ ρξεηαδφηαλ, απνδεηθλχνληαο πσο ην 

αμίσκα ηεο επηινγήο θαη ε γεληθεπκέλε ππφζεζε ηνπ ζπλερνχο είλαη ζρεηηθψο ζπλεπή 

κε ηα ππφινηπα αμηψκαηα. Γειαδή, αλ ην ZF είλαη ζπλεπέο, ην ίδην ηζρχεη θαη γηα ην 

ZFC+GCH. Δίρε γίλεη ζαθέο πιένλ πσο ην ζχζηεκα ZFC+GCH (κε ην αμίσκα ηεο 

ζεκειίσζεο, αιιά φρη ηεο αληηθαηάζηαζεο) είλαη ζρεηηθψο αζθαιέο. ΢ε ζπλδπαζκφ 

κε ην γεγνλφο φηη ην ZF κπνξεί λα εθθξαζηεί κε φξνπο πξσηνβάζκηαο ινγηθήο, ε επη-

θξάηεζή ηνπ απέλαληη ζηε ζεσξία ησλ ηχπσλ ήηαλ πιένλ δεδνκέλε.
198

  

Σν ηειεπηαίν ζηάδην εμέιημεο ηεο αμησκαηηθήο ζεσξίαο ζπλφισλ ήηαλ ε έθθξαζε 

ηνπ ζπζηήκαηνο αμησκάησλ ZFC κε φξνπο πξσηνβάζκηαο ινγηθήο. Σν αίηεκα απηφ ην 

είρε δηαηππψζεη ν Thoralf Albert Skolem (1887-1963) απφ ην 1922, θαη ην είρε ππν-

ζηεξίμεη ν Weyl, ελψ ν von Neumann θαίλεηαη λα αθνινχζεζε ηελ πξφηαζε ηνπ Sko-

lem, αθνχ είρε δεκηνπξγήζεη ην ζχζηεκά ηνπ, ψζηε λα είλαη κεηαγξάςηκν ζηελ πξσ-

ηνβάζκηα ινγηθή. ΋κσο, ε απνθαζηζηηθή ζηξνθή
199

 έγηλε κεηά ηελ αλαθάιπςε ηνπ 

Gödel πσο ε πξσηνβάζκηα ινγηθή είλαη πιήξεο (ελψ ε δεπηεξνβάζκηα δελ είλαη) – γε-

γνλφο πνπ σζνχζε ζηελ πηνζέηεζε ηεο πξψηεο γηα ηα αμησκαηηθά ζπζηήκαηα ηεο ζε-

σξίαο ζπλφισλ. 

Σν ηειεπηαίν βήκα ήηαλ ε εκθάληζε ηεο ζεσξίαο κνληέισλ (model theory) γχξσ 

ζην 1950, νπφηε θαη ε πξσηνβάζκηα ινγηθή απέθηεζε ηε δπλαηφηεηα λα κεηαθέξεη 

                                                             
195 Σα αμηψκαηα δηαρσξηζκνχ θαη αληηθαηάζηαζεο παξνπζηάδνληαη σο δεπηεξνβάζκηαο ινγηθήο. 

Απηή ήηαλ κηα επηινγή ηνπ Zermelo, κε ζθνπφ λα ηζρπξνπνηήζεη ηνλ ραξαθηεξηζκφ κνληέισλ ηεο ζεσ-

ξίαο ζπλφισλ. Βι. ό.π., ζ. 374. 
196 Ό.π., ζ. 375. 
197 Πιένλ εγθαηαιείπνληαη δχν βαζηθά επηρεηξήκαηα πνπ είραλ πξνηαζεί σο θξηηήξηα θαηαζθεπήο 

ζπλφισλ αιιά είραλ θαλεί αδχλακα ζην λα αληηκεησπίζνπλ ηα παξάδνμα: ε αξρή ηεο ζπκπεξίιεςεο 

πνπ ππνζηήξηδαλ νη Frege, Dedekind θαη Russell, θαζψο θαη ε αξρή ηνπ πεξηνξηζκνχ ηνπ κεγέζνπο πνπ 

ρξεζηκνπνηνχζε ν Russell. 
198 Ό.π., ζ. 385. 
199 Απηή ηε ζηξνθή, σο πξνο ηηο απφςεηο ηνπο, έθαλαλ, κεηαμχ άιισλ θαη νη Alfred Tarski, Paul 

Isaac Bernays (1888-1977) θαη Willard Van Orman Quine (1908-2000). Βι. ό.π., ζζ. 386-387. 
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απνηειέζκαηα απφ ην έλα κνληέιν ζην άιιν. Μεηαμχ ησλ εηδηθψλ ζηε ζεκειίσζε εί-

ρε γιηλεη πηα ζαθέο πσο ε πξσηνβάζκηα αμησκαηηθή ζεσξία ζπλφισλ είλαη έλα πνιχ 

ηθαλνπνηεηηθφ πιαίζην θαη, ζπλεπψο, ην ZFC απνηεινχζε ην θπζηθφ αμησκαηηθφ ζχ-

ζηεκα γηα ηα πεξηζζφηεξα καζεκαηηθά.
200

 Ζ θηινζνθηθή ζηάζε ηνπ Gödel (πιαησλη-

ζκφο) ηνλ έθαλε αηζηφδνμν ζρεηηθά κε ηελ ηχρε ησλ καζεκαηηθψλ. Καη‘ απηφλ, νη 

θιάζεηο θαη νη δηάθνξεο καζεκαηηθέο έλλνηεο κπνξνχλ λα εθιεθζνχλ σο πξαγκαηηθέο 

νληφηεηεο, αλεμάξηεηεο απφ ηνπο νξηζκνχο θαη ηηο θαηαζθεπέο καο. Δπηπιένλ, ε έλ-

λνηα ηεο «θιάζεο» βξίζθεη ηελ θαιχηεξε δπλαηή έθθξαζή ηεο κέζσ ησλ αμησκάησλ 

δηαρσξηζκνχ θαη επηινγήο. Σν κφλν πξφβιεκα είλαη πσο δελ αληηιακβαλφκαζηε με-

θάζαξα ηηο έλλνηεο απηέο – γεγνλφο πνπ αθήλεη ρψξν γηα παξάδνμα. Απηφ ζεκαίλεη 

πσο ηα αμηψκαηα ρξήδνπλ ζπκπιήξσζεο κε λέεο βαζηθέο πξνηάζεηο.
201

 

Πάλησο, γηα φινπο ηνπο καζεκαηηθνχο κε ελδηαθέξνλ γχξσ απφ ηε ζεκειίσζε ησλ 

καζεκαηηθψλ
202

 ζρεκαηίζηεθε κηα θνηλή ζπληζηακέλε. Αληίζεηα πξνο ηελ παξαδνζη-

αθή αληίιεςε πσο ηα καζεκαηηθά απνηεινχληαη απφ αιεζείο θαη πξνθαλείο ηζρπξη-

ζκνχο, πνιιέο καζεκαηηθέο πξνηάζεηο έρνπλ ηψξα ππνζεηηθφ ραξαθηήξα: εηζάγνληαη 

σο ππνζέζεηο πνπ ρξεζηκεχνπλ ζηελ επεμήγεζε θαη ζηελ ελνπνίεζε πην «ρεηξνπηα-

ζηψλ νληνηήησλ». Απηή είλαη ε ζχλδεζε κεηαμχ ησλ αμησκάησλ ηεο ζεσξίαο ζπλφ-

ισλ θαη ησλ ζεσξεκάησλ αξηζκεηηθήο θαη αλάιπζεο, ηα νπνία είλαη πνιχ πην αιεζν-

θαλείο, ή θαη πξνθαλείο, πξνηάζεηο. ΢ε απηή ηε βάζε, ν «Nicolas Bourbaki», ην 1949, 

απεθάλζε: «΋ιεο νη καζεκαηηθέο ζεσξίεο κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ επεθηάζεηο ηεο γε-

ληθήο ζεσξίαο ζπλφισλ.»
203

  

 

2.4.3. Σα αμηώκαηα ηνπ ZFC όπσο έρνπλ θαζηεξσζεί 204
 

 
Σν αμησκαηηθφ ζχζηεκα ZFC δηαηππψλεηαη ζε κηα πξσηνβάζκηα γιψζζα κε ηζφηεηα 

(«=»), ηεο νπνίαο ην κνλαδηθφ κε ινγηθφ ζχκβνιν είλαη ην δηκειέο θαηεγνξεκαηηθφ 

ζχκβνιν ηεο ζρέζεο ηνπ αλήθεηλ «». Γηα ηα ινγηθά ζχκβνια ρξεζηκνπνηνχκε εδψ 

ηα ζεκεία: «» (άξλεζε), «» (ζχδεπμε), «» (εγθιεηζηηθή δηάδεπμε), «» (πιηθή 

ζπλεπαγσγή), «» (δηπιή πιηθή ζπλεπαγσγή), «» (θαζνιηθφο πνζνδείθηεο), «» 

                                                             
200 Ό.π., ζ. 388. Δίλαη ελδεηθηηθφ πσο αθφκα θαη ν ηληνπηζηνληζηήο Weyl, ζε κηα πνιχ απζηεξή 

θξηηηθή ησλ αμησκαηηθψλ ζεσξηψλ ην 1946 (φπνπ ηηο ζπγθξίλεη σο πξνο ηελ απζαηξεζία ησλ παξαδν-

ρψλ ηνπο κε ηα γξαπηά ζξεζθεπηηθήο πίζηεο), θαηαιήγεη λα απνδερηεί πσο ην ZFC είλαη νπζησδψο α-

πινχζηεξν απφ ηε ζεσξία ησλ ηχπσλ θαη πσο θαίλεηαη λα είλαη ε πην θαηάιιειε βάζε γηα ηα ζχγρξνλα 

καζεκαηηθά. Βι. ό.π., ζ. 390. 
201 Απη. 
202 ΢χκθσλα κε ηνλ FERREIRÓS 22007, ζ. 391, απηή ηελ αληίιεςε, ηελ είραλ εθθξάζεη αξρηθά νη 

Russell θαη Hilbert, θαη ηνπο αθνινχζεζαλ νη von Neumann, Bernays, Weyl θαη Gödel. 
203 Ό.π., ζ. 464. «Σα αληηθείκελα νπνηνπδήπνηε θιάδνπ ησλ θιαζηθψλ καζεκαηηθψλ –αξηζκνί, ζπ-

λαξηήζεηο, ρψξνη, αιγεβξηθέο δνκέο– κπνξνχλ λα κνληεινπνηεζνχλ σο ζχλνια θαη ηα απνηειέζκαηα 

πνπ ιακβάλνληαη σο αμηψκαηα ζηνλ θάζε θιάδν κπνξνχλ λα απνδεηρζνχλ ζηα πιαίζηα ηεο ζεσξίαο 

ζπλφισλ» (MADDY 1997, ζ. 1). 
204 Χο θχξηα πεγή γηα ηε ζπκβνιηθή γξαθή ρξεζηκνπνηήζεθε ν COHEN 32008, ζζ. 51-56. Γηα ηηο 

επεμεγήζεηο ησλ αμησκάησλ ζε θπζηθή γιψζζα ρξεζηκνπνηήζεθε ν HALMOS 2002. Δπίζεο, ρξεζηκν-

πνηήζεθαλ νη JECH 22008, ζ. 33, ΜΟ΢ΥΟΒΑΚΖ΢ 1993, ζζ. 27-29, 129-140, 186, 198-199, θαη ΣΕΟΤΒΑ-

ΡΑ΢ 1998, ζζ. 219-221. 
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(ππαξθηηθφο πνζνδείθηεο). Υάξηλ επθνιίαο, ρξεζηκνπνηνχκε επίζεο ηηο αθφινπζεο 

ζπληνκνγξαθίεο: 

 

x  y  ( x = y) 

x  y  ( x  y) 

x  y  {x, y} 

xy z(z  x  z  y) 

x ∩ y {z  x : z  y} 

 

 

Σα κε ινγηθά αμηψκαηα ηνπ ZFC είλαη ηα εμήο. 

 

ZF1. Αμίσκα ηεο έθηαζεο ή εθηαζηαθόηεηαο (axiom of extension or extensio-

nality): 

xy(z(zx  zy)  x=y) 

Γειαδή δχν ζχλνια ηαπηίδνληαη αλ θαη κφλνλ αλ έρνπλ ηα ίδηα ζηνηρεία. Πην γεληθά, 

θάζε ζχλνιν πξνζδηνξίδεηαη απφ ηα ζηνηρεία ηνπ (ηελ «έθηαζή» ηνπ). 

 

ZF2. Αμίσκα ηνπ θελνύ ζπλόινπ (axiom of the null / empty set): 

xy (yx) 

Γειαδή εηζάγεηαη ην ζχλνιν πνπ δελ έρεη θαλέλα ζηνηρείν. Ολνκάδεηαη «θελφ ζχλν-

ιν» θαη ζπκβνιίδεηαη κε «». 

 

ZF3. Αμίσκα ηνπ δεύγνπο (axiom of the unordered pair): 

xyzw(wz  w=x ∨ w=y) 

Γειαδή, γηα νπνηαδήπνηε δχν ζχλνια x θαη y, ππάξρεη έλα ζχλνιν z ηνπ νπνίνπ ηα 

ζηνηρεία είλαη αθξηβψο ηα x θαη y. Γξάθνπκε «z={x, y}» γηα ην κε δηαηεηαγκέλν δη-

ζχλνιν. Πξνθαλψο, {x}={x, x}. Σν ζχλνιν <x, y> = {{x},{x, y}} είλαη ην δηαηεηαγ-

κέλν δηζχλνιν. 

 

ZF4. Αμίσκα ηεο έλσζεο (axiom of the sum set or union): 

xyz(zy  t(zt ∧ tx)) 

Γειαδή, γηα θάζε ζχλνιν (ζπιινγή ζπλφισλ) x, ππάξρεη έλα ζχλνιν y ηνπ νπνίνπ ηα 

ζηνηρεία είλαη αθξηβψο ηα ζηνηρεία ησλ ζηνηρείσλ ηνπ x. Γξάθνπκε «y = x».  

 

ZF5. Αμίσκα (ύπαξμεο) ηνπ απείξνπ (axiom of infinity): 

x(x ∧ y(yx  y{y}x)) 

Γειαδή ππάξρεη ζχλνιν x πνπ πεξηέρεη ην θελφ ζχλνιν θαη ην «επφκελν» y{y} ηνπ 

θαζελφο απφ ηα ζηνηρεία ηνπ y. 
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ZF6. Αμησκαηηθό ζρήκα αληηθαηάζηαζεο (axiom scheme of replacement): 

Γηα θάζε ηχπν θ(x, y) ηεο γιψζζαο ηνπ ZFC,  

xyz{[θ(x, y) ∧ θ(x, z)]y=z}  uvw[wvt(tu ∧ θ(t,w))] 

Γειαδή, αλ ν ηχπνο θ(x, y) είλαη ζπλαξηεζηαθφο, ηφηε γηα θάζε ζχλνιν u ππάξρεη ζχ-

λνιν v ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία w είλαη αθξηβψο νη εηθφλεο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ u κέζσ 

ηεο ζπλάξηεζεο πνπ νξίδεη ν θ(x, y). 

 

ZF7. Αμίσκα ηνπ δπλακνζπλόινπ (axiom of the power set): 

xyz (zy  zx) 

Γειαδή, γηα θάζε ζχλνιν x ππάξρεη ην ζχλνιν y πνπ είλαη ην ζχλνιν αθξηβψο φισλ 

ησλ ππνζπλφισλ ηνπ x. Σν ζχλνιν απηφ είλαη κνλαδηθφ. Λέγεηαη «δπλακνζχλνιν» 

ηνπ x θαη ζπκβνιίδεηαη κε «P(x)». 

 

ZF6‘. Αμησκαηηθό ζρήκα δηαρσξηζκνύ (axiom scheme of separation):
205

 

Γηα θάζε ηχπν θ(x, t1,…, tk) ηεο γιψζζαο ηνπ ZFC,  

t1…tkxyz (zy  zx ∧ θ(z, t1,…,tk)) 

Γειαδή, δεδνκέλσλ νπνηνπδήπνηε ηχπνπ θ(x, t1, …, tk) θαη νπνησλδήπνηε παξακέ-

ηξσλ t1, …, tk, γηα θάζε ζχλνιν x ππάξρεη έλα ζχλνιν y ηνπ νπνίνπ ηα κέιε είλαη 

αθξηβψο ηα ζηνηρεία z ηνπ x πνπ ηθαλνπνηνχλ ηνλ ηχπν («ηδηφηεηα») θ(z,t1,…,tk). To 

ζχλνιν απηφ είλαη κνλαδηθφ θαη ην ζπκβνιίδνπκε κε «{z: zx  θ(z, t1,…, tk)}» ή κε 

«{zx: θ(z, t1,…, tk)}». 

 

Δθηφο απφ ηα πξναλαθεξζέληα, έρεη πξνηαζεί θαη ην εμήο αμίσκα: 

 

ZF8. Αμίσκα ηεο θαλνληθόηεηαο ή ηεο ζεκειίσζεο (axiom of regularity or 

foundation): 

x (x ≠   y (yx ∧ y∩x = )). 

Γειαδή θάζε κε θελφ ζχλνιν x έρεη ηνπιάρηζηνλ έλα ζηνηρείν y πνπ είλαη μέλν πξνο 

ην x. Άξα θάζε κε θελφ ζχλνιν πεξηέρεη έλα ζηνηρείν πνπ είλαη ειάρηζην φζνλ αθνξά 

ζηε ζρέζε «»: δελ επηηξέπνληαη άπεηξεο αιπζίδεο ηεο κνξθήο «…x2x1x0». Δ-

πηπιεφλ, κε ηε βνήζεηα ηνπ ZF8 απνδεηθλχεηαη ε «x(xx)», πνπ έρεη ζεκαζία γηα 

ηελ θαηαλφεζε ηνπ παξαδφμνπ ηνπ Russell.  

Σα αμηψκαηα απηά, ζε ζπλδπαζκφ κε ην επφκελν αμίσκα, νηθνδνκνχλ ην ζχζηεκα 

ZFC (Zermelo-Frænkel-Choice). 

 

Αμίσκα ηεο επηινγήο (axiom of choice): 

z {x [(xz  x) ∧ (y)(yz  x∩y= ∨ xy)]  
 uxv(xz  u∩x = {v})} 

                                                             
205 Σν αμίσκα απηφ ζπλαληάηαη επίζεο κε δηάθνξεο άιιεο νλνκαζίεο: «axiom schema of specifica-

tion», «subset axiom scheme» ή «axiom scheme of restricted comprehension». 
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Γειαδή γηα θάζε ζχλνιν z κε θελψλ θαη μέλσλ κεηαμχ ηνπο ζπλφισλ ππάξρεη ζχλνιν 

u ην νπνίν πεξηέρεη αθξηβψο έλα ζηνηρείν v απφ θάζε ζηνηρείν x ηνπ z.  Με άιια ιφ-

γηα, γηα θάζε ζχλνιν z  κε-θελψλ θαη μέλσλ κεηαμχ ηνπο ζπλφισλ ππάξρεη ζπλάξηε-

ζε f  κε πεδίν νξηζκνχ ην z  θαη ηέηνηα ψζηε ))()(( xxfzxx  . Ζ ζπλάξηεζε 

f  επηιέγεη αθξηβψο έλα ζηνηρείν απφ θάζε ζηνηρείν ηνπ z  θαη γη‘ απηφ απνθαιείηαη 

ζ π λ ά ξ η ε ζ ε  ε π η ι ν γ ή ο  (choice function) 

 

2.4.4. “Καλόλεο ηνπ δαρηύινπ” θαη άιια επηρεηξήκαηα 
 

΢ηελ πξνζπάζεηα λα αληηκεησπηζηνχλ ηα παξάδνμα, έγηλαλ δηάθνξεο αλαιχζεηο ζρε-

ηηθά κε ηε δνκή ησλ καζεκαηηθψλ πξνηάζεσλ θαη ζεσξηψλ θαη ζρεηηθά κε ηα ελππάξ-

ρνληα ζηνηρεία πνπ επζχλνληαη γηα ηελ χπαξμή ησλ παξαδφμσλ. Ζ ζεκαληηθφηεξε 

ήηαλ απηή ηνπ Russell, ν νπνίνο, ην 1906, πξφηεηλε ηξεηο ιχζεηο: (α΄) ηε «ζεσξία zig-

zag», ζχκθσλα κε ηελ νπνία κπνξνχκε λα απνδερζνχκε σο θιάζεηο κφλν ηηο επεθηά-

ζεηο θάπνησλ αξθεηά απιψλ πξνηαζηαθψλ ζπλαξηήζεσλ· (β΄) ηνλ θαλφλα πεξηνξη-

ζκνχ ηνπ κεγέζνπο, πνπ ζα αλαιχζνπκε ακέζσο κεηά· θαη (γ΄) ηελ «άλεπ-θιάζεσλ 

ζεσξία», ζηελ νπνία ρεηξηδφκαζηε θαηεπζείαλ πξνηαζηαθέο ζπλαξηήζεηο. 

Σελ ίδηα ρξνληά, σο απάληεζε ζην θείκελν ηνπ Russell, ν Poincaré πξφηεηλε ηελ 

α ξ ρ ή  η ν π  θ α χ ι ν π  θ χ θ ι ν π  (vicious circle principle – ζχληκ.: VCP). Σελ πξφ-

ηαζε απηή απνδέρζεθε ν Russell θαη ηελ πηνζέηεζε ζηελ αλάιπζε ησλ παξαδφμσλ 

πνπ, φπσο είδακε, έθαλε ζηε δεκνζίεπζε ηεο Θεσξίαο ησλ Σύπσλ.
206

 Ζ αξρηθή δηα-

ηχπσζή ηεο είλαη ε εμήο: «Οηηδήπνηε πεξηιακβάλεη φια ηα ζηνηρεία κηαο ζπιινγήο 

δελ πξέπεη λα είλαη έλα απφ ηε ζπιινγή.»
207

  

Πνιχ ζεκαληηθή ήηαλ θαη ε αλάιπζε ηνπ Gödel
208

 ζρεηηθά κε ηνπο ιφγνπο πνπ 

κπνξνχλ λα καο ζπξψμνπλ ζην λα πηνζεηήζνπκε ή λα απνξξίςνπκε έλα αμίσκα. Γηα-

ρψξηζε ηα επηρεηξήκαηα ζε απηά πνπ έρνπλ λα θάλνπλ κε κηα εζψηεξε αλαγθαηφηεηα 

ηεο ελ ιφγσ πξφηαζεο θαη ζε απηά πνπ εμεηάδνπλ ηελ επηηπρία ηνπ. 

Απφ απηέο ηηο παξαηεξήζεηο πξνέθπςαλ ηα θξηηήξηα βάζεη ησλ νπνίσλ έγηλε ε 

θξηηηθή ησλ αμησκάησλ απφ ηα δηάθνξα θηινζνθηθά ξεχκαηα. Αλαθέξνληαη σο «θα-

λφλεο ηνπ δαρηχινπ» («rules of thumb») επεηδή νπζηαζηηθά είλαη επξεηηθήο αμίαο θα-

λφλεο πνπ απνηεινχλ ηε ζρεκαηνπνίεζε θάπνησλ δηαηζζήζεψλ καο. Ο θάζε θαλφλαο 

κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα παξαγάγεη δχν εηδψλ επηρεηξήκαηα: (α΄) ηα ε γ γ ε-

λ ή  (intrinsic), πνπ πεγάδνπλ απφ ηα απνηειέζκαηα πνπ έρεη ε εθαξκνγή ηνπ θαλφλα 

κε βάζε ηελ ίδηα ηε θχζε ηνπ εθάζηνηε αμηψκαηνο πνπ εμεηάδεηαη θαη (β΄) ηα ε μ σ-

γ ε λ ή  (extrinsic), ηα νπνία είλαη δηαβεβαηψζεηο πξνεξρφκελεο απφ ηε ρξήζε ηνπ α-

μηψκαηνο ζε ζπλδπαζκφ κε ηνλ θαλφλα ζηε καζεκαηηθή πξαθηηθή. Οη πην ζεκαληηθνί 

θαλφλεο είλαη νη εμήο:  

 

                                                             
206 FERREIRÓS 22007, ζζ. 326-327.  
207 Ο Gödel, επαλαδηαηχπσζε ηελ VCP ην 1944 (GÖDEL 1983) σο εμήο: «Κακηά νιφηεηα δελ κπν-

ξεί λα πεξηέρεη κέιε πνπ κπνξνχλ λα νξηζηνχλ κφλν κε ηε βνήζεηα απηήο ηεο νιφηεηαο, ή κέιε πνπ 

εκπεξηέρνπλ ή πξνυπνζέηνπλ ηελ νιφηεηα απηή.» 
208 GÖDEL 1993, ζζ. 187-188. 
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1. Αξρή ηεο ζπκπεξίιεςεο ή εθηαζηαθόηεηα (principle of comprehension or ex-

tensionality). Πξφθεηηαη γηα ην αξρηθφ επηρείξεκα ησλ Cantor, Dedekind θαη Frege 

(θαζψο θαη πνιιψλ πξνεγνπκέλσλ καζεκαηηθψλ) γηα ηε λνκηκνπνίεζε ηεο χπαξμεο 

νληνηήησλ, είηε απηέο ήηαλ ζχλνια, πνιιαπιφηεηεο, είηε θιάζεηο. ΋πσο είδακε ζηα 

πξνεγνχκελα, ν Russell έδεημε πσο ε ειεχζεξε ρξήζε ηεο αξρήο ηεο ζπκπεξίιεςεο 

ήηαλ ν θχξηνο ιφγνο γηα ηνλ νπνίν είραλ εκθαληζηεί ηα παξάδνμα ζηε ζπλνινζεσξία, 

θαη σο εθ ηνχηνπ έπξεπε είηε απηή λα εγθαηαιεηθζεί είηε λα ηεζνχλ θάπνηα θξηηήξηα 

ζχκθσλα κε ηα νπνία λα νξηνζεηεζεί ε ρξήζε ηεο. ΋ια ηα επφκελα επηρεηξήκαηα πνπ 

εκθαλίζηεθαλ είραλ σο θξηηήξην γηα ηελ απνδνρή ηνπο ην εάλ κπνξνχζαλ λα παξαγά-

νπλ φια ηα ζχλνια πνπ πξνθχπηνπλ κε ρξήζε ηεο ηδηφηεηαο απηήο. Ζ ηδηφηεηα ηεο έ-

θηαζεο επηβίσζε ζηελ αμησκαηηθή ζεσξία ζπλφισλ, ππφ ηελ έλλνηα πσο ην αμίσκα 

ηνπ δηαρσξηζκνχ είλαη έλαο πεξηνξηζκφο ηεο ζε ζχλνια πνπ αληινχλ ηα ζηνηρεία ηνπο 

απφ άιια ήδε ππάξρνληα.  

 

2. Πεξηνξηζκόο ηνπ κεγέζνπο (limitation of size – ζχληκ.: LoS).
209

 Ζ βαζηθή ζέζε 

είλαη φηη ζχλνια είλαη νη ζπιινγέο πνπ δελ είλαη ππεξβνιηθά κεγάιεο, δειαδή φρη ηφ-

ζν κεγάιεο φζν ε ζπιινγή φισλ ησλ δηαηαθηηθψλ αξηζκψλ. Γεκηνπξγνχληαη δχν εη-

δψλ επηρεηξήκαηα. Σν ε γ γ ε λ έ ο  είλαη ηεο κνξθήο: έλα αμίσκα πνπ γελλά λέα ζχ-

λνια απφ πξνεγνχκελα κπνξνχκε λα ην ππεξαζπηζηνχκε ζηε βάζε ηνχ φηη νη ζπιιν-

γέο πνπ δεκηνπξγνχληαη δελ είλαη νπζησδψο κεγαιχηεξεο απφ απηέο απφ ηηο νπνίεο 

πξνήιζαλ. Σα ε μ σ γ ε λ ή  επηρεηξήκαηα έρνπλ σο εμήο: απφ ην LoS πξνθχπηεη φηη 

κε ην Αμίσκα Α δελ κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ παξάδνμα – ή, αιιηψο: ε εδψ θαη δεθαε-

ηίεο ρξήζε ηνπ αμηψκαηνο Α δελ έρεη νδεγήζεη ζε παξάδνμα. 

 

3. Δπαλαιεπηηθή ζύιιεςε (iterative conception)
210

. Ζ επαλαιεπηηθή ζχιιεςε, ε 

νπνία ζεσξείηαη απφ πνιινχο ην δηαηζζεηηθφ ζεκέιην ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ, δηακνξ-

θψζεθε κεηαμχ ησλ εηψλ 1933 θαη 1947. Οη ξίδεο ηεο κπνξνχλ λα βξεζνχλ ζηα έξγα 

ησλ Mirimanoff, Zermelo θαη von Neumann, ελψ ζεκαληηθνί ζεσξεηηθνί ηεο είλαη νη 

George Boolos (1940-1996) θαη Joseph Robert Shönfield (γ. 1927). ΢ε απηή ζηεξίδε-

ηαη ε ζπζζσξεπηηθή ηεξαξρία. Ζ βαζηθή ηδέα είλαη πσο κπνξνχκε λα θάλνπκε ρξήζε 

ηεο πξάμεο «ζχλνιν ηνπ» («set of») ζε κηα ζεηξά απφ ζηάδηα. Ζ αξρή γίλεηαη κε έλα 

(πεπεξαζκέλν ή θελφ) πεδίν V0. ΢ην 1
ν
 ζηάδην, παίξλνπκε φια ηα δπλαηά ζχλνια 

ζηνηρείσλ ηνπ πεδίνπ V0. Απφ απηά παίξλνπκε έλα λέν πεδίν V1, θ.ν.θ. γηα πεπεξα-

ζκέλα ζηάδηα. Σε δηαδηθαζία απηή κπνξνχκε λα ηε θαληαζηνχκε λα ζπλερίδεηαη θαη 

πέξα απφ ηα πεπεξαζκέλα ζηάδηα, «ζην άπεηξν», κε ππεξπεπεξαζκέλα ζηάδηα Vσ θαη 

Vα γηα νπνηνλδήπνηε δηαηαθηηθφ αξηζκφ α.
211

 

                                                             
209 Ο πην γλσζηφο ζεσξεηηθφο ηνπ πεξηνξηζκνχ ηνπ κεγέζνπο είλαη ν Michael Hallett κε ην βηβιίν 

ηνπ Καληνξηαλή Θεσξία ΢πλόισλ θαη Πεξηνξηζκόο ηνπ Μεγέζνπο (Cantorian Set Theory and Limitation 

of Size, 1983). Βι. MADDY 1997, ζζ. 44, 46. 
210 ΢ηνλ επίινγφ ηνπ o FERREIRÓS 22007, ζζ. 441-465, πξαγκαηεχεηαη ζε βάζνο ηελ επαλαιεπηηθή 

ζχιιεςε σο βάζε γηα ηε ζεκειίσζε ηεο αμησκαηηθήο ζεσξίαο ζπλφισλ. 
211 Οη ζεσξεηηθνί ηεο επαλαιεπηηθήο ζχιιεςεο ηελ αληηιακβάλνληαη κε δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο. 

Γηα παξάδεηγκα, ν Boolos ζέηεη φξηα ζηα ζηάδηα θαηαζθεπήο ζπλφισλ, ελ αληηζέζεη κε ηνλ Shönfield, 
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Ο Kurt Friedrich Gödel (1906-1978), ν νπνίνο είλαη απηφο πνπ πξφηεηλε θαη ηελ 

ππεξπεπεξαζκέλε επαλάιεςε ηεο πξάμεο «ζχλνιν ηνπ», εμεγεί ραξαθηεξηζηηθά ην 

επηρείξεκα απηφ (ζε αληίζεζε κε ηελ παιαηφηεξα ππεξηζρχνπζα αξρή ηεο ζπκπεξί-

ιεςεο) έρνληαο ζην κπαιφ ηνπ ηε ζπζζσξεπηηθή ηεξαξρία φπσο είρε δνζεί κε ην έξγν 

ηνπ Zermelo ην 1930: 

 

΋ια ηα ζχλνια κε ηα νπνία αζρνινχληαη ηα καζεκαηηθά (ηνπιάρηζηνλ ηα ζε-

κεξηλά καζεκαηηθά, ζηα νπνία πεξηιακβάλεηαη θαη ε ζπλνινζεσξία ηνπ Can-

tor), είλαη ζχλνια αθεξαίσλ αξηζκψλ ή ξεηψλ αξηζκψλ (σο δεχγε αθεξαίσλ) ή 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ (σο ζχλνια ξεηψλ) ή ζπλαξηήζεσλ πξαγκαηηθψλ (σο 

ζχλνια δεπγψλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ) θ.ιπ. [...] Χζηφζν απηή ε έλλνηα ηνπ 

ζπλφινπ, ζχκθσλα κε ηελ νπνία έλα ζχλνιν είλαη θάηη πνπ κπνξνχκε λα πα-

ξαγάγνπκε απφ ηνπο αθεξαίνπο (ή θάπνηα άιια θαιψο-νξηζκέλα αληηθείκελα) 

κε ηελ επαλεηιεκκέλε εθαξκνγή ηεο πξάμεο «ζχλνιν ησλ», θαη φρη θάηη πνπ 

πήξακε ρσξίδνληαο ηελ νιφηεηα ησλ ππαξρφλησλ πξαγκάησλ ζε δχν θαηεγν-

ξίεο,
212

 δελ έρεη νδεγήζεη πνηέ ζε αληηλνκίεο. Με άιια ιφγηα, ε εληειψο «αθε-

ιήο» θαη κε θξηηηθή ρξήζε απηήο ηεο έλλνηαο ηνπ ζπλφινπ έρεη απνδεηρζεί κέ-

ρξη ηψξα εληειψο ειεχζεξε απφ αληηθάζεηο.
213

 

 

Μάιηζηα, ν Gödel ζεσξεί πσο, ππφ απηή ηελ νπηηθή, ην ζχλνιν ησλ αμησκάησλ ρξή-

δεη ζπκπιήξσζεο. ΢πγθεθξηκέλα, δίλεη δχν πηζαλνχο ιφγνπο γηα ηνπο νπνίνπο ζα 

κπνξνχζακε λα πξνζζέζνπκε θη άιια αμηψκαηα ζην ZF:
214

 

  

Πξψηνλ, ηα αμηψκαηα ηεο ζεσξίαο ησλ ζπλφισλ δελ ζπληζηνχλ έλα θιεηζηφ 

ζχζηεκα, αιιά, αληίζεηα, ε ίδηα ε έλλνηα ηνπ ζπλφινπ ζηελ νπνία βαζίδνληαη, 

ππνδεηθλχεη ηελ επέθηαζή ηνπο κε λέα αμηψκαηα πνπ βεβαηψλνπλ ηελ χπαξμε 

θαη άιισλ παξαπέξα επαλαιήςεσλ ηεο πξάμεο «ζχλνιν ησλ». 

Καηά δεχηεξν ιφγν, θη αλ αθφκα αγλνήζνπκε ηελ εγγελή αλάγθε γηα θά-

πνην λέν αμίσκα, θαη ζηελ πεξίπησζε αθφκα ζηελ νπνία απηφ δελ έρεη θακία 

εζψηεξε αλαγθαηφηεηα, ελδέρεηαη λα κπνξεί λα απνθαζηζζεί ε αιήζεηα ηνπ 

θαη κε άιινλ ηξφπν, δειαδή επαγσγηθά, εμεηάδνληαο ηελ «επηηπρία ηνπ».
215

 

 

                                                                                                                                                                               
ν νπνίνο ιέεη ραξαθηεξηζηηθά: «Απνθχγακε ηα παξάδνμα πεξηνξίδνληαο ηε δεκηνπξγία ζπλφισλ ζε 

ζηάδηα. Γελ ζέινπκε λα πεξηνξίζνπκε επηπιένλ ηελ έλλνηα ηνπ ζπλφινπ κε ην λα κελ έρνπκε αξθεηά 

ζηάδηα.» Βι. MADDY 1997, ζζ. 55 θαη 58-59.  
212 Ο Gödel ρξεζηκνπνηνχζε εδψ ηελ έθθξαζε «έλλνηα ηεο δηρνηνκίαο». Βι. FERREIRÓS 22007, ζ. 

443. 
213 GÖDEL 1993, ζ. 185. 
214 Ό.π., ζ. 187. 
215 Ο Dagfinn Føllesdal, παξαηεξεί πσο, θαηά ηνλ Gödel, ππάξρνπλ ηέζζεξα επηρεηξήκαηα ζρεηηθά 

κε ηελ εμσγελή δηθαηνιφγεζε πνπ κπνξεί λα παξέρεη ε καζεκαηηθή πξαθηηθή ζηελ πηνζέηεζε θάπνηνπ 

αμηψκαηνο: (1) ζηνηρεηψδεηο ζπλέπεηεο, (2) επηηπρία, (3) δηαζάθεζε θαη (4) ζπζηεκαηνπνίεζε. Βι. 

FØLLESDAL 1995, ζζ. 442-444.  
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Πέξαλ ηνχηνπ, ππνζηεξίδεη πσο απηφ ην επηρείξεκα ππήξρε απφ ηελ αξρή ζηε ζεσξία 

ζπλφισλ θαη πσο δελ δηαηππψζεθε ξεηά ιφγσ ηεο αδπλακίαο ησλ πξσηνπφξσλ λα 

θαηαλνήζνπλ ηηο ίδηεο ηνπο ηηο δηαηζζήζεηο.
216

 Πξάγκαηη, κπνξνχκε λα αληρλεχζνπκε 

ηέηνηνπ είδνπο δηθαηνινγήζεηο ζηνλ ηξφπν παξαγσγήο ησλ δηαθφξσλ ζπλφισλ αξηζ-

κψλ, φπσο απηφο θαζηεξψζεθε ζηα κέζα ηνπ 19
νπ

 αηψλα απφ ηνπο Ohm, Weierstraß 

θαη Dedekind (κεηαμχ άιισλ). Παξ‘ φια απηά, είλαη ακθίβνιν ην εάλ ππήξρε ην πα-

ξακηθξφ ςήγκα ππεξπεπεξαζκέλεο επαλάιεςεο ζην έξγν ηνπο ή ζηε θηινζνθία 

ηνπο.
217

 

 

4. Έλα βήκα πξηλ ηελ θαηαζηξνθή (νne step before destruction). Πξφθεηηαη γηα 

ηελ αθφινπζε κεζνδνινγηθή ζπληαγή: Αλ κηα αξρή νδεγεί ζε αληίθαζε, ηελ θάλνπκε 

φιν θαη πην αδχλακε, κέρξη λα ζηακαηήζεη λα νδεγεί ζε αληίθαζε. ΢πγθξνηεί έλα θα-

ζαξά εμσγελέο θξηηήξην, αθνχ θξίλνπκε εθ ηνπ απνηειέζκαηνο αλ κπνξεί λα πξνθχ-

ςεη θάπνηα αληίθαζε θαη κεηά επηιέγνπκε ηελ πην ηζρπξή ππφζεζε πνπ λα κελ δεκη-

νπξγεί αληίθαζε. 

 

5. Καληνξηαλόο πεξαηνθξαηηζκόο (Cantorian finitism).
218

 «Οη ππεξπεπεξαζκέλεο 

νληφηεηεο κπνξνχλ λα γίλνπλ αληηθείκελν καζεκαηηθήο δηαρείξηζεο ίδηαο κε ηηο πεπε-

ξαζκέλεο – ην απφιπην άπεηξν είλαη ν ζεφο» (Cantor). ΋πσο είδακε, ν Cantor είρε δη-

αρσξίζεη ηνπο αξηζκνχο ζε ηξεηο θαηεγνξίεο: πεπεξαζκέλνη, ππεξπεπεξαζκέλνη θαη 

απφιπηα άπεηξνη. ΋πνηνη δελ εκπίπηνπλ ζηελ ηξίηε θαηεγνξία κπνξνχλ λα αληηκεησ-

πηζηνχλ σο μερσξηζηά αληηθείκελα. 

 

2.4.5. ΢ρνιηαζκόο ησλ αμησκάησλ 
 
΢ε γεληθέο γξακκέο, κπνξνχκε λα πνχκε πσο ηα αμηψκαηα ηνπ θελνχ ζπλφινπ, ηνπ 

δεχγνπο θαη ηνπ απείξνπ θαζηεξψλνπλ ηηο απινχζηεξεο πεξηπηψζεηο πεπεξαζκέλσλ 

θαη άπεηξσλ ζπλφισλ, ελψ εθείλα ηνπ δπλακνζπλφινπ θαη ηεο έλσζεο καο επηηξέ-

πνπλ λα πξνζεγγίζνπκε φιεο ηηο πεπεξαζκέλεο θαη άπεηξεο πιεζηθφηεηεο. Σα αμηψκα-

ηα δπλακνζπλφινπ, επηινγήο θαη απείξνπ έρνπλ έλαλ θαζαξά ππαξθηηθφ ραξαθηήξα 

θαη απφ απηά κφλν ην αμίσκα ηεο επηινγήο έγηλε αληηθείκελν ζθνδξήο θξηηηθήο.
219

 Αο 

δνχκε, φκσο, πην αλαιπηηθά ην θάζε αμίσκα. 

 

1. Α μ ί σ κ α  η ε ο  έ θ η α ζ ε ο  

Υσξίο ην αμίσκα ηεο έθηαζεο, ην ζχζηεκα πνπ πξνθχπηεη κπνξεί λα πεξηέρεη άηνκα ή 

πξσηαξρηθά ζηνηρεία (urelements). Σν αμησκαηηθφ ζχζηεκα ZF κε άηνκα αλαθέξεηαη 
                                                             

216 FERREIRÓS 22007, ζζ. 378, 443. 
217 ΢ρεηηθά κε ηνπο Cantor θαη Dedekind έρεη δηαηππσζεί ε άπνςε πσο εκθαλίδεηαη ζην έξγν ηνπο 

ε ππεξπεπεξαζκέλε επαλάιεςε. Γηα ηνλ πξψην, κέζα ζηελ θαηαζθεπή ησλ παξάγσγσλ ζπλφισλ ηνπ 

(derived sets) θαη ζηελ νηθνδφκεζε ησλ ππεξπεπεξαζκέλσλ αξηζκψλ κέζσ ησλ δχν παξαγσγηθψλ αξ-

ρψλ ηνπ. Γηα ηνλ δεχηεξν, ζηνλ ηξφπν παξαγσγήο ησλ αξηζκεηηθψλ ζπζηεκάησλ. Ζ άπνςε απηή, πά-

λησο, είλαη ακθηζβεηήζηκε. Βι. FERREIRÓS 22007, ζ. 444-451. 
218 MADDY 1997, ζζ. 51-53.  
219 FERREIRÓS 22007, ζ. 323. 
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θαη σο ZFA.
220

 Πάλησο, ε επηθξαηέζηεξε ηάζε είλαη ε απνδνρή ηεο ιεγφκελεο α ξ-

ρ ή ο  η ε ο  α γ λ φ η ε η α ο  (principle of purity): φηη δελ ππάξρνπλ άηνκα θαη φηη φια ηα 

αληηθείκελα ζην βαζηθφ καο πεδίν αληηθεηκέλσλ είλαη ζχλνια.
221

 

Ζ νπζία ηνπ αμηψκαηνο είλαη ζηνλ δηαρσξηζκφ κεηαμχ εληαζηαθψλ νληνηήησλ 

φπσο νη ηδηφηεηεο θαη εθηαζηαθψλ φπσο είλαη ηα ζχλνια. Γχν ηδηφηεηεο κπνξεί λα α-

λαθέξνληαη ζηα ίδηα αθξηβψο αληηθείκελα θαη λα είλαη δηαθνξεηηθέο – π.ρ., νη ηδηφηε-

ηεο πνπ ππνδειψλνληαη απφ ηηο εθθξάζεηο «είλαη ηεηξάγσλν πξαγκαηηθνχ αξηζκνχ» 

θαη  «είλαη κε αξλεηηθφο πξαγκαηηθφο αξηζκφο». Σν αμίσκα εμαζθαιίδεη φηη ηα ζχλν-

ια, ελ αληηζέζεη κε ηηο ηδηφηεηεο, είλαη εθηαζηαθά.
222

 

Σν αμίσκα ηεο έθηαζεο είλαη ην κνλαδηθφ κέζα ζην ZFC πνπ απφ θάπνηνπο ζχγ-

ρξνλνπο ζπγγξαθείο έρεη ζεσξεζεί σο αλαιπηηθή αιήζεηα γηα ηελ έλλνηα ηνπ ζπλφ-

ινπ. Ο Boolos, γηα παξάδεηγκα, θηάλεη λα πεη: «Κάπνηνο ζα κπνξνχζε λα κπεη ζηνλ 

πεηξαζκφ λα ην θαιέζεη [ην αμίσκα ηεο έθηαζεο] αλαιπηηθά αιεζέο, ιφγσ ηνπ λνή-

καηνο ησλ ιέμεσλ πνπ πεξηέρεη δειαδή, ρσξίο λα δηαλνεζεί θάηη αληίζηνηρν γηα ηα 

ππφινηπα αμηψκαηα ηνπ ZFC.»
223

  

Μηα δηαθνξεηηθή επηρεηξεκαηνινγία ζρεηηθά κε ην αμίσκα ηεο έθηαζεο ηέζεθε 

απφ ηνπο Frænkel, Bar-Hillel θαη Levy.
224

 Μηινχλ θαη γηα εληαζηαθά ζχλνια θαη αλα-

γάγνπλ ην εξψηεκα «Γηαηί λα πηνζεηήζνπκε ην αμίσκα ηεο έθηαζεο;» ζην «Γηαηί λα 

κειεηάκε ηα εθηαζηαθά θαη φρη ηα εληαζηαθά ζχλνια;» ΢ε απηφ ην εξψηεκα δίλνπλ 

κηα απάληεζε κε ηξία ζθέιε. Πξψηνλ, ε εθηαζηαθή αληίιεςε ηνπ ζπλφινπ είλαη α-

πινχζηεξε θαη πην μεθάζαξε απφ νπνηαδήπνηε εληαζηαθή αληίιεςε ηνπ ζπλφινπ.
225

 

Γεχηεξνλ, ελψ ππάξρεη κφλν κηα εθηαζηαθή αληίιεςε ηνπ ζπλφινπ, ππάξρνπλ δηάθν-

ξεο εληαζηαθψλ, πνπ κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ αλάινγα κε ηνλ ζθνπφ γηα ηνλ 

νπνίν ηα ζχλνια απηά ρξεηάδνληαη. Έηζη, γηα κηα ζεκειίσζε ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ 

ζηεξηγκέλε ζε κηα εληαζηαθή αληίιεςε ηνπ ζπλφινπ, ζα πξέπεη λα επηιέμνπκε κεηαμχ 

δηαθφξσλ κε έλαλ ηξφπν πνπ δελ κπνξεί παξά λα είλαη ακθηζβεηήζηκνο. Σξίηνλ, με-

θηλψληαο κε ηελ απιή έλλνηα ηνπ εθηαζηαθνχ ζπλφινπ ζα είκαζηε ηθαλνί λα θαηα-

ζθεπάζνπκε εληαζηαθέο αληηιήςεηο ηνπ ζπλφινπ κέζα ζην ζχζηεκά καο.  

 

2. Α μ ί σ κ α  η ν π  θ ε λ ν ύ  ζ π λ ό ι ν π  θ α η  α μ ί σ κ α  η ν π  δ ε ύ γ ν π ο  

Σα αμηψκαηα ZF2 θαη ZF3 πνιιέο θνξέο ζπλαληψληαη σο έλα. Δίλαη ην αμίσκα Z2 

ηνπ Zermelo («αμίσκα ησλ ζηνηρεησδψλ ζπλφισλ»). Μπνξνχλ λα πξνθχςνπλ απφ ην 

αμίσκα ηνπ δηαρσξηζκνχ.
226

 

Πξνθεηκέλνπ λα δεκηνπξγήζνπκε ην ζχκπαλ ησλ ζπλφισλ ρσξίο λα πξνθχςνπλ 

αληηλνκίεο, ζα πξέπεη λα απνθχγνπκε ηελ αξρή ηεο ζπκπεξίιεςεο. Ζ ιχζε πνπ πξφ-

                                                             
220 JECH 22008, ζζ. 44-45.  
221 ΜΟ΢ΥΟΒΑΚΖ΢ 1993, ζ. 33. 
222 MADDY 1997, ζ. 37. 
223 Ό.π., ζ. 38. 
224 Ό.π., ζζ. 39-40. 
225 Με ηε ινγηθή φηη καο είλαη πην εχθνιν λα αληηιεθζνχκε ηε ζρέζε ηνπ κέινπο ελφο ζπλφινπ κ‘ 

απηφ σο πξνο ην ηη ζεκαίλεη δχν νληφηεηεο λα έρνπλ ηελ ίδηα ηδηφηεηα. Βι. ό.π., ζ. 39. 
226 ΑΝΑΠΟΛΗΣΑΝΟ΢ 52005, ζ. 186. 
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ηεηλε ν Zermelo ήηαλ ε απνδνρή θάπνησλ αμησκάησλ πνπ λα παξάγνπλ ζχλνια απφ 

άιια ζχλνια. Γηα λα ιεηηνπξγήζεη, φκσο, απηή ε δηαδηθαζία, ρξεηαδφκαζηε κηα αξρή. 

Σν αμίσκα ηνπ θελνχ ζπλφινπ πξνζθέξεη ηελ θαηάιιειε αθεηεξία γηα ηελ θαηα-

ζθεπή ζπλφισλ κέζσ ζπζζσξεπηηθήο ηεξαξρίαο.
227

 Καη νη δχν πξσηεξγάηεο ηεο ζε-

κειίσζεο ησλ καζεκαηηθψλ, Zermelo θαη Russell, θαίλεηαη λα ακθέβαιιαλ γηα ην 

ππαξθηηθφ θαζεζηψο ηνπ θελνχ ζπλφινπ. Υαξαθηεξηζηηθά είδακε πσο ν Zermelo ην 

εηζάγεη σο θαληαζηηθφ, ελψ θαη ν Russell, αλ θαη ζεσξνχζε πσο έλα ζχλνιν πξέπεη 

λα πεξηέρεη θάηη, δίζηαδε λα ην απνβάιεη απφ ηε ζεσξία ζπλφισλ. Καη νη δχν ηειηθά 

ην ρξεζηκνπνίεζαλ, θαζφηη απινπνηνχζε ηδηαίηεξα ηα πξάγκαηα. Σν βαζηθφ επηρείξε-

κα, ινηπφλ, γηα ηελ απνδνρή ηνπ αμηψκαηνο ηνπ θελνχ ζπλφινπ είλαη εμσγελέο – πξν-

θχπηεη απφ ηε δηεπθφιπλζε πνπ ζπλνδεχεη ηε ρξήζε ηνπ.
228

 

Γηα ηε δηθαηνιφγεζε ηεο ρξήζεο ηνπ αμηψκαηνο ηνπ δεχγνπο κπνξνχλ λα επηζηξα-

ηεπηνχλ δχν βαζηθά (εγγελή) επηρεηξήκαηα. Πξψηνλ, κε βάζε ηελ αξρή πεξηνξηζκνχ 

ηνπ κεγέζνπο, ην ζχλνιν {a,b} έρεη κφλν δχν κέιε, νπφηε δελ κπνξεί, ππφ νπνηαδή-

πνηε έλλνηα, λα ζεσξεζεί ππεξβνιηθά κεγάιν. Σν δεχηεξν επηρείξεκα βαζίδεηαη ζηελ 

επαλαιεπηηθή ζχιιεςε. Έζησ δχν αληηθείκελα a θαη b θαη έζησ Α θαη Β ηα ζηάδηα 

ζηα νπνία πξσηνεκθαλίδνληαη. Υσξίο βιάβε ηεο γεληθφηεηαο, έζησ φηη ην Β είλαη κε-

ηά ην Α. Σφηε ην ζχλνιν ηνπ δεχγνπο a, b εκθαλίδεηαη ζην ακέζσο επφκελν ζηάδην 

απφ ην Β.
229

  

 

3. Α μ ί σ κ α  η ε ο  έ λ σ ζ ε ο  

Γηα ην αμίσκα ηεο έλσζεο, ην επηρείξεκα ηνπ πεξηνξηζκνχ ηνπ κεγέζνπο πξνζθέξεη 

κηα δηθαηνιφγεζε, ε νπνία, φκσο, είλαη ακθηιεγφκελε: ε έλσζε κηθξψλ ζπλφισλ πξέ-

πεη λα είλαη κηθξφ ζχλνιν. Βέβαηα, αλ γλσξίδνπκε ηελ πιεζηθφηεηα ησλ δχν αξρηθψλ 

ζπλφισλ, κπνξνχκε λα ζέζνπκε έλα ζπγθεθξηκέλν φξην γηα ηελ έλσζε. Απφ ηελ άι-

ιε, ε επαλαιεπηηθή ζχιιεςε πξνζθέξεη κηα πην ηθαλνπνηεηηθή δηθαηνιφγεζε, αξθεηά 

παξφκνηα κε εθείλε γηα ην αμίσκα ηνπ δεχγνπο. Γηα κηα νηθνγέλεηα ζπλφισλ Α πνπ 

εκθαλίδεηαη ζην ζηάδην α, φια ηα κέιε ηεο Α εκθαλίδνληαη πξηλ απφ ην ζηάδην α. Έ-

πεηαη φηη ηα κέιε ησλ κειψλ ηεο Α είλαη φια δηαζέζηκα κέρξη ην ζηάδην α θαη, ζπλε-

πψο, ην Α ζρεκαηίδεηαη ζην ζηάδην Α.
230

 

 

4. Α μ ί σ κ α  η ν π  α π ε ί ξ ν π  

Σα εγγελή επηρεηξήκαηα πξνο ππεξάζπηζε ηνπ αμηψκαηνο ηνπ απείξνπ είλαη κάιινλ 

αδχλακα. Με βάζε ηελ αξρή ηνπ πεξηνξηζκνχ ηνπ κεγέζνπο ζα κπνξνχζακε λα ππν-

ζηεξίμνπκε πσο ην ζχλνιν φισλ ησλ πεπεξαζκέλσλ ζπλφισλ δελ είλαη ππεξβνιηθά 

κεγάιν. Απφ ηελ άιιε, ζχκθσλα κε ηελ επαλαιεπηηθή ζχιιεςε κπνξεί λα ζεσξεζεί 

πσο ππάξρεη έλα ζηάδην κεηά απφ φια ηα πεπεξαζκέλα ζηάδηα.  

                                                             
227 MADDY 1997, ζ. 40. 
228 Ό.π., ζζ. 40-41.  
229 Ό.π., ζ. 49. 
230 Απη. 
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Αλ, φκσο, ζεσξήζνπκε ην ZF ρσξίο ην αμίσκα ηνπ απείξνπ, παίξλνπκε σο κνληέ-

ιν ηνπ ην ζχλνιν φισλ ησλ πεπεξαζκέλσλ ζπλφισλ πνπ κπνξνχλ λα νηθνδνκεζνχλ 

απφ ην .
231

 Γηα ηελ αλάιπζε, ε ρξήζε άπεηξσλ ζπλφισλ είλαη αλαπφδξαζηε, αθνχ 

αθφκα θαη ε έλλνηα ηνπ «πξαγκαηηθνχ αξηζκνχ» δελ κπνξεί λα νξηζηεί κφλν κε ηε 

ρξήζε πεπεξαζκέλσλ ζπλφισλ.
232

 Απηφ, απφ κφλν ηνπ, είλαη έλα πνιχ ηζρπξφ εμσγε-

λέο επηρείξεκα γηα ηελ αλάγθε χπαξμεο ελφο αμηψκαηνο πνπ λα εμαζθαιίδεη ηελ χ-

παξμε άπεηξσλ ζπλφισλ. Δμάιινπ, ηα αμηψκαηα επηινγήο θαη δπλακνζπλφινπ απν-

θηνχλ ηελ πξαγκαηηθή ηνπο ηζρχ κφλν εάλ ζπλνδεχνληαη ζην ζχζηεκα θη απφ έλα α-

μίσκα απείξνπ.
233

 
 

5. Α μ ί σ κ α  η ε ο  α λ η η θ α η ά ζ η α ζ ε ο  

Σν αμίσκα ηεο αληηθαηάζηαζεο, φπσο είδακε δελ αλήθεη ζηελ αξρηθή ιίζηα ησλ αμη-

σκάησλ ηνπ Zermelo. Σν 1922 ν Skolem παξαηήξεζε πσο κε ηα αξρηθά εθηά αμηψκα-

ηα δελ κπνξνχζαλ λα παξαρζνχλ φια ηα ζχλνια
234

 ηεο θαληνξηαλήο ζπλνινζεσξίαο. 

Γηα λα δηνξζσζεί απηφ, πξφηεηλε ηελ εηζαγσγή ελφο ηέηνηνπ αμηψκαηνο. Μάιηζηα, ιί-

γν κεηά ν von Neumann ην ρξεζηκνπνίεζε γηα λα απνδείμεη ηελ πην ηζρπξή κνξθή 

ηνπ ζεσξήκαηνο θαιήο δηάηαμεο,
235

 πξάγκα πνπ πξηλ ήηαλ αδχλαηνλ. Ζ καζεκαηηθή 

πξαθηηθή, ινηπφλ, έρεη εθνδηάζεη ην αμίσκα ηεο αληηθαηάζηαζεο κε δπλαηά εμσγελή 

επηρεηξήκαηα. 

Δγγελείο δηθαηνινγήζεηο ππάξρνπλ, αιιά είλαη πνιχ πην αδχλακεο απφ ηηο εμσγε-

λείο. ΢ην πιαίζην ηνπ πεξηνξηζκνχ ηνπ κεγέζνπο νη Frænkel, Bar-Hillel θαη Levy δί-

λνπλ ηελ εμήο δηθαηνιφγεζε: Έζησ έλα ζχλνιν α, φρη ππεξβνιηθά κεγάιν, θαη κηα 

ζπιινγή απφ ζχλνια πνπ δελ έρεη πεξηζζφηεξα κέιε απφ ην α. Σφηε κπνξνχκε λα δε-

ρζνχκε πσο θαη απηή ε ζπιινγή είλαη έλα φρη ππεξβνιηθά κεγάιν ζχλνιν.236 Απφ ηελ 

άιιε, νη ζεσξεηηθνί ηεο επαλαιεπηηθήο ζχιιεςεο δηράδνληαη ζρεηηθά κε απηφ ην α-

μίσκα. Ο Boolos, αλ θαη δελ απνδέρεηαη θάπνηα εγγελή δηθαηνιφγεζε γη‘ απηφ, θαηα-

ιήγεη: «ν ιφγνο γηα λα πηνζεηήζνπκε ηα αμηψκαηα ηεο αληηθαηάζηαζεο είλαη απιφο: 

έρνπλ πνιιέο επηζπκεηέο ζπλέπεηεο θαη (απ‘ φ,ηη θαίλεηαη) θακία αλεπηζχκεηε».237 
 

6. Α μ ί σ κ α  η ν π  δ π λ α κ ν ζ π λ ό ι ν π  

Γηα ηελ ππεξάζπηζε ηεο ρξήζεο ηνπ ελ ιφγσ αμηψκαηνο έρνπλ ππνζηεξηρηεί ηξία είδε 

ελδνγελψλ επηρεηξεκάησλ.
238

 Σν πξψην ζηεξίδεηαη ζηνλ θαληνξηαλφ πεξαηνθξαηηζκφ: 

                                                             
231 COHEN 32008, ζ. 54. Δπνκέλσο, ην αμίσκα ηνπ απείξνπ δελ κπνξεί λα πξνθχςεη απφ ηα ππφινη-

πα, δειαδή είλαη αλεμάξηεην απφ ηα ππφινηπα αμηψκαηα. Άξα, αλ ε ZF ρσξίο ην I (ζπκβνιίδνπκε: ZF-

Η) είλαη ζπλεπήο, ην ίδην ηζρχεη θαη γηα ηηο ζεσξίεο ZF-Η+Η, ZF-Η+(I). 
232 MADDY 1997, ζ. 52. 
233 ΑΝΑΠΟΛΗΣΑΝΟ΢ 52005, ζζ. 190-191. 
234 ΢πγθεθξηκέλα, ην ζχλνιν {σ, P(σ), P(P(σ))…}. Bι. MADDY 1997, ζ. 57. 
235 Ζ αζζελήο κνξθή ηνπ είλαη «Κάζε ζχλνιν κπνξεί λα είλαη θαιψο-δηαηεηαγκέλν», ελψ ε ηζρπξή, 

ε νπνία είλαη θαη ε γλήζηα κνξθή κε ηελ νπνία ην δηαηχπσζε ν Cantor, είλαη «Κάζε ζχλνιν κπνξεί λα 

κπεη ζε 1-1 αληηζηνηρία κε θάπνην δηαηαθηηθφ αξηζκφ». 
236 Ό.π., ζ. 58. 
237 Ό.π., ζ. 60. 
238 Ό.π., ζ. 53. 
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Δάλ φια ηα πεπεξαζκέλα ζχλνια είλαη κε πξνβιεκαηηθά, ηφηε κπνξνχκε λα εμαζθα-

ιίζνπκε ηελ χπαξμε ηνπ δπλακνζπλφινπ ηνπο θαη ην ίδην ζα ηζρχεη θαη γηα ηα άπεηξα 

ζχλνια. Σν δεχηεξν ζηεξίδεηαη ζηνλ πεξηνξηζκφ ηνπ κεγέζνπο: Δάλ έλα ζχλνιν δελ 

είλαη ππεξβνιηθά κεγάιν, ηφηε θαη ην δπλακνζχλνιφ ηνπ δελ ζα είλαη ππεξβνιηθά κε-

γάιν. Σξίην, ε επαλαιεπηηθή ζχιιεςε: Δάλ ην ζχλνιν Α είλαη θαηαζθεπαζκέλν ζην 

ζηάδην α, ηφηε ηα κέιε ηνπ ζα είλαη δηαζέζηκα πξηλ απφ, ή θαηά, ην ζηάδην α, θαη άξα 

θάζε ππνζχλνιν ηνπ Α ζα έρεη δηακνξθσζεί ην πνιχ κέρξη ην ζηάδην α. Έηζη, ην ζχ-

λνιν P(Α) δεκηνπξγείηαη ζην ζηάδην α+1. Δθηφο απηψλ, κπνξεί λα επηζηξαηεπζεί θαη 

έλα εμσγελέο επηρείξεκα, παξφκνην κε απηφ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ην αμίσκα ηνπ 

απείξνπ: Ζ θαηαζθεπή ηνπ ζπλερνχο απαηηεί ηε ρξήζε ησλ δπλακνζπλφισλ. 

 

7. Α μ ί σ κ α  η ε ο  ε π η ι ν γ ή ο  

Ζ ζηάζε πνπ ηεξήζεθε απφ ηελ πιεηνςεθία ησλ καζεκαηηθψλ (πιελ ησλ ηληνπηζην-

ληζηψλ, αιιά ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ ηνπ ίδηνπ ηνπ Zermelo) ήηαλ λα ην ρξεζηκνπνη-

νχλ – απνθεχγνληάο ην, φκσο, φπνπ απηφ ήηαλ δπλαηφλ.
239

 Ο Zermelo, έρνληαο ζπ-

λαηζηαλζεί ηηο ακθηβνιίεο ηνπ καζεκαηηθνχ θφζκνπ γηα ην αμίσκα ηεο επηινγήο, απφ 

ην 1908 επηρεηξεκαηνιφγεζε ζρεηηθά κε ηε λνκηκφηεηα ηεο ρξήζεο ηνπ. ΢ηε δηθαην-

ιφγεζε πνπ πξνζέθεξε επηθαιείηαη ηελ επξεία ρξήζε πνπ είρε γίλεη απφ ηνπο καζε-

καηηθνχο κέρξη ηφηε. Απηφ ην γεγνλφο θαζηζηά ηε ρξήζε ηνπ αμηψκαηνο έγθπξε ηζην-

ξηθά, ελψ παξάιιεια ππνδειψλεη πσο έζησ θαη ππνζπλείδεηα ελππήξρε ζηε δηαί-

ζζεζή ηνπο. Μάιηζηα, ν Zermelo αλαθέξεη ραξαθηεξηζηηθά: «Σέηνηα επξχηαηε ρξήζε 

κηαο αξρήο κπνξεί λα εμεγεζεί κφλν απφ ηελ εζσηεξηθή ηεο πξνθάλεηα.»
240

  

Ζ αληηπαξάζεζε γηα ην αλ ππάξρεη θάπνηνο εγγελήο ιφγνο πνπ λα δηθαηνινγεί ηε 

ρξήζε ηνπ αμηψκαηνο ηεο επηινγήο έθηαζε λα βαζίδεηαη ζε θηινζνθηθά εξσηήκαηα 

ζρεηηθά κε ην αλ νη καζεκαηηθέο νληφηεηεο ππάξρνπλ αληηθεηκεληθά (ξεαιηζκφο) ή αλ 

δεκηνπξγνχληαη/νξίδνληαη απφ εκάο (ηδεαιηζκφο). Δπίζεο, ζπλδέζεθε άκεζα κε ην 

πψο βιέπεη ν θάζε καζεκαηηθφο ηηο δηάθνξεο ζπιινγέο αληηθεηκέλσλ. ΢πγθεθξηκέλα, 

ππάξρνπλ πνιιέο πεξηπηψζεηο πνπ κπνξεί λα κελ είλαη δπλαηφλ λα νξηζηεί αλαιπηηθά 

ή λα θαηαζθεπαζηεί κηα ζπλάξηεζεο επηινγήο. Γηα ηνπο ηληνπηζηνληζηέο, απηφ είλαη 

αξθεηφ ψζηε λα κε δερζνχλ ηελ χπαξμε ηεο ζπλάξηεζεο απηήο.
241

 Οη πεξηζζφηεξνη 

καζεκαηηθνί, φκσο, αληηηίζεληαη ζε απηή ηε ζχλδεζε ηεο χπαξμεο κε ηελ νξηζηκφηεηα 

κηαο νληφηεηαο. Έλα ζεκαληηθφ εγγελέο επηρείξεκα πνπ επηθαινχληαη έρεη λα θάλεη 

κε ηελ επαλαιεπηηθή ζχιιεςε. Αλ κηα νηθνγέλεηα J μέλσλ κεηαμχ ηνπο, κε θελψλ 

ζπλφισλ δεκηνπξγείηαη ζην ζηάδην α, ηφηε θάζε κέινο Α ηεο J ζα έρεη δηακνξθσζεί 

πξηλ ην α θαη ηα κέιε ηνπ Α πξηλ απφ απηφ. Έηζη, ηα κέιε ησλ κειψλ ηεο J ζα είλαη 

φια δηαζέζηκα ζην ζηάδην α θαη θάζε ζπλδπαζκφο δηαζέζηκσλ ζηνηρείσλ ζα δηακνξ-

θψλεηαη ζην α, ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ ηνπ ζπλφινπ επηινγήο.
242

 

                                                             
239 FERREIRÓS 22007, ζ. 320. 
240 Βέβαηα, ζην ίδην ζρφιην θαηαιήγεη πσο, ζε ηειηθή αλάιπζε, απηφ ην «απηαπφδεηθην», ή απηή ε 

«πξνθάλεηα», είλαη σο έλα βαζκφ ππνθεηκεληθφ δήηεκα. Βι. MADDY 1997, ζζ. 54-56.  
241 Ό.π., ζ. 55. 
242 Οη ζεσξεηηθνί ηεο επαλαιεπηηθήο ζχιιεςεο δηράδνληαη ζρεηηθά κε απηφ ην επηρείξεκα. Βι. 

ό.π., ζ. 55. 
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Σν εμσγελέο επηρείξεκα είλαη θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε πνιχ πην ηζρπξφ. Ο 

Zermelo ελδεηθηηθά παξαζέηεη έλαλ αξηζκφ ζπλεπεηψλ ή ηζνδχλακσλ πξνηάζεσλ ηνπ 

αμηψκαηνο ηεο επηινγήο.
243

 ΋κσο, ην αμίσκα επηινγήο (C) είλαη αλεμάξηεην απφ ηα 

ππφινηπα αμηψκαηα. Γειαδή, αλ ε ZF είλαη ζπλεπήο ζεσξία, ηφηε ζπλεπείο είλαη θαη 

νη ζεσξίεο ZF+C θαη ZF+(C).
244

 Δπνκέλσο, νη πξνηάζεηο πνπ έπνληαη ή είλαη ηζνδχ-

λακεο κε ην αμίσκα ηεο επηινγήο (ζεψξεκα θαιήο δηάηαμεο, ιήκκα ηνπ Zorn θ.ιπ.) 

ράλνληαη εάλ απνβάιινπκε ην ηειεπηαίν απφ ην ZF. Σνκείο ησλ καζεκαηηθψλ φπσο ε 

αλάιπζε, ε ηνπνινγία, ε αθεξεκέλε άιγεβξα θαη ε καζεκαηηθή ινγηθή έρνπλ πνιιά 

λα ράζνπλ εάλ δελ ζπκπεξηιάβνπκε ζην αμησκαηηθφ ηνπο ζχζηεκα ην αμίσκα ηεο ε-

πηινγήο.
245

 Μάιηζηα, ν Zermelo θιείλεη ηελ ππεξάζπηζε ηνπ αμηψκαηνο ηεο επηινγήο 

κε κηα θξάζε πνπ θαλεξψλεη ηελ πξνηίκεζή ηνπ γηα ηα εμσγελή επηρεηξήκαηα: «Οη 

αξρέο πξέπεη λα θξίλνληαη κέζα απφ ηελ νπηηθή ηεο επηζηήκεο θαη φρη ε επηζηήκε κέ-

ζα απφ ην πξίζκα αξρψλ πνπ είλαη κηα θαη θαιή επηιεγκέλεο.»
246

 Απφ ηελ άιιε, ην 

αμίσκα ηεο επηινγήο έρεη θαη ζπλέπεηεο νη νπνίεο δελ είλαη επράξηζηεο, φπσο ε απφ-

δεημε απφ ηνλ Giuseppe Vitali (1875-1932) ηεο χπαξμεο ζπλφινπ πξαγκαηηθψλ αξηζ-

κψλ πνπ δελ είλαη κεηξήζηκν ζε ζχζηεκα Lebesgue.
247

 

 

8. Α μ ί σ κ α  η ν π  δ η α ρ σ ξ η ζ κ ν ύ 248
 

Ο Zermelo, κε ηνπο νξηζκνχο πνπ είρε δψζεη γηα ηα ζχλνια, είρε πεξηνξίζεη πάξα πν-

ιχ ηε δπλαηφηεηα θαηαζθεπήο ζπλφισλ. Έπξεπε, ινηπφλ, λα βξεη έλαλ ηξφπν λα ζπ-

κπιεξψζεη ηηο δηαδηθαζίεο θαηαζθεπήο λέσλ ζπλφισλ, ρσξίο, φκσο, λα επηηξέςεη ηελ 

εκθάληζε ησλ ζπλνινζεσξεηηθψλ παξαδφμσλ πνπ δηεπθνιχλνληαλ απφ ηνλ πξνεγνχ-

κελν νξηζκφ ηνπ ζπλφινπ θαηά Cantor. Απηφ ην θαηάθεξε κε ην αμίσκα ηνπ δηαρσξη-

ζκνχ,
249

 ην νπνίν απαγνξεχεη ηνλ αλεμάξηεην νξηζκφ ελφο ζπλφινπ. Δπηηξέπεη κφλν 

ηνλ νξηζκφ ελφο ζπλφινπ κέζσ δηαρσξηζκνχ ζε ππνζχλνια ελφο ήδε δνζκέλνπ ζπ-

λφινπ.
250

 Με απηφ ηνλ ηξφπν απνθεχγνληαη πξνβιεκαηηθέο έλλνηεο, φπσο «ην ζχλνιν 

φισλ ησλ ζπλφισλ» θαη «ην ζχλνιν φισλ ησλ δηαηαθηηθψλ αξηζκψλ». Έηζη, αληηκε-

ησπίδεη επζέσο ην παξάδνμν ηνπ Russell. Δπίζεο, φπσο είδακε, κε ηε ρξήζε νξηζηη-

θψλ ηζρπξηζκψλ (ηδηνηήησλ πνπ εθθξάδνληαη απφ θαιψο ζρεκαηηζκέλνπο ηχπνπο ηεο 

γιψζζαο ηεο ZFC) απνθεχγεη θαη ηα ζεκαζηνινγηθά ή εξκελεπηηθά παξάδνμα.
251

 Ο 

                                                             
243 Τπάξρεη ηδηαίηεξε βηβιηνγξαθία πνπ έρεη σο αληηθείκελν αθξηβψο ηηο ηζνδχλακεο πξνηάζεηο θαη 

ηηο ζπλέπεηεο ηνπ αμηψκαηνο ηεο επηινγήο. Δλδεηθηηθά αλαθέξνπκε ηνπο JECH 22008 θαη HOWARD/RU-

BIN 1998. 
244 ΑΝΑΠΟΛΗΣΑΝΟ΢ 52005, ζ. 188. 
245 MADDY 1997, ζ. 56. 
246 ZERMELO 1967β΄. 
247 JECH 22008, ζ. 2. 
248 Αλαιφγσο κε ηνλ ζθνπφ γηα ηνλ νπνίν ρξεζηκνπνηεί θαλείο ην ZF, κπνξεί λα επηιέμεη έλα απφ 

ηα αμησκαηηθά ζρήκαηα αληηθαηάζηαζεο ή δηαρσξηζκνχ (ή θαη ηα δχν). Σν αμίσκα ηνπ δηαρσξηζκνχ, 

κάιηζηα, πξνθχπηεη απφ ην αμίσκα ηεο αληηθαηάζηαζεο. Βι. COHEN 32008, ζ. 55. 
249 FERREIRÓS 22007, ζ. 322. 
250 MADDY 1997, ζ. 49. 
251 Ό.π., ζ. 50. 
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απνθιεηζκφο ησλ παξαδφμσλ είλαη απφ κφλνο ηνπ έλα πνιχ ηζρπξφ εμσγελέο επηρεί-

ξεκα γηα ηε ρξήζε ηνπ αμηψκαηνο ηνπ δηαρσξηζκνχ. 

Δθηφο απηνχ, πάλησο, πξνζθέξεηαη θαη έλα (εγγελέο) επηρείξεκα πεξηνξηζκνχ ηνχ 

κεγέζνπο: Δάλ ην αξρηθφ ζχλνιν δελ είλαη ππεξβνιηθά κεγάιν, ην παξαγφκελν ζχλν-

ιν επίζεο δελ ζα είλαη ππεξβνιηθά κεγάιν.
252

 

Σέινο, αλ εμεηάζνπκε ην αμίσκα ηνπ δηαρσξηζκνχ απφ ηε ζθνπηά ηεο επαλαιε-

πηηθήο ζχιιεςεο, πξνθχπηεη ε εμήο (εγγελήο) δηθαηνιφγεζε: Έζησ φηη ην ζχλνιν x 

δεκηνπξγείηαη αξρηθά ζην ζηάδην α. Σφηε φια ηα κέιε ηνπ x ζα πξέπεη λα έρνπλ δεκη-

νπξγεζεί πξηλ απφ ην ζηάδην α· νπφηε θάζε κέινο z ηνπ x πνπ ηθαλνπνηεί ηελ ηδηφηεηα 

θ(z) πξέπεη λα έρεη δεκηνπξγεζεί πξηλ απφ ην ζηάδην α. Έηζη, ην ζχλνιν y = {zx: 

θ(z)} θαηαζθεπάδεηαη ζην ζηάδην α ην αξγφηεξν.
253

 

 

9. Α μ ί σ κ α  η ε ο  ζ ε κ ε ι ί σ ζ ε ο 254
 

Ο Zermelo ην ρξεζηκνπνίεζε γηα λα ιχζεη ην παξάδνμν ηνπ Russell ην 1905, αιιά 

ηειηθά ην έζβεζε απφ ηε ιίζηα φηαλ ζεψξεζε πσο ην αμίσκα ηνπ δηαρσξηζκνχ ήηαλ 

αξθεηφ.
255

 Σν αμίσκα απηφ είλαη ηδηαίηεξα ηερληθφ θαη ζηα θιαζηθά καζεκαηηθά δελ 

ρξεζηκνπνηείηαη ζρεδφλ πνηέ. Ο Gödel είρε πεη πσο αλ θαη δελ είλαη απαξαίηεην, δη-

επθνιχλεη πνιχ ηα πξάγκαηα.
256

 Πάλησο, έλα κεηνλέθηεκα πνπ έρεη είλαη πσο ζηεξεί-

ηαη ηεο δηαηζζεηηθήο πξνθάλεηαο πνπ έρνπλ ηα ππφινηπα αμηψκαηα.
257

  

΢ηo πιαίζηo ηεο ζπζζσξεπηηθήο ηεξαξρίαο πξνζθέξεη ην θελφ ζχλνιν σο αθεηε-

ξία, θαζφηη απαγνξεχεη ηε ζρέζε «x  x». Με απηφ ηνλ ηξφπν, πεξηνξίδεη ηε ζεσξία 

ζπλφισλ ζε θαιψο-ζεκειησκέλα ζχλνια (ζχλνια ζηα νπνία δελ ππάξρεη θακία άπεη-

ξε αιπζίδα-).
258

 Σν εξψηεκα ηεο αιήζεηαο ηνπ αμηψκαηνο, δειαδή αλ φια ηα ζχλν-

ια είλαη θαιψο-ζεκειησκέλα, είλαη αλνηρηφ.
259

 Ζ ζηάζε πνπ πηνζεηνχλ νη πεξηζζφηε-

ξνη είλαη πσο ηα θαιψο-ζεκειησκέλα ζχλνια είλαη εχρξεζηα θαη κε θαιή ζπκπεξηθν-

ξά.
260

 Έρεη, επνκέλσο, θαη απηφ ην αμίσκα κηα εμσγελή αηηηνιφγεζε γηα ηε ρξήζε 

ηνπ. 

 

                                                             
252 Απη. 
253 Ό.π., ζ. 51. 
254 Τπάξρεη κηα θαηεγνξία ζεσξηψλ ζπλφισλ πνπ ιέγεηαη «Με-θαιψο-Θεκειησκέλεο Θεσξίεο ΢π-

λφισλ» ή «Νέεο Θεκειηψζεηο» («Non-well-founded Set Theories», «New Foundations») ε νπνία αμην-

πνηεί φια ηα ππφινηπα αμηψκαηα ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ, αιιά, αληί γηα ην αμίσκα ηεο ζεκειίσζεο, έρεη 

θάπνην άιιν, πνπ είλαη άξλεζε ηνπ αξρηθνχ (ππάξρνπλ 4 παξαιιαγέο). Απηέο νη ζεσξίεο ρξεζηκνπνη-

νχληαη σο επί ην πιείζηνλ ζε εθαξκνγέο ππνινγηζηψλ. Βι. «Non-well-founded Set Theory» θαη «New 

Foundations»: Wikipedia (πξφζβ. 2012)· T. FORSTER, «Quine‘s New Foundations» (2006): ZALTA 

2012. 
255 MADDY 1997, ζ. 60. 

 256 FERREIRÓS 22007, ζζ. 380-381. 

 257 ΑΝΑΠΟΛΗΣΑΝΟ΢ 52005, ζ. 187. 

 258 COHEN 2008, ζζ. 53-54. 

 259 Δάλ δερζνχκε ην αμίσκα ηεο ζεκειίσζεο, ηφηε απνδεηθλχεηαη θαη ην ζεψξεκα πνπ ιέεη πσο θά-

ζε ζχλνιν είλαη θαιψο-ζεκειησκέλν. Βι. ό.π., ζ. 69. 

 260 MADDY 1997, ζ. 61. 
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3. AΝΔΞΑΡΣΖΣΑ ΔΡΧΣΖΜΑΣΑ ΚΑΗ ΤΠΟΦΖΦΗΑ ΝΔΑ ΑΞΗΧΜΑΣΑ 
 
 
 

ΔΣΑ ΣΖΝ ΔΠΗΚΡΑΣΖ΢Ζ ηνπ ζπζηήκαηνο ZFC ζηελ αμησκαηηθή ζεσξία ζπλφισλ, 

θαηά ηα κέζα ηνπ 20
νπ

 αηψλα, έγηλε αληηιεπηφ πσο, αλ θαη είλαη ηδηαίηεξα βν-

ιηθφ, δελ κπνξεί λα ιχζεη φια ηα πξνβιήκαηα πνπ κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ ζηνπο δηά-

θνξνπο θιάδνπο ησλ καζεκαηηθψλ. Απηά ηα εξσηήκαηα, γηα ηα νπνία δελ κπνξνχλ λα 

απνθαλζνχλ ηα αμηψκαηα ηνπ ZFC –γηα ηα νπνία ην ZFC δελ κπνξεί λα απνδείμεη νχ-

ηε ηε κηα απάληεζε νχηε ηελ άξλεζή ηεο– ηα ιέκε «αλεμάξηεηα». Αξθεηά απ‘ απηά, 

έρνπλ θξηζεί σο πνιχ ρξήζηκα γηα ηα καζεκαηηθά θαη ε ρξεζηκφηεηά ηνπο απηή έρεη 

δεκηνπξγήζεη ηελ ηάζε γηα αλαδήηεζε λέσλ αμησκάησλ σο πξνζζήθε ζηα ππάξρν-

ληα. Ζ θξηηηθή ζρεηηθά κε απηά ηα αμηψκαηα γίλεηαη ζηελ ίδηα βάζε πνπ έγηλε θαηά ην 

παξειζφλ θαη ε θξηηηθή γηα ην ZFC: ηα εγγελή επηρεηξήκαηα ζπλδπάδνληαη κε εμσγε-

λή, ψζηε ε δηθαηνιφγεζε λα είλαη επαξθήο. Ζ δπλαηφηεηα απάληεζεο ζε ζρέζε κε ηα 

αλεμάξηεηα εξσηήκαηα είλαη έλα ηζρπξφ εμσγελέο επηρείξεκα. ΢ηελ πξψηε ελφηεηα 

ηνπ Κεθαιαίνπ ζα εμεηάζνπκε ζχληνκα θάπνηα ζεκαληηθά εξσηήκαηα απηνχ ηνπ εί-

δνπο, ζηελ δεχηεξε ελφηεηα ζα αλαιπζνχλ ζπλνπηηθά ηα βαζηθφηεξα ππνςήθηα λέα 

αμηψκαηα, ελψ ζηελ ηξίηε ζα γίλεη κηα πην ιεπηνκεξήο αλάιπζε ελφο απφ απηά, νχησο 

ψζηε λα γίλεη ζαθήο ν ηξφπνο κε ησλ νπνίν γίλεηαη ε θηινζνθηθή δηθαηνιφγεζή ηνπο. 

Βαζηθή πεγή γηα φιν ην Κεθάιαην απνηειεί ην έξγν ηεο Penelope Maddy
261

 γχξσ 

απφ ηα αμηψκαηα θαη ηε θηινζνθηθή ηνπο αληηκεηψπηζε. ΢ε κεγάιν βαζκφ, ζε απηφ ην 

Κεθάιαην αθνινπζψ ηε δνκή ηνπ βηβιίνπ ηεο Naturalism in Mathematics, ελψ θαη 

πνιιά απφ ηα ζρφιηα πξνέξρνληαη απφ εθεί. Βεβαίσο, ππάξρνπλ θαη άιινη, καζεκαηη-

θνί θαη θηιφζνθνη, νη νπνίνη αζρνινχληαη ελεξγά κε ην δήηεκα. Γηα παξάδεηγκα, π-

πάξρεη έλαο θχθινο κειεηεηψλ, κε πην γλσζηφ ηνλ Martin Davis, θείκελα ησλ νπνίσλ 

θαιχπηνπλ κηα πνιχ κεγάιε ζεκαηνινγία γχξσ απφ ηε ζεκειίσζε ησλ καζεκαηηθψλ. 

Φπζηθά, ε πιήξεο θάιπςε ελφο ηέηνηνπ δεηήκαηνο ζηα πιαίζηα κηαο εξγαζίαο ζαλ 

ηελ παξνχζα είλαη ππεξβνιηθά θηιφδνμνο ζηφρνο.  

 

 

3.1. Κάπνηα αλεμάξηεηα εξσηήκαηα 
 

3.1.1. Η ππόζεζε ηνπ ζπλερνύο 
 

ΣΟ ΠΡΧΣΟ απφ ηα αλεμάξηεηα εξσηήκαηα ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ θαη ζίγνπξα ην πην 

δηάζεκν
262

 είλαη ε π π φ ζ ε ζ ε  η ν π  ζ π λ ε ρ ν χ ο  (Continuum Hypothesis – ζχληκ.: 

CH). Γηαηππψζεθε ην 1878 απφ ηνλ Cantor ζηελ εμήο αζελή κνξθή: 

 

                                                             
261 Σα δπν άξζξα κε ηίηιν «Believing the Axioms» (κέξε 1-2: MADDY 1988α΄ θαη ΗΓ. 1988β΄) θαη 

ην βηβιίν Naturalism in Mathematics (ΗΓ. 1997). 
262 ΋πσο είδακε, ν Hilbert ην θαηέηαμε πξψην ζηε ιίζηα κε ηα 23 πξνβιήκαηα πνπ έζεζε ζην ζπ-

λέδξην ηνπ 1900. 

Μ 
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΢ε πφζεο θαη πνηεο δηαθνξεηηθέο θιάζεηο (αλ ζεσξήζνπκε πσο ηα ζχλνια κε 

ίδηα ή δηαθνξεηηθή πιεζηθφηεηα νκαδνπνηνχληαη ζε ίδηεο ή δηαθνξεηηθέο θιά-

ζεηο αληίζηνηρα) αλήθνπλ ηα άπεηξα ζχλνια πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ; [...] Με 

κηα επαγσγηθή δηαδηθαζία, ηελ νπνία δελ ζα αλαιχζνπκε εδψ, θαηαιήγνπκε 

ζην ζεψξεκα πσο ν αξηζκφο ησλ θιάζεσλ είλαη δχν.
263

 

 

Ζ πξψηε θιάζε είλαη απηή ησλ αξηζκήζηκα άπεηξσλ ζπλφισλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, 

ελψ ε δεχηεξε απνηειείηαη απφ ηα ζχλνια πνπ κπνξνχλ λα έξζνπλ ζε ακθηκνλνζή-

καληε αληηζηνηρία κε ην ζχλνιν φισλ ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Σν 1882, αθνχ α-

πέδεημε πσο ν πιεζηθφο αξηζκφο ηνπ σ1 (ηνπ ζπλφινπ φισλ ησλ αξηζκήζηκσλ δηαηα-

θηηθψλ αξηζκψλ) είλαη ν ακέζσο κεγαιχηεξνο πιεζηθφο αξηζκφο απφ ηνλ , ν Cantor 

ηζρπξίζηεθε πσο ην σ1 θαη ην ζπλερέο C (απφ ην Continuum) κπνξνχλ λα ηεζνχλ ζε 

ακθηκνλνζήκαληε αληηζηνηρία. Απηή είλαη κηα πην ηζρπξή εθδνρή ηεο ππφζεζεο ηνπ 

ζπλερνχο, αθνχ πξνυπνζέηεη πσο ην ζπλερέο είλαη θαιψο-δηαηεηαγκέλν, θαη είλαη η-

ζνδχλακε κε ηε ζχγρξνλε δηαηχπσζε ηεο CH: .  

Ζ αδπλακία απφδεημεο είηε ηεο CH είηε ηεο άξλεζήο ηεο άξρηζε λα γίλεηαη αληη-

ιεπηή κέζα απφ ην έξγν ηνπ Gödel ζηα ηέιε ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1930. Ο Gödel έδεημε 

πσο εάλ ην ZFC είλαη ζπλεπέο, ην ίδην ηζρχεη θαη γηα ην ZFC+CH. Άξα, ην ZFC δελ 

κπνξεί λα απνδείμεη ηελ άξλεζε ηεο ππφζεζεο ηνπ ζπλερνχο. Μηα δηαηζζεηηθή ζθηα-

γξάθεζε ηεο απφδεημεο έρεη σο εμήο: Καηαζθεπάδνπκε κηα ελαιιαθηηθή ζπζζσξεπ-

ηηθή ηεξαξρία L, έλαληη ηεο παξαδνζηαθήο V ηνπ Zermelo. ΢ηελ L αιεζεχνπλ ηα α-

μηψκαηα ηνπ ZFC θαη ε CH. Δάλ κπνξνχζε λα απνδεηρζεί πσο ε CH δελ είλαη αιεζήο 

ζην ZFC, ηφηε ε άξλεζε ηεο CH ζα ήηαλ ζεψξεκα ηνπ ZFC θαη άξα ζα ήηαλ αιεζήο 

θαη ζηελ L – πξάγκα άηνπν. Ζ δηαθνξά κεηαμχ ησλ κνληέισλ L θαη V βξίζθεηαη ζε 

κηα αιιαγή ζηνλ θαηά-ζηάδηα νξηζκφ ηνπ ζπλφινπ. ΢ηελ ηεξαξρία V, πξνθεηκέλνπ λα 

νξίζνπκε ηα ζχλνια ηνπ ζηαδίνπ α+1, παίξλνπκε φινπο ηνπο δπλαηνχο ζπλδπαζκνχο 

ησλ ζπλφισλ πνπ έρνπλ νξηζηεί κέρξη θαη ην ζηάδην α (Vα). Αληίζεηα, ζηελ ηεξαξρία 

L, ζην ζηάδην α+1, πξνζζέηνπκε κφλν απηά ηα ππνζχλνια ηεο Lα πνπ νξίδνληαη κέζσ 

ελφο πξσηνβάζκηνπ ηχπνπ, ηνπ νπνίνπ νη πνζνδείθηεο θαη νη παξάκεηξνη δηαηξέρνπλ 

ηελ Lα.  

Απφ ηελ άιιε, ε εξγαζία ηνπ Cohen ζηηο αξρέο ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1960 έδεημε φηη 

εάλ ην ZFC είλαη ζπλεπέο, ην ίδην ηζρχεη θαη γηα ην ZFC+CH . Δπνκέλσο, νχηε ε ί-

δηα ε CH είλαη απνδείμηκε ζην ZFC.  

 

3.1.2. Αλνηρηά εξσηήκαηα ηεο πεξηγξαθηθήο ζεσξίαο ζπλόισλ264
 

 

Καηά ηηο αξρέο ηνπ 20
νχ

 αηψλα, νη Baire, Borel θαη Lebesgue επηρείξεζαλ λα ηαμηλν-

κήζνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο απφ πξαγκαηηθνχο ζε πξαγκαηηθνχο κε βάζε ηελ πνιππιν-

θφηεηά ηνπο θαη ζχληνκα έγηλε αληηιεπηφ πσο απηφ ην πξφβιεκα κπνξνχζε λα αλα-

ρζεί ζην αληίζηνηρν ηεο ηαμηλφκεζεο ζπλφισλ πξαγκαηηθψλ κε βάζε ηελ πνιππινθφ-

                                                             
263 Μηθξ. απφ MADDY 1997, ζ. 63. 
264 Πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο γηα ηελ πεξηγξαθηθή ζεσξία ζπλφισλ κπνξνχλ λα βξεζνχλ ζηα 

MOSCHOVAKIS 1980 θαη KANAMORI 22009. 
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ηεηά ηνπο.
265

 Σα πην απιά ζχλνια πξαγκαηηθψλ είλαη ηα θιεηζηά θαη ηα ζπκπιεξψκα-

ηά ηνπο, ηα αλνηρηά.
266

 Ο Borel φξηζε ηελ ηεξαξρία ησλ ζπλφισλ πξαγκαηηθψλ αξηζ-

κψλ μεθηλψληαο κε απηά: 0

1  ηα αλνηρηά ζχλνια· 0

1  ηα θιεηζηά ζχλνια· 0

1 = 

{  | Α είλαη ε έλσζε αξηζκήζηκνπ πιήζνπο ζπλφισλ απφ ην 0

 }, 0

1 = 

{  |   αλήθεη ζην 0

1 } θαη 0 0 0

      . Έλα ζχλνιν είλαη Borel αλλ α-

λήθεη ζε θάπνην 0

 .  

Σα ζχλνια Borel, παξά ηελ πνιππινθφηεηά ηνπο, έρνπλ θαιή ζπκπεξηθνξά θαη εί-

λαη ηδηαίηεξα ρξήζηκα. Γηα παξάδεηγκα, ην 1884 ν Cantor είρε απνδείμεη πσο ε ππφζε-

ζε ηνπ ζπλερνχο ηζρχεη γηα φια ηα θιεηζηά ζχλνια. Σν 1916 ν Hausdorff απέδεημε 

πσο ε CH ηζρχεη γηα φια ηα ζχλνια Borel. Μηα αθφκα πξφνδνο ζηνλ ρψξν απηφ ήξζε 

απφ ηνπο Luzin θαη Suslin, νη νπνίνη φξηζαλ ηα π ξ ν β ν ι η θ ά  ζ χ λ ν ι α :  1

0  ηα αλνη-

ρηά ζχλνια· 1

0  ηα θιεηζηά ζχλνια· 1

1  πξνβνιέο ησλ 1

  ζπλφισλ· 1

1  ζπκπιε-

ξψκαηα ησλ 1

1  θαη 1 1 1

      . Ο Suslin απέδεημε πσο ηα ζχλνια Borel είλαη 

αθξηβψο ηα 1

1  ελψ θαη νη δχν καδί έδεημαλ πσο ηα ζχλνια 1

1  θαη 1

1  είλαη Lebesgue- 

κεηξήζηκα θαη πσο ηα κε αξηζκήζηκα 1

1  ζχλνια έρνπλ ηέιεηα ππνζχλνια. Δδψ, φ-

κσο, ζηακάηεζε ε πξφνδνο: ε κεηξεζηκφηεηα ησλ 1

2 παξέκεηλε αλαπάληεηε απφ ην 

ZFC, ελψ ην ίδην ζπλέβε κε ην εξψηεκα ηεο χπαξμεο «ιεπηψλ» 1

1  ζπλφισλ.
267

 

 

3.1.3. Σν πξόβιεκα Whitehead 
 
Μέζα απφ ηελ εθαξκνγή ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ ζε άιινπο θιάδνπο, φπσο ε άιγεβξα 

θαη ε ηνπνινγία, πξνέθπςαλ αλνηρηά εξσηήκαηα θαη ζε απηνχο. ΢ηελ άιγεβξα, κπν-

ξεί λα δεηρζεί πσο θάζε ειεχζεξε νκάδα είλαη νκάδα Whitehead – δειαδή, έρεη κηα 

κνλαδηθή επέθηαζε απφ ηνπο αθεξαίνπο. Σν αληίζηξνθν, φκσο, είλαη πην ηδηαίηεξε πε-

ξίπησζε. Σν 1951, ν Stein έδεημε πσο θάζε αξηζκήζηκε νκάδα Whitehead είλαη ειεχ-

ζεξε, ελψ ην 1974 έθηαζε ζην ηειεπηαίν ζρεηηθφ απνηέιεζκα, φηη, δειαδή, ζην κν-

ληέιν L θάζε νκάδα Whitehead είλαη ειεχζεξε. ΋κσο, καδί κε απηφ ην απνηέιεζκα 

αλαθνίλσζε θαη έλα άιιν, ιηγφηεξν εππξφζδεθην: Μέζσ ηεο κεζφδνπ εμαλαγθαζκνχ 

κπνξνχκε λα δεκηνπξγήζνπκε έλα κνληέιν κε κηα κε ειεχζεξε νκάδα Whitehead κε-

γέζνπο . Απηφ ζπλεπάγεηαη πσο θαη ην πξφβιεκα Whitehead ηεο άιγεβξαο αλήθεη 

ζηα αλνηρηά εξσηήκαηα ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ. 

 

 

3.2. Τπνςήθηα λέα αμηψκαηα 
 

3.2.1. Σν αμίσκα ηεο θαηαζθεπαζηκόηεηαο 
 
ΔΗΓΑΜΔ ΠΡΟΖΓΟΤΜΔΝΧ΢ πσο, εθηφο απφ ην θιαζηθφ κνληέιν V ζπζζσξεπηηθήο ηε-

ξαξρίαο ηνπ ZFC, έρεη ζπγθξνηεζεί θαη ην κνληέιν L. Ο Gödel έζεζε σο ππνςήθην 

                                                             
265 MADDY 1997, ζ. 67 
266 Αλ Α   θαη r , ηφηε ην r είλαη νξηαθφ ζεκείν ηνπ Α αλλ ππάξρνπλ ζηνηρεία ηνπ Α (δηαθν-

ξεηηθά απφ ην r) απζαίξεηα θνληά ζην r. Σν Α ιέγεηαη θιεηζηφ ζχλνιν αλλ πεξηέρεη φια ηα νξηαθά ηνπ 

ζεκεία. Σν Β είλαη αλνηρηφ αλλ ην ζπκπιήξσκα ηνπ Β, Β = {r  rB}, είλαη θιεηζηφ. 
267 Με αξηζκήζηκα ζχλνια πνπ δελ πεξηέρνπλ ηέιεηα ππνζχλνια.  
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αμίσκα ηνλ ηζρπξηζκφ V=L , ην νπνίν, επεηδή ζπλεπάγεηαη πσο θάζε ζχλνιν είλαη 

θαηαζθεπάζηκν (κε ηελ έλλνηα πνπ ην ελλνεί ν Gödel), ιέγεηαη α μ ί σ κ α  η ε ο  θ α-

η α ζ θ ε π α ζ η κ φ η ε η α ο  (axiom of constructibility). Σν ζχζηεκα ZFC+ V=L είλαη 

ζρεηηθά ζπλεπέο, δειαδή, αλ ην ZFC είλαη ζπλεπέο, ην ίδην ηζρχεη θαη γηα ην 

ZFC+ V=L . Απηφ ην ζηνηρείν θαζηζηά ηελ πξνζζήθε ηνπ ζην ππάξρνλ ζχζηεκα α-

ζθαιή, κε ηελ έλλνηα πσο απφ απηή δελ κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ αληηλνκίεο. Δθηφο, 

φκσο, απφ αζθαιέο, ην αμίσκα ηεο θαηαζθεπαζηκφηεηαο είλαη θαη πνιχ ηζρπξφ: είλαη 

ζε ζέζε λα δψζεη απάληεζε ζε φια ηα πξναλαθεξζέληα αλεμάξηεηα εξσηήκαηα. Α-

πνδεηθλχεη ηελ ππφζεζε ηνπ ζπλερνχο (θαζφηη ζην L ε CH είλαη αιεζήο) θαη ηελ χ-

παξμε κε κεηξήζηκσλ 1

2  ζπλφισλ θαη ιεπηψλ 1

1  ζπλφισλ, ελψ επίζεο ιχλεη ην 

πξφβιεκα Whitehead ζεηηθά (ζην L, θάζε νκάδα Whitehead είλαη ειεχζεξε). Ζ α-

ζθάιεηα θαη ε ηζρχο ηνπ είλαη δχν ζεκαληηθά εμσγελή επηρεηξήκαηα γηα ηελ πξνζζή-

θε ηνχ V=L  ζην ZFC. Σν επφκελν εξψηεκα έρεη λα θάλεη κε ην θαηά πφζνλ είλαη θαη 

αλεμάξηεην. Βεβαίσο, φπσο είδακε ζην Κεθάιαην 2, ηα αμηψκαηα ηνπ ZFC δελ είλαη 

φια αλεμάξηεηα κεηαμχ ηνπο. 

 

3.2.2. Αμηώκαηα κεγάισλ πιεζηθώλ αξηζκώλ 
 
Σα αμηψκαηα κεγάισλ πιεζηθψλ αξηζκψλ (large cardinal axioms) έρνπλ σο βαζηθφ 

ραξαθηεξηζηηθφ ηνπο φηη εμαζθαιίδνπλ ηελ χπαξμε πεξαηηέξσ ζηαδίσλ ηεο ζπζζσ-

ξεπηηθήο ηεξαξρίαο, ππφ ηελ έλλνηα πσο ππνζέηνπλ ηελ χπαξμε ελφο κεγάινπ ππεξπε-

πεξαζκέλνπ πιεζηθνχ αξηζκνχ, ν νπνίνο ρξεζηκεχεη σο δείθηεο ζε χζηεξν ζηάδην ηεο 

ηεξαξρίαο. ΢ηελ νκάδα απηή κπνξεί λα ζεσξεζεί πσο αλήθεη θαη ην αμίσκα (χπαξμεο) 

ηνπ απείξνπ, ην νπνίν επηηξέπεη ηελ ζεψξεζε ησλ ζηαδίσλ σ+σ, σ1, σσ θ.ν.θ.  

Σν πξψην λέν αμίσκα απηήο ηεο θαηεγνξίαο ήηαλ απηφ ησλ απξφζηησλ πιεζηθψλ 

αξηζκψλ
268

 (axiom of inaccessible cardinals) θαη ζπλεπάγεηαη ηελ χπαξμε ελφο ζηαδί-

νπ ηεο ζπζζσξεπηηθήο ηεξαξρίαο κεηά απφ φια απηά πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην ZFC. 

Έλα βαζηθφ πξφβιεκα πνπ αλαθχπηεη κε απηφ, φπσο θαη κε φια ηα ππφινηπα αμηψκα-

ηα κεγάισλ πιεζηθψλ αξηζκψλ, είλαη πσο δελ κπνξεί λα απνδεηρζεί ε ζρεηηθή ζπλέ-

πεηά ηνπ. ΢ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, ην αμίσκα ησλ απξφζηησλ πιεζηθψλ αξηζκψλ 

(ην νπνίν ζα ζπκβνιίδνπκε κε «Η») εμαζθαιίδεη ηελ χπαξμε ελφο απξφζηηνπ πιεζηθνχ 

αξηζκνχ κεγαιχηεξνπ απφ ην . Αλ ν θ είλαη έλαο ηέηνηνο απξφζηηνο πιεζηθφο αξηζ-

κφο, κπνξεί λα απνδεηρζεί πσο ην Vθ είλαη έλα κνληέιν ηνπ ZFC θαη επνκέλσο φηη ην 

ZFC είλαη ζπλεπέο. Αλ κπνξνχζακε λα απνδείμνπκε ηε ζρεηηθή ζπλέπεηα («αλ ην 

ZFC είλαη ζπλεπέο, ηφηε ην ίδην ηζρχεη θαη γηα ην ZFC+I»), ηφηε ζα κπνξνχζακε λα 

ηελ απνδείμνπκε ζην ZFC θαη άξα θαη ζην ZFC+I. Σφηε, ην ZFC+I ζα κπνξνχζε λα 

απνδείμεη ηε ζρεηηθή ζπλέπεηά ηνπ θαη ηε ζπλέπεηα ηνπ ZFC θαη επνκέλσο, κέζσ 

modus ponens, θαη ηε δηθή ηνπ ζπλέπεηα. Αλ, φκσο, κπνξεί λα ην θάλεη απηφ, ηφηε, 

ιφγσ ηνπ δεχηεξνπ ζεσξήκαηνο κε πιεξφηεηαο, ζα πξέπεη ην ZFC+I λα κελ είλαη ζπ-

                                                             
268 Έλαο απξφζηηνο πιεζηθφο αξηζκφο θ είλαη απηφο πνπ: (1) ε έλσζε νπνηαζδήπνηε ζπιινγήο ιη-

γφηεξσλ απφ θ ζπλφισλ κε κέγεζνο κηθξφηεξν απφ θ έρεη θαη απηή κηθξφηεξν κέγεζνο απφ θ θαη (2) αλ 

ν ι είλαη έλαο πιεζηθφο κηθξφηεξνο απφ ηνλ θ, ηφηε θαη ν 2ι είλαη επίζεο κηθξφηεξνο απφ ηνλ θ. Γειαδή 

ν θ δελ κπνξεί λα πξνζεγγηζηεί κέζσ ελψζεσλ ή δπλακνζπλφισλ κηθξφηεξσλ ζπλφισλ.  
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λεπέο. Βιέπνπκε, ινηπφλ, πσο ε πξνζζήθε ηνπ Η ζην ZFC δελ είλαη εμίζνπ αζθαιήο 

κε εθείλε ηνπ V=L . Οη απξφζηηνη είλαη νη κηθξφηεξνη απφ ηνπο κεγάινπο πιεζηθνχο 

αξηζκνχο. Μεγαιχηεξνη κεγάινη πιεζηθνί αξηζκνί είλαη νη ππεξαπξφζηηνη, νη αξηζκνί 

Mahlo θ.ά.
269

 ΋ινη απηνί, φκσο, ζεσξνχληαη κηθξνί κεγάινη πιεζηθνί αξηζκνί ζε ζρέ-

ζε κε ηνπο κεηξήζηκνπο πιεζηθνχο αξηζκνχο. Σν βαζηθφ εξψηεκα εδψ είλαη ην θαηά 

πφζνλ ππάξρεη θάπνηνο κεηξήζηκνο πιεζηθφο αξηζκφο, θαη έρνπλ ππάξμεη αξθεηέο ε-

μειίμεηο ζε απηή ηελ θαηεχζπλζε, φπσο θαη πξνηάζεηο γηα νξηζκέλα ζρεηηθά αμηψκα-

ηα. Σα αμηψκαηα απηά δειψλνπλ ηελ χπαξμε θάπνηνπ κεηξήζηκνπ πιεζηθνχ αξηζκνχ. 

΋κσο, έρεη απνδεηρζεί πσο αλ ππάξρεη έλαο κεηξήζηκνο πιεζηθφο, απηφ ζπλεπάγεηαη 

πσο ην κέηξν ηνπ είλαη κε θαηαζθεπάζηκν, γεγνλφο πνπ ζπλεπάγεηαη πσο ην αμίσκα 

ηεο θαηαζθεπαζηκφηεηαο δελ ηζρχεη.
270

 

  

3.2.3. Αμηώκαηα θαζνξηζηκόηεηαο 
 

΢ηηο πξνεγνχκελεο δχν πεξηπηψζεηο, ηα ππνςήθηα αμηψκαηα ήηαλ γεληθνί ηζρπξηζκνί 

ζρεηηθά κε ην ζχκπαλ ησλ ζπλφισλ, νη νπνίνη, έκκεζα έδηλαλ πιεξνθνξίεο γηα θά-

πνηα ζχλνια πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Ζ ηξίηε απηή θαηεγνξία λέσλ αμησκάησλ είλαη 

δηαθνξεηηθή, αθνχ πξφθεηηαη γηα επζείο ηζρπξηζκνχο πεξί ζπγθεθξηκέλσλ ζπλφισλ 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Αλαδχζεθε κέζα απφ ηε καζεκαηηθή κειέηε ησλ άπεηξσλ 

παηγλίσλ σο εμήο. Έζησ έλα παηρλίδη (κε άπεηξν πιήζνο θηλήζεσλ) φπνπ δχν παίθηεο 

παίδνπλ δηαδνρηθά επηιέγνληαο «0» ή «1». Αλ ζθεθηνχκε έλαλ πξαγκαηηθφ αξηζκφ 

(ζην [0,1]) σο κηα άπεηξε αθνινπζία απφ «0» θαη «1», ηφηε θάζε ηέηνην παηρλίδη κπν-

ξεί λα ζεσξεζεί πσο δεκηνπξγεί έλαλ πξαγκαηηθφ. Αλ ην Α είλαη έλα ζχλνιν πξαγκα-

ηηθψλ (ππνζχλνιν ηνπ [0,1]), ηφηε νξίδνπκε ην παηρλίδη G(A) ζην νπνίν θεξδίδεη ν 

πξψηνο παίθηεο αλ ν πξαγκαηηθφο πνπ ζα πξνθχςεη αλήθεη ζην Α, ελψ ζηελ αληίζεηε 

πεξίπησζε θεξδίδεη ν δεχηεξνο. Σν παηρλίδη G(A) θαη ην ζχλνιν Α, αληίζηνηρα, ιέγν-

ληαη θ α ζ ν ξ η ζ κ έ λ α  (determined) αλ ν έλαο απφ ηνπο δχν παίθηεο έρεη κηα ληθεθφ-

ξα ζηξαηεγηθή. Ζ θαζνξηζηκφηεηα είλαη κηα ηδηαίηεξα εππξφζδεθηε ηδηφηεηα, θαζφηη 

απφ απηήλ έπνληαη θαη άιιεο.
271

 Έλα θαζνξηζκέλν ζχλνιν είλαη Lebesgue-κεηξήζηκν, 

έρεη ηελ ηδηφηεηα ηνπ ηέιεηνπ ππνζπλφινπ, θ.ιπ. Σν α μ ί σ κ α  η ε ο  θ α ζ ν ξ η ζ η κ φ-

η ε η α ο  (axiom of determinacy), πξσηνεηζήρζε απφ ηνπο Mycielski θαη Steinhaus ην 

1962 θαη είλαη ε ππφζεζε πσο φια ηα ζχλνια πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ είλαη θαζνξηζκέ-

λα. Ζ ζπγθεθξηκέλε εθδνρή, φκσο, είρε απνδεηρζεί απφ ηνπο Gale θαη Stewart πσο έξ-

                                                             
269 Ο Mahlo εηζήγαγε ηνπο ππεξαπξφζηηνπο πιεζηθνχο αξηζκνχο (hyperinaccessible cardinals), νη 

νπνίνη νξίδνπλ κηα λέα αιιεινπρία. Οη ππεξαπξφζηηνη νξίδνληαη σο εμήο: Έζησ έλαο πιεζηθφο θ, ηφζν 

κεγάινο, ψζηε ππάξρνπλ θ απξφζηηνη πιεζηθνί αξηζκνί, κηθξφηεξνη απφ ηνλ θ. Γεληθεχνληαο απηή ηε 

δηαδηθαζία, ν Mahlo φξηζε θαη κηα κεγαιχηεξε θιάζε κεγάισλ πιεζηθψλ πνπ πιένλ θέξνπλ ην φλνκά 

ηνπ. Καζέλαο απφ απηνχο ηνπο κεγάινπο πιεζηθνχο αξηζκνχο νξίδεη έλα κνληέιν ηνπ ZFC. Σν ζπκπέ-

ξαζκα είλαη πσο ην ζπλνινζεσξεηηθφ ζχκπαλ ζπλίζηαηαη ζε κηα ζεηξά φιν θαη κεγαιχηεξσλ κνληέισλ 

ηνπ ZFC, έλα γηα θάζε απξφζηην αξηζκφ, ελψ ην V κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ε ηνκή φισλ απηψλ ησλ Vθ, 

Vθ ,́ Vθ΄ .́.. Οπζηαζηηθά, δελ ππάξρεη ηέινο ζε απηή ηε ζεηξά – κφλν νξηαθά ζεκεία, γηα ηα νπνία νξίδε-

ηαη έλαο θαηλνχξγηνο απξφζηηνο αξηζκφο. Βι. MADDY 1997, ζζ. 74-75. 
270 Ό.π., ζ. 76. 
271 Βι. ό.π., ζ. 79. 
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ρεηαη ζε αληίζεζε κε ην επξχηαηα απνδεθηφ αμίσκα ηεο επηινγήο θαη άξα δελ κπν-

ξνχζε παξά λα απνξξηθζεί.
272

 Αληί γη‘ απηήλ, έρνπλ πξνηαζεί θάπνηεο πην αζζελείο 

θαη πεξηνξηζκέλεο ππνζέζεηο, φπσο ην α μ ί σ κ α  η ε ο  π ξ ν β ν ι η θ ή ο  θ α ζ ν ξ η ζ η -

κ φ η ε η α ο  (axiom of projective determinacy – ζχληκ.: PD) πνπ ηζρπξίδεηαη πσο φια 

ηα πξνβνιηθά ζχλνια είλαη θαζνξηζκέλα.  

Σν ζχζηεκα ZFC+PD έρεη αλαπηπρζεί αξθεηά θαη πξνζθέξεη κηα ηζρπξή ελαιια-

θηηθή απέλαληη ζην ZFC+ V=L . Έρεη, φκσο, κηα αδπλακία: είλαη πνιχ «εηδηθφ» γηα λα 

αλήθεη ζηα βαζηθά αμηψκαηα ηεο ζπλνινζεσξίαο.
273

 Μηα πνζεηή εμέιημε ήηαλ ε εμα-

γσγή ηνπ PD απφ πην ζεκειηψδεηο θαη γεληθέο αξρέο, φπσο ηα αμηψκαηα κεγάισλ πιε-

ζηθψλ, πξάγκα πνπ επεηεχρζε ην 1984 απφ ηνλ Woodin. Ο Woodin έδεημε πσο, αλ π-

πάξρεη έλαο ππεξζπκπαγήο (supercompact) πιεζηθφο, ηφηε θάζε πξνβνιηθφ ζχλνιν εί-

λαη Lesbegue-κεηξήζηκν θαη έρεη ηελ ηδηφηεηα ηνπ ηέιεηνπ ππνζπλφινπ. Σν απνηέιε-

ζκα απηφ ηειεηνπνηήζεθε απφ ηνπο Martin θαη Steel κε ην εμήο ζεψξεκα: Αλ ππάξρεη 

θάπνηνο ππεξζπκπαγήο πιεζηθφο, ηφηε φια ηα πξνβνιηθά ζχλνια είλαη θαζνξηζκέλα. 

Με ηε βνήζεηα ηνπ ζεσξήκαηνο απηνχ, κπνξνχκε απφ ην αμίσκα SC («ππάξρεη θά-

πνηνο ππεξζπκπαγήο πιεζηθφο») λα παξαγάγνπκε ην PD. Πάλησο, ην SC (θαη επνκέ-

λσο θαη ην PD) δελ κπνξεί λα δψζεη θάπνηα απάληεζε γηα ηελ ππφζεζε ηνπ ζπλε-

ρνχο.
274

 

΋πσο είδακε, ηα ηξία παξαπάλσ είδε αμησκάησλ ζπλδένληαη ζεκειησδψο κεηαμχ 

ηνπο. Αμηψκαηα γηα «αξθεηά» κεγάινπο κεγάινπο πιεζηθνχο αξηζκνχο (κεηξήζηκνπο) 

δηαςεχδνπλ ην V=L . Απφ ηελ άιιε, θάπνηα ηδηαίηεξα ηζρπξά αμηψκαηα κεγάισλ 

πιεζηθψλ αξηζκψλ, φπσο απηφ ηνπ ππεξζπκπαγνχο, ζπλεπάγνληαη ηελ θαζνξηζηκφηε-

ηα, άξα θαη ηελ θαλνληθφηεηα, φισλ ησλ πξνβνιηθψλ ζπλφισλ. Σν ζπκπέξαζκα είλαη 

πσο ν καζεκαηηθφο πνπ αζρνιείηαη κε ηε ζεκειίσζε ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ θαιείηαη 

λα θάλεη θάπνηεο ζεκαληηθέο επηινγέο. Θα πξνηηκήζεη άξαγε λα θαηαζθεπάζεη ελαι-

ιαθηηθέο ζεσξίεο ζπλφισλ (ζηελ θαζεκηά απφ ηηο νπνίεο ζα πξνζζέηεη ζην ZFC θαη 

έλα απφ ηα παξαπάλσ αμηψκαηα) ή λα έρεη κηα εληαία ζεσξία ζπλφισλ; Καη αλ απν-

θαζίζεη ην δεχηεξν (δειαδή λα έρεη κηα ζπγθεθξηκέλε θαζνιηθή ζεσξία), ηφηε πνην 

ζα είλαη ην αμίσκα πνπ ζα επηιέμεη γηα λα ζπκπιεξψζεη ην ππάξρνλ ζχζηεκα; Σν 

πξψην εξψηεκα είλαη ν ηφπνο εθδήισζεο ηεο ζχγθξνπζεο δχν ηάζεσλ ησλ καζεκα-

ηηθψλ ζρεηηθά κε ηελ θαηεχζπλζε πνπ πξέπεη λα έρεη ε έξεπλα ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ. 

Σν δεχηεξν έρεη λα θάλεη κε ηε ζχγθξηζε ησλ αμησκάησλ. Καη ζηα δχν απηά δεηήκα-

ηα ππεηζέξρεηαη ε θηινζνθία ησλ καζεκαηηθψλ, θαζφηη ε απάληεζε πνπ ζα δψζεη ν 

θάζε καζεκαηηθφο ζρεηίδεηαη κε ηνλ ηξφπν πνπ αληηιακβάλεηαη ν ίδηνο ηα καζεκαηη-

θά. ΢ηελ επφκελε ελφηεηα ζα εμεηάζνπκε αθξηβψο απηά ηα δηιήκκαηα θαη ζα δνχκε 

πψο εθθξάδνληαη ζε ζρέζε κε έλα ζπγθεθξηκέλν αμίσκα. 

 

 

 
 
                                                             

272 Βι. ό.π., ζζ. 79-80. 
273 Βι. ό.π., ζ. 80. 
274 Βι. ό.π., ζ. 81. 
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3.3. Σν αμίσκα ηεο θαηαζθεπαζηκφηεηαο V=L 
 

Ζ ΚΡΗΣΗΚΖ ΑΠΔΝΑΝΣΗ ζε έλα ππνςήθην αμίσκα μεθηλάεη απφ ηε θηινζνθηθή ζεψξεζε 

πνπ έρεη ν θάζε καζεκαηηθφο. Οη δηάθνξεο αληηιήςεηο κπνξνχλ λα νκαδνπνηεζνχλ, ζε 

γεληθέο γξακκέο, ζε ξεχκαηα, φπσο ν ξεαιηζκφο θαη ν λαηνπξαιηζκφο. Παξ΄ φια απ-

ηά, δχν ξεαιηζηέο (αληίζηνηρα δχν λαηνπξαιηζηέο) κπνξεί λα έρνπλ πνιχ δηαθνξεηηθή 

άπνςε ζρεηηθά κε ην νπνηνδήπνηε καζεκαηηθφ δήηεκα. Δπίζεο, έλαο καζεκαηηθφο 

κπνξεί λα ζπλδπάδεη ξεαιηζηηθά θαη λαηνπξαιηζηηθά ζηνηρεία ζηε ζεψξεζή ηνπ γηα 

ηα καζεκαηηθά αληηθείκελα. ΢θνπφο καο είλαη λα αλαιχζνπκε ηηο δηάθνξεο πξνηάζεηο 

απφ πιεπξάο ησλ δχν ξεπκάησλ θαη λα εληνπίζνπκε ηα ζηνηρεία πνπ θαίλεηαη λα σ-

ζνχλ ζε πην ζηαζεξά ζπκπεξάζκαηα απφ ηηο άιιεο. Φπζηθά, ε θξηηηθή δελ κπνξεί λα 

γίλεη ηαπηφρξνλα γηα φια ηα ππνςήθηα λέα αμηψκαηα κέζα απφ φιεο ηηο θηινζνθηθέο 

νπηηθέο. Ζ Maddy, ζην Naturalism in Mathematics, απνθαζίδεη λα εμεηάζεη θηινζν-

θηθά έλα ππνςήθην λέν αμίσκα θαη επηιέγεη ην V=L . Σελ επηινγή ηεο απηή ηελ εμε-

γεί σο εμήο:  

 

Κάπνηα απφ ηα αλαπάληεηα εξσηήκαηα είλαη πνιχ θαηλνχξγηα, δελ έρνπλ θα-

ηαλνεζεί ζσζηά θαη είλαη ππεξβνιηθά ακθηζβεηήζηκα γηα λα απνηειέζνπλ 

αληηθείκελν μερσξηζηήο αλάιπζεο. Αλάκεζα ζε φια απηά, έλα μερσξίδεη: ην 

πξψην ζεκείν επηινγήο, κε ζεκαληηθέο ζπλέπεηεο, κεηά ηα αμηψκαηα ηνπ ZFC. 

Αλαθέξνκαη, θπζηθά, ζην αμίσκα ηεο θαηαζθεπαζηκφηεηαο.
275

  

 

Σελ επηινγή ηεο απηή ζα αθνινπζήζνπκε θαη εκείο εδψ. 

Σν αμίσκα πξσηνδηαηππψζεθε απφ ηνλ Gödel ην 1938. Σελ ηφηε πίζηε ηνπ ζην 

V=L  ηε δηθαηνιφγεζε ιέγνληαο πσο ε πξνζζήθε ηνπ ζην ZFC είλαη κηα θπζηθή νιν-

θιήξσζε ηνπ ζπζηήκαηνο, ππφ ηε ινγηθή πσο θαζνξίδεη ηελ αφξηζηε έλλνηα ελφο απ-

ζαίξεηνπ άπεηξνπ ζπλφινπ κε νξηζκέλν ηξφπν. Σν 1947, πιένλ, ε άπνςή ηνπ είρε αι-

ιάμεη. Ο ίδηνο πίζηεπε πσο ε ππφζεζε ηνπ ζπλερνχο είλαη ςεπδήο. Σν γεγνλφο φηη απφ 

ην V=L  έπεηαη πσο ε CH είλαη αιεζήο, απηφ γηα ηνλ Gödel απνηειεί επηρείξεκα ελά-

ληηα ζηελ πηνζέηεζή ηνπ σο αμηψκαηνο. Σν βαζηθφ, φκσο, επηρείξεκα ελάληηα ζην α-

μίσκα ηεο θαηαζθεπαζηκφηεηαο (φπσο δηαηππψζεθε απφ ηνλ ίδην ην 1964 θαη πιένλ 

απνηειεί θνηλφ ηφπν) είλαη πσο είλαη πεξηνξηζηηθφ. Γειαδή ππνδειψλεη κηα «ηδηφηεηα 

ειαρίζηνπ» (minimum property) γηα ην ζχζηεκα φισλ ησλ ζπλφισλ, ηε ζηηγκή πνπ 

άιια αμηψκαηα, αληίζεηα πξνο ην V=L , πξνζθέξνπλ κηα «ηδηφηεηα κεγίζηνπ» (max-

imum property). Ζ κεγηζηηθή ηδηφηεηα είλαη πην εππξφζδεθηε δηφηη ζπλάδεη κε ηελ 

επαλαιεπηηθή ζχιιεςε ηνπ ζπλφινπ, πνπ είλαη ην ζεκέιην ηεο ζπζζσξεπηηθήο ηεξαξ-

ρίαο. ΢ηε ζπλέρεηα ζα εμεηάζνπκε ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν ξεαιηζκφο θαη λαηνπξαιη-

ζκφο πξνζεγγίδνπλ ην δήηεκα. 
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3.3.1. Ρεαιηζκόο 276
 

 
Απφ κηα ξεαιηζηηθή ζθνπηά, ηα αλεμάξηεηα εξσηήκαηα απνηεινχλ ζεκαληηθά θαη 

έγθπξα καζεκαηηθά δεηήκαηα. Αο δερζνχκε πσο ππάξρεη έλαο αληηθεηκεληθφο θφζκνο 

ησλ ζπλφισλ ηνλ νπνίν ην ZFC θαηαθέξλεη λα πεξηγξάςεη κφλν ηκεκαηηθά. Σα ζχλν-

ια απηά έρνπλ θάπνηεο αληηθεηκεληθέο ηδηφηεηεο θαη θάπνηεο κεηαμχ ηνπο ζρέζεηο, νη 

νπνίεο είλαη αλεμάξηεηεο απφ ηελ ηθαλφηεηά καο λα ηηο νξίζνπκε ή αθφκα θαη λα ηηο 

λνήζνπκε. ΢ε απηφ ηνλ θφζκν, ε ππφζεζε ηνπ ζπλερνχο θαη ηα εξσηήκαηα ηεο πεξη-

γξαθηθήο ζεσξίαο ζπλφισλ έρνπλ ζπγθεθξηκέλεο αιεζνηηκέο, ηηο νπνίεο κπνξνχκε λα 

πξνζπαζήζνπκε λα κάζνπκε κέζα απφ ηελ αλαδήηεζε γηα λέα αμηψκαηα. Τπ‘ απηή 

ηελ νπηηθή, γηα ηελ απνδνρή ή ηελ απφξξηςε ελφο αμηψκαηνο απνηειεί κηα θαιή έλ-

δεημε ην αλ είλαη αιεζέο ή ςεπδέο ζηνλ πξαγκαηηθφ θφζκν ησλ ζπλφισλ.
277

 

Κπξίαξρε ξεαιίζηηθε νπηηθή είλαη απηή ηνπ Gödel, ε νπνία ραξαθηεξίδεηαη σο ε 

πιαησληζηηθή αληίιεςε γηα ηα καζεκαηηθά. ΢ε πνιιέο πεξηπηψζεηο δηαθήξπμε πσο ε 

καζεκαηηθή επνπηεία είλαη εμίζνπ έγθπξε θαη ππαξθηή κε ηηο αηζζήζεηο πνπ καο πξν-

ζθέξνπλ πιεξνθνξίεο γηα ηνλ θπζηθφ θφζκν. Καη‘ απηφλ, ν ζπλνινζεσξεηηθφο κειε-

ηά ηα ζχλνια φπσο ν αζηξνλφκνο ηα αζηέξηα θαη ν θπζηθφο ηα κηθξά θνκκάηηα ηεο 

χιεο. Βέβαηα, ην γεγνλφο πσο δελ έρεη δνζεί νπνηαδήπνηε πεηζηηθή επεμήγεζε ζρεηη-

θά κε ην πψο ιεηηνπξγεί ε καζεκαηηθή επνπηεία είλαη ζηνηρείν πνπ ππνλνκεχεη ηελ 

πίζηε καο ζε κηα ηέηνηνπ είδνπο ξεαιηζηηθή νπηηθή. Γηα παξάδεηγκα, ηε γεληθή ζπκ-

θσλία πνπ παξαηεξείηαη αλάκεζα ζηνπο καζεκαηηθνχο, ηελ νπνία ν γθεληειηαλφο ξε-

αιηζηήο ζα εμεγήζεη σο απνηέιεζκα ηεο πξνζπάζεηαο φισλ λα εμεγήζνπλ ηνλ ίδην 

καζεκαηηθφ θφζκν, θάπνηνο κε ξεαιηζηήο ζα κπνξνχζε λα ηελ αληηκεησπίζεη ηνλίδν-

ληαο ηελ παξφκνηα εθπαίδεπζε πνπ έρνπλ νη καζεκαηηθνί ή ηε δνκή ηνπ αλζξψπηλνπ 

λνπ (εγθεθάινπ) πνπ καο σζεί πξνο θάπνηεο ζπγθεθξηκέλεο λνεηηθέο θαηεπζχλζεηο. 

Αληίζηνηρα, ελψ ν γθεληειηαλφο ζεσξεί πσο κεξηθά αμηψκαηα καο επηβάιινληαη σο 

αιεζή, κπνξνχκε ελαιιαθηηθά λα ζεσξήζνπκε πσο απηά, κεηά ηε δεκηνπξγία ή ηελ 

επηλφεζή ηνπο, απνθηνχλ χπαξμε απφ κφλα ηνπο. 

Έλα άιιν είδνο ξεαιηζκνχ είλαη απηφ πνπ εηζήγαγε ν Quine, πνπ σο βαζηθφ ζηνη-

ρείν έρεη ηελ αληίιεςε πσο ε ρξήζε ησλ καζεκαηηθψλ είλαη αλαπφδξαζηε ζηελ επη-

ζηήκε. Σν επηρείξεκα απφ ην αλαπφδξαζην ηεο ρξήζεο καζεκαηηθψλ ζηε θπζηθή 

(«indispensability argument») δελ ηαπηίδεη ηνλ θφζκν ησλ καζεκαηηθψλ αληηθεηκέλσλ 

κε ην θπζηθφ θφζκν. Δπηηξέπεη ηε ζεψξεζε ελφο αληηθεηκεληθνχ θφζκνπ αθεξεκέλσλ 

καζεκαηηθψλ νληνηήησλ θαη κπνξεί λα αλαζπγθξνηεζεί ζρεκαηηθά σο εμήο: 

 

 Ζ πξαγκαηηθή αλάιπζε αλαθέξεηαη ζε, θαη πεξηιακβάλεη κεηαβιεηέο νη νπνίεο 

ιακβάλνπλ σο ηηκέο, αθεξεκέλεο νληφηεηεο πνπ ιέγνληαη «πξαγκαηηθνί αξηζκνί». 

Καη ε απνδνρή ηεο αιήζεηαο ησλ πξνηάζεσλ ηεο πξαγκαηηθήο αλάιπζεο δεζκεχεη 

ζηελ απνδνρή ηεο χπαξμεο απηψλ ησλ νληνηήησλ. 

                                                             
276 ΋πσο ζεκεηψλεη ε Maddy, επηιέγεη ηελ νπηηθή ηνπ ξεαιηζκνχ πνπ απνδέρεηαη  έ λ α  αληηθεη-

κεληθφ θφζκν, ε νπνία, φκσο, δελ είλαη ε κνλαδηθή. Τπάξρνπλ θαη άιια είδε ξεαιηζκνχ, φπσο απηφο 

πνπ κηιάεη γηα πνιιά ζχκπαληα ζπλφισλ. 
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 Ζ πξαγκαηηθή αλάιπζε είλαη απαξαίηεηε γηα ηε θπζηθή: ε ζχγρξνλε θπζηθή δελ 

κπνξεί λα δηαηππσζεί ή λα αλαπηπρζεί ρσξίο πξνηάζεηο ηεο πξαγκαηηθήο αλάιπ-

ζεο. 

 Αλ ε πξαγκαηηθή αλάιπζε είλαη απαξαίηεηε γηα ηε θπζηθή, ηφηε φπνηνο απνδέρε-

ηαη φηη ε θπζηθή ζπγθξνηεί αιεζή πεξηγξαθή ηεο πιηθήο πξαγκαηηθφηεηαο πξέπεη 

λα απνδερζεί ηελ αιήζεηα ησλ πξνηάζεσλ ηεο πξαγκαηηθήο αλάιπζεο. 

 Ζ θπζηθή είλαη (θαηά πξνζέγγηζε) αιεζήο. 

 Δπνκέλσο, νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί ππάξρνπλ.  

 

Πάλησο, θαηά ηνλ Quine, ε θαηλφκελε αλαγθαηφηεηα ησλ καζεκαηηθψλ πεγάδεη απφ 

ην γεγνλφο πσο νη καζεκαηηθνί ηζρπξηζκνί ηνπο νπνίνπο έρνπκε απνδερζεί βξίζθνληαη 

βαζηά κέζα ζην ζπιινγηθφ «ηζηφ ηεο πεπνίζεζήο» καο («our ―web of belief‖») –εδψ 

δηαθαίλεηαη ε επηξξνή ηνπ Mill ζηνλ Quine– θαη πξνηηκάκε λα απνξξίςνπκε άιιεο 

πεπνηζήζεηο πξνηνχ ππνρξεσζνχκε λα ηνπο αλαζεσξήζνπκε. Ο ξεαιηζκφο ηνπ Quine 

απνθεχγεη ηηο αληίζηνηρεο δπζθνιίεο ηνπ Gödel, κε ηελ έλλνηα πσο πεξηέρεη επηρεηξή-

καηα γηα ηελ αιήζεηα θάπνησλ καζεκαηηθψλ ηζρπξηζκψλ ρσξίο λα ππνζηεξίδεη ηελ 

χπαξμε θάπνηαο ακθηιεγφκελεο καζεκαηηθήο επνπηείαο. Έρεη φκσο έλα ζεκαληηθφ 

ειάηησκα: ε εθαξκνγή ηνπ επηρεηξήκαηνο πεξί αλαπφδξαζηνπ νδεγεί ζε ζπκπεξά-

ζκαηα πνπ έξρνληαη ζε αληίζεζε κε ηελ θαζεκεξηλή καζεκαηηθή πξαθηηθή. 

Ο ξεαιηζκφο πνπ πηνζεηεί ε Maddy, ηνλ νπνίν απνθαιεί «ζπλνινζεσξεηηθφ» 

(«set theoretic realism»), έρεη σο ζθνπφ λα ζπλδπάζεη ηα ζεηηθά ζηνηρεία ησλ δχν 

πξνεγνχκελσλ θαη θακία απφ ηηο αδπλακίεο ηνπο. Ο γθεληειηαλφο ξεαιηζκφο έρεη ην 

ειάηησκα πσο δελ καο δίλεη θαλέλα ιφγν λα πηζηέςνπκε πσο νη καζεκαηηθνί ηζρπξη-

ζκνί αιεζεχνπλ ελψ απηφο ηνπ Quine έξρεηαη ζε ζχγθξνπζε κε ηε καζεκαηηθή πξα-

θηηθή. Πξαθηηθά, ν επηζπκεηφο ζπλδπαζκφο επηηπγράλεηαη σο εμήο:
278

 Υξεζηκνπνη-

νχκε ηα επηρεηξήκαηα πεξί αλαπφδξαζηνπ γηα λα δηθαηνινγήζνπκε ηελ πεπνίζεζή καο 

πσο θάπνηεο καζεκαηηθέο νληφηεηεο (φπσο ην ζπλερέο) ππάξρνπλ. ΢ηε ζπλέρεηα, επη-

ιέγνπκε ηηο καζεκαηηθέο αληί γηα ηηο θπζηθέο κεζφδνπο γηα λα θξίλνπκε ηελ αιήζεηα 

ζρεηηθά κε απηά. Απηέο νη κέζνδνη, αληηκεησπίδνληαη αξρηθά ζε έλα βαζηθφ επίπεδν 

θαη ρξεζηκεχνπλ γηα λα επεμεγεζεί ε καζεκαηηθή δηαίζζεζε ζε αληίζεζε κε ηελ αθε-

ξεκέλε «καζεκαηηθή επνπηεία» ηνπ Gödel. Σν απνηέιεζκα είλαη πσο, ράξε ζηνλ γθε-

ληειηαλφ ξεαιηζκφ, απνθηνχκε ηε δπλαηφηεηα λα ρξεζηκνπνηνχκε εγγελείο δηθαηνιν-

γήζεηο, ζηεξηγκέλνη ζηε καζεκαηηθή δηαίζζεζή καο, ελψ απφ ην αλαπφδξαζην ησλ 

καζεκαηηθψλ απνθηνχκε εμσγελή επηρεηξήκαηα ζρεηηθά κε ηα αμηψκαηα. 

Απφ ηε ξεαιηζηηθή ζθνπηά, ην βαζηθφ δήηεκα δελ είλαη αλ έλαο ηζρπξηζκφο είλαη 

πην βνιηθφο ή πην ζεκηηφο, αιιά αλ είλαη αιεζήο ή ςεπδήο ζηνλ θφζκν ησλ ζπλφισλ. 

Χο εθ ηνχηνπ, έλαο ξεαιηζηήο ζα πξέπεη λα πξνζθέξεη ηεθκήξηα πσο ην αμίσκα πνπ 

πξνηείλεη είλαη πξάγκαηη αιεζέο. Απηή ε επηηαγή ηνπ ξεαιηζκνχ θαίλεηαη λα έξρεηαη 

ζε αληίζεζε κε ηε ζπλήζε καζεκαηηθή πξαθηηθή, φπνπ επηιέγνπκε ηηο κεζφδνπο θαη 

ηνπο ηζρπξηζκνχο πνπ καο εμππεξεηνχλ πεξηζζφηεξν. Αλ πξάγκαηη ν ζπλνινζεσξεηη-

θφο ξεαιηζκφο είλαη αηαίξηαζηνο κε ηελ ίδηα ηε ζεσξία ζπλφισλ, ηφηε πξέπεη λα εμε-
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ηαζηνχλ ηα επηρεηξήκαηα πνπ έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί ππέξ ηνπ. Σν ζεκαληηθφηεξν εί-

λαη ην πξηλ απφ ην αλαπφδξαζην ηεο ρξήζεο ησλ καζεκαηηθψλ ζηελ επηζηήκε αλα-

θεξζέλ επηρείξεκα – ν ηζρπξηζκφο, δειαδή, πσο ε θπζηθή θαη νη ππφινηπεο επηζηήκεο 

πνπ πξνζπαζνχλ λα εμεγήζνπλ ηνλ θπζηθφ θφζκν ρξεζηκνπνηνχλ θαη έρνπλ αλάγθε 

δηάθνξεο καζεκαηηθέο νληφηεηεο. Σα καζεκαηηθά αληηθείκελα απηά ζηα νπνία αλα-

θέξνληαη νη επηζηήκνλεο πξνθεηκέλνπ λα εμαγάγνπλ ζπκπεξάζκαηα γηα ηνλ θφζκν 

δελ κπνξνχλ παξά λα ηα απνδέρνληαη σο ππαξθηά (θαη ηνπο καζεκαηηθνχο ηζρπξη-

ζκνχο γηα απηά σο αιεζείο). Ζ Maddy ζεκεηψλεη πσο, κνινλφηη ηα καζεκαηηθά ρξε-

ζηκνπνηνχληαη ζηε θπζηθή, απηφ ζπκβαίλεη, θαηά θχξην ιφγν, κέζα απφ παξαδνρέο 

πνπ γίλνληαη είηε πξηλ είηε κεηά ηελ εθαξκνγή ηνπο. Μάιηζηα, θάπνηεο εθαξκνγέο, 

φπσο ε καζεκαηηθή πξαγκάηεπζε ηνπ ρσξνρξνληθνχ ζπλερνχο, παξακέλνπλ αηληγκα-

ηηθέο σο πξνο ηελ αιήζεηα ηνπο θαη θαζφινπ δελ απνθιείεηαη λα απνδεηρηεί πσο είλαη 

θαη απηέο παξαδνρέο (πνπ ππφθεηληαη ζε αίξεζε). Σν ζπλερέο, ινηπφλ, αλ θαη ζπλα-

ληάηαη ζπλέρεηα ζηελ επηζηήκε, είλαη ηδηαίηεξα ακθίβνιν αλ ζπλαληάηαη πξαγκαηηθά 

ζηε θχζε, ψζηε λα ρξεζηκεχζεη σο επηρείξεκα γηα ηελ ππεξάζπηζε ηεο ππφζεζεο ηνπ 

ζπλερνχο θαη ηνπ αμηψκαηνο ηεο θαηαζθεπαζηκφηεηαο.
279

 Δπίζεο, ε ακθηβνιία εθηεί-

λεηαη θαη ζηνπο πεπεξαζκέλνπο αξηζκνχο, θαζφηη νη ηξέρνπζεο επηζηεκνληθέο ζεσξίεο 

αθήλνπλ αλνηρηφ ην ελδερφκελν λα πθίζηαηαη έλα αλψηαην φξην ζην πιήζνο ησλ ζσ-

καηηδίσλ πνπ ππάξρνπλ ζην ζχκπαλ. Σν ζπκπέξαζκα είλαη πσο ην επηρείξεκα πεξί 

αλαπφδξαζηνπ ησλ καζεκαηηθψλ ζηελ επηζηήκε (έηζη φπσο απηή έρεη δηακνξθσζεί 

κέρξη ζήκεξα) δελ είλαη ζε ζέζε λα ππνζηεξίμεη θαηεγνξεκαηηθά ηελ χπαξμε ηνπ ζπ-

λερνχο. Χο εθ ηνχηνπ, κέρξη λα απνδεηρηεί πσο ππάξρεη θάπνηα πξαγκαηηθή έθθαλζε 

ηνπ ζπλερνχο ζηε θχζε, δελ κπνξνχκε λα ην ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα λα απνθαζίζνπ-

κε εάλ ηα αλεμάξηεηα εξσηήκαηα ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ έρνπλ απάληεζε.  

Έλα ζεκαληηθφ ζηνηρείν πνπ αλαθέξεη ε Maddy είλαη πσο, εάλ πξάγκαηη ην επη-

ρείξεκα ηνπ αλαπφδξαζηνπ ήηαλ ηφζν ζεκαληηθφ γηα ηνπο ζπλνινζεσξεηηθνχο, ηφηε 

ζα ππήξρε δσεξφ ελδηαθέξνλ απφ κέξνπο ηνπο γηα ηηο εμειίμεηο ζηε θπζηθή, εηδηθά ζε 

φ,ηη έρεη λα θάλεη κε ηηο εθαξκνγέο ηεο καζεκαηηθήο έλλνηαο ηνπ ζπλερνχο. Κάηη ηέ-

ηνην, φκσο, δελ παξαηεξείηαη, θαη ν πην πηζαλφο ιφγνο γη‘ απηφ είλαη πσο ε κεζνδνιν-

γία ησλ καζεκαηηθψλ δελ επεξεάδεηαη απφ ηε θπζηθή θαη ηηο ππφινηπεο επηζηήκεο κε 

ηνλ ηξφπν πνπ ζέινπλ λα πηζηεχνπλ νη ππνζηεξηθηέο ηνπ «αλαπφδξαζηνπ». Δπνκέ-

λσο, ε καζεκαηηθή πξαθηηθή αλαηξεί ην επηρείξεκα απηφ πνπ ρξεζηκνπνηεί ν ξεαιη-

ζηήο θηιφζνθνο γηα λα δηθαηνινγήζεη ηελ χπαξμε θάπνησλ καζεκαηηθψλ νληνηήησλ 

κέζσ ησλ θπζηθψλ επηζηεκψλ.  

 

3.3.2. Ναηνπξαιηζκόο 
 
Γηαθνξεηηθή ζηάζε απέλαληη ζηε ζρέζε κεηαμχ καζεκαηηθψλ θαη θηινζνθίαο ησλ 

καζεκαηηθψλ πξνηείλεη έλα άιιν θηινζνθηθφ ξεχκα, ν λαηνπξαιηζκφο. Ζ βαζηθή ηνπ 

ζέζε είλαη πσο νη καζεκαηηθέο ζεσξίεο πξέπεη λα θξίλνληαη θαζαξά κε βάζε ηνλ 

πινχην ησλ ζπλεπεηψλ ηνπο. Δπνκέλσο, ε θηινζνθία ησλ καζεκαηηθψλ πξέπεη λα έρεη 

σο ζηφρν λα πξνζθέξεη κηα πιήξε θαη ζπλεπή ζεσξεηηθή ζεκειίσζε γηα ηε καζεκα-

                                                             
279 Ό.π., ζ. 150 
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ηηθή πξαθηηθή θαη φρη λα πξνηείλεη ηε ξηδηθή αιιαγή θνκκαηηψλ ησλ καζεκαηηθψλ 

πξνθεηκέλνπ λα έξρνληαη ζε ζπκθσλία κε κηα εθ ησλ πξνηέξσλ δηαηππσκέλε θηιν-

ζνθηθή ζεψξεζε.
280

 ΋πσο θαη ζηνλ ξεαιηζκφ, ππάξρνπλ δηαθνξεηηθέο λαηνπξαιηζηη-

θέο πξνζεγγίζεηο. Θα δνχκε ζπλνπηηθά θάπνηεο βαζηθέο κνξθέο λαηνπξαιηζκνχ, φ-

πσο δηαηππψζεθαλ απφ ηνπο Gödel θαη Quine, θαη χζηεξα ζα αλαιχζνπκε ηε ζηάζε 

ηεο Maddy πάλσ ζην δήηεκα. Σειηθά ζα θζάζνπκε ζηα λαηνπξαιηζηηθά επηρεηξήκαηα 

ζρεηηθά κε ηελ απνδνρή ή ηελ απφξξηςε ηνπ V=L  σο πξνζζήθεο ζηα αμηψκαηα ηεο 

ζπλνινζεσξίαο ZFC.  

Σε ζέζε πσο ηα ίδηα ηα καζεκαηηθά (θαη ε καζεκαηηθή επνπηεία ηδηαίηεξα) είλαη 

αξκφδηα θαη ηθαλά λα απαληήζνπλ ζην θαηά πφζν ηα αλεμάξηεηα εξσηήκαηα, φπσο ε 

ππφζεζε ηνπ ζπλερνχο, είλαη αιεζή ή ςεπδή, πηνζεηεί ν Gödel. Σνλ ξεαιηζκφ ηνλ ε-

πηθαιείηαη πξνθεηκέλνπ λα ζπκπεξάλεη πσο είλαη θαιχηεξνο σο θηινζνθηθφ δφγκα 

απ‘ φ,ηη ν θνλζηξνπθηηβηζκφο ή ν αληηξεαιηζκφο. Μπνξνχκε, ινηπφλ, λα θαηαιήμνπκε 

πσο θαη εδψ έρνπκε κηα λαηνπξαιηζηηθή πξνζέγγηζε, ππφ ηελ έλλνηα πσο ε πξνηε-

ξαηφηεηα, ζρεηηθά κε ηελ απάληεζε ζε καζεκαηηθά εξσηήκαηα, δίλεηαη ζηα ίδηα ηα 

καζεκαηηθά θαη φρη ζηε θηινζνθία. 

Μηα άιιε δηαηχπσζε λαηνπξαιηζηηθψλ απφςεσλ είλαη απηή ηνπ Quine, ν νπνίνο 

απνδέρεηαη σο ζεκειηψδεηο ηηο θπζηθέο επηζηήκεο έλαληη ηεο θηινζνθίαο. Υαξαθηεξη-

ζηηθά, ρξεζηκνπνηεί ην παξάδεηγκα πνπ έδσζε ν Otto Neurath (1882-1945): Οη επη-

ζηήκνλεο βξίζθνληαη φινη πάλσ ζε έλα πινίν θαη, αλ ζέινπκε λα ην επηζθεπάζνπκε, 

απηφ ζα πξέπεη λα γίλεη ελφζσ απηφ πιέεη. Ζ άπνςε πσο κπνξνχκε λα ζεκειηψζνπκε 

ηελ επηζηήκε πάλσ ζε θάπνηα θηινζνθία ηζνδπλακεί κε ηελ πίζηε πσο κπνξνχκε λα 

βγάινπκε ην πινίν ζηε ζηεξηά γηα λα ην επηζθεπάζνπκε απ‘ έμσ. Απηφ, φκσο, είλαη 

θάηη πνπ δελ πξφθεηηαη πνηέ λα ζπκβεί. Πξέπεη λα αξθεζηνχκε ζε απηά πνπ ε επηζηή-

κε ηεο επνρήο καο επηηξέπεη λα θαηαλνήζνπκε. ΋ζν ε επηζηήκε βειηηψλεηαη, ηφζν ζα 

κεγαιψλεη ε θαηαλφεζή καο γηα ηνλ θφζκν θαη ε θηινζνθία νθείιεη λα αθνινπζεί ηελ 

πξφνδν ηεο επηζηήκεο, λα ρξεζηκνπνηεί ηα εξγαιεία ηεο θαη λα ηελ θξίλεη κε ηα ίδηα 

ηεο ηα θξηηήξηα.
281

 Καηά ηε Maddy, ην βαζηθφ πξφβιεκα πνπ έρεη ν λαηνπξαιηζκφο 

ηνπ Quine είλαη πσο έξρεηαη ζε ζχγθξνπζε κε ην επηρείξεκα ηνπ ηδίνπ γηα ην αλαπφ-

δξαζην ησλ καζεκαηηθψλ ζηηο θπζηθέο επηζηήκεο.
282

  

Ζ εθδνρή ηεο Maddy, ηελ νπνία νλνκάδεη «καζεκαηηθφ λαηνπξαιηζκφ , ζηεξίδε-

ηαη ζηε λαηνπξαιηζηηθή επηηαγή: Ζ επηζηήκε πξέπεη λα θξίλεηαη κέζα ζηα πιαίζηά 

ηεο θαη φρη κέζα απφ έλαλ εμσηεξηθφ αλψηεξν θνξέα. Ζ ζηάζε απηή δελ ζπλάδεη κε 

ηελ αληίιεςε πσο νη καζεκαηηθέο νληφηεηεο αληινχλ επηρεηξήκαηα γηα ηελ χπαξμή 

ηνπο κέζα απφ ηε ρξήζε ηνπο ζηηο θπζηθέο επηζηήκεο. Σα καζεκαηηθά έρνπλ αλάγθε 

γηα ηε δηθαηνιφγεζή ηνπο κνλάρα ηελ απφδεημε θαη ηελ αμησκαηηθή κέζνδν.
283

 Σν δη-

θαίσκα απηφ, ην λα θξίλνληαη, δειαδή, κφλν κε βάζε ηηο δηθέο ηνπο κεζφδνπο, ηα θα-

ζαξά καζεκαηηθά ην αληινχλ απφ δχν γεγνλφηα. Πξψηνλ, δελ πξνζπαζνχλ λα εμεγή-

                                                             
280 Αθξηβψο γη‘ απηφ ηνλ ιφγν, ν λαηνπξαιηζκφο κπνξεί λα ραξαθηεξηζηεί θαη σο έθθξαζε κηαο 

θηινζνθηθήο κεηξηνθξνζχλεο. Βι. ό.π., ζ. 161. 
281 Ό.π., ζ. 181. 
282 Ό.π., ζ. 182. 
283 Ό.π., ζ. 184. 
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ζνπλ ρσξνρξνληθά θαηλφκελα, νπφηε δελ εκπιέθνληαη άκεζα ζην αληηθείκελν ησλ 

θπζηθψλ επηζηεκψλ. Γεχηεξνλ, ε επηζηήκε ηα έρεη αλάγθε σο εξγαιείν θαη είλαη πξνο 

ην ζπκθέξνλ ηεο απηφ ην εξγαιείν λα ηειεηνπνηεζεί φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξν.
284

 

Δμάιινπ, παξαθνινπζψληαο ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ βιέπνπκε πσο δελ είλαη 

ηα θηινζνθηθά ξεχκαηα πνπ επηιέγνπλ ην δξφκν πνπ ζα αθνινπζήζνπλ ηα καζεκαηη-

θά. Αληηζέησο, ε ίδηα ε καζεκαηηθή πξαθηηθή, κε ην πέξαζκα ηνπ θαηξνχ, επηιέγεη ηη 

ζα θξαηήζεη θαη ηη ζα αθήζεη. Σν αμίσκα ηεο επηινγήο είλαη πιένλ αλαθαίξεην θνκ-

κάηη ησλ καζεκαηηθψλ, φρη επεηδή απνδείρζεθε πσο είλαη αιεζέο κέζα απφ κηα ξεα-

ιηζηηθή πξνζέγγηζε (θαη ζε πείζκα ησλ ηληνπηζηνληζηψλ-θνλζηξνπθηηβηζηψλ), αιιά 

επεηδή ν πινχηνο ησλ ζπλεπεηψλ ηνπ (πνπ απνθαιχθζεθε κέζα απφ ηελ καζεκαηηθή 

πξαθηηθή) ήηαλ πνιχ κεγάινο. Οη κε θαηεγνξεκαηηθνί νξηζκνί επηβίσζαλ επεηδή ή-

ηαλ απαξαίηεηνη, κεηαμχ άιισλ, γηα ηελ θιαζηθή ζεσξία ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. 

Μπνξνχκε λα πεηζηνχκε φηη ε θηινζνθία παίδεη έλαλ δεπηεξεχνληα ξφιν ζηελ απά-

ληεζε ησλ νληνινγηθψλ εξσηεκάησλ ησλ καζεκαηηθψλ θαη απφ ην γεγνλφο πσο, ελψ 

δεηήκαηα φπσο ηα παξαπάλσ έρνπλ βξεη κηα θνηλή απάληεζε, δελ ζπκβαίλεη ην ίδην 

κε ηα θηινζνθηθά ξεχκαηα πνπ έρνπλ κηιήζεη γη‘ απηά – κνξθέο ξεαιηζκνχ θαη θνλ-

ζηξνπθηηβηζκνχ επηβηψλνπλ κέρξη ζήκεξα. Ζ πξαγκαηηθή ρξεζηκφηεηα απηψλ ησλ 

ξεπκάησλ είλαη, θαηά θχξην ιφγν, λα παξέρνπλ έκπλεπζε ζηνπο καζεκαηηθνχο.
285

 

Ο ζθνπφο ηνπ καζεκαηηθνχ λαηνπξαιηζκνχ είλαη λα εμνξίζεη ηνλ θηινζνθηθφ πα-

ξάγνληα απφ ηα καζεκαηηθά, νπησζψζηε λα παξακείλνπλ κνλάρα ηα γλήζηα νληνιν-

γηθά δεηήκαηα ζε ζρέζε κε ηα αλαπάληεηα εξσηήκαηα. Μεγάιε βνήζεηα ζε απηφλ 

ηνλ ζθνπφ κπνξεί λα καο παξάζρεη ε ηζηνξία. Πξψηνλ, αλ εμεηάζνπκε πξνζεθηηθά ηα 

ζηνηρεία ησλ θηινζνθηθψλ δεηεκάησλ ηα νπνία ηειηθά θξίζεθαλ σο άζρεηα κε ηα κα-

ζεκαηηθά εξσηήκαηα πνπ πξνζπάζεζαλ λα απαληήζνπλ, ζα κπνξέζνπκε, κέζσ αλα-

ινγίαο, λα αληρλεχζνπκε ηα αληίζηνηρα ζεκεξηλά. Γεχηεξνλ, κπνξνχκε λα δηαρσξί-

ζνπκε ηηο θηινζνθηθέο ζεσξήζεηο πνπ επηβίσζαλ απφ ηα εξσηήκαηα ζηα νπνία βνή-

ζεζαλ λα βξεζεί απάληεζε θαη λα αληρλεχζνπκε, κε απηφ ηνλ ηξφπν, αλ ε εθάζηνηε 

κέζνδνο ήηαλ απνηειεζκαηηθή γηα ηνλ αληίζηνηρν ζηφρν. 

Σν βαζηθφ εξψηεκα πνπ θαιείηαη έλαο λαηνπξαιηζηήο λα απαληήζεη είλαη ην εάλ 

θαη θαηά πφζνλ ηα αλαπάληεηα εξσηήκαηα ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ είλαη λφκηκα, παξά 

ην γεγνλφο πσο είλαη αλεμάξηεηα απφ ην ZFC. Καηά ηνλ Gödel, ε εχξεζε θαη ε επαξ-

θήο δηθαηνιφγεζε θάπνηνπ πξφζζεηνπ αμηψκαηνο πνπ ζπλεπάγεηαη ηελ CH (ή νπνην-

δήπνηε άιιν αλνηρηφ εξψηεκα ηεο ζπλνινζεσξίαο) είλαη αξθεηή γηα λα ζπκπεξάλνπ-

κε πσο ην ζπγθεθξηκέλν εξψηεκα έρεη καζεκαηηθή απάληεζε θαη άξα είλαη λφκηκν. 

Δπνκέλσο, ην δήηεκα ηεο λνκηκφηεηαο ελφο αλεμάξηεηνπ εξσηήκαηνο ηζνδπλακεί κε 

ηελ εχξεζε ελφο πξφζζεηνπ αμηψκαηνο πνπ λα απνθαζίδεη γη‘ απηφ. Γηα ηα εξσηήκα-

ηα ηεο πεξηγξαθηθήο ζεσξίαο ζπλφισλ, φπσο είδακε, ππάξρνπλ δχν ππνςήθηα αμηψ-

καηα: ην V=L  θαη ην SC. Γηα ηελ ππφζεζε ηνπ ζπλερνχο ηα πξάγκαηα δελ είλαη ηφζν 

ειπηδνθφξα. Μεηαμχ ησλ καζεκαηηθψλ, δελ ππάξρεη θάπνηα γεληθή ζπκθσλία ζρεηη-

θά κε ην εάλ ηζρχεη ή φρη. ΢αλ λα κελ έθηαλε απηφ, ην κφλν αμίσκα πνπ ηελ επαιε-

ζεχεη, απηφ ηεο θαηαζθεπαζηκφηεηαο, είλαη, ζε γεληθέο γξακκέο, πξνο απφξξηςε απφ 

                                                             
284 Ό.π., ζ. 204. 
285 Ό.π., ζζ. 191-192. 
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ηνλ καζεκαηηθφ θφζκν. Απηφ έρεη σο απνηέιεζκα, θάπνηνη λα ζεσξνχλ πσο ε CH ί-

ζσο λα κελ έρεη θαζνξηζκέλε αιεζνηηκή – ίζσο λα ππάξρνπλ δχν είδε ζπλφισλ: απηά 

πνπ ηελ ηθαλνπνηνχλ θαη απηά πνπ δελ ηελ ηθαλνπνηνχλ.
286

  

 

3.3.3. Κξίλνληαο ην αμίσκα ηεο θαηαζθεπαζηκόηεηαο 
 

΋πσο αλαθέξακε πην πξηλ, ππάξρνπλ δχν βαζηθά εξσηήκαηα ζε ζρέζε κε ηα ππνςή-

θηα λέα αμηψκαηα: (α΄) «κηα εληαία ζπλνινζεσξία ή πνιιέο ελαιιαθηηθέο;» θαη (β΄) 

«πνην ή πνηα είλαη ηα αμηψκαηα πνπ έρνπλ ηηο πην επηζπκεηέο ζπλέπεηεο;» Θα μεθηλή-

ζνπκε απφ ην δεχηεξν εξψηεκα πξνθεηκέλνπ λα ζπγθεληξψζνπκε ηα ζπγθεθξηκέλα 

επηρεηξήκαηα πνπ κπνξεί θαλείο λα βξεη ππέξ ή θαηά ηνπ αμηψκαηνο ηεο θαηαζθεπα-

ζηκφηεηαο. Καηφπηλ, ζα εμεηάζνπκε δχν βαζηθνχο ζηφρνπο ηεο καζεκαηηθήο έξεπλαο, 

ηνπο νπνίνπο ζα νλνκάζνπκε Δ λ ν π ν ί ε ζ ε  θαη Μ ε γ η ζ η ν π ν ί ε ζ ε  θαη ζα πξν-

ζπαζήζνπκε λα δψζνπκε κηα απάληεζε ζην πνηνο είλαη ζεκαληηθφηεξνο γηα ηελ πξφ-

νδν ησλ καζεκαηηθψλ. 

Πνιχ ζπλνπηηθά, ηα βαζηθά επηρεηξήκαηα ζρεηηθά κε ην V=L  είλαη ηα εμήο:  

 

 «Δπηρεηξήκαηα ππέξ». Πξψηνλ, ε ππφζεζε V=L  είλαη ζρεηηθά ζπλεπήο κε ην 

ζχζηεκα ZFC – δειαδή, αλ ην ZFC είλαη ζπλεπέο, ηφηε ην ίδην ηζρχεη θαη γηα ην 

ZFC+ V=L . Γεχηεξνλ, δίλεη απάληεζε γηα ηα αλαπάληεηα εξσηήκαηα πνπ αλαθέ-

ξακε πην πάλσ: επαιεζεχεη ηελ ππφζεζε ηνπ ζπλερνχο, απνδεηθλχεη ηελ χπαξμε 

κε κεηξήζηκσλ 
1

2  ζπλφισλ θαη ιεπηψλ 
1

1  ζπλφισλ θαη απαληά θαηαθαηηθά ζην 

πξφβιεκα Whitehead. Δπίζεο, έλα άιιν ζεηηθφ είλαη πσο ε ζεσξία πνπ παξάγεηαη 

κηιάεη γηα ζχλνια (θαηαζθεπάζηκα) γηα ηα νπνία κπνξνχκε λα πνχκε πνιιά 

πξάγκαηα. 

 «Δπηρεηξήκαηα θαηά». Σν γεγνλφο πσο ην αίηεκα V=L  επαιεζεχεη ηελ ππφζε-

ζε ηνπ ζπλερνχο έρεη θαη αξλεηηθή ζεκαζία (θπξίσο γηα ηνπο ξεαιηζηέο), απφ ηε 

ζηηγκή πνπ αξθεηνί καζεκαηηθνί (θαη αλάκεζά ηνπο ν Gödel) ζεσξνχλ πσο ε CH 

δελ αιεζεχεη. Δθηφο απηνχ, πνιχ ζεκαληηθφ κεηνλέθηεκα ηνπ αμηψκαηνο ηεο θα-

ηαζθεπαζηκφηεηαο είλαη πσο έξρεηαη ζε ζχγθξνπζε κε άιια ππνςήθηα αμηψκαηα, 

ηα νπνία φρη κφλν δελ θαίλνληαη αζπλεπή, αιιά θαη θαίλεηαη λα έρνπλ ηδηαίηεξα 

επηζπκεηέο ζπλέπεηεο.
287

 Γχν ηέηνηα παξαδείγκαηα είλαη ηα αμηψκαηα: «ππάξρεη ην ζχ-

λνιν 0
#
»

288
 θαη MC (Axiom of Measurable Cardinals: «ππάξρεη κεηξήζηκνο πιεζηθφο α-

                                                             
286 Απηή ε πιαησληζηηθή αληίιεςε, πάεη θαη πην πέξα: Τπάξρνπλ άπεηξα ζχκπαληα ζπλφισλ, έλα 

γηα θάζε ζπλεπή επέθηαζε ηνπ ZFC. Ο λαηνπξαιηζκφο ηεο Maddy, κέζα απφ ηα ηζηνξηθά παξαδείγκα-

ηα, καο ζπζηήλεη λα κελ αθνινπζήζνπκε απηέο ηηο θηινζνθηθέο ζεσξήζεηο. 
287 Ό.π., ζζ. 214, 230.  
288 ΋πσο είδακε πην πάλσ, αλ ππάξρεη έλαο κεηξήζηκνο πιεζηθφο αξηζκφο, ηφηε VL. Απφ ηνλ Ba-

nach θαη άιινπο πξνέθπςε ε εμήο πξφνδνο: Έζησ έλα ζχλνιν S θαη κηα αλάζεζε ηηκψλ 0 ή 1 ζε θάζε 

ππνζχλνιν ηνπ S, έηζη ψζηε (1) ζην ίδην ην S αληηζηνηρεί ην 1, (2) γηα sS, ζην {s} αληηζηνηρεί ην 0, 

(3) ν αξηζκφο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ έλσζε κηαο ζπιινγήο ιηγφηεξσλ απφ ηελ πιεζηθφηεηα ηνπ S μέλσλ 

ππνζπλφισλ ηνπ S είλαη ην άζξνηζκα ησλ αξηζκψλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζηα επηκέξνπο κέιε ηεο ζπιιν-

γήο. ΢ην εξψηεκα αλ ππάξρεη ηέηνην ζχλνιν ε απάληεζε είλαη πσο γηα S=σ ππάξρεη. Σν ζχλνιν 0# εί-
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ξηζκφο»). Μάιηζηα, ελψ ε ζπκπεξίιεςε ηνπ V=L  απνθιείεη ηηο ζεηηθέο ζπλέπεηεο 

ησλ άιισλ αμησκάησλ, ε ζπκπεξίιεςε ησλ άιισλ δελ απνθιείεη ηηο ζεηηθέο ζπ-

λέπεηεο ηνπ V=L .
289

 Τπάξρεη, κάιηζηα, αμίσκα πνπ κπνξεί λα αληηθαηαζηήζεη ην 

V=L . Σν αμίσκα V=HOD, αλ θαη έρεη ιηγφηεξν πινχζηεο ζπλέπεηεο θαη είλαη πην 

ζχλζεην, δελ έξρεηαη ζε ζχγθξνπζε κε ηα ππφινηπα αμηψκαηα
290

. 

  

Σν βαζηθφ εγγελέο θηινζνθηθφ/καζεκαηηθφ επηρείξεκα ελάληηα ζην αμίσκα ηεο 

θαηαζθεπαζηκφηεηαο είλαη φηη απαηηεί φια ηα ζχλνια λα κπνξνχλ λα νξηζηνχλ κε έ-

λαλ ζπγθεθξηκέλν ηξφπν – ραξαθηεξηζηηθφ πνπ είλαη πεξηνξηζηηθφ θαη, κε απηή ηελ 

έλλνηα, αλεπηζχκεην. Πψο, φκσο, απνθαζίδνπκε αλ έλα αμίσκα είλαη πεξηνξηζηηθφ; Ζ 

Maddy ππνζηεξίδεη πσο θάζε αμίσκα ην νπνίν είλαη θνξέαο κηαο ζπγθεθξηκέλεο ηά-

ζεο πνπ είρε ζην παξειζφλ πεξηνξηζηηθά απνηειέζκαηα είλαη ελ δπλάκεη πεξηνξηζηηθφ 

θαη ην ίδην θαη άξα επηθίλδπλν. Γηα λα αλαιχζεη ηελ άπνςε απηή ρξεζηκνπνηεί ηελ 

αλαινγία κεηαμχ ηνπ Μ ε ρ α λ η ζ κ ν χ  (Mechanism) ζηε θπζηθή θαη ηνπ Ο ξ η ζ η η-

θ η ζ κ ν χ  (Definabilism) ζηα καζεκαηηθά. Ο Μεραληζκφο ππνζηήξηδε πσο γηα θάζε 

θπζηθφ θαηλφκελν πξέπεη λα ππάξρεη κηα ζπγθεθξηκέλε πεξηγξαθή κεραληθήο θχζε-

σο. ΋κσο, ε πξνζπάζεηα πεξηγξαθήο ηεο θίλεζεο ηνπ θσηφο θαη ησλ πιαλεηψλ ζην 

ζχκπαλ δεκηνχξγεζε πξνβιήκαηα ζε απηή ηελ ηάζε πνπ ηειηθά, κεηά ηελ αλάδπζε 

ησλ ζεσξηψλ πεδίσλ, εγθαηαιείθζεθε.
291

 Ο Οξηζηηθηζκφο είλαη ε απαίηεζε φια ηα 

καζεκαηηθά αληηθείκελα λα νξίδνληαη κε έλα ζπγθεθξηκέλν θαζνιηθφ ηξφπν. Ζ Mad-

dy επηρεηξεκαηνινγεί πσο, φπσο ν Μεραληζκφο αληηθαηαζηάζεθε απφ ηε ζεσξία πε-

δίσλ, ην ίδην ζπκβαίλεη θαη ζηα καζεκαηηθά κε ηελ εγθαηάιεηςε ηνπ Οξηζηηθηζκνχ 

γηα ράξε κηαο άιιεο ηάζεο πνπ κπνξεί λα νλνκαζηεί ΢ π λ δ π α ζ η η θ ηζ κ φ ο  (Com-

binatorialism). 

Δπεηδή ην ελ ιφγσ επηρείξεκα είλαη ηζηνξηθήο θχζεσο, είλαη ρξήζηκν λα θάλνπκε 

κηα αλαδξνκή ζηελ πνξεία ηνπ Οξηζηηθηζκνχ ζηα καζεκαηηθά. Ο Οξηζηηθηζκφο πξνέ-

θπςε ηζηνξηθά κεηά ηνλ επηηπρεκέλν γεληθφ νξηζκφ ηεο ζπλάξηεζεο, αξρηθά απφ ηνλ 

Bernoulli θαη χζηεξα απφ ηνλ Euler. Ζ αλαιπηηθή πεξηγξαθή κηαο ζπλάξηεζεο απέ-

θηεζε έλαλ επηηαθηηθφ ραξαθηήξα, κε ηνλ ίδην ηξφπν πνπ ε γεσκεηξηθή παξνπζίαζε 

είρε απνηειέζεη απαξαίηεην ζηνηρείν θάζε απφδεημεο πην πξηλ. ΋ηαλ ν d‘Alembert με-

θίλεζε λα κειεηά ηηο κεξηθέο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο κε ηελ θπκαηηθή εμίζσζε, δηαπί-

ζησζε πσο δελ κπνξνχζε λα δψζεη κηα αλαιπηηθή πεξηγξαθή ηνπ αξρηθνχ ζρήκαηνο 

κηαο ρνξδήο. Απηφ έπεηζε ηνλ Euler λα αλαζεσξήζεη ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο, φ-

πσο ηελ είρε ζεσξήζεη πξνεγνπκέλσο – αλαγθάζηεθε, δειαδή, λα εγθαηαιείςεη ηνλ 

Oξηζηηθηζκφ ηνπ. Σν δεχηεξν απαξαίηεην ζηνηρείν πνπ ρξεηαδφηαλ γηα λα απνξξηθζεί 

ε αληίιεςε ηεο έλλνηαο ηεο «ζπλάξηεζεο» πνπ ηελ έδελε κε ηελ αλαιπηηθή πεξηγξα-

θή ηεο ήηαλ κηα ελαιιαθηηθή πεξηγξαθή, θαη απηή ήξζε κε ηελ έθθξαζε κέζσ ηξηγσ-

                                                                                                                                                                               
λαη έλα κε θαηαζθεπάζηκν ππνζχλνιν ηνπ σ, ην νπνίν πεξηέρεη πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ην πψο δηαθέ-

ξεη ην V απφ ην L. Βι ό.π., ζ. 76. 
289 Ό.π., ζ. 232. 
290 Γηα παξάδεηγκα, αλ ην ZFC+MC είλαη ζπλεπέο, ηφηε ην ίδην ηζρχεη θαη γηα ην ZFC+MC+V= 

HOD. Βι. ό.π., ζ. 131. 
291 Ό.π., ζ. 115. 
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λνκεηξηθψλ ζεηξψλ. Σνλ Oξηζηηθηζκφ πνπ πήγαδε απφ ηελ αλαιπηηθή πεξηγξαθή ηεο 

ζπλάξηεζεο ηνλ δηαδέρζεθε απηφο πνπ πξνεξρφηαλ απφ ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο εθθξά-

ζεηο. ΋κσο, φπσο παξαηήξεζε ν Riemann, ελψ ν πξψηνο είρε εγθαηαιεηθζεί ιφγσ ηεο 

αλαθάιπςεο θάπνησλ θπζηθψλ θαηλνκέλσλ, ν δεχηεξνο ζα έβξηζθε εκπφδην ζηηο «πα-

ζνινγηθέο» ζπλαξηήζεηο πνπ πξνθχπηνπλ ζηελ αλάιπζε θαη ηε ζεσξία αξηζκψλ.
292

 Ζ 

αληίιεςε πνπ ζα ππεξίζρπε απφ δσ θαη πέξα είλαη απηή ηεο απφιπηα απζαίξεηεο α-

ληηζηνίρηζεο ( )x f x  κεηαμχ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Απηή ε νπηηθή έξρεηαη ζε α-

ληίζεζε κε ηνλ ζπγθεθξηκέλν Oξηζηηθηζκφ ησλ πξνεγνχκελσλ, αιιά αθήλεη αλνηρηφ 

έλα παξαζπξάθη γηα κηα πην γεληθή θαη αθεξεκέλε εθδνρή ηνπ. Σελ πηζαλφηεηα απηή 

δηέιπζε ν Darboux, ν νπνίνο εηζήγαγε ηηο ζπλαξηήζεηο πνπ δελ πεξηέρνπλ θακία ππφ-

ζεζε θαηά ηνλ νξηζκφ ηνπο («assumptionless functions»). Σέινο, νη Baire θαη Le-

besgue, κε κεζφδνπο ζπλνινζεσξεηηθήο θχζεσο (αλαθνξά ζηελ πιεζηθφηεηα θαη 

ρξήζε ηνπ αμηψκαηνο ηεο επηινγήο), απέδεημαλ πσο ππάξρεη κηα ζπλάξηεζε πνπ δελ 

κπνξεί λα παξαζηαζεί αλαιπηηθά. Οη ίδηνη, φηαλ ην αμίσκα ηεο επηινγήο δηαηππψζεθε 

απφ ηνλ Zermelo, έζεζαλ ην εξψηεκα αλ κπνξνχκε λα απνδείμνπκε ηελ χπαξμε ελφο 

καζεκαηηθνχ αληηθεηκέλνπ ρσξίο λα ην νξίζνπκε, θαη φπσο είδακε ζην Κεθάιαην 2 

απάληεζαλ αξλεηηθά. Απηή ε θίλεζε επαλέθεξε ηνλ Oξηζηηθηζκφ ζηε ζθελή θαη ην 

γεγνλφο απηφ ην επηζήκαλε ν Hadamard, ν νπνίνο ζρνιίαζε πσο απφ ηελ αξραηφηεηα 

κέρξη ηνλ Riemann ε πξφνδνο ζηα καζεκαηηθά πξνέθππηε απφ ζηαδηαθέο γεληθεχζεηο 

ησλ νξηζκψλ – γεληθεχζεηο πνπ δελ ήηαλ εππξφζδεθηεο ζηελ επνρή ηνπο. 

Μηα άιιε έθθξαζε ηνπ Oξηζηηθηζκνχ πνπ εκθαλίζηεθε ηελ ίδηα επνρή πξνεξρφ-

ηαλ απφ ηνλ Poincaré, ν νπνίνο ζεσξνχζε πσο πξέπεη λα ρξεζηκνπνηνχκε κφλν θαηε-

γνξεκαηηθνχο νξηζκνχο γηα ηηο καζεκαηηθέο νληφηεηεο ζηηο νπνίεο αλαθεξφκαζηε. 

Απηή ε πην ηζρπξή έθθξαζε ηνπ Oξηζηηθηζκνχ απνξξίθζεθε, αξρηθά απφ ηνλ Zermelo 

θαη χζηεξα απφ ηνλ Gödel. Παξαηεξνχκε πσο κε θάζε λέα εκθάληζε κηαο πξνζέγγη-

ζεο πνπ ζηεξίδεηαη ζηνλ Oξηζηηθηζκφ πξνέθππηαλ απνηειέζκαηα ησλ καζεκαηηθψλ 

πνπ ηελ θαζηζηνχζαλ πξνβιεκαηηθή θαη αλεπαξθή. Σν δεχηεξν ζηνηρείν, φκσο, πνπ 

απαηηείηαη γηα λα εγθαηαιεηθζεί κηα κεζνδνινγηθή αξρή είλαη ε εχξεζε κηαο πξνηηκφ-

ηεξεο ελαιιαθηηθήο. Απηή, ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, ήηαλ o ΢πλδπαζηηθηζκφο 

πνπ εηζήρζε ην 1934 απφ ηνλ Bernays σο εμήο: Οη έλλνηεο ηεο «ζπλάξηεζεο», ηεο «α-

θνινπζίαο» θαη ηνπ «ζπλφινπ» ρξεζηκνπνηνχληαη κε κηα ζπλδπαζηηθή αληίιεςε, ελ-

λνψληαο πσο νξίδνληαη κέζσ κηαο αλαινγίαο απφ ην πεπεξαζκέλν ζην άπεηξν. Γηα 

παξάδεηγκα, έζησ δχν πεπεξαζκέλεο αθνινπζίεο κε n ζηνηρεία. Σν ζχλνιν ησλ ζπ-

λαξηήζεσλ πνπ αληηζηνηρνχλ φια ηα ζηνηρεία ησλ δχν αθνινπζηψλ κεηαμχ ηνπο είλαη 

nn θαη γηα λα απνθαζίζνπκε γηα θαζεκηά ην πνηα ζηνηρεία ζπλδέεη απαηηνχληαη n α-

πνθάζεηο. Πεξλψληαο ζην επίπεδν ηνπ απείξνπ, κπνξνχκε λα θαληαζηνχκε θάζε ζπ-

λάξηεζε θαζνξηζκέλε απφ κηα απεηξία απνθάζεσλ. Ο ΢πλδπαζηηθηζκφο πεξηζψδεη 

θαη δηθαηνινγεί ην αμίσκα ηεο επηινγήο, θαζψο θαη ηνπο κε θαηεγνξεκαηηθνχο νξη-

ζκνχο θαη κε απηφ ηνλ ηξφπν (φπσο ζεκεηψλεη ν Bernays) θαίλεηαη λα θπξηαξρεί ζηε 

καζεκαηηθή ζθέςε.  

                                                             
292 ΢ρεηηθά κε ηε δηαηχπσζε απφ ηνλ Riemann ησλ ηθαλψλ θαη αλαγθαίσλ ζπλζεθψλ γηα λα κπνξεί 

λα παξαζηαζεί κηα ζπλάξηεζε απφ κηα ηξηγσλνκεηξηθή ζεηξά, βι. ΦΗΛΖ 2010, ζζ. 541-547. 



Γ Η Κ Α Η Ο Λ Ο Γ Ζ ΢ Ζ  ΢ Τ Ν Ο Λ Ο Θ Δ Χ Ρ Ζ Σ Η Κ Χ Ν  Α Ξ Η Χ Μ Α Σ Χ Ν 
——————————————————————————————————————————————————— 

 [ 95 ] 

Φηάλνπκε, ηέινο, ζην επηρείξεκα ζρεηηθά κε ην αμίσκα ηεο θαηαζθεπαζηκφηεηαο. 

Ζ θαηαζθεπή ηνπ L γίλεηαη κε ηελ πξνζζήθε, θαηά ην ζηάδην α+1 φισλ ησλ ππνζπ-

λφισλ ηνπ Lα πνπ είλαη θαηεγνξεκαηηθά πξνζδηνξηζκέλα. Παξαηεξνχκε πσο απηή ε 

αληίιεςε απνηειεί κηα ηζρπξή έθθξαζε ηνπ Οξηζηηθηζκνχ, ηεο κεζνδνινγηθήο αξρήο 

πνπ, φπσο είδακε, ηείλεη πιένλ μεπεξαζηεί. Αλ θαη αλεμάξηεην, ζρεηηθά ζπλεπέο θαη 

επηηπρέο ζηελ απάληεζε ησλ ππαξρφλησλ αλνηρηψλ εξσηεκάησλ, ην V=L  θαίλεηαη 

πσο, σο θνξέαο κηαο μεπεξαζκέλεο θαη πεξηνξηζηηθήο κεζνδνινγηθήο αξρήο, δελ πξφ-

θεηηαη λα νδεγήζεη ζε ηδηαίηεξα πινχζηα απνηειέζκαηα. Δπίζεο, φπσο ε ηζηνξία έδεη-

με, ε εθαξκνγή ηνπ Οξηζηηθηζκνχ ζε θάζε πεξίπησζε νδήγεζε ηειηθά ζε θάπνηεο α-

λσκαιίεο. Φαίλεηαη πηζαλφ, ινηπφλ, λα ζπκβεί ην ίδην εάλ πηνζεηήζνπκε ην αμίσκα 

ηεο θαηαζθεπαζηκφηεηαο.  

Απηφ ην επηρείξεκα, αλ θαη δείρλεη πσο ε πηνζέηεζε ηνπ V=L  κάιινλ δελ είλαη 

θαιή ηδέα, δελ είλαη επαξθέο γηα λα ηελ απνξξίςεη κηα θαη θαιή. Γηα λα αληηιεθζνχ-

κε κε πνηνλ ηξφπν ην αμίσκα ηεο θαηαζθεπαζηκφηεηαο είλαη πεξηνξηζηηθφ γηα ηε ζεσ-

ξία ζπλφισλ, πξέπεη λα εζηηάζνπκε ζην γεγνλφο πσο είλαη αζπλεπέο κε ηελ χπαξμε 

δηαθφξσλ κε θαηαζθεπάζηκσλ ζπλφισλ, φπσο ην 0
#
. Απηφ κπνξεί λα γίλεη κειεηψ-

ληαο κηα ελαιιαθηηθή ππφζεζε, ηελ V=HOD.
293

 H V=HOD είλαη ζρεηηθά ζπλεπήο, 

πξάγκα πνπ ηελ θαζηζηά εμίζνπ αζθαιή κε ηελ V=L , θαη είλαη πην αζζελήο θνξέαο 

ηνπ Οξηζηηθηζκνχ. Ζ βαζηθή δηαθνξά κεηαμχ ησλ κνληέισλ HOD θαη L είλαη πσο νη 

νξηζκνί ηνπ πξψηνπ δελ ρξεηάδεηαη λα είλαη θαηεγνξεκαηηθνί. Αθξηβψο γη‘ απηφ, αλ 

θαη ζηεξείηαη ηνπ πινχηνπ ησλ απνηειεζκάησλ ηνπ αμηψκαηνο ηεο θαηαζθεπαζηκφηε-

ηαο, ην V=HOD ζεσξείηαη απφ ηνπο πεξηζζφηεξνπο καζεκαηηθνχο σο κηα πην πηζαλή 

πξνζζήθε ζην ZFC. Έλαο άιινο ιφγνο είλαη πσο θαίλεηαη λα είλαη ζπλεπέο κε φια ηα 

ππφινηπα ππνςήθηα λέα αμηψκαηα.
294

 

Έρνληαο αλαθέξεη θάπνηα απφ ηα πην βαζηθά επηρεηξήκαηα ππέξ ή θαηά ηνπ V=L , 

κπνξνχκε ηψξα λα αλαιχζνπκε ην δίιεκκα πνπ έρνπκε αλαθέξεη πην πάλσ. Ζ Maddy 

αλαθέξεη πσο ζηε καζεκαηηθή έξεπλα (θαη θπξίσο ζε απηή πνπ έρεη λα θάλεη κε ηε 

ζεκειίσζε ησλ καζεκαηηθψλ θαη άξα θαη κε ηε ζεσξία ζπλφισλ) ππάξρνπλ δχν δε-

ηνχκελνη κεζνδνινγηθνί ζηφρνη: ε ε λ ν π ν ί ε ζ ε  (unify) θαη ε κ ε γ η ζ η ν π ν ί ε ζ ε  

(maximize). Σν ηδαληθφ ζα ήηαλ λα κπνξνχζακε λα βξνχκε κηα καζεκαηηθή πξαθηηθή 

ε νπνία λα ηθαλνπνηεί ηαπηφρξνλα θαη ηνπο δχν. Μέρξη ηψξα, ην ZFC έρεη θαηαθέξεη 

λα απνηειέζεη ην ζηήξηγκα γηα ην κεγαιχηεξν θνκκάηη ησλ καζεκαηηθψλ, πξνζθέξν-

ληαο ηαπηφρξνλα κεγάιν πινχην απνηειεζκάησλ. Σν γεγνλφο, φκσο, πσο ππάξρνπλ 

αξθεηά αλαπάληεηα εξσηήκαηα ζηε ζεσξία ζπλφισλ θαη ζε άιινπο θιάδνπο ησλ κα-

ζεκαηηθψλ, καξηπξά πσο ην ZFC έρεη θηάζεη ζηα φξηά ηνπ, ηνπιάρηζηνλ φζνλ αθνξά 

ζηε κεγηζηνπνηεηηθή ηνπ ηθαλφηεηα. Δμεηάδνπκε, ινηπφλ, ηα ππνςήθηα θαηλνχξγηα 

                                                             
293 «HOD» είλαη αθξσλχκην γηα ηελ έθθξαζε «Hereditarily Ordinal Definable» («Κιεξνλνκηθά 

Γηαηαθηηθφ Οξίζηκν»): ηα ζχλνια πνπ ηα κέιε ηνπο, ηα κέιε ησλ κειψλ ηνπο θ.ν.θ. είλαη φια δηαηα-

θηηθά νξίζηκα ζχλνια (ordinal definable) – δειαδή κπνξνχλ λα νξηζηνχλ απφ κηα πεπεξαζκέλε ζπιιν-

γή δηαηαθηηθψλ αξηζκψλ (γηα θάπνηo ηχπν θ θαη θάπνηνπο δηαηαθηηθνχο α0, α1, …,αn, ην ζχλνιν x είλαη 

ην κνλαδηθφ ζχλνιν ηέηνην ψζηε λα ηζρχεη ν θ(x, α0, α1, …,αn)). Σν HOD είλαη ε ζπιινγή φισλ ησλ 

hereditarily ordinal definable ζπλφισλ. 
294 MADDY 1997, ζ. 131. 
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αμηψκαηα κε ζθνπφ λα επεθηείλνπκε ην ππάξρνλ ζχζηεκα θα ηηο ζπλέπεηεο ηνπ, ρσξίο 

λα απνθιείζνπκε θιάδνπο ησλ καζεκαηηθψλ πνπ κέρξη ηψξα δηέπνληαλ απφ ην ZFC. 

Βέβαηα, φπσο ζεκεηψλεη ε Maddy, ηίζεηαη έλα δήηεκα: «Ση γίλεηαη αλ δελ κπνξνχκε 

λα εμππεξεηήζνπκε θαη ηνπο δχν ζηφρνπο ηαπηφρξνλα;» Ζ κεγηζηνπνίεζε ηθαλνπνηεί-

ηαη εάλ δεκηνπξγήζνπκε δηαθνξεηηθέο ζεσξίεο ζπλφισλ ζηηο νπνίεο λα απνδερφκαζηε 

θάπνην δηαθνξεηηθφ αμίσκα. Γηα παξάδεηγκα, κπνξνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε κηα ζε-

σξία ζπλφισλ κε ZFC+(V=L) θαη κηα κε ZFC+MC. Με απηφ ηνλ ηξφπν, απνθεχγνπ-

κε λα επηιέμνπκε κεηαμχ ησλ ππνςήθησλ λέσλ αμησκάησλ. Απιψο ρξεζηκνπνηνχκε 

θάζε θνξά ηε ζεσξία πνπ καο ζπκθέξεη.
295

 Απηέο νη ζεσξίεο, φκσο, δελ κπνξνχλ λα 

αιεζεχνπλ ηαπηφρξνλα. Δπνκέλσο, εάλ ην δεη θαλείο απφ ηε ζθνπηά ηνπ ξεαιηζηή, 

κηα ηέηνηα ζηάζε είλαη αλνχζηα. Απφ ηελ πιεπξά ηνπ λαηνπξαιηζηή, φκσο, δελ ππάξ-

ρεη ελ γέλεη θάηη ην πξνβιεκαηηθφ ζε κηα ηέηνηα αληηκεηψπηζε. Σν πξφβιεκα εκθαλί-

δεηαη ζε ζρέζε κε ηελ ηάζε ηεο ελνπνίεζεο. Δάλ επηιέμνπκε λα δεκηνπξγήζνπκε δηα-

θνξεηηθέο-αληηθξνπφκελεο ζεσξίεο ζπλφισλ, νπζηαζηηθά εγθαηαιείπνπκε ηνλ ζηφρν 

ηεο ελνπνίεζεο. Μηα εληαία καζεκαηηθή ζεσξία δελ κπνξεί λα πεξηέρεη αληηθξνπφκε-

λεο ππνζεσξίεο. Χο εθ ηνχηνπ, εδψ εκθαλίδεηαη έλα δίιεκκα: πνηα ηάζε πηζηεχνπκε 

πσο είλαη ζεκαληηθφηεξε;
296

  

Γηα έλαλ ξεαιηζηή, ε απφθαζε είλαη εχθνιε. Ζ κεγηζηνπνηεηηθή ηάζε, φπσο εθ-

θξάζηεθε πην πάλσ, έξρεηαη ζε πιήξε αληίζεζε κε ην βαζηθφηεξν ζηνηρείν ηεο ζθέ-

ςεο ηνπ: ηελ χπαξμε ελφο αληηθεηκεληθνχ καζεκαηηθνχ θφζκνπ, ζηνλ νπνίν νη καζε-

καηηθέο πξνηάζεηο έρνπλ ζπγθεθξηκέλεο θαη ζηαζεξέο αιεζνηηκέο. ΢πλεπψο, γηα ηνλ 

ξεαιηζηή πξψην ξφιν έρεη ε ελνπνίεζε. Πξηλ αθφκα εμεηάζνπκε απφ θνληά ην θάζε 

αμίσκα, έρνπκε ήδε θάλεη ηελ επηινγή καο. Με δεδνκέλε απηήλ, πξέπεη πξνζεθηηθά 

λα επηιέμνπκε ηα θαηλνχξγηα αμηψκαηα, πξνθεηκέλνπ λα έρνπκε φζν ην δπλαηφλ πε-

ξηζζφηεξα θαη πην γφληκα απνηειέζκαηα. Έλα δπζάξεζην ρξένο πνπ έρεη ν ξεαιηζηήο 

είλαη πσο πξέπεη λα δηθαηνινγήζεη ηελ επηινγή ελφο αμηψκαηνο, φζνλ αθνξά ζηνπο 

ιφγνπο πνπ ηνλ θάλνπλ λα πηζηεχεη πσο απηφ ην αμίσκα είλαη αληηθεηκεληθά αιεζέο.  

Ο λαηνπξαιηζηήο είλαη ειεχζεξνο λα επηιέμεη αλάκεζα ζηηο δχν ηάζεηο απηή πνπ ν 

ίδηνο ζεσξεί πην ζεκαληηθή. Αλ επηιέμεη ηελ ελνπνηήζε, θηάλεη ζε κηα παξφκνηα α-

ληηκεηψπηζε κε ηνλ ξεαιηζηή, κε ηε δηαθνξά πσο δελ ρξεηάδεηαη λα ινγνδνηήζεη ζρε-

ηηθά κε ηελ αιήζεηα ή φρη ηνπ αμηψκαηνο πνπ επηιέγεη. Πην ηαηξηαζηή ζηε λαηνπξαιη-

ζηηθή ζεψξεζε, φκσο, είλαη ε κεγηζηνπνηεηηθή ηάζε, ε νπνία πξνζθέξεη κεγαιχηεξε 

ειεπζεξία επηινγψλ. Ο λαηνπξαιηζηήο πνπ επηιέγεη λα επηδηψμεη ηε κεγηζηνπνίεζε 

ηεο καζεκαηηθήο ζεσξίαο είλαη ζε ζέζε λα αλαπηχμεη δηαθνξεηηθά κνληέια ηεο ζεσ-

ξίαο ζπλφισλ πξνθεηκέλνπ λα εμππεξεηήζεη ζε θάζε πεξίπησζε ηνλ εθάζηνηε ζηφρν. 

Καζψο δελ ελδηαθέξεηαη ηδηαίηεξα γηα ηελ «αληηθεηκεληθή αιήζεηα» ησλ πξνηάζεσλ, 

θαιείηαη λα θάλεη ηελ εμήο επηινγή: έρνληαο απνθαζίζεη πνην είλαη ην πην κεγηζην-

πνηεηηθφ αμίσκα (π.ρ., ην «ππάξρεη 0
#
» ) θαιείηαη λα επηιέμεη αλ ζα δεκηνπξγήζεη κηα 

                                                             
295 Ό.π., ζ. 211. 
296 Σν δήηεκα απηφ θαίλεηαη πσο ππάξρεη ζηηο ζθέςεηο ησλ καζεκαηηθψλ απφ δηάθνξεο παξαηεξή-

ζεηο. Γηα παξάδεηγκα, αλ ε ελνπνίεζε δελ ήηαλ ηφζν ζεκαληηθφο ζηφρνο, νη καζεκαηηθνί ζα ηε ζπζία-

δαλ ρσξίο δεχηεξε ζθέςε, θηηάρλνληαο δπν ζεσξίεο ζπλφισλ: κηα ζηελ νπνία ε ππφζεζε ηνπ ζπλερνχο 

ζα ίζρπε θαη κηα ζηελ νπνία δελ ζα ίζρπε. Βι. ό.π., ζ. 209. 
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δεχηεξε ζεσξία ζπλφισλ ε νπνία ζα πεξηέρεη έλα άιιν (π.ρ., ην V=L). Δάλ ην απν-

θαζίζεη, ζπζηάδεη ηε δπλαηφηεηα ελνπνίεζεο, ράξηλ ησλ ζπλεπεηψλ ηνπ αμηψκαηνο. 

Αιιηψο, ζα πξέπεη λα απνξξίςεη ην V=L σο φρη αξθεηά πινχζην. Δπνκέλσο, γηα ηνλ 

λαηνπξαιηζηή, γίλεηαη πξψηα ε επηινγή ηνπ πην «ηζρπξνχ» αμηψκαηνο θαη κεηά ε επη-

ινγή κεηαμχ ηεο κεγηζηνπνηεηηθήο θαη ηεο ελνπνηεηηθήο ηάζεο. 

Ση ζηάζε, ινηπφλ, κπνξνχκε λα θξαηήζνπκε απέλαληη ζηελ ζεκειίσζε ησλ καζε-

καηηθψλ γεληθά θαη ζηα ππνςήθηα λέα αμηψκαηα ηεο ζεσξίαο ζπλφισλ πην ζπγθεθξη-

κέλα; Ο ξεαιηζκφο έρεη ην πξνζφλ πσο θαίλεηαη λα θαζνδεγεί ηε ζθέςε πνιιψλ κα-

ζεκαηηθψλ: έρνπλ ηελ αίζζεζε πσο δελ κπνξνχλ λα πξνρσξήζνπλ «φπσο ζέινπλ» – 

ππάξρνπλ θάπνηνη εμσηεξηθνί πξνο απηνχο πεξηνξηζκνί, βαζηά ξηδσκέλνη ζηελ ίδηα ηε 

θχζε ησλ καζεκαηηθψλ αληηθεηκέλσλ. ΢ηελ πξνζπάζεηά ηνπο, φκσο, λα ηνπο αλαθα-

ιχςνπλ (φηαλ, δειαδή, θάλνπλ καζεκαηηθά), δηαηππψλνπλ δηάθνξεο ζεσξίεο, νη ν-

πνίεο παξακέλνπλ ζε ρξήζε ή εγθαηαιείπνληαη, θαηά θχξην ιφγν, κε βάζε ηελ επηηπ-

ρία ηνπο, πνπ θξίλεηαη κε αλαθνξά ζηνλ πινχην ησλ ζπλεπεηψλ ηνπο γηα ηα ίδηα ηα 

καζεκαηηθά ή αθφκε θαη ζηε δπλαηφηεηά ηνπο λα πεξηγξάςνπλ θαη λα «εμεγήζνπλ» 

θπζηθά θαηλφκελα. Δπνκέλσο, κνινλφηη ν «κέζνο καζεκαηηθφο» δηέπεηαη απν κηα ξε-

αιηζηηθή αληίιεςε γηα ηα ίδηα ηα καζεκαηηθά, ζηελ επηινγή ησλ εξγαιείσλ ηνπ ζπ-

κπεξηθέξεηαη κε λαηνπξαιηζηηθή λννηξνπία.  

Ζ Maddy, εμεηάδνληαο ηα ηζηνξηθά παξαδείγκαηα ησλ Euler θαη Riemann ζρεηηθά 

κε ηνλ νξηζκφ ησλ ζπλαξηήζεσλ θαη ηνπ Zermelo ζρεηηθά κε ηελ απφδεημε ηνπ ζεσ-

ξήκαηνο θαιήο δηάηαμεο, παξαηεξεί πσο, ρσξίο λα ην γλσξίδνπλ, πηνζέηεζαλ κηα λα-

ηνπξαιηζηηθή πξνζέγγηζε: δηαρψξηζαλ ηνπο βαζηθνχο καζεκαηηθνχο ζηφρνπο απφ ηηο 

κεζφδνπο πνπ είραλ ρξεζηκνπνηεζεί θαη πξφηεηλαλ κηα έμνδν απφ ηελ θξίζε κε άμνλα 

ηελ επίηεπμε απηψλ ησλ ζηφρσλ. Καη ζηηο ηξεηο απηέο πεξηπηψζεηο, ν ζθνπφο ήηαλ ε 

νηθνδφκεζε κηαο ζεσξίαο, πινχζηαο ζε απνηειέζκαηα θαη φρη πεξηνξηζηηθήο σο πξνο 

ηηο δπλαηφηεηεο ησλ καζεκαηηθψλ νληνηήησλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη. Δάλ, ινηπφλ, ν 

ζηφρνο καο είλαη ε ελνπνίεζε φισλ ησλ καζεκαηηθψλ θαη ε ζεκειίσζή ηνπο γχξσ 

απφ έλαλ θεληξηθφ ππξήλα, θαζψο θαη ν φζν ην δπλαηφλ κεγαιχηεξνο εκπινπηηζκφο 

ηνπο, ν ππξήλαο απηφο ζα είλαη ε ζεσξία ζπλφισλ θαη ε θηινζνθία καο ζα πξέπεη λα 

θηλεζεί πξνο απηέο ηηο θαηεπζχλζεηο.
297

 Μπνξνχκε λα αληηιεθζνχκε πσο απηφο είλαη 

πξαγκαηηθά ν ζηφρνο ησλ ζπλνινζεσξεηηθψλ απφ ην απιφ γεγνλφο πσο είλαη ε κφλε 

πηζαλή εμήγεζε γηα ην κεγάιν ελδηαθέξνλ ηνπο λα απαληήζνπλ ζηα εξσηήκαηα ηεο 

ππφζεζεο ηνπ ζπλερνχο ή ηεο πεξηγξαθηθήο ζεσξίαο ζπλφισλ θαη γηα ηηο δηαξθείο 

πξνζπάζεηεο λα επηιέμνπλ κεηαμχ ησλ ελαιιαθηηθψλ ππνςήθησλ λέσλ αμησκάησλ.  

Απηή ε κίμε ξεαιηζηηθήο θαη λαηνπξαιηζηηθήο ζεψξεζεο ησλ πξαγκάησλ θαίλεηαη 

λα είλαη πξνβιεκαηηθή εθ πξψηεο φςεσο. Απφ ηελ άιιε, φκσο, πψο ζα κπνξνχζε λα 

θηλεζεί ξεαιηζηηθά ν καζεκαηηθφο ζηελ πξαθηηθή ηνπ; Πνηα ζα ήηαλ ε απζεληία πνπ 

ζα ηνλ δηαβεβαίσλε πσο νη ζεσξίεο ηνπ πξάγκαηη αληηθαηνπηξίδνπλ ηε καζεκαηηθή 

ηάμε πξαγκάησλ; Ζ κφλε εχινγε δηέμνδνο είλαη ε πηνζέηεζε κηαο λαηνπξαιηζηηθήο 

ζηάζεο απέλαληη ζηελ καζεκαηηθή πξαγκαηηθφηεηα. Απηή εθθξάδεηαη σο εμήο: Σα 

καζεκαηηθά είλαη κφλα απηά ππεχζπλα θαη ηθαλά λα απαληήζνπλ ζηα δηάθνξα καζε-

καηηθά εξσηήκαηα. 
                                                             

297 Ό.π., ζ. 208. 
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4.  ΢ Τ Ν Ο Φ Ζ - ΢ Τ Μ Π Δ Ρ Α ΢ Μ Α Σ Α 
 

 

 

΢ΣΗΑΕΟΝΣΑ΢ ΢ΣΟ ΑΝΣΗΚΔΗΜΔΝΟ ηνπ ηξίηνπ θεθαιαίνπ, πνπ θπξίσο ζπγθεληξψλεη 

ην εξεπλεηηθφ ελδηαθέξνλ ηεο παξνχζαο εξγαζίαο, κε βάζε φζα έρνπκε πεη κέρξη 

ηψξα, ζα κπνξνχζακε λα ρσξίζνπκε ηε κειέηε ελφο ππνςήθηνπ αμηψκαηνο ζε ηξία 

κέξε: (1) ηερληθά ζηνηρεία, (2) θηινζνθηθή θξηηηθή θαη (3) ζχγθξηζε. 

΢ε πξψηε θάζε, εμεηάδνληαη ηα αληηθεηκεληθά ηνπ καζεκαηηθά ραξαθηεξηζηηθά. 

Σν πην ζεκαληηθφ είλαη ε αζθάιεηα. δειαδή, λα κελ είλαη αζπλεπέο κε ηα αμηψκαηα 

ηνπ ZFC. Καηά πξνηίκεζε, έλα ππνςήθην αμίσκα Α πξέπεη λα είλαη ζρεηηθά ζπλεπέο 

κε ην ππάξρνλ ζχζηεκα: αλ ην ZFC είλαη ζπλεπέο, ηφηε θαη ην ZFC+A λα είλαη επίζεο 

ζπλεπέο. Αθνχ πεξάζνπλ απφ απηφ ην «μεζθαξηάξηζκα», ηα αμηψκαηα θξίλνληαη ζρε-

ηηθά κε ηελ επηηπρία ηνπο λα απαληήζνπλ ζηα ππάξρνληα αλνηρηά εξσηήκαηα. Απα-

ξαίηεην ζηνηρείν γη‘ απηφ είλαη ε αλεμαξηεζία ηνπ ππνςήθηνπ αμηψκαηνο απφ ην ZFC 

(αλ ην λέν αμίσκα κπνξεχζε λα πξνθχςεη απφ ην ZFC θαη απηφ κε ηε ζεηξά ηνπ απε-

δείθλπε έλα απφ ηα αλαπάληεηα εξσηήκαηα, απηφ ζα ζήκαηλε πσο ηειηθά ην ZFC 

κπνξνχζε λα απνδείμεη ην εξψηεκα εμαξρήο). Σέινο, ε γεληθφηεηα ηεο δηαηχπσζήο 

ηνπ ππνςήθηνπ είλαη έλαο παξάγνληαο ν νπνίνο ιακβάλεηαη αξθεηά ππφςηλ. Σα ηερλη-

θά ζηνηρεία ησλ αμησκάησλ έρνπλ θαζαξά καζεκαηηθή ππφζηαζε θαη δελ επεξεάδν-

ληαη απφ ηε θηινζνθηθή ζεψξεζε ηνπ θάζε καζεκαηηθνχ. 

Σν δεχηεξν ζηάδην ζπλίζηαηαη ζην λα ππνβάιινπκε θάζε ππνςήθην αμίσκα ζε θη-

ινζνθηθή απνηίκεζε. Πξσηίζησο: ππάξρνπλ ελδνγελή ζηνηρεία ηνπ αμηψκαηνο πνπ λα 

καο σζνχλ λα πηζηέςνπκε ζηελ αιήζεηα ηνπ; Γηα θάπνηνλ ξεαιηζηή απηφ είλαη έλα 

πνιχ ζεκαληηθφ δήηεκα. Γελ έρεη λφεκα λα κηιάκε γηα έλα ππνςήθην αμίσκα εάλ δελ 

έρνπκε ζνβαξνχο ιφγνπο λα πηζηεχνπκε πσο είλαη αιεζέο ζην αληηθεηκεληθφ καζεκα-

ηηθφ ζχκπαλ. Γηα ηνλ λαηνπξαιηζηή, ην εξψηεκα ηεο «ελδνγελνχο αιήζεηαο» δελ έρεη 

ηδηαίηεξν λφεκα λα δηαηππσζεί. ΢εκαζία έρνπλ θαηαξρήλ κφλν ηα εμσγελή επηρεηξή-

καηα: πνηέο είλαη νη πηζαλέο ζπλέπεηέο ηνπ εθάζηνηε αμηψκαηνο γηα ηε καζεκαηηθή 

πξαθηηθή; ΢ε απηφ ην θνκκάηη αλήθεη θαη ην εξψηεκα ηνπ θαηά πφζνλ έλα αμίσκα 

κπνξεί λα απνδεηρζεί πεξηνξηζηηθφ γηα ηα καζεκαηηθά ζην κέιινλ. 

Αθνχ θαηαζηνχλ ζαθή απηά ηα επηρεηξήκαηα γηα ην θάζε αμίσκα μερσξηζηά, ζα 

πξέπεη λα πξνρσξήζνπκε ζε κηα ζπγθξηηηθή κειέηε ησλ ππνςήθησλ αμησκάησλ. ΢ε 

απηφ ην ζηάδην ηίζεληαη δχν δεηήκαηα: ε ζπκβαηφηεηα ησλ ππνςήθησλ αμησκάησλ 

κεηαμχ ηνπο θαη ην πνηνο δπλαηφο ζπλδπαζκφο έρεη ηα πην πινχζηα απνηειέζκαηα. 

Καη εδψ ππάξρεη δηάζηαζε ζηηο απφςεηο κεηαμχ ξεαιηζηή θαη λαηνπξαιηζηή. Αθφκα 

θη αλ θαηαιήγνπλ ζην ίδην ζπκπέξαζκα ζρεηηθά κε ηελ απνδνρή ή ηελ απφξξηςε ελφο 

αμηψκαηνο, θηάλνπλ ζε απηφ κέζα απφ δηαθνξεηηθέο δηαδξνκέο. Ο ξεαιηζηήο ζεσξεί 

πσο κηα ζπλέπεηα είλαη ζεηηθή αλ αληαλαθιά κε αθξίβεηα θάπνην θνκκάηη ηνπ καζε-

καηηθνχ θφζκνπ. ΢ηελ πεξίπησζε ηνπ αμηψκαηνο ηεο θαηαζθεπαζηκφηεηαο, ν ξεαιη-

ζηήο ζεσξεί σο αξλεηηθφ ζηνηρείν ην γεγνλφο πσο ην V = L επαιεζεχεη ηελ ππφζεζε 

ηνπ ζπλερνχο (εθφζνλ ζεσξεί ςεπδή ηελ ππφζεζε απηή γηα ην καζεκαηηθφ ζχκπαλ). 

Ε 
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Γηα ηνλ λαηνπξαιηζηή ην πξφβιεκα έρεη λα θάλεη κε ηηο αξλεηηθέο ηνπ ζπλέπεηεο. 

΋πσο είδακε, ε απνδνρή ηνπ αμηψκαηνο ηεο θαηαζθεπαζηκφηεηαο ζπλεπάγεηαη ηελ 

απφξξηςε ησλ αμησκάησλ ησλ κεγάισλ πιεζηθψλ αξηζκψλ θαη ησλ αμησκάησλ θαζν-

ξηζηκφηεηαο, ηα νπνία έρνπλ πνιχ επηζπκεηέο ζπλέπεηεο θαη ηα νπνία είλαη ζπκβαηά 

κεηαμχ ηνπο. Θα κπνξνχζακε λα πνχκε πσο, θαζαξά πνζνηηθά, ν λαηνπξαιηζηήο επη-

ιέγεη λα απνξξίςεη ην V=L, θαζφηη παξάγεη «ιηγφηεξα» καζεκαηηθά. ΢ηε ζέζε ηνπ, 

θάιιηζηα κπνξεί λα επηιέμεη ην V=HOD, επεηδή δελ ζπγθξνχεηαη κε ηα ππφινηπα. 

 

—————— 
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