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Ππόλογορ  

 
 Η εξγαζία απηή απνηειεί δηπιωκαηηθή εξγαζία γηα ηελ απόθηεζε ηνπ 

κεηαπηπρηαθνύ δηπιώκαηνο ζηηο ‘Δθαξκνζκέλεο Μαζεκαηηθέο Δπηζηήκεο’. Βαζηθό 
αληηθείκελν κειέηεο ηεο είλαη ε ιύζε κε γξακκηθώλ ειιεηπηηθώλ πξνβιεκάηωλ 

ζπλνξηαθώλ ηηκώλ κεξηθώλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεωλ (ΜΓΔ) 2εο ηάμεο. 
 

 Η εμίζωζε ζηελ νπνία επηθεληξωλόκαζηε είλαη   

pΔ u λf(x,u)  (1) 

όπνπ Δp είλαη ν κε γξακκηθόο ηειεζηήο p-Laplace, πνπ ζα νξίζνπκε παξαθάηω, 

λ ,   nx Ω , u ε άγλωζηε ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία ηζρύεη κία ζπλνξηαθή 
ζπλζήθε όπωο  u 0, γιαx Ω . 

 Υπάξρνπλ δύν θπξίωο κέζνδνη κε ηε βνήζεηα ηωλ νπνίωλ κπνξνύκε λα 

κειεηήζνπκε ην δεδνκέλν πξόβιεκα θαζώο θαη άιια πξνβιήκαηα ηέηνηνπ είδνπο :  
ε Θεωρία Morse θαη νη Μεηαβολικές Μέθοδοι. Οη Μεηαβνιηθέο Μέζνδνη θάλνπλ  

ρξήζε ηωλ ηνπνινγηθώλ ηδηνηήηωλ ηωλ αληίζηνηρωλ ρώξωλ ζπλαξηήζεωλ θαη είλαη 
απηέο κε ηηο νπνίεο ζηελ παξνύζα εξγαζία ζα αζρνιεζνύκε. Πην ζπγθεθξηκέλα, ζα 

κειεηήζνπκε κία Minmax κέζνδν ε νπνία βαζίδεηαη ζην Θεώρημα Ορεινής Διάβαζης 

(Mountain Pass Theorem) πνπ εηζήγαγαλ νη Ambrosetti-Rabinowitz ην 1973. Τν 
ζεώξεκα εμαζθαιίδεη ιύζε γηα έλα πξόβιεκα ζπλνξηαθώλ ηηκώλ, θάηω όκωο από 

πξνϋπνζέζεηο γηα ηελ ζπλάξηεζε f , νη νπνίεο έρνπλ λα θάλνπλ κε ηελ ηθαλνπνίεζε 
απαηηήζεωλ ώζηε λα εμαζθαιίδεηαη ε ιεγόκελε "Γεωκεηξία Mountain Pass" θαζώο 

θαη ζπγθεθξηκέλεο ηνπνινγηθέο ηδηόηεηεο όπωο ζπκπάγεηα γηα ζύλνια πνπ 
πξνθύπηνπλ από ην πξόβιεκα. 

 
 Γηα λα αλαρζεί ην πξόβιεκα (1) ζην Θεώξεκα Mountain Pass, ε f  πξέπεη λα 

ηθαλνπνηεί θάπνηεο ζπλζήθεο, ζπλήζωο απμεηηθέο, πρ    
q

1 2f x,s α  α s  ώζηε λα 

ηθαλνπνηείηαη ε αληίζηνηρε γεωκεηξία ηνπ ζεωξήκαηνο. Η εμαζθάιηζε ηεο 

ζπκπάγεηαο,  απαίηεζε από ηνπο ηνπο Ambrosetti-Rabinovitz ηελ εηζαγωγή ηεο 
επόκελεο ζπλζήθεο  

 

    0 μF x,s sf x,s  (AR) 

 

γηα ζηαζεξέο μ 2 , r 0  θαη s r , x Ω. Η ζπλζήθε (AR) είλαη κάιινλ απζηεξή, 

ππό ηελ έλλνηα όηη εμαηξεί αξθεηά πξνβιήκαηα από ην λα αλαρζνύλ ζην Θεώξεκα 

Mountain Pass θαη λα απνδεηρζεί ε ύπαξμε ιύζεο ηνπο. 
  

Πνιινί κειεηεηέο έρνπλ πξνζπαζήζεη λα ακβιύλνπλ ή θαη λα θαηαξγήζνπλ 
ηειείωο ηελ (AR) εηζάγνληαο ιηγόηεξν απζηεξέο ζπλζήθεο γηα ηελ f , μεθηλώληαο 

από ηνπο Costa-Magalhães ην 1994 [CM]1, Chen-Shen ην 2003 [CS], Li-Zhou ην 

2002 [LZ]2, Liu 2001 [L]1, Willem-Zou 2003 [WZ], Schechter-Zou 2004 [SZ], 
Miyagaki-Souto 2008 [MS], Itturiaga-Lorca-Ubilla 2009 [ILU], Liu 2010 [L], Alves-

Souto-Soares 2011 [ASS] θ.ά. Τν πιήζνο ηωλ επίπνλωλ πξνζπαζεηώλ πνπ έρεη 
ζπληειεζηεί όιν απηό ην δηάζηεκα ππνδεηθλύεη ηελ αλαγθαηόηεηα γηα ηελ επίιπζε 

πξνβιεκάηωλ ΜΓΔ, πξνεξρόκελε από ηελ επξύηεηα ηωλ εθαξκνγώλ ηωλ ΜΓΔ ζηηο 
εθαξκνζκέλεο επηζηήκεο, ηελ εξγαιεηαθή ηζρύ ηωλ κεηαβνιηθώλ κεζόδωλ, αιιά θαη 

ηέινο ηελ δπζθνιία πνπ ππάξρεη ζην όιν εγρείξεκα. 
 

 Τν 1ν Κεθάιαην είλαη εηζαγωγηθό θαη δίλνληαη απαξαίηεηα ζηνηρεία ζεωξίαο, 

θπξίωο όζνλ αθνξά ζηνπο ρώξνπο Sobolev νη νπνίνη είλαη νη ρώξνη ζηνπο νπνίνπο 
βξίζθνληαη νη ιύζεηο καο. 



 Τν 2ν Κεθάιαην είλαη κία εηζαγωγή ζηηο κεηαβνιηθέο κεζόδνπο κε εθαξκνγέο  

ζε γξακκηθά θαη εκηγξακκηθά πξνβιήκαηα. 
 Σην 3ν Κεθάιαην γίλεηαη ε αλάπηπμε ηνπ Θεωξήκαηνο Mountain Pass θαη ε 

εθαξκνγή ηνπ ζε κε γξακκηθά πξνβιήκαηα ΜΓΔ, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ζπλζήθε 
(ΑR). 

 Σην 4ν Κεθάιαην γίλεηαη αλαθνξά ζηηο πξνζπάζεηεο πνπ έρνπλ γίλεη από 
κειεηεηέο πξνθεηκέλνπ λα αξζεί ε ζπλζήθε AR. Λεπηνκεξήο αλαθνξά γίλεηαη ζε δύν 

αξθεηά πξόζθαηεο κειέηεο (Μiyagaki-Souto 2008  θαη Li-Yang 2010) πνπ θαίλεηαη 
όηη πξνρωξνύλ αξθεηά ζε απηόλ ηνλ ηνκέα. 

 

Θα ήζεια λα επραξηζηήζω ηελ Τξηκειή Δμεηαζηηθή Δπηηξνπή θαη ηδηαηηέξωο ηνλ 
Δπηβιεπνληα Καζεγεηή  θν Γηαλλαθάθε γηα ηελ βνήζεηα, ηηο ζπκβνπιέο θαη ηελ 

ακέξηζηε ζπκπαξάζηαζε πνπ κνπ παξείρε ζε όιε ηελ πνξεία ηεο εθπόλεζεο απηήο 
ηεο εξγαζίαο. 

 
Αληώληνο Π. Τζάθαινο 

Μάξηηνο 2012 
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Kεφάλαιο 1  - ΜΔΕ    1-1 

 

Κεθάλαιο 1   

  ε απηό ην θεθάιαην δίλνληαη βαζηθνί νξηζκνί θαη ζεσξεηηθά ζηνηρεία 

πνπ είλαη απαξαίηεηα γηα ηε ιύζε ησλ κεξηθώλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ. Γηα 
πεξηζζόηεξεο ιεπηνκέξεηεο ν αλαγλώζηεο κπνξεί λα αλαηξέμεη ζηα [E], [W], 

[SM], [R].  

 

 

1.1 Μεξηθέο Γηαθνξηθέο Δμηζώζεηο  

 1.1.1 Οπιζμόρ Μεξηθή δηαθνξηθή εμίζωζε (ΜΓΔ) είλαη κία εμίζωζε πνπ  
ζπζρεηίδεη κία άγλωζηε ζπλάξηεζε δύν ή πεξηζζνηέξωλ κεηαβιεηώλ θαη 

θάπνηεο από ηηο κεξηθέο παξαγώγνπο ηεο. 
 

 

 Γηα λα δώζνπκε κία κνξθή ηεο εμίζσζεο, ρξεηαδόκαζηε ηνπο επόκελνπο 
ζπκβνιηζκνύο. 

  

 Έλα δηάλπζκα  1 2 nα  α ,α , ,α  κε iα  , n , ιέγεηαη 

πνιπδείθηεο ηάμεο 

n

i

i 1

α α



 . Αλ α πνιπδείθηεο, ηόηε  

1 n

|α|
α

α α

1 n

u
D u

x ... x



 

 

Αλ k , ηόηε  k αD u D u, α k   

Γηαk 1 ,  
1 2 nx x xDu u u ,u ,...,u   , είλαη ην gradient δηάλπζκα. 

Γηαk 2 , 

2 2

1 1 1 n

2

2 2

n 1 n n

u u
...

x x x x

. .
D u

. .

u u
...

x x x x

  
 
    

 
 
 
 

  
     

 είλαη ν Δζζηαλόο πίλαθαο. 

Η Laplacian ηεο u νξίδεηαη σο  
i i

n

2
x x

i 1

Γu tr D u u



  . 

Μεξηθή Γηαθνξηθή Δμίζσζε k-ηάμεο είλαη κία εμίζσζε ηεο κνξθήο 

 

 

 
       k k 1G D u x ,D u x ,...,Du x ,u x ,x 0     

ή 

Lu 0  

1.1.2  

 όπνπ L ν αληίζηνηρνο ηειεζηήο θαη u:  Ω , nΩ   ε άγλσζηε ζπλάξηεζε. 

Οη πιένλ ζπλήζεηο πεξηπηώζεηο ζηηο νπνίεο πξέπεη λα εληνπηζηεί κία ιύζε u γηα 

ηε ΜΓΔ, είλαη ε u λα ηθαλνπνηεί θάπνηα ζπλνξηαθή ζπλζήθε είηε γηα ηελ ίδηα 
(πξόβιεκα Dirichlet)  

 

Lu 0, u Ω

u g, u Ω

 


 
 

είηε γηα θάπνηα παξάγσγό ηεο (πξόβιεκα Neumann). 
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1x

Lu 0, u Ω

u g, u Ω

 


 
 

ηε παξνύζα εξγαζία ζα αζρνιεζνύκε κόλν κε πξνβιήκαηα Dirichlet. 
 

1.2 Σαμηλόκεζε ΜΓΔ  

 Η εμίζσζε 1.1.2 ηαμηλνκείηαη ζε θαηεγνξίεο αλάινγα κε ηε γξακκηθόηεηα ηνπ 
αληίζηνηρνπ ηειεζηή σο πξνο ηηο παξαγώγνπο κεγαιύηεξσλ ηάμεσλ. Θα 

ιέγεηαη : 
 

 I) γπαμμική αλ έρεη ηε κνξθή  

      α
α

α k

A x D u x f x



  

γηα δεδνκέλεο ζπλαξηήζεηο Αα, f  ηνπ x Ω . 
 

Παξαδείγκαηα γξακκηθώλ εμηζώζεσλ είλαη : 
i) Δμίζσζε Laplace     Γu  0  

ii) Δμίζσζε ζεξκόηεηαο    tu –  Γu  0  

iii) Κπκαηηθή εμίζσζε     ttu –  Γu  0  

iv) Δμίζσζε ηδηνηηκώλ ή Helmholtz  Γu  ιu   

v) Δμίζσζε κεηαθνξάο    
i

n

i
t x

i 1

u c u 0



   

vi) Δμίζσζε  Schrodinger  tiu Γu 0    

  

 II) μη γπαμμική αλ ε εμάξηεζε από ηηο παξαγώγνπο ηεο κέγηζηεο 
ηάμεο είλαη κε γξακκηθή. ηηο κε γξακκηθέο ΜΓΔ ππάξρνπλ θάπνηεο θαηεγνξίεο 

πνπ έρνπλ κία κνξθή γξακκηθόηεηαο, θαη είλαη : 
  νη ημιγπαμμικέρ, κε ηε κνξθή 

         α k 1
α 0

α k

A x D u A D u ,...,D u ,u,x 0



   

  νη ζσεδόν γπαμμικέρ κε ηε κνξθή  

           k 1 α k 1
α 0

α k

A D u ,...,D u ,u,x D u A D u ,...,D u ,u,x 0 



   

 

Με γξακκηθέο εμηζώζεηο είλαη : 

i) Δμίζσζε p-Laplace  p 2
div Du Du 0


  

ii) Με γξακκηθή εμίζσζε Poisson  Γu f u   

iii) Με γξακκηθή θπκαηηθή εμίζσζε  ttu –  Γu f u  

iv) Δμίζσζε Korteweg-de Vries t x xxxu uu u 0    θιπ 
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1.3 Πξνβιήκαηα θαιά ηνπνζεηεκέλα, θιαζζηθή θαη αζζελήο 
 ιύζε. 

 

 Ο ζηόρνο είλαη λα ιπζνύλ ΜΓΔ δηαθόξσλ ηύπσλ. Όπσο είλαη θαλεξό, 
απηό δελ είλαη κία θαζόινπ εύθνιε δηαδηθαζία θαη νύηε ππάξρεη γεληθή 

κέζνδνο ιύζεο. Η εξώηεζε κάιηζηα πνπ ηίζεηαη άκεζα είλαη ηη ελλννύκε όηαλ 

αλαθεξόκαζηε ζηε ιύζε κίαο ΜΓΔ θαη γηα λα απαληήζνπκε ζα πξέπεη 
πξνεγνπκέλσο λα νξίζνπκε ηη είλαη έλα ζσζηά ηνπνζεηεκέλν πξόβιεκα ΜΓΔ. 

Έλα πξόβιεκα ΜΓΔ είλαη ζσζηά ηνπνζεηεκέλν αλ: 
 α) ππάξρεη κία ιύζε, 

 β) ε ιύζε είλαη κνλαδηθή θαη  
 γ) ε ιύζε εμαξηάηαη θαηά ζπλερή ηξόπν από ηα δεδνκέλα ηνπ 

πξνβιήκαηνο. 
 Πνιιέο θνξέο θαη ιόγσ ηνπ όηη ε „πεγή‟ ησλ ΜΓΔ είλαη θπζηθέο 

εθαξκνγέο, ε κνλαδηθόηεηα ηεο ιύζεο κπνξεί λα κελ είλαη απαξαίηεηε, ε 

ζπλερήο όκσο εμάξηεζε ηεο ιύζεο από ηα δεδνκέλα είλαη ζρεδόλ πάληνηε. Μία 
ηδαληθή θαηάζηαζε επίζεο γηα ηελ ιύζε ηεο ΜΓΔ ζα ήηαλ λα είλαη αλαιπηηθή ή 

ηνπιάρηζηνλ απείξσο παξαγσγίζηκε. Μία ηέηνηα απαίηεζε όκσο ζα εμαηξνύζε 
έλα κεγάιν πιήζνο πηζαλώλ ιύζεσλ, θαη ζα ζηέλεπε θαηά πνιύ ηα πεξηζώξηα 

έξεπλαο. Ολνκάδνπκε ινηπόλ   
 Κλαζζική (ιζσςπή) λύζη κίαο Μεξηθήο Γηαθνξηθήο Δμίζωζεο k-

ηάμεο, κία ζπλάξηεζε u πνπ ηελ επαιεζεύεη θαη είλαη k θοπέρ ζςνεσώρ 
παπαγωγίζιμη (ιεία ή νκαιή).  

 ηελ πξαγκαηηθόηεηα όκσο θιαζζηθέο ιύζεηο, γηα ηηο πεξηζζόηεξεο ΜΓΔ 

εθηόο από ζπγθεθξηκέλεο  γξακκηθέο πεξηπηώζεηο όπσο ε Laplace, είλαη 
δύζθνιν αλ όρη αδύλαην λα ππνινγηζηνύλ. Δπίζεο, ζε αξθεηέο πεξηπηώζεηο, 

εμηζώζεηο δέρνληαη ιύζεηο πνπ δελ είλαη k θνξέο παξαγσγίζηκεο, πνιιέο θνξέο 
νύηε θαλ ζπλερείο, αιιά αλ απνθαζίζνπκε λα αγλνήζνπκε απηή ηελ 

παξάκεηξν, ην αληίζηνηρν πξόβιεκα είλαη ζσζηά ηνπνζεηεκέλν.  
 Έλα ινγηθό ινηπόλ ζπκπέξαζκα είλαη ε απνδέζκεπζε ηεο αλαδήηεζεο 

ηεο ιύζεο από ηελ νκαιόηεηα απηήο. Γηα θάζε ΜΓΔ νξίδνπκε έλα αξθεηά επξύ 
ζύλνιν ζπλαξηήζεσλ, ην νπνίν δελ πεξηιακβάλεη απνθιεηζηηθά νκαιέο ή 

ζπλερείο ζπλαξηήζεηο θαη αλαδεηνύκε κία αζθενή ιύζε ζε απηό ην ζύλνιν 

έηζη ώζηε ην πξόβιεκα λα είλαη ζσζηά ηνπνζεηεκέλν. Αλ θαηαζηεί δπλαηή ε 
απόδεημε ηεο ύπαξμεο κίαο αζζελνύο ιύζεο κίαο ΜΓΔ, κπνξνύκε λα 

αζρνιεζνύκε κε ηελ ζπλέρεηα ή/θαη νκαιόηεηα ηεο ιύζεο. 
 Γηα ην πξόβιεκα πνπ ζα αζρνιεζνύκε ζε απηή ηελ εξγαζία, δει ην  

πξόβιεκα ηδηνηηκώλ p-Laplace κε ζπλνξηαθή ζπλζήθε Dirichlet 

    
 
pΓ u x ιf x,u x , x Ω

u x 0,                  x Ω

  


 

 

Θα αλαδεηήζνπκε ηελ ύπαξμε κίαο αζζελνύο ιύζεο ζε θάπνην θαηάιιειν 

ρώξν Sobolev.  
 Θα ρξεηαζηνύκε ηα επόκελα ζεσξεηηθά εξγαιεία: 

 

 

1.4 Υώξνη ζπλαξηήζεσλ   

 1.4.1 Οπιζμόρ Έζησ nΩ   αλνηθηό. Σόηε νξίδεηαη ην ζύλνιν ησλ ζπλερώλ  
ζπλαξηήζεσλ ζην Ω : 

   C Ω u: Ω ,u ζπλερήο   

θαη ην ζύλνιν ησλ m-θνξέο παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ ζην Ω : 

    m αC Ω u: Ω ,D u  ζπλερήο γηα θάζε πνιπδείθηε α κε α m    

 

 1.4.2 Οπιζμόρ Έζησ nΩ   αλνηθηό θαη u: Ω . Φνξέαο ηεο u  είλαη ην   
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  supp u  x Ω / u x 0   . 

 

 1.4.3 Οπιζμόρ Έζησ nΩ   αλνηθηό.  

    0C Ω   u : Ω ,supp u Ω ζπκπαγέο,u C Ω      

 

 

  Οη ρώξνη ησλ ζπλερώλ θαη k-παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ είλαη νη 

ρώξνη πνπ πεξηέρνπλ ηηο θιαζζηθέο ιύζεηο ησλ ΜΓΔ. Οη αζζελείο ιύζεηο όκσο 
πεξηέρνληαη ζε επξύηεξνπο ρώξνπο ζπλαξηήζεσλ.  

 Ιδηαίηεξα ζεκαληηθό ξόιν ζηε κειέηε ησλ ΜΓΔ παίδνπλ νη ρώξνη 

ζπλαξηήζεσλ pL (Ω)  θαη L (Ω)  πνπ νξίδνληαη παξαθάησ. Σαπηόρξνλα 

παξαηίζεληαη θαη ζηνηρεία ηεο πλαξηεζηαθήο Αλάιπζεο πνπ απαηηνύληαη. 
 

 

 1.4.4 Οπιζμόρ Έζηω nΩ   αλνηθηό. Γηα 1 p  , o ρώξνο pL (Ω)νξίδεηαη  

 
pp

Ω

L Ω u : Ω ,κεηξήζηκεθαη u(x) dx
 

    
   

 

 

 1.4.5 Θεώπημα Ο ρώξνο pL (Ω)είλαη ρώξνο Banach (γξακκηθόο ρώξνο κε 

λόξκα πνπ είλαη πιήξεο ωο πξνο ηε κεηξηθή πνπ επάγεηαη από ηε λόξκα.) 

κε λόξκα  
1

pp

p
Ω

u u(x) dx
 

  
  , γηα pu L (Ω)  

 

 

 1.4.6 Ππόηαζη Ο ρώξνο 2L (Ω)είλαη ρώξνο Hilbert (ρώξνο κε εζωηεξηθό 

γηλόκελν,  πιήξεο ωο πξνο ηε λόξκα πνπ επάγεηαη από ην εζωηεξηθό 

γηλόκελν) κε εζωηεξηθό γηλόκελν  
 

 
Ω

u,v u(x)v(x)dx  , γηα 2u,v L (Ω)  

 

 

  Η ηζόηεηα κεηαμύ ζηνηρείσλ ησλ ρώξσλ pL (Ω)  πεξηγξάθεηαη σο εμήο : 

 
 

 1.4.7 Οπιζμόρ Αλ 2u,v L (Ω) , ηόηε  

 

   u v u x  v x  ζ.π. ζην Ω    

 

 

 Δκθπηεύζεηο ρώξσλ Banach  

 1.4.8 Οπιζμόρ Αλ Υ,Τ ρώξνη Banach κε Υ Τ  θαη λόξκεο 
X Y

,  θαη 

ππάξρεη ζηαζεξά c 0 ώζηε  

Y X
x c x  

ηόηε ν ηαπηνηηθόο ηειεζηήο i : X Y είλαη ζπλερήο (αθνύ 

Y Y X
i(x) x c x  ) θαη ιέκε όηη ν Υ εμθςηεύεηαι ζςνεσώρ ζηνλ Τ.  

Αλ ν ηειεζηήο i είλαη θαη ζπκπαγήο1, ιέκε όηη ν Υ εμθςηεύεηαι ζςμπαγώρ 

ζηνλ Τ  ζπκπ
X Y . 

 

                                          
1 Ο ηειεζηήο i είλαη ζπκπαγήο αλ θάζε 

X
-θξαγκέλε αθνινπζία (xn)X, έρεη 

Y
-ζπγθιίλνπζα ππαθνινπζία ή 

αιιηώο αλ απεηθνλίδεη θξαγκέλα ππνζύλνια ηνπ Υ ζε ζπκπαγή ππνζύλνια ηνπ Τ. 
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 1.4.9 Ππόηαζη Έζηω nΩ  θξαγκέλν θαη 1 21 p p    . Σόηε  

 
2 1p pL (Ω) L (Ω)  

 

 

 

Σνπηθά Οινθιεξώζηκεο πλαξηήζεηο  

 1.4.10 Οπιζμόρ Έζηω nΩ  θξαγκέλν θαη f :  Ω . H f ιέγεηαη ηοπικά 

ολοκληπώζιμη ζην Ω (ζπκβ. 1
locf L (Ω) ), εάλ γηα θάζε Κ Ω ζπκπαγέο  

ηζρύεη 

1f L (Ω) ,  δει 
Κ

| f(x)|dx    

 

 

 Παπαηήπηζη  Ιζρύεη p 1
locL (Ω) L (Ω) ,γηα  1 p     

 
 

 1.4.11 Θεώπημα (Θεμελιώδερ Λήμμα ηος Λογιζμού Μεηαβολών) Έζηω 

nΩ   αλνηθηό θαη θξαγκέλν θαη 1
locf L (Ω) . Αλ ηζρύεη 

Ω

f (x)θ(x)dx 0 , 

γηα θάζε  0θ C Ω , ηόηε  f x 0 ζρεδόλ παληνύ ζην Ω. 

 

 

  Οη ρώξνη Sobolev, κε ηνπο νπνίνπο θπξίσο ζα αζρνιεζνύκε, πεξηέρνπλ 

θαη ζπλαξηήζεηο νη νπνίεο δελ είλαη αξθεηά νκαιέο. Ο νξηζκόο ηεο νκαιόηεηάο 
ηνπο γίλεηαη κέζσ ηεο έλλνηαο ηεο αζζελνύο παξαγώγνπ ζπλάξηεζεο, ε νπνία 

πξνϋπνζέηεη κε ηε ζεηξά ηεο, ηελ έλλνηα ησλ θαηαλνκώλ θαη ησλ 
ζπλαξηήζεωλ δνθηκήο. 

 

 

 
πλαξηήζεηο δνθηκήο  

  

1.4.12 Οπιζμόρ Ο ρώξνο D(Ω) ηωλ ζπλαξηήζεωλ δνθηκήο είλαη ν ρώξνο 

0C (Ω) εθνδηαζκέλνο κε ηελ εμεο έλλνηα ζύγθιηζεο : 

 Αλ (un)D(Ω) u D(Ω), ηόηε ηζρύεη un  u εάλ 

i.ππάξρεη Κ Ω ζπκπαγέο κε suppun  K θαη suppu  K 

ii.Dα(un)  Dα(u) νκνηόκνξθα ζην Κ, γηα θάζε πνιπδείθηε α. 

 

 

 
Ο ρώξνο ησλ θαηαλνκώλ D(Ω)  

  

1.4.13 Οπιζμόρ Θα ιέκε όηη  Σ D' Ω εάλ 

i.  T : D Ω   γξακκηθή απεηθόληζε 

ii. γηα θάζε  n(u ) D Ω ,  u D Ω  θαη  nu u ηζρύεη  

nΣu Tu  

 

 

 1.4.14 Ππόηαζη Έζηω nΩ   αλνηθηό θαη θξαγκέλν θαη 1
locf L (Ω) . 

Οξίδνπκε  

 fT : D Ω   κε f

Ω

T (θ) f(x)θ(x)dx  ,  θ D Ω  

Σόηε : 

i.  fT D' Ω  
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ii.H απεηθόληζε ff T   είλαη “1-1” 

 

Θέηνπκε 

f

Ω

f ,θ  T (θ) f(x)θ(x)dx      

 

 1.4.15 Οπιζμόρ  Έζηω nΩ   αλνηθηό θαη θξαγκέλν θαη Σ D(Ω). Οξίδνπκε 

ηελ αζθενή α-παπάγωγο DαT ηεο Σ ωο εμήο : 

 
|α|α αD T,θ 1 Σ,D θ , θ D(Ω)       ,  

 

 

 

1.4.16 Ππόηαζη Έζηω nΩ   αλνηθηό θαη θξαγκέλν θαη  Σ D' Ω . Σόηε  

 

 αD T D' Ω , α   

 

 

1.5 Υώξνη Sobolev  

 

 Oη ρώξνη Sobolev πνπ πεξηγξάθνληαη παξαθάησ, είλαη νη θαηάιιεινη 
ρώξνη ζηνπο νπνίνπο κπνξεί λα γίλεη εθαξκνγή ηδεώλ ηεο πλαξηεζηαθήο 

Αλάιπζεο όπσο πρ αλαθιαζηηθόηεηα, πξνθεηκέλνπ λα αληιεζνύλ 
ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ επίιπζε ΜΓΔ.  

 

 

 

1.5.1 Οπιζμόρ  Έζηω 1 p  , k , nΩ   αλνηθηό. Ο ρώξνο Sobolev 

νξίδεηαη ωο εμήο 
 

 k,p p α pW (Ω) u L (Ω) / D u L (Ω) ακε|α| k      

 

 

 1.5.2 Ππόηαζη  Ο ρώξνο k,pW (Ω)  είλαη ρώξνο Banach κε λόξκα  

1

p
pp α

k,p p p

1 |α| k

u u D u

 

 
  
 
 

 , γηα 1 p   

α

k, 1 |α| k
u max D u

  
 , γηα k,pp , u W (Ω)    

 

 

 1.5.3 Ππόηαζη Ιζρύεη 
p k,p

u c u , δει k,p pW (Ω) L (Ω)  

 
 

 1.5.4 Ππόηαζη  Ο ρώξνο k,pW (Ω)  είλαη απηνπαζήο γηα 1 p   θαη 

δηαρωξίζηκνο γηα 1 p  . 

 

 

 1.5.5 Ππόηαζη  Γηα p 2  ν ρώξνο  k k,2H Ω : W (Ω)  είλαη ρώξνο Hilbert κε 

εζωηεξηθό γηλόκελν  

  α α

Ω
|α| k

u,v D uD vdx



  

Δηδηθόηεξα γηα k 1 ,  1 1,2H (Ω) W (Ω)  

n

Ω Ω i ii 1

u v
(u,v) uvdx dx

x x


 
 

   =
Ω Ω

uvdx u vdx     

 

 

 1.5.6 Οπιζμόρ  Οξίδεηαη ν ρώξνο κ,p
0W (Ω) ηωλ απείξωο δηαθνξίζηκωλ  
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ζπλαξηήζεωλ κε ζπκπαγή θνξέα, ωο εμήο  

k ,pκ,p
0 oW (Ω): C


  

 
 1.5.7 Θεώπημα Έζηω nΩ   αλνηθηό θαη θξαγκέλν κε νκαιό ζύλνξν 

( Ω είλαη C1)2 θαη  k,pu W (Ω) C Ω  , 1 p  . Σόηε  

k,p
0u W (Ω) u(x) 0, x Ω      

 

 

 Παπαηήπηζη Οη ρώξνη 1 1,2
0 0H (Ω) W (Ω)  θαη 1,p

0W (Ω)  είλαη νη ρώξνη ζηνπο 

νπνίνπο αλαδεηνύκε σο επί ην πιέηζηνλ αζζελείο ιύζεηο ησλ ΜΓΔ, σο εθ 
ηνύηνπ είλαη νη ρώξνη κε ηνπο νπνίνπο ζα αζρνιεζνύκε θπξίσο. 

 

 

 

Eκθπηεύζεηο ζηνπο ρώξνπο Sobolev  

 1.5.8 Θεώπημα (Ανιζόηηηα Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Έζηω 

1 p  , θαη 
1 1 1

p* p n
  . Tόηε ππάξρεη c 0  πνπ εμαξηάηαη από ηα p  θαη n  

ώζηε λα ηζρύεη  

   p* n p* nL L
u c u   

 

 

 1.5.9 Θεώπημα  Έζηω nΩ   αλνηθηό κε νκαιό ζύλνξν, 1,pu W (Ω) , 

1 p n   θαη 
1 1 1

p* p n
  . Σόηε ππάξρεη c 0  πνπ εμαξηάηαη από ηα 

p,n,Ωώζηε p*u L (Ω) κε  

p* 1,p
u c u  

 

 

 
 

  

 1.5.10 Πόπιζμα  Από ην πξνεγνύκελν Θεώξεκα πξνθύπηεη όηη  
1,p p*W (Ω) L (Ω)  

γηα 1 p n  θαη 
1 1 1

p* p n
  . 

 

 

 1.5.11 Θεώπημα Αληζόηεηα Poincare : Έζηω nΩ   αλνηθηό θαη θξαγκέλν, 
1,p
0u W (Ω) , 1 p n  . Τπάξρεη c 0  ώζηε  

1 1

q ppq

Ω Ω

u dx c u dx
   

    
      

ή 
q p

u C u   

γηα θάζε 
np

q 1,
n p

 
   

. 

Γηα 
2n

p 2 q 1, ,n 2
n 2

 
     

. Γηα q 2   

22 1
0

Ω Ω

u dx c u dx, u H (Ω)      

ή 
2 2

u c u   

 
  

                                          
2 Aλ  nΩ , ηόηε Ωείλαη Ck, αλ γηα θάζε x0  0x Ω , ππάξρεη r>0 θαη ζπλάξηεζε   k n 1g C , ηέηνηα 

ώζηε  
   0 0 n 1 n 1Ω Β(x ,r) x Β(x ,r) / x g(x ,...,x )  
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 1.5.12 Πόπιζμα Αλ nΩ   αλνηθηό θαη θξαγκέλν, ηόηε ζηνλ ρώξν 1,p
0W (Ω)  

ε λόξκα 
1,p

u  είλαη ηζνδύλακε3 κε ηε λόξκα 
p

u . Άξα 

 

1,p
0

1

pp

W (Ω) p
Ω

u u u dx
 

    
   

Οξίδνπκε ζηνλ ρώξν 1,p
0W (Ω)λα είλαη : 1,p

0W (Ω)
u : u  

Η πξνεγνύκελε αληζόηεηα Poincare γξάθεηαη  

p pp
1

1
u u

ι
   

 όπνπ 1ι ε πξώηε ηδηνηηκή ηεο Λαπιαζηαλήο Γu , 
1,p
0

p

1 p
u W (Ω)
u 0 p

u
ι inf

u


  

Γηα p 2  ζηνλ 1
0H (Ω)ε λόξκα 

1,2
  θαη είλαη ηζνδύλακε κε ηε λόξκα 

2
u . 

Άξα 

1
0

1

22

H (Ω) 2
Ω

u u u dx
 

    
   

 

O ρώξνο 1
0H (Ω)  κε ηε λόξκα 

2
u u   είλαη ρώξνο εζωηεξηθνύ γηλνκέλνπ κε  

Ω

(u,v) u vdx    

 

  

 1.5.13 Πόπιζμα Αλ Ω n  αλνηθηό θαη θξαγκέλν, ηόηε ε λόξκα 
k,p

u  ζηνλ 

k,p
0W (Ω)είλαη ηζνδύλακε κε ηελ λόξκα α

p

|α| k

u D u



 . Άξα 

k ,p
0

α

W (Ω) p

|α| k

u u D u



   

 

 

 1.5.14 Θεώπημα (Rellich-Kondrachov) Έζηω nΩ   αλνηθηό θαη 

θξαγκέλν κε νκαιό ζύλνξν, 1 p n  . Σόηε γηα 
np

1 q
n p

 


 ηζρύεη 

1,p q

ζπκπ
W (Ω) L (Ω)  

 

 

 

 1.5.15 Θεώπημα Έζηω nΩ   αλνηθηό θαη θξαγκέλν κε νκαιό ζύλνξν. Tόηε  

i. Αλ 1,p q
0 ζπκπ

1 p n W (Ω) L (Ω)    , γηα 
np

1 q
n p

 


 

ii. Aλ 1,p q
0 ζπκπ

p n W (Ω) L (Ω)   , γηα 1 q    

iii. Aλ 1,p
0 ζπκπ

p n W (Ω) C(Ω)    

 

 

                                          
3 Γύν λόξκεο  

1 2
,  είλαη ηζνδύλακεο ζηνλ ρώξν Υ, αλ ππάξρνπλ ζηαζεξέο c1,c2 > 0 ώζηε λα ηζρύεη 

 1 21 2 1
c u u c u , uX. 
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1.6 Παξάγσγνο ζπλαξηεζηαθνύ  

 1.6.1 Oπιζμόρ Έζηω I : Ω ζπλαξηεζηαθό, Ω  αλνηθηό ππνζύλνιν ελόο 

ρώξνπ Banach Υ . Σν Ι  είλαη παξαγωγίζηκν θαηά Frechet ζε έλα ζεκείν 

u Ω αλ ππάξρεη κία θξαγκέλε γξακκηθή απεηθόληζε *Ι’(u) Υ (ε νπνία 

ιέγεηαη Frechet παπάγωγορ ηνπ Ι  ζην u ) ώζηε λα ηζρύεη : 

v 0
X

I(u v) I(v) I '(u),v
lim 0, v Ω

v

    
    

 

 

 1.6.2 Ππόηαζη  Σν ζπλαξηεζηαθό  1Ι C Ω  αλ ε Frechet παξάγωγνο 

ππάξρεη θαη είλαη ζπλερήο ζην Ω . 

 

 

 1.6.3 Oπιζμόρ Έζηω I : Ω  ζπλαξηεζηαθό, Ω  αλνηθηό ππνζύλνιν ελόο 

ρώξνπ Banach Υ . Σν I  έρεη Gateaux παπάγωγο *Ι’(u) Υ  ζην u Ω  αλ 

γηα θάζε v X  ηζρύεη 

t 0

I(u tv) I(v) I '(u),tv
lim 0

t

    
  

 

 

 1.6.4 Ππόηαζη  Η Gateaux παξάγωγνο ζην u  (αλ ππάξρεη) δίλεηαη ωο : 

t 0

I(u tv) I(v)
Ι’(u),v lim

t

 
   

Η Gateaux παξάγωγνο ζην u  όπωο νξίζηεθε κπνξεί λα ζεωξεζεί ωο 

θαηεπζπλόκελε παξάγωγνο ηνπ I  ζηε θαηεύζπλζε v . 
 

 

 1.6.5 Ππόηαζη  Αλ ην I  έρεη ζπλερή Gateaux παξάγωγν ζην Ω , ηόηε 

 1Ι C Ω . 
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Κεθάλαιο 2  Μεηαβνιηθέο Μέζνδνη 

 
 

2.1 Γεληθή Πεξηγξαθή  

 Έζησ ε εμίζσζε   

 
Α(u)  0  2.1.1  

 όπνπ ε άγλσζηε ζπλάξηεζε u Υ , Υ είλαη ρώξνο Βanach, Α( )  είλαη κε 

γξακκηθόο Μεξηθόο Γηαθνξηθόο ηειεζηήο. Αλ ζεσξήζνπκε όηη ν ηειεζηήο Α( )  

είλαη ε παξάγσγνο ελόο ζπλαξηεζηαθνύ I( ) , άηππα κπνξνύκε λα γξάςνπκε 

Α(u) I’(u) , νπόηε ε 2.1.1 γξάθεηαη :  

 

 

 
I’(u) 0  2.1.2  

  Μηά κέζνδνο απηήο ηεο κνξθήο, πνπ ζα νλνκάζνπκε κεηαβνιηθή, καο 

επηηξέπεη, αληί λα αλαδεηνύκε ηζρπξέο ιύζεηο ηνπ 2.1.1 (ην νπνίν ζηηο 
πεξηζζόηεξεο πεξηπηώζεηο είλαη ηδηαίηεξα επίπνλν αλ όρη αδύλαην), λα 

αλαδεηνύκε κπίζιμα ζεκεία ηνπ ζπλαξηεζηαθνύ Ι, δει ζπλαξηήζεηο u νη νπνίεο 

μηδενίζοςν ηο Ι' . ηελ πεξίπησζε  π.ρ. όπνπ ην 0u  είλαη ζεκείν ειαρίζηνπ 

γηα ην Ι, ηόηε ην 0u  επαιεζεύεη ηελ 2.1.2 νπόηε ε 0u  (αλακέλνπκε λα) είλαη 

ιύζε θαη ηεο αξρηθήο εμίζσζεο 2.1.1. Γηα πεξηζζόηεξεο πιεξνθνξίεο θαη γηα 
εκβάζπλζε ζην πεξηερόκελν ηνπ θεθαιαίνπ, ν αλαγλώζηεο κπνξεί λα 

αλαηξέμεη ζην [Δ] Κεθ.8 – Calculus of variations, αιιά θαη ζηα [W], [R], [SM]. 
  

 

 

2.2 Δμίζσζε Euler-Lagrange  

  Έζησ nΩ  , αλνηθηό κε νκαιό ζύλνξν Ω , f : Ω  δνζείζα 

νκαιή ζπλάξηεζε θαη ην ζπλαξηεζηαθό  
 

 

2

Ω Ω

1
Ι(u) u(x) dx f(x)u(x)dx

2
     2.2.1  

 όπνπ  2u C Ω  ε άγλσζηε ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία ηζρύεηu(x) 0, x Ω  . 

Έζησ 0u  είλαη ζέζε ειαρίζηνπ γηα ην Ι  θαηg :  , κε  

 

0g(t) I(u tv)  , γηα θάζε t   θαη γηα θάζε  0v C Ω  

 

ηόηε t o είλαη ζέζε min γηα ηελ g , νπόηε αθνύ g  παξαγσγίζηκε, είλαη  

 

 g’ 0 0  

 

Δίλαη  
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  2
0 0

Ω Ω

1
g t | (u tv)| dx f(x)(u tv)dx

2
      = 

=
2

2 2
0 0 0

Ω Ω Ω Ω Ω

1 t
| u | dx | v | dx t u vdx fu dx t fvdx

2 2
             

Άξα  

2
0

Ω Ω Ω

g’(t) t | v | dx u vdx fvdx         

Οπόηε  

   ε
0 0

Ω Ω

g' 0 u vdx fvdx    1  Μεηαβνιή ηνπ Ι ζην u      

Αθνύ  g’ 0 0   0

Ω Ω

u vdx fvdx 0       

n

0

Ω Ωi ii 1

u v
dx fvdx

x x


 


    

n
2

2
Ω Ωii 1

u
vdx fvdx

x



 

   

Αθνύ v(x) 0  γηα x Ω , ε πξνεγνύκελε ζρέζε κπνξεί λα γξαθεί  
n n

0 0
i

Ω Ω Ωi i ii 1 i 1

u u v
v ndS dx fvdx

x x x
 

  
  

       

n

0 0

Ω Ωi i i ii 1

u u v
v dx fvdx

x x x x


   
   

    
   

ε νπνία κπνξεί λα γξαθεί  

 0

Ω

Γu f vdx 0   

Η ηειεπηαία ζρέζε ηζρύεη γηα θάζε 
0v C , νπόηε από ην Θεκειηώδεο Λήκκα 

Λνγηζκνύ Μεηαβνιώλ (βιέπε 1.4.11),  πξνθύπηεη : 

 

0Γu f   

 

 Άξα ην 0u είλαη ιύζε γηα ην αθόινπζν πξόβιεκα Dirichlet :  

 

Γu(x) f(x),x Ω

u 0, x Ω

  


 
 2.2.2  

  Μπνξνύκε λα πνύκε ινηπόλ, όηη ε εύξεζε (νκαιώλ) ιύζεσλ ηνπ 

πξνβιήκαηνο 2.2.2 αλάγεηαη ζηελ εύξεζε ζέζεσλ ειαρίζηνπ γηα ην 

ζπλαξηεζηαθό I . 
  

Σα πξνεγνύκελα γεληθεύνληαη, γηα νπνηνδήπνηε ζπλαξηεζηαθό I : 
 

 Αλ nΩ   κε νκαιό ζύλνξν Ω  θαη ε νκαιή ζπλάξηεζε  

  nL : Ω ( Lagrangian).  

Αλ  L  L p,z,x , όπνπ np ,z ,x Ω   , 

ηόηε νξίδνπκε : 

 



2-12  Kεφάλαιο 3 – Critical Point Theory 

 

2.2.2.1.1.  

1 n

1 n

p p p

z z

x x x

L (L ,...,L )

L L

L (L ,...,L )

 


 
 


 2.2.3  

 Αλ I  είλαη ην ζπλαξηεζηαθό   

2.2.3.1.1.  

 
Ω

I(u) L u(x),u(x),x dx   2.2.4  

 όπνπ u: Ω  νκαιή ζπλάξηεζε, ηόηε ην I  είλαη 1C (βιέπε 1.6).   

Έζησ ηώξα 0u νκαιή ζπλάξηεζε ε νπνία ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε 
 

 
  u h, x Ω  2.2.5  

 
 

Έζησ ε ζπλάξηεζε g : κε 
 

 
 0g(t) I(u tv), όπνπ   0t ,v C   2.2.6  

 Δίλαη      0 0g 0 I(u ) I(u tv) g(t), γηα θάζε   0t ,v C  άξα ην t 0είλαη 

ζέζε ειαρίζηνπ γηα ηελ g , oπόηε   g’ 0 0  

Δίλαη        0 0 0

Ω

g(t) I(u tv) L u tv ,u tv,x dx , νπόηε 

    


 
          
 
 
 i i

n

p 0 0 x z 0 0

Ω
i 1

g'(t) L u t v,u tv,x v L u t v,u tv,x v dx   

Γηα t 0  έρνπκε : 

 

 

      


 
    
 
 
 i i

n

ε
p 0 0 x z 0 0 0

Ω
i 1

g'(0) L u ,u ,x v L u ,u ,x v dx,    1  Μεηαβνιή ηνπ Ι ζην u

 

 

 θαη αθνύ g'(0) 0  ζα έρνπκε  

 

    


 
    
 
 
 i i

n

p 0 0 x z 0 0

Ω
i 1

L u ,u ,x v L u ,u ,x v dx 0  2.2.7  

 Οινθιεξώλνληαο θαηά κέιε, θαη αθνύ ε v έρεη ζπκπαγή θνξέα, ζα είλαη : 

    


 
     
 
 
 i

i

n

p 0 0 z 0 0x
Ω

i 1

L u ,u ,x L u ,u ,x vdx 0  

Η ηειεπηαία ζρέζε ηζρύεη γηα θάζε  0v C , νπόηε από ην Θεκειηώδεο Λήκκα 

Λνγηζκνύ Μεηαβνιώλ,  πξνθύπηεη : 

    


     i
i

n

p 0 0 z 0 0x

i 1

L u ,u ,x L u ,u ,x 0,ζ.π.ζηνΩ  

Άξα ε u0 είλαη ιύζε ηεο εμίζσζεο : 

 

 

    
i

i

n

p zx

i 1

Δμίζωζε
L u,u,x L u,u,x 0,

Euler Lagrange
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 δει ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο Dirichlet  

 
    

i
i

n

p zx
i 1

L u,u,x L u,u,x 0,x Ω

u h,x Ω



     

  


 2.2.8  

 

 Λέκε όηη κία ζπλάξηεζε πνπ επαιεζεύεη ηελ 2.2.8 είλαη ιζσςπή λύζη, 
ελώ κία ζπλάξηεζε πνπ επαιεζεύεη ηελ 2.2.7 είλαη αζθενήρ λύζη ηεο 2.2.8.  

 
 Όπσο είδακε, αλ κία νκαιή ζπλάξηεζε u είλαη ζέζε ειαρίζηνπ γηα έλα 

ζπλαξηεζηαθό Ι, είλαη αζζελήο ιύζε ηεο 2.2.8. Αληηζηξέθνληαο ηνλ 

ζπιινγηζκό, πξνθύπηεη όηη δνζείζεο κίαο ΜΓΔ, ε αλαδήηεζε αζζελώλ ηεο 
ιύζεσλ ελδέρεηαη λα ηαπηίδεηαη κε ηελ αλαδήηεζε  ζέζεσλ ειαρίζηνπ γηα ην 

αληίζηνηρν ζπλαξηεζηαθό.  
Πξνθύπηνπλ ηόηε ηα εμήο εξσηήκαηα : 

 
 α) Κάζε ζέζε ειαρίζηνπ ηνπ Ι είλαη απαξαίηεηα ηζρπξή ιύζε ηεο ΜΓΔ ; 

 
 Αλ ε ζέζε ειαρίζηνπ u0 είλαη νκαιή, ηόηε όπσο είδακε, είλαη θαη 

αζζελήο θαη ηζρπξή ιύζε ηεο ΜΓΔ. Αλ όρη, ηόηε όπσο δείρλεη ην επόκελν 

ζεώξεκα 2.3.5, θάζε ζέζε ειαρίζηνπ ηνπ Ι είλαη αζζελήο ιύζε ηεο ΜΓΔ. 
 

 β) Κάζε αζζελήο ιύζε είλαη ηζρπξή; 
 

 Όρη απαξαίηεηα. Σν πξόβιεκα είλαη γλσζηό σο regularity of solutions 
θαη ε έθηαζε ηεο παξνύζαο εξγαζίαο δελ επηηξέπεη ηε αλάπηπμή ηνπ. 

 
 γ) ε πνηεο πεξηπηώζεηο ππάξρνπλ ζέζεηο ειαρίζηνπ γηα ην Ι; 

 

 Δίλαη ην θύξην ζέκα ηεο εξγαζίαο γηα έλα ζπγθεθξηκέλν είδνο εμηζώζεσλ 
θαη ζα αλαπηπρζεί από ηελ παξάγξαθν 2.4 θαη έπεηηα. 

 
 

 

2.3 Αζζελείο ιύζεηο ηεο Euler-Lagrange  

 Έζησ ην πξόβιεκα   
 

    
i

i

n

p zx

i 1

L u,u,x L u,u,x 0,ζηνΩ

u h,ζην Ω



    



 

  

 

2.3.1  

 Αλ πνιιαπιαζηάζνπκε ηελ εμίζσζε κε κία ζπλάξηεζε δνθηκήο 
0v C , θαη 

νινθιεξώζνπκε θαηά παξάγνληεο πξνθύπηεη : 
 

 

    
i i

n

p x z

i 1Ω

L u,u,x v L u,u,x v dx 0



 
    
 
 
  2.3.2  

 Έζησ όηη  1,qu W Ω  θαη έζησ όηη γηα ηελ L ηζρύνπλ νη παξαθάησ απμεηηθέο 

ππνζέζεηο : 
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   q q
L p,z,x c p z 1    

   q 1 q 1

pL p,z,x c p z 1
 

     

 q 1 q 1

zL(p,z,x) c p z 1
 

     

 

2.3.3  

 γηα θάζε np ,z ,x Ω    θαη όπνπ c ζηαζεξά. Σόηε από ηηο 2.3.2 , 2.3.3  

είλαη  

     
q 1 q 1 q'

pL u,u,x c u u 1 L Ω
 

        

     
q 1 q 1 q'

zL u,u,x c u u 1 L Ω
 

        

όπνπ 
q

q’
q 1




.  

πκπεξαίλνπκε ινηπόλ όηη ε 2.3.2 ηζρύεη γηα θάζε 1,q
0v W (Ω) . 

 

 

 2.3.4 Οπιζμόρ  Μία ζπλάξηεζε u A , όπνπ   1,qΑ u W Ω , u hζην Ω     

είλαη αζθενήρ λύζη ηνπ πξνβιήκαηνο 2.3.1 αλ επαιεζεύεη ηελ 
 

    
i i

n

p x z

Ω
i 1

L u,u,x v L u,u,x v dx 0



 
    
 
 
  

 

γηα θάζε 1,q
0v W (Ω) . 

 

 

 2.3.5 Θεώπημα  Αλ ηζρύνπλ νη απμεηηθέο ππνζέζεηο 2.3.3 γηα ηελ L θαη γηα  

0u A  είλαη 
0 u A

I(u ) minI(u)


 , ηόηε ε 0u είλαη αζζελήο ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

 2.3.1 

 
Απόδεημε (βι. [E],ζει.451, Theorem 4) 

 

 

2.4 Ύπαξμε ζέζεσλ ειαρίζηνπ ηνπ Ι  

  Σν εξώηεκα πνπ ηίζεηαη ινηπόλ, είλαη ζε πνηεο πεξηπηώζεηο ππάξρνπλ 
ζεκεία ειαρίζηνπ γηα ην Ι. Θα δνύκε όηη είλαη απαξαίηεηεο δύν ζπλζήθεο 

(πηεζηηθόηεηα θαη αζζελήο θάησ εκηζπλέρεηα) γηα ην Ι.  
  

 Έζησ ε ζπλάξηεζε L όπσο νξίζηεθε ζηελ 2.2.3, ην ζπλαξηεζηαθό 

Ω

I(u) L u(x),u(x),x dx     όπσο νξίζηεθε ζηελ 2.2.4 γηα ζπλαξηήζεηο γηα 

ηηο νπνίεο ηζρύεη ε 2.2.5. 
 

 

 2.4.1 Οπιζμόρ Έζηω q κε 1 q   . Αλ ππάξρνπλ ζηαζεξέο α 0, β 0  , 

ώζηε λα ηζρύεη : 
 

 L(p,z,x)  a |p|q –β, γηα θάζε np ,z ,x Ω    2.4.2  

 νπόηε γηα ην Ι ζα ηζρύεη :  
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 q

q
Ι(u) α u  β Ω    2.4.3  

 ιέκε όηη ηα L, Ι ηθαλνπνηνύλ ηελ ππόζεζε πιεζηικόηηηαρ . 

(Δίλαη θαλεξό όηη Ι(u)  θαζώο 
q

q
u  .) 

 

 

  Aλ αλαθεξόκαζηε ζε κία ζπλάξηεζε f :   ε ππόζεζε ηεο 

πηεζηηθόηεηαο είλαη αξθεηή ώζηε ε f λα έρεη infimum. ηελ πεξίπησζε ηνπ Ι 

όκσο δελ ηζρύεη πάληα. Γη' απηό θαη εηζάγεηαη ε έλλνηα ηεο θάησ εκηζπλέρεηαο. 
 

 

 2.4.4 Οπιζμόρ Μία ζπλάξηεζε f :   είλαη (ακολοςθιακά) κάηω 

ημιζςνεσήρ αλ 
o k

k

f(x ) lim inf f(x )


  γηα θάζε k ox x ζην . 

Αληίζηνηρα έλα ζπλαξηεζηαθό Ι είλαη (ακολοςθιακά) αζθενώρ κάηω 

ημιζςνεσέρ ζηνλ ρώξν  k ,pW Ω  αλ ηζρύεη  

 

 

 
k

n

I(u) liminf I(u )


 γηα θάζε w

nu u  ζηνλ  k ,pW Ω  2.4.5  

  

Σν επόκελν ζεώξεκα είλαη ζεκειηώδεο, εθθξάδεη ηηο βαζηθέο απαηηήζεηο γηα ην 
Ι, ώζηε λα έρεη ειάρηζηε ηηκή 

 

 

 2.4.6 Θεώπημα : Αλ Υ αλαθιαζηηθόο ρώξνο Banach θαη Ι :  Υ   πηεζηηθό 

θαη αθνινπζηαθά θάηω εκηζπλερέο ζπλαξηεζηαθό, ηόηε ην Ι έρεη ειάρηζηε ηηκή. 
 

Απόδειξη : α)  Σν ζύλνιν      I X Ι u , u X  είλαη θάηω θξαγκέλν. 

Έζησ όηη δελ είλαη. Σόηε ζα ππάξρεη αθνινπζία   nu X  κε  nΙ u . H 

 nu  είλαη θξαγκέλε. (Αλ δελ είλαη, ηόηε 
nu   νπόηε από πηεζηηθόηεηα ηνπ 

Ι ζα έρνπκε  nΙ u ). Αθνύ ν Υ αλαθιαζηηθόο ζα ππάξρεη αζζελώο 

ζπγθιίλνπζα ππαθνινπζία  
knu  ηεο  nu  κε 

k

w
n 0u u  ζηνλ Υ. Αθνύ ην Ι 

είλαη αθνινπζηαθά θάησ εκηζπλερέο, ζα έρνπκε    


  
k0 n

k

I u liminf I u , 

άηνπν 
  β) Σν Ι έρεη ειάρηζηε ηηκή ζην Υ. 

Αθνύ I(X)   είλαη θάησ θξαγκέλν, ζα ππάξρεη ι  ώζηε ι infI(X) . 

Tόηε ζα ππάξρεη αθνινπζία   nI u I(X)  κε  nI u ι . Η αθνινπζία n(u )  

είλαη θξαγκέλε (αθνύ αλ δελ είλαη- όκνηα κε (α)- ιόγσ πηεζηηθόηεηαο ηνπ Ι, ζα 

έρνπκε  nΙ u , άηνπν), νπόηε αθνύ Υ αλαθιαζηηθόο ζα ππάξρεη αζζελώο 

ζπγθιίλνπζα ππαθνινπζία ηεο  
knu  κε 

k

w
n 0u u  ζηνλ Υ. Αθνύ ην Ι είλαη 

αθνινπζηαθά θάησ εκηζπλερέο, ζα έρνπκε 
k0 n n

k n

Ι(u ) liminf I(u ) lim I(u ) ι
 

    

Άξα θαη αθνύ ι infI(X) , ζα είλαη   0Ι u ι.     

     

 

 

 

 Παπαηήπηζη Δίλαη θαλεξό όηη ε ππόζεζε ηεο αλαθιαζηηθόηεηαο γηα ηνλ ρώξν 

Υ είλαη απαξαίηεηε, ηόζν γηα ηελ απόδεημε ηεο ύπαξμεο θξάγκαηνο ηνπ  Ι Υ  

όζν θαη γηα ηελ ύπαξμε ηεο ειάρηζηεο ηηκήο ηνπ Ι. Δίλαη αλαγθαίν ινηπόλ λα 

εξγαζηνύκε ζε ρώξνπο όπσο  1,pW Ω . 
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2.5 Δθαξκνγή ζηελ εμίζσζε   pΓ u f u  - f γξακκηθή   

 Θεώπημα  [MS], Theorem 1.3, ζ. 4  Έζησ nΩ  , θξαγκέλν θαη 

αλνηθηό, θαη p[2,+), q κε 
1 1

1
p q
  . Έζησ 1,qf W (Ω) 4. Σόηε ππάξρεη κία 

αζζελήο ιύζε 1,p
0u W (Ω)  ηνπ πξνβιήκαηνο ζπλνξηαθώλ ηηκώλ 

 

 

  


 

pΓ u f u , ζηνΩ

u 0, ζην Ω
 2.5.1  

 ππάξρεη δει ιύζε u ηεο εμίζσζεο   

 

 p 2

0

Ω

u u v fv dx 0, v C (Ω)
         2.5.2  

 όπνπ  p 2

pΓ u div u u


    είλαη ε p-Laplacian ηεο u . 

 

Απόδειξη Παξαηεξνύκε όηη ην αξηζηεξό κέξνο ηεο 2.5.2 είλαη ε 

θαηεπζπλόκελε παξάγσγνο ηνπ 1C  ζπλαξηεζηαθνύ  

 

 

   
p

Ω Ω

1
I(u) u dx fudx

p
 2.5.3  

 ζηε θαηεύζπλζε v , ζην ρώξν 1,p
0W (Ω) . Από ηνλ νξηζκό ηεο  

 1,q

1,p
0* W (Ω) p

f ,u /uf f sup W (Ω), u 1        

έρνπκε 

1,p
0
u 1

p

*
u W (Ω) Ω

f sup fudx





  
Ω

fudx 
p *

Ω

u f fudx    

νπόηε  

 

 
p

p * p

1
Ι u u f u

p
    

p

p p

1
u c u

p
   

p1

p
c u C   

 
άξα θαη ην Ι είλαη πηεζηηθό. 

 
 Tν Ι είλαη αθνινπζηαθά αζζελώο θάησ εκηζπλερέο. Πξάγκαηη, έζησ 

  1,p
n 0u W (Ω) , 1,p

0u W (Ω)  κε w
nu u .  

Σόηε ng,u g,u    γηα θάζε  1,qg W Ω , άξα ην ζπλαξηεζηαθό 
Ω

fudx  

είλαη αθνινπζηαθά ζπλερέο. Δπίζεο ε λόξκα θάζε ρώξνπ Banach είλαη 

αθνινπζηαθά αζζελώο θάησ εκηζπλερήο, νπόηε  
 

 

                                          
4  k,qW (Ω) f : Ω ,γξακκηθή θαη θξαγκέλε    είλαη ν δπϊθόο ρώξνο ηνπ k,p

0W (Ω)όπνπ  
1 1

1
p q

κε λόξκα 

      k ,q k ,p
0

k,p
0* W (Ω) W (Ω)

f ,u /uf f sup W (Ω), u 1  
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p

Ω Ω

1
I(u) u dx f udx

p
     = 

=
p

p
Ω

1
u f udx

p
   

  
p

n npn n
Ω

1
liminf u lim f u dx

p  
   

    =
p

n npn n
Ω

1
liminf u liminf f u dx

p  
   

    
p

n npn
Ω

1
liminf u f u dx

p

 
  

   

    =  nn
liminf I u


 

Άξα ην Ι είλαη αθνινπζηαθά αζζελώο θάησ εκηζπλερέο, νπόηε από ην Θεώξεκα  
2.4.6, ππάξρεη ειάρηζην ζεκείν ηνπ πνπ είλαη αζζελήο ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

2.5.1. 

 

 

2.6 Δθαξκνγή ζηελ εμίζσζε   Γu f x,u  - f κε γξακκηθή   

 Γίλεηαη ην κε γξακκηθό πξόβιεκα ζπλνξηαθώλ ηηκώλ Dirichlet  
 

 Γu f x,u , ζηνΩ

u 0, ζην Ω

 


 
 2.6.1  

 όπνπ nΩ  , θξαγκέλν θαη αλνηθηό,   f : Ω . Οη αζζελείο ιύζεηο ηνπ 

πξνβιήκαηνο είλαη ιύζεηο ηεο εμίζωζεο  
 

 

Ω Ω

u vdx f(x,u) vdx     , 1
0v H (Ω)  2.6.2  

 θαη ην αληίζηνηρν ζπλαξηεζηαθό είλαη  
 

 
2

Ω Ω

1
I u u dx F(x,u)dx

2
    =

2

Ω

1
u F(x,u)dx

2
   2.6.3  

 όπνπ  
s

0

F(x,s) f(x,t)dt,x Ω,s    

 

2.6.4  

 2.6.5 Θεώπημα ([]) Αλ γηα ηελ f : Ω   ηνπ 2.6.1 ηζρύνπλ νη 

ππνζέζεηο : 

 

(Yi) f Καξαζενδωξή, δει ε απεηθόληζε x f(x,s) κεηξήζηκε, 

s  θαη ε απεηθόληζε s f(x,s)  ζπλερήο, x Ω  , 

(Yii)    


      
p 1 qf x,s c s b x , x Ω, s , b L (Ω) ,  (απμεηηθή 

ζπλζήθε), 

 



2-18  Kεφάλαιο 3 – Critical Point Theory 

 

(Yiii)        2 1
1

1
F x,s κs a x , a L (Ω), 0 κ ι

2
, , όπνπ ι1 ε 1ε 

ηδηνηηκή5  ηεο Laplace ζηνλ 1
0H (Ω) , κε 

2n
1 p

n 2
 


 αλ n 2 θαη  

  1 p  αλn 2 , 

 

ηόηε ην πξόβιεκα  έρεη αζζελή ιύζε ζηνλ ρώξν 1
0H (Ω) . 

 

Γηα ηελ απόδεημε ζα ρξεηαζηνύκε ηελ επόκελεο πξνηάζεηο : 
 

2.6.5.1.  2.6.6 Ππόηαζη Αλ f : Ω   ζπλάξηεζε Καξαζενδωξή θαη u:  Ω  

κεηξήζηκε, ηόηε ε ζπλάξηεζε   x f x,u x : Ω   είλαη κεηξήζηκε. 

 

 

2.6.6.1.  2.6.7 Ππόηαζη Aλ pu,v L (Ω) , θαη ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο 

2.6.5,  ηόηε ην νινθιήξωκα 
Ω

f (x,u) vdx  είλαη θαιά νξηζκέλν.  

Απόδειξη 
Ω Ω

f(x,u) vdx f(x,u) v dx     

    

1 1

Holder q pq p

Ω Ω

f(x,u) dx v dx
   

    
      

όπνπ 
1 1

1
p q
  . Λόγσ ηεο (Τii), ζα έρνπκε : 

 
1

qq
p 1

p
Ω Ω

f(x,u) vdx c |u| b(x) dx v 
   

    

 
Minkowski

p 1 p 1

p q pq q
Ω

f(x,u) vdx c|u| b(x) v c |u| b(x) v      = 

=
p
q

q q p
c u b(x) v
 

 
 

<  

 

 

 

2.6.7.1.  2.6.8 Oπιζμόρ Έζηω nΩ  , θξαγκέλν θαη αλνηθηό θαη  Μ Ω είλαη ην 

ζύλνιν ηωλ κεηξήζηκωλ ζπλαξηήζεωλ u:  Ω . Αλ f : Ω  , ηόηε ν 

ηελεζηήρ Nemitski πνπ αληηζηνηρεί ζηελ f, είλαη ε απεηθόληζε 

    u x f x,u x  

ή      fN u x f x,u x  

Πεξηνξίδνληαο ηνλ ρώξν  Μ Ω ζηνπο ρώξνπο κέηξνπ Lebesque, ν ηειεζηήο 

Nemitski είλαη  
p q

fΝ : L (Ω) L (Ω)  

 

 

2.6.8.1.  2.6.9 Ππόηαζη ([R]) O ηειεζηήο Nemitski κε ηηο ππνζέζεηο (Τi), (Yii) είλαη 
θαιά νξηζκέλνο θαη ζπλερήο. 

 

Απόδειξη  Έζησ pu L (Ω) .  

 

                                          

5 ι1 = inf

2

12
02

2

u
,u H (Ω),u 0

u
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q p p
1 2 3

Ω Ω Ω

f x,u dx c Ω c |u| dx c Ω |u| dx
 

      
      

 νπόηε q
fΝ (u) L (Ω) . Άξα fΝ   θαιά νξηζκέλνο. Γηα ηε ζπλέρεηα ηνπ fΝ , αξθεί 

λα δείμνπκε ηε ζπλέρεηα ζηνu 0 , δει όηη γηα θάζε ε 0 , ππάξρεη δ 0 έηζη 

ώζηε γηα 
p

u δ  λα είλαη   
q

f x,u x ε . 

 Δίλαη  f x,0 0 , νπόηε γηα ε 0 , ππάξρεη δ 0 ώζηε  f x,s ε  γηα 

s δ . Αλ γηα ην pu L (Ω)  είλαη 
p

u δ  θαη ζέζνπκε  

  1Ω x Ω / u x γ    

ηόηε  

 

 
 

1

q p
1

Ω

f x,u dx ε Ω  
 

 όπνπ 
1Ω  είλαη ην κέηξν ηνπ Ω1. Έζησ 2 1Ω  Ω \  Ω . Σόηε   

 
     

2

q p p
3 3p

Ω

f x,u dx c Ω u c Ω δ     
 

 Δπηπιένλ   
 

 
2

ppp p

p

Ω

δ u u x dx γ Ω    
 

 
Από όπνπ έρνπκε 

p

p

δ
Ω

γ
 . Άξα 

 

 
   

2

q p p
3

Ω

f x,u dx c δ 1 γ   
 

 Δπηιέγνληαο ε  ώζηε p p
1ε Ω ε θαη δ ώζηε  p p p

3c δ 1 γ ε  , έρνπκε   

 
 

q p

Ω

f x,u dx ε  

νπόηε  

  
q

f x,u x ε  

 

2.6.9.1.  
2.6.10 Πόπιζμα Ο ηειεζηήο     

u(x)

0

u F x,u x  f x,t dt    είλαη ζπλερήο. 

 

 

2.6.10.1.  2.6.11 Πόπιζμα Σν ζπλαξηεζηαθό pΦ : L (Ω)   κε  

 
Ω

Φ(u) F x,u dx   

είλαη ζπλερέο. 

 

 

2.6.11.1.  
2.6.12 Ππόηαζη Αλ 

2n
1 p

n 2
 


 θαη ηζρύνπλ νη (Τi), (Yii), ην ζπλαξηεζηαθό  

pΦ : L (Ω)   κε  
Ω

Φ(u) F x,u dx   

είλαη αθνινπζηαθά αζζελώο ζπλερέο ζηνλ 1
0H (Ω)  

 

Απόδειξη Έζησ 1
n 0(u ) H (Ω) , 1

0u H (Ω)  ώζηε w
nu u . Η n(u )  είλαη 

θξαγκέλε θαη αθνύ 1 p
0 ζπκπ

H (Ω) L (Ω) , ζα ππάξρεη ππαθνινπζία  
knu  ηεο n(u )  

κε p

knu u


  ζηνλ pL (Ω) . Σόηε    
knΦ u Φ u . Tν ηειεπηαίν ζπκπέξαζκα 
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ηζρύεη γηα θάζε ππαθνινπζία  
knu  ηεο  nu , νπόηε    

knΦ u Φ u . 

 

 

 2.6.13 Ππόηαζη Σν ζπλαξηεζηαθό Ι κε ηηο ππνζέζεηο (Yi),(Yii) είλαη  
αθνινπζηαθά αζζελώο θάηω εκηζπλερέο. 

 

Απόδειξη Έζησ 1
n 0(u ) H (Ω) , 1

0u H (Ω)  ώζηε w
nu u . Σόηε 

      
21

I u u Φ u
2

   

      
2

n

1
liminf u limΦ u

2
  

    =  
2

n

1
liminf u liminf Φ u

2
  

    
 

 
Yi

2

n

1
liminf u Φ u

2

 
  

 
 

    =  nliminf I u  

 

 

 

 2.6.14 Ππόηαζη Σν ζπλαξηεζηαθό Ι κε ηηο ππνζέζεηο (Yi),(Yii), (Yiii) είλαη  

πηεζηηθό 

 

Απόδειξη   
2

Ω Ω

1
I u u dx F(x,u)dx

2
      

 Yiii
2 2

Ω Ω Ω

1 1
u dx κ u dx a(x)dx

2 2
       

Αθνύ 

2

12
1 02

2

u
ι inf ,u H (Ω),u 0

u
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Ω Ω1

1
u dx u dx

ι
    

Άξα  

 
2 2

Ω Ω Ω1

1 1 κ
I u u dx u dx a(x)dx

2 2 ι
        

 
2

Ω1

1 κ
1 u a x dx

2 ι

 
   

    

Αιιά 1

1

κ
κ ι 1 0

ι
     θαη  

Ω

a x dx  πεπεξαζκέλν, νπόηε αλ    1
n 0u H Ω  

ζα έρνπκε : 

  nu

nI u


  

δει Ι πηεζηηθό. 

 

 

 

 2.6.15 Απόδειξη ηος Θεωπήμαηορ 2.6.5 

  
 Με ηηο ππνζέζεηο (Yi), (Yii), (Yiii) tν Ι είλαη αθνινπζηαθά  αζζελώο θάησ 

εκηζπλερέο θαη πηεζηηθό, άξα ζύκθσλα κε ην Θεώξεκα 2.4.6 ην πξόβιεκα  

2.6.1 έρεη αζζελή ιύζε ζηνλ ρώξν  1
0H Ω  (αλαθιαζηηθόο). 
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Κεθάλαιο 3 Critical Point Theory 

  θνπόο ηεο Θεσξίαο Κξίζηκσλ εκείσλ είλαη ε εύξεζε θξίζηκσλ 

ζεκείσλ γηα έλα C1 ζπλαξηεζηαθό I ζε έλα απεηξνδηάζηαην ρώξν Υ, δει 

ζεκείσλ u0 όπνπ  0Ι’ u = 0  δει  0Ι’ u v  0, γηα θάζε v X  , ρσξίο ηα 

ζεκεία u0 λα είλαη απαξαίηεηα ζέζεηο ειαρίζηνπ ή κεγίζηνπ, αιιά πηζαλώο 
ζαγκαηηθνύ ηύπνπ.  

 Πξηλ πξνρσξήζνπκε, είλαη απαξαίηεηνο ν νξηζκόο ησλ ζπλόισλ 

ζηάζκεο ελόο ζπλαξηεζηαθνύ. 
 

 

 3.1.1 Οπιζμόρ Γηα 1I C (X),c  , νξίδνληαη ηα παξαθάηω ζύλνια 

 

 cΙ  u X / I(u) c     Σύνολο ζηάθμηρ c ηνπ Ι (Sublevel set) 

 cΚ  u X / I(u) c,I’(u)  0    Σύνολο κπίζιμων ζεκείωλ ηνπ Ι  

     ζηε ζηάζκε c (Critical Point set) 

 

 

  Η βαζηθή ηδέα ησλ κέζνδσλ Μεγίζηνπ-Διαρίζηνπ (minimax methods) 

ηεο Θεσξίαο Κξίζηκσλ εκείσλ, είλαη ν πξνζδηνξηζκόο ζηελ δηαθνξνπνίεζε  
ηεο ηνπνινγίαο ησλ ζπλόισλ ζηαζκεο ηνπ Ι. 

  

 ηε πεπεξαζκέλε δηάζηαζε ε ύπαξμε θξίζηκσλ ζεκείσλ ζαγκαηηθνύ 
ηύπνπ, κπνξεί λα δεηρζεί σο εμεο : 

 

3.1.2 Θεώπημα  MS ,ζ.66    Αλ  1I C Ω  είλαη πηεζηηθό θαη έρεη δύν 

ειάρηζηεο ηηκέο, ζηα u1 θαη u2, ηόηε ην Ι έρεη θαη έλα 3ν θξίζηκν ζεκείν u3 
δηάθνξν ησλ u1 θαη u2 όπνπ 

   3 γ Γ u γ
Ι u inf max Ι u

 
  

θαη  

   1 2Γ γ Ω, u ,u γ, γ ζπκπαγέο θαη ζπλεθηηθό  

είλαη ην ζύλνιν ησλ "κνλνπαηηώλ" κεηαμύ ησλ u1 θαη u2. 
 

 Μπνξνύκε λα ζθεθηνύκε ην  Ι u σο ην ύςνο ζε έλα ζεκείν u ζε κία 

ηνπνζεζία. Σόηε ηα  1I u θαη  2I u  είλαη ηα θαηώηεξα ζεκεία δύν "θνηιάδσλ" 

ζηηο νπνίεο κεζνιαβεί κία νξνζεηξά. Αλ αθνινπζήζνπκε έλα "κνλνπάηη" γ από 
ην u1 ζην u2 θαη πξνζέρνληαο ην κέγηζην ύςνο ηνπ λα είλαη ειάρηζην ζε ζρέζε 

κε όια ηα άιια "κνλνπάηηα", ηόηε ζα δηαζρίζνπκε ηελ νξνζεηξά από κία 
"δηάβαζε" (mountain pass). Γη' απηό θαη ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα θάπνηεο 

θνξέο ιέγεηαη Θεώξεκα Mountain Pass γηα ηελ πεπεξαζκέλε δηάζηαζε. 
 

 Αλακέλνπκε έλα ζπλαξηεζηαθό λα έρεη θξίζηκε ηηκή ην ζεκείν c, αλ ην 

ζύλνια ζηάζκεο cI , 
c εI ,

c εI  δελ είλαη νκνηνκνξθηθά. Όπσο κπνξεί λα θαλεί 

ζηελ απόδεημε ηνπ πξνεγνύκελνπ ζεσξήκαηνο, ε ύπαξμε θξίζηκσλ ζεκείσλ 

γεληθά εμαξηάηαη από ην αλ ηζρύεη θάπνηα ζπλζήθε ζπκπάγεηαο, ε νπνία ζηε 
πεπεξαζκέλε δηάζηαζε εμαζθαιίδεηαη κε ηελ πηεζηηθόηεηα. ηε κε 

πεπεξαζκέλε δηάζηαζε, ε ζπκπάγεηα ησλ ζπλόισλ cK  εμαζθαιίδεηαη κε ηελ 

ζπλζήθε (PS) γηα ην Ι. 
  

 

3.1.2.1.  Οπιζμόρ (Palais,1970 [P]) Σν C1 ζπλαξηεζηαθό Ι : X  ηθαλνπνηεί ηελ 

ζςνθήκη Palais-Smale (PS), αλ θάζε αθνινπζία (un) ζηνλ X κε : 

1.  nI u  είλαη θξαγκέλε θαη 

2. n
nI'(u ) 0  ζην Υ*  (αθνινπζία (PS)) 

έρεη ζπγθιίλνπζα ππαθνινπζία. 
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Παπαηήπηζη Πξνθαλώο ε ππαθνινπζία ηεο (un) ζπγθιίλεη ζην θξίζηκν 
ζεκείν ηνπ Ι. 

 

3.1.2.2.   Όπσο δείρλεη ην επόκελν Λήκκα, ε ζπλζήθε (PS) είλαη ζπλζήθε 
ζπκπάγεηαο, αθνπ ην ζύλνιν ησλ θξίζηκσλ ζεκείσλ γηα έλα ζπλαξηεζηαθό 

είλαη ζπκπαγέο : 
 

 

3.1.2.3.  3.1.3 Λήμμα Έζηω όηη ην 1I C (X)  ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε (PS). Tόηε ην 

ζύλνιν cK  ηωλ θξίζηκωλ ζεκείωλ ηνπ Ι είλαη ζπκπαγέο. 

 

Απόδειξη Κάζε αθνινπζία ζην cK  έρεη ζπγθιίλνπζα ππαθνινπζία. Λόγσ ηεο 

ζπλέρεηαο ησλ I θαη Ι’, θάζε ζεκείν ζπζζώξεπζεο ηέηνηαο αθνινπζίαο αλήθεη 

ζην cK , νπόηε ην cK  είλαη ζπκπαγέο. 

 
 

 

3.1.3.1.   Mία παξαιιαγή ηεο ζπλζήθεο (PS) πξνηάζεθε από ηνπο Brezis, Coron, 
Nirenberg 

 

 

3.1.3.2.  3.1.4   Οπιζμόρ (Brezis, Coron, Nirenberg, 1980 [BCN]) Σν 1C  

ζπλαξηεζηαθό Ι : X  ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε Palais-Smale (PS)c, αλ θάζε 

αθνινπζία n(u ) ζηνλ X ηέηνηα ώζηε : 

1.  nn
imI u c


  θαη 

2. n
nI'(u ) 0  ζην Υ* (αθνινπζία (PS)c)  

έρεη ζπγθιίλνπζα ππαθνινπζία. 

 

 

3.1.4.1.  Παπαηήπηζη Δίλαη θαλεξό όηη  από ηελ ζπλζήθε (PS) πξνθύπηεη ε ζπλζήθε 
(PS)c. Από ηελ (PS)c πξνθύπηεη επίζεο ε ζπκπάγεηα ησλ ζπλόισλ θξίζηκσλ 

ζεκείσλ ηνπ Ι ζε κία ζηάζκε c. 
 

Σν επόκελν ζεώξεκα απνδεηθλύεη όηη αλ ην Ι είλαη θξαγκέλν θαη (PS), ηόηε 
έρεη θξίζηκν ζεκείν: 

 

3.1.5 Θεώπημα[BCN] Έζηω Ι : X  , 1C  θάηω θξαγκέλν ζπλαξηεζηαθό 

θαη  
u X

c inf I u


 . Αλ ην Ι ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε (PS)c, ηόηε ππάξρεη 0u X  

ώζηε  0I u c  θαη  0I' u 0 . 

 

 

3.1.5.1.  Αθνινύζεζε ε εηζαγσγή από ηνλ Cerami, ηεο ζπλζήθεο (C), αζζελέζηεξεο ηεο 

ζπλζήθεο (PS): 
 

 

3.1.5.2.  3.1.6 Οπιζμόρ  (Cerami 1978 [Ce]):Σν ζπλαξηεζηαθό Ι ηθαλνπνηεί ηελ 

ζπλζήθε (C), αλ θάζε αθνινπζία n(u ) κε  

1. 
nΙ(u ) c , νκνηόκνξθα γηα c 0 θαη  

2.  n nI'(u ) 1 u 0   

έρεη ζπγθιίλνπζα ππαθνινπζία 
 

θαη ε γελίθεπζε ηνπ πξνεγνύκελνπ ζεσξήκαηνο 

 

3.1.7 Θεώπημα Έζηω Ι : X  , 1C  θάηω θξαγκέλν ζπλαξηεζηαθό θαη 

 
u X

c inf I u


 . Αλ ην Ι ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε (C), ηόηε ππάξρεη 0u X  ώζηε  

 0I u c  θαη  0I' u 0 . 

 

 

3.1.7.1.  πκπεξαίλνπκε όηη αλ έλα Ι είλαη θάησ θξαγκέλν θαη ηθαλνπνηεί ηελ (PS) ή  
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ηελ (C), έρεη θξίζηκν ζεκείν. Ση ζπκβαίλεη όκσο γηα ηα ζπλαξηεζηαθά πνπ δελ 
είλαη θάησ θξαγκέλα; 

Μία ιύζε δίλεη ην Θεώξεκα Mountain Pass πνπ βαζίδεηαη ζην Λήκκα 

Παξακόξθσζεο. Σν Λήκκα Παξακόξθσζεο, ζεκειηώδεο ζηελ Θεσξία 
Κξίζηκσλ εκείσλ, εηζήρζε από ηνλ Willem [W]1 ην 1983, θαη παξ' όιν πνπ 

δελ ζα ρξεζηκνπνηεζεί άκεζα ζηελ εξγαζία, έρεη εθαξκνγή ζρεδόλ ζε θάζε 
κεζνδν κεγίζηνπ-ειαρίζηνπ θαη εθαξκνγή ηεο. Η απινπνηεκέλε εθδνρή πνπ 

παξαηίζεηαη νθείιεηαη επίζεο ζηνλ Willem [W]. 
 

3.1.7.2.  3.1.8 Θεώπημα Λήκκα Παξακόξθωζεο (Deformation Lemma) [W]1 

 

 Έζηω Υ ρώξνο Banach θαη έζηω όηη ην 1I C (X) ηθαλνπνηεί ηελ 

ζπλζήθε (PS). Αλ ην c   δεν είλαη θξίζηκν ζεκείν ηνπ Ι, ηόηε γηα θάζε 

ε ν  ππάξρεη έλα  δ 0,ε θαη νκνηνκνξθηζκόο ε: Υ Υ (deformation), 

ηέηνηνο ώζηε  
i.    ε u u, αλ I u c ε,c ε      , 

ii. c δ c δε(I ) I
 

  

 

 

3.1.8.1.   Σν Deformation Lemma είλαη έλα ηζρπξό εξγαιείν γηα ηελ απόδεημε ηεο 
ύπαξμεο ζαγκαηηθώλ ζεκείσλ γηα έλα ζπλαξηεζηαθά Ι, αλ ηζρύνπλ θαηαιιειεο 

ππνζέζεηο γηα ηα ζύλνια ζηαζκεο ηνπ Ι. Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζεσξήκαηνο είλαη 

όηη αλ c δελ είλαη θξίζηκε ηηκή ηνπ Ι, ηόηε ην ζύλνιν ζηάζκεο c δI


  κπνξεί λα 

απεηθνληζηεί ("παξακνξθσζεί" - deform) ζην c δI


, κε έλαλ νκνηνκνξθηζκό 

(deformation) ρσξίο λα αιινησζνύλ νη ηνπνινγηθέο ηνπ ηδηόηεηεο ή αιιηώο αλ 

ην c δελ είλαη θξίζηκε ηηκή, ηα ζύλνια c δI


 θαη c δI


 είλαη νκνηνκνξθηθά. 

 

 

3.1.8.2.  ηελ απινύζηεξε πεξίπησζε n=1, όπνπ c είλαη κέγηζην, γηα ηα ζύλνια 

ζηάζκεο  

c δI


  θαη  

 c εI ,a b,

       πνπ 

είλαη κε ζπλεθηηθό, δελ 
κπνξεί λα ππάξμεη 

deformation, (δελ είλαη 
νκνηνκνξθηθά) 

 
 

 
 

 

 
 

 

 

 Η απινύζηεξε πεξίπησζε είλαη όηαλ ην Ι είλαη θξαγκέλν θαη ηθαλνπνηεί ηελ 

(PS). Σόηε, όπσο αλαθέξεη ην επόκελν ζεώξεκα, ππάξρεη πάληα θξίζηκν 
ζεκείν γηα ην Ι. 

 

 

 3.1.9 Θεώπημα [SM] Έζηω Υ ρώξνο Banach, ζπλαξηεζηαθό  1I C X  

ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε (PS) θαη είλαη θάηω θξαγκέλν. Σόηε ην  

 
u X

c inf I u


  

είλαη θξίζηκν ζεκείν γηα ην Ι. 
 

 Σν ζεώξεκα δειώλεη αθξηβώο απηό πνπ έρνπκε σο δηαίζζεζε από ηε 

πεπεξαζκέλε δηάζηαζε. Η ζπλάξηεζε   2
1
xf x e



  είλαη θάησ θξαγκέλε αιιά 

 

 

c

c-ε

a b
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δελ ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε (PS), νπόηε ην 0 δελ είλαη θξίζηκε ηηκή. Απηνύ ηνπ 
είδνπο "ζπκπεξηθνξέο" πεξηνξίδεη ε ζπλζήθε (PS). 

  

 Θεκειηώδεο γεληθό ζπκπέξαζκα ζηε Θεσξία Κξίζηκσλ εκείσλ είλαη  ε 
Αξρή Μεγίζηνπ-Διαρίζηνπ (Minimax Principle) (Palais [P]) 

 
 3.1.10 Οπιζμόρ Έζηω Φ: Μ 0, Μ    κία εκηξξνή ζε κία πνιιαπιόηεηα 

Μ. Μία νηθνγέλεηα  ππνζπλόιωλ ηνπ Μ ιέγεηαη Φ-ζηαζεξή αλ-λ  Φ F,t K  

γηα θάζε F , t 0 . 

 

 

 3.1.11 Θεώπημα (Minimax Principle) [P] Έζηω Μ κία πιήξεο 

πνιιαπιόηεηα Finsler, ηάμεο 1,1C θαη ζπλαξηεζηαθό  1I C M  πνπ ηθαλνπνηεί 

ηελ (PS).Αλ  MP είλαη κία ζπιινγή ζπλόιωλ ζηαζεξώλ ωο πξνο θάζε 

ζπλερή εκηξξνή Φ: Μ 0, Μ    κε   MΦ ,0 id|  , Φ είλαη έλαο 

νκνηνκνξθηζκόο ζην Μ γηα θάζε t 0  θαη   I Φ u,t είλαη αύμνπζα ωο πξνο t 

γηα θάζε u M . Σόηε αλ ην  

 
F u F

c inf supI u
 

  

είλαη πεπεξαζκέλν, ην c είλαη θξίζηκε ηηκή γηα ην Ι. 

 

 

  Η Αξρή Μεγίζηνπ-Διαρίζηνπ θαιύπηεη όιεο ηηο πηζαλέο αηηίεο ύπαξμεο 
θξίζηκσλ ζεκείσλ, πνπ πξνθύπηνπλ από ηηο ηνπνινγηθέο ηδηόηεηεο ησλ 

ζπλόισλ ζηάζκεο ηνπ ζπλαξηεζηαθνύ. Η εμάξηεζε όκσο ηνπ ζεσξήκαηνο από 
ηνλ "πινύην" ηεο ηνπνινγίαο ηνπ ρώξνπ Υ, δεκηνπξγεί δπζρέξεηεο ζηελ 

εθξακνγή ηνπ. 
 Σέηνηνπ ηύπνπ δπζρέξεηεο πξνζπεξλά ε επόκελε κέζνδνο minimax, ην 

Θεώξεκα Οξεηλήο Γηάβαζεο (Mountain Pass Theorem), όληαο ηδηαίηεξα εύθνιν 
ζηελ εθαξκνγή ηνπ ζε πξνβιήκαηα. Πξσηνδεκνζηεύζεθε από ηνπο 

Ambrosetti-Rabinowitz ην 1973 ζην [AR]. Η βηβιηνγξαθία είλαη αξθεηά 

πινύζηα  θαη ν αλαγλώζηεο κπνξεί λα αλαδεηήζεη αξθεηέο εθδνρέο θαη 
εθαξκνγέο ηνπ ζεσξήκαηνο, (βι.,[W],[R], [Δ], [SM] θ.α.).  

 

 

3.1.11.1.  3.1.12 Θεώπημα Mountain Pass (MP) [AR]  

 

 Έζηω Υ ρώξνο Banach θαη έζηω όηη ην 1I C (X)  ηθαλνπνηεί ηελ 

ζπλζήθε (PS). Έζηω όηη  

(Ii)  Ι 0 0 , 

(Iii) ππάξρνπλ ζηαζεξνί ξ,α 0  ώζηε Ι(u) α  γηα θάζε ξu B , 

(Iiii) ππάξρεη ξ>0, 0 ξu X \ Β  κε 0Ι(u ) 0 . 

Tόηε ην  

  
γ Γ t [0,1]

c inf max I γ t
 

  

όπνπ  

  0Γ γ C 0,1 ,X / γ(0) 0,γ(1) u       

 
είλαη κπίζιμο ζεκείν γηα ην Ι. 
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3.1.12.1.  ην ζρήκα θαίλεηαη κία απινπνηεκέλε εθδνρή ηνπ ζεσξήκαηνο γηα n=2. Όπσο 
θαη ζηε πεπεξαζκέλε 

πεξίπησζε, κπνξνύκε 

λα ζθεθηνύκε ην  Ι u  

σο ην ύςνο ζε έλα 
ζεκείν u. Σόηε ηα 0 θαη 

 1I u  είλαη ηα θαηώηεξα 

ζεκεία δύν "θνηιάδσλ" 

ζηηο νπνίεο κεζνιαβεί 
κία νξνζεηξά. Αλ 

αθνινπζήζνπκε έλα "κνλνπάηη" γ από ην 0 ζην u1 έηζη ώζηε ην κέγηζην ύςνο 
ηνπ λα είλαη ειάρηζην ζε ζρέζε κε όια ηα άιια "κνλνπάηηα", ηόηε ζα 

δηαζρίζνπκε ηελ νξνζεηξά από κία "δηάβαζε" (mountain pass). 

 
 Παξαθάησ δίλεηαη κία εθαξκνγή ηνπ Θεσξήκαηνο ΜΡ ζε έλα κε 

γξακκηθό πξόβιεκα ΜΓΔ. Όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί, θάζε πεξίπησζε ΜΓΔ 
αληηκεησπίδεηαη θαηά ζρεδόλ κνλαδηθό ηξόπν, νπόηε γηα λα κπνξεί λα γίλεη 

αλαγσγή ηνπ πξνβιήκαηνο ζην Θεώξεκα ΜΡ, είλαη απαξαίηεηε ε εηζαγσγή 
ππνζέζεσλ-ζπλζεθώλ γηα ηελ ζπλάξηεζε f. Βαζηθή είλαη ε ζπλζήθε 

Ambrosetti-Rabinowitz, ε άξζε ηεο νπνίαο είλαη ην βαζηθό ζέκα ηεο εξγαζίαο. 
 

 

 

3.2 Δθαξκνγή ζην –Γu=f(x,u) - f κε γξακκηθή 
 

 Γίλεηαη ην ειιεηπηηθό κε γξακκηθό πξόβιεκα ΜΓΔ 2εο ηάμεο Dirichlet: 
 

 

 
  


 

Γu f(x,u),x Ω

u 0, x Ω
 3.2.1  

 όπνπ nΩ   αλνηθηό θαη θξαγκέλν κε νκαιό ζύλνξν. Σν ζπλαξηεζηαθό πνπ 

αληηζηνηρεί ζην πξόβιεκα 3.2.1 είλαη ην  
 

 

   2

Ω

1
I u | u| F x,u dx

2

 
   

  ,  1
0u H Ω  3.2.2  

 όπνπ  

 

   
s

0

F x,s f x,t dt   3.2.3  

 Αζζελήο ιύζε  1
0u H Ω  ηνπ 3.2.1 είλαη ιύζε ηεο εμίζωζεο   

 

Ω Ω

u vdx f vdx     , γηα θάζε 
0v C (Ω)  3.2.4  

 Δηζάγνπκε ηηο αθόινπζεο ππνζέζεηο γηα ηελ f: 

 

 (f1)     f(x,s) C Ωx , , f x,0 0  

 

 (f2) ππάξρνπλ ζηαζεξέο 1 2α ,α 0 ώζηε  

 

 
p

1 2f x,s α  α s  , γηα θάζε x Ω,s   

   

 

I(u)

2
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  γηα n 2 θαη 
n 2

0 q
n 2


 


, 

  γηα n 2  αξθεί    θ s

1f x,s α e , όπνπ s

2

θ(s)
0

s
  

 

 (f3)    f x,s  o s  θαζώο s 0 , 

 (AR) ππάξρνπλ ζηαζεξέο 
0 0κ 2 θαη s 0 ώζηε γηα s s    λα είλαη :  

 

   0 κF x,s sf x,s    
πλζήθε 

Ambrosetti-Rabinowitz 
(AR) 

 

 3.2.5 Λήμμα  Έζηω nΩ   αλνηθηό θαη θξαγκέλν κε νκαιό ζύλνξν θαη έζηω 
f ηθαλνπνηεί ηηο ππνζέζεηο  

 (g1)  f C Ωx ,  

 (g2) ππάξρνπλ ζηαζεξέο r,s  1, α1,α2  0 ώζηε  

 
r
q

1 2f x,s α  α s  ,γηα θάζε x Ω, s  . 

Σόηε ε απεηθόληζε     u x f x,u x αλήθεη ζην     r qC L Ω ,L Ω  

 

Απόδειξη ([R]) 

 
 

 

 3.2.6 Λήμμα Έζηω nΩ   αλνηθηό θαη θξαγκέλν κε νκαιό ζύλνξν θαη έζηω f 
ηθαλνπνηεί ηηο ππνζέζεηο  

 (g1)  f C Ωx ,  

 (g2) ππάξρνπλ ζηαζεξέο 1 2α ,α 0 ώζηε  
p

1 2f x,s α  α s  , 

  γηα θάζε x Ω, s  , 
n 2

0 p
n 2


 


,n 3 . 

Aλ    
s

0

F x,s g x,t dt   θαη    
 

   
 

2

Ω

1
I u | u| F x,u dx

2
, ηόηε  

 1 1
0I C H (Ω),  θαη  

Ω

Ι’(u),v u v g(x,u)v dx      γηα θάζε 1
0v H (Ω) . 

Eπηπιένλ αλ     
Ω

Φ u F x,u x dx  , ηόηε Φ είλαη αζζελώο ζπλερήο θαη Φ’(u)  

είλαη ζπκπαγήο. 

 
Απόδειξη ([R]) 

 

 

 

 
3.2.7 Λήμμα Έζηω   2

Ω

1
I u | u| F(x,u) dx

2

 
   

  ,  1
0u H Ω , όπνπ 

   
s

0

F x,s f x,t dt  , θαη ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο f1-f4. Tόηε ην Ι ηθαλνπνηεί ηελ 

ππόζεζε (Ιiii) ηνπ ΜΡ (ππάξρεη ξ>0, 0 ξu X \ Β  κε 0Ι(u ) 0 ) 

 
 

Απόδειξη Έζησ 0s 0 , νπόηε γηα 0s s από ηελ (AR) ζα είλαη  

f(x,s) 0 F(x,s) 0    

θαη επίζεο από ηελ (AR)  
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κ f(x,s)
0

s F(x,s)
   

Οινθιεξώλνληαο έρνπκε 

 

 
 0 0

F x,ss
κ ln ln

s F x,s
   

   κ κ
0 0 F x,s F(s )s s  

 

Γηα 0s s  , όκνηα πξνθύπηεη όηη    κ κ
0 0F x,s F(s )s ( s)   

Άξα γηα 
0s s είλαη  

κ

1F(x,s) c s . 

Eπίζεο ππάξρεη 2c 0  ώζηε γηα 
0s s  λα είλαη κ

1 2F(x,s) c |s| –c . 

Άξα γηα s ηζρύεη : 

 
κ

1 2F(x,s) c |s| –c  3.2.8  

 
Αλ      ΩΦ u F x,u x dx , ηόηε 

   
κ

1 2

Ω

Φ u c u dx c Ω  γηα θάζε 1
0u H (Ω) . 

Αλ 1
0u H (Ω)\{0} , ζα έρνπκε  

   
2

2

Ω Ω

t
I tu u dx F x,tu dx

2
      

  
2

2 κκ t
1 2

Ω

t
I tu u t c u dx c Ω

2
     

 

Άξα ηζρύεη ε ππόζεζε (Ιii) ηνπ MP, δει ππάξρεη ξ 0  θαη 1
0 0 ξu H (Ω)\B  ώζηε 

0Ι(u ) 0 .  

  

   

 

 

 

 
3.2.9 Λήμμα Έζηω    2 1

0

Ω

1
Ι u | u| F(x,u) dx, u H Ω

2

 
    

  , όπνπ 

 
s

0

F x,s f(x,t)dt  , θαη ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο f1-f4. Tόηε ην Ι ηθαλνπνηεί ηελ 

ππόζεζε (Ιii) ηνπ ΜΡ (ππάξρνπλ ζηαζεξνί ξ,α 0  ώζηε Ι(u) α  γηα θάζε 

ξu B ). 

 
 

Απόδειξη Aπό ηελ f3, γηα δεδνκέλν ε 0 , ππάξρεη δ 0  ηέηνην ώζηε από ηελ  

ζρέζε s δ  πξνθύπηεη  

 
2

F x,s ε s , γηα x Ω  

 

Aπό ηελ (f2), ζα ππάξρεη ζηαζεξά  Α Α δ , ώζηε από ηελ  ζρέζε s δ  

έρνπκε 
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p 1

F x,s Α s


 , γηα x Ω  

πλδπάδνληαο ηηο δύν πξνεγνύκελεο αληζόηεηεο : 

 
2 p 11

F x,s ε s  Α s
2


  , γηα x Ω  

Άξα 

     ΩΦ u F x,u x dx
2 p 1

Ω Ω

ε
u dx A u dx

2


    

 

 



 

2 p 1

p 1

ε
Φ u u A u

2
 

Σόηε ππάξρεη 3c 0  (από αληζόηεηεο Poincare θαη Sobolev), ώζηε : 

 


 
2 p 1

3

ε
Φ u u c A u

2
 

 

Άξα  

   


   
2 2 p 1

3

1 1 ε
Ι u u  Φ u u c A u

2 2
 

 


 
2 p 1

1 2Ι u k u k u  

Γηα u r      2 p 1
1 2Ι u k r k r  

Γηα  0r r  αξθεηά κηθξό ώζηε λα ηζρύεη    2 p 1 p 11
1 0 2 0 0

2

k
k r k r 0 ή r

k
,  

ζέηνπκε  2 p 1
1 0 2 0k r k r α . 

 

νπόηε ε ππόζεζε (Iii) ηνπ MP ηζρύεη, δει ππάξρνπλ ζηαζεξέο 0r ,α 0ώζηε  

Ι(u) α  γηα 
0r

u B . 

 

 

 

3.2.10 Λήμμα (Kadec-Klee) Aλ  nu H , όπνπ Η ρώξνο Hilbert θαη 

w
n 0 n 0u u H, u u   , ηόηε n 0u u  

 

 3.2.11 Λήμμα Έζηω  

 2 1
0

Ω

1
Ι(u) | u| F(x,u) dx, u H Ω

2

 
    

   

όπνπ  
s

0

F(x,s) f(x,t)dt  , 

θαη ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο (f1)-(f4). Tόηε ην Ι ηθαλνπνηεί ηελ ππόζεζε  PS  

 

Απόδειξη 

 Έζησ αθνινπζία   1
n 0u H (Ω)  κε  nΙ u  θξαγκέλε θαη nΙ’(u ) 0 . Αξθεί 

λα δείμνπκε όηη ε  nu  έρεη ζπγθιίλνπζα ππαθνινπζία 

 Βήμα 1 Θα δείμνπκε όηη ε  nu  είλαη θξαγκέλε. Αθνύ  nΙ u  θξαγκέλε, 

ππάξρεη c 0  ώζηε  nΙ u c . Σόηε : 

 nΙ u c  

 
2

n n

Ω

1
u F x,u (x) dx M

2
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AR

2

n n

Ω

u M' 2 F x,u (x) dx  

 

 
2

n n n

Ω

2
u M' f u (x) u (x)dx

κ
    3.2.12  

 Αθνύ nΙ’(u ) 0 , ηόηε ε 0  , on   ώζηε 
nI'(u ) ε , on n  . Σόηε  

 

    1
n 0I’ u ,v I' u v , v H (Ω)    

άξα  

 

 
 I’ u ,v ε v  3.2.13  

 Σόηε  

 n n n

Ω Ω

I’(u ),v)  u vdx f x,u vdx          

Θέηνληαο ζηελ 3.2.13 όπνπ nε 1, u u   

 

 
2

n n n n

Ω Ω

u dx f x,u u dx u      

 

 

 
2

n n n n

Ω

f x,u u dx u u    3.2.14  

 Aπό 3.2.12, 3.2.14 πξνθύπηεη 

 2 2

n n n

2
u M' u u

κ
    

2

n n

2 2
1 u M' u

κ κ

 
   

 
 

Αθνύ κ 2 , ηόηε γηα 1

Μ'
θ

2
1

κ





, 2

2

κ
θ

2
1

κ





είλαη : 

2

n 1 2 nu θ θ u   1
n 2

n

θ
u θ

u
   

Από ηελ ηειεπηαία ζρέζε είλαη θαλεξό όηη ε n(u ) είλαη θξαγκέλε, αθνύ ζηελ 

αληίζεηε πεξίπησζε ζα ήηαλ 
nu  , νπόηε 1

n

θ
0

u
   

nu 0  άηνπν. 

 Βήμα 2 

Αθνύ  nu  θξαγκέλε θαη 1
0H (Ω)  αλαθιαζηηθόο, ππάξρεη αζζελώο ζπγθιίλνπζα 

ππαθνινπζία  
knu  ηεο  nu , δει  

k

w 1
n 0 0u u H Ω  . Αξθεί ηόηε, ζύκθσλα 

κε ην Λήκκα Kadec-Klee λα δείμνπκε όηη 
kn 0u u . 

πκβνιίδνπκε ηελ  
knu  κε  nu . Αθνύ nΙ’(u ) 0  ηόηε  

             
1

n n n 0

Ω Ω

I’ u ,v) u vdx f x,u vdx 0, v H Ω  
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Αιιά    1 p
0 ζπκπ

Η Ω L Ω , νπόηε ε  nu  ε΄ρεη κία ππαθνινπζία (πνπ ηε 

ζπκβνιίδνπκε θαη απηή  nu ) ώζηε   p
n 0u u  ζηνλ L Ω . Λόγσ ηνπ όηη ν 

ηειεζηήο Nemitski    p q
f

1 1
Ν : L Ω L Ω  κε 1

p q
    θαη    fN u f x,u  είλαη 

ζπλερήο, ζα είλαη      q
n 0f x,u f x,u  ζηνλ L Ω . Άξα 

     1
n 0 0

Ω Ω

f x,u vdx f x,u vdx, v H Ω     αθνύ  

       n 0 n 0

Ω Ω

f x,u vdx f x,u vdx f x,u f x,u v dx      

   
Holder

n 0 pq
f x,u f x,u v 0    

Άξα αθνύ n

Ω Ω

u vdx u vdx       θαη    n 0

Ω Ω

f x,u vdx f x,u vdx   ζα 

ηζρύεη    1
0 0 0

Ω Ω

u vdx f x,u vdx, v H Ω       

Θέηνληαο 0v u  έρνπκε  

 
 

2 2

0 0 0 0

Ω
Ω

u u dx f x,u u dx     3.2.15  

 
Από ηελ n

Ω Ω

u vdx u vdx       γηα nv u  έρνπκε  

 n n n n

Ω Ω

u u dx f x,u u dx     

θαη αθνύ ε  nf x,u  ζπγθιίλεη ηζρπξά ελώ ε  nu  αζζελώο, πξνθύπηεη 

γηα n ,  

 

 
 

2

n 0 0

Ω

lim u f x,u u dx   3.2.16  

 Από 3.2.15 θαη 3.2.16 έρνπκε  
2 2

n 0lim u u  
n 0u u .  

 

 

 

 

 Δλαιιαθηηθόο ηξόπνο γηα ην 2ν Βήκα [R]: 

 
1 1
0D: H (Ω) H (Ω)  

ε δπηθή απεηθόληζε κεηαμύ ηνπ 1
0H (Ω)  θαη ηνπ δπηθνύ ηνπ ρώξνπ 1H (Ω) . Σόηε 

γηα 1
0u,v H (Ω)  είλαη : 

Ω

Du,v u vdx    

 

Ιζρύεη  

 
Ω Ωt 0

dI(u tv)
I’ u ,v  u vdx f vdx

dt



        

   ΩI’(u),v) Du,v fvdx  

Καη 



   Ωt 0

dJ(u tv)
Φ’(u),v) fvdx

dt
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       I’ u ,v) Du,v  Φ’ u ,v)  

   I’ u   Du –  Φ’ u  

    1 1D I’ u   u –  D Φ’ u  

Από ηελ ζπλέρεηα ηεο D-1 πξνθύπηεη  
 

        


  1 1 1

n n n nn
u  D I’ u   D Φ’ u lim D Φ’ u   

Αιιά ε n(u ) είλαη θξαγκέλε θαη ε Φ'  είλαη ζπκπαγήο, νπόηε ε nΦ’(u )έρεη 

ζπγθιίλνπζα ππαθνινπζία, άξα θαη ε n(u ) έρεη ζπγθιίλνπζα ππαθνινπζία. 

 

 

 
3.2.16.1.  3.2.17 Θεώπημα Αλ ε f ηνπ πξνβιήκαηνο  ηθαλνπνηεί ηηο ππνζέζεηο  

(f1)-(f3),(AR) ηόηε ην πξόβιεκα 3.2.1 έρεη κε ηεηξηκκέλε αζζελή ιύζε. 
 

Απόδειξη Πξνθαλέο από ηα πξνεγνύκελα 
 

 

3.2.17.1.  
Δίλαη θαλεξό όηη ε ζπλζήθε (AR) είλαη απαξαίηεηε γηα ηελ απόδεημε ηεο 

ππόζεζεο (Iiii) ηνπ ζεσξήκαηνο MP, (γεσκεηξία ηνπ MP), θπξίσο όκσο γηα ηελ 
απόδεημε ηεο ζπλζήθεο (PS) γηα ην Ι θαη εηδηθόηεξα γηα ηελ απόδεημε ηεο 

ύπαξμεο θξάγκαηνο κηάο αθνινπζίαο (PS). 
 

 

3.2.17.2.  3.2.18 Ππόηαζη  Αλ ε ππόζεζε (f1) ζην πξόβιεκα 3.2.1, αληηθαηαζηαζεί κε ηελ 

(f1') : f(x,s)ηνπηθά Lipschitz ζην Ω  

ηόηε θάζε αζζελήο ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζηνλ 1
0H (Ω) είλαη ηζρπξή. (Regularity 

of solutions) 

 
Απόδειξη (βι[Ag]) 

 

 

3.2.18.1.  3.2.19 Ππόηαζη  Σν πξόβιεκα 3.2.1 κε ηηο ππνζέζεηο (f1)-(f4) θαη επηπιένλ κε 

ηελ ππόζεζε (f1'), έρεη κία ζεηηθή θαη κία αξλεηηθή ηζρπξή ιύζε. 

 
Απόδειξη (βι[ΑR]) 
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Κεθάλαιο 4 ύγρξνλεο Πξνζεγγίζεηο ζηελ ζπλζήθε ΑR 

 

 ην παξώλ θεθάιαην, ζα εμεηάζνπκε ηηο πξνζπάζεηεο πνπ έρνπλ γίλεη γηα ηελ άξζε ηεο 

ζπλζήθεο (AR) γηα ην κε γξακκηθό πξόβιεκα  p–Γ u  ιf x,u , επηθεληξώλνληαο ηελ πξνζνρή καο 

ζηηο εξγαζίεο ησλ Mηyagaki-Souto θαη Li-Yang  

 

4.1 Σν βαζηθό πξόβιεκα   

 Δμεηάδνπκε ηελ ύπαξμε κίαο κε ηεηξηκκέλεο ιύζεο γηα ην αθόινπζν κε 

γξακκηθό πξόβιεκα ζπλνξηαθώλ ηηκώλ  
 

 

 

 p–Γ u  ιf x,u ,x Ω

u 0,x Ω

  


  
 4.1.1  

 όπνπ p 1, ι   θαη  p 2

pΓ div u u


    είλαη o ηειεζηήο p-Laplace. Λέκε όηη 

ε  1,p
0u W Ω  είλαη αζζελήο ιύζε ηνπ 4.1.1 αλ-λ είλαη ιύζε ηεο εμίζσζεο : 

 

 

 

   
p 2 1,p

0

Ω Ω

u u vdx ι f x,u vdx, v W Ω


         4.1.2  

 Οη ιύζεηο ηεο 4.1.2 είλαη θξίζηκα ζεκεία ηνπ ζπλαξηεζηαθνύ   

 

   
p

ι

Ω Ω

1
I u u dx ι F x,u dx

p
     ή 

   
p

ι

Ω

1
I u u ι F x,u dx

p
    

4.1.3  

 όπνπ  1,p
0u W Ω  θαη   

 

   
s

0

F x,s f x,t dt   4.1.4  

 Παξαηεξνύκε όηη ην ιΙ  είλαη παξαγσγίζηκν θαηά Frechet κε   

 

 
p 2

ι

Ω Ω

Ι (u),v u u vdx ι f x,u vdx


        4.1.5  
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 Οι ζςνθήκερ  

 

(f1)     0f C Ω  θαη f(x,0) 0   

 

(f2) 

ππάξρνπλ α,β>0 ώζηε λα ηζρύεη  
 

 
q 1

f x,s α  β s


   

γηα x Ω, s   θαη 

np
q [1, ), αλ 1 p n

n p

q 1, αλ p n


  


  

 

 

 

(f3) 
 




p 2s 0

f x,u
lim 0

s s
, νκνηόκνξθα ζ.π. ζηνλ Ω  

 

(f4)      
p ζ

1 2F x,s c s c , x,s Ω


       

 

καδί κε ηελ   

 
(AR)            0 p κ F x,s sf x,s , κ 0, s M 0, x Ω , ,   

 εμαζθαιίδνπλ ηελ γεσκεηξία ΜP θνληά ζην u 0  αιιά θαη όηη ην ιΙ  ηθαλνπνηεί 

ηελ ζπλζήθε (PS). Πην ζπγθεθξηκέλα ε (AR) εμαζθαιίδεη όηη θάζε (PS) 

αθνινπζία ηνπ ιΙ  είλαη θξαγκέλε θαη ε ζπλζήθε (f4) (ε νπνία επίζεο κπνξεί λα 

πξνθύμεη από ηελ (AR)) εμαζθαιίδεη όηη θάζε θξαγκέλε αθνινπζία ηνπ ιΙ  

ζπγθιίλεη ζηνλ  1,p
0W Ω .  

 

Άξα ηθαλνπνηνύληαη νη ππνζέζεηο ηνπ ΜΡ, άξα ππάξρεη θξίζηκν ζεκείν ηνπ ιΙ  

δει αζζελήο ιύζε ηνπ 4.1.1  ζηνλ  1,p
0W Ω . 
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4.2 ύληνκν ηζηνξηθό  

 Από ηηο πξώηεο δεκνζηεύζεηο  ησλ Palais [P] ην 1968 θαη  Ambrosetti- 

Rabinowitz [AR] ην 1973, έρεη ππάξμεη ελδειερήο κειέηε πξνβιεκάησλ 

ζρεηηθώλ κε ην 4.1.1 θαη αξθεηά απνηειέζκαηα. 
 

Δλδεηθηηθά : 
 

ην [Ce] (1978) ν Cerami ζεκειίσζε ζεσξία θξίζηκσλ ζεκείσλ όρη κε ηελ 
ζπλζήθε (PS), αιιά κε ηελ Cerami (C) (βιέπε 3.1.6). 

ην [CL] (1979) νη Casro, Lazer κειέηεζαλ ηηο πνιιαπιέο ιύζεηο ελόο 
πξνβιήκαηνο Dirichlet. 

ην [BBF] (1983) oη Bartolo, Benci, Fortunato κειέηεζαλ κε γξακκηθά 

πξνβιήκαηα κε ηζρπξό ζπληνληζκό ζην άπεηξν. 
ην [Z] (1998) ν Zhou κειέηεζε εκηγξακκηθά ειιεηπηηθά πξνβιήκαηα ηα νπνία 

έρνπλ ζρεδόλ γξακκηθή ζπκπεξηθνξά ζην άπεηξν. 
ην [J] (1999) ν Jeanjean κειέηεζε πξνβιήκαηα ηύπνπ Landesman_Lazer ζην 

n . 
 

 

 ην [CM]1 (1994) νη Costa-Magalhães κειέηεζαλ ην 4.1.1 γηα ι 1 θαη p 2  , 

αληηθαζηζηώληαο ηελ ζπλζήθε (AR) κε ηηο  
 

  
q|t|

F(x,t)
lim b

|t |
   , νκνηόκνξθα ζην x Ω  ((F1)q) 

  
κ|t|

f (x,t)t 2F(x,t)
lim α 0

| t |


  , νκνηόκνξθα ζην x Ω  ή ηελ   2 κ

F   

  
κ|t|

f (x,t)t 2F(x,t)
lim α 0

| t |


   , νκνηόκνξθα ζην x Ω     2 κ

F   

 Oη ίδηνη ζην [CM]2 (1995) γηα ι 0 θαη p 1  , αληηθαηέζηεζαλ ηελ ζπλζήθε (AR) 

κε ηελ ((F1)q) θαη κε ηελ  
 

 

  
κ|t|

f (x,t)t pF(x,t)
lim α 0

| t |


  , νκνηόκνξθα ζην x Ω  ή ηελ   2 κ

F   

  
κ|t|

f (x,t)t pF(x,t)
lim α 0

| t |


   , νκνηόκνξθα ζην x Ω     2 κ

F   

 ην [WZ] (2003) oη Willem-Zou γηα p 2 , αληηθαηέζηεζαλ ηελ (AR) κε ηηο 

ζπλζήθεο : 
 

 

  ε      H x,s sf x,s 2F x,s   είλαη αύμνπζα σο πξνο s ,  

  xΩ 
 

        sf x,s 0, s , x Ω  

  ππάξρνπλ     κ
0 0 0s 0,κ 2,c 0 ώζηε : sf(x,s) c |s| , sε ,  

  
0s s , x Ω    

 

 

 ην [SZ] (2005) oη Schechter-Zou, έδεημαλ όηη ππάξρεη ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

γηα p=2, ι=1, αλ ε f ηθαλνπνηεί αληί ηεο (AR), ηε ζπλζήθε : 
 

 

  
2t

F(x,t)
lim

t
  , νκνηόκνξθα ζην x Ω , είηε 

4.2.1  

  
2t

F(x,t)
lim

t
  , νκνηόκνξθα ζην x Ω . 

Δπίζεο έδεημαλ όηη γηα ι 0  ππάξρεη κε ηεηξηκκέλε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο, αλ  
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ε f ηθαλνπνηεί ηηο (f1),(f2), ηελ 4.2.1 θαη ε ζπλάξηεζε  

     H x,s sf x,s 2F x,s   

 είλαη θπξηή σο πξνο s, ή ππάξρνπλ ζηαζεξέο c,κ 0, r 0  ώζηε  

     2κF x,s – sf x,s c 1 s , s r     

 ην [LZ]3 (2003) oη Li-Zhou κειέηεζαλ ην πξόβιεκα γηα ι 1, p 1  , έδεημαλ 

όηη ππάξρεη κε ηεηξηκκέλε ιύζε αλ ε f ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο 
 

  
p 1t

f (x,t)
lim

t 
  , νκνηόκνξθα ζην x Ω   

  
p 2

f (x,t)

| t | t
είλαη αύμνπζα γηα t 0,x Ω    

  f(x,t) 0 γηαt 0, f(x,t) 0 γηα t 0,x Ω       

  
p 2t 0

f (x,u)
lim P(x)

| t | t
  νκνηόκνξθα ζην x Ω , όπνπ  P(x) L Ω , 

  
1,p

0

p

Ω
1

u W (Ω)\{0} p

Ω

| u| dx

||P || ι inf

|u| dx






 




 

 

 
 

4.3 Η πξνζέγγηζε ησλ Miyagaki-Souto 

 ην [ΜS] (2008) νη Miyagaki-Souto αζρνιήζεθαλ κε ηε πεξίπησζε 

p 2, ι 0  . 

Σν πξόβιεκα  4.1.1, ηξέπεηαη ζην  

 

 

 

–Γu  ιf(x,u),x Ω

u 0,x Ω

 


 
 4.3.1  

 Λέκε όηη ε  1
0u H Ω  είλαη αζζελήο ιύζε ηνπ 4.3.1  αλ είλαη ιύζε ηεο   

 

 1
0

Ω Ω

u vdx ι f(x,u)vdx, v H Ω       4.3.2  

 Οη ιύζεηο ηεο 4.3.2 είλαη θξίζηκα ζεκεία ηνπ ζπλαξηεζηαθνύ   
 

2 2

ι

Ω Ω Ω

1 1
I (u) u dx ι F(x,u)dx u ι F(x,u)dx

2 2
        4.3.3  

 όπνπ  1
0u H Ω  θαη   

 

   
s

0

F x,s f x,t dt   4.3.4  

 
Οη Miyagaki-Souto δηαηήξεζαλ γηα ηελ f ηηο ππνζέζεηο (f1), (f2) ηεο παξαγξάθνπ 
4.1, νη νπνίεο γηα p 2  γξάθνληαη :  
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(f1)  f x,0 0  θαη 
 

s 0

f x,s
lim 0

s
 , νκνηόκνξθα ζ.π. ζηνλ Ω  

 (f2) 
ππάξρνπλ α,β 0  ώζηε  

q
f x,s α β s  , x Ω , s , 

n 2
q 0,

n 2

 
   

 
 

 

Από ηελ (AR) γηα p=2 κπνξεί λα πξνθύςεη ε ζπλζήθε :  

 (f3) 

      
ζ

1 2 1 2F x,s c s –c , x Ω γηα ζηαζεξέο c ,c 0, ζ 2, s    

 
απνό ηελ νπνία πξνθύπηεη ε (f3‟) :  

 

(f3’) 
 

2|s|

F x,s
lim

s
  , νκνηόκνξθα ζην x Ω  (F ππεξγξακκηθή ζην )  

 
θαη πξνζέζεζαλ ηελ (f4) (αληί ηεο (ΑR)) :  

 

(f4) 

ππάξρεη 0s 0  ώζηε ε 
 f x,s

s
 λα είλαη αύμνπζα γηα 0s s  θαη θζίλνπζα  

γηα 0s s , x Ω   . 

 

 

 
θαη έδεημαλ όηη ππάξρεη ιύζε γηα θάζε ι 0 .  

 Παπαηήπηζη 1: Η ππόζεζε (f4) είλαη ηζνδύλακε κε ηελ ζπλζήθε   

(f5) 
Η ζπλάξηεζε       H x,s : sf x,s 2F x,s  είλαη  

αύξοςζα γηα 0s s  θαη θθίνοςζα γηα 0s s  , x Ω  . 
 

 Παπαηήπηζη 2: Από ηε ζπλζήθε (f5) πξνθύπηεη ε αζζελέζηεξε ζπλζήθε  
 

(f6) 
   * *ππάξρεηC 0 ώζηε Η x,t H x,s  C     

γηα 0 t s ήs t 0,x Ω     . 

 
 

ηελ (f6) θαηαιήγνπκε θαη αλ ππνζέζνπκε όηη ε Η είλαη κνλόηνλε γηα s 0 θαη 

s 0  ή όηη είλαη θπξηή σο πξνο s . 

Σν επόκελν ζεώξεκα είλαη ην βαζηθό ζεώξεκα ηεο κειέηεο : 

 

 

 

 
4.3.5 Θεώπημα  To πξόβιεκα 4.3.1 κε ηηο ζπλζήθεο (f1),(f2), (f3’),(f4) έρεη 

κε ηεηξηκκέλε ιύζε γηα θάζε ι 0 . 

 

  

 Παπαηήπηζη 4: Η εξγαζία ησλ Miyagaki-Souto γεληθεύεη ηα ζπκπεξάζκαηα ζηα 

νπνία θαηέιεμαλ νη [CM]2, [Ce],[WZ], θπξίσο απνηειεί επέθηαζε ηνπ [SZ] (ε 
(f3‟) πξνηάζεθε από ηνπο [SZ] θαη ήηαλ ε πξώηε εξγαζία, πνπ επεμεξγάζηεθε 
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κεηαβνιηθά ειιεηπηηθά πξνβιήκαηα θαη  ζηελ νπνία δελ έγηλε θαζόινπ ρξήζε 

ηεο ΑR.)  

  
 Η πξνζέγγηζε ηνπ δεηήκαηνο κνηάδεη κε ηελ πξνζέγγηζε ηνπ [J]. H θύξηα 

ηδέα είλαη λα δεηρζεί όηη γηα θάζε ι 0  ππάξρεη κία αθνινπζία  n n 1
ι




  θαη 

κία αθνινπζία    1
n 0n 1

u H Ω



  κε  

nι ι ,  
nι ιc c ,  

n nι n ιI u c ,   
n

'
ι nI u 0  

θαη ε  nu  είλαη θξαγκέλε ζηνλ  1
0H Ω . Αξθεί ηόηε λα δεηρζεί όηη αλ 

w
nu u , ηόηε ην u είλαη θξίζηκν ζεκείν ηνπ ιΙ  κε ι ιΙ (u) c . Γηα λα γίλεη 

απηό εθηθηό, πξέπεη λα δεηρζεί όηη αλ ε ζπλάξηεζε ηνπ   ιc ι =c  είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην κ, ηόηε ππάξρεη αθνινπζία    1
n 0n 1

u H Ω



  κε  

κ n κΙ (u ) c ,   '
κ nI u 0 ,  

2

n 0u C , 

όπνπ  0 0C C κ . 

 

Γηα ηελ απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ζα απαηηεζνύλ ηα παξαθάησ ιήκκαηα. 
 

 4.3.6 Λήμμα  

 

α) Σν ζπλαξηεζηαθό ιΙ  δελ είλαη θάηω θξαγκέλν. 

β) u 0  είλαη ηνπηθό ειάρηζην γηα ην ιΙ . 

γ) Ιζρύεη ε (Ιii) ηνπ (ΜΡ) δει ππάξρνπλ ζηαζεξνί ξ,α 0  ώζηε Ι(u) α  γηα 

θάζε ξu B  

 

Απόδειξη 

α)  Από ηελ (f3‟) 2|s|

F(x,s)
lim , νκνηόκνξθα ζηνx Ω

s

 
   

 
, ηόηε γηα θάζε 

Μ 0 , ππάξρεη έλα MC 0 ώζηε  

 

 
  2

MF x,s Ms –C ,x Ω,s 0   . 4.3.7  

 Έζησ  1
0θ H Ω , θ 0, t    

Aπό ηελ 4.3.3 έρνπκε  

2

ι

Ω

1
I (tθ) tθ ι F(x,tθ)dx

2
   ,  

Λόγσ ηεο 4.3.7, ζα είλαη  

 
2

22

ι M

Ω
Ω

t
I (tθ) θ ιM tθ dx ιC dx

2
     

2
2 2 2

M

Ω

t
θ ιMt θ dx ιC κ(Ω)

2
     

2 22

2

1
t θ ιM θ C κ(Ω)

2

 
    

 
 

Aπό ηελ αληζόηεηα Poincare  
2 2

12
u c u , πξνθύπηεη : 

22
ι 1

1
I (tθ) t θ ιMc C κ(Ω)

2

 
    

 
 

Γηα t   είλαη 

ιt
limI (tθ)
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αθνύ 
1

1
ιΜc 0

2
   γηα Μ κεγάιν. Άξα ππάξρεη  1

o 0u H Ω  ώζηε  

ι oΙ (u ) 0  

 

β) Από ηελ (f1) :  

s 0

f (x,s)
im 0

s
  

      
f(x,s)

ε 0, δ 0 η.ω. ε, s , s δ
s

  

f(x,s) εs  

Aπό ηελ (f2) :  

  qf x,s α β|s| , s    

Aπό ηηο (f1)(f2)   qf x,s εs β|s|   

Οινθιεξώλνληαο  
2 2

q 1 q 1

ε

εs β εs
F(x,s) s c s ,x Ω,s

2 q 1 2

 
     


 

Άξα  

2

ι

Ω

1
I (u) u ι F(x,u)dx

2
    

2
2 q 1

ε

Ω

1 εu
u ι c u dx

2 2

 
   

   

2 q 12
ε

Ω
Ω

1 ε
u ι u dx c u dx

2 2


 
   
 
 
   

2 2 q 1

ε2
Ω

1 ε
u ι u c u dx

2 2

 
   

   

Ιζρύεη όηη :  
q 1 1

q qq 1 q q 1

q
Ω Ω Ω

u dx u dx u Ω




    
     
       

 

q 1 q 1

q
Ω

u dx u Ω
 

   4.3.8  

 Από ηελ πξνεγνύκελε ζρέζε θαη ηελ αληζόηεηα Poincare, είλαη : 

  
    

 

1
2 2 q 1

q
ι ε q

1 ε
Ι (u) u ι u c u Ω

2 2
 

=
2 q 11

2 q

ιεc1
u k u

2 2

 
  

 
 

 

 

 
   

 

2 q 1

ι 2 q
1

1 ιε
Ι (u) u k u

2 2ι
  

  

=
2 q 1

1 2 q
k u k u


  

όπνπ 1ι  ε 1ε ηδηνηηκή ηεο Γ. 

Αθνύ  1 q
0 qζπκπ

H Ω L (Ω) u c u     

Άξα  
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2 q 1

ι 1 3Ι (u) k u k u


   

Γηα u r , γηα r αξθεηά κηθξό, ηζρύεη  

2 q 1

1 3k u k u α 0


   . 

 

Άξα ππάξρεη πεξηνρή ηνπ ι, έζησ  ν νι ,κ  ώζηε ιΙ (u) 0 , 

δει      ι ιΙ 0 0 Ι (u) u  0  ζέζε ηνπηθνύ ειαρίζηνπ. 

 

γ) Από ην πξνεγνύκελν εξώηεκα πξνθύπηεη όηη γηα ε 0  κε  0

1

κ ε1 1

2 2ι 4
,   

 


     
2 q 1 1

ι 2 0 0 2

1
Ι (u) u k u , u H Ω , 0<ι κ , k 0

4
 

Άξα ππάξρνπλ r 0  θαη α 0  ώζηε  

   ι 0Ι (u) α, κε u r, ι κ  

  

 

 
 

4.3.9 Ππόηαζη  Οη ζπλαξηήζεηο ι
ι

I
Ι ,

ι
 είλαη θζίλνπζεο ωο πξνο ι. 

 

 

Απόδεημε : Έζησ  1
0u H Ω  θαη 

ν νι ι ,κ    . Από ηελ 4.3.7 είλαη  

oF(x,u ) 0  o

Ω

F x,u 0  

       ν
Ω Ω

ι F x,u ι F x,u  

 

    ι o ι oI (u ) I (u ) 

 ιI  γλεζίσο θζίλνπζα ζην 
ν νι ,κ   . 

 

Οκνίσο oι oι o ι o ι

o o

I (u )I (u ) I (u ) I

ι ι ι ι
    γλεζίσο θζίλνπζα ζην 

ν νι ,κ   . 

 

 

 

 4.3.10 Πόπιζμα Αλ     
0

1
0 0 ι 0u H Ω  κε I u 0  , ηόηε  

     

  

ι

0
0

Ι
ι ι ι

ι 0ι 0 ι 0

0 0

I uI u I u
0

ι ι ι
 

    ι 0 0 0I u 0, ι [ι ,κ ]  

 

 

 4.3.11 Οπιζμόρ Οξίδνπκε ην ζύλνιν  

      1
0 oΓ γ 0,1 H Ω /  γζπλερήο, γ 0 0, γ 1 u        

θαη ηνλ αξηζκό 

 ι ιγ Γ t [0,1]
c inf max I γ(t)

 
  

 

 

 4.3.12 Ππόηαζη Ιζρύνπλ ηα εμεο: 
 

 α) Η απεηθόληζε 
ν νc :  ι ,κ


    κε   ιc ι  c είλαη θζίλνπζα. 
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 β) Η ζπλάξηεζε ιc

ι
 είλαη θζίλνπζα. 

 γ) Η ζπλάξηεζε ιc

ι
 είλαη θάηω εκηζπλερήο. 

 

Απόδειξη :  

α) όκνηα κε ηελ πξόηαζε 4.3.9 
β) όκνηα κε ηελ πξόηαζε 4.3.9 

γ) Έζησ 
ν νκ ι ,κ , ε 0    θαη 1γ Γ έηζη ώζηε  

     κ 1
t [0,1]

εκ
c κ max I γ (t) c κ  

4
    

Έζησ   o 1
t [0,1]

Ω

R max F x,γ t dx


  .  

Γηα 
κ

ι 
2

  θαη 
1 1 ε

ι κ 2κ
   είλαη  

 

           ι 1 ι 1 κ 1 κ 1Ι γ t Ι γ t Ι γ t Ι γ t    
= 

=        κ 1 1

Ω

Ι γ t κ ι F x,γ t dx    

o κ

εκ
R | ι κ| c , t 0,1

4
          

Γηα 
o

εκ
κ ι

4R
   είλαη   ι 1 κ

εκ
Ι γ t c

2
    ι 1 κ

t [0,1]

εκ
max I γ (t) c

2
   

ι κ

εκ
c c

2
   

Aλ ι κ  ζα έρνπκε  
(α)

κ κ κ κι
c c c cc ε

ε ε
κ κ ι ι 2 κ
        

Γηα αθνινπζία  n n 1
ι




 κε nι κ έρνπκε :  

nικ κ

n

cc c
ε ε

κ ι κ
     

 nικ κ

n

cc c
ε inf ε

κ ι κ
      

nι κ

n

c c
inf ε

ι κ
   

 n

n

ι κ

ι κ
n

c c
iminf

ι κ
 .  

Άξα ε ιc

ι
είλαη θάησ εκηζπλερήο. 

 

 

 4.3.13 Λήμμα  Τπάξρεη ζηαζεξά c 0 ώζηε  ' '
κ ι *

I (u) I (u) c 1 u κ ι     

 

 

Απόδειξη : Τςώλνληαο θαη ηα δύν κέιε ηεο ζπλζήθεο (f2) ζηε δύλακε 
2n

n 2
 

 
2n 2n 2n 2n2n 2nq

q n 2 n 2 n 2 n 2n 2 n 2f (x,s) α β s 2 α β s    
 

    
 

=
2nq

n 2
1 2c c s 

Ω
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2n 2nq

n 2 n 2
1 2

Ω Ω

f(x,s) dx c Ω c u dx   
n 2

q
n 2






 D1 + D2

2n

n 2

Ω

u dx . 

Aλ ζέζνπκε 
1

2n
r

n 2



, 

2

2n
r

n 2



, ε πξνεγνύκελε ζρέζε γξάθεηαη  

 

2

2

2n
r

n 2
1 2 r

f (x,s) D D u    

 

θαη ηζρύεη όηη   2r1
0 ζπκπ

H Ω L (Ω) . Άξα ππάξρεη 3c 0 ώζηε 

 
 

2
3r

u c u  4.3.14  

 Δπίζεο αθνύ  2 1r r

1 2 4ζπκπ
r r L (Ω) L (Ω) c 0     έηζη ώζηε :   

 

1 2
4r r

u c u  4.3.15  

 Άξα  

 

2
2n 2n

r
n 2 n 2

1 2 1 2f (x,s) D d u D d u      4.3.16  

 Έζησ  1
0v H Ω  κε v 1 . Σόηε 

' '
κ ιI (u)v I (u)v   

Ω Ω Ω Ω

u vdx κ f(x,u)vdx u vdx ι f(x,u)vdx          = 

Ω

(ι κ) f(x,u)vdx    

' '
κ ι

Ω

I (u)v I (u)v ι κ f(x,u)vdx     

n 2 n 2

2n 2n
2n 2nHolder

n 2 n 2

Ω Ω

ι κ f dx v dx

 

 

   
    
   
   
   

Λόγσ ησλ 4.3.15 θαη 4.3.16 ε ηειεπηαία πξόηαζε γξάθεηαη : 

2

n 2
2n 2n

' ' n 2
κ ι 1 2 r

I (u)v I (u)v ι κ D d u v




 

    
 

 

n 2

n 2
1 2ι κ D D u v




 

   
 

 

n 2

n 2
1 2ι κ D D u




 

   
 

 

Γηα κεγάια n ηζρύεη : ' '
κ ι 1 2I (u)v I (u)v ι κ D D u       θαη αθνύ  

' '
κ ι κ ι*

I (u) I (u) sup I (u) I (u),v     

Τπάξρεη ζηαζεξά c 0 ώζηε  

 ' '
κ ι *

I (u) I (u) c 1 u κ ι     
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 4.3.17 Λήμμα  Αλ ην ιc είλαη παξαγωγίζηκν ζην

ν νκ ι ,κ   , ηόηε ππάξρεη 

αθνινπζία    1
n 0n 1

u H Ω



 ηέηνηα ώζηε : 

     n
κ n κI u c , 

   ' n
κ nI u 0 , 

  
2

n 0u c ,  

όπνπ   0 κC 2c 2m 2–c’ κ 1   . 

 
Απόδειξη : Έζησ όηη δελ ηζρύεη ην ζπκπέξαζκα ηνπ Λήκκαηνο. Σόηε αλ  

  21
δ 0 1 κ κN u H Ω , u c , I (u) c δ     , έζησ όηη ηζρύεη 

 '
κ δΙ u 2δ, u N   . 

 
2

κ

Ω

1
Ι (u) u κ F(x,u)dx

2
    

 

 

   
2

κ 2 δ

Ω

1
F x,u dx 2Ι u u c , u N

2κ
     . 4.3.18  

  Έζησ pseudo-gradient vector field (βιέπε [SM] Appendix B, [W] ,[R] 

θ.α. )  1
δ 0W :  N H Ω  γηα ην κI  ζην δΝ  ηέηνην ώζηε λα ηζρύεη : 

 i) W 1  

 ii) W ηνπηθά Lipschitz 

 iii)     '
κ δΙ u W u δ, u N      

 

 
 Έζησ αθνινπζία  n ν ν n n 1 n nn 1

δ
ι ι ,κ  κε ι κ, κ ι ι κε ι – κ

4




        

 θαη 
nκ ι

δ
c c

4
  . 

 

 Από ηνλ νξηζκό ηνπ  κ κγ Γ t [0,1]
c inf max I γ(t)

 
  ζα ππάξρεη nγ Γ έηζη ώζηε ε 0   

λα ηζρύεη  
 

 

 
 κ n κ n

t [0,1]
max I γ (t) c ι κ


    4.3.19  

  Έζησ ην ζύλνιν      
n nn ι n ι nΑ t [0,1] : I γ t c ι κ     . Από ηνλ 

 νξηζκό ηνπ 
nι

c  ην nA   . 

 Έζησ o n n o n nt A θαη v γ (t ) δει v γ (A )    

 

Tόηε  

    
n nι n ν ι nI γ t c ι κ    

 

    
n nι ι nI v c ι κ    4.3.20  

 
Ιζρύεη  

   
nκ ι

n
Ω

I v I v
F x,v dx

ι κ




 . Λόγσ ηεο 4.3.20 είλαη : 

  n nκ n ι n κ ι

n n
Ω

c ι κ c ι κ c c
F x,v dx 2

ι κ ι κ

     
  

  . Η κc  είλαη παξαγσγίζηκε 

ζην κ, νπόηε κε αλάπηπγκα Taylor  
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  '

κ n

Ω

F x,v dx c 2 Ο (1)     4.3.21  

 Eπίζεο  

   
2

κ

Ω

v 2I v 2κ F x,v dx    

Λόγσ ησλ 4.3.19 θαη 4.3.21 είλαη : 
 

 

 

 2 '
κ n κ n 1v 2 c ι κ 2κ c 2 Ο (1) c          , γηα κεγάιo n.  

 Από ηελ 4.3.19 πξνθύπηεη  κ κ nI v c ι κ   , νπόηε θαη από ηελ 4.3.20 έρνπκε:   

 

     
nι κ n 2 n

Ω

I v I v ι κ F x,v dx c ι κ      4.3.22  

 Γηα κεγάιν n είλαη  

   
nι κI v I v  

νπόηε από ηελ 4.3.20  

 κ κI v c δ   

θαη εμ‟ νξηζκνύ  

 κ κI v c δ  . 

Άξα  

 κ κI v c δ    

νπόηε δ n n δv N νπόηε γ (A ) N  .  

Άξα γηα θάζε n n δt A γ (t) N   : 

 n 1 κ n κγ (t) c , I γ (t) c δ   . 

 

 Aπό ην Λήκκα 4.3.13 θαη από ην όηη nι κ  νκνηόκνξθα, έρνπκε όηη  

    
n

'
ι δ

δ
Ι u , W u , γηα θάζε u N

2
    

 Έζησ Lipschitz ζπλερήο ζπλάξηεζε απνθνπήο  1
0ε : H Ω [0,1]  κε  

δ

δ
2

0,u N
ε(u)

1,u N


  


 

 Έζησ  θ: θ u,r  ε ιύζε ηεο παξαθάησ ΓΔ-ΠΑΣ (ξνή παξαγόκελε από 

 ην εW ): 

 

 

   

 

θ
ε θ W θ

r

θ u,0 0





 

 4.3.23  

 Από ην Θ. Picard ε παξαπάλσ ΓΔ έρεη κνλαδηθή ιύζε, νπόηε έρνπκε ηα εμήο : 

i) Aλ δu N θ(u,r) u, r 0      

ii) Aλ δ δu N θ(u,r) N , r 0      

iii) Αλ    
n

1 '
0 ι

θ
u H Ω Ι θ(u,r) (u,r) 0, r 0

r


    


 

iv) Aλ    
n n

o
δ o ι 0 ι

2

δr
θ(u,r) N , r 0,r I θ(u,r ) I u

2
        

Aλ δ δ
2 2

u N θ(u,r) N   , νπόηε γηα r 1  από ηελ iv) έρνπκε :  
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n nι ι

δ
I θ(u,1) I u

2
   4.3.24  

 Αλ   δ
2

e N θ(e,r) e   

Δπίζεο θ(0,r) 0, r 0    

Άξα  

θ(γ,r) Γ, r 0, γ Γ    , αθνύ 

  o oθ(γ 1 ,r) θ(u ,r) u   θαη     θ γ 0 ,r θ 0,r 0   

Η  n nh (t) : θ γ (t),1  είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε (κνλνπάηη) ηνπ Γ, κε : 

    
n nι n ι nI h (t) I θ γ (t),1 , 

 Λόγσ ηεο 4.3.24 έρνπκε :  

 

 

   
n nι n ι n

δ
I h (t) I γ (t)

2
   4.3.25  

 Αλ 
ns 0,1   είλαη ν ρξόλνο ζηνλ νπνίν ην nh γίλεηαη κέγηζην, ηόηε πξέπεη  

n ns A  

νπόηε  

     
n n n

εμ ' νξηζκνύ

κ n ι ι n ι n n
t [0,1]

c –O 1 c max I h (t) I h (s )


     

θαη ιόγσ ηεο 4.3.24  

 

 

 

   
nκ n ι n n

δ
c –O 1 I γ (s )

2
   4.3.26  

 Από ηελ 4.3.22   

   
nι n n κ n n 2 n κ n 2 nI γ (s ) I γ (s ) c ι κ c ι κ c ι κ         

 

 

 

   
nι n n κ 2 nI γ (s ) c 1 c ι κ     4.3.27  

 πλδπάδνληαο ηηο δύν ηειεπηαίεο ζρέζεηο  

 

   
nκ ι n n κ 2 n

δ
c I γ (s ) c 1 c ι κ

2
        

Άηνπν. 

 

 

 

 4.3.28 Λήμμα Όπωο πξνθύπηεη από ην πξνεγνύκελν Λήκκα, ην cι είλαη θξίζηκε 

ηηκή γηα ην Ιι γηα ζρεδόλ θάζε ι>0. 

 
Απόδειξη : Από ην πξνεγνύκελν Λήκκα δείρηεθε όηη ππάξρεη αθνινπζία 

   1
n 0n 1

u H Ω



  γηα ηελ νπνία ην Ι ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε (PS). Άξα 

εθαξκόδνληαο ην Θεώξεκα MP, πξνθύπηεη ην δεηνύκελν γηα ζρεδόλ θάζε ι>0. 

 

 

 

 Παπαηήπηζη  Αθνύ ιc  αξηζηεξά θάησ εκηζπλερέο (
nι ιn

c iminf c


 , 

 n nn 1
ι  κε ι ι




    ), ηόηε κ 0   νξίδνληαη      1

n 0 nn 1 n 1
u H Ω , ι

 

 
  , 

ηέηνηεο ώζηε  

nι κ  

nι κc c  
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Δπίζεο  
n nι n ιI u c  θαη  

n

'
ι nI u 0 . Αλ δεηρζεί όηη ε  n n 1

u



 είλαη θξαγκέλε ηόηε 

ην ιΙ  ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε (PS) θαη ην ιc  είλαη θξίζηκν ζεκείν γηα ην ιΙ  γηα 

θάζε ι 0 . 
 

 4.3.29 Απόδειξη Θεωπήμαηορ 4.3.5 

  

Έζησ όηη ε  nu  δελ είλαη θξαγκέλε. Έζησ n
n

n

u
w

u
 . Πξνθαλώο 

nw 1 , 

νπόηε ε  nw  θξαγκέλε ζηνλ ρώξν  1
0H Ω . Άξα  

 

α) αθνύ ν  1
0H Ω  είλαη αλαθιαζηηθόο, ζα ππάξρεη αζζελώο ζπγθιίλνπζα 

ππαθνινπζία  
knw  ηεο  nw  ζηνλ  1

0H Ω  δει  
k

1 w
ν 0 n 0w H Ω :w w   :  

β) αθνύ  1 2
0 ζπκπ

H Ω L (Ω)  ηόηε 
kn 0w w  ζηνλ 2L (Ω) . 

πκβνιίδνπκε    
kn nw w , νπόηε n 0w w  ζηνλ 2L (Ω) . 

Δπίζεο    n 0w x w x  ζρεδόλ παληνύ ζηνλ Ω. 

 Έζησ 2h L (Ω)  κε    nw x h x  ζρεδόλ παληνύ ζηνλ Ω . 

 Έζησ   Ω’ x Ω / w x 0    

   
n n

2

ι ι n n n n

Ω

1
c I u u ι F x,u dx

2
     

 
nιn

2 2
n nn nΩ

cF x,u 1 1
dx

2ι ιu u
   

  n
n

n

u κεθξγ
ιn

2 2n x ι κ
n nn nΩ

cF x,u 1 1
im dx im

2ι ιu u  

 
   
 
 

  

 n

2n
nΩ

F x,u 1
im dx

2κu
  

 
   n n

2 2n
n nΩ'

F x,u F x,u1
im dx

2κ u u
 

Ω\Ω'

dx

 
 
 
  

  

 

 
 

 

 
 

2 2n n

n n2 2n n
n nΩ' Ω'

F x,u F x,u1
im w dx iminf w dx

2κ u u 
    

 

 
 

 

 
 

 
  

Fatou
2 2n n

n n2 2n n
n nΩ' Ω'

F x,u F x,u1
iminf w dx iminf w dx

2κ u u
 

Αιιά από ηελ (f3‟) : 2|s|

F(x,s)
im

s
  , νκνηόκνξθα ζην x Ω , νπόηε  

  

  
  

2n

n2n

n

F x,u x
im w x

u x


 
   
 
 

 

Αλ Ω’ 0  πξέπεη 
1

2κ
   άηνπν. 

Άξα Ω’ 0 w 0 ζ.π. ζην Ω   . 

Έζησ 
nt 0,1    ηέηνην ώζηε  
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n nι n n ι n

t [0,1]
I t u max I tu  4.3.30  

 Σόηε  

       
ιn

2'
n n n n n n n n n n n

Ω Ω

I t u t u t u dx ι f x,t u t u dx     

   
22

n n n n n n n

Ω Ω

t u dx ι t f x,t u u dx     

Ιζρύεη :  

     
n

2

ι n n n n

Ω Ω

1
I tu tu dx ι F x,tu dx

2
     

        n

2

ι n n n n n

Ω Ω

d
I tu t u dx ι f x,tu u dx

dt
 

     


   n

n

2

ι n n n n n n n

t t
Ω Ω

d
I tu t u dx ι f x,t u u dx

dt
 

Αιιά από ηελ 4.3.30 είλαη :  
n

n

ι n

t t

d
I tu 0

dt


 , νπόηε  

 

 

 
   

ιn

'
n n n nI t u t u 0  4.3.31  

 Σόηε  

   
n nι n ι n n2I tu 2I t u , t 0,1       

Λόγσ ηεο 4.3.31 ζα είλαη  

         
n n n ιn

'
ι n ι n n ι n n n n n n2I tu 2I t u 0 2I t u I t u t u     

 
n

2

ι n n n2I tu t u    
2

n n n n n

Ω Ω

2ι F x,t u dx t u dx     n n n n n

Ω

ι f x,t u t u dx   

     
nι n n n n n n n n n

Ω Ω

2I tu ι f x,t u t u dx 2ι F x,t u dx    

 

 

        nι n n n n n n n n

Ω

2I tu ι t u f x,t u 2F x,t u dx  4.3.32  

 Αλ      H x,s sf x,s 2F x,s ,x Ω, s     ηόηε αθνύ ηζρύεη ε 

 4 0 0 0

f(x,s)
f :  s 0 ώζηε αύμνπζα γηαs s ,θζίλνπζα γηα s s ,x Ω

s

 
      

 
 

Θα  έρνπκε γηα 0s s  

 f x,sd
0

ds s
  

 
   

2

sf ' x,s f x,s
0

s


  

   sf ' x,s f x,s 0   

  
d

H x,s 0
ds

  

 H x,s  αύμνπζα ζην o[s , )  

4.3.33  
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Όκνηα  H x,s  θζίλνπζα ζην o( ,s ] . 

 

Άξα  t 0,s   ή  t s,0  θαη x Ω   ζα ππάξρεη ζηαζεξά *C 0  ώζηε  

 

*Η(x,t) H(x,s) C    

        *tf x,t 2F x,t sf x,s 2F x,s C     

 

Γηα n n nt t u θαη s u   ε πξνεγνύκελε ζρέζε γίλεηαη : 

       n n n n n n n n n *t u f x,t u 2F x,t u u f x,u 2F x,u C     

Από ηελ 4.3.32   

     
nι n n n n n *

Ω

2I tu ι u f x,u 2F x,u C dx     = 

=    n n n n n n *

Ω Ω Ω

ι u f x,u dx 2ι F x,u dx ι C dx    = 

=         
2 2

n n n n n n n n *

Ω Ω

u ι u f x,u dx u 2ι F x,u dx ι C Ω = 

=    
ι nn

'
n n ι n n *I u u 2I u ι C Ω    

Αιιά    
ι n nn

'
n n ι n ιI u u 0 θαη I u c   Άξα  

 

   
n nι n ι n *2I tu 2c ι C Ω  4.3.34  

 
Αλ    

n

2

0 ι 0 n 0 n n 0 n

Ω

R 0, ηόηε 2I R w R w 2ι F x,R w dx     

=  2
0 n 0 n

Ω

R 2ι F x,R w dx   

Αθνπ nw 0  θαη έρνπκε αξρηθά ππνζέζεη όηη ε  nu  δελ είλαη θξαγκέλε, ηόηε 

πξέπεη  o o nR  θαη R w 0  . Σόηε  ζα είλαη  
0

o n

0

F(x,R w ) f x,t dt 0  , 

νπόηε  
 

   
n

2
ι 0 n 0 n2I R w R Ο 1   

Αλ  
no ι 0 nR  ηόηε I R w  , άηνπν αθνύ από ηελ 4.3.34 είλαη θαλεξό όηη ην 

 
nι 0 nI R w  είλαη θξαγκέλν. 
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4.4 Η πξνζέγγηζε ησλ Li-Yang 
  ην [LY] (2010) νη Li-Yang αζρνινύληαη κε ην πξόβιεκα 4.1.1 γηα 

ι 0 θαη p 1  . 

 Δίλαη νπζηαζηηθά επέθηαζε ηεο πξνεγνύκελεο εξγαζίαο ησλ Miyagaki-Souto 
γηα p 1 . Η δηαθνξά έγθεηηαη ζην όηη αληί λα εθαξκνζηεί ην Θεώξεκα ΜΡ, 

απνδεηθλύνληαο όηη ην ζπλαξηεζηαθό Ι ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε (PS), απνδεηθλύεηαη 

όηη ην Ι ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε (C) (Cerami, βιέπε 3.1.5.2). ην [CMi] (ην νπνίν 
κε ηε ζεηξά ηνπ βαζίζηεθε ζηα [S], [BN],[MW]) είρε απνδεηρζεί όηη αξθεί έλα 

ζπλαξηεζηαθό Ι λα ηθαλνπνηεί ηελ (C) θαη λα έρεη γεσκεηξία ηνπ ΜΡ έηζη ώζηε λα 
έρεη θξίζηκν ζεκείν. 

   

 

 

 4.4.1 Θεώπημα  Αλ  nΩ  είλαη θξαγκέλν, αλνηθηό θαη 1 < p < +. Aλ ε f 

ηθαλνπνηεί ηηο παξαθάηω ππνζέζεηο (f1)-(f4), ηόηε ην πξόβιεκα 4.1.1 έρεη κία 
ηνπιάρηζηνλ κε ηεηξηκκέλε αζζελή ιύζε γηα θάζε ι>0. 

 

 

 (f1)      0f C (Ωx ),f x,0 0, x Ω θαη  

 



p 2s 0

f (x,u)
lim 0 νκνηόκνξθα ζ.π. ζηνλ Ω

| s| s
  

 

 (f2) Τπάξρνπλ α,β 0  ώζηε λα ηζρύεη γηα ηελ f ε απμεηηθή ζπλζήθε  

 

 
q 1

f x,s α  β s


   

 

 γηα x Ω, s   θαη 

np
q 1, , αλ 1 p n

n p

q 1, αλ p n

  
      


 

 

 

 

(f3) 
p|s|

F(x,s)
lim

s
 , νκνηόκνξθα ζην x Ω   

 (f4) ππάξρεη *C 0  ώζηε γηα ηελ  

     H x,s sf x,s – pF x,s  

 λα ηζρύεη  

    *Η x,t H x,s  C   γηα 0 t s ή s t 0,x Ω        

 

 
Γηα ηελ απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο είλαη απαξαίηεηα ηα παξαθάησ Λήκκαηα.  

 4.4.2 Λήμμα Έζηω ε f ηθαλνπνηεί ηηο (f1)-(f3). Αλ ιΙ είλαη ην ζπλαξηεζηαθό 

όπωο νξίδεηαη από ηελ 4.1.3, ηόηε : 

α) ην ιΙ δελ είλαη θάηω θξαγκέλν θαη 

β) ην u 0 είλαη ηνπηθό ειάρηζην γηα ην ιΙ . 

 

Απόδειξη Γηα p 2  ε απόδεημε είλαη ίδηα κε ηνπ Λήκκαηνο 4.3.6.  

α) Από ηελ (f3) MM 0, C 0    :  

 

 
p

MF(x,s) Ms –C , x Ω, s     4.4.3  
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 Aλ  1,p
0u W Ω  κε u 0 θαη t 0   , ηόηε γηα θάζε ι 0  είλαη : 

      
pp

ι

Ω Ω

1
I tu t u dx ι F x,tu dx

p
 

pp p p
M

Ω

1
t u ιt M u dx ιC Ω

p
    

Γηα Μ αξθεηά κεγάιν ε πνζόηεηα 
p p

Ω

1
u ιM u dx

p
   είλαη αξλεηηθή, νπόηε  

 ιt
imI tu


  

To ιI  δελ είλαη θάησ θξαγκέλν. 

 

β) Από ηηο (f1),(f2), εε 0, C 0     ηέηνην ώζηε: 

 

 

  
 

 
p 1 q 1

εf x,s ε s C s , 

     
p q

εF x,s ε s C s , γηα θάζε x Ω, s . 
4.4.4  

 
Από ηηο 4.4.4 θαη ηελ αληζόηεηα Poincare : 

p p

p
1

1
u u

ι
  πξνθύπηεη 

 
p

ι

Ω

1
I u u ι F(x,u)dx

p
    

p p q

ε

Ω Ω

1
u ιε u dx ιC u dx

p
     

p q

ε q
1

1 ιε
u ιC u

p ι

 
   
 

 

p q

ε

1

1 ιε
u ιC u

p ι

 
   
 

 

Γηα u r , γηα r αξθεηά κηθξό, ηζρύεη 
p q

1 2k u k u α 0   . Άξα ππάξρεη πεξηνρή 

ηνπ ι, έζησ  ν νι ,κ  ώζηε ιΙ (u) 0 , δει  ι ιΙ 0 0 Ι (u) u  0     ζέζε ηνπηθνύ 

ειαρίζηνπ. 

 

 

 

 4.4.5 Λήμμα (Σν ιΙ έρεη γεωκεηξία ΜΡ γύξω από ην 0) Έζηω όηη ηζρύνπλ νη (f1)-

(f3) γηα ην ιΙ . Σόηε γηα θάζε 
0 0ι ι .κ   , ππάξρνπλ   1,p

o 0u W Ω  ώζηε   ι oΙ u 0  

θαη ζηαζεξέο r,α 0  ώζηε        1,p
ι r 0Ι (u) α, u B u W Ω / u r . 

 

Απόδειξη Έζησ ε 0  αξθεηά κηθξό κε 0

1

κ ε1 1

p ι 4

 
  

 
. Από ηελ 4.4.4 θαη κε 

ηελ ίδηα δηαδηθαζία όπσο πξνεγνπκέλσο, έρνπκε : 

   
p q p q 1,p0

ι 0 ε 0 ε 0 0 o 0q
1

κ ε1 1
Ι u u κ C u u κ C u , ι ι .κ , u W Ω

p ι 4

 
          
 

.  

Άξα ππάξρνπλ       0 0r r κ ,ε 0, α α κ ,ε 0  ώζηε  

        ι 0 0Ι u α, ι ι .κ   θαη u κε u r . 

 

Έζησ  1,p
0u W Ω , u 0   θαη έλα Μ αξθεηά κεγάιν ώζηε  
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p p
0

Ω

1
u ι Μ u dx 0

p
   

Από ηελ 4.4.3 κε ηελ ίδηα δηαδηθαζία όπσο πξνεγνπκέλσο, έρνπκε :  

 
0

pp p p
ι 0 0 M

Ω

1
I tu t u ι t M u dx ι C Ω

p
     

 
0

pp p
ι 0 0 M

Ω

1
I tu t u ι Μ u dx ι C Ω

p

 
   
 
 

  

Έζησ 0t 0  ηέηνην ώζηε  
0ι 0I t u 0 . Σν ιΙ  είλαη γξακκηθή θαη θζίλνπζα 

ζπλάξηεζε σο πξνο ι, νπόηε γηα θάζε 0ι ι  είλαη  

   
0 0ι ι ι 0 ι 0Ι I Ι t u I t u 0     

Αλ ζέζνπκε 0 0u t u , έρνπκε ην δεηνύκελν. 

 

 

 

Σν επόκελν ζεώξεκα είλαη ε βάζε απηήο ηεο κειέηεο, εθθξάδνληαο ην όηη ην 
ζεώξεκα ΜΡ εθαξκόδεηαη θαη ζε πεξηπηώζεηο ζπλαξηεζηαθώλ, ηα νπνία 

ηθαλνπνηνύλ ηελ ζπλζήθε (C) : 

 

 4.4.6 Λήμμα (Θεώπημα 1.1 ζηο [CMi]) Έζηω  Υ ρώξνο Banach, ζπλαξηεζηαθό 
1Ι C (X)  ην νπνίν ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε (C)( δεο νξηζκό 3.1.6) ,  I 0 0  θαη  

i) Τπάξρνπλ ζηαζεξέο ξ,α 0  ηέηνηεο ώζηε ξΙ(u) α, u Β   . 

ii) Τπάξρεη 0 ξ 0u X \ B ώζηε Ι(u ) 0  . 

Tόηε ην  

 
γ Γ t [0,1]

c inf max I γ(t) α
 

   

είλαη θξίζηκν ζεκείν γηα ην Ι, όπνπ  

    0Γ γ : 0,1 X / ζπλερήο,γ 0 0,γ 1 u      . 

Γηα ι 0 , έζηω έλα  1,p
0 0 ι 0u W Ω  κε ξ θαη Ι (u ) 0    (ην ξ όπωο νξίζηεθε ζην 

Λήκκα 4.4.5) 

 ι ιγ Γ t [0,1]
c inf max I γ(t)

 
  θαη 

      1,p
0 0Γ γ : 0,1 W Ω ,ζπλερήο,γ 0 0,γ 1 u       

 

 

 

 4.4.7 Λήμμα Έζηω Ω θξαγκέλν, αλνηθηό ππνζύλνιν ηνπ n ,  0f C Ωx . 

Έζηω θαη νη παξαθάηω ππνζέζεηο  
 

 

 
(f4’) ππάξρεη 0s 0  ώζηε ε 

 
p 2

f x,s

s s


  

 λα είλαη αύμνπζα γηα 0s s  θαη θζίλνπζα  γηα 0s s , x Ω.     

 

 
(f5) 

 
p 2|s|

f x,s
lim

s s


  , νκνηόκνξθα ζην x Ω .  

 
(f5’) 

 
p 1s

f x,s
lim

s 
  , νκνηόκνξθα ζην x Ω .  

 
(f6) 

 
p 2

f x,s

s s


 είλαη αύμνπζα γηα s  0, x Ω  .  
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 (f7) ππάξρεη 0s 0  ώζηε ε  

 

H(x,s) sf(x,s) – pF(x,s)  

 

 λα είλαη αύμνπζα γηα 0s s  θαη θζίλνπζα γηα 0s s , x Ω.     

 

 
Σόηε ζα ηζρύεη :  

 i) (f7)(f4) 

ii) (f3)(f4)(f5) 

iii) (f3)(f4’)(f5) 

iv) (f4’)(f5)(f7) 

v) (f5)(f3) 

 
Απόδειξη 

H H(x,s) sf(x.s) – pF(x,s)  είλαη ζπλερήο ζην  Ωx . Έζησ 0s 0  θαη  

 
0 0

*
Ωx[ 2s ,2s ]

C 2 max H x,s


 . 

Έζησ επίζεο  x Ω, t,s    

 

 Αλ 02s t s  , από ηελ (f7) είλαη : H(x,t) H(x,s)    

  *H(x,t) H(x,s) H x,s   C    

 Aλ 00 t s 2s   , από ηελ (f7) είλαη :  

H(x,t) H(x,s) H(x,t) H(x,s)      

 
0 0

*
Ωx[ 2s ,2s ]

H(x,t) H(x,s) 2 max H x,s C


     

  *H(x,t) H x,s   C  . 

 Aλ 00 t 2s s   , από ηελ (f7) είλαη :  

H(x,t) H(x,s)   0 0H(x,t) –H(x,s ) H(x,s ) H(x,s)   

    
0H(x,t)–H(x,s ) 0   

  
0 0

*
Ωx[ 2s ,2s ]

2 max H x,s C


  

  * H(x,t) H x,s C  . 

Άξα γηα 0 t s   ηζρύεη   * H(x,t) H x,s C  . 

Όκνηα απνδεηθλύεηαη όηη   * H(x,t) H x,s C  αλ s t 0    . 

 

i) Aλ 0s 0 θαη x Ω  , ηόηε από ηελ (f4) γηα 0s s  είλαη :  

 0 * H(x,s ) H x,s C   

   0 *H(x,s )  sf x,s  –  pF x,s C    

   0 * sf x,s H(x,s )  pF x,s C     

 

    0 *

p 1 p p p

f x,s pF x,sH(x,s ) C
 

s s s s
    4.4.8  

 
Ιζρύνπλ s0

p

H(x,s )
0

s
 , 

  s

p

pF x,s

s
  ιόγσ (f3) θαη s*

p

C
0

s
 . 

Άξα από ηελ 4.4.8 έρνπκε  

  s

p 1

f x,s

s



  ή 

  s

p 2

f x,s

s s




  

 

Γηα 0s s   από ηελ (f4) είλαη : 0 *H(x, s ) H(x,s) C     κε ηελ ίδηα δηαδηθαζία 

 



4-52  Kεφάλαιο 4 – Σύγχρονες Προσεγγίσεις  

 

θαηαιήγνπκε  

  s

p 1

f x,s

s



  ή 

  s

p 2

f x,s

s s




 . 

 

ii) Από ηελ (f3) : p|s|

F(x,s)
im

s
   πξνθύπηεη  

p

F(x,s)
M 0

s
   γηα θάζε s κε 

0s s . 

Γηα θάζε Μ ππάξρεη έλα ΜΝ 0 ώζηε  

 
 

0

p

F(x,s ) M

2s
 4.4.9  

 γηα θάζε s κε 
Ms N . Aλ  0 Ms max s ,N , ηόηε από ην Θεώξεκα Μέζεο Σηκήο, 

ππάξρεη έλαο  ζ 0,1  κε 0ζ  ζ(x,s,s )  ώζηε  

  
   0

0 0

0

F x,s F x,s
f x,s ζ s s

s s


  




        0 0 0 0

p p

F x,s f x,s ζ s s s sF x,s

s s

   
   

        0 0 00

p p p

f x,s ζ s s s sF x,s F x,s
M

s s s

  
    

Λνγσ ηεο 4.4.9  
    0 0 0

p

f x,s ζ s s s sM

2 s

  
  

ή 
       

  

p 1

0 0 0 0 0

p 1p

0 0

f x,s ζ s s s s s ζ s sM

2 s s ζ s s





    


 
 

 

Λνγσ ηεο (f4‟) : 
 
p 2

f x,s

s s


 αύμνπζα γηα 0s s ,θζίλνπζα γηα 0s s  , x Ω   

 0 0 0s s ζ s s s     

    

 

 0 00

p 1 p 1 p 1

0 0 0

f x,s ζ s sf x,s f x,s

s ss ζ s s
  

 
 

 
  

νπόηε :  

      
p 1

0 0 0

p 1 p

s s s ζ s sf x,sM

2 s s





  
  

Αιιά  

 0 0 0s s ζ s s s     

  
p 1p 1 p 1

0 0 0s s ζ s s s
      

      
p 1 p 1 p p 1 p

0 0 0 0 0s s s ζ s s s s s s s s s
           

 
p 1

f x,sM

2 s


  

Άξα  
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p 1s

f (x,s)
im

s 
   

Όκνηα απνδεηθλύεηαη όηη 
p 2s

f (x,s)
im

s s


  , νπόηε ηζρύεη 
p 2s

f (x,s)
im

s s


  . 

 

iii) Αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε σο πξνο s, ηόηε από ηελ (f4‟) γηα 0s s είλαη  

p 1

f (x,s)

s 
 αύμνπζα  

     
 

' p 1 p 2
s

2 p 1

f x,s s f x,s p 1 s
0

s

 



 
  

     ' p 1 p 2
sf x,s s f x,s p 1 s 0     

     '
sf x,s s f x,s p 1 0    

     '
sf x,s s pf x,s f x,s 0    

    sf x,s ' pF ' x,s 0    '
sH x,s 0  Η(x,s)αύμνπζα  

 

Όκνηα αλ os s Η(x,s)   θζίλνπζα. 

Άξα αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε σο πξνο s, (f4‟)(f7) 

 

Έζησ όηη fC0(Ωx ) θαη ζπλάξηεζε  0ε C  κε ε(x) 0,1    , supp ε 0,1     

θαη  ε x dx 1




 .  

Έζησ ζπλάξηεζε  ε

1 x
ε x ε

ε ε

 
  

 
. Σόηε    ε 0ε x C , 

εsupp ε 0,ε     θαη 

ε

x
ε dx 1

ε





 
 

  . 

Έζησ ξ 0   θαη ε          ξ ξ ξf x,t ε t η f x,η dη ε η f x,t η dη
 

 

     .  

Σόηε γηα ηελ fξ ηζρύεη  ξ 0f C Ωx  θαη    


ξξ 0
imf x,s f x,s γηα θάζε 

 x,s Ωx . 

Γηα ηελ ξf  νξίδνληαη νη ζπλαξηήζεηο  

   
s

ξ ξ

0

F x,s f x,t dt   θαη      ξ ξ ξH x,s  sf x,s  – pF x,s . 

Από ηε (f5) : 
 
p 2|s|

f x,s
lim

s s


  , νκνηόκνξθα ζην x Ω , ρσξίο βιάβε ηεο 

γεληθόηεηαο, κπνξνύκε λα γξάςνπκε  
 

 

p 2

f (x,s)
0

s s


  γηα s M,x Ω   4.4.10  

 Έζησ s0< s < t. Τπάξρεη ζηαζεξά η0>0 ώζηε γηα 0 < η < η0, λα είλαη  
t – η > s0 θαη s – η > s0 

νπόηε θαη ζα είλαη 0 < η < t  θαη 0 < η < s. 
Πξνθαλώο η0=η0(s,s0).  Έζησ επίζεο ξ0=ξ0(s,s0)>0 αξθεηά κηθξό ώζηε  

εξ  [0, 0η

2
]. Από ηελ 4.4.10 έρνπκε : 
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ξ ξ

p 1 p 1

f (x,t) f (x,s)

t s 
 = 

=

       ξ ξ

p 1 p 1

ε η f x,t η dη ε η f x,s η dη

t s

 

 

 

 


 

 

=  
   

ξ p 1 p 1

f x,t η f x,s η
ε η dη

t s



 


  
 

     

=  
   

 

   

 

p 1 p 1

ξ p 1 p 1p 1 p 1

f x,t η t η f x,s η s η
ε η dη

t t η s s η

 

  


    
 
   

  

 

 
 

 

   
p 2

f (x,s)

s s p 1 p 1

ξ p 1 p 1 p 1

s t

f x,s η t η s η
ε η dη

t ss η




 

  




   
 
   

   

=  
 

 

p 1 p 1

ξ p 1

f x,s η η η
ε η 1 1 dη

t ss η

 




     
      

      
   0 

Άξα γηα έλα ξ0 θαη γηα θάζε 0<ξ<ξ0, ε 
ξ

p 1

f (x,s)

s 
 είλαη αύμνπζα. Η fξ είλαη 

παξαγσγίζηκε σο πξνο s, νπόηε κε ηε αξρηθή δηαδηθαζία, είλαη θαλεξό όηη ε Ηξ 

είλαη επίζεο αύμνπζα δει γηα s0< s < t είλαη Ηξ(x,s)  Hξ(x,t) 

Αθνύ    ξξ 0
imf x,t f x,t


  θαη    ξξ 0
imF x,t F x,t


 , ηόηε από ηε ζρέζε 

ξ ξΗ (x,s) H (x,t)  πξνθύπηεη όηη Η(x,s) H(x,t)  δει ε Η είλαη αύμνπζα γηα 

0s s . 

Όκνηα απνδεηθλύεηαη όηη Η(x,s) H(x,t)  γηα 0t s s   δει ε Η θζίλνπζα γηα  

0s s  . 

 

iv) Από ηελ (f5) είλαη θαλεξό όηη γηα θάπνην 0s 0 είλαη f(x,s) 0 . Δπίζεο  

από ηελ (f5) πξνθύπηεη όηη γηα θάζε Μ 0 ππάξρεη έλα ΜΝ 0 ώζηε  

 

p 2

f (x,s)
2M

s s


  γηα θάζε 
Mx Ω θαη s N    4.4.11  

 Γηα Ms N  έρνπκε :   

         
0 M

0 M

s s N s

0 0 s N

F x,s f x,t dt f x,t dt f x,t dt f x,t dt         

   
M

s

N

F x,s C f x,t dt   . 

Λόγσ ηεο 4.4.11 είλαη :  

 
M

s
p 1

N

F x,s C 2M t dt


   =  p p
M

M
C 2 s N

p
   

 
p

M

p p

F x,s NC M
2 1

p ss s

  
         

 

Γηα 

p

M

p

NC M M
s  είλαη 2 1 2

p s ps

  
          

  

άξα  
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p

F x,s M
2

ps
   

νπόηε  

 
ps

F x,s
im

s
 . 

Όκνηα απνδεηθλύεηαη όηη 
 

ps

F x,s
im

s
  , άξα 

 
ps

F x,s
im

s
   

 

 4.4.12 Πόπιζμα Αλ fC0(Ωx ), ηόηε : 

i) (f1)(f2)(f4
‟)(f5) (f1)(f2)(f3)(f4

‟) (f1)(f2)(f3)(f7) (f1)(f2)(f3)(f4) 

(f1)(f2)(f3)(f5) 

ii) Aλ f(x,s) = 0 γηα s  0, xΩ, ηόηε ηζρύεη ε (f4). 

 

Απόδειξη i) Πξνθαλέο από ην Λήκκα 4.4.7 

ii) Aλ f(x,s) = 0 γηα s  0, xΩ, ηόηε F(x,s) = 0 γηα s  0, xΩ, νπόηε Η(x,s)=0 γηα 

s  0, xΩ. Σόηε ε Η είλαη κε θζίλνπζα, άξα ηζρύεη ε (f7) θαη από ην 4.4.7 

πξνθύπηεη ην δεηνύκελν. 

 

 

 4.4.13 Λήμμα (Λήκκα 2.7 ζην [LM])  
  

Έζησ  1,p
n 0(u ),u W Ω . Σόηε : 

   
 


         

p 2 p 2 p
n n n nn

Ω

im u u u u u u dx 0 u u ζηνλ L (Ω) . 

 

 

 4.4.14 Απόδειξη ηος Θεωπήμαηορ 4.4.1 
 

 Δίλαη θαλεξό όηη γηα ηελ απόδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο 4.4.1, αξθεί ε 

εθαξκνγή ηνπ Λήκκαηνο 4.4.6. Έρνπκε ήδε δείμεη (Λήκκα 4.4.5) όηη ην ιΙ έρεη ηελ 

απαηηνύκελε γεσκεηξία ΜΡ. Αξθεί ε ην ιΙ  λα ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε (C). 

  

Έζησ    1,p
n 0u W Ω  είλαη κία αθνινπζία (C) γηα ην ιΙ , δει.  

 

 

     '
ι n ι ι n nΙ (u ) c ,        I u 1 u 0  4.4.15  

 Βήμα 1 

 

Θα δείμνπκε όηη ε n(u ) είλαη θξαγκέλε. Έζησ όηη δελ είλαη.  

 Από ηελ 4.4.15 είλαη θαλεξό όηη 

 

 

   '
ι ι n ι n nc Ι (u ) ν(1),     I u ,u ν 1    4.4.16  

 
 Έζησ n

n

n

u
w

u
 . Σόηε  1,p

n 0w W Ω  θαη 
nw =1. Ο  1,p

0W Ω  είλαη 

αλαθιαζηηθόο, νπόηε ππάξρεη ππαθνινπζία  nw  θαη  1,p
0 0w W Ω  ώζηε  

w
n 0w w  

Σν Ω είλαη θξαγκέλν, νπόηε από ηηο εκθπηεύζεηο ηνπ  1,p
0W Ω  ζηνπο  ρώξνπο 

pL (Ω)  θαη qL (Ω) , έρνπκε : 
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nw (x) w(x)ζ.π. ζηνλ Ω , 

p
nw w ζηνλ L (Ω)   

q
nw w ζηνλ L (Ω)  

4.4.17  

  Έζησ   Ω x Ω,w x 0

    

Από ηελ (f3) είλαη : 
  

 

n

pn

n

F x,u x
im ζ.π. ζηνλ Ω

u x



    

 

 

  

 
 

pn

npn

n

F x,u x
im w x ζ.π. ζηνλ Ω

u x



   4.4.18  

 
Από ηελ (f3), ππάξρεη 0n 0  ώζηε 

 
0p

F x,s
1, s κε s n ,x Ω

s
     .  

Δπίζεο αθνύ ε F είλαη ζπλερήο ζην 0 0Ω n ,n    , ζα ππάξρεη Μ 0  ώζηε 

F(x,s) M , γηα θάζε   0 0x,s Ω n ,n     . Άξα ππάξρεη C 0 ώζηε 

F(x,s) C |F(x,s)|C, γηα θάζε  x,s Ω  . Άξα  

  n

p

n

F x,u x C
0

u


  

 

 

  

 
 

pn

np p

nn

F x,u x C
w x 0

uu x
   4.4.19  

 Από ηελ 4.4.16 έρνπκε :  

p

ι ι n n n

Ω

1
c  Ι (u ) ν(1) u ι F(x,u )dx ν(1)

p
        

 

p

n ι n

Ω

u pc pι F(x,u )dx    + ν(1) 4.4.20  

 Αθνύ ε n(u ) δελ είλαη θξαγκέλε, 
nu  , νπόηε:  

 

n

Ω

F(x,u )dx    4.4.21  

 Θα δείμνπκε όηη 

Ω 0 . Έζησ όηη 


Ω 0 . Σόηε από ηηο 4.4.18 θαη 4.4.19  

  

 
   

 


 

   
     
   

  
 

pn

np pn n
nnΩ Ω

F x,u x C
iminf w x dx imsup dx Ω

uu x
 

  

 
 

pn

np pn
nnΩ

F x,u x C
iminf w x dx

uu x




 
   
 
 

  

Από ην Λήκκα Fatou  
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pn

np pn
nnΩ

F x,u x C
iminf w x dx

uu x




 
   
 
 
  

  

 
 

pn

np pn
nnΩ

F x,u x C
iminf w x dx

uu x




 
   
 
 
  

  

 
 

pn

np pn
nnΩ

F x,u x C
iminf w x dx

uu x


 
  
 
 
  

=
  n

p pn n
n nΩ Ω

F x,u x C
iminf dx imsup dx

u u 
   

=
  

 


n

p pn n
n nΩ

F x,u x C Ω
iminf dx imsup

u u
 

=
  n

pn
nΩ

F x,u x
iminf dx

u   

Λόγσ ηεο 4.4.20  

  

 

n

n

Ω ι n

Ω

F x,u x
iminf dx

pc pι F(x,u x )dx ν(1)


 

 



 

  

 

n

Ω

n

ι n

Ω

F x,u x dx

iminf

pc pι F(x,u x )dx ν(1)




 




=

1

pι
 

άηνπν. Άξα Ω 0

 . πλεπώο w(x) 0  ζ.π. ζηνλ Ω. 

 

 Αθνύ ην ι nΙ (tu )  είλαη ζπλερέο σο πξνο t ζην 0,1   , ππάξρεη 

  nt 0,1 ,n 1,2,.. ώζηε  

ι n n ι n
t [0,1]

Ι (t u ) max Ι (tu )


 . 

Πξνθαλώο  

 ι n n ι ιΙ (t u ) c  0 I 0     

Δπίζεο  

 
n

ι n

t t

d
I tu 0

dt


 , ή 

   ι n n n nΙ ' t u , t u 0 . 

Γηα nt  1  από ηελ 4.4.16 είλαη  

   ι n nΙ ' u ,u ν 1  

νπόηε γηα θάζε  nt 0,1  ηζρύεη  

 

     ι n n n nΙ ' t u , t u ν 1  4.4.22  

 Από ηελ (f4) έρνπκε όηη γηα t 0,1     

   ι n ι n nI tu I t u  

   ι n ι n npI tu pI t u  
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       ι n ι n n ι n n n npI tu pI t u Ι ' t u , t u   

   


   
          
      
   

  
p p 2

ι n n n n n n n n n n n n n n n

Ω Ω Ω

1
pI tu p t u ι F(x,t u )dx t u t u t u dx ι f(x,t u )t u dx ν 1

p
 

   
p p

ι n n n n n n n n n n n

Ω Ω

pI tu t u ιp F(x,t u )dx t u ι f(x,t u )t u dx ν 1      

   ι n n n n n n n

Ω Ω

pI tu ι f(x,t u )t u dx ιp F(x,t u )dx ν 1     

     ι n n n

Ω

pI tu ι H x,t u dx ν 1   

Λόγσ ηεο (f4) θαη αθνύ n n n nt 1 t u u    ε ηειεπηαία αληζόηεηα γίλεηαη : 

      ι n n *

Ω

pI tu ι H x,u C dx ν 1    

 

           ι n n n n *

Ω

pI tu ι u f x,u pF x,u dx ιC Ω ν 1  4.4.23  

 Αθνύ  

   ι n nΙ ' u ,u ν 1  

   
p

n n n

Ω

u ι f x,u u dx ν 1   

   
p

n n n

Ω

ι f x,u u dx u ν 1   

Από ηελ 4.4.23 πξνθύπηεη  

     
p

ι n n n *

Ω

pI tu u ι pF x,u dx ιC κ Ω   + ν(1) 

θαη θάλνληαο ρξήζε ηεο  4.4.20 έρνπκε  

 

       
p p

ι n n ι n *pI tu u pc u ιC κ Ω ν 1      

     ι n ι *pI tu pc ιC κ Ω  ν 1    

      ι n n ι *pI tw u pc ιC κ Ω  ν 1    

 

Αλ 
nR t u , ηόηε R 0 θαη  

 

 

     ι n ι *pI Rw pc ιC κ Ω  ν 1    4.4.24  

 Δπίζεο εμ‟ νξηζκνύ  

 
p

ι n n n

Ω

pI Rw Rw ιp F(x,Rw )dx    

  p
ι n n

Ω

pI Rw R ιp F(x,Rw )dx    

αθνύ 
nw 1 . 
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Από ηελ (f2)   
q 1

f x,s α β s


    

    
q q

n n n n

β
F x,Rw αRw  Rw c w

q
 

 
q

n n q
Ω

F x,Rw dx c w . 

Αιιά nw 0  ζηνλ qL (Ω) , νπόηε  

 

   p
ι npI Rw R ν 1   4.4.25  

 Από ηηο 4.4.24 θαη 4.4.25 γηαR , πξνθύπηεη άηνπν. 

 

Άξα ε n(u ) είλαη θξαγκέλε, ή 
nu C  , γηα θάπνην C.  

Βήμα 2 

Αθνύ ν ρώξνο  1,p
0W Ω  είλαη αλαθιαζηηθόο, ππάξρεη ππαθνινπζία n(u )  θαη 

 1,p
0 0u W Ω  ώζηε  

 

 

w
n 0u u  4.4.26  

 θαη επίζεο (ιόγσ εκθπηεύζεσλ ηνπ ρώξνπ  1,p
0W Ω  ζηνπο p qL (Ω) θαη L (Ω) 

   n 0u x u 0  ζ.π. ζηνλ Ω  

 p
n 0u u  ζηνλ L (Ω)  

 q
n 0u u  ζηνλ L (Ω)  

Από ηελ 4.4.26 πξνθύπηεη 

   ' '
ι n n ι n 0I u ,u I u ,u   '

ι n n 0I u ,u u 0   

   ' '
ι 0 n ι 0 0I u ,u I u ,u   '

ι 0 n 0I u ,u u 0   

νπόηε  

 

 

   ' '
ι n ι 0 n 0I u I u ,u u 0    4.4.27  

 Δπίζεο από ηελ 4.4.26 πξνθύπηεη 

       n n n 0 0 n 0 0

Ω Ω Ω Ω

f x,u u dx f x,u u dx f x,u u dx f x,u u dx 0         

 

      n 0 n 0

Ω

f x,u f x,u u u dx 0    4.4.28  

 Έρνπκε  

     ' '
ι n ι 0 n 0I u I u ,u u  

          
 

          
p 2 p 2

n n 0 0 n 0 n 0 n 0

Ω Ω

u u u u u u dx ι f x,u f x,u u u  

νπόηε ζπλδπάδνληαο ηηο 4.4.27 θαη 4.4.28, έρνπκε : 

   
 

       
p 2 p 2

n n 0 0 n 0

Ω

u u u u u u dx 0  

Λόγσ ηνπ Λήκκαηνο 4.4.13 πξνθύπηεη : 

  p
n 0u u  ζηνλ L (Ω)  

άξα  
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 1,p
n 0 0u u ζηνλW Ω  

ζπλεπώο ην ιΙ  ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε (C). 
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