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Περίληψη 

Αρχικά, κάνουµε µια σύντοµη αναδροµή της ιστορικής εξέλιξης της 

κρυπτογραφίας, στο πέρασµα των αιώνων, από την αρχαιότητα έως τον 21ο 

αιώνα. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο αναφερόµαστε σε  k ανά n µεθόδους (k,n) µυστικού 

διαµοιρασµού, δηλαδή στον διαµοιρασµό σε n µερίδια µε την ιδιότητα να 

απαιτείται ο συνδυασµός τουλάχιστον k εξ αυτών για να αποκαλύπτεται το 

µυστικό.  

Περιγράφουµε την µέθοδο one-time-pad, πολυωνυµικής παρεµβολής του 

Shamir και την γεωµετρική µέθοδο του Blakley. Στο τέλος του κεφαλαίου 

παρουσιάζουµε µια εφαρµογή µυστικού διαµοιρασµού βασισµένη στην λογική 

πράξη XOR, σε εικόνες µε 24-bit χρώµα.  

Στη συνέχεια περιγράφουµε τον οπτικό µυστικό διαµοιρασµό, δηλαδή 

διαµοιρασµό εικόνων όπου η αποκρυπτογράφηση γίνεται αποκλειστικά από το 

οπτικό µας σύστηµα, µε επικάθηση των µεριδίων-διαφανειών. Στο κεφάλαιο 3, 

παρουσιάζουµε, σχέδια οπτικής κρυπτογραφίας ασπρόµαυρων εικόνων (VCS –

BW). Στην §3.3 µια κατασκευή (n,n) VCS και στην §3.4 κατασκευές (2,n) VCS 

βασισµένες σε ισορροπηµένους µη-πλήρης µπλοκ  σχεδιασµούς BIBD, λατινικά 

τετράγωνα (Latin Squares) και ορθογώνιους σχηµατισµούς (Orthogonal Arrays). 

Στην § 3.5 ορίζουµε πίνακες κανονικής µορφής δηλαδή πίνακες µε συµµετρικές 

ιδιότητες και παρουσιάζουµε µια µέθοδο κατασκευής (k,n) VCS. Τέλος στην § 

3.6 περιγράφουµε ένα εκτεταµένο (k,n) σχέδιο οπτικής κρυπτογράφησης (k,n) 

ΕVCS, όπου τα µερίδια-διαφάνειες είναι «αθώες» εικόνες. 

Στο κεφάλαιο 4 αναφερόµαστε σε σχέδια οπτικής κρυπτογραφίας για 

έγχρωµες εικόνες (CVCS). Στην § 4.2 και 4.3 παρουσιάζουµε (k,n) και (n,n) 

CVCS, δηλαδή  οπτικό διαµοιρασµό εικόνων µε c χρώµατα. Στην § 4.4 δίνουµε 

µια µέθοδο κατασκευής (k,n)-EVCS εκτεταµένων σχεδίων οπτικής 

κρυπτογραφίας  για εικόνες c χρωµάτων. Τέλος περιγράφουµε µια πολύ 

αποδοτική (k,n)-CVCS όπου η εφαρµοζόµενη ανάµειξη χρωµάτων, µας 

επιτρέπει, µε µικρή επέκταση κουκκίδας, να διαµοιράσουµε οπτικά εικόνες 16 

χρωµάτων. 
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Abstract  

   Firstly, we provide a brief history of cryptography, from ancient years up to 

the 21st century. 

   In the second chapter we refer to (k, n) secret sharing schemes, providing n 

shares which if we combine at least k among them the secret is revealed. We 

describe one-time-pad, Shamir’s method of polynomial interpolation and 

Blackley’s geometrical sharing scheme. At the end of this chapter we present a 

secret sharing application based on logical XOR, for 24-bit colour images. 

   Afterwards we describe visual secret sharing, an images sharing method where 

decryption is made only by the human visual system, by superimposing the 

shares-transparencies. In chapter 3, visual cryptography schemes (VCS) are 

presented, for black-and-white pictures. Paragraph §3.3 contains a construction 

for (n,n)-VCS and §3.4, constructions (2,n) VCS based on Balanced Incomplete 

Block Designs BIBD,Latin Squares and Orthogonal Arrays. In paragraph §3.5 

we define canonical schemes, as schemes with strong symmetry properties. 

Afterwards we present a construction for (k, n) VCS.Ultimately in paragraph 

§ 3.6 we describe an extended (k,n) visual cryptography scheme (k,n) ΕVCS,

where the shares-transparencies are innocent looking pictures.

     Throughout chapter 4, we refer to visual cryptography schemes for colored 

pictures (CVCS). Paragraphs § 4.2 and §4.3 contains (k,n) and (n,n) CVCS, 

respectively. In paragraph § 4.4 we show a c-colour (k,n)-EVCS construction. 

Ultimately, we describe an efficient (k,n)-CVCS visual cryptography scheme, 

where the  applied color mixture, allows the visual secret sharing of 4-bit (16 

colors) colored pictures, with small pixel expansion.      
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1 Κεφάλαιο  : Ιστορική αναδροµή.  

1.1  Η κρυπτογραφία από την αρχαιότητα µέχρι την αναγέννηση. 

   Η κρυπτογραφία είναι ένα από τα παλαιότερα επιστηµονικά πεδία, δεδοµένου 

ότι υπάρχουν καταγεγραµµένες τεχνικές τουλάχιστον 4000 ετών. Οι Αιγύπτιοι 

από το 2000 πΧ ήδη χρησιµοποιούσαν τα ιερογλυφικά για να διακοσµούν τους 

τύµβους των βασιλιάδων τους. Μια βαβυλωνιακή ταµπλέτα, χρονολογούµενη 

γύρω στο  1500 πΧ  περιέχει  µια κρυπτογραφηµένη µέθοδο αγγειοπλαστικής.   

Οι αρχαίοι κινέζοι συχνά έκρυβαν µηνύµατα µε ιδεογράµµατα. 

   Στην αρχαία Ελλάδα οι Σπαρτιάτες χρησιµοποίησαν µια κρυπτογραφική 

τεχνική για να µεταφέρουν µηνύµατα εν καιρώ 

πολέµου. Έγραφαν τα µηνύµατα γύρω από µία 

σκυτάλη καθορισµένης διαµέτρου, στα οποία για να      

ανασυνταχθούν τα γράµµατα έπρεπε το µήνυµα να 

τυλιχθεί ξανά σε σκυτάλη ίδιας διαµέτρου. 

   Τον 4ο αιώνα πΧ, ο Αινείας ο Τακτικός στο βιβλίο 

«Περί της Άµυνας Οχυρών» περιέχει την τεχνική της διάτρητης σελίδας.  

Μια ακόµα πολύ έξυπνη αρχαιοελληνική τεχνική κρυπτογράφησης επινόησε 

ο Πολύβιος (2ος αιώνας πΧ) η οποία είναι γνωστή ως «τετράγωνο του 

Πολύβιου». Ο Πολύβιος επινόησε ένα κρυπτοσύστηµα όπου τα γράµµατα του 

απλού κειµένου αντικαθίστανται από ζεύγη συµβόλων (αριθµών) όπως φαίνεται 

στον παρακάτω πίνακα : 

1. 2. 3. 4. 5. 

1. Α Ζ Λ Π Φ 

2. Β Η Μ Ρ Χ 

3. Γ Θ Ν Σ Ψ 

4. ∆ Ι Ξ Τ Ω 

5. Ε Κ Ο Υ
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Το απλό κείµενο : 

«Μηδείς  αγεωµέτρητος εισήτω»   (Επιγραφή στην είσοδο της ακαδηµίας του 

Πλάτωνα ) 

δίνει το κρυπτοκείµενο : 

23 22 41 51 42 34 11 31 51 45 23 51 

44 24 22 44 53 34 51 42 34 22 44 45 

      Ήταν η πρώτη φορά που χρησιµοποιήθηκε πίνακας σε τεχνική 

κρυπτογράφησης. Το µεγάλο πλεονέκτηµα  από την  χρήση πίνακα  είναι ότι τα 

γράµµατα µπορούν εύκολα να αναδιαταχθούν, χωρίς να αλλάζει η τεχνική 

κρυπτογράφησης.    

       Ο Ιούλιος Καίσαρας (1ος αιώνας  π.χ.)  χρησιµοποιούσε  ένα σύστηµα 

κρυπτογραφίας κατά το οποίο κάθε γράµµα του αλφάβητου µετατοπιζόταν τρεις  

θέσεις δεξιά. 

A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z

D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C
Κρυπτοσύστηµα Καίσαρα  

        Κρυπτοσυστήµατα  όπως  το παραπάνω, λέγονται µονοαλφαβητικής 

αντικατάστασης δηλαδή, αυτά όπου κάθε γράµµα αντικαθίσταται από κάποιο 

άλλο µε µία αµφιµονοσήµαντη σχέση. Ο ανιψιός του Καίσαρα, Οκταβιανός 

Αύγουστος  και δηµιουργός της  Pax Romana  πήγαινε από  το απλό στο 

κρυπτογραφηµένο κείµενο µεταφέροντας το αλφάβητο κατά µια θέση δεξιά. 

∆ιαχρονικά οι πλανητάρχες δεν φηµίζονται για τον υψηλό δείκτη νοηµοσύνης 

τους … 

     Κατά την περίοδο του µεσαίωνα  οι επιστήµες, µεταξύ αυτών και η κρυπτό-

γραφία, παρήκµασαν. Στην µεσαιωνική δύση οι τεχνικές κρυπτογράφησης  

τυλίχτηκαν από ένα πέπλο σκοταδισµού και συνδέθηκαν µε τον αποκρυφισµό. 

    Αντίθετα, σηµαντική πρόοδος παρουσιάζεται στις Ισλαµικές χώρες. Οι 

Άραβες, µε σηµαντικότερο εκπρόσωπο τον Ισµαήλ Αλ Κιντί, (9ος αιώνας ) ήταν 
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οι πρώτοι άνθρωποι που κατανόησαν εις βάθος τις αρχές της κρυπτογραφίας και 

οι πρώτοι που έκαναν κρυπτανάλυση. 

 Ο Αλ Κίντι  εισήγαγε την ανάλυση συχνοτήτων ως µέθοδο κρυπτανάλυσης 

δηλαδή παρατήρησε και εκµεταλλεύτηκε το γεγονός ότι τα γράµµατα 

παρουσιάζουν διαφορετικές συχνότητες εµφάνισης σε ένα κείµενο (π.χ. στα 

Αγγλικά το γράµµα Ε παρουσιάζεται µε συχνότητα περίπου 13% ενώ οι 

συχνότητες των J,Q,X,Z αν αθροιστούν είναι κάτω από 2%). Η ανακάλυψη του  

Αλ Κίντι βασίστηκε σε δυο πυλώνες. Πρώτον χρησιµοποίησε τεχνικές 

στατιστικής που είχαν αρχίσει να αναπτύσσονται από τους Άραβες και δεύτερον 

βασίστηκε σε εκτεταµένες µελέτες σχετικά µε την δοµή της γλώσσας, που είχαν 

γίνει µε σκοπό την βαθύτερη κατανόηση γραφών από το Κοράνι. 

 Στην Ευρώπη, συγκεκριµένα στην Βενετία, από τον 13ο αιώνα χρησιµοποίησαν 

συστηµατικά την κρυπτογραφία για διπλωµατική αλληλογραφία. Οι πρώτες 

δηµοσιεύσεις  στις  αρχές του 15ου αιώνα αναθέρµαναν το ενδιαφέρον για την 

κρυπτογραφία στην Ευρώπη. 

   Ο Λέων Μπατίστα Αλµπέρτι έκανε την πρώτη (στα λατινικά) δηµοσίευση 

σχετικά µε την ανάλυση συχνοτήτων και δηµιούργησε ένα σύστηµα µε 

περισσότερα τους ενός κρυπτογραφικά αλφάβητα (πολυαλφαβητικό). 

Απλό κείµενο: Ο π α τ έ ρ α ς της  δ υ τ ι κ ή ς κ ρ υ π τ ο λ ο γ ί α ς

Αλφάβητο: Γ ΓΓΓΓΓΓΓ ∆∆∆ ∆∆∆∆∆∆∆ ΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕ

Κρυπτοκείµενο: Ρ ΣΓΦΗΤΓΥ ΧΚΦ ΗΨΧΜΝΚΦ ΞΦΩΥΨΤΟΤΗΝΕΧ

   Ο Τζιρόλαµο  Καρντάνο γεννήθηκε στις αρχές του 16ου αιώνα (1501-1576), 

Ιταλός µαθηµατικός, αστρολόγος και φιλόσοφος. Ο Καρντάνο δηµιούργησε ένα 

κρυπτοσύστηµα  εντελώς  άγνωστο την  εποχή  εκείνη, το οποίο σήµερα  είναι 

γνωστό ως µέθοδος της µάσκας. Μια διάτρητη κάρτα χρησιµοποιείται πάνω σε 

ένα λευκό κοµµάτι χαρτί και το απλό κείµενο γράφεται στα παράθυρα. 

Βγάζουµε την µάσκα και συµπληρώνουµε το χαρτί µε τυχαίες λέξεις και 

γράµµατα. Για να  διαβάσουµε το κείµενο τοποθετούµε την µάσκα και 

διαβάζουµε το κείµενο στα παράθυρα. 
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Η αποτελεσµατικότητα της µεθόδου του Καρντάνο αποδεικνύεται από το 

γεγονός ότι  χρησιµοποιούταν  ακόµα και  400 χρόνια µετά, µέσα του  20ου  

αιώνα, από την υπηρεσία πληροφοριών της ∆υτικής Γερµανίας (BND). 

Ακολουθεί ένα παράδειγµα της µεθόδου :  

Κ Γ Η Η Ε Τ Τ Α  1 2 3 4 5 6 7 8 

Α Α Ρ Ν Ν Ν Ν Ν  9 10 11 12 13 14 15 16 

Τ Η Μ Κ Θ Α Ρ Α  17 18 19 20 21 22 23 24 

Θ Υ Ν Η Π Ο Κ Η  25 26 27 28 29 30 31 32 

Ο Ε Μ Τ Τ Α Ο Ι  33 34 35 36 37 38 39 40 

Τ Γ Τ Ο Ρ Α Α Ι  41 42 43 44 45 46 47 48 

Λ Φ Κ Α Α Ο Φ Ο  49 50 51 52 53 54 55 56 

Σ Ο Σ Μ Σ * Χ *  57 58 59 60 61 62 63 64 

                Κρυπτοκείµενο                                            Μάσκα  

       Τα γραµµοσκιασµένα κουτιά υποδεικνύουν τις διατρήσεις της µάσκας. Η 

µάσκα εφαρµοζόµενη στο κρυπτοκείµενο φανερώνει το απλό κείµενο, 

«Καρντάνο ο Ιταλός». Σε ένα πίνακα n×n υπάρχουν ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

k
n2

 µάσκες ικανές να 

κρύψουν ένα απλό κείµενο µε k γράµµατα. Στο παράδειγµα n=8 και k=15 άρα 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
15
64 =1,59×1014 µάσκες. 

Παρατήρηση 1 : Ένα κρυπτοκείµενο µπορεί να κατασκευαστεί µε τέτοιο 

τρόπο ώστε διαφορετικές µάσκες να δίνουν διαφορετικά απλά κείµενα. 

π.χ. Η µάσκα {2,5,12,15,18,21,28,31,34,37,44,47,50,53,60,63} δίνει άλλο 

απλό κείµενο. ( ‘ΑΦΑ =1501) 

Παρατήρηση 2 : Το παραπάνω κρυπτοκείµενο µε κατάλληλες µάσκες δίνει 

ακόµα 2 απλά κείµενα µπορείτε να τα βρείτε ; 

Όπως είναι φανερό η τεχνική των µασκών του Καρντάνο στη σύγχρονη εποχή 

δεν παρέχει ουσιαστική ασφάλεια αφού, για µία τετριµµένη επίθεση 

εξαντλητικής αναζήτησης είναι θέµα λεπτών να βρεθεί η µάσκα.    
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    Το 1586 ο Blaise de Vigenere δηµοσίευσε το βιβλίο «Πραγµατεία περί 

αριθµών». Στο βιβλίο περιέχονται  πολλά πολυαλφαβητικά συστήµατα, όπως τα 

τετράγωνα του Τριθέµιου και του Μπελασο τα οποία είναι γνωστά σήµερα σαν 

τετράγωνα Vigenere. 

 

 

Πίνακας Vigenere  
 

   Ο  πίνακας  Vigenere ήταν µία πολύ ασφαλής κρυπτογραφική µέθοδος για 

σχεδόν 300 χρόνια. Το 1863 ο Πρώσος  αξιωµατικός Kasiski  βρήκε µία µέθοδο 

κρυπτανάλυσης (εύρισκε  επαναλαµβανόµενες ακολουθίες γραµµάτων µέσα στο  

κρυπτοκείµενο των οποίων το µήκος υποδείκνυε το µήκος του κλειδιού 

κρυπτογράφησης) που έσπαγε σχεδόν όλα τα γνωστά κρυπτοσυστήµατα της 

εποχής, όπως και τους πίνακες Vigenere. To τελικό χτύπηµα στην µέθοδο έδωσε 

ο Αµερικάνος κρυπταναλυτής William Friedman το 1925. 
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         Το 1844 η ανακάλυψη του τηλέγραφου  επέφερε γενικευµένο ενδιαφέρον 

για την κρυπτογράφηση όπως και η ανακάλυψη του ασύρµατου τηλέγραφου το 

1895.  

1.2   Η εξέλιξη της κρυπτογραφίας στον 20ο αιώνα.  
 
   Το πρώτο µισό του 20ου αιώνα, στην Ευρώπη, έγιναν δύο παγκόσµιοι πόλεµοι  

και η µεγάλη κρισιµότητα της µετάδοσης πληροφοριών µε ασφάλεια οδήγησε 

σε ραγδαία εξέλιξη της κρυπτογραφίας.  

   Ο Γκίλµπερτ Βέρναµ ανέπτυξε τον πρώτο πραγµατικά άθραυστο κώδικα, τα 

ξεχωριστά χαρακτηριστικά αυτού του κώδικα είναι, η απαίτηση για ένα κλειδί  

µε µήκος όσο και το προς µετάδοση µήνυµα και το ότι κάθε κλειδί 

χρησιµοποιείται µια και µοναδική φορά. Η κρυπτογράφηση Βέρναµ είναι  

γνωστή και ως µπλοκάκι µιας χρήσης   OTP (one time pad).  

 

   Η µηχανή – αίνιγµα που χρησιµοποιήθηκε 

από τους Γερµανούς κατά το δεύτερο  

παγκόσµιο πόλεµο για κρυπτογράφηση 

ραδιοεπικοινωνιών πυροδότησε µια από τις 

πιο έντονες προσπάθειες αποκρυπτογράφησης  

στην ιστορία. Μια οµάδα κρυπταναλυτών των 

συµµαχικών δυνάµεων κατάφεραν να 

σπάσουν το αίνιγµα και συνέβαλαν 

καθοριστικά στο να γείρει η πλάστιγγα 

ενάντια στους Γερµανούς.  

 

   Τα µεταπολεµικά χρόνια η κρυπτογραφία γνώρισε νέα ανάπτυξη εξαιτίας 

κυρίως στην τεχνολογία των υπολογιστών. Οι σχεδιαστές κρυπτοσυστηµάτων 

απέκτησαν µια πρωτοφανή ελευθερία να χρησιµοποιήσουν λεπτοµερείς 

σχεδιασµούς που θα ήταν πολύ επίπονο να διορθωθούν µε µολύβι και χαρτί και 

πολύ ακριβοί να διεξαχθούν από ηλεκτροµηχανικές µηχανές κρυπτογράφησης. 

        O Ουιτφιλντ  Ντίφι και ο Μάρτιν Χέλµαν σε  µία σηµαντικότατη για την 

εξέλιξη της κρυπτογραφίας µελέτη «Νέες κατευθύνσεις στην  κρυπτογραφία» 

(1976) πρότειναν κάτι ριζοσπαστικό. Θα υπάρχει δηµόσια επικοινωνία µεταξύ 

των δύο χωρίς να υπάρχει ανάγκη ανταλλαγής κλειδιών µεταξύ των δύο. 
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    Παρόλα αυτά δεν κατάφεραν να βρουν ένα λεπτοµερές παράδειγµα τέτοιου 

συστήµατος.  

     Τρεις άλλοι επιστήµονες (δυο κοµπιουτεράδες και ένας µαθηµατικός)  

έδωσαν ένα ολοκληρωµένο παράδειγµα δηµοσίου κρυπτοσυστήµατος. Οι  

Ρίβεστ,  Σαµίρ και  Άντλεµαν  του ΜΙΤ επινόησαν το 1978 το κρυπτοσύστηµα 

RSA. Το RSA είναι  κρυπτοσύστηµα δηµόσιου κλειδιού που η ασφάλειά του 

βασίζεται στο γεγονός ότι δεν υπάρχει ταχύς αλγόριθµος παραγοντοποίησης 

µεγάλων αριθµών (π.χ. 200 ψηφία) που να είναι γινόµενο δύο µεγάλων (µε 100 

ψηφία ο καθένας) πρώτων αριθµών. 

1.3  Κβαντική Κρυπτογραφία  
 
    Στις αρχές του 1980, αναπτύχθηκαν κρυπτογραφικά σχέδια βασισµένα στην 

κβαντοµηχανική. Η κβαντική κρυπτογραφία βασίζεται στην αρχή 

απροσδιοριστίας του Χάισενµπεργκ  (Heisenberg's  uncertainty  principle), βάση 

της οποίας η πραγµατοποίηση µιας µέτρησης σε ένα κβαντικό σύστηµα το 

διαταράσσει και αποδίδει ελλιπείς πληροφορίες. Η επικοινωνία µέσω κβαντικού 

καναλιού, αν παραβιαστεί, προκαλεί µεταβολή η οποία προειδοποιεί τους  

νόµιµους χρήστες. Έτσι η ανταλλαγή κλειδιού µέσα από ένα τέτοιο κανάλι 

καθίσταται απόλυτα ασφαλής. 

    Ο Charles H. Bennett ερευνητής στο εργαστήριο Watson της IBM, είναι 

γνωστός ως θεωρητική ιδιοφυΐα — ένας από τους πατέρες της κβαντικής 

πληροφορικής. Το 1989 ο Bennett µαζί µε τον John A. Smolin και Gilles 

Brassard (του τµήµατος Πληροφορικής και Επιχειρησιακής έρευνας του 

πανεπιστηµίου του Montréal) πραγµατοποίησαν ένα πρωτοποριακό πείραµα το 

οποίο θα επιδείκνυε έναν νέο τρόπο κρυπτογράφησης βασισµένο στις αρχές της 

κβαντικής µηχανικής. 

    Η πιο πάνω οµάδα συναρµολόγησε µια πειραµατική διάταξη όπου τα φωτόνια 

διέτρεχαν ένα κανάλι µήκους 30 εκατοστών σε ένα φωτοστεγές κουτί που το 

ονόµασαν φέρετρο της θείας Μάρθας. Η διεύθυνση κατά την οποία 

ταλαντωνόταν το ηλεκτρικό πεδίο των φωτονίων, η πόλωση τους, 

αναπαριστούσε τα 0 και 1 µιας σειράς κβαντικών µπιτ ή, για συντοµία, q-µπίτ. 

Τα συγκεκριµένα q-µπίτ περιείχαν ένα κρυπτογραφικό «κλειδί» που µπορούσε 

να χρησιµοποιηθεί για την κρυπτογράφηση ή αποκρυπτογράφηση ενός 

µηνύµατος. 



 8

 Σήµερα, η κβαντική κρυπτογραφία έχει προχωρήσει σηµαντικά σε σχέση µε 

την πειραµατική διάταξη που στήθηκε πρόχειρα πάνω σε ένα τραπέζι στο 

γραφείο του Bennett. Ήδη υπάρχουν εταιρείες που δηµιουργούν 

κβαντοκρυπτογραφικό συστήµατα, ενώ η CIA και Τράπεζες των ΗΠΑ τα 

χρησιµοποιούν. Η αρχή έγινε το 2003 από δύο εταιρείες — την id Quantique 

στη Γενεύη και την MagiQ Technologies στη Νέα Υόρκη — που παρουσίασαν 

προϊόντα ικανά να µεταδώσουν ένα κβαντοκρυπτογραφικό κλειδί σε αποστάσεις 

πολύ µεγαλύτερες των 30 εκατοστών που διάνυαν τα φωτόνια στο πείραµα του 

Bennett. Ταυτόχρονα, η NEC, αφού έκανε µια εντυπωσιακή επίδειξη µετάδοσης 

σε απόσταση-ρεκόρ 150  χιλιοµέτρων, εισήλθε και αυτή στην αγορά. 

1.4   ∆ιαδίκτυο και οπτική κρυπτογραφία  
 
   Το σηµερινό διαδίκτυο (internet) ξεκίνησε στα τέλη της δεκαετίας του 60 ως 

ένα πείραµα των πανεπιστηµίων των Η.Π.Α. για την διασύνδεση 

αποµακρυσµένων υπολογιστών. Το διαδίκτυο, γνωστό αρχικά ως ARPANET, 

γεννιέται το 1969 και µέχρι το 1973 είχε 19 κόµβους στις Η.Π.Α. και είχε 

εξαπλωθεί και στην Ευρώπη. Το 1993, το «Κέντρο Πυρηνικών Μελετών και 

Ερευνών» (CERN) στην Ελβετία παρουσιάζει τον παγκόσµιο ιστό (World Wide 

Web) που αναπτύχθηκε από τον Tim Berners-Lee. Ο Berners-Lee χάρισε στο 

δίκτυο την σηµερινή του µορφή και άνοιξε το δρόµο για τη µαζική παγκόσµια 

χρήση του.  

    Η ασφάλεια της ψηφιακής πληροφορίας είναι πλέον επιτακτική για τους 

παρόχους και τους χρήστες του κυβερνοχώρου. Στην κλασσική (µη οπτική) 

κρυπτογραφία έχουν προταθεί αποτελεσµατικές τεχνικές κρυπτογράφησης που 

εξασφαλίζουν ( µέχρι αποδείξεως του αντιθέτου ) την ασφαλή µετάδοση 

ψηφιακών δεδοµένων. Όµως η αποκρυπτογράφηση, είτε απαιτεί από τον χρήστη 

προχωρηµένη γνώση του αντικειµένου είτε γίνεται ηλεκτρονικά και 

καταναλώνει υπολογιστική ισχύ και χρόνο. Έτσι έπρεπε να δηµιουργηθούν 

περισσότερο αποδοτικοί τρόποι αποκρυπτογράφησης. 

      Η ιδέα της οπτικής κρυπτογραφίας δηλαδή µια µέθοδο κρυπτογράφησης 

εικόνας, για την οποία η αποκρυπτογράφηση γίνεται µόνο µε τις δυνατότητες 

του ανθρώπινου οπτικού συστήµατος, προτάθηκε επίσηµα από τους Naor και 

Shamir  το 1994 σε ένα διεθνές συνέδριο κρυπτογραφίας.  
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    Το µυστικό και τα µερίδια είναι εικόνες που αναπαρίστανται σε διαφάνειες, 

που αποτελούνται από κουκκίδες (pixel). Κανένα µερίδιο δεν περιέχει και δεν 

µπορεί να δώσει ολόκληρη την πληροφορία (εικόνα). Για την ανακατασκευή τής 

µυστικής εικόνας τα µερίδια (διαφάνειες) υπερτίθενται και το µυστικό 

αποκαλύπτεται. 

 
Μερίδιο 1 Μερίδιο 2 Μερίδιο 1 και 2 

 

     Η ιδέα που προτάθηκε ήταν τόσο απλή στη βάση της, που εξέπληξε τους 

ερευνητές µε την άµεση δυνατότητα εφαρµογής της. Σήµερα τεχνικές  οπτικής 

κρυπτογραφίας χρησιµοποιούνται σε οικονοµικές εφαρµογές, ηλεκτρονική 

ψηφοφορία (e-voting) κ.α.  

■ 
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2 Κεφάλαιο  : Μυστικός ∆ιαµοιρασµός 
 

2.1  Εισαγωγή –Βασικοί ορισµοί 
 
Στην κρυπτογραφία ο µυστικός διαµοιρασµός (secret sharing) µας δίνει 

τρόπους και µεθόδους για την κρυπτογράφηση και διαµοιρασµό ενός µυστικού 

δυαδικού αλφαριθµητικού (string) σε κάποια άτοµα ώστε µόνο συγκεκριµένα 

υποσύνολα εξουσιοδοτηµένων ατόµων να µπορούν να αποκαλύψουν το µυστικό 

χρησιµοποιώντας όλοι µαζί το ατοµικό τους µερίδιο. 

Ορισµός 1 : Ένα (t,w) κρυπτογραφικό σχέδιο κατωτάτων ορίων (threshold 

scheme) επιτρέπει σε ένα κρυφό δυαδικό αλφαριθµητικό k να διαµοιραστεί σε w 

µερίδια µε τέτοιο τρόπο ώστε να ικανοποιούνται οι παρακάτω ιδιότητες :  

1. Οποιαδήποτε t από τα w µερίδια µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να 

κατασκευάσουν την κρυφή ακολουθία k.  

2. Κανένας συνδυασµός t-1 µεριδίων δεν αποκαλύπτει οποιαδήποτε 

πληροφορία για το µυστικό αλφαριθµητικό k.                      ■ 

 

Η µεγάλη χρησιµότητα του µυστικού διαµοιρασµού γίνεται εµφανής µε το 

ακόλουθο παράδειγµα:  

Λέγεται ότι «ο καλύτερος τρόπος για να φυλαχθεί ένα µυστικό είναι να το 

ξέρει µόνο ένας», αυτό δεν ισχύει πάντα… 

  Για να προστατεύσουµε µια πληροφορία µπορούµε να την κρυπτογραφήσουµε, 

αλλά για να προστατεύσουµε το κλειδί κρυπτογράφησης χρειαζόµαστε µια 

διαφορετική µέθοδο. 

Κάποιος µπορεί να πει ότι η ασφαλέστερη µέθοδος θα ήταν να φυλάξουµε  το 

κλειδί κρυπτογράφησης σε µια πολύ καλά φυλασσόµενη τοποθεσία (έναν 

υπολογιστή, στην µνήµη ενός ανθρώπου, ένα χρηµατοκιβώτιο). Αυτή η µέθοδος 

είναι αναποτελεσµατική δεδοµένου ότι ένα ατυχές συµβάν (κρασάρισµα 

υπολογιστή, αιφνίδιος θάνατος, µια διάρρηξη) θα καθιστούσε απρόσιτο το 

κλειδί. 
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Μία προφανής λύση θα ήταν να δηµιουργήσουµε µερικά αντίγραφα του 

κλειδιού και να τα  φυλάξουµε σε διαφορετικές τοποθεσίες, κάτι που θα έλυνε 

το πρόβληµα µεν, αλλά πολλαπλασιάζει τον κίνδυνο διαρροής. 

Χρησιµοποιώντας ένα (t,w) κρυπτογραφικό σχέδιο κατωτάτων ορίων µε w=2t-1 

µπορούµε να φτιάξουµε µια αποδοτική µέθοδο φύλαξης του κλειδιού 

κρυπτογράφησης, αφού :  

 Ακόµα και αν καταστραφούν t-1 µερίδια, µπορούµε ακόµα να έχουµε 

πρόσβαση στο κλειδί.  

 Ακόµα και αν διαρρεύσουν t-1 µερίδια, ο διαρρήκτης δεν θα έχει 

πρόσβαση στο  µυστικό κλειδί.            

2.2  Μια απλή µέθοδος µυστικού διαµοιρασµού 
 
H µέθοδος που θα περιγράψουµε παρακάτω αποτελεί απλό τρόπο διαµοιρασµού 

ενός µυστικού αλφαριθµητικού k σε δύο µερίδια (shares) που το καθένα να µην 

δίνει καµιά πληροφορία από µόνο του για το µυστικό k αλλά αν βρεθούν και τα 

δύο µαζί τότε το µυστικό k  αποκαλύπτεται. 

1. Έστω k=k1k2…kn  ένα δυαδικό αλφαριθµητικό µήκους n. Το  k καλείται 

το µυστικό (the secret). 

2. Για 1 ≤ i ≤ n,  έστω xi  τυχαίοι δυαδικοί αριθµοί. 

3. Για 1 ≤ i ≤ n,  έστω yi  = (xi +ki ) mod 2.  

4. Τα x = x1,x2,…,xn και y = y1,y2,…,yn είναι δυο µερίδια που αντιστοιχούν 

στο µυστικό αλφαριθµητικό k.  

5. Κανένα από τα x και y δεν δίνει καµιά πληροφορία για το µυστικό k.  

6. Αλλά τα x και y µαζί, µπορούν  να υπολογίσουν το µυστικό k=(x +k) 

mod 2.                                                                                                  

Η µέθοδος βασίζεται στην πράξη XOR (⊕ )µε πίνακα αληθείας  
 

y 0 0 1 1 

x 0 1 0 1 

x⊕ y 0 1 1 0 
 

Για να γίνει κατανοητή η παραπάνω µέθοδος δίνουµε ένα αναλυτικό 

παράδειγµα. 
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Παράδειγµα 1. Έστω k =10001010011101011010 ένα δυαδικό αλφαριθµητικό 

µήκους n=20.  Για 1 ≤ i ≤ n,   έστω xi  τυχαίοι δυαδικοί αριθµοί. Για παράδειγµα 

x = 10011101010000011110.  Για 1 ≤ i ≤ n,  θέτω yi  = (xi +ki ) mod 2.  Σε αυτή 

την περίπτωση το y =00010111001101000100. Τα x=10011101010000011110 

και y = 00010111001101000100 είναι δύο µερίδια που αντιστοιχούν στο 

µυστικό αλφαριθµητικό k =10001010011101011010.  Ούτε το x ούτε το y δεν 

δίνει καµιά πληροφορία για το µυστικό k. Μαζί τα x και y µπορούν να 

υπολογίσουν το µυστικό (x + y) mod 2 = 10001010011101011010 = k.  

Το παραπάνω κρυπτογραφικό σχέδιο είναι ένα (2,2) κρυπτογραφικό σχέδιο 

κατώτατων ορίων.                                     

                                                                                                         ■                                           

2.3  H µέθοδος µυστικού διαµοιρασµού του Shamir  
 

Το 1979 ο Shamir πρότεινε µια µέθοδο µυστικού διαµοιρασµού η οποία 

µπορεί να διαµοιράσει τον  µυστικό αριθµό k από ένα σώµα Fq σε w ≤q-1 

µερίδια τέτοια ώστε κάθε t από αυτά να µπορούν υπολογίσουν 

(χρησιµοποιώντας πολυωνυµική παρεµβολή) το µυστικό k ενώ οποιαδήποτε t-1 

µερίδια να µην παρέχουν καµία πληροφορία για το µυστικό k.  

Η µέθοδος περιγράφεται από τα παρακάτω βήµατα:  

1. Έστω x1,x2,…,xw  να είναι w διαφορετικά µη-µηδενικά στοιχεία του Fq 

µε     w ≤q-1. 

2. ∆εδοµένου ενός µυστικού αριθµού k στο Fq µπορούµε να παράγουµε w 

µερίδια ως εξής :  

 

a) Έστω α1,α2,…,αt-1  επιλέγονται τυχαία από το Fq.  

b) Ορίζουµε α(x) = k +∑
−

=

⋅
1

1

t

j

j
j xa . 

c) Για 1 ≤ i ≤ w,  έστω το σχέδιο si = (xi,  yi ) όπου yi = α(xi). 

3. ∆εδοµένων t  µεριδίων το µυστικό k µπορεί να υπολογιστεί από τον 

τύπο:  k=
j

jk

k
i

t

j jktk ii

i y
xx

x
⋅
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
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Για να γίνει κατανοητή η παραπάνω µέθοδος δίνουµε ένα αναλυτικό 

παράδειγµα για κάποιο µικρό πρώτο αριθµό.  

Παράδειγµα 2.  Θα κατασκευάσουµε (3,6) σχέδια µυστικού διαµοιρασµού µε 

τη µέθοδο µυστικού διαµοιρασµού του Shamir (µέθοδο της παρεµβολής ).  

1. Τα Έστω x1=1,x2=3, x3=6,x4=2, x5=4,x6=5  είναι w=6 διαφορετικά µη-

µηδενικά στοιχεία του Fq µε q=7. 

2. Έστω k=4 ο µυστικός µας αριθµός στο F7.Τότε µπορούµε να παράγουµε 

w=6 µερίδια ως εξής (όλες οι πράξεις γίνονται mod q) :  

a) Επιλέγω t=3. Έστω α1=2, α2=1  αριθµοί που επιλέχθηκαν τυχαία 

από το F7.  

b) Ορίζουµε α(x) = k + α1·x+ α2· x2 =4+2x+x2 . 

c) Έχουµε s1=( x1,y1= α(x1))=(1,0), s2 =(3,5), s3 = (6,3),   s4 = (2,5), 

s5 = (4,0), s6 = (5,4). 

3. ∆εδοµένων t =3 µεριδίων το µυστικό k µπορεί να υπολογιστεί από τον 

τύπο : k=
j

jk

k
i

t

j jktk ii

i y
xx

x
⋅
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−∑ ∏
= ≠≤≤1 ,1

. Έστω ότι µας δόθηκαν τα  s1, s2, και 

s3 µερίδια. Υπολογίζω το k από τον προηγούµενο τύπο ως εξής: 

a) L1 = 632
5
12

5
7mod9

16
6

13
3

13
3

12
2

=⋅=⋅==
−

⋅
−

=
−

⋅
− xx

x
xx

x .        

(
5
1 =ω mod7 —>1=5ω mod7—>ω = 3) 

b) L2 = .61
36

6
31

1
23

3
21

1
=−=

−
⋅

−
=

−
⋅

− xx
x

xx
x  

c) L3 = .3
5
1

63
3

61
1

32
2

31
1

==
−

⋅
−

=
−

⋅
− xx

x
xx

x  

d) Το µυστικό k µπορεί εύκολα να υπολογιστεί από τη σχέση         

k=L1·y1+ L2·y2+ L3·y3 =6·0+6·5+3·3=0 + 30mod7 + 9mod7 

=0+2+2=4. 

                             

■ 
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2.4 H µέθοδος Blakley   
 

Ο Blakley χρησιµοποίησε την γεωµετρία για να λύση το πρόβληµα του 

(k,n)µυστικού διαµοιρασµού. Το κρυφό µήνυµα είναι ένα σηµείο σε έναν κ-

διάστατο χώρο και τα n µερίδια είναι αφφινικά υπερεπίπεδα τα οποία τέµνονται 

σε αυτό το σηµείο. Το σύνολο λύσεων x=(x1,x2,…,xk) µιας εξίσωσης α1x1+ 

α2x2+…+ αkxk =b σχηµατίζουν ένα  αφφινικό υπερεπίπεδο. Το κρυφό µήνυµα,   

προκύπτει βρίσκοντας το σηµείο τοµής  κ τέτοιων υπερεπιπέδων. 

   Η ασφάλεια της µεθόδου προκύπτει από το γεγονός ότι, αν κάποιος έχει k-1 

µερίδια ουσιαστικά έχει k-1 υπερεπίπεδα για να βρει την τοµή τους σε έναν k-

διαστάσεων χώρο. Άρα θα πάρει µόνο, µια ευθεία που περνάει απο το µυστικό 

σηµείο. 

Παράδειγµα 3 : Ένα (2,3) σχέδιο διαµοιρασµού µε τη µέθοδο του  Blakley.   

Για k =2 και n= 3. Το µυστικό είναι ένα δυσδιάστατο σηµείο Τ και τα τρία 

µερίδια (L1,L2,L3 ) είναι ευθείες µε διαφορετικές παραµέτρους ( α1,α2,b ) οι 

οποίες περνάνε από το σηµείο Τ. Χρησιµοποιώντας δύο ευθείες, για παράδειγµα 

τις  L1 και  L2 µπορούµε να προσδιορίσουµε το µυστικό Τ ως το σηµείο τοµής 

τους. 

 

L1 

L2 

L3 

T 

 
∆υο διαστάσεων διαµοιρασµός Blakley  
 

2.5 Μυστικός ∆ιαµοιρασµός εικόνων.  
 
Ο µυστικός διαµοιρασµός εικόνων αποτελείται από δύο αλγορίθµους :  

1. Αλγόριθµος διαµοιρασµού, παράγονται τα µερίδια-εικόνες από την κρυφή 

εικόνα. 
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2. Αλγόριθµος ανακατασκευής, τα µερίδια συνδυάζονται και δίνουν την 

αρχική εικόνα.  

2.5.1  ∆ιαµοιρασµός εικόνας (k,n) µε µέθοδο Βlakley. 
Επιλέγουµε τις δύο παραµέτρους k, n που αντιστοιχούν, στον απαραίτητο 

αριθµό µεριδίων που ανασυνθέτουν την µυστική εικόνα, και στο συνολικό 

αριθµό µεριδίων, αντίστοιχα. Χωρίζουµε τα pixel (κουκκίδες) της µυστικής 

εικόνας σε µη επικαλυπτόµενες καππάδες. Κάθε καππάδα είναι ένα κ-

διαστάσεων σηµείο και κάθε µερίδιο-εικόνα αναπαριστά ένα αφφινικό 

υπερεπίπεδο πάνω στο σηµείο. Έστω ότι θέλουµε να παράγουµε n µερίδια 

S1,S2,…,Sn  από την κρυφή εικόνα S και k ή περισσότερα µερίδια να 

ανασυνθέτουν την κρυφή εικόνα S.  

 Αλγόριθµος διαµοιρασµού : 

1. Επιλογή παραµέτρων (k,n). 

2. ∆ιαµέριση της µυστικής εικόνας σε µη επικαλυπτόµενα σύνολα των k pixel 

3. Για κάθε καππάδα, 

3.1 Τα k pixel σχηµατίζουν ένα κ-διαστάσεων σηµείο 

x=(x1,x2,…,xk). 

3.2 Επιλογή n διαφορετικών συνόλων λύσης (α1,α2,…,αk,b) που 

ικανοποιούν        την εξίσωση α1x1+ α2x2+…+ αkxk =b.  

3.3 Αντιστοίχηση των συνόλων παραµέτρων  (α1,α2,…,αk,b) σε 

προκαθορισµένο αριθµό bits( 8 αν θέλουµε τα µερίδια να έχουν ίδιες 

διαστάσεις µε την αρχική). 

4. Αποθήκευση κάθε συνόλου bits ως µερίδιο-εικόνα.  

Σχηµατικά ο αλγόριθµος : 
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Αλγόριθµος ανακατασκευής : 

 
1) Εισαγωγή παραµέτρων (k,n) και k µερίδια-εικόνες.  

2) ∆ιαµέριση κάθε µεριδίου σε µη επικαλυπτόµενα σύνολα των k pixel. 

3) Υπολογισµός των k+1 παραµέτρων από τα k pixel (bytes). 

4) Προσδιορισµός της τοµής των k υπερεπιπέδων που ορίζονται από τις k+1 

παραµέτρους. 

5) Αποθήκευση των συντεταγµένων του σηµείου τοµής,  ως k pixels στην 

ανακατασκευασµένη εικόνα.  

6) Επανάληψη των βηµάτων 2-5 µέχρι να ανακατασκευαστεί η µυστική 

εικόνα.  

Σχηµατικά ο αλγόριθµος : 

 

 

 

Εφαρµογή της µεθόδου για k=3 και n=5 : 

Η αρχική εικόνα χωρίζεται σε 5 τυχαία µερίδια τα οποία ανά 3 συνθέτουν την 

αρχική. Τα µερίδια φαίνονται παρακάτω 
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(α) (β) 
 

(γ) 

(δ) (ε) 
 

(στ) 

 
(ζ) 

(α) µυστική εικόνα,   (β)-(στ): 5 µερίδια εικόνες, (ζ) ανακατασκευασµένη εικόνα 

2.5.2  ∆ιαµοιρασµός εικόνας (n,n) βασισµένος στην λογική πράξη XOR. 
 
Στο σχέδιο αυτό µελετάµε τα χρώµατα βάση της τεχνικής RGB (κόκκινο-

πράσινο-µπλε).Η τεχνική λειτουργεί ως εξής. Έχουµε τρεις συνιστώσες για τα 

τρία βασικά χρώµατα κόκκινο-πράσινο-µπλε  και όλα τα υπόλοιπα χρώµατα 

είναι συνδυασµοί των τριών συνιστωσών. Σε εικόνες 24bit χρώµα, κάθε 

συνιστώσα αντιστοιχίζεται σε 8bit έτσι κάθε συνιστώσα των 3 βασικών 

χρωµάτων κυµαίνεται από 0 έως 255.  Οι συνιστώσες του µαύρου είναι (0,0,0) 

και του λευκού (255,255,255).  

Έστω 0,1,…,c τα χρώµατα της αρχικής εικόνας,  εδώ c ≥2.  

Ορισµός 2: Η λογική πράξη XOR εφαρµοζόµενη σε δύο πίνακες ίδιων 

διαστάσεων,   µας δίνει έναν νέο πίνακα ίδιων διαστάσεων όπου το XOR 

εφαρµόζεται  στα στοιχεία που έχουν την ίδια θέση. Συνεπώς για δυο m×n 

πίνακες Α, Β 

[ ] ),...,1,...,1(,,, njmibaBACBbAa ijijijij ==⊕=⊕=∈∈∀       ■ 
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Στα επόµενα,   η µυστική εικόνα SI αντιστοιχεί στον m×n πίνακα pixel Α 

Κατασκευή µεριδίων (n,n)-σχεδίου διαµοιρασµού: 

Έστω Α, m×n ο πίνακας pixel της µυστικής εικόνας. Επιλέγουµε n-1 τυχαίες 
εικόνες επίσης m×n, Αi i=1,2,…,n-1 και κατασκευάζουµε τον πίνακα Αn 
εφαρµόζοντας την λογική πράξη XOR στους τυχαίους πίνακες Αi i=1,2,…,n-1 
και τον πίνακα Α. ∆ηλαδή  Αn =Α1⊕Α2⊕…⊕Αn-1⊕A.Οι πίνακες Αi 
i=1,2,…,n αποτελούν τα µερίδια του σχεδίου. Έχουµε, 

1) ( ) AA
n

j
j ≠⊕

−

=
U

1

1

,δηλαδή το XOR οποιονδήποτε n-1 πινάκων δεν δίνει 

καµία πληροφορία για τον πίνακα Α. 

2) ( ) AA
n

j
j =⊕

=
U

1

,δηλαδή η πράξη XOR εφαρµοζόµενη και στα n 

µερίδια µας δίνει τον πίνακα της µυστικής εικόνας Α.                    ■ 
 

   Εφαρµογή της µεθόδου για n=3 : Για µυστική εικόνα SI.Κατασκευάζουµε 2 
τυχαίες εικόνες-µερίδια, ίδιων διαστάσεων µε την µυστική εικόνα,  έστω Μ1, Μ2  
και ως τρίτο µερίδιο Μ3 = Μ1⊕Μ2⊕ SI. Το αποτέλεσµα φαίνεται παρακάτω : 

 

 

 
µυστική εικόνα 

 
µερίδιο 1 

 
µερίδιο 2 

 

 
µερίδιο 3 

 
1+ 2 

 
1+3 

 
2+3 

 
1+2+3  
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Παρατήρηση : Η ασφάλεια της  µεθόδου εξασφαλίζεται από την τυχαιότητα 

των n-1 επιλεγµένων εικόνων. Έστω ο πίνακας µιας τυχαίας εικόνας Αj και Α ο 

πίνακας της µυστικής εικόνας. Ισχύει ότι Α⊕  Αj είναι επίσης τυχαίος πίνακας. 

Συνεπώς, στην χειρότερη περίπτωση όπου κάποιος έχει αποκτήσει n-1 µερίδια 

(συµπεριλαµβανοµένου του Αn δηλαδή αυτού που περιέχει την πληροφορία της 

κρυφής εικόνας) και εφαρµόσει XOR σε όλα,  θα πάρει µια τυχαία εικόνα.   

■ 
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3  Κεφάλαιο : Οπτική κρυπτογραφία    
ασπρόµαυρων εικόνων  

 

3.1  Οπτικός µυστικός διαµοιρασµός 
 

Σε ένα ‘‘συνηθισµένο’’ µυστικό διαµοιρασµό, η ανακατασκευή του 

µυστικού χρειάζεται πολύπλοκους υπολογισµούς και άρα δεν µπορεί να γίνει 

χωρίς χρήση υπολογιστή. Σε ένα οπτικό σχέδιο µυστικού διαµοιρασµού, το 

µυστικό αποκαλύπτεται µε την χρήση µόνο των δυνατοτήτων του οπτικού 

µας συστήµατος.         

 Το µυστικό και τα µερίδια είναι εικόνες που αναπαρίστανται σε 

διαφάνειες, που αποτελούνται από µαύρες και διάφανες κουκκίδες(pixel).Για 

την ανακατασκευή τής  µυστικής  εικόνας  τα µερίδια  (διαφάνειες) 

υπερτίθενται  και το  µυστικό αποκαλύπτεται. 

  Βασική προϋπόθεση είναι, κανένα από  τα µερίδια  να µην παρέχει καµία 

πληροφορία για τη µυστική εικόνα αλλά όταν εγκεκριµένα υποσύνολα 

ατόµων υπερθέσουν τις διαφάνειες τους η µυστική εικόνα αποκαλύπτεται.  

    Η απαίτηση, η αποκρυπτογράφηση να  γίνεται από το οπτικό µας 

σύστηµα δηµιούργησε το πρόβληµα,  ότι µία µαύρη κουκκίδα σε ένα µερίδιο, 

θα υποδήλωνε ότι η αντίστοιχη κουκκίδα  της  µυστικής εικόνας είναι µαύρη. 

Για να  λυθεί  αυτό το πρόβληµα προτάθηκε η ιδέα  κάθε κουκκίδα της 

εικόνας να  αντικατασταθεί µε m  υπο-κουκκίδες σε κάθε µερίδιο. Αν το 

επίπεδο γκρίζου ενός µαύρου pixel  (στα k µερίδια που υπερθέτουµε )είναι 

µεγαλύτερο από αυτό ενός διάφανου pixel,τότε η εικόνα θα είναι 

αναγνωρίσιµη. Παράδειγµα : Ένα (2,2) οπτικό σχέδιο είναι: 
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3.2  Πίνακες βάσης 
Οι πίνακες βάσεις καθορίζουν µονοσήµαντα το (k,n)-οπτικό σχέδιο 

κατωτάτων ορίων και µας παρέχουν µια εύκολη µέθοδο για να το 

αναπαριστούµε και να υπολογίζουµε τα µυστικά µερίδια εικόνες.  

 

Ορισµός 1.  Έστω οι n×m πίνακες S0 και S1 µε στοιχεία 0 και 1. Οι S0 και S1 

λέγονται πίνακες βάσης ενός (k,n)-οπτικού σχεδίου κατωτάτων ορίων ( (k,n) 

visual threshold scheme VTS) µε επέκταση κουκκίδας m και σχετική αντίθεση 

α, αν ικανοποιούν τις παρακάτω ιδιότητες : 

1. (Συνθήκη αντίθεσης).Αν Χ={i1,i2,…,ik} τότε η διαφορά του βάρους 

Hamming (πλήθος µη µηδενικών στοιχείων) της OR πράξης των 

γραµµών i1,i2,…,ik του πίνακα S1 και του βάρους Hamming της OR 

πράξης των γραµµών i1,i2,…,ik του πίνακα S0 είναι τουλάχιστον α·m. 

2. (Συνθήκη ασφάλειας).Αν Χ={i1,i2,…,ip} όπου p ≤ k-1,  τότε οι δύο 

p×m υπο-πίνακες που παράγονται περιορίζοντας τους S0 και S1 στις 

γραµµές i1,i2,…,ip γίνονται ακριβώς ίδιοι µε µεταθέσεις στηλών.                                         

■ 

  Με τον όρο επέκταση κουκκίδας εννοούµε το πλήθος των υπο-κουκκίδων στο 

οποίο σπάει κάθε κουκκίδα ενώ µε τον όρο σχετική αντίθεση εννοούµε την 

αντίθεση ανάµεσα στη διάφανη (γκρι) κουκκίδα και τη µαύρη κουκκίδα. Το 

επιθυµητό είναι να έχουµε όσο το δυνατό µικρότερη διάσπαση σε κουκκίδες 

(για οικονοµία ) και όσο το δυνατό µεγαλύτερη σχετική αντίθεση (για καλύτερη 

ευκρίνεια εικόνας ). 

   Ο τρόπος µε τον οποίο χρησιµοποιούνται οι πίνακες βάσης για την 

κρυπτογράφηση της µυστικής εικόνας σε µερίδια (εικόνες)δίνεται στον 

παρακάτω αλγόριθµο: 

 

Αλγόριθµος µυστικής κατανοµής.  

Για κάθε κουκκίδα P κάνουµε τα παρακάτω : 

1. Παράγουµε µια (από της m!) τυχαία µετάθεση π του συνόλου {1,2,…,m }. 

2. Αν η P είναι µαύρη κουκκίδα (λευκή αντίστοιχα) τότε εφαρµόζουµε τη 

µετάθεση στις στήλες του πίνακα βάσης S1 (S0 αντίστοιχα ). 

3. Καλούµε τον παραγόµενο πίνακα Τ. 
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4. Για1 ≤i ≤n η γραµµή i του Τ περιλαµβάνει τις m υποκουκκίδες της P στο i 

µερίδιο. 

 

Ο πίνακας S1 χρησιµοποιείται για την κρυπτογράφηση των µαύρων 

κουκκίδων ενώ ο πίνακας S0 για την κρυπτογράφηση των διάφανων κουκκίδων. 

Η τυχαία µετάθεση π (στις στήλες του S1 ή S0),που παράγεται ανεξάρτητα για 

κάθε κουκκίδα, µας παρέχει τη βεβαιότητα ότι δεν θα κρυπτογραφηθούν µε τον 

ίδιο τρόπο όλες οι µαύρες κουκκίδες και όλες οι διάφανες ώστε κάποιος να 

µπορεί να αναγνωρίσει τον τρόπο αυτό ή να πάρει πληροφορία για την µυστική 

εικόνα. Παρατίθενται τώρα κάποια παραδείγµατα για καλύτερη κατανόηση. 

Παράδειγµα 1. Ένα (2,2)-VTS µε m=2 και α=1/2 µπορεί να έχει ως πίνακες 

βάσης τους : S0 = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
01

, S1= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

  όπου η διάφανη και µαύρη κουκκίδα 

κωδικοποιούνται ως εξής: 

 

=0
0π

S
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
01  → ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
100

1π
S  

 
→

 

        

=1
0π

S
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
10  → ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
101

1π
S  

 
→

 

Παρατηρούµε, ότι το βάρος της OR πράξης των δυο γραµµών του S0 είναι 

ανεξάρτητο από την τυχαία µετάθεση πi , i=0,1 και ισούται µε 1. Το βάρος της 

OR πράξης των δυο γραµµών του S1 είναι ανεξάρτητο από την τυχαία µετάθεση 

πi , i=0,1 και ισούται µε 2. Η διαφορά αυτή των βαρών είναι  1 και ισούται µε 

α·m =1.   

Παράδειγµα 2. Ένα (3,4)-VTS µε m=6 και α=1/6 µπορεί να έχει ως πίνακες 

βάσης  

 

S0=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

111000
110100
101100
011100

, S1=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

000111
001011
010011
100011
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 Παρατηρούµε, ότι ικανοποιείται η συνθήκη αντίθεσης. Αφού η διαφορά του 

βάρους της OR πράξης 3 γραµµών  του πίνακα S1 και του βάρους της OR 

πράξης 3 γραµµών του πίνακα S0 είναι  α·m=1. 

  Επίσης ικανοποιείται και η συνθήκη ασφαλείας. Αφού η διαφορά του βάρους 

της OR πράξης 2 το πολύ γραµµών  του πίνακα S1 και του βάρους της OR 

πράξης 2 το πολύ γραµµών του πίνακα S0 είναι 0.  

{ Παρατηρήστε ότι οι στήλες του S0 είναι τα 43
4 =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ,διανύσµατα βάρους 3 

και δυο φορές το µηδενικό διάνυσµα. Ο S1 είναι ο συµπληρωµατικός του S0 } 

 

3.3  (n,n) οπτικά σχέδια κατωτάτων ορίων ( (n,n)-VTS). 
 

Το παρακάτω θεώρηµα παρουσιάζει µια µέθοδο µε την οποία µπορούµε να 

κατασκευάσουµε (n,n) οπτικά σχέδια κατωτάτων ορίων για οποιοδήποτε 

ακέραιο αριθµό. Πρώτα,  θα αναφέρουµε το διωνυµικό θεώρηµα που θα µας 

βοηθήσει στην κατασκευή του σχεδίου. 

Θεώρηµα 1.(∆ΙΩΝΥΜΙΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ) Έστω n θετικός ακέραιος. Τότε για κάθε 

x, y έχουµε :  
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Πόρισµα 1. Για x=y=1,  έχουµε n
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Πόρισµα 2. Για x=-1,y=1,  έχουµε 
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Από τα παραπάνω είναι προφανές ότι  
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Παρατήρηση :Το πλήθος των υποσυνόλων ενός συνόλου µε n στοιχεία είναι2n. 

Εξ αυτών τα µισά ( 2n-1 ) έχουν άρτια πληθικότητα και τα άλλα µισά περιττή 

πληθικότητα.  

 

Θεώρηµα 2.  Για κάθε ακέραιο n ≥ 2 υπάρχει (n,n)-VTS µε m=2n-1 και α= 12
1
−n . 

Απόδειξη. Για να αποδείξουµε το θεώρηµα πρέπει πρώτα να κατασκευάσουµε 

τους πίνακες βάσης για τη διάφανη  (S0) και µαύρη (S1) κουκκίδα. Ορίζουµε τις 

στήλες του S0 να αποτελούνται από όλα τα δυαδικά διανύσµατα µήκους n µε 

άρτιο βάρος. Ορίζουµε τις στήλες του S1 να αποτελούνται από όλα τα δυαδικά 

διανύσµατα µήκους n µε περιττό βάρος. Οι πίνακες S0 και S1 έχουν διαστάσεις 

n×2n-1 και θα δείξουµε ότι αποτελούν πίνακες βάσης ενός (n,n)-VTS.  Στη 

συνέχεια θα αποδείξουµε τις δύο ιδιότητες του ορισµού 1. 

   Για την πρώτη ιδιότητα έχουµε ότι το βάρος της OR πράξης των n γραµµών 

του S0 είναι όσο το πλήθος των στηλών, µείον τη µηδενική στήλη που έχει 

προφανώς άρτιο βάρος. ∆ηλαδή το βάρος της OR πράξης των n γραµµών του S0 

είναι 2n-1-1. Το βάρος της OR πράξης των n γραµµών του S1 είναι ίσο µε το 

πλήθος των στηλών, αφού κάθε στήλη έχει τουλάχιστο µία µονάδα,  δηλαδή 

είναι ίσο µε 2n-1. Η διαφορά αυτή των βαρών ισούται µε 1 και ισούται µε τη 

σχετική αντίθεση επί την επέκταση κουκκίδας. Η δεύτερη ιδιότητα, είναι 

προφανής.                                                                                                             ■ 

 

∆ίνουµε κάποια παραδείγµατα ώστε να γίνει κατανοητή η προηγούµενη 

µέθοδος.  

Παράδειγµα 3. Για n =2 ορίζουµε τις στήλες του S0  να αποτελούνται από όλα 

τα δυαδικά διανύσµατα µήκους 2 µε άρτιο βάρος και τις στήλες του S1 να 

αποτελούνται  από όλα τα δυαδικά διανύσµατα µήκους 2 µε περιττό βάρος. Άρα 

οι πίνακες S0 και S1 είναι :   

S0 = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
01

, S1= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

   

Βλέπουµε ότι οι συνθήκες αντίθεσης και ασφάλειας ικανοποιούνται.  

Παράδειγµα 4. Για n =3 ορίζουµε τις στήλες του S0  να αποτελούνται από όλα 

τα δυαδικά διανύσµατα µήκους 3 µε άρτιο βάρος και τις στήλες του S1 να 
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αποτελούνται  από όλα τα δυαδικά διανύσµατα µήκους 3 µε περιττό βάρος. Άρα 

οι πίνακες S0 και S1 είναι :   

S0 = ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

0011
0101
0110

, S1= ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

1001
0101
0011

   

Παράδειγµα 5. Για n =4 ορίζουµε τις στήλες του S0  να αποτελούνται από όλα 

τα δυαδικά διανύσµατα µήκους 4 µε άρτιο βάρος και τις στήλες του S1 να 

αποτελούνται  από όλα τα δυαδικά διανύσµατα µήκους 4 µε περιττό βάρος. Άρα 

οι πίνακες S0 και S1 είναι : 

S0 =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

00010111
00101011
01001101
01110001

, S1=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

00010111
00101011
01001101
10001110

   

Παρατηρούµε ότι το βάρος της OR πράξης των τεσσάρων γραµµών του S0 είναι 

7, βάρος της OR πράξης των τεσσάρων γραµµών του S1 είναι 8-7=1=α·m. Έτσι 

ισχύει η πρώτη ιδιότητα του ορισµού των πινάκων βάσης. Επιλέγοντας τρείς 

γραµµές από τον S0 και τις αντίστοιχες τρεις γραµµές από τον S1 βλέπουµε ότι 

οι δυο 3×8 υποπίνακες που παράγονται περιέχουν τις ίδιες ακριβώς στήλες 

(ίσως µε άλλη σειρά ).Το ίδιο πράγµα γίνεται µε όµοια τρόπο και για 

οποιοδήποτε αριθµό γραµµών µικρότερο του 4. Άρα και η δεύτερη ιδιότητα του 

ορισµού 2 ικανοποιείται και έτσι συµπεραίνουµε ότι οι 4×8 πίνακες S0 και S1 

που παρουσιάσαµε στο παράδειγµα αυτό είναι πίνακες βάσης ενός (4,4) οπτικού 

σχεδίου κρυπτογράφησης (οπτικού σχεδίου κατωτάτων ορίων ).                                                         

■ 

3.4  (2,n) οπτικά σχέδια κατωτάτων ορίων 
 

    Σε αυτό το κεφάλαιο θα δούµε κάποιες µεθόδους οπτικής κρυπτογραφίας 

για την ειδική περίπτωση όπου έχουµε n παίχτες και το µυστικό µπορεί να 

αποκρυπτογραφηθεί από οποιουσδήποτε δύο από αυτούς. Όµως ο κάθε παίχτης 

από µόνος του δεν έχει καµία απολύτως πληροφορία για την εικόνα. Το µοντέλο 

είναι το ίδιο µε αυτό που είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο. Στην ειδική αυτή 

περίπτωση οπτικών σχεδιασµών, έχουµε απλοποίηση των πινάκων βάσης. 

Ορισµός 2. Έστω οι n×m πίνακες S0 και S1 µε εισόδους 0 και 1. Οι S0 και S1 

ονοµάζονται πίνακες βάσης µιας (2,n)-VCS µε επέκταση κουκκίδας (pixel 
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expansion) m και σχετική διαφορά α αν ικανοποιούν τις δύο παρακάτω 

ιδιότητες: 

1)Για όλα τα 1≤ i ≤ j ≤ n η διαφορά της «OR» πράξης των γραµµών i και j του 

S1 και του βάρους της «OR» πράξης των γραµµών i και j του S0 είναι 

τουλάχιστον α·m.  

2)Για όλα τα 1 ≤ i  ≤ n το βάρος της i γραµµής του πίνακα S0 είναι ίσο µε το 

βάρος της i γραµµής του πίνακα S1. 

Όπως έχουµε αναφέρει και στο προηγούµενο κεφάλαιο, εµάς µας ενδιαφέρει η 

µεγιστοποίηση της σχετικής διαφοράς της αποκρυπτογραφηµένης εικόνας. Για 

να µπορέσουµε να µιλήσουµε για βέλτιστη (ως προς την αντίθεση) VCS πρέπει 

να  υπολογίσουµε ένα καλό άνω φράγµα για την σχετική διαφορά. Ένα τέτοιο 

φράγµα δίνεται στο παρακάτω θεώρηµα. 

Θεώρηµα 3. Η σχετική διαφορά α µιας (2,n)-VCS κατώτατων ορίων είναι άνω 

φραγµένη. Ποιο συγκεκριµένα ισχύει 

)1(
22)(*

−⋅

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡⋅⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢

=≤
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naa                (1) 

Ορισµός 2. Μια (2,n)-VCS ονοµάζεται βέλτιστη αν έχει σχετική διαφορά α*(n). 

 

 

Παράδειγµα 6 

Η (2,3)-VCS µε m=3,α= 1/3 και πίνακες βάσης  

⎟
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είναι βέλτιστη.  

3.4.1  Ισορροπηµένοι µη-πλήρης Μπλοκ Σχεδιασµοί για την κατασκευή 
(2,n)-VCS 

 

Σε αυτήν την παράγραφο θα παρουσιάσουµε κάποια βασικά στοιχεία για 

τους ισορροπηµένους µη-πλήρης µπλοκ σχεδιασµούς (Balanced Incomplete 

Block Designs –BIBD. 



 27

Ορισµός 3. Ένας ισορροπηµένος µη πλήρης σχεδιασµός (BIB) είναι ο 

σχηµατισµός b µπλοκ από υ διακριτά στοιχεία (treatments), έτσι ώστε κάθε 

µπλοκ να περιέχει ακριβώς k στοιχεία, κάθε στοιχείο να ανήκει σε r µπλοκ 

ακριβώς και κάθε ζευγάρι στοιχείων να ανήκει σε λ µπλοκ ακριβώς. Οι 

αριθµοί (υ,b,r,k,λ) είναι παράµετροι του σχεδιασµού. 

Ορισµός 4. O σχεδιασµός λέγεται συµµετρικός σχεδιασµός αν b=υ. Τότε θα 

ισχύει και r=k. 

 Θεώρηµα 4. Σε κάθε (υ,b,r,k,λ) BIB-σχεδιασµό, ισχύει: 

• bk = υr 

• λ(υ-1)=r(k-1) 

Ορισµός.5                                                                                                                                            

Η σχέση αντιστοιχίας των στοιχείων µε τα µπλοκ ορίζει έναν υ× b πίνακα, 

που παίζει πολύ σηµαντικό ρόλο στη µελέτη των σχεδιασµών. Ο πίνακας 

αυτός λέγεται πίνακας αντιστοίχησης (incidence matrix) του σχεδιασµού. Οι 

υ γραµµές του αντιστοιχούν στα στοιχεία και οι b στήλες του στα µπλοκ. Τα 

στοιχεία του πίνακα αντιστοίχησης είναι µόνον τα 0 και 1, µε τέτοιο τρόπο 

ώστε το στοιχείο στην i γραµµή και στην j στήλη να είναι 1, όταν το 

αντικείµενο i ανήκει στο µπλοκ j και είναι 0 σε κάθε άλλη περίπτωση. 

Αν συµβολίσουµε µε A=(αij) αυτόν τον πίνακα, τότε έχουµε 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ==∈

=
ά
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,...,1,,...,11 ,  

Παράδειγµα 7. Έστω υ=7 και X={1,2,3,4,5,6,7}ένα σύνολο από 7 διακριτά 

στοιχεία. Αν 

Α={Β1={1,2,3},Β2={1,4,5},Β3={1,6,7},Β4={2,4,6},Β5={2,5,7},Β6={3,4,7}, 

Β7={3,5,6}} είναι 7 µπλοκς µε 3 στοιχεία το καθένα που αποτελούν ένα 

(7,7,3,3,1) BIB σχεδιασµό, o πίνακας αντιστοίχησης αυτού του BIB σχεδιασµού 

είναι ο 

                                ■ 
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Υπάρχουν κάποιες µέθοδοι κατασκευής τέτοιων σχεδιασµών που είναι σχετικά 

απλές στην κατασκευή τους. Παραθέτουµε εδώ µια µέθοδο κατασκευής 

κυκλικών συµµετρικών ΒΙΒ. 

Θεώρηµα 5. 

Έστω υ ≡3(mod4), πρώτος αριθµός.  Θέτουµε k= 
2

1−υ  και λ= 
4

3−υ .Τότε 

υπάρχει κυκλικός (υ,k,λ) BIB σχεδιασµός. 

Απόδειξη. Παρουσιάζουµε την απόδειξη µε απλά βήµατα ώστε να αποτελεί 

µέθοδο κατασκευής του ζητούµενου BIB σχεδιασµού  

1. Γράφουµε Χ=0,1,2,…, 
2

1−υ ,…,υ-1 δηλαδή X=Zυ 

2. Θέτουµε Β0={ 1,22(mod υ),  …,( 
2

1−υ )2(mod υ) }                

3. Ορίζουµε Βi= (Bi-1+1)(mod υ), i=1,…,υ-1 και µε Bi-1+1 εννοούµε την 

πρόσθεση µονάδας σε κάθε στοιχείο του συνόλου Bi-1.  

4. Το (Χ,Α) είναι ο ζητούµενος BIBD.  

Για να κατανοήσουµε καλύτερα τον τρόπο που θα κατασκευάζουµε κυκλικούς 

BIB σχεδιασµούς εφαρµόζουµε το Θεώρηµα  για υ=11. 

Παράδειγµα 8. Έστω υ=11,που είναι πρώτος και 11=3(mod 4). 

Κατασκευάζουµε ένα (11,5,2) ΒΙΒ σχεδιασµό ως εξής: Θέτουµε 

X=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10.Είναι Β0= {1,4,9,5,3}={1,3,4,5,9}.Β1 ={2,4,5,6,10}, 

Β2={0,3,5,6,7}, Β3={1,4,6,7,8},Β4={2,5,7,8,9}, Β5={3,6,8,9,10} Β6 = {0,4,7, 

9,10},Β7 ={0,1,5,8,10},B8 ={0,1,2,6,9},B9={1,2,3,7,10}, Β10={0,2,3,4,8}. Αυτά 

τα µπλοκ παράγουν ένα (11,5,2) ΒΙΒ σχεδιασµό. Ο πίνακας αντιστοίχησης του 

είναι :  
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Ορισµός 6. Ένας ισορροπηµένος, µη πλήρης συµµετρικός µπλοκ σχεδιασµός µε 

παραµέτρους (υ,k,λ)=(4s-1,2s-1,s-1) καλείται Hadamard BIB σχεδιασµός. 

 

Κατασκευή (2,n)-VCS από µη-πλήρης Μπλοκ σχεδιασµούς 

Από τους BIB σχεδιασµούς µπορούµε να κατασκευάσουµε (2,n)-VCS µε έναν 

πολύ εύκολο τρόπο που περιγράφουµε παρακάτω. 

Μέθοδος : 

1.  Έστω (Χ,Α) ένας (n,b,r,k,λ)-BIB σχεδιασµός. 

2.  Θέτουµε S1 να είναι ο πίνακας αντιστοίχησης αυτού. 

3. Ορίζουµε S0 να είναι ο n× b πίνακας όπου κάθε γραµµή αποτελείται από 

r µονάδες στις r θέσεις και b-r µηδενικά στις τελευταίες b-r θέσεις.  

4.  Η επέκταση των pixel είναι m=b.  

5.  Κάθε γραµµή του S0 ή του S1 έχει βάρος r.  

6.  Το βάρος της «OR» πράξης οποιονδήποτε δύο γραµµών του S0 είναι r. 

7.  Σε κάθε δύο γραµµές του S1 υπάρχουν λ στήλες στις οποίες βρίσκεται 

µονάδα και στις δύο γραµµές 

8. Το βάρος της «OR» πράξης οιονδήποτε δύο γραµµών του S1 είναι 2r-λ. 

9.  Από τα παραπάνω η αντίθεση είναι : 

b
r

b
rra λλ −

=
−−

=
2 . 

Θεώρηµα 6. Αν υπάρχει Hadamard BIB σχεδιασµός µε παραµέτρους (υ,k,λ) =      

(4s-1,2s-1,s-1) τότε υπάρχει βέλτιστη VCS µε επέκταση κουκίδας m=4s-1 και 

σχετική διαφορά 
14

)14(*
−

=−=
s

saa σ . 

    Με βάση το παραπάνω θεώρηµα µπορούµε να κατασκευάσουµε µια βέλτιστη 

(2,7)-VCS µε επέκταση κουκκίδας m=7 και σχετική διαφορά  α=α*(7)=2/7.  

Παράδειγµα 9. Η κατασκευή γίνεται ως εξής : 

1. Έστω (Χ,Α) ένας (7,7,3,3,1)-BIB σχεδιασµός 

2. Θέτουµε S1 να είναι ο πίνακας αντιστοίχησης αυτού. Ο S1 είναι 

ισοδύναµος µε αυτόν του παραδείγµατος 2 (Αποδεικνύεται ότι ο 

(7,7,3,3,1)-BIB σχεδιασµός είναι µοναδικός ).  
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3. Ορίζουµε ο S0 να είναι ο 7× 7 πίνακας όπου κάθε γραµµή του 

αποτελείται από 3 µονάδες στις πρώτες 3 θέσεις και 4 µηδενικά στις 

τελευταίες 4 θέσεις.  

4. Η επέκταση των κουκίδων είναι m=7. 

5. Κάθε γραµµή του S0 ή του S1 έχει βάρος 3. 

6. Το βάρος της «ΟR» πράξης οποιονδήποτε δύο γραµµών του S0 είναι 3.  

7.  Σε κάθε δύο γραµµές του S1 υπάρχει µία στήλη στην οποία βρίσκεται 

µονάδα και στις δύο γραµµές.  

8. Το βάρος της «OR» πράξης οποιονδήποτε δύο γραµµών του πίνακα S1 

είναι 2r-λ=5.  

9. Από τα παραπάνω η αντίθεση είναι 
7
22

=
−−

=
b

rra λ  

Τελικά οι πίνακες βάσης του ζητούµενου οπτικού σχεδίου είναι :  

 

 
 

 

Εφαρµογή 1:Τα µερίδια και οι συνδυασµοί ενός (2,3)-VCS από BIB σχεδιασµό 

παρατίθενται στο παράρτηµα 1.    
 

Θεώρηµα 7. Αν n≡  3 (mod4) (δηλαδή n=4s-1) τότε υπάρχει µια (2,n)-VCS 

βέλτιστη µε επέκταση κουκίδας m=n και σχετική διαφορά α=
n
s  που να 

κατασκευάζεται από κυκλικό BIB σχεδιασµό. 

 

Απόδειξη. Από το θεώρηµα 5 κατασκευάζουµε ένα : 

(n,k,λ) = (n , 
2

1−n  , 
4

3−n  )=(4s-1,2s-1,s-1) ΒΙΒ σχεδιασµό. Το αποτέλεσµα 

έπεται από το θεώρηµα 6. Από τη σχέση (1) φαίνεται ότι η (2,n)-VCS είναι 

βέλτιστη.                                                                                                               ■ 
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Παράδειγµα 10. Για n=11 κατασκευάζουµε ένα (n,k,λ)= (n , 
2

1−n  , 
4

3−n )= 

=(11,5,2) BIB σχεδιασµό.  Οπότε από το θεώρηµα 6 θα έχουµε την ζητούµενη 

(2,11)-VCS µε επέκταση κουκίδας m=11 και σχετική διαφορά α=3/11 που να 

κατασκευάζεται από τον (11,5,2) κυκλικό συµµετρικό BIB σχεδιασµό.  Από την 

σχέση (1) φαίνεται ότι η (2,11)-VCS είναι βέλτιστη. 

■ 

   Όπως είδαµε, οι ΒΙΒ σχεδιασµοί δίνουν βέλτιστες (2,n)-VCS’s. Οι BIB 

σχεδιασµοί µε τις συγκεκριµένες παραµέτρους µπορεί να µην υπάρχουν και έτσι 

δεν υπάρχουν ούτε οι βέλτιστες (2,n)-VCS’s. Σε αυτήν την περίπτωση 

χρειάζονται εναλλακτικές µέθοδοι για την κατασκευή (2,n)-VCS’s µε µεγάλη 

σχετική διαφορά. Για την κατασκευή τέτοιων σχεδίων µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν άλλα είδη σχεδιασµών. 

 

3.4.2  Λατινικά τετράγωνα για την κατασκευή (2,n)-VCS 
 
Ορισµός 7. Ένα Λατινικό τετράγωνο τάξης n είναι ένας n× n σχηµατισµός µε n 

διακεκριµένα σύµβολα έτσι ώστε κάθε γραµµή και κάθε στήλη του 

σχηµατισµού να περιέχει κάθε σύµβολο ακριβώς µια φορά. 

Τα λατινικά τετράγωνα µικρής τάξης κατασκευάζονται εύκολα, ενώ υπάρχουν 

θεωρήµατα για κατασκευή κάθε τάξης. 

 

Παράδειγµα 11. ∆ίνονται κάποια παραδείγµατα Λατινικών τετραγώνων µικρής 

τάξης. 

1. Ένα Λατινικό τετράγωνο τάξης 2 είναι   

 
 

2.  ∆ύο Λατινικά τετράγωνα τάξης 3 είναι  
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Το πρώτο είναι κυκλικό Λατινικό τετράγωνο τάξης 3 ενώ το δεύτερο είναι 

πίσω κυκλικό. 

3.   Λατινικά τετράγωνα τάξης 5 και 6 είναι 

 

  

  

 To παρακάτω θεώρηµα µας δίνει µια µέθοδο κατασκευής Λατινικών 

τετραγώνων για κάθε τάξη.  

Θεώρηµα 8. Για κάθε n υπάρχει το κυκλικό και πίσω κυκλικό Λατινικό 

τετράγωνο. 

Απόδειξη. Το κυκλικό Λατινικό τετράγωνο τάξης n σχηµατίζεται µε κυκλική 

εναλλαγή των συµβόλων. Αν η πρώτη γραµµή είναι α1,α2,…,αn-1,αn τότε η 

δεύτερη θα είναι αn,α1,α2,…,αn-1 κ.τ.λ. 

Το πίσω κυκλικό Λατινικό τετράγωνο τάξης n σχηµατίζεται µε πίσω κυκλική 

εναλλαγή των συµβόλων. Αν η πρώτη γραµµή είναι α1,α2,…,αn-1,αn τότε η 

δεύτερη θα είναι α2,…,αn-1,αn,α1, κ.τ.λ. Από το παραπάνω θεώρηµα µπορούµε να 

συµπεράνουµε τα παρακάτω. 

Πόρισµα 3. Ισχύουν τα παρακάτω 

1. Κάθε κυκλικό Λατινικό τετράγωνο εµφανίζει στη διαγώνιο το ίδιο 

σύµβολο και αν είναι περιττής τάξης τότε εµφανίζει στη δευτερεύουσα 

διαγώνιο όλα τα σύµβολα. 

2. Κάθε πίσω κυκλικό Λατινικό τετράγωνο περιττής τάξης εµφανίζει στη 

διαγώνιο όλα τα σύµβολα και στη δευτερεύουσα διαγώνιο το ίδιο 

σύµβολο. 

3.  Για κάθε n ≥ 3 υπάρχει Λατινικό τετράγωνο Α τάξης n µε αii= i, για όλα 

τα i= 1,2,…,n. 

Ορισµός 7. ∆ύο λατινικά τετράγωνα λέγονται ανά δύο ορθογώνια (MOLS), αν 

στις θέσεις όπου στο πρώτο εµφανίζεται κάποιο από τα t γράµµατα,  στις 

ίδιες θέσεις του άλλου εµφανίζονται όλα τα γράµµατα. 
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Παράδειγµα 12. Τα παρακάτω Λατινικά τετράγωνα τάξης 4 είναι ανά δύο 

ορθογώνια  

 

 
Αποδεικνύεται ότι υπάρχουν το πολύ t-1 ανά δύο Λατινικά τετράγωνα τάξης t. 

Υπάρχουν όµως t για τα οποία δεν υπάρχουν ορθογώνια Λατινικά τετράγωνα, 

όπως για παράδειγµα για t=6. 

Κατασκευή (2,n)-VCSs από Λατινικά τετράγωνα 

Το παρακάτω θεώρηµα δίνει µια µέθοδο κατασκευής (2,n)-οπτικών σχεδίων 

κατωτάτων ορίων από Λατινικά τετράγωνα. 

Θεώρηµα 9. Για κάθε n=3t µε t ≥ 3,υπάρχει µια (2,n)-VCS µε επέκταση 

κουκκίδας  m = )1(
9

)3(
−=

− ttnn και σχετική διαφορά         

α=
)1(

11
)3(

93
−

−=
−

−
tttnnn

 

 

Απόδειξη.  Πρώτα θα κατασκευάσουµε τους πίνακες βάσης S1 και S0 και µετά 

θα υπολογίσουµε τη σχετική διαφορά α(n). 

Κατασκευή του S1: 

     Έστω ένα Λατινικό τετράγωνο L=(lij)t×t τάξης t µε στοιχεία από το σύνολο 

0,1,…,t-1 µε lii= i για κάθε i=0,1,2,…,t-1.Αυτό ισχύει γιατί υπάρχει πάντα για 

παράδειγµα το πίσω κυκλικό. 

Θεωρούµε τον παρακάτω σχηµατισµό : 
 

 
 

Γράφουµε µία προς µία τις γραµµές του Λατινικού τετραγώνου L σε κάθε 

µπλοκ 
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   Από τον παραπάνω 3 × t2  σχηµατισµό διαγράφουµε τις στήλες µε τα ίδια 

στοιχεία. Συνολικά διαγράφουµε t στήλες. Ο πίνακας που παραµένει είναι 

ένας 3× [t(t-1)] πίνακας. Τον ονοµάζουµε L'=(l'ij) 

 

 
 

   Γράφουµε τα στοιχεία του L' µε διαφορετικό τρόπο ώστε να κατασκευάσουµε 

τον  3 × t(t-1) πίνακα Μ=(mij): 

 

O M περιέχει 3t διαφορετικά ζεύγη της µορφής (α,b), µε α =0,1,2 και 

b=0,1,…,t-1. Μετονοµάζουµε τα διαφορετικά ζεύγη (α,b) ως  υ1, υ2,…, υ3t  και 

καλούµε το νέο   3 × t(t-1) πίνακα Β. 

   Καλούµε Βj, j = 1,2,…,t(t-1) τις στήλες του Β. Ορίζουµε τον 3t × t(t-1) πίνακα 

βάσης S1=(sij) από τη σχέση : 

 

 
 

   O S1 θα είναι ο ζητούµενος πίνακας βάσης για τη µαύρη κουκκίδα.  

Παρατηρούµε ότι ο πίνακας S1 έχει t-1 µονάδες σε κάθε γραµµή του. 

Κατασκευή του S0 

Ορίζουµε S0 τον 3t× t(t-1) πίνακα µε τις 3t ίδιες γραµµές ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

0,...,0,0,1,...,1,1
1
321

t

 όπου 

το πλήθος των µονάδων είναι t-1. 
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Από την κατασκευή των πινάκων S1 και S0 έχουµε ότι το βάρος κάθε γραµµής 

του S0 είναι το ίδιο µε το βάρος κάθε γραµµής του S1. Άρα ικανοποιείται η 

ιδιότητα 2 του ορισµού 1. 

Το βάρος της «OR» πράξης οποιοδήποτε δύο γραµµών του S1 είναι είτε 2(t-1) 

είτε 2(t-1)-1= 3
3

2
−

n  =w1. Το βάρος της «OR» πράξης οποιοδήποτε δύο 

γραµµών του S0 είναι εξ’ ορισµού t-1= 1
3
−

n =w2.Θέτουµε min 21 ww − =  

α ·m,όπου m=t(t-1) = 
9

)3( −nn .Υπολογίζοντας  τη σχετική αντίθεση έχουµε:  

)3(
93

)1(
132,

)1(
122min

)1(
min 21

−
−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
+−−

−
+−−

=
−
−

=
nnntt

tt
tt

tt
tt

ww
a  

Άρα οι  S0 και S1 είναι οι πίνακες βάσης ενός (2,n)-VCS (οπτικού σχεδίου  

κατωτάτων ορίων) µε επέκταση κουκκίδας m=t(t-1)= 
9

)3( −nn  και σχετική 

αντίθεση  α= .
)3(

93
−

−
nnn

 

Στο επόµενο παράδειγµα κατασκευάζουµε ένα (2,9)-VTS από λατινικό 

τετράγωνο τάξης 3.  

 

Παράδειγµα 13. Έστω ότι θέλουµε να κατασκευάσουµε µια (2,9)-VΤS. Σε αυτή 

τη περίπτωση θέλουµε n=3t=9, άρα t=3. Από το θεώρηµα 9 έχουµε ότι 

χρειαζόµαστε ένα Λατινικό τετράγωνο τάξης 3 µε στοιχεία 0,1,2 στην κύρια 

διαγώνιο. Τέτοιο Λατινικό τετράγωνο είναι το παρακάτω πίσω κυκλικό 

Λατινικό τετράγωνο τάξης 3: 

 
Ακολουθώντας τη µέθοδο που περιγράφεται στην απόδειξη του θεωρήµατος 9 

ορίζουµε τον παρακάτω σχηµατισµό: 

0, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 2 

0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2 

 



 36

 Στο επόµενο βήµα προσθέτουµε τις γραµµές του Λατινικού τετραγώνου που 

κατασκευάζουµε παραπάνω. Είναι: 

0 0 0 1 1 1 2 2 2 

0 1 2 0 1 2 0 1 2 

0 2 1 2 1 0 1 0 2 

 

Αφαιρούµε τις στήλες µε όλα τα στοιχεία ίδια (αυτές που είναι µε έντονο 

χρώµα) και ο νέος µας σχηµατισµός είναι: 

0 0 1 1 2 2 

1 2 0 2 0 1 

2 1 2 0 1 0 

 

Στο επόµενο βήµα κατασκευάζουµε τον πίνακα M που χρησιµοποιούµε στην 

απόδειξη του θεωρήµατος 9. Ο πίνακας Μ είναι: 

Μ=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

 (2,0)  (2,1)  (2,0)  (2,2)  (2,1)  (2,2)
 (1,1)  (1,0)  (1,2)  (1,0)  (1,2)  (1,1)
 (0,2)  (0,2)  (0,1)  (0,1)  (0,0)  (0,0)

 

Αντικαθιστούµε τώρα τα εννιά διαφορετικά ζεύγη µε τα σύµβολα υ1,υ2,υ3,υ4, 

υ5,υ6,υ7,υ8,υ9 και παίρνουµε τον 3× 6 πίνακα B=(B1,B2,B3,B4,B5,B6) :  

B=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

987987

465654

332211

υυυυυυ
υυυυυυ
υυυυυυ

 

Ορίζουµε τον 9× 6 πίνακα βάσης S1=(sij) από την σχέση: 

si,j =

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==
∈

ά
ji

Bji

διαφορετικ
και

υαν

,0
.6,...,19,...,1,

,1
 

Οπότε ο S1 θα είναι: 
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O S1 θα είναι ο ζητούµενος πίνακας βάσης για το µαύρο pixel. Παρατηρούµε ότι  

πίνακας S1 έχει 2 µονάδες σε κάθε γραµµή του. Κατασκευάζουµε  τον S0 να έχει  

εννιά  γραµµές ίδιες µε 1,1,0,0,0,0. ∆ηλαδή  

 
 Τελικά οι πίνακες S0 και S1 είναι οι πίνακες βάσης της (2,9)-VTS µε επέκταση 

 pixel m=6 και σχετική αντίθεση α= 6
1 .                                                       ■ 

 

3.4.3  Ορθογώνιοι σχηµατισµοί για την κατασκευή (2,n)-VΤS 
 
 Οι ορθογώνιοι σχηµατισµοί (Orthogonal arrays)  έχουν εφαρµογές σε πολλές  

επιστήµες όπως είναι η Στατιστική, η Πληροφορική και άλλες. 

 

Ορισµός 8. Ένας m× t  πίνακας µε στοιχεία από ένα σύνολο S={1,…,q} µε q  

στοιχεία, λέγεται ορθογώνιος σχηµατισµός (orthogonal array)} µε q σύµβολα και 

  δύναµη p αν κάθε m ×p υποπίνακας του  Α, περιλαµβάνει στις γραµµές του 

 κάθε p-άδα του S ακριβώς τον ίδιο αριθµό φορών. Συµβολίζουµε έναν τέτοιο 

 σχηµατισµό µε ΟΑ(m,t,q,p). 

 

Από τον ορισµό του ορθογώνιου σχηµατισµού είναι προφανής η παρακάτω 

παρατήρηση. 
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 Παρατήρηση 1.Αν Α=ΟΑ(m,t,q,2) τότε κάθε 2 στήλες του έχουν 
2q

m  φορές  το 

συνδυασµό (α,b), για όλα τα α,b =1,…,q.                                                             ■ 

Παράδειγµα 14. Ένας ορθογώνιος σχηµατισµός µε m=9 γραµµές, t=4 στήλες, 

S={1,2,3} και δύναµη p=2 συµβολίζεται µε OA(9,4,3,2) και είναι ο πίνακας: 

 
 

 Παρατηρούµε ότι κάθε δύο στήλες του σχεδιασµού αυτού εµφανίζουν κάθε ένα 

από τα εννιά πιθανά ζεύγη (α,b) µια φορά ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 12q

m .                                        ■ 

Το επόµενο Θεώρηµα συνδέει τα Λατινικά τετράγωνα µε τους ορθογώνιους 

σχεδιασµούς. 

Θεώρηµα 10. Αν υπάρχουν k ανα δυο  ορθογώνια Λατινικά τετράγωνα τάξης q  

τότε  υπάρχει ένας ορθογώνιος σχεδιασµός ΟΑ(q2,k+2,q,2). 

 

Απόδειξη. Γράφουµε τα στοιχεία κάθε γραµµής του πρώτου Λατινικού 

τετραγώνου το ένα κάτω από το άλλο και κατασκευάζουµε µια στήλη µήκους 

q2. Όµοια από το δεύτερο Λατινικό τετράγωνο τάξης q κατασκευάζουµε τη 

δεύτερη στήλη µήκους q2.Συνεχίζοντας µε ίδιο τρόπο κατασκευάζουµε µια 

στήλη µήκους q2 για κάθε ένα από τα k ανά δύο ορθογώνια Λατινικά τετράγωνα 

τάξης q. Έτσι έχουµε συνολικά k στήλες µήκους q2.Για να φτάσουµε τις k+2 

στήλες που λέει το θεώρηµα προσθέτουµε δύο ακόµα στήλες. Αυτές είναι 

στήλες µε όλα τα q2 ζεύγη (i,j),i=1,2,…,q, j=1,2,…,q.                                         ■                              

Κατασκευή (2,n)-VTS  από ορθογώνιους σχηµατισµούς 

Με το παρακάτω θεώρηµα περιγράφουµε ένα τρόπο µε τον οποίο µπορούµε να 

κατασκευάσουµε κάποια (2,n)-οπτικά σχέδια κατωτάτων ορίων  από ένα 

ορθογώνιο σχηµατισµό. 
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Θεώρηµα 11. Αν υπάρχει ένας ορθογώνιος σχηµατισµός A=OA(m,t,q,2) τότε  

υπάρχει ένα (2,n)-οπτικό σχέδιο κατωτάτων ορίων  για όλα τα n=2,…,tq µε  

επέκταση pixel m και σχετική αντίθεση 
q
1  αν w ≤q ή 2

11
qq

−  αν w>q.  

Απόδειξη.  Πρώτα πρέπει να κατασκευάσουµε τους πίνακες βάσης S1 και S0. 

 

Κατασκευή του S1: 

Αφού Α είναι ένας ορθογώνιος σχηµατισµός ΟΑ(m,t,q,2) µπορεί να 

αναπαρασταθεί από ένα m×t πίνακα µε στοιχεία από το σύνολο S={1,2…,q}.  

Γράφουµε Α=[Α1,Α2,…,Αt] και   ∑
=

⋅=
q

i
ijj BiA

1
, j=1,2,…,t ,  όπου Αi είναι 

διανύσµατα στήλες µήκους m µε στοιχεία από το σύνολο S (οι στήλες του Α) 

και Βij, i=1,2,…,q, j=1,2,…,t είναι διανύσµατα στήλες µήκους m µε στοιχεία 

από το σύνολο {0,1}. 

Ορίζουµε Χ= [ ]TT
qt

T
t

T
q

TT BBBBB ,...,,...,,...,, 112111 να είναι ο q·t×m πίνακας ο οποίος 

έχει σαν γραµµές τα διανύσµατα T
ijB  i=1,2,…,q , j=1,2,…,t. Επιλέγουµε τις n 

πρώτες γραµµές του Χ και ορίζουµε τον πίνακα βάσης S1να είναι ο n× m 

πίνακας που αποτελείται από αυτές τις γραµµές. Ο πίνακας S1 είναι ο πίνακας 

βάσης για το µαύρο pixel. Από την κατασκευή έχουµε ότι κάθε γραµµή του 

πίνακα S1 περιέχει ακριβώς q
m  µονάδες. 

Κατασκευή του S0 : 

    O πίνακας βάσης S0 που αντιστοιχεί στο άσπρο pixel ορίζεται να είναι ο n× m 

πίνακας µε όλες τις γραµµές του ίδιες µε την παρακάτω γραµµή µήκους m : 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

321321

q
mm

q
m

0,...,0,0,1,...,1,1  

   To βάρος οποιασδήποτε γραµµής του S1 είναι το ίδιο µε το βάρος 

οποιασδήποτε γραµµής του S0, έτσι οποιαδήποτε γραµµή του S1 είναι 

ισοδύναµη µε οποιαδήποτε γραµµή του S0 (µε µεταθέσεις στηλών) και άρα 

ικανοποιείται και η δεύτερη ιδιότητα του ορισµού των πινάκων βάσης. 
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   Απο την παρατήρηση 1 έχουµε ότι οποιεσδήποτε 2 γραµµές του S1 περιέχουν 

τη στήλη ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
1
1 είτε σε 2q

m θέσεις είτε(αν οι 2 γραµµές ανήκουν στο 

[ ]TT
qt

T
t

T
q

TT BBBBB ,...,,...,,...,, 112111
) δεν την περιέχουν καθόλου.  

    Από αυτό το γεγονός έχουµε ότι το βάρος της «OR» πράξης οποιονδήποτε 

δύο γραµµών του S1  είναι είτε 2
2

q
m

q
m

−  είτε 
q
m2 . Το βάρος της «OR» πράξης 

οποιοδήποτε δύο γραµµών του S0 είναι προφανώς 
q
m .Οπότε µπορούµε να 

συµπεράνουµε ότι η σχετική αντίθεση του οπτικού σχεδίου κατώτατων ορίων 

που κατασκευάσαµε είναι  
q
1 αν n ≤ q και 2

11
qq

−  αν n > q. ∆είξαµε ότι 

ικανοποιούνται οι δύο ιδιότητες των πινάκων βάσης S1 και S0 και έτσι το 

συµπέρασµα έπεται.  

                                                                                             ■ 

Η µέθοδος που δίνεται από το Θεώρηµα 11 παρουσιάζεται αναλυτικά στο 

παρακάτω παράδειγµα. 

Παράδειγµα 15. Έστω Α ένας ορθογώνιος σχεδιασµός Α=ΟΑ(16,5,4,2).   

 

 
 

 

Ο πίνακας Χ είναι : 
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    Για n∈{2,…,20} µπορούµε να επιλέξουµε τις πρώτες n γραµµές του X για να 

κατασκευάσουµε τον S1.  Αν επιλέξουµε όλες  τις γραµµές του X τότε S1 = X.     

Ορίζουµε S0  να είναι ο  n×16 πίνακας, µε όλες τις γραµµές ίδιες µε τη γραµµή 

[1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]. Είναι εύκολο να δούµε ότι  ικανοποιούνται οι 

δύο ιδιότητες των πινάκων βάσης και έτσι οι πίνακες S1 και S0 που 

κατασκευάστηκαν σε αυτό το παράδειγµα είναι πίνακες βάσης για το µαύρο και 

άσπρο pixel αντίστοιχα. Αυτοί οι πίνακες αντιστοιχούν σε (2,n)-οπτικά σχέδια 

κατώτατων ορίων, n=2,3,…,20 µε επέκταση pixel m=16 και σχετική αντίθεση 

α=
4
1  αν n ≤4 ή 

16
3  αν n >4.                                                                                  ■ 

Πόρισµα 4.  Στα  (2,n)-οπτικά σχέδια κατώτατων ορίων που  κατασκευάζονται 

 από το θεώρηµα 11, µε n = k·q+r, όπου k και r είναι οι µονοσήµαντα ορισµένοι  

αριθµοί που  προκύπτουν από τον αλγόριθµο διαίρεσης  του  Ευκλείδη, έχουµε  

ότι  υπάρχουν  ακριβώς ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

22
rqk  ζεύγη γραµµών   µε σχετική αντίθεση 

q
1  και 

 ακριβώς  rqkkq +⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2

2  ζεύγη γραµµών µε σχετική αντίθεση 
2

11
qq

− . 
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Απόδειξη. Οι παραπάνω υποθέσεις σηµαίνουν ότι χρησιµοποιήσαµε τις n 

πρώτες γραµµές :{ T
rk

T
k

T
k

T
qk

T
k

T
k

T
q

TT BBBBBBBBB 112112112111 ,...,,,,...,,,...,,, +++ } 

για την κατασκευή του S1. Οποιαδήποτε ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2
q  ζεύγη γραµµών από το σύνολο 

{ }T
qi

T
i BB ,...,1 , i=1,2,…,k έχουν αντίθεση 

q
1 . Το ίδιο και τα ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2
r  ζεύγη γραµµών 

από το σύνολο { }T
rk

T
k BB 111 ,..., ++ . Έτσι έχουµε συνολικά ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

22
rqk  ζεύγη µε 

σχετική αντίθεση 
q
1 . 

Οποιεσδήποτε δύο από τις q2γραµµές από δύο διαφορετικά σύνολα { }T
qi

T
i BB ,...,1 , 

i=1,2,…,k δίνουν σχετική αντίθεση 
2

11
qq

− .Άρα, έχουµε ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2

2 kq  ζευγάρια µέχρι 

τώρα. Κάθε γραµµή από το σύνολο { }T
rk

T
k BB 111 ,..., ++ , δίνει r·q ζεύγη αν 

συνδυαστεί µε όλες τις γραµµές οποιουδήποτε από τα k προηγούµενα σύνολα. 

Έτσι έχουµε συνολικά ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2

2 kq +rqk ζευγάρια γραµµών µε σχετική αντίθεση 

2
11
qq

− .                                                                                                                 ■ 

Πόρισµα 5. Αν υπάρχουν k αµοιβαία ορθογώνια Λατινικά τετράγωνα (MOLS)  

τάξης m τότε υπάρχει µια (2,n)-VΤS, για όλα τα n=2,…,(k+2)m µε επέκταση  

pixel m2 και σχετική αντίθεση 
m
1  αν n ≤ m ή 

2
11

mm
− αν n>m. 

Απόδειξη.  Από k αµοιβαίως ορθογώνια Λατινικά τετράγωνα (MOLS) τάξης m 

µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα ορθογώνιο σχηµατισµό ΟΑ(m2,k+2,m,2). Το 

αποτέλεσµα έπεται από το Θεώρηµα 11.                                                  

 ■ 

Παράδειγµα 16. Τρία αµοιβαία ορθογώνια Λατινικά τετράγωνα τάξης 4 είναι: 
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    Από αυτά τα Λατινικά τετράγωνα τάξης κατασκευάζουµε (µε την βοήθεια 

του Θεωρήµατος 10) τον ορθογώνιο σχηµατισµό ΟΑ(16,5,4,2) που δίνεται 

στο παράδειγµα 15. Συνεχίζοντας όπως στο παράδειγµα 15 παίρνουµε την 

επιθυµητή (2,n)-VΤS, για n =2,3,…,20.                                                                                          

■ 

3.5  Κανονικά (k,n) οπτικά σχέδια κατωτάτων ορίων.  ( (k,n)-VTS). 
 

   Σε αυτήν την ενότητα παρουσιάζουµε µια γενική κατασκευαστική µέθοδο για 

(k,n) σχέδια χρησιµοποιώντας µια κατηγορία πινάκων βάσης µε συµµετρικές 

ιδιότητες. Το χαρακτηριστικό αυτών των πινάκων είναι ότι όλες οι στήλες του 

ιδίου βάρους εµφανίζονται στον πίνακα βάσης µε την ίδια συχνότητα. Ένας 

πίνακας βάσης µε την παραπάνω ιδιότητα ονοµάζεται πίνακας βάσης 

κανονικής µορφής.    

  Έστω (S0,S1) οι πίνακες βάσης ενός (k,n) σχεδίου οπτικής κρυπτογραφίας 

((k,n)-VTS ).Θα συµβολίζουµε µε fc,i , για i=0,1 την πολλαπλότητα της στήλης c 

στον πίνακα Si,δηλαδή fc,i είναι ο αριθµός των εµφανίσεων της στήλης c στον 

πίνακα Si. 

 

Ορισµός 9. Έστω (S0,S1) οι πίνακες βάσης ενός (k,n) σχεδίου οπτικής 

κρυπτογραφίας.  

 Θα λέµε ότι οι πίνακες βάσης είναι σε κανονική µορφή  εάν για i=0,1 και για 

κάθε στήλες c και c' µε w(c)=w(c'),ισχύει ότι fc,i= fc',i .                                        ■ 

 

    Ένα (k,n) σχέδιο οπτικής κρυπτογραφίας του οποίου οι πίνακες βάσης είναι 

σε κανονική µορφή, ονοµάζεται κανονικό  (k,n) σχέδιο οπτικής κρυπτογραφίας.  

Σε κάθε κανονικό  (k,n) σχέδιο οπτικής κρυπτογραφίας όλες οι στήλες του ιδίου 

βάρους εµφανίζονται µε την ίδια πολλαπλότητα. Για ευκολία, ορίζουµε την 

πολλαπλότητα µιας στήλης βάρους j στον πίνακα Si ως µ( j,i ),είναι προφανές 

ότι µ( j,i )= fc,i αν  w(c) = j.  

Βάση των προηγούµενων, η επέκταση κουκκίδας m ενός κανονικού (k,n) 

σχεδίου οπτικής κρυπτογραφίας ισούται µε :  

m=∑ ∑
= =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

n

j

n

j j
n

j
j
n

j
0 0

)1,()0,( µµ . 
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Κατασκευή : Για κάθε n≥ k ≥2,οι πίνακες του κανονικού (k,n) σχεδίου οπτικής 

κρυπτογραφίας 0
,nkS και 1

,nkS  περιγράφονται από τις εξής  πολλαπλότητες(µ( j,i ))  

Αν k περιττός, 

µ(0,0)=1, 

 
µ(n-2i-1,0)= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

22
22

ik
in

 για 0≤i≤
2

3−k , 

 µ(n-2i,1)= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

12
12

ik
in

 για 0≤i≤
2

1−k , 
(1) 

 και όλες οι υπόλοιπες πολλαπλότητες µηδενικές. 

Αν k άρτιος, 

 

µ(0,0)=1, 

 
µ(n-2i,0)= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

12
12

ik
in

 για 0≤i≤
2

2−k , 

 µ(n-2i-1,1)= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

22
22

ik
in

 για 0≤i≤
2

2−k , 

(2) 

και όλες οι υπόλοιπες πολλαπλότητες µηδενικές. 

Θεώρηµα 12.  Για κάθε n≥ k ≥2,οι πίνακες 0
,nkS και 1

,nkS  που περιγράφονται 

παραπάνω είναι πίνακες βάσης ενός (k,n) οπτικού σχεδίου κατωτάτων ορίων. 

 

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το µέγεθος των εγκεκριµένων συνόλων k είναι 

περιττός. Οι πίνακες 0
,nkS και 1

,nkS  είναι αυτοί που περιγράφονται από την σχέση 

(1).Έστω Χ⊂ {1,…,n},  θα συµβολίζουµε µε S[X],τον πίνακα S περιορισµένο 

στις γραµµές που υποδεικνύει το Χ. Αρχικά δείχνουµε ότι η συνθήκη ασφαλείας 

ικανοποιείται. ∆ηλαδή για κάθε Χ⊂ {1,…,n} µε πληθικότητα X =k-1,  ο 

αριθµός των εµφανίσεων µίας στήλης στους πίνακες 0
,nkS [Χ] και 1

,nkS [Χ] είναι 

ίδιος. 

  Για κάθε Χ⊂ {1,…,n} µε πληθικότητα X =k-1,  υπάρχει µόνο µια µηδενική 

στήλη (στήλη όλο 0ς) στον πίνακα 0
,nkS [Χ] αφού µ(0,0) = 1.Οµοίως, υπάρχει 

µόνο µια µηδενική στήλη στον πίνακα 1
,nkS [Χ] αφού µ(j,1)=0 για κάθε             

0≤ j <n-(k-1).Μία στήλη βάρους j,  µε 1≤ j ≤ k-1,  εµφανίζεται στον 0
,nkS [Χ] µε 

πολλαπλότητα, 
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∑
−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

−−
⋅−−

2
3

0 12
)1(

)0,12(

k

i jin
kn

inµ .∆εδοµένου ότι ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

−−
jin

kn
12

)1(
=0 για 

i>
2

1−− jn  

και λόγω της (1) ισοδύναµα έχουµε 

∑
−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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−−2
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0 12
1
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22

jn

i jin
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in

  (3) 

 

Όµοια,  µία στήλη βάρους j,µε 1≤ j ≤ k-1,  εµφανίζεται στον 1
,nkS [Χ] µε 

πολλαπλότητα, 

∑
−
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⎟⎟
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⎠
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⎜⎜
⎝

⎛
−−
+−

jin
kn

2
1

=0 για i >
2

jn −  

και λόγω της (1) ισοδύναµα έχουµε 
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in

    (4) 

Αφαιρούµε το άθροισµα της (4) από αυτό της (3) και έχουµε   :  

∑
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                                      (5) 

  Επίσης για κάθε ακεραίους t,m,d ≥0 ισχύει ότι  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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it mti
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)1()1(

0
 

   Για t=n-1 , m=n-k, s=n-k+1 και d= k-j-1,  η σχέση (5) ισούται µε το µηδέν.  

Συνεπώς τα αθροίσµατα των (3) και (4) είναι ίσα,  δηλαδή η συνθήκη ασφαλείας 

ικανοποιείται.  

   Από τα παραπάνω έχουµε ότι ο αριθµός των εµφανίσεων µίας στήλης βάρους 

j, µε 1≤ j ≤ k-1, είναι ίσος στους 0
,nkS [Χ] και 1

,nkS [Χ]. Συνεπώς οι 

πίνακες 0
,nkS και 1

,nkS  έχουν τον ίδιο αριθµό στηλών, έστω m. Έτσι ο αριθµός m 

ισούται µε,   
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Θα αποδείξουµε τώρα πως ικανοποιείται και η συνθήκη αντίθεσης. Το OR 

οποιονδήποτε k γραµµών του πίνακα 0
,nkS έχει βάρος µικρότερο ή ίσο µε m-1 και 

το OR οποιονδήποτε k γραµµών του πίνακα 1
,nkS έχει βάρος ίσο µε m. Πράγµατι, 

µ(0,0)=1,µ(j,0)=0 για 0< j <n-k+2 και µ(n-k+2i,0)>0,για 1≤ i ≤
2

1−k  συνεπώς 

έχουµε ότι το OR οποιονδήποτε k γραµµών του πίνακα 0
,nkS έχει βάρος m-

1.Επίσης µ(0,1)=1, µ(j,1)=0 για 0< j <n-k+1 και µ(n-(k-1)+2i,0)>0,για 1≤ i 

≤
2

1−k  συνεπώς έχουµε ότι το OR οποιονδήποτε k γραµµών του πίνακα 1
,nkS έχει 

βάρος m. (Τα προηγούµενα ισχύουν και για περισσότερες από k γραµµές 

δηλαδή το σχέδιο είναι ισχυρό). Η απόδειξη τηρουµένων των αναλογιών για k 

άρτιο είναι παρόµοια και παραλείπεται.       
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  ■ 

Παράδειγµα 17. Για k=3 και n=6 οι πίνακες βάσης 0
6,3S  και 1

6,3S ενός (3,6)-

σχεδίου οπτικής κρυπτογραφίας είναι :  
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1111111100001110111111111
0111111111110000111111111
1000011111111110111111111

0S  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1111110100111111111011101
1111101010111111110111011
1111111001111111101110110
1111100111111111011101110
1111111111111110111100001
1111111111111110000011111

1S  

 

Στο σχέδιο έχουµε m=25 και α=1 

                                                                                                                               ■ 

   Στον επόµενο πίνακα, για 3 ≤ k < n ≤ 7, παρουσιάζουµε την επέκταση 

κουκκίδας των (k,n) σχεδίων  που προκύπτουν µε την παραπάνω µέθοδο. 

 

(k,n) Επέκταση κουκκίδας 

(3,4) 9 

(3,5) 16 

(3,6) 25 

(3,7) 36 

(4,5) 25 

(4,6) 56 

(4,7) 105 

(5,6) 65 

(5,7) 176 

(6,7) 161 

 

                                                                                                                         ■ 

Εφαρµογή 2 :Τα µερίδια και οι συνδυασµοί ενός (3,5)-VCS  επισυνάπτονται 

στο παράρτηµα 1. 
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3.6   Εκτεταµένα σχέδια οπτικής κρυπτογραφίας (extended VCS) 
 

Εισαγωγή. 

 

Έως τώρα στα οπτικά µας σχέδια, τα µερίδια αποτελούν τυχαίες εικόνες. Σε 

αυτή την ενότητα θα δώσουµε µια γενική κατασκευή οπτικών σχεδίων όπου τα 

µερίδια είναι ‘αθώες’ εικόνες, όπως για παράδειγµα µια φωτογραφία,  ένα 

δένδρο κλπ. Άρα ένα EVCS (Εxtended Visual Cryptography Scheme) πέραν 

των συνθηκών ασφάλειας και αντίθεσης ικανοποιεί την επιπλέον συνθήκη ότι τα 

µερίδια είναι προκαθορισµένες εικόνες. 

 

Μέθοδος.  

   Για να κατασκευάσουµε το (k,n)-EVCS χρησιµοποιούµε n+1 εικόνες  

Ε1,…,Εn,SI όπου Εi , i=1,…n είναι οι n αθώες εικόνες και SI η µυστική εικόνα. 

Παράγουµε n µερίδια τα οποία είναι παραλλαγές των αθώων εικόνων και 

απαιτούµε, οποιεσδήποτε k αν τυπωθούν ως διαφάνειες και τις επικαθίσουµε, να 

συνθέτουν την µυστική εικόνα.  

   Για ευκολία εισάγουµε τους παρακάτω συµβολισµούς :  

• Α○Β.(Ένωση πινάκων)∆εδοµένων δυο πινάκων Α n×m και Β n×k, τότε ο 

Α○Β είναι ο n×(m+k) πίνακας όπου οι στήλες του Β έχουν τοποθετηθεί ως 

συνέχεια αυτών του Α 

• Η(V k
B ). Το βάρος Hamming (# 1s) της OR πράξης  οποιονδήποτε  k 

γραµµών του πίνακα Β.  

Λήµµα 1. Έστω Β0 και Β1 οι πίνακες βάσης ενός (k,n)-VCS µε επέκταση 

κουκκίδας m και σχετική διαφορά α. Έστω Α0 και Α1 δύο δυαδικοί πίνακες µε n 

γραµµές και m0 στήλες. Αν οι πίνακες Β0○Αi και Β1○Αj είναι πίνακες βάσης  

ενός (k,n)-VCS, i,j=0,1 τότε θα πρέπει να ισχύει  Η(V k
A0

)= Η(V k
A1

) για κάθε k 

γραµµές. Η επέκταση κουκκίδας και η σχετική διαφορά του νέου σχεδίου θα 

είναι mE=m+mo , αE=α ·
0mm

m
+

, αντίστοιχα.  

Απόδειξη. Αρχικά, αποδεικνύουµε  την ασφάλεια του νέου (k,n)-VCS για 

τυχόντες δυαδικούς πίνακες  Α0 και Α1. Επειδή οι Β0 και Β1 οι πίνακες βάσης 

ενός (k,n)-VCS έχουµε ότι  Η(V q
B0

)= Η(V q
B1

) για κάθε 1≤ q ≤k-1.Για τους 
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πίνακες Β0○Αi και Β1○Αj , i,j=0,1,η συνθήκη ασφαλείας ισχύει µε τετριµµένο 

τρόπο αν i=j. Θα µελετήσουµε, την ασφάλεια των Β0○Αi και Β1○Αj όταν i≠j, 

προς τούτο διακρίνουµε 2 περιπτώσεις: 

Περίπτωση 1. Αν  Η(V q
A0

)= Η(V q
A1

),τότε Η(V q
AB io0

)= Η(V q
AB jo1

) και η συνθήκη 

ασφαλείας του νέου σχεδίου εξασφαλίζεται.  

Περίπτωση 2. Αν  Η(V q
A0

)≠ Η(V q
A1

), τότε Η(V q
AB io0

)≠ Η(V q
AB jo1

) για i≠j. Σε 

αυτό το σηµείο παρατηρούµε ότι οι πίνακες Α0 και Α1 είναι ανεξάρτητοι από 

τους Β0 και Β1. Από το γεγονός ότι  Η(V q
AB 00 o

)≠ Η(V q
AB 11 o

) και Η(V q
AB 10 o

)≠ 

Η(V q
AB 01 o

), µπορούµε να διαχωρίσουµε τους Α0 και Α1 , αλλά οι δύο πίνακες δεν 

σχετίζονται µε τους πίνακες βάσης  Β0 και Β1.   

    Συνεπώς καθένας εκ των Β0○Α0, Β0○Α1, Β1○Α1 και Β1○Α0 προσδιορίζεται 

είτε από τον πίνακα βάσης Β0 µε πιθανότητα 0,5 είτε από τον πίνακα βάσης Β0 

ξανά µε πιθανότητα 0,5.Άρα η ασφάλεια του σχεδίου εξασφαλίζεται.  

(Παρατηρήστε ότι η συνθήκη ασφαλείας δεν ικανοποιείται όµως οι  Β0○Αi και 

Β1○Αj εξακολουθούν να είναι πιθανοθεωρητικά ασφαλείς ). 

   Ακολούθως, αποδεικνύουµε την συνθήκη αντίθεσης. Αν i=j οι πίνακες Β0○Αi 

και Β1○Αj ικανοποιούν  την συνθήκη αντίθεσης µε τετριµµένο τρόπο. 

Ακολουθεί η απόδειξη για την περίπτωση που i≠j. Οι πίνακες βάσης Β0 και Β1 

ικανοποιούν την συνθήκη αντίθεσης δηλαδή η διαφορά του βάρους Hamming 

(πλήθος µη µηδενικών στοιχείων) της OR πράξης των  k γραµµών  του πίνακα 

S1 και του βάρους Hamming της OR πράξης των k γραµµών  του πίνακα S0 είναι 

τουλάχιστον α·m. ∆ιαφορετικά Η(V k
B1

)- Η(V k
B0

) ≥α · m.  

   Υποθέτουµε ότι Η(V k
A0

)= h0, Η(V k
A1

)=h1, T0= Β0○Α0 και Τ1 = Β1○Α1 τότε 

εύκολα προκύπτει η σχέση Η(V k
T1

)- Η(V k
T0

) ≥α · m +( h1- h0 ). 

Αν h1- h0 ≥0, η σχετική διαφορά του νέου (k,n)-VCS ικανοποιείται.  

Αν h1- h0 <0, υποθέτουµε  h1- h0= -1, στην περίπτωση Η(V k
T1

)- Η(V k
T0

) ≥α · m-1. 

Ισχύει ότι α · m ≥1.Άρα αν η παραπάνω περίπτωση ικανοποιεί την συνθήκη 

αντίθεσης Η(V k
T1

)- Η(V k
T0

) ≥1 έπεται  α · m-1≥1, ή  α · m ≥2.Θα πρέπει λοιπόν 

είτε να τροποποιήσουµε τις παραµέτρους α, m (πράγµα καθόλου πρακτικό) είτε 

να απαιτήσουµε  h1- h0 ≥0 , το οποίο και κάνουµε. 
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 Αν  T0= Β0○Α1 και Τ1 = Β1○Α0, παίρνουµε Η(V k
T1

)- Η(V k
T0

) = α · m +( h0- h1).  

Σκεπτόµενοι όπως παραπάνω απαιτούµε h0- h1≥0.Απο τις σχέσεις h1≥h0 και 

h0≥h1 έπεται h1= h0 και η συνθήκη αντίθεσης του νέου σχεδίου ικανοποιείται. 

   Προφανώς η επέκταση κουκκίδας είναι mE=m+mo . Η σχετική διαφορά είναι : 

 

αE × mE = Η(V k
T1

)- Η(V k
T0

)= Η(V k
B1

)+ Η(V k
Ai

)-( Η(V k
B0

)+ Η(V k
A j

))= 

                = Η(V k
B1

)- Η(V k
B0

) = α · m.  

Συνεπώς,   αE=α ·
0mm

m
+

.                ■ 

 

Οι δυαδικοί πίνακες Α0 και Α1 θα ονοµάζονται εκτεταµένοι πίνακες και θα 

ικανοποιούν την σχέση Η(V k
A0

)= Η(V k
A1

) για το k κάποιου (k,n)-VCS. Για να 

απλοποιήσουµε την ανάγνωση της ενότητας,  παραθέτουµε ένα παράδειγµα.  

 

Παράδειγµα 18. Για ένα (2,2)-EVCS οι πίνακες βάσης είναι 21 , cc
cT µε  c,c1,c2 

∈{w,b } δηλαδή άσπρο (white) ή µαύρο (black) pixel. Με c συµβολίζουµε το 

χρώµα του pixel της κρυφής εικόνας  και µε c1 και c2 τα χρώµατα των pixel 

στην πρώτη και δεύτερη εικόνα καµουφλάζ,  αντίστοιχα. 

Οι πίνακες βάσης είναι 21 , cc
cT ,όπου c,c1,c2 ∈{w,b } φαίνονται στο επόµενο 

σχήµα,   
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Έχουµε, 21 , cc
cT =Bc ○ 21ccA ,c,c1,c2,={w,b}. Επίσης,   Bw = ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
10
10  και Bb = ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
01
10  

πίνακες βάσης ενός (2,2)-VCS, Αww= ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
10
01 , Awb= ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
11
01 ,Abw= ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
10
11 , Abb= ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
11
11 . 

 
 

Οι τέσσερις διαφορετικοί πίνακες Αww, Awb, Abw και Abb αναπαριστούν τους 

τέσσερις συνδυασµούς των δυο αρχικών pixel των δύο καµουφλάζ.  Γενικά, 

συµβολίζουµε  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= *1

1*A ,*∈{w,b}.Οι πίνακες  Αww, Awb, Abw και Abb θα λέγονται 

εκτεταµένοι πίνακες και ο ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= *1

1*A ,λέγεται συλλογή εκτεταµένων πινάκων. 

Το σύµβολο * στην πρώτη, δεύτερη κ.ο.κ. γραµµή του Α αναπαριστά το pixel 

της πρώτης, δεύτερης κ.ο.κ. εικόνας καµουφλάζ.  

   Υπάρχουν 2n συνδυασµοί µαύρων και διάφανων pixel στα n καµουφλάζ και 

άρα υπάρχουν 2n εκτεταµένοι πίνακες, οι οποίοι µπορούν να αναπαρασταθούν 

από µια  συλλογή εκτεταµένων πινάκων Α.  

   Το επόµενο λήµµα  δίνει κάποιες ιδιότητες των συλλογών εκτεταµένων 

πινάκων Α. 

 

Λήµµα 2. Σε ένα (k,n)-ΕVCS  ελάχιστης επέκτασης κουκκίδας, η συλλογή 

εκτεταµένων πινάκων Α ικανοποιεί τις εξής δυο συνθήκες, 

Συνθήκη 1. Κάθε γραµµή έχει µόνο ένα *. 

Συνθήκη 2.Ο αριθµός των  * ’s σε κάθε στήλη είναι το πολύ k-1. 

Απόδειξη. Σε ένα (k,n)-ΕVCS  για ασπρόµαυρες εικόνες, η  j γραµµή  του Α 

αναπαριστά το pixel της j εικόνας καµουφλάζ. Συνεπώς µόνο ένα * χρειάζεται 

για να καθορίσει το χρώµα του pixel. Αν κάποια γραµµή του Α έχει 

περισσότερα του ενός *, τότε τα πλεονάζοντα * ’s δεν συνεισφέρουν και 
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διαγράφονται ώστε να έχουµε βέλτιστη επέκταση pixel. Άρα κάθε γραµµή της 

συλλογής εκτεταµένων πινάκων Α έχει ένα µόνο *. 

   Η δεύτερη ιδιότητα είναι προφανής, αφού η OR πράξη οιονδήποτε k γραµµών 

του Α πρέπει να έχει ίδιο βάρος. Κάθε στήλη του Α έχει το πολύ k-1 , * ’s.  

                                                                                                                              ■ 

Για ευκολία, υποθέτουµε ότι η σχετική διαφορά της ανακατασκευασµένης 

µυστικής εικόνας είναι ίδια µε τη σχετική διαφορά  των ανακατασκευασµένων 

καµουφλάζ (µεριδίων ). 

 

Θεώρηµα 13. Έστω m (αντίστοιχα α) η επέκταση pixel (αντίστοιχα σχετική 

διαφορά ) ενός (k,n)-VCS ασπρόµαυρων εικόνων. Τότε µπορούµε να 

κατασκευάσουµε ένα    (k,n)-ΕVCS ασπρόµαυρων εικόνων, χρησιµοποιώντας 

το  (k,n)-VCS και την n×m0 συλλογή εκτεταµένων πινάκων Α. Σε αυτήν τη 

περίπτωση : 

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

−
≥

10 k
nm , 

Η επέκταση κουκκίδας και η σχετική διαφορά του νέου (k,n)-ΕVCS  σχεδίου θα 

είναι mE =m+mo , αE=α ·
0mm

m
+

, αντίστοιχα.  

Απόδειξη. Από την συνθήκη 1 του λήµµατος 2, κάθε γραµµή έχει µόνο ένα * 

άρα ο συνολικός αριθµός * ’s στον Α ισούται µε n. Από  την συνθήκη 2 του 

λήµµατος 2, ο αριθµός των  * ’s σε κάθε στήλη είναι το πολύ k-1 άρα ο 

συνολικός αριθµός * ’s στον Α δεν ξεπερνάει το  m0 ×(k-1). Συνεπώς m0 ×(k-1) 

≥ n ×1 και άρα   ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

−
≥

10 k
nm . Από το λήµµα 1 έχουµε  mE =m+mo,          

αE=α ·
0mm

m
+

.                                                                                                    ■ 

Στη συνέχεια παρατίθεται ένα παράδειγµα κατασκευής της συλλογής 

εκτεταµένων πινάκων Α.  

Παράδειγµα 19. Κατασκευή συλλογής εκτεταµένων πινάκων Α και πινάκων 

βάσης για ένα (3,6)-EVCS. Από το θεώρηµα 1, η επέκταση pixel του Α είναι  

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

−
≥

10 k
nm ,  έτσι mo ≥3  και ένα παράδειγµα συλλογής εκτεταµένων 

πινάκων είναι, 
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Α = 
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

*11
*11
1*1
1*1
11*
11*

 

 
    Κάθε γραµµή του Α έχει ένα *,άρα µπορεί να απεικονίσει δυο διαφορετικά 

pixel. Η OR πράξη οιονδήποτε  3 γραµµών του έχει το ίδιο πάντα βάρος. Έστω  

Β0 και Β1 πίνακες βάσης ενός (3,6)-VCS. Έχουµε ότι Τ0=Β0 ○Α και Τ1 = Β1 ○Α 

είναι οι πίνακες βάσης ενός  (3,6)-ΕVCS για ασπρόµαυρες εικόνες.  

   Χρησιµοποιούµε τους πίνακες βάσης  0
6,3S  και 1

6,3S του (3,6)-σχεδίου της 

προηγούµενης παραγράφου και παίρνουµε :  

 

 

Τ0=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1111111111111110000011111
1111111111111110111100001
1111100011111110111111110
1111111100001110111111111
0111111111110000111111111
1000011111111110111111111

○

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

*11
*11
1*1
1*1
11*
11*

 

 

 

T1=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1111110100111111111011101
1111101010111111110111011
1111111001111111101110110
1111100111111111011101110
1111111111111110111100001
1111111111111110000011111

○

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

*11
*11
1*1
1*1
11*
11*

 

 

Έστω ότι το πρώτο pixel της µυστικής εικόνας είναι b και τα pixel των 6 

καµουφλάζ είναι b,b,b,w,w,w  τότε επιλέγουµε τον πίνακα  
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               BBBWWW
BT =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1111110100111111111011101
1111101010111111110111011
1111111001111111101110110
1111100111111111011101110
1111111111111110111100001
1111111111111110000011111

○

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

011
011
101
111
111
111

 

και αντιστοιχούµε την πρώτη γραµµή του στο καµουφλάζ (µερίδιο) 1 την 

δεύτερη γραµµή του στο καµουφλάζ (µερίδιο) 2 κ.ο.κ.  

                                                                                                                          ■ 
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4 Κεφάλαιο : Οπτική κρυπτογραφία έγχρωµων 

εικόνων  

4.1  Εισαγωγή 
 
Το 1994 οι Naor  και Shamir εισήγαγαν για πρώτη φορά την έννοια της  

οπτικής κρυπτογραφίας και έδωσαν το έναυσµα για την περαιτέρω ανάπτυξη 

αυτού του νέου κλάδου. Έχουν προταθεί αρκετές µέθοδοι οπτικής 

κρυπτογραφίας, οι περισσότερες εκ των οποίων επικεντρώνονται στην 

ασπρόµαυρη οπτική κρυπτογραφία οπού η µυστική εικόνα µοιράζεται σε 

µερίδια αποτελούµενα από άσπρες και µαύρες κουκκίδες (pixel). 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα επικεντρωθούµε στην έγχρωµη οπτική κρυπτογραφία 

χρώµατα.  

4.2  (k,n) Σχέδια έγχρωµης οπτικής κρυπτογραφίας ( cvcs) 
 
Για να πετύχουµε τον διαµοιρασµό της µυστικής εικόνας αρκεί να βρούµε τη 

διαδικασία για µια κουκκίδα και κατόπιν να την επαναλάβουµε, έτσι από δω και 

πέρα θα περιοριστούµε στην διαχείριση µίας µόνο κουκκίδας.  

Κάθε κουκκίδα είναι χρωµατισµένη µε ένα εκ των c χρωµάτων του συνόλου 

{0,1,…,c-1} και χωρίζεται σε m υποκουκκίδες. Επίσης θεωρούµε και ένα ειδικό 

µαύρο χρώµα το οποίο από δω και στο εξής θα συµβολίζουµε µε * 

Συνακόλουθα αναφερόµαστε στο σύνολο χρωµάτων {*,0,1,…,c-1}. 

Συµβολισµοί : 

• Gor( ). Η επικάθηση των κουκκίδων θα πραγµατοποιείται µε την παρακάτω 

λογική πράξη η οποία προσοµοιώνει την λειτουργία του οπτικού µας 

συστήµατος, την οποία θα συµβολίσουµε µε gor (generalized or) : 

 

χρώµα i + χρώµα i =χρώµα i  

    χρώµα i +      *      =    * 

          Η πράξη gor µπορεί να εφαρµοστεί και στα στοιχεία ενός διανύσµατος 

στήλη  αλλά και συνολικά στις στήλες ενός πίνακα ως εξής :  
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Ψ1=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
1
1

 , Ψ2=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
*
1

 , Μ=

*2**30
12*230
*2*230
12*2*0

 

gor(Ψ1)=1, gor(Ψ2)= *, gor(Μ)= ( ),*2,*,*,*,0  

• wi (ψ). Το βάρος Hamming  του διανύσµατος Ψ ως προς το i , δηλαδή ο 

αριθµός εµφανίσεων του i στο διάνυσµα Ψ. 

• C(A). Σύνολο πινάκων που προκύπτει κάνοντας όλες τις δυνατές τυχαίες 

µεταθέσεις στηλών του πίνακα Α. 

 

• Μ/Χ. ∆εδοµένου ενός πίνακα Μ και ενός συνόλου ακεραίων Χ, 

συµβολίζουµε µε   Μ/Χ τον πίνακα που αποτελείται από τις γραµµές  του Μ  

που  ανήκουν στο σύνολο Χ. 

πχ. Χ={1, 4} , Μ=

*2**30
12*230
*2*230
12*2*0

 

                       Μ/Χ = 
*2**30
12*2*0

 

• Α○Β. (ένωση πινάκων) Αν Α πίνακας n×m και ο Β n×k, τότε ο Α○Β είναι ο 

n×(m+k) πίνακας όπου οι στήλες του Β έχουν τοποθετηθεί ως συνέχεια 

αυτών του Α. 

Ορισµός 1. Θεωρούµε ένα σύνολο c χρωµάτων {0,1,…,c-1} και τους ακεραίους 

h και l τέτοιοι ώστε 0≤ l < h ≤m.  Ένα c-χρωµάτων (k,n) σχέδιο οπτικής 

κρυπτογραφίας µε επέκταση κουκκίδας m και αντίθεση α = 
m

lh − , απαρτίζεται 

από c  συλλογές n×m πινάκων C0,….,Cc-1 των οποίων τα στοιχεία είναι χρώµα ή 

* (ειδικό µαύρο),και ικανοποιούν τα ακόλουθα :  

1. ∆εδοµένου ενός εγκεκριµένου συνόλου Χ, µε X ≥ k και για κάθε M∈Ci 

ισχύει ότι wi ( gor(M/X) ) ≥ h και wj ( gor(M/X) ) ≤ l , i≠j.  

2. ∆εδοµένου ενός απαγορευµένου συνόλου  Χ, µε X < k , οι c συλλογές 

των X ×m  πινάκων Di , i= 0,1,…,c-1 σχηµατιζόµενοι ως Μ/Χ για κάθε 

M∈Ci είναι µεταξύ τους ίσοι.                                                               ■                                  
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Η πρώτη συνθήκη του ορισµού ( συνθήκη αντίθεσης ) εγγυάται ότι η µυστική 

εικόνα θα αποκαλύπτεται σε ένα εγκεκριµένο σύνολο µε υπέρθεση διαφανειών. 

Η δεύτερη συνθήκη του ορισµού (συνθήκη ασφάλειας ) εγγυάται ότι ένα µη 

εγκεκριµένο σύνολο δεν αποκοµίζει καµία πληροφορία για την µυστική εικόνα. 

Ορισµός 2. Για να µοιράσουµε µια κρυφή κουκκίδα χρώµατος i επιλέγουµε 

τυχαία έναν από τους πίνακες Ci  και διανέµουµε την j γραµµή του πίνακα στο 

µέλος j. Αφού οι πίνακες Ci  χρησιµοποιούνται για να µοιράσουν κουκκίδες 

χρώµατος i, ονοµάζουµε το χρώµα i ως  πρωτεύων  χρώµα  και κάθε άλλο  

χρώµα i’ ≠ i ως δευτερεύων χρώµα για τον Ci.                                                     ■ 

Ορισµός 3. (Πίνακες Βάσης) 

   Για να φτιάξουµε τις  c το πλήθος συλλογές Ci  αρκεί να βρούµε c το πλήθος 

πίνακες Βi και κατόπιν να ορίσουµε Ci=C(Βi)  (όλες οι δυνατές τυχαίες 

µεταθέσεις στηλών του πίνακα Βi ).Οι πίνακες Βi ονοµάζονται  πίνακες βάσης  

και αποτελούν µια αντιπροσωπευτική αναπαράσταση του σχεδίου 

κρυπτογράφησης.                                                                                                  ■ 

Βέλτιστα (k,n) σχέδια έγχρωµης οπτικής κρυπτογραφίας 

Μέθοδος: 

 Για να βρούµε σχέδια βέλτιστα ως προς την αντίθεση κατασκευάζουµε το 

σύνολο όλων των (k,n) σχεδίων των οποίων οι πίνακες βάσεις παρουσιάζουν 

ισχυρές συµµετρικές ιδιότητες,  τα σχέδια µε την παραπάνω ιδιότητα τα 

ονοµάζουµε σχέδια κανονικής µορφής. Συνακόλουθα περιορίζουµε το 

πρόβληµα στο να προσδιορίσουµε το σχέδιο κανονικής µορφής µε την µέγιστη 

αντίθεση. Ακολουθούν ορισµένα λήµµατα τα οποία σταδιακά µας οδηγούν στην 

επιθυµητή κατασκευή. 

Λήµµα 1. Έστω L ένα c-χρωµάτων (k,n) σχέδιο οπτικής κρυπτογραφίας, τότε 

υπάρχει ένα  c-χρωµάτων (k,n) σχέδιο οπτικής κρυπτογραφίας L’ τέτοιο ώστε : 

Οι c συλλογές πινάκων του L’ έχουν το ίδιο µέγεθος µε αυτές του L.  

α(L) =α(L’)   (έχουν τις ίδιες αντιθέσεις) 

m(L)=m(L’)   (έχουν ίδια επέκταση κουκκίδας) 

Απόδειξη: Η απόδειξη περιέχεται στο [6] 

Λήµµα 2 Έστω L ένα c-χρωµάτων (k,n) σχέδιο οπτικής κρυπτογραφίας, τότε 

υπάρχει ένα  c-χρωµάτων (k,n) σχέδιο οπτικής κρυπτογραφίας L’ τέτοιο ώστε : 

L’ σχέδιο πινάκων βάσης. 
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α(L) =α(L’)    

Απόδειξη: Στηριζόµενοι στο λήµµα 1,χωρίς βλάβη της γενικότητας, µπορούµε 

να υποθέσουµε ότι οι δυο συλλογές έχουν την ίδια πληθικότητα, έστω z. 

Ορίζουµε C0 = {C 0
1 , C 0

2 ,…, C 0
z }, C1 = {C1

1 , C1
2 ,…, C1

z },…, Cc-1 = {C 1
1
−c , 

C 1
2
−c ,…, C 1−c

z },να είναι οι συλλογές πινάκων του σχεδίου C. Κατασκευάζουµε 

ένα νέο σχέδιο C  µε πίνακες βάσης : Bi = C i
1○ C i

2 ○… ○C i
z , για κάθε 

i=0,1,…,c-1.  

∆είχνουµε ότι το σχέδιο L’ ικανοποιεί την συνθήκη αντίθεσης. Έστω Χ ένα 

εγκεκριµένο σύνολο,  εξ ορισµού για κάθε πίνακα C ∈ Ci έχουµε ότι  

wi( gor(C/X) ) ≥ h(L). Ήτοι wi(gor(Bi /X) ) ≥ h  =z · h(L). Από τον ορισµό 

επίσης, για κάθε πίνακα C∈ Ci  έχουµε ότι wi( gor(C/X) ) ≤ l(L). Ήτοι wi(gor(Bi 

/X) ) ≤ l  =   z · l(L). 

∆είχνουµε ότι το σχέδιο L’ ικανοποιεί την συνθήκη ασφάλειας. Έστω Χ ένα 

απαγορευµένο σύνολο. Ισχύει ότι Di ={ C i
0 /X,…,C i

z /X } είναι το ίδιο για όλα τα 

i=0,1,…,c-1. Συνεπώς οι πίνακες B0/Χ, B1/Χ,…, Bc-1/Χ γίνονται ακριβώς  ίδιοι 

µε µεταθέσεις στηλών. 

Τέλος έχουµε ότι : 

α(L )=
)'(

)'()'(
Lm

LlLh − =
)(

)()(
Lmz

LlzLhz
⋅

⋅−⋅ =α(L).                                                      ■        

                                                                                                                                

Με το επόµενο λήµµα θα δείξουµε ότι δοθέντος ενός σχεδίου L µε αντίθεση 

α(L) µπορούµε να βρούµε ένα σχέδιο µε την ίδια αντίθεση α(L) και µε την 

ιδιότητα ότι η πολλαπλότητα στηλών στους πίνακες βάσης να είναι ανεξάρτητη 

και του χρώµατος αλλά και της θέσης των ειδικών µαύρων * στις στήλες.  

Πριν  δώσουµε το επόµενο λήµµα παραθέτουµε κάποιους χρήσιµους 

συµβολισµούς. Συµβολίζουµε µε Ψn(w, i,  j ), όπου n,w,i,j ∈N, 0≤ Β ≤n και η 

δυαδική αναπαράσταση του i έχει ακριβώς Β ψηφία ίσα µε 1, το διάνυσµα 

στήλη µήκους n που κατασκευάζεται ως εξής : Θεωρώντας το  διάνυσµα της 

δυαδικής αναπαράστασης του i µε το λιγότερο σηµαντικό ψηφίο στην αρχή, 

αλλάζουµε τους 1s µε j και τα 0s µε *. 

πχ. Για n =5. Ψ5(2, 17,  3 ), Ψ5(1, 8,  0), Ψ5(5, 31,  0 ),και  Ψ5(0, 0,  j ) είναι : 
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⎥
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⎤
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⎢

⎣

⎡
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∆εδοµένων, πίνακα Μ και  στήλης Ψ(w, i,  j ),ορίζουµε ως µΜ (Ψ(w, i, j )) τον 

αριθµό εµφανίσεων του Ψ(w, i,  j ) στον Μ. Για ευκολία µΜ (Ψ(w, i,  j ))≡  µΜ 

(w, i,  j ). Τέλος ορίζουµε ως I n
w το σύνολο των δυαδικών ν-άδων µε w 1s. 

πχ. I 4
0 ={0}, I 4

1 ={1,2,4,8}, I 4
2 ={3,5,6,9,10,12}, I 4

3 ={7,11,13,14}, I 4
4 ={14} 

Μπορούµε τώρα να δώσουµε το επόµενο λήµµα.  

Λήµµα 3 Έστω L ένα c-χρωµάτων (k,n) σχέδιο οπτικής κρυπτογραφίας, τότε 

υπάρχει ένα  c-χρωµάτων (k,n) σχέδιο οπτικής κρυπτογραφίας L’ τέτοιο ώστε : 

Το L’  είναι σχέδιο µε πίνακες βάσης Β0 ,  Β1,…,Βc-1.  

α(L) =α(L’)   

Για κάθε βάρος w και χρώµατα j και j’, έχουµε ότι το µ Β
J
(w, i , j’ ) είναι 

σταθερό.   

Απόδειξη: Από το λήµµα 2 χωρίς βλάβη της γενικότητας µπορούµε να 

υποθέσουµε ότι το  L είναι σχέδιο πινάκων βάσης και C0,….,Cc-1 οι πίνακες 

βάσης. Έστω σ1,σ2,…,σn! όλες οι δυνατές µεταθέσεις του συνόλου {1,2,…,n} 

και  Cj

zσ
 ο πίνακας Cj όπου οι γραµµές του έχουν υποστεί την  µετάθεση σz.  

Κατασκευάζουµε ένα νέο σχέδιο L  µε τους ακόλουθους πίνακες βάσης :Bj =  

Cj

1σ
○Cj

2σ
○…○Cj

n!σ ,για κάθε j =0,1,…,c-1. 

    Αποδεικνύουµε πρώτα ότι το L  ικανοποιεί την συνθήκη αντίθεσης. Έστω Χ 

ένα εγκεκριµένο σύνολο και Χ 'σύνολο ακεραίων τέτοιο ώστε   Cj

zσ
/Χ= Cj /Χ '   

 ∆εδοµένου ότι το σz είναι µια µετάθεση,  το Χ ' είναι επίσης εγκεκριµένο 

σύνολο.  

Από τον ορισµό για τον πίνακα Cj  ισχύει ότι wj ( gor(Cj/X ') ) ≥ h(L). Έπεται ότι 

για κάθε z ο πίνακας Cj

zσ
 ικανοποιεί την σχέση wj ( gor(Cj

zσ
/X ') ) ≥ h(L)  και 

άρα wj ( gor(Βj/X) ) ≥ h '=n! · h(L).  Όµοια wj' ( gor(Βj/X) )≤ l '= n! · l(L), για 

κάθε j '≠ j. 

Άρα η συνθήκη αντίθεσης ικανοποιείται.  



 60

Θα αποδείξουµε ότι το L' ικανοποιεί την συνθήκη ασφάλειας. Έστω Χ ένα  

µη εγκεκριµένο σύνολο και j', j'' δυο χρώµατα. Έχουµε ότι :                                

Bj' /X=Cj'

1σ
/X○Cj'

2σ /X○… ○Cj

n

'

!σ /X και Bj'' /X=Cj ''

1σ
/X○Cj ''

2σ /X○…○Cj

n

''

!σ /X.  

Βάση της συνθήκης ασφαλείας του L, για κάθε z=1,2,…,n!, οι πίνακες Cj

z

'

σ /Χ 

και Cj

z

''

σ /Χ είναι ίδιοι µε µεταθέσεις των στηλών τους. Έτσι  οι Bj' /X και Bj'' /X, 

για κάθε j', j'' είναι επίσης ίδιοι µε µεταθέσεις στηλών. Συνεπώς η συνθήκη 

ασφαλείας ικανοποιείται  και για το σχέδιο L'. Τα δυο σχέδια έχουν την ίδια 

αντίθεση αφού 

α(L ')= =
⋅

⋅−⋅
=

−
)(!

)(!)(!
'
''

Lmn
LlnLhn

m
lh α(L). 

Αποµένει, να δειχτεί η ιδιότητα 3. Έστω j, 0 ≤ j ≤ c-1, πίνακας βάσης Bj του 

σχεδίου L' και πίνακας βάσης Cj του αρχικού σχεδίου L. Έστω ένα βάρος w. Τα 

επόµενα ισχύουν για κάθε στήλη βάρους w του πίνακα Cj. Αν φ µια στήλη του  

Cj, µε βάρος w  και i ∈ Iw , j' ώστε φ=Ψ(w,i, j') από κατασκευής έχουµε : 

 Ο Bj έχει ακριβώς n! στήλες παραγόµενες από το φ, µια για κάθε µετάθεση. 

Από τις στήλες αυτές ακριβώς w!·(n-w)! είναι ίσες µε  Ψ(w,i', j') για κάθε i' ∈ Iw.  

Έτσι για κάθε στήλη φ στον  Cj θα υπάρχουν στον Bj ακριβώς w!·(n-w)! στήλες 

ίσες µε Ψ(w,i',j') για κάθε  i' ∈ Iw . Άρα για δεδοµένο i  ∈ Iw έχουµε : 

µ Β
j

 (w, i  , j' ) = )!(!)!(! wnw
w
n

wnwIw −⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−⋅⋅ , σταθερό.  

                                                                                                                              ■ 

Με το επόµενο λήµµα δείχνουµε ότι δεδοµένου ενός σχεδίου, αν αλλάξουµε τα 

χρώµατα παίρνουµε ένα νέο σχέδιο µε τα νέα χρώµατα. Χωρίς βλάβη της 

γενικότητας  αποδεικνύουµε το λήµµα µόνο για πίνακες βάσης.    

Λήµµα 4   Έστω L ένα c-χρωµάτων (k,n) σχέδιο οπτικής κρυπτογραφίας µε 

πίνακες βάσης C0,….,Cc-1. Έστω σ µια 1-1 εναλλαγή των  c χρωµάτων. 

Ονοµάζουµε L το  σχέδιο µε πίνακες βάσης  C0,…., c-1  όπου ο  Cσ(j) παράγεται 

µε Cσ(j)(i,j) =σ(C( i’ , j’ )) για κάθε σειρά i’ και κάθε στήλη j’. 

Το σχέδιο L  είναι ένα c-χρωµάτων (k,n) σχέδιο οπτικής κρυπτογραφίας. 

Επιπρόσθετα: m(L)=m(L)  ,  h(L)=h(L ),  και l(L)=l(L).  
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Απόδειξη: Τετριµµένη, απλά επονοµάσαµε τα χρώµατα.                      ■ 

Τέλος, αρκεί  να αποδείξουµε ότι δεδοµένου ενός σχεδίου L µε αντίθεση α(L) 

µπορούµε πάντα να κατασκευάσουµε ένα σχέδιο ίδιας αντίθεσης και µε την 

ιδιότητα η πολλαπλότητα των στηλών των πινάκων βάσης να εξαρτάται µόνο 

από το αν το χρώµα είναι πρωτεύων ή δευτερεύων. (Υπενθύµιση :Για τον 

πίνακα  Ci,το χρώµα i είναι  πρωτεύων ενώ οποιοδήποτε άλλο χρώµα j≠i είναι 

δευτερεύων. 

Λήµµα 5 Έστω L ένα c-χρωµάτων (k,n) σχέδιο οπτικής κρυπτογραφίας. 

Υπάρχει ένα c-χρωµάτων (k,n) σχέδιο οπτικής κρυπτογραφίας L’,τέτοιο ώστε : 

1. Το L’  είναι σχέδιο µε πίνακες βάσης Β0 ,  Β1,…,Βc-1.  

2. α(L) =α(L’)    

3. Για κάθε βάρος w έχουµε ότι το µC
J
(w, i , j ) είναι σταθερό, για κάθε  

i∈I n
w και j.  

4. Για κάθε βάρος w έχουµε ότι το µC
J
(w, i , j’ ) είναι σταθερό, για κάθε  

i∈I n
w και χρώµατα  j, j’ τέτοια ώστε j ≠ j’. 

 

Απόδειξη:  Από το λήµµα 3 έπεται, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι το  L 

είναι σχέδιο πινάκων βάσης  τέτοιο ώστε σε κάθε πίνακα βάσης και για κάθε w, 

j , j’  ισχύει ότι  το µC
J
(w, i , j’ ) είναι σταθερό, για κάθε i. Έστω   C0,….,Cc-1 οι 

πίνακες βάσης του σχεδίου L. Έστω σ1,σ2,…,σc! οι µεταθέσεις του συνόλου 

{0,1,…,c-1} και Cj

zσ
 ο µετασχηµατισµένος πίνακας Cj βάση της µετάθεσης 

χρωµάτων σz .  

Κατασκευάζουµε το νέο σχέδιο L ‘ ως εξής :  

    

Από το λήµµα  4 έχουµε ότι ο πίνακας 
)(1 j

z

z
C

−σ
σ είναι πίνακας βάσης για το χρώµα 

i ενός σχεδίου µε h=h(L),l=l(L) και m=m(L).Χρησιµοποιούµε αυτή την 

παρατήρηση για να αποδείξουµε ότι το σχέδιο L‘ ικανοποιεί την συνθήκη 

αντίθεσης. Πράγµατι, για κάθε εγκεκριµένο σύνολο Χ ισχύουν: 

wj ( gor(Βj/X) ) ≥ h‘= c! · h(L)  αφού κάθε πίνακας  
)(1 j

z

z
C

−σ
σ ικανοποιεί εξ 

ορισµού,  wj ( gor(
)(1 j

z

z
C

−σ
σ /X) ) ≥ h (L). 
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Για j’ ≠ j,  wj’( gor(Βj’/X) )  ≤ l’=c!·l(L) αφού κάθε πίνακας   
)'(1 j

z

z
C

−σ
σ    

ικανοποιεί εξ ορισµού , wj’ ( gor(
)'(1 j

z

z
C

−σ
σ /X) )  ≤ l(L).  

Το σχέδιο L’ ικανοποιεί την συνθήκη ασφαλείας. Πράγµατι, έστω Χ ένα µη 

εγκεκριµένο σύνολο και j’, j'' δυο χρώµατα. Έχουµε ότι:  

Bj’ /X=Cj'

1σ
/X○Cj'

2σ /X○…○Cj

c

'

!σ /X και Bj’’ /X=Cj ''

1σ
/X○Cj ''

2σ /X○…○Cj

c

''

!σ /X. 

Βάση της συνθήκης ασφαλείας του L,  για κάθε z=1,2,…,c!,οι πίνακες Cj

z

'

σ /Χ 

και Cj

z

''

σ /Χ είναι ίδιοι µε µεταθέσεις των στηλών τους. Έτσι  οι Bj’ /X και Bj’’ /X, 

για κάθε j’, j'' είναι επίσης ίδιοι µε µεταθέσεις στηλών. Συνεπώς η συνθήκη 

ασφαλείας ικανοποιείται  και για το σχέδιο L‘.Τα δυο σχέδια έχουν την ίδια 

αντίθεση α(L ‘)= =
⋅

⋅−⋅
=

−
)(!

)(!)(!
)'(

)'()'(
Lmc

LlcLhc
Lm

LlLh α(L). Για να ολοκληρωθεί η 

απόδειξη, αρκεί να δείξουµε τις ιδιότητες 3 και 4,οι οποίες έπονται από 

κατασκευής.  

Για ευκολία, βλέπουµε στο ακόλουθο γράφηµα παραστατικά την κατασκευή του 

Β0 για την περίπτωση τριών χρωµάτων, c=3. 

 

 
 

Θέλουµε να προσδιορίσουµε το µΒ
J
(w, i , k ). Χάριν ευκολίας θεωρούµε j=0 

και η αιτιολόγηση ισχύει για κάθε j.  
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Στην κατασκευή του  πίνακα Β0=○
)0(1

2

2

−σ
σC ○…○

)0(1
!

!

−
c

c
Cσ
σ χρησιµοποιούµε (c-1)! 

φορές κάθε έναν από τους πίνακες βάσης C0,….,Cc-1 και κάθε φορά 

χρησιµοποιούµε τον Cj’, το πρωτεύων χρώµα j‘ αντιστοιχίζεται στο 0. Όπως 

φαίνεται στο γράφηµα χρησιµοποιούµε τους πίνακες C0, C1 και  C2 ακριβώς 2 

φορές τον καθένα αφού το c=3. Για παράδειγµα στις µεταθέσεις σ5 και σ6 

χρησιµοποιούµε τον πίνακα C2 αφού στις µεταθέσεις αυτές το χρώµα 2 

αντιστοιχίζεται στο 0. 

 

 

 

Ο αριθµός αυτός δεν εξαρτάται από το 0 (γενικά δεν εξαρτάται από το j, αφού 

είναι ίδιος για κάθε  Βj ).Συνεπώς η ιδιότητα 3 αποδείχθηκε.  

Η ιδιότητα 4 εύκολα προκύπτει αν παρατηρήσουµε ότι στις (c-1)! φορές που 

χρησιµοποιούµε τον πίνακα βάσης Cj’ (αντιστοιχίζοντας το πρωτεύων χρώµα j’ 

στο 0),όλα τα άλλα χρώµατα αντιστοιχίζονται στους αριθµούς τους µε όλους 

τους δυνατούς τρόπους. Στο παράδειγµα του γραφήµατος έχουµε µόνο 2 

επιπλέον χρώµατα τα οποία έχουν αντιστοιχηθεί µε τους δυο πιθανούς τρόπους.  

Για παράδειγµα για τον πίνακα  C0 και τις µεταθέσεις σ1 και σ2, το πρωτεύων 

χρώµα 0 αντιστοιχίζεται στο 0.Στη σ1 το χρώµα 1 αντιστοιχίζεται  στο χρώµα 1 

και στη σ2, το χρώµα 1 αντιστοιχίζεται στο 2 και το χρώµα 2  αντιστοιχίζεται 

στο 1. Τα διακεκοµµένα βέλη του γραφήµατος δείχνουν την αντιστοίχηση.  

Άρα έχουµε ότι :  

 

Αν υπολογίσουµε το µ Βο (w, i,  2) είναι ίδιο µε το µ Βο (w, i,  c-2) τα οποία είναι 

ίσα µε µ Βο (w, i,  j’) για κάθε j’ ≠ 0. Η ιδιότητα 4 αποδείχθηκε.                         ■                              
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Θα αναφερόµαστε στα σχέδια που ικανοποιούν το λήµµα 5 ως  κανονικά 

σχέδια. Μπορούµε να περιορίσουµε την αναζήτηση µας για βέλτιστης 

αντίθεσης σχέδια, σε κανονικά σχέδια. Πράγµατι το προηγούµενο λήµµα 

εγγυάται ότι υπάρχει κανονικό σχέδιο µε βέλτιστη αντίθεση.  

Εξαιτίας της συµµετρίας των κανονικών σχεδίων, δεν υπάρχει διαφοροποίηση 

µεταξύ δύο δευτερευόντων χρωµάτων, µε την έννοια ότι, για κάθε στήλη που 

αφορά το χρώµα j1 σε έναν  πίνακα βάσης  Bj, θα υπάρχει η ίδια στήλη και για 

κάθε άλλο δευτερεύον χρώµα  j2 . Συµβολικά : µΒ
J
(w, i , j1 ) = µΒ

J
(w, i , j2 ) για 

κάθε j1, j2 ≠ j. 

Επιπρόσθετα, η θέση του ειδικού µαύρου * δεν έχει σηµασία, δεδοµένου ότι 

µΒ
J
(w, i , j’ )= µΒ

J
(w, i’, j’ ) για κάθε i,i’∈I w .Οι παραπάνω ιδιότητες ισχύουν 

για όλους τους πίνακες βάσης. Επίσης ο αριθµός  στηλών του ιδίου βάρους για 

το πρωτεύων  χρώµα είναι κοινός για όλους τους πίνακες βάσης ή  µΒ
J
(w, i , j ) 

= µΒ
k

(w, i’, κ ) για κάθε j και κ.  Για ευκολία στην διαχείριση των κανονικών 

σχεδίων δίνεται ο ακόλουθος ορισµός. 

 

Ορισµός 4. Για ένα κανονικό σχέδιο ορίζουµε τις πολλαπλότητες µ(p,w) και 

µ(s,w) ως εξής :  

• Ως µ(p,w) ορίζεται ο αριθµός των στηλών µε ακριβώς w εµφανίσεις του 

πρωτεύοντος χρώµατος και οι υπόλοιπες ίσες µε * . ∆ηλαδή µ(p,w)= µΒ
J
(w, 

i,  j)  για κάθε i,j.  

• Ως µ(s,w) ορίζεται  ο αριθµός των στηλών µε ακριβώς w εµφανίσεις του 

δευτερεύοντος χρώµατος και οι υπόλοιπες ίσες µε *.∆ηλαδή µ(s,w) = 

µΒ
J
(w,i,j’) για κάθε i, j, j’ ώστε j≠ j’.                                                               ■                              

Τελικά ανάγουµε το πρόβληµα εύρεσης κανονικού σχεδίου, βέλτιστου ως προς 

την αντίθεση, σε πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού. Οι περιορισµοί 

δίδονται στο ακόλουθο λήµµα.  

Λήµµα 6.  Το σύνολο των ακεραίων { µ(p, r),  µ(s,  r) \ r =0,1,…,n} αποτελεί το 

σύνολο µε τις πολλαπλότητες ενός c-χρωµάτων (k,n) σχέδιο οπτικής 

κρυπτογραφίας 
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µε επέκταση κουκκίδας m και αντίθεση α  α.ν.ν. ικανοποιούνται οι εξής 

ιδιότητες : 

 

 

 

 

Απόδειξη: [Ευθύ]. Θεωρούµε ότι { µ(p,  r),  µ(s,  r) \ r =0,1,…,n} είναι οι 

πολλαπλότητες ενός c-χρωµάτων (k,n) σχέδιο οπτικής κρυπτογραφίας µε 

επέκταση κουκκίδας m και αντίθεση α και αποδεικνύουµε τις ιδιότητες 1-3.  

Η επέκταση κουκκίδας m είναι ο αριθµός των στηλών σε κάθε πίνακα βάσης. 

Θεωρούµε έναν πίνακα βάσης. Ο αριθµός των στηλών του, που έχουν το 

πρωτεύων χρώµα είναι ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

n

r r
n

rp
0

),(µ  και ο αριθµός των στηλών του, για κάθε 

δευτερεύον  χρώµα είναι ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

n

r r
n

rs
0

),(µ . Συνεπώς η ιδιότητα 1 ισχύει. 

Αποδεικνύουµε την ιδιότητα 2.Έστω  C0,….,Cc-1 οι πίνακες βάσης του σχεδίου. 

Θεωρούµε χρώµα j και την στήλη φq µεγέθους q, όπου 1≤q≤k-1 να αποτελείται 

από εµφανίσεις * και χρώµα j. Έστω q =wj(φq) το βάρος Hamming του q όσον 

αφορά το j. 

Ακόµα θεωρούµε  q σειρές από τους πίνακες C0,….,Cc-1
, χωρίς βλάβη τις 

γενικότητας τις q πρώτες.  Ονοµάζουµε Χ το σύνολο που υποδεικνύει αυτές τις 

σειρές,  εδώ Χ={1,2,…,q}.Για j =j  η πολλαπλότητα της φq στον C j |X, 
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είναι ∑
+−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⋅
'

'
),(

qqn

qr qr
qn

rpµ .Πράγµατι σε µια στήλη βάρους r του C j ,  r-q  

εµφανίσεις χρώµατος j µπορούν να τοποθετηθούν µε ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

'qr
qn

τρόπους στις 

υπόλοιπες  n-q σειρές. Οµοίως,  για j  ≠ j η πολλαπλότητα της φq στον C j’ |X, 

είναι ∑
+−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⋅
'

'
),(

qqn

qr qr
qn

rsµ .Για να ικανοποιείται η συνθήκη ασφαλείας οι ως άνω 

ποσότητες πρέπει να είναι ίσες και συνεπώς ισχύει η ιδιότητα 2. 

Αποµένει να αποδείξουµε την ιδιότητα 3. Έστω Χ ένα εγκεκριµένο σύνολο. 

Θεωρούµε χρώµα i και πίνακα Μ= C i
 |X,  όπου  C i ο πίνακας βάσης για το 

χρώµα i. 

Ο gor(M) περιέχει : 

  

κουκκίδες του πρωτεύοντος χρώµατος i και  

 

κουκκίδες για κάθε δευτερεύον χρώµα j.  

Από την συνθήκη αντίθεσης πρέπει να ισχύει επίσης ότι : 

 

[Αντίστροφα]  Υποθέτουµε ότι οι ιδιότητες 1-3 ισχύουν. Πρέπει να δείξουµε 

ότι { µ(p, r),  µ(s,  r) \ r =0,1,…,n} είναι οι πολλαπλότητες ενός c-χρωµάτων 

(k,n) σχεδίου οπτικής κρυπτογραφίας µε επέκταση κουκκίδας m και αντίθεση α. 

Από την ιδιότητα 1 έχουµε ότι η επέκταση κουκκίδας είναι m. Από την ιδιότητα 

2 έχουµε ότι η συνθήκη ασφαλείας ικανοποιείται. Τέλος από την ιδιότητα 3 

έχουµε ότι η συνθήκη αντίθεσης ικανοποιείται και ότι η αντίθεση είναι ίση µε α. 
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Χρησιµοποιώντας το λήµµα 6 ανάγουµε το πρόβληµα εύρεσης της βέλτιστης 

αντίθεσης ενός κανονικού c-χρωµάτων (k,n) σχεδίου οπτικής κρυπτογραφίας, σε 

πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού. Ορίζουµε τις µεταβλητές xi =µ(p, i)/m 

και yi =µ(s, i)/m µε i=0,1,…,n.  

Οι ιδιότητες 1-3 του λήµµατος 6 ορίζουν το πρόβληµα γραµµικού 

προγραµµατισµού: 

µεγιστοποίηση: 

 

µε περιορισµούς : 

, 

 

Οι συντελεστές είναι ρητοί αριθµοί έτσι και οι τιµές των xi  και yi   της βέλτιστης 

λύσης είναι επίσης ρητοί αριθµοί. Συνεπώς παίρνοντας την λύση του παραπάνω 

γραµµικού προβλήµατος, µπορούµε πάντα να βρούµε κατάλληλο m και να 

προσδιορίσουµε τις πολλαπλότητες µ’s δηλαδή να κατασκευάσουµε το 

βέλτιστης αντίθεσης σχέδιο. 

Παράδειγµα 1: Το ακόλουθο πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού 

αντιστοιχεί στο κανονικό, 3-χρωµάτων (3,4) σχέδιο µε βέλτιστη αντίθεση.   

µεγιστοποίηση: 

α= x3+x4-y3-y4 

µε περιορισµούς : 

x0+4x1+6x2+4x3+x4+2(y0+4y1+6y2+4y3+y4)=1 

x1+3x2+3x3+x4-y1-3y2-3y3-y4=0 

x1+2x2+x3-y1-2y2-y3=0 
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x2+2x3+x4-y2-2y3-y4=0 

Η λύση του είναι x1 = y3 = 1/14, x4=2/14, όλες οι άλλες µεταβλητές ίσες µε 0 

και α=1/14.Για m=14 παίρνουµε µ(p,4)=2, µ(p,1)=1, µ(s,3)=1 και τα υπόλοιπα 

0.Οι πίνακες βάσης του, 3-χρωµάτων (3,4) κανονικού σχεδίου µε βέλτιστη 

αντίθεση είναι: 

 

 

                                                           

Στον επόµενο πίνακα, για 2 ≤ k ≤ n ≤ 7,παρουσιάζουµε την βέλτιστη αντίθεση 

και την επέκταση κουκκίδας, των 3χρωµάτων (k,n) σχεδίων  που προκύπτουν. 

n 

 3 4 5 6 7 

k α m α m α m α m α m 

2 1/7 7 2/15 15 1/8 24 3/25 50 2/17 85 

3 1/10 10 1/14 14 1/8 18 1/20 60 4/87 87 

4 - - 1/23 23 1/42 42 1/50 100 3/190 190 

5 - - - - 1/46 46 1/84 84 1/132 132 

6 - - - - - - 1/95 95 1/206 206 

7 - - - - - - - - 1/190 190 
        

Εφαρµογή 3 : Τα µερίδια και οι συνδυασµοί ενός 3 χρωµάτων (2,4)-VCS, 

παρατίθενται στο παράρτηµα 2.  
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4.3 Βέλτιστης αντίθεσης (n,n) σχέδια έγχρωµης οπτικής 
κρυπτογραφίας και  βέλτιστη επέκταση κουκκίδας. 

 
Λήµµα 7. Για ένα c-χρωµάτων (n,n) κανονικό σχέδιο L µε βέλτιστη αντίθεση, 

ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες για i=0,1,…, ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
2
n   :  

 µ(s,n-2·i)=0 

µ(s, n-2·i-1)=µ(p,n) 

µ(p, n-2·i-1)=0 

µ(p, n-2·i-2)= µ(p,n). Επιπρόσθετα µ(p,n)=h(L).  

Το παρακάτω γράφηµα, µας δίνει εποπτεία των ιδιοτήτων και βοηθάει στην 

κατανόηση της απόδειξης  

  

Απόδειξη : Έστω C0,….,Cc-1 οι πίνακες βάσης του σχεδίου L και αντίθεση 

h=h(L).Υποθέτουµε ότι το n είναι ζυγός και αναφερόµαστε στο αριστερό τµήµα 

του γραφήµατος. Αν το n είναι περιττός αριθµός, το µόνο που αλλάζει είναι η 

τελευταία εξίσωση( δεξί τµήµα γραφήµατος ),εδώ θα περιοριστούµε στην ζυγή 

περίπτωση(για την µονή περίπτωση η λογική είναι ίδια). 

Αναφορικά µε τις εξισώσεις της διακεκοµµένης γραµµής του γραφήµατος 

Ε0,…,Εn-1 έχουµε τα εξής : Αρχικά  από την  Ε0 , µ(p,n)=h το οποίο είναι αληθές 

γιατί κάθε στήλη που αποτελείται από n εµφανίσεις του πρωτεύοντος 

ανασυνθέτει µια κουκκίδα πρωτεύοντος.  
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Θα εργαστούµε επαγωγικά, υποθέτουµε ότι η εξίσωση Εi ισχύει και πρέπει να 

δείξουµε ότι ισχύει η Εi+1. Έχουµε δυο περιπτώσεις, είτε η εξίσωση Εi  

βρίσκεται στην αριστερή στήλη είτε στην δεξιά(η αιτιολόγηση είναι παρόµοια 

και στις δυο).Έστω ότι η Εi είναι στην αριστερή στήλη δηλαδή µ(p,n-i)=h και η 

Εi+1 είναι µ(s,n-i-1)=h. Εξ υποθέσεως θεωρούµε µ(p,n-i)=h και θα δείξουµε ότι 

µ(s,n-i-1)=h. 

Αυτό προκύπτει από την συνθήκη ασφαλείας. Πράγµατι έστω το χρώµα j1, αφού  

µ(p,n-i)= h >0 ο πίνακας 1jC περιέχει h κόπιες της στήλης Ψ(n-i, z,  j1) για κάθε 

z ∈ Ιn-1. Έστω στήλη φ, ένα µη εγκεκριµένο σύνολο δεν πρέπει να µπορεί να 

ξεχωρίσει τον 1jC  από κάποιον άλλο πίνακα 2jC για j2 ≠ j1. Αυτό σηµαίνει ότι 

στον 2jC πρέπει να έχουµε όλες τις στήλες που προκύπτουν από την φ αν ένα 

της στοιχείο είναι διάφορο του  j1,δηλαδή αντικαθιστώντας ένα στοιχείο της φ 

µε το *. 

Συνεπώς οι στήλες αποτελούνται από n-i-1 στοιχεία ίσα µε  j1 και τα υπόλοιπα 

*.Υπάρχουν ακριβώς µ(p,n-i) τέτοιες στήλες άρα  µ(s, n-i-1)=µ(p,n-i) δηλαδή 

µ(s, n-i-1)=h.Η περίπτωση  όπου η εξίσωση  Εi  είναι στην δεξιά στήλη, είναι 

συµµετρική (εναλλαγή p  µε s ) συνεπώς η απόδειξη είναι παρόµοια και 

παραλείπεται.  

Αποµένει να αποδείξουµε τις εξισώσεις Ζ0,…,Ζn-1. Για κάθε i=0,…,n-1 η 

εξίσωση Ζi αποδεικνύεται από την Εi βάση της εξής θεώρησης : εάν µια στήλη 

υπάρχει σε όλους τους πίνακες βάσης τότε µπορεί να διαγραφεί από όλους τους 

πίνακες βάσης  και να έχουµε ένα σχέδιο µε καλύτερη αντίθεση.  

Έτσι, υποθέτουµε ότι η εξίσωση  Εi  ισχύει και θα δείξουµε ότι ισχύει και η 

εξίσωση Ζi. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, έστω ότι η Εi βρίσκεται στην δεξιά 

στήλη του γραφήµατος. ∆ηλαδή µ(s, n-i )=h. Προς απαγωγή σε άτοπο, ας 

θεωρήσουµε ότι µ(p, n-i )= r,  r>0. Κάθε πίνακας βάσης θα έχει στήλες βάρους 

n-i  και για το πρωτεύων και για τα δευτερεύοντα χρώµατα, που εµφανίζονται 

σε όλους τους πίνακες βάσης.  

Συνεπώς min{r,h} τέτοιες στήλες µπορούν να διαγραφούν από όλους τους 

πίνακες και να µας δώσουν σχέδιο µε καλύτερη αντίθεση. Άτοπο, ξεκινάµε από 

σχέδιο βέλτιστο ως προς την αντίθεση. Άρα πρέπει να ισχύει µ(p, n-i )= 0.Η 
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απόδειξη αν η εξίσωση  Εi βρίσκεται στην αριστερή στήλη του γραφήµατος 

είναι συµµετρική και παραλείπεται.                                                                     ■  

                                                                                                                                    

Θα υπολογίσουµε την βέλτιστη αντίθεση χρησιµοποιώντας την γνώστη από την 

συνδυαστική σχέση :Για κάθε ακεραίους r,z µε r > z, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝
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Λήµµα 8 : Η βέλτιστη αντίθεση ενός c-χρωµάτων (n,n) σχέδιο οπτικής 

κρυπτογραφίας είναι :  
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Απόδειξη: Έστω L  ένα κανονικό c-χρωµάτων (n,n)-σχέδιο µε βέλτιστη 

αντίθεση και mα opt = m(L) , hopt =h(L) , lopt =l(L)  και αopt= α(L).  Εξ ορισµού 

έχουµε ότι  

αopt=( hopt - lopt) /  mα opt  και  hopt = µ(p,n). Επίσης, από τον ορισµό 1 έχουµε ότι 

lopt =0 συνεπώς αopt = 
optm
np

α

µ ),( .                                        (2) 

Από τον ορισµό των µ’s έχουµε  

 

Μπορούµε να µετασχηµατίσουµε το mα opt  µέσω του λήµµατος 7 ως  
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Περίπτωση n ζυγός : 
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∆εδοµένου ότι το n είναι άρτιο, η (3) µπορεί να γραφεί ως : 

 

και µέσω της (1) έχουµε  

 

 έτσι η σχέση (4) δίνει  

 

αντικαθιστώντας στην (2) το παραπάνω,  παίρνουµε την ζητούµενη αντίθεση για 

n άρτιο.  

Περίπτωση n περιττός :  
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∆εδοµένου ότι το n είναι περιττό,  η (3) µπορεί να γραφεί ως : 
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και µέσω της (1) έχουµε  

 

έτσι η σχέση (5) δίνει  

 

αντικαθιστώντας στην (2) το παραπάνω,  παίρνουµε την ζητούµενη αντίθεση για 

n περιττό.                                                                                                              ■                             

   Το επόµενο θεώρηµα µας δίνει ένα κάτω όριο για την επέκταση κουκκίδας. 

Θεώρηµα 1: Η ελάχιστη επέκταση κουκκίδας για ένα c-χρωµάτων (n,n)-σχέδιο 

οπτικής κρυπτογραφίας,  για κάθε c και n ≥2 είναι : 
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Απόδειξη : Έστω αopt η αντίθεση ενός βέλτιστου ως προς την αντίθεση c-

χρωµάτων (n,n) σχεδίου. ∆εδοµένου ότι για κάθε  c-χρωµάτων (n,n) σχέδιο µε 

αντίθεση α, ισχύει ότι α ≥1/m και α ≤ αopt , έπεται m ≥1/ αopt. Σε συνδυασµό µε 

το λήµµα 8, βρήκαµε το κάτω όριο της επέκτασης κουκκίδας.  

                                                                                                                              ■ 

Το λήµµα 7 µας παρέχει επίσης και µια κατασκευαστική µέθοδο για c-

χρωµάτων (n,n) σχέδια. Πράγµατι, δίνοντας µια τιµή στο µ(p, n) το λήµµα 7 µας 

δίνει όλες τις πολλαπλότητες του σχεδίου.  

Με σκοπό να επιτύχουµε  βέλτιστη επέκταση κουκκίδας επιλέγουµε µ(p, n)=1. 

 

 



 74

Κατασκευή ενός c-χρωµάτων (n,n)-σχεδίου µε βέλτιστη επέκταση 

κουκκίδας  

Οι στήλες του πίνακα βάσης Ci επιλέγονται ως εξής : 

Για r =0,1,…, ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡
2
n -1 συµπεριλαµβάνουµε τις ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
r

n
2

 στήλες οι οποίες έχουν, 2r 

εµφανίσεις * και στις υπόλοιπες το χρώµα i.  

Για κάθε χρώµα j≠i, για r =0,1,…, ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡ −

2
1n -1 συµπεριλαµβάνουµε τις 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−12r

n
στήλες µε,2r-1 εµφανίσεις* και στις υπόλοιπες το χρώµα j.  

                                                                                                                              ■ 

Εφαρµογή. Για c=3 και n=4 προκύπτει m =23 και α =1/23. Οι πίνακες βάσεις 

του σχεδίου είναι :  

 

 

 

4.4 c χρωµάτων (k,n)-εκτεταµένα οπτικά σχέδια (EVCS) 
 

Εισαγωγή.  

Θα κατασκευάσουµε c χρωµάτων (k,n)-εκτεταµένα οπτικά σχέδια 

χρησιµοποιώντας συλλογή εκτεταµένων πινάκων  Α.  
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Μέθοδος.  

    Έχουµε αποδείξει σε προηγούµενο λήµµα ότι ο αριθµός των * ’s σε κάθε 

στήλη του Α είναι το πολύ k-1. Η συνθήκη αυτή εξασφαλίζει την αντίθεση της 

ανακατασκευασµένης µυστικής εικόνας. Όποιο και να είναι το χρώµα του * στη 

συλλογή εκτεταµένων πινάκων, η συνθήκη αντίθεσης ικανοποιείται.   

 Συνεπώς το επόµενο θεώρηµα έπεται άµεσα από το λήµµα 2 της παραγράφου 

3.6. 

Θεώρηµα 2. ∆εδοµένου ενός (k,n)-VCS µε επέκταση κουκκίδας m, µπορούµε 

να κατασκευάσουµε ένα c χρωµάτων  (k,n)-ΕVCS µε ελάχιστη επέκταση 

κουκκίδας,  m+ ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

− 1k
n .                                                                                    ■ 

Στο επόµενο παράδειγµα  κατασκευάζουµε ένα 3-χρωµάτων (2,3)-EVCS  βάση 

του παραπάνω θεωρήµατος.  

Παράδειγµα 2. Ένα 3-χρωµάτων (2,3)-EVCS  κατασκευάζεται ως εξής. Κάθε 

εικόνα έχει 3 χρώµατα c=1,2 και 3. Οι πίνακες βάσης ενός  3-χρωµάτων (2,3)-

VCS είναι  
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(Εδώ στους πίνακες βάσης, το ειδικό µαύρο της µεθόδου συµβολίζεται µε b.) 

Η συλλογή εκτεταµένων πινάκων µε m0 =3 είναι,   
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Το * στην j γραµµή ισούται  µε το χρώµα στην j εικόνα-καµουφλάζ,  c=1,2,3. Οι 

πίνακες βάσης του 3-χρωµάτων (2,3)-EVCS  είναι : Τc = Bc ○ A. ∆ηλαδή αν το 

pixel της κρυφής εικόνας είναι 1 και τα pixel των τριών καµουφλάζ έχουν 

χρώµατα 2,3,1 χρησιµοποιούµε τον πίνακα  
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και αντιστοιχούµε την 1η,  2η και 3η γραµµή στα pixel του 1ου,  2ου και 3ου 

µεριδίου-καµουφλάζ αντίστοιχα. 

Εφαρµογή 4. Τα µερίδια και οι συνδυασµοί ενός 3-χρωµάτων (2,3)-EVCS, 

παρατίθενται στο παράρτηµα 2.   

4.5  c χρωµάτων (k,n)-VCS µε ανάµειξη χρωµάτων 
 

4.5.1      Εισαγωγή –Χρωµατικά µοντέλα 
 

    Το µοντέλο  RGB  λειτουργεί ως εξής : έχουµε τρεις συνιστώσες για τα τρία 

βασικά χρώµατα κόκκινο-πράσινο-µπλε  και όλα τα υπόλοιπα χρώµατα είναι 

συνδυασµοί των τριών συνιστωσών. Σε εικόνες 24bit χρώµα, κάθε συνιστώσα 

αντιστοιχίζεται σε 8bit έτσι κάθε συνιστώσα των 3 βασικών χρωµάτων 

κυµαίνεται από 0 έως 255. Οι συνιστώσες του µαύρου είναι (0,0,0) και του 

λευκού (255,255,255).  

    Η σύνθεση των χρωµάτων (οπτικά φίλτρα) γίνεται µε εφαρµογή της λογικής 

πράξης and (⊕ )στην δυαδική αναπαράσταση των χρωµάτων π.χ.  

Παράδειγµα 3 

 κίτρινο (255,255,0) (11111111  11111111  00000000) 

⊕  µωβ (255,0,255) (11111111  00000000  11111111) 

 κόκκινο (255,0,0) (11111111 00000000  00000000) 
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Πράγµατι, αν επικαθήσουµε µια  απόλυτα κίτρινη και µία απόλυτα µωβ 

διαφάνεια το οπτικό αποτέλεσµα είναι κόκκινο.                                                 ■ 

Παράδειγµα 4 

 χρώµα 1 (200,113,224) (11001000  01110001  11100000) 

⊕  χρώµα 2 (223,204,31) (11011111  01101100  00011111) 

 σύνθεση (208,96,0) (11001000 01100000  00000000) 
 

Παρατηρούµε ότι το κίτρινο και το µωβ σε διαφορετικές αναλογίες, δίνουν άλλο 

χρώµα (πορτοκαλί).                                                                                               ■ 

Παράδειγµα 5 

 χρώµα 1 (170,85,170) (10101010  01010101  10101010) 

⊕  χρώµα 2 (85,170,85) (01010101  10101010  01010101) 

 σύνθεση (170,85,170) (00000000  00000000  00000000) 
 

Όταν, η σχετική θέση των άσσων, στην δυαδική αναπαράσταση του χρώµατος 

δυο φίλτρων, είναι διαφορετική το αποτέλεσµα είναι µαύρο.                              ■ 

 

Πέραν του  RGB, υπάρχει και το  µοντέλο CMYK ( Cyan-γαλάζιο, Magenta-

µωβ, Yellow-κίτρινο, blacK-µαύρο), που χρησιµοποιείται  στην τυπογραφία. Το  

CMYK  βασίζεται στους παρακάτω συνδυασµούς : 

κόκκινο + µπλε  =  µωβ  

κόκκινο + πράσινο = κίτρινο  

µπλε + πράσινο = γαλάζιο  

µωβ + γαλάζιο =  µπλε  

µωβ + κίτρινο =  κόκκινο  

γαλάζιο + κίτρινο = πράσινο 

Ιδιότητα. Το οπτικό µας σύστηµα λειτουργεί µε τέτοιο τρόπο ώστε, αν µια 

εικόνα χωριστεί σε αρκετά µικρά pixel και µε τυχαίο τρόπο αναµειχθούν ίδιος 
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αριθµός κίτρινων και µωβ pixel,αντιλαµβανόµαστε το αποτέλεσµα ως την and 

σύνθεση των δύο χρωµάτων δηλαδή κόκκινο.                                                                                      

 
⊕  

 

=
 

               κίτρινο                                    µωβ                              κόκκινο 

■ 

4.5.2   Παραδοχές ανάµειξης χρωµάτων-Προηγούµενα Μοντέλα  
 

   To πρώτο έγχρωµο µοντέλο που προτάθηκε από τους Verheul και Van Tilborg 

[10].  κάνει την παραδοχή ότι η σύνθεση διαφορετικών χρωµάτων, δίνει µαύρο. 

Αυτή η αποδοχή στην γενική περίπτωση δεν ισχύει (παραδείγµατα 1 και 2). 

Ενδεχοµένως, η παραδοχή θα ίσχυε µε µία κατάλληλη δοµή χρησιµοποιούµενων 

χρωµάτων.  

   Οι Yang και Laih [13] τροποποίησαν το παραπάνω µοντέλο προσθέτοντας τον 

περιορισµό, δυο µη µαύρες κουκκίδες δεν θα επικάθονται. Αυτό το µοντέλο 

χρησιµοποιήσαµε στην κατασκευή c-χρωµάτων (k,n) VCS της παραγράφου 4.2. 

    Γραφικά, τα δυο µοντέλα φαίνονται στο επόµενο σχήµα : 

 

Χρώµα 1 ⊕  Χρώµα 2 … Χρώµα j =  

Μοντέλο Van Tilborg 

 

Χρώµα j ⊕  Χρώµα j = Χρώµα j 

Χρώµα j ⊕  Χρώµα i = ∆εν συµβαίνει

Χρώµα j ⊕   =  

Μοντέλο Yang & Laih 
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Στη συνέχεια θα αναφέρουµε απλά κάποιους πίνακες βάσης αυτών των 

µοντέλων και θα συγκρίνουµε την επέκταση κουκκίδας που δίνουν.  

Ορισµός 5.  Θα συµβολίζουµε µε ( )vzi  τον αριθµό των εµφανίσεων χρώµατος i  

στο διάνυσµα  v .                                                                                                   ■ 

 

Οι πίνακες βάσης ενός 4 χρωµάτων (3,3)-VCS  των Verheul και Van Tilborg, 

Yang - Laih   είναι : 

Verheul και Van Tilborg, 4 χρώµατα α,b,c,d. 

 

Yang και Laih , 4 χρώµατα α, b,c,d και 1 για το µαύρο. 

 

 

   Εύκολα βλέπουµε ότι και οι δυο εκδοχές είναι έγκυρες, ας συγκρίνουµε 

λοιπόν την επέκταση κουκκίδας της κάθε µιας. Αρχικά η επέκταση κουκκίδας 
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στο σχέδιο των Verheul και Van Tilborg είναι  qn-1 =43-1=16  (q≥c, θέσαµε 

q=c=4). Στο σχέδιο των Yang και Laih είναι c×2n-1-(c-1)=4×4-(4-1)=13.  

4.5.3    Νέο µοντέλο   
 

   Ουσιαστικά θα ακολουθήσουµε το µοντέλο των Yang και Laih µε την 

πρόσθετη παραδοχή ότι, αν σε ένα pixel ισoκατανείµουµε   τις υποκουκκίδες 

ανάµεσα σε δύο χρώµατα i και  j,το ανθρώπινο οπτικό σύστηµα θα  ερµηνεύει 

το αποτέλεσµα  ως,    

χρώµα i ⊕  χρώµα j  (ιδιότητα παραγράφου 4.5.1).  

Ορισµός 6.  Ορίζουµε ως γεννήτορα χρώµατος Vi = {v1,v2,…,vr }το σύνολο των 

συστατικών χρωµάτων που ‘γεννούν’ το χρώµα i. Αν ισοκατανείµουµε τα 

χρώµατα του γεννήτορα σε µια περιοχή, οπτικά δίνουν το χρώµα i. 

Συµβολίζοντας το µαύρο ως 1, ισχύει ότι vt ≠1 για 1≤ t ≤ r και V1= Ø.                                               

 Για παράδειγµα ο γεννήτορας του κόκκινου είναι (CMYK) , Vκοκ ={κιτρ,  µωβ} 

                                                                                                                             ■ 

Ορισµός 7. Ονοµάζουµε  το σύνολο U = {v1,v2,…,vu } βάση χρωµάτων  για ένα 

σύνολο χρωµάτων C ={c1,c2,…,cc}, αν κάθε χρώµα i  ∈  C µπορεί να συντεθεί 

από ένα µοναδικό υποσύνολο  Vi  ∈  U, όπου Vi ο γεννήτορας του i. Το πλήθος 

των δυνατών υποσυνόλων του U πρέπει να είναι µεγαλύτερο του αριθµού των 

διακριτών χρωµάτων, δηλαδή πρέπει  |℘( U ) | =2u ≥ c.  

 

Για παράδειγµα  U= {κιτρ, µωβ, γαλ }είναι µία βάση του συνόλου των 8 

χρωµάτων  

 

Χρώµα κίτρινο µωβ γαλάζιο κόκκινο πράσινο µπλε γκρι µαύρο

Γεννήτορας {κιτρ} {µωβ} {γαλ} {κιτρ,µωβ} {κιτρ,γαλ} {µωβ,γαλ} {κιτρ,µωβ,γαλ} { Ø } 
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Ορισµός 8. Ορίζουµε την συνάρτηση βάρους w, που υπολογίζει την ‘ένταση’ 

του ανακατασκευασµένου χρώµατος i,  i≠1  

 

Όπου v , διάνυσµα µήκους (u+1) µε στοιχεία από το σύνολο U∪ {1}. 

                              ■ 

Σε αυτό το σηµείο δίνουµε ένα εναλλακτικό ορισµό για έγχρωµα (k,n)-VCS.  

Ορισµός 9. Ένα έγχρωµο (k,n)-VCS  L για ένα σύνολο c χρωµάτων 

C={c1,c2,…,cc}, µε  βάση χρωµάτων  U = {v1,v2,…,vu , 2u ≥ c, απαρτίζεται από 

c συλλογές n×m πινάκων , L ={ C1, C2, … , Cc  }. Για να διαµοιραστεί ένα 

pixel µε χρώµα i ∈  C, επιλέγουµε τον πίνακα  Ci και εφαρµόζουµε µια τυχαία 

µετάθεση στις στήλες του. Οι n γραµµές του προκύπτοντος πίνακα 

προσδιορίζουν τα m υπο-pixel και τις διαµοιράζουµε στις διαφάνειες. Ο οπτικός 

διαµοιρασµός είναι έγκυρος αν για  κάθε i ∈  C υπάρχουν h, l , µε h > l  ώστε να  

ικανοποιούνται οι εξής τρείς συνθήκες :     

(συνθήκη χρώµατος ) Για κάθε πίνακα Ci , το OR διάνυσµα οιονδήποτε k από 

τις n γραµµές του ικανοποιεί τη σχέση ( )vwi  ≥ h.  

(συνθήκη χρώµατος ) Για κάθε πίνακα Cj , το OR διάνυσµα οιονδήποτε k από 

τις n γραµµές του ικανοποιεί τη σχέση ( )vw j  ≤ l . 

(συνθήκη ασφαλείας) Για κάθε  i1< i2  < … < is στο {1,2,..,n} µε  s <  k , οι s ×m  

πίνακες  Dj , για j ∈  C={c1,c2,…,cc},οι οποίοι προκύπτουν περιορίζοντας τους 

πίνακες Cj στις γραµµές i1, i2 , … , is, περιέχουν τους ίδιους υποπίνακες µε τη 

ίδια συχνότητα.  

■ 

Παρατήρηση. Κατά τα συνήθη, το m συµβολίζει την επέκταση κουκκίδας του 

σχεδίου. Οι δυο πρώτες συνθήκες (συνθήκες χρώµατος ) εξασφαλίζουν ότι η 

επικάθηση k διαφανειών, παρέχουν τα χρώµατα της µυστικής εικόνας. Η τρίτη 
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συνθήκη (συνθήκη ασφαλείας) εξασφαλίζει ότι οποιαδήποτε σύνολο 

διαφανειών µε πληθικότητα µικρότερη από k δεν παρέχει καµία πληροφορία 

χρώµατος του µυστικού.   

■ 

  Θεωρούµε µια κρυφή εικόνα η οποία από ένα σύνολο c χρωµάτων 

C={c1,c2,…,cc} µε  βάση χρωµάτων  U = {v1,v2,…,vu }, 2u ≥ c, vt ≠ 1 για 1 ≤  t  

≤  u και γεννήτορα χρώµατος Vi = {v1,v2,…,vr }⊆U. Έστω ότι S0 και S1 είναι 

δυο δυαδικοί  n ×mbw πίνακες βάσης ενός (k,n)-VCS (1 bit), µε παραµέτρους h, l 

και mbw. 

   Αρχικά, ορίζουµε τους Ε0 (x) και Ε1 (x) ως τους στοιχειώδης πίνακες ενός 

βασικού χρώµατος x  ∈  U,  των οποίων τα στοιχεία προσδιορίζονται ως εξής :  

 

Ε0 (x)[i,j]=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =

άx
jiS

διαφορετικ
αν 1],[1 0

 

και 

Ε1 (x)[i,j]=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =

άx
jiS

διαφορετικ
αν 1],[1 1

 

   Κατόπιν, ορίζουµε τους S0(Vi ) και S1(Vi ) ως  στοιχειώδης πίνακες ενός  

χρώµατος i ∈  C, ενώνοντας τους Ε0 (x) ‘s και Ε1 (x)’s για όλα τα x ∈  Vi. 

∆ηλαδή,   

 

 

και 

 

 

για όλα τα i ∈  C και Vi ⊆U. Ισχύει ότι S0(Ø ) = S1(Ø ) = Ø. Βάση των 

παραπάνω, εκµεταλλευόµαστε έναν δυαδικό (k,n)-VCS και κατασκευάζουµε 

έναν c-χρωµάτων  (k,n)-VCS.  
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  Κατασκευή  

Ένα έγχρωµο (k,n)-VCS σε σύνολο C µε c χρώµατα  και βάση χρωµάτων U µε 

u χρώµατα, αποτελείται από c το πλήθος, n ×(u × mbw) πίνακες βάσης Ci ‘s, οι 

οποίοι προσδιορίζονται ως 

 

για  i ∈  C όπου Vi ⊆U ο γεννήτορας του χρώµατος i,  iV ={y|y ∈U και y ∉  Vi} 

και mbw η επέκταση pixel ενός δυαδικού (k,n)-VCS.  

    Τότε οι c συλλογές των n ×(u × mbw) πινάκων  Ci ‘s προσδιορίζουν ένα c-

χρωµάτων  (k,n)-VCS. Οι Ci ‘s προκύπτουν από τυχαίες µεταθέσεις του Μi . 

■ 

Θεώρηµα 3. Το σχέδιο της κατασκευής είναι ένα c-χρωµάτων  (k,n)-VCS µε 

επέκταση κουκκίδας m= ⎡ ⎤ bwmc ×2log . 

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας περιορίζουµε την απόδειξη στους 

πίνακες Μi (αντί των Ci ‘s ) για κάθε i ∈ C. ∆εδοµένου ότι οι πίνακες S0 και S1 

είναι δυο δυαδικοί  n ×mbw πίνακες βάσης ενός (k,n)-VCS (1 bit), µε 

παραµέτρους h, l και mbw , οποιεσδήποτε k γραµµές των  S0 και S1 περιέχουν 

τουλάχιστον h και το πολύ l µηδενικές στήλες, αντίστοιχα. Άρα οποιεσδήποτε  k 

γραµµές των Ε0 (x)  και Ε1 (x) περιέχουν τουλάχιστον h και το πολύ l  στήλες 

όλο x, αντίστοιχα για κάθε x ∈U. 

Έστω vr  το αποτέλεσµα της OR πράξης k γραµµών του πίνακα Μi. Έχουµε 

( )vzx ≥ h για κάθε x  ∈ Vi και ( )vz y ≤ l  για κάθε y ∈ U- Vi . Επίσης ( )vz p = ( )vzq  

για p,q ∈ Vi και ( )vzr = ( )vzs  για r,s ∈ U- Vi. Συνεπώς ( )vwi ≥ h και ( )vw j ≤ l 

όπου j (≠i) ∈ C συµβολίζει το αποτέλεσµα της ανάµειξης των χρωµάτων στο U- 

Vi. Βάση της λειτουργίας του οπτικού µας συστήµατος, αφού ( )vwi ≥ h και 

( )vw j ≤ l  το χρώµα i επικρατεί του j και άρα το οπτικό µας σύστηµα 

αντιλαµβάνεται το vr  ως χρώµα i. 
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∆ηλαδή οι δυο συνθήκες χρώµατος ικανοποιούνται. Όσον αφορά την ασφάλεια, 

έχουµε ότι οποιεσδήποτε s (<k ) γραµµές των  S0 και S1 περιέχουν  τους ίδιους 

υποπίνακες µε την ίδια συχνότητα. Αφού οποιεσδήποτε s γραµµές των Ε0 (x)  

και Ε1 (y), για x  ∈ Vi και y ∈ U- Vi , περιέχουν τους ίδιους υποπίνακες µε την 

ίδια συχνότητα. Άρα και οποιεσδήποτε s (<k ) γραµµές του Μi  περιέχουν  τους 

ίδιους υποπίνακες µε την ίδια συχνότητα.  

    Η επέκταση  κουκκίδας των Ε0 (x)  και Ε1 (y) είναι η ίδια µε αυτή των S0 και 

S1  ίση µε m bw. Συνεπώς, η επέκταση κουκκίδας των Μi είναι  

m= ⎡ ⎤ bwmc ×2log  .                                                                                             ■ 

Για την καλύτερη κατανόηση της µεθόδου,  παραθέτουµε µερικά παραδείγµατα. 

Παράδειγµα 6. Θα κατασκευάσουµε ένα 4χρωµάτων (3,3)-VCS.  

Έστω C = {κιτρ.,  µωβ,  κοκ.,  1 } όπου µε 1 συµβολίζουµε το µαύρο, το σύνολο 

χρωµάτων µιας εικόνας. Επιλέγουµε  για βάση χρωµάτων U= {κιτρ., µωβ}. 

    Χρησιµοποιούµε ως πίνακες βάσης ενός δυαδικού (3,3)-VCS αυτούς του 

παραδείγµατος της παραγράφου 3.3 και κατασκευάζουµε τους στοιχειώδης 

πίνακες  Ε0 (x)  και Ε1 (x),    

 

για κάθε x ∈ {κιτρ., µωβ}.Οι γεννήτορες χρωµάτων για τα όλα τα χρώµατα 

είναι,Vκιτρ ={ κιτρ },Vµωβ ={ µωβ },Vκοκ ={ κιτρ,  µωβ }και V1 =Ø.   

Κατασκευάζουµε τους πίνακες βάσης κάθε χρώµατος ως εξής :   

(Η συντοµογραφία των χρωµάτων στους πίνακες για τα, κίτρινο µωβ και 

κόκκινο είναι y (yellow),  m (magenta) και r (red),  αντίστοιχα ) 
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Έτσι οι τέσσερις συλλογές, Cκιτρ , Cµωβ , Cκοκκ, C1 των 3×8 πινάκων 

απαρτίζουν το 4χρωµάτων (3,3)-VCS, όπου οι Ci  προκύπτουν από τυχαίες 

µεταθέσεις των Μi για κάθε i ∈{κιτρ.,  µωβ,  κοκ.,  1 }. Παρατηρήστε ότι η 

επέκταση pixel του σχεδίου είναι 8,µικρότερη από αυτές των προηγούµενων 

µοντέλων (παράγραφος 4.7.2). 

Παράδειγµα 7.  Θα κατασκευάσουµε ένα 4χρωµάτων (3,4)-VCS.  

Έστω C = {κιτρ.,  µωβ,  κοκ.,  1 } όπου µε 1 συµβολίζουµε το µαύρο, το σύνολο 

χρωµάτων µιας εικόνας. Επιλέγουµε  για βάση χρωµάτων U= {κιτρ., µωβ}. 

    Χρησιµοποιούµε ως πίνακες βάσης ενός δυαδικού (3,4)-VCS αυτούς του 

παραδείγµατος 2 της παραγράφου 3.2 και κατασκευάζουµε τους στοιχειώδεις 

πίνακες  Ε0 (x)  και Ε1 (x),    
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για κάθε x ∈ {κιτρ., µωβ}και για Vκιτρ ={κιτρ},Vµωβ ={µωβ},Vκοκ ={κιτρ,  µωβ} 

και V1 =Ø. Κατασκευάζουµε τους πίνακες βάσης κάθε χρώµατος ως εξής : 

 

  Έτσι οι τέσσερις συλλογές, Cκιτρ , Cµωβ , Cκοκκ, C1 των 4×12 πινάκων 

απαρτίζουν το 4χρωµάτων (3,4)-VCS, όπου οι Ci  προκύπτουν από τυχαίες 

µεταθέσεις των Μi για κάθε i ∈{ κιτρ.,µωβ,κοκ.,1 }.                                         ■                                

    Για να φανεί η ικανότητα του µοντέλου ανάµειξης χρωµάτων να 

ανταποκρίνεται σε µεγάλο πλήθος χρωµάτων, ακολουθεί ένα παράδειγµα ενός 

16 χρωµάτων (2,4)-VCS.  

Παράδειγµα 8. Θα κατασκευάσουµε ένα 16χρωµάτων (2,4)-VCS.  

Για ευκολία θα συµβολίζουµε τις σκούρες αποχρώσεις των χρωµάτων ως 

χρώµασκ . 

Έστω C = {κίτρινο, µωβ, γαλάζιο, κόκκινο, πράσινο, µπλε, γκρι, άσπρο, 

κίτρινοσκ, µωβσκ, γαλάζιοσκ, κόκκινοσκ, πράσινοσκ, µπλεσκ, µαύρο, γκρισκ}. 

Επιλέγουµε  βάση των χρωµάτων U= { κίτρινο,  µωβ,  γαλάζιο,  άσπρο}. 

Χρησιµοποιούµε του πίνακες S0 και S1 του δυαδικού (2,4), 
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S0= 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1000
1000
1000
1000

, S1= 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0001
0010
0100
1000

 

οι στοιχειώδεις πίνακες για κάθε x ∈ { κίτρινο, µωβ, γαλάζιο, άσπρο }είναι:   

Ε0 (x) =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

xxx
xxx
xxx
xxx

1
1
1
1

, Ε1 (x) =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
1

1
1

xxx
xxx
xxx
xxx

 

Οι γεννήτορες χρωµάτων (τα σκιασµένα κελιά αντιστοιχούν στους γεννήτορες 

σκούρων χρωµάτων ) για τα όλα τα χρώµατα είναι :  

V1 =Ø Vκιτρ ={κιτρ,ασπ} Vµωβ ={µωβ,ασπ} Vγαλ ={γαλ,ασπ} 

Vκοκ ={κιτρ,µωβ,ασπ } Vπρ ={κιτρ,γαλ,ασπ} Vµπλε ={µωβ,γαλ,ασπ} Vγκρι ={κιτρ,µωβ,γαλ} 

Vασπ ={κιτρ,µωβ,γαλ,ασπ} Vκιτρ ={κιτρ} Vµωβ ={µωβ} Vγαλ ={γαλ} 

Vκοκ ={κιτρ,µωβ } Vπρ ={κιτρ,γαλ} Vµπλε ={µωβ,γαλ} Vγκρι ={ ασπ } 

Γεννήτορες 16 χρωµάτων  

Παλέτα  16 χρωµάτων 
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Στη συνέχεια παραθέτουµε  τους πίνακες βάσης κάθε χρώµατος  : 

 

 

 

 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

κιτρ 1 κιτρ κιτρ µωβ 1 µωβ µωβ γαλ 1 γαλ γαλ ασπ 1 ασπ ασπ 

κιτρ κιτρ 1 κιτρ µωβ µωβ 1 µωβ γαλ γαλ 1 γαλ ασπ ασπ 1 ασπ 
Μ1= 

κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 1 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ µωβ 1 µωβ µωβ γαλ 1 γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ µωβ µωβ 1 µωβ γαλ γαλ 1 γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 
Μκιτρ= 

1 κιτρ κιτρ κιτρ µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

κιτρ 1 κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ γαλ 1 γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

κιτρ κιτρ 1 κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ γαλ γαλ 1 γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 
Μµωβ= 

κιτρ κιτρ κιτρ 1 1 µωβ µωβ µωβ γαλ γαλ γαλ 1 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

κιτρ 1 κιτρ κιτρ µωβ 1 µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

κιτρ κιτρ 1 κιτρ µωβ µωβ 1 µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 
Μγαλ= 

κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ γαλ 1 γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ γαλ γαλ 1 γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 
Μκοκ= 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ γαλ γαλ γαλ 1 1 ασπ ασπ ασπ 
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1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ µωβ 1 µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ µωβ µωβ 1 µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 
Μπρα= 

1 κιτρ κιτρ κιτρ µωβ µωβ µωβ 1 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

κιτρ 1 κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

κιτρ κιτρ 1 κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 
Μµπλε= 

κιτρ κιτρ κιτρ 1 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ ασπ 1 ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ ασπ ασπ 1 ασπ 
Μγκρι= 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ ασπ ασπ ασπ 1 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 
Μασπ= 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ µωβ 1 µωβ µωβ γαλ 1 γαλ γαλ ασπ 1 ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ µωβ µωβ 1 µωβ γαλ γαλ 1 γαλ ασπ ασπ 1 ασπ 

σκ
κιτM = 

1 κιτρ κιτρ κιτρ µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 1 
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1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

κιτρ 1 κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ γαλ 1 γαλ γαλ ασπ 1 ασπ ασπ 

κιτρ κιτρ 1 κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ γαλ γαλ 1 γαλ ασπ ασπ 1 ασπ 

σκ
µωβM = 

κιτρ κιτρ κιτρ 1 1 µωβ µωβ µωβ γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 1 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

κιτρ 1 κιτρ κιτρ µωβ 1 µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ ασπ 1 ασπ ασπ 

κιτρ κιτρ 1 κιτρ µωβ µωβ 1 µωβ 1 γαλ γαλ γαλ ασπ ασπ 1 ασπ 

σκ
γαλM = 

κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 1 γαλ γαλ γαλ ασπ ασπ ασπ 1 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ γαλ 1 γαλ γαλ ασπ 1 ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ γαλ γαλ 1 γαλ ασπ ασπ 1 ασπ 

σκ
κοκM = 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 1 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ µωβ 1 µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ ασπ 1 ασπ ασπ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ µωβ µωβ 1 µωβ 1 γαλ γαλ γαλ ασπ ασπ 1 ασπ 

σκ
πραM = 

1 κιτρ κιτρ κιτρ µωβ µωβ µωβ 1 1 γαλ γαλ γαλ ασπ ασπ ασπ 1 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

κιτρ 1 κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ ασπ 1 ασπ ασπ 

κιτρ κιτρ 1 κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ ασπ ασπ 1 ασπ 

σκ
µπλεM = 

κιτρ κιτρ κιτρ 1 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ ασπ ασπ ασπ 1 
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Παλέτα 16 χρωµάτων µοντέλου ανάµειξης 
 

 

 

 

█ 

1 κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

κιτρ 1 κιτρ κιτρ µωβ 1 µωβ µωβ γαλ 1 γαλ γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

κιτρ κιτρ 1 κιτρ µωβ µωβ 1 µωβ γαλ γαλ 1 γαλ 1 ασπ ασπ ασπ 

σκ
γκριM = 

κιτρ κιτρ κιτρ 1 µωβ µωβ µωβ 1 γαλ γαλ γαλ 1 1 ασπ ασπ ασπ 
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Παράρτηµα 1 
 
Εφαρµογή 1: Ένα (2,3)-VCS από BIB σχεδιασµό µας δίνει την παρακάτω 

οπτική  κρυπτογράφηση. Ανά δύο τα µερίδια, µε επικάθηση, φανερώνουν την 

µυστική εικόνα. Ενώ  ένα µόνο µερίδιο δεν παρέχει καµία πληροφορία.  

Ακολουθούν τα µερίδια και οι συνδυασµοί.  

 

 

Μυστική εικόνα  Μερίδιο 1  

Μερίδιο 2  Μερίδιο 3  
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Μερίδια 1 και 2 Μερίδια 1 και 3 

Μερίδια 2 και 3  Μερίδια 1,2 και 3  
 

Οι πίνακες S0  και S1 που µας δίνει ο BIBD σχεδιασµός είναι : 

S0 = 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

100
100
100

 ,  S1 = 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

001
100
010

 

Για να αποφύγουµε την γεωµετρική παραµόρφωση της εικόνας, τους 

µετασχηµατίζουµε σε 1×4 προσθέτοντας ένα λευκό pixel και τους διατάσσουµε 

τετραγωνικά ως  2×2. Παρατηρούµε ότι η ένωση λευκού pixel δεν επηρέασε 

σηµαντικά το οπτικό αποτέλεσµα και η σωστή γεωµετρία διατηρείται.   

Παρατήρηση : Έστω ένα σχέδιο µε πίνακες βάσης S0  και S1 και  τυχαίος 

πίνακας Α. Το σχέδιο µε πίνακες  S0 ○ Α και S1 ○ Α ικανοποιεί την συνθήκη 

ασφαλείας.  [6] 
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Εφαρµογή 2: Ένα (3,5)-VCS  µας δίνει την παρακάτω οπτική  κρυπτογράφηση. 

Ανά τρία τα µερίδια, µε επικάθηση, φανερώνουν την µυστική εικόνα, ενώ 

λιγότερα από τρία δεν παρέχουν καµία πληροφορία.  

Ακολουθούν τα µερίδια και οι συνδυασµοί. 

 
Μερίδιο 1 

 
Μερίδιο 2 

 
Μερίδιο3

 
Μερίδιο 4 
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Μερίδιο 5 

 
Μερίδια 1+2 

 
Μερίδια 4+5 

 
Μερίδια 1+2+3 

 
Μερίδια 1+3+5 
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Αρχική Εικόνα 
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Παράρτηµα 2 
 
 
Εφαρµογή 3 : Ένα 3 χρωµάτων (2,4)-VCS, µας δίνει την παρακάτω οπτική  

κρυπτογράφηση. Ανά δυο τα µερίδια, µε επικάθηση, φανερώνουν την µυστική 

εικόνα, ενώ  ένα µερίδιο δεν παρέχει καµία πληροφορία για την αρχική εικόνα. 

Επίσης, αν επικαθήσουµε τρία ή και τα τέσσερα µερίδια, η µυστική εικόνα 

φανερώνεται µε ακόµα καλύτερη ευκρίνεια.  

 

 
Αρχική εικόνα  

 
 

 
Μερίδιο 1 
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Μερίδιο 2 

 
 
 
 

 
Μερίδιο 3 
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Μερίδιο 4 

 
 
 
 

 
Μερίδια 1+2 
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Μερίδια 1+4 

 

 
Μερίδια  2+3+4 

 

 
Μερίδια 1+2+3+4 
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Εφαρµογή 4: Ένα 3-χρωµάτων (2,3)-EVCS  µας δίνει την παρακάτω οπτική  

κρυπτογράφηση. Από τις τρείς εικόνες-καµουφλάζ παράγονται  τα τρία µερίδια 

τα οποία είναι «αθώες» εικόνες και η επικάθηση τουλάχιστον δυο εξ αυτών 

αποκαλύπτει την αρχική εικόνα. Ένα µερίδιο δεν παρέχει καµία  πληροφορία 

για το µυστικό. 

 

    
        Μυστική εικόνα             καµουφλάζ 1                καµουφλάζ 2              καµουφλάζ 3 
 
 

 
 

αθώο µερίδιο 1 

 
 

αθώο µερίδιο 2 

 
αθώο µερίδιο 3 

 
 Μερίδια 1+2  
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