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Abstract
In this thesis we study the replication of options in security markets X with a
finite numbers of states. Specifically,we study the existence ofmaximal submarkets
(subspaces) Y of X so that any option wri en on the elements of Y is replicated
by a marketed asset x of X . So inside these subspaces the pricing problem
is simple because any option is priced by the replicating portfolio. Using the
theory of la ice-subspaces andpositive bases developedbyPolyrakis,we identify
the set of allmaximal replicated subspaces. In particular, for anymaximal replicated
subspace we determine a positive basis of the subspace. Moreover we show
that the union of all maximal replicated subspaces is the set of all marketed
securities x ∈ X so that any option wri en on x is replicated. So we determine
also the set of securities with replicated options.In the end a computational
method is described for option replication.

Keywords Securitymarkets , Replication of options , Completion by options,
Positive bases , Subla ices

Περίληψη
Σε αυτή τη διπλωµατική εργασία µελετάµε την υποκατάσταση δικαιωµά-
των προαίρεσης σε αγορές χρεογράφων Χ µε πεπερασµένο αριθµό κατα-
στάσεων.Σγκεκριµένα, µελετάµε τηνύπαρξηµεγιστικώνυποαγορών (υπο-
χώρων) Υ του Χ έτσι ώστε κάθε δικαίωµα που εγγράφεται σε στοιχεία του
Υ να υποκαθίσταται απο ένα στοιχείο του x του Χ. Έτσι σε αυτούς τους υπο-
χώρους το πρόβληµα της τιµολόγησης είναι απλό γιατί οποιοδήποτε δικαί-
ωµα τιµολογείται µε βάση το replicating χαρτοφυλάκιο. Με χρήση της θεω-
ρίας συνδέσµων-υποχώρωνκαι θετικώνβάσεωνπουαναπτύχθηκεαπο τον
Πολυράκη, προσδιορίζουµε το σύνολο όλων των µεγιστικών replicated υπο-
χώρων. Ειδικότερα, για κάθε µεγιστικό replicated υπόχωρο προσδιορίζουµε
µια θετική βάση του υποχώρου. Επιπλέον, δείχνουµε οτι η ένωση όλων των
µεγιστικών replicated υποχώρων είναι το σύνολο όλων των χρεωγράφων x
∈ Χ έτσι ώστε κάθε δικαίωµα που εγγράφεται στο x να είναι replicated. Άρα
προσδιορίζουµε επίσης το σύνολο των χρεωγράφων µε υποκαθιστουµενα
δικαιώµατα. Στο τέλος περιγράφουµε και µια αριθµητική µέθοδο για τον
προσδιορισµό των µεγιστικών υποαγορών που αναπτύχθηκε απο τον Κα-
τσίκη.

Λέξεις-κλειδιά Αγορές χρεoγράφων , Πλήρωση µε δικαιώµατα , Θετι-
κές Βάσεις , Υποσύνδεσµοι , Υποκατάσταση δικαιωµάτων
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Κεφάλαιο 1

Μαθηµατικό Υπόβαθρο

1.1 Μερικώς διατεταγµένοι γραµµικοί χώροι
Θεώρηµα 1.1.1 Έστω Ε ένα µη κενό σύνολο και µια διµελής σχέση ≥ στο Ε.
Η σχέση αυτή είναι σχέση µερικής διάταξης στο Ε αν για κάθε x,y,z ∈ E ισχύ-
ουν τα εξής :

(i) x ≥ x (ανακλαστική ιδιότητα)
(ii) x ≥ y και y ≥ x ⇒ x = y (αντισυµµετρική ιδιότητα)
(iii) x ≥ y και y ≥ z ⇒ x ≥ z (µεταβατική ιδιότητα)

Αν έχουµε λοιπόν µια σχέση µερικής διάταξης, ≥ , στο Ε , θα λέµε οτι το
ζεύγος (Ε, ≥) είναι ένας µερικά διατεταγµένος χώρος.

1.2 Γραµµικοί σύνδεσµοι(Χώροι Riesz)
Ορισµός 1.2.1 Έστω Χ γραµµικός µερικά διατεταγµένος χώρος και x, y ∈ X .
Τότε το supremum και το infimum του {x, y} ορίζονται ως x ∨ y και x ∧ y αντί-
στοιχα.Δηλαδή:

x ∨ y = sup(x, y) και x ∧ y = inf(x, y)

Ορισµός 1.2.2 Ένας µερικά διατεταγµένος διανυσµατικός χώρος Χ ονοµάζε-
ταιγραµµικός (διανυσµατικός) σύνδεσµος (linear la ice) ήχώροςRiesz (Riesz
space) όταν ∀ x , y∈ X υπάρχει το supremumκαι το infimumτου συνόλου {x, y} .

Πρόταση 1.2.3 Έστω Χ µερικά διατεταγµένος γραµµικός χώρος. Ο Χ είναι
γραµµικός σύνδεσµος αν και µόνο αν για κάθε x ∈ X υπάρχει το supremum
του {x, 0}.
Απόδειξη
Υποθέτουµε οτι για κάθε x ∈ X υπάρχει το x ∨ 0. Τότε για κάθε x, y ∈ X
έχουµε

{x, y} = {x− y, 0}+ {y}.
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Απο την υπόθεση έχουµε οτι το sup{x, x−y, 0} υπάρχει , και απο την ιδιότητα
sup(A + B) = sup(A)+ sup(B) έπεται οτι υπάρχει το sup {x, y} και ισχύει :

x ∨ y = (x - y) ∨ 0 + y .
Απο τη σχέση :

x ∧ y = -(-x) ∨ (-y) ,

έχουµε οτι για κάθε x, y ∈ , υπάρχει επίσης το x ∧ y. Άρα ο Χ είναι γραµ-
µικός σύνδεσµος.

Για κάθε x ∈ X , όπου Χ γραµµικός σύνδεσµος ορίζουµε :
i) x+ = x ∨ 0 και το ονοµάζουµε θετικό µέρος του x.
ii) x− = (−x) ∨ 0 και το ονοµάζουµε αρνητικό µέρος του x.
iii) | x |= (−x) ∨ x και το ονοµάζουµε απόλυτη τιµή του x.

Πρόταση 1.2.4 Αν ο Χ είναι γραµµικός σύνδεσµος, για κάθε x, y, z ∈ X
έχουµε :

(i) sup{x,−x, 0} = sup {x,−x}
(ii) -(x ∧ y) = (-x)∨ (-y)
(iii) (x ∨ y) + z = (x + z) ∨ (y +z)
(iv) x + y = x ∨ y + x ∧ y

(v) x ∧ (y + z) ≤ x ∧ y + x ∧ z , εφόσον x, y, z ∈ X+.

Απόδειξη
(i) Αν w = sup{x,−x, 0} και u = sup{x,−x} , έχουµε w ≥ u .
Επίσης u ≥ x, u ≥ −x⇒ 2u ≥ 0 ⇒ u ≥ 0 ⇒ u ≥ w. Άρα u = w.
(ii) Έπεται αµέσως απο την ιδιότητα sup(A) = -inf(-A).
(iii) sup {x, y} + z = sup {x, y} + sup {z} = sup {x+ z, y + z} .
(iv) x + y - ( x ∧ y) = sup{x+ y} + sup{−x,−y} = sup{y, x} .
(v) inf {x, y} + inf {x, z} = inf{2x, x+ z, y + x, y + z} ≥ inf {x, y + z} , γιατί
2x , x + z , y + x ≥ x .

Πρόταση 1.2.5 Αν Χ είναι γραµµικός σύνδεσµος και x ∈ X , έχουµε :

(i) x = x+ − x−. Αν x = x1 − x2 ∈ X τότε x1 ≥ x+ και x2 ≥ x−

(ii) | x |= x+ + x−

(ii) x+ ∧ x− = 0

Απόδειξη
(i) Απο τα (ii) και (iv) της Πρότασης 1.2.3 έχουµε :
x = x + 0 = x ∨ 0 + x ∧ 0 = x ∨ 0 - ( (−x) ∨ 0 ) = x+ − x− .
Έστω οτι x = x1 − x2 µε x1, x2 ∈ X+. Τότε x1 = x + x2 , άρα x1 ≥ x, 0 ,
x1 ≥ x+. Ανάλογα έχουµε x2 = −x+x1, άρα x2 ≥ −x και x2 ≥ (−x)∨0 = x−.
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Η (ii) αποδεικνύεται ως εξής :
x+ − x− = sup{x, 0}+ sup{0, x,−x} = sup{x,−x} =| x | .

(iii) Επειδή x+, x− ∈ E+ έχουµε οτι h = x+ ∧ x− ≥ 0. Αν υποθέσουµε οτι
h > 0 έχουµε x+, x− ≥ h > 0, εποµένως

x = x+ − x− = (x+ − h)− (x− − h).

Απο την (i) έχουµε x+ − h ≥ x+ και x− − h ≥ −x , άτοπο γιατί υποθέτουµε
οτι h > 0 . Εποµένως h = 0 και x+ ∧ x− = 0.

Ορισµός 1.2.6 Ένας υπόχωρος Κ ενός µερικά διατεταγµένου χώρου Ε ονοµά-
ζεται σύνδεσµος-υπόχωρος εαν ο Κ µε την επαγόµενη διάταξη απο το Ε είναι
ο ίδιος ένας διανυσµατικός σύνδεσµος.

Ορισµός 1.2.7 Έστω Χ ένας διανυσµατικός σύνδεσµος. Αν Κ είναι ένας διατε-
ταγµένος υπόχωρος του Χ και για κάθε x, y ∈ K, το x ∧ y ∈ K και x ∨ y ∈ K,
τότε λέµε οτι ο Κ είναι υποσύνδεσµος (subla ice) του X.

Παρατήρηση : Κάθε υποσύνδεσµος είναι σύνδεσµος-υπόχωρος αλλα ένας
σύνδεσµος-υπόχωρος δεν είναι απαραίτητα υποσύνδεσµος.

Ορισµός 1.2.8 Έστω Β ένας υπόχωρος ενός διανυσµατικού συνδέσµου Χ. Η
τοµή όλων των υποσυνδέσµων του Χ που περιέχουν το Β συµβολίζεται µε S(Β)
και ονοµάζεται υποσύνδεσµος του Χ που παράγεται απο το Β.
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Κεφάλαιο 2

Θετικές βάσεις στον Rm και
βάση προβολής

Παρουσιάζουµε σε αυτό το Κεφάλαιο τα βασικά αποτελέσµατα των άρ-
θρων του Πολυράκη (1996, 1999), τα οποία είναι απαραίτητα σε αυτή τη µε-
λέτη. Επίσης επειδή στη µελέτη µας έχουµε οτι Ω = {1, 2, ...,m} , ο C(Ω) θα
είναι ο Rm.

2.1 Θετικές Βάσεις

Υποθέτουµε οτι ο L είναι ένας διατεταγµένος υπόχωρος του Rm. Δηλαδή
ο L είναι ένας υπόχωρος του Rm επίσης διατεταγµένος µε την σηµειακή διά-
ταξη. Τότε ο L+ = Rm

+ ∩L είναι ο θετικός κώνος του L. Μια βάση {b1, b2, ..., br}

είναι µια θετική βάση του L αν L+ = {x =
r∑

i=1

λibi | λi ∈ R+ ∀i}. Με άλλα

λόγια µια βάση του L είναι θετική αν για οποιοδήποτε x ∈ L, έχουµε οτι x
θετικό αν και µόνο αν οι συντελεστές της βάσης είναι θετικοί. Παρόλο που ο
L έχει άπειρο πλήθος βάσεων, η ύπαρξη µιας θετικής βάσης δεν είναι πάντα
εξασφαλισµένη. Επιπλέον, ο L έχει µια θετική βάση αν και µονο αν ο L ειναι
σύνδεσµος-υπόχωρος του Rm.

Πρόταση 2.1.1 Ένας διατεταγµένος υπόχωρος L τουRm µεθετική βάση {b1, b2, ...br}
είναι υποσύνδεσµος του Rm αν και µόνο αν supp(bi) ∩ supp(bj) = ∅ ∀i ̸= j.

Ως συνέπεια του αποτελέσµατος αυτού έχουµε το παρακάτω, το οποίο είναι
ιδιαίτερα σηµαντικό στην θεωρία των δικαιωµάτων προαίρεσης.

Πρόταση 2.1.2 Υποθέτουµε οτι L είναι ένας υποσύνδεσµος τουRm. Αν το στα-
θερό διάνυσµα 1 = (1, 1, ..., 1) είναι στοιχείο του L, τότε ο L έχει µια θετική

βάση η οποία είναι διαµέριση της µονάδας, δηλαδή 1 =
r∑

i=1

bi και για κάθε

διάνυσµα bi έχουµε : bi(j) = 1, για κάθε j ∈ supp(bi).
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Υποθέτουµε τώρα οτι z1, z2, ...zr είναι σταθερά, γραµµικώς ανεξάρτητα
και θετικά διανύσµατα του Rm και οτι Ζ είναι ο υπόχωρος του Rm ο οποίος
παράγεται απο τα διανύσµατα zi
Η συνάρτηση

β(i) =
(
z1(i)

z(i)
,
z2(i)

z(i)
, ...,

zr(i)

z(i)

)
για κάθε i ∈ {1, ...,m} µε z(i) > 0,

όπου z = z1 + z2 + ... + zr είναι η βασική συνάρτηση των z1, z2, ..., zr Συµ-
βολίζουµε µε R(β) το σύνολο τιµών της β και µε cardR(β) ο πληθικός αριθµός
του R(β). Αυτοί ο συµβολισµοί χρησιµοποιούνται στα δύο παρακάτω αποτε-
λέσµατα.

Θεώρηµα 2.1.3 (Πολυράκης 1999, θεώρηµα 3.6)
Αν Ζ είναι ο υπόχωρος του C(Ω) , ο οποίος παράγεται απο τα διανύσµατα
z1, z2, ..., zr και β η βασική συνάρτηση των z1, z2, ..., zr, έχουµε : Ο Ζ είναι υπο-
σύνδεσµος του C(Ω) αν και µόνο αν card R(β) = r.

ΑνR (β) = {P1, P2, ..., Pr}, µια θετική βάση {b1, b2, ..., br} του Ζ δίνεται απο
τον τύπο :

(b1, b2, ..., br)
T
= A−1 (z1, z2, ..., zr)

T ,

όπου Α είναι ο r x r πίνακας, του οποίου η i-οστη στήλη είναι το διάνυσµα Pi

για κάθε i = 1,2,...,r (b1, b2, ..., br)T , (z1, z2, ..., zr)T είναι οι πίνακες µε γραµµές
τα διανύσµατα b1, b2, ..., br και z1, z2, ..., zr αντίστοιχα.

Το παρακάτω αποτέλεσµα, δίνει εναν αλγόριθµο για τον προσδιορισµό του
υποσυνδέσµου που παράγεται απο ενα πεπερασµένο σύνολο γραµµικά ανε-
ξάρτητων και θετικών διανυσµάτων.

Θεώρηµα 2.1.4 (Πολυράκης 1999, Θεώρηµα 3.7)
ΈστωΖουποσύνδεσµος τουC(Ω), ο οποίοςπαράγεται απο το σύνολο {z1, z2, ..., zr}
και έστω µ ∈ N. Αν β είναι η βασική συνάρτηση των z1, z2, ..., zr τα (i) και (ii)
είναι ισοδύναµα :

(i) dim(Z) = µ.
(ii) R(β) = {P1, P2, ..., Pµ}.

Aν ισχύει το (ii), ο Ζ κατασκευάζεται ως εξής :
(α) Αρίθµηση του R(β) έτσι ώστε τα r πρώτα διανύσµατα να είναι γραµµικώς
ανεξάρτητα (όπως έχει δειχθεί και στο άρθρο τουΠολυράκη(1999) µια τέτοια
αρίθµηση υπάρχει πάντα.) Συµβολίζουµε πάλι µε Pi , i=1,2,... µ τη νέα αρίθ-
µηση και θέτουµε Ir+k = {t ∈ ω | β (t) = Pr + k} , για κάθε k = 1,2,..., µ-r.

(β) Ορίζουµε τα διανύσµατα zr+k, k= 1,2,..., µ-r ως εξής :
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zr+k (i) = z(i) αν i ∈ Ir+k και zr+k (i) = 0 αν i ̸∈ Ir+k ,
όπου z= z = z1 + z2 + ...+ zr.

(γ) Z= [z1, z2, ..., zr, ...zµ].

(δ) Μια θετική βάση {b1, b2, ..., bµ} του Ζ κατασκευάζεται ως εξής : Θεωρούµε
την βασική συνάρτηση γ των διανυσµάτων z1, z2, ..., zr, ...zµ και υποθέτουµε
οτι:

{P ′
1, P

′
2, ..., P

′µ}

είναι το σύνολο τιµών της γ. (Το σύνολο τιµών της γ έχει ακριβώς µ στοι-
χεία). Τότε :

(b1, b2, ..., bµ)
T
= D−1 (z1, z2, ..., zµ), (4)

όπου D είναι ο µ x µ πίνακας µε στήλες τα διανύσµατα P ′
1, P

′
2, ...P

′
µ .

2.2 Βάση Προβολής (Projection Βasis)
Η έννοια της βάσης προβολής (projection basis) έχει οριστεί στο άρθρο του

Πολυράκη(2003) για έναν υπόχωρο L του C(Ω) πεπερασµένων διαστάσεων,ο
οποίοςπαράγεται απο ταγραµµικώςανεξάρτητα, θετικά διανύσµατα y1, y2, ..., yr
τουC (Ω),και ο οποίοςπεριέχεται σε ένανπεπερασµένων διαστάσεωνσύνδεσµο-
υπόχωρο W του C (Ω) Αυτή η βάση {b̃1, b̃2, ..., b̃r} , ονοµάζεται βάση προβολής
γιατί τα στοιχεία της είναι προβολές των στοιχείων της θετικής βάσης του
συνδέσµου-υποχώρου W. Στην περίπτωση που ο υποσύνδεσµος Ζ του C (Ω)
που παράγεται απο τον L είναι πεπερασµένων διαστάσεων, βάση προβολής
µπορεί να οριστεί µε ανάλογο τρόπο παίρνοντας τις προβολές της θετικής
βάσης του Ζ στον L.

Θεώρηµα 2.2.1 (Πολυράκης 2003, Θεώρηµα 9)
ΕστωΖουποσύνδεσµος τουC(Ω) ,ο οποίοςπαράγεται απο το σύνολο {z1, z2, ..., zr}
γραµµικά ανεξάρτητων και θετικών διανυσµάτων του C(Ω) , και υποθέτουµε
οτι dim(Z)= µ. Έστω οτι ακολουθούµε τα βήµατα και χρησιµοποιούµε τους
ίδιους συµβολισµούς του (ii) του Θεωρήµατος 9 για τον προσδιορισµό µιας θε-
τικής βάσης {b1, b2, ..., bµ} του Ζ όπως δίνεται απο το (4). Οπότε υποθέτουµε
οτι β είναι η βασική συνάρτηση των διανυσµάτων z1, z2, ..., zr καιP1, P2, ..., Pr, ..., Pr+1,
..., Pµ είναι µια αρίθµηση του R(β) τέτοια ώστε τα διανύσµατα P1, P2, ..., Pr να
είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και υποθέτουµε επίσης οτι τα zr+1, zr+2, ..., zµ
είναι τα νέα διανύσµατα, τα οποία κατασκευάζονται στο (β) του θεωρήµατος
9.
Αν L = [z1, z2, ..., zr] ειναι ο υπόχωρος του C(Ω), ο οποίος παράγεται απο τα

διανύσµατα z1, z2, ..., zr, έχουµε οτι :
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(i) Z = L ⊕[zr+1, zr+2, ..., zµ]
(ii) {br+1, br+2, ..., bµ} = {2zr+1, 2zr+2, ..., 2zµ}
(iii) Αν bi = b̃i + b′i , µε b̃i ∈ L και b′i ∈ [zr+1, zr+2, ...zµ], για κάθε i = 1,2,...,

r , τότε {b̃1, b̃2, ..., b̃r} είναι µια βάση του L, την οποία ονοµάζουµε projection
βάση του L και δίνεται απο τον τύπο :

(
b̃1, b̃2, ..., b̃r

)T

= A−1 (z1, z2, ..., zr)
T ,

όπου Α είναι ο n x n πίνακας του οποίου η i-οστή στήλη είναι το διάνυσµα Pi,
για i = 1,2, ..., r. Αυτή η βάση έχει την ιδιότητα : Οι r πρώτες συντεταγµένες
οποιουδήποτε στοιχείου x του L στην βάση {b1, b2, ..., bµ} συµπίπτουν µε τις
αντίστοιχες συντεταγµένες του x στην βάση {b̃1, b̃2, ..., b̃r} , δηλαδή

x =
µ∑

i=1

λibi ∈ L =⇒ x =
r∑

i=1

λib̃i.
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Κεφάλαιο 3

Μεγιστικές Υποαγορές

3.1 Το µοντέλο
Το µοντέλο που µελετάµε είναι δυο περιόδων µε πεπερασµένο αριθµό κα-

ταστάσεων Ω = {1, 2, 3, ..., s} τη χρονική στιγµή 1 και πεπερασµένο αριθµό
χρηµατοϊκονοµικών συµβολαίων (assets), µε αποδόσεις οι οποίες δίνονται απο
τα διανύσµατα x1, x2, ..., xn ∈ Rm.

’Ένα χαρτοφυλάκιο (portfolio) είναι ένα διάνυσµα θ = (θ1, θ2, ..., θn) ∈ Rn ,
όπου θi ο αριθµός των µονάδων του i-συµβολαίου. Τότε T (θ) =

∑
{θixi} ∈ Rm

είναι η απόδοση του θ. Και αφού ο τελεστής Τ είναι 1-1, αντιστοιχίζει τα χαρ-
τοφυλάκια µε τις αποδόσεις τους. Θα αναφέρουµε τα x1, x2, ..., xn ως πρω-
ταρχικά συµβόλαια και τον υπόχωρο

X = [x1, x2, ..., xn]

τουRm που παράγεται απο τα xi , ως space of marketed securities ή asset span
και τα διανύσµατα του X θα αναφέρονται επίσης ως χαρτοφύλακια. Σε αυτή
τη µελέτη υποθέτουµε οτι το riskless bond 1 περιέχεται στον X .
Ένα διάνυσµα x ∈ Rm είναι marketed ή replicated αν το x ειναι η απόδοση κά-

ποιου χαρτοφυλακίου θ ,ή ισοδύναµα αν x ∈ X .

Υπενθυµίζουµε οτιRm = {x = (x(1), x(2), ..., x(m))|x(i) ∈ R∀i}. Για οποιο-
δήποτε x = (x(1), x(2), .., x(m)) ∈ Rm συµβολίζουµε µε ||x|| την Ευκλείδια
νόρµα, µε ||x||∞ = max{|x(i)| i = 1, 2, ...,m} την Supremum νόρµα του x και το
σύνολο supp(x) = {i = 1, 2, ...,m|x(i) ̸= 0} είναι ο φορέας του x. Το x είναι ένα
δυαδικό διάνυσµα αν x ̸= 0, x ̸= 1 και x(i) = 0 ή x(i) = 1, ∀i.

Το δικαίωµα αγοράς (call option), το οποίο εγγράφεται στο διάνυσµα x, µε
τιµή εξάσκησηςα είναι το διάνυσµα c(x, α) = (x−α1)+. Το δικαίωµαπώλησης
(put option), το οποίο εγγράφεται στο διάνυσµα x, µε τιµή εξάσκησης α είναι
το διάνυσµα p(x, α) = (α1−x)+. Έχουµε οτι x−α1 = c(x, α)−p(x, α) (put-call
parity)
Εαν αµφότερα c(x, α) > 0 και p(x, α) > 0, τότε λέµε οτι το δικαίωµα αγο-

ράς c(x, α) και το δικαίωµα πώλησης p(x, α) είναι µη-τετριµµένα, και επίσης
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οτι α είναι µια µη-τετριµµένη τιµή εξάσκησης του x. Θα συµβολίζουµε µε
Kx το σύνολο των µη-τετριµµένων τιµών εξάσκησης του x. Αν τα c(x, α) και
p(x, α) ανήκουν στο Χ, τότε λέµε οτι τα c(x, α) και p(x, α) είναι replicated.

Η πλήρωση µε δικαιώµατα του Χ είναι ο υπόχωρος του Rm,ο οποίος προ-
κύπτει επαγωγικά προσθέτοντας στην αγορά τα δικαιώµατα αγοράς και πώ-
λησης των χρεογράφων που διατίθενται στην αγορά και αφαιρώντας ξανά δι-
καιώµατα αγοράς και πώλησης τα οποία ξαναπροστίθενται στην αγορά. Στο
άρθρο ”Η πλήρωση των αγορών” των Κούντζάκη και Πολυράκη (2006) δίνε-
ται ο µαθηµατικός ορισµός της πλήρωσης µε δικαιώµατα σε αγορές µε άπειρο
αριθµό καταστάσεων. Μια πιο γενική µελέτη της πλήρωσης της αγοράς µε
δικαιώµατα παρουσιάζεται όταν τα δικαίωµατα δεν λαµβάνονται ως προς το
riskless bond 1 αλλά ως προς ένα άλλο διάνυσµα απο έναν υπόχωρο U του Rm

και η πλήρωση του Χ µε δικαιώµατα συµβολίζεται µε FU (X).

3.2 Η πλήρωση του Χ µε δικαιώµατα
Σε αυτή την ενότητα περιγράφουµε την µέθοδο προσδιορισµού του F1(X).

Θυµηθείτε οτι ο Χ παράγεται απο τα γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα
x1, x2, ..., xn, όχι απαραίτητα θετικά και οτι 1 ∈ X . Όπως έχουµε ξαναπεί,
η πλήρωση του Χ µε δικαιώµατα είναι ο υποσύνδεσµος του Rm που παράγε-
ται απο το Χ.
Για να χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα 9 για τον προσδιορισµό µιας θετικής
βάσης του F1 (X) πρέπει να προσδιορίσουµε ενα σύνολο γραµµικά ανεξάρτη-
των, θετικών διανυσµάτων {y1, y2, ..., yr} τουRm τέτοια ώστε ο υποσύνδεσµος
που παράγεται απο τα {y1, y2, ..., yr} να είναι ο F1 (X). Αυτό το σύνολο ονοµά-
ζεται στο άρθρο των Κουντζάκη και Πολυράκη (2006) basic set of the market.
Στο ίδιο άρθρο αποδεικνύεται οτι κάθε µεγιστικό υποσύνολο {y1, y2, ..., yr},
γραµµικά ανεξάρτητων θετικών διανυσµάτων, του συνόλου

A = {x1
+, x1

−, x2
+, x2

−, ..., xn
+, xn

−},

είναι ενα basic set .Παρατηρείστε οτι τα διανύσµατα του basic set δεν είναι απα-
ραίτητα στοιχεία του Χ.
Στην παρούσα µελέτη έχουµε υποθέσει οτι το riskless bond 1 περιέχεται

στον Χ, το οποίο συνεπάγεται οτι µπορούµε να βρούµε ενα basic set που να
αποτελείται απο n γραµµικώς ανεξάρτητα και θετικά διανύσµατα του Χ κά-
νοντας χρήση του παρακάτω λήµµατος.Αυτό είναι σηµαντικό για τη µελέτη
µας.

Λήµµα 3.2.1 Αν α = max {∥ xi ∥inf| i = 1, 2, ..., n}, τότε τουλάχιστον ένα απο
τα παρακάτω σύνολα θετικών διανυσµάτων :

{yi = α1− xi, | i = 1, 2, ..., n} και zi = {2α1− xi, | i = 1, 2, ..., n} ,

αποτελείται απο γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα.

Απόδειξη
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Απο τον τρόπο που ορίζεται το α έχουµε οτι : −α1 ≤ xi ≤ α1 . Άρα τα διανύ-
σµατα yi, zi είναι θετικά διανύσµατα του Χ για κάθε i. Εύκολα µπορούµε να
δείξουµε οτι τα διανύσµαταwi = λ1−xi , i= 1,2,..., n είναι γραµµικώς ανεξάρ-
τητα αν και µόνο αν λ1 είναι ένα διάνυσµα,το οποίο ανήκει στην affine θήκη
των x1, x2, ..., xn. Άρα τουλάχιστον ένα απο τα σύνολα του λήµµατος αποτε-
λείται απο γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα.

Ορισµός 3.2.2 Οποιοδήποτε σύνολο y1, y2, ..., yn, n γραµµικάανεξάρτητωνκαι
θετικών διανυσµάτων του Χ αποτελεί ενα basic set of marketed securities.

Γενικά µπορούµε να βρούµε διάφορα basic sets of marketed securities. Ένα τέ-
τοιο σύνολο είναι µια βάση τουΧ, αποτελούµενη απο θετικά διανύσµατααλλά
γενικά αυτή η βάση δεν είναι µια θετική βάση του Χ. Άρα για κάθε basic set ο
υπόχωρος που παράγεται απο το σύνολο αυτο ειναι ο Χ. Αρα ο υποσύνδεσµος
που παράγεται απο αυτό το basic set είναι η πλήρωση του Χ µε δικαιώµατα.
Οπότε έχουµε :

Θεώρηµα 3.2.3 Ο υποσύνδεσµος του Rm , ο οποίος παράγεται απο ένα basic
set {y1, y2, ..., yn} of marketed securities είναι ο F1 (X).

Για τον προσδιορισµό της θετικής βάσης {bi} του F1 (X) , η οποία είναι δια-
µέριση της µονάδας, ακολούθουµε τα βήµατα του αλγορίθµου όπως βλέπουµε
στο Θεώρηµα 2.1.4 , όπου βρίσκουµε µια θετική βάση του υποσυνδέσµου του
Rm ο οποίος παράγεται απο έναπεπερασµένο σύνολο γραµµικά ανεξάρτητων
και θετικών διανυσµάτων. Ξεκινάµε προσδιορίζοντας ένα basic set of marketed
securities {y1, y2, ..., yn}. Στη συνέχεια προδιορίζουµε την βασική συνάρτηση β
των y1, y2, ..., yn. Η συνάρτηση αυτή έχει οριστεί στο προηγούµενο κεφάλαιο,
και είναι η παρακάτω :(
y1(i)

y(i)
,
y2(i)

y(i)
, ...,

yn(i)

y(i)

)
, για κάθε i ∈ {1, ...,m} µε y(i) > 0 ,

όπου y = y1 + y2 + ... + yr . Αυτή η συνάρτηση παίρνει τιµές στο simplex

∆n = {ξ ∈ Rn
+ |

n∑
i=1

ξi = 1} Rn
+.

Συµβολίζουµε µε R(β) το σύνολο τιµών της β και µε cardR(β) τον πληθικό
αριθµό τουR(β). Συνεχίζοντας την διαδικασία που περιγράφεται απο τον αλ-
γόριθµο λαµβάνουµε µια θετική βάση {d1, d2, ..., dµ} του F1(X) .
Μεκανονικοποίηση της βάσης {di}λαµβάνουµε τηνθετική βάση {bi} τουF1(X),
η οποία είναι διαµέριση της µονάδας. Μάλιστα τα διανύσµατα di έχουν ξέ-

νους φορείς, απο την Πρόταση 2.1.1 . Αν 1 =
µ∑

i=1

ρidi είναι η ανάπτυξη του 1

στη βάση {di} , για κάθε j ∈ supp (di) έχουµε οτι 1 (1) = 1 = ρidi (j) , εποµέ-

νως di (j) =
1

ρi
. Άρα κάθε di είναι σταθερό στον φορέα του και ρi =

1

∥di∥∞
,

για κάθε i . Τα διανύσµατα bi , ως πολλαπλάσια των διανυσµάτων di ορίζουν
µια θετική βάση του F1(X) . Αυτή η βάση είναι διαµέριση της µονάδας γιατί

1 =
µ∑

i=1

bi .
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Οπότε έχουµε :

Θεώρηµα 3.2.4 ΟF1(X) έχει µια θετική βάση {b1, b2, ..., bµ}, η οποία είναι δια-
µέριση της µονάδας.

Κάνοντας χρήση του Θεωρήµατος 2.1.4 , έχουµε οτι η διάσταση του F1(X)
ισούται µε τον πληθικό αριθµό του R(β) . Οπότε αν το R(β) έχει n στοιχεία,
τότε F1(X) = X και οποιοδήποτε δικαίωµα είναι replicated. Αν R(β) έχει µ στοι-
χεία τότε F1(X) = Rm και τα δικαιώµατα γεµίζουν όλο το χώρο Rm . Αυτό
εκφράζεται στο παρακάτω αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 3.2.5 Η διάσταση του F1(X) ισούται µε τον πληθικό αριθµό του συ-
νόλου τιµών R(β), εποµένως έχουµε :

(i) F1(Χ) = X αν και µόνο αν cardR(β) = n
(ii) F1(Χ) = Rm αν και µόνο αν cardR(β) = m
(iii) F1 (X) ⫋ Rm αν και µόνο αν cardR(β) < m

3.3 Μεγιστικές υποαγορές
Για την µελέτη των µεγιστικών υποαγορών η έννοια της βάσης προβολής

παίζει σηµαντικό ρόλο. Στο προηγούµενο κεφάλαιο έχουµε εισάγει την έννοια
της βάσης προβολής για έναν πεπερασµένων διαστάσεων υπόχωρο του C(Ω),
ο οποίος παράγεται απο έναν πεπέρασµένο αριθµό γραµµικά ανεξάρτητων
και θετικών διανυσµάτων του C(Ω) . Στην περίπτωση που ο Ω είναι πεπερα-
σµένος, ο C(Ω) είναι ο Rκ , όπου κ ο πληθικός αριθµός του Ω. Σε αυτή την
ενότητα, υποθέτουµε οτι ο Χ παράγεται απο ένα basic set of marketed securities,
το οποίο συµβολίζουµε πάλι µε {x1, x2, ..., xn}. Απο το λήµµα 3.2.1 αυτό είναι
πάντα εφικτό. Άρα υποθέτουµε οτι Χ = [x1, x2, ..., xn] είναι ο υπόχωρος τουRm

ο οποίος παράγεται απο τα γραµµικώς ανεξάρτητα και θετικά διανύσµατα xi

του Rm. Υποθέτουµε οτι Ζ είναι ο υποσύνδεσµος του Rm που παράγεται απο
το Χ, µε dim(Z) = µ , β είναι η βασική συνάρτηση των διανυσµάτων xi και οτι
P1, P2, ..., Pn, Pn+1, ..., Pµ είναι µια αρίθµηση του συνόλου τιµών της β τέτοια
ώστε τα n πρώτα διανύσµατα P1, P2, ..., Pn να είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.
Όπως έχουµε δείξει παραπάνω, Ζ είναι η πλήρωση F1(X) του Χ.
Υποθέτουµε οτι ακολουθούµε τα βήµατα του (ii) τουΘεωρήµατος 2.1.4 και

προσδιορίζουµε µια θετική βάση {d1, d2, ..., dn} του F1(X) ,η οποία δίνεται απο
το (4). Παρατηρείστε οτι στο προηγούµενο κεφάλαιο αυτή η βάση συµβολίζε-
ται µε {b1, b2, ..., bn} αλλά εδώ χρησιµοποιούµε αυτόν τον συµβολισµό για την
θετική βάση του F1(X), η οποία είναι διαµέριση της µονάδας. Σύµφωνα µε το
Θεώρηµα 2.2.1 του προηγούµενου κεφαλαίου , αν(

d̃1, d̃2, ..., d̃n

)T

= A−1 (x1, x2, ..., xn)
T ,

όπου Α είναι ο n x n πίνακας, του οποίου η i-οστή στήλη είναι το διάνυσµα
Pi , τότε {d̃1, d̃2, ..., d̃n} είναι η βάση προβολής του Χ. Αυτή η βάση έχει την
ιδιότητα : Οι n πρώτες συντεταγµένες οποιουδήποτε στοιχείου x του Χ στη
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βάση {d1, d2, ..., dn} συµπίπτουν µε τις αντίστοιχες συντεταγµένες του x στη
βάση προβολής, δηλαδή:

x =
µ∑

i=1

λidi ∈ X =⇒ x =
n∑

i=1

λid̃i.

Υποθέτουµε οτι ui είναι µια θετική βάση τουF1(X) µε ui = θidi όπου θi > 0 για
κάθε i . Εύκολα µπορούµε να δείξουµε οτι {ũi = θid̃i} είναι βάση του Χ µε την
ιδιότητα : Οι n πρώτες συντεταγµένες οποιουδήποτε στοιχείου x που ανήκει
στο Χ στη βάση {u1, u2, ..., un} συµπίπτουν µε τις αντίστοιχες συντεταγµένες

του x στη βάση {ũ1, ũ2, ..., ũn} του Χ . Πράγµατι, αν x =
µ∑

i=1

λiui ∈ X , έχουµε

x =
µ∑

i=1

λiθidi , εποµένως x =
n∑

i=1

λiθid̃i =
n∑

i=1

λiũi .

Ως εκ τούτου {ũi} είναι µια βάση προβολής τουΧ και θα αναφερόµαστε σε αυ-
τήνως την βάση προβολής του Χ που αντιστοιχεί στη βάση {ui} . Σύµφωνα
µε αυτή την ορολογία η βάση προβολής {d̃i} του Χ, είναι η βάση προβολής του
Χ που αντιστοιχεί στη βάση {di}.

Πρόταση 3.3.1 Υποθέτουµε οτι {di} είναι η βάση του F1(X) όπως δίνεται απο
το (4) του Θεωρήµατος 2.1.4 και {d̃i} είναι η βάση προβολής του Χ που αντι-
στοιχεί στη βάση {di} .

Τότε {bi = di

∥di∥∞
| i = 1, 2, ..., µ} είναι η θετική βάση του F1(X) , η οποία

είναι διαµέριση της µονάδας και {b̃i = d̃i

∥di∥∞
| i = 1, 2, ..., n} είναι η βάση προ-

βολής του Χ που αντιστοιχεί στη βάση {bi} του F1(X).

Απόδειξη
Απο το Θεώρηµα 3.2.4 και τις παρατηρήσεις µετά, {bi = di

∥di∥∞
} είναι η θετική

βάση του F1(X), η οποία είναι διαµέριση της µονάδας. ’Οπως είδαµε νωρίτερα,
{b̃i = d̃i

∥di∥∞
} είναι η βάση προβολής του Χ που αντιστοιχεί στη βάση {bi} .

Ορισµός 3.3.2 Υποθέτουµε οτι Υ είναι υπόχωρος του Χ. Αν η πλήρωση µε δι-
καιώµατα του Υ περιέχεται στον Χ, δηλαδή F1(Y)⊆X , τότε λέµε οτι ο Υ είναι
replicated και αν επιπλέον για κάθε υπόχωρο Z του Χ, µε Y ⫋ Z έχουµε οτι
X ⫋ F1(Ζ) , τότε λέµε οτι ο Υ είναι µεγιστικός replicated υπόχωρος ή µεγι-
στική replicated υποαγορά του Χ .

Πρόταση 3.3.3 Ένας υπόχωρος Υ του Χ είναι µεγιστική replicated υποαγορά
του Χ, αν και µόνο αν ο Υ είναι µεγιστικός υποσύνδεσµος του Rm που περιέ-
χεται στον Χ, µε 1 ∈ Υ .

Απόδειξη
Υποθέτουµε οτι Υ είναι µεγιστικός replicated υπόχωρος του Χ. Τότε Y ⊆ F1(X)
⊆ X . Επίσης, ο υπόχωρος Ζ =F1(Y) του Χ είναι υποσύνδεσµος τουRm, ο οποίος
περιέχει το 1 , επειδή η πλήρωση F1(Y) του Υ είναι o υποσύνδεσµος του Rm

που παράγεται απο το {1} ∪ Y . Αν πάρουµε και πάλι την την πλήρωση του
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Ζ έχουµε οτι Ζ = F1 (Ζ) , εποµένως ο Ζ είναι µεγιστικός replicated υπόχωρος
του Χ. Αφου ο Υ είναι µεγιστική replicated υποαγορά έχουµε οτι Υ = Ζ και άρα
ο Υ είναι υποσύνδεσµος του Rm µε 1 ∈ Υ . Επίσης ο Υ είναι µεγιστικός υπο-
σύνδεσµος, γιατί για κάθε υποσύνδεσµο W του Rm µε Υ ⊆W ⊆ Χ , ο W είναι
replicated, εποµένως Υ = W .
Για το αντίστροφο υποθέτουµε οτι ο Υ είναι µεγιστικός υποσύνδεσµος του

Rm , ο οποίος περιέχεται στον Χ, µε 1 ∈ Υ. Αν υποθέσουµε οτι ο Υ δεν είναι
µεγιστικός replicated υπόχωρος , υπάρχει ένας υπόχωρος Ζ του Χ µε Υ ⫋ Ζ
και F1(Ζ) ⊆ Χ. Τότε F1(Ζ) είναι υποσύνδεσµος που περιέχει το 1 ,το οποίο εί-
ναι άτοπο. Εποµένως Υ είναι µεγιστική replicated υποαγορά.

Ορισµός 3.3.4 Έστω {bi, i = 1, ..., µ} θετική βάση του F1(Χ), η οποία είναι µια
διαµέριση της µονάδας και {b̃i | i = 1, ..., n} η βάση προβολής του Χ που αντι-
στοιχεί στη βάση {bi} . Μια διαµέριση δ = {σi | i = 1, ..., κ} του {1, ..., n} είναι
γνήσια (σε σχέση µε τη βάση προβολής {b̃i} του Χ ) αν για κάθε r = 1, 2, ...,

κ, το διάνυσµα wr =
∑

i∈σr
b̃i είναι δυαδικό διάνυσµα µε

k∑
r=1

wr = 1. Αν επι-

πλέον η δ είναι µεγιστική, µε την έννοια οτι δεν υπάρχει γνήσια διαµέριση φ
του {1, ..., n} αυστηρά λεπτότερη απο την δ , τότε λέµε οτι δ είναι µεγιστική
γνήσια διαµέριση του {1, ..., n} .

Παρατήρηση : Για κάθε γνήσια διαµέριση δ του {1, ..., n} , τα διανύσµατα wr

στον παραπάνω ορισµό έχουν ξένους φορείς . Αυτο ισχύει, γιατί τα διανύ-
σµατα wr είναι δυαδικά διανύσµατα µε άθροισµα 1.

Πρόταση 3.3.5 Για κάθε γνήσια διαµέριση δ του {1, ..., n} , υπάρχει µια µεγι-
στική γνήσια διαµέριση του {1, ..., n} λεπτότερη της δ . Υπάρχει τουλάχιστον
µια µεγιστική γνήσια διαµέριση του {1, ..., n} .

Απόδειξη
Υποθέτουµε οτι {σ1, ...σκ} είναι µια γνήσια διαµέριση του {1, ..., n}. Λέµε

οτι ένα υποσύνολο σ του {1, ..., n} είναι άτοµο αν δεν υπάρχει ένα σύνολο ω⫋
σ διάφορο του κενού , έτσι ώστε

∑
i∈ω b̃i και

∑
i∈σ⧹ω b̃i να είναι δυαδικά δια-

νύσµατα. Κάθε σi είναι ένα πεπερασµένο σύνολο, άρα µπορούµε να διασπά-
σουµε κάθε σi σε ένα ανώτατο όριο ατόµων.Με αυτή τη διαδικασία παίρνουµε
µια µεγιστική γνήσια διαµέριση του {1, ..., n} λεπτότερη απο τη δ.
Τέλος σηµειώνεται οτι το σύνολο {1, ..., n} είναι µια γνήσια διαµέριση, αφού

n∑
i=1

b̃i = 1. Εποµένως µια µεγιστική γνήσια διαµέριση υπάρχει.

Θεώρηµα 3.3.6 Υποθέτουµε οτι δ = {σi | i = 1, ..., k} είναι µια γνήσια διαµέ-
ριση του {1, ..., n} και wr =

∑
i∈σr

b̃i για r = 1, ..., k. Τότε Υ = [w1, ..., wk] είναι
ένας υποσύνδεσµος τουRm , ο οποίος περιέχεται στον Χ, και {w1, ..., wk} είναι
µια θετική βάση του Υ, η οποία είναι διαµέριση της µονάδας. Θα αναφερόµα-
στε στον Υ ως τον υποσύνδεσµο του Rm που παράγεται απο την δ και θα
σύµβολίζουµε τον Υ µε Yδ . Για κάθε γνήσια διαµέριση φ του {1, ..., n} αυστηρά
λεπτότερη απο τη δ, Yδ είναι γνήσιος υπόχωρος του Yφ .
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Απόδειξη
Υποθέτουµε οτι δ = {σi | i = 1, ..., k} είναι µια γνήσια διαµέριση του {1, ..., n}
. Τότε wr =

∑
i∈σr

b̃i είναι δυαδικό διάνυσµα για κάθε r. Τα διανύσµατα wr

έχουν ξένους φορείς και επίσης ορίζουν µια διαµέριση της µονάδας. Άρα Yδ

= [w1, ..., wk ] είναι υποσύνδεσµος του Rm , ο οποίος περιέχεται στον Χ µε 1
∈ Yδ και {w1, ..., wk} είναι µια θετική βάση του Yδ , η οποία είναι διαµέριση
της µονάδας. Αν υποθέσουµε οτι φ = {ωi | i = 1, ..., τ} ειναι µια γνήσια δια-
µέριση του {1, ..., n} λεπτότερη απο τη δ τότε έχουµε : Κάθε σi διασπάται σε
πεπέρασµένο αριθµό ατόµων ωr1 , ωr2 , ..., ωrv άρα wr = vr1 + vr2 + ... + vrv ,
όπου vrj =

∑
i∈ωrj

b̃i. Αν Yϕ είναι ο υποσύνδεσµος που παράγεται απο τα δια-

νύσµατα vj =
∑

i∈ωj
b̃i , j = 1,2, ..., τ , έχουµε wj ∈ Yϕ για κάθε j = 1,2, ..., ,k,

εποµένως Yδ ⊆ Yϕ . Επειδή η φ είναι αυστηρά λεπτότερη απο τη δ , τουλά-
χιστον ένα wr διασπάται σε περισσότερα απο ένα διάνυσµα vj , άρα Yδ είναι
γνήσιος υπόχωρος του Yϕ.

Θεώρηµα 3.3.7 ’Εστω {bi, i = 1, ..., µ} η θετική βάση του F1(X) που είναι δια-
µέριση της µονάδας και έστω {b̃i, i = 1, ..., n} η βάση προβολής του Χ που
αντιστοιχεί στη βάση {bi}.
Υποθέτουµε οτι Υ είναι υποσύνδεσµος του Rm , ο οποίος περιέχεται στον

Χ µε 1 ∈ Υ . Αν {w1, ..., wk} είναι η θετική βάση του Υ, η οποία είναι διαµέριση
της µονάδας , τότε υπάρχει µια γνήσια διαµέριση δY = {σi | i = 1, ..., κ} του
{1, ..., n} τέτοια ώστε wr =

∑
i∈σr

b̃i για κάθε r , εποµένως Υ είναι ο υποσύν-
δεσµος που παράγεται απο τη διαµέριση δY . Η διαµέριση δY είναι µοναδική.
Για κάθε υποσύνδεσµο Ζ του Rm , ο οποίος περιέχεται στον Χ , µε Υ ⫋ Ζ ,

η διαµέριση δZ είναι αυστηρά λεπτότερη απο τη δY .

Απόδειξη
Η θετική βάση {w1, ..., wk} του Υ είναι µια διαµέριση της µονάδας, συνε-

πώς supp(wi) ∩ supp(wj) = ∅ για κάθε i ̸= j και
k∑

i=1

wr = 1. Επίσης τα διανύ-

σµατα wr είναι δυαδικά διανύσµατα . Υποθέτουµε οτι wr =
∑

i∈Φr
bi , όπου

Φr ⊆ {1, 2, ..., µ} είναι η ...... του wr στη βάση bi . Εύκολα µπορούµε να δεί-
ξουµε οτι {Φr | r = 1, 2, ..., k} είναι διαµέριση του {1, ..., µ} . Επειδή b̃i είναι η
βάση προβολής του Χ που αντιστοιχεί στη βάση bi , έχουµε οτι wr =

∑
i∈σr

b̃i
,όπου σr = ϕr ∩{r = 1, 2, ..., n}. Κάθε wr , ως διάνυσµα της θετικής βάσης του
Υ , είναι µη-µηδενικο εποµένως σr ̸= ∅ για κάθε r = 1, 2, ..., k . Επίσης κάθε
wi είναι ένα δυαδικό διάνυσµα συνεπώς δ = σr | r = 1, 2, ..., k είναι µια γνήσια
διαµέριση του {1, ..., n} . Απο το Θεώρηµα 3.3.6 , Υ είναι ο υποσύνδεσµος του
Rm , ο οποίος παράγεται απο τη διαµέριση δ . Επι πλέον η διαµέριση δ είναι
µοναδική, γιατί η ..... wr =

∑
i∈ϕr

b̃i είναι µοναδική και σύµβολίζουµε αυτή τη
διαµέριση µε δY .
Υποθέτουµε οτι Ζ είναι ο υποσύνδεσµος του Rm , τέτοιος ώστε Υ⊆ Ζ⊆ Χ.

Θα δείξουµε επίσης οτι η διαµέριση δZ είναι αυστηρά λεπτότερη απο τη δY .
Υποθέτουµε οτι {z1, ..., zλ} είναι η θετική βάση του Ζ, η οποία είναι διαµέριση
της µονάδας. Υποθέτουµε επίσης οτι δZ = {ω1, ω2, ..., ωλ}. Τότε zr =

∑
i∈ωr

b̃i
για κάθε r = 1, 2, ..., λ . Επειδή Υ είναι γνήσιος υπόχωρος του Ζ, έχουµε οτι
λ > k και επίσης οτι κάθε wr µπορεί να ...... στη βάση {zi} του Ζ. Υποθέτουµε
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οτι wr =
∑

i∈Ψr
zi, όπου Ψr ⊆ {1, 2, ..., λ}, είναι η ..... του wr στη βάση {zi}.

Τότε {Ψr | r = 1, ..., k} είναι διαµέριση του {1, ..., λ}. Έτσι έχουµε

wr =
∑

i∈Ψr
zi =

∑
i∈Ψr

(∑
j∈ωi

b̃j

)
,

άρα σr =
∪

i∈Ψr
ωi. Εποµένως κάθε ωi περιέχεται σε κάποιο σr. Επιπλέον, αυ-

τός ο εγκλεισµός είναι γνήσιος για τουλάχιστον ένα i, αφού Υ είναι γνήσιος
υπόχωρος του Ζ, άρα δZ είναι αυστηρά λεπτότερη απο τη δY .

Θεώρηµα 3.3.8 Έστω {bi, i = 1, ..., µ} η θετική βάση του F1(X), η οποία είναι
διαµέριση της µονάδας και έστω {b̃i, i = 1, ..., n} η βάση προβολής του Χ που
αντιστοιχεί στη βάση {bi}. Αν Υ είναι υπόχωρος του Χ, τα επόµενα είναι ισο-
δύναµα :

(i) ο Y είναι µεγιστική replicated υποαγορά του Χ.
(ii) Υπάρχει γνήσια διαµέριση δ = {σi | i = 1, ..., } του {1, ..., n} έτσι ώστε Υ

να είναι ο υποσύνδεσµος του Rm που παράγεται απο τη δ.

Το σύνολο των µεγιστικών replicated υποαγορών του Χ είναι µη κενό.

Απόδειξη

(i) =⇒ (ii)
Υποθέτουµε οτι Υ είναι µεγιστικός replicated υπόχωρος του Χ. Τότε, απο το
Θεώρηµα 3.3.7 , υπάρχει µια γνήσια διαµέριση δY του {1, ..., n} έτσι ώστε Υ
να είναι ο υποσύνδεσµος του Rm που παράγεται απο τη δY . Επίσης η δY είναι
µεγιστική γιατί αν υποθέσουµε οτι φ είναι µια γνήσια διαµέριση του {1, ..., n}
αυστηρά λεπτότερη απο τη δ και Ζ είναι ο υποσύνδεσµος τουRm που παράγε-
ται απο την φ , τότε απο το Θεώρηµα 3.3.6 έχουµε οτι Y ⫋ Z ⊆ X . Αλλά ο Ζ,
ως υπόχωρος που περιέχει το 1 είναι replicated. Αυτό είναι άτοπο, εποµένως η
δY είναι µεγιστική.
(ii)=⇒ (i)
Υποθέτουµε οτι Υ είναι ο υποσύνδεσµος του Rm, ο οποίος παράγεται απο την
µεγιστική γνήσια διαµέριση δ του {1, ..., n} . Τότε 1 in Y. Αν υποθέσουµε οτι W
είναι replicated υπόχωρος του Χ, ο οποίος περιέχει τον Υ ως γνήσιο υπόχωρο
έχουµε Υ ⫋ W ⊆ F1(W) ⊆ X . Επίσης F1(W) είναι υποσύνδεσµος. Απο το Θε-
ώρηµα 3.3.7 η διαµέριση δZ , η οποία παράγει τον Ζ, είναι αυστηρά λεπτότερη
απο τη δ, το οποίο είναι άτοπο. ’Αρα ο Υ είναι µεγιστικός replicated υπόχωρος
του Χ.
Απο την Πρόταση 3.3.5, µια µεγιστική γνήσια διαµέριση δ του {1, ..., n}

υπάρχει. Αυτή η διαµέριση παράγει µια µεγιστική replicated υποαγορά.
Definition Η ένωση όλων των µεγιστικών replicated υποχώρων της αγοράς εί-
ναι ο replicated kernel της αγοράς.

Πρόταση 3.3.9 Ο replicated kernel της αγοράς είναι το σύνολο όλων των x ∈ X
έτσι ώστε κάθε δικαίωµα που εγράφεται στο x να είναι replicated.
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Απόδειξη
Συµβολίζουµε µε R το σύνολο όλων των διανυσµάτων x του Χ, έτσι ώστε

κάθε δικαίωµα που εγγράφεται στο x να είναι replicated και µε F , την οικογέ-
νεια των µεγιστικών replicated υποαγορών του Χ. ’Εστω y ∈ Y και Y ∈ F. Τότε
Υ είναι υποσύνδεσµος που περιέχεται στον Χ µε 1 ∈ Υ Αν [y] είναι ο υπόχω-
ρος που παράγεται απο το y, τότε η πλήρωση του [y] µε δικαιώµατα είναι ο
υποσύνδεσµος που παράγεται απο το [y] ∪ 1, εποµένως περιέχεται στον Υ
και F1([y])⊆ Y⊆ X . Ως εκ τούτου κάθε δικαίωµα που εγγράφεται y στο είναι
replicated, άρα y ∈ R. Οπότε έχουµε οτι ∪Y ∈FY ⊆ R.
Για το αντίστροφο υποθέτουµε οτι y ∈ R. Τότε Υ = F1([y]) είναι υποσύν-

δεσµος του Rm, ο οποίος περιέχεται στο Χ µε 1 ∈ Υ. Απο το Θεώρηµα 3.3.7 ,
ο Υ παράγεται απο µια γνήσια διαµέριση δY του {1, ..., n} και απο την Πρό-
ταση 3.3.5 , η δY περιέχεται στη µεγιστική γνήσια διαµέριση δ του {1, ..., n}.
Εποµένως ο Υ περιέχεται στη µεγιστική replicated υποαγορά Yδ του Χ. Άρα y
∈ ∪Y ∈FY και το θεώρηµα είναι αληθές.

Είναι φανερό οτι ο µονοδιάστατος υπόχωρος [1] είναι replicated υποσύνδεσµος,
ο οποίος περιέχεται σε κάθε replicated υποαγορά Υ του Χ. Επίσης τα δικαιώ-
µατα που εγγράφονται σε στοιχεία του [1] είναι τετριµµένα. Έτσι θα ανα-
φερόµαστε στο [1] ως την τετριµµένη replicated υποαγορά (υπόχωρο) του Χ.
Κάθε replicated υπόχωροςΥ ̸= [1] τουΧείναιµη τετριµµένος replicated submarket.
Δίνουµε τώρα έναν χαρακτηρισµό των αγορών χωρίς δυαδικά διανύσµατα
όσον αφορά replicated υποχώρους.

Θεώρηµα 3.3.10 Η αγορά Χ δεν περιέχει δυαδικά διανύσµατα αν και µόνο αν
ο Χ δεν έχει µη-τετριµµένες µεγιστικές replicated υποαγορές.

Απόδειξη
Υποθέτουµε οτι ο Χ δεν περιέχει δυαδικά διανύσµατα. Αν Υ είναι µια µη-

τετριµµένη µεγιστική replicated υποαγορά του Χ, τότε Υ είναι υποσύνδεσµος
του Rm που περιέχει τον [1] ως γνήσιο υπόχωρο. Αν {z1, z2, ..., zr} είναι η θε-
τική βάση του Υ, η οποία είναι διαµέριση της µονάδας, τότε r ≥ 2 , εποµένως
κάθε zi είναι δυαδικό διάνυσµα. Άτοπο, αφου ο Χ δεν περιέχει µη-τετριµµένες
µεγιστικές replicated υποαγορές.
Για το αντίστροφο υποθέτουµε οτι ο Χ δεν έχει µη-τετριµµένές maximal

replicated υποαγορές. Αν υποθέσουµε οτι y είναι δυαδικό διάνυσµα του Χ, τότε
z = 1 - y είναι επίσης δυαδικό διάνυσµα και y , z έχουν ξένους φορείς. Έυκολα
µπορούµε να δείξουµε οτι {y, z} είναι µια θετική βάση του υποχώρου Υ του
Χ , ο οποίος παράγεται απο τα διανύσµατα y , z. Απο την Πρόταση 2.1.1, ο Υ
είναι υποσύνδεσµος του Rm . Απο το Θεώρηµα 3.3.7 ο Υ παράγεται απο απο
µια γνήσια διαµέριση δY {1, 2, ..., n}. Απο την Πρόταση 3.3.5 υπάρχει µια γνη-
σια διαµέριση δ λεπτότερη απο τη δY . Απο το Θεώρηµα 3.3.8 µια µεγιστική
replicated υποαγορά Ζ του Χ, η οποία περιέχει τον Υ, υπάρχει.
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Κεφάλαιο 4

Παραδείγµατα
προσδιορισµού των
µεγιστικών replicated
υποχώρων και του
replicated kernel της αγοράς

Στα παρακάτω παραδείγµατα προσδιορίζουµε τους µεγιστικούς replicated
υποχώρους και τον replicated kernel της αγοράς . Γι’αυτό ακολουθούµε τα πα-
ρακάτω βήµατα :

(1) Προσδιορίζουµε ένα basic set {y1, y2, ..., yn} of marketed securities.
Προσδιορίζουµε τη βασική συνάρτηση β των διανυσµάτων yi και το
σύνολο τιµών R(β) της β. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.1.4 προσδιορίζουµε
µια θετική βάση {d1, ..., dµ} του F1(X).

(2) Σύµφωναµε τοΘεώρηµα 2.2.1 , προσδιορίζουµε τη βάσηπροβολής {d̃1,..., d̃µ}
του Χ.

(3) Προσδιορίζουµε τη βάση {b1, ..., bµ} του F1(X), η οποία είναι διαµέριση
της µονάδας και την αντίστοιχη βάση προβολής {b̃1, ..., b̃µ} του Χ. Τα
στοιχεία αυτών των βάσεων δίνονται απο τους τύπους bi = di

∥di∥∞
,

i = 1,2, ..., µ και b̃i = d̃i

∥di∥∞
, i = 1,2, ..., n .

(4) Προσδιορίζουµε τις µεγιστικές γνήσιες διαµερίσεις του {1, ..., n}. Για κάθε
µεγιστική γνήσια διαµέριση δ προσδιορίζουµε τη µεγιστική replicated
υποαγορά που παράγεται απο τη δ. Η ένωση όλων των maximal replicated
υποαγορών είναι ο replicated kernel της αγοράς.
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Παράδειγµα 1

Έστω οτι :
x1 = (1, 0, -1, 0, 0), x2 = (1, -1, 0, 2, 2), x3 = (0, -1, -2, -1, -1) ,

είναι τα πρωταρχικά συµβόλαια και Χ = [x1, x2, x3] ο marketed space. Παρα-
τηρούµε οτι το 1 = x1 − x3 ∈ X , δηλαδή το riskless bond 1 ανήκει στο Χ. Επειδή
max{∥ xi ∥∞| i = 1, 2, 3} = 2, κάνοντας χρήση του λήµµατος βρίσκουµε οτι τα
διανύσµατα :

y1 = 21− x1 = (1, 2, 3, 2, 2),
y2 = 21− x2 = (1, 3, 2, 0, 0),
y3 = 21− x3 = (2, 3, 4, 3, 3)

αποτελούν ένα basic set of marketed securities.

Η βασική συνάρτηση των διανυσµάτων είναι :

β(i) =
1

yi
(y1(i), y2(i), y3(i)) , για i = 1, ..., 5 ,

όπου y =
3∑

i=1

yi.

Βρίσκουµε οτι :

β(1) =
1

4
(1, 1, 2) = P1 , β(2) =

1

8
(2, 3, 3) = P2 , β(3) =

1

9
(3, 2, 4) = P3 ,

β(4) = β(5) =
1

5
(2, 0, 3) = P4 .

Εποµένως card (R(β)) = 4, άρα F1(X) είναι τετραδιάστατος υπόχωρος του R5 .
Τα τρία πρώτα διανύσµατα P1, P2, P3 του R(β) είναι γραµµικώς ανεξάρτητα
οπότε διατηρούµε την αρίθµηση του R(β). Σύµφωνα µε τοΘεώρηµα 2.1.4 , I4 =
β−1 (P4) = {4, 5} και ορίζουµε το νέο διανύσµα y4 = (0, 0, 0, 5, 5). Η βασική
συνάρτηση των διανυσµάτων y1, y2, y3, y4 είναι :

γ(i) =
1

y′(i)
(y1(i), y2(i), y3(i), y4(i)), για i= 1, ..., 5 ,

όπου y’ =
4∑

i=1

yi.

Βρίσκουµε οτι :

γ(1) =
1

4
(1, 1, 2, 0) = P ′

1 , γ(2) =
1

8
(2, 3, 3, 0) = P ′

2 , γ(3) =
1

9
(3, 2, 4, 0) = P ′

3 ,

γ(4) = γ(5) =
1

5
(2, 0, 3, 5) = P ′

4 .

Μιαθετική βάση τουF1(X) δίνεται απο τον τύπο (d1, d2, d3, d4)T =D−1 (y1, y2, y3, y4)
T ,

όπου D είναι ο πίνακας µε στήλες τα διανύσµατα P ′
i , i = 1, ..., 4 και έχουµε οτι:
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d1
d2
d3
d4

 =


1/4 2/8 3/9 2/10
1/4 3/8 2/9 0
2/4 3/8 4/9 3/10
0 0 0 5/10


−1 

1 2 3 2 2
1 3 2 0 0
2 3 4 3 3
0 0 0 5 5



=


−8 −4/3 20/3 −4/5
0 16/3 −8/3 8/5
9 −3 −3 −9/5
0 0 0 2



1 2 3 2 2
1 3 2 0 0
2 3 4 3 3
0 0 0 5 5



=


4 0 0 0 0
0 8 0 0 0
0 0 9 0 0
0 0 0 10 10


Άρα {d1 = (4, 0, 0, 0, 0), d2 = (0, 8, 0, 0, 0), d3 = (0, 0, 9, 0, 0), d4 = (0, 0, 0, 10, 10)}

είναι µια θετική βάση του F1(X).

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.2.1, η βάση προβολής του Χ δίνεται απο τον τύπο(
d̃1, d̃2, d̃3

)
= A−1 (y1, y2, y3)

T , όπου Α ο πίνακας µε στήλες τα διανύσµατα
Pi, i = 1, 2, 3. Έτσι έχουµε οτι :d̃1

d̃2
d̃3

 =

1/4 2/8 3/9
1/4 3/8 2/9
2/4 3/8 4/9

−1 1 2 3 2 2
1 3 2 0 0
2 3 4 3 3



=

−8 −4/3 20/3
0 16/3 −8/3
9 −3 −3

 1 2 3 2 2
1 3 2 0 0
2 3 4 3 3



=

4 0 0 4 4
0 8 0 −8 −8
0 0 9 9 9


Άρα {d̃1 = (4, 0, 0,−4,−4), d̃2 = (0, 8, 0,−8,−8), d̃3 = (0, 0, 9, 9, 9)} είναι η
βάση προβολής του X .

Βρίσκουµε επίσης οτι :{
b1 =

1

4
d1 = (1, 0, 0, 0, 0) , b2 =

1

8
d2 =(0, 1, 0, 0, 0) , b23 =

1

9
d3 =(0, 0, 1, 0, 0) ,

b4 =
1

10
d4 =(0, 0, 0, 1, 1 )

}
,

είναι η θετική βάση του F1(X), η οποία είναι διαµέριση της µονάδας
και οτι :{
b̃1 =

1

4
d̃1 = (1, 0, 0, 1, 1) , b̃2 =

1

8
d̃2 =(0, 1, 0, -1, -1) , b̃3 =

1

9
d̃3 =(0, 0, 1, 1, 1)

}
,

είναι η αντίστοιχη βάση προβολής του Χ. Αναζητούµε τώρα τις µεγιστικές
γνήσιες διαµερίσεις του {1, 2, 3}. Παρατηρούµε οτι :
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q1 = b̃1 = (1, 0, 0, 1, 1) και q2 = b̃2 + b̃3 = (0, 1, 1, 0, 0)

είναι δυαδικά διανύσµατα, εποµένως
{
{1}, {2, 3}

}
είναι µια µεγιστική γνήσια

διαµέριση του {1, 2, 3}.
Επίσης :

r1 = b̃1 + b̃2 = (1, 1, 0, 0, 0) και r2 = b̃3 = (0, 0, 1, 1, 1 )

είναι δυαδικά διανύσµατα, εποµένως
{
{1, 2}, {3}

}
είναι και αυτή µια µεγι-

στική γνήσια διαµέριση του {1, 2, 3}.

Έτσι οι υπόχωροι Y1 = [ (1, 0, 0, 1, 1) , (0, 1, 1, 0, 0) ] και Y2 = [ (1, 1, 0, 0,
0), (0, 0, 1, 1, 1) ] είναι οι maximal replicated υπόχωροι. Το σύνολο Y1 ∪ Y2 είναι ο
replicated kernel της αγοράς.

Παράδειγµα 2

Έστω οτι :

x1 = (1, 1, 1, 1, 2, 1) , x2 = (2, 3, 1, 1, 1, 1) , x3 = (2, 2, 2, 1, 3, 1) ,

x4 = (1, 1, 1, 2, 0, 2)

είναι τα πρωταρχικά συµβόλαια και Χ = [x1, x2, x3, x4] ο marketed space. Παρα-
τηρούµε οτι :

1 =
x3 + x4

3
∈ X ,

Επειδή τα διανύσµατα xi είναι θετικά, το {x1, x2, x3, x4} είναι ένα basic set of
marketed securities.
Η βασική συνάρτηση των διανυσµάτων x1, x2, x3, x4 είναι

β (i) =
1

x (i)
(x1(i), x2(i), x3(i), x4(i)) για i = 1, ... ,6 ,

όπου x =
4∑

i=1

xi.

Βρίσκουµε οτι :

β(1) =
1

6
(1, 2, 2, 1) = P1 , β(2) =

1

7
(1, 3, 2, 1) = P2 , β(3) =

1

5
(1, 1, 2, 1) = P3 ,

β(4) = β(6) =
1

5
(1, 1, 1, 2) = P4 , β(5) =

1

6
(2, 1, 3, 0) = P5 .

Παρατηρούµε οτι card (R(β)) = 5, άρα F1(X) είναι πενταδιάστατος υπόχωρος
του R6 . Τα τέσσερα πρώτα διανύσµατα P1, P2, P3, P4 του R(β) είναι γραµµι-
κώς εξαρτηµένα οπότε θεωρούµε τη νέα αρίθµηση R(β) = {P5, P2, P3, P4, P1}.
Σύµφωνα µε τοΘεώρηµα 2.1.4 , I5 = β−1 (P1) = {1} και ορίζουµε το νέο διανύ-
σµα x5 = (6, 0, 0, 0, 0, 0). Η βασική συνάρτηση των διανυσµάτων x1, x2, x3, x4, x5

είναι :
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γ(i) =
1

x′(i)
(x1(i), x2(i), x3(i), x4(i), x5(i)), για i= 1, ..., 6 ,

όπου x’ =
5∑

i=1

xi.

Βρίσκουµε οτι :

γ(1) =
1

12
(1, 2, 2, 1, 6) = P ′

1 , γ(2) =
1

7
(1, 3, 2, 1, 0) = P ′

2 ,

γ(3) =
1

5
(1, 1, 2, 1, 0) = P ′

3 , γ(4) = γ(6) =
1

5
(1, 1, 1, 2, 0) = P ′

4 ,

γ(5) =
1

6
(2, 1, 3, 0, 0) = P ′

5 .

Μιαθετική βάση τουF1(X) δίνεται απο τον τύπο (d1, d2, d3, d4, d5)T =D−1 (x1, x2, x3, x4, x5)
T ,

όπουD είναι ο πίνακας µε στήλες τα διανύσµαταP ′
5 ,P ′

2 ,P ′
3 ,P ′

4,P ′
1 και έχουµε

οτι: 
d1
d2
d3
d4
d5

 =


2/6 1/7 1/5 1/5 1/12
1/6 3/7 1/5 1/5 2/12
3/6 2/7 2/5 1/5 2/12
0 1/7 1/5 2/5 1/12
0 0 0 0 6/12


−1 

1 1 1 1 2 1
2 3 1 1 1 1
2 2 2 1 3 1
1 1 1 2 0 2
6 0 0 0 0 0



=


6 0 −2 −2 0
0 7/2 −7/6 −7/6 −7/12

−10 −5/2 15/2 5/2 −5/12
5 0 −10/3 5/3 0
0 0 0 0 2



1 1 1 1 2 1
2 3 1 1 1 1
2 2 2 1 3 1
1 1 1 2 0 2
6 0 0 0 0 0



=


0 0 0 0 6 0
0 7 0 0 0 0
0 0 5 0 0 0
0 0 0 5 0 5
12 0 0 0 0 0



Άρα {d1 = (0, 0, 0, 0, 6, 0), d2 = (0, 7, 0, 0, 0, 0), d3 = (0, 0, 5, 0, 0, 0), d4 = (0, 0, 0, 5, 0, 5) ,
d5 = (12, 0, 0, 0, 0, 0)} είναι µια θετική βάση του F1(X).

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.2.1, η βάση προβολής του Χ δίνεται απο τον τύπο(
d̃1, d̃2, d̃3, d̃4

)
= A−1 (x1, x2, x3, x4)

T , όπου Α ο πίνακας µε στήλες τα διανύ-
σµατα P5, P2, P3, P4. Έτσι έχουµε οτι :


d̃1
d̃2
d̃3
d̃4

 =


2/6 1/7 1/5 1/5
1/6 3/7 1/5 1/5
3/6 2/7 2/5 1/5
0 1/7 1/5 2/5


−1 

1 1 1 1 2 1
2 3 1 1 1 1
2 2 2 1 3 1
1 1 1 2 0 2




6 0 −2 −2
0 7/2 −7/6 −7/6

−10 −5/2 15/2 5/2
5 0 −10/3 5/3



1 1 1 1 2 1
2 3 1 1 1 1
2 2 2 1 3 1
1 1 1 2 0 2
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=


0 0 0 0 6 0
7/2 7 0 0 0 0
5/2 0 5 0 0 0
0 0 0 5 0 5



Άρα {d̃1 = (0, 0, 0, 0, 6, 0), d̃2 = (3.5, 7, 0, 0, 0, 0), d̃3 = (2.5, 0.5, 0, 0, 0) , d̃4 =
(0, 0, 0, 5, 0, 5)} είναι η βάση προβολής του X .

Βρίσκουµε επίσης οτι :{
b1 =

1

6
d1 = (0, 0, 0, 0, 1, 0) , b2 =

1

7
d2 =(0, 1, 0, 0, 0, 0) , b3 =

1

5
d3 =(0, 0, 1, 0,

0, 0) , b4 =
1

5
d4 =(0, 0, 0, 1, 0, 1 ) , b5 =

1

12
d5 = (1, 0, 0, 0, 0, 0)

}
,

είναι η θετική βάση του F1(X), η οποία είναι διαµέριση της µονάδας

και οτι : {
b̃1 =

1

6
d̃1 = ( 0, 0, 0, 0, 1, 0 ) , b̃2 =

1

7
d̃2 =( 0.5 , 1, 0, 0, 0, 0 ) ,

b̃3 =
1

5
d̃3 =( 0.5 , 0, 1, 0, 0 ,0 ) , b̃4 =

1

5
d̃4 =( 0, 0, 0, 1, 0, 1 )

}
,

είναι η αντίστοιχη βάση προβολής του Χ. Aναζητούµε τώρα τις µεγιστικές
γνήσιες διαµερίσεις του {1, 2, 3, 4}. Παρατηρούµε οτι :

r1 = b̃1 = ( 0, 0, 0, 0, 1, 0) , r2 = b̃2 + b̃3 = ( 1, 1, 1, 0, 0, 0 ) και
r3 = b̃4 = ( 0, 0, 0, 1, 0, 1 )

είναι δυαδικά διανύσµατα, εποµένως
{
{1}, {2, 3}, {4}

}
είναι µια µεγιστική γνή-

σια διαµέριση του {1, 2, 3, 4} και βλέπουµε οτι αυτή η διαµέριση είναι µονα-
δική. Άρα η αγορά έχει µόνο µια µεγιστική replicated υποαγορά, η οποία είναι
ο υπόχωρος Υ = [(0, 0, 0, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0, 1)] του Χ .
Ο Υ είναι και ο replicated kernel της αγοράς.

Παράδειγµα 3

Έστω οτι :

x1 = ( 4, 2, 0, 1, 1, 0 ) , x2 = ( 2, 1, 1, 0, 0, 0 ) , x3 = ( 1, 0, 0, -1, -1, -1 ) ,
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είναι τα πρωταρχικά συµβόλαια και X = [x1, x2, x3] o marketed space. Παρατη-
ρούµε οτι το 1 = x2 − x3 ∈ X .
Έχουµε οτι max {∥ xi ∥∞: i = 1, 2, 3} = 4 , οπότε απο λήµµα 1 βρίσκουµε

οτι :

y1 = 41− x1 = ( 0, 2, 4, 3, 3, 4 )
y2 = 41− x2 = ( 2, 3, 3, 4, 4, 4 )
y3 = 41− x3 = ( 1, 0, 0, -1, -1, -1)

αποτελούν ενα basic set of marketed securities.
Η βασική συνάρτηση των διανυσµάτων y1, y2, y3 είναι :

β(i) =
1

y(i)
(y1(i), y2(i), y3(i)) για i = 1,2,3,4,5 ,

όπου όπου y =
3∑

i=1

yi = ( 5, 9, 11, 12, 12, 13 ).

Βρίσκουµε οτι :

β(1) =
1

5
(0, 2, 3) = P1 , β(2) =

1

9
(2, 3, 4) = P2 , β(3) =

1

11
(4, 3, 4) = P3 ,

β(4) = β(5) =
1

12
(3, 4, 5) = P4 , β(6) =

1

13
(4, 4, 5) = P5 .

Παρατηρούµε οτι card (R(β)) = 5, άρα F1(X) είναι πενταδιάστατος υπόχωρος
του R6 . Τα πρώτα διανύσµατα P1, P2, P3 του R(β) είναι γραµµικώς ανεξάρ-
τητα οπότε διατηρούµε την αρίθµηση του R(β). Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.1.4
I4 = β−1(P4) = {4, 5} I5 = β−1(P5) = {6} και ορίζουµε τα νέα διανύσµατα
y4 = ( 0, 0, 0, 12, 12, 0 ) και y5 = ( 0, 0, 0, 0, 0, 13 ). Η βασική συνάρτηση των
διανυσµάτων y1, y2, y3, y4, y5 είναι

γ(i) =
1

y′(i)
(y1(i), y2(i), y3(i), y4(i)), για i= 1, ..., 5 ,

όπου y’ =
5∑

i=1

yi.

Βρίσκουµε οτι :

γ(1) =
1

5
(0, 2, 3, 0, 0) = P ′

1 , γ(2) =
1

9
(2, 3, 4, 0, 0) = P ′

2 , γ(3) =
1

11
(4, 3, 4, 0, 0) =

P ′
3 ,

γ(4) = γ(5) =
1

24
(3, 4, 5, 12, 0) = P ′

4, γ(5) =
1

26
(4, 4, 5, 0, 13) = P ′

5 .

Μιαθετική βάση τουF1(X) δίνεται απο τον τύπο (d1, d2, d3, d4, d5)T =D−1 (y1, y2, y3, y4, y5)
T ,

όπου D είναι ο πίνακας µε στήλες τα διανύσµατα P ′
i , i = 1, ..., 5 και έχουµε οτι:

d1
d2
d3
d4
d5

 =


0 2/9 4/11 3/24 4/26
2/5 3/9 3/11 4/24 4/26
3/5 4/9 4/11 5/24 5/26
0 0 0 12/24 0
0 0 0 0 13/26


−1 

0 2 4 3 3 4
2 3 3 4 4 4
3 4 4 5 5 5
0 0 0 12 12 0
0 0 0 0 0 13
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=


0 −20 15 15/12 5/13

−9/2 54 −36 −15/8 −18/13
11/2 −33 22 11/24 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2



0 2 4 3 3 4
2 3 3 4 4 4
3 4 4 5 5 5
0 0 0 12 12 0
0 0 0 0 0 13



=


5 0 0 0 0 0
0 9 0 0 0 0
0 0 11 0 0 0
0 0 11 0 0 0
0 0 0 24 24 0
0 0 0 0 0 26



Άρα {d1 = (5, 0, 0, 0, 0, 0), d2 = (0, 9, 0, 0, 0, 0), d3 = (0, 0, 11, 0, 0, 0), d4 =
(0, 0, 0, 24, 24, 0) , d5 = (0, 0, 0, 0, 0, 26)} είναι µια θετική βάση του F1(X).

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.2.1, η βάση προβολής του Χ δίνεται απο τον τύπο(
d̃1, d̃2, d̃3

)
= A−1 (y1, y2, y3)

T , όπου Α ο πίνακας µε στήλες τα διανύσµατα
P5, P2, P3. Έτσι έχουµε οτι :

d̃1
d̃2
d̃3

 =

 0 2/9 4/11
2/5 3/9 3/11
3/5 4/9 4/11

−1 0 2 4 3 3 4
2 3 3 4 4 4
3 4 4 5 5 5



=

 0 −20 15
−9/2 54 36
11/2 −33 22

 0 2 4 3 3 4
2 3 3 4 4 4
3 4 4 5 5 5


5 0 0 −5 −5 −5
0 9 0 45/2 45/2 18
0 0 11 −11/2 −11/2 0


Άρα {d̃1 = (5, 0, 0,−5,−5,−5), d̃2 = (0, 9, 0, 45/2, 45/2, 18), d̃3 = (0, 0, 11,−11/2,−11/2, 0)}
είναι η βάση προβολής του X .

Βρίσκουµε επίσης οτι :{
b1 =

1

5
d1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0) , b2 =

1

9
d2 =(0, 1, 0, 0, 0, 0) , b3 =

1

11
d3 =(0, 0, 1, 0,

0, 0) , b4 =
1

24
d4 =(0, 0, 0, 1, 1, 0 ) , b5 =

1

26
d5 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)

}
,

είναι η θετική βάση του F1(X), η οποία είναι διαµέριση της µονάδας.

και οτι :{
b̃1 =

1

5
d̃1 = ( 1, 0, 0, -1, -1, -1 ) , b̃2 =

1

9
d̃2 =( 0 , 1, 0, 45/18, 45/18, 2 ) ,

b̃3 =
1

11
d̃3 =( 0 , 0, 1, -1/2, -1/2 ,0 )

}
,
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είναι η αντίστοιχη βάση προβολής του Χ. Aναζητούµε τώρα τις µεγιστικές
γνήσιες διαµερίσεις του {1, 2, 3}. Παρατηρούµε οτι :

b̃1 + b̃2 + b̃3 = ( 1, 1, 1, 1, 1, 1 )

και οτι η µεγιστική γνήσια διαµέριση είναι δ =

{
{1, 2, 3}

}
. Άρα δεν υπάρχουν

µη-τετριµµένοι µεγιστικοί replicated υπόχωροι.

Παρατήρηση : Στο παραπάνω παράδειγµα η µη ύπαρξη µη-τετριµµένων µε-
γιστικών replicated υποχώρων οφείλεται, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.3.10, στο
οτι η αγορά δεν περιέχει δυαδικά διανύσµατα.

Παράδειγµα 4

Έστω οτι :

x1 = ( 3, 0, -1, 2) , x2 = ( 2, -1, -2, 1 ) , x3 = ( 0, 2, 1, 1 ) ,

είναι τα πρωταρχικά συµβόλαια και X = [x1, x2, x3] o marketed space. Παρατη-
ρούµε οτι το 1 = x1 − x2 ∈ X .
Έχουµε οτι max {∥ xi ∥∞: i = 1, 2, 3} = 3 , οπότε απο λήµµα 1 βρίσκουµε

οτι :

y1 = 31− x1 = ( 0, 3, 4, 1 )
y2 = 31− x2 = ( 1, 4, 5, 2 )
y3 = 31− x3 = ( 3, 1, 2, 2)

αποτελούν ενα basic set of marketed securities.
Η βασική συνάρτηση των διανυσµάτων y1, y2, y3 είναι :

β(i) =
1

y(i)
(y1(i), y2(i), y3(i)) για i = 1,2,3,4 ,

όπου όπου y =
3∑

i=1

yi = ( 4, 8, 11, 5 ).

Βρίσκουµε οτι :

β(1) =
1

4
(0, 1, 3) = P1 , β(2) =

1

8
(3, 4, 1) = P2 , β(3) =

1

11
(4, 5, 2) = P3 ,

β(4) = =
1

5
(1, 2, 2) = P4 .

Παρατηρούµε οτι card (R(β)) = 4, άρα F1(X) = R4 . Τα πρώτα διανύσµατα P1,
P2, P3 του R(β) είναι γραµµικώς ανεξάρτητα οπότε διατηρούµε την αρίθµηση
του R(β). Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.1.4 I4 = β−1(P4) = {4} και ορίζουµε το
νέο διανύσµα y4 = ( 0, 0, 0, 5 ). Η βασική συνάρτηση των διανυσµάτων y1, y2, y3,
y4, είναι

γ(i) =
1

y′(i)
(y1(i), y2(i), y3(i), y4(i)), για i= 1, ..., 4 ,
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όπου y’ =
4∑

i=1

yi = ( 4, 8, 11, 10 ).

Βρίσκουµε οτι :

γ(1) =
1

4
(0, 1, 3, 0) = P ′

1 , γ(2) =
1

8
(3, 4, 1, 0) = P ′

2 , γ(3) =
1

11
(4, 5, 2, 0) = P ′

3 ,

γ(4) =
1

10
(1, 2, 2, 5) = P ′

4 .

Μιαθετική βάση τουF1(X) δίνεται απο τον τύπο (d1, d2, d3, d4)T =D−1 (y1, y2, y3, y4)
T ,

όπου D είναι ο πίνακας µε στήλες τα διανύσµατα P ′
i , i = 1, ..., 4 και έχουµε οτι:

d1
d2
d3
d4

 =


0 3/8 4/11 1/10
1/4 4/8 5/11 1/5
3/4 1/8 2/11 1/5
0 0 0 1/2


−1 

0 3 4 1
1 4 5 2
3 1 2 2
0 0 0 5



=


−12/5 8/5 4/5 −12/25
−104/5 96/5 −32/5 −24/25
121/5 −99/5 33/5 11/25

0 0 0 2



0 3 4 1
1 4 5 2
3 1 2 2
0 0 0 5



=


4 0 0 0
0 8 0 0
0 0 11 0
0 0 0 10



Άρα {d1 = (4, 0, 0, 0), d2 = (0, 8, 0, 0), d3 = (0, 0, 11, 0), d4 = (0, 0, 0, 10)} είναι
µια θετική βάση του F1(X).

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.2.1, η βάση προβολής του Χ δίνεται απο τον τύπο(
d̃1, d̃2, d̃3

)
= A−1 (y1, y2, y3)

T , όπου Α ο πίνακας µε στήλες τα διανύσµατα
P1, P2, P3. Έτσι έχουµε οτι :

d̃1
d̃2
d̃3

 =

 0 3/8 4/11
1/4 4/8 5/11
3/4 1/8 2/11

−1 0 3 4 1
1 4 5 2
3 1 2 2



=

 −12/5 8/5 4/5
−104/5 96/5 −32/5
121/5 −99/5 33/5

0 3 4 1
1 4 5 2
3 1 2 2


4 0 0 12/5
0 8 0 24/5
0 0 11 −11/5


Άρα {d̃1 = (4, 0, 0, 12/5), d̃2 = (0, 8, 0, 24/5), d̃3 = (0, 0, 11,−11/5)} είναι η βάση
προβολής του X .

Βρίσκουµε επίσης οτι :
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{
b1 =

1

4
d1 = (1, 0, 0, 0) , b2 =

1

8
d2 =(0, 1, 0, 0) , b3 =

1

11
d3 =(0, 0, 1, 0) ,

b4 =
1

10
d4 =(0, 0, 0, 1 )

}
,

είναι η θετική βάση του F1(X) (R4), η οποία είναι διαµέριση της µονάδας.

και οτι : {
b̃1 =

1

4
d̃1 = ( 1, 0, 0, 12/20 ) , b̃2 =

1

8
d̃2 =( 0 , 1, 0, 12/20 ) ,

b̃3 =
1

11
d̃3 =( 0 , 0, 1, -1/5)

}
,

είναι η αντίστοιχη βάση προβολής του Χ. Aναζητούµε τώρα τις µεγιστικές
γνήσιες διαµερίσεις του {1, 2, 3}. Παρατηρούµε οτι :

b̃1 + b̃2 + b̃3 = ( 1, 1, 1, 1, 1, 1 )

και οτι η µεγιστικη γνήσια διαµέριση είναι δ =

{
{1, 2, 3}

}
. Άρα δεν υπάρχουν

µη-τετριµµένοι maximal replicated υπόχωροι.

Παρατήρηση : Όπως και στο Παράδειγµα 3, έτσι και στο παραπάνω παρά-
δειγµα, η µη ύπαρξη µη-τετριµµένων µεγιστικών replicated υποχώρων οφεί-
λεται, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.3.10, στο οτι η αγορά δεν περιέχει δυαδικά
διανύσµατα.
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Κεφάλαιο 5

Υπολογιστική µέθοδος για
τον προσδιορισµό των
µεγιστικών replicated
υποαγορών

5.1 Η υπολογιστική προσέγγιση
Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε την υλοποίηση του αλγορίθµου,

τα βήµατα του οποίουπαρουσιάσαµε στοπροηγούµενο κεφάλαιο.Μέχρι τώρα
έχουµε διεξάγει δια χειρός επίλυση για τον προσδιόρισµο των µεγιστικών
replicated υποαγορώνκαι είναι προφανές οτι ο απαιτούµενος αριθµός των ελέγ-
χωναυτής της διαδικασίας µπορεί να είναι σηµαντικού µεγέθους. Έτσι, ακόµα
και για χώρους µικρής διάστασης το πρόβληµα καθίσταται πολύ δύσκολο να
λυθεί.
Η αριθµητική µέθοδος που θα παρουσιάσουµε βασίζεται στην εισαγωγή

µιας συνάρτησης του Matlab που ονοµάζεται mrsubspace και η οποία µπορεί
να εκτελεί γρήγορα δοκιµές για πλήθος διαστάσεων και υποχώρων.

5.2 Κώδικας στο Matlab
function[Npb, Cprb] = mrsubspace(X)

% Προσδιορισµός ενός basic set of marketed securities.
% Επίσης είναι δυνατόν να προσδιοριστεί η κανονικοποιηµένη θετική βάση
% (Npb) καθώς και η αντίστοιχη βάση προβολής (Cprb).

if any(any(X < 0)) ∼= 0
a = max(max(abs(x)));
B = a ∗ ones(size(X)− X);
end
else
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B = X;
end
Matrix = zeros(size(B));

% Προσδιορισµός της βασικής συνάρτησης.

N = length(B(:, 1));
for i = 1 : N,
if norm(B(i, :), 1) ∼= 0
Matrix(i, :) = 1/norm(B(i, :), 1) ∗ B(i, :);
end
end

% Εύρεση των µοναδικών στοιχείων του συνόλου τιµών της βασικής συνάρ-
τησης.

[Unique, m] = unique(Matrix,′ rows′,′ first′);
Sort m = sort(m);
Matrixnew = Matrix(Sort m, :);
r = length(m);

% Επιλογή των γραµµικά ανεξάρτητων διανυσµάτων.

S = rref(Matrixnew′);
[I, J] = find(S);
Linearindep = accumarray(I, J, [rank(Matrixnew, 1)],@min)′;
M = length(B(1, :));

% Υπολογισµός του υποσυνδέσµου F1(X).

% A) Αν Χ = F1 (Χ) .
if r == M
disp(′X is a vector sublattice hence any option is replicated′)
return
end

% B) Αν X ∼= F1(X)
Index1 = 1 : r;
Index2 = setdiff(Index1, Linearindep);
Index = 1 : N;
YY = sum(B, 2)′;
TTT = setdiff(Index, Linearindep);
Id = eye(N);
KK = Id(TTT, :);
TT = YY(1, TTT)′;
T = diag(TT) ∗ KK;
K = zeros(N);
K(TTT, :) = T;
Vec = zeros(r − M, N);
DDD = cell(r − M, 1);
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for i = 1 : length(Index2)
DD = strmatch(Matrixnew(Index2(i), :), Matrix,′ exact′);
R = length(DD);
if R >= 2,
Vector = sum(K(DD, :));
else
Vector = K(DD, :);
end
DDD{i, :} = DD;
Vec(i, :) = Vector;
end
Sublattice = [B Vec′];

% Προσδιορισµός µιας θετικής βάσης (Pb) του . Πρώτα υπολογίζουµε
% τη νέα βασική συνάρτηση για τον F1(X).

Matrixnew2 = zeros(size(Sublattice));
for i = 1 : N,
if norm(Sublattice(i, :), 1) ∼= 0,
Matrixnew2(i, :) = 1/norm(Sublattice(i, :), 1) ∗ Sublattice(i, :);
end
end
u = [Matrixnew2([Sort m(Linearindep)′ cell2mat(DDD)], :);
Test Pb = u′ \ Sublattice′;
[f, ff] = find(Test Pb);
Pb = Test Pb(unique(f), :);

% Κανονικοποίηση της θετικής βάσης (Npb).

Npb = diag(1./max(Pb, [ ], 2)) ∗ Pb;

% Υπολογισµός της βάσης προβολής (Prb).

Prb = Matrixnew(Linearindep, :) ′ \ B′;
Cprb = diag(1./max(Pb(1 : size(Prb, 1), :), [ ], 2)) ∗ Prb

%Μεγιστικές γνήσιες διαµερίσεις - Maximal replicated υπόχωροι.

% Α) Έλεγχος της τετριµµένης διαµέρισης (δηλ. {1}, {2}, ..., {n}).

[N, M] = size(Cprb);
if ∼ any(any(Cprb ∼= 1 & Cprb ∼= 0)) && abs(sum(Cprb)− ones(1, M)) < 10 ∗ eps,
MaximalReplicatedSubspace = Cprb
return
end

% B) Αν η τετριµµένη διαµέριση δεν δίνει maximal replicated υπόχωρο
% τότε έλεγξε όλες τις άλλες διαµερίσεις.
% Η πρώτη οµάδα διαµερίσεων, της ίδιας τάξης, η οποία
% δίνει replicated υπόχωρο (ή υποχώρους) είναι maximal proper διαµερίσεις και
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οι replicated υπόχωροι ειναι maximal replicated υπόχωροι.

Cprbzeros = [Cprb; zeros(1, M)];
for k = 1 : N − 1
c = SetPartition(N, N − k);
for i = 1 : length(c)
Vector = zeros(N − k, M);
for j = 1 : N − k
Indices = c{i, 1}{1, j};
Vector(j, :) = sum([Cprbzeros(Indices, :); Cprbzeros(N + 1, :)]);
end
Vector(Vector < 10 ∗ eps) = 0;
Vector(Vector < 1 + 10 ∗ eps&Vector > 1 − 10 ∗ eps) = 1;
if ∼ any(any(Vector ∼=1&Vector ∼= 0)) && all(abs(sum(Vector)− ones(1, M)) < 10 ∗ eps)
DispPartObj(c(i, 1))
ReplicatedSubspace = Vector
end
end
end

% Τετριµµένος replicated υπόχωρος δηλαδή Υ = [1]

ReplicatedSubspace = Vector

5.3 Ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του κώδικα
Η δοµή του κώδικα διασφαλίζει ευελιξία,που σηµαίνει οτι είναι κατάλλη-

λος για εφαρµογές καθώς και για ερευνητικούς σκοπούς. Η δεδοµένη αγορά
Χ, η οποίαπαράγεται απο ταγραµµικώςανεξάρτητα διανύσµαταx1, x2, ..., xn

πρέπει να δίνεταιωςπίνακαςµε στήλες τα διανύσµαταx1, x2, ..., xn. Η συνάρ-
τηση mrsubspace πρέπει να αποθηκεύεται σε έναMatlab-προσβάσιµο directory
και τότε τα δεδοµένα που εισάγονται, π.χ ο πίνακας Χ, µπορούν να πληκτρο-
λογούνται απευθείας στο περιβάλλον του Matlab.Υπο την ακόλουθη εντολή :

mrsubspace(X) ;

το πρόγραµµα επιλύει το πρόβληµα και µας δίνει τις µεγιστικές γνήσιες δια-
µερίσεις καθώς και τους αντίστοιχους maximal replicated υποχώρους. Αν ο Χ
είναι υποσύνδεσµος, τότε Χ = F1 (X) και κάθε δικαίωµα είναι replicated. Στην
περίπτωση που ο αρχικός χώρος Χ δεν είναι υποσύνδεσµος, µπορούµε να πα-
ράγουµε την κανονικοποιηµένη θετική βάση και την αντίστοιχη βάση προβο-
λής µε τον παρακάτω κώδικα :

[Npb, Cprb] = mrsubspace(Χ)

Ησωστή εκτέλεση της mrsubspace απαιτεί τη χρήση ενόςπακέτου set partition
που δηµιουργήθηκε απο τον Bruno Luong. Συγκεκριµένα απο το πακέτο, χρη-
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σιµοποιήσαµε τη συνάρτηση setpartition , η οποία απαριθµεί όλες τις δια-
µερίσεις ενός πεπερασµένου συνόλου και τη συνάρτηση DispPartObj, , η
οποία εµφανίζει τη λίστα των διαµερίσεων. Ένας χρήστης που γνωρίζει καλά
το Matlab µπορεί εύκολα να χρησιµοποιήσει τον κώδικα και να τον τροποποι-
ήσει αν χρειάζεται.

Αριθµητικό παράδειγµα

Θεωρούµε τα ακόλουθα τρία διανύσµατα x1, x2, x3 του R5 ,x1

x2

x3

 =

1 0 −1 0 0
1 −1 0 2 2
0 −1 −2 −1 −1


και Χ = [x1, x2, x3] είναι ο marketed space .
Παρατηρούµε οτι το 1 = x2 - x3. Προκειµένου να προσδιορίσουµε τους maximal
replicated υποχώρους χρησιµοποιούµε τον εξής απλό κώδικα :

>> X = [1, 1, 0 ; 0,−1,−1 ; −1, 0,−2 ; 0, 2,−1 ; 0, 2,−1];
>> [Npb, Cprb] = mrsubspace(X)

και ως αποτέλεσµα παίρνουµε :

The 1 partition(s) are :
{12} {3}

ReplicatedSubspace =

1 1 0 0 0
0 0 1 1 1

The 1 partition(s) are :
{1} {23}

ReplicatedSubspace =

1 0 0 1 1
0 1 1 0 0

Npb =

1 0 0 1 1
0 1 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1

Cprb =

1 0 0 1 1
0 1 0 −1 −1
0 0 1 1 1
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Συνεπώς για το δεδοµένο σύνολο {x1, x2, x3} πρωταρχικών συµβολαίων , συ-
µπεραίνουµε οτι ο marketed space Χ έχει δύο maximal replicated υποχώρους .
Συγκεκριµένα έχουµε οτι {1 2} {3} είναι maximal γνήσια διαµέριση µε αντί-
στοιχοmaximal replicated υπόχωρο Y1 = [ (1, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 1, 1) ] και {1} {2 3}
είναι maximal γνήσια διαµέριση µε αντίστοιχο maximal replicated υπόχωρο Y2 =
[(1, 0, 0, 1, 1) (0, 1, 1, 0, 0)]. Οι στήλες των πινάκων Npb και Cprb είναι τα στοι-
χεία της κανονικοποιηµένης θετικής βάσης και της ανίστοιχης βάσης προβο-
λής, αντίστοιχα. Επίσης ο replicated kernel της αγοράς είναι η ένωση Y1 ∪ Y2.

46



Βιβλιογραφία

[1] Ι.Α Πολυράκης,ΘέµαταΑνάλυσης και Θεωρία Γενικής Ισορροπίας στην
Οικονοµία, Αθήνα 2010

[2] Ι.Α Πολυράκης, Εισαγωγή στη Μαθηµατική Χρηµατοοικονοµική Θεω-
ρία Αθήνα 2010

[3] I.A Polyrakis, F. Xanthos , Maximal submarkets that replicate any option .
Ann Finance (2011) 7:407-423

[4] C. Kountzakis, I.A Polyrakis, The completion of Security Markets. DEF 29,
1-21(2006)

[5] I.A Polyrakis, F. Finite-dimensional la ice-subspaces of C(Ω) and curves of
Rn . Trans Am Math Soc, Vol. 346,Num. 7,July 1996

[6] LeRoy S.F Werner,J.Principles of Financial Economics. Cambridge University
(2001) Press,Cambridge 2001

[7] Ross, S.A Options and efficiency. Q J Econ 90 , 75-89 (1976)

[8] Katsikis, Vasilios N.(2011) Computational methods for option replication,
Internatiional Journal of Computer Mathematics.

47


