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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

       Ο σκοπός αυτής  της διπλωµατικής  είναι η χρήση του AIC κριτηρίου  για 

την επιλογή των σηµαντικών µεταβλητών σε µοντέλα ευπάθειας για την 

περίπτωση των λογοκριµένων δεδοµένων. Στο κεφάλαιο 1 γίνεται εκτενής 

αναφορά στο πιο σηµαντικό και ευρέως χρησιµοποιούµενο µοντέλο στην 

ανάλυση επιβίωσης, που είναι το µοντέλο του Cox. Το µοντέλο αυτό 

χρησιµοποιείται για να ερµηνεύσει τη σχέση µεταξύ µιας µεταβλητής που 

περιγράφει το χρόνο επιβίωσης ενός ατόµου µε άλλες συµµεταβλητές. Στο 

κεφάλαιο 2 το µοντέλο του Cox επεκτείνεται και δηµιουργεί µια νέα οµάδα 

µοντέλων, τα µοντέλα ευπάθειας. Η ευπάθεια είναι µια θετική τυχαία 

µεταβλητή που υπεισέρχεται στο µοντέλο του Cox µε σκοπό να εξηγήσει  

διαφοροποιήσεις στον πληθυσµό που το µοντέλο του Cox δεν καταφέρνει να 

εξηγήσει. ∆ιαφορετικές δυνατές κατανοµές της ευπάθειας έχουν σαν 

αποτέλεσµα τον ορισµό διαφόρων µοντέλων ευπάθειας. Περιγράφονται στο 

κεφάλαιο αυτό βασικές κατηγορίες και ιδιότητες των µοντέλων ευπάθειας.  Στο  

κεφάλαιο 3 αναφέρονται τα πιο  γνωστά και ευρέως χρησιµοποιούµενα 

κριτήρια  επιλογής µοντέλων.  

       Στο τελευταίο κεφάλαιο χρησιµοποιώντας την γλώσσα προγραµµατισµού 

R εξετάζουµε την αποτελεσµατικότητα του κριτηρίου ΑΙC  στην επιλογή των 

σηµαντικών µεταβλητών, όταν η συνάρτηση επιβίωσης ορίζεται µέσω µιας 

κλάσης µοντέλων ευπάθειας και τα δεδοµένα είναι λογοκριµένα από δεξιά. Η 

θεωρία στην οποία βασιστήκαµε αλλά και κατ’ επέκταση  το πρόγραµµα, είναι 

έτσι σχεδιασµένα έτσι ώστε µε µια µικρή αλλαγή ως προς την κατανοµή της 

ευπάθειας που θέλουµε να υποθέσουµε να µπορούµε να χειριστούµε όλα τα 

δυνατά µοντέλα συνεχούς ευπάθειας. Τέτοια µοντέλα είναι το µοντέλο 

Gamma και Inverse Gaussian. Υπολογιστικά, ερχόµαστε να καλύψουµε κενά 

που παρουσιάζουν στατιστικά πακέτα όπως  π.χ. η R στην οποία οι 

κατανοµές ευπάθειας που µπορεί να υποθέσει κανείς σε συνδυασµό µε 

κριτήρια επιλογής µοντέλων είναι περιορισµένες σε αριθµό.  Τα αποτελέσµατά 

µας περιγράφονται µέσω δεδοµένων προσοµοίωσης.    
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ABSTRACT 
 
 
       The purpose of this dissertation is the use the AIC criterion for the 

selection of the significant variables in frailty models for the case of right-

censored data. Chapter 1 provides an extensive review of the most important 

and most widely used model in survival analysis, namely, the Cox model. The 

purpose of this model is to examine the relationship between the survival time 

of individuals and other covariates. In Chapter 2 we discuss the class of frailty 

models which are extensions of the Cox model. The frailty is a positive 

random variable that is included in the Cox model in order to explain 

heterogeneity in the population that the Cox model fails to explain. Different 

distributions of the frailty result in the creation of different frailty models. In the 

same chapter we describe the basic properties and categories of fraiity 

models. In Chapter 3, the most popular and most widely used model selection 

criteria are discussed. 

       In Chapter 4, using the language R, we examine the effectiveness of the 

AIC criterion in the selection of important variables, in the case where the 

survival function is defined by a class of frailty models and the data are 

censored from the right. The theory on which we have relied upon and 

consequently the code are designed in such a way, so that by a small change 

in the considered frailty distribution, all possible models of continuous frailty 

can be treated. Such models are the Gamma and Inverse Gaussian frailty 

models. Our code fills a gap in statistical packages like R in which the 

distributions of the frailty one can consider in conjunction with model selection 

criteria is limited in number. Our results are described through simulated data. 
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KΕΦΑΛΑΙΟ 1 

Μοντέλο Αναλογικών Κινδύνων του Cox 

 

1.1 Εισαγωγή 

Στη στατιστική ένα από τα πιο βασικά και διαδεδοµένα µοντέλα, µε 

πολυάριθµες εφαρµογές είναι το µοντέλο της γραµµικής παλινδρόµησης, 

όπου η εξαρτηµένη µεταβλητή Υ σχετίζεται µε επεξηγηµατικές µεταβλητές ��   
µέσω της εξίσωσης  

� � ��� � �	�	 � �
�
 ��� ���� �  
όπου  τα υπόλοιπα  που θεωρούνται ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές που 

συνήθως ακολουθούν κανονική κατανοµή.  

Το βασικό αυτό µοντέλο τροποιήθηκε ανάλογα και χρησιµοποιείται ευρέως και  

σε µοντέλα διάρκειας ζωής. Τρείς βασικές κατηγορίες µοντέλων 

παλινδρόµησης που αναπτύχθηκαν για τις ανάγκες της ανάλυσης επιβίωσης 

είναι το µοντέλο επιταχυνόµενης διακοπής, το µοντέλο αναλογικών λόγων 

συµπληρωµατικών πιθανοτήτων και το µοντέλο  αναλογικών κινδύνων. Στην  

τελευταία κατηγορία  µοντέλων ανήκει το ηµι-παραµετρικό µοντέλο του Cox.  

Το µοντέλο αναλογικών κινδύνων του Cox  (Proportional Hazards Cox model) 

παρουσιάστηκε από τον Cox 1972 (Cox, D.R-Regression models with life 

tables,JRSS Series B,34:187-220). Σκοπός του µοντέλου  του Cox  είναι η 

µοντελοποίηση της συνάρτησης κινδύνου. Εκτενής είναι η χρησιµοποίηση 

αυτού του µοντέλου σε ανάλυση λογοκριµένων δεδοµένων επιβίωσης που 

αφορούν βιοϊατρικές εφαρµογές.  
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1.2 Το Μοντέλο του Cox 

‘Εστω ότι έχουµε � το πλήθος άτοµα που λαµβάνουν µέρος σε µια έρευνα και 

ότι �	� �
� � � �� είναι οι µεταβλητές που πιστεύουµε ότι επηρεάζουν το χρόνο 

ζωής των παραπάνω ατόµων. Οι συµµεταβλητές µπορεί να παριστάνουν 

διάφορες θεραπείες, χαρακτηριστικά των ατόµων (π.χ. φύλλο, χρώµα, ηλικία, 

ύψος) και εξωγενείς παράγοντες δηλαδή µεταβλητές που ελέγχονται από τον 

πειραµατιστή (π.χ. η δόση ενός φαρµάκου, η θερµοκρασία υπό την οποία  

λειτουργούν τα µηχανήµατα σε ένα πείραµα).  

Οι επεξηγηµατικές µεταβλητές ��� � � ���� � � � � µπορούν να συνδυαστούν ώστε 

να εξηγήσουν επιδράσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ τους. Επίσης  µπορούν να 

ταξινοµηθούν είτε ως σταθερές (ανεξάρτητες από το χρόνο)  είτε ως 

εξαρτηµένες από το χρόνο.  

Θεωρούµε ότι οι συµµεταβλητές δεν εξαρτώνται από το χρόνο, δηλαδή οι 

τιµές των �� έχουν καταγραφεί στο ξεκίνηµα της µελέτης δηλαδή την χρονική 

στιγµή � � �. Επίσης θεωρούµε ότι οι τιµές αυτές παραµένουν αµετάβλητες 

από την αρχή ως το τέλος της µελέτης. 

Το ηµι-παραµετρικό µοντέλο αναλογικών κινδύνων του Cox δίνεται από τη 

σχέση 

������ � ���������� 
όπου η������� είναι η συνάρτηση κινδύνου στο χρόνο � ενώ η ����� ονοµάζεται 

αναφορική συνάρτηση κινδύνου (baseline hazard function) στο χρόνο �. Το 

� � ��	� �
� � � ��� είναι ένα διάνυσµα � συντελεστών, οι οποίοι εκφράζουν 

ποσοτικά την επίδραση της κάθε µίας των συµµεταβλητών ��. 
O κίνδυνος εξαρτάται από δύο διαφορετικούς παράγοντες. Ο πρώτος 

παράγοντας, �����, είναι µια συνάρτηση µόνο του χρόνου και η οποία δεν 
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καθορίζεται, αλλά θεωρείται η ίδια  για το σύνολο των ατόµων της µελέτης. Ο 

δεύτερος παράγοντας είναι µια ποσότητα που εξαρτάται από τις 

συµµεταβλητές µόνο µέσω του διανύσµατος �. 

Το µοντέλο του Cox καλείται ηµι-παραµετρικό διότι δεν καθορίζει µια 

συγκεκριµένη µορφή για την αναφορική συνάρτηση κινδύνου ��(t) (µπορεί να 

πάρει οποιαδήποτε µορφή), υποθέτει όµως ότι οι επιδράσεις των µεταβλητών 

είναι σταθερές στο χρόνο και έχουν προσθετικό χαρακτήρα στην συνάρτηση 

κινδύνου. Η γενική µορφή ενός µοντέλου αναλογικών κινδύνων  είναι 

������ � ����� ��� 
όπου  ��� είναι µια συνάρτηση του διανύσµατος των συµµεταβλητών. Ο όρος 

του αναλογικού κινδύνου προέρχεται από το γεγονός ότι οι συναρτήσεις 

κινδύνου δύο οποιονδήποτε ατόµων είναι η µια πολλαπλάσιο της άλλης. 

Συγκεκριµένα για το µοντέλο του Cox η συνάρτηση  ��� είναι 

��!� � ��"�"#�$�$#�#�%�% 

Στην περίπτωση που καθορίζουµε ποια είναι η ����� τότε παίρνουµε την 

παραµετρική µορφή του µοντέλου αναλογικής διακινδύνευσης. 

Η αθροιστική συνάρτηση κινδύνoυ ορίζεται ως 

&����� �� �' ��(���)(*�  =  ' ����(�*� ��!�)(= &�������� 
και συνεπώς η συνάρτηση επιβίωσης θα είναι 

+����� � �����,&������ � ���-,&������!�. =�/+����012!3 

όπου &����  η αναφορική  αθροιστική συνάρτηση κινδύνου και +���� η 

αναφορική συνάρτηση επιβίωσης. 
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1.3 Εκτίµηση των παραµέτρων  

Έχοντας ορίσει το µοντέλο αναλογικών κινδύνων  του Cox, ακολουθεί η 

εκτίµηση  των συντελεστών παλινδρόµησης �� Ο µη παραµετρικός    

καθορισµός της αναφορικής συνάρτησης κινδύνου  ����� καθιστά αδύνατη  

την χρησιµοποίηση της συνηθισµένης συνάρτησης πιθανοφάνειας για την 

εκτίµηση του �. Αντικειµενικός σκοπός είναι να εκτιµηθεί το � 

χρησιµοποιώντας όλη την πληροφορία από τα δεδοµένα χωρίς να εµπλακεί η 

αναφορική συνάρτηση κινδύνου ������ 
Θεωρούµε ότι έχουµε k διακεκριµένους χρόνους διακοπής ή αποτυχίας 

��	� 4 ��
�� 4 ��5�. Στην χρονική στιγµή ��6� διακόπτεται η λειτουργία µιας 

µονάδας µε συµµεταβλητές �6. Έστω  76� να συµβολίζει το σύνολο των 

µονάδων που είναι σε κίνδυνο αµέσως πριν από τη χρονική αυτή στιγµή. Η 

πιθανότητα να διακοπεί η λειτουργία µιας συγκεκριµένης µονάδας 8 δοθέντος 

ότι παύει να λειτουργεί µια οποιαδήποτε µονάδα του συνόλου 76 είναι 

����6���6�9 ����6������:;< �� ��!�<9 ����=�:;<  

Ο Cox (1972) εισηγήθηκε την ακόλουθη συνάρτηση  πιθανοφάνειας για την 

εκτίµηση του �. 

>�?��� �� �@A ��!�<9 ����=�:;< B5
6C	  

την οποία ονόµασε µερική πιθανοφάνεια (partial likelihood) από την οποία 

προκύπτει η εκτιµήτρια µεγίστης µερικής πιθανοφάνειας �D της �. O  Cox 

έδειξε ότι η παραπάνω συνάρτηση µπορεί να χρησιµοποιηθεί σαν µια 

συνηθισµένη συνάρτηση πιθανοφάνειας επιτρέποντας µε αυτό τον τρόπο την 

εκτίµηση του β µε την συνηθισµένη διαδικασία. Συνεπώς ο εκτιµητής που 
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προκύπτει είναι αµερόληπτος, συνεπής και ασυµπτωτικά κανονικός. Ο 

πίνακας πληροφορίας E���, ο λόγος πιθανοφάνειας F (likelihood ratio) καθώς 

και οι έλεγχοι υποθέσεων έχουν ακριβώς την ίδια συµπεριφορά όπως  και 

στην περίπτωση της συνηθισµένης πιθανοφάνειας. 

 

1.4 Έλεγχος υποθέσεων 

1.4.1. Έλεγχος λόγου πιθανοφάνειας 

 O έλεγχος   της υπόθεσης &�G �� � � µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε έναν 

έλεγχο του λόγου των πιθανοφανειών. Στον έλεγχο αυτό το µοντέλο 

προσαρµόζεται µε και χωρίς τη συµµεταβλητή ��, η αφαίρεση της οποίας 

ισοδυναµεί µε την επιβολή του περιορισµού �� � �. Τα HI	 και �HI� είναι οι δυο 

µεγιστοποιηµένες τιµές του λογαρίθµου της µερικής πιθανοφάνειας µε και 

χωρίς την ��, αντίστοιχα. Η τιµή της παράστασης ,��HI� , HI	�  συγκρίνεται  µε 

την J	
 κατανοµή. 

 

1.4.2 Έλεγχος Wald 

To Wald τεστ ελέγχει την µηδενική K�G �� � � και βασίζεται στη στατιστική 

συνάρτηση L� � � M�D , ��NOEM�DNP	M�D , ��N .Οι αναφερόµενοι έλεγχοι µπορεί να 

δώσουν τα ίδια αποτελέσµατα αλλά το γεγονός αυτό δεν ισχύει γενικά. Ο 

παραπάνω έλεγχος του Wald συνήθως χρησιµοποιείται ως µια πρώτη ένδειξη 

των σηµαντικών µεταβλητών όταν υπάρχουν πολλές υποψήφιες 

συµµεταβλητές.  
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1.4.3 Score tests 

Θεωρώντας συνθήκες κανονικότητας, το score Q�R� � STUVT�5�W�X�SW  όπου θ το 

διάνυσµα των παραµέτρων και�Y τα δεδοµένα. Ακολουθεί µια ασυµπωτικά 

κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µηδέν και πίνακα διασπορών –

συνδιασπορών  ίσο µε τον πίνακα πληροφορίας Q�R��Z�[���� \�R��� Για τον 

έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης &�G �� � �	 � � � �� η τετραγωνική µορφή 

]� � �QO�RD�\�RD�P	Q�RD� ακολουθεί προσεγγιστικά την J�
 κατανοµή µε�� 

βαθµούς ελευθερίας. Οι τρεις έλεγχοι είναι ασυµπτωτικά ισοδύναµοι, σε µικρά 

δείγµατα όµως η ισοδυναµία τους εξασθενεί. Όταν υπάρχει διαφοροποίηση 

στα αποτελέσµατα ο έλεγχος του λόγου των πιθανοφανειών θεωρείται ο πιο 

αξιόπιστος, ενώ o Wald  έλεγχος είναι ο λιγότερος αξιόπιστος. 

 

1.5 Επεκτάσεις του µοντέλου του Cox 

Με κατάλληλες τροποποιήσεις το µοντέλο του Cox µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

και σε περιπτώσεις που οι µεταβλητές έχουν χαρακτηριστικά διαφορετικά από 

αυτά που απαιτούνται για την εφαρµογή του.  Για παράδειγµα, όταν µερικές 

από τις εξεταζόµενες µεταβλητές δεν είναι σταθερές αλλά εξαρτώνται από τον 

χρόνο. Επίσης στην περίπτωση που δεν ικανοποιείται η υπόθεση της 

αναλογικότητας την λύση την δίνει η στρωµατοποιηµένη ανάλυση. Στις 

περιπτώσεις αυτές το µοντέλο του Cox επιδέχεται κατάλληλες τροποποιήσεις 

ώστε να εφαρµόζεται αποτελεσµατικά και σε αυτές. 
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1.5.1 Συµµεταβλητές εξαρτηµένες από το χρόνο 

Ως τώρα θεωρούσαµε ότι οι µεταβλητές παρέµεναν σταθερές στο χρόνο. 

Υπάρχουν όµως περιπτώσεις που οι τιµές των µεταβλητών µεταβάλλονται µε 

το χρόνο. Μεταβλητή που εξαρτάται από το χρόνο είναι µια επεξηγηµατική 

µεταβλητή που η τιµή της αλλάζει µε το χρόνο, δηλαδή το�� άτοµο θα έχει  την 

τιµή �����  την χρονική στιγµή �. Το µοντέλο του Cox έχει την δυνατότητα να 

επεκτείνεται και να ενσωµατώνει τέτοιου είδους µεταβλητές. Ο συνηθέστερος 

τύπος µεταβλητής που εξαρτάται από το χρόνο είναι µια επαναλαµβανόµενη 

µέτρηση ή κάποια αλλαγή στη θεραπεία ενός ατόµου.  

Οι εξαρτώµενες από το χρόνο µεταβλητές διακρίνονται σε δύο κατηγορίες στις 

εξωτερικές  µεταβλητές (external covariates)  και τις εσωτερικές µεταβλητές 

(internal covariates). Οι τιµές των εξωτερικών µεταβλητών δεν επηρεάζονται 

από την πορεία του ατόµου µέσα στη µελέτη, αλλά από ένα µηχανισµό που 

είναι εξωτερικός του ατόµου.  Για µελέτες που η διάρκεια τους είναι µικρή η 

ηλικία του ατόµου θεωρείται σταθερή µεταβλητή. Στην περίπτωση που η 

διάρκεια του πειράµατος είναι µεγάλη είναι αναγκαίο να οριστεί η ηλικία ως 

µεταβλητή εξαρτώµενη από το χρόνο. Η ηλικία θεωρείται  εξωτερική 

µεταβλητή που µεταβάλλεται µε τρόπο προβλέψιµο. Επίσης εξωτερική 

µεταβλητή είναι ο τρόπος που χορηγείται το φάρµακο  σε έναν ασθενή, ο 

οποίος καθορίζεται από την αρχή της µελέτης και µεταβάλλεται κατά την 

διάρκεια της  µε προκαθορισµένο τρόπο.  

Οι εσωτερικές µεταβλητές επηρεάζονται από την πορεία του ατόµου µέσα στη 

µελέτη. Οι εσωτερικές µεταβλητές  λαµβάνουν τιµές ανάλογα µε την πορεία 

της µονάδας. Παραδείγµατα εσωτερικών µεταβλητών είναι οι κλινικές 

µετρήσεις (π.χ. η πίεση αίµατος καθορίζεται στην αρχή της µελέτης αλλά 
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υπάρχει πιθανότητα να αλλάξει κατά την διάρκεια), η µόλυνση ενός ασθενή, 

το βάρος ενός ατόµου κτλ.  

Οι µεταβλητές αυτές ενσωµατώνονται εύκολα στο µοντέλο του Cox 

αντικαθιστώντας το κάθε � στη συνάρτηση της  µερικής πιθανοφάνειας µε 

����6�� και ο τύπος του λογαρίθµου της πιθανοφάνειας γίνεται 

H^ H�?��� �� _�`�6���6��5
6C	 ,�_H�a_��!�=�*�<���:;<

b5
6C	  

Παρατηρούµε ότι σε κάθε χρόνο διακοπής πρέπει να διαθέτουµε τις 

τρέχουσες τιµές των συµµεταβλητών. Αυτό τις  περισσότερες φορές δεν είναι 

εφικτό εκτός κι αν υπάρχει συνεχής παρακολούθηση των τιµών των 

συµµεταβλητών. 

 

1.5.2 Στρωµατοποίηση 

Όταν µια µεταβλητή έχει επίπεδα που δηµιουργούν συναρτήσεις κινδύνου 

που δεν ικανοποιούν την υπόθεση της αναλογικότητας τότε εφαρµόζουµε την 

στρωµατοποίηση ως προς τη µεταβλητή αυτή. Με αυτό τον τρόπο προκύπτει 

το στρωµατοποιηµένο µοντέλο του Cox (stratified Cox model). Η επέκταση 

αυτή του µοντέλου του Cox επιτρέπει στην συνάρτηση κινδύνου να διαφέρει 

ανάµεσα στα επίπεδα της στρωµατοποιηµένης µεταβλητής.H 

στρωµατοποιηµένη µεταβλητή εκτός από κατηγορική µεταβλητή µπορεί να 

είναι το αποτέλεσµα χωρισµού µιας ποσοτικής µεταβλητής σε οµάδες.  

Η συνάρτηση κινδύνου ενός ατόµου που ανήκει στο στρώµα � µε διάνυσµα 

µεταβλητών �, είναι 

������� � ��U����������� � ��[ 

�: δηλώνει το στρώµα του παράγοντα 
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[: το πλήθος των επιπέδων του παράγοντα 

�U���� :η αναφορική συνάρτηση κινδύνου του�� στρώµατος. 

Από την παραπάνω σχέση φαίνεται ότι τα άτοµα που ανήκουν στο ίδιο 

στρώµα έχουν τις ίδιες αναφορικές συναρτήσεις κινδύνου, ενώ τα άτοµα που 

ανήκουν σε διαφορετικά στρώµατα δεν έχουν τις ίδιες βασικές συναρτήσεις 

κινδύνου. Επιπλέον τα άτοµα που ανήκουν στο ίδιο στρώµα έχουν 

συναρτήσεις κινδύνου µε την αναλογική ιδιότητα. Για παράδειγµα έστω δύο 

άτοµα µε µεταβλητές �	 και �
 που ανήκουν στο στρώµα �, τότε ισχύει 

������	�������
� � �������"�������$ � �����"P�$� 
Όταν τα άτοµα προέρχονται από διαφορετικά στρώµατα δεν έχουν ανάλογες 

συναρτήσεις κινδύνου, αφού οι βασικές συναρτήσεις κινδύνου ��	� ��
,…,���c 

κάθε στρώµατος είναι αυθαίρετες συναρτήσεις του χρόνου και είναι 

ασυσχέτιστες. 

Επίσης οι συντελεστές παλινδρόµησης είναι ίδιοι σε κάθε στρώµα ξεχωριστά. 

Στην περίπτωση που δεν ήταν ίδιοι σε κάθε στρώµα, τα δεδοµένα κάθε 

στρώµατος θα θεωρούνταν ως διαφορετικά σύνολα δεδοµένων και θα 

αναλύονταν ξεχωριστά.  

Η εκτίµηση των συντελεστών παλινδρόµησης  προκύπτει από την 

µεγιστοποίηση της συνάρτησης µερικής πιθανοφάνειας. Ο λογάριθµος της 

µερικής πιθανοφάνειας  στην στρωµατοποίηση στο στρώµα d δίνεται ως 

H^ H�?e��� � _�`�e< ,_H�a_����f=�:;<
b5f

6C	
5f
6C	  
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Η µόνη διαφορά της παραπάνω σχέσης µε τον αντίστοιχη της µερικής 

πιθανοφάνειας για το µοντέλο του Cox είναι ότι έχει προστεθεί ο δείκτης d για 

να τονίσει ότι τα δεδοµένα προέρχονται από το στρώµα�d�d � �� � � � � [� 
 

1.6 Έλεγχοι της υπόθεσης αναλογικών κινδύνων στο 
µοντέλο του Cox 
 

Η εφαρµογή του µοντέλου του Cox θεωρεί ότι η υπόθεση των  αναλογικών 

κινδύνων ικανοποιείται ανάµεσα στα επίπεδα µιας µεταβλητής. Για αυτό το 

λόγο για να είναι σωστή η διαδικασία και τα αποτελέσµατα που προκύπτουν 

να έχουν νόηµα, πρέπει προτού εφαρµοστεί το µοντέλο του Cox να ελεγχθεί 

από τον µελετητή η υπόθεση των αναλογικών κινδύνων. Ο έλεγχος αυτός 

πραγµατοποιείται είτε γραφικά είτε µε στατιστικά που υπάρχουν για τον 

έλεγχο αυτό. Στη συνέχεια, και εφόσον υπάρχουν πολλές υποψήφιες 

συµµεταβλητές πρέπει να επιλεχθούν οι πιο σηµαντικές και να 

συµπεριληφθούν στο µοντέλο. Καταλήγοντας στον αριθµό των µεταβλητών  

και εφαρµόζοντας το µοντέλο στα δεδοµένα θα εµφανιστεί το κατά πόσο το 

µοντέλο είναι ικανοποιητικό  ή θέλει βελτιώσεις. 

Υλοποιώντας τους  παραπάνω ελέγχους και εντοπίζοντας ότι η υπόθεση 

αναλογικών κινδύνων δεν ικανοποιείται τότε προβαίνουµε είτε σε 

µετασχηµατισµούς των δεδοµένων µας έτσι  ώστε τελικώς να ικανοποιείται η 

συνθήκη είτε  επιλέγουµε µια διαφορετική κλάση µοντέλων που να είναι 

κατάλληλη για τα δεδοµένα  µας. 
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1.6.1 Γραφικός έλεγχος της υπόθεσης αναλογικών κινδύνων 

Εφόσον ισχύει η υπόθεση αναλογικών κινδύνων η συνάρτηση επιβίωσης ενός 

ατόµου µε διάνυσµα συµµεταβλητών � � ��	� �
� � � ��� παίρνει την παρακάτω 

µορφή  

+����� � �����,&��������� 
Λογαριθµίζοντας την παραπάνω σχέση καταλήγουµε στην σχέση. 

H^ g,H^ �+������h � �`� � H^ g�&�����h 
Έστω �	 και �
 τα διανύσµατα συµµεταβλητών δύο ατόµων. Εφόσον ισχύει  η 

συνθήκη αναλογικών κινδύνων η διαφορά των συναρτήσεων 

H^ g,H^ �+����	��h και H^ g,H^ �+����
��h θα είναι σταθερή. Συνεπώς 

H^ i,H^ M+����	�Nj � H^ g,H^ �+����	��h +��`�	� , �`�
��. 
Σχεδιάζοντας τις δύο καµπύλες στο ίδιο γράφηµα θα παρατηρήσουµε ότι οι 

καµπύλες είναι παράλληλες και µεταξύ τους θα απέχουν σταθερή απόσταση 

και ίση µε  �`�	� , �`�
�. Εποµένως, πραγµατοποιώντας αυτή την γραφική 

παράσταση έχουµε ένα πρώτο έλεγχο των αναλογικών κινδύνων. Αν οι 

καµπύλες που θα προκύψουν είναι παράλληλες ή σχεδόν παράλληλες τότε 

ισχύει η συνθήκη αναλογικών κινδύνων. 

 Κατά τον γραφικό έλεγχο των αναλογικών κινδύνων προκύπτουν διάφορα 

προβλήµατα, όπως το να αποφανθούµε αν οι καµπύλες είναι παράλληλες. 

Επίσης, όταν το επίπεδο µια µεταβλητής έχει λίγους ή  καθόλου πλήρεις 

διακεκριµένους χρόνους. Στην περίπτωση  έλλειψης πλήρων χρόνων σε µια 

κατηγορία είναι αδύνατον να γίνει η γραφική παράσταση για την κατηγορία 

αυτή και είναι αδύνατος ο γραφικός έλεγχος της αναλογικότητας. 
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Επιπλέον πρόβληµα δηµιουργείται κατά την διαδικασία της κατηγοριοποίησης  

µιας ποσοτικής µεταβλητής. Προτιµότερο και πιο λειτουργικό είναι να 

χρησιµοποιείται µικρός αριθµός κατηγοριών. 

 

1.6.2 Έλεγχος των αναλογικών κινδύνων χρησιµοποιώντας 
εξαρτώµενες από το χρόνο µεταβλητές. 

 
Ένας ακόµα έλεγχος της αναλογικότητας των κινδύνων πραγµατοποείται µε 

τη χρήση των εξαρτώµενων από το χρόνο µεταβλητών, δηλαδή µεταβλητών 

που ενώ είναι σταθερές µεταβλητές µε κατάλληλο µετασχηµατισµό γίνονται 

µεταβλητές εξαρτώµενες από το χρόνο. 

Έστω ότι εξετάζουµε k µεταβλητές, τις �	� �
� � � �5 και θέλουµε να εξετάσουµε 

την περίπτωση αν η σταθερή µεταβλητή �5 ικανοποιεί την υπόθεση της 

αναλογικότητας των κινδύνων, στην παρουσία των υπόλοιπων ? , � 

µεταβλητών. Ορίζουµε τον µετασχηµατισµό �5��� � �5 ���, ουσιαστικά 

πολλαπλασιάζουµε την �5 µε µια συνάρτηση του χρόνου και µε τον τρόπο 

αυτό η �5 από σταθερή µεταβλητή µετατρέπεται σε εξαρτώµενη από το 

χρόνο. Συµβολίζουµε µε το �P να είναι το διάνυσµα των υπολοίπων ? , � 

µεταβλητών και  θεωρούµε το Cox να έχει την  ακόλουθη µορφή 

������ � �����������5�5+�k�5��� � �P�P� 
Mε την εισαγωγή του µετασχηµατισµού η παραπάνω εξίσωση γίνεται 

������ � �����������5�5+�k�5 ��� � �P�P� 
µε την τελευταία εξίσωσή γίνεται ο έλεγχος της µηδενικής υπόθεσης K�G k � �. 

Αν η µηδενική υπόθεση γίνει δεκτή τότε η συµµεταβλητή  �5 ικανοποιεί την 

συνθήκη της αναλογικότητας των κινδύνων, διαφορετικά συµπεραίνουµε ότι η 

�5�δεν ικανοποιεί την υπόθεση των αναλογικών κινδύνων. Μια µη-µηδενική 

τιµή του συντελεστή k θα σήµαινε µια αλλαγή του κινδύνου µεταξύ δύο 
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ατόµων µε διαφορετική τιµή του �5 στο χρόνο. Η αλλαγή αυτή εξαρτάται από 

την επιλεγµένη µορφή της συνάρτησης  ��� και επειδή στόχος µας είναι η 

εξέταση της υπόθεσης της αναλογικότητας των κινδύνων και όχι η 

µοντελοποίηση της επίδρασης του �5 στο χρόνο, η επιλογή της συνάρτησης 

 ��� περιορίζεται συνήθως σε απλές συναρτήσεις οπώς είναι η ταυτοτική 

 ��� � � και η λογαριθµική  ��� � H��. 
Στην περίπτωση που θέλουµε να εξετάσουµε αν οι µεταβλητές �	� �
�� � �5 

ικανοποιούν ταυτόχρονα την υπόθεση αναλογικών κινδύνων σχηµατίζουµε το 

γενικευµένο µοντέλο  

������ � ����� ���M9 ���� �5�C	 9 k�g�� ���h5�C	 N 
 

και κάνουµε τον έλεγχο της υπόθεση K�G k� � �. Αν η µηδενική υπόθεση γίνει 

δεκτή συµπεραίνουµε ότι  οι µεταβλητές ικανοποιούν την υπόθεση των 

αναλογικών κινδύνων αλλιώς δεν την ικανοποιούν. 

 

1.6.3 Υπόλοιπα Schoenfeld 

Τα υπόλοιπα Schoenfeld  τα πρότεινε το 1982 ο Schoenfeld για την εξέταση 

του αναλογικού κινδύνου στο ηµι-παραµετρικό µοντέλο του Cox. Τα υπόλοιπα 

Schoenfeld υπερτερούν των υπολοίπων διότι  ο υπολογισµός τους δεν 

απαιτεί την εκτίµηση της αθροιστικής αναφορικής συνάρτησης κινδύνου. Στα 

υπόλοιπα Schoenfeld υπολογίζεται  ένα ξεχωριστό υπόλοιπο για κάθε άτοµο 

για κάθε µεταβλητή σε αντίθεση µε τα άλλα που υπολογίζεται µόνο ένα για 

κάθε άτοµο. Άρα αν έχουµε � µεταβλητές τότε για κάθε άτοµο υπολογίζονται � 

Schoenfeld υπόλοιπα. Το γράφηµα τους  συναρτήσει του χρόνου δίνει την 

δυνατότητα ελέγχου της υπόθεσης των αναλογικών κινδύνων. Στην 
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περίπτωση που τα υπόλοιπα είναι τυχαία διασκορπισµένα στο γράφηµα 

ικανοποιείται η υπόθεση αλλιώς δεν ικανοποιείται η υπόθεση. 

Τα υπόλοιπα Schoenfeld της  µεταβλητής �5 ορίζονται ως η τιµή της 

συµµεταβλητής �5 για το i άτοµο, δηλαδή η τιµή �5� µε πλήρη χρόνο �� µείον 

την αναµενόµενη τιµή της συµµεταβλητής για τα άτοµα που είναι σε κίνδυνο. 

Η σχέση είναι η ακόλουθη 

lmn � �6 , op���76�  µε  qDM�r76N � 9 �s12�3ss:t<9 12�3==:t<  

Πρέπει να επισηµανθεί τα υπόλοιπα Schoenfeld προσδιορίζονται στους 

χρόνους διακοπής και όχι στις λογοκριµένες παρατηρήσεις. Επίσης 

αποτελούν διανύσµατα διότι κάθε µη-λογοκριµένη παρατήρηση έχει τόσα 

υπόλοιπα όσες είναι και οι συµµεταβλητές. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2  

Μοντέλα Ευπάθειας 

 

2.1 Εισαγωγή   

Η µη παρατηρούµενη προδιάθεση για θάνατο, επίσης αποκαλούµενη και ως 

‘’κρυµµένη ετερογένεια’’  (hidden heterogeneity) ή ευπάθεια (frailty) είναι µια 

σηµαντική ανησυχία στη δηµογραφική ανάλυση της επιβίωσης όπου ατοµικές 

διαφοροποιήσεις στις πιθανότητες επιβίωσης δεν µπορούν να αγνοηθούν. Για 

την µελέτη τέτοιων διαφορών προτάθηκαν τα µοντέλα ευπάθειας. Τα µοντέλα 

ευπάθειας χρησιµοποιούνται για να εξηγήσουν την αποκλίνουσα 

συµπεριφορά των ποσοστών θνησιµότητας σε προχωρηµένες ηλικίες (Vaupel 

and Yashin 1965), για να διορθώσουν προκατηλειµένες εκτιµήσεις των 

συντελεστών παλινδρόµησης σε µοντέλα κινδύνων τύπου Cox (Chamberlain 

1985)  και να διαχωρίσουν συνθετικές και βιολογικές επιδράσεις στις µελέτες 

γήρανσης (Manton et al, 1986). Τα µοντέλα ευπάθειας έχουν σπουδαίο ρόλο 

στην ερµηνεία αποτελεσµάτων σε πειράµατα στρες (Υashin et al. 1996a) και 

σε µελέτες υπεραιωνόβιων (Yashin et al. 1999).  

Η έννοια της ευπάθειας παρέχει έναν εύκολο τρόπο για να εισαχθούν τυχαίες 

επιδράσεις σύνθεσης και ετερογένειας σε µοντέλα για δεδοµένα επιβίωσης. 

Στην απλούστερη µορφή της, η ευπάθεια είναι ένας µη παρατηρούµενος 

τυχαίος αναλογικός παράγοντας που τροποποιεί τη συνάρτηση κινδύνου του 

ατόµου ή των συσχετιζόµενων ατόµων. 

Τα µοντέλα ευπάθειας είναι επεκτάσεις του µοντέλου αναλογικών κινδύνων  

γνωστό ως Cox µοντέλο. Συνήθως, στις περισσότερες κλινικές εφαρµογές 

υποθέτουµε σιωπηρά ότι ο εξεταζόµενος πληθυσµός είναι οµοιογενής.  Με 
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άλλα λόγια ότι όλα τα άτοµα που ανήκουν στο πληθυσµό διατρέχουν τον ίδιο 

κίνδυνο (κίνδυνο επανεµφάνισης νόσου, κίνδυνο θανάτου κτλ). Η υπόθεση 

οµοιογένειας του πληθυσµού πολλές φορές είναι ακατάλληλη  και απαιτείται ο 

πληθυσµός να θεωρηθεί ετερογενής, δηλαδή ένας πληθυσµός µε άτοµα µε 

διαφορετικούς κινδύνους. Για παράδειγµα είναι αδύνατο αρκετές φορές να 

µετρηθούν όλοι οι σχετικοί παράγοντες που επηρεάζουν την νόσο, είτε για 

οικονοµικούς λόγους είτε η επίδραση κάποιων παραγόντων είναι άγνωστη. 

Ουσιαστικά η ευπάθεια είναι ο στατιστικός όρος µοντελοποίησης της 

ετερογένειας που προκαλείται από τυχόν µη µετρούµενες συµµεταβλητές. 

Από στατιστικής πλευράς το µοντέλο ευπάθειας είναι ένα τυχαίο µοντέλο στο 

οποίο η ευπάθεια έχει πολλαπλασιαστικό χαρακτήρα στην αναφορική 

συνάρτηση κινδύνου. 

Μπορούµε να διακρίνουµε δυο µεγάλες κατηγορίες µοντέλων ευπάθειας  

1)   Μοντέλα µε µονοµεταβλητό χρόνο επιβίωσης  ως τελικό σηµείο.  

2) Μοντέλα που περιγράφουν πολυµεταβλητά τελικά σηµεία επιβίωσης 

(ανταγωνιστικοί κίνδυνοι, επανεµφάνιση των γεγονότων στο ίδιο άτοµο, 

εµφάνιση µιας ασθένειας σε συγγενείς). 

Στην πρώτη κατηγορία µοντέλων, µια µονοµεταβλητή διάρκεια ζωής 

χρησιµοποιείται για να περιγράψει την επίδραση των µη παρατηρούµενων 

συµµεταβλητών  σε ένα   µοντέλο αναλογικού κινδύνου. Η µεταβλητότητα των 

δεδοµένων επιβίωσης είναι διαιρεµένη στο µέρος που εξαρτάται από τους 

παράγοντες κινδύνου και ως εκ τούτου θεωρητικά προβλέψιµη  και σε ένα  

µέρος που είναι αρχικά απρόβλεπτο, ακόµα και όταν όλες οι σχετικές 

πληροφορίες είναι γνωστές. Ο διαχωρισµός αυτός έχει το πλεονέκτηµα  η 

ετερογένεια  να µπορεί να  εξηγήσει απροσδόκητα αποτελέσµατα ή να δώσει 
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µια εναλλακτική ερµηνεία σε διάφορα αποτελέσµατα. Για παράδειγµα, η 

ευπάθεια µπορεί να ερµηνεύσει διασταυρό-επικαλυπτώµενες επιδράσεις ή 

την σύγκλιση των συναρτήσεων κινδύνου από δύο διαφορετικά σκέλη της 

θεραπείας (Μanton and Stallard (1981)). 

Στα µοντέλα µε πολυµεταβλητούς χρόνους επιβίωσης ο στόχος είναι  να 

ληφθεί υπόψη η εξάρτηση στο σύµπλεγµα των χρόνων των γεγονότων. Ένας 

φυσικός τρόπος µοντελοποίησης της εξάρτησης ανάµεσα στους χρόνους των 

γεγονότων είναι µέσω της εισαγωγής µια τυχαίας επίδρασης, της ευπάθειας. 

Αυτή η τυχαία επίδραση εξηγεί την εξάρτηση υπό την έννοια ότι αν γνωρίζαµε 

την ευπάθεια, τότε τα γεγονότα θα ήταν ανεξάρτητα. Με άλλα λόγια οι 

διάρκειες ζωής είναι υπό συνθήκη ανεξάρτητες, για δεδοµένη ευπάθεια. Αυτή 

η προσέγγιση µπορεί να χρησιµοποιηθεί για χρόνους επιβίωσης 

συσχετιζόµενων ατόµων όπως συγγενείς ή για επαναλαµβανόµενες 

παρατηρήσεις για το ίδιο άτοµο. 

 

2.2  Univariate  frailty  models  (Μονοµεταβλητά  µοντέλα 
ευπάθειας) 

Η συνήθης µεθοδολογία κατά την  χρησιµοποίηση  της ανάλυσης επιβίωσης 

σε κλινικά ερευνητικά προγράµµατα είναι η υπόθεση ενός οµοιογενούς 

πληθυσµού που ερευνάται υπό διαφορετικές συνθήκες (π.χ. πειραµατική 

θεραπεία, καθιερωµένη θεραπεία). Το κατάλληλο µοντέλο επιβίωσης υποθέτει 

ότι τα δεδοµένα επιβίωσης των διαφόρων ασθενών είναι ανεξάρτητα µεταξύ 

τους και η κατανοµή του χρόνου επιβίωσης του κάθε ασθενή είναι η ίδια.  

Η υπόθεση της οµοιογένειας του πληθυσµού αµφισβητείται εύκολα. Στις 

περισσότερες κλινικές δοκιµές παρατηρεί κανείς σε πολλές πρακτικές 

περιπτώσεις  ότι οι ασθενείς διαφέρουν σηµαντικά. Η επίδραση ενός 
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φαρµάκου η µιας θεραπείας µπορεί να διαφέρει σηµαντικά µεταξύ των 

υποοµάδων των ασθενών.  Αυτό συµβαίνει διότι τα άτοµα έχουν διαφορετικές 

αδυναµίες και οι πιο αδύναµοι οργανισµοί θα πεθάνουν πιο γρήγορα ή δε θα 

ανταπεξέλθουν στη θεραπεία τόσο καλά όσο κάποιοι δυνατοί οργανισµοί. 

Όταν εκτιµούνται τα ποσοστά θνησιµότητας το ενδιαφέρον έγκειται στο πώς 

αλλάζουν αυτά µε την πάροδο του χρόνου και την ηλικία. Αρκετά συχνά 

παρατηρείται  η συνάρτηση κινδύνου να αυξάνεται, να φτάνει ένα µέγιστο και 

έπειτα να µειώνεται. Όσο περισσότερο ζει ο ασθενής µετά την εµφάνιση της 

νόσου, βελτιώνονται οι πιθανότητές του για επιβίωση. Η πληθυσµιακή ένταση 

µπορεί να ξεκινήσει να µειώνεται γιατί οι υψηλού κινδύνου ασθενείς 

απεβίωσαν. Το ποσοστό κινδύνου ενός ατόµου όµως µπορεί κάλλιστα να 

συνεχίσει να αυξάνεται. Εάν οι παράγοντες κινδύνου είναι γνωστοί, τα 

παραπάνω µπορούν να συµπεριληφθούν στην ανάλυση µε τη χρήση του  

µοντέλου αναλογικών κινδύνων που έχει την ακόλουθη µορφή 

����Y � �� � ��������� 
όπου ����� η αναφορική συνάρτηση κινδύνου η οποία υποτίθεται ότι είναι 

µοναδική για όλα τα άτοµα του εξεταζόµενου πληθυσµού, � το διάνυσµα των 

παρατηρούµενων συµµεταβλητών και � των διάνυσµα των αντίστοιχων 

παραµέτρων παλινδρόµησης. 

 ∆υο είναι οι βασικοί  λόγοι για τους οποίους δεν µπορούµε να 

συµπεριλάβουµε όλους τους σηµαντικούς παράγοντες στην παραπάνω 

ανάλυση. Πρώτον οι συµµεταβλητές που πρέπει να εξεταστούν είναι πάρα 

πολλές και δεύτερον ο ερευνητής µπορεί να µην ξέρει ή να µη µπορεί να 

µετρήσει όλες τις σχετικές µεταβλητές. Η µεταβλητότητα και στις δύο 

περιπτώσεις διακρίνεται στην µεταβλητότητα που µετριέται από τους 
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παράγοντες του ρίσκου και θεωρητικά είναι µετρήσιµη και την ετερογένεια 

που οφείλεται στις άγνωστες συµµεταβλητές και θεωρητικώς είναι 

απρόβλεπτη. 

Σε ένα µοντέλο αναλογικών κινδύνων η εξαίρεση κάποιου υποσυνόλου 

µεταβλητών οδηγεί σε µεροληπτικές εκτιµήτριες των παραµέτρων της 

παλινδρόµησης και του ποσοστού κινδύνου.  Ο λόγος για αυτό είναι   ότι το 

εξαρτώµενο από το χρόνο  ποσοστό κινδύνου αλλάζει καθώς η σύνθεση του 

πληθυσµού αλλάζει σε σχέση µε τις συµµεταβλητές. Μια εκτίµηση του 

κινδύνου χωρίς να ληφθεί υπόψη η µη παρατηρούµενη ευπάθεια θα οδηγήσει 

σε υποεκτίµηση της συνάρτησης κινδύνου και η έκταση της υποτίµησης θα 

αυξάνεται  καθώς ο χρόνος προχωρεί.  

Το µονοµεταβλητό µοντέλο ευπάθειας επεκτείνει το µοντέλο του Cox  έτσι 

ώστε ο κίνδυνος του ατόµου να εξαρτάται από µια επιπλέον τυχαία µεταβλητή 

u, η οποία ενεργεί πολλαπλασιαστικά στην αναφορική συνάρτηση κινδύνου. 

����v� �� � v�������!w 

πάλι ����� η αναφορική συνάρτηση κινδύνου, J το διάνυσµα των 

συµµεταβλητών και u η µεταβλητή ευπάθειας. Η ευπάθεια u είναι µία τυχαία 

µεταβλητή που µεταβάλλεται µέσω του πληθυσµού, µειώνει τον ατοµικό 

κίνδυνο όταν  u 4 � ή τον  αυξάνει όταν u x �. Πρέπει να τονιστεί ότι η 

ευπάθεια είναι κάτι που δεν παρατηρείται. Η αντίστοιχη συνάρτηση επιβίωσης 

+ ,που περιγράφει το σύνολο των επιζώντων ατόµων στον πληθυσµό της 

µελέτης  δίνεται από τον ακόλουθο τύπο 

+���y � v� Y � �� � �Pz12�3 ' {|�}�~}��| � �Pz12�3��|�*� 
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όπου +���v� �� ερµηνεύεται ως το ποσοστό των ατόµων που έχει επιζήσει  

µέχρι την χρονική στιγµή � και &���� η αθροιστική αναφορική συνάρτηση 

κινδύνου. 

Μέχρι τώρα το µοντέλο έχει περιγραφεί σε ατοµικό επίπεδο. Το ατοµικό αυτό 

µοντέλο δεν παρατηρείται. Συνεπώς, πρέπει το µοντέλο να εξεταστεί σε 

επίπεδο ολόκληρου του εξεταζόµενου πληθυσµού. Η συνάρτηση επιβίωσης 

όλου του πληθυσµού είναι ο µέσος όρος των ατοµικών συναρτήσεων 

επιβίωσης. Η συνάρτηση κινδύνου όλου του πληθυσµού µπορεί να διαφέρει 

από την ατοµική συνάρτηση κινδύνου. Η συνάρτηση επιβίωσης του 

πληθυσµού λαµβάνεται από την +���v� �� ολοκληρώνοντας  ως προς την 

ευπάθεια. 

+����� � � �P�12!3�|�*�)�z�v� � �P��12!3�|�*���
�  

όπου �z η συνάρτηση  κατανοµής της ευπάθειας.  Για να ισχύει η ισότητα 

πρέπει το ���� � ,H���' �P�z)�z�v��� ). Για διαφορετική κατανοµή ευπάθειας 

παράγεται διαφορετική G. Η συνάρτηση πιθανοφάνειας για δεξιά λογοκριµένα 

δεδοµένα γράφεται 

>�?�H��^^) � @ ��������1�}U�1~ @ +�����1�}U�1~  

∆ηλαδή η συνάρτηση πιθανοφάνειας χωρίζεται στα δύο, στα δεδοµένα που 

δεν είναι λογοκριµένα και σε αυτά που είναι λογοκριµένα. Για τα δεδοµένα 

έχουµε ότι ��  είναι οι χρόνοι αποτυχίας, �� οι λογοκριµένοι χρόνοι και τα 

L� � d������ ���� � � ��� � �. θεωρούµε την δείκτρια συνάρτηση  

�� � ��� �� � ���� �� x �� � 
Εισάγοντας την δείκτρια συνάρτηση στην πιθανοφάνεια έχουµε 
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>�? � � ��L��Y���=��C	 +�L��J��	P�= = � ����=�w=����=�X=���=��C	 +�L��J�� 
Παραγωγίζοντας την συνάρτηση επιβίωσης µεταβαίνουµε στην συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας. 

+����� � �P��12�3�|�*�� �x ������ � �P��12�3�|�*���������&�������!w����� 
Εποµένως η πιθανοφάνεια γίνεται 

���������������>�?���� � @��������X=&��L������X=���L����=
�
�C	 �P��12��=�|��=��

 

Τελικώς έχουµε την συνάρτηση πιθανοφάνειας συναρτήσει της συνάρτησης G  

και των δεδοµένων ���L��J� και άγνωστες παραµέτρους τα ��και τα �����. 
Υποθέτοντας µια κατανοµή για την ευπάθεια και κατά συνέπεια µια 

συγκεκριµένη συνάρτηση � µπορούµε µε το συνήθη τρόπο να βρούµε τις 

εκτιµήσεις των παραµέτρων εφόσον έχουµε µια αναλυτική µορφή. Στην 

περίπτωση που αυτό δεν καθίσταται εφικτό εφαρµόζονται πιο εξελιγµένες 

προσεγγίσεις όπως αριθµητική ολοκλήρωση ή Monte Carlo µέθοδοι. Οι πιο 

συχνά χρησιµοποιούµενες κατανοµές ευπάθειας είναι η Γάµµα κατανοµή  η 

Λογαριθµοκανονική κατανοµή και η αντίστροφη Gaussian κατανοµή. 

  

2.2.1 Γάµµα µοντέλο ευπάθειας 

Η Γάµµα κατανοµή ως µεικτή κατανοµή  υπολογιστικά και αναλυτικά ταιριάζει 

πολύ καλά σε δεδοµένα αποτυχίας.  Εύκολα αντλούνται  οι κλειστές µορφές 

της συνάρτησης κινδύνου, της αθροιστικής και της µη δεσµευµένης 

συνάρτησης επιβίωσης που οφείλεται στην απλότητα του µετασχηµατισµού 

Laplace. Η Γάµµα κατανοµή  �?� F�  είναι µία ευέλικτη κατανοµή που παίρνει 

µια ποικιλία από σχήµατα καθώς η παράµετρος της ? µεταβάλλεται π.χ. αν 
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? � � είναι πανοµοιότυπη µε την εκθετική, ενώ όταν το k είναι αρκετά µεγάλο 

το σχήµα της θυµίζει κανονική κατανοµή. 

Παρ’ όλα τα πλεονεκτήµατα αυτά δεν συντρέχει κάποιος βιολογικός λόγος 

που κάνει την κατανοµή Γάµµα προτιµότερη από κάποιες άλλες κατανοµές 

ευπάθειας. Μαθηµατικοί και υπολογιστικοί είναι οι λόγοι που την καθιστούν 

ευρέως χρησιµοποιούµενη. Το άρθρο των  Abbring και Van den Berg (2007) 

εκλογικεύει την χρήση της κατανοµής για τις ευπάθειες. Οι συγγραφείς έδειξαν 

ότι σε  µια µεγάλη κλάση των µονοµεταβλητών µοντέλων ευπάθειας, η 

κατανοµή ευπάθειας ανάµεσα στους επιζώντες συγκλίνει προς µια κατανοµή 

Γάµµα καθώς ο χρόνος πηγαίνει στο άπειρο  κάτω από ήπιες προϋποθέσεις 

κανονικότητας. 

Η ευπάθεια δεν µπορεί να είναι αρνητική, η Γάµµα και η Λογαριθµό-κανονική 

κατανοµή είναι οι πιο συνηθισµένες κατανοµές που µοντελοποιούν 

µεταβλητές µη αρνητικές. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Γάµµα 

δίνεται από τον τύπο 

���� � ���?� F5 5P	�P¡���� ¢ �� ? x �� £ x � 

στο απλοποιηµένο µοντέλο ����v� � v����� η συνάρτηση επιβίωσης είναι 

+���v� � �Pz�|�*� και η συνάρτηση επιβίωσης του πληθυσµού είναι ο µέσο- 

σταθµικός µέσος των δεσµευµένων συναρτήσεων επιβίωσης 

+��� � o�+���v�� � oM�Pz�|�*�N � >�&����� 
όπου  L συµβολίζει τον  µετασχηµατισµό Laplace ο οποίος για τη Γάµµα 

κατανοµή δίνεται από 

>�(� � ���?� F5��P���5P	�P¡� )� 

           � ¡s�¡#��s �F � (�5 	¤�5�' �5P	�P�¡#���)� 
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�������� �� � (F�P5��������������������������� 
Άρα η συνάρτηση επιβίωσης θα δίνεται από την σχέση  

+��� � >M&����N � �� � &����F �P5 

και η συνάρτηση κινδύνου 

���� � ? �����F � &���� 
Επεκτείνοντας το µοντέλο εισάγοντας τον όρο του Cox ����w) η ευπάθεια 

παραµένει Γάµµα µε διαφορετικές όµως παραµέτρους. Για το µοντέλο     

����v� �� � v��������w 

η συνάρτηση πιθανοφάνειας στην παραµετρική περίπτωση είναι της µορφής  

>�?��� R� y�� � @�v�������R����X=��=
�
�C	 �Pz=�|�*=�W����X= 

όπου R το διάνυσµα των παραµέτρων της αναφορικής συνάρτησης. 

Η παραπάνω πιθανοφάνεια εξαρτάται από τις άγνωστες ευπάθειες των 

ατόµων. Θεωρώντας για την αναφορική συνάρτηση κινδύνου ότι ακολουθεί 

Γάµµα κατανοµή µε παραµέτρους �?� F� � � � 	¥$ � 	¥$� παίρνουµε την 

παραµετρική µορφή του Γάµµα µοντέλου ευπάθειας και η συνάρτηση  

πιθανοφάνειας παίρνει την ακόλουθη µορφή 

>�?��� R� ¦
� � @§ ������R����X=� � ¦
&�����R����X=¨
�=�

�C	 �� � ¦
&�����R���!X=�P� 	¥$ 

Στην περίπτωση που δεν γίνεται καµία υπόθεση για την κατανοµή της 

αναφορικής συνάρτησης έχουµε την ηµι-παραµετρική µορφή του Γάµµα 

µοντέλου ευπάθειας. Στο µοντέλο αυτό η συνάρτηση ����� θεωρείται ως 

άγνωστη µεταβλητή. Ο ΕΜ (expectation-maximization)  αλγόριθµος 
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χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό των εκτιµητριών στο ηµιπαραµετρικό 

Γάµµα µοντέλο ευπάθειας. Ο αλγόριθµος αυτός προτάθηκε από τον Dempster 

et al.(1970) και συχνά χρησιµοποιείται όταν υπάρχουν µη παρατηρούµενα 

δεδοµένα. Πρώτος ο Nielsen et al.(1992) υιοθέτησε τον αλγόριθµο για την 

εκτίµηση παραµέτρων σε µοντέλα ευπάθειας. O αλγόριθµος έχει δυο βασικά 

στάδια. Στο πρώτο στάδιο γίνεται η εκτίµηση των µη παρατηρούµενων 

ευπαθειών βασισµένη στα παρατηρούµενα δεδοµένα. Οι  εκτιµήσεις του 

πρώτου σταδίου χρησιµοποιούνται στο δεύτερο  στάδιο µεγιστοποίησης για 

να πάρουµε νέες εκτιµήσεις, δεδοµένου των εκτιµώµενων ευπαθειών. Για το 

συγκεκριµένο Γάµµα µοντέλο υπάρχουν οι κλειστές µορφές των δεσµευµένων 

αναµενόµενων  ευπαθειών. 

Αρχικώς θεωρούµε την πλήρη συνάρτηση πιθανοφάνειας και τις µεταβλητές 

ευπάθειας τις υποθέτουµε ως παρατηρούµενες τυχαίες µεταβλητές συναφείς 

µε τους χρόνους των γεγονότων. Η πλήρης πιθανοφάνεια έχει την µορφή 

>�?��� ¦
�v� � � ��������v�� �� ¦
��C	 ) 

      ��� ��������v�����C	 )�� ��v��¦
��C	 ) 

      � >�?	���v�>�?
�¦
�u� 
µε y � �y	� y
�y�� και 

    >�?	���v� � � �v����������X=��=�©C	 �Pz=�|�*=�12��=  
            >�?
 � � ��v��¦
��C	 � 

 Με τον τρόπο αυτό παίρνουµε εκτιµήτριες των ευπαθειών που 

χρησιµοποιούνται στο στάδιο της µεγιστοποίησης για  να πάρουµε τις 

εκτιµήσεις των παραµέτρων της παλινδρόµησης. Η µερική πιθανοφάνεια για 

τις παραµέτρους της παλινδρόµησης στο µοντέλο ευπάθειας είναι της µορφής 



33 
 

>�?���v� � @� ���X=#ªUV��z=�9 v6���X=6:;��=�
��=

�
�C	  

 

Οι άγνωστες τυχαίες µεταβλητές  αντικαθίστανται µε τις πρόσφατες µέσες 

τιµές στην  ?-οστή επανάληψη q�5�v� και q�5�H^ ��v��   
H^ >�?��� ¦
� � _��

�
�C	 g�`J� � o�5��H^ ��v��� , H^ �� _ o�5��v6����X<�6:;�*=� h 

Από την παραπάνω έκφραση αυτή παίρνουµε καινούργιες εκτιµήσεις ��5�. 
Επίσης  καινούργια εκτίµηση για την παράµετρο της ευπάθειας ¦�5�
  

παίρνουµε µεγιστοποιώντας την >�?
�¦
�v� έχοντας πρώτα αντικαταστήσει τις 

άγνωστες µεταβλητές u�  µε τις πρόσφατες µέσες τιµές του επαναληπτικού 

βήµατος ?. 

Η µη παρατηρούµενη ευπάθεια u���� � �� � � � �� του κάθε ατόµου µπορεί να 

εκτιµηθεί από τον τύπο 

o�5#	��y�� � �� � �¦�5�
�¦�5�
 � &�5��������s�� X= 

όπου K�5��� � είναι µια µη παραµετρική εκτιµήτρια της αθροιστικής συνάρτησης 

αναφοράς κινδύνου βασισµένη στην πρόσφατη εκτίµηση της επανάληψης k. 

Η αποτελεσµατικότητα του ΕΜ αλγορίθµου ερευνήθηκε από τους Barker and 

Henderson (2005) στην εφαρµογή του στο µονοµεταβλητό Γάµµα µοντέλο 

ευπάθειας. Παρατήρησαν µεγάλη υποεκτίµηση της διασποράς της ευπάθειας. 

Οι αντίστοιχοι συντελεστές παλινδρόµησης υποεκτιµούνται σε απόλυτες τιµές. 

Για την διόρθωση αυτής της υποεκτίµησης οι Barker and Henderson 

πρότειναν µια προσαρµογή, αντικατέστησαν την µη παραµετρική εκτιµήτρια 
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του Breslow της συνάρτησης κινδύνου µε µία τοπική πιθανοφάνεια  για την 

αναφορική συνάρτηση κινδύνου που επιτρέπει στους χρόνους επιβίωσης να 

εισέλθουν στους όρους εκτίµησης.  

 

2.2.2 Inverse Gaussian frailty model 

H αντίστροφη κανονική ή Gaussian κατανοµή εισήχθη ως µια κατανοµή 

ευπάθειας από τον  Hougaard (1984) και χρησιµοποιήθηκε από αρκετούς  

ερευνητές όπως από τον Manton et al. (1986), Vonta (2004),   Economou and 

Caroni (2005), Kheiriet al. (2007), Duchateau and Janssen (2008) και 

Androulakis et al. (2011). Υπάρχει η κλειστή µορφή της µη δεσµευµένης 

συνάρτησης  επιβίωσης και κινδύνου, που κάνει το µοντέλο αρκετά ελκυστικό. 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  της  αντίστροφης Gaussian τυχαίας 

µεταβλητής µε παραµέτρους « x � και F x � δίνεται από τη σχέση. 

��v� � ¬F¬�v® �����, F�«
v �v , «�
� 
 O µετασχηµατισµός Laplace της αντίστροφης Gaussian  κατανοµής δίνεται   

����>�(� � o�,(y 
���������������� ' ¬¡¯
°z± �P�² ��� ³, ¡
z´$ �v , «�
µ )v  
 

          ���� ' ¬¡¯
°z± ��� ³, M¡#
«$�Nz$P
«¡z#¡«$
«$z µ )v� 
�������� �����, F¶� � �«
(F« � F«� · � ¬F¬�v® ����¸

¹,Fv� º � � �«
(F«
 � F¶� � �«
(F« , F�v»
¼)v 

 

Με διάφορες απλοποιήσεις παίρνουµε την απλοποιηµένη µορφή του 

µετασχηµατισµού Laplace 
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>�(� � ���¸
¹,F¶� � �«
(F« � F«»

¼ � ���� ½F«¾� , ¿� � �«
(F ÀÁ 

Η µη δεσµευµένη συνάρτηση επιβίωσης και κινδύνου δίνονται από τις 

ακόλουθες συναρτήσεις. 

+��� � � 	¥$�	P¯	#
¥$Â|�*�� 
���� � ������� � �¦
K�����	 
Ã  

Στόχος µας είναι να αξιολογήσουµε την επίδραση της µη παρατηρούµενης 

ετερογένειας των παραµέτρων παλινδρόµησης στο αντίστροφο Gaussian 

µοντέλο ευπάθειας.  Έστω οι οριακοί κίνδυνοι δύο ατόµων µε µία δίτιµη 

συµµεταβλητή στο µοντέλο. Ο λόγος κινδύνου δύο ατόµων µε τιµές της 

συµµεταβλητής 0 και 1 είναι της µορφής. 

����J � ������J � �� � �� � �¦
&�����	 
Ã�� � �¦
&�������	 
Ã �� 

Την χρονική στιγµή � � � ο παραπάνω λόγος παίρνει την τιµή �� και παίρνει 

την τιµή �� 
Ã  καθώς ο χρόνος απειρίζεται  � Ä Å. Η επίδραση των 

συµµεταβλητών καθώς ο χρόνος περνάει εξασθενεί. Επίσης η επίδραση της 

µη παρατηρούµενης ετερογένειας είναι εντονότερη σε περιπτώσεις µε µεγάλες 

τιµές για τα ¦
,β,&����. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της ευπάθειας 

ανάµεσα στους επιζώντες την χρονική στιγµή � µπορεί να γραφτεί στην µορφή 



36 
 

��v��� � x Æ� ��� � +����� v���v�+����� � ���M,v&�������XN �����, �v , ��
�¦
v �
¬�
v®������ �¦
 �� , ¶� � �¦
&�������X�

� �¬�
v® ���� Ç̧¹, Èv , M� � �¦
&�������XNP	 
Ã É
�¦
v� � �¦
&�������X »Ê
¼

 

 

Η µέση τιµή ανάµεσα στους επιζώντες είναι 

q�u��� � x �� � �¶� � ¦
&�������X 

και η διασπορά είναι 

Ë�y��� � x Æ� � ¦
�� � ¦
&�������w�
 

 

2.3   Multivariate frailty models (Πολυµεταβλητά µοντέλα  
ευπάθειας) 
 
Τα µοντέλα ευπάθειας βρίσκουν σηµαντική εφαρµογή στο πεδίο των 

πολυµεταβλητών δεδοµένων επιβίωσης. Τέτοιου είδους δεδοµένα θεωρούνται 

ότι  είναι διάρκειες ζωής (οι στιγµές από την εµφάνιση µιας ασθένειας) 

συγγενών  (δίδυµα, γονείς–παιδιά) ή επαναλαµβανόµενα γεγονότα όπως 

λοιµώξεις στο ίδιο άτοµο. Σε τέτοιες περιπτώσεις η ανεξαρτησία  µεταξύ των 

οµαδοποιηµένων δεδοµένων είναι αδύνατο να ισχύει. Τα πολυµεταβλητά 

µοντέλα έχουν την επεξηγηµατική δυνατότητα για να αποσαφηνίσουν την 

παρουσία της εξάρτησης µεταξύ των χρόνων των γεγονότων. Η εξάρτηση στα 

πολυµεταβλητά µοντέλα εκφράζεται από µια λανθάνουσα µεταβλητή (latent 

variable)  στα δεσµευµένα µοντέλα για πολλαπλούς παρατηρούµενους 
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χρόνους επιβίωσης, για παράδειγµα +��	�v� �	� και +��
�v� �
�  είναι οι 

δεσµευµένες συναρτήσεις επιβίωσης δύο συσχετιζόµενων ατόµων µε 

διαφορετικά διανύσµατα παρατηρούµενων µεταβλητών  Y	 και Y
 αντίστοιχα. 

Υποθέτοντας µια κατανοµή (Γάµµα,Λογαριθµο-κανονική) για την λανθάνουσα 

µεταβλητή και ολοκληρώνοντας τότε επάγεται ένα πολυµεταβλητό µοντέλο για 

τα παρατηρούµενα δεδοµένα. Στην περίπτωση των παρατηρήσεων σε ζεύγη 

η δισδιάστατη συνάρτηση επιβίωσης είναι της µορφής 

+M�	��
N � � +��	�v� �	�+��
�v� �
� �v�)v�
�  

όπου το   ορίζει την πυκνότητα της ευπάθειας u. Στην περίπτωση των 

δίδυµων η +M�	��
N δηλώνει το κλάσµα των δίδυµων όπου το πρώτο επιζεί στο 

χρόνο �	��ενώ το δεύτερο στο χρόνο �
. 

Τα µοντέλα ευπάθειας για πολυµεταβλητά δεδοµένα επιβίωσης προέρχονται  

υπό την προϋπόθεση της δεσµευµένης ανεξαρτησίας καθορίζοντας 

λανθάνουσες µεταβλητές που δρουν πολλαπλασιαστικά στην συνάρτηση 

αναφοράς. 

 

2.4 The shared frailty model 

Το από κοινoύ (shared) µοντέλο ευπάθειας έχει σχέση µε χρόνους γεγονότων 

συσχετιζόµενων ατόµων και µε επαναλαµβανόµενες παρατηρήσεις. Το 

µοντέλο αυτό παίρνει την ονοµασία του από το γεγονός ότι τα άτοµα σε µια 

οµάδα υποτίθεται ότι µοιράζονται την ίδια ευπάθεια u. Εισήχθη από τον 

Clayton (1978) και διεξοδικά µελετήθηκε από τον Hougaard (2000). Το από 

κοινού µοντέλο ευπάθειας υποθέτει ότι όλοι οι χρόνοι αποτυχίας σε µια οµάδα 

είναι υπό όρους ανεξάρτητοι δεδοµένης της ευπάθειας. Η τιµή του όρου της 
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ευπάθειας είναι σταθερή κατά την διάρκεια του χρόνου και κοινή για όλα τα 

άτοµα στην οµάδα, και έτσι είναι υπεύθυνη για την δηµιουργία εξάρτησης 

µεταξύ των χρόνων των γεγονότων σε µια οµάδα. 

Οι χρόνοι των γεγονότων µεταξύ των οµάδων θεωρούνται ότι είναι 

ανεξάρτητοι. Ο αριθµός των παρατηρήσεων σε µια οµάδα υποτίθεται 

γνωστός. Τυπικό παράδειγµα διµεταβλητών δεδοµένων αποτελούν µελέτες 

για δίδυµα. Ένα ακόµα παράδειγµα είναι οι χρόνοι αποτυχίας για παρόµοια 

ανθρώπινα όργανα όπως ο χρόνος τύφλωσης του δεξιού και του αριστερού 

µατιού σε µελέτες διαβητικής αµφιβληστροειδοπάθειας. Συνήθως εµφανίζεται 

σε οικογενειακές µελέτες  το φαινόµενο των µικρών και άνισων οµάδων. 

Παράδειγµα µέτριων και µεγάλου µεγέθους οµάδων είναι χρόνοι γεγονότων  

σε πολυκλινικές δοκιµές. 

Έστω ότι υπάρχουν � οµάδες και η � οµάδα έχει �� παρατηρήσεις µε µη 

παρατηρούµενες ευπάθειες y� (� � � � �).To διάνυσµα Y�6 �� � � � �� � � 8 �
��� περιέχει την πληροφορία των συµµεταβλητών των χρόνων των γεγονότων 

��6 της 8��� παρατήρησης στην ���� οµάδα. ∆εδοµένου του όρου της ευπάθειας 

y� οι χρόνοι επιβίωσης στην � �� � � � �� οµάδα υποτίθενται ότι είναι 

ανεξάρτητοι και  η συνάρτηση κινδύνου τους είναι της ακόλουθης µορφής 

�M�r��6� v�N � v���������X=< 
όπου ����� ορίζει την αναφορική συνάρτηση κινδύνου και β είναι ένα διάνυσµα 

παραµέτρων για εκτίµηση. Οι ευπάθειες u���� � ��� � �� θεωρούνται ότι είναι 

ανεξάρτητες και ταυτοτικά κατανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές µε συνάρτηση 

πυκνότητας αυτή που ορίζει ο ερευνητής κάθε φορά. 

Η βασική υπόθεση στα από κοινού µοντέλα ευπάθειας είναι  ότι τα άτοµα της  

ίδιας οµάδας µοιράζονται την ίδια ευπάθεια. Το γεγονός αυτό είναι και η αιτία 



39 
 

της ύπαρξης εξάρτησης µεταξύ των χρόνων των γεγονότων µεταξύ των 

ατόµων σε µια οµάδα. Η ανεξαρτησία στις διάρκειες ζωής ανάµεσα στις 

οµάδες αντιστοιχεί σε µια εκφυλισµένη κατανοµή ευπάθειας (µη ύπαρξης 

µεταβλητότητας στην ευπάθεια). Στις υπόλοιπες περιπτώσεις η ευπάθεια είναι 

θετική. Υποτίθεται ότι υπάρχει ανεξαρτησία µεταξύ των χρόνων των 

γεγονότων από διαφορετικές οµάδες.  

Η από κοινού δεσµευµένη πολυµεταβλητή συνάρτηση επιβίωσης των ατόµων 

της ��� οµάδας δεδοµένου της y� ευπάθειας που µοιράζονται  τα άτοµα στην 

��� οµάδα είναι 

+M��	���
� � � ���=r���v�N � +���	���	� v���+M���=r���= � v�N����������� 
������������������������ �����,v�_&�M��6N��!X=<

�=
6C	 � 

όπου &���� � ' ���Ì�)Ì*�  η αθροιστική αναφορική συνάρτηση κινδύνου και 

Y� � �Y�	� � � Y��=� ο πίνακας συµµεταβλητών των ατόµων της���� οµάδας.  H 

µη δεσµευµένη από κοινού συνάρτηση επιβίωσης θα δίνεται   

+M��	���
� � � ���=r���N � q+M��	���
� � � ���=r���v�N 
 

q ���¾,v�_&�M��6N��!X=<
�=
6C	 À��� >¾_&�M��6N��!X=<

�=
6C	 À 

όπου L o µετασχηµατισµός Laplace της ευπάθειας. Η από κοινού συνάρτηση 

επιβίωσης όλων των δεδοµένων είναι το γινόµενο των συναρτήσεων 

επιβίωσης των οµάδων διότι αυτές έχουν θεωρηθεί ανεξάρτητες µεταξύ τους. 
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+M�		� � � ���Ír�	� � � ��N � @>�_&�M��6N��!X=<
�=
6C	 ��

�C	  

H µονοµεταβλητή µη δεσµευµένη συνάρτηση επιβίωσης µπορεί να εκφραστεί 

µέσω του µετασχηµατισµού Laplace 

+M��6r��6N � o+M��6r��6� v�N � o��� ³,v�&�M��6N��!w=<µ � >�&�M��6N��!w=<� 
Αν >P	 ορίζει τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace τότε 

  >P	�+M��6r��6N � &�M��6N��!w=<  και η µη δεσµευµένη συνάρτηση επιβίωσης της 

��� οµάδας δίνεται 

+M��	�����=r��N � >�>P	�+���	���	� � �� >�>P	 ³+M���=r���=Nµ� 
 

2.4.1 Shared Gamma Frailty Model 

Θεωρώντας ότι η ευπάθεια του µοντέλου ακολουθεί την Γάµµα κατανοµή 

παίρνουµε το από κοινού Γάµµα µοντέλο ευπάθειας. Η ευρεία χρήση της 

Γάµµα κατανοµής οφείλεται στις πολύ καλές µαθηµατικές τις ιδιότητες, κυρίως 

στην απλοϊκή µορφή του µετασχηµατισµού Laplace. Yποθέτοντας ότι η 

ευπάθεια της ��� οµάδας ακολουθεί Γάµµα κατανοµή yÎ�Z���� ¦
���η 

πολυµεταβλητή συνάρτηση επιβίωσης για την ��� οµάδα θα δίνεται από την 

ακόλουθη σχέση 

+M��	� � � ���=r��N � >�9 &�M��6N��!w=<��=6C	 � �� � ¦
9 &�M��6N��!w=<�=6C	 �P� "Ï$            
�������������������������������� �9 +���6���6�P¥$�=6C	 ,��� , ���P "Ï$     
Στην περίπτωση που υποθέσουµε µια συνάρτηση για την αναφορική 

συνάρτηση κινδύνου ����� παίρνουµε την παραµετρική µορφή του από κοινού 

Γάµµα µοντέλου ευπάθειας. Μπορούµε εύκολα να πάρουµε την µη 

δεσµευµένη συνάρτηση πιθανοφάνειας. Οι παράµετροι παλινδρόµησης �, το 
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διάνυσµα των παραµέτρων της αναφορικής συνάρτησης κινδύνου �� και η 

διασπορά της ευπάθειας είναι οι παράµετροι που εκτιµούνται από την 

συνάρτηση πιθανοφάνειας. Έστω η δεσµευµένη πιθανοφάνεια στην 

περίπτωση των � οµάδων µεγέθους ����� � ��� � ���
>�?��� R� ¦
� � @� @³v���M��6�RN���X=<µ�=<�=

6C	 �Pz=�|M*=<�ÐN12��=<�
�

�
�C	 ��v��¦
�)v��

«��������v��¦
� � v� 	¥$P	�PÑ=¥$
¦ 
¥$�� �¦
� � 

η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Γάµµα κατανοµής µε µέση τιµή 1 

και διασπορά ¦
. Χρησιµοποιώντας την παρακάτω απλοποίηση για τα ÒÓ 
Ô� � �¦
 �_&����6�R���!X=<

�=
6C	 �

η προηγουµένη συνάρτηση πιθανοφάνειας γράφεται �
>�?��� R� ¦
� � @� ���M��6�RN���X=<��=<�=6C	Ô©~=#	 ¥$Ã ¦
 ¥$Ã ��� ¦
Ã �

�
�C	 � �Ô�v��	 ¥$Ã #~=P	�

� �PÕ=z=Ô�)v� 
όπου )� � 9 ��6�=6C	  o αριθµός των γεγονότων σε µια οµάδα. Το ολοκλήρωµα 

ουσιαστικά είναι η Γάµµα κατανοµή και η προηγούµενη πιθανοφάνεια γίνεται 

>�?��� R� ¦
� � @ ��� ¦
Ã � )��� ���M��6�RN���X=<��=<�=6C	� �¦
 � 9 &��=6C	 ���6�R����X=<�~=#	 ¥$Ã ¦
 ¥$Ã ��� ¦
Ã �
�
�C	  

Λογαριθµίζοντας παίρνουµε την λογαριθµό-πιθανοφάνεια του από κοινού 

Γάµµα µοντέλου ευπάθειας (Klein1992, Duchateau and Janssen 2008): 

H^ >�?��� R� ¦
� � _g)�H^ �
�C	 ¦
 � H^ � ³� ¦
Ã � )�µ , H^ � ³� ¦
Ã µ , ³� ¦
Ã � )�µ 



42 
 

H^ �� � ¦
_&���6��=
6C	 R����X=<� �_��6��`Y�6 � H^ ��M��6�RN�h�Ö

6C	  

Οι µη παρατηρούµενες ευπάθειες y��� � ���� � � � στο από κοινού µοντέλο 

Γάµµα ευπάθειας µπορούν να εκτιµηθούν από την ακόλουθη σχέση 

yD� � � ¦n
Ã � 9 ��6�=6C	�¦n
 � 9 &��=6C	 ���6�RD���p�X=< 

όπου ¦n
 είναι η εκτίµηση της διασποράς της ευπάθειας,�RD το διάνυσµα των 

εκτιµώµενων παραµέτρων της αθροιστικής συνάρτησης κινδύνου και �D το 

διάνυσµα των εκτιµώµενων συντελεστών παλινδρόµησης. 

 

2.5 Correlated frailty model 

Το συσχετιζόµενο µοντέλο ευπάθειας αναπτύχθηκε για την ανάλυση 

δεδοµένων διµεταβλητών χρόνων αποτυχίας, στο οποίο δύο  τυχαίες 

µεταβλητές που συνδέονται χρησιµοποιούνται για τον χαρακτηρισµό της 

ευπάθειας στο κάθε ζευγάρι. Για παράδειγµα, µια τυχαία µεταβλητή έχει 

εκχωρηθεί στον σύντροφο 1 και µια για τον σύντροφο 2 έτσι ώστε να µην είναι 

περιορισµένοι από κάποια κοινή ευπάθεια. Οι δύο αυτές συνδέονται και έχουν 

από κοινού συνάρτηση κατανοµής. Γνωρίζοντας την µια από τις δύο δε 

σηµαίνει κατ’ ανάγκην ότι είναι γνωστή και η δεύτερη. ∆εν υπάρχει 

περιορισµός σχετικά µε το είδος της συσχέτισης. Μπορεί αυτές οι δυο 

µεταβλητές να συσχετίζονται αρνητικά, γεγονός που θα προκαλέσει µια 

αρνητική συσχέτιση µεταξύ των χρόνων επιβίωσης. Υποθέτοντας Γάµµα 

κατανοµή για τις ευπάθειες οι Yashin and Iachine (1995) χρησιµοποιώντας το 

συσχετιζόµενο  µοντέλο ευπάθειας κατέληξαν σε µια διµεταβλητή κατανοµή 

επιβίωσης της µορφής 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3  

Κριτήρια Επιλογής Μοντέλων 

 

3.1 Εισαγωγή 

Έχοντας ένα σύνολο δεδοµένων µπορούµε εύκολα να προσαρµόσουµε ένα 

µεγάλο πλήθος µοντέλων σε αυτά. Αυτοµάτως τίθενται ερωτήµατα όπως ποιο 

µοντέλο είναι το καταλληλότερο, µε ποιόν τρόπο µπορεί να επιλεχθεί και πως 

γίνεται  ανάµεσα τους η κατάταξη για την εύρεση του βέλτιστου µοντέλου. 

Η επιλογή µοντέλων προσπαθεί να συγκεράσει δυο αντικρουόµενες πλευρές. 

Την πρώτη, την καλύτερη προσαρµογή του µοντέλου στα δεδοµένα που 

συνήθως επιτυγχάνεται µε την εισαγωγή µεταβλητών στο µοντέλο και τη 

δεύτερη που είναι η µείωση της πολυπλοκότητας του µοντέλου έτσι ώστε να 

είναι εύκολα παρουσιάσιµο και ερµηνεύσιµο, το οποίο επιτυγχάνεται µε την 

συγκρατηµένη χρήση µεταβλητών. 

Χρησιµοποιώντας µεγάλο αριθµό µεταβλητών στο µοντέλο   αυξάνουµε την 

επεξηγηµατική δυνατότητα του µοντέλου µας, την ίδια στιγµή όµως αυξάνεται 

η διασπορά της µεταβλητής απόκρισης και µειώνεται η µεροληψία των 

µεταβλητών µας (modeling bias). Αντίθετα, µε την χρήση  λίγων µεταβλητών 

µειώνουµε τη διασπορά της µεταβλητής απόκρισης στο µοντέλο 

παλινδρόµησης αλλά αυξάνεται η µεροληψία των µεταβλητών. Η αυξηµένη 

µεροληψία καθιστά το µοντέλο µας πιο δυσλειτουργικό και καθιστά καθόλου 

εύκολη τη γενίκευση του σε όλο το πληθυσµό. Από την άλλη πλευρά η µεγάλη 

διασπορά  δεν βοηθά στην εξαγωγή ασφαλών συµπερασµάτων. Τελικώς το 
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επιλεγόµενο µοντέλο προσπαθεί να ανακαλύψει τον βέλτιστο συνδυασµό 

µεροληψίας-διασποράς.  

Η επιλογή του σωστού µοντέλου µεταφράζεται ως µια ισορροπία όπου 

επιλέγεται το µοντέλο µε τις ακριβώς απαραίτητες µεταβλητές αποφεύγοντας 

έτσι την εισαγωγή πλεοναζόντων µεταβλητών που περιπλέκουν τον ερευνητή 

και οδηγούν σε µη ασφαλή συµπεράσµατα. 

Για την εύρεση του καταλληλότερου µοντέλου δηµιουργήθηκαν διάφορα 

κριτήρια δηλαδή µέτρα που αξιολογούν την προσαρµογή των µοντέλων στα 

δεδοµένα. Τέτοια κριτήρια είναι το Αkaike Information Criterion (AIC),  

διάφορες βελτιώσεις του όπως το ΑΙCc και TIC, το τελικό σφάλµα πρόβλεψης 

(FPΕ), το προγνωστικό άθροισµα τετραγώνων (PRESS) , το Μπεϋζιανό 

κριτήριο πληροφορίας (BIC) και το κριτήριο Mallows. 

 

3.2 Akaike Information Criterion (AIC) 

Το AIC  θεωρείται ως το πρώτο κριτήριο επιλογής µοντέλων. Επίσης είναι το 

πιο ευρέως γνωστό και χρησιµοποιούµενο εργαλείο επιλογής µοντέλων 

ανάµεσα στους επαγγελµατίες. Το AIC το εισήγαγε για πρώτη φορά ο 

Hirotugu Akaike to 1973 στο άρθρο µε τίτλο “Information Theory and an 

Extension of the maximum Likelihood Principle” (in: B. N. Petrov and F. Csaki, 

eds., 2nd International Symposium on Information Theory, Akademia Kiado, 

Budapest, pp. 267-281). 

Η γενικευµένη µορφή του ΑΙC κριτηρίου είναι  

Ø\�� � �,��H^ ��dÙ��d�v�)�H�?�H��^^)� �� ��� 

 όπου�� ο αριθµός µεταβλητών του µοντέλου. 
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Ο Akaike συνδύασε την καλή προσαρµογή του µοντέλου  (goodness of fit) 

µέσα από τον υπολογισµό της πιθανοφάνειας του, µε την όσο το δυνατόν 

µικρότερη  πολυπλοκότητα, που εκφράζεται από τον όρο ποινικοποίησης 2�.  

Με τον τρόπο αυτό επιλέγεται το απλούστερο µοντέλο, δηλαδή αυτό µε τον 

µικρότερο αριθµό µεταβλητών, που έχει την µέγιστη πιθανοφάνεια. Έτσι το 

µοντέλο που προκύπτει προσαρµόζεται ικανοποιητικά στα δεδοµένα και έχει 

τον ελάχιστο αριθµό µεταβλητών που το κάνει πιο εύχρηστο. 

Τα πλεονεκτήµατα του ΑΙC είναι  

• ∆εν απαιτεί την υπόθεση ότι κάποιο από τα εξεταζόµενα µοντέλα 

πρέπει να είναι το σωστό µοντέλο 

• Μπορεί να χρησιµοποιηθεί να συγκρίνει non-nested models 

• Συγκρίνει µοντέλα που είναι βασισµένα σε διαφορετικές κατανοµές 

πιθανότητας. 

Τα µειονεκτήµατα του ΑΙC είναι  

• Εάν η κλάση των υποψήφιων µοντέλων είναι µεγάλη, οι AIC τιµές για 

αρκετά µοντέλα µπορεί να είναι κοντά στην ελάχιστη ΑIC τιµή, µε 

συνέπεια το βέλτιστο µοντέλο να  εντοπίζεται δύσκολα 

• Η επιτυχής εφαρµογή του AIC απαιτεί µεγάλα δείγµατα. 

 

3.3  Βελτιώσεις του AIC 

Η προσπάθεια για την διόρθωση κάποιων αδυναµιών του ΑIC όπως την 

επιλογή όλο και πιο πολύπλοκων µοντέλων καθώς το µέγεθος του δείγµατος 

αυξάνεται οδήγησε στην δηµιουργία του AICc. Η µέγιστη πιθανοφάνεια ενός 

µοντέλου αυξάνει γραµµικά µε την αύξηση του µεγέθους του δείγµατος ενώ ο 
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παράγοντας ποινικοποίησης της εξαρτάται µόνο από το µέγεθος του 

παραµετρικού χώρου. 

Το διορθωµένο Akaike κριτήριο πληροφορίας (AICc) είναι το AIC µε µία 

διόρθωση για πεπερασµένο δείγµα.  

Ú\�Û � Ú\� ���?�? � ��� , ? , � 

όπου το k δηλώνει τον αριθµό των παραµέτρων του εξεταζόµενου µοντέλου. 

Εποµένως το AICc  είναι το AIC µε µεγαλύτερη ποινή για τις επιπλέον 

µεταβλητές. Το ΑICc  καθώς το  � µεγαλώνει συγκλίνει στο αρχικό AIC. Οι 

Burnham & Anderson (2002)  συνιστούν  την χρήση του AICc έναντι του AIC 

εάν το µέγεθος του δείγµατος � είναι µικρό ή ο αριθµός των παραµέτρων 

µεγάλος.  Στην περίπτωση που χρησιµοποιούµε το AIC αντί την διόρθωση 

του όταν το µέγεθος του δείγµατος � δεν είναι αρκετά µεγαλύτερο από το ?
 

αυξάνεται η πιθανότητα της επιλογής µοντέλων που έχουν πολλές 

παραµέτρους. 

Οι Brockwell & Davis προτείνουν την χρήση του AICc  ως το πρωταρχικό 

κριτήριο επιλογής της τάξης ενός αυτοπαλινδρονούµενου κινούµενου µέσου 

όρου (ARMA) µοντέλου χρονοσειρών. Επίσης οι McQuarrie & Tsai το 

χρησιµοποιούν εκτεταµένα στην παλινδρόµηση και  τις χρονοσειρές. 

 

3.4  Κριτήριο ΒΙC 

Το µπεϋζιανό κριτήριο πληροφορίας (ΒIC) το εισήγαγε ο Schwartz  το 1978. H 

γενική µορφή του BIC για ένα µοντέλο Μ µε µέγεθος δείγµατος � και διάσταση 

παραµετρικού χώρου k είναι 

Ü\�� � �,��H^ ��dÙ��d�v�)�H�?�H��^^)� �� ? º �H^ ��
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Παρατηρούµε τροµερές οµοιότητες µε τον τύπο του AIC.  Αυτό οφείλεται στο 

γεγονός ότι και τα δύο µοντέλα χρησιµοποιούν σαν κύριο εργαλείο τους  τις 

µέγιστες λογαριθµικές πιθανοφάνειες του εξεταζόµενου µοντέλου και  µε 

όρους ποινικοποίησης το � º ?  στο AIC και στο  BIC  ÝÞ�? º H�����  για να 

εντοπίσουν το µοντέλο που προσαρµόζεται καλύτερα στα δεδοµένα. 

Οι όροι ποινικοποίησης και των δύο κριτηρίων εξαρτώνται από τον αριθµό 

των παραµέτρων του µοντέλου, ενώ στο BIC εξαρτάται και από τον 

λογάριθµο του αριθµού των παρατηρήσεων. 

Ως καταλληλότερο µοντέλο, το κριτήριο BIC θεωρεί αυτό που έχει την 

µεγαλύτερη τιµή. Συνήθως η τιµή του ΒΙC είναι αρνητική για αυτό το 

προτεινόµενο µοντέλο είναι αυτό µε την µικρότερη  απόλυτη τιµή. 

 

3.5 ßà Mallows 

Ένα µέτρο για την αξιολόγηση της καταλληλότητας του µοντέλου είναι η 

στατιστική συνάρτηση  ������ ,áÙHH^�Ì     που δίνεται από τον ακόλουθο τύπο 

�� ��++qâ+
 , � � �� 

όπου �  ο αριθµός των επεξηγηµατικών µεταβλητών στο µοντέλο, � ο αριθµός 

των παρατηρήσεων. Ο όρος ++oâ συµβολίζει το άθροισµα τετραγώνων των 

υπολοίπων για το µοντέλο που περιλαµβάνει ?�µεταβλητές  από αυτές που 

διαθέτουµε. Ο όρος +
 είναι το µέσο τετραγωνικό υπόλοιπο όταν 

χρησιµοποιούνται και οι ��µεταβλητές. Ως καταλληλότερο µοντέλο διαλέγουµε 

το µοντέλο µε ���ã���.To �� και το AIC είναι ασυµπωτικά ισοδύναµα. Σε 

µεγάλα δείγµατα και τα δύο κριτήρια θα διαλέξουν το ίδιο προσαρµοσµένο 

µοντέλο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4  

Επιλογή µοντέλων στην κλάση των µοντέλων 

ευπάθειας 

 

4.1 Ορισµός συνάρτησης πιθανοφάνειας 

Σε αυτή την ενότητα περιγράφεται  συνοπτικά το θεωρητικό υπόβαθρο για την 

εκτίµηση των συντελεστών  παλινδρόµησης στα µοντέλα ευπάθειας µε την 

µέθοδο µεγίστης πιθανοφάνειας για την περίπτωση των λογοκριµένων από 

δεξιά παρατηρήσεων. Τα µοντέλα ευπάθειας είναι µια επέκταση του ηµι-

παραµετρικού µοντέλου του Cox. Όπως ήδη έχουµε αναφέρει η συνάρτηση 

κινδύνου του µοντέλου του Cox  είναι η  

������ � ���������� 
ενώ η συνάρτηση κινδύνου των µοντέλων ευπάθειας  έχει παρόµοια µορφή  

µε την προσθήκη επιπλέον µιας µεταβλητής της ευπάθειας z η οποία 

υπεισέρχεται πολλαπλασιαστικά στη συνάρτηση κινδύνου του Cox ως�
����������������������������������������������������������������� v� � � v��������������������������������������������������������� 
Η υπό συνθήκη συνάρτηση επιβίωσης του µοντέλου ευπάθειας δίνεται από 

τον τύπο 

+���y � v� Y � �� � �Pz12�3��|�*� 
όπου  ä η ευπάθεια, &���� η αθροιστική αναφορική συνάρτηση κινδύνου, β το 

διάνυσµα των συντελεστών παλινδρόµησης και J το διάνυσµα των 

συµµεταβλητών.  
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Οπως έχουµε δει στο κεφάλαιο 2, η συνάρτηση επιβίωσης του πληθυσµού 

δεδοµένων µόνο των συµµεταβλητών λαµβάνεται από την +���v� �� 
ολοκληρώνοντας  ως προς την ευπάθεια. 

+����� � ' �Pz12!3�|�*�)�z�v� � �P��12!3�|�*����                           (1) 

όπου �z η συνάρτηση  κατανοµής της ευπάθειας.  Προφανώς η συνάρτηση G 

ορίζεται ως ���� � ,H���' �P�z)�z�v��� ). Για διαφορετική κατανοµή ευπάθειας

zF  παράγεται διαφορετική συνάρτηση G. Ευρέως χρησιµοποιούµενη 

κατανοµή ευπάθειας είναι η Γάµµα λόγω της µαθηµατικής ευκολίας που 

παρουσιάζει. Σε αυτή την εργασία θα χρησιµοποιήσουµε τη Γάµµα και την 

Inverse Gaussian σαν κατανοµές ευπάθειας. Η συνάρτηση G είναι ουσιαστικά 

ίση µε τον –λογάριθµο του µετασχηµατισµού Laplace της κατανοµής της 

ευπάθειας και  δίνεται  στην περίπτωση που η ευπάθεια ακολουθεί Γαµµα(k,λ) 

κατανοµή  από την σχέση 

���� ?� F� � ? º H��� � �F� 
και στην περίπτωση που ακολουθεί Ιnverse Gaussian�«� å� η G παίρνει την 

µορφή 

��(� «� å� � ,å« �� , ¿� � ��«
(å �� 
Για σκοπούς αναγνωρισιµότητας (identifiability) η µέση τιµή της ευπάθειας 

ορίζεται πάντα ίση µε 1, οπότε στην πρώτη περίπτωση θεωρούµε µια 

κατανοµή Γάµµα(α,1/α) µε µέση τιµή 1 και διασπορά 1/α και στη δεύτερη µια 

Inverse Gaussian(1,b) κατανοµή µε µέση τιµή 1 και διασπορά 1/b. 

Στην περίπτωση των λογοκριµένων δεδοµένων  οι παρατηρήσεις χωρίζονται 

σε αυτές που είναι µη λογοκριµένες και ανήκουν στο σύνολο U  και στις 
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λογοκριµένες που ανήκουν στο σύνολο C. Η συνάρτηση πιθανοφάνειας τότε 

παίρνει την µορφή 

                       > � � ������:æ � +���� � � -�����ç=+����	Pç=.��:è                            (2) 

        όπου                       é�� � ��� êë�£ìíìîïðêñòóô�� £ìíìîïðêñòóô � 
‘Εστω τα δεδοµένα µας να δίνονται απο τις τριάδες τυχαίων µεταβλητών  

�L�� Y�� é�� όπου L� � d������� ��� ο µικρότερος από τους χρόνους επιβίωσης 

και λογοκρισίας, Y� το διάνυσµα των συµµεταβλητών και é� η δείκτρια 

συνάρτηση λογοκρισίας. Αντικαθιστώντας τη συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας και τη συνάρτηση επιβίωσης από τον παραπάνω τύπο (1) των 

µοντέλων ευπάθειας στον  τύπο (2) της συνάρτησης πιθανοφάνειας και 

λογαριθµίζοντας παίρνουµε την λογαριθµοποιηµένη πιθανοφάνεια   

�H^ H�? � _é��MH^ M�������X=&��L���N � H^ �����X=���L���N�
�C	 , �³���X=&��L��µ 

Ο τελευταίος τύπος της H^ H�? µεγιστοποιείται για την εύρεση των εκτιµητριών 

µεγίστης πιθανοφάνειας των συντελεστών παλινδρόµησης �. Αυτή η 

συνάρτηση πιθανοφάνειας όµως εξαρτάται από την άγνωστη οχληρά 

παράµετρο ����� ή κατ’ επέκταση και από τη συνάρτηση &����  η οποία είναι 

απείρου διαστάσεως παράµετρος. Στα µοντέλα ευπάθειας δεν έχουµε τη 

δυνατότητα να εκτιµήσουµε ξεχωριστά την ενδιαφέρουσα παράµετρο � και 

την οχληρά παράµετρο &����  όπως γίνεται στην περίπτωση του µοντέλου του 

Cox µέσω της µερικής συνάρτησης πιθανοφάνειας. Για να ευκολύνουµε το 

πρόβληµα θα θεωρήσουµε από εδώ και πέρα το παραµετρικό µοντέλο 

ευπάθειας. Υποθέτουµε λοιπόν ότι η αναφορική συνάρτηση κινδύνου είναι 

γνωστής συναρτησιακής µορφής εκτός από µια πεπερασµένης διαστάσεως 

οχληρά παράµετρο την οποία θα συµβολίσουµε F, δηλαδή  
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����� � ����� F� 

και � &���� � &���� F� 
Αν παραδείγµατος χάριν υποθέσουµε για τους χρόνους επιβίωσης ότι 

ακολουθούν την Εκθετική κατανοµή µε παράµετρο F τότε�
����� � F 

και �
&���� � F� 

και συνεπώς η H^ H�? παίρνει τη µορφή 

           H^ H�? � 9 é��H^ ³��M���X=FL�Nµ � H^ M���X=FN����C	 , �M���X=FL�N       (3) 

Αν υποθέσουµε ότι οι χρόνοι επιβίωσης ακολουθούν την κατανοµή Weibull 

τότε η αναφορική συνάρτηση κινδύνου είναι  

����� � F?P¡�¡P	 

και  

K���� � ?P¡�¡ 
και συνεπώς η H^ H�? παίρνει τη µορφή 

H^ H�? � 9 é��H^ È��³���X=?P¡L�¡µÉ � H^ ³���X=F?P¡L�¡P	µ����C	 , �³���X=?P¡L�¡µ  (4) 

Η µεγιστοποίηση της H^ H�? (3) θα γίνει µε βάση την καινούργια υπόθεση, ως 

προς τις παραµέτρους � και  F ενώ η µεγιστοποίηση της H^ H�? (4) θα γίνει ως 

προς τις παραµέτρους �, ? και  F�  
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4.2  Επιλογή µοντέλων µε βάση το AIC κριτήριο 

Η επιλογή των σηµαντικών µεταβλητών σε ένα µοντέλο, στα δικά µας πλαίσια 

η επιλογή των µεταβλητών που επηρεάζουν την επιβίωση, γίνεται µέσω 

κριτηρίων επιλογής µοντέλων.  Στην εργασία αυτή θα χρησιµοποιηθεί  κυρίως 

το κριτήριο AIC αλλά έχει εξεταστεί επίσης και το κριτήριο AICc (AIC 

corrected) όπως επίσης µπορεί να γίνει γενίκευση σε οποιoδήποτε άλλο 

κριτήριο. Θεωρώντας όλους τους δυνατούς συνδυασµούς των 

συµµεταβλητών που έχουµε στη διαθεσή µας σε µια µελέτη,  υπολογίζουµε 

για όλους την µέγιστη τιµή της H^ H�? από τον τύπο (3) π.χ., µε την παράµετρο 

ενδιαφέροντος και την οχληρά παράµετρο να εχουν αντικατασταθεί από τους 

αντίστοιχους εκτιµητές µεγίστης πιθανοφάνειας. Στη συνέχεια υπολογίζουµε 

την τιµή του ΑΙC για κάθε ένα από τα δυνατά µοντέλα από τον τύπο�
Ø\�� � �,��H^ ��dÙ��d�v�)�H�?�H��^^)� �� ��� 

που έχουµε δει στο κεφάλαιο 3. Το µοντέλο που επιλέγεται είναι αυτό που 

ελαχιστοποιεί την τιµή του κριτηρίου. 

Η εφαρµογή του κριτηρίου σε µοντέλα ευπάθειας αλλά και η 

αποτελεσµατικότητά του  εξετάζεται µε βάση προσοµοιωµένα δεδοµένα που 

περιγράφονται αναλυτικά στην επόµενη ενότητα  του κεφαλαίου αυτού,  όπου 

δίνονται επίσης τα αποτελέσµατα της εργασίας και τα συµπεράσµατά µας. 

Πρέπει να τονίσουµε εδώ ότι κύριος σκοπός της εργασίας αυτής είναι να 

καλύψουµε κενά που παρουσιάζουν στατιστικά πακέτα όπως  π.χ. η R στην 

οποία οι κατανοµές ευπάθειας που µπορεί να υποθέσει κανείς σε συνδυασµό 

µε κριτήρια επιλογής µοντέλων είναι περιορισµένες σε αριθµό. Συγκεκριµένα 

στην R οι κατανοµές ευπάθειας που µπορεί κάποιος να υποθέσει είναι οι t, 

Γάµµα και Gaussian. Με τη µεθοδολογία που έχουµε εµείς εφαρµόσει 
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µπορούµε να υποθέσουµε οποιαδήποτε συνεχή κατανοµή ευπάθειας και στις 

προσοµοιώσεις µας στη συνέχεια θα θεωρήσουµε τη Γάµµα και την Inverse 

Gaussian κατανοµή.  

 

4.3  Προσοµοιώσεις 

Για την εφαρµογή των παραπάνω δηµιουργούµε τα δεδοµένα µας µε βάση το 

ακόλουθο µοντέλο προσοµοίωσης. Θεωρούµε το διάνυσµα των  

συµµεταβλητών J � �J	� J
� J®� Jõ� οι οποίες ακολουθούν πολυµεταβλητή 

κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µηδέν και  πίνακα διασπορών 

συνδιασπορών  τον  ακόλουθο 

 

Πίνακας Διασπορών-Συνδιασπορών 
1 0.5 0.25 0.125 

0.5 1 0.5 0.25 
0.25 0.5 1 0.5 

0.125 0.25 0.5 1 

     

Οι χρόνοι αποτυχίας ��� � � ��� � ��δεδοµένων των συµµεταβλητών και της 

ευπάθειας, θεωρούµε ότι ακολουθούν ένα µοντέλο ευπάθειας µε συνάρτηση 

κινδύνου την  

����v� �� � v �����ö�� F 

H y δηλώνει την ευπάθεια και στην πρώτη περίπτωση των προσοµοιωµένων 

δεδοµένων υποθέσαµε ότι ακολουθεί µια Γάµµα κατανοµή µε µέση τιµή 1 και 

διασπορά 0.25. Στην δεύτερη περίπτωση υποθέσαµε ότι η ευπάθεια 

ακολουθεί Inverse Gaussian επίσης µε µέση τιµή 1 και διασπορά 0.25. Οι 

χρόνοι αποτυχίας ��  κατασκευάζονται συνεπώς σαν τυχαίες παρατηρήσεις 

από εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή v ������ö�� F�. Το �� είναι η πραγµατική 
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τιµή των συντελεστών και ισούται µε το διάνυσµα (0.8,0,0,1). Το F� είναι η 

πραγµατική τιµή της παραµέτρου της εκθετικής αναφορικής συνάρτησης 

κινδύνου και ισούται µε 1. Για την δηµιουργία των λογοκριµένων 

παρατηρήσεων θα χρησιµοποιήσουµε την µεταβλητή QZQ���^ld��� Û� όπου 

το Û επιλέγεται ανάλογα έτσι ώστε να  παίρνουµε στο κάθε σύνολο δεδοµένων 

το ποσοστό λογοκριµένων παρατηρήσεων που επιθυµούµε. Οι χρόνοι 

λογοκρισίας κατασκευάζονται σαν τυχαίες παρατηρήσεις από την εκθετική 

κατανοµή  µε µέση τιµή την Q �����÷ö�� F�.  Συνεπώς τα δεδοµένα µας 

αποτελούνται από τα L���µε L� �� �d������ ���� � � ��� � � µαζί µε τα Y�� και é�, 
� � �� � � � �. 

Λόγω της τιµής του ��  µόνο οι συµµεταβλητές J	 και Jõ είναι σηµαντικές. 

Εποµένως για το κάθε σύνολο δεδοµένων και αφού εξετάσουµε όλους τους 

συνδυασµούς των µοντέλων που παράγονται από τις 4 συµµεταβλητές, το 

ΑΙC κριτήριο θα πρέπει να παίρνει την µικρότερη τιµή του στο µοντέλο που 

έχει µόνο  τις συµµεταβλητές J	 και Jõ� ∆ηλαδή θα πρέπει να επιλέγει ως 

βέλτιστο µοντέλο τις περισσότερες φορές το  µοντέλο που περιλαµβάνει µόνο 

τις συµµεταβλητές J	 και Jõ που έχουν µη µηδενικούς συντελεστές 

παλινδρόµησης στο διάνυσµα ��. 

 

4.4. Αποτελέσµατα 

Τα αποτελέσµατά µας που δίνονται κατωτέρω στους πίνακες 1-4 βασίζονται 

σε 100 προσωµοιωµένα data sets κάθε φορά µε την ευπάθεια να ακολουθεί 

Γάµµα κατανοµή (Πϊνακες 1-2) ή Inverse Gaussian κατανοµή (Πϊνακες 3-4).  

Eξετάσαµε µικρά και µεγάλα µεγέθη δείγµατος, δηλαδή πήραµε σύνολα 

δεδοµένων (data sets) να αποτελούνται από 50 παρατηρήσεις ή από 100 
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παρατηρήσεις. Υποθέσαµε επίσης διάφορα ποσοστά λογοκρισίας και πιο 

συγκεκριµένα ποσοστά λογοκρισίας περίπου  15%, 35% και  55%. Σκοπός 

µας είναι να δούµε πως το µέγεθος του δείγµατος ή το ποσοστό λογοκρισίας 

επηρεάζει τα αποτελέσµατα. 

 Στον πίνακα αποτελεσµάτων 1 η πρώτη στήλη δείχνει το ποσοστό των 

λογοκριµένων παρατηρήσεων στο κάθε σύνολο δεδοµένων. Η δεύτερη στήλη 

δείχνει  πόσες φορές επιλέχτηκε το σωστό µοντέλο δηλαδή το µοντέλο µε 

συµµεταβλητές τις Y	και Yõ. Στην τρίτη στήλη είναι το Εrror1 δηλαδή το 

ποσοστό που επιλέγεται λανθασµένα η Y
 ή η Y® ή και οι δύο µαζί. Στην 

τέταρτη στήλη είναι το Εrror2 που  δηλώνει το ποσοστό να µην επιλεγεί 

λανθασµένα η Y	 ή η Yõ ή και οι δύο µαζί. Στις στήλες 5 και 6 παίρνουµε τις 

µέσες τιµές των εκτιµητριών των �	 και �õ. Στις στήλες 7 και 8 παίρνουµε τις 

τυπικές αποκλίσεις των εκτιµητριών των συντελεστών �	 και �õ αντίστοιχα. Η 

ένατη στήλη δίνει την αρνητική µέση τιµή του λογαρίθµου της εκτίµησης του 

F�. Η διαφορά στον πίνακα 1 µας δίνει το ποσοστό που τα κριτήρια ΑΙC και 

AICc  (AIC corrected) δίνουν διαφορετικές επιλογές στην επιλογή του 

βέλτιστου µοντέλου.  

Οι στήλες CoxMβ1 και CoxMβ4 δίνουν τις µέσες τιµές των εκτιµώµενων �	 και 

�õ  αντίστοιχα χρησιµοποιώντας την έτοιµη συνάρτηση της R coxph µε την 

ευπάθεια να ακολουθεί  Γάµµα κατανοµή. Οι  επόµενες δυο στήλες δίνουν  

την τυπική απόκλιση των �	 και �õ αντίστοιχα µέσω της coxph. Το percent1 

είναι το ποσοστό που έχει επιλεχθεί το σωστό µοντέλο δηλαδή αυτό µε 

συµµεταβλητές Y	 και Yõ χρησιµοποιώντας την coxph για την εξαγωγή των 

εκτιµώµενων συντελεστών και την extractAIC συνάρτηση για τον υπολογισµό 

της τιµής του κριτηρίου ΑΙC. Tα CoxError1 και CoxError2 είναι ανάλογα του 



57 
 

Εrror1 και Error2 µε τη δική µας µέθοδο.  Θα πρέπει να σηµειώσουµε εδώ 

βέβαια ότι η coxph υποθέτει και δουλεύει µε το ηµιπαραµετρικό µοντέλο Cox 

όπου δηλαδή η οχληρά παράµετρος είναι συνάρτηση γι’ αυτό και δεν υπάρχει 

εκτίµηση του�F για σκοπούς σύγκρισης. 

 To ΜSurλ είναι η µέση τιµή της εκτίµησης της παραµέτρου (-logF� µέσω της 

έτοιµης ρουτίνας της R, survreg. Στις υπόλοιπες στήλες του Πίνακα 1 

ακολουθούν οι µέσες τιµές και οι τυπικές αποκλίσεις των εκτιµητών των 

συντελεστών �	  και �õ  αντίστοιχα, το ποσοστό των φορών που επιλέχθηκε 

το σωστό  µοντέλο µε την survreg και τα SurError1 και SurError2  που είναι 

αντίστοιχα των Εrror1 και Εrror2 της δικής µας µεθόδου. Θα πρέπει να 

τονίσουµε εδώ ότι η  survreg υποθέτει και δουλεύει µε το παραµετρικό 

µοντέλο Cox όπως και εµείς αλλά δεν υποθέτει ευπάθεια. 

Στη συνέχεια θα εξηγήσουµε τη διαφορά προσήµου ανάµεσα στους δικούς 

µας συντελεστές παλινδρόµησης (και της διαδικασίας coxph) και της 

διαδικασίας  survreg η οποία υποθέτει ότι ο λογάριθµος του χρόνου 

επιβίωσης συνδέεται γραµµικά µε τις συµµεταβλητές. Θεωρώντας τον ορισµό 

µας για τη συνάρτηση επιβίωσης µε εκθετική συνάρτηση αθροιστικού 

αναφορικού κινδύνου και κάνοντας πράξεις έχουµε ότι 

+����� � �P�³¡*12!3µ 4�x øù��+������ � ,�M��!�F�N 4�x 

���������P	��,H���+������ � ��!�F� 4�x 

H����P	�, H�M+�����N � �O� � H��F� � H���� 4�x 

H���� � H����P	�, H�M+�����N,�O� , H��F� 
∆ηλαδή, σε µορφή γραµµικού µοντέλου η πιο πάνω σχέση γράφεται σαν 

H���� � ,�J , H��F� �  
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όπου το σφάλµα �ú ακολουθεί Pareto κατανοµή. Από την παραπάνω ανάλυση 

εξηγούνται οι αρνητικές τιµές των συντελεστών � στη survreg που οφείλονται 

στο (-) που βρίσκεται µπροστά στο συντελεστή �O.  Εξηγείται επίσης γιατί 

χρειάζεται να συγκρίνουµε τις τιµές του – H��F� αντί του�F. 

Στον Πίνακα 1 για όλα τα ποσοστά λογοκρισίας το καλύτερο ποσοστό  

επιλογής του σωστού µοντέλου το παίρνουµε από την µέθοδο µας. Οι 

εκτιµήσεις µας για τα �	 και �õ  είναι καλές και πολύ κοντά µε αυτές που 

παίρνουµε από την έτοιµη συνάρτηση της R την survreg σε απόλυτη τιµή. H 

εκτίµηση της παραµέτρου της εκθετικής αναφορικής συνάρτησης κινδύνου 

υπερεκτιµάται και στις τρεις µεθόδους που δίνουν τιµές από 2,4 µέχρι 2,6 που 

είναι αρκετά µεγαλύτερες από την πραγµατική τιµή 1. Στις εκτιµήσεις των 

παραµέτρων  µε την µέθοδο µας και την coxph παίρνουµε τιµές κοντά στις 

πραγµατικές σε απόλυτη τιµή. 

Kαθώς το ποσοστό των λογοκριµένων παρατηρήσεων αυξάνει όλο και 

περισσότερο αποκλίνουν οι εκτιµήσεις µας από τις πραγµατικές τιµές. Επίσης  

η τυπική απόκλιση των εκτιµητών των � αυξάνεται. Σηµαντική αύξηση έχει το 

Error2  που από 2% αυξάνεται στο 20% για ποσοστό λογοκρισίας 55%.  

Καθώς αυξάνεται ο αριθµός παρατηρήσεων του  κάθε συνόλου δεδοµένων 

από 50 σε 100 παρατηρήσεις, οι εκτιµήσεις των � όπως φαίνεται στον Πίνακα 

2 είναι αισθητά βελτιωµένες από αυτές του Πίνακα 1. Οι τυπικές αποκλίσεις  

των εκτιµώµενων � είναι µικρότερες. Οι εκτιµήσεις των � µε την µέθοδο µας 

είναι σχεδόν ίδιες µε τις εκτιµήσεις που παίρνουµε από την έτοιµη συνάρτηση 

της R την survreg, γεγονός που αποδεικνύει ότι η µέθοδος µας δίνει σωστά 

αποτελέσµατα. Όταν ο αρθµός των παρατηρήσεων στα δείγµατα αυξάνεται τα 

κριτήρια ΑIC και AICc τείνουν να επιλέγουν το ίδιο µοντέλο. 
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ΠΙΝΑΚΑΣ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 1 – Γάμμα κατανομή 
 Sample Size = 50 

Censor Percent Error1 Error2 Mβ1 Mβ4 Sd(β1) Sd(β4) M(-logλ) 

         15% 0,72 0,28 0,02 -0,7889 -1,0390 0,1818 0,2027 2,4872 
35% 0,72 0,26 0,07 -0,8325 -1,0166 0,1854 0,2472 2,5198 
55% 0,57 0,38 0,20 -0,8527 -1,0418 0,2471 0,3181 2,5599 

         Censor Διαφορά CoxMβ1 CoxMβ4 Sd(Cβ1) Sd(Cβ4) Percent1 CoxError1 CoxError2 

         15% 0,08 -0,7513 -1,0210 0,2184 0,3173 0,56 0,40 0,12 
35% 0,04 -0,8138 -0,9895 0,2376 0,2733 0,59 0,40 0,16 
55% 0,07 -0,8648 -1,0715 0,3007 0,3803 0,56 0,40 0,26 

         Censor Μsurλ MSurβ1 MSurβ4 Sd(Sβ1) Sd(Sβ4) Percent2 SurError1 SurError2 

         15% 2,6896 0,7904 1,0280 0,1889 0,1990 0,64 0,36 0,02 
35% 2,6685 0,8361 1,0276 0,1855 0,2329 0,69 0,31 0,04 
55% 2,6636 0,8499 1,0837 0,2402 0,3000 0,54 0,43 0,16 

                  

                  
         
ΠΙΝΑΚΑΣ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 2 – Γάμμα κατανομή 

 Sample Size = 100 

Censor Percent Error1 Error2 Mβ1 Mβ4 Sd(β1) Sd(β4) M(-logλ) 

         15% 0,71 0,29 0 -0,7919 -1,0205 0,1423 0,1311 2,5160 
35% 0,65 0,35 0 -0,8075 -1,0090 0,1881 0,1697 2,5144 
55% 0,64 0,36 0,01 -0,8386 -1,0199 0,2161 0,2473 2,5328 

         Censor Διαφορά CoxMβ1 CoxMβ4 Sd(Cβ1) Sd(Cβ4) Percent1 CoxError1 CoxError2 

         15% 0,06 -0,7470 -0,9602 0,1558 0,1719 0,63 0,37 0,03 
35% 0,03 -0,7572 -0,9483 0,1910 0,1832 0,58 0,42 0,03 
55% 0,02 -0,8144 -1,0000 0,2139 0,2513 0,60 0,40 0,03 

         Censor Μsurλ MSurβ1 MSurβ4 Sd(Sβ1) Sd(Sβ4) Percent2 SurError1 SurError2 

         15% 2,7220 0,7968 1,0233 0,1418 0,1263 0,60 0,40 0 
35% 2,6813 0,8089 1,0042 0,1818 0,1684 0,54 0,46 0 
55% 2,6300 0,8347 1,0139 0,2098 0,2130 0,60 0,40 0,01 

                  
 

 



60 
 

Οι Πίνακες 3 και 4 δίνουν τα αποτελέσµατα της µεθόδου µας για την 

περίπτωση που η ευπάθεια ακολουθεί την Inverse Gaussian κατανοµή, για 

πλήθος παρατηρήσεων 50 και 100 στο κάθε σύνολο δεδοµένων αντίστοιχα. 

Το ποσοστό επιλογής του σωστού µοντέλου είναι,  για τις τρείς περιπτώσεις  

ποσοστού  λογοκρισίας, γύρω από το ικανοποιητικό ποσοστό του 67%. Η 

εκτίµηση του �	  και στις τρείς περιπτώσεις είναι πολύ καλή (υπερεκτιµά λίγο 

την πραγµατική τιµή)  όπως εξαιρετική είναι και  η εκτίµηση του �õ  που 

ισούται σχεδόν µε το 1 δηλαδή την πραγµατική τιµή του �õ. Όµοια 

αποτελέσµατα παίρνουµε µε την έτοιµη συνάρτηση survreg γεγονός που 

επιβεβαιώνει  τα αποτελέσµατα της µεθόδου µας. Στον Πίνακα 4 και για 

� � ��� οι εκτιµήσεις µας βελτιώνονται αισθητά και είναι ίδιες µε τις 

πραγµατικές που έχουµε θέσει από την αρχή της διαδικασίας. Την καλύτερη 

εκτίµηση των β την έχουµε για το µικρότερο ποσοστό λογοκριµένων 

παρατηρήσεων, ακόµα οι τυπικές αποκλίσεις των εκτιµώµενων β µειώνονται 

αρκετά µε την αύξηση του αριθµού των παρατηρήσεων από 50 σε 100. Η 

αύξηση του πλήθους των παρατηρήσεων µειώνει και εκµηδενίζει την διαφορά 

µεταξύ των κριτηρίων ΑIC και AICc. Στον Πίνακα 4 βλέπουµε ότι το Εrror2 

είναι ίδιο µε το SurError2  που ισούται µε µηδέν και στις τρείς περιπτώσεις 

των διαφορετικών ποσοστών λογοκριµένων παρατηρήσεων γεγονός που 

δηλώνει ότι οι µεταβλητές J	και Jõ έχουν επιλεγεί όλες τις φορές. 

Θα πρέπει να σηµειώσουµε εδώ ότι σύγκριση µε την διαδικασία coxph δεν 

µπορεί να γίνει στην περίπτωση της Inverse Gaussian frailty γιατί η κατανοµή 

αυτή δεν δίνεται σαν επιλογή στη διαδικασία coxph. Πιο συγκεκρµένα, η 

coxph δέχεται σαν κατανοµές ευπάθειας την Γάµµα, την Κανονική (Normal) 

και την t.  
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ΠΙΝΑΚΑΣ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 3 - Ιnverse Gaussian 
 Sample Size = 50 

Censor Percent Error1 Error2 Mβ1 Mβ4 Sd(β1) Sd(β4) M(-logλ) 

         15% 0,69 0,31 0,02 -0,8393 -1,0000 0,1996 0,2081 -0,2759 
35% 0,67 0,32 0,04 -0,8226 -1,0430 0,2422 0,2612 -0,2575 
55% 0,65 0,29 0,14 -0,8134 -0,9994 0,2148 0,2492 -0,1649 

         Censor Διαφορά ΜSurλ MSurβ1 MSurβ4 Sd(Sβ1) Sd(Sβ4) Percent2 SurError1 

         15% 0,11 -0,1034 0,8484 1,0010 0,2025 0,2098 0,65 0,35 
35% 0,09 -0,1243 0,8240 1,0409 0,2373 0,2615 0,63 0,36 
55% 0,08 -0,0710 0,8139 0,9978 0,2086 0,2414 0,66 0,31 

         Censor SurError2               

         15% 0,01 
       35% 0,04 
       55% 0,11 
                         

         
         
         ΠΙΝΑΚΑΣ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 4 - Inverse Gaussian 

 Sample Size = 100 
Censor Percent Error1 Error2 Mβ1 Mβ4 Sd(β1) Sd(β4) M(-logλ) 

         15% 0,72 0,28 0 -0,7965 -1,0010 0,1448 0,1253 -0,2358 
35% 0,70 0,30 0 -0,8175 -0,9876 0,1588 0,1505 -0,2159 
55% 0,60 0,40 0 -0,8032 -0,9772 0,1848 0,2372 -0,1871 

         Censor Διαφορά ΜSurλ MSurβ1 MSurβ4 Sd(Sβ1) Sd(Sβ4) Percent2 SurError1 

         15% 0,03 -0,0524 0,8077 0,9986 0,1433 0,1256 0,68 0,32 
35% 0,06 -0,0799 0,8145 0,9873 0,1613 0,1504 0,66 0,34 
55% 0,10 -0,0823 0,8150 0,9829 0,1771 0,2277 0,50 0,50 

         Censor SurError2               

         15% 0 
       35% 0 
       55% 0 
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Συνεπώς η διαδικασία που ακολουθούµε λειτουργεί ικανοποιητικά και όσο 

αυξάνεται το πλήθος των παρατηρήσεων  δίνει εκτιµητές µε µεγαλύτερη  

ακρίβεια. Το ποσοστό επιλογής σωστού µοντέλου µε το AIC κυµαίνεται στα 

ικανοποιητικά επίπεδα του 70%. Η µέθοδός µας διευρύνει το πλήθος των 

συνεχών κατανοµών που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ως κατανοµές 

ευπάθειας σε σύγκριση µε τις περιορισµένες δυνατοτήτες που έχει µέχρι τώρα 

η γλώσσα προγραµµατισµού R.  
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Παράρτηµα Α 
 
 
#Gamma distribution 
#Likelihood with exponential data  
library(MASS) 
library(nlme) 
library(mvtnorm) 
library(splines) 
library(splines) 
library(survival) 
 
data<-function(){ 
beta_0<-c(0.8,0,0,1)      #Αρχικό διάνυσµα 
lamda_0<-1   # Αρχική τιµή για το λ 
n<-100 #sample size of data set 
 
sigma_0<-mat.or.vec(4,4) #Μηδενικός πίνακας  4x4 
rho<-0.5 
for (i in 1:4){ 
for (j in 1:4){ 
sigma_0[i,j]<-rho^(abs(i-j)) 
} 
} 
sigma_0  #Πινακάς συνδιασπορών  
 
#∆ηµιουργεί έναν πίνακα  nx4 από κανονική κατανοµή µε πίνακα συνδιασπορών το sigma_0 
#Η κάθε στήλη του πίνακα Ζ είναι µια συµµεταβλητή 
Z <- rmvnorm(n,mean = rep(0, nrow(sigma_0)),sigma_0) 
Z 
 
alpha<-4 
eta_i<-rgamma(n,alpha,1/alpha)    #Ευπάθεια ακολουθεί την γάµµα κατανοµή 
eta_i 
 
#∆ηµιουργεί την  T_i από την εκθετική κατανοµή  µε µέση τιµή 
#eta_i*exp(beta_0*Z_i)*lamda_0 
mean<-rep(0,n) 
for (i in 1:n){ 
mean[i]<-eta_i[i]*exp(beta_0%*%Z[i,])*lamda_0 
} 
mean  
T_i<-rexp(n,(1/mean))        
T_i 
 
#∆ηµιουργεί τους χρόνους αποκοπής από την εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή την  
#u_i e^{beta_0 ‘ Z_i) lambda_0 
 
U_i<-runif(n,1,23) 
m<-rep(0,n) 
for(j in 1:n){ 
m[j]<-U_i[j]*exp(beta_0%*%Z[j,])*lamda_0 
} 
m 
C_i<-rexp(n,(1/m))             
C_i             #χρόνοι αποκοπής 
 
X<-pmin(T_i,C_i) #min(T_i,C_i) 
X 
#delta=1 για µη αποκοµµένες και 0 για αποκοµµένες 
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delta<-rep(0,n) 
for(i in 1:n){ 
if(T_i[i]-C_i[i]<0) 
delta[i]<-1 
else if (T_i[i]-C_i[i]>0) 
delta[i]<-0 
} 
delta       
percent<-sum(delta)/n 
percent    #ποσοστό µη αποκοµµένων παρατηρήσεων στο καθέ σύνολο δεδοµένων 
#====================================================================== 
#G function 
G<-function(x,alpha){ 
out.G<-alpha*log(1+(1/alpha)*x) 
return(out.G) 
}  
#Η παράγωγος της G 
dg<-function(x,alpha){ 
dg<- alpha/(alpha+x) 
return(dg) 
} 
#===================================================================== 
#Ορισµός της συνάρτησης πιθανοφάνειας 
p<-rep(0,n)   #διάνυσµα 1Xn 
q<-rep(0,n)     # διάνυσµα 1xn 
w<-rep(0,n)    # διάνυσµα 1Xn 
like.out<-rep(0,n)     #αποθηκέυονται οι τιµές της συνάρτησης πιθανοφάνειας 
#Εχουµέ την συνάρτηση like  µε µεταβλητές το αρχικό διάνυσµα των συντελεστών β και τον 
#πίνακα τιµών των συµµεταβλητών 
 
like<-function(theta,Z){ 
k<-ncol(Z) 
n<-nrow(Z) 
beta<-theta[1:k] 
lamda<-theta[k+1] 
for(i in 1:n){ 
p[i]<-exp(beta%*%Z[i,])*lamda*(X[i]) 
q[i]<-exp(beta%*%Z[i,])*lamda 
like.out[i]<-delta[i]*( log(dg(p[i],alpha))+ log(q[i])) -G(p[i],alpha) 
w[i]<-like.out[i] 
} 
return(-sum(w)) 
} 
#Συνάρτηση πιθανοφάνειας για µονοµεταβλητά µοντέλα 
likem<-function(theta,Z){ 
beta<-theta[1] 
lamda<-theta[2] 
for(i in 1:n){ 
p[i]<-exp(beta%*%Z[i])*lamda*(X[i]) 
q[i]<-exp(beta%*%Z[i])*lamda 
like.out[i]<-delta[i]*( log(dg(p[i],alpha))+log(q[i])) -G(p[i],alpha) 
w[i]<-like.out[i] 
} 
return(-sum(w)) 
} 
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#======================================================================
#Τα 15 µοντέλα που δηµιουργούν οι 4 συµµεταβλητές χωρισµένα σε υποκατηγορίες. 
 
#Μοντέλα µε µια συµµεταβλητή 
mmodela<-array(dim=c(n,1,4)) 
mmodela[,,1]<-Z[,1] 
mmodela[,,2]<-Z[,2] 
mmodela[,,3]<-Z[,3] 
mmodela[,,4]<-Z[,4] 
 
#Μοντελά µε δύο συµµεταβλητές 
dmodela<-array(dim=c(n,2,6)) 
dmodela[,,1]<-Z[,1:2] 
dmodela[,,2]<-Z[,2:3] 
dmodela[,,3]<-Z[,3:4] 
dmodela[,,4]<-cbind(Z[,1],Z[,3]) 
dmodela[,,5]<-cbind(Z[,1],Z[,4]) 
dmodela[,,6]<-cbind(Z[,2],Z[,4]) 
 
#Μοντέλα µε τρείς συµµεταβλητλές 
tmodela<-array(dim=c(n,3,4)) 
tmodela[,,1]<-Z[,1:3] 
tmodela[,,2]<-Z[,2:4] 
tmodela[,,3]<-cbind(Z[,1],Z[,2],Z[,4]) 
tmodela[,,4]<-cbind(Z[,1],Z[,3],Z[,4]) 
 
fmodela<-Z     #Το µοντέλο µε όλες τις συµµεταβλητές 
#====================================================================== 
store<-matrix(0,15,17)    #πινακάς αποθήκευσης αποτελεσµάτων 
#Μονοµεταβλητά µοντέλα Ζ_1,Ζ_2,Ζ_3,Ζ_4 
Akaikem<-rep(0,6)  #∆ιάνυσµα αποθήκευσης των τιµών του ΑΙC 
maximm<-rep(0,4) 
Akaim<-rep(0,6)   #∆ιάνυσµα αποθήκευσης των τιµών του ΑΙCc 
estimm<-matrix(rep(0,8),ncol=2)       #∆ιάνυσµα αποθήκευσης των εκτιµώµενων συντελεστών 
beta1m<-c(0.8,lamda_0) 
beta2m<-c(0,lamda_0) 
beta3m<-c(0,lamda_0) 
beta4m<-c(1,lamda_0) 
thetam<-rbind(beta1m,beta2m,beta3m,beta4m) 
 
for(i in 1:4){ 
estimm[i,]<-constrOptim(thetam[i,],likem,NULL,Z=mmodela[,,i],ui=rbind(c(0,1)),ci=c(0))$par 
maximm[i]<-likem(estimm[i,],mmodela[,,i]) 
Akaikem[i]<- 2*maximm[i]+2*2 
Akaim[i]<-Akaikem[i]+(2*2*(2+1))/(n-2-1) 
store[i,1]<-Akaikem[i] 
store[i,17]<-Akaim[i] 
store[i,2:3]<-estimm[i,] 
store[i,7]<-estimm[i,2] 
} 
#====================================================================== 
#Μοντέλα µε δύο µεταβλητές Z_1-Z_2,Z_2-Z_3,Z_3_Z_4,Z_1-Z_3,Z_1-Z_4,Z_2-Z_4 
Akaike<-rep(0,6) 
Akaid<-rep(0,6) 
maxi<-rep(0,6) 
estim1<-matrix(rep(0,18),ncol=3) 
 
beta1<-c(0.8,0,lamda_0) 
beta2<-c(0,0,lamda_0) 
beta3<-c(0,1,lamda_0) 
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beta4<-c(0.8,0,lamda_0) 
beta5<-c(0.8,1,lamda_0) 
beta6<-c(0,1,lamda_0) 
theta<-rbind(beta1,beta2,beta3,beta4,beta5,beta6) 
 
for( i in 1:6){ 
estim1[i,]<-constrOptim(theta[i,],like,NULL,Z=dmodela[,,i],ui=rbind(c(0,0,1)),ci=(0))$par 
maxi[i]<-like(estim1[i,],dmodela[,,i]) 
Akaike[i]<- 2*maxi[i]+2*3 
Akaid[i]<-Akaike[i]+(2*3*(3+1))/(n-3-1) 
store[4+i,17]<-Akaid[i] 
store[4+i,1]<-Akaike[i] 
store[4+i,2:4]<-estim1[i,] 
store[4+i,7]<-estim1[i,3] 
} 
#====================================================================== 
#Μοντέλα µε τρείς συµµεταβλητές 
#Z_1-Z_2-Z_3, Z_2-Z_3-Z_4, Z_1-Z_2-Z_4, Z_1-Z_3-Z_4 
Akaike3<-rep(0,6) 
Akait<-rep(0,6) 
maxi3<-rep(0,4) 
estim3<-matrix(rep(0,16),ncol=4) 
 
#Καθορίζονται τα διανύσµατα βήτα για το κάθε µοντέλο µε 3 µεταβλητές 
betaa<-c(0.8,0,0,lamda_0) 
betab<-c(0,0,1,lamda_0) 
betac<-c(0.8,0,1,lamda_0) 
betad<-c(0.8,0,1,lamda_0) 
 
theta3<-rbind(betaa,betab,betac,betad) 
for( i in 1:4){ 
estim3[i,]<-constrOptim(theta3[i,],like,NULL,Z=tmodela[,,i],ui=rbind(c(0,0,0,1)),ci=c(0))$par 
maxi3[i]<-like(estim3[i,],tmodela[,,i]) 
Akaike3[i]<- 2*maxi3[i]+2*4 
Akait[i]<-Akaike3[i]+(2*4*(4+1))/(n-4-1) 
store[10+i,17]<-Akait[i] 
store[10+i,1]<-Akaike3[i] 
store[10+i,2:5]<-estim3[i,] 
store[10+i,7]<-estim3[i,4] 
} 
#====================================================================== 
#Το µοντέλο µε 4 συµµεταβλητές 
Akaike4<-rep(0,6) 
Akaif<-rep(0,6) 
maxi4<-rep(0) 
estim4<-rep(0,5) 
#estim14<-rep(0,5) 
theta4<-c(0.8,0,0,1,lamda_0) 
estim4<-constrOptim(theta4,like,NULL,Z=fmodela,ui=rbind(c(0,0,0,0,1)),ci=c(0))$par 
maxi4<-like(estim4,fmodela) 
Akaike4<- 2*maxi4+2*5 
Akaif<-Akaike4+(2*5*(5+1))/(n-5-1) 
store[15,17]<-Akaif 
store[15,1]<-Akaike4 
store[15,2:6]<-estim4 
store[15,7]<-estim4[5] 
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#====================================================================== 
#Υπολογισµός των συντελεστών παλινδρόµησης µε τις έτοιµες συνάρτησεις της R την 
#survreg και την coxph και χρήση της exactAIC για τον  υπολογισµό της τιµής του AIC . 
 
group1<-Z[,1] 
group2<-Z[,2] 
group3<-Z[,3] 
group4<-Z[,4] 
status<-delta 
time<-X 
id<-seq(1:n) 
group<-list(time,status,group1,group2,group3,group4,id) 
mode<-matrix(0,15,4) 
mod<-matrix(0,15,5) 
 
mod[15,]<survreg(Surv(time,status)~group1+group2+group3+group4,data=group,dist='expon
ential')$coef 
mod15<-
survreg(Surv(time,status)~group1+group2+group3+group4,data=group,dist='exponential') 
value15<-extractAIC(mod15) 
mod[14,1:4]<-
survreg(Surv(time,status)~group1+group3+group4,data=group,dist='exponential')$coef 
mod14<-survreg(Surv(time,status)~group1+group3+group4,data=group,dist='exponential') 
value14<-extractAIC(mod14) 
mod[13,1:4]<-
survreg(Surv(time,status)~group1+group2+group4,data=group,dist='exponential')$coef 
mod13<-survreg(Surv(time,status)~group1+group2+group4,data=group,dist='exponential') 
value13<-extractAIC(mod13) 
mod[12,1:4]<-
survreg(Surv(time,status)~group2+group3+group4,data=group,dist='exponential')$coef 
mod12<-survreg(Surv(time,status)~group2+group3+group4,data=group,dist='exponential') 
value12<-extractAIC(mod12) 
mod[11,1:4]<-
survreg(Surv(time,status)~group1+group2+group3,data=group,dist='exponential')$coef 
mod11<-survreg(Surv(time,status)~group1+group2+group3,data=group,dist='exponential') 
value11<-extractAIC(mod11) 
mod[10,1:3]<-survreg(Surv(time,status)~group2+group4,data=group,dist='exponential')$coef 
mod10<-survreg(Surv(time,status)~group2+group4,data=group,dist='exponential') 
value10<-extractAIC(mod10) 
mod[9,1:3]<-survreg(Surv(time,status)~group1+group4,data=group,dist='exponential')$coef 
mod9<-survreg(Surv(time,status)~group1+group4,data=group,dist='exponential') 
value9<-extractAIC(mod9) 
mod[8,1:3]<-survreg(Surv(time,status)~group1+group3,data=group,dist='exponential')$coef 
mod8<-survreg(Surv(time,status)~group1+group3,data=group,dist='exponential') 
value8<-extractAIC(mod8) 
mod[7,1:3]<-survreg(Surv(time,status)~group3+group4,data=group,dist='exponential')$coef 
mod7<-survreg(Surv(time,status)~group3+group4,data=group,dist='exponential') 
value7<-extractAIC(mod7) 
mod[6,1:3]<-survreg(Surv(time,status)~group2+group3,data=group,dist='exponential')$coef 
mod6<-survreg(Surv(time,status)~group2+group3,data=group,dist='exponential') 
value6<-extractAIC(mod6) 
mod[5,1:3]<-survreg(Surv(time,status)~group1+group2,data=group,dist='exponential')$coef 
mod5<-survreg(Surv(time,status)~group1+group2,data=group,dist='exponential') 
value5<-extractAIC(mod5) 
mod[4,1:2]<-survreg(Surv(time,status)~group4,data=group,dist='exponential')$coef 
mod4<-survreg(Surv(time,status)~group4,data=group,dist='exponential') 
value4<-extractAIC(mod4) 
mod[3,1:2]<-survreg(Surv(time,status)~group3,data=group,dist='exponential')$coef 
mod3<-survreg(Surv(time,status)~group3,data=group,dist='exponential') 
value3<-extractAIC(mod3) 
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mod[2,1:2]<-survreg(Surv(time,status)~group2,data=group,dist='exponential')$coef 
mod2<-survreg(Surv(time,status)~group2,data=group,dist='exponential') 
value2<-extractAIC(mod2) 
mod[1,1:2]<-survreg(Surv(time,status)~group1,data=group,dist='exponential')$coef 
mod1<-survreg(Surv(time,status)~group1,data=group,dist='exponential') 
value1<-extractAIC(mod1) 
 
mode[15,]<-
coxph(Surv(time,status)~group1+group2+group3+group4+frailty(id,dist="gamma",sparce=TR
UE,method='em'),data=group)$coef 
mode15<-
coxph(Surv(time,status)~group1+group2+group3+group4+frailty(id,dist="gamma",sparce=TR
UE,method='em'),data=group) 
valu15<-extractAIC(mode15) 
mode[14,1:3]<-
coxph(Surv(time,status)~group1+group3+group4+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,meth
od='em'),data=group)$coef 
mode14<-
coxph(Surv(time,status)~group1+group3+group4+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,meth
od='em'),data=group) 
valu14<-extractAIC(mode14) 
mode[13,1:3]<-
coxph(Surv(time,status)~group1+group2+group4+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,meth
od='em'),data=group)$coef 
mode13<-
coxph(Surv(time,status)~group1+group2+group4+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,meth
od='em'),data=group) 
valu13<-extractAIC(mode13) 
mode[12,1:3]<-
coxph(Surv(time,status)~group2+group3+group4+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,meth
od='em'),data=group)$coef 
mode12<-
coxph(Surv(time,status)~group2+group3+group4+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,meth
od='em'),data=group) 
valu12<-extractAIC(mode12) 
mode[11,1:3]<-
coxph(Surv(time,status)~group1+group2+group3+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,meth
od='em'),data=group)$coef 
mode11<-
coxph(Surv(time,status)~group1+group2+group3+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,meth
od='em'),data=group) 
valu11<-extractAIC(mode11) 
mode[10,1:2]<-
coxph(Surv(time,status)~group2+group4+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em')
,data=group)$coef 
mode10<-
coxph(Surv(time,status)~group2+group4+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em')
,data=group) 
valu10<-extractAIC(mode10) 
mode[9,1:2]<-
coxph(Surv(time,status)~group1+group4+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em')
,data=group)$coef 
mode9<-
coxph(Surv(time,status)~group1+group4+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em')
,data=group) 
valu9<-extractAIC(mode9) 
mode[8,1:2]<-
coxph(Surv(time,status)~group1+group3+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em')
,data=group)$coef 
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mode8<-
coxph(Surv(time,status)~group1+group3+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em')
,data=group) 
valu8<-extractAIC(mode8) 
mode[7,1:2]<-
coxph(Surv(time,status)~group3+group4+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em')
,data=group)$coef 
mode7<-
coxph(Surv(time,status)~group3+group4+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em')
,data=group) 
valu7<-extractAIC(mode7) 
mode[6,1:2]<-
coxph(Surv(time,status)~group2+group3+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em')
,data=group)$coef 
mode6<-
coxph(Surv(time,status)~group2+group3+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em')
,data=group) 
valu6<-extractAIC(mode6) 
mode[5,1:2]<-
coxph(Surv(time,status)~group1+group2+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em')
,data=group)$coef 
mode5<-
coxph(Surv(time,status)~group1+group2+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em')
,data=group) 
valu5<-extractAIC(mode5) 
mode[4,1]<-
coxph(Surv(time,status)~group4+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em'),data=gr
oup)$coef 
mode4<-
coxph(Surv(time,status)~group4+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em'),data=gr
oup) 
valu4<-extractAIC(mode4) 
mode[3,1]<-
coxph(Surv(time,status)~group3+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em'),data=gr
oup)$coef 
mode3<-
coxph(Surv(time,status)~group3+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em'),data=gr
oup) 
valu3<-extractAIC(mode3) 
mode[2,1]<-
coxph(Surv(time,status)~group2+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em'),data=gr
oup)$coef 
mode2<-
coxph(Surv(time,status)~group2+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em'),data=gr
oup) 
valu2<-extractAIC(mode2) 
mode[1,1]<-
coxph(Surv(time,status)~group1+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em'),data=gr
oup)$coef 
mode1<-
coxph(Surv(time,status)~group1+frailty(id,dist="gamma",sparce=TRUE,method='em'),data=gr
oup) 
valu1<-extractAIC(mode1) 
 
 
store[1:4,8]=mode[1:4,1] 
store[5:10,8:9]=mode[5:10,1:2] 
store[11:14,8:10]=mode[11:14,1:3] 
store[15,8:11]=mode[15,1:4] 
store[,12]=percent 
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p<-21 
store1<-matrix(0,15,p) 
store1[1,1:p]<-
c(store[1,1],store[1,2],0,0,0,store[1,3],log(store[1,3]),percent,0,mode[1,1],0,0,0,store[1,17],val
u1[2],value1[2],mod[1,2],0,0,0,mod[1,1]) 
store1[2,1:p]<-c(store[2,1],0,store[2,2],0,0,store[2,3],-
log(store[2,3]),percent,0,0,mode[2,1],0,0,store[2,17],valu2[2],value2[2],0,mod[2,2],0,0,mod[2,1
]) 
store1[3,1:p]<-c(store[3,1],0,0,store[3,3],0,store[3,3],-
log(store[3,3]),percent,0,0,0,mode[3,1],0,store[3,17],valu3[2],value3[2],0,0,mod[3,2],0,mod[3,1
]) 
store1[4,1:p]<-c(store[4,1],0,0,0,store[4,2],store[4,3],-
log(store[4,3]),percent,0,0,0,0,mode[4,1],store[4,17],valu4[2],value4[2],0,0,0,mod[4,2],mod[4,1
]) 
store1[5,1:p]<-c(store[5,1],store[5,2],store[5,3],0,0,store[5,4],-
log(store[5,4]),percent,0,mode[5,1],mode[5,2],0,0,store[5,17],valu5[2],value5[2],mod[5,2],mod[
5,3],0,0,mod[5,1]) 
store1[6,1:p]<-c(store[6,1],0,store[6,2],store[5,3],0,store[6,4],-
log(store[6,4]),percent,0,0,mode[6,1],mode[6,2],0,store[6,17],valu6[2],value6[2],0,mod[6,2],mo
d[6,3],0,mod[6,1]) 
store1[7,1:p]<-c(store[7,1],0,0,store[7,2],store[7,3],store[7,4],-
log(store[7,4]),percent,0,0,0,mode[7,1],mode[7,2],store[7,17],valu7[2],value7[2],0,0,mod[7,2],
mod[7,3],mod[7,1]) 
store1[8,1:p]<-c(store[8,1],store[8,2],0,store[8,3],0,store[8,4],-
log(store[8,4]),percent,0,mode[8,1],0,mode[8,2],0,store[8,17],valu8[2],value8[2],mod[8,2],0,mo
d[8,3],0,mod[8,1]) 
store1[9,1:p]<-c(store[9,1],store[9,2],0,0,store[9,3],store[9,4],-
log(store[9,4]),percent,1,mode[9,1],0,0,mode[9,2],store[9,17],valu9[2],value9[2],mod[9,2],0,0,
mod[9,3],mod[9,1]) 
store1[10,1:p]<-c(store[10,1],0,store[10,2],0,store[10,3],store[10,4],-
log(store[10,4]),percent,0,0,mode[10,1],0,mode[10,2],store[10,17],valu10[2],value10[2],0,mod[
10,2],0,mod[10,3],mod[10,1]) 
store1[11,1:p]<-c(store[11,1],store[11,2],store[11,3],store[11,4],0,store[11,5],-
log(store[11,5]),percent,0,mode[11,1],mode[11,2],mode[11,3],0,store[11,17], 
valu11[2],value11[2],mod[11,2],mod[11,3],mod[11,4],0,mod[11,1]) 
store1[12,1:p]<-c(store[12,1],0,store[11,2],store[11,3],store[11,4],store[12,5],-
log(store[12,5]),percent,0,0,mode[12,1],mode[12,2],mode[12,1],store[12,17], 
valu12[2],value12[2],0,mod[12,2],mod[12,3],mod[12,4],mod[12,1]) 
store1[13,1:p]<-c(store[13,1],store[13,2],store[13,3],0,store[13,4],store[13,5],-
log(store[13,5]),percent,0,mode[13,1],mode[13,2],mode[13,3], 
0,store[13,17],valu13[2],value13[2],mod[13,2],mod[13,3],0,mod[13,4],mod[13,1]) 
store1[14,1:p]<-c(store[14,1],store[14,2],0,store[14,3],store[14,4],store[14,5],-
log(store[14,5]),percent,0,mode[14,1],0,mode[14,2],mode[14,3],store[14,17], 
valu14[2],value14[2],mod[14,2],0,mod[14,3],mod[14,4],mod[14,1]) 
store1[15,1:p]<-c(store[15,1],store[15,2],store[15,3],store[15,4],store[15,5],store[15,6],-
log(store[15,6]),percent,0, 
mode[15,1],mode[15,2],mode[15,3],mode[15,4],store[15,17],valu15[2],value15[2],mod[15,2],m
od[15,3],mod[15,4],mod[15,5],mod[15,1]) 
return(store1) 
} 
#========================================================== 
#∆ηµιουργώ τον πίνακα  results me diastaseis 15*21 και µε 3 διάστασή τον αριθµό  
#που θέλουµε να τρέξουµε το προγραµµά.Σε κάθε υποπίνακα του res  αποθηκέυεται ο 
#εκάστωτε πίνακας store1 
 
k<-100   # πόσες φόρες θα τρέξει το µοντέλο  k>=2 
res<-array(dim=c(15,21,k)) 
for(i  in 1:k){ 
res[,,i]<-data() 
} 
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res 
 
minaic<-rep(0,k) 
minAICc<-rep(0,k) 
minCoxaic<-rep(0,k) 
minSurvaic<-rep(0,k) 
inds<-matrix(0,k,2) 
inds2<-matrix(0,k,2) 
inds3<-matrix(0,k,2) 
inds4<-matrix(0,k,2) 
par<-matrix(0,k,21) 
parCox<-matrix(0,k,21) 
parSur<-matrix(0,k,21) 
#Πινακάς των µοντέλων 
W<-c("Z_1","Z_2","Z_3","Z_4","Z_1-Z_2","Z_2-Z_3","Z_3-Z_4","Z_1-Z_3","Z_1-Z_4","Z_2-
Z_4","Z_1-Z_2-Z_3","Z_2-Z_3-Z_4","Z_1-Z_2-Z_4","Z_1-Z_3-Z_4","Z_1-Z_2-Z_3-Z_4") 
 
x<-rep(0,k) 
y<-rep(0,k) 
z<-rep(0,k) 
w<-rep(0,k) 
h<-rep(0,k) 
for(i in 1:k){ 
minaic[i]<-min(res[,1,i]) 
minAICc[i]<-min(res[,14,i]) 
minCoxaic[i]<-min(res[,15,i]) 
minSurvaic[i]<-min(res[,16,i]) 
inds[i,]<-which( res[,1,i]== min(res[,1,i]),arr.ind=TRUE) 
inds2[i,]<-which( res[,14,i]== min(res[,14,i]),arr.ind=TRUE) 
inds3[i,]<-which( res[,15,i]== min(res[,15,i]),arr.ind=TRUE) 
inds4[i,]<-which( res[,16,i]== min(res[,16,i]),arr.ind=TRUE) 
x[i]<-W[inds[i,1]] 
y[i]<-W[inds2[i,1]] 
z[i]<-inds[i,1]-inds2[i,1] 
w[i]<-W[inds3[i,1]] 
h[i]<-W[inds4[i,1]] 
par[i,]<-res[inds[i,1],,i] 
parCox[i,]<-res[inds3[i,1],,i] 
parSur[i,]<-res[inds4[i,1],,i] 
} 
x 
y 
z            #Μη µηδενικά στοιχεία του  z δείχνουν ότι το  AICc και το  AIC δεν    
             #έχουν επιλέξει το ίδιο µοντέλο  
w            #ποιά µοντέλα επιλέγει  η coxph 
parCox   #ο πίνακάς µε εκτιµήσεις των συντελεστων από την  coxph 
h            #ποιά µοντέλα διάλεξε η surv 
parSur   # ο πίνακάς µε εκτιµήσεις των συντελεστων από την  surv 
v<-rep(0,k) 
for(i in 1:k){ 
if(z[i]!=0) 
v[i]<-1 
else 
v[i]<-0 
} 
diafora<-sum(v)/k         #το ποσοστό που AICc και AIC δε δίνουν το ίδιο µοντέλο  
dimnames(par) = list(NULL,c("AICvalue","beta1","beta2","beta3","beta4", 
"Lamda","-
log(lamda)","UnCensor","CorrectModel","Cbeta1","Cbeta2","Cbeta3","Cbeta4","AICc", 
"AICcoxvalue","AICsurv","Surbeta1","Surbeta2","Surbeta3","Surbeta4","Surlamda")) 
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par 
minaic 
minAICc 
 
#Επιλέγεται το µοντέλο   Z1-Z4,Το κάθε στοιχείο της στήλης 9 είναι 1 εφόσον έχει επιλεχθεί το 
#µοντέλο Ζ1-Ζ4 διαφορετικά µηδέν 
percent<-sum(par[,9])/k 
percent 
rest<-1-percent 
rest 
percent1<-sum(parCox[,9])/k 
percent2<-sum(parSur[,9])/k 
percent1 
percent2 
 
number1<-length(par[par[,2]==0,2]) 
number1 
number2<-length(par[par[,2]!=0,2]) 
number2 
mbeta_1<- sum(par[,2])/(k-number1) #µέση τιµής του �	 
mbeta_1 
sd_beta_1<-sd(par[par[,2]!=0,2]) #τυπική απόκλιση του �	 
 
number3<-length(par[par[,5]==0,5]) 
number3 
number4<-length(par[par[,5]!=0,5]) 
number4 
mbeta_4<-sum(par[,5])/(k-number3)  #µέση τιµής του �õ 
mbeta_4 
sd_beta_4<-sd(par[par[,5]!=0,5]) #τυπική απόκλιση του �õ 
 
mlamda<-mean(par[,6]) 
mlamda 
m_log_lamda<-mean(par[,7]) 
#====================================================================== 
#Βρίσκει  πόσες φορές παρατηρούντε οι συµµεταβλητές Z2,Z3 
 
value<-rep(0,k) 
for( i in 1:k){ 
if (par[i,3]!=0 | par[i,4]!=0 ) 
value[i]<-1 
else 
value[i]<-0 
} 
value 
error1<-sum(value)/k  #Να επιλεγεί η  Z2 ή  Z3 ή και οι δύο µαζί  
error1        
#====================================================================== 
#Υπολογισµός error2 
zeros<-matrix(0,k,4) 
ermat<-cbind(par[1:k,2:5],zeros) 
for( i in 1:k){ 
if(  ermat[i,1]==0)    #Να είναι µηδέν το  �	 αποθηκέυει την τιµή 1 στην στήλη  6 
ermat[i,6]<-1 
else  
ermat[i,6]<-0 
} 
ermat 
 
for( i in 1:k){ 
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if( ermat[i,4]==0) #Να είναι µηδέν το  �õ αποθηκέυει την τιµή 1 στην στήλη  5 
ermat[i,5]<-1 
else 
ermat[i,5]<-0 
} 
ermat 
#Να είναι µηδέν το �	  και το �õ αποθηκέυει την τιµή 1 στην στήλη 7 
for( i in 1:k){ 
if(ermat[i,1]==0 && ermat[i,4]==0) 
ermat[i,7]<-1 
else 
ermat[i,7]<-0 
} 
ermat 
for(i in 1:k){ 
ermat[i,8]<-sum(ermat[i,5:7])  #Αθροισµά των στηλών 5,6,7 στην 8 στήλη ανα γραµµή 
} 
error2<-sum(ermat[,8])/k 
error2 
#====================================================================== 
#Υπολογισµός Coxerror1 kai Coxerror2 
cvalue<-rep(0,k) 
for( i in 1:k){ 
if (parCox[i,3]!=0 | parCox[i,4]!=0 ) 
cvalue[i]<-1 
else 
cvalue[i]<-0 
} 
cvalue 
Coxerror1<-sum(cvalue)/k  #Να επιλεγεί το Ζ2 ή το Ζ3 ή και τα δύο µαζί 
Coxerror1 
 
#Yπολογισµός Coxerror2 
zeros<-matrix(0,k,4) 
Coxermat<-cbind(parCox[1:k,2:5],zeros) 
for ( i in 1:k){ 
if (Coxermat[i,1]==0)   #Να είναι µηδέν το �	 απόθηκέυει την τιµή 1 στην στήλη 6 
Coxermat[i,6]<-1 
else  
Coxermat[i,6]<-0 
} 
Coxermat 
 
for( i in 1:k){ 
if (Coxermat[i,4]==0) #Να είναι µηδέν το �õ απόθηκέυει την τιµή 1 στην στήλη 5 
Coxermat[i,5]<-1 
else 
Coxermat[i,5]<-0 
} 
Coxermat 
 
for (i in 1:k){ 
if(Coxermat[i,1]==0 && Coxermat[i,4]==0)  
#Να είναι µηδέν το �	 και το �õ  αποθηκέυει την τιµή 1 στην στήλη 7 
Coxermat[i,7]<-1 
else 
Coxermat[i,7]<-0 
} 
Coxermat 
for (i in 1:k){ 
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Coxermat[i,8]<-sum(Coxermat[i,5:7]) #Αθροίζει τις στήλες  5,6,7 στην  8 ανά γραµµή  
} 
Coxerror2<-sum(Coxermat[,8])/k 
Coxerror2 
#====================================================================== 
#Υπολογισµός Surerror1 και Surerror2 
svalue<-rep(0,k) 
for( i in 1:k){ 
if (parSur[i,3]!=0 | parSur[i,4]!=0 ) 
svalue[i]<-1 
else 
svalue[i]<-0 
} 
svalue 
Surerror1<-sum(svalue)/k #Να επιλέγει το Z2 ή το Ζ3 ή και τα δύο µαζί  
Surerror1 
 
#Υπολογισµός Surerror2 
zeros<-matrix(0,k,4) 
Surermat<-cbind(parSur[1:k,2:5],zeros) 
for (i in 1:k){ 
if (Surermat[i,1]==0)   #Να είναι µηδέν το  �	 αποθηκέυει την τιµή 1 στην στήλη 6 
Surermat[i,6]<-1 
else  
Surermat[i,6]<-0 
} 
Surermat 
 
for( i in 1:k){ 
if (Surermat[i,4]==0) #Να είναι µηδέν το  �õ αποθηκέυει την τιµή 1 στην στήλη  5 
Surermat[i,5]<-1 
else 
Surermat[i,5]<-0 
} 
Surermat 
 
for( i in 1:k){ 
if(Surermat[i,1]==0 && Surermat[i,4]==0 
#Να είναι µηδέν το  �	και �õ  αποθηκέυει την τιµή 1 στην στήλη  7 
Surermat[i,7]<-1 
else 
Surermat[i,7]<-0 
} 
Surermat 
for (i in 1:k){ 
Surermat[i,8]<-sum(Surermat[i,5:7]) #Αθροίζει τις στήλες  5,6,7 στην 8 ανά  γραµµή  
} 
Surerror2<-sum(Surermat[,8])/k 
Surerror2 
#====================================================================== 
number5<-length(par[par[,10]==0,10]) 
number5 
number6<-length(par[par[,10]!=0,10]) 
number6 
cmbeta_1<- sum(par[,10])/(k-number5) 
cmbeta_1 
sd_cbeta_1<-sd(par[par[,10]!=0,10]) 
number7<-length(par[par[,13]==0,13]) 
number7 
number8<-length(par[par[,13]!=0,13]) 
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number8 
cmbeta_4<-sum(par[,13])/(k-number7) 
cmbeta_4 
sd_cbeta_4<-sd(par[par[,13]!=0,13]) 
#====================================================================== 
number9<-length(par[par[,17]==0,17]) 
number9 
number10<-length(par[par[,17]!=0,17]) 
number10 
smbeta_1<- sum(par[,17])/(k-number9) 
smbeta_1 
sd_sbeta_1<-sd(par[par[,17]!=0,17]) 
sd_sbeta_1 
 
number11<-length(par[par[,20]==0,20]) 
number11 
number12<-length(par[par[,20]!=0,20]) 
number12 
smbeta_4<- sum(par[,20])/(k-number11) 
smbeta_4 
sd_sbeta_4<-sd(par[par[,20]!=0,20]) 
sd_sbeta_4 
#====================================================================== 
#Πίνακας Αποτελεσµάτων 
resu2<-matrix(0,1,26) 
resu2[1,1]<-mean(par[,8]) 
resu2[1,2]<-percent 
resu2[1,3]<-rest 
resu2[1,4]<-error1 
resu2[1,5]<-error2 
resu2[1,6]<-mbeta_1 
resu2[1,7]<-mbeta_4 
resu2[1,8]<-sd_beta_1 
resu2[1,9]<-sd_beta_4 
resu2[1,10]<-m_log_lamda 
resu2[1,11]<-diafora 
resu2[1,12]<-cmbeta_1 
resu2[1,13]<-cmbeta_4 
resu2[1,14]<-sd_cbeta_1 
resu2[1,15]<-sd_cbeta_4 
resu2[1,16]<-percent1 
resu2[1,17]<-Coxerror1 
resu2[1,18]<-Coxerror2 
resu2[1,19]<-mean(parSur[,21]) 
resu2[1,20]<-smbeta_1 
resu2[1,21]<-smbeta_4 
resu2[1,22]<-percent2 
resu2[1,23]<-sd_sbeta_1 
resu2[1,24]<-sd_sbeta_4 
resu2[1,25]<-Surerror1 
resu2[1,26]<-Surerror2 
dimnames(resu2) = list(NULL,c("UnCensor","Percent","1-Percent","Error1","Error2","Mbeta_1" 
,"Mbeta_4","Sd(beta_1)","Sd(beta_4)","MlogL","diafora","CMbeta_1" 
,"CMbeta_4","Sd(cbeta_1)","Sd(cbeta_4)","Percent1","Coxerror1","Coxerror2" 
,"SurLamda","SurBeta_1","Surbeta_4","Percent2","Sd_sbeta_1","Sd_xbeta_4","Surerror1","S
urerror2")) 
 
resu2 
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Παράρτηµα Β 
 
#Inverse Gaussian  
#Likelihood with exponential data  
library(MASS) 
library(nlme) 
library(mvtnorm) 
library(splines) 
library(splines) 
library(survival) 
library(statmod)    
 
data<-function(){ 
beta_0<-c(0.8,0,0,1)      #Αρχικό διάνυσµα 
lamda_0<-1    # Αρχική τιµή για το λ 
n<-100 #µέγεθος του data set 
 
sigma_0<-mat.or.vec(4,4)  
rho<-0.5 
for (i in 1:4){ 
for (j in 1:4){ 
sigma_0[i,j]<-rho^(abs(i-j)) 
} 
} 
sigma_0  #πινακάς διασπορών -συνδιασπορών   
 
#Πινακάς τιµών των συµµεταβλητών  
Z <- rmvnorm(n,mean = rep(0, nrow(sigma_0)),sigma_0) 
Z 
 
eta_i<-eta_i<-rinvgauss(n,1,3.4)    #Ευπάθεια ακολουθεί inverse gaussian 
eta_i 
 
#∆ηµιουργεί χρόνους  T_i  απο εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 
#eta_i*exp(beta_0*Z_i)*lamda_0 
mean<-rep(0,n) 
for (i in 1:n){ 
mean[i]<-eta_i[i]*exp(beta_0%*%Z[i,])*lamda_0 
} 
mean  
T_i<-rexp(n,(1/mean))        
T_i 
 
#∆ηµιουργεί τους χρόνους αποκοπής από εκθετική κατανοµή  µε µέση τιµη την  
#u_i e^{beta_0 ‘ Z_i) lambda_0 
 
U_i<-runif(n,1,14.5) 
m<-rep(0,n) 
for(j in 1:n){ 
m[j]<-U_i[j]*exp(beta_0%*%Z[j,])*lamda_0 
} 
m 
C_i<-rexp(n,(1/m))             
C_i   #χρόνοι αποκοπης 
 
X<-pmin(T_i,C_i)    
X 
#delta=1  για µη αποκοµένες και 0 για αποκοµένες 
delta<-rep(0,n) 
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for(i in 1:n){ 
if(T_i[i]-C_i[i]<0) 
delta[i]<-1 
else if (T_i[i]-C_i[i]>0) 
delta[i]<-0 
} 
delta       
percent<-sum(delta)/n 
percent 
#====================================================================== 
#Η συνάρτηση G και η παραγωγός της για την Inverse Gaussian 
G<-function(u,b,mi) 
{ 
G.out<- -(b/mi)*(1-sqrt(1+((2*mi^2*u)/b))) 
G.out 
} 
 
dg<-function(u,b,mi) 
{ 
dg.out<- mi/(sqrt(1+(2*mi^2*u)/b)) 
dg.out 
} 
#====================================================================== 
#Oρισµός των συναρτήσεων πιθανοφανειών 
mi<-1 
b<-4 
p<-rep(0,n)   #dianisma 1Xn 
q<-rep(0,n)     #dianisma 1xn 
w<-rep(0,n)    #dianisma 1Xn 
like.out<-rep(0,n 
 
like<-function(theta,Z){ 
k<-ncol(Z) 
n<-nrow(Z) 
beta<-theta[1:k] 
lamda<-theta[k+1] 
for(i in 1:n){ 
p[i]<-exp(beta%*%Z[i,])*lamda*(X[i]) 
q[i]<-exp(beta%*%Z[i,])*lamda 
like.out[i]<-delta[i]*( log(dg(p[i],b,mi))+ log(q[i])) -G(p[i],b,mi) 
w[i]<-like.out[i] 
} 
return(-sum(w)) 
} 
 
#Συνάρτηση πιθανοφάνειας για µονοµεταβλητά µοντέλα 
likem<-function(theta,Z){ 
beta<-theta[1] 
lamda<-theta[2] 
for(i in 1:n){ 
p[i]<-exp(beta%*%Z[i])*lamda*(X[i]) 
q[i]<-exp(beta%*%Z[i])*lamda 
like.out[i]<-delta[i]*( log(dg(p[i],b,mi))+log(q[i])) -G(p[i],b,mi) 
w[i]<-like.out[i] 
} 
return(-sum(w)) 
} 
 
#====================================================================== 
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#Ta 15 µοντέλα  
 
#Μοντέλα µε µια συµµεταβλητή 
mmodela<-array(dim=c(n,1,4)) 
mmodela[,,1]<-Z[,1] 
mmodela[,,2]<-Z[,2] 
mmodela[,,3]<-Z[,3] 
mmodela[,,4]<-Z[,4] 
 
#Μοντέλα µε δύο συµµεταβλητές 
dmodela<-array(dim=c(n,2,6)) 
dmodela[,,1]<-Z[,1:2] 
dmodela[,,2]<-Z[,2:3] 
dmodela[,,3]<-Z[,3:4] 
dmodela[,,4]<-cbind(Z[,1],Z[,3]) 
dmodela[,,5]<-cbind(Z[,1],Z[,4]) 
dmodela[,,6]<-cbind(Z[,2],Z[,4]) 
 
#Μοντέλα µε τρείς συµµεταβλητές 
tmodela<-array(dim=c(n,3,4)) 
tmodela[,,1]<-Z[,1:3] 
tmodela[,,2]<-Z[,2:4] 
tmodela[,,3]<-cbind(Z[,1],Z[,2],Z[,4]) 
tmodela[,,4]<-cbind(Z[,1],Z[,3],Z[,4]) 
 
fmodela<-Z     #Το µοντέλο µε 4 συµµεταβλητές 
#====================================================================== 
store<-matrix(0,15,17)    #Πινακάς αποθήκευσης αποτελεσµάτων 
#Για τα µονοµεταβλήτα µοντέλα  Z_1,Z_2,Z_3,Z_4 
Akaikem<-rep(0,6) 
maximm<-rep(0,4) 
Akaim<-rep(0,6) 
estimm<-matrix(rep(0,8),ncol=2) #Αποθηκέυονται οι εκτιµητές των παραµέτρων 
beta1m<-c(0.8,lamda_0) 
beta2m<-c(0,lamda_0) 
beta3m<-c(0,lamda_0) 
beta4m<-c(1,lamda_0) 
thetam<-rbind(beta1m,beta2m,beta3m,beta4m) 
 
for(i in 1:4){ 
estimm[i,]<-constrOptim(thetam[i,],likem,NULL,Z=mmodela[,,i],ui=rbind(c(0,1)),ci=c(0))$par 
maximm[i]<-likem(estimm[i,],mmodela[,,i]) 
Akaikem[i]<- 2*maximm[i]+2*2 
Akaim[i]<-Akaikem[i]+(2*2*(2+1))/(n-2-1) 
store[i,1]<-Akaikem[i] 
store[i,17]<-Akaim[i] 
store[i,2:3]<-estimm[i,] 
store[i,7]<-estimm[i,2] 
} 
 
#====================================================================== 
#Τα µοντέλα  Z_1-Z_2,Z_2-Z_3,Z_3_Z_4,Z_1-Z_3,Z_1-Z_4,Z_2-Z_4 
Akaike<-rep(0,6) 
Akaid<-rep(0,6) 
maxi<-rep(0,6) 
estim1<-matrix(rep(0,18),ncol=3) 
#Το διανυσµα β για το κάθε µοντέλο 
beta1<-c(0.8,0,lamda_0) 
beta2<-c(0,0,lamda_0) 
beta3<-c(0,1,lamda_0) 
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beta4<-c(0.8,0,lamda_0) 
beta5<-c(0.8,1,lamda_0) 
beta6<-c(0,1,lamda_0) 
theta<-rbind(beta1,beta2,beta3,beta4,beta5,beta6) 
 
for( i in 1:6){ 
estim1[i,]<-constrOptim(theta[i,],like,NULL,Z=dmodela[,,i],ui=rbind(c(0,0,1)),ci=(0))$par 
maxi[i]<-like(estim1[i,],dmodela[,,i]) 
Akaike[i]<- 2*maxi[i]+2*3 
Akaid[i]<-Akaike[i]+(2*3*(3+1))/(n-3-1) 
store[4+i,17]<-Akaid[i] 
store[4+i,1]<-Akaike[i] 
store[4+i,2:4]<-estim1[i,] 
store[4+i,7]<-estim1[i,3] 
} 
#====================================================================== 
#Τα µοντέλα µε τρείς συµµεταβλητές 
#Z_1-Z_2-Z_3, Z_2-Z_3-Z_4, Z_1-Z_2-Z_4, Z_1-Z_3-Z_4 
Akaike3<-rep(0,6) 
Akait<-rep(0,6) 
maxi3<-rep(0,4) 
estim3<-matrix(rep(0,16),ncol=4) 
 
#Ορίζεται το δίανυσµα β για κάθε από τα παραπάνω µοντέλα τριών συµµεταβλητών 
 betaa<-c(0.8,0,0,lamda_0) 
betab<-c(0,0,1,lamda_0) 
betac<-c(0.8,0,1,lamda_0) 
betad<-c(0.8,0,1,lamda_0) 
 
theta3<-rbind(betaa,betab,betac,betad) 
for( i in 1:4){ 
estim3[i,]<-constrOptim(theta3[i,],like,NULL,Z=tmodela[,,i],ui=rbind(c(0,0,0,1)),ci=c(0))$par 
maxi3[i]<-like(estim3[i,],tmodela[,,i]) 
Akaike3[i]<- 2*maxi3[i]+2*4 
Akait[i]<-Akaike3[i]+(2*4*(4+1))/(n-4-1) 
store[10+i,17]<-Akait[i] 
store[10+i,1]<-Akaike3[i] 
store[10+i,2:5]<-estim3[i,] 
store[10+i,7]<-estim3[i,4] 
} 
#====================================================================== 
#Το µοντέλο µε όλες τις συµµεταβλητές 
Akaike4<-rep(0,6) 
Akaif<-rep(0,6) 
maxi4<-rep(0) 
estim4<-rep(0,5) 
theta4<-c(0.8,0,0,1,lamda_0) 
estim4<-constrOptim(theta4,like,NULL,Z=fmodela,ui=rbind(c(0,0,0,0,1)),ci=c(0))$par 
maxi4<-like(estim4,fmodela) 
Akaike4<- 2*maxi4+2*5 
Akaif<-Akaike4+(2*5*(5+1))/(n-5-1) 
store[15,17]<-Akaif 
store[15,1]<-Akaike4 
store[15,2:6]<-estim4 
store[15,7]<-estim4[5] 
#====================================================================== 
group1<-Z[,1] 
group2<-Z[,2] 
group3<-Z[,3] 
group4<-Z[,4] 
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status<-delta 
time<-X 
id<-seq(1:n) 
group<-list(time,status,group1,group2,group3,group4,id) 
 
mod<-matrix(0,15,5) 
 
mod[15,1:5]<survreg(Surv(time,status)~group1+group2+group3+group4,data=group,dist='exp
onential')$coef 
mod15<-
survreg(Surv(time,status)~group1+group2+group3+group4,data=group,dist='exponential') 
value15<-extractAIC(mod15) 
mod[14,1:4]<-
survreg(Surv(time,status)~group1+group3+group4,data=group,dist='exponential')$coef 
mod14<-survreg(Surv(time,status)~group1+group3+group4,data=group,dist='exponential') 
value14<-extractAIC(mod14) 
mod[13,1:4]<-
survreg(Surv(time,status)~group1+group2+group4,data=group,dist='exponential')$coef 
mod13<-survreg(Surv(time,status)~group1+group2+group4,data=group,dist='exponential') 
value13<-extractAIC(mod13) 
mod[12,1:4]<-
survreg(Surv(time,status)~group2+group3+group4,data=group,dist='exponential')$coef 
mod12<-survreg(Surv(time,status)~group2+group3+group4,data=group,dist='exponential') 
value12<-extractAIC(mod12) 
mod[11,1:4]<-
survreg(Surv(time,status)~group1+group2+group3,data=group,dist='exponential')$coef 
mod11<-survreg(Surv(time,status)~group1+group2+group3,data=group,dist='exponential') 
value11<-extractAIC(mod11) 
mod[10,1:3]<-survreg(Surv(time,status)~group2+group4,data=group,dist='exponential')$coef 
mod10<-survreg(Surv(time,status)~group2+group4,data=group,dist='exponential') 
value10<-extractAIC(mod10) 
mod[9,1:3]<-survreg(Surv(time,status)~group1+group4,data=group,dist='exponential')$coef 
mod9<-survreg(Surv(time,status)~group1+group4,data=group,dist='exponential') 
value9<-extractAIC(mod9) 
mod[8,1:3]<-survreg(Surv(time,status)~group1+group3,data=group,dist='exponential')$coef 
mod8<-survreg(Surv(time,status)~group1+group3,data=group,dist='exponential') 
value8<-extractAIC(mod8) 
mod[7,1:3]<-survreg(Surv(time,status)~group3+group4,data=group,dist='exponential')$coef 
mod7<-survreg(Surv(time,status)~group3+group4,data=group,dist='exponential') 
value7<-extractAIC(mod7) 
mod[6,1:3]<-survreg(Surv(time,status)~group2+group3,data=group,dist='exponential')$coef 
mod6<-survreg(Surv(time,status)~group2+group3,data=group,dist='exponential') 
value6<-extractAIC(mod6) 
mod[5,1:3]<-survreg(Surv(time,status)~group1+group2,data=group,dist='exponential')$coef 
mod5<-survreg(Surv(time,status)~group1+group2,data=group,dist='exponential') 
value5<-extractAIC(mod5) 
mod[4,1:2]<-survreg(Surv(time,status)~group4,data=group,dist='exponential')$coef 
mod4<-survreg(Surv(time,status)~group4,data=group,dist='exponential') 
value4<-extractAIC(mod4) 
mod[3,1:2]<-survreg(Surv(time,status)~group3,data=group,dist='exponential')$coef 
mod3<-survreg(Surv(time,status)~group3,data=group,dist='exponential') 
value3<-extractAIC(mod3) 
mod[2,1:2]<-survreg(Surv(time,status)~group2,data=group,dist='exponential')$coef 
mod2<-survreg(Surv(time,status)~group2,data=group,dist='exponential') 
value2<-extractAIC(mod2) 
mod[1,1:2]<-survreg(Surv(time,status)~group1,data=group,dist='exponential')$coef 
mod1<-survreg(Surv(time,status)~group1,data=group,dist='exponential') 
value1<-extractAIC(mod1) 
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p<-16 
store1<-matrix(0,15,p) 
store1[1,1:p]<-c(store[1,1],store[1,2],0,0,0,store[1,3],-
log(store[1,3]),percent,0,value1[2],mod[1,2],0,0,0,mod[1,1],store[1,17]) 
store1[2,1:p]<-c(store[2,1],0,store[2,2],0,0,store[2,3],-
log(store[2,3]),percent,0,value2[2],0,mod[2,2],0,0,mod[2,1],store[2,17]) 
store1[3,1:p]<-c(store[3,1],0,0,store[3,3],0,store[3,3],-
log(store[3,3]),percent,0,value3[2],0,0,mod[3,2],0,mod[3,1],store[3,17]) 
store1[4,1:p]<-c(store[4,1],0,0,0,store[4,2],store[4,3],-
log(store[4,3]),percent,0,value4[2],0,0,0,mod[4,2],mod[4,1],store[4,17]) 
store1[5,1:p]<-c(store[5,1],store[5,2],store[5,3],0,0,store[5,4],-
log(store[5,4]),percent,0,value5[2],mod[5,2],mod[5,3],0,0,mod[5,1],store[5,17]) 
store1[6,1:p]<-c(store[6,1],0,store[6,2],store[5,3],0,store[6,4],-
log(store[6,4]),percent,0,value6[2],0,mod[6,2],mod[6,3],0,mod[6,1],store[6,17]) 
store1[7,1:p]<-c(store[7,1],0,0,store[7,2],store[7,3],store[7,4],-
log(store[7,4]),percent,0,value7[2],0,0,mod[7,2],mod[7,3],mod[7,1],store[7,17]) 
store1[8,1:p]<-c(store[8,1],store[8,2],0,store[8,3],0,store[8,4],-
log(store[8,4]),percent,0,value8[2],mod[8,2],0,mod[8,3],0,mod[8,1],store[8,17]) 
store1[9,1:p]<-c(store[9,1],store[9,2],0,0,store[9,3],store[9,4],-
log(store[9,4]),percent,1,value9[2],mod[9,2],0,0,mod[9,3],mod[9,1],store[9,17]) 
store1[10,1:p]<-c(store[10,1],0,store[10,2],0,store[10,3],store[10,4],-
log(store[10,4]),percent,0,value10[2],0,mod[10,2],0,mod[10,3],mod[10,1],store[10,17]) 
store1[11,1:p]<-c(store[11,1],store[11,2],store[11,3],store[11,4],0,store[11,5],-
log(store[11,5]),percent,0,value11[2],mod[11,2],mod[11,3],mod[11,4],0,mod[11,1],store[11,17]
) 
store1[12,1:p]<-c(store[12,1],0,store[11,2],store[11,3],store[11,4],store[12,5],-
log(store[12,5]),percent,0,value12[2],0,mod[12,2],mod[12,3],mod[12,4],mod[12,1],store[12,17]
) 
store1[13,1:p]<-c(store[13,1],store[13,2],store[13,3],0,store[13,4],store[13,5],-
log(store[13,5]),percent,0,value13[2],mod[13,2],mod[13,3],0,mod[13,4],mod[13,1],store[13,17]
) 
store1[14,1:p]<-c(store[14,1],store[14,2],0,store[14,3],store[14,4],store[14,5],-
log(store[14,5]),percent,0,value14[2],mod[14,2],0,mod[14,3],mod[14,4],mod[14,1],store[14,17]
) 
store1[15,1:p]<-c(store[15,1],store[15,2],store[15,3],store[15,4],store[15,5],store[15,6],-
log(store[15,6]),percent,0,value15[2],mod[15,2],mod[15,3],mod[15,4],mod[15,5],mod[15,1],sto
re[15,17]) 
 
return(store1) 
} 
#====================================================================== 
#∆ηµιουργούµε τον πίνακα  res µε διαστάσεις 15*16 και την 3 διάσταση καθορίζεται αναλογά  
#µε τον αριθµό που θέλουµε να τρέξουµε το µοντέλο .Καλούµε την συνάρτηση data  και το 
#αποτέλεσµα της το αποθηκέυουµαι σε έναν υποπίνακα του  πίνακα res 
 
k<-100  #Πόσες φορές θα τρέξει το µοντέλο k>2 
res<-array(dim=c(15,16,k)) 
for(i  in 1:k){ 
res[,,i]<-data() 
} 
res 
 
minaic<-rep(0,k) 
minAICc<-rep(0,k) 
minSurvaic<-rep(0,k) 
inds<-matrix(0,k,2) 
inds2<-matrix(0,k,2) 
inds4<-matrix(0,k,2) 
par<-matrix(0,k,16) 
parSur<-matrix(0,k,16) 
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#Πίνακας των µοντέλων. 
W<-c("Z_1","Z_2","Z_3","Z_4","Z_1-Z_2","Z_2-Z_3","Z_3-Z_4","Z_1-Z_3","Z_1-Z_4","Z_2-
Z_4","Z_1-Z_2-Z_3","Z_2-Z_3-Z_4","Z_1-Z_2-Z_4","Z_1-Z_3-Z_4","Z_1-Z_2-Z_3-Z_4") 
 
x<-rep(0,k) 
y<-rep(0,k) 
z<-rep(0,k) 
w<-rep(0,k) 
h<-rep(0,k) 
 
for(i in 1:k){ 
minaic[i]<-min(res[,1,i]) 
minAICc[i]<-min(res[,16,i]) 
minSurvaic[i]<-min(res[,10,i]) 
inds[i,]<-which( res[,1,i]== min(res[,1,i]),arr.ind=TRUE) 
inds2[i,]<-which( res[,16,i]== min(res[,16,i]),arr.ind=TRUE) 
inds4[i,]<-which( res[,10,i]== min(res[,10,i]),arr.ind=TRUE) 
x[i]<-W[inds[i,1]] 
y[i]<-W[inds2[i,1]] 
z[i]<-inds[i,1]-inds2[i,1] 
h[i]<-W[inds4[i,1]] 
par[i,]<-res[inds[i,1],,i] 
parSur[i,]<-res[inds4[i,1],,i] 
} 
x 
y 
z   #Μη µηδενικά στοιχεία του z δείχνουν ότι το  AICc και το AIC δεν έχουν επιλέξει το ίδιο       
    #µοντέλο 
h        #ποιά µοντέλα διαλέγει  η survreg 
parSur    
v<-rep(0,k) 
for(i in 1:k){ 
if(z[i]!=0) 
v[i]<-1 
else 
v[i]<-0 
} 
diafora<-sum(v)/k 
dimnames(par) = list(NULL,c("AICvalue","beta1","beta2","beta3","beta4", 
"Lamda","-
log(lamda)","UnCensor","CorrectModel","AICsurv","Surbeta1","Surbeta2","Surbeta3","Surbeta
4","Surlamda","AICc")) 
 
par #Πίνακας που κάθε γραµµή του είναι η γραµµή του εκάστωτε store1 πινάκα µε την 
#µικρότερη τιµή για το AIC κριτήριο 
minaic 
minAICc 
 
#Eπιλέγεται το  Z1-Z4 
percent<-sum(par[,9])/k 
percent 
rest<-1-percent 
rest 
 
percent2<-sum(parSur[,9])/k 
percent2 
 
number1<-length(par[par[,2]==0,2]) 
number1 
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number2<-length(par[par[,2]!=0,2]) 
number2 
mbeta_1<- sum(par[,2])/(k-number1) 
mbeta_1 
sd_beta_1<-sd(par[par[,2]!=0,2]) 
 
number3<-length(par[par[,5]==0,5]) 
number3 
number4<-length(par[par[,5]!=0,5]) 
number4 
mbeta_4<-sum(par[,5])/(k-number3) 
mbeta_4 
sd_beta_4<-sd(par[par[,5]!=0,5]) 
 
mlamda<-mean(par[,6]) 
mlamda 
m_log_lamda<-mean(par[,7]) 
#====================================================================== 
#Βρίσκει τον αριθµό που εµφανίζονται οι Z2,Z3 
value<-rep(0,k) 
for( i in 1:k){ 
if (par[i,3]!=0 | par[i,4]!=0 ) 
value[i]<-1 
else 
value[i]<-0 
} 
value 
error1<-sum(value)/k #Να επιλέγει το Ζ2 ή το Ζ3 ή και τα δύο µαζί 
error1        
#====================================================================== 
#Υπολογισµός error2 
zeros<-matrix(0,k,4) 
ermat<-cbind(par[1:k,2:5],zeros) 
for( i in 1:k){ 
if(  ermat[i,1]==0)   #Να είναι το �	 µήδεν αποθηκέυει την τιµή 1 στην στήλη 6 
ermat[i,6]<-1 
else  
ermat[i,6]<-0 
} 
ermat 
 
for( i in 1:k){ 
if( ermat[i,4]==0   #Να είναι το �õ µήδεν αποθηκέυει την τιµή 1 στην στήλη 5 
ermat[i,5]<-1 
else 
ermat[i,5]<-0 
} 
ermat 
 
for( i in 1:k){ 
if(ermat[i,1]==0 && ermat[i,4]==0)  #Να είναι µηδέν το  �	 και το �õκαι να αποθηκέυει την τιµή 
#στην  7 στήλη 
ermat[i,7]<-1 
else 
ermat[i,7]<-0 
} 
ermat 
for(i in 1:k){ 
ermat[i,8]<-sum(ermat[i,5:7])  #Αθροίζει την στήλη 5,6,7 στην 8 ανα γραµµή 
} 
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error2<-sum(ermat[,8])/k 
error2 
#====================================================================== 
#Υπολογισµός Surerror1 kai Surerror2 
svalue<-rep(0,k) 
for( i in 1:k){ 
if (parSur[i,3]!=0 | parSur[i,4]!=0 ) 
svalue[i]<-1 
else 
svalue[i]<-0 
} 
svalue 
Surerror1<-sum(svalue)/k  #Να επιλεγεταί ή  Z2 ή   Z3 ή και οι δύο µαζί  
Surerror1 
 
#Υπολογισµός Surerror2 
zeros<-matrix(0,k,4) 
Surermat<-cbind(parSur[1:k,2:5],zeros) 
for (i in 1:k){ 
if (Surermat[i,1]==0)   #Να είναι το �	 µήδεν αποθηκέυει την τιµή 1 στην στήλη 6 
Surermat[i,6]<-1 
else  
Surermat[i,6]<-0 
} 
Surermat 
 
for( i in 1:k){ 
if (Surermat[i,4]==0)  #Να είναι το �õ µήδεν αποθηκέυει την τιµή 1 στην στήλη 5 
Surermat[i,5]<-1 
else 
Surermat[i,5]<-0 
} 
Surermat 
 
for( i in 1:k){ 
if(Surermat[i,1]==0 && Surermat[i,4]==0) 
# Να είναι µηδέν το �	  και το �õ αποθηκευεί την τιµή 1 στην στήλη 7 
Surermat[i,7]<-1 
else 
Surermat[i,7]<-0 
} 
Surermat 
for (i in 1:k){ 
Surermat[i,8]<-sum(Surermat[i,5:7]) #Αθροίζει τι στήλες 5,6,7 στην  8 ανα γραµµή  
} 
Surerror2<-sum(Surermat[,8])/k 
Surerror2 
 
#====================================================================== 
number9<-length(par[par[,11]==0,11]) 
number9 
number10<-length(par[par[,11]!=0,11]) 
number10 
smbeta_1<- sum(par[,11])/(k-number9) 
smbeta_1 
sd_sbeta_1<-sd(par[par[,11]!=0,11]) 
sd_sbeta_1 
 
number11<-length(par[par[,14]==0,14]) 
number11 
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number12<-length(par[par[,14]!=0,14]) 
number12 
smbeta_4<- sum(par[,14])/(k-number11) 
smbeta_4 
sd_sbeta_4<-sd(par[par[,14]!=0,14]) 
sd_sbeta_4 
#====================================================================== 
#Πίνακας Αποτελεσµάτων 
resu2<-matrix(0,1,19) 
resu2[1,1]<-mean(par[,8]) 
resu2[1,2]<-percent 
resu2[1,3]<-rest 
resu2[1,4]<-error1 
resu2[1,5]<-error2 
resu2[1,6]<-mbeta_1 
resu2[1,7]<-mbeta_4 
resu2[1,8]<-sd_beta_1 
resu2[1,9]<-sd_beta_4 
resu2[1,10]<-m_log_lamda 
resu2[1,11]<-diafora 
resu2[1,12]<-mean(parSur[,15]) 
resu2[1,13]<-smbeta_1 
resu2[1,14]<-smbeta_4 
resu2[1,15]<-percent2 
resu2[1,16]<-sd_sbeta_1 
resu2[1,17]<-sd_sbeta_4 
resu2[1,18]<-Surerror1 
resu2[1,19]<-Surerror2 
dimnames(resu2) = list(NULL,c("UnCensor","Percent","1-Percent","Error1","Error2","Mbeta_1" 
,"Mbeta_4","Sd(beta_1)","Sd(beta_4)","MlogL","diafora","SurLamda","SurBeta_1","Surbeta_4" 
,"Percent2","Sd_sbeta_1","Sd_xbeta_4","Surerror1","Surerror2")) 
 
resu2 
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