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To πρόβληµα της αναλυτικής ή προσεγγιστικής επίλυσης µη γραµµικών 

συνήθων ή µερικών διαφορικών εξισώσεων Σ∆Ε ή Μ∆Ε αποτελεί βασική αιχµή και 

µέτωπο στην έρευνα των θετικών επιστηµών κατά την εξέταση και τη µελέτη 

διαφόρων φυσικών φαινοµένων. ∆εν υπάρχει αµφιβολία ότι ο όρος "επίλυση" όσον 

αφορά στο κάθε είδος εξίσωσης έχει διάφορες αποχρώσεις. Σύµφωνα µε τα λόγια του 

Poincaré πολλά προβλήµατα δεν επιλύονται πραγµατικά, αλλά "επιλύονται µόνον 

περισσότερο ή λιγότερο" (µε την έννοια της προσεγγιστικής ή αριθµητικής επίλυσης). 

Στην περίπτωση των διαφορικών εξισώσεων η µετατροπή αυτών και η κατασκευή 

λύσεων µέσω συναρτήσεων οι οποίες περιλαµβάνονται στο κλασικό σώµα των 

γνωστών συναρτήσεων θεωρείται σηµαντικό επίτευγµα. Σε πολλές περιπτώσεις η 

διατύπωση λύσεων υπό µορφή απειροσειρών, ή υπό µορφή άλλων συγκλινόντων 

αλγορίθµων, είναι πολύ ικανοποιητική. Εν τούτοις στις πρακτικές εφαρµογές το 

ζητούµενο είναι η λύση µιας εξίσωσης να µπορεί να µετατραπεί σε µια µορφή 

συνάρτησης που να περιλαµβάνεται στο σώµα των γνωστών (πινακοποιηµένων) 

συναρτήσεων. 

Βασικό πρόβληµα κατά την µαθηµατική διερεύνηση µιας ευρύτατης κλάσης 

ιδιαίτερων µη γραµµικών συνήθων διαφορικών εξισώσεων δεύτερης ή τρίτης τάξης 

της µαθηµατικής φυσικής και µη γραµµικής µηχανικής είναι η παντελής έλλειψη 

ακριβών αναλυτικών λύσεων υπό µορφή γνωστών (πινακοποιηµένων) συναρτήσεων 

ή συνθέσεων αυτών. Η έλλειψη αυτή στην διεθνή βιβλιογραφία δεν είναι τυχαία. 

Όπως θα δείξουµε στα επόµενα Κεφάλαια ευρύς αριθµός των εξισώσεων αυτών 

ανάγονται επακριβώς, µέσω κατάλληλων παραδεκτών συναρτησιακών 

µετασχηµατισµών, σε εξισώσεις Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής, ή 



εξισώσεις Emden-Fowler, ή εξίσωση Riccati, για τις οποίες η δυνατότητα 

κατασκευής αναλυτικών παραµετρικών λύσεων µέσω γνωστών συναρτήσεων έχει 

εξαντληθεί αφορώσα ειδικές µόνον περιπτώσεις (Ε. Kamke
4
 1977, A.D. Polyanin και 

V.F. Zaitsev
12

 2003). Εν τούτοις πρόσφατα αναπτύχθηκε µαθηµατική τεχνική µέσω 

της οποίας καθίσταται δυνατή η κατασκευή αναλυτικής λύσης της εξίσωσης Abel 

δευτέρου είδους κανονικής µορφής (D.E. Panayotounakos
6
 2005). ∆εδοµένου δε ότι 

υπάρχουν παραδεκτοί (ένας προς ένα) µετασχηµατισµοί που µετατρέπουν την κλάση 

όλων των εξισώσεων Abel δευτέρου είδους και την κλάση των εξισώσεων Emden-

Fowler κανονικής και γενικευµένης µορφής σε εξισώσεις Abel δευτέρου είδους 

κανονικής µορφής, καθίσταται πλέον δυνατή η κατασκευή αναλυτικών λύσεων όλων 

των προαναφερθεισών κλάσεων εξισώσεων. 

Είναι ενδιαφέρον να αναφερθεί ο αριθµός συγκεκριµένων Σ∆Ε που έχουν 

επιλυθεί στα κλασικά συγγράµµατα των Ε.Kamke
4
, M.Murphy

5 
και Α.D. Polyanin 

and V.F. Zaitsev
12

. Αυτό φαίνεται στον παρακάτω ενδεικτικό πίνακα. 

Η τάξη των εξισώσεων Ε. Kamke 

(1976) 

M. Murphy 

(1960) 

A.D. Polyanin και 

V.F. Zaitsev (1999) 

∆εύτερη τάξη 249 315 1227 

Τρίτη τάξη 13 22 587 

Τέταρτη τάξη 3 3 75 

Μεγαλύτερη τάξη 3 9 160 

Συνολικός Αριθµός 

Εξισώσεων  

268 349 2049 

  

Κατά τη συγκέντρωση του υλικού κυρίως στο τρίτο των παραπάνω 

συγγραµµάτων, οι συγγραφείς έδωσαν προβάδισµα σε δυο τύπους εξισώσεων: 

• Σε εξισώσεις που παραδοσιακά έχουν τραβήξει το ενδιαφέρον πολλών ερευνητών 

και έχουν πολύ απλή µορφή, αλλά συγχρόνως παρουσιάζουν µεγάλες δυσκολίες 

στην ολοκλήρωση τους (εξισώσεις Riccati, Abel, Emden-Fowler, Painlevé κλπ), 

και 

• Σε εξισώσεις που συγκέντρωναν ερευνητικό ενδιαφέρον στις θετικές επιστήµες. 

Η διδακτορική αυτή διατριβή περιέχει έξι κεφάλαια, την εισαγωγή, τα 

συµπεράσµατα και τη βιβλιογραφία που περιέχεται σε κάθε κεφάλαιο χωριστά. Στο 

πρώτο κεφάλαιο αναπτύσσονται όλοι οι γνωστοί παραδεκτοί συναρτησιακοί 

µετασχηµατισµοί οι οποίοι µετατρέπουν τις κλάσεις των εξισώσεων Emden-Fowler 

και Abel δευτέρου είδους σε εξισώσεις Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής. 

Επίσης γίνεται µια αρκετά εκτενής αναφορά στην Βιβλ. [6], στην οποία προσφάτως 

έχει αναπτυχθεί µεθοδολογία και τεχνική κατασκευής αναλυτικών λύσεων µιας 

εξίσωσης Abel δευτέρου είδους. Και τούτο, γιατί όπως θα αναπτυχθεί στα επόµενα 

  



κεφάλαια που ακολουθούν, η προαναφερθείσα τεχνική αποτελεί αποφασιστικής 

σηµασίας επίτευξη για την κατασκευή του γενικού ολοκληρώµατος της Σ∆Ε Riccati. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο, µε βάση τα αναφερόµενα της Βιβλ. [12], αλλά και 

µιας τεχνικής (τεχνική ΑΖS) που πρόσφατα αναπτύχθηκε από τους Alexeeva, Zaitsev 

και Shvets
12

, σχετικά µε την κατασκευή του γενικού ολοκληρώµατος µιας εξίσωσης 

Abel δευτέρου είδους µε συγκεκριµένη µορφή του ελεύθερου µέλους, εµπεριέχονται: 

• Νέα τεχνική και µεθοδολογία που οδηγούν στην κατασκευή του γενικού 

ολοκληρώµατος µιας εξίσωσης Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής, και  

• ∆εδοµένης της ύπαρξης παραδεκτών συναρτησιακών µετασχηµατισµών (γνωστών 

αµφιµονοσήµαντων, συναρτησιακών µετασχηµατισµών), κατάσκευάζονται τα 

γενικά ολοκληρώµατα της εξίσωσης Abel δευτέρου είδους µε τυχόν ελεύθερο 

µέλος, καθώς επίσης και της µη γραµµικής Σ∆Ε Emden-Fowler και γενικευµένης 

Σ∆Ε Emden-Folwer.  

Στο τρίτο κεφάλαιο µε βάση την Bιβλ. [7,12] περιγράφεται και αναπτύσσεται 

µια ευρεία κλάση ειδικών χαρακτηριστικών διαφορικών εξισώσεων δεύτερης και 

ανώτερης τάξης της µαθηµατικής φυσικής και µη γραµµικής µηχανικής, που µέχρι 

σήµερα έχουν επιλυθεί µόνον µέσω αριθµητικών τεχνικών. Αποδεικνύεται ότι η µη 

αναλυτική επιλυσιµότητα των εν λόγω εξισώσεων οφείλεται στο γεγονός ότι αυτές 

µέσω παραδεκτών µετασχηµατισµών µετατρέπονται σε εξισώσεις τύπου Abel 

δευτέρου είδους ή σε εξισώσεις τύπου Emden-Fowler κανονικής ή γενικευµένης 

µορφής. Συγκεκριµένα οι εξεταζόµενες εξισώσεις είναι:  

1. Οι εξισώσεις κίνησης στερεού περί σταθερό σηµείο – Εξισώσεις Euler (1761) , 

2. Η εξίσωση µη γραµµικών επιφανειακών κυµάτων Rayleigh (1894) , 

3. Η εξίσωση θερµοδυναµικής Emden (1907) , 

4. Η εξίσωση οριακού στρώµατος Blasius (1908) , 

5. Ο µη γραµµικός ελεύθερος ταλαντωτής Duffing µε απόσβεση (1918) , 

6. Η εξίσωση Langmuir στον ηλεκτρισµό (1923) , 

7. Ο µη γραµµικός ελεύθερος ταλαντωτής van der Pol (1926) , 

8. Η εξίσωση Thomas-Fermi (ενεργό πυρηνικό φορτίο σε βαρέα άτοµα) (1927) , 

9. Η εξίσωση µεµβρανικών κελυφών εκ περιστροφής - Εξίσωση Megareus (1939), 

10. Η εξίσωση Kidder στα πορώδη µέσα (1957) , 

11. Οι εξισώσεις του πλαστικού "spin" σε απλή διάτµηση (εξισώσεις Dafalia's) 

(1985) - Το ανάλογο πρόβληµα Volterra στο πρόβληµα της συγχώνευσης 

πληθυσµών (1931) , 

12. Το µη γραµµικό οικονοµικό µοντέλο Goudwin για αυξανόµενους κύκλους 

(1976) , 

13. Η µη γραµµική εξίσωση διάχυσης αερίων υπό πίεση (1995) , 

14. Μαθηµατικό µοντέλο για την διανοµή στέγασης πλήθους ανθρώπων που 



έχασαν τις κατοικίες τους λόγω µεγάλης φυσικής καταστροφής (1999, 2003)  

15. Η εξίσωση των στερεών - απολύτως πλαστικών σωµάτων υπό συνθήκες 

επίπεδες έντασης (2006) και 

16.  Η τροποποιηµένη εξίσωση Emden (2008). 

Στο τέταρτο κεφάλαιο µε βάση ορισµένα αποτελέσµατα της Βιβλ. [6], που 

αναφέρονται στην ισοδυναµία της εξίσωσης Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής 

και της εξίσωσης Riccati, αναπτύσσεται µεθοδολογία και τεχνική κατασκευής της 

ακριβούς λύσης µιας εξίσωσης Riccati µε τυχαίο το ελεύθερο µέλος. Παρουσιάζεται 

εφαρµογή των κινηµατικών εξισώσεων Euler κατά την περιστροφή στερεού σώµατος 

περί σταθερό σηµείο. Αποδεικνύεται ότι οι τρεις προαναφερθείσες εντόνως µη 

γραµµικές Σ∆Ε καταλήγουν σε µια εξίσωση Riccati, ως προς τη γωνία περιστροφής, 

συναρτήσει του χρόνου. Εύκολα η εξίσωση αυτή µετατρέπεται σε κανονικής µορφής 

εξίσωση Riccati, η οποία σύµφωνα µε τα προαναφερθέντα επιδέχεται γενικής 

ακριβούς αναλυτικής λύσης. 

Στο πέµπτο κεφάλαιο κατασκευάζονται οι γενικές λύσεις µη γραµµικών Σ∆Ε 

τύπου Emden-Fowler της µορφής ( ) ( )
ln m

xx x
y f x y y′′ ′=  ( f λεία συνάρτηση της 

µεταβλητής x ). (Βιβλ.[10]).Οι γενικές αυτές ακριβείς λύσεις δίνονται υπό 

παραµετρική µορφή. Εφαρµογή γίνεται στις εξής τρεις περιπτώσεις: 

• Στην εξίσωση «White Dwarf» [εξίσωση Λευκών Νάνων - εξίσωση Chandrasekhar 

(1939)] και αφορά στην έκκληση θερµότητας κατά την οριακή κατάσταση 

(περίπτωση ισορροπίας) που αναπτύσσει ένας αστέρας (Λευκός Νάνος), ο οποίος 

πρόκειται να µετατραπεί ή σε µέλανα νάνο, ή να παραµένει στην αρχική του 

κατάσταση, ή τέλος να µετατραπεί σε super nova. ∆ίνονται ακριβείς παραµετρικές 

λύσεις της εξίσωσης αυτής, (Βιβλ.[ 12]). 

• Στην εξίσωση του προβλήµατος «elastica», που περιγράφει το πρόβληµα 

γεωµετρικά µεγάλων παραµορφώσεων µιας ράβδου προβόλου υπό την επήρεια 

οµοιόµορφου κατανεµηµένου φορτίου (ίδιο βάρος). Στην περίπτωση αυτή 

παρουσιάζονται οι λύσεις υπό παραµετρική µορφή και 

• Στην µονοδιάστατη εξίσωση µη γραµµική εξίσωση Schrödinger (NLS) µε 

κυβικούς όρους (Βιβλ.[ 9]). 

Στο έκτο κεφάλαιο µε βάση τα αναφερόµενα στα κεφάλαια 2 και 4 µέσω 

τελείως ανεξάρτητης προς τα προηγούµενα κεφάλαια µαθηµατικής τεχνικής, 

κατασκευάζεται η γενική λύση της εξίσωσης Abel πρώτου είδους (γενικευµένης 

εξίσωσης Riccati που περιλαµβάνει και κυβικούς όρους). Εφαρµογές της εν λόγω 

µεθοδολογίας σε διάφορες εξισώσεις Abel πρώτου είδους παρουσιάζονται στο εν 

λόγω κεφάλαιο .  



Στα συµπεράσµατα ενδιαφέρον έχουν οι προεκτάσεις των παραπάνω τεχνι-

κών και µεθοδολογιών στην κατασκευή γενικών λύσεων άλλων κλάσεων ευρέως 

εφαρµοζόµενων στις θετικές επιστήµες µη γραµµικών Σ∆Ε δεύτερης τάξης. 

Τέλος, οφείλω να εκφράσω τις ευγνώµονες ευχαριστίες µου στην Αριστέα 

Κουτσούµπα που µε µεγάλη προθυµία αφιέρωσε πολλές ώρες από τον πολύτιµο 

χρόνο της για να ενισχύσει µε κάθε τρόπο τη συγγραφή της εν λόγω διατριβής.  
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Προκαταρτικά - Συµβολισµοί 

 
 

 

 Βασικές βιβλιογραφικές αναφορές που χρησιµοποιήθηκαν για την ανάπτυξη του 

Κεφαλαίου είναι οι εξής: E. Kamke
3
, A.D. Polyanin and V.F. Zaitsev

8
, T.A. Alexeeva, 

V.F. Zaitsev and Τ.V. Shevts
1
, D.E. Panayotounakos, N.B. Sotiropoulos, A.B. 

Sotiropoulou and N.D. Panayotounakou
7
, G.A. Korn and T.M. Korn

4
, I. Grandshteyn 

and I.M. Ryzhik
2
, D.E. Panayotounakos

6
, και A.D. Polyanin and A.V. Manzhirov

9
. 

 

 

 

Πρώτα παρουσιάζουµε την περιγραφή των ακριβών αναλυτικών λύσεων 

µερικών κλάσεων συνήθων διαφορικών εξισώσεων (Σ∆Ε), καθώς επίσης και την 

εξαγωγή παραδεκτών συναρτησιακών µετασχηµατισµών, µέσω των οποίων είναι 

δυνατή η µετατροπή µιας κλάσης εξισώσεων σε µια άλλη κλάση. Επειδή γίνεται 

πολλαπλή χρήση του κανόνα της αλυσίδας, εισάγουµε το συµβολισµό Polyanin and 

Zaitsev
8
, δηλαδή  

,
x

dy
y

dx
′ =  

2

2
,...xx

d y
y

dx
′′ =  

όπου ο κάτω δεξιά δείκτης και ο τόνος ως σύµβολο παριστούν την ολική παράγωγο ως 

προς την αντίστοιχη ανεξάρτητη µεταβλητή (δείκτης). 
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1.1 Μη γραµµική Συνήθης ∆ιαφορική Εξίσωση Abel δευτέρου 

είδους 

 Η γενική µορφή της εξίσωσης Abel δευτέρου είδους είναι  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 0 2 1 0
,

x
g x y g x y f x y f x y f x′ +  = + +    (1.1) 

όπου 
x

dy
y

dx
′ =

 
και ( )1 0g x ≠ . 

Είναι γνωστό ότι µε το µετασχηµατισµό (Βιβλ. [8], σελ. 10-11)  

  

 
( )0

1

,
g

w y E x
g

 
= + 
 

   (1.2) 

όπου 

 
( ) 2

1

exp ,
f

E x dx
g

 
= − 

 
∫   

η εξίσωση (1.1) παίρνει την µορφή 

 ( ) ( )1 0
    ,

x
w w F x w F x′ = +    (1.3) 

µε 

 

0 20 1
1 2

1 1 1

2 ,  

x

g fg f
F E

g g g

 ′  = + −    

και 

2
20 0 1 0 2

0 2 3

1 1 1

.
f g f g f

F E
g g g

 
= − + 
 

 

Στη συνέχεια εισάγοντας την νέα ανεξάρτητη µεταβλητή 

 
( )1 ,z F x dx= ∫   (1.4) 

προκύπτει η κανονική µορφή της εξίσωσης Abel δευτέρου είδους  

 ( ) .zww w F z′ − =   (1.5) 

Το δεύτερο µέλος ( )F z ορίζεται παραµετρικά ( z νέα παράµετρος) από τις εξισώσεις  

  ( ) ( )
( )

( )0

1 1

1

, ( ) , 0.
F x

F z z F x dx F x
F x

= = ≠∫    (1.5α) 

 Από τα παραπάνω γίνεται σαφές ότι η γενική λύση της εξίσωσης Abel δευτέρου 

είδους (1.1) εξαρτάται από τη γενική λύση της εξίσωσης Abel δευτέρου είδους 
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κανονικής µορφής (1.5). Παραθέτουµε τώρα δυο κατασκευές πολύ χρήσιµες για την 

ανάλυση και τα αποτελέσµατα που θα ακολουθήσουν. 

 

α. Κατασκευή Julia
3
 
 

 Αναφερόµαστε στη γενική µη γραµµική Σ∆Ε Abel δευτέρου είδους όταν οι 

συντελεστές, συναρτήσεις του x , ικανοποιούν συγκεκριµένη συναρτησιακή σχέση. 

Πράγµατι αν οι συντελεστές της Σ∆Ε  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 0 2 1 0
,

x
g x y g x y f x y f x y f x′ +  = + +    (1.6) 

ικανοποιούν τη σχέση 

 ( ) ( )0 2 1 1 1 0 12 , 0 ,
x x

g f g g f g g′ ′+ = + ≠   (1.7) 

τότε το γενικό ολοκλήρωµα της (1.6) δίνεται από τον τύπο 

 

2

1 0 0

1 1

2
2 ,

g y g y f
dx C

g J g J

+
= +∫    (1.8) 

όπου ( )J x ο πολλαπλασιαστής Euler (ολοκληρών παράγων)  

 ( ) ( )2

1

2
exp , 0.

f
J x dx J x

g
= ≠∫    (1.8α)  

και C είναι µια σταθερά ολοκλήρωσης. 

 

β. Κατασκευή Alexeeva, Zaitsev και Shvets (ΑZS)
1,8  

 Αν ( )ky x  ( )1,2,...,k n=  είναι γνωστές µερικές λύσεις της εξίσωσης Abel 

δευτέρου είδους κανονικής µορφής (1.5), τότε η γενική λύση δίνεται (Βιβλ. [8], σελ. 

12)  

 1

,k

n
m

k

k

y y C
=

− =∏   (1.9) 

 όπου σταθερές σταθερά ολοκλήρωσης, 1,..., , .
k

m k n C= = =   

Σηµειώνεται ότι για τις µερικές λύσεις 
k

y y= ισχύει 0C =  όταν 0
k

m >  και C = ∞  

όταν 0.
k

m <   
∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις. 

 Περίπτωση η=2. 

 Στην περίπτωση 2η = , θεωρούµε χωρίς να χάνεται η γενικότητα 1,y y>  

2y y> και συνεπώς η (1.9) παίρνει τη µορφή  
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 ( ) ( )1 2

1 2 .
m m

y y y y C− − =    (1.10) 

 Λογαριθµίζοντας και στη συνέχεια παραγωγίζοντας την (1.10) προκύπτει η σχέση 

 
( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2 2 1

1 1 2 2 2 1.

x x

x x

x x
m m y y m y m y y m y m y y

m y y m y y

′ ′ ′ ′+ − + − + =

′ ′= − −    (1.11)
 

Η (1.11) οφείλει να ικανοποιεί την εξίσωση (1.5). Συνεπώς πρέπει να ισχύουν οι 

σχέσεις 

  

( )
( )
( )
( )

1 2

1 2 2 1

1 2 2 1

1 1 2 2 2 1

, α

0,         β

, γ

, δ

x x

x x

m m M

m y m y

m y m y M

m y y m y y M F

+ =

+ =

′ ′+ =

′ ′+ = −

 
(1.12) 

 ( 0,M ≠ σταθερά). 

  Επιλύοντας την (1.12β) ως προς 2y  και αντικαθιστώντας το αποτέλεσµα στην 

(1.12γ) προκύπτει 

 2
1 1 22 2

1 2

, ,
x

m
y M m m

m m

−′ = ≠
−

 

από την οποία, µε απλή ολοκλήρωση, ευρίσκουµε 

  ( )1
1 2 2

1 2

,
m

y M x N
m m

= +
−

   (1.13) 

όπου Ν αυθαίρετη σταθερά. Επιπλέον από την (1.12β) παίρνουµε 

 ( )2
2 2 2

1 2

.
m

y M x N
m m

−
= +

−
   (1.14) 

Εισάγοντας τις (1.13) και (1.14) στην (1.12δ) προκύπτει 

 
( )

( )
( )1 2 1 2

2
2 2

1 2

( ) .
m m m m

F x M x N
m m

+
= +

−
   (1.15) 

Εισάγοντας επίσης δύο νέες σταθερές A  και B  τέτοιες ώστε 

 
( )

( )
1 2 1 2

2
2 2

1 2

,
m m m m

A M
m m

+
=

−
   (1.16)  
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( )

( )
1 2 1 2

2
2 2

1 2

,
m m m m

B N
m m

+
=

−
   (1.17) 

 και χρησιµοποιώντας την (1.15), καταλήγουµε στο αποτέλεσµα 

 ( ) ,F x A x B= +    (1.18) 

δηλαδή στο ότι: αν η Σ∆Ε Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής έχει τη γενική 

λύση (1.9) τότε για 2k =  το δεξί τµήµα της, (ελεύθερο µέλος της), είναι γραµµική 

συνάρτηση της ανεξάρτητης µεταβλητής x . 

 Οι µερικές λύσεις 1 2,y y της εξίσωσης Abel καθώς και οι εκθέτες 1 2,m m  

µπορούν να γραφούν συναρτήσει των παραµέτρων Aκαι B  και του δευτέρου µέλους 

της Abel F  ως εξής  

 ( )1

1 4 1
,

2

A
y A x B

A

+ +
= +

 ( )2

1 4 1
,

2 1 4 1

A
y A x B

A A

+ +
= − +

+ + +
    (1.19) 

 
1

2 1 4 1,m A A= + + +  2 1 22 , .m A m m= ≠ −
 

Περίπτωση η=3. 

 Οµοίως µε την προηγούµενη περίπτωση για 3n =  το δεξί τµήµα της (1.5) 

υπολογίζεται ότι είναι της µορφής 

 
1/22

( ) .
9

F x x A B x
−= − + +    (1.20) 

 Οι µερικές λύσεις καθώς και οι εκθέτες της γενικής λύσης 
s

m
 
µε 1,2,3s =  

εκφράζονται ως  

  

1/2

2

2 2 3
, 0 (α)

3 3

2 3
, , 0, ( )

3(2 3 )

s s

s

s s

s

B
y x x x

A A
m A

A a

λ
λ

λ
λ

= + + >

= ≠ > β
−

  

(1.21) 

όπου sλ είναι οι λύσεις της κυβικής εξίσωσης 

 
3 9 9

0.
2 2

s s
A Bλ λ− − =   (1.22) 

 Τονίζεται ότι η κατασκευή (AZS) (Βιβλ. [1,8]) εφαρµόζεται όταν το δεξί µέλος 

της (1.5) έχει την µορφή (1.18) ή την (1.20) και συνεπώς οι µερικές λύσεις 1 2,y y ή 
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1 2 3, ,y y y και οι εκθέτες 1 2,m m  ή 1 2 3, ,m m m της γενικής λύσης (1.9) προσδιορίζονται 

από τις σχέσεις (1.19) και (1.21α), (1.21β) αντίστοιχα. 

 

 Περίπτωση η=4. 

 Όµοια για 4n =  το δεξί µέλος (ελεύθερο µέλος) της (1.5) προκύπτει της µορφής 

 ( ) 1/3 5/33
.

16
F x x A x B x

− −= − + +  

 Οι µερικές λύσεις καθώς και οι εκθέτες της γενικής λύσης 
s

m  µε 1,...,3s =  

εκφράζονται ως ακολούθως 

   

( )

( )

1/3 1/3

1,2 1,2

1/3 1/3

3,4 3,4

3 3
3 3 3 , 2 3 ,

4 2

3 3
3 3 3 , 2 3 .

4 2

y A B x B x m A B

y A B x B x m A B

−

−

= ± + − + − = − −

= ± − − − − = ± + −

∓

 (1.23)

 

Περίπτωση η=5. 

 Για 5n =  το δεξί µέλος της (1.5) ευρίσκεται 

   ( ) ( )1
,

n
F x x Q x

n

−
= − +   (1.24) 

όπου η συνάρτηση ( )Q x  είναι φραγµένη όταν x → ∞ (δηλαδή η Q  µπορεί να 

εκφραστεί υπό παραµετρική µορφή).  

 

 

1.2 Προσδιορισµός µερικών λύσεων της εξίσωσης Αbel δευτέρου 

είδους
6
 

 Ας θεωρήσουµε την εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής 

 ( ) ,xy y y F x′ − =
  (1.25)  

όπου ( )F x  τυχoύσα λεία συνάρτηση. 

 Εισάγουµε τον παραδεκτό συναρτησιακό µετασχηµατισµό 

 ( ) ( ) ( )1 ,y x f x η ξ=  ( )xξ ξ=  1 1 ,
xx xy f f ξη η ξ′ ′ ′ ′⇒ = +  
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όπου 1, ,fη ξ προσδιοριστέες συναρτήσεις. Εισάγοντας την παραπάνω σχέση στην 

(1.25) παίρνουµε 

 ( )2 2

1 1 1 1
.

xx
f f f f F xξξ ηη η η′′ ′ + − =   (1.26) 

 Εισάγουµε επίσης µια νέα λεία συνάρτηση ( )g x και αναδιατάσσοντας τους 

όρους ξαναγράφουµε την (1.26) υπό τη µορφή 

 ( ) ( )2 2 2

1 1 1 1 1g 2 g 2 2 .
xx x

f F f f f fξ ξξ η η ξ η η η η′ ′ ′ ′ ′+ − = − + − +   (1.27) 

Η (1.27) τώρα διασπάται σε δύο εξισώσεις, δηλαδή 

 ( ) ( )2

1 g 2 ,
x

f F G xξξ η η′ ′+ = +   (1.28) 

 ( ) ( )2 2

1 1 1 1g 2 2 ,
xx

f f f f G xξξ η η η η′ ′ ′− + − + =   (1.29) 

όπου ( )G x είναι µια νέα πέµπτη λεία συνάρτηση. Σηµειώνουµε ότι η ( )g x και ( )G x  

είναι προσδιοριστεές συναρτήσεις. 

 Εφαρµόζουµε την κατασκευή Julia που δίνεται από τους τύπους (1.7) και (1.8) 

συγχρόνως στις (1.28) και (1.29) και µετά από κατάλληλες ολοκληρώσεις, 

λαµβάνοντας επίσης ( ) ,x xξ =  καταλήγουµε στα παρακάτω αποτελέσµατα 

  ( ) ( )2 2

1 1
,

x
g x f x fξ ′= =  1,

x
ξ ′ =  ( )1 ,

2

x
f x =   (1.30) 

 
2

2

2
2 8 0,

G F
dx

x
η η

+
+ − =∫   (1.31) 

 
2 2

4

8
2 0.x G dx

x
η η− + =∫   (1.32) 

 Τονίζεται ότι στις παραπάνω ολοκληρώσεις η σταθερά ολοκλήρωσης έχει τεθεί 

µηδέν. Αποµένει συνεπώς µόνο ο προσδιορισµός των συναρτήσεων ( )G x  και ( )xη . 

Υποθέτουµε, χωρίς να χάνεται η γενικότητα, πραγµατικές ρίζες των δευτεροβαθµίων 

εξισώσεων (1.31) και (1.32), λύνουµε προς η και εξισώνουµε τα αποτελέσµατα. Η 

διαδικασία αυτή οδηγεί στη µοναδική σχέση 

 
2 1 2 , , 1,M N M Nω ω ω ω− = + − > > −   (1.33) 

όπου 

 ( )22

12 ,x fω = =  8 ,M G dxω= ∫  8 16 .
G F

N dx dx
ω ω

= +∫ ∫   (1.34) 
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Τετραγωνίζοντας την (1.33) και στη συνέχεια παραγωγίζοντας εξάγουµε τη συναρτη-

σιακή σχέση 

 ( ) 2 2 2
6 2 1 8 1 2 2 0.

1

x

x x x x x

N
M N N N

N
ωω ωω ω ωω ω ω

′
′ ′ ′ ′ ′+ + + + − + − − =

+
  (1.35) 

Εισάγοντας τώρα, µέσω των σχέσεων (1.34), τις ποσότητες ,
x x

M N′ ′  στην (1.35) και 

µετά από πράξεις, καταλήγουµε στην εξής κυβική εξίσωση ως προς ( )1/2
1 ,N+ για 

0 :x ≠  

 ( ) ( ) ( ) ( )3/2 1/24 2
1 4 1 3 1 4 0,

G F G F
N N N

x x

 +  +
+ − + + + + − = 

 
  (1.36) 

η οποία περιέχει το δεύτερο µέλος ( )F x  (ελεύθερο µέλος) της αρχικής εξίσωσης Abel 

καθώς επίσης και τη βοηθητική προσδιοριστέα συνάρτηση ( )G x  (Βιβλ.[6]). 

 Η κλασική διαδικασία αντικατάστασης 

  ( )1/2 4
1 ,

3
N N+ = +  (1.36α) 

 καταλήγει στη λύση Cardan
9
 

 
3

0,N pN q+ + =    (1.37) 

όπου οι συντελεστές της υπολογίζονται από τις σχέσεις  

 

2

,
3

p b= − +
a

 (α) 

 
32 1

,
27 3

q b c= − +a a  (β) 

 4 ,= −a  (γ) (1.38) 

 
( )4

3 ,
G F

b
x

+
= +  (δ) 

 
( )4 2

,
G F

c
x

+
= −  (ε) 

µε G  την προς προσδιορισµό βοηθητική συνάρτηση. 

 Οι λύσεις της κυβικής (1.37) προσδιορίζονται αναλυτικά
9
 και ο αριθµός τους 

εξαρτάται από την τιµή της διακρίνουσας  

 

3 2

.
3 2

p q
D

   = +   
   

    (1.39)
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Υπό τριγωνοµετρική η έκφραση των παραπάνω ριζών δίνεται ως εξής (Βιβλ. [9], 

σελ.158): 

 

Περίπτωση α ( )0 0D p< <  

  
1

2 cos ,
3 3

p a
N = −    

  
2

2 cos ,
3 3

p a
N

π−
= − −   (1.40) 

  
3

2 cos .
3 3

p a
N

π+
= − −   

µε 

 
3

cos ; 0 , 0.

2
3

q
a a p

p

π= − < < ≠
 − 
 

 

Περίπτωση β 0D > ( )0p >  

    ( )1
2 cot 2 ,

3

p
N a=  

   ( )
( )

2,3

3
cot 2 ,

3 sin 2

p
N a i

a

 
= ± 

 
 (1.41) 

µε  

  

1/3 3/2
2

tan tan , tan , , , 0.
2 3 4 2

p
a a a

q

β π π
β β   = = ≤ < ≠   

   
 

Περίπτωση γ 0D > ( )0p <   

  
( )1

1
2 ,

3 sin 2

p
N

a
= − −  

 
( )

( )2,3

1
3 cot 2

3 sin 2

p
N i a

a

 
= − ± 

 
 (1.42) 

µε 
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1/3 3/2
2

tan tan ,sin , , , 0.
2 3 4 2

p
a a a

q

β π π
β β   = = ≤ < ≠   

   
 

 Περίπτωση δ 0D =  

  

3
1

3
2 3

2 ,
2

.
2

q
N

q
N N

= −

= = − −

 (1.43) 

Σηµειώνεται ότι το πρόσηµο της διακρίνουσας D  καθορίζει το είδος και τον αριθµό 

των ριζών της κυβικής εξίσωσης (1.37). Συγκεκριµένα αν 

•  0D = , η κυβική εξίσωση (1.37) έχει δυο πραγµατικές ρίζες, η µια µε διπλή 

πολλαπλότητα, 

•  0D > , η κυβική εξίσωση (1.37) έχει δύο µιγαδικές ρίζες και µια πραγµατική, 

•  0D < , η κυβική εξίσωση (1.37) έχει τρεις διαφορετικές πραγµατικές ρίζες. 

 Ειδικότερα για τη δεύτερη περίπτωση όπου 0D > , η τριγωνοµετρική µορφή των 

ριζών (1.41) και (1.42) µπορεί να αντικατασταθεί από τις παρακάτω εκφράσεις
9
: 

 1 ,N A B= +  ( ) ( )2,3

1 3
,

2 2
N A B i A B= − + ± −   (1.44) 

 

1/3

,
2

q
A D

− = + 
   

1/3

.
2

q
B D

− = − 
 

  

Από εδώ και πέρα, µέσω της τρίτης των (1.34) µαζί µε την αντικατάσταση (1.36α), 

υπολογίζουµε  

  ( )
2

4
8 16 1,

2

G
N dx N x

ω
 = + = + −  ∫    (1.45) 

η οποία συνδιαζόµενη µε την (1.33) και την (1.32) παρέχει τη σχέση  

 ( )2
1 8 2 1 .

G F
dx n

ω
+

+ = + −∫    (1.46) 

Η τελευταία σχέση µέσω της (1.45) καταλήγει στην παρακάτω λύση για την ( )xη  

εµπεριέχουσα όρους της προσδιοριστέας συνάρτησης ( )G x  

 ( ) ( ) ( )1
1 1.

3
x N x N xη = + = + −    (1.47) 

Συνοψίζοντας τα παραπάνω αναγράφουµε τα εξής αποτελέσµατα: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2

4

1 2 4
1 1, 8 1,

3 2

8 1 5
,

3 3

G F
x N x N x N dx N x

x

M x x G x dx N N x
x

η
+  = + = + − = = + −  

   = = + −      

∫

∫
 (1.48) 

όπου το ( )N x  δίνεται από τις εξισώσεις (1.40) ÷ (1.43) οι οποίες εµπεριέχουν την 

προσδιοριστέα συνάρτηση ( ).G x  

 Αποδεικνύεται ότι η κατασκευασθείσα λύση ( )xη  που δίνεται από τη σχέση 

(1.47) ικανοποιεί όλες τις µετασχηµατισµένες εξισώσεις Abel (1.26) έως (1.29), τότε 

και µόνο τότε αν η παράγωγος 
x

N ′ της συνάρτησης ( )N x  δίνεται από την 

παραγώγιση της δεύτερης των εξισώσεων (1.48). Με άλλα λόγια οι εξισώσεις  

  ( ) ( ) ( )

( )2

4 21
, ,

43

3

x

G F
x N x N

x N x

η
+′= + =

 +  

   (1.49) 

ικανοποιεί όλες της προαναφερθείσες Abel εξισώσεις. Πράγµατι εισάγοντας τις (1.49) 

µαζί µε την έκφραση (1.30) στις αναφερθείσες εξισώσεις Abel, εξάγουµε την κυβική 

εξίσωση (1.36) ( ή ισοδύναµα την (1.37)), που εκ ταυτότητος είναι µηδέν. Για 

παράδειγµα εισάγοντας τις (1.49) στην (1.29) ευρίσκουµε  

  
( ) ( )

( ) ( )2

2 2
1 2

2
1 1 1 2 1 1 1 1 ,

G F
N

x

G
N N N N N

x

+
+ − =

= − + − + + + − + − +

  

που ταυτίζεται µε την κυβική εξίσωση (1.36). 

 ∆εδοµένου ότι σε αντίστοιχο αποτέλεσµα καταλήγουµε αναφορικά µε την 

αρχική εξίσωση Abel (1.25), συµπεραίνουµε ότι η λύση της (1.25) εµπεριέχουσα την 

προσδιοριστέα συνάρτηση ( )G x  γράφεται:  

  ( ) ( )
( ) ( )

( )2

41 1
, ,

42 3

3

x

G x F x
y x x N x N

x N x

 +   ′  = + =     +  

   (1.50) 

  ( )N x = σύµφωνα µε τις σχέσεις (1.40) ÷ (1.43). 

Το πρόβληµα πλέον εστιάζεται στον προσδιορισµό της συνάρτησης ( )G x . Προς τούτο 

αναφερόµαστε στην λύση (1.49) µαζί µε την εξίσωση Abel (1.28) και (1.29) ή 

ισοδύναµα αναφερόµαστε στο εξής σύστηµα των δυο εξισώσεων  που προκύπτουν από 

τη διαίρεση και πρόσθεση των (1.28) και (1.29) κατά µέλη, δηλαδή στο σύστηµα: 

  ( )( ) ( )2

1 1 1 1 2 0,
x

f f f F G Fη η η η′ − − + + + =    (1.51) 
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1 2

2

1 1 1

1
,x

x

f F G

f f f
η η η

′ +′ = − +    (1.52) 

Η πρώτη των εξισώσεων αυτών, µέσω των (1.49) καταλήγει στην κυβική εξίσωση 

(1.37)(ή (1.36)). Το ίδιο ισχύει και για την εξίσωση Riccati (1.52). 

 Μέσω τώρα του συναρτησιακού µετασχηµατισµού 

 ( ) ( ) 1, ln ;H X x X xη= − =  (1.53) 

  
1

; ,
x X X x X x

X H n x x
x

η η′ ′ ′ ′ ′ ′= = = =  

η εξίσωση Riccati (1.52) µετατρέπεται στην αντίστοιχη κανονική µορφή 

  ( )2
1 4

X

X
H H G F e

−′  = − − +  ,   (1.54) 

η οποία, σύµφωνα µε τα προαναφερθέντα αποτελέσµατα, επιδέχεται την µερική λύση  

  ( ) ( ) ( )

( )

4 22
, .

43

3

X
X

G F
H X N X N e

N X

−+′= − =
+

   (1.55) 

Είναι γνωστό [8,σελ. 7] ότι, αν οι (1.55) αποτελούν µια µερική λύση της εξίσωσης 

Riccati τότε η γενική λύση της (1.54) δίνεται από τη σχέση 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

( )

0

0

2
, ,

3

2
exp 2 ,

3

4 2
.

4

3

X

X

X
X

X
H X N X A X A X

C X dX

X NdX dX

G F
N e

N X

ϕ

ϕ

ϕ

−

= − + =
−

  = −    
+′ =

+

∫

∫    (1.56) 

όπου C είναι η σταθερά ολοκλήρωσης. Προς επαλήθευση, εισάγοντας τις δύο πρώτες 

των (1.56) στην εξίσωση (1.54) εξάγουµε  

  ( )
2

22 2
1 4 2 ,

3 3

X
X X

N N G F e A A N A
−   ′ ′− − + − + = + + −   

   
   (1.57) 

Χρησιµοποιώντας την έκφραση XN
′
που δίνεται στις εξισώσεις (1.56) παρατηρούµε 

ότι το αριστερό µέλος της (1.57) καταλήγει στην κυβική εξίσωση (1.37)(ή (1.36)), ενώ 

το δεξιό µέλος της καταλήγει σε εξίσωση Bernoulli ως προς ( ) ,A X  το γενικό 

ολοκλήρωµα της οποίας δίνεται από τη δευτερη των εξισώσεων (1.56). Επιπλέον, το 

ίδιο σύνολο των εξισώσεων (1.56) είναι και η γενική λύση της εξίσωσης Abel (1.26), η 

οποία στις ( ),X H  συντεταγµένες γράφεται 
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  ( ) 2

1 1 4 X
XH H H Fe

−′+ = − + + .  (1.58) 

Εισάγοντας τις (1.56) στην (1.58) και χρησιµοποιώντας συγχρόνως τις 

αντικαταστάσεις (1.56) και (1.59), εξάγουµε την παρακάτω κυβική εξίσωση 

διαφορετική από την (1.36) 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )3/2 1/22 4 2
2 1 3 4 1 4 1 0.

G F
N A N A A N

x

+
+ + − + + − + + =  (1.60) 

Αµφότερες οι κυβικές εξισώσεις (1.36) και (1.60) αρκούν για την απαλοιφή της ( )N x  

και τον υπολογισµό της βοηθητικής προσδιοριστέας συνάρτησης ( )G x  συναρτήσει 

του δεύτερου µέλους ( )F x  της αρχικής εξίσωση Abel (1.25). Αυτό οδηγεί στην 

κατασκευή της γενικής λύσης της εξίσωσης Abel (1.25). Αλλά δεδοµένου ότι η (1.60), 

περιέχoυσα τη συνάρτηση ( )A X , είναι ισχυρά µη γραµµική ολοκληρωτική εξίσωση 

αυτή η απαλοιφή είναι ιδιαίτερα δυσχερής. 

 Εν τούτοις, η ( )G x  µπορεί να προσδιοριστεί και συνεπακόλουθα η αναλυτική 

λύση της εξίσωσης Abel (1.25), µε την παρακάτω διαδικασία. Αναζητούµε µια λύση 

της εξίσωση Riccati (1.54) έτσι ώστε 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
lim lim , lim lim .

3 3X X X X
H X N X H X N X

→+∞ →+∞ →−∞ →−∞

   = − = −      
  (1.61) 

Με την (1.56) η παραπάνω υπόθεση εξασφαλίζεται µε την εξίσωση 

  0.
X
dXϕ

+∞

−∞
′ =∫    (1.62) 

Είναι γνωστό ([2], σελ. 406, τύπος 3.722,8) ότι  

  
( ) ( )

cos
sin , 0.

aX
dX a a

X
π β

β

+∞

−∞
= + >

−∫    (1.63) 

Θέτοντας 1, 0a β= = , το προηγούµενο ολοκλήρωµα γίνεται 

  
cos

0.
X

dX
X

+∞

−∞
=

−∫    (1.64) 

Ο συνδυασµός των (1.62) και (1.64) καταλήγει στην  

 

( ) ( )

0

cos cos

cos 1
ln ,

X
X

X

X X
X dX ci X

X X

t
X dt

t

ϕ ϕ
+∞

′ = ⇒ = − = =
−

−
= + +

∫

∫�

    (1.65) 

( )ci X = το ολοκλήρωµα συνηµίτονο ( )
( )( )

2

1

ln 1
2 2 !

u
u

u

X
X

u u

∞

=

= + + −∑�  ,     



30 Προκαταρτικά - Συµβολισµοί   ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1  
 

 

 =� αριθµός Euler = 0,5572156649015325... , 

Από την παραπάνω ανάλυση εξάγουµε την εξίσωση 

 ( )
0

2
2 ln ,

3

X

N dX ci X
 − = 
 ∫  

και συνεπώς την έκφραση 

 ( ) ( )
( )

( )
cos2 1

3 2

X
N X X

X ci X
− = − = F .   (1.66) 

Έτσι, η πρώτη των (1.56) γίνεται 

 ( ) ( )
( )

( )
( )

0

cos1
,

2
X

X ci X
H X

X ci X C ci X dX
= − +

− ∫
 

που ικανοποιεί την υπόθεση (1.64) δεδοµένου ότι ( )lim 0.
X

H X
→−∞

= Για να είναι όµως 

η συνάρτηση ( ) ( )2

3
N X X− = F , που ορίστηκε µε στην (1.66), λύση της εξίσωσης 

Riccati (1.54) πρέπει να ισχύει επιπλέον και η τέταρτη των εξισώσεων (1.56), δηλαδή 

να ισχύει η εξίσωση 

 
( )

( )

( )( )
( )

2

2

4 2 sin cos cos1
,

4 2

3

X
X X

G F ci X X X X X
N e

X ci XN X

−+ + −′ ′= = =
 +  

F  (1.67) 

που παρέχει την ( )G X συναρτήσει του δεύτερου µέλους ( )XF (ή ( )F x ) της 

αρχικής εξίσωσης Abel (1.25). 

 Τα παραπάνω αποτελέσµατα συµπληρώνουν πλήρως την κατασκευή µιας 

ακριβούς αναλυτικής λύσης της εξίσωσης Abel (1.25). Συνοψίζοντας η λύση γράφεται 

ως εξής 

 ( )

1 1
y ( )  ,

2 3

2 21 1
, 1,2,3, 0.

42 3

3

x

ii

ii

i

x x N

G F
y N i x

x N

 = +  
+ ′ = + + = ≠     + 

 

   (1.68) 

όπου iN  καθορίζονται από τις εξισώσεις (1.40) ÷ (1.44) και εµπεριέχουν την 

προσδιοριστέα συνάρτηση ( )G x που εµφανίζεται στην κυβική εξίσωση 

 ( ) ( )
* *3

0,N X p N X q+ + =    (1.69) 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1   Προκαταρτικά - Συµβολισµοί 31 
 

 

όπου οι συντελεστές της υπολογίζονται από τις σχέσεις  

 ( )lnX x=  

 

2*

,
3

p b= − +
a

 

*
32 1

,
27 3

q b c= − +a a

 
4 ,= −a

 
  

 ( )3 4 ,X
b G F e= + +

 
( )4 2 ,X

c G F e= − +
  (1.70)

 

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )

2

3

sin cos cos 4 cos1
2

16

X
X X X ci X X Xci X X

G X e F X
X ci X

−
 + + + = −

  

   ( )ci X = το ολοκλήρωµα συνηµίτονο ( )
( )( )

2

1

ln 1
2 2 !

u
u

u

X
X

u u

∞

=

= + + −∑�  , 

 =� αριθµός Euler = 0,5572156649015325... , 

 ( ) ( )lnF X F x=  το ελεύθερο µέλος της εξίσωσης Abel (1.25). 

 

 

1.3 Μη γραµµική Σ∆Ε Emden-Fowler
8 

 H εξίσωση Emden-Fowler κανονικής µορφή είναι η µη γραµµική δεύτερης τάξης 

Σ∆Ε µε τύπο 

  ,n m

xxy Ax y′′ =  (1.71) 

όπου A  και ,n m  τυχαίες παράµετροι. Σηµειώνουµε τα εξής που αφορούν τη λύση 

της (1.71). 

(i) Για 1m ≠ , η (1.71) έχει την εξής µερική λύση 

  
( ) ( )2 / 1n my xλ + −=  όπου 

( )( )

( )

( )1/ 1

2

2 1
,

1

m

n n m

A m
λ

−
 + + +

=  
− 

 (1.72) 

(ii) Ο µετασχηµατισµός 

  
( ) 1

, , 0,
w t

y x t
t t

= = ≠  (1.73) 

µετατρέπει την (1.71) σε άλλη εξίσωση Emden–Fowler µε διαφορετική µορφή, δηλαδή 

  
3 .n m m

tt
w At w

− − −′′ =  (1.74) 
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(iii) Για 1m ≠ και 2 3m n≠ − − , οι νέες συντεταγµένες  

  
( ) ( )2 / 12 3

,
1

n mn m
x y

m
ξ + −+ +
=

−
 

( ) ( )2 / 1 2

1

n m

x

n
u x x y y

m

+ − + ′= + − 
 (1.75) 

µετασχηµατίζουν την (1.71) στην εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής 

  
( )( )
( )

2
2 1 1

.
2 3 2 3

mn n m m
u u u A

n m n m
ξ ξ ξ

+ + + − ′ − = − +  + + + + 
 (1.76) 

 

1.4 Μη γραµµική γενικευµένη Σ∆Ε Emden-Fowler
8
 

 Η γενικευµένη Emden-Fowler είναι επίσης µη γραµµική Σ∆Ε δεύτερης τάξης µε 

τύπο 

  ( ) ,n m

xx xy Ax y y′′ ′=
�

 (1.77) 

όπου A  και ,n m , l  τυχαίες παράµετροι. Για 0=�  εκφυλίζεται στην εξίσωση 

Emden-Fowler κανονικής µορφής (1.71). Οι Polyanin και Zaitsev
8
 αναπτύσσουν 

πολλές επιλύσιµες περιπτώσεις της (1.77) υπό παραµετρική µορφή, δηλαδή 

παρουσιάζουν πολλούς, αλλά συγκεκριµένους, συνδυασµούς των παραµέτρων 

,A ,n m , l  για τους οποίους η εξίσωση (1.77) επιδέχεται αναλυτικών λύσεων υπό 

παραµετρική ή όχι µορφή. 

 Για να ερευνήσουµε την (1.77) χρησιµοποιούµε τον τριαδικό συµβολισµό 

{ }, ,n m l  ο οποίος δηλώνει τους ειδικούς εκθέτες της. Σηµειώνουµε τα εξής :  

(i) Αν 1m l+ ≠ , η (1.77) επιδέχεται τη µερική λύση 

  
( ) ( )2 / 1

,
n l m l

y B x
+ − − −=  (1.78) 

όπου 

( ) ( )

( )

( )1/ 11 / 1
2 1

.
1 1

m ll m l
n l n m

B
m l A m l

+ −− + −  + − + + =   − − − −   
 (1.79) 

(ii) Θεωρώντας την y  ως ανεξάρτητη µεταβλητή και την xως εξηρτηµένη, θέτουµε 

( )x x y=  και εισάγοντας τον µετασχηµατισµό 

 
( )

1 1
: , 0,

/
x y

y

dy
y x

dx dx dy x
′ ′= = = ≠

′
F  (1.80) 

παίρνουµε την εναλλακτική µορφή της γενικευµένης Emden-Fowler εξίσωσης 

 ( )3

.m n

yy y
x Ay x x

−
′′ ′= −

�

  (1.81) 
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Ο µετασχηµατισµός FFFF παρίσταται συντοµογραφικά µέσω του παρακάτω τριαδικού 

συµβολισµού 

 { } { }, , , ,3 .n m m n←→ −� �
FFFF  (1.82) 

(iii) Αν 1, 0,n m≠ ≠ και 1,≠�  ο µετασχηµατισµός 

 ( ) ( )11, ,n

xw t x t y
−+ ′= =
�

 (1.83) 

µετατρέπει την (1.77) στην εξής νέα γενικευµένη εξίσωση Emden-Fowler 

  
( ) ( ) ( )( )2 1 /1/ 1 / 1

,
m mn n

tt tw Bt w w
+− − +′′ ′= �

 όπου 
( )

1/

1
.

1 1

m

Am
B

n n

 − 
= −  + + 

�
  (1.84) 

Συµβολίζουµε τον µετασχηµατισµό αυτόν µε G και γράφουµε 

 { } 1 2 1
, , , , .

1 1

n m
n m

n m

+ ←→ − 
− + 

�
�

G
  (1.85) 

Είναι φανερό ότι ο αντίστροφος µετασχηµατισµός για την εξαγωγή της (1.77) παρέχει 

τις σχέσεις 

 
( ) ( ) 1/1/ 1

,
mn

t
x w y k w

−+ ′= = όπου 
( )

1/

1

1

m

n
k

A

 +
=  

− �
  (1.86) 

(iv) Οι αντικαταστάσεις για 0y ≠  

 ,
x

x
z y

y
′=  

2 1,n l m l
A x yυ − + + −=   (1.87) 

µετασχηµατίζουν την (1.77) στην παρακάτω εξίσωση Abel δευτέρου είδους 

 ( ) ( )2 1 2 .l

zz z z m l z n lυ υ υ′− + =  + − + − +     (1.88) 

Επιπλέον χρησιµοποιώντας τη νέα αντικατάσταση  

 
2 1 ,l lz zξ υ − −= − +   (1.89) 

η (1.88) µετατρέπεται µε τη σειρά της στην εξίσωση 

 
( )

( ) ( )

1

2 1 2

2 3 2 3

1 2 3 2 ,

z

l

m l z n l z

m l z n m l z n l z

ξ ξ ξ−

−

′ =  + − + − +  + 

 + + − + − − + − + − 
  (1.90) 

που είναι επίσης εξίσωση Abel δευτέρου είδους. 
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 Χρησιµοποιώντας διάφορες συνθέσεις των προαναφερθέντων µετασχηµατισµών 

FFFF και G µπορούµε να κατασκευάσουµε έξ διακεκριµένες γενικευµένες εξισώσεις 

Emden –Fowler που αντιστοιχούν σε διάφορες τριάδες εκθετών { }, ,n m l . Σχηµατικά η 

διαδικασία παριστάνεται στο παρακάτω Σχήµα 1.1. 

 Στην ειδική περίπτωση όπου 0l =  ο µετασχηµατισµός (1.73) καταλήγει στην 

εξίσωση Emden-Fowler κανονικής µορφής (1.74). Συµβολίζουµε τον µετασχηµατισµό 

αυτόν H, δηλαδή 

 { } { }, , 3, , 0 .n m n m m←→ − − −H
�  

Έτσι, διάφορες συνθέσεις FFFF ,G και H παράγουν δώδεκα διακεκριµένες Emden-

Fowler εξισώσεις, οι οποίες σχηµατικά παρουσιάζονται στο επόµενο Σχήµα 1.2. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1.1 ∆ιάγραµµα στο οποίο εµφανίζονται οι έξ διακεκριµένες Emden-Fowler 

εξισώσεις που προκύπτουν από τις διαφορετικές συνθέσεις των 

µετασχηµατισµώνFFFF και G 

 

 

 

1 2 1
, ,

2 1

m n

l m n

+ − 
− + 

{ }, ,n m l  

{ }, ,3m n l−

1 1
, ,

1 1

n m

n l m

− − 
+ − 

 

1 2 1
, ,

1 1

n m

l n m

+ − 
− + 

 

1 1
, ,

1 2

m n

m l n

− − 
+ − 

 

2G  

*

2G  

*

1G  

1G  

1 1* * *

3 1 2

− −

= �G G G  

1 1

3 1 2

− −= �G G G  

1F  

3F  

2F  
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Σχήµα 1.2 ∆ιάγραµµα στο οποίο εµφανίζονται οι δώδεκα διακεκριµένες Emden-

Fowler εξισώσεις που προκύπτουν από τις διαφορετικές συνθέσεις των 

µετασχηµατισµών FFFF ,G και H 

 

 

1 2 1
, ,

2 1

m n

m n

+ − − 
+ 

 

{ }, , 0n m  

{ }, , 3n m
1

,1,
1

n m

n m

− − 
+ 

2 1
1, ,

1

n m

n m

+ − 
+ 

1 1
, ,

1 2

m n

m n

− − − 
+ 

2G

1 1* * *

3 1 2

− −

= �G G G  

*

2G

1G

*

1G

1 1

3 1 2

− −= �G G G

1F

3F  

2F  

3 1
,1,

2

m n m

m n m

+ + − − 
+ + 

{ }3, , 0m n m− − −  

1 2 2 5
, ,

2 1 3

m m n

m m n

+ + − − 
+ + + 

3 2 1
1, ,

2

m n m

m n m

+ + + − 
+ + 

 

1 4
, ,

1 2 3

m m n

m m n

+ + − − 
+ + + 

 

5G  
1 1* * *

9 7 8

− −

= �G G G  

*

8G  

4G  

*

7G  

1 1

6 4 5

− −= �G G G

4
F  

6F

5F

{ }, 3,3m m n− − −  

H
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1.5. Μη Γραµµική Σ∆Ε τύπου Emden- Fowler 

 Προς χάριν συντόµευσης χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό { }, ,f g h  ή 

{ }, ,n m l
F G H  και γράφουµε την εξίσωση 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 ,
xx x

y f x g y h y′′ ′=  (1.91) 

ή 

 ( ) ( ) ( ) ,n m l

xx x
y F x G y H y′′ ′=  (1.92) 

δηλαδή µια εξίσωση τύπου γενικευµένης µορφής Σ∆Ε Emden-Fowler.  

 Θεωρώντας την y  ως ανεξάρτητη µεταβλητή και την x  ως εξαρτηµένη, 

λαµβάνουµε µια αντίστοιχη εξίσωση ως προς ( )x x y= και 0,
y

x′ ≠  

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

* *

1 1

* 3 * *

1 1 1

, ή ;

1 1 1
, ,

m n l

yy y yy y

l

y y

y y y

x g y f x h x x G y F x H x

h x x h H x H
x x x

′′ ′ ′′ ′= =

     
′ ′ ′= − = −          ′ ′ ′     

  (1.93) 

και συµβολίζουµε µε F τον µετασχηµατισµό αυτόν. 

 Ο µετασχηµατισµός Bäcklund
8
  

  
( )

( )1

1

, ; .
x

dw
x y f x dx w y

h w
′= = =∫ ∫  (1.94) 

καταλήγει σε µια όµοιας µορφής εξίσωσης της (1.91) ως προς ( ) ,y y x=  δηλαδή 

  ( ) ( ) ( )2 2 2
,

x x x
y f x g y h y′′ ′=  (1.95) 

όπου οι 2 2 2, ,f g h ορίζονται από τις αρχικές συναρτήσεις 1 1,f g  και 1h ωε εξής: 

  ( )
( )2

1

, ;
dw

f x w x
h w

= = ∫  

  ( )
( )

( )2 1

1

1
, ;g y y f x dx

f x
= = ∫  (1.96) 

  ( )
( ) ( )

( )1
1 1 13

11

1 1
, , 0, 0, 0.

dg
h w w g y h f

dy g yg y
= − = ≠ ≠ ≠

  
 

Συµβολίζουµε τον µετασχηµατισµό (1.94) µε G. Εφόσον υπολογισθεί η λύση 

( )y y x=  της µετασχηµατισµένης εξίσωσης, οι τύποι καθιστούν δυνατή τη λύση της 

αρχική εξίσωσης (1.91) υπό παραµετρική µορφή ( ) ( ),x x x y y x= = . 
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 Η διπλή εφαρµογή του µετασχηµατισµού G στην αρχική εξίσωση παρέχει µια 

εξίσωσης όµοιας µορφής 

  ( ) ( ) ( )3 3 3 ,
x x x x

y f x g y h y′′ ′=  (1.97) 

όπου οι συναρτήσεις 3 3,f g και 3h ορίζονται παραµετρικά από τις αρχικές ,f g  και h  

µέσω των τύπων 

  ( )
( )

( )3 1

1

1
, ;f x y g y dy

g y
= = ∫  

  ( )
( )3

1

1
, ;

wdw
g y y

w h w
= = ∫  (1.98)

  ( ) ( )1
3 1, .

df
h w w f x

dx
= =  

Ο τριπλός µετασχηµατισµός G καταλήγει στην αρχική εξίσωση. 

 ∆ιαφορετικοί µετασχηµατισµοί F και G δίνουν έξι διαφορετικές εξισώσεις 

παρόµοιας µορφής όπως φαίνεται στο Σχήµα 1.3. 

 

  Σχήµα 1.3: Μετασχηµατισµός Bäcklund 

 

 Στην ειδική περίπτωση όπου { } { }, , , , 0n m l n m=  και ( )G y y= σπό την 

(1.92) παίρνουµε τη γραµµική οµογενής Σ∆Ε δεύτερης τάξης µε µεταβλητούς 

συντελεστές 

  ( )xxy F x y′′ = , (1.99) 
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ενώ αν { } { }, , 1, 1, 0n m l = τότε προκύπτει η εξίσωση τύπου Emden-Fowler 

 ( ) ( )n m

xx
y F x G y′′ = . (1.100) 

 

 

1.6 Μη γραµµική Σ∆Ε Abel πρώτου είδους
3,8 

 Η γενική εξίσωση Abel πρώτου είδους είναι η γενικευµένη εξίσωση Riccati µε 

τύπο  

  ( ) ( ) ( ) ( )3 2

3 2 1 0
.

x
y f x y f x y f x y f x′ = + + +  (1.101) 

Εάν 3 0f ≡ και 0 0,f ≡  ή 2 0f ≡ και 0 0,f ≡  τότε προκύπτει η εξίσωση Bernoulli, ενώ 

εάν 3 0f ≡  προκύπτει η εξίσωση Riccati. 

 Εάν ( )0y y x=  είναι µια µερική λύση της (1.101) τότε ο µετασχηµατισµός 

  
( )

( )0

1
, 0,y y w x

w x
= + ≠  (1.102) 

µετατρέπει την (1.101) στην εξίσωση Abel δευτέρου είδους 

  ( ) ( )2 2

3 0 2 0 1 3 0 2 33 2 3 .
x

ww f y f y f w f y f w f′ = − + + − + −  (1.103) 

Επίσης αν 0 0f ≡ , ο µετασχηµατισµός  

  
1

,y
w

=  0,w ≠   

µετατρέπει την (1.101) στην απλούστερη µορφή 

 
2

1 2 3.xww f w f w f′ = − − −  (1.104) 

Οι συναρτησιακοί µετασχηµατισµοί 

 ( )2

3 ,f E x dxξ = ∫  

 ( )12

3

,
3

f
u y E x

f

− 
= + 
 

  (1.105) 

 ( )
2

2
1

3

exp ,
3

f
E x f dx

f

  
= −  

  
∫     

µετατρέπουν την (1.101) στην αντίστοιχη εξίσωση Abel κανονικής µορφής 
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 ( )3
,u uξ ξ′ = + Φ   (1.106) 

όπου 

 

3

2 1 2 2
03 2

3 3 3 3

1 1 2
.

3 3 27
x

f f f f
f

f E f f f

 ′  Φ = + − +    

  (1.107) 

 Το 1931 ο Α. Chiellini (Βιβλ. [3], σελ 26) προτείνει την εξής κατασκευή λύσης 

που αφορά ειδική µορφή της (1.101). Στη περίπτωση αυτή εφόσον  

  0 0,f ≡ 1 0f ≡
 
και  3

2

2 x

f
f

f
λ

′ 
= 

 
;  λ = σταθερά  (1.108) 

τότε ο µετασχηµατισµός 

  ( )2

3

,
f

y u x
f

=   (1.109) 

µετατρέπει την (1.101) στην παρακάτω εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών, που 

επιδέχεται αναλυτικής λύσης 

  ( )
2

3 22

3

.x

f
u u u au

f
′ = + +   (1.110) 

 Βασική εφαρµογή των εξισώσεων Abel πρώτου είδους και Riccati συναντάµε 

στη µαθηµατική φυσική και ειδικότερα στη θεωρία των µη γραµµικών ταλαντωτών 

άρτιας τάξης µέχρι έκτου βαθµού. Πράγµατι, ας θεωρήσουµε ένα µη γραµµικό 

ταλαντωτή µε απόσβεση άρτιου βαθµού (µέχρι 6
ου

 βαθµού) 

  ( ) ( ) ( ) ( )6 4 2

1 2 3 4 0,xx x x xy y y y f yλ λ λ λ′′ ′ ′ ′+ + + + =   (1.111) 

όπου ( )f y
 
είναι µια οποιαδήποτε λεία συνάρτηση της µεταβλητής y . Οι 

iλ ( )1,...,4i =  είναι κατάλληλες παράµετροι. Τότε ο µετασχηµατισµός 

  ( )2 1
2 ,

2
x x xx y x xx y

y z y y y z y y z z′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′= ⇒ = ⇒ =   (1.112) 

µετατρέπει την (1.111) στην εξής εξίσωση Abel πρώτου είδους 

  ( )3 2

1 2 3 4
2 2 2 2 0.

y
z z z z f yλ λ λ λ′ + + + + =   (1.113) 

Για παράδειγµα, εάν έχουµε τον µη γραµµικό ταλαντωτή 

  ( ) ( )4 2 2

2 4 0,m

xx x
y y b y cyλ λ − −′′ ′+ + + =  
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  2; ,m b c≠ = σταθερές  (1.114) 

ο µετασχηµατισµός (1.112) τον µετατρέπει στην εξίσωση Riccati 

 ( )2 2 2

2 42 2 0.
m

y
z z b y c yλ λ − −′ + + + =   (1.115) 

Στη συνέχεια, µέσω του γνωστού µετασχηµατισµού
3 

 ( ) ( )( ) ( )2 2 2exp 2 2 exp 2 ,
y

u y z y dy u z dyλ λ λ′= ⇒ =∫ ∫   (1.116) 

η (1.115) µεταπίπτει στην παρακάτω διαφορική γραµµική εξίσωση τύπου Bessel 

 
* *

2 0 ,m

yy
y u b y c u

 ′′ + + = 
   

(1.117) 

 
* *

2 4 2 4; ,b b c cλ λ λ λ= =     

µε γενική λύση [Βιβλ. 3, σελ. 440] 

 ( ) 1/2 /2

2 4 2 4

2 1
; 1 4 ;m

v
u y y Z b y v c

m m
λ λ λ λ = = − 

 
  (1.118) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
*

1 21 4 0 ; .
v v v

c Z y C y J y C Y y− > = +   (1.119) 

 Οι 
v

J και 
v

Y είναι συναρτήσεις Bessel πρώτου και δευτέρου είδους τάξης v  

αντίστοιχα, ενώ 1C και 2C είναι σταθερές ολοκλήρωσης. 

 Ακολουθώντας τώρα την αντίστροφη πορεία και χρησιµοποιώντας τον 

µετασχηµατισµό (1.116) εξάγουµε για την ( )z y τη γενική λύση 

 ( )
1 1

2 2

σταθερά
1 1

,
2 2

v v v v

y

v v

v v
C J J Y Y

u y y
z y C

u C J Yλ λ

− −

   
− + −   ′    = = =

+
 (1.120) 

ενώ ο µετασχηµατισµός (1.112) οδηγεί στο ενδιάµεσο ολοκλήρωµα του µη γραµµικού 

ταλαντωτή (1.111), δηλαδή στην παρακάτω εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών στο 

επίπεδο των φάσεων 

  
( )

1 1

2

2

, 0, 0,
2

v v v v

v v

v v

v v
C J J Y Y

y ydx
C J Y

dy C J Y
λ

λ

− −

   
− + −   

   = ± ≠ + ≠
+

 (1.121) 

όπου 1 2/C C C= , είναι η πρώτη σταθερά ολοκλήρωσης. 
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  Συνοψίζοντας τα παραπάνω διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις. 

Περίπτωση a: 1 0λ =  

Η (1.111) παρέχει την εξίσωση Riccati 

  ( )2

2 3 4
2 2 2 0.

y
z z z f yλ λ λ′ + + + =  (1.122) 

Περίπτωση b: 1 2 0λ λ= =  

Η (1.111) παρέχει τη γραµµική εξίσωση  

  ( )3 42 2 0.yz z f yλ λ′ + + =  (1.123) 

Περίπτωση c: 1 3 0λ λ= =  

Η (1.111) παρέχει την εξίσωση Riccati 

  ( )2

2 4
2 2 0.

y
z z f yλ λ′ + + =  (1.124) 

Περίπτωση d: 2 3 0λ λ= =  

Η (1.111) παρέχει την κανονικής µορφής εξίσωση Abel πρώτου είδους 

  ( )3

1 4
2 0.

y
z z f yλ λ′ + + =  (1.125) 

Περίπτωση e: 4 0λ =  

Η (1.111) παρέχει την περιορισµένης µορφής εξίσωση Abel πρώτου είδους 

  
3 2

1 2 3
2 2 2 0.

y
z z z zλ λ λ′ + + + =  (1.126) 

Περίπτωση f: 2 0λ =  

Η (1.111) παρέχει την εξίσωση Abel πρώτου είδους 

  ( )3

1 3 4
2 2 2 0.

y
z z z f yλ λ λ′ + + + =  (1.127) 

Περίπτωση e: 3 0λ =  

Η (1.111) παρέχει την εξίσωση Abel πρώτου είδους 

  ( )3 2

1 2 4
2 2 2 0.

y
z z z f yλ λ λ′ + + + =  (1.128) 
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Κεφάλαιο 2 
 

 

 

Επί της Κατασκευής της Γενικής Λύσης 
της µη Γραµµικής Σ∆Ε  

Abel ∆ευτέρου είδους 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x
′ 2

1 0 2 1 0
g x y x + g x y x = f x y x + f x y x + f x

και των µη Γραµµικών Σ∆Ε Κανονικής και 

Γενικευµένης Μορφής Emden-Fowler 

x′′ m n

xx
y = A y και ( )x′′ ′ lm n

xx x
y = A y y  

 

 

 Βασικές βιβλιογραφικές αναφορές για την ανάπτυξη του περιεχοµένου του εν λόγω 

Κεφαλαίου είναι οι εξής: D.E. Panayotounakos
5
, A.D. Polyanin and V.F. Zaitsev

7
, T.A. 

Alexeeva, V.F.Zaitsev and Τ.Β.Shevts 
1
, D.E.Panayotounakos, N.B. Sotiropoulos, A.B. 

Sotiropoulou and N. Panayotounakou 
6
, E. Kamke

3
 και Ι. Tsukamoto

9
. 

 

  

 

Στο Κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται η κατασκευή της γενικής λύσης της µη 

γραµµικής Σ∆Ε πρώτης τάξης και δευτέρου είδους Abel, καθώς και της κανονικής και 

γενικευµένης µη γραµµικής Σ∆Ε δευτέρας τάξης Emden-Fowler. Ήδη στο Κεφάλαιο 1 

έχει παρουσιαστεί η απόδειξη
5,6

 ότι µια εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής 

µορφής δεν έχει ενιαία λύση σε ένα κύριο διάστηµα τιµών της ανεξάρτητης 

µεταβλητής, αλλά αντιθέτως έχει (ποιοτικά και ποσοτικά) τρία είδη λύσεων που 

εξαρτώνται από τις ρίζες µιας κυβικής (αλγεβρικής) εξίσωσης εµπεριέχουσας µια 

βοηθητική και προσδιοριστέα συνάρτηση ( )G x . 
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Παράλληλα έχει επίσης αποδεχτεί
1,7

 ότι αν σε µια εξίσωση Abel δευτέρου είδους 

κανονικής µορφής είναι γνωστές ( )ky x ( )1,...k n=  διακεκριµένες µερικές λύσεις της, 

τότε το γενικό ολοκλήρωµα δίνεται από τον τύπο 
1

k

n
m

k

k
C,y y

=

=−∏
 

όπου C είναι 

σταθερά ολοκλήρωσης και 
k

m  ( )k 1, , n,= …  σταθεροί εκθέτες. Για 2n = , 

k
m =σταθερές έχει ήδη οµοίως αποδειχθεί

1,7
 ότι, κατά τον προσδιορισµό των µερικών 

λύσεων
k

y ( )1,..., ,k n=  το δεύτερο µέλος της εν λόγω εξίσωσης Abel οφείλει να είναι 

γραµµική συνάρτηση της ανεξάρτητης µεταβλητής x , δηλαδή της µορφής 

( )R x A x B= + . Για 3,n =  
k

m =σταθεροί παράµετροι, αποδεικνύεται ότι το δεύτερο 

µέλος πρέπει να έχει τη µορφή ( ) 1/22 9R x x A Bx
−= − + + , για 4n =  αποδεικνύεται 

ότι έχει τη µορφή ( ) 3 16R x x= − +  
1/3 5/3

A x B x
− −+ +  κοκ. Στους παραπάνω τύπους οι 

A  και B  είναι παράµετροι. Με βάση τα αποτελέσµατα αυτά (Βιβλ. [7]) 

παρουσιάζονται πίνακες µε εκτενείς αναφορές στα δεύτερα µέλη της κανονικής 

µορφής εξίσωσης Abel και παρατίθενται οι γενικές λύσεις υπό παραµετρική ή 

αναλυτική µορφή. 

 Από την άλλη µεριά, χρησιµοποιώντας παραδεκτούς µετασχηµατισµούς ( ένα 

προς ένα µετασχηµατισµούς)
1,7

, που µετατρέπουν τις εξισώσεις Emden-Fowler 

κανονικής και γενικευµένης µορφής σε εξισώσεις Abel δευτέρου είδους κανονικής 

µορφής, παρουσιάζεται η κατασκευή του ενδιάµεσου (πρώτου ολοκληρώµατος) των 

εξισώσεων αυτών, όπως επίσης και οι γενικές τους λύσεις. 

  

2.1 Κατασκευή της Γενικής Λύση της Εξίσωσης Abel ∆ευτέρου 

Είδους 

 Όπως έχει ήδη προαναφερθεί µια εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής 

µορφής έχει µερικές λύσεις που προκύπτουν από το είδος των ριζών µιας κυβικής 

εξίσωσης που περιέχει µια βοηθητική προσδιοριστέα συνάρτηση ( )G x
5,6

. Έτσι µια 

εξίσωση Abel έχει τρεις διακεκριµένες πραγµατικές µερικές λύσεις εφόσον η 

διακρίνουσα της παραπάνω κυβικής εξίσωσης είναι αρνητική, τρεις µερικές λύσεις εκ 

των οποίων η µια πραγµατική και οι δύο µιγαδικές συζυγείς εφόσον η διακρίνουσα 

είναι θετική και δύο πραγµατικές µερικές λύσεις εφόσον η διακρίνουσα είναι µηδέν. 

Επεκτείνοντας τη λύση (ΑΖS)
7
 διατυπώνουµε την εξής πρόταση: 

 

Πρόταση 1: Μια εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής ( )xy y y F x′ − =  

έχει γενική λύση  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2  Η εξίσωση Abel δευτέρου είδους και οι εξισώσεις Emden-Fowler 45  

  

 
( )

1

k

n
m x

k

k

y y C,
=

− =∏
 

 (2.1) 

όπου C  είναι σταθερά ολοκλήρωσης και ( )km x  ( )1, 2, 3 1 2n ή n ,= =  

προσδιοριστέοι εκθέτες, συναρτήσεις της ανεξάρτητης µεταβλητής x . Επίσης, ( )ky x  

είναι γνωστής µορφής µερικές λύσεις της εξίσωσης Abel, που εµπεριέχουν µια βοηθητική 

προσδιοριστέα συνάρτηση ( ) ,G x  των οποίων η µορφή δίνεται από τις ρίζες της 

προαναφερθείσας κυβικής εξίσωσης 
5,6

. 

 

Απόδειξη 

Θεωρούµε χωρίς να χάνεται η γενικότητα, ότι 
k

y y> (k =1,2 ή k =1,2,3). Από 

την (2.1) προκύπτει 0C >  και διακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις: 

 

α. Περίπτωση Α: Η εξίσωση Abel ( )′
x

y y - y = F x  έχει δύο µερικές λύσεις 

 Για 2n = , δηλαδή όταν η διακρίνουσα της κυβικής εξίσωσης
5,6

 που αντιστοιχεί 

στην εξίσωση Abel ( )xy y y F x′ − =  γίνεται µηδέν ( 0D = , βλέπε παρ. 1.2) όπου 

υπάρχουν δυο πραγµατικές ρίζεις εκ των οποίων η µια είναι πολλαπλότητας 2, η (2.1) 

γράφεται  

  ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2

m x m x
y y y y C,− − =    (2.2) 

όπου οι ( )1y x και ( )2y x έχουν την γνωστή µορφή των ριζών της κυβικής εξίσωσης 

(1.37)
5,6

, που παρουσιάζονται στην §1.2 του παρόντος και εµπεριέχουν όµως την προς 

προσδιορισµό βοηθητική συνάρτηση ( )G x . 

 Λογαριθµίζοντας και στη συνέχεια παραγωγίζοντας την (2.2) προκύπτει η εξίσωση 

  
( ) ( ) ( ) 2

1 2 1 1 2 2x xxm m y y m ln y y m ln y y y ′ ′ ′+ + − + − −     

  
( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1 1 1 2 1 2 2 2 2x x x x
y y m ln y y m y y y m ln y y m y y ′ ′ ′ ′+ − + + + − + +     

(2.3) 

  
( )1 2 2 1 xm y m y y′− − +  

  
( ) ( )1 2 1 1 1 1 2 1 2 2 2 2 2 1 0

x x x x
y y m ln y y m y y y y m ln y y m y y . ′ ′ ′ ′− + + − + =   

  

 Η (2.3) πρέπει να έχει την ίδια µορφή µε την αρχική εξίσωση Abel ( )y y y F x′ − = , 

δηλαδή µε την εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής. Συνεπώς κατά 
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αναλογία µε το σύστηµα των εξισώσεων (1.12) καταλήγουµε στην ισχύ του παρακάτω 

αλγεβρικού-διαφορικού συστήµατος  

  ( )1 2m m M x ,+ =  (α) 

  
( ) ( )1 1 2 2

0
x x

m ln y y m ln y y ,′ ′− + − =   (β) 

  

( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 2

x x

x x

y y m ln y y m y

y y m ln y y m y M x ,

′ ′+ − + +

′ ′+ + − + =  
  (γ)  (2.4) 

  1 2 2 1 0m y m y ,+ =   (δ) 

  

( )
( ) ( )

1 2 1 1 1 1 2

1 2 2 2 2 2 1

x x

x x

y y m ln y y m y y

y y m ln y y m y y M x F.

′ ′− + +

′ ′+ − + = −    
(ε)  

Εδώ σηµειώνεται ότι ( ) 0M M x= ≠ είναι λεία βοηθητική συνάρτηση η οποία θα 

προσδιοριστεί στη συνέχεια µαζί µε την βοηθητική συνάρτηση ( )G x  της εξίσωσης 

(1.34), ενώ ( )F x  είναι το ελεύθερο µέλος της διαφορικής εξίσωσης Abel. 

 Το σύστηµα (2.4) απλοποιείται σηµαντικά, διότι η (2.4β) εµπεριέχεται στις (2.4γ) 

και (2.4ε) οι οποίες γράφονται πιο συνοπτικά 

 

   
( )

( )
1 1 2 2

1 1 2 2 2 1

στ

ζ

x x

x x

m y m y M ,

m y y m y y M F.

′ ′+ =

′ ′+ = −
(2.4) 

 

και οι οποίες παρέχουν τα αποτελέσµατα 

1
1

1 1 2

2
2

2 1 2

(α)

(β)

x

x

( F y )M
y ,

m ( y y )

( F y )M
y ,

m ( y y )

+
′ =

−

+′ = −
−

(2.5) 

1 2 1 20 0 0y y , M , m , m .≠ ≠ ≠ ≠  

 Επιλύοντας τις (2.4δ) και (2.4α) ως προς 1 2m ,m  ευρίσκουµε 

  ( ) 1
1 1

2 1

y
m x M f M ,

y y
= − =

−
  (α) 

  ( ) 2
2 2

2 1

y
m x M f M ,

y y
= =

−
  (β) (2.6) 
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1
1

2 1

y
f ,

y y
= −

−  

2
2

2 1

y
f ,

y y
=

−  
1 2 1f f ,+ =  

1 2x x
f f .′ ′= −

  

(γ)

 

 

Aντικαθιστώντας τώρα την (2.6α) στην (2.5α) καθώς και την (2.6β) στην (2.5β) 

προκύπτουν αντίστοιχα οι εξίσωσεις Abel. 

  
1 1 1

2 2 2

x

x

y y y F ,

y y y F.

′ − =

′ − =
   (2.7) 

 Οι εξισώσεις (2.7) ισχύουν εφόσον οι 1y και 2y είναι µερικές λύσεις της αρχικής 

εξίσωσης Abel. Συνεπώς οι εξισώσεις (2.4γ) και (2.4ε) απαλείφονται από το αρχικό 

σύστηµα (2.4).  

 Από την άλλη µεριά, η (2.4β) ισοδυναµεί µε τη εξίσωση 

  ( ) ( )1 2

1 2 1x x
m m

y y y y ,
′ ′

− − =    (2.8) 

η οποία µπορεί να επιλυθεί ως προς ( )1y y− , παρέχουσα τη σχέση 

  ( )
2

11 2 1 0
x

x
x

m

my y y y , m ,

′
−

′ ′− = − ≠   (2.9) 

Εισάγοντας την παραπάνω έκφραση (2.9) στην (2.2) εξάγουµε το αποτέλεσµα 

  

1
1

2 1 1 2

2

x
x

x x

m m

m m m m fy y C C .

′ ′
′ ′−− = =    (2.10) 

Κατά τον ίδιο τρόπο προκύπτει επίσης 

  

2
2

2 1 1 2

1

x
x

x x

m m

m m m m fy y C C ,

′− ′−
′ ′−− = =   (2.11) 

όπου  

  
2 1 1 2x x

f m m m m .′ ′= −     (2.12α)  

Η εξίσωση (2.12α) λόγω των σχέσεων (2.6γ) γράφεται  

  
2 2

2 1x x
f f M f M′ ′= − = .    (2.12β) 

Αφαιρώντας κατά µέλη της εξισώσεις (2.10) και (2.11) παίρνουµε το αποτέλεσµα 

  1 2 3

A B
y y C C f ,− = − =    (2.13) 

όπου τα A , B  και 3f  δίνονται από τις εκφράσεις  
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  ( ) 1 1

2 1 1 2

x x

x x

m m
A x ,

m m m m f

′ ′
= =

′ ′−
    (2.14) 

  ( ) 2 2

2 1 1 2

x x

x x

m m
B x ,

m m m m f

′ ′
= − = −

′ ′−
   (2.15)  

  
2 2

2 1x x
f f M f M ,′ ′= − = 3 1 2

A B
f C C y y .= − = −  (2.16α,β) 

 Σηµειώνεται ότι το αρχικό σύστηµα (2.4) ισοδυναµεί µε το σύστηµα των 

εξισώσεων (2.6) και (2.13). Τονίζεται επίσης ότι η προσπάθειά µας είναι να ορίσουµε, 

αν είναι δυνατόν, την ( )M x και την βοηθητική συνάρτηση ( )G x  που εισέρχεται στις 

εκφράσεις ( )1y x και ( )2y x (κυβική εξίσωση (1.37)).  

 Συνεχίζοντας, από την (2.16β) έχουµε  

  
3 3

3

1

1

A B A B A

A B A

C C f C ( C ) f

C f C ,

−

− −

− = ⇔ − = ⇔

− =
 

Επειδή 0,C > συνεπώς 31 0,
A

C f
−− >  εισάγοντας µια νέα προσδιοριστέα συνάρτηση 

( ) 0Ω x > και 1≠ , έτσι ώστε ( )3
1

A
C f Ω x ,

−− =
 
διασπάµε την προηγούµενη εξίσωση 

στις  

  ( ) ( )31 A B A
C f Ω x , C Ω x .

− −− = =
 

(2.17α,β) 

Λογαριθµίζοντας την (2.17β) παίρνουµε την 

  ( B A)lnC lnΩ− =    (2.18) 

η οποία, λαµβανόµενης υπόψη της συνοπτικής γραφής των (2.14), (2.15) και (2.4α), 

καταλήγει στη παρακάτω διαφορική εξίσωση ως προς ( )M x   

  
2 1

2

1

x x

x

x
m m M

lnC lnΩ lnC lnΩ
f f f M

′ ′  ′
− − = ⇔ − =   ′   

δηλαδή

 

  
2

1xx

lnΩ
M f M .

lnC

 ′ ′= − 
 

  (2.19) 
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Σηµειώνεται ότι για 0M ≠ και 1 0
x

f ′ ≠ , η (2.19) είναι διαφορική εξίσωση χωριζο-

µένων µεταβλητών εµπεριέχουσα τις προσδιοριστέες συνάρτησεις ( ) ( ), ,Ω xM x  µε 

µερική λύση (η σταθερά ολοκλήρωσης λαµβάνεται ίση µε µηδέν) 

  ( ) 1

1 1
x

lnΩ f dx.
M lnC

′= ∫   (2.20) 

Η σχέση αυτή συνδέει αµφότερες τις προσδιοριστέες συναρτήσεις ( )M x  και ( )Ω x . 

Οµοίως, η άλλη εξίσωση του συστήµατος (2.17), η (2.17α),  µετά από λογαρίθµιση και 

χρήση της (2.14) παρέχει την   

  
1

3 1 2

3 3

και εφόσον
1 1 1

; 0 0x
m Ω Ω

ln f , y y ,
f lnC f f

′  − −
− = ≠ ≠ > 

 
  (2.20α) 

η οποία µε τη σειρά της, χρησιµποιώντας τις (2.16β) και (2.6α), µετασχηµατίζεται 

στην εξίσωση Bernoulli ως προς Μ(x)

 

  
1 12

1 1 3

1 1
x x

x

f f Ω
M M M ln .

f lnC f f

′ ′  −′ + = −  
   

   (2.21) 

Επειδή αναζητούµε µια οποιαδήποτε συνάρτηση ( ) 0M x ≠ µπορούµε να πάρουµε τη 

µερική λύση της εξίσωσης Bernoulli (2.21), θέτοντας στη γενική λύση
7
 τη σταθερά 

*
C  

ίση µε µηδέν και να υπολογίσουµε τη µερική αυτή λύση ως  

  1 1
1

1

1 3

1 1 1
0xF F

f Ω
e e ln dx, f ,

M lnC f f

−
′  −

= − − ≠  
   

∫    (2.22) 

µε  

  ( ) ( )1

1 1 1

1

x

x

f
F dx ln f dx ln f .

f

′ ′= − = − = −∫ ∫  

Επειδή τώρα ισχύουν 

  
( )11

1

ln fF
e e f
− = =  και 

( )11

1

1ln fF
e e ,

f

−= =  

η (2.22) γράφεται  

  
( )

11

2

31

1 1
x

ff Ω
ln dx.

M lnC ff

 ′  −
=   

   
∫   (2.23)  
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Από την παραπάνω ανάλυση, µε βάση τις ευρεθείσες ήδη σχέσεις (2.20) και (2.23) 

προκύπτουν οι ισοδύναµες εκφράσεις 

   ( ) 1x

lnC
lnΩ f dx,

M
′= ∫   (2.24) 

  
( )

( )1

12

3 11

1 1
0x

x

f Ω
ln dx lnΩ f dx ,

f ff

 ′  − ′− =  
   
∫ ∫    (2.25)  

δηλαδή προκύπτουν: µια εξίσωση που παρέχει την ( ) ,M x συνάρτηση της βοηθητικής 

άγνωστης συνάρτησης ( )Ω x  και µια εξίσωση µε την οποία, όπως θα δούµε, µπορούµε 

να υπολογίσουµε την ( )Ω x . Η ισοδυναµία του προς εξέταση προβλήµατος µε τις 

συγκεκριµένες εξισώσεις (2.24) και (2.25) είναι καθοριστικής σηµασίας γιατί όπως θα 

δούµε στην περαιτέρω ανάλυση, αφορά και σε κάθε άλλη περίπτωση που ακολουθεί. 

Στη συνέχεια, η παραγώγιση της (2.25) και ο πολλαπλασιασµός της νέας 

προκύπτουσας σχέσης µε 
2

1 1x
f f ′ παρέχουν την ολοκληρωτική εξίσωση 

  ( ) 1 1

3

1
0

x

Ω
ln lnΩ f dx f lnΩ .

f

 −
′+ − = 

 
∫    (2.26) 

Τέλος η νέα παραγώγιση της (2.26) και η κατάλληλη οµαδοποίηση των όρων της 

προκύπτουσας νέας σχέσης, καταλήγει στη συναρτησιακή έκφραση  

  
3

1

31

xx x
fΩ Ω

f .
Ω Ω f

′′ ′
− − =

−
   (2.27) 

Θέτοντας 

   
1 1

h f ,=  
3

2

3

x
f

h .
f

′
= −     (2.28) 

η (2.27) γράφεται υπό τη µορφή  

  ( ) 2

1 1 2 21
x

h h Ω Ω h Ω h Ω.  ′+ − = − +      (2.29) 

Επειδή αναζητούµε µια οποιοδήποτε συνάρτηση που να ικανοποιεί την εξίσωση Abel 

δευτέρου είδους (2.29), σύµφωνα µε την κατασκευή Julia
3
 είναι δυνατό να την 

προσδιορίσουµε από τη σχέση (1.8) δηλαδή 

  
( )

( ) ( )
2

1 1
1 1

21 1

1 2 2
0 2

1 1

h Ω h Ω h y
Ω ,

yh J h

− +
= ⇔ = − =

− −
    (2.30) 
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που προκύπτει εφόσον από την (2.29) χρησιµοποιηθεί για τους συντελεστές της η 

συναρτησιακή σχέση  

  ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 1 1 2 1 22 1 1
x xx

h h h h h h h h h h .
 ′  ′ ′− + − = − + ⇔ + = −    

    (2.31) 

Συνεπώς οι (2.24) και (2.25) αντικαθίστανται από τις  

  ( ) 1x

lnC
lnΩ f dx,

M
′= ∫   (2.32) 

  1
1 2 1 2

2

2 0
x

y
Ω , h h h h ,

y
′= + + =  (2.33α,β) 

  
1 21

1 1 2

2 1 1 2

x x
y yy

h f , h .
y y y y

′ ′−
= = − = −

− −
    (2.34) 

Ενσωµατώνοντας τώρα τις (2.34) στην (2.33β) και υπενθυµίζοντας ότι 1y  και 2y είναι 

µερικές λύσεις της αρχικής Abel, δηλαδή εδώ ισχύουν επιπλέον οι σχέσεις  

  2 2 21 1 1, ,
xx

y y F yy y F y ′ = +′ = +    

η (2.33β) καταλήγει στην  

  ( )22

1 2 1 2 2 2 1 23 3 0 ; 0F y F y y y y y y y .− + − = − ≠    (2.35) 

 Όπως ήδη αναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 1, για 2n ,=  οι µερικές λύσεις της Abel 

έχουν τη µορφή της (1.45), δηλαδή 

  1 21 2

1 1 1 1

2 3 2 3
y    x N , y    x N .

   = + = +      
   (2.36) 

Επειδή 
1

N  και 2N  είναι οι ρίζες της κυβικής εξίσωσης (1.37) πολλαπλότητας 2, 

δίνονται από τις σχέσεις (1.43) και συνεπώς ισχύει η  

  
1 2

2N N .= −    (2.37)  

Έτσι, η εξίσωση (2.35), µέσω της (2.37) και των (2.36) καταλήγει στην  

  2 2 2

2 2 2

1 9 3
0.

4 2 4
x N x F N x N− − − =   (2.38) 

Για 0x ≠  η µη µηδενική λύση ( 2 0N ≠ ) της (2.38) είναι 
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  2

18
,

3

x F
N

x

+
= −    (2.39) 

ενώ από τις (1.38) και την (1.38β) µε βάση την εξίσωση της αντίστοιχης διακρίνουσας 

D , ( )0 ,D =  ευρίσκεται η βοηθητική συνάρτηση ( )G x  από τον τύπο  

  ( ) ( ) ( )
3

2

1
72 20 54 .

36
G x F x x x N

 
= + +  

   (2.40) 

Αυτή, µέσω της (2.39), παρέχει τον τελικό τύπο 

  ( ) ( ) ( ) ( )3 2

2

324 54
, 0.

2

F x F x x
G x F x x

x x
= − − − + ≠    (2.41) 

Επίσης από την (2.6γ) ευρίσκουµε 

  
( )

2 1 1 2
1 2

1 2

,
x

y y y y
f

y y

′ ′− +′ =
−

 

η οποία, µε βάση το ότι οι 1 2,y y  είναι µερικές λύσεις της Abel και µέσω των (2.37) 

και (2.39), παρέχει την έκφραση 

  
( )

( )( )1

4 15
, , .

3 12 18 12 18x

x F x x
f F F

x F x F

+
′ = ≠ − ≠ −

+ +
  (2.42) 

Οι περιπτώσεις / 2F x= και /18F x= −  επιλύονται σύµφωνα µε τα αναφερόµενα 

της §1.1β . Επίσης υπενθυµίζεται ότι σε όλες τις παραπάνω εκφράσεις ( )F F x=  

είναι το ελεύθερο µέλος της εξίσωσης Abel ( )xy y y F x′ − = . 

 Η βοηθητική συνάρτηση ( )Ω x  προσδιορίζεται τώρα από την (2.33α) και (2.39), 

δηλαδή 

  ( ) 4 ,
3

Ω x
x

F
= − −  (2.43)

Σηµειώνεται ότι επειδή ( ) 0Ω x >  από την (2.43) πρέπει  

  12
x

F
< −   

και από την εξίσωση (2.20α)  

  
2

30 2
0.

54 3

F x

F F x

+
>

+
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 Από την µη χρησιµοποιηθείσα ακόµη εξίσωση (2.32) υπολογίζουµε την επίσης 

βοηθητική συνάρτηση ( )M x
 
ως 

  
( )

( )
( )( )

4 151 1
4

3 12 18 3

x F x
ln dx.

M x lnC x F x F F

 +
= − − 

+ +  
∫    (2.44) 

 Συνοψίζοντας, τονίζουµε ότι όταν η κυβική εξίσωση της εξίσωση Abel δευτέρου 

είδους κανονικής µορφής έχει δύο µερικές λύσεις (διακρίνουσα D  της κυβικής 

εξίσωσης (1.37) είναι ίση µε το µηδέν)
5,6

, η γενική λύση της δίνεται από τους τύπους 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2

m x m x

y x y x y x y x C, −   −  =     

 ( ) ( )1 6
2

x
y x  F x ,= +  ( ) ( )2 3y x   F x ,= −  

   ( ) ( )
( )

( )1

12

18

x F x
m x M x

x F x

+
=

+
, ( ) ( )

( )
( )2

6

18

F x
m x M x ,

x F x
=

+
  

  (2.45) 

  
( )

( )
( ) ( ) ( )

4 151 1
4

33 12 18

x F x x
ln dx.

M x lnC F xx F x x F x

 +  = +
 +   +    

∫   

  C = σταθερά ολοκλήρωσης , 

   ( )F x ελεύθερο µέλος της εξίσωσης Abel;  , .
12 18

x x
F F≠ − ≠ −     

 Εδώ πρέπει να σηµειώσουµε ότι η εξίσωση που καθορίζει τη βοηθητική 

προσδιοριστέα συνάρτηση ( ) ,G x
 
η οποία εισέρχεται στην αντίστοιχη της εξίσωσης 

Abel κυβική εξίσωση (1.37) (άρα και στις µερικές λύσεις της Abel)
5,6

, δίνεται 

αναλυτικά από την (2.41), δηλαδή από τον µηδενισµό της διακρίνουσας ( )0D D =  

της κυβικής εξίσωσης (1.37). 

  

β. Περίπτωση Β: Η εξίσωση Abel ( )′
x

y y - y = F x  έχει τρεις µερικές λύσεις 

 Όταν η εξίσωση Abel δεύτερου είδους κανονικής µορφής έχει τρεις µερικές λύσεις 

τότε η (2.1) παίρνει τη µορφή  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )31 2

1 2 3

m xm x m x
y y y y y y C.− − − =  (2.46) 

Ακολουθώντας την ίδια όπως προηγουµένως αναπτυχθείσα µεθοδολογία απόδειξης, 

δηλαδή λογαριθµίζοντας και στη συνέχεια παραγωγίζοντας την (2.46) καταλήγουµε 

στην αντίστοιχη της (2.3) εξίσωση  
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  ( ) ( )3 2

1 2 3 1 2 2 3 1 3 1 2 3A y y y y y y y y y y y y y y y − + + + + + − +   

  ( ) 2

1 2 3 x
m m m y y′+ + + +  

  ( ) 2

1 1 2 2 3 3x x x
m y m y m y y′ ′ ′+ − − − +  

  ( )1 3 1 2 2 3 2 1 3 3 3 1 x
m y m y m y m y m y m y y y′+ − − − − − − +  (2.47) 

  ( )1 2 3 2 1 3 3 1 2 x
m y y m y y m y y y′+ + + +  

  ( )1 2 1 2 1 2 3 1 3 3 2 3 2 3 2 1 3 1x x x x x x
m y y m y y m y y m y y m y y m y y y′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + +  

  
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

0,
x x x

m y y y m y y y m y y y′ ′ ′+ + + =    

όπου 

  ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3
ln ln ln .

x x x
A m y y m y y m y y′ ′ ′= − + − + −  

 Η (2.47) οφείλει να έχει την ίδια µορφή µε την αρχικής εξίσωσης Abel 

( )y y y F x′ − =  και εποµένως κατά αναλογία µε το σύστηµα των εξισώσεων 

(2.4α÷δ), καταστρώνουµε το παρακάτω σύστηµα εξισώσεων  

  ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3
0,ln ln ln

x x x
m y y m y y m y y =′ ′ ′− + − + −  (α) 

  1 2 3 0,m m m =+ +  (β) 

  
1 1 2 2 3 3

0,
x x x

m y m y m y′ ′ ′+ + =  (γ) 

  ( )1 3 1 2 2 3 2 1 3 3 3 1 ,Mm y m y m y m y m y m y x= −+ + + + +  (δ)(2.48) 

  1 2 3 2 1 3 3 1 2 0,m y y m y y m y y =+ +  (ε) 

  ( )1 2 1 2 1 2 3 1 3 3 2 3 2 3 2 1 3 1
,

x x x x x x
Mm y y m y y m y y m y y m y y m y y x= −′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + +  (ζ) 

  ( )1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3
,

x x x
M Fm y y y m y y y m y y y x=′ ′ ′+ +  (η) 

όπου και πάλι ( ) 0M M x= ≠ είναι βοηθητική συνάρτηση προς προσδιορισµό. Η 

(2.48δ) οµαδοποιείται ως προς τους όρους 1 2 3, ,y y y και µε την χρήση της (2.48α) 

απλοποιείται ως εξής  

  1 1 2 2 3 3 .m y m y m y M+ + =   (2.49) 
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Επιλύοντας τις ( 2.48γ,ζ,η) ως προς τους όρους 1 2 3, ,
x x x

y y y′ ′ ′ προκύπτουν οι εξισώσεις οι 

αντίστοιχες των (2.5α,γ), δηλαδή οι εξισώσεις 

  
( )( )

1
1

1 1 2 2 3

,
x

F y
y M

m y y y y

+
′ =

− −
 (α)  

  
( )( )

2
2

2 1 2 1 3

,
x

F y
y M

m y y y y

+
′ = −

− −
 (β)(2.50) 

  
( )( )

2
3

3 1 3 2 3

.
x

F y
y M

m y y y y

+
′ = −

− −
 (γ) 

  1 2 3 1 2 3, 0, 0, 0.y y y m m m≠ ≠ ≠ ≠ ≠  

Στη συνέχεια επιλύοντας τις (2.49) και (2.48ε) ως προς 1 2,m m  και λαµβάνοντας υπόψη 

για τον προσδιορισµό της 3m
 
την (2.48β), υπολογίζουµε  

  
( ) ( )

1
1 1

1 2 1 3

,
y

m M f M
y y y y

= =
− −

 (α) 

  
( )( )

2
2 2

1 2 2 3

,
y

m M f M
y y y y

= =
− + −

  (β)(2.51) 

  ( )
( ) ( )

3
3 1 2 3 3

1 3 2 3

, ,
y

m m m m M f M
y y y y

= − + = =
− − +

  (γ) 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
31 2

1 2 3

1 2 1 3 1 2 2 3 1 3 2 3

; ; ,
yy y

f f f
y y y y y y y y y y y y

= = =
− − − + − − − +

  (δ) 

( ) 2 30, 0, 0.M x f f≠ ≠ ≠  

που είναι οι αντίστοιχες των εξισώσεων (2.6). 

 Από τις (2.50α) και (2.51α) τώρα, καθώς επίσης και από τις (2.50β) και (2.51β), 

(2.50γ) και (2.51γ), καταλήγουµε στις εξισώσεις Abel κανονικής µορφής 

  1 1 1,x
y y F y′ = +  2 2 2 ,

x
y y F y′ = +  3 3 3.x

y y F y′ = +   (2.52) 

 Οι (2.52) ισχύουν πάντα δεδοµένου ότι 1 2 3, ,y y y είναι λύσεις της εξίσωσης Abel 

δευτέρου είδους κανονικής µορφής. Συνεπώς οι (2.48γ,ζ,η) απαλείφονται από το 

αρχικό σύστηµα των εξισώσεων (2.48) και παραµένουν µόνο οι (2.48α,β,δ,ε,η). 

 Από την άλλη µεριά, η (2.48α) γράφεται  

  ( ) ( ) ( )1 2 3

1 2 3 1,x x x
m m m

y y y y y y
′ ′ ′

− − − =  (2.53) 
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η οποία επιλυόµενη ως προς ( ) ( ) ( )1 2 3, ,y y y y y y− − −  διαδοχικά παρέχει τα 

αποτελέσµατα 

  ( ) ( )
2 3

1 11 2 3 ,
x x

x x

m m

m my y y y y y

′ ′
− −

′ ′− = − −  (α) 

  ( ) ( )
1 3

2 22 1 3 ,
x x

x x

m m

m my y y y y y

′ ′
− −

′ ′− = − −  (β)(2.54) 

  ( ) ( )
1 2

3 33 1 2 ,
x x

x x

m m

m my y y y y y

′ ′
− −

′ ′− = − −  (γ) 

  1 2 3, , 0.
x x x

m m m′ ′ ′ ≠  

που είναι οι αντίστοιχες των (2.10) και (2.11) εξισώσεις.   

 Τώρα, µε τη χρήση της (2.46) καταστρώνουµε τις σχέσεις 

  ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 1 2

2 1 3 1

1 1 1 12 3 2 3 ,
x x

x x x x

m m h h
m m m m

m m m my y y y C y y y y C

′ ′
− −

′ ′ ′ ′− − = ⇔ − − =  (α) 

  ( ) ( ) ( ) ( )
1 3 31

1 2 3 2

2 2 2 21 3 1 3 ,
x x

x x x x

m m hh
m m m m

m m m my y y y C y y y y C

′ ′
− − −

′ ′ ′ ′− − = ⇔ − − =   (β)(2.55) 

  ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 32

1 3 2 3

3 3 3 31 2 1 2 ,
x x

x x x x

m m hh
m m m m

m m m my y y y C y y y y C

′ ′
− − − −

′ ′ ′ ′− − = ⇔ − − =    (γ) 

όπου 

  1 2 1 1 2 ,
x x

h m m m m′ ′= −  2 3 1 1 3 ,
x x

h m m m m′ ′= −  3 3 2 2 3 .
x x

h m m m m′ ′= −    (2.56) 

Από την (2.48β) µε παραγώγιση παίρνουµε 

  1 2 3 0,
x x x

m m m′ ′ ′+ + =   (2.57) 

και στην συνέχεια σε συνδυασµό µε τις (2.56) συµπεραίνουµε ότι  

   1 2h h= −  και 3 1.h h=  

Θέτουµε εκ νέου 

   1 1 2 1 2 0; 0.
x x

f h m m m m f′ ′= = − ≠ ≠   (2.58) 

και από τις (2.51 α,β,γ) ευρίσκουµε ότι  

  ( ) ( )2 1 1 1 2 2 ,
x xx x

f f M f M f M f M f M f M′ ′ ′ ′= + − +
 

δηλαδή ότι 
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   ( )2

2 1 1 2x x
f M f f f f′ ′= −   (2.59) 

που είναι αντίστοιχη της (2.12β) εξίσωση. 

Οι εξισώσεις τώρα (2.55 α,β,γ) απλοποιούνται και παρέχουν τα εξής αποτελέσµατα 

  

( )

( )

( )

1

2

2

2 3

3 1

1 3

, (α)

, (β)

, (γ)

x

x

x

m

f

m

f

m

f

y y C y y

y y C y y

y y C y y

′

′

′
−

− = −

− = −

− = −

(2.60) 

ή ισοδύναµα προς την (2.60α) 

    ( )
3

2 1 .
x

m

fy y C y y

′
−

− = −    (2.60δ) 

Αφαιρώντας κατά µέλη τις (2.60α), ( 2.60β) και τις (2.60γ), (2.60δ) προκύπτουν οι 

νέες συναρτησιακές σχέσεις 

  
2 1

2 1
3 ,

x x
m m

f f

y y
y y

C C

′ ′
−

−
− =

−

 

  
2 3

2 3
1 ,

x x
m m

f f

y y
y y

C C

′ ′
−

−
− =

−

 

ενώ µε αφαίρεση επίσης των δύο αυτών τελευταίων εξισώσεων προκύπτει η 

ισοδύναµη προς την (2.48α) συναρτησιακή σχέση 

  2 32 1
1 3

1 2

,
y yy y

y y
ω ω

−−
− = −    (2.61) 

µε 

  

2 1

1 ,
x x

m m

f fC Cω
′ ′

−

= −  

''
32

2 .

mm

f fc cω
−

= −       (2.62) 

Η (2.61) παίρνει τη τελική µορφή  

  2 1 2 2
1

2 1 2 3 2 3

,
y y

y y y y

ω ω
ω

ω ω
− +

=
+ − −

 

από την οποία προκύπτει η εξίσωση

 

  ( ) ( ) ( )1 1 3 2 1 2 3 2 1 2 0,y y y y y yω ω ω ω− + − − − =  (2.63) 
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που παραγοντοποιείται. Με άλλα λόγια, η (2.63) µέσω των (2.62), καταλήγει στην 

τελική εξίσωση  

  ( ) ( )
2 2 1 2 2 1 2

2 1 2 1 3 31 0.
x x x x x x x

m m m m m m m

f f f f fC C C y C y y C y y y

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ +
−   

  − − + − + − + + − + =
  
    

(2.63α)

 

Επειδή 

2

0
x

m

fC

′
−

≠  από την (2.63α) συνάγουµε ότι ισχύουν οι παρακάτω εξισώσεις: 

  

2 1 2

1 0
x x x

m m m

f fC C

′ ′ ′+

− − + =  (2.64) 

 ή  

  ( ) ( )
2 1 2

2 1 2 1 3 3 0.
x x x

m m m

f fy C y y C y y y

′ ′ ′+

− + − + + − + =  (2.65) 

∆ιακρίνουµε τώρα τις παρακάτω υποπεριπτώσεις:  

Υποπερίπτωση Β1:  

 Μελετούµε πρώτα την (2.64) δηλαδή την αντίστοιχη προς την (2.13) εξίσωση 

  

2 1 2 2 1 1 2

1 1 1 1 ;
x x x x x x x

m m m m m m m

f f f f f fC C C C C C

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+
− 

 − + = − ⇔ − = ⇔ − =
 
   

  
( )1 2 1 2 3 1 2, .

x x
f m m m m m m m′ ′= − = − +    

Εισάγουµε όπως και στην Περίπτωση Α µια βοηθητική συνάρτηση ( ) 0Ω x >  γιατί 

0C >  και η παραπάνω εξίσωση διασπάται στις  

   

2x
m

fC Ω

′

= και 

1

1 0.
x

m

fC Ω, Ω

′

− = >      (2.66α,β) 

 Η πρώτη των (2.66α) σε συνδυασµό τις (2.51α,β) και (2.58) παρέχει την  

  ( )2
ln ln ,x

m
C

f
Ω

′
=

 

ή την 

  
( ) ( )2

2 2 2 1 1 2ln ln ,
x x xx

f M f M C M f f f f Ω′ ′ ′ ′+ = −  

ή, τέλος, την εξίσωση 
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2 1 1 2 22

2 2

ln
.

ln

x x x

x

f f f f f
M M M

C f f

Ω ′ ′ ′ −
′ = −  

 
    

Η διαφορική αυτή εξίσωση είναι τύπου Bernoulli και είναι αντίστοιχη της εξίσωσης 

(2.21). Η µερική λύση (για σταθερά ολοκλήρωσης ίση µε το µηδέν) είναι
7
:  

  1 1
2 1 1 2

2

1 ln
,

ln

x xF F
f f f f

e e dx
M f C

Ω−
′ ′ −

= −   
 

∫  (2.67) 

όπου 

  ( ) ( )2

1 2

2

lnx
f

F x dx f
f

′
= − = −∫  και 1

2 ,F
e f
− =  1

2

1
.F

e
f

=   (2.67α) 

Η (2.67) µε τη σειρά της παίρνει τη τελική µορφή  

  1
2

2

1 ln
.

ln
x

f
f dx

M f C

Ω′ 
= −  

 
∫  (2.68) 

 Οµοίως από την δεύτερη εξίσωση των θεωρούµενων εξισώσεων, εξίσωση (2.66β), 

προκύπτει  

  ( )
1

1
1 ln ln 1

x

x

m

f
m

C C
f

Ω Ω

′ ′
= + ⇔ = +

 

ή  

  

( ) 2 1 1 2 12

1 1

ln 1
.

ln

x x x

x

f f f f f
M M M

C f f

Ω ′ ′ ′ −+
′ = −  

   

 

Η διαφορική αυτή εξίσωση είναι επίσης τύπου Bernoulli και είναι αντίστοιχη της 

εξίσωσης (2.21). Η µερική λύση (για σταθερά ολοκλήρωσης ίση µε το µηδέν) είναι
7
: 

  
( )

2 2
2 1 1 2

1

ln 11
,

ln

x xF F
f f f f

e e dx
M f C

Ω−
′ ′ − + 

= −        
∫     (2.69) 

όπου 

  ( ) ( )1

2 1

1

lnx
f

F x dx f
f

′
= − = −∫  και 2

1,
F

e f
− = 2

1

1
.F

e
f

=  (2.69α) 

Η (2.69) µετά από επεξεργασία παίρνει την τελική µορφή  
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( )

2
1

1

ln 11
,

ln
x

f
f dx

M f C

Ω ′ +   = − −        
∫  (2.70) 

ενώ συνδυάζοντας τις (2.68) και (2.70) εξάγουµε το ισοδύναµο προς τις (2.67) και 

(2.70) σύστηµα 

  1
2

2

ln
ln ,

x

fC
f dx

M f
Ω

′ 
= −  

 
∫  (2.71α) 

  ( )1 2
2 1

2 1

ln ln 1 0,

x x

f f
f dx f dx

f f
Ω Ω

′ ′   
+ + =      

   
∫ ∫  (2.71β) 

που αντιστοιχεί στο σύστηµα (2.24) και (2.25) της Περίπτωσης Α. Παρατηρούµε 

λοιπόν ότι η όλη διαδικασία και για την περίπτωση αυτή καταλήγει σε σύστηµα που 

είναι ανάλογο µε αυτό της Περίπτωσης Α. 

 Όπως και στην Περίπτωση Α η (2.71β) µετά από παραγώγιση καταλήγει στην 

  

( ) ( ) ( )

1
1 2

2

1
ln ln 1 ln 1 0,

, 0, 0.

x
x x

x

H
H H

H H

f
H f f

f

Ω Ω Ω
′′  ′ ′− + + + = 

 

= ≠ ≠

∫
 (2.72)

Με 0
x

H ′ ≠  και εκτελώντας πράξεις, η (2.72) καταλήγει στην ολοκληρωτική σχέση 

  ( ) 1
ln 0,

1

x dx
H

Ω
Ω

Ω
− =

+

′
∫  (2.73) 

που αν παραγωγιστεί παρέχει την εξίσωση 

  
1

0.
1

x x

H

Ω Ω

Ω Ω
− =

+

′ ′
 (2.74) 

Από την τελευταία αυτή εξίσωση παίρνουµε τις λύσεις 

  ( )0 1 0.x ή HΩ Ω= − +Η =′  (2.75) 

Η πρώτη λύση 0,
x

Ω =′  δηλαδή ότι Ω λ= = σταθερά, πρέπει να απορριφθεί, διότι από 

το ολοκλήρωµα (2.73) προκύπτει 1Ω = , γεγονός που καθιστά τις εξισώσεις (2.68) και 

(2.70) µη συµβατές.  

Έτσι, εκ των (2.75) µόνο η λύση  

  ( )1 0,H Ω− +Η =  (2.76) 

είναι αποδεκτή, η οποία µέσω του ότι 1 2/H f f= , οδηγεί στην τελική εξίσωση 
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  1

1 2

0,
1

fH

H f f
Ω

−
= = − >

− −
 (2.77) 

όπου 1f  και 2f  όπως στις (2.51δ). 

Εποµένως, η (2.71α) γράφεται 

  ( )
2

ln
ln ln ln 1 ; 1

1 1
x

C H H
H dx H H H

f M H H

− −   ′= = + − + >   − − +   ∫   

στην οποία, εφόσον αντικαταστήσουµε την H από την σχέση 1 2/H f f=  καθώς 

επίσης και τις 1f  και 2f  από τις (2.51δ), καταλήγουµε στην εξίσωση 

 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

1 3 2

1 3 2

1 2 1 2 3 1 2 3 1 22

2 1 2 3 2 1 3 2 1 3

ln
2 2ln

ln .

y y y
y y y

y y y y y y y y y yyC

M y y y y y y y y y y

−
−

− + + −
= +

− − − −

  
        

 
 

  

    (2.78) 

Η εξίσωση αυτή είναι µια συναρτησιακή σχέση που συνδέει την ( )M x µε την 

βοηθητική συνάρτηση ( )G x  που εισέρχεται στις µερικές λύσεις ( ) ( )1,2,3iy x i = της 

αρχικής εξίσωσης Abel. 

 Τέλος, για την υπολογισµό της βοηθητικής συνάρτησης ( )G x  και ελλείψει µιας 

αντίστοιχής της (2.37) σχέσης χρησιµοποιούµε την ίδια εξίσωση (2.78) µαζί µε το 

γεγονός ότι η ( )M x  είναι µια οποιοδήποτε βοηθητική συνάρτηση που πρέπει να 

προσδιοριστεί. Συνεπώς, για 3n =  (τρεις µερικές λύσεις της αρχικής εξίσωσης Abel, 

µπορούµε να θέσουµε 

  ( ) ( )M x G x=  (2.79) 

ώστε η (2.78) σε συνδυασµό µε την (2.79) να παρέχουν τις βοηθητικές προς 

προσδιορισµό συναρτήσεις ( )G x  και ( ).M x  

 Λαµβάνοντας υπόψη τις σχέσεις που συνδέουν τις ρίζες µια κυβικής εξίσωσης και 

συγκεκριµένα τις σχέσεις των ριζών της κυβικής εξίσωσης (1.37) 

  

( )

( ) ( )

1 2 3 1 2 1 3 2 3

1 2 3

4 3
0, ,

4 2 1
3 , , 1,2,3,

3

i
i

G F
N N N N N N N N N

x

G F y
N N N N x i

x x

+
+ + = + + = −

+  = + = − = 
 

 (2.80) 

η εξίσωση (2.79) παίρνει την τελική µορφή 
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( )( )
( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

2

2 3 2 3

2 2

2 3 2 3 3

2 2 3

2 2
2 2 2 3 3

2 2 3 3
2 2

2 3 2 3 3

2 2 3

1
2

ln 3

2

3 2 2
ln

1 3 2

3 3
3 3 1 ln

3 2 2

,
1 3 2

N
C

G N N N N

N N N N N

N N N

N N N N
N N N N

N N N N N

N N N

+

=
− +

    + + −      − +  + +   

  
− − +  − + −   

+ + −     + 
+ + 





 (2.81) 

( ) ( ) 2 3 2 3 3 2 3

1
0, 2 , , , 2 .

3
G x M x N N N N N N N= ≠ − ≠ ≠ ≠ − ≠ −  

Με χρήση των εξισώσεων (1.40) για 0D < ( )0p <  η εξίσωση (2.81) γίνεται 

2
1 1

3 33
3

ln 3

3 3

pcos
a

csc

px cos sin

C

G

a

a a

π
−

− − ×=

+

−  
     

                
      

 

3

2

2 2
3 3 3

3 3 3 3

1 2 3 2
3 3 3

ln

a a a a
cos pcos sin psin

a a a
pcos cos cos

π π π
× − −

− + − + + −

− − +
− + − +

                    
                           

 

  3 6
3 3

sin
a a

p cos+ − ×    
        

 

2

ln

3

3 6
3 3

2 2
3 3 3

3 3 3 3

1 2 3 2
3 3 3

sin
a a

p cos

a a a a
cos pcos sin psin

a a a
pcos cos cos

π π π

−

+ −

− + − + + −

×
− − +

− + − +


                                              

                          

 (2.82) 

όπου 

  
( )

( ) 3

2 18 9 5
cos .

3 47
3 3

3

F G xa

F G
x

x

− +
=

+
− − +
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 Οµοίως µε χρήση των εξισώσεων (1.41) για 0D > ( )0p >  η εξίσωση (2.81) γίνεται 

( ) ( )ln cot1
9

3 3

2
2

C

G

p
i pcsc

a
a= − + − ×

  
  

 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )

2

2

2 2

4

3

2 2 3

4 3

ln

5 4 3 2 4 2
3

2 2 2
3

1 3 2 3 2

3 3 2 2
3

pcos p csc

cos p cot

pcos p csc

a
i cos a cos a a

a
a p i p csc a

pcot a i pcsc a

a
i cos a a

π

π

π

− + +

+ − +

− − +

+

+
+ −

+
− − −

+ − ×

+
× − +

                
             ×  

   
 

        
  







 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2
2

2

2

2

2

4

3

3
ln

2 3 4

4

2

3

3

3 2 2
3 2 2

3 3

2 3 2
3

2 3 2

pcos

pcos

p csc

p csc

pcos pcos

p cos

p

a

a

i cos a a
icos a a

a a

a
cot a i csc a

Cot a i Csc a

π
π

π π

π

−

− +

+

− − +

− − +

+

+

+

− +
+

+ +

+

+

−

−

    
      

 
       

 
    

       
 

        

    

×













 
 
 

( ) ( )
2

2

2 3 12 3 3 22
3 3

pcos pcos pcot i pcsc a
a a

a
π π

× − − − − +
 + +   
    

   
 

( ) ( ) ( ) ( ) ))2

9 32 2 1 3pcsc pcota a i pcsc a sec a+ +  +   

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 3 3 2 4 3 3 3 2 2
3

2
a

pcot i pcsc a pcos p i cos a csc aa
π+

+ − − − + − +    
   
   

( )( ) ( )3 3 3 2 2
3

x pcos p i cos csc
a

a a
π

− − − + ×
+   

   
   

 

( )( ) ( )2 3 3 3 2 2
3

pcos p i cos csc
a

a a
π

− + − +
+

×
  

      
 (2.83) 

όπου 
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( )

( )

1/3

3/2

tan tan , t

12
7

2
an , , .

2 48 9 5 21

F G
x

x
a

F G
a

x

β π π
β β

+
− +

− +
= = ≤ <

 


  
 

 
 

�
 

 

και τέλος µε χρήση των εξισώσεων (1.42) για 0D > ( )0p <  η εξίσωση (2.81) γίνεται 

( )( )
( ) ( )( )

( )ln 31 1
2

3 33

2 2

2

C

G

p i cot csc
sin a

px i cos

a a

a

− +
+ ×

− +

 
 




=



 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

9 12 3 3 2 3 3
ln

2 3 3 3

2 4 2 4

2 2 2

p i pcos pcos psin i psin

p icos p i pcos sin

a a a a

a a a

+ + − − + −

− − − + − +

  
 + 
   

 

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

4 2 2 3 2
2 2

9 12 3 2 3 4 2 3 2 3 4
2 ln

cos a p psin a
a an a

ip pcos a ipcos a i psin a psin a
icos t

+ −
− ×
− + − + − + −

 
 
  

 

( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

2 3 2

3 2 3 3 2 2

p sin a

icos a p i pcos a sin a

− −

− − + − +


× 




 (2.84) 

όπου 

  

( )

( )

1/3

3/2

tan tan , t

12
7

2
an , , .

2 48 9 5 21

F G
x

x
a a

F G x

β π π
β β

 +
− + 

 
 

−
 = = ≤ < 
  +

�
 

 

Υποπερίπτωση Β2.  

 Εδώ εξετάζουµε την εξίσωση (2.65)  

  ( ) ( )
'

2 1 2

2 1 2 1 3 3 0
x x x

m m m

f fy C y y C y y y

′ ′ ′+

− + − + + − + =
 

η οποία αλλιώς γράφεται 

  

2 1 2

1 3 2 3

1 2 1 2

.
x x x

m m m

f fy y y y
C C

y y y y

′ ′ ′+
− −

+ =
− + − +

 (2.85) 
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Αν θέσουµε 1 3
1

1 2

y y
h

y y

−
=
− +

 και 2 3
2

1 2

,
y y

h
y y

−
=
− +

 η (2.85) µετατρέπεται στην 

  

2 1 2

1 2

x x x
m m m

f fC h C h

′ ′ ′+

+ = ⇔

' '
2 1

1 21

m m

f fc h c h
 
 + = ⇔
 
 

' '
1 2

1 21

m m

f fh c h c Ω
−

+ = =
 

ή ισοδύναµα στην
 

  

1

11
x

m

fh C Ω

′

+ =  ή 

2

2 ,
x

m

fh C Ω

′
−

=  (2.86) 

 

όπου ( )xΩ Ω= είναι και πάλι βοηθητική συνάρτηση η οποία θα προσδιοριστεί στη 

συνέχεια. 

 Από τη δεύτερη των (2.86) σε συνδυασµό τις (2.51α,β) και (2.58) προκύπτει η 

συναρτησιακή σχέση  

  
( )

2 2 2

2
2 2 22 1 1 2

ln ln ln , 0,x x

x x

x
m f M f M

C
f h h hM f f f f

Ω Ω Ω′ ′ ′+   
− = ⇔ − = >   

′ ′−   
 

που παρέχει την εξίσωση

 

  
2 2 1 1 2 2

2 2 2

ln .
ln

x x x

x

f f f f f
M M M

f C f h

′ ′ ′ −  Ω′ + =   
   

 (2.87) 

 Η (2.87) είναι διαφορική εξίσωση τύπου Bernoulli της οποία η µερική λύση, για 

σταθερά ολοκλήρωσης ίση προς µηδέν, είναι
7 

  3 3
2 1 1 2

2 2

1
ln ,

ln

x xF F
f f f f

e e dx
M C f h

Ω−
′ ′ −  

= −   
   

∫  (2.88) 

µε 

  ( ) ( ) ( )2

3 2 2

2

ln ln .x

x

f
F x dx f dx f

f

′ ′= − = − = −  ∫ ∫  (2.88α)   

Συνεπώς έχουµε 3

2

F
e f
− =  και η (2.88) απλοποιείται λαµβάνοντας τη µορφή  

  1
2

2 2

ln
ln .

x

fC
f dx

M f h

Ω′   
= −    

   
∫  (2.89) 

 Οµοίως για τη πρώτη εξίσωση των (2.86) γράφουµε 



66  Η Εξίσωση Abel ∆ευτέρου Είδους και οι Εξισώσεις Emden-Fowler  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2  
 

 

  ( )
1 1

1

1

1 1

1 1
1 ln ln ,

x x

x

m m

f f
m

h C C C
h f h

Ω Ω
Ω

′ ′ ′  − −
+ = ⇔ = ⇔ =  

 
 

ενώ από τις (2.51) και (2.58) σε συνδυασµό µε το τελευταίο ανάπτυγµα προκύπτει η 

διαφορική εξίσωση 

  
( )

1 1

2
1 12 1 1 2

1 1 1
ln , 0,

ln

x

x x

x
f M f M

C h hf f f f M

Ω Ω′ ′+  − −
= > 

′ ′−  
 

η οποία και αυτή είναι τύπου Bernoulli  

  
1 2 1 1 2 2

1 1 1

1 1
ln ,

ln

x x x

x

f f f f f
M M M

f C f h

Ω′ ′ ′ −  −′ + =   
   

 

 µε µερική λύση
7 την 

  4 4
2 1 1 2

1 1

1 1 1
ln ,

ln

x xF F
f f f f

e e dx
M C f h

Ω′ ′ −  −
= −   

   
∫  (2.90) 

όπου 

  ( ) ( )1

4 1

1

lnx
f

F x dx f
f

′
= − = −∫ . 

Συνεπώς, έχουµε 4

1

F
e f
− = , και (2.90) απλοποιείται ως κάτωθι  

  2
1

1 1

ln 1
ln .

x

fC
f dx

M f h

Ω′   −
=    

   
∫  (2.91) 

 Από την άλλη µεριά, µέσω των (2.89) και (2.91) καταλήγουµε στο ισοδύναµο 

σύστηµα των εξισώσεων 

  

2
1

1 1

1 2
2 1

2 2 1 1

ln 1
ln , (α)

1
ln ln 0, (β)

x

x x

fC
f dx

M f h

f f
f dx f dx

f h f h

Ω

Ω Ω

′   −
=    

   

′ ′       −
+ =       

       

∫

∫ ∫

(2.92) 

ανάλογο του συστήµατος (2.71α,β). Θέτοντας 1 2/ ,H f f=
 

από τη δεύτερη των (2.92) 

παίρνουµε την ισοδύναµη εξίσωση 

  
2 1

1 1
ln ln ,x

x

H dx H dx
h H h

Ω Ω′   − ′ = −    
    

∫ ∫  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2  Η εξίσωση Abel δευτέρου είδους και οι εξισώσεις Emden-Fowler 67  

  

η οποία παραγωγιζόµενη παρέχει την συναρτησιακή σχέση 

  
2

2 1 1

1 1 1
ln ln ln 0,x

x x

x

H
H H dx H

h H h H h

Ω Ω Ω′ ′     − − ′ ′+ − =      
      
∫  (2.93) 

αντίστοιχη της (2.73). Για 0
x

H ′ ≠  η (2.93) µετασχηµατίζεται στην  

  
2 1 1

1 1 1 1
ln ln ln 0,

x

dx
h H h H h

Ω Ω Ω′     − − + − =      
      
∫  (2.94) 

η οποία µετά από επεξεργασία καταλήγει στην  

  ( ) ( ) ( ) ( )2 1

1
ln ln ln 1 ln 0,

x
h h dx

H
Ω Ω ′− − − − =  ∫

 

αντίστοιχη της (2.73). 

 Παραγωγίζοντας τώρα προς x  ευρίσκουµε την 

  
2 1

2 1

1
0,

1

x xx x
h h

h H h

Ω Ω

Ω Ω

′ ′ 
− − − = 

−  

′ ′
  (2.95) 

που είναι µια διαφορική εξίσωση Abel ως προς Ω , αντίστοιχη της (2.74), µε τελική 

έκφραση 

  
2 1 2 12

2 1 2 1

1
1 1 .x x x x

x

h h h h

H h h h h
Ω Ω Ω Ω

′ ′ ′ ′     − − = − + − +               
′  (2.96) 

Θέτοντας 
2 1

3

2 1

x x
h h

h
h h

′ ′
= − , η τελευταία εξίσωση γίνεται  

  
2

3 3

1
1 1 x h h

H
Ω Ω Ω Ω

  − − = −    
′  (2.97) 

 Για να προσδιορίσουµε µια ( )xΩ  που να ικανοποιεί την (2.97) εφαρµόζουµε την 

κατασκευή Julia
3
. Συνεπώς γράφουµε την απαιτούµενη συναρτησιακή σχέση που 

αντιστοιχεί στους συντελεστές της εξίσωσης αυτής, προσαρµόζοντας κατάλληλα τους 

όρους, δηλαδή  

  ( )3 3

1 1
1 2 1 1 1 ,

x
x

h h
H H

 ′     ′ − + − = − − + −             

ή
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2

23
3 3 32

2 1
.x

x

h H H H
h H h H h H

H H

′+ −
′= ⇔ + = −  (2.98) 

Η (2.98) προκύπτει διαφορική εξίσωση τύπου Bernoulli µε µερική λύση
7
  

  ( ) ( )5 5

3

F F
H x e e h dx

−= − −∫  (2.99) 

όπου 

   ( ) ( ) ( )2 1 2
5 3 2 1

2 1 1

ln ln ln .x x

x

h h h
F x h dx dx h h dx

h h h

′ ′   ′= − = − − = − − = −         
∫ ∫ ∫   

Συνεπώς υπολογίζουµε 5 2

1

F h
e

h

− = και η (2.99) καταλήγει στην εξίσωση  

  
2 1 1 22 1

1 2 1 2

1
1x x

h h h hh h
dx

H h h h h

′ − +
= − = −  

 
∫  (2.100) 

Επειδή 1

2

f
H

f
= , από την (2.100) προκύπτει 1 2 0f f+ =  και λόγω των (2.51α,β) 

καταλήγουµε ότι 1 2 0m m+ = . Λαµβάνοντας υπόψη την (2.48 β) καταλήγουµε στο 

συµπέρασµα ότι 3 0,m =  οπότε η εν λόγω περίπτωση µεταπίπτει στην περίπτωση 

2n = , δηλαδή στην περίπτωση των δύο µερικών λύσεων της εξίσωση Abel . 

 Συνοψίζοντας τα αποτελέσµατα στη περίπτωση που υπάρχουν τρεις µερικές λύσεις 

( )3n =  η γενική λύση της εξίσωσης Abel δίνεται από τις παρακάτω σχέσεις 

 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3

1 2 3

m x m x m x

y x y x y x y x y x y x C, −   −   −  =       

   
1 1

y (x)  ,
2 3

ii
x N
 = + 
 

 1,2,3,i =   

   ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )1

1

1 2 1 3

,
y x

m x G x
y x y x y x y x

=
− −        

(2.101)  

   ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )2

2

1 2 2 3

,
y x

m x G x
y x y x y x y x

=
− + −      

   

  ( ) ( ) ( )3 1 2 .m x m x m x= − +    
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 Στην προκειµένη περίπτωση η βοηθητική συνάρτηση ( )G x  που εισέρχεται στον 

προσδιορισµό των παραπάνω µερικών λύσεων ( )iy x της κυβικής εξίσωσης της Abel 

δίνεται από την (2.81), δηλαδή από την εξίσωση: 

Περίπτωση α: Αν 0D < ( )0p <  

2
1 1

3 33
3

ln 3

3 3

pcos
a

csc

px cos sin

C

G

a

a a

π
−

− − ×=

+

−  
     

                
      

 

3

ln

2

2 2
3 3 3

3 3 3 3

1 2 3 2
3 3 3

a a a a
cos pcos sin psin

a a a
pcos cos cos

π π π
× − −

− + − + + −

− − +
− + − +

                    
                           

 

  3 6
3 3

sin
a a

pcos+ − ×    
        

 

2

ln

3

3 6
3 3

2 2
3 3 3

3 3 3 3

1 2 3 2
3 3 3

sin
a a

pcos

a a a a
Cos pcos sin psin

a a a
pcos cos cos

π π π

−

+ −

− + − + + −

×
− − +

− + − +


                                              

                          

   (2.102α)  

όπου  

  
( )

( ) 3

2 18 9 5
cos .

3 47
3 3

3

F G xa

F G
x

x

− +
=

+
− − +

 
 
   

 
 

 

Περίπτωση β: Αν 0D > ( )0p >   

  
( ) ( )ln cot1

9
3 3

2
2

C

G

p
i pcsc

a
a= − + − ×
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( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )

2

2

2 2

4

3

2 2 3

4 3

5 4 3 2 4 2
3

2 2 2
3

1 3 2 3 2

3 3 2 2
3

ln

pcos p csc

cos p cot

pcos p csc

a
i cos a cos a a

a
a p i p csc a

pcot a i pcsc a

a
i cos a a

π

π

π

− + +

+ − +

− − +

+

+
+ −

+
− − −

+ − ×

+
× − +

                
               

    
 

        
  






 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2
2

2

2

2

2

4

3

3

2 3 4

4

2

3

3

3 2 2
3 2 2

3 3

2 3 2
3

2 3 2

ln

pcos

pcos

p csc

p csc

pcos pcos

p cos

p

a

a

i cos a a
icos a a

a a

a
cot a i csc a

cot a i csc a

π
π

π π

π

−

− +

+

− − +

− − +

+

+

+

− +
+

+ +

+

+

−

−

    
      

 
       

 
    

       
 

        

    

×













 
 
 

 

( ) ( )
2

2

2 3 12 3 3 22
3 3

pcos pcos pcot i pcsc a
a a

a
π π

× − − − − +
+ +    

   
   

 

( ) ( ) ( ) ( ) ))2

9 32 2 1 3pcsc pcota a i pcsc a sec a+ +  +   

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 3 3 2 4 3 3 3 2 2
3

2
a

pcot i pcsc a pcos p i cos a csc aa
π+

+ − − − + − +    
   
   

( )( ) ( )3 3 3 2 2
3

x pcos p i cos csc
a

a a
π

− − − + ×
+   

   
   

 

( )( ) ( )2 3 3 3 2 2
3

pcos p i cos csc
a

a a
π

− + − +
+

×
  

      
 (2.102β) 

όπου 

   

( )

( )

1/3

3/2

tan tan , t

12
7

2
an , , .

2 48 9 5 21

F G
x

x
a

F G
a

x

β π π
β β

+
− +

− +
= = ≤ <

 


  
 

 
 

�  
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Περίπτωση γ: Αν 0D > ( )0p <   

 
( )( )

( ) ( )( )
( )ln 3 2 21 1
2

3 33 2

C

G

p i cot a csc a
sin a

px i cos a

− +
+ ×

− +

 
 
 


=


 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

9 12 3 3 2 3 3

2 3 3 3

2 4 2 4
ln

2 2 2

p i pcos pcos psin i psin

p icos p i pcos sin

a a a a

a a a

+ + − − + −

− − − + − +

  
 + 
   

 

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

4 2 2 3 2
2 2 ln

9 12 3 2 3 4 2 3 2 3 4
2

cos a p psin a
a tan a

ip pcos a ipcos a i psin a psin a
icos

+ −
− ×
− + − + − + −

 
 
  

 

( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

2 3 2

3 2 3 3 2 2

p sin a

icos a p i pcos a sin a

− −

− − + − +


× 




   (2.102γ) 

όπου τα p, q δίνονται από τους τύπους (1.38) και είναι 

 

  
( ) ( )4 4 18 9 57

,
3 27

F G F G x
p q

x x

+ − − +
= − + = −  

 
(2.102δ) 

ενώ η D µέσω του τύπου (1.39) γίνεται 

  

3 2

2

1 7 4( ) 4(18 9 5 )

27 3 729

F G F G x

x
D

x

+ − + − + + 
 

=  (2.102ε) 

 

 Η παραπάνω ανάλυση ολοκληρώνει πλήρως την απόδειξη της προαναφερθείσας 

πρότασης. 

 Σηµειώνουµε ότι οι (2.102α,β,γ) είναι υπερβατικές-αλγεβρικές εξίσωσεις 

πεπλεγµένης µορφής, οι οποίες µε περεταίρω επεξεργασία καταλήγουν στον 

αναλυτικό υπολογισµό της βοηθητικής συνάρτηση ( )G x  εµπεριέχουσα το ελεύθερο 

µέλος ( )F x  της εξίσωσης Abel. Αυτή είναι η βασική διαφορά µε την εξίσωση (2.41) 

που αφορά στον υπολογισµό της ( )G x συναρτήσει της ( )F x  στην περίπτωση των 

δύο µερικών λύσεων. 

  Ένα δεύτερο σηµείο που αξίζει να σηµειωθεί είναι ότι η διατυπωθείσα Πρόταση 1 

και η τεχνική απόδειξης, αλλά και η όλη κατασκευή της γενικής λύσης Abel δευτέρου 

είδους κανονικής µορφής, είναι ισοδύναµη µε τη µέθοδο προσδιοριστέων συντελεστών 

Lagrange που αφορά στην κατασκευή της γενικής λύσης µιας γραµµικής Σ∆Ε πρώτης 

τάξης µε µεταβλητούς συντελεστές. ∆ηλαδή, όπως ακριβώς εκεί υποθέτουµε ότι η 

γενική λύση της οµογενούς ( )0 ,y AF x= όπου Aείναι σταθερά ολοκλήρωσης, 
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µπορεί να γραφεί ως γενική λύση της πλήρους εξίσωσης µε την υπόθεση 

( ) ( ) ,y A x F x=  (µε σκοπό αν είναι δυνατόν να υπολογιστεί η ( )A x ), έτσι και εδώ, 

γενικεύοντας την υπόθεση (ΑΖS) ότι η γενική λύση της εξίσωσης Abel δευτέρου 

είδους κανονικής µορφής είναι της µορφής 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )31 2

1 2 3

m xm x m x
y y y y y y C,− − − =  

 όπου ( ) ( ) ( )1 2 3, ,m x m x m x προσδιοριστέες συναρτήσεις, υπολογίζουµε όλες τις 

εισαγόµενες βοηθητικές συναρτήσεις και τον τύπο της γενικής λύσης.  

 

2.2 Το Πρόβληµα Αρχικών Τιµών 

Όµως έχει ήδη αναπτυχθεί
5,6

 και έχει ήδη πολλές φορές τονιστεί στο παρόν, η 

γενική λύση της εξίσωσης Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής ( )xyy y F x′ − =  

µπορεί να µην είναι ενιαία σε ένα διάστηµα κύριων τιµών 
( ) ( )0 0

,x x =  �  της 

µεταβλητής x , αλλά να διαχωρίζεται σε διάφορα είδη γενικών λύσεων που να ισχύουν 

σε διάφορα υποδιαστήµατα του 
( )0
�  και οι οποίες να διαφέρουν ποιοτικά και 

ποσοτικά µεταξύ τους. Αυτή η ποιοτική και ποσοτική διαφορά οφείλεται στο γεγονός 

της προκύπτουσας κατά την ανάλυση κυβικής εξίσωσης (1.37), που χαρακτηρίζει την 

εξίσωση Abel και η οποία παρέχει τρία είδη ριζών ανάλογα προς το πρόσηµο της 

διακρίνουσας D (σχέση (1.39)) και της ποσότητας p  (σχέση (1.38α). Στις D  και p  

εµπεριέχεται και η βοηθητική συνάρτηση ( )G x , η οποία ταυτίζεται µε την βοηθητική 

συνάρτηση ( )M x , στην περίπτωση των τριών διακεκριµένων ριζών και προκύπτει 

από την εξίσωση (2.78) ( ή από την ισοδύναµη εξαγόµενη εξίσωση (2.102α), ή (2.102

β) ή (2.102γ)), ανάλογα µε το είδος των ριζών 1 2 3, ,N N N  της προανα-φερθείσας 

κυβικής εξίσωσης. 

Το πρόβληµα που τίθεται τώρα είναι το εξής: 

∆εδοµένου του κυρίου διαστήµατος τιµών 
( ) ( )0 0

,x x =  �  και των αρχικών τιµών  

  για ( ) ( )00 0 0 0, ,x x y x y y= = =   (2.103)  

να προσδιοριστεί η λύση µιας εξίσωσης Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής 

( )yy y F x′ − =  εντός του διαστήµατος αυτού. 

  Η απάντηση στο ερώτηµα αυτό δίνεται µέσω της λύσης της εξίσωσης Abel µε 

βάση τα παρακάτω βήµατα. Υποθέτουµε ότι το κύριο διάστηµα τιµών είναι ένωση 
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διαδοχικών n  υποδιαστηµάτων 
( ) ( ) ( ) ( )0 1

, , 1, 2,... ,
i i i

i i

x x i n
−= = =  � ∪� ∪ όπου σε 

κάθε σηµείο i  αλλάζει πρόσηµο η προαναφερθείσα διακρίνουσα D µε αποτέλεσµα να 

έχουµε ποιοτική και ποσοτική αλλαγή της λύσης της εξίσωσης Abel.  

Βήµα 1
0
 

Στο πρώτο υποδιάστηµα 
( ) ( ) ( ) )0 0 1

,x x= �  έχουµε την αρχική συνθήκη  

  για 
( ) ( ) ( )0 00 0 0 0, ,x x x y x y y= = = =   (2.104) 

όπου 
( ) ( )0 0

,x y παριστούν τις αρχικές συνθήκες . Στην προκειµένη περίπτωση η γενική 

λύση της εξίσωσης Abel γράφεται  

  
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )
( )

0 0 0

1 2 30 0 0 0 0 0 0

1 2 3 ,
m m m

y y y y y y C− − − =    (2.105) 

όπου 
( )0

y  είναι γνωστό, ενώ οι 
( ) ( ) ( )0 0 0

1 2 3, ,y y y  είναι οι τιµές των τριών µερικών 

λύσεων της εξίσωσης Abel, εµπεριέχουσας την άγνωστη προς στιγµή τιµή 
( )0

G της 

βοηθητικής συνάρτηση ( )G x στο σηµείο ( )0 . Επίσης, 
( ) ( ) ( )0 0 0

1 2 3, ,m m m  δίνονται από 

τις εξισώσεις (2.101) και εµπεριέχουν την τιµή 
( )0

G . 

Η δεύτερη εξίσωση προκύπτει από την (2.78) εάν εισάγουµε, τις αρχικές 

συνθήκες (2.104), δηλαδή 

( )

( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

0 0 0

1 3 20 0 0

1 3 2 0 0 0 0 0
00

1 2 1 2 3
2

0 0 0 0 0 0 0 0

2 1 2 3 2 1 3

ln
2ln

y y y
y y y

y y y y yyC

G y y y y y y y

  −
  −
  − + = +
− − −




 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

0 0 0 0 0

1 2 3 1 2

0 0 0

2 1 3

2
ln .

y y y y y

y y y

 + −
 +
 − 

  (2.106) 

Οι δυο εξισώσεις (2.105) και (2.106) περιέχουν ως αγνώστους τις τιµές 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

1 2 3, , ,y y y G  και 
( )0

.C  

Το παραπάνω σύστηµα των δυο εξισώσεων εµπλουτίζεται τώρα µε άλλες τρεις 

εξισώσεις µέσω της κυβικής εξίσωσης (1.37), για την οποία ισχύουν οι γνωστές 

σχέσεις
8 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0 0

1 2 3

0 0

0 0 0 0 0 0

1 2 2 3 1 3
0

0 0
0 0 0

1 2 3
0

0,

4
,

2
4 ,

N N N

G F
N N N N N N

x

G F
N N N

x

+ + =

+
+ + = −

+
=

  (2.107) 

µε 

   

( ) ( )
( )

( ) ( )
0

0

0

2 1
, 1,2,3, .

3

i
i

y
N x i

x

 
= − =  
 

 

Αντικαθιστώντας την τέταρτη εξίσωση των (2.107) στις υπόλοιπες τρεις εξισώσεις 

προκύπτει το σύστηµα των εξισώσεων  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2

2 2

0 0 0

1 2 3

0 0

1 2

0 0

0

0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

1 2 3 1 3 2 3

0 0

0

0 0 0

1

0 0 0

2 3

3 3
4

3 3 3 0,

216 108 6 6 6

,

0.

0y y y

y y

y y y y y y y

y y y

x

x
Fx Gx x x

x

Fx Gx x x x

+ + − − +

+ − + + =

− − − − − −

− + =

=

+ +

   (2.108) 

 

Τονίζεται ότι η τιµή της 
x

y′ στο σηµείο 
( )0

x προκύπτει από την εξίσωση Abel 

( )yy y F x′ − = , δηλαδή  

 
( )

( )

( )

0
0

0
1.x

F
y

y
′ = +    (2.109) 

Βήµα 2
0
  

Ας υποθέσουµε τώρα ότι η παραπάνω λύση της εξίσωσης Abel ισχύει για το 

πρώτο υποδιάστηµα 
( ) ( ) ( ) )0 0 1

,x x= �  του κυρίου διαστήµατος �  και ότι στο σηµείο 

( )1
x η λύση της αλλάζει ποιοτικά και ποσοτικά (Σχήµα 2.1). Σηµειώνεται ότι µε 

( )1 ,αρ.
Q  

και 
( )1 ,δεξ.

Q  συµβολίζονται οι ποσότητες που αναφέρονται αριστερά και δεξιά του 

σηµείου στο οποίο η παραπάνω λύση αλλάζει ποιοτικά και ποσοτικά. 
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Σχήµα 2.1: Ενδεικτικό Γράφηµα της λύσης της εξίσωσης Abel ( ).xy y y F x′ − =  

Στο νέο διαδοχικό διάστηµα 
( ) ( ) ( ) )1 1 2

,x x= �  είναι άγνωστες οι ποσότητες 

( )1 ,δεξ

1y ,
( )1 ,δεξ

2 ,y  
( )1 ,δεξ

3y ,
( )1 ,δεξ

G  και 
( )1 ,δεξ

C και επίσης άγνωστες είναι οι ποσότητες 

( )1 ,δεξ.
D  και 

( )1 ,δεξ.
p . Είναι όµως συγχρόνως γνωστές από τη λύση στο προηγούµενο 

υποδιάστηµα 
( ) ( ) ( ) )0 0 1

,x x= � οι ποσότητες 
( )1 ,αρ

x
( )1 ,αρ

1y ,
( )1 ,αρ

2 ,y  
( )1 ,αρ

3y ,
( )1 ,αρ

G  και 

( )1 ,αρ
C  . Για τη λειότητα της συνάρτησης της λύσης της εξίσωσης Abel έχουµε την 

ισχύ των εξισώσεων 

 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )

1 ,αρ 1 ,αρ 1 ,αρ

1 2 3

1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ

1 2 3

1 ,αρ 1 ,αρ 1 ,αρ 1 ,αρ 1 ,αρ 1 ,αρ 1 ,αρ

1 2 3

1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ

1 2 3

,

.

m m m

m m m

y y y y y y C

y y y y y y C

− − − =

− − − =

  (2.110) 

όπου 

 
( ) ( )1 ,αρ 1 ,δεξ

,y y=    (2.111) 

και 

 
( ) ( )

( )

( )

( )

( )

1 ,αρ 1 ,δεξ
1 ,αρ 1 ,δεξ

1 ,αρ 1 ,δεξ
1 1,x x

F F
y y

y y
′ ′= ⇔ + = +   (2.112) 

η οποία, εφόσον 
( ) ( )1 ,αρ 1 ,δεξ

F F=  και 
( ) ( )1 ,αρ 1 ,δεξ

,y y=  είναι ταυτότητα. 

Έχουµε όµως την ισχύ και των τεσσάρων αντίστοιχών των (2.106) και (2.108) 

εξισώσεων, δηλαδή τις  

( )

( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 ,δεξ0

2

0 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ

2 1 2 3

ln yC

G y y y y
=

− −
×  

y 

 

x 

y0
(0)

 

 

x0
(0)

 

y1
(1) 

x1
(1)

 

αρ. 

 

δεξ. 

 

(x1
(1), y1

(1)) 

(x0
(0), y0

(0)) 
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( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ

1 3 21 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ

1 3 2 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ

1 2 1 2 3

1 ,δεξ 1 ,δεξ

2 1 3

ln
2

y y y
y y y

y y y y y

y y y

  
  
  

   





−
−

− +
+

−
×   (2.113) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ

1 2 3 1 2

1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ

2 1 3

,
2

ln
y y y y y

y y y

 
 
 

  

+ −
+

−
  

   

 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ

1 2 3
0,y y yx− + + + =    

 
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
1 ,δεξ

1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ

1 2
3 3

4

x
Fx Gx x yxy+ + − − +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ

1 2 3 1 3 2 3
3 3 3 0,y y y y y yx y+ − + + =   (2.114) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ 1 ,δεξ

1 2 3
216 108 6 6 6 0.y y yFx Gx x x x− − − − − − =  

Το σύστηµα των ως άνω πέντε εξισώσεων (2.110), (2.113) και (2.114) περιέχει 

τις άγνωστες τιµές 
( )1 ,δεξ

1y ,
( )1 ,δεξ

2 ,y  
( )1 ,δεξ

3y ,
( )1 ,δεξ

G  και 
( )1 ,δεξ

C  οι οποίες και 

προσδιορίζονται. Εποµένως είναι γνωστές οι τιµές των ποσοτήτων 
( )1 δεξ

D  και 
( )1 δεξ

p  

γεγονός που προσδιορίζει πλήρως τη µορφή της λύσης της υπο θεώρηση εξίσωσης 

Abel. 

  Η παραπάνω διαδικασία απαιτεί διαδοχικές λύσεις µη γραµµικών (υπερβατικών) 

συστηµάτων, που είναι απαραίτητες για να ορίζονται τα σηµεία όπου οι λύσεις της 

κυβικής εξίσωσης (1.37) αλλάζουν και εποµένως οι λύσεις της εξίσωσης Abel 

δευτέρου είδους κανονικής µορφής αλλάζουν ποιοτικά και ποσοτικά. Η ανάλυση αυτή 

παρέχει επίσης την ακριβή µορφή των εξισώσεων Abel σε κάθε υπο θεώρηση 

υποδιάστηµα του κυρίως διαστήµατος τιµών. Τονίζουµε ότι, εδώ παρουσιάστηκε η 

γενική περίπτωση όπου υπάρχουν τρεις διαφορετικές µερικές λύσεις της εξίσωσης 

Abel.  
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2.3 Κατασκευή της Γενικής Λύσης των Εξισώσεων Κανονικής και 

Γενικευµένης Μορφής Emden-Fowler. 

 Οι εξισώσεις Emden-Fowler είναι µη γραµµικές Σ∆Ε δευτέρης τάξης της µορφής 

(βλέπε Κεφ. 1 του παρόντος): 

i) Mη γραµµική Σ.∆.Ε. δεύτερης τάξης Emden-Fowler κανονικής µορφής 

 ,n m

xxy Ax y′′ =
 

,n m = τυχαίοι εκθέτες,   Α=σταθερά, (2.115) 

 ii) Mη γραµµική Σ.∆.Ε. δεύτερης τάξης Emden-Fowler γενικευµένης µορφής  

  ( ) ,n m

xx xy Ax y y′′ ′=
�

 
, ,n m l =τυχαίοι εκθέτες,   Α=σταθερά.  (2.116) 

 Εκτενής αναφορά των ως άνω εξισώσεων µε µεγάλη ποικιλία αναλυτικών λύσεων 

που εξαρτώνται από τους εκθέτες , ,n m l  παρουσιάζεται στα κλασικά συγγράµµατα 

(Βιβλ. 3, 7) καθώς επίσης και στο Κεφάλαιο 1 του παρόντος. 

 Εισάγουµε τον παραδεκτό συναρτησιακό µετασχηµατισµό  

  
1 1

: , 0,
x y

y

dy
y x

dxdx x

dy

′ ′= = = ≠
′

F  (2.117) 

που παρέχει  

  
3

1 1 yy

xx

y y y

xd d dy
y

dx x dy x dx x

    ′′
′′ = = = −      ′ ′ ′   

 (2.118) 

και µετατρέπει την εξίσωση Emden-Fowler κανονικής µορφής σε εξίσωσης Emden-

Fowler γενικευµένης µορφής µε εκθετική τριάδα αριθµών { }, , 3n m   

  
3

yyn m m n

xx

y

x
y A x y A y x

x

′′
′′ = ←→− = −

′
FFFF

, 

δηλαδή τελικά 

  ( )3

.n m m n

xx yy y
y A x y x A y x x′′ ′′ ′= ←→ = −FFFF

 (2.119) 

 Εισάγουµε επίσης έναν βασικό µετασχηµατισµό, που µετατρέπει µια γενικευµένη 

εξίσωση Emden-Fowler µε τριάδα αριθµών { }, ,n m l  σε εξίσωση Abel δευτέρου 

είδους και είναι ο κάτωθι: 

  ,
x

x
z y

y
′=  

2 1,n l m l
u A x y

− + + −=   (2.120) 
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Πράγµατι παίρνουµε 

  

( ) ( )1 1 2 2

,

2 1 ,

x xx

n l m l n l m l

x x
dz d y y dx

y y

du A n l x y dx A m l x y dy
− + + − − + + −

 
′ ′′= + 

 

= − + + + −

 (2.121) 

και η (2.116) µεταπίπτει στην εξίσωση Abel δευτέρου είδους  

 ( ) ( ) ( )2 2 2 .l

zz u z z u m l z n l u′− + = + − +  − +    (2.122) 

Η τελευταία εξίσωση µε την αντικατάσταση 

  
2 1l lu z zξ − −= − +  

παρέχει επίσης την εξίσωση Abel δευτέρου είδους  

  ( ) ( ) 12 3 2 3
z

m l z n l zξξ ξ−′ =  + − + − +  +   

 ( ) ( )2 1 2
1 2 3 2

l
m l z n m l z m l z

− + + − − − + − + −    (2.123) 

η οποία, τέλος, µέσω της γνωστής αντικατάστασης (1.5α) 

 ( ) ( ) ( ) 12 3 2 3E f z dz m l z n l z dz
−= =  + − + − +  ∫ ∫  (2.124) 

µετασχηµατίζεται στην εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής   

  ( ) ,t
y y y F t′ − =  

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

2 1 2

0

1

1

1 2 3 2
,

2 3 2 3

.

l
m l z n m l n l zf x

F t
f x m l z m l z

t F z dz

−

−

 + − + − − + − + − = =
 + − + − +  

= ∫
  (2.125) 

 Συνεπώς, µε βάση την προηγούµενη ανάλυση, τα ενδιάµεσα ολοκληρώµατα 

(πρώτα ολοκληρώµατα) των δυο ειδών εξισώσεων Emden-Fowler είναι γνωστά 

δεδοµένης της γνωστής µορφής της γενικής λύσης µιας εξίσωσης Abel δευτέρου 

είδους κανονικής µορφής (λύσεις στο πεδίο των φάσεων). Εφόσον τα ενδιάµεσα αυτά 

ολοκληρώµατα είναι γνωστά, τότε οι γενικές λύσεις των ως άνω εξισώσεων Emden-

Fowler προκύπτουν από την ολοκλήρωση µιας διαφορικής εξίσωσης πρώτης τάξης 

χωριζοµένων µεταβλητών (τελικές λύσεις στο φυσικό επίπεδο). 
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3.0 Εισαγωγή 

Στο Κεφάλαιο 1 αναπτύχθηκαν παραδεκτοί συναρτησιακοί µετασχηµατισµοί που 

µετατρέπουν µια εξίσωση Abel δευτέρου είδους σε εξίσωση Emden-Fowler κανονικής 

µορφής ή σε γενικευµένη εξίσωση Emden-Fowler (και αντιστρόφως). Επιπλέον στο 

Κεφάλαιο 2 παρουσιάστηκε µεθοδολογία κατασκευής ακριβών αναλυτικών λύσεων της 

κλάσης των εξισώσεων Abel δευτέρου είδους. 
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Υπάρχει µια ευρεία κλάση ειδικών χαρακτηριστικών διαφορικών εξισώσεων δεύτερης 

και ανώτερης τάξης της µαθηµατικής φυσικής και µη γραµµικής µηχανικής που µέχρι σήµερα 

επιλύονται µόνον µέσω αριθµητικών τεχνικών. Στο παρόν Κεφάλαιο θα αποδείξουµε ότι η µη 

αναλυτική επιλυσιµότητα των εν λόγω εξισώσεων οφείλεται στο γεγονός ότι αυτές µέσω 

παραδεκτών µετασχηµατισµών µετατρέπονται σε εξισώσεις τύπου Abel δευτέρου είδους ή 

εξισώσεις τύπου Emden-Fowler κανονικής ή γενικευµένης µορφής. ∆εδοµένης της 

εισαχθείσας νέας τεχνικής του Κεφαλαίου 2 που αφορά την ακριβή αναλυτική λύση της 

εξίσωσης Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής είναι σαφές ότι οι αναγόµενες εδώ 

διαφορικές εξισώσεις σε εξίσωση Abel δευτέρου είδους επιδέχονται πλέον αναλυτικών 

λύσεων. 

 

 

 

3.1 Οι εξισώσεις κίνησης στερεού περί σταθερό σηµείο - Εξισώσεις Euler 

(1761) [42] 
 

 Θεωρούµε την κίνηση ενός τυχόντος στερεού σώµατος περί σταθερό σηµείο Ο. Ας 

καλέσουµε 1 1 1
 Ox y z  το χωρικό σύστηµα καρτεσιανών συντεταγµένων (χωρόδετο σύστηµα) 

και µε  Oxyz  το σωµατόδετο καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων (Σχ. 3.1). Η κατάσταση 

κίνησης του σώµατος δίνεται από µια διανυσµατική εξίσωση µε στιγµιαία γωνιακή ταχύτητα 

( ) ( ) ( )( )( , , ( )
x y z

t t t tω ω ω=ω  αναφορικά µε το Oxyz  - σύστηµα˙ εδώ t παριστάνει τον 

χρόνο. Ας καλέσουµε επίσης , ,  
x y z

J J J  τις κύριες ροπές αδράνειας του σώµατος, που 

αντιστοιχούν στους x, y, z- άξονες µε µια τυχαία ακολουθία  
x y z

J J J> > . Το σύστηµα είναι 

ασύµµετρο και αν δεχθούµε ότι δεν αναπτύσσεται τριβή στην στήριξη Ο, οι εξωτερικές 

δυνάµεις αντιστοιχούν σε µια απλή συνισταµένη δύναµη R  και µια ροπή M  διερχόµενες 

από το Ο. Έτσι το διάνυσµα της ροπής M  είναι γνωστό και η κίνηση του στερεού προκύπτει 

από το θεώρηµα της στροφορµής. 

Με βάσει τις παραπάνω υποθέσεις µπορεί κανείς εύκολα να εξάγει τις γνωστές 

εξισώσεις κίνησης του στερεού ελεύθερου να κινείται περί σταθερό σηµείο (δυναµικές 

εξισώσεις Euler) µε όρους προκύπτοντες από τις προβολές της ροπής και της γωνιακής 

ταχύτητας ως προς τους κύριους άξονες αδρανείας, µέσω του Ο, δηλαδή: 

 

 
( ) ( ) ( )

1 1 11 2 3,    ,    X x y z x y y x z y z z x y zJ a M t J a M t J a M tω ω ω ω ω ω ω ω ω′ ′ ′− = − = − = ,  

  (3.1) 

 

όπου 

 

 1 2 30,  0,  0.
y z x z x y

a J J a J J a J J= − > = − > = − >  (3.2) 

 

Εφόσον το διάνυσµα της ροπής M  είναι γνωστό, η λύση του διαφορικού συστήµατος (3.1) 

παρέχει τις συνιστώσες , , ,
x y z

ω ω ω  του διανύσµατος της γωνιακής ταχύτητας ω. 

Ξαναγράφοντας τις εξισώσεις (3.1) µε τη µορφή 

 

 ( ) ( ) ( )1 2 31 2 3

* * *

,   ,    
t t tx y z y x z z x y

f t f t f tω λ ω ω ω λ ω ω ω λ ω ω′ ′ ′− = − = − =  (3.3) 

όπου έχουν τεθεί 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

*
31 2

1 32

1 2 3

* *

, ,   , 

, ,  ,

x y z

yx z

x y z

J J J

M tM t M t
f t f t f t

J J J

αα α
λ λ λ= = =

= = =

 (3.4) 

και πολλαπλασιάζοντας µε τις µη µηδενικές λείες συναρτήσεις ωχ,ωy και ωz, αντίστοιχα, 

καταλήγουµε στις εξισώσεις 

( )
1 1

*

1x x x y z
fω ω ω ω ωλ′ − = , ( )

1
21

*

,
y y x y z

fω ω ω ω ωλ′ − = ( )
1

31

*

.
z z x y z

fω ω ω ω ωλ′ − =  (3.5) 

 

Θέτοντας 

 

( )                                                            , 
x y z

F tω ω ω =  (3.6) 

 

όπου η συνάρτηση F(t) είναι µια τυχούσα βοηθητική προσδιοριστέα συνάρτηση, το µη 

γραµµικό διαφορικό σύστηµα (3.5) γράφεται 

 

 ( ) ( ) ( )
* * *

 1  2  31 2 1,    ,      
t t tx x y y z zf F f F f Fω ω λ ω ω λ ω ω λ′ ′ ′− = − = − =  (3.7) 

 

το οποίο για 0x y zM M M≠ ≠ ≠  παρέχει τις εξής τρεις εξισώσεις Abel δευτέρου είδους: 

 

 ( ) ( ) ( )
1 2 3

* * *

1 2 31 1 2 2 3 3, ,           
T T Tx x x y y y z z zT T Tω ω ω λ ω ω ω λ ω ω ω λ′ ′ ′− = − = − =F F F (3.8)  

 

στις οποίες έχει τεθεί 

 

 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3

1 2 3

( ) ( ) ( )
,  ,   

( ) ( ) ( )

F t F t F t
T T T

f t f t f t
= = =F F F  (3.9)  

 

 1 1

1
,     

x

x

T f dt M dt
J

= =∫ ∫  

 2 2 3 3

1 1
,  y z

y z

T f dt M dt T f dt M dt
J J

= = = =∫ ∫ ∫ ∫   (3.10) 

Σηµειώνουµε ότι για την µετατροπή αυτή χρησιµοποιήθηκε κατ’ αναλογία η αντικατάσταση 

(1.4). 

Αποδείξαµε ήδη ότι οι τρεις δυναµικές εξισώσεις Euler (3.1) µετατρέπονται στις 

εξισώσεις Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής (3.8), οι οποίες λόγω των συναρτησιακών 

εξαρτήσεων των µεταβλητών Τ1,Τ2,Τ3 [εξ. (3.10), (3.9)] και της βοηθητικής συνάρτησης F(t) 

[εξ. (3.6)], είναι συναρτησιακά εξαρτηµένες. Στην Βιβλ. [32] αναπτύσσεται η τεχνική 

αναλυτικής λύσης του συστήµατος (3.8), και εποµένως και του συστήµατος (3.1), εφόσον 

είναι ήδη γνωστή η αναλυτική λύση µιας εξίσωσης Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής. 
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Σχήµα 3.1: Περιστροφή στερεού σώµατος περί σταθερό σηµείο Ο 

Πρέπει εδώ να σηµειώσουµε ότι εφόσον οι λύσεις των εξισώσεων Abel (3.8) ωx, ωy, 

ωz, είναι γνωστές εκφραζόµενες µε όρους της F, η βοηθητική συνάρτηση F, που εισάγεται 

µέσω της (3.6), προκύπτει πεπλεγµένα από την εξίσωση (3.6). 

Την ίδια µε την ήδη αναπτυχθείσα µεθοδολογία µπορούµε να ακολουθήσουµε στις 

εξισώσεις που περιγράφουν την κίνηση ενός γυροστάτου [23]. Στην περίπτωση αυτή, µε 

βάσει το πρότυπο Kelvin, οι τρεις δυναµικές εξισώσεις Euler εµπλουτίζονται µε γραµµικούς 

όρους έτσι ώστε να έχουµε σε ισχύ το σύστηµα: 

 

 
1 1 ,x x y z y xJ a h Mω ω ω ω′ − + =  

 
1 2  ,y y x z x yJ a h Mω ω ω ω′ − − =  (3.11) 

 3  
tz z x y zJ a Mω ω ω′ − = . 

όπου h είναι µια θετική σταθερά. Με βάση τα προηγούµενα ξαναγράφουµε τις (3.11) ως εξής: 

 

( )

( )

( )

1

*

11 1

*

22 2

*

33
,

,

,
t

t

x x x y x y z

y y y x x y z

z z x y z

f k

f k

f

ω ω ω ω λ ω ω ω

ω ω ω ω λ ω ω ω

ω ω λ ω ω ω

′ − + =

′ − − =

′ − =

 
(3.12) 

  

στις οποίες έχουµε θέσει 1 2
, 

yx
k h J k h J= =  και , ( 1,2,3)i i

f iλ =
�

 όπως στις (3.4). 

Εισάγουµε και πάλι τη βοηθητική συνάρτηση F(t) µέσω της (3.6), πολλαπλασιάζουµε την 

πρώτη και δεύτερη των (3.12) µε 2
k και 1k  αντίστοιχα, προσθέτουµε τα αποτελέσµατα και 

ευρίσκουµε το νέο διαφορικό σύστηµα 

 ( ) ( )
1

* *

 1 22 1 1 2 2 1
,

tx x y y
k f k f k k Fω ω ω ω λ λ ′ ′− + − = + 

 
 

 ( )
1

*

 11 1 ,
x x x y

f k Fω ω ω ω λ′ − + =  (3.13) 

 ( )
*

 33 .
tz z

f Fω ω λ′ − =  
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Εισάγουµε µια δεύτερη βοηθητική συνάρτηση Ω η οποία πρέπει να προσδιορισθεί έτσι ώστε: 

 ( ) ( )
1 1x x

f tω ω′ − = Ω  (3.14) 

 

και το σύστηµα (3.13) γίνεται 

 

 ( )
1 1

  ,
x x

fω ω′ − = Ω  

 ( )
* *

1 22 1 2
2

1 1

 ,
ty y

k k k
f F

k k

λ λ
ω ω

+′ − = − Ω   (3.15)  

 ( )  33

*

 
tz z f Fω ω λ′ − =  

 

στο οποίο έχουµε θέσει 

 

*

1

1 1

1
 .x y F

k k

λ
ω ω = − Ω  (3.16)  

 

Μετατρέπουµε τώρα τις τρεις εξισώσεις Abel δευτέρου είδους (3.15) σε εξισώσεις Abel 

κανονικής µορφής µέσω του µετασχηµατισµού (1.13), δηλαδή 

 

 ( ) ( ) ( )
1 2 3

1 1 2 2 3 3,   ,   x x x y y y z z zT T Tω ω ω ω ω ω ω ω ω
Τ Τ Τ
′ ′ ′− = − = − =F F F   (3.17) 

 

όπου 

 ( ) ( ) ( )

* *

1 22 1 2 *

31 1
1 1 2 2 3 3

1 2 3

( ) ( )
( ) ( )

,    ,   ,  
( ) ( ) ( )

k k k
F t t

t F tk k
T T T

f t f t f t

λ λ
λ

+
− Ω

Ω
= = =F F F  (3.18)  

  

 1 1 2 2 3 3
,          ,       , T f dt T f dt T f dt= = =∫ ∫ ∫  

 

και αναγόµαστε στην περίπτωση των δυναµικών εξισώσεων Euler (3.8). Τονίζουµε και πάλι 

ότι στην παραποµπή [32] αναπτύσσεται πλήρως η τεχνική αναλυτικής λύσης του διαφορικού 

συστήµατος ενός γυροστάτου (3.11). 

 Αξίζει να σηµειώσουµε εδώ ότι αν οι λύσεις , , x y zω ω ω  των εξισώσεων Abel (3.17) 

είναι γνωστές εκφραζόµενες µε όρους των F και Ω, οι βοηθητικές συναρτήσεις F και Ω, που 

εισάγονται µέσω των (3.6) και (3.16), προκύπτουν πεπλεγµένα από τις εξισώσεις  

 
1

1

*

1

και
1

  x y z x yF F
k k

λ
Ω Ω Ω = Ω Ω = − Ω . 
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3.2 Η εξίσωση µη γραµµικών επιφανειακών κυµάτων Rayleigh (1894) [37] 
 

Η εξίσωση αυτή αφορά στη διάδοση µη γραµµικών επιφανειακών κυµάτων και η 

γενική µορφή της (ελεύθερη διάδοση) είναι 

 

 
*

3 2 3 3 0 , 
xx x x

y y y n y k yλ µ′′ ′ ′+ + + + =  (3.19) 

 0 ,       x y≤ < +∞ −∞ < < +∞  

όπου και, ,   n kλ µ
�

 παριστάνουν τυχαίες δεδοµένες παραµέτρους. Η εξίσωση αυτή περιέχει 

κυβικούς όρους απόσβεσης και ακαµψίας. Για 0k =  προκύπτει η κλασική εξίσωση Rayleigh 

 

 
*

3 2 0  .
xx x x

y y y n yλ µ′′ ′ ′+ + + =  (3.20) 

 

Η εξίσωση αυτή έχει νόηµα αν οι 
*

και   λ µ  έχουν διαφορετικά πρόσηµα [8]. Έτσι, 

θεωρώντας τους 
*

και   λ µ  ετερόσηµους, προκύπτουν οι δύο εξισώσεις 

 

 
*

3 2 0 ,
xx x x

y y y n yλ µ′′ ′ ′− + + =  (3.21) 

 

 
*

3 2 0  ,
xx x x

y y y n yλ µ′′ ′ ′+ − + =  (3.22) 

 

 
*

0,   0,      0 ,      .x yλ µ> > ≤ < +∞ −∞ < < +∞  

 

Μέσω του συναρτησιακού µετασχηµατισµού  

 

 ( ) ( )
*

1
,      ,y x z nx

n

λ
ξ ξ

µ
= =  (3.23)  

 

εξάγουµε τη µοναδική εξίσωση 

 

 ( )
*

3 0 , z z z z
n

ξξ ξ ξ

λ′′ ′ ′− + =∓  (3.24) 

 ,       .zξ−∞ < < +∞ −∞ < < +∞  

Παραγωγίζοντας την (3.23) και χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση 

 

 ( ) , z pξ ξ′ =  (3.25) 

 

παίρνουµε την µη γραµµική συνήθη διαφορική εξίσωση 
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 ( )
*

2 1 3 0 ,p p p p
n

ξξ ξ

λ′′ ′− + =∓  (3.26)  

  

   ,        ,pξ−∞ < < +∞ −∞ < < +∞  

η οποία, µέσω του νέου µετασχηµατισµού  

 

 ( )  ,
p

p p pξ ξξω ωω′ ′′ ′= ⇒ =  (3.27) 

 

µεταπίπτει στην εξής εξίσωση Abel δευτέρου είδους: 

 

 ( )
*

21 3 0 ,
P

p p
n

λ
ω ω′ − + =∓  (3.28) 

   ,       .p ω−∞ < < +∞ −∞ < < +∞  

 

 Ο γενικός µετασχηµατισµός  

 

 ( ) ( ) ( )
*

3  ,         ,p g s s p p
n

λ
ω = − = ± −  (3.29)  

 

µετατρέπει την (3.28) στην εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής 

 ( )
*

3

* 2
  ,      ,

1 3
s

n p
gg g s p p

p n

λ

λ
′ − = = ± −

−
∓  (3.30)  

   ,        .p g−∞ < < +∞ −∞ < < +∞  

 

Η δεύτερη των εξισώσεων (3.30) είναι µια κυβική εξίσωση τύπου Cardan, δηλαδή 

 

 
* * *

3

* *

*

0  ,     1   ,      ,    0
ns n

p p p q p q

λ λ
+ + = = − = ± ≷  (3.31)  

 

Είναι γνωστό ότι η λύση της (3.31) δίνεται αναλυτικά εξαρτώµενη από το πρόσηµο της 

διακρίνουσας 

 

 

3 2

2 2
*

*

2*

*

1

3 2 27
4

p q n s
Q

λ

   
   = + = − +
   
   

 (3.32)  

 

Αν 
*

0Q < , τότε η (3.31) έχει τρεις διακεκριµένες πραγµατικές ρίζες, ενώ αν 
*

0Q >  τότε έχει 

µια πραγµατική και δύο µιγαδικές συζυγείς. Η περίπτωση 
*

0Q =  παρέχει τρεις πραγµατικές 
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ρίζες εκ των οποίων δύο είναι ίσες. Έτσι, σηµειώνοντας ότι 
*

0
n

λ
≷ , διακρίνουµε τις εξής 

τρεις περιπτώσεις: 

 

Περίπτωση 1: 
*

 0Q <  
*

( 0)   p <  

 

Στην περίπτωση αυτή ισχύει 

 

 

2
*

2

2 2

*

2
1

   ,
27 272

ns
n s

λ

λ

 
    < <  

 
ó  

 

δηλαδή 

 

 

* *

2 2

27 27
s

n n

λ λ
− < <  

 

και η κυβική εξίσωση (3.31) έχει τις ρίζες 

 

 

* *

1

*

2
2 cos cos      ,

3 3 33

p a a
p = − =  

 

 

*

2

* *

2
2 cos cos ,

3 3 33

p a
p

α π π− −
= − − = −  (3.33)  

 

 

*

3

* *

2
2 cos cos     ,

3 3 33

p a a
p

π π+ +
= − − = −  

 

όπου 

 

 
*

*
3

*
*

*

3 3
cos   ,     0

2
2

3

q ns

p

α α π
λ

= − = < <
 
 −
 
 

∓  (3.33α)  

 

Συνεπώς, η εξίσωση Abel (3.30) παίρνει τις εξής τρεις διακεκριµένες µορφές: 
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*

* *

2

2cos
3      ,

3
1 4

3

s

a

n
gg g

a
cos

λ
′ − =

−

∓  

 

 

*

*

2

*

2cos
3  ,

3
1 4

3

s

a

n
gg g

a
cos

π

λ π

−

′ − = ±
−

−

 (3.34)  

 
*

2

*

*

2cos
3   ,

3
1 4

3

s

a

n
gg g

a
cos

π

λ π

+

′ − = ±
+

−

 

 

 
*

a = όπως στις (3.33a), 

 

 

* *

2 2

27 27
s

n n

λ λ
− < <  

 

Περίπτωση 2: 
*

0Q >  

 

Η περίπτωση αυτή απαιτεί ότι για  

 

 

* *

2 2
        

27 27
s ή s

n n

λ λ
> < −  

 

η κυβική εξίσωση (3.31) παρέχει την πραγµατική ρίζα 

 

2 2 2 2

3

* *
* *

* ** *

3
3 32 2

1 1

2 2 27 272 24 4

q q ns n s ns n s
p Q Q

λ λλ λ
= − + + − − = + − + + − − +∓ ∓  (3.35)  

 

Έτσι, για την πραγµατική ρίζα (χωρίς να χάνεται η γενικότητα παραλείπονται οι δύο 

µιγαδικές συζυγείς), η εξίσωση Abel (3.30) γίνεται 

 

 
( )* 2

1 3
s

n
gg g

λ

Α +Β′ − =
− Α + Β

∓  (3.36)  

όπου 
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* **

2 2 2 2

3 32 2*

1 1
 ,        ,

27 272 24 4

ns n s ns n s

λ λλ λ
Α = + − + Β = − − +∓ ∓  (3.36α)  

 

* *

2 2
        

27 27
s ή s

n n

λ λ
> < −  

 

Περίπτωση 3: 
*

0Q =  

 

Αυτή η περίπτωση απορρίπτεται γιατί η 
*

0Q =  εξάγει την συγκεκριµένη τιµή 
2

s =  

=

2

2
*

4 / 27 .nλ  

Αποδείξαµε λοιπόν ότι η κλασική µη γραµµική εξίσωση Rayleigh (3.20) καταλήγει 

στους τέσσερις τύπους εξισώσεων Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής (3.34) και (3.36). 

 

 

 

3.3 Η εξίσωση θερµοδυναµικής Emden (1907) [12] 
 

Η εξίσωση Emden έχει την µορφή 

 

 
2

0  ,k

xx x
y y y

x
′′ ′+ + =   (3.37)  

 

όπου k είναι µια οποιαδήποτε σταθερή (παράµετρος). Η εξίσωση αυτή εισήχθη από τον 

Γερµανό αστροφυσικό Emden [12] και αφορά στην θερµική συµπεριφορά ενός σύννεφου 

αερίου κάτω από την αµοιβαία έλξη των µορίων του όταν υπόκειται στους κλασικούς νόµους 

της θερµοδυναµικής. 

 Μέσω του µετασχηµατισµού 

 

 ( ) ( ) ( ) ' 2 ,     ,      ,
x x xx xx

y x n x y n y n nξ ξξ χ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′= = ⇒ = = +  (3.38)  

 

η εξίσωση µετατρέπεται στην ισοδύναµη 

 

 
2 2

2

1
0.

xx x

x

k

x

xn n nξξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

′′ ′+
′′ ′+ + =

′ ′
 (3.39)  

 

Παίρνοντας  

 

 ( )2 1
0   ,

xx x
x

x x
ξ ξ ξ′′ ′+ = ⇒ = −  (3.40)  

η (3.39) µετατρέπεται στην παρακάτω εξίσωση Emden-Fowler κανονικής µορφής 
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4 .kn nξξ ξ −′′ = −  (3.41)  

 

 Περαιτέρω ο µετασχηµατισµός (1.56) µετατρέπει την (3.41) στην γενικευµένη εξίσωση 

Emden-Fowler 

 

 ( )3
4 .k

nn n
nξ ξ ξ−′′ ′=  (3.42)  

 

 

Τέλος ο µετασχηµατισµός (1.51) µετατρέπει την (3.41) στην παρακάτω εξίσωση Abel 

δευτέρου είδους κανονικής µορφής 

 

 
( )
( )

2

2

2 3 1
,

55

k

t

k k
uu u t t

kk

− − ′ − = −  − −
 (3.43)  

 

όπου 

 

 
2/( 1) 2/( 1)5 2

    ,    .
1 1

k kk
t n u n n

k k
ξξ ξ ξ− − − −−  ′= = − − − 

 (3.44)  

 

Για να οριοθετήσει κανείς τα πεδία τιµών και ορισµού της αρχικής εξίσωσης (3.37) 

πρέπει να ανατρέξει στην κατασκευή της. Θεωρούµε λοιπόν ένα σφαιρικό σύννεφο από αέρια 

(Σχ. 3.2) και ας συµβολίσουµε µε Ρ την υδροστατική πίεση σε απόσταση r από το κέντρο. Ας 

είναι M(r) η µάζα της σφαίρας ακτίνας r, φ το βαρυτικό δυναµικό του αερίου και g η 

επιτάχυνση βαρύτητας. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Σχήµα 3.2: Σφαιρικό σύννεφο από αέριο 

 

Έχουµε την γνωστή εξίσωση 

 

 
2

( )
,

GM r d
g

r dr

ϕ
= = −  (3.45)  

 

όπου G είναι η σταθερά βαρύτητας. Έχουµε επίσης τρεις συνθήκες για τον καθορισµό των φ 

και Ρ, δηλαδή: 

 

 R 

 r 
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 i) d dr d   ;  P gρ ρ ϕ ρ= − = =  πυκνότητα του αερίου,  (3.46) 

  ii) 

2
2

2

2
4

d d
G

dr r dr

ϕ ϕ
ϕ π ρ∇ = + = −  και        (3.47)  

 iii) και εµπειρικές σταθερές.                                    ,Ρ Κ Κγρ γ= =     (3.48)   

 

 Από την (3.46) και (3.48), µαζί µε την συνθήκη για ρ=0, φ=0 (στην επιφάνεια της 

σφαίρας όπου r=R), προκύπτουν οι σχέσεις 

 
1 1

  ,       ,     . 
1

n

n n
L n L

K
ρ ϕ

γ

−
+ = = =  −  

 (3.49)  

Αν τώρα εισάγουµε την έκφραση της ρ στην (3.47) ευρίσκουµε την εξίσωση 

 
2 2 2

   ,      4 .   
n

a LGϕ α ϕ∇ = − =  (3.50) 

 Υποθέτουµε τώρα ότι 0
 ,yϕ ϕ=  όπου 0

ϕ  είναι η τιµή της φ στο κέντρο της σφαίρας, 

καθώς επίσης ότι 
( 1)/2

0/ nr x αϕ −= , και η εξίσωση (3.50) µεταπίπτει στην εξίσωση Emden 

(3.37). 

 Μια παραλλαγή της εξίσωσης Emden προκύπτει ως εξής. Όταν  ,n = ∞  τότε γ =1 

και P Kρ= . Εποµένως, εφόσον dP=ρdφ, µε ολοκλήρωση εξάγουµε το αποτέλεσµα 

( )0ln / ,ϕ Κ ρ ρ=  δηλαδή ισχύει 0
exp( / )Κρ ρ ϕ= . Εδώ 0

ρ  παριστάνει την πυκνότητα 

του κέντρου της σφαίρας και εποµένως 0
0ϕ = . Αυτή είναι µια αλλαγή της συνθήκης στην 

προηγούµενη περίπτωση όπου η φ γίνεται µηδέν στο σύνορο της σφαίρας. Η εξίσωση 

Poisson (3.50) αντικαθίσταται από την  

 

 
2 2 / 2

0   ,      4  ,Κe a Gϕϕ α πρ∇ = − =  (3.51) 

 

που είναι γνωστή ως εξίσωση Liouville. Θεωρώντας τώρα σφαιρική συµµετρία όπως στην 

προηγούµενη περίπτωση, η εξίσωση (3.51) σε πολικές συντεταγµένες παρέχει την 

  

2 /
(3.52)

2
0   .                                                Κ

rr r
a e

r

ϕϕ ϕ′′ ′+ + =

 

Αν θέσουµε 

  

  (3.53)   ,          ,                                         
K

Κy r x
a

ϕ = =

 

η (3.51) µετατρέπεται στην εξίσωση 

  

(3.54)
2

0   ,                                                                y

xx x
y y e

x
′′ ′+ + =
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που είναι γενικευµένη εξίσωση Emden (Βιβλ. [18]). 

 Από την παραπάνω ανάλυση συνάγουµε ότι [ )0 ,ϕ ϕ ϕ∈ και [0, )r R∈ µε συνέπεια 

[ )1,y y∈ και [ )0,x x∈ . Επίσης, ορίζουµε γενικά ως εξίσωση Emden µια εξίσωση του τύπου 

 ( ) αυθαίρετη. (3.55)
2

0   ,                                            
xx x

y y f y f
x

′′ ′+ + = =  

 

 

 

 

3.4 Η εξίσωση οριακού στρώµατος Blasius (1908) [4], και η γενικευµένη 

εξίσωση Blasius [8] 
 

Η απλοποιηµένη µορφή της εξίσωσης Blasius έχει τον τύπο 

 

  0    
xxx xx

y ayy′′′ ′′+ =  (3.56) 

 

και εισήχθη από τον H. Blasius στην µελέτη του οριακού στρώµατος ρευστού. Η πλέον 

γενική περίπτωση της (3.56) είναι η εξίσωση µε τύπο 

 

 
2 0 

xxx xx x
y ayy yβ β′′′ ′′ ′+ − + =  (3.57) 

 

και εισήχθη από τους Goldstein, Howarth, Falkner and Skan, και Hartree, (Βιβλ. [8]). 

Προφανώς από την (3.57) για β=0 προκύπτει η απλοποιηµένη εξίσωση Blasius. Τέλος, η 

εξίσωση 

  

 
2 0  ,   

xxx xx x
y ayy yβ′′′ ′′ ′+ − =  (3.58) 

 

αποτελεί την περιορισµένη µορφή της (3.57) και αφορά αξονοσυµµετρική περίπτωση ροής. 

Σε όλες τις παραπάνω εξισώσεις α και β είναι τυχαίες παράµετροι. 

Θα εξετάσουµε τώρα την µετατροπή των παραπάνω εξισώσεων σε άλλες εξισώσεις 

γνωστής µορφής. Πρέπει να σηµειώσουµε εδώ ότι η παράµετρος α είναι πάντοτε θετική, ενώ 

η β µπορεί να είναι θετική ή αρνητική. Μπορούµε µέσω του µετασχηµατισµού 

 

 
2

  ,         ,      1y z x tλ λ λ α= = =  (3.59) 

 

να θέσουµε α=1, και να γράψουµε τις παρακάτω συνοριακές συνθήκες υπό τις εξής δύο 

µορφές. 

Για 1α ≠  

 

 ( ) ( ) ( )1 1 και όταν0    ,     0    ,            0  
x x

y a y y x xβ′ ′= = → →∞  

ή  (3.60)   

 ( ) ( ) ( )2 2 και όταν0    ,     0    ,            0  
xx x

y a y y x xβ′′ ′= = → →∞  

 

 

και για α = 1 
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 ( ) ( ) ( ) όταν0 0 0   ,           
x x

y y y x k x′ ′= = → →∞  

ή   (3.61)   

 ( ) ( ) ( )'' '
όταν0 0 0   ,         

xx x
y y y x k x= = → →∞  

 

όπου k είναι µια σταθερά. Όταν 0 ,β ≥  οι τελευταίες συνθήκες εξασφαλίζουν µοναδική 

λύση της εξίσωσης, η οποία όµως µοναδικότητα χάνεται όταν 0β <  (Βιβλ. [8]). 

Ας θεωρήσουµε τώρα τη γενικευµένη εξίσωση Blasius (3.57), µε [ ) [ )10,  ,   ,  x y a∈ +∞ ∈ +∞  

και ( ) ( )10   ,   0.
x x

y yβ′ ′= ∞ =  Εδώ 1 1
 , a β  είναι σταθερές µε 1

0.β >  

 Η αντικατάσταση  

 

 ( ) 2 2   ,       , 
x xx y x y xxx yy y

y z y y z y zz y z z zz′ ′′ ′ ′ ′ ′′′ ′′ ′= ⇒ = = = +  (3.62) 

 

µετασχηµατίζει την (3.57) στην εξίσωση 

 

 
2 2 2 0,  

yy y y
z z zz ayzz zβ β′′ ′ ′+ + − + =  (3.63) 

 

 ( ) ( ) [ ]( )1 1 1 1   ,         ,       0      0, .a y z a z zβ β≤ < +∞ = ∞ = ∈  

 

Εισάγουµε τώρα τον συναρτησιακό µετασχηµατισµό 

 

 ( ) ( ) ( ) '2  ,        ,      
y y yy y yy

z y n y z n z n nξ ξξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′= = ⇒ = = +  (3.64) 

 

και ευρίσκουµε την εξίσωση 

 

 
2 2 2 2 2 2 0. 

y yy y y
n n n n nn ay nn nξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ β β′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + − + =  (3.65) 

 

Ορίζουµε την n(ξ) έτσι ώστε να ισχύει 

 

 ( ) ( ) ( )2
0 1 2  ,    0    nn n nn nn n z y nξξ ξ ξ ξξ

ξ ξ′′′ ′ ′ ′= − ⇒ = ⇒ = ⇒ = = ≠  (3.66) 

 

και η (3.65) µετατρέπεται στην  

 

 2 2 0   , 
yy y

ayξξ ξ βξ β′′ ′+ − + =  (3.67) 

 ( ) ( )
2 2

1 1
1 1

   ,        ,       0      0, .
2 2

a y a
β β

ξ ξ ξ
  

≤ < +∞ = ∞ = ∈  
  

 

 

Η νέα αντικατάσταση 

 

 
22      ,            

y y yy yy y
ξ ω ξ ωω ξ ωω ω′ ′ ′′ ′′ ′= ⇒ = = +  (3.68) 

 

µετατρέπει την (3.67) στην παρακάτω µη γραµµική συνήθη διαφορική εξίσωση δεύτερης 
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τάξης 

 
2 2 2 0  ,      

yy y y
yω ω ωω α ωω βω β′′ ′ ′+ + − + =  (3.69) 

 

ενώ ο µετασχηµατισµός (1.56) µετατρέπει την τελευταία αυτή εξίσωση στην 

 

 
2 2 2 3 3    ,    y y yy y yωω ω ω ω ωω ω αω βω β′′ ′ ′ ′ ′− = − +  (3.70) 

 [ ]( )1 1 1 1   ,    για    ,      για  0    0, .a y y a yω β ω ω β≤ < +∞ = ⇒ = →∞⇒ → ∈  

 

 Εισάγοντας τώρα έναν παρόµοιο µε τον (3.64) συναρτησιακό µετασχηµατισµό, δηλαδή 

θέτοντας 

 

 ( ) ( )   ,       ( )y s s sω υ ω= =  

 

µε συγκεκριµένη µορφή 

  

 

2

  ,       0  ,     
2

s sω

ω
ω ω′ = ⇒ = ≠  (3.71) 

 

η (3.70) µεταπίπτει στην εξίσωση 

 

 
1/2 2 1/2 3 1/2 3

2   , 
2 2

ss s s s

a
s s s

β
υ υυ β υ υ− −′′ ′ ′ ′= − +

  

(3.72) 

 

2 2

1 1
1 1

   ,    για    ,      για  0    0, ,
2 2

a a s s s
β β

υ υ υ
  

≤ < +∞ = ⇒ = →∞⇒ → ∈  
  

 

που µέσω του µετασχηµατισµού (1.56) µετατρέπεται στην παρακάτω τριµελή γενικευµένη 

εξίσωση Emden-Fowler : 

 

 
1/2 1/2 1/2

   ,          ,     2     ,             
2 2

B a
s A s s Bs s A Bυυ υυ β− −′′ ′= + − = − = −  (3.73) 

 

2 2

1 1
1 1

   ,   για   ,      για 0     0, ,
2 2

a s a s s
β β

υ υ υ
  

≤ < +∞ = ⇒ = → ⇒ →∞ ∈  
  

 

 

 ∆ιακρίνουµε τώρα τις εξής περιπτώσεις. 

 

Περίπτωση α: β=0 

 

Αν β=0, που αντιστοιχεί στην απλοποιηµένη µορφή της εξίσωσης Blasius (εξ. (3.56)), 

η µετασχηµατισµένη εξίσωση που αντιστοιχεί στην (3.67) µετατρέπεται σε µια γενικευµένη 

εξίσωση Emden-Fowler, δηλαδή 
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 ( )2
1/2

  ,      .
2

y Α y y Αξξ ξ

α
ξ −′′ ′= − = −   (3.74)  

 

Ο µετασχηµατισµός (1.59) επί της (3.74) µε συγκεκριµένη µορφή 

 

 ( ) ( ) 1
1/2      ,           , w t t yξξ

−
′= =  (3.75) 

 

την µετασχηµατίζει στην γενικευµένη εξίσωση Emden-Fowler 

 

 ( )3
1   ,        4 .     

tt t
w Bt w w B Α−′′ ′= = −  (3.76) 

 

Εφόσον η (3.76) λυθεί, τότε η λύση της (3.74) επιτυγχάνεται παραµετρικά (βλέπε εξ. (1.62)) 

ως εξής: 

 ( ) 1
2

παράµετρος
1

   ,        ,      .
2

t
w y w t

A
ξ

−
′= = =  (3.77)  

 

Η (3.76) µετατρέπεται άµεσα στην εξίσωση Emden-Fowler κανονικής µορφής 

 

 
14    .      

ww
t Awt−′′ =  (3.78) 

 

 Με τους γνωστούς τώρα παραδεκτούς µετασχηµατισµούς του Κεφαλαίου 1 

οποιαδήποτε από τις εξισώσεις Emden-Fowler (3.74), (3.76) και (3.78) µετατρέπεται σε 

εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής. Επί παραδείγµατι, ο µετασχηµατισµός 

(1.51) µε συγκεκριµένη µορφή 

 

 
3/2 3/2 3

2      ,        ,
2

ws w t w wt tυ− −  ′= − = − 
 

  (3.79)  

 

παρέχει την εξίσωση Abel 

 

 
13
   . 

16 2
s

a
s sυυ υ −′ − = − −  (3.80)  

 

Περίπτωση b: 0β ≠  

 

 Η περίπτωση αυτή αντιστοιχεί στην γενικευµένη εξίσωση Blasius (3.57). Εδώ θα 

ασχοληθούµε µε την εξίσωση αυτή για την περίπτωση της αξονοσυµµετρικής ροής. Η 

µετασχηµατισµένη εξίσωση (3.67) γίνεται 

 2 2    .   
yy y

ayξξ ξ βξ′′ ′= − +  (3.81) 

 

Η αντικατάσταση 2 ( )ξ ω ξ=  εισάγει την νέα εξίσωση 

 

 ( )2 ,       0 ,
yy y y

yωω ω α ω βω ω′′ ′ ′+ = − + ≠  (3.82) 
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που αντιστοιχεί στην (3.69), ενώ η αντίστοιχη της (3.70) γίνεται: 

 

 
2 3    .    y y yy yωω ω ω ωω α βω′′ ′ ′ ′− = −  (3.83) 

 

 Τελικά ακολουθώντας την ίδια όπως προηγουµένως διαδικασία εξάγουµε την 

αντίστοιχη της (3.73) που στη προκειµένη περίπτωση είναι: 

 
'' 1/2 ' 1/2

   ,        ,       2.                             
2

a
s A s s Bs A Bυυ υυ β−= + = − = −  (3.84)  

 

Ο τελικός µετασχηµατισµός (1.62) µε συγκεκριµένη µορφή 

 
* *

2 1/2
   ,         ,

s
z t A s

s

υυ υ −′
= =  (3.85) 

παρέχει το αποτέλεσµα 

 

 
2 2

* 2 2

3/

* 4
    ,           ,

2

s s s s s
d z d d t A d

s s s s

υ υυ υ υυ υ
υ υ υ υ

′ ′′ ′ ′  −
= + − = 
 

 

 

δηλαδή την σχέση 

 
*

* 2

2
*

*

* *
2    .

4

t

s
z z

sz

z t

υυυ
′′

+ −
=

 − 
 

′
 (3.86)  

 

Λύνοντας την (3.86) προς sυυ′′  και εισάγοντας στην προκύπτουσα εξίσωση την (3.84) 

καταλήγουµε στο αποτέλεσµα 

 

 
*

2

1/2 1
* * * * *

/2

2
4 2 2     .

2
t

s
s z t z z z s s sυυ υυ

υ
−

  ′′ ′= − − + = Α + Β  
   

′
 (3.87)  

 

που παρέχει την παρακάτω εξίσωση Abel δευτέρου είδους 

 

 
*

* * * * *

*

2 *

4 2 2 ,

2

tz t z z z A z B

t

  Α − − + = +  
   

′
 (3.88)  

 

και ισοδύναµα την εξίσωση Abel δευτέρου είδους 

 

 
*

* * * *

*

2
2 1 2

4 2 1 .t

B
z z z z

t At

  − = − +
′

−         

(3.89)  

  

 Αυτή, µε τους γνωστούς µετασχηµατισµούς του Κεφ. 1 µεταπίπτει σε εξίσωση Abel 

δευτέρου είδους κανονικής µορφής. 
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3.5 Ο µη γραµµικός ελεύθερος ταλαντωτής Duffing µε απόσβεση (1918) 

[11] 
 
 Η εξίσωση που περιγράφει τον µη γραµµικό ελεύθερο ταλαντωτή Duffing µε απόσβεση 

είναι 

 

 
3

3 2 0   ,          
xx x

y y yλ λ′′ ′+ + =  (3.90) 

 

 3 2
   ,           ,        , 0  ,x y λ λ−∞ < < +∞ −∞ < < +∞ >  

 

όπου 3 2
και  λ λ παριστάνουν δεδοµένες παραµέτρους. Η εξίσωση συνοδεύεται από τις αρχικές 

συνθήκες 

 

 
( ) ( )0 0για και 0  ,    0        0   .   

x
x y y y y′ ′= = =  (3.91) 

 

Η (3.90) γενικεύεται αν σ’ αυτήν εµφανισθεί γραµµικός όρος του y, οπότε τότε γίνεται 

 

 
3

3 1 2 10   ,     0  ,   
xx x

y y y yλ λ λ λ′′ ′+ − + = >  (3.92) 

 

µε 1
 λ

 
δεδοµένη παράµετρο. Η (3.92) αποτελεί ειδική περίπτωση της εξίσωσης Rayleigh 

(παρ.3.2). Ο γνωστός µετασχηµατισµός 

 

  
( )             ,        

x xx y x y
y p y y p y pp′ ′′ ′ ′ ′= = =  (3.93) 

 

µετατρέπει τις (3.90) και (3.92) στις παρακάτω εξισώσεις Abel δευτέρου είδους αντίστοιχα: 

 

 
3

3 2 0    ,   
y

pp p yλ λ′ + + =  (3.94) 

 
    ,       ,y p−∞ < < +∞ −∞ < < +∞  

 

και 

 

 
3

3 1 2 0   ,    
y

pp p y yλ λ λ′ + − + =  (3.95) 

 
    ,    .y p−∞ < < +∞ −∞ < < +∞  

 

Στην συνέχεια, µέσω του µετασχηµατισµού συντεταγµένων 

 

 
( ) ( )   ,         ,  p y an r r yβ= − =  (3.96) 

 

όπου α και β είναι συντελεστές προς προσδιορισµό, οι εξισώσεις (3.94) και (3.95) γίνονται 

αντίστοιχα 
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2 32

3 3
0.

r
a nn n r

λ
β αλ

β
′ − + =

 

(3.97)  

 

και 

 

 
2 31 2

3 3
0.

r
a nn n r r

λ λ
β αλ

β β
′ − − + =

 

(3.98)  

 

Θέτοντας 

 

 

2
2 232

3 3

32

  ,    ,a a a
λλλ

β λ β
β λλ

= = ⇒ = =
 

(3.99)  

 

υπολογίζουµε τους ως άνω συντελεστές και εξάγουµε τις παρακάτω εξισώσεις Abel δευτέρου 

είδους κανονικής µορφής αντίστοιχες των (3.94) και (3.95): 

 

 
3     ,       ,         

r
nn n r r n′ − = − −∞ < < +∞ −∞ < < +∞  (3.100) 

 

και 

 
31

2

3

    ,       ,    
r

nn n r r n
λ
λ

′ − = − −∞ < < +∞ −∞ < < +∞
 

(3.101)  

 

 Για τις αντίστοιχες αρχικές συνθήκες, δηλαδή για 00   ,   ,
ox xx y y y y′ ′= ⇒ = = µέσω του 

µετασχηµατισµού (3.93), εξάγουµε ότι ( )0 0 oxp y p y′= = και συνεπώς, οι αντίστοιχες αρχικές 

συνθήκες που αφορούν τις εξισώσεις Abel (3.100) και (3.101) γίνονται: 

 

0

2 2

0 0 0 0 0 2

3 3

για και 0   ,       .
x xx

x y y y y r r y n n y
λ λ
λ λ

′ ′ ′= ⇒ = = ⇒ = = = = −
 

(3.102)  

 

Αποδείξαµε λοιπόν ότι η εξίσωση που διέπει τον µη γραµµικό ελεύθερο ταλαντωτή 

Duffing µετασχηµατίζεται σε εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής. Με βάση τα 

αναπτυχθέντα στο Κεφάλαιο 1, η προς θεώρηση εξίσωση µπορεί να µεταπέσει σε ισοδύναµες 

µορφές εξισώσεων Emden-Fowler ή γενικευµένες εξισώσεις Emden-Fowler. 

 

 

 

 

3.6 Η εξίσωση Langmuir (1923) [21] 
 

Η εξίσωση Langmuir εµφανίζεται στην ροή φορτίου εν κενώ, από θερµή κάθοδο σε 

θετικά φορτισµένη άνοδο. Η άνοδος και κάθοδος είναι ένας µακρύς στρεβλωµένος κύλινδρος 

και η εξηρτηµένη µεταβλητή y καθορίζεται µέσω της σχέσης y = f (r/r0), όπου r είναι η 

ακτίνα της ανόδου, ενώ r0 η ακτίνα της καθόδου. Η ανεξάρτητη µεταβλητή δίνεται από την 

σχέση x = 1n(r/r0) . Η εξίσωση τελικά έχει την µορφή [21] 
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2 23 4 1 0   ,     

xx x x
yy y yy y′′ ′ ′+ + + − =  (3.103) 

 

 η οποία µέσω του µετασχηµατισµού 

 

 
( )          

x xx y x y
y p y y p y pp′ ′′ ′ ′ ′= ⇒ = =  (3.104) 

 

µετατρέπεται στην εξής εξίσωση Abel δευτέρου είδους 

 

 
2 23 4 1  .     

y
ypp p yp y′ = − − − +  (3.105) 

 

 Περαιτέρω, ο γνωστός µετασχηµατισµός (1.2)  

 

 
( ) ( ) ( )

1
1/3 1/3 1/33 exp ln      0  

dy
yw y pe p y py p y w y−∫  = = = ⇒ = ≠

 
 (3.106) 

 

παρέχει τις εκφράσεις 

 

 
1/3 2/3 2/3 5/3 21 1

   ,     ,
3 3

y y y y
p y w y w pp y ww y w− − − −′ ′ ′ ′= − = −

 
(3.107)  

 

και µετασχηµατίζει την (3.105) στην παρακάτω εξίσωση Abel δευτέρου είδους 

 

 
1/3 1/3 5/34 1 1

.
3 3 3

y
ww y w y y−′ = − + −

 
(3.108)  

 

Τέλος, η αντικατάσταση 

 

 ( ) ( ) 1/3 3/44
     ,       ,

3
w y n y dy yξ ξ ξ= = ⇒ =∫

 
(3.109)  

 

µετασχηµατίζει την (3.108) στην εξίσωση 

 
1/21 1

  ,
4 4

nn nξ ξ ξ−′ + = −  

 

η οποία µέσω της νέας αντικατάστασης 

 

 
( ) ( ) n zξ ξ= −  (3.110) 

µετατρέπεται στην εξίσωση Abel κανονικής µορφής 

 

 
1/21 1

.
4 4

zz zξ ξ ξ−′ − = −
 

(3.111)  
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3.7 Ο µη γραµµικός ελεύθερος ταλαντωτής van der Pol (1926) [44] 
 
 Ο µη γραµµικός ταλαντωτής van der Pol διέπεται από την εξίσωση 

 

 
( )21 0    ,   

xx x
y y y yε′′ ′− − + =  (3.112) 

 

 ( )παράµετρος0        ,       ,      0   ,   .x y ε ε≤ < +∞ −∞ < < +∞ > =  

 

 Έχει ενδιαφέρον να δει κανείς την ισοδυναµία της εξίσωσης αυτής µε την εξίσωση 

διάδοσης µη γραµµικών επιφανειακών κυµάτων του Rayleigh (3.21). Με άλλα λόγια να δει 

πως η εξίσωση van der Pol είναι ειδική περίπτωση της Rayleigh. Προς τούτο αρκεί να γράψει 

κανείς την (3.21) υπό την µορφή 

 

 

2 2
*

0    
xx x x

y y y n yλ µ ′′ ′ ′+ − + + = 
 

 (3.113) 

 

και να εισάγει τον µετασχηµατισµό 

 

 
( )    ,     ,

x
px z qy zω′= =  (3.114) 

 

όπου p και q είναι κατάλληλες σταθερές. Τότε η (3.113) γράφεται 

 

 
2 2

2
0,z

p c
b n y

q q c

ω
ω ω

 
′ + − + + = 

   

(3.115)  

 

που µετά από παραγώγιση παίρνει τη µορφή 

 

 

2
2

2

3
1 0.zz z

b c n

q b p
ω ω ω ω ′′ ′− − + = 

   

(3.116)  

 

Θέτουµε τώρα 

 

 
3

0   ,    0   ,     0   ,
c b

p n q
b p

ε= > = > = >
 

(3.117)  

 

και η (3.116) παίρνει την µορφή της εξίσωσης van der Pol (3.112), δηλαδή τη µορφή 

 

 
( )21 0  .    

zz z
ω ε ω ω ω′′ ′− − + =  (3.118) 

 

Από την παραπάνω ανάλυση είναι φανερό ότι η λύση της εξίσωσης van der Pol 

ανάγεται σε αυτή της εξίσωσης Rayleigh (παρ. 3.2). Με άλλα λόγια ακολουθώντας την 

διαδικασία της παραγράφου 3.2 µε ελεύθερη παράµετρο ε καταλήγουµε στην µετατροπή των 

εξισώσεων van der Pol σε κατάλληλες εξισώσεις Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής. 

Μια σύντοµη περιγραφή της διαδικασίας αυτής έχει ως εξής:  



102 Εφαρµογές στη Μη Γραµµική Μηχανική και στη Μαθηµατική Φυσική  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

Εισάγουµε τον µετασχηµατισµό 

 

 
( )      

x xx y x y
y w y y w y ww′ ′′ ′ ′ ′= ⇒ = =  (3.119) 

 

και η (3.112) µεταπίπτει στην 

 

 
( )21    ,      ,      .   

y
ww y w y y wε′ = − − −∞ < < +∞ −∞ < < +∞  (3.120) 

 

Η αντικατάσταση 

 

 ( )
3

21 1  ,
3

y
s y dy yε ε

 
= − = − 

 
∫

 

 (3.121)  

 

οδηγεί την (3.120) στην εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής 

 

 
31 3

   ,     3 0 ,
1

s

y
ww w y y s

yε ε
′ − = − − + =

−  

(3.122)  

    ,      .s w−∞ < < +∞ −∞ < < +∞  

 

Η δεύτερη των (3.122) είναι κυβική εξίσωση τύπου Cardanο µε διακρίνουσα 

 

 

*
*

3 2

2

2

*

1 ,
3 2 4

p q qs
Q

ε

   
   = + = − +
   
     

(3.123)  

 
* * 3

3   ,           ,     0  .
s

p q ε
ε

= − = >  

 

 Με βάση τα αναπτυχθέντα στην παράγραφο 3.2 διακρίνουµε τις εξής εξισώσεις Abel 

που είναι ισοδύναµες µε την αρχική εξίσωση van der Pol (3.112). 

 

Περίπτωση 1: 
* *

0      0Q p
 < < 
 

 

 

2

*

*

2cos
1 3      ,  

1 4
3

s

a

ww w

a
cos

ε
′ − = −

−

 

 

 

*

*

2

2cos
1 3 ,

1 4
3

s

a

ww w

a
cos

π

ε π

−

′ − = +
−

−
 

(3.124)  
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2

*

*

2cos
1 3    ,

1 4
3

s

a

ww w

a
cos

π

ε π

+

′ − = +
+

−

 

 

όπου: 

 

 

*
*

3

*

*

3
cos     ,       0 ,

4

2
3

q s
a a

p

π
ε

= − = − < <
 
 + −
 
   

(3.125)  

 

 
2 2

3 3
s

ε ε
− < <  

 

 

Περίπτωση 2: 
*

0Q >  

 

 

* *

2
* *

1
,

1 4

s
ww w

ε
Α+Β′ − = −
 − Α+Β 
   

(3.126)  

 

όπου: 

 

 
*

2 2 2
*

2
3 3

3 1 3 1
9 4    ,          9 4 ,

4 2 4 2

s s
s sε ε

ε ε ε ε
Α = − + − Β = − − −

 
(3.127)  

 

 
2 2

                .
3 3

s ή s
ε ε

> < −
 

(3.128)  

 

Συνεπώς αποδείξαµε ότι η εξίσωση van der Pol ισοδυναµεί µε τέσσερις εξισώσεις Abel 

δευτέρου είδους κανονικής µορφής, όπως ακριβώς και η εξίσωση Rayliegh (παρ. 3.2). 
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3.8 Η εξίσωση Thomas-Fermi (ενεργό πυρηνικό φορτίο σε βαρέα άτοµα) 

(1927) [13] 

  

 Η εξίσωση Thomas - Fermi δίνεται από τον τύπο της διαφορικής εξίσωσης Emden -

Fowler 

  
1/2 3/2

xx
y x y−′′ = , (3.129) 

και εµφανίζονται στο πρόβληµα του προσδιορισµού του ενεργού πυρηνικού φορτίου σε 

βαρέα άτοµα. Αρχικές συνθήκες του προβλήµατος ορίζονται οι 

  ( ) ( )0 1; 0y y x= → για x →∞ . (3.130) 

Η διαφορική εξίσωση είναι τύπου Emden-Fowler δεδοµένου ότι ο µετασχηµατισµός  

  
( ) ( )y x x z x=

 (3.131) 

την µετατρέπει στην  

  
3/22

0.
xx x

z z z
x

′′ ′+ − =  (3.132) 

 Με γραφική παράσταση ο ίδιος ο Fermi [13] επέτυχε να κατασκευάσει για τιµές στην 

περιοχή της αρχής τον προσεγγιστικό τύπο   

  ( ) 3/24
1

3
y x Bx x= − +  µε 1.58,B =   (3.133)  

ένα ανάπτυγµα που ο Ε.D. Baker
8
 επεξέτεινε στην ακόλουθη σειρά

 

( )
3

3 4 3/2 2 2 31 2 4 2 3 4 2
1 ... ... ,

3 15 3 5 70 64 3 116

B
y x Bx x Bx x Bx B x x

  
= − + − + + − + + + +  

     

    

(3.134) 

µε ακριβέστερη τιµή της σταθερά B , δηλαδή 1.588588B = . 

 Σύµφωνα τώρα µε τον τύπο (1.44) η εξίσωση Thomas-Fermi επιδέχεται τη µερική 

λύση
8
  

  ( ) 3

144
,y x

x
=  (3.135) 

που ικανοποιεί µεν τη δεύτερη των συνθηκών (3.130) όχι όµως και την πρώτη. Με βάση 

όµως τη µερική λύση (3.135) ο Α. Sommerfeld [40] επέτυχε να κατασκευάσει την εξής 

προσεγγιστική λύση  
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  ( ) ( ) ( ){ } 2
1

/2
/3

1 ,
M M

y x y x y x
λλ

= +     (3.136) 

όπου 1
λ και 2

λ είναι η θετική και αρνητική ρίζα της δευτεροβάθµιας εξίσωσης  

  
2 7 6 0,λ λ+ − =  (3.137) 

αντίστοιχα. 

 Από την άλλη µεριά, η αριθµητική ολοκλήρωση µέσω υπολογιστών της εξίσωσης 

(3.129) έγινε κατά αρχήν από τον Fermi και αργότερα από τους Bush και Galdwell (Βιβλ. 

[8]). Για µικρές τιµές του x  η σειρά Bush είναι ακριβής, πράγµα που δεν ισχύει για x  
µακράν του 1. Η προσέγγιση Sommerfeld δίνει πολύ καλά αποτελέσµατα για µεγάλες τιµές 

του x  όχι όµως για y  κοντά στην αρχή. 

 Ο µετασχηµατισµός (1.49) µετατρέπει την (3.129) σε εξίσωση Emden-Fowler άλλης 

δυάδας δεικτών, δηλαδή 

  
( ) .(3.129) 4 3/21

: , , 0 tt

w t
y x t w t w

t t

εξ −′′= = ≠ ⇔ ←→ =P P , (3.138)  

ενώ ο µετασχηµατισµός (1.56) σε γενικευµένη εξίσωση Emden-Fowler 

  ( )3
.(3.129) 3/2 1/21

: x yy y

y

y x y x x
x

εξ −′ ′′ ′= ⇒ → = −
′

F F . (3.139) 

Τέλος ο µετασχηµατισµός (1.55) µετατρέπει την (3.139) στην εξίσωση Emden- Fowler 

  ( ) 2
.(3.139)5/2 1/2 3/55

: , .
26

y
w y s x w s w

εξ
ξξ

− − −′ ′′= = ⇒ → =T T  (3.140) 

 Σύµφωνα µε τα οριζόµενα από τους Polyanin και Zaitsev (Βιβλ. [36]) καµιά από τις 

παραπάνω µορφές δεν επιδέχεται αναλυτικών λύσεων είτε υπό παραµετρική είτε όχι 

έκφραση. 

 Ο συναρτησιακός µετασχηµατισµός (1.51) µετατρέπει την αρχική εξίσωση Thomas–

Fermi (3.129) στην παρακάτω µη γραµµική Σ∆Ε Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής 

  

3

2
12 1

,
49 49

uu uξ ξ ξ′ − = − +  (3.141) 

όπου 

  ( )3 37 , 34 .
x

x y u x x yξ ′= = +  (3.142) 

Η πρώτη των αρχικών συνθηκών  

  για 0 0
0 1x y= ⇒ =  (3.143) 

οδηγεί µέσω των εξισώσεων (3.143) στην µια αρχική συνθήκη µε µεταβλητές ξ ,u  
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  για ( ) ( )0 00 0 1 0,u u uξξ ′ = ⇒ − =   (3.144) 

που παρέχουν  

 0 0
0 0uξ = ⇒ = και 

0
uξ µ′ =  (όπου κατ’ αρχήν µ  είναι οποιοδήποτε αριθµός) 

ή      (3.145) 

  ( )0 0 0 1u
ξ

ξ ′= ⇒ = και 
0

u vξ =  (όπου κατ’ αρχήν v  είναι οποιοδήποτε αριθµός)     

 Αυτή η αρχική συνθήκη θα χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό της πρώτης σταθεράς 

ολοκλήρωσης C που θα προκύψει από την αναλυτική λύση της εξίσωσης Abel (3.141) στο 

επίπεδο των φάσεων. Εφόσον λυθεί η εξίσωση Abel (3.141), τότε η αρχική εξίσωση Thomas-

Fermi (3.129) ( µαζί µε την δεύτερη αρχική συνθήκη των εξισώσεων (3.130)) µπορεί να 

επιλυθεί µέσω της πρώτης των εξισώσεων του µετασχηµατισµού (3.142)  

  
2 33 ,

7

d
x ydx x dy

ξ
+ =  (3.146)  

δηλαδή την εξίσωση  

  
2 3 1

3 .
7

x x
x y x y ξ′ ′+ =  (3.147) 

Έτσι, εξάγουµε την παραµετρική λύση  

  
( )

*

3
exp 7 , ;

7

d
x C y

u x

ξ ξ
ξ

 
= =  

 
∫  

 0, 0,x y ξ≥ ≥ = παράµετρος; 
*

C = σταθερά ολοκληρώσεως ;
   

(3.148)
 

  
( )u ξ = λύση της εξίσωσης Abel (3.141).    

 Στην περίπτωση αυτή η δεύτερη συνθήκη, δηλαδή η συνθήκη , 0x y→∞ →  

χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό της δεύτερης σταθεράς 
*.C  

 

 

 

 

3.9 Η εξίσωση µεµβρανικών κελυφών εκ περιστροφής - Εξίσωση 

Megareus (1939) [25] 
 
Ας θεωρήσουµε στοιχείο κελύφους εκ περιστροφής υπό µεµβρανική ένταση. 

Συµβολίζουµε µε R1 την ακτίνα καµπυλότητας του µεσηµβρινού, R την ακτίνα καµπυλότητας 

του παράλληλου κύκλου και µε R2 την ακτίνα καµπυλότητας που ορίζεται µεταξύ της 
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καθέτου στην µέση επιφάνεια και του άξονα περιστροφής του κελύφους (ΕΒ = R2) (Σχ. 3.3). 

Από τις σχέσεις 

 

 ( ) ( )2 2 2 ;   sin sin  ;   sin  ;    ;   
cos

AC DB
EB R DB EB R AC DB R ABθ θ θ

θ
−

= = = − = ∆ =  

 1
AB R θ= ∆  

 

εξάγουµε την εξίσωση 

 

 ( )2 1sin cos  .R Rθ θ
θ
∆

=
∆  

(3.149)  

 

 
 

Σχήµα 3.3: Μεµβρανικό στοιχείο κελύφους εκ περιστροφής 
 

Οι τρεις εξισώσεις ισορροπίας στην µεµβρανική θεωρία κελυφών είναι [25]: 

 

 ( ), ,

1 2 2

1 1
0   ,

sin

cot
N N S q

R R R
θ θ θ ϕ θ θ

θ
θ

′ ′+ − Ν + + =  

 

 , ,

1 2 2

1 2 1
0 ,

sin

cot
S S N q

R R R
θ ϕ ϕ ϕ

θ
θ

′ ′+ + + =
 

(3.150)  

 

 
1 2

   ,Rq
R R

ϕθ
ΝΝ

+ =  
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όπου 

 

 , ,
   ,           , θ θ

θ θ θ ϕθ ϕ
∂Ν ∂Ν

′ ′Ν = Ν = …
∂ ∂

 

 

 Στην περίπτωση των τρούλων είναι γνωστό ότι ως βασική φόρτιση θεωρείται το ίδιον 

βάρος q. Εξετάζουµε τώρα το πρόβληµα της επιλογής του σχήµατος ενός τρούλου έτσι ώστε 

η κατανοµή των τάσεων µέσα στην κατασκευή να παραµένει σταθερή. Οι συνιστώσες 

φόρτισης στην περίπτωση αυτή είναι 

 
sin   ,         ,      0  ,   

R
q q q qcos qθ ϕθ θ= = − =  (3.151) 

 

ενώ θέτοντας στις εξισώσεις (3.150) 

 

 
         ϕ θΝ = Ν = Ν  (3.152) 

 

και θεωρώντας συγχρόνως ότι η παραµόρφωση του κελύφους δεν εξαρτάται από την γωνία φ 

καθώς επίσης και ότι 

 

 
0  ,   S qϕ= =  (3.153) 

 

παίρνουµε τις σχέσεις 

 

 , 1 sin     ,     qRθ θ′Ν = −  (3.154) 

 

 1 2

1 1
cos   . N q

R R
θ

 
+ = − 

 
 (3.155) 

 

Λύνοντας την (3.155) προς 1
R και χρησιµοποιώντας την (3.149) καταλήγουµε στην 

διαφορική εξίσωση 

 

 ( ) 2
2

2

cos
sin .

1 cos

d R
R

qd
R

N

θ
θ

θ θ
= −

+
 

(3.156)  

 

Εισάγοντας τη νέα µεταβλητή 

 

 2
sin              x R θ=  (3.157) 

 

και θεωρώντας τις σχέσεις q = ρδ , Ν = σδ (ρ = ειδικό βάρος του υλικού, σ = τάση λόγω της 

δύναµης Ν), η (3.156) απλοποιείται στην 

 

 .

tan

dx x

d
x

ρθ θ
σ

= −
+

 

(3.158)  
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 Εφόσον το ζητούµενο είναι οι τάσεις σε όλες τις διατοµές του κελύφους να είναι ίσες, ο 

λόγος ρ/σ είναι σταθερός. Συνεπώς, για να συµβεί αυτό πρέπει το πάχος δ του κελύφους να 

µεταβάλλεται έτσι ώστε η σχέση Ν=σδ να είναι σε συµφωνία µε την εξίσωση (3.154). Έτσι, 

εισάγοντας τις τιµές q=ρδ και Ν=σδ στην (3.154) καταλήγουµε στο αποτέλεσµα 

 

 1 sin    ,
d

R
d

δ ρ
δ θ

θ σ
= −  

 

που παρέχει την εξίσωση 

 
1

0 0

ln sin  ,R d

θδ ρ
θ θ

δ σ
 

= − 
 

∫
 

(3.159)  

όπου 0
δ  το πάχος του κελύφους για θ=0 (κορυφή τρούλου). ∆εδοµένου τώρα ότι 

1
( sin )R dθ θ

 
παριστάνει την προβολή στοιχειώδους τόξου του µεσηµβρινού στον άξονα z, 

εισάγουµε την µεταβλητή 

 

 
1

0

sin ,R d z

θ

θ θ =∫
 

(3.160)  

 

όπου z είναι η κατακόρυφη συντεταγµένη του υπό θεώρηση σηµείου. Έτσι, το πάχος του 

κελύφους µεταβάλλεται µε τον εκθετικό νόµο 

 

 0 exp  ,
zρ

δ δ
σ

 = − 
   

(3.161)  

 

και η συναρτησιακή εξάρτηση των z και θ ευρίσκεται από την ολοκλήρωση της (3.158). 

Εισάγοντας λοιπόν τις αδιάστατες µεταβλητές 

 

 1 1  ,       ,x x z z
ρ ρ
σ σ

= − == −
 

(3.162)  

 

η (3.158) παρέχει τη εξίσωση Abel δευτέρου είδους 

 

 1
1

1

,
tan

x
x

xθ θ
′ = −

−
 

 

ή την ισοδύναµη 

 
( )1 1 1tan    .    x x x

θ
θ ′− =  (3.163) 

 

 Μέσω του µετασχηµατισµού 

 

 1 1 2

1
tan  ,w x w x

cosθθθ
θ

′ ′= − ⇒ = −
 

(3.164)  

 

η (3.163) µεταπίπτει στην 
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2

1
1 tan .ww w

cos
θ θ

θ
 ′ − − = 
   

(3.165)  

 

Με την γνωστή αντικατάσταση 

 

 
2

1
1 tan ,d

cos
ξ θ θ θ

θ
 = − = − 
 ∫  

η (3.165) µετασχηµατίζεται στην εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής 

 

 
1

   ,     tan .
tan

ww wξ ξ θ θ
θ

−′ − = = −
 

(3.166)  

Η εξίσωση δόθηκε από τον Megareous [25], οποίος έδωσε και µια υπολογιστική λύση. 

 

 

 

 

3.10 Η εξίσωση Kidder στα πορώδη µέσα (1957) [19,8] 
 

 Η εξίσωση Kidder που διέπει την ασταθή ροή ενός αερίου µέσω ηµιάπειρου πορώδους 

µέσου δίνεται από τον τύπο 

 

 
1 2 0   ,     0 1   

xx x
ay y xy a′′ ′− + = < <  (3.167) 

 

µε αρχικές συνθήκες 

 

 για  0 1  ,x y y∞→ ⇒ = =  

(3.168) 

 0 0
για 0 0 1   .x x y= = ⇒ < <  

 

Μέσω της αντικατάστασης 

 

 
( )1     ,       ay z x− =  (3.169) 

 

η εξίσωση (3.167) µετατρέπεται στην παρακάτω γενικευµένη εξίσωση Emden-Fowler  

 

 { }1/2 1
2       , , 1, ,1 ,

2
xx xz xz z n m l

−  ′′ ′= − = − 
   

(3.170)  

 

µε αντίστοιχες συνθήκες 

 

 0 0
για  0 1     ,x x z z a= = ⇒ = = −  

(3.171) 

 για 1  .x z z∞→∞⇒ = =  
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 Ο µετασχηµατισµός (1.56) µετατρέπει την (3.170) στην παρακάτω εναλλακτικής 

µορφής Emden-Fowler γενικευµένη εξίσωση 

 

 ( ) { }
2

1/2 1
2       , , ,1,2 ,

2
zz zx z x x n m l

−  ′′ ′= = − 
   

(3.172)  

 

µε αντίστοιχες επίσης συνθήκες 

 

 0
για  1 0    , z a x x= − ⇒ = =  

(3.173) 

 για  1    .z z x∞= = ⇒ →∞  

Εφ’ όσον στην περίπτωση αυτή έχουµε 
1

1,   1 0   2 1 ,
2

n m lκαι= − ≠ − = ≠ = ≠  ο 

µετασχηµατισµός (1.59), δηλαδή ο µετασχηµατισµός 

 

 
( ) ( )1 1

1 1/2     ,         ,   
l

n

z z
w z z t x x

− −+ ′ ′= = = =  (3.174) 

 

µετατρέπει την (3.172) στην γενικευµένη Emden-Fowler εξίσωση 

 

 
( ) { } { }

3
18      , , 1,1,3  ,     

tt t
w t w w n m l−′′ ′= = −  (3.175) 

 

µε νέες συνθήκες 

 0 0για 1 1     ,z z a w w a= = − ⇒ = = −  

(3.176) 

 για 1 1   .z z w∞= = ⇒ =  

 

 Επειδή όµως 

( )3'

1
  ,    , tt

w ww

t t

w
t t

w w

′′
′ ′′= = −

′
η εξίσωση (3.175) µετατρέπεται στην εξίσωση 

Emden-Fowler κανονικής µορφής 

 

 
{ } { }18      , 1, 1   .  

ww
t wt n m−′′ = − = −  (3.177) 

 

Εάν επιτευχθεί η λύση της εξίσωσης (3.177) υπό παραµετρική µορφή, δηλαδή 

 

 ( ) ( ) ,t t w w w t= ⇒ =  

τότε η λύση της (3.172) επιτυγχάνεται παραµετρικά ως εξής: 

 Από την πρώτη των (3.174) έχουµε 

 

 
2 1

1 2    ,
2

z z
z w ww w

w
′ ′= ⇒ = ⇒ =  
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εφόσον παράλληλα γράψουµε την (3.172) ως 

 

 
1 2

     .
z z

x
x z

′ 
= − ′ 

 

 

Τότε η δεύτερη των (3.174) µας επιτρέπει να ξαναγράψουµε την τελευταία εξίσωση µε τύπο 

 
2 1 1

   .
2 4

z w z w w
t x t w t x t

wz
′ ′ ′ ′ ′= − = = ⇒ = −  

 

Έτσι, η λύση της (3.172) υπό παραµετρική µορφή είναι: 

 

 ( ) 1
2 1
    ,      .

4
t

z w x w
−

′= = −
 

(3.178)  

 

Επειδή τώρα στην εξίσωση Emden-Fowler κανονικής µορφής (3.177) είναι 1 1 m = − ≠  και 

2 3 5 ,m n≠ − − = − ο µετασχηµατισµός (1.49) υπό την µορφή 

 
3/2 3/2 3

2     ,      ,
2

ws w t u w wt t
− −  ′= − = − 

   

(3.179)  

µετατρέπει την (3.177) στην παρακάτω εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής 

 

 
13

2 .
16

suu u s s−′ − = − −
 

(3.180)  

 

 

 

3.11 Οι εξισώσεις του πλαστικού "spin" σε απλή διάτµηση (εξισώσεις 

Dafalia's) (1985) [7] - Το ανάλογο πρόβληµα Volterra στο πρόβληµα 

της συγχώνευσης πληθυσµών (1931) [46] 
 

Ας θεωρήσουµε το προταθέν καταστατικό µοντέλο Dafalias (Βιβλ. [7]) που αφορά στην 

ελαστοπλαστική ανάλυση µεγάλων παραµορφώσεων ενός υλικού υποκειµένου σε απλή 

διάτµηση γ. Υποθέτοντας, για απλούστευση στερεά-πλαστική συµπεριφορά, οι διέπουσες 

εξισώσεις είναι: 

 

11
11 12 11 12

212
12 1

*

1

*

11

   ,
3

1
  .

33

r

r
a

da c
sgn a a a a

d

da c
sgn a a a h

d

γ ρ
γ

γ ρ
γ

 
= − + − 

 

 
= − − + + 

 
 

(3.181) 

 Στις εξισώσεις αυτές οι συναρτήσεις 11 12
και  a a  εκφράζονται σε όρους των τάσεων από τους 

τύπους 
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 11 11 22 22 1

*

2 12   ,    ,
3

k
sgnσ α σ α σ α γ  

= = − = − = +  
   

(3.182)  

 

όπου σ11, σ22 είναι οι ορθές συνιστώσες των τάσεων (σ33=0), ενώ σ12 είναι η διατµητική 

συνιστώσα. Επιπλέον, ha και cr είναι θετικές σταθερές του υλικού σε µονοαξονική φόρτιση, 

ενώ ρ παριστάνει παράµετρο του υλικού και 
*

sgnγ  το πρόσηµο της 
*

γ  όταν η γ αυξάνει. 

Τέλος k παριστάνει την σταθερά της ισοτροπικής κράτυνσης. 

 Για ρ>0 και για µονότονη µεταβολή της (
*

)sgn sgnγ γ=  Dafalias
7
 µελέτησε την 

ευστάθεια του συστήµατος (3.181) µέσω της δεύτερης µεθόδου Liapounov
7
 και του ικανού 

και αναγκαίου κριτηρίου Sylvester
7
 , απέδειξε ότι στο φυσικό επίπεδο οι τροχιές (α11, α12) 

παρουσιάζουν σηµεία ισορροπίας, που είναι ευσταθείς κόµβοι, όπως επίσης και σηµεία 

ισορροπίας που είναι ευσταθείς σπείρες. Τα γραφήµατα από την αριθµητική επεξεργασία των 

παραπάνω παριστάνονται στο Σχήµα 3.4. 

  
 

Σχήµα 3.4: Τροχιές (α11, α12) σε απλή διάτµηση για κινηµατικά κρατυνόµενα υλικά µε 

εξαφανιζόµενη µνήµη και διαφορετικές τιµές ρ. 

Ένα πρώτο συµπέρασµα από τα γραφήµατα του Σχήµατος 3.4 είναι ότι η λύση του µη 

γραµµικού συστήµατος (3.181) του πλαστικού "spin" σε απλή διάτµηση δεν είναι µοναδική 

(ενιαία) στο κύριο διάστηµα τιµών [-1.2, 1.2], αλλά διαχωρίζεται σε κλάδους διαφορετικών 

λύσεων που ισχύουν σε κατάλληλα υποδιαστήµατα. 

Το διαφορικό σύστηµα (3.181) αποτελεί µια επέκταση κατά την ένωσή τους, του 

αρχικού συστήµατος Volterra
46

 που αφορά στο πρόβληµα συγχώνευσης δύο λαών, δηλαδή 

του συστήµατος 
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 1
1 1 2    ,

dy
ay by y

dx
= −  

(3.183) 

 2
2 1 2   ,

dy
cy dy y

dx
= − +  

 

όπου α, b , c και d είναι κατάλληλες σταθερές παράµετροι. 

 Επίσης, το σύστηµα Dafalias (3.181) είναι ειδική περίπτωση του γενικευµένου 

προβλήµατος Volterra που παρουσιάστηκε από τους Bautin
1
, Petrovskii και Landis

34
 και 

Davis
8
, δηλαδή του συστήµατος 

 

 
2 21

1 2 1 1 2 2    ,
dy

F Cy Dy Gy Hy y Ky
dx

= + + + + +  

(3.184) 

 
2 22

1 2 1 1 2 2     ,
dy

E Ay By Ly My y Ny
dx

= + + + + +  

 

όπου A, B, C, D, …, N είναι και εδώ κατάλληλες παράµετροι. Πράγµατι, 

για ( )και0  / 3 , 1,    
r

F G K M N C B sgn c D A H Lγ ρ= = = = = = = − = − = = − =
�

και 

τέλος από 1 11 2 12 και  ,     ,    
3

a
h

E y a y a x γ= = = =  το (3.164) µεταπίπτουµε στο (3.181). 

Έτσι, µπορεί κανείς να χαρακτηρίσει το διαφορικό σύστηµα (3.181) ως “ανάλογον Volterra” 

και το γενικευµένο διαφορικό σύτσηµα (3.184) ως ανάλογο του πλαστικού “spin” σε απλή 

διάτµηση. Αµφότερα τα διαφορικά αυτά συστήµατα περιέχουν γενικές εξισώσεις δευτέρου 

βαθµού, δηλαδή µη γραµµικότητες δευτέρου βαθµού, και δεν επιδέχονται αναλυτικών 

λύσεων υπό την µορφή γνωστών (πινακοποιηµένων) συναρτήσεων. Μια γενική ανάλυση 

πάνω στην ευστάθεια τέτοιου είδους συστηµάτων βασιζόµενη στους Bendixon
2
, Liapunov

22
, 

και Poincaré
35

, παρουσιάζεται στο κλασικό βιβλίο του Davis
8
. 

 Ξαναγράφουµε τώρα τις εξισώσεις (3.181) υπό την µορφή 

 

 1 1 1 2 1 2   ,
x

y y y y yλ ρ′ = − + −  

(3.185) 

 
2

2 1 2 1 1 2   ,
x

y y y yλ ρ λ′ = − − + +  

 

όπου 

 1 11 1

*

2 12 2  ,    ,      ,     ,     .
33

ar
hc

y a y a x sgnγ λ γ λ 
= = = = − = 

   

(3.186)  

Λύνοντας την πρώτη των (3.185) προς 2
y , παραγωγίζοντας το αποτέλεσµα µια φορά προς x  

και εισάγοντας τούτο µαζί µε την νέα προκύπτουσα εξίσωση στην δεύτερη των (3.185), 

εξάγουµε την εξής δεύτερης τάξης συνήθη διαφορική εξίσωση προς 1
y : 

 

 ( )( )2 2 21
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2

1 1

2
1 0  ,   

1 1xx x x

y
y y y y y y y

y y

ρ ρ
λ λ ρ ρ λ

ρ ρ
−

′′ ′ ′+ + + − − − + =
− −

(3.187)  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3  Εφαρµογές στη Μη Γραµµική Μηχανική και στη Μαθηµατική Φυσική 115 

 

 1
1 0  .yρ− ≠  

 

Η αντικατάσταση 

 

 
( )

11 1 1    
x xx yy p y y pp′ ′′ ′= ⇒ =  (3.188) 

 

µετασχηµατίζει την (3.187) στην παρακάτω εξίσωση Abel δευτέρου είδους 

 ( )( )
1

2 2 21
1 1 1 1 1 1 2

1 1

2
1 0  .      

1 1
y

y
pp p p y y y y

y y

ρ ρ
λ λ ρ ρ λ

ρ ρ
−

′ + + + − − − + =
− −

(3.189)  

 

 Ο γενικός µετασχηµατισµός  

 ( )1 1

1

1
  ,          ,

1

p
w y y

yρ ρ
= ≠

−  

(3.190)  

 

µετατρέπει την (3.189) στην εξίσωση Abel δευτέρου είδους απλούστερης µορφής 

 

 
( ) ( )

1 1 1 0 1   ,  yww F y w F y′ − =  (3.191) 

 

όπου 

 

 ( )
( )

( )
( )

2 2

1 1 1 2 1 1
1 1 1 0 12 2

11 1

2
    ,     .

11 1

y y y y
F y F y

yy y

ρ ρ λ λ
λ

ρρ ρ

− − +
= − = −

−− −
 

(3.192)  

 

Επιπλέον, η αντικατάσταση 

 

 ( )
( )

1
1 1 1 1 12

1

2
,

1

y
F y dy dy

y

ρ
ξ λ

ρ

−
= = −

−∫ ∫
 

(3.193)  

 

µετασχηµατίζει την (3.191) στην παρακάτω εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής 

µορφής 

 

 
( )
( )

0 1 1
1

1 1 1

( ) 1
    ,       ln 1 .

( ) 1

F y
ww w y

F y y
ξ

ξ λ
ξ ρ

ξ ρ ρ
 

′ − = = − − −   

(3.194)  

 

Αποδείξαµε λοιπόν ότι οι εξισώσεις του πλαστικού "spin" (3.181) ανάγονται στην λύση 

µιας εξίσωσης Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής, που ισχύει στο επίπεδο φάσεων. 

Έτσι, το όλο πρόβληµα ανάγεται στην δυνατότητα επίλυσης της διαφορικής εξίσωσης 

(3.194), δηλαδή στην κατασκευή του ενδιάµεσου ολοκληρώµατος στο επίπεδο φάσεων. Αν 

αυτό επιτευχθεί, τότε η συνάρτηση y1 =a11 υπολογίζεται µε την κατά µέρη ολοκλήρωση της 

εξίσωσης (3.188), ενώ η συνάρτηση y2 = α12 υπολογίζεται από την πρώτη των (3.185) ως 

 

 
1 1 1

2

1

.
1

x
y y

y
y

λ

ρ

′ +
=

−  

(3.195)  
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Είναι τώρα ενδιαφέρον να µελετήσει κανείς σε ποιας µορφής εξίσωσης Abel µπορεί να 

µεταπέσει το γενικευµένο σύστηµα των εξισώσεων του πλαστικού "spin" (3.181), δηλαδή το 

σύστηµα του γενικευµένου προβλήµατος Volterra (3.184). Ακολουθώντας την προηγούµενη 

διαδικασία, λύνουµε την πρώτη των εξισώσεων (3.184) ως προς y2 και εισάγουµε συγχρόνως 

το αποτέλεσµα µαζί µε την παράγωγο του στην δεύτερη των εξισώσεων αυτών. Έτσι, 

ευρίσκουµε: 

 

 
1

2

4
    ,   

2 2

x
Ky

y
K K

′+
= − ±

HF
 

 2
2 1 1 1 1

1 1

1
,

2 4 4
x x x xx

x x

y y y y
Ky K Ky

′ ′ ′′ ′′= + ±
′ ′+ +H H

Z
Z

 

(3.196)  

 

όπου 

 

 ( ) ( ) ( )2 2

1 1 1 1 1 1   , 4   ,     ,y D Hy y K y F Cy Gy= + = − = + +F H F L L  

 ( ) ( )1 1

1 1 2 1
    ,   .

2 4

y y
y y

K K

′ ′
= − = ±
F H

Z Z
 

(3.197)  

 

Η δεύτερη των εξισώσεων (3.184) µε βάση τις (3.187) και (3.197) γράφεται 

 

 
22

1 1 1 1 2 2
' '

1 1

1
 ,   

4 4
x x xx

x x

y y y y Ny
Ky Ky

′ ′ ′′+ ± = + +
+ +

R
H H

Z
Z �

 

(3.198)  

 

στην οποία είναι 

 

 
( ) ( )2

1 1 1 1 1       ,             .y E Ay Ly y B My= + + = +R �  (3.199) 

 

 Η µη γραµµική συνήθης διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης (3.198) µπορεί περαιτέρω 

να γραφεί στην εξής τελική µορφή 

 

 

( ) ( )

2

1 1 1 1 2 1 12

3/2

1 12

4 4
2

1
4 .

4

4
2 4

xx x x x x

x x

N
y Ky y y Ky
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′′ ′ ′ ′ ′± + ± = ± − + + + 

 

  ′ ′+ − + ± + 
 

�F F
H R H

F
H H

Z Z

�  

(3.200)  

 

Με τις αντικαταστάσεις 

 

 ( )
11 1 1     ,

x xx yy p y y pp′′ ′′ ′= ⇒ =  

(3.201) 

 ( )1 1
4    ,

x
Ky u y′+ =H  

 

η εξίσωση (3.200) µετασχηµατίζεται στην παρακάτω γενικευµένη εξίσωση Abel δευτέρου 
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είδους περιέχουσα κυβικές µη γραµµικότητες: 

 

 

( ) ( )
1 1

1

2 3 2

1 2

2

1 22

1
2  4 2

2

1
2 4 2 .

2 4 2

y y

y

N
u u u N K u K K u

K

N
K K u K

K K

  ′ ′− = ± − + − + ±    

    ′− + + − ±    
   

F
H H

�F F
R H H H

∓Z � Z

Z Z

(3.202)  

 

 Η εξίσωση αυτή µπορεί να µεταπέσει σε εξίσωση Abel δευτέρου είδους αν Η=0. Με 

βάση τις (3.197) αυτός ο περιορισµός οδηγεί στο γεγονός ότι πρέπει να ισχύουν οι εξισώσεις 

 

 
2

4 0  ,K− =F L  

(3.203) 

 

2

2
0    ,

2 4

N

K K
− + =
F � F

R  

 

δηλαδή να ισχύουν οι εξής συναρτησιακές σχέσεις µεταξύ των παραµέτρων του συστήµατος 

(3.184): 

 

 
2 2

4 0   ,     2 4 0   ,    4 0  ,D KF DH KC H KG− = − = − =  

 
2 2 2

4 2 0   ,   2 0  ,   K E ND KBD NDH MDK BHK AK+ − = − − + =  (3. 204) 

 
2 22 2 0    .K L MHK NH− + =  

 

Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση (3. 202) παίρνει τη µορφή 

 

 ( )
1 12 4  ,y

NF
uu N K u K T

K

 ′ = ± − + − 
 

Z

 

(3.205)  

 

όπου οι συναρτήσεις 2 1
και, ,   F Z Z T  αλλάζουν σύµφωνα µε τις (3.197) και (3.204). 

Προφανώς, µέσω της αντικατάστασης  

  ( )1f x dxξ = ∫ , 

η (3. 205) µεταπίπτει στην εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής 

 

 ( )
1 12 4  , y

N
uu N K u K

K

 ′ = ± − + − 
 

F
Z �

 

(3.206)  

 

όπου οι συναρτήσεις 2 1
και, ,   F Z Z �  αλλάζουν σύµφωνα µε τις (3.177) και (3.184). 

Προφανώς, µέσω της αντικατάστασης (1.4), η (3.185) µεταπίπτει στην εξίσωση Abel 

δευτέρου είδους κανονικής µορφής 

 

 
( ) ( )

( )
1 1

1 1

2 ( ) 2 ( )
 ,

( )

K y N y
uu u

N K y
ξ

ξ ξ
ξ

−
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−
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Z
 

(3.207)  
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όπου 

 ( ) ( )1 1 1
2 2 .dy D N H yξ = ± Ν −Κ = ± ± +∫ Z  

 

 

 

3.12 Το µη γραµµικό οικονοµικό µοντέλο Goudwin για αυξανόµενους 

κύκλους (1976) [15] 

 Εξετάζουµε µια επέκταση του καταστατικού οικονοµικού µοντέλου Goudwin
15

, που 

βασίζεται στο µοντέλο Lotka-Volterra
46

 εισάγοντας, µε βάση τις παρατηρήσεις των Desai
9
, 

Desai, Henry, Mosley and Pemberton
10

, µια ισχυρά µη γραµµική καµπύλη τύπου Phillips. 

Αυτό το καταστατικό µοντέλο περιγράφεται από ένα σύστηµα δυο Σ∆Ε εξισώσεων πρώτης 

τάξης ισχυρά µη γραµµικών τύπου Kolmogοrov (1936), δηλαδή τις εξισώσεις 

 

  

( )

( )

ln , (α)

1 , (β)

t

t

v
A k u

v

u
B v

u

δ

λ

ρ −

′
= − + −

′
= − + −

 (3.208)  

     

όπου  

  , , , , , 1,A B kλ ρ δ > παράµετροι. (3.209) 

Παραγωγίζοντας την (3.208β) και συνδυάζοντας την µε την (3.208α) εξάγουµε τη µια 

εξίσωση 

  ( )1
1

t t

t

u u
v

u v

δρδ −
′′ ′  = −  − 

, (3.210) 

που µε τη σειρά της µε βάση την (3. 208β) γράφεται 

  .
1

t t t

t

u u u
B

u v u
δ

′′ ′ ′   = +   −   
 (3.211) 

Από την άλλη µεριά, ξαναγράφοντας την (3. 208α) υπό τη µορφή 

  ( )ln
1

t
v

A k u
v

λ
′
= − −

−
 (3.212)  

και συνδυάζοντας το αποτέλεσµα µε τις (3.208α) και (3.208β) ευρίσκουµε  

  ( )
1/

1/

1
ln 1

1

t tv u
A k u B

v u

δ

δλ
ρ

 ′ ′  =  − −  − +   −    
 .  (3.213) 
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Έτσι, η εξίσωση (3.210) παίρνει την µη γραµµική δευτέρας τάξης µορφή 

 ( )
1/ 1/

1 1
ln 1 1 1 .t t t

t

u u uB
B A k u

u B u B u

δ δ

δ λ δ
ρ

′  ′ ′ ′      =  −  − Β + +                
  (3.214) 

 Η µη γραµµική Σ∆Ε δευτέρας τάξης (3.214) είναι ακριβής, εφόσον ουδεµία 

προσέγγιση κατά τη διάρκεια της αποσύζευξης του συστήµατος (3.208 α και β) έχει γίνει. 

Επειδή µια περαιτέρω έρευνα επί της διαδικασίας αναλυτικών λύσεων της εξίσωσης αυτής 

φαίνεται ότι είναι µάλλον αδύνατη, θα προσπαθήσουµε να την µετατρέψουµε σε επιλύσιµη 

µορφή χρησιµοποιώντας, εφόσον αυτό είναι εφικτό, µια ασυµπτωτική ανάλυση που αφορά 

τις παραµέτρους που περιέχει. Έτσι, δεδοµένου 1,δ >  µπορεί να αναπτυχθεί το διώνυµο 
1

1
1 t

u

B u

δ
δ
+

′ + 
 

σε δυναµοσειρά  
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δ δ δ

δ δ δ
δ δ δ δ

+
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+ + +  − − +   ′   + + 
 

  

Σηµειώνεται ότι 0, 0B δ> > και επιπλέον ότι προσεγγίζουµε την τελευταία αυτή σχέση, 

µε τάξη προσέγγισης 
( )( )

( )3

1 1
,

6
O

B

δ δ

δ

 + −
 
  

 δηλαδή 

 
( )

( )( )
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1
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2 3

1 11 1 1 1
1 1 .
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t t t
u u u

O
B u u u B

δ
δ δ δδ δ

δ δ δ

+
 + −′ ′ ′+ +   + ≅ + + +     Β   Β   

 (3.215) 

Η προσέγγιση αυτή µετατρέπει την εξίσωση (3.214) στην  

 ( )
2

2

1
ln 1tt t tu u u u

B A k u
u B u

δ λ
′′ ′ ′−  =  −  + +   

 

 ( )
( )

1/ 2

2

1 1 1
ln 1 ...

2!

t t
u uB

B A k u
u u

δ
δ δ

δ λ
ρ δ δ

 ′ ′  + +  −  −  + + +      Β  Β       

(3.216) 

Ο µετασχηµατισµός τώρα 

 ( ) , ,
t tt u

u p u u p p′ ′′ ′= =   (3.217) 
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µετατρέπει την (3.216) στην πλήρη εξίσωση Abel δευτέρας τάξης 

 ( ) ( ) ( )2

2 1 0 ,
u

p p f u p f u p f u′ = + +  (3.218) 

όπου 

 ( ) ( )
1

2 1

1 1
1 ln

2

B
f u A ku
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δ
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δ
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δ
ρ

−

+
= −  −    

 ( ) ( ) ( )1/

1 1/

1
ln 1 ,

B
f u A ku
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δ

δ
λ δ

ρ δ
 + 

=  −  −  
 

 (3.219) 

 ( ) ( ) ( )
1/

0 1/
ln 1

B
f u A ku u

δ

δλ δ
ρ

 
=  −  Β −  

 
. 

Ειδικότερα τώρα για 1δ = η ακριβής Σ∆Ε (3.214) µε τον µετασχηµατισµό (3.217) 

µετατρέπεται στην επίσης Σ∆Ε Abel δευτέρου είδους 

 ( ) ( ) ( )2

2 1 0 ,
u

pp f u p f u p f u′ = + +  (3.220) 

όπου 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1

0

ln 1 2
1 , 1 ln ,

1 ln

A ku B
f u f u A ku

u

B
f u B A ku u

λ
λ

ρ ρ

λ
ρ

 −   
= − = −  −      

  

 
= −  −    

 

(3.221) 

Αµφότερες οι µορφές των εξισώσεων Abel (3.218) και (3.220) επιλύονται µε βάση τα 

αναπτυχθέντα στα Κεφάλαια 1 και 2 του παρόντος. 

 

 

 

 

 

3.13 Η µη γραµµική εξίσωση διάχυσης αερίων υπό πίεση (1995) [45] 
 

Στην βιβλιογραφική αναφορά [45] αναπτύχθηκε η µη γραµµική διαφορική εξίσωση 

διάχυσης αερίων υπό πίεση που εµφανίζεται στην κατάστρωση προβληµάτων ροής αερίων 

όταν λαµβάνεται υπόψη η συµπιεστότητα. Η εξίσωση αυτή έχει την µορφή 

 

 
22 5 0    

xx x x
yy y xy′′ ′ ′+ + =  (3.222) 
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µε αντίστοιχες συνθήκες: 

 

 για     ,     1    ,  x y y∞→∞ = =  

(3.223) 

 και για 0 0
 0   ,      0 1   .x x y= = < <  

 

Ο µετασχηµατισµός (1.56) µετατρέπει την (3.222) στην εξίσωση 

 

 
22 5 0  

yy y y
yx x xx′′ ′ ′− − =  (3.224) 

 

µε αντίστοιχες συνθήκες 

 

 για  1    ,       ,       y y x∞= = →∞  

(3.225) 

 και για 0 0
0 1   ,    0   .y x x< < = =  

 

Εισάγοντας τον επιπρόσθετο συναρτησιακό µετασχηµατισµό 

 

 
( ) ( ) ( ) 2   ,        ,       

y y yy y yy
x y n x x n x n nξ ξξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′= = ⇒ = = +  (3.226) 

 

η (3.224) καταλήγει στην 

 

 
( )2 2 22 2 5 0  

y yy y y
y n y n nnξξ ξ ξξ ξ ξ ξ′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′+ − − =  (3.227) 

 

 Καθορίζοντας την ξ(y) έτσι ώστε 
 

 ( ) 7/22
2 5 0 ,

7
yy y

y y yξ ξ ξ′′ ′− = ⇒ =
 

(3.228)  

 

η (3.227) µετατρέπεται στην παρακάτω γενικευµένη εξίσωση Emden-Fowler ως προς n(ξ): 
 

 

2/7

2/7 2 7/21 7 2
    ,         ,       

2 2 7
n nn yξξ ξξ ξ

−
−  ′′ ′= Α Α = = 

   

(3.229)  

 

µε αντίστοιχες συνθήκες 

 για 
2

    ,       , 
7

n ξ ξ∞→∞ = =  

(3.230) 

 και για 

2/7

0 0

7
 0    ,    0 1  .

2
n n ξ = = < < 

 
 

 

 Μια ισοδύναµη µορφή της (3.229) προκύπτει µέσω του µετασχηµατισµού (1.56), 

δηλαδή 
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2/7

2/7 1 7
   ,       

2 2
nn n

An Aξ ξ ξ
−

−  ′′ ′= − =  
   

(3.231)  

 

και συνθήκες 

 

 για 
2

      ,        ,
7

nξ ξ∞= = →∞  

(3.232) 

 και για 

2/7

0 0

7
 0    ,    0 1      .

2
n n ξ = = < < 

 
 

 

 Επιπλέον εφαρµόζοντας στην (3.229) τον µετασχηµατισµό (1.59) µε κατάλληλους 

εκθέτες n, m και l, δηλαδή θέτοντας 

 

 
( ) 5/7 1     ,        ,      w t t nξξ −′= =  (3.233) 

 

εξάγουµε την ισοδύναµη γενικευµένη εξίσωση Emden-Fowler 

 

 
1 2/5 3 49

    ,       ,
25

tt t
w Bt w w B A−′′ ′= =

 
(3.234)  

 

η οποία µε τη σειρά της µέσω του µετασχηµατισµού (1.56) καταλήγει στην εξίσωση Emden-

Fowler κανονικής µορφής 

 

 
2/5 1 49

       ,      ,
25

ww
t Bw t B A−′′ = − =

 
(3.235)  

 

µε κατάλληλες συνθήκες. 

 Εφόσον η λύση της (3.235) είναι γνωστή, η λύση της αρχικής εξίσωσης (3.229) µπορεί 

να γραφεί υπό παραµετρική µορφή 

 

 ( ) 1
7/5 5

    ,       ,          . 
7

t
w n k w k

A
ξ

−
′= = = −

 
( )3.236  

 

Είναι σαφές ότι µε βάση τους µετασχηµατισµούς του Κεφαλαίου 1 του παρόντος 

οποιαδήποτε από τις παραπάνω εξισώσεις Emden-Fowler µετατρέπεται σε εξίσωση Abel 

δευτέρου είδους κανονικής µορφής. 

 

 

 

3.14 Μαθηµατικό µοντέλο για την διανοµή στέγασης πλήθους ανθρώπων 

που έχασαν τις κατοικίες τους λόγω µεγάλης φυσικής καταστροφής 

(1999,2003) [24] 
 

  Ενδιαφέρον µεγάλο παρουσιάζουν µαθηµατικά µοντέλα που αφορούν στην διανοµή 
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στέγασης σε πληθυσµούς που έχασαν τις κατοικίες τους λόγω µεγάλων φυσικών 

καταστροφών, όπως πχ σεισµών κλπ. Οι προσπάθειες αυτές θα µπορούσε κάποιος να 

ισχυριστεί ότι ξεκίνησαν το 1999 από τους Gonzales
14

 και Lasey and Nikolopoulos 
20

 ,µε 

βάση τους µεγάλους σεισµούς στην Αθήνα. Το µαθηµατικό πρόβληµα που περιγράφεται 

εφαρµόστηκε από τους Nikolopoulos and Tzametis το 2003
24

 και περιλαµβάνει διαφορικά 

συστήµατα πρώτης τάξης που παρουσιάστηκαν ως τα πλέον γενικά από τους Bautin
1
, 

Petrovski και Landis
34

 έχοντας υπόψη τα αιτήµατα που προκύπτουν κατά τη µετακίνηση και 

συγχώνευση λαών των Volterra και Lotka 
46

. 

 Ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων του ως άνω προβλήµατος είναι
14

  

  ( ) ( )1 2 2 3t

dx
x a x C y a x C z

dt
′ = = − − − − ;   (α)  

  ( ) ( )1 2 2 3 ;
t

dy
y a x C y a y C z

dt
′ = = − − −      (β) (3.237) 

  ( ) ( ) ( ) 1.x t y t z t+ + =
 

(γ) 

Eδώ 1 2 3 2
, , ,a a a C και 3

C είναι κατάλληλοι παράµετροι , ενώ t  παριστάνει την ανεξάρτητη 

µεταβλητή. Το παραπάνω σύστηµα απλοποιείται και καταλήγει στη µορφή 

  ( ) ( )1 2 1 3 ;
t

x a a xy a C z′ = − − −  (α)  

  ( ) 2

3 2 2 3 3 ;
t

y a C y a a xy a y′ = − + − −    (β) (3.238) 

  1 x y z= + + , (γ) 

όπου 1 2 3 2
, , ,a a a C και 3

C είναι επίσης κατάλληλοι παράµετροι και t  είναι η ανεξάρτητη 

µεταβλητή. Προς απλούστευση θα ασχοληθούµε µε το σύστηµα των εξισώσεων (3.238). 

 Λύνοντας την (3.238γ) προς z και επεξεργάζοντας την (3.238β) ευρίσκουµε 

 
( ) ( ) ( )2 2

1 2 1 3 1 1 2 1 3 11 1 ,
t

x a a xy a C x a x a xy a xy a C x a x′ = − − − − − = − − − −    (3.239) 

 η οποία παρέχει την τελική έκφραση  

  
( )1 31

2 2 2

11
.t

a Cx a
y x

a x a a

−′
= − − −

   

(3.240) 

Παραγωγίζοντας την (3.240) και εισάγοντας το αποτέλεσµα µαζί µε την (3.239) στην 

(3.238β) καταλήγουµε στην παρακάτω µη γραµµική Σ∆Ε δευτέρας τάξης µε σταθερούς 

συντελεστές 

  

( )

( ) ( ) ( )

22
1 33 2 1 3 3

12

2 2 2 2

2

1 3 3 1 1 3 3 1 1 3 32

2 2 2

2 12

2 1
.

tt t t
t

a Cx x x a C a a a x
a x

x a a a x a

a a C a a C a a a a C
x x

a a a

− ′′ ′ ′−  ′+ + − − − =   
  

− − + −
= − +

 (3.241) 
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Με την αντικατάσταση  

  ( ) ,
t tt x

dx
x p x x p p

dt
′ ′′ ′= = ⇒ =   (3.242) 

η (3.241) µετασχηµατίζεται στην παρακάτω εξίσωση Abel δευτέρου είδους 

  

( )

( ) ( ) ( )

1 323 3 2 1 3
1

2 2 2 2

2

1 3 3 1 1 3 3 1 1 3 32

2 2 2

2 1 21 1
1

2 1

x

a Ca a C a a
pp p x a p

x a x a a a

a a C a a C a a a a C
x x x

a a a

 −   
′ = + + − + − +    

    

 − + −
− + − 
  

 

 (3.243) 

 Μέσω των µετασχηµατισµών του Κεφαλαίου 1 για το είδος των εξισώσεων (3.243) 

αυτή µετατρέπεται σε εξίσωση Abel κανονικής µορφής. Εφόσον η τελευταία εξίσωση 

επιλυθεί (Κεφάλαιο 2), η συνάρτηση ( )x t  προκύπτει από την εξίσωση (3.242) περιέχοντας 

µόνο µια σταθερά , ενώ τέλος η συνάρτηση ( )z t προκύπτει ευθέως από την εξίσωση 

(3.238γ). 

 

 

 

 

3.15 Η εξίσωση των στερεών - απολύτως πλαστικών σωµάτων υπό συνθήκες 

επίπεδες έντασης (2006) [28] 

 
Πρόσφατα αποδείχθηκε ότι στην θεωρία των στατικά ορισµένων επίπεδων στερεών - 

απολύτως πλαστικών σωµάτων υπό συνθήκες επίπεδης έντασης οι δυο εξισώσεις ισορροπίας 

και το ισχυρά µη γραµµικό κριτήριο Mises καταλήγουν στην επίλυση µιας µη γραµµικής 

διαφορικής εξίσωσης της µορφής [Βιβλ. 28]: 

 

 
( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2

0 0
36 4 9 6 12 3 9 0     , 

x x
y x y y x xy y xσ σ′ ′− − + − − − − =  (3.244) 

όπου 0
σ  είναι κατάλληλη σταθερά. Η (3.244) µέσω του γνωστού µετασχηµατισµού 

Legendre
18 

 

      ,      ,
x x

Y xy y X y′ ′= − =
     

(3.245) 

 

µεταπίπτει στην 

 

 

( )

( ) ( )

2
2 ' 2 2

0

2
2 2 2

0

36 4 9

2 36 3 9 3 9 0,

X X

X X X X X

XY Y Y X

XY Y Y XY Y Y X Y

σ

σ

 ′− − − +  

 ′ ′ ′ ′ ′+ − − − − − − =  

 (3.246) 

 

που µπορεί να γραφεί υπό την τελική µορφή 
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( ) ( ) ( )2 22 0   

X X
Y f X YY g X Y h X′ ′+ + + =  (3.247) 

 

όπου 

 

 ( )
( )

( )
2

4 3 2

4 6 3
    ,

4 6 15 18 9

X X X
f X

X X X X

+ +
= −

+ + + +
 

 ( ) ( )
( )4 3 2

2 2 3
,

4 6 15 18 9

X X
g X

X X X X

+
=

+ + + +
 

(3.248) 

 ( ) ( )
( )

2

0

4 3 2

36 2
     .

4 6 15 18 9

X X
h X

X X X X

σ +
= −

+ + + +
 

 

Εισάγουµε τώρα τον συναρτησιακό µετασχηµατισµό 

 

 
( ) ( ) ( ) ( )   ,     

X X X
Y X P X n X Y P n P nξξ ξ ξ ξ′ ′ ′ ′= = ⇒ = +  (3.249) 

 

όπου P και ξ είναι προσδιοριστέες συναρτήσεις και µετατρέπουµε την (3.247) στην µορφή 

 

 
( ) ( )2 2 2 2 2 2 22 2 2 0    . 

X X X X X
P fPP gP n P n PP fP nn hξ ξξ ξ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + =  (3.250) 

 

Για να εξαλείψουµε τον πρώτο όρο στην (3.250) θέτουµε 

 

 
2 22 0    ,     

X X
P fPP gP′ ′+ + =  (3.251) 

 

που είναι του τύπου της εξίσωσης (3.247) χωρίς ελεύθερη συνάρτηση ( )h X . 

 Ο µετασχηµατισµός 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )2  ,      P X q s exp fdX s g f dX= − = ± −∫ ∫  

µετατρέπει την (3.251) στη µορφή
2 2 0

s
q q′ ± =  (Βιβλ. [18]) , µέσω της οποίας ορίζουµε την 

P ως εξής 

 

 ( ) ( )( )2  P X exp g f f dX = ± − −  ∫
 

ή 

  
( ) ( )( )2    .P X exp i g f f dX = ± − −  ∫

  
(3.252) 

 

 

 Μετά από αυτόν τον ορισµό, η (3.250) γίνεται 
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( )

2

2 2

2
0.

X
P fP h

n nn
P P

ξ ξξ ξΧ Χ

′ +
′ ′+ + =

′ ′
 

(3.253)  

 

Ορίζουµε την ξ(X) έτσι ώστε: 
 

 ( ) ( )
,

2 X

h
X dX

P fP P
ξ =

′ +∫
 

(3.254)  

 

όπου η P(X) όπως στην (3.252) και οι h, f όπως στην (3.248) και ξαναγράφουµε την (3.253) 

υπό την µορφή 

 

 
( ) ( )2 0n Z nn Zξ ξξ ξ′ ′+ + =  (3.255) 

  

Εδώ η Z(ξ) προσδιορίζεται µέσω της (3.254) 

 Θα αποδείξουµε τώρα ότι η λύση της (3.255) ανάγεται στην λύση µιας εξίσωσης Abel 

δευτέρου είδους. Πράγµατι εισάγουµε την παράµετρο n tξ′ =  και η (3.255) γράφεται 

 

 
( ) ( ) ( )2, , 0   ,F t n Z t Z nt Zξ ξ≡ + + =  (3.256) 

 

η οποία µε παραγώγιση καταλήγει στην 

 

 
( )

,

' 2

, ,

2
.

1

t

n

Fd t Zn

dt F tF Z tn Ztξ ξ

ξ +
= − = −

+ + +
 

(3.257) 

 

 Λύνοντας την (3.256) ως προς n και εισάγοντας το αποτέλεσµα στην (3.257) 

καταλήγουµε στην 

 

 ( )

2

2

2 3

2

,

t Z
Z Zd t t Z t t

dt Z
Z t

Z

ξ
ξ

ξ

ξ
−

′−
′= − ⇔ − = −

′ Ζ 
−  

   

(3.258) 

που στη συνέχεια µε την αντικατάσταση 

 

 ( )2 2    ,     ,
4

Q
t Q tt Q t

Q

ξ
ξ ξ ξξ

′
′ ′ ′= ⇒ = = ±

 

(3.259) 

 

παρέχει την εξής εξίσωση Abel δευτέρου είδους 

 ( )
2

22 .
Z Z

Q Z Q Q
Z

ξ
ξ

′−
′− = ∓

 
(3.260) 

Ο γνωστός µετασχηµατισµός 

 

 ( ) ( ) ( )   ,W Q Z Eξ ξ= −
 

(3.261) 
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 ( ) ( )( ) ( )
2

22 ln    ,
Z Z

exp d exp Z d exp Z
Z

ξξ ξ ξ ξ
′ −

Ε = − = ±  
 
∫ ∫∓ ∓  

 

όπου Ζ(ξ) προσδιορίζεται µέσω της (3.254) µετατρέπει την (3.260) στην απλούστερη 

 

 ( ) ( )1 0   ,WW F W Fξ ξ ξ′ = +  

(3.262) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 04    ,      2   ,F Z Z Z E F Z Zξ ξ ξξ ξ ξ ξ   ′ ′ ′= − − = Ζ − Ε   ∓ ∓  

 

όπου ( )E ξ  όπως στην (3.261). 

 

Τέλος, µε την αντικατάσταση 

 

 ( ) ( )( )2

1
4 ( ) ,F d Z Z dξ ξτ ξ ξ ξ ξ ′ ′= = −Ζ − Ε ∫ ∫ ∓

 
(3.263)  

 

όπου ( )E ξ όπως στην (3.261), 

η πρώτη των εξισώσεων (3.262) µετασχηµατίζεται στην εξίσωση Abel δευτέρου είδους 

κανονικής µορφής 

 

 ( ) ( ) 0

1

( )
    ,     .

( )
r

F
WW W

F

ξ
τ τ

ξ
′ − = Ρ Ρ =

 

(3.264)  

 

 

 

3.16 Η τροποποιηµένη εξίσωσηEmden 0′′ ′ 3

xx x
y + ayy + βy = (2008) [6] 

 H τροποποιηµένη εξίσωση Emden είναι η δεύτερης τάξης µη γραµµική Σ∆Ε 

  
3 0,xx xy ayy yβ′′ ′+ + =   (3.265) 

όπου a  και β  παριστάνουν κατάλληλους παραµέτρους. 

Η εξίσωση αυτή µέσω του µετασχηµατισµού  

  ( ) , ,
x xx y

dp dy
y p y y pp

dy dx
′ ′′ ′= = =   (3.265α) 

µετατρέπεται στην εξίσωση Abel δευτέρου είδους 

  
3 30 .

y y
pp ayp pp ayp yβυ β′ ′+ + = ⇔ = − −   (3.266) 

Περαιτέρω η αντικατάσταση 
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2
2 2

,
2

ay z
z a ydy y

a
= − = − ⇔ = −∫   (3.267) 

την µετασχηµατίζει στην εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής  

  
3 2

,
z

pp ayp y pp p z
a

β
β′ ′− = − − ⇔ − = −   (3.268) 

µε παραµετρική γενική λύση την
36

 (έχει γίνει η σχετική διόρθωση της παρουσιαζόµενης 

λύσης στην [36]).  

 
( )

2 2

σταθερά ολοκλήρωσης.

exp , 1 exp ,
2 22

d Ca d
z C p

a a

C

τ τ τ τ
τ

β ββτ τ τ τ

   
   

= − = − − −   
   − + − +
   

=

∫ ∫ ,  (3.269) 

 Η παραπάνω γενική παραµετρική λύση (3.269) µπορεί να διατυπωθεί και υπό 

αναλυτική µορφή αν γράψουµε 

  ( )1 ,
2

p

z

α
τ

β
= − −   (3.270) 

και υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα
16

 

  
2

ln ,
2

z d

C

a

τ τ
β

τ τ

  = − 
  − +

∫    (3.271) 

δηλαδή 

αν

αν

αν

1 1 2 4
ln ln 1 0,

1 2

2 4
ln ln 1 0,

1 2

2 1 2 4
arctan ln 1 0.

R
a

z
R

C a

R
a

τ β
τ

β
τ

τ β

 − + − −∆
+ ∆ = + <

−∆ − + + −∆
 −  = + ∆ = + =  − +  

− +
+ ∆ = + > ∆ ∆

        (3.272) 

Λύνοντας ως προς τ  κάθε µια των (3.272) και εισάγοντας τα αποτελέσµατα στην (3.270) 

διαδοχικά έχουµε τα τρία είδη γενικών λύσεων (3.268) στο επίπεδο των φάσεων που 

περιέχουν µια σταθερά ολοκλήρωσης. Μέσω τώρα του µετασχηµατισµού (3.265α) 

καθορίζουµε και πάλι µε ολοκλήρωση κατά µέλη, τη γενική λύση ( )y y x=  µε δυο σταθερές 

ολοκλήρωσης. 

 Συνεπώς, η τροποποιηµένη εξίσωση Εmden
6
 επιδέχεται αναλυτικής γενικής λύσης 

µέσω διαδοχικών ολοκληρώσεων λόγω του ότι µε χρήση παραδεκτών συναρτησιακών 
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µετασχηµατισµών προκύπτει εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής που 

επιδέχεται αναλυτικής ολοκλήρωσης. Σηµειώνουµε επίσης ότι η (3.265) µέσω του 

µετασχηµατισµού  

  3 3
3

, .y we z e

γ γ
τ τ

γ

−
= = −   (3.273) 

µετατρέπεται στην εξίσωση ταλαντωτή 

  ( ) 3 2 2
0,

3 9
zz z

a
w aw w w w w

γ γ
γ β′′ ′+ + + + + =   (3.274) 

που περιέχει και τον εξαναγκασµένο- ελεύθερο ταλαντωτή Duffing ( )0a = . Η µη γραµµική 

Σ∆Ε (3.274) µπορεί να επιλυθεί αναλυτικά. 

 Ανάλογη γενική αναλυτική λύση µπορεί κανείς να εξάγει για την αδιαστατοποιηµένη 

Lotka-Voltera εξίσωση που προκύπτει από το σύστηµα 

  
( ) ( )1 2 3 2 3

παράµετροι.

, ,

,

t t

i i

x x a a x a y y y b b x b y

a b

′ ′= + + = + +

=
  (3.275) 

Εδώ όµως για την ολοκλήρωση πρέπει να θεωρηθούν οι παρακάτω σχέσεις µεταξύ ia και ib  

  3 3 1 1, .b a b a= − =   (3.276) 

Πράγµατι, στην περίπτωση αυτή, οι ανάπτυξη των (3.275) οδηγεί στην εξίσωση 

 ( ) ( ) ( )3 2

2 2 1 2 2 2 1 2 2 1
3 3 3 2 0,

tt t
x a b x a x a a b x a a b x a x′′ ′−  + +  + + + + + =    (3.277) 

που είναι παρόµοια της (3.274). 
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Κεφάλαιο 4 
 

 

Επί της Κατασκευής της Γενικής Λύσης  

της Εξίσωσης Riccati Κανονικής Μορφής  

( ) ( ) ( )′ 2
x x x xy = y + F   

 
 

 

 

    Βασικές βιβλιογραφικές αναφορές που χρησιµοποιήθηκαν για την ανάπτυξη του 

κεφαλαίου είναι οι : E. Kamke
3
, D.E. Panayotounakos

6
, A.D. Polyanin and             

V.F. Zaitsev
7
,  P.N.  Andriotaki and  D.E. Panayotounakos 

1
, D.E. Panayotounakos and 

Theocaris P.S.
5
 και S. Targ

9
. 

 

 

4.1 Προκαταρτικά Σχόλια. 

 Η γενική µορφή της εξίσωσης Riccati είναι  

 ( ) ( ) ( ) ( )2

2 1 0 .
x

g x y f x y f x y f x′ = + +  (4.1) 

Αν 2 0f ≡ τότε η προηγούµενη εξίσωση εκφυλίζεται σε γραµµική Σ∆Ε πρώτης τάξης, 

ενώ αν 0 0f ≡ εκφυλίζεται σε εξίσωση Bernoulli, αµφότερες των οποίων επιδέχονται 

γενικών αναλυτικών λύσεων. ∆εδοµένης µιας µερικής λύσης ( )0 0y y x= της εξίσωσης 

Riccati, τότε η γενική λύση της δίνεται από τον τύπο 
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  ( ) ( )

( ) ( )
( )

0

2

2

;
x

y y x C
f x

C x dx
g x

Φ
= + =

− Φ∫
σταθερά ολοκλήρωσης,  (4.2) 

όπου 

  ( )
( ) ( )

( )
2 0 12

exp
f x y f x dx

x
g x

 +  Φ =  
  
∫ .  (4.3) 

Σηµειώνεται ότι στην µερική λύση ( )0 0y y x=  αντιστοιχεί η τιµή C →∞ . 

 Η αντικατάσταση 

  ( ) ( )
( )

( )2exp
f x

u x y x dx
g x

 
= −  

 
∫   (4.4) 

µετατρέπει την εξίσωση Riccati σε γραµµική οµογενή Σ∆Ε δεύτερης τάξης µε 

µεταβλητούς συντελεστές, δηλαδή στην  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2 2 2 1 2xxx x x
g x f x u g x f x g x g x f x f x f x u ′′ ′ ′ ′+ − − +   

  ( ) ( )2

0 2 0f x f x u+ = .  (4.5) 

Αν ( ) ( )2 , 1g x f x f= ≡  και ( ) ( )1 0,f x f x είναι πολυώνυµα, τότε: 

α) Εφόσον ο βαθµός του πολυωνύµου   

  ( ) ( )2

1 1 02 4
x

x f f f′∆ = − −   (4.6) 

είναι περιττής τάξης, η εξίσωση Riccati επιδέχεται πολυωνυµικής λύσης. 

β) Εφόσον ο βαθµός του πολυωνύµου (4.6) είναι άρτιας τάξης, τότε η εν λόγω 

εξίσωση δύναται να έχει µόνο την εξής πολυωνυµική λύση 

  ( ) ( ) ( )( )1

1

2
y x f x x= − ± ∆ ,  (4.7) 

όπου ( )x∆ είναι ένα ακέραιο µέρος της ανάπτυξης της ∆ σε ελαττούµενες 

δυνάµεις του x   ( )2
για παράδειγµα 2 3 1x x x − + = −

 
. 

 Η γενική εξίσωση  Riccati 

 ( ) ( ) ( ) ( )2

2 1 0x
g x y f x y f x y f x′ = + + , 

µέσω του µετασχηµατισµού

 ( ) ( ) ( )
( )

( )1

2 2 2

1 1 1 1
, , , 1,2

2 2

i

i

fF
x y w F i

F F F g
ξ

ξ

ϕ
ϕ ξ ξ ϕ

ϕ

′ 
′= = − + = = 

 
, (4.8) 
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µετασχηµατίζεται στην εξίσωση Riccati κανονικής µορφής
3
  

 ( )2 ,w wξ ξ′ = + Ψ  

µε 

 ( )
2

2 22

0 2 1 1 1

2 2 2

1 1 1 3 1
.

4 2 2 4 2

F F F
F F F F F

F F F

ξ ξ

ξ

ξξξ
′ ′′ 

′Ψ = − + − − +  
 

     (4.9) 

Ο µετασχηµατισµός (4.8) ορίζεται από την ( )ϕ ϕ ξ=  η οποία είναι τυχούσα. Για µια 

ειδική αρχική εξίσωση Riccati (4.1), διαφορετικές συναρτήσεις ( )ϕ ξ  καθορίζουν 

διαφορετικές ( )ξΨ  στην (4.9). Ένας ειδικός µετασχηµατισµός (4.8) είναι: ( )ϕ ξ ξ= . 

      Αν η εξίσωση Riccati  έχει την κανονική µορφή 

  ( )2

x
y y f x′ = +  (4.10) 

τότε ο µετασχηµατισµός (4.8) γράφεται  

  ( )
( )2

1 1
, ,

2
x y w

ξξ

ξ ξ

ϕ
ϕ ξ

ϕ ϕ

′′
= = −

′ ′
 (4.11) 

µε 

  ( ) ( )( )
2

2 3 1
.

4 2
f

ξξ ξξ
ξ

ξ ξ

ϕ ϕ
ξ ϕ ϕ

ϕ ϕ

 ′′ ′′
′Ψ = − +  ′ ′ 

 (4.12) 

 Αν τώρα δυο µερικές λύσεις της (4.1) είναι οι ( )1y x  και ( )2y x , το γενικό 

ολοκλήρωµα δίνεται από τη σχέση  

  
( ) ( ) ( )

( )
1 2 ,

C y x U x y x
y

C U x

+
=

+
 (4.13) 

όπου 

       ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1exp .U x f x y x y x dx =  −   ∫  

 Αν η Riccati έχει τρείς µερικές λύσεις, τότε το γενικό ολοκλήρωµα δίνεται από 

τον τύπο 

  
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 3 1

1 3 2

.
y x y x y x y x

C
y x y x y x y x

− −
=

− −
 (4.14) 

Σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις C είναι η σταθερά ολοκλήρωσης. 
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4.2 Ισοδυναµία µερικών λύσεων µιας εξίσωσης Riccati κανονικής 

µορφής και µιας εξίσωσης Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής. 

 Ας θεωρήσουµε  την εξίσωση Riccati κανονικής µορφής  

 ( ) ( )2 ,
X

H H X X′ = +Ω Ω = ελεύθερο µέλος. (4.15) 

Ο µετασχηµατισµός  

 ( ) ( ) 1, ln ;H X x X xη= − =  (4.16) 

 
1

; ,
x X X x X x

X H n x x
x

η η′ ′ ′ ′ ′ ′= = = =  (4.17) 

µετατρέπει την (4.15) στην εξίσωση Riccati  

 ( ) ( ) ( )2 21 2 1 ln .
x

x X xη η η η′ = − +Ω = − + +Ω  (4.18) 

Αν 

 ( ) ( ) ( ) ( )4
ln 1,

G x F x
X x

x

 +  Ω = Ω = −  

µπορούµε επίσης να γράψουµε τη γνωστή συνάρτηση ( )*
xΩ  και ως 

 ( )
( ) ( )

*
4

,
G x F x

x
x

 +  Ω =  (4.19) 

όπου ( )G x είναι βοηθητική προσδιοριστέα συνάρτηση και ( )F x  είναι αυθαίρετη 

συνάρτηση που ταυτίζεται µε το ελεύθερο µέλος της εξίσωσης Abel δευτέρου είδους 

κανονικής µορφής 

 ( ) ,xy y y F x′ − =  

δηλαδή, η ( )F x  εκφράζεται µέσω της ( )*
xΩ  και της ( )G x . 

Τότε η (4.18) µετασχηµατίζεται στην 

 
( )*

2

1 1 1

1

2

x
x

xf

f f f
η η η

Ω′
′ = − +    (4.20) 

ή ισοδύναµα στην 

 
( ) ( )2

12

1 1 1

1
; .

2

x
x

G x F xf x
f

f f f
η η η

+′
′ = − + =  (4.21) 

 Στο Κεφάλαιο 1 (Βιβλ. [6]) έχει αποδειχθεί ότι µια εξίσωση Αbel δευτέρου 

είδους  
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 ( )xy y y F x′ − =  

διασπάται στις δυο παρακάτω εξισώσεις Abel που πρέπει να ισχύουν συγχρόνως: 

 ( ) ( )2

1 g 2 ,xf F G xξξ η η′ ′+ = + ( ) ( )2

1 1 2 ,xf G x Fη η′+ = +  

ή ισοδύναµα στις δυο εξισώσεις 

 ( ) ( )2 2

1 1 1 1g 2 2 G ,
xxf f f f xξξ η η η η′ ′ ′− + − + =  (4.22α) 

 ( ) ( )2 2

1 1 1 1
,1 2 2

xx
f f f f G xη η η η′ ′− + = − +  (4.22β) 

όπου 

 
2

1 1 ,; 1;
2

x
g f f

x
ξ= ′ = =                 

και ( )G x  είναι µια βοηθητική προς προσδιορισµό συνάρτηση.  

 Η εφαρµογή της κατασκευής Julia σε αµφότερες τις (4.22) καταλήγει στην 

κυβική εξίσωση
6 

  ( ) ( ) ( ) ( )3/2 1/24 2
1 4 1 3 1 4 0,

G F G F
N N N

x x

 +  +
+ − + + + + − = 

 
   (4.23) 

ή ισοδύναµα, µέσω του µετασχηµατισµού 

 ( )1/2 1
1

3
N N+ = +    (4.24) 

στην κυβική εξίσωση τύπου Cardan 

 
3

0.N pN q+ + =    (4.25) 

µε 

 
( ) ( )

2
32 1

, , 4 ,
3 27 3

4 24
3 , .

p b q b c

G FG F
b c

x x

= − + = − + = −

++
= + = −

a
a a a

    (4.26) 

Τονίζεται ότι, οι συντελεστές ( )p x και ( )q x  περιέχουν την βοηθητική προς 

προσδιορισµό συνάρτηση ( )G x . 

        Στο Κεφάλαιο 1 παρέχονται οι λύσεις των εξισώσεων (4.23) και (4.25) οι οποίες 

εξαρτώνται από το πρόσηµο της διακρίνουσας ( ) ( )3 2
/ 3 / 2D p q= + . Έτσι , για 
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0D =  παρέχονται δυο διακεκριµένες ρίζες, ενώ για 0D <  ή 0D >  τρεις 

διακεκριµένες ρίζες (σχέσεις (1.37) ÷ (1.40)) οι οποίες περιέχουν την βοηθητική προς 

προσδιορισµό συνάρτηση ( )G x . Εξάλλου στην Βιβλ. [6] µε αναφορά στις εξίσωσεις 

(2.22α,β) παρέχονται και οι εκφράσεις των συναρτήσεων ( )xη  και ( )y x  που είναι 

µερικές λύσεις της εξίσωσης Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής 

( )xy y y F x′ − = , δηλαδή 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

1/2

2

4 21
1 1 , ;

43

3

1 1 1
.

2 2 3

x

G F
x N x N x N

x N x

y x x x x N x

η

η

+
′=  +  − = + =   +  

 = = +  

      (4.27) 

Εδώ ( )N x  είναι οι ρίζες της κυβικής εξίσωσης (4.25) και ( )N x  οι ρίζες της κυβικής 

εξίσωσης (4.23) αµφότερες των οποίων περιέχουν την βοηθητική συνάρτηση ( )G x . 

 Είναι τώρα φανερό ότι προσθέτοντας κατά µέλη τις (4.22α,β) προκύπτει η 

εξίσωση Riccati 

 
1 2

2

1 1 1

1
,x

x

f F G

f f f
η η η

′ +′ = − +   (4.28) 

ενώ διαιρώντας αυτές κατά µέλη προκύπτει η εξίσωση 

 ( )( ) ( )2

1 1 1 11 2 0; .
2x

x
f f f F G F fη η η η  ′ − − + + + = = 

 
  (4.29) 

Η εξίσωση (4.29) µε βάση την πρώτη των (4.27) καταλήγει στην κυβική εξίσωση 

(4.23) ή (4.25), ενώ η (4.28) µε βάση τις (4.27) καταλήγει πάλι στην κυβική εξίσωση 

(4.23) (ή (4.25)). Αυτό σηµαίνει ότι η εξίσωση Riccati (4.28) έχει ως µερικές λύσεις 

τις ρίζες της κυβικής εξίσωσης (4.23) (ή (4.25)). Τούτο ακριβώς συµβαίνει και για την 

εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής ( )x
y y y F x′ − = . 

 Με βάση τώρα την προαναφερθείσα διακρίνουσα D και τις ρίζες της κυβικής 

εξίσωσης (4.23) (ή της κυβικής εξίσωσης (4.25)) οι µερικές λύσεις της εξίσωσης 

Riccati (4.28) συναρτήσει της βοηθητικής προς προσδιορισµό συνάρτησης ( )G x , 

δίνονται από τη σχέση 

 ( ) ( ) 1
,

3
i i

x N xη = +   (4.30) 

όπου ( )i
N x δίνονται από τις σχέσεις (1.37)÷(1.40) του Κεφαλαίου 1. Αποµένει ακόµη 

ο προσδιορισµός της βοηθητικής συνάρτησης ( )G x  που περιέχεται σε όλους τους 

παραπάνω τύπους. Από τις σχέσεις  (4.27) και την ισοδυναµία που έχει ήδη αποδειχθεί 

µεταξύ των µερικών λύσεων µιας εξίσωσης Riccati κανονικής µορφής και µιας 
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εξίσωσης Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής, συµπεραίνουµε ότι σύµφωνα µε το 

πρόσηµο D  της προαναφερόµενης διακρίνουσας προκύπτουν οι εξης µερικές λύσεις 

για την εξίσωση Riccati (4.28) 

   1.   0D =   

 ( ) 3
1

1
2 ,

2 3

q
xη = − +

         
( ) ( ) 3

2 3

1
.

2 3

q
x xη η= = − − +  (4.31) 

2.
 

( )0 0D p< <  

  ( )1

1
2 cos ,

3 3 3

p a
xη = − +

   

( )2

2 1
cos 3sin ,

3 3 3 3 3

p a a
xη  = − − + + 

 
  (4.32) 

 ( )2

2 1
cos 3 sin ,

3 3 3 3 3

p a a
xη  = − − − + 

 
    

µε 

 
3

cos ; 0 .

2
3

q
a a

p

π= − < <
 − 
   

3. 0D > ( )0p >  

    ( )1

cos sin 1
2 ,

3 sin cos 3

p a a
x

a a
η

−
= +  

   ( )
( )2

cos sin 3 1
,

3 cos sin sin 2 3

p a a
x i

a a a
η

 −
= + + 

   (4.33) 

   

( )
( )1

cos sin 3 1

3 cos sin sin 2 3

p a a
x i

a a a
η

 −
= − + 

 
  

µε  

  

1/3 3/2
2

tan tan , tan , , .
2 3 4 2

p
a a

q

β π π
β β   = = ≤ <   

   
 

4. 0D > ( )0p <   
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 ( )1

1 1
,

3 sin cos 3

p
x

a a
η = − − +  

 

 ( ) ( )
2

3 cos sin1 1 1

2 3 sin cos sin cos 3

a ap
x i

a a a a
η

 −
= − + + 

  
 (4.34) 

 ( ) ( )
3

3 cos sin1 1 1

2 3 sin cos sin cos 3

a ap
x i

a a a a
η

 −
= − − + 

  
 

 

1/3 3/2
2

tan tan ,sin , , .
2 3 4 2

p
a a

q

β π π
β β   = = ≤ <   

   
 

µε 

 

2

,
3

p b= − +
a

    

32 1
,

27 3
q b c= − +a a

  
4 ,= −a

 

( )4
3 ,

G F
b

x

+
= +   

 
( )4 2

.
G F

c
x

+
= −

  (4.35)
 

 

 

4.3 Προσδιορισµός της βοηθητικής συνάρτησης ( )G x -Γενική Λύση της 

εξίσωσης Riccati (4.28). 

    Στο Κεφάλαιο 2 αποδείχθηκε ότι στην περίπτωση που η διακρίνουσα D  της 

κυβικής  εξίσωσης (4.23) ή της επίσης κυβικής εξίσωσης (4.25) είναι µηδέν ( )0D = , 

τότε η εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής διαθέτει δύο µερικές λύσεις, 

δηλαδή τις (σχέσεις (2.44)) 

 ( ) ( )1 6
6

x
y x  F x ,= +  ( ) ( )2 3y x   F x ,= −

 

ή ισοδύναµα 
 

  ( ) ( ) ( ) ( )1 26 , 3 ,
6

  
x

x F x x F xη η= + = −     (4.36) 

  ( ) ( ) ( )* .
4

x
F x x G x= Ω −   (4.37) 
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Συνεπώς µε βάση τα  αναφερόµενα της παραγράφου 4.2 δύο µερικές λύσεις της 

εξίσωσης Riccati (4.28) είναι  

( ) ( ) ( )*

1

12
1 3 ,x x G x

x
η = + Ω −    ( ) ( ) ( )*

2

3 6
,

2
x x G x

x
η = − Ω +  (4.38) 

όπου η ( )*
xΩ  είναι συνάρτηση της ( )F x  και της βοηθητικής προς προσδιορισµό 

συνάρτηση ( ).G x  Η ( ) ( )* 1x XΩ = Ω +  είναι γνωστή συνάρτηση της X  (ή x ).  

 Από την (2.40), αντικαθιστώντας την ( )F x συναρτήσει των ( )*
xΩ  και ( )G x  

µέσω της (4.37), έχουµε 

 ( ) ( )*
3

2 ,
4

1
3 20 54

36

x
xG x x N

 
Ω 

 
= + +  (4.39) 

ενώ από την (2.39) έχουµε επίσης 

 ( ) ( )*

2

1 9 4
,

3
N x G x

x x

 = − − Ω −  
  (4.40) 

όπου ( )*
xΩ  είναι το δεύτερο ελεύθερο µέλος της εξίσωσης Riccati (4.10). Έτσι, η 

βοηθητική συνάρτηση ( )G x  προσδιορίζεται αν εισάγουµε την (4.40) στην (4.39) 

συναρτήσει του γνωστού ελεύθερου µέλους ( )*
xΩ . Εποµένως µπορούµε να 

γράψουµε  

 ( ) ( )( )*,G x Q x x= Ω = γνωστή συνάρτηση.  (4.41) 

και µε βάση τον τύπο (4.13) µπορούµε επίσης να γράψουµε τη γενική λύση της 

εξίσωσης Riccati (4.28) υπό τη µορφή  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

* *

* *

1 9 4
1 ,

2 3

1 2

1 9 4
1 ,

2 3

σταθερά ολοκλήρωσης,

,

x Q x x dx
x

x Q x x dx
x

C x x e
x

Ce

C

η η
η

  − + Ω − Ω   

  − + Ω − Ω   

∫
+

=
∫

=

  (4.42) 

 ( ) ( )1 6 ,
6

x
x F xη = +    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*

2 3 ;
4

  
x

x F x F x x G xη = − = Ω −  

όπου:  

( )F x  είναι το ελεύθερο µέλος της εξίσωσης Abel δευτέρου είδους ( )xy y y F x′ − = , 

( )G x  είναι η προσδιοριστέα βοηθητική συνάρτηση που στην προκειµένη περίπτωση 

δίνεται από την σχέση (4.42),  και  

( ) ( ) ( )* 1;x x XΩ = Ω + Ω  είναι το ελεύθερο µέλος της εξίσωσης Riccati (4.15). 
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 Εποµένως, η γενική λύση της εξίσωσης Riccati κανονικής µορφής (4.15) 

 ( )2 ,
x

H H x′ = +Ω     

βάσει των (4.16) και  (4.17) όπως επίσης των (4.19) και (4.42), προκύπτει  

 ( ) ( ) ( )1, ,X
H x x x e xη η= − = =η λύση της εξίσωσης (4.42)  (4.43) 

Στις περιπτώσεις που 0D <  ή 0D >  έχει αποδειχθεί ότι η εξίσωση Abel 

( )x
y y y F x′ − = έχει για κάθε µια από αυτές τρείς διαφορετικές µεταξύ τους λύσεις. 

Εποµένως, εκείνο το οποίο έχει πρωτεύουσα σηµασία είναι να καθοριστεί η βοηθητική 

προς προσδιορισµό συνάρτηση από τη σχέση (2.78), θέτοντας ( ) ( )M x G x=    

(σχέση (2.79)), δηλαδή 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

1 3 2

1 3 2

1 2 1 2 3 1 2 3 1 22

2 1 2 3 2 1 3 2 1 3

ln
2 2ln

ln .

y y y
y y y

y y y y y y y y y yyC

G y y y y y y y y y y

−
−

− + + −
= +

− − − −

  
        

 
 

    

       (4.44) 

όπου  1 2 3, ,y y y οι τρείς µερικές λύσεις της Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής οι 

οποίες δίνονται από τις σχέσεις (1.45). Σηµειώνεται ότι για τις διάφορες τιµές της 

διακρίνουσα D  ( 0D < ή 0D > ) και της ποσότητας p  (η οποία δίνεται από τη  

σχέση (1.38α)), η (4.44) λαµβάνει τη µορφή των εξισώσεων (2.102).  

Σύµφωνα µε τα προαναφερθέντα καταλήγουµε ότι  

  ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3, , ;
2 2 2

x x x
y x y x y xη η η= = =  (α) 

 όπου ενδεικτικά για 0D <  και 0p <  

  ( )1
2 cos ,

3 3

p a
xη = −

  

  
( )2

2
cos 3 sin ,

3 3 3 3

p a a
xη  = − − + 

 
 (β) (4.45) 

 ( )3

2
cos 3 sin ,

3 3 3 3

p a a
xη  = − − − 

 
    

µε 

 
3

cos ; 0 ,

2
3

q
a a

p

π= − < <
 − 
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2

,
3

p b= − +
a

    

32 1
,

27 3
q b c= − +a a

  
4 ,= −a

 

( )4
3 ,

G F
b

x

+
= +   

  
( )4 2

.
G F

c
x

+
= −

  Η βασική εξίσωση µέσω της οποίας υπολογίζεται η βοηθητική συνάρτηση 

( )G x συναρτήσει του δευτέρου µέλους της εξίσωσης Riccati ( )*
xΩ είναι η (4.45β). 

Εφόσον η ( )G x  υπολογιστεί συναρτήση της ( )*
xΩ , τότε γράφουµε την 

( ) ( )( )*,G x Q x x= Ω και η γενική λύση της εξίσωσης Riccati είναι (4.28) προκύπτει 

από τον τύπο (4.14) και είναι 

 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 3 1

1 3 2

x x x x
C

x x x x

η η η η
η η η η

− −
=

− −
,C = σταθερά ολοκλήρωσης  (4.46) 

δηλαδή 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 3 1 1 3 2

3 1 3 2

.
C

x
C

η η η η η η
η

η η η η
− − −

=
− − −

  (4.47) 

 Συνοψίζοντας, η γενική λύση µιας εξίσωσης Riccati κανονικής µορφής  

 ( )2 ,
x

H H x′ = +Ω  

προκύπτει από την εξίσωση (4.47) .  

 

 

 

4.4  Εφαρµογή – Κινηµατικές εξισώσεις του Euler
9
. 

Στην παράγραφο αυτή  παρουσιάζεται µια γενική τεχνική αποσύζευξης των 

τριών κινηµατικών εξισώσεων του Euler [Βιβλ 9,5].  Αποδεικνύεται ότι η µέθοδος 

αυτή οδηγεί σε µια εξίσωση Riccati ή σε µια δεύτερης τάξης γραµµική οµογενή Σ∆Ε  

µε µεταβλητούς συντελεστές. Οι εν λόγω συντελεστές εκφράζονται συναρτήσει της 

γωνιακής ταχύτητας και θεωρούνται ότι είναι γνωστές ποσότητες από τις λύσεις τριών 

ανεξάρτητων δυναµικών εξισώσεων Euler που προσδιορίζουν τις γωνιακές ταχύτητες . 

Θεωρούµε την ελεύθερη κίνηση ενός στερεού σώµατος γύρω από σταθερό 

σηµείο O . Οι συντεταγµένες Euler ( ) ( ) ( ), ,t t tψ θ ϕ  χρησιµοποιούνται για τον 

καθορισµό του προσανατολισµού του σώµατος. Επίσης 
1 1 1x y zO  είναι το σταθερό ή 

χωροδετό  σύστηµα συντεταγµένων, ενώ το 
xyz

O είναι το κινούµενο ή σωµατόδετο  

σύστηµα συντεταγµένων. Η κίνηση του σώµατος αναλύεται σε τρείς κινήσεις α) ( )tϕ  

µετάπτωσης β) ( )tθ  κλόνισης γ) ( )tψ  περιστροφής. Η µετατόπιση του σώµατος 
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είναι µια περιστροφή γωνιακής ταχύτητας ω  η οποία προκύπτει από το διανυσµατικό 

άθροισµα των , , ,
t t t

ψ θ ϕ′ ′ ′ . 
 

 
 

Σχήµα 6.1. Οι τρείς γωνίες- παράµετροι του Euler. 

 

Η προβολή του διανύσµατος ω στο 
xyz

O  δίνει τις γνωστές κινηµατικές 

εξισώσεις Euler που καθορίζουν τον προσανατολισµό του σώµατος οι οποίες είναι 

 sin sin cos ,
t t x

ϕ θ ψ θ ψ ω′ ′+ =        

 sin sin cos ,
t t x

ϕ θ ψ θ ψ ω′ ′+ =   (4.48) 

 cos .
t t z

ϕ θ ψ ω′ ′+ =  

Εδώ ,
x y

ω ω και 
z

ω  θεωρούνται γνωστές ποσότητες οι οποίες προσδιορίζονται  από την 

επίλυση των γνωστών δυναµικών εξισώσεων Euler [Κεφ.3].  

Η ολοκλήρωση των εξισώσεων (4.48) στην γενική περίπτωση είναι ιδιαίτερα 

περίπλοκη και δυσχερής. Στην [Βιβλ. 4] παρουσιάστηκε µια επιτυχής µέθοδος 

αποσύζευξης του ανωτέρου συστήµατος διαφορικών εξισώσεων. Αποδείχτηκε ότι οι 

εξισώσεις  (4.48) είναι ισοδύναµες µε την παρακάτω δεύτερης τάξης διαφορική 

εξίσωση ως προς τη γωνία κλόνισης ( )tθ  

      ( )
( )( )2 2 2 2

1/2
2 2 2 2 cot ,

t t t

tt t z t

fωθ ω ω θ
θ ω θ ω ω θ θ

ω

′ ′ ′ ′± − −
 ′′ ′ ′+ − − − =  

(4.49) 

όπου  

 
2 2 2 2 2 2 2, .

t tt x y x y
fθ ω ω ω ω ω′ ′ ′≤ = + ≥ +  

 Με αρκετούς επί τούτω ad hoc µετασχηµατισµούς προσδιορίστηκαν 

προσεγγιστικές αναλυτικές λύσεις της εξίσωσης αυτής.   

 Σε ότι ακολουθεί, παρουσιάζεται µια γενική µέθοδος αποσυζευξης του εν λόγω 

συστήµατος. Εφαρµόζοντας παραδεκτούς µετασχηµατισµούς και ενδιάµεσες 

ολοκληρώσεις θα αποδειχθεί ότι το σύστηµα (4.48) καταλήγει σε µια εξίσωση τύπου 

Riccati  ως προς µεταβλητή ψ (γωνία περιστροφής). 
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Μαθηµατική ∆ιατύπωση  

 Για 0ψ =  ή  
2

π
ψ = , οι εξισώσεις  (4.48) δίνουν τα ακόλουθα δύο συστήµατα 

εξισώσεων 

 , sin , cos ,
t x t y t z
θ ω ϕ θ ω ϕ θ ω′ ′ ′= = =  (4.50) 

και 

 sin 2 , 2 , cos ,x x
t t t z

ω ω
ϕ θ θ θ θ ω

π π
′ ′ ′= = − =  (4.51) 

αντίστοιχα. Για την ολοκλήρωση των παραπάνω συστηµάτων πρέπει να ισχύουν δυο 

συναρτησιακές σχέσεις µεταξύ των , , ,
x y z

ω ω ω οι οποίες είναι 

 ( )tanx
x

y

C dt
ω

ω
ω

= + ∫ , (4.52) 

και  

 
2

tan / 2x
y

z

C dt
ω

π ω
ω π

 = − 
 ∫   . (4.53) 

 Για το διάστηµα τιµών 0,
2

π
ψ  ∈ 

 
 πολλαπλασιάζοντας τις δυο πρώτες 

εξισώσεις (4.48) µε sinψ  και cosψ και εν συνεχεία αθροίζοντας τα αποτελέσµατα 

ευρίσκουµε 

 
sin cos

sin .
2

x y

t

ω ψ ω ψ
ϕ θ

+
′ =    (4.54) 

 Οµοίως πολλαπλασιάζοντας τις δυο πρώτες εξισώσεις (4.48) µε 

cosψ αντίστοιχα και sinψ  και εν συνεχεία αθροίζοντας τις εξισώσεις ευρίσκουµε 

επίσης 

 
cos sin

.
2

x y

t

ω ψ ω ψ
θ

−
′ =  (4.55) 

Συνεπώς το σύστηµα (4.48)  είναι ισοδύναµο µε το ακόλουθο  

 
sin cos

sin ,
2

x y

t

ω ψ ω ψ
ϕ θ

+
′ =  (α) 
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cos sin

,
2

x y

t

ω ψ ω ψ
θ

−
′ =      (β)(4.56) 

 cos .t t zϕ θ ψ ω′ ′+ =  (γ) 

Συνδυάζοντας τις (4.56α) και (4.56γ) προκύπτει 

 
( )

sin cos
tan ,

2

x y

z t

ω ψ ω ψ
θ

ω ψ

+
=

′−
      (4.57) 

ενώ διαφορίζοντας την (4.56β) καταλήγουµε στην  

 ( )2

sin cos1
cos sin

cos

x y

x y

z t t

ω ψ ω ψ
ω ψ ω ψ

θ ω ψ

′+ 
− =  ′− 

     (4.58) 

Στη συνέχεια συνδυάζοντας τις τελευταίες δύο εξισώσεις και λαµβάνοντας υπόψη τη 

σχέση 

 
2

2

1
cos ,

1 tan
θ

θ
=

+
 

καταλήγουµε στην παρακάτω δεύτερης τάξης διαφορική εξίσωση 

( )
( )

( )
2

2

sin cos sin cos
1 cos sin

4

x y x y

x y

z t tz t

ω ψ ω ψ ω ψ ω ψ
ω ψ ω ψ

ω ψω ψ

  ′+ +  + − =  ′  −′−   

(4.59)  

Θέτοντας τώρα 

 ( )
sin cos

x y

z t

A t
ω ψ ω ψ

ω ψ

+
=

′−
     (4.60) 

η (4.59) γράφεται 

 ( ) 21
cos sin 1 ,

4
x y t

A Aω ψ ω ψ   ′− + = 
 

    (4.61) 

και λόγω της (4.55) γράφεται επίσης 

 
2

2
.

4

t
t

A

A
θ

′
′ =

+
  

 Ολοκληρώνοντας την τελευταία εξίσωση προσδιορίζεται η γωνία κλόνισης ( )tθ  

συναρτήσει της περιστροφής ( )tψ  και των συνιστωσών της γωνιακής ταχύτητας 

( ) ( ) ( ), ,x y zt t tω ω ω , δηλαδή 
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  ( ) 1 1

sin cos
arctan arctan ,

x y

z t

t A C C
ω ψ ω ψ

θ
ω ψ

+ 
= + = + ′− 

     (4.62) 

όπου  1C = σταθερά ολοκλήρωσης . 

 Επειδή ( )1sin sin arctan A Cθ = + και ( )1cos cos arctan A Cθ = +  από τις 

εξισώσεις (4.54) και (4.60) εξάγουµε 

  ( ) ( )1sin arctan ,
2

t z t

A
A C ϕ ω ψ′ ′+ = −  

και από την (4.56γ) εξάγουµε επίσης 

  ( )1sin arctan cos ,
2

t t

A
A C ϕ ϕ θ′ ′+ =  

δηλαδή  

 ( ) ( )1 12sin arctan cos arctantA C A A Cϕ′+ = + .      (4.63) 

Απλοποιώντας την τελευταία εξίσωση υπολογίζουµε 

 1arctan arctan ,
2

A
A C

  − = 
 

      (4.64) 

και παρατηρώντας  ότι 
2 / 2 1

2

A
A A
  = > − 
 

, η (4.64) γίνεται [Βιβλ. 2 σελ49] 

 ( )
* *

2

1 1 1 12

2arctan 2 , tan

1
2

A
A

C A C A C C
A

−
= ⇒ − = + =

+
      (4.65) 

ή 

 
* *

2
11 2 0.C A A C+ + =        (4.66) 

Υποθέτοντας χωρίς να χαθεί η γενικότητα ότι η (4.66) έχει πραγµατικές ρίζες 
*

2

11 8 0C
 
− > 

 
, καταλήγουµε στην παρακάτω µη γραµµική πρώτης τάξης Σ∆Ε για 

( )A t και  ( )( )ή tψ   

 
sin cos

,
x y

z t

A C
ω ψ ω ψ

ω ψ

+
= =

′−
�   

*

1

*

1

1 1 8
,

2

C
C

C

− −
=

∓�       (4.67) 
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η οποία και λαµβάνει τη τελική µορφή  

 
1 1

tan .
cos cos

tz
x y

C C

ψω
ω ψ ω

ψ ψ
′

− = +
� �

      (4.68) 

 Αν η τελευταία εξίσωση ολοκληρωθεί, τότε  η γωνία κλόνισης ( )tθ  

προσδιορίζεται από την (4.62) και η γωνία µεταπτώσεως ( )tϕ υπολογίζεται από την 

(4.56γ). 

 Η (4.67) µπορεί επίσης να γραφεί ως εξής 

  sin cos ,
z t x y

C Cω ψ ω ψ ω ψ′− = +� �  

ή ,ισοδύναµα, ως 

  

2

2 2

2 tan 1 tan
2 2

1 tan 1 tan
2 2

z t x y
C C

ψ ψ

ω ψ ω ω
ψ ψ

−
′− = +

+ +

� � .      (4.69) 

Θέτοντας 

  
2

2

21 1
tan ,

2 2 1
cos

2

t
t t t

u
u u

u

ψ
ψ ψ

ψ
′

′ ′ ′= ⇒ = ⇒ =
+

      (4.70) 

η (4.69) γράφεται 

  

2

2 2 2

2 2 1

1 1 1

t
z x y

u u u
C C

u u u
ω ω ω

′ −
− = +

+ + +
� � ,      (4.71) 

η οποία έχει τη γενική µορφή Σ∆Ε τύπου Riccati 

  
21 1

; tan
2 2 2

y yx
t z z

u u u u
C C C

ω ωω ψ
ω ω
   

′ = + − + − =   
   � � �

.      (4.72) 

Η γενική µορφής της Σ∆Ε Riccati είναι  

 ( ) ( ) ( )2

2 1 2x
y f x y f x y f x′ = + + .      (4.73) 

 Εισάγοντας τον µετασχηµατισµό  

 ( ) 1

2 2 2

1 1 1 1
, ,

2 2
x

F
x y w

F F F
ϕ ξ

′ 
= = − +  

 
      (4.74) 

όπου  
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 ( ) ( )i iF f ξξ ϕ ϕ′= ,     (4.75) 

η (4.73) λαµβάνει την κανονική µορφής της Σ∆Ε Riccati 

 ( )2 ,w wξ ξ′ = + Ψ      (4.76) 

όπου 

  ( )
2

2 2 2 2
0 2 1 1 1

2 2 2

1 1 1 3 1
.

4 2 2 4 2

F F F
F F F F F

F F F
ξ

 ′ ′ ′′′Ψ = − + − − + 
 

      (4.77) 

 Εφαρµόζοντας τον παραπάνω µετασχηµατισµό στην (4.72) για ( )ϕ ξ ξ= , x t=  

και tan
2

y u
ψ

= =  λαµβάνουµε 

  ( )2 ,tw w t′ = + Ψ  

( )
( ) ( )

( )
( )2

22

2

2

2 3 321

4
.t t t t t tt

y z y z y zxyx

z

y z y zy z

C C C
t

C C C C CC

ω ω ω ω ω ωωωω
ω

ω ω ω ωω ω

′ ′ ′ ′ ′′ ′′′ + + +
Ψ = − − + − − − −

+ ++

 
 
 
 

� � �

� � � � ��

    (4.78) 

Είναι τώρα προφανές ότι η εξίσωση αυτή Riccati µπορεί να επιλυθεί ακριβώς 

αναλυτικά µε βάση τα ήδη αναπτυχθέντα στο κεφάλαιο αυτό, εφόσον , ,
x y z

ω ω ω  

είναι γνωστές συναρτήσεις του χρόνου t . Τέλος, εφόσον είναι γνωστές οι εκφράσεις 

των ( )tψ  και ( )tθ , η ( )tϕ υπολογίζεται µε µια ολοκλήρωση από την τρίτη των 

εξισώσεων (4.48) των αρχικών εξισώσεων (εισέρχονται τρεις σταθερές ολοκλήρωσης). 
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Κεφάλαιο 5 
 

 

Κατασκευή της γενικής λύσης  

της εξίσωσης τύπου Emden-Fowler 

( ) ( )′′ ′
l

n m
xx xy = f x y y  

υπό παραµετρική µορφή 

 

 

  Βασικές βιβλιογραφικές αναφορές που χρησιµοποιήθηκαν για την ανάπτυξη του 

κεφαλαίου είναι οι εξής:  E. Kamke
7
, S.P. Timoshenko and J. M. Gere

19
, A.D. 

Polyanin and V.F. Zaitsev
18

, D.E. Panayotounakos and P.S. Theocharis
13

, D.E. 

Panayotounakos
13

, Panayotounakos D. E. and Zarmpoutis
15

, Panayotounakos D. E,. 

Zarmpoutis T. I. and  C.I. Siettos
16

, Panayotounakos D. E., Zarmpoutis T. I., 

Sotiropoulos P. and Kostogiannis
17

. 

 

 

 
 

Η γενική µη γραµµική εξίσωση τύπου Emden-Fowler έχει τη µορφή 

  ( ) ( ) ; , ,
ln m

xx xy f x y y n m l′′ ′= = τυχόντες παράµετροι, (5.1) 

όπου f  είναι αυθαίρετη λεία συνάρτηση της αντίστοιχης παραµέτρου. Στο Κεφάλαιο 

αυτό εξετάζονται ειδικές περιπτώσεις της εξίσωσης αυτής όσον αφορά στη 

δυνατότητα κατασκευής ακριβούς αναλυτικής ή παραµετρικής λύσης της. 
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Σηµειώνουµε ότι πολλές, γνωστές µέχρι σήµερα, εξισώσεις  της µαθηµατικής φυσικής 

και της µη γραµµικής µηχανικής καταλήγουν σε εξισώσεις του τύπου (5.1). 

 

5.1 Η εξίσωση ( ) ( )y′′ ′
ln m

xx x
y = f x y ; n, m, l =  τυχόντες αριθµοί [16] 

Θεωρούµε την εξίσωση τύπου Emden-Fowler 

  ( ) ( ) ; , ,
ln m

xx xy f x y y n m l′′ ′= = τυχόντες παράµετροι;  (5.2) 

  f = γνωστή λεία συνάρτηση της µεταβλητής x .  

Εισάγουµε τον µετασχηµατισµό 

 
2 1,n l m lU f y− + + −=   (5.3) 

 , 0,
x

f
z y y

y
′= ≠   (5.4) 

 , .x z−∞ < < +∞ −∞ < < +∞  

Από την (5.3) ευρίσκουµε 

 ( ) ( )1 1 12 1n l m l

x x
dU f y n l f m l f y y dx

− + + − −′ ′ = − + + + −  , 

η οποία λόγω των (5.4) και (5.3) καταλήγει στην 

 ( ) ( )2 1
x

U
dU n l f m l z dx

f
′=  − + + + −   .  (5.5) 

Οµοίως το ολικό διαφορικό της (5.4) οδηγεί στη σχέση 

 

x x

xx x

f
f y

f y
dz y y dx

y y

 ′ ′− 
′′ ′ = +

 
 
 

, 

η οποία , µέσω της ίδιας της(5.3), παρέχει την εξίσωση 

 x
xx

f zf
dz y z dx

y f

′ −
′′= + 

 
.  (5.6) 

Ξαναγράφοντας την (5.3) ως 

 
2 1.n m l lU f y f y− + −=   (5.7) 

 και µε χρήση της (5.4), η αρχική εξίσωση (5.2) παρέχει τη νέα ισοδύναµη  
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2

1l l

xx xx

y f
y z U y z U

f y f
′′ ′′= ⇔ = . 

Έτσι η σχέση (5.6) ξαναγράφεται ως εξής 

 
l xf zU

dz z z dx
f f

′ −
= + 
 

.       (5.8) 

Τέλος, από τις (5.5) και (5.8) µε διαίρεση κατά µέλη ευρίσκουµε την νέα τελική 

εξίσωση 

 
( ) ( )

( )
( )

2 1
, 0.

x l

z xl

x

U n l f m l z
U U z f z z

U z f z z

′ − + + + −  ′ ′= + − ≠
′+ −

.   (5.9) 

 Θεωρούµε τώρα ότι 

 ( ) ( ) ,x z xg z f x f z′ ′ ′= =   (5.10)

όπου ( )g z  είναι βοηθητική προσδιοριστέα συνάρτηση της µεταβλητής z . Τότε, η 

εξίσωση (5.9) παίρνει τη µορφή µιας εξίσωση Abel δευτέρου είδους, δηλαδή τη µορφή 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )2 1l

z
U z g z z z U U n l g z m l z′+  −  =  − + + + −     .    (5.11) 

 Στη συνέχεια εφαρµόζουµε στην εξίσωση (5.11) την κατασκευή Julia
7 
που 

παρουσιάστηκε στην παράγραφο Ι.α. Η συναρτησιακή σχέση η οποία προκύπτει αν 

θέσουµε 

 
( )

( ) ( ) ( )
1 0 2 0

1

, , 0,

2 1 ,

l
g z g g z z f f

f n l g z m l z

≡ ≡ − ≡ ≡

= − + + + −
   (5.12) 

καταλήγει στη γραµµική Σ∆Ε 

 ( ) ( )2 3 2 3
z

z g n l g m l z′ + − + = − − + ,   (5.13) 

που έχει γενική λύση  

 
( ) 2 3

1

1 πρώτη σταθερά ολοκλήρωσης.

2 3
,

2 4

n l m l
g z z z C

n l

C

− + −  − − + = +  − +  
=

   (5.14) 

Τότε, η γενική λύση της (5.11) είναι 

 
( ) ( )

2

21 1l l

g z z g z z
U C

z z
− −

  −   −     = − ± + 
  

.   (5.15) 
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Με βάση τώρα την (5.10) έχουµε 

  ( )2 3

1

2 3

2 4

n l

x

m l
g z z C f x

n l

− + −  − − +  ′= + =  − +  
   (5.16) 

η οποία, δεδοµένου ότι η ( )f x  είναι γνωστή συνάρτηση της µεταβλητής x , παρέχει 

τη συναρτησιακή σχέση µεταξύ z  και x  από την οποία προκύπτει η παραµετρική 

έκφραση της µεταβλητής x , δηλαδή η ( )1, .x x z C=  

 Για την πληρότητα της παρούσας ανάλυσης σηµειώνεται ότι όταν 

   
( )

2

2 2 2l

g z z
C

z
−

 −  < − ,  (5.17) 

τότε η εξίσωση (5.15) λαµβάνει τη µορφή  

 
( ) ( )

2

21 1l l

g z z g z z
U i C

z z
− −

  −   −     = − ± − − 
  

  (5.18) 

Συγκεντρώνοντας τα παραπάνω αποτελέσµατα έχουµε  

  

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

2 1 2 3

1

2

21 1

2 3
,

2 4

,

n l n l

x

l l

m l
g z z C z f x

n l

g z z g z z
U z C

z z

− + − − + −

− −

− − +
′= + =

− +

  −   −     = − ± + 
  

   (5.19) 

  1 2;C C =σταθερές ολοκλήρωσης,  

  ( )f x = γνωστή πραγµατική συνάρτηση του x , 

 ( )1,x x z C= = γνωστή συνάρτηση του , .x z−∞ < < +∞ −∞ < < +∞ z . 

Γράφουµε τώρα, µέσω της (5.19), και τη σχέση  

  ( ) ,xx
x z x xx x

z

f
g g z f x z

g

′′
′ ′ ′ ′′ ′= = ⇔ =

′
  (5.20) 

δηλαδή την  

  
( )( )

( )
( )2 3 2 4

1

.
2 3 2 2

2 3
2 4

xx
x

n l n l

f
z

m l n l
z C n l z

n l

− + − − + −

′′
′ =

− − + − + −
+ − + −

− +

   (5.21) 

Από την πρώτη των (5.19) έχουµε τη µεταβλητή x  συναρτήσει της παραµέτρου z , 

δηλαδή την ( )1, .x x z C=  Αποµένει ο προσδιορισµός της µεταβλητής y  συναρτήσει 
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της z  για να πετύχουµε µια ακριβή παραµετρική λύση του υπό θεώρηση 

προβλήµατος. Από τις εξισώσεις (5.4) και (5.3) ευρίσκουµε 

 ( )
( ) ( )1 1 2 2

;

2 1 ,

x

n l m l n l m l

x z x x x

z
y y

f x

U U z n l f f y f n l y y
− + + − − + + −

′ =

′ ′ ′ ′ ′= = − + + + −

   (5.22) 

ή, εισάγοντας την xy′ στην δεύτερη των εξισώσεων αυτών, εξάγουµε τη σχέση  

  
( ) ( ) ( )

1

1
,

2 1

n lz
xn l

x

U
z y

n l f m l z f x

+ −
− +

′
′ =

′ − + + + −  
  (5.23) 

όπου η xz′ δίνεται από την (5.21), και η ( )1,x x z C=  από τις (5.19), ενώ  

  

( ) ( )( )

( )( )
( )

( )

( )

1

1 2

21

2 3 2 4

1

1

1 1
1 ,

2 3 2 2
2 3 ,

2 4

, .

l
z

z l

l

n l n l

z

g z
g l g z zU

z g z
C

z

m l n l
g z n l C z

n l

x x z C

−

−

−

− + − − + −

 
− 

′ − − − −  ′ = − ± 
−  +    

− − + − + −
′ = + − +

− +

=

  (5.24) 

Οι (5.19), (5.22) και (5.24) δίνουν την παραµετρική λύση του υπό εξέταση 

προβλήµατος µε παράµετρο την z  και 1 2,C C  σταθερές ολοκληρώσης. 

 Εδώ πρέπει να σηµειωθεί ότι αν η τριαδική διάταξη { }, ,n m l έχει τιµές των 

εκθετών , ,n m l  έτσι ώστε η εξίσωση (5.16) να είναι επιλύσιµη ως προς z , τότε 

γράφουµε ( )1,z P x C=  και η δεύτερη των (5.19) παρέχει την ( )1 2, ,U Q x C C= . 

Οµοίως, η δεύτερη των (5.22) παρέχει την ( )1 2, ,
x x

U Q x C C′ ′=  και η εξίσωση (5.23) 

γράφεται  

  
( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1

1

1

, ,
,

2 1 ,

x n lz

n l

x

Q x C C
y

n l f m l P x C f x

+ −
− +

′
=

′ − + + + −  
  (5.25) 

που αποτελεί τη γενική αναλυτική λύση της υπό θεώρηση εξίσωσης Emden-

Fowler ( ) ( )ln m

xx x
y f x y y′′ ′=  σε κανονική µορφή. 

 Είναι τώρα προφανές ότι η παραπάνω παραµετρική λύση µπορεί να εφαρµοστεί 

σε περισσότερες ακόµη περιπτώσεις εξισώσεων τύπου Emden-Fowler όπως είναι η µη 

γραµµικής Σ∆Ε τύπου Emden-Fowler. 

Αναλυτικά, για τριάδα εκθετών { } { }, , , , 0n m l n m= η οποία αφορά την περίπτωση 

της µη γραµµικής Σ∆Ε τύπου Emden-Fowler, 
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          ( ) .n m

xx
y f x y′′ =             (5.26) 

Στην περίπτωση αυτή οι παραµετρικές εκφράσεις των λύσεων τους είναι οι κάτωθι: 

i) από τις εξισώσεις (5.19)  

  

( )

( )
( ) ( )

2 3

1

2

21 1

3

4

,

n nm
g z z C z

n

g z z g z z
U z C

z z

− − − −

− −

− +
= +

+

  −   −     = − ± + 
  

     (5.27) 

 

ii) Από τις εξισώσεις (5.22) 

  ( )
( ) ( )1 1 2 2

;

2 1 ,

x

n m n m

x x x

z
y y

f x

U n f f y f n y y
+ − + −

′ =

′ ′ ′= + + −

      (5.28) 

 

iii) Από τις εξισώσεις (5.24) 

   

( )( )
( )

( )

( )

3 4

1

1

3 2
3 ,

4

, .

n n

z

m n
g z n C z

n

x x z C

− − − −− + − −
′ = + +

+

=

      (5.29) 

 

 

5.2 Η εξίσωση «Λευκών Νάνων» (White-Dwarf; εξίσωση 

Chandrasekhar [1939]) [15] 

 Με βάση τη γενική θεωρία σχετικότητας ο S. Chandrasekhar
2
 διατύπωσε το 

1939 τη γενική εξίσωση των άστρων «Λευκών Νάνων»,  που αφορά στη µηχανική 

ισορροπία ενός αστέρα στην ειδική περίπτωση της µετάπτωσής του σε µέλανα νάνο, 

δηλαδή σε αστέρα νετρονίων, στην διατήρηση του, ή στην µετατροπή του σε super 

nova. Η µη γραµµική Σ∆Ε που διέπει αυτό το πρόβληµα έχει τη µορφή 

  ( )3/2
22

0;
xx x

y y y C C
x

′′ ′+ + − = = σταθερά [ ]( )0,1 ,C ∈     (5.30) 

µε αρχική  συνθήκη  

 ( ) ( )0 1, 0 0; 0 .
x

y y x′= = ≤ < +∞      (5.31) 
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Μόνο λύσεις µε αριθµοσειρές στην περιοχή της αρχής έχουν µέχρι σήµερα δοθεί για 

την εξίσωση αυτή από τον ίδιο τον διατυπώσαντα αυτήν. 

 Με τη χρήση του µετασχηµατισµού 

 ( ) ( ) 1
, ,y x

x
η ξ ξ= =       (5.32) 

η (5.30) µεταπίπτει στην  

 ( )3/2
4 2 ,cξξη ξ η−′′ = − −    0ξ−∞ < ≤ ,      (5.33) 

και η οποία, λόγω του ότι ισχύει  

 
1

,ξ
η

η
ξ

′ =
′

      (5.34) 

καταλήγει στην µορφή της γενικευµένης εξίσωση τύπου Emden-Fowler 

 ( ) ( )3/2 32 4

nn
c ηξ η ξ ξ−′′ ′= − ,     (5.35) 

ή ισοδύναµα στην µορφή  

 ( ) ( ) { }2 3
, , , , 4, 3 .

2

n l
m

nn
c n m lηξ η ξ ξ  ′′ ′= − = − 

 
      (5.36) 

 Αποδείξαµε λοιπόν ότι η εξίσωση “White-Dwatf” καταλήγει σε µια γενικευµένη 

εξίσωση τύπου Emden-Fowler την (5.36), δηλαδή µια εξίσωση της µορφής 

 ( ) ( )
3/2 32 4 .

xx x
y x C y y

−′′ ′= − −       (5.37) 

Mε τα αναπτυχθέντα στην προηγούµενη παράγραφο 5.1 υπολογίζουµε  

 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

2

5/2 3/2 3/2 1/21
1

2
1 1/2 1/2 1 1/2 1/2

2

2 3/2 1/2

2
1 1/2 1/2

2

, 2 , 2,

3
2 , 5 ,

2

2 2 ,

1
1 .

2
2

x xx

z

z

f x x C f x f

C
g z z C z g z z

U z z Cz z z Cz z C

C
U z z z

z Cz z C

− − − −

− − −

− −

′ ′′= − − = − = −

′= − + = − +

= − + ± − + +

 
   ′ = + + ±     − + +  

      (5.38) 

Έτσι, η πρώτη των εξισώσεων  (5.19) παρέχει την 
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5/2 3/2

12 2 ,z C z x− + = −       (5.39) 

δηλαδή την παραµετρική έκφραση της ( )1,x x z C=  ως εξής 

 
5/2 3/21 ,

2

C
x z z z= − = παράµετρος.      (5.40) 

Επίσης, η εξίσωση (5.23)  παρέχει την ( )1 2, ,y y z C C=  ως κάτωθι 

 

( )( )

7

2
1/2

2
,

2

z
x

U
y z

x z x C
−

′
′=

− − −
 

ή, βάσει της (5.38), ως κάτωθι 

 

2

5/2 3/21
7

2

5/2 3/21

2
.

2
2

z

xx

z

C
U C z z

f
y

C g
z z z

 ′ − −  ′′ = −
′− +

      (5.41) 

Τέλος, αντικαθιστώντας τις 
xx

f ′  και 
z

g′  και από τις (5.38) ευρίσκουµε  

 

2

5/2 3/21
7

2

5/2 3/2 3/2 1/21 1

2 3/2 1/2

1 1/2 1/2

2

2
2 ,

3
2 5

2 2

1
1 .

2 2

z

z

C
C z z

y U
C C

z z z z z

C
U z z z

z Cz z C

− − −

− −

 − − 
  ′=

  − + +  
  

  ′  = + + ± 
   − + + 

     (5.42) 

 Οι εξισώσεις (5.40) και (5.42) περιέχουσες δυο σταθερές ολοκλήρωσης 1 2;C C  

και την σταθερά C της εξίσωσης “White – Dwarf”, αποτελούν την παραµετρική λύση 

της εξίσωσης (5.37). Εποµένως, η παραµετρική λύση της εξίσωσης (5.36) γράφεται 

 

( )

5/2 3/21

2

5/2 3/21
7

5/2 3/212

5/2 3/2 3/2 1/21 1

,
2

2
2 , ,

3 2
2 5

2 2

C
z z

C
C z z

C
F z C z z

C C
z z z z z

η

ξ

= −

 − − 
 = ≥ −

  − + +  
  

  (5.43) 
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( ) 2 3/2 1/2

1 1/2 1/2

2

1
1 ;

2 2

C
F z z z z

z Cz z C

− − −

− −

    = + + ± 
   − + + 

 

 z = παράµετρος . 

 Τέλος, µέσω της αντικατάστασης (5.34) και τον παραµετρικό µετασχηµατισµό 

(5.32) η παραµετρική λύση της αρχικής εξίσωσης (5.30) (µε παράµετρο z ) και για 

πραγµατικές µεταβλητές , ,y x z  προκύπτει ως εξής 

 

( )

5/2 3/21

2 2

7 7
5/2 3/2 3/2 1/21 1

1
2 7

5/2 3/21

,
2

3
2 5

2 2
;

2

C
y z z

C C
z z z z z

x

C
C z z F z

= −

   − + +   
   =

  − −  
   

 

      ( ) 2 3/2 1/2

1 1/2 1/2

2

1
1 ;

2 2 2

C
F z z z z

z Cz z C

− − −

− −

    = + + ± 
   − + + 

    (5.44) 

 

5/2 3/2 3/2 1/21 1

2 3/2 1/2 1 1/2 1/2

2

1, 2
σταθερέςολοκλήρωσης

παράµετρος

3
, 5 0,

2 2

0, 2 0
2

;

0

C C
C z z z z

C
z z z z Cz z C

C C

z x

− − − − −

≥ + + >

+ + ≥ − + + >

=

= ≤ ≤ +∞

  

 

5.3 Μεγάλες γεωµετρικές ελαστικές παραµορφώσεις λυγιζόµενων 

ράβδων υπό οµοιόµορφα κατανεµηµένο φορτίο (1770-1773) [9] 
 
 Το πρόβληµα του γραµµικού λυγισµού ευθείας πρισµατικής δοκού-

υποστηλώµατος  υπο την ενέργεια του ιδίου βάρους  αρχικά εξετάστηκε από τον Euler 

ο οποίος όµως δεν κατέληξε σε αρκετά ικανοποιητική λύση. Το εν λόγω θέµα λύθηκε 

από τον Greenhill
3
. Αρκετά προβλήµατα γραµµικού λυγισµού Βιβλ. [12] µπορούν να 

επιλυθούν µε τη χρήση των συναρτήσεων Bessel. Έτσι το συγκεκριµένο πρόβληµα του 

γραµµικού λυγισµού ράβδου υπό την ενέργεια του ίδιου βάρους της επιλύθηκε πλήρως 

από τους Jasinsky
6
, Dondorff

3
 και Timoshenko και Gere

19
. Από την άλλη µεριά, το 

πρόβληµα του µη γραµµικού λυγισµού (γεωµετρικά µεγάλων ελαστικών 

παραµορφώσεων -πρόβληµα “elastica”) µιας δοκού αρχικά επιλύθηκε από τον Love
10

. 
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Η λύση που προσδιορίστηκε εφαρµόζοντας το θεώρηµα του κινητικού αναλόγου του 

Kirchhoff
8
, το οποίο ισοδυναµεί µε αυτό µιας ράβδου προβόλου υπό ακραία φόρτιση 

εκ δυνάµεων και ροπών. Τέλος, αναλυτικές λύσεις του προβλήµατος γεωµετρικά 

µεγάλων παραµορφωµένων ράβδων υπό την επήρεια οµοιόµορφων κατανεµηµένων 

φορτίων παρέχονται στην Βιβλ. [12]. Μια τέτοια δοκός- υποστύλωµα απεικονίζεται 

στο Σχήµα 5.1. 

   Έχει ήδη αποδειχθεί
12 
ότι το πρόβληµα των γεωµετρικά µεγάλων ελαστικών 

παραµορφώσεων του υποστυλώµατος του Σχήµατος 5.1 δίνεται από τη µη γραµµική 

Σ∆Ε  δεύτερης τάξης 

       [ )
12

2
2

; 0, 0,1 , 0
1

xx

x
y A y y x A

x

−
′′ = ≠ ∈ >

−
,   (5.45) 

που είναι τύπου γενικευµένης εξίσωσης Emden-Fowler µε τριάδα δεικτών 

  { } 1 1
, , , , 0

2 2
n m l

 = − 
 

 και ( ) ( )
2

2
;

1

x
f x

x
=

−
 (5.46) 

εδώ A  παριστάνει κατάλληλο συντελεστή ώστε η (5.45) να είναι σε 

αδιαστατοποιηµένη µορφή. 

 

   
Σχήµα 5.1 Γεωµετρία και σήµανση υποστυλώµατος 

 

 Σύµφωνα µε τα αναπτυχθέντα στην παράγραφο 5.2 µορφώνουµε τις 

αντίστοιχες των (5.38) εξισώσεις, δηλαδή τις εξισώσεις 
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( )
( ) ( )

( )

( )

2 2

2 32 2 2

5/2 7/2 7/2 9/2

1 1

2

3/2 5/2 2 3/2 5/2 2

1 1 2

1 3
, 2 , 2 ,

1 1 1

7 35 7
, ,

9 18 2

7 7
,

9 9

x xx

z

x x x
f x A f A f A

x x x

g z z C z g z C z

U z z C z z z C z z C

− − − −

− − − −

+
′ ′′= = =

− − −

′= + = − −

   = − + − ± + − +   
   

(5.47) 

( ) 5/2 7/2

2

3/2 5/2 2

1 2

21 5 1
2 1 .

18 2 7

9

z
U z z z z

z C z z C

− −

− −

 
 

   ′ = + + ±       + − +    

 

Συνεπώς, από την πρώτη των εξισώσεων (5.19) υπολογίζουµε 

  

( )2 5/2 7/22
1

9
2 ,

5 91

x
A

z C zx
− −

=
+−

  (5.48) 

εκ της οποίας προκύπτει η πρώτη µεταβλητή ( )1,x z C µε παράµετρο z . 

Τώρα η δεύτερη µεταβλητή y προκύπτει από την εξίσωση (5.23) σε συνδυασµό µε τις  

(5.47), δηλαδή 

  
( )

( )

1/2
2

1/2

2
3/4 3 1/2 2

2 1
,

10 3 1

Z

x

x U
y z

A x A x x z

−

−
′− +

′=
 − − +  

  (5.49) 

όπου ,xx
x

z

f
z

g

′′
′ =

′
 δηλαδή 

  
( )

( ) ( )

2 9/2

3
2

1

36 1 3
.

7 1 9 5
x

A x z
z

x C z

+
′ =

− + +
  (5.50) 

 Συνεπώς, η παραµετρική λύση της µη γραµµικής Σ∆Ε (5.45) που λύνει το 

παραπάνω πρόβληµα είναι 

( )
( )

( ) ( ) ( )

2 5/2 7/22
1

2 9/2

1/2

2 7/2
2/4 3 1/2 2 2

1

9
2 ,

5 91

72 1 3
;

7 10 3 1 1 9 5
Z

x
A

z C zx

x z
y U

A x A x x z x C z

− −

−

=
+−

+
′=

 − − + − + +  

(5.51) 
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( ) 5/2 7/2

2

3/2 5/2 2

1 2

1, 2 σταθερέςολοκλήρωσης παράµετρος.

21 5 1
2 1 ;

18 2 7

9

;

z
U z z z z

z C z z C

C C z

− −

− −

 
 

   ′ = + + ±       + − +    
= =

   

Τονίζεται ότι η απαλοιφή της εισαγόµενης παραµέτρου z  από αµφότερες τις 

παραµετρικές λύσεις ((5.51)α) και ((5.51)β) οδηγεί στην διατύπωση της ακριβούς 

αναλυτικής λύσης του υπό εξέταση προβλήµατος. 

 

5.4 Η µονοδιάστατη και µονοπαραµετρική εξίσωση Schrödinger µε 

τύπο ′′ ′ 3

xx + = 0
x

λ
y y - y + y

x
 

 Η µονοδιάστατη εξίσωση Schrödinger είναι: 

 

3

ακέραιος

1
0;

1, 0.

xx x

d
y y y y

x

d x

−
′′ ′+ − + =

= ≥ >
 (5.52) 

Θέτοντας 

 1, 0,dλ λ= − ≥  (5.53) 

η (5.52) γράφεται ως µονοδιάστατη αξονοσυµµετρική εξίσωση Schrödinger (NLS) µε 

παράµετρο 0λ ≥ , δηλαδή 

 
3 0, 0, 0 .

xx x
y y y y x

x x

λ λ′′ ′+ − + = ≥ < < +∞  (5.54) 

 

Α. Η περίπτωση == 0, 1λ d   

Όταν = 0λ  και συνεπώς λόγω της εξίσωσης (5.53), = 1d , η εξίσωση (5.54) γράφεται 

 
3 0; 0, ,xxy y y x y′′ − + = > −∞ < < +∞  (5.55) 

δηλαδή λαµβάνει τη µορφή της εξίσωσης Duffing (µη γραµµικών ταλαντωτών) χωρίς 

απόσβεση. 

 Με την αντικατάσταση  

 ( ) ( ) ( ) ,
x xx x y x yxx

y P y y y P P y P P′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′= ⇔ = = = =  (5.56) 

η εξίσωση (5.55) γίνεται  
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3 0, ,

y
P P y y y′ − + = −∞ < < +∞  (5.57) 

η οποία καταλήγει στη διαφορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών 

 ( )3 , .P dP y y dy y= − −∞ < < +∞  (5.58) 

Το ενδιάµεσο ολοκλήρωµα της τελευταίας (το οποίο ονοµάζεται και πρώτο ολο-

κλήρωµα) στο επίπεδο των φάσεων γράφεται 

 

2 2 4

1

1 σταθερά ολoκλήρωσης,

, ,
2 2 4

P y y
C y

C

 
= − + −∞ < < +∞ 
 
=

 (5.59)  

ή ισοδύναµα 

 

4
2

12 ,
2

dy y
y C

dx
= ± − + +  (5.60) 

ή, τέλος, ισοδύναµα 

 
2

4 2 *

1

*

1 1 2 σταθερά ολοκλήρωσης.

2
, 0, ,

22

4 ,

dy
C x x y

y y C

C C C

= ± > −∞ < < +∞
− + +

= =

∫
 (5.61) 

Για την πληρότητα της παραπάνω ανάλυσης απαιτείται η διερεύνηση του είδους των 

ριζών της διετετράγωνης αλγεβρικής εξίσωσης  

 
4 2 *

12 0.y y C− − =  (5.62) 

της οποίας οι λύσεις είναι  

 
*

1
1 1 ,y C= ± ± +  (5.63) 

∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις
1
: 

1. Περίπτωση α :  
*

11 + C > 0  

Στη περίπτωση αυτή από την (5.63) διακρίνουµε τις υποπεριπτώσεις 

α.1 
*

11 1 0C+ + >  και 
*

11 1 0C− + >  

α.2 
*

11 1 0C+ + >  και 
*

11 1 0C− + <  

Υποπερίπτωση α.1 

 Αν 
*

11 0C+ >  και 
*

11 1 0C+ + > , 
*

11 1 0C− + > , τότε η εξίσωση 

(5.62) έχει  τέσσερεις ρίζες πραγµατικές, δηλαδή, τις: 
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* *

1 1

* *

1 1

1 1 , 1 1 ,

1 1 , 1 1 ,

a C b C

c C d C

= + + = − +

= − − + = − + +
 (5.64) 

όπου .a b c d> > >  

Στην υποπερίπτωση αυτή το ολοκλήρωµα (5.61) δίνεται από τις σχέσεις 

 α.1.1.  Όταν a b c d y> > > >   τότε [βιβλ. 1 σελ. 98  σχέση 251] 

( )( )( )( )
( )1 1

1
0

δηλαδή

sin , ,
d u

y

dt
g du g u g sn k

a t b t c t d t
ϕ−= = =

− − − −∫ ∫
 

( ) 2

2
, , 0 ,

2
g F k x C xϕ = ± + >  (5.65) 

όπου 

 

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

2

2 2

1

1 1

2
, ,

1, ,

sin , sin .

b c a d
k g

a c b d a c b a

a c d ta d
sn u

a c a d c t

a c d y
amu snu

a d c y

α

ϕ ϕ−

− −
= =

− − − −

− −−
= > =

− − −

− −
= = =

− −

 (5.66) 

 α.1.2.  Όταν a b c y d> > ≥ >   τότε [βιβλ. 1 σελ. 103  σχέση 252] 

( )( )( )( )
( )1 1

1
0

sin ,
y u

d

dt
g du g u g sn k

a t b t c t t d
ϕ−= = =

− − − −∫ ∫  

δηλαδή 

( ) 2, , 0,g F k x C xϕ = ± + >  (5.67) 

όπου: 

 

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( )

2

2 2

2
, ,

0, , .

a b c d
k g

a c b d a c b d

a c t dd c
sn u

a c c d a t
α

− −
= =

− − − −

− −−
= < =

− − −

 (5.68) 
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( )( )
( )( )

1

1 1sin , sin
a c y d

amu snu
c d a y

ϕ ϕ− − −
= = =

− −
 

 α.1.3. Όταν a b c y d> > > ≥   τότε [βιβλ. 1 σελ. 107  σχέση 253] 

( )( )( )( )
( )1 1

1
0

sin ,
c u

y

dt
g du g u g sn k

a t b t c t t d
ϕ−= = =

− − − −∫ ∫  

δηλαδή 

( ) 2

2
, , 0,

2
g F k x C xϕ = ± + >  (5.69) 

όπου: 

 

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( )

2

2 2

2
, ,

1, ,

a b c d
k g

a c b d a c b d

a c t dc d
sn u

b d c d a t
α

− −
= =

− − − −

− −−
= < =

− − −

 (5.70) 

 
( )( )
( )( )

1

1 1sin , sin .
b d c y

amu snu
c d b y

ϕ ϕ− − −
= = =

− −
 

 α.1.4.  Όταν a b y c d> ≥ > >   τότε [βιβλ. 1 σελ. 112  σχέση 254] 

( )( )( )( )
( )1 1

1
0

sin ,
c u

y

dt
g du g u g sn k

a t b t t c t d
ϕ−= = =

− − − −∫ ∫  

δηλαδή 

( ) 2

2
, , 0,

2
g F k x C xϕ = ± + >  (5.71) 

όπου: 

 
( )( )
( )( ) ( )( )

2 2
, ,

b c a d
k g

a c b d a c b d

− −
= =

− − − −
 

 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

2 2 2

1

1 1

0 , ,

sin , sin .

b d t cb c
k sn u

b d b c t d

b d y c
amu snu

b c y d

α

ϕ ϕ−

− −−
< = < =

− − −

− −
= = =

− −

 (5.72) 
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 α.1.5.  Όταν a b y c d> > ≥ >   τότε [βιβλ. 1 σελ. 116  σχέση 255] 

( )( )( )( )
( )1 1

1
0

sin ,
b u

y

dt
g du g u g sn k

a t b t t c t d
ϕ−= = =

− − − −∫ ∫  

δηλαδή 

( ) 2

2
, , 0,

2
g F k x C xϕ = ± + >  (5.73) 

όπου: 

 

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

2

2 2 2

1

1 1

2
, ,

0 , ,

sin , sin .

b c a d
k g

a c b d a c b d

a c b tb c
k sn u

a c b c a t

a c b y
amu snu

b c a y

α

ϕ ϕ−

− −
= =

− − − −

− −−
< = < =

− − −

− −
= = =

− −

 (5.74) 

 α.1.6.  Όταν a y b c d≥ > > >   τότε [βιβλ. 1 σελ. 120  σχέση 256] 

( )( )( )( )
( )1 1

1 sin , ,
y u

b o

dt
g du g u g sn k

a t t b t c t d
ϕ−= = =

− − − −∫ ∫  

δηλαδή 

( ) 2

2
, , 0,

2
g F k x C xϕ = ± + >  (5.75) 

όπου: 

 
( )( )
( )( ) ( )( )

2 2
, ,

a b c d
k g

a c b d a c b d

− −
= =

− − − −
 

 
( )( )
( )( )

2 2 21, ,
a c t ba b

k sn u
a c a b t c

α
− −−

< = < =
− − −

 (5.76) 

 ( )( )
( )( )

1

1 1sin , sin .
a c y b

amu snu
a b y c

ϕ ϕ− − −
= = =

− −
  

 α.1.7.  Όταν a y b c d> ≥ > >   τότε [βιβλ. 1 σελ. 124  σχέση 257] 
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( )( )( )( )
( )1 1

1
0

sin , ,
a u

y

dt
g du g u g sn k

a t t b t c t d
ϕ−= = =

− − − −∫ ∫  

( ) 2

2
, , 0,

2
g F k x C xϕ = ± + >  (5.77) 

όπου: 

 
( )( )
( )( ) ( )( )

2 2
, ,

a b c d
k g

a c b d a c b d

− −
= =

− − − −
 

 
( )( )
( )( )

2 20, ,
b d a tb a

sn u
b d a b t d

α
− −−

= < =
− − −

 (5.78) 

 
( )( )
( )( )

1

1 1sin , sin .
b d a y

amu snu
a b y d

ϕ ϕ− − −
= = =

− −
 

 α.1.8.  Όταν y a b c d> > > >   τότε [βιβλ. 1 σελ. 128  σχέση 258] 

( )( )( )( )
( )1 1

1
0

sin ,
y u

a

dt
g du g u g sn k

t a t b t c t d
ϕ−= = =

− − − −∫ ∫  

δηλαδή 

( ) 2

2
, , 0,

2
g F k x C xϕ = ± + >  (5.79) 

όπου: 

 
( )( )
( )( ) ( )( )

2 2
, ,

b c a d
k g

a c b d a c b d

− −
= =

− − − −
 

 
( )( )
( )( )

2 21, ,
b d t aa d

sn u
b d a d t b

α
− −−

= > =
− − −

 (5.80) 

 
( )( )
( )( )

1

1 1sin , sin .
b d y a

amu snu
a d y b

ϕ ϕ− − −
= = =

− −
 

Υποπερίπτωση α.2 

 Αν 
*

11 0C+ >  και 
*

11 1 0C+ + > , 
*

11 1 0C− + < , τότε η εξίσωση 

(5.62) έχει  δυο ρίζες πραγµατικές ( ),a b και δυο ρίζες µιγαδικές συζυγείς ( ),c c . 

Συνεπώς µε βάση την εξίσωση  (5.63), οι ρίζες της (5.62) είναι 
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* *

1 1

* *

1 1

1 1 , 1 1 ,

1 1 , 1 1 ,

a C b C

c i C c i C

= + + = − + +

= − + = − − +
 (5.81) 

όπου .a b>  

Στην υποπερίπτωση αυτή το ολοκλήρωµα (5.61) δίνεται από  

 α.2.1.  Όταν a y b≥ > τότε [βιβλ.1 σελ. 133 σχέση 259] 

  

( )( )( )( )
( )1 1

1
0

cos , ,
y u

a

dt
g du g u g cn k

a t t b t c t c

ϕ−= = =
− − − −

∫ ∫  

δηλαδή 

 
( ) 2

2
νέα σταθερά ολοκλήρωσης,

2
, ,

2

0,

g F k x C

x C

ϕ = ± +

> =

 (5.82) 

όπου: 

  ( )( )( ) ( )( ) ( )2 2

1 1 ,a t t b t c a t t b t b a − − − = − − − +   

  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

1 1

2 22 2 2 2

1 1 1 1

2 2

2

1

1

1

, , ,
2 4

1
, , ,

, cos ,
4

cos .

a t B t b Ac c c c
b a cnu

a t B t b A

A a b a B b b a g
AB

a b A B
k cnu

AB

a y B y b A
amu

a y B y b A

ϕ

ϕ −

− − −+ −
= = − =

− + −

= − + = − + =

− + −
= =

 − − −
= =  

− + − 

 (5.83) 

 α.2.2.  Όταν b a y< < < ∞ τότε [βιβλ.1 σελ. 135 σχέση 260] 

( )( )( )( )
( )1 1

1
0

cos , ,
y u

a

dt
g du g u g cn k

t a t b t c t c

ϕ−= = =
− − − −

∫ ∫  

δηλαδή 
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( ) 2

2
νέα σταθερά ολοκλήρωσης,

2
, ,

2

0,

g F k x C

x C

ϕ = ± +

> =

 (5.84) 

όπου: 

  ( )( )( )( ) ( )( ) ( )2 2

1 1 ,t a t b t c t c a t t b t b a − − − − = − − − +   

  

( )
( )

( )

( ) ( )

2

22 2 2

1 1 1 1

22 2

1 1

2 2

2

, , ,
2 4

1
, ,

,
4

c cc c
b a A a b a

B b b a g
AB

A B a b
k

AB

−+
= = − = − +

= − + =

+ − −
=

  

  
( ) ( )
( ) ( ) 1, cos ,
t b A B t a

cnu cnu
t b A B t a

ϕ
− − −

= =
− + −

 (5.85) 

  
( )
( )

1

1 cos .
A B y aB bA

amu
A B y aB bA

ϕ −
 − + −

= =  
+ − − 

 

 

 

2. Περίπτωση β :
*

11 + C < 0  

Αν 
*

11 0C+ < τότε 
* *

1 11 1 ,C i C+ = + και εποµένως η εξίσωση (5.62) έχει  

τέσσερεις µιγαδικές ρίζες ανά δύο συζυγείς, δηλαδή τις 

 

 

* *

1 1

* *

1 1

1 1 , 1 1 ,

1 1 , 1 1 ,

a i C a i C

c i C c i C

= + + = − +

= − − + = − + +
 (5.86) 

 

Στην υποπερίπτωση αυτή το ολοκλήρωµα (5.61) δίνεται από  [βιβλ.1 σελ. 146 

σχέση 267] 

( )( )( )( )
( )1 1

1
0

tan , ,
y u

a

dt
g du g u g tn k

t a t a t c t c

ϕ−= = =
− − − −

∫ ∫  

δηλαδή 
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( ) 2

2
νέα σταθερά ολοκλήρωσης,

2
, ,

2

0,

g F k x C

x C

ϕ = ± +

> =

 (5.87) 

όπου: 

  ( )( )( )( ) ( ) ( )2 22 2

1 1 2 2 ,t a t a t c t c t b a t b a   − − − − = − + − +     

 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

2 2

1 1 2 2

22 2 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2

22

2 2 1

1 1 1 1 12 2 2

1

1 1 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1 1 1

1

, , , ,
2 4 2 4

, ,

44 2
, , , ,

4

tan , ,

tan .

a aa a c c c c
b a b a

A b b a a B b b a a

a A BA B
k g g y b a g

A BA B A B a

y b a g t b a g
amu tnu

a g b g y a g b g t

tnu

ϕ

ϕ

−

−+ + −
= = − = = −

= − + + = − + −

− −
= = = = −

++ + −

 − + − +
= = = + − + − 
=

 (5.88) 

 

 

3. Περίπτωση γ :
*

11 + C = 0  

Αν 
*

11 0C+ =  δηλαδή 
*

1 1C = − , τότε η εξίσωση (5.62) λόγω της εξίσωσης 

(5.63) έχει ρίζες τις 1,a = 1,b = −  µε διπλή πολλαπλότητα και συνεπώς το 

ολοκλήρωµα (5.61) γράφεται 

  

 2

1 1

2

2

21

y
Ln

y
C x

 − +
= +

±


, (5.89) 

ή ισοδύναµα 

 2
2

x
y Coth C

 
= − ± 

 
. (5.90) 

 

B. H περίπτωση ...; =2, 3, 3,4, ...λ = d  

Για 2λ ≥  η εξίσωση Schrödinger   (5.52)  γράφεται ως εξής  

3 0; 2,3,4,...
xx x

y y y y
x

λ
λ′′ ′+ − + = = ∞ .  (5.91) 

Εισάγοντας τον παραδεκτό συναρτησιακό µετασχηµατισµό  

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5                                                                                  Εξισώσεις τύπου Emden-Fowler  171 

 

( ) ( ) ( ) 2, , , ,
x x xx x xx

y x n x y n y n nξ ξξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′= = = = +   (5.92) 

 

η (5.91) γράφεται 

2 3 0.
x xx x

n n n n
x

ξξ ξ ξ

λ
η ξ ξ ξ′′ ′ ′ ′′ ′ ′+ + − + =       (5.93) 

Η εξίσωση ( )xξ  µπορεί να προσδιοριστεί από την  (5.93) και είναι  

   ,
xx x

x

λ
ξ ξ′′ ′= −      (5.94) 

και µετά από ολοκλήρωση προκύπτει 

  ( ) , 1 , 2, 0.
A

x
x A x

A
ξ ξ λ λ= = = − > >   (5.95) 

Εν συνεχεία η συνάρτηση ( )n ξ  µπορεί να προσδιοριστεί από τις  (5.93) και (5.95) 

 ( ) ( )3 2 1 2
, , .

1

m mA
n B n n m B A

A
ξξ

λ
ξ

λ
−

′′ = − = = − =
−

  (5.96) 

Τονίζεται ότι η  (5.96) είναι Σ∆Ε τύπου Emden-Fowler type.  Εισάγοντας τον 

µετασχηµατισµό  

  
3

1 1
,nn

n n n

d dn
n n

dn d
ξ ξξ

ξ
ξ ξ ξ ξ

  ′′
′ ′′= ⇔ = = − ′ ′ ′ 

   (5.97) 

προκύπτει η γενικευµένη Emden-Fowler Σ∆Ε 

  ( ) ( )33 ,m

nn n
B n nξ ξ ξ′′ ′= − −     (5.98) 

όπου 

  
2

, 1 , , 2,3,4,... .
1

m
B A A m

λ
λ λ

λ
= = − = − =

−
 (5.99) 

Συνοψίζοντας τα ανωτέρω αποδείχτηκε ότι η εξίσωση Schrödinger (5.91) για 2λ ≥ , 

λ = ακέραιος αριθµός µπορεί να µετασχηµατιστεί στη γενικευµένη Emden-Fowler 

Σ∆Ε (5.98), δηλαδή 

 ( ) ( ) ( )
22

33 111 , , ,
XX X

Y X X Y Y Y X n

λλ
λλλ ξ

−− −−′′ ′= − − − ≡ ≡   (5.100) 

ή ισοδύναµα 
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( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( )
2

3
1

,

2
, , 1, , 3 , 1 .

1

LN M

XX X
Y f X Y Y

N M L f X X X
λ
λ

λ
λ

λ
−

−

′′ ′=

 = − = − − − 
− 

 (5.101) 

Σηµειώνεται ότι η λύση της (5.91) είναι ισοδύναµη µε τη λύση της (5.101)  η οποία 

προκύπτει εφαρµόζοντας την µεθοδολογία της παραγράφου 5.1. 

Σύµφωνα µε την µεθοδολογία της παραγράφου 5.1 τα αποτελέσµατα είναι  

( )

2

2 32 3

11

22 4

2
33

11
,;

2

U

z C z zz C z

C
z z

z

z
λλ

λλλ
− + − − +

=

− + − +
−− + +

   
        

  (5.102) 

και 

( ) ( ) ( )( ) 1

1 2

21

1 1
; 1 ,

l
z

z l

l

g z
g l g z zU z g

z g z
C

z

−

−

−

 
− 

′ − − − −  ′ = − ± 
−  +    

  (5.103) 

όπου 

( ) 2 3

1

2
; 3

1
g z C z z

λ
λ

λ
 = − − + − 

        (5.104α) 

( ) 2

1

2
2 3 3 .

1
Z

g z C z z
λ
λ

 ′ = − − + − 
      (5.105β)

  

Η ((5.19)α) τελικά καταλήγει  

  ( )( )
2

2 3 2
1

1

2
3 1 3 1

1
,C z z X

λ
λ

λ
λ

λ
−

 − − + − − − − 
=     (5.106) 

η οποία παρέχει την παραµετρική λύση της µορφής ( )1, ;X X z C λ= δηλαδή 

( ) ( )
32

2 3
1 1

1

2
1 3 1

1

3
,X

z

z

C z z
λ λ
λ λ

λ
λ λ

λ
−

− −−
= ±

+ + − −
− = παράµετρος. (5.107) 

Επίσης λόγω της (5.100), η παραµετρική λύση της µορφής ( )1, ;n n z C λ=  είναι 

( ) ( )
32

2 3
1 1

1

2
1 3 1

1

3
,n

z

z

C z z
λ λ
λ λ

λ
λ λ

λ
−

− −−
= ±

+ + − −
− = παράµετρος. (5.108) 
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Η εξίσωση ( )1 2, ,Y Y z C C=  προσδιορίζεται από την  (5.23)  και είναι 

  
( )( ) ( ) ( )

( )

1
2

3
11 1

1 2
,

2

z X
X X U z z X

z
Y

λ
λλ

λ

+
− ′ ′− + −

−
− +

=   (5.109) 

όπου 
X

z′  µπορεί να προσδιοριστεί από την (5.106) και είναι 

  
( )

( ) ( )

1

1

1

6 1
.

2 1 3 3 5
X

X
z

z C z

λ
λλ

λ λ

+
−−

′ = −
 − + + − +  

   (5.110) 

Επίσης η  ( ),z zU g g′ ′  προσδιορίζεται από τις  (5.104α,β) και (5.110). Λαµβάνοντας 

υπόψη τα παραπάνω αποτελέσµατα η λύση της   (5.98) δίνεται  

( ) ( )
32

2 3
1 1

1

2
1 3 1

1

3
,n

z
C z z

λ λ
λ λ

λ
λ λ

λ
−

− −− + + − −
−= ±                (5.111α) 

( )( ) ( ) ( )
( )

2

3

1

11 1

2 1 2
,

z Xn n U z z n

z

λ
λλ

ξ
λ

+
− ′ ′− + −

−
− +

=     (5.112β) 

όπου η  ( )U z δίνεται από την  (5.102), η  ( )U z′  από την (5.103), οι  ( ) ( ),g z g z′  από 

τις  (5.104 α,β), (5.113) και επειδή X n≡  (λόγω της (5.100)), 

 
( )

( ) ( )

1

1

1

6 1

2 1 3 3 5
X n

n
z z

z C z

λ
λλ

λ λ

+
−−

′ ′≡ = −
 − + + − +  

  (5.114) 

Η παραµετρική κλειστή λύση της (5.117) µπορεί να προσδιοριστεί µε την εφαρµογή 

των παραδεκτών συναρτησιακών µετασχηµατισµών  (5.92) και είναι  

( )
( )( ) ( ) ( )

( )

1/3

1
1/

1
2

,
1 1

2 1 2

z XA n n U z z n

z
x A

λ
λλ

λ
ξ ξ

+
−

 ′ ′− − 
 − +
  

= = ,          (5.115α) 

( ) ( )
32

2 3
1 1

1

2
1 3 1

1

3
,y

z
C z z

λ λ
λ λ

λ
λ λ

λ
−

− −− + + − −
−= ±   (5.116β) 

1 ,A λ= −        

όπου 2, 0.xλ > >  
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Γ. Η περίπτωση  == 1, 2λ d  

Σε αυτή την περίπτωση για  = 1λ και συνεπώς για  = 2d  η εξίσωση  (5.54) 

λαµβάνει τη µορφή 

31
0; , .

xx x
y y y y x y

x
′′ ′+ − + = +∞ > −∞ < < +∞   (5.117) 

Εφαρµόζοντας τον συναρτησιακό µετασχηµατισµό 

( ) ( ) ( ) 1
, ; , ,

x x xx

n n
y x n x y n y

x x x

ξ ξ
ξ

ξ ξ ξξ

ξ ξξ ξ
′′ ′

′ ′ ′ ′′= = = = =
′ ′ ′

 
 
 

   (5.118) 

η   (5.117) γίνεται 

( )2 3 0; 0.x x n x x n x n x x n n x xξ ξξ ξξ ξ ξξ ξ ξ′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′− + − − = ≠      (5.119) 

η οποία µπορεί να διαχωριστεί σε δυο εξισώσεις 

( )3
n n n x xξ′ ′= −   και  2.x x xξξ ξ′′ ′=                      (5.120α,β) 

Από την δεύτερη των εξισώσεων αυτών, την (5.120b) , υπολογίζουµε 

 1

2 1 20, 0 , 0, 0,
C

x
x x C e C C

x

ξ ξ

ξ

′′ 
= ≠ ⇔ = > > 

 
 (5.121) 

όπου 1C  και 2C είναι κατάλληλες σταθερές ολοκλήρωσης. Η εξίσωση (5.120a) γίνεται 

 ( )12 3

1 2 1 2; 0, 0,C
n C C e n n C C

ξ
ξξ′′ = − > >  (5.122) 

που είναι Σ∆Ε τύπου Emden-Fowler  

 ( ) ( ) ( ) ( )21 ;n f g n f n nξξ ξ ξ′′ = = −  (5.123α) 

 ( ) 2 2

1 2 1, 0, 2 0;B
f Ae A C C B C

ξξ = = > = >  (5.123β) 

 1 2,C C =  σταθερές ολοκλήρωσης. 

Σηµειώνεται ότι 

 ( ) ( ) ( )2, , ,...B
f Ae f Bf f B f

ξ
ξ ξξξ ξ ξ′ ′′= = =  (5.124) 

Εισάγοντας τον παραδεκτό συναρτησιακό µετασχηµατισµό 

  ( ) ( ) ( ), ; ,B
f

U f Ae z n n n
n

ξ
ξ

ξ
ξ ξ′= = = =  (5.125) 

µε ολικά διαφορικά 
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2

, .B
nf fnf

dU B Ae d dz n n d
n n

ξ ξξ
ξξ ξξ ξ

′ ′− 
′′ ′= = + 

 
 (5.126) 

Τα διαφορικά αυτά λόγω των εξισώσεων  (5.123a) έως (5.125) λαµβάνουν τη µορφή 

 ( ) ( )2, 1 ,
f z

dU B f d BUd dz f n B d
n n

ξ ξ ξ ξ = = = − + − 
 

 (5.127) 

και καταλήγουµε στην πρώτης τάξης µη γραµµική Σ∆Ε 

 
2

.

1
z

BU
U

B z
n U

U n

′ =
 − + − 
 

 (5.128) 

Εισάγοντας την ad hoc υπόθεση 

 ( ) ,n G z=  

όπου ( )G z  είναι µια επαρκώς διαφορίσηµη συνάρτηση, οδηγούµαστε στην νέα µη 

γραµµική Σ∆Ε Abel δευτέρου είδους 

 ( )
2

, .

1
z

BU
U n G z

B z
G U

G G

′ = =
 − + − 
 

 (5.129) 

Λόγω της παραπάνω ad hoc υπόθεση, από την πρώτη από τις δύο προηγούµενες 

εξισώσεις καταλήγουµε 

 ( )3 .zG G B U z U BGU  ′− + − =   (5.130) 

Εφαρµόζοντας την κατασκευή Julia  (παράγραφος 1.1.α), για τους συντελεστές της 

(5.130) ισχύει 

 ( ) ( )( )2 33 1 ,z zz G G G G G B BG′ ′− − = − + −  

ή ισοδύναµα η συναρτησιακή εξίσωση 

 
( )

( )( )

2

3

3

1 3
; , 1,

1

G dg dz
G G B BG

zG G B BG

−
= − ≠ − ≠

− + −
 (5.131) 

από την οποία προκύπτει η  ( )G z  συναρτήσει της παραµέτρου z  

 ( ) ,G G z=  (5.132) 

και  η γενική λύση της (5.130) δίνεται από την σχέση 

 
( )3 2

1

2
0,

G G B U zU

G J

− + −
=  (5.133) 

όπου 1C  είναι µια σταθερά ολοκλήρωσης και 1J  ο πολλαπλασιαστής Euler 

(ολοκληρών παράγων) όπου 1 1.J =  Συνεπώς από την  (5.133) εξάγονται οι λύσεις 
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( ) ( )

( )
( )( )

( )
2

2 3

1 32
, ln ; 0,

1

G dGz
U z G z

G z G z B G G B BG

−
= = ≠

− + − + −∫    (5.134) 

και συνεπώς σε αυτήν την περίπτωση οι λύσεις της εξίσωσης  Schrödinger δίνονται 

από τις σχέσεις 

  

( )
( )( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

2

23

2 1

2 2

1 2 1 σταθερές ολοκλήρωσης;

- < < + , = παράµετρος.

1 3 2
ln , ,

1

exp
exp , exp exp ;

0, 2 0,

G dG z
z U

G z G z BG G B BG

A Bz
U C C y n d d

f z z

A C C B C

n

ξ
ξ ξ ξ

ξ∞ ∞

−
= =

− +− + −

= = = =

= > = >

∫

∫ ∫       (5.135) 

Η επίλυση του ολοκληρώµατος  
( )

( )( )

2

3

1 3

1

G dG

G G B BG

−

− + −∫  δίνεται από  

( )

( )( )( )

2 * * * *

1 2 3
1 2 3

1
1 3

11

G
A B C DB

G P G P G P
GG G P G P G P

BB

−
= + + +

− − −  −− − − − 
 

,  

 

ή ισοδύναµα 

 

( ) ( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

* *
2

1 2 3 2 3

* *

2 3 2 3

1 1
1 3

3

1 1

G A G P G P G P B G G P G P
B

C G G P G P D G G P G P
B B

 − = − − − + − − − + 
 

   + − − − + − − −   
   

 

 

όπου  
* * *

, ,A B C  και 
*

D  είναι προσδιοριστέοι αριθµοί και 1 2 3, ,P P P  είναι οι ρίζες της 

κυβικής εξίσωσης 
3 0G G B− + = . Οι ποσότητες αυτές µπορούν να προσδιοριστούν 

εφαρµόζοντας τις κλασικές µεθόδους  [19]. 

 

 

 

5.5 ∆ευτέρας τάξης οµογενής Σ∆Ε 

 

Στην παράγραφο αυτή θα κατασκευαστούν οι γενικές λύσεις την δευτέρας τάξης 

οµογενούς εξίσωσης.  
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Σύµφωνα µε την κατασκευή που παρουσιάστηκε στην παράγραφο 5.1 για  n = m = 1; 

l= 0,  η εξεταζόµενη Σ∆Ε τύπου Emden-Fowler ODE (5.2) µετατρέπεται σε µια 

δευτέρας τάξης οµογενής Σ∆Ε 

  ( ) ( )0, 0.xxy f x y f x′′ + = ≠  (5.136) 

Ο παραδεκτός µετασχηµατισµός  (5.3)  εκφυλίζεται στη µορφή 

  ( ) ( ) ( )3 ; ; 0 ,
x

f x
U f x z y y

y
′= = ≠  (5.137) 

και η εξίσωση  Abel (5.11) γίνεται  

  ( )( ) ( ) ( ) ( )3 ; ,
z

U g z z z U g z U g z f x′ ′+ − = =    (5.138) 

και εφαρµόζοντας το γνωστό µετασχηµατισµό  [3], µετατρέπεται σε Σ∆Ε Abel 

δευτέρου είδους κανονικής µορφής   

  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

1

0 1

, ;

3 , 2 ;

.

z

x

F z
w w w F F

F z

F z g g z z F z z g g z

g z f x

ξ ξ ξ′ − = =

′= − = + −

′=

 (5.139) 

 Στη συνέχεια θα χρησιµοποιήσουµε την κατασκευή Julia (παρ. 1.1.α). Ο 

περιορισµός (1.7) στους συντελεστές της εξίσωσης (5.138) παρέχει την εξίσωση 

  ( ) ( )1 3 0,zz g g z g′ − + − + =  or  4 2 0,zz g g z′ + − =  

µε γενική λύση 

  ( ) 42 / 5g z z Cz−= + , (5.140) 

και µερική λύση  ( )0C = , 

  2 / 5pg z= . (5.141) 

Επειδή  ( ) 2 / 5pg z g z= =  είναι µια µερική λύση της Σ∆Ε Abel (5.138) τα 

αποτελέσµατα της παρ. 5.1 δίνουν 

  ( )2
παράµετρος.

4
;

5
U z zU v v+ = =  

και οι ρίζες είναι  



178  Εξισώσεις τύπου Emden-Fowler                                                                                  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5  

 

 Για 24
0,

25
z v

 
 
 

+ >   

  ( ) 22 4
,

5 25
U z z z v= − ± +   ή   ( ) 4

5
U z z= −  if 0;v =  

 Για 24
0,

25
z v

 
 
 

+ <   

  ( ) 22 4
,

5 25
U z z i z v= − ± +   ή   ( ) 4 4

5 5
U z z i z= − ±  if 0;v =  

 ,Για  24
0,

25
z v

 
 
 

+ =   

   ( )U z =διπλή ρίζα
4

.
5

z= −  

Εισάγοντας την πρώτη εξίσωση της (5.137), τα προηγούµενα αποτελέσµατα 

λαµβάνουν τη µορφή 

 Για 
( )6

2
3

ή
54

0,
25 4

v f
z v z

f

−
+ < > =  και για  35

0 .
4

v z f= = −  

   (5.142) 

 Για  2 34 5
0, .

25 3
z v z f+ = = −   

Υπάρχει µια µοναδική λύση  z  ( )35 / 4z f= − , και ο µετασχηµατισµός  (5.137) δίνει 

το αποτέλεσµα 

  ( ) 3 25
; ,

4
xy

U z f f
y

′= − =  

και µια µερική λύση της  (5.136) είναι  

  
( )1 2

4
exp 1 .

5p
y

f x

 
 
  

= −  (5.143) 

Μια δεύτερη γραµµικώς ανεξάρτητη µερική λύση της  (5.136), προσδιορίζεται από 

την σχέση [18] 

  ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( )

1

2 1 2
1 2

exp
; 0.

p

F x f x
y x y x dx F x dx

y x f x

−
= = =∫ ∫  

Έτσι υπολογίζεται  
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  ( ) ( ) ( )
2

2 2 2

4 4
exp 1 exp 1 ,

5 5p
y x dx

f x f x

−
     

    
        

= − −∫  (5.144) 

και συνεπώς η γενική λύση της  (5.136) δίνεται από την σχέση  [18] 

 

( ) ( ) ( ) ( )

2

1 22 2 2

1 2 σταθερές  ολοκλήρωσης.

4 4 4
exp 1 exp 1 exp 1 ,

5 5 5

;

y x C C dx
f x f x f x

C C

−
       

      
            

= − + − −

=

∫   
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Κεφάλαιο 6 
 

 

 

Επί της Κατασκευής της Γενικής Εξισώσης 

Abel Πρώτου Είδους Κανονικής Μορφής 

( ) ( ) ( )′ 3
x x x xy = y + F   

 

 

 

 

    Βασικές βιβλιογραφικές αναφορές που χρησιµοποιήθηκαν για την ανάπτυξη του 

κεφαλαίου είναι οι εξής: E. Kamke
2
, A.D. Polyanin and Zaitsev

5
,  Polyanin  and 

Manzhirov
6
 και  Panayotounakos and Zarmpoutis

10
. 

 

 

 

 Στο Κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουµε µια νέα τεχνική κατασκευής της γενικής 

λύσης που αφορά στην µη γραµµική Σ∆Ε Abel πρώτου είδους κανονικής µορφής 

(γενικευµένη εξίσωση Riccati) του τύπου ( )3 .
x

y y F x′ = +  Με άλλα λόγια, η 
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συγκεκριµένη διαδικασία κατασκευής της προαναφερθείσας γενικής λύσης δεν θα 

στηριχθεί σε τεχνικές και αποτελέσµατα των Κεφαλαίων 2 και 4 ( ενώ µε άλλη 

µεθοδολογία θα µπορούσε). 

 

6.1 Επί της Κατασκευής Γενικής Λύσης της Abel Πρώτου Είδους 

 Η γενική µορφή της εξίσωσης Abel πρώτου είδους είναι   

  ( ) ( ) ( ) ( )3 2

3 2 1 0 .xy f x y f x y f x y f x′ = + + +   (6.1) 

 Με τη χρήση των µετασχηµατισµών (1.81), η  (6.1) λαµβάνει την κανονική της 

µορφή (canonical form)  

  ( )3 ,u u Hξ ξ′ = +  (6.2) 

όπου η ( )H ξ δίνεται από την  (1.107). 

 Έστω λοιπόν η εξίσωση Αbel πρώτου είδους κανονικής µορφής  

  ( )3 ,xy y F x′ = +   (6.3) 

την οποία µπορούµε να γράψουµε ως 

 ( )3
3 3 ,

x
y y F′ = +   

ή ισοδύναµα ως 

  ( )( )2 2 ,
x

y y f y f y f′ = + − +    3 .f F=  (6.4) 

Συνεπώς η µελέτη της εξίσωσης (6.3) ανάγεται στην µελέτη της εξίσωσης  

  ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 ,
x

y y f y f y f y y f f y f y f′ = − + + = + − − +  

την οποία ισοδύναµα γράφουµε 

  ( ) ( )2 2 2.
x

y f y f y f y′ + − = +   (6.5) 

 Εισάγουµε τώρα µια βοηθητική προς προσδιορισµό συνάρτηση ( )Q x , έτσι ώστε 

η (6.5) να διασπάται σε δυο εξισώσεις 

                                        
( )

( ) ( )

2 3

2

, (α)

. (β)

x
y f y f Q x

y f y Q x

′ + − =

+ =
 (6.6) 
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Παρατηρούµε τώρα τα εξής: 

• Η εξίσωση (6.6α) είναι τύπου Riccati, της οποίας ο  όρος y  λείπει, 

• Η  εξίσωση (6.6β) είναι µια κυβική εξίσωση του τύπου ( )3 2 0,y fy Q x+ − =  

όπου ( )Q x  είναι βοηθητική προς προσδιορισµό συνάρτηση, η οποία εύκολα 

µετατρέπεται σε κυβική εξίσωση τύπου Cardan παρόµοια της (1.37), που αφορά 

στην εξίσωση Abel δευτέρου είδους, 

• Η απαλοιφή της ( )Q x  από τις εξισώσεις (6.6) οδηγεί (µαζί µε την προς 

προσδιορισµό της ( )Q x ) στην εξίσωση Abel πρώτου είδους 6.4. Τούτο σηµαίνει 

ότι κάθε λύση της εξίσωσης Riccati (6.6α) υπό τον περιορισµό (6.6β) είναι λύση 

της εξίσωσης Abel πρώτου είδους κανονικής µορφής (6.4). 

• Σε ότι ακολουθεί θα προσπαθήσουµε να κατασκευάσουµε τη γενική λύση της 

εξίσωσης Riccati (6.6α) υπό τον περιορισµό (6.6β), που είναι ακριβώς και η 

γενική λύση της εξίσωσης Abel (6.3). Προς τούτο, γνωρίζοντας ότι κάθε εξίσωση 

Riccati ανάγεται µέσω παραδεκτών συναρτησιακών µετασχηµατισµών σε 

οµογενής Σ∆Ε δεύτερης τάξης µεταβλητών συντελεστών, θα προσπαθήσουµε να 

αναχθούµε σε γνωστή κλάση Σ∆Ε δεύτερης τάξης των οποίων γνωρίζουµε την 

γενική λύση, προσδιορίζοντας συγχρόνως την βοηθητική συνάρτηση ( )Q x  που 

εισέρχεται µέσω του περιορισµού (6.6β). 

 Έτσι, εφαρµόζουµε την κατασκευή Βιβλ. [5, σελ. 105, εξίσωση 38], δηλαδή 

θεωρούµε την εξίσωση Riccati µε κανονική µορφή 

  
* *

2

* *
,x x

x

f g
y y

g f

′ ′
′ = −    (6.7) 

όπου 
*f  και 

*g  είναι τυχαίες λείες συναρτήσεις της µεταβλητής x . Για την εξίσωση 

αυτή µια προφανής µερική λύση δίνεται από τον τύπο 

  
*

*
.

M

g
y

f
= −   (6.8)  

Ζητάµε τώρα η εξίσωση Riccati  (6.6α) να είναι του τύπου (6.7). Τούτο συνεπάγεται 

τις σχέσεις   

                           

* *

*
*

3

, (α)

. (β)

x

x

f f g

g
f

f Q

′ = −

′
= −

+

(6.9) 
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Στην περίπτωση αυτή η  (6.6α)  έχει τη µερική λύση  
** .

M
y g f= −  Συγχρόνως, θα 

πρέπει από την (6.6β) να ισχύει η παρακάτω σχέση  

  ( ) 3 2 ,Q x y f y= +   (6.10) 

η οποία συµπληρώνει την (6.7). 

Με παραγώγιση  η (6.9β) παρέχει την   

  ( ) ( )* 3 * 3 * ,
xx xx

g f Q f f Q f
′′′ ′= − + − +   

ενώ εισάγοντας την ίδια την (6.9α) στην τελευταία εξίσωση προκύπτει η  

  ( ) ( )* 3 * 3 *,
xx x

g f Q f f Q f g
′′′ = − + + +  

ή ισοδύναµα προκύπτει η δεύτερης τάξης γραµµική ως προς ( )*
g x  Σ∆Ε µε 

µεταβλητούς συντελεστές  

  
( ) ( )

3

* * 3 *

3
0.x

xx x

f Q
g g f f Q g

f Q

′+
′′ ′− − + =

+
   (6.11) 

 Παραγωγίζοντας  την  (6.9α), προσδιορίζεται η *

xx
f ′′  από τη σχέση  

  * * * * * .
x xx x x

f f g f f g f g′ ′′ ′ ′= − ⇒ = − −  

Εισάγοντας τις  (6.9α) και (6.9β) µε τις εκφράσεις     

  
*

* ,x
f

g
f

′
= −      και    ( )* 3 *

x
g f Q f′ = − +  

στην  (6.11)  καταλήγουµε στην αντίστοιχη προς 
*f  δεύτερης τάξης Σ∆Ε µε 

µεταβλητούς συντελεστές 

  ( )* * 3 * 0.x
xx x

f
f f f f Q f

f

′
′′ ′− − + =   (6.12) 

 Η  (6.11) γράφεται  
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( )
( ) ( )

3* *
3

* *3
,xx x x

f Qg g
f Q

f g gf Q f

′+′′ ′
− = +

+
  (6.13) 

ενώ η  (6.12)  γράφεται επίσης  

  ( )
* *

3

* 2 *
.xx x x

f f f
f Q

f f f f

′′ ′ ′
− = +   (6.14) 

Θέτοντας 

   ( ) ( )3 ,Ω x f Q x= +      (6.15) 

όπου ( )Ω x  µια νέα βοηθητική προς προσδιορισµό συνάρτηση, και από τις (6.13), 

(6.14) και (6.15), ευρίσκουµε  

  ( )
* * * *

* * * 2 *
.xx x x xx x x

g Ω g f f f
Ω x

f g Ω f g f f f f

′′ ′ ′ ′′ ′ ′
− = − =   (6.16) 

 Είναι τώρα προφανές ότι από τις σχέσεις (6.11), (6.12) και (6.9) λαµβάνουµε τις 

νέες εκφράσεις της δευτέρας τάξης γραµµικής Σ∆Ε ως προς 
*f  και 

*g , δηλαδή 

  * * * 0,x
xx x

Ω
g g f g Ω

Ω

′
′′ ′− − =     

*
* ,

g
f

Ω

′
= −    (6.17α,β) 

και  

  * * * 0,x
xx x

f
f f f Ω f

f

′
′′ ′− − =      

*
* .

f
g

Ω

′
= −   (6.18) 

 Με βάση την  Βιβλ. [2, σελ. 441, εξίσωση (15)], θεωρούµε τη γραµµική εξίσωση 

δεύτερης τάξης µε µεταβλητούς συντελεστές   

               ( ) ( )
2

2 2 22 1 0,xx x
xx x

x

G G G
z z v G z

G G G
µ µ

  ′′ ′ ′ ′′ ′ ′− + − + − + =    ′      
 (6.18α) 

όπου ( )G G x= είναι λεία τυχούσα συνάρτηση της ανεξάρτητης µεταβλητής x , ενώ 

,µ ν  είναι τυχόντες αριθµοί. Η εξίσωση αυτή αποδεικνύεται
2
 ότι εντάσσεται στην 

κλάση των εξισώσεων Bessel και ότι έχει γενική λύση που δίνεται από τον τύπο  
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    ( ) ( ) ( ) ( )1 2, .z G Z G Z G C J G C Y G
µ

ν ν ν ν= = +  (6.18β) 

όπου ( )vJ G  και ( )Y Gν  είναι συναρτήσεις  Bessel πρώτου και δευτέρου είδους  

(εξισώσεις Neumann ) τάξεως v  αντίστοιχα. Η γενική λύση της εξίσωσης (6.18α) 

δίνεται από σχέση 

  
( ) ( ) ( )1 2

1 2 σταθερές ολοκλήρωσης.

;

,

z G Z G G C J G C Y G

C C

µ µ
ν ν ν= =  +  

=
     (6.19) 

Συγκρίνοντας τις  (6.17α) µε την (6.18α) καταλήγουµε  

 ( ) ( )
2

2 2 22 1 , ;xx x x x

x

G G Ω G
v G f Ω

G G Ω G
µ µ

′′ ′ ′ ′  ′+ − = − + = − ′  
 (6.20α,β) 

και 

 ( ) ( )3 3 3 2 ,Ω x f Q x f y f y= + = + +  (6.20γ) 

όπου ( )y x  είναι η γενική λύση της εξίσωσης Riccati (6.6α) υπό την περιορισµό της 

εξίσωσης (6.6β). 

Η ολοκλήρωση της εξίσωσης (6.20α) δίνει 

1 2 2x
x

G
G CΩG CΩG

G

µ µ− −′
′ = ⇔ = ;  C = σταθερά ολοκλήρωσης, ( ) 0,G x ≠  (6.21) 

και εισάγοντας το αποτέλεσµα  (6.21) στην δεύτερη εξίσωση (6.20β), καταλήγουµε 

 
( )2 2 2 4

2

2 4
.

f v C G
G

C G

µ

µ

µ Ω

Ω

−

−

+ −
= −  (6.22) 

Υποθέτοντας 0µ =  η εξίσωση Bessel (6.18α) µαζί µε τις εξισώσεις   (6.17α), (6.15),   

(6.6β) και (6.21) προκύπτει 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

2

2 2

2 2
* * 2

2

0;

, ; ,

xx x x

xx x x

x

p v p v

G G G
z z G v z

G G G

v C f
g x J G g x Y G G x

C

Ω −
Ω

  ′′ ′ ′ ′′ ′ ′− − + − =    ′      

= = =

 (6.23α,β,γ) 

όπου 
1 2

* *,
p p

g g δυο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της  Bessel Σ∆Ε (6.17α). 

Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις (6.9β), (6.8), (6.21), και τον περιορισµό (6.6α) καθώς 

επίσης και τις ιδιότητες των εξισώσεων Besssel [1,5,6], εξάγουµε 
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( )
( ) ( )[ ]

( )
( ) ( )[ ]

1

2

1

2

*

1 1

*

1 1

*

*

1
,

1
;

p v v

p v v

p
x

p
x

f J G J G
C

f Y G Y G
C

g

g

Ω

Ω

− +

− +

= − = − −

= − = − −

′

′
 (6.24α,β)  

  ( )2
G x = από την σχέση (6.22) για 0µ = . 

Συνεπώς δυο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της εξίσωσης Riccati (6.6α) 
1 2
,

p p
y y  υπό 

τον περιορισµό (6.6β) είναι 

 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )1 2

1 1 1 1

2 2
,

v v

p p

v v v v

J G Y G
y x y x

C J G J G C Y G Y G− + − +

= =
− −

, (6.25) 

όπου 

 ( ) ( )
2 2

2 3 3 2

2
, .

v C f
G x Ω x f y f y

C

Ω −
Ω

= = + +  

Επιπλέον σύµφωνα µε την βιβλιογραφική αναφορά [5] η γενική λύση µιας εξίσωσης 

Riccati  (6.6α) δίνεται από τη σχέση 

 ( )1 2

1 2
, exp ;

p p

p p

C y U y
y U f y y dx C

C U

+  = = − =  + ∫ σταθ. ολοκλήρ. (6.26α,β) 

Επιλύοντας την πρώτη  ως προς U και εν συνεχεία διαφορίζοντας τις δυο εξισώσεις  

(6.24α,β), εξάγουµε το αποτέλεσµα 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
2 1 1 2 1 1 1 2 1

2

.
p p p p p p p p p

x x
y y y y y y y y f y y y y

′ ′− − − − − = − −  (6.27) 

 Επειδή κάθε λύση της εξίσωσης Riccati (6.6α) υπο τον περιορισµό (6.6β)  είναι 

και λύση της εξίσωσης Abel (6.3α), καταλήγουµε ότι  η γενική λύση (6.26α) της 

Riccati Σ∆Ε (6.6a) υπό τον περιορισµό  (6.6β) είναι και γενική λύση της εξίσωσης 

Abel (6.3). Έχοντας υπόψη 

 ( ) ( )
1 1 2 2

3 3 3 3 3 3, , ,
x p p p p

x x
y y f y y f y y f

′ ′′ = + = + = +  

καταλήγουµε ότι η γενική λύση της µη γραµµικής Σ∆Ε Abel  (6.4α) ή (6.3) δίνεται 

από την πεπλεγµένη εξίσωση 

 ( )( ) ( )
1 1 2 1 2p p p p p

y y y y y f y y− + + = −  (6.28) 

ή ισοδύναµα  
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( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 3 3 2 3

2

2 2

;

, , ,

v v v

v v v v v v

v v

v v v v

Y G Y G J G
y y

G Y G Y G G Y G Y G J G J G

J G Y G
f

J G J G Y G Y G

f
G x v Ω x f y f y f F

C
−

Ω

− + − + − +

− + − +

  
− + + =    − − −  

 
−  − − 

= = + + =

 (6.29α,β,γ,δ) 

όπου  ( )F x  είναι το ελεύθερο  µέρος της εξεταζόµενης εξίσωσης Abel,   C  είναι 

σταθερά ολοκλήρωσης και θα προσδιοριστεί  από τις αρχικές συνθήκες. 

Επιπροσθέτως   v  είναι ελεύθερη παράµετρος που καθορίζει την τάξη των εξισώσεων 

Bessel που εισάγονται. 

 Από την ανωτέρω ανάλυση συνάγουµε το συµπέρασµα ότι η γενική λύση της 

µιας εξίσωσης Abel (6.3α) που δίνεται από την πεπλεγµένη σχέση (6.29α) πιθανώς να 

µην είναι µοναδική σε ένα κύριο διάστηµα τιµών  )0 1
,x x  της ανεξάρτητης 

µεταβλητής x, διότι µπορεί η συνάρτηση  ( )G x  που δίνεται από την (6.29β) µπορεί να 

αλλάζει µορφή. Η µεταβολή αυτή της τιµής  της παραµέτρου ν  αποδεικνύει ότι και 

στην περίπτωση της εξίσωσης Abel πρώτου είδους, η γενική λύση στο  
( )0

,x x 
   

µπορεί να µην είναι ενιαία, αλλά να χωρίζεται σε διαφορετικές λύσεις ισχύουσες σε n  

συγκεκριµένα υποδιαστήµατα 
( ) ( ) ) ( ) ( ) ) ( ) ( ) ) ( )0 1 1 2 1 1

, , , ,..., , ,..., ,
i i n

x x x x x x x x
− −    

     , 

επιβάλλοντας σε κάθε όριο των υποδιαστηµάτων την λειότητα της λύσης  

  
( ) ( ) ( ) ( ),αρ. ,δεξ. ,αρ. ,δεξ.

, .
i i i i

x x
y y y y′ ′= =    (6.30) 

 

 

6.2 Πρόβληµα Αρχικών Τιµών 

 Αρχικά υποθέτουµε ότι η γενική λύση που δίνεται από την  (6.29α) παραµένει 

αµετάβλητη στο πρώτο υποδιάστηµα )0 1
,x x . Χρησιµοποιώντας τις αρχικές 

συνθήκες  
0 0

1 1 1 1
0,x x y y= = = , από την  (6.29β) εξάγουµε 

  ( )
2 2 3 3 2

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 10 0

1 1

, ; 0, ,
f

G x v Ω f y f y x x y y
C Ω

= − = + + = = = (6.31) 
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όπου  ο πρώτος άνω δείκτης δηλώνει τον αριθµό του κάθε υποδιαστήµατος 

0 0
0, .x y y= = Συνεπώς για τις αρχικές τιµές ( )0

1
0, y  καταστρώνουµε το παρακάτω 

σύστηµα εξισώσεων 

Εξίσωση  (6.29α) 
0 0 0 0 0 0

1 1 10 0

1 1

2 2
0,y A y B f

G G
∆

  
⇒ − + − =  
  

                  (α) 

Παράγωγος  (6.29α) ( ) ( )0 002 2
x x

x

y y A
G G

 ′    ′ ′⇒ + − ⋅   
     

 (6.32) 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 002 2
, (β)

x x x x

x

y y B f f
G G

∆+ ∆
 ′    ′ ′ ′ ′⋅ + − =   
     

  

όπου 

 

( )

( )

( ) ( )
( )

2 2

2 2 2

2 2 2 3

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

2

1 1
, 1 ,

2

3 3 2 , ;

,

;

1 / 2
,

! 1

x x
x

x x x x

v v v
x x x x

v v v v v vG G

v v
x x

v v v v

p v p

v v

Ω f Ω ff
G x v G

C G C Ω

Ω f f y fy y y y f

Y Y J
A G B G

Y Y Y Y J J

J Y
G

J J Y Y

G
J Y

k v p

−
Ω

∆

− + − + − +

− + − +

+

′ ′+ ′= = − 
 

′ ′ ′ ′= + + = +

′ ′   
′ ′ ′ ′= = +   − − −   

 
′ ′= − − − 

−
=

Γ + +0

cos
,

sin

v v

k

J v J

v

π
π

∞
−

=

−
=∑

(6.33) 

  ( ) ( )1 1 1 1

1 1
, .

2 2G Gv v v v v v
J J J Y Y Y− + − +′ ′= − = −  

 Το σύστηµα των εξισώσεων  (6.32α,β) είναι επαρκές για την εκτίµηση της 

αρχικής τιµής της σταθεράς ολοκλήρωσης 
0

C και της παραµέτρου 
0

v , έτσι ώστε να 

είναι δυνατός ο καθορισµός της µονοπαραµετρικής οικογένειας επιφανειών  
0

v v=  

και 
0

C C= . 

 

 

6.3. Εφαρµογές  

  Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουµε κάποιες ειδικές περιπτώσεις εκφυλισµένων 

Σ∆Ε Αbel πρώτου είδους οι οποίες καλύπτουν της βιβλιογραφικές αναφορές [8,9,10] 
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εφαρµόζοντας απλοποιηµένα την προηγούµενη µέθοδο. Θα εξετάσουµε δυο τύπους 

εκφυλισµένων Σ∆Ε Αbel 

  ( ) ( ) ( )3 2

x
y f x y g x y h x′ = + +    ή   ( ) ( )3 2.

x
y f x y g x y′ = +    (6.34) 

 Αρχικά θεωρούµε την πρώτη των δυο εξισώσεων (υποθέτοντας ( ) 0h x = ). Από 

την δεύτερη των δυο αυτών εξισώσεων εφαρµόζοντας 

  ( )
( )

( )1
; 0,xy x u x

u x
′ = =  (6.35) 

εξάγουµε 

  ( ) ( ) ( )2

1 2 3 ,xu u f x u f x u f x′ = + +  (6.36) 

και επιπλέον εφαρµόζοντας τον παραδεκτό συναρτησιακό µετασχηµατισµό [5; p. 50] 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1; exp ,w x u x E x E x f x dx= = −∫  (6.37) 

καταλήγουµε  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 0 1 2 0 3; , .xw w F x w F x F x f x E x F x f x E x′ = + = = (6.38) 

Η προηγούµενη Σ∆Ε είναι µια Σ∆Ε Abel δευτέρου είδους και εφαρµόζοντας τον 

παραδεκτό συναρτησιακό µετασχηµατισµό  [5; p.40] 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1 2 1exp ,x F x dx f x f dx dx x xξ ξ−= = − = Ω ⇔ = Ω∫ ∫ ∫ (6.39) 

προκύπτει µια εξίσωση Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )( )

1

00

1
1 1

, .F F
FF

y y y
F F

ξ

ξξ
ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

−

−

Ω
′ − = = =

Ω
 (6.40) 

Η τελευταία εξίσωση, εισάγοντας την αντικατάσταση 

  ( )
( )

( )1
; 0; ,y y

ξ
ξ

ω
ξ ω ξ

ω ξ ω

′
′= ≠ = −  (6.41) 

λαµβάνει την µορφή µιας Abel πρώτου είδους 

  ( ) 3 2.Fξω ξ ω ω′ = − +  (6.42) 

Χρησιµοποιώντας τον παραδεκτό συναρτησιακό µετασχηµατισµό  [2]  
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  ( )
( )

1
, 0,t

t

t
t t

ω ξ ξ
ξ

′= − ≠
′

 (6.43) 

εφαρµόζοντας 

  
2 2 2 2 3

1 1 1
,tt tt

t t t t t

t
w t

t t t t
ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ

  ′ ′′ ′′−
′= − = = − ′ ′ ′ ′ ′ 

 

µετασχηµατίζεται η (6.42) σε µια µη γραµµική Σ∆Ε τύπου Emden-Fowler  

  ( )2 ; 0,F
tt

t tξ ξ−′′ = − ≠  (6.44) 

όπου ( )F ξ  είναι µια επαρκώς διαφορίσηµη συνάρτηση της µεταβλητής ξ . 

 Τώρα θα χρησιµοποιήσουµε την µεθοδολογία που παρουσιάζεται στην 

βιβλιογραφική αναφορά  [10], δηλαδή 

  

2 3

2 2
2

2 2 ;

,t
tt

t

u t du t dt u u dt

t t
z t dz dt

ξ
ξ

ξ ξ ξ

− −

− −
−

= ⇒ = =

 ′′   ′′= ⇒ = +     

  (6.45) 

Υπολογίζοντας τα ολικά διαφορικά  du  και dz  εξάγεται 

  
( ) 2 2

.

2

z

du u u
u

dz
u z u z u

ξ
ξ

′ = =
− −

F
 (6.46) 

Επιπλέον θέτοντας 

  ( ) ( ) ,u t P t=  (6.47) 

και υποθέτοντας ( ) ( )( )3 / 2 ,G z P zPξ ξ≡ −F  προκύπτει η ακόλουθη Σ∆Ε στην 

οποία η συνάρτηση ( )G z  πρέπει να προσδιοριστεί 

  
( )

( ) ( ) 3

2
; 2 .

z

P
P G G z P z

G z z P

ξ
ξ

′ = ≡ = −
−

F
 (6.48) 

Επιπλέον η Σ∆Ε  (6.46) µετατρέπεται στην ακόλουθη µη γραµµική Σ∆Ε Abel πρώτου 

είδους 

  ( ) ( )2 ; .
z

z P G P P P P z′− + = =  (6.49) 
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Εφαρµόζοντας την κατασκευή Julia (παράγραφος 1.1.α) εξάγουµε τη σχέση για τους 

συντελεστές της προηγούµενης Σ∆Ε 

  ( )22 1 ,
z

zG z G′− = − +  

ή ισοδύναµα την γραµµική Σ∆Ε πρώτου βαθµού 

  2 0,
z

z G G z′ − + =   

µε γενική λύση 

  ( ) 2 ,G z z zλ= +  (6.50) 

όπου  λ , η σταθερά ολοκλήρωσης αποτελεί την ελεύθερη παράµετρο . Τότε η γενική 

λύση της µη γραµµικής  εξίσωσης  Abel (6.49), σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα της 

βιβλιογραφικής αναφοράς  [2; p.27] είναι 

  
2 2

,
z

P P
z

λ
µ

+
− =  

όπου µ  είναι µια νέα παράµετρος (σταθερά ολοκλήρωσης).Επιλύοντας την τελευταία 

εξίσωση ως προς P  εξάγουµε 

  

2

1/2
parameter.

2 2
;

z z
P u z

z z

λ λ
µ

+ + = = ± − = 
 

 

η οποία λόγω  των  (6.47) και (6.45), καθορίζουν την ανεξάρτητη µεταβλητή  t  από 

τη σχέση 

 ( ) ( )2

.ελεύθεροι παράµετροι (σταθερέςολοκλήρωσης)

1
; ;

2 2

,

z
t z

u z z zλ λ µ

λ µ

= = −∞ < < +∞
+ ± + −

=

 (6.51) 

Επιπλέον η εξαρτηµένη µεταβλητή ξ  µπορεί να προσδιοριστεί από τον συνδιασµό 

των  (6.50) και  (6.48) δηλαδή 

  
( ) 3/2 22 ,
F

u z z z
ξ

λ
ξ

− = +  

ή ισοδύναµα 

  ( )
( ) ( )

3
2 2

2
2 2

2 ,F
z z z

z z z
z

λ λ µ
ξ λ
 + ± + −  − = +
 
 

  

και αναδιατάσοντας τους όρους έχουµε 
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( ) ( )

( )

( )

4

3
2

known ελεύθεροι παράµετροι (σταθερέςολοκλήρωσης).

3
; ;

2 2

; ,

z z
z

z z z

ξ λ
ξ λ λ µ

ξ λ µ

+
= −∞ < < +∞
 + ± + −
 

= =

F

F

(6.52) 

Οι δύο εξισώσεις  (6.51) και (6.52) αποτελούν τις ακριβείς παραµετρικές λύσεις της 

Σ∆Ε τύπου  Emden-Fowler (6.44). 

 Για 0λ µ= =  (ελεύθεροι παράµετροι) η λύση που δίνεται από τις (6.51) και 

(6.52) λαµβάνει τη µορφή  

  
( ) ( )4 41 3

; 12 ,
4 64

F F
t z z t

ξ ξ
ξ ξ

= = ⇔ =  

Όπου  ( )F ξ  είναι γνωστή συνάρτηση της µεταβλητής ξ , όπου ξ  είναι συνάρτηση 

της  t .   

 Ακολουθώντας την ανάστοφη πορεία για  0λ =  (ελεύθερη παράµετρος) από τις  

λύσεις (6.51),(6.52) έχουµε 

  
( )

( )
4

32

2 3
, ,

2 2 2 2

F z
t

z z

ξ
ξµ µ

= =
± − ± −

 

και καταλήγουµε 

  
( )

( )
3 3

2
σταθεράολοκλήρωσης.3 6 ;

1 2

t
t z t

t

ξ
µ

ξ µ
= = ± =

−

F
 (6.53) 

Επειδή  ( )F ξ  είναι γνωστή συνάρτηση της  ξ η τελευταία συνάρτηση µας επιτρέπει 

να καθορίσοµε την ξ  συναρτήση της µεταβλητής t  και κατ’ επέκταση 

προσδιορίζουµε τις συναρτήσεις  ( )w ξ  και ( )y ξ  µέσω των εξισώσεων (6.43) και 

(6.41) αντίστοιχα. Τέλος ακολουθώντας την αντίστροφη πορεία προσδιορίζουµε την  

( )y x  µέσω της εξίσωσης (6.34). 
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ  

ΑΝΟΙΚΤΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 
 

 

 

 

 Στην παρούσα διδακτορική διατριβή παρουσιάζεται η κατασκευή των ακριβών 

αναλυτικών λύσεων κλάσεων µη γραµµικών συνήθων διαφορικών εξισώσεων πρώτης 

και δεύτερης τάξης, πολύ γνωστών (από το 1700) στην διεθνή βιβλιογραφία, που 

τυγχάνουν ευρείας εφαρµογής στις θετικές επιστήµες, καθώς επίσης στις οικονοµικές 

και στις κοινωνικές επιστήµες. 

Τα πλέον σηµαντικά αποτελέσµατα συνοψίζονται ως ακολούθως: 

1) Αναπτύσσεται µαθηµατική τεχνική καταλήγουσα στην κατασκευή της 

ακριβούς λύσης της εξίσωσης Abel δευτέρου είδους κανονικής µορφής και 

συνεπώς της γενικής εξίσωσης Abel δευτέρου είδους, καθώς επίσης και των 

εξισώσεων Emden-Fowler. Εδώ πρέπει να τονιστεί ότι αποδείχθηκε πως η λύση 

της ως άνω εξίσωσης µπορεί να µην είναι ενιαία σε ένα κύριο διάστηµα τιµών της 

ανεξάρτητης µεταβλητής, αλλά να υποδιαιρείται σε κλάδους λύσεων που ισχύουν 

σε διαδοχικά υποδιαστήµατα του κυρίου ως άνω διαστήµατος. Και τούτο λόγω 

της κατάληξης, µέσω παραδεκτών συναρτησιακών µετασχηµατισµών, στο 

γεγονός ότι οι µερικές λύσεις της εξίσωσης Abel προσδιορίζονται µέσω της 

λύσης µιας κυβικής εξίσωσης η οποία παρέχει γενικώς τριάδες λύσεων 

εξαρτώµενες από το ελεύθερο µέλος της εξίσωσης Abel. H εν λόγω 

κατασκευή αποτελεί επέκταση και γενίκευση της (ΑΖS) τεχνικής. 
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2) Εισάγονται νέοι πολυπληθείς γενικοί παραδεκτοί (ένας προς ένα) συναρτησια-

κοί µετασχηµατισµοί που συµπληρώνουν αυτούς των Ε. Kamke, A.D. Polyanin 

and V.F. Zaitsev, και οι οποίοι µετατρέπουν κλάσεις ιδιαίτερων µη γραµ-

µικών συνήθων διαφορικών εξισώσεων δεύτερης και ανώτερης τάξης σε 

εξισώσεις Abel δευτέρου είδους. Οι ως άνω εξισώσεις αφορούν: 

 α)  Στις εξισώσεις κίνησης στερεού περί σταθερό σηµείο (Euler), 

 β)  Στην εξίσωση µη γραµµικών επιφανειακών κυµάτων Rayleigh, 

 γ)  Στην εξίσωση θερµοδυναµικής Emden, 

 δ)  Την εξίσωση οριακού στρώµατος Blasius υπό την κανονική και γενικευµένη 

 µορφή της, 

 ε)  Στην εξίσωση µη γραµµικού ελεύθερου ταλαντωτή Duffing µε απόσβεση,  

στ)  Στην εξίσωση ροής φορτίου εν κενώ Langmuir,  

 ζ)  Στην εξίσωση µη γραµµικού ελεύθερου ταλαντωτή van der Pol,  

 η)  Στην εξίσωση Megareus µεµβρανικών κελυφών εκ περιστροφής,  

 θ)  Στην εξίσωση Kidder στα πορώδη µέσα,  

 ι)  Στις εξισώσεις πλαστικού "spin" σε απλή διάτµηση,  

ια)  Στην µη γραµµική εξίσωση διάχυσης αερίων υπό πίεση,  

ιβ)  Στην εξίσωση στερεών - απολύτως πλαστικών σωµάτων υπό συνθήκες 

 επίπεδης έντασης. 

 ιγ)  Στις εξίσωσεις που προκύπτουν από τη συγχώνευση πληθυσµών, 

 ιδ)  Στις εξισώσεις στέγασης πληθυσµών µετά από µεγάλη καταστροφή, 

 ιε)  Στις εξισώσεις βασικών οικονοµικών µοντέλων κλπ.  

ιστ)  Στην τροποποιηµένη εξίσωση Emden. 

Εδώ πρέπει να σηµειώσουµε ότι οι πολυπληθέστεροι συναρτησιακοί 

µετασχηµατισµοί που εισάγονται στην παρούσα, αφορούν στην τρίτης τάξης 

γενικευµένη εξίσωση οριακού στρώµατος Blasius. Πρόσφατα, ο R. Iacono [J. of 

Math. Phys. 47(3), 034101 (2006)] αναφέρεται επίσης στην µετατροπή της ως 

άνω εξίσωσης, και παραδεχόµενος ότι η εισαγόµενη στο παρόν και στη 

βιβλιογραφική αναφορά (D.E. Panayotounakos (2005), App. Math. Lett, 18, 155-

162) µετατροπής της είναι γενική και εφαρµόσιµη σε άλλες εξισώσεις, εισάγει 

αντίστοιχους συναρτησιακούς µετασχηµατισµούς που καθιστούν την παρούσα 

διαδικασία µετάπτωσης της συγκεκριµένης εξίσωσης απλούστερη. 

3) Η αναπτυσσόµενη τεχνική κατασκευής της γενική λύσης της εξίσωσης Abel 

δευτέρου είδους, χρησιµοποιείται επίσης για την κατασκευή της γενικής λύσης της 

γνωστής εξίσωσης Riccati λόγω της ισοδυναµίας µεταξύ των δύο αυτών 

εξισώσεων. 

4) Παρουσιάζεται η κατασκευή της γενικής εξίσωσης Emden-Fowler της µορφής 

( ) ( )ln m

xx x
y f x y y′′ ′=  που περιλαµβάνει τις ήδη κατασκευασθείσα γενική λύση των 

εξισώσεων Emden-Fowler 
n m

xx
y Ax y′′ =  και γενικευµένης µορφής Emden-Fowler 

( ) ( ), σταθερά
ln m

xx x
y Ax y y A′′ ′= = . Με βάση αυτές τις λύσεις κατασκευά-ζονται οι 

γενικές λύσεις της σχετικιστικής εξίσωσης «White Dwarf», της εξίσωσης του 

προβλήµατος «elastica» για οµοιόµορφα κατανεµηµένα φορτία, καθώς και των 

κινηµατικών εξισώσεων Euler. 
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5) Παρουσιάζεται η κατασκευή της γενικής λύσης µιας γενικευµένης εξίσωσης 

Riccati ή της εξίσωσης Abel πρώτου είδους που περιέχει κυβικούς όρους 

( ) ( ) ( ) ( )( )3 2

3 2 1 0x
y f x y f x y f x y f x′ = + + +  . 

Τα ανοικτά προς έρευνα προβλήµατα που τίθενται µε βάση το περιεχόµενο 

του παρόντος µπορούν να περιγραφούν ως ακολούθως: 

1) Η προσπάθεια κατασκευής των γενικών αναλυτικών λύσεων των εξισώσεων 

τύπου Emden-Fowler της µορφής 

   ( ) ( )n m

xx
y f x y x′′ =  ή ( ) ( ) ( ).xx x

y f x g y h y′′ ′=  

Οι γενικές λύσεις των κλάσεων αυτών οδηγούν στην λύση εξισώσεων τύπου 

Schrödinger ή εξαναγκασµένων ταλαντωτών τύπου Duffing, δηλαδή εξισώσεων 

της µορφής 

   

( )

( )

3

1 2 1 2

3

1 2 3

1 2 3 παράµετροι.

1
0, sin ,

sin ,

, , , ,

k

xx x xx

xx x

y y y y y y y A
x

y y y y A x

A

λ λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

′′ ′ ′′+ − + = − + = Ω

′′ ′− + + = Ω

Ω =

 

2) Η προσπάθεια κατασκευής αναλυτικών λύσεων των εξισώσεων Painlevè πολύ 

γνωστών στη µαθηµατική φυσική, δηλαδή των εξισώσεων: 

• Πρώτη υπερβατική Painlevé 

26 ,xxy y x′′ = +  

• ∆εύτερη υπερβατική Painlevé 

3
παράµετρος2 ;xxy y xy a a′′ = + + = . 

• Τρίτη υπερβατική Painlevé 

( ) ( )2 2 3
παράµετροι.

1 1 1 1
; , , ,xx x xy y y ay y

y y x y
β γ δ α β γ δ′′ ′ ′= − + + + + =  

• Τέταρτη υπερβατική Painlevé 

( ) ( )2 3 2 2
παράµετροι.

1 3
4 2 ; ,

2
xx xy y y xy x a y

xy y

β
α β′′ ′= + + + − + =  

 

• Πέµπτη υπερβατική Painlevé 
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12 1 1 1
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2 1 1
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y yy y
y y y x y

y y y x y x y

δβ
α γ

α β γ δ

+ −′′ ′ ′= − + − + + + − − 
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• Έκτη υπερβατική Painlevé 
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( )( )
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2

2 22 2
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1 1 1 1 1 1 1

2 1 1

1 1 1 1
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1 1
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x x y y y x
α β γ δ

α β γ δ

   
′′ ′ ′= + + − + + +   − − − −   

 − −
+ + + + + − + − 

− − −  
=
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Exact solutions have always played and still play an important role for 

properly understanding the qualitative features of many phenomena and processes 

in various fields of mathematical physics. 

Equations of applied and theoretical physics, as well as of mechanics often 

contain parameters or functions which have been found experimentally and 

therefore are not stringently fixed. In addition, these equations, that model real 

phenomena and process, must be simple enough in order to be possible their 

analysis and solutions. So, the simplicity of a model equation, that admits a 

solution in a closed form, is very important.  

On the other hand, the term nonlinear mechanics has been applied in recent 

years in a series of investigations in the field of nonlinear differential equations 

that have their origin or at least the most of its applications in physical phenomena. 

Investigations subsumed under the generic titled of nonlinear mechanics are 

concerned primly with phase spaces, with expressions which represent energy 

terms, with phenomena included under the subset of relaxation, oscillations, 

stability and instability points and with certain loci called limit cycles. 

In this thesis a new solution of several particular equations which have been 

faced in the study of physical phenomena is introduced. By this time any one has 

observed that the term “solved” , when applied to any equation, has a varying 

degree of uncertainty about it. According to Poincaré, most problems are never 



200   Postface                                                                                                             .                             

  

actually solved but only “more or less solved’’. In the case of differential 

equations, the reduction of the solution to a function contained in the classical 

corps of functions is usually considered a highly satisfactory achievement. In other 

cases the expression of solution in the form of an infinite series, or terms of some 

other convergent algorithm will suffice. However, those who seek the solution of 

an equation will not be satisfied until the function has been reduced to a tabular 

form. In this equation a specified order of approximation must be attained 

throughout a prescribed range of satisfactory size.  

In the international literature, there is a large scale of text books and 

reference works, where exact solutions in the form of known tabulated functions 

for several special forms of nonlinear ordinary differential equations (ODES) can 

be found. The books by Kamke 
4
, Murphy 

5
 and Polyonin-Zaitev 

12
 are the most 

common. The below table retrieves data from these books about the number of 

concrete higher order up to the fourth degree (ODES) which can be analytically 

solved. 

 

Order of equation 
Ε. Kamke 

(1976) 

M. Murphy 

(1960) 

A.D. Polyanin και 

V.F. Zaitsev (1999) 

Second order 249 315 1227 

Third order 13 22 587 

Fourth order 3 3 75 

Fifth and higher 

order  

3 9 160 

Total equations 268 349 2049 

 

The above three books includes the following types of equations: 

1. Equations that traditionally attracted the attention of many researchers, those 

of the simplest appearances but involving the most difficulties from 

integration (Abel equations, Riccati equation, Emden-Fowler equations, 

Painlevé equations etc.), and 

2. Equations that are encountered in various applications (in the theory of 

mathematical physics and nonlinear mechanics).  

This thesis contains introduction, six chapters and conclusions. Each 

chapter includes also the corresponding bibliography being used through the text. 

In the first chapter all the well known admissible functional transformations and 
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substitutions that transfer the classes of the Emden-Folwer and Abel nonlinear 

ODEs of the second kind to Abel equations of the second kind of the normal form 

are developed. Moreover, an extensive reference to the results of Refs[6,7] about 

the construction of analytical solutions concerning the normal form of an Abel 

equation of the second kind are demonstrated.  

In the second chapter, combining the results of Refs [7,12] and the 

construction formulated by Alexeeva, Zaitsev and Shvets (AZS), it is successfully 

developed a method that leads to the construction of the general solution in 

analytic form of the above mentioned Abel equation of the second kind. This 

means that the general solution in analytic form of an Abel equation of the second 

kind with arbitrary free member can be found as well as the construction of the 

general solution of the Emden-Fowler and generalized Emden-Fowler equation.  

The third chapter contains a variety of second order (ODEs) in the 

mathematical physics and nonlinear mechanics that can reduce to Abel equations 

of the second kind. So it is now possible their general solutions to be constructed. 

These equations are: 

1. The dynamic Euler equations (1761) , 

2. The nonlinear Rayleigh equation (1894) , 

3. The Emden equation (1907) , 

4. The Blasius equation (1908) , 

5. The nonlinear Duffing oscillator with damping (1918) , 

6. The Langmuir equation (1923) , 

7. The van der Pol oscillator (1926) , 

8. The Thomas-Fermi equation (1927) , 

9. The Megareus equation in shells of revolution (1939), 

10. The Kidder equation in porous media (1957) , 

11. The plastic spin equations in simple shear (1985)-The Volterra equations 

(alanogous problem (1931)) , 

12. The Goudwin constitutive (1976) , 

13. The nonlinear diffusion equation under pressure (1995) , 

14. The nonlinear equation of the model housing allocation of a homeless 

population due to a natural disaster (1999, 2003)  

15. The equation of rigid perfectly plastic bodies under plane stress conditions 

(2006), and  

16.  The modified Emden equation (2008). 
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In the fourth chapter, according to the results of Ref.[6] in which the 

equivalence between an Abel equation of the second kind of the normal form and 

the Riccati equation is proved. A new mathematical technique leading to the 

construction of the general solution of the Riccati equation is developed. 

Application is furnished in the Euler kinematic equations. 

The general solutions in parametric form of a nonlinear second order 

Emden- Fowler type ODE [ ( ) ( )
ln m

xx x
y f x y y′′ ′= ] is demonstrated in the fifth 

chapter. Applications in the white dwarf (Chandrasekhar equation, 1937) and the 

nonlinear “elastica” problem for bars under uniformly distributed loads are given. 

In the sixth chapter through a different methodology and technique,  the 

general solution of an Abel equation of the first kind in analytic form is given.  

Summing up, through the conclusions, some open mathematic all problems 

such as the type of Emden-Fowler equation of the form ( ) ( ) ( )
xx x

y f x g y h y′′ ′=  and 

the six types of Painlevé transcendent equations are recorded.  

The author hopes that this thesis will be helpful for a wide range of 

scientists, lectures engineers and students engaged in the fields of mathematics, 

physics, mechanics and chemical engineering science. 

  

 
     Athens, July 2012 
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