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Ðñüëïãïò

Óêïðüò ôçò ðáñïýóáò äéðëùìáôéêÞò åñãáóßáò åßíáé ç ìåëÝôç ôïõ åóùôåñéêïý ðñïâëÞìáôïò
äéáðåñáôüôçôáò. Ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò åßíáé Ýíá ìç áõôïóõæõãÝò ðñüâëçìá
éäéïôéìþí ðïõ åìöáíßæåôáé êáôÜ ôçí ìåëÝôç ôïõ áíôßóôñïöïõ ðñïâëÞìáôïò óêÝäáóçò óå ìç
ïìïãåíÝò öñáãìÝíï ìÝóï. Èá áîéïðïéÞóïõìå áõôü ôï ðñüâëçìá, ìå óêïðü íá õðïëïãßóïõìå
ôïí óôáèåñü äåßêôç äéÜèëáóçò ãéá êõêëéêü óêåäáóôÞ.
Óôï ðñþôï êåöÜëáéï êÜíïõìå ìßá óýíôïìç åéóáãùãÞ óôï ìáèçìáôéêü ðñüâëçìá ôçò èåùñßáò
óêÝäáóçò êáé ðåñéãñÜöïõìå ôéò äýï âáóéêÝò ôïõ üøåéò: ôï åõèý êáé ôï áíôßóôñïöï ðñüâëçìá.
Óôï äåýôåñï êåöÜëáéï ìïíôåëïðïéïýìå ôçí äéÜäïóç åíüò áêïõóôéêïý êýìáôïò ìÝóá óå Ýíá
ìç ïìïãåíÝò ìÝóï áðü ôç ÷ñïíïáíåîÜñôçôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Helmholtz. ÌåëåôÜìå ôï åõèý
ðñüâëçìá üóïí áöïñÜ ôçí ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóçò. Óôç óõíÝ÷åéá, áðü ôçí ìå-
ëÝôç ôùí âáóéêþí éäéïôÞôùí ôïõ ëåãüìåíïõ ðëÜôïõò óêÝäáóçò ãéá ôï áíôßóôñïöï ðñüâëçìá,
ïäçãïýìáóôå óôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò. ÔÝëïò, áðïäåéêíýïõìå õðü ðïéåò ðñïû-
ðïèÝóåéò Ý÷ïõìå ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóçò ãéá ôï áíôßóôñïöï ðñüâëçìá.
Óôï ôñßôï êåöÜëáéï, áíáðôýóóïõìå ôçí ìáèçìáôéêÞ èåùñßá ðïõ ðåñéãñÜöåé ôï åóùôåñéêü ðñü-
âëçìá äéáðåñáôüôçôáò, êáé åéäéêüôåñá ôï öÜóìá ôïõ. Ôï ðñüâëçìá áõôü üðùò èá äïýìå
ðáñïõóéÜæåé éäéáßôåñá ÷áñáêôçñéóôéêÜ êáèþò äåí åßíáé áõôïóõæõãÝò. ÊáôáãñÜöïõìå ôçí áðü-
äåéîç ôçò ýðáñîçò Üðåéñùí éäéïôéìþí ãéá óöáéñéêü óêåäáóôÞ áëëÜ êáé ôçò ýðáñîçò ôïõëÜ÷éóôïí
ìßáò éäéïôéìÞò ãéá ôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ ìç ïìïãåíïýò ìÝóïõ.
ÔÝëïò, óôï ôÝôáñôï êåöÜëáéï, èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôïõ êõêëéêïý óêåäáóôÞ ìå óôáèåñü
äåßêôç äéÜèëáóçò. ÊÜíïíôáò ÷ñÞóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ðïõ ðñïçãÞèçêáí, ðñïóåããßæïõìå
áñéèìçôéêÜ ôïí äåßêôç äéÜèëáóçò áðü ôïí õðïëïãéóìü ôçò ðñþôçò éäéïôéìÞò ôïõ áíôßóôïé÷ïõ
ðñïâëÞìáôïò äéáðåñáôüôçôáò.
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Abstract

The aim of this master thesis is the study of the interior transmission problem. The interior
transmission problem is a non self-adjoint problem in a bounded domain which arises in
inverse scattering theory for inhomogeneous medium. We will use this problem in order to
calculate the constant index of refraction for a circular scatterer.
In the �rst chapter we introduce the reader to the mathematical problem of scattering theory
and we describe the two aspects of it: the direct and the inverse problem.
In chapter 2, we model the propagation of an acoustic wave in an inhomogeneous medium
by the time independent Helmholtz equation. We prove existence and uniqueness for the
direct problem. Afterwards, the study of the far �eld pattern for the inverse problem lead
us to the so called interior transmission problem. Finally, we determine that the knowledge
of the far �eld pattern provides enough information to recover the index of refraction for the
inverse problem.
In the third chapter, we study the mathematical theory associated with the interior trans-
mission problem and especially it's spectrum. We will see that this problem has a special
form because it is not self-adjoint. We describe the proof for the existence of an in�nite
discrete set of eigenvalues in the case of a spherically strati�ed medium and for the existence
of at least one eigenvalue in the general case of an inhomogeneous medium.
In the �nal chapter we consider the problem of circular scatterer with constant index of
refraction. Using the previous results, we estimate the index by the �rst transmission eigen-
value.
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Åõ÷áñéóôßåò

Må ôçí ïëïêëÞñùóç ôçò äéðëùìáôéêÞò ìïõ åñãáóßáò èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù èåñìÜ ôïí
åðßêïõñï êáèçãçôÞ ôïõ ÅÌÐ ê. Ãêéíôßäç Äñüóï ãéá ôçí Üñéóôç óõíåñãáóßá ðïõ åß÷áìå óå
üëç ôç äéÜñêåéá ôçò ðáñïýóáò ìåëÝôçò, ãéá ôçí âïÞèåéá ðïõ ìïõ ðñïóÝöåñå óå üëá ôá æçôÞìáôá
ðïõ ðñïÝêõøáí áëëÜ éäéáßôåñá ãéá ôï Ýíáõóìá ðïõ ìïõ Ýäùóå íá áó÷ïëçèþ ìå ôï áíôéêåßìåíï
ôçò áíôßóôñïöçò óêÝäáóçò. Åðßóçò, èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù ôçí êáèçãÞôñéá ôïõ ÅÌÐ ê.
ÊõñéÜêç ÊõñéáêÞ ãéá ôçí õðïóôÞñéîç ðïõ ìïõ ðáñåß÷å áëëÜ êáé ôçí åíßó÷õóç óå æçôÞìáôá
âéâëéïãñáößáò üëï áõôü ôï äéÜóôçìá. ÔÝëïò, äåí èá ìðïñïýóá íá îå÷Üóù ôçí ïéêïãÝíåéÜ ìïõ
áëëÜ êáé üëïõò ôïõò ößëïõò-åò ðïõ åßíáé äßðëá ìïõ êáé ìå óôçñßæïõí.
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

Ç èåùñßá ôçò óêÝäáóçò Ý÷åé ðáßîåé óçìáíôéêü ñüëï óôç ìáèçìáôéêÞ öõóéêÞ ôïõ 20ïý áéþíá
êáé ìðïñåß êáíåßò íá äéáðéóôþóåé ðïëëÝò åöáñìïãÝò ôçò óå äéÜöïñåò ðåñéï÷Ýò ôçò óýã÷ñïíçò
åðéóôÞìçò. ÐñÜãìáôé, áðü ôçí åîÞãçóç ôïõ Rayleigh ãéáôß ï ïõñáíüò Ý÷åé ìðëå ÷ñþìá, ìÝ÷ñé
ôç óýã÷ñïíç éáôñéêÞ åöáñìïãÞ ôïõ ôïìïãñÜöïõ, ôï ó÷åäéáóìü ôçò áêïõóôéêÞò åíüò êôéñßïõ,
ôçí áíß÷íåõóç éæçìÜôùí Þ êáé íáñêþí óôïí ðõèìÝíá åíüò âõèïý êáèþò êáé ðëÞèïò Üëëùí
ðáñáäåéãìÜôùí, ôá öáéíüìåíá óêÝäáóçò Ý÷ïõí ðñïóåëêýóåé êáé ðñïêáëÝóåé åðéóôÞìïíåò êáé
ìáèçìáôéêïýò ãéá ðåñéóóüôåñá áðü 100 ÷ñüíéá [6]; [9]. ÃåíéêÜ, ç èåùñßá ôçò óêÝäáóçò ìåëå-
ôÜåé ôçí åðßäñáóç ðïõ äÝ÷åôáé Ýíá ìç ïìïãåíÝò ìÝóï áðü Ýíá ðñïóðßðôïí óùìáôßäéï Þ êýìá.
ÄçëáäÞ áó÷ïëåßôáé ìå ôçí åðßäñáóç ôùí ìåôáâïëþí ôùí öõóéêþí ðáñáìÝôñùí óôç äéÜäïóç
åíüò êýìáôïò.
Ìéëþíôáò ôþñá ãéá åõèÝá êáé áíôßóôñïöá ðñïâëÞìáôá, èá ëÝìå üôé äýï ðñïâëÞìáôá åßíáé áíôß-
óôñïöá ìåôáîý ôïõò üôáí ãéá ôçí åðßëõóÞ ôïõ åíüò áðáéôåßôáé ç ðëÞñçò Þ ìåñéêÞ ãíþóç ôïõ
Üëëïõ. Ìå áõôüí ôïí ïñéóìü âÝâáéá äåí ãßíåôáé îåêÜèáñï ðïéï ðñüâëçìá åßíáé ôï åõèý êáé
ðïéï ôï áíôßóôñïöï. ÓõíÞèùò üìùò ôï Ýíá áðü ôá äýï ìåëåôÞèçêå ðñþôï êáé ìå ìåãáëýôåñç
ëåðôïìÝñåéá. Áõôü èá ïíïìÜæåôáé åõèý êáé ôï Üëëï áíôßóôñïöï.
ÅðéóôñÝöïíôáò ôþñá óôï ðñüâëçìá óêÝäáóçò, áí ôï ïëéêü ðåäßï u ðáñáóôáèåß ùò ç õðÝñèåóç
ôïõ ðñïóðßðôïíôïò ðåäßïõ êáé ôïõ óêåäáæüìåíïõ ðåäßïõ u = ui + us , ôï åõèý ðñüâëçìá
óêÝäáóçò óõíßóôáôáé óôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ óêåäáæüìåíïõ ðåäßïõ us áðü ôç ãíþóç ôïõ ðñï-
óðßðôïíôïò , ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ éêáíïðïéåß ç êõìáôéêÞ äéÜäïóç êáé ôéò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò ðïõ éêáíïðïéïýíôáé óôï óýíïñï ôïõ óþìáôïò ðïõ ðáñåìâÜëëåôáé óôç äéÜäïóç ôïõ
êýìáôïò. Áíôßèåôá ôï áíôßóôñïöï ðñüâëçìá óêÝäáóçò óõíßóôáôáé óôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò
öýóçò (ó÷Þìá Þ/êáé öõóéêÝò éäéüôçôåò) ôïõ áíïìïéïãåíïýò ìÝóïõ ðïõ ðáñåìâÜëëåôáé óôçí
êõìáôéêÞ äéÜäïóç, áðü ôç ãíþóç ôçò áóõìðôùôéêÞò óõìðåñéöïñÜò ôïõ óêåäáæüìåíïõ ðåäßïõ
us êáé Üëëåò ðëçñïöïñßåò ìáêñéÜ áðü ôïí óêåäáóôÞ.

1.1 Ôï åõèý ðñüâëçìá óêÝäáóçò

Ôï åõèý ðñüâëçìá óêÝäáóçò åßíáé Ýíá êáëÜ ôïðïèåôçìÝíï ðñüâëçìá êáôÜ Hadamard (äçëáäÞ
Ý÷åé ëýóç ç ïðïßá ìÜëéóôá åßíáé ìïíáäéêÞ êáé åîáñôÜôáé óõíå÷þò áðü ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞ-
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ìáôïò) êáé Ý÷åé åñåõíçèåß óå âÜèïò ôüóï óå èåùñçôéêü åðßðåäï üóï êáé óå åðßðåäï áñéèìçôéêÞò
áíÜëõóçò. Ôá äýï âáóéêÜ ðñïâëÞìáôá ôçò êëáóóéêÞò èåùñßáò ôçò óêÝäáóçò åßíáé ç óêÝäáóç
åíüò ÷ñïíéêÜ áñìïíéêïý áêïõóôéêïý êýìáôïò ðñþôïí áðü Ýíá óþìá ìå êáèïñéóìÝíï óýíïñï
êáé äåýôåñïí áðü Ýíá ìç ïìïãåíÝò ìÝóï óõìðáãïýò öïñÝá.
Èåùñþíôáò ìüíï ôçí ðåñßðôùóç áêïõóôéêþí êõìÜôùí, ìå ôá ïðïßá èá áó÷ïëçèïýìå óôçí ðá-
ñïýóá åñãáóßá, Ýóôù üôé ôï ðñïóðßðôïí ðåäßï åßíáé Ýíá ÷ñïíéêÜ áñìïíéêü åðßðåäï áêïõóôéêü
êýìá (äçëáäÞ Ý÷åé ôçí ßäéá ôéìÞ ðÜíù óå Ýíá åðßðåäï) ôçò ìïñöÞò :

ui(x; t) = ei(kx·�̂−!t);

üðïõ üðïõ k = ù=c0 ï êõìáôÜñéèìïò, ù ç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá, c0 ç ôá÷ýôçôá ôïõ Þ÷ïõ óôï
ðåñéâÜëëïí ìÝóï (åííïþíôáò ôï ìÝóï óôï ïðïßï ãåííéÝôáé ôï êýìá, ôï ïðïßï åßíáé äéáöïñåôéêü
áðü ôï óêåäáóôÞ óå êÜèå ðåñßðôùóç) êáé ôÝëïò �̂ ôï ìïíáäéáßï äéÜíõóìá êáôÜ ôç äéåýèõíóç
ôçò äéÜäïóçò. Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ ìïíôåëïðïéåß ôï ðñüâëçìá åßíáé ç åîßóùóç Helmholtz,
ç ïðïßá ç ïðïßá óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôï ïìïãåíÝò ðåñéâÜëëïí ìÝóï ôáõôßæåôáé ìå ôï ìÝóï
äéÜäïóçò äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç :

∆u(x) + k2u(x) = 0; x ∈ R3;

åíþ óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôï ðåñéâÜëëïí ìÝóï åßíáé äéáöïñåôéêü áðü ôï ìÝóï äéÜäïóçò äßíåôáé
áðü ôç ó÷Ýóç :

∆u(x) + k2(x)n(x)u(x) = 0; x ∈ R3

ãéá u(x) ôï ÷ñïíéêÜ áíåîÜñôçôï ïëéêü ðåäßï êáé n(x) ôïí äåßêôç äéÜèëáóçò. Óçìåéþíïõìå åäþ
üôé áí ôï ìÝóï äéÜäïóçò åßíáé áðïññïöçôéêü, ôüôå ï äåßêôçò äéÜèëáóçò Ý÷åé ìéãáäéêÞ ìïñöÞ,
åíþ áí åßíáé ìç áðïññïöçôéêü åßíáé ìßá ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ x.
Ôüóï óôï ðñüâëçìá óêÝäáóçò áðü Ýíá ìç ïìïãåíÝò ìÝóï üóï êáé óôï ðñüâëçìá óêÝäáóçò
áðü Ýíá óþìá, éó÷ýåé ç ëåãüìåíç óõíèÞêç áêôéíïâïëßáò ôïõ Sommerfeld, ç ïðïßá ìáò åîá-
óöáëßæåé üôé ôï óêåäáæüìåíï êýìá åðåêôåßíåôáé óöáéñéêÜ ìáêñéÜ áðü ôï óêåäáóôÞ ìå ìÝôñï
áíôéóôñüöùò áíÜëïãï ôçò áðüóôáóçò. Ðéï ëåðôïìåñÞò áíáöïñÜ óôçí åí ëüãù óõíèÞêç èá
ãßíåé óôo åðüìåíï êåöÜëáéï.
Ìßá äéáöïñÜ ðïõ ðáñáôçñïýìå ìåôáîý ôùí äýï ðñïâëçìÜôùí óêÝäáóçò áðü Ýíá óþìá êáé
áðü Ýíá ìç ïìïãåíÝò ìÝóï åßíáé üôé óôï ðñþôï, åðéâÜëëåôáé ìßá óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ç ïðïßá
áíôáðïêñßíåôáé óôïí ôýðï ôïõ áíôéêåéìÝíïõ ðïõ ðáñåìâÜëëåôáé óôçí êõìáôéêÞ äéÜäïóç, åíþ
óôï äåýôåñï ðñüâëçìá äåí õðÜñ÷åé. Áõôü óõìâáßíåé äéüôé óôï ðñüâëçìá óêÝäáóçò áðü Ýíá ìç
ïìïãåíÝò ìÝóï, ãýñù áðü ôï óêåäáóôÞ D èåùñþ ìßá óõìðáãÞ óöáßñá, óôï óýíïñï ôçò ïðïßáò
ç ìåôáâïëÞ ôïõ êõìáôÜñéèìïõ êáé åðïìÝíùò êáé ôçò ëýóçò åßíáé óõíå÷Þò. Åöüóïí ëïéðüí
óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ äåí Ý÷ù êÜðïéïõ åßäïõò áóõíÝ÷åéá, äåí áðáéôåßôáé êáé ç åðéâïëÞ êÜðïéáò
óõíïñéáêÞò óõíèÞêçò. Óôçí ðáñïýóá äéðëùìáôéêÞ åñãáóßá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï áíôßóôñïöï
ðñüâëçìá óêÝäáóçò óå Ýíá ìç ïìïãåíÝò ìÝóï (ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò). Óôçí ðåñßðôùóç
üðïõ ìåëåôÜìå ôç óêÝäáóç áðü Ýíá óþìá äéáêñßíïõìå ôéò ðåñéðôþóåéò ôïõ ìáëáêïý Þ óêëçñïý
óêåäáóôÞ üðïõ óôï óýíïñï Ý÷ïõìå óõíèÞêåò Dirichlet êáé Neumann áíôßóôïé÷á.
Ôï ðñþôï åñþôçìá ðïõ ôßèåôáé óôï åõèý ðñüâëçìá óêÝäáóçò åßíáé ç ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóçò.
Ôá âáóéêÜ åñãáëåßá ðïõ ìáò åîáóöáëßæïõí êÜôé ôÝôïéï åßíáé ôá èåùñÞìáôá ôïõ Green êáé ç
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áñ÷Þ ôçò áíáëõôéêÞò óõíÝ÷éóçò ôùí ëýóåùí ìéáò åëëåéðôéêÞò åîßóùóçò. Åîáóöáëßæïíôáò ôç
ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóçò, ôï åðüìåíï åñþôçìá ðïõ ôßèåôáé åßíáé ç ýðáñîç ôçò ìïíáäéêÞò áõôÞò
ëýóçò êáé ç äõíáôüôçôá íá ôçí ðñïóåããßóïõìå áñéèìçôéêÜ.

1.2 Ôï áíôßóôñïöï ðñüâëçìá óêÝäáóçò

Ìßá óçìáíôéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôç èåùñßá ôçò óêÝäáóçò åßíáé ôï ðëÜôïò
óêÝäáóçò ôùí áêïõóôéêþí êõìÜôùí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá áí ôï us áíáðáñéóôÜ ôï óêåäáæüìåíï
ðåäßï, ôüôå üðùò èá äåßîïõìå ðáñáêÜôù áõôü Ý÷åé ôçí åîÞò áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ :

us(x) =
eikr

r
u∞(x̂) +O

(
1

r2

)
; êáèþò r = |x| → ∞

üðïõ ìå u∞ óõìâïëßæïõìå ôï ëåãüìåíï ðëÜôïò óêÝäáóçò ôïõ us êáé x̂ = x=|x|. Óôï áíôß-
óôñïöï ðñüâëçìá ãíùñßæïíôáò ôï ðëÜôïò óêÝäáóçò ôïõ óêåäáæüìåíïõ ðåäßïõ ãéá x̂ êáé �̂
óôç ìïíáäéáßá óöáßñá S2 ôïõ R3, áíáæçôïýìå ôïí äåßêôç äéÜèëáóçò Þ ôï ó÷Þìá ôïõ óêåäá-
óôÞ. Óôçí óõíÝ÷åéá ôçò åñãáóßáò èá ãßíåé ëåðôïìåñÞò ìåëÝôç ôïõ ðëÜôïò óêÝäáóçò ìå ÷ñÞóç
èåùñßáò ôåëåóôþí.
¼ðùò óçìåéþèçêå êáé ðáñáðÜíù, ôï åõèý ðñüâëçìá óêÝäáóçò Ý÷åé ìåëåôçèåß åêôåíþò êáé ìßá
áîéïóçìåßùôç ðïóüôçôá ðëçñïöïñéþí üóï áöïñÜ ôç ëýóç ôïõ åßíáé äéáèÝóéìç. Áíôßèåôá, ôï
áíôßóôñïöï ðñüâëçìá óêÝäáóçò Ý÷åé áíáðôõ÷èåß ìüëéò ôá ôåëåõôáßá ÷ñüíéá êáé ãéá ôç ìåëÝôç
ôïõ Ý÷ïõí ðñïôáèåß ôå÷íéêÝò ðïõ óôçñßæïíôáé óå äýóêïëá ìáèçìáôéêÜ åñãáëåßá. Áõôü óõì-
âáßíåé äéüôé ôï áíôßóôñïöï ðñüâëçìá óêÝäáóçò åßíáé åê öýóåùò ìç ãñáììéêü êáé ìç êáëÜ
ôïðïèåôçìÝíï êáôÜ Hadamard (äçëáäÞ åíäå÷ïìÝíùò íá ìçí õðÜñ÷åé ëýóç Þ áí õðÜñ÷åé íá
ìçí åßíáé ìïíáäéêÞ Þ/êáé íá ìçí åîáñôÜôáé áðü ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáôÜ óõíå÷Þ
ôñüðï). ÓõãêåêñéìÝíá ìéêñÝò äéáôáñá÷Ýò ôïõ ðëÜôïõò óêÝäáóçò ìå ïðïéáäÞðïôå íüñìá ïäç-
ãåß óå ìßá óõíÜñôçóç ç ïðïßá äåí áíÞêåé óôçí êëÜóç ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ áðïôåëïýí ðëÜôç
óêÝäáóçò. ¸ôóé, áí äåí ÷ñçóéìïðïéçèïýí ìÝèïäïé ïìáëïðïßçóçò, ìéêñÝò ìåôáâïëÝò óôéò ôéìÝò
ôïõ ìåôñïýìåíïõ ðåäßïõ ìðïñïýí íá ïäçãÞóïõí óå ìåãÜëá óöÜëìáôá êáôÜ ôçí áíáêáôáóêåõÞ
ôïõ óêåäáóôÞ. Ùóôüóï ôï áíôßóôñïöï ðñüâëçìá óêÝäáóçò åßíáé âáóéêü óå äéÜöïñåò ðåñéï÷Ýò
ôçò åðéóôÞìçò êáé áíôßóôïé÷ïõ åíäéáöÝñïíôïò ìå ôï åõèý. Ôï ðñüâëçìá áíáêáôáóêåõÞò ôïõ
óêåäáóôÞ áðü ôçí ãíþóç ôïõ ðëÜôïõò óêÝäáóçò Ý÷åé ìåëåôçèåß áñêåôÜ ôá ôåëåõôáßá ÷ñüíéá.
Áíôßèåôá, ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ äåßêôç äéÜèëáóçò áðïôåëåß ìåãÜëç ðñüêëçóç ãéá åñåõíçôéêÝò
ïìÜäåò óå üëï ôïí êüóìï êáèþò Ý÷åé åöáñìïãÞ óå ðïëëÝò åðéóôÞìåò üðùò ç ôïìïãñáößá êáé
ç êâáíôïìç÷áíéêÞ.
¼ðùò êáé óôï åõèý ðñüâëçìá, Ýôóé êáé åäþ ôï ðñþôï åñþôçìá ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé åß-
íáé ç ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóçò. Óçìåéþíïõìå åîáñ÷Þò üôé áõôü ôï åñþôçìá äåí ìðïñåß íá
áðáíôçèåß ìå óáöÞíåéá êáé áõôü ïöåßëåôáé óôçí ðáñáôÞñçóç ðïõ êÜíáìå ðéï ðñéí üôé åßíáé ìç
êáëÜ ôïðïèåôçìÝíï. Ôï êáôÜëëçëï åñþôçìá ðïõ ìðïñïýìå íá èÝóïõìå åßíáé ðþò ìðïñåß ôï
óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá íá ïìáëïðïéçèåß êáé ðþò ìðïñïýí íá âñåèïýí ðñïóåããéóôéêÝò ëýóåéò
ãéá ôï ïìáëïðïéçìÝíï ðëÝïí ðñüâëçìá. Ðáñüëá áõôÜ, óôï ôÝëïò ôïõ åðüìåíïõ êåöáëáßïõ èá
áðïäåßîïõìå êÜôù áðü ðïéåò ðñïûðïèÝóåéò ç ãíþóç ôïõ ðëÜôïõò óêÝäáóçò u∞ ðñïóäéïñßæåé
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ìïíáäéêÜ ôïí äåßêôç äéÜèëáóçò n(x) óôï ðñüâëçìá ôïõ ìç ïìïãåíïýò ìÝóïõ.
ÊáôÜ ôçí ìåëÝôç ôïõ áíôßóôñïöïõ ðñïâëÞìáôïò óêÝäáóçò èá äïýìå üôé åìöáíßæåôáé Ýíá áóõ-
íÞèéóôï ðñüâëçìá éäéïôéìþí, ôï ëåãüìåíï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò. Áõôü ôï
ðñüâëçìá üðùò èá äïýìå åßíáé ìç ãñáììéêü êáé ìç áõôïóõæõãÝò êáé ãé'áõôü ðáñïõóéÜæåé éäéáß-
ôåñï ìáèçìáôéêü åíäéáöÝñïí. Ç ìåëÝôç ôïõ öÜóìáôïò áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò áðïôåëåß êáé
ôï âáóéêüôåñï êïììÜôé ôçò åñãáóßáò. Ôï ðñüâëçìá áõôü Ý÷åé éäéáßôåñç ÷ñçóéìüôçôá óôçí
áíôßóôñïöç óêÝäáóç êáèþò üðùò èá äïýìå, áðü ôç ãíþóç ôïõ öÜóìáôïò (êáé ìÜëéóôá ìüíï
ôçò ðñþôçò éäéïôéìÞò), ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôïí äåßêôç äéÜèëáóçò óå äßóêï.
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ÊåöÜëáéï 2

H ìáèçìáôéêÞ èåùñßá óêÝäáóçò ãéá ìç
ïìïãåíÝò ìÝóï

2.1 ÅéóáãùãÞ

ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå äéÜäïóç áêïõóôéêþí êõìÜôùí óå Ýíá ìÝóï üðùò ñåõóôü. ¸óôù
v(x; t) ç ôá÷ýôçôá åíüò óùìáôéäßïõ óôç èÝóç x ∈ R3 ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t. ¸óôù üôé
p(x; t); �(x; t); S(x; t) íá óõìâïëßæïõí ôçí ðßåóç, ôçí ðõêíüôçôá êáé ôçí åéäéêÞ åíèáëðßá ôïõ
ñåõóôïý áíôßóôïé÷á. ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé äåí áóêïýíôáé åîùôåñéêÝò äõíÜìåéò óôï ñåõóôü.
Ôüôå ç êßíçóç ôïõ óùìáôéäßïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôéò åîÞò ó÷Ýóåéò:

@v

@t
+ (v · ∇)v + v +

1

�
∇p = 0 (åîßóùóç Euler) (2.1)

@�

@t
+∇ · (�v) = 0 (åîßóùóç óõíÝ÷åéáò) (2.2)

f(�; S) = p (êáôáóôáôéêÞ åîßóùóç) (2.3)

@S

@t
+ v · ∇S = 0 (áäéáâáôéêÞ åîßóùóç) (2.4)

üðïõ ç óõíÜñôçóç f åîáñôÜôáé áðü ôï ñåõóôü êáé  åßíáé ï óõíôåëåóôÞò áðïññüöçóçò ï
ïðïßïò åßíáé óôáèåñüò. Ôï ðáñáðÜíù óýóôçìá åîéóþóåùí åßíáé ìç ãñáììéêü óôéò Üãíùóôåò
óõíáñôÞóåéò v; �; p; S. ÕðïèÝôïõìå üôé óôçí êáôÜóôáóç éóïññïðßáò v0 = 0, ç ðõêíüôçôá êáé
ç åíèáëðßá åßíáé áíåîÜñôçôåò ôïõ ÷ñüíïõ êáé ç ðßåóç åßíáé ôçò ìïñöÞò: p0 = f(�0(x); S0(x)).
H ãñáììéêïðïßçóç ôïõ óõóôÞìáôïò ãßíåôáé ìÝóù ôçò ðáñáãþãéóçò óôï óçìåßï (v0; po; S0; �0).
Áñ÷éêÜ áíáðôýóóïõìå ôéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò óå óåéñÝò ìßáò ìéêñÞò ðáñáìÝôñïõ ùò åîÞò:

v(x; t) = v0(x; t) + �v1(x; t) +O(�2)

�(x; t) = �0(x; t) + ��1(x; t) +O(�2)

p(x; t) = p0(x; t) + �p1(x; t) +O(�2)
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S(x; t) = S0(x; t) + �S1(x; t) +O(�2)

êáé ôéò áíôéêáèéóôïýìå óôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ïðüôå Ý÷ïõìå:

@v1

@t
+ v1 +

1

�0
∇p = 0 (2.5)

@�1

@t
+∇ · (�0v1) = 0 (2.6)

@f(�0; S0)

@�
�1 +

@f(�0; S0)

@�
S1 = p1 (2.7)

@S1

@t
+ v1 · ∇S0 = 0 (2.8)

üðïõ ðáñáëåßøáìå ôïõò üñïõò ôÜîçò Ï(�2). Ôï óýóôçìá åßíáé ðëÝïí ãñáììéêü êáé èá áðáëåß-
øïõìå ôï S1. EðåéäÞ

0 = ∇f(�0(x); S0(x)) =
@f(�0; S0)

@�
∇�0 +

@f(�0; S0)

@S
∇S0;

Üìá ðáñáãùãßóïõìå ôçí (2:7) ùò ðñïò t êáé ìå âÜóç ôçí (2:8) êáôáëÞãïõìå óôçí:

@p1

@t
= c2(x)

(
@�1

@t
+ v1∇�0

)
(2.9)

üðïõ ç ôá÷ýôçôá ôïõ Þ÷ïõ ïñßæåôáé ùò

c2(x) :=
@f(�0; S0)

@�

Tþñá èá áðáëåßøïõìå ôá v1 êáé �1 áðü ôï óýóôçìá, äéáöïñßæïíôáò ôçí (2:9) ùò ðñïò t êáé
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò (2:5); (2:6). ¸ôóé êáôáëÞãïõìå óôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç ãéá ôï p1:

@2p1(x; t)

@t2
+ 

@p1(x; t)

@t
= c2(x)�0(x)div

[
1

�0(x)
∇p1(x; t)

]
(2.10)

Ôþñá õðïèÝôïõìå üôé ïé üñïé ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôï ∇�0 ìðïñïýí íá áðáëïéöèïýí êáé üôé ôï p1

åßíáé ÷ñïíéêÜ ðåñéïäéêü ôçò ìïñöÞò:

p1(x; t) = Re[u(x)e−i!t] (2.11)

ìå óõ÷íüôçôá ! > 0 êáé ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç u(x) åîáñôÜôáé ìüíï áðï ôç ÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ.
Áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá óôç êõìáôéêÞ åîßóùóç êáôáëÞãïõìå óôçí åîßóùóç Helmholtz ãéá ôï
u:

∆u(x) +
!2

c2(x)

(
1 + i



!

)
u = 0 (2.12)
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Óå Üðåéñï ÷ùñßï, c = c0 êáé  = 0. Oñßæïõìå ôïí êõìáôÜñéèìï êáé ôïí äåßêôç äéÜèëáóçò ùò:

k :=
!

c0

> 0 êáé n(x) :=
c2

0

c2(x)

(
1 + i



!

)
(2.13)

¸ôóé ç åîßóùóç Helmholtz ðáßñíåé ôçí ìïñöÞ:

∆u+ k2nu = 0 (2.14)

üðïõ ôï n åßíáé ìéãáäéêü ìå Ren(x) > 0 êáé Imn(x) ≥ 0.
H ðáñáðÜíù åîßóùóç éó÷ýåé ãéá êÜèå ÷ùñßï ôïõ R3 ÷ùñßò ðçãÝò. ÕðïèÝôïõìå üôé õðÜñ÷åé
á > 0 ôÝôïéï þóôå c(x) = c0 êáé (x) = 0 ãéá êÜèå x ìå |x| ≥ a, äçëáäÞ n(x) = 1 ãéá
|x| ≥ a. Aõôü óçìáßíåé üôé ôï ìç ïìïãåíÝò ìÝñïò {x ∈ R3 : n(x) 6= 1} ðåñéÝ÷åôáé óå ìßá
ìðÜëá Ê(0; a) = {y ∈ R3 : |y| < a} áêôßíáò a. Ìå Ê [0; á] = {y ∈ R3 : |y| ≤ a} èá óõìâïëß-
æïõìå ôçí êëåéóôÞ ìðÜëá Ê . Óôçí óõíÝ÷åéá ôçò åñãáóßáò õðïèÝôïõìå üôé ïé ðçãÝò âñßóêïíôáé
Ýîù áðü ôçí êëåéóôÞ ìðÜëá.
Ïé èåùñïýìåíåò ðçãÝò ðáñÜãïõí "ðñïóðßðôïíôá" ðåäßá ui, ôá ïðïßá åðáëçèåýïõí ôçí ìç äéá-
ôáñáãìÝíç åîßóùóç Helmholtz , ∆ui + k2ui = 0; óôï Ê [0; á]. ÕðïèÝôïõìå üôé ôï ui åßíáé
åßôå óçìåéáêÞ ðçãÞ åßôå åðßðåäï êýìá ïðüôå ôá ÷ñïíéêÜ åîáñôçìÝíá ðñïóðßðôïíôá ðåäßá Ý÷ïõí
ôç ìïñöÞ:

pi1(x; t) =
1

|x− z|
Re eik|x−z|−i!t; ïðüôå ui(x) =

eik|x−z|

|x− z|
; x 6= z

ãéá ðçãÞ óôï z ìå |z| > a, Þ

pi1(x; t) = Re eik�̂·x−i!t; ïðüôå ui(x) = eik�̂·x

ãéá ìïíáäéáßï äéÜíõóìá �̂ ∈ R3

Óå êÜèå ðåñßðôùóç ôï ui åßíáé ëýóç ôçò Helmholtz; ∆ui + k2ui = 0 óôï Ê [0; á]. Óôçí
ðñþôç ðåñßðôùóç ôï pi1 ðåñéãñÜöåé óöáéñéêü êýìá ðïõ ôáîéäåýåé áðü ôçí ðçãÞ ìå ôá÷ýôçôá c0,
åíþ óôçí äåýôåñç ôï pi1 ðåñéãñÜöåé åðßðåäï êýìá ðïõ ôáîéäåýåé óôçí äéåýèõíóç �̂ ìå ôá÷ýôçôá
c0. Ôï ðñïóðßðôïí ðåäßï äéáôáñÜóóåôáé áðü ôçí áëëáãÞ óôïí äåßêôç äéÜèëáóçò ôïõ ìÝóïõ n,
êáé "ðáñÜãåé" Ýíá óêåäáæüìåíï êýìá us. To ïëéêü ðåäßï u = ui + us éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç
Helmholtz; ∆u+k2nu = 0 åêôüò áð´ôéò ðçãÝò. ÅðéðëÝïí, áðáéôïýìå ôï óêåäáæüìåíï ðåäßï
íá óõìðåñéöÝñåôáé óáí óöáéñéêü êýìá ìáêñéÜ áðü ôï ìÝóï. Áõôü ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß ìÝóù
ôçò ëåãüìåíçò óõíèÞêçò áêôéíïâïëßáò:

@us(x)

@r
− ikus(x) = O

(
1

r2

)
; ãéá r = |x| → ∞ (2.15)

ïìïéüìïñöá ãéá x=|x| ∈ S2, üðïõ ìå S2 èá óõìâïëßæïõìå ôçí ìïíáäéáßá óöáßñá óôï R3. Ìðï-
ñïýìå ôþñá íá ðåñéãñÜøïõìå ôï ðñüâëçìá óêÝäáóçò

To åõèý ðñüâëçìá óêÝäáóçò:
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¸óôù ï êõìáôÜñéèìïò k > 0 êáé ï äåßêôçò äéÜèëáóçò n = n(x) ìå n(x) 6= 1 ãéá |x| ≥ a, êáé
ôï ðñïóðßðôïí ðåäßï ui íá åßíáé ãíùóôü. Íá êáèïñéóôåß ôï ïëéêü ðåäßï u ðïõ éêáíïðïéåß ôç
åîßóùóç Helmholtz (2:14) óôï R3 åêôüò áðü ôçí ðåñéï÷Þ ôçò ðçãÞò, þóôå ôï óêåäáæüìåíï
ðåäßï us = u− ui íá éêáíïðïéåß ôçí óõíèÞêç áêôéíïâïëßáò (2:15)

To áíôßóôñïöï ðñüâëçìá óêÝäáóçò:
Íá êáèïñéóôåß ï äåßêôçò äéÜèëáóçò n ìÝóù ìåôñÞóåùí ôïõ ïëéêïý ðåäßïõ u Ýîù áðü ôçí ðå-
ñéï÷Þ Ê [0; á], ãéá äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ ðñïóðßôoíôïò ðåäßïõ ui êáé ôïõ êõìáôÜñéèìïõ k.

Óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï èá ìåëåôÞóïõìå ôï åõèý ðñüâëçìá óêÝäáóçò êáé ôçí ýðáñîç êáé
ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóçò. Óôçí ðáñÜãñáöï 2:3 èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï ëåãüìåíï ðëÜôïò óêÝ-
äáóçò êáé èá äïýìå ðþò ôï ðñüâëçìá óêÝäáóçò óõíäÝåôáé ìå Ýíá ìç áõôïóõæõãÝò ðñüâëçìá
éäéïôéìþí. Óôçí ðáñÜãñáöï 2:4 èá áðïäåßîïõìå êÜôù áðü ðïéåò ðñïûðïèÝóåéò ôï áíôßóôñïöï
ðñüâëçìá Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç. ÔÝëïò óôçí ðáñÜãñáöï 2:5 èá ìåëåôÞóïõìå, ãéá ìáèçìáôéêÞ
ðëçñüôçôá, ôï ðñüâëçìá óêÝäáóçò óôç ìåôáâïëéêÞ ôïõ ìïñöÞ.

2.2 Ôï åõèý ðñüâëçìá óêÝäáóçò

Óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï èá êáôáãñÜøïõìå äéÜöïñåò éäéüôçôåò ôùí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò
Helmholtz ðïõ èá ÷ñåéáóôïýí êáé ðáñáêÜôù. Èá áðïäåßîïõìå ôçí ýðáñîç êáé ìïíáäéêü-
ôçôá ãéá ôï åõèý ðñüâëçìá óêÝäáóçò êáé èá åéóÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ ðëÜôïõò óêÝäáóçò. Ãéá
ôï õðüëïéðï ìÝñïò áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ õðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå åðßðåäá ðñïóðßðôïíôá ðåäßá.
¸óôù üôé n ∈ C2(R3); êáé n(x) = 1; ∀ |x| ≥ a. ÕðïèÝôïõìå áêüìá üôé Re n(x) >
0; Im n(x) ≥ 0; ∀x ∈ R3.
¸óôù k ∈ R ìå k > 0, �̂ ∈ R3 ìå |�̂| = 1 êáé ôï ðñïóðßðôïí ðåäßï Ý÷åé ôçí ìïñöÞ

ui(x) = eik�̂·x; ∀x ∈ R3. Tüôå ôï ui åðáëçèåýåé ôçí Çelmholtz:

∆ui + k2ui = 0; x ∈ R3 (2.16)

ÊáôáãñÜöïõìå îáíÜ ôï åõèý ðñüâëçìá:

ÄåäïìÝíùí ôùí n; k; �̂ íá âñåèåß ôï u ∈ C2(R3) ðïõ åðáëçèåýåé ôçí:

∆u+ k2nu = 0; óôï R3 (2.17)

êáé ôï us = u− ui ðñÝðåé íá éêáíïðïéåß ôçí óõíèÞêç áêôéíïâïëßáò (Sommerfeld):

@us(x)

@r
− ikus(x) = O

(
1

r2

)
; ãéá r = |x| → ∞ (2.18)

ïìïéüìïñöá ãéá x=|x| ∈ S2.
Èá ÷ñåéáóôïýìå ïñéóìÝíá áðïôåëÝóìáôá áðü ôçí èåùñßá ôçò åîßóùóçò Helmholtz. Áñ÷éêÜ
èá áðïäåßîïõìå ôï ðáñáêÜôù ðïëý óçìáíôéêü ëÞììá ôï ïðïßï ÷ñçóéìïðïéåß ôéò éäéüôçôåò ôùí
óõíáñôÞóåùí Bessel.
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ËÞììá 2.2.1 (Rellich) ¸óôù üôé ôï u éêáíïðïéåß ôçí ∆u+k2u = 0; |x| > a êáé üôé éó÷ýåé

lim
R→+∞

∫
|x|=R

|u(x)|2ds(x) = 0 (2.19)

Tüôå u = 0; ∀|x| > a.

Áðüäåéîç.

EðåéäÞ ç u åßíáé ìßá äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç ëýóç ôçò åîßóùóçò Helmholtz åßíáé
áíáëõôéêÞ, åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá ôçí áíáðôýîïõìå óå óåéñÜ Fourier:

u(x) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

amn (|x|)Y m
n (x̂); x̂ =

x

|x|

üðïõ ïé óõíôåëåóôÝò amn äßíïíôáé áðü ôç ó÷Ýóç

amn (|x|) =

∫
Ω

u(x)Y m
n (|x|)dsx̂

êáé Õm
n åßíáé ïé óöáéñéêÝò áñìïíéêÝò n ôÜîçò.

Áðü ôçí éóüôçôá Parseval Ý÷ïõìå

1

r2

∫
Ω

|u(x)|2ds =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

|amn (|x|)|2

¢ñá áðü ôç ó÷Ýóç (2:19)

⇒ lim
r→∞

r2

∞∑
n=0

n∑
m=−n

|amn (|x|)|2 = 0 ⇔ lim
r→∞

r2|amn (r)|2 = 0; ìå |x| = r êáé ∀n;m

Oé óõíôåëåóôÝò amn éêáíïðïéïýí ôçí óöáéñéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Bessel äçëáäÞ:

d2amn
dr2

+
2

r

damn
dr

+

(
k2 − n(n+ 1)

r2

)
= 0

ïðüôå amn (r) = cmn h
(1)
n (kr) + dmn h

(2)
n (kr), ìå cmn ; d

m
n óôáèåñÝò. ¢ñá áðü ôçí áóõìðôùôéêÞ

óõìðåñéöïñÜ ôùí óõíáñôÞóåùí Hankel ðñþôïõ êáé äåõôÝñïõ åßäïõò ãéá r → ∞ êáé ôçí ðá-
ñáðÜíù ó÷Ýóç ãéá ôá amn Ý÷ïõìå üôé cmn = dmn = 0.
ÅðïìÝíùò, Ýîù áðü ìßá ìåãÜëç óöáßñá (ãéá r → ∞), Ý÷ïõìå u = 0. ¢ñá ôåëéêÜ, ëüãù
áíáëõôéêüôçôáò ôçò u, Ý÷ïõìå üôé u = 0; ∀|x| > a. �

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ç óõíèÞêç (2:19) éó÷ýåé üôáí ôï u öèßíåé ôá÷ýôåñá áðü 1=|x|. To
ëÞììá äåí ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ìéãáäéêü k Þ ãéá k = 0.
×ñçóéìïðïéþíôáò ðåñéïäéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò áðïäåéêíýåôáé
ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá-áñ÷Þ ôçò áíáëõôéêÞò óõíÝ÷éóçò [9]:
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Èåþñçìá 2.2.1 ¸óôù n ∈ C2(R3) ìå n(x) = 1 ãéá |x| > a. ¸óôù åðßóçò üôé u ∈ C2(R3)
ëýóç ôçò Helmholtz; ∆u + k2nu = 0; óôï R3 ôÝôïéá þóôå u = 0; ∀ |x| > b ãéá êÜðïéï
b ≥ a. Ôüôå u = 0 óå üëï ôï R3.

Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù ìðïñïýìå ôþñá íá áðïäåßîïõìå ôï èåþñçìá ìïíáäéêüôçôáò ôçò ëýóçò
ôçò åîßóùóçò Helmholtz ãéá ôï åõèý ðñüâëçìá.

Èåþñçìá 2.2.2 (Ìoíáäéêüôçôá) Ôï ðñüâëçìá (2.17)-(2.18) Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ëýóç, äç-
ëáäÞ áí u ëýóç ìå ui = 0 ôüôå êáé u = 0.

Áðüäåéîç.

¸óôù ui = 0. Áðü ôçí óõíèÞêç áêôéíïâïëßáò Ý÷ïõìå @us(x)
@r
− ikus(x) = O

(
1
r2

)
; ãéá r =

|x| → ∞ , Üñá ãéá u = us ⇒

O

(
1

R2

)
=

∫
|x|=R

∣∣∣∣@u@r − iku
∣∣∣∣2 ds =

∫
|x|=R

∣∣∣∣@u@r
∣∣∣∣2 + k2|u|2ds+ 2kIm

∫
|x|=R

u
@u

@r
ds

Ìå ÷ñÞóç ôïõ ðñþôïõ èåùñÞìáôïò Green, ìðïñïýìå íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå ôï ôåëåõôáßï ïëï-
êëÞñùìá ùò åîÞò:∫

|x|=R

u
@u

@r
ds =

∫
|x|<R

(
u∆u+ |∇u|2

)
dx =

∫
|x|<R

(
|∇u|2 − k2n|u|2

)
dx

⇒ Im

∫
|x|=R

u
@u

@r
ds = k2

∫
|x|<R

Imn|u|2dx ≥ 0

¢ñá áíôéêáèéóôþíôáò óôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç Ý÷ïõìå

0 ≤
∫
|x|=R

∣∣∣∣@u@r
∣∣∣∣2 + k2|u|2ds =

∫
|x|=R

∣∣∣∣@u@r − iku
∣∣∣∣2 ds− 2kIm

∫
|x|=R

u
@u

@r
ds

êáé ãéá R→∞, Ý÷ïõìå

0 ≤ lim sup
R→∞

∫
|x|=R

∣∣∣∣@u@r
∣∣∣∣2 + k2|u|2ds ≤ 0;

Üñá ôåëéêÜ: ∫
|x|=R

|u|2ds R→∞−→ 0

¢ñá áðü ôï ëÞììá ôïõ Rellich Ý÷ïõìå üôé u = 0 ãéá |x| > a. ÔÝëïò, ôï èåþñçìá 2:2:1 ìáò
åîáóöáëßæåé üôé u = 0; ∀x ∈ R3. �

Ôþñá Ýóôù üôé

Φ(x; y) :=
eik|x−y|

4�|x− y|
; ìå x; y ∈ R3; x 6= y (2.20)

íá åßíáé ç èåìåëéþäçò ëýóç Þ ëýóç Green åëåýèåñïõ ÷ùñßïõ ãéá ôçí åîßóùóç Helmholtz. Ïé
éäéüôçôåò ôçò èåìåëéþäïõò ëýóçò ðåñéãñÜöïíôáé áðü ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá:
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Èåþñçìá 2.2.3 H Φ(·; y) åðéëýåé ôçí åîßóùóç Helmholtz; ∆u+k2u = 0 óôï R3\{y}; ∀y ∈
R3. Éêáíïðïéåß ôçí óõíèÞêç áêôéíïâïëßáò:

x

|x|
· ∇xΦ(x; y)− ikΦ(x; y) = O(1=|x|2)

ïìïéüìïñöá ãéá êÜèå x=|x| ∈ S2 êáé y ∈ Y , ãéá êÜèå áíïéêôü êáé öñáãìÝíï Õ ⊂ R3.
ÅðéðëÝïí,

Φ(x; y) =
eik|x|

4�|x|
e−ikx̂·y +O(1=|x|2) (2.21)

oìïéüìïñöá ãéá x̂ = x=|x| ∈ S2 êáé y ∈ Y .

Ôþñá èá ïñßóïõìå ôï ÷ùñéêü äõíáìéêü ìå âÜóç ôçí èåìåëéþäç ëýóç,

Èåþñçìá 2.2.4 ¸óôù Ω ⊂ R3, öñáãìÝíï ÷ùñßï, ôüôå ∀ ' ∈ C(Ω) ïñßæïõìå ôï ÷ùñéêü
äõíáìéêü:

v(x) :=

∫
Ω

'(y)Φ(x; y)dy; x ∈ R3

ôï ïðïßï åßíáé ìßá óõíÜñôçóç v ∈ C1;a(R3), êáé:

∇v(x) :=

∫
Ω

'(y)∇xΦ(x; y)dy; x ∈ R3:

Åðßóçò ôï v éêáíïðïéåß ôçí ó÷Ýóç áêôéíïâïëßáò (2:18) êáé éêáíïðïéåß ìå ôçí Ýííïéá ôùí
êáôáíïìþí ôçí ó÷Ýóç:

∆v + k2v = −'; óôï Ω: (2.22)

ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå ìðÜëá Ê(0; R) ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï Ù óôï åóùôåñéêü ôçò, õðÜñ÷åé c > 0
ôÝôïéï þóôå ‖v‖C2;a(Ω) ≤ c · ‖'‖Ca(Ω) .

Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù ìðïñïýìå íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå ôï ðñüâëçìá óêÝäáóçò óå ìßá ïëï-
êëçñùôéêÞ åîßóùóç Fredholm 2o� åßäïõò, ôçí ïðïßá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áñêåôÜ ðáñáêÜôù.

Èåþñçìá 2.2.5 (á) ¸óôù u ∈ C2(R3) ìßá ëýóç ôçò åîßóùóçò Helmholtz, ôüôå ç u|K[0;a]

åßíáé ëýóç ôçò ïëoêëçñùôéêÞò åîßóùóçò Lippmann− Schwinger:

u(x) = ui(x)− k2

∫
|y|<a

(1− n(y))Φ(x; y)u(y)dy; x ∈ K[0; a] (2.23)

(â) Áí ç u ∈ C(K[0; a]) åßíáé ëýóç ôçò Lippmann− Schwinger, ôüôå u ∈ C2(R3) êáé åßíáé
ëýóç ôçò åîßóùóçò Helmholtz.

Áðüäåéîç.
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(á) ¸óôù u ∈ C2(R3) ìßá ëýóç ôçò åîßóùóçò Helmholtz. Ôüôå,

∆u(x) + k2n(x)u(x) = 0; x ∈ K[0; a] êáé ∆ui(x) + k2ui(x) = 0; x ∈ R3

Áí áöáéñÝóïõìå êáôÜ ìÝëç ðáßñíïõìå:

∆(u− ui) + k2nu− k2ui = 0
±k2u
=⇒ ∆(u− ui) + (k2n− k2)u+ k2(u− ui) = 0

⇒ ∆(u − ui) + k2(u − ui) = k2(1 − n)u. ¢ñá Ý÷ïõìå ôçí áíáðáñÜóôáóç óôçí ìïñöÞ ôïõ
äõíáìéêïý:

u− ui = −
∫
K[0;a]

k2(1− n(y))u(y)Φ(x; y)dy; ⇒

u(x) = ui(x)− k2

∫
|y|<a

(1− n(y))Φ(x; y)u(y)dy; x ∈ K[0; a]

(â) ¸óôù üôé ç u ∈ C(K[0; a]) åßíáé ëýóç ôçò Lippmann − Schwinger. Åöáñìüæïíôáò ôoí
(∆ + k2) êáé åðåêôåßíïíôáò ôï u óå üëï ôï R3 Ý÷ïõìå:

(∆ + k2)u = (∆ + k2)ui − k2(∆ + k2)

∫
|y|<a

(1− n(y))Φ(x; y)u(y)dy; x ∈ R3

¢ñá åðåéäÞ ∆ui(x) + k2ui(x) = 0 ⇒

∆u+ k2u = −k2

∫
|y|<a

(1− n(y))(∆ + k2)Φ(x; y)u(y)dy

Eðßóçò, áöïý ç Φ åßíáé èåìåëéþäçò ëýóç Ý÷ïõìå üôé (∆+k2)Φ(x; y) = −�(x; y) ìå ôçí Ýííïéá
ôùí êáôáíïìþí, Üñá:
∆u+ k2u = k2(1− n(x))u(x) ⇒ ∆u+ k2n(x)u(x) = 0; ∀x ∈ R3. �

Óáí óõíÝðåéá ìðïñïýìå ôþñá íá äéáôõðþóïõìå ôï èåþñçìá ýðáñîçò êáé ìïíáäéêüôçôáò ãéá
ôï åõèý ðñüâëçìá óêÝäáóçò.

Èåþñçìá 2.2.6 ¸óôù üôé n ∈ C2(R3); êáé n(x) = 1; ∀ |x| ≥ a. ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé
Ren(x) > 0; Imn(x) ≥ 0; ∀x ∈ R3. ¸óôù áêüìá k ∈ R ìå k > 0, �̂ ∈ R3 ìå |�̂| = 1.
Ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç ãéá ôï ðñüâëçìá óêÝäáóçò (2:17)− (2:18) Þ éóïäýíáìá ãéá ôçí
ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç (2:23).

Áðüäåéîç.

¸÷ïõìå ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ôçò ìïñöÞò u = ui − Tu üðïõ T : C(K[0; a]) −→
C(K[0; a]); (Tu) (x) := k2

∫
|y|<a(1− n(y))Φ(x; y)u(y)dy x ∈ K[0; a].

Ðáñáôçñïýìå üôé ï ôåëåóôÞò Ô åßíáé óõìðáãÞò åðåéäÞ Ý÷åé áóèåíþò áíþìáëï ðõñÞíá. Áðü ôï
èåþñçìá 2:2:2, ç áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞò åîßóùóç Ý÷åé ôåôñéìÝíç ëýóç ïðüôå ìå âÜóç ôï èåþñçìá
Riesz Ý÷ïõìå üôé ôåëéêÜ õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç ãéá ôï ðñüâëçìá óêÝäáóçò. �
Óáí ìéá áêüìá åöáñìïãÞ ôçò åîßóùóçò Lippmann−Schwinger Ý÷ïõìå ôï åîÞò èåþñçìá ãéá
ôçí áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôçò u:

18



Èåþñçìá 2.2.7 Áí u ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò óêÝäáóçò ôüôå:

u(x) = ui(x) +
eik|x|

|x|
u∞(x̂) +O

(
1

|x|2

)
; |x| → +∞ (2.24)

ïìïéüìïñöá ãéá x̂ = x=|x|, üðïõ:

u∞(x̂) = − k
2

4�

∫
|y|<a

(1− n(y))e−ikx̂·yu(y)dy; x̂ ∈ S2 (2.25)

Ç óõíÜñôçóç u∞ : S2 −→ C ïíïìÜæåôáé ðëÜôïò óêÝäáóçò êáé åßíáé áíáëõôéêÞ óôï S2.
Eðßóçò, u∞ = 0 áí êáé ìüíï áí us = 0 ãéá |x| > a.

Áðüäåéîç.

¸÷ïõìå áðü ôçí åîßóùóç Lippmann− Schwinger

u(x) = ui(x)− k2

∫
|y|<a

(1− n(y))Φ(x; y)u(y)dy ⇒

u(x) = ui(x)− k2

∫
|y|<a

(1− n(y))

(
eik|x|

4�|x|
e−ikx̂·y +O(1=|x|2)

)
u(y)dy ⇒

u(x) = ui(x)− eik|x|

|x|
k2

4�

∫
|y|<a

(1− n(y))e−ikx̂·yu(y)dy +O(1=|x|2)

¢ñá ôåëéêÜ u(x) = ui(x) + eik|x|

|x| u∞(x̂) +O
(

1
|x|2

)
.

Ç u∞ åßíáé áíáëõôéêÞ áðü ôïí ïñéóìü ôçò.
Åðßóçò áí u∞ = 0 Ý÷ïõìå:

lim
r→+∞

∫
|x|=r

|us(x)|2ds = lim
r→+∞

∫
|x|=r

|u(x)−ui(x)|2ds = lim
r→+∞

(∫
|x|=r

|u∞(x)|2ds+O(1=|x|2)

)
= 0

¢ñá us = 0 ãéá |x| > a. �

Óôç óõíÝ÷åéá èá õðïëïãßóïõìå ôçí íüñìá ôïõ ôåëåóôÞ Ô ðïõ ïñßóáìå íùñßôåñá óå ó÷Ýóç
ìå ôçí supremum-íüñìá.

|Ô(u)(x)| ≤ k2||1− n||∞||u||∞max
|x|≤a

∫
|y|<a
|Φ(x; y)|dy; ∈ K[0; a]:

¢ñá

||T ||∞ ≤ k2||1− n||∞max
|x|≤a

∫
|y|<a

1

4�|x− y|
dy =

(ka)2

2
||1− n||∞
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¢ñá ãéá íá åßíáé óõóôïëÞ ï ôåëåóôÞò Ô ðñÝðåé: ||Ô||∞ < 1 ⇔ (ka)2||1−n||∞ < 2. Óå áõôÞ
ôçí ðåñßðôùóç, ìðïñïýìå íá áíáðôýîïõìå óå óåéñÜ Neumann ìå âÜóç ãíùóôü èåþñçìá.
ÐñÜãìáôé, åðåéäÞ u = ui − Tu ⇒ u(I + T ) = ui. Áí ||Ô||∞ < 1 ⇒ (I − (−T ))−1 =∑∞

j=0(−1)jT j. ¢ñá ôåëéêÜ

u =
∞∑
j=0

(−1)jT jui

Ïñéóìüò 2.2.1 Ïé ðñþôïé äýï üñïé ôçò óåéñÜò åßíáé:

ub(x) = T 0ui + Tui = ui − k2

∫
R3

(1− n(y))Φ(x; y)ui(y)dy; x ∈ R3

To ub ïíoìÜæåôáé ðñïóÝããéóç Born êáé áðïôåëåß ìßá êáëÞ ðñïóÝããéóç ôïõ u óôï x ∈ K[0; a]
ãéá ìéêñÝò ôéìÝò ôïõ (ka)2||1− n||∞ < 2:

Åéäéêüôåñá,

||u− ub||∞ ≤
∞∑
j=2

||T ||j∞||ui||∞ = ||T ||2∞
1

1− ||T ||∞
≤ (ka)4

4
||1− n||∞

1

1− (ka)2

2
||1− n||∞

=
(ka)4

2

||1− n||2∞
2− (ka)2||1− n||∞

≤ (ka)4

2
||1− n||2∞; ãéá (ka)2||1− n||∞ ≤ 1

Tï ðëÜôïò óêÝäáóçò åîáñôÜôáé êáé áðü ôçí äéåýèõíóç ðáñáôÞñçóçò x̂ ∈ S2 êáé áðü ôçí
äéåýèõíóç �̂ ∈ S2 ôïõ ðñïóðßðôïíôïò ðåäßïõ ui, ãé áõôü óõìâïëßæïõìå u∞(x̂; �̂). Ãéá ôçí
ðñïóÝããéóç Born Ý÷ïõìå:

ub∞(x̂; �̂) =
k2

4�

∫
R3

(n(y)− 1)e−ikx̂·yui(y)dy =
k2

4�

∫
R3

(n(y)− 1)e−ikx̂·yeik�̂·ydy =

=
k2

4�

∫
R3

(n(y)− 1)eik(�̂−x̂)·ydy =
k2

4�
m∼(kx̂− k�̂)

üðïõm = n−1 êáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ïñßæåôáé ùò: f∼(x) :=
∫
R3 f(y)e−ix·ydy; x ∈

R3: Aðü áõôÞí ôçí ðáñáôÞñçóç ðñïêýðôåé ç ó÷Ýóç áìïéâáéüôçôáò:

ub∞(x̂; �̂) = ub∞(−�̂;−x̂); x̂; �̂ ∈ S2

AõôÞ ôçí óõíèÞêç èá ôçí äåßîïõìå áñãüôåñá ãéá ôï u∞ ãåíéêÜ. Ðñéí öôÜóïõìå óå áõôü èá
áðïäåßîïõìå ôï ðïëý óçìáíôéêü èåþñçìá ôçò áíáðáñÜóôáóçò óôïõ Green ðïõ åêöñÜæåé ôéò
áêôéíïâüëïõò ëýóåéò ôçò Helmholtz óõíáñôÞóåé ôùí óõíïñéáêþí Dirichlet êáé Íeumann
óõíèçêþí.
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Èåþñçìá 2.2.8 (ÁíáðáñÜóôáóç Green) ¸óôù Ω ⊂ R3 öñáãìÝíï ÷ùñßï êáé Ωc = R3−Ω
ôï åîùôåñéêü ôïõ. ¸óôù üôé ôï óýíïñü ôïõ @Ω åßíáé áñêåôÜ ïìáëü þóôå íá éó÷ýåé ôï
èåþñçìá Gauss êáé ôï ìïíáäéáßï êÜèåôï v(x); x ∈ @Ω íá åßíáé ðñïò ôï åóùôåñéêü ôïõ Ω.
(�) Áí u ∈ C2(Ω) ∪ C1(Ω) ôüôå

u(x) =

∫
@Ω

(
Φ(x; y)

@u(y)

@v(y)
− u(y)

@Φ(x; y)

@v(y)

)
dsy −

∫
Ω

Φ(x; y)
(
∆u(y) + k2u(y)

)
dy; x ∈ Ω

(�) Áí us ∈ C2(Ωc) ∪ C1(Ω
c
) ëýóç ôçò ∆us + k2us = 0; óôï Ωc êáé ç us áêôéíïâüëïò

ôüôå: ∫
@Ω

(
Φ(x; ·)@u

s

@v
− us@Φ(x; ·)

@v

)
dsy =

{
0; x ∈ Ω

−us(x); x =∈ Ω

êáé u∞(x̂) =
1

4�

∫
@Ω

(
us(y)

@e−ikx̂·y

@v(y)
− e−ikx̂·y @u

s(y)

@v

)
dsy; x̂ ∈ S2 (2.26)

Áðüäåéîç.

(�) ¸óôù x ∈ Ω, êáé ïñßæïõìå S(x; �) = {y ∈ R3 : ||x − y|| = �} ⊂ Ω êáé ôï ìïíáäéáßï
êÜèåôï v ðñïò ôá Ýîù. Áí ïñßóïõìå ôï ÷ùñßï Ω� = {y ∈ Ω : ||x− y|| > �} ôüôå áðü ôïí 2ï

ôýðï Green Ý÷ïõìå:∫
@Ω∪S(x;�)

(
Φ(x; y)

@u(y)

@v(y)
− u(y)

@Φ(x; y)

@v(y)

)
dsy =

∫
Ω�

(Φ(x; y)∆u(y)− u(y)∆Φ(x; y)) dy

êáé åðåéäÞ ∆Φ(x; y) + k2Φ(x; y) = 0 óôï Ω \ {y} ⇒∫
@Ω∪S(x;�)

(
Φ(x; y)

@u(y)

@v(y)
− u(y)

@Φ(x; y)

@v(y)

)
dsy =

∫
Ω�

(∆u(y) + k2u(y))Φ(x; y)dy ⇔

∫
@Ω

(
Φ(x; y)

@u(y)

@v(y)
− u(y)

@Φ(x; y)

@v(y)

)
dsy +

∫
S(x;�)

(
Φ(x; y)

@u(y)

@v(y)
− u(y)

@Φ(x; y)

@v(y)

)
dsy =∫

Ω�

(∆u(y) + k2u(y))Φ(x; y)dy

¼ìùò óôç óöáßñá S(x; �) Ý÷ïõìå: Φ(x; y) = eik

4��
; êáé ∇yΦ(x; y) =

(
1
�
− ik

)
eik�

4��
v(y), Üñá

óôï üñéï �→ 0 éó÷ýåé:

lim
�→0

∫
S(x;�)

(
Φ(x; y)

@u(y)

@v(y)
− u(y)

@Φ(x; y)

@v(y)

)
dsy = lim

�→0

∫
Ω�

(∆u(y) + k2u(y))Φ(x; y)dy

− lim
�→0

∫
@Ω

(
Φ(x; y)

@u(y)

@v(y)
− u(y)

@Φ(x; y)

@v(y)

)
dsy; êáé

@u

@v
= −@u

@�
; ⇒
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∫
S(x;�)

(
Φ(x; y)

@u(y)

@v(y)
− u(y)

@Φ(x; y)

@v(y)

)
dsy =

∫ �

0

∫ 2�

0

(
−@u
@�

Φ + u
@Φ

@�

)
�2 sin �d�d'

=

∫ �

0

∫ 2�

0

(
−@u
@�

eik�

4��
+ u

eik�

4��
(ik − 1=�)

)
�2 sin �d�d' = 4�

(
−@u
@�

eik�

4��
+ u

eik�

4��
(ik − 1=�)

)
�2

= −@u
@�
�eik� + u�ikeik� − ueik� ⇒ lim

�→0

∫
S(x;�)

(
Φ(x; y)

@u(y)

@v(y)
− u(y)

@Φ(x; y)

@v(y)

)
dsy = −u(x)

¢ñá ôåëéêÜ Ý÷ïõìå:

u(x) =

∫
@Ω

(
Φ(x; y)

@u(y)

@v(y)
− u(y)

@Φ(x; y)

@v(y)

)
dsy −

∫
Ω

Φ(x; y)
(
∆u(y) + k2u(y)

)
dy; x ∈ Ω

(�) Áí ôï us åðáëçèåýåé ôçí ∆us + k2us = 0 óôï Ωc ôüôå áí x ∈ Ωc ⇒

−us(x) =

∫
@Ω

(
Φ(x; ·)@u

@v
− u@Φ(x; ·)

@v

)
ds

üðïõ ôï − ðñïÝêõøå áðü ôçí áëëáãÞ öïñÜò ôïõ ìïíáäéáßïõ êÜèåôïõ.
Áí x ∈ Ω õðÜñ÷åé R > 0 ôÝôïéï þóôå Ω ⊂ S(0; R) êáé ïñßæïõìå Ω1 = S(0; R) − Ω ïðüôå
@Ω1 = @S ∪ @Ω. Åðßóçò éó÷ýåé üôé: (∆ + k2)Φ = 0 êáé (∆ + k2)u = 0; óôï Ω1 Üñá:∫

@Ω1

(
@us

@v
Φ− us@Φ

@v

)
ds =

∫
@Ω1

[(∆ + k2)usΦ− (∆ + k2)Φus]dy = 0

¢ñá ∫
@Ω

(
@us

@v
Φ− us@Φ

@v

)
ds+

∫
@S

(
@us

@v
Φ− us@Φ

@v

)
ds = 0

ïðüôå ðáßñíïíôáò R −→ +∞ Ý÷ïõìå:∫
@Ω

(
@us

@v
Φ− us@Φ

@v

)
ds = 0

�
Óáí óõíÝðåéá èá áðïäåßîïõìå ôï ðáñáêÜôù ÷ñÞóéìï ëÞììá.

ËÞììá 2.2.2 ¸óôù Ω = Ω1∪Ω2 ìå Ω1∩Ω2 = ∅; êáé @Ω1; @Ω2 íá åßíáé ôÜîçò C2. Åðßóçò,
uj ∈ C2(Ωj) ∪ C1(Ωj); j = 1; 2 ìå ∆uj + k2uj = 0 óôï Ωj. Áêüìá u1 = u2 êáé @u1

@v
=

@u2
@v

óôï Γ; üðïõ Ã åßíáé ôï êïéíü óýíïñï ôùí äýï ÷ùñßùí. Ôüôå ç óõíÜñôçóç

u(x) =

{
u1(x); x ∈ Ω1

u2(x); x ∈ Ω2

åßíáé áíáëõôéêÞ óôï Ω êáé ∆u+ k2u = 0; óôï Ω
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Áðüäåéîç.

Áðü ôï èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Green Ý÷ïõìå üôé u1; u2 åßíáé áíáëõôéêÝò óôá Ω1;Ω2

áíôßóôïé÷á. ¸óôù x0 ∈ Γ ∩ Ω êáé ïñßæïõìå K(x0; �) $ Ω. ¸óôù åðßóçò Êj = K(x0; �) ∩
Ωj; j = 1; 2 êáé x ∈ K1. Ôüôå ãéá u1 ∈ K1; u2 ∈ K2 áðü ôï èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ãéá
êÜèå ÷ùñßï Ý÷ïõìå :

u1(x) =

∫
@K1

(
Φ(x; y)

@u1(y)

@v(y)
− u1(y)

@Φ(x; y)

@v(y)

)
dsy; x ∈ K1

0 =

∫
@K2

(
Φ(x; y)

@u2(y)

@v(y)
− u2(y)

@Φ(x; y)

@v(y)

)
dsy; x ∈ K1

¢ñá ðñïóèÝôïíôáò êáôÜ ìÝëç ðñïêýðôåé:

u1(x) =

∫
@K

(
Φ(x; y)

@u(y)

@v(y)
− u(y)

@Φ(x; y)

@v(y)

)
dsy; x ∈ K1 (2.27)

üðïõ ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ïé óõíåéóöïñÝò óôï Γ ∩ Ω áëëçëïáíáéñïýíôáé.
ÊÜíïíôáò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá ãéá u2 ∈ K1 êáéu1 ∈ K2 Ý÷ïõìå:

u2(x) =

∫
@K1

(
Φ(x; y)

@u2(y)

@v(y)
− u2(y)

@Φ(x; y)

@v(y)

)
dsy; x ∈ K2

0 =

∫
@K2

(
Φ(x; y)

@u1(y)

@v(y)
− u1(y)

@Φ(x; y)

@v(y)

)
dsy; x ∈ K2

¢ñá ðñïóèÝôïíôáò êáôÜ ìÝëç ðñïêýðôåé:

u2(x) =

∫
@K

(
Φ(x; y)

@u(y)

@v(y)
− u(y)

@Φ(x; y)

@v(y)

)
dsy; x ∈ K2 (2.28)

¢ñá áðü ôéò (2:27); (2:28) ôá äåýôåñá ìÝëç óõìðßðôïõí ïðüôå ç u åßíáé áíáëõôéêÞ êáé åðáëç-
èåýåé ôçí ∆u+ k2u = 0; óôï Ω �

2.3 Oé éäéüôçôåò ôïõ ðëÜôïõò óêÝäáóçò

Áñ÷éêÜ èá áðïäåßîïõìå ôçí ó÷Ýóç áìïéâáéüôçôáò ðïõ óõíáíôÞóáìå êáé íùñßôåñá, ãéá ôï u∞.
ÁõôÞ ìáò äåß÷íåé ôï ãåãïíüò, üôé åßíáé ôï ßäéï íá óêåäÜæåôáé Ýíá áíôéêåßìåíï áðü ôçí äéåýèõíóç
�̂ êáé íá ðáñáôçñåßôáé áðü ôçí −x̂ êáé ôï áíôßóôñïöï: óêÝäáóç áðü ôçí x̂ êáé ðáñáôÞñçóç áðü
ôçí −�̂.

Èåþñçìá 2.3.1 Áí u∞(x̂; �̂) åßíáé ôï ðëÜôïò óêÝäáóçò ãéá ôçí äéåýèõíóç ðáñáôÞñçóçò x
êáé äéåýèõíóç ôïõ ðñïóðßðôïíôïò êýìáôïò �̂ ôüôå:

u∞(x̂; �̂) = u∞(−�̂;−x̂); ∀x̂; �̂ ∈ S2 (2.29)
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Áðüäåéîç.

¸óôù ôï ÷ùñßï D = {x ∈ R3 : |x| = a}. Áðü ôï èåþñçìá Green ãéá ôá ui; us óôï åóùôåñéêü
êáé óôï åîùôåñéêü ôïõ D áíôßóôïé÷á Ý÷ïõìå:

0 =

∫
|y|=a

(
ui(y; �̂)

@ui(y;−x̂)

@v
− ui(y;−x̂)

@ui(y; �̂)

@v

)
dsy (2.30)

0 =

∫
|y|=a

(
us(y; �̂)

@us(y;−x̂)

@v
− us(y;−x̂)

@us(y; �̂)

@v

)
dsy (2.31)

Åðßóçò áðü ôçí áíáðáñÜóôáóç (2:26) Ý÷ïõìå ,

u∞(x̂; �̂) =
1

4�

∫
@Ω

(
us(y)

@e−ikx̂·y

@v(y)
− e−ikx̂·y @u

s(y)

@v(y)

)
dsy ⇒

4�u∞(x̂; �̂) =

∫
|y|=a

(
us(y; �̂)

@ui(y;−x̂)

@v(y)
− ui(y;−x̂)

@us(y; �̂)

@v(y)

)
dsy

êáé üìïéá:

4�u∞(−�̂;−x̂) =

∫
|y|=a

(
us(y;−x̂)

@ui(y; �̂)

@v(y)
− ui(y; �̂)@u

s(y;−x̂)

@v(y)

)
dsy

Áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò äýï ðáñáðÜíù åîéóþóåéò êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò ôýðïõò (2:30); (2:31)
êáé ôï ãåãïíüò üôé ôï ïëéêü ðåäßï u = ui + us Ý÷ïõìå:

4�(u∞(x̂; �̂)− u∞(−�̂;−x̂)) =

∫
|y|=a

(
u(y; �̂)

@u(y;−x̂)

@v(y)
− u(y;−x̂)

@u(y; �̂)

@v(y)

)
dsy

¢ñá ìå ÷ñÞóç ôïõ 2oõ ôýðïõ Green ⇒

4�(u∞(x̂; �̂)− u∞(−�̂;−x̂)) =

∫
|y|<a

(
u(y; �̂)∆u(y;−x̂)− u(y;−x̂)∆u(y; �̂)

)
dy

ÅðåéäÞ üìùò ãéá |y| < a Ý÷ïõìå: ∆u(y; �̂) + k2nu(y; �̂) = 0; ⇒

4�(u∞(x̂; �̂)− u∞(−�̂;−x̂)) =

∫
|y|<a

(
u(y; �̂)∆u(y;−x̂) + u(y;−x̂)k2nu(y; �̂)dy

=

∫
|y|<a

(
u(y; �̂)[∆u(y;−x̂) + k2nu(y;−x̂)]dy = 0

¢ñá ôåëéêÜ éó÷ýåé ç ó÷Ýóç áìïéâáéüôçôáò. �
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Ïñéóìüò 2.3.1 Ôá ðëÜôç óêÝäáóçò u∞(x̂; �̂); x̂; �̂ ∈ S2 ïñßæïõí ôïí ïëïêëçñùôéêü ôåëåóôÞ

Fg(x̂) =

∫
S2

u∞(x̂; �̂)g(�̂)ds(�̂) (2.32)

ôïí ïðïßï ïíïìÜæïõìå ôåëåóôÞ ðëÜôïõò óêÝäáóçò. Ï F åßíáé óõìðáãÞò óôïí L2(S2) êáé ìå
âÜóç áõôüí ïñßæïõìå ôïí ôåëåóôÞ óêÝäáóçò S : L2(S2) −→ L2(S2) ùò:

S = I +
ik

2�
F (2.33)

Ta åðüìåíá áðïôåëÝóìáôá ìáò äßíïõí êÜðïéåò âáóéêÝò éäéüôçôåò ãéá áõôïýò ôïõò ôåëåóôÝò. Èá
óõìâïëßæïõìå ìå (·; ·)L2(S2) ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí ÷þñï L2 ôï ïðïßï êáôá ôá ãíùóôÜ

åßíáé: (f; g)L2(S2) =
∫
S2 f(y)g(y)dy; f; g ∈ L2(S2).

ËÞììá 2.3.1 Áí g; h ∈ L2(S2) ïñßæïõìå ôéò êõìáôïóõíáñôÞóåéò vi; wi ùò:

vi(x) =

∫
S2

eikx·�̂g(�̂)ds(�̂); x ∈ R3 (2.34)

wi(x) =

∫
S2

eikx·�̂h(�̂)ds(�̂); x ∈ R3 (2.35)

Áí ïé v; w åßíáé ëýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò óêÝäáóçò (2:17)−(2:18) ãéá vi; wi äýï ðñïóðßðôïíôá
ðåäßá áíôßóôïé÷á ôüôå:

ik2

∫
K(0;a)

(Imn)vwdx = 2�(Fg; h)L2 − 2�(g; Fh)L2 − ik(Fg; Fh)L2

Áðüäåéîç.

¸óôù vs = v − vi êáé ws = w − wi ôá óêåäáæüìåíá ðåäßá ìå ðëÜôç óêÝäáóçò v∞; w∞
áíôßóôïé÷á. Ôüôå ëüãù õðÝñèåóçò Ý÷ïõìå: v∞ = Fg êáé w∞ = Fh. Åðßóçò Ý÷ïõìå:∫

K(0;a)

(v∆w − w∆v)dx = −k2

∫
K(0;a)

(vw n− vwn)dx = −k2

∫
K(0;a)

vw(n− n)dx =

= k22i

∫
K(0;a)

vwImndx

üìùò áðü ôïí 2ï ôýðï Green Ý÷ïõìå:∫
K(0;a)

(v∆w − w∆v)dx =

∫
@K

(
v
@w

@n
− w@v

@n

)
ds

Üñá åðåéäÞ v = vi + vs; w = wi + ws éó÷ýåé üôé:

2ik2

∫
K(0;a)

vwImndx =

∫
@K

(
v
@w

@n
− w@v

@n

)
ds =
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=

∫
@K

(
vi
@wi

@n
+ vs

@wi

@n
+ vi

@ws

@n
+ vs

@ws

@n
− wi@v

i

@n
− ws@v

s

@n
− wi@v

s

@n
− ws@v

i

@n

)
ds (2.36)

Ìå ÷ñÞóç ôïõ Green êáé ôçò åîßóùóçò Helmholtz Ý÷ïõìå:∫
@K

(
vi
@wi

@n
− wi@v

i

@n

)
ds =

∫
K

(vi∆wi − wi∆vi)dx =

∫
K

(vi∆wi + k2viwi)dx = 0

Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôï ïëïêëÞñùìá∫
@K

(vs
@ws

@n
− ws@v

s

@n
)ds =

∫
|x|=R

(vs
@ws

@n
− ws@v

s

@n
)ds Ý÷ïõìå:

vs =
eikr

r
v∞(x̂) +O(1=r2) ⇒ @vs

@r
=
ikreikr − eikr

r2
v∞ +O(1=r3)

ws =
e−ikr

r
w∞(x̂) +O(1=r2) ⇒ @ws

@r
=
−ikre−ikr − e−ikr

r2
w∞ +O(1=r3)

¢ñá vs
@ws

@n
− ws@v

s

@n
= −ikr

r3
v∞w∞ −

1

r2
v∞w −

ikr

r3
v∞w∞ +

1

r2
v∞w +O(1=r3) =

= −2ik

r2
v∞w∞ +O(1=r3)

¢ñá Ý÷ïõìå:

∫
@K

(vs
@ws

@n
− ws@v

s

@n
)ds = −2ik

∫
|x|=R

1=r2v∞w∞ds+O(1=r3) =

= −2ik

∫
|x|=R

v∞w∞ sin �d�d�
R→∞−→ −2ik

∫
S2

v∞w∞ds = −2ik(Fg; Fh)

ÔÝëïò ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôï ïëïêëÞñùìá:∫
@K

(
vi
@ws

@n
− ws@v

i

@n

)
ds

Ý÷ïõìå:

∫
@K

(
vi
@ws

@n
− ws@v

i

@n

)
ds =

∫
S2

g(�)

∫
@K

(
eikx·�̂

@ws

@n
− ws@e

ikx·�̂

@n

)
ds(x)ds(�̂)

=

∫
S2

g(�̂)ww∞(�̂)ds(�̂) = −4�(g; Fh)

êáé üìïéá: ∫
@K

(
vs
@wi

@n
− wi@v

s

@n

)
ds = 4�(Fg; h)

Áíôéêáèéóôþíôáò üëá ôá ðáñáðÜíù óôç åîßóùóç (2:36) êáôáëÞãïõìå óôçí æçôïýìåíç:

ik2

∫
K(0;a)

(Imn)vwdx = 2�(Fg; h)L2 − 2�(g; Fh)L2 − ik(Fg; Fh)L2

�
Ìðïñïýìå ôþñá íá áðïäåßîïõìå üôé ï ôåëåóôÞò óêÝäáóçò S åßíáé ïñèïìïíáäéáßïò ãéá ðñáã-
ìáôéêü n.
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Èåþñçìá 2.3.2 ¸óôù n ∈ C2(R3) êáé ï öïñÝáò ôçò m; suppm = supp(n − 1) ( K(0; a):
Ôüôå ï F åßíáé êáíïíéêüò, äçëáäÞ F ∗F = FF ∗ êáé ï S ïñèïìïíáäéáßïò äçëáäÞ S∗S =
SS∗ = I.

Áðüäåéîç.

Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá, áöïý Im n = 0 Ý÷ïõìå:

ik(Fg; Fh) = 2�(Fg; h)− 2�(g; Fh) ∀g; h ∈ L2(S2): (2.37)

Åðßóçò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ó÷Ýóç áìïéâáéüôçôáò:

F ∗g =

∫
S2

u∞(�̂; x̂)g(�̂)ds(�̂) =

∫
S2

u∞(−x̂;−�̂)g(�̂)ds(�̂) =

∫
S2

u∞(−x̂; �̂)g(−�̂)ds(−�̂)

=

∫
S2

u∞(−x̂; �̂)g(−�̂)ds(�̂)

¢ñá F ∗g = RFRg; üðïõ Rf(x̂) := f(−x̂); x̂ ∈ S2: Óçìåéþíïíôáò üôé (Rg;Rh)L2 =
(g; h)L2 = (h; g)L2 ; ∀g; h ∈ L2(S2) êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (2:37) êáôáëÞãïõìå üôé:

ik(F ∗; h; F ∗g) = ik(RFRg;RFRh) = ik(FRg; FRh) = 2�(FRg;Rh)− 2�(Rg; FRh) =

2�(RFRg; h)−2�(g;RFRh) = 2�(h; F ∗g)−2�(F ∗h; g) = 2�(Fh; g)−2�(h; Fg) = ik(Fh; Fg)

¢ñá ôåëéêÜ F ∗F = FF ∗.
Åðßóçò, áðÏ ôçí ó÷Ýóç (2:37) Ý÷ïõìå:

−(g; ikFF ∗h) = 2�(g; F ∗h− Fh); ∀g; h ∈ L2(S2); ⇒ ikFF ∗ = 2�(F − F ∗)

¸ôóé êáôáëÞãïõìå:

SS∗ =

(
I − ik

2�
F ∗
)(

I +
ik

2�
F ∗
)

= I+
ik2FF ∗

2�
+
ik(F − F ∗)

4�2
= I+

k2FF ∗

2�
+
i2k2FF ∗

2�
= I

êáé üìïéá S∗S = I, Üñá ï S åßíáé ïñèïìïíáäéáßïò. �

Åßíáé ãíùóôü üôé ïé éäéoôéìÝò åíüò ïñèïìoíáäéáßïõ ôåëåóôÞ âñßóêïíôáé óôïí ìïíáäéáßï êý-
êëï ôïõ C. Áðü ôïí ïñéóìü S = I + ik

2�
F óõìðåñáßíïõìå üôé ïé éäéïôéìÝò ôïõ F âñßóêïíôáé

óôïí êýêëï |2�i=k− z| = 2�=k êÝíôñïõ 2�i=k êáé áêôßíáò 2�=k. Áõôü óõìâáßíåé ãéá ðñáã-
ìáôéêïýò äåßêôåò äéÜèëáóçò n.

Èá ìåëåôÞóïõìå ôþñá ôçí åîßóùóç ðëÜôïõò óêÝäáóçò:∫
S2

u∞(x̂; �̂)g(�̂)ds(�̂) = f(x̂) Þ Fg = f x̂ ∈ S2; (2.38)
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ãéá äéÜöïñåò óõíáñôÞóåéò f . Èá äïýìå üôé ï ìçäåíü÷ùñïò áõôÞò ôçò ïëïêëçñùôéêÞò åîßóùóçò
óõíäÝåôáé ìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá éäéïôéìþí.

Åóùôåñéêü Ðñüâëçìá Äéáðåñáôüôçôáò (Énterior Transmission Problem):
Íá êáèïñéóôïýí ôá v; w ∈ C2(K) ∩ C1(K) ôÝôïéá þóôå:

∆v + k2v = 0; ∆w + k2nw = 0 óôï K; (2.39)

v = w;
@v

@n
=
@w

@n
óôï @K: (2.40)

Èá áðïäåßîïõìå ôï ðáñáêÜôù ðïëý óçìáíôéêü èåþñçìá.

Èåþñçìá 2.3.3 (á) Ç óõíÜñôçóç g ∈ L2(S2) åßíáé ëýóç ôçò ïìïãåíïýò ïëïêëçñùôéêÞò åîß-
óùóçò ∫

S2

u∞(x̂; �̂)g(�̂)ds(�̂) = 0; x̂ ∈ S2 (2.41)

áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé óõíÜñôçóç w ∈ C2(K) ∩ C1(K) ôÝôïéá þóôå ôï (v; w) íá åðéëýåé
ôéò (2:39); (2:40) üðïõ ç v åßíáé ìßá êõìáôïóõíÜñôçóç Herglotz êáé ïñßæåôáé ùò

v(x) =

∫
S2

eikx·ŷg(ŷ)ds(ŷ); x ∈ R3: (2.42)

(�) ¸óôù z ∈ K óôáèåñü. Ç ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç ðñþôïõ åßäïõò:∫
S2

u∞(x̂; �̂)g(�̂)ds(�̂) = e−ikz·x̂; x̂ ∈ S2 (2.43)

Ý÷åé ëýóç óôï L2(S2) áí êáé ìüíï áí ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí:

∆v + k2v = 0; ∆w + k2nw = 0 óôï K; (2.44)

w(x)− v(x) =
eik|x−z|

|x− z|
;
@w(x)

@n
− @v(x)

@n
=

@

@n

eik|x−z|

|x− z|
óôï @K: (2.45)

Ý÷åé ëýóç (v; w) üðïõ ç v åßíáé ôçò ìïñöÞò (2:42).

Áðüäåéîç.

(á) Èá äåßîïõìå áñ÷éêÜ ôï åõèý. ¸óôù g ìéá ëýóç ôçò ïìïãåíïýò ïëïêëçñùôéêÞò åîßóùóçò
(2:41) êáé ïñßæïõìå ìéá óõíÜñôçóç v ôçò ìïñöÞò (2:42). Ðáñáôçñïýìå üôé ôï oëïêëÞñùìá∫

S2

u∞(x̂; �̂)g(�̂)ds(�̂)

åßíáé ç õðÝñèåóç ôùí ðëáôþí óêÝäáóçò êáé åßíáé ìçäÝí. ¢ñá ãéá ðñïóðßðôïí ðåäßï v, ôï
ðëÜôïò óêÝäáóçò w∞ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï óêåäáæüìåíï ws, èá åßíáé ìçäÝí. Ôï áíôßóôïé÷ï
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ïëéêü ðåäßï w = v + ws èá éêáíïðïéåß ôçí Helmholtz ∆w + k2nw = 0 óôï R3: Ãéá ôï
óêåäáæüìåíï ðåäßï ws = w− v éó÷ýåé ∆ws +k2ws = 0; |x| > a êáé åðåéäÞ w∞ = 0 Ý÷ïõìå
limR→∞

∫
|x|=R

|ws(x)|2dx = 0: ¢ñá áðü ôï ëÞììá Rellich ws = 0 ãéá |x| > a. ¸ôóé Ý÷ïõìå

üôé v − w = 0 êáé @(w−v)
@n

= 0 óôï @K.
Ãéá ôï áíôßóôñïöï Ýóôù üôé v ìßá Herglotz êáé Ýóôù üôé õðÜñ÷åé w þóôå (v; w) íá åðéëýïõí
ôï ðñüâëçìá (2:39)− (2:40). Åðåêôåßíïõìå ôçí w óå üëï ôï R3 èÝôïíôáò

w(x) =

{
w(x); x ∈ K
v(x); x =∈ K

¢ñá w ∈ C1(R3) êáé ìå âÜóç ôï ëÞììá 2:2:2, w ∈ C2(R3). ¢ñá ç w éêáíïðïéåß ôçí
∆w + k2nw = 0; x ∈ R3: ¢ñá ç óõíÜñôçóç w − v = 0 óôï óõìðëÞñùìá Kc êáé
@(w−v)

@r
− ik(w − v) = O(1=r2); ãéá r = |x| → +∞: ¸ôóé óõìðåñáßíïõìå üôé ç w åß-

íáé ôï ïëéêü ðåäßï ãéá ðåäßï ðñüóðôùóçò v. ¢ñá ôï ðëÜôïò óêÝäáóçò w∞ ôïõ óêåäáæüìåíïõ
w− v åßíáé ìçäÝí. Ïðüôå, ôï w åßíáé ç õðÝñèåóç ôùí ïëéêþí ðåäßùí

∫
S2 u(x; �̂)g(�̂)ds(�̂) êáé

0 = w∞(x̂) =
∫
S2 u∞(x̂; �̂)g(�̂)ds(�̂): ¢ñá ôï èåþñçìá éó÷ýåé.

(â) Ç áðüäåéîç ôïõ äåýôåñïõ óêÝëïõò åßíáé ðáñáðëÞóéá ôïõ ðñþôïõ. ¸óôù g ç ëýóç ôïõ ìç
ïìïãåíïýò ðñïâëÞìáôïò (2:43) êáé v ìßá Herglotz. ¼ðùò óôï (á), ôï

∫
S2 u∞(x̂; �̂)g(�̂)ds(�̂)

åßíáé ç õðÝñèåóç ôùí ðëáôþí óêÝäáóçò. ¢ñá ãéá ôï ðñïóðßðôïí ðåäßï v êáé ôï ïëéêü ðåäßï w
Ý÷ïõìå w∞ = e−ikx·x. Aðü ôï èåþñçìá 2:2:3, ç ìüíç ëýóç ôçò Helmholtz ðïõ éêáíïðïéåß ôçí

óõíèÞêç áêôéíïâïëßáò åßíáé Ýíá óöáéñéêü êýìá eik|x−z|

|x−z| . ÅðåéäÞ z ∈ K ôï óêåäáæüìåíï ðåäßï

w − v ðñÝðåé íá éóïýôáé w − v = eik|x−z|

|x−z| ; óôï Kc: Áõôü áðïäåéêíýåé êáé ôï èåþñçìá. �

Óáí åöáñìïãÞ ôïõ èåùñÞìáôïò âñßóêïõìå ôéò óõíèÞêåò êÜôù áðü ôéò ïðïßåò ôï ðåäßï ôé-
ìþí ôïõ ôåëåóôÞ ðëÜôïõò óêÝäáóçò F åßíáé ðõêíü óôï L2(S2). Aõôü åßíáé åýêïëï íá ãßíåé
êáèþò ôï (á) ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò ìáò äßíåé ôéò óõíáñôÞóåéò g ðïõ áíÞêïõí óôïí ðõñÞíá
ôïõ ôåëåóôÞ F . Åðßóçò åðåéäÞ (Fg; h)L2 = (g; F ∗h) ãéá üëåò ôéò g; h ∈ L2(S2), Ý÷ïõìå üôé
ôï ïñèïãþíéï óõìðëÞñùìá ôïõ ðåäßïõ ôéìþí ôïõ F éóïýôáé ìå ôïí ìçäåíü÷ùñï ôïõ óõæõãïýò
F ∗.

Èåþñçìá 2.3.4 Ï ìçäåíü÷ùñïò {h ∈ L2(S2) : F ∗h = 0} ôïõ óõæõãïýò ôåëåóôÞ F ∗,
áðïôåëåßôáé áêñéâþò áðü üëåò ôéò h ∈ L2(S2) ãéá ôéò ïðïßåò ïé áíôßóôïé÷åò óõíáñôÞóåéò
Herglotz

v(x) :=

∫
S2

eikx·ŷh(−ŷ)ds(ŷ); x ∈ R3

éêáíïðïéïýí ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò (2:39)− (2:40) ãéá êÜðïéá w ∈ C2(K)∩
C1(K).

Áðüäåéîç.

¸÷ïõìå

F ∗h = 0 ⇔
∫
S2

u∞(�̂; x̂)h(�̂)ds(�̂) = 0 ⇔
∫
S2

u∞(−x̂;−�̂)h(�̂)ds(�̂) = 0 ∀x ∈ S2
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×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ó÷Ýóç áìïéâáéüôçôáò ðáßñíïõìå:

F ∗h = 0 ⇔
∫
S2

u∞(x̂; �̂)h(−̂�)ds(�̂) = 0 ∀x ∈ S2

¢ñá åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá 2:3:3 ðñïêýðôåé ôï óõìðÝñáóìá. �
Áðü ôá ðáñáðÜíù åîÜãïõìå ôï åîÞò óçìáíôéêü ðüñéóìá:

Ðüñéóìá 2.3.1 To ðåäßï ôéìþí ôïõ ôåëåóôÞ F åßíáé ðõêíü óôïí ÷þñï L2(S2) áí ôï ðñüâëçìá
(2:39)− (2:40) Ý÷åé ìüíï ôåôñéìÝíç ëýóç v = w = 0.

Óôá åðüìåíá êåöÜëáéá èá ãßíåé ëåðôïìåñÝóôåñç ìåëÝôç ôïõ åóùôåñéêïý ðñïâëÞìáôïò äéáðå-
ñáôüôçôáò ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï äåßêôçò äéÜèëáóçò åßíáé ðñáãìáôéêüò êáé ôï ðñüâëçìá
áêôéíéêÜ óõììåôñéêü áëëÜ êáé ãéá ôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ ìç ïìïãåíïýò ìÝóïõ.

2.4 Ç ìïíáäéêüôçôá ôïõ áíôßóôñïöïõ ðñïâëÞìáôïò

Óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï èá êáèïñßóïõìå ôï áí ç ãíþóç ôïõ ðëÜôïõò óêÝäáóçò u∞(x̂; �̂)
åßíáé áñêåôÞ ãéá íá âñïýìå ôïí äåßêôç äéÜèëáóçò n(x). ¸óôù ëïéðüí äýï óõíáñôÞóåéò
n1; n2 ∈ C2(R3) ìå n1(x) = n2(x) = 1 ∀ |x| ≥ a êáé ôá áíôßóôïé÷á ðëÜôç óêÝäáóçò
u1;∞; u2;∞. Áí ôá ðëÜôç óõìðßðôïõí, èá äåßîïõìå üôé óõìðßðôïõí êáé ïé äåßêôåò äéÜèëáóçò.

Áñ÷éêÜ, ãéá áðëüôçôá, èåùñïýìå ôéò ðñïóåããßóåéò Born ðïõ óõíáíôÞóáìå íùñßôåñá. ¸óôù
ub1;∞(x̂; �̂) = ub2;∞(x̂; �̂); ∀ x̂ ∈ S2 êáé êÜðïéï �̂ ∈ S2: Áðü ôçí ìïñöÞ ôïõ ub∞ ùò ìåôáó÷çìáôé-

óìüò Fourier Ý÷ïõìå: m∼1 (kx̂− k�̂) = m∼2 (kx̂− k�̂); ∀ x̂ ∈ S2 êáé êÜðïéï �̂ ∈ S2 Üñá Ý÷ïõìå
üôé ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß óõìðßðôïõí óå êÜðïéï óýíïëï ôçò ìïñöÞò {k(x̂ − �̂) : x̂; �̂ ∈ S2}
,ôï ïðïßï ðåñéãñÜöåé ìßá ìðÜëá óôï R3 êÝíôñïõ 0 êáé áêôßíáò 2k. ÅðåéäÞ ïé ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïß Fourier m∼1 ;m

∼
2 åßíáé áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò, áðü ôçí áñ÷Þ ôçò áíáëõôéêÞò óõ-

íÝ÷éóçò ãéá áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò ðáßñíïõìå üôé m1 = m2. ¸ôóé, áðü ôçí ãíþóç ôïõ
{ub∞(x̂; �̂) : x̂; �̂ ∈ S2} åßíáé (èåùñçôéêÜ) éêáíü íá ìáò äþóåé ôïí äåßêôç äéÜèëáóçò.
Èá äåßîïõìå ôþñá Ýíá áíÜëïãï èåþñçìá ìïíáäéêüôçôáò ãéá ôï ðëÜôïò óêÝäáóçò [9]. Ç áðü-
äåéîç ãßíåôáé óå ôñßá âÞìáôá, ôá ïðïßá èá êáôáóêåõÜóïõìå óáí ëÞììáôá. Áñ÷éêÜ èåùñïýìå
Ýíáí óôáèåñü äåßêôç äéÜèëáóçò n(x) = 1 ãéá |x| ≥ a êáé èá äåßîïõìå üôé ç èÞêç üëùí ôùí
ïëéêþí ðåäßùí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôï ðñüâëçìá óêÝäáóçò ãéá åðßðåäá ðñïóðßðôïíôá ðåäßá,
åßíáé ðõêíÞ óôïí ÷þñï ôùí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò Helmholtz óôï K(0; á).

ËÞììá 2.4.1 ¸óôù n ∈ C2(R3) ìå n(x) = 1; ãéá |x| > a: ¸óôù åðßóçò u(·; �̂) ôï ïëéêü

ðåäßï ãéá ðñïóðßðôïí ðåäßï eik�̂·x. ¸óôù b > a êáé ïñßæïõìå ôïí ÷þñï:

H = {v ∈ C2(K(0; a)) : ∆v + k2nv = 0 êáé Ê(0; b)}:

Ôüôå ôï span{u(·; �̂)|K(0;a) : �̂ ∈ S2} åßíáé ðõêíü óôï Ç |Ê(0;á) óå ó÷Ýóç ìå ôçí L2 íüñìá.

Áðüäåéîç.
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¸óôù v ∈ H ìå

(v; u(·; �̂))L2 :=

∫
K(0;a)

v(x)u(x; �̂)dx = 0; ∀ �̂ ∈ S2:

Áðü ôçí åîßóùóç Lippmann-Schwinger Ý÷ïõìå u = (I + T )−1ui êáé Ýôóé:

0 = (v; (I + T )−1ui(·; �̂)) = ((I + T ∗)−1v; ui(·; �̂)); ∀ �̂ ∈ S2:

èÝôïõìå w := (I+T ∗)−1v. ¸ôóé, w ∈ L2(K(0; a)) êáé éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç ãéá ôïí óõæõãÞ
ôåëåóôÞ Ô∗ =

∫
K(0;a)

(1− n(x))Φ(x; y)u(y)dy:

v(x) = w(x) + k2(1− n(x))

∫
K(0;a)

Φ(x; y)w(y)dy; x ∈ K[0; a];

áöïý w = (I + T ∗)−1v ⇒ v = (I + T ∗)w: Tþñá èÝôïõìå

w̃(x) :=

∫
K(0;a)

w(y)Φ(x; y)dy; x ∈ R3:

To w̃(x) åßíáé Ýíá ÷ùñéêü äõíáìéêü ìå L2 ðõêíüôçôá ôï w. Åðßóçò ðáñáìÝíåé ìßá ëýóç ôçò
åîßóùóçò Çelmholtz ∆w̃ + k2w̃ = 0; ãéá |x| > a; üðùò Ý÷ïõìå äåßîåé ðéï ðñéí. Ãéá ôï ðëÜôïò
óêÝäáóçò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï w̃ Ý÷ïõìå:

w̃∞(�̂) = 1=4�

∫
K(0;a)

eik�̂·ydy = 1=4�(w; ui(·;−�̂)) = 0; ∀ �̂ ∈ S2:

¢ñá áðü ôï ëÞììá ôïõ Rellich Ý÷ïõìå üôé w̃(x) = 0; ∀ x =∈ K[0; a]: Tþñá Ýóôù vj ∈ H ìå vj →
v óôï L2(K(0; a)): Ôüôå Ý÷ïõìå:∫

K(0;a)

vvjdx =

∫
K(0;a)

wvjdx+ k2

∫
K(0;a)

(1− n)w̃vjdx =

=

∫
K(0;a)

wvjdx+ k2

∫
K(0;a)

w̃[∆vj + k2vj]dx:

Aðü ôïí ïñéóìü ôïõ w̃, êáé áëëÜæïíôáò ôçí óåéñÜ ïëïêëÞñùóçò ðáßñíïõìå:∫
K(0;a)

vvjdx =

∫
K(0;a)

w(y)

(
vj(y) +

∫
K(0;a)

Φ(x; y)[∆vj + k2vj]dx

)
dy

¢ìá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôþñá ôçí áíáðáñÜóôáóç Green (èåþñçìá 1.2.8) ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç
ãßíåôáé: ∫

K(0;a)

vvjdx =

∫
K(0;a)

w(y)

∫
|x|=a

(
Φ(·; y)

@vj
@v
− vj

@Φ(·; y)

@v

)
dsds(y)
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EðåéäÞ üìùò ôï vj éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç Helmholtz ∆vj + k2vj = 0; ãéá a < |x| < b,
ìðïñïýìå íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå ôï åóùôåñéêü ïëïêëÞñùìá áðü {x : |x| = a} óå {x : |x| = c}
ãéá êÜðïéï a < c < b. ¢ìá áëëÜîïõìå ðÜëé ôçí óåéñÜ ïëïêëÞñùóçò Ý÷ïõìå:∫

K(0;a)

vvjdx =

∫
|x|=c

(
w̃
@vj
@v
− vj

@w̃

@v

)
ds = 0

áöïý w̃ = 0; ãéá |x| > a. Ðáßñíïíôáò ôþñá j → ∞; ⇒
∫
K(0;a)

vvdx = 0 ⇔ (v; v)L2 =

||v||L2 = 0: ¢ñá ôåëéêÜ v = 0. ¸ôóé ∀ v ∈ H ìå (v; u(·; �̂))L2 = 0 ⇒ v = 0: Oðüôå ôï
span{u(·; �̂)|K(0;a) : �̂ ∈ S2} åßíáé ðõêíü óôï Ç |Ê(0;á). �

Ôï äåýôåñï ëÞììá ìáò äßíåé ìßá ó÷Ýóç ïñèïãùíéüôçôáò ìåôáîý ôùí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò
Helmholtz ìå äéáöïñåôéêïýò äåßêôåò äéÜèëáóçò n1; n2:

ËÞììá 2.4.2 ¸óôù n1; n2 ∈ C2(R3), äýï äåßêôåò äéÜèëáóçò ìå n1(x) = n2(x) = 1 ∀ |x| ≥
a êáé õðïèÝôïõìå üôé u1;∞(x̂; �̂) = u2;∞(x̂; �̂) ãéá üëá ôá x̂; �̂ ∈ S2: Ôüôå∫

K(0;a)

v1(x)v2(x)[n1(x)− n2(x)]dx = 0 (2.46)

ãéá üëåò ôéò ëýóåéò vj ∈ C2(K(0; a)) ôçò åîßóùóçò Çelmholtz ∆vj + k2njvj = 0; j =
1; 2 óôï Ê(0; b); üðïõ b > a.

Áðüäåéîç.

¸óôù v1 ìßá ëýóç ôçò ∆vj + k2n1v1 = 0 óôï K(0; a). ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðñïçãïýìåíï

ëÞììá ðõêíüôçôáò èá ôï äåßîïõìå ãéá v2 = u2(·; �̂); �̂ ∈ S2. ÈÝôïõìå u = u1(·; �̂) − u2(·; �̂).
Tüôå ôï u éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç Helmholtz ôçò ìïñöÞò:

∆u+ k2n1u = k2(n2 − n1)u2

áöïý ∆u+ k2n1u = ∆u1−∆u2 + k2n1u1− k2n1u2 = k2n2u2− k2n1u2 . ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò
ôçí åîßóùóç ìå v1 êáé ôçí Helmholtz ãéá v1 ìå u ðáßñíïõìå:

∆uv1 + k2n1uv1 = k2(n2 − n1)u2v1

∆v1u+ k2n1v1u = 0

Áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç êáé ïëïêëçñþíïíôáò Ý÷ïõìå:∫
K(0;a)

(v1∆u− u∆v1)dx = k2

∫
K(0;a)

(n2 − n1)u2v1dx

¢ìá åöáñìüóïõìå ôï äåýôåñï èåþñçìá Green óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôüôå:∫
@K(0;a)

(
v1
@u

@n
− u@v1

@n

)
ds = k2

∫
K(0;a)

(n2 − n1)u2u1dx
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¼ìùò u = u1(·; �̂) − u2(·; �̂) = u1 − v1; êáé u∞ = u1;∞ − u2;∞ = 0. ¢ñá áðü ôï ëÞììá
ôïõ Rellich óõíåðÜãåôáé üôé u = 0 ãéá |x| > a ïðüôå ôåëéêÜ ôï åðéöáíåéáêü ïëïêëÞñùìá
ìçäåíßæåôáé. ¸ôóé ôåëéêÜ: ∫

K(0;a)

v1(x)v2(x)[n1(x)− n2(x)]dx = 0:

�

To åðüìåíï âÞìá åßíáé íá äåßîïõìå üôé ôï óýíïëï üëùí ôùí ãéíïìÝíùí v1v2 ôùí ëýóåùí
ôçò Helmholtz ∆vj + k2njvj = 0 óå êÜðïéï öñáãìÝíï ÷ùñßï Ω åßíáé ðõêíü óôï L2(Ω).
Áñ÷éêÜ èåùñïýìå ôçí ðåñßðôùóç k = 0,

ËÞììá 2.4.3 ¸óôù Ω ⊂ R3 Ýíá öñáãìÝíï ÷ùñßï. Ôüôå ôï óýíïëï

{u1u2 : u1; u2 áñìïíéêÝò óôï Ω}

åßíáé ðõêíü óôï L2(Ω).

Áðüäåéîç.

¸óôù g ∈ L2(Ω) ôÝôïéá þóôå ∫
Ω

g(x)u1(x)u2(x)dx = 0

ãéá üëåò ôéò áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò u1 êáé u2: Óôáèåñïðïéïýìå Ýíá y ∈ R3 êáé ïñßæïõìå ôá
ìéãáäéêÜ äéáíýóìáôá z1; z2 ∈ C3 ìå éäéüôçôåò

z1 · z1 = z2 · z2 = 0 êáé z1 + z2 = −iy:

Åäþ ìå z·z óõìâïëßæïõìå ôï ìéãáäéêü ãéíüìåíï z·z =
∑3

j=1 z
3
j ∈ C. ÔÝôïéá äéáíýóìáôá z1; z2

õðÜñ÷ïõí. Ïñßæïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò u1 = ez
1·x; êáé u2 = ez

2·x ïé ïðïßåò åßíáé áñìïíéêÝò
óôï R3. ÐñÜãìáôé:

∆u1 =
@2ez

1·x

@x2
1

+
@2ez

1·x

@x2
2

+
@2ez

1·x

@x2
3

= (z1)2ez
1x1 + (z1)2ez

1x2 + (z1)2ez
1x3 = 0

êáé üìïéá ãéá ôï u2. ¢ñá Ý÷ïõìå:

0 =

∫
Ω

g(x)u1(x)u2(x)dx =

∫
Ω

g(x)e(z1+z2)·xdx =

∫
Ω

g(x)e−iy·xdx:

ÅðåéäÞ áõôü éó÷ýåé ãéá êÜèå y ∈ R3 Ý÷ïõìå üôé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò g åßíáé ìçäÝí
óå üëï ôï R3. ¢ñá ôåëéêÜ g = 0 ïðüôå éó÷ýåé ç ðõêíüôçôá. �

Ç ðåñßðôùóÞ ìáò åßíáé ðéï ðåñßðëïêç êáèþò ðñÝðåé íá èåùñÞóïõìå ãéíüìåíá ëýóåùí äéáöï-
ñéêþí åîéóþóåùí ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ç éäÝá åßíáé íá êáôáóêåõÜóïõìå ëýóåéò ôçò
Helmholtz ∆u+k2nu = 0 óôï Ω, ðïõ óõìðåñéöÝñïíôáé áóõìðôùôéêÜ óáí ez·x. Åäþ ðáßñíïõìå
n = n1 Þ n2. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ ðáñáêÜôù èåùñÞìáôïò èá ÷ñåéáóôïýìå ôï åîÞò ëÞììá:
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ËÞììá 2.4.4 ¸óôù a ∈ R3 êáé ê = (1; i; 0)T ∈ C3: Ôüôå, ãéá êÜèå t > 0 êáé ãéá êÜèå 2�−
ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç g ∈ L2(Q); üðïõ Q = [−�; �]3, õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ 2�−ðåñéïäéêÞ ëýóç
w = wt(g) ∈ L2(Q) ãéá ôçí äéáöïñéêÞ åîßóùóç

∆w(x) + (2tê− ia) · ∇w(x)− (it+ 1=4)w(x) = g; óôï R3:

ç ëýóç ïñßæåôáé ìå ôçí ìåôáâïëéêÞ Ýííïéá äçëáäÞ:∫
R3

w[∆�+ (2tê− ia) · ∇�− (it+ 1=4)�]dx =

∫
R3

g�dx

êáé éêáíïðïéåß ôçí åêôßìçóç:

||w||L2 ≤ 1

t
||g||L2(Q) ãéá üëá ôá g ∈ L2(Q); t > 0:

Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù Ý÷ïõìå:

Èåþñçìá 2.4.1 ¸óôù Ê(0; b) ⊂ R3 ìßá ìðÜëá áêôßíáò b êáé n ∈ C2(K(0; b)) ôÝôïéï þóôå
ôï n− 1 íá Ý÷åé óõìðáãÞ öïñÝá óôï Ê(0; a). Ôüôå õðÜñ÷åé Ô > 0 êáé C > 0 þóôå ãéá üëá
ôá z ∈ C3 ìå z · z = 0 êáé |z| ≥ T íá õðÜñ÷åé ìßá ëýóç uz ∈ L2(K(0; b)) ôçò äéáöïñéêÞò
åîßóùóçò

∆uz + k2nuz = 0 óôï K(0; b) (2.47)

ôçò ìïñöÞò
uz(x) = ez·x(1 + vz(x)); x ∈ K(0; b): (2.48)

ÅðéðëÝïí, ç vz éêáíïðïéåß ôçí åêôßìçóç ||vz||L2 ≤ C=|z| ãéÜ üëá ôá z ∈ C3 ìå z · z =
0 êáé |z| ≥ T:

Áðüäåéîç.

Ç áðüäåéîç ÷ùñßæåôáé óå äýï ìÝñç. Áñ÷éêÜ èá êáôáóêåõÜóïõìå ôçí vz ìüíï ãéá z = tê,
üðïõ ê = (1; i; 0)ᵀ ∈ C3 êáé ôï t íá åßíáé áñêåôÜ ìåãÜëï. Óôï äåýôåñï ìÝñïò èåùñïýìå ôçí
ãåíéêüôåñç ðåñßðôùóç áëëÜæïíôáò ôçí ãåùìåôñßá.
¸óôù z = tê ãéá êÜðïéï t > 0. Xùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé
ç K(0; b) ðåñéÝ÷åôáé óôïí êýâï Q = [−�; �]3 ⊂ R3. ÅðéðëÝïí, èá êáôáóêåõÜóïõìå ìßá ëýóç
uz ôçò Helmholtz ìå ôçí ãåíéêåõìÝíç (ìåôáâïëéêÞ) Ýííïéá äçëáäÞ ìßá óõíÜñôçóç uz ∈ L2(Q)
ôÝôïéá þóôå: ∫

Q

uz(∆�+ k2n�)dx = 0

ãéá êÜèå � ∈ C∞(R3) ìå öïñÝá ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôï åóùôåñéêü ôïõ êýâïõ Q. Áðü óõíèÞêåò
ïìáëïðïßçóçò, áí ç uz åßíáé ëýóç ôïõ ìåôáâïëéêïý ðñïâëÞìáôïò, èá åßíáé êáé êëáóóéêÞ ëýóç.
Áíôéêáèéóôïýìå ôçí ðñïóÝããéóç u(x) = etê(1+e−i=2x1wt(x)) óôçí åîßóùóç Helmholtz (2:47).
Èá äåßîïõìå üôé áõôü ìáò ïäçãåß óôçí åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãéá ôï wt:

∆wt(x) + (2tê− ia) · ∇wt(x)− (it+ 1=4)wt(x) = −k2n(x)wt(x)− k2n(x)ei=2x1 ; óôï Q
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üðïõ a = (1; 0; 0):
ÐñÜãìáôé Ý÷ïõìå

∆u+ k2nu = 0 ⇔ ∆
(
etê·x + etê·xe−i=2x1wt(x)

)
+ k2n(etê·x + etê·xe−i=2x1wt(x)) = 0 ⇔

∆etê·x + ∆
(
etê·xe−i=2x1wt(x)

)
+ k2netê·x + k2ne−i=2x1etê·xwt(x) = 0 ⇒

∆
(
etê·xe−i=2x1

)
wt(x)+etê·xe−i=2x1∆wt(x)+2∇(etê·xe−i=2x1)·t(x) = −k2netê·x−k2ne−i=2x1etê·xwt(x)

⇒ −(it+
1

4
)etê·xe−i=2x1wt(x)+etê·xe−i=2x1∆wt(x)+2

(
(t− i

2
)etê·xe−i=2x1 ; itetê·xe−i=2x1 ; 0

)
·∇wt(x)

= −k2netê·x − k2ne−i=2x1etê·xwt(x)

⇒ −
(
it+

1

4

)
wt(x) + ∆wt(x) + (2tê− ia) · ∇wt(x) = −k2nei=2x1 − k2nwt(x)

èá õðïëïãßóïõìå ìßá 2�−ðåñéïäéêÞ ëýóç ôçò ðáñáðÜíù åîßóùóçò. Áöïý ç åîßóùóç Ý÷åé ôçí
ìïñöÞ ôïõ ëÞììáôïò 2:4:4 ãéá á = 1=4, ôüôå ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ôïí åðéëýùí ôåëåóôÞ
Lt êáé íá ãñÜøïõìå ôçí åîßóùóç óôçí ìïñöÞ:

wt + k2Lt(nwt) = Ltñ óôï Q; (2.49)

üðïõ èÝóáìå ñ(x) = −k2n(x)ei=2x1 : Ãéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ t, ï ôåëåóôÞò Êt : w 7→ k2Lt(nw);
åßíáé óõóôïëÞ óôï L2(Q). ÐñÜãìáôé:

||Ktw||L2 = k2||Lt(nw)||L2 ≤ k2

t
||nw||L2 ≤ k2||n||∞

t
||w||L2 Üñá ||Êt||L2 < 1 ãéá áñêåôÜ ìåãÜëï

t. Ãéá áõôÝò ôéò ôéìÝò ôïõ t, ç åîßóùóç (2:49) Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç wt. ÅðåéäÞ ç ëýóç åîáñôÜôáé
óõíå÷þò áðü ôï äåîß ìÝëïò ôçò åîßóùóçò Ý÷ïõìå üôé õðÜñ÷åé c > 0 ôÝôïéï þóôå:

||wt||L2 ≤ c||Ltñ||L2 ≤ ck2

t
||n||L2 ; ∀t > T êáé ãéá êÜðïéï Ô > 0:

Åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá Green êáôáëÞãïõìå üôé ìå áõôÞ ôç ëýóç wt, ç óõíÜñôçóç u(x) =
etê·x[1 + e−i=2x1wt(x)] åßíáé ìßá ëýóç ôçò (2:47) ìå ôçí ìåôáâïëéêÞ Ýííïéá. Áõôü áðïäåéêíýåé
ôï èåþñçìá ãéá ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ z = tê.
¸óôù ôþñá z ∈ C3 ôõ÷áßï, ìå z · z = 0 êáé |z| ≥ T . Áðü áõôü Ý÷ïõìå üôé |Rez| =
|Imz| êáé (Rez) · (Imz) = 0. Ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôï z óôçí ìïíáäéêÞ ìïñöÞ z = t(â+ ib̂)
ìå â; b̂ ∈ S2 êáé t > 0; â · b̂ = 0. Oñßæïõìå åðßóçò ôï åîùôåñéêü ãéíüìåíï ĉ = â × b̂ êáé
ôïí ïñèïãþíéï ðßíáêá R = [âb̂ĉ] ∈ R3×3. ¸ôóé Ý÷ïõìå üôé tRê = z ⇒ R>z = tê: H
áíôéêáôÜóôáóç x 7→ Rx ìåôáó÷çìáôßæåé ôçí åîßóùóç Helmholtz (2:47) óôçí:

∆w(x) + k2n(Rx)w(x) = 0; x ∈ K(0; a);

ãéá w(x) = v(Rx); x ∈ K(o; a). Åöáñìüæïíôáò ôï ðñþôï ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò Ý÷ïõìå üôé
õðÜñ÷åé ãåíéêåõìÝíç ëýóç w ãéá áõôÞí ôçí åîßóùóç ôçò ìïñöÞò:

w(x) = etê[1+e
−i
2x1 wt(R>x)];
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üðïõ ôï wt éêáíïðïéåß ôçí åêôßìçóç ||wt||L2 ≤ C=t ãéá t > T: ÅðåéäÞ v(x) = w(R>x);
êáôáëÞãïõìå üôé:

v(x) = etê·R
>x[1 + e−i=2â·xwt(R

>x)] = ez·x[1 + e−i=2â·xwt(R
>x)]:

Áõôü áðïäåéêíýåé ôï èåþñçìá êáé óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç. �

Ôþñá ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ôï åðüìåíï:

Èåþñçìá 2.4.2 ¸óôù ôï Ω ⊂ R3; Ýíá öñáãìÝíï ÷ùñßï êáé Ýóôù n1; n2 ∈ C2(Ω) ôÝôïéá
þóôå n1 − 1 êáé n2 − 1 íá Ý÷ïõí óõìðáãÞ öïñÝá óôï Ù. Ôüôå ôï óýíïëï

{u1u2 : uj ∈ C2(Ω) íá åðéëýåé ôçí (2:17) ãéá n = nj; j = 1; 2}

ôùí ãéíïìÝíùí, åßíáé ðõêíü óôï L2(Ω):

Áðüäåéîç.

ÅðéëÝãïõìå b > 0 ôÝôïéï þóôå ôï Ω íá ðåñéÝ÷åôáé óôçí ìðÜëá Ê(0; b). ¸óôù g ∈ L2(Ω)
ôÝôïéï þóôå ∫

Ω

g(x)u1(x)u2(x)dx = 0

ãéá üëåò ôéò ëýóåéò uj ∈ C2(Ω) ôçò åîßóùóçò Helmholtz ∆uj + k2njuj = 0 óôï Ω; j = 1; 2.
H ðáñáðÜíù åîßóùóç éó÷ýåé ãéá üëåò ôéò ëýóåéò ôçò Helmholtz óôï Ê(0; a).
¸óôù Ýíá óôáèåñü äéÜíõóìá y ∈ R3 \ {0} êáé Ýíáò áñéèìüò � > 0. ÅðéëÝãïõìå Ýíá ìïíáäéáßï
äéÜíõóìá â ∈ R3, Ýíá äéÜíõóìá b ∈ R3 ìå |b|2 = |y|2 + �2 ôÝôïéï þóôå ôï {y; â; b} íá
ó÷çìáôßæåé Ýíá ïñèïêáíïíéêü óýóôçìá óôï R3. Oñßæïõìå:

z1 :=
1

2
b− i

2
(y + �â) êáé z2 := −1

2
b− i

2
(y − �â):

Tüôå zj · zj = |Rezj|2 − |Imzj|2 + 2iRezj · Imzj = |b|2=4 − (|y|2 + �2)=4 = 0 êáé |zj|2 =
(|b|2 + |y|2 + �2)=4 ≥ �2=4: Eðßóçò, z1 + z2 = −iy:
Åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá 2:4:1 ãéá ôçí zj óôçí åîßóùóç Helmholtz ∆uj + k2njuj =
0; óôï Ê(0; b) êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ó÷Ýóç (2:48) Ý÷ïõìå:

uz1 = ez
1 · x(1 + v1(x)) êáé uz2 = ez

2 · x(1 + v2(x)):

¢ñá áöïý éó÷ýåé ç ïñèïãùíéüôçôá
∫
K(0;b)

g(x)u1(x)u2(x)dx = 0 ⇒

0 =

∫
K(0;b)

e(z1+z2)·x(1+v1(x))·(1+v2(x))g(x)dx =

∫
K(0;b)

e−iy·x(1+v1(x)+v2(x)+v1(x)v2(x))g(x)dx

Áðü ôï èåþñçìá 2:4:1 Ý÷ïõìå üôé õðÜñ÷ïõí óôáèåñÝò Ô > 0 êáé C > 0 ôÝôïéåò þóôå:

||vz||L2 ≤ C

|z|
∀z ∈ C3; ìå z · z = 0 êáé |z| ≥ T =⇒ ||vj||L2 ≤ C

|zj|
≤ 2C

�
:
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×ñçóéìïðïéþíôáò ôþñá ôçí áíéóüôçôá Cauchy − Schwarz êáé óôÝëíïíôáò ôï � → ∞ êáôá-
ëÞãïõìå óôï ∫

(0;b)

e−iy·xg(x)dx = 0:

Áðü áõôü óõìðåñáßíïõìå üôé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier m∼g(x) ôïõ g ìçäåíßæåôáé. ¢ñá
ôåëéêÜ g = 0, ïðüôå ôï ãéíüìåíï ôùí ëýóåùí ôçò Helmholtz åßíáé ðõêíü óôï L2(Ω): �

×ñçóéìïðïéþíôáò üëá ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ôï ðáñáêÜôù
èåþñçìá ìïíáäéêüôçôáò:

Èåþñçìá 2.4.3 ¸óôù n1; n2 ∈ C2(R3) äýï äåßêôåò äéÜèëáóçò, ìå n1(x) = n2(x) = 1 ãéÜ
üëá ôá |x| ≥ a. ¸óôù åðßóçò u1;∞; u2;∞ ôá áíôßóôïé÷á ðëÜôç óêÝäáóçò, ôá ïðïßá õðïèÝôïõìå

üôé óõìðßðôïõí, äçëáäÞ u1;∞(x̂; �̂) = u2;∞(x̂; �̂) ãéá üëá ôá x̂; �̂ ∈ S2: Tüôå n1 = n2.

Áðüäåéîç.

Áðü ôï ëÞììá ïñèïãùíéüôçôáò 2:4:2 Ý÷ïõìå üôé áí u1;∞(x̂; �̂) = u2;∞(x̂; �̂) ôüôå:∫
K(o;a)

v1v2[n1(x)− n2(x)]dx = 0

ãéá üëåò ôéò ëýóåéò vj ôçò åîßóùóçò ∆vj + k2njvj = 0 óôï Ê(0; b); b > a: Åðßóçò,
áðü ôï èåþñçìá ðõêíüôçôáò 2:4:2, ãéá Ω = Ê(0; b) Ý÷ïõìå üôé ôï óýíïëï ôùí ëýóåùí
{v1v2 : v1; v2 ∈ C2(K(0; b))} ôçò Helmholtz åßíáé ðõêíü óôï L2(K(0; b)). ¢ñá áí∫

K(0;b)

g(x)v1(x)v2(x)dx = 0 ⇒ g = 0:

Ïðüôå, áí ðÜñïõìå g = n1 − n2 Ý÷ïõìå ôåëéêÜ üôé n1(x) = n2(x) ∀x: �

2.5 Ç áóèåíÞò ìïñöÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò óêÝäáóçò

Èá ïëïêëçñþóïõìå ôï êåöÜëáéï, ãåíéêåýïíôáò ôá ìÝ÷ñé ôþñá áðïôåëÝóìáôá óå ÷þñïõò ìç
ïìáëþí óõíáñôÞóåùí. Óôçí ðáñáðÜíù ìåëÝôç õðïèÝóáìå üôé ï äåßêôçò äéÜèëáóçò ðïõ ÷á-
ñáêôçñßæåé ôï ðñüâëçìá óêÝäáóçò (åõèý êáé áíôßóôñïöï), åßíáé ìßá óõíÜñôçóç n ∈ C2(R3):
Åðßóçò, ìåëåôÞóáìå ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåèüäïõò óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí. ÕðïèÝôïõìå
ôþñá üôé ï äåßêôçò äéÜèëáóçò åßíáé ìßá óõíÜñôçóç n ∈ L∞(R3) ìå Re n(x) > 0; Im n(x) ≥ 0
ó÷åäüí ãéá üëá ôá x ∈ R3: Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ôï åõèý ðñüâëçìá óêÝäáóçò äéáôõðþíåôáé
ùò åîÞò:

ÄåäïìÝíùí ôùí n; k; �̂ íá êáèïñéóôåß ôï u ∈ H1
loc(R3) ôÝôïéï þóôå

∆u+ k2nu = 0 óôï R3 (2.50)
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êáé ôï óêåäáæüìåíï ðåäßï us := u− ui éêáíïðïéåß ôçí óõíèÞêç áêôéíïâïëßáò

@us

@r
− ikus = O(1=r2); r = |x| → ∞ (2.51)

ïìïéüìïñöá ãéá x=|x| ∈ S2.

ÅðåéäÞ ôï n äåí åßíáé ïìáëÞ óõíÜñôçóç, äåí ìðïñïýìå íá ðåñéìÝíïõìå íá åßíáé ïìáëÞ ç ëýóç
u. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç ëýóç áíÞêåé óå Ýíáí êáôÜëëçëï ÷þñï Sobolev. Ãéá êÜèå áíïéêôü
óýíïëï Ω ⊂ R3 ïñßæïõìå ôï ÷þñï:

Ç1(Ω) = {u ∈ C1(Ω) : u;∇u ∈ L2(Ω)}:

O ÷þñïò áõôüò åöïäéÜæåôáé ìå ôçí íüñìá ||u||H1 =
√∫

Ω
(|∇u|2 + |u|2)dx. O H1 áðïôåëåß

÷þñï Çilbert ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï:

(u; v)Ç1 := (u; v)L2 + (∇u;∇v)L2 :

Ïñßæïõìå åðßóçò ôïí ÷þñï Sobolev:

Ç1
loc(Ω) = {u : R3 → C : u|K ∈ H1(K) ãéá êÜèå ìðÜëá Ê(0; R)}:

O Ç1
loc åöïäéÜæåôáé ìå ôçí ßäéá íüñìá, êáé åßíáé åðßóçò ÷þñïò Hilbert.

H ëýóç ôçò åîßóùóçò (2:50) ïñßæåôáé ìå ôçí áóèåíÞ (ìåôáâïëéêÞ) Ýííïéá:∫
R3

(∇u · ∇ − k2nu )dx = 0

ãéá êÜèå  ∈ H1(R3) ìå óõìðáãÞ öïñÝá.
H ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ðñïêýðôåé ùò åîÞò:
ÐïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ó÷Ýóç (2:50) ìå ìßá äïêéìáóôéêÞ óõíÜñôçóç  ∈ C∞0 (R3) êáé Ý÷ïõìå
∆u + k2nu = 0 óôï R3. Ïëïêëçñþíïíôáò ðáßñíïõìå∫

R3

(∆u + k2nu )dx = 0:

×ñçóéìïðïéþíôáò ôïí 1ï ôýðï ôïõ Green, êáé åðåéäÞ ç  åßíáé äïêéìáóôéêÞ óõíÜñôçóç êáôá-
ëÞãïõìå óôï ∫

R3

(∇u · ∇ − k2nu )dx = 0; ∀  ∈ C∞0 (R3):

Áðü ãíùóôü èåþñçìá åìöýôåõóçò, ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç éó÷ýåé ôåëéêÜ ãéá êÜèå  ∈ H1(R3)
ìå óõìðáãÞ öïñÝá.

Ãéá |x| > a ôï ïëéêü ðåäßï u êáé ôï óêåäáæüìåíï us éêáíïðïéïýí ôçí Helmholtz ∆u+k2nu =
0: Åßíáé åðßóçò ãíùóôÝò ïé óõíèÞêåò ïìáëïðïßçóçò ãéá ôï u êáé ôï us ãéá |x| > a êáé ç
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óõíèÞêç áêôéíïâïëßáò åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç.
Ãéá ôï áíôßóôñïöï ðñüâëçìá óêÝäáóçò óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, éó÷ýïõí ôá ßäéá áðïôåëÝóìáôá
ðïõ Ý÷ïõìå äåßîåé, üðïõ üìùò èåùñïýìå ôçí ëýóç ôçò Helholtz ìå ôçí áóèåíÞ Ýííïéá.

Ãéá ðëçñüôçôá èá äéáôõðþóïõìå ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò óôçí ìåôáâïëéêÞ
ôïõ ìïñöÞ.
Åóùôåñéêü ðñüâëçìá éäéïôéìþí
Íá êáèïñßóïõí ôá k > 0 êáé (v; w) ∈ H1(Ω) ìå (v; w) 6= (0; 0) ôÝôïéá þóôå:

∆v + k2v = 0; ∆w + k2nw = 0 óôï Ω; (2.52)

v = w;
@v

@n
=
@w

@n
óôï @Ω: (2.53)

Åðßóçò èåùñïýìå êáé ôçí ìç ïìïãåíÞ åêäï÷Þ ôïõ ðáñáðÜíù óõóôÞìáôïò:
Åóùôåñéêü Ðñüâëçìá Äéáðåñáôüôçôáò
ÄåäïìÝíùí ôùí f; g íá êáèïñßóïõí ôá (v; w) ∈ H1(Ω) ôÝôïéá þóôå:

∆v + k2v = 0; ∆w + k2nw = 0 óôï Ω; (2.54)

w − v = f;
@w

@n
− @v

@n
= g óôï @Ω: (2.55)

Åäþ ïé ëýóåéò ôùí (2:52)− (2:53) êáé (2:54)− (2:55) åííïïýíôáé ìå ôçí áóèåíÞ ìïñöÞ. Èåù-
ñïýìå üôé ôï æåýãïò (v; w) åðéëýåé ôï ðñüâëçìá (2:52)− (2:53) áí:∫

Ω

(∇w · ∇ − k2nw )dx =

∫
Ω

(∇v · ∇ − k2v )dx = 0; (2.56)

ãéá êÜèå  ∈ H1(Ω) ìå  = 0 óôï @Ω.
Áíôßóôïé÷á, èåùñïýìå üôé ôï æåýãïò (v; w) üôé åðéëýåé ôï ðñüâëçìá (2:54)− (2:55) áí:∫

Ω

(∇w · ∇ − k2nw )dx−
∫

Ω

(∇v · ∇ − k2v )dx =

∫
@Ω

g dx; ∀  ∈ H1(Ω): (2.57)
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ÊåöÜëáéï 3

To åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò

3.1 ÅéóáãùãÞ

Óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï åßäáìå ðùò ç ìåëÝôç ôïõ ðñïâëÞìáôïò óêÝäáóçò ìáò ïäÞãçóå óå
Ýíá óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôï ïðïßï ïíïìÜæåôáé åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôç-
ôáò. Ôï ðñüâëçìá áõôü åßíáé Ýíá ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí ôï ïðïßï åìöáíßæåôáé óôçí
áíôßóôñïöç èåùñßá óêÝäáóçò ãéá ìç ïìïãåíÞ ìÝóá. Ðáñüôé Ý÷åé áðëÞ äéáôýðùóç, äåí êáëý-
ðôåôáé áðü ôçí êëáóóéêÞ èåùñßá ôùí åëëåéðôéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, êáèþò äåí åßíáé ïýôå
åëëåéðôéêü ïýôå áõôïóõæõãÝò. Éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæåé ôï öÜóìá ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå
áõôü ôï óõíïñéáêü ðñüâëçìá êáé åéäéêüôåñá ç ýðáñîç éäéïôéìþí ïé ïðïßåò ïíïìÜæïíôáé éäéoôé-
ìÝò äéáðåñáôüôçôáò (tranmission eigenvalues). Åêôüò áðü ôçí èåùñçôéêÞ óçìáóßá ðïõ Ý÷ïõí
ïé éäéïôéìÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò, ðñüóöáôá Ý÷åé áðïäåé÷èåß üôé ìðïñïýìå íá áíáêôÞóïõìå äåäï-
ìÝíá ãéá ôïí äåßêôç äéÜèëáóçò ôïõ ìÝóïõ áðü äåäïìÝíá ðïõ ìðïñïýí íá ìåôñçèïýí [2]. Áõôü
âáóßæåôáé óôï óçìáíôéêü ãåãïíüò üôé ïé éäéïôéìÝò ìðïñïýí íá êáèïñéóôïýí áðü ôçí ìÝôñçóç
äåäïìÝíùí ìáêñéÜ áðü ôéò ðçãÝò.
Ãéá ðëçñüôçôá èá åðáíáäéáôõðþóïõìå ïñéóìÝíá óçìáíôéêÜ áðïôåëÝóìáôá áðü ôï ðñïçãïýìåíï
êåöÜëáéï.
Èåùñïýìå êáôÜ ôá ãíùóôÜ ôï ðñüâëçìá óêÝäáóçò ãéá ìç ïìïãåíÝò ìÝóï:

∆u+ k2n(x)u = 0 óôï R3 (3.1)

u = ui + us (3.2)

lim
r→∞

r

(
@us

@r
− ikus

)
= 0; (3.3)

üðïõ r = |x|; ôï ìç ïìïãåíÝò ÷ùñßï ðåñéêëåßåôáé óå ìßá ìðÜëá Â, ç ôá÷ýôçôá ôïõ Þ÷ïõ c(x)
åßíáé óôáèåñÞ ßóç ìå c0 ãéá x ∈ R3 \B êáé ï äåßêôçò äéÜèëáóçò åßíáé

n(x) =
c2

0

c2(x)
:
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Eðßóçò, ïñßóáìå ôïí ïëïêëçñùôéêü ôåëåóôÞ ðëÜôïõò óêÝäáóçò F : L2(S2)→ L2(S2)

(Fg)(x̂) :=

∫
S2

u∞(x̂; �̂)g(�̂)ds(�̂); (3.4)

üðïõ u∞ åßíáé ôï ðëÜôïò óêÝäáóçò, x̂ = x=|x| êáé x̂; �̂ ∈ S2 êáé S2 åßíáé ç ìïíáäéáßá óöáßñá
ôïõ R3. Ç ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé ôï óêåäáæüìåíï ðåäßï ìå ôï ðëÜôïò óêÝäáóçò (áóõìðôùôéêÞ
óõìðåñéöïñÜ) åßíáé

us(x) =
eikr

r
u∞(x̂; �̂) +O(

1

r2
): (3.5)

Áðü ôçí áñ÷Þ ôçò õðÝñèåóçò Ý÷ïõìå üôé ôï (Fg)(x̂) åßíáé ôï ðëÜôïò óêÝäáóçò ãéá ôï ðñüâëçìá
(3:1)− (3:2)− (3:3) ìå ðñïóðßðôïí ðåäßï ui íá åßíáé ßóï ìå ôçí êõìáôïóõíÜñôçóç Herglotz vg
ìå ðõñÞíá g

vg(x) :=

∫
S2

eikx·�̂g(�̂)ds(�̂): (3.6)

Áðü ôï èåþñçìá 2:3:2 Ý÷ïõìå üôé ãéá ðñáãìáôéêü n ∈ C2(R3) ï ôåëåóôÞò óêÝäáóçò
S := I + ik

2�
F åßíáé ïñèïìïíáäéáßïò êáé ï ôåëåóôÞò F åßíáé êáíïíéêüò.

Åßäáìå áêüìá üôé ç ìåëÝôç ôçò åîßóùóçò Fg = f ãéá äéÜöïñåò óõíáñôÞóåéò f ìáò ïäÞãçóå
óôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò:

Íá êáèïñéóôïýí ôá k > 0 êáé (v; w) ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) ìå (v; w) 6= (0; 0) ôÝôïéá þóôå:

∆v + k2v = 0; ∆w + k2n(x)w = 0 óôï Ω; (3.7)

v = w;
@v

@n
=
@w

@n
óôï @Ω: (3.8)

Óáí óõíÝðåéá ôïõ èåùñÞìáôïò 2:3:3 áðïäåéêíýïõìå ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá.

Èåþñçìá 3.1.1 Ï ôåëåóôÞò ðëÜôïõò óêÝäáóçò F åßíáé 1-1 êáé ìå ðõêíÞ åéêüíá áí êáé ìüío
áí äåí õðÜñ÷åé ëýóç (v; w) ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) ãéá ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò,
ìå v ìéá óõíÜñôçóç Herglotz, ðõñÞíá g.

Áðüäåéîç.

ÕðïèÝôïõìå üôé ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äåí Ý÷åé ìç ôåôñéììÝíåò ëýóåéò êáé üôé (Fg)(x̂) =
0; ∀ x̂ ∈ S2. ¢ñá ç õðÝñèåóç ôùí óêåäáæüìåíùí ðåäßùí, ëüãù ôïõ ëÞììáôïò Rellich åßíáé

U s(x) :=

∫
S2

us(x; �̂)g(�̂)ds(�̂) = 0; ∀ x ∈ R3 \ Ω:

Áí v = vg ôï ðñïóðßðôïí, ôüôå èá éêáíïðïéåß ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá ãéá w ßóç ìå:

w(x) :=

∫
S2

u(x; �̂)g(�̂)ds(�̂):
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¼ìùò ôüôå áðü ôçí õðüèåóç ðñÝðåé vg ≡ 0: ¢ñá, áðü ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ðñïêýðôåé
üôé áíáãêáóôéêÜ g = 0: Oðüôå ôåëéêÜ ï F åßíáé 1-1. ÔÝëïò, ç ðõêíüôçôá ôïõ åéêüíáò ôïõ
ôåëåóôÞ F ðñïêýðôåé áðü ôï ðüñéóìá 2:3:1. �

Èá ïñßóïõìå ôþñá ôçí Ýííïéá ôçò éäéïôéìÞò ãéá ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò, ç
ïðïßá ðáßæåé êåíôñéêü ñüëï óôç óõíÝ÷åéá.

Ïñéóìüò 3.1.1 Ïé ôéìÝò k > 0 ãéá ôéò ïðïßåò ôï ðñüâëçìá (3:7)− (3:8) Ý÷åé ìç ôåôñéìÝíç
ëýóç ïíïìÜæïíôáé éäéïôéìÝò ôïõ åóùôåñéêïý ðñïâëÞìáôïò äéáðåñáôüôçôáò. Ïé áíôßóôïé÷åò ìç
ôåôñéììÝíåò ëýóåéò (v; w) ïíïìÜæïíôáé éäéïæåýãç.

Ðüñéóìá 3.1.1 O ôåëåóôÞò ðëÜôïõò óêÝäáóçò åßíáé 1-1 êáé Ý÷åé ðõêíÞ åéêüíá áí ôï k > 0
äåí åßíáé éäéïôéìÞ ãéá ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò.

Èá ïëïêëçñþóïõìå ôçí ðáñÜãñáöï ìå ôçí ðáñáôÞñçóç üôé ãéá ìÝóá ìå áðïññüöçóç, äçëáäÞ
üôáí ï äåßêôçò äéÜèëáóçò Ý÷åé ìç ìçäåíéêü öáíôáóôéêü ìÝñïò, ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðå-
ñáôüôçôáò äåí Ý÷åé ðñáãìáôéêÝò éäéïôéìÝò.

Èåþñçìá 3.1.2 Áí Émn > 0 óå êÜðïéï áíïéêôü óýíïëï Á ⊂ Ω, ôüôå ôï ðñüâëçìá (3:7)−
(3:8) äåí Ý÷åé ðñáãìáôéêÝò éäéïôéìÝò k > 0.

Áðüäåéîç.

¸óôù (v; w) ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (ìå ôçí ìåôáâïëéêÞ Ýííïéá), ãéá êÜðïéï k > 0. ÈÝôïõìå
 = w − v óôçí ó÷Ýóç (2:56) êáé Ý÷ïõìå:∫

Ω

(
∇w · ∇(w − v)− k2nw(w − v)

)
dx = 0:

Åðßóçò, èÝôïõìå  = v óôçí åîßóùóç (2:57), ãéá g = 0 ïðüôå:∫
Ω

(
∇w · ∇v − k2nwv

)
dx−

∫
Ω

(
∇v · ∇v − k2vv

)
dx = 0:

ÐñïóèÝôïíôáò ôéò äýï ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò ðñïêýðôåé∫
Ω

(
∇w · ∇w − k2nww

)
dx−

∫
Ω

(
∇w · ∇v − k2nwv

)
dx+∫

Ω

(
∇w · ∇v − k2nwv

)
dx−

∫
Ω

(
∇v · ∇v − k2vv

)
dx = 0

⇒
∫

Ω

(
|∇w|2 − k2n|w|2

)
dx−

∫
Ω

(
|∇v|2 − k2|v|2

)
dx = 0

Ðáßñíïíôáò ôþñá ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò ðáñáðÜíù åîßóùóçò Ý÷ïõìå∫
Ω

Imn|w|2dx = 0:
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ÅðåéäÞ üìùò Ý÷ïõìå õðïèÝóåé üôé Imn ≥ 0 ∀ x; êáé Imn > 0 óôï áíïéêôü óýíïëï A, ðñÝðåé
w = 0 óôï Á. ¢ñá áðü ôçí ãåíéêåõìÝíç áñ÷Þ ôçò áíáëõôéêÞò óõíÝ÷éóçò (èåþñçìá 2:2:1)
ðñÝðåé w = 0 óå üëï ôï Ù. ¢ñá ôá óõíïñéáêÜ äåäïìÝíá Cauchy åßíáé v = @v

@n
= 0 óôï @Ω.

×ñçóéìïðïéþíôáò ðÜëé ôçí ó÷Ýóç (2:57) ãéá g = 0 , êáé åðåêôåßíïíôáò ôçí v ìçäåíéêÜ Ýîù
áðü ôï ÷ùñßï Ù ðñïêýðôåé:∫

R3

(
∇v · ∇ − k2v 

)
dx = 0; ∀  ∈ H1(R2):

Ïðüôå ôåëéêÜ, ç áñ÷Þ ôçò áíáëõôéêÞò óõíÝ÷éóçò ìáò äßíåé üôé v = 0 óôï Ù. Áöïý ëïéðüí
êáôáëÞîáìå óôçí ôåôñéìÝíç ëýóç (v; w) = (0; 0) óçìáßíåé üôé ôï k äåí åßíáé éäéïôéìÞ. �

3.2 H ðåñßðôùóç ôïõ ìÝóïõ ìå óöáéñéêÜ óôñþìáôá

Óêïðüò áõôÞò ôçò ðáñáãñÜöïõ åßíáé íá ìåëåôÞóïõìå ôï ðñüâëçìá (3:7)− (3:8) üôáí ôï ìÝóï
åßíáé óöáéñéêÜ äéáóôñùìáôùìÝíï [7]; [10]. Ãéá áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, áñêåôÜ áðïôåëÝóìáôá åßíáé
ãíùóôÜ, åéäéêÜ üóïí áöïñÜ ôéò éäéïôéìÝò. Ôï êýñéï áðïôÝëåóìá ðïõ èá áðïäåßîïõìå åßíáé üôé
üôáí ï äåßêôçò äéÜèëáóçò åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôçí áêôßíá êáé åßíáé ðñáãìáôéêüò ôüôå õðÜñ÷ïõí
Üðåéñåò éäéïôéìÝò, ìå áíôßóôïé÷åò éäéïóõíáñôÞóåéò.
Áñ÷éêÜ õðïèÝôïõìå üôé ï äåßêôçò äéÜèëáóçò n(x) åßíáé óôáèåñüò. Áí åßíáé ßóïò ìå ìïíÜäá, ôüôå
äåí õðÜñ÷åé áíïìïéïãÝíåéá, äåí óêåäÜæïíôáé êýìáôá êáé ï ôåëåóôÞò óêÝäáóçò åßíáé ôáõôïôéêÜ
ßóïò ìå ìçäÝí Üñá êÜèå k > 0 åßíáé éäéïôéìÞ. Ãéá íá áðïöýãïõìå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç
õðïèÝôïõìå üôé:

1

a

∫ a

0

[n(�)]
1
2d� 6= 1 (3.9)

Èá áðïäåßîïõìå ôþñá ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá:

Èåþñçìá 3.2.1 YðïèÝôïõìå üôé n(x) = n(r); Im n = 0 ; 1
a

∫ a
0

[n(�)]
1
2d� 6= 1 êáé n(r) ∈

C2(D) üðïõ D := {x : |x| < a} . Ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá Üðåéñï äéáêñéôü óýíïëï áðü éäéïôéìÝò
ìå áíôßóôïé÷åò éäéïóõíáñôÞóåéò ãéá ôï ðñüâëçìá (3:7)− (3:8).

Áðüäåéîç.

Èá ðåñéïñéóôïýìå óå ëýóåéò ôïõ (3:7)− (3:8) ðïõ åîáñôþíôáé ìüíï áðü ôï r = |x|. Ôüôå ç
v ðñÝðåé íá Ý÷åé ôçí ìïñöÞ

v(x) = a0j0(kr)

üðïõ ç j0 åßíáé ìßá óöáéñéêÞ óõíÜñôçóç Bessel ôÜîçò 0 êáé a0 ìßá óôáèåñÜ. ÃñÜöïíôáò

w(x) = b0
y(r)

r

ìå b0 óôáèåñÜ ôüôå áí ç y åßíáé ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí:

y
′′

+ k2n(r)y = 0 (3.10)
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ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò y(0) = 0; y
′
(0) = 1 ôüôå ç óõíÜñôçóç w éêáíïðïéåß ôçí (3:7). ÐñÜãìáôé,

áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ôåëåóôÞ Laplace ãéá óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò Ý÷ïõìå:

∆w + k2nw =
@2(b0

y(r)
r

)

@r2
+

2

r

@

@r

(
b0
y(r)

r

)
+ k2nb0

y(r)

r
=

= b0
@

@r

(
y
′

r
− y

r2

)
+ b0

2

r

y
′

r
− b0

2

r3
y + k2nb0

y

r
=

= b0
y
′′
r − y′

r2
− b0

y
′
r2 − 2yr

r4
+ b0

2y
′

r2
− b0

2y

r3
+ k2nb0

y

r
=

=
b0

r
y
′′

+
b0

r
k2ny

(3:10)
= 0

¢ñá éó÷ýåé. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôþñá ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü Liouville:

� :=

∫ r

0

[n(�)]
1
2d�; z(�) := [n(r)]

1
4y(r): (3.11)

Èá áðïäåßîïõìå üôé áõôüò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò ìáò ïäçãåß óôï åîÞò ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí:

z
′′

+ [k2 − p(�)]z = 0 (3.12)

z(0) = 0; z
′
(0) = [n(0)]−

1
4 (3.13)

üðïõ

p(�) :=
n
′′
(r)

4[n(r)]2
− 5

16

[n
′
(r)]2

[n(r)]3
: (3.14)

Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Ý÷ïõìå:

z
′
(�) =

@z

@r

@r

@�
=

(
1

4
[n(r)]−

3
4n
′
(r)y(r) + [n(r)]

1
4y
′
(r)

)
[n(r)]−

1
2 (3.15)

z
′′
(�) =

@2z

@�2
=

@

@�
z
′
(�) =

@z
′

@r

@r

@z
=

(
− 5

16
n(r)−

9
4 [n

′
(r)]2y(r) +

1

4
[n(r)]−

5
4 [n

′′
(r)]y(r)+

+
1

4
[n(r)]−

5
4n
′
(r)y

′
(r)− 1

4
[n(r)]

−5
4 n

′
(r)y

′
(r) + [n(r)]−

1
4y
′′
(r)

)
[n(r)]−

2
4 ⇒

⇒ z
′′
(�) = − 5

16
n(r)−

11
4 [n

′
(r)]2y(r) +

1

4
[n(r)]−

7
4 [n

′′
(r)]y(r) + [n(r)]−

3
4y
′′
(r) (3.16)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôþñá ôéò ó÷Ýóåéò (3:14)−(3:16) óôçí äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3:12) ðáßñíïõìå

z
′′

+ [k2 − p(�)]z = − 5

16
n(r)−

11
4 [n

′
(r)]2y(r) +

1

4
[n(r)]−

7
4 [n

′′
(r)]y(r) + [n(r)]−

3
4y
′′
(r)+

+

[
k2 − n

′′
(r)

4[n(r)]2
− 5

16

[n
′
(r)]2

[n(r)]3

]
[n(r)]

1
4y(r) = [n(r)]−

3
4

(
y
′′
(r) + k2n(r)y(r)

)
(2:10)
= 0
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Ïðüôå éó÷ýåé. Ôï åðüìåíï âÞìá åßíáé íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ãéá
ôï z(�) óå ìßá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra [11].
To ðñüâëçìá Ý÷åé ôçí ãåíéêÞ ìïñöÞ:

−(Lz)(�) + �r(�) = h(�)

z(0) = z0; z
′
(0) = z

′

0

üðïõ −(Lz)(�) = z
′′
(�) + k2z(�); � = 1; r(�) = −p(�) êáé z(0) = 0; z

′
(0) = [n(0)]−

1
4 :

Áñ÷éêÜ âñßóêïõìå äýï ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ëýóåéò ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò

(Lz)(�) = 0 ⇒ z
′′
(�) + k2z(�) = 0:

KáôÜ ôá ãíùóôÜ, ïé ëýóåéò åßíáé:

z1(�) = A cos(k�) êáé z2(�) = Â sin(k�) (3.17)

Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôéò óôáèåñÝò Á êáé Â ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå ôéò ëýóåéò Ýôóé þóôå
z1z

′
2 − z

′
1z2 = 1: ¢ñá Ý÷ïõìå:

Á cos (k�)Bk cos (k�) + Ak sin (k�)B sin (k�) = 1 ⇒ ABk = 1 ⇒ AB =
1

k
:

ÅðéëÝãïõìå, ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò Á = 1 êáé B = 1
k
: ×ñçóéìïðïéþíôáò ôþñá ôéò

áñ÷éêÝò óõíèÞêåò Ý÷ïõìå:

z(0) = 0 ⇔ c1z1(0) + c2z2(0) = 0 ⇔ c1 cos(k0) + c2
1

k
sin(k0) = 0 ⇒ c1 = 0

z
′
(0) = [n(0)]−

1
4 ⇔ c2

1

k
cos (k0) = [n(0)]−

1
4 ⇒ c2 =

1

[n(0)]
1
4

:

¢ñá, ç ëýóç ãñÜöåôáé óáí ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò:

z(�) = c1z1(�) + c2z2(�) + �

∫ �

0

{z1(�)z2(�)− z1(�)z2(�)}r(�)z(�)d� ⇒

z(�) =
sin(k�)

k[n(0)]
1
4

+

∫ �

0

{1

k
cos(k�) sin k� − 1

k
cos (k�) sin (k�)(−p(�))z(�)d�} ⇒

z(�) =
sin(k�)

k[n(0)]
1
4

+
1

k

∫ �

0

{cos(k�) sin k� − cos (k�) sin (k�)p(�)z(�)d� ⇒

z(�) =
sin(k�)

k[n(0)]
1
4

+
1

k

∫ �

0

{sin k(� − �)p(�)z(�)d�: (3.18)
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Ç åîßóùóç (3:18) áðïôåëåß ìßá ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç Volterra äåõôÝñïõ åßäïõò.
×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí Ý÷ïõìå üôé:

z(�) =
sin (k�)

k[n(0)]
1
4

+O

(
1

k2

)
êáé z

′
(�) =

cos (k�)

[n(0)]
1
4

+O

(
1

k

)
;

Üñá áðü ôçí ó÷Ýóç (3:11) ðñïêýðôåé üôé

y(r) =
1

k[n(0)n(r)]
1
4

sin

(
k

∫ r

0

[n(�)]
1
2d�

)
+ O

(
1

k2

)
(3.19)

y
′
(r) =

[
n(r)

n(0)]

] 1
4

cos

(
k

∫ r

0

[n(�)]
1
2d�

)
+ O

(
1

k

)
(3.20)

ïìïéüìïñöá óôï [0; a].
Óôï åðüìåíï âÞìá, áðáéôïýìå íá éó÷ýïõí ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (3:8), Üñá Ý÷ïõìå:

w = v óôï @D ⇔ b0
y(a)

a
= a0j0(ka)

@v

@n
=
@w

@n
óôï @D ⇔ b0

d

dr

(
y(r)

r

)
r=a

= a0j
′

0(kr)|r=a

Éóïäýíáìá

b0
y(a)

a
− a0j0(ka) = 0

b0
d

dr

(
y(r)

r

)
r=a

− a0j
′

0(kr)|r=a = 0

Ôï ðáñáðÜíù óýóôçìá Ý÷åé ìç ôåôñéìÝíç ëýóç áí êáé ìüíï áí ç ðáñáêÜôù ïñßæïõóá åßíáé
ìçäÝí

d := det

(
y(a)
a

−j0(ka)
d
dr

(
y(r)
r

)
r=a

−j ′0(kr)|r=a

)
= 0

Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôçí ïñßæïõóá ïñßæïõìå áñ÷éêÜ ôéò åîÞò ðïóüôçôåò:

B =
1

[n(0)n(a)]
1
4

; C =

(
n(a)

n(0)

) 1
4

(3.21)

êáé

� =
1

a

∫ a

0

[n(�)]
1
2d�: (3.22)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3:19)− (3:21) ðáßñíïõìå

y(a)

a
=

1

ka
B sin (k�a) +O

(
1

k2

)
: (3.23)
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Åðßóçò Ý÷ïõìå:
d

dr

(
y(r)

r

)
r=a

=
y
′
(a)

a
− y(a)

a2

Üñá áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3:20)− (3:21) ðáßñíïõìå:

d

dr

(
y(r)

r

)
r=a

=
C

a
cos (k�a)− 1

ka2
B sin (k�a) +O

(
1

k

)
: (3.24)

Ãéá ôçí óöáéñéêÞ óõíÜñôçóç Bessel ìçäåíéêÞò ôÜîçò éó÷ýåé üôé j0(kr) = sin kr=kr Üñá:

j0(ka) =
sin ka

ka
(3.25)

Eðßóçò,

j
′

0(kr) =
k2r cos (kr)− k sin (kr)

k2a2
; Üñá

j
′

0(ka) =
cos (a)

ka
− sin (ka)

ka2
: (3.26)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3:24); (3:25); (3:26); (3:27) ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôçí ïñßæïõóá:

d = − 1

ka
B sin (k�a)

(
cos (a)

ka
− sin (ka)

ka2

)
+

(
C

a
cos (k�a)− 1

ka2
B sin (k�a)

)
sin ka

ka
+Ï

(
1

k2

)
Üñá ôåëéêÜ

d =
1

ka2
{Â sin (k�a) cos (ka)− C cos (k�a) sin (ka)}: (3.27)

Ãéá íá åßíáé ìçäåíéêÞ ç ïñßæïõóá ðñÝðåé Â sin (k�a) cos (ka) − C cos (k�a) sin (ka) = 0 . Èá
äéáêñßíïõìå ðåñéðôþóåéò:
Áí ôï ä åßíáé Ýíáò ñçôüò áñéèìüò, äéÜöïñïò ôçò ìïíÜäáò, ôüôå ï ðñþôïò üñïò ôçò åîßóùóçò
(3:27) åßíáé ìßá ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ ðáßñíåé èåôéêÝò êáé áñíçôéêÝò ôéìÝò. ¢ñá ãéá k
áñêåôÜ ìåãÜëï õðÜñ÷åé ìßá Üðåéñç áêïëïõèßá áðü k, ôÝôïéá þóôå ç ïñßæïõóá íá ìçäåíßæåôáé.
ÊÜèå ôÝôïéïò áñéèìüò k åßíáé éäéïôéìÞ ãéá ôï ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò ïðüôå áðïäåéêíýåôáé
ôï èåþñçìá óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç. Áí ôï � = 0 êáé Â = C ôüôå ôï d åßíáé ôáõôïôéêÜ
ìçäÝí, áëëÜ áõôÞ ç ðåñßðôùóç áðïêëåßåôáé áðü ôçí õðüèåóç. ÔÝëïò, åÜí ôï ä åßíáé Üññçôïò
ìðïñïýìå ðÜëé íá éó÷õñéóôïýìå üôé éó÷ýåé ôï èåþñçìá. ÐñÜãìáôé, óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ï
üñïò åßíáé ó÷åäüí ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç. ÅðåéäÞ ïé ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé êáé ó÷åäüí
ðåñéïäéêÝò, êáé ïé ó÷åäüí ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò áðïôåëïýí Üëãåâñá ìðïñïýìå íá åîÜãïõìå
ôï óõìðÝñáóìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí ïñéóìü ôùí ó÷åäüí ðåñéïäéêþí óõíáñôÞóåùí.

�
Óáí óõìðÝñáóìá, ìðïñïýìå íá äéáôõðþóïõìå ôï ðáñáêÜôù ðüñéóìá

Ðüñéóìá 3.2.1 Ãéá óöáéñéêÜ óõììåôñéêü ìÝóï ìå Émn = 0; ç åéêüíá ôïõ ôåëåóôÞ ðëÜôïõò
óêÝäáóçò äåí åßíáé ðõêíÞ óôï L2(S2) ãéá üëá ôá Üðåéñá k ðïõ åßíáé ñßæåò ôçò ïñßæïõóáò
(3:27)
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Éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí óôçí áíôßóôñïöç èåùñßá óêÝäáóçò Ý÷åé ôï áí ïé éäéïôéìÝò ôïõ åóùôåñé-
êïý ðñïâëÞìáôïò äéáðåñáôüôçôáò ìðïñïýí íá êáèïñßóïõí ôïí áíôßóôïé÷ï äåßêôç äéÜèëáóçò
n(r). Ç áðÜíôçóç óå áõôü ôï åñþôçìá äüèçêå ìÝóù ôïõ ðáñáêÜôù èåùñÞìáôïò [10]. Ðñéí
äéáôõðþóïõìå ôï èåþñçìá ïñßæïõìå

A :=

∫ a

0

[n(r)]
1
2dr

êáé óçìåéþíïõìå üôé ïé éäéïôéìÝò kj éêáíïðïéïýí ôç ó÷Ýóç

k2
j =

j2�2

(A− a)2
+O(1);

ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé n(a) = 1 êáé üôé éó÷ýïõí ïé õðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò 3:2:1.

Èåþñçìá 3.2.2 ÕðïèÝôïõìå üôé n1(r) êáé n2(r) éêáíïðïéïýí ôéò õðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò
3:2:1 êáé üôé n1(a) = n2(a) = 1: Ïñßæïõìå Ai ùò

Ai =

∫ a

0

[ni(r)]
2dr

ãéá i = 1; 2: ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé õðÜñ÷åé Ì > 0 ôÝôïéï þóôå üëåò ïé éäéïôéìÝò ãéá
n1 êáé n2; ïé ïðïßåò åßíáé ìåãáëýôåñåò áðü Ì, óõìðßðôïõí. Ôüôå Á1 = Á2 = Á: ÕðïèÝôïõìå
áêüìá üôé üôé õðÜñ÷åé ìßá õðáêïëïõèßá áðü éäéïôéìÝò ðïõ óõìâïëßæïõìå ìå k2

j ; j = 1; 2; : : :
ôÝôïéá þóôå
1) õðÜñ÷åé Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò m0 ìå

|k2
j | <

(m+ 1
2
)2�2

(A− a)2

ãéá j = 1; 2; : : : ;m êáé m ≥ m0, êáé
2) ãéá j > m0 üëá ôá k2

j åßíáé ðñáãìáôéêÜ êáé éêáíïðïéïýí ôç ó÷Ýóç

|k2
j | >

(m0 + 1
2
)2�2

(A− a)2
:

Ôüôå, áí 3A < a Ý÷ïõìå üôé n1(r) = n2(r); ãéá 0 ≤ r ≤ a.

3.3 Ç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ ìç ïìïãåíïýò ìÝóïõ

Èá ìåëåôÞóïõìå ôþñá ôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôï ìÝóï åßíáé ìç ïìïãåíÝò, äçëáäÞ Ý÷åé ìåôáâëçôü
äåßêôç äéÜèëáóçò n(x). Áõôü ôï ðñüâëçìá ðáñáìÝíåé áíïéêôü üóïí áöïñÜ ôï öÜóìá ôïõ åóù-
ôåñéêïý ðñïâëÞìáôïò äéáðåñáôüôçôáò [3]; [4]; [5]. Èá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá
éäéïôéìÞ ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé ï äåßêôçò äéÜèëáóçò åßíáé ìéêñüôåñïò Þ ìåãáëýôåñïò áðü ôç
ìïíÜäá ìÝóá óôï ìÝóï, ÷ùñßò üìùò ôïí ðåñéïñéóìü íá åßíáé áñêåôÜ ìåãÜëïò. Ãéá ôçí áíÜëõóç
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ôïõ ðñïâëÞìáôïò èá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá âïçèçôéêü ðñüâëçìá éäéïôéìþí ãéá Ýíáí áõôïóõæõãÞ,
ðéåóôéêü ôåëåóôÞ ï ïðïßïò åîáñôÜôáé êáôÜ Ýíá ìç ãñáììéêü ôñüðï áðü ìßá ðáñÜìåôñï. Åéäé-
êÝò ôéìÝò áõôÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò éäéïôéìÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò äéáðåñáôüôçôáò.

¸óôù D ⊂ R3; Ýíá öñáãìÝíï êáé áðëÜ óõíåêôéêü ÷ùñßï, ìå óýíïñï Lipschitz @D. To
åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò ðïõ áíôéóôïé÷åß óå óêÝäáóç áðü Ýíá éóüôñïðï, ìç ïìï-
ãåíÝò ìÝóï D óôï R3 ðåñéãñÜöåôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3:7)− (3:8), ãéá Ω ≡ D. Ïé óõíáñôÞóåéò
w; v áíÞêïõí óôïí ÷þñï ôùí ôåôñáãùíéêÜ ïëïêëçñþóéìùí óõíáñôÞóåùí L2(D) Ýôóé þóôå
w − v ∈ H2

0 (D); üðïõ

Ç2
0 (D) =

{
u ∈ H2(D) : u = 0 êáé

@u

@í
= 0 óôï @D

}
:

Åäþ õðïèÝôïõìå üôé ï äåßêôçò äéÜèëáóçò åßíáé åßíáé ìßá ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôÝôïéá þóôå
n ∈ L∞(D); 1=|n(x)− 1| ∈ L∞(D) êáé n(x) ≥ � > 0 ó÷åäüí ðáíôïý óôï D. (¼ðùò äåßîáìå
óå ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï, üôáí ï äåßêôçò äéÜèëáóçò åßíáé ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç äåí õðÜñ÷ïõí
ðñáãìáôéêÝò éäéïôéìÝò). Èá ìåôáôñÝøïõìå ôï ðñüâëçìá éäéïôéìþí, óå Ýíá éóïäýíáìï ôÝôáñôçò
ôÜîçò. ÊáôÜ ôá ãíùóôÜ Ý÷ïõìå ôï ðñüâëçìá

∆v + k2n(x)v = 0; ∆w + k2w = 0 óôï D;

v = w;
@v

@í
=
@w

@í
óôï @D;

ÈÝôïõìå u = v − w êáé Ý÷ïõìå(
∆ + k2

)
u =

(
∆ + k2

)
(v − w) =

(
∆ + k2

)
v

Ðñïóèáöáéñþíôáò ôçí ðïóüôçôá k2nv, ðñïêýðôåé(
∆ + k2

)
u =

(
∆ + k2

)
v ± k2nv =

(
∆ + k2n

)
v + k2v − k2nv = k2v − k2nv = k2(1− n)v:

¢ñá Ý÷ïõìå

(
∆ + k2n

) 1

n− 1

(
∆ + k2

)
u =

(
∆ + k2n

) 1

n− 1
k2(1− n)v = −

(
∆ + k2n

)
k2v = 0

Ïðüôå ðñïêýðôåé ç éóïäýíáìç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôÝôáñôçò ôÜîçò

(
∆ + k2n

) 1

n− 1

(
∆ + k2

)
u = 0; óôï D: (3.28)

Ãéá ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Ý÷ïõìå v − w = 0; @v
@í
− @w

@í
= 0 óôï @D , Üñá éóïäýíáìá:

u = 0;
@u

@í
= 0 óôï @D: (3.29)
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Óôçí ìåôáâïëéêÞ ìïñöÞ, ç åîßóùóç (3:28) ãñÜöåôáé óáí ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ìßáò u ∈
H2

0 (D) ôÝôïéá þóôå∫
D

1

n− 1

(
∆u+ k2u

) (
∆v + k2nv

)
dx = 0 ∀ v ∈ H2

0 (D): (3.30)

ÈÝôïõìå k2 := ô; êáé ïñßæïõìå ôéò åîÞò öñáãìÝíåò çìéãñáììéêÝò ìïñöÝò (sesquilinear) óôï
êáñôåóéáíü Ç2

0 (D)×H2
0 (D) :

Aô(u; v) =

(
1

n− 1
(∆u+ ôu); (∆v + ôv)

)
D

+ ô2(u; v)D; (3.31)

Ãô(u; v) =

(
1

n− 1
(∆u+ ônu); (∆v + ônv)

)
D

+ ô2(nu; v)D (3.32)

=

(
n

n− 1
(∆u+ ôu); (∆v + ôv)

)
D

+ (∆u;∆v)D

êáé
B(u; v) = (∇u;∇v)D (3.33)

üðïõ ôï (·; ·)D óõìâïëßæåé ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí L2(D). Tüôå, ç ó÷Ýóç (3:30) ìðïñåß
íá ãñáöôåß óáí

Aô(u; v)− ôB(u; v) = 0 ∀v ∈ H2
0 (D); (3.34)

åßôå ùò
Ãô(u; v)− ôB(u; v) = 0 ∀v ∈ H2

0 (D): (3.35)

ÐñÜãìáôé, áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3:31)− (3:34) Ý÷ïõìå∫
D

1

n− 1
∆u∆vdx+ ô

∫
D

1

n− 1
∆uvdx+ ô

∫
D

1

n− 1
u∆vdx

+ô2

∫
D

1

n− 1
uvdx+ ô2

∫
D

uvdx− ô
∫
D

∇u∇vdx = 0

Ðñïóèáöáéñþíôáò ôï ô
∫
D

∆uvdx Ý÷ïõìå∫
D

1

n− 1
∆u∆vdx+ ô

∫
D

n

n− 1
∆uvdx+ ô

∫
D

1

n− 1
u∆vdx

+ô2

∫
D

n

n− 1
uvdx− ô

∫
D

∇u∇vdx− ô
∫
D

∆uvdx = 0:

×ñçóéìïðïéþíôáò ôïí ðñþôï ôýðï Green êáôáëÞãïõìå óôçí ó÷Ýóç∫
D

1

n− 1
∆u∆vdx+ ô

∫
D

n

n− 1
∆uvdx+ ô

∫
D

1

n− 1
u∆vdx+ ô2

∫
D

n

n− 1
uvdx = 0;

51



ïðüôå Ý÷ïõìå ôçí ìåôáâïëéêÞ ìïñöÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3:30). ¼ìïéá êáé ãéá ôçí äéáôýðùóç
(3:35):
(×ñçóéìïðïéïýìå äéáöïñåôéêïýò óõìâïëéóìïýò A êáé Ã, ãéá ëüãïõò áðëüôçôáò üðùò èá
öáíåß ðáñáêÜôù.) Éó÷ýåé åðßóçò üôé Ãô = −Aô + 2ôB:
Èá äåßîïõìå üôé ãéá 1

n(x)−1
> ã > 0 ó÷åäüí ðáíôïý óôï D ç çìéãñáììéêÞ ìïñöÞ Aô åßíáé

ðéåóôéêÞ. ÐñÜãìáôé,

Aô(u; u) =

(
1

n− 1
(∆u+ ôu); (∆u+ ôu)

)
D

+ ô2(u; u)D ≥ ã||∆u+ ôu||2L2 + ô2||u||2L2

≥ ã||∆u||2L2 + ãô2||u||2L2 + ô2||u||2L2 − 2ã||∆u||L2||u||L2 = ãX2 + (ã + 1)2Y 2 − 2ãXY

= å
(
Y − ã

å
×
)2

+

(
ã − ã2

å

)
×2 + (1 + ã − å)Õ 2 ≥

(
ã − ã2

å

)
×2 + (1 + ã − å)Õ 2 (3.36)

ãéá ã < å < ã + 1 êáé × := ||∆u||2L2 ; Y := ||u||2L2 .
Åðßóçò, åðåéäÞ ∇u ∈ H1

0 (D)2 ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóüôçôá Poincare Ý÷ïõìå

||∇u||2L2 ≤
1

ë0(D)
||∆u||2L2 ; (3.37)

üðïõ ìå ë0(D) óõìâïëßæïõìå ôçí ðñþôç Dirichlet éäéïôéìÞ ôçò −∆ óôï ÷ùñßï D. ¸ôóé
êáôáëÞãïõìå óôï

Aô(u; u) ≥ Cô||u||2L2

ãéá Cô êÜðïéá èåôéêÞ óôáèåñÜ êáé Üñá ç çìéãñáììéêÞ ìïñöÞ åßíáé ðéåóôéêÞ. ¼ìïéá ãéá
n(x)

1−n(x)
> ã > 0, ç Ãô åßíáé ðéåóôéêÞ. Áðü ôï èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz ïñßæïõìå

ôïõò ãñáììéêïýò öñáãìÝíïõò ôåëåóôÝò

Aô : Ç2
0 (D)→ H2

0 (D); Ãô : Ç2
0 (D)→ H2

0 (D) êáé B : Ç2
0 (D)→ H2

0 (D)

ïé ïðïßïé óõíäÝïíôáé ìå ôéò çìéãñáììéêÝò ìïñöÝò ùò åîÞò:

(Aôu; v)H2 = Aô(u; v); (Ãôu; v)H2 = Ãô(u; v) êáé (Bu; v)H2 = B(u; v):

Eðßóçò, åðåéäÞ ï äåßêôçò äéÜèëáóçò åßíáé ðñáãìáôéêüò, ïé çìéãñáììéêÝò ìïñöÝò åßíáé åñìéôéáíÝò
äçëáäÞ Aô(u; v) = Aô(v; u) êáé áíôßóôïé÷á. ¸ôóé, ïé ôåëåóôÝò ðïõ ïñßæïíôáé áðü ôï èåþñçìá
Riesz åßíáé áõôïóõæõãåßò. ÐñÜãìáôé,

(Aôu; u) = Aô(u; u) = Aô(u; u) = (A∗ôu; u) ; ∀u ∈ H2
0 (D) ⇒ Aô = A∗ô

êáé üìïéá ãéá ôïõò ôåëåóôÝò Ãô êáé B. ÅðéðëÝïí, áðü ôïí ïñéóìü, ï B åßíáé ìç áñíçôéêüò ôå-

ëåóôÞò êáé áí 1
n(x)−1

> ã > 0 o Aô åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò. Áíôßóôïé÷á ãéá
n(x)

1−n(x)
> ã > 0; o

Ãô åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò. ÔÝëïò, ãéá u ∈ H2
0 (D) Ý÷ïõìå ∇u ∈ H1

0 (D)2, êáé åðåéäÞ ï ÷þñïò
Ç1

0 (D)2 åìöõôåýåôáé óõìðáãþò óôïí L2(D), Ý÷ïõìå üôé ï ôåëåóôÞò B : Ç2
0 (D) → H2

0 (D)
åßíáé óõìðáãÞò. Åðßóçò, ïé Aô; Ãô åîáñôþíôáé óõíå÷þò áðü ôï ô.
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Áðü ôá ðáñáðÜíù, ôï k > 0 åßíáé éäéïôéìÞ åÜí ãéá ô = k2 ï ðõñÞíáò ôïõ ôåëåóôÞ

Aô − ôB Þ Ãô − ôB åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò (ãéá 1
n(x)−1

> ã > 0 Þ n(x)
1−n(x)

> ã > 0 áíôßóôïé÷á).
ÐñïêåéìÝíïõ íá ìåëåôÞóïõìå ôïí ðõñÞíá áõôþí ôùí ôåëåóôþí èåùñïýìå ôï ðáñáêÜôù âïçèç-
ôéêü ðñüâëçìá éäéïôéìþí

Aôu− ë(ô)Bu = 0 u ∈ H2
0 (D) (3.38)

åÜí 1=(n(x)− 1) > ã > 0 êáé

Ãôu− ë(ô)Bu = 0 u ∈ H2
0 (D) (3.39)

åÜí n(x)=(1− n(x)) > ã > 0.
Ãéá ôçí ìåëÝôç áõôþí ôùí ðñïâëçìÜôùí, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíá ðéï ãåíéêü áðïôÝëåóìá óå
äéá÷ùñßóéìï ÷þñï Hilbert [5].
¸óôù ëïéðüí U Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Hilbert ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï (·; ·): Tüôå éó÷ýåé
ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá

Èåþñçìá 3.3.1 ¸óôù A Ýíáò öñáãìÝíïò, èåôéêÜ ïñéóìÝíïò êáé áõôïóõæõãÞò ôåëåóôÞò óôï
U êáé B Ýíáò ìç áñíçôéêüò, áõôïóõæçãÞò êáé óõìðáãÞò ãñáììéêüò ôåëåóôÞò óôï U. Tüôå
õðÜñ÷åé ìßá áêïëïõèßá èåôéêþí áñéèìþí (ëj)j≥1 êáé ìßá áêïëïõèßá (uj)j≥1 áðü óôïé÷åßá
ôïõ U ôÝôïéá þóôå Auj = ëjBuj: H áêïëïõèßá (uj)j≥1 áðïôåëåß ìßá âÜóç ôïõ (Aker(B))⊥

êáé áí ôï ker(B)⊥ Ý÷åé Üðåéñç äéÜóôáóç ôüôå ëj → +∞ ãéá j →∞.

Ôï åðüìåíï èåþñçìá åßíáé áðáñáßôçôï ãéá íá äåßîïõìå ôçí ýðáñîç éäéïôéìÞò óôï ðñüâëçìá
äéáðåñáôüôçôáò.

Èåþñçìá 3.3.2 ¸óôù ô 7→ Aô ìßá óõíå÷Þò áðåéêüíéóç áðü ôï [0;∞] óôï óýíïëï ôùí
áõôïóõæõãþí êáé èåôéêÜ ïñéóìÝíùí ãñáììéêþí ôåëåóôþí óôï U êáé Ýóôù B Ýíáò áõôïóõæõ-
ãÞò êáé ìç áñíçôéêüò óõìðáãÞò ãñáììéêüò ôåëåóôÞò óôï U. ÕðïèÝôïõìå üôé õðÜñ÷ïõí äýï
óôáèåñÝò ô0 > 0 êáé ô1 > 0 ôÝôïéåò þóôå:
1: Aô0 − ô0B åßíáé èåôéêüò óôï U,
2: Aô1 − ô1B åßíáé ìç èåôéêüò óå Ýíáí m-äéÜóôáôï õðü÷ùñï ôïõ U.
Tüôå êÜèå ìßá áðü ôéò åîéóþóåéò ëj(ô) = ô ãéá j = 1; : : : ;m; Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá ëýóç óôï
[ô0; ô1] üðïõ ëj(ô) åßíáé ç j-éäéïôéìÞ ôïõ A óå ó÷Ýóç ìå ôï B, äçëáäÞ ker(Aô−ëj(ô)B) 6= {0}.

ÅðéóôñÝöïíôáò óôï âïçèçôéêü ðñüâëçìá éäéïôéìþí êáé ðáßñíïíôáò U := H2
0 (D); Ý÷ïõìå üôé

ïé (3; 38) êáé (3:39) Ý÷ïõí Ýíá áñéèìÞóéìï ðëÞèïò éäéïôéìþí {ëj(ô)}∞j=1: Åðßóçò, êÜèå ëj(ô)
åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñôçóç ôïõ ô êáé ôï k > 0 åßíáé éäéïôéìÞ åÜí ôï ô = k2 åßíáé ìßá ñßæá ãéá
êÜèå ìç ãñáììéêÞ åîßóùóç

ëj(ô)− ô = 0: (3.40)

Ôþñá ìðïñïýìå íá äéáôõðþóïõìå êáé íá áðïäåßîïõìå ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá ðïõ ìáò åîá-
óöáëßæåé ôçí ýðáñîç ôïõëÜ÷éóôïí ìßáò éäéïôéìÞò ãéá ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò,
÷ùñßò ôçí áðáßôçóç ï äåßêôçò äéÜèëáóçò íá åßíáé áñêåôÜ ìåãÜëïò. Ðñéí ôï èåþñçìá, èá ðá-
ñïõóéÜóïõìå êÜðïéá ãíùóôÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ôéò éäéïôéìÝò óôï ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò
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ãéá ìðÜëá ìå óôáèåñü äåßêôç äéÜèëáóçò. ¸óôù ëïéðüí Â íá åßíáé ìßá ìðÜëá ôïõ R3 ìå äåßêôç
äéÜèëáóçò n > 0; n 6= 1 óôáèåñü. Ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò äéáôõðþíåôáé ùò

∆w + k2nw = 0; óôï Â;

∆v + k2v = 0; óôï Â;

w = v óôï @B;

@w

@í
=
@v

@í
óôï @B:

¼ðùò äåßîáìå óôçí ðáñÜãñáöï 3:2, ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá Ý÷åé Ýíá áñéèìÞóéìï äéáêñéôü
óýíïëï éäéïôéìþí {kj}∞j=1: ¸óôù vB;nj êáé wB;n

j , ìßá ìç ìçäåíéêÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí kj; j = 1; : : : éäéïôéìÞ. Óõìâïëßæïíôáò uB;nj := wB;n
j − vB;nj Ý÷ïõìå üôé

uB;nj ∈ Ç2
0 (B) êáé∫

B

1

n− 1

(
∆uB;nj + k2

ju
B;n
j

)(
∆uB;nj + k2

jnu
B;n
j

)
dx = 0: (3.41)

Ç uB;nj ïíïìÜæåôáé éäéïóõíÜñôçóç ãéá ôï ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò, ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí
éäéïôéìÞ kj.

Èá äåßîïõìå üôé ãéá ôçí åîßóùóç (3:38) åÜí 1=(n − 1) > ã > 0 êáé ãéá ôçí (3:39) åÜí
n=(1−n) > ã > 0, õðÜñ÷ïõí ô0 êáé ô1 ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò õðïèÝóåéò 1 êáé 2 ôïõ èåùñÞìáôïò
3:3:2.
Óõìâïëßæïõìå n∗ = infD(n) êáé n∗ = supD(n); êáé õðïèÝôïõìå üôé ç áñ÷Þ ôïõ óõóôÞìáôïò
óõíôåôáãìÝíùí åßíáé óôï åóùôåñéêü ôïõ D.

Èåþñçìá 3.3.3 ¸óôù n ∈ L∞(D), ôï ïðïßï éêáíïðïéåß ìßá áðü ôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò
1) 1 + á ≤ n∗ ≤ n(x) ≤ n∗ <∞;
2) 0 ≤ n∗ ≤ n(x) ≤ n∗ < 1− â;
ãéá êÜðïéá á > 0 êáé â > 0, èåôéêÝò óôáèåñÝò. Ôüôå, õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá éäéïôéìÞ ãéá
ôï ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò.

Áðüäåéîç.

Áñ÷éêÜ õðïèÝôïõìå üôé éó÷ýåé ç ðåñßðôùóç 1). ¸÷ïõìå üôé 1 +á ≤ n∗ ≤ n(x) ≤ n∗ <∞ ⇒
0 < á ≤ n∗ − 1 ≤ n(x)− 1 ≤ n∗ − 1 <∞. ¢ñá éóïäýíáìá

0 <
1

n∗ − 1
≤ 1

n(x)− 1
≤ 1

n∗ − 1
≤ ∞

¢ñá, áðü ôçí áíÜëõóç ðïõ ðñïçãÞèçêå Ý÷ïõìå üôé ï Aô åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò êáé áõôïóõ-
æõãÞò ãñáììéêüò, åíþ ï B åßíáé ìç áñíçôéêüò, óõìðáãÞò, áõôïóõæõãÞò ãñáììéêüò ôåëåóôÞò.
Ïðüôå ïé õðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò 3:3:2 éêáíïðïéïýíôáé. ÈÝëïõìå íá äåßîïõìå ôþñá üôé
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éêáíïðïéïýíôáé êáé ïé õðïèÝóåéò 1: êáé 2: ôïõ èåùñÞìáôïò. Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3:36); (3:37)
Ý÷ïõìå

(Aôu− ôBu; u)H2
0

= (Aôu; u)− ô (Bu; u) = Aô(u; u)− ôB(u; u) = Aô(u; u)− ô||∇u||2L2

≥
(
ã − ã2

å

)
||∆u||2L2 + (1 + ã − å)ô||u||2L2 − ô||∇u||2L2

≥
(
ã − ã2

å
− ô

ë0(D)

)
||∆u||2L2 + (1 + ã − å)ô||u||2L2

ãéá ã = 1=(n∗ − 1) êáé ã < å < ã + 1: ¢ñá ï ôåëåóôÞò Aô − ôB åßíáé èåôéêüò õðï ôçí
ðñïûðüèåóç ô < (ã − ã2=å)ë0(D). Ðáßñíïíôáò å ∼ ã + 1; Ý÷ïõìå üôé ï ôåëåóôÞò èá åßíáé
èåôéêüò ãéá ô < ã=(ã + 1) ⇒ ô < ë0(D)=n∗: ¢ñá ãéá êÜèå èåôéêü áñéèìü ô0 < ë0(D)=n∗

o ôåëåóôÞò Aô − ôB åßíáé èåôéêüò êáé Üñá éêáíïðïéåßôáé ç õðüèåóç 1: ôïõ èåùñÞìáôïò 3:3:2:
Ãéá ôçí õðüèåóç 2: Ý÷ïõìå

(Aôu− ôBu; u)H2
0

=

∫
D

1

n− 1
|∆u+ ôu|2dx+ ô2

∫
D

|u|2dx− ô
∫
D

|∇u|2dx

≤
∫
D

1

n∗ − 1
|∆u+ ôu|2dx+ ô2

∫
D

|u|2dx− ô
∫
D

|∇u|2dx (3.42)

¸óôù ôþñá Â1 ⊂ D ìßá ìðÜëá ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôï åóùôåñéêü ôïõ D. ¸óôù åðßóçò u1 :=
wÂ1;n∗
j0

− vÂ1;n∗
j0

∈ H2
0 (B1); ìßá éäéïóõíÜñôçóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí éäéïôéìÞ kj0 ãéá êÜðïéï j0,

ãéá ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò óôçí ìðÜëá Â1 ìå óôáèåñü äåßêôç äéÜèëáóçò n∗,
êáé ô1 = k2

j0 . H ìçäåíéêÞ åðÝêôáóç ôçò u1 óáí ũ1 óå üëï ôï D åßíáé ìßá óõíÜñôçóç ôïõ H2
0 (D)

êáé ìå âÜóç ôçí (3:41) éêáíïðïéåß ôçí∫
D

1

n∗ − 1

(
∆ũB1;n∗

1 + ô1ũ
B1;n∗
1

)(
∆ũ

B1;n∗
1 + ô1n∗ũ

B1;n∗
1

)
dx = 0: (3.43)

Áðü ôéò åîéóþóåéò (3:42) êáé (3:43) Ý÷ïõìå ôåëéêÜ üôé

(Aô1u1 − ô1Bu1; u1)H2
0
≤ 0;

êáé Üñá õðÜñ÷åé ô1 > 0 ôÝôïéï þóôå ï ôåëåóôÞò Aô1− ô1B íá éêáíïðïéåß ôçí õðüèåóç 2: ôïõ
èåùñÞìáôïò 3:3:2. ¢ñá ôåëéêÜ õðÜñ÷åé ô ∈ [ô0; ô1]; ô = k2 ôÝôïéï þóôå ç åîßóùóç ë(ô) = ô
íá Ý÷åé ñßæá êáé Üñá ôï k åßíáé éäéïôéìÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò äéáðåñáôüôçôáò.
Ôþñá õðïèÝôïõìå üôé éó÷ýåé ç ðåñßðôùóç 2) ôïõ èåùñÞìáôïò. ¸÷ïõìå üôé 0 ≤ n∗ ≤ n(x) ≤
n∗ < 1− â ⇒ 1 > 1− n∗ ≥ 1− n ≥ 1− n∗ > 1− â. ¢ñá éóïäýíáìá

0 <
n∗

1− n∗
≤ n

1− n
≤ n∗

1− n∗
<∞

¸ôóé, üðùò ðñéí, ïé ôåëåóôÝò Ãô êáé B éêáíïðïéïýí ôéò õðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò 3:3:2. Ãéá
ôéò õðïèÝóåéò 1: êáé 2: Ý÷ïõìå êáôÜ üìïéï ôñüðï ìå ôçí ðñþôç ðåñßðôùóç(

Ãôu− ôBu; u
)
H2

0

≥
(

1 + ã − å − ô

ë0(D)

)
||∆u||2L2 + ô

(
ã − ã2

å

)
||u||2L2
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ãéá ã = n∗=(1 − n∗) êáé ã < å < ã + 1: ¢ñá ï ôåëåóôÞò Aô − ôB åßíáé èåôéêüò õðü ôçí
ðñïûðüèåóç ô < (1 +ã− å)ë0(D). Ðáßñíïíôáò å ∼ ã; Ý÷ïõìå üôé ï ôåëåóôÞò èá åßíáé èåôéêüò
ãéá ô < ë0(D): ¢ñá ãéá êÜèå èåôéêü áñéèìü ô0 < ë0(D) o ôåëåóôÞò Aô − ôB åßíáé èåôéêüò
êáé éêáíïðïéåßôáé ç õðüèåóç 1: ôïõ èåùñÞìáôïò 3:3:2:
Ãéá ôçí õðüèåóç 2: Ý÷ïõìå ïìïßùò ìå ôç ðñþôç ðåñßðôùóç(

Ãôu− ôBu; u
)
H2

0

=

∫
D

1

n− 1
|∆u+ ôu|2dx+ ô2

∫
D

|u|2dx− ô
∫
D

|∇u|2dx

≤
∫
D

n∗

n∗ − 1
|∆u+ ôu|2dx+ ô2

∫
D

|u|2dx− ô
∫
D

|∇u|2dx (3.44)

ÐÜëé èåùñïýìå Â1 ⊂ D ìßá ìðÜëá ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôï åóùôåñéêü ôïõ D. Åðßóçò u1 :=
wb1;n∗

j0
− vb1;n

∗

j0
∈ H2

0 (B1); ìßá éäéïóõíÜñôçóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí éäéïôéìÞ kj0 ãéá êÜðïéï j0,
ãéá ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò óôçí ìðÜëá Â1 ìå óôáèåñü äåßêôç äéÜèëáóçò n∗,
êáé ô1 = k2

j0 . H ìçäåíéêÞ åðÝêôáóç ôçò u1 óáí ũ1 óå üëï ôï D åßíáé ìßá óõíÜñôçóç ôïõ H2
0 (D)

êáé ìå âÜóç ôçí (3:41) éêáíïðïéåß ôçí∫
D

1

n∗ − 1

(
∆ũB1;n∗

1 + ô1ũ
B1;n∗

1

)(
∆ũ

B1;n∗

1 + ô1n
∗ũ

B1;n∗

1

)
dx = 0: (3.45)

Áðü ôéò åîéóþóåéò (3:44) êáé (3:45) Ý÷ïõìå ôåëéêÜ üôé(
Ãôu1 − ôBu1; u1

)
H2

0

≤ 0;

êáé Üñá õðÜñ÷åé ô1 > 0 ôÝôïéï þóôå ï ôåëåóôÞò Ãô1 − ô1B íá éêáíïðïéåß ôçí õðüèåóç
2: ôïõ èåùñÞìáôïò 3:3:2. ¢ñá ôåëéêÜ õðÜñ÷åé k ôï ïðïßï åßíáé éäéïôéìÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò
äéáðåñáôüôçôáò êáé óôçí 2ç ðåñßðôùóç.

�
Ôï ðáñáðÜíù áðïôÝëåóìá ìðïñåß íá ãåíéêåõèåß óôçí ýðáñîç Üðåéñùí äéáêñéôþí éäéïôéìþí ãéá
ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò [4]. Ïé ôå÷íéêÝò ãéá ôçí áðüäåéîç åßíáé áíôßóôïé÷åò ìå
áõôÝò ðïõ ðñïçãÞèçêáí. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç èåùñïýìå m áíïéêôÝò ìðÜëåò áêôßíáò å > 0

þóôå Âj
å ⊂ D; j = 1 : : :m êáé Âj

å ∩Âi
å = ∅; i 6= j. ×ñçóéìïðïéþíôáò ðáñüìïéá åðé÷åéñÞìáôá

ìå ðñéí áðïäåéêíýåôáé ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá:

Èåþñçìá 3.3.4 ¸óôù n ∈ L∞(D), ôï ïðïßï éêáíïðïéåß ìßá áðü ôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò
1) 1 + á ≤ n∗ ≤ n(x) ≤ n∗ <∞;
2) 0 ≤ n∗ ≤ n(x) ≤ n∗ < 1− â;
ãéá êÜðïéá á > 0 êáé â > 0, èåôéêÝò óôáèåñÝò. Ôüôå, õðÜñ÷åé Ýíá Üðåéñï óýíïëï áðü
éäéïôéìÝò ìå ìüíï óçìåßï óõóóþñåõóçò ôï +∞ ãéá ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò.
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ÊåöÜëáéï 4

Ôï äéáêñéôü áíôßóôñïöï ðñüâëçìá
äéáðåñáôüôçôáò

4.1 Ç ðåñéãñáöÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò

Óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï èá äåßîïõìå üôé ôï ðñüâëçìá õðïëïãéóìïý ôïõ äåßêôç äéÜèëáóçò áðü
ôçí ãíþóç ôùí éäéïôéìþí ôïõ ðñïâëÞìáôïò äéáðåñáôüôçôáò ìðïñåß íá áíôéìåôùðéóôåß áñéèìç-
ôéêÜ ëýíïíôáò Ýíá áíôßóôñïöï ôåôñáãùíéêü ðñüâëçìá éäéïôéìþí. Ãéá ëüãïõò áðëüôçôáò, èá
ðåñéïñéóôïýìå óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï n åßíáé óôáèåñü.
¼ðùò äåßîáìå óôçí ðáñÜãñáöï 3:3, ôï ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò ìðïñåß íá ìåôáó÷çìáôéóôåß
óôï éóïäýíáìï ðñüâëçìá ôÝôáñôçò ôÜîçò:

(
∆ + k2n

) 1

n− 1

(
∆ + k2

)
u = 0; óôï D: (4.1)

u = 0;
@u

@í
= 0 óôï @D: (4.2)

Óôçí ìåôáâïëéêÞ äéáôýðùóç, ôï ðñüâëçìá (4:1) − (4:2) ãéá óôáèåñü n, åßíáé éóïäýíáìï ìå
ôçí åýñåóç ìßáò u ∈ H2

0 (D); ôÝôïéá þóôå∫
D

1

n− 1

(
∆u+ k2u

) (
∆�+ k2n�

)
dx = 0; ∀ � ∈ H2

0 (D): (4.3)

O ÷þñïò Sobolev Ç2
0 (D), ïñßæåôáé ãéá v; w ∈ L2(D) ùò

Ç2
0 (D) = {u ∈ H2(D) : u = 0 êáé

@u

@í
= 0 óôï @D}:

Áðü ôçí ó÷Ýóç (4:3) éóïäýíáìá éó÷ýåé∫
D

1

n− 1
∆u∆�dx+

∫
D

1

n− 1
∆uk2n�dx+

∫
D

1

n− 1
k2u∆�dx+

∫
D

1

n− 1
k4nu�dx = 0 ⇔
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∫
D

∆u∆�dx+ k2n

∫
D

∆u�dx+ k2

∫
D

u∆�dx+ k4n

∫
D

u�dx = 0; ∀ � ∈ H2
0 (D) (4.4)

Ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ãéá k = k0, ôçí ìéêñüôåñç éäéïôéìÞ ôïõ ðñïâëÞ-
ìáôïò ìå áíôßóôïé÷ç éäéïóõíÜñôçóç u0. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå∫

D

∆u0∆�dx+ k2
0n

∫
D

∆u0�dx+ k2
0

∫
D

u0∆�dx+ k4
0n

∫
D

u0�dx = 0; ∀ � ∈ H2
0 (D) (4.5)

ÐñïêåéìÝíïõ íá âñïýìå ôïí äåßêôç äéÜèëáóçò, ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå ôçí éäéïóõíÜñôçóç u0,
áëëÜ áõôü äåí åßíáé äõíáôüí íá ãßíåé áðåõèåßáò ãéáôß ç éäéïóõíÜñôçóç åîáñôÜôáé áðü ôï n. Ãéá
íá îåðåñÜóïõìå áõôü ôï ðñüâëçìá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíá ðëÞñåò óýóôçìá éäéïóõíáñôÞóåùí
óôïí H2

0 (D). Èåùñïýìå üôé ôï {�i}∞i=1 åßíáé Ýíá óýíïëï éäéïóõíáñôÞóåùí ãéá ôï ðñüâëçìá:

L�i = �i�i; óôï D

�i = 0;
@�i
@í

= 0; óôï @D (4.6)

üðïõ ï L åßíáé Ýíáò ôÝôáñôçò ôÜîçò äéáöïñéêüò åëëåéðôéêüò ôåëåóôÞò. Ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå ïðïéïíäÞðïôå ôåëåóôÞ L. ¼ôáí ï L åßíáé ç bilaplacian, L = ∆∆, ïé éäéïôéìÝò êáé ïé
éäéïóõíáñôÞóåéò åßíáé ãíùóôÝò ãéá êýêëï (ðñüâëçìá ðáêôùìÝíçò ðëÜêáò). Èá ÷ñçóéìïðïéÞ-
óïõìå áõôü ôï ðñüâëçìá ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôïí óôáèåñü äåßêôç äéÜèëáóçò óå êýêëï.
¸óôù ëïéðüí ôï óýíïëï {�i}∞i=1 , þóôå ôï u0 íá ãñÜöåôáé ùò: u0 =

∑∞
i=1 ci�i: ×ñçóé-

ìïðïéþíôáò ôçí áñéèìçôéêÞ ìÝèïäï Galerkin óôçí åîßóùóç (4:3) ðñïóåããßæïõìå ôï u0 óáí

u(N)
0 =

∑N
i=1 ci�i: Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (4:3), êáé ðáßñíïíôáò óáí äïêéìáóôéêÝò óõíáñôÞóåéò

ôéò éäéïóõíáñôÞóåéò �i; i = 1; : : : ; N Ý÷ïõìå:

N∑
j=1

[∫
D

∆�i∆�jdx+ k2
0

∫
D

∆�i�jdx+ k2
0n

∫
D

�i∆�jdx+ k4
0n

∫
D

�i�jdx

]
cj = 0; i = 1; : : : ; N

(4.7)
Ôï ðáñáðÜíù óýóôçìá ìðïñåß íá ãñáöôåß óå ìïñöÞ ðéíÜêùí

A(N) · c(N) + k2
0[B(N) + nC(N)] · c(N) + nk4

0D
(N) · c(N) = 0 (4.8)

üðïõ ïé Í ×N ðßíáêåò ïñßæïíôáé ùò

A(N) :=

∫
D

∆�i∆�jdx; B
(N) :=

∫
D

∆�i�jdx; C
(N) :=

∫
D

�i∆�jdx; D
(N) :=

∫
D

�i�jdx:

(4.9)
H åîßóùóç (4:8) áðïôåëåß ìßá ôõðéêÞ ìïñöÞ ôåôñáãùíéêïý ðñïâëÞìáôïò éäéïôéìþí. Áöïý
áõôü ôï óýóôçìá åßíáé ìßá ðåðåñáóìÝíç ðñïóÝããéóç ôïõ (4:5), áíáìÝíïõìå ïé éäéïôéìÝò ôïõ íá
ðñïóåããßæïõí ôéò ðñáãìáôéêÝò éäéïôéìÝò.
Ôï åõèý ðñüâëçìá åßíáé ç åýñåóç ôùí éäéïôéìþí áðü ôç ãíþóç ôïõ D êáé ôïõ äåßêôç äéÜ-
èëáóçò n. Óôï áíôßóôñïöï ðñüâëçìá, âñßóêïõìå ôï n áðü ôçí ãíþóç ôïõ D êáé ôùí Í
ðñþôùí éäéïôéìþí. Ôï ðñüâëçìá áõôü åßíáé ìç ãñáììéêü êáé ìðïñåß íá ìåôáôñáðåß óå Ýíá
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áëãåâñéêü ðñüâëçìá éäéïôéìþí åÜí ôï áñ÷éêü ðñüâëçìá ãñáììéêïðïéçèåß, ìåôáôñáðåß äçëáäÞ
óå Ýíá êëáóóéêü ãñáììéêü ðñüâëçìá éäéïôéìþí. Ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò èá ìðï-
ñïýóå íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç áñéèìçôéêÞ ìÝèïäïò Newton Þ Üëëåò ìç ãñáììéêÝò ìÝèïäïé. Ãéá
ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï äåßêôçò äéÜèëáóçò åßíáé óôáèåñüò, èá óõãêñßíïõìå ôçí ìéêñüôåñç õðï-
ëïãéóìÝíç éäéïôéìÞ ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðéíÜêùí, ãéá íá ðñïóåããßóïõìå ôï
n.

4.2 Ç ðåñßðôùóç ôïõ êõêëéêïý óêåäáóôÞ

Èá åðéëýóïõìå ôï ðñüâëçìá ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï ãéá D äßóêï
áêôßíáò d = 1=2: Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå áíáëõôéêÜ ôéò éäéïôéìÝò
êáé ôéò éäéïóõíáñôÞóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá L = ∆∆ êáèþò êáé ôéò éäéïôéìÝò ôïõ ðñïâëÞ-
ìáôïò äéáðåñáôüôçôáò.
Ãéá ôï åóùôåñéêü ðñüâëçìá äéáðåñáôüôçôáò (3:7) − (3:8) ãéá äßóêï, èåùñþíôáò ëýóåéò ìå
áêôéíéêÞ óõììåôñßá Ý÷ïõìå

w(r) = a0J0(kr); v(r) = b0J0(k
√
nr) (4.10)

üðïõ a0; b0 óôáèåñÝò êáé J0 ç óõíÜñôçóç Bessel ìçäåíéêÞò ôÜîçò. Áðáéôþíôáò íá éó÷ýïõí ïé
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (ãéá r = 1=2), Ý÷ïõìå

a0J0(k=2) = b0J0(k
√
n=2)

a0
@J0(kr)

@r

∣∣∣∣
r=1=2

= b0
@J0(k

√
nr)

@r

∣∣∣∣
r=1=2

To ðáñáðÜíù óýóôçìá Ý÷åé ìç ôåôñéìÝíç ëýóç áí êáé ìüíï áí

det

(
J0(k=2) J0(k

√
n=2)

−J1(k=2) −
√
nJ1(k

√
n=2)

)
= 0 (4.11)

H ðñþôç éäéïôéìÞ åßíáé ï åëÜ÷éóôïò èåôéêüò áñéèìüò ðïõ ìçäåíßæåé ôçí ðáñáðÜíù ïñßæïõóá.
Èá ðáñïõóéÜóïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôïí äßóêï óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï äåßêôçò äéÜèëáóçò
ðáßñíåé ôéìÝò 2 ≤ n ≤ 20: ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï mathematica ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôéò
ñßæåò ôçò ðáñáðÜíù ïñßæïõóáò ãéá ôéò äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ n.

äåßêôçò äéÜèëáóçò n éäéïôéìÞ äéáðåñáôüôçôáò k0

2 14,7503
3 8,31847
4 6,76839
6 3,69944
10 2,59261
12 2,33224
16 1,988
20 1,76309
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Ãéá íá åðéëýóïõìå ôï ðñüâëçìá ðéíÜêùí (4:8) èá ðñï÷ùñÞóïõìå ùò åîÞò: Áñ÷éêÜ èá õðïëï-
ãßóïõìå ôéò éäéïôéìÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò

∆∆�i = �i�i óôï D; (4.12)

�i = 0;
@�i
@n

= 0 óôï @ D: (4.13)

Éóïäýíáìá,[4], ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôçí äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò

(∆−√�i) (∆ +
√
�i)�i = 0 óôï D:

ÊÜèå éäéïóõíÜñôçóç �i ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò �i = xi +  i üðïõ ïé xi;  i éêáíïðïéïýí ôéò
åîéóþóåéò

(∆−√�i) i = 0 óôï D; (4.14)

(∆ +
√
�i)xi = 0 óôï D: (4.15)

H åîßóùóç (4:15) áðïôåëåß ôçí ãíùóôÞ ìáò åîßóùóç Helmholtz ìå k2 =
√
�i åíþ ç åîßóùóç

(4:14) áðïôåëåß ôçí ôñïðïðïéçìÝíç åîßóùóç Helmholtz. Ïé ëýóåéò ôùí ðáñáðÜíù äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí óå äßóêï Ý÷ïõí ôçí ìïñöÞ [12]:

 i(r; �) =
∞∑
i=0

Ii(kr)(aicosi� + bisini�) (4.16)

êáé

xi(r; �) =
∞∑
i=0

Ji(kr)(cicosi� + disini�) (4.17)

üðïõ k = (�i)
1=4.

Áðü ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (4:13), ãéá r = 1=2 Ý÷ïõìå:

(aicosi� + bisini�)Éi(k=2) + (cicosi� + disini�)Ji(k=2) = 0

(aicosi� + bisini�)kI
′

i(k=2) + (cicosi� + disini�)kJ
′

i (k=2) = 0:

Ôï ðáñáðÜíù óýóôçìá Ý÷åé ìç ôåôñéìÝíç ëýóç áí êáé ìüíï áí

det

(
Ji(k=2) J

′
i (k=2)

Ii(k=2) I
′
i(k=2)

)
= 0 (4.18)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï mathematica ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôéò ñßæåò ôçò ðáñáðÜíù ïñßæïõ-
óáò ãéá i ≥ 0. Oé ðÝíôå ðñþôåò ñßæåò åßíáé

k0 = 6:39244
k1 = 9:2218
k2 = 11:8114
k3 = 12:6129
k4 = 14:2871
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Ìðïñïýìå ôþñá íá ðÜñïõìå ôéò ðÝíôå ðñþôåò éäéïóõíáñôÞóåéò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò ðáñáðÜíù
éäéïôéìÝò óôç ìïñöÞ

�i =
(
Ii(kr) + Ji(kr)

)
(áicosi� + âisini�); i = 0; 1; 2; 3; 4:

Áðü ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (4:13) ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôéò óôáèåñÝò ái; âi (üðïõ
ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ôçí âÜóç êáé ïñèïêáíïíéêÞ). Áöïý ëïéðüí êáôáóêåõÜóáìå ôçí âÜóç
ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå áñéèìçôéêÜ ôïõò ðßíáêåò Á(N); Â(N); C(N)D(N) ðïõ åìöáíßæïíôáé
óôçí åîßóùóç (4:8).
Ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ìç ãñáììéêÞò åîßóùóçò ðéíÜêùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí
óõíÜñôçóç polyeig ôïõ Matlab [13]. ÌÝóù áõôÞò ôçò óõíÜñôçóçò ãéá äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ

äåßêôç äéÜèëáóçò n ∈ [3; 20] õðïëïãßæïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç ðñïóåããéóôéêÞ éäéïôéìÞ k(N)
0 .

¸ðåéôá, ó÷åäéÜæïõìå ôçí áðüëõôç ôéìÞ ôïõ óöÜëìáôïò |k0−k(N)
0 | óå óõíÜñôçóç ìå ôéò ôéìÝò

ôïõ äåßêôç äéÜèëáóçò êáé ðáñáôçñïýìå üôé ôï óöÜëìá åëá÷éóôïðïéåßôáé óå ôéìÝò ôïõ n ðïëý
êïíôÜ óôï áíôßóôïé÷ï èåùñçôéêü. Óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá óõíïøßæïíôáé ôá áðïôåëÝóìáôá ôéò
áñéèìçôéêÞò äéáäéêáóßáò.

äåßêôçò äéÜèëáóçò n éäéïôéìÞ äéáðåñáôüôçôáò k0 óöÜëìá |k0 − k(N)
0 | ðñïóåããéóôéêü n

3 8,31847 0,0470 3,02
4 6,76839 0,0960 4,1
6 3,69944 0,8833 6,72
10 2,59261 0,0831 10,51
12 2,33224 0,0611 12,54
16 1,988 0,0421 16,62
20 1,76309 0,065 20,71

Óôéò óåëßäåò ðïõ áêïëïõèïýí ðáñïõóéÜæïõìå ôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò üðùò ðñïÝêõøáí áðü
ôçí áñéèìçôéêÞ äéáäéêáóßá.
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ÃñáöÞìáôá ôïõ óöÜëìáôïò |k0 − k(N)
0 | óå óõíÜñôçóç ìå ôïí äåßêôç äéÜèëáóçò n. Ôï ðÜíù

ãñÜöçìá åßíáé ãéá áñ÷éêü äåßêôç n = 3 êáé ôï êÜôù ãéá n = 4.
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ÃñáöÞìáôá ôïõ óöÜëìáôïò |k0 − k(N)
0 | óå óõíÜñôçóç ìå ôïí äåßêôç äéÜèëáóçò n. Ôï ðÜíù

ãñÜöçìá åßíáé ãéá áñ÷éêü äåßêôç n = 6 êáé ôï êÜôù ãéá n = 10.
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ÃñáöÞìáôá ôïõ óöÜëìáôïò |k0 − k(N)
0 | óå óõíÜñôçóç ìå ôïí äåßêôç äéÜèëáóçò n. Ôï ðÜíù

ãñÜöçìá åßíáé ãéá áñ÷éêü äåßêôç n = 12 êáé ôï êÜôù ãéá n = 16.
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Áðü ôéò ðáñáðÜíù ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ðáñáôçñïýìå üôé áðü ôç ãíþóç ôçò ðñþôçò éäéïôéìÞò
äéáðåñáôüôçôáò ãéá äéÜöïñïõò äåßêôåò äéÜèëáóçò ìðïñïýìå íá ðñïóåããßóïõìå ôïõò äåßêôåò ìå
ðïëý éêáíïðïéçôéêÞ áêñßâåéá êáé ãéá Ýíá ìåãÜëï åýñïò ôéìþí. ¸ôóé, áí õðÜñ÷åé ðëçñïöïñßá
ãéá ôéò éäéïôéìÝò (ìÝóù ôïõ ðëÜôïõò óêÝäáóçò), ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôïõò äéÜöïñïõò
äåßêôåò ó÷åôéêÜ åýêïëá. Ãéá äåßêôåò äéÜèëáóçò êïíôÜ óôç ìïíÜäá ç ðáñáðÜíù áñéèìçôéêÞ
äéáäéêáóßá äåí ìðïñåß íá ìáò äþóåé ðëçñïöïñßá êáèþò ðñïêýðôïõí ìéãáäéêÝò éäéïôéìÝò, êÜôé
ôï ïðïßï ðñïêýðôåé êáé èåùñçôéêÜ [1]. ¸íá åðüìåíï âÞìá åßíáé ï õðïëïãéóìüò ôïõ n üôáí äåí
åßíáé óôáèåñüò êáé åßíáé ãéá ðáñÜäåéãìá êáôÜ ôìÞìáôá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç.
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