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Περίληψη 

 

Στην εργασία αυτή παρουσιάζονται και αξιολογούνται διαφορετικές μέθοδοι για τον 

υπολογισμό του εμβαδού του γήινου ελλειψοειδούς. Κατά την επίλυση του προβλήματος 

χρησιμοποιούνται ως επιφάνειες αναφοράς η σφαίρα, το ελλειψοειδές εκ περιστροφής 

ή διαξονικό ελλειψοειδές και το τριαξονικό ελλειψοειδές. Πριν την επίλυση του 

προβλήματος είναι απαραίτητη η μελέτη των παραμετρίσεων στις τρεις επιφάνειες 

αναφοράς και ειδικά στο τριαξονικό ελλειψοειδές, καθώς οι παραμετρίσεις του 

ειδικεύονται στις άλλες επιφάνειες. Ο υπολογισμός του εμβαδού προϋποθέτει τον 

προσδιορισμό του στοιχειώδους εμβαδού της επιφάνειας αναφοράς για κάθε 

παραμέτριση που μελετάται. Σε ορισμένες περιπτώσεις ο υπολογισμός είναι εφικτό να 

πραγματοποιηθεί με τη χρήση προσεγγιστικών αναλυτικών μεθόδων και τη χρήση 

σειρών. Στις περιπτώσεις που αυτό δεν καθίσταται δυνατό πραγματοποιείται με τη 

χρήση αριθμητικών μεθόδων και πιο συγκεκριμένα με τη χρήση μεθόδων αριθμητικής 

ολοκλήρωσης. Οι διαφορετικές μέθοδοι που συγκρίνονται εφαρμόζονται στις 

περιπτώσεις του τριαξονικού ελλειψοειδούς, του ελλειψοειδούς εκ περιστροφής και της 

σφαίρας και συγκρίνονται ως προς τις αντίστοιχες τιμές αναφοράς που προέκυψαν από 

τον αναλυτικό τρόπο υπολογισμού. Για κάθε παραμέτριση και μέθοδο που 

χρησιμοποιήθηκε παρουσιάζονται με τη μορφή διαγράμματος η διαφορά της τιμής του 

εμβαδού που υπολογίζεται από την αντίστοιχη τιμή αναφοράς για πλήθος διαφορετικών 

ελλειψοειδών, ώστε να αξιολογηθεί η ακρίβεια του τελικού αποτελέσματος. Τέλος, οι 

μέθοδοι συγκρίνονται ως προς το χρόνο εκτέλεσης που απαιτείται, ώστε να προκύψει ο 

βέλτιστος τρόπος υπολογισμού. 

 

Λέξεις κλειδιά: αναλυτικός υπολογισμός, αριθμητική ολοκλήρωση, ελλειψοειδές εκ 

περιστροφής, παραμέτριση, σφαίρα, τριαξονικό ελλειψοειδές 
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Abstract 

 

In this work, different methods for calculating the area of the Earth’s ellipsoid are 

presented and evaluated. When solving the problem, the sphere, the ellipsoid of 

revolution or biaxial ellipsoid and the triaxial ellipsoid are used as reference surfaces. 

Before solving the problem, it is necessary to study the parameterizations on the three 

reference surfaces and especially on the triaxial ellipsoid, as its parameterizations are 

specialized for the other surfaces. The calculation of the area requires the determination 

of the elementary area of the reference surface for each parameterization studied. In 

some cases, the calculation can be carried out using approximate analytical methods and 

the use of series. In cases where this is not possible, it is carried out using numerical 

methods and more specifically using numerical integration methods. The different 

methods that are compared are applied to the cases of the triaxial ellipsoid, the ellipsoid 

of revolution and the sphere and are compared with respect to the corresponding 

reference values that resulted from the analytical calculation method. For each 

parameterization and method used, the difference in the area value calculated from the 

corresponding reference value for a number of different ellipsoids is presented in the 

form of a diagram, in order to evaluate the accuracy of the final result. Finally, the 

methods are compared with respect to the execution time required, in order to obtain the 

optimal calculation method. 

 

Keywords: analytical calculation, numerical integration, ellipsoid of revolution, 

parameterization, sphere, triaxial ellipsoid 
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1 

 

1. Εισαγωγή 

 

 

1.1. Γενικά 

 

Η επιφάνεια του τριαξονικού ελλειψοειδούς έχει αποδειχθεί ότι αποτελεί μια καλύτερη 

προσέγγιση για την επιφάνεια της γης σε σχέση με τις επιφάνειες αναφοράς που 

συνήθως χρησιμοποιούνται στην επιστήμη της Γεωδαισίας, δηλαδή το ελλειψοειδές εκ 

περιστροφής και τη σφαίρα. Στα πλαίσια της μελέτης της επιφάνειας αυτής προέκυψε 

το πρόβλημα του υπολογισμού του εμβαδού της, καθώς για τον υπολογισμό του έχουν 

προταθεί διαφορετικές μέθοδοι και τεχνικές από πολλούς ερευνητές. 

 

Αντικείμενο αυτής της διπλωματικής εργασίας αποτελεί η μελέτη και σύγκριση 

διαφορετικών τρόπων υπολογισμού του εμβαδού του γήινου τριαξονικού ελλειψοειδούς 

με απώτερο σκοπό την εύρεση του βέλτιστου τρόπου υπολογισμού του ως προς την 

ακρίβεια του αποτελέσματος και τον υπολογιστικό χρόνο που απαιτείται. 

 

Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζονται αρχικά οι παραμετρίσεις για τη σφαίρα και το 

ελλειψοειδές εκ περιστροφής. Ακολουθούν οι παραμετρίσεις για το τριαξονικό 

ελλειψοειδές και ο τρόπος ειδίκευσης τους στο ελλειψοειδές εκ περιστροφής και τη 

σφαίρα. Επίσης, για κάθε παραμέτριση παρουσιάζεται το πλέγμα των συντεταγμένων 

της και υπολογίζονται τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης, ώστε να προσδιοριστεί το 

στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του ελλειψοειδούς. 

 

Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζεται ο αναλυτικός τρόπος υπολογισμού του εμβαδού, ο 

οποίος αφορά αποκλειστικά τις Καρτεσιανές και τις Jacobi ελλειψοειδείς συντεταγμένες. 

Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζεται το θεωρητικό υπόβαθρο για τον αριθμητικό τρόπο 

υπολογισμού του εμβαδού συγκρίνοντας διαφορετικές μεθόδους αριθμητικής 

ολοκλήρωσης και πιο συγκεκριμένα τη μέθοδο τραπεζίου, τη μέθοδο Simpson, τη μέθοδο 

Romberg και τη μέθοδο Gauss-Legendre. 

 

Τα πειράματα που παρουσιάζονται στο Κεφάλαιο 5 αφορούν τη σύγκριση των 

μεθόδων για το σύνολο των παραμετρίσεων σε σχέση με την τιμή του εμβαδού που 

προκύπτει από τον αναλυτικό τρόπο υπολογισμού για τις Jacobi ελλειψοειδείς 

συντεταγμένες. Αυτό πραγματοποιείται για 1326 διαφορετικά ελλειψοειδή, ώστε να 

συμπεριλαμβάνονται οι ειδικές περιπτώσεις της σφαίρας και του ελλειψοειδούς εκ 

περιστροφής, συγκρίνοντας παράλληλα τα αποτελέσματα για ελλειψοειδή 

διαφορετικών διαστάσεων. Επίσης, οι μέθοδοι που εφαρμόζονται αξιολογούνται ως 

προς τον υπολογιστικό χρόνο που χρειάζονται. 

 

Για τη διεξαγωγή των πειραμάτων δημιουργήθηκαν κώδικες στη γλώσσα 

προγραμματισμού C, οι οποίοι εκτελέστηκαν σε ηλεκτρονικό υπολογιστή που 

χρησιμοποιεί το λειτουργικό σύστημα Ubuntu (Linux). Για τη δημιουργία των 
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διαγραμμάτων χρησιμοποιήθηκε η γλώσσα προγραμματισμού Python στην έκδοση 

Python3. 

 

1.2. Κίνητρο 

 

Στο παρελθόν έχουν πραγματοποιηθεί αρκετές απόπειρες επίλυσης του προβλήματος 

του υπολογισμού του εμβαδού του τριαξονικού ελλειψοειδούς και έχουν αναπτυχθεί 

διαφορετικές μέθοδοι από πολλούς ερευνητές. Παρόλα αυτά ο βέλτιστος τρόπος 

αντιμετώπισης του προβλήματος δεν έχει ακόμη προσδιοριστεί, καθώς οι προηγούμενες 

μέθοδοι που έχουν αναπτυχθεί δεν έχουν συγκριθεί μεταξύ τους. Η εργασία αυτή 

επιχειρεί να προσδιορίσει ποια μέθοδος είναι η βέλτιστη για τον υπολογισμό 

συγκρίνοντας διαφορετικές παραμετρίσεις αλλά και μεθόδους, έχοντας βέβαια ως 

σκοπό την επίτευξη της επιθυμητής ακρίβειας στο μικρότερο υπολογιστικό χρόνο. 

 

1.3. Βιβλιογραφική ανασκόπηση 

 

Το πρόβλημα του υπολογισμού του εμβαδού του τριαξονικού ελλειψοειδούς αποτελεί 

ένα πρόβλημα που απασχόλησε αρκετούς ερευνητές του περασμένου αιώνα και 

εξακολουθεί να απασχολεί ερευνητές ακόμη και στη σημερινή εποχή. Η πρώτη απόπειρα 

επίλυσης του προβλήματος δόθηκε από τον Legendre (1825) στο βιβλίο του, όπου το 

εμβαδό του τριαξονικού ελλειψοειδούς υπολογίζεται με προσεγγιστικό αναλυτικό τρόπο 

και πιο συγκεκριμένα αναπτύσσοντας τις Καρτεσιανές συντεταγμένες σε σειρά. Ο 

ερευνητής Polya (1943) ήταν από τους πρώτους που ασχολήθηκαν με το πρόβλημα τον 

προηγούμενο αιώνα, ενώ ακολούθησαν οι εργασίες των Lehmer (1950) και Klamkin 

(1971), οι οποίοι επιχείρησαν να γενικεύσουν το πρόβλημα για ελλειψοειδή 𝑁 

διαστάσεων. Σημαντική είναι η εργασία του Keller (1979), ο οποίος αξιοποιώντας τις 

Καρτεσιανές συντεταγμένες προέβη στον υπολογισμό του εμβαδού χρησιμοποιώντας τη 

μέθοδο αριθμητικής ολοκλήρωσης Gauss-Chebyshev και παρέδωσε αριθμητικά 

αποτελέσματα για διαφορετικά ελλειψοειδή. Εφαρμογές του προβλήματος στη 

βιβλιογραφία αφορούν τον υπολογισμό του εμβαδού της επιφάνειας του κερατοειδή 

χιτώνα του ανθρώπινου οφθαλμού (Kwok, 1984) και τον υπολογισμό του εμβαδού της 

επιφάνειας των ερυθρών κυττάρων του κοτόπουλου (Bulliman & Kuchel, 1988). Τη 

δεκαετία του ΄90 ο Gillissen (1993) ανέπτυξε τη μέθοδο υπολογισμού του εμβαδού ενός 

πολυγώνου στην επιφάνεια του ελλειψοειδούς, οι Dunkl και Ramirez (1994) και Maas 

(1994) χρησιμοποίησαν υπερελλειπτικά και ελλειπτικά ολοκληρώματα για τον 

υπολογισμό του εμβαδού. Φτάνοντας στον 21ο αιώνα οι Poelaert et al. (2011) 

επιχείρησαν να δώσουν λύση στο πρόβλημα ειδικεύοντας τη γενική λύση του σε 

διαφορετικά είδη ελλειψοειδών. Ο Tee (2004) ασχολήθηκε με τον αναλυτικό τρόπο 

υπολογισμού του Legendre και επιχείρησε να γενικεύσει για ελλειψοειδή 𝑁 διαστάσεων. 

Τα επόμενα χρόνια ο Sjöberg (2006) ασχολήθηκε με τον υπολογισμό του εμβαδού του 

γεωδαιτικού πολυγώνου, ενώ οι Krajcik και McLenithan (2006) χρησιμοποίησαν 

ελλειπτικά ολοκληρώματα για διαφορετικά είδη ελλειψοειδών. Μόλις τα τελευταία 

χρόνια δόθηκε λύση σε κλειστή μορφή για τον υπολογισμό του εμβαδού (Kraniotis & 
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Leontaris, 2013), ενώ οι Marples και Williams (2024) ασχολήθηκαν με τον υπολογισμό 

του εμβαδού για χωρίο της επιφάνειας του ελλειψοειδούς. 

 

1.4. Χρήσιμες σχέσεις 

 

Το τριαξονικό ελλειψοειδές (βλ. Εικόνα 1.1) αποτελεί την επιφάνεια που ικανοποιεί τη 

σχέση: 

 

𝑥2

𝑎𝑥
2 +

𝑦2

𝑎𝑦
2 +

𝑧2

𝑎𝑧
2

= 1,    0 < 𝑎𝑧 < 𝑎𝑦 < 𝑎𝑥 (1.1) 

 

όπου: 𝑎𝑥, 𝑎𝑦 και 𝑎𝑧 οι τρεις ημιάξονες του. Ειδικές περιπτώσεις του είναι το ελλειψοειδές 

εκ περιστροφής όπου ισχύει: 

 

𝑥2

𝑎𝑥
2 +

𝑦2

𝑎𝑥
2 +

𝑧2

𝑎𝑧
2

= 1,    0 < 𝑎𝑧 < 𝑎𝑥 = 𝑎𝑦 (1.2) 

 

και η σφαίρα όπου ισχύει: 

 

𝑥2

𝑎𝑥
2 +

𝑦2

𝑎𝑥
2 +

𝑧2

𝑎𝑥
2 = 1,    0 < 𝑎𝑥 = 𝑎𝑦 = 𝑎𝑧 (1.3) 

 

Για τη μελέτη του προβλήματος είναι αναγκαίος ο ορισμός ορισμένων ποσοτήτων, οι 

οποίες σχετίζονται με το τριαξονικό ελλειψοειδές. Οι γραμμικές εκκεντρότητες του 

τριαξονικού ελλειψοειδούς είναι οι: 

 

𝐸𝑥
2 = 𝑎𝑥

2 − 𝑎𝑧
2 (1.4) 

 

𝐸𝑦
2 = 𝑎𝑦

2 − 𝑎𝑧
2 (1.5) 

 

𝐸𝑒
2 = 𝑎𝑥

2 − 𝑎𝑦
2  (1.6) 

 

για τις οποίες ισχύει ότι: 

 

𝐸𝑒
2 = 𝐸𝑥

2 − 𝐸𝑦
2 (1.7) 

 

Οι πρώτες εκκεντρότητες είναι οι: 

 

𝑒𝑥
2 =

𝑎𝑥
2 − 𝑎𝑧

2

𝑎𝑥
2  (1.8) 
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𝑒𝑦
2 =

𝑎𝑦
2 − 𝑎𝑧

2

𝑎𝑦
2  (1.9) 

 

𝑒𝑒
2 =

𝑎𝑥
2 − 𝑎𝑦

2

𝑎𝑥
2  (1.10) 

 

με τις εκκεντρότητες 𝑒𝑥
2 και 𝑒𝑒

2 να είναι ανεξάρτητες. Σύμφωνα με τις Εξ. (1.8) και (1.10) 

η Εξ. (1.1) είναι ισοδύναμη με τη σχέση: 

 

𝑥2 +
𝑦2

1 − 𝑒𝑒
2 +

𝑧2

1 − 𝑒𝑥
2 = 𝑎𝑥

2 (1.11) 

 

Οι δεύτερες εκκεντρότητες είναι οι: 

 

𝑒′𝑥
2 =

𝑎𝑥
2 − 𝑎𝑧

2

𝑎𝑧
2

 (1.12) 

 

𝑒′𝑦
2 =

𝑎𝑦
2 − 𝑎𝑧

2

𝑎𝑧
2

 (1.13) 

 

𝑒′𝑒
2 =

𝑎𝑥
2 − 𝑎𝑦

2

𝑎𝑦
2  (1.14) 

 

 

 
Εικόνα 1.1: Τριαξονικό ελλειψοειδές 
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2. Παραμετρίσεις 
 

 

Μια παραμέτριση αποτελεί τη διαδικασία κατά την οποία οι συντεταγμένες μιας 

επιφάνειας ή καμπύλης εκφράζονται ως συναρτήσεις ανεξάρτητων μεταβλητών. Οι 

μεταβλητές αυτές ονομάζονται παράμετροι και λαμβάνουν τιμές από το πεδίο ορισμού 

τους. Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι παραμετρίσεις για τη σφαίρα, το 

ελλειψοειδές εκ περιστροφής και το τριαξονικό ελλειψοειδές. Κάθε παραμέτριση που 

παρουσιάζεται έχει επαληθευθεί πως ικανοποιεί τη βασική σχέση της επιφάνειας, 

δηλαδή την Εξ. (1.3) για τη σφαίρα, την Εξ. (1.2) για το ελλειψοειδές εκ περιστροφής και 

την Εξ. (1.1) για το τριαξονικό ελλειψοειδές. Οι παραμετρίσεις του τριαξονικού 

ελλειψοειδούς ειδικεύονται στο ελλειψοειδές εκ περιστροφής και στη σφαίρα για να 

διαπιστωθεί σε ποια μορφή εκφυλλίζονται. Επίσης, παρουσιάζονται τα θεμελιώδη 

μεγέθη πρώτης τάξης της επιφάνειας 𝐸, 𝐹 και 𝐺, καθώς και το στοιχειώδες εμβαδό της 

επιφάνειας 𝑑𝐴 που υπολογίστηκε. Ο τρόπος υπολογισμού για τα στοιχεία αυτά 

παρουσιάζεται αναλυτικά για την πρώτη παραμέτριση κάθε επιφάνειας. Τέλος, 

παρουσιάζεται το πλέγμα των συντεταγμένων για κάθε παραμέτριση, ενώ ειδικά για τις 

παραμετρίσεις που έχουν ως παραμέτρους γωνιακά μεγέθη το πλέγμα αυτό 

δημιουργείται ανά 15°. 

 

2.1. Σφαίρα 

 

Οι σφαιρικές συντεταγμένες (𝑢, 𝑣) σε μια σφαίρα ακτίνας 𝑎 εκφράζονται με τις σχέσεις: 

 

𝑥 = 𝑎 cos𝑢 cos 𝑣 (2.1) 
 

𝑦 = 𝑎 cos 𝑢 sin𝑣 (2.2) 
 

𝑧 = 𝑎 sin𝑢 (2.3) 
 

όπου: −𝜋 2 ≤ 𝑢 ≤⁄ 𝜋 2⁄ , −𝜋 ≤ 𝑣 ≤ 𝜋. Η μεταβλητή 𝑢 είναι γνωστή ως γεωγραφικό 

πλάτος και η μεταβλητή 𝑣 είναι γνωστή ως γεωγραφικό μήκος. Η παραμέτριση αυτή 

είναι σε παραμετρική μορφή με παραμέτρους τις μεταβλητές (𝑢, 𝑣) και επομένως μπορεί 

να εκφραστεί σύμφωνα με τη διανυσματική εξίσωση ως: 

 

𝐫 = 𝑎 cos𝑢 cos𝑣 𝐢 + 𝑎 cos 𝑢 sin𝑣 𝐣 + 𝑎 sin𝑢 𝐤 (2.4) 
 

όπου 𝐢, 𝐣, 𝐤 τα μοναδιαία διανύσματα ως προς τους άξονες 𝑥, 𝑦, 𝑧 αντίστοιχα. Τα 

εφαπτόμενα διανύσματα στην επιφάνειας της σφαίρας προκύπτουν από τις σχέσεις: 

 

𝐫𝑢 =
𝜕𝐫

𝜕𝑢
=

𝜕𝑥

𝜕𝑢
𝐢 +

𝜕𝑦

𝜕𝑢
𝐣 +

𝜕𝑧

𝜕𝑢
𝐤 

= −𝑎 sin𝑢 cos𝑣 𝐢 − 𝑎 sin𝑢 sin 𝑣 𝐣 + 𝑎 cos 𝑢 𝐤 
(2.5) 
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𝐫𝑣 =
𝜕𝐫

𝜕𝑣
=

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝐢 +

𝜕𝑦

𝜕𝑣
𝐣 +

𝜕𝑧

𝜕𝑣
𝐤 

= −𝑎 cos 𝑢 sin𝑣 𝐢 + 𝑎 cos 𝑢 cos 𝑣 𝐣 + 0𝐤 
(2.6) 

 

Τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης προκύπτουν από τις σχέσεις: 

 

𝛦 = 𝐫𝑢 ∙ 𝐫𝑢 ⇒  𝐸 = 𝑎2 (2.7) 
 

𝐹 = 𝐫𝑢 ∙ 𝐫𝑣 ⇒ 𝐹 = 0 (2.8) 
 

𝐺 = 𝐫𝑣 ∙ 𝐫𝑣 ⇒ 𝐺 = 𝑎2 cos2 𝑢  (2.9) 
 

Εδώ διαπιστώνεται ότι εφόσον 𝐹 = 0 το πλέγμα των σφαιρικών συντεταγμένων είναι 

ορθογώνιο. Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας της σφαίρας προκύπτει από τη 

σχέση: 

 

𝑑𝐴 = |𝐫𝑢 × 𝐫𝑣| ⇒ 𝑑𝐴 = √𝐸𝐺 − 𝐹2 (2.10) 

 

και ισούται με: 

 

𝑑𝐴 = 𝑎2 cos 𝑢 𝑑𝑢𝑑𝑣 (2.11) 
 

Επομένως, μετά από ολοκλήρωση προκύπτει ότι: 

 

𝐴 = ∫ ∫ 𝑎2 cos𝑢

𝜋
2⁄

0

𝜋
2⁄

0

𝑑𝑢𝑑𝑣 = 𝑎2 (
𝜋

2
− 0)∫ cos𝑢

𝜋
2⁄

0

𝑑𝑢 ⇒ 𝐴 = 𝑎2
𝜋

2
 (2.12) 

 

Η τελευταία σχέση δίνει την τιμή του εμβαδού για ένα ογδοημόριο της σφαίρας με την 

τιμή του συνολικού εμβαδού της να ισούται με: 

 

𝐸 = 8𝐴 ⇒ 𝐸 = 4𝜋𝑎2 (2.13) 
 

2.2. Ελλειψοειδές εκ περιστροφής 

 

2.2.1. Παραμετρικές συντεταγμένες 

 

Οι παραμετρικές συντεταγμένες (𝑢, 𝑣) σε ένα ελλειψοειδές εκ περιστροφής με άξονες 𝑎 

και 𝑏 και εκκεντρότητα: 𝑒2 = (𝑎2 − 𝑏2) 𝑎2⁄  εκφράζονται με τις σχέσεις: 

 

𝑥 = 𝑎 cos𝑢 cos 𝑣 (2.14) 
 

𝑦 = 𝑎 cos 𝑢 sin𝑣 (2.15) 
 

𝑧 = 𝑏 sin𝑢 (2.16) 
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όπου: −𝜋 2 ≤ 𝑢 ≤⁄ 𝜋 2⁄ , −𝜋 ≤ 𝑣 ≤ 𝜋. Η παραμέτριση αυτή είναι σε παραμετρική μορφή 

με παραμέτρους τις μεταβλητές (𝑢, 𝑣) και επομένως μπορεί να εκφραστεί σύμφωνα με 

τη διανυσματική εξίσωση ως: 

 

𝐫 = 𝑎 cos𝑢 cos𝑣 𝐢 + a cos𝑢 sin 𝑣 𝐣 + b sin 𝑢 𝐤 (2.17) 
 

Τα εφαπτόμενα διανύσματα στην επιφάνεια του ελλειψοειδούς προκύπτουν από τις 

σχέσεις: 

 

𝐫𝑢 =
𝜕𝐫

𝜕𝑢
=

𝜕𝑥

𝜕𝑢
𝐢 +

𝜕𝑦

𝜕𝑢
𝐣 +

𝜕𝑧

𝜕𝑢
𝐤 

= −𝑎 sin𝑢 cos𝑣 𝐢 − 𝑎 sin𝑢 sin 𝑣 𝐣 + 𝑏 cos𝑢 𝐤 
(2.18) 

 

𝐫𝑣 =
𝜕𝐫

𝜕𝑣
=

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝐢 +

𝜕𝑦

𝜕𝑣
𝐣 +

𝜕𝑧

𝜕𝑣
𝐤 

= −𝑎 cos 𝑢 sin𝑣 𝐢 + 𝑎 cos 𝑢 cos 𝑣 𝐣 + 0𝐤 
(2.19) 

 

Τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης προκύπτουν από τις σχέσεις: 

 

𝛦 = 𝐫𝑢 ∙ 𝐫𝑢 ⇒  𝐸 = 𝑎2 sin2 𝑢 + 𝑏2 cos2 𝑢 (2.20) 
 

𝐹 = 𝐫𝑢 ∙ 𝐫𝑣 ⇒ 𝐹 = 0 (2.21) 
 

𝐺 = 𝐫𝑣 ∙ 𝐫𝑣 ⇒ 𝐺 = 𝑎2 cos2 𝑢  (2.22) 
 

Ομοίως διαπιστώνεται ότι εφόσον 𝐹 = 0 το πλέγμα των παραμετρικών συντεταγμένων 

είναι ορθογώνιο. Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του ελλειψοειδούς ισούται με: 

 

𝑑𝐴 = 𝑎 cos 𝑢 √𝑎2 sin2 𝑢 + 𝑏2 cos2 𝑢 𝑑𝑢𝑑𝑣 (2.23) 

 

Οι παραμετρικές συντεταγμένες ειδικεύονται ως σφαιρικές συντεταγμένες στη σφαίρα 

με το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας της σφαίρας να δίνεται από την Εξ. (2.11). 

 

2.2.2. Γεωδαιτικές συντεταγμένες 

 

Οι γεωδαιτικές συντεταγμένες (𝜑, 𝜆) στο ελλειψοειδές εκ περιστροφής εκφράζονται 

σύμφωνα με τις σχέσεις: 

 

𝑥 = 𝑁 cos𝜑 cos𝜆 (2.24) 
 

𝑦 = 𝛮 cos𝜑 sin𝜆 (2.25) 
 

𝑧 = 𝛮(1 − 𝑒2) sin𝜑 (2.26) 
 

όπου: 
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𝑁 =
𝑎

√1 − 𝑒2 sin2 𝜑
 (2.27) 

 

και: −𝜋 2 ≤ 𝜑 ≤⁄ 𝜋 2⁄ , −𝜋 ≤ 𝜆 ≤ 𝜋. Η μεταβλητή 𝜑 είναι γνωστή ως γεωδαιτικό πλάτος 

και η μεταβλητή 𝜆 είναι γνωστή ως γεωδαιτικό μήκος Τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης 

τάξης εκφράζονται ως: 

 

𝛦 =
𝑎2(1 − 𝑒2)2

(1 − 𝑒2 sin2 𝜑)3
 (2.28) 

 

𝐹 = 0 (2.29) 
 

𝐺 =
𝑎2 cos2 𝜑

1 − 𝑒2 sin2 𝜑
 (2.30) 

 

Σε αυτή την περίπτωση εφόσον και πάλι 𝐹 = 0 το πλέγμα των γεωδαιτικών 

συντεταγμένων είναι ορθογώνιο. Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του 

ελλειψοειδούς ισούται με: 

 

𝑑𝐴 =
𝑎2(1 − 𝑒2) cos𝜑

(1 − 𝑒2 sin2 𝜑)2
𝑑𝜑𝑑𝜆 (2.31) 

 

Οι γεωδαιτικές συντεταγμένες ειδικεύονται ως σφαιρικές συντεταγμένες στη σφαίρα με 

το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας της σφαίρας να δίνεται από την Εξ. (2.11). 

 

2.3. Τριαξονικό ελλειψοειδές 

 

2.3.1. Παραμετρικές συντεταγμένες 

 

Οι παραμετρικές συντεταγμένες (𝑢, 𝑣) (Müller, 1991) εκφράζονται σύμφωνα με τις 

σχέσεις: 

 

𝑥 = 𝑎𝑥 cos 𝑢 cos 𝑣 (2.32) 
 

𝑦 = 𝑎𝑦 cos 𝑢 sin𝑣 (2.33) 
 

𝑧 = 𝑎𝑧 sin𝑢 (2.34) 
 

όπου: −𝜋 2 ≤ 𝑢 ≤⁄ 𝜋 2⁄ , −𝜋 ≤ 𝑣 ≤ 𝜋. Η παραμέτριση αυτή είναι σε παραμετρική μορφή 

με παραμέτρους τις μεταβλητές (𝑢, 𝑣) και επομένως μπορεί να εκφραστεί σύμφωνα με 

τη διανυσματική εξίσωση: 

 

𝐫 = 𝑎𝑥 cos 𝑢 cos 𝑣 𝐢 + 𝑎𝑦 cos 𝑢 sin𝑣 𝐣 + 𝑎𝑧 sin 𝑢 𝐤 (2.35) 
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Τα εφαπτόμενα διανύσματα στην επιφάνεια του ελλειψοειδούς προκύπτουν από τις 

σχέσεις: 

 

𝐫𝑢 =
𝜕𝐫

𝜕𝑢
=

𝜕𝑥

𝜕𝑢
𝐢 +

𝜕𝑦

𝜕𝑢
𝐣 +

𝜕𝑧

𝜕𝑢
𝐤 

= −𝑎𝑥 sin𝑢 cos 𝑣 𝐢 − 𝑎𝑦 sin𝑢 sin𝑣 𝐣 + 𝑎𝑧 cos 𝑢 𝐤 
(2.36) 

 

𝐫𝑣 =
𝜕𝐫

𝜕𝑣
=

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝐢 +

𝜕𝑦

𝜕𝑣
𝐣 +

𝜕𝑧

𝜕𝑣
𝐤 

= −𝑎𝑥 cos𝑢 sin𝑣 𝐢 + 𝑎𝑦 cos 𝑢 cos 𝑣 𝐣 + 0𝐤 
(2.37) 

 

Τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης προκύπτουν από τις σχέσεις: 

 

𝛦 = 𝐫𝑢 ∙ 𝐫𝑢 ⇒ 𝐸 = sin2 𝑢 (𝑎𝑥
2 cos2 𝑣 + 𝑎𝑦

2 sin2 𝑣) + 𝑎𝑧
2 cos2 𝑢 (2.38) 

 

𝐹 = 𝐫𝑢 ∙ 𝐫𝑣 ⇒ 𝐹 = (𝑎𝑥
2 − 𝑎𝑦

2) sin 𝑢 cos 𝑢 sin𝑣 cos 𝑣 (2.39) 

 

𝐺 = 𝐫𝑣 ∙ 𝐫𝑣 ⇒ 𝐺 = cos2 𝑢 (𝑎𝑥
2 sin2 𝑣 + 𝑎𝑦

2 cos2 𝑣) (2.40) 

 

Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του ελλειψοειδούς ισούται με: 

 

𝑑𝐴 = cos𝑢 √𝑎𝑥
2𝑎𝑦

2 sin2 𝑢 + 𝑎𝑧
2 cos2 𝑢 (𝑎𝑥

2 sin2 𝑣 + 𝑎𝑦
2 cos2 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 (2.41) 

 

Το πλέγμα των παραμετρικών συντεταγμένων παρουσιάζεται στην Εικόνα 2.1 που 

έπεται. 
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Εικόνα 2.1: Πλέγμα παραμετρικών συντεταγμένων ανά 15° 

 

Οι παραμετρικές συντεταγμένες ειδικεύονται ως παραμετρικές συντεταγμένες στο 

ελλειψοειδές εκ περιστροφής με το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του 

ελλειψοειδούς να δίνεται από την Εξ. (2.23). Στη σφαίρα ειδικεύονται ως σφαιρικές 

συντεταγμένες με το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας της σφαίρας να δίνεται από την 

Εξ. (2.11). 

 

2.3.2. Παραμετρικές συντεταγμένες κατά Snyder 

 

Οι παραμετρικές συντεταγμένες κατά Snyder (𝑢̅, 𝑣̅) (Bugayevskiy & Snyder, 1995) 

εκφράζονται σύμφωνα με τις σχέσεις: 

 

𝑥 = 𝑑 cos 𝑢̅ cos 𝑣̅ (2.42) 
 

𝑦 = 𝑑 cos 𝑢̅ sin 𝑣̅ (2.43) 
 

𝑧 = 𝑎𝑧 sin 𝑢̅ (2.44) 
 

όπου: 

 

𝑑 =
𝑎𝑦

√1 − 𝑒𝑒
2 cos2 𝑣̅

 (2.45) 
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και: −𝜋 2 ≤ 𝑢̅ ≤⁄ 𝜋 2⁄ , −𝜋 ≤ 𝑣̅ ≤ 𝜋. Τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης εκφράζονται ως: 

 

𝛦 = 𝑑2 sin2 𝑢̅ + 𝑎𝑧
2 cos2 𝑢̅ (2.46) 

 

𝐹 = −𝑑𝑑𝑣̅ sin 𝑢̅ cos 𝑢̅ (2.47) 
 

𝐺 = cos2 𝑢 (𝑑2 + 𝑑𝑣̅
2) (2.48) 

 

όπου: 𝑑𝑣̅ = 𝑑(𝑑) 𝑑𝑣̅⁄ . Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του ελλειψοειδούς ισούται 

με: 

 

𝑑𝐴 = 

𝑎𝑦 cos 𝑢̅ √
𝑎𝑦

2 sin2 𝑢̅ + 𝑎𝑧
2 cos2 𝑢̅ +𝑒𝑒

2 cos2 𝑣̅[𝑎𝑧
2 cos2 𝑢̅ (𝑒𝑒

2 − 2) − 𝑎𝑦
2 sin2 𝑢̅]

(1 − 𝑒𝑒
2 cos2 𝑣̅)3

𝑑𝑢̅𝑑𝑣̅ 
(2.49) 

 

Το πλέγμα των παραμετρικών συντεταγμένων κατά Snyder παρουσιάζεται στην Εικόνα 

2.2 που έπεται. 

 

 
Εικόνα 2.2: Πλέγμα παραμετρικών συντεταγμένων κατά Snyder ανά 15° 

 

Οι παραμετρικές συντεταγμένες κατά Snyder ειδικεύονται ως παραμετρικές 

συντεταγμένες στο ελλειψοειδές εκ περιστροφής με το στοιχειώδες εμβαδό της 

επιφάνειας του ελλειψοειδούς να δίνεται από την Εξ. (2.23). Στη σφαίρα ειδικεύονται ως 
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σφαιρικές συντεταγμένες με το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας της σφαίρας να 

δίνεται από την Εξ. (2.11). 

 

2.3.3. Jacobi ελλειψοειδείς συντεταγμένες 

 

Οι Jacobi ελλειψοειδείς συντεταγμένες (𝛽, 𝜔) (Panou, 2013) εκφράζονται σύμφωνα με 

τις σχέσεις: 

 

𝑥 =
𝑎𝑥

𝐸𝑥
𝐵

1
2cos𝜔 (2.50) 

 

𝑦 = 𝑎𝑦cos𝛽sin𝜔 (2.51) 
 

𝑧 =
𝑎𝑧

𝐸𝑥
sin𝛽𝛺

1
2 (2.52) 

 

όπου: 

 

𝛣 = 𝐸𝑥
2cos2𝛽 + 𝐸𝑒

2sin2𝛽 (2.53) 
 

𝛺 = 𝐸𝑥
2 − 𝐸𝑒

2cos2𝜔 (2.54) 
 

και: −𝜋 2 ≤ 𝛽 ≤⁄ 𝜋 2⁄ , −𝜋 ≤ 𝜔 ≤ 𝜋. Τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης εκφράζονται 

ως: 

 

𝛦 =
(𝑎𝑦

2 sin2 𝛽 + 𝑎𝑧
2 cos2 𝛽)(𝐸𝑦

2 cos2 𝛽 + 𝐸𝑒
2 sin2 𝜔)

𝐸𝑥
2 − 𝐸𝑦

2 sin2 𝛽
 (2.55) 

 

𝐹 = 0 (2.56) 
 

𝐺 =
(𝑎𝑥

2 sin2 𝜔 + 𝑎𝑦
2 cos2 𝜔)(𝐸𝑦

2 cos2 𝛽 + 𝐸𝑒
2 sin2 𝜔)

𝐸𝑥
2 − 𝐸𝜀

2 cos2 𝜔
 (2.57) 

 

Εφόσον 𝐹 = 0, το πλέγμα των Jacobi ελλειψοειδών συντεταγμένων που παρουσιάζεται 

στην Εικόνα 2.3 είναι ορθογώνιο. Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του 

ελλειψοειδούς ισούται με: 

 

𝑑𝐴 = 

(𝐸𝑦
2 cos2 𝛽 + 𝐸𝑒

2 sin2 𝜔)√
(𝑎𝑦

2 sin2 𝛽 + 𝑎𝑧
2 cos2 𝛽)(𝑎𝑥

2 sin2 𝜔 + 𝑎𝑦
2 cos2 𝜔)

(𝐸𝑥
2 − 𝐸𝑦

2 sin2 𝛽)(𝐸𝑥
2 − 𝐸𝜀

2 cos2 𝜔)
𝑑𝜔𝑑𝛽 

(2.58) 
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Εικόνα 2.3: Πλέγμα Jacobi ελλειψοειδών συντεταγμένων ανά 15° 

 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον στην παραμέτριση αυτή παρουσιάζουν τα ομφαλικά σημεία, τα 

οποία είναι 4 σημεία που βρίσκονται στην επιφάνεια του ελλειψοειδούς και σε αυτά τα 

σημεία τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης λαμβάνουν την τιμή μηδέν. Τα σημεία αυτά 

προκύπτουν για τους συνδυασμούς: 𝛽 = 0 ή 𝛽 = 𝜋 και 𝜔 = ±𝜋 2⁄  και σύμφωνα με τον 

Weiǵhtman (1961) έχουν συντεταγμένες: 

 

(±𝑎𝑥√
𝑎𝑥

2 − 𝑎𝑦
2

𝑎𝑥
2 − 𝑎𝑧

2
, 0, ±𝑎𝑧√

𝑎𝑦
2 − 𝑎𝑧

2

𝑎𝑥
2 − 𝑎𝑧

2
 ) (2.59) 

 

Η απόσταση των σημείων αυτών στην επιφάνεια του ελλειψοειδούς εξαρτάται άμεσα 

από τους άξονες του, όπως φαίνεται από την Εξ. (2.59) και διαπιστώνεται συγκρίνοντας 

την Εικόνα 2.4 με την Εικόνα 2.5, όπου διαφέρει σημαντικά το μήκος των ημιαξόνων του 

ελλειψοειδούς. 
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Εικόνα 2.4: Ομφαλικά σημεία τριαξονικού ελλειψοειδούς 1 

 

 
 Εικόνα 2.5: Ομφαλικά σημεία τριαξονικού ελλειψοειδούς 2 
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Οι Jacobi ελλειψοειδείς συντεταγμένες ειδικεύονται ως παραμετρικές συντεταγμένες 

στο ελλειψοειδές εκ περιστροφής με το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του 

ελλειψοειδούς να δίνεται από την Εξ. (2.23). Οι συντεταγμένες αυτές δεν ορίζονται στη 

σφαίρα. 

 

2.3.4. Ελλειψοειδείς συντεταγμένες 

 

Οι ελλειψοειδείς συντεταγμένες (𝜇, 𝜈) (Panou, 2014) αποτελούν γραμμικά μεγέθη και 

εκφράζονται σύμφωνα με τις σχέσεις: 

 

𝑥 =
𝑎𝑥𝜇𝜈

√(𝑎𝑥
2 − 𝑎𝑦

2)(𝑎𝑥
2 − 𝑎𝑧

2)

 
(2.60) 

 

𝑦 = 𝑎𝑦√
(𝑎𝑦

2 + 𝜇2 − 𝑎𝑥
2)(𝑎𝑦

2 + 𝜈2 − 𝑎𝑥
2)

(𝑎𝑦
2 − 𝑎𝑥

2)(𝑎𝑦
2 − 𝑎𝑧

2)
 (2.61) 

 

𝑧 = 𝑎𝑧√
(𝑎𝑧

2 + 𝜇2 − 𝑎𝑥
2)(𝑎𝑧

2 + 𝜈2 − 𝑎𝑥
2)

(𝑎𝑧
2 − 𝑎𝑥

2)(𝑎𝑧
2 − 𝑎𝑦

2)
 (2.62) 

 

όπου: 𝑎𝑥
2 − 𝑎𝑦

2 ≤ 𝜇2 ≤ 𝑎𝑥
2 − 𝑎𝑧

2, 0 ≤ 𝜈2 ≤ 𝑎𝑥
2 − 𝑎𝑦

2 . Ιδιαίτερο ενδιαφέρον στην 

παραμέτριση αυτή παρουσιάζουν οι σχέσεις που την ορίζουν, καθώς ο μετασχηματισμός 

που πραγματοποιείται δεν είναι ένα προς ένα. Πιο συγκεκριμένα, υπάρχουν 8 σημεία στο 

χώρο για τις ίδιες τιμές των 𝜇 και 𝜈 με αποτέλεσμα η σχέση αυτή να ισχύει μόνο για ένα 

ογδοημόριο του ελλειψοειδούς. Τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης εκφράζονται ως: 

 

𝛦 =
(𝑎𝑥

2 − 𝜇2)(𝜈2 − 𝜇2)

(𝑎𝑦
2 + 𝜇2 − 𝑎𝑥

2)(𝑎𝑧
2 + 𝜇2 − 𝑎𝑥

2)
 (2.63) 

 

𝐹 = 0 (2.64) 
 

𝐺 =
(𝑎𝑥

2 − 𝜈2)(𝜇2 − 𝜈2)

(𝑎𝑦
2 + 𝜈2 − 𝑎𝑥

2)(𝑎𝑧
2 + 𝜈2 − 𝑎𝑥

2)
 (2.65) 

 

Εφόσον 𝐹 = 0 το πλέγμα των ελλειψοειδών συντεταγμένων που παρουσιάζεται στην 

Εικόνα 2.6 και αφορά ένα ογδοημόριο του ελλειψοειδούς είναι ορθογώνιο. Το 

στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του ελλειψοειδούς ισούται με: 

 

𝑑𝐴 = 

(𝜇2 − 𝜈2)√
−(𝑎𝑥

2 − 𝜇2)(𝑎𝑥
2 − 𝜈2)

(𝑎𝑦
2 + 𝜇2 − 𝑎𝑥

2)(𝑎𝑧
2 + 𝜇2 − 𝑎𝑥

2)(𝑎𝑦
2 + 𝜈2 − 𝑎𝑥

2)(𝑎𝑧
2 + 𝜈2 − 𝑎𝑥

2)
𝑑𝜇𝑑𝜈 

(2.66) 
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Εικόνα 2.6: Πλέγμα ελλειψοειδών συντεταγμένων 

 

Οι ελλειψοειδείς συντεταγμένες δεν ορίζονται στο ελλειψοειδές εκ περιστροφής και τη 

σφαίρα. 

 

2.3.5. Γεωδαιτικές συντεταγμένες 

 

Οι γεωδαιτικές συντεταγμένες (𝜑, 𝜆) (Müller, 1991) εκφράζονται σύμφωνα με τις 

σχέσεις: 

 

𝑥 = 𝑁 cos𝜑 cos𝜆 (2.67) 
 

𝑦 = 𝛮(1 − 𝑒𝑒
2) cos𝜑 sin𝜆 (2.68) 

 

𝑧 = 𝛮(1 − 𝑒𝑥
2) sin𝜑 (2.69) 

 

όπου: 

 

𝑁 =
𝑎𝑥

√1 − 𝑒𝑥
2 sin2 𝜑 − 𝑒𝑒

2 cos2 𝜑 sin2 𝜆
 (2.70) 

 

και: −𝜋 2 ≤ 𝜑 ≤⁄ 𝜋 2⁄ , −𝜋 ≤ 𝜆 ≤ 𝜋. Τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης εκφράζονται ως: 
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𝛦 =
𝑎𝑥

2(1 − 𝑒𝑥
2)2

(1 − 𝑒𝑥
2 sin2 𝜑 − 𝑒𝑒

2 cos2 𝜑 sin2 𝜆)3
∙ 

        [1 − 2𝑒𝑒
2 sin2 𝜆 + 𝑒𝑒

4 sin2 𝜆 (1 − cos2 𝜑 cos2 𝜆)] 

(2.71) 

 

𝐹 =
𝑎𝑥

2𝑒𝑒
2(1 − 𝑒𝑥

2) sin𝜑 cos𝜑 sin 𝜆 cos 𝜆

(1 − 𝑒𝑥
2 sin2 𝜑 − 𝑒𝑒

2 cos2 𝜑 sin2 𝜆)3
∙ 

         [(1 − 𝑒𝑒
2)(1 − 𝑒𝑥

2 sin2 𝜑) + (1 − 𝑒𝑥
2)(1 − 𝑒𝑒

2 cos2 𝜑 cos2 𝜆)] 

(2.72) 

 

𝐺 =
𝑎𝑥

2 cos2 𝜑

(1 − 𝑒𝑥
2 sin2 𝜑 − 𝑒𝑒

2 cos2 𝜑 sin2 𝜆)3
∙ 

         [sin2 𝜆 (1 − 𝑒𝑥
2 sin2 𝜑 −𝑒𝑒

2 cos2 𝜑)2 + cos2 𝜆 (1 − 𝑒𝑒
2)2(1 − 𝑒𝑥

2 sin2 𝜑)2

+ 𝑒𝑒
4(1 − 𝑒𝑥

2)2 sin2 𝜑 cos2 𝜑 sin2 𝜆 cos2 𝜆] 

(2.73) 

 

Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του ελλειψοειδούς ισούται με: 

 

𝑑𝐴 =
𝑎𝑥

2(1 − 𝑒𝑥
2)(1 − 𝑒𝑒

2) cos𝜑

(1 − 𝑒𝑥
2 sin2 𝜑 − 𝑒𝑒

2 cos2 𝜑 sin2 𝜆)2
𝑑𝜑𝑑𝜆 (2.74) 

 

Το πλέγμα των γεωδαιτικών συντεταγμένων παρουσιάζεται στην Εικόνα 2.7 που έπεται. 

 

 
Εικόνα 2.7: Πλέγμα γεωδαιτικών συντεταγμένων ανά 15° 

 

Οι γεωδαιτικές συντεταγμένες ειδικεύονται ως γεωδαιτικές συντεταγμένες στο 

ελλειψοειδές εκ περιστροφής με το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του 

ελλειψοειδούς να δίνεται από την Εξ. (2.31). Στη σφαίρα ειδικεύονται ως σφαιρικές 
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συντεταγμένες με το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας της σφαίρας να δίνεται από την 

Εξ. (2.11). 

 

2.3.6. Γεωκεντρικές συντεταγμένες κατά Müller 

 

Οι γεωκεντρικές συντεταγμένες κατά Müller (𝛷, 𝛬) (Müller, 1991) εκφράζονται 

σύμφωνα με τις σχέσεις: 

 

𝑥 = 𝑟 cos𝛷 cos𝛬 (2.75) 
 

𝑦 = 𝑟 cos𝛷 sin𝛬 (2.76) 
 

𝑧 = 𝑟 sin𝛷 (2.77) 
 

όπου: 

 

𝑟 =
𝑎𝑥√1 − 𝑒𝑥

2√1 − 𝑒𝑒
2

√1 − 𝑒𝑥
2 cos2 𝛷 − 𝑒𝑒

2 sin2 𝛷 − 𝑒𝑒
2(1 − 𝑒𝑥

2) cos2 𝛷 cos2 𝛬
 (2.78) 

 

και: −𝜋 2 ≤ 𝛷 ≤⁄ 𝜋 2⁄ , −𝜋 ≤ 𝛬 ≤ 𝜋. Τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης εκφράζονται 

ως: 

 

𝛦 = 𝑟2 + 𝑟𝛷
2 (2.79) 

 

𝐹 = 𝑟𝛷𝑟𝛬 (2.80) 
 

𝐺 = 𝑟2 cos2 𝛷 + 𝑟𝛬
2 (2.81) 

 

όπου: 𝑟𝛷 = 𝑑𝑟 𝑑𝛷⁄  και 𝑟𝛬 = 𝑑𝑟 𝑑𝛬⁄ . Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του 

ελλειψοειδούς ισούται με: 

 

𝑑𝐴 =
𝑎𝑥

2(1 − 𝑒𝑥
2)(1 − 𝑒𝑒

2) cos𝛷

𝑚1
√𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3𝑑𝛷𝑑𝛬 (2.82) 

 

όπου: 

 

𝑚1 = [1 − 𝑒𝑥
2 cos2 𝛷 − 𝑒𝑒

2 sin2 𝛷 − 𝑒𝑒
2(1 − 𝑒𝑥

2) cos2 𝛷 cos2 𝛬]2 
𝑚2 = 𝑒𝑒

4(1 − 𝑒𝑥
2)2 cos2 𝛷 sin2 𝛬 cos2 𝛬 

𝑚3 = sin2 𝛷 cos2 𝛷 [𝑒𝑒
2 − 𝑒𝑥

2 − 𝑒𝑒
2(1 − 𝑒𝑥

2) cos2 𝛬]2 
(2.83) 

 

Το πλέγμα των γεωκεντρικών συντεταγμένων κατά Müller παρουσιάζεται στην Εικόνα 

2.8 που έπεται. 
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 Εικόνα 2.8: Πλέγμα γεωκεντρικών συντεταγμένων κατά Müller ανά 15° 

 

Οι γεωκεντρικές συντεταγμένες κατά Müller ειδικεύονται στο ελλειψοειδές εκ 

περιστροφής ως: 

 

𝑥 = 𝑟 cos𝛷 cos𝛬 (2.84) 
 

𝑦 = 𝑟 cos𝛷 sin𝛬 (2.85) 
 

𝑧 = 𝑟 sin𝛷 (2.86) 
 

όπου: 

 

𝑟 =
𝑎√1 − 𝑒2

√1 − 𝑒2 cos2 𝛷
 (2.87) 

 

Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του ελλειψοειδούς δίνεται από τη σχέση: 

 

𝑑𝐴 =
𝑎2(1 − 𝑒2) cos𝛷

(1 − 𝑒2 cos2 𝛷)2
√1 − 2𝑒2 cos2 𝛷 + 𝑒4 cos2 𝛷 𝑑𝛷𝑑𝛬 (2.88) 

 

Στη σφαίρα ειδικεύονται ως σφαιρικές συντεταγμένες με το στοιχειώδες εμβαδό της 

επιφάνειας της σφαίρας να δίνεται από την Εξ. (2.11). 
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2.3.7. Γεωκεντρικές συντεταγμένες κατά Snyder 

 

Οι γεωκεντρικές συντεταγμένες κατά Snyder (𝑈, 𝑉) (Snyder, 1985) εκφράζονται 

σύμφωνα με τις σχέσεις: 

 

𝑥 =
𝑎𝑧 cos𝑈 cos𝑉

√𝑈̅√𝑉̅
 (2.89) 

 

𝑦 =
𝑎𝑧 cos𝑈 sin𝑉

√𝑈̅√𝑉̅
 (2.90) 

 

𝑧 =
𝑎𝑧 sin𝑈

√𝑈̅
 (2.91) 

 

όπου: 

 

𝑈̅ = sin2 𝑈 +
𝑎𝑧

2

𝑎𝑦
2 cos2 𝑈 (2.92) 

 

𝑉̅ = sin2 𝑉 +
𝑎𝑦

2

𝑎𝑥
2 cos2 𝑉 (2.93) 

 

και: −𝜋 2 ≤ 𝑈 ≤⁄ 𝜋 2⁄ , −𝜋 ≤ 𝑉 ≤ 𝜋. Τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης εκφράζονται 

ως: 

 

𝛦 =
𝑎𝑧

2

𝑈̅3
(
sin2 𝑈

𝑉̅
+

𝑎𝑧
4

𝑎𝑦
4 cos2 𝑈) (2.94) 

 

𝐹 =
𝑎𝑧

2 sin𝑈 cos𝑈 sin𝑉 cos𝑉

𝑈̅2𝑉̅2
(1 −

𝑎𝑦
2

𝑎𝑥
2) (2.95) 

 

𝐺 =
𝑎𝑧

2 cos2 𝑈

𝑈̅𝑉̅3
(sin2 𝑉 +

𝑎𝑦
4

𝑎𝑥
4 cos2 𝑉) (2.96) 

 

Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του ελλειψοειδούς ισούται με: 

 

𝑑𝐴 =
𝑎𝑧

2 cos𝑈

𝑈̅2𝑉̅2 √𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3𝑑𝑈𝑑𝑉 (2.97) 

 

όπου: 
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𝑛1 = sin2 𝑈 𝑉̅2 

𝑛2 = 𝑎𝑧
4 cos2 𝑈 sin2 𝑉 (

sin2 𝑉

𝑎𝑦
4 +

cos2 𝑉

𝑎𝑥
4 ) 

𝑛3 =
𝑎𝑧

4

𝑎𝑥
4 cos2 𝑈 cos2 𝑉 (

sin2 𝑉

𝑎𝑦
2 +

𝑎𝑦
2cos2 𝑉

𝑎𝑥
4 ) 

(2.98) 

 

Το πλέγμα των γεωκεντρικών συντεταγμένων κατά Snyder παρουσιάζεται στην Εικόνα 

2.9 που έπεται. 

 

 
Εικόνα 2.9: Πλέγμα γεωκεντρικών συντεταγμένων κατά Snyder ανά 15° 

 

Οι γεωκεντρικές συντεταγμένες κατά Snyder ειδικεύονται στο ελλειψοειδές εκ 

περιστροφής ως: 

 

𝑥 =
𝑎𝑧 cos𝑈 cos𝑉

√𝑈̅
 (2.99) 

 

𝑦 =
𝑎𝑧 cos𝑈 sin𝑉

√𝑈̅
 (2.100) 

 

𝑧 =
𝑎𝑧 sin𝑈

√𝑈̅
 (2.101) 

 

όπου: 
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𝑈̅ = sin2 𝑈 +
𝑏2

𝑎2
cos2 𝑈 (2.102) 

 

Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του ελλειψοειδούς δίνεται από τη σχέση: 

 

𝑑𝐴 =
𝑎𝑧

2 cos𝑈

𝑈̅2
√sin2 𝑈 +

𝑏4

𝑎4
cos2 𝑈 𝑑𝑈𝑑𝑉 (2.103) 

 

Στη σφαίρα ειδικεύονται ως σφαιρικές συντεταγμένες με το στοιχειώδες εμβαδό της 

επιφάνειας της σφαίρας να δίνεται από την Εξ. (2.11). 

 

2.3.8. Υπερβολικές συντεταγμένες 

 

Οι υπερβολικές συντεταγμένες (𝑝, 𝑞) (Gray, 1999) εκφράζονται σύμφωνα με τις σχέσεις: 

 

𝑥 = 𝑎𝑥 sech𝑝 cos 𝑞 (2.104) 
 

𝑦 = 𝑎𝑦 sech𝑝 sin𝑞 (2.105) 
 

𝑧 = 𝑎𝑧 tanh 𝑝 (2.106) 
 

όπου: 𝑝 ∈ (−∞,+∞), −𝜋 ≤ 𝑞 ≤ 𝜋. Εδώ πρέπει να αναφερθεί ότι η παράμετρος 𝑝 ορίζεται 

στο διάστημα (−∞,+∞), όμως για τη δημιουργία του πλέγματός της επιλέχθηκε το 

εύρος της να είναι το διάστημα (−2𝜋, 2𝜋). Τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης 

εκφράζονται ως: 

 

𝛦 = sech2 𝑝 (𝑎𝑥
2 tanh2 𝑝 cos2 𝑞 + 𝑎𝑦

2 tanh2 𝑝 sin2 𝑞 + 𝑎𝑥
2 sech2 𝑝) (2.107) 

 

𝐹 = (𝑎𝑥
2 − 𝑎𝑦

2) sech2 𝑝 tanh 𝑝 sin𝑞 cos 𝑞 (2.108) 

 

𝐺 = sech2 𝑝 (𝑎𝑥
2 sin2 𝑞 + 𝑎𝑦

2 cos2 𝑞) (2.109) 

 

Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του ελλειψοειδούς ισούται με: 

 

𝑑𝐴 = sech2 𝑝 √𝑎𝑥
2𝑎𝑦

2 tanh2 𝑝 + 𝑎𝑧
2 sech2 𝑝 (𝑎𝑥

2 sin2 𝑞 + 𝑎𝑦
2 cos2 𝑞)𝑑𝑝𝑑𝑞 (2.110) 

 

Το πλέγμα των υπερβολικών συντεταγμένων παρουσιάζεται στην Εικόνα 2.10 που 

έπεται. 
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Εικόνα 2.10: Πλέγμα υπερβολικών συντεταγμένων ανά 15° 

 

Οι υπερβολικές συντεταγμένες ειδικεύονται στο ελλειψοειδές εκ περιστροφής ως: 

 

𝑥 = 𝑎 sech𝑝 cos 𝑞 (2.111) 
 

𝑦 = 𝑎 sech𝑝 sin𝑞 (2.112) 
 

𝑧 = 𝑏 tanh 𝑝 (2.113) 
 

Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του ελλειψοειδούς δίνεται από τη σχέση: 

 

𝑑𝐴 = 𝑎sech2 𝑝√𝑎2 tanh2 𝑝 + 𝑏2 sech2 𝑝 𝑑𝑝𝑑𝑞 (2.114) 

 

Οι υπερβολικές συντεταγμένες ειδικεύονται στη σφαίρα ως: 

 

𝑥 = 𝑎 sech𝑝 cos 𝑞 (2.115) 
 

𝑦 = 𝑎 sech𝑝 sin𝑞 (2.116) 
 

𝑧 = 𝑎 tanh 𝑝 (2.117) 
 

Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας της σφαίρας δίνεται από τη σχέση: 

 

𝑑𝐴 = 𝑎2sech2 𝑝𝑑𝑝𝑑𝑞 (2.118) 
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2.3.9. Στερεογραφικές συντεταγμένες 

 

Οι στερεογραφικές συντεταγμένες (𝑖, 𝑗) (Dassios, 2012) αποτελούν γραμμικά μεγέθη και 

εκφράζονται σύμφωνα με τις σχέσεις: 

 

𝑥 =
2𝑎𝑥𝑖

𝑖2 + 𝑗2 + 1
 (2.119) 

 

𝑦 =
2𝑎𝑦𝑗

𝑖2 + 𝑗2 + 1
 (2.120) 

 

𝑧 =
𝑎𝑧(𝑖

2 + 𝑗2 − 1)

𝑖2 + 𝑗2 + 1
 (2.121) 

 

όπου: −1 ≤ 𝑖 ≤ 1, −1 ≤ 𝑗 ≤ 1. Τα θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης εκφράζονται ως: 

 

𝛦 =
1

(𝑖2 + 𝑗2 + 1)4 [4𝑎𝑥
2(−𝑖2 + 𝑗2 + 1)2 + 16𝑎𝑦

2𝑖2𝑗2 + 16𝑎𝑧
2𝑖2)] (2.122) 

 

𝐹 =
𝑖𝑗

(𝑖2 + 𝑗2 + 1)4 [−8𝑎𝑥
2(−𝑖2 + 𝑗2 + 1) − 8𝑎𝑦

2(𝑖2 − 𝑗2 + 1) + 16𝑎𝑧
2] (2.123) 

 

𝐺 =
1

(𝑖2 + 𝑗2 + 1)4 [16𝑎𝑥
2𝑖2𝑗2 + 4𝑎𝑦

2(𝑖2 − 𝑗2 + 1)2 + 16𝑎𝑧
2𝑗2] (2.124) 

 

Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του ελλειψοειδούς ισούται με: 

 

𝑑𝐴 =
4

(𝑖2 + 𝑗2 + 1)4 √𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 + 𝑡4 𝑑𝑖𝑑𝑗 (2.125) 

 

όπου: 

 

𝑡1 = 16𝑖2𝑗2(𝑎𝑥
2𝑎𝑦

2𝑖2𝑗2 + 𝑎𝑥
2𝑎𝑧

2𝑖2 + 𝑎𝑦
2𝑎𝑧

2𝑗2) 

𝑡2 = 𝑎𝑥
2𝑎𝑦

2(−𝑖2 + 𝑗2 + 1)(𝑖2 − 𝑗2 + 1)(−𝑖4 − 𝑗4 − 6𝑖2𝑗2 + 1) 

𝑡3 = 4𝑎𝑥
2𝑎𝑧

2𝑗2(−𝑖2 + 𝑗2 + 1)(−5𝑖2 + 𝑗2 + 1) 
𝑡4 = 4𝑎𝑦

2𝑎𝑧
2𝑖2(𝑖2 − 𝑗2 + 1)(𝑖2 − 5𝑗2 + 1) 

(2.126) 

 

Σε αυτή την παραμέτριση εξετάζεται μια ειδική περίπτωση της στερεογραφικής 

προβολής του τριαξονικού ελλειψοειδούς στην οποία το κέντρο προβολής είναι ο 

Βόρειος Πόλος του ελλειψοειδούς και το επίπεδο προβολής ταυτίζεται με το ισημερινό 

επίπεδο. Όπως άλλωστε φαίνεται στην Εικόνα 2.11 το σημείο με συντεταγμένες (𝑥, 𝑦, 𝑧) 

που βρίσκεται στην επιφάνεια του ελλειψοειδούς προβάλλεται στο ισημερινό επίπεδο 

στη σημείο με προβολικές συντεταγμένες (𝑖, 𝑗). Το πλέγμα των στερεογραφικών 

συντεταγμένων παρουσιάζεται στην Εικόνα 2.12 που έπεται και απεικονίζεται το ήμισυ 

του τριαξονικού ελλειψοειδούς με αρνητικές τιμές 𝑧. 
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Εικόνα 2.11: Στερεογραφική προβολή 

 

 
Εικόνα 2.12: Πλέγμα στερεογραφικών συντεταγμένων 
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Οι στερεογραφικές συντεταγμένες ειδικεύονται στο ελλειψοειδές εκ περιστροφής ως: 

 

𝑥 =
2𝑎𝑖

𝑖2 + 𝑗2 + 1
 (2.127) 

 

𝑦 =
2𝑎𝑗

𝑖2 + 𝑗2 + 1
 (2.128) 

 

𝑧 =
𝑏(𝑖2 + 𝑗2 − 1)

𝑖2 + 𝑗2 + 1
 (2.129) 

 

Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του ελλειψοειδούς δίνεται από τη σχέση: 

 

𝑑𝐴 =
4

(𝑖2 + 𝑗2 + 1)4 √𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 + 𝑡4 𝑑𝑖𝑑𝑗 (2.130) 

 

όπου: 

 

𝑡1 = 16𝑖2𝑗2(𝑎4𝑖2𝑗2 + 𝑎2𝑏2𝑖2 + 𝑎2𝑏2𝑗2) 
𝑡2 = 𝑎4(−𝑖2 + 𝑗2 + 1)(𝑖2 − 𝑗2 + 1)(−𝑖4 − 𝑗4 − 6𝑖2𝑗2 + 1) 
𝑡3 = 4𝑎2𝑏2𝑗2(−𝑖2 + 𝑗2 + 1)(−5𝑖2 + 𝑗2 + 1) 
𝑡4 = 4𝑎2𝑏2𝑖2(𝑖2 − 𝑗2 + 1)(𝑖2 − 5𝑗2 + 1) 

(2.131) 

 

Οι στερεογραφικές συντεταγμένες ειδικεύονται στη σφαίρα ως: 

 

𝑥 =
2𝑎𝑖

𝑖2 + 𝑗2 + 1
 (2.132) 

 

𝑦 =
2𝑎𝑗

𝑖2 + 𝑗2 + 1
 (2.133) 

 

𝑧 =
𝑎(𝑖2 + 𝑗2 − 1)

𝑖2 + 𝑗2 + 1
 (2.134) 

 

Το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας της σφαίρας δίνεται από τη σχέση: 

 

𝑑𝐴 =
4

(𝑖2 + 𝑗2 + 1)4 √𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 + 𝑡4 𝑑𝑖𝑑𝑗 (2.135) 

 

όπου: 

 

𝑡1 = 16𝑖2𝑗2(𝑎4𝑖2𝑗2 + 𝑎4𝑖2 + 𝑎4𝑗2) 
𝑡2 = 𝑎4(−𝑖2 + 𝑗2 + 1)(𝑖2 − 𝑗2 + 1)(−𝑖4 − 𝑗4 − 6𝑖2𝑗2 + 1) 
𝑡3 = 4𝑎4𝑗2(−𝑖2 + 𝑗2 + 1)(−5𝑖2 + 𝑗2 + 1) 
𝑡4 = 4𝑎4𝑖2(𝑖2 − 𝑗2 + 1)(𝑖2 − 5𝑗2 + 1) 

(2.136) 

 

Ο Πίνακας 2.1 που ακολουθεί περιλαμβάνει συγκεντρωμένες τις παραμετρίσεις που 

χρησιμοποιούνται καθώς και τις παραμέτρους για κάθε μία από αυτές. 
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Πίνακας 2.1: Συγκεντρωτικός πίνακας παραμετρίσεων 

Όνομα συντεταγμένων 

παραμέτρισης 
Παράμετροι 

Παραμετρικές (𝑢, 𝑣) 

Παραμετρικές κατά Snyder (𝑢̅, 𝑣̅) 

Jacobi ελλειψοειδείς (𝛽, 𝜔) 

Ελλειψοειδείς (𝜇, 𝜈) 

Γεωδαιτικές (𝜑, 𝜆) 

Γεωκεντρικές κατά Müller (𝛷, 𝛬) 

Γεωκεντρικές κατά Snyder (𝑈, 𝑉) 

Υπερβολικές (𝑝, 𝑞) 

Στερεογραφικές (𝑖, 𝑗) 
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3. Αναλυτικός τρόπος υπολογισμού 

 

 

Ο υπολογισμός του εμβαδού μπορεί να πραγματοποιηθεί με τη χρήση αναλυτικών 

μεθόδων αποκλειστικά για τις Καρτεσιανές συντεταγμένες και τις Jacobi ελλειψοειδείς 

συντεταγμένες μέσω αναπτυγμάτων σε σειρά. Σε όλες τις υπόλοιπες παραμετρίσεις δεν 

κατέστη δυνατός ο αναλυτικός τρόπος υπολογισμού του εμβαδού λόγω των σύνθετων 

μορφών των σχέσεων για το στοιχειώδες εμβαδό της επιφάνειας του ελλειψοειδούς. 

 

3.1.  Καρτεσιανές συντεταγμένες 

 

Η πρώτη απόπειρα υπολογισμού του εμβαδού χρησιμοποιώντας τις Καρτεσιανές 

συντεταγμένες πραγματοποιήθηκε από τον Legendre (1825). Πιο συγκεκριμένα, για τις 

Καρτεσιανές συντεταγμένες της Εξ. (1.1) ισχύει η σχέση: 

 

𝑧2

𝑎𝑧
2

= 1 −
𝑥2

𝑎𝑥
2 −

𝑦2

𝑎𝑦
2  (3.1) 

 

Με παραγώγιση προκύπτει ότι: 

 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −

𝑎𝑧
2𝑥2

𝑎𝑥
2𝑧

 (3.2) 

 

και 

 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

𝑎𝑧
2𝑦2

𝑎𝑦
2𝑧

 (3.3) 

 

Η σχέση από την οποία υπολογίζεται το εμβαδό είναι η: 

 

𝐴 = ∬√1 + (
𝜕𝑧

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑦
)
2

𝑑𝑥 𝑑𝑦 (3.4) 

 

Αντικαθιστώντας τις Εξ. (3.2) και (3.3) στην Εξ. (3.4) προκύπτει ότι: 

 

𝐴 = ∬√1 +
𝑎𝑧

4𝑥2

𝑎𝑥
4𝑧2

+
𝑎𝑧

4𝑦2

𝑎𝑦
4𝑧2

𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∬√

𝑧2

𝑎𝑧
2 +

𝑎𝑧
2𝑥2

𝑎𝑥
4 +

𝑎𝑧
2𝑦2

𝑎𝑦
4

𝑧2

𝑎𝑧
2

𝑑𝑥 𝑑𝑦 (3.5) 

 

Σύμφωνα με την Εξ. (3.1) προκύπτει ότι: 
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𝐴 = ∬√

1 −
𝑥2

𝑎𝑥
2 +

𝑦2

𝑎𝑦
2 +

𝑎𝑧
2𝑥2

𝑎𝑥
4 +

𝑎𝑧
2𝑦2

𝑎𝑦
4

1 −
𝑥2

𝑎𝑥
2 −

𝑦2

𝑎𝑦
2

𝑑𝑥 𝑑𝑦 

 = ∬√

1 − (1 −
𝑎𝑧

2

𝑎𝑥
2)

𝑥2

𝑎𝑥
2 − (1 −

𝑎𝑧
2

𝑎𝑦
2)

𝑦2

𝑎𝑦
2

1 −
𝑥2

𝑎𝑥
2 −

𝑦2

𝑎𝑦
2

𝑑𝑥 𝑑𝑦 

(3.6) 

 

Εφόσον είναι γνωστές οι εκκεντρότητες του ελλειψοειδούς από τις Εξ. (1.8) και (1.9), 

τότε η τελευταία σχέση μπορεί να γραφεί ως: 

 

𝐴 = ∬√

1 − 𝑒𝑥
2 𝑥2

𝑎𝑥
2 − 𝑒𝑦

2 𝑦2

𝑎𝑦
2

1 −
𝑥2

𝑎𝑥
2 −

𝑦2

𝑎𝑦
2

𝑑𝑥 𝑑𝑦 (3.7) 

 

Οι συντεταγμένες του ελλειψοειδούς μπορούν να εκφραστούν σε μορφή παραμετρικών 

συντεταγμένων σύμφωνα με τις σχέσεις 

 

𝑥 = 𝑎𝑥 sin 𝜃 sin𝜑 (3.8) 
 

𝑦 = 𝑎𝑦 sin 𝜃 cos𝜑 (3.9) 
 

𝑧 = 𝑎𝑧 cos 𝜃 (3.10) 
 

για τις οποίες ισχύει: 

 

𝑥2

𝑎𝑥
2 +

𝑦2

𝑎𝑦
2 = sin2 𝜃 (3.11) 

 

Έτσι, θεωρώντας τη παράμετρο 𝜃 σταθερή, με παραγώγιση της Εξ. (3.8) ως προς 𝜑 

προκύπτει ότι: 

 

𝑑𝑥 = 𝑎𝑥 sin 𝜃 cos𝜑 𝑑𝜑 (3.12) 
 

Έπειτα, με παραγώγιση της Εξ. (3.11) ως προς 𝑦 θεωρώντας τη τετμημένη 𝑥 σταθερή 

προκύπτει ότι: 

 

𝑦 𝑑𝑦 = 𝑎𝑦
2 sin 𝜃 cos 𝜃 𝑑𝜃 (3.13) 

 

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις δύο τελευταίες σχέσεις προκύπτει ότι: 

 

𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝑎𝑥𝑎𝑦
2 sin2 𝜃 cos𝜑 cos𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑 ⇒ 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

𝑎𝑥𝑎𝑦
2 sin2 𝜃 cos𝜃 cos𝜑

𝑦
𝑑𝜃𝑑𝜑 (3.14) 
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Από την Εξ. (3.9) ισχύει ότι: 

 

𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
𝑎𝑥𝑎𝑦

2 sin2 𝜃 cos𝜃 cos𝜑

𝑦
𝑑𝜃𝑑𝜑 =

𝑎𝑥𝑎𝑦
2 sin2 𝜃 cos 𝜃 cos𝜑

𝑎𝑦 sin𝜃 cos𝜑
𝑑𝜃𝑑𝜑 (3.15) 

 

Επομένως προκύπτει ότι: 

 

𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝑎𝑥𝑎𝑦 sin 𝜃 cos 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑 (3.16) 
 

Πραγματοποιώντας αλλαγή μεταβλητής στην Εξ. (3.7) και αντικαθιστώντας τις Εξ. (3.8) 

και (3.9) προκύπτει ότι: 

 

𝐴 = ∬𝑎𝑥𝑎𝑦 sin𝜃 cos 𝜃 √
1 − 𝑒𝑥

2 sin2 𝜃 sin2 𝜑 − 𝑒𝑦
2 sin2 𝜃 cos2 𝜑

1 − sin2 𝜃 sin2 𝜑 − sin2 𝜃 cos2 𝜑
𝑑𝜃𝑑𝜑 (3.17) 

 

Χρησιμοποιώντας τη γνωστή τριγωνομετρική ταυτότητα: sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1 προκύπτει 

ότι: 

 

𝐴 = ∬𝑎𝑥𝑎𝑦 sin𝜃 cos 𝜃 √
1 − (𝑒𝑥

2 sin2 𝜑 + 𝑒𝑦
2 cos2 𝜑)sin2 𝜃

1 − sin2 𝜃
𝑑𝜃𝑑𝜑 (3.18) 

 

Οπότε μετά από απλοποίηση προκύπτει η τελική σχέση που είναι η: 

 

𝐴 = 𝑎𝑥𝑎𝑦 ∬sin𝜃 √1 − (𝑒𝑥
2 sin2 𝜑 + 𝑒𝑦

2 cos2 𝜑)sin2 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑 (3.19) 

 

Θεωρώντας πως: 

 

𝑝 = 𝑒𝑥
2 sin2 𝜑 + 𝑒𝑦

2 cos2 𝜑 (3.20) 
 

ισχύει ότι: 

 

𝐴 = 𝑎𝑥𝑎𝑦 ∬sin𝜃 √1 − 𝑝 sin2 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑 (3.21) 

 

Η ποσότητα √1 − 𝑝 sin2 𝜃 μπορεί να αναπτυχθεί σε διωνυμική σειρά σύμφωνα με τη 

σχέση: 

 

(1 − 𝑥)1/2 = ∑ (
1

2⁄

𝑛
)

∞

𝑛=0

(−𝑥)𝑛 = 1 −
𝑥

2
−

𝑥2

8
−

𝑥3

16
−

5𝑥4

128
− ⋯ (3.22) 

 

οπότε προκύπτει ότι: 

 

𝐴 = 𝑎𝑥𝑎𝑦 ∬sin𝜃 (1 −
1

2
𝑝 sin2 𝜃 −

1 ∙ 1

2 ∙ 4
𝑝2 sin4 𝜃 −

1 ∙ 1 ∙ 3

2 ∙ 4 ∙ 6
𝑝3 sin6 𝜃 − ⋯)𝑑𝜃𝑑𝜑 (3.23) 
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ή αλλιώς: 

 

𝐴 = 𝑎𝑥𝑎𝑦 ∬(sin𝜃 −
1

2
𝑝 sin3 𝜃 −

1 ∙ 1

2 ∙ 4
𝑝2 sin5 𝜃 −

1 ∙ 1 ∙ 3

2 ∙ 4 ∙ 6
𝑝3 sin7 𝜃 − ⋯)𝑑𝜃𝑑𝜑 (3.24) 

 

Για τον υπολογισμό του εμβαδού για ένα ογδοημόριο του ελλειψοειδούς είναι γνωστό 

ότι: 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋 2⁄  και 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋 2⁄ . Επομένως το ολοκλήρωμα ισούται με: 

 

𝐴 = 𝑎𝑥𝑎𝑦 ∫ ∫ (sin𝜃 −
1

2
𝑝 sin3 𝜃 −

1 ∙ 1

2 ∙ 4
𝑝2 sin5 𝜃 −

1 ∙ 1 ∙ 3

2 ∙ 4 ∙ 6
𝑝3 sin7 𝜃    

𝜋
2⁄

0

𝜋
2⁄

0

− ⋯)𝑑𝜃𝑑𝜑 

(3.25) 

 

Γνωρίζοντας ότι: 

 

∫ sin2𝑛+1 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2⁄

0

= ∫ cos2𝑛+1 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2⁄

0

=
2𝑛‼

(2𝑛 + 1)‼
, 𝑛 = 1,2,3,… (3.26) 

 

Προκύπτει ότι: 

 

∫ sin𝜃

𝜋
2⁄

0

𝑑𝜃 = 1 (3.27) 

 

∫ sin3 𝜃

𝜋
2⁄

0

𝑑𝜃 =
2

3
 (3.28) 

 

∫ sin5 𝜃

𝜋
2⁄

0

𝑑𝜃 =
2 ∙ 4

3 ∙ 5
 (3.29) 

 

Επομένως, η Εξ. (3.25) ισούται με: 

 

𝐴 = 𝑎𝑥𝑎𝑦 ∫ (1 −
1

3
𝑝 −

1

3 ∙ 5
𝑝2 −

1

5 ∙ 7
𝑝3 − ⋯)

𝜋
2⁄

0

𝑑𝜑 (3.3) 

 

Με την ολοκλήρωση της τελευταίας σχέσης ως προς 𝜑 ισχύει ότι: 

 

∫ 𝑝

𝜋
2⁄

0

𝑑𝜑 =
𝜋

2
𝑝1 (3.31) 

 

∫ 𝑝2

𝜋
2⁄

0

𝑑𝜑 =
𝜋

2
𝑝2 (3.32) 

 

∫ 𝑝3

𝜋
2⁄

0

𝑑𝜑 =
𝜋

2
𝑝3 (3.33) 

 

Έτσι, προκύπτει ότι: 
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𝐴 =
𝜋

2
𝑎𝑥𝑎𝑦 (1 −

1

3
𝑝1 −

1

3 ∙ 5
𝑝2 −

1

5 ∙ 7
𝑝3 − ⋯) (3.34) 

 

όπου: 

 

𝑝1 =
1

2
𝑒𝑥

2 +
1

2
𝑒𝑦

2 (3.35) 

 

𝑝2 =
1 ∙ 3

2 ∙ 4
𝑒𝑥

4 +
1

2
∙
1

2
𝑒𝑥

2𝑒𝑦
2 +

1 ∙ 3

2 ∙ 4
𝑒𝑦

4 (3.36) 

 

𝑝3 =
1 ∙ 3 ∙ 5

2 ∙ 4 ∙ 6
𝑒𝑥

6 +
1 ∙ 3

2 ∙ 4
𝑒𝑥

4𝑒𝑦
2 +

1 ∙ 3

2 ∙ 4
𝑒𝑥

2𝑒𝑦
4 +

1 ∙ 3 ∙ 5

2 ∙ 4 ∙ 6
𝑒𝑦

6 (3.37) 

 

Για τον υπολογισμό του συνολικού εμβαδού του ελλειψοειδούς αξιοποιείται η σχέση: 

 

𝛦 = 8𝛢 (3.38) 
 

Επίσης, σύμφωνα με τον Tee (2005) η σειρά Legendre συγκλίνει ταχύτατα για σχεδόν 

σφαιρικά ελλειψοειδή, δηλαδή για ελλειψοειδή στα οποία ισχύει: 𝑒𝑥
2 ≪ 1 και 𝑒𝑦

2 ≪ 1, 

αλλά παρουσιάζει αργή σύγκλιση για πεπλατυσμένα ελλειψοειδή. Η μέθοδος για τον 

υπολογισμό των όρων 𝑝 δόθηκε από τον Legendre σύμφωνα με τη σχέση: 

 
1

√(1 − 𝑒𝑥
2)(1 − 𝑒𝑦

2)

= (1 − 𝑒𝑥
2)−1 2⁄ (1 − 𝑒𝑦

2)−1 2⁄  
(3.39) 

 

όπου αφού: 𝑒𝑥
2 < 1 και 𝑒𝑦

2 < 1 η Εξ. (3.39) αξιοποιώντας τη διωνυμική σειρά: 

 

(1 − 𝑥)−1/2 = ∑ (
−1

2⁄

𝑛
)

∞

𝑛=0

(−𝑥)𝑛 = 1 +
𝑥

2
+

3𝑥2

8
+

5𝑥3

16
+

35𝑥4

128
+ ⋯ (3.40) 

 

γράφεται ως: 

 
1

√(1 − 𝑒𝑥
2)(1 − 𝑒𝑦

2)

= (1 +
1

2
𝑒𝑥

2 +
1 ∙ 3

2 ∙ 4
𝑒𝑥

4 + ⋯) (1 +
1

2
𝑒𝑦

2 +
1 ∙ 3

2 ∙ 4
𝑒𝑦

4 + ⋯) 

= ∑ (
−1

2⁄

𝑛
)

𝑘

𝑛=0

(−𝑒𝑥
2)𝑛 ∑ (

−1
2⁄

𝑚
)

𝑙

𝑚=0

(−𝑒𝑦
2)𝑚 

= ∑ ∑(−1)𝑛+𝑚 (
−1

2⁄

𝑚
)

𝑙

𝑚=0

(
−1

2⁄

𝑛
)

𝑘

𝑛=0

𝑒𝑥
2𝑛𝑒𝑦

2𝑚 

(3.41) 

 

Ο όρος 𝑝𝑛 προκύπτει από τον πολλαπλασιασμό 𝑛 + 1 όρων των σειρών της Εξ. (3.41). Ο 

συντελεστής του όρου 𝑝𝑛, της Εξ. (3.34) δίνεται από τη σχέση: 
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𝑐𝑛 =
1

(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)
, 𝑛 = 1,2,3,… (3.42) 

 

3.2.  Jacobi ελλειψοειδείς συντεταγμένες 

 

Με αντικατάσταση των Εξ. (1.8) και (1.10) στην Εξ. (2.58) προκύπτει ότι: 

 

𝑑𝐴 = 𝑎𝑥
2(𝐸𝑦

2 cos2 𝛽 + 𝐸𝑒
2 sin2 𝜔) 

            √
1 − 𝑒𝑒

2 cos2 𝜔

𝐸𝑥
2 − 𝐸𝑒

2 cos2 𝜔
√

1 − 𝑒𝑒
2 + (𝑒𝑒

2 − 𝑒𝑥
2)cos2 𝛽

𝐸𝑥
2 − 𝐸𝑦

2 sin2 𝛽
𝑑𝜔𝑑𝛽 

(3.43) 

 

Θεωρώντας: 

 

𝑄1 = √
1 − 𝑒𝑒

2 cos2 𝜔

𝐸𝑥
2 − 𝐸𝑒

2 cos2 𝜔
 (3.44) 

 

και 

 

𝑄2 = √
1 − 𝑒𝑒

2 + (𝑒𝑒
2 − 𝑒𝑥

2)cos2 𝛽

𝐸𝑥
2 − 𝐸𝑦

2 sin2 𝛽
 (3.45) 

 

και αντικαθιστώντας στην Εξ. (3.43) προκύπτει ότι το εμβαδό ενός ογδοημορίου ισούται 

με: 

 

𝐴 = 𝑎𝑥
2 ∫ ∫ (𝐸𝑦

2 cos2 𝛽 + 𝐸𝑒
2 sin2 𝜔)𝑄1𝑄2

𝜋
2⁄

0

𝜋
2⁄

0

𝑑𝜔𝑑𝛽 (3.46) 

 

Εφαρμόζοντας την επιμεριστική ιδιότητα προκύπτει ότι: 

 

𝐴 = 𝑎𝑥
2 ∫ ∫ (𝑄1𝑄2𝐸𝑦

2 cos2 𝛽 + 𝑄1𝑄2𝐸𝑒
2 sin2 𝜔)

𝜋
2⁄

0

𝜋
2⁄

0

𝑑𝜔𝑑𝛽 (3.47) 

 

Με βάση τις ιδιότητες του ολοκληρώματος ισχύει ότι: 

 

𝐴 = 𝑎𝑥
2 ∫ ∫ 𝑄1𝑄2𝐸𝑦

2 cos2 𝛽 𝑑𝜔𝑑𝛽 + 𝑎𝑥
2 ∫ ∫ 𝑄1𝑄2𝐸𝑒

2 sin2 𝜔

𝜋
2⁄

0

𝜋
2⁄

0

𝜋
2⁄

0

𝜋
2⁄

0

𝑑𝜔𝑑𝛽 (3.48) 

 

Η τελευταία σχέση γράφεται ως: 

 

𝐴 = 𝑎𝑥
2 [𝐸𝑦

2 ∫ 𝑄1𝑑𝜔

𝜋
2⁄

0

∫ cos2 𝛽 𝑄2𝑑𝛽

𝜋
2⁄

0

+ 𝐸𝑒
2 ∫ 𝑄2𝑑𝛽

𝜋
2⁄

0

∫ sin2 𝜔 𝑄1𝑑𝜔

𝜋
2⁄

0

] (3.49) 
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Για την ποσότητα ∫ 𝑄1𝑑𝜔
𝜋

2⁄

0
 ισχύει ότι: 

 

∫ 𝑄1𝑑𝜔

𝜋
2⁄

0

= ∫
√1 − 𝑒𝑒

2 cos2 𝜔

𝐸𝑥√1 −
𝐸𝑒

2

𝐸𝑥
2 cos2 𝜔

𝑑𝜔

𝜋
2⁄

0

 

=
1

𝐸𝑥
∫ (1 − 𝑒𝑒

2 cos2 𝜔)1/2

𝜋
2⁄

0

(1 −
𝐸𝑒

2

𝐸𝑥
2 cos2 𝜔)

−1/2

𝑑𝜔 

(3.50) 

 

Καθώς 𝑒𝑒
2 < 1 και 𝐸𝑒

2 𝐸𝑥
2⁄ < 1 το ολοκλήρωμα μπορεί να γραφεί σε διωνυμική σειρά, 

οπότε αξιοποιώντας τις Εξ. (3.22) και (3.40), η Εξ. (3.50) ισούται με: 

 

∫ 𝑄1𝑑𝜔

𝜋
2⁄

0

=
1

𝐸𝑥
∫ (

𝜋
2⁄

0

1 −
𝑒𝑒

2 cos2 𝜔

2
−

𝑒𝑒
4 cos4 𝜔

8
− ⋯) 

(1 +
𝐸𝑒

2 cos2 𝜔

2𝐸𝑥
2 +

3𝐸𝑒
4 cos4 𝜔

8𝐸𝑥
4 + ⋯)𝑑𝜔 

(3.51) 

 

Πολλαπλασιάζοντας τις σειρές προκύπτει ότι: 

 

∫ 𝑄1𝑑𝜔

𝜋
2⁄

0

=
1

𝐸𝑥
∫ [1 + (

𝐸𝑒
2

2𝐸𝑥
2 −

𝑒𝑒
2

2
) cos2 𝜔 + (

3𝐸𝑒
4

8𝐸𝑥
4 −

𝑒𝑒
2𝐸𝑒

2

4𝐸𝑥
2 −

𝑒𝑒
4

8
) cos4 𝜔

𝜋
2⁄

0

+ ⋯]𝑑𝜔 

(3.52) 

 

Γνωρίζοντας ότι: 

 

∫ sin2𝑛 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2⁄

0

= ∫ cos2𝑛 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2⁄

0

=
𝜋

2
∙
(2𝑛 − 1)‼

2𝑛‼
, 𝑛 = 1,2,3,… (3.53) 

 

προκύπτει ότι: 

 

∫ 𝑄1𝑑𝜔

𝜋
2⁄

0

=
1

𝐸𝑥
(
𝜋

2
+ 𝑞1

𝜋

4
+ 𝑞2

3𝜋

16
+ ⋯) = 𝑠1 (3.54) 

 

όπου: 

 

𝑞1 =
𝐸𝑒

2

2𝐸𝑥
2 −

𝑒𝑒
2

2
 (3.55) 

 

𝑞2 =
3𝐸𝑒

4

8𝐸𝑥
4 −

𝑒𝑒
2𝐸𝑒

2

4𝐸𝑥
2 −

𝑒𝑒
4

8
 (3.56) 

 

Εφαρμόζοντας την ίδια διαδικασία για την ποσότητα ∫ sin2 𝜔 𝑄1𝑑𝜔
𝜋

2⁄

0
 προκύπτει ότι: 
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∫ sin2 𝜔 𝑄1𝑑𝜔

𝜋
2⁄

0

=
1

𝐸𝑥
[
𝜋

4
+ 𝑞1

𝜋

4
+ (𝑞2 − 𝑞1)

3𝜋

16
+ ⋯] = 𝑠2 (3.57) 

 

Γενικεύοντας τη σχέση για την ποσότητα ∫ 𝑄1𝑑𝜔
𝜋

2⁄

0
 προκύπτει ότι: 

 

∫ 𝑄1𝑑𝜔

𝜋
2⁄

0

=
1

𝐸𝑥
∑ (

1
2⁄

𝑛
)

𝑘

𝑛=0

(−𝑒𝑒
2 cos2 𝜔)𝑛 ∑ (

−1
2⁄

𝑚
)

𝑙

𝑚=0

(−
𝐸𝑒

2 cos2 𝜔

𝐸𝑥
2 )

𝑚

 

=
1

𝐸𝑥
∑ ∑(−1)𝑛+𝑚(cos2 𝜔)𝑛+𝑚 (

−1
2⁄

𝑚
)

𝑙

𝑚=0

(
1

2⁄

𝑛
)

𝑘

𝑛=0

(𝑒𝑒
2)𝑛 (

𝐸𝑒
2

𝐸𝑥
2)

𝑚

 

 

(3.58) 

Θεωρώντας: 

 

𝐶 = ∑ ∑(−1)𝑛+𝑚 (
−1

2⁄

𝑚
)

𝑙

𝑚=0

(
1

2⁄

𝑛
)

𝑘

𝑛=0

(𝑒𝑒
2)𝑛 (

𝐸𝑒
2

𝐸𝑥
2)

𝑚

 (3.59) 

 

τότε για την ποσότητα ∫ sin2 𝜔 𝑄1𝑑𝜔
𝜋

2⁄

0
 προκύπτει ότι: 

 

∫ sin2 𝜔 𝑄1𝑑𝜔

𝜋
2⁄

0

=
1

𝐸𝑥

(1 − cos2 𝜔) ∑ ∑ 𝐶

𝑘

𝑚=0

𝑘

𝑛=0

(cos2 𝜔)𝑛+𝑚 

=
1

𝐸𝑥
[∑ ∑ 𝐶

𝑘

𝑚=0

𝑘

𝑛=0

(cos2 𝜔)𝑛+𝑚 − ∑ ∑ 𝐶

𝑘

𝑚=0

𝑘

𝑛=0

(cos2 𝜔)𝑛+𝑚+1] 

(3.60) 

 

Για την ποσότητα ∫ 𝑄2𝑑𝛽
𝜋

2⁄

0
 ισχύει ότι: 

 

∫ 𝑄2𝑑𝛽

𝜋
2⁄

0

= ∫
√1 − 𝑒𝑒

2 + (𝑒𝑒
2 − 𝑒𝑥

2)cos2 𝛽

𝐸𝑥√1 −
𝐸𝑦

2

𝐸𝑥
2 sin2 𝛽

𝑑𝛽

𝜋
2⁄

0

 
(3.61) 

 

Θεωρώντας την ποσότητα 𝑝 ίση με: 

 

𝑝 =
𝑒𝑒

2 − 𝑒𝑥
2

1 − 𝑒𝑒
2 =

𝑎𝑧
2 − 𝑎𝑦

2

𝑎𝑦
2 =

𝑎𝑧
2

𝑎𝑦
2 − 1 (3.62) 

 

η Εξ. (3.61) ισούται με: 

 

∫ 𝑄2𝑑𝛽

𝜋
2⁄

0

=
√1 − 𝑒𝑒

2

𝐸𝑥
∫ (1 + 𝑝 cos2 𝛽)1/2

𝜋
2⁄

0

(1 −
𝐸𝑦

2

𝐸𝑥
2 sin2 𝛽)

−1/2

𝑑𝛽 (3.63) 

 

Για την ποσότητα 𝑝 ισχύει ότι: |𝑝| < 1 σε ένα τριαξονικό ελλειψοειδές αφού 𝑎𝑧 < 𝑎𝑦. 

Επίσης, αφού 𝐸𝑦
2 𝐸𝑥

2⁄ < 1 το ολοκλήρωμα μπορεί να γραφεί σε διωνυμική σειρά, οπότε 

αξιοποιώντας την Εξ. (3.40) και τη σχέση: 
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(1 + 𝑥)1/2 = ∑ (
1

2⁄

𝑛
)

𝑘

𝑛=0

(𝑥)𝑛 = 1 +
𝑥

2
−

𝑥2

8
+

𝑥3

16
−

5𝑥4

128
+ ⋯ (3.64) 

 

προκύπτει ότι: 

 

∫ 𝑄2𝑑𝛽

𝜋
2⁄

0

=
√1 − 𝑒𝑒

2

𝐸𝑥
∫ (

𝜋
2⁄

0

1 +
𝑝 cos2 𝛽

2
−

𝑝2 cos4 𝛽

8
+ ⋯)(1 +

𝐸𝑦
2 sin2 𝛽

2𝐸𝑥
2

+
3𝐸𝑦

4 sin4 𝛽

8𝐸𝑥
4 + ⋯)𝑑𝛽 

(3.65) 

 

Πολλαπλασιάζοντας τις σειρές προκύπτει ότι: 

 

∫ 𝑄2𝑑𝛽

𝜋
2⁄

0

=
√1 − 𝑒𝑒

2

𝐸𝑥
∫ [1 +

𝐸𝑦
2 sin2 𝛽

2𝐸𝑥
2 +

𝑝 cos2 𝛽

2
+

3𝐸𝑦
4 sin4 𝛽

8𝐸𝑥
4

𝜋
2⁄

0

+
𝑝𝐸𝑦

2 sin2 𝛽 cos2 𝛽

4𝐸𝑥
2 −

𝑝2 cos4 𝛽

8
+ ⋯]𝑑𝛽 

(3.66) 

 

Επομένως, σύμφωνα με την Εξ. (3.53) και γνωρίζοντας ότι: 

 

∫ sin2𝑛 𝑥 cos2𝑚 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2⁄

0

=
1

2
∙ 𝐵(𝑛 +

1

2
,𝑚 +

1

2
) (3.68) 

 

όπου 𝐵, η βήτα συνάρτηση Euler, προκύπτει ότι: 

 

∫ 𝑄2𝑑𝛽

𝜋
2⁄

0

=
√1 − 𝑒𝑒

2

𝐸𝑥
[
𝜋

2
+ (

𝐸𝑦
2

2𝐸𝑥
2 +

𝑝

2
)

𝜋

4
+ (

3𝐸𝑦
4

8𝐸𝑥
4 −

𝑝2

8
)

3𝜋

16
+

𝑝𝐸𝑦
2

4𝐸𝑥
2 ∙

𝜋

16
+ ⋯] 

= 𝑠3 

(3.69) 

 

Εφαρμόζοντας την ίδια διαδικασία για την ποσότητα ∫ cos2 𝛽 𝑄2𝑑𝛽
𝜋

2⁄

0
 προκύπτει ότι: 

 

∫ cos2 𝛽 𝑄2𝑑𝛽 =
√1 − 𝑒𝑒

2

𝐸𝑥

𝜋
2⁄

0

=[
𝜋

4
+

𝐸𝑦
2

2𝐸𝑥
2 ∙

𝜋

16
+

𝑝

2
∙
3𝜋

16
+ (−

𝑝2

8
)

5𝜋

32
+ (

3𝐸𝑦
4

8𝐸𝑥
4 +

𝑝2𝐸𝑦
2

4𝐸𝑥
2 )

𝜋

32
+ ⋯] 

= 𝑠4 

(3.70) 

 

Γενικεύοντας τη σχέση για την ποσότητα ∫ 𝑄2𝑑𝛽
𝜋

2⁄

0
 προκύπτει ότι: 

 

∫ 𝑄2𝑑𝛽

𝜋
2⁄

0

=
√1 − 𝑒𝑒

2

𝐸𝑥
∑ (

1
2⁄

𝑛
)

𝑘

𝑛=0

(𝑝 cos2 𝛽)𝑛 ∑ (
−1

2⁄

𝑚
)

𝑙

𝑚=0

(−
𝐸𝑦

2 sin2 𝛽

𝐸𝑥
2 )

𝑚

 

=
√1 − 𝑒𝑒

2

𝐸𝑥
∑ ∑(−1)𝑚(cos2 𝛽)𝑛(sin2 𝛽)𝑚 (

−1
2⁄

𝑚
)

𝑙

𝑚=0

(
1

2⁄

𝑛
)

𝑘

𝑛=0

(𝑝)𝑛 (
𝐸𝑦

2

𝐸𝑥
2)

𝑚

 

(3.71) 
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Θεωρώντας: 

 

𝐷 = ∑ ∑(−1)𝑚(sin2 𝛽)𝑚(𝑝)𝑛 (
−1

2⁄

𝑚
)(

1
2⁄

𝑛
)(

𝐸𝑦
2

𝐸𝑥
2)

𝑚𝑘

𝑚=0

𝑘

𝑛=0

 (3.72) 

 

τότε για την ποσότητα ∫ cos2 𝛽 𝑄2𝑑𝛽
𝜋

2⁄

0
 προκύπτει ότι: 

 

∫ cos2 𝛽 𝑄2𝑑𝛽

𝜋
2⁄

0

=
√1 − 𝑒𝑒

2

𝐸𝑥
∑ ∑ 𝐷

𝑘

𝑚=0

𝑘

𝑛=0

(cos2 𝛽)𝑛+1 

 

(3.73) 

Αξιοποιώντας τις Εξ. (3.54), (3.57), (3.69) και (3.70), προκύπτει ότι: 

 

𝐴 =
𝑎𝑥

2√1 − 𝑒𝑒
2

𝐸𝑥
2 [𝐸𝑦

2 ∙ 𝑠1 ∙ 𝑠4 + 𝐸𝑒
2 ∙ 𝑠2 ∙ 𝑠3] (3.74) 

 

Σε αυτό το σημείο πρέπει να αναφερθεί ότι η σχέση (3.74) δε μπορεί να χρησιμοποιηθεί 

για τον υπολογισμό του εμβαδού σφαίρας, καθώς η παραμέτριση δεν ειδικεύεται σε αυτή 

την επιφάνεια. 
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4. Αριθμητικός τρόπος υπολογισμού 

 

 

Σύμφωνα με τη βιβλιογραφία οι απόπειρες επίλυσης του προβλήματος συνήθως 

καταλήγουν σε μια αριθμητική παράσταση που απαιτείται ο υπολογισμός της τιμής ενός 

ολοκληρώματος για να προκύψει η τιμή του εμβαδού. Ωστόσο, η παράσταση δε μπορεί 

να ολοκληρωθεί αναλυτικά. Για την αντιμετώπιση αυτού του προβλήματος η λύση είναι 

η χρήση της αριθμητικής ανάλυσης και πιο συγκεκριμένα των μεθόδων αριθμητικής 

ολοκλήρωσης. Η γενική σχέση της αριθμητικής ολοκλήρωσης για ένα ολοκλήρωμα 𝐼 και 

διάστημα ολοκλήρωσης το [𝑎, 𝑏] είναι η: 

 

𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎

∑𝑤𝑖𝑓(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=0

 (4.1) 

 

όπου οι κόμβοι 𝑥𝑖 είναι σημεία στο διάστημα ολοκλήρωσης και τα βάρη 𝑤𝑖 είναι 

πραγματικοί αριθμοί. Οι μέθοδοι που χρησιμοποιούνται σε αυτή την εργασία είναι η 

μέθοδος τραπεζίου, η μέθοδος Simpson, η μέθοδος Gauss-Legendre και η μέθοδος 

Romberg. Σημαντική ιδιαιτερότητα στο πρόβλημα αποτελεί η ανάγκη χρήσης διπλών 

ολοκληρωμάτων, καθώς οι παράμετροι για κάθε παραμέτριση είναι δύο και επομένως η 

Εξ. (4.1) για διαστήματα ολοκλήρωσης [𝑎, 𝑏] και [𝑐, 𝑑] κατά 𝑥 και 𝑦 γενικεύεται ως: 

 

𝐼 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥)
𝑑

𝑐

𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
𝑏

𝑎

∑∑𝑤𝑖𝑗𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

𝑛𝑦

𝑗=0

𝑛𝑥

𝑖=0

 (4.2) 

 

όπου οι κόμβοι 𝑥𝑖, 𝑦𝑗  είναι σημεία στο διάστημα ολοκλήρωσης και τα βάρη 𝑤𝑖𝑗 είναι 

πραγματικοί αριθμοί. 

 

Οι μέθοδοι που συγκρίνονται εμφανίζουν αρκετές διαφορές μεταξύ τους, καθώς η 

μεθοδολογία που ακολουθεί η κάθε μία διαφέρει από τις υπόλοιπες. Ειδικότερα, η 

μέθοδος τραπεζίου και η μέθοδος Simpson αποτελούν τύπους ολοκλήρωσης των 

Newton-Cotes και χρησιμοποιούνται οι κλειστοί τύποι τους, δηλαδή οι τύποι που 

αξιοποιούν τα άκρα 𝑎 και 𝑏 του διαστήματος ολοκλήρωσης [𝑎, 𝑏]. Οι δύο αυτές μέθοδοι 

ακολουθούν την ίδια μεθοδολογία, καθώς απαιτούν τον κατακερματισμό του 

διαστήματος ολοκλήρωσης σε 𝑛 διαστήματα με το κάθε διάστημα να έχει πάχος ίσο με 

ℎ. Έτσι, αθροίζοντας τις τιμές της συνάρτησης στους κόμβους και πολλαπλασιάζοντας 

κάθε τιμή της με το αντίστοιχο βάρος προκύπτει η τιμή του ολοκληρώματος που ζητείται 

να υπολογιστεί. Συγκρίνοντας τους δύο αυτούς τύπους μεταξύ τους είναι γνωστό πως η 

μέθοδος Simpson είναι μέθοδος μεγαλύτερης τάξης από τη μέθοδο τραπεζίου και 

επομένως δίνει καλύτερα αποτελέσματα για το ίδιο πλήθος κόμβων ή επιτυγχάνει 

αποτέλεσμα ίδιας ακρίβειας με τη μέθοδο τραπεζίου με μικρότερο πλήθος κόμβων. Ο 

σύνθετος τύπος για τη μέθοδο τραπεζίου σε μία διάσταση είναι: 

 

𝑄𝑇 = ℎ (
𝑓(𝑎)

2
+ 𝑓(𝑥1) + ⋯+ 𝑓(𝑥𝑛−1) +

𝑓(𝑏)

2
) (4.3) 
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ενώ ο σύνθετος τύπος για τη μέθοδο Simpson είναι: 

 

𝑄𝑆 =
ℎ

3
(𝑓(𝑎) + 4𝑓(𝑥1) + 2𝑓(𝑥2) + 4𝑓(𝑥3) + 2𝑓(𝑥4)…+ 4𝑓(𝑥𝑛−1) + 𝑓(𝑏)) (4.4) 

 

όπου: 

 

ℎ =
𝑏 − 𝑎

𝑛
 (4.5) 

 

Για ολοκλήρωση σε δύο διαστάσεις οι Εξ. (4.3) και (4.4) γενικεύονται και ισούνται με: 

 

𝑄𝑇 =
ℎ𝑥ℎ𝑦

4
∑∑𝑤𝑖𝑗𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

𝑛𝑦

𝑗=0

𝑛𝑥

𝑖=0

 (4.6) 

 

𝑄𝑆 =
ℎ𝑥ℎ𝑦

9
∑∑𝑤𝑖𝑗𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

𝑛𝑦

𝑗=0

𝑛𝑥

𝑖=0

 (4.7) 

 

όπου ℎ𝑥 και ℎ𝑦 το πάχος των διαστημάτων και 𝑛𝑥 και 𝑛𝑦 ο αριθμός διαστημάτων κατά 𝑥 

και 𝑦 αντίστοιχα. 

 

Η μέθοδος Gauss αποτελεί τη μέθοδο που ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυμα του 

μέγιστου δυνατού βαθμού. Για να επιτευχθεί αυτό αξιοποιούνται τιμές της προς 

ολοκλήρωση συνάρτησης στους κόμβους, οι οποίοι όμως δεν είναι ομοιόμορφα 

κατανεμημένοι στο διάστημα ολοκλήρωσης. Ειδική περίπτωση αποτελεί η μέθοδος 

Gauss-Legendre, στην οποία θεωρώντας ότι η συνάρτηση βάρους ισούται με: 𝑤(𝑥) = 1 

και ότι το διάστημα ολοκλήρωσης είναι το: [−1,1] τότε οι κόμβοι αποτελούν ρίζες του 

πολυωνύμου Legendre. Επίσης, οι τύποι για τους κόμβους και τα βάρη είναι συμμετρικοί 

όταν η συνάρτηση βάρους είναι άρτια ως προς το μέσο του διαστήματος ολοκλήρωσης. 

Πραγματοποιώντας αλλαγή μεταβλητής για έναν τύπο Gauss στο διάστημα [−1,1] 

προκύπτει ότι στο διάστημα ολοκλήρωσης [𝑎, 𝑏] ο τύπος της μεθόδου Gauss-Legendre 

είναι: 

 

𝑄𝐺 =
𝑏 − 𝑎

2
∑𝑤𝑖𝑓 (

𝑏 − 𝑎

2
𝑥𝑖 +

𝑏 + 𝑎

2
)

𝑛

𝑖=1

 (4.8) 

 

Εφόσον είναι γνωστή η γενική σχέση για τη μέθοδο, τότε για ολοκλήρωση σε δύο 

διαστάσεις μετά από γενίκευση προκύπτει ότι: 

 

𝑄𝐺 =
𝑏 − 𝑎

2
∙
𝑑 − 𝑐

2
∑∑𝑤𝑖𝑗𝑓 (

𝑏 − 𝑎

2
𝑥𝑖 +

𝑏 + 𝑎

2
,
𝑑 − 𝑐

2
𝑦𝑗 +

𝑑 + 𝑐

2
)

𝑛𝑦

𝑗=0

𝑛𝑥

𝑖=0

 (4.9) 
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Η μέθοδος Romberg που αναπτύχθηκε τον προηγούμενο αιώνα αξιοποιεί την απλή 

μέθοδο τραπεζίου και χρησιμοποιεί επαναληπτική διαδικασία για τον υπολογισμό της 

τιμής του ολοκληρώματος. Εδώ πρέπει να αναφερθεί ότι η μέθοδος που εφαρμόζεται 

αποτελεί μια ειδική περίπτωση της μεθόδου προέκτασης κατά Richardson. Αρχικά, 

υπολογίζονται οι τιμές που προκύπτουν από τη μέθοδο τραπεζίου για πάχος 

διαστήματος ίσο με: ℎ = 𝑏 − 𝑎. Στη συνέχεια ελαττώνεται το πάχος του διαστήματος 

κατά το ήμισυ του σε κάθε επανάληψη και έτσι συμπληρώνεται η πρώτη στήλη του 

πίνακα Romberg. Επομένως, σύμφωνα με τη σχέση: 

 

𝑇𝑗
(𝑘)

=
22𝑗𝑇𝑗−1

(𝑘+1)
− 𝑇𝑗−1

(𝑘)

22𝑗 − 1
 (4.10) 

 

για 𝑘 ∈ ℕ0 και 𝑗 ∈ ℕ συμπληρώνονται τα επόμενα στοιχεία και προκύπτει ο πίνακας 

Romberg που έχει τελική μορφή: 

 

𝐑 =

[
 
 
 
 
 
 𝑇0

(0)

𝑇0
(1)

𝑇1
(0)

𝑇0
(2)

𝑇0
(3)

⋮

𝑇1
(1)

𝑇1
(2)

⋮

𝑇2
(0)

𝑇2
(1)

⋮

𝑇3
(0)

⋮ ⋱ ]
 
 
 
 
 
 

 (4.11) 

 

όπου 𝑇0
(𝑘)

 ο τύπος τραπεζίου με βήμα ℎ/2𝑘. Η καλύτερη προσέγγιση του ολοκληρώματος 

για τον εν λόγω πίνακα δίνεται από το στοιχείο 𝑇3
(0)

. Για ολοκλήρωση σε δύο διαστάσεις 

θεωρώντας σταθερή τη μία μεταβλητή εφαρμόζεται η μέθοδος για την άλλη, ενώ 

παράλληλα ισχύει η Εξ. (4.10) και ο πίνακας Romberg διατηρεί τη μορφή του. 
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5. Πειράματα 

 

 

5.1. Εισαγωγή 

 

Με τον υπολογισμό του στοιχειώδους εμβαδού του ελλειψοειδούς για κάθε παραμέτριση 

μπορεί πια να υπολογιστεί το εμβαδό για ένα ογδοημόριο του ελλειψοειδούς 

αξιοποιώντας τις αναλυτικές και αριθμητικές μεθόδους που περιεγράφηκαν στα 

Κεφάλαια 3 και 4. Έτσι, τα πειράματα που πραγματοποιούνται αποσκοπούν στη 

σύγκριση των μεθόδων αριθμητικής ολοκλήρωσης για το σύνολο των παραμετρίσεων, 

ώστε να αξιολογηθούν ως προς την ακρίβεια του τελικού αποτελέσματος και τον 

υπολογιστικό χρόνο που απαιτείται. Τα πειράματα που πραγματοποιήθηκαν αφορούν 

την εφαρμογή των μεθόδων σε τριαξονικό ελλειψοειδές, στο οποίο οι εκκεντρότητες του 

μεταβάλλονται, στο ελλειψοειδές εκ περιστροφής και στη σφαίρα. 

 

Αρχικά, συγκρίνονται οι μέθοδοι τραπεζίου και Simpson με σκοπό την εκτίμηση του 

βέλτιστου αριθμού διαστημάτων που απαιτείται για κάθε παραμέτριση. Αυτό 

πραγματοποιήθηκε μέσω επαναληπτικής διαδικασίας με τη διαδοχική αύξηση του 

αριθμού των διαστημάτων τους, έχοντας ορίσει ως κριτήριο διακοπής ανάμεσα σε δύο 

διαδοχικές επαναλήψεις, δηλαδή ανάμεσα σε δύο υπολογισμούς της ζητούμενης τιμής 

του εμβαδού, την τιμή: 𝑘 = 10−9. Με την εκτέλεση αυτών των πειραμάτων για 

διαφορετικά ελλειψοειδή έγινε σαφές ότι η μέθοδος τραπεζίου απαιτούσε σημαντικά 

μεγαλύτερο αριθμό διαστημάτων από ότι η μέθοδος Simpson και κατ’ επέκταση ο 

υπολογιστικός χρόνος αυξανόταν αρκετά λόγω του μεγαλύτερου υπολογιστικού 

κόστους. Όσον αφορά τη μέθοδο Gauss-Legendre, διαπιστώθηκε ότι με την αύξηση του 

πλήθους ριζών των πολυωνύμων Legendre που χρησιμοποιούνται, η τιμή του 

ολοκληρώματος που υπολογίζεται συγκλίνει στο τελικό αποτέλεσμα. Αυτό άλλωστε 

ήταν αναμενόμενο, με την ταχύτητα σύγκλισης να εξαρτάται από την εκκεντρότητα του 

ελλειψοειδούς, καθώς πιο έκκεντρα ελλειψοειδή απαιτούν μεγαλύτερο πλήθος ριζών 

από πιο σφαιρικά ελλειψοειδή για την επίτευξη ίδιας τάξης ακρίβειας. Σχετικά με τη 

μέθοδο Romberg διαπιστώθηκε ότι η εν λόγω μέθοδος απαιτεί ιδιαίτερα μεγάλο 

υπολογιστικό χρόνο για την επίτευξη της επιθυμητής ακρίβειας ακόμη και για τις πιο 

απλές παραμετρίσεις που δοκιμάστηκαν. Με βάση αυτά τα στοιχεία αποφασίστηκε να 

χρησιμοποιηθούν αποκλειστικά η μέθοδος Simpson και η μέθοδος Gauss-Legendre για 

τη συνέχιση των πειραμάτων και την εύρεση του βέλτιστου τρόπου υπολογισμού του 

εμβαδού. Η μέθοδος Simpson μετά το πέρας των αρχικών δοκιμών αποφασίστηκε να 

χρησιμοποιεί πλήθος διαστημάτων ίσο με: 𝑛𝑥 = 𝑛𝑦 = 3000 διαστήματα, ενώ η μέθοδος 

Gauss-Legendre χρησιμοποιεί πλήθος ριζών ίσο με: 𝑛 = 20. 

 

Κατά τη διεξαγωγή των πειραμάτων ως τιμή αναφοράς για το εμβαδό ενός 

ελλειψοειδούς θεωρείται η τιμή που προκύπτει από τον αναλυτικό τρόπο υπολογισμού 

για τις Jacobi ελλειψοειδείς συντεταγμένες. Εδώ πρέπει να αναφερθεί ότι κατά τον 

υπολογισμό του εμβαδού με τη χρήση αυτής της αναλυτικής μεθόδου χρησιμοποιείται 

σημαντικός αριθμός όρων, καθώς είναι σαφές ότι για τον υπολογισμό του εμβαδού σε 

πιο πεπλατυσμένα ελλειψοειδή απαιτούνται περισσότεροι όροι της σειράς. Επίσης, με 
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την προσθήκη σημαντικού αριθμού όρων επιχειρήθηκε η ελαχιστοποίηση της επίδρασης 

του σφάλματος αποκοπής που συνοδεύει τον υπολογισμό. 

 

5.2. Διεξαγωγή πειραμάτων 

 

Για τη σύγκριση των μεθόδων αριθμητικής ολοκλήρωσης για το σύνολο των 

παραμετρίσεων που χρησιμοποιούνται ως προς την ακρίβεια του αποτελέσματος της 

τιμής του εμβαδού και τον υπολογιστικό χρόνο που απαιτείται, κρίθηκε αναγκαία η 

σύγκριση τους για διαφορετικά ελλειψοειδή. Πιο συγκεκριμένα, διατηρώντας σταθερή 

την τιμή του μεγάλου ημιάξονα του ελλειψοειδούς και ίση με: 𝑎𝑥 = 4.0 και 

μεταβάλλοντας τις τιμές των ανεξάρτητων εκκεντροτήτων 𝑒𝑥
2 και 𝑒𝑒

2 με σταθερό βήμα, 

εφαρμόστηκαν οι μέθοδοι Simpson και Gauss-Legendre για 1326 διαφορετικά 

ελλειψοειδή. Στο σύνολο των ελλειψοειδών αυτών συμπεριλαμβάνεται η ειδική 

περίπτωση της σφαίρας, στην οποία οι τρεις άξονες του ελλειψοειδούς είναι ίσοι και η 

ειδική περίπτωση του ελλειψοειδούς εκ περιστροφής. Ειδικά, για το ελλειψοειδές εκ 

περιστροφής, τα αποτελέσματα που προέκυψαν αφορούν διαφορετικά διαξονικά 

ελλειψοειδή με μικρότερη και μεγαλύτερη εκκεντρότητα. Σκοπός των πειραμάτων 

αυτών αποτελεί ο υπολογισμός της διαφοράς της τιμής του εμβαδού που προκύπτει από 

μια παραμέτριση για συγκεκριμένη αριθμητική μέθοδο 𝐴𝑝 από την αντίστοιχη τιμή που 

προκύπτει από τον αναλυτικό τρόπο υπολογισμού για τις Jacobi ελλειψοειδείς 

συντεταγμένες 𝐴𝑒 για το ίδιο ελλειψοειδές. Επομένως, για κάθε ελλειψοειδές 

υπολογίζεται η τιμή: 

 

𝑑 = 𝐴𝑒 − 𝐴𝑝 (5.1) 
 

Με τον υπολογισμό αυτής της διαφοράς για το σύνολο των ελλειψοειδών παράγεται 

ένα διάγραμμα για κάθε παραμέτριση και μέθοδο αριθμητικής ολοκλήρωσης που έχει τη 

μορφή του διαγράμματος της Εικόνας 5.1. Στο διάγραμμα αυτό κάθε ελλειψοειδές 

αποτελεί ένα σημείο με συντεταγμένες τις τιμές της εκκεντρότητας του 𝑒𝑥
2 και 𝑒𝑒

2, ενώ η 

τιμή που λαμβάνει είναι η διαφορά 𝑑. Εξετάζοντας προσεκτικά το διάγραμμα της Εικόνας 

5.1 είναι εμφανές ότι η σφαίρα αποτελεί το σημείο, στο οποίο οι εκκεντρότητες είναι 

μηδενικές, ενώ η περίπτωση του πεπλατυσμένου σφαιροειδούς συναντάται για: 𝑒𝑒
2 = 0 

(oblate spheroid). Τα σημεία στα οποία ισχύει: 𝑒𝑥
2 = 𝑒𝑒

2 αποτελούν την περίπτωση του 

prolate spheroid, στην οποία οι άξονες 𝑎𝑦 και 𝑎𝑧 είναι ίσοι. Τα υπόλοιπα σημεία του 

διαγράμματος αποτελούν τη γενική περίπτωση του τριαξονικού ελλειψοειδούς, όπου 

ισχύει: 𝑎𝑥 > 𝑎𝑦 > 𝑎𝑧. Εδώ πρέπει να αναφερθεί ότι, κάθε υπολογισμός αφορά την τιμή 

του εμβαδού για ένα ογδοημόριο του ελλειψοειδούς και όχι για ολόκληρη την επιφάνειά 

του. Ειδικά για την περίπτωση της σφαίρας λόγω της αδυναμίας υπολογισμού του 

εμβαδού της από την αναλυτική μέθοδο των ελλειψοειδών συντεταγμένων, 

υπολογίστηκε η τιμή του εμβαδού της από την Εξ. (2.12). 

 

Το πρώτο διάγραμμα που δημιουργήθηκε αφορά τις Καρτεσιανές συντεταγμένες και 

τον αναλυτικό τρόπο υπολογισμού του εμβαδού, ο οποίος συγκρίνεται με τον αντίστοιχο 

αναλυτικό τρόπο για τις Jacobi ελλειψοειδείς συντεταγμένες σύμφωνα με την Εξ. (5.1). 

Εξετάζοντας τη μορφή του διαγράμματος είναι σαφές, ότι η τιμή της διαφοράς εμβαδού 
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για τη σφαίρα και για σχεδόν σφαιρικά διαξονικά ελλειψοειδή λαμβάνει τις μικρότερες 

τιμές της, ενώ οι τιμές της αυξάνονται και καταλαμβάνουν μεγάλες διαφορές για αυτή 

την τάξη μεγέθους για έκκεντρα τριαξονικά ελλειψοειδή. Το γεγονός αυτό οφείλεται 

στην επίδραση του σφάλματος αποκοπής που συνοδεύει τον υπολογισμό των 

αποτελεσμάτων για τις δύο αυτές μεθόδους και αφετέρου στην όπως αποδείχθηκε 

αδυναμία προσδιορισμού του σωστού αποτελέσματος, από την αναλυτική μέθοδο σε 

Καρτεσιανές συντεταγμένες.  

 

Μετά τη σύγκριση των αποτελεσμάτων των αναλυτικών μεθόδων έπεται η σύγκριση 

των αποτελεσμάτων για τις αριθμητικές μεθόδους. Πιο συγκεκριμένα, η μέθοδος 

Simpson και η μέθοδος Gauss-Legendre δίνουν παρόμοια αποτελέσματα κατά την 

εφαρμογή τους στις παραμετρικές συντεταγμένες, τα οποία είναι πολύ ικανοποιητικά 

για την περίπτωση της σφαίρας και του τριαξονικού ελλειψοειδούς. Οι μεγαλύτερες 

τιμές της διαφοράς εντοπίζονται στην περίπτωση του διαξονικού ελλειψοειδούς, στην 

περίπτωση του prolate ellipsoid μικρής εκκεντρότητας και σε έντονα έκκεντρα 

τριαξονικά ελλειψοειδή. Αντίστοιχα αποτελέσματα παρουσιάζονται και κατά την 

εφαρμογή των μεθόδων στις παραμετρικές συντεταγμένες κατά Snyder με εξαίρεση την 

περίπτωση όπου: 𝑒𝑥
2 = 𝑒𝑒

2 = 1.0, στην οποία η μέθοδος Simpson δεν έδωσε αποτέλεσμα. 

 

Οι Jacobi ελλειψοειδείς συντεταγμένες με τη μέθοδο Simpson έδωσαν επίσης πολύ 

ικανοποιητικά αποτελέσματα και εντοπίζονται πολύ μικρές της τιμές της διαφοράς του 

εμβαδού με εξαίρεση πολύ έκκεντρα τριαξονικά ελλειψοειδή. Όσον αφορά τη μέθοδο 

Gauss-Legendre, οι τιμές της διαφοράς είναι και πάλι πολύ μικρές με εξαίρεση την 

περίπτωση του διαξονικού ελλειψοειδούς, στην περίπτωση του prolate ellipsoid μικρής 

εκκεντρότητας και σε έντονα έκκεντρα τριαξονικά ελλειψοειδή. Επίσης, πρέπει να 

αναφερθεί ότι με αυτή τη μέθοδο δεν δόθηκαν αποτελέσματα στις περιπτώσεις της 

σφαίρας και στην περίπτωση όπου: 𝑒𝑥
2 = 𝑒𝑒

2 = 1.0. Οι ελλειψοειδείς συντεταγμένες με τη 

μέθοδο Simpson διαπιστώθηκε ότι απαιτούσαν ιδιαίτερα μεγάλο αριθμό διαστημάτων 

κατά την αριθμητική ολοκλήρωση χωρίς παράλληλα να επιτυγχάνεται η επιθυμητή 

ακρίβεια και για αυτό αποφασίστηκε η εξαίρεση τους από την πειραματική διαδικασία. 

Η μέθοδος Gauss-Legendre δεν έδωσε αποτέλεσμα στις περιπτώσεις της σφαίρας, του 

διαξονικού ελλειψοειδούς και του prolate ellipsoid, όπως ήταν αναμενόμενο εξαιτίας της 

φύσης της παραμέτρισης. Για το τριαξονικό ελλειψοειδές οι τιμές της διαφοράς είναι 

γενικά υψηλές για την τάξη μεγέθους που μελετάται, ενώ είναι μεγαλύτερες για λιγότερο 

έκκεντρα ελλειψοειδή και ελαττώνονται για πιο πεπλατυσμένα. 

 

Η εφαρμογή της μεθόδου Simpson στις γεωδαιτικές και γεωκεντρικές 

συντεταγμένες κατά Müller έδωσε παρόμοια αποτελέσματα με αυτά που έδωσε η 

εφαρμογή της ίδιας μεθόδου στις παραμετρικές συντεταγμένες. Η εφαρμογή της 

μεθόδου Gauss-Legendre σε αυτές τις παραμετρίσεις έδωσε παρόμοια αποτελέσματα με 

την εφαρμογή της μεθόδου Simpson στις Jacobi ελλειψοειδείς συντεταγμένες με τη 

διαφορά ότι σε αυτές τις περιπτώσεις οι τιμές που καταγράφονται για πολύ έκκεντρα 

ελλειψοειδή είναι ακραίες για αυτή την τάξη μεγέθους. Επίσης, κατά την εφαρμογή της 

μεθόδου Gauss-Legendre στις γεωκεντρικές συντεταγμένες κατά Müller δε δόθηκε 

αποτέλεσμα στην περίπτωση όπου: 𝑒𝑥
2 = 𝑒𝑒

2 = 1.0. Αντίστοιχα αποτελέσματα με αυτά 
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της εφαρμογής της μεθόδου Gauss-Legendre σε αυτές τις παραμετρίσεις προέκυψαν και 

στις δύο αριθμητικές μεθόδους για τις γεωκεντρικές συντεταγμένες κατά Snyder. 

 

Οι υπερβολικές συντεταγμένες έδωσαν παρόμοια αποτελέσματα στις δύο 

αριθμητικές μεθόδους, τα οποία είναι αντίστοιχα με τα αποτελέσματα που προέκυψαν 

από τις παραμετρικές συντεταγμένες. Οι στερεογραφικές συντεταγμένες έδωσαν 

παρόμοια αποτελέσματα για τις μεθόδους που συγκρίνονται με τις τιμές της διαφοράς 

να είναι ιδιαίτερα υψηλές για αυτή την τάξη μεγέθους στις περιπτώσεις της σφαίρας και 

των λιγότερο έκκεντρων ελλειψοειδών και να ελαττώνονται σε πιο πεπλατυσμένα 

ελλειψοειδή. Επιπλέον, η μέθοδος Simpson δεν έδωσε αποτέλεσμα στις περιπτώσεις 

όπου ισχύει: 𝑒𝑥
2 = 1.0 και 𝑒𝑒

2 < 1.0. 

 

Στον Πίνακα 5.1 περιέχεται ο μέσος χρόνος εκτέλεσης κάθε αριθμητικής μεθόδου που 

εξετάζεται για κάθε παραμέτριση. Εξετάζοντάς τον είναι σαφές πως η μέθοδος Gauss-

Legendre είναι σημαντικά ταχύτερη από τη μέθοδο Simpson (1000 φορές ταχύτερη). Η 

ταχύτερη παραμέτριση σε σχέση με τις άλλες παραμετρίσεις και το χρόνο που απαιτούν 

στη μέθοδο Gauss-Legendre ήταν αυτή των ελλειψοειδών συντεταγμένων (10 φορές 

ταχύτερη), η οποία ωστόσο δε θεωρείται η βέλτιστη μέθοδος για τον υπολογισμό καθώς 

υστερεί σε ακρίβεια στο τελικό αποτέλεσμα. Έτσι, η βέλτιστη παραμέτριση ως προς την 

ακρίβεια και το χρόνο υπολογισμού είναι αυτή των παραμετρικών συντεταγμένων κατά 

Snyder με τη μέθοδο Gauss-Legendre. 

 

 
Εικόνα 5.1: Μορφή διαγράμματος αποτελεσμάτων 
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Εικόνα 5.2: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της αναλυτικής μεθόδου Καρτεσιανών συν/νων από 

την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 

 

 
Εικόνα 5.3: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Simpson για τις παραμετρικές συν/νες 

από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 
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Εικόνα 5.4: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Gauss-Legendre για τις παραμετρικές 

συν/νες από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 

 
Εικόνα 5.5: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Simpson για τις παραμετρικές συν/νες 

κατά Snyder από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 
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Εικόνα 5.6: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Gauss-Legendre για τις παραμετρικές 

συν/νες κατά Snyder από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 

 
Εικόνα 5.7: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Simpson για τις Jacobi ελλειψοειδείς 

συν/νες από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 
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Εικόνα 5.8: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Gauss-Legendre για τις Jacobi 

ελλειψοειδείς συν/νες από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 

 
Εικόνα 5.9: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Gauss-Legendre για τις ελλειψοειδείς 

συν/νες από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 
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Εικόνα 5.10: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Simpson για τις γεωδαιτικές συν/νες 

από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 

 
Εικόνα 5.11: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Gauss-Legendre για τις γεωδαιτικές 

συν/νες από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 



52 

 

 
Εικόνα 5.12: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Simpson για τις γεωκεντρικές συν/νες 

κατά Müller από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 

 
Εικόνα 5.13: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Gauss-Legendre για τις γεωκεντρικές 

συν/νες κατά Müller από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 
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Εικόνα 5.14: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Simpson για τις γεωκεντρικές συν/νες 

κατά Snyder από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 

 

 
Εικόνα 5.15: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Gauss-Legendre για τις γεωκεντρικές 

συν/νες κατά Snyder από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 
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Εικόνα 5.16: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Simpson για τις υπερβολικές συν/νες 

από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 

 

 
Εικόνα 5.17: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Gauss-Legendre για τις υπερβολικές 

συν/νες από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 
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Εικόνα 5.18: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Simpson για τις στερεογραφικές 

συν/νες από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 

 

 
Εικόνα 5.19: Διάγραμμα διαφοράς εμβαδού της μεθόδου Gauss-Legendre για τις 

στερεογραφικές συν/νες από την αναλυτική μέθοδο Jacobi ελλειψοειδών συν/νων 



56 

 

Πίνακας 5.1: Πίνακας μέσου χρόνου εκτέλεσης αριθμητικής μεθόδου για κάθε παραμέτριση 

Όνομα συντεταγμένων 

παραμέτρισης 

Μέσος χρόνος εκτέλεσης 

Μέθοδος Simpson (ms) 
Μέθοδος Gauss-Legendre 

(μs) 

Παραμετρικές 298 14.9 

Παραμετρικές κατά Snyder 268 13.5 

Jacobi ελλειψοειδείς 342 18.0 

Ελλειψοειδείς − 6.4 

Γεωδαιτικές 250 16.3 

Γεωκεντρικές κατά Müller 378 23.9 

Γεωκεντρικές κατά Snyder 376 17.6 

Υπερβολικές 376 19.0 

Στερεογραφικές 257 13.2 

 

5.3. Εφαρμογή στο γήινο ελλειψοειδές 

 

Κατά την εφαρμογή της βέλτιστης μεθόδου υπολογισμού του εμβαδού στο γήινο 

ελλειψοειδές συγκρίνονται οι τιμές του εμβαδού για τη σφαίρα, το ελλειψοειδές εκ 

περιστροφής και το τριαξονικό ελλειψοειδές. Για την περίπτωση της σφαίρας και του 

ελλειψοειδούς εκ περιστροφής χρησιμοποιούνται οι τιμές των αξόνων του παγκόσμιου 

συστήματος αναφοράς WGS84. Για την περίπτωση του τριαξονικού ελλειψοειδούς 

χρησιμοποιούνται οι τιμές από την εργασία Panou et al. (2020). Οι τιμές των αξόνων και 

η τιμή του εμβαδού για κάθε επιφάνεια αναφοράς βρίσκονται στον Πίνακα 5.2 που 

ακολουθεί. 

 

Πίνακας 5.2: Πίνακας αποτελεσμάτων υπολογισμού εμβαδού στο γήινο ελλειψοειδές 

Άξονας Τιμές αξόνων (km) Τιμή εμβαδού ((km)2) 

Σφαίρα 

𝑎𝑥 6378.137 

511207893 𝑎𝑦 6378.137 

𝑎𝑧 6378.137 

Ελλειψοειδές εκ περιστροφής 

𝑎𝑥 6378.137 

510065605 𝑎𝑦 6378.137 

𝑎𝑧 6356.752 

Τριαξονικό ελλειψοειδές 

𝑎𝑥 6378.172 

510065583 𝑎𝑦 6378.102 

𝑎𝑧 6356.752 

 

Οι διαφορές στις τιμές του εμβαδού για τις τρεις επιφάνειες αναφοράς εκφρασμένες σε 

ppm υπολογίζονται από τη σχέση: 
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𝑓 =
|𝐴1 − 𝐴2|

𝐴1
∙ 106 (5.2) 

 

όπου 𝐴1 και 𝐴2 οι τιμές που υπολογίστηκαν για δύο επιφάνειες αναφοράς. Τα 

αποτελέσματα περιέχονται στον Πίνακα 5.3. Συγκρίνοντας τα αποτελέσματα 

διαπιστώνεται ότι η διαφορά ανάμεσα στη σφαίρα και το ελλειψοειδές εκ περιστροφής 

και τη σφαίρα και το τριαξονικό ελλειψοειδές είναι η ίδια, ενώ η διαφορά ανάμεσα στο 

ελλειψοειδές εκ περιστροφής και το τριαξονικό ελλειψοειδές είναι σχεδόν αμελητέα και 

ισούται με 0.04 ppm. Επομένως, καθίσταται σαφές ότι η διαφορά ανάμεσα στη τιμή του 

εμβαδού του διαξονικού και τριαξονικού ελλειψοειδούς δεν είναι τόσο μεγάλη και για 

εφαρμογές που δεν απαιτείται υψηλή ακρίβεια μπορεί να χρησιμοποιηθεί η τιμή του 

εμβαδού του ελλειψοειδούς εκ περιστροφής. 

 
Πίνακας 5.3: Πίνακας διαφοράς τιμών εμβαδού στις τρεις επιφάνειες αναφοράς  

Επιφάνειες αναφοράς Διαφορά τιμής εμβαδού (ppm) 

Σφαίρα - Ελλειψοειδές εκ 

περιστροφής 
2234 

Σφαίρα - Τριαξονικό 

ελλειψοειδές 
2234 

Ελλειψοειδές εκ 

περιστροφής - Τριαξονικό 

ελλειψοειδές 

0.04 
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6. Συμπεράσματα και προτάσεις 

 

 

6.1. Συμπεράσματα 

 

Το πρόβλημα του υπολογισμού του εμβαδού του γήινου ελλειψοειδούς αποτελεί ένα 

σύνθετο πρόβλημα που απασχόλησε πληθώρα ερευνητών και συνδυάζει τη χρήση 

αναλυτικών και αριθμητικών μεθόδων. 

 

Στο Κεφάλαιο 2 αναδείχθηκαν οι διαφορετικές παραμετρίσεις που υπάρχουν στο 

τριαξονικό ελλειψοειδές, οι οποίες ειδικεύονται στο ελλειψοειδές εκ περιστροφής και 

στη σφαίρα. Έτσι, έγινε σαφής η δυσκολία και οι ιδιαιτερότητες που συνοδεύουν την 

ενασχόληση με την εν λόγω επιφάνεια αναφοράς εξαιτίας της πλούσιας γεωμετρίας της 

που καθιστά πιο σύνθετη την πραγματοποίηση υπολογισμών σε αυτή. 

 

Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζονται οι διαθέσιμες αναλυτικές μέθοδοι για τον 

προσδιορισμό του εμβαδού και στο Κεφάλαιο 4 καταγράφονται οι αριθμητικές μέθοδοι 

που χρησιμοποιούνται για την εκτίμηση της τιμής του εμβαδού μαζί με το θεωρητικό 

πλαίσιο που της συνοδεύει. 

 

Στο Κεφάλαιο 5 πραγματοποιούνται τα πειράματα συγκρίνοντας τις μεθόδους που 

αναπτύσσονται με τη μέθοδο αναλυτικού υπολογισμού για τις Jacobi ελλειψοειδείς 

συντεταγμένες. Με αυτό τον τρόπο πραγματοποιήθηκαν πειράματα για διαφορετικά 

ελλειψοειδή οπότε και διαπιστώθηκε η αδυναμία των Καρτεσιανών συντεταγμένων 

στον προσδιορισμό του σωστού αποτελέσματος σε αρκετές περιπτώσεις. Επιπλέον, 

αποδείχθηκε πως η μέθοδος Gauss-Legendre δίνει αποτελέσματα ίδιας ακρίβειας σε 

πολύ μικρότερο χρόνο από τη μέθοδο Simpson, ενώ παράλληλα συγκρίθηκαν οι 

παραμετρίσεις ως προς την ακρίβεια του τελικού αποτελέσματος. Με το πέρας της 

πειραματικής διαδικασίας διαπιστώθηκε ότι η ταχύτερη μέθοδος σε συνδυασμό με τη 

μεγαλύτερη ακρίβεια που επιτεύχθηκε καταγράφηκε στην αριθμητική ολοκλήρωση με 

τη μέθοδο Gauss-Legendre για τις παραμετρικές συντεταγμένες κατά Snyder. 

 

Έχοντας πλέον διαπιστώσει ποια είναι η βέλτιστη μέθοδος υπολογισμού του 

εμβαδού υλοποιήθηκε ο υπολογισμός του εμβαδού του γήινου ελλειψοειδούς για τις 

τρεις επιφάνειες αναφοράς της εργασίας, ενώ οι διαφορές τους εκφράζονται σε ppm. 

Εκεί διαπιστώθηκε ότι η διαφορά της τιμής του εμβαδού για το γήινο ελλειψοειδές είναι 

πολύ μικρή χρησιμοποιώντας ως επιφάνειες αναφοράς το ελλειψοειδές εκ περιστροφής 

και το τριαξονικό ελλειψοειδές γεγονός που επιτρέπει τη χρήση του εμβαδού του 

ελλειψοειδούς εκ περιστροφής για απλές εφαρμογές που δεν απαιτείται πολύ μεγάλη 

ακρίβεια. 
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6.2. Προτάσεις 

 

Με την εύρεση του βέλτιστου τρόπου υπολογισμού του εμβαδού του γήινου 

ελλειψοειδούς παρέχεται πλέον η δυνατότητα χρήσης της μεθόδου για τον 

προσδιορισμό του εμβαδού άλλων ουράνιων σωμάτων, όπως κομήτες, αστεροειδείς και 

πλανήτες, τα οποία χρησιμοποιούν ως επιφάνεια αναφοράς το τριαξονικό ελλειψοειδές. 

Επιπλέον, η εν λόγω μέθοδος είναι δυνατόν να εφαρμοστεί σε διάφορα επιστημονικά 

πεδία, με χαρακτηριστικό παράδειγμα τη Βιολογία, όπως είχε επιχειρηθεί στο παρελθόν 

(Kwok, 1984; Bulliman & Kuchel, 1988). 

 

Οι αναλυτικές μέθοδοι που αναπτύσσονται στο Κεφάλαιο 3, δηλαδή η αναλυτική 

μέθοδος για τις Καρτεσιανές και τις Jacobi ελλειψοειδείς συντεταγμένες, έχουν 

προγραμματιστεί χρησιμοποιώντας πεπερασμένο πλήθος όρων. Η βελτίωση των 

κωδίκων τους είναι εφικτή αξιοποιώντας το γενικό τύπο για κάθε περίπτωση και 

υπολογίζοντας συνεχώς νέους όρους μέχρι τη στιγμή που η μεταβολή στην τελική τιμή 

του εμβαδού είναι μικρότερη από το όριο σύγκλισης που θέτει ο χρήστης. 
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Παράρτημα 

 

Κώδικας αναλυτικού τρόπου υπολογισμού για τις Καρτεσιανές 

συντεταγμένες 

 

Function: cart.c 

 
#include <stdio.h> 

#include <stdlib.h> 

#include <math.h> 

 
//Function cart that calculates triaxial ellipsoid area for one 

octant using Legendre series 

double cart(double a_x, double a_y, double a_z){ 

     

    //Calculates axis squared 

    double ax_2 = a_x * a_x; 

    double ay_2 = a_y * a_y; 

    double az_2 = a_z * a_z; 

 

    //Calculate eccentricities 

    double e_x = (ax_2 - az_2) / ax_2; 

    double e_y = (ay_2 - az_2) / ay_2; 

 

    double sum; 

    double res; 

     

    //Calculate series coefficients 

    double p1 = (0.5 * e_x) + (0.5 * e_y); 

     

    double p2 = ((3.0/8.0) * e_x * e_x) + (0.25 * e_x * e_y) + 

((3.0/8.0) * e_y * e_y); 

     

    double p3 = ((5.0/16.0) * my_pow(e_x, 3)) + ((3.0/8.0) * e_x * 

e_x *e_y) + ((3.0/8.0) * e_x * e_y * e_y) + ((5.0/16.0) * 

my_pow(e_y, 3)); 

     

    double p4 = ((35.0/128.0) * my_pow(e_x, 4)) + ((5.0/16.0)  * 

my_pow(e_x, 3) * e_y) + ((9.0/64.0)  * e_x * e_x * e_y * e_y) + 

((5.0/16.0)  * e_x * my_pow(e_y, 3)) + ((35.0/128.0) * my_pow(e_y, 

4)); 

     

    double p5 = ((63.0/256.0) * my_pow(e_x, 5)) + ((35.0/128.0)  * 

my_pow(e_x, 4) * e_y) + ((5.0/16.0) * my_pow(e_x, 3) * e_y * e_y) + 

((5.0/16.0) * e_x * e_x * my_pow(e_y, 3)) + ((35.0/128.0)  * e_x * 

my_pow(e_y, 4)) + ((63.0/256.0) * my_pow(e_y, 5)); 

     

    double p6 = ((231.0/1024.0) * my_pow(e_x, 6)) + ((63.0/256.0)  * 

my_pow(e_x, 5) * e_y) + ((35.0/128.0) * my_pow(e_x, 4) * e_y * e_y) 

+ ((25.0/256.0)  * my_pow(e_x, 3) * my_pow(e_y, 3)) + ((35.0/128.0) 

* e_x * e_x * my_pow(e_y, 4)) + ((63.0/256.0)  * e_x * my_pow(e_y, 

5)) + ((231.0/1024.0) * my_pow(e_y, 6)); 

 

    double p7 = ((429.0/2048.0) * my_pow(e_x, 7)) + ((231.0/1024.0) 

* my_pow(e_x, 6) * e_y) + ((63.0/256.0)* my_pow(e_x, 5) * e_y * e_y) 

+ ((35.0/128.0)* my_pow(e_x, 4) * my_pow(e_y, 3)) + ((35.0/128.0)* 
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my_pow(e_x, 3) * my_pow(e_y, 4)) + ((63.0/256.0)* e_x * e_x * 

my_pow(e_y, 5)) + ((231.0/1024.0) * e_x * my_pow(e_y, 6)) + 

((429.0/2048.0) * my_pow(e_y, 7)); 

 

    double p8 = ((6435.0/32768.0) * my_pow(e_x, 8)) + 

((429.0/2048.0)  * my_pow(e_x, 7) * e_y) + ((231.0/1024.0) * 

my_pow(e_x, 6) * e_y * e_y) + ((63.0/256.0) * my_pow(e_x, 5) * 

my_pow(e_y, 3)) +   ((1225.0/16384.0)* my_pow(e_x, 4) * my_pow(e_y, 

4)) + ((63.0/256.0) * my_pow(e_x, 3) * my_pow(e_y, 5)) + 

((231.0/1024.0) * e_x * e_x * my_pow(e_y, 6)) + ((429.0/2048.0)  * 

e_x * my_pow(e_y, 7)) +   ((6435.0/32768.0) * my_pow(e_y, 8)); 

 

    double p9 = ((12155.0/65536.0) * my_pow(e_x, 9)) + 

((6435.0/32768.0)   * my_pow(e_x, 8) * e_y) + ((429.0/2048.0)* 

my_pow(e_x, 7) * e_y * e_y) + ((231.0/1024.0) * my_pow(e_x, 6) * 

my_pow(e_y, 3)) +    ((63.0/256.0)* my_pow(e_x, 5) * my_pow(e_y, 4)) 

+ ((63.0/256.0)* my_pow(e_x, 4) * my_pow(e_y, 5)) + ((231.0/1024.0) 

* my_pow(e_x, 3) * my_pow(e_y, 6)) + ((429.0/2048.0)* e_x * e_x * 

my_pow(e_y, 7)) + ((6435.0/32768.0)   * e_x * my_pow(e_y, 8)) + 

((12155.0/65536.0) * my_pow(e_y, 9)); 

 

    double p10 = ((46189.0/262144.0) * my_pow(e_x,10)) + 

((12155.0/65536.0)* my_pow(e_x, 9) * e_y) + ((6435.0/32768.0)* 

my_pow(e_x, 8) * e_y * e_y) + ((429.0/2048.0)* my_pow(e_x, 7) * 

my_pow(e_y, 3)) +    ((231.0/1024.0)* my_pow(e_x, 6) * my_pow(e_y, 

4)) + ((3969.0/65536.0)* my_pow(e_x, 5) * my_pow(e_y, 5)) + 

((231.0/1024.0)* my_pow(e_x, 4) * my_pow(e_y, 6)) + ((429.0/2048.0)* 

my_pow(e_x, 3) * my_pow(e_y, 7)) + ((6435.0/32768.0)* e_x * e_x * 

my_pow(e_y, 8)) + ((12155.0/65536.0)* e_x * my_pow(e_y, 9)) + 

((46189.0/262144.0) * my_pow(e_y,10)); 

 

    double p11 = ((88179.0/524288.0) * my_pow(e_x,11)) + 

((46189.0/262144.0)* my_pow(e_x, 10) * e_y) + ((12155.0/65536.0)* 

my_pow(e_x, 9) * e_y * e_y) + ((6435.0/32768.0)* my_pow(e_x, 8) * 

my_pow(e_y, 3)) +    ((429.0/2048.0)* my_pow(e_x, 7) * my_pow(e_y, 

4)) + ((231.0/1024.0)* my_pow(e_x, 6) * my_pow(e_y, 5)) + 

((231.0/1024.0)* my_pow(e_x, 5) * my_pow(e_y, 6)) + ((429.0/2048.0)* 

my_pow(e_x, 4) * my_pow(e_y, 7)) + ((6435.0/32768.0)* my_pow(e_x, 3) 

* my_pow(e_y, 8)) + ((12155.0/65536.0)* e_x * e_x * my_pow(e_y, 9)) 

+ ((46189.0/262144.0)* e_x * my_pow(e_y, 10)) + ((88179.0/524288.0) 

* my_pow(e_y,11)); 

 

    double p12 = ((676039.0/4194304.0) * my_pow(e_x,12)) + 

((88179.0/524288.0)* my_pow(e_x, 11) * e_y) + ((46189.0/262144.0)* 

my_pow(e_x, 10) * e_y * e_y) + ((12155.0/65536.0)* my_pow(e_x, 9) * 

my_pow(e_y, 3)) +    ((6435.0/32768.0)* my_pow(e_x, 8) * my_pow(e_y, 

4)) + ((429.0/2048.0)* my_pow(e_x, 7) * my_pow(e_y, 5)) + 

((53361.0/1048576.0)* my_pow(e_x, 6) * my_pow(e_y, 6)) + 

((429.0/2048.0)* my_pow(e_x, 5) * my_pow(e_y, 7)) + 

((6435.0/32768.0)* my_pow(e_x, 4) * my_pow(e_y, 8)) + 

((12155.0/65536.0)* my_pow(e_x, 3) * my_pow(e_y, 9)) + 

((46189.0/262144.0)* e_x * e_x * my_pow(e_y, 10)) + 

((88179.0/524288.0)* e_x * my_pow(e_y, 11)) + ((676039.0/4194304.0) 

* my_pow(e_y,12)); 

     

    double p13 = ((1300075.0/8388608) * my_pow(e_x,13)) + 

((676039.0/4194304.0) * my_pow(e_x,12) * e_y) + ((88179.0/524288.0)* 

my_pow(e_x, 11) * e_y * e_y) + ((46189.0/262144.0)* my_pow(e_x, 10) 

* my_pow(e_y, 3)) + ((12155.0/65536.0)* my_pow(e_x, 9) * my_pow(e_y, 

4)) + ((6435.0/32768.0)* my_pow(e_x, 8) * my_pow(e_y, 5)) + 



63 

 

((429.0/2048.0)* my_pow(e_x, 7) * my_pow(e_y, 6)) + ((429.0/2048.0)* 

my_pow(e_x, 6) * my_pow(e_y, 7)) + ((6435.0/32768.0)* my_pow(e_x, 5) 

* my_pow(e_y, 8)) + ((12155.0/65536.0)* my_pow(e_x, 4) * my_pow(e_y, 

9)) + ((46189.0/262144.0)* my_pow(e_x, 3) * my_pow(e_y, 10)) + 

((88179.0/524288.0)* e_x * e_x * my_pow(e_y, 11)) + 

((676039.0/4194304.0) * e_x * my_pow(e_y,12)) + ((1300075.0/8388608) 

* my_pow(e_y,13)); 

     

    double p14 = ((5014575.0/33554432.0) * my_pow(e_x,14)) + 

((1300075.0/8388608) * my_pow(e_x,13) * e_y) + ((676039.0/4194304.0) 

* my_pow(e_x,12) * e_y * e_y) + ((88179.0/524288.0)* my_pow(e_x, 11) 

* my_pow(e_y, 3)) + ((46189.0/262144.0)* my_pow(e_x, 10) * 

my_pow(e_y, 4)) + ((12155.0/65536.0)* my_pow(e_x, 9) * my_pow(e_y, 

5)) + ((6435.0/32768.0)* my_pow(e_x, 8) * my_pow(e_y, 6)) + 

((184041.0/4194304.0)* my_pow(e_x, 7) * my_pow(e_y, 7)) + 

((6435.0/32768.0)* my_pow(e_x, 6) * my_pow(e_y, 8)) + 

((12155.0/65536.0)* my_pow(e_x, 5) * my_pow(e_y, 9)) + 

((46189.0/262144.0)* my_pow(e_x, 4) * my_pow(e_y, 10)) + 

((88179.0/524288.0)* my_pow(e_x, 3) * my_pow(e_y, 11)) + 

((676039.0/4194304.0) * e_x * e_x * my_pow(e_y,12)) + 

((1300075.0/8388608) * e_x * my_pow(e_y,13)) + 

((5014575.0/33554432.0) * my_pow(e_y,14)); 

     

    double p15 = ((9694845.0/67108864.0) * my_pow(e_x,15)) + 

((5014575.0/33554432.0) * my_pow(e_x,14) * e_y) + 

((1300075.0/8388608) * my_pow(e_x,13) * e_y * e_y) + 

((676039.0/4194304.0) * my_pow(e_x,12) * my_pow(e_y, 3)) + 

((88179.0/524288.0)* my_pow(e_x, 11) * my_pow(e_y, 4)) + 

((46189.0/262144.0)* my_pow(e_x, 10) * my_pow(e_y, 5)) + 

((12155.0/65536.0)* my_pow(e_x, 9) * my_pow(e_y, 6)) + 

((6435.0/32768.0)* my_pow(e_x, 8) * my_pow(e_y, 7)) + 

((6435.0/32768.0)* my_pow(e_x, 7) * my_pow(e_y, 8)) + 

((12155.0/65536.0)* my_pow(e_x, 6) * my_pow(e_y, 9)) + 

((46189.0/262144.0)* my_pow(e_x, 5) * my_pow(e_y, 10)) + 

((88179.0/524288.0)* my_pow(e_x, 4) * my_pow(e_y, 11)) + 

((676039.0/4194304.0) * my_pow(e_x,3) * my_pow(e_y, 12)) + 

((1300075.0/8388608) * e_x * e_x * my_pow(e_y,13)) + 

((5014575.0/33554432.0) * e_x * my_pow(e_y,14)) + 

((9694845.0/67108864.0) * my_pow(e_y,15)); 

     

    double p16 = ((300540195.0/2147483648.0) * my_pow(e_x,16)) + 

((9694845.0/67108864.0) * my_pow(e_x,15) * e_y) + 

((5014575.0/33554432.0) * my_pow(e_x,14) * e_y * e_y) + 

((1300075.0/8388608) * my_pow(e_x,13) * my_pow(e_y, 3)) + 

((676039.0/4194304.0) * my_pow(e_x,12) * my_pow(e_y, 4)) + 

((88179.0/524288.0)* my_pow(e_x, 11) * my_pow(e_y, 5)) + 

((46189.0/262144.0)* my_pow(e_x, 10) * my_pow(e_y, 6)) + 

((12155.0/65536.0)* my_pow(e_x, 9) * my_pow(e_y, 7)) + 

((41409225.0/1073741824.0)* my_pow(e_x, 8) * my_pow(e_y, 8)) + 

((12155.0/65536.0)* my_pow(e_x, 7) * my_pow(e_y, 9)) + 

((46189.0/262144.0)* my_pow(e_x, 6) * my_pow(e_y, 10)) + 

((88179.0/524288.0)* my_pow(e_x, 5) * my_pow(e_y, 11)) + 

((676039.0/4194304.0) * my_pow(e_x,4) * my_pow(e_y, 12)) + 

((1300075.0/8388608) * my_pow(e_x,3) * my_pow(e_y, 13)) + 

((5014575.0/33554432.0) * e_x * e_x * my_pow(e_y,14)) + 

((9694845.0/67108864.0) * e_x * my_pow(e_y,15)) + 

((300540195.0/2147483648.0) * my_pow(e_y,16)); 

     

    double p17 = ((583401555.0/4294967296.0) * my_pow(e_x,17)) + 

((300540195.0/2147483648.0) * my_pow(e_x,16) * e_y) + 
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((9694845.0/67108864.0) * my_pow(e_x,15) * e_y * e_y) + 

((5014575.0/33554432.0) * my_pow(e_x,14) * my_pow(e_y, 3)) + 

((1300075.0/8388608) * my_pow(e_x,13) * my_pow(e_y, 4)) + 

((676039.0/4194304.0) * my_pow(e_x,12) * my_pow(e_y, 5)) + 

((88179.0/524288.0)* my_pow(e_x, 11) * my_pow(e_y, 6)) + 

((46189.0/262144.0)* my_pow(e_x, 10) * my_pow(e_y, 7)) + 

((12155.0/65536.0)* my_pow(e_x, 9) * my_pow(e_y, 8)) + 

((12155.0/65536.0)* my_pow(e_x, 8) * my_pow(e_y, 9)) + 

((46189.0/262144.0)* my_pow(e_x, 7) * my_pow(e_y, 10)) + 

((88179.0/524288.0)* my_pow(e_x, 6) * my_pow(e_y, 11)) + 

((676039.0/4194304.0) * my_pow(e_x,5) * my_pow(e_y, 12)) + 

((1300075.0/8388608) * my_pow(e_x,4) * my_pow(e_y, 13)) + 

((5014575.0/33554432.0) * my_pow(e_x,3) * my_pow(e_y,14)) + 

((9694845.0/67108864.0) * e_x * e_x * my_pow(e_y,15)) + 

((300540195.0/2147483648.0) * e_x * my_pow(e_y,16)) + 

((583401555.0/4294967296.0) * my_pow(e_y,17)); 

 

    sum = 1.0 - ((1.0/3.0) * p1) - ((1.0/15.0) * p2) - 

((1.0/35.0)*p3) - ((1.0/63.0) * p4) - ((1.0/99.0) * p5) - 

((1.0/143.0) * p6) - ((1.0/195.0) * p7) - ((1.0/255.0) * p8) - 

((1.0/323.0) * p9) - ((1.0/399.0)* p10) - ((1.0/483.0) * p11) - 

((1.0/575.0) * p12) - ((1.0/675.0) * p13) - ((1.0/783.0) * p14) - 

((1.0/899.0) * p15) - ((1.0/1023.0) * p16) - ((1.0/1115.0) * p17); 

     

    res = (M_PI/2) * a_x * a_y * sum; 

 

    return res; 

} 
 

 

Κώδικας αναλυτικού τρόπου υπολογισμού για τις ελλειψοειδείς 

συντεταγμένες 

 

Function: ell_ser.c 

 
#include <stdio.h> 

#include <stdlib.h> 

#include <math.h> 
 
//Function cart that calculates triaxial ellipsoid area for one 

octant using series for ellipsoidal coordinates 

double ell_ser(double a_x, double a_y, double a_z){ 

     

    //Calculates axis squared 

    double ax_2 = a_x * a_x; 

    double ay_2 = a_y * a_y; 

    double az_2 = a_z * a_z; 

     

    //Calculate eccentricities 

    double ee = (ax_2 - ay_2) / ax_2; 

 

    //Calculate linear eccentricities 

    double ex_l = ax_2 - az_2; 

    double ey_l = ay_2 - az_2; 

    double ee_l = ax_2 - ay_2; 

     



65 

 

    //Calculate ee_l/ex_l & ey_l/ex_l 

    double s1 = ee_l / ex_l; 

    double s2 = ey_l / ex_l; 

 

    double res; 

     

    //Q1 

    double a1 = -ee/2.0; 

    double a2 = -(ee * ee)/8.0; 

    double a3 = -my_pow(ee, 3)/16.0; 

    double a4 = -5.0 * my_pow(ee, 4)/128.0; 

    double a5 = -7.0 * my_pow(ee, 5)/256.0; 

    double a6 = -21.0 * my_pow(ee, 6)/1024.0; 

    double a7 = -33.0 * my_pow(ee, 7)/2048.0; 

    double a8 = -429.0 * my_pow(ee, 8)/32768.0; 

    double a9 = -715.0 * my_pow(ee, 9)/65536.0; 

    double a10 = -2431.0 * my_pow(ee, 10)/262144.0; 

    double a11 = -4199.0 * my_pow(ee, 11)/524288.0; 

    double a12 = -29393.0 * my_pow(ee, 12)/4194304.0; 

    double a13 = -52003.0 * my_pow(ee, 13)/8388608.0; 

    double a14 = -185725.0 * my_pow(ee, 14)/33554432.0; 

    double a15 = -334305.0 * my_pow(ee, 15)/67108864.0; 

    double a16 = -9694845.0 * my_pow(ee, 16)/2147483648.0; 

    double a17 = -17678835.0 * my_pow(ee, 17)/4294967296.0; 

    double a18 = -64822395.0 * my_pow(ee, 18)/17179869184.0; 

    double a19 = -119409675.0 * my_pow(ee, 19)/34359738368.0; 

    double a20 = -883631595.0 * my_pow(ee, 20)/274877906944.0; 

    double a21 = -1641030105.0 * my_pow(ee, 21)/549755813888.0; 

    double a22 = -6116566755.0 * my_pow(ee, 22)/2199023255552.0; 

    double a23 = -11435320455.0 * my_pow(ee, 23)/4398046511104.0; 

    double a24 = -171529806825.0 * my_pow(ee, 24)/70368744177664.0; 

    double a25 = -322476036831.0 * my_pow(ee, 25)/140737488355328.0; 

    double a26 = -1215486600363.0 * my_pow(ee, 

26)/562949953421312.0; 

    double a27 = -2295919134019.0 * my_pow(ee, 

27)/1125899906842624.0; 

    double a28 = -17383387729001.0 * my_pow(ee, 

28)/9007199254740992.0; 

    double a29 = -32968493968795.0 * my_pow(ee, 

29)/18014398509481984.0; 

    double a30 = -125280277081421.0 * my_pow(ee, 

30)/72057594037927936.0; 

    double a31 = -238436656380769.0 * my_pow(ee, 

31)/144115188075855872.0; 

    double a32 = -14544636039226909.0 * my_pow(ee, 

32)/9223372036854775808.0; 

    double a33 = -27767032438524099.0 * my_pow(ee, 

33)/18446744073709551616.0; 

         

    double b1 = s1/2.0; 

    double b2 = 3.0 * (s1 * s1)/8.0; 

    double b3 = 5.0 * my_pow(s1, 3)/16.0; 

    double b4 = 35.0 * my_pow(s1, 4)/128.0; 

    double b5 = 63.0 * my_pow(s1, 5)/256.0; 

    double b6 = 231.0 * my_pow(s1, 6)/1024.0; 

    double b7 = 429.0 * my_pow(s1, 7)/2048.0; 

    double b8 = 6435.0 * my_pow(s1, 8)/32768.0; 

    double b9 = 12155.0 * my_pow(s1, 9)/65536.0; 

    double b10 = 46189.0 * my_pow(s1, 10)/262144.0; 

    double b11 = 88179.0 * my_pow(s1, 11)/524288.0; 
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    double b12 = 676039.0 * my_pow(s1, 12)/4194304.0; 

    double b13 = 1300075.0 * my_pow(s1, 13)/8388608.0; 

    double b14 = 5014575.0 * my_pow(s1, 14)/33554432.0; 

    double b15 = 9694845.0 * my_pow(s1, 15)/67108864.0; 

    double b16 = 300540195.0 * my_pow(s1, 16)/2147483648.0; 

    double b17 = 583401555.0 * my_pow(s1, 17)/4294967296.0; 

    double b18 = 2268783825.0 * my_pow(s1, 18)/17179869184.0; 

    double b19 = 4418157975.0 * my_pow(s1, 19)/34359738368.0; 

    double b20 = 34461632205.0 * my_pow(s1, 20)/274877906944.0; 

    double b21 = 67282234305.0 * my_pow(s1, 21)/549755813888.0; 

    double b22 = 263012370465.0 * my_pow(s1, 22)/2199023255552.0; 

    double b23 = 514589420475.0 * my_pow(s1, 23)/4398046511104.0; 

    double b24 = 8061900920775.0 * my_pow(s1, 24)/70368744177664.0; 

    double b25 = 15801325804719.0 * my_pow(s1, 

25)/140737488355328.0; 

    double b26 = 61989816618513.0 * my_pow(s1, 

26)/562949953421312.0; 

    double b27 = 121683714103007.0 * my_pow(s1, 

27)/1125899906842624.0; 

    double b28 = 956086325095055.0 * my_pow(s1, 

28)/9007199254740992.0; 

    double b29 = 1879204156221315.0 * my_pow(s1, 

29)/18014398509481984.0; 

    double b30 = 7391536347803839.0 * my_pow(s1, 

30)/72057594037927936.0; 

    double b31 = 14544636039226909.0 * my_pow(s1, 

31)/144115188075855872.0; 

    double b32 = 916312070471295267.0 * my_pow(s1, 

32)/9223372036854775808.0; 

    double b33 = 1804857108504066435.0 * my_pow(s1, 

33)/18446744073709551616.0; 

    

    double q1 = a1 + b1; 

    double q2 = b2 + (a1*b1) + a2; 

    double q3 = b3 + (a1*b2) + (a2*b1) + a3; 

    double q4 = b4 + (a1*b3) + (a2*b2) + (a3*b1) + a4; 

    double q5 = b5 + (a1*b4) + (a2*b3) + (a3*b2) + (a4*b1) + a5; 

    double q6 = b6 + (a1*b5) + (a2*b4) + (a3*b3) + (a4*b2) + (a5*b1) 

+ a6; 

    double q7 = b7 + (a1*b6) + (a2*b5) + (a3*b4) + (a4*b3) + (a5*b2) 

+ (a6*b1) + a7; 

    double q8 = b8 + (a1*b7) + (a2*b6) + (a3*b5) + (a4*b4) + (a5*b3) 

+ (a6*b2) + (a7*b1) + a8; 

    double q9 = b9 + (a1*b8) + (a2*b7) + (a3*b6) + (a4*b5) + (a5*b4) 

+ (a6*b3) + (a7*b2) + (a8*b1) + a9; 

    double q10 = b10 + (a1*b9) + (a2*b8) + (a3*b7) + (a4*b6) + 

(a5*b5) + (a6*b4) + (a7*b3) + (a8*b2) + (a9*b1) + a10; 

    double q11 = b11 + (a1*b10) + (a2*b9) + (a3*b8) + (a4*b7) + 

(a5*b6) + (a6*b5) + (a7*b4) + (a8*b3) + (a9*b2) + (a10*b1) + a11; 

    double q12 = b12 + (a1*b11) + (a2*b10) + (a3*b9) + (a4*b8) + 

(a5*b7) + (a6*b6) + (a7*b5) + (a8*b4) + (a9*b3) + (a10*b2) + 

(a11*b1) + a12; 

    double q13 = b13 + (a1*b12) + (a2*b11) + (a3*b10) + (a4*b9) + 

(a5*b8) + (a6*b7) + (a7*b6) + (a8*b5) + (a9*b4) + (a10*b3) + 

(a11*b2) + (a12*b1) + a13; 

    double q14 = b14 + (a1*b13) + (a2*b12) + (a3*b11) + (a4*b10) + 

(a5*b9) + (a6*b8) + (a7*b7) + (a8*b6) + (a9*b5) + (a10*b4) + 

(a11*b3) + (a12*b2) + (a13*b1) + a14; 
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    double q15 = b15 + (a1*b14) + (a2*b13) + (a3*b12) + (a4*b11) + 

(a5*b10) + (a6*b9) + (a7*b8) + (a8*b7) + (a9*b6) + (a10*b5) + 

(a11*b4) + (a12*b3) + (a13*b2) + (a14*b1) + a15; 

    double q16 = b16 + (a1*b15) + (a2*b14) + (a3*b13) + (a4*b12) + 

(a5*b11) + (a6*b10) + (a7*b9) + (a8*b8) + (a9*b7) + (a10*b6) + 

(a11*b5) + (a12*b4) + (a13*b3) + (a14*b2) + (a15*b1) + a16; 

    double q17 = b17 + (a1*b16) + (a2*b15) + (a3*b14) + (a4*b13) + 

(a5*b12) + (a6*b11) + (a7*b10) + (a8*b9) + (a9*b8) + (a10*b7) + 

(a11*b6) + (a12*b5) + (a13*b4) + (a14*b3) + (a15*b2) + (a16*b1) + 

a17; 

    double q18 = b18 + (a1*b17) + (a2*b16) + (a3*b15) + (a4*b14) + 

(a5*b13) + (a6*b12) + (a7*b11) + (a8*b10) + (a9*b9) + (a10*b8) + 

(a11*b7) + (a12*b6) + (a13*b5) + (a14*b4) + (a15*b3) + (a16*b2) + 

(a17*b1) + a18; 

    double q19 = b19 + (a1*b18) + (a2*b17) + (a3*b16) + (a4*b15) + 

(a5*b14) + (a6*b13) + (a7*b12) + (a8*b11) + (a9*b10) + (a10*b9) + 

(a11*b8) + (a12*b7) + (a13*b6) + (a14*b5) + (a15*b4) + (a16*b3) + 

(a17*b2) + (a18*b1) + a19; 

    double q20 = b20 + (a1*b19) + (a2*b18) + (a3*b17) + (a4*b16) + 

(a5*b15) + (a6*b14) + (a7*b13) + (a8*b12) + (a9*b11) + (a10*b10) + 

(a11*b9) + (a12*b8) + (a13*b7) + (a14*b6) + (a15*b5) + (a16*b4) + 

(a17*b3) + (a18*b2) + (a19*b1) + a20; 

    double q21 = b21 + (a1*b20) + (a2*b19) + (a3*b18) + (a4*b17) + 

(a5*b16) + (a6*b15) + (a7*b14) + (a8*b13) + (a9*b12) + (a10*b11) + 

(a11*b10) + (a12*b9) + (a13*b8) + (a14*b7) + (a15*b6) + (a16*b5) + 

(a17*b4) + (a18*b3) + (a19*b2) + (a20*b1) + a21; 

    double q22 = b22 + (a1*b21) + (a2*b20) + (a3*b19) + (a4*b18) + 

(a5*b17) + (a6*b16) + (a7*b15) + (a8*b14) + (a9*b13) + (a10*b12) + 

(a11*b11) + (a12*b10) + (a13*b9) + (a14*b8) + (a15*b7) + (a16*b6) + 

(a17*b5) + (a18*b4) + (a19*b3) + (a20*b2) + (a21*b1) + a22; 

    double q23 = b23 + (a1*b22) + (a2*b21) + (a3*b20) + (a4*b19) + 

(a5*b18) + (a6*b17) + (a7*b16) + (a8*b15) + (a9*b14) + (a10*b13) + 

(a11*b12) + (a12*b11) + (a13*b10) + (a14*b9) + (a15*b8) + (a16*b7) + 

(a17*b6) + (a18*b5) + (a19*b4) + (a20*b3) + (a21*b2) + (a22*b1) + 

a23; 

    double q24 = b24 + (a1*b23) + (a2*b22) + (a3*b21) + (a4*b20) + 

(a5*b19) + (a6*b18) + (a7*b17) + (a8*b16) + (a9*b15) + (a10*b14) + 

(a11*b13) + (a12*b12) + (a13*b11) + (a14*b10) + (a15*b9) + (a16*b8) 

+ (a17*b7) + (a18*b6) + (a19*b5) + (a20*b4) + (a21*b3) + (a22*b2) + 

(a23*b1) + a24; 

    double q25 = b25 + (a1*b24) + (a2*b23) + (a3*b22) + (a4*b21) + 

(a5*b20) + (a6*b19) + (a7*b18) + (a8*b17) + (a9*b16) + (a10*b15) + 

(a11*b14) + (a12*b13) + (a13*b12) + (a14*b11) + (a15*b10) + (a16*b9) 

+ (a17*b8) + (a18*b7) + (a19*b6) + (a20*b5) + (a21*b4) + (a22*b3) + 

(a23*b2) + (a24*b1) + a25; 

    double q26 = b26 + (a1*b25) + (a2*b24) + (a3*b23) + (a4*b22) + 

(a5*b21) + (a6*b20) + (a7*b19) + (a8*b18) + (a9*b17) + (a10*b16) + 

(a11*b15) + (a12*b14) + (a13*b13) + (a14*b12) + (a15*b11) + 

(a16*b10) + (a17*b9) + (a18*b8) + (a19*b7) + (a20*b6) + (a21*b5) + 

(a22*b4) + (a23*b3) + (a24*b2) + (a25*b1) + a26; 

    double q27 = b27 + (a1*b26) + (a2*b25) + (a3*b24) + (a4*b23) + 

(a5*b22) + (a6*b21) + (a7*b20) + (a8*b19) + (a9*b18) + (a10*b17) + 

(a11*b16) + (a12*b15) + (a13*b14) + (a14*b13) + (a15*b12) + 

(a16*b11) + (a17*b10) + (a18*b9) + (a19*b8) + (a20*b7) + (a21*b6) + 

(a22*b5) + (a23*b4) + (a24*b3) + (a25*b2) + (a26*b1) + a27; 

    double q28 = b28 + (a1*b27) + (a2*b26) + (a3*b25) + (a4*b24) + 

(a5*b23) + (a6*b22) + (a7*b21) + (a8*b20) + (a9*b19) + (a10*b18) + 

(a11*b17) + (a12*b16) + (a13*b15) + (a14*b14) + (a15*b13) + 

(a16*b12) + (a17*b11) + (a18*b10) + (a19*b9) + (a20*b8) + (a21*b7) + 
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(a22*b6) + (a23*b5) + (a24*b4) + (a25*b3) + (a26*b2) + (a27*b1) + 

a28; 

    double q29 = b29 + (a1*b28) + (a2*b27) + (a3*b26) + (a4*b25) + 

(a5*b24) + (a6*b23) + (a7*b22) + (a8*b21) + (a9*b20) + (a10*b19) + 

(a11*b18) + (a12*b17) + (a13*b16) + (a14*b15) + (a15*b14) + 

(a16*b13) + (a17*b12) + (a18*b11) + (a19*b10) + (a20*b9) + (a21*b8) 

+ (a22*b7) + (a23*b6) + (a24*b5) + (a25*b4) + (a26*b3) + (a27*b2) + 

(a28*b1) + a29; 

    double q30 = b30 + (a1*b29) + (a2*b28) + (a3*b27) + (a4*b26) + 

(a5*b25) + (a6*b24) + (a7*b23) + (a8*b22) + (a9*b21) + (a10*b20) + 

(a11*b19) + (a12*b18) + (a13*b17) + (a14*b16) + (a15*b15) + 

(a16*b14) + (a17*b13) + (a18*b12) + (a19*b11) + (a20*b10) + (a21*b9) 

+ (a22*b8) + (a23*b7) + (a24*b6) + (a25*b5) + (a26*b4) + (a27*b3) + 

(a28*b2) + (a29*b1) + a30; 

    double q31 = b31 + (a1*b30) + (a2*b29) + (a3*b28) + (a4*b27) + 

(a5*b26) + (a6*b25) + (a7*b24) + (a8*b23) + (a9*b22) + (a10*b21) + 

(a11*b20) + (a12*b19) + (a13*b18) + (a14*b17) + (a15*b16) + 

(a16*b15) + (a17*b14) + (a18*b13) + (a19*b12) + (a20*b11) + 

(a21*b10) + (a22*b9) + (a23*b8) + (a24*b7) + (a25*b6) + (a26*b5) + 

(a27*b4) + (a28*b3) + (a29*b2) + (a30*b1) + a31; 

    double q32 = b32 + (a1*b31) + (a2*b30) + (a3*b29) + (a4*b28) + 

(a5*b27) + (a6*b26) + (a7*b25) + (a8*b24) + (a9*b23) + (a10*b22) + 

(a11*b21) + (a12*b20) + (a13*b19) + (a14*b18) + (a15*b17) + 

(a16*b16) + (a17*b15) + (a18*b14) + (a19*b13) + (a20*b12) + 

(a21*b11) + (a22*b10) + (a23*b9) + (a24*b8) + (a25*b7) + (a26*b6) + 

(a27*b5) + (a28*b4) + (a29*b3) + (a30*b2) + (a31*b1) + a32; 

    double q33 = b33 + (a1*b32) + (a2*b31) + (a3*b30) + (a4*b29) + 

(a5*b28) + (a6*b27) + (a7*b26) + (a8*b25) + (a9*b24) + (a10*b23) + 

(a11*b22) + (a12*b21) + (a13*b20) + (a14*b19) + (a15*b18) + 

(a16*b17) + (a17*b16) + (a18*b15) + (a19*b14) + (a20*b13) + 

(a21*b12) + (a22*b11) + (a23*b10) + (a24*b9) + (a25*b8) + (a26*b7) + 

(a27*b6) + (a28*b5) + (a29*b4) + (a30*b3) + (a31*b2) + (a32*b1) + 

a33; 

                

    double t1 = M_PI/2.0 + (q1*M_PI/4.0) + (q2*3.0*M_PI/16.0) + 

(q3*5.0*M_PI/32.0) + (q4*35.0*M_PI/256.0) + (q5*63.0*M_PI/512.0) + 

(q6*231.0*M_PI/2048.0) + (q7*429.0*M_PI/4096.0) + 

(q8*6435.0*M_PI/65536.0) + (q9*12155.0*M_PI/131072.0) + 

(q10*46189.0*M_PI/524288.0) + (q11*88179.0*M_PI/1048576.0) + 

(q12*676039.0*M_PI/8388608.0) + (q13*1300075.0*M_PI/16777216.0) + 

(q14*5014575.0*M_PI/67108864.0) + (q15*9694845.0*M_PI/134217728.0) + 

(q16*300540195.0*M_PI/4294967296.0) + 

(q17*583401555.0*M_PI/8589934592.0) + 

(q18*2268783825.0*M_PI/34359738368.0) + 

(q19*4418157975.0*M_PI/68719476736.0) + 

(q20*34461632205.0*M_PI/549755813888.0) + 

(q21*67282234305.0*M_PI/1099511627776.0) + 

(q22*263012370465.0*M_PI/4398046511104.0) + 

(q23*514589420475.0*M_PI/8796093022208.0) + 

(q24*8061900920775.0*M_PI/140737488355328.0) + 

(q25*15801325804719.0*M_PI/281474976710656.0) + 

(q26*61989816618513.0*M_PI/1125899906842624.0) + 

(q27*121683714103007.0*M_PI/2251799813685248.0) + 

(q28*956086325095055.0*M_PI/18014398509481984.0) + 

(q29*1879204156221315.0*M_PI/36028797018963968.0) + 

(q30*7391536347803839.0*M_PI/144115188075855872.0) + 

(14544636039226909.0*M_PI*q31/288230376151711744.0) + 

(916312070471295267.0*M_PI*q32/18446744073709551616.0) + 

(1804857108504066435.0*M_PI*q33/36893488147419103232.0); 
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    double t2 = M_PI/4.0 + (q1*M_PI/4.0) + ((q2-q1)*3.0*M_PI/16.0) + 

((q3-q2)*5.0*M_PI/32.0) + ((q4-q3)*35.0*M_PI/256.0) + ((q5-

q4)*63.0*M_PI/512.0) + ((q6-q5)*231.0*M_PI/2048.0) + ((q7-

q6)*429.0*M_PI/4096.0) + ((q8-q7)*6435.0*M_PI/65536.0) + ((q9-

q8)*12155.0*M_PI/131072.0) + ((q10-q9)*46189.0*M_PI/524288.0) + 

((q11-q10)*88179.0*M_PI/1048576.0) + ((q12-

q11)*676039.0*M_PI/8388608.0) + ((q13-

q12)*1300075.0*M_PI/16777216.0) + ((q14-

q13)*5014575.0*M_PI/67108864.0) + ((q15-

q14)*9694845.0*M_PI/134217728.0) + ((q16-

q15)*300540195.0*M_PI/4294967296.0) + ((q17-

q16)*583401555.0*M_PI/8589934592.0) + ((q18-

q17)*2268783825.0*M_PI/34359738368.0) + ((q19-

q18)*4418157975.0*M_PI/68719476736.0) + ((q20-

q19)*34461632205.0*M_PI/549755813888.0) + ((q21-

q20)*67282234305.0*M_PI/1099511627776.0) + ((q22-

q21)*263012370465.0*M_PI/4398046511104.0) + ((q23-

q22)*514589420475.0*M_PI/8796093022208.0)  + ((q24-

q23)*8061900920775.0*M_PI/140737488355328.0)+ ((q25-

q24)*15801325804719.0*M_PI/281474976710656.0) + ((q26-

q25)*61989816618513.0*M_PI/1125899906842624.0) + ((q27-

q26)*121683714103007.0*M_PI/2251799813685248.0) + ((q28-

q27)*956086325095055.0*M_PI/18014398509481984.0) + ((q29-

q28)*1879204156221315.0*M_PI/36028797018963968.0) + ((q30-

q29)*7391536347803839.0*M_PI/144115188075855872.0) + ((q31-

q30)*14544636039226909.0*M_PI/288230376151711744.0) + ((q32-

q31)*916312070471295267.0*M_PI/18446744073709551616.0) + ((q33-

q32)*1804857108504066435.0*M_PI/36893488147419103232.0); 

     

    //Q2 

    double p = (az_2/ay_2) - 1.0; 

     

    double c1 = p/2.0; 

    double c2 = -(p * p)/8.0; 

    double c3 = my_pow(p, 3)/16.0; 

    double c4 = -5.0 * my_pow(p, 4)/128.0; 

    double c5 = 7.0 * my_pow(p, 5)/256.0; 

    double c6 = -21.0 * my_pow(p, 6)/1024.0; 

    double c7 = 33.0 * my_pow(p, 7)/2048.0; 

    double c8 = -429.0 * my_pow(p, 8)/32768.0; 

    double c9 = 715.0 * my_pow(p, 9)/65536.0; 

    double c10 = -2431.0 * my_pow(p, 10)/262144.0; 

    double c11 = 4199.0 * my_pow(p, 11)/524288.0; 

    double c12 = -29393.0 * my_pow(p, 12)/4194304.0; 

    double c13 = 52003.0 * my_pow(p, 13)/8388608.0; 

    double c14 = -185725.0 * my_pow(p, 14)/33554432.0; 

    double c15 = 334305.0 * my_pow(p, 15)/67108864.0; 

    double c16 = -9694845.0 * my_pow(p, 16)/2147483648.0; 

    double c17 = 17678835.0 * my_pow(p, 17)/4294967296.0; 

    double c18 = -64822395.0 * my_pow(p, 18)/17179869184.0; 

    double c19 = 119409675.0 * my_pow(p, 19)/34359738368.0; 

    double c20 = -883631595.0 * my_pow(p, 20)/274877906944.0; 

    double c21 = 1641030105.0 * my_pow(p, 21)/549755813888.0; 

    double c22 = -6116566755.0 * my_pow(p, 22)/2199023255552.0; 

    double c23 = 11435320455.0 * my_pow(p, 23)/4398046511104.0; 

    double c24 = -171529806825.0 * my_pow(p, 24)/70368744177664.0; 

    double c25 = 322476036831.0 * my_pow(p, 25)/140737488355328.0; 

    double c26 = -1215486600363.0 * my_pow(p, 26)/562949953421312.0; 

    double c27 = 2295919134019.0 * my_pow(p, 27)/1125899906842624.0; 
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    double c28 = -17383387729001.0 * my_pow(p, 

28)/9007199254740992.0; 

    double c29 = 32968493968795.0 * my_pow(p, 

29)/18014398509481984.0; 

    double c30 = -125280277081421.0 * my_pow(p, 

30)/72057594037927936.0; 

    double c31 = 238436656380769.0 * my_pow(p, 

31)/144115188075855872.0; 

    double c32 = -14544636039226909.0 * my_pow(p, 

32)/9223372036854775808.0; 

    double c33 = 27767032438524099.0 * my_pow(p, 

33)/18446744073709551616.0; 

    double c34 = -106168065206121555.0 * my_pow(p, 

34)/73786976294838206464.0; 

     

    double d1 = s2/2.0; 

    double d2 = 3.0 * (s2 * s2)/8.0; 

    double d3 = 5.0 * my_pow(s2, 3)/16.0; 

    double d4 = 35.0 * my_pow(s2, 4)/128.0; 

    double d5 = 63.0 * my_pow(s2, 5)/256.0; 

    double d6 = 231.0 * my_pow(s2, 6)/1024.0; 

    double d7 = 429.0 * my_pow(s2, 7)/2048.0; 

    double d8 = 6435.0 * my_pow(s2, 8)/32768.0; 

    double d9 = 12155.0 * my_pow(s2, 9)/65536.0; 

    double d10 = 46189.0 * my_pow(s2, 10)/262144.0; 

    double d11 = 88179.0 * my_pow(s2, 11)/524288.0; 

    double d12 = 676039.0 * my_pow(s2, 12)/4194304.0; 

    double d13 = 1300075.0 * my_pow(s2, 13)/8388608.0; 

    double d14 = 5014575.0 * my_pow(s2, 14)/33554432.0; 

    double d15 = 9694845.0 * my_pow(s2, 15)/67108864.0; 

    double d16 = 300540195.0 * my_pow(s2, 16)/2147483648.0; 

    double d17 = 583401555.0 * my_pow(s2, 17)/4294967296.0; 

    double d18 = 2268783825.0 * my_pow(s2, 18)/17179869184.0; 

    double d19 = 4418157975.0 * my_pow(s2, 19)/34359738368.0; 

    double d20 = 34461632205.0 * my_pow(s2, 20)/274877906944.0; 

    double d21 = 67282234305.0 * my_pow(s2, 21)/549755813888.0; 

    double d22 = 263012370465.0 * my_pow(s2, 22)/2199023255552.0; 

    double d23 = 514589420475.0 * my_pow(s2, 23)/4398046511104.0; 

    double d24 = 8061900920775.0 * my_pow(s2, 24)/70368744177664.0; 

    double d25 = 15801325804719.0 * my_pow(s2, 

25)/140737488355328.0; 

    double d26 = 61989816618513.0 * my_pow(s2, 

26)/562949953421312.0; 

    double d27 = 121683714103007.0 * my_pow(s2, 

27)/1125899906842624.0; 

    double d28 = 956086325095055.0 * my_pow(s2, 

28)/9007199254740992.0; 

    double d29 = 1879204156221315.0 * my_pow(s2, 

29)/18014398509481984.0; 

    double d30 = 7391536347803839.0 * my_pow(s2, 

30)/72057594037927936.0; 

    double d31 = 14544636039226909.0 * my_pow(s2, 

31)/144115188075855872.0; 

    double d32 = 916312070471295267.0 * my_pow(s2, 

32)/9223372036854775808.0; 

    double d33 = 1804857108504066435.0 * my_pow(s2, 

33)/18446744073709551616.0; 

    double d34 = 71113260368810144185.0 * my_pow(s2, 

34)/73786976294838206464.0; 
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    double t3 = M_PI/2.0 + (M_PI*(c1 + d1)/4.0) + (3.0*M_PI*(c2 + 

d2)/16.0) + ((M_PI*c1*d1)/16.0) + (5.0*M_PI*(c3 + d3)/32.0) + 

(M_PI*((c1*d2) + (c2*d1))/32.0) + (35.0*M_PI*(c4 + d4)/256.0) + 

(5.0*M_PI*((c1*d3) + (c3*d1))/256.0) + ((3.0*M_PI*c2*d2)/256.0) + 

(63.0*M_PI*(c5 + d5)/512.0) + (7.0*M_PI*((c1*d4) + (c4*d1))/512.0) + 

(3.0*M_PI*((c2*d3) + (c3*d2))/512.0) + (231.0*M_PI*(c6 + d6)/2048.0) 

+ (21.0*M_PI*((c1*d5) + (c5*d1))/2048.0) + (7.0*M_PI*((c2*d4) + 

(c4*d2))/2048.0) + ((5.0*M_PI*c3*d3)/2048.0) + (429.0*M_PI*(c7 + 

d7)/4096.0) + (33.0*M_PI*((c1*d6) + (c6*d1))/4096.0) + 

(9.0*M_PI*((c2*d5) + (c5*d2))/4096.0) + (5.0*M_PI*((c3*d4) + 

(c4*d3))/4096.0) + (6435.0*M_PI*(c8 + d8)/65536.0) + 

(429.0*M_PI*((c1*d7) + (c7*d1))/65536.0) + (99.0*M_PI*((c2*d6) + 

(c6*d2))/65536.0) + (45.0*M_PI*((c3*d5) + (c5*d3))/65536.0) + 

((35.0*M_PI*c4*d4)/65536.0) + (12155.0*M_PI*(c9 + d9)/131072.0) + 

(715.0*M_PI*((c1*d8) + (c8*d1))/131072.0) + (143.0*M_PI*((c2*d7) + 

(c7*d2))/131072.0) + (55.0*M_PI*((c3*d6) + (c6*d3))/131072.0) + 

(35.0*M_PI*((c4*d5) + (c5*d4))/131072.0) + (46189.0*M_PI*(c10 + 

d10)/524288.0) + (2431.0*M_PI*((c1*d9) + (c9*d1))/524288.0) + 

(429.0*M_PI*((c2*d8) + (c8*d2))/524288.0) + (143.0*M_PI*((c3*d7) + 

(c7*d3))/524288.0) + (77.0*M_PI*((c4*d6) + (c6*d4))/524288.0) + 

((63.0*M_PI*c5*d5)/524288.0) + (88179.0*M_PI*(c11 + d11)/1048576.0) 

+ (4199.0*M_PI*((c1*d10) + (c10*d1))/1048576.0) + 

(663.0*M_PI*((c2*d9) + (c9*d2))/1048576.0) + (195.0*M_PI*((c3*d8) + 

(c8*d3))/1048576.0) + (91.0*M_PI*((c4*d7) + (c7*d4))/1048576.0) + 

(63.0*M_PI*((c6*d5) + (c5*d6))/1048576.0) + (676039.0*M_PI*(c12 + 

d12)/8388608.0) + (29393.0*M_PI*((c1*d11) + (c11*d1))/8388608.0) + 

(4199.0*M_PI*((c2*d10) + (c10*d2))/8388608.0) + 

(1105.0*M_PI*((c3*d9) + (c9*d3))/8388608.0) + (455.0*M_PI*((c4*d8) + 

(c8*d4))/8388608.0) + (273.0*M_PI*((c5*d7) + (c7*d5))/8388608.0) + 

((231.0*M_PI*c6*d6)/8388608.0) + (1300075.0*M_PI*(c13 + 

d13)/16777216.0) + (52003.0*M_PI*((c1*d12) + (c12*d1))/16777216.0) + 

(6783.0*M_PI*((c2*d11) + (c11*d2))/16777216.0) + 

(1615.0*M_PI*((c3*d10) + (c10*d3))/16777216.0) + 

(595.0*M_PI*((c4*d9) + (c9*d4))/16777216.0) + (315.0*M_PI*((c5*d8) + 

(c8*d5))/16777216.0) + (231.0*M_PI*((c6*d7) + (c7*d6))/16777216.0) + 

(5014575.0*M_PI*(c14 + d14)/67108864.0) + (185725.0*M_PI*((c1*d13) + 

(c13*d1))/67108864.0) + (22287.0*M_PI*((c2*d12) + 

(c12*d2))/67108864.0) + (4845.0*M_PI*((c3*d11) + 

(c11*d3))/67108864.0) + (1615.0*M_PI*((c4*d10) + 

(c10*d4))/67108864.0) + (765.0*M_PI*((c5*d9) + (c9*d5))/67108864.0) 

+ (495.0*M_PI*((c6*d8) + (c8*d6))/67108864.0) + 

(429.0*M_PI*(c7*d7)/67108864.0) + (9694845.0*M_PI*(c15 + 

d15)/134217728.0) + (334305.0*M_PI*((c1*d14) + 

(c14*d1))/134217728.0) + (37145.0*M_PI*((c2*d13) + 

(c13*d2))/134217728.0) + (7429.0*M_PI*((c3*d12) + 

(c12*d3))/134217728.0) + (2261.0*M_PI*((c4*d11) + 

(c11*d4))/134217728.0) + (969.0*M_PI*((c5*d10) + 

(c10*d5))/134217728.0) + (561.0*M_PI*((c6*d9) + 

(c9*d6))/134217728.0) + (429.0*M_PI*((c7*d8) + (c8*d7))/134217728.0) 

+ (300540195.0*M_PI*(c16 + d16)/4294967296.0) + 

(9694845.0*M_PI*((c1*d15) + (c15*d1))/4294967296.0) + 

(1002915.0*M_PI*((c2*d14) + (c14*d2))/4294967296.0) + 

(185725.0*M_PI*((c3*d13) + (c13*d3))/4294967296.0) + 

(52003.0*M_PI*((c4*d12) + (c12*d4))/4294967296.0) + 

(20349.0*M_PI*((c5*d11) + (c11*d5))/4294967296.0) + 

(10659.0*M_PI*((c6*d10) + (c10*d6))/4294967296.0) + 

(7293.0*M_PI*((c7*d9) + (c9*d7))/4294967296.0) + 

(6435.0*M_PI*(c8*d8)/4294967296.0) + (583401555.0*M_PI*(c17 + 

d17)/8589934592.0) + (17678835.0*M_PI*((c1*d16) + 

(c16*d1))/8589934592.0) + (1710855.0*M_PI*((c2*d15) + 
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(c15*d2))/8589934592.0) + (294975.0*M_PI*((c3*d14) + 

(c14*d3))/8589934592.0) + (76475.0*M_PI*((c4*d13) + 

(c13*d4))/8589934592.0) + (27531.0*M_PI*((c5*d12) + 

(c12*d5))/8589934592.0) + (13167.0*M_PI*((c6*d11) + 

(c11*d6))/8589934592.0) + (8151.0*M_PI*((c7*d10) + 

(c10*d7))/8589934592.0) + (6435.0*M_PI*((c8*d9) + 

(c9*d8))/8589934592.0) + (2268783825.0*M_PI*(c18 + 

d18)/34359738368.0) + (64822395.0*M_PI*((c1*d17) + 

(c17*d1))/34359738368.0) + (5892945.0*M_PI*((c2*d16) + 

(c16*d2))/34359738368.0) + (950475.0*M_PI*((c3*d15) + 

(c15*d3))/34359738368.0) + (229425.0*M_PI*((c4*d14) + 

(c14*d4))/34359738368.0) + (76475.0*M_PI*((c5*d13) + 

(c13*d5))/34359738368.0) + (33649.0*M_PI*((c6*d12) + 

(c12*d6))/34359738368.0) + (19019.0*M_PI*((c7*d11) + 

(c11*d7))/34359738368.0) + (13585.0*M_PI*((c8*d10) + 

(c10*d8))/34359738368.0) + (12155.0*M_PI*(c9*d9)/34359738368.0) + 

((4418157975.0*M_PI*(c19 + d19))/68719476736.0) + 

(119409675.0*M_PI*((c1*d18) + (c18*d1))/68719476736.0) + 

(20235115.0*M_PI*((c2*d17) + (c17*d2))/68719476736.0) + 

(1550775.0*M_PI*((c3*d16) + (c16*d3))/68719476736.0) + 

(350175.0*M_PI*((c4*d15) + (c15*d4))/68719476736.0) + 

(108675.0*M_PI*((c5*d14) + (c14*d5))/68719476736.0) + 

(44275.0*M_PI*((c6*d13) + (c13*d6))/68719476736.0) + 

(23023.0*M_PI*((c7*d12) + (c12*d7))/68719476736.0) + 

(15015.0*M_PI*((c8*d11) + (c11*d8))/68719476736.0) + 

(12155.0*M_PI*((c9*d10) + (c10*d9))/68719476736.0) + 

((34461632205.0*M_PI*(c20+d20))/549755813888.0) + 

(883631595.0*M_PI*((c1*d19) + (c19*d1))/549755813888.0) + 

(71645805.0*M_PI*((c2*d18) + (c18*d2))/549755813888.0) + 

(10235115.0*M_PI*((c3*d17) + (c17*d3))/549755813888.0) + 

(2171085.0*M_PI*((c4*d16) + (c16*d4))/549755813888.0) + 

(630315.0*M_PI*((c5*d15) + (c15*d5))/549755813888.0) + 

(239085.0*M_PI*((c6*d14) + (c14*d6))/549755813888.0) + 

(115115.0*M_PI*((c7*d13) + (c13*d7))/549755813888.0) + 

(69069.0*M_PI*((c8*d12) + (c12*d8))/549755813888.0) + 

(51051.0*M_PI*((c9*d11) + (c11*d9))/549755813888.0) + 

(46189.0*M_PI*(c10*d10)/549755813888.0) + 

((67282234305.0*M_PI*(c21+d21))/1099511627776.0) + 

(1641030105.0*M_PI*((c1*d20) + (c20*d1))/1099511627776.0) + 

(126233085.0*M_PI*((c2*d19) + (c19*d2))/1099511627776.0) + 

(17058525.0*M_PI*((c3*d18) + (c18*d3))/1099511627776.0) + 

(3411705.0*M_PI*((c4*d17) + (c17*d4))/1099511627776.0) + 

(930465.0*M_PI*((c5*d16) + (c16*d5))/1099511627776.0) + 

(330165.0*M_PI*((c6*d15) + (c15*d6))/1099511627776.0) + 

(148005.0*M_PI*((c7*d14) + (c14*d7))/1099511627776.0) + 

(82225.0*M_PI*((c8*d13) + (c13*d8))/1099511627776.0) + 

(55913.0*M_PI*((c9*d12) + (c12*d9))/1099511627776.0) + 

(46189.0*M_PI*((c10*d11) + (c11*d10))/1099511627776.0) + 

((263012370465.0*M_PI*(c22+d22))/4398046511104.0) + 

(6116566755.0*M_PI*((c1*d21) + (c21*d1))/4398046511104.0) + 

(447553665.0*M_PI*((c2*d20) + (c20*d2))/4398046511104.0) + 

(57378675.0*M_PI*((c3*d19) + (c19*d3))/4398046511104.0) + 

(10855425.0*M_PI*((c4*d18) + (c18*d4))/4398046511104.0) + 

(2791395.0*M_PI*((c5*d17) + (c17*d5))/4398046511104.0) + 

(930465.0*M_PI*((c6*d16) + (c16*d6))/4398046511104.0) + 

(390195.0*M_PI*((c7*d15) + (c15*d7))/4398046511104.0) + 

(201825.0*M_PI*((c8*d14) + (c14*d8))/4398046511104.0) + 

(127075.0*M_PI*((c9*d13) + (c13*d9))/4398046511104.0) + 

(96577.0*M_PI*((c10*d12) + (c12*d10))/4398046511104.0) + 

(88179.0*M_PI*(c11*d11)/4398046511104.0) + 
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((514589420475.0*M_PI*(c23+d23))/8796093022208.0) + 

(11435320455.0*M_PI*((c1*d22) + (c22*d1))/8796093022208.0) + 

(797813055.0*M_PI*((c2*d21) + (c21*d2))/8796093022208.0) + 

(97294275.0*M_PI*((c3*d20) + (c20*d3))/8796093022208.0) + 

(17463075.0*M_PI*((c4*d19) + (c19*d4))/8796093022208.0) + 

(4247775.0*M_PI*((c5*d18) + (c18*d5))/8796093022208.0) + 

(1335015.0*M_PI*((c6*d17) + (c17*d6))/8796093022208.0) + 

(525915.0*M_PI*((c7*d16) + (c16*d7))/8796093022208.0) + 

(254475.0*M_PI*((c8*d15) + (c15*d8))/8796093022208.0) + 

(149175.0*M_PI*((c9*d14) + (c14*d9))/8796093022208.0) + 

(104975.0*M_PI*((c10*d13) + (c13*d10))/8796093022208.0) + 

(88179.0*M_PI*((c11*d12) + (c12*d11))/8796093022208.0) + 

((8061900920775.0*M_PI*(c24+d24))/140737488355328.0) + 

(171529806825.0*M_PI*((c1*d23) + (c23*d1))/140737488355328.0) + 

(11435320455.0*M_PI*((c2*d22) + (c22*d2))/140737488355328.0) + 

(1329688425.0*M_PI*((c3*d21) + (c21*d3))/140737488355328.0) + 

(227019975.0*M_PI*((c4*d20) + (c20*d4))/140737488355328.0) + 

(52389225.0*M_PI*((c5*d19) + (c19*d5))/140737488355328.0) + 

(15575175.0*M_PI*((c6*d18) + (c18*d6))/140737488355328.0) + 

(5785065.0*M_PI*((c7*d17) + (c17*d7))/140737488355328.0) + 

(2629575.0*M_PI*((c8*d16) + (c16*d8))/140737488355328.0) + 

(1442025.0*M_PI*((c9*d15) + (c15*d9))/140737488355328.0) + 

(944775.0*M_PI*((c10*d14) + (c14*d10))/140737488355328.0) + 

(734825.0*M_PI*((c11*d13) + (c13*d11))/140737488355328.0) + 

(676039.0*M_PI*(c12*d12)/140737488355328.0) + 

((15801325804719.0*M_PI*(c25+d25))/281474976710656.0) + 

(322476036831.0*M_PI*((c1*d24) + (c24*d1))/281474976710656.0) + 

(20583576819.0*M_PI*((c2*d23) + (c23*d2))/281474976710656.0) + 

(2287064091.0*M_PI*((c3*d22) + (c22*d3))/281474976710656.0) + 

(372312759.0*M_PI*((c4*d21) + (c21*d4))/281474976710656.0) + 

(81727191.0*M_PI*((c5*d20) + (c20*d5))/281474976710656.0) + 

(23051259.0*M_PI*((c6*d19) + (c19*d6))/281474976710656.0) + 

(8099091.0*M_PI*((c7*d18) + (c18*d7))/281474976710656.0) + 

(3471039.0*M_PI*((c8*d17) + (c17*d8))/281474976710656.0) + 

(1788111.0*M_PI*((c9*d16) + (c16*d9))/281474976710656.0) + 

(1095939.0*M_PI*((c10*d15) + (c15*d10))/281474976710656.0) + 

(793611.0*M_PI*((c11*d14) + (c14*d11))/281474976710656.0) + 

(676039.0*M_PI*((c12*d13) + (c13*d12))/281474976710656.0) + 

((61989816618513.0*M_PI*(c26+d26))/1125899906842624.0) + 

(1215486600363.0*M_PI*((c1*d25) + (c25*d1))/1125899906842624.0) + 

(74417546961.0*M_PI*((c2*d24) + (c24*d2))/1125899906842624.0) + 

(7916760315.0*M_PI*((c3*d23) + (c23*d3))/1125899906842624.0) + 

(1231496049.0*M_PI*((c4*d22) + (c22*d4))/1125899906842624.0) + 

(257754987.0*M_PI*((c5*d21) + (c21*d5))/1125899906842624.0) + 

(69153777.0*M_PI*((c6*d20) + (c20*d6))/1125899906842624.0) + 

(23051259.0*M_PI*((c7*d19) + (c19*d7))/1125899906842624.0) + 

(9345105.0*M_PI*((c8*d18) + (c18*d8))/1125899906842624.0) + 

(4539051.0*M_PI*((c9*d17) + (c17*d9))/1125899906842624.0) + 

(2613393.0*M_PI*((c10*d16) + (c16*d10))/1125899906842624.0) + 

(1770363.0*M_PI*((c11*d15) + (c15*d11))/1125899906842624.0) + 

(1404081.0*M_PI*((c12*d14) + (c14*d12))/1125899906842624.0) + 

(1300075.0*M_PI*(c13*d13)/1125899906842624.0) +  

    ((121683714103007.0*M_PI*(c27+d27))/2251799813685248.0) + 

(2295919134019.0*M_PI*((c1*d26) + (c26*d1))/2251799813685248.0) + 

(135054066707.0*M_PI*((c2*d25) + (c25*d2))/2251799813685248.0) + 

(13781027215.0*M_PI*((c3*d24) + (c24*d3))/2251799813685248.0) + 

(2052493415.0*M_PI*((c4*d23) + (c23*d4))/2251799813685248.0) + 

(410498683.0*M_PI*((c5*d22) + (c22*d5))/2251799813685248.0) + 

(105011291.0*M_PI*((c6*d21) + (c21*d6))/2251799813685248.0) + 

(33296263.0*M_PI*((c7*d20) + (c20*d7))/2251799813685248.0) + 
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(12806255.0*M_PI*((c8*d19) + (c19*d8))/2251799813685248.0) + 

(5883955.0*M_PI*((c9*d18) + (c18*d9))/2251799813685248.0) + 

(3194147.0*M_PI*((c10*d17) + (c17*d10))/2251799813685248.0) + 

(2032639.0*M_PI*((c11*d16) + (c16*d11))/2251799813685248.0) + 

(1508087.0*M_PI*((c12*d15) + (c15*d12))/2251799813685248.0) + 

(1300075.0*M_PI*((c13*d14) + (c14*d13))/2251799813685248.0) + 

((956086325095055.0*M_PI*(c28+d28))/18014398509481984.0) + 

(17383387729001.0*M_PI*((c1*d27) + (c27*d1))/18014398509481984.0) + 

(983965343151.0*M_PI*((c2*d26) + (c26*d2))/18014398509481984.0) + 

(96467190505.0*M_PI*((c3*d25) + (c25*d3))/18014398509481984.0) + 

(13781027215.0*M_PI*((c4*d24) + (c24*d4))/18014398509481984.0) + 

(2638920105.0*M_PI*((c5*d23) + (c23*d5))/18014398509481984.0) + 

(645069359.0*M_PI*((c6*d22) + (c22*d6))/18014398509481984.0) + 

(195020969.0*M_PI*((c7*d21) + (c21*d7))/18014398509481984.0) + 

(71349135.0*M_PI*((c8*d20) + (c20*d8))/18014398509481984.0) + 

(31100905.0*M_PI*((c9*d19) + (c19*d9))/18014398509481984.0) + 

(15970735.0*M_PI*((c10*d18) + (c18*d10))/18014398509481984.0) + 

(9582441.0*M_PI*((c11*d17) + (c17*d11))/18014398509481984.0) + 

(6678671.0*M_PI*((c12*d16) + (c16*d12))/18014398509481984.0) + 

(5386025.0*M_PI*((c13*d15) + (c15*d13))/18014398509481984.0) + 

(5014575.0*M_PI*(c14*d14)/18014398509481984.0) + 

((1879204156221315.0*M_PI*(c29+d29))/36028797018963968.0) + 

(32968493968795.0*M_PI*((c1*d28) + (c28*d1))/36028797018963968.0) + 

(1798281489207.0*M_PI*((c2*d27) + (c27*d2))/36028797018963968.0) + 

(169649197095.0*M_PI*((c3*d26) + (c26*d3))/36028797018963968.0) + 

(23285183915.0*M_PI*((c4*d25) + (c25*d4))/36028797018963968.0) + 

(4276870515.0*M_PI*((c5*d24) + (c24*d5))/36028797018963968.0) + 

(1000969695.0*M_PI*((c6*d23) + (c23*d6))/36028797018963968.0) + 

(289169023.0*M_PI*((c7*d22) + (c22*d7))/36028797018963968.0) + 

(100872915.0*M_PI*((c8*d21) + (c21*d8))/36028797018963968.0) + 

(41825355.0*M_PI*((c9*d20) + (c20*d9))/36028797018963968.0) + 

(20376455.0*M_PI*((c10*d19) + (c19*d10))/36028797018963968.0) + 

(11565015.0*M_PI*((c11*d18) + (c18*d11))/36028797018963968.0) + 

(7599867.0*M_PI*((c12*d17) + (c17*d12))/36028797018963968.0) + 

(5757475.0*M_PI*((c13*d16) + (c16*d13))/36028797018963968.0) + 

(5014575.0*M_PI*((c14*d15) + (c15*d14))/36028797018963968.0) + 

((7391536347803839.0*M_PI*(c30+d30))/144115188075855872.0) + 

(125280277081421.0*M_PI*((c1*d29) + (c29*d1))/144115188075855872.0) 

+ (6593698793759.0*M_PI*((c2*d28) + (c28*d2))/144115188075855872.0) 

+ (599427163069.0*M_PI*((c3*d27) + (c27*d3))/144115188075855872.0) + 

(79169625311.0*M_PI*((c4*d26) + (c26*d4))/144115188075855872.0) + 

(13971110349.0*M_PI*((c5*d25) + (c25*d5))/144115188075855872.0) + 

(3136371711.0*M_PI*((c6*d24) + (c24*d6))/144115188075855872.0) + 

(867507069.0*M_PI*((c7*d23) + (c23*d7))/144115188075855872.0) + 

(289169023.0*M_PI*((c8*d22) + (c22*d8))/144115188075855872.0) + 

(114322637.0*M_PI*((c9*d21) + (c21*d9))/144115188075855872.0) + 

(52978853.0*M_PI*((c10*d20) + (c20*d10))/144115188075855872.0) + 

(28527037.0*M_PI*((c11*d19) + (c19*d11))/144115188075855872.0) + 

(17733023.0*M_PI*((c12*d18) + (c18*d12))/144115188075855872.0) + 

(12666445.0*M_PI*((c13*d17) + (c17*d13))/144115188075855872.0) + 

(10363455.0*M_PI*((c14*d16) + (c16*d14))/144115188075855872.0) + 

(9694845.0*M_PI*(c15*d15)/144115188075855872.0) + 

(14544636039226909.0*M_PI*(c31+d31))/288230376151711744.0 + 

(238436656380769.0*M_PI*((c1*d30) + (c30*d1))/288230376151711744.0) 

+ (12123897782023.0*M_PI*((c2*d29) + (c29*d2))/288230376151711744.0) 

+ (1063499805445.0*M_PI*((c3*d28) + (c28*d3))/288230376151711744.0) 

+ (135354520693.0*M_PI*((c4*d27) + (c27*d4))/288230376151711744.0) + 

(22984729929.0*M_PI*((c5*d26) + (c26*d5))/288230376151711744.0) + 

(4957490769.0*M_PI*((c6*d25) + (c25*d6))/288230376151711744.0) + 

(1315252653.0*M_PI*((c7*d24) + (c24*d7))/288230376151711744.0) + 
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(419761485.0*M_PI*((c8*d23) + (c23*d8))/288230376151711744.0) + 

(158576561.0*M_PI*((c9*d22) + (c22*d9))/288230376151711744.0) + 

(70068713.0*M_PI*((c10*d21) + (c21*d10))/288230376151711744.0) + 

(35888853.0*M_PI*((c11*d20) + (c20*d11))/288230376151711744.0) + 

(21165221.0*M_PI*((c12*d19) + (c19*d12))/288230376151711744.0) + 

(14300825.0*M_PI*((c13*d18) + (c18*d13))/288230376151711744.0) + 

(11032065.0*M_PI*((c14*d17) + (c17*d14))/288230376151711744.0) + 

(9694845.0*M_PI*((c15*d16) + (c16*d15))/288230376151711744.0) + 

((916312070471295267.0*M_PI*(c32+d32))/18446744073709551616.0) + 

((14544636039226909.0*M_PI*((c1*d31) + 

(c31*d1)))/18446744073709551616.0) + 

((715309969142307.0*M_PI*((c2*d30) + 

(c30*d2)))/18446744073709551616.0) + 

((60619488910365.0*M_PI*((c3*d29) + 

(c29*d3)))/18446744073709551616.0) + 

((7444498638115.0*M_PI*((c4*d28) + 

(c28*d4)))/18446744073709551616.0) + 

((1218190686237.0*M_PI*((c5*d27) + 

(c27*d5)))/18446744073709551616.0) + ((252832029219.0*M_PI*((c6*d26) 

+ (c26*d6)))/18446744073709551616.0) + 

((64447379997.0*M_PI*((c7*d25) + (c25*d7)))/18446744073709551616.0) 

+ ((19728789795.0*M_PI*((c8*d24) + 

(c24*d8)))/18446744073709551616.0) + ((7135945245.0*M_PI*((c9*d23) + 

(c23*d9)))/18446744073709551616.0) + ((3012954659.0*M_PI*((c10*d22) 

+ (c22*d10)))/18446744073709551616.0) + 

((1471442973.0*M_PI*((c11*d21) + (c21*d11)))/18446744073709551616.0) 

+ ((825443619.0*M_PI*((c12*d20) + 

(c20*d12)))/18446744073709551616.0) + ((529130525.0*M_PI*((c13*d19) 

+ (c19*d13)))/18446744073709551616.0) + 

((386122275.0*M_PI*((c14*d18) + (c18*d14)))/18446744073709551616.0) 

+ ((319929885.0*M_PI*((c15*d17) + 

(c17*d15)))/18446744073709551616.0) + 

((300540195.0*M_PI*(c16*d16))/18446744073709551616.0) + 

((1804857108504066435.0*M_PI*(c33+d33))/36893488147419103232.0) + 

((27767032438524099.0*M_PI*((c1*d32) + 

(c32*d1)))/36893488147419103232.0) + 

((1322239639929719.0*M_PI*((c2*d31) + 

(c31*d2)))/36893488147419103232.0) + 

((108380298354895.0*M_PI*((c3*d30) + 

(c30*d3)))/36893488147419103232.0) + 

((12858679465835.0*M_PI*((c4*d29) + 

(c29*d4)))/36893488147419103232.0) + 

((2030317810395.0*M_PI*((c5*d28) + 

(c28*d5)))/36893488147419103232.0) + ((406063562079.0*M_PI*((c6*d27) 

+ (c27*d6)))/36893488147419103232.0) + 

((99600496359.0*M_PI*((c7*d26) + (c26*d7)))/36893488147419103232.0) 

+ ((29294263635.0*M_PI*((c8*d25) + 

(c25*d8)))/36893488147419103232.0) + ((10163315955.0*M_PI*((c9*d24) 

+ (c24*d9)))/36893488147419103232.0) + 

((4108574535.0*M_PI*((c10*d23) + (c23*d10)))/36893488147419103232.0) 

+ ((1917334783.0*M_PI*((c11*d22) + 

(c22*d11)))/36893488147419103232.0) + ((1025551163.0*M_PI*((c12*d21) 

+ (c21*d12)))/36893488147419103232.0) + 

((625336075.0*M_PI*((c13*d20) + (c20*d13)))/36893488147419103232.0) 

+ ((432924975.0*M_PI*((c14*d19) + 

(c19*d14)))/36893488147419103232.0) + ((339319575.0*M_PI*((c15*d18) 

+ (c18*d15)))/36893488147419103232.0) + 

((300540195.0*M_PI*((c16*d17) + (c17*d16)))/36893488147419103232.0) 

+ ((7113260368810144185.0*M_PI*(c34+d34))/147573952589676412928.0) + 

((106168065206121555.0*M_PI*((c1*d33) + 
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(c33*d1)))/147573952589676412928.0) + 

((4900064547974841.0*M_PI*((c2*d32) + 

(c32*d2)))/147573952589676412928.0) + 

((388894011744035.0*M_PI*((c3*d31) + 

(c31*d3)))/147573952589676412928.0) + 

((44627181675545.0*M_PI*((c4*d30) + 

(c30*d4)))/147573952589676412928.0) + 

((6807536187795.0*M_PI*((c5*d29) + 

(c29*d5)))/147573952589676412928.0) + 

((1313735053785.0*M_PI*((c6*d28) + 

(c28*d6)))/147573952589676412928.0) + 

((310519194531.0*M_PI*((c7*d27) + 

(c27*d7)))/147573952589676412928.0) + ((87882790905.0*M_PI*((c8*d26) 

+ (c26*d8)))/147573952589676412928.0) + 

((29294263635.0*M_PI*((c9*d25) + (c25*d9)))/147573952589676412928.0) 

+ ((11359000185.0*M_PI*((c10*d24) + 

(c24*d10)))/147573952589676412928.0) + 

((5075297955.0*M_PI*((c11*d23) + 

(c23*d11)))/147573952589676412928.0) + 

((2594041177.0*M_PI*((c12*d22) + 

(c22*d12)))/147573952589676412928.0) + 

((1508163475.0*M_PI*((c13*d21) + 

(c21*d13)))/147573952589676412928.0) + ((993180825.0*M_PI*((c14*d20) 

+ (c20*d14)))/147573952589676412928.0) + 

((738519075.0*M_PI*((c15*d19) + (c19*d15)))/147573952589676412928.0) 

+ ((618759225.0*M_PI*((c16*d18) + 

(c18*d16)))/147573952589676412928.0) + 

((583401555.0*M_PI*(c17*d17))/147573952589676412928.0); 

     

    double t4 = M_PI/4.0 + ((3.0*M_PI*c1)/16.0) + ((M_PI*d1)/16.0) + 

((5.0*M_PI*c2)/32.0) + (M_PI*(d2 + (c1*d1))/32.0) + 

((35.0*M_PI*c3)/256.0) + (5.0*M_PI*(d3 + (c2*d1))/256.0) + 

((3.0*M_PI*c1*d2)/256.0) + ((63.0*M_PI*c4)/512.0) + (7.0*M_PI*(d4 + 

(c3*d1))/512.0) + (3.0*M_PI*((c1*d3) + (c2*d2))/512.0) + 

((231.0*M_PI*c5)/2048.0) + (21.0*M_PI*(d5 + (c4*d1))/2048.0) + 

(7.0*M_PI*((c1*d4) + (c3*d2))/2048.0) + ((5.0*M_PI*c2*d3)/2048.0) + 

((429.0*M_PI*c6)/4096.0) + (33.0*M_PI*(d6 + (c5*d1))/4096.0) + 

(9.0*M_PI*((c1*d5) + (c4*d2))/4096.0) + (5.0*M_PI*((c2*d4) + 

(c3*d3))/4096.0) + ((6435.0*M_PI*c7)/65536.0) + (429.0*M_PI*(d7 + 

(c6*d1))/65536.0) + (99.0*M_PI*((c1*d6) + (c5*d2))/65536.0) + 

(45.0*M_PI*((c2*d5) + (c4*d3))/65536.0) + 

((35.0*M_PI*c3*d4)/65536.0) + ((12155.0*M_PI*c8)/131072.0) + 

(715.0*M_PI*(d8 + (c7*d1))/131072.0) + (143.0*M_PI*((c1*d7) + 

(c6*d2))/131072.0) + (55.0*M_PI*((c2*d6) + (c5*d3))/131072.0) + 

(35.0*M_PI*((c3*d5) + (c4*d4))/131072.0) + 

((46189.0*M_PI*c9)/524288.0) + (2431.0*M_PI*(d9 + (c8*d1))/524288.0) 

+ (429.0*M_PI*((c1*d8) + (c7*d2))/524288.0) + (143.0*M_PI*((c2*d7) + 

(c6*d3))/524288.0) + (77.0*M_PI*((c3*d6) + (c5*d4))/524288.0) + 

((63.0*M_PI*c4*d5)/524288.0) + ((88179.0*M_PI*c10)/1048576.0) + 

(4199.0*M_PI*(d10 + (c9*d1))/1048576.0) + (663.0*M_PI*((c1*d9) + 

(c8*d2))/1048576.0) + (195.0*M_PI*((c2*d8) + (c7*d3))/1048576.0) + 

(91.0*M_PI*((c3*d7) + (c6*d4))/1048576.0) + (63.0*M_PI*((c4*d6) + 

(c5*d5))/1048576.0) + ((676039.0*M_PI*c11)/8388608.0) + 

(29393.0*M_PI*(d11 + (c10*d1))/8388608.0) + (4199.0*M_PI*((c1*d10) + 

(c9*d2))/8388608.0) + (1105.0*M_PI*((c2*d9) + (c8*d3))/8388608.0) + 

(455.0*M_PI*((c3*d8) + (c7*d4))/8388608.0) + (273.0*M_PI*((c4*d7) + 

(c6*d5))/8388608.0) + ((231.0*M_PI*c5*d6)/8388608.0) + 

((1300075.0*M_PI*c12)/16777216.0) + (52003.0*M_PI*(d12 + 

(c11*d1))/16777216.0) + (6783.0*M_PI*((c1*d11) + 

(c10*d2))/16777216.0) + (1615.0*M_PI*((c2*d10) + 
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(c9*d3))/16777216.0) + (595.0*M_PI*((c3*d9) + (c8*d4))/16777216.0) + 

(315.0*M_PI*((c4*d8) + (c7*d5))/16777216.0) + (231.0*M_PI*((c5*d7) + 

(c6*d6))/16777216.0) + ((5014575.0*M_PI*c13)/67108864.0) + 

(185725.0*M_PI*(d13 + (c12*d1))/67108864.0) + 

(22287.0*M_PI*((c1*d12) + (c11*d2))/67108864.0) + 

(4845.0*M_PI*((c2*d11) + (c10*d3))/67108864.0) + 

(1615.0*M_PI*((c3*d10) + (c9*d4))/67108864.0) + (765.0*M_PI*((c4*d9) 

+ (c8*d5))/67108864.0) + (495.0*M_PI*((c5*d8) + (c7*d6))/67108864.0) 

+ ((429.0*M_PI*c6*d7)/67108864.0) + 

((9694845.0*M_PI*c14)/134217728.0) + (334305.0*M_PI*(d14 + 

(c13*d1))/134217728.0) + (37145.0*M_PI*((c1*d13) + 

(c12*d2))/134217728.0) + (7429.0*M_PI*((c2*d12) + 

(c11*d3))/134217728.0) + (2261.0*M_PI*((c3*d11) + 

(c10*d4))/134217728.0) + (969.0*M_PI*((c4*d10) + 

(c9*d5))/134217728.0) + (561.0*M_PI*((c5*d9) + (c8*d6))/134217728.0) 

+ (429.0*M_PI*((c6*d8) + (c7*d7))/134217728.0) + 

((300540195.0*M_PI*c15)/4294967296.0) + (9694845.0*M_PI*(d15 + 

(c14*d1))/4294967296.0) + (1002915.0*M_PI*((c1*d14) + 

(c13*d2))/4294967296.0) + (185725.0*M_PI*((c2*d13) + 

(c12*d3))/4294967296.0) + (52003.0*M_PI*((c3*d12) + 

(c11*d4))/4294967296.0) + (20349.0*M_PI*((c4*d11) + 

(c10*d5))/4294967296.0) + (10659.0*M_PI*((c5*d10) + 

(c9*d6))/4294967296.0) + (7293.0*M_PI*((c6*d9) + 

(c8*d7))/4294967296.0) + (6435.0*M_PI*(c7*d8)/4294967296.0) + 

((583401555.0*M_PI*c16)/8589934592.0) + (17678835.0*M_PI*(d16 + 

(c15*d1))/8589934592.0) + (1710855.0*M_PI*((c1*d15) + 

(c14*d2))/8589934592.0) + (294975.0*M_PI*((c2*d14) + 

(c13*d3))/8589934592.0) + (76475.0*M_PI*((c3*d13) + 

(c12*d4))/8589934592.0) + (27531.0*M_PI*((c4*d12) + 

(c11*d5))/8589934592.0) + (13167.0*M_PI*((c5*d11) + 

(c10*d6))/8589934592.0) + (8151.0*M_PI*((c6*d10) + 

(c9*d7))/8589934592.0) + (6435.0*M_PI*((c7*d9) + 

(c8*d8))/8589934592.0) + ((2268783825.0*M_PI*c17)/34359738368.0) + 

(64822395.0*M_PI*(d17 + (c16*d1))/34359738368.0) + 

(5892945.0*M_PI*((c1*d16) + (c15*d2))/34359738368.0) + 

(950475.0*M_PI*((c2*d15) + (c14*d3))/34359738368.0) + 

(229425.0*M_PI*((c3*d14) + (c13*d4))/34359738368.0) + 

(76475.0*M_PI*((c4*d13) + (c12*d5))/34359738368.0) + 

(33649.0*M_PI*((c5*d12) + (c11*d6))/34359738368.0) + 

(19019.0*M_PI*((c6*d11) + (c10*d7))/34359738368.0) + 

(13585.0*M_PI*((c7*d10) + (c9*d8))/34359738368.0) + 

(12155.0*M_PI*c8*d9/34359738368.0) + 

((4418157975.0*M_PI*c18)/68719476736.0) + (119409675.0*M_PI*(d18 + 

(c17*d1))/68719476736.0) + (20235115.0*M_PI*((c1*d17) + 

(c16*d2))/68719476736.0) + (1550775.0*M_PI*((c2*d16) + 

(c15*d3))/68719476736.0) + (350175.0*M_PI*((c3*d15) + 

(c14*d4))/68719476736.0) + (108675.0*M_PI*((c4*d14) + 

(c13*d5))/68719476736.0) + (44275.0*M_PI*((c5*d13) + 

(c12*d6))/68719476736.0) + (23023.0*M_PI*((c6*d12) + 

(c11*d7))/68719476736.0) + (15015.0*M_PI*((c7*d11) + 

(c10*d8))/68719476736.0) + (12155.0*M_PI*((c8*d10) + 

(c9*d9))/68719476736.0) + ((34461632205.0*M_PI*c19)/549755813888.0) 

+ (883631595.0*M_PI*(d19 + (c18*d1))/549755813888.0) + 

(71645805.0*M_PI*((c1*d18) + (c17*d2))/549755813888.0) + 

(10235115.0*M_PI*((c2*d17) + (c16*d3))/549755813888.0) + 

(2171085.0*M_PI*((c3*d16) + (c15*d4))/549755813888.0) + 

(630315.0*M_PI*((c4*d15) + (c14*d5))/549755813888.0) + 

(239085.0*M_PI*((c5*d14) + (c13*d6))/549755813888.0) + 

(115115.0*M_PI*((c6*d13) + (c12*d7))/549755813888.0) + 

(69069.0*M_PI*((c7*d12) + (c11*d8))/549755813888.0) + 
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(51051.0*M_PI*((c8*d11) + (c10*d9))/549755813888.0) + 

(46189.0*M_PI*(c9*d10)/549755813888.0) + 

((67282234305.0*M_PI*c20)/1099511627776.0) + (1641030105.0*M_PI*(d20 

+ (c19*d1))/1099511627776.0) + (126233085.0*M_PI*((c1*d19) + 

(c18*d2))/1099511627776.0) + (17058525.0*M_PI*((c2*d18) + 

(c17*d3))/1099511627776.0) + (3411705.0*M_PI*((c3*d17) + 

(c16*d4))/1099511627776.0) + (930465.0*M_PI*((c4*d16) + 

(c15*d5))/1099511627776.0) + (330165.0*M_PI*((c5*d15) + 

(c14*d6))/1099511627776.0) + (148005.0*M_PI*((c6*d14) + 

(c13*d7))/1099511627776.0) + (82225.0*M_PI*((c7*d13) + 

(c12*d8))/1099511627776.0) + (55913.0*M_PI*((c8*d12) + 

(c11*d9))/1099511627776.0) + (46189.0*M_PI*((c9*d11) + 

(c10*d10))/1099511627776.0) + 

((263012370465.0*M_PI*c21)/4398046511104.0) + 

(6116566755.0*M_PI*(d21 + (c20*d1))/4398046511104.0) + 

(447553665.0*M_PI*((c1*d20) + (c19*d2))/4398046511104.0) + 

(57378675.0*M_PI*((c2*d19) + (c18*d3))/4398046511104.0) + 

(10855425.0*M_PI*((c3*d18) + (c17*d4))/4398046511104.0) + 

(2791395.0*M_PI*((c4*d17) + (c16*d5))/4398046511104.0) + 

(930465.0*M_PI*((c5*d16) + (c15*d6))/4398046511104.0) + 

(390195.0*M_PI*((c6*d15) + (c14*d7))/4398046511104.0) + 

(201825.0*M_PI*((c7*d14) + (c13*d8))/4398046511104.0) + 

(127075.0*M_PI*((c8*d13) + (c12*d9))/4398046511104.0) + 

(96577.0*M_PI*((c9*d12) + (c11*d10))/4398046511104.0) + 

(88179.0*M_PI*(c10*d11)/4398046511104.0) + 

((514589420475.0*M_PI*c22)/8796093022208.0) + 

(11435320455.0*M_PI*(d22 + (c21*d1))/8796093022208.0) + 

(797813055.0*M_PI*((c1*d21) + (c20*d2))/8796093022208.0) + 

(97294275.0*M_PI*((c2*d20) + (c19*d3))/8796093022208.0) + 

(17463075.0*M_PI*((c3*d19) + (c18*d4))/8796093022208.0) + 

(4247775.0*M_PI*((c4*d18) + (c17*d5))/8796093022208.0) + 

(1335015.0*M_PI*((c5*d17) + (c16*d6))/8796093022208.0) + 

(525915.0*M_PI*((c6*d16) + (c15*d7))/8796093022208.0) + 

(254475.0*M_PI*((c7*d15) + (c14*d8))/8796093022208.0) + 

(149175.0*M_PI*((c8*d14) + (c13*d9))/8796093022208.0) + 

(104975.0*M_PI*((c9*d13) + (c12*d10))/8796093022208.0) + 

(88179.0*M_PI*((c10*d12) + (c11*d11))/8796093022208.0) + 

((8061900920775.0*M_PI*c23)/140737488355328.0) + 

(171529806825.0*M_PI*(d23 + (c22*d1))/140737488355328.0) + 

(11435320455.0*M_PI*((c1*d22) + (c21*d2))/140737488355328.0) + 

(1329688425.0*M_PI*((c2*d21) + (c20*d3))/140737488355328.0) + 

(227019975.0*M_PI*((c3*d20) + (c19*d4))/140737488355328.0) + 

(52389225.0*M_PI*((c4*d19) + (c18*d5))/140737488355328.0) + 

(15575175.0*M_PI*((c5*d18) + (c17*d6))/140737488355328.0) + 

(5785065.0*M_PI*((c6*d17) + (c16*d7))/140737488355328.0) + 

(2629575.0*M_PI*((c7*d16) + (c15*d8))/140737488355328.0) + 

(1442025.0*M_PI*((c8*d15) + (c14*d9))/140737488355328.0) + 

(944775.0*M_PI*((c9*d14) + (c13*d10))/140737488355328.0) + 

(734825.0*M_PI*((c10*d13) + (c12*d11))/140737488355328.0) + 

(676039.0*M_PI*(c11*d12)/140737488355328.0) + 

((15801325804719.0*M_PI*c24)/281474976710656.0) + 

(322476036831.0*M_PI*(d24 + (c23*d1))/281474976710656.0) + 

(20583576819.0*M_PI*((c1*d23) + (c22*d2))/281474976710656.0) + 

(2287064091.0*M_PI*((c2*d22) + (c21*d3))/281474976710656.0) + 

(372312759.0*M_PI*((c3*d21) + (c20*d4))/281474976710656.0) + 

(81727191.0*M_PI*((c4*d20) + (c19*d5))/281474976710656.0) + 

(23051259.0*M_PI*((c5*d19) + (c18*d6))/281474976710656.0) + 

(8099091.0*M_PI*((c6*d18) + (c17*d7))/281474976710656.0) + 

(3471039.0*M_PI*((c7*d17) + (c16*d8))/281474976710656.0) + 

(1788111.0*M_PI*((c8*d16) + (c15*d9))/281474976710656.0) + 



79 

 

(1095939.0*M_PI*((c9*d15) + (c14*d10))/281474976710656.0) + 

(793611.0*M_PI*((c10*d14) + (c13*d11))/281474976710656.0) + 

(676039.0*M_PI*((c11*d13) + (c12*d12))/281474976710656.0) 

+((61989816618513.0*M_PI*c25)/1125899906842624.0) + 

(1215486600363.0*M_PI*(d25 + (c24*d1))/1125899906842624.0) + 

(74417546961.0*M_PI*((c1*d24) + (c23*d2))/1125899906842624.0) + 

(7916760315.0*M_PI*((c2*d23) + (c22*d3))/1125899906842624.0) + 

(1231496049.0*M_PI*((c3*d22) + (c21*d4))/1125899906842624.0) + 

(257754987.0*M_PI*((c4*d21) + (c20*d5))/1125899906842624.0) + 

(69153777.0*M_PI*((c5*d20) + (c19*d6))/1125899906842624.0) + 

(23051259.0*M_PI*((c6*d19) + (c18*d7))/1125899906842624.0) + 

(9345105.0*M_PI*((c7*d18) + (c17*d8))/1125899906842624.0) + 

(4539051.0*M_PI*((c8*d17) + (c16*d9))/1125899906842624.0) + 

(2613393.0*M_PI*((c9*d16) + (c15*d10))/1125899906842624.0) + 

(1770363.0*M_PI*((c10*d15) + (c14*d11))/1125899906842624.0) + 

(1404081.0*M_PI*((c11*d14) + (c13*d12))/1125899906842624.0) + 

(1300075.0*M_PI*(c12*d13)/1125899906842624.0) +  

    ((121683714103007.0*M_PI*c26)/2251799813685248.0) + 

(2295919134019.0*M_PI*(d26 + (c25*d1))/2251799813685248.0) + 

(135054066707.0*M_PI*((c1*d25) + (c24*d2))/2251799813685248.0) + 

(13781027215.0*M_PI*((c2*d24) + (c23*d3))/2251799813685248.0) + 

(2052493415.0*M_PI*((c3*d23) + (c22*d4))/2251799813685248.0) + 

(410498683.0*M_PI*((c4*d22) + (c21*d5))/2251799813685248.0) + 

(105011291.0*M_PI*((c5*d21) + (c20*d6))/2251799813685248.0) + 

(33296263.0*M_PI*((c6*d20) + (c19*d7))/2251799813685248.0) + 

(12806255.0*M_PI*((c7*d19) + (c18*d8))/2251799813685248.0) + 

(5883955.0*M_PI*((c8*d18) + (c17*d9))/2251799813685248.0) + 

(3194147.0*M_PI*((c9*d17) + (c16*d10))/2251799813685248.0) + 

(2032639.0*M_PI*((c10*d16) + (c15*d11))/2251799813685248.0) + 

(1508087.0*M_PI*((c11*d15) + (c14*d12))/2251799813685248.0) + 

(1300075.0*M_PI*((c12*d14) + (c13*d13))/2251799813685248.0) + 

((956086325095055.0*M_PI*c27)/18014398509481984.0) + 

(17383387729001.0*M_PI*(d27 + (c26*d1))/18014398509481984.0) + 

(983965343151.0*M_PI*((c1*d26) + (c25*d2))/18014398509481984.0) + 

(96467190505.0*M_PI*((c2*d25) + (c24*d3))/18014398509481984.0) + 

(13781027215.0*M_PI*((c3*d24) + (c23*d4))/18014398509481984.0) + 

(2638920105.0*M_PI*((c4*d23) + (c22*d5))/18014398509481984.0) + 

(645069359.0*M_PI*((c5*d22) + (c21*d6))/18014398509481984.0) + 

(195020969.0*M_PI*((c6*d21) + (c20*d7))/18014398509481984.0) + 

(71349135.0*M_PI*((c7*d20) + (c19*d8))/18014398509481984.0) + 

(31100905.0*M_PI*((c8*d19) + (c18*d9))/18014398509481984.0) + 

(15970735.0*M_PI*((c9*d18) + (c17*d10))/18014398509481984.0) + 

(9582441.0*M_PI*((c10*d17) + (c16*d11))/18014398509481984.0) + 

(6678671.0*M_PI*((c11*d16) + (c15*d12))/18014398509481984.0) + 

(5386025.0*M_PI*((c12*d15) + (c14*d13))/18014398509481984.0) + 

(5014575.0*M_PI*(c13*d14)/18014398509481984.0) + 

((1879204156221315.0*M_PI*c28)/36028797018963968.0) + 

(32968493968795.0*M_PI*(d28 + (c27*d1))/36028797018963968.0) + 

(1798281489207.0*M_PI*((c1*d27) + (c26*d2))/36028797018963968.0) + 

(169649197095.0*M_PI*((c2*d26) + (c25*d3))/36028797018963968.0) + 

(23285183915.0*M_PI*((c3*d25) + (c24*d4))/36028797018963968.0) + 

(4276870515.0*M_PI*((c4*d24) + (c23*d5))/36028797018963968.0) + 

(1000969695.0*M_PI*((c5*d23) + (c22*d6))/36028797018963968.0) + 

(289169023.0*M_PI*((c6*d22) + (c21*d7))/36028797018963968.0) + 

(100872915.0*M_PI*((c7*d21) + (c20*d8))/36028797018963968.0) + 

(41825355.0*M_PI*((c8*d20) + (c19*d9))/36028797018963968.0) + 

(20376455.0*M_PI*((c9*d19) + (c18*d10))/36028797018963968.0) + 

(11565015.0*M_PI*((c10*d18) + (c17*d11))/36028797018963968.0) + 

(7599867.0*M_PI*((c11*d17) + (c16*d12))/36028797018963968.0) + 

(5757475.0*M_PI*((c12*d16) + (c15*d13))/36028797018963968.0) + 
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(5014575.0*M_PI*((c13*d15) + (c14*d14))/36028797018963968.0) + 

((7391536347803839.0*M_PI*c29)/144115188075855872.0) + 

(125280277081421.0*M_PI*(d29 + (c28*d1))/144115188075855872.0) + 

(6593698793759.0*M_PI*((c1*d28) + (c27*d2))/144115188075855872.0) + 

(599427163069.0*M_PI*((c2*d27) + (c26*d3))/144115188075855872.0) + 

(79169625311.0*M_PI*((c3*d26) + (c25*d4))/144115188075855872.0) + 

(13971110349.0*M_PI*((c4*d25) + (c24*d5))/144115188075855872.0) + 

(3136371711.0*M_PI*((c5*d24) + (c23*d6))/144115188075855872.0) + 

(867507069.0*M_PI*((c6*d23) + (c22*d7))/144115188075855872.0) + 

(289169023.0*M_PI*((c7*d22) + (c21*d8))/144115188075855872.0) + 

(114322637.0*M_PI*((c8*d21) + (c20*d9))/144115188075855872.0) + 

(52978853.0*M_PI*((c9*d20) + (c19*d10))/144115188075855872.0) + 

(28527037.0*M_PI*((c10*d19) + (c18*d11))/144115188075855872.0) + 

(17733023.0*M_PI*((c11*d18) + (c17*d12))/144115188075855872.0) + 

(12666445.0*M_PI*((c12*d17) + (c16*d13))/144115188075855872.0) + 

(10363455.0*M_PI*((c13*d16) + (c15*d14))/144115188075855872.0) + 

(9694845.0*M_PI*(c14*d15)/144115188075855872.0) + 

(14544636039226909.0*M_PI*c30)/288230376151711744.0 + 

(238436656380769.0*M_PI*(d30 + (c29*d1))/288230376151711744.0) + 

(12123897782023.0*M_PI*((c1*d29) + (c28*d2))/288230376151711744.0) + 

(1063499805445.0*M_PI*((c2*d28) + (c27*d3))/288230376151711744.0) + 

(135354520693.0*M_PI*((c3*d27) + (c26*d4))/288230376151711744.0) + 

(22984729929.0*M_PI*((c4*d26) + (c25*d5))/288230376151711744.0) + 

(4957490769.0*M_PI*((c5*d25) + (c24*d6))/288230376151711744.0) + 

(1315252653.0*M_PI*((c6*d24) + (c23*d7))/288230376151711744.0) + 

(419761485.0*M_PI*((c7*d23) + (c22*d8))/288230376151711744.0) + 

(158576561.0*M_PI*((c8*d22) + (c21*d9))/288230376151711744.0) + 

(70068713.0*M_PI*((c9*d21) + (c20*d10))/288230376151711744.0) + 

(35888853.0*M_PI*((c10*d20) + (c19*d11))/288230376151711744.0) + 

(21165221.0*M_PI*((c11*d19) + (c18*d12))/288230376151711744.0) + 

(14300825.0*M_PI*((c12*d18) + (c17*d13))/288230376151711744.0) + 

(11032065.0*M_PI*((c13*d17) + (c16*d14))/288230376151711744.0) + 

(9694845.0*M_PI*((c14*d16) + (c15*d15))/288230376151711744.0) + 

((916312070471295267.0*M_PI*c31)/18446744073709551616.0) + 

((14544636039226909.0*M_PI*(d31 + (c30*d1)))/18446744073709551616.0) 

+ ((715309969142307.0*M_PI*((c1*d30) + 

(c29*d2)))/18446744073709551616.0) + 

((60619488910365.0*M_PI*((c2*d29) + 

(c28*d3)))/18446744073709551616.0) + 

((7444498638115.0*M_PI*((c3*d28) + 

(c27*d4)))/18446744073709551616.0) + 

((1218190686237.0*M_PI*((c4*d27) + 

(c26*d5)))/18446744073709551616.0) + ((252832029219.0*M_PI*((c5*d26) 

+ (c25*d6)))/18446744073709551616.0) + 

((64447379997.0*M_PI*((c6*d25) + (c24*d7)))/18446744073709551616.0) 

+ ((19728789795.0*M_PI*((c7*d24) + 

(c23*d8)))/18446744073709551616.0) + ((7135945245.0*M_PI*((c8*d23) + 

(c22*d9)))/18446744073709551616.0) + ((3012954659.0*M_PI*((c9*d22) + 

(c21*d10)))/18446744073709551616.0) + ((1471442973.0*M_PI*((c10*d21) 

+ (c20*d11)))/18446744073709551616.0) + 

((825443619.0*M_PI*((c11*d20) + (c19*d12)))/18446744073709551616.0) 

+ ((529130525.0*M_PI*((c12*d19) + 

(c18*d13)))/18446744073709551616.0) + ((386122275.0*M_PI*((c13*d18) 

+ (c17*d14)))/18446744073709551616.0) + 

((319929885.0*M_PI*((c14*d17) + (c16*d15)))/18446744073709551616.0) 

+ ((300540195.0*M_PI*(c15*d16))/18446744073709551616.0) + 

((1804857108504066435.0*M_PI*c32)/36893488147419103232.0) + 

((27767032438524099.0*M_PI*(d32 + (c31*d1)))/36893488147419103232.0) 

+ ((1322239639929719.0*M_PI*((c1*d31) + 

(c30*d2)))/36893488147419103232.0) + 
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((108380298354895.0*M_PI*((c2*d30) + 

(c29*d3)))/36893488147419103232.0) + 

((12858679465835.0*M_PI*((c3*d29) + 

(c28*d4)))/36893488147419103232.0) + 

((2030317810395.0*M_PI*((c4*d28) + 

(c27*d5)))/36893488147419103232.0) + ((406063562079.0*M_PI*((c5*d27) 

+ (c26*d6)))/36893488147419103232.0) + 

((99600496359.0*M_PI*((c6*d26) + (c25*d7)))/36893488147419103232.0) 

+ ((29294263635.0*M_PI*((c7*d25) + 

(c24*d8)))/36893488147419103232.0) + ((10163315955.0*M_PI*((c8*d24) 

+ (c23*d9)))/36893488147419103232.0) + ((4108574535.0*M_PI*((c9*d23) 

+ (c22*d10)))/36893488147419103232.0) + 

((1917334783.0*M_PI*((c10*d22) + (c21*d11)))/36893488147419103232.0) 

+ ((1025551163.0*M_PI*((c11*d21) + 

(c20*d12)))/36893488147419103232.0) + ((625336075.0*M_PI*((c12*d20) 

+ (c19*d13)))/36893488147419103232.0) + 

((432924975.0*M_PI*((c13*d19) + (c18*d14)))/36893488147419103232.0) 

+ ((339319575.0*M_PI*((c14*d18) + 

(c17*d15)))/36893488147419103232.0) + ((300540195.0*M_PI*((c15*d17) 

+ (c16*d16)))/36893488147419103232.0) + 

((7113260368810144185.0*M_PI*c33)/147573952589676412928.0) + 

((106168065206121555.0*M_PI*(d33 + 

(c32*d1)))/147573952589676412928.0) + 

((4900064547974841.0*M_PI*((c1*d32) + 

(c31*d2)))/147573952589676412928.0) + 

((388894011744035.0*M_PI*((c2*d31) + 

(c30*d3)))/147573952589676412928.0) + 

((44627181675545.0*M_PI*((c3*d30) + 

(c29*d4)))/147573952589676412928.0) + 

((6807536187795.0*M_PI*((c4*d29) + 

(c28*d5)))/147573952589676412928.0) + 

((1313735053785.0*M_PI*((c5*d28) + 

(c27*d6)))/147573952589676412928.0) + 

((310519194531.0*M_PI*((c6*d27) + 

(c26*d7)))/147573952589676412928.0) + ((87882790905.0*M_PI*((c7*d26) 

+ (c25*d8)))/147573952589676412928.0) + 

((29294263635.0*M_PI*((c8*d25) + (c24*d9)))/147573952589676412928.0) 

+ ((11359000185.0*M_PI*((c9*d24) + 

(c23*d10)))/147573952589676412928.0) + 

((5075297955.0*M_PI*((c10*d23) + 

(c22*d11)))/147573952589676412928.0) + 

((2594041177.0*M_PI*((c11*d22) + 

(c21*d12)))/147573952589676412928.0) + 

((1508163475.0*M_PI*((c12*d21) + 

(c20*d13)))/147573952589676412928.0) + ((993180825.0*M_PI*((c13*d20) 

+ (c19*d14)))/147573952589676412928.0) + 

((738519075.0*M_PI*((c14*d19) + (c18*d15)))/147573952589676412928.0) 

+ ((618759225.0*M_PI*((c15*d18) + 

(c17*d16)))/147573952589676412928.0) + 

((583401555.0*M_PI*(c16*d17))/147573952589676412928.0); 

     

    res = (ax_2 * sqrt(1.0 - ee)) * ((s2 * t1 * t4) + (s1 * t2 * 

t3)); 

 

    return res;  

} 
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Κώδικας αριθμητικού υπολογισμού για τη μέθοδο Simpson και τη 

μέθοδο Jacobi 

 

Main fynction: area.c 

 
#include <stdio.h> 

#include <stdlib.h> 

#include <math.h> 

 

//Axis values 

const double ax = 4.0; 

const double ay = 3.0; 

const double az = 2.0; 

 

//Axis squared 

const double ax_2 = ax * ax; 

const double ay_2 = ay * ay; 

const double az_2 = az * az; 

 

//Eccentricities 

const double ex = (ax_2 - az_2) / ax_2; 

const double ee = (ax_2 - ay_2) / ax_2; 

const double ey = (ay_2 - az_2) / ay_2; 

 

//Linear eccentricities 

const double ex_l = ax_2 - az_2; 

const double ey_l = ay_2 - az_2; 

const double ee_l = ax_2 - ay_2; 

 

//Define sech function 

double sech(double x){ return 1.0 / cosh(x);} 

 

//Parametric coordinates 

double param(double x, double y) { 

    double sx = sin(x); 

    double cx = cos(x); 

    double sy = sin(y); 

    double cy = cos(y); 

     

    double t1 = ax_2 * ay_2 * sx * sx; 

    double t2 = az_2 * cx * cx; 

    double t3 = ax_2 * sy * sy + ay_2 * cy * cy; 

    double sum = t1 + t2 * t3; 

    double res = cx * sqrt(sum); 

     

    return res; 

} 

 

//Snyder parametric coordinates 

double param_sn(double x, double y){ 

    double sx = sin(x); 

    double cx = cos(x); 

    double cy = cos(y); 

     

    double t1 = ay_2 * sx * sx + az_2 * cx * cx; 

    double t2 = az_2 * ee * cx* cx - ay_2 * sx * sx - 2.0 * az_2 * 

cx * cx; 

    double t3 = ee * cy * cy *t2; 
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    double nom = t1 + t3; 

    double t4 = 1.0 - ee * cy *cy; 

    double den = t4 * t4 * t4; 

    double frac = nom / den; 

    double res = ay * cx * sqrt(frac); 

     

    return res; 

} 

 

//Jacobi ellipsoidal coordinates 

double jacobi(double x, double y){ 

    double sx = sin(x); 

    double cx = cos(x); 

    double sy = sin(y); 

    double cy = cos(y); 

     

    double t1 = 1.0 - (ee * sx * sx) - (ex * cx * cx); 

    double t2 = 1.0 - (ee * cy * cy); 

    double t3 = ex_l - (ey_l * sx * sx); 

    double t4 = ex_l - (ee_l * cy * cy); 

    double nom = t1 * t2; 

    double den = t3 * t4; 

    double frac = nom / den; 

    double t = ey_l * cx * cx + ee_l * sy * sy; 

    double res = (ax_2 * t * sqrt(frac)); 

 

    return res; 

} 
 
//Εllipsoidal coordinates in linear units 

double jacobi_l(double x, double y){ 

    double x2 = x * x; 

    double y2 = y * y;  

    double t1 = ax_2 - x2; 

    double t2 = ax_2 - y2; 

    double t3 = ay_2 - ax_2 + x2; 

    double t4 = az_2 - ax_2 + x2; 

    double t5 = ay_2 - ax_2 + y2; 

    double t6 = az_2 - ax_2 + y2; 

    double nom = -t1 * t2; 

    double den1 = t3 * t4; 

    double den2 = t5 * t6; 

    double den = den1 * den2; 

    double frac = nom / den; 

    double t = x2 - y2; 

    double res = t * sqrt(frac); 

 

    return res; 

} 

 

//Geodetic coordinates 

double geod(double x, double y){ 

    double sx = sin(x); 

    double cx = cos(x); 

    double sy = sin(y); 

     

    double t1 = (1.0 - ex) * (1.0- ee); 

    double t2 = 1.0 - ex * sx * sx; 

    double t3 = -ee * cx * cx * sy * sy; 

    double t4 = t2 + t3; 
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    double nom = t1 * cx; 

    double den = t4 * t4; 

    double frac = nom / den; 

    double res = ax_2 * frac; 

     

    return res; 

} 

 

//Muller geocentric coordinates 

double geoc_m(double x, double y){ 

    double sx = sin(x); 

    double cx = cos(x); 

    double sy = sin(y); 

    double cy = cos(y); 

     

    double nom = ax_2 * (1.0 - ee) * (1.0 - ex) * cx; 

    double t1 = 1.0 - (ex * cx * cx) - (ee * sx * sx); 

    double t2 = -ee * (1.0 - ex) * cx * cx * cy * cy; 

    double d = t1 + t2; 

    double den = d * d; 

    double frac = nom / den; 

    double t3 = ee * ee * (1.0 - ex) * (1.0 - ex) * cx * cx * sy * 

sy * cy * cy; 

    double t4 = ee - ex - (ee * (1.0 - ex) * cy * cy); 

    double t5 = sx * sx * cx * cx * t4 * t4; 

    double sum = t3 + den + t5; 

    double res = frac * sqrt(sum); 

     

    return res; 

} 

 

//Snyder geocentric coordinates 

double geoc_sn(double x, double y){ 

    double sx = sin(x); 

    double cx = cos(x); 

    double sy = sin(y); 

    double cy = cos(y); 

     

    double u = (sx * sx) + (az_2/ay_2) * cx * cx; 

    double v = (sy * sy) + (ay_2/ax_2) * cy * cy; 

    double uu = u * u; 

    double vv = v * v; 

    double t1 = sx * sx * vv; 

    double t2 = az_2 * az_2 * cx * cx * sy * sy; 

    double t3 = (sy * sy)/(ay_2 * ay_2) +  (cy * cy)/(ax_2 * ax_2); 

    double t4 = t2 * t3; 

    double t5 = (az_2 * az_2)/ax_2 * cx * cx * cy * cy; 

    double t6 = (sy * sy)/(ay_2) +  (ay_2 * cy * cy)/(ax_2 * ax_2); 

    double t7 = t5 * t6; 

    double sum = t1 + t4 + t7; 

    double res = az_2 * cx * sqrt(sum)/(uu * vv); 

     

    return res; 

} 

 

//Hyperbolic coordinates 

double hyper(double x, double y){ 

    double sx = sech(x); 

    double tx = tanh(x); 

    double sy = sin(y); 
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    double cy = cos(y); 

     

    double s2 = sx * sx; 

    double t1 = ax_2 * ay_2 * tx * tx; 

    double t2 = ax_2 * sy * sy + ay_2 * cy * cy; 

    double t3 = az_2 * s2 * t2; 

    double t = t1 + t3; 

    double res = s2 * sqrt(t); 

     

    return res; 

} 

 

//Stereographic coordinates 

double stereo(double x, double y){ 

    double xx = x * x; 

    double yy = y * y; 

    

    double q1 = xx + yy + 1; 

    double q2 = -xx + yy +1; 

    double q3 = xx - yy +1; 

     

    double den = pow(q1, 4); 

     

    double t1 = (ax_2 * ay_2 * xx * yy) + (ax_2 * az_2 * xx) + (ay_2 

* az_2 * yy); 

    double t2 = 16 * xx * yy * t1; 

    double t3 = -(xx * xx) - (yy * yy) - (6 * xx * yy) + 1; 

    double t4 = ax_2 * ay_2 * q2 * q3 * t3; 

    double t5 = -(5 * xx) + yy + 1; 

    double t6 = 4 * ax_2 * az_2 * yy * q2 * t5; 

    double t7 = xx - (5 * yy) + 1; 

    double t8 = 4 * ay_2 * az_2 * xx * q3 * t7; 

    double sum = t2 + t4 + t6 + t8; 

    double res = (4 * sqrt(sum))/den; 

     

    return res; 

} 

 
//Double Simpson's 1/3 Rule 

double double_simpson(double (*f)(double, double), double ax, double 

bx, double ay, double by, int nx, int ny) { 

    if (nx % 2 != 0) nx++; //ensure even intervals 

    if (ny % 2 != 0) ny++; 

 

    double hx = (bx - ax) / nx; 

    double hy = (by - ay) / ny; 

    double wx = 0.0; 

    double wy = 0.0; 

    double sum = 0.0; 

 

    for (int i = 0; i <= nx; i++) { 

        for (int j = 0; j <= ny; j++) { 

            double x = ax + i * hx; 

            double y = ay + j * hy; 

             

            //Determine weight for x-direction 

            if (i == 0 || i == nx) wx = 1.0; 

            else if (i % 2 == 0)   wx = 2.0; 

            else    wx = 4.0; 
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            //Determine weight for y-direction 

            if (j == 0 || j == ny) wy = 1.0; 

            else if (j % 2 == 0)   wy = 2.0; 

            else    wy = 4.0; 

             

            sum += (wx * wy) * f(x, y); 

        } 

    } 

     

    double res = (hx * hy / 9.0) * sum; 

 

    return res; 

} 

 

//Gauss-Legendre 

double gauss_legendre_2d(double (*f)(double, double), double ax, 

double bx, double ay, double by, int n) { 

     

    double points[20]; 

    double w[20]; 

     

    if (n == 2){ 

        double p[] = {-0.5773502691896257, 0.5773502691896257}; 

        double wt[] = {1.0, 1.0}; 

        for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; 

} 

    } 

    else if(n == 3){ 

        double p[] = {-0.7745966692414834, 0.0, 0.7745966692414834}; 

        double wt[] = {0.5555555555555556, 0.8888888888888888, 

0.5555555555555556}; 

        for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; 

} 

    } 

    else if(n == 4){ 

        double p[] = {-0.8611363115940526, -0.3399810435848563, 

0.3399810435848563, 0.8611363115940526}; 

        double wt[] = {0.3478548451374538, 0.6521451548625461, 

0.6521451548625461, 0.3478548451374538}; 

        for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; 

} 

    } 

    else if(n == 5){ 

        double p[] = {-0.9061798459386640, -0.5384693101056831, 0.0, 

0.5384693101056831, 0.9061798459386640}; 

        double wt[] = {0.2369268850561891, 0.4786286704993665, 

0.5688888888888889, 0.4786286704993665, 0.2369268850561891}; 

        for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; 

} 

    } 

    else if(n == 6){ 

        double p[] = {-0.9324695142031521, -0.6612093864662645, -

0.2386191860831969, 0.2386191860831969, 0.6612093864662645, 

0.9324695142031521}; 

        double wt[] = {0.1713244923791704, 0.3607615730481386, 

0.4679139345726910, 0.4679139345726910, 0.3607615730481386, 

0.1713244923791704}; 

        for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; 

} 

    } 
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    else if(n == 7){ 

        double p[] = {-0.9491079123427585, -0.7415311855993945, -

0.4058451513773972, 0.0, 0.4058451513773972, 0.7415311855993945, 

0.9491079123427585}; 

        double wt[] = {0.1294849661688697, 0.2797053914892766, 

0.3818300505051189, 0.4179591836734694, 0.3818300505051189, 

0.2797053914892766, 0.1294849661688697}; 

        for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; 

} 

    } 

    else if(n == 8){ 

        double p[] = {-0.9602898564975363, -0.7966664774136267, -

0.5255324099163290, -0.1834346424956498, 0.1834346424956498, 

0.5255324099163290, 0.7966664774136267, 0.9602898564975363}; 

        double wt[] = {0.1012285362903763, 0.2223810344533745, 

0.3137066458778873, 0.3626837833783620, 0.3626837833783620, 

0.3137066458778873, 0.2223810344533745, 0.1012285362903763}; 

        for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; 

} 

    } 

    else if(n == 9){ 

        double p[] = {-0.9681602395076261, -0.8360311073266358, 

                      -0.6133714327005904, -0.3242534234038089, 

                       0.0, 

                       0.3242534234038089,  0.6133714327005904, 

                       0.8360311073266358,  0.9681602395076261}; 

        double wt[] = {0.0812743883615744, 0.1806481606948574, 

                       0.2606106964029354, 0.3123470770400029, 

                       0.3302393550012598, 

                       0.3123470770400029, 0.2606106964029354, 

                       0.1806481606948574, 0.0812743883615744}; 

        for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; 

} 

    } 

    else if(n == 10){ 

        double p[] = {-0.9739065285171717, -0.8650633666889845, 

                      -0.6794095682990244, -0.4333953941292472, 

                      -0.1488743389816312,  0.1488743389816312, 

                       0.4333953941292472,  0.6794095682990244, 

                       0.8650633666889845,  0.9739065285171717}; 

        double wt[] = {0.0666713443086881, 0.1494513491505806, 

                       0.2190863625159820, 0.2692667193099963, 

                       0.2955242247147529, 0.2955242247147529, 

                       0.2692667193099963, 0.2190863625159820, 

                       0.1494513491505806, 0.0666713443086881}; 

        for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; 

} 

    } 

    else if(n == 11){ 

        double p[] = {-0.9782286581460570, -0.8870625997680953, 

                      -0.7301520055740494, -0.5190961292068118, 

                      -0.2695431559523450,  0.0, 

                       0.2695431559523450,  0.5190961292068118, 

                       0.7301520055740494,  0.8870625997680953, 

                       0.9782286581460570}; 

        double wt[] = {0.0556685671161737, 0.1255803694649046, 

                       0.1862902109277343, 0.2331937645919905, 

                       0.2628045445102467, 0.2729250867779006, 

                       0.2628045445102467, 0.2331937645919905, 

                       0.1862902109277343, 0.1255803694649046, 
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                       0.0556685671161737}; 

        for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; 

} 

    } 

    else if(n == 12){ 

        double p[] = {-0.9815606342467192, -0.9041172563704749, 

                      -0.7699026741943047, -0.5873179542866175, 

                      -0.3678314989981802, -0.1252334085114689, 

                       0.1252334085114689,  0.3678314989981802, 

                       0.5873179542866175,  0.7699026741943047, 

                       0.9041172563704749,  0.9815606342467192}; 

        double wt[] = {0.0471753363865118, 0.1069393259953184, 

                       0.1600783285433462, 0.2031674267230659, 

                       0.2334925365383548, 0.2491470458134029, 

                       0.2491470458134029, 0.2334925365383548, 

                       0.2031674267230659, 0.1600783285433462, 

                       0.1069393259953184, 0.0471753363865118}; 

        for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; 

} 

    } 

    else if(n == 13){ 

        double p[] = {-0.9841830547185881, -0.9175983992229779, 

                      -0.8015780907333099, -0.6423493394403402, 

                      -0.4484927510364469, -0.2304583159551348, 

                       0.0, 

                       0.2304583159551348,  0.4484927510364469, 

                       0.6423493394403402,  0.8015780907333099, 

                       0.9175983992229779,  0.9841830547185881}; 

        double wt[] = {0.0404840047653159, 0.0921214998377285, 

                       0.1388735102197872, 0.1781459807619457, 

                       0.2078160475368885, 0.2262831802628972, 

                       0.2325515532308739, 

                       0.2262831802628972, 0.2078160475368885, 

                       0.1781459807619457, 0.1388735102197872, 

                       0.0921214998377285, 0.0404840047653159}; 

        for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; 

} 

    } 

    else if(n == 14){ 

        double p[] = {-0.9862838086968123, -0.9284348836635735, 

                      -0.8272013150697650, -0.6872929048116855, 

                      -0.5152486363581541, -0.3191123689278897, 

                      -0.1080549487073437,  0.1080549487073437, 

                       0.3191123689278897,  0.5152486363581541, 

                       0.6872929048116855,  0.8272013150697650, 

                       0.9284348836635735,  0.9862838086968123}; 

        double wt[] = {0.0351194603317519, 0.0801580871597602, 

                       0.1215185706879032, 0.1572031671581935, 

                       0.1855383974779378, 0.2051984637212956, 

                       0.2152638534631578, 0.2152638534631578, 

                       0.2051984637212956, 0.1855383974779378, 

                       0.1572031671581935, 0.1215185706879032, 

                       0.0801580871597602, 0.0351194603317519}; 

        for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; 

} 

    } 

    else if(n == 15){ 

        double p[] = {-0.9879925180204854, -0.9372733924007060, 

                      -0.8482065834104272, -0.7244177313601700, 

                      -0.5709721726085388, -0.3941513470775634, 
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                      -0.2011940939974345,  0.0, 

                       0.2011940939974345,  0.3941513470775634, 

                       0.5709721726085388,  0.7244177313601700, 

                       0.8482065834104272,  0.9372733924007060, 

                       0.9879925180204854}; 

        double wt[] = {0.0307532419961173, 0.0703660474881081, 

                       0.1071592204671719, 0.1395706779261543, 

                       0.1662692058169939, 0.1861610000155622, 

                       0.1984314853271116, 0.2025782419255613, 

                       0.1984314853271116, 0.1861610000155622, 

                       0.1662692058169939, 0.1395706779261543, 

                       0.1071592204671719, 0.0703660474881081, 

                       0.0307532419961173}; 

        for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; 

} 

    } 

    else if(n == 16){ 

    double p[] = {-0.9894009349916499, -0.9445750230732326, 

                  -0.8656312023878318, -0.7554044083550030, 

                  -0.6178762444026438, -0.4580167776572274, 

                  -0.2816035507792589, -0.0950125098376374, 

                   0.0950125098376374,  0.2816035507792589, 

                   0.4580167776572274,  0.6178762444026438, 

                   0.7554044083550030,  0.8656312023878318, 

                   0.9445750230732326,  0.9894009349916499}; 

 

    double wt[] = {0.0271524594117541, 0.0622535239386479, 

                   0.0951585116824928, 0.1246289712555339, 

                   0.1495959888165767, 0.1691565193950025, 

                   0.1826034150449236, 0.1894506104550685, 

                   0.1894506104550685, 0.1826034150449236, 

                   0.1691565193950025, 0.1495959888165767, 

                   0.1246289712555339, 0.0951585116824928, 

                   0.0622535239386479, 0.0271524594117541}; 

 

    for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; } 

    } 

    else if(n == 17){ 

    double p[] = {-0.9905754753144174, -0.9506755217687678, 

                  -0.8802391537269859, -0.7815140038968014, 

                  -0.6576711592166907, -0.5126905370864769, 

                  -0.3512317634538763, -0.1784841814958479, 

                   0.0, 

                   0.1784841814958479,  0.3512317634538763, 

                   0.5126905370864769,  0.6576711592166907, 

                   0.7815140038968014,  0.8802391537269859, 

                   0.9506755217687678,  0.9905754753144174}; 

 

    double wt[] = {0.0241483028685479, 0.0554595293739872, 

                   0.0850361483171792, 0.1118838471934040, 

                   0.1351363684685255, 0.1540457610768103, 

                   0.1680041021564500, 0.1765627053669926, 

                   0.1794464703562065, 

                   0.1765627053669926, 0.1680041021564500, 

                   0.1540457610768103, 0.1351363684685255, 

                   0.1118838471934040, 0.0850361483171792, 

                   0.0554595293739872, 0.0241483028685479}; 

 

    for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; } 

    } 
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    else if(n == 18){ 

    double p[] = {-0.9915651684209309, -0.9558239495713977, 

                  -0.8926024664975557, -0.8037049589725231, 

                  -0.6916870430603532, -0.5597708310739475, 

                  -0.4117511614628426, -0.2518862256915055, 

                  -0.0847750130417353,  0.0847750130417353, 

                   0.2518862256915055,  0.4117511614628426, 

                   0.5597708310739475,  0.6916870430603532, 

                   0.8037049589725231,  0.8926024664975557, 

                   0.9558239495713977,  0.9915651684209309}; 

 

    double wt[] = {0.0216160135264833, 0.0497145488949698, 

                   0.0764257302548891, 0.1009420441062872, 

                   0.1225552067114785, 0.1406429146706507, 

                   0.1546846751262652, 0.1642764837458327, 

                   0.1691423829631436, 0.1691423829631436, 

                   0.1642764837458327, 0.1546846751262652, 

                   0.1406429146706507, 0.1225552067114785, 

                   0.1009420441062872, 0.0764257302548891, 

                   0.0497145488949698, 0.0216160135264833}; 

 

    for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; } 

    } 

    else if(n == 19){ 

    double p[] = {-0.9924068438435844, -0.9602081521348300, 

                  -0.9031559036148179, -0.8227146565371428, 

                  -0.7209661773352294, -0.6005453046616810, 

                  -0.4645707413759609, -0.3165640999636298, 

                  -0.1603586456402254,  0.0, 

                   0.1603586456402254,  0.3165640999636298, 

                   0.4645707413759609,  0.6005453046616810, 

                   0.7209661773352294,  0.8227146565371428, 

                   0.9031559036148179,  0.9602081521348300, 

                   0.9924068438435844}; 

 

    double wt[] = {0.0194617882297265, 0.0448142267656996, 

                   0.0690445427376412, 0.0914900216224500, 

                   0.1115666455473340, 0.1287539625393362, 

                   0.1426067021736066, 0.1527660420658597, 

                   0.1589688433939543, 0.1610544498487837, 

                   0.1589688433939543, 0.1527660420658597, 

                   0.1426067021736066, 0.1287539625393362, 

                   0.1115666455473340, 0.0914900216224500, 

                   0.0690445427376412, 0.0448142267656996, 

                   0.0194617882297265}; 

 

    for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; } 

    } 

    else if(n == 20){ 

    double p[] = {-0.9931285991850949, -0.9639719272779138, 

                  -0.9122344282513259, -0.8391169718222188, 

                  -0.7463319064601508, -0.6360536807265150, 

                  -0.5108670019508271, -0.3737060887154195, 

                  -0.2277858511416451, -0.0765265211334973, 

                   0.0765265211334973,  0.2277858511416451, 

                   0.3737060887154195,  0.5108670019508271, 

                   0.6360536807265150,  0.7463319064601508, 

                   0.8391169718222188,  0.9122344282513259, 

                   0.9639719272779138,  0.9931285991850949}; 
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    double wt[] = {0.0176140071391521, 0.0406014298003869, 

                   0.0626720483341091, 0.0832767415767048, 

                   0.1019301198172404, 0.1181945319615184, 

                   0.1316886384491766, 0.1420961093183820, 

                   0.1491729864726037, 0.1527533871307258, 

                   0.1527533871307258, 0.1491729864726037, 

                   0.1420961093183820, 0.1316886384491766, 

                   0.1181945319615184, 0.1019301198172404, 

                   0.0832767415767048, 0.0626720483341091, 

                   0.0406014298003869, 0.0176140071391521}; 

 

    for (int i = 0; i < n; i++){ points[i] = p[i]; w[i] = wt[i]; } 

} 

    else printf("Give proper roots count\n"); 

     

    double total_sum = 0.0; 

     

    //Scaling factors for the change of interval [a, b] -> [-1, 1] 

    double xi_coeff = (bx - ax) / 2.0; 

    double xi_offset = (bx + ax) / 2.0; 

    double yi_coeff = (by - ay) / 2.0; 

    double yi_offset = (by + ay) / 2.0; 

 

    //Nested loops for 2D integration 

    for (int i = 0; i < n; i++) { 

        for (int j = 0; j < n; j++) { 

            //Map the Gauss points to our actual boundaries 

            double x = xi_coeff * points[i] + xi_offset; 

            double y = yi_coeff * points[j] + yi_offset; 

             

            total_sum += w[i] * w[j] * f(x, y); 

        } 

    } 

     

    double res = xi_coeff * yi_coeff * total_sum; 

 

    return res; 

} 
 
int main() { 

     

    //Define integration limits  

    double axx = 0.0, bx = M_PI/2; 

    double ayy = 0.0, by = M_PI/2; 

 

    //Define integration limits for Jacobi linear coordinates 

    double axl = sqrt(ax_2 - ay_2), bxl = sqrt(ax_2 - az_2); 

    double ayl = 0.0, byl = sqrt(ax_2 - ay_2); 

     

    //Define intagration limit for Hyperbolic coordinates 

    double bxh = 2*M_PI; 

     

    //Define integration limits for Stereographic coordinates 

    double axs = 0.0, bxs = 1.0; 

    double ays = 0.0, bys = 1.0; 
 
    //Integration result for every method      

    double simp_result = 0.0; 

    double gauss_result = 0.0; 
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    int nn = 3000;  //Intervals number 

    int rr = 20;  //Gauss-Legendre roots count 
 
    simp_result = double_simpson(param, axx, bx, ayy, by, nn, nn); 

    gauss_result = gauss_legendre_2d(param, axx, bx, ayy, by, rr); 

 
    simp_result = double_simpson(param_sn, axx, bx, ayy, by, nn, 

nn); 

    gauss_result = gauss_legendre_2d(param_sn, axx, bx, ayy, by, 

rr); 

 
    simp_result = double_simpson(jacobi, axx, bx, ayy, by, nn, nn); 

    gauss_result = gauss_legendre_2d(jacobi, axx, bx, ayy, by, rr); 

 
    simp_result = double_simpson(jacobi_l, axl, bxl, ayl, byl-eps, 

nn, nn); 

    gauss_result = gauss_legendre_2d(jacobi_l, axl, bxl, ayl, byl, 

rr); 

 
    simp_result = double_simpson(geod, axx, bx, ayy, by, nn, nn); 

    gauss_result = gauss_legendre_2d(geod, axx, bx, ayy, by, rr); 
 
    simp_result = double_simpson(geoc_m, axx, bx, ayy, by, nn, nn); 

    gauss_result = gauss_legendre_2d(geoc_m, axx, bx, ayy, by, rr); 
 
    simp_result = double_simpson(geoc_sn, axx, bx, ayy, by, nn, nn); 

    gauss_result = gauss_legendre_2d(geoc_sn, axx, bx, ayy, by, rr); 

 
    simp_result = double_simpson(hyper, axx, bxh, ayy, by, nn, nn); 

    gauss_result = gauss_legendre_2d(hyper, axx, bxh, ayy, by, rr); 
 
    simp_result = double_simpson(stereo, axs, bxs, ays, bys, nn, 

nn); 

    gauss_result = gauss_legendre_2d(stereo, axs, bxs, ays, bys, 

rr); 
 
    return 0; 

} 

 

 

Βοηθητικές συναρτήσεις 

 

Function: my_pow 

 
//Function that calculates integer power of a number 

double my_pow(double base, unsigned exp){ 

    double res = 1.0; 

    while (exp){ 

        if (exp % 2) 

            res *= base; 

        exp /= 2; 

        base *= base;} 

    return res;} 
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  N


  N


      x 2    a  x 2 +     y 2    a  y 2 +     z 2    a  z 2 = 1 ,           0 <   a  z < a  y <   a  x


    a  x


    a  y


    a  z


      x 2    a  x 2 +     y 2    a  x 2 +     z 2    a  z 2 = 1 ,           0 <   a  z < a  x =   a  y


      x 2    a  x 2 +     y 2    a  x 2 +     z 2    a  x 2 = 1 ,           0 <   a  x = a  y =   a  z


    E  x 2 =   a  x 2 −   a  z 2


    E  y 2 =   a  y 2 −   a  z 2


    E  e 2 =   a  x 2 −   a  y 2


    E  e 2 =   E  x 2 −   E  y 2


    e  x 2 =     a  x 2 −   a  z 2    a  x 2


    e  y 2 =     a  y 2 −   a  z 2    a  y 2


    e  e 2 =     a  x 2 −   a  y 2    a  x 2


    e  x 2


    e  e 2


    x 2 +     y 2  1 −   e  e 2 +     z 2  1 −   e  x 2 =   a  x 2


    e ′  x 2 =     a  x 2 −   a  z 2    a  z 2


    e ′  y 2 =     a  y 2 −   a  z 2    a  z 2


    e ′  e 2 =     a  x 2 −   a  y 2    a  y 2


  E


  F


  G


  d A


   ( u , v )


  a


  x = a  cos ⁡  u  cos ⁡  v


  y = a  cos ⁡  u  sin ⁡  v


  z = a  sin ⁡  u


    − 𝜋  2 ≤ u ≤   𝜋 2


  − 𝜋 ≤ v ≤ 𝜋


  u


  v


   ( u , v )


  𝐫 = a  cos ⁡  u  cos ⁡  v 𝐢 + a  cos ⁡  u  sin ⁡  v 𝐣 + a  sin ⁡  u 𝐤


  𝐢


  𝐣


  𝐤


  x


  y


  z


    𝐫  u =   𝜕 𝐫  𝜕 u =   𝜕 x  𝜕 u 𝐢 +   𝜕 y  𝜕 u 𝐣 +   𝜕 z  𝜕 u 𝐤


    𝐫  v =   𝜕 𝐫  𝜕 v =   𝜕 x  𝜕 v 𝐢 +   𝜕 y  𝜕 v 𝐣 +   𝜕 z  𝜕 v 𝐤


  𝛦 =   𝐫  u ∙   𝐫  u ⇒   E =   a 2


  F =   𝐫  u ∙   𝐫  v ⇒ F = 0


  G =   𝐫  v ∙   𝐫  v ⇒ G =   a 2    cos 2 ⁡  u  


  F = 0


  d A =  |   𝐫  u ×   𝐫  v | ⇒ d A =  E G −   F 2


  d A =   a 2  cos ⁡  u d u d v


  A =   ∫ 0    𝜋 2    ∫ 0    𝜋 2    a 2  cos ⁡  u d u d v =   a 2  (   𝜋 2 − 0 )   ∫ 0    𝜋 2   cos ⁡  u d u ⇒ A =   a 2   𝜋 2


  E = 8 A ⇒ E = 4 𝜋   a 2


   ( u , v )


  a


  b


    e 2 =   (   a 2 −   b 2 )    a 2


  x = a  cos ⁡  u  cos ⁡  v


  y = a  cos ⁡  u  sin ⁡  v


  z = b  sin ⁡  u


    − 𝜋  2 ≤ u ≤   𝜋 2


  − 𝜋 ≤ v ≤ 𝜋


   ( u , v )


  𝐫 = a  cos ⁡  u  cos ⁡  v 𝐢 + a  cos ⁡  u  sin ⁡  v 𝐣 + b  sin ⁡  u 𝐤


    𝐫  u =   𝜕 𝐫  𝜕 u =   𝜕 x  𝜕 u 𝐢 +   𝜕 y  𝜕 u 𝐣 +   𝜕 z  𝜕 u 𝐤


    𝐫  v =   𝜕 𝐫  𝜕 v =   𝜕 x  𝜕 v 𝐢 +   𝜕 y  𝜕 v 𝐣 +   𝜕 z  𝜕 v 𝐤


  𝛦 =   𝐫  u ∙   𝐫  u ⇒   E =   a 2    sin 2 ⁡  u +   b 2    cos 2 ⁡  u


  F =   𝐫  u ∙   𝐫  v ⇒ F = 0


  G =   𝐫  v ∙   𝐫  v ⇒ G =   a 2    cos 2 ⁡  u  


  F = 0


  d A = a  cos ⁡  u    a 2    sin 2 ⁡  u +   b 2    cos 2 ⁡  u d u d v


   ( 𝜑 , 𝜆 )


  x = N  cos ⁡  𝜑  cos ⁡  𝜆


  y = 𝛮  cos ⁡  𝜑  sin ⁡  𝜆


  z = 𝛮  ( 1 −   e 2 )  sin ⁡  𝜑


  N =   a   1 −   e 2    sin 2 ⁡  𝜑


    − 𝜋  2 ≤ 𝜑 ≤   𝜋 2


  − 𝜋 ≤ 𝜆 ≤ 𝜋


  𝜑


  𝜆


  𝛦 =     a 2   ( 1 −   e 2 ) 2    ( 1 −   e 2    sin 2 ⁡  𝜑 ) 3


  F = 0


  G =     a 2    cos 2 ⁡  𝜑  1 −   e 2    sin 2 ⁡  𝜑


  F = 0


  d A =     a 2 ( 1 −   e 2 )  cos ⁡  𝜑    ( 1 −   e 2    sin 2 ⁡  𝜑 ) 2 d 𝜑 d 𝜆


   ( u , v )


  x =   a  x  cos ⁡  u  cos ⁡  v


  y =   a  y  cos ⁡  u  sin ⁡  v


  z =   a  z  sin ⁡  u


    − 𝜋  2 ≤ u ≤   𝜋 2


  − 𝜋 ≤ v ≤ 𝜋


   ( u , v )


  𝐫 =   a  x  cos ⁡  u  cos ⁡  v 𝐢 +   a  y  cos ⁡  u  sin ⁡  v 𝐣 +   a  z  sin ⁡  u 𝐤


    𝐫  u =   𝜕 𝐫  𝜕 u =   𝜕 x  𝜕 u 𝐢 +   𝜕 y  𝜕 u 𝐣 +   𝜕 z  𝜕 u 𝐤


    𝐫  v =   𝜕 𝐫  𝜕 v =   𝜕 x  𝜕 v 𝐢 +   𝜕 y  𝜕 v 𝐣 +   𝜕 z  𝜕 v 𝐤


  𝛦 =   𝐫  u ∙   𝐫  u ⇒ E =    sin 2 ⁡  u  (   a  x 2    cos 2 ⁡  v +   a  y 2    sin 2 ⁡  v ) +   a  z 2    cos 2 ⁡  u


  F =   𝐫  u ∙   𝐫  v ⇒ F =  (   a  x 2 −   a  y 2 )  sin ⁡  u  cos ⁡  u  sin ⁡  v  cos ⁡  v


  G =   𝐫  v ∙   𝐫  v ⇒ G =    cos 2 ⁡  u   (   a  x 2    sin 2 ⁡  v +   a  y 2    cos 2 ⁡  v )


  d A =  cos ⁡  u    a  x 2   a  y 2    sin 2 ⁡  u +   a  z 2    cos 2 ⁡  u (   a  x 2    sin 2 ⁡  v +   a  y 2    cos 2 ⁡  v ) d u d v


   (   u - ,   v - )


  x = d  cos ⁡    u -  cos ⁡    v -


  y = d  cos ⁡    u -  sin ⁡    v -


  z =   a  z  sin ⁡    u -


  d =     a  y   1 −   e  e 2    cos 2 ⁡    v -


    − 𝜋  2 ≤   u - ≤   𝜋 2


  − 𝜋 ≤   v - ≤ 𝜋


  𝛦 =   d 2    sin 2 ⁡    u - +   a  z 2    cos 2 ⁡    u -


  F = − d   d    v -  sin ⁡    u -  cos ⁡    u -


  G =    cos 2 ⁡  u   (   d 2 +   d    v - 2 )


    d    v - =   d ( d )  d   v -


  d A =


   ( 𝛽 , 𝜔 )


  x =     a  x    E  x   B   1 2 cos 𝜔


  y =   a  y cos 𝛽 sin 𝜔


  z =     a  z    E  x sin 𝛽   𝛺   1 2


  𝛣 =     E  x 2 cos 2 𝛽 +   E  e 2  sin 2 𝛽


  𝛺 =   E  x 2 −   E  e 2  cos 2 𝜔


    − 𝜋  2 ≤ 𝛽 ≤   𝜋 2


  − 𝜋 ≤ 𝜔 ≤ 𝜋


  𝛦 =   (   a  y 2    sin 2 ⁡  𝛽 +   a  z 2    cos 2 ⁡  𝛽 ) (   E  y 2    cos 2 ⁡  𝛽 +   E  e 2    sin 2 ⁡  𝜔 )    E  x 2 −   E  y 2    sin 2 ⁡  𝛽


  F = 0


  G =   (   a  x 2    sin 2 ⁡  𝜔 +   a  y 2    cos 2 ⁡  𝜔 ) (   E  y 2    cos 2 ⁡  𝛽 +   E  e 2    sin 2 ⁡  𝜔 )    E  x 2 −   E  𝜀 2    cos 2 ⁡  𝜔


  F = 0


  d A =


  𝛽 = 0


  𝛽 = 𝜋


  𝜔 = ±   𝜋 2


   ( ±   a  x      a  x 2 −   a  y 2    a  x 2 −   a  z 2 ,   0 , ±   a  z      a  y 2 −   a  z 2    a  x 2 −   a  z 2   )


   ( 𝜇 , 𝜈 )


  x =     a  x 𝜇 𝜈   (   a  x 2 −   a  y 2 ) (   a  x 2 −   a  z 2 )


  y =   a  y    (   a  y 2 +   𝜇 2 −   a  x 2 ) (   a  y 2 +   𝜈 2 −   a  x 2 )  (   a  y 2 −   a  x 2 ) (   a  y 2 −   a  z 2 )


  z =   a  z    (   a  z 2 +   𝜇 2 −   a  x 2 ) (   a  z 2 +   𝜈 2 −   a  x 2 )  (   a  z 2 −   a  x 2 ) (   a  z 2 −   a  y 2 )


    a  x 2 −   a  y 2 ≤   𝜇 2 ≤   a  x 2 −   a  z 2


  0 ≤   𝜈 2 ≤   a  x 2 −   a  y 2


  𝜇


  𝜈


  𝛦 =    (   a  x 2 −   𝜇 2 ) (   𝜈 2 −   𝜇 2 )  (   a  y 2 +   𝜇 2 −   a  x 2 ) (   a  z 2 +   𝜇 2 −   a  x 2 )


  F = 0


  G =    (   a  x 2 −   𝜈 2 ) (   𝜇 2 −   𝜈 2 )  (   a  y 2 +   𝜈 2 −   a  x 2 ) (   a  z 2 +   𝜈 2 −   a  x 2 )


  F = 0


  d A =


   ( 𝜑 , 𝜆 )


  x = N  cos ⁡  𝜑  cos ⁡  𝜆


  y = 𝛮  ( 1 −   e  e 2 )  cos ⁡  𝜑  sin ⁡  𝜆


  z = 𝛮  ( 1 −   e  x 2 )  sin ⁡  𝜑


  N =     a  x   1 −   e  x 2    sin 2 ⁡  𝜑 −   e  e 2    cos 2 ⁡  𝜑    sin 2 ⁡  𝜆


    − 𝜋  2 ≤ 𝜑 ≤   𝜋 2


  − 𝜋 ≤ 𝜆 ≤ 𝜋


  𝛦 =     a  x 2   ( 1 −   e  x 2 ) 2    ( 1 −   e  x 2    sin 2 ⁡  𝜑 −   e  e 2    cos 2 ⁡  𝜑    sin 2 ⁡  𝜆 ) 3 ∙


  F =     a  x 2   e  e 2 ( 1 −   e  x 2 )  sin ⁡  𝜑  cos ⁡  𝜑  sin ⁡  𝜆  cos ⁡  𝜆    ( 1 −   e  x 2    sin 2 ⁡  𝜑 −   e  e 2    cos 2 ⁡  𝜑    sin 2 ⁡  𝜆 ) 3 ∙


  G =     a  x 2    cos 2 ⁡  𝜑    ( 1 −   e  x 2    sin 2 ⁡  𝜑 −   e  e 2    cos 2 ⁡  𝜑    sin 2 ⁡  𝜆 ) 3 ∙


  d A =     a  x 2 ( 1 −   e  x 2 ) ( 1 −   e  e 2 )  cos ⁡  𝜑    ( 1 −   e  x 2    sin 2 ⁡  𝜑 −   e  e 2    cos 2 ⁡  𝜑    sin 2 ⁡  𝜆 ) 2 d 𝜑 d 𝜆


   ( 𝛷 , 𝛬 )


  x = r    cos ⁡  𝛷 cos ⁡  𝛬


  y = r  cos ⁡  𝛷  sin ⁡  𝛬


  z = r  sin ⁡  𝛷


  r =     a  x  1 −   e  x 2  1 −   e  e 2   1 −   e  x 2    cos 2 ⁡  𝛷 −   e  e 2    sin 2 ⁡  𝛷 −   e  e 2 ( 1 −   e  x 2 )    cos 2 ⁡  𝛷    cos 2 ⁡  𝛬


    − 𝜋  2 ≤ 𝛷 ≤   𝜋 2


  − 𝜋 ≤ 𝛬 ≤ 𝜋


  𝛦 =   r 2 +   r  𝛷 2


  F =   r  𝛷   r  𝛬


  G =   r 2    cos 2 ⁡  𝛷 +   r  𝛬 2


    r  𝛷 =   d r  d 𝛷


    r  𝛬 =   d r  d 𝛬


  d A =     a  x 2  ( 1 −   e  x 2 )  ( 1 −   e  e 2 )  cos ⁡  𝛷    m 1    m 1 +   m 2 +   m 3 d 𝛷 d 𝛬


    m 1 =    [ 1 −   e  x 2    cos 2 ⁡  𝛷 −   e  e 2    sin 2 ⁡  𝛷 −   e  e 2  ( 1 −   e  x 2 )    cos 2 ⁡  𝛷    cos 2 ⁡  𝛬 ] 2


  x = r  cos ⁡  𝛷  cos ⁡  𝛬


  y = r    cos ⁡  𝛷 sin ⁡  𝛬


  z = r  sin ⁡  𝛷


  r =   a  1 −   e 2   1 −   e 2    cos 2 ⁡  𝛷


  d A =     a 2  ( 1 −   e 2 )  cos ⁡  𝛷    ( 1 −   e 2    cos 2 ⁡  𝛷 ) 2  1 − 2   e 2    cos 2 ⁡  𝛷 +   e 4    cos 2 ⁡  𝛷 d 𝛷 d 𝛬


   ( U , V )


  x =     a  z  cos ⁡  U  cos ⁡  V     U -    V -


  y =     a  z  cos ⁡  U  sin ⁡  V     U -    V -


  z =     a  z  sin ⁡  U     U -


    U - =    sin 2 ⁡  U +     a  z 2    a  y 2    cos 2 ⁡  U


    V - =    sin 2 ⁡  V +     a  y 2    a  x 2    cos 2 ⁡  V


    − 𝜋  2 ≤ U ≤   𝜋 2


  − 𝜋 ≤ V ≤ 𝜋


  𝛦 =     a  z 2      U - 3  (      sin 2 ⁡  U    V - +     a  z 4    a  y 4    cos 2 ⁡  U )


  F =     a  z 2  sin ⁡  U  cos ⁡  U  sin ⁡  V  cos ⁡  V      U - 2     V - 2  ( 1 −     a  y 2    a  x 2 )


  G =     a  z 2    cos 2 ⁡  U    U -     V - 3  (    sin 2 ⁡  V +     a  y 4    a  x 4    cos 2 ⁡  V )


  d A =     a  z 2  cos ⁡  U      U - 2     V - 2    n 1 +   n 2 +   n 3 d U d V


    n 1 =    sin 2 ⁡  U     V - 2


  x =     a  z  cos ⁡  U  cos ⁡  V     U -


  y =     a  z  cos ⁡  U  sin ⁡  V     U -


  z =     a  z  sin ⁡  U     U -


    U - =    sin 2 ⁡  U +     b 2    a 2    cos 2 ⁡  U


  d A =     a  z 2  cos ⁡  U      U - 2     sin 2 ⁡  U +     b 4    a 4    cos 2 ⁡  U d U d V


   ( p , q )


  x =   a  x  sech ⁡  p  cos ⁡  q


  y =   a  y  sech ⁡  p  sin ⁡  q


  z =   a  z  tanh ⁡  p


  p ∈  ( − ∞ , + ∞ )


  − 𝜋 ≤ q ≤ 𝜋


  p


   ( − ∞ , + ∞ )


   ( − 2 𝜋 , 2 𝜋 )


  𝛦 =    sech 2 ⁡  p  (   a  x 2    tanh 2 ⁡  p    cos 2 ⁡  q +   a  y 2    tanh 2 ⁡  p    sin 2 ⁡  q +   a  x 2    sech 2 ⁡  p )


  F =  (   a  x 2 −   a  y 2 )    sech 2 ⁡  p  tanh ⁡  p  sin ⁡  q  cos ⁡  q


  G =    sech 2 ⁡  p  (   a  x 2    sin 2 ⁡  q +   a  y 2    cos 2 ⁡  q )


  d A =    sech 2 ⁡  p    a  x 2   a  y 2    tanh 2 ⁡  p +   a  z 2    sech 2 ⁡  p (   a  x 2    sin 2 ⁡  q +   a  y 2    cos 2 ⁡  q ) d p d q


  x = a  sech ⁡  p  cos ⁡  q


  y = a  sech ⁡  p  sin ⁡  q


  z = b  tanh ⁡  p


  d A =   a  sech 2 ⁡  p    a 2    tanh 2 ⁡  p +   b 2    sech 2 ⁡  p d p d q


  x = a  sech ⁡  p  cos ⁡  q


  y = a  sech ⁡  p  sin ⁡  q


  z = a  tanh ⁡  p


  d A =     a 2  sech 2 ⁡  p d p d q


   ( i , j )


  x =   2   a  x i    i 2 +   j 2 + 1


  y =   2   a  y j    i 2 +   j 2 + 1


  z =     a  z (   i 2 +   j 2 − 1 )    i 2 +   j 2 + 1


  − 1 ≤ i ≤ 1


  − 1 ≤ j ≤ 1


  𝛦 =  1     (   i 2 +   j 2 + 1 ) 4  [ 4   a  x 2    ( −   i 2 +   j 2 + 1 ) 2 + 16   a  y 2   i 2   j 2 + 16   a  z 2   i 2 ) ]


  F =   i j     (   i 2 +   j 2 + 1 ) 4  [ − 8   a  x 2  ( −   i 2 +   j 2 + 1 ) − 8   a  y 2  (   i 2 −   j 2 + 1 ) + 16   a  z 2 ]


  G =  1     (   i 2 +   j 2 + 1 ) 4  [ 16   a  x 2   i 2   j 2 + 4   a  y 2   (   i 2 −   j 2 + 1 ) 2 + 16   a  z 2   j 2 ]


  d A =  4    (   i 2 +   j 2 + 1 ) 4    t 1 +   t 2 +   t 3 +   t 4   d i d j


    t 1 = 16   i 2   j 2  (   a  x 2   a  y 2   i 2   j 2 +   a  x 2   a  z 2   i 2 +   a  y 2   a  z 2   j 2 )


  ( x , y , z )


  ( i , j )


  z


  x =   2 a i    i 2 +   j 2 + 1


  y =   2 a j    i 2 +   j 2 + 1


  z =   b (   i 2 +   j 2 − 1 )    i 2 +   j 2 + 1


  d A =  4    (   i 2 +   j 2 + 1 ) 4    t 1 +   t 2 +   t 3 +   t 4   d i d j


    t 1 = 16   i 2   j 2  (   a 4   i 2   j 2 +   a 2   b 2   i 2 +   a 2   b 2   j 2 )


  x =   2 a i    i 2 +   j 2 + 1


  y =   2 a j    i 2 +   j 2 + 1


  z =   a (   i 2 +   j 2 − 1 )    i 2 +   j 2 + 1


  d A =  4    (   i 2 +   j 2 + 1 ) 4    t 1 +   t 2 +   t 3 +   t 4   d i d j


    t 1 = 16   i 2   j 2  (   a 4   i 2   j 2 +   a 4   i 2 +   a 4   j 2 )


  ( u , v )


  (   u - ,   v - )


  ( 𝛽 , 𝜔 )


  ( 𝜇 , 𝜈 )


  ( 𝜑 , 𝜆 )


  ( 𝛷 , 𝛬 )


  ( U , V )


  ( p , q )


  ( i , j )


      z 2    a  z 2 = 1 −     x 2    a  x 2 −     y 2    a  y 2


    𝜕 z  𝜕 x = −     a  z 2   x 2    a  x 2 z


    𝜕 z  𝜕 y = −     a  z 2   y 2    a  y 2 z


  A =  ∬   1 +    (   𝜕 z  𝜕 x ) 2 +    (   𝜕 z  𝜕 y ) 2   d x   d y


  A =  ∬   1 +     a  z 4   x 2    a  x 4   z 2 +     a  z 4   y 2    a  y 4   z 2   d x   d y =  ∬         z 2    a  z 2 +     a  z 2   x 2    a  x 4 +     a  z 2   y 2    a  y 4      z 2    a  z 2   d x   d y


  A =  ∬     1 −     x 2    a  x 2 +     y 2    a  y 2 +     a  z 2   x 2    a  x 4 +     a  z 2   y 2    a  y 4  1 −     x 2    a  x 2 −     y 2    a  y 2   d x   d y


  A =  ∬     1 −   e  x 2     x 2    a  x 2 −   e  y 2     y 2    a  y 2  1 −     x 2    a  x 2 −     y 2    a  y 2   d x   d y


  x =   a  x  sin ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜑


  y =   a  y  sin ⁡  𝜃  cos ⁡  𝜑


  z =   a  z  cos ⁡  𝜃


      x 2    a  x 2 +     y 2    a  y 2 =    sin 2 ⁡  𝜃


  𝜃


  𝜑


  d x =   a  x  sin ⁡  𝜃  cos ⁡  𝜑 d 𝜑


  y


  x


  y   d y =   a  y 2  sin ⁡  𝜃  cos ⁡  𝜃 d 𝜃


  y   d x   d y =   a  x   a  y 2    sin 2 ⁡  𝜃  cos ⁡  𝜑  cos ⁡  𝜃 d 𝜃 d 𝜑 ⇒ d x   d y =     a  x   a  y 2    sin 2 ⁡  𝜃  cos ⁡  𝜃  cos ⁡  𝜑  y d 𝜃 d 𝜑


  d x   d y =     a  x   a  y 2    sin 2 ⁡  𝜃  cos ⁡  𝜃  cos ⁡  𝜑  y d 𝜃 d 𝜑 =     a  x   a  y 2    sin 2 ⁡  𝜃  cos ⁡  𝜃  cos ⁡  𝜑    a  y  sin ⁡  𝜃  cos ⁡  𝜑 d 𝜃 d 𝜑


  d x   d y =   a  x   a  y  sin ⁡  𝜃  cos ⁡  𝜃 d 𝜃 d 𝜑


  A =  ∬    a  x   a  y  sin ⁡  𝜃  cos ⁡  𝜃    1 −   e  x 2    sin 2 ⁡  𝜃    sin 2 ⁡  𝜑 −   e  y 2    sin 2 ⁡  𝜃    cos 2 ⁡  𝜑  1 −    sin 2 ⁡  𝜃    sin 2 ⁡  𝜑 −    sin 2 ⁡  𝜃    cos 2 ⁡  𝜑 d 𝜃 d 𝜑


     sin 2 ⁡  x +    cos 2 ⁡  x = 1


  A =  ∬    a  x   a  y  sin ⁡  𝜃  cos ⁡  𝜃    1 − (   e  x 2    sin 2 ⁡  𝜑 +   e  y 2      cos 2 ⁡  𝜑 )  sin 2 ⁡  𝜃  1 −    sin 2 ⁡  𝜃 d 𝜃 d 𝜑


  A =   a  x   a  y  ∬   sin ⁡  𝜃  1 − (   e  x 2    sin 2 ⁡  𝜑 +   e  y 2      cos 2 ⁡  𝜑 )  sin 2 ⁡  𝜃 d 𝜃 d 𝜑


  p =   e  x 2    sin 2 ⁡  𝜑 +   e  y 2    cos 2 ⁡  𝜑


  A =   a  x   a  y  ∬   sin ⁡  𝜃  1 − p    sin 2 ⁡  𝜃 d 𝜃 d 𝜑


   1 − p    sin 2 ⁡  𝜃


    ( 1 − x )  1 / 2 =   ∑  n = 0 ∞   (    1 2  n )   ( − x )  n = 1 −   x 2 −     x 2 8 −     x 3 16 −   5   x 4 128 − ⋯


  A =   a  x   a  y  ∬   sin ⁡  𝜃 ( 1 −  1 2 p    sin 2 ⁡  𝜃 −   1 ∙ 1  2 ∙ 4   p 2    sin 4 ⁡  𝜃 −   1 ∙ 1 ∙ 3  2 ∙ 4 ∙ 6   p 3    sin 6 ⁡  𝜃 − ⋯ ) d 𝜃 d 𝜑


  A =   a  x   a  y  ∬  (  sin ⁡  𝜃 −  1 2 p    sin 3 ⁡  𝜃 −   1 ∙ 1  2 ∙ 4   p 2    sin 5 ⁡  𝜃 −   1 ∙ 1 ∙ 3  2 ∙ 4 ∙ 6   p 3    sin 7 ⁡  𝜃 − ⋯ ) d 𝜃 d 𝜑


  0 ≤ 𝜃 ≤   𝜋 2


  0 ≤ 𝜑 ≤   𝜋 2


  A =   a  x   a  y   ∫ 0    𝜋 2    ∫ 0    𝜋 2  (  sin ⁡  𝜃 −  1 2 p    sin 3 ⁡  𝜃 −   1 ∙ 1  2 ∙ 4   p 2    sin 5 ⁡  𝜃 −   1 ∙ 1 ∙ 3  2 ∙ 4 ∙ 6   p 3    sin 7 ⁡  𝜃       − … ) d 𝜃 d 𝜑


    ∫ 0    𝜋 2     sin  2 n + 1 ⁡  x d x =   ∫ 0    𝜋 2     cos  2 n + 1 ⁡  x   d x =   2 n ‼  ( 2 n + 1 ) ‼ ,   n = 1 , 2 , 3 , …


    ∫ 0    𝜋 2   sin ⁡  𝜃   d 𝜃 = 1


    ∫ 0    𝜋 2     sin 3 ⁡  𝜃   d 𝜃 =  2 3


    ∫ 0    𝜋 2     sin 5 ⁡  𝜃   d 𝜃 =   2 ∙ 4  3 ∙ 5


  A =   a  x   a  y   ∫ 0    𝜋 2  ( 1 −  1 3 p −  1  3 ∙ 5   p 2 −  1  5 ∙ 7   p 3 − … )   d 𝜑


  𝜑


    ∫ 0    𝜋 2  p   d 𝜑 =   𝜋 2   p 1


    ∫ 0    𝜋 2    p 2   d 𝜑 =   𝜋 2   p 2


    ∫ 0    𝜋 2    p 3   d 𝜑 =   𝜋 2   p 3


  A =   𝜋 2   a  x   a  y  ( 1 −  1 3   p 1 −  1  3 ∙ 5   p 2 −  1  5 ∙ 7   p 3 − … )


    p 1 =  1 2   e  x 2 +  1 2   e  y 2


    p 2 =   1 ∙ 3  2 ∙ 4   e  x 4 +  1 2 ∙  1 2     e  x 2 e  y 2 +   1 ∙ 3  2 ∙ 4   e  y 4


    p 3 =   1 ∙ 3 ∙ 5  2 ∙ 4 ∙ 6   e  x 6 +   1 ∙ 3  2 ∙ 4     e  x 4 e  y 2 +   1 ∙ 3  2 ∙ 4     e  x 2 e  y 4 +   1 ∙ 3 ∙ 5  2 ∙ 4 ∙ 6   e  y 6


  𝛦 = 8 𝛢


    e  x 2 ≪ 1


    e  y 2 ≪ 1


  p


   1   ( 1 −   e  x 2 ) ( 1 −   e  y 2 ) =   ( 1 −   e  x 2 )    − 1 2   ( 1 −   e  y 2 )    − 1 2


    e  x 2 < 1


    e  y 2 < 1


    ( 1 − x )  − 1 / 2 =   ∑  n = 0 ∞   (     − 1 2  n )   ( − x )  n = 1 +   x 2 +   3   x 2 8 +   5   x 3 16 +   35   x 4 128 + ⋯


   1   ( 1 −   e  x 2 ) ( 1 −   e  y 2 ) =  ( 1 +  1 2   e  x 2 +   1 ∙ 3  2 ∙ 4   e  x 4 + … )    ( 1 +  1 2   e  y 2 +   1 ∙ 3  2 ∙ 4   e  y 4 + ⋯ )


    p  n


  n + 1


    p  n


    c  n =  1  ( 2 n − 1 ) ( 2 n + 1 ) ,     n = 1 , 2 , 3 , …


  d A =   a  x 2  (   E  y 2    cos 2 ⁡  𝛽 +   E  e 2    sin 2 ⁡  𝜔 )


    Q 1 =    1 −   e  e 2    cos 2 ⁡  𝜔    E  x 2 −   E  e 2    cos 2 ⁡  𝜔


    Q 2 =    1 −   e  e 2 + (       e  e 2 −   e  x 2 ) cos 2 ⁡  𝛽    E  x 2 −   E  y 2    sin 2 ⁡  𝛽


  A =   a  x 2   ∫ 0    𝜋 2    ∫ 0    𝜋 2  (   E  y 2    cos 2 ⁡  𝛽 +   E  e 2    sin 2 ⁡  𝜔 )   Q 1   Q 2 d 𝜔 d 𝛽


  A =   a  x 2   ∫ 0    𝜋 2    ∫ 0    𝜋 2  (   Q 1   Q 2   E  y 2    cos 2 ⁡  𝛽 +   Q 1   Q 2   E  e 2    sin 2 ⁡  𝜔 ) d 𝜔 d 𝛽


  A =   a  x 2   ∫ 0    𝜋 2    ∫ 0    𝜋 2    Q 1   Q 2   E  y 2    cos 2 ⁡  𝛽 d 𝜔 d 𝛽 +   a  x 2   ∫ 0    𝜋 2    ∫ 0    𝜋 2    Q 1   Q 2   E  e 2    sin 2 ⁡  𝜔 d 𝜔 d 𝛽


  A =   a  x 2  [   E  y 2   ∫ 0    𝜋 2    Q 1 d 𝜔   ∫ 0    𝜋 2       cos 2 ⁡  𝛽 Q 2 d 𝛽 +   E  e 2   ∫ 0    𝜋 2    Q 2 d 𝛽   ∫ 0    𝜋 2       sin 2 ⁡  𝜔 Q 1 d 𝜔 ]


    ∫ 0    𝜋 2    Q 1 d 𝜔


    ∫ 0    𝜋 2    Q 1 d 𝜔 =   ∫ 0    𝜋 2     1 −   e  e 2    cos 2 ⁡  𝜔    E  x  1 −     E  e 2    E  x 2    cos 2 ⁡  𝜔 d 𝜔


    e  e 2 < 1


      E  e 2    E  x 2 < 1


    ∫ 0    𝜋 2    Q 1 d 𝜔 =  1    E  x   ∫ 0    𝜋 2 ( 1 −     e  e 2    cos 2 ⁡  𝜔 2 −     e  e 4    cos 4 ⁡  𝜔 8 − ⋯ )


    ∫ 0    𝜋 2    Q 1 d 𝜔 =  1    E  x   ∫ 0    𝜋 2   [ 1 +  (     E  e 2  2   E  x 2 −     e  e 2 2 )    cos 2 ⁡  𝜔 +  (     3 E  e 4  8   E  x 4 −     e  e 2   E  e 2  4   E  x 2 −     e  e 4 8 )    cos 4 ⁡  𝜔 + ⋯ ] d 𝜔


    ∫ 0    𝜋 2     sin  2 n ⁡  x d x =   ∫ 0    𝜋 2     cos  2 n ⁡  x   d x =   𝜋 2 ∙    ( 2 n − 1 ) ‼  2 n ‼ ,     n = 1 , 2 , 3 , …


    ∫ 0    𝜋 2    Q 1 d 𝜔 =  1    E  x  (   𝜋 2 +   q 1   𝜋 4 +   q 2   3 𝜋 16 + … ) =   s 1


    q 1 =     E  e 2  2   E  x 2 −     e  e 2 2


    q 2 =     3 E  e 4  8   E  x 4 −     e  e 2   E  e 2  4   E  x 2 −     e  e 4 8


    ∫ 0    𝜋 2     sin 2 ⁡  𝜔   Q 1 d 𝜔


    ∫ 0    𝜋 2     sin 2 ⁡  𝜔   Q 1 d 𝜔 =  1    E  x  [   𝜋 4 +   q 1   𝜋 4 +   ( q 2 −   q 1 )   3 𝜋 16 + … ] =   s 2


    ∫ 0    𝜋 2    Q 1 d 𝜔


    ∫ 0    𝜋 2    Q 1 d 𝜔 =  1    E  x   ∑  n = 0  k   (    1 2  n )    ( −   e  e 2    cos 2 ⁡  𝜔 )  n   ∑  m = 0  l   (     − 1 2  m )    ( −     E  e 2    cos 2 ⁡  𝜔    E  x 2 )  m


  C =   ∑  n = 0  k    ∑  m = 0  l    ( − 1 )  n + m  (     − 1 2  m )  (    1 2  n )    (   e  e 2 )  n    (     E  e 2    E  x 2 )  m


    ∫ 0    𝜋 2     sin 2 ⁡  𝜔   Q 1 d 𝜔


    ∫ 0    𝜋 2     sin 2 ⁡  𝜔   Q 1 d 𝜔 =  1    E  x  ( 1 −    cos 2 ⁡  𝜔 )   ∑  n = 0  k    ∑  m = 0  k  C   (    cos 2 ⁡  𝜔 )  n + m


    ∫ 0    𝜋 2    Q 2 d 𝛽


    ∫ 0    𝜋 2    Q 2 d 𝛽 =   ∫ 0    𝜋 2     1 −   e  e 2 + (       e  e 2 −   e  x 2 ) cos 2 ⁡  𝛽    E  x  1 −     E  y 2    E  x 2    sin 2 ⁡  𝛽 d 𝛽


  p


  p =     e  e 2 −   e  x 2  1 −   e  e 2 =     a  z 2 −   a  y 2    a  y 2 =     a  z 2    a  y 2 − 1


    ∫ 0    𝜋 2    Q 2 d 𝛽 =    1 −   e  e 2    E  x   ∫ 0    𝜋 2    ( 1 + p    cos 2 ⁡  𝛽 )  1 / 2    ( 1 −     E  y 2    E  x 2    sin 2 ⁡  𝛽 )    − 1 / 2 d 𝛽


  p


   | p | < 1


    a  z <   a  y


      E  y 2    E  x 2 < 1


    ( 1 + x )  1 / 2 =   ∑  n = 0  k   (    1 2  n )   ( x )  n = 1 +   x 2 −     x 2 8 +     x 3 16 −   5   x 4 128 + ⋯


    ∫ 0    𝜋 2    Q 2 d 𝛽 =    1 −   e  e 2    E  x   ∫ 0    𝜋 2 ( 1 +   p    cos 2 ⁡  𝛽 2 −     p 2    cos 4 ⁡  𝛽 8 + ⋯ ) ( 1 +     E  y 2    sin 2 ⁡  𝛽  2   E  x 2 +     3 E  y 4    sin 4 ⁡  𝛽  8   E  x 4 + ⋯ ) d 𝛽


    ∫ 0    𝜋 2    Q 2 d 𝛽 =    1 −   e  e 2    E  x   ∫ 0    𝜋 2   [ 1 +     E  y 2    sin 2 ⁡  𝛽  2   E  x 2 +   p    cos 2 ⁡  𝛽 2 +     3 E  y 4    sin 4 ⁡  𝛽  8   E  x 4 +     p E  y 2    sin 2 ⁡  𝛽    cos 2 ⁡  𝛽  4   E  x 2 −     p 2    cos 4 ⁡  𝛽 8 + … ] d 𝛽


    ∫ 0    𝜋 2     sin  2 n ⁡  x    cos  2 m ⁡  x   d x =  1 2 ∙ B ( n +  1 2 , m +  1 2 )


  B


    ∫ 0    𝜋 2    Q 2 d 𝛽 =    1 −   e  e 2    E  x  [   𝜋 2 +  (     E  y 2  2   E  x 2 +   p 2 )   𝜋 4 +  (     3 E  y 4  8   E  x 4 −     p 2 8 )   3 𝜋 16 +     p E  y 2  4   E  x 2 ∙   𝜋 16 + … ]


    ∫ 0    𝜋 2     cos 2 ⁡  𝛽   Q 2 d 𝛽


    ∫ 0    𝜋 2     cos 2 ⁡  𝛽   Q 2 d 𝛽 =    1 −   e  e 2    E  x =  [   𝜋 4 +     E  y 2  2   E  x 2 ∙   𝜋 16 +   p 2 ∙   3 𝜋 16 +  ( −     p 2 8 )   5 𝜋 32 +  (     3 E  y 4  8   E  x 4 +       p 2 E  y 2  4   E  x 2 )   𝜋 32 + … ]


    ∫ 0    𝜋 2    Q 2 d 𝛽


    ∫ 0    𝜋 2    Q 2 d 𝛽 =    1 −   e  e 2    E  x   ∑  n = 0  k   (    1 2  n )    ( p    cos 2 ⁡  𝛽 )  n   ∑  m = 0  l   (     − 1 2  m )    ( −     E  y 2    sin 2 ⁡  𝛽    E  x 2 )  m


  D =   ∑  n = 0  k    ∑  m = 0  k    ( − 1 )  m    (    sin 2 ⁡  𝛽 )  m    ( p )  n  (     − 1 2  m )  (    1 2  n )    (     E  y 2    E  x 2 )  m


    ∫ 0    𝜋 2     cos 2 ⁡  𝛽   Q 2 d 𝛽


    ∫ 0    𝜋 2     cos 2 ⁡  𝛽   Q 2 d 𝛽 =    1 −   e  e 2    E  x   ∑  n = 0  k    ∑  m = 0  k  D   (    cos 2 ⁡  𝛽 )  n + 1


  A =     a  x 2  1 −   e  e 2    E  x 2  [   E  y 2   ∙ s 1 ∙   s 4 +   E  e 2 ∙   s 2 ∙   s 3 ]


  I


   [ a , b ]


  I =   ∫  a  b  f  ( x ) d x =   ∑  i = 0  n    w  i f (   x  i )


    x  i


    w  i


   [ a , b ]


   [ c , d ]


  x


  y


  I =   ∫  a  b    ∫  c  d  f  ( x ) d x   d y =   ∑  i = 0    n  x    ∑  j = 0    n  y    w  i j f (   x  i ,   y  j )


    x  i ,   y  j


    w  i j


  a


  b


   [ a , b ]


  n


  h


    Q  T = h  (   f  ( a ) 2 + f  (   x 1 ) + … + f  (   x  n − 1 ) +   f  ( b ) 2 )


    Q  S =  h 3  ( f  ( a ) + 4 f  (   x 1 ) + 2 f  (   x 2 ) + 4 f  (   x 3 ) + 2 f  (   x 4 ) … + 4 f  (   x  n − 1 ) + f  ( b ) )


  h =   b − a  n


    Q  T =    h  x  h  y 4   ∑  i = 0    n  x    ∑  j = 0    n  y    w  i j f (   x  i ,   y  j )


    Q  S =    h  x  h  y 9   ∑  i = 0    n  x    ∑  j = 0    n  y    w  i j f (   x  i ,   y  j )


   h  x


   h  y


    n  x


    n  y


  x


  y


  w  ( x ) = 1


  [ − 1 , 1 ]


  [ − 1 , 1 ]


   [ a , b ]


    Q  G =   b − a 2   ∑  i = 1  n    w  i f  (   b − a 2   x  i +   b + a 2 )


    Q  G =   b − a 2 ∙   d − c 2   ∑  i = 0    n  x    ∑  j = 0    n  y    w  i j f  (   b − a 2   x  i +   b + a 2 ,   d − c 2   y  j +   d + c 2 )


  h = b − a


    T  j  ( k ) =    2  2 j   T  j − 1  ( k + 1 ) −   T  j − 1  ( k )   2  2 j − 1


  k ∈  ℕ 0


  j ∈ ℕ


  𝐑 =  [      T 0  ( 0 )               T 0  ( 1 )    T 1  ( 0 )                 T 0  ( 2 )        T 0  ( 3 )   ⋮       T 1  ( 1 )        T 1  ( 2 )   ⋮          T 2  ( 0 )        T 2  ( 1 )   ⋮                   T 3  ( 0 )       ⋮  ⋱ ]


    T 0  ( k )


  h /  2  k


    T 3  ( 0 )


  k =  10  − 9


    n  x =   n  y = 3000


  n = 20


    a  x = 4 . 0


    e  x 2


    e  e 2


    A  p


    A  e


  d =   A  e −   A  p


    e  x 2


    e  e 2


  d


    e  e 2 = 0


    e  x 2 =   e  e 2


    a  y


    a  z


    a  x >   a  y >   a  z


    e  x 2 =   e  e 2 = 1 . 0


    e  x 2 =   e  e 2 = 1 . 0


    e  x 2 =   e  e 2 = 1 . 0


    e  x 2 = 1 . 0


    e  e 2 < 1 . 0


  ms


  μ s


  298 


  


  268 


  


  342 


  


  − 


  


  250 


  


  378 


  


  376 


  


  376 


  


  257 


  


  km


     ( km ) 2


    a  x


  6378 . 137


  511207893


    a  y


  6378 . 137


    a  z


  6378 . 137


    a  x


  6378 . 137


  510065605


    a  y


  6378 . 137


    a  z


  6356 . 752


    a  x


  6378 . 172


  510065583


    a  y


  6378 . 102


    a  z


  6356 . 752


  f =    |   A 1 −   A 2 |    A 1 ∙  10 6


    A 1


    A 2


  0 . 04   ppm


  ppm


  2234


  2234


  0 . 04

