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Περίληψη

Η παρούσα διπλωματική εργασία επικεντρώνεται στον σχεδιασμό και την ανάπτυξη ενός ολο-
κληρωμένου, αυτοματοποιημένου και μη επεμβατικού υπολογιστικού πλαισίου, το οποίο αποτε-
λεί βασική συνιστώσα για την ανάπτυξη ενός ψηφιακού διδύμου των κυτταρικών καλλιεργειών
της ανθρώπινης εντερικής σειράς Caco-2. Η προτεινόμενη μεθοδολογία αξιοποιεί προηγμένους
αλγορίθμους Βαθιάς Μάθησης και Υπολογιστικής Όρασης, καλύπτοντας τόσο συμβατικές δισ-
διάστατες καλλιέργειες σε τρυβλία όσο και τρισδιάστατα δυναμικά μικρορευστονικά συστή-
ματα «Όργανο-σε-τσιπ».

Το υπολογιστικό αυτό σύστημα διαρθρώνεται σε τρεις διακριτούς άξονες παρακολούθησης και
ανάλυσης. Αρχικά, υλοποιείται αγωγός αυτόματης κατάτμησης στιγμιοτύπου και εξαγωγής μορ-
φολογικών δεικτών, όπως η συρροή, το πλήθος δομών, η κυκλικότητα και ο λόγος διαστάσεων.
Ο αγωγός βασίζεται σε πρωτότυπη επαναληπτική σάρωση πολλαπλών κλιμάκων σε συνδυα-
σμό με το μοντέλο Cellpose, αντιμετωπίζοντας το πρόβλημα της υπο-κατάτμησης σε συνθή-
κες υψηλού κυτταρικού συνωστισμού χωρίς ανάγκη χειροκίνητης επισημείωσης. Στη συνέχεια,
αναπτύσσονται προγνωστικά μοντέλα για την έγκαιρη ταξινόμηση του ρυθμού ανάπτυξης της
καλλιέργειας, αξιοποιώντας αποκλειστικά το οπτικό αποτύπωμα των πρώτων 48 ωρών από τη
σπορά. Συνολικά αξιολογούνται 11 αρχιτεκτονικές, συμπεριλαμβανομένων στατικών CNNs,
πολυτροπικών μοντέλων σύντηξης εικόνας-χρόνου και χωροχρονικών μοντέλων ακολουθιών.
Τέλος, για την ανάλυση σε μικρορευστονικό περιβάλλον, αναπτύσσεται καθολικό μοντέλο U-
Net για τη σημασιολογική κατάτμηση και απομόνωση του μικροκαναλιού, ενώ εισάγεται η με-
τρική «Πυκνότητας Ωρίμανσης» για την ποσοτικοποίηση της τρισδιάστατης μορφογένεσης και
την έγκαιρη ανίχνευση αποφρακτικής υπερανάπτυξης.

Τα αποτελέσματα δείχνουν ότι τα χωροχρονικά μοντέλα με Αναδρομικά Νευρωνικά Δίκτυα
επιτυγχάνουν την υψηλότερη επίδοση στην πρόγνωση της ανάπτυξης, με 100% ακρίβεια σε
επίπεδο ανακαλλιέργειας και 99,4% σε επίπεδο ακολουθίας υπό LOGOCV επικύρωση. Παράλ-
ληλα, το καθολικό U-Net γενικεύει επιτυχώς σε άγνωστα τσιπ, επιτυγχάνοντας μέσο IoU 0,95
και Dice Coefficient 0,97. Οι αναπτυχθέντες αγωγοί ενσωματώνονται σε διαδραστική διαδι-
κτυακή εφαρμογή, η οποία αυτοματοποιεί τη μαζική επεξεργασία χρονοσειρών υψηλής ανάλυ-
σης και τη στατιστική σύγκριση πειραματικών ομάδων. Συνολικά, η εργασία μετατρέπει την
οπτική αξιολόγηση των κυτταρικών καλλιεργειών από υποκειμενική και εμπειρική διαδικασία
σε αντικειμενική, ποσοτικοποιήσιμη και αναπαραγώγιμη μεθοδολογία.

Λέξεις-κλειδιά: Βαθιά Μάθηση, Όργανο-σε-τσιπ, Κυτταρικές Καλλιέργειες (Caco-2), Κα-
τάτμηση Στιγμιοτύπου, Σημασιολογική Κατάτμηση, Συνελικτικά Νευρωνικά Δίκτυα, Αναδρο-
μικά Νευρωνικά Δίκτυα, Μικρορευστονική, Υπολογιστική Όραση, Ψηφιακό Δίδυμο
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Abstract

This diploma thesis focuses on the design and development of an integrated, automated, and non-
invasive computational framework, which constitutes a core component for the development of
a digital twin of human intestinal Caco-2 cell cultures. The proposed methodology leverages
advanced Deep Learning and Computer Vision algorithms, covering both conventional two-
dimensional cultures in well plates and three-dimensional dynamic microfluidic Organ-on-Chip
systems.

The computational system is structured around three distinct axes of monitoring and analysis.
First, an automated instance segmentation and morphological feature extraction pipeline is
implemented, extracting indicators such as confluence, structure count, circularity, and aspect
ratio. The pipeline is based on a novel multi-scale iterative scanning approach combined
with the Cellpose model, addressing the problem of under-segmentation under high cell
crowding conditions without requiring manual annotation. Subsequently, predictive models
are developed for the early classification of culture growth rate, relying exclusively on the
visual footprint of the first 48 hours after seeding. In total, 11 architectures are evaluated,
including static CNNs, multimodal image-time fusion models, and spatiotemporal sequence
models. Finally, for microfluidic environment analysis, a universal U-Net model is developed
for semantic segmentation and microchannel isolation, while the “Maturation Density” metric
is introduced to quantify three-dimensional morphogenesis and enable the early detection of
obstructive tissue overgrowth.

The results show that spatiotemporal models based on Recurrent Neural Networks achieve
the highest performance in growth prediction, reaching 100% accuracy at the reculture
level and 99.4% at the sequence level under LOGOCV validation. In addition, the universal
U-Net model generalizes successfully to unseen chips, achieving an average IoU of 0.95
and a Dice Coefficient of 0.97. The developed pipelines are integrated into an interactive
web-based application, which automates the bulk processing of high-resolution time-series
and the statistical comparison of experimental groups. Overall, this work transforms the
visual evaluation of cell cultures from a subjective and empirical process into an objective,
quantifiable, and reproducible methodology.

Keywords:Deep Learning, Organ-on-a-Chip, Cell Cultures (Caco-2), Instance Segmentation,
Semantic Segmentation, Convolutional Neural Networks, Recurrent Neural Networks,
Microfluidics, Computer Vision, Digital Twin

7



8



Ευχαριστίες

Θα ήθελα να ευχαριστήσω θερμά την επιβλέπουσα καθηγήτρια κ. Κωνσταντίνα Νικήτα για την
ευκαιρία που μου έδωσε να εργαστώ πάνω σε ένα τόσο συναρπαστικό και απαιτητικό επιστη-
μονικό αντικείμενο, καθώς και για την πολύτιμη καθοδήγηση της σε όλα τα στάδια εκπόνησης
της εργασίας.

Παράλληλα, οφείλω ευχαριστίες στην καθηγήτρια κ. Δέσποινα Μόσχου για τη συστηματική
επικοινωνία και συνεργασία που συνεντέλεσαν στην ομαλή εξέλιξη αυτής της προσπάθειας.

Φυσικά, αυτή η προσπάθεια δεν θα είχε το ίδιο αποτέλεσμα χωρίς τον μεταδιδακτορικό ερευ-
νητή Κώστα Μήτση. Η άμετρη υποστήριξη, κατανόηση, επιστημονική και συμβουλευτική κα-
θοδήγηση που ποτέ δε δίστασε να δώσει υπήρξαν καθοριστικές τόσο για την ολοκλήρωση της
εργασίας όσο και γενικότερα για τα τελευταία βήματα των σπουδών μου και γι' αυτό τον ευχα-
ριστώ ειλικρινά.

Τέλος, θα ήθελα να ευχαριστήσω την οικογένεια και τους φίλους μου οι οποίοι υπήρξαν ένα
ανεκτίμητο στήριγμα για μένα καθ'όλη τη διάρκεια των σπουδών μου.

9



10



Περιεχόμενα

Περίληψη 5

Abstract 7

Ευχαριστίες 9

Κατάλογος Εικόνων 14

Κατάλογος Πινάκων 16

1 Εισαγωγή 17

2 Βιολογικό Υπόβαθρο και Συστήματα Κυτταρικών Καλλιεργειών 20
2.1 Βασικές Αρχές Κυτταρικών Καλλιεργειών . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.1.1 Πρωτογενείς Καλλιέργειες έναντι Αθάνατων Κυτταρικών Σειρών . . . 20
2.1.2 Διαχείριση Κυτταρικών Σειρών σε Παραδοσιακά Τρυβλία . . . . . . . 21
2.1.3 Μικρορευστονική και Συστήματα Organ-on-a-Chip . . . . . . . . . . . 22

2.2 Η Κυτταρική Σειρά Caco-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.3 Μικροσκοπική Απεικόνιση Κυτταρικών Καλλιεργειών . . . . . . . . . . . . . 25

2.3.1 Απεικόνιση σε Δισδιάστατες Καλλιέργειες . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.3.2 Απεικόνιση σε Τρισδιάστατες Καλλιέργειες . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.3.3 Απεικόνιση Καλλιεργειών Caco-2 σε σύστημα Organ-On-A-Chip . . . 27

2.4 Ποσοτικές Μετρικές και Μαθηματικά Μοντέλα σε In Vitro Κυτταρικές Καλ-
λιέργειες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.4.1 Χωρικές Μετρικές Συνολικού Πληθυσμού . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.4.2 Μορφολογικές Μετρικές Κυττάρων και Αποικιών . . . . . . . . . . . 31
2.4.3 Μετρικές Κινητικής Ανάπτυξης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.4.4 Μαθηματικά Μοντέλα Κυτταρικής Κινητικής . . . . . . . . . . . . . . 33

3 Θεωρητικό Υπόβαθρο 36
3.1 Ψηφιακή Επεξεργασία Εικόνας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.1.1 Μετασχηματισμοί και Εξομάλυνση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.1.2 Κατωφλίωση και Δυαδικές Μάσκες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.1.3 Μαθηματική Μορφολογία και Ανάλυση Συνιστωσών . . . . . . . . . . 39
3.1.4 Γεωμετρικά και Μορφολογικά Χαρακτηριστικά . . . . . . . . . . . . . 41

3.2 Μηχανική Μάθηση και Νευρωνικά Δίκτυα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

11



3.2.1 Επιβλεπόμενη Μάθηση και Ταξινόμηση . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.2.2 Τεχνητά Νευρωνικά Δίκτυα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.2.3 Συνελικτικά Νευρωνικά Δίκτυα (CNNs) . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.2.4 Υπολειπόμενα Δίκτυα (ResNets) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.2.5 Αναδρομικά Νευρωνικά Δίκτυα (RNNs) . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.3 Εξειδικευμένες Αρχιτεκτονικές και Στρατηγικές Εκπαίδευσης . . . . . . . . . 49
3.3.1 Σημασιολογική Κατάτμηση και η Αρχιτεκτονική U-Net . . . . . . . . 50
3.3.2 Κατάτμηση Στιγμιότυπου και ο Αλγόριθμος Cellpose . . . . . . . . . . 50
3.3.3 Μεταφορά Μάθησης και Προεκπαιδευμένα Μοντέλα . . . . . . . . . . 51
3.3.4 Πολυτροπική Μάθηση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.3.5 Επαύξηση και Στάθμιση Δεδομένων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.4 Μετρικές Αξιολόγησης και Κριτήρια Απόδοσης . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.4.1 Μετρικές Αξιολόγησης Ταξινόμησης . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.4.2 Μετρικές Αξιολόγησης Κατάτμησης Εικόνας . . . . . . . . . . . . . . 54
3.4.3 Μετρικές Αξιολόγησης Κατάτμησης Στιγμιότυπου . . . . . . . . . . . 55

4 Μεθοδολογία 56
4.1 Σύνολα Δεδομένων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.1.1 Ανακαλλιέργειες σε τρυβλία . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
4.1.2 Διατάξεις Organ-on-Chip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.2 Κατάτμηση Στιγμιότυπου και Εξαγωγή Μορφολογίας . . . . . . . . . . . . . . 60
4.2.1 Περιορισμοί Κλασικής Μηχανικής Όρασης . . . . . . . . . . . . . . . 61
4.2.2 Στροφή στη Βαθιά Μάθηση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.2.3 Αλγόριθμος Cellpose . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.2.4 Μεθοδολογία . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.2.5 Αυτόματη Εξαγωγή Βιολογικών Χαρακτηριστικών . . . . . . . . . . . 64

4.3 Προβλεπτική Ταξινόμηση Ταχύτητας Ανάπτυξης . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.3.1 Παραγωγή Ετικετών . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.3.2 Στρατηγική Αξιολόγησης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.3.3 Μονοτροπικά Δίκτυα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.3.4 Πολυτροπική Σύντηξη Χρόνου και Εικόνας . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.3.5 Χωροχρονική Μοντελοποίηση Ακολουθιών . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.4 Ανάλυση σε περιβάλλον Organ-on-Chip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.4.1 Σημασιολογική Κατάτμηση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.4.2 Πυκνότητας Ωρίμανσης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.4.3 Πλατφόρμα Λογισμικού και Διεπαφή Χρήστη . . . . . . . . . . . . . . 74

5 Αποτελέσματα και Αξιολόγηση 76
5.1 Αποτελέσματα Κατάτμησης Στιγμιοτύπου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
5.2 Αποτελέσματα Προβλεπτικής Ταξινόμησης Ταχύτητας Ανάπτυξης . . . . . . . 77

12



5.2.1 Περιορισμοί Στατικής Όρασης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
5.2.2 Χωροχρονικές Προσεγγίσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
5.2.3 Αναλυτική Επίδοση και Πίνακες Σύγχυσης ανά Καλλιέργεια . . . . . . 79
5.2.4 Πίνακες Σύγχυσης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

5.3 Αποτελέσματα Ανάλυσης σε Περιβάλλον Organ-on-Chip . . . . . . . . . . . . 82
5.3.1 Αξιολόγηση Σημασιολογικής Κατάτμησης ROI . . . . . . . . . . . . . 82
5.3.2 Χρησιμότητα του Λογισμικού . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

6 Συζήτηση και Μελλοντικές Επεκτάσεις 87
6.1 Συζήτηση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

6.1.1 Σύνοψη . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
6.1.2 Συμπεράσματα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
6.1.3 Περιορισμοί . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

6.2 Μελλοντικές Επεκτάσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

Βιβλιογραφία 93

13



Κατάλογος Εικόνων

2.1 Εικόνες μικροσκοπίας κυττάρων Caco-2 σε (a) προβολή φωτεινού πεδίου, (b)
πράσινο κανάλι φθορισμού, (c) κόκκινο κανάλι φθορισμού. Τα κύτταρα χρωμα-
τίστηκαν με DioC6 και ιωδιούχο προπίδιο και απεικονίστηκαν στο μικροσκόπιο
Carl Zeiss Observer 1.0 σε μεγέθυνση 40× [22]. . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2 Προκλήσεις στη τρισδιάστατη απεικόνιση κυτταρικών καλλιεργειών [19]. . . . 27
2.3 Γενικά χαρακτηριστικά και παραδείγματα μεθόδων δισδιάστατης και τρισδιά-

στασης απεικόνισης κυτταρικών καλλιεργειών [19]. . . . . . . . . . . . . . . . 28
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1 Εισαγωγή

Ηκυτταρική καλλιέργεια συνιστά ένα από τα σημαντικότερα εργαλεία στη σύγχρονη μελέτη της
κυτταρικής και μοριακής βιολογίας, καθιστώντας εφικτή την απομόνωση, τη συντήρηση και τον
ελεγχόμενο πολλαπλασιασμό κυτταρικών πληθυσμών εκτός του φυσικού τους μικροπεριβάλλο-
ντος. Η επίτευξη αυτού του στόχου προϋποθέτει την αυστηρή προσομοίωση των φυσιολογικών
συνθηκών του μητρικού οργανισμού (in vivo) στο εργαστηριακό περιβάλλον (in vitro). Για να
εξασφαλιστεί η βιωσιμότητα και η ομαλή ανάπτυξη των κυττάρων, απαιτείται η χρήση εξειδι-
κευμένων μέσων που παρέχουν τα απαραίτητα θρεπτικά συστατικά καθώς και η επώαση τους
εντός αυστηρά ρυθμιζόμενων παραμέτρων θερμοκρασίας, υγρασίας και συγκέντρωσης αερίων
[1].

Χάρη σε αυτή τη δυνατότητα ακριβούς ελέγχου των πειραματικών παραμέτρων στους επωαστή-
ρες (incubators), η καλλιέργεια κυττάρων αξιοποιείται σε ένα ευρύτατο φάσμα εφαρμογών, από
την ανακάλυψη και ανάπτυξη νέων φαρμάκων έως τη μηχανική ιστών, με βασικό πλεονέκτημα
την ομοιογένεια και ευκολία αναπαραγωγής των αποτελεσμάτων [2]. Ωστόσο, οι συμβατικές
μέθοδοι καλλιέργειας, οι οποίες διεξάγονται κυρίως σε δισδιάστατη στατική μορφή εντός παρα-
δοσιακών τρυβλίων Petri, παρουσιάζουν ορισμένους περιορισμούς.Το βασικότερο μειονέκτημά
τους έγκειται στην αδυναμία πιστής αναπαραγωγής του πολύπλοκου, δυναμικού μικροπεριβάλ-
λοντος στο οποίο αναπτύσσονται τα κύτταρα in vivo.

Για την υπέρβαση αυτού του περιορισμού, η σύγχρονη βιοϊατρική μηχανική αξιοποιεί την
τεχνολογία της μικρορευστονικής (microfluidics) [3]. Σε αντίθεση με τις συμβατικές στατικές
καλλιέργειες, όπου το θρεπτικό υλικό παραμένει στάσιμο, οι μικρορευστονικοί θάλαμοι
(microfluidic chambers) περιλαμβάνουν δίκτυα καναλιών μικρομετρικής κλίμακας, οι οποίοι
επιτρέπουν τη συνεχή και ελεγχόμενη ροή ρευστών. Αυτή η δυναμική ροή εξασφαλίζει τη
διαρκή ανανέωση των θρεπτικών συστατικών και ταυτόχρονη απομάκρυνση των μεταβολικών
αποβλήτων, ενώ παράλληλα ασκεί στα κύτταρα φυσιολογικές εμβιομηχανικές δυνάμεις όπως η
διατμητική τάση ρευστού, οι οποίες συνιστούν κρίσιμο παράγοντα για τη σωστή μορφολογική
ανάπτυξη και λειτουργική διαφοροποίηση πολλών κυτταρικών τύπων [4].

Ως περαιτέρω εξέλιξη αυτών των μικρορευστονικών συστημάτων αναπτύχθηκαν και καθιερώ-
θηκαν τα συστήματα «Όργανο-σε-τσιπ» (Organ-on-a-Chip), προηγμένα μικροφυσιολογικά μο-
ντέλα τα οποία συνδυάζουν τη μικρορευστονική με την τρισδιάστατη κυτταρική καλλιέργεια,
με στόχο την προσομοίωση όχι απλώς ενός απομονωμένου κυτταρικού πληθυσμού, αλλά της
πολύπλοκης αρχιτεκτονικής και των φυσιολογικών λειτουργιών ενός ολόκληρου οργάνου [5].

Παρά την τεχνολογική πρόοδο στα συστήματα καλλιέργειας, η ανάλυση και εξαγωγή συμπε-
ρασμάτων από αυτά τα πειράματα παραμένει μια σημαντική πρόκληση. Παραδοσιακά, η αξιο-
λόγηση της μορφολογίας, της κατάστασης και της ανάπτυξης των κυττάρων βασίζεται στη χει-
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ροκίνητη μικροσκοπική παρατήρηση.Ωστόσο, αυτή η διαδικασία είναι εξαιρετικά χρονοβόρα
και υποκειμενική, γεγονός που περιορίζει την αναπαραγωγιμότητα και την κλιμάκωση των πει-
ραμάτων.Επιπλέον, οι σύγχρονες τεχνικές απεικόνισης και τα αυτοματοποιημένα συστήματα
καταγραφής στιγμιοτύπων παράγουν τεράστιους όγκους δεδομένων, καθιστώντας τη χειροκί-
νητη ανάλυση πρακτικά αδύνατη [6].

Σε αυτό το σημείο, η ενσωμάτωση της Τεχνητής Νοημοσύνης (Artificial Intelligence - AI) και
ειδικότερα της Μηχανικής Μάθησης (Machine Learning - ML) έχει τη δυνατότητα να μετασχη-
ματίσει ριζικά τον τρόπο ανάλυσης των βιολογικών δεδομένων [7]. Οι αλγόριθμοι ΒαθιάςΜάθη-
σης (Deep Learning), όπως τα Συνελικτικά Νευρωνικά Δίκτυα (Convolutional Neural Networks
- CNNs), προσφέρουν εξαιρετική ακρίβεια σε εργασίες όπως η ανίχνευση και η Σημασιολογική
Τμηματοποίηση (Semantic Segmentation) μεμονωμένων κυττάρων, η απομόνωση της περιοχής
ενδιαφέροντος (Region of Interest) από το υπόβαθρο του υλικού των μικροτσίπ και οι ποσοτικές
μετρήσεις των μορφολογικών χαρακτηριστικών των κυττάρων χωρίς την ανάγκη ανθρώπινης
παρέμβασης. Παράλληλα, μπορούν να αναλάβουν την ταχύτατη ταξινόμηση των κυττάρων με
βάση την υγεία, την κατάσταση, τον τύπο τους ή να εντοπίσουν έγκαιρα βιολογικές διεργασίες
με ακρίβεια που δεν υπολείπεται εκείνης των ειδικών.Ιδιαίτερα κρίσιμη είναι επίσης η συμβολή
της τεχνητής νοημοσύνης στην ανάλυση χρονοσειρών.Επειδή η κυτταρική ανάπτυξη είναι μια
δυναμική διαδικασία, η στατική ανάλυση μεμονωμένων εικόνων δεν επαρκεί. Ο συνδυασμός χω-
ρικών δεδομένων με τη χρονική διάσταση, μέσω πολυτροπικών (multimodal) προσεγγίσεων και
Αναδρομικών Νευρωνικών Δικτύων (RNNs), δημιουργεί το απαραίτητο πλαίσιο για την κατα-
νόηση και ανάλυση της κινητικής και του ρυθμού ανάπτυξης των κυτταρικών καλλιεργειών [8].
Στο πλαίσιο αυτό, η έννοια του ψηφιακού διδύμου αποκτά ιδιαίτερη σημασία για τη σύγχρονη
βιοϊατρική μηχανική. Ως ψηφιακό δίδυμο μπορεί να θεωρηθεί μια υπολογιστική αναπαράσταση
ενός φυσικού συστήματος, η οποία ενημερώνεται από πειραματικά δεδομένα και επιτρέπει την
παρακολούθηση, την ανάλυση και την πρόβλεψη της μελλοντικής του συμπεριφοράς. Στην πε-
ρίπτωση των κυτταρικών καλλιεργειών, ένα τέτοιο δίδυμο δεν χρειάζεται απαραίτητα να έχει τη
μορφή πλήρους τρισδιάστατης γεωμετρικής προσομοίωσης αλλά μπορεί να υλοποιηθεί ως μια
δυναμική, δεδομενοκεντρική αναπαράσταση της βιολογικής κατάστασης, όπου οι μικροσκοπι-
κές εικόνες, οι μορφολογικές μετρικές και τα προγνωστικά μοντέλα συνενώνονται σε ένα ενιαίο
σύστημα υποστήριξης αποφάσεων [9].

Με γνώμονα τα παραπάνω, αντικείμενο της παρούσας διπλωματικής εργασίας αποτελεί ο σχε-
διασμός και η ανάπτυξη αυτοματοποιημένων συστημάτων που περιλαμβάνουν αλγορίθμους
βαθιάς μάθησης για την ταξινόμηση του ρυθμού ανάπτυξης και την παρακολούθηση της ωρί-
μανσης κυτταρικών καλλιεργειών. Για την υλοποίηση των συστημάτων αυτών, αξιοποιείται ένα
σύνθετο σύνολο δεδομένων, το οποίο παραχωρήθηκε απευθείας από το Πανεπιστήμιο του Bath
και περιλαμβάνει οπτικό υλικό προερχόμενο τόσο από συμβατικές καλλιέργειες όσο και από
μικρορευστονικές διατάξεις. Μέσω της προτεινόμενης μεθοδολογίας, επιχειρείται η μετάβαση
από τη χρονοβόρα και υποκειμενική χειροκίνητη παρατήρηση σε μια ταχεία, αυτοματοποιημένη
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διαδικασία εξαγωγής ποσοτικών δεδομένων. Απώτερος στόχος είναι η παροχή ενός εργαλείου
υποστήριξης της βιολογικής έρευνας, το οποίο θα διευκολύνει την εξαγωγή και ανάλυση πει-
ραματικών αποτελεσμάτων καθώς και την έγκαιρη πρόβλεψη της κυτταρικής κατάστασης, βελ-
τιστοποιώντας έτσι τον προγραμματισμό των εργαστηριακών παρεμβάσεων και εξαλείφοντας
την ανάγκη για διαρκή φυσική επιτήρηση.

Δομή της εργασίας

Η παρούσα διπλωματική εργασία διαρθρώνεται σε έξι κεφάλαια, τα οποία καθοδηγούν τον ανα-
γνώστη από τη θεωρητική θεμελίωση έως την υλοποίηση και την πειραματική αξιολόγηση του
προτεινόμενου συστήματος. Μετά την παρούσα εισαγωγή, το Κεφάλαιο 2 αναλύει το απαραί-
τητο βιολογικό υπόβαθρο, εστιάζοντας στις κυτταρικές καλλιέργειες της σειράς Caco-2, τις μι-
κρορευστονικές διατάξεις Organ-on-a-Chip και τις μεθόδους μικροσκοπικής απεικόνισης. Ακο-
λούθως, το Κεφάλαιο 3 είναι αφιερωμένο στη θεωρητική θεμελίωση του τεχνικού μέρους, κα-
λύπτοντας τις βασικές αρχές της ψηφιακής επεξεργασίας εικόνας και τις αρχιτεκτονικές βαθιάς
μάθησης που αποτελούν τη βάση της εργασίας. Στη συνέχεια, το Κεφάλαιο 4 παρουσιάζει ανα-
λυτικά τη μεθοδολογία της έρευνας, περιγράφοντας τον σχεδιασμό και την ανάπτυξη των υπο-
λογιστικών αγωγών για την αυτόματη κατάτμηση, την πρόβλεψη της κυτταρικής ανάπτυξης
και την ανάλυση σε περιβάλλον μικρορευστονικής. Το Κεφάλαιο 5 παραθέτει τα πειραματικά
αποτελέσματα, την ποσοτική τους αξιολόγηση βάσει εξειδικευμένων μετρικών καθώς και τη
λειτουργική αξιολόγηση των αναπτυχθέντων συστημάτων από ειδικούς επιστήμονες του πε-
δίου. Τέλος, η εργασία ολοκληρώνεται με το Κεφάλαιο 6, το οποίο περιλαμβάνει τη συζήτηση
και τις μελλοντικές επεκτάσεις, πραγματοποιώντας μια κριτική αποτίμηση της εργαστηριακής
αξίας του συστήματος, αναλύοντας τους περιορισμούς της μελέτης και χαρτογραφώντας νέες
κατευθύνσεις για τη μελλοντική εξέλιξη της έρευνας.
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2 Βιολογικό Υπόβαθρο και
Συστήματα Κυτταρικών Καλλιεργειών

2.1 Βασικές Αρχές Κυτταρικών Καλλιεργειών

Η ανάπτυξη κυττάρων σε τεχνητά ελεγχόμενα περιβάλλοντα επιτρέπει τη μελέτη ζωντανών κυτ-
ταρικών συστημάτων έξω από τον πολύπλοκο ιστό των ζωντανών οργανισμών, προσφέροντας
στους ερευνητές ένα απλοποιημένο και ελεγχόμενο μοντέλο. Ο κύριος στόχος αυτών των διαδι-
κασιών είναι η διατήρηση της φυσιολογικής συμπεριφοράς των κυττάρων μέσω της ακριβούς
ρύθμισης των θρεπτικών συστατικών και των περιβαλλοντικών συνθηκών, ώστε οι εργαστηρια-
κές παρατηρήσεις να αντικατοπτρίζουν με ακρίβεια την βιολογική πραγματικότητα. Η χρησιμό-
τητα αυτών των συστημάτων εκτείνεται σε ένα ευρύτατο φάσμα επιστημονικών εφαρμογών.
Πέρα από τη βασική έρευνα για την κατανόηση των κυτταρικών μηχανισμών και της παθολο-
γίας διαφόρων ασθενειών, οι καλλιέργειες αξιοποιούνται στη φαρμακολογία για τον έλεγχο της
τοξικότητας και της αποτελεσματικότητας νέων χημικών ενώσεων πριν από τις κλινικές δοκιμές.
Παράλληλα, τροφοδοτούν καινοτόμους κλάδους όπως η αναγεννητική ιατρική και η μηχανική
ιστών [10].

Στο πλαίσιο αυτό, η παρούσα ενότητα περιγράφει συνοπτικά τη διαδικασία ανάπτυξης των
καλλιεργειών, καθώς και τις μεθόδους απεικόνισης, παρακολούθησης και μελέτης που εφαρ-
μόζονται, προκειμένου να τεθούν οι βάσεις για την κατανόηση της χρησιμότητας της τεχνητής
νοημοσύνης στα διάφορα στάδια των πειραματικών διαδικασιών.

2.1.1 Πρωτογενείς Καλλιέργειες έναντι Αθάνατων Κυτταρικών Σειρών

Τα κύτταρα που χρησιμοποιούνται σε συνθήκες in vitro διακρίνονται κυρίως σε δύο κατηγορίες:
τα πρωτογενή κύτταρα (primary cells) και τις αθάνατες κυτταρικές σειρές (immortalized cell
lines).

Τα πρωτογενή κύτταρα, απομονώνονται απευθείας από ιστούς δοτών μέσω μηχανικής ή ενζυμα-
τικής διάσπασης και αποτελούν ένα εξαιρετικό μοντέλο φυσιολογίας, καθώς διατηρούν τη μορ-
φολογία, τους κυτταρικούς δείκτες και τη φυσιολογική λειτουργικότητα του ιστού προέλευσης,
αποτυπώνοντας επαρκώς την in vivo συμπεριφορά τους. Ένα ακόμη πλεονέκτημα της χρήσης
τους αποτελεί η δυνατότητα μελέτης παραγόντων όπως η ηλικία, το φύλο και το ιστορικό του
δότη, προσφέροντας έτσι υψηλή μεταφραστική αξία και τη δυνατότητα ανάπτυξης μοντέλων
εξατομικευμένης ιατρικής. Ωστόσο, η χρήση τους παρουσιάζει και ορισμένους περιορισμούς.
Η γενετική ποικιλομορφία που προκύπτει από τα χαρακτηριστικά του δέκτη, αν και έχει ερευ-
νητική αξία, εισάγει ένα επιπρόσθετο επίπεδο πολυπλοκότητας στο σχεδιασμό πειραματικών
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διαδικασικών. Επιπλέον, ο βασικότερος περιορισμός των πρωτογενών καλλιεργειών έγκειται
στην πεπερασμένη διάρκεια ζωής των κυττάρων αφού εισέρχονται σε κατάσταση γήρανσης
(senescence) μετά από συγκεκριμένο αριθμό διαιρέσεων, μια συμπεριφορά που παρουσιάζουν
και στο φυσικό τους περιβάλλον.

Αντίθετα, οι αθάνατες ή συνεχείς κυτταρικές σειρές, στις οποίες περιλαμβάνονται και τα κύτ-
ταρα Caco-2 που αξιοποιήθηκαν στην παρούσα μελέτη, έχουν την ικανότητα να πολλαπλασιά-
ζονται επ' αόριστον. Αυτή η εξαιρετικά χρήσιμη ιδιότητα οφείλεται σε γενετικές μεταλλάξεις ή
χρωμοσωμικές ανωμαλίες, οι οποίες τους επιτρέπουν να παρακάμπτουν τους μηχανισμούς ελέγ-
χου της κυτταρικής διαίρεσης, όπως συμβαίνει στην περίπτωση κυττάρων που απομονώνονται
από όγκους. Λόγω αυτού του ασταμάτητου πολλαπλασιασμού, τα κύτταρα αυτά συνεχίζουν να
διαιρούνται μέχρι να καλύψουν πλήρως την επιφάνεια του τρυβλίου ή της φιάλης καλλιέργειας
στην οποία αναπτύσσονται. Η ομοιογένεια, η ευκολία συντήρησης, η ταχεία ανάπτυξη, το χα-
μηλό κόστος και η υψηλή αναπαραγωγιμότητα καθιστούν τις σειρές αυτές πολύτιμα εργαλεία
για τυποποιημένα ερευνητικά πρωτόκολλα [11].

Παρ' όλα αυτά, η μακροχρόνια χρήση συνεχών κυτταρικών σειρών ενέχει σημαντικές προκλή-
σεις. Κατά την πάροδο των καλλιεργειών, ένα κυτταρικό στέλεχος μπορεί να διαφοροποιηθεί
σημαντικά, τόσο γενετικά όσο και λειτουργικά, σε βάθος χρόνου. Επιπροσθέτως, οι αθάνατες
σειρές συχνά υφίστανται κυτταρικό μετασχηματισμό, χάνοντας ιδιότητες και εμφανίζοντας απο-
κλίσεις στη φυσιολογική συμπεριφορά σε σχέση με τα πρωτογενή κύτταρα. Συνεπώς, ενώ οι
αθάνατες σειρές προσφέρουν ευκολία στη διαχείριση, η λειτουργική τους ταύτιση με αντίστοιχα
πρωτογενή κύτταρα δεν είναι δεδομένη [12].

2.1.2 Διαχείριση Κυτταρικών Σειρών σε Παραδοσιακά Τρυβλία

Η διαδικασία της in vitro κυτταρικής καλλιέργειας στο εργαστήριο ξεκινά συνήθως από την
κατάσταση της κρυοσυντήρησης και περιλαμβάνει μια αυστηρά καθορισμένη αλληλουχία στα-
δίων. Η αρχική κατάψυξη των κυττάρων πραγματοποιείται με ελεγχόμενο, αργό ρυθμό ώστε να
ελαχιστοποιηθεί η δημιουργία καταστροφικών ενδοκυτταρικών κρυστάλλων πάγου και η μα-
κροχρόνια αποθήκευσή τους γίνεται σε υγρό άζωτο στους -196 °C. Σε αυτό το στάδιο χρησιμο-
ποιούνται προστατευτικοί παράγοντες, όπως το διμεθυλοσουλφοξείδιο (DMSO) ή η γλυκερόλη,
συχνά σε συνδυασμό με υψηλό ποσοστό εμβρυϊκού βόειου ορού (FBS).

Το πρώτο στάδιο της επαναφοράς των κυττάρων είναι η απόψυξη, η οποία, σε αντίθεση με την
κατάψυξη, απαιτεί εξαιρετική ταχύτητα προκειμένου να ελαχιστοποιηθεί η οσμωτική καταπό-
νηση και να διασφαλιστεί η βιωσιμότητα του πληθυσμού. Μόλις ολοκληρωθεί η απόψυξη, το
DMSO πρέπει να απομακρυνθεί ταχύτατα, καθώς η παραμονή του σε θερμοκρασία δωματίου
είναι έντονα κυτταροτοξική. Για το λόγο αυτό, το κυτταρικό εναιώρημα αραιώνεται με προ-
θερμασμένο θρεπτικό μέσο και υποβάλλεται σε ήπια φυγοκέντρηση, ώστε να απομακρυνθεί το
υπερκείμενο υγρό.
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Ακολούθως, πραγματοποιείται η διαδικασία της σποράς (seeding). Το κυτταρικό ίζημα εναιω-
ρείται εκ νέου σε φρέσκο, πλήρες θρεπτικό υλικό το οποίο παρέχει υδατάνθρακες, αμινοξέα,
βιταμίνες και αυξητικούς παράγοντες και μεταφέρεται σε παραδοσιακά δοχεία καλλιέργειας,
όπως τρυβλία Petri ή φιάλες (T-flasks). Μετά την απόψυξη, τα κύτταρα έχουν σφαιρική μορφή,
αλλά κατά τις πρώτες 24 ώρες προσκολλώνται στην επιφάνεια του δοχείου, αλλάζοντας μορφο-
λογία καθώς δημιουργούν εστιακές συνδέσεις με το υπόστρωμα. Για τη βέλτιστη προσκόλληση
και ανάπτυξή τους, τα δοχεία τοποθετούνται σε επωαστήρες που διατηρούν αυστηρά ελεγχό-
μενο μικροπεριβάλλον.

Αφού προσκολληθούν, τα κύτταρα περνούν από μια αρχική φάση προσαρμογής και εισέρχο-
νται στην εκθετική φάση ανάπτυξης, όπου διαιρούνται ταχύτατα. Καθώς πολλαπλασιάζονται,
καταλαμβάνουν προοδευτικά μεγαλύτερο τμήμα της διαθέσιμης επιφάνειας. Το ποσοστό της
επιφάνειας του καλλιεργητικού δοχείου που καλύπτεται από κύτταρα ορίζεται ως «συρροή»
(confluency). Κατά τη διάρκεια αυτής της φάσης, τα κύτταρα καταναλώνουν θρεπτικά συστα-
τικά και απελευθερώνουν τοξικούς μεταβολίτες, καθιστώντας απαραίτητη την τακτική ανανέ-
ωση του θρεπτικού μέσου.

Όταν το επίπεδο συρροής πλησιάσει το 100%, τα κύτταρα υφίστανται αναστολή ανάπτυξης,
διακόπτοντας τον πολλαπλασιασμό τους εξαιτίας της έλλειψης διαθέσιμου χώρου, της εξά-
ντλησης των θρεπτικών συστατικών και της συσσώρευσης αποβλήτων. Για τη διατήρηση της
καλλιέργειας στην εκθετική φάση ανάπτυξης, εφαρμόζεται η διαδικασία της ανακαλλιέργειας
(passaging), η οποία ιδανικά πραγματοποιείται όταν η συρροή κυμαίνεται μεταξύ 70% και
80%.

Κατά τη διαδικασία της ανακαλλιέργειας, η κυτταρική στοιβάδα αρχικά ξεπλένεται με ρυθμι-
στικό διάλυμα, όπως το PBS. Στη συνέχεια, τα κύτταρα αποκολλώνται από τον πυθμένα με τη
χρήση ενζυμικών παραγόντων, όπως το διάλυμα θρυψίνης-EDTA, το οποίο διασπά τους πρω-
τεϊνικούς δεσμούς τόσο μεταξύ των κυττάρων όσο και με την επιφάνεια του δοχείου. Η δράση
της θρυψίνης πρέπει να αδρανοποιηθεί εγκαίρως, συνήθως με τη προσθήκη μέσου που περιέχει
ορό FBS για να αποφευχθεί η εκτεταμένη κυτταρική βλάβη.

Έπειτα, τα ζωντανά κύτταρα αραιώνονται στη σωστή συγκέντρωση και είτε αναδιανέμονται σε
νέα δοχεία, δημιουργώντας διαδοχικές γενεές (passages) και συνεχίζοντας τον κύκλο ζωής της
καλλιέργειας, είτε αξιοποιούνται σε πειράματα, είτε επιστρέφουν σε κατάψυξη για μελλοντική
χρήση [10].

2.1.3 Μικρορευστονική και Συστήματα Organ-on-a-Chip

Στο πλαίσιο των σύγχρονων πειραματικών εφαρμογών, οι παραδοσιακές στατικές καλλιέργειες
δύο διαστάσεων, όπως τα τρυβλία Petri και οι φιάλες, παρουσιάζουν εγγενείς περιορισμούς, κα-
θώς αδυνατούν να μοντελοποιήσουν τα πολύπλοκα δυναμικά και φυσιολογικά χαρακτηριστικά
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του μικροπεριβάλλοντος των κυττάρων in vivo [1]. Μια σύγχρονη, εναλλακτική προσέγγιση
της κλασικής μεθοδολογίας είναι η ενσωμάτωση των κυττάρων στα λεγόμενα μικροφυσιολο-
γικά συστήματα ή συστήματα «Οργάνων-σε-Μικροτσίπ» [5].

Η τεχνολογία αυτή βασίζεται στις αρχές της μικρορευστονικής (microfluidics), δηλαδή της επι-
στήμης που ασχολείται με τον ακριβή έλεγχο και χειρισμό απειροελάχιστων όγκων υγρών. Τα
συστήματα Organ-on-a-chip αποτελούν ουσιαστικά in vitro τρισδιάστατες μικρογραφίες βιο-
λογικών οργάνων, οι οποίες έχουν συνήθως το μέγεθος μιας κοινής αντικειμενοφόρου πλάκας
μικροσκοπίου [13]. Ο σχεδιασμός τους περιλαμβάνει ένα περίπλοκο δίκτυο κοίλων μικρορευ-
στονικών καναλιών με διάμετρο της τάξης των μικρομέτρων, εντός των οποίων σπέρνονται και
αναπτύσσονται τα κύτταρα [3].

Η κατασκευή αυτών των μικροτσίπ γίνεται με τη χρήση βιοσυμβατών, αεροδιαπερατών και δια-
φανών πολυμερών. Ο κυριότερος και πιο διαδεδομένος εκπρόσωπος στην κατασκευή τους είναι
το ελαστομερές πολυδιμεθυλοσιλοξάνιο (PDMS) [2]. Η επιλογή τέτοιων διαφανών υλικών είναι
κρίσιμης σημασίας, καθώς επιτρέπει τη συνεχή, μη καταστροφική οπτική παρακολούθηση των
κυττάρων σε πραγματικό χρόνο μέσω οπτικής μικροσκοπίας υψηλής ανάλυσης και μικροσκο-
πίας φθορισμού. Ωστόσο, αξίζει να σημειωθεί ότι υλικά όπως το PDMS παρουσιάζουν ορισμέ-
νους περιορισμούς, όπως η τάση τους να απορροφούν μικρά υδρόφοβα μόρια, όπως φάρμακα,
γεγονός που οδήγησε την πρόσφατη έρευνα και στην αξιοποίηση εναλλακτικών πολυμερών,
όπως το πολυμεθυλομεθακρυλικό (PMMA) [5].

Η αρχιτεκτονική ενός τέτοιου μικρορευστονικού συστήματος βασίζεται συνήθως στη
διαστρωμάτωση πολλαπλών πολυμερικών επιπέδων, τα οποία διαμορφώνουν εξειδικευμένες
δομικές μονάδες. Ο πυρήνας της διάταξης απαρτίζεται από τους μικροθαλάμους καλλιέργειας
(microchambers), εντός των οποίων λαμβάνει χώρα η κυτταρική ανάπτυξη.Η επικοινωνία
κάθε μικροθαλάμου με το εξωτερικό περιβάλλον επιτυγχάνεται μέσω καθορισμένων οπών
εισόδου (inlets) και εξόδου (outlets). Οι είσοδοι διασυνδέονται μέσω μικροσωληνώσεων με
αυτοματοποιημένες εξωτερικές μικροαντλίες, οι οποίες τροφοδοτούν το σύστημα με οξυγονω-
μένο θρεπτικό μέσο ή φαρμακευτικούς παράγοντες. Αντιστοίχως, μέσω των οπών εξόδου, το
εξαντλημένο θρεπτικό υλικό και τα κυτταρικά μεταβολικά απόβλητα απομακρύνονται συνεχώς
προς δοχεία συλλογής. Η μεταφορά των ρευστών εντός της διάταξης πραγματοποιείται
μέσω ενός δικτύου μικροκαναλιών [4]. Οι μικρομετρικές διαστάσεις αυτών των αγωγών
εξασφαλίζουν αυστηρά στρωτή ροή (laminar flow) και επιτρέπουν τον ακριβή έλεγχο των
υδροδυναμικών δυνάμεων που ασκούνται στην κυτταρική καλλιέργεια [3]. Επιπροσθέτως,
σε προηγμένες διατάξεις, ο σχεδιασμός επιτρέπει την ενσωμάτωση μικροηλεκτροδίων ,τα
οποία παρέχουν τη δυνατότητα μη παρεμβατικής παρακολούθησης της ακεραιότητας του
ιστού σε πραγματικό χρόνο, μέσω της μέτρησης της διεπιθηλιακής ηλεκτρικής αντίστασης της
κυτταρικής στιβάδας [14].

Συμπερασματικά, το θεμελιώδες πλεονέκτημα των συστημάτων Organ-on-a-Chip έγκειται στην
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αδιάκοπη παροχή ρευστών. Η ενσωμάτωση μικροαντλιών επιτρέπει τη συνεχή, δυναμική και
απόλυτα ελεγχόμενη ροή του θρεπτικού υλικού μέσα στα μικροκανάλια. Αυτή η συνεχής ροή
προσομοιώνει με εξαιρετική ακρίβεια τις in vivo συνθήκες της αιματικής μικροκυκλοφορίας,
προσφέροντας στα κύτταρα σταθερή παροχή οξυγόνου και θρεπτικών συστατικών, ενώ παράλ-
ληλα απομακρύνει αποτελεσματικά τα τοξικά μεταβολικά απόβλητα [15]. Επίσης, σε πλήρη
αντίθεση με τα παραδοσιακά στάσιμα συστήματα, τα κύτταρα υποβάλλονται σε ρεαλιστικές
εμβιομηχανικές δυνάμεις, με κυριότερη τη διατμητική τάση, η οποία θεωρείται ιδανική για την
προσομοίωση των ερεθισμάτων που δέχονται τα κύτταρα στον οργανισμό [4].Συνολικά, αυτή
η αρχιτεκτονική κλειστού κυκλώματος διασφαλίζει ότι τα κύτταρα αναπτύσσονται σε ένα δυ-
ναμικό, συνεχώς τροφοδοτούμενο μικροπεριβάλλον, το οποίο αναπαράγει με υψηλή πιστότητα
τις in vivo φυσιολογικές συνθήκες.

2.2 Η Κυτταρική Σειρά Caco-2

Η κυτταρική σειρά Caco-2, η οποία προέρχεται από ανθρώπινο αδενοκαρκίνωμα του παχέος
εντέρου, αποτελεί ένα από τα πλέον καθιερωμένα in vitro μοντέλα στη βιοϊατρική έρευνα [16].
Παρά την καρκινική τους προέλευση, τα κύτταρα αυτά χαρακτηρίζονται από τη μοναδική ικα-
νότητα να υφίστανται αυθόρμητη διαφοροποίηση υπό τις κατάλληλες συνθήκες καλλιέργειας.
Κατά τη διαδικασία αυτή, αποκτούν μορφολογικά και λειτουργικά χαρακτηριστικά που προ-
σομοιάζουν σε μεγάλο βαθμό τα φυσιολογικά, ώριμα κύτταρα του λεπτού εντέρου. Η ευρεία
αποδοχή και χρήση της συγκεκριμένης κυτταρικής σειράς οφείλεται κυρίως στην ικανότητά
της να σχηματίζει ένα πλήρως πολωμένο κυτταρικό μονοστρώμα. Καθώς τα κύτταρα ωριμά-
ζουν, αναπτύσσουν ισχυρές διακυτταρικές συνδέσεις, τους στενοσύνδεσμους (tight junctions),
οι οποίοι καθιστούν το μονοστρώμα ουσιαστικά αδιαπέραστο από μακρομόρια, προσομοιώνο-
ντας με υψηλή ακρίβεια τη λειτουργία του εντερικού φραγμού. Παράλληλα, εμφανίζουν σαφή
πόλωση, αναπτύσσοντας μικρολάχνες στην κορυφαία επιφάνεια τους και ενεργοποιούν πολύ-
πλοκα συστήματα μεταφοράς ιόντων [17].

Η ικανότητα των κυττάρων Caco-2 να αναπαριστούν πιστά τον εντερικό φραγμό τα καθιστά
εργαλείο αναφοράς για πληθώρα ερευνητικών μελετών. Επίσης, λόγω της καρκινικής και αθά-
νατης φύσης τους, τα κύτταρα αυτά διαθέτουν την ικανότητα συνεχούς και αέναου πολλαπλα-
σιασμού σε εργαστηριακές συνθήκες, αποφεύγοντας την κυτταρική γήρανση που περιορίζει
τις πρωτογενείς καλλιέργειες. Το γεγονός αυτό τα καθιστά ιδανικά για τη δημιουργία μεγάλων,
τυποποιημένων και αναπαραγώγιμων συνόλων δεδομένων. Οι κύριες εφαρμογές τους περιλαμ-
βάνουν την in vitro αξιολόγηση της διαπερατότητας και της απορρόφησης φαρμακευτικών ου-
σιών, τη μελέτη της τοξικότητας και την ανάλυση των αλληλεπιδράσεων μορίων με κυτταρικούς
μεταφορείς [14]. Ωστόσο, πέραν των φαρμακοκινητικών εφαρμογών, η διαδικασία διαφορο-
ποίησης των κυττάρων Caco-2 αποτελεί ιδανικό πεδίο μελέτης για τη βιολογική ωρίμανση. Η
σταδιακή μετάβαση από μεμονωμένα κύτταρα σε ένα συνεκτικό μονοστρώμα συνοδεύεται από
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ευδιάκριτες και μετρήσιμες μορφολογικές μεταβολές, προσφέροντας οπτικά δεδομένα υψηλής
ποιότητας [18].

Στο πλαίσιο της παρούσας εργασίας, η κυτταρική σειρά Caco-2 χρησιμοποιείται ως το βασικό
πειραματικό μοντέλο για την ανάπτυξη και αξιολόγηση των προτεινόμενων μεθόδων. Ωστόσο,
η χρήση της λειτουργεί πρωτίστως ως μελέτη περίπτωσης. Ο απώτερος στόχος των υπολογιστι-
κών προσεγγίσεων που αναπτύσσονται είναι η ικανότητα γενίκευσης. Ιδανικά, η μεθοδολογία
σχεδιάζεται με τέτοιον τρόπο ώστε να καθίσταται ανεξάρτητη από τον εκάστοτε κυτταρικό τύπο,
επιτρέποντας την απρόσκοπτη και ευρύτερη εφαρμογή της σε οποιαδήποτε in vitro κυτταρική
καλλιέργεια για την αυτοματοποιημένη ανάλυση και εξαγωγή χαρακτηριστικών.

2.3 Μικροσκοπική Απεικόνιση Κυτταρικών Καλλιεργειών

Η μικροσκοπική απεικόνιση αποτελεί θεμελιώδες εργαλείο για τη μελέτη των κυτταρικών καλ-
λιεργειών, παρέχοντας κρίσιμες πληροφορίες σχετικά με τη μορφολογία, τη βιωσιμότητα, την
ανάπτυξη και τη λειτουργικότητα των κυττάρων στον χώρο και τον χρόνο. Καθώς η έρευνα
μεταβαίνει από τις απλές δισδιάστατες μονοστιβάδες σε πολύπλοκα τρισδιάστατα συστήματα,
όπως οι διατάξεις Organ-on-a-Chip, οι απαιτήσεις για προηγμένες τεχνικές απεικόνισης αυξά-
νονται σημαντικά.

2.3.1 Απεικόνιση σε Δισδιάστατες Καλλιέργειες

Στις συμβατικές δισδιάστατες καλλιέργειες τα κύτταρα αναπτύσσονται ως επίπεδη μονοστιβάδα
στον πυθμένα του καλλιεργητικού δοχείου. Για την παρακολούθησή τους, οι τεχνικέςΜικροσκο-
πίας ΔιαπερατούΦωτός (Transmission LightMicroscopy - TLM) αποτελούν την πιο οικονoμική
και διαδεδομένη προσέγγιση [19]. Η απλούστερη μορφή της είναι ηΜικροσκοπία Φωτεινού Πε-
δίου (Brightfield), η οποία ωστόσο για τα διαφανή βιολογικά δείγματα απαιτεί συχνά τη χρήση
ιστολογικών χρωστικών προκειμένου να επιτευχθεί επαρκής οπτική αντίθεση. Επειδή αυτή η
διαδικασία μπορεί να είναι καταστροφική για τα ζωντανά κύτταρα, για την in vitro παρακολού-
θηση επιστρατεύονται εξειδικευμένες οπτικές τεχνικές, όπως η μικροσκοπία αντίθεσης φάσης
(phase-contrast) και η μικροσκοπία διαφορικής συμβολής (Differential Interference Contrast -
DIC) [20]. Οι μέθοδοι αυτές επιτρέπουν την παραγωγή εικόνων υψηλής αντίθεσης χωρίς τη
χρήση εξωγενών χρωστικών, εκμεταλλευόμενες τη διάθλαση και τις αλλαγές φάσης του φωτός
κατά τη διέλευσή του από τις κυτταρικές δομές.

Παράλληλα με τις τεχνικές διαπερατού φωτός, η Μικροσκοπία Φθορισμού (Fluorescence
Microscopy) χρησιμοποιείται ευρέως για την εξειδικευμένη σήμανση συγκεκριμένων
κυτταρικών δομών [21]. Αυτό επιτυγχάνεται μέσω της χρήσης φθοριζουσών πρωτεϊνών ή
φθοριοχρωμάτων, τα οποία εκπέμπουν φως συγκεκριμένου μήκους κύματος κατόπιν διέγερσης.
Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα της διαφοράς στην απεικόνιση με μικροσκόπιο οπτικού
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�2���� ���� �������!�. ���0������� �*�� ���. �0���3�.������� ���2�.�� �1��� �2�0�������" ���������/�0�"�� � �� � �Œ� ���0�" ������� ���2�.�� �0���2� ���)�2�0�!�0�" ���.��
�Œ��� �0���3�.���0���" �.�Œ�) �2���� ���� �������!�. �2���" ���#�2�2�.�!�������" ���.���������!���0���.�" ���#�Œ� �/�0�������*� ���2�.�� ���0 ���Œ���0 ������� �"��
�>�����@��

���.�2�. �Œ�!� �1�2�.�2�0�#�2�������" �����������.�" ���0�X�F�L�Q������ �1�2���� ��� �!�#�3�.���. �0�Œ���3�����0���� �2� �#�"�� �ù�#�2�) �2� ����� ��� �������)

� �!�)�1����� �&�!�����.���1���" ���0�2�.�3�!�����0�2�.�� �.�Œ�0����� �����1�2������ �1�0 �����. �/�!�.���.�2������ �.�*�����1�� �2���" � �Œ�2�������" �.�/���.��

�3�����0���.�" �����2�& �.�Œ�) �2� �������!� �1���)�Œ��� �>���@�� ���� �2�!���1�/�����1�2�.�2�0�" �����$���0�" ���.�� �� �1�#�1�1�+�!�0�#�1�� �����������.�"

�0���3�.������� ���2�.�� �Œ�!� � �/�0�#�2������ �&�" �.�/�!���" �1��� �2�0�������" ���������/�0�"�� � �� � �Œ� ���0�" �0���.�Œ���+��� ���2�.�� ���.���+�" � ���1�2�)�"

�&�!���������0���� �)�Œ�&�" �Œ�.�!� �#�1�������0�2�.�� �1�2���� �ü�����)���.�������� ���.�!�)�2�� �����. �2���� �Œ�.�!�.�/� �1���.���� �.�������#�1�� �0�����)��

���.�" �.�#�2���" � �� ���������/�0�" �0�����.��������� ���2�.�� �1�#�$���� �&�" �.���0�Œ�����*�����2� �" ���)�!�#��� �"�� ����� ��� �������� �.�Œ� �2�0��� �*��

�.�/���.���3���1�����2���2�� �����/�0������ �2���" �/���.�3� �!� �Œ� �����1���" ���.�� �2���" ���0���2� �#�!�������)�2���2�.�" �2� �# ���1�2� �* �����.���2�� �2�&��

�1�2�.�2�����+�� ���.�������0�!���0���+�� �>�����@�� �
�1�2�)�1� �� �0���� �� �1�#�1�1�+�!�0�#�1�� �.�#�2���" �2���" � �Œ�2������ �.�/���.�3�.��� �*�" �������.�"

�0���2�.���0�� �#�Œ�0�!��� �������� ���.�� �0�Œ�0���2�.���0�� �1�2� �1�*��� ��� �2���" ���.���������!���0���.�"�� �� �/�������0�#�1�� �2� �# �3�&�2�)�" �Œ�.�!�0��

���Œ� �/�����0�2�.�� �/�!�.���.�2�������� �0���+ �� �.�/�#���.�����. �/���.�Œ���!�.�1���" �2���" ���.�����1�2�� �.�/�*���.�2�� ���.�� �2�� �/���0���.���&���� �Œ�0����

�!�.�����2�&�� �1�2���� ���.���������!���0���.�� ���#���0�Œ�+�"�� �� �������.���!�� �.�����$���0�#�1�� ���.�� �Œ� �1� �2����� �Œ� �����1�� �.�#�2���" �2���" ���.�2����

�1�2�.�1���" �/�0�� �1�#�����1�2�� �.�Œ���+�" �2���� �0�Œ�����#�1�� �0���)�" �2�0�$������� �* �0���Œ� �/��� �#�� �.������ �.�Œ� �2�0���0�� �����. ���/���.���2���!�&�"

���!���1������ �Œ�0���!�.���.�2������ �Œ�.�!�����0�2�!� �� �� � �Œ� ���. ���. �.���.���#���0�� �Œ�0�!�.���2���!�& �1�2�� �1�#�����$�0���. �2���" �0�!���.�1���.�"��

������ ��� �1� �2�������" ���0�2�!�������" ���.�� ���.�������.�2������ ��� ���2�����. �1�0 �,�Q

�9�L�W�U�R ���#�2�2�.�!�������" ���.���������!���0���0�"

�þ �!�.���/�.���. �0������������ �2���" �#�Œ� ��� �����1�2�������" ���$�0�� � �/�������1�0�� �1�0 �����. ���0���0�����+�/�� ���0�2�.�2�)�Œ���1�� �2� �# �2�!�)�Œ� �#

���0 �2� �� � �Œ� ��� ���0���0�2�+���2�.�� �2�. ���#�2�2�.�!������ �1�#�1�2�����.�2�. �L�Q �Y�L�W�U�R�� �þ ���0�2�����.�1�� �.�Œ�) �2���" �Œ�.�!�.�/� �1���.��

�����"�� �/���1�/�����1�2�.�2�0�" ��� ��� �1�2�������/�0�" �1�2���" �2�!���1�/�����1�2�.�2�0�" ���.���������!���0���0�" ���.�� �2�. �Œ� ���*�Œ��� ���. �1�#�1�2�����.�2�.

�R�U�J�D�Q���R�Q���D���F�K�L�S ���$�0�� �/������� �#�!�����1�0�� �2���� �.���������� �����. �!���������� �.���.���0�+�!���1�� �2�&�� ���0���)�/�&�� �Œ� �1� �2����� ��

�Œ� �����1���" �>�����@�� �ü���+ �2�. �#�Œ� ��� �����1�2������ �0�!���.���0���. ���.�� � �� �.�����)�!������� �� �����$�.���������" �)�!�.�1���" �Œ�.�!���$� �#��

����



�2� �#�" �.�!������� �*�"�� �� ���!���1������ �Œ�!�)�������1�� �������0���2�.�� �1�2���� �.�Œ� ���&�/����� �Œ� �����1�� �2���" ����� ��� ���������" ���.�� �3�#�1��� ��

��� ���������" �1�����.�1���.�" �.�#�2�+�� �2�&�� �.�!�������+���� �þ �.�Œ���� � �Œ�2������ �Œ�.�!�.�2���!���1�� ���$�0�� �/�+�1�0�� �2�� �����1�� �2���" �1�0

���.�������.�2������ ��� ���2�����. ���.�� �Œ� �1� �2�������" ���0�2�!�������" �Œ� �# �Œ�!� �1�Œ�.��� �*�� ���. �$�.�!�2� ���!�.�3���1� �#�� �2���� �2�0�!����

�1�2���. �Œ� ���#�Œ��� ���)�2���2�. �2���" �/�#���.���������" �2�&�� ���1�2�+�� ���.�� �2���" ���#�2�2�.�!�������" ���������2�������"��

�þ �Œ�.�!� �*�1�. �.�������#�1�� �0�Œ�����0���2�!�+���0�2�.�� �.�Œ� �����0���1�2������ �1�2� ����� ��� �������) ���.�� �3�#�1��� ��� �������) �#�Œ�)���.���!� 

�.�#�2�+�� �2�&�� �Œ� �1� �2�����+�� �0�!���.���0���&���� ����� �Œ�)�" �2���" �0�����.�� ���. �.�Œ� �1�.�3�������1�0�� �2� �2�� �.���!�����+�" ���.�� �����.�2��

���0�2�!���2�.�� �1�2� �������!� �Œ�0�!����������� �� �2�&�� �L�Q �Y�L�W�U�R ���.�������0�!���0���+���� �Œ�.�!�.�������Œ�2� ���2�.�" �2���� �2�0�$�������� ���.��

�.����� �!������������ �/� ���� �2�&�� �0�!���.���0���&�� �.�������#�1���" �0�����)���.�"�� �2�. � �Œ� ���. ���. �.���.���#��� �*�� �1�2���� �0�Œ�)���0����

�0���)�2���2�.��

���������� ���&�!�������" ���0�2�!�������" ���#��� ������� �* ���������#�1��� �*

�þ ���.�1�����)�2�0�!�� ���0�2�!������ �.����� ���)�����1���" �1�0 ���#�2�2�.�!�������" ���.���������!���0���" �0�����.�� �� �1�#�!�!� �� ���F�R�Q�I�O�X�H�Q�F�\����

�þ �1�#�!�!� �� �.�Œ� �2�0���0�� �����.�� �.�Œ���)�� �/���1�/�����1�2�.�2� �/�0�����2�� �Œ� �# �0���3�!�����0�� �2� �Œ� �1� �1�2�) �2���" �0�Œ���3�����0���.�"

�2� �# �/� �$�0��� �# ���.���������!���0���.�" �Œ� �# ���$�0�� ���.���#�3���0�� �.�Œ�) ���*�2�2�.�!�.�� �ú��� ��� ���������� �� �����2�!���1�� �.�#�2�� �0�����.��

���!���1������ �1�2���" ���.���������!���0���0�" �/���)�2�� �1�#���/���0�2�.�� �����0�1�. ���0 �2� �3�.�����)���0��� �2���" �.���.�1�2� �����" ���)���& �0�Œ�.�3���"

���F�R�Q�W�D�F�W �L�Q�K�L�E�L�W�L�R�Q�� �� �õ�2�.�� �2�. �3�#�1��� ��� �������� ���*�2�2�.�!�. ���!�$� ���2�.�� �1�0 �Œ�����!�� �0�Œ�.�3�� ���0�2�.���* �2� �#�"�� � ��

�����$�.��� �(�Œ� �/� �$�0���" �2���" ���0�����!�������" ���.�� � �� �Œ�!�&�2�0�ø���0�" �/���.���#�2�2�.�!�������" �1�*���/�0�1���" ���)�Œ�&�" � �� ���.���2�0�!����

���0�"�� �1�2������� �#�� �0���/� ���#�2�2�.�!������ �1�����.�2�. �Œ� �# �/���.���)�Œ�2� �#�� �2� �� ���#�2�2�.�!�����) ���*����� �� �.�Œ� �2�!���Œ� ���2�.�" �2����

�.���0�������0�����2�� �/���.���!�0�1���� �ù���2�������2�&�"�� �� �.�Œ�+���0���. �2���" �.���.�1�2� �����" ���)���& �0�Œ�.�3���" �.�Œ� �2�0���0�� ���0���0�����+�/�0�"

�$�.�!�.���2���!���1�2�����) �2���" � ����� �������0�1���"�� ���2���� �Œ�0���!�.���.�2������ �Œ�!�.���2�������� �� �Œ�.�!�.��� ��� �*�����1�� �2���" �1�#�!�!� ���"

�0�����.�� ���.��� �!���1�2�������� �.�3� �* �)�2�.�� �.�#�2�� �3�2���1�0�� �1�0 �#�%������ �0�Œ���Œ�0�/�.�� �2�. ���*�2�2�.�!�. �Œ�!���Œ�0�� ���. �1�#�����0�$��� �*��

�����0�1�. �Œ�!� ���0��������� �# ���. �Œ�!�.�����.�2� �Œ� �������0�� �.���.���.���������!���0���. �>�����@�� �þ �/���.�/�����.�1���. �.�#�2�� �0�����.�� �.�Œ�.�!�.����

�2���2�� �����. �2�� �/���.�2���!���1�� �2���" ���#�2�2�.�!�������" �1�0���!���"�� �+�1�2�0 ���. ���Œ� �!�0�� ���. �1�#���0�$���1�2�0�� �.�Œ�!�)�1��� �Œ�2�. � 

���*����� �" �2�&�� �Œ�0���!�.�����2�&���� ���.�!�����������. ���0 �2�� �1�#�!�!� ���� �� �.�Œ�)���#�2�� ���.�2�.�����2�!���1�� �2� �# �.�!������� �* �2�&��

���#�2�2���!�&�� ���F�H�O�O �F�R�X�Q�W�� �.�Œ� �2�0���0�� �2�� ���.�1�����)�2�0�!�� �Œ�������#�1�����.���� ���0�2�!������ �#�Œ� ��� �����1��� �* �>�����@��

�
�1�2�)�1� �� ���.�2�� �2�� ���0�2�����.�1�� �1�0 �/�#���.�������� �������!� �!�0�#�1�2� �������� �1�#�1�2�����.�2�.�� �� �/���1�/�����1�2�.�2�� ���0�2�!������

�2���" �1�#�!�!� ���" ���.�����1�2�.�2�.�� �Œ�!�.���2������ �.���0�Œ�.�!�����"�� �õ�Œ�&�" �.���.���*�������0 �1�2� �Œ�!� ����� �*���0��� ���0�3�����.��� ��

�#�Œ�) �1�#���������0�" �1�#���0�$� �*�" �!� ���" �2�. ���*�2�2�.�!�. �#�3���1�2�.���2�.�� �2�!���1�/�����1�2�.�2�� ��� �!�3� �������0�1���� �	� �.�Œ� �2�����0��

�1���. �.�#�2���" �2���" �/���.�/�����.�1���.�" �0�����.�� �� �Œ�!� � �/�0�#�2������ �0���3�������1�� �.�/�!�+�� �1��� �2�0�����+�� ���������/�&�� ���.�� �� �/�!�.��

���.�2������ �.�*�����1�� �2���" � �Œ�2�������" �.�/���.�3�����0���.�" �����2�& �.�Œ�) �2� �������!� �1���)�Œ��� �>�����@�� ���2� �Œ���.���1��� �.�#�2���" �2���"

�0�!���.�1���.�"�� �.�#�2�� �� �.�Œ�0����� �����1�2������ ���0�2�.��� ���� �Œ� �1� �2����� �Œ� ���0���2�.�� ���.�� � �!�����0�2�.�� �&�" �����. �����.�� �/���.���!���2��

���0�2�!������ �Œ�.�!�����0�2�!� �"�� �� ���#�����)�2���2�. �
�!�����.���1���" ���0�D�W�X�U�D�W�L�R�Q �'�H�Q�V�L�W�\����

����



���������� ��� �!�3� ��� ���������" ���0�2�!�������" ���#�2�2���!�&�� ���.�� �ù�Œ� �������+��

���3�.���!�����)�2���2�. ���.�� ���#���������)�2���2�.

�� �û�0�����2���" ���3�.���!�����)�2���2�.�" ���6�S�K�H�U�L�F�L�W�\ �,�Q�G�H�[ �� �6�,�� ���.�� �� ���#���������)�2���2�. ���&�L�U�F�X�O�D�U�L�W�\�� �.�Œ� �2�0��� �*��

���1�&�" �2� �#�" �Œ��� �/���.�/�0�/� ������� �#�" ��� �!�3� ��� ������� �*�" �/�0�����2�0�" �����. �2���� �.����� ���)�����1�� �2���" �Œ� ���)�2���2�.�" �0���)�"

�L�Q �Y�L�W�U�R �Œ� ���#���#�2�2�.�!����� �* �1�#���)��� �#�� ���.�������.�2�������� �� ���#���������)�2���2�. �1�#�1�$�0�2�����0�� �2� �0�����.�/�)�� �2���" ���'

�Œ�!� ��� �����" �2���" �/� �����" ���0 �2���� �Œ�0�!�����0�2�!�) �2���"�� �Œ�!� �1�0��������� ���2�.�" �2���� �2�����0���. �2������ �2� �# ������ �����. �����.��

���/�0�.�2�) ���*����� �� �ú��� ��� ���������� �.�#�2� �� � �� �/�0�����2�0�" ���0�2�!� �*�� �2�� ����� �����$�.�������� ���1� �!�!� �Œ���. �2� �# ���1�2� �* �>�����@��

���0 �����. �#������ �/� ������ �2�. ���*�2�2�.�!�. �0���3�!����� �#�� �#�%������ �0�Œ���Œ�0�/�. ��� �!���&�� ���#�2�2�.�!�������" �Œ�!� �1���)�������1���"

���&�H�O�O �$�G�K�H�V�L�R�Q �0�R�O�H�F�X�O�H�V �� �&�$�0�V���� �ù�#�2���" � �� ���1�$�#�!���" �/���.���#�2�2�.�!�������" �/�#�������0���" ���0���2� �#�!��� �*��

�.���.��� �������� ���0 �2���" �/�#�������0���" �0�Œ���3�.���0���.�����" �2���1���" �1�0 �����. �1�2�.���)���. �#���!� �*�� �.���.��������� ���2�.�" �2� �� �Œ� ��

���#���#�2�2�.�!�����) ���1�2�) ���. �1�#�1�Œ�0���!�&���0�� ���.�� ���. �0���.�$���1�2� �Œ� �����1�0�� �2�� �1�#��� �������� �0���0�*���0�!�� �0�Œ���3�.���0���.����

�2� �# �0�����!���0���. �>�����@�� �����. �.�Œ�)�2� ���� �Œ�2�+�1�� �1�2�� �1�3�.���!�����)�2���2�. �� �2���� ���#���������)�2���2�. �/�0�� �0�����.�� �.�Œ���+�"

�����. ���0�&���0�2�!�����) �1�3�������.�� �.������ �����.�" ���!���1����� �" �3�#�1��� ��� �������)�" �/�0�����2���"�� ���2���� ���!�0�#���. �2� �# ���.�!������

��� �#�� �����. �Œ�.�!���/�0�������.�� �����. �2���2� ���. ���0���&�1�� ���Œ� �!�0�� ���. �#�Œ� �/�����+���0�� �2���� �����.�!���� �2���" �0�Œ�����������.�����"��

���0�1�0���$�#���.�2�������" ���0�2�����.�1���" ���(�S�L�W�K�H�O�L�D�O���0�H�V�H�Q�F�K�\�P�D�O �7�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q �� �(�0�7���� �)�Œ� �# �2�. ���*�2�2�.�!�. �$����

��� �#�� �2���� �Œ� �������)�2���2�� �2� �#�" ���.�� �.�Œ� ���2� �*�� ���0�2�.���.�1�2�0�#�2�����) �3�.�����)�2�#�Œ� �� �$����� ���2�.�" �2� �1�#�����0�2�!�����)

�1�$�����. �2���" �/� �����"�� �ü�Œ���Œ�!�)�1���0�2�.�� ���.�2�� �2� �� �����0���$� �2� �������)�2���2�.�" �3�.�!�������&���� �� �Œ�2�+�1�� �2���" �1�3�.���!����

���)�2���2�.�" �1�#�$���� �2�.�#�2�����0�2�.�� ���0 �2���� �.�Œ� �/��� �!�������&�1�� �2� �# ���#�2�2�.�!� �1���0���0�2� �* �>�����@��

���#���Œ�.���)�2���2�.

�þ ���#���Œ�.���)�2���2�. ���&�R�P�S�D�F�W�Q�H�V�V�� �0�����.�� �����. �0�Œ���Œ����� �� ���!���1������ ���0�2�!������ �� � �Œ� ���.�� �Œ�.�!�� �2�� �1�2�0����

���.�������.�2������ �2���" �1�#���������0���. ���0 �2�� �1�3�.���!�����)�2���2�.�� �0���3�!�����0�� �2� �Œ�)�1� ���Œ�#�������� �0�����.�� �1�#�1���0�#�.�1�������.

�2�. ���*�2�2�.�!�. �0���2�)�" �2���" �Œ�.�!�.�2���!� �*���0�����" �0�Œ���3�����0���.�"�� ���!�����0�2�.�� �2�#�Œ������ �/���.���!�+���2�.�" �2� �0�����.�/�)�� �2���"

���' �Œ�!� ��� �����" ���0 �2� �2�0�2�!�����&��� �2���" �Œ�0�!�������2�!� �# �2���" �>�����@��

�ú��� ��� ���������� � ���.�����)�" �1�#���Œ�.���)�2���2�.�" �Œ�!� �1�3���!�0�� �0���/�0�����0���" �����. �2���� ���.�2���1�2�.�1�� �2���" �0���&���#�2�2�.�!����

�����" �����2�!�.�" ���.�� �2���� �.���2���/�!�.�1�� �2� �# ���#�2�2�.�!����� �* �Œ�������#�1��� �* �1�2� �1�2�!�0�"�� ���.�!�.�2���!�0���2�.�� �)�2�� ���.�2��

�2���" �Œ�!�+�2�0�" �������!�0�" �/������� �#�!�����.�" �2���2� ���&�� �/� ���+���� �� �1�#���Œ�.���)�2���2�. �.�#�������0�2�.�� �/�!�.���.�2������ ���.���+�" � ��

���1�2� ��� ���������" �/�#�������0���" ���������" �1�#���Œ�#�����+��� �#�� �2� �� �Œ�������#�1���)�� �
�1�2�)�1� �� �� �#�Œ�0�!��� �������� �1�#���Œ�*�����&�1��

���Œ� �!�0�� ���. �.�Œ� �2�0���0�� �.�Œ�)���!���1�� �1�0 �.���2����� �0�" �1�#���������0�"�� ���0 �1�#���������0�" �#�Œ� �����.�" �� �������0���%���" ���!�0�Œ�2�����+��

�1�#�1�2�.�2�����+���� �2�. ���*�2�2�.�!�. �1�#�$���� ���0���+��� �#�� �2� �1�#��� �������) �2� �#�" �.�Œ� �2�*�Œ�&���. ���0�����.�/�)������ ���0��� ���)�" �Œ� �#

�1�#��� �/�0�*�0�2�.�� �.�Œ�) ���0���&�1�� �2���" �0���/� ���#�2�2�.�!�������" �Œ�.�!�.���&�����" �$�7�3 ���.�� �Œ�2�+�1�� �2���" �1�#��� ���������" �����&��

�1�����)�2���2�.�"�� �ò�2�1���� �� �.���!�.���. ���0�2�.��� ���� �2���" �1�#���Œ�.���)�2���2�.�" �.�Œ� �2�0���0�� �����0�1� � �Œ�2�����) �.�Œ� �2�����0�1���.

���0�2�.��� ���������" �/�#�1���0���2� �#�!�����.�" �>���@��

����



���2�.���0�!�)�2���2�.

�þ ���0�2�!������ �6�R�O�L�G�L�W�\ �.�Œ� �2�0���0�� �����.�� �0�#�.���1�����2� �/�0�����2�� �2���" �0�Œ���3�.���0���.�����" ���2�!�.�$�*�2���2�.�"�� �� �2���" �0����

�3�������1���" �������!� ���Œ�!� �0��� �$�+�� �1�2� �0���&�2�0�!�����) �Œ�0�!�����!�.�����. �2���" �/� �����"�� �
�Œ� ��� �������0�2�.�� �����1�& �2���" ���'

�.�������#�1���" �0�����)���.�" �&�" � ���)��� �" �2� �# �Œ�!�.�����.�2����� �* �0�����.�/� �* �2���" �/� �����" �Œ�!� �" �2� �0�����.�/�)�� �2� �# �������!�)��

�2�0�!� �# ���#�!�2� �* �Œ� ���#���+��� �# �Œ� �# ���Œ� �!�0�� ���. �2���� �Œ�0�!�������0���1�0�� ���F�R�Q�Y�H�[ �K�X�O�O���� �õ�1� �Œ��� �.���.���)�����1�2� 

�0�����.�� �2� �Œ�0�!�����!�.�����.�� �2�)�1� �$�.�������)�2�0�!�� �0�����.�� �� �2������ �2���" �V�R�O�L�G�L�W�\ �>�����@��

�ù�Œ�) �3�#�1��� ��� �������� �1��� �Œ������ �����. ���/�.�������� �L�Q �Y�L�W�U�R ���#�2�2�.�!������ ��� ����� �Œ�!�.�����. �Œ�.�!� �#�1�������0�� �1�$�0�2������

� ���.���) �Œ�0�!�����!�.�����. ���V�R�O�L�G�L�W�\ �! ������������ ���)���& �2�&�� ���1�$�#�!�+�� �/�#�������0�&�� �1�#��� �$���"�� �����. �1�����.���2������ ���0����

�&�1�� �#�Œ� �/�0�������*�0�� �1� ���.�!���" ����� ��� ���������" �/���.�2�.�!�.�$���"�� ���2���� � ����� ��� �������� ���!�0�#���.�� �� �0���3�������1�� �Œ�!� �0��� ��

�$�+�� �1�2� �Œ�0�!�����!�.�����. �.���2�.���.������ �2���� �0���0�!��� �Œ� �����1�� �Œ�!� ���!�.�������2�&�� �/���0���1�/�#�1���"�� �)�Œ� �# ���.�!������������

���*�2�2�.�!�. ���0�2�.���.�1�2�0�*� �#���� �ü���.�����.���2�������� �����. �.�Œ�)�2� ���� �Œ�2�+�1�� �1�2�� �V�R�O�L�G�L�W�\ ���Œ� �!�0�� ���. �#�Œ� �/�����+���0��

�0�Œ���3�.���0���.���� �������!�&�1�� �� �.�Œ�)�Œ�2�&�1���� �)�Œ� �# ���0��� ���&�������. ���*�2�2�.�!�. ���.�2�.�1�2�!���3� ���2�.���� �.�3����� ���2�.�"

�������!� ����� �����)�2���2�0�" �1�2���� �Œ�0�!���3���!�0���. �2� �# ���1�2� �* �>�����@��

�������0��� �" ���0��� ���&�������&�� ���#�2�2���!�&�� ���.�� �û� ���+��

�þ �0�Œ���3�����0���.�� �� �/�������0�2�!� �" ���.�� �� �Œ�0�!�����0�2�!� �" �.�Œ� �2�0��� �*�� ���0���0�����+�/�0���" ���0�2�!�������"�� � �� � �Œ� ���0�" �&�1�2�)�1� 

�0���0�2����� ���2�.�� �/���.�3� �!�0�2������ �.������� ���. ���0 �2���� �Œ�#�����)�2���2�. �2���" ���.���������!���0���.�"�� ���0 �.�!�.�����" �1�#���������0�"�� ��

�����2�!���1�� �2� �# ���0������� �#�" �0���)�" ���0��� ���&������� �# ���#�2�2���!� �# �Œ�!� �1�3���!�0�� �����0�1�0�" �Œ�����!� �3� �!���0�" �����. �2����

���.�2���1�2�.�1�� �2� �# �� �0���. �1�����.���2������ �.�*�����1�� �2���" ���#�2�2�.�!�������" �0�Œ���3�����0���.�" �1�#�$���� �#�Œ� �/�0�������*�0�� ���#�2�2�.��

�!������ �����!�.���1�� �� �#�Œ�0�!�2�!� �3���.�� �0���+ �� �1�#�!�!�������&�1�� �Œ�.�!�.�Œ�����Œ�0�� �1�0 �.�Œ�)�Œ�2�&�1���� �ù���2�������2�&�"�� �)�2�.�� �2�.

���*�2�2�.�!�. �0���+��� ���2�.�� �/������� �#�!���+���2�.�" �Œ�#�������" ��� ��� �1�2�������/�0�"�� �.�Œ� �������0�" �� �Œ� ���#���#�2�2�.�!�������" �/� �����"�� �2�.

�)�!���. �2�&�� ���0��� ���&�������&�� ���#�2�2���!�&�� ������� ���2�.�� � �Œ�2������ �/�#�1�/�������!���2�.�� ���0 �.�#�2���" �2���" �Œ�0�!���Œ�2�+�1�0���"�� �� ���0��

�2�!������ ���0�2�.�2� �Œ�����0�2�.�� �1�2� �1�#��� �������) �0�����.�/�)�� �2���" �/� �����"�� �	� �1�#��� �������) �������0��� �" �����.�" �2���2� ���.�" �/� �����"

�.�Œ� �2�0���0�� �����0�1� �/�0�����2�� �2���" �Œ�.�!�.���&�����" ����� �������.�" ���.�� �2���" �1�#��� �$���" �2� �# ���1�2� �* �1�2� �/���1�/�����1�2�.�2� 

�0�Œ���Œ�0�/� �Œ�.�!�.�2���!���1���" �>�����@��

���������� ���0�2�!�������" ���������2�������" �ù�����Œ�2�#�����"

�þ ��� �!�3� ��� �������� �.�������#�1�� �1�0 �����. �/�0�/� �������� �$�!� �������� �1�2�������� �Œ�!� �1�3���!�0�� �����. �1�2�.�2������ �0�����)���. �2���"

���.���������!���0���.�"�� �þ �Œ�����!���" ����� ��� �������� �/�#���.���������� �&�1�2�)�1� �� �.���.�/�0�������*�0�2�.�� ���)��� ���0 �2���� �0���1�.���&����

�2���" �Œ�.�!�.�����2�!� �# �2� �# �$�!�)��� �# �����1�& �Œ�.�!�.��� ��� �*�����1���" �2���" ���/���.�" �Œ�0�!��� �$���"�� �þ �$�!� �������� �0������������ �2�&��

�$�&�!�����+�� ���0�2�!�����+�� ���0�2�.�3�!�����0�2�.�� �1�2� �� ���#�����) �ù�����Œ�2�#�����" ���*�U�R�Z�W�K �5�D�W�H�� �>���@��

�þ ���������2������ �.����� ��� ���0���2�.�� �1�0 �/�*� �0�Œ���Œ�0�/�.�� �	� �Œ�!�+�2� �.�3� �!�� �2� �� �!�#�����) �.�����Œ�2�#�����" �1�#�����0���!���������&��

�/� ���+�����.�Œ� �������+���� �)�Œ� �# �#�Œ� ��� �������0�2�.�� �� �2�.�$�*�2���2�. �0�Œ�����2�.�1���" �2���" �0�Œ���3�����0�����" �2� �#�" ���.�� � �$�!�)��� �" �/����

�Œ���.�1���.�1��� �* �2� �# �0�����.�/� �* �2� �#�"�� ���2�� �3�.�!���.��� ��� �����.�� �����. �Œ�.�!���/�0�������.�� �� �/���.�3� �!� �Œ� �����1�� �.�#�2���" �2���"

���.���Œ�*�����" ���0�$�&�!�����0�� �����.�� ���#�2�2�.�!� �1�2�.�2�����) �Œ�.�!����� ���2�. ���Œ� �# �.���.�1�2�������0�� �2���� �.�����Œ�2�#���� �/���.�2���!�+��

���2�.�" �1�2�.���0�!�) �2� �������0��� �" �2���" �/� �����"�� �.�Œ�) �����.�� ���#�2�2�.�!� �2� �������) �Œ�.�!����� ���2�. ���Œ� �# � �/�����0�� �1�0 �0���0�!����

����



�1�#�!�!�������&�1�� ���)���& ���#�2�2�.�!����� �* ���.�����2� �#���� �	� �/�0�*�2�0�!� �0�Œ���Œ�0�/� �.�3� �!�� �2�� �1�#��� �������� �.�����Œ�2�#���� �2���"

���.���������!���0���.�"�� �� � �Œ� ���. �Œ� �1� �2����� �Œ� ���0���2�.�� �&�" � �!�#�����)�" �.�*�����1���" �2���" �1�#�!�!� ���"�� �þ �2�.�$�*�2���2�. ���0 �2����

� �Œ� ���. � ���#�2�2�.�!�����)�" �Œ�������#�1���)�" �0�Œ�0���2�0�����0�2�.�� �����. ���. ���.���*�%�0�� �2� �/���.�����1����� �#�Œ�)�1�2�!�&���. �.�Œ� �2�0���0��

�2���� �Œ��� �.�����)�Œ���1�2���� ���� ���.�2�.�1�2�!� �3������ ������� �/� �.����� ���)�����1���" �2���" �1�#��� ���������" ���#�2�2�.�!�������" �����&�1�����)��

�2���2�.�" ���.�� �����.���)�2���2�.�" �Œ� �����.�Œ���.�1���.�1��� �* �>�����@��

���������� ���.�������.�2������ ��� ���2�����. ���#�2�2�.�!�������" ���������2�������"

���� �1�2�.�2�������" ���0�2�!�������" �Œ� �# �0������� ���2�.�� �.���� �$�!� �������) �������. �����1�& �2���" �#�Œ� ��� �����1�2�������" �.�������#�1���" �0����

���)���.�"�� �.����� �Œ� ��� �*���2�.�� �1�2�� �1�#�����$�0���. �����. �2�� ���.�������.�2������ ��� ���2�0��� �Œ� �����1�� �2���" ���������2�������" �2���" ���.����

�������!���0���.�"�� �þ �Œ�0�!�����!�.�3�� �2���" �/�#���.���������" �2� �# ���#�2�2�.�!����� �* �Œ�������#�1��� �* �Œ�!� �1�0���������0�2�.�� �����1�& �$�!� ��������

�0���.�!�2�+���0���&�� �/���.�3� �!�����+�� �0�����1�+�1�0�&���� � �� � �Œ� ���0�" �0�Œ���2�!���Œ� �#�� �2�� �Œ�!� �1�0�������1�2������ �0���2�������1�� �2���" ���0����

��� ���2�������" �1�#���Œ�0�!���3� �!���" �2� �# �L�Q �Y�L�W�U�R �1�#�1�2�����.�2� �" �>�����@��

�þ �2�#�Œ������ ���������2������ �����.�" ���#�2�2�.�!�������" ���.���������!���0���.�" �.��� ��� �#���0�� �����. �1������� �0���/�� ���.���Œ�*������ �� � �Œ� ���.

���0�������� ���0 �2�� �3���1�� �Œ�!� �1�.�!��� �����" ���O�D�J �S�K�D�V�H���� ���.�2�� �2�� �3���1�� �.�#�2���� �� � �Œ� ���. ���.���������0�� �$�+�!�. �.������

�1�&�" ���0�2�� �2���� �1�Œ� �!���� �2�. ���*�2�2�.�!�. �/�0�� �Œ�.�!� �#�1������� �#�� �����0�1�� �/���.���!�0�1���� �ù���2�����0�2�.�� �0�����������.�2����� ���2�.��

�1�2� ����� �������!� �Œ�0�!����������� ���� �.���.�/��� �!���.���+��� �#�� �2� �� ���#�2�2�.�!� �1���0���0�2�) �2� �#�"�� �0���3�!����� �#�� �Œ�!�&�2�0�ø���0�"

�Œ�!� �1���)�������1���" ���.�� �.�Œ���+��� �#�� �1�2���� �0�Œ���3�����0���. �2� �# �#�Œ� �1�2�!�+���.�2� �"�� ���0�2�� �2���� � ��� �������!�&�1�� �2���"

�3���1���" �Œ�!� �1�.�!��� �����"�� �2�. ���*�2�2�.�!�. �0���1���!�$� ���2�.�� �1�0 �3���1�� �0���0�!��� �* �Œ� �����.�Œ���.�1���.�1��� �*�� �� � �Œ� ���. �2�0��

�������� �0�Œ�����!�.�/�*���0�2�.�� ���.���+�" �� ���.���������!���0���. �Œ�!� �1�0���������0�� �2���� �Œ�����!�� �1�#�!�!� �� �>�����@�� �þ �/�#���.�������� �.�#�2��

��� ���2�0��� �Œ� ���0���2�.�� �����1�& �/�*� ���.�1�����+�� �Œ�!� �1�0�������1�0�&�� �>�����@��

�	� ��� �����1�2�����) ��������� �0���/���" ��� ���2����� ���/�R�J�L�V�W�L�F �6�L�J�P�R�L�G �0�R�G�H�O��

���2�. �.�!�$������ �1�2���/���. ���0�2�� �2�� �3���1�� �Œ�!� �1�.�!��� �����" ���Œ���$�� ���������� �1�#�!�!� ������ �)�Œ� �# �/�0�� �#�3���1�2�.�2�.�� �$�&��

�!�����)�" �Œ�0�!��� �!���1���)�" ���.�� �2�. ���!�0�Œ�2������ �1�#�1�2�.�2������ �0�����.�� ���3��� ���.�� � �Œ� �����.�Œ���.�1���.�1���)�" �Œ�!� �1�0���������0��

�����.�� �0�����0�2�����) �!�#�����)�� �
�1�2�)�1� �� �� �0�����0�2������ �.�*�����1�� ���.�2�.�!�!���0�� ���!����� �!�. ���.���+�" � �/���.�����1����� �" �$�+��

�!� �" ���0���+���0�2�.���� �+���. �2���� �Œ�0�!�����!�.�3�� �2���" �Œ�����!� �#�" ���.���Œ�*�����" �������#�%���"�� �0���1�����0�2�.�� �� ������� ���. �2���" ������

�����1�2���" �$�&�!���2�����)�2���2�.�" �Œ�0�!����������� ���2� �" ���F�D�U�U�\�L�Q�J �F�D�S�D�F�L�W�\��K ���� �� � �Œ� ���. �����. �2�� �1�#�!�!� �� � �!�����0�2�.��

���0�&�!���2������ �1�2� �������� ��K = 1�� �>�����@��

�	� ��� �����1�2�����) ��� ���2����� �.�Œ� �2�0���0�� �2���� �.�Œ��� �*�1�2�0�!�� �1������� �0���/�� �1�#�����!�2���1�� �Œ� �# �0���1�&���.�2�+���0�� �2� ��

�$�&�!�����) �Œ�0�!��� �!���1���)�� �Œ�!� �������Œ� ���2�.�" �)�2�� � �!�#�����)�" �.�����Œ�2�#�����" �����/�0�������0�2�.�� ���)���& �2���" �.���.�1�2� �����"

�0�Œ�.�3���"��
dC(t)

dt
= pC(t)

�
1 �

C(t)
K

�
��������������

�)�Œ� �#��

�‡C(t) �0�����.�� �� �1�#�!�!� �� �2���" ���.���������!���0���.�" �&�" �1�#�����!�2���1�� �2� �# �$�!�)��� �#t��

�‡p �0�����.�� � �0�����0�����" �!�#�����)�" �.�����Œ�2�#�����" ���L�Q�W�U�L�Q�V�L�F �J�U�R�Z�W�K �U�D�W�H���� � � �Œ� ��� �" �0���3�!�����0�� �2�� ���������1�2��

����



�/�#���.�2�� �2�.�$�*�2���2�. �Œ� �����.�Œ���.�1���.�1��� �* �2�&�� ���#�2�2���!�&�� �)�2�.�� �/�0�� �#�Œ���!�$� �#�� �Œ�0�!��� �!���1��� ����

�‡K �0�����.�� �� �$�&�!���2�����)�2���2�. �2� �# �Œ�0�!����������� ���2� �" �#�Œ� �1�2�!�+���.�2� �"��

��� ��� ���)�2�� �$�!���1����� �� �2� ��� �����1�2�����) ��� ���2����� �#�Œ� �����2�0�� �.�#�1�2���!�� �1�#�����0�2�!���.�� ���.���+�" � ���������1�2� �" �!�#����

���)�" �.�����Œ�2�#�����" ���1�����0��� ���.���Œ���" �2���" ���.���Œ�*�����"�� �1�#�����.�����0�� �.���!�����+�" �1�2� ������ �2���" �$�&�!���2�����)�2���2�.�"

��K /2 ���� �����2�� �Œ� �# �1�Œ�������. �0�Œ�.�������0�*�0�2�.�� �1�2�� ����� ��� �������� �Œ�!�.�����.�2�����)�2���2�. �>�����@��

�	� ��� ���2����� �*�R�P�S�H�U�W�]

���2���� �Œ�!�.���2������ �2�&�� ���#�2�2�.�!�����+�� ���.�������0�!���0���+���� �� �0�Œ�����!���/�#���1�� �2���" �.�����Œ�2�#�����" �/�0�� �0�����.�� �1�#�����0��

�2�!�������� �þ ���0���&�1�� �2� �# �!�#����� �* �Œ� �����.�Œ���.�1���.�1��� �* ���0�������� �Œ� ���* ���&�!���2�0�!�. ���.�� �0�����.�� �Œ�.�!�.�2�0�2�.����������

���)���& �2���" �2� �Œ�������" �1�#�1�1�+�!�0�#�1���" �.���.�1�2�.���2�����+�� ���0�2�.��� �������+�� �Œ�.�!�.�Œ�!� �'�)���2�&�� ���.�� �2� �# �.�#���.���)��

���0��� �# �.���2�.���&�����1��� �* �����. ���!�0�Œ�2������ �1�#�1�2�.�2�������� �	� ��� ���2����� �*�R�P�S�H�U�W�] �>�����@ �/��� �!���+���0�� �.�#�2�� �2����

�.�/�#���.�����.�� �0���1����� ���2�.�" �����. �.�1�*�����0�2�!�� �1������� �0���/�� ���.���Œ�*���� �)�Œ� �# � �!�#�����)�" �Œ� �����.�Œ���.�1���.�1��� �*

�3�������0�� �0�����0�2������ ���0 �2� �� �$�!�)��� ��
dC(t)

dt
= �e � btC(t) ��������������

���� �Œ�.�!�����0�2�!� �� �2� �# ��� ���2����� �# �*�R�P�S�H�U�W�] �3���!� �#�� �1�����.���2������ ����� ��� �������� �Œ�����!� �3� �!���. �����. �2���� ���.��

�2���1�2�.�1�� �2���" ���.���������!���0���.�"��

�‡� ���L�Q�L�W�L�D�O �J�U�R�Z�W�K �U�D�W�H �F�R�Q�V�W�D�Q�W��t � 1���� �ù���2���Œ�!� �1�&�Œ�0�*�0�� �2� �� �0���/�����) �!�#�����) �.�����Œ�2�#�����" �2���"

���.���������!���0���.�" ���.�2�� �2���� �����.�!���� �2���" �Œ�.�!�.�2���!� �*���0�����" �3���1���" �Œ� �����.�Œ���.�1���.�1��� �* ���.�����1�&�"

���0�2�� �2�� �3���1�� �Œ�!� �1�.�!��� �����"���� �
�%�������" �2�������" �2� �#� �#�Œ� �/�����+��� �#�� �/�#���.�������) ���.�� �2�.�$�*�2�.�2� 

�Œ� �����.�Œ���.�1���.�1���) �2�&�� ���#�2�2���!�&�� �1�2� �1�#�����0���!��������� �����1� ���.���������!���0���.�"��

�‡b ���J�U�R�Z�W�K �G�H�F�D�\ �F�R�Q�V�W�D�Q�W��t � 1���� �ü�����.�� �� �1�2�.���0�!�� �3�����1���" �2���" �.�����Œ�2�#�����"�� ���.��� �!�����0�� ���.������

���.�2������ �2� �Œ�)�1� ���!����� �!�. ���0���+���0�2�.�� �� �2���1�� �2�&�� ���#�2�2���!�&�� ���. �Œ� �����.�Œ���.�1������� ���2�.���� �ú��� ��

��� ���������� � �/�0�����2���" �.�#�2�)�" �.���2�����.�2� �Œ�2�!�����0�� �2���� �0�#�.���1�����1���. �2���" �1�#�����0���!�����������" ���#�2�2�.�!�������"

�1�0���!���" �1�2���� �.���.�1�2� ���� ���)���& �0�Œ�.�3���" ���.�� �1�2� �Œ�0�!�����.����� ���2�����) �1�2�!�0�"�� �õ�1� ���0���.���*�2�0�!� �0�����.��

�2� b�� �2�)�1� �Œ��� �.�Œ�)�2� ���. �0�Œ�����!�.�/�*���0�2�.�� �� �.�����Œ�2�#���� ���.���+�" �.�#�������0�2�.�� �� �Œ�#�����)�2���2�.��

�� �1�#���/�#�.�1���)�" �2�&�� �Œ�.�!�.�����2�!�&�� �.�#�2�+�� �0�Œ���2�!���Œ�0�� �1�2� ��� ���2����� �*�R�P�S�H�U�W�] ���. ���0�2�.�2� �Œ�����0�� �2� �1����

���0��� ���.���Œ���" ���2� �1�����0��� ���������1�2���" �2�.�$�*�2���2�.�" �.�����Œ�2�#�����"�� �1�2� 1/ e � 36:8�� �2���" ���������1�2���" �$�&�!���2����

���)�2���2�.�"K �� �ù�#�2�� �� �.�1�#�����0�2�!���. �.�Œ� �/�0�������*�0�2�.�� �0���.���!�0�2������ �.���!�������" �����. �2���� �Œ�0�!�����!�.�3�� ���#�2�2���!�&��

�)�Œ�&�" �2�. �&�D�F�R������ ���.���+�" �.�Œ� �2�#�Œ�+���0�� �Œ���1�2�� �2�� �1�2�.�/���.���� ���0�2�����.�1�� �.�Œ�) �2�� �3���1�� �Œ�!� �1�.�!��� �����"

�1�2���� �0�����0�2������ �.�����Œ�2�#���� ���.�� ���#�!���&�" �2�� �Œ�!� �1���������1�� �Œ�!� �" �2� �� ��� �!�0�1���)�� ���.�2�� �2���� � �Œ� ���. �2�. ���*�2��

�2�.�!�. �.�!�$����� �#�� ���. �.���.�1�2������� �#�� �2�� �/���.���!�0�1�� �2� �#�" ���.�� ���. �Œ�!� �0�2� ��������� ���2�.�� �����. �2�� �/���.�3� �!� �Œ� �����1����

����



���.�!�.�����.�����" �2� �# ��� ���2����� �# �*�R�P�S�H�U�W�]

���)���& �2���" �0�#�!�0���.�" �0�3�.�!��� �����" �2� �# �1�0 �/���.�3� �!�0�2����� �*�" ���#�2�2�.�!����� �*�" �Œ�������#�1��� �*�"�� �2� ��� ���2����� 

�*�R�P�S�H�U�W�] �1�#���.���2���2�.�� �1�2�� ����������� ���!�.�3���. �1�0 �Œ������� �" �.���.�Œ�.�!�.���0�2�!� �Œ� �����1�0�&�� �>�����@��

�þ �2�!� �Œ� �Œ� �����1�� �=�Z�L�H�W�H�U�L�Q�J �.�Œ� �2�0���0�� �����. �.�Œ�) �2�. �Œ��� ��� ������ ��� ���2�����. �1�2�� �������!� ����� ��� �����.�� ���.���+�"

�0���1�����0�� �!���2�� �2���� ������� ���. �2���" �3���1���" �Œ�!� �1�.�!��� �����" �2�&�� �������!� � �!���.�����1���+�� �>�����@�� �ù���2���1�2� ���$�.�� �2� 

�*�R�P�S�H�U�W�]���/�D�L�U�G �.�Œ� �2�0���0�� �2�� �1�#�$���)�2�0�!�. �$�!���1����� �Œ� ��� �*���0���� �Œ�.�!�.�����.���� �1�2���� ���!�0�#���. �����. �2����

�.�����Œ�2�#���� �)�����&�� �>�����@�� ���.�!�)���. �.�#�2���� � �� �Œ�.�!�����0�2�!� �� �2� �# �1�#�$���� �1�2�0�!� �*���2�.�� �0�*��� �����" �0�!�������0���.�"��

���.���+�" �0�Œ���!�0����� �#�� �2�.�#�2�)�$�!� ���. �Œ� �����.�Œ���� �$�.�!�.���2���!���1�2������ �2���" ���.���Œ�*�����"��

�	� �ü��� �Œ� ����������� ��� ���2����� ���8���*�R�P�S�H�U�W�]���� �2� � �Œ� ��� �Œ�.�!� �#�1�������0�2�.�� �&�" �����. ���0���2���&�������� �Œ�!� �1������

�����1�� ���0 �����0�1�. �0�!�������0�*�1�����0�" �Œ�.�!�.�����2�!� �#�"�� �0�Œ���2�!���Œ�0�� �2���� �0���.���&���� �2� �# ���������1�2� �# �1�$�0�2����� �* �!�#����

��� �* �.�����Œ�2�#�����" ��kU ���� �0���#�Œ���!�0�2�+���2�.�" �Œ�.�!�����������. �2���� �0���1�&�����2�&�1�� �#���!���/�����+�� ��� ���2�����&�� ���Œ���$��

�*�R�P�S���H�[�� �����. �2���� �.���!������ ���.�������.�2������ �Œ�!�)�����0�%�� �2���" �&�!�����.���1���" ���.�� �2�!���1�/�����1�2�.�2���" ��� �!�3� �������0��

�1���" �2� �# ���1�2� �* �>�����@��

����



�� �,�0�&�!���2�����) �
�Œ�)���.���!� 

������ �����3���.���� �ü�Œ�0���0�!���.�1���. �ü�����)���.�"

���������� ���0�2�.�1�$�����.�2���1��� �� ���.�� �ü��� �������#���1��

�þ �%���3���.���� �0�Œ�0���0�!���.�1���. �0�����)���.�" �.�Œ� �2�0���0�� �����. ���0���0�����+�/�0�" �Œ�!� �Œ�.�!�.�1���0�#�.�1�2�����) �1�2���/��� �1�2����

�.�������#�1�� � �Œ�2�����+�� �/�0�/� �������&���� ���.���+�" ���0���2���+���0�� �2���� � �Œ�2������ �Œ� ���)�2���2�. ���.�� �.���.�/�0�������*�0�� �2�. ���!���1�����.

��� �!�3� ��� �������� �$�.�!�.���2���!���1�2������ �Œ�!���� �.�Œ�) �2���� �0�3�.�!��� ���� �Œ� ���*�Œ��� ���&�� �.����� �!�������&�� �����$�.���������" �)�!�.��

�1���" �� ���.�������" ���������1���"�� �ú�.�1�����) �Œ�#���+���. �.�#�2���" �2���" �/���.�/�����.�1���.�" �.�Œ� �2�0��� �*�� � �� ���0�2�.�1�$�����.�2���1��� ��

�1�0 �0�Œ���Œ�0�/� �0����� ��� �1�2� ���$�0��� �# ���.�� � �� �2�0�$���������" �$�&�!����� �* �3�����2�!�.�!���1���.�2� �" �>�����@��

�+�!�.��������� �� ���0�2�.�1�$�����.�2���1��� ��

���� ���!�.��������� �� ���0�2�.�1�$�����.�2���1��� �� �$�!���1����� �Œ� ��� �*���2�.�� �0�#�!���&�" �����. �2���� �Œ�!� �1�.�!��� ���� �2���" �.���2�����0�1���"

���.�� �2���" �3�&�2�0�����)�2���2�.�" �����.�" �%���3���.�����" �0�����)���.�"�� ���0 ���.�������.�2�����) �0�Œ���Œ�0�/� �� �� �/���.�/�����.�1���. �.�#�2�� �Œ�0��

�!�����!���3�0�2�.�� �&�" �����. �1�#�����!�2���1�� �.�Œ�0�����)�����1���" �2���" �.�!�$�������" �2�������" �����2�.�1���"f (x; y) �0���)�" �0����� ��� �1�2� ����

�$�0��� �# �1�2���" �$�&�!�������" �1�#���2�0�2�.���������0�"(x; y) �1�0 �����. �����. �2������ �����2�.�1���"g(x; y)�� �� ���0�2�.�1�$�����.�2���1���)�"

�0���3�!�����0�2�.�� �����1�& �2���" �.���)��� �#�����" ���!�.�����������" �0�����1�&�1���" �>�����@��

g(x; y) = � � f (x; y) + � ��������������

�)�Œ� �# �� �Œ�.�!�����0�2�!� �"� > 0 �0�������$�0�� �2���� �.���2�����0�1�� �2���" �0�����)���.�"�� ���0���2� �#�!���+���2�.�" �&�" �1�#���2�0���0�1�2���"

�����!�/� �#�"�� �0���+ �� �Œ�.�!�����0�2�!� �"� �0�������$�0�� �2�� �3�&�2�0�����)�2���2�.�� ���0���2� �#�!���+���2�.�" �&�" �)�!� �" �Œ�)���&�1���" ���E�L�D�V����

�ù�����.�����" �1�2���� �Œ�.�!�����0�2�!� � �Œ�!� ���.��� �*�� �/���.�1�2� ���� �� �1�#�1�2� ���� �2� �# ���1�2�)���!�.�����.�2� �" �2���" �0�����)���.�"��

���0���2���+��� ���2�.�" �2�� �/���.���!���2�)�2���2�. ���0�2�.���* �/� ���+�� ���.�� �#�Œ� �������!� �#�� �þ �/���.�/�����.�1���. �.�#�2�� �0�����.�� ���!���1������

�����. �0�����)���0�" �$�.���������" �.���2�����0�1���"�� �)�Œ�&�" �.�#�2���" �Œ� �# �1�#�$���� �Œ�!� ���*�Œ�2� �#�� �.�Œ�) �0���0���/�����0�#�������0�" ���0���)��

�/� �#�" �������!� �1��� �Œ���.�"�� �)�Œ� �# �2�. �.���2�����0�����0���. �0���/���.�3���!� ���2� �" �/���.�$�&�!����� ���2�.�� � �Œ�2������ ���0 �/�#�1��� �����. �.�Œ�)

�2� �3�)���2� �>�����@��

���� �+�!�.���������) �-�����2�!���!���1���. ���.�� �ü��� �������#���1��

���.�2�� �2���� �.�Œ�)���2���1�� �%���3���.���+�� ����� ��� �������+�� �0�����)���&���� �0�����.�� �1�#�$���� �� �0���1�.���&���� ��� �!�*��� �# �#�%�������"

�1�#�$���)�2���2�.�" ���)�Œ�&�" � ���)�!�#��� �" �V�D�O�W �D�Q�G �S�H�S�S�H�U���� � � �Œ� ��� �" ���Œ� �!�0�� ���. �.����� ���+�1�0�� �2�. �)�!���. �2�&�� ���#�2��

�2�.�!�����+�� �/� ���+���� �+���. �2���� ���.�2�.�1�2� ���� �2� �# ��� �!�*��� �# �0�3�.�!���)��� ���2�.�� �2�0�$���������" �0��� �������#���1���"�� �ù�� ���.��

�2�. ���!�.���������� �3�����2�!�.�� �)�Œ�&�" �2� �3�����2�!� �����1���" �2�������"�� ���0���+��� �#�� �2� �� ���)�!�#��� �� �2�0����� �#�� ���. ��� ���+��� �#��

�2���" �.�������" �2�&�� �.���2�����0���������&���� ���.�2�.�1�2�!���3� ���2�.�" �1�����.���2������ �/� �������� �Œ�����!� �3� �!���. �>���@��

����



�+���. �2���� �.���2�����0�2�+�Œ���1�� �.�#�2� �* �2� �# �Œ�!� ���������.�2� �"�� �Œ�!� �2�����+���2�.�� ���� ���!�.���������� �3�����2�!�.�� ���0 ���#�!���)�2�0�!� 

�2� �3�����2�!� �/�������0�1���" �2�������" ���0�H�G�L�D�Q �)�L�O�W�H�U���� �þ ���0���2� �#�!�����. �2� �# �0���.�!�2���2�.�� �.�Œ�) �2�� �1���!�&�1�� �2���" �0�����)��

���.�" ���0 �����. � �����1���.����� �� �Œ�.�!�����#�!� ���V�O�L�G�L�Q�J �Z�L�Q�G�R�Z�� �� �Œ�0�!��� �$�� ���0���2�����.�1���"Sxy �� �1�#�������&�" �Œ�0�!���2�2�+��

�/���.�1�2���1�0�&��m� m�� �þ �����. �2������ �2� �# ���0���2�!����� �* �0����� ��� �1�2� ���$�0��� �# �#�Œ� ��� �������0�2�.�� �2�.������� ���+���2�.�" �)���0�"

�2���" �2�������" �����2�.�1���" �0���2�)�" �2���" ���0���2� �������" ���.�� �0�Œ��������� ���2�.�" �2�� �/�������0�1�� �2������ �>�����@ ��

g(x; y) = �P�H�G�L�D�Qf f (i; j ) j (i; j ) 2 Sxy g ��������������

�þ �$�!���1�� �2���" �/�������0�1���" �2�������" �0���.�1�3�.�������0�� �)�2�� �.���!�.���0�" �2�������" �����2�.�1���"�� �Œ� �# ���.�2�� ���.���)���. �.���2����

�1�2� ���$� �*�� �1�0 �.���0�Œ�����*�����2� ���)�!�#��� �� �.����� � �*���2�.�� �Œ�����!�&�"�� �$�&�!���" ���. �#�Œ� ���.���������0�2�.�� �� � ���*�2���2�. �2�&��

�Œ�!�.�����.�2�����+�� � �!���&���� �þ �/���.�2���!���1�� �2�&�� �.�����+�� �0�����.�� �Œ� ���* �1�����.���2������ �1�2���" ���.�2�!�������" �0�����)���0�"�� ���.���+�"

�.�Œ� �2�0���0�� �.�#�1�2���!�) �Œ�!� �.�Œ�.���2� �*���0��� �����. �2���� �0�Œ���2�#�$�� �0�3�.�!��� ���� ���0�2���Œ�0���2�. �.����� �!�������&�� �.�����$���0�#��

�1���" �Œ�0�!��� �$�+�� �0���/���.�3���!� ���2� �" ���5�2�,�� ���.�� ���0���)�/�&�� ���.�2�&�3�����&�1���" �>���@��

���������� ���.�2�&�3�����&�1�� ���.�� �û�#�.�/�������" �����1���0�"

�þ �/���.�/�����.�1���. �2���" ���.�2�&�3�����&�1���" ���W�K�U�H�V�K�R�O�G�L�Q�J�� �.�Œ� �2�0���0�� �����. �.�Œ�) �2���" ���0���0�����+�/�0���" ���.�� �0�#�!�*�2�0�!�.

�$�!���1����� �Œ� ��� �*���0���0�" �2�0�$���������" ���.�2���2�����1���" �1�2���� �����.�1������ �%���3���.���� �0�Œ�0���0�!���.�1���. �0�����)���.�"�� ���*�!��� �"

�1�2�)�$� �" �2���" ���0���)�/� �# �0�����.�� � �/���.�$�&�!���1���)�" �2�&�� �.���2�����0���������&�� �0���/���.�3���!� ���2� �" �.�Œ�) �2� �#�Œ�)���.���!� ��

�����1�& �2���" ���0�2�.�2�!� �Œ���" �����.�" �0�����)���.�" �/���.���.�������1�0�&�� �2� �# �����!�� �1�0 �����. �/�#�.�/������ �0�����)���. ���E�L�Q�D�U�\ �P�D�V�N����

�þ �.�Œ��� �*�1�2�0�!�� ��� �!�3�� �2���" ���0���)�/� �#�� �����&�1�2�� �&�" ���.��� �������� ���.�2�&�3����� �Œ� �����1���� �1�#�����!�����0�� �2���� �2������

�3�&�2�0�����)�2���2�.�"f (x; y) �������0 �0����� ��� �1�2� ���$�0��� �# ���0 �����. �1�2�.���0�!���� �Œ�!� ���.��� �!���1�������� �2������ ���.�2�&�3����� �#

T�� �þ ���.�������.�2������ �/���.�2�*�Œ�&�1�� �2���" �Œ�!� ���*�Œ�2� �#�1�.�" �/�#�.�/�������" �0�����)���.�"g(x; y) �Œ�0�!�����!���3�0�2�.�� �.�Œ�) �2����

�.���)��� �#���� �2�������.�2������ � �!���1�������� �1�#�����!�2���1�� �>�����@��

g(x; y) =

8
<

:
1; �0����f (x; y) � T

0; �0����f (x; y) < T
��������������

���2���� �ü�����1�&�1�������������� �� �2������1 ���� � �Œ� ���. �1�#�������&�" �.���.�Œ�.�!���1�2���2�.�� �&�" ���������1�2�� �����2�.�1���� �Œ���$��255�1�0 ����

�E�L�W �0�����)���0�"�� �#�Œ� �/�����+���0�� �2���� �Œ�.�!� �#�1���. �2� �# �.���2�����0��������� �#�� �0���+ �� �2������0 �.���2���1�2� ���$�0�� �1�2� �3�)���2� �� �þ

���.�2�&�3����� �Œ� �����1�� �0�3�.�!���)���0�2�.�� ���/�.�������� ���Œ�0���2�. �.�Œ�) �2���" �/���.�/�����.�1���0�" ���!�.��������� �* ���0�2�.�1�$�����.�2���1��� �*

�2���" �.���2�����0�1���" ���.�� �$�&�!�������" �0��� �������#���1���"�� �þ �Œ�!� ���������0���1�. ���.�2�.�1�2� ���� �2� �# ��� �!�*��� �# �/���.�1�3�.�������0��

�)�2�� � �� ��� �!�#�3���" �2� �# ���1�2� ���!�������.�2� �"�� � �� � �Œ� ���0�" �.���2���1�2� ���$� �*�� �1�2� �3�)���2� ���.�� �1�2�. �.���2�����0�����0���.�� �0�����.��

�Œ�0�!���1�1�)�2�0�!� �/���.���!���2���" ���.�� �.�Œ�.�����.���������0�" �.�Œ�) �0�Œ�����.���*�%�0���"��

����



�ù�����)�!������� �" �2�W�V�X

�þ �$�!���1�� �0���)�" �1�2�.���0�!� �* ���.�� �Œ�!� ���.��� �!���1������� �# ���.�2�&�3����� �# �0�Œ�.�!���0�� �1�#�$���� �1�0 �Œ�0�!����������� ���2�. ���0

�0���0���$�)���0��� �3�&�2���1���)�� �
�1�2�)�1� �� �1�0 �Œ�0�!���Œ�2�+�1�0���" �)�Œ� �# �� ���.�2�.��� ���� �2���" �3�&�2�0�����)�2���2�.�" ���0�2�.���������0��

�2�.�� �/�#���.���������� ���.�����1�2�.�2�.�� �.���.�����.���. �� �.�#�2� ���.�2� �Œ� ������������ �0�Œ����� ���� �2� �# �������2���1�2� �# ���.�2�&�3����� �#�� �þ

�Œ����� �� �/���.�/�0�/� �������� �Œ�!� �1���������1�� �����. �2���� �0�Œ�����#�1�� �.�#�2� �* �2� �# �Œ�!� ���������.�2� �" �0�����.�� �� ������� �/� �" �2�W�V�X

�>�����@��

�� �.�����)�!������� �" �2�W�V�X �.���2�����0�2�&�Œ�����0�� �2���� ���.�2�&�3����� �Œ� �����1�� �&�" �����. �Œ�!�)���������. �1�2�.�2���1�2�������" �2�.�������)��

�����1���" �����.�" �/�����1�2�.�1���"�� �,�0�&�!�0�� �)�2�� �2� ���1�2�)���!�.�����. �2���" �0�����)���.�" �.�Œ� �2�0���0���2�.�� �.�Œ�) �/�*� �/���.���!���2���"

�������1�0���" �0����� ��� �1�2� ���$�0���&���� �2���� �������1�� �2� �# �#�Œ� �������!� �# ��C0�� ���.�� �2���� �������1�� �2� �# �.���2�����0��������� �# ��C1����

���2�)�$� �" �2���" ���0���)�/� �# �0�����.�� �� �0�*�!�0�1�� �0���0����� �# �2� �# ���.�2�&�3����� �#t �Œ� �# ���0�����1�2� �Œ� ���0�� �2�� �/���.���*���.���1��

���0�2�.���* �2�&�� �������1�0�&�� �>�����@��

�ò�1�2�& �)�2�� �� �0�����)���. �/���.�����2�0��L �0�Œ���Œ�0�/�. �3�&�2�0�����)�2���2�.�" ���Œ���$��L = 256�� ���.��pi �0�����.�� �� �Œ�����.���)�2���2�.

�0���3�������1���" �0���)�" �0����� ��� �1�2� ���$�0��� �# ���0 �0�Œ���Œ�0�/� �3�&�2�0�����)�2���2�.�"i �� �ü���� �0�Œ�����0���0�� �����. ���.�2�+�3����t�� �2�.

�0����� ��� �1�2� ���$�0���. �$�&�!����� ���2�.�� �1�2���" �������1�0���"C0 = f 0; 1; : : : ; tg ���.��C1 = f t + 1; : : : ; L � 1g�� ����

�Œ�����.���)�2���2�0�" �0���3�������1���" �2���" �������0 �������1���" �/����� ���2�.�� �.�Œ�) �2���" �1�$���1�0���"��

! 0(t) =
tX

i =0

pi ; ! 1(t) =
L � 1X

i = t+1

pi ��������������

�þ �/���.���*���.���1�� ���0�2�.���* �2�&�� �������1�0�&��� 2
B (t)�� �� � �Œ� ���. �.�Œ� �2�0���0�� �2� ���!���2���!��� �.����� ���)�����1���" �2� �# �/���.��

�$�&�!���1��� �*�� � �!�����0�2�.�� ���.�������.�2������ �&�"��

� 2
B (t) = ! 0(t)! 1(t) [� 0(t) � � 1(t)]2 ��������������

�)�Œ� �#� 0(t) ���.��� 1(t) �0�����.�� � �� �����1�0�" �2�������" �3�&�2�0�����)�2���2�.�" �����. �2���" �������1�0���"C0 ���.��C1 �.���2���1�2� ���$�.�� ��

�.�����)�!������� �" �#�Œ� ��� �������0�� �0�Œ�.���.�����Œ�2������ �2���� �2������� 2
B (t) �����. �������0 �Œ�����.���)t 2 [0; L � 1] ���.�� �0�Œ���������0��

�2� �������2���1�2� ���.�2�+�3����Topt �Œ� �# ���0�����1�2� �Œ� ���0�� �.�#�2�� �2���� �Œ� �1�)�2���2�. �>�����@��

Topt = �D�U�J �P�D�[
0� t<L

f � 2
B (t)g ��������������

�ù�� ���.�� �� ������� �/� �" �2�W�V�X �Œ�!� �1�3���!�0�� �����. �.���2�����0�����0�������� ���.�� �Œ�����!�&�" �.�#�2� ���.�2� �Œ� ������������ ���*�1���� �� �.�Œ�)��

�/� �1�� �2���" ���Œ� �!�0�� ���. �#�Œ� ���.�������1�2�0�� �0���� � �� ��� �!�#�3���" �2� �# ���1�2� ���!�������.�2� �" �0�����.�� �����2� ���. �.�1�*�����0�2�!�0�"

�� �0���� �2� �0�Œ���Œ�0�/� ��� �!�*��� �# �0�����.�� �#�Œ�0�!��� �������� �#�%�����)�� ���0 �2���2� ���. �Œ�!�.���2������ �1�0�����!���.�� �� �0�3�.�!��� ����

�0���Œ�0���!�����+�� ���.�2�&�3�����&�� �� �� �/�#���.�������� �Œ�.�!�.���0�2�!� �Œ� �����1�� ���Œ� �!�0�� ���. �0���.�1�3�.�����1�0�� ���.���*�2�0�!�0�" �0�Œ����

�/�)�1���" �>�����@��

����



���������� ���.�������.�2������ ��� �!�3� ��� �����. ���.�� �ù�������#�1�� ���#�����1�2�&�1�+��

�	�. ���0�&���0�2�!������ �1�$�����.�2�. �0���/���.�3���!� ���2�.�" �1�0 �����. �0�����)���. �0���/���$�0�2�.�� ���. �Œ�.�!� �#�1������� �#�� �.�2�����0���0�"��

�)�Œ�&�" �������!���" � �Œ���"�� �.�Œ� ��� ���������. �2�������.�2�. �� �.���0�Œ�����*�����2�0�" �1�#���0���+�1�0���" ���0���2� �������+�� �/� ���+���� �þ �.���2����

���0�2�+�Œ���1�� �.�#�2�+�� �2�&�� �����2�������2�&�� �0�Œ���2�#���$�����0�2�.�� �����1�& �2���" ���.�������.�2�������" ��� �!�3� ��� �����.�"�� �0���)�"

�������/� �# �2���" �0�Œ�0���0�!���.�1���.�" �0�����)���.�" �Œ� �# ���.�1�����0�2�.�� �1�2�� ���0�&�!���. �1�#���)���&���� �2���� �2� �Œ� ��� �����. ���.�� �2��

���0�&���0�2�!���. �>�����@��

�	� �û� �������) ���2� ���$�0��� 

�� �Œ�#�!�����.�" �������0 ��� �!�3� ��� ���������" �Œ�!�������" �0�����.�� �2� �/� �������) �1�2� ���$�0��� �� �2� � �Œ� ��� �1�#����� �������0�2�.�� �1�#�������&�"

�&�"B �� ���!�)���0���2�.�� �����. �����. �������!�) �#�Œ� �1�*��� ��� �0����� ��� �1�2� ���$�0���&�� ���1�#�������&�" �����.�" �Œ�����.���.�" ���0 �Œ�0�!���2��

�2���" �/���.�1�2���1�0���"���� �2� � �Œ� ��� �/���.�����2�0�� �����. ���.��� �!���1������� �������2�!� ���.�� �����. �1�#�����0���!���������� ���0�&���0�2�!������

��� �!�3���� �)�Œ�&�" �/���1��� �"�� �2�0�2�!�����&��� �� �1�2�.�#�!�)�"�� �þ ��� �!�3� ��� �������� �Œ�!������ �Œ�!� ���*�Œ�2�0�� �.�Œ�) �2�� �1���!�&�1��

� ���)�������!���" �2���" �0�����)���.�"A ���0 �2� �/� �������) �1�2� ���$�0��� B ���.�� �2� �� �����0���$� �2���" �2� �����" �� �2���" �0�Œ���������#�%���"

�2� �#�" �>�����@��

�û���.�1�2� ���� ���'�L�O�D�W�L�R�Q�� ���.�� �û�������!�&�1�� ���(�U�R�V�L�R�Q��

���� �/�*� ���0���0�����+�/�0���" �Œ�!�����0���" �2���" ���.�������.�2�������" ��� �!�3� ��� �����.�" �0�����.�� �� �/���.�1�2� ���� ���.�� �� �/�������!�&�1����

�ò�1�2�&A �2� �1�*��� ��� �2�&�� �0����� ��� �1�2� ���$�0���&�� �Œ� �# �.������� �#�� �1�2� �.���2�����0�����0��� ���2������ ���� ���.��B �2� �/� �������)

�1�2� ���$�0��� ��

�þ �/���.�1�2� ������ �� � �Œ� ���. �1�#����� �������0�2�.�� �&�"A � B �� � �!�����0�2�.�� ���.�������.�2������ �����1�& �2���" �Œ�!�)�1���0�1���"

�0�L�Q�N�R�Z�V�N�L��

A � B = f z j (B̂ )z \ A 6= ;g ��������������

�)�Œ� �#(B̂ )z �0�����.�� �2� �1�#�����0�2�!�����) �2� �# �/� ������� �* �1�2� ���$�0��� �# ���0�2�.�2� �Œ���1������� ���.�2��z�� �þ �/���.�1�2� ���� �/���0�#��

�!�*���0�� �2�. �)�!���. �2�&�� �.���2�����0���������&���� �1�#���0���+���0�� ���0���2� ���������" �Œ�0�!��� �$���" �Œ� �# �$�&�!����� ���2�.�� �.�Œ�) �������!�� ���0����

���.�� ���0���0���*���0�� �2�� �1�#��� �������� �/� ���� �>�����@��

�ù���2���1�2�!� �3�.�� �� �/�������!�&�1���� �� � �Œ� ���. �1�#����� �������0�2�.�� �&�"A 	 B �� � �!�����0�2�.�� �&�" �2� �1�*��� ��� �)���&�� �2�&��

�1�����0���&��z �����. �2�. � �Œ� ���. �2� �/� �������) �1�2� ���$�0��� �� ���0�2�.�2� �Œ���1������� ���.�2��z�� �Œ�0�!�����$�0�2�.�� �0�� � ��� �������!� �#

�1�2� �.���2�����0�����0��� A��

A 	 B = f z j (B )z � Ag ��������������

�þ �/�������!�&�1�� ���0���+���0�� �2� �������0��� �" �2�&�� �.���2�����0���������&�� ���.�� �.�Œ� ���.���!�*���0�� �������!�� ���.�� �.�1�����.���2�. ��� �!�#��

���+�/�� �1�$�����.�2�. �>�����@��

����



��� �!�3� ��� �������) �����0���1����� ���.�� �������!�&�1�� ���Œ�+��

���0 �Œ�!�.���2�������" �0�3�.�!��� �����"�� �� �/���.�1�2� ���� ���.�� �� �/�������!�&�1�� �1�Œ�������. �$�!���1����� �Œ� ��� �*���2�.�� ���0��� ���&�������.��

�.������ �1�#���/�#����� ���2�.�� �����. �2�� �/������� �#�!�����. �1�*�����0�2�&�� �3�����2�!�&���� �	� ��� �!�3� ��� �������) �����0���1����� �� �2� � �Œ� ��� 

�1�#����� �������0�2�.�� �&�"A � B �� �.�Œ� �2�0���0���2�.�� �.�Œ�) �����. �/���.�1�2� ���� �.��� ��� �#��� �*���0���� �.�Œ�) �����. �/�������!�&�1�� ���0 �2� 

���/��� �.���!�����+�" �/� �������) �1�2� ���$�0��� �>�����@��

A � B = ( A � B) 	 B ��������������

�	� �����0���1����� ���0�3�#�!�+���0�� �1�2�0���� ���0���� ���0�2�.���* ��� ���2�����+�� �/� ���+���� �0��� ���.���*���0�� �0���&�2�0�!�������" �0�1� �$���" �2� �#

�Œ�0�!�����!�������.�2� �" ���.�� �0��� �Œ� ���0�� �1�#�1�2���/�0�" �.���2�����0���������&���� �/���.�2���!�+���2�.�" �&�1�2�)�1� �2� �1�#��� �������) �2� �#�"

�0�����.�/�)�� �1�0 �3�#�1��� ��� �������� �0�Œ���Œ�0�/�.��

���#�$������ �2� �0�1�&�2�0�!�����) �2�&�� ���#�2�2���!�&�� �� �2�&�� �������!� �/� ���+�� �0���3�.�������0�� �$�.�������)�2�0�!�� �����2�.�1�� �3�&�2�0�����)��

�2���2�.�"�� � �/�����+���2�.�" �1�2�� �/������� �#�!�����. � �Œ�+�� �0���2�)�" �2�&�� �/�#�.�/�����+�� ���.�1���+���� �þ �Œ�����!�&�1�� �.�#�2�+�� �2�&��

� �Œ�+�� �/�0�� ���Œ� �!�0�� ���. �0�Œ���2�0�#�$���0�� �.�Œ� �2�0���0�1���.�2������ ���0 �����. �.�Œ���) �����0���1����� �� ���.���+�" �2� �������0��� �" �2���"

� �Œ���" ���Œ� �!�0�� ���. �Œ� �����������0�� �/�#���.���������� ���.�������.�2�������� �� �Œ�����!�&�1�� � �Œ�+�� ���.�1�����0�2�.�� �1�2�� ���0�&�!���. �2���"

��� �!�3� ��� ���������" �.���.���.�2�.�1���0�#���" �>�����@�� �� �.�����)�!������� �" �0���������0�� �.�Œ�) �����. �1�*��� ��� �/�0�����2�0�" ���P�D�U�N�H�U�V��

�Œ� �# ���!���1��� ���2�.�� �1�2�. �)�!���. �2���" �0�����)���.�" ���.�� �0�3�.�!���)���0�� �0�Œ�.���.�����Œ�2�������" ���0�&�/�.���1���.�����" �/���.�1�2� �����"

���J�H�R�G�H�V�L�F �G�L�O�D�W�L�R�Q�V�� �����$�!�� ���. �0�Œ���2�0�#�$���0�� �1�*���������1���� �0���2� �Œ����� ���2�.�" ���.�� ���0������� ���2�.�" �)���. �2�. �0�1�&�2�0��

�!������ �©��� �������2���.�ª �2�&�� �/� ���+���� �0���.�1�3�.������� ���2�.�" ���2�1�� �1�#���Œ�.���0���" �����1���0�" �>�����@��

�ù�������#�1�� ���#���0���2�����+�� ���#�����1�2�&�1�+��

���0�2�� �2� �� ��� �!�3� ��� �������) ���.���.�!���1���) �2���" �/�#�.�/�������" �����1���.�"�� �� �.�������#�1�� �Œ�!� �$�&�!�� �.�Œ�) �2� �0�Œ���Œ�0�/� 

�2�&�� �0����� ��� �1�2� ���$�0���&�� �1�2� �0�Œ���Œ�0�/� �2�&�� �/���.���!���2�+�� �.���2�����0���������&���� �ù�#�2�) �0�Œ���2�#���$�����0�2�.�� �����1�& �2� �#

�.����� �!������� �# �2���" �ù�������#�1���" ���#���0���2�����+�� ���#�����1�2�&�1�+�� ���&�R�Q�Q�H�F�W�H�G �&�R�P�S�R�Q�H�Q�W �/�D�E�H�O�L�Q�J �� �&�&�/��

�>�����@��

�� �.�����)�!������� �" �1�.�!�+���0�� �2�� �/�#�.�/������ �0�����)���. ���.�� �.����� ��� ���0�� �2�� ���0���2�����.�1�� �2�&�� �0���0�!���+�� �0����� ��� �1�2� ����

�$�0���&�� ���S�L�[�H�O�V ���0 �2������ ������ ���0 �����. �/���1�/�����1�2�.�2� �Œ���������.�� �$�!���1����� �Œ� ��� �*���2�.�� �/�*� ���.�1������ ���!���2���!���.

�1�#���/�0�1�����)�2���2�.�"�� �� �����1�#���/�0�1�����)�2���2�. �������F�R�Q�Q�H�F�W�L�Y�L�W�\���� �Œ� �# �0�������$�0�� ���)��� �2�. � �!�����)���2���. ���.�� ������

���0�2�. ���0���2� �������� �S�L�[�H�O�V�� ���.�� �� �����1�#���/�0�1�����)�2���2�. �������F�R�Q�Q�H�F�W�L�Y�L�W�\���� �Œ� �# �1�#���Œ�0�!�����.���������0�� ���.�� �2���"

�/���.���+�����0�" �1�#���/���1�0���" �>�����@��

���)�����" �0���2� �Œ���1�2�0�� �����. �1�*��� ��� ���0���2� �������+�� �0����� ��� �1�2� ���$�0���&���� �2� �# �.�Œ� �/���/�0�2�.�� �����. ��� ���.�/������ �.������

�!�.���. �0�2�������2�. ���O�D�E�H�O���� ���0 �.�#�2�)�� �2� �� �2�!�)�Œ� �� �����. �.�Œ���� �/�#�.�/������ �����1���. ���0�2�.�2�!���Œ�0�2�.�� �1�0 �����.�� �$���!�2��

�0�2�����0�2�+�� ���O�D�E�H�O �P�D�S���� �)�Œ� �# �� �2������ �������0 �0����� ��� �1�2� ���$�0��� �# �#�Œ� �/�����+���0�� �2���� �2�.�#�2�)�2���2�. �2���" �.���0�����!��

�2���2���" �/� �����" �1�2���� � �Œ� ���. �.�������0���� �þ �/���.�/�����.�1���. �.�#�2���� �)�Œ�&�" ���. �.���.���#���0�� �1�2�� �1�#�����$�0���. �0���/������ �����.

�2���" ���#�2�2�.�!�������" �0�����)���0�"�� �0�����.�� �Œ� ���*�2������ ���.���+�" �0�Œ���2�!���Œ�0�� �2���� �����0�1�� ���.�2�.�����2�!���1�� �2�&�� �.���2�����0��������

���&���� �2� �� �/���.�$�&�!���1���) �2� �#�"�� ���.�� �2���� �.�Œ� ���)���&�1�� �2� �#�" �����. �2���� �0���.���&���� ��� �!�3� ��� �������+�� �$�.�!�.���2����

����



�!���1�2�����+�� �1�0 �0�Œ���Œ�0�/� ���0��� ���&������� �# �1�2���������)�2�#�Œ� �#��

���������� �+�0�&���0�2�!������ ���.�� ��� �!�3� ��� �������� ���.�!�.���2���!���1�2������

���0�2�� �2� �� �0�Œ���2�#�$�� �/���.�$�&�!���1���) ���.�� �2���� �2�.�#�2� �Œ� �����1�� �2�&�� ���0��� ���&�������&�� �.���2�����0���������&���� �2� �0�Œ�)��

���0��� �1�2���/��� �.�3� �!�� �2���� �Œ� �1� �2������ �2� �#�" �Œ�0�!�����!�.�3���� �þ �0���.���&���� ���0�&���0�2�!�����+�� ���.�� ��� �!�3� ��� �������+��

�$�.�!�.���2���!���1�2�����+�� ���0�2�.�2�!���Œ�0�� �2���� �Œ�����!� �3� �!���. �2�&�� �0����� ��� �1�2� ���0���&�� �1�0 �/���.���*�1���.�2�. �$�.�!�.���2���!����

�1�2�����+�� �$�.���������" �/�����1�2�.�1���"�� �2�. � �Œ� ���. �.�Œ� �2�#�Œ�+��� �#�� ���0 ���.�������.�2������ �.���!�����0���. �2� �������0��� �" ���.�� �2� 

�1�$�����. �������0 �/� �����" �>�����@�� �	�. �$�.�!�.���2���!���1�2������ �.�#�2�� �0�����.�� ���!���1�����. �����. �2�� ���0�2���Œ�0���2�. �1�2�.�2���1�2������

�.�������#�1�� �� �2���� �2�!� �3� �/�)�2���1�� �.����� �!�������&�� �����$�.���������" ���������1���"��

�ü�����.�/�)�� ���.�� ���0�!�����0�2�!� �"

�	� �ü�����.�/�)���� �1�#����� �������)���0��� �&�"A�� �.�Œ� �2�0���0�� �2� �Œ��� ���0���0�����+�/�0�" �����2�!� ���0������� �#�" �����.�" �/���1�/�����1�2�.��

�2���" �/� �����"�� ���0 �%���3���.�����" �0�����)���0�"�� �#�Œ� ��� �������0�2�.�� �&�" �2� �����!� ���1���. �2� �# �Œ������� �#�" �2�&�� �0����� ��� �1�2� ����

�$�0���&��N �Œ� �# �.������� �#�� �1�2�� �1�#�����0���!���������� �1�#���0���2������ �1�#�����1�2�+�1�. �� �&�" �2� �����!� ���1���. �2�&�� �3�#�1�����+��

�2� �#�" �/���.�1�2���1�0�&���� �0���� �#�Œ���!�$�0�� �$�&�!������ ���.����� ���)�����1�� �>�����@��

A =
X

(x;y )2 S

1 ����������������

�)�Œ� �#S �2� �1�*��� ��� �2�&�� �1�#���2�0�2�.���������&�� �2�&�� �0����� ��� �1�2� ���$�0���&�� �2� �# �.���2�����0��������� �#��

�ù���2���1�2� ���$�.�� �� ���0�!�����0�2�!� �"P �0���3�!�����0�� �2� ������� �" �2� �# �0���&�2�0�!����� �* � �!��� �# �2� �# �.���2�����0��������� �#�� ���2���"

�%���3���.�����" �0�����)���0�"�� � �#�Œ� ��� �����1���)�" �2���" �Œ�0�!�������2�!� �# �Œ�!� �1�0���������0�2�.�� �.����� �!������������ �0���2� �Œ����� ���2�.�" �2�.

�0����� ��� �1�2� ���$�0���. �2� �# �.���2�����0��������� �# �Œ� �# ���0���2��������� �#�� ���0 �2� �#�Œ�)���.���!� ���.�� �.���!� ����� ���2�.�" �2���" �.�Œ� �1�2����

�1�0���" ���0�2�.���* �2�&�� �������2�!�&�� �2� �#�" �>�����@��

���#���������)�2���2�.

�õ�Œ�&�" �0���/�.���0 �1�2� �
�Œ� ���0�3�����.��� �������� �� ���#���������)�2���2�. �.�Œ� �2�0���0�� �����. �.�/�����1�2�.�2� �����2�!� �2���" �Œ� ���#�Œ��� ��

���)�2���2�.�" �2� �# �1�$�����.�2� �"�� �2� � �Œ� ��� �Œ�0�!�����!���3�0�� �Œ�)�1� ��� ���2�� ���!���1���0�2�.�� �� ��� �!�3�� �0���)�" �.���2�����0��������� �#

�1�0 �����.�� �2�����0��� ���*����� �� �þ ���0�2�!������ �.�#�2�� �Œ�.�!� �#�1�������0�� �.���.����� ���&�2�)�2���2�. ���L�Q�Y�D�U�L�D�Q�F�H�� �&�" �Œ�!� �" �2����

���������.���.�� �2���� �Œ�0�!���1�2�!� �3�� ���.�� �2�� ���0�2�.�2�)�Œ���1�� �>�����@�� ���.�������.�2������ � �!�����0�2�.�� �����1�& �2���" �1�$���1���" �0����

���.�/� �* ���.�� �Œ�0�!�������2�!� �#��

C =
4�A
P2

����������������

�þ �2������ �2���" ���#���������)�2���2�.�" �Œ�0�!��� �!�����0�2�.�� �1�2� �/�����1�2�����.(0; 1]�� �	������ ���1�� ���01 �.���2���1�2� ���$�0�� �1�0 �����.��

�.�Œ�)���#�2�. �2�����0��� ���*����� �� ���.���+�" � ���*����� �" �/���.�����2�0�� �2� ���������1�2� �/�#���.�2�) �0�����.�/�)�� �����. �/�0�/� �������� �Œ�0��

�!�����0�2�!� �� �õ�1� �2� �1�$�����. �������0�2�.�� �Œ��� �0�Œ���������0�"�� �.���.���)�����1�2� �� �.�Œ� ���2�� �Œ� ���*�Œ��� ���. �Œ�0�!�����!�������.�2�.��

����



�� �2������ �2� �#C �Œ�!� �1�0���������0�� �2� 0�� �þ ���0�2�!������ �.�#�2���� �)�Œ�&�" ���.�� � �� �0�Œ�)���0���0�" �Œ� �# ���. �Œ�.�!� �#�1���.�1�2� �*����

�Œ�.�!���$� �#�� �1�����.���2������ ����� ��� �������� �Œ�����!� �3� �!���. �1�2���� ���#�2�2�.�!������ �.�������#�1�� �>�����@

���#�!�2�) ���0�!�����������. ���.�� ���2�.���0�!�)�2���2�.

�+���. �2���� �.����� ���)�����1�� �2���" �1�2�.���0�!�)�2���2�.�" ���V�R�O�L�G�L�W�\�� �0���)�" �.���2�����0��������� �#�� �0���1�����0�2�.�� �� ������� ���. �2� �# ���#�!��

�2� �* �Œ�0�!�����������.�2� �"�� �	� ���#�!�2�) �Œ�0�!�����������. �0���)�" �1�#���)��� �# �1�����0���&��S � �!�����0�2�.�� �&�" �2� �������!�)�2�0�!� 

���#�!�2�) �Œ� ���*���&��� �Œ� �# �Œ�0�!�����$�0�� �)���. �2�. �1�����0���. �2� �#S �ü�Œ� �Œ�2�������� ���Œ� �!�0�� ���. �Œ�.�!� ��� ���.�1�2�0�� ���0 �����.

�0���.�1�2�����) �������. �Œ� �# �2�0���2�+���0�2�.�� ���*�!�& �.�Œ�) �2���" �0���&�2�0�!�������" �Œ�!� �0��� �$���" �2� �# �.���2�����0��������� �#��

�ò�1�2�&Aconvex �2� �0�����.�/�)�� �2� �# ���#�!�2� �* �Œ�0�!�����������.�2� �"�� �þ �1�2�.���0�!�)�2���2�.��Sol �� � �!�����0�2�.�� �&�" � ���)��� �"

�2� �# �0�����.�/� �* �2� �# ���/��� �# �2� �# �.���2�����0��������� �# �Œ�!� �" �2� �0�����.�/�)�� �2� �# ���#�!�2� �* �2� �# �Œ�0�!�����������.�2� �" �>�����@����

Sol =
A

Aconvex
����������������

�þ �1�#���Œ�.���)�2���2�. ���.���������0�� �2�������" �1�2� �/�����1�2�����.(0; 1]�� �ò���. �.���2�����0�����0��� �$�&�!���" ���.���)��� �# �0�1�&�2�0�!�������"

� �Œ���" ���Œ�����!�&�" ���#�!�2�)�� ���$�0�� �1�2�.���0�!�)�2���2�. ���1�� ���01�� ���.���������" �2�������" �2���" ���0�2�!�������" �#�Œ� �/�����+��� �#��

�.���2�����0�����0���. ���0 ���.�������" �0�1� �$���" �1�2�. �Œ�0�!�����!�������.�2�� �2� �#�" �� �/� �����" �Œ� �# �.���.�Œ�2�*�1�1� ���2�.�� ���0 �/�0���/�!���2������

��� �!�3���� �)�Œ�&�" � �� ���0�#�!�+���0�"��

���)��� �" �û���.�1�2���1�0�&��

�� ���)��� �" �û���.�1�2���1�0�&�� ���0�2�!�� �2���� �0�Œ���������#���1�� �2� �# �.���2�����0��������� �# ���.�� �.�Œ� �2�0���0�� �����. ���1�$�#�!�) �$�.�!�.��

���2���!���1�2�����) �/�������!���1���" ���0�2�.���* �1�#�����0�2�!�����+�� ���.�� �.�1�*�����0�2�!�&�� �/� ���+���� �+���. �2� �� �#�Œ� ��� �����1���) �2� �#��

�Œ�!� �1�.�!���)���0�2�.�� �1�2� �.���2�����0�����0��� �����. �������0���%�� �Œ� �# �/���.�����2�0�� �2���" ���/���0�" ���.��� ������� �Œ� �����������0�" ���0���2�!����

�����" �!� �Œ���" �/�0�*�2�0�!���" �2�������" ���0 �.�#�2�) �>�����@��

�ü����Lmajor �0�����.�� �2� ������� �" �2� �# ���0������� �# ����� ���. �2���" �Œ�!� �1�.�!��� �1���������" �������0���%���" ���.��Lminor �2� 

������� �" �2� �# �������!� �* ����� ���.�� � ���)��� �" �/���.�1�2���1�0�&�� ���$�V�S�H�F�W �5�D�W�L�R ��AR�� � �!�����0�2�.�� �&�"��

AR =
Lmajor

Lminor
����������������

�ù���2�����0�����0���. ���0 ���#���������� �� ���1� �2�!� �Œ������ ��� �!�3�� �Œ�.�!� �#�1������� �#��AR � 1�� �0���+ �.�#�����������0�" �2�������"

�#�Œ� �/�����+��� �#�� ���1�$�#�!�� ���.�2�0�#���#���2�����)�2���2�. ���.�� �0�Œ���������0�" �1�$�����. �>�����@��

������ �����$�.�������� ���������1�� ���.�� ���0�#�!�&�������� �û�����2�#�.

�þ �.�������#�1�� ����� ��� �������+�� �/�0�/� �������&�� ���.�� �������!� �1��� �Œ�����+�� �0�����)���&�� �Œ�0�!�����.���������0�� �1�#�������&�" �2� �� �0���2� ��

�Œ���1���) �.���2�����0���������&�� �0���/���.�3���!� ���2� �" �� �2���� �.�������0�1�� �0�2�����0�2�+�� �1�0 �Œ�.�!�.�2���!� �*���0���0�" �/� �����"�� �/�����.�/��

�2���� �2�.�������)�����1�� �2� �#�" �1�0 �/���.���!���2���" ���.�2����� �!���0�" �>�����@�� ���.�!�.�/� �1���.������ �� �/���.�/�����.�1���. �.�#�2���� ���.���+�"

����



���.�� �� �Œ�!�)�����0�%�� �2���" ���0����� ���2�������" ���#�2�2�.�!�������" �1�#���Œ�0�!���3� �!���"�� ���.�1����� ���2�.�� �1�$�0�/�)�� �.�Œ� �����0���1�2������

�1�2���� �0�Œ���1�2����� �������� �����+�1�� ���.�� �2���� �#�Œ� ���0�����0�������� �0���Œ�0���!���. �2� �# �Œ�.�!�.�2���!���2���� � � �Œ� ��� �" ���.��� �*���2�.��

���. �1�#�1�$�0�2���1�0�� �2�. � �Œ�2������ �$�.�!�.���2���!���1�2������ �2���" �0�����)���.�" ���0 �����Œ� ���. ����� ��� �������� ���.�2���1�2�.�1�� �� �/���.�����&��

�1�2������ �.�Œ�)�3�.�1����

�
�1�2�)�1� �� �� �Œ�!� �1���������1�� �.�#�2�� �Œ�.�!� �#�1�������0�� �1�����.���2����� �*�" �0�����0���0���" �Œ�0�!��� �!���1��� �*�"�� �ü���/������ �1�2���� �Œ�0�!����

�Œ�2�&�1�� �Œ� ���*�Œ��� ���&�� �������!� �1��� �Œ�����+�� �0�����)���&�� �� �1�0 �0���2�0�2�.�������. �L�Q �Y�L�W�U�R �Œ�0���!�����.�2�.�� �� �$�0���!� ���������2��

�0�!�������0���. ���.�����1�2�.�2�.�� �0���.���!�0�2������ �$�!� ��� ���)�!�. ���.�� �����!�&�" �#�Œ� ���0�����0���������� �
�" �1�#�����Œ�0���.�� � �.�����!�+�Œ����

��� �" �Œ�.�!����� ���2�.�" � �/�����0�� �1�#�$���� �1�0 �Œ�0�!��� �!���1�������� �.���.�Œ�.�!�.���&�������)�2���2�. �2�&�� �Œ�0���!�.���.�2�����+�� �.�Œ� �2�0��

���0�1�����2�&�� �>���@��

���0 �.�#�2�) �.���!�����+�" �2� �1�����0��� �� �� �	�0�$�����2�� ��� ����� �1�*���� ���.�� �Œ��� �1�#�����0���!���������. �� �����$�.�������� ���������1����

���!�$�0�2�.�� ���. ���0�3�#�!�+�1�0�� �2� ���0���)�� �#�Œ� �1�2���!����� ���2�.�" �2���� �0�!�0�#�����2������ �/���.�/�����.�1���.�� �����1�& �2���" �.�#�2� ��

���.�2� �Œ� �����1���" �Œ� ���*�Œ��� ���&�� �/���0�!���.�1���+���� �2�. �#�Œ� ��� �����1�2������ ��� ���2�����. �0�Œ�0���0�!������� ���2�.�� �/�0�/� �������. ���0

�.���.���#�2������ �.���!�����0���. ���.�� �#�%������ �2�.�$�*�2���2�.�� �þ �$�!���1�� �.�#�2�+�� �2�&�� �.����� �!�������&�� ���0���+���0�� �2� �#�Œ� ���0����

���0�������) �.�����!�+�Œ����� �1�3�������. ���.�� �0�Œ���2�!���Œ�0�� �2���� �2�.�$�0���. �0�Œ�0���0�!���.�1���. �2�0�!���1�2���&�� �)�����&�� �/�0�/� �������&����

�Œ�.�!����� ���2�.�" �.���.�Œ�.�!�.���+�������0�" �Œ� �1� �2�������" ���0�2�!���1�0���" �>���@��

���2� �Œ���.���1��� �.�#�2� �* �2� �# ���0�&�!���2����� �* �#�Œ� �������!� �#�� � �� �0���)�2���2�0�" �Œ� �# �.��� ��� �#��� �*�� �0�1�2������� �#�� �1�2���"

���.�1�������" �.�!�$���" �2�&�� �.����� �!�������&�� �����$�.���������" ���������1���" ���.�� �.�!�$���2�0���2� �������+�� ���.�������" ���������1���" �Œ� �#

�.����� �Œ� �����������.�� �1�2�. �Œ���.���1���. �.�#�2���" �2���" �0�!���.�1���.�"��

���������� �ü�Œ�������0�Œ�)���0���� ���������1�� ���.�� �	�.�������)�����1��

�þ �2�.�������)�����1�� �.�Œ� �2�0���0�� ���.�1�����) �Œ�!�)���������. �2���" �0�Œ�������0�Œ�)���0�����" ���������1���" ���V�X�S�H�U�Y�L�V�H�G �O�H�D�U�Q�L�Q�J��

���.�� �.���.�3���!�0�2�.�� �1�2���� �Œ�!� �����&�1�2������ ��� ���2�0��� �Œ� �����1�� ���.�2�� �2���� � �Œ� ���. �.���.�2�����0�2�.�� �����. �0�2�������2�. ��������

�1���" �1�0 �������0 �/�0�/� ������� �Œ�.�!���/�0�������.�� �þ �/���.�/�����.�1���. �.�#�2�� ���Œ� �!�0�� ���. �/���.�2�#�Œ�&���0�� �&�" �� �0�����������1��

�����.�" �1�#�����!�2���1���" �.�Œ�0�����)�����1���"f �Œ� �# �.���2���1�2� ���$�����0�� �����. �1�*��� ��� ���0�2�.�������2�+�� �0���1�)�/� �#X �1�0 �����.

���0�2�.�������2�� �0���)�/� �#Y �� �� � �Œ� ���. �.���2���Œ�!� �1�&�Œ�0�*�0�� �2���� ���.�2����� �!���. �� �2� �� �1�2�)�$� �Œ�!�)�����0�%���" �>�����@��

���� �.�����)�!������� �� �0�Œ�������0�Œ�)���0�����" ���������1���" �0���Œ�.���/�0�*� ���2�.�� �1�0 �0�Œ���1�����0���&�������. �/�0�/� �������.�� �+�1�2�0 ���. ������

��� �#�� �2���" �#�Œ� ���0�����0���0�"�� �1�#�$���� �Œ� ���*�Œ��� ���0�" �1�$���1�0���" �Œ� �# �1�#���/��� �#�� �2�. �$�.�!�.���2���!���1�2������ �0���1�)�/� �# ���0

�2���" �0�2�������2�0�"�� ���2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �2���" �/�#�.�/�������" �2�.�������)�����1���"�� �2� �1�*�1�2�����. ���.���0���2�.�� ���. �/���.�$�&�!���1�0�� �2�.

�/�0�/� �������. �1�0 �/�*� �.��� �����.���. �.�Œ� �����0���)���0���0�" �������1�0���"�� �	� �0���Œ�.���/�0�#������� ��� ���2����� ���Œ� �!�0�� �1�2�� �1�#������

�$�0���. ���. �0�3�.�!��� �1�2�0�� �1�0 �����.�� ���� ���/�&�������. �/�0�/� �������. �����. �2���� �Œ�.�!�.���&���� �.�����)�Œ���1�2�&�� �Œ�!� �������%�0�&��

�>�����@��

�þ �!�.���/�.���. ���0�2�����.�1�� �Œ�!� �" �1�*���$�!� ���0�" ���0���)�/� �#�" ���.�������" ���������1���" ���$�0�� � �/�������1�0�� �1�0 ���/���.���2�0�!�.

���0���2���&�������0�" �0�Œ���/�)�1�0���" �1�0 �����. �0�#�!�* �3���1���. �.���.���#�2�����+�� �0�3�.�!��� ���+���� ���0 �.���2�����0�1�� ���0 �2���" �Œ�.�!�.�/� ��

�1���.�����" ���0���)�/� �#�"�� � �� �.�!�$���2�0���2� ���������" �.�#�2���" �0�Œ���2�!���Œ� �#�� �2���� �2�.�#�2�)�$�!� ���� �.�#�2�)���.�2�� �0���.���&���� �2�&��

���.�2�����������&�� �$�.�!�.���2���!���1�2�����+�� �0���1�)�/� �# ���.�� �2�� ���0���2���1�2� �Œ� �����1�� �2���" �.�Œ�)�3�.�1���" �2�.�������)�����1���"�� �#��� ��

�Œ� ���+���2�.�" �Œ�����!�&�" ���.��� �/����� �*���0���0�" �.�Œ�) �2�. �/�0�/� �������. �Œ�!� �1�0�������1�0���" �>�����@��

����



���������� �	�0�$�����2�� ���0�#�!�&�������� �û�����2�#�.

�	�. �	�0�$�����2�� ���0�#�!�&�������� �û�����2�#�. ���$�U�W�L�I�L�F�L�D�O �1�H�X�U�D�O �1�H�W�Z�R�U�N�V �� �$�1�1�V�� �1�#�����1�2� �*�� �����. ���.�2����� �!���.

�#�Œ� ��� �����1�2�����+�� �1�#�1�2�������2�&���� �� �.�!�$���2�0���2� �������� �2�&�� � �Œ� ���&�� �.���2���0�� �����Œ���0�#�1�� �.�Œ�) �2���� �Œ�.�!������������

�0�Œ�0���0�!���.�1���. �Œ�����!� �3� �!���+�� �Œ� �# �Œ�.�!�.�2���!�0���2�.�� �1�2�. ����� ��� �������� ���0�#�!������ �/�����2�#�.�� �ÿ�1�2� �!�������� �� �.������

�Œ�2�#���� �2� �#�" ���.�1���1�2�����0 �1�2���� �.���������� �/������� �#�!�����.�" ��� ���2�����&�� �����.���+�� ���. �0�Œ�����*� �#�� �Œ� ���*�Œ��� ���. �Œ�!� ��

���������.�2�. �.���.�����+�!���1���" �Œ�!� �2�*�Œ�&���� �2�. � �Œ� ���. �Œ�.�!�����0���.�� �/�#�1�0�Œ�����#�2�. �����. �2�� �1�#�����.�2�������� �1�0���!���.����

�.����� �!������������ ��� �������� �>�����@��

�	� ���.�������.�2�����) ��� ���2����� �2� �# ���0�#�!�+���.

�	� �1�2� ���$�0���+�/�0�" �/� �������) �1�2� ���$�0��� �0���)�" �2�0�$�����2� �* ���0�#�!�&������� �* �/�����2�*� �# �0�����.�� � �2�0�$�����2�)�" ���0�#�!�+���.�" ����

���)����� �"���� ���.�������.�2�������� �����.�" ���0�#�!�+���.�" ���.���������0�� �����. �/�������#�1���. �0���1�)�/�&���[ = [ x1; x2; : : : ; xd]T ��

�2� � �Œ� ��� �1�2�.���������0�2�.�� �.�Œ�) �����. �.���2���1�2� ���$� �/�������#�1���. ���.�!�+���Z = [ w1; w2; : : : ; wd]T �� �	�. �����!��

�.�#�2�� �Œ�!� �1� ��� ���+��� �#�� �2���� ���1�$�* �2�&�� �1�#�����%�0�&���� �þ �1�#��� �������� ���!�.���������� �/�������0�!�1��z �2� �# ���0�#�!�+���.

�#�Œ� ��� �������0�2�.�� �&�" �2� �0�1�&�2�0�!�����) �������)���0��� �2�&�� �0���1�)�/�&�� ���.�� �2�&�� ���.�!�+���� �Œ�!� �1�.�#����������� ���.�2�� �����.��

�1�2�.���0�!�) �)�!� �Œ�)���&�1���" ���E�L�D�V��b �>�����@��

z =
dX

j =1

wj x j + b= �ZT �[ + b ��������������

���2�. �.�!�$������ ��� ���2�����.�� �� �2������z �Œ�0�!��� �*�1�0 �.�Œ�) �����. �.�1�#���0�$�� �1�#�����!�2���1�� �������.�2����� �* ���.�2�&�3����� �#��

�
�1�2�)�1� �� �2�. �/�����2�#�. �0���)�" �0�Œ���Œ���/� �# �.�Œ� �/�0���$�������.�� ���.�������.�2������ �.���0�Œ�.�!���� �����. �2���� �0�Œ�����#�1�� �Œ�!� ��

�����������2�&�� �Œ� �# �/�0�� �0�����.�� ���!�.���������� �/���.�$�&�!���1�����.��

�	� ��� ���#�1�2�!�&���.�2�����) �3�H�U�F�H�S�W�U�R�Q ���0�/�3��

�+���. �2���� �#�Œ���!���.�1�� �.�#�2� �* �2� �# �Œ�0�!��� �!���1��� �*�� �0���1���$���� �2� ��� ���#�1�2�!�&���.�2�����) �3�H�U�F�H�S�W�U�R�Q�� ���!�)���0���2�.��

�����. �����. �.�!�$���2�0���2� �������� �0���Œ�!�)�1�����.�" �2�!� �3� �/�)�2���1���"�� �)�Œ� �# � �� ���0�#�!�+���0�" � �!���.���+��� ���2�.�� �1�0 �/���.�/� ��

�$������ �0�Œ���Œ�0�/�.�� �����. �0�Œ���Œ�0�/� �0���1�)�/� �#�� �����. �� �Œ�0�!���1�1�)�2�0�!�. ���!�#�3�� �0�Œ���Œ�0�/�. ���K�L�G�G�H�Q �O�D�\�H�U�V���� ���.�� �����.

�0�Œ���Œ�0�/� �0���)�/� �#�� �þ �Œ�����!� �3� �!���. �!���0�� �.�#�1�2���!�� �Œ�!� �" �����. ���.�2�0�*���#���1���� ���.�� �������0 ���0�#�!�+���.�" �0���)�"

�0�Œ���Œ���/� �# �1�#���/���0�2�.�� �Œ�����!�&�" ���0 �)��� �#�" �2� �#�" ���0�#�!�+���0�" �2� �# �0�Œ�)���0��� �# �>�����@��

���!� ���0��������� �# �2� �0�/�3 ���. ���Œ� �!�0�� ���. ��� ���2�0��� �Œ� ���0�� �Œ� ���*�Œ��� ���0�"�� ���� ���!�.�����������" �1�$���1�0���"�� �� �/�������0�!�1��

z �Œ�0�!���� �����1�. �.�Œ�) �����. �1�#���0�$�� ���.�� �Œ�.�!�.���&�����1������ ���� ���!�.���������� �1�#�����!�2���1�� �0���0�!��� �Œ� �����1���"f �� �þ

����� �/� �"a(l )
i �2� �#i ��� �1�2� �* ���0�#�!�+���. �1�2� �0�Œ���Œ�0�/� l �/�����0�2�.�� �.�Œ�) �2�� �1�$���1����

a(l )
i = f

�
z(l )

i

�
= f

 
X

j

w(l )
ij a(l � 1)

j + b(l )
i

!

��������������

����



�þ �0���1�&�����2�&�1�� �2�&�� ���!�#�3�+�� �0�Œ���Œ���/�&�� ���.�� �2�&�� ���� ���!�.���������+�� �1�#���.�!�2���1�0�&�� ���.�����1�2�� �2�. �0�/�3�V

�����.���� ���. �Œ�!� �1�0�������1� �#�� � �Œ� ���.�/���Œ� �2�0 �1�#���0�$�� �1�#�����!�2���1�� �1�2� �� �$�+�!� Rn ���0 �.�#���.���!�0�2�� �.���!�����0���.

�>�����@��

�ü���Œ�.���/�0�#�1��

�þ �/���.�/�����.�1���. �2���" �0���Œ�.���/�0�#�1���" �1�#�����1�2�.�2�.�� �1�2�� ���0���2���1�2� �Œ� �����1�� �2�&�� �Œ�.�!�.�����2�!�&�� �2� �# �/�����2�*� �#

�����.�!�+��w ���.�� �Œ� ���+�1�0�&��b�� �+�1�2�0 � �� �Œ�!� �������%�0���" �2� �# ���. �Œ�!� �1�0��������� �#�� �2���" �Œ�!�.�����.�2�������" �2�������" �1�2�)��

�$� �#�"�� �� ���.�����)�" �.�Œ�)�������1���" �2���" �Œ�!�)�����0�%���" �.�Œ�) �2� �� �1�2�)�$� �Œ� �1� �2����� �Œ� ���0���2�.�� �����1�& �����.�" �1�#�����!�2����

�1���" �1�3�������.�2� �" �� ���)�1�2� �#�" ���/�R�V�V �)�X�Q�F�W�L�R�Q����J �� ���2�. �Œ�!� ���������.�2�. �Œ�.�������/�!�)�����1���" �$�!���1����� �Œ� ���0���2�.��

�1�#�$���� �2� �����1� �	�0�2�!�.���&�������) ���3�������. ���0�6�(���� �0���+ �����. �Œ�!� ���������.�2�. �2�.�������)�����1���" �Œ�!� �2�������2�.�� ��

�û���.�1�2�.�#�!� �*���0���� �ü���2�!� �Œ���. ���&�U�R�V�V���(�Q�W�U�R�S�\����

�þ �0���.�$���1�2� �Œ� �����1�� �2���" �1�#�����!�2���1���" ���)�1�2� �#�" �0�Œ���2�#���$�����0�2�.�� �0�Œ�.���.�����Œ�2������ �����1�& �2� �# �.����� �!������� �#

�2���" � �Œ���1��� �/�����/� �1���" �2� �# �1�3�������.�2� �" ���E�D�F�N�S�U�R�S�D�J�D�W�L�R�Q���� � � �Œ� ��� �" �������0�� �$�!���1�� �2���" ���0���)�/� �# �2���"

�������1���" ���*�U�D�G�L�H�Q�W �'�H�V�F�H�Q�W���� �� �.�����)�!������� �" �#�Œ� ��� �������0�� �2�� ���0�!������ �Œ�.�!�����&��� �2� �# �1�3�������.�2� �" �&�"

�Œ�!� �" �������0 �����!� �" �2� �# �/�����2�*� �#�� �0�3�.�!���)��� ���2�.�" �2� �� ���.���)���. �2���" �.���#�1���/�.�"�� �þ �.���.�����&�1�� �2�&�� ���.�!�+��

�1�0 �������0 �$�!� �������) �������.t �Œ�0�!�����!���3�0�2�.�� �&�" �0�����" �>�����@��

wij (t + 1) = wij (t) � �
@J

@wij
��������������

�)�Œ� �# � �!�#�����)�" ���������1���" ���O�H�D�U�Q�L�Q�J �U�D�W�H��� ���.��� �!�����0�� �2� �������0��� �" �2� �# �������.�2� �" �/���)�!���&�1���"�� �ù�� �2� 

� �0�����.�� �Œ� ���* �������!�)�� �� �1�*���������1�� �0�����.�� �#�Œ�0�!��� �������� �.�!������ �0���+ �.�� �0�����.�� �Œ� ���* ���0������� �� � �.�����)�!������

��� �" ���Œ� �!�0�� ���. �.�Œ� ���������0���� �+���. �2���� �0�Œ���2���$�#���1�� �2���" �1�*���������1���" ���.�� �2���� �.�Œ� �3�#���� �Œ�.�����/�0�#�1���" �1�0

�2� �Œ������ �0�����$���1�2�.�� �$�!���1����� �Œ� ��� �*���2�.�� �0���0������������� �� ���0���2���1�2� �Œ� �����2���"�� �)�Œ�&�" � �$�G�D�P�� �� �Œ�!� �1�2�����0��

�2�.�� �����.�" �)�!� �" � �!�����" ���P�R�P�H�Q�W�X�P��� �� � � �Œ� ��� �" �0���1�&���.�2�+���0�� �2�� �1�#���0���1�3� �!�� �2���" �Œ�!� ����� �*���0�����"

�.���.�����&�1���" �2�&�� ���.�!�+����

� wij (t) = � �
@J

@wij
+ � � wij (t � 1) ��������������

�+�0�������0�#�1�� ���.�� ���*��� ��� �ü�Œ�����*�!�&�1���"

�ú�.�1������ �Œ�!�)�������1�� ���.�2�� �2���� �0���Œ�.���/�0�#�1�� �0���)�" �0�/�3 �0�����.�� �� �/���.�1�3�������1�� �2���" �����.���)�2���2�.�" ���0������

���0�#�1���"�� �õ�2�.�� �2� �/�����2�#� �/���.�����2�0�� �#�Œ�0�!��� �������� ���0������� �.�!�������) �Œ�.�!�.�����2�!�&�� �1�#�����!���2������ ���0 �2� ��

�)����� �2�&�� �/�0�/� �������&���� �2�0�����0�� ���. ���.�Œ� ��������� ���0�*�0���� �2� �� ���)�!�#��� �2� �# �1�#���)��� �# �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� �����.

�3�.�����)���0��� �����&�1�2�) �&�" �#�Œ�0�!�Œ�!� �1�.�!��� ���� ���R�Y�H�U�I�L�W�W�L�Q�J���� �+���. �2� �� �0���2� �Œ���1���) ���.�� �2���� �.�Œ� �2�!� �Œ�� �2���"

�#�Œ�0�!�Œ�!� �1�.�!��� �����"�� �� �/���.�/�����.�1���. �Œ�.�!�.��� ��� �#���0���2�.�� �����1�& �0���)�" �.���0�����!�2���2� �# �1�#���)��� �# �0�Œ�����*�!�&��

�1���" ���Y�D�O�L�G�D�W�L�R�Q �V�H�W���� �þ �0���Œ�.���/�0�#�1�� �1�#�$���� �2�0�!���.�2�����0�2�.�� �Œ�!�)�&�!�. �)�2�.�� �2� �1�3�������. �1�2� �1�*��� ��� 

�0�Œ�����*�!�&�1���" �.�!�$���1�0�� ���. �.�#�������0�2�.���� �/���.�1�3�.������� ���2�.�" �)�2�� �2� ��� ���2����� �/���.�2���!�0�� �2�� ���������1�2�� �/�#���.�2��

����



���0�������0�#�1�� ���.�� �Œ�!� �����&�1�2������ �����.���)�2���2�. �1�0 �����. �/�0�/� �������. �>�����@��

���������� ���#���0�������2������ ���0�#�!�&�������� �û�����2�#�. ���&�1�1�V��

�þ �0�3�.�!��� ���� �Œ�.�!�.�/� �1���.���+���� �Œ�����!�&�" �1�#���/�0�/�0�������&�� ���0�#�!�&�������+�� �/�����2�*�&�� ���0�/�3�V�� �.�Œ�0�#���0���.�" �1�0

�/�0�/� �������. �0�����)���.�" �Œ�.�!� �#�1�������0�� ���0���0�����+�/�0���" �Œ�0�!��� �!���1��� �*�"�� �þ ���0�2�.�2�!� �Œ�� �����.�" �/���1�/�����1�2�.�2���" �0����

���)���.�" �1�0 �����. ��� ��� �/�����1�2�.�2� �/�������#�1���. ���.�2�.�1�2�!���3�0�� �Œ�����!�&�" �2���� �0�����0���� �$�&�!������ ���.�� �2� �Œ� ��� ��������

�1�#�1�$���2���1�� �2�&�� �0����� ��� �1�2� ���$�0���&���� ���#���$�!�)���&�"�� �� �Œ�����!���" �1�#���/�0�1�����)�2���2�. � �/�����0�� �1�0 �����. �.���0�������0����

���2�� �����!������ �0���Œ�.���/�0�*�1�����&�� �Œ�.�!�.�����2�!�&���� ���.�����1�2�+���2�.�" �2� �/�����2�#� �#�Œ� ��� �����1�2������ �/�#�1���������2� ���.��

�0�Œ���!�!�0�Œ���" �1�2���� �#�Œ�0�!�Œ�!� �1�.�!��� ���� �>�����@��

�þ �.���2�����0�2�+�Œ���1�� �.�#�2�+�� �2�&�� �Œ�!� �������1�0�&�� �0�Œ�0�2�0�*�$���� ���0 �2���� �.�����Œ�2�#���� �2�&�� ���#���0���������.���+�� ���0�#��

�!�&�������+�� �û�����2�*�&�� ���&�R�Q�Y�R�O�X�W�L�R�Q�D�O �1�H�X�U�D�O �1�H�W�Z�R�U�N�V �� �&�1�1�V���� �	�. �&�1�1�V �0�����.�� �.�!�$���2�0���2� ���������"

���0���2���1�2� �Œ� �����������0�" �����. �2���� �0�Œ�0���0�!���.�1���. �/�0�/� �������&�� �Œ���������.�2� �" ���)�Œ�&�" � �� �0�����)���0�"���� ���.���+�" �/���.�2����

�!� �*�� �2�� �$�&�!������ �/� ���� ���.�� ���0���2� �#�!��� �*�� �&�" �0���.���&���0���" �$�.�!�.���2���!���1�2�����+�� ���I�H�D�W�X�U�H �H�[�W�U�D�F�W�R�U�V�� �>�����@��

�ü���.���&���� ���.�!�.���2���!���1�2�����+��

�þ ���0���2� �#�!�����. �0���)�" �&�1�1 ���.�1�����0�2�.�� �1�0 �����. �0�Œ�.���.���.�����.���)���0���� �.��� ��� �#�����. �2�!���+�� ���0���0�����&�/�+��

�Œ�!�����0�&���� �2���" �1�#�������������"�� �2���" �0���0�!��� �Œ� �����1���" ���.�� �2���" � ���.�/� �Œ� �����1���"��

���2� �Œ�!�+�2� �1�2���/��� �� �2� �/�����2�#� �/�0�� �Œ�!� �1�Œ�.���0�� ���. �.���.���*�1�0�� � ���)�������!�� �2���� �0�����)���. �2�.�#�2�)�$�!� ���.�� �ù���2����

�����2�&�"�� �$�!���1����� �Œ� ���0�� �������!� �*�"�� �0���Œ�.���/�0�*�1����� �#�" �Œ�����.���0�" ���.�!�+���� �����&�1�2� �*�" �&�" �Œ�#�!�����0�" �� �3�����2�!�.

���N�H�U�Q�H�O�V���� �������0 �3�����2�!� �1�.�!�+���0�� �2���� �0�����)���. � �����1���.����� ���2�.�" �Œ�����& �2���" ���.�� �#�Œ� ��� ������� ���2�.�" �2� �Œ������

�0�1�&�2�0�!������ �������)���0���.�� ���0 �.�#�2�) �2� �� �2�!�)�Œ� �� �0���2� �Œ�����0�� �1�#�����0���!���������. � �Œ�2������ �Œ�!�)�2�#�Œ�. ���Œ���$�� �.�������"

�1�2�. �Œ�!�+�2�. �0�Œ���Œ�0�/�.�� �Œ� ���*�Œ��� ���0�" ����� ��� ���������" �/� �����" �1�2�. ���.���*�2�0�!�.���� �þ �/���1�/�����1�2�.�2�� �.�#�2�� �1�#������

�������� ���0�2�.���* �����.�" �0�����)���.�"I ���.�� �0���)�" �3�����2�!� �#K ���/���.�1�2���1�0�&��m � n�� �Œ�.�!�����0�� �����.�� ����� �$���!�2��

�$�.�!�.���2���!���1�2�����+��S �>�����@��

S(i; j ) = ( I � K )( i; j ) =
X

m

X

n

I (i + m; j + n)K (m; n) ��������������

�� �!�#�����)�" ���0 �2� �� � �Œ� ��� �2� �3�����2�!� �1�.�!�+���0�� �2���� �0�����)���. �0�������$�0�2�.�� �.�Œ�) �2���� �Œ�.�!�����0�2�!� �2� �# �������.��

�2� �" ���V�W�U�L�G�H���� �ò���. �.�#����������� �������. ���Œ���$��s = 2�� �Œ�!� �1�Œ�0�!���� �0����� ��� �1�2� ���$�0���.�� �0�Œ���2�#���$����� ���2�.�" �2�.�#��

�2�)�$�!� ���. �0���.���&���� �$�.�!�.���2���!���1�2�����+�� ���.�� �$�&�!������ �1�#���Œ���0�1���� �
�1�2�)�1� �� �� �0�3�.�!��� ���� �2�&�� �3�����2�!�&��

�1�#�!�!�������+���0�� �/���.�!���+�" �2�. �����!�. �2���" �0�����)���.�"�� �+���. ���. �.�Œ� �2�!�.�Œ�0�� �� �.�Œ�+���0���. � �!���.�����" �Œ�����!� �3� �!���.�"

���.�� ���. �0���0���$��� �*�� �.�#�1�2���!�� � �� �/���.�1�2���1�0���" �2���" �0���)�/� �#�� �Œ�!� �1�2�����0�2�.�� �0����� �������) �Œ�0�!�����+�!��� �� �1�#�������&�"

�����/�0���������" �2�������"�� �����. �2�0�$�������� �����&�1�2�� �&�" �]�H�U�R���S�D�G�G�L�Q�J��

���.���+�" �� �Œ�!������ �2���" �1�#�������������" �0�����.�� �.�#�1�2���!�� ���!�.������������ � �$���!�2���" �$�.�!�.���2���!���1�2�����+�� �/�����!�$�0�2�.��

�.�����1�&�" �.�Œ�) �����. ���� ���!�.���������� �1�#�����!�2���1�� �0���0�!��� �Œ� �����1���" ���D�F�W�L�Y�D�W�L�R�Q �I�X�Q�F�W�L�R�Q���� ���2���" �1�*���$�!� ��

����



���0�" �.�!�$���2�0���2� ���������" ���#�!���.�!�$�0�� �� �ù��� �!���&�������� �+�!�.���������� ��� �����/�. ���5�H�/�8����f (x) = �P�D�[(0; x)��

�þ �5�H�/�8 �.���#�!�+���0�� �2���� �.�!�����2������ �Œ�����!� �3� �!���.�� �0�Œ���2�!���Œ� ���2�.�" �1�2� �/�����2�#� ���. ��� ���2�0��� �Œ� ���0�� �Œ� ���*��

�Œ��� ���0�"�� ���� ���!�.�����������" �1�$���1�0���"�� ���*��� ���2�.�" �Œ�.�!�����������. �2� �Œ�!�)���������. �2���" �0���.�3�������1���" �2���" �������1���"

���Y�D�Q�L�V�K�L�Q�J �J�U�D�G�L�H�Q�W�� ���.�2�� �2���� �0���Œ�.���/�0�#�1����

�	� �2�0���0�#�2�.��� �������. �1�0 �.�#�2�� �2���� �.��� ��� �#�����. �0�����.�� �� �#�Œ� �/�0�������.�2� �����%���. ���3�R�R�O�L�Q�J���� �ü�3�.�!���)��� ���2�.�"

�1�#�$���)�2�0�!�. �2���� �2�0�$�������� �0�D�[ �3�R�R�O�L�Q�J�� �2� �/�����2�#� �1�.�!�+���0�� �2� �$���!�2�� �$�.�!�.���2���!���1�2�����+�� ���.�� ���!�.�2��

���)��� �2�� ���������1�2�� �2������ �.�Œ�) �������0 �2� �Œ������ �#�Œ� �Œ�0�!��� �$�� �>�����@�� �ù�#�2�) ���0���+���0�� �/�!�.���.�2������ �2���" �/���.�1�2���1�0���"

�2���" �Œ�����!� �3� �!���.�"�� �0���.�3�!�*��� ���2�.�" �2� �� �#�Œ� ��� �����1�2�����) �3�)�!�2� �� ���.�� �Œ�!� �1�/���/�0�� �$�&�!������ �.���.����� ���&�2�)��

�2���2�.�� �ò�2�1���� �2� �/�����2�#� �.���.�����&�!�����0�� �����. �$�.�!�.���2���!���1�2�����) �.���0�����!�2���2�. �.�Œ�) �0���.�3�!���" ���0�2�.�2� �Œ���1�0���"

�2� �# �1�2� � �Œ�2�����) �Œ�0�/��� ��

�ü���Œ�.���/�0�#�1�� ���.�� �+�0�������0�#�1��

�þ ���0���2���1�2� �Œ� �����1�� �2�&�� �Œ�.�!�.�����2�!�&�� �0���)�" ���.����� �* ���0�#�!�&������� �* �/�����2�*� �# �����1�& �2���" � �Œ���1��� �/�����/� �1���"��

�/�����.�/�� �� �0���Œ�.���/�0�#�1�� �2� �#�� �.�Œ� �2�0���0�� �����. �0�Œ�.���.���.�����.���)���0���� �/���.�/�����.�1���.�� �+���. �2���� ���.�2�.���)���1�� �2���"��

�0�����.�� ���0���0�����+�/���" � � �!���1���)�" �2�&�� �0����� ���+�� �2���" ���ü�Œ� �$���"�� ���(�S�R�F�K�� ���.�� �2���" �����.�!�2���/�.�"�� ���%�D�W�F�K����

�
�" �ü�Œ� �$�� � �!�����0�2�.�� �����. �Œ�����!�0�" �Œ���!�.�1���. � ���)�������!� �# �2� �# �/���.�����1����� �# �1�#���)��� �# �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.����

�/�0�#�1���" �����1�. �.�Œ�) �2� ���0�#�!�&�������) �/�����2�#� �������. �3� �!�� �Œ�!� �" �2�. �0���Œ�!�)�" �����. �2���� �Œ�.�!�.���&���� �Œ�!�)�����0�%���"

���.�� �����. �Œ�!� �" �2�. �Œ���1�& �����. �2���� �.���.�����&�1�� �2�&�� ���.�!�+������ ���.���+�" �2�. �1�*���$�!� ���. �1�*��� ���. �/�0�/� �������&�� �0����

���.�� �1�#�������&�" �2�0�!���1�2���. �����. ���. �3� �!�2�&��� �*�� �2�.�#�2�)�$�!� ���. �1�2�� ���������� �2� �# �1�#�1�2�����.�2� �"�� �2�. �/�0�/� �������.

�/���.���!� �*���2�.�� �1�0 �������!�)�2�0�!�.�� �/���.�$�0���!���1�����. �#�Œ� �1�*��� ���.�� �����&�1�2�� �&�" �Œ�.�!�2���/�0�" ���P�L�Q�L���E�D�W�F�K�H�V�� �>�����@��

�� �.�!�������)�" �2�&�� �/�0���������2�&�� �1�0 �������0 �Œ�.�!�2���/�. ���%�D�W�F�K �6�L�]�H�� ���.��� �!�����0�� �2�� �1�#�$���)�2���2�. ���0 �2���� � �Œ� ���.

�.���.���0�+��� ���2�.�� �2�. �����!���� �+���. �Œ�.�!���/�0�������.�� �0���� �2� �������0��� �" �2���" �Œ�.�!�2���/�.�" �0�����.�� ������ �2� ��� ���2����� ���.

�0�Œ�0���0�!���.�1�2�0�� ���� �0�����)���0�"�� ���. �#�Œ� ��� �����1�0�� �2� �����1� �1�3�������. �����. �.�#�2���"�� ���.�� ���. �.���.�Œ�!� �1�.�!���)�1�0�� �2�.

�����!�� �2� �# �����. �3� �!���� �����. �ü�Œ� �$�� � ��� �������!�+���0�2�.�� �)�2�.�� �2� �/�����2�#� ���$�0�� �0�Œ�0���0�!���.�1�2�0�� �/���.�/� �$������

�)���0�" �2���" �Œ�.�!�2���/�0�"�� �þ �0���Œ�.���/�0�#�1�� �1�#�������&�" �.�Œ�.���2�0�� �/�0�����/�0�" �� �0���.�2� ���2���/�0�" �0�Œ� �$���" �Œ�!� ���0��������� �#

� �.�����)�!������� �" ���0���2���1�2� �Œ� �����1���" ���. �1�#�����������0�� �1�2� �0�����$���1�2� �2���" �1�#�����!�2���1���" ���)�1�2� �#�" �>�����@��

���.���+�" �� �Œ�����!� �3� �!���. �!���0�� �����1�. �.�Œ�) ���0������� �.�!�������) �0�Œ���Œ���/�&�� �1�#�������������" ���.�� �#�Œ� �/�0�������.�2� ������

�%���.�"�� �� ���.�2�.��� ���� �2�&�� �2�����+�� ���Œ� �!�0�� ���. �.�Œ� �1�2�.���0�!� �Œ� �������0���� �0�Œ�����!�.�/�*��� ���2�.�" �2�� ���������1���� �+���. �2����

�0�Œ�����#�1�� �.�#�2� �* �2� �# �Œ�!� ���������.�2� �"�� �$�!���1����� �Œ� ���0���2�.�� �� ���.��� ������� �Œ� �����1�� ���.�2�� ���.�!�2���/�0�" ���%�D�W�F�K

�1�R�U�P�D�O�L�]�D�W�L�R�Q���� �þ �2�0�$�������� �.�#�2�� �2�#�Œ� �Œ� ���0�� �2� �� �$���!�2�� �$�.�!�.���2���!���1�2�����+�� �1�0 �������0 �P�L�Q�L���E�D�W�F�K��

�.�3�.���!�+���2�.�" �2�� �����1�� �2������� ���.�� �/���.���!�+���2�.�" ���0 �2���� �2�#�Œ������ �.�Œ�)�������1��� ���� �1�2�.���0�!� �Œ� ���+���2�.�" �2���"

�������1�0���" ���.�� �0�Œ���2�.�$�*��� ���2�.�" �2�� �1�*���������1�� �>�����@��

���.�!�����������.�� ���)���& �2���" �2�0�!���1�2���.�" �$�&�!���2�����)�2���2���" �2� �#�"�� �2�. �&�1�1�V �2�0����� �#�� ���. ���.�Œ� ��������� ���0�*� �#����

�2� �1�*��� ��� �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� �+���. �2���� �Œ�!� �1�2�.�1���. �.�Œ�) �2���� �#�Œ�0�!�Œ�!� �1�.�!��� ���� �0���1�&���.�2�+���0�2�.�� �� �2�0�$��������

�2���" �ù�Œ� ��� �Œ���" ���'�U�R�S�R�X�W���� ���0 �������0 ���*����� �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� �2� �'�U�R�S�R�X�W �����/�0�������0�� �2�#�$�.���. �2���" �0���)�/� �#�"

�0���)�" �Œ� �1� �1�2� �* �2�&�� ���0�#�!�+���&�� �>�����@�� �ù�#�2�) �.�Œ� �2�!���Œ�0�� �2���� �#�Œ�0�!��� �������� �0�����!�2���1�� �.�Œ�) �1�#�����0���!����

����



�������. �$�.�!�.���2���!���1�2������ ���.�� �.���.���������0�� �2� �/�����2�#� ���. �.���.�Œ�2�*���0�� �Œ��� �0�*�!�&�1�2�0�" �.���.�Œ�.�!�.�1�2���1�0���"�� ���0����

�2���+��� ���2�.�" �2�� ���0�������0�#�1�� �1�0 �������&�1�2�. �/�0�/� �������.��

�	�.�������)�����1�� ���.�� �ù����� ���)�����1��

�ù�3� �* �2�. ���.���*�2�0�!�. �1�#���0�������2������ �0�Œ���Œ�0�/�. �0������� �#�� �2���� �#�%����� �* �0�Œ���Œ���/� �#�� �.�3���!���������� �1�����.�1��� ��

��� �������� �Œ�����!� �3� �!���.�� � �� �Œ�.�!�.���)���0��� �� �$���!�2�0�" �0�Œ���Œ�0�/� �Œ� ��� �*���2�.�� ���.�� �2�!� �3� �/� �2� �*���2�.�� �1�0 �Œ�����!�&�"

�1�#���/�0�/�0�������. �0�Œ���Œ�0�/�. �����. �2���� �0���.���&���� �2���" �2�0���������" �.�Œ�)�3�.�1���"��

�+���. �Œ�!� ���������.�2�. �/�#�.�/�������" �2�.�������)�����1���"�� � �2�0�������)�" ���0�#�!�+���.�" �������0�� �$�!���1�� �2���" ��������� �0���/� �*�" �1�#��

�����!�2���1���" ���6�L�J�P�R�L�G����� (x) = 1/(1 + e� x )�� �1�#���Œ������� ���2�.�" �2���� ����� �/� �1�2� �/�����1�2�����.(0; 1) �+�1�2�0

���. �0�!�������0�*�0�2�.�� �&�" �Œ�����.���)�2���2�.�� �	����� �"�� �� �.����� ���)�����1�� �2���" � �!���)�2���2�.�" �.�#�2���" �2���" �Œ�����.���)�2���2�.�" �����.��

���2�� �2���" �Œ�!�.�����.�2�������" �0�2�������2�.�"y 2 f 0; 1g �/�0�� �������0�2�.�� ���0 �2� �����.�1�����) �2�0�2�!�.���&�������) �1�3�������.�� �.������

�����1�& �2���" �û�#�.�/�������" �û���.�1�2�.�#�!� �*���0�����" �ü���2�!� �Œ���.�" ���%�L�Q�D�U�\ �&�U�R�V�V���(�Q�W�U�R�S�\ �/�R�V�V����

J = �
1
N

NX

i =1

[yi �O�R�J(ŷi ) + (1 � yi ) �O�R�J(1 � ŷi )] ��������������

�þ �0�����0�2������ ���Œ� �������� �Œ� �# �0�Œ�����������0�� �.�#�2�� �� �1�#�����!�2���1�� �1�2���" ���.�����.�1�������0�" �Œ�!� �������%�0���"�� ���.��� �/����

���0�� �2� �� �.�����)�!������� �2���" � �Œ���1��� �/�����/� �1���" ���. �.���.�Œ�!� �1�.�!���)�1�0�� �2�. �����!�� �2�&�� �3�����2�!�&�� ���0 ���������1�2��

�.�Œ� �/� �2�����)�2���2�. �>�����@��

���������� �
�Œ� ���0���Œ�)���0���. �û�����2�#�. ���5�H�V�1�H�W�V��

�ÿ�1�2� �!�������� �� ���0���2���&�1�� �2���" �Œ�!� �����&�1�2�������" �����.���)�2���2�.�" �2�&�� �&�1�1�V �0�Œ���2�0�*�$�������0 �����1�& �2���" �.�*�����1���"

�2� �# ������� �#�" �2� �#�"�� �ü���2� �*�2� ���"�� �� �Œ�!� �1�������� �/�0�����/�&�� �0�Œ���Œ���/�&�� �.�����/�0�����0 �2� �Œ�!�)���������. �2���" �#�Œ� ��������

�����1���"�� �2� �1�3�������. �0���Œ�.���/�0�#�1���" �.�#���.���)�2�.�� �.���2�� ���. ���0���+���0�2�.���� ���)���& �2���" �.�/�#���.�����.�" �2�&�� �������1�0�&��

���. �/���.�/� ��� �*�� �.�Œ� �2�0���0�1���.�2������ �1�2�. �Œ�!�+�2�. �0�Œ���Œ�0�/�. ���Y�D�Q�L�V�K�L�Q�J �J�U�D�G�L�H�Q�W�V����

�þ ���*�1�� �/�)�������0 ���0 �2���� �0���1�.���&���� �2�&�� �
�Œ� ���0���Œ�)���0���&�� �û�����2�*�&�� ���5�H�V�L�G�X�D�O �1�H�W�Z�R�U�N�V �� �5�H�V�1�H�W�V����

�ù���2�� ���. �.���.���������0�2�.�� �����. �1�0���!�� �.�Œ�) �0�Œ���Œ�0�/�. ���. �Œ�!� �1�0�������1�0�� �.�Œ�0�#���0���.�" �2���� �0�Œ�����#�����2�� �1�#�����!��

�2���1�� �.�Œ�0�����)�����1���"H (x)�� �1�2� �$�0�*�0�� �1�2���� �0�����������1�� �����.�" �#�Œ� ���0���Œ�)���0�����" �1�#�����!�2���1���" ���U�H�V�L�G�X�D�O

�I�X�Q�F�W�L�R�Q��F (x) = H(x) � x�� �þ ����� �/� �"y �0���)�" �#�Œ� ���0���Œ�)���0��� �# ���Œ��� �� ���U�H�V�L�G�X�D�O �E�O�R�F�N�� � �!�����0�2�.��

���.�������.�2������ �&�" �>�����@��

y = F (x; f Wi g) + x ��������������

�þ �2�.�#�2� �2������ �.�Œ�0�����)�����1��x ���0���2� �#�!���0�� �&�" �����. ���!�.���������� � �/�)�" �Œ� �# �0�Œ���2�!���Œ�0�� �1�2���" �Œ�����!� �3� �!���0�" ���.��

�1�2���" �������1�0���" �2� �# �1�3�������.�2� �" ���. �Œ�.�!�.�������Œ�2� �#�� �����0�1�. �2�. �0���/�������0�1�. �0�Œ���Œ�0�/�.�� �ù�#�2�� �� ���.����� �2� �����.

���.�2���1�2���1�0 �0�3�����2�� �2���� �0���Œ�.���/�0�#�1�� �0���.���!�0�2������ ���.�����+�� �/�����2�*�&���� �0���.���0���3� ���2�.�" �2�� �1�2�.�1�����)�2���2�.

����



�2���" ���������1���" �>�����@��

���������� �ù���.�/�!� �������� ���0�#�!�&�������� �û�����2�#�. ���5�1�1�V��

�ü���+ �2�. ���#���0�������2������ �û�����2�#�. �Œ�.�!� �#�1������� �#�� �0���.���!�0�2������ �.�Œ�)�/� �1�� �1�2���� �0���.���&���� �$�&�!�����+�� �$�.�!�.��

���2���!���1�2�����+�� �.�Œ�) �1�2�.�2�������" �0�����)���0�"�� �1�2�0�!� �*���2�.�� ���0���0�����&�/�+�" �2���" �����.���)�2���2�.�" ���. �/���.�$�0���!���1�2� �*��

�$�!� ���������" �0���.�!�2���1�0���"�� ���2���� �.�������#�1�� �$�!� �������+�� �1�0���!�+���� �)�Œ�&�" �� �Œ�.�!�.��� ��� �*�����1�� �2���" ���#�2�2�.�!�������"

�.�����Œ�2�#�����" �����1�& �������!� �1��� �Œ���.�"�� �� �.��������� �#�$���. ���.�� �� �/�#���.�������� �2�&�� �.�����.���+�� ���0�2�.���* �/���.�/� �$�����+��

�0�����)���&�� �0�����.�� ���!���1�����)�2�0�!�� �.�Œ�) �2�� ���0��� ���&�������� �$�&�!������ �Œ�����!� �3� �!���. �����.�" �1�2���������"��

�ù�#�2�� �� �.���.���#�2������ �.���������� ���.���*�Œ�2�0�2�.�� �.�Œ�) �2�. �ù���.�/�!� �������� ���0�#�!�&�������� �û�����2�#�. ���5�H�F�X�U�U�H�Q�W �1�H�X�U�D�O

�1�H�W�Z�R�U�N�V �� �5�1�1�V���� �ù���2�����0�2�. ���0 �2�. �/�����2�#�. �Œ�!�)�1�����.�" �2�!� �3� �/�)�2���1���"�� �2�. �5�1�1�V �0���1�&���.�2�+��� �#��

���!�)�$� �#�" �.�����/�!�.�1���" �1�2���� �.�!�$���2�0���2� �������� �2� �#�"�� �ù�#�2�) �2� �#�" �0�Œ���2�!���Œ�0�� ���. �/���.�2���!� �*�� �����. �0�1�&�2�0��

�!������ ������������ ���.�����1�2�+���2�.�" �2�. �����.���� ���. �0�Œ�0���0�!������� ���2�.�� �.��������� �#�$���0�" �0���1�)�/�&�� ���0�2�.�������2� �* ������� �#�"

�>�����@��

���.�������.�2�������� �1�0 �������0 �$�!� �������) �������.t�� �����.�" �.���.�/�!� �������)�" ���0�#�!�+���.�" �/���$�0�2�.�� �&�" �0���1� �/� �2�)�1� �2� 

�2�!���$� �� �/�0�������.x t �)�1� ���.�� �2���� ���.�2���1�2�.�1�� �2���" �Œ�!� ����� �*���0�����" �$�!� ���������" �1�2���������"ht � 1�� �þ �����. ���!�#�3��

���.�2���1�2�.�1��ht �#�Œ� ��� �������0�2�.�� �����1�& �2���" �1�$���1���"��

ht = �W�D�Q�K(Wxt + Uht � 1 + b) ��������������

�)�Œ� �#W �0�����.�� � �Œ�����.���.�" ���.�!�+�� �����. �2�� �����. �0���1� �/� ��U �0�����.�� � �Œ�����.���.�" ���.�!�+�� �����. �2�� ���0�2�����.�1�� �2���"

���.�2���1�2�.�1���" ���.��b �2� �/�������#�1���. �Œ�)���&�1���" �>�����@�� �þ �1�#�����!�2���1�� �#�Œ�0�!��� ���������" �0�3�.�Œ�2� ���������" ���W�D�Q�K��

�0���.�1�3�.�������0�� �2�� ���� ���!�.���������)�2���2�.��

�����1�& �.�#�2� �* �2� �# �.���.�/�!� ������� �* �����$�.�����1��� �*�� �2� �/�����2�#� �����#�����2�.���� �2���" ��� �!�3� ��� ���������" ���0�2�.�����1�0���"

�2� �# �Œ�.�!�0�����)���2� �" ���.�� �2���" �1�#���/�#�����0�� ���0 �2���� �Œ�.�!� �*�1�. �0�����)���. �����. ���. �Œ�!� �������%�0�� �2�� ���0����� ���2������

�1�#���Œ�0�!���3� �!���� ���2�� �1�*���$�!� ���� ����������� ���!�.�3���.�� �2�. �.�Œ���� �5�1�1�V �1�#�$���� �.���2�����.�����1�2�.���2�.�� �.�Œ�) �Œ��� �0���0��

�������������0�" �Œ�.�!�.�����.�����"�� �)�Œ�&�" �2�. �û�����2�#�. ���.���!���" �ú�!�.�$�#�Œ�!�)���0�1�����" �����������" ���/�6�7�0�V�� �>�����@ �� �2�.

�*�5�8�V�� �2�. � �Œ� ���. �0���1�&���.�2�+��� �#�� �����$�.�����1��� �*�" �Œ�#���+�� �Œ�!� ���0��������� �# ���. �/���.�$�0���!����� ���2�.�� �0�Œ���2�#�$�+�"

�$�!� ���������" �0���.�!�2���1�0���" �Œ� ���* ���0������� �# ������� �#�"�� �.�Œ� �2�!���Œ� ���2�.�" �2���� �0���.�3�������1�� �2���" �Œ�����!� �3� �!���.�"��

������ �ü���0���/�����0�#�������0�" �ù�!�$���2�0���2� ���������" ���.�� ���2�!�.�2�����������" �ü���Œ�.����

�/�0�#�1���"

�ü���+ �� ���.�1������ ���0�&�!���. �2�&�� ���#���0�������2�����+�� ���0�#�!�&�������+�� �û�����2�*�&�� �Œ�!� �1�3���!�0�� �����. ���1�$�#�!�) ���.�������.��

�2�����) �Œ���.���1��� �����. �2���� �0���.���&���� �$�.�!�.���2���!���1�2�����+���� �� �.���2�����0�2�+�Œ���1�� �0���0���/�����0�#�������&�� �Œ�!� �����������2�&��

����� �'�.�2�!�������" �����$�.���������" �)�!�.�1���" �.�Œ�.���2�0�� �2�� �$�!���1�� �1�2� �$�0�#�������&�� �.�!�$���2�0���2� �������+���� �ü�Œ���Œ����� ���� � �� �0����

����



���0���0���" �/�#�1��� �����0�" �2�&�� ����� ��� �������+�� �/�0�/� �������&���� �)�Œ�&�" �� �Œ�0�!��� �!���1�������� �/���.���0�1�����)�2���2�. �/�0���������2�&��

���.�� �� �.�����1� �!�!� �Œ���. �2�&�� �������1�0�&���� ���.�����1�2� �*�� �.���.�����.���. �2���� �0�3�.�!��� ���� �Œ�!� �����������&�� �1�2�!�.�2���������+��

�0���Œ�.���/�0�#�1���"��

���������� �������.�1��� ��� �������� ���.�2���2�����1�� ���.�� �� �ù�!�$���2�0���2� �������� �8���1�H�W

���0 �Œ�!� ���������.�2�. �)�Œ� �# �����2� �*���0��� �/�0�� �0�����.�� �� �.�Œ�)�/� �1�� �����.�" �1�#��� ���������" �0�2�������2�.�" �1�0 �����. �0�����)���.��
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�þ �Œ�!������ �.�#�2���� �1�#���Œ�������0�� �2�� �$�&�!������ �Œ�����!� �3� �!���. �1�0 �����. ��� ��� �/�����1�2�.�2� �/�������#�1���.�� ���0���+��� ���2�.�"

�/�!�.���.�2������ �2���" �Œ�.�!�.�����2�!� �#�" ���.�� �.�Œ� �2�!���Œ� ���2�.�" �2���� �#�Œ�0�!�Œ�!� �1�.�!��� ������

�	� �Œ�!� ���*�Œ�2� �� �/�������#�1���. �2���" �0�����)���.�" �1�#���0���+���0�2�.�� ���0 �2� �/�������#�1���. �Œ� �# �Œ�!� ���!�$�0�2�.�� �.�Œ�) �2���� �0�Œ�0��

���0�!���.�1���. �2� �# ��� ��� �/�����1�2�.�2� �# �$�.�!�.���2���!���1�2����� �* �����1�& �Œ�#�����+�� �0�Œ���Œ���/�&���� �þ �0��� �Œ� �������������� �Œ� ���#��

�2�!� �Œ������ �.���.�Œ�.�!���1�2�.�1�� �2�!� �3� �/� �2�0���2�.�� ���Œ�0���2�. �1�2� �2�0�������) �0�Œ���Œ�0�/� �2�.�������)�����1���"�� �0�Œ���2�!���Œ� ���2�.�"

�1�2� �/�����2�#� ���. �1�2�.�������1�0�� �2�.�#�2�)�$�!� ���. �2���" �/���.�3� �!�0�2�������" �Œ�������" �/�0�/� �������&�� �>�����@��

���������� �ü�Œ�.�*�����1�� ���.�� ���2���������1�� �û�0�/� �������&��

���2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �Œ� �# �2�. �/���.�����1�����. �/�0�/� �������. �0�����.�� �Œ�0�!��� �!���1�������. �� �/�0�� �Œ�.�!� �#�1������� �#�� � ��� ���)��

��� �!�3�� ���.�2�.��� ���� �&�" �Œ�!� �" �2�� �������1�0���"�� �� �1�2�����.�!�)�2���2�. �2�&�� ��� ���2�����&�� ���Œ� �!�0�� ���. �0�����1�$�#���0�� �����1�&

�2�0�$�������+�� �Œ� �# �0���Œ��� �#�2����� �#�� �2� �1�*��� ��� �0���Œ�.���/�0�#�1���" �>�����@��

�+���. �2���� �2�0�$�����2�� ���0�������#���1�� �2� �#�� �0�3�.�!���)��� ���2�.�� �1�2� �$�.�1�2����� �� �.����� �!����������� �� ���0�2�.�1�$�����.�2���1��� ���� �þ

�0���.���&���� �������!�)�2�0�!�&�� �Œ�.�!�.���*�!�&�� ���S�D�W�F�K�L�Q�J�� �.�Œ�) �0�����)���0�" �#�%�������" �.�������#�1���" �>�����@�� ���.���+�" ���.�� � ��

���0�&���0�2�!����� �� ���0�2�.�1�$�����.�2���1��� �� �)�Œ�&�" �.���.�������1�0���"�� �.�#������� �#�� �2� �� �)����� �2�&�� �/�0�/� �������&�� �Œ�.�!����� ��

���2�.�" �����0�" �0�����)���0�"�� �	� �1�����.���2�����)�2�0�!� �� �&�1�2�)�1� �� �0�����.�� �)�2�� �0���.���.��������� �#�� �2� �/�����2�#� ���. �.���.�Œ�2�*���0��

�$�&�!������ �.���.����� ���&�2�)�2���2�.��

���2���� ���.�2�!������ �.�������#�1���� � �� �������1�0���" �1�Œ�������. �0�����.�� ���1� ���.�2�.���0�����������0�"�� �þ �0���Œ�.���/�0�#�1�� �1�0 �.�����1�)�!��

�!� �Œ�. �/�0�/� �������. �2�0�����0�� ���. �Œ� ���+���0�� �2� �/�����2�#� �#�Œ���! �2���" �Œ���0��� �%���3� �*�1�.�" �������1���"�� �+���. �2���� �.���2���1�2������

�����1�� �2� �# �3�.����� ������� �#�� �� �1�#�����!�2���1�� ���)�1�2� �#�" �2�!� �Œ� �Œ� ���0���2�.�� �0���1����� ���2�.�" �ú���!�� �������1�0�&�� ���&�O�D�V�V

�:�H�L�J�K�W�V�� �>�����@�� �þ ���2�.�������1�������� �û�#�.�/������ �û���.�1�2�.�#�!� �*���0���� �ü���2�!� �Œ���. �/���.��� �!�3�+���0�2�.�� �&�"��

J = �
1
N

NX

i =1

[w1yi �O�R�J(ŷi ) + w0(1 � yi ) �O�R�J(1 � ŷi )] ��������������

�)�Œ� �# �2�. �1�2�.������w1 �D�Q�Gw0 �#�Œ� ��� ������� ���2�.�� �1�#�������&�" �.���2���1�2�!�)�3�&�" �.������� ���. ���0 �2�� �1�#�$���)�2���2�.

�2���" �������0 �������1���" �1�2� �1�*��� ��� �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� �����1�& �.�#�2���" �2���" ���.�������.�2�������" ���Œ� �������"���� �2� ��� ���2����� 

�2�����&�!�0���2�.�� �Œ� ���* �Œ��� �.�#�1�2���!�� �0���� �������0�� �1�3�������. �1�0 �����. �/�0�������. �2���" ���0��� �%���3� �*�1�.�" �������1���"�� �#�Œ� ��

�$�!�0�+��� ���2���" �2� ���. ���0�2�.�2� �Œ���1�0�� �2� �)�!��� �.�Œ�)�3�.�1���" �Œ�!� �" �����. �Œ��� �/�����.���� ���.�� ���0�������0�*�1������ ���.�2�.��� ����

�>�����@��

����



������ ���0�2�!�������" �ù����� ���)�����1���" ���.�� ���!���2���!���. �ù�Œ�)�/� �1���"

�þ �Œ� �1� �2������ �.�Œ� �2�������1�� �2���" �.�Œ�)�/� �1���" �2�&�� �.���.�Œ�2�#�$�������2�&�� ��� ���2�����&�� �.�Œ� �2�0���0�� ���!���1����� �1�2���/��� 

�����. �2���� �0�Œ�.�������0�#�1�� �2���" �.����� �Œ���1�2���.�" �2� �#�" ���.�� �2���� �.���2�����0�����0�������� �1�*�����!���1�� �2�&�� �.�!�$���2�0���2� �������+����

�û�0�/� ������� �# �)�2�� �� �Œ�.�!� �*�1�. �0�!���.�1���. �Œ�0�!�����.���������0�� �2�)�1� �Œ�!� ���������.�2�. �2�.�������)�����1���" �)�1� ���.�� �Œ�!� ��

���������.�2�. �1�����.�1��� ��� ���������" ���.�2���2�����1���" ���.�� ���.�2���2�����1���" �1�2���������)�2�#�Œ� �# �%���3���.���+�� �0�����)���&�� �������!� ��

�1��� �Œ���.�"�� �� �.����� ���)�����1�� ���.�1�����0�2�.�� �1�0 �2�!�0���" �/���.���!���2���" ���.�2����� �!���0�" ���0�2�!�����+����

���������� ���0�2�!�������" �ù����� ���)�����1���" �	�.�������)�����1���"

���� ���.�1�������" ���0�2�!�������" �����. �2���� �.�Œ� �2�������1�� �2���" �1�#���Œ�0�!���3� �!���" �0���)�" �1�#�1�2�����.�2� �" �/�#�.�/�������" �2�.�������)��

�����1���" �.�Œ� �!�!��� �#�� �.�Œ�) �2� �� �������.���. ���*���$�#�1���" ���&�R�Q�I�X�V�L�R�Q �0�D�W�U�L�[���� �� �Œ�����.���.�" �.�#�2�)�" ���.�2�.���!���3�0��

�2�� �1�#�1�$���2���1�� ���0�2�.���* �2�&�� �Œ�!�.�����.�2�����+�� �0�2�����0�2�+�� �.���.�3� �!���" ���.�� �2�&�� �Œ�!� �������%�0�&�� �2� �# ��� ���2����� �#��

���.�2����� �!��� �Œ� ���+���2�.�" �2�. �.�Œ� �2�0�����1���.�2�. �1�0 �2���1�1�0�!���" ���0���0�����+�/�0���" �1�#�����1�2�+�1�0�" �>�����@��

�‡�ù�������+�" �,�0�2������ ���7�U�X�H �3�R�V�L�W�L�Y�H�V �� �7�3�����û�0�������.�2�. �2���" ���0�2�������" �������1���" �Œ� �# �2�.������� �����������.��

� �!���� �&�" ���0�2��������

�‡�ù�������+�" �ù�!�����2������ ���7�U�X�H �1�H�J�D�W�L�Y�H�V �� �7�1�����û�0�������.�2�. �2���" �.�!�����2�������" �������1���" �Œ� �# �2�.������� ��

�����������.�� � �!���� �&�" �.�!�����2��������

�‡���0�#�/�+�" �,�0�2������ ���)�D�O�V�H �3�R�V�L�W�L�Y�H�V �� �)�3�����û�0�������.�2�. �2���" �.�!�����2�������" �������1���" �Œ� �# ���.�����.�1�������.

�2�.������� �����������.�� �&�" ���0�2������ �����3�������. �	�*�Œ� �# �ÿ����

�‡���0�#�/�+�" �ù�!�����2������ ���)�D�O�V�H �1�H�J�D�W�L�Y�H�V �� �)�1�����û�0�������.�2�. �2���" ���0�2�������" �������1���" �Œ� �# ���.�����.��

�1�������. �2�.������� �����������.�� �&�" �.�!�����2������ �����3�������. �	�*�Œ� �# �ÿ�ÿ����

�ù���!�����0���. ���$�F�F�X�U�D�F�\��

�þ �ù���!�����0���. � �!�����0�2�.�� �&�" �2� �������1���. �2�&�� � �!���+�� �Œ�!� �������%�0�&�� �Œ�!� �" �2� �1�#��� �������) �Œ������� �" �2�&�� �0���0��

�2�.���)���0���&�� �/�0���������2�&����

�$�F�F�X�U�D�F�\=
TP + TN

TP + TN + FP + FN
��������������

�ù�� ���.�� �.�Œ� �2�0���0�� �2���� �Œ��� �/���.���1�����2������ ���0�2�!�������� �� �ù���!�����0���. ���Œ� �!�0�� ���. ���.�2�.�1�2�0�� �Œ�.�!�.�Œ���.�����2������ �1�0

�Œ�0�!���Œ�2�+�1�0���" �����2� �����" �.�����1� �!�!� �Œ���.�" �������1�0�&���� ���.���+�" �����. �.�Œ��� �'���) ��� ���2����� �Œ� �# �Œ� ���+���0�2�.�� �#�Œ���!

�2���" �Œ���0��� �%���3� �*�1�.�" �������1���" �0���3�.�������0�� �#�%�����) �1��� �! �$�&�!���" �Œ�!�.�����.�2������ �Œ�!� �����&�1�2������ �.�����. �>�����@��

�ü�#�.���1�����1���. �� �ù�����������1�� ���6�H�Q�V�L�W�L�Y�L�W�\ �� �5�H�F�D�O�O��

�þ �ù�����������1�� ���0�2�!�� �2� �Œ� �1� �1�2�) �2�&�� �Œ�!�.�����.�2�����+�� ���0�2�����+�� �/�0���������2�&�� �Œ� �# �0���2� �Œ���1�2�����.�� �0�Œ����

�2�#�$�+�" �.�Œ�) �2� ��� ���2����� �� �ü�����.�� ���/���.���2�0�!�. ���!���1������ �1�0 ����� �'�.�2�!�������" �0�3�.�!��� �����"�� �)�Œ� �# �� �Œ�.�!�����0���%��

����



�0���2� �Œ���1��� �* �0���)�" ���0�2����� �* ���0��� ���)�2� �" ���)�1�� �Œ�!���Œ�0�� ���. �0���.�$���1�2� �Œ� �������0����

�5�H�F�D�O�O=
TP

TP + FN
��������������

�ù���!�����0���. �,�0�2�����+�� ���3�U�H�F�L�V�L�R�Q��

�þ �ù���!�����0���. �,�0�2�����+�� �0���3�!�����0�� �2���� �.����� �Œ���1�2���. �2�&�� ���0�2�����+�� �Œ�!� �������%�0�&�� �2� �# ��� ���2����� �#�� �/�����.�/��

�2� �Œ� �1� �1�2�) �2�&�� �/�0���������2�&�� �Œ� �# �Œ�!� �������3�������.�� �&�" ���0�2������ ���.�� �0�����.�� �Œ�!�������.�2�� ���0�2��������

�3�U�H�F�L�V�L�R�Q=
TP

TP + FP
��������������

�)�����6�F�R�U�H

���.���+�" �1�#�$���� �#�3���1�2�.�2�.�� �����. �1�$���1�� �.���2�.�����.�����" ���0�2�.���* �3�U�H�F�L�V�L�R�Q ���.�� �5�H�F�D�O�O�� � �/�0�����2���" �)�����6�F�R�U�H

�.�Œ� �2�0���0�� �2� �� �.�!��� �������) �����1� �)�!� �2�&�� �/�*� �.�#�2�+�� ���0�2�!�����+���� �Œ�!� �1�3���!� ���2�.�" �����. ���1� �!�!� �Œ����������

�.�Œ� �2�������1�� �2���" �.�Œ�)�/� �1���" �����1�& �����.�" �0�����.���.�" �2�������"��

�)�����6�F�R�U�H= 2 �
�3�U�H�F�L�V�L�R�Q� �5�H�F�D�O�O
�3�U�H�F�L�V�L�R�Q+ �5�H�F�D�O�O

=
2TP

2TP + FP + FN
��������������

���������� ���0�2�!�������" �ù����� ���)�����1���" ���.�2���2�����1���" �ü�����)���.�"

���0 �Œ�!� ���������.�2�. �1�����.�1��� ��� ���������" ���.�2���2�����1���"�� �� �.����� ���)�����1�� ���0�2�.�2� �Œ�����0�2�.�� �.�Œ�) �2� �0�Œ���Œ�0�/� �2�&��

�/�0���������2�&�� �1�2� �0�Œ���Œ�0�/� �2�&�� �0����� ��� �1�2� ���$�0���&���� ���� �/�*� �Œ����� �� ���.�����0�!�&������� �� �/�0�����2�0�" ���.�1����� ���2�.��

�1�2�� �����2�!���1�� �2���" �0�Œ���������#�%���" ���0�2�.���* �2���" �Œ�!�.�����.�2�������" �����1���.�" �.���.�3� �!���" ���*�U�R�X�Q�G �7�U�X�W�K ��G��

���.�� �2���" �Œ�!� �����0�Œ�)���0�����" �����1���.�" ��P����

�û�0�����2���" �-�D�F�F�D�U�G �� �,�Q�W�H�U�V�H�F�W�L�R�Q �R�Y�H�U �8�Q�L�R�Q ���,�R�8��

�� �/�0�����2���" �-�D�F�F�D�U�G�� �����&�1�2�)�" �1�2�� ����������� ���!�.�3���. �2���" �����$�.���������" �)�!�.�1���" �&�" �,�Q�W�H�U�V�H�F�W�L�R�Q �R�Y�H�U �8�Q�L�R�Q

���,�R�8���� � �!�����0�2�.�� �&�" � ���)��� �" �2� �# ���0������� �#�" �2���" �2� �����" �2�&�� �/�*� ���.�1���+�� �Œ�!� �" �2� �������0��� �" �2���" �����&�1���"

�2� �#�" �>�����@��

�,�R�8(G; P) =
jG \ Pj
jG [ Pj

=
TP

TP + FP + FN
��������������

���2� �Œ���.���1��� �2�&�� �%���3���.���+�� �0�����)���&���� �� �2� ���� �.���2���Œ�!� �1�&�Œ�0�*�0�� �2�. �S�L�[�H�O�V �Œ� �# �2�.������� �����������.�� � �!����

�&�" �.���2�����0�����0��� ���7�3���� �0���+ �� �����&�1�� �Œ�0�!�����.���������0�� �)���. �2�. �S�L�[�H�O�V �Œ� �# �.������� �#�� �0���2�0 �1�2� �*�U�R�X�Q�G

�7�U�X�W�K �0���2�0 �1�2���� �Œ�!�)�����0�%����

����



���#���2�0���0�1�2���" �'�L�F�H ���'�L�F�H �6�L�P�L�O�D�U�L�W�\ �&�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W �� �'�6�&��

�� �1�#���2�0���0�1�2���" �'�L�F�H �0�����.�� ���.�������.�2������ ���1� �/�*���.��� �" ���0 �2� �)�����6�F�R�U�H �1�0 �0�Œ���Œ�0�/� �0����� ��� �1�2� ���$�0���&����

���0�2�!�� �2� �/���Œ�����1��� �2���" �2� �����" �2�&�� �/�*� �1�#���)���&�� �/���.���!�0������� ���0 �2� �����!� ���1���. �2�&�� �0�Œ�������!� �#�"

���0���0���+�� �2� �#�" �>�����@��

�'�L�F�H(G; P) =
2jG \ Pj
jGj + jPj

=
2TP

2TP + FP + FN
��������������

�þ �1�$���1�� ���0�2�.���* �2�&�� �/�*� �/�0�����2�+�� �0�����.�� ��� ��� �2� �������� �.�#���.���)���0���� ���.�� �/�����0�2�.�� �.�Œ�) �2�� �1�$���1�� �'�L�F�H=
2�,�R�8

1+ �,�R�8��

���������� ���0�2�!�������" �ù����� ���)�����1���" ���.�2���2�����1���" ���2���������)�2�#�Œ� �#

�õ�2�.�� �� �.�������#�1�� �Œ�0�!���� �.�Œ�) �2� �0�Œ���Œ�0�/� �2�&�� �0����� ��� �1�2� ���$�0���&�� �1�2� �0�Œ���Œ�0�/� �2�&�� �/���.���!���2�+�� �.���2����

���0���������&���� � �� ���0�2�!�������" �Œ� �# �Œ�!� �.���.�3���!�������.�� �/�0�� �0�Œ�.�!��� �*���� �ò���. ��� ���2����� ���Œ� �!�0�� ���. �0�Œ���2�#���$�����0��

�#�%�����) �/�0�����2�� �'�L�F�H�� �.������ ���. �.�Œ� �2�#���$�����0�� ���. �/���.�$�&�!���1�0�� �/�*� ���0�$�&�!���1�2�� ���*�2�2�.�!�.�� �0��� �Œ� ���+���2�.�"

�2�. �1�0 �����. ��� ������ �������. �>�����@�� �+���. �2� �� �1��� �Œ�) �.�#�2�)�� �$�!���1����� �Œ� ��� �*���2�.�� ���0�2�!�������" �1�0 �0�Œ���Œ�0�/� �.���2�����0����

�������&���� ���.�1���1�������0�" �1�0 ���.�2�+�3�����. �$�&�!�������" �0�Œ���������#�%���"��

�ò���. �Œ�!� �����0�Œ�)���0��� �.���2�����0�����0��� ���Œ���$�� �����. ���#�2�2�.�!�����) �1�2���������)�2�#�Œ� �� ���0�&�!�0���2�.�� �0�Œ���2�#�$���" �2�.���!���.�1���.

���7�U�X�H �3�R�V�L�W�L�Y�H�� �.�� �� �2������ �,�R�8 ���0 �����. �1�#�����0���!��������� �.���2�����0�����0��� �2���" �����1���.�" �.���.�3� �!���" �#�Œ�0�!���.����

���0�� �����. �Œ�!� ���.��� �!���1������� ���.�2�+�3����� ���2�#�Œ������� = 0:5 �� � = 0:75���� ���0 �����1�� �.�#�2�)�� �2� �� ���.���)���.��

� �!����� ���2�.�� � �� �0�����" �/�0�����2�0�"��

�����1�� �ù���!�����0���. ���$�Y�H�U�D�J�H �3�U�H�F�L�V�L�R�Q �� �$�3��

�+���. �����. �0�Œ�����0��������� ���.�2�+������ �0�Œ���������#�%���"� �� �� �����1�� �ù���!�����0���. �#�Œ� ��� �������0�2�.�� �.�Œ�) �2� �Œ������� �" �2�&��

�/���.���!���2�+�� �.���2�����0���������&�� �&�"��

�$�3� =
�7�3�

�7�3� + �)�3� + �)�1�
��������������

�)�Œ� �# �)�3� �.���2���Œ�!� �1�&�Œ�0�*�0�� �2�. �Œ�!� �����0�Œ�)���0���. �.���2�����0�����0���. �Œ� �# �/�0�� �2������� �#�� �0�Œ�.�!���+�" ���.�������.

�Œ�!�.�����.�2�����) �.���2�����0�����0��� ���%�0�#�/�0���" �0���2� �Œ���1��� ������ ���.�� �)�1� �.���2���Œ�!� �1�&�Œ�0�*�0�� �2�. �Œ�!�.�����.�2������ �.���2����

���0�����0���. �Œ� �# �2� ��� ���2����� �Œ�.�!�����0���%�0 ���. �0���2� �Œ���1�0�� ���0 �0�Œ���������#�%�� ���0���.���*�2�0�!�� �.�Œ�)� ��

�þ �����1�� �2������ �2� �# �1�0 �����. �0�*�!� �" ���.�2�&�3�����&�� ���Œ���$�� �.�Œ�)0:5 ���&�"0:95 ���0 �������.0:05�� �.���.�3���!�0�2�.�� �&�"

�P�H�D�Q �$�Y�H�U�D�J�H �3�U�H�F�L�V�L�R�Q ���P�$�3�� ���.�� �Œ�.�!���$�0�� �����. �1�#��� ���������� �0�*�!�&�1�2�� �.�Œ� �2�������1�� �2���" �����.���)�2���2�.�"

�2� �# ��� ���2����� �# ���. �0���2� �Œ�����0�� ���.�� ���. � �!��� ���0�2�0�� ���0��� ���&�������0�" �/� �����" �>�����@��

����



�� ���0��� �/� ��� �����.

���2� �Œ�.�!�)�� ���0�3�����.��� �Œ�.�!� �#�1�������0�2�.�� � �1�$�0�/���.�1���)�" ���.�� �� �#��� �Œ� �����1�� �0���)�" �.�#�2� ���.�2� �Œ� ����������� �#

�#�Œ� ��� �����1�2����� �* �Œ���.���1��� �#�� �2� � �Œ� ��� �1�$�0�/�����1�2�����0 �����. ���. �#�Œ� �1�2���!�����0�� �2� �� �0�!�0�#�����2�� �1�0 �������0 �1�2����

�/��� �2� �# �Œ�0���!�.���.�2����� �* �.���&��� �*�� �.�Œ�) �2���� �.�!�$������ �1�Œ� �!�� �2�&�� ���#�2�2���!�&�� �1�2�. �2�!�#�������. �����$�!�� �2����

�2�0�������� �.����� ���)�����1�� �2�&�� �Œ�0���!�.�����2�&�� �0���2�)�" �2���" �/�����2�.�����" �R�U�J�D�Q �R�Q �D �F�K�L�S�� �þ ���0���2�!������ �3����� �1� �3���.

�2���" �Œ�!� �1���������1���" �/�0�� �0�����.�� �.�Œ���+�" �� �.�#�1�2���!�� �.����� �!������������ �/� �������� �.�!�$���2�0���2� �������+�� �����$�.���������"

���������1���"�� �.������ �� �.�����Œ�2�#���� �����.�" �1�#����� �����" �0�!���.���0���&�� ���.�� ���0��� �/� ��� �����+�� �Œ� �# �0�����.�� �3�����������" �Œ�!� �"

�2� �� �2�0�������) �$�!���1�2�� �1�2� ����� ��� �������) �0�!���.�1�2���!��� �� �0���.�$���1�2� �Œ� ���+���2�.�" �2���� �.���������� �����. �Œ�0�!���Œ��� ���� �Œ�.��

�!�.���0�2�!� �Œ� �����1�� �� �0���.���2�����2������ �$�0���!� ���������2�� �0�Œ���1�����0���&�1�� �/�0�/� �������&����

�+���. �2���� �0�Œ���2�0�#���� �.�#�2� �* �2� �# �1�2�)�$� �#�� �� �Œ�!� �2�0�����)���0���� ���0��� �/� ��� �����. �/���.�!���!�+���0�2�.�� �1�0 �2�!�0���" ���.�1����

��� �*�" ����� ���0�" �Œ�.�!�.��� ��� �*�����1���"�� �.�������#�1���" ���.�� �Œ�!�)�����0�%���"�� � �� � �Œ� ��� �� �.����� ��� �����������.�� �Œ�����& �1�0 �/�*� 

�/���.�3� �!�0�2������ �1�*��� ���. �/�0�/� �������&�� ��

���� �ù�#�2�)���.�2�� �0���.���&���� ��� �!�3� ��� �����.�"���
��� �Œ� �����1�� �0���)�" �.���&��� �* �����. �2���� �����0�1���� �.���!������ ���.��

�2���2�����1�� �1�2��������� �2�*�Œ� �# �������!� �1��� �Œ�����+�� �0�����)���&�� ���.�� �2���� �Œ� �1� �2����� �Œ� �����1�� �2�&�� ���#�2�2���!�&��

���Œ������� �"�� �1�#�!�!� ���� ���0�&���0�2�!���.�� �$�&�!���" �2���� �.�Œ�.���2���1�� �/������� �#�!�����.�" ���.�1���+�� �0���Œ�.���/�0�#�1���" �.�Œ�)

�2� �� �$�!���1�2����

���� �ò�����.���!�� �Œ�!�)�����0�%�� �0�������������"���ù�����Œ�2�#���� �Œ�!� �����&�1�2�����+�� ��� ���2�����&�� �Œ� �# �.���.���*� �#�� �2����

�Œ�!�+������ �/�#���.�������� �2���" ���.���������!���0���.�" ���������� �+�!�0�"�� �����. ���. �Œ�!� �������%� �#�� �2� �� ���0����� ���2�����) �!�#�����)

�.�����Œ�2�#�����"�� ���0���2� �#�!���+���2�.�" �&�" �1�*�1�2�����. �������.���!���" �Œ�!� �0���/� �Œ� �����1���" ���.�� �0��� ����� ���)�����1���" �Œ�)��

�!�&����

���� �ù�������#�1�� �1�0 �Œ�0�!����������� �� �������!� �!�0�#�1�2� ���������"���û������� �#�!�����. �0���0���/�����0�#�������&�� �0�!���.���0���&�� �2�.

� �Œ� ���. �Œ�.�!�.�������Œ�2� �#�� �2�. � �Œ�2������ �0���Œ�)�/���. �2�&�� �������!� ���#�����&�����2�&���� �0���2� �Œ����� �#�� �.�#�2�)���.�2�.

�2���� �&�3���������� �Œ�0�!��� �$�� �Œ�.�!�.�2���!���1���" ���5�2�,�� ���.�� �#�Œ� ��� ������� �#�� �2���� �2�0�������� �Œ�#�����)�2���2�. �&�!����

���.���1���" �2� �# ���1�2� �*��

���� �2�!�0���" �.�#�2� �� ����� ���0�" ���Œ� �!� �*�� ���. ���/�&��� �*�� �&�" �1�#���Œ�����!�&���.�2������ �#�Œ� �1�#�1�2�����.�2�. �0���)�" �0����� ��� ���0��

���2�!����� �* �%���3���.��� �* �/���/�*��� �# �2���" ���.���������!���0���.�"�� �� �Œ�!�+�2� �" ����� ���.�" �.���.���.���������0�� �2���� �.���.���.�2�.�1���0�#��

�2���" �2�!���$� �#�1�.�" ��� �!�3� ��� ���������" ���.�2���1�2�.�1���" �2� �# �3�#�1����� �* �/�0�������.�2� �"�� � �/�0�*�2�0�!� �" ��� ���2�0��� �Œ� ���0�� �2��

�$�!� �������� �2� �# �0������������ ���.�� �Œ�!� �������Œ�0�� �2�� ���0����� ���2������ �1�#���Œ�0�!���3� �!�� �2� �#�� �0���+ � �2�!���2� �" �0�Œ�0���2�0�����0��

�2���� �.���.�Œ�.�!���1�2�.�1�� �1�0 �/�#���.�������� �������!� �!�0�#�1�2� �������� �Œ�0�!����������� ���2�. �2�U�J�D�Q���R�Q���&�K�L�S�� ���0 �2� �� �2�!�)�Œ� 

�.�#�2�)�� �� �3�#�1������ ���.���������!���0���. �.���2���1�2� ���$�����0�2�.�� �1�0 �����. �0�������0�!�+�1������ �%���3���.���� ���.�2���1�2�.�1���� �� � �Œ� ���.

���Œ� �!�0�� ���. �$�!���1����� �Œ� �������0�� �����. �Œ�.�!�.��� ��� �*�����1���� �1�*�����!���1�� ���.�� �0�!���.�1�2���!���.���� �����%�� �.�Œ� �3���1�0�&����

�+���. �2���� ���.���*�2�0�!�� ���.�2�.���)���1�� �2���" �Œ�!�.���2�������" �1�#���0���1�3� �!���" �2���" �Œ�.�!� �*�1�.�" �0�!���.�1���.�"�� �1�2� ���$�����.

������ �.�Œ�0����� �������0�2�.�� �� � �!���.�������� �0���1�&�����2�&�1�� �2� �# �.���.�Œ�2�#�$�������2� �" �#�Œ� ��� �����1�2����� �* �.���&��� �* �0���2�)�"

����



�2� �# ����� ��� ������� �* ���*����� �# ���&���" �2�&�� ���#�2�2�.�!�����+�� ���.�������0�!���0���+�� �&�D�F�R������ �õ�Œ�&�" �Œ�.�!�.�2���!�0���2�.���� �2� 

��� �����1�������) �Œ�.�!�0�����.�����0�� �1�0 ���.���!���. �1�2���/���. �2���" �Œ�0���!�.���.�2�������" �/���.�/�����.�1���.�"�� �.�Œ�) �2���� �.�Œ�)�%�#���� ���&�"

�2�. �Œ�0���!�����.�2�. �1�0 �1�#�1�2�����.�2�. �R�U�J�D�Q���R�Q���F�K�L�S��

�ü�����)���. �����������$�����.�2������ �.�Œ�0�����)�����1�� �2� �# �Œ�!� �2�0�����)���0��� �# �#�Œ� ��� �����1�2����� �* � ����� �1�#�1�2�����.�2� �" ���.�� ��
� �!���.�������� �2� �# �0���1�&�����2�&�1�� �1�2� �� ����� ��� �������) ���*����� ���&���" �2�&�� ���#�2�2�.�!�����+�� ���.�������0�!���0���+�� �&�D�F�R������
���2���� �.�!���1�2�0�!�� �1�2������ �.�Œ� �2�#�Œ�+���0�2�.�� �� �Œ�0���!�.���.�2������ �!� ���� �1�2�� �/�0������ �1�2������ �Œ�.�!� �#�1�������0�2�.�� �2� �Œ�!� ��
�2�0�����)���0��� �1�*�1�2�����. ��� �����1������� �*�� �)�Œ� �# � �� �2�!�0���" �#�Œ� ��� �����1�2����� �� ����� ���0�" �2�!� �3� �/� �2� �*���2�.�� ���0 � �Œ�2������
�/�0�/� �������. ���.�� �0�Œ���1�2�!���3� �#�� �.�#�2� ���.�2� �Œ� ����������� �#�" �Œ� �1� �2����� �*�" �/�0�����2�0�" �����. �2���� ���.��� �/�������1�� �2�&��
���!���1�����&�� ����� ��� �������+�� �.�Œ� �3���1�0�&����

���2���" �0���)�2���2�0�" �Œ� �# �.��� ��� �#��� �*���� �.���.���*� ���2�.�� ���0�Œ�2� ���0�!�+�" �2�. �$�.�!�.���2���!���1�2������ �2�&�� �/�0�/� �������&����

� �� �2�0�$���������" �Œ�!� �0�Œ�0���0�!���.�1���.�" ���.�� �� �.�!�$���2�0���2� �������� �������0 �#�Œ� �1�#�1�2�����.�2� �"�� �.���.�/�0�������*� ���2�.�" �Œ�+�" ��

�����$�.�������� �)�!�.�1�� ���Œ� �!�0�� ���. ���0�2�.�1�$�����.�2���1�2�0�� �1�0 �����. �&�3��������� �0�!���.���0��� �#�Œ� �1�2���!�������" �.�Œ� �3���1�0�&��

���0 �Œ�!�.���2������ �$�!���1�� �1�2� �Œ�0�!����������� �� �2� �# �0�!���.�1�2���!��� �#��

����



������ ���*��� ���. �û�0�/� �������&��

���������� �ù���.���.���������!���0���0�" �1�0 �2�!�#�������.

�	� �Œ�!�+�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �1�$�0�/�����1�2�����0 �����. �2���� �0���.���&���� ��� �!�3� ��� �������+�� �$�.�!�.���2���!���1�2�����+��

���.�� �2���� �.�����Œ�2�#���� �2� �# ��� ���2����� �# �2�.�������)�����1���" �2� �# �!�#����� �* ���#�2�2�.�!�������" �.�����Œ�2�#�����"�� �ù�Œ� �2�0���0���2�.��

�.�Œ�) �.���0�����!�2���2�0�" ���.�2�.���!�.�3���" �� �/���.���!���2�+�� ���#�2�2�.�!�����+�� �.���.���.�������0�!���0���+���� �+���. �2���� ���.�2�.���!�.�3�� �2���"

�/�#���.���������" �2�&�� ���#�2�2���!�&���� �0�3�.�!���)�1�2�����0 �Œ�0���!�.���.�2�����) �Œ�!�&�2�)��� ����� �W�L�P�H���O�D�S�V�H �������2�0� �������!� �1��� ��

�Œ���.�" �1�0 �0���0���$�)���0��� �Œ�0�!����������� �� �0�Œ�&�.�1�2���!�.�� ���� �����%�0���" �Œ�!�.�����.�2� �Œ� �����������.�� ���0 �2�#�Œ� �Œ� �����������0�"

�Œ�.�!�.�����2�!� �#�" �����. �2���� �0���.�1�3�������1�� �2���" ���������1�2���" �/�#���.�2���" � ��� ��� �������0���.�"��

�‡���&�!������ �.�������#�1�������� �0���.���)���0���0�" �%���3���.�����" �0�����)���0�" �/���.�����2� �#�� �#�%������ �$�&�!������ �.�������#�1��

���������[�������� �S�L�[�H�O�V�� �����.���� ���. �.�Œ� �2�#�Œ�+�1�0�� ���0 �0�#���!�����0���. �2�. �)�!���. �2� �# ���#�2�2�.�!����� �* �2� ���$�+���.�2� �"

���.�� �2���" �0���/� ���#�2�2�.�!�������" �/� �����"�� �Œ�.�!�� �2���� �.�Œ� �#�1���. �$�!�+�1���"��

�‡���Œ�2�����) ���.�����������þ �����%�� ���������0 �.�Œ� �����0���1�2������ �1�2� ���.�������� �2� �# �3�&�2�0����� �* �Œ�0�/��� �# ���0 �1�2�.���0�!�)

�$�!�)��� �������0�1���" �1�2�. ���� �P�V�� �Œ�!� ���0��������� �# ���. �0���.�$���1�2� �Œ� �������0�� � ���)�!�#��� �" ���������1���" �/���.�2���!�+��

���2�.�" �Œ�.�!�����������. �0�Œ�.�!���� �3�&�2�0�����)�2���2�. ���.�� �.���2�����0�1����

�‡���#�$���)�2���2�. �/�0�������.�2� �����%���.�"���	� ���0�1� �/�����1�2�����. ���0�2�.���* �/�*� �/���.�/� �$�����+�� �����%�0�&��

� �!���1�2�����0 �1�2�. ���� ���0�Œ�2���� �þ �1�#�$���)�2���2�. �.�#�2�� �0�����.�� �.�!���0�2�� �#�%������ �����. ���. ���.�2�.���!���%�0��

�Œ�.�!� �/������ ����� ��� �������� �3�.�����)���0���.�� �)�Œ�&�" �� ���#�2�2�.�!������ �/���.���!�0�1�� ���.�� �.�!���0�2�� �.�!�.���� �+�1�2�0 ���.

�/���.�2���!�0���2�.�� � �1�#��� �������)�" �)����� �" �2�&�� �/�0�/� �������&�� �1�0 �/���.�$�0���!���1�����. �0�Œ���Œ�0�/�.��

�‡�ú��� ��� �������� ���.�2���1�2�.�1�������� �Œ�.�!�.�2���!���1�0���" �.�3� �!� �*�1�.�� ���*�2�2�.�!�. �Œ� �# ���!���1��� ���2�.�� �1�0 �3���1��

�.�����Œ�2�#�����" ���0�2�� �2���� �.�Œ�)�%�#���� �2� �#�" ���.�� �2� �� �0�����������.�2���1���) �2� �#�" �1�2� ���!�0�Œ�2�����) �#�������)��

�� �1�#��� �������)�" �$�!�)��� �" �Œ�.�!�.��� ��� �*�����1���" �������0 ���.���������!���0���.�" �/�����3�0�!�0�� �þ ���.�2�.���!�.�3�� �/���.�!��� �*�1�0 �.�Œ�)

�2�� �1�2�������� �2���" �1�Œ� �!���" �2�&�� ���#�2�2���!�&�� ���$�!� �������� �1�2��������t = 0 �� ���&�" �)�2� �# �� ���.���������!���0���. �0�Œ���2�*�$�0��

�2�� ���������1�2�� �0�Œ�����#�����2�� �1�#�!�!� �� �+�1�2�0 ���. �$�!���1����� �Œ� �������0�� �����. �Œ�0���!�����.�2�. �� �����. �2���� �0�Œ�)���0���� �.���.��

���.���������!���0���. ����� ���2�� �1�2� ����������

���.�!�)�2�� � �� �1�#��� ���������" ���.�2�.���!�.�3���" � �!���1�������&�� �.���.���.�������0�!���0���+�� �0���2�0����� ���2�.�� �����. �Œ� �������" �������!�0�"��

�� �Œ�.�!� �*�1�. �0�!���.�1���. �0�Œ�����0���2�!�+���0�2�.�� �1�2���� �.�������#�1�� �2���" �Œ�!�+�������" �/�#���.���������" �2���" ���.���������!���0���.�"�� �+���.

�2� �� �1��� �Œ�) �.�#�2�)�� �&�" �1�2�.���0�!�) �Œ�.�!�����#�!� �Œ�.�!�.�2���!���1���" �����. �2�. �Œ�0���!�����.�2�. � �!���1�2�����.�� � �� �Œ�!�+�2�0�" ����

�+�!�0�" �.�Œ�) �2�� �1�2�������� �2���" �1�Œ� �!���"��

�û�0�/� ������� �# �2� �# �!�#����� �* �/�0�������.�2� �����%���.�"�� �2� �Œ�.�!�����#�!� �2�&�� ���� �&�!�+�� ���0�2�.�3�!�����0�2�.�� �1�0 �����. �$�!� ��

�������� �.��������� �#�$���. ������ �/���.�/� �$�����+�� �0�����)���&�� �.���� ���.���������!���0���.�� �	� �Œ�!�+�2� �����&�!� �Œ�0�!�����.���������0�� �1�#��

�������&�" �2���� ���!���1������ �3���1�� �Œ�!� �1�.�!��� �����" ���.�� �2���� �����.�!���� �2���" �0�����0�2�������" �3���1���" �.�����Œ�2�#�����"�� �� �0���2� ��

�Œ���1���)�" �Œ�!� �2�*�Œ�&�� �1�0 �.�#�2�) �2� �/�����1�2�����. ���$�0�� ���0�������� �0�!�0�#�����2������ �.�����.�� ���.���+�" ���.�����1�2�� �/�#���.�2�� �2����

�.����� ���)�����1�� �2���" ���.���������!���0���.�" �1�0 �Œ�!�+����� �1�2���/��� �� �0��� ����� ��� ���+���2�.�" �0�!���.�1�2���!���.��� �*�" �Œ�)�!� �#�"��

����



���������� �û���.�2�����0���" �2�U�J�D�Q���R�Q���&�K�L�S

�	� �/�0�*�2�0�!� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �.�3� �!�� �2���� ���.���������!���0���. �2�&�� ���#�2�2���!�&�� �&�D�F�R�� �0���2�)�" �������!� �!�0�#��

�1�2� �������+�� �/���.�2�����0�&���� �þ ���0�2�����.�1�� �.�Œ�) �2�. �1�2�.�2������ �2�!�#�������. �2� �# �Œ�!�+�2� �# �1�#���)�/� �# �/�0�/� �������&�� �1�2� 

�/�#���.�������) �Œ�0�!����������� �� �2� �# �2�U�J�D�Q���R�Q���&�K�L�S �0���1�����0�� �1�����.���2�������" �����0�" �Œ�.�!�.�����2�!� �#�" �1�2�� �1�#����� ����

�/�0�/� �������&���� �.�3� �* �� �/� ���� �2� �#�" �0�����.�� �Œ����� �� �Œ� ���#�/�����1�2�.�2���� �/���.�$�&�!����� ���2�.�" �2���� �Œ�����!� �3� �!���. �1�0

�0�Œ���Œ�0�/� �Œ�0���!�����.�2� �"�� �������!� ���#�����+���.�2� �"�� �$�&�!����� �* �Œ�0�/��� �# ���.�� �$�!� ���������" �3���1���"��

�	� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �1�#�����!� �2���������0 �.�Œ�) �/�*� �.���0�����!�2���2�. �Œ�0���!�����.�2�.�� �2� ���.�������. �.�Œ�) �2�. � �Œ� ���.

�Œ�0�!���0���������.���0 � ���2�+ �/���.���!���2�� �F�K�L�S�V�� �.���!� ����� ���2�.�" �1�#��� �������� �1�0 ���� �������!� �!�0�#�1�2� ���������" �/���.�2�����0���"��

�þ �3�#�1������ �.�!�$���2�0���2� �������� �2� �# �F�K�L�S�� ���0 �2� �0�Œ���������0�" ���.�������� ���.���������!���0���.�"�� ���.�����1�2�� �.�/�*���.�2�� �2����

���.�2�.���!�.�3�� � ���)�������!���" �2���" �&�3�����������" �0�Œ���3�����0���.�" �1�0 �����. �0�����.���. �0�����)���. �������!� �1��� �Œ��� �# ���0 �0�Œ�.�!����

�.�������#�1���� ���#���0�Œ�+�"�� �����. �������0 �F�K�L�S � �!���1�2�����.�� �2�!���. �1�2�.���0�!�� �$�&�!������ � �Œ�2������ �Œ�0�/���. �.�Œ�) �2�. � �Œ� ���.

���.��������� ���2�.�� � �� �0�����)���0�"��

�‡�9�L�H�Z �� ���,�Q�O�H�W�����þ �Œ�0�!��� �$�� �0���1�)�/� �# �2� �# ���.���.����� �*�� �)�Œ� �# �0���1�����0�2�.�� �2� �3�!���1��� ���!�0�Œ�2�����)

�����1� ���.�� � �� �/�#�������0���" �!� ���" �2�0����� �#�� ���. �Œ�.�!� �#�1������� �#�� �/���.�3� �!�0�2������ �/�#���.����������

�‡�9�L�H�Z �� ���0�D�L�Q �&�K�D�P�E�H�U������ ���0���2�!�����)�" �������.��� �" �2� �# �������!� ���#�����+���.�2� �"�� � � �Œ� ��� �" ���0�&�!�0����

�2�.�� �� �Œ��� �.���2���Œ�!� �1�&�Œ�0�#�2������ �Œ�0�!��� �$�� �����. �2���� �.����� ���)�����1�� �2���" � ��� ���)��� �!�3���" �.�����Œ�2�#�����" ���.��

�&�!�����.���1���" �2� �# ���#�2�2�.�!����� �* ���1�2� �*��

�‡�9�L�H�Z �� ���2�X�W�O�H�W�����þ �Œ�0�!��� �$�� �0���)�/� �#�� �)�Œ� �# �1�#�����0���2�!�+��� ���2�.�� �2�. ���0�2�.��� �������� �Œ�.�!�����&���.

�Œ�!���� �2���� �.�Œ� �������!�#���1�� �2� �#�" �.�Œ�) �2� �1�*�1�2�����.��

�þ �/���.���!���2�� �.�#�2�� ���.�2�.���!�.�3�� �0�Œ���2�!���Œ�0�� �2� �� �����0���$� �2���" � ��� ��� �������0���.�" �2���" ���.���������!���0���.�" ���.�2�� ������

��� �" �2���" �/�����2�.�����" �.������ �0���1�����0�� �/���.�3� �!�0�2�������" � �Œ�2�������" �Œ�.�!�.�����2�!� �#�" �1�0 �������0 �Œ�0�/��� �� ���0��� ���)�" �Œ� �#

�#�Œ�.���)�!�0�#�1�0 �2� �� ���0�2���Œ�0���2�. �1�$�0�/���.�1���) �0���0���/�����0�#�������&�� ��� ���2�����&�� �0���2� �Œ���1��� �* �2���" ���0�!��� �$���" �ü����

�/���.�3���!� ���2� �" ���5�2�,����

���0 �.���2�����0�1�� ���0 �2���� �.�#�1�2���!�� �Œ�0�!��� �/������ ���.�2�.���!�.�3�� �2� �# �Œ�!�+�2� �# �1�#���)��� �# �/�0�/� �������&���� �� �$�!� ��������

�/�0�������.�2� �����%���. �1�2� �Œ�0�!����������� �� �2�U�J�D�Q���R�Q���&�K�L�S � �!���1�2�����0 ���0 �����1�� �0���0���/�����0�#�������0�" �Œ�0���!�.���.�2�������"

�3���1�0���" �1�0 �����. �1�#��� �������) �/�����1�2�����. ���� �����0�!�+����

���#��� ���������� � �!���1�2�����.�� ���� �/���.���!���2���" �3���1�0���" ���.�2�.���!�.�3���" �.���� �Œ�0���!�.���.�� �����. �3���1�� �/�0�� �.���2���1�2� ����

�$�0�� �.�Œ�.�!�.���2���2�. �1�0 �����. �����0�!� ��� �����.���� �������!�.�� �.������ �.���2���Œ�!� �1�&�Œ�0�*�0�� �����. �1�2���/��� �� �1�#�������� �1�2����

�Œ� �!�0���. �2���" ���.���������!���0���.�"�� �.�Œ� �2�#�Œ�+��� ���2�.�" �2���� �����0�1�� �.���2���/�!�.�1�� �2�&�� ���#�2�2���!�&�� �1�0 �1�2� �$�0�#�������.

�0���&�2�0�!������ �0�!�0�����1���.�2�.�� ���2�. �0�!�0�����1���.�2�. �.�#�2�� �1�#�����.�2�.������� ���2�.�� �� �0�3�.�!��� ���� �����$�.���������" �2���1���"��

� �� �Œ�.�!�0�������1�0���" �)�Œ�&�" �� �1�2�.�/���.���� ���0���&�1�� �2� �# � �!� �* �)�%�6 ���.�� �� �0���.�����.���� ���0�2�.���* �/���.�3� �!�0�2�����+��

���!�0�Œ�2�����+�� �����1�&���� ���.���+�" ���.�� �� �$� �!�������1�� �3�.�!���.���0�#�2�����+�� �� �2� ������� ��� �������+�� �Œ�.�!�.���)���2�&����

����



�þ �1�#����� ���� �/�0�/� �������&�� �.���!�����+�" �Œ�!���� ���.�� �.�����1�&�" ���0�2�� �.�Œ�) �.�#�2���" �2���" �Œ�.�!�0�������1�0���" �0�����.�� ���0���0�����+��

�/���" �����. �2�� ����� ��� �������� �.����� ���)�����1���� �&�1�2�)�1� �0���1�����0�� �����. �2�0�!���1�2���. � �Œ�2������ �0�2�0�!� �������0���. �1�2� �1�*��� ��� 

�/�0�/� �������&���� �þ �/�#���.�������� �.���.�����&�1�� �2�&�� �!�0�#�1�2�+�� �Œ�!� ���.���0�� �1�#�$���� �.�����.�����" �1�2�� �/���������.�1�� �2� �#

�3�&�2�)�" �� �2���� �0���3�������1�� � �Œ�2�����+�� �2�0�$��� �#�!���������2�&���� �)�Œ�&�" �3�#�1�.�����/�0�" ���.�� ���.�2�.���������.�� �0���+ � �� �3�.�!��

���.��� ��� ���������" �Œ�.�!�0�������1�0���" ���Œ� �!�0�� ���. �0�Œ���3���!� �#�� �.�Œ�)�2� ���0�" �.����� ���+�1�0���" �1�2�� ��� �!�3� ��� �����. �2� �# ���#�2��

�2�.�!����� �* �1�2�!�+���.�2��� �"�� �ù�#�2�� �.���!�����+�" �� �0���/� ���0�����"�� �Œ�0���!�.���.�2������ �Œ�!� ���.��� �*���0���� ���0�2�.�������2�)�2���2�.

���.�����1�2�� �0�Œ���2�.���2������ �2���� �.���������� �.�����Œ�2�#�����" �0�*�!�&�1�2�&�� �#�Œ� ��� �����1�2�����+�� ��� ���2�����&����

�ù�Œ�) �2� �� �1�#���/�#�.�1���) �2�&�� �Œ�.�!�.�Œ�����& �Œ�.�!�.�����2�!�&�� �Œ�!� ���*�Œ�2�0�� � �2�� �����. �����. �1�#�����0���!��������� � �Œ�2�����)

�Œ�0�/��� �1�0 �����. ���0��� ���&������� �Œ�0���!�.���.�� �1�#�������$�������.�� ������ �0�����)���0�" ���� �F�K�L�S�V� ���� �3���1�0���"����

���.��������� ���2�.�" �#�Œ�)�%�� ���.�� �2�. �/�*� �.���0�����!�2���2�. �Œ�0���!�����.�2�.�� �2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �/���.�����2�0�� ������

�0�����)���0�" �����. �������0 �Œ�0�/��� �� �ù���!� ���1�2�������� �� �����1�� �/�0�/� �������&�� �.�#�2� �* �2� �# �1�2�.�/��� �# �.�Œ� �2�0���0���2�.�� �.�Œ�) ������

�%���3���.�����" �0�����)���0�" �������!� �1��� �Œ���.�"��

�2�U�J�D�Q���R�Q���&�K�L�S �û�0�/� �������.
���� ���0���!�����.�2�.��

���0���!�.���. ��
���� �&�K�L�S�V��
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������ �ü�����)���0�"
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������ �ü�����)���0�"
������ �-���1�0���"��

�9�L�H�Z ��
���2�X�W�O�H�W��

������ �ü�����)���0�"
������ �-���1�0���"��

���0���!�.���. ��
���� �&�K�L�S�V��

�9�L�H�Z ��
���,�Q�O�H�W��

������ �ü�����)���0�"
������ �-���1�0���"��

�9�L�H�Z ��
���0�D�L�Q��

������ �ü�����)���0�"
������ �-���1�0���"��

�9�L�H�Z ��
���2�X�W�O�H�W��

������ �ü�����)���0�"
������ �-���1�0���"��

�ü�����)���. ���������ÿ�0�!�.�!�$������ �/�0���/�!������ �/� ���� �2���" ���.�2�.��� �����" �2�&�� �/�0�/� �������&�� �����. �2� �2�U�J�D�Q���R�Q���&�K�L�S
�G�D�W�D�V�H�W�� ���#��� �������� �Œ�!� ���*�Œ�2� �#�� ������ �0�����)���0�"��

������ ���.�2���2�����1�� ���2���������)�2�#�Œ� �# ���.�� �ü���.���&���� ��� �!�3� ��� �����.�"

�� �Œ�!�+�2� �" ����� ���.�" �2���" �Œ�!� �2�0�����)���0�����" ���0��� �/� ��� �����.�" �0�1�2�������0�� �1�2���� �.�#�2�)���.�2�� ���0�2���3�!�.�1�� �2���" �.���.��

�2���!���.�1�2���" � �Œ�2�������" �Œ�����!� �3� �!���.�" �2� �# �1�#���)��� �# �/�0�/� ������� �# �2�&�� �.���.���.�������0�!���0���+�� �1�0 �Œ� �1� �2����� �*�"

����� ��� ������� �*�" �/�0�����2�0�"�� �þ �/���.�/�����.�1���. �.�#�2�� ���.�1�����0�2�.�� �1�2���� ���.�2���2�����1�� �1�2���������)�2�#�Œ� �#�� �0���2� �Œ����� ���2�.�"

�2� �Œ�0�!�����!�.�����. �������0 ���0��� ���&������� �# �.���2�����0��������� �# �0���/���.�3���!� ���2� �" �1�0 �0�Œ���Œ�0�/� �0����� ��� �1�2� ���$�0��� �#��

���2� �Œ���.���1��� �2���" �Œ�.�!� �*�1�.�" �0�!���.�1���.�"�� �� �2�0�$�������� �.�#�2�� �0�Œ���2�!���Œ�0�� �2� �� �.���!������ �/���.�$�&�!���1���) ���.��

����



�2���� �Œ� �1� �2����� �Œ� �����1�� �/���.���!���2�+�� ���#�2�2�.�!�����+�� � ���2� �2���2�&�� �� �.�Œ� �������+�� �&�D�F�R������ �� �Œ� �1� �2�����)�" �.�#�2�)�"

�Œ�!� �1�/��� �!���1���)�" �.�Œ� �2�0���0�� �2� ���0��������� �����. �2���� �Œ�.�!�.��� ��� �*�����1�� �2���" ���������2�������" �2���" ���.���������!���0���.�"��

�2�)�1� �1�0 �0�Œ���Œ�0�/� ���0��� ���&������� �# ���#�2�2���!� �# �)�1� ���.�� �1�0 �0�Œ���Œ�0�/� �1�#���)��� �# �>�����@�� ���.�!�� �2�� �1�����.�1���.

�2���"�� �� ���.�2���2�����1�� �1�2���������)�2�#�Œ� �# �1�0 ����� ��� ���������" �0�����)���0�" �Œ�.�!�.�������0�� �����. �.��� ���$�2�) �0�!�0�#�����2�����) �Œ�!�)��

���������.�� ���0��� ���)�" �Œ� �# � �/�������1�0 �1�2���� �.�����Œ�2�#���� �2���" �Œ�!� �2�0�����)���0�����" ���0��� �/� ��� �����.�"��

���������� ���0�!��� �!���1��� �� �����.�1�������" �����$�.���������" �õ�!�.�1���"

���.�!�.�/� �1���.������ �� ���.�2�.�����2�!���1�� ���#�2�2���!�&�� ���.�� �� �0���.���&���� �2���" �1�#�!�!� ���" �0���2�0��� �*���2�.�� �$�0���!� ���������2�.��

�����. �/���.�/�����.�1���. �0���.���!�0�2������ �$�!� ��� ���)�!�. ���.�� �#�Œ� ���0�����0���� �1�2���� ���!���1�� �2� �# �0�����1�2� �2�0 �Œ�.�!�.�2���!���2��

�>�����@�� �>�����@�� ���0 �.�#�2�� �2�� �/���.�/�����.�1���. �.����� �Œ� ���0���2�.�� �1�#�$���� �2� �.�����.���#�2�2�.�!�)���0�2�!� �>�����@�� ���!�)���0���2�.�� �����.

�����. �0���/������ ���#���������� �Œ���.�����2�. �������!� �1��� �Œ��� �# �Œ� �# �$�!���1����� �Œ� ���0���2�.�� �1�2� �0�!���.�1�2���!��� �����. �2�� �$�0���!� ������

�����2�� ���.�2�.�����2�!���1�� �2�&�� ���#�2�2���!�&���� �&�1�2�)�1� �2�. �1�3�������.�2�. ���.�� �� �/���.���*���.���1�� ���0�2�.���* �/���.�3� �!�0�2����

���+�� �0�!�0�#�����2�+�� �Œ�.�!�.������� �#�� �#�%������ �>�����@�� �0���+ �� �.���.�Œ�.�!�&���� �2�&�� �.�Œ� �2�0���0�1�����2�&���� �0���/������ �1�0 �0�����)��

���0�" �#�%�������" �1�#�!�!� ���" �0�����.�� ���/���.���2�0�!�. �/�*�1��� ���� �>�����@�� �ü���.�����.���2�������� � �� �1�#�����.�2�������" ����� ��� ���������" �Œ�!� ��

�1�0�������1�0���" ���.�1����� ���2�.�� �1�#�$���� �1�0 �$�����������" �.���2���/�!���1�0���" ���.�� �3��� �!����� �#�1�0�" �$�!�&�1�2�������" �>�����@�� ���� ������� �/� ��

�.�#�2���"�� �&�1�2�)�1� �� �Œ�.�!� �#�1������� �#�� �1�����.���2������ ���0��� ���0���2�����.�2�. ���.���+�" �.�Œ�.���2� �*�� �0�Œ���Œ����� �� �1�2���/���. �$�!�+��

�1���"�� �0���1����� �#�� �3�&�2� �2� �������)�2���2�.�� �1�#���0�Œ����� ���2�.�� �#�%�����) ���)�1�2� �" �1�0 �.���.���+�1�����. ���.�� �0���0���/�����0�#�������.

�)�!���.���. ���.�� ���#�!���&�"�� �0�����.�� ���.�2�.�1�2�!� �3�������" �����. �2�. ���*�2�2�.�!�. �>�����@�� ���.�2�� �1�#�����Œ�0���.�� ���.�����1�2� �*�� �.�/�*��

���.�2�� �2�� �1�#���0�$���� ���.���!� �$�!�)�����. �Œ�.�!�.��� ��� �*�����1�� �2� �# ���/��� �# �.���!�����+�" ���#�2�2�.�!����� �* �Œ�������#�1��� �* ���.�2��

�2�� �/�����!���0���. �2� �# �Œ�0���!�����.�2� �"���ò�2�1���� �� �.���������� ���� �0�Œ�0�����.�2�������" �.�#�2� ���.�2� �Œ� �����1���" � �/�������1�0 �.�!�$������

�1�2���� �0�3�.�!��� ���� �����.�1�1�����+�� �2�0�$�������+�� �����$�.���������" �)�!�.�1���" �>�����@�� �� � �Œ� ���. �)���&�" �/�#�1��� ���0�*�0�2�.�� �/� ��

�������� ���. �.���2�.�Œ�0���������0�� �1�2���� �.�������#�1�� �0�����)���&�� �3�&�2�0����� �* �Œ�0�/��� �# �� �1�2�0�!�0���2�.�� �.���.�Œ�.�!�.���&�������)�2���2�.�"

���.�� �.�#�2� ���.�2� �Œ� �����1���" ���)���& �2���" �0���2�0��� �*�" �Œ�.�!�.���0�2�!� �Œ� �����1���" �Œ� �# �.�Œ�.���2�0�� �>�����@��

�ù�����)�!������� �� � ���������" �� �2� �Œ�������" ���.�2�&�3�����&�1���"�� �)�Œ�&�" �� ������� �/� �" �2�W�V�X�� �.�/�#���.�2� �*�� ���. �/�+�1� �#�� �����.

�1�#�1�2�����.�2������ ���.�� ���0�������0�#�������� ���*�1���� �0���/������ �1�0 �Œ�0�!���Œ�2�+�1�0���" �)�Œ� �# �2�. ���*�2�2�.�!�. �0���3�.������� �#�� �$�.��������

�.���2�����0�1�� ���0 �2� �#�Œ�)���.���!� �2� �# �2�!�#������� �#�� �ü�Œ���Œ����� ���� �2�0�$���������" �Œ� �# ���.�1����� ���2�.�� �1�2���� �.�����$���0�#�1�� �.����

���+�� ���.�� �1�2� �� ���0�2�.�1�$�����.�2���1���) �:�D�W�H�U�V�K�H�G �.�/�#���.�2� �*�� ���. �/���.�$�0���!���1�2� �*�� �2���� �2���1�� �2�&�� ���#�2�2���!�&��

���. �.���.�Œ�2�*�1�1� ���2�.�� �1�0 �Œ�#�������"�� �0�3�.�Œ�2�)���0���0�" �1�#�1�2���/�0�"�� �ù�#�2���" � �� �Œ�!� �1�0�������1�0���" �.�Œ�.���2� �*�� �1�#���0�$����

�$�0���!� ���������2�� �������!� �!�*�������1�� �2�&�� ���.�2�&�3�����&�� �.������� ���. ���0 �2� �� �3�&�2���1���) ���.�� �2���� �Œ�#�����)�2���2�. �2���"

�������0 �0�����)���.�"�� ���.�����1�2�+���2�.�" �.�/�*���.�2�� �2���� �Œ�����!�&�" �.�#�2� ���.�2� �Œ� ������������ �0�Œ�0���0�!���.�1���. �>�����@�� �	� �Œ�!�)��

���������. ���$�0�� �Œ�!� �1�0�������1�2�0�� ���.�� ���0 �.����� �!������� �#�" �����$�.���������" ���������1���"�� �&�1�2�)�1� �.�#�2���" � �� ������� �/� ��

�.�Œ�.���2� �*�� �Œ�0�!�.���2���!�& ���0���2���+�1�0���" �����. �2� �� �.���!������ �0���2� �Œ���1���) �1�#���&�1�2���1�������&�� �/� ���+�� ���.�� �2���� �Œ�!� ��

�1�.�!��� ���� �1�0 �/���.�3� �!�0�2�������" ���#�2�2�.�!�������" �1�0���!���" ���.�� �/���.���#�������1�0���" �1�2���" �1�#���������0�" ���.�2�.���!�.�3���" �2�&��

�0�����)���&�� �>�����@�� �>�����@��

����



���������� ���2�!� �3�� �1�2�� �ú�.������ ���������1��

�+���. �2���� �#�Œ���!���.�1�� �2�&�� �Œ�.�!�.�Œ�����& �0���Œ� �/���&���� �� �1�*���$�!� ���� ���!�0�#���. ���$�0�� �1�2�!�.�3�0�� �1�2�. ��� ���2�����. �ú�.��

�������" ���������1���" �>�����@�� �ù�� ���.�� �Œ�.�����1�$�#�!�.�� �2�. �Œ�0�!���1�1�)�2�0�!�. �/����� �3������ ��� ���2�����. �.��� ���$�2� �* ���+�/�����.

�0���Œ�.���/�0�*� ���2�.�� �1�0 ���/�0�.�2���� �0���.���!�0�2������ �0�Œ�����0�����������. �1�*��� ���. �/�0�/� �������&���� �õ�2�.�� �.�#�2�� �2�. ��� ���2�����.

�0�3�.�!���)��� ���2�.�� �1�0 �Œ�!�.�����.�2�������"�� ��� �!�#���+�/�0���" �0�!���.�1�2���!���.�����" �0�����)���0�" �������!� �1��� �Œ���.�"�� �1�#�$���� �.�Œ� ��

�2�#���$����� �#�� ���. ���0�������0�*�1� �#����

�	� �1�#�$���)�2�0�!� �1�3�������. �Œ� �# �Œ�.�!�.�2���!�0���2�.�� �0�����.�� �� �#�Œ� �����.�2���2�����1�� �� �2� ���-�.�����)���0��� �2� �# ���Œ�.��� ��

����� �*�� �>�����@�� ���0 �.�#�2�� �2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1���� �2� ���0�#�!�&�������) �/�����2�#� �.�Œ� �2�#���$�����0�� ���. �/���.�$�&�!���1�0�� ���*�2�2�.�!�.

�Œ� �# �1�#�1�1�&�!�0�*� ���2�.���� �1�$�0�/������� ���2�.�" �.���2�����0�2�. �����. �2�0�!���1�2��� �� �0�����.��� �Œ�0�!�����!�.�����. ���*�!�& �.�Œ�) � ���)��

�������!�� �2���� �.�Œ� �������. �>�����@��

���2�� ����������� ���!�.�3���.�� �����. ���. �.�Œ� �3�0�#�$���0�� �.�#�2�)�� � �!���1�������0�" �Œ�!� �1�0�������1�0���" ���.�������" ���������1���" �1�$�0�/������� ��

���2�.�� ���.�� �0���Œ�.���/�0�*� ���2�.�� �0���/������ �0���2�0 �����. �Œ�0�!���Œ�2�+�1�0���" �$�.���������" �1�#�!�!� ���" �0���2�0 �����. �#�%�������" �1�#�!�!� ���"

�>�����@�� �
�1�2�)�1� �� �1�2���� �Œ�!�.�����.�2������ �Œ�.�!�.��� ��� �*�����1�� �����.�" ���.���������!���0���.�"�� �� ���0�2�����.�1�� �.�Œ�) �2�� �$�.��������

�1�2���� �#�%������ �1�#�!�!� �� �0�����.�� �1�#���0�$���"�� �ù���3�)�2�0�!�. �2�. �1�2���/���. �0�����.�� ���!���1�����. �����. �2���� �.����� ���)�����1�� �3�.����

��� �������&���� �)�Œ�&�" �� �#�Œ�0�!�.�����Œ�2�#���� �� �� �.���.�1�2� ���� �.�����Œ�2�#�����" ���)���& �0�Œ�.�3���"�� � �Œ�)�2�0 �2�. �0���0���/�����0�#�������.

��� ���2�����. �.�Œ�.���2� �*�� �.�����!�+�Œ������ �Œ�.�!�������.�1�� �����. �2�� �!�*�������1�� �Œ�.�!�.�����2�!�&�� �� �2���� �0���.�����.���� �2� �#�" �.������

��� ���. ���0 �2�� �1�#�!�!� �� �2���" �������0 �0�����)���.�"��

�þ �.�����Œ�2�#���� ���.�� �0���Œ�.���/�0�#�1�� �.�Œ�) �2���� �.�!�$�� �0���)�" ��� ���2����� �# �Œ� �# ���. ���0���2� �#�!���0�� ���!���1�2�. �1�0 �)��� �2� 

�3���1���. �/�0�� �0�����.�� �Œ�!�.���2�������� �.�3� �* �.�Œ�.���2�0�� �.�Œ�) �2� �#�" �0�!�0�#�����2���" ���. �0���1������� �#�� �1�0 ���*����� �#�" �$�0���!� ��

���������2���" �/���)�!���&�1���" �>�����@�� ��� �/�0�*� ���2�.�" �0���.�2� ���2���/�0�" �+�!�0�" �����. �2���� �Œ�.�!�.���&���� �$���������/�&�� �/�#�.�/�����+��

���.�1���+�� ���.�� �����. �2�� �/���)�!���&�1�� �2�&�� �.�Œ� �2�0���0�1�����2�&�� ���0�2�� �.�Œ�) �������0 ���*����� �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� �.���#�!�+��

��� ���2�.�" �Œ�!�.���2������ �2� �� ���/��� �2� �� �1��� �Œ�) �2���" �.�#�2� ���.�2� �Œ� �����1���"��

���������� �ù�����)�!������� �" �&�H�O�O�S�R�V�H

���.��������� ���2�.�" �#�Œ�)�%�� �2� �#�" �Œ�.�!�.�Œ�����& �Œ�0�!��� �!���1��� �*�"�� �����. �2���� ���.�2���2�����1�� �0�Œ�������$�������0 �� �#��� �����2���1��

�����.�" �Œ�!� �1���������1���" ���0�2�.�3� �!���" ���������1���" �����1�& �2���" �.�!�$���2�0���2� ���������" �&�H�O�O�S�R�V�H �>�����@�� �	� �&�H�O�O�S�R�V�H �0����

���.�� �����.�" �0���.���!�0�2������ �0�*�!�&�1�2� �" ���.�� ���0�������0�#������� �" �.�����)�!������� �" �Œ� �# �Œ�!� �������Œ�0�� �/���.���#�1���.�2������ �Œ�0�/���.

�!� ���" �.���2�� �����. �.�Œ�����" �Œ�����.���)�2���2�0�" �.�����+���� �Œ�!� �1�3���!� ���2�.�" �#�%������ �.���!�����0���.�� �$�&�!���" �2���� �.���������� �$�0����

�!� ���������2���" �0�Œ���1�����0���&�1���" �����&�� �0�����)���&����

�
�1�2�)�1� �� �� �.�Œ�)�/� �1�� �2� �# �.����� �!������� �# �Œ�.�!� �#�1�������0�� ���0���0�����+�/�� �0�����!�2���1�� �.�Œ�) �����. ���!���1������ �Œ�.�!����

���0�2�!� �Œ� �# � �!�����0�2�.�� �.�Œ�) �2� �� �$�!���1�2���� �2���� �.���.���0���)���0���� �/�������0�2�!� �� ���0 �/�#���.���������" ���.���������!���0���0�"

�)�Œ�&�" �.�#�2���" �2���" �1�0���!���" �&�D�F�R������ �)�Œ� �# �1�#���#�Œ���!�$� �#�� �1�2���� ���/���. �0�����)���. �������!�� ���*�2�2�.�!�. ���.�� ���0�������0�"

�.�Œ� �������0�"�� �2� �1�2�.���0�!�) �������0��� �" ���.�����1�2�.�2�.�� �Œ�!� ���������.�2�����)�� �ü���� �� �/�������0�2�!� �" � �!���1�2�0�� �Œ� ���* �������!����

�2�. ���0�������. ���*�2�2�.�!�. �$�&�!����� ���2�.�� �1�0 �Œ� �����.�Œ���� ��� �������2���.�� �ü���� �� �/�������0�2�!� �" � �!���1�2�0�� �Œ� ���* ���0����������

� �� �������!���"�� �Œ�#�������" �1�#�1�2���/�0�" ���#�2�2���!�&�� � ���.�/� �Œ� ��� �*���2�.�� �0�1�3�.���������. �����1�. �1�0 �0�����.���.�� � �����+�/�� �1�$����

����



���.�2�.��

���������� ���0��� �/� ��� �����.

�+���. �2���� �0�Œ�����#�1�� �2� �# �Œ�!� ���������.�2� �" �2���" ���������.���.�" ���.�� �2���� � �!���1�2������ �.�Œ� �2�!� �Œ�� �2���" �#�Œ� ���.�2���2�����1���"��

�.���.�Œ�2�*�$�������0 �����. �Œ�!�&�2�)�2�#�Œ�� �.����� �!������������ ���0��� �/� ��� �����.�� ���!�)���0���2�.�� �����. �����.�� �.���&���) �1�#���/�#�.�1��� �*

�Œ� �����.�Œ���+�� �������������&���� � � �Œ� ��� �" ���0���2� �#�!���0�� �$�&�!���" �Œ�.�!�.���0�2�!� �Œ� �����1�� �1�0 �)���. �2�. �1�2���/���. �2���" ���.����

�������!���0���.�"�� �.���0���.�!�2���2�&�" �2���" �1�#�!�!� ���"�� �0���.���0���3� ���2�.�" �2���� �.���������� �������!� �!�*�������1���" �2���" �/���.�����2�!� �#

�.�Œ�) �2� �� �$�!���1�2���� �þ ������� �/� �" �#��� �Œ� ���0���2�.�� �1�0 �2�!���. ���*�!���. �.����� �!������������ �1�2���/���.��

���� �ü�Œ�.���.�����Œ�2������ �1���!�&�1�� �/���.�����2�!� �# ���ù���2�� ���. ���.�1�����0�2�.�� �1�0 �����. �1�2�.���0�!�� �Œ�.�!�����0�2�!� �� �2� �1�*��

�1�2�����. �1�.�!�+���0�� �2���� �0�����)���. �$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �����. �Œ�!� ���.��� �!���1�������� �.��� ��� �#�����. �.�#���.���)���0���&�� ���#�2��

�2�.�!�����+�� �/���.�����2�!�&�� ���Œ���$��D 2 f 20; 50; 100; 200; 500g �S�[���� ���2���� �Œ�!�+�2�� �0�Œ�.���������%���� �2� ��� ���2����� 

�0���2� �Œ�����0�� ���0 ���������1�2�� �.���!�����0���. �2�. �������!�)�2�0�!�.�� ���0��� ���&�������. ���*�2�2�.�!�.�� �	� �$�&�!�����) �2� �#�" �.�Œ� �2�*�Œ�&���.

���.�2� �$�#�!�+���0�2�.�� �1�0 �����. ���.��� �������� �����1���. ���0 ��� ���.�/������ �.���.�����&�!���1�2������ ���,�'�V����

���� �û�����2�!� �.�Œ� �3���1�0�&�� �����.���+�" � �.�����)�!������� �" �Œ�!� �$�&�!�� �1�0 ���0���.���*�2�0�!�0�" �/���.�����2�!� �#�" ���.�� �Œ�!� ��������

�Œ�0�� �0���2�0�����1�2�0�!�0�" �����1���0�"�� �0�������$�0�2�.�� �� �1�#�1�$���2���1�� �2�&�� �����&�� �.�#�2�+�� �/� ���+�� ���0 �2�. ���/�� �����0���/�&�������.

���*�2�2�.�!�.�� �ü���� �����. �����.�� ���0�������� �/� ���� �0���Œ�0�!�����$�0�� ���)��� �����. ���*�2�2�.�!� �.�Œ�) �Œ�!� ����� �*���0���� �1���!�&�1����

�0���1�&���.�2�+���0�2�.�� ���.��� ���������� �0���.���0���3� ���2�.�" �2� ��

�ü���� �� �����. �/� ���� �Œ�.�����/�0�*�0�� �Œ� �����.�Œ���� �����0���/�&�������. ���*�2�2�.�!�.�� �#�Œ� ���������0�2�.�� �1�0 �����0���$� �.�Œ�) �2� �/�����2�!� 

�.�Œ� �3���1�0�&���� �ù�!�$�������� �#�Œ� ��� �������0�2�.�� �� �1�$�0�2������ �Œ�#�����)�2���2�. �2�&�� �Œ�.�����/�0�#�������&�� ���#�2�2���!�&�� �0���2�)�" �2���"

���0���������" �/� �����"���ü���� �� �Œ�#�����)�2���2�. �0�����.�� �#�%�������� �/���0�!�0�#�����2�.�� �0���� �2�. ���*�2�2�.�!�. �.�#�2�� ���!���1��� ���2�.�� �1�0

�3�#�1������ �0�Œ�.�3���� �����1�& ��� �!�3� ��� ���������" �/���.�1�2� �����" ���0 �0�����$���1�2�� �.���2�����. �.��� �$���"�� �0�������$�0�2�.�� �� �1�#����

�/�0�1�����)�2���2�� �2� �#�"�� �ù�� �1�#���$�&���0�*� ���2�.�� �1�0 ������ ���0�������0�" �������0�"�� �� �/� ���� �0�Œ�����#�!�+���0�2�.�� �&�" �.������������

�.�Œ� �������. ���.�� �0���1�&���.�2�+���0�2�.�� �1�2���� ���.��� �������� �����1���.�� �ù�� �Œ�.�!�.������� �#�� ���.�2�.���0�!���.�2���1�������.�� �� �/� ����

�.�Œ� �!�!���Œ�2�0�2�.�� �&�" �%�0�#�/���" �2�0�$��� �*�!�������.�� �/���.�1�+��� ���2�.�" �2���� �.�#�2� ��� �����. �2�&�� �������!�+�� ���#�2�2���!�&���� �ü����

�� �Œ�#�����)�2���2�. �0�����.�� �$�.���������� �0���0�!��� �Œ� ���0���2�.�� �����.�" �����$�.�����1���)�" ���1� ���.�������.�"�� �ü���� �� �/� ���� �Œ�0�!�����$�0��

�Œ������� �" ���#�2�2���!�&�� �����2�& �.�Œ�) �����. �.�#�1�2���!�) ���.�2�+�3������ �������0�2�.�� �/�0���2���� �ù�� �Œ�0�!�����$�0�� ���.�������) �Œ������� �"

�/�����1�Œ�.�!�2�&�� ���#�2�2���!�&���� �.�Œ� �!�!���Œ�2�0�2�.�� ���.�� �2�. ���0��� ���&�������. ���*�2�2�.�!�. �Œ�.�!�.������� �#�� �.���0�����!�2���2�.�� ���#��

��� �Œ�2�������� ���Œ�0���2�. �.�Œ�) �������0 �1���!�&�1���� �/��� �!���+��� ���2�.�� � �� �0�1�3�.���������0�" �#�Œ� ���.�2�.�2�����1�0���" ���.�� �#�Œ�0�!���.�2�.��

�2�����1�0���"�� �.����� �Œ� ���+���2�.�" �2�. �0�#�!�����.�2�. �2���" �Œ�!� ����� �*���0�����" �1���!�&�1���"��

���� �	�0�������� �1�#���$�+���0�#�1�� ���0���2�)���&�����0�2�� �2���� � ��� �������!�&�1�� �2�&�� �/���.�/� �$�����+�� �1�.�!�+�1�0�&�� ���.�� �2� 

�3�����2�!���!���1���. �2�&�� �2�0�$��� �#�!���������2�&�� �2���" �2�0�$�����2���" ��� ����� �1�*�����"�� �0�3�.�!���)���0�2�.�� �����. �2�0�������) �������.

�0�����*�2���2�.�"�� ���0 �2�� �$�!���1�� ��� �!�3� ��� ������� �* �����0���1�����.�2� �" �������!���" �.���2�����.�" ���.�� �2���� �2�0�$�������� �1�#���Œ������

�!�&�1���" � �Œ�+���� ���0�3�#�!�+��� ���2�.�� �.�#�2�)���.�2�. ���0���2� �������� ���*�2�2�.�!�. �Œ� �# �$�&�!����� ���2�.�� �.�Œ�) ���0���� �0�����$���1�2�&��

�0����� ��� �1�2� ���$�0���&����

�þ �/���.�/�����.�1���. �.�#�2�� �0���.�1�3�.�������0�� �)�2�� �� �2�0�������� �����1���. �.���2�.���.������ ���0 �.���!�����0���. �2���" �1�#���0���2�������" ����� ��

��� ���������" �/� �����" �2� �# ���1�2� �*�� �0�Œ���2�#���$����� ���2�.�" �2�.�#�2�)�$�!� ���. �2� �� �/���.�$�&�!���1���) �����2� ���. �1�#�1�1�&�!�0�#�������&��

����



���#�2�2���!�&�� ���.�� �2�� �/���.�2���!���1�� �2�&�� �Œ�!�.�����.�2�����+�� �.�Œ� �������+���� �1�0 �0�����)���0�" �2�)�1� �#�%�������"�� �)�1� ���.�� �$�.��

���������" �1�#�!�!� ���"�� �$�&�!���" �2���� �.���������� �!�*�������1���" �Œ�.�!�.�����2�!�&�� �����. �������0 �Œ�0�!���Œ�2�&�1���� �)�Œ�&�" �3�.�����0�2�.��

�1�2�. �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �2�&�� �ü�����)���&������������������
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