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H exeliktik  jewrÐa paignÐwn eÐnai mia epèktash thc klasik c jewrÐac. XekÐnhse wc

èna majhmatikì montèlo thc jewrÐac thc exèlixhc tou DarbÐnou me skopì thn poso-

tikopoÐhsh thc idèac thc << epibÐwshc tou dunatìterou>>. 'Ena apì ta pio epanastatik�

apotelèsmata thc jewrÐac eÐnai h epituqÐa thc sthn montelopoÐhsh altrouistik¸n

sumperifor¸n basismènh se kajar� egwistik� krit ria. S mera, brÐskei efarmogèc

se èna eur  f�sma episthm¸n ìpwc h koinwniologÐa, ta oikonomik�, h anjrwpologÐa

k.a.. Se aut  thn ergasÐa xekin�me parousi�zontac tic aparaÐthtec ènnoiec apì thn

klasik  jewrÐa paignÐwn. Sth sunèqeia, eis�goume thn basik  ennoia thc <áxeliktik�

stajer c isorropÐac>> se antidiastol  me thn isorropÐa kat� Nash. Sto kef�laio

<<dunamik  antigrafèa>> dÐnoume tic diaforikèc exis¸seic pou dièpoun thn qronik 

exèlixh twn posost¸n tou plhjusmoÔ pou <<paÐzoun>> sugekrimènec sumperiforèc.

Meg�lo mèroc thc jewrÐac sthrÐzetai sto biblÐo Evolutionary Game Theory tou

Jorgen W. Weibull. Tèloc, kleÐnoume suzht¸ntac di�forec efarmogèc apì to pedÐo

thc biologÐac kai sugkekrimèna thc prìbleyhc thc sumperifor�c twn z¸wn.
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EUQARIST�IES

H paroÔsa ergasÐa apoteleÐ th Diplwmatik  mou ErgasÐa sta plaÐsia twn spoud¸n

mou sth sqol  Efarmosmènwn Majhmatik¸n kai Fusik¸n Episthm¸n tou EMP upì

thn epÐbleyh tou kajhght  tou tomèa Majhmatik¸n Iw�nnh Polur�kh, ston opoÐo

ofeÐlw idiaÐterec euqaristÐec gia thn an�jesh thc ergasÐac kai th sumbol  tou sthn

olokl rwsh kai parousÐash thc. Me thn eukairÐa aut  ja  jela na euqarist sw ton

HlÐa gia tic polÔtimec sumboulèc kai thn upost rixh kaj' ìlh th di�rkeia ekpìnhshc

thc ergasÐac. Tèloc, ja  jela na euqarist sw thn oikogènei� mou kai touc fÐlouc

mou pou me st rizan kai me sumboÔleuan se k�je b ma thc foithtik c mou zw c.
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PR�OLOGOS

H jewrÐa paignÐwn xekin�ei san kl�doc twn oikonomik¸n to 1944 apì ton John von

Neumann kai ton Oskar Morgenstern. To biblÐo touc, Theory of Games and

Economic Behaviour [7], epikentr¸netai sthn an�lush apof�sewn se katast�seic

strathgik c allhlepÐdrashc (strategic interdependence). Stouc jemeliwtèc thc

jewrÐac paignÐwn an koun akìma o John Forbes Nash, o opoÐoc genikeÔontac to

prìblhma se paÐgnia mh mhdenikoÔ ajroÐsmatoc, dÐnei san lÔsh thn gnwst  isorropÐa

kat� Nash [6], o Reinhard Selten, o opoÐoc asqoleÐtai me thn lÔsh tou probl matoc

se dunamik� paÐgnia me thn ènnoia thc isorropÐac sta upopaÐgnia kai thc isorropÐac

trem�menou qerioÔ [11] kai tèloc o John Harsanyi, o opoÐoc asqoleÐtai me ta paÐgnia

upì merik  plhrofìrhsh [2]. Oi teleutaÐoi ja timhjoÔn to 1994 me to brabeÐo thc

Souhdik c AkadhmÐac Episthm¸n sthn mn mh tou Alfred Bernhard Nobel. MÐa

kal  eisagwg  sthn klasik  jewrÐa me efarmogèc sta oikonomik� mporeÐ na brejeÐ

sto [9].

Ta epìmena qrìnia h jewrÐa paignÐwn exelÐssetai kai brÐskei efarmogèc ìqi mìno

sta oikonomik� all� kai se �llec epist mec ìpwc sthn biologÐa, sthn yuqologÐa,

sthn koinwniologÐa. H exeliktik  jewrÐa paignÐwn eÐnai h efarmog  thc jewrÐac pai-

gnÐwn stic exelissìmenec morfèc zw c. Diafèrei apì thn klasik  jewrÐa paignÐwn

epikentr¸nontac perissìtero stic allagèc strathgik c pou prokÔptoun ìqi mìno

exaitÐac thc poikilÐac antagwnistik¸n sumperifor¸n, all� kai thc suqnìthtac me

thn opoÐa autèc emfanÐzontai. IdiaÐtera shmantik  jewreÐtai h bo jeia thc jewrÐ-

ac sthn katanìhsh kai ex ghsh perÐplokwn kai dÔskolwn ptuq¸n thc biologÐac,

ìpwc eÐnai h epilog  om�dwn, h sexoualik  epilog , o altrouismìc, h gonik  fron-

tÐda. Auxanìmeno eÐnai to endiafèron gia th jewrÐa kai apì �llouc tomeÐc ektìc thn

biologÐac, ìpwc twn oikonomik¸n, thc anjrwpologÐac, thc koinwniologÐac kai thc
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filosofÐac.

H pr¸th prosp�jeia sÔndeshc thc jewrÐac paignÐwn me thn biologÐa gÐnetai to

1961 apo ton Lewontin [4]. H prosèggis  tou ìmwc afor� eÐdh pou <<polemoÔn>>

enantÐon thc fÔshc kai eÔresh strathgik c ¸ste na elaqistopoihjeÐ h pijanìthta

exaf�nishc tou eÐdouc. Parìmoia prosèggish akoloujeÐtai kai apì touc Slobodkin

kai Rapoport [12]. Antijètwc, o John Maynard Smith [5] asqoleÐtai me paÐgnia sta

opoÐa ta eÐdh antagwnÐzontai metaxÔ touc kai melet� tic isorropÐec pou prokÔptoun.

To majhmatikì tou montèlo apodeiknÔetai pio realistikì ki ètsi o Ðdioc b�zei thc

b�shc thc ejeliktik c jewrÐac paignÐwn.

Sthn exeliktik  ekdoq  thc jewrÐac paignÐwn den apaiteÐtai oi paÐktec na epi-

lègoun orjologistik� mia strathgik  ìpwc sth klasik  jewrÐa. ApaiteÐtai apl¸c

na èqoun mia strathgik . Oi paÐktec den epilègoun th strathgik  touc kai oÔte

èqoun thn epilog  na thn all�xoun. GennioÔntai me sugkekrimènh strathgik , thn

opoÐa kai klhronomoÔn stouc apogìnouc touc. To apotèlesma tou paignÐou ja deÐ-

xei pìso kal  eÐnai aut  h strathgik . Exet�zei dhlad  enallaktikèc strathgikèc

melet¸ntac tic pijanìthtec epibÐwshc kai exèlixhc. To kleidÐ sth jewrÐa eÐnai oti h

epituqÐa miac strathgik c den kajorÐzetai mìno apo to pìso kal  eÐnai h strathgi-

k , all� apì to pìso uperèqei twn enallaktik¸n strathgik¸n kai thc suqnìthtac

emf�nishc aut¸n ston plhjusmì. EpÐshc, tÐjetai kai to er¸thma kat� pìso aut 

h strathgik  eÐnai apotelesmatik  kai enantÐon tou eautoÔ thc, dhlad  miac Ðdiac

strathgik c, afoÔ ston kìsmo thc BiologÐac, mia petuqhmènh strathgik  telik� ja

kuriarq sei ston plhjusmì kai ta eÐdh pou antagwnÐzontai mèsa s' aut  ja qreiasteÐ

n' antimetwpÐsoun tautìshmec strathgikèc me tic dikèc touc.

Oi kanìnec perigr�fontai ìpwc sthn klassik  jewrÐa, mìno pou stouc kanìnec

thc exeliktik c perilamb�netai kai h dunamik  tou antigrafèa. Me �lla lìgia ta
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�toma pou ja akolouj soun thn pio apotelesmatik  strathgik , ja anaparag�goun

antÐgrafa tou eautoÔ touc ston plhjusmì, en¸ ta eÐdh pou uiojetoÔn ligìtero ugieÐc

strathgikèc apokìptwntai apì ton plhjusmì tou paÐgniou. Ta paÐgnia diadramatÐ-

zontai qwrÐc diakop . Ta apotelèsmata pou melet¸ntai perilamb�noun th dunamik 

twn allag¸n ston plhjusmì, thn epibÐwsh twn strathgik¸n kai tic isorropÐec pou

epitugq�nontai.
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KEF�ALAIO 1

KLASIK�H JEWR�IA PAIGN�IWN

1.1 BasikoÐ OrismoÐ

Ac upojèsoume ìti èqoume n ∈ N paÐktec touc opoÐouc arijmoÔme apì 1 èwc n kai

sumbolÐzoume to sÔnolo paikt¸n me

I = {1, . . . , n}.

O k�je paÐkthc, i ∈ I, èqei sth di�jesh tou èna peperasmèno sÔnolo amig¸n stra-

thgik¸n

Si = {1, 2, . . . ,mi},

ìpou mi ≥ 2. To kartesianì ginìmeno S = S1 × · · · × Sn, onom�zetai q¸roc

amig¸n strathgik¸n. K�je shmeÐo s = (s1, . . . , sn) ∈ S onom�zetai profÐl amig¸n

strathgik¸n. 'Otan lème ìti oi paÐktec epilègoun na paÐxoun to profÐl kajar¸n

strathgik¸n s ∈ S, ennooÔme ìti o i ∈ I paÐkthc epilègei na paÐxei thn amig 

strathgik  si ∈ Si. Tèloc, o k�je paÐkthc i ∈ I èqei th dik  tou sun�rthsh

apìdoshc

πi : S → R.

Diaisjhtik�, ìtan oi paÐktec paÐzoun thn amig  strathgik  s = (s1, . . . , sn) ∈ S,

πi(s) eÐnai to ìfeloc   h zhmi� tou paÐkth i ∈ I. Q�rin suntomÐac, orÐzoume thn

sullogik  sun�rthsh apìdoshc π : S → Rn wc

π = (π1, . . . , πn).

EÐmaste, plèon se jèsh na d¸soume ton majhmatikì orismì enìc paignÐou:
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Orismìc 1. Onom�zoume kanonikì paÐgnio thn tri�da

G = (I,S,π),

ìpou I, S kai π eÐnai to sÔnolo twn paikt¸n, o q¸roc amig¸n strathgik¸n kai h

sullogik  sun�rthsh apìdoshc, antÐstoiqa.

Sto kanonik c morf c paÐgnio, ìloi oi paÐktec epilègoun tautìqrona mia stra-

thgik . O telikìc sunduasmìc twn strathgik¸n pou epilèqjhkan kajorÐzei kai to

ìfeloc tou k�je paÐkth. Shmantikì eÐnai na dieukrinisteÐ pwc en¸ oi paÐktec epilè-

goun th strathgik  touc tautìqrona, autì den shmaÐnei oti anagkastik� droÔn kai

tautìqrona. ArkeÐ o kajènac na epilègei th strathgik  pou ja akolouj sei qwrÐc

na èqei epÐgnwsh twn epilog¸n twn �llwn paikt¸n.

Par�deigma 1. To pio diadedomèno par�deigma paignÐou kanonik c morf c eÐnai <<To

DÐlhmma tou Kratoumènou>> (Prisoners’ Dilemma) [10]. DÔo Ôpoptoi sullamb�nontai

kai kathgoroÔntai gia èna ègklhma. KratoÔntai se xeqwrist� keli� kai toÔc dÐnontai

oi ex c epilogèc:

1. an kaneÐc ap' touc dÔo den omolog sei, tìte kai oi dÔo ja katadikastoÔn se 3

m nec ful�khsh,

2. an omolog soun kai oi dÔo, tìte kai oi dÔo ja katadikastoÔn se 4 m nec

ful�kish kai tèloc,

3. an omolog sei o ènac all� o �lloc ìxi, tìte autìc pou omolìghse j�peleu-

jerwjeÐ en¸ o �lloc ja katadikasteÐ se 5 m nec ful�kish.

Epomènwc, sto paÐgnio autì o k�je paÐkthc èqei dÔo diajèsimec epilogèc. MporeÐ

na akolouj sei th strathgik  <<Karf¸nw>> kai na omolog sei, eÐte th starthgik 
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KratoÔmenoc 2
Siwp¸

Karf¸nw

KratoÔmenoc 1
Siwp¸ Karf¸nw

(4, 4) (0, 5)
5, 0) (3, 3)

PÐnakac 1.1: To Dilhmma tou Kratoumènou.

<<Siwp¸>> kai na mhn omolog sei. B�zontac ta parap�nw sto majhmatikì plaÐsio

pou anaptÔxame, ja gr�fame to sÔnolo twn paikt¸n I wc

I = {1, 2},

ìpou to 1 kai to 2 antistoiqoÔn ston KratoÔmeno 1 kai ston KratoÔmeno 2 antÐ-

stoiqa. Oi paÐktec èqoun sthn di�jes  touc akrib¸c tic Ðdiec amigeÐc strathgikèc,

epomènwc to sÔnolo twn amig¸n strathgik¸n Si tou paÐkth i = 1, 2 gr�fetai

S1 = {1, 2} kai S2 = {1, 2},

ìpou h amig  strathgik  1 antistoiqeÐ sthn strathgik  <<Karf¸nw>> kai h 2 sthn

<<Siwp¸>>. To profÐl twn amig¸n strathgik¸n eÐnai

S = S1 × S2 = {1, 2}2.

H sun�rthsh apìdoshc tou k�je paÐkth πi : S → R eÐnai

π1(1, 1) = 4 , π1(1, 2) = 0,

π1(2, 1) = 5 , π1(2, 2) = 3,

gia ton KratoÔmeno 1 kai

π2(1, 1) = 4 , π2(1, 2) = 5,

π2(2, 1) = 0 , π2(2, 2) = 3,

gia ton KratoÔmeno 2. H sullogik  sun�rthsh apìdoshc π : S → R dÐnetai apì

π(1, 1) = (4, 4) , π(1, 2) = (0, 5),

π(2, 1) = (5, 0) , π(2, 2) = (3, 3).
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Tèloc, sunhjÐzetai na gr�foume thc apodìseic enìc paignÐou dÔo paikt¸n se

morf  pÐnaka (bl. Pin. [1.1]). Oi st lec kai oi grammèc antistoiqoÔn stic amigeÐc

strathgikèc tou paÐkth 1 kai 2 antÐstoiqa. To stoiqeÐo s1, s2 tou pÐnaka antistoiqeÐ

sthn epilog  thc amig c strathgik c s1 apì ton paÐkth 1 kai s2 apì ton paÐkth 2

kai tautÐzetai me thn tim  thc sullogik c sun�rthshc apìdoshc π(s1, s2). Dhlad ,

eÐnai èna diatetagmèno zeÔgoc, to pr¸to stoiqeÐo tou opoÐou eÐnai h apìdosh tou

paÐkth 1 kai to dèutero h apìdosh tou paÐkth 2.

1.2 Miktèc Strathgikèc

Se ena paÐgnio, oi paÐktec mporoÔn na epilèxoun na dr�soun eÐte paÐzontac amig 

strathgik , eÐte paÐzontac mikt  strathgik . Epilègontac amig  strathgik , o

paÐkthc kaleÐte na epilèxei mia mìno apo tic dunatèc strathgikèc me pijanìthta Ðsh

me th mon�da, ìpwc sto parap�nvw par�deigma ìpou o paÐkthc-kratoÔmenoc kaleÐtai

na epilèxei eÐte <<Karf¸nw>> eÐte <<Siwp¸>>. Stic miktèc strathgikèc, o paÐkthc èqei

th dunatìthta na paÐxei perissìterec strathgikèc, dÐnontac pijanìthtec se k�je mia

strathgik , oi opoÐec sunolik� ajroÐzoun sth mon�da. Pio sugkekrimèna:

Orismìc 2. Mikt  Strathgik  gia ton paÐkth i eÐnai mia katanom  pijanìthtac epÐ

tou sunìlou twn kajar¸n strathgik¸n Si. Sugekrimèna, mia mikt  strathgik 

mporeÐ na tautisteÐ me to di�nusma

xi = (xi1, . . . , ximi
) ∈ ∆i,

ìpou to

∆i =

{
xi = (xi1, . . . , ximi

) ∈ Rmi
+ :

mi∑
h=1

xih = 1

}
,

onom�zetai sÔnolo mikt¸n strathgik¸n tou paÐkth i. To xih eÐnai h pijanìthta o

paÐkthc i na paÐxei thn strathgik  h ∈ Si.
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1

1

xi2

xi1

Sq ma 1.1: Apeikìnhsh tou sunìlou ∆.

Epiplèon ja qreiastoÔme kai thn ènoia thc <<st rixhc>> mÐac katanom c pijanìth-

tac:

Orismìc 3. St rixh tou xi onom�zoume to sÔnolo twn kajar¸n strathgik¸n pou

apodÐdoun jetikèc pijanìthtec se k�poiec miktèc strathgikèc kai orÐzetai,

C(xi) = {h ∈ Si : xih > 0}.

Oi korufèc tou plègmatoc ∆i eÐnai ta monadiaÐa dianÔsmata ston mi-q¸ro,

ta opoÐa sumbolÐzontai, (e1i = 1, 0, 0, . . . , 0), (e2i = 0, 1, 0, . . . , 0),. . . , (emi
i =

0, 0, 0, . . . , 1). Jewr¸ntac oti k�je monadiaÐo di�nusma ehi antiproswpeÔei th mikt 
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strathgik  gia ton paÐkth i h opoÐa apodÐdei pijanìthta 1 sthn hth amig  strathgik 

tou, katal goume sto sumpèrasma oti oi amigeÐc strathgikèc den eÐnai tÐpota �llo

apo eidikèc, "akraÐec� , miktèc strathgikèc. K�je mikt  strathgik  xi ∈ ∆i eÐnai

ènac kurtìc sunduasmìc monadiaÐwn dianusm�twn   amig¸n strathgik¸n, ehi :

xi =

mi∑
h=1

xihe
h
i .

Orismìc 4. KaloÔme(sqetikì) eswterikì tou sunìlou ∆i to uposÔnolo,

int(∆i) = {xi ∈ ∆i : xih > 0,∀h} .

Oi miktèc strathgikèc poÔ an koun sto uposÔnolo int(∆i) kaloÔntai eswterikèc

  apolÔtwc miktèc . ApodÐdoun jetikèc pijanìthtec stic amigeÐc strathgikèc ìlwn

twn paikt¸n ki ètsi èqoun pl rh st rixh,

C(xi) = Si,∀i ∈ I.

Orismìc 5. SÔnoro tou sunìlou ∆i, kaleÐtai to sÔnolo twn mh eswterik¸n stra-

thgik¸n kai orÐzetai,

bd(∆i) = {xi ∈ ∆i : xi /∈ int(∆i)}

To sÔnoro tou ∆i eÐnai to sÔnolo twn strathgik¸n xi, gia tic opoÐec h st rixh

C(xi), eÐnai gn sio uposÔnolo tou sunìlou twn strathgik¸n Si.

Orismìc 6. ProfÐl mikt¸n strathgik¸n kaleÐtai èna di�nusma χ = (χ1, χ2, . . . , χn),

ìpou k�je sunist¸sa χi ∈ ∆i anafèretai se mia mikt  strathgik  tou paÐkth i ∈ I.

Wc ek toÔtou, èna profÐl mikt¸n strathgik¸n χ eÐnai èna shmeÐo tou q¸rou,

Θ = ×i∈I∆i.
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Orismìc 7. 'Ena strathgikì profÐl χ kaleÐtai eswterikì (  apìluta miktì) an k�je

sunist¸sa tou χi eÐnai eswterik . 'Ena sÔnolo tètoiwn strathgik¸n orÐzetai,

int(Θ) = ×i∈I int(∆i).

Ja gr�foume (χi,ψ−j) gia na perigr�youme to strathgikì profÐl sto opoÐo o

paÐkthc i ∈ I paÐzei th strathgik  χi ∈ ∆i, en¸ oi upìloipoi j paÐktec paÐzoun th

strathgik  ψ ∈ Θ. Pio sugkekrimèna, to strathgikì profÐl ζ = (χi,ψ−i) ∈ Θ

orÐzetai wc ζi = χi kai ζj = ψj, ∀j 6= i. Sta paÐgnia mh sunergasÐac, oi tuqaÐec

epilogèc strathgik¸n eÐnai anex�rthtec. Wc ek toÔtou, h pijanìthta na epilegeÐ

èna sugkekrimèno kajarì strathgikì profÐl s = (s1, . . . , sn) ∈ S, ìtan paÐzetai to

miktì strathgikì profÐl χ ∈ Θ, eÐnai to ginìmeno,

χ(s) =
n∏

i=1

xisi

Kata sunèpeia, h mèsh tim  thc apìdoshc tou paÐkth i, pou èqei epilèxei na paÐxei

to miktì strathgikì profÐl χ ∈ Θ eÐnai,

ui(χ) =
∑
s∈S

χ(s)πi(s).

Orismìc 8. O pragmatikìc arijmìc ui(χ) kaleÐtai apìdosh tou paÐkth i, pou èqei

epilèxei to strathgikì profÐl χ.

ParathroÔme oti to na paÐqjei h kajar  strathgik  sj = k ∈ Sj eÐnai isodÔ-

namo me to na paiqjeÐ h akraÐa mikt  strathgik  ekj ∈ ∆j. Sunep¸c, mporoÔme na

gr�youme,

ui(e
k
j ,χ−j)

gia thn apìdosh tou i paÐkth, ìtan o paÐkthc j qrhsimopoieÐ thn k strathgik . Wc

ek toÔtou, gia k�je χ ∈ Θ kai i, j ∈ I,

ui(χ) =

mj∑
k=1

ui(e
k
j ,χ−j)χjk.
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H exÐswsh ui(χ) =
∑

s∈S χ(s)πi(s), orÐzei to ui(χ) wc ena pragmatikì arijmì,

gia ìla ta dianÔsmata χ ∈ Rm, ki ìqi mìno gia ekeÐna sto uposÔnolo Θ ⊂ Rm.

Sunep¸c, h exÐswsh orÐzei to ui wc mia polugrammik  apeikìnish, dhlad  mia apei-

kìnhsh grammik  wc proc k�je xj ∈ Rm.

Orismìc 9. H epektamènh sun�rthsh ui : Rm → R kaleÐtai sun�rthsh apìdoshc

(mikt c strathgik c) gia ton paÐkth i.

Orismìc 10. H sundiastik  sun�rthsh u : Rm → Rn pou orÐzetai,

u(χ) = (u1(χ), . . . , un(χ))

kaleÐtai sundiastik  sun�rthsh apìdoshc mikt c strathgik c.

San enallaktik  parousÐash tou paignÐou kajar c strathgik c G = (I,S,π),

mporoÔme na anaferìmaste sth epèktash autoÔ, me thn tri�da,

(I,Θ,u),

ìpou Θ o q¸roc mikt c strathgik c kai u h sundiastik  sun�rthsh apìdoshc mikt c

strathgik c.

Sthn eidik  perÐptwsh ìpou èqoume paÐgnio dÔo paikt¸n, to paÐgnio mporeÐ na

anaparastajeÐ apì to zeÔgoc pin�kwn apìdoshc (A,B), ìpou A(B) eÐnai o pÐnakac

apìdoshc tou paÐkth 1(2). Sunep¸c, gia k�je zeug�ri mikt¸n strathgik¸n

χ1 ∈ ∆1 kai χ2 ∈ ∆2, èqoume,

u1(χ) =

m1∑
h=1

m2∑
k=1

χ1hahkχ2k = χ1 · Aχ2 (1.1)

kai

u2(χ) =

m1∑
h=1

m2∑
k=1

χ1hbhkχ2k = χ1 ·Bχ2 = χ2 ·BTχ1 (1.2)
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'Opou me <<·>> noeÐte to sÔnhjec eswterikì ginìmeno metaxÔ dianusm�twn kai me <<T >>

h anastrof  tou pÐnaka. Parousi�zontac èna paÐgnio dÔo paikt¸n me pÐnakec, o paÐ-

kthc 1 epilègei mia gramm (kajar  strathgik )   mia katanom  pijanìthtac metaxÔ

twn gramm¸n kai antÐstoiqa o paÐkthc 2 epilègei mia st lh(amig  strathgik )   mia

katanom  pijanìthtac metaxÔ twn sthl¸n(mikt  strathgik ).

Par�deigma 2. H sundiastik  sun�rthsh apìdoshc mikt c strathgik c

u : R4 → R2 sto <<DÐlhmma tou KratoÔmenou>> tou Par. [1] orÐzetai apì tic exis¸-

seic,

u1(χ) = χ1 · Aχ2 = 4χ11χ21 + χ12(5χ21 + 3χ22),

kai

u2(χ) = χ1 ·Bχ2 = χ11(4χ21 + 5χ22 + 3χ12χ22).

EÐnai eÔkolo na epalhjeuteÐ oti h sun�rthsh apìdoshc u1(χ) gia ton pr¸to

paÐkth kai gia kajorismènh strathgik  χ2 ∈ ∆2 tou paÐkth 2, megistopoieÐtai sto

∆1 sto shmeÐo χ1 = e21 . K�nontac qr sh thc tautìthtac χi1 + χi2 = 1 , gr�foume

u1(χ) = (1 + 2χ22)χ12 + 4χ21 , h opoÐa eÐnai aÔxousa sun�rthsh tou χ12.

1.3 Sqèseic KuriarqÐac kai Bèltistec ApokrÐseic

Mia strathgik  lème oti kuriarqeÐ asjen¸c se mia �llh strathgik , an h pr¸th

potè den apokomÐzei mikrìtero ìfeloc apì th deÔterh, en¸ antÐjeta, k�poiec forèc

apokomÐzei megalÔtero ìfeloc. Mia strathgik  lègetai mh-kuriarqoÔmenh an kamÐa

�llh den thn kuriarqeÐ asjen¸c. O akrib c majhmatikìc orismìc,

Orismìc 11. Mia strathgik  y ∈ ∆i kuriarqeÐ austhr� thn xi ∈ ∆i an ,

ui(yi, z−i) ≥ ui(xi, z−i)
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∀z ∈ Θ. Me austhr  anisìthta gia k�poia z ∈ Θ.

Mia strathgik  xi kaleÐtai mh-kuriarqoÔmenh an den up�rqei yi tètoia ¸ste, na

isqÔei h anisìthta

ui(yi, z−i) ≥ ui(xi, z−i)

Mia strathgik  lème oti kuriarqeÐ austhr� ìtan den up�rqei �llh strathgik 

pou na apokomÐzei perissìtera ofèlh.

Orismìc 12. H strathgik  yi ∈ ∆i kuriarqeÐ austhr� th strathgik  xi ∈ ∆i an,

ui(yi, z−i) > ui(xi, z−i)

∀z ∈ Θ.

Sto par�deigma tou paignÐou "To DÐlhmma tou Kratoumènou", h deÔterh amig 

strathgik  "Karf¸nw� kuriarqeÐ austhr� thc pr¸thc amig c strathgik c "Siwp¸".

Ac jumhjoÔme ton pÐnaka apodìsewn tou paignÐou Pin. [1.1]. 'Opwc blèpoume an

o KratoÔmenoc 1 omolog sei ja petÔqei 5   3, en¸ an protim sei na siwp sei pe-

tuqaÐnei 4   0. EÐnai xek�jaro oti h epilog  na mhn omolog sei to ègklhma eÐnai

kuriarqoÔmenh (dominated), en¸ h epilog  na omolog sei eÐnai kurÐarqh (domi-

nant). M�lista h strathgik  "Siwp¸� eÐnai austhr� kuriarqoÔmenh, kaj¸c up�rqei

mia �llh strathgik , sto sugkekrimèno par�deigma h strathgik  "Karf¸nw", pou

kuriarqeÐ ep' aut c me austhrì trìpo, pou shmaÐnei pwc ìla ta apotelèsmata au-

t c eÐnai megalÔtera apì thc austhr� kuriarqoÔmenhc strathgik c. H Ðdia an�lush

isqÔei kai gia ton KratoÔmeno 2, kaj¸c to paiqnÐdi eÐnai summetrikì. Me b�sh

aut  thn an�lush katal goume sto ("Karf¸nw", "Karf¸nw"), to opoÐo kai lègetai

IsorropÐa se Austhr� KurÐarqec Strathgikèc.
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Orismìc 13. 'Estw SD ⊂ S mh kenì uposÔnolo amig¸n, austhr� kurÐarqwn, mh

epanalambanìmenwn strathgik¸n, enìc peperasmènou kanonik c morf c paignÐou

G = (I,S,π). An to sÔnolo èqei akrib¸c èna stoiqeÐo, tìte lème ìti up�rqei

austhr� kurÐarqh lÔsh (strictly dominance solvable). To PaÐgnio "To DÐlhmma tou

Kratoumènou� èqei austhr� kurÐarqh lÔsh.

Mia kajar  kalÔterh apìkrish gia ton paÐkth i se èna strathgikì profÐl y ∈

Θ eÐnai mia amig  strathgik  si ∈ Si tètoia ¸ste kamÐa �llh amig  strathgik 

diajèsimh ston paÐkth den tou dÐnei megalÔtero ìfeloc en�ntion tou y.

Autì orÐzei gia ton paÐkth i thn sun�rthsh bi : Θ→ Si h opoÐa apeikonÐzei k�je

mikt  strathgik  y ∈ Θ sto mh kenì, peperasmèno sÔnolo kajar¸n stratgik¸n.

βi(y) = h ∈ Si : ui(e
h
i , y−i) ≥ ui(e

k
i , y−i)∀k ∈ Si

KamÐa mikt  strathgik  xi ∈ ∆i de mporeÐ na apod¸sei megalÔtero ìfeloc ston

paÐkth i enantÐon thc strathgik c y ∈ Θ se sÔgkrish me tic amigèc strathgikèc.

'Etsi, gia k�je y ∈ Θ, xi ∈ ∆i kai h ∈ βi(y),

ui(xi, y−i) =

mi∑
k=1

ui(e
k
i , y−i)xik ≤

mi∑
k=1

ui(e
h
i , y−i)xik = ui(e

h
i , y−i).

Wc ek toÔtou,

βi(y) = h ∈ Si : ui(e
h
i , y−i) ≥ ui(xi, y−i)∀xi ∈ ∆i.

Orismìc 14. Mia mikt  �risth apìkrish gia ton paÐkth i se ena strathgikì profÐl

y ∈ Θ eÐnai mia strathgik  xi ∈ ∆i tètoia ¸ste kamÐa �llh mikt  strathgik  den

apodÐdei megalÔtero ìfeloc ston paÐkth i enantÐon thc y.

K�je amig  bèltisth apìkrish,an th doÔme san mikt  strathgik , eÐnai epÐshc

mia mikt  bèltisth apìkrish. Epiplèon, apo th grammikìthta tou ui(xi, y−i) sto
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xi, k�je kurtìc sunduasmìc amig¸n bèltistwn apokrÐsewn eÐnai mia mikt  bèltisth

apìkrish. Analìgwc , h antistoiqÐa �risthc apìkrishc mikt c strathgik c tou i

paÐkth (mixed-strategy best-reply correspondence) orÐzetai wc:

β̃i(y) = {xi ∈ ∆i : ui(xi, y−i) ≥ ui(zi, y−i)∀zi ∈ ∆i}

= {xi ∈ ∆i : xih = 0∀h /∈ βi(y)}

= {xi ∈ ∆i : C(xi) ⊂ βi(y).}

To sÔnolo bèltistwn apokrÐsewn β̃i(y) ⊂ ∆i, eÐnai p�nta mh kenì, kleistì kai

kurtì.

Orismìc 15. H sunolik  amig  strathgik  bèltsisthc apìkrishc β : Θ→ S tou pai-

gnÐou, orÐzetai san to kartesianì ginìmeno ìlwn twn amig¸n strathgik¸n bèltistwn

apokrÐsewn ìlwn twn paikt¸n:

β(y) = ×i∈Iβi(y) ⊂ S,

kai h antÐstoiqh mikt  wc:

β̃(y) = ×i∈I β̃i(y) ⊂ Θ.

Mia kajar  strathgik  pou eÐnai bèltisth apìkrish gia k�poio miktì strathgi-

kì profÐl de mporeÐ na eÐnai austhr� kuriarqoÔmenh. O Pearse(1984) [8] apèdeixe

oti to antÐstrofo isqÔei se opoiod pote paÐgnio dÔo paikt¸n: Mia mikt  strath-

gik  pou den eÐnai austhr� kuriarqoÔmenh se èna tètoio paÐgnio, eÐnai anagkastik�

bèltisth apìkrish se k�poio miktì strathgikì profÐl. O Pearse to apèdeixe gia

k�je paÐgnio dÔo paikt¸n, en¸ to antÐstrofo isqÔei kai ed¸: Mia mh kuriarqoÔme-

nh amig  strathgik  eÐnai mia bèltisth apìkrish se ena apìluta miktì strathgikì

profÐl. KamÐa apì autèc tic antÐstrofec prot�seic den isqÔei en gènei se paÐgnia

me perissìterouc apo dÔo paÐktec. IsqÔei epomènwc h akìloujh prìtash:
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Prìtash 1. Se èna paÐgnio dÔo paikt¸n, to si ∈ Si den eÐnai austhr� kuriarqoÔmeno

an kai mìno an

si ∈ βi(y)

gia k�poia y ∈ (Θ).

1.4 IsorropÐa kat� Nash

'Enac apo touc akrogwniaÐouc lÐjouc thc oikonomik c jewrÐac, pou sundètai me tic

perissìterec sÔgqronec oikonomikèc jewrÐec, eÐnai h ènnoia thc isorropÐac kata

Nash (Nash equilibrium) [6]. Sthn ousÐa sthn isorropÐa kata Nash , apaiteÐtai

oi sunist¸sec xi tou strathgikoÔ profÐl x na eÐnai oi bèltistec gia ton i paÐkth

ènanti twn �llwn strathgikwn. 'Ena strathgikì profÐl x ∈ Θ eÐnai mia strathgik 

kat� Nash , e�n eÐnai bèltisth apìkrish tou eautoÔ thc.

Orismìc 16. To strathgikì profÐl x ∈ Θ apoteleÐ IsorropÐa kata Nash an

x ∈ β̃(x).

Apo thn exÐswsh selida 13 an x ∈ Θ eÐnai IsorropÐa kat� Nash , tìte k�je

amig c strathgik  sthn st rixh k�je sunist¸sac xi eÐnai bèltisth apìkrish tou x:

si ∈ C(xi) =⇒ si ∈ βi(x)

O orismìc thc isorropÐac kata Nash exasfalÐzei pwc h amig  strathgik  tou k�je

paÐkth apoteleÐ bèltisth apìkrish stic amigeÐc strathgikèc twn �llwn paikt¸n. An

jèloume na dieurÔnoume ton orismì ¸ste na perilamb�nei kai miktèc strathgikèc,

apl¸c apaitoÔme h mikt  strathgik  k�je paÐkth na apoteleÐ bèltisth apìkrish stic

miktèc strathgikèc twn �llwn paikt¸n.

16



Par�deigma 3. 'Ena paÐgnio opou oi amigeÐc strathgikèc tou den apoteloÔn isorropÐa

kat� Nash , all� mia mikt  strathgik  tou paignÐou apoteleÐ, eÐnai to paÐgnio <<Tai-

riast� kèrmata>> (Matching Pennies). To paÐgnio autì eÐnai mhdenikoÔ ajroÐsmatoc,

dÔo paikt¸n, sto opoÐo k�je paÐkthc èqei mìno dÔo kajarèc strathgikèc, ìpwc dÐne-

tai kai stouc pÐnakec apodìsewn. An analÔsoume loipìn touc pÐnakec katal goume

sto sumpèrasma oti pr�gmati den èqoume isorropÐa kat� Nash : Se k�je profÐl ami-

g c strathgik c, akrib¸c ènac apì touc dÔo paÐktec jèlei na all�xei th strathgik 

tou. Wstìso, an ènac paÐkthc protÐjetai na paÐxei tuqaÐa, o �lloc paÐkthc prèpei

na paÐxei kai tic dÔo strathgikèc tou me Ðsh pijanìthta. Wc ek toÔtou h monadik 

IsorropÐa kat� Nash einai h x, ìpou x1 = x2 = (1
2
, 1
2
). Pr�gmati, to profÐl x eÐnai

èna kajorismèno shmeÐo sto β̃ : xi ∈ ˜βi(x) = ∆ gia i = 1, 2.

A =

 1 −1

−1 1

 , B =

−1 1

1 −1


Orismìc 17. Mia isorropÐa kat� Nash x ∈ Θ, kaleÐtai austhr  an k�je sunist¸sa

strathgik  xi eÐnai h monadik  beltisth ap�nthsh, dhlad ,

β̃(x) = {x}

Mia austhr  isorropÐa loipìn, den perilamb�nei kamÐa tuqaiìthta, afoÔ tìte ja

up rqan k�poioi paÐktec gia touc opoÐouc toul�qiston dÔo amigeÐc strathgikèc ja

èdinan mègisth apìdosh. Sunep¸c, k�je austhr  isorropÐa eÐnai èna amigèc strath-

gikì profÐl. Gia par�deigma sto paÐgnio <<To DÐlhmma tou Kratoumènou>> to amigèc

strathgikì profÐl s = (2, 2) eÐnai austhr  isorropÐa kat� Nash . Mia strathgik 

pou apoteleÐ isorropÐa kata Nash den mporeÐ na eÐnai austhr� kuriarqoÔmenh. W-

stìso, den up�rqei tÐpota ston orismì pou na mhn epitrèpei thn asjen  kuriarqeÐa,

17



afoÔ mporeÐ na up�rqei mia �llh bèltisth apìkrish pou den eÐnai potè qeirìterh apo

thn strathgik  isorropÐac kai pou eÐnai kalÔterh apì k�poiec �llec strathgikèc.

Orismìc 18. Mia strathgik  pou apoteleÐ isorropÐa kata Nash kaleÐtai mh kuriar-

qoÔmenh, an k�je sunist¸sa xi eÐnai mh kuriarqoÔmenh.

Gia k�je paÐgnio, èstw ΘNE ⊂ Θ to sÔnolo IsorropÐac kat� Nash :

Je¸rhma 1. Gia k�je peperasmèno paÐgnio G : ΘNE 6= ∅

1.5 Summetrik� paÐgnia dÔo paikt¸n

H upokathgorÐa twn summetrik¸n paignÐwn dÔo paikt¸n eÐnai h b�sh thc Exeliktik c

jewrÐac paignÐwn. Pr�gmati, pollèc apì tic pio shmantikèc gn¸seic èqoun apokthjeÐ

apo aut  thn eidik  kl�sh paignÐwn. Pio sugkekrimèna, ìtan mil�me gia summetrikì

paÐgnio dÔo paikt¸n G = (I,S,π), jewroÔme ìti up�rqoun akrib¸c dÔo jèseic

paikt¸n kai k�je paÐkthc èqei akrib¸c ton Ðdio arijmì amig¸n strathgik¸n.

Orismìc 19. 'Ena paÐgnio G = (I,S,π) onom�zetai summetrikì paÐgnio dÔo paikt¸n

an,

I = {1, 2},

S1 = S2

kai

π2(s1, s2) = π1(s2, s1)

gia k�je (s1, s2) ∈ S.
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H summetrÐa sth sun�rthsh apìdoshc twn amig¸n strathgik¸n eÐnai isodÔnamh

me thn apaÐthsh oti o pÐnakac tou deÔterou paÐkth eÐnai o an�strofoc tou pr¸tou:

B = AT

Me �lla lìgia, h apìdosh bij tou paÐkth 2, ìtan o paÐkthc 1 qrhsimopoieÐ thn

kajar  strathgik  i kai o paÐkthc 2 thn j eÐnai isodÔnamh me thn apìdosh aji tou

paÐkth 1 ìtan antÐjeta o paÐkthc 1 qrhsimopoieÐ th strathgik  j kai o paÐkthc 2

th strathgik  i. Gia par�deigma <<To DÐlhmma tou Kratoumènou>> eÐnai summetrikì

paÐgnio, se antÐjesh me to paÐgnio <<Tairiast� Kèrmata>> pou den eÐnai.

To koinì sÔnolo amig¸n strathgik¸n ja sumbolÐzetai:

K = {1, 2, . . . , k}

opou k o arijmìc twn amig¸n strathgik¸n pou èqoun sth di�jes  touc oi dÔo

paÐktec.

Oi miktèc strathgikèc tou pr¸tou paÐkth ja sumbolÐzontai me x ∈ ∆ en¸ tou

deÔterou me y ∈ ∆

To ∆ dhl¸nei to koinì sÔnolo mikt¸n strathgik¸n,

∆ = {x ∈ Rk
+ :
∑
i∈K

xi = 1}.

Oi apodìseic k�je amig c strathgik c i ∈ K, ìtan paÐzetai enantÐon k�poiwn mikt¸n

strathgik¸n y ∈ ∆, ja orÐzetai

u(ei, y) = ei · Ay.

To sÔnolo twn bèltistwn apokrÐsewn se k�je antÐpalh strathgik  y ∈ ∆ ja

orÐzetai:

β∗(y) = {x ∈ ∆ : u(x, y) ≥ u(x′, y)∀x′ ∈ ∆}.
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Wc ek toÔtou, antÐjeta me th sunhjismènh antistoiqÐa bèltisthc apìkrishc β̃, h

opoÐa apeikonÐzei profÐl strathgik¸n se sÔnola strathgik¸n, β∗ apeikonÐzei stra-

thgikèc se sÔnola strathgik¸n.

Gia opoiod pote summetrikì paÐgnio dÔo paikt¸n, kai gia opoiod pote profÐl stra-

thgik¸n (x, y) ∈ Θ:

β̃1(x, y) = β∗

kai

β̃2(x, y) = β∗.

Ef ìswn h summetrÐa apaiteÐ BT = A, èna summetrikì paÐgnio eÐnai dipl� summetrikì

an kai mìno an B = A,   isodÔnama an u(x, y) = u(y, x) gia k�je x, y ∈ ∆. To

<<DÐlhmma tou Kratoumènou>> den eÐnai dipl� summetrikì.

Orismìc 20. 'Ena summetrikì paÐgnio dÔo paikt¸n eÐnai dipl� summetrikì an AT = A.

1.6 Summetrik  IsorropÐa kat� Nash

Orismìc 21. 'Ena zeÔgoc strathgik¸n (x, y) ∈ Θ = ∆2 apoteleÐ isorropÐa kata

Nash , (x, y) ∈ ΘNE, an kai mìno an

x ∈ β∗(y) kai y ∈ β∗(x)

Orismìc 22. Mia isorropÐa kata Nash (x, y) kaleÐtai summetrik  an x = y dhlad 

an kai oi dÔo paÐktec qrhsimopoioÔn thn Ðdia (mikt    amig ) strathgik .

To uposÔnolo twn strathgik¸n x ∈ ∆ pou apoteloÔn isorropÐa kat� Nash me

ton eautì touc orÐzetai:

∆NE = {x ∈ ∆ : (x, x) ∈ ΘNE}.
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Prìtash 2. Gia k�je peperasmèno kai summetrikì paÐgnio dÔo paikt¸n, isqÔei:

∆NE 6= ∅.

Dhlad  k�je summetrikì paÐgnio, èqei toul�qiston mia summetrik  isorropÐa

kat� Nash .

Par�deigma 4. 'Ena apì ta klasik� paradeÐgmata thc exeliktik c jewrÐac paignÐwn,

eÐnai to paÐgnio <<Ger�ki-Peristeri>> (Hawk-Dove), sto opoÐo k�je paÐkthc èqei dÔo

amigeÐc strathgikèc: << EpÐjesh >>   << Upoq¸rhsh >>. H strathgik  1-<< EpÐjesh >>,

apokomÐzei ìfeloc v > 0 ìtan paÐzetai enantÐon thc strathgik c 2- << Upoq¸rhsh >>,

pou se aut  th perÐptwsh apokomÐzei ìfeloc 0. K�je paÐkthc èqei Ðdiec pijanìthtec

na kerdÐsei ton ag¸na, en¸ to kìstoc miac endeqìmenhc  ttac eÐnai c > 0. 'Otan

h strathgik  1 paÐzei enantÐon tou eautoÔ thc, kerdÐzei ìfeloc v me pijanìthta 1
2

kai kìstoc −c me pijanìthta 1
2
. Wc ek toÔtou, h anamenìmenh mèsh apìdosh thc

strathgik c 1 enantÐon tou eautoÔ thc eÐnai (v − c)/2. 'Otan apì thn �llh kai oi

dÔo paÐktec upoqwroÔn, tìte o k�je ènac paÐkthc apokomÐzei ìfeloc v/2. 'Etsi,

èqoume ton pÐnaka apodìsewn gia ton paÐkth 1:

A =

(v − c)/2 v

0 v/2


kai B = AT . PaÐrnoume wc dedomèno, ìti to kìstoc tou ag¸na, uperbaÐnei thn

axÐa thc nÐkhc: v < c.

Gia tètoiec apodìseic, h amig  strathgik  2 eÐnai h monadik  bèltisth apìkrish

sth strathgik  1. K�je èna apì ta asÔmmetra zèugh amig¸n strathgik¸n (1, 2)

kai (2, 1), apoteloÔn mia austhr  isorropÐa kata Nash . Up�rqei ìmwc kai mia

summetrik  isorropÐa kata Nash , se miktèc strathgikèc. 'An o paÐkthc 2 paÐxei th
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strathgik  1 me pijanìthta λ = v/c, tìte oi dÔo amigeÐc strathgikèc tou paÐkth

1 katal goun sthn Ðdia mèsh apìdosh. Epomènwc, to zeÔgoc mikt c strathgik c

(x, x), ìpou to x apodÐdei pijanìthta λ sth strathgik  1 kai 1− λ sth strathgik 

2, sunist� isorropÐa kata Nash .

Par�deigma 5. 'Estw to paidikì paiqnÐdi << Petra-YalÐdi-QartÐ >>: H pètra (strath-

gik  1) nik� to yalÐdi (strathgik  2), pou nik� to qartÐ (strathgik  3). To paÐgnio

eÐnai stajeroÔ ajroÐsmatoc me �jroisma: aij + bij = aij + aji 'Einai loipìn eÔkolo

na diapist¸soume oti to sugkekrimèno paÐgnio den èqei kamÐa isorropÐa kata Nash

se amigeÐc strathgikèc, all� akrib¸c mia se miktèc strathgikèc, dhlad  to zeÔgoc

(x, x), sto opoÐo kai oi dÔo paÐktec paÐzoun tuqaÐa, ìpou x = (1
3
, 1
3
, 1
3
). O pÐnakac

apodìsewn tou summetrikoÔ 3× 3 paignÐou dÔo paikt¸n:

A =


1 2 0

0 1 2

2 0 1
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KEF�ALAIO 2

EXELIKTIK�H JEWR�IA PAIGN�IWN

2.1 BasikoÐ OrismoÐ

Mia basik  ènnoia sthn exeliktik  jewrÐa paignÐwn, eÐnai aut  thc exeliktik� staje-

r c strathgik c (evolutionary stable strategy [5]). 'Estw oti ta �toma epilègontai

p�nta tuqaÐa apì èna meg�lo plhjusmì gia na paÐxoun ena summetrikì paÐgnio dÔo

paikt¸n. Upojètoume epiplèon, oti eÐnai programmatismèna na paÐxoun mia sugke-

krimènh amig    mikt  strathgik  se autì to paÐgnio. T¸ra, èstw oti eisèrqetai

ènac mikrìc plhjusmìc pou eÐnai programmatismènoc na paÐxei mia �llh strathgik ,

eÐte amig  eÐte mikt .

Orismìc 23. H upoqrewtik  strathgik  (incumbent strategy) onom�zetai exeliktik�

stajer  (evolutionary stable strategy)   (ESS) an, gia k�je metallagmènh strath-

gik  (mutant strategy), up�rqei èna jetikì fr�gma tètoio ¸ste, an o plhjusmìc

twn atìmwn pou paÐzoun th metallagmènh strathgik  pèsei k�tw apo autì, tìte h

upoqrewtik  strathgik  kerdÐzei megalÔtero ìfeloc ap' oti h metallagmènh.

H prosèggish aut  wstìso, periorÐzetai se allhlepidr�seic an� zeÔgh mèsa se

ènan meg�lo plhjusmì. Sugkekrimèna, den asqoleÐte me allhlepidr�seic stic opoÐec

lamb�noun mèroc p�nw apì dÔo paÐktec k�je for�. Epiplèon to krit rio thc exeli-

kik c stajerìthtac anafèretai èmmesa se mia sten  sÔndesh metaxÔ twn apodìsewn

tou paignÐou kai thc di�doshc miac strathgik c ston plhjusmì. Oi apodìseic sto

paÐgnio, antiproswpeÔoun th biologik  ikanìthta epibÐwshc   thn anaparagwgik 

epituqÐa apì thn en lìgw allhlepÐdrash. H exeliktik  stajerìthta, ìpwc kai sthn

isorropÐa kat� Nash den exhgeÐ p¸c o plhjusmìc apokt� mia sugkekrimènh strath-

23



gik , all� jètei to er¸thma an k�poia stigm  paiqteÐ pwc antèqei stic exeliktikèc

pièseic.

H exeliktik  stajerìthta parèqei epÐshc krit rio pou sqetÐzetai me thn anjr¸-

pinh sumperifor� p�nw se èna eurÔ f�sma katast�sewn , sumperilambanomènwn pol-

l¸n allhlepidr�sewn sth sfaÐra twn oikonomik¸n. Se èna koinwnikì   oikonomikì

perib�llon, h exeliktik  stajerìthta sthrÐzei pwc mia mikr  om�da pou dokim�zei

mia enallaktik  strathgik  apokomÐzei ligìtera, se antÐjesh me aut n pou emmènei

sthn status quo starthgik . Kat� sunèpeia, ta �toma pou qrhsimopoioÔn thn epi-

kratoÔsa strathgik  den èqoun kamÐa projesh na all�xoun afoÔ ta p�ne kalÔtera

apo autìc pou <<peiramatÐzontai>>, en¸ se antÐjesh oi teleutaÐoi èqoun kÐnhtro gia

na all�xoun kai na epanèljoun sthn upoqrewtik  strathgik . Sthn an�lush pou

akoloujeÐ , epikentrwnìmaste apokleistik� se summetrik� paÐgnia dÔo paikt¸n.

Upojètoume oti mia mikr  om�da metallagmènwn emfanÐzetai se èna meg�lo plh-

jusmì atìmwn, oi opoÐoi ìloi eÐnai programmatismènoi na paÐxoun thn Ðdia (amig   

mikt ) strathgik  x ∈ ∆. 'Estw oti oi metallagmènoi eÐnai ìloi programmatismènoi

na paÐxoun mia �llh(amig    mikt ) strathgik  y ∈ ∆. 'Estw ε to posostì twn me-

tallagmènwn ston plhjusmì , ìpou ε ∈ (0, 1). ZeÔgh atìmwn s' autìn ton plhjusmì

epilègontai tuqaÐa en¸ k�je paÐkthc epilègetai me Ðsh pijanìthta. H pijanìthta o

antÐpaloc na paÐxei thn metallagmènh strathgik  eÐnai ε, en¸ h pijanìthta na paÐxei

thn upoqrewtik  eÐnai 1 − ε. H apìdosh miac m�qhc eÐnai h Ðdia me thc m�qhc enìc

atìmou pou paÐzei th mikt  strathgik  w = εy + (1 − ε)x ∈ ∆. H telik  apìdosh

sthn upoqrewtik  strathgik  eÐnai u(x,w) kai thc mikt c strathgik c u(y, w).

Diaisjhtik� mporoÔme na isquristoÔme oti oi exeliktikèc dun�meic epilègoun e-

nantÐon twn metallagmènwn strathgik¸n an kai mìno an oi apod¸seic eÐnai qamhlì-
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terec apì autèc thc upoqrewtik c strathgik c, dhlad :

u[x, εy + (1− ε)x] > u[y, εy + (1− ε)x].

Mia strathgik  x ∈ ∆ lème oti eÐnai exeliktik� stajer  an aut  h anisìthta isqÔei

gia k�je metallagmènh strathgik  y 6= x, ki ef' ìswn o plhjusmìc twn metallag-

mènwn eÐnai arkoÔntwc mikrìc. O akrib c majhmatikìc orismìc eÐnai:

Orismìc 24. Mia strathgik  x ∈ ∆ onom�zetai exeliktik� stajer  strathgik (ESS)

an gia k�je strathgik  y 6= x up�rqei k�poio ε̃y ∈ (0, 1) tètoio wste h anisìthta

u[x, εy + (1− ε)x] > u[y, εy + (1− ε)x]

na isqÔei gia k�je ε ∈ (0, ε̃y).

'Estw ∆ESS ⊂ ∆ to sÔnolo twn exeliktik� stajer¸n strathgik¸n tou upo

melèth paignÐou. EÐnai eÔkolo na diapistwjeÐ pwc k�je ESS eÐnai aparait twc bèl-

tisth enantÐon tou eautoÔ thc. An mia strathgik  x den eÐnai bèltisth enantÐon tou

eautoÔ thc, tìte up�rqei mia �llh strathgik  y pou apokomÐzei megalÔtera ofèlh

enantÐon thc x. Epomènwc, an to posostì ε tètoiwn metallagmènwn strathgik¸n y

eÐnai arket� mikrì, tìte apo th sunèqeia thc u ja kerdÐzei perissìtera enantÐon thc

mÐxhc tou plhjusmoÔ w = εy+ (1− ε)x, ap' oti h upoqrewtik  strathgik  x ki ètsi

h x den ja eÐnai exeliktik� stajer . ∆ESS ⊂ ∆NE.

To krit rio thc exeliktik c stajerìthtac apaiteÐ perissìtera. An h x eÐnai

exeliktik� stajer , kai h y eÐnai mia enallaktik  bèltisth ap�nthsh sth x , tìte h

x prèpei na eÐnai mia kalÔterh ap�nthsh sth y ap' ìti h y ston eautì thc. 'Estw

oti mia enallaktik  bèltisth ap�nthsh y sth x, kerdÐzei paÐzontac enantÐon thc,

toul�qiston ìsa kai h x. Tìte h y kerdÐzei toul�qiston ìsa h x enantÐon thc

mikt c w = εy+(1−ε)x, epomènwc h x den eÐnai exeliktik� stajer . To antÐstrofo
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isqÔei epÐshc: 'An x ∈ ∆NE kai k�je enallaktik  bèltisth ap�nthsh y kerdÐzei

ligìtera enantÐon tou eautoÔ thc ap' ìti h x enantÐon thc, tìte mia tètoia met�llaxh

eÐnai telik� qeirìterh apì thn x. 'Etsi, katal goume sthn parak�tw prìtash:

Prìtash 3.

∆ESS = {x ∈ ∆NE : u(y, y) < u(x, y)∀y ∈ β∗(x), y 6= x}.

'Enac isodÔnamoc trìpoc na ekfr�soume autì to apotèlesma eÐnai na poÔme oti h

strathgik  x ∈ ∆ eÐnai exeliktik� stajer  an kai mìno an ikanopoieÐ tic akìloujec

sqèseic:

u(y, x) ≤ u(x, x) ∀y, (2.1)

u(y, x) = u(x, x) =⇒ u(y, y) < u(x, y) ∀y 6= x. (2.2)

MazÐ oi dÔo sunj kec, qarakthrÐzoun thn exeliktik  stajerìthta, ètsi ìpwc orÐ-

sthke apì ton Maynard Smith.

Sto gnwsto paÐgnio <<To dÐlhmma tou Kratoumènou>>, h x = e2 eÐnai h monadik 

bèltisth apìkrish se opoiad pote strathgik  y ∈ ∆ kai wc ek toÔtou h monadik 

ESS tou paignÐou. Wstìso, oi dÔo paÐktec ja eÐqan megalÔtero ìfeloc an antÐ

na paÐxoun thn amig  strathgik  <<Karf¸nw>>, di�legan th strathgik  <<Siwpw>>.

Apì thn �llh sto paÐgnio <<Geraki-Peristèri>> [13], apodukneÐetai pwc ESS eÐnai h

strathgik  pou apoteleÐ kai IsorropÐa kata Nash . Estw oi apodìseic v = 4 kai

c = 6. O pÐnakac apod¸sewn tou paigniou eÐnai:

A =

−1 4

0 2


H monadik  summetrik  isorropÐa kata Nash eÐnai h strathgik  x = 2

3
, 1
3
∈ ∆ kai

aut  eÐnai kai h monadik  strathgik , upoy fia gia na eÐnai ESS. AfoÔ to x eÐnai
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eswterikì, k�je strathgik  y ∈ ∆ eÐnai mia bèltisth apìkrish sth x. Epiplèon,

h sunj kh 2.2 apaiteÐ na isqÔei u(x − y, y) > 0 gia k�je y 6= x. Gia k�je x, y ∈

∆, u(x−y, y) = (x1−y1)(2−3y1). Gia x = (2
3
, 1
3
), paÐrnoume u(x−y, y) = 1

3
(2−3y1)

2,

mia jetik  posìthta, Ðsh me 0 mìno an x = y, apodeiknÔontac oti x ∈ ∆ESS.

Epomènwc, h exeliktik  stajerìthta aporrÐptei na sumperifèretai kaneÐc mìno san

ger�ki   mìno san peristèri. Gia par�deigma, ènac plhjusmìc pou apoteleÐte mìno

apì ger�kia eÐnai eu�lwtoc se eisbolèc metallagmènwn. San apotèlesma, to ger�ki

kerdÐzei -1, en¸ to peristèri 0. Up�rqoun bèbaia kai paÐgnia ta opoÐa den èqoun

exeliktik� stajer  strathgik , ìpwc to paÐgnio <<Pètra-YalÐdi-QartÐ>>. H monadik 

summetrik  isorropÐa kata Nash autoÔ tou paignÐou eÐnai h x = (1
3
, 1
3
, 1
3
).

2.2 Summetrik� paÐgnia

'Olec oi diaforèc apodìsewn, metaxÔ dÔo opoiond pote strathgik¸n gia ènan paÐkth,

dedomènwn twn strathgik¸n twn upìloipwn paikt¸n, eÐnai amet�blhtec stic topikèc

metabolèc twn sunart sewn apìdoshc. 'Etsi, kaj¸c h isorropÐa kata Nash èqei

oristeÐ se ìrouc tètoiwn diafor¸n apod¸sewn, to sÔnolo ∆NE eÐnai amet�blhto se

tètoiouc metasqhmatismoÔc ìpwc kai to sÔnolo ∆ESS pou eÐnai epÐshc amet�blhto.

Kat� sunèpeia, gia touc skopoÔc thc melèthc thc exeliktik c stajerìthtac, o

pÐnakac apìdoshc A, opoioud pote 2×2 paignÐou ja anaparÐstatai qwrÐc blabh thc

genikìthtac wc:

A =

a1 0

0 a2


ìpou a1 = a11− a21 kai a2 = a22− a12. Ja epikentrwjoÔme sth genik  perÐptwsh

opou a1a2 6= 0.
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KathgorÐa I kai IV:

An a1 kai a2 eÐnai eterìshma, tìte èqoume paÐgnio ìmoio m' auto tou << Dil mmatoc

tou kratoumènou >>, kai to paÐgnio èqei akrib¸c mia isorropÐa kat� Nash . Aut  h

isorropÐa eÐnai austhr  kai summetrik . Wc ek toÔtou, tètoia paÐgnia èqoun akrib¸c

mia exeliktik� stajer  isorropÐa: ∆ESS = ∆NE = {e2}an a1 < 0 (Kathgoria I)

kai ∆ESS = ∆NE = {e1} an a2 < 0(KathgorÐa IV).

KathgorÐa II:

An kai to a1 kai to a2 eÐnai jetik�, tìte èqoume paiqnÐdi sunergasÐac kai up�rqoun

treÐc isorropÐec kat� Nash , kai ìlec eÐnai summetrikèc: ∆NE = {e1, e2, x}, ìpou

xλ)e2 gia λ = a2/(a1 +a2). K�je mia apì tic dÔo kajarèc isorropÐec eÐnai austhr ,

ètsi ta e1 kai e2 eÐnai exeliktik� stajer�. Wstìso, h x den eÐnai, efìswn ìlec

oi y ∈ ∆ eÐnai bèltistec apokrÐseic tou x, kai gia par�deigma, h y = e1 kerdÐzei

perissìtera enantÐon tou eautoÔ thc par� h x enantÐon thc: u(e1, e1) = a + 1 >

λ1 = u(x, e1). En olÐgoic, ∆ESS = {e1, e2}.

KathgorÐa III:

An kai to a1 kai to a2 eÐna arnhtik�, tìte èqoume paÐgnio <<Ger�ki-Peristèri>>. 'Ena

tètoio paÐgnio èqei dÔo asÔmmetrec isorropÐec kata Nash kai mia summetrik  isor-

ropÐa kata Nash : ∆NE = {x}. Aut  th for� h x eÐnai exeliktik� stajer , ìtan

gia k�je y ∈ ∆,

u(x, y) = λa1y1 + (1− λ)a2y2 =
a1a2
a1 + a2

kai gia k�je y 6= x,

u(y, y) = a1y
2
1 + a2y

2
2 <

a1a2
a1 + a2

,

En olÐgoic, ∆ESS = {x} gia ìla ta paÐgnia aut c thc kathgorÐac.
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2.3 Dom  tou sunìlou ∆ESS

'Ena apotèlesma tou qarakthrismoÔ thc Prìtashc 3, eÐnai oti h st rixh miac exeli-

ktik� stajer c strathgik c de mporeÐ na perièqei th st rixh miac �llhc exeliktik�

stajer c strathgik c, sth pragmatikìthta, gia opoiad pote summetrik  isorropÐa

kata Nash . An upojèsoume ìti x ∈ ∆ESS kai C(y) ⊂ C(x) gia k�poia strathgik 

y 6= x. Tìte u(y, x) = u(x, x), me x ∈ ∆NE, kai apì ton orismì thc isorropÐac kat�

Nash èqoume oti u(x, y) > u(y, y). Wc ek toÔtou, y /∈ ∆NE.

Prìtash 4. An x ∈ ∆ESS kai C(y) ⊂ C(x) gia k�poiec strathgikèc y 6= x tìte

y /∈ ∆NE.

Sugkekrimèna, an h ESS eÐnai eswterik , tìte eÐnai h monadik  exeliktik� sta-

jer  strathgik . Epiplèon, efìson up�rqoun peperasmèna ston arijmì sthrÐgmata

(se èna peperasmèno paiqnÐdi), o arijmìc twn ESS eÐnai p�nta peperasmènoc (pija-

n¸c mhdèn). 'Etsi, apodeÐxame thn parak�tw prìtash:

Prìtash 5. To sÔnolo ∆ESS ⊂ ∆ eÐnai peperasmèno. EpÐshc, an ∆ESS = {x}, tìte

x ∈ ∆ESS ∩ int(∆).

2.4 Qarakthrismìc thc Exeliktik� stajer c strathgik c

H Prìtash 4 dÐnei ènan qarakthrismì thc exeliktik c stajerìthtac. Ja d¸soume

allouc dÔo qarakthrismoÔc. Katarq�c, èqei upojeÐ oti o orismìc thc exeliktik c

stajerìthtac miac strathgik c x pou apaiteÐ gia k�je metallagmènh strathgik 

y 6= x up�rqei ena ε̃y > 0 tètoio ¸ste h x antistèketai se mia mìlunsh apì to y pou

eisèrqetai s' èna plhjusmì mikrìtero tou ε̃y. Dhlad , up�rqei èna fr�gma pou anti-

stèketai sthn eisbol  k�je metallagmènhc strathgik c. Autì to fr�gma exart�tai
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apo th metallagmènh strathgik  y. Sta peperasmèna paÐgnia wstìso, h exeliktik 

stajerìthta sunep�getai oti to ε̃y mporeÐ na eÐnai Ðdio gia ìlouc touc metallagmè-

nouc. Mia exeliktik� stajer  strathgik  x, èqei ena omoiìmorfo fr�gma eisbol c.

Autì to apotèlesma [1], dikaiologeÐ to mègejoc tou plhjusmoÔ thc exeliktik c sta-

jerìthtac. Gia mia ESS x isqur c enantÐon miac metallagmènhc strathgik c y 6= x

s' èna meg�lo kai peperasmèno plhjusmì, pou apoteleÐtai èstw apo n �toma, eÐnai

aparaÐthto to fr�gma eisbol c ε̃y enantÐon thc y na uperbaÐnei toul�qiston to 1/n,

ìpou n to mègejoc tou plhjusmoÔ kai dedomènou ìti opoiad pote eisbol  apoteleÐ-

tai apo èna toul�qiston �tomo. Wc ek toÔtou, an den up�rqei jetikì k�tw fr�gma

sta ìria eisbol c enantÐon thc x, tìte gia k�je peperasmèno plhjusmì megèjouc n,

ja up�rqei p�nta mia metallagmènh strathgik  y, enantÐon thc opoÐac h x èqei fr�g-

ma k�tw tou 1/n. AntÐjeta, h Ôparxh omoiìmorfou fr�gmatoc eisbol c eggu�tai

oti h exeliktik� stajer  strathgik  x eÐnai kurÐarqh enantÐon k�je metallagmè-

nhc strathgik c y pou emfanÐzetai tautìqrona se m �toma, gia k�je peperasmèno

plhjusmì megèjouc n tètoio ¸ste m/n eÐnai mikrìtero apì to omoiìmorfo fr�gma

eisbol c tou x.

Orismìc 25. Mia strathgik  x ∈ ∆ èqei èna omoiìmorfo fr�gma eisbol c an u-

p�rqei k�poio ε̃ ∈ (0, 1) tètoio ¸ste h anisìthta 2.1 selida 36 isqÔei gia ìlec tic

strathgikèc y 6= x kai k�je ε ∈ (0, ε̃).

Gia opoiod pote x ∈ ∆ESS, to fr�gma eisbol c tou b(y) enantÐon opoiasd pote

�llhc strathgik c y eÐnai to megalÔtero dunatì ε̃y sthn orismènh anisìthta.

b(y) = sup{δ ∈ [0, 1] : f(ε, y) > 0∀ε ∈ (0, δ)}.

Apì upìjesh x ∈ ∆ESS, b(y) > 0 gia k�je y 6= x. Epiplèon h x èqei èna fr�gma

eisbol c an kai mìno an up�rqei k�poio β > 0 tètoio ¸ste b(y) > β gia k�je y 6= x.
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Prìtash 6. H x an kei sto sÔnolo ∆ESS an kai mìno an h x èqei èna fr�gma

eisbol c.

O parap�nw qarakthrismìc den sunep�getai oti mia ESS eÐnai aparaÐthta anje-

ktik  apènanti se pollaplèc metall�xeic. Ac upojèsoume, paradeÐgmatoc q�rin, oti

x ∈ ∆ eÐnai mia exeliktik� stajer  strathgik  me omoiìmorfo fr�gma eisbol c ε̃, ki

èstw dÔo diakritèc strathgikèc y kai z pou emfanÐzontai stouc plhjusmoÔc α kai

β antÐstoiqa ètsi ¸ste α + β < ε̃. To prokÔpton meÐgma (;) plhjusmoÔ eÐnai,

w = (1− α− β)x+ αy + βz ∈ ∆,

to opoÐo eÐnai isodÔnamo me to meÐgma plhjusmoÔ (1 − ε)x + εy′ ∈ ∆, ìpou

y = αy/(α + β) + βz/(α + β) kai ε = α + β < ε̃. Wc ek toÔtou, h x kerdÐzei

megalÔtero ìfeloc apì thn antÐstoiqh all� metallagmènh, plasmatik  strathgik 

y′. Apì th grammikìthta thc sun�rthshc apodìsewn, toul�qiston mia apì tic dÔo

metallagmènec strathgikèc y kai z eÐnai qeirìterec apo th x. Wstìso, den eÐnai

aparaÐthth h upìjesh oti kai oi dÔo ta p�ne qeirìtera.

Par�deigma 6. 'Estw to paÐgnio <<Ger�ki-Peristèri>>. 'Estw x h monadik  exeliktik�

stajer  strathgik  tou, ìpou x = 2
3
e1 + 1

3
e2, y = e1 kai z = e2. Upojètoume

oti oi metallagmènec strathgikèc y kai z eisèrqontai ston plhjusmì tautìqrona,

se posost� 1
2
ε kai 1

2
ε, gia k�poio mikrì ε > 0. H isodÔnamh plasmatik  met�llaxh

eÐnai y′ = 1
2
e1 + 1

2
e2, ki ètsi h met' epeita mÐxh plhjusmìu eÐnai w = (1 − ε)x + εy′

me w1 <
2
3
, y = e1 h monadik  bèltisth apìkrish kai u(x,w) < u(y, w). Me �lla

lìgia, h metallagmènh strathgik  y kerdÐzei perissìtera met' epeita ofèlh ap�oti h

upoqrewtik  ESS strathgik  x.
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2.5 Topik  uperoq 

O deÔteroc qarakthrismìc thc exeliktik c stajerìthtac sundèetai me thn parat -

rhsh oti mia eswterik  ESS kerdÐzei aparait twc megalÔtera ofèlh enantÐon ìlwn

twn metallagmènwn strathgik¸n ap�oti autec enantÐon twn eaut¸n touc. GenikeÔ-

wntac aut  thn uperoq  miac eswterik c ESS , mporoÔme na poÔme oti opoiad pote

ESS eÐnai topik� an¸terh me thn ènnoia tou megalÔterou kèrdouc enantÐon twn

metallagmènwn kai twn apodìsewn pou èqoun enantÐon tou eautoÔ touc. Autìc o

qarakthrismìc thc exeliktik c stajerìthtac ofeÐletai sto [3].

Orismìc 26. H x ∈ ∆ eÐnai topik� kurÐarqh an up�rqei mia perioq  U tètoia ¸ste

u(x, y) > u(y, y) gia k�je y 6= x sto U.

Prìtash 7. H x an kei sto ∆ESS an kai mìno an eÐnai topik� kurÐarqh.
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KEF�ALAIO 3

DUNAMIK�H ANTIGRAF�EA

3.1 Eisagwg 

Genik� h exeliktik  diadikasÐa sundi�zei dÔo vasik� stoiqeÐa: èna mhqanismì met�l-

laxhc pou prosfèrei ta poikÐla eÐdh, ki èna mhqanismì epilog c pou eunoeÐ k�poia

eÐdh ènanti �llwn. To krit rio tic exeliktik c stajerìthtac upogrammÐzei to rìlo

thc met�llaxhc, en¸ h dunamik  antigrafèa to rìlo thc epilog c. H dunamik  an-

tigrafèa tupopoieÐtai s' èna sÔsthma diaforik¸n exis¸sewn pou den perilamb�noun

kajìlou mhqanismoÔc met�llaxhc.

Gia to qarakthrismì tou krithrÐou thc exeliktik c stajerìthtac, jewr jhke

oti oi plhjusmoÐ mporoÔn na akolouj soun eÐte miktèc eÐte amig c strathgikèc.

Antijètwc, h sun jhc dunamik  antigrafèa upojètei oti ta �toma mporoÔn na ako-

louj soun mìno amig c strathgikèc pou antigr�fontai qwrÐc l�jh apì ton goniì

sto paidÐ. 'Oso h kat�stash tou plhjusmoÔ all�zei, tropopoioÔntai analìgwc oi

apod¸seic twn amig¸n strathgik¸n.

H Exeliktik  jewrÐa paignÐwn loipìn esti�zei stic diajèsimec strathgikèc tou

k�je paÐkth kai melet� ton trìpo me ton opoÐo exelÐssontai autèc wc apìrroia

thc sqetik c touc epiqÐac. H idèa ed¸ eÐnai oti oi paÐktec leitourgoÔn san na

eÐnai programmatismènoi na epilègoun mia strathgik  k�je qronik  stigm  kai san

na èqoun thn t�sh na antigr�foun thn strathgik  �llwn paikt¸n an�loga me tic

apodìseic thc.

DÔo ermhneÐec gia thn diadikasÐa antigraf c eÐnai oi ex c:
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1. Klhronomik  antigraf : Oi paÐktec me th megalÔterh epituqÐa, dhlad  me

strathgik  pou odhgeÐ se megalÔterh wfèleia, èqoun megalÔterh pijanìthta

na apokt soun perissìterouc apogìnouc, stouc opoÐouc ja klhrodot soun

ton sqetik�petuxhmèno k¸dika sumperifor�c   fainìtupo sth BiologÐa. 'Etsi

apo geni� se geni� parathreÐte aÔxhsh tou posostoÔ twn atìmwn pou eÐnai

programmatismèno na qrhsimopoieÐ aut  th sumperifor�.

2. Antigraf  mèsw mÐmhshc: Oi paÐktec mimoÔntai strathgikèc �llwn paikt¸n.

ìtan oi teleutaÐec èqoun apodìseiw uyhlìterec apì tic mèsec. Aut  h er-

mhneÐa faÐnetai na sun�dei kalÔtera me tic efarmogèc thc JewrÐac PaignÐwn

sthn koinwnik  epist mh afoÔ af nei anoiktì to pedÐo se orjologistèc na

prospajoÔn,mèsw thc empeirik c parat rhshc, na epishmaÐnoun kai na uioje-

toÔn, tic strathgikèc pou faÐnetai na èqoun meal;utera posost� epituqÐac se

sqèsh me �llec.

3.2 Basikèc ènnoiec

JewroÔme ènan meg�lo all� peperasmèno plhjusmì atìmwn pou eÐnai programma-

tismènoi na paÐzoun miktec strathgikèc i ∈ K, se summetrik� paÐgnia dÔo paikt¸n,

me miktèc strathgikèc sto ∆ kai me sunart seic apìdoshc u. OrÐzoume ton arijmì

twn atìmwn pou eÐnai programmatismènoi na paÐxoun thn mikt  strathgik  i ∈ K se

opoiad pote stigm  t tou qrìnou, wc:

pi(t) > 0

ìpou o sunolikìc plhjusmìc orÐzetai:

p(t) =
∑
i∈K

pi(t) > 0.
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H sqetik  kat�stash tou plhjusmoÔ orÐzetai wc to di�nusma:

x(t) = (x1(t), . . . , xk(t))

ìpou k�je sunist¸sa xi(t) tou dianÔsmatoc ekfr�zei to mèroc tou plhjusmoÔ pou

eÐnai programmatismèmo na paÐxei thn amig  strathgik  i se qrìno t:

xi(t) = pi(t)/p(t).

'Etsi, x(t) ∈ ∆, me �lla lìgia , h kat�stash tou plhjusmoÔ eÐnai panomoiìtuph me

mia mikt  strathgik .

H anamenìmenh apìdosh se opoiad pote amig  strathgik  i sènan tuqaÐo ag¸na,

ìtan o plhjusmìc eÐnai sthn kat�stash x ∈ ∆, eÐnai :

u(ei, x).

Pr�gmati, eÐnai adi�foro gia èna �tomo, an allhlepidr� me ena �tomo pou èqei

epilegeÐ tuqaÐa apo ènan tètoio polumorfikì plhjusmì  ,èna �tomo pou paÐzei mikt 

strathgik . H apìdosh enìc atìmou pou èqei epilegeÐ tuqaÐa apì ton plhjusmì

eÐnai:

u(x, x) =
k∑

i=1

xiu(ei, x),

dhlad  h Ðdia apìdosh pou èqei h mikt  strathgik  ìtan paÐzei enantÐon tou eautoÔ

thc.

Upojètoume, oti k�je apìgonoc klhronomeÐ thn strathgik  twn goni¸n tou. An

h anaparagwg  gÐnetai suneqìmena, tìte o arijmìc twn genn sewn se mia opoiad -

pote stigm  t, twn atìmwn pou eÐnai programmatismèna na paÐxoun amig  strathgik 

i eÐnai:

β + u[ei, x(t)],
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ìpou β ≥ 0 eÐnai oi dedomènec apodìseic tou plhjusmoÔ (anexart ta twn apotele-

sm�twn tou upì melèth paignÐou).

'Estw o rujmìc twn jan�twn δ ≥ 0 o Ðdioc gia ìla ta �toma, me teleÐec gia ta

par�gwga tou qrìnou èqoume wc apotèlesma thn akìloujh dunamik  tou plhjusmoÔ:

ṗi = [β + u(ei, x)− δ]pi.

H antÐstoiqh dunamik  gia ta xi gÐnetai:

ẋi = [u(ei, x)− u(x, x)]xi.

Gia na to doÔme autì, ac p�roume th par�gwgo tou qrìnou sta dÔo mèrh thc tau-

tìthtac p(t)xi(t) = pi(t):

pẋi = ṗi − ṗxi = [β + u(ei, x)− δ]pi − [β + u(x, x)− δ]pxi.

Diair¸ntac me p kai ta dÔo mèlh paÐrnoume thn exÐswsh,

ẋi = [u(ei, x)− u(x, x)]xi.

Me �lla lìgia, o rujmìc an�ptuxhc ẋi/xi tou plhjusmoÔ pou qrhsimopoieÐ thn

strathgik  i isoÔtai me th diafor� metaxÔ thc trèqousac apìdoshc (fitness) thc

strathgik c kai thc mèshc apìdoshc (fitness) tou plujhsmoÔ. Autìc o rujmìc

an�ptuxhc eÐnai anex�rthtoc tou rujmoÔ twn genn sewn β kai twn jan�twn δ, apì

th stigm  pou eÐnai Ðdioi gia ìlouc touc upoplujhsmoÔc. H exÐswsh,

ẋi = [u(ei, x)− u(x, x)]xi,

dÐnei th dunamik  antigrafèa [14]. Axiopoi¸ntac thn grammikìthta thc apìdoshc

u(x, y) sto x, mporoÔme na gr�youme:

ẋi = u(ei − x, x)xi
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Wc ek toÔtou oi upoplhjusmoÐ pou sundèontai me kalÔterec apo to mèso ìro strath-

gikèc aux�nontai, en¸ autoÐ pou sundèontai me qeirìterec apì to mèso ìro strathgi-

kèc mei¸nontai. Oi upoplhjusmoÐ pou sundèontai me tic amigeÐc bèltistec apokrÐseic

sthn treqousa kat�stash tou plhjusmoÔ x ∈ ∆ èqoun to megalÔtero rujmì alla-

g c.

H analogÐa metaxÔ dÔo opoiond pote plhjusm¸n èstw xi > 0 kai xj > 0 aux�-

nei(mei¸nei) me ton qrìno an h strathgik  i eqei megalÔterh(qamhlìterh) apìdosh

apì th strathgik  j:

d

dt

[
xi
xj

]
=
ẋi
xj
− xi
xj

ẋj
xj

=
[
u(ei, x)− u(ej, x)

] xi
xj
.

3.3 Amet�blhto k�tw apo metasqhmatismoÔc apodìsewn

H dunamik  antigrafèa ẋi eÐnai amet�blhth k�tw apo jetikoÔc afinikoÔc metasqh-

matismoÔc twn apodìsewn, modulo mia allag  sthn klÐmaka tou qrìnou. An h

sun�rthsh apìdoshc u, antikatastajeÐ apì thn exÐswsh:

u = λu+ µ,

gia k�poio jetikì pragmatikì arijmì èstw λ kai gia k�poio pragmatikì èstw µ, tìte

h dunamik  antirafèa gÐnetai:

ẋi = ū(ei − x, x)xi = λu(ei − x, x)xi.

To apotèlesma enìc tètoiou metasqhmatismoÔ twn apodìsewn eÐnai isodÔnamo me

mia allag  thc klÐmakac qrìnou me par�gonta λ sth dunamik  antigrafèa 3.5. Sug-

kekrimèna, ìlec oi troqièc lÔsewn eÐnai oi Ðdiec kai gia tic dÔo dunamikèc. Mìno h

taq tuta sthn opoÐa oi plhjusmoÐ kinoÔntai kat� m koc twn troqi¸n aut¸n diafèrei

37



kat� suntelest  λ.

OmoÐwc topikèc metakin seic twn sunart sewn apìdoshs(1.3.3) den ephre�zoun ka-

jìlou thn dunamik  antigrafèa. An mia stajer  ν ∈ R prostÐjetai se ìla ta

stoiqeÐa se k�poia st lh j tou pÐnaka A twn apodìsewn, tìte ìlec oi apodìseic

u(ei, x) se k�je amig  strathgik  i antikajÐstantai apo:

ū(ei, x) = u(ei, x) + νxj,

me apotèlesma,

u̇(x, x) = u(x, x) + νxj,

(kamÐa allag  sth dunamik  tou antigrafèa).

3.4 H prokÔptousa lÔsh

To dexÐ mèloc thc sun�rthshc

ẋi = u(ei − x, x)xi (3.1)

kajorÐzei to dianusmatikì pedÐo:

φ : Rk → Rk,

ìpou,

φi(x) = u(ei − x, x)xi.

AfoÔ to dianusm�tikì pedÐo eÐnai poluwnumikì, apì to je¸rhma Picard-Lindelof,

to sÔsthma twn diaforik¸n exis¸sewn tou antigrafèa èqei monadik  lÔsh apì o-

poiad pote arqik  kat�stash x0 ∈ Rk. Epiplèon, to ∆ ⊂ Rk mporeÐ na deiqjeÐ oti

paramènei amet�blhto wc proc th dunamik  tou pedÐou. Dhlad , h lÔsh tou sust -

matoc paramènei sto ∆ anexart twc thc arqik c sunj khc. Diaisjhtik�, autì eÐnai
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profanèc, afoÔ apì thn 3.1 to �jroisma ìlwn twn plhjusmiak¸n posostìsewn pa-

ramènei Ðso me th mon�da (
∑
ẋi = 0 kai kanèna posostì plhjusmoÔ den mporeÐ na

eÐnai arnhtikì, (xi = 0 =⇒ ẋi = 0)).

Pio sugkekrimèna, to sÔsthma twn diaforik¸n exis¸sewn 3.1 kajorÐzei mia su-

neq  lÔsh:

ξ : R×∆→ ∆,

h opoÐa se k�je arqikì posostì x0 ∈ ∆ kai se qrìno t ∈ R antistoiqeÐ to posostì

plhjusmoÔ:

ξ(t, xo) ∈ ∆,

se qrìno t.

Efìswn to ∆ eÐnai amet�blhto, to Ðdio isqÔei kai gia to eswterikì tou kai to

sÔnoro tou. Me �lla lìgia, ean oi amigèic strathgikèc eÐnai paroÔsec ston plhju-

smì se opoiad pote qronik  stigm , tìte up rqan kai ja suneqÐsoun na up�rqoun

gia p�nta,an ap' thn �llh mia amig  strathgik  eÐnai apoÔsa, tìte  tan kai ja eÐnai

gia p�nta. Fusik� den apokleÐetai mia eswterik  lÔsh sto sÔnoro tou sunìlou ìso

o qrìnoc teÐnei sto �peiro. Tìte, se opoiad pote qronik  stigm  to posostì tou

plhjusmoÔ p�ei sto mhdèn, kai tìte oriak� k�poiec amig c strathgikèc mporeÐ na

exafanistoÔn.

3.5 Summetrik� 2× 2 paÐgnia

Se autì to upokef�laio ja efarmìsoume th dunamik  antigrafèa sthn eidik  pe-

rÐptwsh twn summetrik¸n paignÐwn dÔo paikt¸n, me dÔo amig c strathgikèc. A-

podukneÐetai oti se tètoia paignÐa to posostì tou plhjusmoÔ eÐnai asumptwmatik�
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stajerì sth dunamik  antigrafèa an kai mìno an oi antÐstoiqec miktèc strathgikèc

eÐnai exeliktik� stajerec.

Dedomènou oti h dunamik  antigrafèa eÐnai amet�blhth k�tw apo topikèc meta-

bolèc twn apodìsewn, mporoÔme qwrÐc bl�bh thc genikìthtac, na upojèsoume oti o

pÐnakac apodìsewn èqei thn akìloujh morf :

Am,n =

a1 0

0 a2


Epikentrwnìmaste sth genik  perÐptwsh ìpou a1a2 6= 0. H dunamik  antigrafèa s'

aut  th kanonikopoÐsh apodìsewn gÐnetai:

ẋ1 = [a1x1 − a2x2]x1x2,

ìpou ẋ2 = −ẋ1. SÔmfwna me th taxinìmhsh tou KefalaÐou 1:

KathgorÐa I kai IV:

An a1a2 < 0, tìte to posostì x1 tou plhjusmoÔ eÐte mei¸netai (ìtan a1 < 0 kai

a2 > 0) eÐte p�nta aux�nei (ìtan a1 > 0 kai a2 < 0). Epomènwc, xekin¸ntac apo

mia opoiad pote arqik  eswterik  jèsh, to posostì tou plhjusmoÔ sugklÐnei me

to kairì sth monadik  exeliktik� stajer  strathgik  tou paignÐou.

Kathgoria II kai III:

An a1a2 > 0, tìte o rujmìc an�ptuxhc tou x1 all�zei prìshmo ìtan a1x1 = a2x2, to

opoÐo sumbaÐnei akrib¸c sto shmeÐo isorropÐac kat� Nash : x1 = λ = a2/(a1 + a2).

Ac upojèsoume arqik�, oti kai oi dÔo apodoseic eÐnai jetikèc (kathgorÐa II). Tìte

to x1 pèftei k�tw apo to 0 apo opoiad pote arqik  tim  x01 > λ, kai antistrìfwc,

aux�nei p�nw apo to 1 apì opoiad pote arqik  tim  x01 > λ. Me �lla lìgia, xe-
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kin¸ntac apo mia opoiad pote arqik , eswterik  jèsh, to posostì tou plujhsmoÔ

sugklÐnei se mia apo tic dÔo ESS tou paignÐou. 'Epeita, ac upojèsoume oti kai oi

dÔo apodìseic eÐnai arnhtikèc (kathgorÐa III). Tìte to posostì tou plujhsmoÔ x1

aux�nei proc λ apo opoiad pote qamhl (eswterik ) tim  kai mei¸netai proc λ apo

opoiad pote �nw(eswterik )arqik  tim . Wc ek toÔtou o plhjusmìc sugklÐnei me to

qrìno sth monadik  ESS enìc tètoiou paignÐou, apì opoiad pote arqik  eswterik 

kat�stash.

Par�deigma 7. Gia na l�boume th dunamik  antigrafèa gia to <<DÐlhmma tou Kra-

toumènou>>, èqoume:

a1 = −1 a2 = 3.

Qrhsimopoi¸ntac thn tautìthta x1 + x2 = 1 sthn exÐswsh (3.9), paÐrnoume:

ẋ1 = (2x1 − 3)(1− x1)x1

(kai ẋ2 = −ẋ1).

OmoÐwc, gia to paÐgnio <<Ger�ki-Peristèri>> èqoume:

a1 = −1 a2 = −2

�ra,

ẋ1 = (2− 3x1)(1− x1)x1.

3.6 GenÐkeush twn paignÐwn tÔpou <<Pètra-YalÐdi-QartÐ>>

JewroÔme thn akìloujh genÐkeush tou paignÐou <<Pètra-YalÐdi-QartÐ>>:
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A =


1 2 + α 0

0 1 2 + α

2 + α 0 1


ìpou α ∈ R.

To aujetikì <<PYQ>> paÐgnio eÐnai h eidik  perÐptwsh ìpou α = 0. Gia opoiod -

pote α to paÐgnio èqei monadik  isorropÐa kata Nash :

x∗ = (
1

3
,
1

3
,
1

3
).

Ja deÐxoume oti to ginìmeno x1x2x3 aux�nei (mei¸netai, mènei stajer ) kat�

m kouc opoiasd pote troqi�c pou xekin�ei apì eswterikì shmeÐo an to α eÐnai je-

tikì (arnhtikì, mhdèn). Gia na to doÔme autì, parathroÔme arqik� oti h dunamik 

antigrafèa gÐnetai:

ẋ1 =
(
x1 + (2 + α)x2 − xTAx

)
x1,

ẋ2 =
(
x2 + (2 + α)x3 − xTAx

)
x2,

ẋ3 =
(
x3 + (2 + α)x1 − xTAx

)
x3.

Wc ek toÔtou, h par�gwgoc tou qrìnou thc h(x) = log(x1x2x3) eÐnai,

ḣ(x) = ẋ1x2x3/x1 + x1ẋ2x3/x2 + x1x2ẋ3/x3

= (x1 + x2 + x3) + (2 + α)(x1 + x2 + x3)− 3x · Ax

= 3 + α− 3x · Ax.

Apì thn tautìthta,

1 = (x1 + x2 + x3)
2 =‖ x ‖2 +2(x1x2 + x2x3 + x1x3),
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ìpou ‖ x ‖2= x21 + x22 + x23. H mèsh apìdosh xTAx mporeÐ na grafeÐ:

xTAx = 1 + α(x1x2 + x2x3 + x1x3) = 1 +
α

2
(1− ‖ x ‖2).

Epomènwc,

ḣ(x) =
α

2
(3 ‖ x ‖2 −1).

H nìrma ‖ x ‖2 eÐnai mègisth se k�je mia apo tic treÐc korufèc tou ∆, ìpou apokt�

th tim  1, kai el�qisth sto kentrikì shmeÐo x∗, ìpou apokt� th tim  1
3
. Epomènwc,

o par�gontac 3 ‖ x ‖2 −1 eÐnai mhdèn sto x = x∗ kai jetikìc opoud pote alloÔ

sto ∆.

'Ara, sto aujentikì paÐgnio <<Petra-YalÐdi-QartÐ>> (α = 0), sunep�getai oti ìlec

oi lÔseic pajc eÐnai kÔkloi sto ∆. Pio sugkekrimèna, gia k�je arqik  kat�stash

x0 ∈ int(∆), h lÔsh ξ(t, x0) kineÐtai diark¸c kat� m koc thc kleist c kampÔlhc sthn

opoÐa to ginìmeno x1x2x3 eÐani stajer� Ðso me γ = x01x
0
2x

0
3. Gewmetrik�, mia tètoia

kampÔlh eÐnai h tom  thc uperbol c tou R3 pou dÐnetai apo thn exÐswsh x1x2x3 = γ

me to ∆. An x0 = x∗, tìte aut  h tom  gÐnetai èna kai monadikì shmeÐo. Apì thn

�llh gia k�je x0 ∈ int ∆, h tomh eÐnai mÐa kleist  kampÔlh sto int ∆. Epomènwc

k�je lÔsh pou antistoiqeÐ se eswterik  arqik  sunj kh eÐnai periodik  ìtan α = 0.
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KEF�ALAIO 4

EFARMOG�ES

Ta teleutaÐa qrìnia k�poioi biolìgoi p gan thn jewrÐa paignÐwn sto epìmeno st�-

dio, pragmatopoi¸ntac ergasthriak� peir�mata all� kai parathr seic sto fusikì

perib�llon twn z¸wn, sugkrÐnwntac t' apotelèsmata me tic problèyeic twn montè-

lwn. Aut  h sÔndesh metaxÔ jewrÐac kai dedomènwn, epitrèpei stouc ereunhtèc

na apoktoÔn akribèsterh katanìhsh gia thn perÐplokh sumperifor� twn z¸wn. A-

pì thn �llh, ta montèla thc jewrÐac paignÐwn eÐnai dÔskolo na problèyoun eÐte

na epalhjeÔsoun thn anjr¸pinh sumperifor�. O Martin Nowak, zwolìgoc sto

Panepist mio thc Oxfìrdhc, uposthrÐzei oti to prìblhma ègkutai sth gn¸sh tou

ìfelouc pou mporeÐ na apod¸sei èna paÐgnio. EÐnai pio epijumhtì èna meg�lo ìfe-

loc   na wj seic ton antÐpalo sou se paraÐthsh? Me ta z¸a, h epibr�beush gia

mia epituqhmènh strathgik , eÐnai eÔkolo na prosdiorisjeÐ: perissìterh trof , mia

uyhlìterh jèsh sthn ierarqÐa thc agèlhc, ligìteroc antagwnismìc gia taÐri, ìla

ayt� katal goun se anaparagwgik  epituqÐa tou z¸ou.

Ta teleutaÐa 20 qrìnia montelopoi jhkan perÐpou ìlec oi pijanèc sumperiforèc

wc ESS, ìpwc epijetikìthta, sunergasÐa, kun gi, anatgwnismìc kai pollèc �llec.

O Peter Hammerstain, jewrhtikìc tou InstitoÔtou Max Planck, anafèrei: <VHtan

sunarpastikì to gegonìc ìti ta montèla faÐnetai na mporoÔn na provlèyoun autèc

tic sumperiforèc. All� gia na bebaiwthoÔme oti den prìkeite gia mia epifaneiak 

antistoiqeÐa, èprepe na elegqjoÔn.>> Gia na apodeiqjeÐ ìti pr�gmati ta z¸a akolou-

joÔn ESS, oi ereunhtèc èprepe na sullèxoun arket� dedomèna, ¸ste na upologÐsoun

ta akrib  anaparagwgik� ofèlh gia thn parathroÔmenh strathgik  se sÔgkrish me

�llec.

Ta teqn�smata miac ar�qnhc.
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H Susan Riechert, ereun tria sto Panepist mio tou TenessÔ, asqol jhke me tic

strathgikèc pou anaptÔssei h ar�qnh Agelenopsis aperta kai  rje antimètwph m'

ènan grÐfo. Parat rhse oti h epituqÐa thc anaparagwgik c diadikasÐac, exartiìtan

shmantik� apì to poÔ  tan topojethmènoc o istìc thc: K�poia shmeÐa prosèferan

perissìtera jur�mata, �ra perissìterh trof  ki epomènwc autèc oi ar�qnec gennoÔ-

san perissìtera aug�. H S.Riechert ìmwc parathreÐ to ex c: 'Otan ènac eisbolèac

plhsi�zei ton istì autì poÔ eÐnai topojethmènoc se pronomiak  jèsh, k�poiec forèc

apl¸c ja trapeÐ se fug  amèswc, k�poiec �llec ja epidwjeÐ se k�poiec epideiktikèc

kin seic, en¸ �llec forèc oi dÔo ar�qnec ja palèyoun gia thn kat�kthsh tou istoÔ.

'Otan h S.Riechert di�base thn ergasÐa tou J.M.Smith, skèfthke pwc Ðswc aut  h

sumperifor� na mporoÔse na katanohjeÐ kalÔtera me ìrouc miac exeliktik� stajer c

strathgik c. H S.Riechert mhn èqontac empeirÐa sthn jewrÐa paignÐwn zht� th

bo jeia tou P.Hammerstein, o opoÐoc eÐqe sunergasteÐ me ton J.M.Smith kai eÐqe

 dh dhmosieÔsei mia èreuna gia tic strathgikèc pou akoloujoÔn oi ar�qnec.

H èreuna di rkhse 6 qrìnia. H S.Riechert upolìgise pìsh epiplèon trof  e-

xasf�lize mia ar�qnh katakt¸ntac ènan istì se pronomiak  jèsh, se diaforetik�

perib�llonta kai epexerg�sthke tic sunèpeiec sthn paragwg  aug¸n. Anak�luye

epÐshc, oti ìtan oi ar�qnec sugkroÔontan me stìqo thn kat�kthsh tou istoÔ, to

pijanì apotèlesma thc m�qhc eÐqe na k�nei me to b�roc twn araqn¸n. 'An mia ar�qnh

zÔgize perÐpou 10% perissìtero apì ton antÐpalo, tìte oi pijanìthtec nÐkhc  tan

90% epiplèon gia ekeÐnh. AnakalÔptei oti mia ar�qnh, q�nei èna pìdi sto 30% twn

maq¸n kai to kìstoc aut c thc ap¸leiac eÐnai perÐpou 10% meÐwsh thc trof c pou

lamb�nei kajhmerin� kai mei¸nontai kat� 25% oi pijanìthtec nÐkhc se epìmenh m�qh.

H S.Riechert kai o P.Hammerstein,  tan plèon se jèsh na upologÐsoun ta

anaparagwgik� ofèlh diafìrwn tÔpwn sugkroÔsewn, pou exart¸ntai apì to shmeÐo
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pou eÐnai topojethmènoc o istìc kai to mègejoc tou antip�lou. Gia tic ar�qnec

pou èprepe na epibi¸soun se �gonec perioqèc me lÐga jur�mata, parat rhsan oti oi

pronomioÔqoi istoÐ,  tan tìso shmantikoÐ pou kamÐa ar�qnh den aposur¸tan amèswc;

kai oi dÔo ja k�noun toul�qiston mia prosp�jeia. Diaforetik�, mìno h ar�qnh

pou zugÐzei toul�qiston 10% epiplèon se sÔgkrish me ton antÐpalo protÐjetai na

emplakeÐ se m�qh. AxÐzei epÐshc na shmeiwjeÐ oti oi ar�qnec mporoÔn na upologÐsoun

to b�roc tou antip�lou se sÔgkrish me to dikì touc me meg�lh akrÐbeia.

Se antÐjesh, stic perioqèc pou brÐskontai kont� se nerì, me poll� jur�mata,

h bèltisth strathgik  eÐnai h ar�qnh na upoqwr sei amèswc kai na mhn risk�rei.

MetaxÔ araqn¸n pou èqoun Ðdio b�roc, o <Édiokt thc>> ja epitejeÐ, en¸ o eisbolèac,

mhn èqontac ependÔsh ston istì upoqwreÐ.

H S.Riechert qrhsimopoieÐ ta dedomèna ¸ste na ta epibebai¸sei, parathr¸ntac

tic ar�qnec sto fusikì perib�llon. AnakalÔptei pwc oi ar�qnec << sumperifèrontan

polÔ kont� stic problèyeic >>. H diafor� apì to montèlo parathreÐtai sto ìti

oi ar�qnec pou zoÔsan kont� se nerì, eÐqan perissìterec m�qec ap' ìsec autì

proèblepe, all� autì mporeÐ na exhgeÐtai apo thn diast�brwsh me pio maqhtikèc

ar�qnec twn �gonwn perioq¸n.

To b�joc kai h leptomer c èreuna twn S.Riechertkai P.Hammerstein, h opoÐa

oloklhr¸jhke sta mèsa tou 1980, èpeise ki �llouc ereunhtèc oti h efarmog  thc

jewrÐac  tan k�ti parap�nw apo apl  diaÐsjhsh. MporoÔse na par�sqei dedomèna

ta opoÐa  tan dunatì na elegqjoÔn kai na epibebaiwjoÔn kat� thn parat rhsh.

Tuflopìntikec.

O Kern Reeve apì to Panepist mio tou Cornell, epiqeireÐ thn Ðdia posotik 

prosèggish exet�zontac thn sumperifor� enìc eÐdouc tuflopìntika apì thn Ana-
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tolik  Afrik . Mia om�da tou sugkekrimènou eÐdouc tuflopìntika, apoteleÐtai

apì thn basÐlissa, èna èwc trÐa arsenik� ta opoÐa mporoÔn na l�boun mèroc sthn

anaparagwg  kai perÐpou 80 erg�tec, pou k�noun ìlec tic douleièc: sk�boun kai ka-

jarÐzoun tic sÔraggec, brÐskoun trof , kai prostateÔoun thn apoikÐa apì epijèseic

arpaktik¸n z¸wn. Autèc oi douleièc fusik� jètoun se kÐnduno th zw  twn ergat¸n

afoÔ gia par�deigma mporeÐ na touc epitejoÔn fÐdia. Apì thn �llh, ìmwc faÐnontai

prìjumoi n' anal�boun autì to rÐsko gia q�rh thc basÐlissac kai twn arsenik¸n

anaparagwg c ki autì giatÐ sundèontai sten� me thn anaparagwgik  epituqÐa   mh

thc basÐlissac.

Wstìso, faÐnetai na up�rqoun k�poia ìria. Ta mèlh thc apoikÐac pou den sum-

metèqoun sthn anaparagwgik  diadikasÐa, èqoun ki �llo kÐnhtro na parameÐnoun

zwntan� ektìc apo to na suneqÐsoun na exuphretoÔn thn basÐlissa. An h basÐ-

lissa   k�poio apo ta arsenik� anaparagwg c pej�nei, tìte ènac erg�thc/tria ja

ta antikatast sei. Autì dhmiourgeÐ mia kat�stash sÔgkroushc sumferìntwn: H

basÐlissa jèlei oi erg�tec thc na douleÔoun ìso pio sklhr� gÐnetai, all� apì thn

�llh k�poia mèlh faÐnetai na mhn jèloun na p�roun meg�la rÐska pou jètoun se

kÐnduno th zw  touc.

O K.Reeve, qrhsimopoi¸ntac èna montèlo jewrÐac paignÐwn, problèpei thn bèl-

tisth strathgik  pou prèpei na akoloujhjeÐ apo touc erg�tec. H strathgik  exar-

t�tai apo dÔo par�gontec: th suggèneia me th basÐlissa kai thn pijanìthta na gÐnei

sto mèllon anaparagwgikì mèloc thc apoikÐac. Ta �toma pou sundèontai ligìtero

me th basÐlissa, èqoun ligìtera ofèlh apì thn epituqÐa thc anaparagwgik c diadi-

kasÐac ki ètsi ja mporoÔsan na eÐnai pio tempèlika. EpÐshc ta megalÔtera mèlh thc

apoikÐac, pou eÐnai pio pijanìn n' anèboun thn ierarqÐa sto mèllon, ja prèpei na apo-

feÔgoun thn polÔ doulei�, ètsi wste na aux soun tic pijanìthtec epibÐwshc ¸ste
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na anaparaqjoÔn argìtera. 'Etsi o K.Reeve sumperaÐnei oti oi basÐlissec prèpei

na elègqoun perissìtero ta megalÔtera se hlikÐa kai pio makrin� se suggèneia mèlh

thc apoikÐac.

Pr�gmati, h parat rhsh thc apoikÐac sto fusikì perib�llon epivevai¸nei to mo-

ntèlo kai tic problèyeic gia autoÔ tou eÐdouc tic sugkroÔseic sthn apoikÐa twn

tuflopìntikwn. H basÐlissa spr¸qnei touc erg�tec sta toÔnel ¸ste na touc a-

nagk�sei na doulèyoun kai faÐnetai na epikentr¸nei thn prosoq  thc kurÐwc sta

megalÔtera mèlh kai sta mèlh me ta opoÐa sqetÐzetai ligìtero. Pr�gmati, ìtan h

basÐlissa gia k�poio lìgo apomakrÔnetai, oi sugkekrimènec om�dec tempeli�zoun

polÔ perissìtero ap' ìti ta upìloipa mèlh.
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