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1. Σύνοψη 

 

Κύριος σκοπός της εργασίας αυτής είναι η μελέτη της επίδρασης 

του χρησιμοποιούμενου αριθμητικού πλέγματος επί των συντελεστών 

πίεσης και τριβής, σε εκ περιστροφής συμμετρικό σώμα. Η μελέτη έγινε 

με κώδικα που αναπτύχθηκε από το Εργαστήριο Ναυτικής και 

Θαλάσσιας Υδροδυναμικής (ΕΝΘΥ). Το υπολογιστικό πλέγμα 

αποτελείται από δυο ξεχωριστά, το πρωραίο και το πρυμναίο, τα οποία 

καλύπτουν ως ενιαίο πλέγμα το ροϊκό πεδίο. Τα εφαρμοζόμενα 

πλεγματικά σχήματα είναι τύπου C, τύπου H, ορθογώνιου τύπου, για 

το πρωραίο τμήμα ή τύπου H, ορθογώνιου τύπου για το πρυμναίο 

τμήμα. Οι υπολογισμοί έγιναν σε φυσική κλίμακα και κλίμακα μοντέλου 

για δυο διαφορετικούς λόγους μήκους προς πλάτος. Τα αποτελέσματα 

έδειξαν σύγκλιση στις τιμές της ολικής αντίστασης και στους 

συντελεστές τριβής, ωστόσο οι συντελεστές πίεσης παρουσίασαν 

κάποια διασπορά με μικρή όμως επίδραση επί της ολικής αντίστασης. 

Επίσης διεξήχθησαν υπολογισμοί αυτοπρόωσης που και αυτοί έδειξαν 

μικρή εξάρτηση από την μορφή του πλέγματος. Στο Β΄ Μέρος 

(εκπονημένο σε συνεργασία με τον συνάδερφο Ανδρέα 

Τριανταφύλλου) γίνεται μια προσπάθεια εφαρμογής της αριθμητικής 

ολοκλήρωσης σε μη ισαπέχοντα πλέγματα. 

 

2. Εισαγωγή 

 

Η υπολογιστική ρευστομηχανική (CFD) παρουσιάζει αυξημένο 

ενδιαφέρον σε πολλές βιομηχανικές εφαρμογές, όπως και στην 

ναυπηγική. Για την επίλυση του πεδίου ροής μπορεί να γίνει 

προσομοίωση: 

 

 DNS (Direct Numerical Simulation) 

 LES (Large Eddy Simulation) 

 RANS (Reynolds Averaged Navier Stokes) 

 

Βιομηχανική εφαρμογή έχει ουσιαστικά μόνο η τελευταία 

περίπτωση λόγω των τεράστιων υπολογιστικών αναγκών των άλλων 

δυο.  

Η μελέτη των ροών στην ναυπηγική σε αντίθεση με τις 

περισσότερες αεροδυναμικές ασυμπίεστες ροές χαρακτηρίζονται από 

αριθμούς Reynolds και Froude που δεν μπορούν να προσομοιωθούν 

σε πειραματικές δεξαμενές. Η λεγόμενη ως επίδραση κλίμακας (scale 

effect) εισάγει μια αβεβαιότητα στην εκτίμηση της αντίστασης σε φυσική 

κλίμακα. Ενδεικτικά η κλίμακα μοντέλου χαρακτηρίζεται από αριθμούς 

Reynolds της τάξεως         ενώ η φυσική κλίμακα της τάξεως    .   
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3. Βασικές εξισώσεις μηχανικής των ρευστών 

 

Εξίσωση συνέχειας 

 

Καρτεσιανές συντεταγμένες: 
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Πεδίο μόνιμο 

 

                               

     

Ασυμπίεστο ρευστό 

 

          

        

 

2. Εξισώσεις ορμής (Navier-Stokes) 

 

Γενική μορφή σε καρτεσιανό σύστημα κατά xi, 

 

 
   

  
     

    

   
 

    

   
 

    

   
 

 

i = (1, 2, 3) 

 

Xi = εξωτερική δύναμη (body force) π.χ. πεδίο βαρύτητας 

 
   

  
  = ουσιώδης ή υλική παράγωγος = 

 

   

  
 

   

  
   

   

   
   

   

   
   

   

   
 

 

Για ασυμπίεστο ρευστό σταθερής πυκνότητας  
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 μ =δυναμική συνεκτικότητα του ρευστού 

 

 συντηρητική μορφή: 

 

 

   

  
 

       

   
 

       

   
 

       

   
    

 

 

  

   
 

 

 
 
    

   
 

    

   
 

    

   
  

    

 

Οι τρεις εξισώσεις ορμής για i = 1, 2, 3 και η εξίσωση της συνέχειας 

αποτελούν ένα σύστημα τεσσάρων διαφορικών εξισώσεων με τέσσερις 

αγνώστους (u1, u2, u3, p) και η πιθανή λύση του εξαρτάται από τις 

οριακές συνθήκες του προβλήματος (π.χ. στερεά σύνορα). 

 

  



 

- 6 - 
 

 

4. Μορφή του Σώματος 

 

Το υποβρύχιο είναι εκ περιστροφής αξονοσυμμετρικής μορφής 

και στην παρούσα μελέτη εξετάζονται δυο περιπτώσεις που βασίζονται 

στην ίδια αρχική γεωμετρία με απλή εκλέπτυνση των γραμμών. 

Συγκεκριμένα το μήκος έχει κρατηθεί σταθερό και η διαφοροποίηση 

έγινε κατά το πλάτος. 

 

Μορφή 1 Μορφή 2 

LOA = 2.226 m 

B = 0.338 m 

Vdisp = 0.15277    

Cp = 0.764858 

S = 2.00    

L/B = 6.586 

LOA = 2.226 m 

B = 0.2226 m 

Vdisp = 0.06623    

Cp = 0.764757 

S = 1.30    

L/B = 10 
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5. Αριθμητικά Πλέγματα 

 

Το υπολογιστικό πεδίο γύρω από το σώμα καλύπτεται από 

δισδιάστατα πλέγματα. Επειδή το σώμα μας είναι εκ περιστροφής 

αξονοσυμμετρικό, για λόγους μείωσης του υπολογιστικού κόστους, 

χρησιμοποιείται μόνο το πάνω μέρος του σώματος και του πεδίου.  

Στην περίπτωσή μας χρησιμοποιούνται δύο διαφορετικού τύπου 

υπολογιστικά πλέγματα, για την πρώρα και την πρύμνη, τα οποία όμως 

αποτελούν ένα ενιαίο. 

Στο πρωραίο τμήμα υπάρχει επιλογή 3 διαφορετικών τύπων 

πλέγματος. Το πλέγμα μπορεί να είναι απλό τύπου C, το οποίο είναι 

ένα ορθογώνιο καμπυλόγραμμο πλέγμα που προκύπτει από 

σύμμορφο μετασχηματισμό. Ορθογώνιο που αποτελείται από 

παράλληλες και κάθετες γραμμές ροής και προκύπτει από σύμμορφο 

μετασχηματισμό. Μη ορθογώνιο τύπου Η που αποτελείται από 

παράλληλες ως προς τον y άξονα και παράλληλες που ακολουθούν 

την γεωμετρία του σώματος. 

Στο πρυμναίο τμήμα υπάρχει η επιλογή ανάμεσα σε 2 τύπους 

πλέγματος. Ορθογώνιο ή Μη ορθογώνιο τύπου Η. Παρακάτω 

ακολουθούν εικόνες που απεικονίζουν τους διάφορους τύπους 

πλέγματος για το πρωραίο και πρυμναίο τμήμα. 

Για λόγους ευκολίας παρακάτω θα χρησιμοποιείται ο 

συμβολισμός όπου το πρώτο γράμμα θα αναφέρεται στο πρωραίο 

πλέγμα και το δεύτερο στο πρυμναίο π.χ. co θα σημαίνει τύπου C στην 

πλώρη και Ορθογώνιο στην πρύμνη: 

 

c: Aπλό τύπου C 

o: Ορθογώνιο 

h: Μη ορθογώνιο τύπου Η 

 

 

 
 

Πρωραίο πλέγμα τύπου C 
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Πρωραίο πλέγμα τύπου C  

 

 

 

 

 

 
 

Πρωραίο πλέγμα Ορθογώνιο 
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Πρωραίο πλέγμα Ορθογώνιο 

 

 

 
 

Πρωραίο πλέγμα τύπου Η 
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Πρωραίο πλέγμα τύπου Η  

 

 

 

 

 

 
 

Πρυμναίο πλέγμα τύπου Η 
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Πρυμναίο πλέγμα τύπου Η 

 

 

 

 

 

 

 
 

Πρυμναίο πλέγμα Ορθογώνιο 
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6. Διακριτοποίηση εξισώσεων. 

 

Η διακριτοποίηση των διαφορικών εξισώσεων μπορεί να γίνει µε: 

 

1. Προσέγγιση µε χρήση σειρών Taylor 

 

2. Προσέγγιση των παραγώγων µε Πολυώνυμα Παρεμβολής 

 

3. Ολοκληρωτικές Μεθόδους 

 

4. Με την Μέθοδο Όγκων Ελέγχου 

 

 Στην εργασία αυτή η διακριτοποίηση των εξισώσεων ορμής και 

μοντέλου τύρβης γίνεται σύμφωνα με την μέθοδο των πεπερασμένων 

όγκων ελέγχου. 

 

Οι εξισώσεις ορμής και οι κ-ε εξισώσεις ολοκληρώνονται  σε 

όγκους  ελέγχου με διάταξη μετατοπισμένου  πλέγματος (βλ. Σχήμα). 

Το αποτέλεσμα της ολοκλήρωσης είναι η αλγεβρική εξίσωση του 

τύπου:  

 

   P P N N S S W W S             
           

 

όπου N, S, E, W  είναι οι γειτονικοί κόμβοι του κεντρικού P. Οι 

συντελεστές              αντιπροσωπεύουν την ολοκληρωτική 

επίδραση των όρων μεταφοράς και διάχυσης οι οποίοι υπάρχουν στις 

αρχικές διαφορικές εξισώσεις στη μορφή:  

 

             

 

 

      

 
          

   
 

          

   

  

 

 
 

      
 

 

   
 
    

  
  

  

   
  

 

   
 
    

  
  

  

   
   

 

 

   

 

Όπου    αντιπροσωπεύει το    στις εξισώσεις μεταφοράς ή το 
  

  
  

στις k-ε εξισώσεις. Επίσης οι όροι     
 

  
  είναι οι όροι των χρονικών 

παραγώγων. Αυτοί οι συντελεστές είναι μοντελοποιημένοι σύμφωνα με 
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το υβριδικό σχήμα του   Spalding (1972), δηλαδή η ανάντι ή η κεντρική 

διαφόριση χρησιμοποιείται έτσι ώστε οι    να είναι πάντα μη αρνητικοί. 

Το τελευταίο είναι μια επαρκής συνθήκη ώστε να επιτύχουμε οριακές 

και συγκλίνουσες λύσεις για το σύστημα των εξισώσεων.  

 

 

 
Όγκος ελέγχου   Όγκος ελέγχου πίεσης  

 

Οι περιοχές του υπολογιστικού χωρίου είναι ορισμένες από τα 

τέσσερα σύνορα N, S, E, W όπως φαίνεται στο σχήμα. Οι οριακές 

συνθήκες για όλες τις παραμέτρους πρέπει να καθοριστούν για κάθε 

μια, διότι οι διακριτοποιημένες εξισώσεις είναι ελλειπτικές. Εάν το 

εξωτερικό σύνορο Ν είναι τοποθετημένο αρκετά μακριά από την 

επιφάνεια του σώματος, οι αντίστοιχες συνιστώσες της ταχύτητας 

μπορούν να υπολογιστούν ως προβολές της ταχύτητας στο άπειρο. 

 

  



 

- 15 - 
 

7. Συνοριακές συνθήκες 

 

Περιοχή II Περιοχή I 

S

N

EW

 
 

 

Σύνορο W: σύνορο εισόδου του ρευστού  

Σύνορο N: εξωτερικό σύνορο του πεδίου 

Σύνορο E: σύνορο εξόδου του ρευστού 

Σύνορο S: επιφάνεια του σώματος ή και άξονας συμμετρίας  

 

 

 Οι συνοριακές συνθήκες οι οποίες εφαρμόζονται για την επίλυση 

του συνεκτικού πεδίου ροής του συγκεκριμένου προβλήματος είναι δύο 

ειδών. Αρχικά έχουμε τις συνθήκες Dirichlet οι οποίες ουσιαστικά 

επιβάλλουν μία συγκεκριμένη τιμή ενός ρευστομηχανικού μεγέθους σε 

μία περιοχή του υπολογιστικού πεδίου. Έπειτα έχουμε τις συνθήκες 

Neumann οι οποίες επιβάλλουν μία συγκεκριμένη τιμή της πρώτης 

παραγώγου ενός ρευστομηχανικού μεγέθους σε μία περιοχή του 

υπολογιστικού πεδίου. 

Πιο συγκεκριμένα για το πρόβλημα που εξετάζουμε διαφορετικές 

συνοριακές συνθήκες ισχύουν για τα δύο επί μέρους πλέγματα που 

απαρτίζουν το υπολογιστικό πεδίο.  

Το πλέγμα Ι έχει στα σύνορα West και North συνθήκη επιβολής 

στρωτής ροής δηλαδή εξωτερικής ταχύτητας ανεπηρέαστης από την 

παρουσία του στερεού σώματος. Αυτή βεβαίως η προσέγγιση είναι 

σωστή εφόσον τα εξωτερικά σύνορα είναι αρκετά μακριά απ’ το σώμα 

ειδάλλως θα επηρέαζε την επίλυση του πεδίου ροής. Στο σύνορο 

μεταξύ των δυο περιοχών ισχύουν συνθήκες Neumann δηλαδή δεν 

μεταβάλλονται τα ρευστομηχανικά μεγέθη (πίεση, ταχύτητα κλπ) πέραν 

εκείνου του ορίου. 

Το πλέγμα ΙΙ αντιλαμβάνεται στο αριστερά σύνορο West (μεταξύ 

των δυο περιοχών) την επιβεβλημένη ροή από την επίλυση του 

πρωραίου τμήματος (συνθήκη Dirichlet) ενώ στο σύνορο East τα 

μεγέθη παραμένουν αμετάβλητα (συνθήκη Neumann). Αντίστοιχα με 
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πριν το κατάντι σύνορο East  πρέπει να βρίσκεται μακριά απ’ το σώμα 

ώστε να μην επηρεάζει τον ομόρου του σώματος. Για το σύνορο North 

ισχύει η ίδια συνθήκη με το πρωραίο τμήμα. 

Οι οριακές συνθήκες κοντά στην επιφάνεια S αντικαθιστούνται 

από την εφαρμογή των συναρτήσεων τοίχου (wall functions) των 

Patankar και Spalding σύμφωνα με τις οποίες το πεδίο διακρίνεται σε 

τρεις περιοχές:   

  

α) το στρωτό οριακό υπόστρωμα ( y+ < 3 )  

 

β) το ενδιάμεσο στρώμα ( 3 < y+ < 40 ) όπου οι τάσεις της στρωτής 

ροής και οι τάσεις Reynolds είναι της ίδιας τάξεως  

 

γ) την περιοχή ισχύος του λογαριθμικού νόμου όπου οι τάσεις 

Reynolds είναι πολύ μεγαλύτερες από τις τάσεις στρωτής ροής  

( 200 > y+ > 40 ).  

 

Με τη μέθοδο των κλασσικών συναρτήσεων τοίχου ο πρώτος 

υπολογιστικός κόμβος θεωρείται ότι βρίσκεται στην περιοχή (γ) όπου 

ισχύει προσεγγιστικά  

 
1

lnu y
k

  
 

 

όπου 

wRy
y



 

 

 
 

 w

u
u

 

 

 
 

 

u = η συνιστώσα της ταχύτητας παράλληλη στο σύνορο, 

    διατμητική τάση στο σύνορο, 

0.42k  , (σταθερά von Karman) 

9.79  , 
 = κινηματικό ιξώδες,  

Ry
= η κάθετη απόσταση από το σύνορο.  
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Υποθέτοντας ότι η διατμητική τάση είναι σταθερή κατά το ύψος, 

προκύπτει ότι για τη μονοδιάστατη ροή (Couette) η κινητική ενέργεια 

της τύρβης σχετίζεται με την    ως εξής (μόνο στην περιοχή (γ)):  

 

 
1

2 wk C





  
  

   
 

0.09C   
 

Οι παραπάνω σχέσεις υπεισέρχονται στη    - κίνηση και στις 

εξισώσεις του μοντέλου τύρβης. Στη νότια όψη του όγκου ελέγχου 

δίπλα στο τοίχο, η    - συνιστώσα και η κάθετη παραγωγός της είναι 

υπολογισμένες διαφορετικά στις περιοχές (Ι) και (ΙΙ) (εξαιτίας του 

εφαρμοζόμενου αραιού πλέγματος αυτή η όψη είναι τοποθετημένη 

μεταξύ της δεύτερης γραμμής του πλέγματος και της στερεάς 

επιφάνειας). Στη περιοχή (Ι) θεωρείται  γραμμική κατανομή της     

αναφορικά με το   , η οποία είναι σύμφωνη με την θεωρία του λεπτού 

οριακού στρώματος, εφόσον η    κατεύθυνση είναι κάθετη στο 

περίγραμμα του πλοίου. Στην περιοχή (ΙΙ) όμως οι τιμές για τη    

υπολογίζονται ως ο συνδυασμός προβολής της λογαριθμικής διάχυσης 

(παράλληλη στο τοίχο) και της κάθετης, μεταβαλλόμενης γραμμικά στις 

συνιστώσες του τοίχου. Οι γραμμές της    είναι μη ορθογώνιες στο S.  
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8. Αντίσταση 
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8. Αντίσταση 

 

Για την περίπτωση της αντίστασης θεωρούμε το σώμα μας σε 

πεδίο ρευστού, χωρίς όμως την επίδραση δύναμης ώσης. Έγιναν 

υπολογισμοί για δυο διαφορετικούς αριθμούς Reynolds και δυο 

διαφορετικά L/B: 

 

Κλίμακα προτύπου:  Re = 4.452 E+06          

Φυσική κλίμακα:   Re = 8.904 E+08             

 

«Γεμάτη» μορφή:   L/B = 6.586 

Λεπτόγραμμη μορφή:  L/B = 10 

 

Με έξι (6) διαφορετικούς συνδυασμούς υπολογιστικών 

πλεγμάτων. Παρακάτω ακολουθεί πίνακας με όλους τους 

συνδυασμούς (18) που υπολογίστηκαν. Σκοπός μας είναι να 

διερευνηθεί η εξάρτηση της σύγκλισης και η ακρίβεια των 

αποτελεσμάτων σε συνάρτηση με τα διάφορων ειδών πλέγματα. 

Θέλουμε να δούμε κατά πόσον επηρεάζονται οι υπολογισμοί μας και 

πως μπορεί να γίνει μείωση του υπολογιστικού κόστους, δηλαδή 

αύξηση της ταχύτητας σύγκλισης. 

Υπενθυμίζουμε ότι: 

 

     
    

 
     

 

 

     
  

 
     

 

 

 

Re 
L/B = 

6.586 

L/B = 

10 
ch co hh ho oh oo 

4.452E+06 x  x x x  x x 

4.452E+06  x x  x  x  

8.904E+08 x  x x x x x x 

8.904E+08  x x x x  x  

 

Πίνακας: Οι συνδυασμοί Re, L/B και υπολογιστικών πλεγμάτων 

που εκτελέστηκαν. 
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1. Re = 4.452 E+06  

L/B = 6.586 

ch 

 

Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Re = 4.452 E+06 

L/B = 10 

ch 

 

Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Re = 4.452 E+06 

L/B = 6.586 

co 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Re = 4.452 E+06 

L/B = 6.586 

hh 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Re = 4.452 E+06 

L/B = 10 

hh 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Re = 4.452 E+06 

L/B = 6.586 

oh 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Re = 4.452 E+06 

L/B = 10 

oh 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Re = 4.452 E+06 

L/B = 6.586 

oo 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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2. Re = 8.904 E+08 

L/B = 6.586 

ch 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Re = 8.904 E+08 

L/B = 10 

ch 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Re = 8.904 E+08 

L/B = 6.586 

co 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Re = 8.904 E+08 

L/B = 10 

co 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Re = 8.904 E+08 

L/B = 6.586 

hh 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Re = 8.904 E+08 

L/B = 10 

hh 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Re = 8.904 E+08 

L/B = 6.586 

ho 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Re = 8.904 E+08 

L/B = 6.586 

oh 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Re = 8.904 E+08 

L/B = 10 

oh 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Re = 8.904 E+08 

L/B = 6.586 

oo 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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8.3. Συμπεράσματα Αντίστασης. 
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 3. Συμπεράσματα Αντίστασης. 

 Επίδραση του πλέγματος στους συντελεστές πίεσης και 

τριβής. 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους για 

διάφορους συνδιασμούς πλεγμάτων. 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους για 

διάφορους συνδιασμούς πλεγμάτων. 
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Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους για 

διάφορους συνδιασμούς πλεγμάτων. 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους για 

διάφορους συνδιασμούς πλεγμάτων. 
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Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους για 

διάφορους συνδιασμούς πλεγμάτων. 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους για 

διάφορους συνδιασμούς πλεγμάτων. 
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Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους για 

διάφορους συνδιασμούς πλεγμάτων. 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους για 

διάφορους συνδιασμούς πλεγμάτων. 
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Παρατηρώντας τα διαγράμματα βλέπουμε γενικά ότι οι 

καμπύλες ταυτίζονται σε μεγάλο βαθμό με κάποια εξαίρεση στο 

πρωραίο τμήμα μέχρι x/l ≈ 0.2 όπου εμφανίζεται κάποια διακύμανση 

στις τιμές και του συντελεστή πίεσης και του συντελεστή τριβής. 

Συγκεκριμένα για το διάγραμμα του συντελεστή πίεσης 

διακρίνουμε ακριβώς στην πλώρη το σημείο ανακοπής όπου ο Cp 

παίρνει την τιμή της μονάδος και αρχίζει να φθίνει λόγω της 

επιτάχυνσης της ροής έως ότου φτάσουμε στο σημείο όπου η μορφή 

μας γίνεται κυλινδρική περίπου x/l ≈ 0.2. Από x/l ≈ 0.3 έως 0.6 

παραμένει περίπου σταθερός και μετά αυξάνεται έως ότου φτάσει στο 

δεύτερο σημείο ανακοπής, δηλαδή την ακμή εκφυγής.  

Στην περίπτωση της δυναμικής 

ροής ο συντελεστής συνεχίζει να 

αυξάνεται έως την τιμή της μονάδος. 

Στην καμπύλη της συνεκτικής ροής 

κοντά στην ακμή εκφυγής 

παρατηρούμε ότι οι τιμές του Cp 

είναι αρκετά χαμηλότερες από αυτές 

της δυναμικής. Αυτό συμβαίνει γιατί 

λόγω συνεκτικότητας η ροή έχει χάσει ένα μέρος της ενέργειάς της με 

αποτέλεσμα να έχουμε χαμηλότερες ταχύτητες και πιέσεις στο σημείο 

αυτό. 

  Στην περίπτωση του συντελεστή τριβής, στο πρωραίο τμήμα 

διακρίνουμε απότομη αύξηση και τις μέγιστες τιμές, λόγω της 

επιτάχυνσης της ροής στο τμήμα αυτό του σώματος. Στην κυλινδρική 

περιοχή (x/l ≈ 0.3 ~ 0.6)  όπου η ροή δεν παρουσιάζει υψηλές κλίσεις 

της ταχύτητας η τιμή του συντελεστή σταθεροποιείται με ελαφρά 

φθίνουσα τάση. Στο πρυμναίο τμήμα έχουμε σταδιακή μείωση του 

συντελεστή τριβής οφειλόμενη στην επιβράδυνση της ροής μέχρι την 

ακμή εκφυγής. 
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 Επίδραση του αριθμού Reynolds στους συντελεστές πίεσης 

και τριβής. 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους για 

δυο διαφορετικούς αριθμούς Reynolds. 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους για 

δυο διαφορετικούς αριθμούς Reynolds. 
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Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους για 

δυο διαφορετικούς αριθμούς Reynolds. 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους για 

δυο διαφορετικούς αριθμούς Reynolds. 
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Ενώ θα περίμενε κάποιος ότι ο συντελεστής τριβής για τον 

υψηλότερο αριθμό Reynolds θα είχε υψηλή τιμή, συμβαίνει ακριβώς το 

αντίθετο. Αυτό οφείλεται στην μείωση του πάχους του οριακού 

στρώματος λόγω υψηλής ταχύτητας.  

Επίσης μόνο στο πρυμναίο τμήμα διαχωρίζονται οι δυο 

καμπύλες για τον συντελεστή πίεσης που μας οδηγεί στο συμπέρασμα 

ότι έχουμε αύξηση των στατικών πιέσεων κοντά στην περιοχή της 

ακμής εκφυγής στην περίπτωση του υψηλού Reynolds.  

 

 

 
Κατανομή του οριακού στρώματος για δυο διαφορετικούς Re. 
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 Επίδραση της μορφής στους συντελεστές πίεσης και τριβής. 

 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους για 

δυο διαφορετικά L/B. 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους για 

δυο διαφορετικά L/B. 
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Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους για 

δυο διαφορετικά L/B. 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους για 

δυο διαφορετικά L/B. 
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Όπως ήταν αναμενόμενο η λεπτόγραμμη μορφή της γάστρας 

μας δίνει πιο ομαλές μεταβολές στο πεδίο ροής και στο πρωραίο και 

στο πρυμναίο τμήμα.  

Η επιτάχυνση του ρευστού στην πλώρη γίνεται πιο προοδευτικά, 

δηλαδή με μικρότερες κλίσεις της ταχύτητας και έτσι οι κατανομές των 

πιέσεων και τριβών έχουν ομαλότερη μορφή, έως ότου να 

σταθεροποιηθούν στο κυλινδρικό τμήμα.  

Στο τμήμα αυτό οι τιμές του συντελεστή πίεσης σχεδόν 

συμπίπτουν με μικρή μείωση για την περίπτωση της λεπτόγραμμης 

γάστρας. Ο συντελεστής τριβής ουσιαστικά δεν διαφέρει στο κεντρικό 

κυλινδρικό τμήμα, με μικρή απόκλιση όταν προσεγγίζουμε τα άκρα 

όπου υπάρχει η μετάβαση της ροής. 

Στο πρυμναίο τμήμα όπως και στο πρωραίο, η μεταβολή της 

ροής είναι ομαλότερη με μικρότερες κλίσεις της ταχύτητας, που οδηγεί 

σε πιο μικρές κλίσεις των συντελεστών πίεσης και τριβής. 

 

 Χαρακτηριστικά πρόωσης. 

 

Παρακάτω βλέπουμε τους συγκεντρωτικούς πίνακες των 

χαρακτηριστικών αντίστασης για όλες τις περιπτώσεις πλεγμάτων, 

μορφής και αριθμού Reynolds.  

RESISTANCE CHARACTERISTICS 

Re = 4.452 E +06 

L/B = 6.586 

Mesh Type R [kP] Ct Cf Cp Cp/Cf EHP 

ch 1.60E+00 3.94E-03 3.53E-03 4.04E-04 1.14E-01 4.27E-02 

co 1.54E+00 3.78E-03 3.53E-03 2.48E-04 7.02E-02 4.10E-02 

hh 1.69E+00 4.16E-03 3.56E-03 5.96E-04 1.67E-01 4.51E-02 

oh 1.67E+00 4.09E-03 3.59E-03 5.01E-04 1.39E-01 4.45E-02 

oo 1.60E+00 3.93E-03 3.59E-03 3.43E-04 9.54E-02 4.27E-02 

Average 1.62E+00 3.98E-03 3.56E-03 4.18E-04 1.17E-01 4.32E-02 

S 5.40E-02 1.33E-04 2.68E-05 1.21E-04 3.36E-02 1.46E-03 

S/A [%] 3.34 3.34 0.75 28.94 28.70 3.38 

Re = 4.452 E +06 

L/B = 10 

Mesh Type R [kP] Ct Cf Cp Cp/Cf EHP 

ch 9.71E-01 3.65E-03 3.49E-03 1.63E-04 4.69E-02 2.59E-02 

hh 1.01E+00 3.79E-03 3.52E-03 2.76E-04 7.83E-02 2.69E-02 

oh 1.00E+00 3.78E-03 3.55E-03 2.26E-04 6.38E-02 2.68E-02 

Average 9.94E-01 3.74E-03 3.52E-03 2.22E-04 6.30E-02 2.65E-02 

S 2.03E-02 7.81E-05 3.00E-05 5.66E-05 1.57E-02 5.51E-04 

S/A [%] 2.04 2.09 0.85 25.54 24.94 2.08 
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RESISTANCE CHARACTERISTICS 

Re = 8.904 E +08 

L/B = 6.586 

Mesh Type R [kP] Ct Cf Cp Cp/Cf EHP 

ch 3.08E+04 1.89E-03 1.70E-03 1.93E-04 1.13E-01 1.64E+05 

co 3.09E+04 1.90E-03 1.70E-03 1.99E-04 1.17E-01 1.65E+05 

hh 3.24E+04 1.99E-03 1.71E-03 2.80E-04 1.67E-01 1.73E+05 

ho 3.10E+04 1.91E-03 1.71E-03 1.98E-04 1.16E-01 1.66E+05 

oh 3.23E+04 1.98E-03 1.72E-03 2.58E-04 1.50E-01 1.72E+05 

oo 2.97E+04 1.83E-03 1.72E-03 1.05E-04 6.09E-02 1.59E+05 

Average 3.12E+04 1.92E-03 1.71E-03 2.06E-04 1.21E-01 1.67E+05 

S 1.02E+03 5.99E-05 8.94E-06 6.11E-05 3.65E-02 5.24E+03 

S/A [%] 3.27 3.12 0.52 29.73 30.28 3.15 

Re = 8.904 E +08 

L/B = 10 

Mesh Type R [kP] Ct Cf Cp Cp/Cf EHP 

ch 1.85E+04 1.74E-03 1.67E-03 6.96E-05 4.17E-02 9.87E+04 

co 1.85E+04 1.74E-03 1.67E-03 7.32E-05 4.39E-02 9.88E+04 

hh 1.93E+04 1.82E-03 1.68E-03 1.40E-04 8.73E-02 1.03E+05 

oh 1.91E+04 1.80E-03 1.69E-03 1.12E-04 6.63E-02 1.02E+05 

Average 1.89E+04 1.78E-03 1.68E-03 9.87E-05 5.98E-02 1.01E+05 

S 4.12E+02 4.12E-05 9.57E-06 3.36E-05 2.14E-02 2.20E+03 

S/A [%] 2.19 2.32 0.57 34.01 35.85 2.19 

 

 

Παρατηρώντας τις μέσες τιμές της αντίστασης βλέπουμε ότι για 

την λεπτόμορφη γάστρα (L/B = 10) η αντίσταση πρόωσης μειώνεται 

στο ≈ 60% της αυτής για την περίπτωση (L/B = 6.586) και για τους δυο 

αριθμούς Re. Ο συντελεστής τριβής δεν φαίνεται να έχει ιδιαίτερη 

εξάρτηση από την μορφή και παραμένει ουσιαστικά σταθερός, 

δηλαδή εξαρτάται μόνο από τον αριθμό Reynolds. Ως προς τον 

συντελεστή πίεσης, αυτός μειώνεται περίπου ≈ 50% για την 

περίπτωση της λεπτόγραμμης γάστρας (L/B = 10). 

Συγκεκριμένα παρατηρούμε από τις τιμές για τον συντελεστή 

πίεσης ότι υπάρχει αρκετά μεγάλη διασπορά γύρω από την μέση τιμή 

που όμως λίγο επηρεάζει την τελική τιμή της αντίστασης (που είναι και 

το κύριο ζητούμενο). Για να διερευνηθεί περεταίρω η αιτία την 

διακύμανσης αυτής έγινε έλεγχος ως προς την σύγκλιση των 

συντελεστών σε εξάρτηση με την πυκνότητα του πλέγματος, για κάθε 

περίπτωση ξεχωριστά. Από τα διαγράμματα που ακολουθούνε 

μπορούμε να δούμε την εξέλιξη της σύγκλισης των συντελεστών και αν 

έχουμε σύγκλιση σε αραιότερα πλέγματα ή θα πρέπει να υπάρξει 

περεταίρω πύκνωση έως ότου επιτευχθεί η ανεξαρτησία του 
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πλέγματος. Να σημειωθεί επίσης ότι από ένα σημείο και έπειτα όσο και 

να πυκνώσουμε το πλέγμα δεν θα επιτύχουμε καλύτερη ακρίβεια. Αυτό 

οφείλεται κυρίως στην διάδοση αριθμητικών σφαλμάτων και 

σφαλμάτων αποκοπής. Στο συγκεκριμένο θέμα θα αναφερθούμε 

εκτενέστερα παρακάτω με ένα παράδειγμα όπου η υπερβολική τοπική 

πύκνωση του πλέγματος μας εισήγαγε τέτοιου είδους σφάλματα με 

αποτέλεσμα να οδηγούμαστε σε λανθασμένα αποτελέσματα.  

 

Ανεξαρτησία πλέγματος για  Re = 4.452 E+06,  L/B = 6.586 

 

 

Ανεξαρτησία πλέγματος για  Re = 4.452 E+06,  L/B = 10 
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Ανεξαρτησία πλέγματος για  Re = 8.904 E+08,  L/B = 6.586 

 

Ανεξαρτησία πλέγματος για  Re = 8.904 E+08,  L/B = 10 

 
 

Παρατηρώντας τα διαγράμματα βλέπουμε ότι η τιμή του 

συντελεστή τριβής Cf σταθεροποιείται πολύ πιο γρήγορα από τον 

συντελεστή πίεσης Cp. Ο συντελεστής ολικής αντίστασης Ct σε όλες τις 

περιπτώσεις έχει ουσιαστικά συγκλίνει. Ειδικότερα για τον συντελεστή 

πίεσης βλέπουμε ότι στις περιπτώσεις για πλέγματα τύπου ch, co 

(ανεξαρτήτως Re) και oo (μόνο για την δυσμενέστερη περίπτωση του 

υψηλού αριθμού Re) έχουμε μεγάλες παλινδρομήσεις και για να 

επιτύχουμε καλύτερη ακρίβεια θα ήταν αναγκαία η χρήση ακόμα 
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πυκνότερων πλεγμάτων (αν δεν αναιρείται η σύγκλιση λόγω αύξησης 

των υπολογιστικών σφαλμάτων και σφαλμάτων αποκοπής).     

 

Κατά την εκτέλεση του κώδικα στην περίπτωση πρωραίου 

πλέγματος τύπου Η και πρυμναίου ορθογώνιου τύπου, στα 

αποτελέσματα πήραμε κάποιες ασυνήθιστες μορφές καμπυλών που 

έδειχναν μια μη λογική συμπεριφορά στο πρυμναίο τμήμα και στην 

κατανομή του οριακού στρώματος όπως φαίνεται στα παρακάτω 

διαγράμματα. 

 

 
 

 
Εσφαλμένα αποτελέσματα λόγω υπερβολικής πύκνωσης του 

υπολογιστικού πλέγματος στην περιοχή της πρύμνης. 

 

 

Στα διαγράμματα που αφορούν την ανεξαρτησία πλέγματος 

παρατηρείται μια περίεργη συμπεριφορά όπου οι τιμές δεν 

σταθεροποιούνται και οδηγούμαστε σε απόκλιση (ειδικά για τον 

συντελεστή ολικής αντίστασης Ct).  
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Με bold μπλε γραμμή φαίνονται οι καμπύλες «ho error» που έδωσαν τα 

εσφαλμένα αποτελέσματα λόγω υπερβολικής πύκνωσης των 

πλεγματικών γραμμών. 

 

 

 

NJ NK IT (Cf'-Cf)/Cf [%] (Cp'-Cp)/Cp (Ct'-Ct)/Ct 

300 372 5000 
   

600 742 5000 4.88 -662.80 -174.04 

900 1112 1797 0.72 9.68 18.97 

1200 1412 1610 0.36 0.67 0.95 

1200 1612 1502 0.24 -2.78 -5.42 

1200 1812 1502 0.18 -4.01 -7.88 

 

Αν παρατηρήσουμε και τον πίνακα με τις τιμές των σφαλμάτων 

όπως πυκνώνει το πλέγμα βλέπουμε ότι για πλέγμα 1200 Χ 1400 ενώ 

έχουμε σχεδόν εκμηδενισμό της μεταβολής των αποτελεσμάτων, τελικά 

στα επόμενα βήματα αποκλίνουμε όλο και περισσότερο. 
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Υπερβολική πύκνωση πλεγματικών γραμμών ακριβώς στην ακμή 

εκφυγής του πρυμναίου τμήματος της γάστρας. 

 

 
Αραίωση πλεγματικών γραμμών ώστε να επιτευχθεί σύγκλιση. 
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Τελικά το πρόβλημα εντοπίστηκε ακριβώς στην ακμή εκφυγής 

της γάστρας όπου δημιουργήθηκε υπερβολικά μεγάλη συγκέντρωση 

πλεγματικών γραμμών που ήταν τόσο κοντά ώστε να εισάγονται 

αριθμητικά σφάλματα και σφάλματα αποκοπής τέτοιου μεγέθους που 

οδήγησαν σε τόσο μεγάλες αποκλίσεις από την αναμενόμενη μορφή 

των καμπυλών. 

 
Για να μπορέσει τελικώς να συγκλίνει ο κώδικας και να μας 

δώσει τα αναμενόμενα αποτελέσματα έπρεπε να αραιώσουμε το 

υπολογιστικό πλέγμα στην περιοχή της πρύμνης. Το πρόβλημα 

αποκαταστάθηκε πλήρως όπως φαίνεται και στο προηγούμενο τμήμα 

της εργασίας αυτής όπου παρουσιάζονται τα αποτελέσματα για την 

αντίσταση.    
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9. Αυτοπρόωση 
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9. Αυτοπρόωση 

 

Για την περίπτωση της αυτοπρόωσης θεωρούμε το σώμα μας 

σε πεδίο ρευστού, υπό την επίδραση δύναμης ώσης που εφαρμόζεται 

σε έναν δίσκο ορμής σε σημείο που επιλέγουμε (z/L = 0.97 για έλικα 

στην πρύμνη και z/L = 0.05 για έλικα στην πλώρη). Να σημειωθεί ότι ο 

δίσκος ορμής εφαρμόζεται μόνο σε πλέγματα τύπου Η. Αρχικά 

γίνεται ο υπολογισμός της αντίστασης και μετά της αυτοπρόωσης. 

Έγιναν υπολογισμοί για δυο διαφορετικούς αριθμούς Reynolds, δυο 

διαφορετικά L/B σε τρεις διαφορετικούς συνδυασμούς υπολογιστικών 

πλεγμάτων και ένας για έλικα στην πλώρη σε πλέγμα τύπου hh. 

Παρακάτω ακολουθεί πίνακας με όλους τους συνδυασμούς (8) που 

υπολογίστηκαν. 

 

Re 
L/B = 

6.586 

L/B = 

10 
ch hh oh 

4.452E+06 x  x   

8.904E+08 x  x 
x  

(bow & stern) 
x 

8.904E+08  x x x x 

 

Πίνακας: Οι συνδυασμοί Re, L/B και υπολογιστικών πλεγμάτων 

που εκτελέστηκαν. 
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1. Re = 4.452 E+06 

 L/B = 6.586 

 ch 

 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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2. Re = 8.904 E+08 

L/B = 6.586 

ch 

 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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 Re = 8.904 E+08 

 L/B = 10 

 ch 

 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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 Re = 8.904 E+08 

 L/B = 6.586 

 hh 

 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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 Re = 8.904 E+08 

 L/B = 6.586 

 hh 

 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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 Re = 8.904 E+08 

 L/B = 10 

 hh 

 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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 Re = 8.904 E+08 

 L/B = 6.586 

 oh 

 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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 Re = 8.904 E+08 

 L/B = 10 

 oh 

 

 
Συντελεστής πίεσης συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 

 

 

 
Συντελεστής τριβής συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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Κατανομή αξονικής ταχύτητας στο οριακό στρώμα. 

 

 

 
Συντελεστής πίεσης δυναμικής και συνεκτικής ροής συναρτήσει του 

αδιαστατοποιημένου μήκους. 
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9.3 Συμπεράσματα αυτοπρόωσης. 
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 3. Συμπεράσματα αυτοπρόωσης. 
  
 

Παρακάτω ακολουθούν οι συγκεντρωτικοί πίνακες των 
χαρακτηριστικών αυτοπρόωσης για τις διάφορες μορφές και έλικες που 
μελετήθηκαν, για κλίμακα μοντέλου και φυσική κλίμακα. 

 
  

PROPULSION CHARACTERISTICS 

Re = 4.452 E+06 

L/B = 6.586 

mesh type CH 

D 0.338 0.237 0.186 0.135 

RPM= 226 332 561 999 

P/D= 1.410 1.400 1.010 0.805 

AE 0.700 0.700 0.700 0.700 

J 1.290 1.080 0.689 0.398 

1-w= 0.821 0.704 0.599 0.448 

1-t= 0.876 0.827 0.799 0.786 

T 1.830 1.940 2.010 2.040 

DHP= 0.0535 0.0504 0.0504 0.0517 

PC 0.749 0.723 0.636 0.471 

KT 0.097 0.199 0.189 0.216 

KQ 0.027 0.047 0.033 0.029 

CT 4.50E-03 4.76E-03 4.93E-03 5.01E-03 

CF 3.54E-03 3.54E-03 3.55E-03 3.56E-03 

CP 9.58E-04 1.22E-03 1.38E-03 1.45E-03 

DZPROP= 9.12E-03 9.12E-03 9.12E-03 9.12E-03 

D/DBODY= 1.00 0.70 0.55 0.40 
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PROPULSION CHARACTERISTICS 

Re = 8.904 E+08 

L/B = 6.586 

mesh type CH 

D 3.38E-01 2.37E-01 1.86E-01 1.35E-01 

RPM= 4.41E+04 6.30E+04 8.11E+04 1.47E+05 

P/D= 1.41E+00 1.41E+00 1.40E+00 1.03E+00 

AE 7.00E-01 7.00E-01 7.00E-01 7.00E-01 

J 1.39E+00 1.27E+00 1.14E+00 7.19E-01 

1-w= 8.63E-01 7.92E-01 7.18E-01 5.94E-01 

1-t= 8.83E-01 8.50E-01 8.32E-01 8.13E-01 

T 3.49E+04 3.63E+04 3.71E+04 3.80E+04 

DHP= 2.44E+05 2.04E+05 1.91E+05 1.86E+05 

PC 6.58E-01 7.53E-01 7.44E-01 6.47E-01 

KT 4.86E-02 1.03E-01 1.67E-01 1.87E-01 

KQ 1.63E-02 2.78E-02 4.08E-02 3.31E-02 

CT 2.15E-03 2.23E-03 2.28E-03 2.33E-03 

CF 1.70E-03 1.70E-03 1.70E-03 1.70E-03 

CP 4.44E-04 5.26E-04 5.74E-04 6.27E-04 

DZPROP= 9.12E-03 9.12E-03 9.12E-03 9.12E-03 

D/DBODY= 1.00 0.70 0.55 0.40 

 

PROPULSION CHARACTERISTICS 

Re = 8.904 E+08 

L/B = 6.586 

mesh type HH 

D 3.38E-01 2.37E-01 1.86E-01 1.35E-01 

RPM= 4.43E+04 6.32E+04 8.17E+04 1.50E+05 

P/D= 1.41E+00 1.41E+00 1.40E+00 1.02E+00 

AE 7.00E-01 7.00E-01 7.00E-01 7.00E-01 

J 1.38E+00 1.27E+00 1.13E+00 7.02E-01 

1-w= 8.62E-01 7.89E-01 7.16E-01 5.92E-01 

1-t= 8.63E-01 8.57E-01 8.37E-01 8.18E-01 

T 3.77E+04 3.79E+04 3.89E+04 3.97E+04 

DHP= 2.58E+05 2.12E+05 2.00E+05 1.96E+05 

PC 6.71E-01 7.54E-01 7.41E-01 6.41E-01 

KT 5.20E-02 1.07E-01 1.72E-01 1.88E-01 

KQ 1.71E-02 2.86E-02 4.19E-02 3.27E-02 

CT 2.31E-03 2.33E-03 2.39E-03 2.44E-03 

CF 1.71E-03 1.71E-03 1.71E-03 1.71E-03 

CP 6.02E-04 6.16E-04 6.72E-04 7.25E-04 

DZPROP= 9.13E-03 9.13E-03 9.13E-03 9.13E-03 

D/DBODY= 1.00 0.70 0.55 0.40 
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PROPULSION CHARACTERISTICS 

Re = 8.904 E+08 

L/B = 6.586 

mesh type HH Front 

D 3.38E-01 2.70E-01 2.37E-01 2.03E-01 

RPM= 4.47E+04 5.71E+04 6.60E+04 7.96E+04 

P/D= 1.41E+00 1.41E+00 1.41E+00 1.40E+00 

AE 7.00E-01 7.00E-01 7.00E-01 7.00E-01 

J 1.39E+00 1.30E+00 1.25E+00 1.14E+00 

1-w= 8.75E-01 8.38E-01 8.12E-01 7.68E-01 

1-t= 9.43E-01 7.60E-01 7.51E-01 6.63E-01 

T 3.57E+04 4.43E+04 4.49E+04 5.08E+04 

DHP= 2.54E+05 2.67E+05 2.57E+05 2.80E+05 

PC 6.58E-01 7.44E-01 7.56E-01 7.44E-01 

KT 4.84E-02 8.98E-02 1.16E-01 1.67E-01 

KQ 1.63E-02 2.50E-02 3.05E-02 4.09E-02 

CT 2.19E-03 2.72E-03 2.75E-03 3.12E-03 

CF 1.73E-03 1.78E-03 1.91E-03 2.17E-03 

CP 4.64E-04 9.47E-04 8.49E-04 9.49E-04 

DZPROP= 2.28E-03 2.28E-03 2.28E-03 2.28E-03 

D/DBODY= 1.00 0.80 0.70 0.60 

 

PROPULSION CHARACTERISTICS 

Re = 8.904 E+08 

L/B = 6.586 

mesh type OH 

D 3.38E-01 2.37E-01 1.86E-01 1.35E-01 

RPM= 4.45E+04 6.37E+04 8.20E+04 1.46E+05 

P/D= 1.41E+00 1.41E+00 1.40E+00 1.05E+00 

AE 7.00E-01 7.00E-01 7.00E-01 7.00E-01 

J 1.39E+00 1.27E+00 1.14E+00 7.31E-01 

1-w= 8.70E-01 7.98E-01 7.22E-01 6.00E-01 

1-t= 8.95E-01 8.43E-01 8.32E-01 8.55E-01 

T 3.57E+04 3.80E+04 3.85E+04 3.75E+04 

DHP= 2.51E+05 2.14E+05 1.99E+05 1.84E+05 

PC 6.59E-01 7.54E-01 7.43E-01 6.50E-01 

KT 4.89E-02 1.05E-01 1.69E-01 1.86E-01 

KQ 1.64E-02 2.83E-02 4.13E-02 3.33E-02 

CT 2.19E-03 2.33E-03 2.36E-03 2.30E-03 

CF 1.72E-03 1.72E-03 1.72E-03 1.72E-03 

CP 4.72E-04 6.10E-04 6.41E-04 5.80E-04 

DZPROP= 9.12E-03 9.12E-03 9.12E-03 9.12E-03 

D/DBODY= 1.00 0.70 0.55 0.40 
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PROPULSION CHARACTERISTICS 

Re = 8.904 E+08 

L/B = 10 

mesh type CH 

D 2.23E-01 1.56E-01 1.22E-01 8.90E-02 

RPM= 7.02E+04 1.02E+05 1.34E+05 2.50E+05 

P/D= 1.41E+00 1.41E+00 1.40E+00 1.03E+00 

AE 7.00E-01 7.00E-01 7.00E-01 7.00E-01 

J 1.37E+00 1.24E+00 1.12E+00 7.13E-01 

1-w= 8.91E-01 8.26E-01 7.62E-01 6.62E-01 

1-t= 9.21E-01 9.03E-01 9.04E-01 8.87E-01 

T 2.01E+04 2.05E+04 2.04E+04 2.08E+04 

DHP= 1.38E+05 1.19E+05 1.13E+05 1.14E+05 

PC 6.91E-01 7.57E-01 7.37E-01 6.45E-01 

KT 5.86E-02 1.17E-01 1.80E-01 1.87E-01 

KQ 1.85E-02 3.07E-02 4.33E-02 3.30E-02 

CT 1.89E-03 1.92E-03 1.92E-03 1.96E-03 

CF 1.67E-03 1.67E-03 1.67E-03 1.67E-03 

CP 2.16E-04 2.53E-04 2.50E-04 2.85E-04 

DZPROP= 9.12E-03 9.12E-03 9.12E-03 9.12E-03 

D/DBODY= 1.00 0.70 0.55 0.40 

 

PROPULSION CHARACTERISTICS 

Re = 8.904 E+08 

L/B = 10 

mesh type HH 

D 2.23E-01 1.56E-01 1.22E-01 8.90E-02 

RPM= 7.05E+04 1.03E+05 1.35E+05 2.55E+05 

P/D= 1.41E+00 1.41E+00 1.40E+00 1.02E+00 

AE 7.00E-01 7.00E-01 7.00E-01 7.00E-01 

J 1.36E+00 1.24E+00 1.11E+00 7.00E-01 

1-w= 8.91E-01 8.27E-01 7.63E-01 6.61E-01 

1-t= 9.20E-01 9.12E-01 9.07E-01 8.89E-01 

T 2.10E+04 2.12E+04 2.14E+04 2.18E+04 

DHP= 1.43E+05 1.24E+05 1.18E+05 1.20E+05 

PC 6.97E-01 7.57E-01 7.34E-01 6.40E-01 

KT 6.09E-02 1.20E-01 1.84E-01 1.89E-01 

KQ 1.90E-02 3.14E-02 4.42E-02 3.28E-02 

CT 1.98E-03 1.99E-03 2.01E-03 2.05E-03 

CF 1.68E-03 1.68E-03 1.68E-03 1.68E-03 

CP 2.99E-04 3.16E-04 3.27E-04 3.66E-04 

DZPROP= 9.13E-03 9.13E-03 9.13E-03 9.13E-03 

D/DBODY= 1.00 0.70 0.55 0.40 
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PROPULSION CHARACTERISTICS 

Re = 8.904 E+08 

L/B = 10 

mesh type OH 

D 2.23E-01 1.56E-01 1.22E-01 8.90E-02 

RPM= 7.06E+04 1.03E+05 1.35E+05 2.51E+05 

P/D= 1.41E+00 1.41E+00 1.40E+00 1.03E+00 

AE 7.00E-01 7.00E-01 7.00E-01 7.00E-01 

J 1.37E+00 1.24E+00 1.11E+00 7.14E-01 

1-w= 8.96E-01 8.32E-01 7.65E-01 6.66E-01 

1-t= 9.32E-01 9.19E-01 8.96E-01 9.07E-01 

T 2.05E+04 2.07E+04 2.13E+04 2.10E+04 

DHP= 1.41E+05 1.22E+05 1.18E+05 1.16E+05 

PC 6.92E-01 7.57E-01 7.34E-01 6.45E-01 

KT 5.90E-02 1.17E-01 1.83E-01 1.87E-01 

KQ 1.86E-02 3.08E-02 4.40E-02 3.29E-02 

CT 1.92E-03 1.95E-03 2.00E-03 1.97E-03 

CF 1.69E-03 1.69E-03 1.69E-03 1.69E-03 

CP 2.36E-04 2.65E-04 3.15E-04 2.89E-04 

DZPROP= 9.12E-03 9.12E-03 9.12E-03 9.12E-03 

D/DBODY= 1.00 0.70 0.55 0.40 
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Απαιτούμενη ισχύς έλικας συναρτήσει της αδιαστατοποιημένης 

διαμέτρου. 
 

 

 
Απαιτούμενη ισχύς έλικας συναρτήσει της αδιαστατοποιημένης 

διαμέτρου. 
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Απαιτούμενη ισχύς έλικας συναρτήσει της αδιαστατοποιημένης 

διαμέτρου. 
 
 

Παρατηρώντας τα διαγράμματα συμπεραίνουμε ότι η μέγιστη 
απόδοση για την περίπτωση της κλίμακας μοντέλου βρίσκεται στο 
διάστημα D/Dbody ≈ 0.60 ~ 0.70. Για την περίπτωση της φυσικής 
κλίμακας και λόγο μήκους προς πλάτος L/B = 6.586 η μέγιστη 
απόδοση επιτυγχάνεται στο διάστημα D/Dbody ≈ 0.40 ~ 0.55, ενώ για 
L/B = 10 στο διάστημα D/Dbody ≈ 0.50 ~ 0.60. Επίσης βλέπουμε σε 
περίπτωση που η έλικα βρίσκεται στην πρώρα συμβαίνει ακριβώς το 
αντίθετο, δηλαδή η μεγαλύτερη έλικα D/Dbody ≈ 1.00 δίνει την 
καλύτερη απόδοση. Αυτό συμβαίνει διότι η έλικα με την μεγαλύτερη 
διάμετρο για ίδια παροχή έχει μειωμένη ταχύτητα ρευστού, που 
σημαίνει μικρότερες τριβές πάνω στο σώμα του υποβρυχίου. 

Παρακάτω ακολουθούν διαγράμματα για τον συντελεστή 
ομόρου, μείωσης ώσης και βαθμού απόδοσης γάστρας συναρτήσει της 
αδιαστατοποιημένης διαμέτρου D/Dbody, για φυσική κλίμακα και 
κλίμακα μοντέλου. 
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Συντελεστής ομόρου συναρτήσει της αδιαστατοποιημένης διαμέτρου, 

για φυσική κλίμακα και κλίμακα μοντέλου. 
 
 
 

 
Συντελεστής μείωσης ώσης συναρτήσει της αδιαστατοποιημένης 

διαμέτρου, για φυσική κλίμακα και κλίμακα μοντέλου. 
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Βαθμός απόδοσης γάστρας συναρτήσει της αδιαστατοποιημένης 

διαμέτρου, για φυσική κλίμακα και κλίμακα μοντέλου. 
 
  

 Παρατηρώντας τον συντελεστή ομόρου, μείωσης ώσης και τον 
βαθμό απόδοσης γάστρας συναρτήσει της αδιαστατοποιημένης 
διαμέτρου D/Dbody, βλέπουμε ότι για την φυσική κλίμακα ο 
συντελεστής ομόρου (1-w) και ο συντελεστής μείωσης ώσης (1-t) είναι 

αυξημένοι σε σχέση με την κλίμακα προτύπου, ενώ ο βαθμός 
απόδοσης γάστρας (η) είναι μειωμένος με τιμές ≈ 1.1 ~ 1.4 που είναι 

και οι συνήθεις σε τέτοιες περιπτώσεις. 
 Γενικά να σημειωθεί ότι η βελτιστοποίηση της έλικας στα 
υποβρύχια δεν έχει ως κύριο κριτήριο τον μέγιστο βαθμό απόδοσης 
πρόωσης αλλά κυρίως εστιάζεται στην μείωση και στην όσο δυνατόν 
ευρείας ζώνης (wide band) ακουστικής υπογραφής του συστήματος 
πρόωσης και της όλης κατασκευής με στόχο τον όσο δυνατόν 
δυσκολότερο εντοπισμό από εχθρικές δυνάμεις και την δυσκολία 
αναγνώρισης του στόχου. Γι’ αυτόν τον σκοπό έχουν αναπτυχθεί 
ειδικές μορφές πτερυγίων που ελαχιστοποιούν την ηχητική υπογραφή, 
συνήθως δε προτιμούνται σχεδιάσεις πολλών πτερυγίων (7 ~ 8) και 
πολλές φορές έλικες μέσα σε duct ή pump jet.  
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Πειραματική έλικα 8 πτερυγίων τύπου Kappel για μείωση της 

ακουστικής υπογραφής [7] 
 
 

 
Συστήματα duct και pump jet για μείωση της ακουστικής υπογραφής. [5] 
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Β΄ Μέρος 
 



A.Triantafyllou ΔΠΜΣ Ναυτική και Θαλάσσια Τεχνολογία M.Papadopoulos 

Quadratic Interpolation Σελίδα 1 
 

 

Σ’ αυτό το μέρος της διπλωματικής εργασίας γίνεται διερεύνηση της μεθόδου των 

πεπερασμένων όγκων ελέγχου με σχήματα ανώτερης τάξης μέσω της πολυωνυμικής 

προσέγγισης σε μη ισαπέχοντα πλέγματα.  

Τα μη ισαπέχοντα πλέγματα χρησιμοποιούνται πολλές φορές σε περίπλοκες 

γεωμετρίες ή σε περιπτώσεις όπου εφαρμόζεται πύκνωση ή αραίωση έτσι ώστε να 

υπάρχει καλή προσέγγιση γύρω από ένα σώμα που θέλουμε να εξετάσουμε τη ροή που 

το περιβάλει  κοντά σε αυτό αλλά θα ήταν υπολογιστικά ασύμφορο να διατηρήσουμε την 

ίδια πυκνή διαμέρηση μακριά απ το σώμα που τα φαινόμενα δεν είναι έντονα και οι 

κλίσεις των μεγεθών που προσεγγίζουμε είναι πολύ μικρές.  

Το σχήμα που διερευνάται είναι παρόμοιο με το σχήμα QUICK (Quadratic 

Upstream Interpolation for Convective Kinetics) του Leonard (1979) με τη διαφορά ότι 

οι κόμβοι του διακριτοποιημένου πεδίου δεν είναι ισαπέχοντες. Το γεγονός ότι στη 

βιβλιογραφία δεν υπάρχουν εκτενείς αναφορές για αυτό το σχήμα είχε ως αποτέλεσμα 

να «χτίσουμε» αυτό το σχήμα από την αρχή. 

Στη συνέχεια έγινε μια επιφανειακή διερεύνηση για το αν αυτό το σχήμα μπορεί να 

εισαχθεί υπό  TVD (Total Variation Diminishing) περιορισμούς όπου καταφέραμε να 

εκφράσουμε το σχήμα με τη γραμμική μορφή που απαιτείται , δεν έχει γίνει όμως 

έλεγχος για τα όρια (TVD Limiters) αν δηλαδή αυτά αλλάζουν σε μη ισαπέχοντα 

πλέγματα. 

Στη συνέχεια έγινε μία πρώτη δοκιμή σε μία απλή μονοδιάστατη περίπτωση συναγωγής 

(μεταφοράς)- διάχυσης όπου περιγράφονται οι αλγεβρικές πράξεις , η εύρεση των 

συντελεστών, τα διαγράμματα των περιπτώσεων και τα συνοπτικά σχόλια. 

Η ακόλουθη διερεύνηση έγινε από κοινού με το συνάδελφο κο  Τριανταφύλλου Ανδρέα.  



A.Triantafyllou ΔΠΜΣ Ναυτική και Θαλάσσια Τεχνολογία M.Papadopoulos 

Quadratic Interpolation Σελίδα 2 
 

QUADRATIC  INTERPOLATION 

Αναζητούμε ένα πολυώνυμο παρεμβολής τέτοιο ώστε : 

( )c cp x   '( ) 'c cp x   και ''( ) ''c cp x   

Προκύπτει λοιπόν (Taylor) ότι: 

2''
( ) ( ) ' ( )

2

c
c cp x x c x c


      

 

 

Στην περίπτωσή μας : 

 

22
( ) 1( ) 0

2
e e p e p

D
x x D x x D       

 

 

 

 



A.Triantafyllou ΔΠΜΣ Ναυτική και Θαλάσσια Τεχνολογία M.Papadopoulos 

Quadratic Interpolation Σελίδα 3 
 

Όπου D2,D1,D0 η δεύτερη, η πρώτη και η μηδενική παράγωγος στο σημείο e. 

Αντικαθιστώντας όπου xe τις τιμές xE , xP και xW αντίστοιχα προκύπτουν οι παράγωγοι: 

 

1
2 2 E P P W

E P P W E W

D
x x x x x x

    
  

   
 

 

 
2

1
2

E P
E P

E P

D
D x x

x x

  
   

 
    

 

1 E P E P P W E P

E P E P P W E W

x x
D

x x x x x x x x

        
    

     
 

 

0 PD   

 

Τελικά για upstream διαφόριση προκύπτει ότι: 

 

21
( )

( )

E P P W
e e P

E P P W E W

E P E P P W E P
e P P

E P E P P W E W

x x
x x x x x x

x x
x x

x x x x x x x x
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Quadratic Interpolation Σελίδα 4 
 

 

( )( ) ( )( ) ( )( )
1

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

( )( )

e P e W e P e E e P e W
e E P

E P E W P W E W E P E W

e P e E
W

P W E W

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x

x x x x

        
         

        

  
  

  

 

 

Και αντίστοιχα: 

( )( ) ( )( ) ( )( )
1

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

( )( )

w W w WW w W w P w W w WW
w P W

P W P WW W WW P WW P W P WW

w W w P
WW

W WW P WW

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x

x x x x

        
         

        

  
  

  

 

 

Θέτοντας: 

( )( )
1

( )( )

e P e W

E P E W

x x x x
UE

x x x x

 


    

( )( )
2

( )( )

e P e E

P W E W

x x x x
UE

x x x x

 


     

 

 1 1 1 2 2e E P WUE UE UE UE            

 

και 

( )( )
1

( )( )

w W w WW

P W P WW

x x x x
UW

x x x x

 


   

( )( )
2

( )( )

w W w P

W WW P WW

x x x x
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x x x x
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A.Triantafyllou ΔΠΜΣ Ναυτική και Θαλάσσια Τεχνολογία M.Papadopoulos 

Quadratic Interpolation Σελίδα 5 
 

Θεωρώντας ότι τα σημεία e ,w βρίσκονται στο μεσοδιάστημα μεταξύ των κόμβων P-E και 

W-P αντίστοιχα δηλαδή 

 E Px x x     και  
2

e P

x
x x


   

 P Wx x x    και  
2

w W

x
x x


   

Προκύπτουν οι μεταβλητοί συντελεστές UE1,UE2,UW1 και UW2 

1
1 1

4

P W

E W

x x
UE

x x

 
  

 
    , 

21 ( )
2

4 ( )( )

E P

P W E W

x x
UE

x x x x


 

   

1
1 1

4

W WW

P WW

x x
UW

x x

 
  

 
    , 

21 ( )
2

4 ( )( )

P W

W WW P WW

x x
UW

x x x x


 

   

 

Όπου φαίνεται ότι οι παραπάνω συντελεστές είναι ανεξάρτητοι των e και w όπως ήταν 

αναμενόμενο. 

Κατ’ αντιστοιχία τα ίδια ισχύουν και για downstream διαφόριση: 
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( )( ) ( )( ) ( )( )
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1 [1 ( 1 2)] 2w W P EDW DW DW DW          

 

Θεωρώντας ότι τα σημεία e ,w βρίσκονται στο μεσοδιάστημα μεταξύ των κόμβων P-E και 

W-P αντίστοιχα δηλαδή 

 P Ex x x  
  

 
2

e E

x
x x


  

  
 W Px x x  

  
 

2
w P

x
x x
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1
1 1

4

E EE

P EE

x x
DE

x x

 
  

 
  , 

21 ( )
2

4 ( )( )

E P

E EE P EE

x x
DE

x x x x


 

 
 

 

1
1 1

4

P E

W E

x x
DW

x x

 
  

 
    , 

21 ( )
2

4 ( )( )

W P

P E W E

x x
DW

x x x x


 

 
 

 

Αν θεωρήσουμε ότι το Δx είναι σταθερό καθ’ όλη τη διαδρομή οι μεταβλητοί συντελεστές 

γίνονται σταθεροί. 

UE1=3/8 UE2=-1/8 UW1=3/8 UW2=-1/8 

DE1=3/8 DE2=-1/8 DW1=3/8 DW2=-1/8 

Προκύπτει λοιπόν η προσέγγιση QUICK: 

UPSTREAM: 

3 6 1

8 8 8
e E P W      

 

 

3 6 1

8 8 8
w P W WW        

 

DOWNSTREAM: 

3 6 1

8 8 8
e P E EE      

 

 

3 6 1

8 8 8
w W P E      
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Upstream 

east Μεταβλητό Δχ Μεταβλητό Δχ στο κέντρο Σταθερό Δχ 

UE1 ( )( )

( )( )

e P e W

E P E W

x x x x

x x x x

 

 
 

1
1

4

P W

E W

x x

x x

 
 

 
 

3

8  

UE2 ( )( )

( )( )

e P e E

P W E W

x x x x

x x x x

 

 
 

21 ( )

4 ( )( )

E P

P W E W

x x

x x x x




 
 

1

8
  

 1 1 1 2 2e E P WUE UE UE UE            

west Μεταβλητό Δχ Μεταβλητό Δχ στο κέντρο Σταθερό Δχ 

UW1 ( )( )

( )( )

w W w WW

P W P WW

x x x x

x x x x

 

 
 

1
1

4

W WW

P WW

x x

x x

 
 

 
 

3

8
 

UW2 ( )( )

( )( )

w W w P

W WW P WW

x x x x

x x x x

 

 
 

21 ( )

4 ( )( )

P W

W WW P WW

x x

x x x x




 
 

1

8
  

 1 1 1 2 2w P W WWUW UW UW UW            

 

Downstream 

east Μεταβλητό Δχ Μεταβλητό Δχ στο κέντρο Σταθερό Δχ 

DE1 ( )( )

( )( )

e E e EE

P E P EE

x x x x

x x x x

 

   
1

1
4

E EE

P EE

x x

x x

 
 

 
 

3

8  

DE2 ( )( )

( )( )

e E e P

E EE P EE

x x x x

x x x x

 

   

21 ( )

4 ( )( )

E P

E EE P EE

x x

x x x x




 
 

1

8
  

1 [1 ( 1 2)] 2e P E EEDE DE DE DE          

west Μεταβλητό Δχ Μεταβλητό Δχ στο κέντρο Σταθερό Δχ 

DW1 ( )( )

( )( )

w P w E

W P W E

x x x x

x x x x

 

   
1

1
4

P E

W E

x x

x x

 
 

 
 

3

8  

DW2 ( )( )

( )( )

w P w W

P E W E

x x x x

x x x x

 

 
 

21 ( )

4 ( )( )

W P

P E W E

x x

x x x x




 
 

1

8
  

1 [1 ( 1 2)] 2w W P EDW DW DW DW          

 

Πίνακας Μεταβλητών Συντελεστών 
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Για Upstream μεταβολές θέτοντας 
P W

E W

x x
a

x x





  προκύπτουν οι συντελεστές Σταθερού 

Δχ στο κέντρο: 

1
1

4
UE

 
  και 

21 1
2 2

4

a
UE

a

 
  

 
 

Εν τέλει: 

 
22 11

4 4 4
e E P W

aa a a

a a a

 
          για  

P W

E P

r
 


 

 

 
 

2
11 1

2 2 2
e P E P

aa
r

a

 
      

  
 

Δηλαδή 

 
 

2
11

2 2

aa
r r

a


    

Τα όρια για TVD σχήματα δεύτερης τάξεως είναι: 

Για  0 1r   ,   2r r r      και    1r   

Για  1r   ,  r r     και   1 2r    

Προκύπτουν λοιπόν τα παρακάτω διαγράμματα  Ψ(r)-r  και  α-r : 
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0.00 
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1.00 
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2.00 

2.50 
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Από τα προηγούμενα διαγράμματα βλέπουμε ότι η μόνη περίπτωση όπου πληρείται η 

συνθήκη Ψ(1)=1 είναι για α=0.5 δηλαδή στο σχήμα QUICK ενώ στις υπόλοιπες 

περιπτώσεις παρουσιάζεται ασυνέχεια κοντά στην περιοχή του (1,1). Επίσης για α 

μικρότερο της τιμής 0.33 δεν υπάρχει καμία περιοχή που να ανταποκρίνεται. 

Σημειώνεται ότι για r<0.4 βρισκόμαστε εκτός σχήματος TVD ανεξαρτήτου α. 

Από την πρώτη στήλη του προηγούμενου πίνακα παίρνουμε: 

e P

E P

x x

x x





  

 

 
 

2
2 (1 ) 11

2 ( )
2

e P E P

a
r

a

 
   

  
        

  
 

Δηλαδή: 

 
2

2 (1 ) 1
( ) 2 ( )

a
r r

a
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Απουσία πηγών η μόνιμη συναγωγή και διάχυση κάποιας ιδιότητας Φ σε δεδομένο 

μονοδιάστατο πεδίο ροής ταχύτητας u είναι: 

( ) ( )
d d d

u
dx dx dx


   

 

Και για να διατηρείται η συνέχεια: 

( ) 0
d

u
dx

 
 

 

 

( ) ( )e w

e w

d d
u u

dx dx

 
   

   
        

     

Ολοκληρώνοντας την εξίσωση της συνέχειας παίρνουμε: 

( ) ( ) 0e wu u      

Θέτοντας δύο μεταβλητές F και D  για να εκφράσουμε τη συναγωγική διακύμανση και 

διάχυση αντίστοιχα παίρνουμε: 

F u  και D
x


  

w

WP

D
x


  e

PE

D
x


   , w wF u  e eF u
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Υπολογισμός συντελεστών για ενδιάμεσους κόμβους: 

( ) ( )e e w w e E P w P WF F D D          

P P W W E E WW WWa a a a        

Από τις εκφράσεις των e  και w  προκύπτει ο παρακάτω πίνακας συνελεστών. 

Wa  Ea  WWa  Pa  

[1 ( 1 2)] 2w w eF UW UW D FUE   

 

1e eD FUE

 

2wF UW

 

( )E W WW e wa a a F F   

 

 

Όπου οι τιμές των 1UE  , 2UE  , 1UW  , 2UW  μπορούν να βρεθούν από τον προηγούμενο 

πίνακα μεταβλητών συντελεστών (μεταβλητό Δχ στο κέντρο). 
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Για να υπολογίσουμε τον πρώτο κόμβο κάνουμε προεκβολή στο εσωτερικό του συνόρου 

χρησιμοποιώντας γραμμική παρεμβολή έτσι ώστε: 

0 2W A P     , P w w Wx x x x    

Προκύπτει λοιπόν:  

1 (1 1 2 2) 2 2e E P AUE UE UE UE          

Για τον προσδιορισμό της κλίσης στο σύνορο πρέπει να ικανοποιείται η εξίσωση του 

πολυωνύμου: 

2

0 1 2( )x x x     
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0

( ) ( )

( )( ) ( )( )

E W P w P W E w
w

P W E P E W E P

x x x x

x x x x x x x x


   
  

     

1

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

E W P w P W E w

P W E P E W E P

x x x x

x x x x x x x x


     
 

     

2

( ) ( )

( )( ) ( )( )

E w P w

E W E P P W E Px x x x x x x x


   
 

   
 

Προκύπτει λοιπόν: 

 

( )( 2 ) ( )(2 )

( )( ) ( )( )

P w E W i E w i P W

i P W E P E W E P

x x x x x x

x x x x x x x x x

        
 

    

 

Και αντίστοιχα για τα σύνορα ανάντι και κατάντι (Α και Β αντίστοιχα): 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

P A E A E A P A

A P A E P E A E P

x x x x

x x x x x x x x x

      
 

      

 

 

( )(2 ) ( )( )

( )( ) ( )( )

B W B P W P W B W

B B W B P P W B P

x x x x x

x x x x x x x x x
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Έχουμε λοιπόν:

 

 1 (1 1 2 2) 2 2e P A A AF UE UE UE UE F           

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )

P A E A E A P A
e P A

P A E P E A E P

x x x x
D D

x x x x x x x x


      
     

    
 

 

2 ( )
1 2 2

( )

P

A E A
e e e e P

E P

a

D x x
F FUE FUE D

x x

 
      

   

22 ( )
1 2 1 2 2

( )( )

E P

A P A P A
e e E A A e A

E A E P E A

a S

D x x x x
D FUE F D FUE

x x x x x x



     
          

        

( )P E e A Pa a F F S     

 

 

 

Για τον δεύτερο κόμβο προκύπτει αντίστοιχα: 

 

 

 

   1 2 1 2 2 2 2

PE W

e e w w e w w W w A

Sa a

D FUE D F FUE F UW F UW F UW



         

 

( )P W E e A Pa a a F F S      

 1 2 1

P

e e e w e w P

a

F FUE FUE F UW D D      



A.Triantafyllou ΔΠΜΣ Ναυτική και Θαλάσσια Τεχνολογία M.Papadopoulos 

Quadratic Interpolation Σελίδα 17 
 

Στον τελευταίο κόμβο πρίν το σύνορο έχουμε: 

 1 1 1 2 2B B w P W WWF F UW UW UW UW             

  
  

  
  

 
2B W B P W P W B W

B w P W

B W B P P W B P

x x x x x
D

x x x x x x x x

       
      

    
 

 

 

Οπότε προκύπτει: 

2 ( )
1

P

B B W
W W P

P W

a

D x x
D F UW

x x

 
    

   

 

2 ( ) 2 (2 )
1 2

2 (2 )
2

W

WW

P

B B W B B P W
W w w W W

P W B W

a

B B P W
w WW B B

B W
a

S

D x x D x x x
D F UW F UW F

x x x x

D x x x
F UW F

x x



   
        

  

  
     

 

 

Προκύπτει λοιπόν ο παρακάτω πίνακας συντελεστών: 
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Node Type αWW αW αE -SP 

1 

Non 
Uniform 

0 

 

0 

 

22 ( )
1

( )( )

A P A
e e

E A E P

D x x
D FUE

x x x x


 

 

 

2 1 2 2P A
A A e

E A

x x
F D FUE

x x

 
   

 

 

QUICK 0 0 
1 3

3 8
e A eD D F   

8 1

3 4
A A eF D F   

2 

Non 
Uniform 

0 2 1 2 2w w e w wD F FUE F UW F UW     1e eD FUE  2 2wF UW  

QUICK 0 
1 7

8 8
w e wD F F   

3

8
e eD F  

1

4
wF  

3÷ 

n-1 

Non 
Uniform 

2wF UW

 
[1 ( 1 2)] 2w w eF UW UW D FUE     1e eD FUE  0 

QUICK 
1

8
wF  

1 3

8 4
w e wD F F   

3

8
e eD F  0 

n 

Non 
Uniform 

2wF UW

 

2 ( ) 2 (2 )
1 2B B W B B P W

W w w W

P W B W

D x x D x x x
D F UW F UW F

x x x x

  
    

 

 

0 
2 (2 )B B P W

B

B W

D x x x
F

x x

 



 

QUICK 
1

8
wF  

1 3

3 4
w B wD D F   0 

8

3
B BD F  
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Θεωρούμε την περίπτωση απλής μόνιμης μονοδιάστατης ροής με τα ακόλουθα 

δεδομένα: 

ρ=1kg/m3  

Γ=0.1kg/m x s 

ΦΑ=1 

ΦΒ=0 

Προσπαθούμε λοιπόν να βρούμε τις τιμές της μεταβλητής Φ για διάφορες τιμές της 

ταχύτητας και για διάφορες τιμές του γεωμετρικού συντελεστή (α) όπου 
P W

E W

x x
a

x x





 

 

 

Η ακριβής λύση (Exact Solution) είναι η λύση της διαφορικής εξίσωσης και είναι: 

( / )

( / )

1
( ) ( )

1

ux

uL

e
x

e







   

 
      

 
 

Προκύπτουν λοιπόν τα διαγράμματα για U=0.1 ,0.5, 1,1.5 m/s αντίστοιχα. 

  

U

U

U







Frame 001  10 Jul 2012  No DatasetFrame 001  10 Jul 2012  No Dataset
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Διάγραμμα ισοσταθμικών μεγίστου σφάλματος 

 

Από τα προηγούμενα διαγράμματα παρατηρούμε οτι για μικρές τιμές της ταχύτητας 

έχουμε αρκετά καλή σύγκλιση σε όλα τα πλέγματα ενώ όσο αυξάνεται η τιμή της 

ταχύτητας παρατηρούμε αξιόπιστες προσεγγίσεις μόνο για τιμές του συντελεστή (α) 

μεγαλύτερες του 0.45. 

Από το διάγραμμα των ισοσταθμικών του μεγίστου λογαριθμικού σφάλματος 

προκύπτει οτι υπάρχει μία περιοχή για (α) μεταξύ 0.55 έως 0.65 όπου η προσέγγιση 

διατηρείται σε αρκετά καλά επίπεδα ακρίβειας ανεξαρτήτως της ταχύτητας. 
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