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Περίληψη 

ε έλαλ κεγάιν αξηζκφ θπζηθψλ θαη καζεκαηηθψλ πξνβιεκάησλ, ρξεηάδεηαη λα 

γίλεηαη κνληεινπνίεζε κε κεξηθέο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο πξνθεηκέλνπ λα θαζηζηάηαη 

δπλαηή ε επίιπζε. Σα πξνβιήκαηα απηά πηζαλφλ λα αθνξνχλ θπζηθά θαηλφκελα πνιχ 

δηαθνξεηηθά κεηαμχ ηνπο αιιά κπνξνχλ φια λα ιπζνχλ κε κεξηθέο δηαθνξηθέο 

εμηζψζεηο. ηελ εξγαζία απηή αζρνινχκαζηε κε ηε κειέηε θαη ηελ πινπνίεζε 

αιγνξίζκσλ πνπ επηιχνπλ ηέηνηα πξνβιήκαηα. Σν πξφβιεκα πνπ εμεηάδνπκε ζε απηή 

ηελ εξγαζία αθνξά ηελ επίιπζε γξακκηθψλ ειιεηπηηθψλ κεξηθψλ δηαθνξηθψλ 

εμηζψζεσλ (εμίζσζε ηνπ Poisson θαη εμίζσζε ηνπ Laplace) θαη ζπγθεθξηκέλα είλαη ην 

πξφβιεκα Dirichlet ζε δχν θαη ζε ηξεηο δηαζηάζεηο. 

Μειεηάκε αξρηθά ηνλ αιγφξηζκν επίιπζεο πνπ βαζίδεηαη ζηε κέζνδν Jacobi, κηα 

γξακκηθή επαλαιεπηηθή κέζνδν επίιπζεο. Χζηφζν, ν αιγφξηζκνο πνπ καο ελδηαθέξεη 

θπξίσο είλαη απηφο πνπ πξνθχπηεη ρξεζηκνπνηψληαο πνιππιεγκαηηθέο ηερληθέο. 

Σέηνηεο ηερληθέο ρξεζηκνπνηνχληαη επξχηαηα ζε εθαξκνγέο ειιεηπηηθψλ κεξηθψλ 

δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ. πλεπψο, ηα ζπκπεξάζκαηα πνπ ζα εμάγνπκε κπνξνχλ κε 

αζθάιεηα λα γεληθεπζνχλ γηα κηα κεγάιε νκάδα εθαξκνγψλ επίιπζεο κεξηθψλ 

δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ. Οη πνιππιεγκαηηθέο ηερληθέο ρξεζηκεχνπλ ζηελ απνδνηηθή 

επίιπζε κηαο πιεζψξαο γξακκηθψλ επαλαιεπηηθψλ πξνβιεκάησλ θαη ζπλδπαδφκελεο 

κε δηάθνξεο ηερληθέο δηαθξηηνπνίεζεο, αλαδεηθλχνπλ κηα απφ ηηο ηαρχηεξεο κεζφδνπο 

επίιπζεο θπζηθψλ θαη καζεκαηηθψλ πξνβιεκάησλ. 

Η πινπνίεζε ηνπ αιγνξίζκνπ γίλεηαη ζε γιψζζα C θαη κε ρξήζε ησλ εξγαιείσλ 

πνπ πξνζθέξνπλ δχν πνιχ δηαδεδνκέλεο δηεπαθέο πξνγξακκαηηζκνχ εθαξκνγψλ, ην 

OpenMP θαη ην MPI. Πξνζπαζνχκε κε απηφ ηνλ ηξφπν λα εθκεηαιιεπηνχκε ηα 

πεξηζψξηα παξαιιεινπνίεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ. Μαο απαζρνιεί ηδηαίηεξα ε εθηέιεζή 

ηνπ ζε ππνινγηζηηθφ ζχζηεκα παξάιιειεο αξρηηεθηνληθήο, είηε θνηλήο είηε 

θαηαλεκεκέλεο κλήκεο. Σν ππνινγηζηηθφ απηφ ζχζηεκα είλαη ζηελ νπζία κηα 

ζπζηνηρία ππνινγηζηηθψλ θφκβσλ, γηα ηελ νπνία κπνξνχκε λα επηιέμνπκε δίθηπν 

δηαζχλδεζεο είηε ην Ethernet είηε ην Myrinet. 
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Abstract 

In a large number of physical and mathematical problems, modeling with use of 

partial differential equations becomes a necessity for their solution finding procedure. 

These problems may vary considerably in respect to the phenomena they deal with. 

However, all of them can be solved using partial differential equations. In this thesis we 

study and implement algorithms that solve such problems. The problem under 

examination concerns the solution of linear elliptic partial differential equations 

(Poisson’s equation and Laplace’s equation). More specifically, it is the Dirichlet problem 

in two and three dimensions. 

We initially consider the algorithm based on the Jacobi method, a linear iterative 

solution method. However, our primary concern lies in the algorithm resulting from the 

use of multigrid methods. Such methods are being used widely in applications involving 

elliptic partial differential equations. Therefore, our conclusions can be safely 

generalized to concern a broad group of applications solving partial differential 

equations. Multigrid methods are used to efficiently solve a plethora of linear iterative 

problems. Combined with various disretization techniques, they generate one of the 

fastest solving methods for physical and mathematical problems. 

We build the algorithm using the C programming language and additional tools 

offered by two widespread application programming interfaces, OpenMP and MPI. 

Thus, we attempt to exploit the parallelization potentialities of the algorithm.  We 

mainly care for its implementation on a parallel computing system of either distributed 

memory or shared memory architecture. This computing system is merely an array of 

computing elements, for which we can select the interconnection network to be either 

Ethernet or Myrinet. 
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Elliptic partial differential equations, Laplace’s equation, Poisson’s equation, Dirichlet 
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Κεφάλαιο 1   

Εισαγωγή 

ε πνιιά πξνβιήκαηα ηεο Σερλνινγίαο θαη ησλ Φπζηθνκαζεκαηηθψλ Δπηζηεκψλ 

έρνπκε λα θάλνπκε κε κεξηθέο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο (ελ ζπληνκία: ΜΓΔ). 

Μνληεινπνηψληαο καζεκαηηθά ηα θπζηθά απηά πξνβιήκαηα κε ΜΓΔ κπνξνχκε λα έρνπκε 

έλαλ ηξφπν γηα λα επηιχζνπκε πξνβιήκαηα πνπ αθνξνχλ θπζηθά θαηλφκελα πνιχ 

δηαθνξεηηθά κεηαμχ ηνπο. Πξνβιήκαηα, ινηπφλ, πνπ αθνξνχλ δηάδνζε ήρνπ, ζεξκηθή 

αγσγηκφηεηα, ειαζηηθφηεηα, ειεθηξνζηαηηθή, ειεθηξνδπλακηθή, πδξνδπλακηθή θ.ά. 

κπνξνχλ φια λα ιπζνχλ κε ΜΓΔ. Μεηά απφ θαηάιιειε δηαθξηηνπνίεζε ηεο εθάζηνηε 

κνληεινπνίεζεο, ε επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο κπνξεί λα γίλεη πνιχ ηαρχηεξα ζε έλα 

ππνινγηζηηθφ ζχζηεκα. Παξαπέκπνπκε ηνλ αλαγλψζηε γηα πεξηζζφηεξα πάλσ ζηηο ΜΓΔ 

ζηε βηβιηνγξαθία [1, 2, 5, 6]. 

 

Πρόβλημα Dirichlet 

Εξίσωση Poisson 

Η ΜΓΔ πνπ ζέινπκε λα επηιχζνπκε εδψ είλαη κηα ειιεηπηηθή ΜΓΔ, ε  Poisson. Φαίλεηαη 

παξαθάησ γηα δχν (δεχηεξεο ηάμεο) θαη γηα ηξεηο δηαζηάζεηο (ηξίηεο ηάμεο): 

 
2 2

2

2 2
( , )

u u
u f x y

x y

 
   

 
 

 
2 2 2

2

2 2 2
( , , )

u u u
u f x y z

x y z

  
    

  
 

 

Έρνληαο γλσζηέο ηηο αξρηθέο (ή Cauchy) θαη ηηο ζπλνξηαθέο (ή Dirichlet) ζπλζήθεο, 

ςάρλνπκε ηε ιχζε        -          γηα ηελ ηξηζδηάζηαηε πεξίπησζε - πνπ ηζρχεη ζηε 

κφληκε θαηάζηαζε. Έρνπκε λα θάλνπκε, δειαδή, κε έλα πξφβιεκα Dirichlet δεχηεξεο θαη 

ηξίηεο ηάμεο. [βι. 2] 
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Εξίσωση Laplace 

ηηο εθηειέζεηο ησλ αιγνξίζκσλ πνπ ζα αθνινπζήζνπλ, ζα ζέζνπκε          γηα 

δχν δηαζηάζεηο θαη            γηα ηξεηο δηαζηάζεηο. Γειαδή, ζα εξγαζηνχκε κε ηελ 

αληίζηνηρε Laplace ΜΓΔ. ηηο δχν δηαζηάζεηο απηή έρεη σο εμήο: 

 
2 2

2

2 2
0

u u
u

x y

 
   

 
 

 

θαη ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο είλαη ε αθφινπζε: 

 
2 2 2

2

2 2 2
0

u u u
u

x y z

  
    

  
 

 

Οη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο Laplace ρξεζηκνπνηνχληαη ζε δηάθνξα επηζηεκνληθά πεδία, 

φπσο ζηνλ ειεθηξνκαγλεηηζκφ, ηελ αζηξνλνκία θαη ηελ πδξνδπλακηθή. Δπηπιένλ, ε 

εμίζσζε Laplace αληηζηνηρεί ζηελ εμίζσζε ζεξκφηεηαο κφληκεο θαηάζηαζεο αθνχ 

πεξηγξάθεη πνιχ θαιά ηα πξνβιήκαηα ζεξκηθήο αγσγηκφηεηαο. Μπνξεί λα δψζεη, ινηπφλ, 

ιχζε ζε κεγάιν αξηζκφ θπζηθψλ πξνβιεκάησλ [βι. 2]. Γηα ιφγνπο απιφηεηαο θαη 

επθνιίαο, φκσο, ζα ζεσξήζνπκε ζηε ζπλέρεηα φηη ην θπζηθφ πξφβιεκα πξνο επίιπζε είλαη 

έλα πξφβιεκα ζεξκηθήο αγσγηκφηεηαο θαη απηφ ζα ρξεζηκνπνηνχκε σο θχξην παξάδεηγκα. 

 

Παράμετροι του Προβλήματος Dirichlet 

ην πξφβιεκα ζεξκηθήο αγσγηκφηεηαο, ινηπφλ, γηα ηε δηζδηάζηαηε (γηα ζπληνκία ζα 

ρξεζηκνπνηνχκε ζηε ζπλέρεηα ηε ζπληνκνγξαθία 2Γ γηα ηηο δχν δηαζηάζεηο) πεξίπησζε, 

ζεσξνχκε κηα ιεπηή επίπεδε θαη νξζνγψληα πιάθα. Απηή αληηζηνηρεί ζην δηάζηεκα 

[0,a]×[0,b] ηνπ θαξηεζηαλνχ επηπέδνπ O  , φηαλ ηζρχεη 1.25 / 8a b  . Απηφο είλαη έλαο 

πεξηνξηζκφο πνπ ζα βάινπκε ζηηο εθηειέζεηο ψζηε ην πξφβιεκα λα κελ πεξηγξάθεη 

εμαηξεηηθά καθξφζηελεο πεξηνρέο. Η πιάθα είλαη κνλσκέλε απφ ην πεξηβάιινλ θαη έρεη 

θαηαλνκή ζεξκφηεηαο ηε ρξνληθή ζηηγκή     πνπ δίλεηαη απφ ηε ζπλάξηεζε        . 

Απηή ε ζπλάξηεζε αθνξά ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο. ηηο εθηειέζεηο ζα ζέζνπκε            . 

ηα ζχλνξά ηεο πιάθαο, ε ζεξκνθξαζία είλαη δεδνκέλε θαη ζηαζεξή. ηηο εθηειέζεηο πνπ 

ζα αθνινπζήζνπλ, ζα νξίζνπκε ηε ζεξκνθξαζία πάλσ θαη αξηζηεξά ίζε κε 0.0 θαη θάησ 

θαη δεμηά ίζε κε 5.0. Απηφ πνπ ςάρλνπκε είλαη ε θαηαλνκή ζεξκφηεηαο ζηελ πιάθα ζηε 

κφληκε θαηάζηαζε. Σν πξφβιεκα απηφ είλαη γλσζηφ σο πξφβιεκα Dirichlet ζε νξζνγψλην. 

[βι. 2] 
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ηηο ηξεηο δηαζηάζεηο (γηα ζπληνκία ζα ρξεζηκνπνηνχκε ζηε ζπλέρεηα ηε 

ζπληνκνγξαθία 3Γ γηα ηηο ηξεηο δηαζηάζεηο), ην πξφβιεκα επεθηείλεηαη ζε έλα νξζνγψλην 

παξαιιειεπίπεδν πνπ αληηζηνηρεί ζην δηάζηεκα [0,a]×[0,b]×[0,c] ηνπ θαξηεζηαλνχ 

επηπέδνπ O    θαη γηα ην νπνίν ηζρχεη: 1.25 / , / , / 8a b b c c a   (πεξηνξηζκφο γηα ηηο 

εθηειέζεηο). Όπσο θαη πξηλ, ην ζηεξεφ είλαη κνλσκέλν απφ ην πεξηβάιινλ θαη έρεη 

θαηαλνκή ζεξκφηεηαο ηε ρξνληθή ζηηγκή     πνπ δίλεηαη απφ ηε ζπλάξηεζε           

(ζηηο εθηειέζεηο έρνπκε ζέζεη              ). ηα ζχλνξά ηνπ, ε ζεξκνθξαζία είλαη 

δεδνκέλε θαη ζηαζεξή (ζηηο εθηειέζεηο έρνπκε ζεσξήζεη πάλσ, πίζσ θαη αξηζηεξά ίζε κε 

0.0 θαη θάησ, εκπξφο θαη δεμηά ίζε κε 5.0). Απηφ πνπ ςάρλνπκε είλαη ε θαηαλνκή 

ζεξκφηεηαο ζην ζηεξεφ ζηε κφληκε θαηάζηαζε. Σν πξφβιεκα απηφ είλαη γλσζηφ σο 

πξφβιεκα Dirichlet ζε νξζνγψλην παξαιιειεπίπεδν. [βι. 2] 

ηε ζπλέρεηα, ζα αλαπηχζζνπκε παξάιιεια ηε κεζνδνινγία επίιπζεο ηφζν ηνπ 

δηζδηάζηαηνπ (2Γ) πξνβιήκαηνο φζν θαη ηνπ αληίζηνηρνπ ηξηζδηάζηαηνπ (3Γ). Γεληθά ζα 

αλαθεξφκαζηε ζην 2Γ πξφβιεκα ρσξίο ηδηαίηεξε επηζήκαλζε φηη πξφθεηηαη γηα δχν 

δηαζηάζεηο. Όπνπ, φκσο, θξηζεί θαηάιιειν θαη αθνχ ην επηζεκάλνπκε, ζα επεθηεηλφκαζηε 

θαη ζην αληίζηνηρν 3Γ. 

 

Διακριτοποίηση του Προβλήματος Dirichlet 

Δπεηδή ζα ιχζνπκε ην πξφβιεκα ζε ππνινγηζηή, πξέπεη ζίγνπξα λα γίλεη 

δηαθξηηνπνίεζε (discretization) ησλ κεηαβιεηψλ θαη ηεο ΜΓΔ [βι. 5]. Αο δνχκε αξρηθά ηε 

δηζδηάζηαηε (2Γ) πεξίπησζε θαη ζηε ζπλέρεηα ζα επεθηείλνπκε ηε ιχζε θαη γηα ηελ 

αληίζηνηρε ηξηζδηάζηαηε (3Γ). Θέινπκε λα κπνξνχκε λα ζθεθηνχκε ηε 2Γ θαηαλνκή 

ζεξκφηεηαο πάλσ ζηελ πιάθα ζαλ έλαλ 2Γ πίλαθα δηαζηάζεσλ N1×N2 κε ζηνηρεία πνπ ζα 

έρνπλ πξαγκαηηθέο ηηκέο αλάινγεο κε ηελ πξαγκαηηθή ζεξκνθξαζία ζηα αληίζηνηρα ζεκεία 

ηεο πιάθαο. Θεσξνχκε γηα ζπληνκία: 

 

,i j
u  γηα ( , )

i j
u x y

 
θαη ,i j

f  γηα ( , )
i j

f x y , φπνπ ηζρχεη: 

 

0i x
x x i    γηα  0,1,..., 1 1i N   θαη 0j y

y y j    γηα  0,1,..., 2 1j N    

 

Σα    θαη    είλαη ηα βήκαηα δηαθξηηνπνίεζεο γηα ηε δηάζηαζε Οx θαη Oy αληίζηνηρα 

[βι. 5]. ην ρήκα 1 θαίλεηαη ην βήκα δηαθξηηνπνίεζεο γηα δηάθνξα δηζδηάζηαηα πιέγκαηα 

δηαθξηηνπνίεζεο: 
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Συήμα 1: Βήμα διακοιςξπξίηρηπ για διάτξοα διρδιάρςαςα πλέγμαςα διακοιςξπξίηρηπ 

 

ην παξαπάλσ ζρήκα, ηα κπιε ζθνχξα ζηνηρεία είλαη ηα ζπλνξηαθά θαη ηα γθξη ηα 

εζσηεξηθά ηνπ θάζε πίλαθα. Δλδέρεηαη θάιιηζηα θαη νη ηέζζεξηο δηαηάμεηο λα αθνξνχλ ην 

ίδην πξφβιεκα. Απιψο ν πίλαθαο γηα ηελ επίιπζή ηνπ ζα έρεη επέιζεη απφ δηαθνξεηηθήο 

ιεπηνκέξεηαο δηαθξηηνπνίεζε. 

 

Οργάνωση της Διπλωματικής Εργασίας 

ην Κεφάλαιο 2 γίλεηαη αλαθνξά ζηηο γξακκηθέο επαλαιεπηηθέο κεζφδνπο πνπ κπνξνχλ 

λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο Dirichlet. Απφ απηέο αλαιχεηαη ε 

κέζνδνο Jacobi θαη πινπνηείηαη ν αληίζηνηρνο ζεηξηαθφο αιγφξηζκνο ψζηε λα επηιχεη ην 

πξφβιεκα. 

ην Κεφάλαιο 3 γίλεηαη εηζαγσγή ζηηο πνιππιεγκαηηθέο κεζφδνπο θαη ζηα ζεκεία 

ππεξνρήο ηνπο έλαληη ησλ κνλνπιεγκαηηθψλ. Μεηά ηελ πεξηγξαθή ηνπ απινχζηεξνπ 

πνιππιεγκαηηθνχ αιγνξίζκνπ, παξνπζηάδνληαη ηα βαζηθά είδε ησλ πνιππιεγκαηηθψλ 

αιγνξίζκσλ. 



  Γηπισκαηηθή Δξγαζία 

 - 19 - 

ην Κεφάλαιο 4 πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά κηα εηδηθή πεξίπησζε πνιππιεγκαηηθνχ 

αιγνξίζκνπ, ν αιγφξηζκνο εκθσιεπκέλεο επαλάιεςεο FMG. Τινπνηείηαη ζηε ζεηξηαθή ηνπ 

κνξθή ψζηε λα επηιχεη ην πξφβιεκα. 

ην Κεφάλαιο 5 γίλεηαη κηθξή εηζαγσγή ζηνλ παξάιιειν πξνγξακκαηηζκφ, ηηο 

παξάιιειεο αξρηηεθηνληθέο θνηλήο θαη θαηαλεκεκέλεο κλήκεο θαη ηα πξνγξακκαηηζηηθά 

κνληέια OpenMP θαη MPI. 

ην Κεφάλαιο 6 πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ε δηαδηθαζία παξαιιεινπνίεζεο ηνπ ζεηξηαθνχ 

αιγνξίζκνπ Jacobi κε ρξήζε εξγαιείσλ πνπ πξνζθέξεη ην MPI. 

ην Κεφάλαιο 7 πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ε δηαδηθαζία παξαιιεινπνίεζεο ηνπ ζεηξηαθνχ 

αιγνξίζκνπ FMG κε ρξήζε εξγαιείσλ πνπ πξνζθέξεη ην MPI. 

ην Κεφάλαιο 8 παξνπζηάδεηαη ε δηαδηθαζία παξαιιεινπνίεζεο ηνπ ζεηξηαθνχ 

αιγνξίζκνπ FMG κε ρξήζε εξγαιείσλ πνπ πξνζθέξεη ην OpenMP. 

ην Κεφάλαιο 9 βξίζθεηαη ην πεηξακαηηθφ κέξνο, φπνπ παξνπζηάδνληαη δηάθνξεο 

κεηξήζεηο θαη δηαγξάκκαηα πνπ έρνπλ πξνθχςεη απφ ηελ εθηέιεζε ησλ πινπνηήζεσλ ησλ 

πξνεγνχκελψλ ηνπ Κεθαιαίσλ. Γίλεηαη εξκελεία ησλ απνηειεζκάησλ κέζα απφ 

παξαηεξήζεηο θαη ζπγθξίζεηο θαη εμάγνληαη ζεκαληηθά ζπκπεξάζκαηα γηα ηνπο 

αιγνξίζκνπο πνπ πξνεγήζεθαλ, ηηο πινπνηήζεηο ηνπο θαη ηνλ βέιηηζην ηξφπν εθηέιεζήο 

ηνπο. 

ην Κεφάλαιο 10 ζπλνςίδεηαη ε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζεθε ζηελ εξγαζία απηή θαη 

πξνηείλνληαη βειηηψζεηο ησλ παξαπάλσ πινπνηήζεσλ. 

 

Πξηλ ζπλερίζνπκε ζηα επφκελα θεθάιαηα, λα ζεκεηψζνπκε φηη ζηηο πινπνηήζεηο ησλ 

αιγνξίζκσλ πνπ ζα παξνπζηάζνπκε, έρεη γίλεη πξνζαξκνγή ηνπο γηα θαιχηεξε θαηαλφεζε. 

Ο αλαγλψζηεο ζα πξέπεη λα αλαηξέμεη ζηνπο θψδηθεο ησλ πξνγξακκάησλ γηα ηελ 

πξαγκαηηθή πινπνίεζε. Σα πξνγξάκκαηα έρνπλ πινπνηεζεί ζε γιψζζα C αθνινπζψληαο 

ηελ πξφηππε εκθάληζε θψδηθα φπσο απηή πεξηγξάθεηαη ζην [12] γηα ηνλ Linux Kernel 

v.2.6.37. 
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Κεφάλαιο 2   

Γραμμικές Επαναληπτικές Μέθοδοι 

Μηα γξακκηθή επαλαιεπηηθή κέζνδνο έρεη ζηφρν λα επηιχζεη έλα γξακκηθφ πξφβιεκα 

(πνπ πεξηγξάθεηαη απφ θάπνηα γξακκηθή ΜΓΔ). Υξεζηκνπνηεί σο βάζε ηελ αιγεβξηθή 

εμίζσζε επίιπζεο πνπ πξνθχπηεη κεηά απφ ηε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο. ε απηή 

ηελ εμίζσζε επαλαιακβάλεη κηα πξάμε κέρξηο φηνπ ε πξνζεγγηζηηθή ιχζε ζπγθιίλεη [βι. 5]. 

Οη γξακκηθέο επαλαιεπηηθέο κέζνδνη απνθαινχληαη θαη κέζνδνη εμνκάιπλζεο (smoothing 

methods) ή κέζνδνη ραιάξσζεο (relaxation methods) ιχζεο. 

Τπάξρνπλ δηάθνξεο κέζνδνη πνπ κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηελ επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηφο καο ζε θάπνην ππνινγηζηηθφ ζχζηεκα. Γξακκηθέο επαλαιεπηηθέο κέζνδνη 

φπσο είλαη ε Jacobi, ε Gauss-Seidel, ε SOR (Successive Over-Relaxation) θαη ε CG 

(Conjugate Gradient) είλαη ζπλπθαζκέλεο κε ηελ επίιπζε ειιεηπηηθψλ πξνβιεκάησλ. Γηα 

πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο γηα ηηο κεζφδνπο απηέο είλαη ρξήζηκεο νη παξαπνκπέο [1, 5, 6, 

7]. Χζηφζν, ε γξακκηθή επαλαιεπηηθή κέζνδνο πνπ ζα αλαιχζνπκε θαη ζα πινπνηήζνπκε 

είλαη ε κέζνδνο Jacobi. 

πλερίδνληαο απφ ην Κεθάιαην 1, κε ηελ εηζαγσγή ηεο        ζην πξφβιεκά καο, 

δειαδή ζηελ εμίζσζε Poisson αληί ηεο Laplace, είλαη ζαλ λα έρνπκε επηπιένλ κηα πεγή 

ζεξκφηεηαο πνπ επεξεάδεη ηελ θαηαλνκή ζεξκφηεηαο ζηελ πιάθα. Μεηά ηε 

δηαθξηηνπνίεζε, πάλησο, πξνθχπηεη ε εμίζσζε δηαθνξψλ [βι. 5]: 

 

1, , 1, , 1 , , 1

,

2 2i j i j i j i j i j i j

i j

x y

u u u u u u
f

      
  

 
 

1, 1, , 1 , 1 , ,4i j i j i j i j i j x y i ju u u u u f           

 

ηε ζπλέρεηα, ζα δνχκε πψο ε κέζνδνο Jacobi επηιχεη ην πξφβιεκα ρξεζηκνπνηψληαο 

ηελ παξαπάλσ εμίζσζε δηαθνξψλ θαη ζα πινπνηήζνπκε ηνλ αληίζηνηρν ζεηξηαθφ 

αιγφξηζκν. 
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Αλγόριθμος Jacobi 

Περιγραφή 

Γηα ηελ επίιπζε κε ηε κέζνδν Jacobi, αξρηθά ζέηνπκε ζε φια ηα ζεκεία εθηφο ησλ 

ζπλνξηαθψλ κηα αξρηθή ηηκή (έζησ 0.0) θαη ππνινγίδνπκε ην: 

 

1, 1, , 1

1

, , 1 ,

1
( )

4 4i j i j i j

x yn n n n n

i j i j i ju u u u u f
  





 
      

 

Υξεζηκνπνηνχκε ηηο λέεο ηηκέο ηνπ   σο είζνδν ζηε δεμηά πιεπξά θαη 

επαλαιακβάλνπκε κέρξη ην   λα ζπγθιίλεη [βι. 5]. ηελ πεξίπησζε ησλ ηξηψλ δηαζηάζεσλ 

θαη κε ηνλ ίδην αθξηβψο ηξφπν, θαηαιήγνπκε ζηε ζρέζε ππνινγηζκνχ, ε νπνία έρεη σο 

εμήο: 

 

1, , 1, , , 1, , , 1 , , 1

1

, , , 1, , ,

1
( )

6 6i j k i j k i j k i j k i j k

x y zn n n n n n n

i j k i j k i j ku u u u u u u f
    





  
        

 

Με ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο κπνξνχκε λα πινπνηήζνπκε ηνλ πξψην αιγφξηζκν πνπ ζα 

επηιχεη ην πξφβιεκα. 

 

Υλοποίηση 

Θεσξνχκε φηη ν πίλαθαο u έρεη δηαζηάζεηο N1×N2 (ή Ν1×Ν2×Ν3 ζε ηξεηο δηαζηάζεηο). 

Ο κηθξφηεξνο πίλαθαο πνπ έρεη λφεκα γηα ηε κέζνδν απηή είλαη ν 3×3 (3×3×3 γηα 3Γ), γηα 

ηνλ νπνίν θαη ππάξρεη κφλν έλα ζηνηρείν πξνο ππνινγηζκφ: ην θεληξηθφ. ε απηή ηελ 

πεξίπησζε, ηα βήκαηα δηαθξηηνπνίεζεο γηα θάζε δηάζηαζε ζα είλαη ίζα κε 0.5 (κέγηζην γηα 

ην πξφβιεκά καο). Αξθεί, ινηπφλ, ηα N1, N2 (θαη Ν3 γηα 3Γ) λα είλαη κεγαιχηεξα ηνπ 2. 

Σφηε ε κέζνδνο πινπνηείηαη σο εμήο: 

 

 /* Jacobi Solver in 2D */ 

for (k = 0 to ITER) { 
 
  /* interior points */ 

for x = 1 to N1 - 1 
for y = 1 to N2 - 1 

vnew[x][y] = (vold[x - 1][y] + vold[x + 1][y] + 
vold[x][y - 1] + vold[x][y + 1]) / 4 - 
h1h2f[x][y] / 4; 

 
  pointer_swap(&vnew, &vold); 
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  /* convergence check */ 
  if converged(vold, vnew, cnverr) 
   return; 

} 

 

Αληίζηνηρα, ε ηξηζδηάζηαηε πινπνίεζε έρεη σο εμήο: 

 

 /* Jacobi Solver in 3D */ 

for (k = 0 to ITER) { 
 
  /* interior points */ 

for x = 1 to N1 - 1 
for y = 1 to N2 - 1 

for z = 1 to N3 - 1 
vnew[x][y][z] = (vold[x - 1][y][z] + 

vold[x + 1][y][z] + vold[x][y - 1][z] + 
vold[x][y + 1][z] + vold[x][y][z - 1] + 
vold[x][y][z + 1]) / 6 – 
h1h2h3f[x][y][z] / 6; 

 
  pointer_swap(&vnew, &vold); 
 
  /* convergence check */ 
  if converged(vold, vnew, cnverr) 
   return; 

} 

 

Θεσξνχκε φηη ην ζχζηεκα θηάλεη ζηε κφληκε θαηάζηαζε φηαλ ν πίλαθαο u ζπγθιίλεη. 

Απηφ ζπκβαίλεη φηαλ κεηαμχ δχν επαλαιήςεσλ, ε ηηκή ηνπ θάζε ζηνηρείνπ (δειαδή 

ζπγθξίλνπκε ηα αληίζηνηρα ζηνηρεία ησλ πηλάθσλ      θαη     ) δε κεηαβάιιεηαη πέξα 

απφ έλα αλψηαην φξην (εκείο ην έρνπκε ζέζεη ίζν κε 0.000001). 

 

Στάδια του Αλγορίθμου 

Γηα λα θαηαλνήζνπκε θαιχηεξα ηε κέζνδν, ζην ρήκα 2 θαίλεηαη πψο κεηαβάιιεηαη 

έλαο 513×129 πίλαθαο (ή αιιηψο, ε ζεξκνθξαζία ζηελ πιάθα) απφ ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο 

κέρξη ηε κφληκε θαηάζηαζε (ζηηο 44120 επαλαιήςεηο). 
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Συήμα 2: Καςαμξμή θεομόςηςαπ ρςημ πλάκα από ςιπ αουικέπ ρσμθήκεπ μέυοι ςη μόμιμη καςάρςαρη 
(Jacobi) 

 

Παξαηεξψληαο ην θάζε δηάγξακκα ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο θαη ηηο επαλαιήςεηο (k) 

πνπ ρξεηάζηεθαλ κέρξη απηφ, κπνξνχκε λα δηαπηζηψζνπκε θάηη πνιχ ζεκαληηθφ. ηηο 

πξψηεο 4000 (αλ φρη 2000) επαλαιήςεηο, ην δηάγξακκα θαίλεηαη λα είλαη πνιχ θνληά ζηελ 

ηειηθή ηνπ κνξθή. Χζηφζν, ρξεηάδεηαη λα πεξάζνπλ άιιεο 40000 επαλαιήςεηο πξνηνχ 

θηάζνπκε ζηελ απαξαίηεηε ζχγθιηζε. Μπνξνχκε λα πνχκε, ινηπφλ, φηη ε πςίζπρλε 

ζπληζηψζα ηνπ ζθάικαηνο ηεο ιχζεο εμαιείθεηαη ζε ηθαλνπνηεηηθφ ρξφλν αιιά ε 

ρακειφζπρλε ζπληζηψζα ηνπ κεηψλεηαη εμαηξεηηθά αξγά. Απηή ε ζπκπεξηθνξά πξνέξρεηαη 

απφ ηνλ ηνπηθφ ραξαθηήξα ησλ ππνινγηζκψλ ζηε κέζνδν Jacobi. [βι. 3] 

 

Προεκτάσεις 

Καηαιαβαίλνπκε θαη ζα ην ζπκπεξάλνπκε θαη ζην κέξνο ησλ πεηξακαηηθψλ 

απνηειεζκάησλ φηη ε κέζνδνο Jacobi ζπγθιίλεη πνιχ αξγά θαη φηη γηα κεγάια κεγέζε 

πίλαθα γίλεηαη απαγνξεπηηθή. Δίλαη ινγηθή απηή ε ζπκπεξηθνξά θαζψο ε ρξνληθή 
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πνιππινθφηεηα ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη πνιπσλπκηθή δεχηεξεο ηάμεο. Χζηφζν, ε κέζνδνο 

Jacobi είλαη πνιχ απιή θαη απηφ ηελ θάλεη ηδηαίηεξα παξαιιεινπνηήζηκε. Γηα απηφ, 

άιισζηε, ηε ρξεζηκνπνηνχκε σο βάζε γηα ηνπο επφκελνπο αιγνξίζκνπο. 
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Κεφάλαιο 3   

Πολυπλεγματικές Μέθοδοι 

Οη πνιππιεγκαηηθέο (multigrid ή MG γηα ζπληνκία) ηερληθέο ρξεζηκεχνπλ ζηελ 

απνδνηηθή επίιπζε κηαο πιεζψξαο γξακκηθψλ επαλαιεπηηθψλ πξνβιεκάησλ κε ηππηθή 

εθαξκνγή ζηελ αξηζκεηηθή επίιπζε ειιεηπηηθψλ ΜΓΔ ζε δχν ή πεξηζζφηεξεο δηαζηάζεηο 

(εκείο ζα αζρνιεζνχκε κε δχν θαη κε ηξεηο δηαζηάζεηο). Οη ηερληθέο απηέο ζπλδπαδφκελεο 

κε δηάθνξεο ηερληθέο δηαθξηηνπνίεζεο αλαδεηθλχνπλ κηα απφ ηηο ηαρχηεξεο κεζφδνπο 

επίιπζεο θπζηθψλ θαη καζεκαηηθψλ πξνβιεκάησλ. [βι. 6, 9] 

Η MG είλαη κηα γεληθή κέζνδνο, θαζψο ρεηξίδεηαη απζαίξεηεο πεξηνρέο αιιά θαη 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο, ελψ δε βαζίδεηαη ζηηο μερσξηζηέο ηδηφηεηεο ηεο θάζε ΜΓΔ. 

Δθαξκφδεηαη, επίζεο, άκεζα θαη ζε πην πνιχπινθα, κε ζπκκεηξηθά θαη κε γξακκηθά 

ζπζηήκαηα εμηζψζεσλ (φπσο ζε πξνβιήκαηα ειαζηηθφηεηαο) [βι. 6, 9]. Η MG ππεξβαίλεη 

ηελ ηππηθά αξγή ζχγθιηζε ησλ κνλνπιεγκαηηθψλ κεζφδσλ (π.ρ. ε κέζνδνο Jacobi) γηα 

επίιπζε γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ [βι. 3]. Οη πνιππιεγκαηηθέο κέζνδνη ζα γίλνπλ απφιπηα 

θαηαλνεηέο κέζα απφ απηή ηελ εξγαζία. Χζηφζν, παξαπέκπνπκε ηνλ αλαγλψζηε θαη ζηε 

βηβιηνγξαθία [1, 3, 6, 7, 8, 9]. 

Αλ θαη νη κνλνπιεγκαηηθέο κέζνδνη εμαιείθνπλ απνδνηηθά ηελ πςίζπρλε ζπληζηψζα 

ηνπ ζθάικαηνο ηεο ιχζεο, κεηψλνπλ πνιχ αξγά ηε ρακειφζπρλε ζπληζηψζα ηνπ. Απηή ε 

ζπκπεξηθνξά πξνέξρεηαη απφ ηνλ ηνπηθφ ραξαθηήξα ησλ ππνινγηζκψλ ζηηο 

κνλνπιεγκαηηθέο κεζφδνπο. Ο ραξαθηήξαο απηφο επηηξέπεη ηε γξήγνξε εμάιεηςε ησλ 

ζπληζησζψλ ζθάικαηνο πνπ κεηαβάιινληαη ζε θιίκαθεο ζπγθξίζηκεο κε ην βήκα 

δηαθξηηνπνίεζεο πιέγκαηνο. Γπζρεξαίλεη, σζηφζν, ηελ εμαζζέληζε ησλ ζθαικάησλ 

κεγαιχηεξεο θιίκαθαο. Όζν ην βήκα δηαθξηηνπνίεζεο γίλεηαη κηθξφηεξν, ε πιεξνθνξία 

δηαδίδεηαη αθφκα πην αξγά θαη ν κπσπηθφο ραξαθηήξαο ησλ κνλνπιεγκαηηθψλ 

επαλαιεπηηθψλ κεζφδσλ γίλεηαη αθφκα πην ηζρπξφο. [βι. 3] 
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Συήμα 3: Ιεοαουία πλεγμάςχμ (2Δ: ngrids=5, 3Δ: ngrids=3) από ςξ λεπςξμεοέρςεοξ μέυοι ςξ αδοόςεοξ 

 

Οη πνιππιεγκαηηθέο ηερληθέο ππεξβαίλνπλ απηέο ηηο δπζθνιίεο ρξεζηκνπνηψληαο 

ηέηνηεο ζπκβαηηθέο κεζφδνπο σο ζπλαξηήζεηο εμνκάιπλζεο (ή ραιάξσζεο) ζε κηα ηεξαξρία 

πιεγκάησλ (ρήκα 3) [βι. 3]. Απηέο νη ζπλαξηήζεηο θαινχληαη θαη εμνκαιπληέο 

(smoothers) ζηελ πνιππιεγκαηηθή νξνινγία. Δκείο ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ αιγφξηζκν Jacobi 

σο κηα ηέηνηα ζπλάξηεζε. πλδένληαο ην ρήκα 1 κε ην ρήκα 3, κπνξνχκε λα πνχκε φηη ε 

πνιππιεγκαηηθή κέζνδνο ρεηξίδεηαη πνιιαπιέο δηαθνξεηηθά δηαθξηηνπνηεκέλεο εθδνρέο 

ηνπ ίδηνπ πξνβιήκαηνο. Δθ πξψηεο φςεσο, ίζσο λα θαίλεηαη φηη ε πνιππιεγκαηηθή 

κέζνδνο θάλεη πεξηζζφηεξε δνπιεηά απφ ηελ αληίζηνηρε κνλνπιεγκαηηθή κέζνδν πνπ 

ρεηξίδεηαη κφλν κία δηαθξηηνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο. ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ε 

πνιππιεγκαηηθή κέζνδνο αθνινπζεί κηα πην έμππλε, πην ζηξαηεγηθή θαη ηειηθά πνιχ πην 

απνδνηηθή πνξεία πξνο ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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Καζψο νη επαλαιήςεηο εμνκάιπλζεο πνπ πξαγκαηνπνηνχληαη ζην πιέγκα ηνπ θάζε 

επηπέδνπ νκαινπνηνχλ ηηο ζπληζηψζεο ζθάικαηνο ζε θιίκαθα ζπγθξίζηκε κε ην βήκα 

δηαθξηηνπνίεζεο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ επηπέδνπ, έλαο πνιππιεγκαηηθφο θχθινο (ρήκα 4 – α 

θαη β) κπνξεί λα εμαιείςεη απνδνηηθά ηηο ζπληζηψζεο ζθάικαηνο ζε φιν ην εχξνο 

επηθαλεηαθψλ (ή ρσξηθψλ γηα 3Γ) ζπρλνηήησλ. Δπηπιένλ, ην θφζηνο εθαξκνγήο κεζφδσλ 

ραιάξσζεο ζε αδξέο (coarse – κεγάιν βήκα δηαθξηηνπνίεζεο) θιίκαθεο είλαη πνιχ 

κηθξφηεξν απφ απηφ ζε ιεπηνκεξείο (fine – κηθξφ βήκα δηαθξηηνπνίεζεο) θιίκαθεο, αθνχ νη 

εκπιεθφκελεο κεηαβιεηέο είλαη ζεκαληηθά ιηγφηεξεο [βι. 3]. Η πνιππιεγκαηηθή κέζνδνο, 

ινηπφλ, είλαη βέιηηζηε γηα έλα επξχ ϕάζκα ελδηαθέξνλησλ πξνβιεκάησλ, αθνχ ν ξπζκφο 

ζχγθιηζήο ηεο (convergence rate) είλαη αλεμάξηεηνο απφ ην κέγεζνο ηνπ πξνβιήκαηνο. ε 

ζπλδπαζκφ θαη κε ηελ ηερληθή ηεο εκθσιεπκέλεο επαλάιεςεο (nested iteration – ρήκα 4, 

γ θαη δ), ηελ νπνία ζα αλαιχζνπκε αξγφηεξα, κπνξεί λα επηιχζεη πξνβιήκαηα ζηελ 

επηζπκεηή αθξίβεηα ζε ρξφλν αλάινγν ηνπ αξηζκνχ ησλ αγλψζησλ (    ) [βι. 7, 8]. 

Γπζηπρψο, δελ ππάξρεη έλαο πνιππιεγκαηηθφο αιγφξηζκνο πνπ λα ιχλεη φια ηα 

ειιεηπηηθά πξνβιήκαηα. Τπάξρνπλ, φκσο, πνιππιεγκαηηθέο ηερληθέο πνπ δίλνπλ ην 

γεληθφηεξν πιαίζην γηα ηελ επίιπζε απηψλ ησλ πξνβιεκάησλ. πλεπψο, κε θαηάιιειε 

αιιαγή ησλ ζπληζησζψλ ηνπ αιγνξίζκνπ, κπνξνχκε λα ηνλ πξνζαξκφζνπκε ψζηε λα 

επηιχεη ην πξφβεκα πνπ επηζπκνχκε. [βι. 1] 

 

Αλγόριθμος Διπλεγματικής Επανάληψης [1] 

Περιγραφή 

Γηα λα θαηαλνήζνπκε θαιχηεξα ηελ πνιππιεγκαηηθή κέζνδν, αο δνχκε ην καζεκαηηθφ 

ππφβαζξν κηαο πνιχ απιήο εθδνρήο ηεο: φηαλ ηα πιέγκαηα είλαη δχν. Θα δηαθξίλνπκε ηα 

δχν πιέγκαηα κε βάζε ην βήκα δηαθξηηνπνίεζεο. Γηα επθνιία ζα ζεσξήζνπκε ζε απηή ηελ 

απιή εθδνρή φηη ην βήκα δηαθξηηνπνίεζεο δε κεηαβάιιεηαη αλά δηάζηαζε (άξα       

  θαη γηα 3Γ           ). Δίλαη, φκσο, δηαθνξεηηθφ αλά πιέγκα. Άιισζηε, ην βήκα 

δηαθξηηνπνίεζεο είλαη απηφ πνπ νξίδεη ηε δηαθνξνπνίεζε απφ πιέγκα ζε πιέγκα. Έζησ φηη 

είλαη ίζν κε   ζην ιεπηνκεξέο πιέγκα θαη ίζν κε   ζην αδξφ πιέγκα (άξα       θαη 

ζπγθεθξηκέλα επηιέγνπκε     ). Σν πξφβιεκα πξνο επίιπζε είλαη ην: 

 

 2u f 
 

(1)
 

 

Γηαθξηηνπνηνχκε κε βήκα δηαθξηηνπνίεζεο  : 

 

 2

h h hu f 
 

(2)
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Έζησ φηη ην    δειψλεη θάπνηα πξνζεγγηζηηθή ιχζε ηεο εμίζσζεο (2). 

Υξεζηκνπνηψληαο ην ζχκβνιν    γηα ηελ αθξηβή ιχζε, ην ζθάικα ηεο πξνζεγγηζηηθήο 

ιχζεο (ή αληίζηνηρα ε δηφξζσζε πνπ ρξεηάδεηαη) ζα δίλεηαη απφ ηελ εμίζσζε (3): 

 

 eh = uh − vh 
(3)

 
 

Σν ππφινηπν (γηα ηελ αθξίβεηα, ην αληίζεην ηνπ ππνινίπνπ) ζα είλαη: 

 

 2
hh h hr v f  

 
(4)

 

 

πλεπψο, ζα έρνπκε: 

 

  2 2 2 2
h h h hh h h h h h h h he u v u v f r f r         

 
(5)

 

 

ε απηφ ην ζεκείν, ζα πξέπεη λα γίλεη κηα πξνζέγγηζε ηνπ 
2
h  ψζηε λα βξνχκε ην   . 

Γηα απηή ηελ πξνζέγγηζε κπνξνχκε θάιιηζηα λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ επαλαιεπηηθή 

κέζνδν Jacobi πνπ αλαιχζακε πξνεγνπκέλσο. Θα βξίζθνπκε, δειαδή, ζε θάζε ζηάδην κηα 

πξνζεγγηζηηθή ιχζε ηεο εμίζσζεο (6) πνπ αθνινπζεί. Η απνπζία κείνλ (−) ζην δεχηεξν 

κέινο είλαη ν ιφγνο γηα ηνλ νπνίν επηιέμακε ε εμίζσζε ππνινίπνπ (4) λα καο δίλεη ην 

αληίζεην ηνπ ππνινίπνπ. Δθ’ φζνλ έγηλε πιένλ θαηαλνεηφο ν ιφγνο απηήο ηεο 

ηδηαηηεξφηεηαο, γηα απιφηεηα ζα αλαθεξφκαζηε ζηε ζπλέρεηα ζην αληίζεην ηνπ ππνινίπνπ 

απιά σο ππφινηπν. Πξαθηηθά, κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 

ζθάικαηνο ηελ ίδηα ζπλάξηεζε (Jacobi) πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη γηα ηελ 

εμνκάιπλζε. 

 

 2
h h he r 

 
(6) 

 

Η επφκελε πξνζέγγηζε ηεο ιχζεο ζα δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

 

 

h h

new old

hv v e 
 

(7)
 

 

Αο δψζνπκε ηψξα έλαλ δηαθνξεηηθφ ηξφπν πξνζέγγηζεο ηεο ιχζεο, φπνπ ην βήκα 

δηαθξηηνπνίεζεο ζα είλαη κεγαιχηεξν θαη ίζν κε     . Έρνπκε λα θάλνπκε, δειαδή, κε 

κηα δηαδηθαζία επίιπζεο ζην αδξφηεξν, πην «ρνληξνθνκκέλν» πιέγκα. 
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Η εμίζσζε ππνινίπνπ ζα είλαη: 

 

 2

H H He r 
 

(8)
 

 

Αθνχ ην 
2

H  είλαη κηθξφηεξσλ δηαζηάζεσλ, ε εμίζσζε (8) ζα είλαη επθνιφηεξν λα 

ιπζεί ζε ζρέζε κε ηελ (5). Υξεηαδφκαζηε φκσο ην ππφινηπν (φπσο πξνείπακε, ζηελ 

πξαγκαηηθφηεηα είλαη ην αληίζεηφ ηνπ)   , ην νπνίν δελ έρνπκε. Χζηφζν, έρνπκε ην    θαη 

κε έλαλ ηειεζηή πεξηνξηζκνχ R κπνξνχκε λα ην πεξηνξίζνπκε ζην αδξφ πιέγκα σο εμήο: 

 

 rH = R rh 
(9)

 
 

Απηή ε πξάμε πεξηνξηζκνχ είλαη κηα απφ ηηο δχν δηαπιεγκαηηθέο κεηαβάζεηο πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε. Η άιιε είλαη ε πξάμε επέθηαζεο. Ο ηειεζηήο πεξηνξηζκνχ (restriction) 

ιέγεηαη θαη ηειεζηήο ιεπηνκεξνχο-ζε-αδξφ (fine-to-coarse) ή ηειεζηήο έγρπζεο (injection). 

Υξεζηκνπνηνχκε ηελ εμίζσζε (8) γηα λα βξνχκε ην ζθάικα    θαη κε έλαλ ηειεζηή 

επέθηαζεο P επεθηείλνπκε ηε δηφξζσζε ζην ιεπηνκεξέο πιέγκα σο εμήο: 

 

 eh = P eH 
(10)

 

 

Ο ηειεζηήο επέθηαζεο (prolongation) ιέγεηαη θαη ηειεζηήο αδξνχ-ζε-ιεπηνκεξέο 

(coarse-to-fine) ή ηειεζηήο παξεκβνιήο (interpolation). Οη δχν ηειεζηέο, R θαη P , 

επηιέγνληαη γξακκηθνί. Σειηθά, ρξεζηκνπνηψληαο ην απνηέιεζκα ηεο (10) αλαλεψλνπκε 

ηελ πξνζέγγηζε κε ηε βνήζεηα ηνπ ηχπνπ (7). 

 

Σύνοψη Διαδικασίας 

Μπνξνχκε ηψξα λα πεξηγξάςνπκε ζπλνπηηθά ηε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζείηαη γηα ηελ 

επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο κε δχν πιέγκαηα. Η δηαδηθαζία είλαη ζηελ νπζία κηα 

δηπιεγκαηηθή επαλάιεςε (two-grid iteration) θαη απνηειεί ηνλ απινχζηεξν αιγφξηζκν 

δηφξζσζεο (ζα εμεηάζνπκε παξαθάησ ηηο βαζηθέο δηαθνξέο κεηαμχ αιγνξίζκσλ 

δηφξζσζεο θαη εκθσιεπκέλεο επαλάιεςεο). Αξρηθά, θάλνπκε a1≥0 βήκαηα εμνκάιπλζεο 

(a1 επαλαιήςεηο ηεο κεζφδνπ Jacobi – πξφηεξε ραιάξσζε) ζην ιεπηνκεξέο πιέγκα ψζηε λα 

εμνκαιχλνπκε ηελ πξνζεγγηζηηθή ιχζε   . Τπνινγίδνπκε ζην ιεπηνκεξέο πιέγκα ην 

ππφινηπν (  ) κε ηε βνήζεηα ηεο (4). Έπεηηα, ρξεζηκνπνηνχκε ηε ζπλάξηεζε πεξηνξηζκνχ 

(9) θαη ην πξνεγνχκελν απνηέιεζκα (  ) γηα λα βξνχκε ην ππφινηπν ζην αδξφ πιέγκα (  ). 

Λχλνπκε, κε ηε βνήζεηα ηεο κεζφδνπ Jacobi, ηελ (8) ψζηε λα ππνινγίζνπκε ηελ 
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απαηηνχκελε δηφξζσζε (  ). Απηή ηε δηφξζσζε (  ) ηελ επεθηείλνπκε κε ηε βνήζεηα ηεο 

ζπλάξηεζεο επέθηαζεο (10) ζην ιεπηνκεξέο πιέγκα (  ). Υξεζηκνπνηνχκε ηε δηφξζσζε 

ηνπ ιεπηνκεξνχο πιέγκαηνο (  ) ψζηε κε ηε βνήζεηα ηνπ ηχπνπ (7) λα αλαλεψζνπκε ηελ 

πξνζέγγηζε. Σέινο, θάλνπκε a2≥0 βήκαηα εμνκάιπλζεο (a2 επαλαιήςεηο ηεο κεζφδνπ Jacobi 

– χζηεξε ραιάξσζε) ζην ιεπηνκεξέο πιέγκα ψζηε λα εμνκαιχλνπκε ηελ πξνζεγγηζηηθή 

ιχζε   . 

 

Πολυπλεγματικοί Αλγόριθμοι 

Δίλαη απιή ε κεηάβαζε απφ ηε δηπιεγκαηηθή κέζνδν ζηελ πνιππιεγκαηηθή. ην ζεκείν 

πνπ ππνινγίδνπκε ηε δηφξζσζε    κπνξνχκε αληί γηα αθξηβή ππνινγηζκφ λα εηζάγνπκε 

έλα αθφκε αδξφηεξν πιέγκα θαη λα θάλνπκε ρξήζε ηεο δηπιεγκαηηθήο επαλάιεςεο θ.ν.θ. 

κέρξη λα θηάζνπκε ηνλ επηζπκεηφ αξηζκφ πιεγκάησλ. Όιε απηή ε δηαδηθαζία ιέγεηαη 

θχθινο ζηελ πνιππιεγκαηηθή νξνινγία δηφηη αξρίδεη απφ ην ιεπηνκεξέζηεξν πιέγκα θαη 

πεξλψληαο απφ ην αδξφηεξν θαηαιήγεη πάιη ζην ιεπηνκεξέζηεξν. Σν πφζεο δηπιεγκαηηθέο 

επαλαιήςεηο επηιέγνπκε λα γίλνπλ ζε θάζε πιέγκα θαζνξίδεη ην είδνο ηνπ θχθινπ (γηα κηα 

επαλάιεςε έρνπκε V-θχθιν, γηα δχν επαλαιήςεηο έρνπκε W-θχθιν). Γηα βειηίσζε ηεο 

ζχγθιηζεο κπνξνχκε λα θάλνπκε επαλαιήςεηο θαη ησλ ίδησλ ησλ πνιππιεγκαηηθψλ 

θχθισλ. [βι. 1, 3] 

 

Κατηγορίες Πολυπλεγματικών Αλγορίθμων 

Τπάξρνπλ δχν θαηεγνξίεο πνιππιεγκαηηθψλ αιγνξίζκσλ: νη αιγφξηζκνη δηφξζσζεο 

θαη νη αιγφξηζκνη εκθσιεπκέλεο επαλάιεςεο. Οη αιγφξηζκνη δηφξζσζεο, φπσο νη V-

θχθινη, μεθηλνχλ απφ ην πην ιεπηνκεξέο επίπεδν θαη ρξεζηκνπνηνχλ ηα αδξφηεξα επίπεδα 

γηα λα εμαιείςνπλ ην ρακειφζπρλν ζθάικα. Γειαδή θάλνπλ φζνπο πνιππιεγκαηηθνχο 

θχθινπο (V ή W ζρήκαηνο ζπλήζσο) ρξεηαζηεί κέρξη λα επηηεπρζεί ε επηζπκεηή ζχγθιηζε. 

Απφ ηελ άιιε, νη αιγφξηζκνη εκϕσιεπκέλεο επαλάιεςεο, φπσο ν Full MultiGrid (FMG), 

μεθηλνχλ απφ ηε ιχζε ζηα πην αδξά πιέγκαηα θαη ηε ρξεζηκνπνηνχλ γηα λα παξάγνπλ κηα 

αξρηθή εθηίκεζε ηεο ιχζεο ζηα πην ιεπηνκεξή πιέγκαηα πξνζθέξνληαο κε απηφ ηνλ ηξφπν 

κεγαιχηεξε απνδνηηθφηεηα. [βι. 3] 
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Παξαθάησ, ην πην ιεπηνκεξέο πιέγκα βξίζθεηαη ζηελ θνξπθή ηνπ θάζε δηαγξάκκαηνο: 

 

 

Συήμα 4: (α, β) Πξλσπλεγμαςικξί κύκλξι (V-cycles) και (γ, δ) εμτχλεσμέμη επαμάληφη (FMG) 

  



Τινπνίεζε Πνιππιεγκαηηθνχ Αιγνξίζκνπ ζε Παξάιιειεο Αξρηηεθηνληθέο  

 - 34 - 

  



  Γηπισκαηηθή Δξγαζία 

 - 35 - 

Κεφάλαιο 4   

Αλγόριθμος Εμφωλευμένης Επανάληψης FMG 

Περιγραφή 

ην θεθάιαην απηφ ζα δψζνπκε ηνλ Full MultiGrid (FMG) αιγφξηζκν πνπ 

ρξεζηκνπνηήζακε γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηφο καο. Πξψηα, φκσο, ζα πεξηγξάςνπκε 

ηνλ βαζηθφ θνξκφ ηνπ. 

Αμίδεη λα ηνλίζνπκε φηη ζηελ πεξίπησζε ηεο κεζφδνπ Jacobi, νη δηαζηάζεηο πνπ καο 

έλνηαδαλ ήηαλ εθείλεο ηνπ αξρηθνχ πίλαθα, Ν1×Ν2 (ή Ν1×Ν2×Ν3 γηα 3Γ). ηελ πεξίπησζε 

ηεο FMG κεζφδνπ, φκσο, θάζε πιέγκα έρεη ην δηθφ ηνπ πίλαθα. Άξα, ηψξα καο 

ελδηαθέξνπλ νη δηαζηάζεηο ηνπ πίλαθα πιέγκαηνο Ν1g×Ν2g (ή Ν1g×Ν2g×Ν3g γηα 3Γ). 

πλερίδνπκε λα έρνπκε ην πξφβιεκα ηεο θαηαλνκήο ζεξκφηεηαο ζε κηα νξζνγψληα 

πιάθα (ή νξζνγψλην παξαιιειεπίπεδν γηα 3Γ). Οη παξάκεηξνη πνπ δίλνπκε ζην 

πξφγξακκα είλαη νη δηαζηάζεηο N1×N2 (N1×N2×Ν3 γηα 3Γ) ηνπ πίλαθα πξνο επίιπζε, ν 

νπνίνο ζηελ νπζία εθθξάδεη ηε δηαθξηηνπνηεκέλε θαηαλνκή ζεξκφηεηαο πάλσ ζηελ 

πιάθα, ν αξηζκφο ησλ πιεγκάησλ (ngrids) θαη ν αξηζκφο ησλ πιεγκαηηθψλ θχθισλ 

(ncycles) πνπ ζα γίλνπλ ζε θάζε θάζε. Η θάζε δηάζηαζε επηιέγνπκε λα είλαη ηεο κνξθήο N 

= 2n + 1, φπνπ n είλαη έλαο θπζηθφο αξηζκφο, ψζηε κε απηφ ηνλ ηξφπν λα είλαη δπλαηέο, 

απιέο θαη ιεηηνπξγηθέο νη δηαπιεγκαηηθέο κεηαβάζεηο, αθνχ έηζη νη δηαζηάζεηο ζα είλαη ζε 

θάζε πιέγκα ηεο ίδηαο κνξθήο θαη νη κεηαβάζεηο ζα απαηηνχλ ιίγνπο ζρεηηθά 

ππνινγηζκνχο [βι. 1] - ε κέζνδνο Jacobi δελ απαηηεί ηέηνηνπο πεξηνξηζκνχο. Σέηνηεο 

δηαπιεγκαηηθέο κεηαβάζεηο είλαη ε επέθηαζε (prolongation) θαη ν πεξηνξηζκφο (restriction). 

Γηα λα κεηαβνχκε ζε ιεπηνκεξέζηεξν (finer) πιέγκα ρξεζηκνπνηνχκε ηε ξνπηίλα επέθηαζεο 

ελψ γηα αδξφηεξν (coarser) πιέγκα ρξεζηκνπνηνχκε ηε ξνπηίλα πεξηνξηζκνχ. 

Η παξάκεηξνο ngrids δελ έρεη λφεκα λα είλαη κεγαιχηεξε απφ ην n1 (N1 = 2n1 + 1) ή ην 

n2 (N2 = 2n2 + 1) (ή ην n3, φπνπ ηζρχεη αληίζηνηρα N3 = 2n3 + 1, γηα 3Γ), αθνχ φηαλ ζε κία 

δηάζηαζε είλαη Ν=3 δε κπνξεί λα ππάξμεη αδξφηεξν πιέγκα. ην πεηξακαηηθφ κέξνο ζα 

δείμνπκε φηη φζν κεηψλεηαη ην ngrids, ηφζν ε FMG κέζνδνο πιεζηάδεη ηε κνλνπιεγκαηηθή 

κέζνδν, δειαδή ηε κέζνδν Jacobi. Αλ είλαη ngrids = 1, ηφηε νη δχν κέζνδνη ηαπηίδνληαη. Όζν 

γηα ην ncycles, απηφ δίλεηαη ζπλήζσο ίζν κε 1 ή 2. Έλαο αθφκα ηξφπνο λα 

παξακεηξνπνηήζνπκε ην πξφγξακκά καο είλαη λα δψζνπκε ζηηο ξνπηίλεο εμνκάιπλζεο 

(είηε ζηελ άλνδν είηε ζηελ θάζνδν ηνπ V θχθινπ – πξφηεξε θαη χζηεξε ραιάξσζε) ηνλ 
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αξηζκφ επαλαιήςεσλ πνπ επηζπκνχκε λα γίλνπλ (εκείο έρνπκε δψζεη a1 = a2 = 4). Γεληθά, ν 

αιγφξηζκνο πνπ πινπνηνχκε εδψ έρεη πνιιά θνηλά ζηνηρεία κε ηνλ αληίζηνηρν αιγφξηζκν 

πνπ παξνπζηάδεηαη ζην [1]. Έρεη θαη πνιιέο ζεκαληηθέο δηαθνξέο, φκσο, πνπ πξνθχπηνπλ 

θπξίσο απφ ηελ επηζπκία καο λα είλαη αξθεηά παξαιιεινπνηήζηκνο. 

Καηαξράο, αξρηθνπνηνχκε γηα θάζε πιέγκα ηνπο πίλαθεο πνπ ζα ρξεηαζηνχκε. Θα 

ρξεηαζηνχκε ζίγνπξα δχν πίλαθεο (v θαη vnew) γηα ηνλ εμνκαιπληή θαη επηιπηή αδξφηεξνπ 

πιέγκαηνο (Jacobi solver). Θα αλαθέξνληαη ζηελ πξνζέγγηζε ηεο δεηνχκελεο θαηαλνκήο. 

Γεζκεχνπκε κλήκε γηα απηνχο θαη ηνπο αξρηθνπνηνχκε κε ηηο ζπλνξηαθέο αιιά θαη κε ηηο 

αξρηθέο εζσηεξηθέο ηηκέο ηνπο. Θα ρξεηαζηνχκε αθφκα έλαλ πίλαθα (f – right hand side 

function) γηα ηνλ φξν πνπ πεξηέρεη ηε ζπλάξηεζε πεγήο        (ή          γηα 3Γ). 

Γειαδή, κέρξη ζηηγκήο, θάλνπκε φηη ρξεηάζηεθε θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ αιγνξίζκνπ Jacobi 

αιιά γηα θάζε πιέγκα. Οξίδνπκε ηξεηο αθφκα πίλαθεο ζε θάζε πιέγκα (θαη ηνπο 

αξρηθνπνηνχκε κε 0.0), ηνλ πίλαθα ππνινίπνπ (res - ζηα ζχλνξά ηνπ ζα έρεη ζπλέρεηα 0.0 

αθνχ νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο είλαη ζηαζεξέο) θαη ηνπο πίλαθεο δηφξζσζεο (e θαη enew – 

επίζεο ζπλέρεηα 0.0 ζηα ζχλνξα θαη ν δεχηεξνο νξίδεηαη κφλν ζην αδξφηεξν πιέγκα) πνπ 

εθθξάδνπλ ηελ απφθιηζε απφ ηελ πξνζεγγίζηκε ιχζε. Βξίζθνπκε ηε ιχζε ζην αδξφηεξν 

πιέγκα κε ηε βνήζεηα ηεο κεζφδνπ Jacobi. 

Έπεηηα, αθνινπζνχκε κηα επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία φπνπ ζε θάζε επαλάιεςε ζα 

γίλνληαη κηα ξνπηίλα επέθηαζεο θαη ngrids−1 επαλαιήςεηο νινέλα θαη κεγαιχηεξσλ V 

θχθισλ (ζε θάζε επαλάιεςε ηφζνη V θχθινη φζνπο πξνβιέπεη ην ncycles). Μηα ηέηνηα 

επαλάιεςε θαίλεηαη κε ηηο έληνλεο γξακκέο γηα ngrids = 4 θαη i = 2 ζην ρήκα 4 (γ, δ). Σν S 

δειψλεη εμνκάιπλζε (smoothing) θαη ην E δειψλεη αθξηβή ιχζε (exact solution). Καη ηα 

δχν, βέβαηα, γίλνληαη κε ηελ ίδηα ζπλάξηεζε, απηή πνπ έρεη πξνθχςεη απφ ηε κέζνδν Jacobi. 

ηνλ V θχθιν, νη θαζνδηθέο γξακκέο (\) δειψλνπλ ππνινγηζκφ ππνινίπνπ (residual 

calculation) θαη δηαπιεγκαηηθή κεηάβαζε πεξηνξηζκνχ ππνινίπνπ (residual restriction) ελψ 

νη αλνδηθέο γξακκέο (/) δειψλνπλ δηαπιεγκαηηθή κεηάβαζε επέθηαζεο ζθάικαηνο (error 

prolongation) θαη δηφξζσζε ηεο πξνζεγγηζηηθήο ιχζεο (approximated solution correction) 

κε βάζε ην ζθάικα. [βι. 1] 

 

Υλοποίηση 

Κορμός του Αλγορίθμου 

Δίκαζηε πιένλ έηνηκνη λα παξνπζηάζνπκε ηνλ FMG αιγφξηζκν. πκβνιίδνπκε ηα 

βήκαηα δηαθξηηνπνίεζεο κε ηα νπνία πξνέθπςε ην αδξφηεξν grid κε h1, h2 (θαη h3 γηα 3Γ) 

θαη κε H1, H2 (θαη H3 γηα 3Γ) αληίζηνηρα γηα ην ιεπηνκεξέζηεξν. Σα βήκαηα 
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δηαθξηηνπνίεζεο ηνπ θάζε πιέγκαηνο κπνξνχλ θάιιηζηα λα δηαθέξνπλ κεηαμχ ηνπο. 

Χζηφζν, είλαη ζπγθεθξηκέλα ζε θάζε πιέγκα θαη νη δηαπιεγκαηηθέο κεηαβάζεηο ζεκαίλνπλ 

δηπιαζηαζκφ (πεξηνξηζκφο) ή ππνδηπιαζηαζκφ ηνπο (επέθηαζε). Γηα επθνιία, ζηνλ 

παξαθάησ αιγφξηζκν ηα ρεηξηδφκαζηε σο δηαλπζκαηηθέο ζπληζηψζεο θαη ζπκβνιίδνπκε κε 

H ην δηαλπζκαηηθφ βήκα δηαθξηηνπνίεζεο ηνπ αδξφηεξνπ grid θαη κε h εθείλν ηνπ 

ιεπηνκεξέζηεξνπ. ηηο δχν δηαζηάζεηο ζα είλαη H=(H1, H2) θαη h=(h1, h2) ελψ ζηηο ηξεηο ζα 

είλαη H=(H1, H2, H3) θαη h=(h1, h2, h3). 

 

 /* Full MultiGrid algorithm */ 
 vH = solve(fH, FMG_ITER); // computing exact solution 
 
 /* going right to groups of higher v-cycles */ 
 for (g = H; g > h; g /= 2) { 
  fg = g / 2; 
 
  /* going up right before every first v-cycle */ 
  interpolate(vg → vfg); // solution prolongation 
 
  /* amount of v-cycles according to given ncycles */ 
  for (c = 0; c < ncycles; c++) { 
 
   /* going down in v-cycle */ 
   for (gg = fg; gg < H; gg *= 2) { 
    vgg = solve(fgg, a1); // solution relaxation 
    rgg = calc_res(vgg, fgg); // residual calculation 

restrict(rgg → r2gg); // residual restriction 
    initmtrx(e2gg); // initialization with 0.0 
   } 
 
   eH = solve(rH, FMG_ITER); // computing exact error 
 
   /* going up in v-cycle */ 
   for (gg = H / 2; gg > fg; gg /= 2) { 
    interpolate(e2gg → egg); // error prolongation 
    correct(vgg, egg); // solution correction 
    vgg = solve(fgg, a2); // solution relaxation 
   } 
  } 
 } 
 

Συναρτήσεις του Αλγορίθμου 
 

πλάξηεζε επίιπζεο θαη εμνκάιπλζεο 

Θα παξαζέζνπκε θαη ηηο βαζηθέο ζπλαξηήζεηο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηε κέζνδν 

FMG. Σε ζπλάξηεζε εμνκάιπλζεο θαη επίιπζεο jacobi_solve ηελ έρνπκε ήδε παξαζέζεη 

ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα αιιά ζα ηελ παξαζέζνπκε θαη εδψ γηα επθνιία. Η ζπλάξηεζε 
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απηή κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζηε ζέζε ηφζν ηεο solve φζν θαη ηεο relax. Χο ζπλάξηεζε 

εμνκάιπλζεο/ραιάξσζεο (relax) ρξεζηκνπνηεί ηελ επαλαιεπηηθή κέζνδν Jacobi γηα ηελ 

πξφηεξε - a1 επαλαιήςεηο ηεο Jacobi θαηά ηελ θάζνδν (\) ζηνλ πιεγκαηηθφ θχθιν - θαη 

χζηεξε - a2 επαλαιήςεηο θαηά ηελ άλνδν (/) - εμνκάιπλζε ηεο ιχζεο ηεο 2

g g gu f   ζε φια 

ηα πιέγκαηα πιελ ηνπ αδξφηεξνπ. Χο ζπλάξηεζε επίιπζεο (solve) ρξεζηκνπνηεί ηε κέζνδν 

Jacobi γηα αθξηβή εχξεζε ηεο ιχζεο (θάλεη φζεο επαλαιήςεηο ρξεηαζηεί κέρξη ηελ επηζπκεηή 

ζχγθιηζε) ηεο 2

H H Hu f   (πξψηε εληνιή ηνπ αιγνξίζκνπ) θαη ηεο 2

H H He r   (εληνιή ζην 

θαηψηαην ζεκείν ηνπ θάζε πιεγκαηηθνχ θχθινπ) ζην αδξφηεξν κφλν πιέγκα. ηνλ 

αιγφξηζκν πνπ αθνινπζεί έρνπλ επηιερηεί ζπκβνιηζκνί γηα ηελ πεξίπησζε ηεο 2

g g gu f   

ρσξίο απηφ λα ζεκαίλεη φηη δελ επηιχεη θαη ηελ 2

H H He r  . Δπίζεο, γηα επθνιφηεξε 

αλάγλσζε ζηνπο πίλαθεο vold, vnew θαη f έρεη παξαιεηθζεί ν δείθηεο g πνπ δειψλεη ην 

πιέγκα ζην νπνίν αλήθεη ν πίλαθαο. 

 

 /* Jacobi Solver & Smoother */ 

 

for (k = 0 to ITER) { 
 
  /* interior points */ 

for x = 1 to N1g - 1 
for y = 1 to N2g - 1 

vnew[x][y] = (vold[x - 1][y] + vold[x + 1][y] + 
vold[x][y - 1] + vold[x][y + 1]) / 4 - 
h1h2f[x][y] / 4; 

 
  pointer_swap(&vnew, &vold); 
 
  /* convergence check */ 
  if converged(vold, vnew, cnverr) 
   return; 
 } 

 

Αληίζηνηρα, ε ηξηζδηάζηαηε πινπνίεζε: 

 

 for (k = 0 to ITER) { 

 
  /* interior points */ 

for x = 1 to N1g - 1 
for y = 1 to N2g - 1 

for z = 1 to N3g - 1 
vnew[x][y][z] = (vold[x - 1][y][z] + 

vold[x + 1][y][z] + vold[x][y - 1][z] + 
vold[x][y + 1][z] + vold[x][y][z - 1] + 
vold[x][y][z + 1]) / 6 – 
h1h2h3f[x][y][z] / 6; 

 
  pointer_swap(&vnew, &vold); 
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  /* convergence check */ 
  if converged(vold, vnew, cnverr) 
   return; 
 } 

 
Συνάρτηση υπολογισμού υπολοίπου 

Η ζπλάξηεζε ππνινγηζκνχ ππνινίπνπ calc_res ππνινγίδεη ην αληίζεην ηνπ ππνινίπνπ 

- θαηά ηελ θάζνδν (\) ζηνλ πιεγκαηηθφ θχθιν - κέζσ ηεο 
2

g g g gr v f   . ηηο δχν 

δηαζηάζεηο απηφ ππνινγίδεηαη γηα θάζε ζηνηρείν ηνπ πίλαθα σο εμήο: 

 

1, 1, , 1 ,, , 1 ,

1
( 4 )

i j i j i j i ji j i j i j

x y

r u u u u u f
        

 
 

 

Καη ν αληίζηνηρνο αιγφξηζκνο: 

 

/* Calculation of (minus) the residual */ 
 
 /* interior points */ 

for x = 1 to N1g - 1
 

for y = 1 to N2g - 1
 

   rg[x][y] = - (vg[x - 1][y] + vg[x + 1][y] + 
       vg[x][y - 1] + vg[x][y + 1] – 

4 * vg[x][y]) / h1h2 + fg[x][y]; 

 

ηηο ηξεηο δηαζηάζεηο ζα έρνπκε: 

 

1, , 1, , , 1, , , 1 , , 1 , ,, , , 1, , ,

1
( 6 )

i j k i j k i j k i j k i j k i j ki j k i j k i j k

x y z

r u u u u u u u f
            

  
 

 

Ο αληίζηνηρνο αιγφξηζκνο γηα ηηο ηξεηο δηαζηάζεηο έρεη σο εμήο: 

 

 /* interior points */ 
for x = 1 to N1g - 1

 

for y = 1 to N2g - 1 
for z = 1 to N3g - 1

 

    rg[x][y][z] = - (vg[x - 1][y][z] + vg[x + 1][y][z] + 
      vg[x][y - 1][z] + vg[x][y + 1][z] + 

vg[x][y][z - 1] + vg[x][y][z + 1] – 
6 * vg[x][y][z]) / h1h2h3 + fg[x][y][z]; 
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Συνάρτηση διόρθωσης [1] 

Πνιχ απιφο είλαη θαη ν αιγφξηζκνο ηεο ζπλάξηεζεο δηφξζσζεο correct πνπ δηνξζψλεη 

- ζηελ άλνδν (/) θάζε πνιππιεγκαηηθνχ θχθινπ - θαηάιιεια ηελ πξνζεγγηζηηθή ιχζε 

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ 
g g

new old

gv v e  . ηελ νπζία πξνζζέηεη ηνλ πίλαθα δηφξζσζεο eg πνπ 

έρεη πξνθχςεη κεηά απφ επέθηαζε ηνπ πίλαθα δηφξζσζεο eH πνπ βξέζεθε ζην αδξφηεξν 

πιέγκα ζηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα ηεο πξνζεγγηζηηθήο ιχζεο vg. 

 

/* 
 * Correction of the approximated solution by 
 * subtracting the calculated error 
 */ 

 
 /* interior points */ 

for x = 1 to N1g - 1
 

for y = 1 to N2g - 1 
   vg[x][y] += eg[x][y]; 

 

Δχθνια επεθηείλεηαη θαη ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο σο εμήο: 

 

 /* interior points */ 
for x = 1 to N1g - 1

 

for y = 1 to N2g - 1 
   for z = 1 to N3g - 1 

vg[x][y][z] += eg[x][y][z]; 

 
Συνάρτηση αρχικοποίησης 

Η initmtrx απιψο ζέηεη φια ηα ζηνηρεία ελφο πίλαθα ίζα κε 0 θαη ρξεζηκνπνηείηαη γηα 

λα κεδελίζεη ηνλ πίλαθα δηφξζσζεο πξηλ ηνλ ππνινγηζκφ (θαη ηελ επέθηαζή) ηνπ ζην (θαη 

απφ) ην αδξφηεξν πιέγκα. 

 
Συνάρτηση επέκτασης[1] 

Γηα ηε ζπλάξηεζε επέθηαζεο (prolongation) interpolate ρξεζηκνπνηνχκε ζηελ 

πεξίπησζε ησλ δχν δηαζηάζεσλ γξακκηθή παξεκβνιή (linear interpolation) θαη ζηελ 

πεξίπησζε ησλ ηξηψλ δηαζηάζεσλ επηθαλεηαθή παξεκβνιή (surface interpolation). Η 

ζπλάξηεζε interpolate έρεη δχν βαζηθέο ρξήζεηο. Πξψηνλ, ρξεζηκνπνηείηαη γηα επέθηαζε 

ηεο ιχζεο απφ ην πξνεγνχκελν πιέγκα πξηλ απφ θάζε νκάδα πνιππιεγκαηηθψλ θχθισλ 

ίδηνπ κεγέζνπο. ηελ νπζία αληηζηνηρεί ζηελ πξψηε άλνδν (/) ζε πιέγκα πνπ δελ έρεη 

«επηζθεθζεί» ε κέζνδνο FMG. Τινπνηεί, δειαδή, ηελ πξάμε vg = P v2g. Δπηπιένλ, ε 

interpolate ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ άλνδν (/) ηνπ πνιππιεγκαηηθνχ θχθινπ γηα ηελ επέθηαζε 
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ηνπ ζθάικαηνο ζηα ιεπηνκεξέζηεξα πιέγκαηα κεηά ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ζην αδξφηαην. ε 

απηή ηελ πεξίπησζε, πινπνηεί ηελ πξάμε eg = P e2g. Ο θαζνξηζκφο ηνπ ηειεζηή P εμαξηάηαη 

απφ ην είδνο ηεο παξεκβνιήο πνπ επηιέγεηαη λα αθνινπζεζεί. πλεπψο, είλαη δπλαηφλ λα 

πνηθίιιεη απφ εθαξκνγή ζε εθαξκνγή αιιά θαη κεηαμχ εθδφζεσλ ηεο ίδηαο εθαξκνγήο. 

Δκείο ρξεζηκνπνηνχκε ζηε δηζδηάζηαηε έθδνζε δηγξακκηθή παξεκβνιή: 

 

P 

1 1 1
4 2 4

1 1
2 2

1 1 1
4 2 4

1

 
 


 
  

 

 

Πξνθχπηεη ν παξαθάησ αιγφξηζκνο γηα ηε ζπλάξηεζε επέθηαζεο ζηηο δχν δηαζηάζεηο. 

ηνλ αιγφξηζκν απηφ έρνπλ επηιερηεί ζπκβνιηζκνί γηα ηελ πεξίπησζε ηεο vg = P v2g ρσξίο 

απηφ λα ζεκαίλεη φηη δελ πινπνηεί θαη ηελ eg = P e2g. 

 
/* coarse-to-fine prolongation using interpolation */ 

 
 /* elements that are copies */ 
 for x2g = 1 to N12g - 1 
  for x2g = 1 to N22g - 1 
   vg[2 * x2g][2 * y2g] = v2g[x2g][y2g]; 
 
 /* even-numbered columns, interpolating vertically */ 
 for xg = 1 to (N1g – 1) with step 2 
  for yg = 2 to N2g – 1 with step 2 
   vg[xg][yg] = 0.5 * (vg[xg + 1][yg] + vg[xg - 1][yg]); 
 
 /* odd-numbered columns, interpolating horizontally */ 
 for xg = 1 to N1g - 1 
  for yg = 1 to N2g – 1 with step 2 
   vg[xg][yg] = 0.5 * (vg[xg][yg + 1] + vg[xg][yg - 1]); 

 

Αλ είλαη P ( , , )P x y z    , φπνπ , , ( 1,0,1)x y z     , ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο 

ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ ηειεζηή P , γηα ηνλ νπνίν ηζρχεη: 

 

1 1 1
4 2 4

1 1
2 2

1 1 1
4 2 4

( 0) 1P z

 
 

  
 
  

, 

1 1 1
8 4 8

1 1 1
4 2 4

1 1 1
8 4 8

( 1) ( 1)P z P z

 
 

      
 
  

 

 

Καη ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο έρνπλ επηιερηεί ζηνλ αιγφξηζκν ζπκβνιηζκνί γηα ηελ 

πεξίπησζε ηεο vg = P v2g αιιά απηφ δε ζεκαίλεη φηη δελ πινπνηεί θαη ηελ eg = P e2g. Ο 

αιγφξηζκνο γηα ηελ interpolate ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο έρεη σο εμήο: 
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/* elements that are copies */ 

 for x2g = 1 to N12g - 1 
  for y2g = 1 to N22g - 1 
   for z2g = 1 to N32g – 1 
    vg[2 * x2g][2 * y2g][2 * z2g] = v2g[x2g][y2g][z2g]; 
 
 /* even-x-even-y-numbered columns, interpolating vertically */ 
 for xg = 1 to (N1g – 1) with step 2 
  for yg = 2 to (N2g – 1) with step 2 
   for zg = 2 to (N3g – 1) with step 2 
    uf[xg][yg][zg] = 0.5 * (vg[xg + 1][yg][zg] + 
        vg[xg - 1][yg][zg]); 
 
 /* even-x-odd-y-numbered columns, interpolating z-horizontally */ 
 for xg = 1 to N1g - 1 
  for yg = 2 to (N2g – 1) with step 2 
   for zg = 1 to (N3g – 1) with step 2 
    vg[xg][yg][zg] = 0.5 * (vg[xg][yg][zg + 1] + 
        vg[xg][yg][zg - 1]); 
 
 /* odd-x-numbered columns, interpolating horizontally */ 
 for xg = 1 to N1g - 1 
  for yg = 1 to (N2g – 1) with step 2 
   for zg = 1 to N3g - 1 
    vg[xg][yg][zg] = 0.5 * (vg[xg][yg + 1][zg] + 
        vg[xg][yg - 1][zg]); 

 
Συνάρτηση περιορισμού[1] 

Γηα ηε ζπλάξηεζε πεξηνξηζκνχ (restriction) ρξεζηκνπνηνχκε ππνδεηγκαηνιεςία (partial 

weighting sampling). Η ζπλάξηεζε restrict ρξεζηκνπνηείηαη γηα πεξηνξηζκφ ηνπ ππνινίπνπ 

απφ ην πξνεγνχκελν πιέγκα ζην αδξφηεξν θαηά ηελ θάζνδν (\) ζε έλαλ πνιππιεγκαηηθφ 

θχθιν. Τινπνηεί, δειαδή, ηελ πξάμε r2g = R rg. Θα κπνξνχζακε πνιχ απιντθά λα 

επηιέμνπκε ηε κέζνδν ηεο επζείαο έγρπζεο (straight injection sampling) γηα ηνλ ηειεζηή R. 

Απηφ ζα ζήκαηλε λα αληηθαζηζηνχκε θάζε ζηνηρείν ηνπ αδξνχ πιέγκαηνο κε ην αληίζηνηρν 

ζηνηρείν ηνπ ιεπηνκεξνχο πιέγκαηνο, νπφηε ζα είλαη R = [1]. ηελ πξάμε, είλαη θαιχηεξν νη 

ηειεζηέο P θαη R λα κελ επηιέγνληαη αλεμάξηεηα. Μηα αζθαιήο ιχζε είλαη ν ηειεζηήο R λα 

είλαη ν ζπκπιεξσκαηηθφο ηνπ P . ηελ πεξίπησζε πνπ εμεηάδνπκε, πξνθχπηεη ν 

αλάζηξνθνο ηνπ P δηαηξεκέλνο κε 2
d, φπνπ d ν αξηζκφο ησλ δηαζηάζεσλ. Ο θαζνξηζκφο 

ηνπ ηειεζηή R εμαξηάηαη θαη απφ ην είδνο ηεο δεηγκαηνιεςίαο πνπ επηιέγεηαη λα 

αθνινπζεζεί. πλεπψο, φπσο θαη ν ηειεζηήο P , είλαη δπλαηφλ λα πνηθίιιεη απφ εθαξκνγή 

ζε εθαξκνγή αιιά θαη κεηαμχ εθδφζεσλ ηεο ίδηαο εθαξκνγήο. 
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ηε δηζδηάζηαηε εθδνρή ζα είλαη: 

 

R 

1 1 1 1
16 8 16 8

1 1 1 1 1 1
8 4 8 8 2 8

1 1 1 1
16 8 16 8

0 0

0 0

half

weighting

   
   

 
   
      

 

 

Πξνθχπηεη ν παξαθάησ αιγφξηζκνο γηα ηε ζπλάξηεζε πεξηνξηζκνχ ζηηο δχν δηαζηάζεηο: 

 

/* half-weighting residual restriction from fine-grid to coarse-grid */ 
 
 /* interior points */ 

xg = 0; 
 for (x2g = 1 to N12g – 1) { 
  xg += 2; 
  yg = 0; 
  for (y2g = 1 to N22g – 1) { 

yg += 2; 
   r2g[x2g][y2g] = 0.5 * rg[xg][yg] + 0.125 * 
      (rg[xg + 1][yg] + rg[xg - 1][yg] + 
      rg[xg][yg + 1] + rg[xg][yg - 1]); 
  } 
 } 

 

Αλ είλαη R ( , , )R x y z    , φπνπ , , ( 1,0,1)x y z     , ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο 

ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ ηειεζηή R, γηα ηνλ νπνίν ηζρχεη: 

 

1 1 1 1 1 1
64 32 64 32 16 32

1 1 1 1 1 1
32 16 32 16 8 16

1 1 1 1 1 1
64 32 64 32 16 32

( 1) ( 1) , ( 0)R z R z R z

   
   

         
   
      

 

 

Μεηαηνπίδνληαο ην βάξνο ζηνπο «άμνλεο» ηνπ ηειεζηή, πξνθχπηεη: 

 

1
8

1 1 1 1
8 8 4 8

1
8

0 0 0 0 0

( 1) ( 1) 0 0 , ( 0)

0 0 0 0 0

R z R z R z
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Ο αιγφξηζκνο γηα ηε restrict ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο έρεη σο εμήο: 

 

 /* interior points */ 
xg = 0; 

 for (x2g = 1 to N12g – 1) { 
  xg += 2; 
  yg = 0; 
  for (y2g = 1 to N22g - 1) { 
   yg += 2; 
   zg = 0; 
   for (z2g = 1 to N32g - 1) { 
    zg += 2; 
    r2g[x2g][y2g][z2g] = 0.25 * rg[xg][yg][zg] + 0.125 * 
      (rg[xg + 1][yg][zg] + rg[xg - 1][yg][zg] + 
      rg[xg][yg + 1][zg] + rg[xg][yg - 1][zg] + 
      rg[xg][yg][zg + 1] + rg[xg][yg][zg - 1]); 

} 
} 

} 
 

Στάδια του Αλγορίθμου FMG 

Γηα λα θαηαιάβνπκε θαιχηεξα ηελ πνξεία πνπ αθνινπζεί ε κέζνδνο FMG σο ηε 

ζχγθιηζε, ζην ρήκα 5 θαίλεηαη πψο κεηαβάιιεηαη ν 2Γ πίλαθαο (δειαδή ε θαηαλνκή 

ζεξκφηεηαο ζηελ πιάθα γηα ην 2Γ παξάδεηγκά καο) ζε θάπνηα θνκβηθά ζηάδηα απφ ηηο 

αξρηθέο ζπλζήθεο κέρξη ηε κφληκε θαηάζηαζε. Έρνπκε δηαζηάζεηο 513×129, έλα πιήζνο 

πέληε (5) πιεγκάησλ θαη έλαλ V θχθιν αλά επαλάιεςε. 
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Συήμα 5: Καςαμξμή θεομόςηςαπ ρςημ πλάκα από ςιπ αουικέπ ρσμθήκεπ μέυοι ςη μόμιμη καςάρςαρη (FMG) 

 

Απφ ην παξαπάλσ ζρήκα θαίλεηαη φηη νη πνιππιεγκαηηθέο κέζνδνη θαη εηδηθφηεξα ν 

αιγφξηζκνο FMG εμαιείθνπλ πνιχ απνδνηηθά ηηο ζπληζηψζεο ζθάικαηνο ζε φιν ην εχξνο 

ρσξηθψλ ζπρλνηήησλ. ην παξάδεηγκα απηφ, ην αδξφηεξν πιέγκα (33×9) δελ είλαη ην 

αδξφηεξν δπλαηφ (9×3). Θα δνχκε ζην πεηξακαηηθφ κέξνο αλ ην αδξφηεξν πιέγκα πξέπεη 

λα είλαη θαη ην αδξφηεξν δπλαηφ. Πάλησο, κε ηνλ FMG αιγφξηζκν έρνπκε θαηαθέξεη ζε 0.3 

δεπηεξφιεπηα φ,ηη ρξεηάζηεθε 51.4 δεπηεξφιεπηα κε ηε κέζνδν Jacobi. 
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Προεκτάσεις 

Μέρξη εδψ πξέπεη λα έρεη γίλεη ζαθήο ε ππεξνρή ηνπ FMG απφ ηνλ κνλνπιεγκαηηθφ 

αιγφξηζκν Jacobi. Αλαθεξζήθακε πξνεγνπκέλσο ζηελ απιφηεηα ηεο κεζφδνπ Jacobi θαη 

είπακε φηη απηφ ηελ θάλεη ηδηαίηεξα παξαιιεινπνηήζηκε. Ξέξνπκε, αθφκα, φηη ν αιγφξηζκνο 

FMG ρξεζηκνπνηεί ηνλ αιγφξηζκν Jacobi σο βαζηθφ επηιπηή αδξφηεξνπ πιέγκαηνο αιιά 

θαη σο εμνκαιπληή. Όπσο, ινηπφλ, ρξεζηκνπνηήζακε ηελ πνιππιεγκαηηθή κέζνδν 

εκθσιεπκέλεο επαλάιεςεο γηα λα ιχζνπκε ηαρχηεξα ην πξφβιεκά καο, ηψξα ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηερληθέο παξάιιεινπ πξνγξακκαηηζκνχ ψζηε λα βειηηψζνπκε ηελ 

ηαρχηεηα ζχγθιηζεο θαη ησλ δχν παξαπάλσ κεζφδσλ. 

  



  Γηπισκαηηθή Δξγαζία 

 - 47 - 

Κεφάλαιο 5   

Παράλληλος προγραμματισμός 

Πξνγξακκαηίδνληαο παξάιιεια ζηνρεχνπκε λα θαηαλείκνπκε ηνπο ππνινγηζκνχο θαη 

ηα δεδνκέλα (ζε φπνηα θνκκάηηα ηνπ πξνγξάκκαηνο απηφ είλαη δπλαηφ) ζε επεμεξγαζηηθά 

ζηνηρεία ψζηε λα πξνθχςεη κηθξφηεξνο ρξφλνο εθηέιεζεο απφ ηνλ αληίζηνηρν ζεηξηαθφ 

αιγφξηζκν. Αλαθνξηθά κε ηνλ ηξφπν νξγάλσζεο ηεο κλήκεο, ππάξρνπλ ηξεηο βαζηθέο 

θαηεγνξίεο παξάιιεισλ αξρηηεθηνληθψλ: ε αξρηηεθηνληθή θαηαλεκεκέλεο κλήκεο, ε 

αξρηηεθηνληθή θνηλήο κλήκεο θαη ε πβξηδηθή αξρηηεθηνληθή. 

 

Παράλληλες Αρχιτεκτονικές 

ηελ αξρηηεθηνληθή θαηαλεκεκέλεο κλήκεο (distributed memory) θάζε επεμεξγαζηήο 

έρεη ηε δηθή ηνπ ηνπηθή κλήκε θαη ηνπηθή ηεξαξρία θξπθψλ κλεκψλ. Τπάξρεη δίθηπν 

δηαζχλδεζεο γηα ηελ επηθνηλσλία ησλ επεμεξγαζηψλ. ηελ αξρηηεθηνληθή θνηλήο κλήκεο 

(shared memory), νη επεμεξγαζηέο έρνπλ θνηλή κλήκε αιιά ν θαζέλαο δηαζέηεη ηνπηθή 

ηεξαξρία θξπθψλ κλεκψλ. πλήζσο, ε δηαζχλδεζε γίλεηαη κέζσ δηαδξφκνπ κλήκεο. Η 

πβξηδηθή αξρηηεθηνληθή ζπλδπάδεη ηηο δχν πξψηεο θαηεγνξίεο ψζηε θφκβνη κε 

αξρηηεθηνληθή θνηλήο κλήκεο λα δηαζπλδένληαη κε έλα δίθηπν δηαζχλδεζεο ζε 

αξρηηεθηνληθή θαηαλεκεκέλεο κλήκεο. 
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Συήμα 6: Καςηγξοίεπ παοάλληλχμ αουιςεκςξμικώμ: (α) Αουιςεκςξμική καςαμεμημέμηπ μμήμηπ, (β) 

Αουιςεκςξμική κξιμήπ μμήμηπ και (γ) Υβοιδική αουιςεκςξμική 

 

Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο δχν πξψηεο θαηεγνξίεο παξάιιεισλ αξρηηεθηνληθψλ ψζηε 

λα πινπνηήζνπκε παξάιιεια ηηο κεζφδνπο Jacobi θαη FMG. ε απηφ ην εγρείξεκα ζα καο 

βνεζήζνπλ λα πινπνηήζνπκε ηηο εθαξκνγέο καο δχν βαζηθνί εθπξφζσπνη 

πξνγξακκαηηζηηθψλ κνληέισλ πνπ ζπλδπάδνληαη πνιχ θαιά κε ηηο παξαπάλσ 

αξρηηεθηνληθέο: ην MPI (message passing) θαη ην OpenMP (shared address space). Καη ηα 

δχν είλαη πξφηππα θαη φρη ζπγθεθξηκέλεο πινπνηήζεηο. Σν MPI πινπνηείηαη ζπρλφηεξα ζε 

αξρηηεθηνληθέο θαηαλεκεκέλεο κλήκεο, θαζψο ζε ρακειφ επίπεδν κπνξεί λα επηθνηλσλήζεη 

κε ην δίθηπν δηαζχλδεζεο. Σν OpenMP πινπνηείηαη επθνιφηεξα ζε αξρηηεθηνληθέο θνηλήο 

κλήκεο. ε πςειφ επίπεδν παξέρνπλ θαη ηα δχν δηεπαθή ζηνλ πξνγξακκαηηζηή. [βι. 10, 

11] 

 

Προγραμματιστικά Μοντέλα 

Με ην MPI ε εθηέιεζε μεθηλά κε έλαλ αξηζκφ απφ MPI δηεξγαζίεο πνπ εθηεινχλ ην ίδην 

πξφγξακκα. Κάζε δηεξγαζία έρεη πξφζβαζε ζηα δηθά ηεο κφλν δεδνκέλα. Μπνξεί λα έρεη 

πξφζβαζε θαη ζε δεδνκέλα άιιεο δηεξγαζίαο κε ξεηέο ζπλαξηήζεηο ηνπ MPI (απνζηνιήο 

θαη ιήςεο). [βι. 10] 
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Με ην OpenMP ε εθηέιεζε μεθηλά σο έλα αξρηθφ λήκα θαη φηαλ ε εθηέιεζε ζπλαληήζεη 

κηα παξάιιειε πεξηνρή, ηφηε δεκηνπξγείηαη έλα ζπγθεθξηκέλν πιήζνο απφ OpenMP 

λήκαηα πνπ έρνπλ πξφζβαζε ζε θνηλφ ρψξν δηεπζχλζεσλ. Σν πνηα είλαη παξάιιειε 

πεξηνρή θαη πνηα φρη, ην δειψλεη ξεηά ν πξνγξακκαηηζηήο. ην ηέινο ηεο παξάιιειεο 

πεξηνρήο, πάλησο, ηα λήκαηα ζπγρξνλίδνληαη. [βι. 11] 

 

Προεκτάσεις 

Μπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη ηα δχν πξφηππα (πβξηδηθφο πξνγξακκαηηζκφο) 

ψζηε ζε κηα πβξηδηθή αξρηηεθηνληθή ην OpenMP λα νξίδεη ηελ παξαιιειία ζην εζσηεξηθφ 

ηνπ θφκβνπ θαη ην MPI λα ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ επηθνηλσλία κεηαμχ ησλ θφκβσλ. 
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Κεφάλαιο 6   

Παραλληλοποίηση του Αλγορίθμου 

Jacobi  με Χρήση του MPI 

Περιγραφή 

θνπφο ηψξα είλαη λα πινπνηήζνπκε ηε κέζνδν Jacobi κε ην πξφηππν MPI ψζηε λα 

ηξέρεη σο πνιιαπιέο MPI δηεξγαζίεο ζε πνιπεπεμεξγαζηηθά ζπζηήκαηα θαηαλεκεκέλεο 

κλήκεο. Οη δηεξγαζίεο απηέο, βέβαηα, ζα πξέπεη ζε θάπνηα ζεκεία λα επηθνηλσλνχλ. 

Φπζηθά, ην θφζηνο απηήο ηεο επηθνηλσλίαο ζα πξέπεη λα είλαη κηθξφηεξν απφ ην θέξδνο 

ηεο ρξεζηκνπνίεζεο παξάιιεισλ πξάμεσλ έλαληη ζεηξηαθψλ ψζηε ε παξαιιεινπνίεζε λα 

έρεη λφεκα. Παξαπέκπνπκε ηνλ αλαγλψζηε ζην [10] γηα αλαιπηηθή πιεξνθφξεζε ζρεηηθά 

κε ην πξνγξακκαηηζηηθφ κνληέιν αληαιιαγήο κελπκάησλ MPI. 

 

Διαμοιρασμός Δεδομένων 

Αο αξρίζνπκε κε ηελ ηδέα γηα ηνλ ηξφπν παξαιιεινπνίεζεο ηεο Jacobi. Πνιχ 

αθεξεκέλα, ε ηδέα είλαη λα δηακνηξάζνπκε ηνλ πίλαθα θαηά blocks ζε MPI δηεξγαζίεο, ε 

θάζε δηεξγαζία λα επεμεξγάδεηαη ηα δηθά ηεο κφλν δεδνκέλα θαη φπνηε ρξεηάδεηαη λα 

επηθνηλσλνχλ κεηαμχ ηνπο. Γηα παξάδεηγκα, έλα ζεκείν φπνπ ζα πξέπεη ζίγνπξα λα 

επηθνηλσλνχλ είλαη ν έιεγρνο ζχγθιηζεο. ηφρνο καο είλαη λα κελ αιιάμεη ε ξνή ηνπ 

ζεηξηαθνχ πξνγξάκκαηνο ή ε νξζφηεηά ηνπ κε ηελ εηζαγσγή ηεο παξαιιειίαο. ηελ νπζία, 

ε θάζε δηεξγαζία αθνινπζεί ηελ ίδηα ξνή, εθείλε ηνπ ζεηξηαθνχ αιγνξίζκνπ, αιιά ηελ 

απαζρνιεί ν ππνινγηζκφο κφλν ησλ δηθψλ ηεο δεδνκέλσλ. 

Μηα πνιχ ζεκαληηθή παξάκεηξνο ζηελ απνδνηηθφηεηα ηνπ παξάιιεινπ 

πξνγξακκαηηζκνχ είλαη ε ζπκκεηξία. Θέινπκε, ινηπφλ, αλεμάξηεηα απφ ηνλ αξηζκφ ησλ 

δηεξγαζηψλ, λα έρνπλ φιεο πεξίπνπ ην ίδην ππνινγηζηηθφ θνξηίν. Όπσο αλαιχζακε 

πξνεγνπκέλσο, ζηνλ αιγφξηζκν Jacobi νη πεξηνξηζκνί γηα ηηο δηαζηάζεηο ηνπ πίλαθα πξνο 

εχξεζε είλαη λα κελ είλαη κηθξφηεξνο ηνπ 3×3 (3×3×3 γηα 3Γ) θαη λα πιεξνί ηε ζπλζήθε 

1.25 ( 1 1) /( 2 1) 8N N     (ή 1.25 ( 1 1) /( 2 1),( 2 1) /( 3 1),( 3 1) /( 1 1) 8N N N N N N         

γηα 3Γ), φπνπ Ν1, Ν2 (θαη Ν3 γηα 3Γ) είλαη νη πιεπξέο ηνπ πίλαθα. Όκσο, επεηδή ζηελ 

νπζία καο ελδηαθέξεη ε κέζνδνο Jacobi σο ζπζηαηηθφ ηνπ FMG αιγνξίζκνπ, ζα ιάβνπκε 

ππ’ φςηλ θαη ηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ FMG. Ο βαζηθφο επηπιένλ πεξηνξηζκφο ηνπ FMG (πνπ 
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ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη εδψ) αθνξά ηηο δηαπιεγκαηηθέο κεηαβάζεηο θαη είλαη φηη νη 

δηαζηάζεηο ηνπ πίλαθα πξέπεη λα είλαη ηεο κνξθήο N = 2n + 1, φπνπ n είλαη έλαο θπζηθφο 

αξηζκφο. 

Απηφ δελ έρεη επηξξνή ζηε κέζνδν Jacobi αιιά κε απηφ ηνλ ηξφπν, ζηε κέζνδν FMG ζα 

είλαη δπλαηέο θαη απιέο νη δηαπιεγκαηηθέο κεηαβάζεηο, θαζψο έηζη νη δηαζηάζεηο ζα είλαη ζε 

θάζε πιέγκα ηεο ίδηαο απιήο κνξθήο. Απηφο αθξηβψο ν πεξηνξηζκφο δηεπθνιχλεη ηε 

ζπκκεηξία θαη ηνπ παξάιιεινπ πξνγξάκκαηνο Jacobi ψζηε νη δηαζηάζεηο ηνπ θάζε block 

(ηνπ θάζε πιέγκαηνο) απηή ηε θνξά λα είλαη ηεο ίδηαο κνξθήο. Άξα, κπνξνχκε λα 

εθκεηαιιεπηνχκε ην γεγνλφο φηη κπνξνχκε λα θηάζνπκε κέρξη ηνλ αδξφηεξν πίλαθα κε 

αιιεπάιιεινπο ππνδηπιαζηαζκνχο (ζρεδφλ) ησλ δηαζηάζεσλ. Δπηιέγνληαο, ινηπφλ, 

αξηζκφ MPI δηεξγαζηψλ πνπ λα είλαη θάπνηα δχλακε ηνπ 2 (απηφ γηα ηνπο θαηάιιεινπο 

«ππνδηπιαζηαζκνχο»), κπνξνχκε λα θαηαλείκνπκε απνιχησο ζπκκεηξηθά ηνλ φγθν 

εξγαζίαο ζε απηέο. 

Γηα παξάδεηγκα, επηιέγνληαο 8 MPI δηεξγαζίεο ζε έλαλ πίλαθα δηαζηάζεσλ 1025×257, 

ζα πξέπεη λα ρσξίζνπκε ηνλ πίλαθα ζε 8 blocks. Απηά κπνξεί λα έρνπλ δηάθνξα κεγέζε 

ζχκθσλα κε ηε κέζνδφ καο. Μπνξεί λα είλαη 8 γξακκέο δηαζηάζεσλ 129×257 ε θαζεκηά 

(8×1 δηεξγαζίεο), 8 ζηήιεο 1025×33 (1×8 δηεξγαζίεο), 8 blocks 513×65 (2×4 δηεξγαζίεο) ή 8 

blocks 257×129 (4×2 δηεξγαζίεο). Θα εθηηκήζνπκε απηφ ηνλ ηξφπν δηακνηξαζκνχ εξγαζίαο 

ζηελ αλάιπζε ηεο παξάιιειεο (MPI) FMG κεζφδνπ. Χζηφζν, θαίλεηαη φηη ν παξαπάλσ 

πίλαθαο δελ έρεη δηαζηάζεηο αθξηβψο πνιιαπιάζηεο ησλ αληίζηνηρσλ νπνηνπδήπνηε εθ 

ησλ δπλαηψλ πεξηπηψζεσλ δηακνηξαζκνχ. Μάιηζηα, ηα πξνηεηλφκελα blocks έρνπλ 

επηπιένλ ζηνηρεία ζηελ πεξίκεηξφ ηνπο. 

Γηα έλαλ κηθξφηεξν 2Γ πίλαθα, δηαζηάζεσλ 5×9 θαη γηα 2×2 MPI δηεξγαζίεο, ν 

πξνηεηλφκελνο ηξφπνο δηακνηξαζκνχ θαίλεηαη παξαθάησ: 
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Συήμα 7: Διαμξιοαρμόπ δεδξμέμχμ πίμακα 5υ9 ρε 2υ2 MPI διεογαρίεπ 

 

Όζν γηα ην ππνινγηζηηθφ ρσξίν ηεο θάζε δηεξγαζίαο, απηφ θαίλεηαη ζην ρήκα 8. Γελ 

πεξηιακβάλεη ζηελ νπζία ηα ζπλνξηαθά ζηνηρεία αθνχ είλαη ζηαζεξά. πλεπψο, ηπρφλ 

εζσηεξηθά bloks ζα έρνπλ κεγαιχηεξν ππνινγηζηηθφ ρσξίν ζε ζρέζε κε ηα ζπλνξηαθά 

blocks. 

 

 

Συήμα 8: Υπξλξγιρςικό υχοίξ κάθε διεογαρίαπ ρε πίμακα 5υ9 και για 2υ2 MPI διεογαρίεπ 

 



Τινπνίεζε Πνιππιεγκαηηθνχ Αιγνξίζκνπ ζε Παξάιιειεο Αξρηηεθηνληθέο  

 - 54 - 

Βιέπνπκε φηη ην block θάζε δηεξγαζίαο έρεη θνηλά ηα ζηνηρεία ζηελ πεξίκεηξφ ηνπ φπνπ 

ππάξρεη γεηηνληθφ block (ή αιιηψο block γεηηνληθήο δηεξγαζίαο). Μάιηζηα, ην θεληξηθφ 

ζηνηρείν ππάξρεη θαη ζηα ηέζζεξα blocks ζην παξάδεηγκά καο. Πξαθηηθά απηφ ζεκαίλεη 

πεξηζζφηεξε κλήκε απφ φ,ηη είλαη (εθ πξψηεο φςεσο ηνπιάρηζηνλ) αλαγθαίν λα 

ρξεζηκνπνηεζεί. ηελ πξαγκαηηθφηεηα, απηφ ζπκβαίλεη δηφηη ν «ππνδηπιαζηαζκφο» ζηνλ 

νπνίν αλαθεξζήθακε παξαπάλσ αλαθέξεηαη ζηνλ ηχπν Ν’=(Ν-1)/2+1. Να ζπκίζνπκε φηη 

απηφο ν ηχπνο πεξηγξάθεη ηφζν ηηο δηαπιεγκαηηθέο κεηαβάζεηο (ΝG=(Νg-1)/2+1 γηα n θνξέο, 

φπνπ G=2n∙g) φζν θαη ηνλ θαζνξηζκφ ησλ δηαζηάζεσλ ηνπ θάζε block ζε έλα πιέγκα 

(ΝΒg=(Νg-1)/2+1 γηα p θνξέο, φπνπ P=2p ν αξηζκφο ησλ MPI δηεξγαζηψλ πνπ έρνπλ επηιεγεί 

ζηε ζπγθεθξηκέλε δηάζηαζε). 

Η FMG κέζνδνο, ιφγσ ηεο αλαγθαηφηεηαο ησλ δηαζηάζεσλ ηνπ θάζε πιέγκαηνο λα 

είλαη ηεο κνξθήο N = 2n + 1, δελ έρεη πεξηζψξηα λα κε ιάβεη ππ’ φςηλ ηέηνηνπο πεξηνξηζκνχο. 

Απηή ε αλαγθαηφηεηα, φπσο πξνείπακε, αθνξά ηηο ζπλαξηήζεηο επέθηαζεο θαη 

πεξηνξηζκνχ θαη πεγάδεη απφ ηελ επηζπκία καο λα είλαη δπλαηέο, απιέο θαη ιεηηνπξγηθέο νη 

δηαπιεγκαηηθέο κεηαβάζεηο θαη άξα λα απαηηνχλ ιίγνπο ζρεηηθά ππνινγηζκνχο. πλεπψο, 

είλαη έλα αλαγθαίν θαθφ γηα ηε κέζνδν FMG, φρη φκσο θαη γηα ηε Jacobi. Η κέζνδνο Jacobi, 

φπσο αλαιχζακε παξαπάλσ, δελ έρεη αλάγθε απφ ηέηνηνπο πεξηνξηζκνχο. Μπνξεί λα 

ζπζηάζεη ζηελ MPI εθδνρή ηεο ιίγε ζπκκεηξία ρσξίο επηπινθέο πξνθεηκέλνπ λα απνθχγεη 

φιε απηή ηε δηαδηθαζία. Όκσο, επεηδή ε κέζνδνο Jacobi απνηειεί βαζηθή ζπληζηψζα ηνπ 

FMG αιγνξίζκνπ, ζα απνδερηνχκε απηέο ηηο ηδαηηεξφηεηεο ηεο FMG θαη ζα ηηο 

εθαξκφζνπκε θαη ζηε κέζνδν Jacobi. 

ε αληηπαξάζεζε κε ην ρήκα 3, φπνπ δείρλνπκε ηελ ηεξαξρία πιεγκάησλ νξηδφληηα, 

εδψ (ρήκα 9) ζα παξνπζηάζνπκε ηε δηαθνξνπνίεζε ησλ blocks ελφο πιέγκαηνο, θαζψο 

πιεζαίλνπλ νη δηεξγαζίεο, θαηαθφξπθα. Η δηαθνξνπνίεζε ησλ δχν ζρεκάησλ ζηνρεχεη 

ζηελ θαιχηεξε θαηαλφεζε ησλ δηαθνξψλ κεηαμχ ηνπ ζεηξηαθνχ κνλνπιεγκαηηθνχ 

αιγνξίζκνπ (1 πιέγκα, 1 δηεξγαζία), ηνπ παξάιιεινπ (κε MPI) κνλνπιεγκαηηθνχ (1 

πιέγκα, πνιιαπιέο δηεξγαζίεο), ηνπ ζεηξηαθνχ πνιππιεγκαηηθνχ (πνιιαπιά πιέγκαηα, 1 

δηεξγαζία) θαη ηνπ παξάιιεινπ (κε MPI) πνιππιεγκαηηθνχ (πνιιαπιά πιέγκαηα, 

πνιιαπιέο δηεξγαζίεο). Aο δνχκε πσο δηαθνξνπνηνχληαη ηα blocks κε ηελ αχμεζε ηνπ 

πιήζνπο ησλ MPI δηεξγαζηψλ. 
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Συήμα 9: Διατξοξπξίηρη ςχμ blocks για 2Δ πίμακα 9υ9 και για 3Δ πίμακα 9υ9υ9 καθώπ πληθαίμξσμ ξι 

MPI διεογαρίεπ 

 

ηελ πεξίπησζε ηεο ζεηξηαθήο κεζφδνπ Jacobi, νη δηαζηάζεηο πνπ καο έλνηαδαλ γηα ην 

ππνινγηζηηθφ θνκκάηη ήηαλ εθείλεο ηνπ αξρηθνχ πίλαθα, Ν1×Ν2 (ή Ν1×Ν2×Ν3 γηα 3Γ). 

ηελ πεξίπησζε ηεο ζεηξηαθήο FMG κεζφδνπ, θάζε πιέγκα είρε ην δηθφ ηνπ πίλαθα θαη καο 

ελδηέθεξαλ νη δηαζηάζεηο ηνπ πίλαθα πιέγκαηνο Ν1g×Ν2g (ή Ν1g×Ν2g×Ν3g γηα 3Γ). ηηο 

παξάιιειεο MPI εθδφζεηο πξέπεη λα πξνζζέζνπκε έλαλ δείθηε b ζηηο δηαζηάζεηο γηα λα 

δειψζνπκε φηη καο ελδηαθέξνπλ νη δηαζηάζεηο ηνπ πίλαθα (είηε αξρηθνχ είηε πιεγκαηηθνχ) 

ηνπ θάζε block. Δπνκέλσο, γηα ηελ παξάιιειε (MPI) Jacobi ζα είλαη Ν1bxΝ2b (ή 

Ν1bxΝ2bxΝ3b γηα 3Γ) θαη γηα ηελ παξάιιειε (MPI) FMG Ν1bgxΝ2bg (ή Ν1bgxΝ2bgxΝ3bg γηα 

3Γ). Ο παξαθάησ πίλαθαο απνζαθελίδεη απηέο ηηο δηαθνξέο. 

 

Πίμακαπ 1 – Διαρςάρειπ σπξλξγιρμώμ αμάλξγα με ςξμ αλγόοιθμξ ποξπ σλξπξίηρη 

 
ngrids = 1 (g = 1) ngrids > 1, g = 1…ngrids 

2D 3D 2D 3D 

Serial Algorithm 
Jacobi2D 

N1xN2 

Jacobi3D 

N1xN2xN3 

FMG2D 

N1gxN2g 

FMG3D 

N1gxN2gxN3g 

Parallel 

Algorithms 

MPI 
Jacobi2D_mpi 

N1bxN2b 

Jacobi3D_mpi 

N1bxN2bxN3b 

FMG2D_mpi 

N1bgxN2bg 

FMG3D_mpi 

N1bgxN2bgxN3bg 

OpenMP 
Jacobi2D_omp 

N1xN2 

Jacobi3D_omp 

N1xN2xN3 

FMG2D_omp 

N1gxN2g 

FMG3D_omp 

N1gxN2gxN3g 
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Ανταλλαγή Δεδομένων 

Αο πξνρσξήζνπκε ζηελ πινπνίεζε ηεο παξαιιειίαο. Σε βαζηθή πξάμε πνπ 

εθαξκφδακε ζηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα ζηε ζεηξηαθή κέζνδν Jacobi ζα ηελ θάλεη ηψξα ε 

θάζε MPI δηεξγαζία γηα φια ηα ζηνηρεία ηνπ δηθνχ ηεο block (εθηφο απφ εθείλα πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζηα ζπλνξηαθά ζηνηρεία ηνπ αξρηθνχ πίλαθα), αθφκα θαη γηα ηα ζηνηρεία 

πνπ είλαη θνηλά κε θάπνην άιιν block. Όκσο, επεηδή γηα ηελ πξάμε απηή ρξεηάδνληαη γηα 

ηνλ ππνινγηζκφ θάζε ζηνηρείνπ θαη ηα γεηηνληθά απηνχ (πάλσ, θάησ, αξηζηεξά, δεμηά θαη 

γηα 3Γ θαη κπξνζηά, πίζσ), ζηα ζηνηρεία πνπ είλαη θνηλά γηα δχν blocks, ζα πξέπεη νη 

αληίζηνηρεο δηεξγαζίεο λα επηθνηλσλήζνπλ αληαιιάζζνληαο (κε ηηο ζπλαξηήζεηο 

MPI_Send θαη MPI_Recv) ηα δεδνκέλα πνπ ρξεηάδεηαη ε θαζεκηά. πλεπψο, γηα θάζε k ζα 

θάλνπκε πξψηα ηελ απαξαίηεηε αληαιιαγή δεδνκέλσλ (κε ηε ζπλάξηεζε data_exchange) 

θαη κεηά ηηο πξάμεηο. Απφ ην ρήκα 9 κπνξνχκε εχθνια λα δηαθξίλνπκε φηη ζηηο δχν 

δηαζηάζεηο, ηα blocks (νη δηεξγαζίεο ζηελ νπζία) αληαιιάζζνπλ κεηαμχ ηνπο γξακκέο 

ζηνηρείσλ ελψ ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο αληαιιάζζνπλ επίπεδα ζηνηρείσλ. Όπσο ην θφζηνο 

ππνινγηζκψλ, ινηπφλ, έηζη θαη ην θφζηνο επηθνηλσλίαο είλαη κηαο ηάμεο κεγαιχηεξν. 

Πάλησο, κεηά απφ ηηο αληαιιαγέο απηέο θαη αλ ην k είλαη θαηάιιειν, ε θάζε δηεξγαζία ζα 

πξέπεη λα θάλεη έιεγρν ζχγθιηζεο γηα ην δηθφ ηεο block. Έπεηηα, ζα επηθνηλσλήζνπλ (κε ηε 

βνήζεηα ηεο MPI_All_Reduce) φιεο νη δηεξγαζίεο απηή ηε θνξά, γηα λα απνθαλζνχλ αλ 

έρεη επηηεπρζεί ε δεηνχκελε ζχγθιηζε. Δάλ έζησ θαη ζε κηα δηεξγαζία δελ επηηεχρζεθε ε 

ζχγθιηζε, ζα ζπλερίζνπλ φιεο κέρξη ηνλ επφκελν έιεγρν. Δλ ησ κεηαμχ, 

πξνγξακκαηηζηηθά, ν έιεγρνο απηφο ζα γίλεηαη αλά έλαλ ζπγθεθξηκέλν αξηζκφ 

επαλαιήςεσλ πνπ θαζνξίδεηαη θαηάιιεια αλάινγα κε ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα επίιπζεο 

θαη ην θξηηήξην ζχγθιηζεο ζε ζρέζε κε ηηο ζπλνξηαθέο ηηκέο, ηηο αξρηθέο ηηκέο θαη ηηο ηηκέο 

ηεο «πεγήο» f. Με απηφ ηνλ ηξφπν εμαζθαιίδεηαη φηη ζα ρξεηαζηνχλ ζρεηηθά ιίγνη έιεγρνη 

ζχγθιηζεο θαη ιίγεο επηπιένλ επαλαιήςεηο κεηά ηελ πξψηε πξαγκαηηθή ζχγθιηζε. 

ην παξαθάησ ζρήκα βιέπνπκε ηη γίλεηαη ζην πξνεγνχκελν παξάδεηγκα αιιά κφλν 

γηα ηηο αληαιιαγέο δεδνκέλσλ ζηηο νπνίεο παίξλεη κέξνο ε MPI δηεξγαζία κε rank=0. 

Φαίλνληαη ηα ζηνηρεία πνπ έρεη ζηε δηάζεζή ηεο θαη ηα ζηνηρεία πνπ ρξεηάδεηαη γηα ηηο 

πξάμεηο ηεο: 
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Συήμα 10: Αμςαλλαγή δεδξμέμχμ για ςη διεογαρία με rank=0 ρε πίμακα 5υ9 και για 2υ2 MPI διεογαρίεπ 

 

Σα ζχλνξα είλαη ζηαζεξά θαη γηα απηφ δε ρξεηάδνληαη αληαιιαγέο δεδνκέλσλ εθεί. Σα 

βέιε θαηαιήγνπλ ζην ζηνηρείν γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ νπνίνπ είλαη απαξαίηεην ην 

ζηνηρείν απφ ην νπνίν μεθηλά ην βέινο. Αμίδεη λα επηζεκάλνπκε φηη κε απηφ ηνλ ηξφπν ηα 

ζηνηρεία πνπ είλαη θνηλά γηα δχν δηεξγαζίεο ππνινγίδνληαη δχν θνξέο, κηα γηα θάζε 

δηεξγαζία πνπ ηα δηαζέηεη. Σν απνηέιεζκα είλαη ζαθψο ην ίδην αιιά γίλνληαη επηπιένλ 

πξάμεηο. Μπνξνχκε λα απνθχγνπκε απηέο ηηο πεξηηηέο πξάμεηο αιιά ζα πξέπεη λα 

εηζάγνπκε πνιππινθφηεηα ζηνλ αιγφξηζκν πνπ έπεηηα πηζαλφηαηα λα καο πεξηνξίζεη. Κάηη 

πνπ ζίγνπξα δε κπνξνχκε λα απνθχγνπκε (ιφγσ ηεο αλαγθαηφηεηάο ηνπ ζηελ FMG 

κέζνδν) είλαη ν κεγαιχηεξνο φγθνο αληαιιαγήο δεδνκέλσλ ζε θάζε επαλάιεςε ιφγσ ησλ 

θνηλψλ ζηνηρείσλ κεηαμχ ησλ δηεξγαζηψλ. Γηα παξάδεηγκα, ζηα δχν επφκελα ζρήκαηα 

βιέπνπκε φηη γηα ηνλ ίδην αξρηθφ πίλαθα (17×17) πξνθχπηεη κε ηε κέζνδφ καο θαη 8 MPI 

δηεξγαζίεο κεγαιχηεξνο ζπλνιηθφο φγθνο δεδνκέλσλ πξνο αληαιιαγή απφ φ,ηη κε ηε 

κέζνδν ρσξίο θνηλέο γξακκέο ή ζηήιεο θαη γηα 9 MPI δηεξγαζίεο. ηελ πξψηε πεξίπησζε 

πξνθχπηνπλ 132 ζηνηρεία γηα αληαιιαγή ζε θάζε επαλάιεςε ελψ αληίζηνηρα ζηε δεχηεξε 

(φπνπ έρνπκε θαη κηα επηπιένλ MPI δηεξγαζία) πξνθχπηνπλ 120. 
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Συήμα 11: Αμςαλλαγή δεδξμέμχμ για αουικό πίμακα 17υ17 και για 2υ4 MPI διεογαρίεπ (Κ: Κξιμά 

ρςξιυεία) 

 

 

Συήμα 12: Αμςαλλαγή δεδξμέμχμ για αουικό πίμακα 17υ17 και για 3υ3 MPI διεογαρίεπ 
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Παξαηεξψληαο ηα δχν παξαπάλσ ζρήκαηα, εχθνια παξαηεξνχκε ηελ παληειή 

απνπζία ζπκκεηξίαο ζην δεχηεξν ζρήκα. Όπσο έρνπκε ηνλίζεη αξθεηέο θνξέο, φκσο, δελ 

είλαη ιφγνη αηζζεηηθήο πνπ καο θάλνπλ λα πεξηνξίδνπκε ην πιήζνο MPI δηεξγαζηψλ ζε 

δχλακε ηνπ 2 αιιά εγγελείο απαηηήζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ δηαπιεγκαηηθψλ κεηαβάζεσλ 

πνπ έρνπκε πινπνηήζεη. Αλ ηηο είρακε πινπνηήζεη δηαθνξεηηθά αιιά κε εληαίν ηχπν 

κεηάβαζεο απφ πιέγκα ζε πιέγκα (έζησ π.ρ ΝG=(Νg-3)/5+3) ηφηε πάιη ζα ζέιακε 

ζπκκεηξία αιιά ηφηε ζα είρακε δηαθνξεηηθά απνδεθηά κεγέζε πηλάθσλ, δηαθνξεηηθφ 

δηακνηξαζκφ ησλ δεδνκέλσλ ζε blocks, άξα θαη δηαθνξεηηθφ πεξηνξηζκφ ζην πιήζνο ησλ 

MPI δηεξγαζηψλ. Αλ φκσο ρξεζηκνπνηνχζακε δηαθνξεηηθέο ζπλαξηήζεηο δηαπιεγκαηηθψλ 

κεηαβάζεσλ αλάινγα κε ην θάζε block, ηφηε ε ζπκκεηξία ζα έπξεπε λα ππάξρεη κφλν γηα 

ηα blocks πνπ ρξεζηκνπνηνχλ ην ίδην δεπγάξη interpolate θαη restrict. 

Αο αθηεξψζνπκε θαη ιίγν ρξφλν γηα λα απνκπζνπνηήζνπκε ιίγν ηε ζπκκεηξηθφηεηα 

ηνπ πίλαθα ζην ρήκα 11. Αξρηθά, ην ππνινγηζηηθφ ρσξίν (ν θφξηνο εξγαζίαο) δελ είλαη 

ζε φια ηα blocks ίδηνπ κεγέζνπο. Σα γσληαθά blocks ρξεηάδεηαη λα ππνινγίζνπλ κηία ζηήιε 

ιηγφηεξν απφ ηα ππφινηπα. Απηφ δηφηη ζην πξφβιεκά καο νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο είλαη 

ζηαζεξέο. πλεπψο, αλ έλα block έρεη ζπλνξηαθά ζηνηρεία, απηφ δε ζα θάλεη ππνινγηζκνχο 

γηα εθείλα ηα ζηνηρεία. Δπνκέλσο, αλ είρακε blocks ρσξίο ζπλνξηαθά ζηνηρεία (δειαδή γηα 

πιήζε MPI δηεξγαζηψλ απφ 4×4 θαη πάλσ), ηφηε φια απηά ζα είραλ ην ίδην ππνινγηζηηθφ 

θνξηίν. Υάλνπκε, ινηπφλ, ιίγε ζπκκεηξία ζην ππνινγηζηηθφ θνκκάηη. Γηα ηα πεξηζζφηεξα 

κεγέζε πίλαθα, βέβαηα, θαη εηδηθά ζηελ ηξηζδηάζηαηε πεξίπησζε απηφ έρεη κηθξή ζεκαζία 

θαζψο νη ππνινγηζκνί ζην εζσηεξηθφ θάζε block έρνπλ θφζηνο κηαο ηάμεο κεγαιχηεξν απφ 

ηνπο ππνινγηζκνχο ζηα ζχλνξά ηνπ. Οχηε ην θνκκάηη ηεο επηθνηλσλίαο είλαη απφιπηα 

ζπκκεηξηθφ, θαζψο ηα γσληαθά ζε ζρέζε κε ηα ππφινηπα ζπλνξηαθά (θαη πφζν κάιινλ ζε 

ζρέζε κε ηα ηπρφλ κε ζπλνξηαθά) blocks ρξεηάδεηαη λα αληαιιάμνπλ ιηγφηεξα δεδνκέλα. 

Άξα, ιηγφηεξνη ππνινγηζκνί θαη ιηγφηεξε επηθνηλσλία γηα ηα γσληαθά (αιιά θαη γηα φια ηα 

ζπλνξηαθά blocks. Απηφ δε καο ελνριεί θαη ζίγνπξα φρη ηφζν ψζηε λα ην αιιάμνπκε 

εηζάγνληαο επηπιένλ πνιππινθφηεηα. 

Απηφ πνπ κπνξνχκε λα θάλνπκε είλαη λα επεθηείλνπκε θαηά κηα γξακκή ή/θαη ζηήιε 

(ζηελ 3Γ πεξίπησζε επεθηείλνπκε θαηά έλα αληίζηνηρν επίπεδν) ην θάζε block πξνο ηηο κε 

ζπλνξηαθέο πιεπξέο (ή επηθάλεηέο ηνπ γηα 3Γ) ψζηε λα δερηεί εθεί ηα δεδνκέλα πνπ 

ρξεηάδεηαη θάζε θνξά απφ ηα γεηηνληθά ηνπ blocks. Με απηφ ηνλ ηξφπν ραιάκε θαη ηε 

ζπκκεηξία ησλ ζπλνξηαθψλ blocks κεηαμχ ηνπο θαη ζε ζρέζε κε ηα εζσηεξηθά blocks φζνλ 

αθνξά ην κέγεζνο ηνπ πίλαθά ηνπο. Απηφ καο επεξεάδεη ειάρηζηα θαη κφλν ζηε 

ρξεζηκνπνίεζε κλήκεο, ελψ έρεη έλα πνιχ κεγάιν φθεινο: ηελ αιγνξηζκηθή απιφηεηα πνπ 

πξνζδίδεηαη ζην κέξνο ησλ ππνινγηζκψλ ζηηο ζπλαξηήζεηο πνπ ρξεηάδνληαη επηθνηλσλία. 

Δδψ αθνξά κφλν ηε Jacobi αιιά ζηελ FMG κέζνδν απινπνηεί ζεκαληηθά θαη ηηο calc_res 

θαη restrict. 
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Υλοποίηση 

Κορμός του Αλγορίθμου 

Σειηθά, ε κέζνδνο πινπνηείηαη ζε 2Γ κε ηε ζπλάξηεζε jacobi_solve_mpi σο εμήο: 

 

/* Jacobi Solver in 2D MPI */ 

for (k = 0 to ITER) { 
 
 /* exchange of necessary data */ 
 data_exchange_NB(vold); 

 
  /* computations in interior points */ 

for x = U to N1b - D 
for y = L to N2b - R 

vnew[x][y] = (vold[x - 1][y] + vold[x + 1][y] + 
vold[x][y - 1] + vold[x][y + 1]) / 4 - 
h1h2f[x][y] / 4; 

 
  pointer_swap(&vnew, &vold);  
 
  /* convergence check */ 
  if all_converged(vold, vnew, cnverr) 
   return; 

} 

 

Γηα ηξεηο δηαζηάζεηο ζα είλαη: 

 

 for (k = 0 to ITER) { 

 
/* exchange of necessary data */ 

 data_exchange_NB(vold); 
 
  /* interior points */ 

for x = U to N1b - D 
for y = L to N2b - R 

for z = F to N3b - B 
vnew[x][y][z] = (vold[x - 1][y][z] + 

vold[x + 1][y][z] + vold[x][y - 1][z] + 
vold[x][y + 1][z] + vold[x][y][z - 1] + 
vold[x][y][z + 1]) / 6 – 
h1h2h3f[x][y][z] / 6; 

 
  pointer_swap(&vnew, &vold); 
 
  /* convergence check */ 
  if all_converged(vold, vnew, cnverr) 
   return; 
 } 
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Ο αιγφξηζκνο δηαθνξνπνηείηαη ζε ζρέζε κε ην ζεηξηαθφ ζε ηξία βαζηθά ζεκεία, ηελ 

αληαιιαγή δεδνκέλσλ, ηελ αιιαγή ζηα φξηα ηνπ ππνινγηζηηθνχ ρσξίνπ θαη ηελ αιιαγή 

ζηνλ έιεγρν ζχγθιηζεο. Αο μεθηλήζνπκε απφ ην ηειεπηαίν. Σφζν γηα 2Γ φζν θαη γηα 3Γ, 

ζηελ all_converged ε θάζε MPI δηεξγαζία θάλεη έιεγρν ζχγθιηζεο γηα ην δηθφ ηεο 

ππνινγηζηηθφ ρσξίν. Κνηλσλεί ην απνηέιεζκα ηνπ ειέγρνπ ψζηε λα απνθαλζνχλ εάλ 

επηηεχρζεθε ε επηζπκεηή ζχγθιηζε ζπλνιηθά. Δάλ έζησ θαη κηα δηεξγαζία δελ ζπλέθιηλε, 

φιεο νη δηεξγαζίεο ζπλερίδνπλ ηε δηαδηθαζία επίιπζεο κέρξη ηνλ επφκελν έιεγρν. ηελ 

πξάμε, ε θάζε δηεξγαζία εθρσξεί ηελ ηηκή 1 ζε κηα ηνπηθή κεηαβιεηή (κε αξρηθή ηηκή 0) εάλ 

έρεη ζπγθιίλεη ζην δηθφ ηεο ρσξίν. Με ηε βνήζεηα ηεο MPI_All_Reduce ειέγρεηαη εάλ έζησ 

θαη κηα δηεξγαζία δελ έρεη εθρσξήζεη ηελ ηηκή 1 ζηελ αληίζηνηρε κεηαβιεηή. 

Η δεχηεξε δηαθνξνπνίεζε αθνξά ηελ αιιαγή ζηα φξηα ηνπ ππνινγηζηηθνχ ρσξίνπ ηεο 

θάζε δηεξγαζίαο. ην ζεηξηαθφ αιγφξηζκν είρακε ζηελ νπζία κηα δηεξγαζία θη άξα έλα κφλν 

ππνινγηζηηθφ ρσξίν πεξηβαιιφκελν απφ ηα ζπλνξηαθά ζηνηρεία. Δδψ έρνπκε πεξηζζφηεξεο 

θαη αλάινγα κε ην πιήζνο ηνπο, ην θάζε block κπνξεί λα έρεη ζπλνξηαθά ζηνηρεία ζε 

νπνηαδήπνηε πιεπξά (γηα 3Γ επηθάλεηά) ηνπ ή αθφκα θαη ζε θακηά. πλεπψο, ην 

ππνινγηζηηθφ ρσξίν δχλαηαη λα είλαη δηαθνξεηηθά ηνπνζεηεκέλν ζην block δεδνκέλσλ απφ 

δηεξγαζία ζε δηεξγαζία. Οξίδνπκε, ινηπφλ, ηηο κεηαβιεηέο U, D, L, R (γηα 3Γ θαη F, B) γηα 

θάζε δηεξγαζία, πνπ πεξηέρνπλ ζηελ νπζία ηηο κεηαβνιέο πνπ πξέπεη λα επηβιεζνχλ ζηηο 

ζπληεηαγκέλεο ψζηε λα νξίδνπλ ην ππνινγηζηηθφ καο ρσξίν. Απηέο ηηο έρνπκε νξίζεη 

θαηάιιεια ζηελ αξρή ηνπ πξνγξάκκαηνο ζχκθσλα κε ηνλ δηακνηξαζκφ δεδνκέλσλ. 

Η νπζηαζηηθφηεξε δηαθνξνπνίεζε, θπζηθά, είλαη ε ζπλάξηεζε αληαιιαγήο δεδνκέλσλ 

data_exchange_NB. 

 

Συνάρτηση Ανταλλαγής Δεδομένων 

Έρνπκε αλαθεξζεί ζηα δεδνκέλα πνπ ρξεηάδεηαη ε θάζε δηεξγαζία απφ ηηο γεηηνληθέο 

ηεο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ αληίζηνηρσλ θνηλψλ ζηνηρείσλ ηνπο. ε δχν δηαζηάζεηο (2Γ) 

απηή ε επηθνηλσλία αθνξά γξακκέο θαη ζηήιεο ελψ ζε ηξεηο δηαζηάζεηο (3Γ) αθνξά 

επηθάλεηεο. Με ηε ζπλάξηεζε data_exchange_NB ζα γίλνπλ φιεο νη απαξαίηεηεο 

αληαιιαγέο δεδνκέλσλ. Σν «NB» δειψλεη non-blocking επηθνηλσλία, δειαδή φηη δελ 

ππάξρεη ζεηξηαθή αλακνλή γηα θάζε εληνιή απνζηνιήο κέρξη ηελ νινθιήξσζε ηεο 

αληίζηνηρεο ιήςεο. Αληίζεηα, ζα εθηεινχληαη φιεο νη εληνιέο απνζηνιήο δεδνκέλσλ ζηελ 

αξρή θαη ε αλακνλή ζα είλαη ζπλνιηθή. Βεβαίσο, νη ππνινγηζκνί ζα ζπλερίζνπλ κφιηο γίλεη 

ε ηειεπηαία ιήςε. Χζηφζν, ηα αληίζηνηρα ρξνληθά δηαζηήκαηα αλακνλήο κεηά ηελ θάζε 

εληνιή απνζηνιήο δχλαηαη λα ηέκλνληαη ή θαη λα ζπκπίπηνπλ. Όζν γηα ηα δεδνκέλα πνπ 
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ρξεηάδεηαη ε θάζε δηεξγαζία, απηά είπακε φηη δεηνχληαη απφ ηηο δηεξγαζίεο κε ηηο νπνίεο 

έρεη θνηλά ζηνηρεία θαη ηα ρξεηάδεηαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ απηψλ αθξηβψο ησλ ζηνηρείσλ. 

ε 2Γ, ε data_exchange_NB πινπνηείηαη σο εμήο: 

 

/* exchange of data between MPI processes in 2D */ 
 if (neigh.LEFT >= 0) { 
 
  /* sending my second column to my LEFT neighbour */ 
  send_NB(vold[U...Ν1b - D][1], neigh.LEFT); 
 
  /* receiving my previous column from my LEFT neighbour */ 
  recv_NB(vold[U...Ν1b - D][-1], neigh.LEFT); 
 } 
 if (neigh.RIGHT >= 0) { 
 
  /* sending my second-to-last column to my RIGHT neighbour */ 
  send_NB(vold[U...Ν1b - D][N2b - 2], neigh.RIGHT); 
 
  /* receiving my next column from my RIGHT neighbour */ 
  recv_NB(vold[U...Ν1b - D][N2b], neigh.RIGHT); 
 } 
 if (neigh.UP >= 0) { 
 
  /* sending my second line to my UP neighbour */ 
  send_NB(vold[1][L...Ν2b - R], neigh.UP); 
 
  /* receiving my previous line from my UP neighbour */ 
  recv_NB(vold[-1][L...Ν2b - R], neigh.UP); 
 } 
 if (neigh.DOWN >= 0) { 
 
  /* sending my second-to-last line to my DOWN neighbour */ 
  send_NB(vold[N1b - 2][L...Ν2b - R], neigh.DOWN); 
 
  /* receiving my next line from my DOWN neighbour */ 
  recv_NB(vold[N1b][L...Ν2b - R], neigh.DOWN); 
 } 
 wait_all; 

 

ε 3Γ, ε πινπνίεζε έρεη σο εμήο: 

 
 if (neigh.FRONT >= 0) { 
 
  /* sending my second plane to my FRONT neighbour */ 
  send_NB(vold[U...Ν1b - D][L...Ν2b - R][1], neigh. FRONT); 
 
  /* receiving my previous plane from my FRONT neighbour */ 
  recv_NB(vold[U...Ν1b - D][L...Ν2b - R][-1], neigh. FRONT); 
 } 
 if (neigh.BACK >= 0) { 
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  /* sending my second-to-last plane to my BACK neighbour */ 
  send_NB(vold[U...Ν1b - D][L...Ν2b - R][N3b - 2], neigh. BACK); 
 
  /* receiving my next plane from my BACK neighbour */ 
  recv_NB(vold[U...Ν1b - D][L...Ν2b - R][N3b], neigh. BACK); 
 } 

if (neigh.LEFT >= 0) { 
 
  /* sending my second plane to my LEFT neighbour */ 
  send_NB(vold[U...Ν1b - D][1][F...Ν3b - B], neigh.LEFT); 
 
  /* receiving my previous plane from my LEFT neighbour */ 
  recv_NB(vold[U...Ν1b - D][-1][F...Ν3b - B], neigh.LEFT); 
 } 
 if (neigh.RIGHT >= 0) { 
 
  /* sending my second-to-last plane to my RIGHT neighbour */ 
  send_NB(vold[U...Ν1b - D][N2b - 2][F...Ν3b - B], neigh.RIGHT); 
 
  /* receiving my next plane from my RIGHT neighbour */ 
  recv_NB(vold[U...Ν1b - D][N2b][F...Ν3b - B], neigh.RIGHT); 
 } 
 if (neigh.UP >= 0) { 
 
  /* sending my second plane to my UP neighbour */ 
  send_NB(vold[1][L...Ν2b - R][F...Ν3b - B], neigh.UP); 
 
  /* receiving my previous plane from my UP neighbour */ 
  recv_NB(vold[-1][L...Ν2b - R][F...Ν3b - B], neigh.UP); 
 } 
 if (neigh.DOWN >= 0) { 
 
  /* sending my second-to-last plane to my DOWN neighbour */ 
  send_NB(vold[N1b - 2][L...Ν2b - R][F...Ν3b - B], neigh.DOWN); 
 
  /* receiving my next plane from my DOWN neighbour */ 
  recv_NB(vold[N1b][L...Ν2b - R][F...Ν3b - B], neigh.DOWN); 
 } 
 wait_all; 

 

Σν γεγνλφο φηη πεξλάκε ηα ζηνηρεία πνπ ιακβάλνπκε εμσηεξηθά ηνπ πίλαθά καο δίπια 

ζηα «θνηλά» ζηνηρεία βνεζά ζηελ απιφηεηα ηνπ αιγνξίζκνπ ζην κέξνο ησλ ππνινγηζκψλ. 

Όζν γηα ηε δνκή neigh (neighbour), απηή νξίδεηαη ζχκθσλα κε ην δηακνηξαζκφ ησλ 

δεδνκέλσλ ζηελ αξρή. Οη κεηαβιεηέο ηεο καο δίλνπλ πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηελ χπαξμε 

ή φρη γεηηνληθψλ δηεξγαζηψλ ζηελ αληίζηνηρε κεξηά. Αλ ππάξρεη γεηηνληθή δηεξγαζία, ηφηε ε 

αληίζηνηρε κεηαβιεηή ζα πεξηέρεη ην rank ηεο. 
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Προεκτάσεις 

Όπσο ζπλέβε θαη κε ηηο ζεηξηαθέο εθδφζεηο, έηζη θαη εδψ ν παξάιιεινο αιγφξηζκνο 

Jacobi ζα απνηειέζεη ηνλ εμνκαιπληή αιιά θαη ηνλ βαζηθφ επηιπηή αδξφηεξνπ πιέγκαηνο 

ζηελ παξάιιειε έθδνζε ηνπ FMG αιγνξίζκνπ. 
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Κεφάλαιο 7   

Παραλληλοποίηση του Αλγορίθμου 

FMG με Χρήση του MPI 

Περιγραφή 

Δδψ ζα πινπνηήζνπκε ηελ πνιππιεγκαηηθή κέζνδν εκθσιεπκέλεο επαλάιεςεο FMG 

κε ην πξφηππν MPI. Σελ παξαιιεινπνίεζε ζε θαηαλεκεκέλε κλήκε ηεο βαζηθήο 

ζπλάξηεζεο ηνπ FMG αιγνξίζκνπ, δειαδή ηεο jacobi_solve, ηελ είδακε ζηελ αθξηβψο 

πξνεγνχκελε ελφηεηα. Με ηνλ ίδην ηξφπν, ζα παξαιιεινπνηήζνπκε θαη ηηο ππφινηπεο 

ζπλαξηήζεηο ηνπ FMG. 

Όπσο θαη πξηλ, ε ηδέα είλαη λα δηακνηξάζνπκε ηνλ πίλαθα θαηά blocks ζε MPI 

δηεξγαζίεο. Η θάζε δηεξγαζία ζα αθνινπζεί ηε ξνή ηνπ ζεηξηαθνχ αιγνξίζκνπ αιιά ζα 

εθηειεί ηηο φπνηεο πξάμεηο κφλν γηα ηα δηθά ηεο δεδνκέλα. Όπνπ ρξεηαζηεί, θπζηθά, ζα 

πξέπεη λα γίλεηαη θαη αληαιιαγή δεδνκέλσλ κεηαμχ ησλ δηεξγαζηψλ. Σέηνηεο αληαιιαγέο 

ήδε είδακε ζηε ζπλάξηεζε jacobi_solve. Θα δνχκε θαη ζηηο ζπλαξηήζεηο δηαπιεγκαηηθνχ 

πεξηνξηζκνχ (restrict) θαη ππνινγηζκνχ ππνινίπνπ (calc_res). Μάιηζηα, ε αληαιιαγή 

δεδνκέλσλ data_exchange_NB πνπ γίλεηαη ζηε jacobi_solve πξηλ ηηο πξάμεηο είλαη ε ίδηα πνπ 

ζα γίλεη θαη ζηηο restrict θαη calc_res πξηλ απφ ηηο δηθέο ηνπο αληίζηνηρεο πξάμεηο. Βεβαίσο, 

επεηδή δελ πξνβιέπεηαη αληαιιαγή δεδνκέλσλ ζηηο ζπλαξηήζεηο interpolate θαη correct, 

απηφ δε ζεκαίλεη φηη απηέο ζα κείλνπλ σο είραλ ζηε ζεηξηαθή έθδνζε. Θα πξέπεη λα γίλνπλ 

ζε φιεο ηηο ζπλαξηήζεηο αιιαγέο ψζηε αλάινγα κε ηε ζέζε ηνπ block ζηνλ πίλαθα (θαη 

άξα ηε ζέζε ηνπ ππνινγηζηηθνχ ρσξίνπ ζην block απηφ) λα γίλνληαη θαηάιιεια νη πξάμεηο. 

Γηα παξάδεηγκα, έλα γσληαθφ block δελ πξέπεη λα θάλεη πξάμεηο ζε φια ηα ζηνηρεία ηνπ 

αιιά κφλν ζηα εζσηεξηθά. Αληίζεηα, έλα εζσηεξηθφ block πξέπεη λα θάλεη πξάμεηο ζε φια 

ηα ζηνηρεία ηνπ αθνχ δελ πεξηιακβάλεη ζπλνξηαθά ζηνηρεία. 

 

Διαμοιρασμός και Χωρισμός Δεδομένων 

Δίλαη πνιχ ζεκαληηθφ λα θαηαλνήζνπκε ηηο δηαθνξέο κεηαμχ ηνπ δηακνηξαζκνχ 

δεδνκέλσλ, ηνπ ρσξηζκνχ δεδνκέλσλ θαη ηεο αληαιιαγήο δεδνκέλσλ. Ο ρσξηζκφο 

δεδνκέλσλ αλαθέξεηαη ζηε κνξθή ησλ πηλάθσλ επίιπζεο ησλ δηεξγαζηψλ γηα θάζε πιέγκα 

θαη θαη’ επέθηαζε, ζηε κνξθή ησλ blocks. Ο δηακνηξαζκφο δεδνκέλσλ αλαθέξεηαη ζηε 
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δηαλνκή ησλ αξρηθψλ δηαθξηηνπνηεκέλσλ πηλάθσλ επίιπζεο ζηηο αληίζηνηρεο δηεξγαζίεο, 

δειαδή ζηελ εθρψξεζε ησλ θαηάιιεισλ δεδνκέλσλ ζηα ζηνηρεία ησλ blocks. Η δηαλνκή 

δελ είλαη κέξνο ηνπ αιγνξίζκνπ FMG αιιά πηζαλφηαηα πξνεγείηαη απηνχ θαη βάζεη απηήο 

πξνζδηνξίδεηαη ν ρσξηζκφο ησλ δεδνκέλσλ. Η αληαιιαγή δεδνκέλσλ αθνξά νπνηαδήπνηε 

επηθνηλσλία κεηαμχ ησλ δηεξγαζηψλ. Κπξίσο, ελλννχκε ηελ αληαιιαγή δεδνκέλσλ πνπ 

πθίζηαηαη κεηαμχ γεηηνληθψλ δηεξγαζηψλ (ή κάιινλ δηεξγαζηψλ κε γεηηνληθά blocks). 

Αο δνχκε θάπνηεο βαζηθέο πξνυπνζέζεηο πνπ πξέπεη αθφκα λα πιεξνί ν παξάιιεινο 

FMG αιγφξηζκνο. Πξέπεη λα επηζεκάλνπκε φηη αληίζεηα κε ηε ζεηξηαθή έθδνζε, δε 

κπνξνχκε λα πάκε κέρξη ην αδξφηεξν δπλαηφ πιέγκα (εθείλν πνπ έρεη κηα δηάζηαζε ίζε κε 

3). Μάιηζηα, αλ είλαη Ν1=2n1+1, N2=2n2+1 (γηα 3Γ θαη N3=2n3+1) γηα ηνλ αξρηθφ πίλαθα 

Ν1×Ν2 (Ν1×Ν2×Ν3 γηα 3Γ) θαη P1=2p1 θαη P2=2p2 (γηα 3Γ θαη P3=2p3) γηα ην ζρήκα MPI 

δηεξγαζηψλ P1×P2 (P1×P2×P3 γηα 3Γ) πνπ επηζπκνχκε, ηφηε ζα πξέπεη λα ηζρχεη: ngrids ≤ 

n1-p1 θαη ngrids ≤ n2-p2 (γηα 3Γ θαη ngrids ≤ n3-p3). Μπνξνχκε, δειαδή, λα πάκε κέρξη ην 

αδξφηεξν δπλαηφ αλά δηεξγαζία πιέγκα. Παξαζέηνπκε ζαλ παξάδεηγκα έλαλ αξρηθφ 

πίλαθα 9×17 γηα 2×2 MPI δηεξγαζίεο: 

 

 

Συήμα 13: Διαμξιοαρμόπ δεδξμέμχμ πίμακα 9υ17 ρε 2υ2 MPI διεογαρίεπ 

 

Ο πίλαθαο έρεη δηαζηάζεηο Ν1×Ν2 = (2n1+1)×(2n2+1) = (23+1)×(24+1) = 9×17. ηελ 

πεξίπησζε ηνπ ζεηξηαθνχ αιγνξίζκνπ, ζα κπνξνχζακε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε κέρξη θαη 

ngrids = min(n1,n2) = 3 πιέγκαηα γηα ηελ εχξεζε ηεο ιχζεο. Δπεηδή ζα κνηξάζνπκε ηα 

δεδνκέλα ζε P1×P2 = 2p1×2p2 = 21×21 = 2×2 MPI δηεξγαζίεο φκσο, κπνξνχκε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε κέρξη min(n1-p1,n2-p2) = min (2,3) = 2 πιέγκαηα. Όπσο θαίλεηαη θαη 
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παξαθάησ, ζην αδξφηεξν πιέγκα (θη αο κελ είλαη ην αδξφηεξν δπλαηφ γηα ηνλ αξρηθφ 

πίλαθα) ε θάζε δηεξγαζία έρεη απφ έλαλ 3×5 πίλαθα θαη ζπλεπψο δε κπνξεί λα πξνρσξήζεη 

ζε επφκελν, αδξφηεξν πιέγκα. 

 

 

Συήμα 14: Χχοιρμόπ δεδξμέμχμ πίμακα αδοόςεοξσ πλέγμαςξπ ρε 2υ2 MPI διεογαρίεπ 

 

Υλοποίηση 

Κορμός του Αλγορίθμου 

Αο πξνρσξήζνπκε ηψξα ζηελ πινπνίεζε ηεο παξαιιειίαο, παξαζέηνληαο ην βαζηθφ 

θνξκφ ηνπ FMG: 

 

 /* Full MultiGrid algorithm */ 
 vH = solve_mpi(fH, FMG_ITER); // computing exact solution 
 
 /* going right to groups of higher v-cycles */ 
 for (g = H; g > h; g /= 2) { 
  fg = g / 2; 
 
  /* going up right before every first v-cycle */ 
  interpolate_mpi(vg → vfg); // solution prolongation 
 
  /* amount of v-cycles according to given ncycles */ 
  for (c = 0; c < ncycles; c++) { 
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   /* going down in v-cycle */ 
   for (gg = fg; gg < H; gg *= 2) { 
    vgg = solve_mpi(fgg, a1); // solution relaxation 
    rgg = calc_res_mpi(vgg, fgg); // residual calculation 

restrict_mpi(rgg → r2gg); // residual restriction 
    initmtrx(e2gg); // initialization with 0.0 
   } 
 
   eH = solve_mpi(rH, FMG_ITER); // computing exact error 
 
   /* going up in v-cycle */ 
   for (gg = H / 2; gg > fg; gg /= 2) { 
    interpolate_mpi(e2gg → egg); // error prolongation 
    correct_mpi(vgg, egg); // solution correction 
    vgg = solve_mpi(fgg, a2); // solution relaxation 
   } 
  } 
 } 
 

Συναρτήσεις του Αλγορίθμου 

Παξαζέηνπκε ηηο βαζηθέο ζπλαξηήζεηο πνπ ρξεζηκνπνηεί ν FMG (εθηφο απφ ηε 

ζπλάξηεζε-εμνκαιπληή jacobi_solve_mpi θαη ηε data_exchange_NB πνπ έρνπκε παξαζέζεη 

ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα). 

 
Συνάρτηση διόρθωσης 

Η correct_mpi δελ πξνυπνζέηεη επηθνηλσλία κεηαμχ ησλ δηεξγαζηψλ: 

 

/* 
 * Correction of the approximated solution by 
 * subtracting the calculated error 
 */ 

 
 /* interior points */ 

for x = U to N1bg - D
 

for y = L to N2bg - R 
   vbg[x][y] += ebg[x][y]; 

 

ηηο ηξεηο δηαζηάζεηο ζα είλαη: 

 

 /* interior points */ 
for x = U to N1bg - D

 

for y = L to N2bg – R 
   for z = F to N3bg - B 

vbg[x][y][z] += ebg[x][y][z]; 
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Συνάρτηση υπολογισμού υπολοίπου 

Η ζπλάξηεζε ππνινγηζκνχ ππνινίπνπ calc_res_mpi πξνβιέπεη επηθνηλσλία κεηαμχ 

ησλ δηεξγαζηψλ πξηλ ηνπο ππνινγηζκνχο: 

 

/* Calculation of (minus) the residual */ 
 

/* exchange of necessary data */ 
 data_exchange_NB(vbg); 
 
 /* interior points */ 

for x = U to N1bg - D
 

for y = L to N2bg - R 
   rbg[x][y] = - (vbg[x - 1][y] + vbg[x + 1][y] + 
       vbg[x][y - 1] + vbg[x][y + 1] – 

4 * vbg[x][y]) / h1h2 + fbg[x][y]; 

 

ηηο ηξεηο δηαζηάζεηο ζα είλαη: 

 
/* exchange of necessary data */ 

 data_exchange_NB(vbg); 

 

 /* interior points */ 
for x = U to N1bg - D

 

for y = L to N2bg – R 
   for z = F to N3bg - B 
    rbg[x][y][z] = - (vbg[x - 1][y][z] + vbg[x + 1][y][z] + 
      vbg[x][y - 1][z] + vbg[x][y + 1][z] + 

vbg[x][y][z - 1] + vbg[x][y][z + 1] – 
6 * vbg[x][y][z]) / h1h2h3 + fbg[x][y][z]; 

 
Συνάρτηση επέκτασης 

Η ζπλάξηεζε επέθηαζεο interpolate_mpi δελ πξνυπνζέηεη αληαιιαγή δεδνκέλσλ 

κεηαμχ ησλ blocks: 

 
/* coarse-to-fine prolongation using interpolation */ 

 
 /* elements that are copies */ 
 for xb2g = U to N1b2g - D 
  for xb2g = L to N2b2g - R 
   vbg[2 * xb2g][2 * yb2g] = vb2g[xb2g][yb2g]; 
 
 /* even-numbered columns, interpolating vertically */ 
 for xbg = 1 to (N1bg – 1) with step 2 
  for ybg = 2 * L to N2bg – R with step 2 
   vbg[xbg][ybg] = 0.5 * (vbg[xbg + 1][ybg] + vbg[xbg - 1][ybg]); 
 



Τινπνίεζε Πνιππιεγκαηηθνχ Αιγνξίζκνπ ζε Παξάιιειεο Αξρηηεθηνληθέο  

 - 70 - 

 /* odd-numbered columns, interpolating horizontally */ 
 for xbg = U to N1bg - D 
  for ybg = 1 to N2bg – 1 with step 2 
   vbg[xbg][ybg] = 0.5 * (vbg[xbg][ybg + 1] + vbg[xbg][ybg - 1]); 

 

Ο αιγφξηζκνο ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο έρεη σο εμήο: 

 

/* elements that are copies */ 
 for x2g = U to N12g - D 
  for y2g = L to N22g - R 
   for z2g = F to N32g – B 
    vg[2 * x2g][2 * y2g][2 * z2g] = v2g[x2g][y2g][z2g]; 
 
 /* even-x-even-y-numbered columns, interpolating vertically */ 
 for xg = 1 to (N1g – 1) with step 2 
  for yg = 2 * L to (N2g – R) with step 2 
   for zg = 2 * F to (N3g – B) with step 2 
    uf[xg][yg][zg] = 0.5 * (vg[xg + 1][yg][zg] + 
        vg[xg - 1][yg][zg]); 
 
 /* even-x-odd-y-numbered columns, interpolating z-horizontally */ 
 for xg = U to N1g - D 
  for yg = 2 * L to (N2g – R) with step 2 
   for zg = 1 to (N3g – 1) with step 2 
    vg[xg][yg][zg] = 0.5 * (vg[xg][yg][zg + 1] + 
        vg[xg][yg][zg - 1]); 
 
 /* odd-x-numbered columns, interpolating horizontally */ 
 for xg = U to N1g - D 
  for yg = 1 to (N2g – 1) with step 2 
   for zg = F to N3g - B 
    vg[xg][yg][zg] = 0.5 * (vg[xg][yg + 1][zg] + 
        vg[xg][yg - 1][zg]); 

 
Συνάρτηση περιορισμού 

O παξαθάησ αιγφξηζκνο είλαη γηα ηε ζπλάξηεζε πεξηνξηζκνχ restrict_mpi ζηηο δχν 

δηαζηάζεηο: 

 

/* half-weighting residual restriction from fine-grid to coarse-grid */ 
 
 /* interior points */ 

xg = 2 * (U - 1); 
 for (x2g = U to N12g – D) { 
  xg += 2; 
  yg = 2 * (L - 1); 
  for (y2g = L to N22g - R) { 
   yg += 2; 
   r2g[x2g][y2g] = 0.5 * rg[xg][yg] + 0.125 * 
      (rg[xg + 1][yg] + rg[xg - 1][yg] + 
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      rg[xg][yg + 1] + rg[xg][yg - 1]); 
  } 
 } 

 

Ο αιγφξηζκνο ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο έρεη σο εμήο: 

 

 /* interior points */ 
xg = 2 * (U - 1); 

 for (x2g = U to N12g – D) { 
  xg += 2; 
  yg = 2 * (L - 1); 
  for (y2g = L to N22g - R) { 
   yg += 2; 
   zg = 2 * (F – 1); 
   for (z2g = F to N32g - B) { 
    zg += 2; 
    r2g[x2g][y2g][z2g] = 0.25 * rg[xg][yg][zg] + 0.125 * 
      (rg[xg + 1][yg][zg] + rg[xg - 1][yg][zg] + 
      rg[xg][yg + 1][zg] + rg[xg][yg - 1][zg] + 
      rg[xg][yg][zg + 1] + rg[xg][yg][zg - 1]); 

} 
} 

} 
 

Προεκτάσεις 

Γηα κεγάια κεγέζε πίλαθα επίιπζεο είλαη ινγηθφ νη παξάιιειεο εθδφζεηο λα ππεξέρνπλ 

ζεκαληηθά έλαληη ησλ ζεηξηαθψλ. Γηα κηθξφηεξα κεγέζε φκσο, ηφζν γηα ηε κέζνδν Jacobi 

φζν θαη γηα ηε κέζνδν FMG, ίζσο ζπκθέξεη λα γίλεη ζεηξηαθή εθηέιεζε. Δπίζεο, αληίζεηα κε 

ηε ζεηξηαθή κέζνδν, ζηελ παξάιιεια πινπνηεκέλε πνιππιεγκαηηθή κέζνδν έρνπκε 

πεξηνξηζκφ ζηνλ αξηζκφ ησλ πιεγκάησλ. Θα δνχκε ζην πεηξακαηηθφ κέξνο πψο 

αληηθαηνπηξίδνληαη ηα παξαπάλσ ζέκαηα ζηηο κεηξήζεηο ψζηε λα απνθαλζνχκε γηα ηελ 

θαηάιιειε αληηκεηψπηζή ηνπο. 
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Κεφάλαιο 8   

Παραλληλοποίηση του Αλγορίθμου 

FMG με Χρήση του OpenMP 

Περιγραφή 

ε απηή ηελ ελφηεηα ρξεζηκνπνηoχκε ην πξφηππν OpenMP γηα λα εθκεηαιιεπηνχκε ηηο 

δπλαηφηεηεο παξαιιεινπνίεζεο ζε κνηξαδφκελε κλήκε πνπ έρεη ν αιγφξηζκνο FMG θαη λα 

επηηχρνπκε θαη κε ην πξφηππν απηφ θαιχηεξε επίδνζε. Παξαπέκπνπκε ηνλ αλαγλψζηε 

ζην [11] γηα αλαιπηηθή πιεξνθφξεζε ζρεηηθά κε ην πξνγξακκαηηζηηθφ κνληέιν θνηλνχ 

ρψξνπ δηεπζχλζεσλ OpenMP. 

 

Υλοποίηση 

Κορμός του Αλγορίθμου 

Ο αιγφξηζκνο εδψ έρεη σο εμήο: 

 

 /* Full MultiGrid algorithm */ 
 vH = solve_omp(fH, FMG_ITER); // computing exact solution 
 
 /* going right to groups of higher v-cycles */ 
 for (g = H; g > h; g /= 2) { 
  fg = g / 2; 
 
  /* going up right before every first v-cycle */ 
  interpolate_omp(vg → vfg); // solution prolongation 
 
  /* amount of v-cycles according to given ncycles */ 
  for (c = 0; c < ncycles; c++) { 
 
   /* going down in v-cycle */ 
   for (gg = fg; gg < H; gg *= 2) { 
    vgg = solve_omp(fgg, a1); // solution relaxation 
    rgg = calc_res_omp(vgg, fgg); // residual calculation 

restrict_omp(rgg → r2gg); // residual restriction 
    initmtrx_omp(e2gg); // initialization with 0.0 
   } 
 
   eH = solve_mpi(rH, FMG_ITER); // computing exact error 
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   /* going up in v-cycle */ 
   for (gg = H / 2; gg > fg; gg /= 2) { 
    interpolate_omp(e2gg → egg); // error prolongation 
    correct_omp(vgg, egg); // solution correction 
    vgg = solve_omp(fgg, a2); // solution relaxation 
   } 
  } 
 } 
 

Συναρτήσεις του Αλγορίθμου 

Όιεο νη ζπλαξηήζεηο πνπ θαίλνληαη παξαπάλσ κε ηελ θαηάιεμε _omp είλαη ίδηεο κε 

ηηο αληίζηνηρεο ζεηξηαθέο κε κηα κφλν δηαθνξά. Έρνπκε νξίζεη σο παξάιιειεο πεξηνρέο ηα 

εμσηεξηθά for ησλ ππνινγηζκψλ ηνπο. ε εθείλα ηα ζεκεία, ινηπφλ, δεκηνπξγείηαη έλα 

πιήζνο λεκάησλ (φζα έρνπκε νξίζεη) ηα νπνία έρνπλ πξφζβαζε ζε θνηλφ ρψξν 

δηεπζχλζεσλ. Απηά ζα ζπγρξνληζηνχλ πάιη ζην ηέινο ηεο παξάιιειεο πεξηνρήο 

(νινθιήξσζε ηνπ for). Έλα ζεκαληηθφ εξψηεκα είλαη εάλ ζα έπξεπε ζε φιεο ηηο 

ζπλαξηήζεηο καο λα γίλεη απηή ε δηαδηθαζία. Δλδηαθέξεη απηφ ην εξψηεκα δηφηη ζα 

κπνξνχζε θάιιηζηα θάπνηα ζπλάξηεζε απφ απηέο λα έρεη θαιχηεξε επίδνζε εθηεινχκελε 

ζεηξηαθά. Μεηά απφ πεηξακαηηθέο κεηξήζεηο απνδεηθλχεηαη φηη ε επηηάρπλζε ηνπ 

παξάιιεινπ αιγνξίζκνπ γηα κεγάια κεγέζε πίλαθα κεγηζηνπνηείηαη φηαλ 

παξαιιεινπνηεζνχλ φιεο κε απηφ ηνλ ηξφπν. 

 

Προεκτάσεις 

Όζν γηα ην πφζα πιέγκαηα κπνξνχκε λα επηιέμνπκε, εδψ δελ έρνπκε ηνπο 

πεξηνξηζκνχο πνπ επέβαιιε ε πινπνίεζε ηνπ FMG κε ην MPI. Μπνξνχκε θάιιηζηα λα 

πάκε κέρξη ην αδξφηεξν δπλαηφ πιέγκα. Αλ ζέζνπκε έλα κφλν πιέγκα, ζα έρνπκε ζηελ 

νπζία ηε κέζνδν Jacobi αιιά πινπνηεκέλε κε ην OpenMP. 

Δίλαη έθδειε ε πξνγξακκαηηζηηθή επθνιία πνπ πξνζθέξεη ην πξφηππν OpenMP θαη δε 

κέλνπλ πνιιά γηα λα εμεγήζνπκε ζε απηή ηελ πινπνίεζε. πλερίδνπκε, ινηπφλ, κε ην 

πεηξακαηηθφ κέξνο, φπνπ ζα κειεηήζνπκε ηελ επίδνζε ησλ αιγνξίζκσλ πνπ πεξηγξάςακε. 

πγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα, ζα εμάγνπκε πνιχηηκα ζπκπεξάζκαηα. 
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Κεφάλαιο 9   

Πειραματικό μέρος 

Σειριακός Αλγόριθμος Jacobi 

Μετρήσεις και Διαγράμματα Χρόνου Σύγκλισης 

Γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο κε ηε κέζνδν Jacobi, αο δνχκε ηνλ πίλαθα ρξφλνπ 

εχξεζεο ηεο ηειηθήο θαηαλνκήο ζεξκφηεηαο ζε ζρέζε κε ην κέγεζνο ηεο πιάθαο. 

Θπκίδνπκε φηη νη πιεπξέο   θαη   πξέπεη λα πιεξνχλ ηε ζπλζήθε 1.25 / 8a b  . 

 
Πίμακαπ 2: 

 Μεςοήρειπ υοόμξσ ρύγκλιρηπ ςξσ 2Δ αλγξοίθμξσ Jacobi 

 

 

Γηα θαιχηεξα ζπκπεξάζκαηα απφ ηνλ παξαπάλσ πίλαθα, παξαζέηνπκε θαη ην 

αληίζηνηρν ρξνληθφ δηάγξακκα ζε ζρέζε κε ηελ επηθάλεηα ηεο πιάθαο (νη άμνλεο είλαη ζε 

ινγαξηζκηθή θιίκαθα): 
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Συήμα 15: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςηπ 2Δ Jacobi για διάτξοα μεγέθη ςξσ πίμακα 

 

Βιέπνπκε φηη ε κέζνδνο Jacobi ζπγθιίλεη αξθεηά αξγά θαη γηα κεγάια κεγέζε γίλεηαη 

απαγνξεπηηθή. Όπσο θαίλεηαη θαη ζην παξαθάησ ζρήκα, ν ρξφλνο ζχγθιηζήο ηεο 

πξνζεγγίδεηαη πνιχ θαιά απφ πνιπψλπκν δεπηέξνπ βαζκνχ ηνπ κεγέζνπο Ν1×Ν2 ηνπ 

πίλαθα πξνο εχξεζε: 
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Συήμα 16: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςηπ 2Δ Jacobi με αύνηρη ςξσ μεγέθξσπ ςξσ πίμακα 

 

Παξφκνηα απνηειέζκαηα πξνθχπηνπλ θαη γηα ηε ζχγθιηζε ηεο κεζφδνπ Jacobi ζην 

ηξηζδηάζηαην πξφβιεκα. Όπσο θαη γηα 2Γ, έηζη θαη εδψ, πξνθχπηεη πνιπσλπκηθή αχμεζε 

δεπηέξνπ βαζκνχ ηνπ ρξφλνπ ζχγθιηζεο ζε ζρέζε κε ην κέγεζνο N1×N2×N3 ηνπ 3Γ πίλαθα. 
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Συήμα 17: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςηπ 3Δ Jacobi με αύνηρη ςξσ μεγέθξσπ ςξσ πίμακα 

 

Δισδιάστατη και Τρισδιάστατη Υλοποίηση 

Χζηφζν, ζπγθξίλνληαο ηα δηαγξάκκαηα γηα 2Γ θαη 3Γ, κπνξνχκε λα ζπκπεξάλνπκε 

φηη γηα ηνλ ίδην αξηζκφ ζηνηρείσλ κεηαμχ 2Γ θαη 3Γ πίλαθα, ζην 3Γ πξφβιεκα έρνπκε 

ζεκαληηθά ηαρχηεξε (πάλσ απφ κηα ηάμε κεγέζνπο) ζχγθιηζε. Απηφ ην δείρλνπλ θαη νη 

εμηζψζεηο ησλ θακππιψλ παξεκβνιήο πνπ θαίλνληαη ζηα δχν ζρήκαηα. Ο ζπληειεζηήο 

δεπηεξνβάζκηνπ φξνπ είλαη κηαο ηάμεο κηθξφηεξνο θαη ν πξσηνβάζκηνο ζπληειεζηήο δχν 

ηάμεηο κεγέζνπο κηθξφηεξνο. Παξφιν πνπ ην 3Γ πξφβιεκα είλαη επέθηαζε ηνπ 2Γ, ηα δχν 

πξνβιήκαηα είλαη δηαθνξεηηθά. Πέξα απφ ηελ απαίηεζε θαη πξνζδνθία γηα πνιπσλπκηθή 

αχμεζε ηνπ ρξφλνπ ζχγθιηζεο (ιφγσ ηεο ρξήζεο ηεο κεζφδνπ Jacobi θαη απφ ηα δχν) θαη 

ζηα δχν πξνβιήκαηα, θαζψο απμάλεηαη ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα, δελ έρεη λφεκα λα ηα 

ζπγθξίλνπκε πεξαηηέξσ κε ηνπο ίδηνπο φξνπο. Χζηφζν, ζα δηαπηζηψζνπκε ζηε ζπλέρεηα φηη 

νη δχν πινπνηήζεηο έρνπλ πνιιά πεξηζζφηεξα θνηλά, δηθαηνινγψληαο ην ραξαθηεξηζκφ ηεο 

ηξηζδηάζηαηεο πινπνίεζεο σο (ζρεδφλ) επζεία επέθηαζε ηεο αληίζηνηρεο δηζδηάζηαηεο θαη 

γηα ηηο δχν κεζφδνπο. 
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Σειριακός Αλγόριθμος FMG 

Μετρήσεις και Διαγράμματα Χρόνου Σύγκλισης 

ε απηφ ην ζεκείν ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν FMG γηα ηελ επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. Παξαθάησ έρνπκε ηνλ πίλαθα ρξφλνπ εχξεζεο ηεο ηειηθήο θαηαλνκήο 

ζεξκφηεηαο ζε ζρέζε κε ην κέγεζνο ηεο πιάθαο φηαλ είλαη ncycles=2. 

 
Πίμακαπ 3: 

Μεςοήρειπ υοόμξσ ρύγκλιρηπ ςξσ 2Δ αλγξοίθμξσ FMG 

 

 

Γηα θαιχηεξα ζπκπεξάζκαηα απφ ηνλ παξαπάλσ πίλαθα, παξαζέηνπκε θαη ην 

αληίζηνηρν ρξνληθφ δηάγξακκα ζε ζρέζε κε ηελ επηθάλεηα ηεο πιάθαο (νη άμνλεο είλαη ζε 

ινγαξηζκηθή θιίκαθα). 
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Συήμα 18: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 2Δ FMG για διάτξοα μεγέθη ςξσ πίμακα (ncycles=2) 

 

Αληίζεηα κε ηε 2Γ κέζνδν Jacobi, ν ρξφλνο ζχγθιηζεο ηεο 2Γ κεζφδνπ FMG δείρλεη λα 

απμάλεηαη (ζρεδφλ) γξακκηθά κε ην κέγεζνο Ν1×Ν2 ηνπ πίλαθα πξνο εχξεζε: 
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Συήμα 19: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 2Δ FMG καθώπ ασνάμεςαι ςξ μέγεθξπ ςξσ πίμακα (ncycles=1 & 

ncycles=2) 

 

Αμηνζεκείσην είλαη ην γεγνλφο φηη θαη ζηελ 3Γ πεξίπησζε ε αχμεζε ηνπ ρξφλνπ 

ζχγθιηζεο κε ηελ αχμεζε ηνπ κεγέζνπο πξνάγεηαη ζε (ζρεδφλ) γξακκηθή κε ρξήζε ηνπ 3Γ 

FMG αιγνξίζκνπ θαη κάιηζηα κε ζρεδφλ ίδηεο εμηζψζεηο κε ηηο αληίζηνηρεο 2Γ. Απηφ είλαη 

πνιχ ζεκαληηθφ, εηδηθά αλ αλαινγηζηνχκε ηε ζεκαληηθή δηαθνξά πνπ είραλ ε 2Γ Jacobi κε 

ηελ αληίζηνηρε 3Γ.  
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Συήμα 20: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 3Δ FMG καθώπ ασνάμεςαι ςξ μέγεθξπ ςξσ πίμακα (ncycles=1 & 

ncycles=2) 

 

Φπζηθά, δε κπνξνχκε λα αγλνήζνπκε ηνλ δεπηεξνβάζκην φξν ησλ παξαπάλσ 

θακππιψλ. Όκσο, αμίδεη λα παξαηεξήζνπκε ηε ζεακαηηθή κείσζή ηνπ ζε ζρέζε κε ηηο 

αληίζηνηρεο θακπχιεο ηεο κεζφδνπ Jacobi. 

Όηαλ απμάλεηαη ην ncycles, απμάλεηαη θαη ν ρξφλνο ζχγθιηζεο αιιά ιηγφηεξν απφ 

100%. Απηφ θαίλεηαη θαη ζην επφκελν δηάγξακκα, φπνπ γηα κέγεζνο 513×513 έρνπκε ηξέμεη 

ηνλ 2Γ αιγφξηζκν FMG γηα ηξία δηαθνξεηηθά ncycles. 
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Συήμα 21: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 2Δ FMG για διάτξοα μεγέθη ςξσ ncycles (513υ513, ncycles=2) 

 

Πξηλ ζπλερίζνπκε ζηηο παξάιιειεο εθδφζεηο ησλ πξνγξακκάησλ καο, αο κειεηήζνπκε 

θάπνηα δηαγξάκκαηα επηπιένλ γηα λα εμεηάζνπκε απφ θνηλνχ ηηο δχν παξαπάλσ κεζφδνπο 

(Jacobi θαη FMG). ην παξαθάησ δηάγξακκα θαίλεηαη ν ρξφλνο ζχγθιηζεο ηνπ 2Γ FMG 

αιγνξίζκνπ γηα ncycles 1 θαη 2 θαη εθείλνο ηνπ 2Γ αιγνξίζκνπ Jacobi θαζψο αιιάδεη ην 

κέγεζνο ηνπ πίλαθα πξνο εχξεζε. 
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Συήμα 22: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 2Δ FMG (ncycles=1 & 2) και 2Δ Jacobi για διάτξοα μεγέθη ςξσ πίμακα 

 

Αθνχ παξαηεξήζνπκε φηη ν άμνλαο ρξφλνπ είλαη ζε ινγαξηζκηθή θιίκαθα, 

ζπκπεξαίλνπκε φηη ππάξρεη κεγάιε δηαθνξά ησλ δχν αιγνξίζκσλ ζηελ απνδνηηθφηεηα. ε 

φια ηα κεγέζε θαη εηδηθφηεξα ζηα κεγαιχηεξα, ν FMG ππεξέρεη ζπληξηπηηθά. 

 

Πλήθος Πλεγμάτων και Σύγκλιση 

Έλα βαζηθφ ζεκείν γηα εμέηαζε είλαη ην πφζν «βαζηά» έρεη λφεκα λα κπνχκε κε ηνλ 

FMG. Γεγνλφο είλαη πσο αλ ζέζνπκε έλα κφλν πιέγκα, δειαδή ην αδξφηεξν πιέγκα λα 

είλαη ν πίλαθαο πξνο εχξεζε (άξα ηαπηφρξνλα θαη ην ιεπηνκεξέζηεξν), ζα έρνπκε ζηελ 

νπζία ρεηξηζηεί ηελ πνιππιεγκαηηθή κέζνδν σο κνλνπιεγκαηηθή (ηνλ FMG σο Jacobi). 

Άξαγε φζν ιηγφηεξα είλαη ηα πιέγκαηα, ηφζν πεξηζζφηεξν πιεζηάδνπκε ηνλ αιγφξηζκν 

Jacobi θαη ηφζν πην αξγή είλαη ε ζχγθιηζε; Ή κήπσο ππάξρεη έλα πιέγκα αλάκεζα ζην 

αδξφηεξν θαη ην ιεπηνκεξέζηεξν θαη αλ θηάζνπκε κέρξη απηφ κφλν, έρνπκε ηφηε ηε 

βέιηηζηε ηαρχηεηα ζχγθιηζεο; 

ε απηά ηα εξσηήκαηα ζα καο βνεζήζεη ην παξαθάησ δηάγξακκα (ν άμνλαο ηνπ 

ρξφλνπ είλαη ζε ινγαξηζκηθή θιίκαθα) γηα κέγεζνο 513×513, ncycles ίζν κε 2 θαη ngrids απφ 

1 κέρξη 9: 
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Συήμα 23: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 2Δ FMG για διάτξοα μεγέθη ςξσ ngrids (513υ513, ncycles=2) 

 

Μπνξνχκε εχθνια λα παξαηεξήζνπκε απηφ πνπ ηζρπξηζηήθακε πξνεγνπκέλσο, 

δειαδή φηη ππάξρεη ηαχηηζε ησλ δχν κεζφδσλ γηα ngrids ίζν κε 1. Η δηαθνξά ηνπο φζν 

απμάλεηαη ν αξηζκφο πιεγκάησλ έγθεηηαη ζην πνχ (ζε πνην πιέγκα δειαδή) εθηειείηαη ε 

Jacobi αδξφηεξνπ πιέγκαηνο. Αλ εθηειείηαη ζην αθξηβψο ιεπηνκεξέζηεξν πιέγκα απφ ην 

αδξφηεξν δπλαηφ (ν πίλαθαο εθεί είλαη ν 3×3), δειαδή γηα πίλαθα 5×5, δελ ππάξρεη 

δηαθνξά γηαηί ζε απηφ ην κέγεζνο νη δχν κέζνδνη δελ έρνπλ ρξνληθή δηαθνξά. Αλ φκσο 

εθηειείηαη έμη πιέγκαηα πην πάλσ, δειαδή φηαλ ν πίλαθαο είλαη ν 129×129, εθεί ππάξρεη 

δηαθνξά γηαηί γηα κέγεζνο 129×129 ε FMG (0.0022 sec) είλαη ζρεδφλ 500 θνξέο ηαρχηεξε 

ηεο Jacobi (1.1921 sec). 

Γεληθά, ν ηαρχηεξνο αιγφξηζκνο γηα φια ηα κεγέζε ζα πθίζηαηαη γηα ηε κεγαιχηεξε 

δπλαηή ηηκή ηνπ ngrids. Απφ εθεί θαη πέξα κπνξεί λα ζέινπκε λα ζπζηάζνπκε ιίγε 

ηαρχηεηα ζχγθιηζεο πξνθεηκέλνπ λα έρνπκε ιηγφηεξα πιέγκαηα. Απηή ε δηαθνξά, ε ζπζία, 

ζα είλαη αλεπαίζζεηε γηα έλα ζπγθεθξηκέλν αξηζκφ πιεγκάησλ θαη φηαλ γίλνπλ ιηγφηεξα 

ζα επεξεάζεη. Δίλαη ζρεηηθφ, φκσο, ην πφζε ρξνληθή αχμεζε ζεσξνχκε «αλεπαίζζεηε», 

αλάινγα κε ηελ εθαξκνγή καο θαη ην ιφγν πνπ ζέινπκε ιηγφηεξα πιέγκαηα. Πάλησο, αλ 

κπνξνχκε λα δερηνχκε ηηο θαηλνκεληθά πνιχ κηθξέο δηαθνξέο (κέρξη 0.010 sec) γηα αξηζκφ 

πιεγκάησλ απφ 5 κέρξη 9, κπνξνχκε λα ηζρπξηζηνχκε φηη ηνπιάρηζηνλ γηα κεγέζε απφ 

33×33 θαη πάλσ, έλαο αξηζκφο πιεγκάησλ (ngrids) κέρξη πέληε κηθξφηεξνο (δειαδή γηα 

αδξφηεξν ην πιέγκα κε πίλαθα 33×33 = (25 + 1)ρ(25 + 1), γηα ην νπνίν ε Jacobi εθηειείηαη ζε 

0.005715 sec ελψ ε FMG ζε 0.000071 sec) απφ ηνλ κέγηζην δπλαηφ είλαη αλεθηφο. Βέβαηα, 
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φζν κεγαιψλεη ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα, άξα θαη ν ρξφλνο ζχγθιηζεο, κεγαιχηεξεο δηαθνξέο 

πηζαλφλ λα γίλνληαη αλεθηέο κε απνηέιεζκα λα κπνξνχκε λα δερηνχκε επηπιένλ ειάηησζε 

ηνπ ngrids. 

Σα παξαπάλσ εξσηήκαηα πξνθαλψο αθνξνχλ θαη ηελ 3Γ πεξίπησζε θαη εδψ ζα καο 

βνεζήζεη ην παξαθάησ δηάγξακκα (ν άμνλαο ηνπ ρξφλνπ είλαη ζε ινγαξηζκηθή θιίκαθα) 

γηα κέγεζνο 65×65×65, ncycles ίζν κε 2 θαη ngrids απφ 1 κέρξη 6: 

 

 

Συήμα 24: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 2Δ FMG για διάτξοα μεγέθη ςξσ ngrids (513υ513, ncycles=2) 

 

Δίλαη πνιιέο νη νκνηφηεηεο ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο κε ην αληίζηνηρν 2Γ. Καηαξράο, 

ππάξρεη ηαχηηζε ησλ 3Γ κεζφδσλ Jacobi θαη FMG γηα ngrids ίζν κε 1. Δδψ, αλ κπνξνχκε λα 

δερηνχκε ηηο κηθξέο δηαθνξέο (κέρξη 0.022 sec) γηα αξηζκφ πιεγκάησλ απφ 4 κέρξη 6, 

κπνξνχκε λα ηζρπξηζηνχκε φηη ηνπιάρηζηνλ γηα κεγέζε απφ 9×9×9 θαη πάλσ, έλαο αξηζκφο 

πιεγκάησλ (ngrids) κέρξη ηξία κηθξφηεξνο (δειαδή γηα αδξφηεξν ην πιέγκα κε πίλαθα 

9×9×9 = (23 + 1)ρ(23 + 1)ρ(23 + 1), γηα ην νπνίν ε Jacobi εθηειείηαη ζε 0.001022 sec ελψ ε 

FMG ζε 0.000152 sec) απφ ηνλ κέγηζην δπλαηφ είλαη αλεθηφο. 

Μπνξεί θάπνηνο λα ηζρπξηζηεί (ηφζν γηα 2Γ φζν θαη γηα 3Γ) φηη αλ θαη ε ηαρχηεηα 

ζχγθιηζεο ηεο Jacobi είλαη πνιχ κηθξφηεξε ηεο FMG, ε ζχγθιηζε απηή κπνξεί λα είλαη 

θαιχηεξεο πνηφηεηαο αθνχ ρξεζηκνπνηείηαη θξηηήξην ζχγθιηζεο. Απηφ έρεη κηα βάζε σο 

επηρείξεκα κε ηελ έλλνηα φηη ν αιγφξηζκνο FMG ρξεζηκνπνηεί θξηηήξην ζχγθιηζεο κφλν ζην 

αδξφηεξν πιέγκα. ηελ νπζία, ε ζχγθιηζε ηνπ FMG επηηπγράλεηαη φηαλ νινθιεξσζνχλ ηα 

ζηάδηα ηνπ ρήκαηνο 4γ. Αλ ζέινπκε αθφκα θαιχηεξε ζχγθιηζε κπνξνχκε λα απμήζνπκε 
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θαη ην ncycles ή/θαη ηηο παξακέηξνπο πξφηεξεο θαη χζηεξεο ραιάξσζεο - a1 θαη a2. 

Απνδεηθλχεηαη φηη είλαη πνιχ θαιχηεξε ε ζχγθιηζε ηνπ FMG (αθφκα θαη γηα ην 

ρακειφηεξν ncycles) θαη ηδηαίηεξα γηα κεγάια κεγέζε πίλαθα. ηε κνλνπιεγκαηηθή κέζνδν, 

δειαδή, φζν κεγαιψλεη ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα, εθηφο απφ ην ρξφλν ζχγθιηζεο 

ρεηξνηεξεχεη πνιχ θαη ε πνηφηεηα ζχγθιηζεο (γηα έλα ζπγθεθξηκέλν θξηηήξην ζχγθιηζεο). 

Όπσο είδακε ζηα παξαπάλσ ζρήκαηα, φζν ιηγφηεξα επηιέγνπκε λα είλαη ηα πιέγκαηα, 

ηφζν ν ρξφλνο ζχγθιηζεο ηνπ FMG πιεζηάδεη ην ρξφλν ζχγθιηζεο ηεο Jacobi. Με ηνλ ίδην 

ηξφπν, ν FMG ζπκπεξηθέξεηαη θαη φζνλ αθνξά ηελ πνηφηεηα ζχγθιηζεο. Γηα θαιχηεξε 

ζχγθιηζε, δειαδή, κπνξνχκε λα απμήζνπκε ην ngrids αλ δελ είλαη ην κεγαιχηεξν δπλαηφ. 

 

Προεκτάσεις 

Γεληθά, είλαη θαιχηεξν λα πξνηηκάκε ην κέγηζην δπλαηφ ngrids, ηφζν γηα ηελ ηαρχηεηα 

ζχγθιηζεο φζν θαη γηα ηελ πνηφηεηά ηεο, αθφκα θαη αλ δελ έρεη κεγάιν θέξδνο ζε ζρέζε κε 

ιίγν κηθξφηεξεο ηηκέο. ηελ πεξίπησζε ηεο παξαιιειίαο, φκσο, αχμεζε ησλ δηεξγαζηψλ 

κπνξεί λα ζεκαίλεη ειάηησζε ηνπ ngrids. Αλ, ινηπφλ, ζέινπκε λα απμήζνπκε ηηο δηεξγαζίεο, 

ζα πξέπεη λα αλαινγηζηνχκε πφζε ρξνληθή αχμεζε θαη πφζε ππνβάζκηζε ηεο πνηφηεηαο 

ηεο ζχγθιηζεο (ιφγσ ηνπ ιεπηνκεξέζηεξνπ αδξφηεξνπ πιέγκαηνο) κπνξνχκε λα δερηνχκε. 

 

Παράλληλος Αλγόριθμος Jacobi (MPI) 

Διαγράμματα Χρόνου Σύγκλισης 

ε απηφ ην ζεκείν ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν Jacobi πινπνηεκέλε κε ηε βνήζεηα 

ηνπ MPI γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Παξαθάησ θαίλεηαη πψο κεηαβάιιεηαη ν ρξφλνο ζχγθιηζεο ηνπ 2Γ αιγνξίζκνπ, 

εθηεινχκελνπ ζε δεθαέμη επεμεξγαζηέο, θαζψο απμάλεηαη ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα θαη γηα 

ζρήκαηα MPI δηεξγαζηψλ 2×2 θαη 4×4: 
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Συήμα 25: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 2Δ Jacobi αλγξοίθμξσ σλξπξιημέμξσ με MPI και εκςελξύμεμξσ ρε 16 
επενεογαρςέπ καθώπ ασνάμεςαι ςξ μέγεθξπ ςξσ πίμακα (ρυήμαςα MPI διεογαριώμ: 2υ2 & 4υ4) 

 

Μπνξνχκε λα παξαηεξήζνπκε φηη δηαηεξείηαη ν πνιπσλπκηθφο (δεπηέξνπ βαζκνχ) 

ξπζκφο αχμεζεο ηνπ ρξφλνπ ζχγθιηζεο θαζψο απμάλεηαη ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα. Χζηφζν, 

ειαηηψλεηαη ζεκαληηθά ε θιίζε ηεο θάζε θακπχιεο θαη πεξηζζφηεξν, φπσο ήηαλ 

αλακελφκελν, γηα ην ζρήκα δηεξγαζηψλ 4×4. 

Όκνηα ζπκπεξηθνξά παξαηεξνχκε θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο αληίζηνηρεο 3Γ Jacobi 

πινπνηεκέλεο κε MPI θαη εθηεινχκελεο ζε δεθαέμη επεμεξγαζηέο. Δδψ ηα ζρήκαηα 

δηεξγαζηψλ πνπ κειεηάκε είλαη ην 2×2×1 θαη ην 4×2×2: 
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Συήμα 26: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 3Δ Jacobi αλγξοίθμξσ σλξπξιημέμξσ με MPI και εκςελξύμεμξσ ρε 16 

επενεογαρςέπ καθώπ ασνάμεςαι ςξ μέγεθξπ ςξσ πίμακα (ρυήμαςα MPI διεογαριώμ: 2υ2υ1 & 4υ2υ2) 

 

Όπσο «γξακκηθνπνηήζεθε» ε πνιπσλπκηθή θακπχιε ρξφλνπ ζχγθιηζεο ηνπ ζεηξηαθνχ 

αιγνξίζκνπ Jacobi κε ηε βνήζεηα ηεο κεζφδνπ FMG, αλακέλνπκε παξφκνηα απνηειέζκαηα 

θαη κε ηνπο παξαιιεινπνηεκέλνπο αιγνξίζκνπο. 

 

Παράλληλος Αλγόριθμος FMG (MPI) 

Διαγράμματα Χρόνου Σύγκλισης 

Αο δνχκε πψο κεηαβάιιεηαη ζην πξφβιεκα ν ρξφλνο ζχγθιηζεο κε ηελ αχμεζε ηνπ 

κεγέζνπο ηνπ πίλαθα πξνο επίιπζε, φηαλ ρξεζηκνπνηνχκε ηε κέζνδν FMG πινπνηεκέλε κε 

ηε βνήζεηα ηνπ MPI. 

Παξαθάησ έρνπκε εθηέιεζε γηα ηε 2Γ πεξίπησζε ζε δεθαέμη επεμεξγαζηέο γηα 

ζρήκαηα δηεξγαζηψλ 2×2 θαη 4×4: 
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Συήμα 27: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 2Δ FMG αλγξοίθμξσ σλξπξιημέμξσ με MPI και εκςελξύμεμξσ ρε 16 
επενεογαρςέπ καθώπ ασνάμεςαι ςξ μέγεθξπ ςξσ πίμακα (ρυήμαςα MPI διεογαριώμ: 2υ2 & 4υ4) 

 

Δθηφο απφ ηε ζεακαηηθή κείσζε ηεο θιίζεο ηεο θακπχιεο ζε ζρέζε κε ηελ αληίζηνηρε 

ηεο ζεηξηαθήο έθδνζεο, κπνξνχκε λα παξαηεξήζνπκε φηη πεηχρακε θάηη πέξα απφ ηε 

γξακκηθφηεηα ζηελ θακπχιε. Πξνέθπςε πνιπσλπκηθή αχμεζε δεπηέξνπ βαζκνχ κε κηθξφ 

κελ αιιά αξλεηηθφ δεπηεξνβάζκην φξν. 

Όκνηα ζπκπεξηθνξά παξαηεξνχκε θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο αληίζηνηρεο 3Γ FMG 

κεζφδνπ πινπνηεκέλεο κε MPI θαη εθηεινχκελεο ζε δεθαέμη επεμεξγαζηέο. Δδψ ηα 

ζρήκαηα δηεξγαζηψλ πνπ κειεηάκε είλαη ην 2×2×1 θαη ην 4×2×2: 
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Συήμα 28: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 3Δ FMG αλγξοίθμξσ σλξπξιημέμξσ με MPI και εκςελξύμεμξσ ρε 16 
επενεογαρςέπ καθώπ ασνάμεςαι ςξ μέγεθξπ ςξσ πίμακα (ρυήμαςα MPI διεογαριώμ: 2υ2 & 4υ4) 

 

Όπσο θαη ζηε 2Γ πεξίπησζε, παξαηεξνχκε κηα ζεακαηηθή κείσζε ηεο θιίζεο ηεο 

θακπχιεο ζε ζρέζε κε ηελ αληίζηνηρε ηεο ζεηξηαθήο έθδνζεο. Δπίζεο, πξνέθπςε θαη εδψ 

πνιπσλπκηθή αχμεζε δεπηέξνπ βαζκνχ κε (κηθξφ κελ αιιά) αξλεηηθφ δεπηεξνβάζκην φξν. 

Σφζν ζηε κέζνδν Jacobi φζν θαη ζηελ FMG, θαίλεηαη φηη ζηα κηθξά κεγέζε ε 

επηθνηλσλία κεηαμχ ησλ δηεξγαζηψλ θνζηίδεη πεξηζζφηεξν απφ ην θέξδνο εηζαγσγήο 

πεξηζζφηεξσλ δηεξγαζηψλ ζηε δηαδηθαζία επίιπζεο. Γηα απηφ ην ιφγν, ζηα κηθξά κεγέζε, 

θαη ηφζν γηα 2Γ φζν θαη γηα 3Γ, ε ζεηξηαθή έθδνζε είλαη ηαρχηεξε απφ ηηο παξάιιειεο θαη 

ε παξάιιειε κε 4 δηεξγαζίεο είλαη ηαρχηεξε εθείλεο κε 16. Λφγσ εγγελψλ ηδηνηήησλ ηνπ 

πξνβιήκαηνο - φπσο είλαη γηα παξάδεηγκα ε θαηεχζπλζε κε ηελ νπνία δηαηξέρνπλ νη 

κέζνδνη ηνλ πίλαθα ζην πιαίζην ηεο δηαδηθαζίαο επίιπζεο, νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ 

έρνπκε ζέζεη ή ν κέγηζηνο δπλαηφο αξηζκφο πιεγκάησλ - είλαη ινγηθφ γηα δηαθνξεηηθά 

ζρήκαηα πηλάθσλ ή/θαη γηα δηαθνξεηηθά ζρήκαηα MPI δηεξγαζηψλ αιιά κε ηνλ ίδην αξηζκφ 

δηεξγαζηψλ ε ηαρχηεηα ζχγθιηζεο λα είλαη δηαθνξεηηθή. πλεπψο, ζηα παξαπάλσ 

δηαγξάκκαηα έρνπκε ιάβεη ππ’ φςηλ κφλν κεγέζε πίλαθα ίδηαο αλαινγίαο (εδψ 

ηεηξαγσληθά κεγέζε) γηα λα αληηκεησπίζνπκε ηα πξνβιήκαηα επί ίζνηο φξνηο. 
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Πλήθος Πλεγμάτων και Σύγκλιση 

Έρνπκε πεη φηη γηα κνλαδηαίν αξηζκφ πιεγκάησλ ε FMG θαη ε Jacobi ηαπηίδνληαη. Απηφ 

ηζρχεη θαη ζηηο παξάιιειεο πινπνηήζεηο. Δίπακε, αθφκα, φηη είλαη θαιχηεξν λα πξνηηκάκε 

ην κέγηζην δπλαηφ ngrids, ηφζν γηα ηελ ηαρχηεηα ζχγθιηζεο φζν θαη γηα ηελ πνηφηεηα ηεο 

ζχγθιηζεο απηήο. ηελ πεξίπησζε ηεο παξαιιειίαο, φκσο, αχμεζε ησλ δηεξγαζηψλ κπνξεί 

λα ζεκαίλεη ειάηησζε ηνπ ngrids. Απηφ δηφηη ν πεξηνξηζκφο καο δελ είλαη πιένλ ην 

αδξφηεξν πιέγκα (εθείλν πνπ έρεη πίλαθα κε ηνπιάρηζηνλ κηα δηάζηαζε ίζε κε 3) αιιά ην 

αδξφηεξν αλά δηεξγαζία πιέγκα (δειαδή εθείλν πνπ πξνβιέπεη blocks κε ηνπιάρηζηνλ κηα 

δηάζηαζε ίζε κε 3). ην δηζδηάζηαην πξφβιεκα θαη γηα ηεηξαγσληθά κεγέζε, γηα κηα 

δηεξγαζία ην αδξφηεξν πιέγκα είλαη ην 3×3. Γηα ζρήκα δηεξγαζηψλ 2×2 είλαη ην 5×5 (αθνχ 

ζην αδξφηεξν πιέγκα ε θαζε δηεξγαζία ζα έρεη block 3×3), γηα ζρήκα 4×4 δηεξγαζηψλ είλαη 

ην 9×9 θαη νχησ θαζεμήο. Αλ, ινηπφλ, ζέινπκε λα απμήζνπκε ηηο δηεξγαζίεο, ζα πξέπεη λα 

αλαινγηζηνχκε πφζε ρξνληθή αχμεζε θαη πφζε ππνβάζκηζε ηεο πνηφηεηαο ηεο ζχγθιηζεο 

(ιφγσ ηνπ ιεπηνκεξέζηεξνπ αδξφηεξνπ πιέγκαηνο) έρνπκε ηελ πνιπηέιεηα λα δερηνχκε. 

Παξαθάησ θαίλεηαη πψο κεηαβάιιεηαη ν ρξφλνο ζχγθιηζεο (ν άμνλαο ηνπ ρξφλνπ 

είλαη ζε ινγαξηζκηθή θιίκαθα) γηα κέγεζνο 513×513, ncycles ίζν κε 2 θαη ngrids απφ 1 κέρξη 

9 (8, γηα ζρήκα δηεξγαζηψλ 2×2 θαη 7 γηα 4×4). Τπελζπκίδνπκε φηη πξφθεηηαη γηα ηνλ 2Γ 

αιγφξηζκν FMG πινπνηεκέλν κε MPI θαη εθηεινχκελν ζε δεθαέμη επεμεξγαζηέο. Σα 

ζρήκαηα δηεξγαζηψλ είλαη ηα 2×2 θαη 4×4: 
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Συήμα 29: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 2Δ FMG (ncycles=2) για μέγεθξπ πίμακα 513υ513, για διάτξοεπ ςιμέπ 
ςξσ ngrids. O αλγόοιθμξπ είμαι σλξπξιημέμξπ με MPI και εκςελείςαι ρε 16 επενεογαρςέπ για δύξ ρυήμαςα 

MPI διεογαριώμ εμώ ταίμεςαι και η ρειοιακή σλξπξίηρη. 

 

ηελ πεξίπησζε ησλ ζεηξηαθψλ εθδφζεσλ είρακε δεη γηα ην ίδην κέγεζνο (513×513) φηη ε 

δηαθνξά γηα κέρξη πέληε πιέγκαηα ιηγφηεξα απφ ην κέγηζην δπλαηφ ήηαλ πνιχ κηθξή. 

Όκσο, απηφ ζπλέβαηλε επεηδή νη ρξφλνη ζχγθιηζεο Jacobi θαη FMG κέρξη θαη ην πέκπην 

αδξφηεξν πιέγκα (εθείλν κε κέγεζνο πίλαθα 33×33) ήηαλ πνιχ θνληά. ηηο παξάιιειεο 

εθδφζεηο, ε επηθνηλσλία κεηαμχ ησλ δηεξγαζηψλ πξνζθέξεη θαζνξηζηηθήο ζεκαζίαο 

απνδνηηθφηεηα ζε κεγάια κεγέζε. 

ε κηθξά κεγέζε (κηθξφηεξα ηνπ 513×513), φκσο, είλαη ηέηνην ην θφζηνο ηεο 

(ηνπιάρηζηνλ γηα Ethernet σο δίθηπν δηαζχλδεζεο) πνπ αθπξψλεη ην θέξδνο ηεο 

παξαιιεινπνίεζεο θαη ψζηε ε FMG (MPI) λα είλαη πην αξγή απφ ηε ζεηξηαθή ηεο έθδνζε. 

Όζν ην κέγεζνο κεγαιψλεη, ην θφζηνο επηθνηλσλίαο παξνπζηάδεη ήπηα αχμεζε ελψ ν 

ρξφλνο ησλ ππνινγηζκψλ ειαηηψλεηαη ζεκαληηθά ζε ζρέζε κε ηε ζεηξηαθή έθδνζε. Απηφ 

ζπκβαίλεη δηφηη ην θφζηνο ηεο επηθνηλσλίαο είλαη ηάμεο Ο(Ν) ελψ ην θφζηνο ησλ 

ππνινγηζκψλ είλαη ηάμεο Ο(Ν2). Γηα ηνλ ίδην ιφγν, γηα κεγάια κεγέζε, απμάλνληαο ηνλ 

αξηζκφ ησλ δηεξγαζηψλ (κέρξη έλα φξην), ν ρξφλνο επηθνηλσλίαο παξνπζηάδεη κηθξή 

δηαθχκαλζε ελψ ν ρξφλνο ππνινγηζκψλ κεηψλεηαη ξαγδαία. Άξα γηα ην κέγεζνο 513×513, 

έλα πιέγκα ιηγφηεξν (δειαδή γηα ngrids=8) ψζηε λα κπνξνχκε ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ 

παξάιιειε κέζνδν κε ζρήκα δηεξγαζηψλ 2×2 έρεη λφεκα θαη έηζη πξνθχπηεη θαιχηεξνο 

ρξφλνο ζχγθιηζεο ζε ζρέζε κε ηε ζεηξηαθή κέζνδν. Αθφκα ιηγφηεξα πιέγκαηα, φκσο, πξνο 
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ράξηλ εθηέιεζεο κε πεξηζζφηεξεο δηεξγαζίεο δε ζα έρνπλ θαιχηεξε επίδνζε. Γηα 

κεγαιχηεξα κεγέζε, φκσο, ζα απνδψζνπλ θαη φζν κεγαιψλεη ην κέγεζνο ηφζν ιηγφηεξα 

πιέγκαηα ζε ζρέζε κε ην κέγηζην ζα έρεη λφεκα λα ρξεζηκνπνηνχκε. 

ην βαζκφ, ινηπφλ, πνπ γηα έλα κέγεζνο κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε έλαλ αξηζκφ 

πιεγκάησλ ιηγφηεξν απφ ηνλ κέγηζην δπλαηφ ρσξίο ζεκαληηθφ ρξνληθφ θφζηνο, είλαη 

πηζαλφηαηα θαιχηεξν λα ην θάλνπκε γηα λα ρξεζηκνπνηήζνπκε πεξηζζφηεξεο δηεξγαζίεο. 

Οη παξαπάλσ πξνβιεκαηηζκνί καο ηζρχνπλ θαη ζηελ 3Γ πεξίπησζε. Χζηφζν, ππάξρεη 

κηα ζεκαληηθή δηαθνξά ζηα ρξνληθά θφζηε. Σν θφζηνο ηεο επηθνηλσλίαο είλαη ηψξα ηάμεο 

Ο(Ν2) ελψ ην θφζηνο ησλ ππνινγηζκψλ είλαη ηάμεο Ο(Ν3). Δπίζεο, γηα κεγέζε κηθξφηεξα 

απφ 65×65×65, ε 3Γ FMG (MPI) θαίλεηαη λα είλαη πην αξγή απφ ηε ζεηξηαθή ηεο έθδνζε. 

Όζν ην κέγεζνο πίλαθα κεγαιψλεη, φκσο, ην θέξδνο παξαιιεινπνίεζεο γίλεηαη φιν θαη 

πην αηζζεηφ, κε απνηέιεζκα λα ππάξρνπλ ηα πεξηζψξηα ψζηε νινέλα θαη πεξηζζφηεξεο 

δηεξγαζίεο (αθφκα θαη αλ απηφ ζεκαίλεη ιηγφηεξα πιέγκαηα) λα έρεη λφεκα λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ. 

Παξαθάησ θαίλεηαη πψο κεηαβάιιεηαη ν ρξφλνο ζχγθιηζεο (ν άμνλαο ηνπ ρξφλνπ 

είλαη ζε ινγαξηζκηθή θιίκαθα) γηα κέγεζνο 65×65×65, ncycles ίζν κε 2 θαη ngrids απφ 1 

κέρξη 6 (5 γηα ζρήκα δηεξγαζηψλ 2×2×1 θαη 4 γηα 4×2×2). Πξφθεηηαη γηα ηνλ 3Γ αιγφξηζκν 

FMG πινπνηεκέλν κε MPI θαη εθηεινχκελν ζε δεθαέμη επεμεξγαζηέο. Σα ζρήκαηα 

δηεξγαζηψλ είλαη ηα 2×2×1 θαη 4×2×2: 
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Συήμα 30: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 3Δ FMG (ncycles=2) για μέγεθξπ πίμακα 65υ65υ65, για διάτξοεπ ςιμέπ 
ςξσ ngrids. O αλγόοιθμξπ είμαι σλξπξιημέμξπ με MPI και εκςελείςαι ρε 16 επενεογαρςέπ για δύξ ρυήμαςα 

MPI διεογαριώμ εμώ ταίμεςαι και η ρειοιακή σλξπξίηρη. 

 

Δθηφο απφ ην θαηψηαην φξην πνπ ππάξρεη ζην κέγεζνο ηνπ πίλαθα ψζηε λα έρνπκε 

θέξδνο ζηελ παξάιιειε έθδνζε, είδακε φηη ππάξρεη θαη έλα θαηψηαην φξην ζηνλ αξηζκφ 

ησλ πιεγκάησλ γηα θάζε κέγεζνο πίλαθα. Απηφ νξίδεη θαη έλα αλψηαην φξην ζην πιήζνο 

ησλ δηεξγαζηψλ πνπ κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα θάζε κέγεζνο πίλαθα. 

 

Κατανομή Χρόνου ανάμεσα στις Συναρτήσεις 

Τπάξρεη φκσο θαη έλα δεχηεξν φξην ζην πιήζνο ησλ δηεξγαζηψλ. Όηαλ ν ρξφλνο 

επηθνηλσλίαο γίλεη αξθεηά κηθξφο, ε αχμεζε ηνπ πιήζνπο ησλ δηεξγαζηψλ ζα πξνθαιεί 

κεγαιχηεξε αχμεζε ζην ρξφλν επηθνηλσλίαο απφ ηε κείσζε ζην ρξφλν ππνινγηζκψλ 

(αθφκα θαη αλ πνζνζηηαία ηζρχεη ην αληίζηξνθν) θαη ηφηε ν ζπλνιηθφο ρξφλνο ζχγθιηζεο 

ζα κεγαιψλεη. Απηφ κπνξνχκε λα ην παξαηεξήζνπκε γηα δχν δηαθνξεηηθά κεγέζε 

(2049×2049 γηα ngrids=7 θαη 4097×4097 γηα ngrids=8) θαη γηα δχν πεξηπηψζεηο δηθηχνπ 

δηαζχλδεζεο (Ethernet & Myrinet) ζην παξαθάησ ζρήκα. ην θάησ κέξνο (κε εληνλφηεξα 

ρξψκαηα) έρνπκε ηελ θαηαλνκή ηνπ ρξφλνπ επηθνηλσλίαο ελψ ζην επάλσ απεηθνλίδνπκε 

ηελ θαηαλνκή ηνπ ρξφλνπ ππνινγηζκψλ αλάκεζα ζηηο ζπλαξηήζεηο ηνπ αιγνξίζκνπ. 
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Συήμα 31: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ (καςαμεμημέμξπ ρε επικξιμχμία και σπξλξγιρμξύπ για κάθε ρσμάοςηρη) 
ςξσ 2Δ FMG (ncycles=2) για δύξ μεγέθη πίμακα (2049x2049 για ngrids=7 & 4097x4097 για ngrids=8) 

καθώπ πληθαίμξσμ ξι MPI διεογαρίεπ (1: Serial). Ο αλγόοιθμξπ είμαι σλξπξιημέμξπ με MPI και εκςελείςαι 

ρε 64 επενεογαρςέπ και για δύξ πεοιπςώρειπ δικςύξσ διαρύμδερηπ (Ethernet & Myrinet). 

 

Σν παξαπάλσ ζρήκα είλαη αξθεηά δηαθσηηζηηθφ θαη καο δίλεη πνιιέο πιεξνθνξίεο. 

Καηαξράο, πην ρξνλνβφξα ζπλάξηεζε, ηφζν ζην πεδίν ησλ ππνινγηζκψλ φζν θαη ζην 

πεδίν ηεο επηθνηλσλίαο είλαη ζε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο ε ζπλάξηεζε εμνκάιπλζεο θαη 

επίιπζεο αδξφηεξνπ πιέγκαηνο, jacobi_solve, αθνινπζνχκελε απφ ηηο ζπλαξηήζεηο 

calc_res θαη interpolate. Όζν γηα ηα δχν δίθηπα δηαζχλδεζεο, ην δίθηπν Myrinet ππεξέρεη 

ηνπ Ethernet σο δίθηπν δηαζχλδεζεο ζε δχν βαζηθά ζεκεία. Έρεη κεγαιχηεξν εχξνο δψλεο 

(bandwidth) θαη κηθξφηεξν ρξφλν απφθξηζεο (latency). Σν Ethernet θέξεηαη λα ππεξέρεη 

ζηα κηθξά πιήζε MPI δηεξγαζηψλ θαη αληίζηνηρα ην Myrinet ζηα κεγαιχηεξα. Πάλησο, 

ζην κεγάιν κέγεζνο θαίλνληαη αξθεηά ζπγθξίζηκα. 

Παξαηεξνχκε ηε κηθξή δηαθχκαλζε (αχμεζε γηα ην Ethernet) ζην ρξφλν επηθνηλσλίαο 

θαζψο πιεζαίλνπλ νη MPI δηεξγαζίεο ζε ζρέζε κε ηε ξαγδαία κείσζε ζηνλ ρξφλν 

ππνινγηζκψλ. Δπηπιένλ, κπνξνχκε λα δηαπηζηψζνπκε φηη γηα κεγαιχηεξν κέγεζνο πίλαθα 

έρνπκε ζεκαληηθά κεγαιχηεξν θέξδνο κε ηελ αχμεζε ηνπ πιήζνπο ησλ δηεξγαζηψλ. Καη νη 

δχν απηέο παξαηεξήζεηο έρνπλ λα θάλνπλ κε ηε δηαθνξά κηαο ηάμεο κεγέζνπο αλάκεζα 

ζην θφζηνο επηθνηλσλίαο θαη ην θφζηνο ππνινγηζκψλ. Όηαλ, φκσο, ην θφζηνο ησλ 
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ππνινγηζκψλ είλαη αξθεηά κηθξφ, πεξαηηέξσ αχμεζε ησλ δηεξγαζηψλ δελ επεξεάδεη νξαηά 

ην ήδε κηθξφ θφζηνο ππνινγηζκψλ θαη έρεη κάιηζηα ην αληίζεην απφ ην επηζπκεηφ 

απνηέιεζκα κε απνηέιεζκα ν ζπλνιηθφο ρξφλνο λα θαζνξίδεηαη θαηά βάζε απφ ηε 

δηαθχκαλζε ζην ρξφλν επηθνηλσλίαο. Κάπνπ εθεί ζηακαηά λα απνδίδεη ε αχμεζε ηνπ 

πιήζνπο ησλ MPI δηεξγαζηψλ. 

Αθνινπζνχλ ηα αληίζηνηρα δηαγξάκκαηα γηα ηελ 3Γ πεξίπησζε γηα ηα κεγέζε 

129×129×129 (γηα ngrids=4) θαη 257×257×257 (γηα ngrids=8): 

 

 

Συήμα 32: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ (καςαμεμημέμξπ ρε επικξιμχμία και σπξλξγιρμξύπ για κάθε ρσμάοςηρη) 
ςξσ 3Δ FMG (ncycles=2) για δύξ μεγέθη πίμακα (129υ129υ129 για ngrids=4 & 257υ257υ257 για ngrids=5) 
καθώπ πληθαίμξσμ ξι MPI διεογαρίεπ (1: Serial). Ο αλγόοιθμξπ είμαι σλξπξιημέμξπ με MPI και εκςελείςαι 

ρε 64 επενεογαρςέπ για δύξ πεοιπςώρειπ δικςύξσ διαρύμδερηπ (Ethernet & Myrinet). 

 

Πην ρξνλνβφξα ζπλάξηεζε, ηφζν ζην πεδίν ησλ ππνινγηζκψλ φζν θαη ζην πεδίν ηεο 

επηθνηλσλίαο είλαη ζαθψο ε ζπλάξηεζε εμνκάιπλζεο θαη επίιπζεο αδξφηεξνπ πιέγκαηνο, 

jacobi_solve, αθνινπζνχκελε απφ ηηο ζπλαξηήζεηο calc_res θαη interpolate. Σν Ethernet 

θέξεηαη λα ππεξέρεη θαη πάιη ζηα κηθξά πιήζε MPI δηεξγαζηψλ θαη αληίζηνηρα ην Myrinet 

ζηα κεγαιχηεξα. 

Όπσο θαη ζηηο 2Γ, ππάξρεη ε κηθξή δηαθχκαλζε (αχμεζε γηα ην Ethernet) ζην ρξφλν 

επηθνηλσλίαο θαζψο πιεζαίλνπλ νη MPI δηεξγαζίεο ελψ έρνπκε απφηνκε κείσζε ζηνλ 
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ρξφλν ππνινγηζκψλ (πεξηζζφηεξν απφ φ,ηη ζηηο 2Γ ιφγσ ηεο δηαθνξάο κηαο ηάμεο 

κεγέζνπο ζην θφζηνο ππνινγηζκψλ). Γηα κεγαιχηεξν κέγεζνο πίλαθα έρνπκε ζεκαληηθά 

κεγαιχηεξν θέξδνο κε ηελ αχμεζε ηνπ πιήζνπο ησλ δηεξγαζηψλ. Όπσο θαη ζηηο 2Γ, έηζη 

θαη εδψ, νη δχν απηέο παξαηεξήζεηο έρνπλ λα θάλνπλ κε ηε δηαθνξά κηαο ηάμεο κεγέζνπο 

αλάκεζα ζην θφζηνο επηθνηλσλίαο θαη ην θφζηνο ππνινγηζκψλ. Όηαλ, φκσο, ην θφζηνο 

ησλ ππνινγηζκψλ γίλεη αξθεηά κηθξφ, πεξαηηέξσ αχμεζε ησλ δηεξγαζηψλ δελ επεξεάδεη 

νξαηά ην ήδε κηθξφ θφζηνο ππνινγηζκψλ θαη ν ζπλνιηθφο ρξφλνο θαζνξίδεηαη θαηά βάζε 

απφ ηε δηαθχκαλζε ζην ρξφλν επηθνηλσλίαο. Κάπνπ εθεί ζηακαηά λα απνδίδεη ε αχμεζε 

ηνπ πιήζνπο ησλ MPI δηεξγαζηψλ. 

 

Επιτάχυνση του Παράλληλου Αλγορίθμου 

Αο δνχκε ηψξα ηελ επηηάρπλζε (speedup) ησλ παξάιιεισλ 2Γ θαη 3Γ FMG 

αιγνξίζκσλ, φηαλ πινπνηνχληαη κε ην MPI θαη εθηεινχληαη ζχκθσλα κε ην πξνεγνχκελν 

ζελάξην κεηξήζεσλ: 

 

 

Συήμα 33: Επιςάυσμρη ςξσ FMG (ncycles=2, 2Δ & 3Δ) καθώπ πληθαίμξσμ ξι MPI διεογαρίεπ, για μεγέθη 
πίμακα 2049x2049 με ngrids=7, 4097x4097 με ngrids=8 για 2Δ και 129υ129υ129 με ngrids=4, 

257υ257υ257 με ngrids=5 για 3Δ. Ο αλγόοιθμξπ είμαι σλξπξιημέμξπ με MPI και εκςελείςαι ρε 64 

επενεογαρςέπ για δύξ πεοιπςώρειπ δικςύξσ διαρύμδερηπ (Ethernet & Myrinet). 
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Μπνξνχκε λα παξαηεξήζνπκε θαη εδψ φηη γηα κηθξά πιήζε MPI δηεξγαζηψλ είλαη 

πξνηηκφηεξε ε ρξεζηκνπνίεζε ηνπ Ethernet σο δίθηπν δηαζχλδεζεο ησλ ππνινγηζηηθψλ 

θφκβσλ ελψ γηα κεγάια πιήζε MPI δηεξγαζηψλ είλαη θαιχηεξν ην Myrinet. Δπηπιένλ, γηα 

ην «κηθξφ» κέγεζνο πίλαθα, ε ππεξνρή ηνπ Myrinet έλαληη ηνπ Ethernet πθίζηαηαη ζε έλα 

κεγαιχηεξν θάζκα πιήζνπο MPI δηεξγαζηψλ απφ φ,ηη γηα ην «κεγάιν». Όζν γηα ηελ ίδηα 

ηελ επηηάρπλζε, απηή είλαη θαιχηεξε γηα ην κεγάιν κέγεζνο πίλαθα αθνχ απμάλεη (κε 

κεηνχκελν ξπζκφ) ζε φιν ην εχξνο ηνπ πιήζνπο ησλ δηεξγαζηψλ ελψ ζην κηθξφ κέγεζνο 

παξαηεξείηαη κείσζε κεηά ηηο 16 δηεξγαζίεο. 

 

Παράλληλος Αλγόριθμος FMG (OpenMP) 

Μετρήσεις και Διαγράμματα Χρόνου Σύγκλισης 

ε απηφ ην ζεκείν ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν FMG πινπνηεκέλε κε ηε βνήζεηα 

ηνπ OpenMP γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Παξαθάησ απεηθνλίδεηαη ε κεηαβνιή ηνπ 

ρξφλνπ ζχγθιηζεο κε ηελ αχμεζε ηνπ κεγέζνπο ηνπ πίλαθα ζηελ παξάιιειε πινπνίεζε 

ηεο κεζφδνπ FMG (ncycles=2). Η εθηέιεζε γίλεηαη ζε 8 επεμεξγαζηηθά ζηνηρεία πνπ 

βξίζθνληαη ζε αξρηηεθηνληθή θνηλήο κλήκεο θαη γηα 8 λήκαηα: 

 

 

Συήμα 34: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 2Δ FMG (ncycles=2) με αύνηρη ςξσ μεγέθξσπ ςξσ πίμακα. O 

αλγόοιθμξπ είμαι σλξπξιημέμξπ με OpenMP και εκςελείςαι ρε ξκςαπύοημξ επενεογαρςή για 8 μήμαςα. 
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Παξαηεξνχκε φηη ην παξαπάλσ δηάγξακκα ηαηξηάδεη πάξα πνιχ κε εθείλα ησλ 

πξνεγνχκελσλ κεζφδσλ FMG. Καη νη ηξεηο κέζνδνη (ζεηξηαθή, MPI,  OpenMP) 

παξνπζηάδνπλ «ζρεδφλ» γξακκηθή αχμεζε ηνπ ρξφλνπ ζχγθιηζεο κε ηελ αχμεζε ηνπ 

κεγέζνπο ηνπ πίλαθα. 

Παξφκνηα ζπκπεξηθνξά παξαηεξνχκε θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο αληίζηνηρεο 3Γ FMG 

κεζφδνπ πινπνηεκέλεο κε OpenMP. Δδψ ε εθηέιεζε γίλεηαη ζε 8 επεμεξγαζηηθά ζηνηρεία 

πνπ βξίζθνληαη ζε αξρηηεθηνληθή θνηλήο κλήκεο θαη γηα 8 λήκαηα: 

 

 

Συήμα 35: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 3Δ FMG (ncycles=2) με αύνηρη ςξσ μεγέθξσπ ςξσ πίμακα. O 

αλγόοιθμξπ είμαι σλξπξιημέμξπ με OpenMP και εκςελείςαι ρε ξκςαπύοημξ επενεογαρςή για 8 μήμαςα. 

 

Αο δνχκε ηψξα έλαλ πίλαθα ρξφλνπ εχξεζεο ιχζεο ηεο ηειηθήο ιχζεο γηα δηάθνξα 

ηεηξαγσληθά κεγέζε ηνπ πίλαθα επίιπζεο ζε ζρέζε κε ηνλ αξηζκφ ησλ λεκάησλ πνπ 

δεκηνπξγνχληαη. ηε ζηήιε Serial έρνπκε ηα απνηειέζκαηα ηεο ζεηξηαθήο έθδνζεο: 
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Πίμακαπ 4: 

 Μεςοήρειπ υοόμξσ ρύγκλιρηπ ςξσ 2Δ αλγξοίθμξσ FMG (OpenMP) για ςεςοαγχμικά μεγέθη 

FMG (nc=2) 
Serial 

OpenMP threads 

array 1 2 4 8 

33x33 0.000142 0.000363 0.001235 0.001555 0.002195 

65x65 0.000544 0.000912 0.001976 0.002499 0.003201 

129x129 0.002248 0.002925 0.003841 0.004213 0.005277 

257x257 0.032496 0.033432 0.020675 0.013702 0.011683 

513x513 0.156212 0.15715 0.085565 0.049037 0.03428 

1025x1025 0.685437 0.687854 0.371773 0.240412 0.211318 

2049x2049 2.849948 2.855417 1.569477 1.215522 1.172565 

 

Γηα θαιχηεξα ζπκπεξάζκαηα απφ ηνλ παξαπάλσ πίλαθα, παξαζέηνπκε θαη ην 

αληίζηνηρν ρξνληθφ δηάγξακκα ζε ζρέζε κε ην πιήζνο ησλ λεκάησλ θαη γηα ηα δηάθνξα 

κεγέζε πίλαθα (ν άμνλαο ηνπ ρξφλνπ είλαη ζε ινγαξηζκηθή θιίκαθα): 

 

 

Συήμα 36: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςηπ 2Δ μεθόδξσ FMG (ncycles=2) ρε ρυέρη με ςξμ αοιθμό ςχμ OpenMP 
μημάςχμ (S: Serial) και για διάτξοα μεγέθη πίμακα. O αλγόοιθμξπ είμαι σλξπξιημέμξπ με OpenMP και 

εκςελείςαι ρε ξκςαπύοημξ επενεογαρςή για 8 μήμαςα. 
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Γηα ηξεηο δηαζηάζεηο, ν πίλαθαο γηα δηάθνξα θπβηθά κεγέζε ηνπ πίλαθα επίιπζεο θαη 

ην αληίζηνηρν δηάγξακκα έρνπλ σο εμήο: 

 
Πίμακαπ 5: 

 Μεςοήρειπ υοόμξσ ρύγκλιρηπ ςξσ 3Δ αλγξοίθμξσ FMG (OpenMP) για κσβικά μεγέθη 

FMG 3D (nc=2) 
Serial 

OpenMP threads 

array 1 2 4 8 

9x9x9 0.000152 0.000231 0.000463 0.00061 0.000805 

17x17x17 0.001413 0.001657 0.001625 0.00164 0.001993 

33x33x33 0.019748 0.020357 0.012197 0.007974 0.006845 

65x65x65 0.189042 0.191483 0.101254 0.055335 0.037272 

129x129x129 1.641496 1.649274 0.878075 0.530525 0.517648 

 

Ο άμνλαο ηνπ ρξφλνπ είλαη ζε ινγαξηζκηθή θιίκαθα: 

 

 

Συήμα 37: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςηπ 3Δ μεθόδξσ FMG (ncycles=2) ρε ρυέρη με ςξμ αοιθμό ςχμ OpenMP 
μημάςχμ (S: Serial) και για διάτξοα μεγέθη πίμακα. O αλγόοιθμξπ είμαι σλξπξιημέμξπ με OpenMP και 

εκςελείςαι ρε ξκςαπύοημξ επενεογαρςή για 8 μήμαςα. 

 

Πεξηζζφηεξα λήκαηα δε ζεκαίλνπλ απαξαίηεηα κηθξφηεξν ρξφλν ζχγθιηζεο. Έρεη 

ζεκαζία ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα θαζψο γηα κεγέζε κηθξφηεξα ηνπ 257×257 (33×33×33 γηα 

3Γ) παξαηεξνχκε φηη ε δεκηνπξγία λεκάησλ θνζηίδεη πεξηζζφηεξν απφ ηε ζεηξηαθή κέζνδν. 

Αμίδεη λα ζπκίζνπκε φηη θαη ζηηο πξνεγνχκελεο παξάιιειεο κεζφδνπο, πεξίπνπ ζην ίδην 
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κέγεζνο είρακε ην θνκβηθφ ζεκείν φπνπ ε παξαιιεινπνίεζε γηα κηθξφηεξα κεγέζε άξρηδε 

λα γίλεηαη αζχκθνξε ελψ γηα κεγαιχηεξα βειηησλφηαλ ζεκαληηθά ν ρξφλνο ζχγθιηζεο. 

ην OpenMP, πάλησο, θαίλεηαη φηη γηα κηθξά κεγέζε, πέξα απφ ηε δεκηνπξγία ηνπο, ε ίδηα 

ε αχμεζε ησλ λεκάησλ θαζπζηεξεί ην πξφγξακκα ελψ γηα κεγάια ζπκθέξεη πνιχ. 

 

Πλήθος Πλεγμάτων και Σύγκλιση 

Όζν γηα ην πφζα πιέγκαηα είλαη θαιχηεξν λα έρνπκε, εδψ δελ έρνπκε ηνπο 

πεξηνξηζκνχο πνπ επέβαιιε ε πινπνίεζε κε MPI. Μπνξνχκε θάιιηζηα, φπσο θαη ζηε 

ζεηξηαθή έθδνζε, λα πάκε κέρξη ην αξαηφηεξν δπλαηφ πιέγκα. Αλ ζέζνπκε έλα κφλν 

πιέγκα, ζα έρνπκε ζηελ νπζία ηελ Jacobi OpenMP (αλ θαη δελ ηελ έρνπκε αλαιχζεη 

μερσξηζηά). Όζν, κάιηζηα, κεηψλεηαη ην πιήζνο ησλ πιεγκάησλ, ηφζν πιεζηάδνπκε ηε 

Jacobi OpenMP ζηελ ηαρχηεηα αιιά θαη ζηελ πνηφηεηα ζχγθιηζεο. Παξαζέηνπκε ηνλ 

πίλαθα θαη ην αληίζηνηρν δηάγξακκα γηα κέγεζνο πίλαθα 513×513, ncycles ίζν κε 2, γηα 

δηάθνξα πιήζε λεκάησλ θαη γηα πιέγκαηα απφ 1 κέρξη 9. ηε ζηήιε Serial έρνπκε βάιεη 

ηνπο αληίζηνηρνπο ρξφλνπο γηα ηελ αληίζηνηρε ζεηξηαθή FMG. 

 
Πίμακαπ 6: 

Μεςοήρειπ υοόμξσ ρύγκλιρηπ ςξσ 2Δ αλγξοίθμξσ FMG (OpenMP) για μέγεθξπ 513υ513 

FMG 2D (nc=2) 

513x513 
Serial 

 

OpenMP threads 

grids 1 2 4 8 

1 932.145008 930.693778 461.945961 231.172687 119.182214 

2 87.276386 88.988805 44.859838 22.787218 12.384232 

3 7.41393 7.576399 3.891948 2.055132 1.255931 

4 0.29634 0.329211 0.20348 0.159993 0.159846 

5 0.165232 0.170078 0.101822 0.071212 0.064296 

6 0.155813 0.158094 0.088148 0.052304 0.038951 

7 0.155137 0.156898 0.085319 0.04899 0.033993 

8 0.154974 0.157078 0.085236 0.048547 0.033196 

9 0.155002 0.15683 0.085153 0.048937 0.03435 

 

Αθνινπζεί ην αληίζηνηρν δηάγξακκα (ινγαξηζκηθή θιίκαθα ρξφλνπ): 
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Συήμα 38: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 2Δ FMG (ncycles=2) για μέγεθξπ πίμακα 513υ513, για διάτξοεπ ςιμέπ 
ςξσ ngrids και για διάτξοα πλήθη μημάςχμ. O αλγόοιθμξπ είμαι σλξπξιημέμξπ με OpenMP και εκςελείςαι 

ρε ξκςαπύοημξ επενεογαρςή εμώ ταίμεςαι και η ρειοιακή σλξπξίηρη. 

 

Με ακειεηέεο δηαθνξέο ζηηο πέληε (ν ίδηνο αξηζκφο ίζρπε θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο 

ζεηξηαθήο έθδνζεο) ηειεπηαίεο πεξηπηψζεηο πιεγκάησλ, κπνξνχκε λα ζπκπεξάλνπκε φ,ηη 

θαη ζηε ζεηξηαθή έθδνζε. Γειαδή, έλαο αξηζκφο πιεγκάησλ (ngrids) κέρξη πέληε κηθξφηεξνο 

(δειαδή γηα αδξφηεξν ην πιέγκα κε πίλαθα 33×33 = [25 + 1]×[25 + 1]) απφ ηνλ κέγηζην 

δπλαηφ είλαη γεληθά αλεθηφο. Βέβαηα, επεηδή ηφζν ζηε ζεηξηαθή FMG φζν θαη ζηελ 

πινπνηεκέλε κε ην OpenMP FMG κε ην κέγηζην δπλαηφ ngrids έρνπκε θαη ηελ ηαρχηεξε 

ζχγθιηζε, ζα πξέπεη λα έρνπκε θάπνην ζεκαληηθφ ιφγν ψζηε λα κεηψζνπκε ην ngrids. ηελ 

πεξίπησζή καο, ν ιφγνο απηφο αθνξά ηελ πινπνίεζε κε ην MPI, φπνπ ην αδξφηεξν 

πιέγκα αλαπφθεπθηα αιιάδεη αθνχ αληηζηνηρεί πηα ζην αδξφηεξν αλά δηεξγαζία πιέγκα. 

Έηζη, έρνπκε θέξδνο απφ ηελ εθηέιεζε ζε πεξηζζφηεξεο δηεξγαζίεο αιιά δεκία ιφγσ ηνπ 

ρακειφηεξνπ (απφ ην κέγηζην δπλαηφ) ngrids. Η δηαθνξά απηψλ ησλ δχν νξίδεη ηo ηειηθφ 

θέξδνο κείσζεο ηνπ ngrids. Βέβαηα, φζν κεγαιψλεη ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα, φιν θαη 

κηθξφηεξεο ηηκέο ηνπ ngrids κπνξνχλ λα γίλνπλ απνδεθηέο γηα δχν ιφγνπο. Πξψηνλ, ε 

δεκία ιφγσ ηνπ αθφκα ρακειφηεξνπ ngrids είλαη κηθξή ζε ζρέζε κε ηελ αχμεζε ηνπ 

ρξφλνπ ζχγθιηζεο γηα ην κεγαιχηεξν κέγεζνο. Γεχηεξνλ, αλ ζεκαίλεη ρξεζηκνπνίεζε 

πεξηζζφηεξσλ δηεξγαζηψλ, ε δεκία ζα είλαη πηζαλφηαηα κηθξή ζε ζρέζε κε ην θέξδνο πνπ 

ζα απνθέξνπλ νη πεξηζζφηεξεο δηεξγαζίεο. 

Με ηνλ ίδην ηξφπν, ζηελ 3Γ πεξίπησζε παξαζέηνπκε ηνλ πίλαθα θαη ην αληίζηνηρν 

δηάγξακκα γηα κέγεζνο πίλαθα 65×65×65, ncycles ίζν κε 2, γηα δηάθνξα πιήζε λεκάησλ 
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θαη γηα πιέγκαηα απφ 1 κέρξη 6. ηε ζηήιε Serial έρνπκε βάιεη ηνπο αληίζηνηρνπο ρξφλνπο 

γηα ηελ αληίζηνηρε ζεηξηαθή FMG. 

 
Πίμακαπ 7: 

Μεςοήρειπ υοόμξσ ρύγκλιρηπ ςξσ 3Δ αλγξοίθμξσ FMG (OpenMP) για μέγεθξπ 65υ65υ65 

FMG 3D (nc=2) 

65x65x65 Serial 
OpenMP threads 

grids 1 2 4 8 

1 51.90904 52.24508 26.49617 13.25033 7.284955 

2 2.541458 2.567969 1.875173 1.044408 0.696932 

3 0.264855 0.273953 0.169405 0.098198 0.095194 

4 0.191702 0.194313 0.105156 0.059079 0.043777 

5 0.189389 0.191408 0.10166 0.054941 0.038781 

6 0.189481 0.191819 0.101813 0.055376 0.03825 

 

Αθνινπζεί ην αληίζηνηρν δηάγξακκα (ινγαξηζκηθή θιίκαθα ρξφλνπ): 

 

 

Συήμα 39: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ ςξσ 3Δ FMG (ncycles=2) για μέγεθξπ πίμακα 65x65x65, για διάτξοεπ ςιμέπ 
ςξσ ngrids και για διάτξοα πλήθη μημάςχμ. O αλγόοιθμξπ είμαι σλξπξιημέμξπ με OpenMP και εκςελείςαι 

ρε ξκςαπύοημξ επενεογαρςή εμώ ταίμεςαι και η ρειοιακή σλξπξίηρη. 
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Κατανομή Χρόνου ανάμεσα στις Συναρτήσεις 

Σν παξαθάησ ζρήκα δείρλεη ηελ θαηαλνκή ηνπ ρξφλνπ αλάκεζα ζηηο ζπλαξηήζεηο ηνπ 

αιγνξίζκνπ γηα δχν κεγέζε πίλαθα ζε θάζε πεξίπησζε δηαζηάζεσλ. 

 

 

Συήμα 40: Χοόμξπ ρύγκλιρηπ (καςαμεμημέμξπ ρςιπ ρσμαοςήρειπ) ςξσ FMG (ncycles=2) για σλξπξίηρη με 
OpenMP και εκςέλερη ρε ξκςαπύοημξ επενεογαρςή για διάτξοα πλήθη μημάςχμ (μεγέθη πίμακα: 

2049x2049, 4097x4097 για 2Δ και 129υ129υ129, 257υ257υ257 για 3Δ) 

 

Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο πινπνίεζεο κε MPI ζε αξρηηεθηνληθή θαηαλεκεκέλεο 

κλήκεο, έηζη θαη κε ην OpenMP ζε αξρηηεθηνληθή θνηλήο κλήκεο, ην θέξδνο απφ ηελ 

εθκεηάιιεπζε ηεο παξαιιειίαο ηνπ αιγνξίζκνπ απμάλεηαη φζν απμάλεηαη ην κέγεζνο ηνπ 

πίλαθα πξνο επίιπζε. Γηα έλα δεδνκέλν κέγεζνο πίλαθα, αλ είλαη κεγαιχηεξν απφ 129×129 

γηα 2Γ ή απφ 17×17×17 γηα 3Γ, ην θέξδνο απηφ κεγαιψλεη φζν πιεζαίλνπλ ηα λήκαηα 

εθηέιεζεο. 

Παξαθάησ βιέπνπκε ηελ επηηάρπλζε ησλ 2Γ θαη 3Γ αιγνξίζκσλ φηαλ πινπνηνχληαη κε 

ην OpenMP θαη εθηεινχληαη ζχκθσλα κε ην παξαπάλσ ζελάξην κεηξήζεσλ: 
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Συήμα 41: Επιςάυσμρη ςξσ FMG (ncycles=2, 2Δ & 3Δ) καθώπ πληθαίμξσμ ςα OpenMP μήμαςα, για μεγέθη 
πίμακα 2049x2049, 4097x4097 για 2Δ και 129υ129υ129, 257υ257υ257 για 3Δ. Ο αλγόοιθμξπ είμαι 

σλξπξιημέμξπ με OpenMP και εκςελείςαι ρε έμαμ ξκςαπύοημξ επενεογαρςή. 

 

Δχθνια παξαηεξνχκε φηη ε επηηάρπλζε είλαη κεγαιχηεξε ζηελ 3Γ πεξίπησζε. Απηφ 

ζπκβαίλεη δηφηη ην θέξδνο παξαιιεινπνίεζεο είλαη κεγαιχηεξν ζηελ 3Γ πεξίπησζε, φπνπ 

έρνπκε θφζηνο ππνινγηζκψλ ηάμεο Ο(Ν3), απφ φ,ηη είλαη ζηελ 2Γ πεξίπησζε, φπνπ ην 

θφζηνο ππνινγηζκψλ είλαη ηεο ηάμεο ηνπ Ο(Ν2). 

πγθξίλνληαο, επίζεο, ηα ζρήκαηα πνπ αθνξνχλ ηελ επηηάρπλζε, γηα ηηο δχν 

παξάιιειεο FMG κεζφδνπο (OpenMP θαη MPI), δηαπηζηψλνπκε ηε ζεκαληηθή ππεξνρή ηεο 

ρξεζηκνπνίεζεο δηεξγαζηψλ έλαληη ηεο ρξεζηκνπνίεζεο λεκάησλ, ηνπιάρηζηνλ φζνλ 

αθνξά ηελ πεξίπησζε ηνπ FMG αιγνξίζκνπ ζε δχν θαη ηξεηο δηαζηάζεηο. 
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Κεφάλαιο 10   

Επίλογος 

Σύνοψη 

Δίλαη γεγνλφο φηη δελ ππάξρεη έλαο πνιππιεγκαηηθφο αιγφξηζκνο πνπ λα ιχλεη φια 

ειιεηπηηθά πξνβιήκαηα. Τπάξρνπλ, φκσο, ζπγθεθξηκέλεο κέζνδνη ψζηε λα 

πξνζαξκφζνπκε ηε βαζηθή κνξθή ελφο πνιππιεγκαηηθνχ αιγνξίζκνπ ψζηε λα επηιχεη ην 

πξφβιεκα πνπ επηζπκνχκε. Δκείο εμεηάζακε ηελ πξνζαξκνγή ηνπ πνιππιεγκαηηθνχ 

αιγνξίζκνπ ψζηε λα επηιχεη ην πξφβιεκα Dirichlet ζε δχν θαη ηξεηο δηαζηάζεηο. Κάπνηεο 

ηερληθέο, φπσο ε ηερληθή ηεο εκθσιεπκέλεο επαλάιεςεο θαη θάπνηεο ζπλαξηήζεηο, φπσο νη 

ζπλαξηήζεηο δηαπεγκαηηθψλ κεηαβάζεσλ είλαη θνηλέο ζηνπο πεξηζζφηεξνπο 

πνιππιεγκαηηθνχο αιγνξίζκνπο θαη παξακεηξνπνηνχληαη κφλν θαηάιιεια αλά 

πεξίπησζε. Άιια ζηνηρεία, φκσο, φπσο ε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο επίιπζεο θαη 

εμνκάιπλζεο ή ηεο ζπλάξηεζεο ππνινγηζκνχ ππνινίπνπ δηαθέξνπλ πνιχ απφ αιγφξηζκν 

ζε αιγφξηζκν, θαζψο εμαξηψληαη απφ ηε δηαθνξηθή εμίζσζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Δπηπιένλ, είδακε ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν κπνξνχκε λα βειηηψζνπκε ηελ επίδνζε ελφο 

πνιππιεγκαηηθνχ αιγνξίζκνπ πινπνηψληαο ηνλ κε ρξήζε ησλ πξνγξακκαηηζηηθψλ 

κνληέισλ OpenMP θαη MPI ζε αξρηηεθηνληθέο θνηλήο θαη θαηαλεκεκέλεο κλήκεο 

αληίζηνηρα. Έρνπκε πιένλ ηηο γλψζεηο ψζηε αλάινγα κε ην πξφβιεκα, λα 

παξακεηξνπνηήζνπκε θαηάιιεια ηνλ παξάιιειν πνιππιεγκαηηθφ αιγφξηζκν επίιπζεο 

ψζηε λα έρεη ηε κέγηζηε επηηάρπλζε ζε ζρέζε κε ηνλ αληίζηνηρν ζεηξηαθφ. 

 

Προεκτάσεις 

Βεβαίσο, ππάξρνπλ αθφκα πεξηζψξηα βειηίσζεο. Καηαξράο, κπνξεί λα γίλεη κηα απφ 

θνηλνχ πινπνίεζε ρξεζηκνπνηψληαο θαη ηα δχν πξφηππα, OpenMP θαη MPI. Με εθηέιεζε 

ελφο πινπνηεκέλνπ κε απηφ ηνλ ηξφπν αιγνξίζκνπ ζε κηα πβξηδηθή αξρηηεθηνληθή 

αλακέλεηαη λα έρεη αθφκα θαιχηεξε επίδνζε απφ ηνπο δχν πξνεγνχκελνπο παξάιιεινπο 

αιγνξίζκνπο. 

Δπηπιένλ, έγηλε εθηελήο αλάιπζε ηνπ θφζηνο πνπ ζα έρεη ε ρξεζηκνπνίεζε ιηγφηεξσλ 

πιεγκάησλ απφ ηνλ κέγηζην δπλαηφ αξηζκφ ηνπο ζηηο παξαπάλσ πνιππιεγκαηηθέο 

πινπνηήζεηο. Σφζν ζηε ζεηξηαθή πινπνίεζε φζν θαη ζηελ παξαιιεινπνηεκέλε κε ην 
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OpenMP, δελ ππάξρεη ιφγνο ρξεζηκνπνίεζεο ιηγφηεξσλ πιεγκάησλ. Ο ιφγνο πνπ 

πηζαλφηαηα ζα επηζπκνχζακε ιηγφηεξα πιέγκαηα αθνξά ηελ ηθαλνπνίεζε ησλ 

πεξηνξηζκψλ ζηνλ αξηζκφ ηνπο, ηνπο νπνίνπο θαη ζέηνπλ ηα δηάθνξα ζρήκαηα MPI 

δηεξγαζηψλ. Υξεζηκνπνηψληαο ζε ηεηξαγσληθά θαη θπβηθά ζρήκαηα δηεξγαζηψλ φζν ην 

δπλαηφλ πεξηζζφηεξεο δηεξγαζίεο, κείσζε ηνπ πιήζνπο ησλ πιεγκάησλ θαηά n, γηα ηηο δχν 

δηαζηάζεηο ζα ζεκαίλεη πνιιαπιαζηαζκφ ησλ δηεξγαζηψλ επί 4n ελψ ν αληίζηνηρνο 

πνιιαπιαζηαζηήο γηα ηηο ηξεηο δηαζηάζεηο ζα είλαη ν 8n. Δπνκέλσο, ζην βαζκφ πνπ γηα έλα 

κέγεζνο κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε έλαλ αξηζκφ πιεγκάησλ ιηγφηεξν απφ ηνλ 

κέγηζην δπλαηφ ρσξίο ζεκαληηθφ ρξνληθφ θφζηνο, είλαη πηζαλφηαηα θαιχηεξν λα ην 

θάλνπκε γηα λα ρξεζηκνπνηήζνπκε πεξηζζφηεξεο δηεξγαζίεο. Μάιηζηα, ιφγσ ηεο 

επίδξαζεο ηνπ παξαπάλσ πνιιαπιαζηαζηή, ην πιήζνο ησλ δηεξγαζηψλ πνπ ζα κπνξνχκε 

λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζα απμάλεηαη εθζεηηθά θαζψο ιηγνζηεχνπλ ηα πιέγκαηα. 

Μέρξη εδψ, ζηελ πινπνίεζε κε ην MPI έρνπκε αληηκεησπίζεη ηε δπλαηφηεηα 

ρξεζηκνπνίεζεο πεξηζζφηεξσλ δηεξγαζηψλ σο πξνλφκην πνπ απνξξέεη απφ ηε ρξήζε 

κηθξφηεξνπ πιήζνπο πιεγκάησλ. Η ζεηξηαθή πινπνίεζε, φκσο, φπσο θαη ε 

παξαιιεινπνηεκέλε κε ην OpenMP δελ αληηκεησπίδνπλ θαλέλαλ πεξηνξηζκφ φζνλ αθνξά 

ην πιήζνο ησλ πιεγκάησλ. Δπηζπκψληαο κηα ηέηνηα ειεπζεξία θαη ζηελ πινπνίεζε κε ην 

πξφηππν MPI, ην επφκελν ζηάδην βειηίσζεο ζα είλαη ε ζεηξηαθή εθηέιεζε ηνπ αιγνξίζκνπ 

απφ έλα πιέγκα θαη κεηά ψζηε λα κπνξνχκε λα θεξδίζνπκε ρξφλν θαη ζε απηή ηελ 

πινπνίεζε, θηάλνληαο κέρξη ην αδξφηεξν δπλαηφ πιέγκα. Φπζηθά, απηφ ζα γίλεηαη θαη γηα 

φια ηα αδξφηεξά ηνπ πιέγκαηα ελψ γηα ηα ιεπηνκεξέζηεξα ζα επηζηξέθνπκε πάιη ζηνλ 

αξηζκφ ησλ δηεξγαζηψλ πνπ είρακε πξνεγνπκέλσο. Σα πιέγκαηα, δειαδή, ζα είλαη ην 

δπλαηφλ πεξηζζφηεξα θαη απφ έλα πιέγκα πνπ ζα νξηζηεί θαηάιιεια θαη γηα ηα αδξφηεξά 

ηνπ (δειαδή γηα ην θάησ κέξνο ηνπ πιεγκαηηθνχ θχθινπ) κηα κφλν δηεξγαζία ζα ζπιιέγεη 

ηα απαξαίηεηα δεδνκέλα απφ ηηο ππφινηπεο θαη κεηά ηνπο απαξαίηεηνπο ππνινγηζκνχο 

(αθνχ εθηειέζεη, δειαδή, απηφ ην θάησ κέξνο ηνπ πιεγκαηηθνχ θχθινπ) ζα ηα 

επαλαδηαλέκεη αλαλεσκέλα ζηηο αληίζηνηρεο δηεξγαζίεο. 

Γηα λα ππάξρεη έλα ηέηνην πιέγκα πξέπεη πξνθαλψο ην θέξδνο απφ ηε ζεηξηαθή 

εθηέιεζε λα ππεξθαιχπηεη ην θφζηνο επηθνηλσλίαο πνπ ζα ρξεηαζηεί γηα ηε ζπιινγή απφ 

κηα δηεξγαζία ησλ πηλάθσλ ησλ ππφινηπσλ δηεξγαζηψλ θαη γηα ηελ εθ λένπ δηαλνκή ηνπο 

κεηά ηνπο απαξαίηεηνπο ππνινγηζκνχο. Απηή ε ζεηξηαθή εθηέιεζε ζηε ζέζε κέξνπο ηεο 

παξάιιειεο αλακέλεηαη λα έρεη θέξδνο κε δηηηφ ηξφπν. Αξρηθά, φπσο αλαθέξακε ήδε, ζα 

ζεκαίλεη, αλεμάξηεηα απφ ηνλ αξηζκφ ησλ δηεξγαζηψλ, δπλαηφηεηα κεηάβαζεο κέρξη ην 

αδξφηεξν δπλαηφ πιέγκα. Δπηπιένλ, απηή ε αιιαγή πξφθεηηαη λα πξνζδψζεη ζηε λέα 

κέζνδν ην πιενλέθηεκα πνπ έρνπλ νη ζεηξηαθέο εθδφζεηο έλαληη ησλ παξάιιεισλ ζηα 

κηθξά κεγέζε πίλαθα. Φπζηθά, γηα πνιχ κηθξά κεγέζε πίλαθα, απηφ ζα ζεκαίλεη πξνηίκεζε 

εμαξρήο ηεο ζεηξηαθήο εθηέιεζεο έλαληη ηεο παξάιιειεο. 
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